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Forord til den danske udgave, 2011

Kros noter, som introducerer studerende til teorien for funktioner af flere
variable, har igennem en arrackke veeret anvendt ved undervisningen i kurset
MatIntro ved Kgbenhavns Universitet. I denne sammenheng har noterne
vist, at de opfylder deres formal pa udmeerket made.

Uanset at dansk og norsk skriftsprog er meget naert beslaegtede, er der
dog visse forskelle i sproghrugen, som ggr, at vi har fundet det gnskeligt at
have en dansk udgave af Kros noter.

Dette notesaet er i alt veesenligt en direkte oversaettelse af Kros notesaet,
men hans liste af trykfejl m. v. er indarbejdet, og pa nogle fa punkter er
teksten sendret saledes, at den passer bedre til den undervisning, der gives ved
kurset MatIntro under Kgbenhavns Universitet. Den danske oversaettelse er
foretaget af Jacob Stevne Jorgensen i samarbejde med de leerere der skal holde
kurset i efteraret 2011, Erik Christensen, Sgren Eilers og Niels Grgnback.

Tilfgjelse til forord, 2012

Ved revisionen 2012 af “Funktioner af flere variable” er der tilfgjet kapitel 5,
“Multiple integraler”. Dette kapitel udggres af Jan Philip Solovejs noteseet,
der indtil 2012 forela som separat kursusmateriale.
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Indledning

De funktioner, du er mest vant til fra tidligere, er funktioner af en variabel —
det vil sige, at der til et givet reelt tal x svarer en funktionsveerdi y = f(z),
der er et reelt tal. I dette heefte vil vi studere funktioner af flere variable, det
vil sige funktioner, hvor der til et saet af n reelle tal xy,xs,...,x, svarer et
reelt tal y = f(x1,29,...,2,). Vi vil specielt interessere os for, hvordan man
differentierer sadanne funktioner. Teorien vil nok pa mange mader minde dig
om det, du ved om differentiation af funktioner af en variabel, men der vil
ogsa veere vigtige forskelle — specielt kommer geometriske betragtninger til
at spille en vigtigere rolle i den nye teori.

For vi begynder med matematikken, er der et sporgsmal, vi bgr afklare —
hvad er egentlig hensigten med at studere funktioner af flere variable? Taenker
du dig om, er det ikke vanskeligt at finde eksempler pa situationer, hvor vi
har brug for funktioner af flere variable til at beskrive, hvad der foregar. Her
er nogle eksempler:

* Du opvarmer en metalstang fra den ene ende og vil undersgge, hvor-
dan varmen breder sig til andre dele af stangen. Da vil temperaturen
T atheenge af afstanden z til opvarmingspunktet og af tiden t siden
opvarmingen begyndte. Vi far altsa en funktion 7'(x,t) af to variable.

Du slar en guitarstreng an, sa den begynder at vibrere op og ned.
For at beskrive bevaegelsen af strengen, ma du kende udslaget u(z,t) i
positionen z til tiden ¢. Dette er en funktion af to variable.

Du er interesseret i at studere, hvordan saltkoncentrationen i havet
varierer. For at angive positionen har du brug for tre variable x, y, z, og
for at angive tiden har du brug for en fjerde variabel t. Koncentrationen
¢ bliver da en funktion c¢(z,y, z,t) af fire variable.

Du driver en virksomhed, der producerer n forskellige varetyper.
Bruttoindteegten atheenger af priserne pq, po, . .., p,, du kan fa for disse
varer. Den er altsa en funktion I(py,...,p,) af n variable.

Sandsynligvis har du ikke store problemer med at fortsaette denne liste af
eksempler pa egen hand.






Kapitel 1

Visualisering

1.1 Funktioner af flere variable

Dette kapitel vil beskrive, hvorledes vi beerer os ad med at skitsere grafen for
en funktion af flere variable. Vi er vant til at tegne grafen for en funktion af
en variabel i et to-dimensionalt koordinatsystem. Det viser sig, at grafen for
en funktion af to variable kan tegnes i et tre-dimensionalt koordinatsystem.
Har vi flere variable begreenses mulighederne for at tegne grafen. Rummet,
vi lever i, har simpelthen ikke hgj nok dimension til at grafen lader sig tegne.
Men heldigvis findes der andre mader at visualisere grafen pa.

Lad os starte med at seette navn pa tingene. De reelle tal kender du
forhabentligt allerede, og vi betegner de reelle tal med R. Nar vi arbejder
med to variable, for eksempel x og y, kan vi danne parret (z,y). Mengden af
alle talpar (z,y), hvor z og y er reelle, kalder vi R%. Vi kalder ofte et sadant
talpar for et punkt, og teenker pa R? som en plan. Maengden af alle taltripler
af reelle tal kalder vi R3, og vi teenker pa et taltripel som et punkt i rummet.
Generelt kalder vi maengden af n-tupler af reelle tal for R", og et punkt, altsa
et n-tupel, kan skrives som (z1,za, ..., x,), hvor hver af x, o, ..., x, er et
reelt tal.

Vi er nu klar til at definere hvad en funktion af flere variable er:

1.1 Definition
En reel funktion af n variable er en funktion med reelle vaerdier defineret pa
en delmaengde A af R™. Vi skriver f : A — R.

Sagt pa en anden made er f en regel, der til hvert punkt (zy, 29, ..., 2,) €

A tilordner et tal f(xy,xo,...,x,) € R. Vi kalder A for definitionsmaengden
for f, og ofte skriver vi Dy i stedet for A. Funktionen har ogsa en veerdi-

7
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maengde, Vi, som er defineret ved

Vf:{f(xth""’xn) | (xl,l'g,...,l'n) EA}

Med andre ord er veerdimaengden maengden af alle funktionsveerdier.
De fleste funktioner, vi stgder pa, er givet ved formeludtryk. Her er nogle
eksempler:

1.2 Eksempel
a) f(x1, 2, x3,24) = 2125 — 32223, Dette er en funktion af fire variable og
definitionsmaengden er hele R*. Valger vi et punkt i R*, for eksempel
(1, -2, %, 1), kan vi udregne den tilhgrende funktionsveerdi

FL =25, 1) =117 = S(=2)

pogp Ll 13

1
2 12 127

b) f(x1,79,23) = ——5—. Dette er en funktion af tre variable, som er
foe i o

defineret for alle (1, zq, 23) i R* undtagen (0, 0, 0). Definitionsmaengden
er folgelig Dy = R® \ {(0,0,0)}.
2

c) flx,y,t) = ﬁe_(xz_ty) . Dette er en funktion af tre variable, som er
defineret i alle punkter hvor ¢ > 0. Bemeerk, at vi bruger z, y og t som
variabelnavne i stedet for x1, x5 og x3. Dette er helt almindeligt — nar
funktioner bruges i praksis, hedder de variable ofte noget helt andet
end x1,x9,...,T,.

[

1.2 Grafer for funktioner af to variable

Noget af det fgrste, vi ggr, nar vi studerer en funktion af to variable, er, at
lave en skitse af grafen. Ogsa i tilfaelde med flere variable er det vigtigt at
danne sig et billede af, hvordan funktionen ser ud, men har den mere end
to variable, er det umuligt at lave en tegning af grafen i almindelig forstand.
Heldigvis giver tovariabel-tilfzeldet os megen intuition, som vi kan bygge pa,
nar vi skal studere funktioner af flere variable. I dette afsnit vil vi derfor se
ganske ngje pa, hvordan vi tegner grafen for en funktion af to variable.

For at undga alt for mange indices! vil vi kalde de variable z og ¥ i stedet
for 1 og w9, og vi vil bruge z som betegnelse for funktionsveerdien. Vi har
altsa funktioner z= f(x,y).

Hlertal af indeks
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Figur 1.1: Punkt pa grafen for f

For vi kaster os ud i eksempler, ma vi preaecisere, hvad grafen for en funk-
tion af to variable er. Den befinder sig i et tredimensionalt koordinatsystem.
Akserne navngiver vi efter de variable, i vores tilfeelde bliver det z-, y- og
z-aksen. Givet variabelveerdier x og y, saledes at (z,y) ligger i definitions-
mengden for f, kan vi finde funktionsveerdien i dette punkt, dvs. f(z,y).
Taltriplet (z,vy, f(x,y)) er koordinaterne til et punkt i det tredimensionale
koordinatsystem. Punktet ligger pa grafen for funktionen f. Se figur 1.1. Vi
definerer grafen for f som mangden af alle punkter af formen (z,vy, f(z,v)),
hvor (x,y) ligger i definitionsmengden for f.

Bemeerk, at vi i princippet kan aflaese funktionsveerdien for f, hvis vi har
en tegning af grafen. For at aflese f(z,y) finder man forst (z,y,0), derefter
bevaeger man sig lodret (dvs. parallelt med z-aksen) til man stgder pa grafen.
Dette vil ske i et punkt (z,y, z). Funktionsveerdien f(z,y) er da z-veerdien i
dette punkt. Se figur 1.2.

1.3 Eksempel

Brug af it-veerktgjer er ofte nyttigt, nar man skal se pa grafen for en funktion
af to variable. Vi vil se naermere pa, hvordan vi kan bruge computerprogram-
met Maple til at tegne graferne for folgende funktioner:

a) f(z,y) =y
b) g(z,y) = cos(z® +y?)

c) h(z,y) = ot
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(x,y,f(x,y))

X

Figur 1.2: Aflaesning af funktionsveerdien

Vi definerer funktionerne i Maple ved at give fglgende kommandoer:

f:= (x,y) —-> xxy;
g:= (x,y) —> cos(x"2+y"2);
h:= (x,y) —> (4-3%y)/(x"2+y"2+1);

For at tegne graferne for disse funktioner skriver vi

plot3d(f(x,y), x=-2..2, y=-2..2);
plot3d(g(x,y), x=-2.5..2.5, y=-2.5..2.5);
plot3d(h(x,y), x=-3..3, y=-4..2);

Vi har i hvert af tilfseldene angivet et omrade for x og y. For eksempel har
vi for funktionen h ladet x ga fra —3 til 3 og y ga fra —4 til 2. Graferne, der
fremkommer, kan du se pa figurerne 1.3, 1.4 og 1.5. )

Stoffet, vi har gennemgaet hidtil, har sigtet efter at give dig en god in-
tuition om, hvad grafen for en funktion af to variable er, men vi har ikke
undersggt, hvordan man i praksis kan skitsere grafen. At bruge it-veerktgj,
som i eksemplerne ovenfor, er ofte praktisk, men det er ogsa nyttigt at beher-
ske kunsten at skitsere en graf uden andre hjzlpemidler end papir og blyant.
Nar man studerer grafen ved handkraft, bliver forstaelsen af grafens kvali-
tative egenskaber ofte dybere end ved brug af it-veerktgj. Og med traening
og erfaring kan det tilmed veere hurtigere at skitsere grafen pa papir end at
bruge et computerprogram.
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Figur 1.3: Grafen for f(x,y) = xy

Figur 1.4: Grafen for g(z,y) = cos(z? + y?)



12 KAPITEL 1. VISUALISERING

Figur 1.5: Grafen for h(z,y) = 32

x24+y2+1

Vi skal nu se pa to forskellige hjaelpemidler til anskueligggrelse af grafer
kaldet konturer og niveaukurver.

Konturen for grafen over en linje i xy-planen bliver en funktion af én
variabel, som vi kan tegne grafen for. Ved at szette mange konturer sammen
kan vi danne os et billede af grafen.

Vi giver en preecis definition af begrebet kontur.

1.4 Definition
En kontur for en funktion f(x,y) af to variable er grafen for en funktion
for af én variabel, som fremkommer ved at indsaette parameterfremstillingen
(x,y) = ~(t) for en ret linje . Funktionen f oy er defineret for de t € R, for
hvilke v(t) € Dy

Rent geometrisk er konturen snittet mellem grafen for f og den lodrette
plan i det 3-dimensionale rum, som indeholder [. Vi far herved

Kontur;(f) := {(z,y,2) € R* | (x,y) € IN Dy og z = f(x,y)}.

Niveaukurver er snit mellem grafen og planer, der er parallelle med zy-
planen, og en samling af niveaukurver beskriver grafen pa samme made som
hgjdekurver pa et kort beskriver terrsennet.

Den matematiske definition er som fglger:

1.5 Definition
Niveaukurven N, for en funktion f(x,y) af to variable er punktmsengden

Ne:={(z,y) € R?| (2,y) € Dy og f(z,y) = c}
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Bemeerk, at ifglge definitionen er niveaukurven N, en del af xy-planen. Un-
dertiden er det praktisk at opfatte den som en del af planen z = ¢ i det
tre-dimensionale rum, dvs. meengden

{(z,y,0) | (z,y) € Ne}.

Dette svarer til at hgjdekurven i hgjden ¢ ude i naturen forlgber i rummet,
mens den pa et kort naturligvis forlgber i kortets plan.

1.2.1 Konturer

De simpleste eksempler pa konturer for en funktion f af to variable x og
y far vi ved at indsaette en fast veerdi for en af de variable. Da bliver det
tilbageveerende en funktion af en variabel, som vi kan tegne grafen for. Lad
os se pa nogle eksempler.

1.6 Eksempel
I dette eksempel vil vi forsgge at skitsere grafen for

flz,y) = 227 + 4 —y? + 4y

Idéen bag konturer er at indsaette et tal for en af de variable. Sa far vi en
funktion af den anden variabel, som vi ved, hvordan man tegner grafen for.

Vi prgver at indsatte nogle veerdier for y. For eksempel y = -2, y = —1,
y=0,y=1y=2 y=3,y=4o0gy=>5. Der er ikke nogen speciel grund
til at vi valgte netop disse tal, andre valg kan fungere lige sa godt. Lad os se,
hvad der sker, nar vi seetter dem ind:

y=—2 giver f(r,—2)=22>+4x —12
=—1 giver f(z,—1)=22*+42 -5

Yy = giver  f(z,0) = 22 + 4x

Y= giver  f(x,1) = 22* + 42 + 3

Yy = giver  f(2,2) = 22* +4x + 4

Y= giver  f(z,3) =22 + 42+ 3

y=4 giver  f(x,4) =22 +4x

Yy = giver  f(x,5) =22* +4x —5

Tegner vi graferne, far vi parabler, som alle har samme form. Den eneste
forskel er en forskydning i z-retningen. Se figur 1.6.

Nu forsgger vi at indseette veerdier for x, og derefter tegne z = f(z,y)
som en funktion af y for de valgte x-veerdier. Vi prover med x = —4, x = —3,
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(&) y=2 () y=3 (&) y=4 () y=>5

Figur 1.6: Konturer for f(x,y) = 22? + 42 — y* + 4y

r=-2,r=—1,x=0o0gx =2 Da far vi:

r=—4 giver f(—4,y)=16—y>+ 4y
r=-3 giver f(-3,y)=6—y*+4y
r=—2 giver f(=2,y)=—y*+4y
r=—1 giver f(—1,y)=—-2—19*+4y
r=0 giver f(0,y) = —y* +4y
r=2 giver f(2,y) =16 —y* + 4y

Igen far vi parabler, og disse kan du se i figur 1.7.

Vi saetter nu disse grafer sammen i et 3-dimensionalt koordinatsystem.
Da fremkommer fladen i figur 1.8. Her er konturerne fra figur 1.6 tegnet op
parallelt med z-aksen, og konturerne fra figur 1.7 ligger parallelt med y-aksen.

&

1.7 Eksempel
Lad f veere givet ved

flr,y) =In(z +y) -y

Som i eksemplet ovenfor skal vi indsaette nogle veerdier for x og y, tegne
konturerne for disse veerdier, og til sidst ssette dem sammen og fa grafen for
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(d) rz=-1 45(e) z=0 45(f) z =2

Figur 1.7: Konturer for f(x,y) = 22% + 4z — y* + 4y

Figur 1.8: Konturerne for f sammensat til grafen for funktionen.
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f frem. Vi veelger konturer for x = -1, 2 =0,z =2o0ogy = -1,y =0 og
y = 2. De funktioner, vi gnsker at tegne er:

x=—-1 giver f(-1,y)=In(y—1)—y
z=0 giver f(0,y)=In(y) -y
x=2 giver  f(2,y)=In(y+2)—y
y=—1 giver f(z,—1)=In(z—-1)+1
y=0 giver f(x,0)=In(x)

y=2 giver f(z,2)=In(x+2)—2

Vi tegner konturerne i figur 1.9.

Vi ser, at nar vi indsatter forskellige z-veerdier, sa far vi konturer med
samme form. Lavere x-veerdier forskyder konturen ned mod hgjre, hgje-
re x-veerdier forskyder konturen op mod venstre. Bemeerk, at funktionen
f(xo,y) = In(xg + y) — y, set som funktion af y, har en lodret asymptote i
Yy = —p.

Ligeledes ser vi, at nar vi indsaetter forskellige veerdier for y, sa far vi igen
konturer med samme form. Lavere y-veerdier forskyder konturen op mod hgj-
re, mens hgjere y-veerdier forskyder konturen ned mod venstre. Som funktion
af z har f(x,y) en lodret asymptote i x = —yq.

Grafen for f far vi ved at sammensaette konturerne. Den er tegnet i fi-
gur 1.10

[

1.8 Eksempel
Lad f veere givet ved

flz,y) = \/yQ—xQ—i-Qx—l

Vi gnsker at tegne grafen for f. Lad os derfor diskutere hvordan forskellige
konturer ser ud. Vi ser fgrst pa, hvad der sker, hvis vi saetter y til at veere en
konstant.

y=rc giver z= f(r,c)=vVc2—a2+2x—1

Ved at omskrive denne ligning ser vi, at konturen over y = c er de (z, z) hvor
z2>0 og 22+ (z—-1)>%=¢

Konturen er altsa halvcirkelen med radius |c| og centrum i (1,0) med z > 0.
Grafen bliver derfor gvre halvdel af en liggende dobbeltkegle med akse x = 1,
z = 0. For at tegne grafen kan det veaere en god idé fgrst at tegne konturen
over x = 1, fordi ¢ = f(1, ¢) er stgrsteveerdien for konturen over linjen y = c.
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(€)y=0 (f) y=2

Figur 1.9: Konturer for f(z,y) =In(zx +y) —y

Figur 1.10: Grafen for f(z,y) = In(z +y) — y.



18 KAPITEL 1. VISUALISERING

Figur 1.11: Grafen for f(z,y) = /¥ — 22 + 2z — 1.

Derefter kan man tegne halvcirklerne heengende ned fra denne kurve. Vi har

at
FLy) =V —1242-1-1=/y? =y
Og vi kan tegne grafen som vist i figur 1.11. &

Nogle gange kan det ogsa veere hensigtsmaessigt at tegne konturerne for
f over en linje, der ikke er parallel med koordinatakserne. Her er et eksempel
pa dette.

1.9 Eksempel
I dette eksempel betragter vi funktionen

Y
Men i modsatning til eksemplerne ovenfor indseetter vi ikke konstanter for
x eller y for at danne konturer. Derimod vil vi se, hvordan grafen ser ud
over linjer, der gar gennem origo. Rette linjer i zy-planen, som gar gennem
origo, kan skrives pa formen y = ax, undtagen linjen x = 0. Hvis vi indseetter

y = ax i funktionen f, far vi
ar
f(z,ax) = — =

Vi ser, at over linjer y = ax er f konstant lig a. Dermed kan vi tegne grafen.
Se figur 1.12. &

1.2.2 Niveaukurver

Niveaukurven for en funktion f af to variable i hgjden ¢ er kurven i xy-
planen som fremkommer, nar man lgser ligningen f(z,y) = c. Ved at tegne
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X

Figur 1.12: Grafen for f(x,y) = £.

flere niveaukurver for samme funktion kan man til sidst skitsere grafen. Vi
ser pa et eksempel:

1.10 Eksempel
Brug niveaukurver til at skitsere grafen for

fla,y) = 2° + 497,
For at finde niveaukurverne forsgger vi at lgse ligningen
v? + 4y =c.

Losningskurvens udseende er selvfglgelig aftheengig af veerdien af c. Hvis ¢ er
negativ, har ligningen ingen lgsninger, da 22 + 4y? > 0 for alle  og y. For
¢ = 0 er der kun én Igsning, nemlig x = y = 0. Og for ¢ > 0 far vi ellipser.
Jo stgrre ¢ bliver, des stgrre bliver ellipserne. Se figur 1.13 for en skitse af
niveaukurverne for ¢ = 1, ¢ = 2, ¢ = 3 og ¢ = 4. Vi bruger niveaukurverne
som hjaelpemiddel til at skitsere grafen. Se figur 1.14. &

Afslutningsvis i dette afsnit vil vi se pa nogle eksempler, hvor vi bade
bruger konturer og niveaukurver til effektivt at kunne skitsere grafen for
nogle funktioner af to variable.

1.11 Eksempel
Lad f veere givet ved

flzy) =2 —ay+y
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+4y?medc=1,c=2,¢c=3og

Figur 1.13: Niveaukurver for f(z,y) = 22

=4

c

% + 492,

Figur 1.14: Grafen for f(x,y)
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Figur 1.15: Niveaukurver for f(x,y) = 22 — zy + .

For at underspgge denne funktion ser vi fgrst pa niveaukurverne. Lad ¢ veere
et reelt tal. Da gnsker vi at lgse

c=f(z,y) =2 —zy+y.

Vi undersgger forst tilfzeldet ¢ = 1, og vi far nedenstaende ligning til bestem-
melse af niveaukurven.
1=a®—ay+y,

som kan omformes til
O=2"-1—ay+y=(zr—1)(z+1—y).

Heraf ses, at N1 ma besta af de to rette linjer x =1 og y = x + 1.
For ¢ # 1 ved vi nu, at intet punkt af formen (1,y) ligger i N,, og vi kan
omforme ligningen
c=212%— Ty +y

til

1-c

y=x+1+ .
x—1

Vi ser da, at for ¢ # 1 bestar N, af to kurver

1—c¢
z—1

y = x4+ 1+ —oo<r<l

y = x4+ 1+ 1<z <o

r—1

Betragt figur 1.15, og laeg meerke til, at niveaukurverne N, for ¢ < 1 findes
i omraderne mod “nord” og “syd”, mens niveaukurverne for ¢ > 1 findes i
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omraderne mod “gst” og “vest”. Enhver af disse kurver har linjerne x = 1 og
y = x + 1 som asymptoter.

Nar vi nu skal tegne grafen, er det godt at tegne nogle konturer. Derefter
kan vi “opheenge” niveaukurverne pa disse. Vi gnsker at udvalge konturerne
med omhu, malet er at veelge dem, sa vi med fa konturer formar at fa heengt
samtlige niveaukurver op. Se forst pa konturen over y = 2. (y = 2 er en ret
linje gennem punktet (1,2)). Vi far at

f@,2) =222 +2=(z—-1)*+1

Til denne kontur far vi faestnet alle niveaukurverne med ¢ > 1. For at faestne
de resterende niveaukurver ser vi pa konturen over y = 2x. (Dette er ogsa en
ret linje gennem (1, 2)). Dette giver

f(z,22) = —2?+22=1—(z — 1)

Pa denne kontur kan vi feestne alle niveaukurver med ¢ < 1. Vi skitserer nu
fgrst de to konturer, derefter feestner vi niveaukurverne til disse og endelig
far vi grafen frem, se figur 1.16 [

1.12 Eksempel
En affin funktion i to variable er en funktion f pa formen

f(x,y) =ax+by+d
hvor a, b og d er reelle tal. Grafen bestar af punkter (x,y, z), som opfylder
z=ax+by+d

og er altsa en plan i R3. Dette fremgar (selvfglgelig) ogsa ved at betragte
niveaukurver og konturer.
Vi ser forst pa niveaukurverne, det vil sige, at vi forsgger at lgse ligningen

c=f(v,y) =ar+by+d

Kurverne, som fremkommer for forskellige veerdier af ¢, er parallelle rette
linjer i xy-planen, bortset fra hvis a = b = 0. I dette tilfeelde bliver “niveau-
kurverne” den tomme maengde for ¢ # d og hele xzy-planen for ¢ = d.

Konturen over den rette linje y = kx + [ finder vi ved at indsaette i
funktionsudtrykket. Vi far:

f(z, kx +1) = ax + bkx + bl + d = (a + bk)x + (d + bl)
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(c) Grafen

Figur 1.16: At tegne grafen for f(x,y) = 2> —xy +y
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Vi teenker pa udtrykkene som star inde i parenteserne som konstanter og ser,
at konturen er en ret linje. Ogsa konturerne over linjer pa formen x = k bliver
rette linjer, fordi

f(k,y) =ak +by+d="by+ (ak +d).

Sa alle niveaukurverne og alle konturerne er rette linjer, i overensstem-
melse med at grafen for en affin funktion er en plan i R3. &

1.3 Grafer for funktioner af tre variable

Nar man mgder funktioner af tre (eller flere) variable kan man ikke leengere
tegne grafen af den grund, at rummet i den fysiske verden, vi lever i, har 3
dimensioner, mens det matematiske rum, hvor den abstrakte graf ligger, har
4 eller flere dimensioner. Der er simpelthen ikke plads nok til at tegne grafen.

En slags visualisering af grafen kan man fa ved at betragte 3-dimensionale
“billeder” af grafen, f.eks. ved at generalisere begrebet “niveaukurve”. Herved
fremkommer begrebet niveauflade.

Lad os se pa nogle eksempler med funktioner af tre variable.

1.13 Eksempel
Lad f: R3 — R vaere givet ved

flz,y,2) = 2% + % + 22

Vi gnsker at visualisere grafen for f ved hjeelp af niveauflader. Niveaufladerne
fremkommer ved at lgse ligningen

c= f(z,y,2) =22% + y* + 2°.

Vi ser, at hvis ¢ < 0, har ligningen ingen lgsning, fordi 222 > 0, > > 0 og
2% > 0 for alle z, y og z. Hvis ¢ = 0, er den eneste lgsning (z,y, 2) = (0,0, 0),
og for ¢ > 0 beskriver ligningen ¢ = 222 + y* + 2?2 en ellipsoide. Se figur 1.17
for niveaufladerne c =1, c =2, ¢ = 3 og ¢ = 4. s

1.14 Eksempel
Lad g veere funktionen givet ved

g(x,y,2) = 2+ /22 + 2.
Niveaufladerne for ¢ finder vi ved at lgse ligningen

c=z+ 2 +y2
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Figur 1.17: Niveauflader for f(z,y, 2) = 22% + y* + 2*

Dette udtryk kan omskrives saledes, at z bliver en funktion af x og y, det vil

sige
z=c— 2 +y>

Dermed kan man se, at niveaufladerne er cirkulere kegler med toppunkt i
(0,0, c). Disse er skitseret i figur 1.18 &

1.4 Andre koordinatsystemer

1.4.1 Polaere koordinater

Nar vi skal angive positionen til et punkt i planen, er det mest almindelige at
opgive z- og y-koordinaten som vist i figur 1.19. x og y kaldes de kartesiske
koordinater til punktet. I en del sammenhaenge er det imidlertid lettere og
mere nyttigt at bruge polere koordinater (r,6) som vist i figur 1.19. Her
betegner r afstanden fra punktet til origo, mens € er vinklen mellem vektoren
O_}>’ og den positive del af z-aksen. Vinklen # er kun bestemt op til et heltalligt
multiplum af 27, men som regel veelger man 0 til at ligge i intervallet [0, 27|
eller alternativt [—m, 7].

For vi begynder at benytte polaere koordinater til at studere grafer af to
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Figur 1.18: Niveauflader for g(z,y, z) = z + /22 + y?

x o x

Figur 1.19: Kartesiske- og poleere koordinater
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Y

(@] T

Figur 1.20: Omregning mellem kartesiske og polaere koordinater

variable, skal vi se pa, hvordan man udtrykker et punkt givet i kartesiske
koordinater i poleere koordinater, og omvendt.

Grundlaget for omregningen er elementeer trigonometri. Se pa den retvink-
lede trekant i figur 1.20. Kateterne har laengde  og y, hypotenusen har laeengde
r, og vinklen i origo er 6. For at finde de polaere koordinater for punktet (x,y)

udregner vi forst
=\ +y?.

Derefter udregner vi

sinf = y
,

Der er to vinkler i fgrste omlgb med samme sinus, men ved at se pa hvilken
kvadrant punktet (x,y) ligger i, er det ikke vanskeligt at veaelge den rigtige
vinkel.

Sommetider ma vi ogsa ga den anden vej — at vi kender de polaere koor-
dinater r og 6, og gnsker at finde de kartesiske koordinater x og y. Dette er
lettere — vi observerer bare at

= rcosf

= 7rsinf

1.15 Eksempel
Find de polaere koordinater til punktet med kartesiske koordinater (—6, 2v/3 ).
Vi udregner afstanden fra punktet til origo:

=22 +1y2 = \/(—6)2+ (2v3)2 =36 +12 = V48 =43
For at bestemme vinklen 6 kan vi for eksempel udregne sinus:

y 2v3 1

sinf = = = -

ro4/3 2
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r2

Figur 1.21: Funktionen z = e~

og 0 = 2.

1 z
2 6
Eftersom vores punkt (—6,2+/3) ligger i anden kvadrant, ma vi have § = %”.
De polere koordinater til (—6, 2\/5) bliver dermed r = 4v/3, § = %’r. &

Der findes to vinkler i fgrste omlgb med sinf = 3, nemlig § =

Da vi kan angive punkter i planen ved hjelp af poleere koordinater (r,0)
i stedet for kartesiske koordinater (x,y), kan vi ogsa beskrive funktioner af
to variable ved hjeelp af polaere koordinater

z=g(r,0)

1 stedet for kartesiske
z= f(z,y)

Dette gor man ved at saette g(r,0) = f(rcos6,rsinf). Ofte kan det veere
nyttigt at omskrive en funktion til poleere koordinater for at fa et bedre
indtryk af grafen.

1.16 Eksempel

. . . _ 2 2
Hvis vi omskriver z = e~ (@ ¥ r

) til poleere koordinater, far vi z = e"". Tegner

vi z = e~ som en funktion af én variabel, far vi grafen i figur 1.21. Grafen

for funktionen z = e~ (@**¥*) far vi ved at rotere denne graf omkring z-aksen
(se figur 1.22). &

Vi tager endnu et eksempel med:

1.17 Eksempel
Omskriver vi funktionen z = 22 — y? til poleere koordinater, far vi

z =1 —1y* = (rcosf)? — (rsinf)* = r?(cos* § — sin® @) = r* cos 26 .

Det betyder, at hvis vi holder vinklen 6 konstant og varierer afstanden r, sa
folger z en parabelbue z = 72 cos 20. Fortegnet for cos 20 afggr om parablen
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r2

Figur 1.22: Funktionen z = ¢~ roteret om z-aksen

z

T

Figur 1.23: Cylinderkoordinater

vokser opad eller nedad nar r gges, og storrelsen pa | cos 26| afggr hvor hurtig
denne vaekst er. Forsgg at lave en skitse af grafen ud fra den information, du
nu har. &

1.4.2 Cylinderkoordinater

Ogsa for funktioner af tre variable kan det ofte svare sig at omskrive til an-
dre koordinatsystemer. Vi vil hurtigt bergre to sadanne koordinatsystemer
— cylinderkoordinater og kuglekoordinater. Figur 1.23 viser grundidéen for
cylinderkoordinater; vi angiver positionen til punktet P ved hjaelp af de tre
stgrrelser r, 6 og z. Cylinderkoordinater er neert beslaegtet med poleere koor-
dinater — vi har bare haegtet en tredje koordinat z pa.
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1.18 Eksempel
Skriv funktionen

w=f(z,y,2) = (@® +y2)e

ved hjeelp af cylinderkoordinater.
Da 2% + y? = r?, har vi

1.19 Eksempel
Beskriv niveaufladerne for

x2+y2
z

f(x7y7 Z) =

ved hjalp af cylinderkoordinater.
Igen kan vi indsaette 22 + y? = r2. Dette giver

$2+y2 _7“2

Niveaufladen ¢ = u bliver dermed givet af ligningen

Kigger vi pa snittet af denne flade med planen y = 0, far vi ligningen z = %xQ,

som i xz-planen beskriver en parabel. Fladen z = % findes ved at rotere oven-
navnte parabel om z-aksen, og den kaldes derfor en omdrejningsparaboloide.

L]

1.4.3 Kuglekoordinater

I kuglekoordinater beskrives positionen for et punkt P(z,y, z) ved hjelp af
en leengde p og to vinkler 6 og ¢. Figur 1.24 viser idéen — p er afstanden

fra P til origo, ¢ er vinklen mellem z-aksen og vektoren OP, og 6 er den
samme vinkel som for cylinderkoordinaterne, nemlig vinklen mellem z-aksen

og projektionen ﬁ’ af ﬁ’ ned pa zy-planen. Vinklen ¢ ligger mellem 0 og
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Figur 1.24: Kuglekoordinater

7, mens 6 ligger mellem 0 og 27. For at udtrykke x,y og z ved hjelp af p, ¢
og 0, observerer vi fgrst at
Z = pcos¢

Vi ser ogsa at ]ﬁ’\ = ]ﬁ\ - 8in ¢ = psin ¢. Dette betyder, at

r = |O?’|cos€=pcos€singb
y = \ﬁ’\sinQ:psin951n¢
Lad os se, hvordan disse formler bruges i praksis:

1.20 Eksempel
Hvilken type flade beskriver ligningen

?+yt 427 =a

hvor a > 0 er en konstant?
For at svare pa dette spgrsmal forsgger vi at seette formlerne for kugleko-
ordinater ind i ligningen. Dette giver

w2yt = p2 cos® fsin® ¢ + p2 sin’ fsin? ¢ + p2 cos® ¢ = a’.
Vi reducerer lidt pa udtrykket i midten og far

p? cos? Osin? ¢ + p?® sin® Osin® ¢ + p? cos? ¢
=’ ((C082 6 + sin? 9) sin? ¢ + cos? <b)
=p? (sin2 ¢ + cos? q§) =’
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Ligningen kan altsa reduceres til

p* = a’.
Men da bade a og p er stgrre end eller lig med 0, beskriver p = a fladen.
Fladen er altsa en kugle med radius a. &

1.21 Eksempel
Omskriv
u=a*+y* -2

til kuglekoordinater. Vi ser at

2?2+ = (pcosfsing)? + (psinfsin¢)? = p?sin? ¢
22 = pPcos’o
sa
u = p*sin® ¢ — p®cos’ ¢ = —p® cos2¢.
Dette betyder, at u er uatheengig af vinklen #. Holder vi vinklen ¢ konstant,
vokser eller aftager u proportionalt med p?. Om u er positiv eller negativ

afhaenger af storrelsen pa ¢. Vi ser, at u er positiv for ¢ € (%, %f) og negativ

for ¢ € (0,§>U<%,7r). &

Til sidst tager vi et eksempel, hvor vi beskriver en niveauflade ved hjeelp
af kuglekoordinater:

1.22 *Eksempel
Lad funktionen f veere givet ved

22 P

flay2) =5+

Definitionsmaengden for f er alle (z,v,2) € R?, hvor bade = # 0 og z # 0.
Vi omskriver funktionsudtrykket til sfeeriske koordinater:

g(p,0,¢) = cos* Otan® ¢ + tan® 6.

Bemeerk, at p ikke indgar i dette funktionsudtryk. Det betyder, at for alle
punkter pa en ret linje i R3, som gar gennem origo, er funktionsvaerdien den
samme.

Vi gnsker at beskrive niveaufladerne for f. Derfor ser vi pa ligningen

cos® @ tan® ¢ + tan®f = c.
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Begge led pa venstre side er stgrre end eller lig 0. Derfor har ligningen ingen
lgsning for ¢ < 0. Dersom ¢ = 0 ma bade cosftan ¢ = 0 og tanf = 0. Men vi
ser da, at tanf = 0 medforer at cosf = +1 og da ma tan ¢ = 0. Dermed er
ogsa sin ¢ = 0. Men dette er umuligt, da et punkt med x = pcosfsing = 0
ikke ligger i definitionsmaengden for f. Vi kan derfor antage at ¢ > 0.

Husk at (p, 0, ¢) er sfeeriske koordinater. Som neevnt indgar p ikke i lig-
ningen, og derfor vil lgsningen besta af en maengde linjer gennem origo. For
at tegne niveaufladerne ser vi derfor fgrst pa, hvordan de snitter en kugle
med centrum i origo. Vi saetter derfor p til at vaere en konstant, for eksempel
p=1

For at forenkle situationen ser vi nu lidt pa symmetrien i udtrykket. Der-
som vi har en lgsning og lader 6 gges med 7, far vi igen en lgsning. Ligeledes
hvis vi erstatter ¢ med m — ¢, har vi atter en lgsning. Det sidste udsagn be-
tyder, at niveaufladen er symmetrisk om xy-planen, mens det fgrste siger, at
180° omkring z-aksen sender niveaufladen pa sig selv. Derfor er det tilstraek-
keligt at se pa ¢ mellem —7 og 7 og ¢ mellem 0 og 7, resten af lgsningerne
far vi frem ved at bruge symmetrierne.

Lad os fgrst se pa, hvad der sker, nar ¢ er lille. Vi vil benytte, at der for
sma vinkler o gaelder

sina ~ «
cosa ~ 1

tana ~ «

Dette er ikke godt nok, hvis vi eksakt skal finde ud af, hvordan niveaufladerne
ser ud, men det er godt nok til at skitsere niveaufladerne.

For at tydeligggre diskussionen af ligningen skriver vi den lidt om:
(cos@tan ¢)* + (tand)? = ¢
Pointen er, at dette ligner ligningen for en cirkel. Altsa a? + b* = ¢ med
a = cosftan ¢ og b = tanf. Vi har at tan? < ¢, dermed er § en lille vinkel.
Det fglger, at cosf ~ 1 og dermed at tan? ¢ ~ (cosftan¢)? < c, sa ogsa ¢

er lille.
Som en tilnsermelse kan vi nu bruge ligningen

$* +6*=c hvor ¢ >0

Vi saetter derfor ¢ = /csint og § = y/ccost, hvor t gar fra 0 til . For at tegne
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Figur 1.25: Tilnzermelse til en del af kurven ¢? + 62 = 0.2, p =1

denne kurve (med p = 1) indseetter vi i ligningene for sfaeriske koordinater.
x = pcosfsing ~ ¢ = \/csint
y = psinfsinp ~ 0¢p = ccostsint = %csin(Qt)
z=pcosp =1

Dette bliver en lille lgkke, som slynger sig ud fra nordpolen. Se figur 1.25 for
en skitse nar ¢ = 0.2.

Vi bruger nu symmetrierne til at skitsere hele lgsningsmaengden for lig-
ningen pa sfaeren p = 1. Se figur 1.26. For at tegne hele niveaufladen trackker
vi rette linjer fra kurven og gennem origo. (Figur 1.27). Nar ¢ oges, vil snittet
mellem niveaufladerne og sfeeren p = 1 ligeledes veaere ottetalsformede kurver,
stgrrelsen vil gges og formen vil deformeres. Se figur 1.28. )
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Figur 1.26: Hele kurven ¢? + 0> = 0.2, p =1

Figur 1.27: Tegning af niveauflade for ¢ = 0.2



36 KAPITEL 1. VISUALISERING

05 0.5

1 1

Figur 1.28: Snit mellem sfaeren p = 1 og niveaufladerne ¢ = 0.2, ¢ = 1 og
c=4.
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1.4.4 Formelsamling for koordinatsystemer

Her er en formelsamling for de forskellige koordinatsystemer vi nu har be-
handlet.

Polzre koordinater
Polere koordinater (r,6) for planen er givet ved

x =rcosf
y =rsind
Cylinderkoordinater

Cylinderkoordinater (r, 6, z) for rummet er givet ved

x =rcosf (1.3)
y =rsind .
z =z (1.5)

Kuglekoordinater?
Kuglekoordinater (p, 0, ¢) for rummet er givet ved

x =pcosfsin ¢ (1.6)
y =psinfsin ¢ (1.7)
2 =pCcos ¢ (1.8)

2 litteraturen er der ofte byttet om pa betydningen af # og ¢. Konventionen her er i
overensstemmelse med den, der benyttes i Maples plot3d.
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1.5 Opgaver

Opgave 1.1

Find definitionsmaengden for funktionen.
a) f(2,9) = oy d) flz,y) = tan(z —y)
b) flw,y) = otp e) f(2,9,2) = s

c) flz,y)=In(z+y)

Opgave 1.2
Tegn konturer for funktionen. Skitser derefter grafen.
a) flz.y)=2 d) flz,y) = F2n

b)  f(z,y) = cosy e) [flx,y) = max(|z], |y|)
o fley)=y+2e 1) [flz,y)=2*>+y
Opgave 1.3

Find niveaukurverne for funktionen. Tegn nok af dem til, at du kan danne
dig et billede af funktionsgrafen.

a) f(r,y)=42>+3y* d) [flz,y) ="

b) f(xay)zgszQ%yaz e) f(xay):xzzTyz

c) flzy)=e"""

Opgave 1.4
Skitser grafen for funktionen
a) f(z,y) =22"+y? d) f(z,y) =2* — 4y
b) flz,y) =y’ —u e) flz,y)=1In(zy)
o) flzy)=sin(@®+y?) f) flz,y)=/dzy -3y’

Opgave 1.5

Tegn niveauflader for funktionerne.
2

a) f(ﬁ,y,2’>:l'2+y2+z2 d) f(x’y’z):r—y

z

b) f(z,y,2)=20+y—=z e) flz,y,z)=e"?
c) flx,y,2)=ay+axz f)  flr,y,2) =22 =2(x—y+2)y+ 2*
Opgave 1.6
Omskriv funktionen til poleere koordinater. Skitser grafen.
_ 1 2 g2
a) flz,y) = Vo d) f(z,y) =24y
b) @y =t o) Sy =

o) fley) =7 f) flz,y) =2’ —3zy°
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Opgave 1.7
Omskriv funktionen til bade cylinder- og kuglekoordinater. Afggr hvad du
synes er mest informativt i hvert enkelt tilfselde.

W) f(ey.2) =@y D) flayz) = S

2

b)  f(z,y,2) = m e) f(x,y,2)=z-arctan(¥)
) flwyz) =" ) fla,y,2) =2 +y* - 22°
Opgave 1.8

Brug Maple eller et andet egnet it-veerktgj til at tegne folgende grafer:
a) f(x,y):%for—2§m§20g—2§y§2.
b) f(z,y) =5bx*+y* —4dy for -2 < <20g —-3<y<3.
c) flx,y) =2° —1023y* + 5yt for —1 <x<log-1<y<1.

Opgave 1.9
Brug Maple eller et andet egnet it-veerktgj til at tegne niveauflader for fgl-
gende funktioner:

a) f(r,y,2)=x+y*+23forc=—-1,c=00gc=1.
b) f(x,y,z) = zyz for c = =10, ¢ = 0, ¢ = 10 og ¢ = 100.
C) f(x,y,Z) - x2y2+;2yzz2+y2z2 fOl” C = 0 Og Cc = 1

d) f(z,y,2) = (@2 +y2+22)? =2 +y?—2%)+1lforc=0,c=13,c=1
og c=2.
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Kapitel 2

Kontinuitet og differentiation

Malet med dette kapitel er at etablere et solidt fundament for at kunne drgfte
funktioner af flere variable. Fra en teoretisk synsvinkel er et hovedproblem, at
funktionsbegrebet favner meget vidt. Hvis vi ved, at f er en reel funktion fra
R? til R, ved vi ikke andet, end at for ethvert punkt (z,y) sa er f(x,y) et reelt
tal. Specielt siger definitionen intet om, at f(1,2) skal veere i nserheden af 3,
selv. om bade f(1.001,2) og f(1,1.9999) skulle vise sig at vaere 3. Derfor er
en sky af punkter en god beskrivelse af grafen for en tilfeeldig valgt funktion
f : R? — R. Hvis grafen alligevel skulle vise sig at veere en glat flade, ma
dette siges at veere et mirakulgst sammentraef.

Som du maske har bemaerket, er de fleste af de funktioner, vi mgder i
praksis, ikke omfattet af en sadan vilkarlighed. Som matematiker bgr man
derfor stille sig spgrgsmalet Kan vi finde et anvendeligt kriterium for at
en funktion skal have kvalitative egenskaber, der stemmer overens
med vores intuition?

Vores tilgang til dette spgrgsmal vil veere at formulere sadanne kriteri-
er og derefter undersgge hvilke kvalitative egenskaber, der fglger. Hvorvidt
kriterierne er anvendelige, vil vi se ved at forsgge at bruge dem i eksempler,
opgaver og anvendelser. Intuitionen vil helt sikkert mgde udfordringer un-
dervejs og gradvis sendre og udvikle sig i mgdet med teorien for funktioner
af flere variable.

2.1 Topologiske begreber

Vi vil her indfgre nogle begreber, som omhandler maengder A C R”. Det er
vigtigt, at du far en intuitiv forstaelse af disse begreber, fordi du vil mgde
dem ofte, bade i dette heefte og i senere kurser.

En maengde A i R™ er en samling af punkter, og kan for sa vidt se ganske

41
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x

Figur 2.1: En maengde A og nogle punkter

vilkarlig ud. Men de fleste maengder, vi vil mgde i praksis, har gode beskri-
velser, ofte givet ved uligheder.

Randen af en maengde A er de punkter i R™ som skiller A fra det, der
ligger udenfor. Se pa figur 2.1. Randen af A er en mangde, og vi skriver
0A for denne. Et punkt a kaldes et randpunkt for A, safremt det ligger pa
randen af A. Bemeerk, at a ikke ngdvendigvis tilhgrer A.

Det indre af A er de punkter i A, som ikke ligger pa randen. Det er altsa
de punkter i A som er fuldsteendigt omsluttet af andre punkter i A. Et punkt
a kaldes et indre punkt for A, safremt det ligger i det indre af A.

Afslutningen af A er foreningen af randen for A og det indre af A. Vi
indfgrer notationen A for afslutningen af A, og vi kan skrive A = A U JA.

Disse definitioner er ikke meningsfulde, nar vi taler om helt generelle
maengder, men de er udmeerkede som en introduktion til disse topologiske
begreber. De eksakte definitioner finder du i afsnit 2.1.1.

Lad os se pa nogle eksempler.

2.1 Eksempel
Figur 2.1 viser et skraveret omrade, maengden A. Vi bruger konventionen, at
en heltrukket linje angiver punkter, som er med i maengden, mens en stiplet
linje ikke er med i meengden.

Vi gnsker nu at karakterisere punkterne P, @), R, S og T

Punktet P ligger i maengden A. Notationen for dette er P € A. Vi ser
at P ikke er et randpunkt, derfor ma det veere et indre punkt for A.

Punktet @ ligger ikke i maengden A. Det er heller ikke et randpunkt,
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da alle andre punkter tilstraekkelig neer @ heller ikke ligger i A. Derfor
er () ikke med i afslutningen af A. Vi kan derfor skrive Q ¢ A.

Punktet R ligger ikke i meengden A. Linjen er stiplet. Derimod ligger
det pa randen af A. Da R ligger pa randen, er det ogsa et punkt i
afslutningen. Vi kan skrive R ¢ A, R € A og R € A.

Punktet S ligger i meengden A. Linjen er heltrukket. Det er ogsa et
randpunkt, da der findes punkter vilkarligt neer S, som ikke er i A. S
er ogsa et punkt i afslutningen af A, da det allerede ligger i A. Vi har
ScA ScdAogSc A

Punktet T" ligger hverken i A eller pa randen af A, og folgelig ligger det
heller ikke i afslutningen. Vi har da T ¢ A.

&

Lad os se pa endnu et eksempel, men i dette tilfaelde med en mere konkret
angivet maengde.

2.2 Eksempel
Lad B vaere meaengden af punkter (z,y) i R?, som opfylder de to uligheder

vyt <2
y>2x — 1.

Den er tegnet pa naeste side. Lad os afggre, hvordan punkterne (%, 0), (—1,1),
(3,2) og (2,1) forholder sig til meengden B. Forst skitserer vi maengden. Vi
ser, at den fgrste ulighed angiver, at punkterne i B ligger pa eller indenfor
cirkelen med radius v/2 og centrum i origo. Den anden ulighed angiver, at
punkterne i B ligger over og til venstre for linjen y = 2z — 1. Dette giver
figuren 2.2. Vi ser at (—1,1), (1,2) € B, da disse punkter opfylder begge

uligheder. Punktet (%,0) ¢ B gaB(%,O) ikke oppfylder den anden ulighed,
mens (2,1) ¢ B, fordi punktet ikke oppfylder nogen af ulighederne. Videre
ser vi, at (%, %) ligger i det indre af B, mens punkterne (—1,1) og (%,0) er
randpunkter for B. &

En dben meaengde er en maengde, som ikke indeholder nogen af sine
randpunkter. Sagt pa en anden made er A aben hvis og kun hvis det indre
af A er hele meengden.

En lukket maengde er en maengde, som indeholder alle sine randpunkter.

Det vil sige, at A er lukket hvis og kun hvis A = A.
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* 21

Figur 2.2: Maengden B

2.3 Eksempel
Lad os afggre om maengden A fra eksempel 2.1 og maengden B fra eksem-
pel 2.2 er abne eller lukkede.

Vi ser forst pa A. Maengden er ikke aben, da punktet S bade ligger pa
randen og i A. Den er heller ikke lukket, da R er et eksempel pa et punkt pa
randen, som ikke er i A.

Mzengden B er pa samme made hverken aben eller lukket!. Vi ser, at B
ikke er aben, da (—1,1) € B og (—1,1) € 0B, og at B ikke er lukket, da
(3,0) € OB, men (1,0) ¢ B. &

Vi tager ogsa nogle eksempler med pa mengder, som er lukkede eller
abne:

2.4 Eksempel
Vi betragter folgende meengder og gnsker at afggre, om de er abne eller
lukkede:

a) Lad A= {(z,y) e R*| z +y < 0}.

)
b) Lad B = {(z,y) € R? | 2* 4+ 1y* > 1}.
¢) Lad C vere det lukkede interval [—1,4] pa R.
)

d) Lad D = R~ {(0,0,0)}.
e) Lad E = R%.

1S4 maengder er ikke som dgre, der jo enten er abne eller lukkede!
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<

y=-—z

N

N

Figur 2.3: Meengden A = {(z,y) € R? | z +y < 0}

f) Lad F ={(1,m)}.

a) Mengden A er punkterne, som ligger nedenfor og til venstre for linjen
y = —x. Se figur 2.3. Vi ser, at randen af A er punkterne, som ligger pa
denne linje. Det vil sige, at A = {(x,y) € R?* | z + y = 0}. Men ingen af
disse punkter ligger i meengden A. Folgelig er A en aben meengde.

b) B er maengden af alle punkter i planen, som ligger pa eller udenfor
ellipsen 22 4+ 1y? = 1. Se figur 2.4. Randen af B er {(z,y) | 2* + 1y* = 1}, og
disse punkter er med i B. Derfor er B lukket.

c) C er intervallet [—1,4], og randen bestar af endepunkterne —1 og 4.
Disse er med i intervallet, per definition. Derfor er C' en lukket maengde.
Dette gaelder generelt: Alle lukkede intervaller er lukkede maengder.

d) Mangden D bestar af alle punkter i R* undtagen origo. Randen bestar
derfor af netop punktet origo: 9D = {(0,0,0)}, og dette punkt ligger ikke i
D. Derfor er D en aben meengde.

e) Mangden E = R* har ingen rand, det vil sige, at OF = (), den tomme
meengde. Og da randen ikke har nogen punkter, er det tautologisk sandt,
at ingen af randpunkterne ligger i E. Dermed er FE aben. Men den tomme
maengde er ogsa indeholdt i enhver anden meaengde. Derfor er OF = () C F,
altsa er F ogsa en lukket meengde.
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Figur 2.4: Maengden B = {(z,y) € R* | 22 4+ 1y* > 1}

f) Randen af meengden F' = {(1,7)} bestar af punktet (1,7), og derfor er
OF C F. Det vil sige, at I er lukket. &

En maengde kaldes begraenset, hvis vi kan omslutte hele maengden med
en kugle (eller cirkel), som har centrum i origo. Det vil sige, at A er begreenset,
hvis der findes en radius R, saledes at ||a|| < R for alle a i A. En mengde,
som ikke er begraenset, kaldes ubegraenset.

2.5 Eksempel

Vi betragter folgende maengder og gnsker at afggre, om de er begraensede
eller ej:

a) Lad A= {(z,y) e R?*| —1<x<30g3<y<5}
b) Lad B = {(z,y) € R*| y > z*}.

)

) (

c) Lad C = {(z,y) e R? |y =3z — 2 og v > —1}.

d) Lad D = {(z,y,2) € R? | 22 4 2y* + 322 < 4}.
)

e) Lad £ =R.

a) Vi skitserer maengden, figur 2.5, og ser at den prikkede cirkel med cen-
trum i origo omslutter hele meengden. Derfor er A begraenset.

b) Mzzngden B bestar af alle punkter over parablen y = x2. Se figur 2.6. Vi
ser, at uanset hvor stor en cirkel vi tegner med centrum i origo, vil maengden
B have punkter, som ligger udenfor cirkelen. Derfor er B ubegraenset.
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Figur 2.5: Maengden A = {(z,y) e R?| —1 <z <30g3<y<5}

Figur 2.6: Maengden B = {(x,y) € R? | y > 2?}
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y=3x—2

(_17 _5)

Figur 2.7: Maengden C' = {(z,y) e R* |y =3z —2 og x > —1}

—

=

Figur 2.8: Ellipsoiden som afgraenser maengden D.

c) Maengden C er en strale ud fra punktet (—1,—5), se figur 2.7, og denne
strale har punkter, som befinder sig vilkarlig langt fra origo. C' er derfor en
ubegraenset maengde.

d) D er de punkter, som ligger pa og indenfor ellipsoiden 22+ 2y2+32% = 4.
Se figur 2.8. Ingen af punkterne har afstand stgrre end 2 til origo. Derfor er
D begranset.

e) FE =R eren ubegraenset meengde, da der findes vilkarligt store tal. Husk
at afstanden til origo, punktet 0, er den numeriske veerdi af tallet. &

Et punkt a i en meengde A siges at vaere et isoleret punkt for maengden
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Figur 2.9: Maengden A = {(z,y) € R* | z <y} U{(3,2)}

A, safremt der ikke findes andre punkter i A vilkarligt neer a. Sagt pa en
anden made er a € A et isoleret punkt, hvis a ikke ligger i afslutningen af
A~ {a}.

Et punkt a kaldes et fortaetningspunkt for meengden A, safremt a ligger
i A og ikke er et isoleret punkt.

Lad os se pa to eksempler pa maengder, som har isolerede punkter.

2.6 Eksempel
Lad A veere maengden givet ved

A={(z,y) eR* |z <y} U{(3,2)}

Se figur 2.9 for en skitse af meengden. Bemaerk at A bade bestar af punkterne
med x < y og punktet (3,2). Vi ser, at (3,2) ikke ligger i naerheden af andre
punkter i A, og derfor er (3,2) et isoleret punkt for A. Ingen af de andre
punkter i A er isolerede.

Afslutningen af A er maengden

A={(z,y) eR* |z <y} U{(3,2)}

Vi ser derved, at forteetningspunkterne for A er de (x,y) € R? med x <y
Det, vi har gjort, er at smide de isolerede punkter veek fra afslutningen A. &

2.7 Eksempel

Lad B veere maengden, som bestar af de to punkter (0,1,2) og (7,In5, —2).
Vi kan skrive B = {(0,1,2), (m,In5,—2)}. Begge punkter i B er isolerede
punkter. Videre er afslutningen af B lig B selv. Altsa B = B. Og nar vi
kasserer de isolerede punkter, far vi den tomme maengde. Folgelig har B
ingen fortaetningspunkter. &
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Ny

Figur 2.10: Maengden C' = {(z,y) e R*| —2 <2 <3o0gy>%—1}

2.8 Eksempel
Som et sidste eksempel vil vi finde forteetningspunkterne for maengden C'
givet ved

C = {(z,y) € R?| —2<x§30gy2§—1}

Vi skitserer maengden i figur 2.10. Det fgrste, vi observerer, er, at C' ikke har
nogen isolerede punkter. Derfor er forteetningspunkterne lig afslutningen af
C'. Afslutningen finder vi ved at tage foreningsmaengden af punkterne i C' og
punkterne pa randen af C'. Dette giver

(Den eneste forskel pa angivelsen af C' og C er at et <-tegn er forandret til et
<-tegn.) Forteetningspunkterne for C' er derfor de (z,y) € R? som opfylder
ulighederne —2 <x <3 o0gy >3 —1. &

2.1.1 *Formelle definitioner

De uformelle definitioner ovenfor skulle give en intuitiv forstaelse af de for-
skellige begreber. Selv om det ikke er sa relevant i dette kursus, vil vi nu give
praecise definitioner af de samme begreber.

Vi definerer forst randpunkter.

2.9 Definition
Lad A C R"” og a € R". Da er a et randpunkt for A, hvis der for ethvert
0 >0 findeset x € Aogety & A med

Ix—all<d og |y—al <d.
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Bemeaerk, at a ikke ngdvendigvis tilhgrer A.
Nu kan vi definere randen af en maengde som foreningen af alle randpunk-
ter.

2.10 Definition
Randen af en meengde A C R™ er maengden af alle randpunkter. Det vil sige

0A = {a € R"| a er et randpunkt for A}

Vi kan nu definere det indre af en maengde og afslutningen af en maengde.

2.11 Definition
Det indre af A er A~ 0A. Et punkt a er et indre punkt for A safremt a € A
og a ¢ 0A.

2.12 Definition
Afslutningen af A er AU 0A.

Abne og lukkede meengder kan nu defineres pa folgende made.

2.13 Definition
En mengde A CR™ er aben, hvis A er lig det indre af A.

2.14 Definition -
En meengde A C R"™ er lukket, hvis A = A.

Vi har ogsa folgende karakteristik af indre punkter

2.15 Saetning
Lad A CR" oga € R". Da er a et indre punkt for A, hvis og kun hvis der
findes et § > 0, saledes at alle x som opfylder

|Ix —al| < ¢

er med i A.

Husk, at en maengde er aben, hvis og kun hvis alle punkter a € A er indre
punkter for A.
Vi vil nu definere, hvad det vil sige, at en maengde er begraenset.

2.16 Definition
Lad A C R"™. Vi siger, at A er begranset, hvis der findes et positivt reelt tal,
R, saledes at der for alle a € A gaelder

laf < R
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Isolerede punkter defineres som fglger:

2.17 Definition
Lad A C R" oga € R". Da er a et isoleret punkt for A hvis a € A og der
findes et § > 0 saledes at der for alle x € A, x # a galder

|x —all >0
Til slut kan vi definere akkumulationspunkter som ovenfor.

2.18 Definition
Lad A CR"™ oga € R". Da er a et fortetningspunkt for A, safremt a € A og
a ikke er et isoleret punkt for A.

Vi har fglgende karakteristik af forteetningspunkter.

2.19 Satning
Lad A CR"™ oga € R". Da er a et forteetningspunkt for A, hvis og kun hvis
der for ethvert § > 0 findes et x € A, saledes at

O0<|x—al| <d

2.2 Graensevaerdier

Greenseveerdier er et vigtigt begreb i studiet af funktioner. I teorien for én
variabel brugte vi graensevaerdibegrebet til at definere bade kontinuitet og
differentialkvotient. Vi skal nu definere greenseveerdier for funktioner af flere
variable. Senere i kapitlet skal vi se, hvordan graenseveerdier kan bruges til
at forsta kontinuitet og differentiation i tilfeeldet med to eller flere variable.
Graensevaerdibegrebet er imidlertid ogsa vigtigt i sig selv.

Intuitivt betyder )l(lir; f(x) = L at funktionsveaerdierne f(x) neermer sig L

nar x narmer sig a. For at skrive en preecis definition af greenseveerdier ma
vi afklare et par problemer.

i) Funktionen f har en definitionsmeengde, Dy; hvorledes skal punktet a
forholde sig til Dy for at begrebet graenseveerdi bliver meningsfuldt?

ii) Hvad er den praecise betydning af “at neserme sig”

For at illustrere det fgrste problem vil vi se pa et eksempel:
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2.20 Eksempel
Definer funktionen f ved

sin
flz,y) =V +1+ yy
Bemaerk, at definitionsmaengden Dy er

Dy ={(z,y) | z=-1ogy#0}
Er der nogen af nedenstaende forslag til greenseveerdier, du umiddelbart kan
se, ikke er meningsfyldte?
a) lim  f(z,y)

(z,y)—(4,2)

b) lim  f(z,y)

(2,y)=(=5,1)

c lim x,
) (z,y)—=(=1,-1) f@:9)

Q) Jim F@y)
Pointen er, om punktet vi nsermer os, ligger i det indre af eller pa randen
af definitionsmeengden for funktionen. For eksempel ligger (4,2) i det indre
af Dy, punkterne (—1,—1) og (0,0) ligger pa randen for Dy, mens (—5,1)
ligger adskilt fra D;. Rent umiddelbart kan vi derfor sige, at graensevaerdien
b) ikke eksisterer, fordi nar (z,y) er teet nok pa (—5,1) vil f(x,y) ikke veere
defineret. &

Moralen i ovenstaende eksempel er, at hvis det skal give mening at spgrge

om, hvad graenseveerdien lim f(x) er, sa skal punktet a ligge i afslutningen
X—a

af definitionsmaengden for f.

Hvad sa med isolerede punkter? Giver det mening at tale om graenseveer-
dien i a, safremt a er et isoleret punkt for definitionsmangden for f. Lad os
se pa et eksempel.

2.21 Eksempel
Definer funktionen f ved

) r+y hvisx >0
x? = .
Y 4 hvis (z,y) = (—1,3)

Spgrgsmalet er, om ( )lir? ) f(z,y) er meningsfuld. Bemeerk, at definitions-
z,y)—(—1,
meengden for f er Dy = {(z,y) | = > 0} U{(—1,3)} og at (—1,3) er
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et isoleret punkt for denne maengde. Det betyder, at nar (x,y) nermer sig
(—1,3) vil f(z,y) igen blive udefineret. Derfor siger vi, at greenseveerdien
lim(p ) (-1,3) f(2,y) ikke eksisterer. &

Lerdommen fra dette eksempel er, at greenseveerdien limy ., f(x) ikke
pa fornuftig vis kan tilleegges en mening, hvis a er et isoleret punkt for Dy.
Derfor definerer vi kun greenseveerdien i a, nar a er et akkumulationspunkt
for definitionsmaengden for f.

Savidt problem (i). Problem (ii), at beskrive przecist, hvad vi mener med
“neermer sig”, kraever et afstandsbegreb. Vi minder om afstandsformlen i R2:
Afstanden mellem punkterne (x,y) og (a,b) i R? er

Vi =+ (- b

Det viser sig praktisk at indfgre en saerlig betegnelse for afstanden til origo.
Normen af (z,y) i R? er

Iz, y)ll = Va2 +y?

Vi kan sa udtrykke afstand vha. norm: Afstanden fra (z,y) til (a,b) er

H (Q?, y) - (CL, b)H
Disse begreber generaliserer vi nu til R"

2.22 Definition
For x = (x1,x,...,x,) defineres normen af x som

Il =/ + a3+ ...+ a2

og afstanden fra x € R" til et andet punkt a = (a1, as, ..., a,) € R" defineres
som
Ix —al

Vi kan herefter give en formel definition pa greenseveerdi.

2.23 Definition

Antag at f : A — R er defineret pa en delmasengde A C R™ og at a er et
akkumulationspunkt for A. Vi siger, at det reelle tal L er graenseveaerdien for
f(x) nar x gar mod a, safremt der for ethvert tal € > 0 findes et tal 6 > 0,
saledes at der for alle x € A, som opfylder uligheden 0 < ||x—al| < 0, gaelder
at |f(x) — L| < e. Vi skriver

L = lim f(x)

X—a
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Pa samme made som for funktioner af én variabel er det ret omstaendeligt
at bruge definitionen af greenseveerdier til at lave udregninger. Derfor kan det
svare sig at indse, at vi stort set kan bruge de saedvanlige regneregler. For
god ordens skyld, skriver vi disse op:

2.24 Saetning

Lad f og g betegne funktioner af n variable og lad h veere en funktion af én

variabel. Antag at graenseveerdierne lim f(x) og lim g(x) eksisterer, og at a
X—a X—a

er et akkumulationspunkt for Dy N D,. Da er

1 Jim (£(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)

2. lim(f(x) — g(x)) = lim £(x) ~ lim g(x)
3. lim (£(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x)
4. lim L&) — LI

forudsat at lim g(x) # 0.
X—a

x—a 9(x)  lim g(x)

5. }1{1_)11; h(f(x)) = h(L) safremt }1{1_)11; f(x) =L og h er kontinuert i L.
Vi udelader beviset, eftersom det er ngjagtigt det samme som i det en-
dimensionale tilfeelde. Vi tager nu nogle eksempler pa, hvordan man bruger
seetningen.
For at kunne benytte seetningen er det nyttigt at notere sig, at for greense-
veerdien for koordinatfunktionerne med a = (ay,...,a,) og x = (x1,...,x,)
geelder }Jﬂg x; = a;, for 1 = 1,2,...,n. Dette ses let ved definition 2.23: Da

|z; — a;] < ||x — a|| kan man veelge § = .

2.25 Eksempel
Find
lim 2z — y?
(z,y)—(L,4) ( Y )
Ved at bruge regel 2 og 3 ser vi, at vi kan indsaette 1 for x og 4 for y. Vi far
da:

lim (22—9?)=2-1—4%2=—-14
(x,y)—(1,4) ( v)

2.26 Eksempel
Beregn greensevaerdien

. L TzZ+siny
lim et 4+ ——~2
(@) (In2,Z,0) ( 2+ 1 )



56 KAPITEL 2. KONTINUITET OG DIFFERENTIATION

Ved at bruge regel 2 har vi:

. L Tz+siny . . . Tz +siny
lim e+ —>) = lim e*+ lim _
(2,y,2)—=(In2,3,0) z+1 (z,9,2)—(In2,%,0) (zy,2)—=(n2,2,00 2z+1

Vi ser pa det fgrste led, og ved at bruge regel 5 far vi:

lim et =2 =29
(#,y,2)—(In2,7,0)

Det andet led beregner vi ved at bruge regel 4:

' lim (xz +siny)
rZ+smy  (zy2)—(n2,3.,0)

lim ;
(zy,2)—(n2,Z0) 2+ 1 lim (z+1)

2 (@,9,2)—(In 2, ,0)

_O-ln2—|—sing B 1

—_-=1
0+1 1
Dermed bliver graenseveerdien lig
(z,y,2)—(In 2,%,0) z+1
&
2.27 Eksempel
Find
) 2% + 4siny
lim —————
(zy)—(1,3) xry
Ved at bruge regel 4 ser vi, at
lim (2 + 4sin
i 22 +4siny  (@y)—(LT ( y)
lim 5 = - 5
(x,y)—>(1,%) Ty hm (xy )
(zy)—(1,3)
Tager vi teelleren og naevneren hver for sig, har vi, at
lim (2® +4siny) = lim 2+ lim 4siny=1+4=5
(z.y)—(1,3) (zy)—(1,3) (zy)—(1,3)
2 2
lim xy*= lim - lim y2:1-<ﬁ> _
(z.y)—(1,3) (zy)—1,5 () —(1,3) 2 4
Dette giver  lim —xQZziiny =5 =2 &

(z,y)—=(1,5) T
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Ogsa for graenseveerdier i flere variable har vi ubestemte udtryk. Et typisk
eksempel pa sadanne er greenseveerdier pa formen lim %, hvor bade f(x) —
X—a

0 og g(x) — 0 nar x — a. Disse kaldes “0/0”-udtryk. Andre eksempler er
“o0o0/o0”-udtryk, “co — oco”-udtryk, og sa videre.

Der findes ikke nogen generel metode, man kan benytte for at afggre,
om et ubestemt udtryk har en graenseveerdi eller ej. Men vi skal se pa nogle
eksempler og give forslag til forskellige mader at gribe det an pa. Nogle af
disse tips fungerer bedst pa greenseveerdier som eksisterer, mens andre er
nyttige til at vise, at udtrykket ikke har nogen greensevaerdi.

Lad os se pa nogle eksempler med ubestemte udtryk:

2.28 Eksempel
Find greensevaerdien

. -y
lim
(zy)—11) T —Y
Dette er et “0/0"-udtryk, derfor kan vi ikke indseette z = 1 og y = 1 for
at finde greenseveerdien. Vi ma finde pa noget andet; Maske kan udtrykket
forenkles? Lad os forsgge at faktorisere teelleren. Det er let at se, at hvis vi
indsaetter y = x i 23 —y3 sa far vi 0. Derfor udfgrer vi polynomiumsdivisionen
(23 —y3) : (z—vy). Dette giver at x* —y* = (r —y) (2> + zy+y?). Vi indsaetter
i greenseveerdien og far:

. z? — P . (z —y)(@* + 2y + )
lim = lim
(z,y)—(1,1) T —Y (z,y)—(1,1) r—y
= lim (P+ay+y)=1"+1-1+1>=3
(z,y)—(1,1)

&

2.29 Eksempel

Find graenseveerdien

xy?

(wl)lgéom z? + y?
Det kan veere en god idé at omskrive udtrykket til polaere koordinater. Da vil
(z,y) — 0 svare til at 7 — 0, mens € er en ondsindet variabel, som forsgger
at forvanske vores regnearbejde. Lad os se, hvad der sker:

x> rcosf - r?sin? 6 3 cos 6 sin? 0

22+ 9?2 r2cos?f + r2sin’é r2

= rcosfsin? 6

Denne gang er vi heldige, fordi talveerdien til cos f sin?  ma vaere mindre end
1 uanset hvad € matte veere. Da har vi at:

2
Yy

0< i —_—
< im PN

(z,y)—(0,0)

= lim |r cosfsin® 0| < lim |r| =0
r—0 r—0
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Derfor ma  lim % =0. )
(z,y)—(0,0) 7Y

Lad os nu se pa to klassiske eksempler, hvor noget gar galt.

2.30 Eksempel
Undersgg graensen
2xy

11m —_—
(2,y)—(0,0) 2 + y?

For at undersgge graensevaerdien ovenfor kan vi forsgge at naerme os punk-
tet (0,0) langs forskellige linjer. Det vil sige, at vi studerer forskellige konturer
for funktionen f(z,y) = Ifﬁlz

Vi ser forst pa tilfeeldet y = 0. Da har vi at:

2z -0 .0

Jingy f(,0) = lim 5= = lim 75 =0
Prgver vi at se, hvad der sker for x = 0, far vi:
2:0-y 0
lelmf<07y> _h_l;%og_'_yg —y%OE =0

Indtil videre ser det lovende ud, men hvis vi undersgger, hvad der sker
over en generel (ikke-lodret) linje gennem origo, det vil sige y = kx, har vi:

. ) 2kx? ) 2k 2k
g (e k) _alc%x2+k2x2 _alclgtl)lJer 14 k2

Men % #£ 0 for k # 0. Derfor nzermer udtrykket —24; sig forskellige veerdier

m24’,y2

alt efter langs hvilken linje vi gar mod origo. Graenseveerdien  lim s
(2.9)—(0,0) T

kan folgelig ikke eksistere, da den i sa fald skulle veere et entydigt bestemt
tal.
For at forsta dette eksempel bedre kan det veere nyttigt at skrive funk-
tionen f(z,y) = zfxTy?P om til polaere koordinater, og derefter skitsere grafen.
I polaere koordinater har vi

2xy

2¢y  2r®cosfsinf

i = = sin(20) = g(r,0)

fx,y) =

Funktionsveerdien bglger op og ned, med en amplitude uatheengig af r, nar
man roterer omkring origo. Se figur 2.11. &
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-2

Figur 2.11: Grafen for f(z,y) = 22

2 +y2 .

2.31 Eksempel
Undersggom funktionen f givet ved

2

__ty
f(‘ray)_x4+y2

har en graenseveerdi for (z,y) — (0,0).
Vi forsgger at naerme os origo langs linjer. Dersom z = 0 far vi:

0%y
lim. £(0,y) = lel_f}(l)w =0
Og langs linjen y = kx har vi
. . ka3 ) kx
A L L P

Dette skulle jo tyde pa, at greenseveerdien ( l)irrzo 0 f(z,y) eksisterer og er
w?y _> b

nul, men dette er ikke sandt! Lad os se hvorfor: Dersom vi neermer os
origo langs parablen y = 2% far vi:
4
: PN LA |
glclg(l] (@, 2%) _glggr(le4—|—x4 —31612(1)2
Eftersom 0 # % kan greenseveerdien ikke eksistere.
For bedre at se, hvad der foregar, vil vi se pa grafen for f. Se figur 2.12.
Den ser ud som en parabelformet deemning, hvor toppen fglger parablen
y = x2. Helt forrest i deemningen, i punktet (0,0), har vandet gravet et hul
og er lgbet ud. &
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Figur 2.12: Grafen for f(z,y) = -4

x4 +y2 .

2.3 Kontinuitet

Et centralt begreb i teorien for funktioner af flere variable er kontinuitet.
Intuitivt kan man forsta dette som, at grafen for funktionen danner en flade.
Dette er i modsaetning til funktioner, hvis graf er en sky af punkter eller
brudte flader. Ved hjelp af greensevaerdier kan vi give en praecis definition af
kontinuitet:

2.32 Definition
Funktionen f er kontinuert i punktet a € Dy, safremt a er et isoleret punkt
for Dy eller

lim f(x) = f(a)

xX—a

Vi siger, at f er kontinuert, safremt den er kontinuert i alle punkter i sin
definitionsmeengde.

Kontinuitet af f i a geelder altsa per definition i to tilfeelde: Hvis a er
isoleret i Dy, eller hvis limy_,, f(x) = f(a). Det sidste tilfeelde er det vigtigste.
Det forste tilfezelde er “udartet” og svarer til et faenomen omtalt i Lindstrgms
Eksempel 5.1.12.

Kontinuitet kan i gvrigt ogsa defineres som i Lindstrgms Definition 5.1.1
med € og d. Ligesom i hans Observasjon 5.4.7 geelder nemlig at det er aekvi-
valent.

Nar vi stgder pa en funktion af flere variable er et af de fgrste spgrgs-
mal, vi seedvanligvis stiller, at afggre hvor funktionen er kontinuert. Nar det
geelder funktioner af én variabel, er det sjeeldent, man bruger definitionen
direkte til at tjekke kontinuitet. Oftest er funktionen givet ved en formel, og
man begrunder kontinuiteten ved at sige, at formeludtrykket er bygget op
af kontinuerte funktioner ved hjeelp af addition, subtraktion, multiplikation,
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division og sammensatning af funktioner. Vi har nemlig en ssetning, som
siger, at hvis vi bruger disse operationer pa kontinuerte funktioner, sa vil
resultatet ogsa veaere en kontinuert funktion. En tilsvarende ssetning har man
for funktioner af flere variable.

For addition, subtraktion, multiplikation og division har vi:

2.33 Seetning
Lad funktionerne f og g veere kontinuerte i a. Da er funktionerne f+g, f —g,

f - g og (forudsat at g(a) #0) g det ogsa.
For sammensztning af funktioner:

2.34 Saetning

Dersom fi,..., f, er funktioner af m variable, som alle er kontinuerte i
a € R™, og g er en funktion af n variable, der er kontinuert i punktet
(fi(a),..., fo(a)), sa er sammenssetningen g o f

X = g(fl(x)a s >fn(x))

ogsa kontinuert i a

Vi tager nogle eksempler pa kontinuerte funktioner, og hvordan vi be-
grunder, at de er kontinuerte:

2.35 Eksempel
Hvis f(x,y) er kontinuert, sa er funktionen = — f(z,z) af én variabel ogsa
kontinuert. &

2.36 Eksempel
Lad f veere givet ved

fla,y) =3zy — 2" +9y° +4

Dette er et polynomium i variablene x og y. For at begrunde at f er konti-
nuert, bruger vi satning 2.33.

Vi ser fgrst pa leddene 3zy, z#, 9y% og 4. Alle disse udtryk er formler
for kontinuerte funktioner. For eksempel er 3zy kontinuert, da dette udtryk
er produktet af de kontinuerte funktioner 3, x og y. P4 samme made er z*
kontinuert, da det er produktet af den kontinuerte funktion x med sig selv
fire gange. Lignende argumenter giver at 9y? og 4 er kontinuerte udtryk.

Funktionen f er givet ved at addere og subtrahere disse udtryk. Ved
saetning 2.33 bliver resultatet da en kontinuert funktion. &
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2.37 Eksempel
Lad
B % — 4y
g(.T,y,Z) _ y— yg
Bemeerk, at definitionsmeengden for g er D, = {(z,y,2) € R?*| 2 # y*}.
Forst ser vi, at 22, 4y, 2z og y? er kontinuerte udtryk, eftersom de er
produkter af udtryk, som oplagt er kontinuerte. Derfor ma differenserne 22 —
4y og z — y? ogsa veere kontinuerte. Szetning 2.33 siger sa, at kvotienten

x? — 4y
z — y?

er kontinuert, safremt naevneren er forskellig fra 0. Dermed er funktionen g
kontinuert. Det er underforstaet, at dette betyder kontinuert i definitions-
mangden for g. Se definition 2.32. Bemaerk denne sprogbrug: Udenfor de-
finitionsmaengden siger vi ikke, at g er diskontinuert, men kun udefineret.

&

2.38 Eksempel
Vi skal nu se pa en funktion givet ved en delt forskrift. Lad h veere givet ved

l+z—y+ay—y?> narz >y
hz,y) = { .

cos(z — y) nar r <y
Det er klart, at hver for sig er udtrykkene 1+ z —y + 2y — y* og cos(x — y)
kontinuerte for alle (z,y) € R2. (For at vise at cos(z —y) er kontinuert bruger
vi seetning 2.34 til at sige at resultatet, nar man indseetter x — y i cos(t) er
kontinuert.) Spgrsmalet vi skal svare pa er, hvorvidt disse to udtryk fletter
sig sammen til en kontinuert funktion langs linjen y = x.

Hvis vi indseetter y = 2 i 1 + 2 — y + a2y — y? far vi:

l+r—y+ay—y’=l4+az—zc+z-2—a>=1
og i udtrykket cos(z — y) far vi
cos(x —y) = cos(x — x) = cos(0) =1

Eftersom udtrykkene har samme veerdi i sammenfletningen, er funktionen h
kontinuert. L)

Vi skal nu se et eksempel pa en diskontinuert funktion. Her bygger vi pa
eksempel 2.31.
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2.39 Eksempel
Lad funktionen f veere defineret ved

2

[ for (ny) £ (0,0)
J(x.y) = {0 for (z,y) = (0,0)

Vi ser, at definitionsmeengden for f er hele R%. Udenfor origo er f givet ved
det kontinuerte udtryk ﬁ Sporsmalet er da, om f er kontinuert i (0,0).
Men fra eksempel 2.31 havde vi, at greensevaerdien

2
lim Y
(z,9)—(0,0) 4 + 32

ikke eksisterer. Dermed siger definitionen af kontinuitet, at f ikke er konti-
nuert i (0,0). L]

Der findes ogsa eksempler pa funktioner, som ikke er kontinuerte i nogen
punkter.

2.40 Eksempel
Lad funktionen f veere givet ved

hvis x og y begge er rationale

hvis x er rational og y er irrational

N = O

flx,y) =

hvis x er irrational og y er rational

3 hvis bade x og y er irrationale

Vilkarligt teet pa et hvilket som helst punkt (x,y), findes der punkter af alle
de fire ovennaevnte typer. Derfor kan f ikke veere kontinuert i noget punkt.

&

2.3.1 Ekstremalvaerdisaetningen

Senere i heeftet skal vi se hvordan vi kan finde stgrste- og mindstevaerdier for
funktioner af flere variable. I dette afsnit skal vi se pa betingelser, som sikrer,
at storste- og mindsteveerdier eksisterer.

Vi begynder med definitionen.

2.41 Definition

Et punkt a i definitionsmaengden for f kaldes et storsteveerdipunkt for funk-
tionen f safremt f(a) > f(x) for alle x i definitionsmaengden for f. Tilsva-
rende kaldes a et mindsteveerdipunkt for f safremt f(a) < f(x) for alle x i
definitionsmeengden for f.
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Figur 2.13: Grafen for f(z,y) =2z —y for 0 <x <3 0g -1 <y <5.

Nogle ofte brugte synonymer for stgrsteverdipunkt er absolut maksi-
mumspunkt og globalt maksimumspunkt.

Ikke alle funktioner har stgrste- og mindsteveerdier — det kan haende, at de
har vilkarligt store eller sma veerdier, og det kan ogsa heende, at de neermer
sig en gvre eller nedre graense uden nogensinde at na den. Vores mal er at
vise, at hvis f er en kontinuert funktion defineret pa en lukket, begraenset
mengde, sa har den faktisk bade en stgrste- og en mindsteveerdi. Husk, at
en maengde A C R” kaldes begrenset, safremt der findes et tal M, saledes at
Ix|| < M for alle x € A.

2.42 Satning (Ekstremalvaerdiszetningen)
Lad A C R" vere en lukket, begraenset maengde, og antag at f : A — R er
kontinuert. Da har f bade en stgrste- og en mindstevaerdi.

Lad os se pa to eksempler, hvor ekstremalveerdissetningen gaelder.

2.43 Eksempel
Lad A veere rektanglet {(z,y) € R*| 0 <z <3o0g —1 <y < 5}. Vi kan
definere funktionen f pa A ved formlen

flzy) =2z —y

Udenfor A lader vi f(x,y) veere udefineret. Grafen er skitseret i figur 2.13.
Eftersom A er en lukket og begraenset meengde, siger ekstremalveerdiseetnin-
gen, at f har bade storste- og mindsteveerdi pa A. At dette virkelig er sandt,
kan vi se ved at bruge ulighederne 0 < z < 3 og —1 < y < 5 til at vise, at
—5 < 22 —y < 7. Derefter kan vi tjekke, at f(0,5) = =5 og f(3,—1) = 7.
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Figur 2.14: Grafen for g(z,y) = m;‘fy}il for 2% + y* < 0.

Dette viser, at f antager sin storsteveerdi 7 i punktet (3, —1), og at f antager
sin mindsteveerdi —5 i punktet (0, 5). &

2.44 Eksempel
Definér funktionen g ved
(2,1) dr — 3
r,Y) = ———5——
ROV =
og lad definitionsmaengden for g veere
Dy = {(z,y) € R? | 2* +y* < 9}

Grafen for g har vi tegnet i figur 2.14. Eftersom Dy er en lukket og begreen-
set meengde, siger ekstremalveerdissetningen igen, at der eksisterer stgrste- og
mindsteveerdier for g. Af grafen kan vi se, at stgrstevaerdien ma veere posi-
tiv, mens mindstevaerdien ma veere negativ. Af funktionsudtrykket ser vi, at
dersom den numeriske veerdi af y, det vil sige |y|, gges, sa& ma den numeriske
veerdi af g(z,y) aftage. Dermed ma y = 0 for stgrste- og mindsteveerdipunk-
terne for g. Vi saetter

dr — 3

h pu— O = —

() = 9(2,0) = 5
Ved at differentiere h finder man ud af, at storstevaerdien af h er 1, og at
denne veerdi antages i @ = 2. Videre er h(—3) = —4 mindsteverdien for h.

Dette viser, at ¢ har storsteveerdi 11 (2,0) og mindsteveerdi —4 1 (—3,0). &

I disse to eksempler har vi set, at ekstremalvaerdiseetningen er sand, ved
at vi har tjekket, at funktionerne, som i begge tilfaelde var kontinuerte og de-
fineret pa lukkede og begraensede meengder, virkelig havde bade sterste- og
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mindsteveerdier. Men du lagde maske maerke til, at vi brugte andre argumen-
ter end ekstremalveerdissetningen til at finde disse punkter. Meget af dette
heefte skal handle om metoder til at finde ekstremumspunkter. Sadan som
vi har formuleret ekstremalvaerdiseetningen, er den ikke nogen metode til at
lokalisere ekstremumspunkter, den er kun et redskab til at sige, at der findes
sadanne punkter. Set fra den synsvinkel kan ekstremalvaerdisaetningen virke
som et kraftlgst teorem, men hvis vi skifter fokus og teenker pa spgrgsmalet,
vi stillede i indledningen, “Kan vi finde et anvendeligt kriterium for at en
funktion skal have kvalitative egenskaber, der stemmer overens med vores in-
tuition?”, ser vi, at ekstremalveerdissetningen er en tydelig bekraeftelse af, at
kontinuitet er en meget central egenskab i studiet af funktioner. Kontinuerte
funktioner defineret pa en lukket og begreenset maengde har netop en af de
egenskaber, vi intuitivt haber, at den skal have, nemlig at der findes stgrste-
og mindsteveerdier for funktionen.

For vi ser pa beviset for denne satning, skal vi se pa nogle eksempler,
som viser, at det er ngdvendigt at forudssette, at definitionsmaengden A er
lukket og begraenset.

2.45 Eksempel
a) Lad f: R? — R veaere givet ved f(z,y) = 2% + 3> Da f er bygget op
af kontinuerte funktioner ved hjeelp af multiplikation og addition, er f
kontinuert, men f har ingen stgrsteveerdi, da vi kan fa f(R,0) = R? sa
stor vi vil bare ved at lade R — oc.

b) Antag at A C R" ikke er begreenset. Definér g : A — R ved g(x) = ||x]].
Da er g kontinuert, men da A er ubegraenset, vil g have vilkarligt store
veerdier og kan fglgelig ikke have nogen storsteveerdi.

c) Se igen pa f(z,y) = z* + y*, men indskraenk definitionsmeengden til
de (z,y), der opfylder, at 2 + y* < 1. f er stadig kontinuert, men har
heller ikke nu nogen stgrsteveerdi. Funktionsveerdien 1 opnas nemlig
ikke i noget punkt i definitionsmaengden, men vi kan finde (z,y) med
7?4+ y* < 1, saledes at f(z,y) ligger vilkarligt naer 1.

d) Antag at A C R" ikke er lukket. Da ma A have mindst et randpunkt
a, som ikke er med i A. Definér f: A — R ved

1

RESEY

f(x)

Da er f en kontinuert funktion, men da vi kan finde et punkt i A vil-
karligt naer a, er f ubegreenset og har folgelig ikke nogen stgrsteveerdi.
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Punkt a) og b) viser, at det er ngdvendigt at antage, at definitionsmeeng-
den er begraenset for at ekstremalveaerdisaetningen skal kunne veere sand, mens
punkt ¢) og d) viser, at lukkethed af definitionsmaengden er en ngdvendig be-
tingelse. &

2.3.2 *Bevis for ekstremalvaerdisatningen

Bevis: For at notationen ikke skal blive for kompliceret, vil vi ngjes med at
give beviset for funktioner af to variable. Vi antager altsa, at A C R? er en
lukket, begraenset maengde, og at f : A — R er kontinuert. Vi skal vise at
f har en stgrsteveerdi — beviset for eksistensen af en mindsteveerdi er helt
analogt.

Vi lader m vaere den mindste gvre graense for f:

m = sup{f(x) | x € A}

hvor vi saetter m = oo, hvis funktionen f ikke er opad begreenset, og m =
—0o0, hvis A er tom. Husk at en gvre greense for en delmeengde B af R er de
tal b saledes at der for alle x € B geelder, at b er stgrre end eller lig x. Den
mindste gvre graense er mindre end eller lig alle andre gvre graenser og den
kaldes sup B. Husk at fuldsteendighedsprincippet siger, at alle ikke-tomme
opad begraensede delmeengder B af de reelle tal har en veldefineret mindste
@gvre graense.

Da definitionsmeengden A er begraenset, kan vi finde et kvadrat Ky med
sideleengde R, som indeholder hele A, se figur 2.15(a). Vi kan dele dette
kvadrat op i fire mindre kvadrater K,, K, K., K; med sideleengder % som
vist i figur 2.15(b). Lad myg, mp, me, mg veere supremum for f over de dele af
A, som ligger indenfor henholdsvis K,, K, K., K4, det vil sige

me =sup{f(x) | x € ANK,}

og tilsvarende for my, m., my. Safremt en af meengderne A N K,, A N Ky,
AN K., AN Ky er tom, negligerer vi den og lader vare at definere det
tilsvarende m.

Eftersom AN K,, AN K,, AN K, AN Ky tilsammen udggr hele A,
ma mindst én af veerdierne my, my, m., my veere lig m. Lad K; veere et af
rektanglerne K,, K,, K., K4, saledes at den tilhgrende m-supremumsveerdi er
lig m.
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(a) Den begrzensede maengde A (b) Opdeling af Ky

Figur 2.15: Bevis for ekstremalveerdissetningen

Vi kan nu gentage proceduren med K. Vi deler dette kvadrat op i fire
mindre kvadrater og udtager et af disse kvadrater, Ks, sa

sup{f(x) | x € AN Ky} =m.

Fortsaetter vi pa denne made, far vi en folge Ko, K1, Ko, ..., K,, ... af stadigt
mindre kvadrater, sa

sup{f(x) | x€e ANK,} =m

for alle n. Figur 2.16 viser hvordan en sadan fglge kan se ud. De fuldt optrukne
kvadrater er dem som hgrer med til fglgen Ky, Ky, Ko, . ... Sideleengden i
hvert kvadrat er halvdelen af sideleengden i det foregaende, og sideleengden i
det n-te kvadrat K, har derfor leengden 2% (husk at R er sideleengden i det
oprindelige kvadrat Kj).

Lad (ay,b,) veere koordinaterne til det nedre, venstre hjorne i K,,. Det
er let at indse at {a,} og {b,} er voksende (ikke-aftagende) folger, og de ma
ogsa vaere begreensede, eftersom (a,,b,) ligger indenfor det forste kvadrat
Ky. Voksende, begraensede fglger konvergerer, og der ma derfor findes tal a, b

sa lim a, = a, lim b, = b. Antag nu, at (x,,y,) er et andet punkt i K,,. Da
n—o0 n—o0

storrelsen af K, gar mod nul, ma (x,,y,) ogsa ga mod (a,b).

Vi er nu klar til at afslutte beviset. Da m er supremum for f over hver af
mengderne AN K, kan vi finde en folge af punkter {(z,,y,)} sa (z,,y,) €
ANK, og

lim f(x,,y,) =m
n—0o0
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< Ko

Figur 2.16: Sekvensen Ky, K1, Ko, K3, Ky, ...

Vi har allerede observeret, at (x,,y,) — (a,b). Da hvert punkt (z,,y,) er
med i A og A er lukket, sa ma graensen (a, b) ogsa tilhgre A. Dermed er

f(a,b) = lim f(wn,y,) =m

da f er kontinuert. Dette betyder, at (a,b) er et storsteveerdipunkt for f, og
beviset er fuldfgrt. O

I beviset for ekstremalveerdiseetningen har vi pa flere punkter brugt egen-
skaber ved fglger i R2. Opgave 2.6 uddyber disse egenskaber. Referer derfor
til denne opgave, nar du laeser beviset ovenfor.

Ekstremalvaerdisaetningen garanterer, at visse funktioner har stgrste- og
mindstevaerdier, men den giver ikke noget vink om, hvordan vi kan finde
disse punkter i praksis. Dette er et problem, vi vil komme tilbage til senere
i heeftet.

2.4 Differentiation

For en funktion y = f(z) af én variabel forteeller den afledede f'(z) os, hvor
hurtigt funktionen vokser i punktet x — gar vi et lille skridt med lsengde h
langs x-aksen, vil funktionsveerdien approksimalt sendres med f'(x)h. For
funktioner af flere variable er situationen mere kompliceret; vi har flere akser
at bevaege os langs, og vi kan ikke regne med, at funktionen sendres lige meget
uanset hvilken retning, vi gar i. For vi udregner stigningstallet til funktionen,
ma vi derfor specificere, hvilken retning vi er interesserede i. Dette er idéen
bag begrebet retningsafledet:
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T

Figur 2.17: Idéen bag definitionen af retningsafledet.

2.4.1 Retningsafledede

2.46 Definition

Antag at funktionen f : A — R er defineret pa en delmsengde A af R" og at
a er et indre punkt i A. Taenk par € R™ som en vektor. Den retningsafledede
af f i punktet a og retningen r er givet ved

o)ty T )~ )

h—0 h

(forudsat selvfplgelig at denne greense eksisterer).

Figur 2.17 viser idéen bag definitionen. Punkterne a+ hr er de punkter, vi
kommer til, hvis vi starter i a og gar i retning r. Vi ser pa konturen for f over
denne linje. Differensen f(a+ hr) — f(a) forteeller os, hvor meget funktionen
gges, nar vi bevaeger os pa denne kontur, og brgken

fla+ hr) - f(a)
h

er forpgelsen per laengdeenhed, nar vi bruger ||r|| som leengdeenhed.

2.47 Eksempel
Lad f(z,y) = z* + xy. Vi vil beregne den retningsafledede f’(a;r) nar a =
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(1,0), r = (2,1). Forst observerer vi, at
a+hr=(1,0)+h(2,1) = (1 +2h,h),

som giver f(a+ hr) = (14 2h)* + (1 4+ 2h)h = 1 + 5h + 6h*. Tilsvarende er
fla)= f(1,0) =12 +1-0=1. Vi far

f(a+ hr) — f(a) (14 5h + 6h%) — 1

/ . . . . .
e
2
= lim Sh + 6h” _ lim (5 + 6h) =5
h—0 h —0

Hvad betyder dette resultat? Leeg meerke til, at leengden af vektoren r er
|r|]| = 22+ 12 = /5. Safremt vi gar et stykke h\/5 i retning af vektoren
r = (2,1), vil funktionsveerdien stige med (omtrent) f'(a;r)-h=5-h. &

Det er lettest at forsta, hvad den retningsafledede er, nar vektoren r har
leengde 1 — da er f'(a;r) simpelthen stigningstallet for grafen i retning r, nar
vi maler med de seedvanlige enheder.

2.4.2 Partielt afledede

Indtil nu ser det ud som om, vi ma opbygge en ny differentiationsteori helt fra
bunden for at kunne beregne retningsafledede af funktioner af flere variable.
Det er heldigvis ikke ngdvendigt; ved hjeelp af sakaldte partielle differenti-
ationer kan vi fore meget af teorien tilbage til saedvanlig differentiation af
funktioner af én variabel. Fgr vi definerer partielt afledede, er det bedst at
blive enige om lidt notation.

Den i-te enhedsvektor e; i R™ er vektoren

e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)
i-te ;lads
parallel med den i-te koordinatakse.

2.48 Definition
Lad f : A — R vare en funktion af n variable og lad a vare et indre punkt

i A. Den i-te partielt afledede g—i(a) er den retningsafledede af f i retning af
den i-te enhedsvektor e;; det vil sige

of
a.’]ﬂ'i

(a) = f'(a; )

forudsat at den retningsafledede eksisterer.
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Andre notationer for %(a) er D;f(a) og fi(a). De partielt afledede er alt-
sa stigningstallene for funktionen parallelt med koordinatakserne. Skriver vi
definitionen ud i detaljer, ser vi at

O v i . Jla+he)— f(a)
o, &) = fl(ase:) = Jim h
:hmf(al,ag,...,ai—i—h,...,an)—f(al,ag,...,ai,...,an)
h—0 h

Det sidste udtryk har en slaende lighed med definitionen af differentialkvo-
tient for en funktion af én variabel. I definitionen af %(a) indgar kun sendring
af den i-te variabel. Vi danner den tilsvarende funktion af én variabel

g(t) = f(al, Ce ,ai_l,t,aiﬂ, e 7an)

og far
of v _ 1. glai+h)—g(a:)
ox; (a) = }lzl—>o h

= g'(a;).

Dette betyder, at vi kan finde den partielt afledede 2 7 ved at differentiere
udtrykket y = f(xy,..., 24, ..., x,) med hensyn til z;, mens vi lader som om
alle de andre variable er konstanter.

2.49 Eksempel
Find de partielt afledede af - 0g a L af funktionen

flz,y) = 2 4 xy® + sin(zy).

For at finde g—i differentierer vi udtrykket med hensyn til x, mens vi lader
som om ¥ er en konstant:

0
a—i(x, y) =2z + yS + y cos(zy)

For at finde g—g differentierer vi med hensyn til y, mens vi holder = konstant:

of

a—(x, y) = 0 + 3xy* + cos(zy)xr = 3xy* + x cos(wy)
Y
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2.4.3 ('l-funktioner

Vi har brug for et godt kriterium for, om en funktion af flere variable har paene
egenskaber med hensyn til differentiation. Kriteriet, vi skal bruge, hedder C'*-
funktioner. De fleste af de funktioner, vi stoder pa i dette kursus, vil opfylde
dette kriterium. Og vi skal se, at det er let at tjekke, om en given funktion
er O,

2.50 Definition
En funktion f defineret pa en aben maengde A er C!, sifremt de partielt
afledede eksisterer pa A og er kontinuerte.

I dette kursus vil vi ikke interessere os for differentiabilitetsegenskaber
for en funktion i eventuelle randpunkter af dens definitionsmaengde. For en
vilkarlig reel funktion f er vi kun interesserede i at afggre, om den er C! pa
det indre af Dy.

Vi skal se pa nogle eksempler:

2.51 Eksempel
Afggr om f givet ved

fla,y) = "W 4 33y

er en C'-funktion.
Vi finder fgrst de partielt afledede. Vi har:

af T —sin
5 (oY) = €TI0 4 3y
) = costy)er 0 4 6y

Da formlerne for de partielt afledede er bygget op ved hjezlp af addition,
subtraktion, multiplikation og indszetning i de kontinuerte funktioner sin,
cos og e¥ ma % og % veere kontinuerte funktioner. Dette viser at f er C.

L

2.52 Eksempel
Undersgg hvorvidt funktionen ¢ givet ved

g(xayaz): \ 1_w2+g

er en C'-funktion. Bemeerk forst, at D, = {(x,y,2) € R*| || <1 og z # 0}
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Vi finder de partielt afledede:

dg x
%(%%2) = —ﬁ
dg 1

a_y(x7y7 Z) = ;

% sy, =2

0z 7 22

Disse er alle kontinuerte funktioner. Men laeg meerke til, at % ikke er defineret
for x = +1, selv om g er defineret her. Dette er ikke noget problem, fordi
punkter med x = +1 ikke ligger i det indre af definitionsmaengden for g og
sa er det underforstaet, at vi ser bort fra disse, nar vi undersgger om g er C*.

Vi ser derfor at g er C* pa det indre af sin definitionsmeengde. )

2.53 Eksempel

Se pa h(z,y) = ||(z,y)]| = /2 + y%. Dette er funktionen, som maler afstan-

den fra punktet (z,y) til origo. h er defineret pa hele R. Er i en C''-funktion?
Vi finder de partielt afledede:

o ) = e
oz Y = /22 1 42
oh y

%(x,y) = /—(L’Q—l-yQ

Her ser vi, at de partielt afledede eksisterer og er kontinuerte bortset fra i
origo. Hvis vi undersgger graensevaerdierne

! oh (z,7) . oh (2,9)
m —(x, 0 m —(x,
(z,9)—(0,0) Ox vroos (z,)—(0,0) QY Y

ser vi, at de ikke eksisterer. Derfor er h ikke en C'-funktion. Hvis vi derimod
fjerner (0,0) fra definitionsmaengden, vil de partielt afledede veere defineret
og kontinuerte. Derfor kan vi sige at h er C' pa R \ {(0,0)}. &

2.4.4 Gradienten

I teorien for funktioner af en variabel har vi et begreb, den afledede, som
vi flittigt benytter os af. For eksempel bruger vi den afledede til at finde
tangenter eller til at finde lokale maksima og minima for funktionen. Indtil
videre kan det virke som om, teorien for flere variable har et utal af forskellige
former for afledede; de retningsafledede i alle forskellige retninger inklusive
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de partielt afledede, én for hver dimension. Fra denne samling af begreber
treeder gradienten frem som et centralt begreb. Nedenfor vil vi fgrst definere
gradienten, derefter skal vi se, at vi kan bruge den til at udregne retningsaf-
ledede for C''-funktioner. Den bruges ogsa, nar vi vil finde tangentplanen for
en funktion af to variable (eller tangenthyperplanen i hgjere dimensioner).

2.54 Definition
Gradienten for en funktion f af n variable i et indre punkt a i definitions-
meengden er vektoren

Vf(a) = <§—£<a), .. .,g—i@) .

Eksempelvis har vi for en funktion af to variable, at gradienten for f i
(z,y) er givet ved

Vi) = (G en).

Vi ser pa nogle enkelte eksempler:

2.55 Eksempel
Find gradienten for f(z,y) = 32? — 4In(y) i punktet (—1,2).
Vi finder fgrst de partielt afledede:

%(%y) = 6z
g_g(xay) - _%

Indseetter vi (z,y) = (—1,2), far vi %(—1, 2) = —6og g—i(—l, 2) = —2. Dette
giver, at gradienten i (—1,2) er:

Vf(=1,2) = (—6,-2).

2.56 Eksempel
Lad funktionen g veere givet ved

gz, y,2) = 2zy + 2°.
Vi vil nu finde en formel for gradienten. Fgrst finder vi de partielt afledede:

09 09, P9

= = 2z.
ar Y oy % 5, "%
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Dermed er gradienten for ¢ i (x,y, z) givet ved formlen
Vg = (2y,2x,2z).

&

Vi vil nu studere en del egenskaber for gradienten for C'-funktioner. Disse
saetninger er svar pa spgrsmalet, vi stillede i indledningen til dette kapittel:
“Kan vi finde et anvendeligt kriterium for, at en funktion skal have kvalita-
tive egenskaber, der stemmer overens med vores intuition?” Svaret vi giver
her er, at C'-kriteriet ggr, at funktionerne har retningsafledede, gradient,
tangentplan/tangentrum, og sa videre, og at disse stgrrelser forholder sig til
hinanden pa den naturlige made.

Den fgrste saetning relaterer gradienten og de retningsafledede til hinan-
den:

2.57 Saetning
Antag at f er C' og lad a veere et indre punkt i D;. Da eksisterer den
retningsafledede f'(a;r) og

f(ajr) =Vf(a) r

Umiddelbart fra ssetningen ovenfor kan vi udlede en nyttig, geometrisk
tolkning af gradienten:

2.58 Saetning
Antag at f er C! og at a ligger i det indre af definitionsmaengden. Da peger
gradienten V f(a) i den retning, hvor f vokser hurtigst ud fra punktet a.

Bevis: Lad u veere en enhedsvektor. Funktionen f vokser hurtigst i den
retning u hvor f’(a;u) er storst. Eftersom f’(a;u) = Vf(a) - u og det indre
produkt Vf(a) - u har sin sterste veerdi ||V f(a)|| [[u]| = ||V f(a)| nar u og
V f(a) peger parallelt i samme retning, er setningen bevist. 0

Fra envariabelfunktioner ved vi, at differentiabilitet medfgrer kontinuitet.
Tilsvarende har vi fglgende seetning i det flervariable tilfeelde:

2.59 Saetning
En C'-funktion f defineret pa en aben delmaengde A af R™ er kontinuert pa
A.

For vi gar videre med teorien, vil vi se pa et eksempel, hvor vi bruger
seetningerne, vi har udledt ovenfor.
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2.60 Eksempel
Lad f veere funktionen givet ved

f(x,y) =y* — 32%y + by

Vi vil fgrst forklare, hvorfor f er C*, derefter finde gradienten, og til slut vil
vi beregne de retningsafledede af f i (0,1) i retningerne:

a) r = (1,0), b) I':(—]_73> og C) r:(%7\/75>
Vi begynder med at finde de partielt afledede:

of = —bzy + 5y

Ox

g = 4y® — 32 + 5w
dy

Vi ser, at disse udtryk er kontinuerte. Dermed er f en C'-funktion. Gradi-
enten er givet ved

Vf(z,y) = (—6xy + 5y, 4y> — 32% + 52)
For at finde den retningsafledede i (0, 1) evaluerer vi gradienten i dette punkt:
V£(0,1) = (5,4)
Dette giver:
a) f'((0,1);(1,0))
b) f'((0,1);(=1,3)) = Vf(0,1)-(=1,3) = (5,4)-(—
o) f1((0,1);(3, %) =VFO0,1)- (3, =054 (3%)=3+2V3

1,0)) = V£(0,1) - (1,0) = (5,4) - (1,0) =5-14+4-0=5
_ 1

3) =5(=1)+43=7

2.4.5 Tangentplan for grafen

I teorien for funktioner af én variabel kunne vi bruge den afledede til at
finde tangentlinjen for en funktion f i et punkt a. Vi skal se, at vi kan
bruge gradienten til at finde tangentplanen for funktioner af to variable, og
tangenthyperplanen for funktioner af tre eller flere variable. Men forst ma
vi definere, hvad vi mener med tangentplan og tangenthyperplan. Figur 2.18
illustrerer, hvordan en tangentplan kan se ud for en funktion af to variable.
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424

Figur 2.18: En graf med en tangentplan.

I kapitel 1 sa vi et eksempel (1.12) pa det, som kaldes en affin funktion.
I to variable er dette en funktion, som kan skrives pa formen:

h(z,y) = ax + by + d.
hvor a, b og d er konstanter. I tre variable har en affin funktion formen
h(z,y,z) =ax + by + cz + d.

igen er a, b, ¢ og d konstanter. Dette kan generaliseres til n-dimensioner. En
affin funktion i n variable har formen

h(z1, 2, ..., Ty) = @121 + Aoy + ... + apx, +d

hvor ay,as,...,a, og d er konstanter. Sadanne funktioner kan ogsa skrives
pa vektorform: A(x) =n-x+d, hvor n = (ay, as, ..., a,).

I eksempel 1.12 sa vi, at for n = 2 blev grafen en plan. For n > 3
kaldes grafen en hyperplan. Nar vi spgrger efter tangenthyperplanen for en
flervariabelfunktion f i et punkt a, er vi ude efter at finde en affin funktion.
Men dette er ikke hvilken som helst affin funktion.

Lad os teenke tilbage pa funktioner af én variabel. Da kan tangentlinjen
for f i a tolkes som den bedste approksimaton til f i neerheden af a ved hjeelp
af en ret linje. Denne tolkning forsgger vi at viderefgre til flere variable. Vi
har fglgende definition:
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2.61 Definition
Lad f veere en reel funktion af n variable og h : R — R en affin funktion.
Lad endvidere a veere et indre punkt i Dy. Vi siger, at h tangerer f ia, hvis
f(a) = h(a) og
—h
69— hix)

xoa []x —all

=0

Bemeerk, at tangentplanen kun er defineret for indre punkter af Ds. Be-
meerk ogsa, at sprogbrugen antyder, at en eventuel tangentplan er entydigt
givet. Dette er ogsa tilfeeldet:

2.62 Saetning
Hvis a er et indre punkt i Dy, er tangenthyperplanen for f i a entydig,
forudsat at den eksisterer.

Hvordan finder man tangentplanen til en givet funktion f i et punkt a?
Safremt f er C' i a kan man ved hjzlp af gradienten opskrive en formel.

2.63 Saetning
Antag at f er C* og a et indre punkt i Dy. Da har f tangenthyperplan i a
lig grafen for den affine funktion h givet ved

hx) = f(a) +Vf(a)- (x —a)

Lad os se pa et par eksempler i to variable, hvor vi bestemmer ligningen
for tangentplanen:

2.64 Eksempel
Lad funktionen f veere givet ved

floy) = a4y 4 e

og lad h veere den affine funktion, hvis graf er tangentplanen for f i punktet
(0,1). Vi gnsker at finde formlen for h.
Vi starter med at udregne de partielt afledede af f:

of

_:43 Ty
D7 x” + ye
0
—f:2y+xe$y
dy

Gradienten er derfor

V[, y) = (42° + ye™, 2y + ze™)
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Figur 2.19: Grafen for f(z,y) = ' + y* + ¢™ og tangentplanen i (0, 1).

Vi indseetter (z,y) = (0,1) og finder at
Vf(0,1)=(1,2)
Seetning 2.63 siger, at formlen for A er
h(z,y) = f(0,1) + Vf(0,1) - ((z,y) — (0,1))
Vi indsaetter for f og Vf og far
h(z,y) =2+ (1,2) - (z,y—1) =242 +2y—2=2+2y

Tangentplanen for f(z,y) = 2* 4+ y* + € i punktet (0,1) er grafen for h, og
denne plan er givet ved x + 2y — z = 0. Se figur 2.19 )

2.65 Eksempel
Lad os se pa funktionen fra eksempel 1.8. f var givet ved formlen

flz,y) = \/y2—ZL’2+2£L’—1

Vi skal finde tangentplanen for fi(4,5). Vi begynder med at finde de partielt
afledede:

8_f_ 1—=x
or  \Jy2 — 22421 —1
af Yy

dy V2 — a2+ 2r — 1
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Vy? — 2% + 22 — 1 og tangentplanen i (4, 5).

VI8 = (-.7)

Tangentplanen er dermed grafen for funktionen h givet ved

Ved at indsaette x = 4 og y = 5 finder vi, at gradienten i (4,5) er

Figur 2.20: Grafen for f(z,y)

3
47

—3x+5 +
1Y

f(4,5) + Vf(4,5) - ((z,y) = (4,5)) =

h(z,y)
og ligningen for denne plan bliver —

&

Vi afslutter med et eksempel, hvor vi finder tangenthyperplanen for en

funktion af tre variable:
2.66 Eksempel

5
x—|—4

3
1

Yy—z= —%. Se figur 2.20.

Lad g veere funktionen givet ved

TYz
T +y+2z

z
Find tangenthyperplanen for g i (2,1, —1).

Y,

g(z,

)2

Y2z + 2uy2°
(x+y+2z2)
122 + 212°
oyt 2o
22y + 112
r+y+ 2z

(

dg
5 =
dg
8_y_
dg
5=

De partielt afledede er:
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Gradienten i punktet (2,1, —1) bliver da:
Vg(2,1,—-1) = (1,0,6)

Fra formlen i seetning 2.63 ser vi, at tangenthyperplanen er grafen for funk-
tionen

h(xaya Z) = 9(27 17 _1) +Vg(27 17_1> ’ ((xay7z) - (2717_1)>
=—-2+(1,0,6)-(r—2,y— 1,24+ 1) =2+ 62+2

Tangenthyperplanen er grafen for h(z,y,z) = z + 62z + 2, og i koordinatsy-
stemet XYZV er den givet ved ligningen x + 62 — v = —2. )

2.4.6 Differentiabilitet

Vi har endnu ikke defineret differentiabilitet for en funktion af flere variab-
le. Grunden til dette er, at vi har begrebet C'-funktioner, som giver os de
resultater, vi gnsker. Oven i kgbet er de fleste funktioner, vi har mgdt, C! i
naesten alle punkter. Men fra et teoretisk synspunkt er C! ikke det samme
som differentiabel. Vi har fglgende definition

2.67 Definition

Lad f vaere en reel funktion af n variable, og lad a veere et indre punkt i Dy.
Funktionen f er differentiabel i a, safremt der findes en tangenthyperplan for
fia.

Bemeerk, at ssetning 2.63 ovenfor viser, at alle C''-funktioner er differen-
tiable. I dette haefte vil vi bruge begrebet C?, selv om flere af resultaterne
ogsa ville geelde, hvis vi erstattede C' med differentiabel.

Bemeerk ogsa, at funktionen h, som giver tangentplanen, er kontinuert i
a. Da f(a) = h(a), folger det let, at ogsa f er kontinuert i a. Dvs. at i lighed
med énvariabel-tilfaeldet, sa er differentiable funktioner kontinuerte.

2.4.7 Kaedereglen

En af de mest nyttige differentiationsregler, vi har for funktioner af én varia-
bel, er kaedereglen. Vi skal nu se pa, hvordan kasedereglen kan generaliseres til
funktioner af flere variable. Da formlen har et ganske kompliceret udseende,
vil vi forst se pa nogle konkrete tilfaelde med ikke alt for mange variable.

Antag at f(u,v) er en C'-funktion i to variable og at g(x) og h(z) er
differentiable funktioner af én variabel. Ved at saette u = g(z) og v = h(x),
danner vi en sammensat funktion

k(x) = flg(x), h(z))
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skib

()

\9@)

kontrolstation x

Figur 2.21: Maling af position til skibet.

Forestil dig, at du allerede har regnet lidt med funktionerne f, g og h, hver
for sig. Sandsynligvis har du sa fundet udtryk for de partielt afledede af f,
g—ﬁ og gv samt dg 2 og ¢ dh “Hvis du derefter gnsker at studere den sammensatte
funktion k og dlfferentlere denne, kan kaedereglen veere til god hjaelp. Den
giver nemlig formlen

dk 0 f dg af dh

dr  Ou dx T v dx
Sa hvis gi , gf ) Zi og d h-allerede er kendte udtryk, kan man seette disse ind
i formlen ovenfor. Da finder man et udtryk for den afledede af k. I denne
formel vil de partielt afledede af f , og a , selvfglgelig veere funktioner af
u og v. For at fa en funktion af z, ma vi Substituere u = g(z) og v = h(x).
Bemeerk at ved denne fremgangsmade til at ﬁnde er det ikke ngdvendigt
at skrive et formeludtryk for k.

Lad os se pa et eksempel:

2.68 Eksempel

Positionen til et skib bestemmes ved, at man fra en kontrolstation maler

afstanden r og vinklen 6 til skibet. Se figur 2.21. Fra disse malinger kan vi

bestemme de afledede 7'(t) og 0'(t), som forteeller os hvor hurtigt afstanden

og vinklen eendrer sig. Signalerne fra en radiosender traeffer skibet med en

styrke f(z,y). Afger hvor meget signalstyrken sendrer sig per tidsenhed.
Positionen til tiden ¢ er

x(t) = r(t) cosO(t) og  y(t) =r(t)sind(t)
Signalstyrken bliver dermed

S(t) = f(x(t), y(t))
hvor z(t) og y(t) er som ovenfor. Ifplge kaedereglen er

dS Of dxr Of dy

dt Oz dt dy dt
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Eftersom
dx ’ . /
= (t) cosO(t) — r(t)sinb(t) - 0'(t)
Z—i — (#)sin 0(t) + r(t) cos O(¢) - 0'(£),
far vi is  of of
E = a—x( cosf —t-60 51n9) + a—y(T‘ sinf +r-6 COSG)

L]

Lad os se pa et nyt tilfeelde af keedereglen: Antag at f(u,v) er en C'-
funktion af to variable og at g(x,v, 2) og h(z,y, ) er to C'-funktioner af tre
variable. Vi kan da lave den sammensatte funktion

k(x,y,2) = f(g(x,y, 2), h(z,y, 2))

ved at foretage substitutionerne u = g(x,y,z), v = h(x,y, z). Kedereglen
forteeller os, hvordan vi kan udregne de partielt afledede af k, hvis vi kender
de partielt afledede af f, g og h:

ok Of 0g Of 0Oh

or ~ou Or v O

Ok Of 0g  Of Oh

8y_8u'8y+81)'8y

Ok Of 0g  Of Oh

9: ou 0z v 02

Igen er det sadan, at de partielt afledede af f, % og %, vil veere funktioner
af u og v. For at fa funktioner af z, y og z, ma vi substituere u = g(z, vy, 2) og
v = h(x,y, z). Lad os tage et konkret eksempel for at se, hvordan formlerne
fungerer i praksis.

2.69 Eksempel
Vi veelger f(u,v) = uwv?, g(z,y,2) = v+ 2 + 2yz, h(z,y,2) = 2*yz. Lad os
fgrst finde de partielt afledede af f:

of _ o

(02,002 422
au—v—(a:yz) iy
0
8_f = 2uv = 2(x + z + 2u2)(2%yz) = 22%yz + 20%y2? + 4o’y
v

Her har vi brugt substitutionerne u = x+2+2yz og v = x?yz for at udtrykke
% og % ved hjeelp af z, y og z. Vi kan nu udregne de afledede af funktionen
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k(x,y,z) = f(g(x,y, 2), h(z,y, z)) ved hjeelp af keedereglen: Eftersom % =1,
% = 2zyz far vi, at

ok _of ay  of on
dr  Ou O Ov Ox
= (29?2%) - 1+ (20%yz + 20%y2? + 40%y?2?) - 2ayz
— 5x4y222 +4x3y223 + 8$3y323
9g 2

Den partielt afledede g—]; finder vi ved at indseaette 5. = 2z 0g g—;’ = x°z i

formlen for %:
y

ok of dg Of oh

_ . = + .
Jdy Ou Jdy Ov Oy
= (2*9?2%) - 22 + (22%yz + 220%y2? + 4a%yP2?) - 2Pz
= 62ty? 2% + 220y 2? + 221y 2B

Til slut finder vi 2¢ ved at indseette % =142y og 2 = 2%y

o o 99 0f o
0z Ou 0z Ov 0z
= (a74y222) (14 2y) + (2m3yz + 222yz? + 4x2y222) -2ty
= 3aty?2? + 621327 + 2272

)
Vi er nu klar til at se pa den fulde version af keedereglen.

2.70 Saxtning (Kaedereglen)

Lad f(uy,...,u,) vare en reel C1-funktion af m variable defineret pa en dben
mengde og lad g1 (x1, ..., Tn), .., gm(T1, . . ., T,) vaere m reelle C'-funktioner
af n variable med abne definitionsmaengder. Da er den sammensatte funktion

h(zy,...,xn) = flgi(z1, .o xn), o g1, o, )
en C'-funktion, og dersom h er defineret i a og b = (g(a),...,gn(a)) sa er

oh, . _ 9f 991 of 992 of Igm
o, &) = g, -(b)- 5 7(@) + 5 (b) - 55 (a) + .+ 5o (b) - 5 = (a)

Kadereglen kan virke kompliceret og vanskelig at huske, men egentlig
er den ganske naturlig. Antag at vi giver variablen z; en lille tilveekst k —
da vil A gges med g—g - k. Eftersom h er en sammensat funktion, kan vi
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teenke os, at denne forggelse foregar i to trin. I forste trin forer forggelsen
af x; til at funktionen g; gges med ¢; = 9; . k. Da denne forpggelse gar

&Jci
ind i j-te variabel i f, medfgrer den en forggelse pa % = % . gi? .
J ] (3
af hele funktionsudtrykket. Summerer vi bidragene fra alle komponenterne

j=1,2,...,m, far vi forggelsen

af g af 9gs af  Ogm
Oouy Ox; k+au2 ox; Bt My, 0T K

Dette udtryk skal altsa veere lig 1‘96_92 - k, og dermed har vi keedereglen. Ar-
gumentet ovenfor er ikke et matematisk bevis for keaedereglen (blandt andet
fordi det bare er tilnzermelsesvis sandt, at nar vi gger x; med et lille tal k, sa
vil h vokse med g—i -k), men det giver os en god forstaelse af, hvorfor formlen
ser ud, som den ggr.

Lad os se pa et eksempel, hvor vi skriver kaedereglen op i et tilfeelde:

2.71 Eksempel

Lad f(u,v,w) veere en C'-funktion af tre variable og lad g(z,y), h(z,y) og
k(z,y) veere tre C'-funktioner af to variable. Lad F(z,y) veere den sammen-
satte funktion

F('T7y) = f(g(xvy)a h(l‘,y), k(l‘,y))

Nu vil vi opskrive formlen for den partielt afledede ‘Z—F. Kedereglen giver
Y

OF Of dg Of Oh Of 0Ok

O_y_%.ﬁy %.834 %.ay

2.4.8 Niveaukurver, niveauflader og gradienten

I dette afsnit vil vi se pa niveaukurvers tangentlinjer og niveaufladers tan-
gentplaner. Vi har ingen ambitioner om at give disse resultater et solidt,
teoretisk fundament her. I sa fald matte vi forst se pa setningen om differen-
tiabilitet af implicit givne funktioner. Dette er et fantastisk resultat og har
mange betydningsfulde konsekvenser, men beviset involverer nye matemati-
ske idéer, og det bliver for omsteendeligt at komme ind pa disse. Derfor vil vi
ngjes med at sandsynligggre resultaterne.

Vi vil forst se pa niveaukurverne for en funktion af to variable. Husk at
niveaukurverne for f(z,y) er lgsningsmaengder til

flz,y) =c
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for forskellige konstante tal c¢. Vi kan teenke pa niveaukurven som skaerings-
punkterne mellem grafen for f og planen z = c.

Antag at f er C! sa vi kan finde gradienten og tangentplanen for grafen.
Lad (a,b) veere et punkt i det indre af definitionsmaengden for f og antag at

fla,b) =c

Det er nu naturligt at tro, at hvis vi tager tangentplanen for grafen for f i
(a,b) og snitter med planen z = ¢, sa skulle resultatet veere tangentlinjen for
niveaukurven f(z,y) = cipunktet (a,b). Lad os forsgge at regne pa dette: Vi
ved, at tangentplanen for grafen for f i (a,b) er grafen for den affine funktion

h(z,y) = f(a,b) + Vf(a,b) - ((z,y) — (a,b))

At snitte med planen z = ¢ betyder her, at vi kan seette h(z,y) = c¢. Hvis vi
ogsa bruger, at f(a,b) = c far vi:

c=c+Vf(a,b)((z,y) - (a,b))

Forenkler vi dette, finder vi, at tangentlinjen for niveaukurven f(x,y) = c i
punktet (a,b) skal veere givet ved ligningen

Vf(a,b) ) ((l’,y) - (CL?b)) =0

Dette er linjen gennem (a, b) med normalvektor V f(a,b).

Leeg maerke til, at hvis V f(a,b) = 0, sa bliver ligningen for niveaukurvens
tangentlinie ikke en ligning for en ret linje, men kun 0 = 0. Derfor vil vi
konsekvent se bort fra dette tilfselde.

Argumentationen ovenfor leder os til fglgende definition:

2.72 Definition

Lad f veere en C'-funktion i to variable, lad (a,b) veere et indre punkt i
Dy og lad ¢ = f(a,b). Safremt V f(a,b) # 0 definerer vi tangentlinjen for
niveaukurven f(x,y) = c i (a,b) til at vaere givet ved

Vf((l,b) ’ ((xvy) - ((l,b)) =0
Umiddelbart fra denne definition kan vi udlede fglgende saetning;:

2.73 Saxetning
Lad f veere en C*-funktion i to variable, lad (a, b) veere et indre punkt i Dy og
lad ¢ = f(a,b). Da star V f(a,b) vinkelret pa tangentlinjen for niveaukurven

flz,y) =ci(a,b).
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Figur 2.22: Niveaukurven f(z,y) = ze ¥ = 2 og tangenten i (2,0).

Eftersom nulvektoren er vinkelret pa alle linjer, behgver vi ikke at gore
nogen undtagelser for dette i saetningen ovenfor. Lad os se pa et eksempel:

2.74 Eksempel
Lad funktionen f veere givet ved

fz,y) = ze™

Vi skal se pa niveaukurven, som gar gennem punktet (2,0), og gnsker at finde
tangenten i dette punkt.

Hvis vi indsaetter (z,y) = (2,0) far vi f(2,0) = 2. Dermed er det niveau-
kurven

flr,y) =2

vi undersgger i denne opgave. For at bruge formlen for niveaukurvens tan-
gentlinje skal vi forst udregne gradienten. Vi har:

Vi(z,y) = (e, —we™)
[ punktet (2,0) giver dette:
V£(2.0) = (1,-2)
Dermed er tangenten givet ved ligningen
0=Vf(2,0) ((z,9) = (20) =(1,-2)- (z -2,y) =2 -2 -2

Tangenten for niveaukurven f(x,y) =21 (2,0) er x — 2y = 2. Se figur 2.22.
&

Argumentet ovenfor geelder ogsa for funktioner af flere variable. Lad f :
A — R veere en C'-funktion af n variable, defineret pa en aben meengde A.
Vi ser pa en niveauhyperflade, det vil sige lgsningsmeengden til f(x) = c.
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Antag at a € A opfylder f(a) = ¢. Tangenthyperplanen for f i a er grafen
for

h(x) = f(a) + Vf(a)- (x —a)

Vi finder snittet med niveauet ¢ ved at lgse h(x) = c. Dette giver ligningen
Vi(@)-(x—a)=0

For Vf(a) # 0 kan vi bruge dette som en definition pa niveauhyperfladens
tangenthyperplan i a:

2.75 Definition

Lad f veere en C'-funktion i n variable, lad a vaere et indre punkt i Dy
og lad ¢ = f(a). Safremt V f(a) # 0 definerer vi tangenthyperplanen for
niveauhyperfladen f(x) = c i a til at vaere givet ved

Vf(a)- (x—a) =0
[gen kan vi udlede fglgende satning:

2.76 Seetning

Lad f veere en C'-funktion i n variable, lad a veere et indre punkt i Dy og
lad ¢ = f(a). Da star V f(a) vinkelret pa tangenthyperplanen for niveauhy-
perfladen f(x) =cia.

Lad os se pa et eksempel med en funktion af tre variable:

2.77 Eksempel
Lad f veere givet ved
fla.y,2) =a* +y*+2*

Vi gnsker at finde tangentplanen for niveaufladen som gar gennem punktet
(2,2,3).
Vi udregner gradienten:
Vf(l‘, Y, Z) = (43’37 493; 423)
I punktet (2,2,3) er den lig
V£(2,2,3)=(32,32,108)

Dermed er tangentplanen i (2,2, 3) givet ved ligningen

0=V£(2,2,3) ((z,y,2) —(2,2,3))
— 32(x — 2) + 32(y — 2) + 108(> — 3) = 32z + 32y + 108z — 452
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Figur 2.23: Niveaufladen f(z,y,z) = z* + y* + 2z* gennem (2,2,3) og tan-
gentplanen.

som kan reduceres til
8r + 8y + 272 =113

I figur 2.23 har vi skitseret niveaufladen og tangentplanen i samme koordi-
natsystem. &

Vi vil nu forsgge at illustrere definitionerne 2.72 og 2.75 pa en ny made.
Idéen er at bruge kurver som ligger pa niveauhyperfladerne. En parametriseret
kurve i R? er to funktioner z(t) og y(t) defineret for ¢ i et interval. For hvert ¢,
giver funktionerne et punkt i planen, nemlig (z(to), y(to)). Og nar t, varierer,
bliver kurven tegnet op. Ofte bruger vi notationen

Den geometriske fortolkning af dette er, at c¢’(¢y) er tangentvektoren for den
parametriserede kurve i punktet c(ty). Se figur 2.24.

Vi kan ogsa se pa parametriserede kurver i R"™. Da skal vi bruge n funk-
tioner xy(t), za(t), ..., x,(t). Og vi skriver

c(t) = (x1(t), xa(t), ..., xa(t))

Safremt alle x;’erne er differentiable, er tangentvektoren for den parametri-
serede kurve i punktet c(ty) givet ved c’(to) = (2 (t0), z5(t0), ..., 2, (t0))-
Lad f(z,y) veere en C'-funktion. Idéen til at bekraefte formlen for niveau-
kurvers tangentlinjer er at se, hvad der sker, hvis vi har en parametrisering af
niveaukurven. Da bgr tangentvektoren for parametriseringen, som defineret
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Tangentvektoren ¢(tg) i c(to)
t =

Kurven c(t)

\
N @

Figur 2.24: En kurve c(t) og tangentvektoren i t = t,.

ovenfor, ogsa veaere parallel med retningsvektoren for niveaukurvens tangent-
linje, som defineret i definition 2.72. Ved s&tning 2.73 er det nok at tjekke
at

Vf(a,b)-c'(ty) =0

hvis ¢(t) = (z(t),y(t)) er en parametrisering og (a,b) = c(tp). Men hvad vil
det sige, at c(t) parametriserer niveaukurven f(x,y) = k7 Kravet vi stiller er,
at for alle ¢ skal punktet c(¢) ligge pa niveaukurven. Altsa hvis vi indsaetter
c(t) i funktionen f sa far vi:

Denne ligning kan vi differentiere med hensyn til ¢t. Hgjre side bliver 0, mens
vi pa venstre side kan benytte kaedereglen. Dette giver:

of dv Of dy
ox dt Oy dt
Indsaetter vi t =ty og lader (a,b) = c(to) ser vi, at dette er det samme som:

Vf(a,b)-c'(ty) =0

Dermed bekreaefter dette raesonnement vores definition af niveaukurvens tan-
gentlinje. For C'-funktioner f af tre eller flere variable gaelder tilsvarende
argumenter. Men i stedet for at parametrisere hele niveauhyperfladen, kan vi
klare os med at se pa en parametriseret kurve c(t) som ligger pa niveauhy-
perfladen f(x) = k. Det overlades til den interesserede laeser selv at uddybe
dette.

Problemet med ovenstaende reesonnementer er, at vi a priori ikke ved,
om niveaukurverne og niveaufladerne virkelig er kurver og flader. Det kan
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teenkes, at lgsningsmeengden for ligningen f(x) = c er sa grim, at den ikke kan
have nogen tangentlinje eller tangentplan. Det er det problem, setningen om
differentiabilitet af tmplicit givne funktioner lgser. En konsekvens af denne
saetning er, at hvis f er C!' og Vf(a) ikke forsvinder, sa er niveaufladen
som gar gennem a virkelig en flade, den kan faktisk parametriseres. Dette
er betryggende, og betyder at formlerne for niveaukurvers tangentlinjer og
niveaufladers tangentplaner, som vi har udledt ovenfor, har den geometriske
betydning, vi intuitivt leegger i dem.

2.5 Hgjere ordens afledede

Fra teorien for funktioner af en variabel ved vi, at det ofte er nyttigt eller
ngdvendigt at differentiere mere end én gang. Ogsa i flervariabel-teori er
det ofte nyttigt at arbejde med andenafledede, tredjeafledede osv. Den store
forskel er, at vi har mange flere muligheder

2.78 Eksempel
Lad f(z,y) = 2%y + y*. Vi har to partielt afledede af forste orden

of 3 of 22
97 Yy og ay T7Y” + 2y
Nar vi vil udregne de afledede af anden orden, har vi mange valgmuligheder.

Vi kan for eksempel differentiere 22 med hensyn til = en gang til

oz
0*’f 0 [Of 0 3 3
—— == ==(2 = 2y°.
ox? Oz <8x) 8:1:( ) 4
Vi kan ogsa differentiere % med hensyn til y:
0% f o (0f 0 3 9
oyoxr Oy (8:1:) ay( ") = 6y

Vi kan ogsa differentiere g—g med hensyn til bade x og y:

0? o [0 0
8x8fy = < f) = —(32%y* + 2y) = 6xy?

8_y ox
0? o [0 0
a—y‘é = 8_y (8—5) = 8—y(3x2y2 +2y) = 622y + 2
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Den generelle notation skulle fremga af eksemplet ovenfor —
af
Ox;, ...0x;,0x;
er den funktion, vi far ved at differentiere funktionen f r gange, fgrst med
hensyn til variablen z;,, sa med hensyn til variablen z;, osv.

Selv om en funktion f er O, det vil sige at alle de partielt afledede g—gfi ek-
sisterer og er kontinuerte, kan vi ikke fra dette konkludere, at de andenordens
partielt afledede aggxi eksisterer. Alligevel vil vi se, at de andenordens par-
tielt afledede bade eksisterer og er kontinuerte for langt de fleste funktioner,
vi stgder pa i praksis. Videre kan man spgrge sig selv, om de tredjeordens
partielt afledede eksisterer. Og er de i sa fald kontinuerte?

For at handtere denne situation, kan det svare sig at indfgre terminologien,
at en funktion er C". Vi har fglgende definition:

2.79 Definition
En funktion f af n variable defineret pa en aben mange A C R™ er en C?-
funktion safremt alle de partielt afledede af forste- og anden orden eksisterer
og er kontinuerte pa A.

Mere generelt siger vi, at en funktion f af n variable som er defineret pa
en aben maengde A C R", er C" safremt alle de partielt afledede af orden op
til og med r eksisterer og er kontinuerte.

Observer at med denne definition er enhver CT-funktion ogsa en C*-
funktion for k < r.

2.5.1 Hessematricen

Pa samme made som gradienten var en smart made at opskrive de partielt
afledede af fgrste orden, er Hessematricen en made at opskrive partielt af-
ledede af anden orden. Mens gradienten var en vektor, det vil sige en liste
af tal, vil Hessematricen veere en matrix, det vil sige at tallene placeres i en
tabel med rackker og sgjler.

Lad os se pa tilfaeldet med to variable. Vi skal da opskrive gradienten og
Hessematricen for en funktion f(x,y):

Gradienten er

Vi) = (G, G

mens Hessematricen er

L (ay) LL(a
ayax(% ) a—y2($, y)
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I det generelle tilfeelde, hvor f er en funktion af n variable er Hessema-
tricen:

0?2 02
8:1:13fx1 ( ) T 89016];71 (X)
Hf(x) = : - :
0?2 0?2
azngacl (X) e &rn@fzn ( )

Lad os se pa nogle eksempler:

2.80 Eksempel
Find udtryk for gradienten og Hessematricen for f(z,y) = = cosy og udregn
derefter H f(1, —m).

For at finde gradienten udregner vi de partielt afledede af fgrste orden.
Vi har:

of

e cosy
of .
—— = —rsin
dy Y
Dermed bliver gradienten lig
Vf(xa y) - (COS’y, — sin y)
For at finde Hessematricen finder vi de partielt afledede af anden orden:

o*f  oof 0

97 ~ owdx ~ og Y =0
f _ 99f _ — (cosy) = —sin
oydx  Oyodxr Oy v= 4
’f = ga—f = 3(—xsin ) = —sin
0xdy 0Oxdy Ox 9= J
82_f _909f_ 9 (—xsiny) = —z cos
oy>  Oydy Oy e /
Dermed bliver Hessematricen lig
- 0 —siny
Hf(x,y) = {— siny —wx cosy}

Til slut evaluerer vi Hessematricen i punktet (1, —7) og far:

Hf(1,—) = {8 ﬂ
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Vi tager ogsa et eksempel, hvor vi ser pa en funktion af tre variable:

2.81 Eksempel
Lad f: R?® — R veere givet ved

20y — 1
f(l‘,y,Z) - 1+22

I dette eksempel vil vi ferst finde gradienten, derefter vil vi finde de punkter i
R3, hvor V f(x,y, z) = (0,0,0). Vi finder dernzest Hessematricen og evaluerer
denne i de punkter, hvor gradienten forsvandt.

Vi udregner gradienten ved at finde de partielt afledede af fgrste orden:

of 2y
Or 1+ 22
of 2z
3_y_1+z2
of 2z —dayz
8z (14 22)2

Gradienten er derfor givet ved formlen

2y 2v 2z —4xyz
Vf(']:?y?Z): 27 27 2\2
1422714227 (14 22?)
Hvis V f(z,y,2) = (0,0,0) far vi, ved at se pa forste koordinat, at % =0.
Dermed ma y = 0. Ser vi pa anden koordinat, har vi, at % = 0, og derfor

er ogsa x = 0. Til sidst giver tredje koordinat ligningen

2z —dxyz
(I+227

Her kan vi nu indseette x = 0 og y = 0. Dette giver

2z

" )
(1+22)2

og vi ser, at lgsningen er z = 0. Dermed har vi fundet ud af, at den eneste
lgsning til V f(x,y, z) = (0,0,0) er punktet (0,0,0). Nu fortsaetter vi ved at
udregne de partielt afledede af anden orden, sa vi kan bestemme Hessema-
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tricen:
f 0 ( 2y ) 0
ox?  Ox \1+22)
f 0 2y 2
dydr — dy (1—|—z2) 1422
’?f 0 2y B dyz
9z0x 0z <1+z2) (14 22)2
f 0 2x 2
dxdy  Ox (1+22) 1422
?f 0 ( 2x ) 0
oy Oy \ 1+ 22
o’f 9 2x B daz
3283/_@(1—{—%) (14 22)?
f 0 (2z—dwyz\ dyz
dx0z Oz (W) B _m
O?f 9 [(2z—dayz\ daz
0ydz  dy (W) T (14222
Of 0 (2z—dayz\  2(2zy—1)(32" —1)
W‘E((u,z?)z)— (1+22)3
Hessematricen bliver altsa:
2 —_Ayz
1422 1+22)2
Hf(z.y,2) = | Tz 0 — iy
__4yz _dzxz 2(2xy—1)(322-1)
11222 (14292 (11223

Vi indsaetter punktet, hvor gradienten forsvandt, (0,0,0), og far

Hf(0,0,0) =

o NN O
N O O

2
0
0

2.5.2 Symmetri af blandede partielt afledede

Du har forhabentligt lagt meerke til, at i eksemplerne ovenfor (2.78, 2.80,
o2f
0xdy’

2.81) er de blandede partielt afledede ens. Det vil sige, at % er lig
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02 f
020z

findes funktioner f, saledes at a f og a a er forskellige, men for de fleste
funktioner, vi stgder pa i praks&s v11 de blandede partielt afledede veere ens.

er lig 8;5; og B;{y er lig 2 BIGE a Dette er ikke en universel regel; der

2.82 Saetning
Lad f(xy,...,z,) vare en C*-funktion af n variable defineret pa en dben
maengde A C R™ og lad a veere et punkt i definitionsmeenden. Da er

02 f (@) = 02 f
ax]@mi N 8@(%]

(a)

for alle 1, j.

Denne saetning siger, at de blandede partielt afledede er ens, hvis blot
funktionen er en C?-funktion, altsa safremt de fgrste- og andenordens partielt
afledede eksisterer og er kontinuerte. Dette vil geelde de fleste funktioner, vi
mgder i dette heefte.

At blandede partielt afledede af anden orden er ens, medfgrer ogsa at
blandede partielt afledede af r’te orden af en C"-funktion er ens, nar blot de
indeholder lige mange differentiationer med hensyn til hver variabel. Hvis f
er O, kan vi for eksempel vise, at

orf  o'f
0x0y020xr  020ydxdx

pa folgende made:

o' o o oy
0x0y020xr  0x020y0x  020x0ydxr  020y0x0x

Overbevis dig selv om, at du kan begrunde disse overgange.

Seetning 2.82 siger, at hvis vi pa forhand kan overbevise os selv om, at
en funktion er C?, sa er det ungdvendigt at udregne bade 85 afx og 8328];
Det er nok at udregne en af disse, da de er ens. Dette kan spare os for en del

regnearbejde. Vi afslutter med et eksempel pa dette:

2.83 Eksempel
Lad f(z,y,t) veere givet ved

flay,t) =2’ +ay”) — .

Vi gnsker at beregne Hessematricen for f.
Nar vi differentierer udtrykket e'(x® + zy?) — t* med hensyn til x, y el-
ler t, siger differentiationsreglerne, at vi far et udtryk, som er bygget op af
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elementeere funktioner ved de fire regnearter og indsaetning. Udtrykket vil
derfor veere kontinuert. Og differentierer vi endnu en gang, vil vi igen fa et
udtryk opbygget af elementeere funktioner, dette er igen kontinuert. Saledes
kan vi fortseette med at differentiere med hensyn til z, y eller ¢ sa mange
gange, vi har lyst, og resultatet vil altid veere kontinuert. Specielt vil alle de
andenordens partielt afledede veere kontinuerte. Derfor er f C2.

Vi finder forst de partielt afledede af forste orden:

Of _ 1102 2
ax—e(Sx +y7)
of _ o
a—y—nye

Of _ 4 3 2y _
at—e(az + xy®) — 2t

For at finde Hessematricen udregner vi de partielt afledede af anden orden.
Vi har

0 f 0

9 895( e' (32 +4?)) = 6xe’
For at finde 2 By &c = aaxaf kan vi enten differentiere 2 5 L med hensyn til y, eller
dlfferentlere g med hensyn til x, vi vaelger det sidste alternativ, da udtrykket

for 2 8— er mest enkelt:
y

0 f
920y aI(2ar:ye ) = 2ye
For at finde 2 8t8w gjgt veelger vi at differentiere 2 3 I med hensyn til ¢:
0? f 8
Videre er o 5
3_€ ay(?xye ) = 2ze’
Y
Vi finder gta]; = gygt ved at differentiere 2 5y L med hensyn til ¢:
0 f
ai0y 8t(2mye ) = 2xye’

Og til slut er
0 f

i el (z® + zy?) — 2
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(a,b+k) (a+h,b+k)
- +
_l’_ —
| (a,b) (a+h,b)

Figur 2.25: Rektangel i A

Dette giver, at Hessematricen bliver

Gel 2yet e'(3z% + y?)
Hf(z,y,t) = 2yet 2xet 2xyet
e 3z +y?) 2zye' ef(xd + xy?) — 2

Bemeerk, at vi ved at benytte symmetrien af de blandede partielt afledede

slap for at udfgre differentiationerne 8% (%), 5% (%) og 8% (%—{). s

2.5.3 *Bevis for satning 2.82

Vi skal nu se, hvordan seetningen om lighed af de blandede partielt afledede
kan bevises:

Bevis for saztning 2.82: For at forenkle notationen antager vi, at
f(z,y) er en funktion af to variable. Lad a = (a,b) veere et punkt i defini-
tionsmeengden og antag at tallene h, k er sa sma at hele rektanglet i figur 2.25
ligger i den abne maengde A. Lad

A(hk) = fla+h,b+k)— fla,b+ k) — f(a+ h,b) + f(a,b)

hvor vi har kombineret funktionsveerdierne i hjgrnerne pa vores rektangel ved
at bruge fortegnene vist pa figuren. Vi vil nu vise, at graenseveerdien

A(h, k)
im
(h,k)—(0,00  hk

er lig bade %(a,b) og %(a,b).
Forste skridt er at anvende middelvaerdiseetningen pa funktionen

g(x) = flz,b+ k) — f(z,b).
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Vi far

gla+h) —gla) =g'(c) - h
for et ¢ mellem a og a + h. Indsaetter vi den oprindelige funktion, og bruger
at ¢'(x) = af(:zc b+k)— af(x b), ser vi at

fla+h,b+k)— f(a+h,b) — f(a,b+k)+ f(a,b)
Pf@b+M—Q& @yl

ox ox

Dette kan ogsa skrives

N Bi( b+k)—%( b)]h

Neeste skridt er at bruge middelveerdiseetningen pa funktionen

of

@wzggaw

Vi far
Gb+k)—G(b)=G'(d) -k
for et d mellem b og b+ k. Ved at bruge, at G'(y) = 8‘28]; (¢,y), kan dette ogsa
skrives
of of

o —(c, b—l—k:)—%(c,b):

Kombinerer vi vores formler, ser vi at
0 f
8y8x

0 f
Oyox

(c,d) - k.

A(h k) =

(c,d) - hk

Da 888f er kontinuert, vil 8 2L (e, d) — a - °/ (a,b) nér (h, k) — 0. Folgelig er

AR _ 0
(hk)—(00) hk  Oydx

(a,b)

For at vise, at ogsa  lim  20bk) —
’ 5 (h,k)—(0,0) F 8:vdy

de variable z og y i argumentet ovenfor. Vi starter med at bruge middelveer-
diseetningen pa funktionen

Y(y) = fla+h,y) — f(a,y)

og fortsaetter pa akkurat samme made som ovenfor. Detaljerne overlades til
leeseren. ]

L (a,b), bytter vi om pa rollerne for
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2.6 Opgaver

Opgave 2.1
Afggr for hver af meengderne i eksempel 2.5 om de er abne eller lukkede.

Opgave 2.2
Afggr for hver af meengderne i eksempel 2.4, om de er begraensede eller ej.

Opgave 2.3
Afggr om meengden er aben eller lukket eller ingen af delene.

a) {(z.y) eR?| x| <logly <1} f) {(z,y) eR?*|z+2y=1}

b) (x,y) eR?||z| <loglyl <1} ¢ {(z,y) € R? |z og y er rationale}
o) {(z,y) eR?|[z[|<loglyl <1}  h) {(z,y,2) e R?|2? +y* + 22 <1}
a) {(z.y) € R?||a] <1} i) {(2,y,2) € RS 2?97 + 22 > 1)
e) {(z,y) eR?|z+2y <1}

Opgave 2.4

I denne opgave skal vi se lidt pa egenskaberne for abne meaengder.

{
{
{
{

a) Vis at A C R™ er aben hvis og kun hvis fglgende er opfyldt: For ethvert
punkt a € A findes der et positivt tal r saledes at der for alle x som
opfylder ||x —al| <rerx e A.

b) Antag at A, B C R" er abne maengder. Vis at AU B og AN B er abne
meengder.

c) Hvis A C R", sa kaldes maengden
A={zeR" |z & A}

komplementaermaengden for A. Vis at A og A har samme rand, det vil

sige 0A = J(A°).

d) Vis at en maengde A C R™ er aben hvis og kun hvis komplementaer-
mengden A€ er lukket.

Opgave 2.5
I denne opgave skal vi se lidt pa egenskaberne for lukkede maengder. Det er
en fordel at lgse opgave 2.4, fgr du begynder pa denne.

a) Antag at A, B € R™ er lukkede mengder. Vis at AU B og AN B er
lukkede maengder.
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b) Antag at A C R™ er lukket, og at B C R™ er aben. Vis at
ANB={x€ A|lz ¢ B}

er lukket.

Opgave 2.6
I denne opgave skal vi se lidt pa konvergens af fglger i R™.

a) Lad {xj}ren veere en folge af punkter i R"™. Forklar hvad det vil sige,
at {xx} konvergerer mod et punkt a € R™.

b) Lad {x}ren veere en folge af punkter i R" som konvergerer mod a.
Antag at x; € A for alle k. Vis, at da er a € A. Find et eksempel, som
viser, at a ikke behgver at veere med i A.

c) Bevis fglgende pastand: En delmaengde A C R™ er lukket hvis og kun
hvis enhver konvergent fplge af punkter i A konvergerer mod et punkt
iA.

d) Antag at a er med i definitionsmaengden for en funktion f. Vis at f er
kontinuert i a hvis og kun hvis
f(a) = lim f(xy)
k—o00

for alle folger {x;} som konvergerer mod a og hvor hvert x; er med i
definitionsmaengden for f.

Opgave 2.7
Find greenseveerdierne

a lim (23 + 2z
) (ﬂs,y)—>(2,3)( 2

b lim  x2sin(x
) (z,y)—(1,%) (zy)

eT Ty

C) hm m

(z,y)—(1,0)

d lim 2@ eos(x +
) (z,y)—(0,0) Y ( 2

Opgave 2.8
Find graensevaerdierne eller begrund hvorfor greensen ikke eksisterer.

a) lim 3x2—3zy—2z+2y
(z,y)—=(1,1) Y
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b lim sin y+tan
) (@y)—(3,0) T

C) lim 1+2x;r3ygt4xy
(@y)=(-14) T

) (wy)o(00)  2ET

e) lim vy

2 2
(z,y)—(0,0) ©~ 1Y

. 3_.4 5,,6
f) lim &=y tety
(zy)—(00) Y

g) lim

Yy
2 4 2
(@,y)—(0,0) 3¢ +4Y

arctan £
J,’Q +y2

h) lim
(z,y)—=(1,V/3)

By—zyd

i Lt Jrd
) 070) x4+2x2y2+y4

im
(zy)—(
Opgave 2.9
Vis at funktionen f er kontinuert
a) flz,y)=xz+y d)  f(z,y) = e "sin(z +y)
b) flzy)=2*y+y e fla,y.2)=2"+y"+7°
C) f(‘ra y) = %

Opgave 2.10
a) Brug seetning 2.24 til at bevise s@tning 2.33.

b) Bevis seetning 2.24.

Opgave 2.11
I denne opgave har du brug for trekantsuligheden, som siger, at hvis x,y €
R, saer [lx+y| < [Ix] + [yl

a) Vis at | x| = [lyll | < x|l for alle x,y € R".

b) Lad a € R™. Vis at funktionen f(x) = ||x — a|| er kontinuert.

c¢) Vis at funktionen g(x) = m er kontinuert, hvor den er defineret.

Opgave 2.12
Vis at funktionen f har en storsteveerdi pa maengden A.
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a) f(,y) = i A={(z,y) e R?| 2* +y* <9}
b) f(z,y,2) =2* +xy + 2° A={(r,y,2) e R [ || + |y + |2] < 1}

C) f(l’,y,Z,’U,) = 6_(x_u)2(22 +y2)
A={(z,y,z,u) eR|0<z<y<z2<u<l1}

Opgave 2.13

Lad f : R® — R veere en kontinuert funktion og antag at der findes et punkt
a, sa f(a) > 0. Antag videre at for hvert € > 0 findes et R > 0 saledes at
|f(x)] < e nar ||x|| > R. For x tilstrackkelig langt borte fra origo er f(x)
altsa vilkarligt lille. Vis at f har en stgrsteveerdi.

Opgave 2.14
Find gradienten for f.

) fla) = tdnt o) fan) = ke

b) floy) = i 0 flry,2) = Ziene

c) flz,y) = cos(x +?) g) f(z,y,z) = zarctan(x + y)
d) f(z,y) = 2" In(zy?) h)  f(z,y,2,u) = (2% +u)e ™+

Opgave 2.15
Find den retningsafledede f'(a;r):

r,y) =3zy+y* a=(1,2); r=(3-1)

) S

b) flzy) =z +y?); a=(10; r=(-11)
) S
) S

Qo

¢) flz,y,z) =2’y + 2% a=(1,0,1); r=(1,1,-1)

d x,y,z) = zsin(xy); a=(3,1,0); r=(-10,2)

Opgave 2.16
I hvilken retning vokser funktionen hurtigst i det givne punkt?

a) f(z,y) = —2y + Ty?, a=(4,-3)
b) f(x,y,2) = (2* —y?)e*; a=(1,-1,3)

Opgave 2.17
Find funktionens tangentplan i det givne punkt.

a) fz,y)=1—20+3y—4eyia=(1,—-1).

b) g(z,y) = 32 cosy ib = (V3,5).
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¢) hz,y) = (z+y)e" ¥ ic=(4,-2).

zln .
d) k(z,y) = ;=5 id=(0,¢).
Opgave 2.18
Find tangentplanen i a for den niveauflade for f, som gar gennem punktet a
nar

a) f(z,y,2)=(@+1)2+ (y—2)2+ (2 +1)2 og a=(0,0,0)

b) f(x,y,2) = T2 oga = (6,1,-1)

¢) f(e.y,2) =¥ sinz oga=(2,-3,%)

Opgave 2.19
Lad f(u,v) =u?+wv, g(z,y) = 2zy, h(z,y) = = + y*. Brug kaedereglen til at
finde de partielt afledede af k(z,y) = f(g(x,y), h(z,y)).

Opgave 2.20
Lad f(u,v) =u-e7", g(x,y,2) = 2xy+ 2, h(z,y, z) = 2y(z + x). Brug keede-
reglen til at finde de partielt afledede af k(x,y, z) = f(g(x,y, 2), h(x,y, 2)).

Opgave 2.21

I teorien for gasser er trykket p givet som en funktion af volumenet V og
temperaturen 7. Vi har altsa p = f(V,T), hvor funktionen f afhsenger af
hvilken type gas vi ser pa. Antag, at vi ved hvordan volumenet V' = V() og
temperaturen T' = T'(¢) forandrer sig med tiden ¢. Vis at

0 0
20 = 2Tvi) + L)

Hvad far du, hvis p = c%, hvor ¢ er en konstant?

Opgave 2.22
To slags varer konkurrerer om det samme marked. Efterspgrgselen F; efter
den fgrste type varer varierer med priserne p; og ps pa de to varer.

Vi har altsa en funktion £y = E;(p1, p2). Antag at vi ved hvordan priserne
p1 = p1(t) og pa = pa(t) varierer med tiden. Vis at efterspgrselens variation
med tiden kan udtrykkes ved

dE B ok, , ok, ,
W = O Y4 (t) + s Do (t)
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Opgave 2.23

Volumenet af en cylinder med radius r og hgjde h er som bekendt V = 7r2h.
Nar hgjden og radien varierer, kan vi teenke pa dette som en funktion i to
variable V (r, h) = mr?h. Forklar at nar radien gendrer sig fra r til r + Ar og
hgjden eendrer sig fra h til A + Ah, sa er endringen i V' tilnsermet givet ved

AV =~ 8—‘/ AP+ 8_V - Ah = 2rh Ar + 72 Ah.
or oh

Antag at du har en cylinder, hvor du ved, at radien ligger mellem 2 m og
2.05 m og hvor hgjden ligger mellem 5 m og 5.05 m. Brug formlen ovenfor
til at ansla usikkerheden i volumenet.

Opgave 2.24
Udregn Hessematricerne:

a) f(x,y) = 32%y + 2y°x
b) f(z,y) = zsiny
c) flz,y) =a?e"™¥

(

I de folgende opgaver ser vi pa nogle funktioner som ikke er guds bedste
bgrn. Pointen er at give eksempler pa nogle funktioner, som ikke opfylder de
betingelser, vi seedvanligvis stiller, og se nogle konsekvenser af dette.

Opgave 2.25
Lad f : R — R veere funktionen defineret ved

2?sint  for x # 0,
flw) = {O ' forxio.
a) Find et udtryk for f/'(z) nar x # 0.
b) Vis at f er differentiabel i 0 og at f'(0) = 0.
c) Afggr om f'(z) er en kontinuert funktion.
d) Er f C'? Er f differentiabel?

Opgave 2.26
Lad funktionen g : R? — R vaere givet ved

1 hvis 0 <y < 22,
g(z,y) =
0 ellers.
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a) Find den retningsafledede af ¢ i origo og i retningen (1,0).

b) Lad r = (ry,r2) veere en vektor i R? med ry # 0. Find den retningsaf-
ledede af g i origo og i retningen r.

¢) Begrund hvorfor g ikke er kontinuert i origo.
d) Hvorfor er denne funktion ikke et modeksempel til seetning 2.597

Opgave 2.27
Definér funktionen A : R? — R ved

gy = [P T by A0
’ 2
0 for z* +y = 0.

a) Udregn den retningsafledede af h i origo i retningen (1,0).

b) Lad r = (ry,73) veere en vektor med 7o # 0. Find A/((0,0);r).

¢) Begrund at VA(0,0) = (0,0).

d) Find en retning r saledes at £/((0,0);r) # VA(0,0) - r.

e) Hvorfor er denne funktion ikke et modeksempel pa sesetning 2.577

Opgave 2.28
Lad funktionen f : R? — R vaere defineret ved gaffel-forskriften

S for () #(0,0),
fla,y) = {O " for (z,y) = (0,0).

a) Vis at f er kontinuert.
b) Udregn de partielt afledede af f for (z,y) # 0.

)
)
¢) Brug definitionen til at udregne (O 0) og a £(0,0).
)
)

d) Er f C1?

e) Udregn graenseveerdierne
g(h,0) = 3£(0,0) _2(0,h) — 2(0,0)
lim og lim <= =
h—0 h h—0 h

f) Hvad er 4 82’,(O 0) og 3, (%(O 0)? Strider dette mod seetning 2.827 Hvor-
for /hvorfor ikke?




108 KAPITEL 2. KONTINUITET OG DIFFERENTIATION



Kapitel 3

Storste- og mindstevaerdier

Vi starter med at genopfriske nogle kendte resultater for reelle funktioner af
én variabel. Lad f veere en kontinuert reel funktion af én variabel defineret
pa det lukkede (og begreensede) interval [a,b]. Fra Ekstremalveerdissetnin-
gen (seetning 2.42) ved vi, at f har bade stgrste- og mindsteveerdi. Hvis f
endvidere er C!, ved vi, at stgrste- og mindsteveerdierne ma findes blandt
endepunkterne og de stationsere punkter.

Hvordan finder vi sa sterste- og mindsteveerdipunkter for funktioner af
flere variable? 1 dette kapitel skal vi se, at der i tilfseldet med flere variable
findes en teori som er meget analog til den ovenfor beskrevne for en variabel.
Hovedidéerne er de samme som i envariabel-tilfaeldet, men da geometrien er
udvidet, bliver problemerne noget vanskeligere.

I kapitel 2 definerede vi stgrste- og mindsteveaerdier for funktioner af flere
variable. Vi kan imidlertid ikke regne med at finde de globale ekstremums-
punkter direkte, men ma ga vejen om lokale maksima og minima.

3.1 Definition
Lad f : A — R vaere en funktion af n variable. Vi siger, at f har et lokalt
maksimum 1 punktet a € A, hvis der findes en radius r > 0 saledes at
f(a) > f(y) for alley € A med afstand mindre end r til a; det vil sige
ly —af <r.

Tilsvarende kaldes a et lokalt minimum, safremt der findes en radius r > 0
saledes at f(a) < f(y) for alley € A med ||y — a|| <.

Det er klart, at et globalt ekstremumspunkt ogsa vil veere et lokalt ek-
stremumspunkt.

Lokale maksimumspunkter ser lidt forskellige ud alt efter om a er et indre
punkt eller er randpunkt. Er a et indre punkt, vil (a, f(a)) veere en “bakketop”
pa funktionsgrafen som vist i figur 3.1. Er derimod a et randpunkt, er det

109
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Figur 3.1: Lokale ekstremumspunkter i det indre af Dy.

Figur 3.2: Lokale ekstremumspunkter pa randen af Dy.
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nok at (a, f(a)) er det hgjeste punkt pa en “skraning” som ville veere blevet
endnu hgjere, hvis den havde faet lov at fortseette udenfor A. Se figur 3.2

3.1 Ngdvendige betingelser

Nar man undersgger en funktion af en variabel for at finde lokale ekstremums-
punkter, starter man med at finde de kritiske punkter. Disse er de eneste,
som kan vere lokale ekstremumspunkter. Den samme fremgangsmade kan
benyttes til at lede efter lokale max- og min-punkter for en funktion af fle-
re variable. Her benyttes sa gradienten i stedet for den afledede. Dette er
forsteafledet-kriteriet:

3.2 Saxetning
Lad f : A — R vare en funktion af n variable. Antag at f har et lokalt
maksimum eller minimum i a. Da er en af folgende 3 betingelser opfyldt.

i) a et randpunkt for A eller
ii) gradienten V f eksisterer ikke ia  eller
iii) Vf(a) =0.

Bevis: Idéen i beviset er at antage, at a er et indre punkt, hvor gradienten
V f(a) eksisterer, men er forskellige fra 0. Hvis vi kan vise, at et sadant
punkt umuligt kan veere et ekstremumspunkt, sa er ssetningen bevist. Nar
Vf(a) # 0, ma mindst en af de partielt afledede ogsa veere forskellig fra 0.
Antag derfor, at 687’;(51) # 0. Lad (aq,as, ..., a,) = a og se pa konturen

g(x) = flar,...,aj-1, %, aj11,...,0)
Da ¢'(a;) = %(a) # 0, ved vi fra envariabelteorien, at g ikke har noget
lokalt ekstremalpunkt i a;. Men sa fglger det, at f heller ikke kan have et

ekstremumspunkt i a. O

Lad os indfgre lidt terminologi. Et punkt a, hvor V f(a) = 0 vil vi kalde
et stationert punkt for funktionen f. Hvis a er et indre punkt, men V f(a)
ikke eksisterer, kalder vi a et singulert punkt for f. Kritiske punkter er en
feelles betegnelse, som omfatter stationzere punkter, singuleere punkter og
randpunkter for definitionsmeengden for f.

Et stationaert punkt, som hverken er et lokalt maksimum eller et lokalt
minimum, vil vi kalde et sadelpunkt. Det er ikke sa sveert at forsta, hvor det
sidste navn kommer fra — det punkt, du sidder pa, nar du rider pa en hest,
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er et typisk eksempel pa et sadelpunkt; det er et minimum, nar du bevaeger
dig i hestens leengderetning og et maksimum, nar du bevaeger dig pa tveers
af hesten.

Ved hjelp af seetning 3.2 kan vi reducere jagten pa mulige maksimums- og
minimumspunkter betragteligt. Det er nok at lede blandt de kritiske punkter:

3.3 Eksempel
Lad os forsgge at lokalisere eventuelle maksimums- og minimumspunkter for
funktionen

f(z,y) = 3zy — 32+ Yy

Vi ser, at f er defineret pa hele R?, derfor er der ingen randpunkter. Vi
differentierer:

of
oy W3
of

Disse eksisterer overalt, f er faktisk C', og ifglge seetningen ovenfor, bgr
vi da se efter punkter, hvor begge de partielt afledede er nul. Dette giver
ligningssystemet

3y—3=0
3r+9=0
som har lgsningen z = —3, y = 1. Dette betyder, at det eneste mulige

maksimums- eller minimumspunkt for f er (—3,1).

Neeste spgrsmal er sa, om (—3, 1) virkelig er et lokalt maksimums- eller
minimumspunkt. For at afggre dette bruger vi et trick som af og til er nyttigt.
Vi ser pa konturer for f over linjer, som gar gennem (—3,1). Prover vi med
x = —3eller y =1 far vi

f(=3,9)=3-(=3)-y—=3-(=3)+9% =9
flz,1)=3z—-3x+9=9

Disse konturer er konstante funktioner, og vi kan derfor endnu ikke afggre,
om (—3,1) er et maxpunkt, et minpunkt eller et sadelpunkt. Men lad os se
pade tolinjery—1=x+30gy—1=—x—3. Vi har

flx,r+4) =3z(x+4) — 3z +9(x + 4) = 32% + 187 + 36
flx,—r —2) = —3x(x +2) — 32 — 9(x +2) = —32% — 182 — 18
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Figur 3.3: Grafen for f(x,y) = 3zy — 3z + 9y.

Konturen over y — 1 = x + 3 er en parabel, som krummer opad. Derfor kan
det stationzere punkt (—3,1) ikke veere et maksimum. Mens konturen over
y—1 = —x—3 er en parabel, som krummer nedad. Derfor kan det stationzere
punkt heller ikke veere et minimum. Den eneste mulighed som star tilbage
er, at (—3,1) er et sadelpunkt.

Dette betyder, at f ikke har noget max- eller min-punkt pa R2. Grafen
for f finder du i figur 3.3. &

Eksemplet ovenfor peger pa det, som bliver hovedproblemstillingen i re-
sten af dette kapitel: Hvis V f(a) = 0, hvordan afggr vi sa pa en effektiv
made, om a er et lokalt maksimum, minimum eller ingen af delene? Teknik-
ken med at se pa konturer kan ofte bruges til at vise, at et stationzert punkt
er et sadelpunkt, men vi gnsker os en mere generel fremgangsmade.

3.2 Tilstraekkelige betingelser

Lad f veere en to gange differentiabel funktion af en variabel og antag at
f'(a) = 0. Sa forteeller andenafledet-kriteriet os, at a er et lokalt minimum
hvis f"(a) > 0 og at a er et lokalt maksimum hvis f”(a) < 0. Vi vil nu
begynde arbejdet med at lave et tilsvarende kriterium for funktioner af to
variable. Det er ogsa muligt at lave andenafledet-kriterier for tre og flere va-
riable, men dette bliver ganske kompliceret, fordi en funktion af flere variable
har sa mange forskellige andenafledede, og de skal kombineres pa rigtig vis
for at fa et kriterium, som virker. For at na frem til dette for flere end to
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variable bruges lineaer algebra. Man udregner det, som hedder egenvaerdierne
for Hessematricen. Dette vil vi ikke komme videre ind pa i dette heefte, sa vi
vil ngjes med at se pa funktioner af to variable. Andenafledet-kriteriet for to
variable kaldes A BC-kriteriet .

3.4 Saxtning (ABC-kriteriet)
Lad f(z,y) veere en C*-funktion og antag at (a,b) er et stationaert punkt for

f. Lad )
19)
(a,b) og C = a_;;(“’ b)

o0 f o0 f
= — B =
A axQ (CL, b)v a$ay

og lad D vaere givet ved D = AC' — B2%. Da geelder:
i) Hvis D <0, sa er (a,b) et sadelpunkt.
ii) Hvis D > 0 og A > 0, sa er (a,b) et lokalt minimum.
iii) Hvis D >0 og A <0, sa er (a,b) et lokalt maksimum.

Hvis D = 0, giver testen ingen konklusion.

Tallet D, som forekommer i saetningen ovenfor, er et eksempel pa en de-
terminant, det er determinanten for Hessematricen i (a,b). Dette kan skrives
som folger:

PLa,b) ZL(a,b)| |4 B

_ _ 2\ oxd ) _ _ 2

D = det(Hf(a,b)) = | %, (a.b) 62;!@ b |~ ’B C‘ =AC - B
Aydz \7 Ay? \7

Den generelle formel for en determinant for en 2 x 2-matrix er:
a b a b
det( [c d] )= c d

Beviset for ABC-kriteriet udssetter vi lidt endnu, vi ser fgrst pa nogle
eksempler pa, hvordan det bruges i praksis:

’:ad—bc

3.5 Eksempel
Lad os ga tilbage til funktionen fra eksempel 3.3 og se hvordan ABC-kriteriet
virker i dette tilfeelde. Vi har set, at funktionen f(x,y) = 3zy — 3x + 9y har
partielt afledede

of
a—f:?)a:'—i-9
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Disse forsvandt samtidig hvis og kun hvis z = —3 og y = 1, derfor er (—3,1)
et stationaert punkt. For at bruge ABC-kriteriet udregner vi Hessematricen.

Vi har
92
/ =0

0a?
f
oxdy
2
°r
dy

som giver

0 3
D= ‘3 0‘ =-9
Ifplge ABC-kriteriet er (—3,1) et sadelpunkt, fordi D < 0. L

Lad os se pa et lidt mere kompliceret eksempel:

3.6 Eksempel
Lad f : R? — R veere funktionen givet ved

fz,y) = zye™™¥"

Vi gnsker at finde de stationaere punkter og afggre om de er lokale
maksimums-, minimums- eller sadelpunkter.
Differentiation giver

0

_f — 1 . y . ex_y2 +x . y . ex_y2 — y(l _|_ x)ex_y2

ox

0

G_f —z-1-e" Y 4 aye” Y (—2y) = 2(1 — 2%)e" Y
Y

Da e” %" ikke kan veere nul, er det nok at lgse ligningssystemet

y(l+2)=0
z(1—2y*) =0
for at finde de stationaere punkter. Den forste ligning har to lgsninger x = —1

og y = 0. Seetter vi x = —1 i den anden ligning, far vi y = j:L2 = j:‘/Ti.
Seetter vi y = 0 i den anden ligning, far vi x = 0. Vi har altsa tre stationeere
punkter (—1, ‘/75), (—1, —\/75) og (0,0).
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Neeste skridt er at udregne de andenafledede:

82f m_yg z—y2 IE—’yQ
0l = ye +y(l+z)e =y(2+ e
a2f z—y2 a:—y2 2 z—y2
2oy (1 +2)e"™ +y(l+z)e” (=2y) = (1 +2)(1 - 2y7)e
62f zny 2 a:fyz 2 zny
8_y2 = z(—4y)e +x(1 —2y7)e" Y (—2y) = —22y(3 — 2y°)e

Vi ma undersgge de stationgere punkter hver for sig.

Det stationaere punkt (0,0): Her er
_r

A= 55(0,0) = 02+ 0)" " =0
2
B= 5(0,0) = (1+0)(1 -2 () =1
o2
O:a—J;(O,O):—2-0-0(3—2-02)60_02:0.
Y
. 0 1 , o
Dette giver D = 10 =0-0—1%=—1. Altsa er (0,0) et sadelpunkt.
Det stationaere punkt (—1, \/75) Her er
an \/§ \/5 V242 \/5 3
A= (—1,~2) = 2224 (—1)e 705" = T2
(1,50 = 4 (-1 0 = 2
2
aZf \/§ \/§ 1 V22
_ V2 N o[ V2 —1-(2) _
Gooy L) = a0y (12 (5 e 102" = 0

CPF VR VR YEAN PR
O_a—yz(—LT)_—z(—l)7 3—2(7) e 79 = 2v/%

Dette giver

2
26

Njw

0
0 2\/56_%

Da D > 0, A > 0, forteeller ABC-kriteriet os, at (—1, g) er et lokalt mini-
mum.

D= =2¢e7?
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-2

Figur 3.4: Grafen for f(z,y) = zye* ¥

Det stationaere punkt (—1, —@): Her er

Lo VR

A= —(-1,——)=——
(-1, - = -
o? 2
g PL V2
Oyox 2
O f V2 _3
C= 8—y2(—1, —7) = —2\/§€ 2
Dette giver
— Y23 0
D=| 2 =2¢78
‘ 0 —2\/56_% ¢
Fordi D > 0 o0g A <0, ma (—1, —?) vaere et lokalt maksimum.
Grafen for f finder du i figur 3.4 )

Lad os nu se pa to eksempler, hvor determinanten for Hessematricen for-
svinder.

3.7 Eksempel
Lad f veere givet ved

fle,y) =a® +y°
Vi udregner gradienten og Hessematricen. Vi far:
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—-2-2

Figur 3.5: Grafen for f(z,y) = 23 + y>.

Det eneste stationgere punkt er origo, og her er Hessematricen lig H f(0,0) =
{8 g] . Dette giver D = 0-2—0? = 0. Dermed kan ABC-kriteriet ikke bruges.
Alligevel kan vi sige, at (0,0) er et sadelpunkt. Se pa konturen f(z,0) = z3.
Denne er strengt voksende. Derfor kan (0,0) ikke veere hverken max eller
min. Se grafen i figur 3.5. &

3.8 Eksempel
Lad h veere givet ved
h(z,y) =a* +y'

Da er gradienten
Vh(z,y) = (42°, 4y°)

Derfor er origo det eneste stationaere punkt. Hessematricen er

1222 0

Evalueret i origo er Hh(0,0) = [8 81, dermed er D = 0. Heller ikke for
denne funktion kan ABC-kriteriet benyttes, men det er aligevel klart, at origo
er et absolut minimum for h, fordi z* > 0 og y* > 0, hvor vi har lighedstegn

hvis og kun hvis z = 0 og y = 0. Grafen finder du i figur 3.6. &

De to sidste eksempler viste, at hvis D = 0, sa kan vi ikke afggre om det
kritiske punkt er et ekstremumspunkt eller et sadelpunkt.
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- >

-2 -2

Figur 3.6: Grafen for h(z,y) = z* + y*.

Figur 3.7: Tveersnittet af en tagrende.

Lad os til sidst se pa et praktisk eksempel.

3.9 Eksempel
Af et rektanguleert stykke metal med stor leengde og bredde L vil vi lave en
tagrende, se figur 3.7. Vi gnsker at arealet af tveersnittet skal veere sa stort
som muligt. Af naturlige arsager ma x ligge mellem 0 og %L, og det er klart,
at vi kan antage at ¢ ligger mellem 0 og 7. (Hvis 6 overstiger 7 er det klart,
at arealet bliver mindre end for 6 = 7.)

Tveersnittet er et trapez med hgjde xsinf, og de to parallelle sider har
leengde L — 2x og L — 2z + 2x cos 6. Arealet er derfor

A=-((L—-2x)+ (L —2x+2zxcosf))xsind

N | —

Vi teenker pa A som en funktion af x og 6 og forenkler udtrykket:

A(x,0) = Lrsinf — 22°sin 6 + 2° sin 0 cos 0
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Nu vil vi bruge forsteafledet-kriteriet til at finde kritiske punkter, nar 0 <
T < %L og 0 < 0 < 7. Vi finder de partielt afledede:

A
g—:Lsin6’—4xsin9+2xsin6(:036

T

0A 2 2 9 2 . 9
%:LJZCOSQ—Q.I‘ cos + x” cos“ 0 — x“sin” 0

Ser vi pa % = 0 har vi
Lsinf — 4xsinf + 2z sinf cosf = 0

som giver

(:089:2—£
2x

. . . - o DA _ A,
fordi x # 0 og sin@ # 0 her. Videre ser vi pa g5 = 0:
L cos ) — 2% cos 0 + 2° cos® § — 2% sin? 0 = 0

hvor vi indseetter sin?f = 1 — cos?f og cos = 2 — % Da far vi

L L L\?
Lr(2——)—-222(2——)+22%2(2—— ) —22=0
2x 2x 2x

Dette forenkles til
322 — Lz = 0.

Altsa ma z = %L. Den tilsvarende veerdi for 8 finder vi ved at lgse

p=o- Lo L _p 3_1
I Y A A

Vi ser, at 0 = %. Arealet er da

1. 7 L 1 I? 1 2 1 1 V3
AL Y=L -Z.2y/3—-92. .2 - ._-.z =212
(3 ’3> 3 2‘/g 9 2¢§+9 V3

Vores intuition siger os nu, at vi har fundet ud af, at det maksimale areal

er {—§L2 og at dette opnas ved x = %L og ¢ = %. Lad os se, hvordan vi kan

argumentere for dette matematisk. Forsteafledet-kriteriet hjelper os med at
finde kritiske punkter for A i den abne mengde givet ved 0 < z < % og

0 < 6 < 5. Eventuelle max- eller minpunkter, som vi ikke har opfanget

ved forsteafledet-kriteriet ma derfor veere endepunkts-tilfeelde. Vi undersgger
derfor z =0, x = %L, 0 = 0 og = 7 separat.
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Hvisz =0er A=0.
Hvis 6 = 0 er ogsa A = 0.
Hvis z = %L er A= %sin%.
Hvis @ = 5 er A = Lz — 22°.

NérOSHS%erOS%SinQQS %L2,0gnér0§x§%LerOSLm—2x2§
172,

Ekstremalveerdiseetningen siger, at funktionen A har et maksimum pa
den lukkede og begraensede maengde givet ved 0 < x < %L og0<0< 7.1
endepunkts-tilfeeldene er A < %LQ, og det eneste kritiske punkt i det indre har
kritisk veerdi A = *1/—25[,2. Da ‘1/—25[,2 > £L?, kan vi konkludere, at maksimum
er i punktet (3L, %).

Bemeerk at vi ikke har brugt ABC-kriteriet. Lad os nu bruge dette til
at bekreefte det, vi allerede ved; at (%L, z) er et maksimum. Vi udregner
Hessematricen for A:

HA(z,0) = sin 20 — 4 sin 0 L cos — 4x cos 0 + 2x cos 20
" |LcosO — 4xcos O + 2z cos20 —Lasin§ + 222 sin § — 222 sin 26
Evaluerer vi Hessematricen i det kritiske punkt, far vi

1 7 -3v3 —-1iL
HAGGL )= 2 2
3h3) {—%L —%LQ]

Dette giver D = %LQ. Derfor har vi et max- eller minpunkt. Da ?;Té‘ = —%\/g
er negativ, har vi et maksimum. &

3.2.1 *Stgrste- og mindstevaerdier for andengradspo-
lynomier

En vaesentlig ingrediens i beviset for ABC-kriteriet er at vise, at kriteriet fun-
gerer for andengradspolynomier. Normalt bruges lineser algebra til at drofte
max og min for andengradspolynomier; man studerer kvadratiske former. I
dette heefte gnsker vi derimod at undga udstrakt brug af lineser algebra. Der-
for vil vi med mere elementaere metoder drgfte de stationsere punkter for et
andengradspolynomium i to variable. Udledningerne nedenfor kan maske fa-
les lange og uelegante, men det er prisen, vi ma betale for at undga lineser
algebra. Alligevel er rammen for argumentationen den samme.
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I eksempel 3.3 sa vi, at andengradspolynomiet f(x,y) = 3xy — 3z + 9y
havde et sadelpunkt i (—3,1). Lad os nu se pa et generelt andengradspoly-
nomium og prgve at afggre hvilket slags stationaere punkter, det har.

Et andengradspolynomium i to variable har formen:

p(x,y) = a+bx +cy + da® + exy + [y
hvor a, b, ¢, d, e og f er konstanter. Gradienten for p er
Vp(z,y) = (b+ 2dx + ey, c + ex + 2fy)

og Hessematricen er

Hpte) = [ ]

De stationare punkter for p er dem, hvor Vp(z,y) = 0, det vil sige lgsninger
til ligningssystemet

2dx +ey = —b

ex +2fy = —c

Teenk pa en sadan lgsning som et skeeringspunkt i zy-planen mellem de to
linjer 2dx + ey = —b og ex + 2fy = —c. Det kan imidlertid ske, at en eller
begge af disse ligninger ikke beskriver en linje. Dette er kun tilfeeldet safremt

i) d=e=0o0g f#0,
ii) d#0o0ge=f=0eller
iii) d=e=f=0
Oven i kgbet ma vi tage hgjde for specialtilfeeldet, hvor de to linjer er pa-
rallelle. Dette sker hvis og kun hvis prikproduktet mellem normalvektoren

for den farste linje, (2d,e), og en retningsvektor for den anden linje, f.eks.
(2f,—e), er nul. Det vil sige

(2d,e) - (2f, —€) = 4df —e* =0

Bemaerk, at denne ligning ogsa er opfyldt af tilfeeldene i), ii) og iii). Dermed
har vi vist, at

3.10 Seetning
Dersom 4df — e* # 0, sa beskriver 2dx + ey = —b og ex + 2fy = —c to
ikke-parallelle linjer. Altsa har ligningssystemet

2dx 4+ ey = —b

ex +2fy = —c

ngjagtigt en lgsning.
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Bemzerk, at 4df — e? er determinanten af Hessematricen. Saetningen oven-
for siger, at hvis denne er forskellig fra 0, sa har polynomiet p(z,y) =
a + br + cy + dz? + exy + fy? ngjagtigt et stationeert punkt. Vi vil her-
efter kun koncentrere os om de tilfzelde, hvor 4df — e? # 0. De andre tilfzelde
er degenererede og kan ikke bruges i beviset for ABC-kriteriet.

Lad (xo,y0) veere det stationsere punkt. For at forenkle beregningerne
ville det veert fint, hvis vi kunne antage, at (xq,yo) = (0,0). Vi kan indfgre
nye koordinater (z’,y’) for at opna dette. Lad

r=12 +x
y=y+o
Vi indseetter i polynomiet og far

p(z,y) = a + bx + cy + da® + exy + fy?
= a+b(@" + z) + c(y + wo)
+d(2' 4+ 20)* + e(x’ + 20) (Y +v0) + F(Y + 10)?
=a+bx' + bz + cy + cyo
+ d(2")? + 2dxox’ + d
+ex'y + exoy’ + eyox’ + exoyo
+f(y')? + 2fyoy’ + [y
= a + bxg + cyo + dxf + exoyo + fyp
+ (b + 2dzg + eyo)x’ + (c + exo + 2fyo)y
+d(2')? +ex'y' + f(y')?
Eftersom (g, o) er et stationaert punkt, vil b + 2dzg + eyo = 0 og ¢ + ez +
2fyg = 0. Dermed er

p(a’y) =d +d@')* +ea’y' + f(y)’

hvor @ = a + bxy + cyo + dxd + exoyo + fy2 = p(xo,yo). Vi ser, at ved at
skifte koordinater fra (z,y) til (z/,y) far vi elimineret forstegradsleddene fra
polynomiet; i det nye koordinatsystem er det stationaere punkt origo.

Vi er interesserede i at afggre, om origo er et max eller min for p(z2/,y’).
Dette kan ggres ved at se pa fortegnet for hvert af leddene, men ez’y/-leddet
er besveerligt.

Vi betragter andengradspolynomiet

q(r'.y') = d(@')* +ex'y + f(y')*.
Ved overgang til poleere koordinater

' =rcosf y' = rsind
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e q(rcos®,rsin@) = r?(dcos® 0 + ecos §sin 6 + f sin®0)
For 7 > 0 og 0 # pm,p € Z, er sin? @ > 0 sa for disse valg af 6 geelder
q(rcosf,rsin0) = r*sin® §(d cot® 6 + ecot § + f)
og q(rcosf, rsinf) har dermed samme fortegn som udtrykket
dcot’> 0 + ecot + f.
Dette giver anledning til at betragte andengradspolynomiet af en variabel
h(s) = ds* +es+ f

Dette polynomium har diskriminant e* — 4df, men da Hessematricen har
determinant D = 4df — €2, vil vi i stedet bruge vores analyse pa D fremfor
pa diskriminanten, som altsa er —D.

Velkendte resultater om andengradspolynomier giver nu fglgende:

i) Hvis D < 0 antager h(s) bade positive og negative veerdier.

ii) Hvis D > 0 og d > 0 vil h(s) kun antage positive veerdier, dvs. veerdier,
der er stgrre end nul.

iii) Hvis D > 0 og d < 0 vil h(s) kun antage negative veerdier, dvs. veerdier,
der er mindre end nul.

Vi vender nu tilbage til udtrykket
g(0) = dcos® 0 + ecosfsinf + fsin’

og vi ser, at for p € Z er
g(pr) =d,
og derfor kan vi slutte
i) Hvis D < 0, antager g(f) bade positive og negative veerdier.
ii) Hvis D > 0 og d > 0, vil g(f) altid veere positiv.
iii) Hvis D > 0 og d < 0, vil g(#) altid veere negativ.

Kigger vi pa g : [0,27] — R, vil g(0) for 0 fra dette interval gennemlgbe hele
veerdimeengden for g. Da ¢ er kontinuert og [0, 27| er en lukket og begraen-
set delmeengde af R, vil ¢ have bade en stgrste- og en mindsteveerdi. For
tilfeeldene (ii) og (iii) betyder dette
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ii) Hvis D > 0 og d > 0, findes m > 0, sa
foralled e R: g(0) >m

iii) Hvis D > 0 og d < 0, findes m > 0, sa
foralled e R: ¢(f) < —m

Idet g(z',y') = q(rcos®,rsinf) = r?g(0) = ||(2',v')|*9(9), ser vi, at vi har
vist fglgende saetning

3.11 Saetning
Lad p(z,y) = a + bx + cy + da® + exy + fy* og antag, at D = 4df — e* # 0.
Da findes ét og kun ét stationzert punkt (xo,yo) for p, og der geelder

i) Hvis D < 0, sa er (o, o) et sadelpunkt.

ii) Hvis D > 0 ogd > 0, sa er (xg, yo) et mindsteveerdipunkt, og der findes
m > 0, saledes at der for (z,y) € R? gaelder

p(z,y) = p(xo, yo) + ml|(z — z0,y — yo)|*.

iii) Hvis D > 0 og d < 0, sa er (xg, o) et storstevaerdipunkt, og der findes
m > 0, saledes at der for (z,y) € R? gaelder
p(@,y) < p(zo,y0) — mll(x — @0,y — y0)|I*.
3.2.2 *Taylors formel

Lad f veere en C?*-funktion af to variable og antag, at (a,b) er et indre
punkt. Vi gnsker nu at finde det andengradspolynomium, p, som har samme
funktionsveerdi, gradient og Hessematrix som f i (a,b). Vi kalder p for Tay-
lorapproksimationen af f af anden grad i (a,b). Generelt kan vi skrive p pa
formen:

p(z,y) = c+di(z—a)+do(y —b) +er(z—a)® +ex(x —a)(y —b) +es(y —b)?

Her gnsker vi at bestemme konstanterne ¢, dy, ds, €1, es 0og es. Vi udregner
gradienten og Hessematricen for p og far:

Vp(x,y) = (dy + 2e1(x — a) + ea(y — b),dy + ea(x — a) + 2e3(y — b))
og

261 €9
€9 263

Hp(z,y) = {
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Kravet f(a,b) = p(a,b) giver:
f(CL, b) = p(a,b) =cC

Samme gradient i (a, b) giver, at

of of

(%(CL? b)v a_y(a’ b)) = Vf(aa b) = Vp(av b) - (d1, d2)

og samme Hessematrix giver

Shab) gd(ab) 2er e

ox Ox0y _ _ _ 1 2
L‘iﬁfg;(a, o b)] - fte) = sinle) = 71 7]
Dermed er p givet ved:

0 0
pay) = 1) + 5Ha D) - @) + 5 b))
0? 0? 0?
+ 5 = af + @b = )y =) + 355D~

Vi er nu parate til at vise Taylors formel for funktioner af to variable.

3.12 Saetning (Taylors formel)

Lad f vaere en C?-funktion af to variable, lad a vere et indre punkt og
lad p veere Taylorapproksimationen af f af anden grad i a, og definer for
h € R2~ {(0,0)} ¢(h) = (f(a—l— h) —p(a+ h))/||h||2 0g €(0,0) = 0.

Da geelder }g% e(h) =0.

Bevis: I dette bevis vil det af notationsmaessige arsager veere nyttigt at
skrive (z1,x2) 1 stedet for (z,y).
Hold h = (hy, ho) fast. Definér en funktion ¢ af en variabel ved

g(t) = f(a+th) — p(a+th)

Ved at bruge kaedereglen for funktioner af flere variable finder vi, at

2

OEDY Pf (a+ th)— 2 (a+th)} hi

=1

og ved at bruge kaedereglen endnu en gang far vi
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Lagranges restledsformel for Taylorpolynomier af en variabel siger, at der
findes et tal ¢ mellem 0 og 1 sadan at

9(1) = 9(0) + ¢(0) + 24"

Bemeerk, at g(0) = 0 da f(a) = p(a) og ¢'(0) = 0 da Vf(a) = Vp(a). Hvis
vi indseetter for g(1) og ¢”(c) far vi

2

2 2
J°p
fla+h)—pa+h)= ZZ{(%]@% h)—axjami(a+ch)} hih;

7j=1 =1

Fra definitionen af p folger det, at ax g oo (@t ch) = O (a). Vi indseetter

szﬁxi
og far:
2
>’f O f
h) - h) h) — hih,
fla+h)—pla+ ;;[(%ﬁxi(aJrc ) 8a:j8xi(a>1 ;
Vi finder derfor
Z] 105 af afz (at+ch)—52 25]; (a)|hih;
6(1’1) = { IR } for h 7é 0
0 forh=0

Det er da klart at
f(a+h) —p(a+h) = e(h)|h]

Derfor star det kun tilbage at vise, at € er kontinuert i origo, men dette er
let:

A el = g

2 O%f > f hi hj
2.2 [amjax,- (atch) = 5w, ﬂ BIE

8903-8@-

. h h .
Her har vi brugt, at ”Tl <1, ﬁ <1ogat }111&(1) 3%8 (a+ch) = dw aa: (a) da

fer C% d



128 KAPITEL 3. STORSTE- OG MINDSTEVARDIER

3.2.3 *Bevis for ABC-kriteriet

For at bevise ABC-kriteriet vil vi sammenligne funktionen f med en polyno-
miumsfunktion. Antag at a er et stationeert punkt for f. Vi gnsker at finde en
polynomiumsfunktion, p, som er en god approksimation af f i nserheden af
a. Et polynomium af grad 0 er det samme som en konstant funktion. Og den
bedste tilnsermelse til f i nserheden af a ved hjeelp af 0’te gradspolynomier
ma derfor vaere givet ved p(x) = f(a) Men den konstante funktion p siger
ingenting om hvorvidt a er max-, min- eller sadelpunkt for f. Lad os derfor
prove med forstegradspolynomier. Dette er det samme som affine funktioner,
og den bedste tilnsermelse til f med en affin funktion er det fgrstegradspoly-
nomium som har samme funktionsveerdi og samme gradient som f i punktet
a. Men i et stationaert punkt er tangentplanen vandret, og vi kan derfor ikke
bruge p til at sige noget om hvilket slags stationaert punkt a er for f.

Vi ser derfor pa andengradspolynomier. Den bedste tilnsermelse til f i
nzrheden af a ved hjzlp af andengradspolynomier bgr have samme funk-
tionsveerdi, gradient og Hessematrix som f i punktet a. Dette er Taylorap-
proksimationen af f af anden grad i a og vi haber, at en sadan tilnaermelse p
til f er sa god, at f og p begge har et stationaert punkt i a og at dette punkt
er af samme type for begge funktioner.

Vi kombinerer saetning 3.11 med Taylors formel for at bevise ABC-kriteriet.

Bevis for ABC-kriteriet 3.4: Antag at a = (a,b) er et stationeert
punkt for C*-funktionen f, lad A = %(a), lad D veere determinanten af
Hessematricen i a og lad p vaere Taylorapproksimationen af f af anden grad
i a. Vi ser nu pa tre forskellige tilfaelde.

Tilfelde ii): Antag at D > 0 og A > 0. Da siger seetning 3.11 at der findes
et m > 0 saledes at
p(a+h) —p(a) > m|h|?
Lad e veere funktionen givet i Taylors formel. Eftersom 11113% e(h) = 0 findes
et 6 > 0 saledes, at der for alle h € R? med ||h|| < ¢ gelder, at |e(h)] < 2.
Taylors formel giver, at
f(a+h)— f(a) = f(a+h)—p(a+h)+pa+h)—pa)
= e(h)[[h]* + p(a+h) - p(a)
Vi bruger uligheden ovenfor for at fa
fa+h) — f(a) > e(h)|[b]* + m|h|* = (e(h) + m)]|h|?
Safremt ||h|| < 0 vil e(h) +m > %. Dette giver

fla+h) = f(a) = =[]’
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Det folger, at a = (a, b) er et lokalt minimum for f.

Tilfeelde iii): Antag at D > 0 og A < 0. Vi raesonnerer pa samme made
som tilfeelde ii). Ved saetning 3.11 findes der et m > 0 saledes at

p(a+h) —p(a) < —m|hl|J
Vi har da at:

fla+h) - f(a) = f(a+h) —p(a+h)+p(a+h)—pa)
e(h)||h* +p(a+h) —p(a)
e(h)|[b[* — m|h]*

= (¢(h) —m)|[h]*

Eftersom ED% e(h) = 0 findes et § > 0 saledes, at for alle h € R? med ||h|| < §
—
geelder |e(h)| < &. Daer e(h) —m < —%. Altsa vil

IN

m
flath) ~ f(a) < 2 h?
nar ||h|| <6, og det folger, at a = (a,b) er et lokalt maksimum for f.

Tilfzelde i): Antag at D < 0. For andengradspolynomiet p ved vi, at der
da findes en kontur p(a + th) som krummer opad. Vi kan antage, at

pla+th) =c+ kt?
hvor ¢ = p(a) = f(a) og k > 0. Da er

f(a+th) — f(a) = f(a+th) —p(a+th) 4+ p(a+ th) — p(a)
= ¢(th)||h[]*t? + kt*
= (e(th)[[h]|* + k)¢

Hvis vi bare veelger ¢ lille nok vil e(th)||h||? 4+ k& > %. Da vil

f(a+th) — f(a) > gﬂ

Folgelig kan a ikke veere et lokalt maksimum for f.
Vi ved ogsa, at der findes en anden kontur p(a+th’), som krummer nedad.
Pa samme made som sidst findes da et &' > 0 saledes at

pla+th') = p(a) — Kt
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Da kan vi vise, at for sma ¢ vil

f(a+th) — f(a) < —%,tZ

Dermed kan a heller ikke veere et lokalt minimum. Den eneste mulighed, der
star tilbage, er, at a er et sadelpunkt. 0
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3.3 Opgaver

Opgave 3.1
Find de stationgere punkter for funktionen:
a) flx,y) =a®+2" —dr + 4y d) flz,y)=ze
b) flzy) =2+ —ay e) flz,y)=ay—,+3

¢) flw,y)=a> 422y -2y +a+ 7Ty

Opgave 3.2
Find de stationeere punkter og afggr, om de er lokale maksimums-, minimums-
eller sadelpunkter:

a) f(z,y) =2 +y* —2r+4y
b) f(z,y) = 2*y* — 4zy + 62 — Gy
¢) flz,y) = e+

) J(

e) flz,y) =z +1In(z* +y?)

Opgave 3.3
Find de stationgere punkter for funktionen

flx,y,2) = ayz —a® —y* = 2
og afggr om de er lokale maksima, minima eller sadelpunkter.

Opgave 3.4
Du skal lave en ramme af stalrgr, som skal bruges som skelet for et telt.
Rammen bestar af fire ben med laengde = faestnet til et rektangel med sider
y og z, se figur 3.8. Leengdene z,y og z males i meter.

Volumenet V' = zyz af teltet skal veere 50 m?. Din opgave er at lave teltet
sadan at den totale leengde L af stalrgr, som skal bruges, bliver mindst mulig.

a) Begrund at leengden L kan skrives som

100
L(z,y) =da+2y+ —
Ty

og find de partielt afledede % og g—’;.
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z

Figur 3.8: Skelet til telt.

Uden lag

Figur 3.9: Kasse uden lag.

b) Bestem de dimensioner af teltet, som gor totalleengden af stalrgr mindst
mulig.

Opgave 3.5

Vi skal bygge en retvinklet kasse uden lag, se figur 3.9. Kassen skal have
sideleengder = og y, og hgjde z. Selve “skelettet” til kassen skal laves af 12
tynde ror (markeret med streger pa figuren). Den totale leengde rgr, vi har
til radighed, er 56 meter.

a) Begrund at arealet A af kassens yderside (de fire vaegge samt bunden)
som funktion af z og y kan skrives

A(z,y) = 28z + 28y — 22 — 2y — 3xy.

og find de partielt afledede af A. Bestem derefter eventuelle punkter
(x,y), hvor begge de partielt afledede er nul, og afger om disse punkter
er lokale minimumspunkter for A, lokale maksimumspunkter for A eller
ingen af delene.
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3m

2m 2m

Figur 3.10: Badevaerelse med badekar.

b) Find maksimumsveerdien for A(x,y) pa omradet i xy-planen givet ved
0 <xz<14,0 <y < 14. (Begrund forst hvorfor vi ved, at en sadan
maksimumsveerdi findes.)

Hvordan bgr sideleengderne z og y veelges for at arealet af kassens
yderside bliver stgrst muligt? (Begrund svaret.)

Opgave 3.6
Et badeveerelse har taghgjde 3 m og et kvadratisk gulv som er 4 m?. I dette
rum skal vi placere et badekar af laengde z, bredde y og hgjde z (malt i meter)
og med volumen xyz = % m?3. Badekarret skal placeres i det ene hjgrne af
badevaerelset som vist pa tegningen, figur 3.10.

Ud fra dimensionerne af rummet og karret far vi: 0 < x <2, 0 <y < 2,
0 < z < 3 (og derfor ogsa zy = 3% > % (m)?). Vi skal leegge fliser pa de to
vaegge, badekarret bergrer, samt badegulvet, men vi ngjes med at laegge fliser
pa de dele af veeggene og gulvet, som badekaret ikke deekker. Vi bruger to
forskellige typer fliser til vaegge og gulv. Prisen pa vaeggfliserne er 90 kr/m? og
pa gulvfliserne 60 kr/m?. Lad P(z,y) betegne totalprisen pa fliserne, angivet

i kr, som funktion af x og y.

a) Vis at vi far P(z,y) = 1320 — % — (;—0 — 602y, og beregn % og 83—5.

b) For at fa et overblik over udgifterne til fliseleegningen gnsker vi at finde
den veerdi af (z,y) sadan at P(x,y) bliver stgrst mulig.
Find denne veerdi af (x,y) og den tilsvarende veerdi af P.

Opgave 3.7
En fabrik producerer to modeller af en vare. Det koster 400 kr at lave stan-
dardmodellen og 600 kr for luksusmodellen. Undersggelser viser, at nar salgs-
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prisen for standardmodellen er x kr og y kr for luksusmodellen, sa far fabrik-
ken solgt 500(y—x) standardmodeller og 4500004-500(z —2y) luksusmodeller.
Hvordan skal prisen seettes for at maksimere fortjenesten?

Opgave 3.8

To virksomheder konkurrerer om at szlge naesten identiske varer pa samme
marked. En forggelse i produktionen hos den ene virksomhed fgrer derfor
til nedgang i indteegterne hos den anden. Hvis virksomhed A producerer x
enheder pr maned og virksomhed B producerer y enheder pr maned, er de
manedlige fortjenester givet ved

1 1
P =12000x — §$2 — —¢* for virksomhed A,

4
1 1
@ = 12000y — §y2 — éxz for virksomhed B.

a) Hvis virksomhederne ikke samarbejder om at fastsaette produktionen
er det naturligt at antage, at hver af virksomhederne uatheengigt af
hinanden fastsaetter sin produktion saledes, at egen fortjeneste bliver
sa stor som mulig. Desuden antager hver af virksomhederne, at den
anden ggr det samme. Forklar hvorfor produktionsniveauet (z,y) er
Igsningen til ligningssystemet

oP

o 0
8@_
ay

og find fortjenesten for henholdsvis A og B i dette tilfaelde.

b) Virksomhedsledelserne i A og B tror, at ved at samarbejde om produk-
tionsniveauet, sa kan den totale fortjeneste for virksomhederne samlet
gges. Forklar hvorfor det optimale produktionsniveau, safremt virksom-
hederne samarbejder, er lgsningen til ligningssystemet

OP 90
o " or
oP  9Q
oy "oy ="

og find fortjenesten for henholdsvis A og B i dette tilfaelde.

¢) Antag at virksomhederne i hemmelighed har samarbejdet om fastseet-
telse af produktionsniveauet, og at dette har staet pa en tid. Virksom-
hed B, som tidligere var den mest rentable, opdager at produktions-
samarbejdet har fgrt til at virksomhed A nu er blevet markedsleder.
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Virksomhed B bestemmer sig derfor for at bryde aftalen, uden at sige
det til A. Givet at A fastholder produktionsniveauet fra delopgave b),
hvordan skal B veelge sit produktionsniveau for selv at fa stgrst mulig
fortjeneste, og hvad bliver fortjenesten for A og B henholdsvis i dette
tilfeelde?

Opgave 3.9
a) Lad f(x,y) = 2? + y*. Vis at (0,0) er et stationsert punkt, hvor Hesse-
determinanten D er lig nul. Vis at (0,0) er et minimumspunkt for funk-

tionen.

b) Lav en funktion g(z,y) hvor (0,0) er et maksimumspunkt, men hvor
Hesse-determinanten i (0,0) er lig nul.

c) Lav en funktion h(z,y) saledes at (0,0) er et sadelpunkt, men hvor
Hesse-determinanten i (0,0) er lig nul.

Opgave 3.10
a) Lad f: R — R veere en differentiabel funktion af én variabel og antag,
at det eneste stationsere punkt for f er et lokalt maksimum i a. Vis, at
da er a et globalt maksimum for f.

b) Lad
g(x,y) =1—a" = (1+2)°y"
Vis at (0,0) er det eneste stationzere punkt for g.

c) Vis at (0,0) er et lokalt maksimum, men ikke et globalt maksimum
for g. Tegn gerne grafen for g. Teenk pa forskellen mellem én og flere
dimensioner.

Opgave 3.11
a) Lad f: R — R vaere en kontinuert funktion af én variabel og antag at
f har lokale maksima i a og b. Vis at der findes et lokalt minimum c,
som ligger mellem a og b.

b) Lad
g(x,y) = 4a?e¥ — 22" — et

Vis at de kritiske punkter for g er (—1,0) og (1,0).

c) Vis at begge de kritiske punkter er lokale maksima. Tegn grafen for ¢
og taenk pa forskellene mellem én og flere dimensioner.
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Kapitel 4

Lagranges multiplikatormetode

4.1 Max/min-problemer med bibetingelser

Forsteafledet- og ABC-kriteriet er metoder til at studere max/min-problemer
for funktioner defineret pa abne mangder. Men for mange af de max/min-
problemer, vi mgder i praksis, vil der veere betingelser som begraenser defi-
nitionsmeengden. Vi ser pa et eksempel:

4.1 Eksempel
Forestil dig, at du skal producere konservesdaser. Daserne skal veere cylin-
derformede med top og bund. Prisen per produceret dase afhsenger af, hvor
meget metal der bruges, og dasen er derfor billigst, nar overfladen er mindst
mulig. Givet at dasernes volumen skal veere V', hvordan skal hgjden, h, og
diameteren, d, sa velges?

Vi ser, at overfladearealet A er givet ved

A(h,d) = ng + rhd

Bibetingelsen angaende volumet giver

whd?

V==

Opgaven bliver derfor at finde mindsteveerdien for A(h,d) pa meengden

whd?
{hayer?|v=""0

En made at ggre dette pa er at lgse ligningen V' = %‘F med hensyn til for

eksempel h, og derefter seette dette ind i A. Dette giver en funktion af én

137
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variabel, som vi let kan finde mindsteveerdien for. Vi har

4V
h=—
wd?
Dette giver at
s 4V
Ald) = =d* + —
(@) =54+
Vi differentierer og far
4V
A/(d) =xd — ﬁ

Lgser vi A'(d) = 0 far vi, at d = {/2L. Dette ma veere et minimum og den

tilsvarende veerdi for h er h = ¢/ 4L, &

™

Lagranges multiplikatormetode er en anden made at lgse max/min-problemer
med bibetingelser. Fordelen med denne metode er, at man ikke behgver at
bortsubstituere en af variablene fra betingelsen.

4.2 Saetning
Lad f og g veere C'-funktioner af n variable defineret pa en aben maengde
A. Lad a € A og g(a) = c. Lad S veere meengden givet ved

S={xe ACR"|g(x) =c}
Hvis f har et lokalt ekstremumspunkt pa S i a, sa er enten
i) Vg(a) =0 eller
ii) der findes et tal \ saledes at V f(a) = A\Vg(a).

Bemaerk at S er en niveauhyperflade for g, og at Vg(a) star vinkelret pa
S 1 punktet a. Ligningen g(x) = ¢ er en betingelse, og et lokalt max-punkt
for f pa S er det intuitivt oplagte; et punkt a € S, sadan at der findes en
radius r > 0, saledes at der for alle x € S med ||x — al| < r gelder, at
f(x) < f(a). Lokale min-punkter for f pa S er defineret tilsvarende. Dette
er sameend ikke andet end de lokale ekstremumspunkter for f, safremt vi
saetter definitionsmeengden til at veere S.

4.3 Definition
Givet situationen i seetning 4.2. Et punkt a € A, som opfylder g(a) = ¢ og
V f(a) = AVg(a) kaldes et kritisk punkt.

Lad os nu se, hvordan vi kan bruge Lagranges multiplikatormetode til at
lgse eksempel 4.1 pa en anden made:
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4.4 Eksempel

Vi gnsker at bestemme minimum for A(h,d) = §d2 + mhd givet betingelsen
# = V. Her er h og d positive tal.

Lad g(h,d) = %‘12. Vi ser at bade A og g er C'-funktioner. Seetning 4.2
siger, at vi skal lede efter de punkter, hvor gradienten for A og gradienten
for g er parallelle. Vi finder derfor gradienterne.

™

VA(h,d) = (nd,md +7h) og Vg(h,d)= (4

&2, = ha)
2
Disse vektorer er parallelle, hvis der findes et tal A saledes at
T
d=\—d’
A
T
wd 4+ mh = )\ghd

Derudover ma vi ikke glemme vores betingelse:

whd? B

1 Vv

For at finde mindstevaerdien forsgger vi nu at lgse ligningssaettet, som bestar
af disse tre ligninger. Den fgrste ligning kan forenkles til

4=\

Den anden ligning giver sa, at
1
d+h= §h)\d
Nu kan vi erstatte Ad pa hgjre side med 4. Da far vi
1
d+h = §h -4 =2h

Hvoraf vi kan slutte d = h. Og saetter vi dette ind i betingelsen har vi

T

~d*=V

4

s /av
v,

Dette er samme svar, som vi fik i eksempel 4.1.

L]

som giver, at h = d =
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4.5 Eksempel
I dette eksempel gnsker vi at finde de kritiske punkter for funktionen

fla,y) =3z — 5y

under betingelsen
r? 4+ 16 = ¢/?

Vi starter med at omskrive betingelsen til formen
2 —y*4+16=0

og lader g(z,y) veere udtrykket pa venstre side. For at bruge Lagranges mul-
tiplikatormetode skal vi bruge gradienterne for f og g. Vi har

Vf(x,y)=(3,-5) og Vyg(zr,y) = (2z,—2y)

Derefter kan vi opskrive ligningssystemet

g(z,y) =2* —y* +16 = 0.

Losningerne af dette system giver kritiske punkter for f givet g(x,y) = 0.
Lad os se pa den forste ligning. Eftersom 3 = 2z kan x ikke veere 0, og vi
ma derfor dividere med den. Dermed ma \ = % Pa samme made far vi fra
den anden ligning, at A\ = % Dette giver

Altsa ma

Dette satter vi ind i stedet for y i betingelsen, og vi far

0:x2—y2+16:x2—%5x2+16:16—§x2

Altsd ma 22 = 9. Dermed er z = —3 eller z = 3. Og de tilsvarende veaerdier
for y er henholdsvis —5 og 5.

For at afggre om de kritiske punkter (—3, —5) og (3, 5) er stgrste-, mindste-
veerdipunkter eller ingen af delene, kan vi skitsere nogle niveaukurver for f
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Figur 4.1: Niveaukurver f(z,y) = ¢ og kurven 22 + 16 = 3.

og kurven z% + 16 = y? i samme koordinatsystem. Se figur 4.1. (Bemaerk at
niveaukurverne for f tangerer g(z,y) = 0 i de kritiske punkter.) Vi ser at
(=3, —5) er et lokalt minimum, minimalvzerdien er f(—3, —5) = 16, og (3, 5)
er et lokalt maksimum, maksimalveerdien er f(3,5) = —16. Heraf sluttes, at
der hverken findes en stgrste- eller en mindsteveerdi for denne opgave. &

Vi skal nu se pa, hvordan Lagranges multiplikatormetode kan bruges til
at finde de punkter pa en ellipse, som ligger neermest eller fjernest fra origo.

4.6 Eksempel
Ligningen
1322 + 122y + % = 80

beskriver en ellipse. Dette kan du tjekke ved at skitsere grafen. I dette ek-
sempel gnsker vi at finde punkterne pa ellipsen, som ligger nesermest eller
fjernest fra origo. Vi ved, at udtrykket \/x? + y? maler afstanden fra (z,y)
til origo. Punkterne, vi gnsker at finde, er derfor min og max for /a2 + 2
under bibetingelsen 1322 + 122y + y* = 80.

Bemeerk, at ellipsen er lukket og begreenset, og funktionen /22 + y? er
kontinuert. Ifglge ekstremalveerdiseetningen findes der bade en stgrste- og en
mindsteveerdi. Dette er vigtigt, da vi sa ved, at lgsningen til Lagrangelignin-
gen ma indeholde lgsningen til stgrste- og mindstevaerdiproblemet.

For at forenkle udregningerne kan det svare sig at se pa funktionen f(z,y) =
2% + y? i stedet for at bruge udtrykket /x2? + y2. Det er klart, at max- og
min-punkterne for det ene udtryk ogsa er max- og min-punkter for det an-
det. Vi vil altsa bruge Lagranges multiplikatormetode til at finne max- og
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min-punkterne for
fla,y) =% +y°
under forudsaetningen
g(z,y) = 132 + 122y + 4y* = 80
Vi starter med at udregne gradienterne for f og g. Disse er

Vf(z,y) = (22,2y) og Vg(z,y) = (26z + 12y, 12z + 8y)

Lagranges multiplikatormetode siger, at vi finder de kritiske punkter ved at
lgse ligningssystemet,

20 = \(26x + 12y)
2y = A(12z + 8y)
132% + 122y + 49 = 80
De to forste ligninger giver hver et udtryk for A\. Dermed har vi

2x = 2y
260+ 12y = 12z 4 Sy

Vi ganger over kors og far:

2x(12x + 8y) = 2y(26x + 12y)
2422 4+ 162y = 52y + 24y>
2% — 3y — 22 =0

Ved at dividere med g2 far vi andengradsligningen

De to lgsninger bliver

Endnu har vi ikke brugt betingelsen 13z%+12zy+4y? = 80. Men det kommer
vi til nu. Lad os se, hvad der sker, nar vi indseetter lgsningen % = 2. Dette er
det samme som at saette x = 2y. Da far vi

1327 + 122y + 4y* = 52y° + 24y” + 4y* = 80y” = 80,

som har lgsningene y = 1 og y = —1. Dette giver de kritiske punkter (2, 1)
og (—2,—1).
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Ser vi pa tilfeeldet, hvor % = —%, finder vi ved at indsatte y = —2x i

1322 + 122y + 4y = 80 at
1322 + 12xy + 49° = 132% — 242* + 162° = 52° = 80

Som giver © = +4. Dermed far vi de kritiske punkter (4, —8) og (—4, 8).

Vi kan nu konkludere, at punkterne pa ellipsen 1322 + 122y + 4y% = 80
som har sterst afstand til origo er (4, —8) og (—4,8), mens punkterne med
mindst afstand til origo er (2,1) og (=2, —1). &

Ekstremalveerdiseetningen 2.42 siger, at en funktion defineret pa en luk-
ket og begraenset maengde har stgrste- og mindstevaerdier. Vi skal nu se et
eksempel pa, hvordan vi kan kombinere fgrsteafledet-kriteriet med Lagranges
multiplikatormetode for at finde ekstremumspunkterne for en sadan funktion.

4.7 Eksempel
Lad funktionen

f(x,y) = day — 22" —

veere defineret for de (z,7y) € R? som ligger pa eller indenfor ellipsen
y? — 4y + 2827 — 48z = 1

Vi gnsker at bestemme ekstremumspunkterne. Eftersom definitionsmeengden
for f er lukket og begreenset ved vi, at max- og minpunkter findes. Derfor
laver vi en liste af kritiske punkter og undersgger funktionsvaerdierne i disse.
For at finde kritiske punkter i det indre af ellipsen bruger vi fgrsteafledet-
kriteriet. Pa randen af ellipsen bruger vi Lagranges multiplikatormetode. Lad
os begynde.

Kritiske punkter i det indre: Vi leder efter kritiske punkter i meengden

{(z,y) | y* — 4oy + 282% — 48z < 1}.

Dette er punkterne hvor V f = 0. For at finde disse, udregner vi gradienten.
Den er
Vf(x,y) = (4y — 8%, 4z — 2y).

Seetter vi denne lig nulvektoren, far vi ligningssystemet

4y —8x3 =0
dr —2y =0

Den anden ligning giver, at y = 2x. Dette satter vi ind i den fgrste og far:

8r — 8z =0
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Lgsningerne er x = —1, x = 0 og x = 1. Dermed er de mulige kritiske punkter
(—1,-2), (0,0) og (1,2). Det eneste, vi skal passe pa med, er, om punkterne
faktisk ligger indenfor ellipsen. Vi ma altsa tjekke, om de opfylder uligheden
y? — 4oy + 2822 — 487 < 1.

o (—1,—-2) indsat i y* —4zy+282* — 48z giver 72. Dermed ligger (—1, —2)
udenfor ellipsen.

e (0,0) indsat i y? —4xy+28x*—48z giver 0. Dermed ligger (0,0) indenfor
ellipsen.

e (1,2) indsat i y* — 4zy + 2822 — 48x giver —24. Dermed ligger (1,2)
indenfor ellipsen.

De kritiske punkter i det indre af ellipsen er fglgelig (0,0) og (1,2).

Kritiske punkter pa randen: Vi leder efter kritiske punkter for f under

bibetingelsen
Y — 4wy + 2827 —48x =1

Lad derfor g veere funktionen givet ved
g(x,y) = y* — day + 282° — 48z

Lagranges multiplikatormetode siger, at vi skal finde de punkter, hvor V f og
Vg er parallelle. Vi udregner derfor gradienten for g. Den er:

Vg(z,y) = (—4y + 56 — 48,2y — 4x)
Kravet om, at gradienterne skal veere parallelle, giver ligningssystemet

4y — 82® = A(—4y + 56 — 48)
dr — 2y = A2y — 4x)

Oven i har vi kravet
y? — Aoy + 282 — 48z =1
Vi begynder med at se pa den anden ligning. Den kan omskrives til
(I+AN)4x—2y)=0

Der er derfor to mulige lgsninger. Enten er A = —1 eller y = 2z.
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e Hvis A\ = —1 giver den fgrste ligning, at
4y — 82% = 4y — 56x + 48
Dette udtryk kan forenkles til
=T +6=0

Her gaetter man let, at * = 1 er en lgsning. De to andre Igsninger er
x = 2 og x = —3. For at finde de tilsvarende y-veerdier indssetter vi i
ligningen y? — 4xy + 282? — 48z = 1. Vi har

x =1 giver y> —4y — 20 = 1, som har lgsningene y = —3 og y = 7.
x = 2 giver y* — 8y + 16 = 1, som har lgsningene y = 3 og y = 5.
xr = —3 giver y> + 12y + 396 = 1, som ikke har nogen reel lgsning.

e Hvis y = 22 kan det svare sig at szette dette ind i ligningen 3% — 4y +
2872 — 487 = 1. Da far man

4da® — 822 + 2822 —48x =1

som kan forenkles til
247% —48r —1=0

Losningene er x = 1— %\/6 ogxr =1+ %\/6 De tilsvarende veerdier for
yery=2— g\/é ogy =2+ %\/6, henholdsvis. Det er muligt at seette
disse to lgsninger ind i den fgrste ligning for at finde A, men veerdien
for A skal vi ikke bruge til noget.

De kritiske punkter som ligger pa randen af ellipsen er derfor
5 5 5 5
(17_3)7 (177)7 (273)7 (275)7 (1_E\/6a 2_6\/6) 0og (1+E\/67 2"’6\/6)

Stgrste- og mindstevaerdier: Vi har nu fundet en liste med 8 kritiske
punkter for f pa eller indenfor ellipsen y? —4xy+28x%—48x = 1. Forsteafledet-
kriteriet og Lagranges multiplikatormetode siger at disse punkter er de eneste
kandidater til at veere max- eller minpunkter. Ekstremalveerdissetningen si-
ger at max- og minpunkter findes. For at finde de globale ekstremumspunkter
star blot tilbage at beregne funktionsveerdierne i de kritiske punkter og der-
efter sammenligne. Vi far fglgende tabel
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kritisk punkt kritisk veerdi
(2, ) f(z,y)
(0,0) 0
(1,2) 2
(1,-3) —23
(1,7) —23
(2,3) —17
(2,5) —17
(1- ix/é 2-3V6) | -2+ 22V6~0,0017
1+ 56,2+ 2v0) | ~Z& — /G ~ 17,0080

Vi ser, at maksimalveerdien er 2, som opnas i punktet (1,2), mens minimal-
veerdien er —23, der antages i (1, —3) samt (1,7). &

4.2 *Bevis for Lagranges multiplikatormeto-
de

Vi vil nu fgre et bevis for Lagranges multiplikatormetode 4.2. For at ggre
dette har vi brug for en hjeelpeseetning. Beviset for hjaelpesaetningen bygger
pa setningen om differentiation af implicit givne funktioner, se sektion 2.4.8,
og vi udelader det derfor. Derimod vil vi forklare, hvad hjeselpesseetningen
indebeerer.

4.8 Saetning

Lad g veere en C''-funktion i n variable og a et indre punkt i D,. Hvis Vg(a) #
0 og v er en vektor, saledes at v - Vg(a) = 0, sa findes der en kurve c(t),
defineret for t i et abent interval, som indeholder 0, sadan at

i) c¢(0) =
ii) ¢'(0) =v og
iii) g(c(t)) er konstant.

Denne s@tning omhandler en niveau(hyper)flade for g. Pa denne flade
ligger punktet a. Eftersom Vg(a) # 0 ser niveaufladen virkelig ud som en
flade 1 neerheden af a, og Vg(a) er normalvektoren. Vektoren v ma vaere en
tangentvektor for niveaufladen, eftersom v - Vg(a) = 0.

I slutningen af sektion 2.4.8 sa vi, at tangentvektoren for en kurve pa
niveaufladen ogsa var en tangentvektor for niveaufladen. Men hvad med tan-
gentvektoren v for niveaufladen, findes der en kurve, c(t), som ligger pa
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Vektoren v

Punktet a
Kurven c(t)

7 Niveaufladen g(x) = g(a)

Figur 4.2: En kurve c(t) i niveaufladen som tangerer v i a.

niveaufladen og har v som tangentvektor? Seetning 4.8 siger, at en sadan
kurve findes. Se figur 4.2.

Vi er nu parate til at vise seetning 4.2.

Bevis for Lagranges multiplikatormetode: Lad f og g veere C'-
funktioner, a et indre punkt, ¢ = g(c) og S niveaufladen g(x) = c. Antag, at
Vg(a) # 0. Vi gnsker at vise, at hvis V f(a) og Vg(a) ikke er parallelle sa
kan a heller ikke veere et ekstremumspunkt for f pa S.

Lad v veere projektionen af V f(a) ned pa tangentplanen for S i a. Man
kan udlede fglgende formel for v:

Vf(a)-Vy(a) Vy(a)
- Vo(a) = V() ~ [ V(@) cost o
IVg(a)|? IVg(a)l
Her er 6 vinklen mellem V f(a) og Vg(a). Eftersom V f(a) og Vg(a) ikke er
parallelle, ma v # 0. Seetning 4.8 siger, at der findes en kurve c(t), saledes
at g(c(t)) = ¢ = g(a), c(0) = a og ¢/(0) = v. Lad h veere funktionen af en
variabel defineret ved

v=V/f(a)

h(t) = f(e(t))
Det er klart, at hvis h ikke har et lokalt ekstremumspunkt i 0, sa kan f heller
ikke have et lokalt ekstremumspunkt pa S i a. Vi er derfor interesserede i at
vise, at h'(0) # 0. Vi bruger keedereglen til at differentiere h og far:

() =V fc(t)) - ()
Lad nu t = 0. Dette giver:
R'(0) =V f(a) v



148 KAPITEL 4. LAGRANGES MULTIPLIKATORMETODE

Indsaetter vi det andet udtryk for v, far vi

H(0) = Vi(a) - (Vf(a) _IVF@) 9vg—““))

Vg(a)]
= |Vf(@)|? = |V f(a)|?cos® 0
= HVf(al)H2 sin® 6

Dermed er h'(0) # 0 nar 6 ikke er 0 eller 7, altsa nar V f(a) og Vg(a) ikke
er parallelle. O]
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4.3 Opgaver

Opgave 4.1
Brug Lagranges multiplikatormetode til at bestemme maksimums- og mini-
mumspunkter for funktionen f under den givne bibetingelse.

a) f(x,y) =4y — 3z givet 22 + y* =1

b) f(z,y) =z +y givet 422 + 3> =1

c) f(x,y) = 2+ y?* givet x — by = 52

d) f(x,y) = zy givet 2 + 9y? = 18

e) f(x,y) =4x® +y? givet 6x —y =7

£) f(z,y) = { givet y?— 422 =1

g) flz,y) =z givet y* =23 +x — 2

h) f(z,y) = 20025y5 givet x 4 128y = 800

Opgave 4.2
Brug Lagranges multiplikatormetode til at finde maksimums- og minimums-
punkter for funktionen f under den givne bibetingelse.

a) f(x,y,2) = 2% +y? + 2% givet 2x — 3y + 22 = 17
b) f(z,y,2) =2x —z givet dx +y =2+ 9

c) flz,y,2) =ax+y+zgvet 22 +9*> — 22 =1

d) f(x,y,2) = zyz givet 22 + 2y* + 322 = 12

e) f(x,y,2) = 4x* + 3zz — 12y givet 2% + y* + 2% = 84

Opgave 4.3
Find den mindste afstand fra kurven 22 4 2 + % = 32 til origo.

Opgave 4.4

Du skal lave en kasse med volumen V. Kassen skal have bund og fire sidefla-
der, men ingen top.

Hvordan skal du lave kassen for at overfladearealet bliver mindst muligt?
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-

Figur 4.3: Bjaelke skaret ud af stok.

Opgave 4.5

Af en cylinderformet stok med radius r skal der udskeeres en bjaclke med
bredde 2z og hgjde 2y. (Se figur 4.3). Baereevnen for bjaelken er proportional
med x og med kvadratet af y, dvs. den er givet ved funktionen

fx,y) = kay?

hvor k er en konstant.
Find de veerdier af z og y, som giver sterst veerdi for f(z,y).

Opgave 4.6

Det amerikanske postvaesen ekspederer kun pakker, hvor summen af laengde,
bredde og h@jde er mindre end 108 tommer.

Hvad er det stgrste volumen en kasseformet pakke kan have?

Opgave 4.7
En trekant med sideleengder x, y og z har omkreds O = x +y + 2. Lad s
veere den halve omkreds. Arealet kan beregnes ved at bruge Herons formel

A=/s(s —a)(s —y)(s — 2)

Antag at omkredsen er givet. Brug Lagranges multiplikatormetode til at finde
den trekant, der har det stgrste areal.

Opgave 4.8

Betragt en trekant indskrevet i en cirkel med radius r, figur 4.4. Find et
udtryk for arealet af den indskrevne trekant givet ved radius r, og vinklerne
a, B og . Brug Lagranges multiplikatormetode til at finde trekanten med
det stgrste areal.
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Figur 4.4: En trekant indskrevet i en cirkel

Husk pa, at arealet af en trekant er A = %ab sin®, hvor a og b er side-
leengder og 6 er den mellemliggende vinkel.

Opgave 4.9
En virksomhed producerer to slags varer. Disse hedder X og Y. Fortjenesten
ved at salge x enheder af X og y enheder af Y er givet ved formlen

$2+y2

P(z,y) = 10z + 20y — 10

Antag at det totale antal af X og Y, virksomheden producerer ikke kan
overstige 100 enheder. Hvor mange af hver vare skal virksomheden producere
for at opna maksimal fortjeneste?
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Kapitel 5

Multiple integraler

5.1 Plan- og rumintegraler

Ligesom for funktioner af en variabel kan man for kontinuerte funktioner
af flere variable definere deres integrale. Vi vil her kun beskaftige os med
funktioner af to og tre variable, hvor man taler om henholdsvis plan- og
rumintegraler. Vi vil ikke her diskutere i detaljer, hvordan man definerer
plan- og rumintegraler, men koncentrere os om hvordan man udregner dem.

Vi vil for planintegraler over en maengde D C R? enten benytte notatio-
nen [, f(z,y)dA, [[, f(x,y)dA, eller mere kortfattet blot [, f, hvor vi helt
udelader 1ntegrat10nsvar1ablen For rummtegraler over en mangde R C R3,
skriver vi ligeledes enten [, f(x,y,2)dV, [[[, f(x,y,2)dV, eller igen blot
/ r /- Den kortfattede notation kan med fordel bruges, nar vi samtidig vil
udtale os om plan og rumintegraler.

Fortolkningen af planintegralet svarer i en vis forstand til fortolkningen
i en-variabel tilfaeldet, hvor integralet fortolkes som arealet “under grafen”.
Mere praecist, hvis f(x,y) > 0, er

/Df(x,y) dA

rumfanget af den maengde i R3, der ligger under grafen for f og ovenover D i
XY-planen. Mere fysisk kan man fortolke integralet som den samlede masse
af en plade med facon D og masseteetheden f(z,y). Specielt geelder der, at

Areal(D):/ 1dA,
D

i analogi med at f: Ldx er leengden b— a af intervallet [a, b]. For funktioner af
tre variable skal man ud i 4 dimensioner for at give en tilsvarende fortolkning

153
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af integralet ved hjaelp af grafen. Det vil vi atholde os fra. Vi kan fortolke
integralet som den samlede masse af en rumlig figur med faconen R C R? og
massetaetheden f(z,vy, z), og igen i dette tilfzelde fas

Rumfang(R) = / 1dV
R

i analogi med det ovenstaende.
Planintegraler er specielt nemme at udregne, hvis der integreres over en
maengde i D C R? der kan skrives pa (mindst) en af de fglgende to mader

D = {(z,y) |a<z<b, u(z) <y <o(r)} (5.1)

eller
D = {(z,y) |c<y<d, v(y) <z <h(y)} (5.2)

hvor w,0 : [a,b] = R og v,h : [¢,d] — R er kontinuerte funktioner, der
opfylder v < 0 og v < h (her star v, h,u, o for henholdsvis venstre, hgjre,
under og over).

y

A O(X)

u(x)

T 1 »
a b

Figur 5.1: En mengde af typen (5.1)

Det bemaerkes, at nogle meengder D C R? kan skrives pa begge mader
(f.eks. et rektangel med akseparallelle sider), medens andre kun kan skrives
pa en eller ingen af de to mader.
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Pa samme made er rumintegraler specielt nemme at udregne, hvis der
integreres over maengder, der kan skrives som

R={(z,y,2) [a<x<b u(x) <y <o(x), blz,y) <z <t(z,y)}, (53)
hvor u og o er som ovenfor og
t.b:{(z,y) [a<z<b u(@) <y<o(x)} >R

er kontinuerte og opfylder b(x,y) < t(x,y). Notationen ¢ og b refererer til top
og bund. Ligesom i to dimensioner kan man ombytte rollerne af x,y og z i

(5.3).

5.1 Definition (Simple domaener)

Vi skal med en samlet betegnelse kalde meengder pa formen (5.1-5.2) eller
(5.3) (og de tilsvarende med rollerne af x,y og z ombyttet) for simple domze-
ner.

Integration over simple domaener er beskrevet i folgende saetning, som vi
ikke beviser her.

5.2 Saetning (Itereret integral)
Lad f vere en kontinuert funktion defineret pa et simpelt domaene.
1. Hvis f er en funktion af to variable og D er af formen (5.1), gaelder

fempia= [ ([ i)
/| Lo

2. Hvis f er en funktion af to variable og D er af formen (5.2), gaelder

[ raa- / ( / (()) f(:c,y)dx) ay.

3. Hvis f er en funktion af tre variable, og R er af formen (5.3) gaelder

v=b [ py=o@) [ pa=tlzy)
/ f(2,y, 2)dV = / / / F(a,y,2)dz | dy | de
R z=a y=u(x) z=b(z,y)

(der gaelder tilsvarende formler med rollerne af x,y og z ombyttet).

Denne setning gor det muligt at udregne de fleste plan- eller rumintegraler
ved at reducere dem til itererede en-dimensionale integraler. Desuden giver
setningen den vigtige konklusion, at hvis D kan skrives pa begge former
(5.1) og (5.2) kan begge formlerne fra ssetningen benyttes. Man kan altsa
“bytte om” pa rackkefplgen af integrationsvariablene x og y (men greenserne
skal naturligvis tilpasses som i formlerne). Det tilsvarende geelder ogsa i tre-
variabel tilfaeldet.
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5.3 Eksempel
Vi udregner ved brug af seetningen ovenfor integralet af funktionen f(z,y) =
zy over meengden D = {(z,y) e R? |0 <z <1, z <y < 2z},

1 2z 1 1 1 3 3
/ rydA = / / zydy | de = / r=((22)? — 2*)dx = / —aidy = =
D 0 \Ja 0o 2 0 2 8

[ )

5.2 Transformation

Man kan ofte veelge nye variable, saledes at integraler over en givet maengde
bliver lettere at udregne. Vi skal nu beskrive denne metode. Fgrst giver vi,
igen uden bevis, den seetning, der tillader os at skifte variable. Den svarer til
integration ved substitution.

Et skift af variable vil veere udtrykt ved en kontinuert funktion 7" : R" —
R™, altsa T'(x) = (T1(x),...,T,(x)), som kaldes en transformation. Seetnin-
gen fortaller os, hvordan vi kan udregne integralet af en funktion f over

billedmaengden
D'=T(D)={T(x) | xe D} CR"

af D C R", ved i stedet at udregne integralet af den sammensatte funktion

f OT(X) = f(Tl(X)> s ’Tn(x))>

over maengden D. Ideen er, at hvis D’ ikke er et simpelt domeene, forsgger man
at veelge et simpelt domaene D og en transformation T, sadan at D' = T'(D).
Vi teenker pa f o T som funktionen f udtrykt i nye variable. Der bliver en
ekstra faktor i det nye integral, der udtrykker areal- eller volumenforholdet
ved transformationen 7'

5.4 Szetning (Transformationssaetningen)

Ladn =2 ellern = 3, og lad T : U — R", veere givet ved n C'-funktioner
T, : U = R,....T, : U = R defineret pa en aben maengde U C R". Lad
D C U veere et simpelt domeene, og antag at T er injektiv ! pa det indre af
D. Hvis f : T(D) — R er en kontinuert funktion geelder

/T(D)fz/D(foT)J(T)-

Her er J(T'(x)) arealet for n = 2 og rumfanget for n = 3, af den figur, der
udspaendes af gradientvektorerne VT(x),...,VT,(x) (se Figur 5.2 nedenfor
for tilfeeldet n = 2).



5.2. TRANSFORMATION 157

VTZ (.1', y)
VT’l (fﬂ, y)

Figur 5.2: Arealet af parallellogrammet er J(7T'(z,y)) = %%—7; - 88—7;% :

Man beregner J(T'(x)) ud fra formlerne for arealet af et parallellogram
udspeendt af to vektorer (a,b) i planen, og rumfanget af et parallelepipedum
(dvs en “skaev” tre-dimensional kasse) udspaendt af tre vektorer (a,b,c) i
rummet. Formlerne kan udtrykkes ved 2 x 2 og 3 x 3 determinanter

ap das
Areal(a,b) = |det ) ‘ = |ai1by — asb|

by by

a; ay ag
Rumfang(a,b,c) = |det | b by bs

a1 C 3

= ‘aleC‘g, — CL102b3 + a21)301 - CL2b1C3 + a3b162 — a3b201| .

For n = 1 geelder transformationsssetningen ogsa, og den er faktisk vel-
kendt, idet den drejer sig om integration ved substitution

T(b)

b
f(y)dyz/ f(T ()T (2)de.

T(a)
Da T er injektiv er T enten voksende eller aftagende. Hvis T' er voksende og

derfor 77 > 0 vil T'([a,b]) = [T'(a),T(b)] og

T(

b) b
[ tway= [ty = [ @)@ = [ @) @)
T([a,b]) T(a) a ]

(a la,b

njektiv betyder, at man kun har T'(x) = T'(y), hvis x = y.



158 KAPITEL 5. MULTIPLE INTEGRALER

Pa den anden side, hvis T er aftagende og derfor 7" < 0, vil T'(a) > T'(b) og
derfor vil T'([a,b]) = [T'(b), T'(a)]. Vi har sa

T(a) b
dy = dy = — T(x)T'(x)dx =
/T L / )y / F(T(2)T ()

f(T ()| T () |de.
() J

la,b

I begge tilfeelde far vi altsa
/ fwdy = [ FTE@)IT ()],
T((a.b) 0.8

hvilket svarer til udsagnet i transformationsseetningen, hvis vi fortolker |7"(x)|
som lezengden af “den 1-dimensionale figur udspeendt af” 7"(x) (dvs. intervallet
mellem 0 og 7"(x)).

5.3 Pol=ere og sfeeriske koordinater

Vi illustrerer nu brugen af transformationsssetningen ved at udregne integra-
ler i poleere koordinater og i sfeeriske(kugle-)koordinater. Lad os forst minde
om definitionerne af disse.

5.5 Definition (Polzere koordinater i planen)
Polzere koordinater i planen er givet ved transformationen

T(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) = (rcosf,rsinf)
Den er injektiv pa maengden af (r,6) der opfylder
0<r, 0<6<or

Vi finder

J(T)(r,0) = ‘det < cosf —rsinf )‘ —

sinf rcosf

5.6 Eksempel (Benyttelse af polaere koordinater)

Vi vil udregne planintegralet af funktionen f(z,y) = x over meengden D’ i
forste kvadrant omgraenset af x-aksen, linien x = y og cirklen z? +y? = 4. 1
polaere koordinater kan denne meengde udtrykkes som

{(r,0) | r €[0,2], 0 <0< 7/4}.

Mere praecist betyder det, at hvis T er transformationen i Definition 5.5, vil
D" = T(D), hvor D er maengden af par (r,0) defineret herover. Udtrykt i
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V/
7
0

0

Figur 5.3: Domenet D’ og grafen for f

poleere koordinater er funktionen f givet ved f(T'(r,6)) = rcosf. Det folger
da fra transformationssaetningen 5.4, at vi har

/ f(xyy)dA:/TCOSHTdA.
T(D) D

Ved at omskrive integralet til et itereret integral far vi

r=2 prO=m/4 r=2 0=m/4
/ 2 cos 0dfdr = / T2dr/ cos 0df = 4v/2/3.
r=0 0

6=0 r=0 =0

-

»
L

X X

Figur 5.4: (a)Poleere koordinater (b) Sfeeriske koordinater
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5.7 Definition (Sfeeriske (kugle-) koordinater i rummet)
Staeriske koordinater i rummet er givet ved funktionen

T(p,0,0) = (x(p,0,9),y(p,0,0), 2(p,0,)),
hvor
x(p,0,¢) = psingcost, y(p,0,¢) =psingsing, z(p,0,$) = pcoso.
Funktionen er injektiv pa maengden af (p, 8, ¢) der opfylder
O0<p, 0<0<2m 0<op<m.

Vi finder

singcosf —psingsind pcos¢cosb
J(T)(p,0,0) = |det | singsinf psingpcosf pcosepsind = p?sin ¢.
cos ¢ 0 —psin @

5.8 Eksempel (Benyttelse af sfeeriske koordinater)
Vi vil benytte sfeeriske koordinater til at udregne rumfanget af en kugle med
radius R i rummet. Kuglen er i sfeeriske koordinater maengden

B={(p0,0) | 0<p<R, 0<6<2r, 0<¢< 7).

Vi finder derfor, at rumfanget af kuglen er

p=R 0=2m d=m
/ 1dV:/ / / p’singdedf dp = 4T R? /3.
T(B) p=0 Jo=0 Js=0



Facit

Opgave 1.1: a) D; = R? ~ {(0,0)}

b) Dy ={(z,y) €R* |z #y og x # —y}

c) Dy ={(z,y) eR*|x +y >0}

d) Dy = {(z,y) € R?| der ikke findes heltal k s& © —y = 5 + kn}
e) D; = R? \ {kuglen med centrum i origo og radius 5}

Opgave 1.3: Du skal veelge passende tal ¢ og derefter skitsere lgsningsmaeng-
den til f(z,y) = c.

Opgave 1. 6 I polaere koordinater er funktionerne givet ved:

a) f(r,0) =

b) f(r,0) =

¢) f(r.0) = 55

d) f(r,0) = 5cos 0—4)
e) f(r,0) = e” KN

f) f(r,0) = r3cos(36)

_22, i kuglekoordinater:

Opgave 1.7: a) I cylinderkoordinater: f(r,0, z) = r?e
p,0,¢) = p?sin® pe P ¢,

(
) T cylinderkoordinater: f(r,6,z) =

o

i kuglekoordinater: f(p,6,¢) =

L
’I"2+22 I

bM|H

c) I cylinderkoordinater: f(r,0,z) = Z—z, i kuglekoordinater: f(p,0,¢) =
tan? ¢.

d) I cylinderkoordinater: f(r,0,z) = LS(%) , 1 kuglekoordinater: f(p,0,¢) =
p cos(20) sin ¢ tan ¢.

e) I cylinderkoordinater: f(r,0,z) = z(0 — km) nar 6 ligger i intervallet
(km — Z,km + Z), i kuglekoordinater: f(p,6,¢) = pcos(¢)(6 — kr) nar 6 lig-
ger i intervallet (knr — 5 kT + g)

f) T cylinderkoordinater: f(r,0, z) = r* — 222, i kuglekoordinater: f(p, 0, ¢) =
p?(3sin? ¢ — 2).

161



Opgave 1.8: I Maple kan graferne tegnes ved at give fglgende kommandoer:
a) plot3d(exp(x)/(1+y"2) ,x=-2..2,y=-2..2);

b) plot3d(5*x " 2+y " 3-4*y,x=-2..2,y=-3..3);

c) plot3d(x"5-10%x"3*y 2+bxx*y 4,x=-1..1,y=-1..1);

Opgave 1.9: Tips: I Maple kan kommandoen implicitplot3d veere nyttig.
Husk at skrive kommandoen with(plots) : til at begynde med.

Opgave 2.1: a) A er hverken aben eller lukket, b) B er aben, ¢) C' er lukket,
d) D er lukket, e) E er bade aben og lukket

Opgave 2.2: a) A er ubegranset, b) B er ubegranset, ¢) C' er begranset,
d) D er ubegraenset, e) F er ubegraenset, f) F' er begraenset

Opgave 2.3: a) lukket, b) aben, c¢) hverken aben eller lukket, d) lukket,
e) aben, f) lukket, g) hverken aben eller lukket, h) aben, i) lukket

Opgave 2.4: a) Vink: Brug de formelle definitioner.

b) Vink: Se pa meengderne AU B og AN B en ad gangen. Lad a vaere et
punkt i meengden og brug egenskaben fra a).

c¢) Vink: Brug den formelle definition for randen.

d) Vink: Brug delopgave c).

Opgave 2.5: a) Vink: De Morgans love siger, at (AU B)¢ = A°N B¢ og
(AN B)¢ = A°U B°. Brug dette sammen med resultaterne fra opgave 2.4.
b) Vink: Brug at A~ B = AN B°.

Opgave 2.6: a) Folgen {x;} konvergerer mod a € R", hvis der for hvert
e > 0 findes et tal N, saledes at ||x; —al| < e nar k > N.

b) Vink: Hvis a ikke er med i A, er a et indre punkt i A°. Dermed findes et
r > 0 saledes, at der for alle x med ||x — a|| < r geelder x ¢ A. Brug dette
til at udlede en modstrid. Eksempel pa at a ikke behgver at ligge i A: Lad
A= (0,00) og xj, = 1.

c) Vink: Hvis A ikke er lukket, sa findes et punkt a i A som ikke er i A.
Forsgg at vise, at der findes en fglge af punkter i A, som konvergerer mod a.
d) Vink: Hvis a er et isoleret punkt, ma der findes et N sa x;, = a for alle
k > N og derfor er det oplagt, at f(a) = ’}LHOIO f(xx). Hvis a ikke er isoleret, er

der to ting som skal vises: Forst at f(a) = klim f(x) for alle folger {x;} som
—00

konvergerer mod a. Til at vise dette bruger man definitionerne. Det andet er



at vise, at hvis f(a) = klim f(xy) for alle fglger {x;} som konvergerer mod
—00

a, sa er f kontinuert i a. For at vise dette, kan man antage, at f ikke er
kontinuert i a og sa forsgge at konstruere en fglge som konvergerer mod a,

men hvor klim f(xx) # f(a). (Brug 6 = 1.)
—00
Opgave 2.7: a) 20, b) 1,¢c) e, d) 1

Opgave 2.8: a) Vink:(z — y) er en faktor i teelleren. Graenseveerdien er 1.
b) Eksisterer ikke, da tanz — +oc.
¢) Indsect. Greenseveerdien er — 2.
d) Eksisterer ikke. Vink: Teeller og neevner har feelles faktor.
e) Eksisterer ikke. Vink: Undersgg konturerne y = 0 og = = 0.
f) Greenseveerdien er 0. Vink: Skift til poleere koordinater.
g) Greenseveerdien er 0. Vink: Skift til poleere koordinater.
h) Indsaet. Graenseveerdien er g7
i) Eksisterer ikke. Sammenlign greenseveerdien f.eks over linjerne y = 0 og

y = 2.

Opgave 2.9: Vink: Brug seetning 2.33 og satning 2.34

Opgave 2.10: a) Vink: brug definitionen pa kontinuitet

Opgave 2.11: a) Vink: Resultatet folger af de to uligheder ||x|| — |ly| <
% =yl og [lyll = lIx|l < lx = Il

b) Vink: For at vise, at f er kontinuert i b, ma du se pa stgrrelsen |f(x) — f(b)| =
| |[x —a|| — ||b — al| |. Brug derefter uligheden fra delopgave a).

c¢) Vink: Brug delopgave b), seetning 2.33 og satning 2.34.

Opgave 2.12: Vink: Brug ekstremalvaerdiseetningen.

Opgave 2.13: Vink: Lad ¢ = % Brug da ekstremalvaerdissetningen pa
mengden {x € R"| ||x|| < R} og at f(x) <e = @ udenfor.

Opgave 2.14: a) Vf( y) = (32%y + 3y*, 2% + 12213).
3
)Vf(ﬂf y) (2:1:+3:1: ’ xy;c )

d) Vf(z,y) = (2zIn(zy?) + x’ 2%)

e) Vf(x,y,2) = (e7% e —(z +y)e 7).

D) V1(@.:2) = (s i )

8) VI(2,y,2) = (ramr e arctan(z +y)).



h) Vf(z,y,z,u) = (—(22 + u)e @3 3(22 + u)e 7Y, 2272+ 72+3y),

Opgave 2.15: a) f'((1,2);(3,—-1)) =11
b) f((1, ) (=11

c) f'((1,0,1);
d) f’((% »0);

Opgave 2.16: a) I retningen givet af vektoren (24, 173).
b) I retningen givet af vektoren (2¢3,2¢3,0).

Opgave 2.17:a) z =2x—y—3,b) z = x——y——\/_+12, c) z=3x+9y+38,
d)z==zx

Opgave 2.18:a) 2—2y+2 = 0, b) 52 +26y+402 = 16, ¢) 122—18y++/32 =
T8+ 2V3

Opgave 2.19: 2 — 2/ gg + 9o — gyy? 41

Ok __ 0f0g , Of 8h —
dy — Budy + v By = 827 y+2y

Opgave 2.20: % = 4100 | 5100 — (642 — (2my + ) 0+0). 2

af 0 9 o s (et
3—5—856§+8£gz—e2y(+) 2z — (2zy + 2)e 2y(+)-2(z+:1:)

979 9 —eylzTe —2y(z+zx
g;; aiag+a£gz e~ WEHT) _ (2py + 2)e” T L9y

Opgave 2.21: Vink: Brug keedereglen pa den sammensatte funktion p(t) =

f(V(t),T(t)). Hvis p = ¢ bliver p(t) = cT'(”V((tV)(;)T)é“V'“).

Opgave 2.22: Vink: Brug keedereglen pa den sammensatte funktion Ey(p(t), p2(t)).

Opgave 2.23: Vink: Brug at AV ~ V'((r, h); (Ar, Ah)).
Anslaet usikkerhed: AV = 3.8 m?

6 6x + 4
Opgave 2.24: a) H f(z,y) = {(m f4y 4x y]

0 cos Y
cosy —xsiny

(2% + 42 + 2)e" Y —(2? + 2x)e® Y
C) Hf(x7y) = |i _($2+2$)em—y .CEQBI Y

b) Hfe) = |



2z 0 2z
d) Hf(z,y)= | 0 —22° —4dyz
20 —dyz —2y?

Opgave 2.25: a) f'(z) = 2zsin < — cos 1.
b) Vink: Brug definitionen af den afledede til at udregne f’(0).

c¢) Vink: Greensevaerdien lim (2x sini — COS =~ ) eksisterer ikke.

z—0

d) f er differentiabel, men ikke C*.

Opgave 2.26: a) ¢'(0,0;1,0) =0

b) ¢'(0,0;r) =0

¢) Der findes punkter (z,y) vilkarligt neer origo med g(z,y) = 1.

d) g er ikke en C''-funktion pa trods af, at alle de retningsafledede eksisterer
i origo.

Opgave 2.27: a) h/'(0,0;1,0) =0

b) h'(0,0;7r1,7r9) =1y

c¢) De partielt afledede er defineret som 2% = 7’(0,0;1,0) = 0 og g—’; =
R'(0,0;0,1) = 0. Dette giver VA(0,0) = (0,0).

d) For eksempel er h(0,0;1,1) = 1 mens VA(0,0)-(1,1) = 0. ) Dette er ikke
et modeksempel, da h ikke er C'. (De partielt afledede eksisterer ikke i alle
punkter neer origo.)

Opgave 2.28: a) Vink: Udregn graensevaerdien ( hn%oo f(x,y) ved at skifte
z,y)—

til polaere koordlnater
of __ b —da3y? —xyt

oOf _ azty+dx?y®—
o) 8 = S o 8 - S

¢) Vink: For at finde f.eks. 2 (O 0) udregner du greensevaerdien hr% w.
h—

Dette giver 3 (O 0) = O og af(() 0) =0.

d) fer Ct da af og a er kontinuerte ogsa i origo.

Yy of of
)hmw—loghmﬁ(o—h”h@ﬂ 1.
h—0 fHo

f) Definitionen af aigy(o 0) og Byax £.(0,0) er henholdsv1s den forste og den an-
den af greenseveerdierne i delopgave e). Derfor er a a (O 0)=1og dy(%(() 0) =
—1. Seetning 2.82 siger, at for en C?-funktion er - (0 0) = ayax(o 0), men

f er ikke C*.
Opgave 3.1: a) (2,—1), b) (0,0), c¢) (—2,1), d) (—1,0), e) (27/3, —2%3)

Opgave 3.2: a) Minimum i (1, —2).



b) Sadelpunkt i (—1,1).
¢) Minimum i (0, 0).

d) Maksimum i (3, —3).
)

e) Sadelpunkt i (—2,0)

Opgave 3.3: Lokalt maksimum i (0, 0,0), sadelpunkt i (2,2,2), (2,-2,—-2),
(—2,2,-2) og (—2, ~2,2).

— 100
=4- 10

b) x = {/2 og y =z = /100

Opgave 3.5: a) % = 28 —4x — 3y og % = 28 — 4y — 3z. A har lokalt
maksimum for z =y = 4.
b) Maksimalt areal A = 112 nar z = y = 4.

100
xy?”

Opgave 3.4: a) g—é og 88—5 =2 -

Opgave 3.6: a) % =9 — 60y og ‘2—5 = 2—8 — 60z
b) P har maksimum lig 1140 nar z =y = 1.

Opgave 3.7: Vink: Fortjenesten er givet ved P(x,y) = 500(y —x)(x —400)+
(450000 + 500(z — 2y))(y — 600).
Det kritiske punkt findes nar x = 650 og y = 750. Dette er et maksimum.

Opgave 3.8: a) Produktionsniveauet bliver z = 12.000 og y = 12.000. Dette
giver P = 36.000.000 og ) = 48.000.000.

b) Ved samarbejde bliver produktionsniveauet z = 9.000 og y = 8.000. Dette
giver P = 51.500.000 og ) = 50.500.000.

¢) Produktionsniveauet bliver x = 9.000 og y = 12.000. Dette giver P =
31.500.000 og @ = 58.500.000.

Opgave 3.9: b) Se eksempel 3.7, ¢) Vink: Skift fortegn pa funktionen i a).

Opgave 3.10: a) Safremt vi kan finde et punkt b # a saledes at f(a) = f(b),
siger Rolles saetning, at for et ¢ mellem a og b er f'(c) = 0. Men sa ville a
ikke veere det eneste stationaere punkt. Antag at a ikke er et globalt maksi-
mum. Da findes der et punkt d saledes at f(d) > f(a). I neerheden af a og
pa samme side af a som d findes der et punkt e med f(e) < f(a), eftersom a
er et lokalt maksimum. Vi har set, at hvis f(e) = f(a) sa far vi en modstrid
mod, at a var det eneste stationsere punkt. Derfor ma f(e) < f(a). Fordi
fle) < f(a) < f(d) ma der ved skeeringssaetningen findes et punkt b mellem
e og d saledes at f(b) = f(a), og b # a eftersom d og e ligger pa samme side



af a. Dermed far vi en modstrid mod at a er det eneste stationaere punkt.
c¢) Vink: For at vise, at (0,0) ikke er et globalt maksimum, kan du se pa
konturen y = x.

Opgave 3.11: a) Ekstremalveerdissetningen siger, at f har et minimum pa
intervallet [a, b]. Lad ¢ veere dette minimumspunkt. Da a og b er lokale mak-
sima er ¢ # a og ¢ # b.

c¢) Vink: ABC-kriteriet fungerer.

Opgave 4.1: a) Max-punkt i (—%, 1). Max-veerdien er f(—2,2) = 5. Min-
punkt i (2, —2). Min-veerdien er f(2,—%) = —5.

b) Max-punkt i (—\/5,5 5). Max-veerdien er f(Tlo\/_ %\/_) = 1\/_ Min-
punkt i (—=+/5, —2v/5). Min-veerdien er f(—+v/5, —2v/5) =

¢) Min-punkt i (2, —10). Min-veerdien er f(2,—10) = 104.

d) Min-punkteri (3, —1) og (=3, 1). Min-veerdier f(3,—1) = =3 0og f(—3,1) =
—3. Max-punkteri (3,1) og (—3, —1). Max-veerdier f(3,1) = 3 og f(—3,—1)
3.

e) Min-punkt i (1,—1). Min-veerdi f(1,—1) = 5. Max-punkt i (7,35). Max-
veerdi f(7,35) = 2597.

f) Har ingen max- eller min-punkter.

g) Min-punkt i (1,0). Min-veerdi f(1,0) = 1.

h) Max-punkt i (160, 5). Max-vaerdi £(160,5) = 2000.

Opgave 4.2: a) Min-punkt i (2, —3,2). Minimalveerdien er f(2,—3,2) = 17.
b) Ingen kritiske punkter.

¢) Kritiske punkteri (—1,—1,1) og (1,1, —1). Disse er hverken max eller min.
De kritiske veerdier er f(—1,—1,1) = —1 og f(1,1,—1) = 1.

d) Der er 14 kritiske punkter: (—2+/3,0,0), (2v/3,0,0) (0, —/6,0), (0,6, 0),

(07 0, _2)7 (07 0, 2)7 (_2a _\/57 _g\/g), (—2, —\/§7 %ﬁ), (_27 \/_’ _g\/g% (_2, \/Z g\/g)7

(2,—v2,-2V3), (2,—v2,2V3), (2,V2,—2V3) og (2,V2,2V/3). Det abso-

lutte maksimum er %x/é, hvilket opnas i punkterne (—2, —v/2, % 3), (—2,V2, —%x/g),

(2,—v2,-2v/3) og (2,v2,2V/3). Det absolutte minimum er —2v/6, hvil-
ket antages i punkterne (—2, —v/2, — \/_) (—2, \/§,§ 3), (2, —\/§ 2V/3) og
(2,2, — 2V3). De resterende krltlske punkter er sadelpunkter og har kritisk
veerdi lig 0.

e) Max-punkter i (—/74, -% —3\74) og (74, -% 3v/74). Max-veerdien er
F(—V/T4, %, —3V74) = f(\/T4, —2,3/T4) = 978. Min-punkt i (0,2v/21,0).
Min-veerdien er f(0,2+v/21,0) = —24v/21. Det kritiske punkt i (0, —2+/21,0)
er hverken max eller min og har kritisk veerdi f(0,2+/21,0) = 24+/21.



Opgave 4.3: Den mindste afstand er $v/10 og opnés af punkterne (—1, 2)
3

og (_i7 _Z)
Opgave 4.4: Bunden skal vaere kvadratisk med sidelaengde v/2V og hgjden
skal vaere ¢ %.

Opgave 4.5: f har maksimum nar x = \/Lgr og Yy = %r.

Opgave 4.6: Stgrste volumen er 46656 kubiktommer.

Opgave 4.7: Vink: Betragt A som en funktion af z, y og 2. Det kan betale
sig at maksimere A? i stedet for A. Da forsvinder rodtegnet, og udregningerne
bliver enklere.

Trekanten med det storste areal er den ligesidede.

Opgave 4.8: Arealet er givet ved A = %r2(sina + sin 5 4 sin ). Maksimerer
man A som en funktion af o, 5 og v under betingelsen 2w = o+ 3+, finder
man, at den ligesidede trekant har stgrst areal.

Opgave 4.9: Den maksimale fortjeneste er P = 1125 og opnas ved z = 25
og y = 75. Husk at tjekke, at P ikke har noget maksimum nar xz + y < 100.
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