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I. FUNKTIONER AF EN ELLER FLERE VARIABLE

§1. Talrummene R* | k € N

Indfering

Ved et szedvanligt retvinklet koordinatsystem i plan eller rum tilvejebringes jo en enentydig
—

korrespondance mellem mangden af punkter P eller maengden af vektorer v = OP i planen,

resp. rummet, pa den ene side og meengden R? af par (z,y), resp. meengden R3 af tripler (z,y, 2)

af reelle tal pa den anden side.

1 P .
2/{/ - 9<~y

£ x/-i

— —
PAv & OP=v PAv & OP=v
v (z,y) & v=zi+yj v (z,y,z) & v=xi+yj+zk

I geometrien ligger interessen i denne korrespondance i muligheden af at lgse geometriske proble-

mer eller vise geometriske saetninger ved regning med koordinater. Det kaldes analytisk geometrsi.

De sékaldte talrum R? og R3 dukker imidlertid op i utallige, ikke geometriske sammenhaenge,
og sa er det talparrene og taltriplerne, der er det primaere, medens overgangen til punkter eller
vektorer i plan og rum kun tjener til at give et bedre overblik over forhold vedrgrende R? og R3

ved hjeelp af geometrisk anskuelse.

EKSEMPEL 1. For et afspserret grammolekyle (1 mol) af en ideal gas geelder som bekendt
gasloven
pv = Rt ,

hvor p, v og t er henholdsvis tryk, rumfang og absolut temperatur, medens R er en konstant, der
atheenger af de benyttede enheder. Tallene p, v og t er naturligvis positive, og gasloven udtrykker
s, at blandt alle taltripler (p,v,t) € R, 3 kan kun siddanne forekomme, hvor pv = Rt. De udggr
en delmeengde A af R3,

A={(p,v,t) eRy® | pv=RT} = {p,v,t) € R® | p,v,t >0 Apv = Rt}.

Ved at opfatte (p,v,t) som ssedvanlige retvinklede koordinater kan man anskueligggre A som en
flade i rummet. Teenker vi os t-aksen lodret, vil et vandret snit i A, dvs. feellesmaengden med en
plan ¢ = tg, projiceres ned pa (p,v)-planen i niveaukurven

{(p,v) € R? | (p,v,t0) € A} = {(p,v) € ]R+2 | pv = Rito}.
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& For hvert t9p > 0 er det en hyperbelgren. Den il-
lustrerer, at tryk p og rumfang v for en afspeerret

maengde af en ideal gas er omvendt proportionale

g:;ﬂ‘g ved fastholdt temperatur to (Boyle/Mariottes lov).
2200 Skaren af niveaukurver kan give et indtryk af fladen
f;’ao A pa samme made som hgjdekurverne pa et land-

kort.

Rumskitsen nedenfor viser en del af fladen A, afskaret ved snit med en plan t = tg og en plan

p + v = konstant. Med andre ord den del, der ligger over det skraverede felt i pv-planen.

Betragter man ikke som ovenfor netop 1 mol, men en tilfzeldig afspaerret maengde af en ideal gas,

lyder gasloven
pv =nRt |

hvor det nye bogstav n € Ry star for antallet af grammolekyler. P& denne form udtrykker
gasloven, at for afspeerrede maengder af ideale gasser forekommer blandt alle talsaet (p,v,¢,n) €
R, 4 kun sidanne, der tilfredsstiller ligningen. Dette nzevner vi som illustration af, at R*, R,
osv. lige s& vel dukker op ved anvendelser som R, R? og R3.
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Talrummene RF | k € N

For vilkarligt k € N er talrummet R¥ maengden af ordnede talszet (z1,. .., ;) med
v, e€R i=1,... k.

Skgnt vi for k > 3 ikke som i tilfeldene kK = 2 og k = 3 kan oversatte til anskuelig plan- eller
rumgeometri, har det dog vist sig at veere en god statte at benytte geometriske gloser, overfort

ved analogi fra tilfeeldene k = 2 og k = 3.

Det enkelte talseet (1, ..., 2;) kaldes et punkt i R¥ eller - hvis man synes, det passer
bedre i sammenhsengen - en vektor i R*, og vi betegner det med et enkelt bogstav,
f.eks. x = (x1,...,xk). De enkelte tal z;, i = 1,..., k, kaldes koordinater. Nulssettet
o= (0,...,0) kaldes nulvektor, de gvrige talseet kaldes egentlige vektorer.

For x = (z1,...,2), ¥y = (y1,...,yx) € R¥ og t € R, szetter man

te = (txy,...,trx), x4+y=(r1+y1,...,Tk+ Yg)

og
T-Y=x1Y1 + -+ ThYk - (Skalarprodukt)

Det er let at regne efter, at de ssedvanlige regneregler for geometriske vektorer i plan
og rum ogsé geelder her. Lengden eller normen |z| af x = (z1,...,2;) € R* settes

ikke overraskende til
2| =V -z =\x2 4+ a2,

Vi definerer
rly & z-y=0

og har straks

PYTHAGORAS’ SETNING. For z,y € R* gelder

zly & |lz+yl? =z +]y*.

BEVIS. Pastanden fglger af, at

z+yP=(z+y) - (z+y)=z-a+y-y+2@-y) =2+ |y’ +2(z-y).

Mindre ligetil er det generelt at indfgre et maltal ¢ for vinklen mellem to egentlige vektorer x og

y. Det simpleste er at definere ¢ som det tal i intervallet [0, 7], hvor
z -y = |z|[y[cosp.

Denne definition bygger pa, at cos : [0, 7] ~ [—1,1] er bijektiv (herom neermere s. II11.2.6 og 9),
og den forudsaetter naturligvis, at |z - y| < |z||y|. Det er faktisk altid tilfeeldet:
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CAUCHY/SCHWARZ’ ULIGHED. For vilkdrlige x,y € R* gelder

|z - y| < |z||y]

Uligheden er ikke triviel, dens egentlige indhold er jo
(@1yn + -+ apy)® S (@] + - Fap) Y+ ) -

Denne ulighed om summer findes i en note (s. 455) i Cours d’analyse de UEcole Polytechnique
(1821) af A.-L. CAUCHY (fransk matematiker, som vi skal hgre mere om, 1789-1857). En
tilsvarende ulighed om integraler findes hos H.A. SCHWARZ (tysk matematiker, 1843-1921).

Den spiller ogsa en tilsvarende rolle. Herom i Matematik 2 MA.

BEVIS. Vi kan antage, at x er egentlig - ellers er uligheden jo oplagt. For A € R har
vi sa

y—Xxlz & (y—Ax)-z=0
sy z-MNeP=0 & A= (y-x)/|z|]*.

Der findes altsa netop et A € R, saledes at y — Az L . Med dette A er
y=Xx+(y—Azr) og y—Arl A\,

hvorfor vi ved brug af Pythagoras’ setning finder
yI* = M + [y — Aa|* 2 [Az]? = Nz

Cauchy/Schwarz’ ulighed fremgar nu ved at indsatte den fundne veerdi for .

Ideen i beviset er at sgge “den vinkelrette projektion

Az af y pa x” samt at udnytte, at denne har leengde
Az < Jyl.

I Cauchy/Schwarz’ ulighed geelder lighedstegnet, hvis og kun hvis en af de to vektorer = og y
fremgar af den anden ved multiplikation med en talfaktor, dvs. hvis de “ligger pa linie”. (QDvelse.
Prgv at vise det!)
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Ved hjeelp af Cauchy/Schwarz’ ulighed er det nemt at vise

TREKANTSULIGHEDEN FOR VEKTORER. For x,y € R* gelder

lz+yl = |2+ |yl

BEVIS. Uligheden fremgar ved regningen
[z +yP=(r+y)-(t+y) =z -2+2z-y)+y-y
= |z[* +2(z - y) + |y|?
< o + 2z y| + Jyf?
< |z + 202l ly| + [y]* = (=] + [y])*.

Afstanden d(x,y) mellem to punkter x = (z1,...,2%) 0og y = (y1, ..., yx) settes til

d(z,y) =y — 2| = V(g1 — 21)2 + -+ (yr — 7x)2.

For vilkarlige z,y, z € R¥ geelder sa

(1) d(xz,y)=20, dz,y)=0 < x=y
(i2)  d(x, (v, z)
(#i1) d(z,z) < d(z,y)+d(y, z), (Trekantsuligheden)

I
.

idet (iii) fremgar af Trekantsuligheden for vektorer ved regningen
dlz,z) =lz—2|=[(z—y)+ (y—2)| S ly — 2|+ |z —y| = d(z,y) + d(y, 2) -

Kuglen K(a, p) i R¥ med centrum a = (ay,...,a;) € R* og radius p € R defineres
ved
K(a,p) = {z € R* | d(a,7) < p} = {w € R* | |z — a| < p}

Vi siger, at K(a, p) er en kugle omkring a. Sprogbrugen er lant fra tilfeeldet k£ = 3.

Vi vil ikke fordybe os i “geometrien” i R¥, men dog naevne, at man ved en ret linie i
RF forstar en maengde af form

{a+tb|teR}={(ar,...,ar) +t(br,...,bg) | t € R},
hvor a = (ay,...,ax), b= (by,...,bx) € R¥ og b# (0,...,0), altsa billedet af R ved

en afbildning
t~a+th, teR, medb#o.
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Her vil man veere tilbgjelig til - for sin anskuelses skyld - at omtale a som et punkt
og b som en egentlig vektor pa linien. Afbildningen kaldes en parameterfremstilling
for linien. En parameterveerdi t € R kan tolkes som koordinat eller abscisse til det
tilsvarende punkt a + tb pa linien, svarende til begyndelsespunkt a og basisvektor b.

Maengden af lgsninger « = (x1,...,z) € RF til en forstegradsligning
biz1 + -+ by =c,

hvor b1,...,bg, c € R og (b1,...,b;) # (0,...,0), kaldes en hyperplan i R*.

Nar talen specielt er om R? eller R3, vil vi ofte underforsta, at der er valgt et ssedvanligt retvinklet
—

koordinatsystem i plan eller rum, og ikke altid skelne skarpt mellem punkt P og vektor v = OP

pa den ene side og koordinatparret © = (x1,x2) eller koordinatseettet * = (z1,z2,x3) pa den

anden.

Man tegner ofte illustrationer vedrgrende R* ved pa figuren at lade som om k = 2 eller k = 3.

Sadanne figurer kan veere en god stgtte, men ma naturligvis bruges med varsomhed.

/((ﬂ}/l) /((Q)aﬁ)

Rt Lince
/ Wt Lwive
b /

4 /

A./7 /DM /Dfaﬂ
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Punktmaengder i plan og rum - og i R¥

De begreber, der defineres i dette afsnit, er simple og naturlige, men de skal sta helt preecist for
dig, efter ordlyden. Husk, at i matematik ligger der ikke mere i et begreb, end definitionen siger.
Glosevalg og figurer kan tjene som inspiration og som hjelp til at fastholde en situation, men

der ma argumenteres ud fra definitioner og hvad der er udledt af dem.

For at lette dig i anskueligggrelsen formulerer vi det fglgende for kK = 2, men det
geelder uzendret for vilkarligt £ € N.

Lad A veere en punktmengde i R?, dvs. A € R?.

Et punkt = € R? siges at vaere et indre punkti A,
hvis der findes en kugle K (z, p) omkring x, som er
indeholdt i A, dvs. hvis

dpeRy : K(z,p) CA. )

Meangden A° af indre punkter i A kaldes det indre
af A.

Det er klart, at A° € A. Hvis A° = A, dvs. hvis ethvert punkt i A er et indre
punkt i A, siges punktmeengden A at veere aben.

Et punkt x € R? siges at vaere et kontaktpunkt for A, hvis enhver kugle K (z, p)
omkring = indeholder mindst et punkt af A, dvs. hvis

VopeR, : K(z,p)NAF#D.

Meengden A af kontaktpunkter for A kaldes afslutningen for A.
Det er klart, at A € A. Hvis A = A, dvs. hvis ethvert kontaktpunkt for A tilhgrer
A, siges punktmaengden A at veere afsluttet.

Ved randen A for A forstas
0A= A\ A°.

Punkterne tilhgrende randen 0A kaldes randpunk-

ter for A. Et punkt z € R? er abenbart randpunkt

for A, netop hvis enhver kugle K(x,p) omkring x A
indeholder mindst et punkt af A og mindst et punkt

af komplementaermaengden (A = R?\ A .

Overvej det! Vink: For t € RZ gzelder  €0A <& z € ANz ¢ A° & ... .

Idet A° € A C A, kan randen 0A = A\ A° fremstilles
0A=(A\A)U(A\A%),
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hvor A\ A bestér af de randpunkter for A, der ikke tilhgrer A, og A\ A° bestar af
dem, der ggr det. Vi noterer

A\VA=0A\A, A\A°=0ANA.

Bemeerk videre, at A er afsluttet, netop hvis A indeholder alle sine randpunkter, og
at A er aben, netop hvis A ikke indeholder nogen af sine randpunkter. I symboler:

A er afsluttet & 0AC A, Aeraben & 0ANA=10.

Thi Aerafsluttet & A=A & ACA
& A\A=0 & 0A\A=0 & 0AC A.
Og A er aben S A=A° & AC A°

& A\VA° =0 o 9ANA=0.

En maengde A € R? er i almindelighed hverken aben eller afsluttet: “Normalt” vil A indeholde

nogle af sine randpunkter, men ikke dem alle.

Et punkt = € A kaldes et isoleret punkt af A, hvis der findes en kugle K (x, p) omkring
x, der ikke indeholder noget andet punkt af A, dvs. hvis

dpeRy  K(z,p)NA={z}.

Definitioner og resultater ovenfor stemmer med den umiddelbare anskuelse, nar punktmaengden
A er en tilpas simpel figur. Men de bruges, uanset hvor kompliceret A matte vaere. - Tag f.eks.
A =Q? Herer A° = (), A = R? og altsd 0A = R?\ 0 = R2, dvs. randen af A er hele planen. Der
er ingen isolerede punkter. - Eller A = {(%, 0) |n € N}. Herer A° = og 9A = A= AU{(0,0)}.
Hvert punkt i A er et isoleret punkt.

Nar man arbejder generelt med de indfgrte begreber, ma man derfor bygge pa de preaecise defi-
nitioner eller allerede udledte resultater - og ikke blot pa sin anskuelse. Er man fgrst klar over,
at alt hviler pa definitioner og raesonnement, er det pa den anden side oplagt, at det hele kan

gentages i RF.

EKSEMPEL 2. En punktmzngde A i RF og dens komplementzermzengde CA = RF \ A har

samme rand,

0(CA) = 0A.
Thi i karakteriseringen af randpunkt ovenfor (straks efter definitionen) indgar A og CA ens.

Videre geelder:

A er afsluttet < CA er dben, A er dben < CA er afsluttet.
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Thi hele den felles rand 0A = B(CA) er jo indeholdt i den ene af de to meengder A og CA, netop

hvis intet af dens punkter tilhgrer den anden.

EKSEMPEL 3. Kuglen K(a,p) = {x € RF | |z — a| < p} med centrum a € R* og radius p € R4
er en aben mangde. Dens afslutning er

K(a,p) ={z € R ||z —a| £ p},
og det er en afsluttet meengde. K(x,p) og K(x,p) har samme rand, nemlig
{o €R* ||z —a = p}.

Pastandene er anskueligt oplagte for k = 2 og k = 3. Beviser kan (med lidt hjeelp fra leereren)
fores med de midler, vi har til radighed (bl.a. Trekantsuligheden), men vi afstar.

En punktmeengde A i R* kaldes begrenset, hvis den er indeholdt i en kugle, dvs. hvis
JocR*3IReR, : AC K(a,R).

Man ser let, at en begraenset punktmaengde endda er indeholdt i en kugle med givet centrum b,
f.eks. b = o € R*. Thi
K(a,R) € K(b, d(b,a) + R),

da der jo for hvert z € K(a, R) geelder

d(b,x) £ d(b,a) +d(a,z) < d(b,a) + R.
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§2. Afbildninger fra R* til R™

Indfgring og eksempler

I gymnasiet beskaeftiger man sig indgaende med reelle funktioner af en reel variabel, dvs. afbild-
ninger fra R til R, seedvanligvis defineret pa et interval. Sigtet er en rimelig indsigt og sikkerhed
i differential- og integralregning.

I dette kursus vil vi forfglge samme sigte i en mere almen ramme: Vi vil studere reelle funktioner
ikke blot af én, men ogsa af flere variable, dvs. afbildninger fra et talrum R* til R. Ligeledes
betragtes afbildninger fra R til et talrum R™ og mere generelt afbildninger fra et talrum R til

et talrum R™.

Det ligger ikke helt fast, hvornar en afbildning f fra R* til R™ kaldes en funktion. Vi
vil ggre det, nar m er sat til 1, - sa har vi en reel funktion. - Desuden undertiden,
nar vi teenker pa elementerne i R” som vektorer, - sa siger vi ogsa vektorfunktion.

EKSEMPEL 1. Lufttrykket p i atmosfaeren varierer med tiden ¢ og stedet. Udtrykker vi stedet
ved geografisk leengde £ og bredde b samt hgjde h over havets overflade, far vi en funktion af fire
variable

(t,€,b,h) ~p

defineret pa en delmaengde A af R* og med reelle veerdier. Ved mere lokale faenomener - lydens
udbredelse i luft f.eks. - vil man foretrackke saedvanlige retvinklede koordinater og dermed fa en
funktion

(t,z,y,2) ~p.

For fastholdt ¢ fas en funktion af stedet alene (barometerstanden kl. 17). For fastholdt sted fas
en funktion af ¢, som eventuelt kan opleves af gret (Beethovens 9. symfoni).

EKSEMPEL 2. Bevegelsen af en partikel i rummet i
et tidsinterval I € R kan beskrives ved afbildningen

t~NP,tel, Y=

: : : f,kq_
der til hvert tidspunkt ¢ € I tilordner det punkt P,
hvor partiklen befinder sig til tiden ¢. Efter valg af et
udgangspunkt O for stedvektorer kan man i stedet
benytte vektorfunktionen 7

_)
tnr=0P,tel,

som beskrivelse af bevaegelsen. Efter valg af et sseedvanligt retvinklet koordinatsystem
XY Z kan man endelig benytte afbildningen

t~ (z,y,2), tel,
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_)
af I ind i R3, hvor x,y, 2 er koordinaterne til P eller, om man vil, til r = OP. Ofte
angiver man hver af de tre koordinater som funktion af ¢, pa formen

x f(t) z = f(t)
y | =|9@) | eller y=g@t) , tel.
2 h(t) O
Eksempelvis beskriver
T = acoswt Z ]

y = asinwt
z =kt

) teRv

en skruebevaegelse om Z-aksen, idet z-koordinaten vok-
ser i takt med, at projektionen (acoswt, asinwt) pa
XY -planen drejer rundt om (0, 0) i en jeevn cirkelbevae-
gelse. (Stgrrelserne a > 0, w # 0, k # 0 er konstanter,
og k27 /w kaldes skruehgjden.)

EKSEMPEL 3. Parameterfremstillingen for en
plan i rummet

— —
OP = OPy+ua+vb, (u,v)€R?,

eller
T =x0+ aiu+ biv
y=1yo+au+bv , (uv)eR?,
z = zo + azu + bzv

udtrykker en afbildning af R?
ind i rummet, i sidste form via £
R3 ved hjelp af et koordinat- [
system XY Z,

(u,v) ~ (2,9,2),  (u,v) € R%.

Det forudsaettes, at a og b ik-
ke ligger pa linie.

Parameterveerdier u,v € R
kan tolkes som parallelkoordi- X
nater for det til (u, v) svarende
punkt P med hensyn til ko-
ordinatsystemet i planen med
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begyndelsespunkt Py og basisvektorer a, b. (Sammenhaengen mellem punkt P og
(parallel) koordinater u, v er givet ved

—
P,P =ua+uvb.)

Affine og lineaere atbildninger

En simpel type af afbildninger af R* ind i R, resp. R™, der spiller en fundamental
rolle i dette kursus (se om differentiabilitet i V, resp. VIII), er de affine og mere
specielt de lineere.

Forst tilfeeldet m = 1 : En affin funktion pa R* kan karakteriseres som en funktion
(r1,T2,...,2) Ny € R med fremstilling

y=b+cixy 4+ coxo+ -+ crxp,

hvor ¢y, ¢a, ..., c; og b er reelle konstanter. En lineer funktion pa R* kan karakteri-
seres pa samme made, blot skal b udelades:

Yy=c1Ty +coxo + -+ CpTg -

Generelt: En affin afbildning af R¥ ind i R™ kan karakteriseres som en afbildning
(1, zk) ~ (Y1, .-+, Ym) med fremstilling

y1 =b1 +crir1 +crora + ... Fc1pxk

Yo = bg + Co1X1 + Co0y + ... +CopTk

Ym = bm + Cm1T1 + CoT + . . A Cni Tk

eller
Al b1 C11 C12 Cik
Y2 bo c21 22 Cok
. = . + 21 . + x2 . + ot . )
Ym bm Cm1 Cm2 Cmk

hvor vi regner med talsgjlerne efter definitionerne i §1. Alle ¢;; og b; er reelle kon-
stanter.
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Betegner vi sgjlerne med v, b, c1, co, . .., ¢k, fylder det ikke sa meget:
y=b+xic1 +T202 + -+ TpCy -

Indfgrer vi betegnelsen C' for m x k - matricen med elementer c;;, og lader vi = sta
for (x1,za, ..., ) skrevet som sgjle, far vi fremstillingen

y=b+Cz,
baseret pa matrixmultiplikation. (Jf. Matematik 1 LA.)

En lineer afbildning af R* ind i R™ kan karakteriseres pa samme made, blot skal
b’erne udelades. Kort skrevet er fremstillingen altsa

Yy = x1C1 + Ta2C2 + -+ + TkC,
1 matrixsprog
y=Czx.

Lineaere afbildninger indfgres og behandles i parallelkurset Matematik 1 LA fra §28.
Vi har allerede mgdt affine afbildninger, nemlig (for k = 1, m = 2,3,... og ¢ = ¢1 # 0) under

navn af parameterfremstilling for ret linie (s.I.1.5) og (for k¥ = 2, m = 3 og c1,c2 €] pa linie)

parameterfremstilling for plan (I.2.Eksempel 3).

Illustration af afbildning. Graf

En tegning som nedenstaende kan ofte vaere en hjalp til at fastholde simple begreber vedrgrende
en afbildning f : A ~ R™, hvor A C R,

f B 'j =/((£)
R* R
A1
\_’/

Her er ikke taget smalige hensyn til veerdierne af k og m. Har de kendte og lave verdier, kan

tegningen evt. ggres mere “realistisk”, se f.eks. Eksempel 2. Ogsa nar kK = m, star man sig gerne

ved at tegne talrummet i to eksemplarer. For K = m = 1 far man da en illustration som
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; ‘ R
x A

Det er velkendt, at man for k = m = 1 ofte tegner de to eksemplarer af R som akser i et
seedvanligt retvinklet koordinatsystem og knytter overvejelser om funktionen f til dens graf

{(z, f(2)) |z € A} = {(z,y) eR* |z € ANy = f(2)}.

R

Tilsvarende taler man om grafen for en reel

= 2 funktion f af to variable, f : A ~ R med
.7 /(Jﬁ) | (x,/?"{)) 2 f . f .
/l A € R?, svarende til k = 2, m = 1. Her illu-
-~

.
L] LR

streres talplanen R? ved XY -planen og talli-
nien R ved Z-aksen i et sseedvanligt retvinklet

koordinatsystem, hvorpa grafen for f er

{(z,y, f(,9) | (z,9) € A} = {(z,9,2) €R® | (z,y) €A A z = f(z,9)} .

En niveaukurve for grafen,

{(mvy) €A | f(mvy) :ZO},



Mat 1 MA 1991/92 I 26

kaldes ogsd en niveaukurve for f. En reel funktion f af tre variable, f : A ~ R, hvor A C R3,
kan ikke illustreres geometrisk ved en graf, men nok ved niveauflader

{(xay’z) €A | f(x,y,z) :tO}'

EKSEMPEL 4. I §1. Eksempel 1 er skitseret en del af grafen samt nogle niveaukurver for
funktionen (p,v) ~t = pv/R, (p,v) € R42, hvor R er en positiv konstant.

Grafen for en affin funktion (z,y) ~ ax + by + ¢, (z,y) € R?, er planen med ligning
z=ax+by+c eller —axr—by+z=c.
Den er vinkelret pa vektoren (—a, —b, 1). Niveaukurverne er parallelle rette linier med ligning
ar + by = konstant .
Niveaufladerne for en affin funktion
(r,y,2) ~ax + by +cz+d, (z,y,2) € R3
er parallelle planer med ligning

ax + by 4+ cz = konstant .

BEMARKNING. Generelt kan man nok tale om grafen

{(‘Tl?"'vmkvylv"'vym) eRk+m | (m17~--7$k) GA A (ylv"'vym) :f(zlv"'vmk)}v

kort
{(z,y) ERFxR™ |z € A A y=f(2)},

for en afbildning f : A ~ R™ med A € R¥, men for k +m > 3 uden geometrisk fortolkning.
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II. GRENSEOVERGANG

Et sserkende - og adelsmaerke - for matematisk analyse fremfor andre matematiske discipliner
er brugen af grenseovergang. Under differential- og integralregningens opblomstring fra sidst i
1600-tallet lod man sig ngje med temmelig lgse forestillinger, men omkring 1820 lykkedes det
Bernard BOLZANO (bohmisk teolog, 1781-1848) og Augustin-Louis CAUCHY (fransk mate-
matiker, 1789-1857) at give begrebet en preecis mening. Nu havde man et solidt udgangspunkt
for opbygning af den matematiske analyse, og her blev Cauchys leerebgger Cours d’analyse de

I’Ecole Polytechnique (1821) og Lecons sur le calcul infinitésimal (1823) banebrydende.

§1. Grzenseovergang med en, to eller flere variable

I denne § skal vi sgge at fa styr pa begrebet grenseovergang i en situation (afbildninger fra
R*), hvor det fremtraeder szerlig klart. Og hvor det skulle veere nemt at imgdega en nzerliggende
fejlopfattelse: Glosen graenseovergang er malende, men egentlig misvisende. Der er ikke noget,
der gar mnogen steder hen. - Typisk vil vi give praecis mening til spgrgsmal som, hvorvidt y* har
en graenseveerdi for (z,y) — (0,0).

Prgv at na frem til en virkelig beherskelse af definitionen nedenfor, saledes at du ubesvaeret kan
bruge den i beviser. Det vil lette dig umadeligt siden hen, ogsad ved graenseovergange i mere

komplicerede sammenhange.

Definition og eksempler

Lad f : A ~ R™ vare en afbildning defineret pa en delmsengde A af et talrum RF
og med veerdier i et talrum R™.

Lad videre a = (a1, . .., ax) veere et punkt, der ikke tilhgrer A, men er kontaktpunkt
for A, kort: a € A\ A. Med andre ord: a ¢ A, men enhver kugle K (a, p) omkring a
indeholder punkter af A.

Da A\A = 0A\ A (s.1.1.6), kunne vi i stedet sige, at a er et randpunkt for A, som ikke tilhgrer A.
Det appellerer maske mere til din anskuelse, men begrebsmaessigt er det lidt tungere at arbejde

med.

Skitsen nedenfor svarer til tilfeeldet &k = m = 2, og det tilrades at taenke pa dette tilfeelde - eller
maske pa et af tilfeeldene (k, m) = (2,3), (3,2), (3,3) - sa kan du bagefter ggre dig klart, at det
hele kan gentages ord til andet for vilkarlige k, m € N.
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2 = » 7l

R* i

Afbildningen f har ikke nogen veerdi i punktet a, men den har veerdier f(x) i visse punkter
z = (z1,...,x) vilkarlig teet ved a. Det kan da teenkes, at billedpunktet f(x) ligger tet ved et
punkt b € R™, blot = tilhgrer A og ligger tilstrekkelig tet ved a. Det er ideen i folgende

e, 5-DEFINITION. Givet f : A~ R™, A CR¥ oga € A\ A (som beskrevet ovenfor)
og lad b € R™. Man siger da, at f(x) - eller mere korrekt: afbildningen = ~ f(x) -
har b som grensepunkt ved greenseovergangen x — a, x € A (lees: x gaende mod a
fra A), og vi skriver

f(x) = b for x 5 a, z€A,

hvis
Vee Ry 30 e Ry ¢ |f(x) —b| <e foralle x € A med |x—al <.

Foretraekker man at tale om vektorer i stedet for om punkter, siger man naturligvis
grensevektor. Iseer for m = 1 siges ogsa grenseverds.

Du har naturligvis ikke opfattet definitionen, medmindre du er klar over, hvordan
den bruges til at eftervise konvergens i en konkret situation: Man tenker sig givet et
tal e > 0: Lad ¢ > 0 veere givet. Det gaelder sa om at godtggre eksistensen af et tal
6 > 0, saledes at

|f(x) —bl <e blot z€ A og |z —al<d.

Malende udtrykt: Fjenden veelger et positivt tal e, som ikke oplyses (men det er valgt
og opbevares i forseglet kuvert). Din opgave er sa at klarggre, at det hemmelige ¢ kan
afpareres med et § > 0. (I en konkret situation kunne maske €7 /2 vaere et brugbart

5.)
EKSEMPEL 1. Som et simpelt eksempel viser vi, at

1
——— ) >0 f ,y) — (0,0).
exp(~zg7g) = 0 for (1,9) = (0,0)

Som definitionsmaengde benyttes A = R? \ {(0,0)}, og da a = (0,0) € A\ A = {(0,0)}, har

pastanden mening.
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BEVIS. Lad € €]0,1[ veere givet.

For vilkarligt (z,y) € A geelder da:

1

exp(——=—=5) — 0| =exp(———5) < ¢
1 1 1
———— <loge <« 2> +y° < = .
z2 + 12 & Y —loge |loge]

Det ses, at 1/4/|loge| er et brugbart §: For hvert (z,y) € A, hvis afstand /22 + y2 fra (0,0) er
< dette 6, er jo |exp(—1/(z? + y?)) — 0| < e.

I Cauchys Cours d’analyse formuleres definitionen rent verbalt, uden € og §, men nar han bruger
den, gar han frem praecis som vi. Saledes kan han starte et konvergensbevis med ord som (s. 48):

Désignons par € un nombre positif aussi petit que l’on voudra.

ADVARSEL. Lag godt maerke til, at “z — a” eller “c — a,x € A” (i ord “x gar
mod a”, “xr gar mod a fra A”) er uden mening, og ligesa “f(x) — b”. Det er kun
helheden “f(x) — b for x — a, x € A”, der har mening.

Du ma ikke lade dig narre af at mg@de linier som
flx) = b & |f(x)—b] —0.

Sa vil der nemlig et sted i teksten sta “Vi betragter grenseovergangen r — a, x € A” el. lign.,
og du kan vel gatte den korrekte formulering af biimplikationen ? Ellers se Bemaerkning 5.1

nedenfor.

Man kan altsa ikke tale om, at “z — a (fra A)”, men man kan spgrge, om “f(xz) — b nar z — a
(fra A)”, i ord “f(x) gar mod b, nar x gar mod a (fra A)”. Og du ma vere klar over, at der
faktisk ikke er noget, der gar nogen steder hen. Meningen er lgst sagt, at f(x) ligger tet ved b,
blot x € A ligger tilstrekkelig tet ved a. Husk pa denne lgse formulering af definitionen. Du ma

naturligvis kunne udmgnte den i en preecis ¢, §-formulering, sa snart der er brug for det.

Undertiden kan det vaere en fordel at “tezenke i kugler”. Kravet i g, d-definitionen ovenfor er
abenbart: Til enhver kugle K (b,e) omkring b findes en kugle K(a,d) omkring a, séledes at

f(z) € K(b,e) for alle z € AN K(a,d),

dvs. séledes at f(AN K(a,d)) S K(b,¢).
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Ilustrationer svarende til tilfzeldene f: A ~ R med A S R (“gymnasiefunktion”), f : A ~ R?
med ACR og f: A~ Rmed AC R? ser sidan ud:

T R @ il %
b-¢ [él é‘fé

7 P / \

a-g  a a}uf P %
X ' /] m\

BEMARKNING 1. Det er vigtigt, at du er fortrolig med ¢, d-definitionen, men i konkrete
konvergensopgaver kommer man gerne langt nemmere igennem med Saetningerne i §2. Ellers

kan du forsgge med folgende umiddelbare konsekvenser af ¢, §- definitionen (overvej !):
1. Nar f: AnR™ ACRF a€ A\ AogbeR™, gelder:
f(x) b for z—a <& |f(x)—b —0 for  —a.

2. Nirg,h: A~ [0,00[, ACR* ac A\ A og g(x) < h(x) for alle z € A, gelder:

h(z) -0 for z ->a = g(z)—0 for x —a.

Er f(z) er givet ved et funktionsudtryk, og vil man vise, at f(x) — b for x — a, prgver man da
for vilkarligt z € A at vurdere g(z) = |f(x) — b| opad ved et funktionsudtryk h(z), hvorom man
ved, at h(z) — 0 for z — a.

Eksempelvis finder vi ud fra resultatet i Eksempel 1, at

T 1
COs (W)GXP (—m) — 0 for (:C,y) — (0,0) s

idet|cos(ﬁ)exp(— L )—0] Lexp(—

1
m2_;'_y2 x2+y2) .
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BEMARKNING 2. Spgrgsmalet om f(x) — b for x — a, z € A, er af lokal karakter: det
gor ingen forskel, om A erstattes med A N K(a,p) for et eller andet p > 0, altsd om man kun

interesserer sig for punkter x € A inden for en vis afstand p > 0 fra a.

BEMZAERKNING 3. Nar B C A og a € B\ B, er det oplagt, hvad man mener med

f(x) = b for x > a, z€B.

Vi skal blot i definitionen s. 2 erstatte A med B. Det kommer ud pa, at vi i stedet for atbildningen
f: A~ R™ betragter dens restriktion f|B til B. - Nar a € B\ A, er det klart, at

fx) =>b for x wa,2€A = f(z) > b for t »>a,z€B.
Last sagt: Konvergens bevares, nar x bindes til en mindre mangde.
BEMARKNING 4. I definitionen s. 2 har vi omhyggeligt forudsat, at a ikke tilhgrer definitions-
maengden A for f. Alligevel vil vi, som det er gaengs, tillade os at skrive
f(x) = b for x — a, evt. endda f(x) > b for z —a,xz € A,
ogsa nar a € A. Men det skal sa opfattes som en sjusket skriveméade for

f@) = b for £ —a,xze A\ {a}.

Funktionsveerdien f(a) er altsa ganske uden betydning. - Det forudseettes, at a er kontaktpunkt
for A\ {a}, dvs. ikke er et isoleret punkt af A.

SETNING 1. ENTYDIGHED AF GRENSEPUNKT. Givet f : A n R™, A € R¥, og
a€ A\ A. Da gelder:

Afbildningen x ~ f(x) kan hgjst have ét grensepunkt ved grenseovergangen
r—a,r € A.

KONSEKVENS. Et eventuelt graensepunkt kan fremtidig omtales som graensepunktet,
og vi kan indfgre en betegnelse for det. Vi skriver

lim  f(x).

rx—a,t€EA
Forkortelsen lim laeses limes (latin: graense).

BEVIS for Seetning 1: Antag, at f(x) — b og f(x) — b’ for x — a, x € A. Det
geelder sa om at bevise, at b’ = b”. Eller lige sa godt, at d(b',b"”) = |V — V| = 0. Og
det vil folge af, at d(b',0") < e for ethvert € € R...

For at vise sidstnaevnte pastand betragter vi et vilkarligt ¢ € Ry: Lad ¢ € Ry
veere givet. Vi kan da teenke os 0’ € Ry valgt, saledes at

\f(x)—b’\<% for alle z € A med |z —a|<¢,
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og ligeledes ¢ € R, saledes at
|f(z) —b"| < % for alle z € A med |z —a| <§”.
Seet nu § = min{0’,0”}. Idet a er kontaktpunkt for A, findes der et x € A tilhgrende
kuglen K (a,d). Saer |z —a| < ¢’ og dermed d(V', f(x)) = |f(x) — b'| < 5, og analogt
fas d(b", f(z)) < 5. Ifolge Trekantsuligheden er da
d(v', ") = d(V', f(x)) + d(f(2),0") <e.

Da uligheden d(b',b"”) < e saledes geelder for ethvert € € R, fglger, at d(b',b”) = 0,
dvs. b =1b".

o
% I S

e P
Kla d)

Folg reesonnementet pa tegningen. Bemeerk, at det - trods figuren - holdes abent,
om b’ og b” er ens eller forskellige, indtil det sluttelig viser sig, at b’ = b".

ADVARSEL. Betegnelsen
li =b
m—>cltgvl€A f((lf)
er uden mening og bgr ikke benyttes, for eksistensen af greensepunktet er bevist eller
antaget.

RAD. Ved opgavebesvarelser og pa en tavle tilrades skrivemaden

f(z) =>b for x —a,z€ A, fremfor lim f(z)=05.

r—a,r€EA

Den fgrste skrivemade tillader saledes en raekke omskrivninger af f(z) geeldende for alle x € A,

inden greenseovergang inddrages, som f.eks.
sin 2x 2sinx cosx

= — =2cos’z —2-12=2 for z — 0.
tan x sinx/ cosx

Skriver man derimod

. sin2x . 2sinxzcosx . .
lim = lim ———— = lim 20052x:2(11m cosz)? =2-12=2,
z—0 tanx x—0 sin x/ cosx x—0 x—0
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fremgar det jo ikke, at der i begyndelsen kun foretages omskrivninger bag limestegnet. Det
fremgar heller ikke, hvornar eksistensen af greenseveerdien sluttes, - og indtil da kunne de op-
skrevne udtryk jo veere meningslgse. Skrivemaden forleder ofte studerende til helt at overse

eksistensproblemet: de siger blot, at de vil “finde limes”.

BEMARKNING 5. I gymnasiet har du ofte mg@dt greenseovergang med funktioner af én variabel,
dvs. funktioner f : A ~ R defineret pd en meengde A € R. Som bekendt taler man her ikke blot
om graenseovergangen r — a, men ogsa om x — a4 (lees: x gaende mod a fra hgjre) og x — a_.

Det samme geelder i gvrigt for afbildninger f : A ~ R™ defineret pa en mzengde A C R:

flz) = b for © — ay

betyder
f) = b for z —a,xz€ AN Ja,00].

Det forudseettes, at a € R er kontaktpunkt for A N Ja,00[. Det er f.eks. tilfeeldet, hvis et helt
interval ]a,a’ [ er indeholdt i definitionsmeengden A for f. Tilsvarende:

flz) = b for x - a_

betyder
f@) b for £ —a,z€ AN ] —o00,a],

hvor det forudsaettes, at a € R er kontaktpunkt for AN | — oo, al.

Nar a er kontaktpunkt bade for A N]a, oo og for AN | — o0, a], gelder, som man let ser:

f($)—)b for r — a P {f(l’)—)b for T — aqt
flz)=b for z—a_.

EKSEMPEL 2.
x* =0 for x 04, nar a € R, .

BEVIS. For givet ¢ € R har vi for alle x € R :
29— 0| =2 <e=¢' = (V) <« |z -0 =z </,

Folgelig kan ¢ afpareres med 6 = /%, Vi har brugt, at t ~ t*, t € Ry, er (strengt)
voksende, samt potensregler (s.IV.5.7).

EKSEMPEL 3.
x%logx -0 for x - 04, nar a € R, .

BEVIS. Vi udnytter Eksempel 2 og Bemeerkning 1. Fgrst noteres, at

logy <y foralle y >1.
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Det kan vises af en gymnasieelev. Han finder endda:
v y
logy:/ zdt </ ldt=y—1 for y>1.
1 1

Idet vi veelger et fast tal b €]0,a [ og setter y = =%, har vi for alle z €]0, 1, at

—blogz =logz™® < z7°

altsa
|logz| = —logz < /b
og dermed
|z logz — 0] = 2%|log x| < *~°/b.

For # — 0 har vi imidlertid z%~° — 0 ifgslge Eksempel 2 (husk pa, at a — b > 0) og
fglgelig z*~°/b — 0. Men sa ma ogsa x%logz — 0 for z — 0, , ifglge Bemaerkning
1.

Differentiabilitet 1 én variabel.

Et centralt eksempel pa graenseovergang med én variabel er den velkendte definition pa differen-

tiabilitet i et punkt. Vi betragter fgrst funktioner med vaerdier i R og derpa vektorfunktioner.

Lad f : I ~ R veere defineret pa et interval I € R og lad a € I. Idet vi indfgrer
tilveksterne (differenserne),

Ar=x—a og Af = f(z) - f(a) = fla+ Azx) - f(a),
hvor Az tilhgrer intervallet I —a = {z —a | z € I}, er differenskvotienten

Af _ f@) = fla) _ fla+ Az) - f(a)

Az T —a Az

defineret for x € I\ {a}, resp. for Az € (I —a)\ {0} . Som bekendt siges f at veaere
differentiabel i a, hvis Af/Ax har en graenseveerdi ¢ for © — a, resp. for Az — 0.
Og i bekreeftende fald kaldes ¢ for differentialkvotienten af f i a. Den betegnes f'(a)
eller Df (a), altsa

Af . Af

/ o — i = =2
fla)=Df(a) = lm =0 = lim 72

Betydningen af differentiabilitet fra hgjre resp. venstre i et punkt a er oplagt. Tolkningen vedr.
tangent til grafen i punktet (a, f(a)) er velkendst.
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EKSEMPEL 4. Funktionen sin : R ~ R er
differentiabel i 0 med sin’(0) = 1, idet

sinx —sin0 sinx
= —1 for z—0.
x—0 x

Senx

II

1.9

(Det er en nggle til differentiation af alle de tri-
gonometriske funktioner.)

BEVIS. Det er nok at se pa greenseovergangen z — 04, da veer-
dien af sinx /x ikke sendres ved fortegnsskift pa x.

Pastandens rigtighed fglger da af, at 2sin x er leengden af korden
til en bue af leengde 2x pa enhedscirklen, nar 0 < x < 7, idet vi
senere (VI.§2.Bemerkning 1) skal se, at

kordelsengde
buelaengde

for bueleengden — 0 pa en “pan” kurve.

Sinx

Definitionen pa differentiabilitet og differentialkvotient i et punkt gentages ord til
andet for en afbildning (vektorfunktion) f : I ~ R™. - Laes definitionen ovenfor ngje
igennem f.eks. med tanke pa tilfeeldet m = 2 eller m = 3, hvor Af, Af/Ax og f'(a)

naturligt opfattes som vektorer.

fla)

af

AX

] fe /@)
\%/

Man ma naturligvis give afkald pa den i tilfzeldet m = 1 sa velkendte tolkning vedr.
tangent til graf. Derimod kan man ofte med fordel opfatte f som beskrivelse af en
bevaegelse i R™, jf. 1.§2. Eksempel 2, og anvende en kinematisk sprogbrug. (Graesk:
kinema = bevaegelse.) En eventuel differentialkvotient f'(a) € R™ kaldes da hastig-

heden til tidspunktet a.
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Ovenstaende - fra gymnasiet sa velkendte - formulering af definitionen péa differentiabilitet for
funktioner af én variabel kan ikke overfgres til funktioner af flere variable: Her er Az =z —a en
vektor, og man kan sa ikke danne Af/Az. Vi skal senere (I1.§4.Eksempel 1 og II1.§1.Eksempel
6) se andre formuleringer, som kan overfgres, men du kan nok ane, at differentiabilitet i flere

variable er nyt land.

y* ved graenseovergangen (x,y) — (0,0)

Medens graenseovergang med funktioner af én variabel er velkendt fra gymnasiet, er der veesentlig

nye traek ved greenseovergang med flere variable. Som konkret eksempel vi vi undersgge y* ved

graenseovergangen (x,y) — (0,0) fra “gvre halvplan”

RxRy={(z,y) |z €R,ye Ry} ={(z,y) €R* |y > 0}.

Potensen y® har som bekendt mening for visse talpar (z,y) med y < 0, men det er
os her uvedkommende: Vi ser pa funktionen f: R x Ry ~ R givet ved

flz,y) =y% =e®1°8Y | (z,9) e Rx R, ,

og bemaerker, at (0,0) ikke tilhgrer R x R, men er kontakpunkt for halvplanen.

For at fa et indtryk af funktionen vil vi forst se pa dens niveaukurver
{(z,y) e Rx Ry [y" =c}.
Kun ¢ € R har interesse (ellers er niveaukurven = ()). Idet
Yt =e"1%Y =1 & zlogy=0 < z=0Vy=1,

ses, at niveaukurven svarende til ¢ = 1 bestar af den positive del af Y-aksen og linien
y=1.

Da det er nabolaget af (0, 0), der inter-
esserer, vil vi i det fglgende indskraenke
os til strimmelen

.h-y

A={(z,y) eR*|0<y<1}.

Her er zlogy < 0 og dermed y* = e*1°8¥ <
1 til hgjre for Y-aksen, og y* > 1 til ven-
stre for Y-aksen.




Mat 1 MA 1991/92 II 1.11

Niveaukurven

ke ={(z,y) € A|y* =c}
svarende til et ¢ €0, 1[ ligger saledes helt til hgjre for Y-aksen, og da

1/x 1/x

y'=c e y=u")""=c’",

Ve x € R,. Tilsvarende findes for ¢ €]1, 00,
1/z 2 e R_. Man verificerer direkte

er k. netop grafen for funktionen z ~ ¢
at niveaukurven k. er graf for funktionen x ~ ¢
ved ¢, d-definitionen (gvelse!), at

c/* 50 for x =04, nar c€]0,1[,

c/* 50 for x —0_, nar ce€]l,o0].
Alle niveaukurver lgber altsa ind mod (0, 0). (En nsermere undersggelse viser endda,

at fgjer man (0, 0) til en niveaukurve k. med ¢ # 1, da far denne en vandret halv-
tangent i punktet.)

4
/
oz Ry
k
2 A1z
“ “ £
A
. X

Teenker man pa strimmelen A som et landkort og pa niveaukurverne som hgjdekurver,
kan man fa en forestilling om grafen

{(xayaz) e R’ | (.f,y) EA/\ZZyI}

for (z,y) ~y*, (z,y) € A, opfattet som flade i rummet.

Bemzaerk, at y* er overordentlig vild i enhver (selv nok sa lille) halvcirkelskive A N
K((0,0),6): alle hgjdekurver k., ¢ €]0,00], lgber jo ind i halvcirkelskiven. Specielt
er den tilsvarende veerdimaengde

{y* |y >0AV22+y% <5}

altsa hele R for ethvertd > 0. Det er hermed klart, at y* ikke har nogen greensevaerdi
for (z,y) — (0,0) fra den gvre halvplan: der er ikke noget tal, som y® ligger taet ved,
blot (z,y) ligger taet ved (0, 0).
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Helt anderledes fredeligt tager alt sig ud,

hvis vi kun betragter punkter (z,y) # (0, 0)
i y i et vinkelrum By mellem halvlinier y =
j=—°€)¢ ol ar,zr 2 0o0gy = —az, z <0, hvor a €
]0, 00 [ kan veelges sa lille man vil. Det er
24 kun i A\ Bn (og kun teet ved (0,0)), at
y® er vild, jf. hgjdekurverne.

- /( Faktisk geelder

y* — 1 for (z,y) — (0,0) fra Bg,

uanset hvor lille a er valgt !

Nar (z,y) € Ba, dvs. y > alz|, har vi nemlig

1 1
|zlogy| = || |logy| = —y|logy| = — [ylogy|.
@ !
Og vi ved (Eksempel 3), at ylogy — 0 for y — 04. Det er da oplagt (Bemeerkning 1), at
zlogy — 0 for (z,y) — (0,0) fra Bg,

og videre
Yy =e18Y 5 0 =1 for (x,y) — (0,0) fra B .

(Ved den sidste slutning udnyttes, at t ~ e’ er kontinuert i 0. (Jf. II1.§1.Bemezrkning 4.))

Ved graenseovergangen (z,y) — (0,0) langs en halvlinie A med endepunkt (0, 0), liggende i gvre
halvplan, har vi straks
y* — 1 for (z,y) — (0,0) langs h,

idet h C Bg for et passende a.

ADVARSEL. Laeg meerke til, at y* ikke har nogen graenseveerdi for (x,y) — (0,0) fra
gvre halvplan, skent y* — 1 for (z,y) — (0,0) langs en hvilkensomhelst halvlinie
h fra (0,0) ud i gvre halvplan, ja endda for (x,y) — (0,0) fra et hvilketsomhelst
vinkelrum B,, a € R |
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Successive graenseovergange

Vi skal ofte mgde flere graenseovergange udfgrt efter hinanden. Som en simpel illustration be-
tragter vi greenseovergangene y — 04 og « — 04 “udfort efter hinanden” pa y® betragtet i den
abne kvadrant R4 x R.

For fastholdt z € Ry ved vi, at y* — 0 for y — 04; det blev vist i Eksempel 2, blot med andre
betegnelser. Vi kan derfor tale om funktionen

z~ lim y*, z € Ry,
y~>0+

og da det er nulfunktionen, har vi selvfglgelig

lim lim y* =0.
CC—>0+ y—>0+

ADVARSEL. Laeg maerke til, at y* ikke har nogen graenseveerdi for (z,y) — (0,0) fra
R4 x Ry, skgnt greenseovergangene y — 04 og x — 04 kan udfgres successivt.

For y* i R4 x Ry kan de to graenseovergange y — 04 og x — 04 ogsd udfgres i den modsatte
raekkefplge: For fastholdt y € Ry vil y® = e®198Y — ¢0 = 1 for & — 0, séledes at vi kan tale
om funktionen

y~ lim y*,y e Ry,
m%0+

og da denne funktion er konstant 1, har vi selviglgelig

Laeg meerke til, at skgnt de to greenseovergange * — 04 og y — Oy her kan udfgres efter

hinanden i bade den ene og den anden rakkefglge, sé er resultatet forskelligt.

ADVARSEL. En hyppig fejlslutning i matematisk analyse er en (ubemaerket) ombyt-
ning af graenseovergange.

Pa den anden side er det vaesentlige indhold i en lang raekke vigtige seetninger
i analysen, at ombytning af graenseovergange er tilladelig under visse naermere be-
skrevne forudsaetninger.
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§2. Ssetninger om graenseovergang

SETNING 1. GRENSEOVERGANG MED SAMMENSAT AFBILDNING. Lad A € RF, B C
R, f:A~B,g:B~AR™, ladac A\ A, be B\ B og antag, at

flx) =>0b for x wa,z€A, o9 gly)—c for y—>b,yeB.
For den sammensatte afbildning go f : A ~ R™ gelder da

gof(z)=g(f(x)) —c for x —a,xzecA.

,-"'"'_f"“"-*-.. /""_\9"“‘*-;_ : :jfj‘l:j(}(&))
P " ,‘/’ff‘)
i N 2 C
~—~ B
@k R[ %)m

Vi skal senere formulere varianter af sztningen (§3. Bemaerkning 3 og II1.§1. Seetning 2 + Be-

merkning 6).

BEVIS. Pastanden er egentlig oplagt: z = g(y) ligger jo taet ved ¢, blot y € B ligger
tilstreekkelig teet ved b. Og det vil y = f(x) jo gore, blot x € A ligger tilstraekkelig
teet ved a. - Ngjagtigt:

Til vilkarligt € € Ry kan teenkes valgt et 6 € R, saledes at

lg(y) —c| <e foralle ye B med |y—0]<4.
Til det valgte § € Ry kan nu findes et ¥ € R, saledes at

|f(x) —bl <§ foralle € A med |x—al] < Y.

For ethvert z € A med |x —a| < Y er sa f(x) € B med |f(z) —b| < J, og dermed er

lg(f(z)) = <e.
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EKSEMPEL 1. Da zlogx — 0 for x — 04+ og % — 1 for y — 0, (§1. Eksempel 3 og 4), folger

i 1
78111(3: o8 2) — 1 for ¢ — 04 .
zlogx

(Eksemplet indpasses i ssetningens situation, nar man sstter

fl)=zlogz, z€]0,1],
g9(y) =siny/y, yeR\{0}.)

SETNING 2. REGNING MED GRENSEVERDIER. Lad f: A~ R™, g: A~ R™ og
a: A~ R vere defineret pda samme delmengde A af R¥, oglada € A\ A= 0A\ A.

Antag, at
flx) 2 beR™, g(x) > c€R™ o9 afr) >ag €R  for z—a,x€A.

Da gelder forx — a, x € A, at

fle)£g(@)=bEc, |f(x)]—=10],
fx)-glx) =>b-c, al@)f(z)— apb.

Hvis ay # 0, geelder desuden

o
a(r) - o a(r) Qo

BEVIS. Argumentationen bestar i direkte anvendelse af ¢, d-definitionen og lidt behaendighed.

Af hensyn til laesere, der gerne vil se udfgrelsen, anfgrer vi detaljer:

For hvert x € A er

(f(x) +9(x)) = (b+c) = (f(z) —b) + (9(x) —¢)
og dermed

[(f(2) +g(x)) = (b+ )| = |f(z) = b + |g(z) — ] .

Til vilkarligt € € R4 kan veelges 61 € R4 og d2 € Ry, saledes at

|f(a:)—b|<§ for alle x € A med |z —a| <1,

henh. -
lg(z) —c| < 5 for alle z € A med |z —a| < 2.

Vi saetter § = min{d1, d2} og har sa

[(f(z) +g(x)) —(b+c)] <e foralle z€ A med |z—a|<d.
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Hermed er vist, at f(z) +g(z) >b+c for x v a,z€ A.

For hvert x € A er
()] =0l = f(z) - 0],

hvorfor | |f(z)| — |b|| — 0, dvs. |f(x)] — |b| for z — a, x € A. Notér desuden, at vi kan veelge
p1 € R4, saledes at

[f(z)] < |b|+ 1 foralle € A med |z—a| <p1 .
Nu til skalarproduktet f(z)-g(z). For hvert x € A er

f(@)-g(x) =b-c= f(z)-(9(z) —c) + (f(z) =b) - ¢
og dermed

|f(x) - g(x) —b-c| < |f(2)llg(z) — el |+ [f(x) = bl [e] ,

idet vi har vurderet skalarprodukterne pa hgjre side ved hjeelp af Cauchy/Schwartz’ ulighed. Til
vilkarligt € € R4 veelges nu 61,2 € Ry, saledes at

€
z)—bl < ———— foralle x€ A med |z —al < ¢
|f(z) — bl e+ 1) | | 1
og
€
z)—cl < ———— foralle xr € A med |z—a|l < 2.
@) ~ el < o —al < &

Vi seetter 6 = min{p1,d1,02} og har da

20+ 1) 20+ 1)

|f(z)-g(x) —b-c| < (]b]+1) ol <'e

for alle z € A med |z — a| < §. Hermed er vist, at f(z)-g(z) > b-cfor z — a, z € A.

Produktet a(x)f(x) af skalar og vektor klares ved en lignende omskrivning.

I det folgende antages ag # 0. Vi kan da veelge p2 € R, sdledes at
1
la(z)] > 5|0¢0| for alle £ € A med |z —a| < p2.

Bemerk specielt, at 1/a(x) er defineret “fra et vist trin af greenseovergangen”. For hvert z € A
med |z — a| < p2 har vi

1 1
a(z)  a@o

_ Jao — a(@)] _ 2la(z) — aol

(@) e = Jewol?

Til vilkérligt € € R4 veelges nu § < po, sledes at

la(z) — ap| < e|lag|?/2 foralle € A med |z—a| < §.

Da er
1

< e foralle €A med |z—a| < §.
alz)  ao
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Hermed er vist, at 1/a(z) — 1/ag for £ — a, z € A. Og da f(z) — b, sluttes, at

f(m)_i X i or I a, X
a(z)_a(m)f()%aobf —a,z€A.

BEMARKNING 1. Ved at lade nogle af de i Szetning 2 indgaende funktioner veere konstante far
man regler som
f@)-e—=b-c, aof(x)— aob.

Greenseovergang med f(z)/a(z), hvor bade teller og nesevner gar mod 0, er et intrikat pro-
blem, som vi ofte vil stgde pa. (Undertiden kan man, som ved sin 22/ tan z, smyge sig udenom
ved omskrivning og forkortning, medens eksempler som sinz/z (§1.Eksempel 4) og x%logz =
z%/(1/logx), a > 0, (§1.Eksempel 3) for x — 04 faktisk kraever en indsats.)

I definition og generelle overvejelser vedrgrende graenseovergang har vi hidtil bygget alene pa
afstande mellem de forskellige punkter a,z € R¥, b,y € R™, osv., men i gvrigt undgiet at
inddrage punkternes koordinater. Det vil vi ggre nu.

Ngglen er, at en vektorlengde |z| = |(z1, ...,z )| er “lille”, hvis og kun hvis samtlige koordinater

numerisk er “sma”. Der gelder nemlig

LEMMA. For x = (z1,...,73) € RF er

|| S x|, i=1,...0k, o9 |z|< \/Emax{|x1|,...,\xk|} )

BEVIS. Ulighederne fglger af, at

2 SwP 4ttt =)

og
2| = 2% + -+ 2? < kmax{z?, ..., 2%}
= k(max{|z1|,...,|zx|})? .
SETNING 3. KOORDINATVIS GRENSEOVERGANG. Lad f = (f1,..., fm) : A~ R™

veere en afbildning defineret pd en maengde A S R¥, lada € A\A ogb = (by,...,by) €
R™. Ved grenseovergangen x — a, © € A, geelder da
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Kort: Grenseovergang med en afbildning f : A ~ R™ kommer ud pa grenseovergang
med hver koordinatfunktion f; : AR, i=1,...,m.

A

B

\ 2 . L | J)

\\__ ) 62 HHHHHHH 3 :

& [ |

—* |
|

BEVIS. Setningen fglger umiddelbart af e, §-definitionen pa greensepunkt /graenseveerdi
og ovenstaende Lemma anvendt pa f(x) —b = (fi(x) — b1, ..., fm(x) — by). Impli-
kationspilen mod hgjre er triviel, da

|filx) = b;| < |f(x)=b|, i=1,....,m.

Den anden vej: Antag implikationens hgjre side. Til givet ¢ € R} kan da taenkes
valgt tal d1,...,0,, € Ry, saledes at

|fi(z) —b;] <e/y/m blot z€ A, |[x—al <.
Vi seetter § = min{dy,...,d,,} og har sa for x € A, |z — a| < é:

F(z) =] < Vmmax{|fi(z) — bi| | i =1,...,m} <.

Alternativt bevis: Benyt Seetning 2, Regning med grenseverdier, pa fi(z) = f(z) - e, resp.
flx)=>"", fi(x)es, hvor ey = (1,0,...,0), ... ,em = (0,0,...,1) € R™.

EKSEMPEL 2. KOORDINATVIS DIFFERENTIATION. Lad f = (f1,...,fm) : I ~ R™
veere defineret pa et interval I € R og lad a € I. Idet differenskvotienten

Af _ fla+Aa) - fla)
Az Az ’
defineret for Az € (I —a) \ {0}, har koordinaterne
Afi _ fila+ Ax) — fi(a)
Ax Az

folger det af Seetning 3, at f er differentiabel i a, hvis og kun hvis alle koordinatfunk-
tionerne er differentiable i a, og i bekraeftende fald gaelder

f'(a) = (fi(a),..., f.(a)) .

, t=1,....m.
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Eksempelvis finder man, at skruebeveaegelsen givet ved

T = acoswt
y=asinwt, teR,
z =kt

(se 1.§2.Eksempel 2) til hvert tidspunkt ¢ har en hastig-
hed

dr —a wsinwt
a = a w cos wt
k

Hastigheden har leengden va2w? + k2, den er vinkelret

pa normalen fra P; pa Z-aksen, og vinklen ¢ med XY-

planen har tan p = %

II 2.6
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§3. Grzenseovergang mod uendelig

En mangde A C R siges at veere opad begrenset, hvis
K eRVzecA: 2 K.
At en meengde A € R ikke er opad begreenset, betyder altsa, at

VK eRIx€eA: z> K.

Simple eksempler er halvlinier ]c, oo [, resp. maengden N af naturlige tal.

Man kan selvfglgelig udskifte ordet opad med nedad mod at vende ulighedstegnene.

DEFINITION. Lad f : A ~ R™ vaere defineret pa en maengde A € R, som ikke er opad
begrenset, og lad b € R™. Man siger da, at

f(x) = b for x 500, z€A.

hvis
Vee RyAK e R:  |f(x)—0b] < ¢ foralle z€ A med z > K.

Kravet er lgst sagt, at f(z) ligger tet ved b, blot x € A er tilstreekkelig stor.

Laeseren vil kunne gaette betydningen af
f(x) = b for z > -0, z€ A,

nar f: A ~ R™ er defineret pd en maengde A C R, som ikke er nedad begrenset.

Egentlig burde vi skrive x — +o00 i stedet for x — oo, og vi vil da ogsa bruge denne skrivemade,
bl.a. nar der kan veere mulighed for misforstaelse: For en afbildning f : A ~ R™ defineret pa en
ubegranset (dvs. ikke begraenset) maengde A € R¥ (NB: R !) siger man nemlig, at

f(x) = b for x > 00 eller f(x) >bfor|z] 00, z€A,
hvis
Ve e Ry IK € R: |f(z) — bl <e foralle z € A med |z| > K .

BEMAERKNING 1. Szetninger om Entydighed af grensepunkt (§1. Seetning 1), Regning
med grenseverdier (§2. Ssetning 2) og Koordinatvis grenseovergang (§2. Ssetning 3)
geelder ogsa for x — +o0, for x — —o0 og for || — oc.

DEFINITION. Givet f: A~ R, ACRF oga € A\ A. Man siger da, at
f(x) 500 for x wa,z€A,

hvis
VM eRISeR,: f(z) >M foralle € A med |x—al <9 .
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Laeseren vil kunne gaette betydningen af

flx) > —c0 for x > a,z€A.

Egentlig burde vi skrive f(x) — +o0 i stedet for f(x) — oco. For en afbildning f : A ~ R™ (NB:
R™ 1) siger man nemlig, at
flx) 5200 for t —>a,z€ A,
hvis
VM eRIS€Ry : |f(z)] > M foralle x € A med |z—a| <6,

dvs. hvis
|f(z)] >0 for € —a,ze A.

DEFINITION. Lad f : A ~ R veere defineret pa en meengde A € R, som ikke er opad
begraenset. Man siger da, at

f(x) > 00 for x 500, z€ A,

hvis VM eRIK eR: f(x) >M foralle z€ A med z > K .

Laeseren vil kunne gaette betydningen af
flx) > —o0 for t 0, z€A.
Laeseren vil ligeledes kunne gaette betydningen af
f(x) > 00 for £ = —co, z€A.
og
flx) > —0 for £ 5 —c0, z € A,

nar f er defineret pa en maengde A € R, som ikke er nedad begraenset. (Det er blot et spgrgsmal
om de rette ulighedstegn.)

Egentlig burde vi skrive +oco i stedet for co. Nar z € A € R¥, skrives nemlig z — oo i betydningen
|| = oo, og nar f(z) € R™, skrives f(x) — oo for |f(x)| — oo.

BEMZAERKNING 2. For afbildninger f : A ~ Ry (NB: Ry) geelder ved hver af de
betragtede graenseovergange r — a € RF, x — +00,  — —00 og |z| — 00 :

Thi i definitionerne vedr. venstre side er det nok at betragte M € R, og sa geelder med e = 1/M:
flxy>M < 1/|f(z)| <e.
Konsekvens: For afbildninger f : A ~ R™ \ {0} gelder for de neevnte greenseovergange:

f@) =00 & |f(@)] = o0 & 1/[f(z)| = 0.
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BEMZERKNING 3. Om graenseovergang med sammensat afbildning gaelder resultater
svarende til §2. Seetning 1, nar greenseovergang mod +o0o, —oo og oo inddrages.

EKSEMPEL 1.

logx — —o0 for z - 04, logx— 400 for x — +o0,
expr =¢€” =0 for © -5 —c0, €' — 400 for z— +0.

Alle pastande indses nemt ud fra definitionerne, blot man ved, at log : R, ~ R og
exp : R ~ Ry er strengt voksende og hinandens omvendte. For z > 0, M € R galder
nemlig

logz < M =log(eM) < z<eM | loge>M < x>,

og for x € R, e, M > 0 geelder

" <e=¢e%° = pg<loge, e >M < z>logM .

EKSEMPEL 2.

b* — 0 for © - —o0, b* - 400 for x — 400, nar b>1,
b* — 400 for £ — —oc0, b — 0 for £ = 400, nar 0<b<1.

Pastandene fremgar af Eksempel 1 i forbindelse med Saetning om Grenseovergang
med sammensat afbildning, idet man benytter, at

b =e"18 for x e R, be R, .

F.eks.: Nar b > 1, har vi for x — +o00, at xlogb — 400 og dermed exp(zlogh) —

+00.

EKSEMPEL 3.
=0 for £t -0y, 2%— +o0 for x - 4+0c0, mnar a>0
x* — 400 for £ —-04, 2°—0 for © - 400, mnar a<0.

Pastandene fremgar af Eksempel 1 i forbindelse med Saetning om Grenseovergang
med sammensat afbildning, idet man benytter, at

% =e1°8% for € R, z € R, .

F.eks.: Nar a < 0, har vi for  — 04, at logx — —o0, dermed alogz — +00 og
dermed exp(alogz) — +oo.
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§4. Stgrrelsesorden. o- og O-notation

Vi vil diskutere indbyrdes stgrrelsesforhold mellem funktioner ved en given graenseovergang.

Hver funktion, der tages i betragtning, skal veere defineret fra et vist trin i grenseovergangen.
Ved graenseovergangen x — +oo fra R vil det sige: i det mindste pa en halvlinie |¢,00[. Ved en
graenseovergang x — a fra A, hvor A S R¥ oga € A\ A= 0A\ A, vil det sige: i det mindste pa
AN K(a,p) for et tilpas lille p € R4 .

De betragtede funktioner f,g,h,... ma gerne vare vektorfunktioner med vaerdier i forskellige
rum R™ R™ RP, ..., men det er kun |f|,|g|, |k|,..., der kommer i spil, sa alt handler i virkelig-

heden om reelle, aldrig-negative funktioner.

Storrelsesorden

I dette afsnit tages kun (vektor)funktioner f i betragtning, hvor f(z) er defineret og forskellig
frao = (0,...,0) fra et vist trin i en given graenseovergang. Herved opnas, at vi for to funktioner

f og g kan danne begge brgker |f(x)|/|g(x)| og |g(x)|/|f(z)| fra et vist trin i greenseovergangen.

Vi formulerer begreber og notation for graenseovergangen x — oo fra R, men terminologien

finder analog anvendelse ved andre graenseovergange.

Lad f og g veere (vektor)funktioner defineret og med |f(z)] > 0, |g(z)| > 0 pa
halvlinier |a, co [, henholdsvis ]b, oo [.

Man siger da, at f(x) er af lavere stgrrelsesorden end g(x) for x — 400, eller at
g(x) er af hgjere storrelsesorden end f(x), og skriver f(z) = o(g(z)), lees: f(x) er
lille 0 af g(z), hvis | f(x)|/|g(x)| — 0 for x — 400, eller hvad der kommer ud pa det
samme, hvis |g(z)|/|f(z)| = 400 for z — +o0.

Man siger, at f(x) er af hgjst samme storrelsesorden som g(x) for z — 400, eller
at g(x) er af mindst samme storrelsesorden som f(x), og skriver f(x) = O(g(x)),
lees: f(x) er store O af g(x), hvis der findes et ¢ € R og et K > 0, saledes at
|f(x)|/]g(z)] £ K for z > ¢, eller hvad der kommer ud pa det samme, hvis der findes
et c€ Roget k>0, saledes at |g(x)|/|f(z)| 2 k for z > c.

Hvis f(z) er bade af hgjst samme og mindst samme stgrrelsesorden som g(z) for
x — 400, altsa hvis f(z) = O(g(z)) og g(z) = O(f(z)), siger man, at f(z) og g(z)
er af samme storrelsesorden for x — +o00. Det betyder abenbart, at der findes et
ceRogk,K >0,saledes at k < |f(x)|/|g(z)] £ K for z > c.

Det er ligetil at overbevise sig om, at sprogbrugen er valgt “fornuftigt”, sadledes at eksempelvis
f(z) vil veere af samme stgrrelsesorden som h(z), hvis f(z) er af samme storrelsesorden som g(z),
og g(x) af samme stgrrelsesorden som h(z). Men man ma ikke tro, at to funktioner altid kan
“sammenlignes” m.h.t. stgrrelsesorden: det er let at give eksempler, hvor |f(z)|/|g(x)| i ethvert

interval |c, 00 [ antager bade vilkarlig store veerdier og veerdier vilkarlig teet ved 0.
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De tilfeelde, som isser har interesse, er dem, hvor | f(x)| og |g(z)| begge gar mod 0 for
x — 400, eller hvor f(x) og g(z) begge er reelle og gar mod +oo for x — +oo.

I forste tilfzelde siger man, hvis f(z) er af lavere storrelsesorden end g(x), at f(x)
gar hurtigere mod o end g(z) for © — 400, eller at g(z) gar langsommere mod o end
f(x). T andet tilfeelde siger man, igen hvis f(x) er af lavere stgrrelsesorden end g(z),
at f(z) gar langsommere mod +oco end g(x) for © — +oo, eller at g(x) gar hurtigere
mod +oo end f(x).

Sikkerhed i at kunne bedgmme funktioners stgrrelsesorden ved en given graenseovergang er af
stor betydning: For funktioner givet ved komplicerede udtryk er det ofte kun stgrrelsesordenen,
der betyder noget. Og et centralt problem i analysen er at udtrykke en funktion som sum af et
simpelt hovedled og et restled af lav stgrrelsesorden (V.§2, VII, VIII).

Vi slutter afsnittet med at undersgge det indbyrdes stgrrelsesforhold for logaritme-, potens- og

eksponentialfunktioner ved grsenseovergangen x — +o00:

Alle logaritmefunktioner log, = = log 2/ log a med forskellige grundtal a € R, a # 1,
er indbyrdes proportionale og dermed specielt af samme stgrrelsesorden.

Potensfunktionen z? er af lavere stgrrelsesorden end x? for z — +oo0, nar a < b.
Thi 2°/2% = 2°27% = 27% — +oo for + — +oo, ifglge §3. Eksempel 3. (For
potensregler, se s.1V.5.7.)

Eksponentialfunktionen a® er af lavere stgrrelsesorden end b* for x — +oo, nar
0 <a<b. Thibd*/a® = (b/a)* — +o0 for x — +00 , ifplge §3. Eksempel 2.

Nar vi nu skal sammenligne funktioner af forskellige af de tre typer, kan vi holde os til den
naturlige logaritmefunktion, til potensfunktioner * med eksponent a > 0 og til eksponential-
funktioner b med grundtal b > 1, hvor jo logx — 400, % — 400, og b¥ — 40 for x — +o0.
(For a < 0 udnyttes z* = 1/2~%, og for 0 < b < 1 udnyttes b* =1/(1/b)*.)

SAETNING 1. Logaritmefunktionen er af lavere stgrrelsesorden for x — +oo end en-
hver potensfunktion med positiv eksponent:

log x

— — 0 for  — 400, ndr a>0.
x

BEVIS. Pastanden kan fgres tilbage til §1. Eksempel 3: Saetter vi y = 1/, har vi for
xr — 400, at y — 04 og dermed

log

= —y“logy — 0.
xa
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SAETNING 2. Enhver potensfunktion med positiv eksponent er af lavere stgrrelsesorden
for x — 400 end enhver eksponentialfunktion med grundtal > 1 :

a
§—$—>0 for * — 400, nar b>1 og a>0.

BEVIS. Saettes b = y, har vi xlogb = logy og dermed

x® 1 \“(logy)® 1 \“/logy\“
r_ (— ) (=YY g 0.
b (logb) ” logd) \yia ) T T2

For x — +o00 har vi y — 400 og dermed ifslge Saetning 1:

log y .ox® 1\,
Z:W—)O—’_, altsa—:(@)z —0.

Af Saetning 1 og 2 fglger naturligvis, at
logx
b

— 0 for © > +00, mnar b>1.

o- og O-notation.

I det foregaende afsnit, hvor vi diskuterede indbyrdes stgrrelsesorden mellem funktioner ved
en given graenseovergang, forudsatte vi, at de optraedende funktioner f og g fra et vist trin i
graenseovergangen ikke blot var definerede, men ogséa forskellige fra o. Notationerne f(x) =
o(g(z)) og f(x) = O(g(x)) bruges imidlertid, uanset om det sidste krav er opfyldt. Deres
betydning méa sa fastleegges uden brug af bregker |f(x)|/|g(x)| eller |g(x)|/|f(z)|. Seedvanligvis
sammenholder man funktionerne f med visse standardfunktioner g, ved greenseovergangen x — o
séledes ofte med g(x) = 1, ||, |z|?, ..., og det er af interesse at vurdere |f| opadtil, men ikke |g|
nedadtil.

Svarende til en given greenseovergang betragtes funktioner f og g defineret fra et vist
trin i graeenseovergangen og med veerdier i R™, resp. R".

At f(x) = o(g(x)) betyder da, at f(z) kan skrives
f(z) = e(@)|g()]
hvor £(z) — o € R™ ved den pagaldende graenseovergang.
I tilfzelde af, at g(z) # o € R™ fra et vist trin, kommer kravet ud pa, at f(z)/|g(z)| — o € R™.
At f(x) = O(g(x)) betyder, at der findes et K € R, saledes at
(@) € Klg(a)|

fra et vist trin af graenseovergangen.
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NB. Nar man ikke haefter sig ved andet vedrgrende funktionen f, end at f(x) er o eller
O af g(z) ved den betragtede graenseovergang, bruger man ofte o(g(z)), henholdsvis
O(g(x)) som betegnelse for f(z).

EKSEMPEL 1. En funktion f : I ~ R™ defineret pa et interval I € R er differentiabel
i punktet @ € I med f'(a) = ¢ € R™, hvis og kun hvis

Af = fla+ Azx) — f(a) = cAz + o(Ax) for Az — 0.

BEVIS. Vi skriver Af pa formen
Af =cAz+ R(Ax) ,
hvor R(Azx) = Af — cAx er en rest, der aftheenger af Az. Da nu

Af - R(Ax)

N Ax

ser man, at Af/Ax — ¢ for Ax — 0, hvis og kun hvis

R(Ax)
Ax

o€ R™ . dvs. hvis R(Azx) = o(Axz).

ADVARSEL. Det er ellers en gylden regel i matematik, at man ikke i et bevis bruger
samme navn om forskellige ting. Men denne regel brydes med o- og O-notationen :
Under arbejde med en given graenseovergang bruges de samme betegnelser o(g(-))
og O(g(+)) ofte om mange forskellige funktioner. Hver gang betegnelserne optrzder,
skal man altsa blot teenke sig, at her star en eller anden funktion, som er o eller O
af g.

EKSEMPEL 2. Vurdering af et funktionsudtryk ved en graenseovergang foretages ofte
under brug af o- og O-notation. Eksempelvis kan man na resultatet

r3logx +sinztanx = O(2?) for = — 04 ,
ved fglgende regning

23 logx + sinztanz = 2%z logx + O(2)O(z)
= 2%0(1) + O(2?) = o(2?) + O(2?) = O(2?) .

Prgv at fglge tankegangen. Man skal laese fra venstre mod hgjre.
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BEMARKNING 1. Ved graenseovergangen x — 0 fra R \ {0}, respektive x — 04 eller z — 0_,

kan man - pa tilsvarende made som ved regningen i Eksempel 2 -

erstatte betegnelsen o(z™) med O(z"),
K K O(z™) med o(z™), nar m<mn,
og folgelig o(z™) med o(z™), nar m<n,
men ikke omvendt. Derimod kan man
erstatte z™o(x™) med o(z™T™) og omvendt ,
) me(mn) med O(mm+n) ” )
Endelig anfares, at man kan

erstatte betegnelsen O(z™)o(z™) med o(x™t") |
” ” o(z™) +o(z™) med o(z™),
K K O(z™) + O(z2™) med O(a™)

og folgelig o(z™) + O(z™) med O(z™) .

Dette daekker over, at en funktion, der er o(z™) for x — 0, ogsa er O(z™), - at en funktion, der

er O(z™), ogsa er o(x™), nar m < n, - Osv.

BEVIS. Alle pastande fremgar ved brug af definitionen. Eksempelvis: Kan en funktion skrives
f(x) = O(z™), har vi med passende K, € R4, at

|f(z)] £ K|z"| = K|z|"~™|z™| for 0< |z| <4 .

Nar m < n, vil K|z|*~™ — 0 for z — 0, hvorfor f(z) = o(z™).
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IIT. KONTINUITET

§1. Kontinuitet
Kontinuitetspunkter

€, 0-DEFINITION AF KONTINUITETSPUNKT. En afbildning f : A ~ R™ af en maengde
A C RF ind i R™ siges at have et punkt a € A som kontinuitetspunkt, hvis

Ve e Ry35 € Ry 1 d(f(a), f(z)) <e foralle z € A med d(a,z) <4,

dvs. hvis

Vee Ry3d € Ry 1 |f(x) — f(a)|<e foralle x € A med |z —a|] <§.

Man siger ogsa, at f er kontinuert i punktet a .

Lgst sagt er betingelsen, at f(z) ligger tet ved f(a), blot x € A ligger tilstrekkelig tet ved a.

Udtrykt med kugler er kravet: Til enhver kugle K(f(a),e) omkring f(a) findes en kugle K(a, )
omkring a, saledes at

f(z) € K(f(a),e) for alle x € AN K(a,?),

dvs. saledes at
f(ANK(a,6)) € K(f(a),e) .

: 2
HERN

ﬁm

Nar betingelsen ikke er opfyldt, siges a at veere et diskontinuitetspunkt for f.

Begrebet kontinuitetspunkt haenger naturligvis ngje sammen med graenseovergang;:

SETNING 1. En afbildning f : A ~ R™, A C RF, er kontinuert i et punkt a € A ,
som ikke er et isoleret punkt af A , hvis og kun hvis

f(x) — f(a) for x > a, x€ A\ {a}.



Mat 1 MA 1991/92 III 1.2

BEVIS. At a € A ikke er et isoleret punkt af A, kommer ud pa, at a er kontaktpunkt
for A\ {a}. Vi kan sa sperge, om f(z) — f(a) ved greenseovergangen r — a fra
A\ {a}, dvs. om

Ve e Ry3d € Ryt |f(x) — f(a)] <e foralle z € A\ {a} med |x—a|] <d.

Den eneste forskel fra definitionen pa kontinuitet i a er, at der star A\ {a} i stedet
for A. Men det er ligegyldigt, da |f(a) — f(a)| = 0.

EKSEMPEL 1. Da exp(—1/(x? + y?)) — 0 for (x,y) — (0,0), er (0,0) et kontinuitetspunkt for
funktionen f :R? ~ R givet ved

fla,y) = exp(—l/(zQ + 1/2)) for (x,y) # (0,0)
| 0 for (z,y) = (0,0) .

Det vil senere fremsta som trivielt, at alle gvrige punkter i R? er kontinuitetspunkter for f.
(Jf. Eksempel 4.)

EKSEMPEL 2. Da y® ikke har nogen graenseveerdi for (x,y) — (0,0) fra R x Ry, se s. 11.1.12,

er det umuligt at tilleegge 0° en veerdi, saledes at
(z,9) ~y*, (z,y) € R xRy)U{(0,0)},

bliver kontinuert i (0,0). - Faktisk szetter man 0° = 1, men (0,0) er sa et diskontinuitetspunkt.
Vi skal se i Eksempel 4 nedenfor, at y* er kontinuert i hvert punkt af den gvre halvplan R x Ry.

BEMAERKNING 1. g, §-definitionen pa kontinuitetspunkt for en afbildning er simpel og bekvem
at arbejde med i bevisfgrelser. Men den indbefatter tilfeelde, hvor ordet kontinuitet maske vil

forekomme dig malplaceret, f.eks. fglgende supplement til Seetning 1 :
En afbildning f : A ~R™ | A CR*, er kontinuert i ethvert isoleret punkt af A .

BEVIS. At a € A er et isoleret punkt af A, betyder, at der findes et 6 € Ry, saledes at ANK (a, )
bestar af a alene. Og sa afparerer dette § jo ethvert € € R

BEMAERKNING 2. Ved undersggelse af, om et punkt a € A er kontinuitetspunkt for
en afbildning f: A ~ R™, A C R¥, er det ofte bekvemt at arbejde med tilvaeksterne

Ar=z—a og Af=f(z)-f(a)=fla+Azr) - fla).
Betingelsen er da
Ve c Ry 3§ € Ry : |Af| < e for alle Az € R* | hvor |Az| <6 og a+Azc A.
Betingelsen er opfyldt, hvis a er et isoleret punkt af A , og kommer ellers ud pa

Af 50€R™ for At v0eRF a+AzcA.
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BEMAERKNING 3. Spgrgsmalet, om f: A ~ R™ er kontinuert i a € A, er af lokal karakter: det
gor ingen forskel, om f : A ~ R™ erstattes med restriktionen f : AN K(a,p) ~ R™ for et eller
andet p > 0.

BEMARKNING 4. Nar a € BC AC RF og f: A~ R™, gaelder:

f er kontinuert i @ =  restriktionen f|B er kontinuerti a .

Kort: Kontinuitet bevares ved restriktion.

BEMAERKNING 5. For en funktion af én variabel f: A ~ R™ med A C R, er det oplagt, hvad
der menes med, at f er kontinuert fra hgjre, respektive fra venstre, i et punkt a € A, nemlig at
restriktionen af f til AN [a, oo [, henholdsvis A N] — oo, a], er kontinuert i a. Man ser let, at

f er kontinuert i a

& f er kontinuert bade fra hgjre og fra venstrei a .

Vi noterer en raekke seetninger om kontinuitet, svarende til kendte ssetninger om
graenseovergang :

SETNING 2. Lad ACRF, BCR', f:A~B, g:B~R™, lada € A og st
b= f(a). Da gelder :

f er kontinuert i a

. . = o konti ti a.
g er kontinuert i b:f(a)} gof erkontinuert i a

Kort: Kontinuitet bevares ved sammensatning.

‘j(:/ﬂ"x.)

L, 2= ()= ((JC))
b= fa) 77 9/

. =5fé) --y?‘(‘al)

) # r”

BEVIS. Kopiér beviset for I1.§2. Seetning 1.

BEMARKNING 6. Vi noterer ogsé et mellemtrin, hvor a € A\ Aog b€ B :

fl@) = b for t »a,xz€ A

g er kontinuert i b } = g(f(z)) = g(b) for z—a, xe A\{a}.
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SAETNING 3. REGNING MED KONTINUERTE FUNKTIONER. Lad f: A~R™, g: A
R™ og o : A ~ R veere defineret pa samme mangde A S RF og antag, at f, g og o
er kontinuerte i samme punkt a € A. Da er

fj:g7 ‘f‘vf'gaaf

alle kontinuerte i a, og forudsat a(a) # 0 geelder det samme for f/o .

Specielt kan f, g eller a veere konstant.

Med f - g menes naturligvis funktionen z ~ f(x) - g(z) fra A til R . (Nar m > 1 star her et
skalarprodukt.) Forudszetningen a(a) # 0 sikrer, at f(z)/a(z) er defineret i AN K(a, p) for et
passende p > 0.

BEVIS. Pastandene er trivielt sande, hvis a er et isoleret punkt for A (Bemarkning 1), og ellers
(Seetning 1) kan vi anvende I1.§2. Seetning 2, Regning med grenseverdier, pa grenseovergangen
z — a fra A\ {a}: Idet
f(@) = f(a), g(z) —>gla) og ofz) = ala),
folger, at
f(@) £g9(x) = f(a) £g(a), [f(z)] = |f(a)],
f(@)-g(x) = f(a)-g(a), a(z)f(z) = a(a)f(a),

og, hvis a(a) # 0,
f(@)/a(x) = f(a)/a(a),

EKSEMPEL 3. En konstant funktion = (z1,...,2;) m b € R er naturligvis kontinuert i hvert
punkt a € R¥, idet Ab = 0. Og en projektion x = (x1,...,xx) ~ ; ligesa, idet |Az;| < |Ax| .

Et polynomium P i k variable er en funktion dannet ud fra de lige neevnte ved multiplikation og
addition, som f.eks. (med k = 3)

P(z1,22,23) = 21229 + dx123 — 13 + 5 eller P(x1,z2,x3) = x1° +7 ,
medens en rational funktion er en kvotient P/Q mellem to polynomier, som f.eks.

z12z9 + 4z123 — T3 + 5
1347

Ifplge Seetning 3, Regning med kontinuerte funktioner, er et polynomium i k variable kontinuert

i hvert punkt af R¥, og en rational funktion er kontinuert i hvert punkt af sin definitionsmaengde.

BEMARKNING 7. I eksempler i det folgende (og ligeledes i opgaver) vil vi regne det for kendt,
at de elementzere funktioner af én variabel: logaritme-, eksponential- og potensfunktioner samt
de trigonometriske funktioner sinus, cosinus og dermed tangens og cotangens er kontinuerte i

hvert punkt af definitionsmaengden.

Med enkelte undtagelser, der ma klares pa anden vis (som f.eks. at 0 er kontinuitetspunkt for z ~
¥x), folger det af IV.§2. Seetning 1 i forbindelse med funktionernes differentiabilitetsforhold,
som vi skal se pa i IV.§5.
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EKSEMPEL 4. Funktionen (x,y) ~ y® = e*!°8¥ er kontinuert i hvert punkt af gvre halvplan
R x Ry, dvs. i hvert punkt (a,b) med b > 0.

Thi da projektionen (z,y) ~ vy, (z,y) € R X Ry, er kontinuert i (a,b), og y ~logy, y € Ry, er
kontinuert i billedpunktet b, fglger (Seetning 2), at den sammensatte funktion (z,y) ~ logy er
kontinuert i (a,b). Da ogsa (z,y) ~ z, (z,y) € R x Ry, er kontinuert i (a,b), fplger (Seetning
3), at produktfunktionen (z,y) ~ z = zlogy, (z,y) € R x R4, ligeledes er det. Og da endelig
z ~expz, z € R, er kontinuert i billedpunktet alogb, fglger (Seetning 2), at den sammensatte
funktion (z,y) ~ exp(zlogy) = y*, (z,y) € R x Ry, er kontinuert i (a,b).

Normalt gennemfgrer man ikke et raesonnement som dette i detaljer, men ngjes med at sige,
at funktionen (z,y) ~ exp(xlogy) er kontinuert i R x Ry, da den er bygget op af kontinuerte
funktioner. Dette skal antyde, at man kan komme igennem ved hjealp af Seetning 2 og 3 ovenfor.

SETNING 4. En afbildning f = (f1,...,fm) : A ~ R™ defineret pa en maengde
A C R* er kontinuert i et punkt a € A , hvis og kun hvis koordinatfunktionerne
fi:AnR,i=1,....,m, alle er kontinuerte i a .

BEVIS. Hvis a er et isoleret punkt af a, er savel f som koordinatfunktionerne f; kon-
tinuerte i a, og ellers kan vi anvende I1.§2. Seetning 3, Koordinatvis grenseovergang :

f(@) = fla) & fi(x) = fila), ..., fm(z) = fm(a) .

Kontinuert afbildning

Vi har allerede (i de sidste linier i Eksempel 4) taget forskud pa fglgende

DEFINITION. En afbildning f : A ~ R™ af en maengde A € R* ind i R™ siges at
veere kontinuert, hvis hvert punkt a € A er et kontinuitetspunkt for f .

Vi noterer, at sammensaetning af og regning med kontinuerte afbildninger pany fgrer
til kontinuerte afbildninger (Seetning 2 og 3). Og ligeledes, at en afbildning f =
(f1,---sfm) : A ~ R™ er kontinuert, hvis og kun hvis koordinatfunktionerne f; :
A ~ R alle er kontinuerte (Saetning 4).

LIDT OM KONTINUITETSBEGREBET. Laeseren er utvivlsomt mgdt med en vis forhands-
fornemmelse af, hvad kontinuitet vil sige. Séledes ville du nok mene, at kontinuitet af en reel
funktion f : I ~ R defineret pa et interval I € R bl.a. indebezrer, at funktionen ikke kan
“komme fra en veerdi til en anden uden at passere alle mellemliggende veerdier”, kort: har
sammenhaengende variation. Du er sa pa linie med matematikere fra oldtiden og frem til vort

arhundrede.

I matematikken kan man imidlertid ikke blive staende ved vage fornemmelser af f.eks. kontinuitet.
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Hvad ville du saledes mene om funktionerne f : R ~ R og g : R ~ R givet ved

.1 01

sin = for £ #£0 T sin = for £ #£0
f(z)= x * 9(x) = v ”

0 for £ =0, 0 for x =0.

Graferne kan ikke “tegnes”, de svinger jo op og ned uendelig mange gange i ethvert interval 0, [ .
Hverken f eller g kan “komme fra en veerdi til en anden uden at passere alle mellemliggende
veerdier”, men er de kontinuerte ?

Du ser, der er brug for klare og gerne simple kriterier til afggrelse af, om en funktion er kontinuert
eller ej. Derfor opstilles skarpe og gerne simple definitioner, (s. 1.1 og 1.5). Ved hjelp af disse
og de afledte s@tninger er vi faktisk i stand til at afggre spgrgsmalet om kontinuitet i mange
tilfeelde. (Funktionen g ovenfor er siledes kontinuert, men f er det ikke.)

MEN: Der ligger ikke mere i et begreb, end definitionen indebeerer. Vi har tillagt kontinuitet af
eksempelvis en reel funktion f : I ~ R pa et interval I € R en preecis mening, men vi ved endnu

intet om, hvorvidt en sddan funktion ngdvendigvis har sammenhaengende variation.

Neaeste § handler om, at vor kontinuitetsdefinition viser sig vellykket derved, at den faktisk, trods
sin simpelhed, sikrer sadanne egenskaber, som man ville gnske sig af begrebet kontinuitet. Vel at
meerke, nar definitionen anvendes i klassiske situationer som reel funktion defineret pa interval.
Definitionen skyldes BOLZANO og CAUCHY (omkring 1820, jf. s. II.1.1), dog i verbal form.
Det er deres fortjeneste at gennemskue, at de traek, man siden oldtiden havde forbundet med
kontinuitet, alle er konsekvenser af (eller om man vil: ligger gemt i) en simpel egenskab, som de
sa tager som definition.

En anden historie (som er typisk for vort arhundredes matematik) er opdagelsen af, at definiti-
onen med stort udbytte kan kopieres til helt andre situationer end de klassiske. Her er glosen
kontinuitet sa fulgt med, uanset om forbindelsen med sammenhaeng etc. gar tabt. Herom mere
i Matematik 2 MA. Udviklingen maerkes allerede i vores tekst derved, at vi ikke i definitionerne

ovenfor har gjort nogen forudszetning om definitionsmaengden A € R¥. Jf. Bemeerkning 1.

e-funktioner

DEFINITION. En afbildning f: A ~ R™ af en maengde A € R* ind i R™ vil vi kalde
en e-afbildning eller e-funktion, hvis

(i) o= (0,...,0) € R¥ er et indre punkt af A
(ii) f er kontinuert i o € R¥ med f(o) =0 € R™.

Vi vil almindeligvis betegne e-funktioner med e, om forngdent med maeerke eller indeks, saledes
at forskellige funktioner i samme undersggelse har hver sit navn — i modsaetning til praksis ved
o- og O-notationen. Medens sidstnaevnte notation er almindelig brugt i matematisk litteratur,
er begrebet e-funktion mere hjemmestrikket. Det tjener til at lette overskueligheden i en raekke

definitioner og beviser.
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BEMARKNING 8. Allerede i Eksempel 1 har vi mgdt en e-funktion. Ofte er situationen
tilsvarende: Vi mgder en afbildning f med veerdier i R™, som oprindelig kun er fastlagt i A\ {o},
hvor A € RF, og hvor

(i) o= (0,...,0) € R* er et indre punkt af A.

Om vi nu far en e-afbildning ved at satte f(o) = o € R™, athsenger af, om

(ii')  f(z) - o0 €R™ for x — o € RF fra A\ {o} .

Nar kravet (i1') er opfyldt, vil vi ofte uden at sige det teenke os foretaget den forngdne “plombering”

f(o) = (o).

EKSEMPEL 5. En funktion f : I ~ R™ defineret pa et interval I € R er differentiabel
i et indre punkt a € I med f'(a) = ¢ € R™, hvis og kun hvis

Af = fla+ Azx) — f(a) = cAx + e(Ax)Azx
hvor € er en e-funktion.
BEVIS. Vi skriver Af pa formen
Af =cAz + h(Az)Ax

hvor h(Ax) er bestemt ved ligningen for a + Ax € I, Ax # 0, medens vi saetter
h(0) = o € R™. Betingelsen kommer sa ud pa, at

h(Aw):%—c—)o for Az — 0, dvs. %%c for Az — 0.
x x

Sml. I1.§4. Eksempel 1.

BEMARKNING 9. I tilfseldet & = 1 har man undertiden behov for at erstatte kravet (¢) i
definitionen med, at A indeholder et interval [0, p[ til hgjre for 0 , og samtidig i (¢¢) kun kraeve
kontinuitet fra hgjre. - Herved kan man f.eks. behandle differentiabilitet fra hgjre efter modellen

i Eksempel 5. - Tilsvarende kan man naturligvis ngjes med at “se til venstre”.

BEM/ERKNING 10. Nar €1 og €2 er e-funktioner fra R¥ til R!, henholdsvis fra R! til R™, s er
€9 01 en e-funktion fra RF til R™ (evt. med en mindre definitionsmaengde end €1).
Lad €1 og €2 veere e-funktioner og h en begrzenset funktion, alle defineret pa samme maengde
A CRF. Daer

€1 :I:EQ, €1 €2 0Og h~62
igen e-funktioner, forudsat €1, €2 og h afbilder A ind i samme talrum R™. Og e1e2 og hes
er e-funktioner, forudsat en af faktorerne er en reel funktion.

En funktion € = (e1,...,em) : A ~ Ry, er en e-funktion, netop hvis koordinatfunktionerne alle
er det.

BEVIS. Bortset fra de pastande, der vedrgrer h, og som let eftervises, er der tale om specialtilfeelde
af Seetning 2, 3 og 4. At h er begreenset, vil sige, at 3K € Ry : |h(z)| £ K for alle z € A.
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§2. Hovedsaetninger om kontinuerte funktioner

De tre hovedsaetninger om kontinuerte funktioner er konsekvenser af kontinuitetsdefinitionen
anvendt pa klassiske situationer som reel funktion defineret pa interval. Specielt indfrier Anden
hovedsatning forventningen om, at kontinuitet i dette tilfelde indebaerer “sammenhaengende
vartation”.

Her er det helt afggrende, at de reelle tal laegges til grund. Ved definitionerne og den hidtil udvik-
lede almene teori vedrgrende graenseovergang og kontinuitet kunne vi lige s4 godt have arbejdet
f.eks. med afbildninger f : A ~ Q™, A € QF, hvor Q er maengden af rationale tal, dvs. tal,
der kan skrives pa formen p/q med p € Z og ¢ € N. Men hovedsatningerne om kontinuerte
funktioner og med dem hele differential- og integralregningen bryder sammen, medmindre man

leegger de reelle tal til grund.

EKSEMPEL 1. Tenk dig, at vi arbejdede med Q i stedet for R . Vi kunne da definere dif-
ferentiabilitet og udlede regneregler for differentiation pa helt samme made. Eksempelvis ville

funktionen f : Q ~ Q givet ved

fl@)y=-@="-2"", z€Q,

veaere differentiabel pa hele Q-aksen med
flx)=(2®-2)"232%, z€Q.

Men: Skgnt f’(z) > 0 for alle x € Q, = # 0 , er funktionen ikke voksende! F.eks. er
fQa) > f(2).

Med al @re og respekt for BOLZANO og CAUCHY (s.II1.1.6) byggede de pa rent intuitive
forestillinger om de reelle tal. Fgrst med en egentlig teori for tallene fik man omkring 1860-70 et

helt tilfredsstillende grundlag for den matematiske analyse.

De reelle tal. Supremumegenskaben

De reelle tals fortrin ligger lgst sagt i, at R er “uden huller”. Traditionelt taler man om den reelle
talakses “kontinuitet”, hvor ordet naturligvis er brugt i sin oprindelige betydning, “sammenheng”.
Denne egenskab kan udtrykkes pa forskellig vis, f.eks. ved, at man ikke kan undgéa at “ramme” et
reelt tal, nar man med et hug eller snit vil dele R i to dele A og B , saledes at tallene i A ligger til
venstre, tallene i B til hgjre, dvs. sdledes at Va € AVb € B:a < b. (R. DEDEKIND 1858, tysk

matematiker.)
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Et snit, der deler R i

B={zcR|z>0A2>>2} og A=R\B,

“rammer” siledes v/2 . Havde vi arbejdet med Q i stedet for R , ville kniven vere “smuttet
gennem et hul”, da v/2 er irrationalt, dvs. v/2 Q.

Vi foretraekker at preecisere de reelle tals fortrin ved

SUPREMUMEGENSKABEN. Hvis en ikke tom maengde A € R er opad begrenset, dvs.
hvis der findes et b € R, saledes at Va € A : a < b, sa findes der blandt alle sadanne
overtal b for A et mindste.

Det er vaesentligt, at der i kravet Va € A : a < b til et overtal b for A stir < og ikke < .

Under navn af Kontinuitetsaksiomet tager vi Supremumegenskaben som en af grundforudsset-
ningerne om de reelle tal. (De gvrige er opregnet i X.§1. De geaelder ogsa for Q !) Supremume-
genskaben skal sa ikke bevises. (Derimod skal det bevises, at den er forenelig med (eller ikke er

i modstrid med) de gvrige grundforudssetninger. Det vil fremgé i Matematik 2 AL.)

Supremumegenskaben har naturligvis et modstykke. Det fremgar ved anvendelse af egenskaben

pa —A={-a|a€ A}:
Enhver ikke tom, nedad begrenset meengde A € R har et stgrste undertal.

DEFINITION. Det mindste overtal for en ikke tom, opad begraenset meengde A € R
kaldes supremum eller gvre grense for A og betegnes sup A (lees: supremum for A).
Det storste undertal for en ikke tom, nedad begreenset meengde A € R kaldes infimum
eller nedre graense for A og betegnes inf A (laes: infimum for A).

EKSEMPEL 2. Mzengden A = {z € Q | 2 < 2} er bade opad og nedad begraenset, og abenbart
er sup A = /2 og inf A = —/2 . Men havde vi holdt os til rationale tal alene, ville der hverken

have veeret et mindste overtal eller et stgrste undertal.

ADVARSEL. Studerende forveksler ofte supremum med maksimum.

Et eventuelt maksimum eller storste element af en ikke tom maengde A € R er et tal,
max A (lees: maksimum for A), karakteriseret ved, at

maxAe A, VaceA:a<maxA.

Det er altsa et element af A, som samtidig er et overtal for A.

En ikke tom, opad begraenset meengde A € R har altid et supremum, sup A €
R (Supremumegenskaben), men ikke i almindelighed et maksimum. FEt eventuelt
maksimum, max A , vil naturligvis samtidig veere supremum for A .

Ganske tilsvarende forholder det sig med infimum, inf A, og minimum eller mindste

element, min A. Sagen belyses af ganske banale eksempler som A =]0,1[ eller A =
{% | n € N}.
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BEMAERKNING 1. En afsluttet, begrenset meengde C S R, C # 0 , har bade et mindste og et
stgrste element.

Thi sup C er abenbart et kontaktpunkt for C' (overvej!), folgelig er supC' € C , og sa er tallet

stgrste element i C . Tilsvarende er inf C' mindste element i C.

Forste hovedsactning

En reel funktion f : A ~ R siges at vaere begrenset, henholdsvis opad eller nedad
begrenset, hvis veerdimaengden f(A) = {f(z) | x € A} er det. Et eventuelt mak-
simum max F'(A) for verdimeengden kaldes stgrsteverdi eller globalt maksimum for
funktionen, ligesom et eventuelt minumum min f(A) kaldes mindsteveerdi eller globalt
minimum for f .

Vi formulerer forst hovedssetningen i det simpleste tilfzelde, reel funktion af reel variabel betragtet

pa et interval.

HOVEDSETNING 1.a. Enhver kontinuert funktion f : [a,b] ~ R defineret pa et af-
sluttet, begrenset interval [a,b] C R er begrenset og har savel en storsteverdi som
en mindsteverdi.

Der findes altsa et punkt £ € [a, ] , saledes '
at

Va € [a, 0] : f(z) = f(£) ,
og ligeledes et punkt n € [a, b] , saledes at

|
|
|
¥

I
!
Pl
| n
| B
Ve € [a,8]: f(n) < f(x) . T

Laeseren bgr ggre sig klart, at forudssetningen om intervaltype er vaesentlig. Det fremgar af
banale eksempler. F.eks. er x ~ 1/z, © €]0,1] , kontinuert pa et begresenset interval uden at
veere (opad) begreenset, medens z ~ 1/x, x= €]1,2] , nok er begreenset, men ikke har nogen

stgrstevaerdi.

For funktioner af flere variable er det ikke pa forhand oplagt, hvilken type definitionsmaengde,

der kan komme pa tale i en tilsvarende seetning. Den relevante type fremgar af

HOVEDSATNING 1.b. Enhver kontinuert funktion f : C ~ R defineret pa en af-
sluttet, begreenset maengde C C RF er begraeenset og har bade en storstevaerdi og en
mindsteverds.

Bemaerk, at der allerede for £ = 1 er tale om en generalisering af Hovedsaetning 1.a: definitions-

maengden kan nu vere ganske vild.
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HOVEDSAETNING 1.c. For enhver kontinuert afbildning f : C ~ R™ defineret pa en
afsluttet, begrenset mengde C S R* er billedmengden f(C) S R™ igen afsluttet og
begranset.

Hovedsetning 1.c indeholder Hovedseetning 1.b; thi nar billedmeengden f(C) er en afsluttet og
begraenset del af R | ja sa har f(C) et maksimum og et minimum (Bemérkning 1), dvs. f har

en stgrsteveerdi og en mindsteveerdi.

For at vise hovedsatningerne 1.a, 1.b og 1.c er det altsa nok at vise 1.c. Dette bevis vil blive fgrt
i Matematik 2 MA. Det kunne godt ggres nu, med “handkraft” og stort besveer, men til den tid
vil de rette forberedelser veere gjort. Foruden kontinuitetsdefinitionen (§1) ma beviset bygge pa

de reelle tals “sammenhaeng”, udtrykt ved Supremumegenskaben:

EKSEMPEL 3. Det er afggrende, at vi arbejder med alle reelle tal. Havde vi f.eks. holdt os til
rationale tal, ville allerede en funktion som = ~ x3 — 6x , x € [~2,2], hverken have en stgrste-

eller en mindsteveerdi.

Som eksempel pa den rolle, Fgrste hovedsaetning spiller ved opbygningen af analysen, vil vi
naevne, at den er den afggrende ingrediens i beviset for Differentialregningens middelveerdisaet-
ning, der sa igen ligger til grund bl.a. for ssetningerne om differentiable funktioners monotoni-
forhold. (IV.§2.)

Anden hovedsaetning

Med interval mener vi interval pa R i vid betydning, som f.eks. ]a,b] , | — 00, b] ,
la,00[, | —o00,00[, .... Et interval kan da karakteriseres som en delmangde af R
med mere end et element, som med to tal indeholder alle mellemliggende. (X.§1. Be-
markning )

HOVEDSATNING 2.a. SAMMENHANGENDE VARIATION. Nar en kontinuert funktion
f I ~ R pa et interval I S R har forskellige verdier f(a) og f(b) i to punkter
a,be I ,a<b, daantager f iintervallet Ja,b[ enhver verdi Y mellem f(a) og f(b).

En kontinuert funktion pa et interval 1
“springer ikke vaerdier over”. Hvis f.eks. f(f’) ———————————
fla) <Y < f(b),safindeset £ €]a,b],
saledes at f(&) =Y .

Seetningen kommer ud pa, at en kontinu- f(a) ]
ert funktion afbilder interval pa interval
eller pa et enkelt punkt. (Overvej.)

Hovedsaetning 1.a og 2.a. giver tilsammen, at en kontinuert funktion afbilder et afsluttet, begraen-
set interval [a, b] pa et afsluttet, begraenset interval eller evt. pa et enkelt punkt. Men ellers kan

“alt” ske, f.eks. afbilder sinusfunktionen det abne interval |0, 27 [ pa et afsluttet interval [—1, 1].
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BEVIS for Hovedsaetning 2.a. Beviset udnytter direkte Supremumegenskaben ved R og kontinu-

itetsdefinitionen.

Vi antager, at f : I ~ R er kontinuert, a,b € I , a < b og f.eks. f(a) < f(b) . Vi betragter et tal
v, fla) <v < f(b), og seger si et £ €]a,b[, hvor f(§) =~ .

Hertil inddrager vi mangden

A={zelab]| f(z) <~}

For anskuelighedens skyld kan vi kalde tallene i A for rgde og tallene i [a,b] \ A for hvide. Idet
a€ A,er A#D. Daberetovertal for A , er A opad begranset og har sa (Supremumegenskaben)

et mindste overtal, sup A . Vi forsgger os med £ =sup A .

For det fgrste er a < £ . Thida f(a) < v og f er kontinuert i a , har vi for alle z i et vist interval
la,a+681[, at f(x) <~ ,dvs. z € A, “x er rgdt”, og dermed a < z < £ .

Videre er £ < b . Thi da v < f(b) og f er kontinuert i b , har vi for alle z i et vist interval
]b—82,b] , at v < f(z) og altsd = ¢ A, “x er hvidt”. Men sd er A C [a,b — 62] og dermed
E<b—33<b.

Vi mangler at vise, at f(£) =~ . Det ggr vi ved at vise, at mulighederne f(§) <~ og f(§) > v
strider mod, at £ er et kontinuitetspunkt for f , saledes at de méa forkastes.

Husk p&, at £ = sup A . Derfor er f(z) = ~ for alle € ],b] , medens der i ethvert interval

J€ — 6, €] findes mindst et x , hvor f(z) < v .

Antages f(§) < v , kommer vi i strid med, at f er kontinuert (fra hgjre) i £ . Thi for hvert
z € ]€,b] havde vi sd f(z) — f(&) = v — f(€), hvorfor e = v — f(€) > 0 ikke kunne afpareres.

Antages f(§) > v, kommer vi i strid med, at f er kontinuert (fra venstre) i £. Thi for hvert
§ > 0 fandtes s mindst et z € [€ — 4§, &[, hvor f(&) — f(z) > f(§) — v, hvorfore = f(§) —v >0

ikke kunne afpareres.

EKSEMPEL 4. Det er afggrende, at vi arbejder med alle reelle tal. Havde vi f.eks. holdt os til
rationale tal, ville allerede en funktion som x ~ x? springe veerdier over, siledes bl.a. vaerdien
2. Og funktionen f defineret pa Q ved

f(x):{o nar z2 < 2

1 nar x2 > 2

er faktisk kontinuert efter vor definition (den er kontinuert i hvert punkt i definitionsmaengden
@), men den overspringer hele intervallet 0,1 .

BEMAERKNING 2. Hovedsatning 2.a. kan generaliseres til funktioner af flere variable. Der er
endda flere muligheder for den type definitionsmangde S € RF, der erstatter intervallet I € R:
Man kan forudsesette, at S er sammenhaengende, eller at S er kurvesammenhaengende. Det forste
begreb indfgres forst i Matematik 2 MA. Den anden mulighed tager vi op i sidste afsnit af VI.§1,

hvor sa de tilsvarende Hovedsaetninger 2.b og 2.c findes.
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Omvending af en monoton funktion

En reel funktion f : I ~ R defineret pa et interval I € R siges at vaere voksende, hvis der for
z1,x2 € I geelder
1 <z2 = f(z1) = f(=2) .

Den siges at veere strengt voksende, hvis der geelder

z1 <z2 = f(x1) < f(z2) .

En strengt voksende funktion f : I ~ R er specielt injektiv og har dermed en omvendt f~1! :

f(I) ~ R, med veerdimeengde I .

Lad nu f : I ~ R veere en kontinuert og strengt voksende funktion defineret pa et
interval T S R .

Ifplge Anden hovedsaetning er veerdimeengden f(I) et interval J . Den omvendte
funktion f~!':J ~ R, med veerdimeengde I , er givet ved, at der for x € [ ogy € J
geelder

y=flx) & a=f"y).

Nedenfor vil vi overalt, hvor et tal  og et tal y optraeder, underforsté, at de er partnere,
dvs. z € I ,y € Jogy = f(x) eller, ensbetydende
hermed, z = f~1(y) .

Det er klart, at f=' : J ~ I er strengt voksende. Er

J 4
nemlig y1 < y2 , s4 ma 1 < xg . Mulighederne z1 = x2 f{/f—!
X

og x1 > w2 kan jo udelukkes, idet

T1 =22 = Yy1=Y2 0g z2<T1 = Y2 <Y1.

Desuden er f—1 kontinuert i hvert punkt y € J . Thi lad os eksempelvis antage, at y ikke er et
endepunkt for J . S& er x = f~1(y) heller ikke endepunkt for I . Ethvert interval [x — e, x + €] =

[z', "] omkring z , hvor ¢ er sa lille, at

[l’l,CE//] g I, J h?-"-g ylf

afbildes ved f pa et interval (Hovedsaetning 2), som i

kraft af monotonien ma vere [y’,y”’] . Dette interval ]

afbildes sa ved f~! pa [z —¢,z+¢],ogday’ <y <y, ' R
opnar vi, at intervallet [y — 6,y + 8] € [¢/,y"] afbildes X x Xx
indi[z—e,z+e], nar vi veelger § = min{y—v’,y"”" —y} .

Vi noterer :

SETNING 1. OMVENDT FUNKTION. En kontinuert og strengt voksende funktion f :

I ~ R defineret pa et interval I S R har en omvendt funktion f~' defineret pd
intervallet J = f(I) . Den omvendte funktion er igen kontinuert og strengt voksende.

En tilsvarende seetning geelder naturligvis om aftagende funktioner. Voksende og aftagende

funktioner kaldes under et for monotone funktioner.
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Arcus funktionerne

De i dette afsnit indfgrte Arcus funktioner vil fremtidig blive betragtet som velkendte.

Vi gar ud fra, at du ved, at de trigonometriske funktioner sinus, cosinus, tangens og cotangens
er kontinuerte i de respektive definitionsmaengder, og at du kender deres variation, herunder
monotoniforhold.

I forhold til betragtningen i det foregaende afsnit lader vi x og y bytte rolle, for at vi kan ende

med sadvanlig variabelbetegnelse.

1. Arcus tangens og Arcus cotangens

Veerdimeengden for den kontinuerte funktion tan : [-5, 5] ~ R er hele R . Det
folger af, at den er et interval (Anden hovedsetning), og at

ny
cosy

T
tany = — 400 for y — 5 fra venstre ,

medens -
tany — —oo for y — —5 fra hgjre .

Da funktionen desuden er strengt voksende, har den en omvendt funktion Arctan :

R ~] =3, 5[, kaldet Arcus tangens, saledes at der for x € Rogy € |- %, 7 [ geelder
y = Arctanx & x =tany.
Funktionen Arctan er kontinuert og strengt voksende med
T
Arctanz — i§ for x — +o00 .
)CJI\
X o= faﬁ 5
y= Axc Z‘a.rz x

i | "yJL
E i . g = Anctan x
, | ——————— 2 __
| I
| 1
. !
1 I

;
1 Y - X

= -
- ;g

| |
Il 1
! |
! i STy R —
: | 7
! I
' I
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For givet x € R er funktionsvaerdien y = Arctanz givet ved de to krav
; €l T [
any =x, T av o Lo

medens arctanz betegner en hvilken som helst lgsning til ligningen tany = x (eller
undertiden maengden af lgsninger).

Analogt er y = Arccot x givet ved de to krav
coty=x, yel0,n[,

medens arccot x betegner en hvilken som helst lgsning til ligningen coty = = .
Funktionen Arccot : R ~]0, 7 [ er saledes den omvendte til cot : ]0,7[~ R og
altsa kontinuert og strengt aftagende.

Navnene kommer af latin: arcus = bue, sdledes at arcus tangens x star for “en bue, hvis tangens
er z”.

I stedet for betegnelserne Arctan og Arccot mgder man ogsd tan~! og cot~!. Disse betegnelser
er dog farlige, da der er tradition for at skrive tan™ z , cot” z , sin” z , cos™ x for (tanz)™,

(cot )™, (sinz)™, (cosz)™.

2. Arcus sinus og Arcus cosinus

Veerdimeengden for den kontinuerte og strengt voksende funktion sin : [-7, 5] ~ R
er hele [-1,1] . Det fplger af, at den er et interval (Anden hovedsetning), og at
sin(—5) =—1,sing =1.

Der er da en omvendt funktion Arcsin: [-1,1] ~ [-F, §] , kaldet Arcus sinus, saledes
at der for x € [-1,1] og y € [-F, 5] geelder

y = Arcsinz < x =siny.

X
4
X = Sin y
yr-' J‘Q’?fJ:rz 4
y J} T
/
i
-¥ !
T i o y i
] T i
i Z |
N i
_____ o |
d _I
L
“““““ Z
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Funktionen Arcsin xz er kontinuert og strengt voksende med
Arcsin(—1) = . , Arcsinl = T
2 2
For givet € [—1, 1] er funktionsvaerdien y = Arcsinx givet ved de to krav

. ™ T
smy =1, ye[_§7§]7

medens arcsin z betegner en hvilken som helst lgsning til ligningen siny = x .

Analogt er y = Arccos x givet ved
cosy=x, ye€l0,n],
medens arccos x betegner en hvilken som helst Igsning til ligningen cosy = x . Funk-

tionen Arccos : [—1,1] ~ [0, 7] er saledes den omvendte til cos : [0,7] ~ [—1,1] og
altsa kontinuert og strengt aftagende.

Yy =Arceos x

JC::CO'\Sy

Arceos x

&
u

¥

Ved geometriske anvendelser optreeder ofte vinkeltal i intervallet [0,7] . Et sddant tal y kan
karakteriseres ved funktionsveerdien = cosy € [—1,1] . Vi har s y = Arccosx .

Vinklen ¢ mellem to egentlige vektorer x = (x1,...,2%) og ¥y = (y1,...,yx) i R¥ er, jf. s. 1.1.3,

¢ = Arccos .
|z |y

Arcsin og Arccos mgdes ogsd under navnene invers sinus og invers cosinus, med betegnelserne

1

sin~! og cos™!, med fare for forveksling med 1/sin og 1/ cos .
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Uniform kontinuitet. Tredje hovedsactning

DEFINITION. En afbildning f : A ~ R™ af en maengde A € R* ind i R™ siges at
vaere uniformt eller ligelig kontinuert, hvis

Vee R IS eR, : |f(y)— f(z)] <e foralle z,y € A med |y—z| <.

Lgst sagt er betingelsen, at f(z) og f(y) ligger tet ved hinanden, blot z og y tilhgrende A ligger

tilstraekkelig tet ved hinanden.

Definitionen er en g, d-definition, dvs. kravet har formen Ve € Ry 3§ € Ry : ... . Kravet
kommer sa ud pa, at ethvert € > 0 skal kunne afpareres med et § > 0 . (Der ma gerne bruges
forskellige 4 til forskellige € .) Skal kravet eftervises i en konkret situation, teenker man sig givet
et (hemmeligholdt) tal e > 0: lad € > 0 veere givet, og det geelder sa om at godtggre eksistensen
af et afparerende § > 0. Jf. s.I1.1.2.

EKSEMPEL 5. Vil man eftervise uniform kontinuitet ud fra definitionen, er det naturligt at
begynde med for vilkarlige x,y € A at forsgge at vurdere |f(y) — f(z)| opad ved et udtryk, hvor
|y — x| indgar pa passende vis.

Eksempelvis er funktionen x ~ 1/x uniformt kontinuert i intervallet [a, oo [ for vilkarligt a € Ry

Thi for z,y € [a,00] er

Et givet ¢ > 0 kan fglgelig afpareres med § = a’¢ .
At uniform kontinuitet er noget andet end kontinuitet, fremgar af banale eksempler:

EKSEMPEL 6. (1. udgave.) Funktionen z ~ 1/x , € Ry, er som bekendt kontinuert, men
den er ikke uniformt kontinuert. Der er endog intet € > 0, der kan afpareres med et § > 0 i
henhold til definitionen ! Det er nemlig klart, at tallet

|1_1|:M
y = zy

kan vaere stort, selv om |z —y| er lille. Konkret: For vilkarligt 6 > 0 kan vi f.eks. bruge y = z+ %6

og bemaerke, at

1 1 26
T ——|:71—>oo for x — 04 .

r+356 z(x + 50)

Vi minder om, at et punkt a € A per definition er et kontinuitetspunkt for f : A ~
R™, A € R*, netop hvis

Vee Rydd e Ryt |f(y) — f(a)] <e foralle ye A med |y—a|l<d.

Hvis et tal € > 0 afpareres af et 6 > 0 i henhold til definitionen pa uniform kontinuitet,
sa er det abenbart ogsa tilfseldet i henhold til den lige opskrevne betingelse, hvor a
er fast.
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Er f uniformt kontinuert i A, vil folgelig ethvert punkt a € A veere et kontinuitets-
punkt for f, dvs. f er kontinuert i A.

Vi noterer:

SETNING 2. En uniformt kontinuert afbildning f : A ~ R™, A € RF, er ogsd
kontinuert i A .

BEMAERKNING 2. At en afbildning f : A ~ R™, A C R* er kontinuert, betyder jo, at den er
kontinuert i hvert punkt x € A, dvs.

Vee AVe e Ry A6 € Ry 1 |f(y) — f(x)| <e foralle ye A med ly—z|<§.

Forskellen fra begrebet uniform kontinuitet ligger i, at alkvantoren Vz € A nu star foran eksi-
stenskvantoren 36 € Ry. Derfor ma § gerne afheenge bade af x og € : det er fgrst, nar = og ¢ er
givet, at der skal eksistere et afparerende § . Ved uniform kontinuitet derimod ma § kun athsenge
af £ : nar € er givet, skal det samme afparerende § kunne bruges for alle z. (Heraf ordet uniform

eller ligelig.)

EKSEMPEL 6. (2.udgave). Funktionen z
1/x , x € Ry, er kontinuert, men ikke uniformt
kontinuert :

For givet ¢ € Ry findes der til hvert z € R4 et
d € Ry, saledes at |[1/y—1/x| < e foralley € Ry
med |y—z| < §. Men jo neermere x er ved 0 , desto
mindre spillerum er der for valget af § . Man kan

ikke bruge samme § til afparering overalt.

ADVARSEL. OMBYTNING AF KVANTORER.

Ubemseerket sendring af rackkefglgen af en eksistens- og en alkvantor er en hyppig
arsag til fejlslutninger. Det sker naturligvis iszer, nar udsagnene ikke er formuleret
seerlig preecist.

Generelt er der folgende sammenhzaeng:

(Fa¥b: ... ) = (YbIa: ... ).

Raekkefplgen af to pa hinanden fglgende alkvantorer (som f.eks. Vo € A Ve € R4 i Bemaerkning 1)
er derimod ligegyldig. Man kan ogsa “sla dem sammen” til V(z,¢e), z € A, € € Ry. Tilsvarende

gaelder to eksistenskvantorer.

EKSEMPEL 7. En afbildning f : A ~ R™, A C RF, siges at veere
en isometri eller afstandsbevarende, hvis

Ve,y € A: [f(y) — f(z)] = |y — 2| .

afstandsformindskende, hvis

Vo,y € A: |f(y) — f(@)| S ly—=|.
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en Lipschitz afbildning, hvis
IK e RyVz,y € A: [f(y) — f(z)| = Kly — |

Det er klart, at en afbildning af en af disse typer er uniformt kontinuert. Den er nemlig en
Lipschitz afbildning, og et givet € € Ry kan sa afpareres med § = ¢/K . (Navnet henviser til R.
LIPSCHITZ, tysk matematiker, 1832-1903.)

Simple eksempler:

En indlejring som x3 ~ (b1,b2,23), x3 € R, med faste b1,b2 € R, eller (z1,z2) ~ (x1,x2,b3),
(z1,22) € R?, med fast bs € R, er afstandsbevarende.

X3

!
|
|

1%
HEEAN
~
AN
N
~

(};’ ? éz; X3 )

—

MM
-

N :
(4,,4,)

En projektion © = (x1,...,z1) ~ x; , * € RF, og ligeledes f.eks. x = (z1,72,23) ~ (z1,22) ,
x € R3, er afstandsformindskende.

i ("n‘z;‘{s)
"-\h_““_‘-h‘ i
f%\x_
. L| /
o "-.._,___‘E//
(x,x)

EKSEMPEL 8. En funktion f : I ~ R, der er differentiabel i hvert punkt af et interval I S R , er
jo altid kontinuert i I , (IV.§2. Seetning 1), men den er ikke i almindelighed uniformt kontinuert
i I, (se f.eks. Eksempel 6). Dog vil f veere uniformt kontinuert, hvis f’ er begrenset pa I
dvs. hvis 3K € Ry Vz € T : |f'(z)] £ K . Thi for vilkarlige z,y € I , z < y , findes ifglge
Differentialregningens middelverdisetning (se IV.§2) et £ € |x,y[ , sdledes at f(y) — f(z) =
(&) (y—x), og sa er

F@) = f@)| = 1f'©)Ily — ol < Kly —al,
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altsa er f en Lipschitz afbildning (Eksempel 7).

Eksempelvis er sin : R ~ R og cos : R ~ R uniformt kontinuerte.

EKSEMPEL 9. Afstanden d(z,A) € [0,00[ fra et punkt x € R* til en mengde A SRF A £ 0,
defineres ved
d(z, A) = int{d(z,y) | y € A} .

Vi skal se, at der for vilkarlige x1,x2 € R* gaelder
|[d(z1, A) — d(z2, A) | £ d(z1,x2) .
BEVIS. For hvert y € A er

d(z1,A) < d(z1,y) < d(x1,x2) + d(z2,y) ,

altsa

d(z1,A) —d(z1,72) < d(z2,y) .
Men sa er

d(z1,A) — d(z1,z2) < d(z2, A)
dvs.

d(z1,A) — d(z2,A) < d(z1,x2) .
Og da vi kan lade x1 og z2 bytte roller, geelder ogsa
d(z2, A) — d(z1,A) < d(z1,z2) .

Resultatet kan udtrykkes: For givet A er x ~ d(z,A), x € R, en afstandsformindskende
funktion. Specielt altsa uniformt kontinuert (Eksempel 7).

Vor definition pa kontinuitet gar som naevnt (s. I11.1.6) tilbage til BOLZANO og CAUCHY om-
kring 1820. Formuleringen var dog ikke sa klar, at man blev opmeerksom pa uniform kontinuitet
som et afvigende begreb fgr omkring 1870. Definitionen skyldes E.HEINE (tysk matematiker),

som tillige viste Hovedsaetning 3.a nedenfor.

At den manglende skelnen ikke fgrte til alvorlige fejl, beror nok pa Tredje hovedsatning :

HOVEDSETNING 3.a. Enhver kontinuert funktion f : [a,b] ~ R defineret pa et af-
sluttet, begrenset interval [a,b] er uniformt kontinuert.

HOVEDSAETNING 3.b. Enhver kontinuert afbildning f : C ~ R™ defineret pa en
afsluttet, begreenset maengde C S R* er uniformt kontinuert.

Hovedsaetning 3.a er abenbart indeholdt i Hovedsaetning 3.b, der vil blive bevist i Matematik
2 MA. Saetningerne vil blive brugt pa afggrende punkter i det fglgende, saledes ved indfgrelsen
af integralet f;} f(z)dz i naeste kapitel.
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IV. DIFFERENTIAL- OG INTEGRALREGNING I EN VARIABEL

Hovedindholdet af dette kapitel regnes kendt fra gymnasiet, men medtages for fuldsteendigheds

skyld. Der er derfor kun fa illustrerende eksempler.

§1. Integralet ff f(z)dz

Vi indfgrer integralet fj f(x)dx af en kontinuert (vektor)funktion f : [a,b] ~ R™. Tilfeldet

m = 1 er det centrale.

Definition af integralet ff f(z)dz

Lad f : [a,b] ~ R™ vare en kontinuert (vektor)funktion defineret pa et afsluttet,
begraenset interval [a,b] C R.

Ved en middelsum for f herende til en inddeling D af [a,b],
a=ro<m<...<ri1<x;<...<xp=0>,
forstas en vektor M € R™, der kan skrives pa formen
i=1

hvor Az; = x;—x;_1, medens §; er et tal i det i-te delinterval [x;_1, x;] . Ved finheden
af inddelingen D forstas

maX{Axi =Ty —Tij—1 ‘ = 1,...,?’L} .
Vi skal se, at “middelsummerne konvergerer mod en grensevektor I € R™ for finheden gaende

mod 0.” Den preecise mening fremgar af fglgende Hovedsatning, hvor konvergensen fremstar som

en ¢, -egenskab:

HOVEDSETNING. Lad f : [a,b] ~ R™ wvere en kontinuert (vektor)funktion. Der fin-
des da en og kun en vektor I € R™, der opfylder folgende krav:

“V€€R+E|5€R+: n
[I—M|=|I-) f(&)An]<e
i=1
for enhver middelsum M = Y"1, f(&)Ax; for f horende til enhver inddeling D af
[a, b] med finhed < § 7.

Lost sagt: En middelsum for f ligger tet ved I, blot den hgrer til en tilstrekkelig fin inddeling
af [a,b].
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DEFINITION. Den ved Hovedsatningen bestemte vektor I € R (graensevektoren for
middelsummerne) kaldes integralet (eller det bestemte integral) af f over la,b] og

betegnes f; f(x)dz. (Bogstavet = kan udskiftes med et andet.)

EKSEMPEL 1. For en konstant funktion z ~c € R™ | z € [a,b], er

n

M = if(Q)Azi = ZCA%‘ = ciAmi =c(b—a)
=1

= =1 1=1

for enhver inddeling D og ethvert valg af mellempunkter &; . Fglgelig er

/abcd:c:c(b—a).

NB. Definitionen, og i tilfeeldet m = 1 ligeledes Seetning 2 nedenfor, karakteriserer vektoren
eller tallet f; f(z)dx , men kan kun undtagelsesvis bruges direkte til bestemmelse af den eksakte
veerdi. - Den vigtigste metode hertil beror pa Korollar til Differential- og integralregningens
hovedseetning i §3.

At integralet er greense for summer, er derimod baggrunden for dets optraeden i mangfoldige

anvendelser.

Hovedsetningen fgres let tilbage til tilfeeldet m = 1 (som er velkendt fra gymnasiet). Thi
koordinaterne til en middelsum > " | f(&;)Ax; for f = (f1,..., fm) er middelsummer

DoAE)AT, D fml&) A

=1 =1

for koordinatfunktionerne f1,..., fm for f, svarende til samme inddeling D og samme mellem-
punkter &; . Middelsummerne for f vil derfor konvergere mod I = (I1,...,Im) € R™, hvis og
kun hvis middelsummerne for f; konvergerer mod I; € R, j =1,...m. (Sml IL.§2. Seetning 3,

Koordinatvis grenseovergang, med bevis.)

Af denne betragtning fremgar tillige

SETNING 1. KOORDINATVIS INTEGRATION. For en kontinuert funktion f = (f1,..., fm):
[a,b] ~ R™ gelder

/abf(x)de(/abfl(x)dx, ,/abfm(x)dx)_
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EKSEMPEL 2. Opfattes vektorfunktionen f =
(cos, sin) : [0,27] ~ R? geometrisk, er det klart, at
nulvektoren o = (0,0) er en middelsum hgrende til

s& fine inddelinger af [0, 27], man vil, f.eks. er

2n i
;f(&')(wi —i-1) =0, 7nd '

nar §; = x; = in/n, i = 1,...,2n, idet leddene

heever hinanden to og to (bemerk, at Az; = z; —

Zar

xi—1 = w/n for alle i ). Men sa ma der gelde ) g.r
27
flx)dz =0=(0,0) .

Da vektoren f027r f(x)dz har koordinaterne fOQW cosz dx og f027r sinzx dz , fglger

27 27
/ cosxdr =0, / sinxdxr=0.
0 0

I almindelighed bruges koordinatvis integration naturligvis den modsatte vej.

Vi vil gennemfgre beviset for Hovedsaetningen s. 1.

Entydigheden er oplagt: Der kan hgjst veere én vektor I € R™ som anfgrt. Hvis I’
og I" begge har egenskaben, kan de nemlig for vilkarligt ¢ € R, approksimeres med
en og samme middelsum M € R"™ med fejl < 5, hvorfor

3

226.

"~ | < |I" = M|+ |M — 'l <%+
Men sa er |I” —I'| = 0, altsa I' = I"”. (Sml. setning og bevis om Entydighed af
grensepunkt, 11.§1. Seetning 1.)
Eksistensdelen af Hovedsaetningen bygger vi pa bemaerkningen ovenfor, at det er nok
at se pa tilfeldet m = 1. Og her begynder vi med at fremskaffe en kandidat til tallet

I. Bemeerk, at vi direkte anvender Supremumegenskaben, og at vi afggrende traeckker
pa Tredje hovedsetning om uniform kontinuitet (I11.§2. Hovedsaetning 3.a):

Lad f : [a,b] ~ R veere en kontinuert reel funktion defineret pa et afsluttet, begraenset
interval [a, b] .

Da f er begraenset (II1.§2. Hovedsaetning 1.a), eksisterer der for enhver inddeling D
af intervallet [a,b],

a=r0<m<...<vi1<x;<...<xp=0>,

bade oversummer og undersummer for f. En oversum S hgrende til D er et tal, der
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kan skrives pa formen

S = zn: GzAl’l N
i=1

hvor Ax; = x; — x;_1, og hvor G; er
et overtal for

{f(@) | =€ [zi1, 4]},

dvs. f(z) £ G, for alle x € [x;_1, ;] .

Og en undersum s hgrende til D er et tal, der kan skrives pa formen

s = zn:giAxi ;
=1

hvor g; < f(z) for alle z € [z;_1, ;] .

Bemaerk, at en oversum S, der hgrer til D, ogsa hgrer til enhver videredeling af D,
dvs. en inddeling, der kan fas ved at indskyde flere delepunkter. Thi dette kan jo
gores successivt, og nar der indskydes et nyt delepunkt z’ mellem z;_; og x;, kan
bidraget G;Ax; = G;(z; — z;—1) spaltes

GZ(IL‘Z — ZL‘Z'_l) == GZ(IL‘/ — ZL‘Z'_l) —+ GZ(IL‘Z — .I‘/) .

Tilsvarende geelder naturligvis undersummer.

Det er klart, at s < S, nar s og S er henholdsvis en under- og en oversum for
f hgrende til samme inddeling D, thi skrives s og S pa den angivne form, er jo
9i < G;,i1=1,...,n. Men det geelder ogsa, at

s< S,

nar s er en hvilken som helst undersum for f og S en hvilken som helst oversum. Thi
der findes jo inddelinger D’ og D", hvortil henholdsvis s og S hgrer. Men sa hgrer s
og S ogsa til en og samme inddeling D , nemlig den der fremkommer ved at benytte
samtlige 1 D’ og D" forekommende delepunkter. Det er jo en videredeling af begge.

Mangden A € R af alle undersummer s for f er opad begraenset, idet endda enhver
oversum S for f som lige vist er et overtal for A,

Vse A:5s< S,

Mengden A af undersummer har folgelig (Supremumegenskaben) en gvre graense,
dvs. et mindste overtal sup A € R (men ikke i almindelighed et stgrste element
max A !), som vi vil betegne I(f). Da

I(f)=sapA=S
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for enhver oversum S, er I(f) et undertal for maengden B & R af oversummer for
f og dermed mindre eller lig det stgrste undertal inf B for B, som vi betegner I(f).

Altsa B
I(f) = I1(f) -
Vi skal se, at I(f) = I(f), dvs. I(f) — I(f) = 0. Det gor vi ved at vise
VeeRy: I(f)—I(f) <e.

Her benyttes afggrende, at f er uniformt kontinuert, ifglge I11.§2. Hovedsaetning 3.a.

Lad € € R veere givet og veelg 6 € Ry i henhold til den uniforme kontinuitet af f,
saledes at

|f(2") — f(2")] <e/(b—a) for alle ', 2" € [a,b] med |2" — 2’| <4 .
Betragt nu en inddeling D af intervallet [a,b],
a=20<11<...<Ti1<...<xp=0b,

valgt saledes, at inddelingens finhed max{Az; | i =1,...,n} er <. I gvrigt kan D
veere vilkarlig.

Vi danner den mindst mulige oversum S = Z?:l G;Az; hgrende til D ved som G; at
benytte stgrsteveerdien (I11.§2. Hovedsaetning 1.a) for f i intervallet [z;_1, x;], altsa
G; =max{f(z) |z € [zi—1,zi]} .
Og analogt den sterst mulige undersum s = > | g;Ax; horende til D, med

gi = min{ f(z) | x € [w;—1, x|} .
Da nu hvilke som helst to punkter i [z;_1, x;] har afstand < §, slutter vi, at G; —g; <
e/(b—a),i=1,...,n, og dermed, at

n

S—S:Z(G — gi)Ax; <

E Ax;, =€ .
. —CL
=1

Ogda s Z I(f) S I(f) £ S, slutter vi, at I(f) — L(f) § S—s<e.
Hermed er godtgjort, at I(f) = I(f). Den fzlles vaerdi I er sa det eneste tal, der
skiller undersummer fra oversummer.

Nu er malet i sigte. Vi skal se, at tallet I = I(f) = I(f) er, hvad vi sgger.

Lad nemlig (pany!) et tal € € Ry veere givet og veelg § € Ry som for. Vi vil vise, at
det afparerer £ som beskrevet i Hovedsaetningen.

Til en vilkarlig inddeling D af [a,b] med finhed < § findes, som vi sa ovenfor, en
tilhgrende undersum s og en tilhgrende oversum S, saledes at S — s < . For
enhver middelsum M for f hgrende til D geelder naturligvis s £ M < S, og da ogsa
s< 1< 8, slutter viy at |[I — M| <e.

Hermed er Hovedsaetningen bevist.
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SETNING 2. For en kontinuert reel funktion f : [a,b] ~ R gelder
b
s [ f@yz<s

b
for enhver undersum s og enhver oversum S for f, og fa f(x)dz er det eneste tal,
der skiller undersummerne fra oversummerne.

BEVIS. f; f(x)dx er defineret som det tal, der passer i Hovedsatningen, og det gor
som lige vist tallet I = I(f) = I(f).

BEMARKNING 1. S&a leenge man kun betragter funktioner f med verdier i R, kunne man
definere integralet f; f(z)dx ved karakteriseringen i Seetning 2. Men for vektorfunktioner kan
man ikke tale om over- og undersummer, og ved kurveintegraler f,y k - dr, som vi skal mgde i

VI.§3, har det heller ingen mening.

BEMARKNING 2. Gottfried Wilhelm LEIBNIZ. (tysk filosof, matematiker m.m., 1646-1716),
som ved siden af Isaac NEWTON (engelsk fysiker ogmatematiker, 1643-1727) star som differential-
og integralregningens skaber, definerede integralet som en sum og indfgrte endog (29.10.1675)
integraltegnet [ som et stiliseret S for summatio (nylatin). I 1700-tallet opfattede man derimod
integration som omvendt operation til differentiation (jf. §3. Bemaerkning 2). CAUCHY definerer
pany integral ud fra summer (Calcul infinitésimal 1823), og det har siden vist sig at veere det
frugtbare. (Helt konkret bruger Cauchy vore middelsummer, blot med §; = venstre endepunkt
z;, og beviser eksistensen af en graensevaerdi, som si betegnes f; f(z)dz.)

En nyudvikling af integralbegrebet, startet i 1902 af Henri LEBESGUE (fransk matematiker,
1875-1941), har faet umadelig betydning i vort arhundredes matematik, iszer inden for funkti-
onalanalyse, harmonisk analyse og sandsynlighedsregning. Lebesgue integralet leerer man om i
Matematik 2 MA.

Saetninger om f: f(z)dz

SETNING 3. INTEGRALREGNINGENS MIDDELVARDISETNING. For en kontinuert reel
funktion f :[a,b] ~ R er

1 b
< <
g:b_a/af(x)dx:G,

hvor g er mindsteveerdien og G er storsteverdien for f i [a,b] .

Seetningens navn kommer af, at f; f(z)dz/(b—a) kaldes middelverdien for funktionen

fila,b].
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BEVIS. Umiddelbart. Da g(b — a) er en undersum for f i [a,b], i gvrigt hgrende til
enhver inddeling D af [a,b], og G(b — a) er en oversum, har vi ifglge Seetning 2:

g(b—a) < / f(@)dz < G(b—a).

SETNING 4. For en kontinuert funktion f : [a,b] ~ R™ er

\/abﬂx)dx\ < /:If(x)\dx.

BEVIS. Idet |f]| er en kontinuert reel funktion, har hgjre side mening. - Uligheden fglger af, at
der for enhver inddeling D af [a, b] og ethvert valg af mellempunkter & € [z;—1,x;] geelder

1> fE)Az| £ If(&)|A; .
=1 =1

Den samme ulighed ma sa ogsa geelde “i greensen”. (Antag nemlig “ > 7 i den ulighed, vi skal
vise, og st € = den halve differens. Blot inddelingen D er tilstraekkelig fin, matte der sa geelde
“ > "7 ogsa i den nederste ulighed, idet venstre side afviger mindre end ¢ fra Uj f(x)dz|, og
hgjre side mindre < ¢ fra ff | f(z)|dz. Modstrid.)

BEMARKNING 3. For en kontinuert funktion f : J ~ R™ pa et interval J er det bekvemt at
tilleegge f; f(z)dx en mening for vilkarlige a,b € J, nemlig integralet af restriktionen af f til
[a,b] nar a < b, og videre

b — [* f(z)dx nar a
/f(il?)dl':{ofb f( )d >b

nara==.

SETNING 5. INDSKUDSREGLEN. Nar f:J ~ R™ er kontinuert pa et interval J S R

og a,b,c e J, gelder
/:f(x)dx :/abf(x)da: +/bcf(x)dx.

BEVIS. Vi ngjes med tilfeeldet a < b < ¢. (I andre beliggenhedsmuligheder kan man herefter
umiddelbart verificere ligningen.) For kortheds skyld betegnes de tre integraler Ioc, Iy 0g Ipe
Til givet € € Ry vaelges dac, 0qp 08 dpe 1 henhold til definitionen pa Igc, Iqp 0g Ipe . Vi satter
0 = min{dac,dab, e} 0g veelger en inddeling D af [a,c] af finhed < ¢ og med b som et af
delepunkterne. Idet vi nu veelger et mellempunkt &; i hvert delinterval [z;_1, z;], har vi med let

forstaelig symbolik
c b c
S fE)AT =D f(€)Azi + > f(&)Ax,
a a b

kort
Mac = Mab + Mbc )



Mat 1 MA 1991/92 IV 1.8

og dermed
Tac — Iop — Ipc = lac — Mac + Mgy — Igp + Mpe — Ipe )

altsa
|ICLC - Iab - Ibc| é |IaC - MCLC| + |Mab - Iab| + |Mbc - Ibc| < 3e.

Da e € Ry var vilkarligt, folger Igc — Igp — Ipe =0, dvs. Ige = Igp + Ipe -

BEMARKNING 4. Sztning 3 og 5 vil blive brugt i beviset for Differential- og integralregningens
hovedsetning (§3). Derefter har vi to muligheder for at vise “satninger om ff f(x)dz”: Vi kan
bruge karakterisering ud fra summer, eller vi kan udnytte satninger om ubestemt integration

(84). Et resultat, der kan fas pa begge mader er

LINEARITETSSATNING. Nar f,g: J ~ Ry, er kontinuerte pa et interval J € R, og ndr c € R
og a,b € J, geelder

/ (@) + g(@))da = / " fa)de + / " g(a)da

bcf(m)dac =c bf(ac)dm.
I I

BEVIS ud fra definition. Vi kan ngjes med tilfeeldet a < b. Da der for enhver inddeling D af
[a,b] og ethvert valg af mellempunkter &; € [x;—1,x;] geelder

og

D (F&) +9(&) Az =D f(€) Az + Y g(&)Ax;
=1 =1 =1

og

D e f&)Az =) f(&)A;
=1 =1

fas de gnskede ligninger ved “ga til greensen”. (Som i beviset for Seetning 4 vil antagelsen af en
ulighed “ <” eller “ >” fgre til modstrid.)

Tager man ¢ € R™ i stedet for ¢ € R, finder man med ganske tilsvarende bevis, at

/ab(c~f(:c))d:c = c-/:f(a:)d:c.

Vi naevner endelig:

For kontinuerte reelle funktioner f,g: [a,b] ~ R, hvor f(z) £ g(z) for alle x € [a,b], gelder

[ 1w < [ o

BEVIS. Da 0 er en undersum for g — f i [a,b], har vi

0 < ["6@ - s@ar = [ syt ~ [ swyie.
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§2. Differentiabilitet i én variabel

Differentiabilitetspunkter. Differentialkvotient

Fra og med CAUCHYs Lecons sur le calcul infinitésimal (1823) defineres og behandles diffe-
rentiabilitet og differentialkvotient for funktioner af én reel variabel pa grundlag af begrebet
graensevaerdi, saledes som vi har indfert det i II.§1. (Fgrste gang i historien, bogstaverne ¢,
bliver brugt, som vi ggr det, er i et bevis i Calcul infinitésimal vedrgrende differentialkvotienter!
Oeuvres completes 11.4 5.44-45.)

Vi gentager definitionen fra I1.§1 (dog en anelse mindre pertentligt):

Lad f : I ~ R™ vere defineret pa et interval I € R og lad a € I. Vi saetter

Az=x—a og Af=f(z)-[f(a)=fla+Az)— f(a).
Differenskvotienten

Af _ f(x)~ f(a) _ fla+ Az) ~ f(a)

Ax x—a Ax
er sa defineret for € I'\ {a}, resp. for Az € (I —a)\ {0} .

DEFINITION. Funktionen f : I ~ R™ siges at vaere differentiabel i punktet a € I med
differentialkvotienten f'(a) = Df(a) = c € R™, hvis
Af

A—x—>c for Az = 0.

Vi minder om, at kravet (ifglge I1.§4. Eksempel 1) er ensbetydende med, at
Af =cAz+o(Az) for Az — 0.

Nar a er et indre punkt af I, er kravet desuden (ifglge II11.§1. Eksempel 5) ensbety-
dende med, at
Af = cAzx +e(Ax)Azx

hvor € er en e-funktion.

DEFINITION. En funktion f : I ~ R™ defineret pa et interval I € R, siges at veere
differentiabel (i I), hvis den er differentiabel i hvert punkt a € I.

I bekraeftende fald vil vi ved den afledede af f forsta funktionen Df = f' : I ~ R™,
hvis veerdi i hvert punkt x € I er differentialkvotienten D f(x) = f/'(z) af f i x.

For [’ eller f’(x) skrives ogsa % 7 dJ;(xI)

er koblet med betingelsen y = f(x).

samt tillige g—z , nar tal z og y i en undersggelse

De sidste betegnelser afspejler LEIBNIZ’ opfattelse af differentialkvotienten som en kvotient
mellem to “uendelig sma stgrrelser” (infinitesimaler). Denne opfattelse er forlengst forladt, men

overlever i mere lgse betragtninger.
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SETNING 1. Huvis f : I ~ R™ er differentiabel i et punkt a i intervallet I, sa er a
et kontinuitetspunkt for f .
Hvis f er differentiabel i I, sa er f ogsa kontinuert i I .

BEVIS. Det er nok at vise den forste pastand. Antag da, at f er differentiabel i
punktet a € I. Vi skal sa vise, at a er et kontinuitetspunkt for f, hvilket (ifglge
II1.§1. Bemeerkning 2) kommer ud pa, at

Af = fla+ Az) — f(a) >0 € R™ for Az —0.
Men det er oplagt, idet
Af = f'(a)Az + o(Az) = f'(a)Az +0(1) >0+ 0=0 € R™ for Az — 0.

SAETNING 2. REGNING MED DIFFERENTIABLE FUNKTIONER. Lad f : I ~ R™,
g: I ~AR™ og a: I ~R vere differentiable i samme punkt a 1 intervallet I. Da er

f:tg7 f'ga Oéf

alle differentiable i a , og forudsat a(a) # 0 gelder det samme for f/a.

For differentialkvotienterne geelder de velkendte formler

(f £9)(a) = f'(a) £ g'(a)
(f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a)
(af) (a) = o'(a) f(a) + afa) f'(a)

(@) @) + ola)f
£y - S0 @) ~ @)@
() )

+f
+ «
—f

Beviset rummer ingen overraskelser. Man kan kopiere fra gymnasiebgger.

EKSEMPEL 1. Det fglger trivielt af definitionen, at en konstant funktion x ~ c € R™, z € R,
er differentiabel med de/dx = o € R™ . Med kinematiske ord (jf. s.II. 1.10): Et punkt, der ligger
stille, har hastigheden o.

Det fglger ligeledes trivielt af definitionen, at den identiske funktion x ~ z, x € R, er differen-
tiabel med dx/dx =1.

Af Seetning 2 fremgar sa, at et polynomium P i én variabel er differentiabel i hele R, medens
en rational funktion P/Q i én variabel er differentiabel i hvert af sine definitionsintervaller.
(Jf. IIL.§1. Eksempel 3.)
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SETNING 3. KEDEREGEL. (Differentiation af sammensat funktion.) Lad I og J
veere intervaller pa R og lad f: I ~ J ogg:J ~R™. Antag, at f er differentiabel
i et punkt to € I, og at g er differentiabel i billedpunktet xo = f(tg). Sa er go f
differentabel i to med

(g0 f)(to) = g'(f(to)) f'(to) -

Formlen gengives ofte dy _ dy dz

o = a0 ar » men det skal jo forstas pa rette vis.

BEVIS. Da g er differentiabel i zg, har vi for alle Ax € R med zo + Az € J, at
g(zo + Az) — g(z0) = ¢'(z0) Az + e(Ax) Az,

hvor ¢ er kontinuert i 0 med £(0) = 0 € R™.
For vilkarligt At # 0 med tg + At € I gar vi ind i denne ligning med

Az =Af = f(to + At) — f(to)

og finder sa

Ago f)=g(f(to+ At)) — g(f(to)) . gle,+ af)
= g(zo + Af) — g(0) A
= ¢/ (z0)AS +(A)AS, xf B
o 1 R
altsa \ .
A(g O f) o Af 4
2EEE = (g (o) + 2 (M) S \ o
For At — 0 har vi imidlertid Af — 0 e 6_:]} X Ihﬂ -
(Seetning 1) og dermed e(Af) — o € R™ /i/ 2 f # f
(IT1.§1. Bemeerkning 6), saledes at - : z
z if +ﬁ£"
A(go ] (]
BT, wo)f(10)
SETNING 4. KOORDINATVIS DIFFERENTIATION. FEn vektorfunktion f = (f1,..., fm):

I ~ R™ defineret pa et interval I S R er differentiabel i et punkt a € I, hvis og kun
hvis alle koordinatfunktionerne f; er det. I bekraftende fald galder

flla) = (fH'(a),.... f/(a)) -

BEVIS. Se I1.§2. Eksempel 2, hvor szetningen er vist som eksempel pa Koordinatvis
grenseovergang, der her anvendes pa differenskvotienten Af/Ax .

Medens de foregaende szetninger kun bygger pa differentiabilitetsdefinitionen, treekker vi nu pa
I11.§2. Seetning 1 om Omwvending af funktion (og dermed pa Anden hovedssetning om kontinuerte

funktioner):
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Lad f : I ~ R veere en kontinuert og strengt voksende (resp. aftagende) funktion
defineret pa et interval I € R. Verdimaengden f(I) er da et interval J, og den
omvendte funktion f~1:.J ~ R er igen strengt voksende (resp. aftagende) og konti-
nuert.

SAETNING 5. DIFFERENTIATION AF OMVENDT FUNKTION. [ den netop anforte situ-

ation gelder:
Huis f er differentiabel i et punkt xo € I med f'(xo) # 0, sd er f~1 differentiabel

i yo = f(xo) med
(F~1) (wo) = 1/ (w0) -

Formlen gengives ofte Z—Z = 1/% , men det skal jo forstas pa rette vis.

BEVIS. For hvert y € J\ {yo} er

PN - £ ) @) - flao) 7
Y — Yo I —— 7 /xt’f

r

J_ % 4

reciprokke, nar vi seetter z = f~1(y). g o

Og for y — yo fra J \ {yo} har vi jo x — x¢,
x € I\ {xo}, idet f=1 er kontinuert i yo. S& hvis f er differentiabel i xq, har vi
ifolge Seetning om graenseovergang med sammensat funktion (I1.§2. Seetning 1), at

f(z) = f(xo)

— f'(zo) for y —yo fra J\ {yo},
r — X

og dermed

S ) — (o)
Y —Yo

— 1/ f'(xo) for y—yo fra J\ {yo},

forudsat f'(xg) # 0.

EKSEMPEL 2. DIFFERENTIATION AF ARCUS FUNKTIONERNE. Vi minder om indfg-
relsen af Arcus funktionerne i II1.§2 og gar endvidere ud fra, at de trigonometriske
funktioners differentiabilitetsforhold er kendt.

I forhold til Saetning 5 lade vi z og y bytte rolle. Desuden udelades indeks 0, idet betegnelserne
zo og yo kun blev indfgrt af hensyn til beviset.

1. Seetning 5 kan anvendes med f =tan: |-3,5[ ~R.

Da tan er differentiabel i det vilkarlige punkt y € |—%, 5 [ med

tan’(y) = =1+tan’y >0,

cos2y
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er den omvendte funktion Arctan differentiabel i punktet x = tany med

B 1 1
- 1+tan’y 1422

Arctan’(z)

Her kan z vaere et hvilketsomhelst punkt i R.
Tilsvarende ses, at Arccot er differentiabel i hvert punkt = € R med

1

Arccot/(z) = e

2. Seetning 5 kan anvendes med f =sin: [-5, §] ~ R.

Da sin er differentiabel i det vilkarlige punkt y € |—7, 5 [ med

sin’(y) = cosy = 1/1 —sin’y >0,

er den omvendte funktion Arcsin differentiabel i punktet z = siny med
B 1 B 1
V1-sin®y V1-—22'

Her kan x vaere et hvilketsomhelst punkt i |—1,1].

Arcsin’(z)

Tilsvarende ses, at Arccos er differentiabel i hvert punkt z € ]—1,1[ med
1
V-2’

NB. Arcsin og Arccos er ikke differentiable i endepunkterne —1 og 1. Her har graferne
dog lodret (halv)tangent.

Arccos’(x) = —

Differentialregningens middelveerdissetning

Ovenfor har vi beskaftiget os med differentiabilitet i enkelte punkter. Middelvaer-
diseetningen derimod forudseetter differentiabilitet i et interval [a,b], dvs. differen-
tiabilitet i hvert punkt af intervallet. (I endepunkterne kan man dog ngjes med
kontinuitet.)

Den afggrende ingrediens i beviset er Hovedsaetning 1.a om kontinuerte funktioner.
(111.82.)

SETNING 6. DIFFERENTIALREGNINGENS MIDDELVERDISETNING. Nar f : [a,b] ~
R er differentiabel i hvert x € |a,b[ og kontinuert i a og b, sa findes der et punkt
€ €la,b|, saledes at
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Den geometriske tolkning vedrgrende sekanthaeld-

ning og tangenthaldning for grafen er oplagt.

ADVARSEL. Middelveerdisaetningen om-
handler en funktion med vaerdieri R. For
en funktion f = (f1,...,fm) : [a,b] ~
R™ kan sstningen anvendes pa de en-
kelte koordinatfunktioner, men de frem-
komne &1, ...,&, €la,b[ er normalt ikke
sammenfaldende. - Banalt eksempel: f =
(cos, sin) : [0,27] ~ R2.

BEVIS. 1° Vi betragter forst specialtilfaeldet, hvor f(a) = f(b) = 0. Pastanden er
her, at der findes et £ € |a, b[, hvor f/(§) =0.
(Rolles seetning, vist 1691 af Michel ROLLE,
o fransk matematiker.)

/r\ Ifplge Hovedseetning 1.a. har f(z) i [a, b] bade

[ a § \'\_/E:—‘- en stgrsteveerdi G og en mindstevaerdi g. Er
g = G, er funktionen konstant, og f'(x) =01

hvert punkt. Er ¢ < G, kan g og G jo ikke
begge vaere 0, og mindst en af veerdierne antages da i det indre ]a, b[; eksempelvis
findes der et & €]a, b, hvor f(§) =G.
Man indser nu, at f'(§) = 0, ved at udelukke mulighederne f'(£) > 0 og f'(£) < 0.
F.eks. medfgrer antagelsen

>0,

ey o 1) = 1(©)
GRS :

rz—& T —

at f(x) — f(&) >0, dvs. f(z) > f(&), for alle x i et vist interval til hgjre for £, og
det er umuligt, da f(§) =G.

2° Det almene tilfeelde. Anvend 1° pa hjelpefunktionen g : [a, b] ~ R givet ved

(r—a), x€la,b].

En umiddelbar konsekvens af Middelverdisetningen er:

SETNING 7. Hwvis en reel funktion f : I ~ R pa et interval I € R er differentiabel i
hvert punkt x € I med f'(x) =0, sa er f konstant.

BEVIS. Nar forudsasetningen er opfyldt, sluttes, at f(a) = f(b) for vilkarlige a,b €
I, a<b,idet der jo for mindst et £ €]a, b| geelder

f) = fla) = f(€)(b—a).
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Saetning 7 overfgres til vektorfunktioner f = (f1,..., fin) : I » R™ gennem anven-
delse pa de enkelte koordinatfunktioner.

Med kinematisk sprogbrug (jf. s. 11.1.10): Hvis et punkt, der beveeger sig i R™ i et tidsinterval
I C R, i hvert gjeblik har hastigheden o € R™ | sa ligger punktet stille.

Det er ligeledes Middelvaerdisetningen, der ligger bag velkendte saetninger om mono-
toniforhold for differentiable reelle funktioner som f.eks.

SETNING 8. Hwvis en reel funktion f : I ~ R pa et interval I € R er differentiabel i
hvert punkt x € I med f'(x) > 0, sa er f strengt voksende.

BEVIS. At f er strengt voksende, betyder, at f(a) < f(b) for vilkarlige a,b € I,
a < b. Og det er naturligvis tilfaeldet, nar forudssetningen er opfyldt, idet der jo for
mindst et £ € ]a, b] geelder

BEMARKNING 1. Da differentiabilitet jo medfgrer kontinuitet (Ssetning 1), kan vi bruge Saet-
ning 5 om Omwendt funktion pa en funktion, der opfylder forudssetningen i Seetning 8. Det
giver:

En reel funktion f : I ~ R pd et interval I S R, der er differentiabel i hvert x € I med f'(z) > 0,
har en omwvendt funktion f~1, som er differentiabel pd intervallet J = f(I) med afledet

—1\/ __ 1
(f )_f/of_l'

Formlen fremgar af, at
'@ =1/f@)=1/FF"" W),
nar y = f(x). Nar den gengives
dx dy
- = 1/ >
dy dx
ma man selv huske pa, at de to afledede dy/dx og dx/dy skal tages i hver sit af sammenhgrende

T og Y.
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§3. Stamfunktionsproblemet for funktioner af én variabel

I denne § sammenknyttes integration og differentiation. Det vises, at enhver kontinuert funktion
f:I ~R™ pa et interval I C R har en stamfunktion F : I ~ R™ , dvs. F/ = f, samt at

/bf(m)dac:F(b)—F(a) for a,be 1.

Det er differential- og integralregningens krondiamant, men de studerende har brugt den som

veerkt@j sa ofte, at kun fa senser dens glans.

DEFINITION. En funktion F': I ~ R™ siges at veere en stamfunktion (eller et ubestemt
integral) til en funktion f : I ~ R™ defineret pa samme interval I € R:, hvis F er
differentiabel i I med afledet F' = f, dvs. hvis F' er differentiabel i hvert punkt
x € I med differentialkvotient F’(x) = f(z).

En given funktion f : I ~ R™ har ikke i almindelighed nogen stamfunktion. Det er dog altid
tilfeeldet, hvis f er kontinuert — det er et hovedresultat i denne §. Inden vi gar i lag med

eksistensproblemet, vil vi imidlertid afklare entydigheden :

SETNING 1. Hvis en funktion f : I ~ R™ har en stamfunktion F : I ~ R™ , sa har
den uendelig mange, og samtlige stamfunktioner til f er netop funktionerne af form
F' + konstant.

Her star “konstant’ for en funktion pa I med kun én veerdi, tilhgrende R™ .

BEVIS. Hvis F' er en stamfunktion til f, sa er F' 4+ konstant det ogsa. Hvis F og G er
stamfunktioner til f, sa er G — F' differentiabel i I med (G—F) =G —F' = f—f =
o-funktionen, og folgelig er G — F' konstant (IV.§2. Saetning 7).

Antag nu, at f : I ~ R er kontinuert, og veelg et punkt a € I. Idet integralet
fax f(t)dt har mening for hvert = € I, kan vi tale om funktionen F': I ~ R™ givet
ved

F(x)z/mf(t)dt, xel.

Vi skal se, at F' er en stamfunktion til f:

DIFFERENTIAL- OG INTEGRALREGNINGENS HOVEDSETNING. FEnhver kontinuert funk-
tion f: I ~R™ defineret pa et interval I S R har en stamfunktion, nemlig funktio-
nen F': I ~ R™ givet ved

F(z) :/ fdt, wel,
hvor a er et vilkarligt fast punkt i I .

I kraft af seetningerne om Koordinatvis integration (IV.§1. Seetning 1) og Koordinatvis differen-

tiation (IV.§2. Seetning 4) kan vi ngjes med at fgre beviset i tilfeeldet m = 1:
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BEVIS. Idet xg er et vilkarligt punkt i I, skal vi vise, at F' er differentiabel i o med
F'(xo) = f(xp), dvs. at

AF  F(x)— F(x)
Azx T — X0

— f(xg) for x — xo fra I\ {zo} .
For hvert = € I har vi imidlertid ifglge Indskudsreglen (IV.§1. Seetning 5)
x o x
AF = / F(t)dt — / F(t)dt = / F(t)dt
a a o

og dermed, nar x # xgq,
AF 1 *
= t)dt .
Arx = —x9 / 1)

Zo

Lad nu € € Ry vaere givet. Da f er kontinuert i zg, kan § € R veelges, saledes at
fzo) —e < f(t) < f(mo) +¢ forallet €l med |t —xo| <.
For vilkarligt € I med |x — 29| < §,  # x9, er sa ogsa

flao) = < Sy = oo [ S0 < fla)+e.

o

Det ses ved at anvende Integralregningens middelverdisetning (IV.§1. Seetning 3) pa
f 1 intervallet med endepunkter xgy og x .

Vi har ikke blot overtaget CAUCHYs differentiations- og integralbegreber, men ogsa hans bevis
for Hovedsatningen, med de to ingredienser Indskudsreglen og Integralregningens middelverdi-

setning.

EKSEMPEL 1. Den naturlige logaritmefunktion kan defineres som funktionen log :
Ry ~ R givet ved

1
logx:/ ;dt, reRy.
1

Ifelge Differential- og integralregningens hovedsetning har vi da, at log: Ry ~ R er

differentiabel med il .
ng = —, T € R+ .
dx T

Det er klart, at log 1 = 0, og dette karakteriserer sa log : R, ~ R blandt stamfunk-
tionerne til x ~ 1/z, z € Ry | ifplge Seetning 1.

BEMARKNING 1. Sa snart man kender de afledede nz™~! af funktionerne z ~ ™ med n € Z,
- noget af det forste man leerer i et begynderkursus i differentialregning, - kender man jo ogsd en
stamfunktion z"1/(n + 1) til 2" for hvert n € Z, n # —1, men ikke for n = —1.
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Atz ~ 1/xz, © € Ry, dog har en stamfunktion, ma vi hente ud af Differential- og integralreg-
ningens hovedsaetning. Indfgrelsen af den naturlige logaritmefunktion log : R4+ ~ R er sa blot en
nanvgivning af en bestemt af stamfunktionerne. (At log viser sig at veere en overordentlig vigtig

funktion, er en anden sag. Det beror isser pa egenskaben

log(z122) = logx1 + log z2 ,

som vi vil bevise og udnytte i §5.)

Hovedsaetningen har - nar man sammenholder med Saetning 1 - fglgende fundamentale

KOROLLAR. Lad f : I ~ R™ wvere kontinuert pa et interval I SR, lad F : I ~ R™
veere en stamfunktion til f og lad a,b € 1. Sa er

/ F(t)dt = F(b) — Fla) .

BEVIS. Den ved

G(:);):/mf(t)dt, xel,

givne funktion er en stamfunktion til f ifslge Hovedssetningen, og videre er F =
G+konstant ifplge Seetning 1. Men sa er

b
F(b) — Fa) = G(b) — G(a) = G(b) = / F(t)dt .

Det er dette Korollar til Differential- og integralregningens hovedsatning, du har brugt, hver
gang du i gymnasiet skulle finde den eksakte veerdi af et integral fj f@)dt. Og det er da ogsa

langt den vigtigste metode til formalet.

BEMAERKNING 2. I denne § har vi set, at differentiation og integration er omvendte operationer
i fglgende forstand:

- / f@®)dt = f(z), / "F()dt = F(z) — F(a) .

Det har lige fra NEWTON og LEIBNIZ varet differential- og integralregningens nggleresultat.
Men virkelig indholdsrigt er det naturligvis kun, nar de to operationer defineres uathasengigt af
hinanden, som CAUCHY og vi ggr det.

NB. For den fgrste formel er det vaesentligt, at f er kontinuert, for den anden at F er differen-
tiabel med kontinuert afledet. I Matematik 2 MA lserer man om integral af vildt diskontinuerte

funktioner (Lebesgue integralet), og sa gar det galt med de to formler.
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§4. Regneregler for ubestemt integration

En stamfunktion F' : I ~ R™ til en given funktion f : I ~ R™ pa et interval I C R
kaldes ogsa et ubestemt integral til f, og man skriver [ f(x)dx for F(x).

Nar f : I ~ R™ har en stamfunktion F' : I ~ R™, er der jo uendelig mange, (§3. Szetning
1.) Brugen af betegnelsen [ f(z)dx er derfor underkastet den konvention, at [ f(z)dz i en og
samme undersggelse hele tiden star for samme stamfunktion F til f. Ligninger, hvori der indgar

ubestemte integraler, kraever desuden en vis fortolkning, jf. NB leengere nede.

At bestemme en stamfunktion til en given funktion f : I ~ R™ kaldes ogsa ubestemt integration.
Det er en vigtig opgave i analysen: Kender man nemlig (et funktionsudtryk for) en stamfunktion
F : I ~ R™ til en kontinuert funktion f : I ~ R™, kan man beregne bestemte integraler

f; f(x)dx, a,b € I, af f ved Korollaret til Differential- og integralregningens hovedssetning

(83):
b
/ F(x)dz = F(b) — F(a) .

Differentiation af funktioner bygget op af elementaere funktioner kraever blot kendskab til de
afledede af disse og anvendelse af differentiationsreglerne. Ubestemt integration derimod er no-
get af en kunst, ja i mange tilfaelde kan stamfunktioner til funktioner givet ved ganske simple

funktionsudtryk slet ikke udtrykkes ved hjalp af de geengse funktionstegn.

Ubestemt integration er naturligvis ligetil, nar integranden er kendt som den afledede af en kendt
funktion. I mere komplicerede tilfeelde bestar kunsten i at fore opgaven tilbage til denne simple
situation ved hjelp af nedenstaende regneregler for ubestemt integration (Seetning 1, 2 og 3).

De svarer til kendte differentationsregler.

NB. Ligningerne i Saetning 1, 2 og 3 nedenfor skal forstas saledes, at nar man for hvert ubestemt
integral pa hgjre side veelger en bestemt af de mulige stamfunktioner, sa udtrykker hgjre side en

eller anden stamfunktion til integranden pa venstre side.

Bemeerk, at alle integrander er kontinuerte, saledes at de ubestemte integraler har mening.

SAETNING 1. LINEARITET. Nar f,g: I ~ R™ er kontinuerte i et interval I S R og
c € R, gelder

@+ gtande = [ s@ds+ [ gyia,

/cf(x)dx:c/f(x)dx.

BEVIS. Nar F' og G er stamfunktioner til f og g, altsa differentiable i I med F' = f
og G' = g,saer F'+ G og cF differentiable i I med (F+G) = f+gog (cF) = cF’.
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SAETNING 2. DELVIS INTEGRATION. Nar f : I ~ R er kontinuert med stamfunktion
F:I~R, o09G: IR erdifferentiabel med kontinuert afledet G' =g : 1 ~ R,
geelder

/ J(2)G(a)dz = F(2)G(z) - / F(a)g(e)dr

BEVIS. Hgjre side er differentiabel med afledet

f(@)G(x) + F(x)g(x) — F(x)g(x) = f(2)G(z) -

BEMARKNING 1. Seetning 2 gaelder ogsa, nar f,F : I ~ R™ og g,G : I ~ R eller omvendt.
Den gelder ligeledes, nar samtlige funktioner har vaerdier i R™, og produkterne tolkes som

skalarprodukter. Beviset kan bruges, som det star.

SETNING 3. INTEGRATION VED SUBSTITUTION.

a. Nar g : J ~ R™ er kontinuert i et interval J S R, medens f : I ~ R er
differentiabel i et interval I € R med kontinuert afledet f' : I ~ R og har verdier i
J, dvs. f(I) S J, gelder

Jovorswi=([o)

Hgjre side star fort ~ G(f(t)), t € I, dvs. for Go f, hvor G er en stamfunktion
til g .
b. Nar g : J ~ R™ er kontinuert i et interval J S R, og f : I ~ R er strengt

monoton og differentiabel i et interval I S R med kontinuert afledet f': I ~ R samt
med f(I)=J, gelder

[o@ie=(foseproa)

Hgjre side stdr for v ~ H(f~Y(x)), z € J, dvs. for Ho f~1, hvor H er en stam-
funktion til t ~ g(f(t))f'(t), teI.

BEVIS. a. Hgjre side G o f er efter Kedereglen (IV.§2. Saetning 3) differentiabel med

(Go f)(t) =g(f)f ().

b. De ekstra forudssetninger om f sikrer, at f : I ~ J er bijektiv og altsa har en
omvendt funktion f=1':J ~ I. Lader vi

Gw) = [ gz og HO) = [g(7e)f @t
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veere vilkarlige stamfunktioner, ved vi ifglge a, at
Go f = H + konstant .
Men sa er
G=Gofof'=Hof !+ konstant ,

altsd H o f~! en stamfunktion til ¢.

BEMARKNING 2. Sammenkobler man t € I og x € J med betingelsen = = f(t), kan ligningen

i Regel a kort skrives
dx
—dt = d
[t = [ @,

og ligningen i Regel b ligesa, blot med venstre og hgjre side ombyttet.

Man siger, at
[ o5t = [ ar@ns

fremgar af [ g(x)dz ved substitutionen x = f(t).

BEMARKNING 3. Under samme forudssetninger som i Saetning 3.a geelder for vilkarlige t1,t2 €
I:

f(t2) to
/ w@m=/’wﬂmf@a,
f

(t1) 31

T to dx
dxr = —dt .
[ o= [ oG

1

kort

Thi er G en stamfunktion til g, giver Korollaret til Differential- og integralregningens hovedset-
ning (§3) sammen med Seetning 3.a, at

to
[ d(FE)F (Bt = (G o f)(t2) — (G o f)(t1)
f(t2)
=Gum»—Gwm»=/ g(x)dz .
f(t1)

Seetning 2 om delvis integration giver pa lignende made

b b
| 1@G@de = FO)GE) - F@)Gla) - [ Fa)g(e)ds

for vilkarlige a,be I.

Brug af disse regler omtales ogsd som substitution, henholdsvis delvis integration.

NB. Det forudsattes, at du fra skolen har gvelse i at bruge integrationsreglerne.
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EKSEMPEL 1. For at finde en stamfunktion [ %dt’ t € R, skriver vi integranden pa formen

2 ell 1 do
D ——— eller —
1+ (t2)2 1+ 22 dt

med = = t2, t € R, og anvender Regel a i Sztning 3 :
2t 1 d 1
/—dt:/——mdt: /—da: = Arctant®, teR.
1+ ¢4 1+ a2 dt 1+ 22 —t2

For at finde en stamfunktion fsin Vxzdr, x € [0,00][ , benytter vi den strengt monotone

substitution = t2, ¢ € [0,00[, og far ved Regel b i Seetning 3 :

/Sin\/Edm: </Sin\/t_22tdt> = (2/tsintdt> .
t=+/T t=+/T

Idet delvis integration giver
/tsintdt = t(—cost) — / 1(—cost)dt = —tcost+sint ,

finder vi

/sin\/fdz:—Q\/Ecos\/E + sinyz, x €[0,00].

PS. Intet af de to led pa hgjre side er differentiabelt i 0, men summen er det — ifglge vor regning
— med differentialkvotient sin /0 = 0.

Ved substitution i bestemt integral (Bemaerkning 3) er der intet krav om monotoni. Med = = #2,
t € R, har vi sdledes for vilkarlige a,b € R

b2 b b
/ Sin\/Edm:/ sinvt22tdt:2/ tsin|t|dt ,
(1/2 a

a

f.eks.
4r? 27 27
/ sin\/Edm:2/ tsintdt:2/ tsin [t| dt .
71'2 ™

— T
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Appendix. Lidt om kvadratiske former

En kvadratisk form i to variable er en funktion s : R? ~ R, der kan udtrykkes
k(z,y) e + 2sey + ty?, (3,y) € R

hvor 7, s, t er reelle konstanter. Med andre ord: et homogent polynomium af 2. grad
eller nulpolynomiet.

For en given kvadratisk form x : R? ~ R er der kun et brugbart saet af koefficienter
r,s,t. De er jo fastlagt allerede ved ligningerne

k(1,0)=r, x(0,1)=t, k(1,1)=r+2s+t.

Med brug af matrixmultiplikation har vi

e = (1) ()

for vilkarlige =,y € R, nar vi undlader at skelne mellem en 1x1-matrix og dens
element. (Regn efter!)

En kvadratisk form i k variable er en funktion s : R¥ ~ R, der kan udtrykkes

k
K: (.I‘) = (1131, .. .,.I‘k) % ijjl‘jQ + Z 2bij$i$j , I € Rk,

Jj=1 15i<j<k

hvor koefficienterne er reelle konstanter. Med andre ord: et homogent polynomium
af 2. grad eller nulpolynomiet.

Koefficienterne er igen entydigt bestemt, endda allerede ved veerdierne af k pa talseet
med et eller to 1-taller og 0 i gvrigt. Idet vi seetter bj; = b;; for 1 =7 < j < k, kan
den kvadratiske form udtrykkes

k
/{(:L’l . ZL’k> = Z bijxixj

i,j=1
b11 Ce blk 1

=(r1...25) | : : | =2'Bx
bkl bkk Tk

hvor den symmetriske k x k-matrix B kaldes den kvadratiske forms matrix. Bemeerk,
at et talset © = (x1,...,7,) ved matrixregningen opfattes som en talsgjle, og at vi
har undladt at skelne mellem en 1x1-matrix og dens element.
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En seerlig simpel type er kvadratiske former “uden blandede led”. Hermed menes,
at b;; = 0 for ¢ # j, saledes at funktionsudtrykket er reduceret til

k

2 2 2
E bjjl’j =biix1°+ ... +bppxr” .
j=1

Anderledes sagt: den tilsvarende matrix er en diagonalmatrix.

DEFINITION. En kvadratisk form x : R¥ ~ R og ligeledes dens symmetriske matrix
B kaldes positiv definit, hvis

k(z)=2'Bx >0 foralle zeRF z+#o.

Tilsvarende defineres negativ definit.

Det er oplagt, at en kvadratisk form uden blandede led,
k() = Mzi? 4+ .o+ A

er positiv, resp. negativ definit, hvis og kun hvis koefficienterne A1,..., \; alle er
>0, resp. <0.

Reduktion af kvadratiske former

Studiet af kvadratiske former kan fgres tilbage til den simple type uden blandede led. Det
er et stykke Lineaer algebra, der bygger pa resultater vedrgrende diagonalisering af symmetriske
matricer (Mat 1 LA §25). Vi vil ggre rede for, at “reduktionen” kan opfattes som fremkommende

ved et passende basisskift i et vektorrum.
Vi betragter en kvadratisk form x : R*¥ ~ R med (symmetrisk) matrix B = (b;;),
k(z)=2'Bx, zeRF.
Opfatter vi et talseet x = (z1,..., ;) € R* som koordinatsaet for vektoren
v=p(r) =111+ ...+ T)EL

med hensyn til en basis € = (ey,...,e) for et k-dimensionalt vektorrum V', svarer
k : R¥ ~ R til en funktion v : V.~ R. Nemlig sledes, at en funktionsveerdi (x)
knyttes til vektoren ¢(z) med koordinatsaet x, dvs.

k(x) =v(p(x) = v(zien + ... + zrer)

kort k = voy, v = kow . Den givne kvadratiske form « : R¥ ~ R kan opfattes som
et koordinatudtryk for funktionen v : V-~ R, svarende til basen € = (eq, ..., ey).
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Skifter vi til en ny basis € = (€1, ...,€x) for V , udtrykkes v : V"~ R tilsvarende ved
funktionen % : R* ~ R, hvor & = v o @, dvs.
R(z) = v(@p(x)) =v(ziéy + ...+ 21ék) , = €RE
Vi skal se, at & igen er en kvadratisk form, og bestemme dens matrix.
Overgangen fra basen € til € sker ved en invertibel k x k-matrix T', kaldet e-koordinat-

matricen for £, i den forstand at
r=Tz,

nar x og T er koordinatsgjler for samme vektor v m.h.t. de to baser € og €, dvs. nar
o(z) = ¢(x). (JI. Mat 1 LA §29.)
For hvert & € R* finder vi s&, med z € R* givet ved p(x) = $(%), dvs. ved x1e; +
...t xrer =T161+ ...+ Tr€L , at

R(E) = v(@(2)) = v(e(r)) = K(x)

= ¢'Bx = (T%)'B (T%) =i'(T'BT)i =i B i,

hvor kxk-matricen B = T*BT er symmetrisk, idet

Bt =T!'BYT")*=T'BT = B.
Hermed er vist, at % : R¥ ~ R igen er en kvadratisk form, med matrix B=T!BT.
Holder vi os til ortonormale baser € og € i et k-dimensionalt euklidisk vektorrum V',
er e-koordinatmatricen T for € en ortogonal matrix, altsa T¢ = T—1. (Mat 1 LA §§32
og 24.) Vi har sa .

B=T'BT=T"'BT.

Spergsmalet om at disponere over den nye basis €, saledes at & er uden blandede
led, kommer derfor ud pa at disponere over den ortogonale kxk-matrix T, saledes

at T"'BT er en diagonalmatrix, og vi kan anvende hovedsaetningen, at enhver sym-
metrisk kxk-matrix er ortogonalt diagonaliserbar (Mat 1 LA §25). Vi noterer:

SETNING 4. For en given kvadratisk form k : RF ~ R, med symmetrisk matriz
B = (bi;), findes en ortogonal k x k-matriz T og koefficienter A\1,..., A\ € R, sdledes
at

IQ(.I‘) = Z bij.Ti.I‘j = )\15312 + ...+ )\ki‘kz ,
i,j=1
ndr x,% € RF er sammenknyttet ved ligningen x = T % .

Koefficienterne A1, ..., A\, er entydigt bestemt panaer rekkefolgen. Det er nulpunk-
terne i det karakteristiske polynomium pg : X ~ det(B — \E), idet hvert optreder
sa mange gange, som rodmultipliciteten angiver.

Seetningens sidste pastand folger af, at B = T-!BT her er diagonalmatricen med
elementer Ai,..., Ay, og at pp = ps (Mat 1 LA §23), saledes at

det(B — AE) = det(A(A, ..., M) = AE) = (=1)* A= X1) ... (A= ).
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KOROLLAR. En kvadratisk form r : R¥ ~ R og ligeledes dens symmetriske kxk-ma-
trix B er positiv, resp. negativ definit, hvis og kun hvis alle nulpunkter i det karak-
teristiske polynomium pp er >0, resp. < 0.

I Lineaer algebra beskrives, hvorledes en brugbar ortogonal k£ x k-matrix T' opbygges
af egenvektorer hgrende til de forskellige \; (Mat 1 LA §25). Samtidig bestemmes en
tilsvarende ny basis € = (€1, ...,€x). Vi gennemgar tilfeeldet k = 2:

Vi betragter en kvadratisk form & : R2 A R,

T 2 2 r s T
(y)mm‘ + 2sxy + ty —(:L'y)(s t) (y) , x,yeR,

og fortolker (z,y) som koordinatpar til en vektor (eller et punkt) i et ssedvanligt
retvinklet koordinatsystem (O, 1, j) i planen.

Vi antager s # 0 og soger et nyt ssedvanligt retvinklet koordinatsystem (O, 1,J), hvor
den kvadratiske form er “reduceret” til typen \1Z2 + A\o32.

Fgrst bestemmes koefficienterne A1 og Ao som nulpunkterne i det karakteristiske
polynomium

= M —(r+t)r+rt—s>.

r— A s
s t— A

Der er to forskellige nulpunkter, idet vi efter en lille regning finder diskriminanten
D=(r—t) +s>25>>0.

Vi dgber et af nulpunkterne A1, det andet A5 .

Egenrummet hgrende til A\; omfatter lgsningerne til

() G)=6)

Det bestar af alle multipla af én egenvektor, f.eks. (s, A\ — 1), og omfatter saledes to
modsat rettede enhedsvektorer. Begge kan bruges som grundvektor 1.

Egenvektorerne hgrende til Ao star vinkelret pa 1. Det giver to muligheder for j.

I alle fire tilfzelde fas et nyt koordinatsystem (O,1,j), hvor den kvadratiske form er

reduceret til
T ~2 -9 - (A 0 T
- A + A = I
(7))~ et =an (5 3)(7)

I to af tilfeeldene fremgar det nye system af det gamle (O,1,j) ved en drejning v om

O, hvor
)\1 —-T
ram

tanv =
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Efter disse oversaettelser slutter vi med et kriterium for uniform konvergens, som er meget enkelt,
nar det formuleres i raekkesprog. Det forsgger man sig derfor gerne med, nar man skal eftervise

uniform konvergens af en rackke med funktionsled.

En reekke Y > | b, af positive led b, € [0, oo[ siges at veere en majorantrakke for
en reekke Y 7| f,, hvis led f, : A ~ C er funktioner defineret pa en ikke tom
maengde A, dersom

VneN VreA: |fo(x) < 0b, .

SETNING 3. MAJORANTKRITERIET. Huis en rakke Y . | f, med funktionsled
fn + A~ C har en konvergent majorantrakke Y - by, , sd er Y -~ fn absolut og
uniformt konvergent pa A .

BEVIS. Antag, at >~ b, er majorantreekke i A for > 7, f,, og tillige konvergent.
For vilkarligt (fast) x € A giver Sammenligningskriteriet (X.§3.Ssetning 6) straks, at
S oo | fn(x)| er konvergent, dvs. at >0 | f,(x) er absolut konvergent. For at vise,
at konvergensen er uniform pa A, satter vi

sn(x):ij(:L'), s(x):ij(x), 0n=ij, a:ij

J=1

forn e N, x € A, og har sa

o0

|s(x) — sn(z)] = | Z fi(@)] = Z | f; ()]
j=n+1 j=n+1

Z bj=0—on.

j=n+1

A

Da nu ¢ — 0, — 0 for n — oo, folger (XI.§1. Bemeerkning 1), at (s,) konvergerer
uniformt mod s, altsa at >~ | f, er uniformt konvergent pa A. — Uligheden

Y H@IE D 1@
j=n-+1 j=n-+1
midt i beviset fremgar af
P P
Y f@IE Y [ fi@)]| forp>n
j=n+1 j=n-+1

ved graenseovergangen p — o0 .
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EKSEMPEL 1. Vi betragter raekken
oo oo
Z a™ cosb™r = Z fn(z) , z€ER,
n=1 n=1
hvor a €]0,1[ og b € Ry er konstanter. Da

[fn(x)] = a™|cosb™z| £ a™ foralleneN, z€R,

og da Y >, a™ er konvergent, er den givne rakke uniformt konvergent pa R ifglge Majorant-

kriteriet. Og da funktionerne

fn:z~acosbx, T ER,

jo alle er kontinuerte (endda af klasse C'*°), er sumfunktionen derfor kontinuert pa R, ifslge

Seaetning 1’.
Derimod viste Karl WEIERSTRASS (tysk matematiker, 1815-97) at sumfunktionen for passende
valg af a og b (b et ulige naturligt tal og ab > 1+ 37” tkke er differentiabel i noget punkt! (Se

f.eks. E.C. Titchmarsh: The theory of functions, Oxford 1932, s. 350-353.)

BEMARKNING 1. Begreberne punktvis og uniform konvergens (XI1.§1) overfgres umiddelbart
til folger (frn), resp. rackker - >° | fn , af vektorfunktioner f,, : A ~R™ eller f, : A ~ C™. Alle
saetninger i §2 geelder ogsa her, med samme bevis.

Seetning 1 og 1’ om besvarelse af kontinuitet ved uniform graenseovergang gaelder ogsa med
A C C, idet C her kan identificeres med R2.

Ved uniform konvergens med funktioner f,, defineret pa en figur E C R? eller et legeme L C R3
gaelder resultater ganske svarende til Sszetning 2 og 2/, kun er integralerne nu planintegraler

S fn(z,y)d(x,y), resp. rumintegraler [, fn(z,y,z)d(z,y, 2).



Mat 1 MA 1991/92 XII1.1
~“/local/manoter/matima/mal2-1.tex 15-01-2010 14:13:53

XII. POTENSRZEZKKER

De elementzere funktioner: eksponential- og logaritmefunktioner, potensfunktioner, trigono-
metriske og hyperbolske funktioner (se §2), savel som funktioner opbygget ud fra disse ved
sammensatning og ved de almindelige regneoperationer, kan alle fremstilles ved potensrekker,
dvs. reekker af form

o0

Z an(x —z20)" =ao+ai(zx —xz0)+ ... +an(z—20)" + ...,

n=0
i hvert fald i et interval omkring ethvert indre punkt z¢ i definitionsmaengden. Dette veere sagt
for at give en fornemmelse af raekkevidden af potensraekkernes teori.

Udviklingspunktet xo og koefficienterne ag, a1, ...,an,... er reelle tal, medens bogstavet x er en
“reel variabel’. En potensrackke er altsa fastlagt ved udviklingspunkt og koefficienter, medens
man forbeholder sig at indsaette vilkarlige reelle tal for x. Anderledes sagt: Talen er om en
raekke med funktionsled, hvor den n’te funktion er x ~ an(z — z0)™, z € R.

Som en uskyldig udvidelse vil vi tillade komplekse koefficienter a,, . Potensraekkerne kommer
dog fgrst rigtig til deres ret, nar = opfattes som en “kompleks variabel’, og xo kan veere et
komplekst tal. Det kan vi kun i beskedent omfang komme ind pa i dette kursus — nar vi ggr
det, vil vi markere det ved at skifte til betegnelserne z og zp — men det vil blive taget op til
indgaende behandling i Matematik 2 MA.

Vi begynder med at studere potensrakker i almindelighed, indledningsvis med “kompleks vari-
abel”.

§1. Almen potensrzekketeori

DEFINITION. Ved en potensrekke forstas en uendelig raekke af formen
oo
Z an(z —29)" eller ag+ai(z—20)+ ... +an(z—20)"+ ...,
n=0

hvor ag,ai,...,an,... 0g zo er komplekse tal, medens bogstavet z skal opfattes som
en “kompleks variabel’. Tallene ag,aq,...,ay,... kaldes potensrakkens koefficien-
ter, og zo kaldes dens udviklingspunkt.

Seetter vi z — zg = Z, gar potensrackken over i

o0
E apnZ' =ag+ar1zZ2+ ... +a, 2" +
n=0
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Det er derfor ingen egentlig indskraenkning, at vi i de fglgende betragtninger holder
os til potensrackker med udviklingspunkt 0, dvs. potensrackker

o0
E apn?' =ag+ar1z+ ... +a 2"+ ... .
n=0

Resultaterne kan umiddelbart overfgres til det generelle tilfaelde.

Punktvis konvergens. Konvergenscirkel

En potensrackke > > anz" er naturligvis konvergent for z = 0, hvor raekken er ag +0+ ... +
04 .... Men kan der ellers siges noget generelt om, i hvilke punkter den er konvergent, og i

hvilke den er divergent? Vi begynder med fglgende iagttagelse:

LEMMA. Nar z1 og zo er komplekse tal, hvor |z1| < |z2|, geelder:

oo o
E anza" er konvergent = g anz1" er konvergent,

n=0 n=0
ja endog 00
(an,ZQ”) er begrenset = Z anz1" er absolut konvergent.
n=0

BEVIS. Vi antager, at talfglgen (anZQ”) er begrenset, og skal sa vise, at reekken
>0 o lanz1™| er konvergent. Vi veelger K € Ry, saledes at |anz2"| < K for alle
n € Ny, og vurderer

Jana”| = Jane2" 20| = Janz"] | 2" < 1|2
Z9 Z9 Z9

Da |z1/2z2| < 1, er kvotientrackken Y K|z1/2|™ konvergent, og det gnskede fplger
af Sammenligningskriteriet.

Det er nu et spgrgsmal om en smule teknik at godtggre, at der om punktvis konvergens af

potensraekker gaelder

SETNING 1. For enhver potensrekke . anz™ indtreffer ét af folgende tre til-
feelde:

(i) Rakken er absolut konvergent for hvert z € C.

(i) Der findes et tal p, 0 < p < oo, saledes at rekken er absolut konvergent
for hvert z € C med |z| < p, dvs. for hvert punkt z i den abne cirkelskive
{z € C | |z| < p}, og divergent for hvert z med |z| > p.

(iii) Raekken er kun konvergent for z =0.
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DEFINITION. [ tilfeelde (ii) kaldes tallet p potensrackkens konvergensradius, og {z €
C | |z| < p} kaldes konvergenscirklen. 1 tilfeelde (i) taler man om konvergensradius
p = 0o og om hele C som konvergenscirkel. I tilfzelde (iii) seetter man konvergensra-
dius p=0.

BEVIS for Seetning 1. Vi betragter maengden B € [0, 00| givet ved
B = {t € [0,00] | talfolgen ag, ait,...,a,t",... er begreenset}

og satter p = sup B. Bemaerk, at B # ), idet jo 0 € B, samt at p € [0, o0].

Antag forst p €]0, 00 [. For hvert z € C med |z| < p findes et t € B, hvor |z| < t. Da
nu talfolgen (a,t") er begreenset, giver lemmaet, at reekken » - a,2" er absolut
konvergent. Og for hvert z med |z| > p er \z\ ¢ B, dvs. talfolgen (a,|z|") o
dermed (|a,2"|) er ikke begraenset. Specielt er rackken Z o an2" divergent, da den
ngdvendige betingelse a, 2™ — 0 for konvergens ikke er opfyldt.

I tilfseldet p = oo, kan det forste argument anvendes for ethvert z € C, saledes at (i)
foreligger. Og er p = 0, kan divergensargumentet anvendes for ethvert z € C\ {0},
saledes at (iii) foreligger.

Af disse overvejelser fremgar Seetning 1 tillige med folgende

TILF@JELSE TIL SETNING 1. For konvergensradius p gelder

p =sup{t € [0,00 | talfplgen (a,t™) er begraenset} .

EKSEMPEL 1. Potensraekken

dot=l4z+24 . 2"+ .

n=0
er for givet z € C en kvotientrackke med kvotient z, altsa konvergent nar |z| < 1, di-
vergent nar |z| =2 1. (X.§6. Eksempel 1.) Potensraekken har saledes konvergensradius
p =1. I konvergenscirklen {z € C | |z| < 1} har den sumfunktionen z ~ 1/(1 — 2),

> 1
g =1+z4+ ... 4+2"+ ... =13 for |z| < 1.
—z
Potensraekken
— 1 1,
E — 2" =142+ ... +—=—2"4+ ...
n! n!
n=0

r (absolut) konvergent for hvert z € C. Det fremgar af Kvotientkriteriet (som
allerede vist i X.§6. Eksempel 3.2), idet vi for vilkarligt z # 0 har

‘ } } ‘ —>O<1 for n — 0.
n+1



Mat 1 MA 1991/92 XII1.4

Potensraekken har saledes konvergensradius p = oo . Den kaldes eksponentialrak-
ken, og dens sumfunktion kaldes eksponentialfunktionen i det komplekse. Herom i

§2.

Som eksempel pa en potensraekke med konvergensradius p = 0 kan naevnes > -2 nlz"™. (Prov
Kvotientkriteriet for givet z # 0.)

BEMAERKNING 1. Tilfgjelsen til Seetning 1 kommer os til nytte i argumentationen
for Seetning 6 nedenfor. Men skal man bestemme konvergensradius p for en forelagt
potensrackke, vil man normalt ga andre veje. Saledes er Kvotient— eller Rodkriteriet
ofte nyttigt (Eksempel 1 og 2), ligesom man kan have gleede af Saetning 6.

EKSEMPEL 2. Raekken ) 00 | n2m 22" = 222 + 824 + ... 4+ n2"22" 4+ ... er strengt taget forst
en potensraekke efter tilfgjelse af de “manglende” 0-led, men det influerer naturligvis ikke pa

konvergensen. For givet z # 0 finder vi

(n 4 1)2n+lz2(n+1)

n2n z2n

1
‘ = (1+ —)2|z[* = 2[z]* forn — oco.
n

Ifplge Kvotientkriteriet er raekken da absolut konvergent for 2|z|2 < 1, dvs. |z| < 1/V/2, og
divergent for 2|z|2 > 1, dvs. |z| > 1/v/2. Konvergensradius p er altsa 1/v/2.

Vi kunne ogsa have brugt Rodkriteriet: For givet z € C har vi

v/|n2nz22n| = Yn2|z|? = 2|22 forn — oco.

Det viser ligeledes, at vor rackke er absolut konvergent for 2|z|? < 1 og divergent for 2|z > 1,
og dermed at p = 1//2.

Vi naevner, at Rodkriteriet i princippet kan anvendes pa enhver potensraekke Zzo:o anz™, med

resultatet
p=1/limsup Vl|an|,

hvor vi regner 1/0 = 0o og 1/c0 = 0.

BEMZERKNING 2. Det er med god grund, at Ssetning 1 i tilfeeldet 0 < p < oo ikke udtaler sig om
konvergensforholdene for punkter pa konvergenscirklens rand. Betragt f.eks. potensrackkerne

oo OOZn OOZn
n

2 L 2

n=0 n=1 n=1

som alle har konvergensradius p = 1. (Begrund det, jf. Bemeerkning 1.) Den fgrste rackke er
divergent i hvert punkt z af konvergenscirklens rand (Eksempel 1). Den anden er divergent i
z =1 (X.§3, Eksempel 7.1) og konvergent i z = —1 (X.§6, Eksempel 2). Den tredje er (absolut)
konvergent i hvert punkt af konvergenscirklens rand, ja den er endog absolut og uniformt kon-
vergent i hele den afsluttede konvergenscirkel {z € C | |z| £ 1}, da den her har den konvergente
majorantraekke Y °° | 1/n?.

BEMAERKNING 3. REGNING MED POTENSRAEKKER. Rackken

oo o
g anz"tt =apz+ a2+ ... = E Ap12"
n=0 n=1
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er konvergent i preecis de samme punkter som Y. a,z™. Thi for det enkelte
z € C\ {0} er hvert rackkeled blot multipliceret med tallet z. Tilsvarende geelder
reekken Y 0 o ca, 2" for vilkarligt ¢ € C\ {0}. Om summerne i et konvergenspunkt

z gaelder
o0 o0 o0
Z- Z anz’ = Z anz"t = Z Ap_12"
n=0 n=0 n=1
0og

o0 o0
c- E apz" = E canz" .

Har potensrackkerne > an,z™ og >~ b, 2™ konvergensradier p og o, sa er
>0 o (@n 4+ by)z" (absolut) konvergent for hvert z € C med |z| < min{p,o}, med
sum

o0 o0 o0
Z (an +by)2" = Z anz" + Z b,z" .
n=0 n=0 n=0

NB. Er p = o, kan konvergensradius 7 for sumraekken meget vel veere stgrre end min{p, o} =
p = o. (Trivielt eksempel: a, = —bp, =1.)
Cauchy multiplikation (s.X.6.11) er som skabt til potensraekker:

SETNING 2. Lad potensrakkerne Y - anz™ 0g Y .oy bp2" have konvergensradier
p>0o090>0, o9 lad sumfunktionerne vere f og g. Produktet f(z)g(z) fremstilles
da i cirkelskiven {z € C | |z| < min{p, o}} ved potensrekken Y .-, c,z", hvor

Cp — aobn + albn_l + ...+ CLn_lbl + CLnbO .

NB. Konvergensradius 7 for produktraekken kan meget vel veere stgrre end min{p, c}. (Eksem-
pel: an, =1 forallen ogby=1,b; =—1,b, =0forn=2).

BEVIS for Szetning 2. For hvert z € C med |z| < min{p, o} er raekkerne Y > a,2"
og >0, bpz™ absolut konvergente med summer f(z) og g(z). Ved Cauchy multipli-
kation (X.§6. Seetning 8) fas da

f(2)g(z) = (Z anz") . (Z bnz”)
n=0 n=0
= Z(ao b2 a1z by 12" L an_12" bz 4 an2™ - bo)
n=0

= Z(aobn +arbp,—1+ ... +an_1by +apby)z" = Z ez .
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Uniform konvergens.

Saetning 1 udtaler sig om den punktvise konvergens af en potensraekke. Vi vil nu disku-
tere uniform konvergens. Det skal straks bemeerkes, at en potensraekke > > a,,2"
med konvergensradius p > 0 ikke i almindelighed er uniformt konvergent i hele kon-
vergenscirklen {z € C | |z| < p}:

EKSEMPEL 3. Hvert afsnit s, (z) = Z?:o 27 af potensraekken Y o° 2™ er begreenset i konver-
genscirklen {z € C | |z| < 1},

n

n n
lsn( S D =D 12 <Y 1=n+1 for|z| <1,
j=0

Jj=0 Jj=0

medens sumfunktionen f(z) = 1/(1 — z) ikke er det, idet jo |f(2)] = 1/|]1 — z| — oo for
z—1,]z| <1. Altsa er
sup{|f(2) = sn(2)| | 2] <1} =00

for hvert n. Specielt er konvergensen sy, (z) — 1/(1—z) ikke uniform for |z| < 1. (XI.§1. Szetning
2.) Dvs. 3>, 2™ er ikke uniformt konvergent for |z| < 1. I gvrigt heller ikke for |z| < 1, z € R,
som man ser ved at ga argumentet efter.

Der gelder imidlertid fglgende

SETNING 3. En potensrakke y - a,z" med konvergensradius p > 0 er uniformt
konvergent i enhver afsluttet cirkelskive {z € C | |z| =1}, hvor 0 <r < p.

BEVIS. Da tallet r ligger i konvergenscirklen, er reekken >~ a,r" absolut konver-
gent. Idet
lanz"| < |an|r™

for ethvert n € Ny og ethvert z med |z| < r, har potensrackken saledes i cirkelskiven
{z € C| |z| £ r} den konvergente majorantraekke Y > |a,|r", og pastanden folger
af Majorantkriteriet (X1.§2. Seetning 3).

BEMAERKNING 4. Da vi har defineret kontinuitet for funktioner/afbildninger ud fra afstande
mellem punkter (s.II.1.1), rummer begrebet intet nyt for funktioner f: A ~ C, A € C: Hvad
afstande angar, kan vi identificere C med R2.

Eksempelvis er funktionen z ~ 22, z € C, kontinuert. Med z = z + iy, (z,y) € R2, er
jo 22 = (22 — y?) + 2izy, sdledes at z ~ 22 svarer til afbildningen (z,y) ~ (22 — y?, 2zy) fra
R? til R2, og den er kontinuert, da koordinatfunktionerne

(x,y) ~a® —y? og (z,9) ~ 2y, (z,y) €R?,

begge er det. Tilsvarende gaelder z ~ 2™, z € C, for vilkarligt n € N.

SETNING 4. Sumfunktionen for en potensrekke > ., an,z™ med konvergensradius
p > 0 er kontinuert pa konvergenscirklen {z € C | |z| < p}.

BEVIS. Da potensrackkens led er kontinuerte funktioner, giver Saetning 3 i forbindelse
med XI.§2. Seetning 1’ umiddelbart, at sumfunktionen er kontinuert i enhver afsluttet



Mat 1 MA 1991/92 XII1.7

cirkelskive {z € C | |z| = 7} med 0 < r < p. Men dette indebaerer, at sumfunktionen
er kontinuert i alle punkter (¢ af konvergenscirklen: Til hvert punkt ¢ i denne findes jo
et r, saledes at |(| <7 < p. Tegn! Punktet ¢ ligger da i det indreaf {z € C | |z| < r},
og kontinuitet er jo en lokal egenskab.

Ledvis integration og differentiation.

Det neermere studium af sumfunktionen for en potensraekke > 7 a,2™ med konver-
gensradius p > 0 betragtet pa konvergenscirklen hgrer hjemme i kompleks analyse.
Det vil blive taget op i Matematik 2 MA. Her vil vi indskreenke os til at studere
sumfunktionen pa intervallet |—p,p[ € R. For at dette skal springe i gjnene, vil vi
betegne den variable med x .

For en potensraekke > >°  anz™ betragtet med x som reel variabel, medens koef-
ficienterne ai,as,... fortsat kan veere komplekse, kaldes konvergensradius p ogsa
konvergenstallet, og for p > 0 kaldes |—p, p [ for konvergensintervallet.

SETNING 5. LEDVIS INTEGRATION. Lad f :]—p,p[ ~ C vere sumfunktion for en
potensrakke Y~ anz™ med konvergenstal p > 0. For hvert x € |—p,p [ er da

/Ox f(t)dt:/ Zant” )dt = Z/ ant” dt = n+1 "t

BEVIS. Vi kan antage z # 0. Da rackken Y ant" ifplge Seetning 3 er uniformt
konvergent i det afsluttede interval med endepunkter 0 og x, kan vi anvende XI.§2.
Seetning 2’ om ledvis integration.

EKSEMPEL 4. Af
1

=l—z4+2®> -2+ ... +(-D"2"+ ..., z€]-1,1],
1+
folger
x 1 1,2 1‘3 n+1
log(1 = —at=a-T 4 HnZ L, ze]l-1,1].
ox(l4a) = [ md=r - T () L m el

Vi vender os mod ledvis differentiation. En afggrende rolle spiller

SETNING 6. En potensrakke y - a,x™ og den ved ledvis differentiation dannede
potensreekke Y o~ napx" "' har samme konvergenstal.

BEVIS. Lad p og p’ veere konvergenstallene for de to raekker. Ifglge Tilfojelsen til
Seetning 1 er p = sup B og p’ = sup B’, hvor
B = {t € [0,00] | talfslgen (a,t")nen er begreenset },
B' = {t € [0,00] | talfplgen (na,t™ *),en er begraenset },
= {t € [0,00[ | talfglgen (na,t"),en er begranset } .
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Da |a,t™| = |na,t™| for alle n € N, er det klart, at folgen (a,t™) er begraenset, nar
(na,t™) er det. Det viser, at B’ € B og dermed p’ < p.

Problemet er at vise p < p’, hvor vi kan antage p > 0.
Kernepunktet er her, at fglgen (na,s™) er begraenset, nar (a,t"™) er det og 0 < s < t.
For at indse dette antager vi, at |a,t"| < K for alle n € N. Sa har vi

n

s
na,t" —
tn

|na,s"| = = |ant"| <K

(t/s)" (t/s)"

for alle n € N. Og da t/s > 1, er eksponentialfplgen ((¢/s)™) af hgjere stgrrelsesor-
den for n — oo end potensfglgen (n') = (n), dvs.

n

(t/s)"

Specielt er fglgen (na,s™) begraenset.

Herefter er det oplagt, at ]0,p] & B’. Thi for vilkarligt s € ]0,p[ er jo 0 < s <
p = sup B, hvorfor der findes et ¢t € B, hvor s < t. Og da nu (a,t™) er begraenset,
geelder — som lige vist — det samme om (na,s"), dvs. s € B’.

Men af |0, p[ & B’ folger

— 0 for n - oo, altsa na,s"” — 0 for n — oco.

p=sup(]0,p[) SsupB' =y,
og vi konkluderer p’ = p.

Vi kan nu vise, at potensrekker udmeerker sig ved, at man ganske ubekymret kan
differentiere ledvis. Det er ret enestaende!

SETNING 7. LEDVIS DIFFERENTIATION. Sumfunktionen f: |—p, p| ~ C for en po-
tensrakke Y o~ anx™ med konvergenstal p > 0 er differentiabel i hvert punkt = af
konvergensintervallet |—p, p [ med f'(x) =3 0" | na,a™ ', kort:

% Z anx’ = Z %(anx") = Z napx" ', x€l-p,p|.
= = n=1

BEVIS. Potensraeekken Y >° | na,z"~! har ligeledes konvergenstallet p, som netop
vist, og dens sumfunktion g : |—p, p [~ C er kontinuert ifglge Seetning 4. For hvert
x € |—p, p [ finder vi ved ledvis integration (Seetning 5), at

/ g(t)dt = / Z nant" tdt = Z/ na,t" " tdt = Z apx” = f(z)—agp.
0 0 p=1 n=1"70 n=1
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Differential- og integralregningens hovedsatning fortaeller os sa, at f er en stamfunk-
tion til g, dvs. at f er differentiabel i |—p, p [ med

F'() = gle) = 3 napa™
n=1

EKSEMPEL 5. Af

11 :Zz":l—l—m—i—mQ—l—...—l—z"—l—..., z€]-1,11,
- n=0
folger
1 oo
W:an”_lzl—i—m:—l—...—i—n:c"_l—l—..., z€]-1,171.
n=1

Seetning 7 “generaliserer sig selv”. Den kan straks anvendes pa den ved ledvis diffe-
rentiation dannede potensraekke > 7 | na,z" "' . Mere generelt findes ved induktion:

SETNING 8. Sumfunktionen

xmf(x):Zanx":ao—{—alx—{— ceeFanx+ .., xE€]-p,pl,

n=0

for en potensrakke med konvergensradius p > 0 er en C'°°-funktion pa konvergensin-
tervallet |—p,p [. For ethvert p € N er dens p’te afledede lig med sumfunktionen for
den p gange ledvist differentierede reekke, altsa

fP () = Z nn—1)...(n—p+1az"?
n=p
p+ 1)! p+n)! n
:p!ap—k%apﬂx—f— +%ap+nx + ..., z€]-pp].
EKSEMPEL 6. Funktionen f :]—1,00 [~ R givet ved

- %log(l—i—m) for ©z#0
f(m)_{l for z=0

er af klasse C°. I intervallet |—1,1 [ er den nemlig sumfunktion for potensraekken

> x™ T x2 ™
S =l ()"
n=0

+ ..

n—+1 n—+1

Verdien af funktionens afledede i 0 kan findes ved at swtte z = 0 i udtrykket for f(») (z) i
Seetning 8 :

fPlz) =pl(-=1)P/(p+1), p=0,1,2,... .
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Taylor rackke

Medens vi hidtil er startet med en potensraekke, vil vi nu tage udgangspunkt i en funktion.

DEFINITION. For en vilkarlig C°°-funktion f : I ~ C defineret pa et interval I S R,
der indeholder punktet xq, kaldes potensraekken

S L@ (= g+ L0 gy L@ ey

| |
=0 n. n.

for funktionens Taylor rekke med xo som udviklingspunkt. (Sml.s.VIL.1.1.)
I det folgende holder vi os til tilfaeldet g = 0, hvor Taylor rackken er

0o (n) / (n)
SO0y SO, SO0
n=0

n! 1! n!

ADVARSEL. Selv hvis Taylor raekken har konvergenstal p > 0, behgver den ikke at
fremstille funktionen i noget interval omkring udviklingspunktet.

Eksempelvis er funktionen f: R ~ R givet ved

B exp(—z~2) for x #0
f(x)_{o forx =0

af klasse C* med (") (0) = 0 for allen € Ng . (Beviset er ikke ovenud vanskeligt.) Taylor raekken

>n2 o 0z™ har konvergenstal co, men den har abenbart ikke summen f(x) i noget punkt = # 0.

Som den fglgende seetning viser, er Taylor raeekken imidlertid den eneste chance for
potensrakkefremstilling af en C'*°-funktion i et interval, der indeholder udviklings-
punktet:

SETNING 9. En potensrekke Y . a,z™ med konvergenstal p > 0 er Taylor rakke
med udviklingspunkt O for sin sumfunktion f :|—p,p [~ C, dvs.

1
— — f(n)
an—n!f (0), neNp.

BEVIS. Saet 2 = 0 i udtrykket for f®)(z) i Seetning 8.

I §2 skal vi se, at en raekke elementaere funktioner, hvor 0 er indre punkt i definitionsmaengden,
faktisk kan fremstilles ved en potensraekke > > o anx™ i et stgrre eller mindre interval omkring
0. Det ma sa vaere Taylor reekken.
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§2. Potensraekkeudviklinger

I denne § skal vi se, hvorledes en rakke elementaere funktioner kan fremstilles ved en potensraekke
>l g anx™ i et stgrre eller mindre interval omkring 0. Samtidig illustreres en raekke metoder

til at finde en sadan potensrakkefremstilling.

Logaritmerackken

Vi udnytter, at den afledede & log(1+4z) = 1/(1+x) har potensraekkefremstillingen

1
1+

=l—a+a®>—2>+ ... +(=1)"z" + ... :Z(—l)"x”, re]-1,1].

For givet x € R er denne rackke jo en kvotientraekke med kvotienten —z . Rackken
er altsa konvergent for |z| < 1 med sum 1/(1 — (—x)) og divergent for |z| = 1
(X.83. Eksempel 2), specielt er konvergenstallet 1.

Idet log(1 + 0) = 0, saledes at log(1 +z) = [ 1/(1 + t)dt, z € ]-1,00 [, finder vi
for hvert x € |—1,1 [ ved ledvis integration (XII.§1. Seetning 5):

1 x2 8 xntl
log(1 = —dt=0— — 4+ — — ... 1"
og(1+) /0 1+t " 2+3 U
o n :L’

n=0
som allerede udfert i XII.§1. Eksempel 4.

Logaritmerackken har samme konvergenstal p som den ledvist differentierede rackke
(XIL.§1. Seetning 6), altsa p = 1. Vi noterer:

SETNING 1. For hvert x € |—1,1[ er

= x" z?2 28 x"
log(1 = ) L )t
og(1 +x) ;<) — =t + (=Dt
Potensraekken har konvergenstallet 1 .
For x = 1 fas reekken
- _ n—ll_ _l 1_ _ n—ll
> (-1 —=1-o g S e

som er konvergent ifplge Leibniz’ kriterium (X.§6 Seetning 4). Men den er ikke absolut konver-

gent (X.§3 Eksempel 7.1). Summen er log 2, som vi vil vise i en opgave.

For & = —1 fas den divergente raekke Y >° ;(—1/n).
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Eksponentialrackken

Da exp™ =exp, n=0,1,2,..., er det nemt at opskrive Taylor rackken
=1 n x? "
Y —at=lt4z+ o+t
oy n! 2 n!

for den naturlige eksponentialfunktion exp:R ~ R, . Det er ogsa nemt at se, at
eksponentialrekken er (absolut) konvergent for hvert z € R. Det fremgar af Kvoti-
entkriteriet (se XII.§1. Eksempel 1). Men er summen den “rigtige” ?
Afsnittet Z;L:O %xﬂ =1+zx+ % + ...+ (%, er jo Taylor Polynomiet P, (x) af
n’te orden for eksponentialfunktionen med udviklingspunkt 0. For givet x € R er
spgrgsmalet sa, om

P,(x) - e* =expx forn — oo,

dvs. om R,(z) =¢" — P,(x) -0 forn — oo.

Idet vi antager x # 0 (ellers er der intet problem), er det naerliggende at anvende
Taylors formel med restled (VIL.§1. Seetning 1):

For vilkarligt n € N findes et tal &, mellem 0 og =, saledes at

x __ 1 2 1 n expfn n+1
e —1—|—x+§x —|—...+5x —|—<n+1)!x ,

dvs. saledes at ¢
_oexpén i
n(7) (n+ 1)!x

Vi benytter nu, at eksponentialfunktionen er voksende. I tilfeeldet z < 0 er &, < 0
for hvert n € N og dermed

expln | in exp0 [
‘Rn( )| = '|fL" 1 |‘$| 1 = [
(n+1)! (n+1)! (n+1)!
I tilfeeldet > 0 er &, < x for hvert n € N og dermed
expfn 1 xn—l—l
0<R,(z) = < :
(x) nt 1)!x exp CES]

Men da raekken > >, L |z|™ er konvergent, som indledningsvis bemzrket, folger

(X.83. Seetning 1), at
1

(n+1)!

Vi slutter sa i begge tilfeelde, at R, (z) — 0 for n — oo, og noterer:

|z|" ™ =0 forn — .
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SETNING 2. For hvert x € R er

Ooxn 2 "
ex:expxzzmzl—kx—i———k +ﬁ+
n=0

FEulers formler

Eksponentialraekken Y 02 2" /n! = 1+ 2+ 2%2/2+ ... +2"/nl + ... er (absolut)
konvergent for hvert z € C, som vist i XI.§1. Eksempel 1 ved Kvotientkriteriet.
Sumfunktionen, hvis definitionsmaengde er hele C, er ifglge Seetning 2 en udvidelse
af den velkendte naturlige eksponentialfunktion exp : R ~ R. Den kaldes den
komplekse eksponentialfunktion og betegnes ligeledes exp. Den er givet ved

X _n 2 n

z z
eZ:esz:Zmzlﬁ—zﬁ—?—k...+F+..., zeC.

n=0

Som laeseren — til sin formentlige overraskelse — skal se, skabes der med udvidelsen til det
komplekse en neer forbindelse mellem eksponentialfunktionen og de trigonometriske funktioner
cosinus og sinus. (Eulers formler, Szetning 4 nedenfor.) Blandt de mangfoldige opdagelser, der
skyldes Leonhard EULER (schweizisk matematiker, 1707-1783), er dette en af de meerkeligste.
Vor interesse i dette og de fglgende kapitler er funktioner z ~ f(z), x € R, af reel variabel.
Nar vi alligevel inddrager den komplekse eksponentialfunktion exp : C ~ C, er det, fordi det
giver os betydelige lettelser. Her spiller det en afggrende rolle, at den fra det reelle sa velkendte
funktionalligning ogsa gaelder efter udvidelsen til C:

SETNING 3. For vilkarlige zy, zo € C geelder

exp(z1 + 22) = (exp z1)(exp 22) -

BEVIS. Da raekkerne Y7 7 217 /p! og 37 229/q! er absolut konvergente, far vi ved
Cauchy multiplikation (X.86. Seetning 8):

oo oo

le ZQq
(exp z1)(exp z2) = Z = Z -
p=0 =0 T

- ol (n—p)!

=\ v (n—p)!

Den fremkomne raekke er imidlertid identisk med eksponentialraekken i punktet zq+29,

> (2’1 + ZQ)"

exp(z1+22) = Y

|
0 n:
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som det fremgar ved anvendelse af binomialformlen pa det n’te led:

1
E(zl +2)" = ] Z ( )zlpz
n! DLz P 2P
= — — lezn—p = RV IR
n! pzzg)p!(n—p)! 2 Z p! (n—p)!

p=0

Tallene exp(z1 + 22) og (exp z1)(exp z2) er saledes sum af en og samme rakke.

For givet z = x + iy, x,y € R, er det komplekse tal e? defineret som sum af eksponentialraekken.
Men hvor i den komplekse plan ligger tallet 7 Det er et stykke detektivarbejde, som vi tager pa
os. Da vi har check pa e*, og da e* = e%e® ifglge Szetning 3, vil det veere nok at forfglge V.

Det ggr vi sa:
For vilkarligt ¢t € R er e defineret ved en rsekkesum,
(it)? (it)"

it _ N~ (@)"
c _1;) n! _1+Zt+7+ - n!

+ ...

YN

n 2 ? n
_Z_t :1+2t+—t—|— =t
21 n!

Funktionen ¢ ~ e, t € R, en funktion af reel variabel, er altsd sumfunktion for
potensraekken med koefficienter i /n!. Ifplge XII.§1. Seetning 7 om ledvis differenti-
ation af potensraekker med reel variabel, (hvor jo komplekse koefficienter er tilladt!)
er funktionen da differentiabel pa R med

deit oo N oo ‘n—1 0 n

_ Z n%tn—l — Z htn—l — Z %tn _ ieit )

n=1 ' n=1 n=0

Med en sprogbrug fra Kapitel XV er funktionen t ~ 2z = e, t € R, en lgsning til

differentialligningen
dz

dt
Som en hurtig regning viser, er ogsa t ™~ z = cost + isint, t € R, en lgsning til
denne ligning;:

=1z, telR.

%(cost—kisint) = —sint +icost = i(cost +isint).

Om to lgsninger f,g: R ~ C, hvor g(t) # 0 for alle t € R, gaelder imidlertid f = cg,
hvor c¢ er konstant, thi

d (f(t)) _ 9@ f' () — f)g'(t) _ g(t)if(t ) f( )ig(t) _
dt \ g(t)
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Altsa er .
e’ =c(cost +isint), tER,

og da e = e =1 = cos0 + isin0, ma konstanten ¢ veere 1.

For hvert ¢t € R gaelder saledes
e = cost+isint .

Geometrisk sagt: t ~ e, t € R, er den seedvanlige parameterfremstilling for enheds-
cirklen.

Ud fra den fundne ligning og

e " =cost—isint ,

der fremgar ved at erstatte t med —t, finder vi endelig cost og sint udtrykt ved e’
og e~*. Vi noterer :

SAETNING 4. EULERS FORMLER. For hvertt € R gelder

e = cost +isint , cost = —— | sint = -
2 21
Ved kombination med Szetning 3 fas sa:

SETNING 5. For vilkarligt z = x + iy, x,y € R, gelder

ef =" = %" = ¢"(cosy + isiny) .

Tallet e* = e*T% er altsd # 0, og det er karakteriseret ved

" TW| = e | y er et argument til e®T%

Man kan skaffe sig et overblik over den komplekse eksponentialfunktion opfattet som
afbildning z ~ w = e* fra en “z-plan” til en “w-plan” ved at overveje afbildningen
af linier z = x + iyg, * € R, henholdsvis z = x¢o + iy, y € R. Tegn! Bemszrk, at
exp : C ~ C har perioden 2mi , dvs.

Vz e C:e?t2m = e? |

Eulers formler er overordentlig nyttige til tilbagefgring af de trigonometriske funkti-
oner til eksponentialfunktionen. Som et forste eksempel szetter de os umiddelbart i
stand til at udvikle cosinus og sinus i potensraekker pa R:
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SAETNING 6. For hvertt € R gelder

o0
—1)" 2t ¢S
costzz( )t2"21———|————+...,

2o (2n))! 2l "4 6l
R e S G L T e R S A 1l
s1nt—;(2n+1)!t —togt gt

BEVIS. Man kan benytte Eulers formler for cost og sint samt fremstillingerne

.t U S S
(& :1+2t—§—2§+ﬁ+lg—,
, t2 B3t
—’Lt_ _, 7 ,_ __.__
e =1—1t 2!+z3!+4! 25!

Eller man kan splitte i reelt og imagingert (X.§6 Bemaerkning 1) i fremstillingen

it . R S A A A
e :cost—l—zsmt:1+Zt—a—z§+z+za—

EKSEMPEL 1. Eulers formler for cost og sint giver et simpelt middel til omskrivning af trigono-
metriske udtryk. Eksempel:

4 ezt —e it e4zt _ 462” + 6 — 4e 24t +e 44t
sin” t = 2

7 16
1 edit 4 g—dit 1 e2it 4 o—2it 3
= — PR + —
8 2 2 2 8
1 1 3
= —cos4t — —cos2t + — .
8 2 8

Omskrivningen kunne tjene til at finde en stamfunktion fsin4 tdt. Pa tilsvarende made kan
produkter cos™ tsin™ t omskrives til en linearkombination af funktioner 1, cospt, sinpt.

Binomialrsekken

For vilkarligt a € R er funktionen x ~ (1 + z)*, = € |—1,00[ , vilkarligt ofte
differentiabel med

n

dx—n(l—f-x)a:a(a—1)...(a—n+1)(1+x)a_n.
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Taylor raekken med udviklingspunkt 0 er altsa

—1 —1)...(1—= 1
1+am+%x2+...+a(a ) S nt )a:”+
mn.

(6)+ (Do (5)e2 4 oot ()t oon.

hvor vi for at fa bekvemme betegnelser har indfgrt de generaliserede binomialkoeffi-

cienter
(a) _ (a) :a(a—l)...fa—n—i—l) formeN.

0 n n!

Reaekken Y >° (Z)x” kaldes binomialraekken. Ifplge XII.§1.Seetning 9 er den den
eneste chance for potensraekkefremstilling af funktionen = ~ (1 4+ x)® i et interval

omkring 0.

I tilfeeldet a = p € Ny er (Z)zOfornE{p+1,p+2,...}.

Konvergenstallet er naturligvis oo, og rackken stemmer, nar bortses fra halen af 0-led,
med hgjre side i binomialformlen anvendt pa (1 + x)?. For hvert x € R geelder altsa

o =3 (e =3 (),

n=0 n=0

I tilfeeldet @ € R\ No er alle koefficienter (%) i binomialrackken forskellige fra 0. For
vilkarligt « # 0 har vi her

(2 )am /(2o = 155 el = el for s o0,

hvorfor raekken ifplge Kvotientkriteriet er absolut konvergent for |x| < 1 og divergent
for |x| > 1, dvs. konvergenstallet er 1.

For hvert x tilhgrende konvergensintervallet |—1,1 [ har binomialreekken faktisk
den “rigtige” sum:

(142)" = i (Z)x" for z €]-1,1].

n=0

BEVIS. Funktionen x ~ (14+z)®, z € |—1,1 [, er en nulpunktsfri lgsning til differentialligningen

dy a

dx 1—|—my'
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Ogsa binomialraekkens sumfunktion tilfredsstiller differentialligningen. Regningerne, som vi vil
forbiga, benytter naturligvis ledvis differentiation (XIL.§1.Seetning 7). Da de to funktioner
desuden har samme veerdi for x = 0, kan man pd samme made som ved differentialligningen
dz/dt = iz (s.4-5) slutte, at de er identiske.

EKSEMPEL 2. For hvert z € |—1,1[ er

1 1 1 1
\/1+x:1+§x——x2+—x3+ —|—<2)x"+ o

8 16 n

Raekkeudvikling af Arcus funktioner

Den afledede -L Arctanz = 1/(1 + z?) har potensraekkefremstillingen

1 (e e)
14 22 :Z(—l)”x2”:1—x2+x4— e, xe]-11],
n=0

thi for givet 2 € R er rackken jo en kvotientraekke med kvotienten —z? . Konvergens-
tallet er 1. Ved ledvis integration (X.§1. Seetning 5) finder vi da

’ 1 — ’ ni2n
Arctanx:/o mdt:;/o (=D)"t="dt

0o
:L.Qn—i—l ZL’S 5

T T
N =2 2T, ~1,1].
;( e R T - el

Den afledede % Arcsinz = 1/+/1 — 22 har potensraekkefremstillingen

1 1 > -1
- —(1—zX"3 = ( 2) —D"z2", zel-1,1],
= =3 () L1
som det fremgar ved for givet = at indszette t = —z? i binomialudviklingen
L& L
=5 (e
ent =3 ()
n=0
Konvergenstallet er 1. Ved ledvis integration (X.§1. Seetning 5) finder vi da
T 1 oo 1 2n+1
Arcsin z :/ —dt = Z ( 2)(_1)n:€
0 1—t¢2 —\n 2n+1
m+1z3+1~3z5+1~3~5$7+ €111
= T a o ~ 1 = e ) x -4
1 23 2 5 2-4-6 7
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Arctan x + Arccotx = forz € R,

Arcsinz 4 Arccosz = forxz € ]-1,11,

ISEIE N SR

er det nok at finde potensraekkefremstillinger for Arctan og Arcsin.

De hyperbolske funktioner

De hyperbolske funktioner cosh, sinh, tanh og coth, lees hyperbolsk cosinus etc.,
defineres ved

X —X X —X
e’ +e . e’ —e
cosher = ——— | sinhyr = —— |
2 2
sinh z coshzx
tanhx = cothz = — .
cosh x sinh z

De tre fgrste funktioner defineres for alle x € R, medens udtrykket coth z kun har
mening for z € R\ {0}, idet sinh 0 = 0 og sinh z i gvrigt har samme fortegn som =z .

For de hyperbolske funktioner geelder en lang rackke formler, der bortset fra fortegn
svarer ngje til tilsvarende formler for de trigonometriske funktioner. De kan bevises
ved regning pa grundlag af definitionerne. Vi fremhaever additionsformlerne

cosh(z1 + x2) = cosh 1 cosh zg + sinh z; sinh x5 |

sinh(zy 4+ 22) = sinh x; cosh 25 + cosh zq sinh x5 .
Et specialtilfeelde af den fgrste (svarende til 21 = —z9 = x) er grundrelationen
cosh® z —sinh®*z =1 .

Analogien til trigonometriske formler er mindre overraskende, nar man betsenker, at
disse kan afledes af Eulers formler.

Af definitionerne pa cosh x og sinh z i forbindelse med fremstillingerne

2 ZL’S 1’4 1135

x __ - - - _
e —1+x+2!+3!+4!+5!+...
_m_l 2 .TB .T4 $5

e = —$+§—§+Z—ﬁ+...
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finder vi for hvert z € R

2 113'4

coshx:1+x—+—+...

20 4

3 2P

sinhez=oz+—+—+ ...

3! 5l

Vi noterer en raekke egenskaber ved de hyperbolske funktioner:

1) Som naevnt er cosh, sinh og tanh defineret pa hele R, coth pa R\ {0} .

2) cosh er en lige funktion, de gvrige tre funktioner er ulige.

3) De hyperbolske funktioner er af klasse C' pa deres definitionsmaengder, med

=1—tanh®z,

d
. coshzx = — = sinhx ,
d T —X
T sinhx = % = coshx ,
d cosh? z — sinh? z 1
— tanhx = 5 = 5
dx cosh” z cosh” x
sinh? z — cosh? z 1
— cothz = — -
dx sinh” z sinh” z

—1—coth’z .

XII 2.10

4) Da sinhx < 0, =0 o0g > 0, efter som x < 0, =0 og > 0, folger det af 3), at
cosh er strengt aftagende pa |—o0,0] , strengt voksende pa [0, 00 [, og saledes har
mindstevaerdien cosh 0 = 1. Funktionerne sinh og tanh er strengt voksende pa R, og
coth er strengt aftagende i hvert af intervallerne R, og R_ .
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S. XIV.1.31-51¢ kan udskiftes med fglgende:

Kerneproblemet i denne paragraf er at finde en stamfunktion til en bruden rational
funktzon , dvs. et ubestemt integral [ N( )daz hvor T" og N er polynomier med

reelle eller komplekse koefficienter, og N har grad n = 1. Herved regnes i et interval
pa R, hvor N ikke har nulpunkter.

Ved “polynomiers division” kan T skrives T'= NQ + R, altsa

T R

p— + —,

N @ N
hvor “kvotienten” @ og “resten” R er polynomier, og R enten er 0 eller af lavere grad
end N . Da udregning af [ Q(z)dz er triviel, er problemet reduceret til egte brudne
rationale funktioner, hvor teellerpolynomiet er af lavere grad end nsevnerpolynomiet.

T

Problemet kan lgses ved dekomposition af den aegte brudne rationale funktion % ,

dvs. spaltning i en sum af led, som vi kan klare.

Undervejs er det praktisk at arbejde i C. Lad
Niz)=alz—a))™ ... (z—ap)™

veere faktoriseringen af N i C (X.§5. Seetning 2), hvor r; + ...+ r,, = n = graden af
N . Der findes da en (og panger ombytning af leddene kun en) dekomposition

T(Z> bll blrl bml bmrm

NG :z_a1+"'+(z—a1)7"1 + ... +Z_am+...+7(z_am>m ,

geldende for z € C\ {aq,...,an}, hvor hvert komplekst O-punkt «; for N giver
anledning til sa mange led (sakaldte stambrgker), som multipliciteten angiver, og
hvor b’erne er komplekse tal.

S. XIV.1.3'-41¢ giver et elegant bevis, baseret pa linesr algebra (linezer uathaengighed, basis,
dimension). Det kan forbigas.

Ved integration benyttes dekompositionen kun for den variable tilhgrende et interval
I pa R uden nulpunkter for N. Hvad enten « € R\ I eller « € C\ R, har vii [

/ 1 d —1 / 1 d —1

—  dx = T =

(x — «)? r—a ) (x—a)d 2(r — )2’

Ogda [ -1-dz =log|z—al, nir o € R\ I, mangler vi kun [ -1-dz, nar o € C\R.

Dette tllfaelde klares s. XIV.1.7 midtpa. Har polynomiet N lutter reelle koefficienter,
er det dog nemmere at bemaerke, at de ikke-reelle rgdder optreeder parvis, « = a + b

og a = a — ib, hvorfor de tilsvarende to led i dekompositionen med naevnere x — «
og r — & kan erstattes af ét led af form

cr +d
(x—a)2+b2"
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c 2(z—a)
2 (x—a)2+
log((z — a)® + b*) og et med Arctan (£3%).

Integration sker ved omskrivning til 0z T actd et giver et led med

+(z—a)?

Hvorledes man kan bestemme konstanterne i dekompositionen, fremgar af Eksempel
1 og 2 s. XIV.1.5-6. For at finde en konstant som b;,, kan man multiplicere igennem

med (z —ay)™ og forkorte. Den fremkomne ligning geelder for z € C\ {ay,...,a,},
men af kontinuitetsgrunde ogsa for z = a7, og indsattelse af netop denne veerdi
giver pa hgjre side by, . Det er tankegangen bag Eksempel 1. Nar by,,,..., b1, ,

er fundet, kan de pageeldende stambrgker rykkes over pa venstre side, som derpa
traekkes sammen og forkortes med (z — ) ... (2 — ayy,) til formen T1(z)/N1(z). Nu
kan sa legen gentages, om forngdent. Eksempel 2 illustrerer en variant.
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§3. Eksistens og entydighed af lgsninger til differentialligninger

En differentialligning af 1. orden

For en given kontinuert funktion f : @ ~ R defineret pa en dben maengde Q0 C R?
betragter vi differentialligningen af 1. orden

(1) @ ).

i
Ved en lgsning til (1) forstas en funktion ¢ : J ~ R defineret pa et interval J C R,
der opfylder betingelserne

(i) ¢ er differentiabel pa J .
(ii) (¢, (1)) € Q for hvert t € J .
(iii)  ¢'(t) = f(t,p(t)) for hvert t € J.

Betingelse (iii) er naturligvis den centrale. Den udtrykker, at x = (t), t € J, tilfredsstiller (1),
dvs. at (1) er opfyldt, nar man indssetter z = ¢(t) .

(ii) kommer ud pa, at grafen for ¢ : J ~ R ligger i . Betingelsen sikrer, at f(¢,¢(t)) har
mening, medens (i) sikrer, at ¢’ (¢) har mening, for hvert ¢t € J .

Enhver lgsning ¢ : J ~ R til (1) er af klasse C'. Thi t ~ f(t,(t)), t € J, er opbygget af
kontinuerte funktioner og dermed kontinuert, og denne funktion er jo netop ¢’.

Enhver restriktion ¢|; af en lgsning ¢ : J ~ R til et delinterval I € J er naturligvis
ligeledes en lgsning. En lgsning ¢ : J ~ R med maksimalt definitionsinterval, kort
en maksimal lgsning, vil sige en lgsning, som ikke har nogen udvidelse til en lgsning
pa et interval I O J.

En funktion ¢ : J ~ R siges at ga gennem et punkt (a,b) € Q, hvis (a,b) ligger
pa grafen, dvs. hvis p(a) = b. Man siger ogsa, at ¢ opfylder begyndelsesbetingelsen
p(a) =b.

I Matematik 2 MA vil der blive vist fglgende

EKSISTENS- OG ENTYDIGHEDSSATNING FOR EN DIFFERENTIALLIGNING AF 1. OR-
DEN. Lad f : Q ~ R vere kontinuert pd en dben maengde Q € R? og antag, at f i
Q har en kontinuert partiel afledet Do f . For vilkarligt (a,b) € Q geelder da, at der
findes lgsninger til

dx
1 — = f(t,x
1) = f(t,)
gennem punktet, og de er alle restriktioner af en og samme lgsning.
Denne lgsning, abenbart en lgsning med maksimalt definitionsinterval, kaldes ofte
slet og ret losningen gennem (a,b).
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Bemaerk, at enhver lgsning til (1) har en og kun en udvidelse til en maksimal lgsning,
og at graferne for to forskellige maksimale lgsninger ikke har noget punkt feelles.

Er = en stgrrelse, der varierer med tiden t og tilfredsstiller (1), og er veerdien b af x givet til
et tidspunkt a, ja sa forteeller ssetningen, at x = x(t) er fastlagt ved (1) et vist stykke ud i
fremtiden, maske til 400, og ligeledes et vist stykke tilbage i fortiden. Nar xz(a) = b kaldes en
begyndelsesbetingelse, er det nok, fordi man er mest spaendt pa fremtiden.

EKSEMPEL 1. En normeret linezer differentialligning af 1. orden

a0 = a(0),

hvor p og g er kontinuerte funktioner pa et abent interval I € R, kan skrives

L = —p()r +at).

Da (t,z) ~ f(t,z) = —p(t)x + q(t) er kontinuert i Q = I x R med kontinuert partiel afledet
sz(t,:l') = —p(t) )

kan Eksistens- og entydighedssetningen anvendes. De maksimale lgsninger er defineret pa hele

I (se 8.XV.1.8), men det forteeller ssetningen ikke noget om.

EKSEMPEL 2. Differentialligningen

dx
— =142%, (t,z) e R?,
o +z7, (t,z)

falder abenbart ind under Eksistens- og entydighedssetningen, med f(t,z) = 1+x2, (t,z) € R?,
da f og f. begge er kontinuerte pa R2.

For hvert ¢ € R er funktionen ¢c :Jc— 5, c+ S[ R,

pelt) =tan(t—c), tele— T, c+ [,

en lgsning, idet ¢’.(t) = 1 +tan?(t —c) = 1+ (pc(t))2. Og den er abenbart maksimal: udvidelse
til et stgrre interval er jo ikke mulig, idet ¢c(t) — + oo fort —c + 7.

Men er der andre lgsninger end de fundne ¢., ¢ € R, og restriktioner af disse? Nej. Gennem
hvert punkt (to,zo) € R?, gar der jo en lgsning ¢, , med c bestemt ved

to€le—5,c+ 5[, ¢clto) =tan(to —c) = o,

dvs. ¢ = tg — Arctanzg , og det er s den maksimale lgsning gennem (¢, zo).

Bemaerk, at de maksimale lgsninger har begraenset definitionsinterval, skgnt f er defineret pa
hele R2. Lgsningen, som til tiden tg har veerdien xzq , vil veere “eksploderet” til tiden to + (% —
Arctan zg) .

(Vi “geettede os” til nogle lgsninger og benyttede sa entydighedsdelen af seetningen til at slutte,
at der ikke er andre. Den forelagte differentialligning kan ogsa “lgses” ved at adskille de variable,
se s. XV.2.5. Progv!)
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BEMZERKNING 1. Uden at udfgre argumentationen nsevner vi, at man af ssetningen ovenfor kan
udlede nedenstaende resultat om lgsningskurverne til en differentialligning

L(z,y)dx + M(z,y)dy =0,

hvor L og M er reelle C'-funktioner defineret pa en &ben mzengde Q € R?. (Se s. XV.2.11¢-2%.)

Vi kalder et punkt (z,y) € Q for singulert, hvis L(z,y) = M(z,y) =0.

Vi antager, at ikke alle punkter i Q er singuleere, og betegner med Q* den (dbenbart abne)
delmaengde af 2, der bliver tilbage, nar eventuelle singulsere punkter fjernes. Her geelder:

Gennem hvert punkt of Q* gar der lgsningskurver forlgbende i Q*, og de er alle delkurver af
en og samme lgsningskurve i Q*.

En lgsningskurve har altsa en entydig og maksimal fortsaettelse i begge ender, sa leenge vi holder
os til Q*. Men i Q2 kan den eventuelt fortsaette pa flere (evt. uendelig mange mader) efter passage
af et singuleert punkt. Eksempel

2ydx —xdy =0,

hvor en halvparabel (x,y) = (t,at?), t € ]—00,0 [ , nok er en maksimal Igsningskurve i 2* =
R2\ {(0,0)}, men i 2 = R? kan den fortszettes gennem det singuleere punkt (0,0) over i en
vilkarlig halvparabel (x,y) = (t,bt%), t €] 0,00 [.
Et singuleert punkt kan altsa veere “forgreningspunkt”. Men (mange) lgsningskurver kan ogsa
ga entydigt igennem, eksempel:

—ydr+xdy =0;.

Til den modsatte yderlighed kan det veere, at et singuleert punkt ikke ligger pa nogen lgsnings-
kurve, eksempel
zdr+ydy=0.

Et differentialligningssystem af 1. orden

Teenker man pa t som tiden, vil sendringshastigheden dz/dt for en stgrrelse « i mange tilfeelde
afheenge ikke blot af den aktuelle veerdi af , men ogsa af veerdierne af andre stgrrelser y, z, . . .
foruden maske af ¢. Tilsvarende geelder om dy/dt, dz/dt, ... . I stedet for en enkelt differenti-
alligning far vi da et system af differentialligninger.

For et givet s&t f1,..., fr af kontinuerte funktioner f; : 2 ~ R defineret pa en aben
maengde Q € R x R* betragter vi systemet af differentialligninger af 1. orden:

dx
d—tl = filt,zr, ... ,xp)
(2)
dx
K :fk(t,l‘l, ,xk)

dt
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Ved en lgsning til (2) forstas et seet (@1, ..., @k) af funktioner ¢; : J ~ R defineret
pa et interval J € R, der opfylder betingelserne

(i)  ®1,..., ¢ er alle differentiable pa J .

(il)  (t,1(t), ... ,0k(t)) € Q for hvert t € J .
(i) 1) = fi(t,1(t), ..., @u(t)) for hvert ¢t € J
0. (t) = fu(t,e1(t), ... ,@r(t)) for hvert t € J .

Seetter vi f = (f1,...,fx) : @ ~ R¥ og 0 = (p1,...,01) : J ~ R¥ antager
betingelserne (i), (ii), (iii) formelt samme udseende som tidligere for en enkelt ligning.
Tilsvarende skriver man differentialligningssystemet (2) som en enkelt vektoriel dif-
ferentialligning af 1. orden

dx
= — f(¢t

dt f( ,.’1:) Y
hvor x star for (z1,...,xk).

For vilkarligt (t,z) = (t,z1,...,2) € Q kan man tolke f(t,x) = f(t,z1,...,2x) € R* som
feltvektoren i punktet x = (z1,...,xx) til tiden ¢ i et vektorfelt, der varierer med tiden. En
differentiabel funktion ¢ ~ @(t) = (p1(t),...,px(t)), t € J, kan opfattes som beskrivelse af et
punkts bevaegelse og vil sd veaere en lgsning, netop hvis hastigheden ¢’ (t) til hvert tidspunkt ¢t € J
er lig feltvektoren f(¢,p(t)) til tiden ¢ i punktet ¢(t),

¢’ (t) = f(t o(1)) -

I Matematik 2 MA vil der blive vist folgende

EKSISTENS- OG ENTYDIGHEDSSAETNING FOR ET SYSTEM AF DIFFERENTIALLIGNIN-
GER AF 1. ORDEN. Lad f = (fi,...,fx) : & ~ R¥ vere kontinuert pd en dben
mengde S R x RF og antag, at hvert f; i 0 har kontinuerte partielle afledede
Ofi/0x1, ... ,0f;/0xy efter de sidste k variable.

For wvilkarligt (a,b) = (a,by,...,bx) € Q findes der da lgsninger ¢ = (@1, ..., Pk)
til differentialligningssystemet (2), dvs. til

dx
% :f<t,113),

som opfylder begyndelsesbetingelsen p(a) = b, dvs.
wl(a):bla BN @k(a):bk7
og de er alle restriktioner af en og samme lgsning.

Denne lgsning, abenbart en lgsning med maksimalt definitionsinterval, kaldes ofte
slet og ret lgsningen svarende til begyndelsesbetingelsen p(a) = b.
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Ud fra folgende lgse betragtning kan man godt “forsta”, at stgrrelser x1,...,x, der varierer
med tiden ¢ og tilfredsstiller differentialligningssystemet (2), vil veere fastlagt ved (2) et stykke
ud i fremtiden, nar deres veerdier by,..., by er givet til et tidspunkt a = to. Vi kan nemlig

med en vis tilnsermelse fglge udviklingen gennem tidspunkter tg < t1 < t2 ... med intervaller
Aty, Ata, ... :

Lad os opfatte z1,. ..,z som koordinater til et punkt P, der bevager sig i RF (“faserummet”).

Til tiden tg = a er P i Py = (b1,...,bg) og har hastigheden f(tg, Pp).
Til tiden ¢1 er position og hastighed med tilnezermelse P; og f(t1, P1), hvor

—
PoPy = f(to, Po)Aty .

Til tiden to er position og hastighed med tilnezermelse P> og f(t2, P2), hvor
—
PPy = f(t1, P1)Ats .

Etc.

Eksistens- og entydighedssaetningen kan specielt anvendes pa et system af lineere
differentialligninger af 1. orden:

dx

d—tl =pu®)z1+ ... +pu®zr+ @ (t)
(3)

dl‘k

ﬁ = pkl(t)xl + ... +pkk(t)xk + qk(t) ,

hvor alle p;; og ¢; er kontinuerte reelle funktioner defineret pa samme (abne) interval
ICR.

Her er Q = I x R¥, saledes at a og b i begyndelsesbetingelsen ¢(a) = b kun er
underkastet kravet a € I, b € R*, og der gaelder folgende vigtige

TILF@IELSE. De maksimale lgsninger til et system (3) af lineeere differentialligninger

af 1. orden, hvor alle p;; og q; er kontinuerte reelle funktioner pa et (abent) interval
I SR, er defineret pa hele I .

Der er sat parentes om ordet abent, da det er en overfladig forudsaetning. (Hvis intervallet I ikke
er abent, kan funktionerne p;; og g; jo udvides til kontinuerte funktioner pa et abent interval
J D I, og alle lgsninger kan sa udvides til J .)

For at fa tilfgjelsen med starter man i gvrigt beviset forfra, og det gar endda en anelse lettere,
hvis I er afsluttet og begreenset. Men vi ma fortsat henvise til Matematik 2 MA.
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EKSEMPEL 3. Det linezere differentialligningssystem af 1. orden

dm_
at Y
dy
WY _
dt

har de maksimale lgsninger
x = acos(t — ¢)

y=asin(t —¢) ,
t € R, hvor a og c er arbitreere reelle konstanter. (Den enkelte lgsning fremkommer flere gange,

endda uendelig mange gange, hvad vi dog kan undga ved at tage nullgsningen for sig og ellers
ngjesmed a € Ry, c€|-m,m].)

Men er der andre lgsninger end disse (og restriktioner af dem)? Nej. For hvert (to, zo,v0) € R?
findes nemlig a og c, saledes at

acos(to —c) =z0, asin(to—c)=yo ,

og den tilsvarende lgsning ovenfor er sa den maksimale lgsning gennem (to, zo,y0). At vi har
fundet samtlige lgsninger til differentialligningssystemet sluttes saledes af ssetningens entydig-
hedsdel.

To stgrrelser x og y, hvis eendringshastigheder dz/dt og dy/dt er bestemt ved veerdierne af x og
y som angivet i differentialligningssystemet, vil altsa begge svinge harmonisk i al evighed med
samme amplitude a, med periode 27 og siledes at y er 5 bagud i tid.

Tolkes f(t,x,y) = (—y, ) som feltvektor i et vektorfelt i R?, og opfatter vi en differentiabel
funktion ¢t ~ ¢(t) = (x(t),y(t)) som beskrivelse af et punkts bevaegelse, kommer differential-
ligningssystemet ud pa, at hastigheden ¢’(t) = (2/(t),y’(¢)) til hvert tidspunkt er tveervektor
til stedvektor ¢(t) = (z(t),y(t)). Vort resultat er sa, at dette geelder for cirkelbevaegelser med
centrum i (0,0) og vinkelhastighed 1, og kun for sadanne.

BEMZERKNING 2. I det lineere tilfeelde geelder Eksistens- og entydighedssesetningens
pastand ogsa, med tilfojelse, nar man sgger lgsninger ¢ = (¢1, ..., k), hvor funk-
tionerne @; har komplekse veerdier. 1 begyndelsesbetingelsen kan by, ..., by sa veere
vilkarlige komplekse tal, ligesom funktionerne p;; og ¢; kan have komplekse veerdier.

Ved at splitte i reelt og imagingert i hver af de k ligninger og begyndelsesbetingelser kan man
nemlig fgre problemet tilbage til et system af 2k lineaere differentialligninger af 1. orden inden
for det reelle.

En differentialligning af k’te orden

For en given kontinuert funktion f : Q ~ R defineret pa en aben maengde Q € R x R¥
betragter vi differentialligningen af k’te orden

dFx dx dF—lg
4 — = flt,x,—, ... ,——).
( ) dtk f( 1Ly dt’ ? dtk—l)



Mat 1 MA 1991/92 XV 3.7

Ved en lgsning til (4) forstas en funktion ¢ : J ~ R defineret pa et interval J C R,
der opfylder betingelserne

(i) ¢ er k gange differentiabel pa J .
(ii) (¢, @(t), @' (t), ..., () € Q for hvert t € J.
(iii) @™ (t) = f(t, (1), @' (1), ... ,F=D(t)) for hvert ¢t € J.

Tilfeeldet kK = 1 har vi diskuteret s. XV.3.1-2. Under passende forudsatninger kan den enkelte
maksimale lgsning ¢ fastleegges ved en begyndelsesbetingelse ¢(a) = b eller, som vi siger, ved
at ¢ gar gennem punktet (a,b). For k = 2 bliver der tilsvarende tale om begyndelsesbetingelser
p(a) = b, ¢’'(a) = by eller, som vi vil sige, om at ¢ indeholder linieelementet (a,b,b1). Det
kommer ud péa, at grafen for ¢ gar gennem (a,b) med tangentheeldning b; . Navnet svarer til
tolkningen af talssettet (a,b,b1) som et punkt (a,b) og en haeldning b .

For vilkarligt k bliver der tale om k begyndelsesbetingelser, resp. om et “linieelement’ af (k—1)’te
orden:

En funktion ¢ : J ~ R, der er k — 1 gange differentiabel pa et interval J € R, siges

at indeholde talsaettet (a,b,bq,...,bk_1) som linieelement af (k — 1)’te orden, hvis
a € J, og p opfylder begyndelsesbetingelserne
pla)=b, ¢'(a) =br, ... , ¥ (a)=bp 1.

For at aflede en Eksistens- og entydighedssaetning for lgsninger til en differentiallig-
ning (4) af k’te orden sammenholder vi med folgende differentialligningssystem (5)
af forste orden. Givet er en kontinuert funktion f : €2 ~ R defineret pa en aben
maengde Q2 € R x RF.

dx
dt
d(El
dt
(5)
dzy_o
= Tk-1
dt
dri—1
dt :f(t,l’,{l}l, 7xk—1)
Lgst sagt er (5) fremkommet ved foruden x at tage dx/dt, ... ,d* lz/dt*~! som “ubekendte

funktioner” x1,...,Zr_1 .
Systemet (5) er et specialtilfaelde af (2), blot med en anden nummerering. Hgjresi-
derne er alle defineret pa 2 :
fj(t,x,fﬂl,...,wk_l):.’Ej_|_1, jIO,...,k‘—2,

fe—1(t,z,x1,. .., x5—1) = f(t,z, 21, ..., T—1) -
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For enhver lgsning ¢ : J ~ R til (4) vil szettet (p, ¢, ..., k1) veere lgsning til (5),
som man umiddelbart gar efter. Forskellige lgsninger ¢ og 1 til (4) giver naturligvis
forskellige seet. Og enhver lgsning (@, @1,...,0x-1) : I ~ R¥ til (5) kommer frem
pa denne made: Af de k — 1 forste ligninger sluttes nemlig, at ¢ : I ~ R er k gange
differentiabel, og at

=1, " =2 ., FTD =
Men sa er det klart, at ¢ opfylder (ii), og den sidste ligning forteeller, at ¢ opfylder
(iii), saledes at ¢ er en lgsning til (4).
Vi noterer:

Afbildningen ¢ ~ (¢,¢',...,0%* D) er en bijektion fra maengden af lgsninger til
differentialligningen (4) af k’te orden til maengden af lgsninger til systemet (5) af k
differentialligninger af 1. orden.

Den omvendte afbildning er (¢, ¢1,...,pk—1) ™~ ©.

Restriktion, resp. udvidelse folges naturligvis ad i de to lgsningsmaengder. Og en lgs-
ning (0, 1, ..., op-1) = (0, @', ..., p* 1) til (5) opfylder en begyndelsesbetingelse

pla)=0b, pi(a) =b1, ..., pr-1(a) = b1,
netop hvis ¢ indeholder linieelementet (a, b, by, ..., bg_1).
Det veesentlige udbytte af denne sammenhaeng mellem (4) og (5) er, at vi hermed far
overblik over lgsningerne til (4) :

EKSISTENS- OG ENTYDIGHEDSSATNING FOR EN DIFFERENTIALLIGNING AF K’TE OR-
DEN. Lad f : Q ~ R vere kontinuert pd en dben maengde Q € R x R¥ og antag, at
f 1 Q har kontinuerte partielle afledede efter de sidste k variable.

For wvilkarligt (a,b,b1,...,bk—1) € Q findes der da losninger til differentialligningen

dkz dx dF—1g
4 — = flt,x,—, ... , ——
( ) dik f( y Ly dt’ ) dtk_l) )

som opfylder begyndelsesbetingelserne

@(a) = b7 @l(a) = b17 cee @(k—l)(a) = bkz—l ;

og de er alle restriktioner af en og samme lgsning.

BEVIS. Eksistens- og entydighedssaetningen for et system af differentialligninger af
1.orden kan anvendes pa systemet (5) ovenfor. Funktionerne fy, f1,..., fr—2, f pa
hgjre side er jo alle kontinuerte med kontinuerte partielle afledede efter de sidste k
variable. Det er forudsat for f, og det er trivielt for de gvrige.
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Pastanden fglger da af sammenhaengen mellem lgsningerne til (4) og (5), som vi
har diskuteret ovenfor.

Seetningen kan specielt anvendes pa en normeret lineszer differentialligning af k’te
orden

dk.’lf dk_laj dx
6 — 1) —=—— t)— t)x = q(t
(6) PTG + Pk 1()dtk—1 + +p1()dt + po(t)z = q(t),
hvor pg, p1, - .., pr—1 0g q er kontinuerte reelle funktioner defineret pa samme (abne)

interval T C R.
Her er Q =1 x R¥ og f: I x R¥ ~ R er givet ved

f(ta Ly Lyyeeey xk—l) = _pO(t)x - pl(t).’lfl T e T pk—l(t)xk—l + Q(t) .
Linieelementet (a, b, by, ...,bx_1) er saledes kun underkastet betingelsen a € I, me-
dens b, by, ...,bx_1 kan veelges frit.

For at fa den vigtige oplysning med, at de maksimale lgsninger er defineret pa hele
I, ma vi imidlertid gribe tilbage til argumentationen ovenfor:

Differentialligningssystemet af 1. orden, som vi sammenholder med, er nu et system
af lineeere ligninger:

dr _
ar
i _
a ~ ?
(7)
drg—o .
g Tk
dri_q
PTE —po(t)x — p1(t)xy — po2(t)ze — ... — pr—1(t)xK—1 + q(t) .

Den gnskede oplysning fremgar sa af Tilfgjelse s. 5.

Vi noterer:

EKSISTENS— OG ENTYDIGHEDSSEATNING FOR EN NORMERET LINEAR DIFFERENTIAL-
LIGNING AF k’TE ORDEN. Lad pg,p1,-..,Pr—1 09 q vere kontinuerte reelle funktioner
defineret pa samme interval I S R.

For vilkdrligt (a,b,b,...,bx_1) € I x R* har differentialligningen

dFz dF—lg dx

(6) r +Pk—1(t)W + ... +P1(75)$ + po(t)x = q(t)
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da en og kun en lgsning ¢ : I ~ R, som opfylder begyndelsesbetingelserne

ola)=0b, ¢'(a)=by, ... , go(k_l)(a) =bp_q.

Enhver lgsning, der indeholder linieelementet (a,b,by, ..., bx_1), er en restriktion af
©.

Vi har undladt at forudseette, at intervallet I er abent, da det er uden betydning. (Sml.s.5.)

BEMAERKNING 3. Saetningen gaelder ogsa, nar man sgger lgsninger med komplekse
funktionsveerdier. I begyndelsesbetingelserne kan b, bq,...,br_1 sa vare vilkarlige
komplekse tal, ligesom funktionerne pg, p1, ..., pr—1 0g q kan have komplekse veerdier.

Ogséa her kan vi sammenholde (6) med systemet (7) af linesere differentialligninger af 1. orden,
hvor sa Bemeerkning 2 kan anvendes,
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§4. Mere om linezere differentialligninger

En linezer differentialligning af k’te orden

For en normeret linezer differentialligning af k’te orden

dFx dF 1y dx
(1) ar +Pk:—1<t)W + ... +P1(75)$ +po(t)z =q(t) ,
hvor po, p1,...,Pk—1 0g q er kontinuerte reelle (eller komplekse) funktioner defineret

pa samme interval I € R, er enhver lgsning restriktion af en lgsning defineret pa hele
I (se s.XV.3.9). Nar vi i det fplgende taler om lgsninger, vil vi underforsta, at talen
er om lgsninger ¢ : I ~ R (eller ¢ : I ~ C).

Vi skal diskutere strukturen af mengden af alle losninger (defineret pa hele I).

Her viser det sig nyttigt at knytte an til afbildningen F : C¥(I) ~ C(I), der til
hver reel (eller kompleks) funktion ¢ € C*(I) tilordner den funktion, der fis ved at
indseette ¢ i venstre side af differentialligningen (1):

F(p) = SO(R) +pk—190(k_1) + .o+ pe +pop, pE Ck(f)-

Bade C*(I) og C(I) er vektorrum over R (eller C), nemlig underrum af vektorrummet
af alle reelle (eller komplekse) funktioner med intervallet I som definitionsmaengde
(check underrumsbetingelserne!), og F : C*(I) ~ C(I) er lineer: for ¢, € C*(I)
og c € R (eller c € C) er

Flo+9)=F(p)+ F¥), Flep)+cF(p),

som man umiddelbart regner efter. Det er i gvrigt baggrunden for, at (1) kaldes en
lineer differentialligning.

En linezer afbildning af et funktionsvektorrum ind i et funktionsvektorrum — som f.eks. F' — kaldes

ofte en lineser operator.

En lgsning ¢ : I ~ R (eller ¢ : I ~ C) til differentialligningen (1) kan nu karakteri-
seres som en funktion ¢ € C*(I), hvor

F(p)=q.

Lgsningsmaengden til (1) er altsa originalmaengden
F~(q)={peC* | F(p) =q}.

Ved diskussionen af lgsningsmaengdens struktur kan vi holde os til tilfaeldet, hvor ¢
er nulfunktionen. Differentialligningen kaldes sa homogen:
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Til en given ligning (1) svarer nemlig en homogen ligning

dkz dF 1y dx

(2) W-Fpk—l(t)m—i— +P1(75)$ +po(t)z =0,

hvor hgjre side q(t) er erstattet med 0. Og er ¢ en (vilkarlig) lgsning til (1), medens
x og y er C*-funktioner pa I, hvor = ¢ + y, har vi

F(z) =F(p)+ F(y) =q+ F(y) ,

altsa
Flx)=q & F(y) =0,

dvs.
x er lgsning til (1) <y er lgsning til (2).

Maengden af lgsninger til (1) er altsa
{o+vy | yerlgsning til (2)}, kort: o+ L |,
hvor L er meengden af lgsninger til (2), jf. §1. Lemma 1.11.

Lad der nu vaere givet en normeret, homogen linezer differentialligning af k£’te orden

dkx dk_la',’ dx
2 — )=+ ... pi(t)— e =0
(2) qik + Pr—1( >dtk—1 + p1( >dt + po(t)z ,
hvor pg, p1,...,pk—1 er kontinuerte reelle (eller komplekse) funktioner defineret pa

samme interval I S R.

Vi bemaerker straks, at maengden L af lgsninger ¢ : I ~ R (eller ¢ : I ~ C) til (2)
er et vektorrum. Det er jo kernen

L=F"10)={p e C"I)| F(p) =0}
for den linezere afbildning F : C*(I) ~ C(I) givet ved

F(p) =™ 4+ pp_10% D 4 L 4oy +pop, € CHI).

At L er et underrum af C*(I) er i gvrigt nemt at verificere: Nar ¢ € R (eller ¢ € C)
og ¢, € CF(I) tilhgrer L, dvs. F(p) =0 og F (1)) =0, har vi

Flo+¢)=F(e)+ F()=04+0=0, altsap+¢el,
F(ep) =cF(p) =c0=0, altsa cp € L.

De saedvanlige underrumsbetingelser er saledes opfyldt.

Eksistens- og entydighedssatningen s. XV.3.9 giver os afggrende oplysning om vektorrummet
L. (Seetning 1 nedenfor.) Dels i det reelle tilfzelde, hvor koefficientfunktioner po,p1,...,pk_1:
I ~ R og lgsninger ¢ : I ~ R har reelle veerdier, men ogsa, nar komplekse veerdier tillades (§3.
Bemaerkning 3). Nar der er grund til det, vil vi skelne i betegnelsen mellem lgsningsrum Lg og

lgsningsrum L.
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SETNING 1. Rummet L af lgsninger ¢ : I ~ R (eller ¢ : I ~ C) til en normeret,
homogen lineer differentialligning (2) af k’te orden med kontinuerte koefficienter
pi + I ~R (ellerp; : I ~C), i =0,....,k—1, hvor I er et interval pa R, har
dimension k.

I det reelle tilfzelde menes naturligvis, at L = Ly har dimensionen k betragtet som vektorrum
over R, dvs. multiplikationen i L er med reelle tal. For L¢c menes dim L¢c = k, hvor L¢ betragtes

som vektorrum over C.

BEVIS. Vi tager eksempelvis det reelle tilfaelde. Beviset fgres ved at etablere en
vektorrumsisomorfi fra L = Ly til R¥. (For L = L¢ ville det veere til C*.)

For et vilkarligt (fast) a € I betragtes afbildningen

e~ (pla), ¢ (a), ... ,o*" D)), ¢elL,

fra lgsningsrummet L = Ly til talrummet R*. Ifplge Eksistens- og entydighedssat-
ningen s. XV.3.9 er det en bijektion: For hvert (b,b1,...,b,_1) € R¥ findes jo en og
kun en lgsning ¢ : I ~ R til (2), der opfylder begyndelsesbetingelserne

ola)=b, ¢'(a)=br, ... , o V(a)=byp_q,
dvs. et og kun et ¢ € L med billede
(p(a), ¥’ (a), ... ,go(k_l)(a)) = (b,by, ..., bg_1).

Da afbildningen tillige er lineser (oplagt), er den en vektorrumsisomorfi af L pa R*.
De to vektorrum er altsa isomorfe, og dermed er

dim L = dimR* =k .

Beviset gav os folgende

TILFQJELSE TIL SETNING 1. For vilkarligt a € I er afbildningen

v (pa),¢(a), ....o" V), peL,
en vektorrumsisomorfi af lgsningsrummet L = Ly pd R* (henh. L = L¢ pd CF).
Seetning 1 forteeller os, at maengden L af lgsninger til (2) er bestemt, sa snart vi
kender k lineert uafhengige losninger 1, pa, ..., vk . De vil nemlig udggre en basis

for lgsningsrummet L, saledes at enhver lgsning pa en og kun en made kan skrives

c1p1 +cap2 + ...+ CkPk

med koefficienter ¢; e R, j=1,...,k. (Henh. ¢; € C.)
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I praksis kommer man nemt i den situation, at man har fundet k lgsninger p1, pa, ..., Yk
til (2) og onsker at afggre, om de er linesert uathaengige. Velger vi et punkt a € T,
kan vi udnytte vektorrumsisomorfien i Tilfgjelse til Setning 1 og i stedet spgrge, om
billederne, dvs. sgjlerne i matricen

@1(@) <P2(@) T SOk:(G)
S 90’1:(&) soé:(a) 902:(&)
V@ o8 V@) e (a)

er linegert uathengige, dvs. om W (a) er invertibel. Vi har altsa:
V1,92, ...,pk er en basis for L < detW(a) #0.

Bemzerk, at vi frit kan disponere over a. Den til et s&t 1, po, ..., pi af k lgsninger
til (2) svarende sakaldte Wronski determinant det W (t) er derfor enten forskellig fra
0 for alle t € I eller lig 0 for alle t € I. (HOENE-WRONSKI, polsk matematiker,
1778-1853.)

En homogen linezer differentialligning af k’te orden med konstante koefficienter

Vi betragter den homogene lineare differentialligning af k’te orden

(3) AR SR 0
— 4 ap_1—— a1— +apx =0
div " TF T T Vag 0
hvor koefficienterne ag, aq,...,ar_1 er givne reelle, henh. komplekse tal.

Som ovenfor bemaerket (s. XV.4.1) er det nok at sgge lgsninger ¢ : R ~ R, henh.
@ : R~ C, defineret pa hele R, og vi har vist, at disse udger et funktionsvektorrum
L over R, henh. C, af dimension k. (Sezetning 1.) Vi sgger derfor en basis, dvs. k
linesert uafheengige lgsninger.

Det er nemmest at begynde med at sgge lgsninger ¢ : R ~ C, ogsa nar koefficienterne
er reelle, og vi i den sidste ende kun er interesseret i Igsninger ¢ : R ~ R.

For vilkarligt A € C far vi ved at indsaette 2 = e* | t € R, i venstre side af (3):

()\k +ap N+ L a N+ ao)e)‘t )

Funktionen t ~ e

karakterligningen

, t € R, er altsa lgsning til (3), hvis og kun hvis A er rod i

(4) Nedap N4 . +ad+a,=0 .
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Ifplge Algebraens Fundamentalsetning (eller rettere fplgessetningen X.§5. Seetning 2)
har karakterligningen k rgdder i C, nar vi teeller med multiplicitet.

Vi betragter fgrst tilfzeldet, hvor karakterligningen har lutter enkeltrogdder, altsa k
forskellige rgdder Aq1,..., \x € C. Som vi skal se, er lgsningerne

tmeklt,e&t, ,e>"“t, teR,

da en basis for lgsningsrummet L til (3), saledes at enhver lgsning pa en og kun en
made kan skrives

t cle>‘1t+026)‘2t+ +cke>"“t, teR, medcy,co,...,cp €C.

Til beviset benytter vi, at afbildningen

e~ (2(0),¢'(0),¢"(0), ..., " D(0))
fra Lc til C* er en vektorrumsisomorfi. (Tilfgjelse til Szetning 1.) Til en funktion t ~
e, t € R, svarer ved denne isomorfi talseettet (1, X, A2,..., A\¥~1). Vore Igsninger
gar altsa over i sgjlerne i matricen
1 1 . 1
A Ao oAk
MZ2oN2 N2
k— k::— k::—
A 1 A5 Lo A 1

Opgaven er sa at vise, at sgjlerne er en basis i C*, dvs. at matricen er invertibel.
Det fremgar f.eks. af, at determinanten (VANDERMONDES determinant) kan vises
at have veerdien II(\, — \,), hvor p og ¢ gennemlgber tallene 1,...,k med p > ¢,
og II star for produkt. En anden vej: Reekkerne er linesert uafhsengige, thi i en

linearkombination med koefficienter cg, ¢y, ca,...,c,—1 € C, som giver (0,0,...,0),
ma cg, €1, Co,...,Ck_1 alle veere 0. I modsat fald ville
k—1 2
CL_1% + ... " +c1z+ ¢

nemlig vaere et polynomium af hgjst (k — 1)’te grad med mindst & nulpunkter
Al,)\g,...,)\k.
Vi noterer :

SETNING 2. Hwvis karakterligningen (4) har lutter enkeltrodder A1, ..., \x € C, sa
er
z=ceM + .. et teR,

den fuldstendige losning til differentialligningen (3). Her ercy,...,ck arbitrere kom-
plekse konstanter.

Nar der er multiple rgdder i karakterligningen (4), har differentialligningen (3) ikke
Igsninger “nok” af typen t ~ e*. Et fingerpeg om, hvorledes der kan suppleres, har
vi 8. XV.1.145_1. Vi ngjes med resultatet (der indbefatter Ssetning 2) og undlader
beviset :
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SETNING 3. Man far en basis for losningsrummet L¢ til differentialligningen (3)
ved at lade hver rod A\ € C i karakterligningen (4) bidrage med sa mange lgsninger,
som dens multiplicitet v angiver, nemlig

t e oteM TN teR.

Til slut betragter vi en differentialligning (3) med reelle koefficienter, hvor vi sgger
de reelle lgsninger.

For hver reel rod A i karakterligningen (4) bevarer vi det i Seetning 3 anforte bidrag
til en basis.

De ikke-reelle rgdder i (4) optreeder i par A = a + i3 og A = a — i3 af konjugerede
med samme multiplicitet r (s. X.5.121714), og

M = e cos Bt + ie® sin ft, e = e cos Bt — ie“ sin Bt .

Vi erstatter de 2r komplekse lgsninger, hvormed A og A bidrog til en basis for Lc¢,
med de 2r reelle lgsninger

t e cosBt, e*sinfBt, te* cosBt, te“tsins, ..., t" e cosft, tT e sin Bt .

Det nye samlede st pa i alt k reelle lgsninger vil da ikke blot veere en basis for L¢ ,
men ogsa for rummet Ly af reelle lgsninger ¢ : R ~ R til (3), hvor vi kun betragter
linearkombinationer med reelle koefficienter.

BEVIS. Med A = a +i8, «o,8 € R, kan en linearkombination ce* + de** med
c,d € C ogsa skrives som kompleks linearkombination af e cos 3t og e®!sin f3t.
Heraf fremgar, at det nye st pa i alt k reelle lgsninger fortsat frembringer det k-
dimensionale komplekse rum L¢ og dermed er linezert uafthsengigt. Men sa er det
ogsa linezert uathaengigt, nar vi kun tillader reelle linearkombinationer. Og da det
reelle lgsningsrum Ly har dimension &, slutter vi, at seettet er en basis her.
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Et linezert differentialligningssystem af 1. orden

Vi betragter et system af linezere differentialligninger af 1. orden

dx

d—tl = pu)z1+ ... +pue®)zr + q(t)
(5)

d.%‘k

i pr1(O)z1 + -+ pek(t)xr + qr(t)

hvor alle p;; og g; er kontinuerte reelle funktioner defineret pa samme interval I £ R.

Nar vi i det folgende taler om lgsninger til (5), vil vi underforsta, at talen er om
lpsninger defineret pa hele I. Andre lgsninger er jo blot restriktioner af sadanne,
ifglge Eksistens- og entydighedssaetningen med tilfgjelse s. XV.3.4-5.

En lgsning er sa et seet ¢ = (¢1, ..., px) af differentiable funktioner ; : I ~ R eller
om man vil, en differentiabel vektorfunktion ¢ : I ~ R¥, der tilfredsstiller (5), dvs.

oi' =papr+ .. Fpaertaqi, i=1,...k,
eller, formuleret i matrixsprog,
Vtel: ¢'(t)=P(t)p(t) +a(t),
hvor ¢(t) og ¢'(t) er skrevet som sgjler, og

pui(t) - puk(t) q1(t)
P(t) = : : ,oat)y =1
pe1(t) -+ pre(t) qr(1)
Ligningssystemet (5) skrives tilsvarende
dx
6 X~ Pl +a(t) .

Ved diskussionen af strukturen af meengden af alle lgsninger ¢ : I ~ R kan vi
holde os til tilfeeldet, hvor ¢ : I ~ R* er nulfunktionen. Ligningssystemet kaldes s&
homogent :
Til et givet ligningssystem (5) svarer nemlig et homogent
dx
(6) i )z
oger p: I ~ R en (vilkérlig) lgsning til (5), medens z: I ~ R¥ og y: I ~ R¥ er
differentiable (vektor)funktioner, hvor x = ¢ + y, har vi for hvert ¢ € I
a'(t) = P(t)x(t) = ¢'(t) — P)e(t) +y'(t) — P(t)y(t) = q(t) +y'(t) — P(t)y(t)
og dermed
x er lpsning til (5) <y er lgsning til (6).

Vi noterer:
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SETNING 4. Mengden af losninger til et lineert differentialligningssystem (5) kan
skrives

{e+y | y erlosning til (6)}, kort: o+ L,
hvor o = (p1,...,0%) : I ~ RF er en vilkdrlig losning til (5), og L er mengden af
losninger til den tilsvarende homogene ligning (6).

Vi holder os sa til det homogene tilfzelde, hvor g1 =g = ... =g =0 :
SAETNING 5. For et homogent system af k lineere differentialligninger af 1. orden
dl‘l
= pr1(t)zr + ... +pe(t)zk
(6)
dl‘k
a itz + ...+ prk(t)Tk
hvor alle p;; er kontinuerte reelle funktioner defineret pa samme interval I S R, er
mangden L af lgsninger o = (p1,...,01) : I ~R¥ et vektorrum af dimension k .

BEVIS. Vi viser forst, at L er et underrum af vektorrummet af alle (vektor)funktioner
fra I til R¥. Hertil checkes de saedvanlige underrumsbetingelser: Nar ¢, € L og
c € R, er ¢+ og cyp pany differentiable vektorfunktioner, og da vi for hvert ¢t €
med brug af matrixsprog (se ovenfor) har

(p+ ) (1) =¢'(t) +¥'(t) = P)p(t) + P()0(t) = P(t)((t) + 1(1)) ,
(cp)(t) = e’ (t) = c(P(t)p(t)) = P(t)(co(t)),
fremgar, at o+ € Logcp e L.

At L har dimensionen &, viser vi ved at etablere en vektorrumsisomorfi fra L til R” :
For et vilkarligt (fast) a € I betragtes afbildningen

P1 ¢1(a)
p=1 : ~ pla) = : , p€L,
Pk ox(a)
fra lgsningsrummet L til talrummet R*. Ifglge Fksistens- og entydighedssaetningen
s. XV.3.3 med Tilfojelse s. XV.3.4 er det en bijektion: For hvert b = (by,...,by) € R¥

findes jo en og kun en lgsning ¢ : I ~ R til (6), der opfylder begyndelsesbetingel-
serne

gpl(a):bl, cve gpk(a):bk,
dvs. et og kun et ¢ € L med billede ¢(a) = b. Da afbildningen tillige er lineser
(oplagt), er den en vektorrumsisomorfi af L pa R*. De to vektorrum er altsé isomorfe,

og dermed er
dim L = dimR* = k.

Beviset gav os folgende
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TILF@JELSE TIL SETNING 5. For vilkarligt a € I er afbildningen

o~ pla), pel,
en vektorrumsisomorfi af losningsrummet L pa RF.

Seetning 5 forteeller os, at meengden L af lgsninger til (6) er bestemt, sa snart vi
kender k lineert uafhengige lpsninger o1 : I ~ RE, ... on : I ~ RF. De vil
nemlig udggre en basis for lgsningsrummet L , saledes at enhver lgsning pa en og kun
en made kan skrives

cipr+ ... FcCrpr
med koefficienter ¢y, ...,cx € R. Mere udforligt :

P11 Pk
C1 + ...+
Pk1 Pkk
I praksis kommer man nemt i den situation, at man har fundet k lgsninger @1, ..., ok

til (6) og onsker at afggre, om de er linesert uathaengige. Velger vi et punkt a € T,
kan vi udnytte vektorrumsisomorfien i Tilfgjelse til Setning 5 og i stedet sporge, om
billederne ¢ (a), ... , ¢r(a) er linezert uafheengige i R¥, eller, idet vi skriver dem som
sgjler i en kxk-matrix

9011(CL) @lk(a)
)= : :
orpi(a) -+ orrla)

om denne er invertibel. Vi har altsa
V1, ...,k er en basis for L < ®(a) er invertibel .

Bemaerk, at vi frit kan disponere over a. Er ®(¢) invertibel for ét ¢ € I, geelder
det samme altsa for hvert t € I. 1 sa fald kaldes ® en fundamentalmatriz for det
homogene ligningssystem (6), og lgsningerne til (6) er med matrixsprog

t~®t)e, tel,
hvor saettet ¢ = (c1,. .., cx) af arbitreere konstanter teenkes skrevet som en sgjle.

BEMARKNING 1. Er man startet med et inhomogent system (5) af k linezre differentiallig-
ninger, og er det lykkedes at finde k linesert uafhsengige lgsninger eller, om man vil, en funda-
mentalmatrix ® = ®(¢) for det tilsvarende homogene system (6), har man jo den fuldstendige

lgsning til det oprindelige system pa formen
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z(t) = pt)+P(t)e , tel,
blot man kender én lgsning ¢ = (¢1,...,¢k). (Setning 4.) Men det kan sa veere et problem.

Vi skal imidlertid se, hvordan man pa grundlag af en fundamentalmatrix ® kan opstille en formel

2(t) :@(t)/@(t)_lq(t)dt—i—@(t)c , tel,

for den fuldsteendige lgsning til (5) ganske svarende til tilfeeldet &k = 1 (s. XV.1.7-8), blot er
produkterne nu matrixprodukter, og for hvert t € I er ®(¢t)~! den inverse matrix til ®(¢).
Integralet star som ssedvanlig for en vilkarligt valgt stamfunktion, og ¢ er en arbitreer konstant
sgjle. — I konkrete opgaver mé formlen pa grund af et omfattende regnearbejde betragtes som
en sidste udvej.

Vi nér frem til formlen ved samme teknik som i tilfeeldet & = 1 (s. XV.1.7): Vi sgger “den

ubekendte vektorfunktion” x pa formen x = Py.
Kort siger man: St z = &y . Meningen er:

Lad z : I ~ RF og y : I ~ R* veere differentiable og sammenknyttet ved betingelsen
veel: z(t) =o)y(t),

hvor z(t) og y(t) opfattes som sgjler. (Betingelsen kommer ud pa

Ti =Qinyr+ ... +Pikyk, i=1,...,k.)

Leeg meerke til, at ikke blot har enhver differentiabel vektorfunktion y : I ~ R en differentiabel

partner « : I ~ R¥, men ogsa omvendt :

y(t) = 2(t) " ta(t).
Det beror pa, at elementerne ¢;; i ® og ligeledes elementerne i &1 er differentiable funktioner.
Det forste er forudsat, og det andet fglger af, at elementerne i ®~1 fremgar af dem i ® ved de
fire regningsarter +, —, -, : .
Idet
dx dy  do(t)

= o)
dt ()dtjL

hvilket blot er en sammenfatning af

y(t),

' = payt’ + e’y + -+ eaur’ + @ik’ Uk
= oyt + ... oy’ tea'yi+ - Feaue

og desuden d0(t)
t

dt
hvilket er et udtryk for, at hver sgjle ¢; i ® er en lgsning til den homogene ligning (6), dvs.

= P)o(t) ,

;' = Pyj, har vi:
dz

x er lgsning til (5) < 7 Pt)z(t) + q(t)
o e Yy - pwayn) +

= ()2 = q(1) & Loa o
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hvor der burde sta “Vt € I:” umiddelbart efter hvert biimplikationstegn. De brugbare y : I ~ RF

er altsa vektorfunktionerne

ue) = [ @@ Navdr e, tel,

og de tilsvarende z fas ved multiplikation foran med ®(t).

EKSEMPEL 1. Vi betragter differentialligningssystemet

dxq .
W = —x2 +sint
, teR.
dxo
W = I + cost

Man ser umiddelbart, at
cost —sint
. og
( sint ) ( cost )
er lgsninger til det tilsvarende homogene system. De er abenbart linesert uathsengige og dermed

en basis for lgsningsrummet. Den fuldsteendige lgsning til det homogene system er altsa

1\ _ o Cf)St Teo —sint _ Cf)St —sint c1 _teR,
o sint cost sint cost co
hvor ¢y, c2 er arbitreere konstanter.

Vi benytter fundamentalmatricen

(1) = (cost —sint>

sint cost

finder for hvert ¢ € R den inverse (Matematik 1 LA!)

(I)(t),1:< cost sint>

—sint cost

_ cost sint sint sin 2t
®(t) " q(t) = . =
—sint cost cost cos 2t

Med z = ®y er = : R ~ R? sa Igsning til det givne ligningssystem, netop hvis

. 1
—= 2t
Y1 :/ sin 2t a4+ () = 12.COS L (@ _ teR.
Y2 cos 2t co 5 sin 2t co

Den fuldsteendige lgsning er altsa
1\ _ [cost —sint —% cos 2t 4 cos t —sint c1
zo ) \sint cost % sin 2t sint cost ca
—% cost cost —sint
1 . +c . + c2 , teR,
5 sin t sint cost

hvor ¢y, c2 er arbitreere konstanter.

og derefter
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BEMAERKNING 2. I differentialligningssystemerne (5) og (6) kan vi lade p;; og ¢; veere
kontinuerte komplekse funktioner defineret pa samme interval I € R og interessere
os for lgsninger ¢ : I ~ CF. Alle betragtninger og resultater geelder da mutatis
mutandis (dvs. med de oplagte sendringer). F.eks. er maengden L = L af lgsninger til
det homogene system (6) nu et vektorrum over C af dimension k , og isomorfien ¢ ~
o(a) gar til C*. (Saetning 5 med tilfgjelse.) De optraedende koefficienter/arbitraere
konstanter cy, ..., cx er nu komplekse tal.

Lineaert system af 1. orden med konstante koefficienter

Vi betragter et system af linesere differentialligninger af 1. orden

dl‘l
(7)
dxy
% = QK171 + .. + Akl + (Jk(t> )

hvor alle a;; € R, medens alle g; er kontinuerte reelle funktioner defineret pa samme
interval I € R. Altsa et specialtilfeelde af (5), blot er koefficienterne a;; nu konstan-
ter. I matrixsprog skrives systemet kort

(7) (i—f = Az +q(1).

Idet S er en (forelpbig vilkarlig) invertibel kxk-matrix, ssetter vi z = Sy og sgger at
“omskrive” (7) til en ligning i y. Mere praecist :

Lad z : I ~ R* og y : I ~ RF veere differentiable og sammenknyttet ved betingelsen
Viel:x(t)=Sy(t).
Leeg meerke til, at hver differentiabel vektorfunktion y : I ~ R* har en differentiabel partner
z =S8y : I~ RF idet
zi(t) =siiy1(t) + ... +saeye(t), i=1,... k.

Og tilsvarende omvendt: y = S~ 1x.

Kinematisk kan ¢t ~ xz(t) og t ~ y(t) opfattes som beskrivelser af samme bevaegelse i to koordi-

natsystemer (eller baser) i et k-dimensionalt rum. Jf.s. XV.3.4.

Vi sgger at overfgre spgrgsmalet, om z er en lgsning til (7), til et spgrgsmal vedrgrende
partneren y . Idet
dx; dyr dyr

— = S;1—— ik— , 1=1,...,k,
ikl e B
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som sammenfattes til

dr _ g4y
a " dt
har vi:
. : dz
x er lgsning til (7) < i Ax(t) +q(t)
d
= Sd—gt/ = ASy(t) +q(t)
dy _ o1 —1
& a—S ASy(t)+ S q(t) ,

hvor der umiddelbart efter hvert biimplikationstegn burde sta “vVt € I :”.

Vi noterer : En differentiabel vektorfunktion x : I ~ R* er lgsning til (7), netop hvis
“partneren” y : I ~ RF er lgsning til

d
d—gt/ — (S7TAS) y+ S q(t)

et ligningssystem af samme type som (7), men med koefficientmatrix S—1AS .

Interessen i denne “omskrivning” ligger i, at det nye system kan vare simplere end
det oprindelige. Er S~ AS en diagonalmatrix,

STTAS =AM, ..., Me)

har vi saledes et system

d

% = My1 +ri(t)
dys,

Wk _ ) t
dt kyk+Tk() ’

hvor hver koordinat y; kun indgar i én ligning, af type som vi har behandlet s. XV.1.7.
Vi lgser sa hver ligning for sig og vender tilbage til z ved x = Sy .

Spergsmalet om “diagonalisering” af en given kX k-matrix A behandles i Matematik
1 LA. Diagonalisering er mulig, nar egenveerdimultipliciteterne for rgdderne i det
karakteristiske polynomium det(A — AE) for A har summen k , altsa specielt hvis der
er k forskellige rodder. Resultatet geelder ogsa, hvis der er ikke-reelle rgdder, men sa
ma diagonaliseringen ske i C. Herved bemearkes, at betragtningerne vedrgrende om-
formning af differentialligningssystemet (7) geelder mutatis mutandis, nar vi tillader
ai; € C, q; : I ~ C og sperger efter lgsninger z : I ~ CF.
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EKSEMPEL 2. Vi betragter det homogene system

dCL’l 9 +
— = 2z T
gt 1 2
, teR.
dCL’g 9 + 3
— = 2z T
gt 1 2
Det karakteristiske polynomium
det(A—2E) = 272 b | = X2 _5r44
2 3—A

har rgdderne 1 og 4. Vi opnar sa

i, (10
SAS_<0 4)

ved som 1. og 2. sgjle i S at bruge en egt. Igsning til det lineaere ligningssystem
2—A 1 ur\ _ (0
2 3-X/\uw/) \0/)~
med henh. A =1o0g A =4, dvs. til

up +u2 =0 —2u; +ugx =0
henh.
2u1 +2u2 =0 , 2u1 —u2 =0 .

Idet vi veelger

og “seetter x = Sy”, fgres vort differentialligningssystem over i

% = U
dt

dy2

— =4 .
dt Y2

Det har lgsningerne
t
Y1 cie
= ,teR,
( Y2 > < coett >

hvor c1, ca er arbitreere konstanter. Det oprindelige system har derfor den fuldstsendige lgsning
1\ 1 1 ciet \ cret + coett — ¢ et +e ett
2 )  \—=1 2 coett ) —cret +2¢cqett ) T ! —et 2 2e4t

BEMARKNING 3. Diagonalisering er ikke altid mulig, selv i C, men man kan faktisk altid
triagonalisere, dvs. opna at S~ PS har lutter 0’er under diagonalen, og si kan ligningssystemet

iyi,...,yr rulles op nedefra, idet den k’te ligning kun vedrgrer yi , den (k — 1)’te kun y; og

Yk—1, etc.
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BEMAERKNING 4. Det vil ofte vaere nemmere at benytte andre metoder end dia- eller tria-
gonalisering af koefficientmatricen. F.eks. kan man sgge at “eliminere” nogle af de ubekendte
funktioner ved differentiation: Lad os tage systemet i Eksempel 2 og foretage en analyse: vi

tenker os differentiable funktioner 1,22 : R ~ R, hvor

dxq 91 -+

— = 2z T

i 1 2
dxo 921 +3
— = 2z To .
gt 1 2

Abenbart er z1 (og x2) 2 gange differentiable. Idet

911 + dxq
To = —2z —
2 1 dt )
slutter vi sa
dry __pdon | Py
dt dt dt?

medens vi ved indsattelse i den anden ligning i systemet finder

d d
% = 2%, +3 (—2m1ﬂ) — 4, + 322

Nu “elimineres” zo. Vi finder

2d:121 T d2m1 4 +3d€171
_o %1 — _Ag ary
dt | dt? VT
dvs. )

d“xq dxq

—— —b5—+14 =0.

dt? a

Da karakterligningen A2 — 5A 4+ 4 = 0 har rgdderne 1 og 4, sluttes, at 1 er af formen

T = clet—i—cze“ , teR,

og sa er
dxy t at
—— = ci1e’ + 4coe
dt ’
altsa d
T
xro = —2m1—|—d—t1 = —Cl€t+2C2€4t , teR.

Analyse slut. — Det fundne funktionspar er faktisk en lgsning for ethvert valg af de arbitrzere
konstanter ¢ og ca, men det kreever argumentation. Man kan ggre prgve, men det er ogsa muligt
at foretage en “tilbageregning”, hvor ligningerne fra analysen kommer til at indga, omend i en

ganske anden rackkefglge. Det overlades til leeseren at forsagge.



