
FORORD 1981

Den hermed foreliggende udgave af forel~sningsnoterne til

matematik 224 er et u~ndret optryk af de i forArssemestrene 1980

og 1981 benyttede noter bortset fra, at de opdagede trykfejl er

blevet rettede, samt at der er vedlagt en side med korte kommen­

tarer til 2 beviser.



FORORD.

Efter at den forel¢bige udgave af mine forel~sningsnoter

til mat 224 har v~ret brugt i foraret 79 og fungeret tilfreds­

stillende, fremkommer de hermed i en mere permanent udgave.

Kapitel 3, som jeg var utilfreds med, er ret st~rkt omar­

bejdet. Desuden er nogle kortere mislykkede afsnit skrevet om,

og en del fejl er rettede. Forhabentlig er der ikke opstaet alt

for mange nye.

En tak til mine instruktorer J.P.R. Christensen og K.B.

Laursen fra foraret 79 for nyttige diskussioner og pavisning

af nogle fejl. En s~rdeles varm tak til Lektor Leif Mejlbro,

DTH,'" som har forceret mig indholdsfortegnelse og stikordsregi­

ster, "s amt, rnegen opmuntring, uanset, at han er forfatter til

et konkurrerende arbejde.

H. Tornehave



og af s~tning 15.2 f¢lger, at den ogs& g~lder for

Erfaringer fra ¢velserne har afsl¢ret, at et par beviser hen

mod slutningen af forel~sningsnoterneer lovligt kortfattede.

Derfor f¢lgende kornmentarer:

Side 106 linie 3 f.n.: Det er klart nok, at loglf(z) I er kon-
I

stant i ~. sA er log f(z) = loglf(z) I + i arg £(z) lokalt

veldefineret in, og da den har konstant realdel, giver Cauchy-

Riemann's ligninger at dens imagin~rdel har begge partielle diffe-

rentialkvotienter 0, sA imagin~rdelen er lokalt konstant. sA er
//~-

log f(z) lokalt konstant, og derrned er f(z) = e log f(z) lokalt

konstant, altsA konstant.

Side 107. Anden og tredie lipie i beviset for s~tning 16.3 erstat-

tes med f¢lgende:

og for R1 E ]O,R[ har vi for lz-al = R1 vurderingen Ig(z) I <

R '1

lz-al ~ R1 ' og da R1 kan v~lges vilkArlig t~t ved R, har

vi Ig(z) I ~ ~ for aile
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MAT 224

. O. Indledning.

Oldtidens rnaternatikere kunne l¢se andengradsligninger, og

de var selvf¢lgelig klar over, at ikke alle andengradsligninger

har l¢sninger. I ren~ssancetiden fandt matematikerne rnetoder til

l¢sning af trediegradsligninger, men det viste sig, at l¢sning

af en trediegradsligning med 3 forske~lige re~lle r¢dder kr~vede

l¢sning af en andengradsligning udenl¢sninger. F¢rst da blev det

vigtigt at kunne regne med ne.gative tal og med kvadratr¢dder af

negative tal. I det attende &rhundrede regnede maternatikerne i

betydeligt ornfang forrnelt med v=T og Euler kendte eksponential­

funktionen og de trigonometriske funktioner af komplekse variable.

I 1746 gav d ' Alembert et geornetrisk-heuristisk "bevis" for

algebraens f undament.aLseet.m.nq , Gauss skrev sin doktordisputats i

1797, men den blev f¢rst udgivet i 1799. Den var et fors¢g p& at

udfylde hullerne i d'Alemberts bevis.

Alt dettefor~gik uden at en bare nogenlunde pr~cis indf¢rel­

se af de komp Lekse tal var til r&dighed. En s adan gennemf¢rtes af

c. Wessel i 1798, men hans afhandling forblev up&agtet i et &rhun­

drede. Et l~gnende arbejde af Argand (1806) og det vakte f¢rst in­

gen interesse, men syv &r senere b~ev det opdaget og i tyverne

gav det anledni~g til en hidsig diskussion, i hvilken dog ingen

af den tids betydeligere matematikere tog del. Endelig udgav Gauss

sin indf¢~else af de komplekse tal i 1831, men inden da var mange

nye funktioner af komplekse variable blevet grundigt unders¢gt af

Abel, Gauss, Jacobi m.fl.
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I 1813 skrev Gauss en afhandling om Gravitationsfelter, og

den giver flere eksempler pa, at et rumintegral ove-r et omrade

kan skrives som et fladeintegral over ornradets rand, men den ge­

nerelle s~tning, vi hu ka1der Gauss,' integrals~tning, findes ikke

her. I Green's afhandlingfra 1828 findesden heller ikke,men

til ge~g~ld Green's formel, sam er noget mere subtile Den vigtig­

ste form af s~tningen blev vist af Stokes i 1854. Cauchy besk~f­

tiger sig med lignende problemer i en afhandling fra 1825, men

f¢~st en snes ar senere £ormulerer han resultatet som Cauchy's

integrals~tning.

Pa grund af disse resultater er der enin.tim forbindelse rnel­

lem funkt~oner af komplekse variable og fundamentale potentialteo­

retiske sp¢~gsmal, og detbetinger en hel del vigt~ge fysisk-tek­

niske anvendelser. Mere, generelt f-inder teorien anvendelse ved be­

handli~g af partielle differentialligninger, sam igen har mange

anvendelser.

At teorien for funktioner af komplekse variable fremtr~der

sam s~rdeles forskellig fra teorien £or funktioner af reelle va­

riable beror f¢r,st og fremmest pa, at1di,fferentiabilitet i det

komp1ekse tilf~lde er en eksklusiv egenskab, sa differentiable

funk.tioner bliver nodt; til at varre vceldig pcene. Som f¢lge deraf

kan man vise utroligt prcecise generelle s~tni~g om dero, og resul­

tater af denne slags indtager en meget star plads i den matemati­

ske litteratur siden 1850. Siden 1920 er udvikli~gen dog gaet hur­

tigere pa andre omrader end funktioner af en kompleks variabel.

Teorien for funktioner af f Le re vkomp Lekse 'variable udviklede sig
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yderst langsomt indtil 1920. SA begyndte det at gA hurtigere og

ornkring anden verdenskrig var udvikl~ngeneksplosiv.

Allerede Cauchy beviste, at de differentiable funktioner af

komplekse variable er netop de funktioner, der kan udvikles i en

konvergent Taylorr~kke i en omegn af ethvert punkt af definitions­

omrAdet. pA den tid var dei nogen tvivl am den rigtige definition

af funktionsbegrebet. ~1an forestillede sig, at en "rigtig" funk-

tion var givet ved et "a.nalytisk" .udtryk som

mederis mere kunstige udtryk som I z I, max ( 1z I, 11-z I) ikke aner-

kendtes som "rigtige II funktioner. Det f¢rte til, at differentiable

funktioner af komplekse variable blev kaldt "analytiske", men de

fik ~gsA efterhanden mange andre pcene navne som "regulcere", "mono-

gene" eller "hoLomorfe ?, Den sLdst.e 'be,tegnelse er nu den mest be-

nyttede.

En mere systematisk generelteori for funktioner af en kompleks

variabel udvikledes i Arhundredets sidste halvdel f¢rst og fremrnest

af Weierstrass, som formulerede en eksakt teori baseret pA potens-

rcekker, og af Riemann, der opstillede en mere anskuelig geometrisk

teori, som ikke var helt eksakt, meri den udrettedemere. Efter ud-

vikli~gen omkring Arhundredeskiftet, iscer Jordans kurvescetning og

aksiomatiseringer af geometrien, blev ogsa Riemann's teori eksakt

formuleret, og det er den vor fremstilling bygger pa.

Udover den allerede omtalte fysisk-tekniske sammenhceng fin-

r
/~ der holomorfe funktioner anvendelse pA mangfoldige omrader, og

det berQr pA, at man kan regne med dem. Hvis et problems l¢sning

kan udtrykkes ved holomorfe f unk t.Lone r , kan man ~gsaprogranunere
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en numerisk beregning af l¢sningen, Sa man ikke er henvist til

tabeller.

Det centrale emne for dette kursus er residueregning, en me­

tode til eksplicit udregning af bestemte integraler. Metoden er et

nyttigt supplement til anvendelser af integraltransformationer og

lidt mere indirekte kan den bruges til bevis for identiteter (sum­

mationsformler), som finder anvendelse i kombinatorik og sandsyn­

lighedsregning. Dertil kornrner interessante anvendelser i talteori.

I ¢vrigt indgar holomorfe funktioner som en bestanddel af funk­

tionalanalyse, som et fundamentalt element i Liegruppeteori, samt

i nogle fysiske teorier.

Et v~sentligt formal med dette kursus er at l~re deltagerne

at forsta emnet, saledes som det indgar i litteraturen indenfor di­

verse anvendelser. Derfor har vi bevaret brugen af en del garnmeldags

udtryksformer, som stadig finder udstrakt anvendelse, selv om de

fra moderne formelt matematisk synspunkt er ukorrekte. Nar vi in­

troducerer den slags, viI vi selvf¢lgelig som gode matematikere h~­

ve pegefingeren og sige, at sadan noget kan man ikke tillade sig ­

og Sa er det jo ikke sa farligt.
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1. ~. Repetition.

nen,

Med ~ betegner vi den komplekse plan. Egentlig er det pla­

altsa det 2-dimensionale vektorrum m2 udstyret med en mul-

tiplikation. Basisvektoren (1,0) er neutralelement for multipli-

kationen og betegnes derfor 1. Den f¢rste koordinatakse omfattende

alle punkter (x,O) kaldes den reelle akse, og vi skriver x for

(x,O) = (1,0)x = 1·x. Vi skriver i for den anden basisvektor

(0,1), og m~ngden af punkter iey = (O,y) udg¢r den anden koor-

dinatakse, den imagin~re. Det generelle komplekse tal er (x,y) =1

x+iy, og multiplikationen defineres ved

(x+iy) (x'+iy') = xx' ~~ yy' + i(xy'+yx')

svarende til, at i 2 =-1, samt at den associative, den kommutative

og de distributive love g~lder. Man dividerer ved at "skaffe reel-

n~vner II •

x+iy = (x+iy) (a-ib) = ax+by + i ay-bx
a+ib (a+ib) (a-ib) a 2+b2

a
2+b2

Vi bruger ogsa pol~re koordinater ( r , e) , 0 vi harsa

x+iy = r(cose + i sine) ,

og r = Ix+~yl er tallets numeriske v~rdi 10gsa kaldet modul eller

modulus), medens e, sam ikke er fastlagt for z = ° og for z * 0

kun er fastlagt pa n~r et helt tal gange 2n, er tallets argument

(tidligere kaldet amplitude). Med Arg(x+iy) betegner vi det argu-

ment, der ligger i ]-n,n]. Vi bruger arg(x+iy) sam betegnelse
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for et ikke n~rmere specificeret argument (og husker den n¢dven-

dige korrektion, nar det optr~der flere gange i 'sarnme ligning) .

Multiplikation sker·ved at multiplicere de numeri:ske v~rdier og

addere argumenterne. Derfor g~lder Moiv.res formel

( ( 1" "))n n( .")r cose + slne = r cos ne + 1 Sln ne ,

og ligningen nz = a = r(cose + i sine) har de n l¢sninger

z = nyr (cose+2P7T + i sin e+2}27T ) P = 0, ••• ,n-1, .
n n '

og de er netop vinkelspidser i en regul~r n-kant indskrevet i cirk­

nlen med centrum 0 og radius yr.

Det komplekse tal z = x+iy har det konjugerede tal 'z = x-iy.

Den ved ~(z) = z definerede afbildning ~: ~ ~ ~ er en automorfi,

idet z1+z2 = Z1+z2 og z1 z2 = Z1Z2. Fra geometrisk synspunkt er

~ en spejling i den reelle akse. Spejling i den imagin~re akse er

givet ved ~(z) = -z.

For x, y E IR og z = x+iy kalder vi x den reelle og y

den imagin~re del af z, og vi skriver x = Re z, y = 1m z. Vi har

Re z = ~(z+Z), 1m z = ;i(Z-Z)'
2

l z ] = z z .

Vi viI ofte tale anskueligt om den

komplekse plan ~, og vi viI Sa fore-

stille os ~ som papirets eller tavlens

plan med den imagin~re akse rettet lod-

ret opad og den relle akse rettet:rrod ,h¢j-

re. Vi lader derfor den reelle akse dele

2

3

i
1.

1

4

~ i den ¢vre og den nedre halvplan, medens den irnagin~re deler ~

i venstre og h¢jre halvplan. Begge akser pa engang deler ~ i 4

kvadranter, der nummereres som vist pa figuren.
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Vi minder om, at en punktm~ngde i ~ er omegn af et punkt

a E~, hvis den indeholder en cirkelskive med centrum a og

positiv radius. En punktm~ngde i ~ er aben, hvis den er omegn

af hvert af sine punkter. Hvis a c ~ er aben og f: a ~ ~ en

afbildning, er f kontinuert, hvis og kun hvis enhver aben m~ngde

i ~ har aben originalm~ngde ved 4=
.J... • Analogt kan vi tale om kon-

tinuitet af afbildninger y: [a,b] ~ ~ og g: a ~ JR.

velkendte regneregler for kontinuerte afbildninger.

Vi har de

Q

Ved en bev~gelse (kurve) i en m~ngde a c ¢ forstar vi en

kontinuert afbildning y: [a,b] ~ o. Billedet y([a,b]) er bev~-

gelsens bane. Hvis ~:[a1,b1] ~ [a,b] er kontinuert, strengt vok­

sende og bij ektiv, er y 0 <.p: [a1, b1] ~ a en bevteqeLs e med samme

bane som y . Vi siger, at y 0 ~ fas af y ved transformation med

~. At bev~gelser fas af hinanden pa denne made for passende ~ er

en ~kvivalensrelationpa m~ngden af bev~gelser, og hver ~kvivalens-

klasse kaldes en vej. En sadan angives ved en repr~senterende bev~-

gelse (parameterfremstilling). Vi siger, at den ved y:[a,b] ~ a

repr~senterede vej begynder i y(a) og ender i y(b), eller, at

den gar fra y(a) til y(b). En bev~gelse (vej) y:[a,b] ~ a

kaldes simpel, hvis y er injektiv, lukket, hvis y(a) = y(b), og

simpel lukket, hvis yl[a,b[ er injektiv og y(b) = y(a). Hvis

y: [a,b] ~ a er en bev~gelse, og ~: [a1,b1] ~ [a,b] er kontinuert,

strengt aftagende og bij ektiv, siger vi, at y 0 ~: [a1, b
1]

~ a

repr~senterer en vej, som er modsat til den ved y repr~senterede.

Det er oplagt, at dette giver mening, og at en vej har netop 1 mod-

sat.

Hvis Y1: [a1,b1] ~ a og Y2:[a2,b2] ~ a repr~senterer simple

'. -1ve j e rned samme bane, -er y 2 oY1: [a1,b1] y ~ la2,b i ] en kontrinuert; bijektiv

afbildning. Hvis den er voksende, er vejene identiske, og hvis den
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er aftagende, er de modsatte.

Hvis Y1: [a1,b1] ~ 0 og Y2: [a2,b2] ~ 0 repr~senterer

veje, og Y1 (b1) = Y2(a2), kan man finde en kontinuert, strengt

voksende, bijektiv afbildning ~: [b1,bi] ~ [a2,b2], og sa vil

y 1 og y 2 0 <p tilsarnmen definere en bevcegelse y: [a1, bi] ~ O.

Det er klart, at den ved Y repr~senterede vej ikke afh~nger af

valget af de repr~senterende veje Y1 og Y2 eller af ~. Vi

siger, at den er fremkommet ved at s~tte den ved Y2 repr~sente­

rede vej efter den ved Y1 repr~sentered~.

Lad nu 0 ~ ¢ v~re en Aben m~ngde, og A,B E 0 vilkarlige

punkter. Hvis der findes en vej i 0 fra A til B, altsa en

vej r eprees ent.er-et; ved en bev~gelse y: [a,b] ~ ¢ med y(a)=A og y(b) =B,

si~er vi, at A og B kan forbindes i O. Dette er en ~kvivalens­

relation pa 0, og ~kvivalensklassernekaldes kurvekomponenterne

af o. Det er oplagt, at kurvekomponenterne er abne m~ngder.

En aben 'm~ngde 0 ~ ¢ kaldes (kurve-)sammenh~ngende, hvis den

kun har 1 kurvekomponent. Abne sammenh~ngende m~ngder spiller en

stor rolle (har spillet en for stor rolle) i teorien for funktioner

af komplekse variable. Derfor har de faet den s~rlige betegnelse

omrade (eng. region, tysk (das) Gebiet).

Vi skal jo i gang med at bevise en lille smule, men vi vil

ikke overdrive, sa vi begynder med noget yderst simpelt.

Definition 1.1. Lad M ~ ¢ v~re en vilkarlig m~ngde. En funk­

tion f: M ~ ¢ kaldes lokalt konstant, hvis hvert punkt a E M

har en omegn U c ¢, saledes at f er konstant pa U n M.

Det er klart, at en lokalt konstant funktion er kontinuert.

Vi er interesserede i f¢lgende nernme s~tning:
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S~tning 1.2. Lad o? ~ v~re aben. En funktion f: 0 ~ ~ er

da lokalt konstant, hvis og kun hvis f er konstant pa hver kur­

vekomponent af O.

Bevis~ Det er klart, at "hvis" g~lder, da kurvekomponenterne

af 0 er abne. Lad nu f: 0 ~ ~ v~re lokalt konstant, og lad

y: [a,b] ~ 0 v~re en bev~gelse. Vi definerer

T = sup {tE [a,b] If(y([a,t]) = {f(y(a»}}.

Sa har Y(T) en omegn U ~ 0, sa f er konstant pa U, altsa

f(U) = {f(Y(T))}. Men da Y afbilder en omegn af T ind i U,

medf¢rer dette, at f(Y(T)) = f(y(a)), og sa viI vi fa modstrid

med definitionen af T, hvis ikke T = b. Altsa har f samme

varrdL i y (a) og y (b) .og generel t samme varrd i, i a Ll.e punkter

af kurvekomponenten. Dermed er s~tningen bevist.

Det er naturligt at definere en vilkarlig m~ngde

samrnenh~ngende, hvis enhver lokalt konstant funktion

er konstant. Af s~tning 1.2 f¢lger, at dette

begreb er ensbetydende med kurvesammenh~ng,

hvis M er aben. Pa den anden side viI for­

eningsm~ngden af en cirkel med en kurve,

der gar asymtotisk mod den (sa figuren) v~re

samrnenh~ngende, men ikke kurvesammenh~ngende.

Dette vises ret let, men vi viI ikke ofre

tid pa det.

M c ~ som

f: M ~ ~

Lad S c ~ v~re enhedscirklen. En afbildning ~: [a,b] ~ S

er givet ved
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in (t) - (2TI (t-a) + d\) + L
'+' - COS \ 'b-a sin (2TI(t-a)+ \

\ b-a d).

Den afbilder I a j b] bijektivt pa S, og desuden er

tp(a) = tp(b) = COS d + i sin d. Hvis y: [a,b] ~ ~ er en simpel,

lukket kurve, kan vi derfor definere y: S ~~, saledes at

y = y 0 tp, og sa bliver y kontinuertog afbilder S bijektivt

(endda hom¢omorft) pa yeS) = y([a,b]).

Hvis 1jJ: S ~ S er en bijektiv afbildning, kan vi v~lge et

v i.Lkar Ldqt; punkt cos d + i sin dES og s art.t.e 1jJ (cos d + i sin d)

= cos S + i sin S. For t E [a,a + 2TI[ har vi da 1jJ(t) E [S,S+2TI[,

s al.edes at 1jJ(cos t + i sin t) = cos 1j) (t) + i sin 1jJ (t) , og derved

far vi abenbart en afbildning ¢: ·[a,a + 2TI[ ~ [13,13 + 2TI[, som

er kontinuert og bijektiv, samt enten strengt voksende eller

strengt aftagende. Hvis den er voksende, siger vi, at 1jJ bevarer

orientering, og hvis den er aftagende, siger vi, at 1jJ skifter

orienteringen.

En simpel, lukket vej kaldes ogsa en Jordan-kurve pa grund

af Jordan's s~tning, om at den deler planen. Denne s~tning vil

ikke fa betydning for vor gennemgang af funktionsteorien, men den

er essentiel for visse videregaende unders¢gelser.

Vi kommer til at besk~ftige os en hel del med omrader i ~,

begr~nsede af Jordankurver, men disse vil altid v~re sa ukompli-

cerede ,atcileres deling af ~ vil veere hel t indlysende. De vil i

reglen v~re opbygged~"af liniestykker og cirkelbuer. Vi illustrerer

ved et par figurer, hvordan· de f.eks. kan se ud.
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Vore helt konkrete vedt~gter om den geometriske placering af

¢ muligg¢r en konvention om orientering af et omrades rand. Ret-

ningen mod urviserne regnes positiv, og vi benytter den for ydre

rande, medens vi benytter den modsatte orientering for de indre

rande, som vi har markeret ved pile pa figurerne. Vi kan give

det en anden anskuelig drejning ved at sige, at randen skal gen-

neml¢bes, sa man har omradet pa venstre hand.

2. Differentiation.

Vi definerer differentiabilitet og differentialkvotient for

funktioner af en kompleks variabel ganske sam vi gjorde det for

funktioner af en reel variabel.

Definition 2.1. Lad 0 c ¢ v~re en aben m~ngde af f: 0 ~ ¢

en funktion. Vi siger da, at f er differentiabel i punktet

z E 0, safremt differenskvotienten -1h (f(z+h) - f(z)) har en

gr~nsev~rdi for h ~ o. Denne gr~nsev~rdi kaldes differential-

kvotienten af f i punktet z. Hvis f er differentiabel i

ethvert punkt z E 0, kaldes f differentiabel i O. Differen-

tialkvotienten af f i punktet z betegnes f' (z), og den der-

ved definerede funkt~on f': 0 ~ ¢ kaldes differentialkvotienten

(eller den afledede) af f.

Vi skriver ogsa w = f (z) og dw
=dz f' (z)

d= dz f(z) som

for funktioner af reelle variable.

St¢rrelsen h i differenskvotienten -1h (f (z+h) - f (z) ) rna

v~lges sa z + h E 0, men dette vil v~re opfyldt for Ihl < r,

hvor r er et positivt tal, sa h kan antage alle komplekse
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v~rdier i en vis aben cirkelskive med centrum O.

Definitionen af differentiabilitet er en tro kopi af defini-

tionen for differentiabilitet af afbildninger f: I ~ m eller

f: I ~ ¢, hvor I er et interval. Vi kan derfor kopiere en hel

del af teorien fra reelle variable. F¢rst og fremmest har vi

den anden form for betingelsen for dif£erentiabilitet.

S~tning 2.2. At f: 0 ~ ~ er differentiabel i et punkt a E 0

er ensbetydende med, at der g~lder en relation

f(a+h) - f(a) = f ' (a)h + e (h)h,

hvor e er en funktion, som er defineret i en omegn af 0, er

kontinuert i 0 og tilfredsstiller, at e(O) = O.

Bevis. Det er bare en helt simpel omskrivning afdefinitionen.

Vi er kun interesserede i d i.f fe r-errt.LabdLf t.et; i al)ne mzenqde r .

Derfor formulerer vi kun de n~ste sffitninger for dette s~rlige til-

f~lde. De er kopier af tilsvarende s~tninger for reelle variable,

og det er beviserne ogsa. Vi anf¢rer aIle s~tningerne, men udf¢rer

kun et af beviserne.

S~tning 2.3. En differentiabel funktion f: 0 ~ ¢ er kontinuert.

S~tning 2.4. Lad f,g: 0 ~ ¢ v~re differentiable funktioner. Da

er f+g: 0 ~ ¢ differentiabel med differentialkvotient f I + g I ,

og fg: 0 ~ ¢ er differentiabel med differentialkvotient

fig + fg l
• Hvis g ikke er O-funktionen, og 0

1
er den abne

-1 f
rn~ngde 0' g (0), er g: 01 ~¢ differentiabel rned differen-

tialkvotient f I'g .... fg I

2
g
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Scetning 2 .5. Lad ° og °1 vcere abne mcengder i <C og lad

f: ° ~ <C og g: °1 ~ <C vcere differentiable funktioner med

f (0) c °1 · Da er g 0 f: ° ~ <C differentiabel, og dens diffe-
=

rentialkvotient i z E ° er g' (f(z)) f' (z) .

.Scetning 2.6. Lad ° og 01 vcere abnemcengder i <C. Lad

f: ° ~ 01 vcere en bijektiv differentiabel afbildning medden

inverse afbildning g: '91 ~ 0. Sa er g differentiabel i

w = f(z) E 0, hvis og kun hvis f' (z) * 0, og sa e r f' (z)g' (w) =1.

(Betingelsen f' (z) * 0 viser sig senere at vcere opfyldt auto-

matisk,se scetning 17.2).

At scetning 2.3 gcelder f¢lger umiddelbart af scetning 2.2.

Beviserne for de 3 andre scetninger gar ogsa som i det reelle.

Lad os n¢j es med at vise scetning 2. 5. Vi betragter a EO, a + h EO,

b = f (a) E °1 og b +k = f(a+h) E °1 · Da f er differentiabel,

viI k f' (a) for h ~ o• Da differentiabel, giver scet-h~ g er

ning 2.2 relationen

og for h ~·o gcelder k ~ 0 og e (k) ~ O. Heraf f¢lger scetning-

en umiddelbart.

Et polynomium

P(z)

definerer en differentiabel afbildning P: <C ~ <C, og differential-

kvotienten er givet ved
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Hvis P(z) og Q (z) er polynornier, giver
p (z)
Q (z)

en differen-

tiabel funktion pa kornplement~rrn~ngdentil m~ngden af r¢dder i

Q(z) •

Eksempel. Hvis a,!3,y , o E <C ,y =1= 0, ()(o ~a:y * 0 definerer

({J(z) = az +!3yz'; + 0

en differentiabel funktion ~t ~ , ~i} ~~. Den afbilder bijektivt
Y

<C " {~}Y ,pa billedm~ngden

tp' (z)

og den er differentiabel med

= (xo - !3y
I 2.

(yz + 0)

Hvis 0 ~ ~ er en aben rn~ngde, har vi en tilsvarende aben m~ng­

de 0 c JR2 de f i.ner e t; ved

'0 = {(x,y) c:rn? I x + iy EO},

og h~is f: 0 ~ ~ er en funktion, har vi tilsvarende funktioner

f , f.: '0 ~ :ffi,
r 1

sa vi har

f(x+iy) = fr(x,y) + ifi(x,y).

Ornvendt vil denne relation for vilkarlige f r, f i: '0 ~ ~ definere

en funktion f: 0 ~~. Det er klart, at f er kontinuert, hvis og

kun hvis f.
1

er det.
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Vi minder om, at en funktion g: (5 ~ m. kan vcere mere eller

mindre differentiabel. Den svageste form for differentiabilitet

er eksistens af partielle afledede a
axg(x,y) = g'x(x,y) og

d~g(X,y) = g'y(x,y), som er differentialkvotienterne af de funk­

tioner, der fas ved at give en af de variable en fast vcerdi. Den

nceste grad er den, der bencevnes differentiabilitet, og den krcever

eksistens af en relation

g(x+h,y+k) - g(x,y)

Funktioner-hvor

ne A og B

er kontinuert i (0,0) og a (0,0) = O.x,y
der netop de partielle afledede axg og a

ayg · En

differentiabel funktion er kontinuert. Den stcerkeste form for dif-

ferentiabilitet er eksistens af kontinuerte partielle afledede, og

hvis g opfylder det, kaldes g en c1 - f unk t i o n . En c1 - f u nk t i o n

er differentiabel. Hvis dens partielle afledede igen har kontinuerte

partielle afledede, kaldes den en C2-funktion o.s.v. Vi minder om,

at vi i dette tilf~lde ba?

.har 3 anden ordens afledede

a a - '('" ), , d a ( )ax ay·g-¥,y,- ==0 ay"ax g x,y " sa vi bare

a
2

a
2

a
2

--2g(x,y) = g"2(x,y), dXdyg(X,y) = g~y(x,y) og --2g(x,y) = g"2(x,y).
ax x ax y

Vi skal nu vise den scetning, der fortceller at differentiabili-

tet af funktioner af en kompleks variabel er en eksklusiv egenskab.

Vi inddrager differentiabilitet af funktioner af to reelle variable,

og det er virkelig den "mellernste" slags differentiabilitet fra rede-

g¢relsen ovenfor, der er tale om.
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S~tning 2.7. Lad 0 c ~ v~re Aben og f: 0 ~ ~ en funktion. Vi

anvender skrivemaden

u t iv = w = f(z) = f(x+iy) = fr(x,y) + ifi(x,y).

Lad Zo = Xo + iyO E 0 v~re et vilkarligt punkt. Sa er f dif­

ferentiabel i zo, hvis og kun hvis f r og f i begge er diffe­

rentiable i (xO,yO) med partielle differentialkvotienter, som til­

fredsstiller betingelserne

og differentialkvotienten af f er sa givet ved

f I (z -')
o d f --( /.~ · a -f « - ," ). =:=..... ",Cl

X
' f:·-r"'-·'~·(·xo<.·· ,.. y'."0",) - L "'Cl

y
..f ';

r
(xo ' Yu" )ax r: 'xo ,Y'O~i' t la'xixO""YO' , ,,' . - o v:

Bevis. Lad f v~re differentiabel i zO. Vi skriver

A + iB ,

og der findes sa en funktion a(h+ik) = S(h,k) + iy(h,k), som er

kontinuert i 0 med v~rdi 0, Sa vi har relationen

f (zO+h+ik) - f (zO) = (A+iB) (h+ik) + (S (h,k) +iy (h,k) ) (h+ik) .

her er

og ved at inds~tte dette og opl¢se i real- og imagin~rdel far vi

Bh + Ak + y(h,k)h + S(h,k)k.

fr(xO+h'YO+k) fr(xQ,yo) =

fi(xO+h,yO+~) - fi(xO'yo) =

Ah Bk + S(h,k)h y(h,k)k
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Idet vi skriver r = og bruger omskrivningen

og den analoge for y(h,k)h + S(h,k)k, ser vi, at f r og f.
1

virkelig er differentiable i (xO,yO) rned

B = a
dyfr(xO'YO)

Dermed har vi vist "kun hvis", og samtidig har vi fundet de i scet-

ningen angivne udtryk for f' (zO) .

Lad nu f og f. opfylde de i scetningen anf¢rte betingelser.
r 1

Vi definerer A og B ved (1), og der viI sa findes funktioner

S (h,k) og y'(h,k), som er kontinuerte i (0,0) med vcerdi 0, sa

vi har relationerne

fr(xO+h'YO+k) - fr(xO'YO) = Ah Bk + 8(h,k) Jh
2+k2

fi(XO+h'YO+k) - fi(xO'YO) = Bh + Ak + y(h,k) /h
2+k2

Ved at multiplicere den sidste relation med i og derefter addere

dem, far vi

aog sa er

f(zO+h+ik) - f(zo) = (A+iB) (h+ik) + (8(h,k) + iy(h,k)) Jh2+k2
•

Jh
2

+k
2

a, (h+ik) = (S(h,k) + iy(h,k)) h+ikVi definerer

kontinuert i ° med vcerdi 0, og derved far vi netop den relation,

der viser, at f er differentiabel i zO. Dermed er scetningen

bevist.

Hvis w = u+iv = f(z) = f(x+iy) = fr(x,y) + ifi(x,y) skal de­

finere en differentiabel funktion, rna u = fr(x,y), v = fi(x,y) sa­

ledes vcere et scet l¢sn~nger til differentialligningssystemet
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au = av
ax ay'

au =ay
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av
- ax ·

Disse ligninger kaldes Cauchy-Riemann's differentialligninger.

Det fremgar heraf, at de ved Rez, 1mz, Izl og z define-

rede funktioner aIle er intet steds differentiable. Den ved Izl
2

definerede funktion har 0 som eneste differentiabilitetspunkt, og

2(Rez) er differentiabel i punkterne af den imagin~re akse og

kun der. Det er kun differentiabilitet i aIle punkter af en aben

m~ngde, der har interesse for os.

Vi minder om den komplekse eksponentialfunktion

Vi ser, at de ved eXcosy og eXsiny definerede funktioner er l¢s-

ninger til Cauchy-Riemann's differentialligninger, sa ze define-

rer en differentiabel funktion. Differentialkvotienten bliver

Endvidere har vi

z
e •

cos z sin z 1 iz
= 2i(e

-ize ),.

og regnereglerne giver, at cosz er differentiabel med differen-

tialkvotient -sinz, og sinz med differentialkvotient cosz.

zsinz z zEksempel. Udtryk som e , cos(z+e) og sin(e cosz) define-
z

rer differentiable funktioner pa ~. Ligeledes ~ pa ~'{±i}
1 z 1+z

og pa ~,{nTIln E Z}. Udtryk som e, sin (1rnz) , coslzl og
Slnz

(Rez)2 - (1mz) 2 + 2ik ~z 1mz giver s~vanligvis ikke differentiable

funktioner. Det sker dog i undtagelsestilf~lde, f.eks. det sidste

udtryk for k = 1.
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En afbildning y:[a,b] ~ ~ spaltes i realdel og imagin~rdel

y(t) = Y1 (t) + iY2(t). Det er velkendt (indlysende), at y er

differentiabel, hvis og kun hvis Y1 og Y2 er det, og sa er

t{t) = y~ (t) + iy~(t). Vi har en reel-kompleks k~deregel, der er

emnet for den n~ste s~tning.

S~tning 2.8. Lad 0 ~ ~ v~re aben, f: 0 ~ ~ differentiabel og

y:[a,b] ~ 0 en differentiabel afbildning. Da er foy:[a,b] ~ ~

differentiabelog d~f(y(t)) = f' (y(t))y' (t).

Bevis. Ganske som det ovenfor udf¢rte bevis for s~tning 2.5.

3. Integration.

Vi repeterer begrebet kurveintegral og benytter lejligheden til

at ~ndre lidt pa formuleringen. F¢rst en hj~lpes~tning.

SiEtning 3 .1. Lad '0 c lR
2

veere aben, L ,M: '0 ~ lR kontinuerte

og r en vej repr~senteret ved y:[a,b] ~ O. Lad D v~re en ind-

deling a = to < t
1<

... <tn = b

j = 1, ... ,n. Svarende til D

med indskudte punkter T. E [to 1,t.],
J J- J

indf¢rer vi inddelingsfinheden

max{t j-t j _
1'j

= 1, ••• ,n} = K(D), og idet y(t) = (a(t),S(t)), til­
n

lige middelsummen S (D) = L ((a(t.)-a(t._
1))L(y(T.))+(S(t.)-y j=1 J J J J

S(t j_1))M(yh"j))).
Hvis der nu findes et tal A E lR, s aLede s

at S (D) ~ A, nar K(D) ~ 0, og hvis y':[a',b '] ~ a er en anden
y

repr~sentant for r og D' betegner en inddeling af [a',b '] med

indskudte punkter, da viI ogsa S I (D I) ~ A for
y

K(D ') ~ o.
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Bevis. Da yl repr~senterer y, findesder en kontinuert, strerigt

voksende afbildning ~:[a',b'] ~ [a,b], sAledes at yl = yo~.

Lad E v~re et positivt tal. Vi v~lger 8 > 0, sAledes at

IA-S (D) I < E, nAr K(D) < 8, og idet ~ er ligelig kontinuert,
y

vcelger vi derncest 8 1 > 0, sAledes at I~(t")-~(tl) I ~ 8, nar

t I , t" E [a I , b I ] og It" -t I I ~ 8 I. Lad nu D I betegne en indde-

ling a l = t l < t l < ••• < t l = b 'o 1 n
rned indskudte punkter

T· = ~(T~), j = 1, ••• ,n, og derved fAr vi en
J J

[a,b] givet ved a = to < t
1

< ••• < t n = b oginddeling D af

T~ E [t ~ , t ~ ]
J J-1 J

j = 0, ..• , n og

og med K(D ') < 8 1
• Vi definerer t. = ~(t~)

J J

rned de indskudte punkter

af 8 1 sikrer, at K(D)

T. E [t. l' t · ] , j = 1, ... , n . Vort valgJ J- J
~ 8, og da definitionen af Sy(D') netop

giver, at S I (D ') = S (D), har vi IA-S I (D ') I < E. Derrned ery y y =

scetningen bevist.

Def inition 3. 2 . Lad '(j c m2

ninger. Den ved

vcere Aben og L,M: '0 ~ m afbild-

w(x,y;h,k) = L(x,y)h + M(x,y)k

definerede afbildning 2w: '(jxm ~ E kaldes en differentialform.

Vi viI antage, at den er kontinuert, altsA at L og M er konti-

nuerte. Lad r vcere en vej reprcesenteret ved y:[a,b] ~ O. Hvis

den i scetning 3.1 omtalte grcensevcerdi A eksisterer, kaldes A

(kurve=) integralet langs r af differentialformen w, og det be-

tegnes rned

Jrw = JrL(X,Y)dX + M(x,y)dy ·
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De variable h og k, som indgar i differentialformen, beteg-

nes ofte dx og dy i overensstemmelse med den sidste betegnelse

for integralet, men det er jo kun en formalitet. Betegnelsen for

kurveintegralet er berettiget, idet integralet if¢lge s~tning 3

kun afh~nger af f, ikke af repr~sentanten y.

Det er selvf¢lgelig ikke oplagt, at kurveintegralet virkelig

eksisterer, og det g¢r det heller ikke altid. Vi har imidlertid

f¢lgende s~tning om eksistens.

S~tning 3.3. v~re aben og L M - "'-10 ~ "'1'l"),_ -,..LJ:"\. kontinuerte.

Lad r v~re en vej sam har en C1 repr~sentant y:[a,b] ~ 0, hvor

Y (t) - a (t) +is (t); a (t) ,s (t) E m. Lad w v~re differentialformen

givet ved w(x,y; dx,dy) = L(x,y)dx + M(x,y)dy. Da eksisterer

J W· og dets v~rdi er
f '

b
A = r (L (cd t) ,13 (t) ) a ' (t) + M (a (t) , 13 (t) ) 13 ' (t) ) d t .

Ja

Bevis. Lad E v~re et positivt tal. Da de ved L(a(t) ,S(t)) og

M(a(t) ,S(t)) definerede funktioner er kontinuerte pa det kompakte

interval [a,b], kan vi v~lge et tal K > 0, saledes at

IL(a(t),S(t))1 < K og IM(a(t),S(t))1 < K for alle t E [a,b].

Da a' og S' er kontinuerte pa [a,b], er de ligeligt kontinu-

E
erte, og vi kan v~lge 01 > 0, saledes at la' (t")-a' (t') I ~ 4K(b-a)

og IS' (t")-S' (t') I ~_ E for t' ,til E [a,b] og It"-t' I ~_ 01•4K (b-a)

Dern~st kan vi v~lge 0 E ]O,Ot]' saledes at det for enhver indde-

ling D med delepunkter a = to < t 1 < ~ •• < t n = b, indskudte

punkter T· E [to 1,t.],
J J- J

j = 1, ••. ,n og finhed K(D) < 0 g~lder, at
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n
IA - L (t I - t I 1) (L (a (T I) ,S (T I) ) a ' (T I) +M (a (T I) ,S (T I) ) S ' (T I) ) I <

j=1 J J- J J J J J J

Nu giver differentialregningens rniddelv~rdis~tning, at der findes

E
2·

indskudte punkter T ~, T'~ E ] t I l' t I [ ,J J J- J
saledes at

ci (t I ) - 0,( t. 1) = (t. ~t · - 1 ) a' (T I
.• ,) ; r3 '1ft" .."}- S..i( t.. 1) = (t. - t-. _-1 ") S' (. T', ~ ') • ;. .

J J - J J - .. J .": J J.- J J '. -' J .

Det rnedf¢rer, at

n
S ( D ) = L (t I - t. -1 ) (L (a (T I ) ,S (T .) ) a ' (T ~) + M (a ( T j) ,S (T J" ) ) S ' (T J'~) ,
Y j=1 J J J J J ,

og ved samrnenligning rned vurderingen ovenfor far vi

I A - S (D) I <
n Y =

~ + I j:;1 (t j - t j -1 ) (L (a h- j) , S (T j ) ) (a I h j ) - a I (T j );} +M(a (T j ) , S(T j » (S I (T j ) - SI (Tj»)I
n

< ~ + L (t. - t. 1) UL (a h·) , Sh.) ) I la I (T · ) -a I (T !) I+1 M(a (T .) , S(T .» I ISI (T .) -S I h '~ )I )
= j=1 J J- J J J J - J J J J

n
~ ~ + j:1 (t j-tj _1) .2K. 4K(b-a) = I + 2 (~-a) (b-a) = E.

Derrned er s~tningen bevist.

S~tning 3.4. Lad
row JR2 aben, lad v~re kon-a c v~re w, w1 og w2=

tinuerte differentialforrner 0 row

lad reellepa 0, og c 1 og c
2

v~re

tal. Lad en vej i
row

frernkorrunet ved, at en vej r 2r v~re a er

sat efter en vej r .... Det antages, at r har en C1 reprcesentant.
I

Lad -1 betegne den rnodsatte vej til r . Da g~lder regnereglerner

r
I W =
Jr Jr- 1W = -Jrw

Bevis. I kraft af udtrykket for integralet givet i s~tning 3.3 f¢l-

ger det hele af regnereglerne for s~dvanlige integraler.
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Definition 3. 5 . Lad 0 c JR2 v~re aben. En endelig m~ngde r =

{r
1

, .•. ,r q} af veje i ~ kaldes en integrationsvej (eller blot

en vej, nar det ikke misforstas) i O. Hvis w er en differenti-

alform pa 0, og w har integraler langs hver af vejene I", ,
J

j = 1., ... ,q, siger vi, at w har et integral langs r, og vi

definerer Irw = I r w+ ...+I r w.
1 q

Der er nu mening i at tale om et kurveintegral langs en styk-

kev~s differentiabel vej, idet den deles i differentiable stykker.

Det f¢lger af den f¢rste regel i s~tning 3.4, at yderligere indde-

ling ikke far indflydelse pa integralets v~rdi.

Eksempel. Lad T v~re randen af et rektangel

[a1,a2]x[b1,b2]. For at finde Irw, hvor

w(x,y; dx,dy) = L(x,y)dx+M(x,y)dy deler vi -

gel .fra scetning 3.4, sa vi kornrner til at

ved far vi

r
a

2 b 2r r
Jr

to = J L (x , b 1 ) d x + J M(a2,y)dy
a

1
b

1

randen op i de 4 sider r
1

, ... ,r 4 . For r
1

kan vi bruge parameter­

fremstillingen (x,y) = (t,b
1),

x E [a
1,a2]. Analogt for ,de andre

sider, men for r 3 og r 4 er det bedst at bruge den m.Ldt.e'r s t.e re­

integrere modsat v~j. Der-

Hvis r havde vceret randen af en cirkelskive med centrum (a,b)

og radius R, ville vi have brugt parameterfremstillingen (x,y) =

(a+Rcoss, b+Rsins), S E [-n,n], og vi ville fa

= Jf
TI

R(-L(a+Rcose, b+Rsin8)sin8+M(a+Rcos8, b--Rs i.ne l cos aj d a •
-n
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Randen af et omrade af den slags, vi kornrner til at arbejde

med, vil besta af endelig mange lukkede kurver. Det fremgar umid-

delbart af reglen i s~tning 3.4, at kurveintegralet langs en sadan

lukket kurve heller ikke afh~nger af valget af udgangspunkt pa kur-

ven.

Hvis a c JR2 er aben, kan et par af kontinuerte funktioner

L,M: a ~]R ogsa fortolkes sam et vektorfelt (L,M) pa 0, f.eks.

et hastighedsfelt for en str¢mning eller et kraftfelt. Det er rime-

ligt at betragte parameteren t i bev~gelsen, der repr~senterer

vejen r, sam tiden, og formlen i s~tning 3.3 fort~ller sA, at kur-

veintegralet i det f¢rste tilf~lde udtrykker det af kraftfeltet ud-

f¢rte arbejde under bev~gelsen. I det andet tilf~lde er integralet

et udtryk for, hvor megen medvind man harhaft under bev~gelsen.

For en lukket vej kaldes ku~veintegralet ogsa cirkulationen, og

hvis en str¢mning har fra 0 forskellig cirkulation langs en lukket

vej, er det udtryk for, at der er hvirvler i str¢mningen.

Ud fra vektorfeltet (L,M) kan vi ogsa danne kurveintegralet

fr-M(x,y)dx+L(x,y)dy. Hvis r er randen af et pCEnt omrade orien­

teret sa omradets indre er til- venstre, er dette kurveintegral cir-

kulationen af vektorfeltet (-M,L) langs randen. Da det oprindelige

vektorfelt (L ,M) fas af (-M, L) ved at dreje hver feltvektor 'IT

2
med uret, kommer det nye kurveintegral til at udtrykke hastigheds-

feltets str¢m ud gennem randen.

Vi forts~tter nu med at indf¢re kurveintegraler for funktioner

af komplekse variable.
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S~tning 3.6. Lad 0 c C v~re aben og lad a v~re den tilsvarende

abne m~ngde i m2 • Lad f: 0 ~ ~ v~re en kontinuert funktion med

real- imagin~rdel f r, f I :
"" JR. Lad r vej i 0og 0 ~ v~re en

1

med en c1
repr~sentant y:[a,b] ~ 0 rned y (t) = '0, (t) + is (t) ,

a (t) ,S (t) E JR. Lad D v~re en inddeling a = to < t 1 < ••• < t = bn

rned indskudte punkter TI E l t , 1,t l
] ,J J- J

j = 1, ... ,n. Da vil surnmen

S (D) =
n
L (y (t I) - Y (t

J
"-1 ) ) f (Y (T J" ) )

j=1 J

S(D) =

for K(D) ~ 0 konvergere mod

J
r f (x,y)dx - f. (x,y)dy + i

J
r f. (x,y)dx + fr(x,y)dy ,r r 1 r 1

hvor vi har brugt betegnelsen r ogsa for den til r svarende vej

i JR2.

Bevis. Vi indf¢rer real- og irnagin~rdelene af y og f i udtryk-

ket for S(D), og derved far vi

n
L ( (a (t I) -a (t I 1)) +i (S (t I) ~S (t~ '1' ')) ,(fr(a (TJ",), S(T"J-) ) +if I (a(TI') , S(TI) ) ) =

j=1 J J-,' J J- .. ': '. l"J 'J
n
L ((a (t I ) -a (t I 1)) f (a (T I) , S(T I ) ) - (S(t I ) - S(t I 1)) f I (a (TJ") , S(T I ) )) +

j=1 J J- r, J J J J- 1 J
n

ij~1((a(tj)-a(tj_1))fi(a(Tj),S(Tj)) + (S(tj)-S(tj_1))fr(a(TjJ,S(Tj)))'

og pastanden f¢lger nu urniddelbart af s~tning 3.3.

Definition 3.7. Den i s~tning 3.6 orntalte gr~nsev~rdi kaldes inte-

gralet af f langs r, og,den betegnes frf(z)dz. For en vilkar-

lig integrationsvej r = t r 1 r • • • , r q} , hvor har C1 re-

pr~sentanter, s~tter vi
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Jrf(Z)dZ = J f (z) dz
r 1

- 26 -

+...+ r f(z)dz
Jr

q

Vi bem~rker, at udtrykket for integralet i s~tning 3.6 frem-

komrner ved den formelle regning

J
f f (z) dz = Jr (f (x,y) + ifi (x,y)) (dx+idy) =
r r .r

J
r f (x,y)dx - fi(x,y)dy + i

J
r f. (x,y)dx + fr(x,y)dy ,r r r 1

hvilket ikke beviser noget, men det er nemrnere at bruge den for-

melle regning end at huske forrnlen.

Det er klart, at s~tning 3.4 overf¢res u~ndret.

S~tning 3.8. Lad 0 ~ ~ v~re aben, lad f,f1,f2 : 0 ~ ¢ v~re kon­

tinuerte, og lad r v~re en vej i 0 med en c1 repr~sentant og

fremkom.rnet ved at scette en vej r 2

v~re komplekse tal, lad
-1c 2 og r

Da g~lder reglerne

efter en vej r 1 . Lad c 1 og

vcere den modsatte vej til r.

Jrf(Z)dZ = J f(z)dz + J f(z)dz, J _1 f(z)dz = -f f(z)dz
~1 r 2 r r

f
r

( C 1f1 (z) + c 2f 2 (z ) ) d z = c1frf1 (z)dz + C 2Jr
f 2 (Z) d Z ·

Beviset er helt trivielt. Vi har ogsa et mere bekvemt udtryk

for integralet, som det ses af f¢lgende s~tning.

S~tning 3.9. Med betegnelserne fra s~tning 3.6 er

frf(Z)dZ
b

= J f(y(t))y'(t)dt
a
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Bevis. Direkte udregning giver

Jrf(Z)dZ = Jrfr(X,y)dX - fi(x,y)dy + iJrfi(X,y)dX+fr(X,y)dY =

bJ (fr (0'. (t) , S (t) ) 0'. ' (t) - f i (0'. (t) , S (t) ) S ' (t) ) dt +
a
b

:!:.J (fi(O'.(t),S(t))O'.'(t) + fr(O'.(t),S(t))S'(t))dt =
a

rb '
J (fr(O'.(t) ,S(t)) + ifi(O'.(t) ,S(t))) (0'.' (t)+iS' (t)dt =

a
b

J f(y(t))y'(t)dt ·
a

Dermed er s~tningen bevist.

Eksempel. Hvis £(z) = Z, medens r er den elliptiske vej givet

ved z = acos8 + ibsin8, 8 E [0,2~] med a > 0, b > 0, far vi

JrZdZ = J:~(aCOS8-ibSin8) (-asin8+ibcos8)d8

J
2~ 2 2 r2TI
o (b -a )sin8cos8d8 + i

JO
abd8 = i·2~ab ·

Ganske som for ree·lle funktioner siger vi, at F: o -+ ce er

en stamfunktion til f: o -+ <C, hvis f er differentialkvotienten

af F. Hvis er en differential form 0 0, siger vi, atw pa

""-I

stamfunktion til hvis det totale dif-G: o -+ :ffi er en w, w er

ferential af G, altsa w(x,y; dx,dy) = G~(x,y)dx + G~(x,y)dy.

Ganske som for funktioner af en reel variabel gar integration helt

umiddelbart, nar en stam£unktion er kendt.
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Scetning 3.10. Lad o c q: aben
~

den tilsvarende abnevcere og 0

mcengde i m.2 • Lad f: 0 ~ q: vcere kontinuert, og lad F: o ~ ~

vcere en stamfunktion til f. Lad w givet ved w(x,y;dx,dy) =

L'(x j y l dx + M(x,y)dy kontinuert differential form pa
~

vcere en 0, og

lad G: a ~ JR vcere en stamfunktion til ui , Lad r vcere en vej

i 0 og dermed i 0 .med en stykkevis C1 repr~sentant y:[a,b] ~ 0

rned y(t) = a(t) + i8(t). Da er

Jrf(Z)dZ = F(y(b)) - F(y(a)); Jrw = G(cdb),[3(b)) -'- G(a(a),[3(a)).

Bevis. Hvis y er C1 pa hele [a,b], far vi

J
r f(z)dz = Jbf(y(t))y'(t)dt = Jrbd~F(y(t))dt = F(y(b))-F(y(a))
r a a

b
r W = Jr (L(a(t) ,[3(t) )0.' (t) + M(a(t) ,[3(t) )[3' (t) )dt =
J r a

Jbd~ G(a(t),[3(t))dt = G(a(b),[3(b)) - G(a(a),[3(a)).

a

Her har vi i det f¢rste tilfcelde benyttet k~deregler fra scetning

2.8, og i det andet tilfcelde kcedereglen for funktioner af flere

variable. Hvis y kun er stykkevis C1 fas resultatet ved deling

af [a,b] i delintervaller, hvor y er Dermed er scetningen

bevist.

Nar feller w har en stamfunktion, er kurveintegralet sa-

ledes fastlagt ved dennes vcerdi i vejens endepunkter. Vi udtrykker

dette kort og fyndigt ved at sige, at integralet er uafhcengigt af

vejen.

Vi indskyder nu en ret triviel hjcelpescetning.
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S~tning 3.11. At integralet af en kontinuert funktion af en kom-

pleks variabel i en aben m~ngde 0 eller af en differential form

i a er uafh~ngigt af vejen, er ensbetydende med, at integralet

langs enhver lukket vej i 0 eller a er O.

Bevis. Hvis integralet er uafh~ngigt af vejen, er integralet langs

en lukket vej lig integralet langs en "stationcer" vej (vej med punkt-

formet bane), altsa nul. Hvis integralet langs enhver lukket vej er

0, og f
1

og f 4 er 2 veje fra A til B, danner f 2 modsat

Dermed er s~tningen bevist.

sat efter en lukket vej f , og vi har Ir - Ir = Ir = O.
1 2

Definition 3.12. Ved et S-omrade i ~ eller m2 viI vi forsta

et konvekst omrade med en vandret og en lodret symmetriakse.

Vi tegner nogle eksempler pa S-omrader.

o
S~tning 3.13.

i m.2 . Lad

0 <> < > ( }
-,

Lad 0 v~re et S-omrade i ~
,....,

det tilsvarendeog 0

f: 0 -+ ~ vcere kontinuert og w(x,y,dx,dy) = L(x,y)dx+

M(x,y)dy en kontinuert differentialform i ~. Det antages at bade

f og w har integral. 0 langs randen af ethvert akseparallelt rek­

tangel i 0 (for f) eller a (for w). Sa har f en stamfunk-

tion i 0 og w en stamfunktion i O.

Bevis. Vi ser f¢rst pa differentialformen. Lad a+ib E 0 og

(a,b) E a vcere symmetriaksernes skceringspunkt (symmetricenteret).

Hvis (a+~, b+n) E 0, da giver symmetrien, at (a±~, b±n) E a for
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aIle 4 valg af fortegn, og dern~st giver konveksiteten, at rektang-

o. Forlet med disse 4 vinkelspidser ligger helt i

har vi derfor veje fra (a,b) til (x,y)

langs ran~en af det akseparallelle rektan-

gel med (a,b) og (x,y) som modstaende

vinkelspidser. Da integralet af w langs

(x,y) E '0
(x, y),r------......------.,.

(a,b)

randen af rektanglet er 0, kan vi med figurens betegnelser definere

F(x,y) = r w =
Jr

1

og~udf¢rligt giver det

r w
Jr

2

F(x,y) = r:L(t,b)dt + r:M(X,U)dU = r:M(a,U)dU + r:L(t,Y)dt .

Det sidste udtryk viser, at F~(X,y) = L(x,y), og det f¢rste, at

F~(X,y) ~ M(X,y). Dermed har vi vist, at F er stamfunktion til

w i O.

For f far vi, nar r er rand af et rektangel i 0, at

Spaltning i real- og imagin~rdel giver, at begge kurveintegraler

pa h¢jre side er 0, og den allerede viste del af s~tningen fort~l-

ler, at fr(x,y)dx - fi(x,y)dy har en stamfunktion Fr(X,y) og

en stamfunktion F. (x,y) .
1

Vi definerer

F(z) = F(x+iy) = Fr(X,y) + iFi(X,y) og far sa

add a, ....
"x. Fr(X,y) ="";\ F.(x,y) = fr(x,y), F (x,y) =-~~F'.Xx,y)=-f.(x"y)
a aY 1 ay r aX . 1. . 1

sa s~tning 2.7 giver, at F er stamfunktion til f i O. Dermed

er s~tningen bevist.



MAT 224 - 31 -

Definition 3.14. Ved en trappelinie i 0 eller ~ forstAs en

vej, hvis bane er samrnensat af akseparallelle liniestykker.

Randen af et rektangel som vej er sAledes en trappelinie.

Vi viser en "forstcerket" omvendt scetning til scetning 3.10.

Scetning 3.15. En kontinuert funktion eller differentialform i et

omrade i ~ eller JR
2 med den egenskab, at integralet langs en­

hver lukket trappelinie er 0, har en stamfunktion.

Bevis. Vi vcelger et fast punkt A, omrAdet. For et punkt B i

omradet definerer vi F(B) = frf(z)dz (eller f rw) , hvor r er

en trappelinie fra A til B. Forudscetningen i scetningen er netop,

at F(B) ikke kommer til at afhcenge af r. Nu haret vilkarligt

r:

punkt B en omegn, der er et S-omrAde indeholdt i det givne omrAde,

og i dette S-omrAde har funktionen (formen) en stamfunktion G. Nu

kan vi fa F(X) for X i S-omradet ved at bruge en trappelinie fra

A til B fulgt af en trappelinie i S-omradet fra B til X, og

derfor en F(X) = F(B)-G(B) + G(X), sA F og G afviger kun med

en konstant pA S-omrAdet. Dermed er scetningen bevist.

Det er klart, at en 1 ukket trrappeLi.n i.e kan deles op i simple,

lukkede trappelinier, og derfor er det nok at have antagelsen i scet­

ning 3.15 for simple, lukkede trappelinier. Det f¢lger af vore scet­

ninger, at integralet langs enhver lukket vej, der blot er stykkevis

c1 , er 0, hvis det bare er 0 langs simple lukkede trappelinier.

Vi ser pA et eksempel, som er alt for vigtigt til at blive de­

klasseret med betegnelsen "eksempel", og sorn illustrerer resultater-
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nes trods alt en smule begr~nsede r~kkevidde.

Vi begynder med at studere afbildningen exp: ~ ~ ~,{O} ved

z x ( . . )expz = e = e cosy + lSlny . Funktionen har periode 2~i. I

f¢rste omgang studerer vi derfor restriktionen til en strirnmel

Sa = {zla-~ < y ~ a+~}. En traditionel grafisk fremstilling ville

kr~ve 4 dimensioner, sa vi rna n¢jes med en erstatning. En nogen-

lunde brugbar fremstillingsform fas ved at tegne en z-plan med

et kurvesystem og en expz-plan med billedet af kurvesystemet.

iex +iTT

. -2 -1 0 1 2

d-ex+iTT

Vi har valgt nettet af vandrette og lodrette

ex

1

is.
a

Hver vandret linie afbildes pa en halv linie ud fra 0, og hver

lodret linie krummes sammen til en cirkel. Disses radier varierer

eksponentielt med x (vi har tegnet dem en hel -del for t~t). Vi har

en bijektiv afbildning af Vi far en omvendt

afbildning, en logaritmefunktion logar : ~'{O} ~ Sa a Vi ser, at

logar er diskontinuert i alle punkter af halvlinien svarende tila

argumentv~rdien a+~, men pa resten ~a af ~'{O} er logar en
a

differentiabel funktion, invers funktion til exp, idet exp' = exp,
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som ikke antager vcerdien o• For

2.6, at d logar 1 1
dw w = =

a z w
1

e
'. til 0

~w pa .

zw = e har vi if¢lge scetning

Altsa er logar en stamfunktion
a

r

for enhver vcerdi af a. Den viser,

at

Vi har stantEunktionen Locrar
oJ a"

I dw for en halvcirkelrw med centrum i o og orienteret mod

uret er in, og sa f¢lger umiddelbart, at integralet langs en cir-

kel am 0 i retning mod uret er 2ni. Dette fas ogsa ved direkte ud­

regning, idet vi bruger parameterfremstillingen w = r.eie~
2n

e E [O,2n], dw = irei e, hvilket giver I dw = I ide = 2ni.
r w 0

Vi har en flertyd1g logaritme af et komplekst tal

log z = loglzl + i argz

med lige netop den ubestemthed, der ligger i argz. For hvert a E m

kan vi fiksere argumentet, sa vi netop far den differentiable loga-

ritmefunktion logar: ~ ~~. For hvert fast a afbildes ~ bi-
a a a

jektivt pa den ved y E ]~-n, a+n[ bestemte strirnrnel. Med Logz

betegnes den logaritme, der svarer til argz E ]-n,n], hovedvcerdien

af logaritmen.

Funktionen 1
w

har ikke en stamfunktion i hele men

den har en logaritmefunktion som stamfunktion i enhver "opslidset"

plan ~ Lceg ogsa mcerke til, at 1 ikke har stamfunktion ien en
a w

cirkelring med centrum 0, at 1 alligevel har integral 0 langsmen
w

randen af ethvert rektangel i cirkelringen, hvis denne er smal nok

(den st¢rste radius mindre end V2 gange den mindste) .

Vi slutter kapitlet med et par scetninger, der f¢lger umiddelbart

af scetning 3.10.



MAT 224 - 34 -

Scetning 3.16. Funktioner pa en aben mcengde eller

som er stamfunktioner til samme kontinuerte funktion f: 0 ~ ~ el-

ler samme kontinuerte differential form w pa a viI pa hver kom-

ponent af 0 eller 0 have konstant forskel.

Bevis. Forskellen er en stamfunktion til 0, men sa giver scetning

3.10, at forskellen har samme vcerdi i endepunkterne af en vilkarlig

differentiabel vej, og dermed er scetningen bevist.

Scetning 3. 7. Hvis 0 ~ ~ er aben og f,g: 0 ~ ~ differentiable

funktioner med samme realdel (eller samme imagincerdel), er g-f kon-

stant pa hver komponent af o.

Bevis. Af Cauchy-Riemann's differentialligninger f¢lger, at g-f =

Im(g-f) er en stamfunktion til O-differentialformen, sa pastanden

f¢lger af scetning 3.16.

4. Cauchy's Integralscetning.

~ med orienteret rand f sammensat

Lad os tcenke os, at vi i en aben

af kontinuert differentiable veje. Lad

eller ~ har et omrademamgde i JR2

os yderligere antage, at ~ som vist

pa figuren sk~res i 2 dele af en vej ~, sam er stykkevis C1.

Lad vde Lerie .vee.re ~1 med rand f 1 og ~2 med rand f 2 . Hvis

vi nu har en kontinuert differential form weller funktion f i

den abne m~ngde, far vi Ir W + Ir W = Irw for en differentialform
1 2

og det analoge for en funktion. Det kommer af, at aIle tre integraler
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er sum af bidrag fra aIle de C1-stykker, hvoraf randene er sarnmen­

sat, og de stykker, der h¢rer til ~, indgar i r
1

og r 2 med

modsat genneml¢b, medens de slet ikke er med i f.

"Randintegralerne" giver saledes "additive omradefunktioner" ­

n~sten som planintegraler g¢r det - altsa noget der minder ont'areal­

mal, sandsynlighedsmal, masse, elektricitetsm~ngdeog mange andre

fysiske st¢rrelser. Hvis vektorfeltet, der indgar i differentialfor­

men er hastighedsfelt for et str¢mrnende stof, kan differentialformen,

som vi tidligere har set, v~re valgt, sa randintegralet giver det rum­

fang, der pre tidsenhed str¢mrner ud gennem randen. Det _vCEskerumfang,

der str¢rnmer ud, rna forklares ved, at der inde i omradet enten sker

udvidelse af v~sken eller tilf¢res v~ske - altsa at der er en forde­

ling af "kilder" til v~skerumfang fordelt over omradet. Sa kan man

forestille sig en "kildet~thed", og randintegralet burde v~re et

fladeintegral af denne "kildet~thed". Tidligt i det 19. arhundrede

forstod forskerne, at det forholdt sig pa lignende made med gravita­

tionsfelter, elektrostatiske og magnetostatiske~felter.Den felt­

styrke der "str¢mrner" ud gennem overfladen af et omrade er helt be­

stemt ved den masse, elektricitetsm~ngdeeller magnetismem~ngde, der

er inde i omradet. Green, Stokes og Gauss fandt deres ber¢mte inte­

gralformler, som viser, at der ligger en simpel matematisk relation

til grund for denne filosofi.

Vi gar nu i gang med at vise Gauss' integrals~tning. Det er

egentlig let - det sv~reste er at finde en klasse af omrader, den

bekvemt kan vises at g~lde for.
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Definition 4.1. Ved et elementaromrade i ]R2 forstar vi et

omrade, for hvilket der findes reelle tal a
1,

a 2, b
1,

b 2 og

kontinuerte stykkevis C1-funktioner f 1, f 2: [a1, a 2] -+ JR og

g1,g2: [b1,b2] ~JR med f
1(x)

< f 2(x) foralle xE ]a1,a2[

og g1 (y) < g2(Y) for alle y E ]b1,b2[, sa.ledes at ornradet er

2n = {(x,y) E ill l x E ]a
1,a2[, y E ]f

1(x),f2(x)[} =
2

{(x,y) E JR I·y E ]b1 ,b2[ l x E ]g1 (y) ,g2(y)[}. Ved et Gauss-omrade

i JR2 forstar vi et omrade, der kan deles i endelig mange ele­

mentaromrader ved endelig mange c1 - v e j e .

Netop omrader som de i slutningen af kapitel 1 orntalte er

Gauss-omrader. Vi viser en opdeling (blandt mange rnulige) i elemen-

tarornrader af et par omrader, der ligner de n~vnte.

)
i ,
I ',,,-0, '\-' \n( '''\J----
\ i

)
(

Vi formulerer nu Gauss' s~tning.

Sc:etning 4. 2 . Lad 0 ~ JR
2 vc:ere en aben mc:engde, og lad L, M: 0 -+ JR

veer e C1-funktioner. Lad nco vesr-e et Gauss-omrade med orienteret

rand reO. Da er

frL(X,y)dX + M(x,y)dy = J
f (M~(x,y)-L' (x,y))dxdy
n y
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Bevis. Vi deler n i elementaromrader. Hvis formlen g~lder for

hvert af disse, far vi den for hele n ved addition af formlerne,

for delomraderne. Altsa kan vi antage, at n er et elementaromrade.

Det er nok at vise, at

J
f L(x,y)dx = _Jf L' (x,y)dxdy
r n y J

f M(x,y)dy = Jf M' (x,y)dxdy
r n x

Beviserne for disse 2 relationer afviger kun ved, at fortegnene falder

y=f1 (x )

y

lidt forskelligt ud. Vi n¢jes med at vise den f¢rste. Dertil benytter

vi, at n kan t.eenke s givet ved IT = {(x,y) E JR2 l x E [a
1

,a2],

y E [f
1

(x) ,f2(x)]}, sa vi far, idet planintegralet omskrives til

et dobbeltintegral

a
2

f 2 (x)

_f L' (x,y)dxdy= _f (f L' (x,y)dy)dx =
Jn y Ja Jf (x) y

a 2 f 2 (x) 1 ~

-f [L(x,y] _ dx= f 2L (X, f 1 (x»dx -
a

1
y-f

1
(x) a

1 a 2
r L(x,f2(x»dx,
J a

1

men dette sidste udtryk er netop I r L (x,y) dx , _+---~ ----a.~

Dermed er s~tningen bevist.

Som et vigtigt specialtilf~lde har vi f¢lgende s~tning:

Scetning 4. 3 . Lad 0 c JR2 veere en aben mcengde og L , M: 0 -+ JR

C1-funktioner, sam tfulfredsstiller, at M~ = L~. Da har differen­

tialformen w = L(x,y)dx + M(x,y)dy integral 0 langs randen af

ethvert Gauss-omrade, der inklusive randen er indeholdt i o. End-

videre har w en stamfunktion i ethvert S-omrade, som er indeholdt

i o.
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Bevis. Den f¢rste· pastand f¢lger helt umiddelbart af Gauss' inte-

grals~tning. Da et rektangel er et elementaromrade, f¢lger den sid-

ste pastand dern~st af s~tning 3.13.

Cauchy's integrals~tning er n~rt -besl~gtet med Gauss' integral-

formel. Vi gar i gang med s~tningen.

S~tning 4.4. Lad 0 ~ ~ v~re en aben m~ngde og f: 0 ~ ~ en dif­

ferentiabel funktion med kontinuert differentialkvotient. Lad n med

orienteret rand r v~re et Gauss-omrade med n u reO. Da er

Jrf(z)dz = o.

Bevis. Vi skriver f(z) = fr(x,y) + ifi(x,y) og far

r f(z)dz =
Jr

Nu giver Cauchy-Riemann's differentialligninger (s~tning 2.7), at

differentialformerne under integraltegnene opfylder betingelsen i

s~tning 4.3, som fort~ller, at begge integraler er O. Dermed er

s~tningen bevist.

Vi indskyder et bevis for Jordan's s~tning for polygoner. De

ikke alt for teoretisk interesserede kan uden skade springe det over.

S~tning 4.5. Lad r c ~ v~re en polygon (en simpel lukket brudt

linie). Da har ~'r netop 2 komponenter, af hvilke netop 1 er be-

gr~nset. Der kan v~lges en orientering pa r, sa den begr~nsede kom-

ponent overalt er til venstre og den anden til h¢jre. Hvis r speci-

elt tillige er en trappelinie, kan den begr~nsede komponent af ~,r

deles i endelig mange rektangler.
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Bevis. Hvert ben af en vinkel ligger pa en

ret linie, der deler planen i 2 halvplaner.

Vinklens indre er f~llesm~ngden for de to

abne halvplaner, der indeholder vinkelbenene. Heraf f¢lger, at et

liniestykke~ der sk~rer netop 1 vinkelben, viI have et endepunkt

indenfor vinklen og det andet udenfor. Et liniestykke, der sk~rer

begge vinkelben og ikke gar gennem toppunktet viI have begge ende­

punkter udenfor vinklen. Et liniestykke, der slet ikke har punkter

f~lles med vinklen, viI have begge endepunkter indenfor eller beg­

ge endepunkter udenfor.

Lad os nu antage, at vinklen er saledes placeret i ~, at den

ikke har toppunktet pa r og ingen vinkelspids i r ligger pa et

vlnkelben. Hvis vi sa gar rundt langs r, viI vi ved hvert sk~rings­

punkt med et vinkelben passere ind i eller ud af vinklens indre.

Altsa er antallet af sk~ringspunkter mellem polygonen og vinklen

altid lige.

Lad nu a v~re et punkt af ~,r. °Der findes uendelig mange

halvlinier med endepunkt a, som ikke gar gennem vinkelspidser af

r. Af betragtningerne ovenfor f¢lger, at antallet af sk~ringspunk­

ter med r viI v~re lige for aIle sAdanne halvlinier eller ulige

for aIle sadanne halvlinier. Vi siger, at a ligger indenfor r,

hvis antallet af sk~ringspunkter er ulige, medens a ligger udenfor

r, hvis antallet af sk~ringspunkter er lige. Vi betegner m~ngden

af punkter indenfor r med I(r) og m~ngde~ af punkter udenfor

r med Y (r) ·

Et liniestykke i ~,r med ende-

punkter a og b kan som antydet pa
-------

figuren "omhegnes" med et rektangel i
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<r,r, og inde i dette kan vi vCElge et punkt c, sa halvlinierne

fra c gennem a og b ikke gar gennem vinkelspidser i r. Heraf

f¢lger, at a og b begge er i I(r) eller begge i Y(r). Ved

gentagen anvendelse ser vi, at en brudt linie i ~,r har begge

endepunkter i r(r) eller begge i y(r). Enhver brudt linie, der

forbinder et punkt i I(r) med et punkt i y(r) rna saledes skCEre

r ·

Da ~,r er aben, og det for enhver bevCEgeLse y: [a,b] ~ ~,r

gCElder, at banen er kompakt, vil banen have positiv afstand fra r,

og da y er ligelig kontinuert, kan y erstattes med en bevCEgelse

i <r,r med en brudt linie som bane. Altsa kan et punkt af I(r)

og et punkt af y(r) ikke ligge i samme kurvekomponent af ~,r.

Dermed har vi bevist, at r har mindst 2 komponenter.

Lad nu ~ c <r VCEre en simpel brudt linie, sammensat af n linie-

stykker. Vi vil vise, at ~,~ er sammenhCEngende. Det er nok at vise,

at 2 punkter p,g E ~,~ kan forbindes med en brudt linie i ~,~.

Det vises ved Lnduktion efter n. V~ antager derfor, at der findes

en simpel brudt linie E c ~,~ fra p til q, og vi skal blot

vise, at hvis vi f¢jer endnu et liniestykke ab til ~ og derved

far en ny simpel brudt linie ~ I, kan p

og 0 forbindes med en simpel brudtq ogsa

linie, der ikke skCErer ~ I. For at vise

det indrammer vi ab med et rektangel,

der skCErer ~ i kun et punkt 0 den side,pa

der st¢der op til abe Sa vil E gennernl¢bet fra p til q even-

tuelt tr~ffe rektanglets rand en f¢rste gang i U og sidste gang i
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v, og sa far vi en ny brudt linie ved at erstatte stykket fra u

til v med det af de to stykker, hvori u og v deler rektanglets

omkreds, som ikke sk~rer ~. Derved far vi en brudt linie i ~,~,

fra p til q, og dermed er pastanden vist.

Som antydet pa figuren v~lger

vi et rektangel, saledes at en side

af r sk~rer det midt igennem, me­

dens det ikke nar ud til nogen anden

side i r. Ved at fjerne den del af

r, der ligger inde i rektanglet, far

vi en simpel brudt linie r. Hvis nu

a E ~,r er et vilkarligt punkt, har vi netop vist, at der findes

en simpel brudt linie i ~,r' fra a til rektanglets midtpunkt,

og hvis vi kun f¢lger den til dens f¢rste sk~ringspunkt med rektang­

let, ser vi, at a kan forbindes i ~,r med et punkt af en af de

to dele, hvori rektanglet deles af siden af r. Dermed har vi vist,

at ~,r har h¢jst 2 komponenter.

Der findes en stor cirkel, som helt omslutter r. AIle punkter

udenfor denne cirkel tilh¢rer sarnme komponent af ~,r, sa denne kom­

ponent er ikke begr~nset, men den anden ligger helt indenfor r og

er saledes begr~nset.

Efter det foregaende er det klart,

at punkter, som ligger umiddelbart pa
hver side af en side af r tilh¢rer

hver sin komponent af ~,r, og siden kan derfor orienteres, sa I(r)

kornmer til venstre. Som det ses af en figur viI sarnrnenst¢dende sider

derved blive overenssternrnende orienteret.
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Hvis r specielt er en trappelinie

tegner vi i I(r) aIle forl~ngelser af

lodrette sider sa langt, at de netop

m¢der r igen. Derved deles I(r) i

delm~ngder. Lad a v~re et indre punkt

af en sadan. En lodret linie gennem a

m¢der r f¢rste gang ovenfor a i et punkt x af en vandret side

S og analogt nedenfor a i et punkt y af en vandret side T.

Lad nu M og N v~re de sider eller delelinier, der udgar fra

S n~rmest ved x pa hver side af x. De forts~tter helt igennem

til T og afgr~nser delrektang~et, hvori S ligger. Ellers matte

der nemlig ligge punkter af r mellem de to lodrette linier, og

sa viI der v~re en lodret linie n~rmest ved a, som indeholder

punkter af r. Denne viI indeholde et antal lodrette sider af r,

og den ¢verste giver ved forl~ngelse opad en delelinie, der sk~rer

S mellern M og N, hvilket er umuligt.

Dermed er s~tningen vist.

Definition 4.6. Et omrade 0 ~ q: (eller ]R2) kaldes et Cauchy-

omrade eller et enkelt sammenh~ngende omrade, hvis det for enhver

simpel lukket trappelinie reO g~lder, at den begr~nsede kompo­

nent af ~,r (eller m2, r ) er indeholdt i o.

Groft sagt betyder det, at der ikke er huller i omradet. Det

er ikke den traditionelle definition af "enkeltsanunenh~ngendell,men

sa l~nge vi holder os til omrader i q: eller ]R2 er der overens-

stemmelse. For omrader pa flader g~lder Jordan's s~tning ikke, og

sa kan vor definition ikke bruges.
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S~tning 4.7. Hvis 0 ~ ¢ er et Cauchy-omrAde, og f: 0 ~ ¢ dif-

ferentiabel med kontinuert differentialkvotient, da har f en stam-

funktion i o.

Bevis.. Det f¢lger af definition 4. 6 kombineret med scetning 4. 5, at

en simpel Lukke't; trappelinie I' c;; 0 er rand for et omrade I (I") c O.

Det f¢lger af s~tning 4.5, at I(f) kan deles i endelig mange rekt~

angler, sA I(f) er et Gauss-omrAde. Sa giver Cauchy's integral-

s~tning (4.4), at Jrf(z)dz = O. Dern~st giver s~tning 3.15 kombi­

neret med bem~rkningen efter beviset, at f har en stamfunktion.

Dermed er s~tningen bevist.

5. Nogle bestemte Integraler.

Cauchy's integrals~tning kan udnyttes til explicit udregning

af bestemte integraler. Senere fAr v~ mere varierede metoder til rA-

dighed. Det gar kun med visse helt specielle integraler, men mulig-

hederne er uoverskuelige. Det er sv~rt af afg¢re, om et givet in-

tegral kan udregnes ved disse metoder, men man kan lcere at genkende

visse typer, der kane Vi kunne lade de f¢lgende regninger sta som

eksempler, men da resultaterne har anvendelser, har vi fundet det

rimeligere at formulere dem som s~tninger.

s~tning 5.1. sinx dx =
x

7f
"2.

Bevis. Den ved f(z) -1 iz= z e definerede funktion har kontinuert

differentialkvotient i ¢,{O}. Den del af en cirkelring med centrum
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o og radier r og R, som ligger i

den ¢vre halvplan, er et Gauss-om-

rade, hvis rand vi betegner r.

Cauchy's integrals~tning giver

f f(z)dz = O. Vi bem~rker, at rr
er sammensat af 2 liniestykker -R -r

y

r

r

R x

og en stor og en lille halvcirkel. Liniestykkerne bidrager til

integralet med

-r ix rR ix rr -ix rR ix
r ~ dx +

e dx e
dx +

e dx-- = -- -- =
J- R x Jr x JR

x Jr x

J: ix -ix Re -e dx 2 · r sinx dx= lJ -- .
X xr

I integralet langs den store halvcirkel bruger vi parameterfremstil-

lingen Z = Rei 8, e E [D,1T], d · R iez = 1 e , og bidraget bliver

I
R

= if: eiR(Cos8+isin8)d8 .

Her er le i R (Co s e + i s i n e ) I -_ -Rsinee , Sa vi far vunderingen
1T

IIRI ~ J: e-Rsin8d8 = 2J: e-Rsin8d8 ·

E
-Rsin4

For· E > 0 kan vi v~lge Ro' sa e < {n for R > RO' og

for R > RO far vi sa vurderingen
E 1T

r
4 (2 i

IIRI < 2
JO

1·d8 + 2J£ e-
Rs i n

d8 < 2·i + 2·~·2En = E.

4·

Dermed har vi vist, at 1 R ~ 0 for R ~ 00.

Bidraget fra den lille cirkel (den er orienteret modsat) er

-I
r
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1ntegranden 0 ligeligt mod 1 , 0 -I -iTI for o.gar sa r -+ r -+

Nu havde vi jo f f(z)dz = o, altsar

rR ,2i Slnx dx + I - 1 r = o.
Jr x R

Ved gr~nseovergangene R-+oo og r -+ 0 far vi

2iJOO sinx dx - in = 0,
o x

og dermed er s~tningen bevist.

Vurdering af bestemte integraler spiller n~sten altid en rolle

i denne slags regninger, men for det meste er de lette. I eksernplet

f¢rte vi problernet tilbage til et s~dvanligt integral ved at bruge

en par~eterfremstilling. Den velkendte vurdering IJbf(x)dxl <
a

b
falf(x) Idx, som er nem at vise for f: [a,b] -+ JR, er lidt mindre

oplagt for f: [a,b] -+~. Den er dog nem nok, nar vi bem~rker, at

der findes et e E JR, sa vi har

Somrnetider klarer f¢lgende s~tningsagen:

S~tning 5.2. Lad 0 c C v~re aben, f: o -+ ~ kontinuert, og r
=

en stykkevis C1 vej i o. Hvis r har lcengde L, og If (z) I < M

for aIle z 0 r, da er Ifr f ( z ) d z l LM.pa <

Bevis. Lad r

a(t) + is(t).

sa vi far

v~re repr~senteret ved y: [a,b]

Sa er L = Jbj(a' (t))2+(s, (t))2d ta

-+ 0 hvor y(t) =

= Jbly' (t) Idt,
a
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b=IJ f(y(t)}y'(t)dtl
a

b
< J If (y (t)) I Iy I (t) I dt <

a

b
Mf

a
'Y ' (t) Idt = LM.

Dermed er s~tningen bevist.

I kursus over;rq.al' - og integralteori vises en s~tning, som

kan v~re arbejdsbesparende her. Vi tillader os. at bruge den, men

vi henviser til det andet kursus eller g~ngse l~reb¢ger for sa vidt

angar bevis.

s~tning 5.3. Lad (fn)

og lad F: [a,b] ~ [O,~]

der findes en funktion

v~re en f¢lge af funktioner fn: [a,b] ~ ~,

v~re en funktion med fbF(x)dx < =. Hvisa

f: [a,b] ~~, og (fn(t)) ~ f(t) for hvert

t E [a,b], og f n er integrabel for hvert nEill, og endelig

Ifn(t) I ~ F(t) for aIle n E ill og aIle t E [a,b], da konver­

gerer (f~fn(t)dt) mod f~f(t)dt.

Med "integrabel" menes Lebesgue-in-cegrabel. I vore anvendelser

er funktionerne f n kontinuerte, men det h~nder, at f kun er

stykkevis kontinuert. For integralet I R ovenfor g~lder, at inte-

granden er numerisk < 1 for aIle
=

R, og den konvergerer mod o

for hver e E ]O,n[, men mod ~ i intervalendepunkterne. Det f¢l-

ger sa af s~tning 5.3, at I R ~ 0, nar R genneml¢ber en vilkar­

lig f¢lge, der gar mod ~, og det er netop, hvad vi beh¢ver.

Eksempel. Vi kan slutte, at U6 2nd~) ~ 1 forn~="idebii:.nt.egrcmden
V1-x

gar mod 1 undtagen for x = 1, hvor den gar mod ~, og integran-

den er positiv og aftager mod n, og for n = 1 har integralet v~r-

dien n"7 < 00.
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2-xVi viI slutte med at omtale nogle integraler, hvor e
2

optr~der i integranden. En metode til udregning af f~ e-x dx
~

ved brug af komplekse variable er omtalt i Jameson's bog. Tradi-

tionelt udregnes integralet ved udnyttelse af et, reelt planinte-

gral, men en n~rmere analyse viI vise, at det, der foregar i vir-

keligheden er udregning af en v~rdi af gamrnafunktionen

s~tning 5 .. 4.
2

f
oo -x
_roe dx = Vi.

Bevis. Vi definerer ved
2 2

F(x,y) = e-(x +y ) =
2-r

e

idet (r,8) er pol~re koordinater. Plan- Y

integralet af F over den ved x > 0,

Y ~ 0, x 2+y2 < R
2 fastlagte cirkelkva-

drant udregnes i pol~re koordinater til
~

R 2 2 2
I R = f

o
(foe-r dt))rdr = i(1-e-

R
),

o a R x

sa vi ser, at I -+.:!I for
R 4 R -+ 00. Dern~st ser vi pa integralet

over kvadratet [O,a]x[O,a]. Det er givet ved

f
a fa 2 2 fa 2 ra 2I = { e-x -y dy)dx = e-x {J e-y dy)dx =

a 0 0 0 0

ra 2 fa 2 fa 2 2J
o

e -
X

dx oe-
y

dy = ( oe-
X

dx) ·

Da vi har I a < I a < I
a V2

(se figuren), kan vi slutte, at
2

I a ~ *2 for a ~ 00, og det medf¢rer, at J~e-x dx = ivn, altsa

f~ e-x dx = Vi. Dermed er s~tningen bevist.
-~ 2

u
2 "4

S~tning 5.5. f~ e-x cosuxdx = Vi e for u E JR.
-~ .
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Y
iu J

2 r
~

Bevis. Idet 8 er randen af det pa

integralet langs den h¢jre lodrette side er h¢jst

og det gar mod 0 for b ~ ~. Det gar pa sarnme

-ba

eru < 0)

sa

figuren viste rektangel, er
2-z

Ire dz = o~ For z = b+iy,
- -_c---u--~--- u

Y E [0'2] (eller [2,0] hvis

.1 u 2_ b 2
4

e

made med bidraget fra den venstre lodrette side. Vi ved, at integra-

let langs siden pa den reelle akse gar mod Vi for a,b ~ ~, og

det samme vil sa gcelde for integralet langs -rektanglets ¢verste

side or~enteret modh¢jre, sa vi far

I" ( I u) 2- X+l-
J-00e 2 dx =

altsa
2

u
4

e
roo 2
J_

oo
e -

x
(cosux + isinux)dx = Vi.

Ved at tage realdelen pa begge sider far vi scetningen. Det tilsva-

rende integral med sinus er selvf¢lgelig O. Dermed er scetningen be-

vist.

Lad os ogsa udregne Fresnel's integraler, som rnaske kan vcere

Bevis. Idet r er randen af den pa
2-z

figuren viste trekant, er Ire dz = o.

Bidraget fra den lodrette side er xa

a+ia

o

y

VIi
2

nyttige i en bizar situation.

Scetning 5.6.

fa ( 1)2
J - a+1Y "delY =
o

. r1 -a2(1+it)2
d ta a JOe ~.
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Her er det ikke nok at vise, at integralet gar mod 0, da

faktoren a foran integraltegnet rna tages i betragtning. Vi

vurderer

2 2= e-a (1-t ) + log a

negativt for mindre v~rdier af

2 2
For (l)t (a) = a (1-t ) -log a

1det er 0 fo~ a =
J2 (1-t2)

har vi 2 1tpt (a) = 2a(1-t ) - a' og

a og positivt for st¢rre v~rdier af a, sa vi far vurderingen

< e =
1

Dette er integr~tbel1;:,'pa [0, 1 ] , og da integranden selv e f t e'r at

a er sat indenfor tegnet gar' mod 0 for a ~ ~ for hver fast

v~rdi af t pa n~r t = 1, giver s~tning 5.3, at integralet

langs den lodrette side gar mod O.

I gr~nsen bidrager siden pa den reelle akse med

vi far resultatet

sa

1 ­-'In
2

Vi dividerer med 1+i og reducerer lidt

f:;(COS 2t2 - i sin 2t2)dt 1 -
= -(1-i) 'In

4

Vi splitter i real- og imagin~rdel og far

reocos 2t2dt r
eo

s i n 2t2dt 1
= = -VTI .

Jo J0 4
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klarer resten. Dermed er s~tningen bevist.

Vi tager denne s~rlige regnekunst op igen senere. De inte-

graler, der kan udregnes ved brug af komplekse variable,. kan

ofte ogsa beregnes ved hj~lp af Fouriertransformationer 0.1.

6. Cauchy's integralformel.

Vi viser f¢rst, at visse integraler definerer differentiable

funktioner af komplekse variable, og dern~st viser vi, at sadanne

funktioner altid kan udtrykkes ved sadanne integraler.

S~tning 6.1. Lad y: [a,b] ~ ~ v~re stykkevis og lad

<.p: [a,b] ~ <t vzere stykkevis kontinuert. Vi skriver O=C'y([a,b]).

Sa definerer

f(z) y' (t)dt

en vilkarligt ofte differentiabel funktion f: 0 ~ <t, og dens

ten differentialkvotient er givet ved

f (n ) (z ) n l rb
lP(t)

= 21Tl" J +1 y'(t)dt.
a (y(t)-z)n

Bevis. Det er nok at vise s~tningen for integralet over

hvert delinterval, hvor y' og ~ er kontinuert, sa vi kan

tillade os at antage, at y' og ~ er kontinuerte pa hele

[a,b]. Sa er integranden i udtrykket for f(n) kontinuert for
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z E 0, t E [a,b], og en kendt s~tning fra f¢rste Ars matematik

fort~ller os, at f(n) defineret ved dette udtryk, bliver kon­

tinuert i 0 for alle n, specielt ogsa f = f(O) .

stykkevis differentiabel vej. For

Lad nu r 1 repr~senteret ved y 1: [ a 1 I b 1 ] ~ 0

n > 1 har vi da

vcere en

b 1 b-

J
r flfn)." (z) dz ~- n; r .(J' . G:>ftJ y,',.(t) , d' \ '-( )
r 1 21T i Ja \J a(y(t)-~ (u» ri+1 t)y1 u du

1. - _. . 1

og her kan integrationerne byttes, sA vi far

r f(n) (z)dz
J r

1

n l rb rr b 1 Y1(u)du \= tp (t) y' (t) r dt =
21Ti Ja Ua (y(t)-y "(u»n+1)

1 1 _

(n-1): rb tp(t)y'(t) (n-1): rb tp(t)y'(t) =
21Ti J dt - 21Ti J n dt

a (y(t)-Y1 (b1»n a (y(t)-Y1 (a1 »

Vi ser, at integralet af f(n) er uafh~ngigt af vejen, Sa

s~tning 15 fort~ller OS, at f(n) har en stamfunktion. Sammen-

ligning med scetning 10 giver derncest, at f(n-1) er en stam-

funktion til f (n) idet en stamfunktion er bestemt 0 ncer, pa

addition af en konstant. Da f = f (0) , er scetningen derrned bevist.

Vi har ikke forbudt, at banen for Y" krydser sig selv, sa

m~ngden 0 kan have mange komponenter.

Eksempel. For y(G) i8
= e ,8 E [0, 2 1T] og tp (8) = cos 8 far

vi specielt
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f(z) = 1 r2 1T
c o s 8

21fi J i8o e -z
· i8d 8le -

Dette er v~rdien af integralet

· i8d 8le -.

f(z) 1 r zw+1
= 41Ti Jrw(w-z) dw,

hvor r er enhedscirklen. Ved dekomposition far vi

f(z) 1
= 41fi · --z

dw-- -w-z
r dw
Jr w

Vi ved, at Jdw = 21fi,
w

og det sanune g~lderfor J dw
w-z' hvis

Izl < 1, medens dette integral bliver 0 if¢lge Cauchy's inte-

grals~tning, hvis Izl > 1. Altsa er

{! Z
for 1 z I < 1

f(z) = ·2

1 for 1 z 1 1 .-2Z >

S~tning 6.2. Lad n v~re et Gauss-omrade og Zo E n et vil­

karligt punkt. Lad E c n v~re en afsluttet cirkelskive med

centrum Hvis E er lille nok, er n'E et Gauss-omrade.

Bevis. En akseparallel ret linie, der sk~rer gennem et elemen-

taromrade, vil abenbart dele dette i 2 elementaromrader. Der

findes et akseparallelt kvadrat Ken med centrum
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Vi t~nker os, at der foreligger en inddeling

af n i elementaromrader. Vi forl~nger de

vandrette sider i K, til de m¢der randen

af n eller en delelinie. Sa viI disse

kvadratsider med deres forl~ngelser

blot g¢re inddelingen finere, og de 2 lodrettekvadratsider viI

yderligere forfine inddelingen. Vi g¢r nu denne lidt grovere i-

gen, idet vi udelader aIle delelinier i det indre af K, idet

K er et elementaromrade. Dern~st v~lger vi E c K og inddeler

K'E i 4 elementaromrader som vist pa figuren.

Sa har vi faet n'E delt i elementaromrader,

og dern~st er s~tningen bevist.

K

Denne hj~lpes~tning bruges i beviset for vor n~ste s~tning,

der handler om Cauchy's integralformel, et vigtigt resultat, der

viser, at en C1 - f u n k t i o n af en kompleks variabel i et omrade ~

med kompakt afslutning kan beregnes, hvis man blot kender den pa

randen af n.

S~tning 6.3. Lad 0 ~ ~ v~re aben og f: 0 ~ ~ differentiabel

med kontinuert differentialkvotient. Lad n med orienteret rand

r v~re et Gauss-omrade indeholdt i O. For zEn har vi da

Cauchy's integralformel

f(z) = __1__ r f(s)d s2ni Jr~-z
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Bevis. Lad z E ~ v~re et fast punkt og E c Q en afsluttet cir-

kelskive med centrum z og radius r lille nok, til at n'E er

et Gauss-ornrade. Hvis f 1 er randen af Evil randen af n'E be-

sta af f , samt med rnodsat orientering, og da er en

C1-funktion i n'E, giver Cauchy's integrals~tning, at

(1 )

For f 1

altsa dr;

i8har vi parameterfremstillingen r; = z+re ,

= ireiSdS, sa det sidste integral bliver

r2TI
"SJ

O
f(z+re

1
)idS ·

8 E [0,2nJ,

Af (1) f¢lger, at dette er uafh~ngigt af r, nar r blot er

lille nok. Dets v~rdi er derfor lig med gr~nsev~rdien for r ~ 0,

altsa 2nif(z), og dermed er s~tningen bevist.

Vi har umiddelbart et interessant korollar.

s~tning 6.4. Lad 0 ~ ~ v~re aben og lad f: 0 ~ ce v~re

Da er f vilkarligt ofte differentiabel.

Bevis. Et vilkarligt punkt Zo E 0 er c:entrum for en afsluttet

cirkelskive E cO rned rand f 1 og da E er et Gauss-omrade gi-

s~tning 6.3 for
0

ver z E E

f(z) 1 r~ dr;= 2ni Jr S- z
,

og det f¢lger af s~tning 6 • 1 , at f er vilkarlig ofte differenti-

abel i
0

Dermed s~tningen bevist.E. er
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I begyndelsen af vort arhundrede rundede Goursat teorien af

ved at vise, at kravet om kontinuitet af differentialkvotienten i

s~tning 6.4 er overfl¢digt. Vi gengiver hans bevis, som ikke er

s~rligt sv~rt.

S~tning 6.5. Lad 0 ~ ~ v~re aben og f: 0 ~ ~ differentiabel.

Da er f vilkarligt ofte differentiabel.

Bevis. Det er nok at vise, at f er vilkarligt ofte differentia-

bel i det indre af ethvert rektangel, som er indeholdt i O.

Lad Kc 0 v~re et afsluttet rektangel

med rand I' , og lad 2L v~re l~ngden af r .

Vi deler K i 4 ens rektangler, og blandt

disse v~lger vi K1 med rand r 1 '
0sa

r
.-,.

K1 ~K2
K

a

Ifr f(z)dzl bliver st¢rst (flere blandt de
1

4 kan sta lige, 'og det g¢r de jo f akt.Lsk , hvis scetningen er rigtig -

idet de alle er 0) • Vi deler K1 i 4 ens dele og v~lger blandt dis-

se K 2 med rand r 2 , 0 Ifr f(z)dz I bliver st¢rst mulig. Vi fort-sa
2

s~tter processen og far en f¢lge K :::> K1
:::> K2 :::> af rektangler.

De har et f~lles punkt a. Idet r er randen af Kn' har vin

vurderingen

IJrf(Z)dZI < 41J f(z)dzl <
f 1

4 2 IJ f (z ) dz I <
r 2

< 4n I r f ( z ) dz I •
Jr

n

Da f er differentiabel i a, har vi

f(z) = f(a) + f' (a) (z-a) + o Cz ) (z-a) ,
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hvor a(z) ~ 0 for z ~a. Nu er f(a) + f' (a) (z-a) et polyno­

mi~, sam har en stamfunktion, foeks o f(a) (z-a) + ~f' (a) (z-a)2,

sa If" (f(a)+f' (a) (z-a) )dz = 0 for a Ll.e n . For n E IN har vi
n

derfor

IJrf(Z)dZ I -c 4n lJ . a(z) (z-a)dzl
f n

Lad E > 0 vcere givet. Vi kan da vce'lge n E IN, sa

sa vi ender med vurderingen

la(Z) I E:
< 2L2

for z Ern

for aIle z E Kn .

-n
er Iz-al ~ L·2 ,

Lcengden af, r n er
-n

2L·2 , og

J
n -n E -n

I rf(Z)dZI ~ 4 o2Lo202L2oLo2 = Eo

Vi har dermed bevist, at frf(z)dz = 0, nAr r er randenaf et

vilkArligt afsluttet rektangel i 0, og scetning 3.6 giver, at f

har en stamfunktion'i ethvert S-omrade, ,der er indeholdt i 0, alt-

sa i hvert fald i en omegn af ethvert punkt af 0. Men en stamfunk-

tion'til f har den kontinuerte differentialkvotient f, sa scet~.

ning 6.4 giver, at stamfunktionen, og dermed f, er v~lkarligt of-

te differentiabel. Dermed er scetningen bevist.

For en funktion f: ° ~ <}" hvor ° c ~ eraben, kommer det

sAledes ud pA et, am vi antager, at f er differentiabel, C1 eller

vilkArligt ofte d~fferentiabel.

Fra nu af viI vi foretrcekke at bruge betegnelsen holomorf ,om

en sadan funktion. 'Lejlighedsvis vil vi bruge ordet analytisk, som'

skal betyde ganske det samme som holomorf. I celdre litteratur m¢der

man ..regulcer" med sarnme betydning .Det tyske ord "schlicht" anven-

'des endnu i betydningen .. inj ektiv og holomorf" - det .har oqs a vaire t,

brugt i e~gelsk.
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Cauchy's integrals~tning giver direkte oplysning om et integrals

v~rdi, og man far reelle integraler ved at bruge en par~meterfrem-

stilling og splitte i real- og imagin~rdel. Det er desv~rre ikke

nemt at arbejde malrettet med denne metode.

EksempeL, Funktionen 1
2-z er holomorf for z :1= 2, og hvis r er

enhedscirklen, giver Cauchy's integralforrnel for punktet 1
2' at

r dz =
Jr (2-z) (2z-1)

1 1
"2 a 27fi · 2-~ =

Den s~dvanlige parameterfremstilling giver

r dz'
Jr (2-z) (2z-1)

= r2~ ie
i 8d8 =

J 0 (2_ei 8) (2ei 8 - 1 )

.r2~ d8

lJ O (2-e i 8) (2_e- i 8)

sa vi har fundet formlen

r2~ d8 =
JO 5-4cose

237f ,,-.

Det kunne godt regnes ud ved element~re metoder.

Eksempel. Cauchy's integralformel for enhedscirklen og 0 giver

r e
Z

dz =
Jr z

27fi .

Ved inds~ttelse af den s~dvanlige parameterfremstilling, far vi

og det spaltes i

r27f
cose · d 2J

o
e cossln8 8 = ~,

r2 1T
cose. · d 0J

o
e slnsln8 8 = ·

Den sidste formel er triviel, idet substitutionen e = 27f-t viser,

at v~rdien forbliver u~ndret ved fortegnsskift. Det er ikke let at

se, om den f¢rste formel kan fas ved element~re metoder.
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Vi kan fa en mere rnalrettet metode ved at kombinere anvendel-

sen af Cauchy's integralformel med en gr~nseovergang, som i vore

anvendelser af Cauchy's integrals~tning. Det bliver dog kun til

et specielt tilf~lde af den sakaldte residueregning, som vi vil

indf¢re senere. Her ser vi pa et enkelt eksempel.

iux
~ cosux J~ eEksempel. Vi vil udregne J dx =. 2 2dx. Ligheds-
-~ 2 2 -~x +a x +a

tegnet gCElder, da r:
oo

s~nu~dX = 0, fordi integranden er en ulige
x +a

funktion. Bortset fra en konstant faktor, er det den karakteristi-

ske funktion for en sandsynlighedsfordeling, vi regner ud.
iuz

Funktionen e er holomorf 1. Y
z+ia

~,{-ia}, og Cauchy's integralformel

anvendt for den tegnede halvcirkel

r

og punktet ia giver derfor

r eiuz

J 2 2d z =rz +a

-au
e

27fi · 2ia = 7f e- a u
a o

ia

R

For u > 0 er iuz
e = eiu(x+iy) = -uy+iuxe numerisk < 1 i den

¢vre halvplan, 0 integranden numerisk 1 0 halvcirklen.sa er < 2 2 pa
R -a 7fRBidraget fra halvcirklen bliver saledes vurderet ved

R2_a2 , som

0 mod 0 for R~
0 vi kan slutte, atgar ~, sa

r~
iuxe

2dx 7f -au= - e
J=~ 2 ax +a

for u > 0 og a > o• For a > 0 og u E ]I{ far vi generelt

r~ r~ iux
---alulcosux

dx
e

dx
7f_r-_ = ........ e ." .'

J-co 2· 2 J~co ·<2 " ·2 a·x +a x +a
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7. Funktionsf¢lger og besl~gtede emner.

F¢r vi gar i gang viser vi en omvendt s~tning til Cauchy's in-

tegrals~tning. Den~ kaldes Morera's s~tning.

S~tning 7.1. Lad 0 c ~ v~re aben og f: 0 ~ ~ kontinuert. Hvis

hvert punkt af 0 har en omegn U, sa det for hvert afsluttet rek-

tangel i U g~lder, at integralet af f langs randen af rektanglet

er 0, da er f holornorf i o.

Bevis. Omegnen U kan abenbart v~lges som et S-omrade. Sa giver

s~tning 3.13, at f har en stam£unktion FU pa hvert U, og der­

nmst giver s~tning 6.5, at FU og dermed f er vilkarligt ofte

differentiabel pa U, altsa holomorf. Dermed er s~tningen bevist.

Et fornuftigt konvergensbegreb for funktioner, som er holomorfe

pa en aben m~ngde 0, er ligelig konvergens pa enhver kompakt del-

m~ngde af O. For en f¢lge (fn) af holomorfe funktioner f~: 0 ~ ~
n

betyder det, at der findes en gr~nsefunktion f: 0 ~~, saledes at

der til ethvert E > 0 og enhver kompakt m~ngde K c 0 findes et

N E ]N,

z E K.

saledes at If(z)-fn(z) I < Z for alle n > N og alle

Fra f¢rste ars matematikkurser ved vi, at dette sikrer, at gr~n-

sefunktionen f bliver kontinuert pa enhver kompakt m~ngde K c 0

og dermed pa o. Vi ¢nsker en hel del mere, og det far vi med den

nceste s~tning.

'S~tning 7.2,. Lad 0 c ~ vzere aben og (fn) en f¢lge af holomorfe

funktioner fn: 0 ~ ~ ligelig konvergent pa enhver kompakt delm~ng­

de af 0 mod en funktion f: 0 ~~. Da er f holomorf, og for
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vii f¢igen (f (q» af qte differentiaikvotienter
n

f(q) iigeiigt pa enhver kornpakt deirn~ngde af o.

Bevis. Lad K c 0 v~re et afsiuttet rektangel med rand f. If¢l-

ge Cauchy's integrals~tning er

da (fn) ~ f ligeIigt pa r,

saledes: For E > 0 findes

Jrfn(z)dz = 0 for hvert n. Men

er ogsa Jrf(z)dz = O. Dette vises

E
n E IN, sa If(z)-fn(z)1 ~ L for

aIle z E f, idet L er l~ngden af f. Derfor er

Altsa er Ifrf(z)dzl~'E, og da dette g~lder for ethvert E > 0,

er Jrf(z)dz = O. Da dette g~lder for ethvert rektangel K c 0, er

betingelsen i s~tning 7.1 rigeligt opfyldt, og vi far, at f er ho-

lomorf.

Lad nu K c'O v~re en vilkarlig kornpakt m~ngde. Sa har K

positiv (uendelig, hvis 0 =~) afstand til ~'O. Vi v~lger r > 0

under halvdelen af denne afstand (vilkarligt, hvis 0 = ~) . Med K
r

betegner vi rn~ngden af punkter m~d afsta~d :< r fra ,K. Sa er, K­
r

begrcenset og afs Lut.t.e t , aI tsa kompakt, og' K r ·-c;;: 0'. Lad e veere et

positivt talog ,q et naturligt tal. Vi 'v~lger NEill, - s~lede~ at

for aLl.e n ~ t~ . 'og a Ll.e '- z E ···Kr·.'~ For -z E K

betegner V.i.ffiE:1d_ r c i.rkLenvmed centrum z og radius r. If¢lge s~t-

ning 1 6 . 3 og s~tning 6.1 er

f(q) (z) - q! J' f(s) ds
- 2'ITi r (f;;-z) q+1

sa vi far

(q ) q .' J f n ( s)
f (z) ds

n = 2 'IT i r (r;;_ z) q+1 '

If(q) (z)
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Her er

gen

I f (r ) - f
n

(.,.) I < 1 r qE: og
? ? q: IC;-zl = r, sa vi far vurderin-

If (q) (z) -f (q) (z) I < q! 2 r
n = 21T •

1 q 1 =
- rEo'. q+1 E •q!

r

Dermed har vi vist, at

er ~s~tningen bevist.

(f (q)) ~ fq ligeligt pa K, og dermed
n

S~tningen kan selvf¢lgelig umiddelbart overs~ttes til en s~t-

ning om uendelige r~kker, og det er i den form, den mest bruges.

At en uendelig r~kke konvergerer ligeligt betyder selvf¢lgelig, at

dens afsnitsf¢lge g¢r det.

S~tning 7.3. Lad 0 c ~ v~re aben og
00

(f )
n

en f¢lge af holomorfe

funktioner fn: 0 ~~, og lad L f (z) = f(z), idet r~kken konver­
n=1 n

gerer ligeligt pa enhver kompakt delm~ngde af o. Da er f holomorf

og f(q) (z) = ~ fn(q) (z), hvor r~kken konvergerer ligeligt pa en­
n=1

hver kompakt delm~ngde af K. Hvis r er en stykkevis differentia-
00

bel vej i 0, er frf(z)dz = L Jrfn(z)dz.
n=1

Bevis. Det er altsammen helt oplagt.

Ligelig konvergens pa kompakte m~ngder kan for det meste vises

ved hj~lp af Weierstrass' s~tning om m~joriseret konvergens. Den er

behandlet i f¢rste ars undervisning, og den f¢lger umiddelbart af

det almindelige konvergensprincip. Her n¢jes vi med at citere den

uden bevis.

S~tning. 7.4. Lad (fn) v~re en f¢lge af funktioner fn: K ~ ~,

hvor K er en vilkarlig m~ngde. Lad (A )
n v~re en f¢lge af tal
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00

A > o, for hvilken rcekken L A er konvergent. Hvis 1 f n (x) I < A
n n n

n=1 00

for alle n E IN og alle x E K, da er rcekken L f ligelig
n=1 n

konvergent pa K.

00 00

00

1og for Xo > 1 er L en konver-
n=1

Xo
n

i den ved x > Xo besternte halvplan.

Vi kalder L A en majorantrcekke for L f (x). Vi far selv-
n=1 n n=1 n

f¢lgelig den gunstigste majorantrcekke ved at vcelge An =

sup{ Ifn(x) I Ix E K}, men en rnindre gunstig klarer ofte sagen rned

mindre regnearbejde.

Eksempel. Lad 0 vcere halvplanen {z = x+iy E ~Ix > 1, y Em}.
00

Da definerer s (z ) = 2: ~ en holornorf funktion s: 0 -+ <r. Her
n=1 n Z

er ~ = e-zlogn = n-x (co~ ylogn+isin~~logn) rned den reelle loga-
n

ritme. Altsa er 1_1_1 = 1z xn n
'1­

gent majorantrcekke for L-Z
n

Da enhver kompakt delmcengde af 0 er indeholdt i en sadan halvplan,

giver s~tning 7.3, at s: 0 ~ ~ er holomorf.
00

1At L er konvergent for Xo > 1 f¢lger af integralkrite-
n=1 Xo

riet. n

Det er muligt at give bedre definition af s , sa den bliver

holomorf 0 hele ~,{ 1 } . Den kaldes Riemann's s-funktion, og denpa

er ber¢mt for velkendte anvendelser i talteori.

Beslcegtet med scetningerne om f¢lger og rcekker er den f¢lgende

scetning, der handler om integration af en holomorf funktion med hen-

syn til en parameter.

Scetning 7. 5 . Lad 0 ~ ~ vcere aben, og lad f: O,X [a, b] ~ ~ vcere

en kontinuert afbildning. For hvert t E [a,b] antages det, at den

ved ft(z) = f(z,t) definerede funktion ft: 0 ~ ~ er holomorf. Sa
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ho-f: ° -+ ~

lomorf, og

g(z) = Jbf(z,t)dt definerede funktion
a, n

g(n) (z) = Jb __3 --I f(z,t)dt.
a azn

Bevis. Hvis r er en vej i 0 repr~senteret ved en c1- a f b i l d n i n g

.er den ved

y: [a
1

, b
1

] -+ 0, er

'b b b
Jrg(Z)dZ = J

a·1
g(y(U»)y' (~)du = J 1(J f(y(u) ,t)dt)y' (u)du =

1 a1 a
b -'b b

J (J 1 f(y(u) ,t)y' (u)du)dt = J (f f(z,t)dz)dt.
a a

1
a r

Dette vil selvf¢lgelig ogsa v~re rigtigt, hvis blot r er stykkevis

C1. Hvis r er rand af et afsluttet rektangel i 0, giver Cauchy's

integrals~tning, at Jrf(z,t)dz = 0 for hvert t E [a,b], Sa vi far

Jrg(z)dz = 0, og Morera's s~tning fort~ller sa, at g er holomorf.

For z E ° kan vi v~lge r som rand af en afsluttet cirkelski-

ve i 0 med centrum z, og idet vi anvender s~tningerne 6.3 og 6.1

kornbineret med den ovenfor viste ornbyttelighed af integraler anvendt

pa en anden funktion, far vi

Dermed er s~tningen bevist.

Eksempel. Ved r(z) = J~e-ttZ-1dt defineres en holomorf funktion

i den h¢jre halvplan. Det f¢lger nemlig umiddelbart af s~tning 7.5,

at r p,q (z) = Ji e -ttZ-1dt,hvor t z-1 = e (z-1) logt, og p,q E ]N,

er holomorf i hgle ~. For Rez < a er ItZ-1 I < t 1a l-1, og for
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rOe-ttl a 1-1 dt .
q

r q1 -t z-·1
IJet . d t ]

q

q overstiger en kun af a afh~ngig v~rdi, er -t 1a 1-1e t

sa vi far

t

< r:>e -'Id t =

q

-S
2e 2

r (z) ,. for fastp,q

Rez < a mod. gr~nsefunktionen

1
<~

bp

p, og q ~oo- gar ligeligt for

= Iie-ttZ-1dt. For

p

r (z)p

Rez > b > 0 og P1 > P

1 1
I fp e-ttZ

- 1dtl ~JP
J...L - _1

P1 P1

Dette viser, at

hvilket viser, at r p konvergerer ligeligt rned r for Rez > b > O.

Altsa er r holornorf i h¢jre halvplan.

Ved delt integration far vi r-funktionens funktionalligning

= r -t z-11
oo

(z-1) rOOe-ttz-2dt =L-e t Jt=O + JO
(z -1 ) r (z -1 ) .

Ved gentagen anvendelse heraf far vi

p Cz ) = ~r (z+j) = z1z+1) r(z+2) = = ~_~_1~_~ r (z+n+1) .
z (z+1) ... (z+n)

Denne relation g~lder for Rez > 0, men den kan abenbart bruges til

at udvide r-funktionens definition til mere ornfattende halvplaner,

idet det sidste udtryk definerer en funktion, der bortset fra punk-

terne 0, -1, ... , -n er holomorf for Rez > -n-1. Alt i alt er

r holomorf i hele ~ pa n~r i 0 og i de negative hele tal.

For .z = x+iy, x > 0, Y E JR har vi vurderingen
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Det fremgar af vore s~tninger, at r kan differentieres ved dif-

ferentiation under integraltegnet, sA vi fAr for Rez > 0, at

r(n)(z) = J:e-t(lOgt)ntz-1 d t .

8. Potensr~kker.

Potensr~kker er velkendte fra f¢rste ars undervisning. Det dre~

00 .
n

j er sig om r~kker L an (z-c) , hvor c, samt koefficienterne an'
n=O

n = 0,1, ... er komplekse tal. Vi repeterer hoveds~tningen om kon-

vergens af potensr~kker.

S~tning 8.1. Lad
00

nL a (z-c) v~re en potensr~kke. Vi definerer
n=O n

n
M = {p E [0,00 [ I sup{ Ian Ipin E :IN} < oo}; R = s upM •

Potensr~kken er divergent for Iz-cl > R og absolut konvergent for

Iz-cl < R. Den er ligelig konvergent pa enhver kompakt m~ngde K,

som er indeholdt i den Abne cirkelskive med centrum og radius R.

Denne cirkelskive kaldes potensr~kkens konvergenscirkel og R dens

konvergensradius. Eventuelt er R = 0 og konvergenscirklen torn el-

ler R = 00 bg konvergenscirklen hele ~. For z = c er potensr~k-

ken altid konvergent.

Bevis. Hvis Iz-cl R, 0 n ikke mod for> gar (an (z-c) ) 0 n -+ 00,

0

r~kken rnA divergere. Hvis Iz-cl R, kan vi v~lge E ] Iz -c I ,R [ ,sa < p

0 der findes et tal A E ]0,00[, for hvilket lanlp
n

A for aIlesa <

A ( I z-c I)
n 00 n

sA n og da L A ( Iz-c I ) kon-n. er lan(z-c) I < , er enp n=O p
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00
n

L 1 a (Z-C) 1nn=O
konvergent, altsa potens-

Nar K er en kompakt delm~ngde af konvergenscirklen, er
00

sup{ Iz-cl Iz E K} = r < R, og den konvergente r~kke L la Irn bli­
n=O n

ver en majorantr~kke for potensr~kken pa K, sa potensr~kken konver-

gerer ligeligt pa K. Dermed er s~tningen bevist.

Pa konvergenscirklens rand er potensr~kken enten overalt abso-

lut konvergent eller intetsteds absolut konvergent, men sa betinget

konvergent pa en delrn~ngde af randen. Denne kan v~re torn eller hele

randen eller en mellemting. Problemerne omkking disse forhold er in-

teressante, og der foreligger mange resultater, men hele emnekredsen

falder udenfor rarnrnen af dette kursus.

00 00 n
Eksempler. L n:z n konvergerer kun for o, medens L

z kon-z = n:n=O 00 n n=O
i hele ~. RCEkken L

z har for aIle E JR konvergens-vergerer p
n=1 nP

radius 1 • For P > 1 er den absolut og ligelig konvergent i hele

den afsluttede enhedscirkelskive. For p ~ 0 er den divergent over-

alt pa randen. For p E ]0,1] er den konvergent i -1 og divergent

i 1, og det kan vises, at den er konvergent i de ¢vrige punkter af

randen.

Scetning 8. 2 . Surnrnen af en pot.ens rtekke er en .L konvergenscirklens

indre holomorf funktion.

Bevis. De enkelte led er holomorfe, sa det f¢lger af scetning 8.1.
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s~tning 8.3. Lad 0 c ~ v~re Aben og f:O ~ ~ holomorf. For

cEO findes der da 1 og kun 1 f¢lge

plekse tal, for hvilken potensr~kken

en omegn U af c og i hvert z E U

(an In = 0, 1 , ... ) af kom-
co

n
~ a (z-c) konvergerer i '

n=O n
har sum f(z). Den viI sa

v~re konvergent med sum f(z) i enhver Aben cirkelskive med cen-

trum c og indeholdt i 0. Hvis 1"1
.1 er rand af en afsluttet cir-

kelskive med centrum c og indeholdt i 0, og r er orienteret

mod uret, er

= 1 r f(z)dz
2rr i Jr (z-c) n+1

f (n ) (c)
= n:

Bevis. Hvis potensr~kken konvergerer med sum f(z) i en omegn U

af c, er den ligelig konvergent i en v~skompakt omegn af c if¢l-

ge s~tning 8.1, og s~tning'7.3 giver

f(n) (z) =
00

L
q=O

(q+n): a (z-c) q
q: n+q

f(n) (c) = n:aq

Dette viser, at hvis f overhovedet kan skrives som sum af en po-

tensr~kke i en omegn af c, er dennes koeff~cienter givet ved det

sidste af de i s~tningen anf¢rte udtryk. Det viser entydigheden.

Lad nu r v~re rand for en aben cirkelskive U med centrum

c og med U U reO. For z E U giver Cauchy's integralforrnel

sa vi har en konvergent kvotientr~kke

For r; E r, z E U er Iz-cl < Ir;-cl,

1
2 00 n

+ z-c f (z-c)
+ ... ~

(z-c)
2 3 = =r;-c ( ) n+1(r;-c) (r;-c) n=O r;-c

1 1 1-- . =r;-c 1-
z-c r;-z
r;-c

= 1 r "f(L;)dL;
27fi J r;-zr

£(z)
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RCEkken

i o-,s ,

00

L f (r; )
n=O
hvor

- 68 -

(z-c)n
er for fast z ligelig konvergent

( ) n+1 'r;-c
E er afsluttet cirkelskive i U og med z i sit

indre. Sa kan rCEkken integreres ledvis if¢lge sCEtning 7.3, og hvis

vi definerer

= 1 r f(t)··dt
27fi J n+1 'r(r;-c)

far vi

r f(t)dt
00 n r f(c;)dc;

00

f(z) 1 (z-c) n= = L = L a (z-c)
27fi Jr r;-z n=O 27fi Jr (s -c) n+1 n=O n

Da r blot var rand af en vilkarlig afsluttet cirkelskive i
00

o meo centrum c, har vi hermed bevist, at potensrCEkken L a (z-c)n
n=O n

har sum f(z) i hvert punkt af den st¢rste abne cirkelskive med

centrum c og indeholdt i o. Af sCEtning 8.1 f¢lger nU,at denne

maksimale abne cirkelskive er indeholdt i potensrCEkkens konvergens-

cirkel. Den allerede' viste entydighed sikrer, at de 2 udtryk for

koefficienterne er identiske, men det f¢lger ogsa af sCEtning 6.1.

Dermed er sCEtningen bevist.

PotensrCEkkeudviklingen er identisk med TaylorrCEkken, som vi

kender den fra r-eeLl.e variable, men i komplekse variable er den

automatisk konvergent.

Regneregler for potensrCEkker er behandlede i f¢rste ars kursus,

og vi viI n¢jes med en kort repetition. Af

f¢lger

f (z) =
00

nL a (z-c)
nn=O

g(z) =
00

nL b (z-c)nn=O

f(z) + g(z) =
00

n
L (a +b ) (z -c ) •

n=O n n
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Konvergenscirklen for sununen bliver den mindste af konvergenpcirk--

Ler ne for de oprindelige rcekker, dog eventuelt st¢rre, hvis de har

samme konvergensradius. Endvidere er

f (z) g(z) =
00 n
2: An (z-c) ;

n=O

Konvergenscirklen btiver mindst sA stor som den mindste af de to op-

rindelige, men ofte st¢rre. Hvis a O * 0 har vi ogsA en potensrcekke

1 =
f ,(z)

00

2:
n=O

n
B (z-c)

n

hvor koefficienterne B fAs rektirsivt af ligningerne
n

aOBO = 1

a OB1 + a 1B O = 0

a OB 2
+ a 1B1 + a

2B O = 0

- - -
Desuden kan nye rcekker fAs ved ledvis integration og division.

_ 1 ( iz+ -iz)cosz - 2 e e og
00 2n
L (-1) n ----:--z--=--~

(2n) !n=O
som er konvergente i' hele ¢.

00

Da e Z er holomorf i hele ¢, er rcekkeudviklingen e Z =
nz

L n! konvergent i hele ~. Af
n=O
sinz = li (eiz_e- i z) fas r~kkeudviklingerne cosz =

00 2n+1n z
og sinz = L (-1) (2n+1)!

n=O
Funktionen ---11 er holomorf i ¢'{1}, og r~kkeudviklingen-z

Ved ledvis differentiation fAs

1 1 = ~ (n~q)zn konver-
(1-z)q+ n=O 1

Rez < 1 bestemte halvplan har -­1-z

00

1~z = L zn g~lder for Izi < 1.
n=O 00

q! ,(n+q)! n
1 = L T z. aLt; s a

(1-z)Q+ n=O n.
gent for Izi < 1. I den ved

hovedvcerdien -Log(1-z) som stamfunktion,

med -z far vi logaritrnercekken Log(1~z) =

og ved at erstatte z
00 n
L (_1)n+1 z konver-

n=1 n
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gent for Izl < 1. I halvplanen Rez > -1 har (1+z)u en hoved­

v~rdi e a Log(1+z), som er holomorf, sa dens Taylorr~kke i 0 kon-

vergerer for Izi < 1. Da dens n t e differentialkvotient i 0 er
00

u(u-1) ... (u-n+1), far vi binomialr~kken (1+z)u = ~ (u)zn, hvor
n=O n

(a) = J..-a(a-1) ... (a-n+1). Her er a et vilkarligt komplekst tal.n n.

For u E ill er (1+z)u holomorf i ~, nernlig et polynomium, og

binornialr~kken degenererer til den element~re binomialformel.
· 1 iz -iz 1 2iz 1

tgz
-_ Slnz e -e _ e -

Funktionen - er holomorf i
cosz i eiz+e-iz - i e2iz+1

<l>... { C2ptn¥I p E ZZ}. En eventuel ofuvendt funktion fas ved at bestem-

me w af ligningen

tgw
2iw1 e -1== _. = z,

i e,~iw+1

og den er helt ensbetydende med

2iwe 1+iz= 1-iz '

sa vi far en hovedv~rdi

w = Arctgz = ii (Log(1+iz)-Log(1-iz)) =
co

L
n=O

2n+1z
2n+1 ·

Funktionen er holomorf i ~'{iyl Iyl ~ 1}. Ubehagelighederne i ±i

er saledes arsag til, at r~kkeudviklingen for Arctgz kun konver-

gerer for ;zl < 1, selvom Arctg er analytisk i et omrade, der

indeholder hele m.

Vi understreger hovedresultatet: De holomorfe funktioner pa en

aben m~ngde 0 ~ ¢ er netop de funktioner, der i en omegn af et-

hvert puhkt af 0 har en konvergent potensr~kkeudvikling.
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Det var egentlig en udm~rket mulighed at definere holomoife

funktioner ved denne egenskab, og det gjorde Weierstrass, fordi

han derved bedre kunne opfylde tidens strengere krav til analysens

grundlag. Man taler stadig om Weierstrass'sk funktionsteori, nar

fremstillingen i det v~sentlige er baseret pa potensr~kker. De fle-

ste tekster bruger en mere geometrisk fremstilling, som ogsa vi har

gjort det, og sA taler man om Riemann'sk funktionsteori. En interes-

sant ~ldre handbog af Hurwitz og Courant stiller de to synspunkter

skarpt op mod hinanden. Mange tekster bruger "holomorf" om det Rie-

mann'ske begreb og II analytisk II om det ~\Teierstrass'ske, men de n a r

aIle dertil, hvor vi er nu, og sa kan det jo v~re lige meget.

Mens vi alligevel er i gang med r~kkeudviklingen, viser vi den

vigtige s~tning om· udvikling i Laurentr~kke.

S~tning 8.4. Lad 0 ~ ~ v~re aben, f: 0 ~ ~ holomorf og c E ~

et punkt, for hvilket der findes en ring {z E ~IRa ~ Iz-cl < R
1

} ,

som er indeholdt i o. Der findes da 1 og kun 1 f¢lge (anln E ~)
00

af komplekse tal, for hvilken r~kken L a· (z-c)n konvergerer inn=-··oo
ringen, og for hvert z i ringen har sum f(z). Hvis f er en

cirkel med centrum c 6g indeholdt i ringen, g~lder relationen

= _1_r f(z)dz
2 7T i Jr (z_c)n+1 ·

R~kkeudviklingen kaldes Laurentr~kken.

o
z i ringens indregiver Cauchy's in-

Bevis. Lad fa og f1 v~re cirklerne med centrum c og radius

Ra og R1 orienterede mod uret. Sa

bestar cirkelringens rand af fa med

modsat genneml¢b, sarnt f1' og for
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tegralformel

f(z)

- 72 -

For s E f 1 er Is-cl > Iz-cl, og regningerne i beviset for s~t­

ning 8.3 kopieres u~ndret for det f¢rste integral, og de giver det

samme resul tat. I det andet integral er Is -c I < Iz-c I, og vi be-

nytter den konvergente kvotientr~kke

1
z-c

s-c+ +
(z-c)2

2
(s-c)

3(z-c)
+. .. =

-1
2:

n=-oo

n(z-c)
= 1

z-s
1= ---s-z

Vi multiplicerer med f(s) og integrerer, og derved far vi udvik-

lingen af det andet integral. Det giver i alt den i s~tningen om-

talte r~kkeudvikling, og med de angivne koefficienter, bortset fra,

at vi har faet udtrykket med integratiohsvej f
1

for n > 0 og

f O for n < O. Imidlertid giver Cauchy's integrals~tn~ng, at in­

tegral-et er uaf hzenqLqt; af r , nar blot r er i ringen og omslutter c .

Entydigheden f¢lger af, at vi for f (z) =
00

n
2: a (z-c)

nn=oo
har

1 r f (z) dz 1 00 r n-q-1 1 00 n-q-1 r27T i (n-q-1 ) e ie _
27Ti Jr (z-c) q+n - 27Ti

n
: _

oo

an Jr (z-c) dz = 27T~ Joe Re de-

00 n-q 1 r27T
i (n-q) e

2: anR 21T Joe de = aqn=-oo

Dermed er s~tningen bevist.

Eksempel. Ved 1
f(z) = (1-z) (2-z) defineres en holomorf funktion

f: ~'{1,2} ~~. Sadanne funktioner r~kkeudvikles lettest, efter at

de er dekomponerede, Sa vi omskriver funktionen til

f(z) 1 1
= 1-i - 2-2' •
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I cirkelskiven Izi < 1 far vi heraf r~kkeudviklingen

00

f(z) = L zn
n=O

00 n
L z =

n=O 2n+1
00 1 n
L (1---)z

n=O 2n+1

I cirkelringen 1 < I z I < 2 far vi

-1 00 ~n
f(z) L

n
L= z

2n+1n=-oo n=O

For Iz I > 2 far vi

-1 -1 n -1 1f(z) L
n z n= z + L

2n+1 = L (1 - n+1) z
n=-oo n=-oo n===7-OO 2

Laurentr~kken falder i en positiv del omfattende led med ekspo-

nenter ~ 0, og summen af denne del af r~kken er en funktion, som er

holomorf indenfor ringens ydre rand. Laurentr~kkens negative del om-

fatter led med index < 0, og deres sum er holomorf udenfor ringens

indre rand.

9. Analytisk forts~ttelse.

Vi far brug for et helt element~rt begreb fra m~ngdeteoretisk

topologi.

Definition 9.1. Lad 0 ~ ¢ v~re en aben m~ngde. Ved en diskret

delm~ngde af 0 forstas en m~ngde A c 0, som har endelig f~lles-

m~ngde med enhver kompakt delm~ngde af 0.

Det viI f¢lgelig v~re opfyldt, hvis og kun hvis hvert punkt af

o har en omegn, der indeholder h¢jst endelig mange punkter af A.
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Her kan vi ogsa sige "h¢jst et" i stedet for endelig mange. Det er

ogsa helt ensbetydende med, at ingen f¢lge af indbyrdes forskellige

punkter af A konvergerer mod et punkt af o.

Eksempel. I den abne enhedscirkelskive viI m~ngden af punkter

P1 +i P 2 , hvor P1' P
2

E 2Z , q E IN, og 1 er st¢rre end punktets
q q

afstand til enhedscirklen, v~re en diskret delm~ngde af cirkel-

skiven. En kompakto.elmcengde v i.L nemlig al tid varre indeholdt. i cir-

kelskiven med radius 1 _ 1
n for et n E :IN , og sa kan den kun in-

deholde punkter med q < n, og da det ogsa rna g~lde, at

1P1 I, < q og 1P21 < q, bliver der kun endelig mange. Pa den anden

siqe viI enhver omegn af et punkt pa cirklens rand indeholde uende-

lig mange punkter af m~ngden.

s~tning 9.2. Lad O~· ~ v~re et omrade (sammenh~ngende, aben

m~ngde), og lad f: 0 ~ ¢ v~re holomorf. Sa er f- 1 (0) enten

hele 0 (altsa f nulfunktionen) eller en diskret delrn~ngde af o.

Bevis. Lad cEO v~re et vilkarligt punkt. Hvis f(c)*O, er

f(z) pa grund af kontinuiteten *0 for aIle z i en vis omegn

af c. Hvis • Ii • = a , har potensr~kken

00

f(z) = L a (z-c)n aIle sine koefficienter 0, og vi har f(z) = 0
n=O n

for aIle z i en omegn af c. Hvis ingen af disse muligheder ind-

tr~ffer, har potensr~kken en f¢rste koefficient
+00

og sa er

f(Z) = (z-c)p ~ a + (z-c)n = (z-c)Pg(z), hvor g er holomorf og
n=O p .n

g(c)*O. Altsa har c i dette tilf~lde en omegn, i hvilken c er

det eneste nulpunkt.

Heraf f¢lger, at m~ngden af punkter cEO med

f(c) = f' (c) = f"(c) =... = ° er aben, men ogsa at resten af 0 er

aben, og da 0 er samrnenh~ngende, er den ene af m~ngderne tom.
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Altsa er f identisk 0 i 0 eller hvert punkt af 0 har en

omegn, der indeholder h¢jst 1 nulpunkt for f. Dermed er s~t­

ningen bevist.

Hvis 0 blot er aben, kan f v~re 0 pa visse komponenter

af 0, men sa vil nulpunkterne i de ¢vrige komponenter udg¢re en

diskret m~ngde.

Vi er ganske s~rligt interesserede i den n~ste s~tning, som er

s~tningen om entydig analytisk forts~ttelse.

S~tning 9.3. Lad 0 ~ ~ v~re et omrade og f,g: 0 ~ ~

funktioner. Hvis der findes en afsluttet cirkelskive i

indeholder uendelig mange punkter z med f(z) = g(z),

f = g.

holomorfe

0, der

da er

Bevis. F¢lger umiddelbart af s~tning 9.2 anvendt pa g - f.

S~tningen fort~ller as, at en holomorf funktion er helt fast­

lagt, sa snart man kender dens restriktion til en yderst beskeden

del af dens definitionsomrade. Har man givet en holomorf funktion

i det lille omrade A, kan den maske udvides

til det st¢rre omrade B, og vi kalder ud-

v Lde l.s enien analytisk forts~ttelse. Vi kan

godt forestille os, at funktionens defini­

tionsomrade ganske gradvist udvider sig, som

en fremadskridende b¢lge. Men .som antydet ved

C kan to afsnit af b¢lgefronten ga mod hinanden, og sa rna man

regne med, at udvidelserne fra de to sider eventuelt ikke bliver

ens.
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Det er nok bedre, at forestille sig definitionsomradet som et

blad, der vokser langs randen. Sa kan det jo sagtens vokse ind over

sig selv, sa det kommer til at ligge i flere lag. Sadanne defini-

tionsomrader, der ligger i flere lag over den komplekse plan, kal-

des Riemann-flader.

Saledes er Log z holomorf i ¢ opslidset y

langs den negative reelle akse. Fra oven forts~tter
'\

t,

den ned over "sl idsen"

21fi,

over i

og gar over i Log ,ZT

medens den ved forts~ttelse fra neden gar

Lotg'z '7" -2rri. Ved fortsat analytisk fort-

o x

s~ttelse vokser allegrenene

men til en holomorf funktion pa en Riemann-flade, der snor sig som

en vindeltrappe om punktet O.

I den ~ldre litteratur talte man om log z som en flertydig

funktion, der blev gjort entydig ved at man brugte en Riemann-

flade som definitionsornr&de. I moderne matematik benyttes en ab-

strakt definition af begrebet Riemann-flade, men det her anskueligt

beskrevne begreb virker udm~rket til praktiske formal.
n

En flertydig funktion som Vz betragtes ligeledes pa en

Riemann-flade, og den danner igen en "vindeltrappe" om 0, men

den vindeltrappe.er sadan, at man ved at ga n etager op nar til-

bage til udgangspunktet. ViI man forestille sig denne Riemann-flade

handfast i vort tredimensionale rum, rna man finde sig i, at den

sk~rer gennem sig selv.

Analytisk forts~ttelse har spillet en rolle i fysiske anven-

delser. Det rna dog understreges, at en fysisk betydning af analy-

tisk forts~ttelse rna v~re fysisk begrundet. Hvis man bare bruger

en holomorf funktion som en approksimation af et eller andet fy-

sisk, er der ingen grund til at vente, at eventuelle analytiske
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forts~ttelser approksirnerer noget som heIst.

En fysisk situation, hvor stof i hvile og i ligev~gt fra

et vist tidspunkt at regne begynder at reagere pa impulser ude-

fra, er ikke egnet til beskrivelse ved holornorfe funktioner,

idet hviletilstanden beskrives ved konstante funktioner af tiden,

og sa giver s~tningen om entydig analytisk forts~ttelse, at de

rna vedblive at v~re konstanter. Det betyder faktisk, at en global

beskrivelse ved holomorfe funktioner ikke kan leve op til et rnind-

stekrav om kausalitet. For kvanternekanikkens vedkomrnende kan det

jo t~nkes, at denne indvending ikke er sa v~sentlig.

10. Nulpunkter og Poler I.

Det h~nder - og pa elernent~rt plan og i anvendelser er det

s~dvanligt - at en funktion af en kompleks variabel er holomorf

undtagen i visse isolerede punkter. Det g~lder for de ved

~., +- T. tg z ,definerede funktioner og i knap sa behagelig form
, z +1 1/" 1
for de ved e ~f sin -2- , tgtg z definerede '~' Dette er vanske-

z +1
lighede"r af en hel t anden art end ..flertydighedsf~nomenerne" vi

n
har m¢dt hos log Z og Vz for z = O. En ret enkel beskrivelse

af forholdene i sadanne isolerede undtagelsespunkter er givet i

s~tninger af Weierstrass og Riemann, men de rna have v~ret kendt

f¢r. Vi samrnenfatter det hele i en 3-punktss~tning

s~tning 10.1. Lad ° c ~ v~re aben, cEO et punkt og f:

O'{c} ~ ~ holornorf. Da indtr~ffer en af f¢lgende 3 muligheder:

1) f er restriktion af en holomorf funktion f: 0 ~ ~.
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2) If (z) I ~ 00 for z ~ c. Der findes en holomorf funktion

g: U ~ ee, hvor U er en aben omegn af c med g(c) = o,
0 f(z) 1 for E U'{c}, i U'{c} gCEldersa - g (z) z og en

00

rCEkkeudvikling f(z) n hvor er et nega-= L a (z-c) , p
nn=p

tivt tal.

3) For enhver omegn U af c er f (U,{c}) overalt tCEt i

ct.

Bevis. Vi skal vise, at mulighed 1) eller 2) indtrCEder, hvis det

ikke gar helt sa galt sam beskrevet i mulighed 3). Hvis 3) ikke

indtrCEder, findes der en afsluttet cirkelskive E cOrned cen-

trum c, samt et tal b E ¢ og et tal k > 0, saledes at

Koef-ikonvergentni LaurentrCEkke h(z) = L a (z-c) ,
nm=-oo

ficienten er givet ved

If(z)-bl > k for z E E,{c}. Vi definerer h: E,{c} ~ ee ved

1 0
h(z) = f(z)-b. Sa er h holomorf i E'{c} og tilfredsstiller

1
vurderingen Ih(z) I ~ k. I f¢lge sCEtning 8.4 har vi en udvikling

00

hvor r er en cirkel med centrum og radius p lille nok, til at

o
r ligger i E. Sa far vi vurderingen

fa I
n

1 1 -n-1
< 2 'IT • 27fp • k • P

1 -n= -p
k

og da p kan VCEre vilkarlig lille, kan vi s Lut t.e , at a = 0 for
n

00

o, 0 vi har h (z) n 0 h analytisk in <- sa = L a (z-c) , men sa er
nn=O

hele
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Hvis nu er f (z)
1

= h(z) + b en funktion, som

er holomorf i en omegn U af c og identisk med f p~ U'{c},

s~ tilf~lde 1) indtr~der.

Hvis h(c) = a O = 0, kan h ikke v~re identisk 0 i nogen
o

omegn af c, da vi har (f(z)-b)h(z) = 1 for z E E,{c}. Vi har
00

h(z) = 2: b (z-c)n
nn=p

og forskellig fra

f(z) = b + __1 _
(z-c)p

c. Endvidere erz -+

o
E

at0 for et P E ill,sa

h
1

er holomorf i
0

morf i E, og vi

at f(z) -+ 00 for

= (z-c)p h
1

(z), hvor

o• S~ er 1 holo-h
1

(z)

· h ~z) , hvilket viser,
1 ( z -c) Ph1 (z)

g(z) = ho-
b+ (z-c) Ph

1
(z)

, 1 _ 0
lomorf i en omegn af c, oq. vi-har £(z) = -(_.-)- for zE E,{c}.

g z 00

Endelig har vi en potensr~kkeudvikling h 1(Z) = L a n_ (z-c)n i
1 n=O' P 00

en omegn af c, og deraf f¢lger umiddelbart, at f(z) =b+ 2: a (z-c)n.
nn=-p

Dermed er s~tningen bevist.

Definition 10.2. Med betegnelserne fra s~tning 10.1 siger vi, at

f har en isoleret singularitet i c, hvis tilf~lde 2) eller 3)

indtr~der. Vi siger, at f har en pol i c, hvis tilf~lde 2)

indtr~der, og at f har en (isoleret) v~sentl~g singularitet i c,

hvis tilf~lde 3) indtr~der.

Hvis tilf~lde 1) indtr~der, siger vi somme tider, at f har

en h~velig singularitet i c, men s~ er c alts~ bare en eventuel

singularitet, der viser sig ikke at v~re det.

Definition 10.3. Lad ° ~ ~ v~re ~ben, cEO et punkt og

f: O'{c} -+ ~ en holomorf funktion. Hvis der findes en omegn U

af c og en holomor£ funktion g: U -+ C med g(c) * 0, s~ledes

at £(z) = (z-c)p g(z) for aIle z E U,{c}, siger vi, at f har

et p-dobbelt nulpunkt i c, hvis P > 0, og at f har en -p-dob-
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belt pol i c, hvis P < o.

Det f¢lger af Taylor-udviklingen, at p eksisterer for et

nulpunkt, hvis f ikke er identisk 0 i en omegn af nulpunktet

og dermed identisk 0 i hele den komponent, der indeholder nul-

punktet. Ligeledes viser s~tning 10.1, at en pol har en multipli-

citet.

Definition 10.4. M~ngden ~ U {~} = ~* kaldes den kornplekse tal-

kugle. NAr en funktion eller en f¢lge divergerer mod .~, siges den

at konvergere mod
... 0

~*. Vcerdien inddrages delvis i regne-00 pa 00

reglerne, idet ± a ± 00 = 00 for a * 00 og a· oo = 00 for a * o•

Endvidere a 0 for *
a for * o•er - = a 00, og 0 = 00 a

00

Definition 1 0 .5. Lad o c <C v~re Aben. En funktion f: 0 ~ cc*
kaldes me r omor.f., hvis hvert punkt af 0 har en· omegn U

0pa

hvilken enten f eller 1 holomorf funktion.f er en

En meromorf funktion pA 0 er pA hver komponent af 0 enten

identisk 00 eller holomorf pA n~r en diskret m~ngde af poler.

Dette f¢lger af, at paler for f er helt det sarrune som nulpunkter

1
for f.

Eksempler. En. rational funktion f(z) = ~~~~ er meromorf

pA hele ~. Vi kan antage at br¢ken er uforkortelig, og sA viI

P(Z) og Q(z) ikke have f~lles nulpunkter. sA viI polerne for f

netop v~re nulpunkterne for Q(z). Funktionen tgz er meromorf

med {(2n+1)~ I n E ZZ} som m~gden af poler. Den ved ~/zdef±-

nerede funktion er holomorf i CC'{O} med en v~sentlig singularitet

i O. En vilk&rlig omegn af 0 viI af }. afbildes over i en
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m~ngde, der indeholder uendelig mange vandrette strimler af bredde

2n, og eksponentialfunktionen' afbilder enhver s adan afsluttet

strimmel pa hele ¢'{O}.

Tidligt i dette arhundrede sk~rpede Picard punkt 3) i s~tning

10.1 til at f(¢,{c}) er hele ¢ pa n~r h¢jst 1 punkt.

En 2-sf~re, altsa en kugleflade

stilles pa ¢, sa den st¢tter rn.~dsyd-

polen S i punktet O. Vi antager,

at 2-sf~ren har diameter 1. Vi indf¢rer

nu komplekse koordinater pa 2-sf~ren,

idet et punkt P som koordinat far

,
I

V,,
I

I
I

I,

x

sin centralprojektion pa ¢ fra nordpolen N som vist pa figuren.

Pa den made far hvert punkt af 2-sf~ren undtagen N et kornplekst

tal sorn koordinat. Den vandrette storcirkel ornfatter punkterne,

hvis koordinater har numerisk v~rdi 1. Hvis vi havde lagt 2-sf~ren,

sa den st¢ttede mod nordpolen i stedet for sydpolen, ville vi pa

samme made fa komplekse koordinater for hvert punkt af 2-sf~ren und-

tagen S. Pa figuren har vi ved akserne u og v antydet, at vi

flytter ¢ i stedet for at vende 2-sf~ren. Vi rna huske, at ¢

skal vende rigtigt, set fra sf~rens centrum. Hvis vi som antydet,

v~lger de reelle akser ensrettede, bliver de 2 koordinater for

samrne punkt netop hinandens reciproke.

Et punkt af 2-sf~ren har saledes i det ene koordinatsystem en

koordinat z og i det andet en koordinat 1w = -.z Hvis o er en

aben rn~ngde pa 2-sf~ren og f: 0 ~ ¢ en afbildning, kan f betrag-

tes som funktion af den ene koordinat zeller af den anden w,

idet dog kun den ene koordinat er anvendelig for punkterne N og S.
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Nu er det klart, at ~ er holomorf med z som variabel, hvis og

kun hvis f er holomorf med w som variabel, stadig bortset fra

N og S, hvor kun den enemulighed foreligger. Vi viI derfor

sige, at f: 0 ~ ¢ er holomorf, hvis den er det lokalt ved brug

af en anvendelig koordinat.

Vi regner nu z = ~ i punktet N og w = ~ i punktet S,

og derved identificeres 2-sf~ren med talkuglen ~*. Der er nu

mening i at tale om, at en funktion er holornorf ·i en ornegn af ~.

Det gar selvf¢lgelig analogt med begrebet rnerornorf.

k I V d () - az+S Q ~ E ~E sempe. e ~ z - yz+o ' a,~,u ~,

rneromorf bijektiv afbildning ~: <t* ~ ¢*.

ao-SY * 0 defineres en

For y * 0 er

er encoog

med 3-dobbelt nul-

00 ,er

g: ec* ~ <t*

y = 0For= £

en meromorf funktion

f: <C* ~ ¢*

<p (_i) = 00y , Y
1pol for tp. Ved f(z) = -- defineres en meromorf funktion1+z2

rned poler i ±i og med et dobbelt nulpunkt i ~.

Ved f(z) -- 1-z
2

2
d f" f f kif ~* ~* de lneres en meromor un tlon : ~ ~ ~ me

1+z
poler i ±i, nulpunkter i ±1 og f(~) =~1. Endelig definerer

3z
g(z) = --2

1+z
punkt i 0 og poler ±i og ~.

Hvis 0 ~ <t er aben og f er holomorf i 0 bortset fra

isolerede singulariteter, viI integralet af f langs en tilstr~k-

kelig lille cirkel r om en af de isolerede singulariteter, i hvis
co

omegn f er givet ved Laurentr~kken f(z) = L na (z-c) ,
n hvor

n=-CX)
c er singulariteten i f¢lge s~tning 8.4 v~re givet ved

Hvis 0 ~ <t* er aben og f holomorf i 0 bortset fra iso-

lerede singulariteter, kan det t~nkes, at CX) er en isoleret sin-
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00

gularitet. Sa har f en Laurentr~kke f(z) = L na z i en om­
nn=-OO

egn af 00, d.v.s. for Izl > R, hvor R er et reelt tal. Her

rna vi huske, at vi egentlig skal bruge 1
w - -z som variabel, sa

det er leddene mod n > 0, der er r~kkens singul~re del. En cir-

kelskive med centrum 00 har som rand en stor cirkel r, der

skal genneml¢bes h¢jre om, sa i dette tilf~lde far vi

Jr f (z ) dz ::;:: - 21T i a -1 ·

Den indgaende Laurentr~kkekoeffici~nt~h¢rer ikke til r~kkens singu-

l~re del. Det h~nger sammen med, at integrationsvejen i dette til-

f~lde ikke er vilkarlig kort, men vilkarlig lang.

Vi kunne t~nke os, at udregne integralerne ved brug af en lokal

stamfunktion F(z). = F(l) = G(w). Vi har sa dF(z) = f(z)dz =
w

-F' (~)d~ ::;:: dG(w). Det er altsa differentialet og ikke differential­
w

kvotienten, der ~r invariant o~erfor koordinatskiftet.

Definition 10.6. *Hvis a c ~ er aben og f holomorf pa a bort-

set fra LsoLerede singulariteter, og c E O<,{oo} er en isoleret sin-

gularitet, da" kaldes koefficienten a~1 i Laurentr~kken £(z) =
00

00

~ an(z-c)n i en omegn af c,
n=-oo
betegnes ~-1= resf(c). Hvis

residuet for f i punktet c, og

er en isoleret singularitet, er

resf(oo) = -b-,tj hvor b -1 er koefficienten i den for 1 z 1 > R
00

konvergente Laurentr~kke f(z) = L b ·zn Hvis c E a og fnn=-co
ikke har nogen singularitet i c, viI vi eventuelt skrive resf(c) = o•
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11. Residueregning.

Overvejelserne i kapitel 10 kan udnyttes til en v~sentlig for-

bedring af vore tidligere omtalte rnetoder til udregning af besternte

integraler, idet vi nu kan benytte integrationsveje, der omkredser

singulariteter.

S~tning 11.1. Lad n v~re et Gauss-omrade med orienteret rand r,

og lad c
1,

... ,cq E g. Lad 0 5 ~ v~re en Aben rn~gde, der inde-

holder g U r, og lad f: ~{c1, ,Cq} ~ ~ v~re holornorf (altsA

rned isolerede singulariteter i c
1'

,cq). Da er

J f(z)dz = 2n i (resf(c1)+··~+resf(cq))
r

Bevis. For j = 1, ... ,q l~gger vi en cirkelperiferi r.
J

rned cen-

trurn c.,
J

idet vi v~lger radierne sa sm~, at de af cirklerne begr~n-

sede afsluttede cirkelskiver ligger i n og er disjunkte. Sa siger

s~tning 6.2, at den del n' af n, der ligger udenfor alle

et Caus s -iomrade , nar radierne vcelges sma nok , Randen~~. af n '

r ., er
J

bestar

af r, sarnt r
1,

... ,rq gennernl¢bet rnodsat, og Cauchy's integral­

s~tning giver derfor

Jrf(Z)dZ = J f(Z)dZ+ ... +J f(z)dz
r

1
rq

Nu fremgar det af definition 10 .. 6 og de forudgaende bern~rkninger,

at Jr.f(z)dz = 2ni resf(c j ) for j = 1, ..• ,q, og derrned er s~t­

J
ningen bevist.

For at udnytte dette, rna vi kunne udregne en funktions residu-

'~ i en isoleret singularitet. Residuet er en koefficient i en Lau-
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rentr~kke. Integraludtrykket for koefficienterne er nyttel¢st, da

det netop er det integral vi ville slippe for at regne ud. Heldig-

vis kan Laurentr~kken ofte fas ved regning med potensr~kker. I prak-

sis b¢r man regne ¢konomisk, idet man udnytter, at det bare er en

eneste koefficient i r~kken, der. skal bestemmes.

Eksempel. Vi definerer f: ~,{O,±i} ~ ~ ved
1

f(z)
ze

=
z2+1

Her er en v~sentlig singularitet i 0 og poler i ±1. I omegnen

00 1 co n 2n
af 0 er f(z) ~ L ----n L (-1) z . Da rrekkerne er absolut

. n=O n l z n=O
konvergente, bliver produktr~kken absolut konvergent, og koeffici-

enten til z-1 bliver 1 - 3\ + 51: _ .... = sin 1. Altsa er resf(O) =

sin 1 •

Der er en simpel pol i i. Vi har

1
z

e
f(z) (z-i) = z+i ' og

resf(i) bliver blot det konstante led i potensr~kken for f(z) (z-i)

i ornegnen af i, og det fas ved at indscette i for z i det andet
-i cos1-isin1 1 iudtryk, altsa resf(i)

e sin 1- A= 2i = = - "2 "2 cos I •2i

Analogt fas resf(-i) 1 sin 1+ i A= 2" cos I •
2'

Hvis vi viI finde residuet i 00, er det enklest at betragte

g(w)
2 w

w e
=

1+w 2 '

og den har et dobbelt nulpunkt i 0, sa Laurentrcekken for f om-

kring 00 indeholder kun led med eksponent < -2. Altsa er

Regning med potensr~kker er ofte det eneste middel

til bestemmelse af et residuum i en vcesentlig singularitet.
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Hvis f har en enkelt pol i c, er g(z) = (z-c)f(z) holo-

morf i c, og resf(c) = g(c). For det rneste viI g v~re til­

str~kkelig godt kendt, til at dette gar uden vanskeligheder.

Hvis f har en pol i c af orden p > 1, er arbejdet tun­

gere. Vi indf¢rer igen g(z) = (z~c)Pf(z), som er holomorf i c,

men resf(c) er nu koefficienten til (z-c)p-1 i potensr~kken for

g(z). Vi har saledes resf(c) = (P~1): g(p-1) (c). Ofte er udreg­

ningen af denne differentialkvotient besv~rlig, og sa er det bedre

at fors¢ge at regne med patensr~kker.

Eksempel. Idet a er et positivt tal, viI vi udregne

xR

ia

o

y
a > O.

sa det

ix
e
2 2 4dx,

(a +x )

e-YCOS~
1

ize

er

f (z) =

z = x+iy

synes fornuftigt at integrere funktionen

For

langs randen r af et halvcirkelformet amrade

som vist pa figuren. Integralet langs halvcirkelbuen vurderes ved

1
2TIR· 2 2 4' sa det gar mod 0 for R ~ ~ og s~tning 11.1 gi-

(R -a )
ver derfor

idet polen ia er den eneste singularitet indenfor halvcirklen.

Residuet er koefficienten b 3 i potensr~kkeudviklingen



MAT 224 - 87 -

iz
e 4 = b O + b

1
(z-ia) + b 2(z-ia)2 + b 3(z-ia)3+ ...

(ia+z)

Det er nu nemmest at regne med potensrcekker. F¢rst har vi

iz-a i (z-ia) -a ( . ( La) 1 ( i a ) 2 i ( i a ) 3 )e = e.e = e 1+1 Z-la - 2 Z-la - 6 Z-la + ...

og dern~st ved binomialformlen

1 1 1 1 -4
4 = = ---- (1 + 2ia(z-ia)) =

(ia+z) (2ia+(z-ia))4 16a4

1:a4 (1 -(-~)ia(Z-ia)-(-~)4:2(Z-ia)2 + (-j)8~3(Z-ia)3 + ... ) =

1 (1 2i( La) 5 ( .)2 5i(.)3 )---- + -- Z-la - ---2 Z-la - ---3 Z-la + ...
1 6a4 a . 2a 2a

Nu er resf(ia) koefficienten til (z-ia)3 i produktet af de to

rcekker, altsa

resf (ia)
-ae i i

= 16a4 (- 6" - a

-a
= -i __e __ (a3+6a2+15a+15),

96a7

sa vi ender med resultatet

Fornuftigt tilrettelagt bliver regnearbejdet ikke slemt. Det

er vcesentligt at forudse, hvor mange koefficienter i potensrcekkerne

det er n¢dvendigt at bestemme helt pr~cist·. I tvivlstilfcelde er det

maske bedst, at udregne for fa koefficienter, og sa fylde ud med

eventuelle manglende, nar man har overblik over, hvad man beh¢ver.

Eksempel. Vi vil udregne

ix
roo cosx dx - r~ e dx.
J~oo coshx - J_oocoShx

Dertil petragter vi funktionen
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f (z) =
iz

e
coshz ·

Den har poler, hvor 2z_e = -1, alts& i punkterne I 1T I 31T
±1"2' ±IT , ... ·

Desuden er f (Z+i1T) = -e -1T 'f (z). Det er derfor en god ide at inte-

grere f{z) langs randen af det pa figuren viste rektangel. Vi far

pa den lodrette side til h¢jre, Sa dette

I f (B+iy) I
-y iB2e e

= I B iy -B -iy' <
e e +e e

2
B -Be -e

y~

iTT

..i~
2

bidrag gar mod 0 for B ~~. Det gar B

analogt rned integralet langs siden til venstre for A ~~. Derfor

far vi

n~vneren~ : blot det f¢rste led i Taylorr~kken i

Residuet er g(i;>

COSX 1T
coshx dx = 21Ti res f{i"2)

(z-i1T..) I

" 2 1Z
for g (z) = 'cosl1.z e Da cosh (i~> = 0, gj..ver

11T f h1"2 or COS z,

1T
-'2

2e
=

1T
=

I 1,1T
1·1­e ,2

1T
,',r, ,

e" '.. L./

1+e- 1T
rex>

cosx dx = 21T
J_~ coshx

res (i 1T
) = g{i~) =

f 2 2

Sa vi far

Sa vi ender rned resultatet

Eksernpel. For a E ]-1,2[ viI vi udregne

r~ xQ,

J 2 dx.
o (x+1) (x +1)

Vi rna have a > -1 for at sikre konvergens i gr~nsen 0, og vi rna

have a < 2 for at sikre konvergens i gr~nsen ~. Vi betragter
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funktionen

f (z) =

Hvis a ikke er 0 eller 1, er det en "flertydig" funktion, men

ved at vCElge
;.' a a log z
'~ = e med log z = log I z I + i arg z , 'hvor

o < arg z < 2TI, far vi f defineret sam en meromorf funktion i
~

¢'[O,~[. Nu har den saledes definerede funktion analytisk fortsCEt-

tegrationsvej f¢lge en del af den positive

telse ind over ] 0 ,~[ fra begge sider, sa vi kan godt lade en in­

y

r
reelle akse. Det inspirerer os til at bru-

ge en integrationsvej som vist, dog med

de to retlinede stykker lagt helt ind pa

x

i

r

-i

-1

og

den reelle akse. Vi har

I za I = I ea log z I = ea log I z I = I z la,

og

pa den store cirkel kan integralet der­
a

for vurderes ved 2TIR R ~_
(R-1) (R

2-1)

det far mod 0 for R~'~, hvis a < 2. Pa den lille cirkel kan vi
a

r
vurdere ved 2TIr· 2' og det gar mod 0 for r ~ 0, hvis

(1-r) (1-r )
a > -1.

Integralet langs det ¢verste liniestykke gar mod det s¢gte in-

ategral. Pa vej rundt til det nederste liniestykke CEndres z med

2TIiaen faktor e og da integralet her gar den forkerte vej, far vi

alt i alt

Vi har (-1 ) ex iTIa= e og
.3TI

( i ) a _ 1-2 a
-1 - e , sa vi far
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res
f(-1)

1 i1fa= -e
2

- 90 -

resf(i) =

resf(-i) =

11f1-ae 2-
(1+i) -2i

(1-i)--2i

=

=

Resultatet bliver derfor for a E ]-1,2[/ a * 0, a * 1

1 I 1 I n 1 I 31f
11f0', (1 l ) l-:-a (1 i ) 1-2.. Q',2"e - 4" +1 e 2_ - 4" - 1 e .

1 21fia-e
=

21Ti

Altsa

1 1( i~a + -i~a\ + i (i~a -i~~\
"2 - 4\e 2 e 2) 4" \ e 2 - e 2,) =

-1f0', i1fa
e - e -sin 1f0',

r
oo a

x dx

J0 (x+1) (x2+1)
= [jJ (cos na + sin na 1 'j _

2sin 1fa\ 2 2

I undtagelsestilfceldene a = 0 og a= 1 er det let at udregne inte­

gralet e Lement.arrE;

Det er klart, at integralet 'konvergerer ligeligt, nar a er en

vis omegn i q af 0 eller 1, sa resultatet skal vcere en analytisk

funktion af a. Den kan der fo r vkun have hcevelige singulariteter for

0', = 0,1, og da t~ller og ncevner har enkelte nulpunkter, far vi vcerdi-

en ved blot at scette a = 0,1 i det udtryk, der fas ved at differenti-

ere: tceller og ncevner hver for sig. Det giver udtrykket

1 t:»sin na+.:!!:cos na) og det giver varrdL -41f i begge tilfceldene
2cos1f0',\ - 2" -2 2 2'
a=0,1.

Hvis det g~der om at udregne et integral langs en given lukket vej, kan man

udnytte, at hvert punkt af vejen har et Cauchy-omrade san omegn, og deraf f¢lger,

at integralet ikke andres , nar vejen flyttes en smule lokalt. Der vil i hvert fald

VCEre frihed noktil at omforme vejen til en trappelinie, og den kan deles i simple,

lukkede trappelinier, der hver indeslutter et Gauss-omrade. Det betyder, at scR.ning

11.1 gcelder mere generelt og i hvert fald for cmrader, hvi.s rand er sarrmensat af
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d~ffere~t~~ble kurvestykker.

- 91 -

Det er klart, at residues~tningenvirker ogsa for et Gauss-omrade

*omkring ~. Hvis f er holomorf pa hele ~ bortset fra isolerede

singulariteter, vil en tilstr~kkelig p~n lukket vej v~re rand for 2

omrader, og s~tning 11.1 g~lder for dem begge. Derfor vil en lille cir-

kel, der slet ikke ornkredser singulariteter ogs~ v~re n¢dt til at om-

kredse dem alle, og s~tning 11.1 giver, at sumrnen af residuerne i sarnt-

lige singulariteter samt ~ (som kan have et residuum uden at v~re

singularitet) er O.

12. Funktioner pa hele *
~ .

Vi viser nu Liouville's s~tning, et eksempel pa, at pr~cise

krav til en holomorf funktion kan pr~cisere den endnu mere end de

direkte udtrykker

Scetnill.ng 1 2.1 . Hvis f: <c -+ ~ er holomorf, og der findes positive

tal A,B og a, saledes at If (z) I < A + Blzl a for alle z E (1::,

da er f et polynorniurn af grad < a· Specielt er f konstant,

hvis a < 1 .

Bevis.

hvor

Vi har den i hele

a = 1 J £(z)dz
n 2TIi n+1'r z

konvergente potensr~kke f (z) =
cc

n
L a z

n=O n

idet r er en cirkel med centrum 0 og vilkarlig radius R. Vi

far vurderingen

lanl
1 2TIR A+BRa A+BRa A + B

< 2 TI · = = - --
Rn+1 Rn

R
n Rn- a

For n 0 dette mod 0 for R Sa potensrcekken degene-> a gar -+ 00,

rer til et polynomium af grad < a· Dermed er s~tningen bevist.
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En holomorf funktion f: ~ ~ ~ kaldes en hel funktion (hel

pa tysk ganze, pa engelsk entire (sjceldent "integral")", pa fransk

entiere), og sadanne funktioner er behandlede scerdeles indgaende

i litteraturen, iscer i f¢rste halvdel af vort arhundrede.

Scetning 12.2. En hel funktion er konstant, hvis den har en hceve-

lig singularitet i 00, og et polynomium, hvis den har en pol i 00.

00

nBevis. Da potensrcekken f(z) = L a z tillige er Laurentrcekkennn=O
i omegnen af 00, f¢lger pastanden umiddelbart af resultaterne i

kapitel 10.

Hvis f specielt er et nulpunktsfrit polynomium, er 1
-£" ,

saledes en hel funktion med en hcevelig singularitet i 00, altsa

konstant. Sa le~ er det nu blevet at vise algebraens fundamental-

scetning:

* *Scetning 12.3. En meromarf funktion f: ~ ~ ~ er en bruden rati-
I

onal funktion.

*Bevis. Da mcengden af paler er diskret og ~ kompakt, har f

h¢jst endelig mange paler. Summen af de singulcere dele i Laurent-

rcekkerne for f i omegne af disse poler giver en bruden rational

*funktion g, og da g-f er halomorf pa hele ~, er g-f kon-

stant. Dermed er scetningen bevist.

*En meromorf funktion f: ~ ~ ~, som ikke er bruden rational,

kaldes transcendent. En hel transcendent funktion har en vcesentlig

singularitet i 00.
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13. De element~re transcendente funktioner.

De element~re transcendente funktioner er eksponentialfunk-

tionen, sinus og cosinus, som er hele, samt tangens, cotangens,

_1_ 0 1 f E f 1sin g cos' som er meromor e. n orme som

cos (u+v) = cosu ,cosv ~ ~~nu sinv

vises i skolens trigonometrikursus for reelle u og v. For fast

reelt u star der en hel. funktion pa hver -side, og vi ved, at de

er identiske pa den reelle akse, Sa; s~tningen om entydig analytisk

forts~ttelse giver, at de er identiske pA hele ~. Altsa g~lder

ligningen for u E lli., v E~. For en fast kompleks v~rdi af v,

star der pa begge side~ en hel funktion af u, og disse funktioner

er identiske pa den reelle akse, og derfor pa hele ~. Altsa. g~l-

der formlen for alle u,v E~. De ¢vrige trigonometriske formler

kan generaliseres til komplekse variable ved analoge r~sonnementer.

Ud over de element~re trigonometriske formler omfatter vor vi-

den fra skolen og f¢rste ars matematik potensr~kkerne for eksponen-

tialfunktionen, cosinus og sinus, lidt oplysninger om de omvendte

funktioner, samt om differentiation og integration. Vi vil supplere

dette rnateriale rned nogle flere r~kke- og produktudviklinger.

S~tning 13.1.
00

n=-oo

1
2 •( z-n)

Bevis. Vi skriver z = x+iy. Lad A v~re et positivt tal, og lad

os antage, at Ixl < A. For Inl > 2A har vi sa
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4
=~

n

og

en bruden rational funktion, hvis paler

sam singul~r del af Laurentr~kken i polen n.
2

h(z) = ( ,IT .. )
\ Sln1T Z

og vi skal vise, at de er identiske. Vi gar

er netopn

1

1

00

co

f (z) =

f (z) =

1 1= 1 1 1 1
(z-n) 2 -' z-n 12 < (I nl-I x l ) 2 < (I n I-A) 2 < -(-In-I_-~-I-n-I-)-2

~ 1 4
L ~ en velkendt konvergent r~kke, sa L ~ er

n=1 n 1 In!~2A n
en konvergent majorantr~kke for L 2' sa

In] ?2A (z-n)
er holomorf for Ixl < A. Endvidere er

Nu er

del i polen i

2
n=-~ (z1n)

tal og med
(z-n)2

Vi har saledes 2 meromorfe funktioner

gA (z) = L 1 2
Inl?2A (z1n)

fA(z) = L-
Inl<2A (2-n)2

netop er de hele tal i ]-2A,2A[, og dens Laurentr~kkes singul~re

1 2. Dermed har vi vist, at
(z-n)

er meromorf i ~ med poler netop i de hele

2'
n=-~ (n-z)

frem sam Erasmus Montanus i beviset for, at "morlille er en sten".

Vi ser, at h(z) har periode 1, og det har £(z) ogsa. I en

omegn af 0 er

h (z) = 1
. 1 2 3 2

(z-"61T Z + ... )
= 1 122

= ~ (1+}1T Z + ... ),
z

sa h(z) har en pol i 0 med ~ som singul~r del af Laurent­
z

r~kken, ganske som f(z), og da begge funktioner har periode 1,

stemmer de overens pa tilsvarende made i polerne i de andre hele

tal.

1 iz -iz 1 Iyl-e- Iy l),Vi har vurderingen 1 s Lnn z I = 2: 1 e -e I ~ 2" (e

hvilket viser, at h(z) ~ 0 for y ~ ~ ligeligt i x. Ligeledes

er

oo

n=-oo
1 2 1 <

(z-n)

00

n=-~

1 ( 1 00 1 \ (1 r~ dx \_
2 2 ~ 2\2 + L 2 2 I ~ 2 ~+J 2 2)-

(x-n) +Y y n=1 n +y J y 0 ')x +y

( 1 'IT \
2\2 + 2y) ·

Y
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Det andet ulighedstegn beror pa, at Ix-nl fori h¢jst 2 v~rdier

af x er < 1, og eller falder Ix-nl for netop 2 v~rdier af

n mellem hvert par af pa hinanden f¢lgende naturlige tal. Det

tredie ulighedstegn er l~st bagfra vurdering af integralet ved en

undersum. Vi har saledes vist, at bade f(z) og g(z) gar mod 0

ligeligt i x for Iyl ~ 00.

Vi kan nu slutte, at ~(z) = f(z)-h(z) er holomorf i hele

~, og begr~nset i den ved Ixl < 1 definerede strimmel, og der-

n~st pa grund af periodiciteten begr~nset i hele ~. Sa giver s~t-

ning 12.1, at ~ er konstant, og da ~(z) gAr mod 0 for y ~ -~

er dens konstante v~rdi 0, altsa f = h. Dermed er s~tningen be-

vist.

S~tning 13.2.

= 1 +
z

oo 1 1
L (z~n + z+n)

n=1

Bevis. Vi skriver z = x+iy og antager ;zl < A. For fnl > 2A

far vi sa

A

2 '(Inl-Ixl)

sA vi har bortset fra faktoren A samme vurdering som i beviset

for s~tning 13f..1. Altsa konvergerer r~kken i midten ligeligt pa

enhver cirkelskive. Vi har faet summen til h¢jre ved at sla ledde-

ne med indices ±n sammen i den midterste sum, sa det er klart,

at de 2 summer er ens.

Vi regner efter, at og af scetning

7.3 f¢lger, at den midterste sums differentialkvotient kan fas ved
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ledvis differentiation, sa dens differentialkvotient bliver
00

1 2. Da summen af r~kken saledes if¢lge s~tning 13.1
n=-oo (z-n)

har samrne differentialkvotient som TIcotTIZ, er forskellen kon~

stant. Nu skifter bade TIcotTIZ og summen af r~kken fortegn, nar

Z erstattes med -Z, og da denne egenskab ¢del~gges ved addi-

tion af en fra 0 forskellig l konstant, er de identiske. Derrned

er s~tningen bevist.

S~tning 1.3.3. sinTIz = Z
TI II

nEZZ,{ OJ

Z

(1 - ~) en = z
n

00

II
n=1

2
(1- ~)

2
n

e rBevis. For Izl < A og Inl > 2A

Z n
(1- -) e

n

2 3
Z Z

-(--'--2 + ~ +... )
'2n 3n= e

og her er

2 3
I_

z_ + Z + I

2 --3 ... 1

2n 3n

2 3
z Z

- L (---2 + ---3+···)
Inl>2A\2n 3n= e =

L (~ +Log (1-~) )
Inl>2A n ' n

= e =

A2
~ som konvergent majorantr~kke,

Inl~2A n
sa den er ligelig konvergent.-Heraf f¢lger, at det rnidterste pro-

I produktet

har r~kken i eksponenten

dukt i s~tningen er en hel funktion rned ~ som rn~ngden af nul-

punkter. Det sidste produkt fas af det rnidterste ved at sla fak-

torer samrnen.

Lokalt i ~,~ har funktionerne overalt lokalt kontinuerte

logaritrner, og disse har veldefinerede differentialkvotienter, som

bliver rnerornorfe pa hele ~. Scetning 1 3 . 2 giver, at differentialkvotienternE
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er identiske, sa funktionerne afviger h¢jst med en konstant fak-

tor. Efter division med z far de sarnme vcerdi i O. Altsa er

de identiske. Dermed er scetningen bevist.

Scetning 13.4. TI
sinTI z

1= - +z
= .!- + ~ (-1) n ( 1 I 1 )

z n=1 z-n z+n

Bevis. Af scetning 1 3. 3 f¢lger

z
1 TIz A z 2n(1 ) sin -T = "'!-z II (1- -)eTI 2 nEZZ,{ O} 2n

1 TI Z 1 · TI (z +1 ) 1 1
cos :2 = TI Sln 2 = 2(1+z) TI (1- 2n

TI nEZZ,{O}
z+1

1 z 2n-1 ~
2(1+z) IT (1- 2n-1) ~ e

nEZZ,{O}

z+1

~)e2n =
2n

1 = .1 . IT
TI 2 liE ZZ,-{ 0 }

Formel (1) med z = 1 indsat giver (Wallis' produkt)

1
2n-1 2n
~e

og nar dette divideres i den foregaende formel, far vi

cos TIZ =
2

(1+z) IT
nEZZ,{ O}

z

(1 - z) 2n
2n-1 e

Ved at splitte produktet efter positive og negative indices

far vi

cos TIZ =
:2 (1- ~)

-1

-1
II (1 -

n=-oo

z
z ) 2n--e

2n-1

z
00 (1 Z ) 2n
IT - 2n-1 e

n=1

og ved multiplikation med den helt trivielle relation

-1
-z

1 = e II
n=-1

00

IT
n=1
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far vi efter en triviel cendring formlen

z
00

2n+1n Z
(1 -

zcos 2" = II 2n+1 ) e
n=-oo

Ved kombination rned (1 ) far vi

Z (-1 ) n
1 1.. Z

-
t nz = II ( (1 - ~) en)g-

n 2 2
nE ZZ'{ O} n

Ved at tage logaritrnen og differentiere far vi netop den i scetnin-

gen anf¢rte formel. Dermed er scetningen bevist.

Regning med potensrcekker og identifikation af tilsvarende koef-

ficienter i henhold til rcekkeudviklingens entydighed giver mulighed

for at udlede kombinatoriske relationer. Vi viser et scerlig ber¢mt

eksempel pa denne teknik.

Der er et beskedent antal elementcere funktioner med helt pcene

potensrcekkeudviklinger, men ellers er man for det meste henvist til

at udregne koefficienterne rekursivt. For klasser af beslcegtede funk-

tioner kan det t~nkes, at alle funktionernes potensrcekker har koeffi-

cienter, der kan udtrykkes ved en standardf¢lge, Sa man behersker

hele funktionsklassen ved en enkelt rekursivt bestemt talf¢lge. En

sAdan f¢lge er f¢lgen af Bernoulli-tal, som vi nu vil definere.

*Definition 13.5. Lad 8: ~ ~ ~ vcere den merornorfe funktion defi-

er Sa f¢lgen af

neret ved 8(z) = Idet den er holomorf i en ornegn af

finerer vi Bn

Z

eZ_j

= S(n) (0), n = 0, 1 , 2 , • • • , og

0, de-

Bernoulli-tal.

Af Z

ze -1
=

00

L
n=O

far vi potensr~kkerelationen
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00

L
n=O

Bn n
n: Z

00

L
n=1

n
Z
n! = z, som giver relationerne

BO = 1,
B

n
-'-1-' +n. .

n = 1,2, .•. ,

til rekursiv udregning af Bernoulli-tallene. Den sidste formel skri-

ves pcenere

(fn+1 \B +th+1 )\B +(n1f-1\B + B - 0
\. 1 ) n \. 2 . n-1 +. .. \. si.] 1 0 - •

Som eksempel pa potensr~kkeudviklingved Bernoulli-tallene har

vi

i'IT z+ -i1TZ 00 (27fi) ~Bn n-1
'ITcot'IT Z i'IT e e i'IT(1+ 2

) i'IT+ L= = = Z
i'IT z -i'ITz 2'ITiz A n!e -e e -I n=O

Af scetning 13.2 fas

'ITcot'IT Z 1
001

= -- L (--
Z n-zn=1

1 1 00 00 zP 00 zP 1 00 00 z2p+1
n+z) = z- L (L p+1' - L (-1 )P p+-1 )= z· - 2 L L 2 ( 1)

n=1 p=O n p=0 n n=1 p=0 n . p+

If¢lge s~tning 7.3 far vi Taylorrcekken ved ledvis summation af led-

denes Taylorrcekke, altsa

0000

= 1 - 2 L
Z

p=1

2p-1
s2 z ,p"

1
L ~p =

n=1 n
r; (2p) •

Sarrnnenligning af koefficienterne i de to rcekkeudviklinger giver nu

'2p-1 ~

1 -.- -B 2pBO = 1 , B = - B2p+ 1 = 0, s2p =( ~-1) [Pi .2,- ... _,2p
2: , (2p ).:. 'IT .

Rekursivforrnlen viser, at Bernoulli-tallene er r~tionale, sa

S2p er et rationalt multiplum af 7f2P. Summerne s2p er trivi­

elt > 1, og det ses let, at de gar mod 1 for p ~ 00. Derfor er
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aftager dog f¢rst. Tabellen ved siden af viser

de f¢rste fra 0 forskellige Bernoulli-tal.

Valget af Bernoulli-tallene virker noget

gar op i 2n. Det gar saledes let at udregne,

n B
i.l. n

0 1

1 1
- 2"

2 1
"6

4 1
30

6 1
42

8 1
-30

1 0
5

66

1 2
691

- 2730

14
7
6

1 6
3617

- 510

(-1 ) P 2 ( 2p) :
(21T,) 2p

00, men

ikke sa langt fravcerdien af

tilfceldigt, men vo.n Staudt har vist, at B2n =

N - L~' hvor N er et helt tal, og summen ud­

strcekkes over de primtal p, for hvilke p-1

Den numeriske vcerdi gar hurtigt mod

hvor meget B2n afviger fra et ncermeste st¢r­

re heletal. Bortset fra helt sma vcerdier af

n er ncevneren i B2 n delelig med 6, og den

antager vcerdien 6 for uendelig mange v~rdier

af n.

14. Harmonisk funktion.

Definition 14 .1. Lad 0 c mn VCEre aben.· En C2-funktion g: 0 ~ m

kaldes harmonisk, hvis den overalt i 0 tilfredsstiller differen-

tialligningen

a2
u

--2
aX

1

Tilfceldet

+...+

n = 3 har fysisk interesse, idet elektrostatiske,

magnetostatiske og gravitations-felter netop har harmonLske potenti-

aler. Ligningen, som kaldes Laplace's ligning, har ogsa betydning



MAT 224 - 101 -

for adski11ige str¢mnings- og elasticitetsproblerner.

For n = 1 er f¢rstegradspo1ynomier de eneste harmoniske funk-

tioner, sa det specialtilf~lde er uden betydning.

For n = 2 identificerer vi m2 med ~. De 2 n~ste s~tnin-

ger giver den fuldst~ndige l¢sning til Laplace's ligning i dette

tilf~lde.

S~tning 14.2. Lad 0 c ~ v~re aben og f: 0 ~ 0 holomorf. Da er

Ref: 0 ~ m harmonisk.

Bevis. Som i kapitel 2 skriver vi

u + iv = w = f(z) = f(x+iy) = fr{x,y) + ifi(x,y),

sa vi har u = fr(x,y), v = fi(x,y), og Cauchy-Riemann's differen­

tialligninger giver

d av-_.-
ax ay

a av = o.
ay ax

Dermed er s~tningen bevist.

S~tning 14.3. Lad O~ ~ v~re aben og g: 0 ~ JR harmonisk. Da

.eks Lscerer for ethvert ·S-omrade U C 0 envho Lomo.r f f'unkt.Lon

·f: U ~ <C med Ref .== g IU • _

Bevis. Differentialforrnen -g' (x,y)dx + g' (x,y)dy tilfredsstil-
y x

ler if¢lge Laplace's ligning betingelsen i s~tning 4.3. HVls vi

derfor blot v~lger U som et S-omrade, findes der en C1-funktion

h: U ~ E med h~(x,y) = -g~(x,y) og h~(x,y) = g~(x,y), men det

betyder netop, at f(z) = f(x+iy) = g(x,y) + ih(x,y) er holomorf

i U. Dermed er s~tningen bevist.
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Den fuldst~ndige l¢sning til Laplace's ligning er saledes

karakteriseret ved rent kvalitative egenskaber. For partielle

differentialligninger er dette ikke us~dvanligt. Det betyder,

at det egentlige problem bliver valg af en l¢sning svarende

til givne rand - eller begyndelsesv~rdibetingelsen.

Eksempel. Hvis f: 0 ~ ¢'{O} er holomorf, er loglf(z) I harmo-

nisk, idet den lokalt er realdel af en holomorf funktion, men det

er ikke sikkert, at der findes en global logaritme til f.

S~tning 14.4. Lad 0 ~ ¢ v~re aben og g: 0 ~ lli v~re harmonisk.

Lad E c 0 v~re en afsluttet cirkelskive med centrum a og radi-

us N. Sa er

9 (a)

Bevis. Vi v~lger et S-omrade, f.eks. en aben cirkelskive U med

E cUe o. Sa findes der en holomorf funktion f: U ~ ¢ med

Re f = gl.U, og med parameterfremstilling i8z = a+r e for randen

/ r af E giver Cauchy's integralformel

f (a) = 1 r f (z) dz
27fi Jr z-a

1 J27f. ·8
= 27f 0 f(a+re

1
- ) d 8 ,

og formlen i s~tningen fas ved at tage realdel. Dermed er s~tning-

en bevist.

S~tningen kaldes middelv~rdis~tningen for harmoniske funktio-

ner. Den kan generaliseres, sa den ogsa giver funktionsv~rdien i

andre punkter af cirkelskiven. Det er Poisson's formel, som er

emnet for den n~ste s~tning



MAT - 103 -

S~tning 14.5. Lad E c ~ v~re en afs1uttet cirke1skive med cen­
o

trum a, radius R og indre E. Lad g: E -+ JR vesre en konti-

o
nuert funktion med g IE harmonisk. For r E [0, R[ , <.p E ill. g~l-

der da

r2 1f · 2 2
= 2

1
Tf g (a+Re

1e)
2 2R - r de

Jo R +r -2Rr cos(e-~)

Bevis. Hvis vi har vist formlen for r E [O,R
1

[ med R
1

E JO,R[

i stedet for R, fas s~tningen ved gr~nseovergangen R
1
~ R. Vi

kan derfor antage, at g er realdel af en funktion f: E ~ ¢,

sam er restriktion af en holomorf funktion pa enaben rn~ngde, og

sa har vi Cauchy's integralformel

f(z) = 1 r f(s)d s
21fi Jr s-z

punkt udenfor E, og Cauchy's s~tning giver

o
for z E E, idet r er randen af E.

For at spare skr~veri antager vi, at

o = 2;i Jrf(r;;) ~ 2 az ,
sz-R

a = O. Sa er -z et

Da vi har r;; r;; = R2, er ~ dr;;2 = z
sz-R z-s

tion af de to integralformler giver

sa.:subtrak-

f(z) 1 r f (r;;) t.s: + _s'__ l' d s= ~.21fi Jr \ s-z s-z )

Vi skriver s Re i8 re
i tp

far, z = og

.s., + _s_ - 1 = 2 Ref - s- 1\ = Re s+z =
s-z s-z \s-z 2) s-Z

(s+z) (~-z)
2 2 2 2

Re =
lsi -Izl = R -r

2 2 2 2 2Is-zi I s I + I z I - 2Re1;z R +r -2Rr cos (8-tp)
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sa integralformlen ovenfor omskrives til

r2 1f . 2 2
= in f(Re1e) 2 2 R -r de,

Jo R +r -2Rr cos(e-~)

og ved at tage realdel far vi Poisson's formel i tilf~ldet a=O.

Det almindelige tilfcelde f¢lger umiddelbart. Dermed er s~tningen

bevist.

Som vi har set ovenfor, er f fastlagt ved g pa near en. 1_

rent imagin~r konstant, idet imagin~rdelens differential udtryk-

kes ved g. En holomorf funktion f pa en cirkelskive er sale-

des fastlagt pa ncer en r erit; imagincer konstant, nar real·delen ken-

des pa randen. Med vor nceste s~tning viser vi, at der virkelig

findes en holomorf funktion med givne vcerdier af realdelen pa

randen.

S~tning 14.6. Lad E c ¢ vcere en afsluttet cirkelskive med cen­
o

trum a, radius R, rand r og indre E. Lad ~: r ~ R vcere

kontinuert. Sa definere£

r2 1f · 2 2
= in ~(a+Rele) 2 2 R -r de

Jo R +r -2Rr cos(e-~)

en harmonisk funktion g: ~ -+ ra , og for r -+ R vil g(a+rei~)

konvergere mod ~(a+Rei~) ligeligt i ~.

Bevis. Vi antager a = O. Udregningerne i beviset for scetning
o

14.5 .viser, at for z E E er

g (z)
r2n · ie

= Re 2
1
n J ~ (Re1e) Re. e+Z de,

o Re~--z

o
hvilket viser, at g er realdel af en i E holomorf funktion,

altsa harmonisk.
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Poisson's formel anvendt pa g(z) = 1 giver

(1 )
2 2R +r -2Rr cos(8-~)

d8 = 1,

sa vi far

1
=

21T

Lad nu g > 0 v~re givet. Vi v~lger 0 > 0, saledes at

Ie (Rei 8) - c (Rei~ I < e nar
S S "2 ' 18-~1 ~ 0 regnet modulo 21T. Sa

giver (1), at integralet over buen svarende til [~-o,~+o] h¢jst

er
g

2· Pa resten af cirklen er

2 2
R +r -2Rr cos(8-~)

<
2Rr(1-coso)

sa integralet over denne del v , vurderes ved

og det er e
< 2' nar blot r er n~r nok ved R. Dermed er s~t-

ningen bevist.

Vi har dermed vist, at et specielt randv~rdiproblem for

Laplace's ligning har 1 og kun 1 l¢sning. Kendere af integral-

teori vil nemt kunne overbevise sig am, at s~tningen har rimelige

generalisationer til de tilf~lde, hvor ~ ikke foruds~ttes kon-

tinuert.



MAT 224 - 106 -

15. Maksimumprincippet.

Maksimumprincipper g~1der for l¢sninger til ret generelle

klasser af partielle differentialligninger, og Laplace's ligning

er et typisk eksempel

Scetning 1 5 .1. Lad n c;;: <C vcere et omrade og g: n -+ JR harmo­

nisk. Hvis der findes et punkt a E n med g(a) = sup g(n) el-

1er g(a) = inf g(n), er g konstant.

Bevis. Lad os antage, at a E n og g(a) = sup g(n). Det andet

tilfcelde gar analogt. Lad E c n vcere en afsluttet cirkelskive

rned centrum og radius R. Sa er

g (a)

og da i8g(a+re ) ~ g(a), medf¢rer dette, at i8g(a+Re ) = g(a)

for alle 8. Ved at variere E ser vi, at g er konstant i en

omegn af a. Vi har dermed vist, at g-1 (g(a)) er ehaben mcengde,

og da den er afsluttet pa grund af kontinuitet, er

Dermed er scetningen bevist.

-1
g (a» = Q.

Scetning 15.2. Lad 'n c;;: <C vcere et omrade og f: n -+ <C holomorf.

Hvis f ikke er konstant, har If(z) I intet loka1t maksimum i

n, og den er 0 i ethvert lokalt minimum.

Bevis. Hvis If(z) I har et loka1t maksimum i a E n, er f(z) * 0

i en omegn af a, nar f ikke er konstant. Sa er loglf(z) I

harmonisk i en cirkelskive E med centrum a og med absolut fuaksi-

mum i a, men sa er log If (z) I og dermed f (z) konstant i E.,

og scetningen am entydig analytisk fortscettelse giver sa, at f er

konstant i n i strid med forudscetningerne. Sa giver scetning 15.1,
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at loglf(z) 1 kun kan have lokalt minimum i de punkter af ~,

hvor f har nulpunkt, og dermed er s~tningen bevist.

Disse s~tninger har et korollar, der ikke bare er nyttigt,

men ogsa har princip~~l betydning. Ved sk~bnens ironi er det kom-

met til at hedde Schwarz's lemma.

S~tning 15.3. Lad E ~ ~ v~re en afsluttet cirkelskive med cen­

trum a, radius R og- indre ~'" Lad- --f: ~. -+<t varre holo~

med f (a) 0 If (z) 1 for aIle
0

Samorf = og < M z E E. er

If (z) I
M for aIle E ~, hvis lighedstegnet g~lder i< -I z-al z og
R

blot 1 punkt af ~'{a} har f formen f(z) iSM= e "R(z-a).

Bevis. Ved g (z) =
f (z) defineres en holomorf funktion g: E -+ <C,z-a

for R1 E ] 0, R[ har vi vurderingen 1g (z) 1
M og da R1og < -

= R1 Mkan v~lges vilkarligt teet ved R, har vi 1g (z) 1 < R for aIle

z E E, al tsa MIf(z) 1 ~ R1z-al. Hvis lighedstegnet g~lder i et
0(.

punkt af E,{a}, antager Ig(z) 1 sit maksimum i dette punkt, og

is M
sa er g(z) konstant if¢lge stet.n.i.nq 15.2, a Lt.sa g(z) = e . ·R

Dermed er s~tningen bevist.

16. Nulpunkter og Poler II.

Den logaritmiske differentialkvotient f'
f

af en holornorf funk-

tion f indeholder v~sentlig information om nulpunkter og poler

for f. Dette beror pa vor nceste s~tning.
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*S~tning 16.1. Lad 0 ~ ~ v~re aben, f: 0 ~ ~ rnerornorf, og

~: 0 ~ ~ holornorf. Hvis a er nulpunkt eller pol for f, er

a en enkelt pol for
£1
T rned residuet ±p, hvor p er rnultipli-

citeten af a, og fortegnet er + for nulp~nkt og - for pol. End-

videre har
£1

<P­f
residuet ±PlP (a) i samme punkt og rned samrne £or-

tegnsregel. Specielt har

tp (a) = o.

fl
lPT en h~velig singularitet i a, hvis

Bevis. Vi har f(z) = (z-a)qg(z), hvor 9 er ~olomorf i en ornegn

af a og g(a) * 0, idet q = p, hvis a er et nulpunkt, og

q = ~p, hvis a er en pol. Direkte udregning giver

f 1 (z)
(z-a) f(z) = q + (z-a) g' (z)

g(z)
f 1 (z)

(z-a) (j) (z) f (z) = q(j) ( z ) + (z - a) (j) ( z ) g' ~ z ~
- 9 z

De omtalte residuer er netop v~rdierne af disse funktioner for

z = a. Derrned er s~tningen bevist.

*
S~tning 16.2. Lad 0 c ¢ v~re Aben, f: 0 ~ ~ rnerornorf og

~: 0 ~ ~ holornorf. Lad nco v~re et Gauss-ornrAde rned orienteret

rand f c o. Det antages, at f ikke har nulpunkter eller poler

pa f.

for f

Lad

i n

a 1 , ••• ,ap v~re nulpunkterne og b 1 , ••• ,bq polerne

hver anf¢rt et antal gange svarende til rnultiplici-

teten. Da er

1 J (j)(z)f\(z)dz =
27fi f f(z)

og specielt (for lP 1)

1 rf'(z)d =
2'ITi Jr f(z) z p-q .
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Bevis. F¢lger umiddelbart af s~tningerne 11.1 og 16.1.

p nHvis f har Laurentrcekken L a z i en omegn af 00, giver
nn=-oo

f'regning med potensrcekker, at f' (z) ~ + .•. , 0 bliver holo-
f (z ) = sa Tz

morf i 00, men med residuet -p, s& s~tn~ng 16.2 kan anvendes,

ogsA hvis 00 E Q.

Specielt har en bruden rational funktion lige mange nulpunkter

.og poler (begge talt med mult~plicitet) i hele ~*. Et polynomium

af grad p har en pol af orden p i 00 - derfor netop p nulpunk-

ter. Det var algebraens fundamentals~tning endnu engang.

Et vigtigt korollar er Rouche's scetning.

Scetning 16.3. Lad 0 ~ ~ v~re aben, f,h: 0 4 ~ holornorfe, og

Q c 0 et Gauss-ornrAde med rand f c o. Hvis Ih(z) 1 < If(z) 1 for

alle z E f, har f og f+h lige mange nulpunkter i Q.

Bevis. For t E [ 0 , 1 ] definerer vi ft: 0 ~ ~ ved ft(z) =

f ( z ) +th ( z) . Af Ih (z) 1 < 1 f (z) I for alle z 0 f f¢lger, atpa

f t ikke har nulpunkter 0 f, 0 giver scetning 16.2, atpa og sa

n (t) 1 J f I (z) +th I (z) dz= 21Ti r f(t)+th(z)

er antallet af nulpunkter i r for f t . Integraludtrykket viser,

at n (t) definerer en kontinuert afbildning n: [ 0 , 1 ] ~ ZZ, men

en sadan er konstant, altsa specielt n(O) = n(1), sA f = fo
og f

1
= f+h har lige mange nulpunkter i Q. Derrned er scetningen

bevist.
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17. Konform afbi1dning.

*Definition 17.1. Lad °1 , 02 ~ ~ v~re abne. En bijektiv afbi1d-

ning f: 01 ~ O2 ka1des konforrn (e11er biho1ornorf), hvis f er

ho1omorf pa 0
1

og -1
f er ho1omorf pa O2.

Som ho1omorfi er defineret pa indeb~rer det, at et punkt,

der ved f e11er -1
f afbi1des i co, er en pol.

I virkeligheden bliver automatisk holomorf, nar afbild-

ningen er bijektiv. Det fremgar af vor n~ste s~tning.

S~tning 17.2. Lad 0 ~ ~ v~re aben og f: 0 ~ ~ ho1omorf, men

ikke konstant pa nogen komponent af o. Hvis a E 0 er et punkt,

hvor fl (a) * 0, har a en omegn U, som ved flU afbi1des kon-

forrnt 0 omegn V af f (a) . Hvis f I(a) f" (a)pa en = = =

f (p-1) (a) = 0, men f (p) (a) * a, har a en omegn Uo
0 det, sa

for enhver omegn U ~ Uo af a gcelder, at f (a) har en omegn V,

sa1edes at hvert punkt W E V,{f(a)} er bi1lede af netop p punk-

ter af U. Bi1ledet f(O) af he1e 0 er en aben m~ngde.

Bevis. For a E 0 har f(z)-f(a) et nulpunkt i a, og vi har

f(z)-f(a) = (z-a)Pg(z), hvor g er holomorf i 0, P E ill og

g(a) :j: o. Sa er f ' (z) = (z-a)P-1 g 1 (z), hvor g1 (z) = pg(z)+

(z-a)gl (z), altsA g1 (a) = pg(a) * O. Betingelsen £1 (a) =

f(P-1) (a) = 0, f(P) (a) :j: 0 er saledes ensbetydende med, at nul-

punktet a for f(z)-f(a) har multiplicitet p.

=

Vi v~lger en afsluttet cirkelskive E cOrned centrum a,

rand r og indre
,0

E = Uo ' s a l.edes at; f(z)-f(a) * 0 og £I(Z) * a
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for alle z E ~{a}. Dette er muligt, da m~ngden af nulpunkter

for f(z)~f(a) og for f' (z) er diskret. Vi definerer Va som

den ~bne cirkelskive med centrum f(a) og radius inf{ If(z)-f(a) I I

z E r}. Dette tal erpositivt, da r er kompakt og f(z)-f(a)

kontinuert. Nu giver Rouche's s~tning 16.3, at for w E VA har

f(z)-f(a) og f(z)-w = (f(z)-f(a)) + (f(a)-w) lige mange nulpunk-

ter i Va' alts~ netop p nulpunktertalt med rnultiplicitet.

For p = 1 er U = f- 1 (Va) en omegn af a, der af feU)

afbildes bijektivt pA Va' og if¢lge s~tning 2.6 er f-1 :Vo ~ U

holomorf. Det viser scetningens .. f¢rste ~.pastarid.

For p > 1 og en omegn U ~ Uo af a kan r~sonnementet

ovenfor gennemf¢res for en cirkelskive E
1

c U med centrum a, s~

f(a) har en ornegn V c Va' saledes at hvert punkt i V,{f(a)}

har netop p originalpunkter i U. Da f' (z) * 0 i hvert af

disse punkter, har de alle rnultiplicitet 1, sa vi virkelig far

p forskellige originalpunkter. Dermed er den anden pAstand bevist.

Samtidig har vi f~et vist, at f(a) under alle omst~ndighe-

der er et indre punkt i f(O), altsa f(O) aben. Derrned er s~t-

ningen bevist.

Hvis w = fez) 'definerer en konforrn afbildning, alts~

f' (z) * 0, er afbildningen dw = f' (z)dz sammensat af en lige-

dannethed med forholdet If' (z) I og omdrejning med vinkel argf' (z)

om O. Derfor vil en konform afbildning bevare vinkler mellem

differentiable kurver og det med u~ndret drejningsretning, og det

lokale forst¢rrelsesforhold er ens i alle retninger. Lokalt vil

den konforme afbildning bevare figurens form, men med en forst¢r-

relse, der varierer fra sted til sted.
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Den i·kapitel 10 orntalte sakaldte stereografiske projektion

af 2-sf~ren pa planen er ligeledes en konform afbildning. Det sarn-

me g~lder for Mercabors velkendte kortprojektion. Pa konforme

kort er det nemt at bestemrne retninger, men vanskeligt at bed¢mrne

arealer. Lokalt ser et konformt kort "rigtigt" ud, medens et are-

altrokorb i~r forvr~nget ud.

I et nulpuhkt for fl (z) far vi en f¢rste triviel approksi-

mation af forrnen dPw = f(P) (z)dzP sa vinkler mellem differen-

tiable kurver multiplicieres med p og afstande formindskes som

pte patens. En lille amegn afbildes viklet p gange rundt am bil-

ledpunktet. Man kan fa afbildningen bijektiv ved at lade billedet

af en ornegn v~re en Riemann-flade med p lag. Punktet, som Rie-

mann-fladen vikler sig rundt om, kaldes et forgreningspunkt. For-

greningspunkter er en slags isolerede singulariteter for flerty-

dige funktioner, og i ~ldre litteratur omtales de i overensstem-

melse hermed.

*Hvis 0 er aben, a E 0 et punkt og f: 0 ~ ~ rneromorf

undtagen i punktet a, kalder vi a en isoleret singularitet

for f. Hvis a hverken er pol eller h~velig singularitet, kal-

des a en v~sentlig singularitet.

Dette er en yderst beskeden udvidelse af det tidligere indf¢r-

te begreb. Den eneste nye mulighed er, at a kan v~re gr~nsepunkt

for en f¢lge af poler.

*S~tning 17.3. Lad 0 c ¢ v~re aben, a E 0 et punkt og

*f: O'{a} -+ <C merornorf. Hvis f har en v~sentlig singularitet'i
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a, har a ingen ornegn U, for hvilken U'{a} afbildes injek-

tivt ved f.

Bevis. Hvis a er gr~nsepunkt for en f¢lge af poler af f, er

det klart, at ingen omegn af a afbildes injektivt. I modsat fald

er der en omegn Uo af a, sa fIUO,{a} er holomorf. Lad U v~­

re en vilkarlig omegn af a, og lad E c U'{a} v~re en aben cir-

kelskive, hvis rand ikke indeholder a. Sa er feE) en Aben m~ng-

de. Lad V v~re en omegn af a med U n V = 0. Da' f(V) er over-

alt t~t i ~, indeho1der f(V) punkter af f(E), og sa kan f

ikke varre Lnj.ekt.Lv i U. Dermed er scetningen bevist.

SCEtning 17.4. Hvis f: ~ er rneromorf og injektiv, findes

saledes at fez) = a,z+S
yz+o

Bevis. Af s~tning 17.3 f¢lger, at f ikke har en vcesentlig singu-

laritet i 00. A1tsA er f en bruden rational funktion. Da f har

h¢jst 1 pol og 1 nulpunkt, er t~ller. og n~vner af grad ~ 1. Deffor

har f den ang~vne form, og da f ikke rna v~re konstant, er

ao-Sy * O. Dermed er s~tningen bevist.

kan afbildes konformt paDet er klart, at "omradet n
iHi1

er en ~kvivalensrelationpa m~ngden af omrader i *~ ,

Q "2

og det er

n~rliggende at sp¢rge om, hvad cekvivalensklasserne ere Dette er et

omfattende problem, og det er ingenlunde nemt, men det er n~sten

fuldst~ndigt besvaret.

Vi ser, at s~tning 17.4 medf¢rer, at er det eneste omrade

i sin ~kvivalensklasse, samt at omraderne for alle *a E C
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udg¢r endnu en ~kvivalensklasse.

Riemann's afbildningss~tning siger, at alle andre enkelt sam­

m~nh~ngende omrAder (Cauchy-omrAder) udg¢r 1 ~kvivalensklasse. Det­

te er sv~rt at vise, og Riemann gav ikke et tilfredsstillende bevis.

For en fysiker er s~tningen ikke overraskende.

Vi laver et kobberr¢r med n som profil, og

l~gger en uendelig tynd ledning pa langs gen­

nero det. En sp~ndingsforskel giver et poten­

tial, som er en harmonisk funktion pa tv~r­

snittet. Hvis vi sk~rer tv~rsnitbet op langs en feltlinie, bliver

den harmoniske funktion realdel af en holomorf fuhktion g, som

har et konstant spring langs snittet. Vi normerer, sa springet bli­

ver 2~i, og sa bliver e g = f holornorf rned nulpunkt i a og kon­

stant numerisk v~rdi pa randen, sa f vil afbilde n pa en cirkel­

skive.

Det er ikke svcert at fylde hullerne i "beviset" ud. Til geng~ld

er det sv~rt, at give et maternatisk bevis for, at det benyttede felt

virkelig eksisterer, og en n~rmere overvejelse f¢rer til, at den fy­

siske side af r~sonnementet ogsa er en smule tvivlsomt - men nar ba­

re resultatet er rigtigt - og det er det faktisk.

Et ringformet omrade som det afbildede kan

afbildes konformt pa en cirkelring, men med tvun­

get forhold mellem radierne. Det samme fysiske

r~sonnement som f¢r g¢r det sandsynligt. Forhol­

det mellem radierne har selvf¢lgelig relation til

"kondensatorens" kapacitet, sa man rna se lidt dybere i fysikken for

at na et resultat.
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Hvis f: n -+' n, er en konform afbildning, og g: ~ 1 -+' JR

en harmonisk funkti.on, bliver gcf:n -+ JR selvf¢lgelig harmonisk.

Derfor kan konforrn afbildning bruges til at flytte et randv~rdi-

problem til et andet omrade, hvor det eventuelt er lettere at l¢se.

Dette er en standardmetode i 2-dimensional potentialteori, og der-

for er det nyttigt at kunne udf¢re konforrn afbildning numerisk el-

ler explicit.

Eksempler. Ved f (z) = z-i
z+i afbildes ¢vre halvplan konformt pa

enhedscirkelskiven. For z = x+iy viI z nemlig v~re n~rmere i

end -i ;for y > 0, men omvendt for y < O. Den i~agin~re akse

afbildes over i den reelle akse, og anden kvadrant afbildes pa den

. z-i-1
¢vre halvcirkelskive. Deri omvendte afbildning z ~ -lz -

1
afbilder

den ¢vre halvcirkelskive pa anden kvadrant, Sa Z -+ (~~~)~ afbil­

der den ¢vre halvcirkelskive pa den ¢vre halvplan. Ved sammens~t-

ning med f far vi

q>(Z) = (Z+1)2_ i(z-1)2 =

(Z+1)2+i(z-1)2

(1 - i) (z 2+1 ) +2 (1 ,+ j) z

(1+i) (z2+1)+2(1-i)z

= z2+1+2iz .;
2 - , /

i(z +1)+2z

og ~ afbilder den ¢vre halvcirkelskive pa hele cirkelskiven.

Funktionen f(z) = l(z+~) afbilder omradet udenfor enhedscir-

i8 1 i8 1 -i8kelskiven konforrn pa ~'[-1,1]. Vi far nemlig f(re ) = 2(re +re )=

t(r+~)cose + i t(r- ~)sine. For fast r > 1 afbildes cirklerne

med radier r og 1 og centrum 0 pa en og samme ellipse med
r

centrum 0, storakse pa den reelle akse og halvakser
A 1
..!... (·r+-)2 r

og

t1r- ~I. For fast e fas en halv hyperbelgren af en hyperbel med

centrum 0 og f¢rste akse pa den reelle akse. AIle disse keglesnit

har br~ndpunkter ±1. Funktionen
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f afbilder det trivielle elektrostatiske felt om en lang leder

med cirkul~rt tv~rsnit over i det knap sa trivielle felt om en

lang leder med elliptisk tv~rsnit. L~g m~rke til, at f afbil­

der en cirkelring pa en ring mellem to confokale ellipser.

Vi har her antydet, hvordan man kan studere konforme afbild­

ninger ved kendte element~re funktioner, og nar man sa er opm~rk­

som nar man finder noget, der kunne v~re nyttigt, kan man efter­

handen udarbejde et katalog over nyttige konforme afbildninger.

Adskillige kataloger af denne slags er blevet publiceret.

18. Implicit given funktion.

S~tningen om implicit given funktion kan udledes af s~tninger

vedr¢rende reelle variable, men et direkte bevis er lettere.

Definition 18 .1~. Lad 0 c ~2 v~re aben. En funktion f: 0 ~ ~

kaldes holomorf, hvis den er kontinuert og for hver fastholdt v~rdi

af en variabel er en holomorf funktion af den anden.

Det er jo helt ensbetydende med, at f er kontinuert og har
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partielle differentialkvotienter. En nem anvendelse af s~tning 7.2

giver, at disse partielle differentialkvotienter er kontinuerte.

Dern~st giver s~tning 7.5, at de partielle differentialkvotienter

endda igen bliver holomorfe funktioner af 2 variable, sa en holo-

morf funktion af to variable er Cet:J. Det er let at vise, at en

holomorf funktion af 2 variable lokalt kan udvikles i en konvergent

Taylorr~kke.

Kontinuiteten, der foruds~ttes i definitionen, er faktisk auto-

matisk til stede, nar den anden betingelse er opfyldt, men det er

svcert at vise.

S~tning 18 .2. Lad o c ~2 vcere aben og f: o -+ <C holomorf. Lad
=

(a,b) E 0 v~re et punkt med f(a,b) = 0, .a, f(a,b) =1= o, idet z
3W

er den f¢rste og w den anden variabel. Da findes omegne U af

V af b, 0 UxV ,0 sarnt en holornorf funktion U V,a og sa c c.p: -+
=

u-v

w=tp(z).
f' (z,w)

w

netop er m~ngden af nulpunkter i
f' (z,w)

z= -

s aLede s at «z,c.p(z))lz E U)

for f. Endv~dere er ~'(z)

Bevis. Funktionen f(a,w) har et enkelt nulpunkt i b. Vi kan

vcelge en afsluttet cirkelskive E rned centrum b, rand r og indre

E, 0 {a} xE 0, og saledes at f(a,w) * 0 for alle w E E'{b},sa c

og saledes at f' (a,w) * 0 for alle w E E. Vi vcelger k > o,w

saledes at If' (a,w) I > k for aIle w E E, og If (a,w) I > k forw !

alle w E r ~ --Vi vcelger en aben cirkelskive U med centrum a, 0sa-

ledes at If' (a,w)-f' (z,w) I < k og If(a,w)-f(z,w) I < k for allew w

z E U, wEE. Sa giver Rouche's scetning for hvert fast z E U,

at f(a,w) og f(z,w) = f(a,w) + (f(z,vr)-f(a,w)) har lige mange

nulpunkter i E = V. For hvert z E U har f saledes netop 1
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n~lpunkt (z,~(z)) i UxV. Derved defineres ~: U ~ V.

Af s~tning 16.2 med ~(z) = z f¢lger nu

tp (z)
1 r f' (z,w)

= 2ni Jr
w ~(z,W) dw ,

og derfor er ~ holornorf if¢lge s~tning 7.5.

Da f har kontinuerte partielle differentialkvotienter, kan

vi kopiere beviset for k~dereglen for funktioner af 2 reelle vari-

able, og da f(z,~(z)) er O-funktionen pa U, giver differentiation

o = f' (z,tp(z)) + f' (z,~(z) )<.p' (z)z -- w

til bestemrnelse af ~'(z). Derrned er s~tningen bevist.

Et tilf~ldigt polynornium i 2 variable, f.eks.

P(z;w) 5 4 5 4= z + zw + W -w

giver en algebraisk ligning P(z;w) = 0, der besternrner w sam en

flertydig funktion af z, i det foreliggende tilf~lde 5-tydig. Nor-

malt er de 5 v~rdier forskellige. Hvis for en v~rdi af z to r¢d-

der har samme v~rdi w,

ningerne

er P(z,w) =P' (z,w) = O. Det giver lig­
w

z5 + zw4 + w5 w4 = 0

4zw
3 + 5w

4
- 4w

3 = 0

Det giver z = w = 0 som en multipel l¢sning. Resten af l¢sningerne

fas ved at s~tte
4

w = - (1-z)
5 ind i den f¢rste ligning, og det giver

en femtegradsligning, sa der er yderligere 5 undtagelsesv~rdier for z.
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Lad nu ~'v~re ~ med de 6 undtagelsespuniter prikket ud.

Sa giver s~tning 18.2, at den 5-tydige funktion i omegnen af hvert

punkt af ~' faktisk falder i 5 forskellige holomorfe funktioner.

Ved analytisk forts~ttelse h~nger disse lokale l¢sninger sammen,

og de giver i al t e.n l¢sning pa en Riemann-flade der dzekker ~ ,

med 5 lag - og nogle af lagene viI antagelig kunne forts~ttes hen

over undtagelsespunkterne. Det g~lder f.eks. i 0, hvor 4 r¢dder

falder samrnen i 0, medens den femte er p~nt adskilt og holomorf.

For hvert af undtagelsespunkterne g~lder, at mindst 2 af bladene

er sat sammen som vindel trappe om punktet.

En flertydig funktion, som den her omtalte, kaldes algebraisk.

Niels Henrik Abel studerede algebraiske funktioner ved at se pa

Ir~ for forskellisre veje pa Riemann-fladen. En lukket vej der

omkredser et enkelt undtagelsespunkt, giver £or det meste integral

0, men det sp~ndende er, at der for det rneste er lukkede veje pa

Riemann-fladen, som ikke deler den, og s~ bl~ver integralet i reg-

en ikke 0, og det kan ikke bestemmes ved residueregning.

Eksempel. Ved

w2 = (z-a) (z-b)

defineres w som en algebraisk funktion af z.

Riemann-fladen har 2 lag, og den fas ved sam­

*menkl~bning af 2 eksemplarer af ~ krydsvis

langs liniestykket fra a til b. I en ornegn af ~ er

w = ± z (1 - a +b . + ab) ~ = ± z (1 - a +2-- b
z 2

z

1Z +... ) ,
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altsa

1
w

±1= z

- 120 -

a+b 1
(1 + -y-·z + ••• )

sa 1 er holomorf i 00 i begge blade. Konturen r pa figurenw

omkredser i et af bladene, sa viihar I dz = ± 2n i.rw Lader vi

r konvergere ind mod liniestykket, viI gr~nsev~rdierne fra de to

sider fa modsat fortegn, sa vi kan slutte at

rb
dz =

Ja V(z-a) (z-E)
±7f i

Vi rna finde udvej for at pr~cisere, hvilket blad r ligger i, for

at bestenune for'begnet. I andre situationer gar det let. For a,b E JR.,

a < b, kan vi urniddelbart specialisere til

rb dx
Ja

= 7f,
Vex-a) (b-x)

hvilket 0 kunne udregnes elementcert.ogsa

Eksempel. Lad a,b,a
1,b1

vcere indbyrdes forskellige komplekse

tal. Ved

2
w = (z-a) (z-b) (z-a ) (z-b )

1 1

bestemmes en 2-tydig algebraisk funktion pa en Riemann'sk flade,

der fas ved at lime 2 eksemplarer af ~ sarnmen langs veje fra

a til b og fra a
1

til b
1,

som vist

pa figuren. I dette til£~lde deler r ik-

ke Riemann-fladen, men r og r
1

er til­

sammen rand for et omrade, der indeholder

00 i det ene blade
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- ---0"
1

er vcerdien afHvis nu

anden figur, og med et lignende resultat.

Det er let at se, at funktionens grene i dette tilfcelde har

residuum 0 i 00, og derfor er I dz = -I dz
fw f 1 w

Vi kunne 0 have valgt vejene som pa denogsa

integralerne langs en lukket vej af den

f¢rste slags og en lukket vej af den anden slags, viser det sig,

at enhver anden lukket vej pA Riemann-fladen giver et integral med

Der sker nu det miraku-

l¢se, at de mange forskellige omvendte funktioner til Ira:, hvor

f er en vej fra et fast punkt a til et variabelt punkt z, netop

smelter sammen til en funktion, som er meromorf pA hele ¢ og peri-

odisk rned perioderne w1 og w2 . En sadan funktion kaldes ell~p­

tisk.

Hvis vi gar videre til kvadratroden af et polynomium af endnu

h¢jere grad, gar det ikke sa pcent mere. Der er plads til 2 perioder

i ~ - flere end 2 perioder krcever en ubehagelig Riemann-flade med

\ .
uend'e Li.q mange lag.
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o VEL S E R

ordnede-efter kapitler-

I

1. Omskriv f¢lgende komplekse tal til formen x + iy ,

xEJR,yEJR

1
3+4i

(2+i3 \ 2
\ 1+i )

1+i\l3

1-i\13

- 4 - 6
,(1+i\l3) ,(1+i\l3) •

2. Udregn P(1+i} , idet P (z) - z •

3. Angiv for a,b E JR l¢sningen til 2z = a + ib pa formen

x + iy , x E JR, Y E lR.

4. Vis ved Moivres formel, at der for hvert n E ill findes

polynomier saledes at cos nx = P (cos x)
n

og sin nx = Q (cos x}sin x .n Angiv (lille fidus) r¢d.derne

i disse polynomier.

5. For hvilke positive tal k er {z E ~I I z - a I Iz-b I < k}

et omrade, idet a og b er givne, indbyrdes forskellige

komplekse tal.

6. Formuler et bevis for, at den pa side 9 tegnede afsluttede

m~ngde ikke er kurvesammenh~ngende.
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7. Her er tegnet 2 eksempler pa afsluttede m~ngder, som gar

asymptofisk mod et liniestykke hhv. to cirkler.

Angiv antallet af komponenter og af kurvekomponenter for

disse m~ngder og for deres komplement~nn~ngder. Eksakt

bevis forlanges ikke, blot en anskuelig forklaring.

n
~

k~-n

og benyt den til r-eduk t.Loniaf

8. Bevis formlen
n
L (a+ (k-1) d) qk-1

k=1

1 n n ( 1) n+1
= a ~ + d q-nq + n- . q I

1-q (1-q) 2

n
L

k=-n

II

1. Angiv differentialkvotienten af de differentiable funktioner,

der defineres ved

1 +:z2 1
l"""=Z ' --2 '

1 +z

2 n-1.
1+z+z + .. ..+z

2. Angiv f¢lgen af differentialkvotienter af den ved

1
f(z) = z(1-z) definerede vilkArligt ofte differentiable

funktion f: ¢'{O,1} ~ C •
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3. Lad 0 ~ ~ v~re aben og f,g: 0 ~ ~ differentiable funk­

tioner med Re f(z) = Re g(z) for aIle z EO. Vis, at

g-f: 0 ~ ~ er lokalt konstant.

4. Lad 0 ~ q v~re aben og f: 0 ~ ~ defineret ved et poly­

nomium. Vi skriver f(z) = f (x~,y) + if. (x,y) . Vis, at
r 1

f r er en l¢sning til den partielle differentialligning

')2u ')2
a + a i = o. For f(z) = zn med n E ~ har vi specielt
ax 2 ay

f (x, y) n (n, n-2 2 (n, n-4 4
= x

\2)
x y + \4) .x yr

f . (x,y)
(n, n-1 (n, n-3 3 (n, n-5 5

=
\1 ) x y- \3)x Y + \5) x y

1

hvor sumrnerne i virkeligheden er endelige, altsa homogene

(d.v.s. aIle led har sarrrrne totale grad i x og y) poly-

nomier. Vis, at et homogent polynomium i x og y af

grad n , som er r eeLdeL . af et polynomium P (z) ,

realdel af A n for et eller andet A E <Cer z .

5. Find real- og imagin~rdel af de ved cos z og sin z

definerede differentiable funktioner og kontroller, at

de tilfredstiller Cauchy-Riemann's differentialligninger.

6. Angiv differentialkvotienterne af de i eksempel nederst pa

side 18 anf¢rte differentiable funktioner.

7. Angiv en kontinuert funktion f: <C ~ <C, som er differenti-

abel i punkterne af enhedscirklen og kun der.
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III

4.

1 • Udregn ydx + xdy •

2. Et vektorfelt pa JR2 er givet ved (L(x,y) ,M(x,y» = (x,y)

og et andet ved (L(x,y) ,M(x,y» = (-y,x) • Lad g c JR2

vceret et begrcenset omrade med rand r, s:om er stykkevis

C
1

. Vis, at str¢mningen gennem r for det f¢rste felt

er lig med cirkulationen langs r for det andet felt. I

virkeligheden er disse st¢rrelser proportionale med arealet

af n. Vis dette, na.r n er et eller andet simpelt som

rektangel, cirkel, ellipse etc. - gerne rned bekvem belig-

genhed. Vis derncest, at det f¢rste'felt har cirkulation 0

langs enhver lukket vej, medens det andet har gennemstr¢~-

ning 0 gennem randen af ethvert begrcenset omra.de.

Sammenlign med resultatet i eksemplet pa side 27.

3. Udregn
· 2'

r
l

dz , I.leos Z dz
J0 (1-z) 2 1

og J10' TT eZ dz •

Udregn4. r dz
Jr sin z

cirklen fra 1 til -1

idet r er den ¢vre halvbue af enheds-

.Pr¢v derncest at lcegge vejen fra 1 til -1 langs den nedre

halvbue i stedet.

5. Udregn r 2 2Jr (x -y') dx± 2xydy , idet r .er randen af enheds-

cirklen orienteret mod uret. Brug f¢rst det ene og derncest

det andet fortegn.
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6., Udregn r ~ dz idet z = x + iy, og r er den orien-Jr Z '

terede rand af det ved Ixl < 1 , Iyl < 1 definerede kva-

drat.

7. Tegn en grafisk afbildning af den ved f(z) = z2 definerede

afbildning f: ¢ ~ ¢ p~ den m~de,der er beskrevet p~

side 32.

8., Ved w w log Z
Z = e defineres "flertydige" potenser i det

komplekse. Vis, at .i
1 har aIle sine v~rdier reelle og find

et par andre k omp l.ek s e tal r; - og X, for hvilke r;X har

netop den samme m~ngde af v~rdier som .i
1

9. Beregn Ir
dz-

Z

y: [0 , 1 ] -+ <C "
vejen.

idet vejen r repr~senteres ved

IV

1. Del en cirkelring i sa fa element~rorn.rEt_d~r:' som muligt.

Sanune 'op'gav.e forvde riederifor tegnede omrade r-.

2. Vis, at den i opgave III, 2 omt.al.t;e str¢mning gennem et

omrades rand og deri samme sted omtalte cirkulation af en

anden str¢mning virkelig som p~st~et er proportional med
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omradets areal for vilkarlige Gauss-omrader.

6.

3. Lad. 0 ~ ~ vzer e aben, a E 0 et punkt, og

f: O'{a} ~ ~ en funktion med kontinuert differentialkvo-

tient. Lad r veere randen af en trekant, som ligger helt

i 0 og ·har a i sit indre. Vis, at r f(z)dz har samme
J r

veerdi for aIle sadanne trekanter,idet f orienteres mod

uret.

4. Lad 0 ~ ~ veere aben, og lad f: 0 ~ <C veere en fu.nk t Lori

med kontinuert differentialkvotient. Lad y,: [a,b] -. 0

repreesentere en'vej f. Udnyt seetning 4.7 til formulering

af en definition af Jr f (z) dz uden yderligere antagelser ved-

r¢rende differentiabilitet af y .

5. Lad 0 ~ ~ veere et S-omrade med symmetricentret a, og

lad f: O'{ a} ~ <C veere en begreenset funktion med korrt.Lnu>

ert d.l f f e r errtLaLkvo t.Len t , Vis, at .f .har en s t.amfunk t.Lon i

6. Lad 0 ~ C veere et S-omrade og A c 0 en afsluttet del-

meengde. Lad f: 0 ~ <C veere enkontinuert funktion, hvis

restr"iktion til O'A har kontinuert differentialkvotient.

Vis, at f har eri vs t.amfunkt.Lon pa hele 0, hvis A er

et liniestykke pa en af symmetriakserne (endda gerne med et

endepunkt eller begge pa randen af 0) . Pr¢v at vise det

samme, hvis A er graf for en differentiabel funktion

y ~ ~(x) , idet z = x + iy .



MAT 224 7.

7. 2Opgave for teori-interesserede. Lad L,M: E ~ m v~re

c1 - f u nk t i on e r med den egenskab, at det for ethvert kvadrat

[a,b] x [a,b] g~lder, at I
r

L(x,y)dx + M(x,y)dy = (b-a)2 ,

hvor r er kvadratets rand genneml¢bet mod uret. Vis, at

integralet af den samme differentialfonnlangs randen af et

vilkarligt Gauss-omrade er lig med omradets areal. (Hvis

man er godt inde i mal- og integralteori, er det ganske

let) .'

8. Pr¢v at angive aIle par 2L,M: lR ~ JR af c1 - f u nk t i o n e r med

den egenskab, at bade L(x,y)dx + M(x,y)dy og

-M(x,y)dx + L(x,y)dy ved integration langs randen af et

vilkarligt Gauss-omrade giver omradets areal. Pr¢v det

samme uden minustegnet i den anden differential form. (Opga-

ven er for teoretisk interesserede, og hvis den er for sv~r,

er det en god ide at se pa den igen efter kapitel 14.)

v

1 • Udled. af s~tning 5.1 I at tp (u)
roo sin ux. dx definerer_0
J-00 x

funktion, JR-+ E som er konstant 0 ] 0 ,oo[ ogen tp: , pa

0 ] -00,0. [ men diskontinuert i o.pa ,

roo 2 2 roo 2
2. Find -x dx -x sin ux dx ved d.elt

J-00
x e og

J-00
xe

integration kombineret med s~tningen 5.4 og 5.5. Find

rex> 2 -x 2
dern~st J-ex> x e cos ux dx ved at kopiere beviset for

2 _z2 _z2
s~tning 5.5 med z e i stedet for e
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3. Pr¢v, om
2-ut

e
2

cos vt dt og -ut2
2e sin vt dt

kan bestemmesfor positive u og v ved m.etoden fra

beviset for s~tning 5.5, idet a + ia erstattes med

a + iaA~ med et A E ] 0 , 1 [ •

det til udregning af

4. Lad r v~re integrationsvejen pa figuren.

Vis, at I
r

z(cot z + i)dz = 0, og udnyt

n
r2J0 x cos x dx •

Find dern~st ved delt integration

r

n

f~ log sin x dx. Kan en lignende

me.tode bruges til beregning af rr
-~

o x

2
x dx

" 2s i,n x
?

.'
ved atfJO (sin x \2 d

J, '\ -x,) x
-CX)

re i X) 2 _ 1 2(sin x\ 2 +
\}{ - 2" - ' x )

x
Her er

(ei z \ 2
indtegne \--z-) ·langs samme vej, sam ved udregningen

(sin x\2
af \ x )

Pr¢v om det kan lykkes at-udregne5.

21" sin x cos x b i d f d " " d 1 02 og 1 raget ra en 1mag1n~re e er ,
x

1
men fra 2" .kommer .e t, divergent 'bidrag, og hvis regne-

x

stykket skal lykkes rna det netop oph~ves af et tilsvarende

bidrag fra gr~nseovergangenmed den 1i11e halvcirkel. Pr¢v,

om det gar.
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VI

1 • Unders¢g, i hvilket omfang relationen

{: + ib
hvi s

2 + b
2

< 11 r dz , a
=

2rri Jr z-a-ib hvis 2 + b 2 > 1a

9.

ved anvendelse af parameterfremstillingen
i8z = e

8 E [0,2rr] for r kan bidrage til beregning af integraler

af formen

2. Lad a,b E R og a < b. Udregn for z E ~' , [a,b]

integralerne

f (z)
n n = 0,1,2, ....

Vis, at defundne funktioner

vCErdier fra oven og fra neden i aIle pu.nk t.e r af I a j b ] og

angiv disse grCEnsevCErdier som funktioner af x .

3. Lad ~ ~ ~ VCEre et omrade og r en simpel vej infra

et punkt a til et punkt b, og lad f: ~ ~ ~ VCEre

holomorf. Sa er F(z) = __1_. Jr f(~)d~ en holomorf funktion
2rrl r .1--z

F: ~"' r ~ ~. Cauchy's integralsCEtning fortCEller os, at

integralet for fast z forbliver uCEndret, nar vejen flyttes
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lidt, blot den stadig gAr fra a til b. Derved ~ndres

de f LnL tionsmcengden for F, og d.et. f¢lger umiddelbart,

at F har gr~nsev~rdien fra begge sider af r i punkterne

af r pa nair a og b. Find forskellen me Ll.em gr~nse-

v~rdierne i samme punkt fra de to sider. Pr¢v at udstrcEkke

defini tionen af F til en sA omfattende Rt.emarm-cfLade som

muligt.

Vis, at 'F(z) ~ 0 for Izl ~ 00 •

y
4. Ved at "dele" r pa figuren i to

linie, kan Cap:chy's integralfonnel

lukkede veje ved den punkterede

bruges som i eksemplet side

udregning af

1 r
2TT i Jr

Udnyt det til udregning af

til

f
oo cos x dx

2 2
-00 (x +1) (x +4)

5. For et interval I = [a,b] c R findes en holomorf funk-

tion ~: ¢ , I ~ _¢ defineret som en kvadratrod

~(z) = v(z-a) (b-z) , saledes valgt, at ~(z) konvergerer

mod. den positive V(x.-a) (b-x) for z ~ x E [a,b] fra oven.

Lad r integrationsvejen ·z r
nu v~re

Ea : bj0 figuren. Vis, atpa
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= 2 rb dt

Ja (t-z) V(t-a) (b-t)

Udregn det f¢rste integral ved Cauchy's integrals~tning

anvendt pa et ringformet omrade mellem r og en cirkel,

hvis radius gar mod r I og bestem derved funktionen

F (z ) = 1 r
b

dt
2 TT i J ---.=.=======­

a (t-z) v'(t-a) (b-t)

6. Lad ~: [a,b] ~ ~ v~re kontinuert, og definer en holomorf

funktion f: ~ , [a,b] ~ ~ ved

f (z ) 1 rb
lj)(t)dt

= 2iti J
a

t-z

Bevis, at f(x-iy) - f(x+iy) ~ ~(x) for x E ]a,b[ ,

nar y ~ 0 fra h¢jre. Det kr~ver metoder, som kendes fra

reel analyse. Vis f¢rst pastanden, nar ~(t) i integralet

erstattes med ~(x) sa kan det regnes eksplicit.

Vurder dern~st det korrektionsled, der fas ved at erstatte

~(t) i integralet med ~(t) - ~(x) . Split derved [a,b]

i et lille interval om x, hvor kontinuiteten af ~ ,

giver en vurdering, sarnt resten.

VII

1 • Lad 0 c <C veere aben og ~: 0 ~ <C holomorf. Vis, at
00

~ (z ) .f (z ) = 2: sin --n: d.efinerer en holomorf funktion f: o ~ <C .
n=1
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2 •.

zn

Vis, at f(z) = ~ (\'en !
n=O

funktion f: 0 ~ ~ •

definerer en holornorf

3. Lad U c ~ vcere den abne ·enhedscirkelskive. Vis, at en

holornorf funk t.Lon f :U- ~ ¢.,defineres~·ved

00 n
f(z) = L ~z~

n=1 1 +1.zn
n

4. For z = x + iy , r; = ~ + in, x > 1 , ~ E ] -1 , t [ define­

rer vi (n+I;;) z = e Z log (n+I;;) med logaritmens hovedvcerdL

Vi definerer
00

~r(z) = ~z(r;) = L
? n=1

1

(n+r;)z
Vis,' at

<.pI;; og <.pz bliver holomorfe, og at den ved <.p(z,I;;) =

<.pl;;(z) = <.pz{~) definerede funktion er kontinuert i defini­

t.Lons omr ade't , Vis, at vi for ~ E ]-1,1 [ , 1 + ~ E ]-1,1 [

har relationen <.p(z,I;;+1) + 1 = <.p(z,I;;) • Kan dette
(1 +r;) z

bruges til at udvide definitionsomradet? Kunne den oprinde-

lige definition generaliseres?

5. Lad 0 ~ ~ vcere aben, f: 0 ~ ~ holornorf, og Q c 0 et

Gaussornrade rned rand reO, saledes at intet z E ~.

samtidig tilfredsstiller, at z E Q , -z/E r. Sa definerer

g (z) = 1 r
211 i Jr en holomorf funktion g: Q ~ <C.

Hvad er det for en funktion?

6. Lad A vcere en vilkarlig rncengde og (~n) en f¢lge af

tal M > 0

~ : A ~ ~ med den egenskab, at der findes etn
n

saledes at I L ~k(z) I ~ M for aIle
k=1
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n E.:IN" og aIle Z EA. For enhver aftagende f¢lge
00

13.

(b ) -+ 0
n g~lder da, at L b n ~n konvergerer ligeligt

n=1
q

pa A (S~t L ~k(Z) =
k=1

~k ( Z ) = cI>k ( z ) - <Ilk -1 (z)

Skriv

sorter summen efter faktorerne

cI>k og vurder. Denne metode k a Ldes Abelsk summation, og den

er ny t t.Lq, nar man skal vise ligelig, men ikke absolut,

konvergens. )

7.
00

Vis, at ~(z) = L
n=1

(-1 )n+:.1-L
z

11

definerer en for Re z > 0

holomorf funktion, og at
1 r-J

r; ( z ) - 2' • -r; (z) = r; ( z )
2

z for

Re z > 1 . Udvid derved. d.efini tionen af l;: (z) . (Vis, at

r~kken konvergerer Iigeligt i {z = x + iy I x ~ X o > 0

Ix+iy I ~ A} for aIle X o > 0 , A E ] 0 ,oo[ • Det g~,r enklest

ved at vurdere sumrnen af 2pa hinanden f¢lgende led, altsa

1 1 = e- z log(2n~1) _ e- z log(2n) = e-z log(2n-1)"

. .(:2n-1 ) z ( 2n) z
1

(1 - e-
z

log (1 +2n-1 ) ) f idet den muneriske vcerdi af den

I

sidstefaktIDr for n~stor nok kan vurderes ved 2A-n og

det giver netop en konvergent maj··'6·-.rantrCEkJ~e sarnmen med et

bidrag fra den f¢rste fa~to~.)

VIII

1. Vis, at der for hvert q E E findes et polynomium

P (z) af grad q, saledes at
q
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p (z)
q

(1_z)n+1

og angiv en rekursionsformel til udregning af p (z ) •
q

definerer en holomorf funktionn!
z

00

f(z) = L
n=O

f: U ~ ¢, hvor U er'den Abne enhedscirkelskive. Vis

iPrr
for p Ell, q E :IN at I f( re q ) I -+ ex> for n -+ 1 .

Vis, at2.

Udled, at f Lkke er restrikti·on .a f: n~ogen hoLomor f f unkt.Lon

definerer en begr~nset holo-n!+1

er ~gte delm~ngde af

n ! +1
z

00

f: Q ~ ¢, hvor U

Vis, at g(z) = L
n=O

morf funktion g: U ~ ¢, som heller ikke kan udvides

til nogen st¢rre Aben m~ngde.

00 (n!+1)
z

Vis, at b(z) = z + L (n!+1) (n!+2) giver en funktion
n.=1

med de samme egenskaber, og sA afbilder den endda injektivt.

3. Vis ved hj~lp af opgave VII, 6, at
00

L
n=1

1 n
- zn konvergerer

ligeligt pA enhver afsluttet bue af konvergenscirklens

rand, nAr den blot ikke indeholder 1.

Hvordan er det med
00

L _1_ z4n ?
n=1 4n

4. NAr po t.eriar-ekken-: for (1 +z) a mu.Ltipliceres med potens­

r~kken for (1+~B fAs potensr~ken for (1+z)a+B•

Deraf udledes id~ntititen
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Find en potensr~kke for eOxcos ax og pr¢v, om den pa

IS.

lignende made giver en kombinatorisk relation. Selv

cos 2z + sin2z = 1 giver en kombinatorisk relation, men

som man ku.nne vente, bliver den ikke interessante

S., Find koefficienterne a O' • • • , as i potensrcekken

sin z
e =

00

L
n=O

n
a· z

n
AIle r~kkens koefficienter er ratio-

nale~ G~lder det tilsvarende for e Co s z? Funktionen

sin Ze er en l¢sning til differentiallig~Lngen

du
dz =. u cos z • Inds~t potensr~kken for sin z

e og find

derved en rekursionsforrnelforkoefficienterne. Vis, ved

den analoge differentialligning for cos xe at hvert

led i dens potensrcekkeer et rational t tal gange e. Det

ku.nne nu ogsa ses mere direkte. Hvordan?

antages konvergente for Izi E ]RO,R1
[ •

6. Laurentrcekkerne f(z) =
00

n=-oo

na z og
n

00

g (z) L b n
= znn=-oo

Vis, at

00

f(z)g(z) = L c n zn er konvergent for I z l E ]RO,R1 [
n=·-oo
00

med

gent.

hvor r~kken er.absolut· konver-

7. Funktionerne i eksemplet side 72 giver diverse identiteter,

nar Laur-errtrtekker ne sarnmenlignes rued de relevante produk-

ter af r~kkerne for 1
1 -z og 1

2-z Pr¢v det. En anden

mulighed er samm.enligning med

f (z) = 1
22-3z+z

11 .... 2 1 221 23
= .2--+ 4(3z~z ) + 8~3z-z).- + 16(3z-z ) + ..• ,

hvor de enkelte led udvikles efter binomialformlen.
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8. Pr¢v at forbedre metoden i eksemplet side 72 sA den ogsA

virker pA kvadratet .pa funktionen. Det er ikke sA sv~rt.

9. For et abent (gerne ubegr~nset) interval ]a,b[ betragter

vi strimlen n = {z E <t I Re z E Ja,b[}, samt en holomorf

funktion f: n ~ ¢ med periode 2ni (d.v.s. f(z+2ni) =

fez) for aIle zEn) . Vi indf¢rer cirkelringen

Q
1

{z <C I lz I a b} Vis, der findes holo-= E E ] e , e [ . at en

morf funktion n1 <t1 saledes at f (z) zg: ~ = g(e ) .,

Laurentr~kken for g giver derved en Fourierrcekke for f

Dan denne og find et integraludtryk for koefficienterne.

Lav det analoge for en vandret strimmel og periode 2TT.

Generaliser til vilkarlig rent imaginrer eller reel periode.

10. Lad w E <C have positiv irnagince~del. Vis, at der findes

komplekse tal a,T~, samt en pa enhver kompakt delm~ngde

00 2TTinz
af ¢ ligelig konvergente r~kke L a e = f (z )nn=-oo

sam tilfredsstiller identiteten
OZ·

f(z+w) = e f(z) 1

Vis, at det for- givet w er muligt at v~lge a,

sa der bade findes l¢sninger med f(O) * 0 og l¢sninger,

hvor f har et isoler~t nulpunkt i O. De sAledes konstru-

erede funktioner kaldes elliptiske theta-funktioner.

Sadanne h¢rende til samme w og cr giver ved division

d.obbel t periodiske fu.nk t.Lorier , der dog kun er definerede,

hvor n~vneren ikke er O.
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IX

v~re pa konvergens-og lada (z-c)n 1
n

00

f(z) = L
n=O

cirklens rand. Lad L betegne rad~us fra c til ~

Lad1 •

f(z) =

eksklusive endepunkterne. Hvis c 1 E L

ind.re punkt af konvergenscirklen for

og ~ er et
00

n
L b

n
(z-c1 ) ,

n=·O

da v i.L d.ette geelde for ethvert C.<1 E L
IJ

og vi kalder

et regu.leert randpunkt for konve r-qens c i.rkLen , I mod.s at; fald

kaldes ~ et singul~rt randpunkt.

Sa langt har det veeret neesten helt indlysende. Vis, at ran-

den af en potensreekke konvergenscirkel indeholder rnindst

1 s'illg.ulCErt punkt. Angiv simple eksempler, der vLs e r , at

en potensreekke kan konvergere i et singuleert punkt pa randen

af konvergenscirklen, og at den kan divergere i et regulcert

punkt.

2. Lad
00

f(z) = L
n=O

na (z-c)- ,n oglad veere et punkt; i

f(z) =
00

L a'(z-c)n
O n 1n=

er opstaet ved direkte analytisk fortscettelse af f. Lad

konvergenscirklens indre. Visiger, at

9 (z) =
00

L
n=O

b (z-c,)n
n veere en konvergenscirkel, der over-

lapper den f¢rste reekkes~ Hvis desuden f(z) = g(z) for

a l Le .z i konvergenscirklernes feellesmeengde, siger vi,

at de to potensreekker er hinandens naboer.

Vis, at der mellem 2 potensreekker, der er hinandens naboer,

kan indskydes en endelig sekvens af potensreekker med de

oprindelige reekker pa f¢rste og sidste plads, saledes at

hver reekke i s ekv.erisen vf.a s ved. direkte analytisk fortseet-

telse af den foregaende.
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3. Lad n £ ~ v~re et omrade. Sa er n*~:{z E ~ I zEn}

18.

ligeledes et omrade. Lad f: n -+ <C vcere holomorf. Vis,

at f (z ) = 'f (2") definerer en holomorf funktion I: n* ~ ~ .

Lad nu L v~re etliniestykke pa den reelle akse indeholdt

i randen af n. Vi antager nu, at f: nUL ~ ~ er kon-

tinuert med f(L) ~ E og fin holomorf. Sa er

f: n* U L (defineret som f¢r) ligeledes kontinuert og

fln* er holomorf. Opgave IV, 6 giver nu, at f og f til-

sammen definerer en holomorf funktion i en omegn af L.

Eventuel t kan n og n* overlappe uden at f ,og f stem-

mer overens pa f~llesm~ngden. Denne metode til konstruktion

af en analytisk forts~ttelse kaldes Schwarz's spejlings-

princip.

4. For u E E bruger vi [u] som betegnelse for det st¢rste

hele tal < u '. For Riemann's zeta funktion har vi, da rela-

tionen

r; ( z)

Vis dennexzed dt.rekteudreqrrinq, _' og vis, at r;(z) derved fort-

s~ttes analytisk i hele den h¢jre halvplan pa n~r punktet

1 •

Ved gentagen delt integration i det sidste integral kan

eksponenten i n~vneren ¢ges, og ved, strategisk valg af in-

tegrationskonstanten ved integration af t~lleren, kan perio-

diciteten af t~lleren bevares. Herved bliver det bevist, at

r;(z) forts~ttes analytisk i hele ~'{1} .
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Euler-Maclaurin's sumformel ligger bag dette regnestykke.

De periodiske funktioner i t~lleren er bygget sarnmen af

polynomier, og pa [0,1] er det netop f¢lgen af Bernoulli-

polynomier.

x

1. Vis i forts~ttelse af opgave IX., 4. at ~(z) er meromorf

i ~ med 1 som eneste pol, og find residuet.

2. Angiv nulpunkter, poler, orden singul~re dele af Laurent-

r~kken for

z (z+2) (z+4) ••• (z+2n)

(z+1) (z+3) ••• (z+2n+1)

1
, 2

z +2az+b
, tg z , tg h z .

3. Klassificer singular~teternefor

e 1/z , tg ~~~ , sin(tg z) , tg(n sin z) •

definererfor hvert q E lli
00 n

z
f(z) = n:O (qn)!

en holornorf funktion f: ~ ~ ~, som tilfredstiller vur-

q- ~
deringen l f t z ) I ~ e V 1z 1 samt at ,f{x) > 2~e·X, nar x

Vis, at4 •

er reel ogpos.itiv. Vis-, .a t __ f . ha.r en veesent.Li.q singularitet

i 00 ~
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"s. P&baggrund af~9pgave 1: er der mening i at sp¢rge,om ~(z)

har en v~sentlig singularitet i 00 Det er let at se,

at ~(x) ~ 1 for x ~ 00 langs den positive reelle akse.

Lad as betragte
00

~(2+iy) = L
n=1

1 -iy log n- e
2n

Vis, at

loo 1 e-i y log nl 1L 2 ~ 3· Det rnedf¢rer, at
=4 n

211
I s ( 2+i y ) I ~ 3 + 4 cos(y log 2) + 9 cos(y log 3) For

y = n· 2TI fas specieltis (2+iYn) I ~ 1
3
.. + -41 + -91--

cos
n log 2

( log 3\
\2TIn • log 2)· Slut heraf (ikke helt let), at

~(2+iYn) ikke kan konvergere med 1 for n ~ 00 Det

viser, at ~(z) har en v~sentlig singularitet i 00

Harald Bohr udnyttede denne ide til et bevis for, at s(z)

ikke er begr~nset p& m~ngden {z E ~ I Re z > 1, Izl > 2}.

XI

f
OO sin x

1. Udregn 2 2 dx.
-00 x (x +a )

iz
e

2 2z(z +a )

R&d: Integr"er

langs den skitserede vej.
x

2 • Udregn Rad ; Integter 1 2iz-e
2

z
langs

vejen fra opgave 1.

3. Udregn



MAT 224 21.

4 • Udregn
2

x dx
cosh x · Rad: Integrer

<.p(z)
cosh z hvor er

et po1ynomiurn I som i eksemp1et pa side 88 ~, og vce1g derncest

<.p hensigtsmcessigt.

5 . Udregn Joo x2-1 cos x dx .
--00 (x2+1 ) 2

Pr¢v , om det 1ykkes at udregne

ved ~t integrerer

6 •

z
sinh z

langs vejen , som er vist pa

xdx
sinh x

x

figuren.

va1gt ,for q E :IN I q ~ 2 og a E JR

reo sin x
J sinh x dx ·-eo

roo xcidX

JO(1 +x) q

sa integra1et konvergerer: Rad: efter1ign eksemp1et pa

Udregn

Fors¢g at udregne7 •

8.

side 89 •

derefter lade a/b/P og q ga

mod eo I idet p/q E:IN.

1angs en vej SOIn vist~-pafi.guren ag.

konvergent rcekke ved at integrere
x

-

i
r ~

" -
4q \.-1 __ 1) . 4p

,.

-i --

....

-ib
,.

til en

11
tg "4 x dx

2 -,-
x (1+x ) \/1 -x2

1
Omskriv f

-1
9.

XII

1. Lad f: ~ ~ ~ vcere en holomorf funktion og a,a reelle tal

med a < a. Det antages , at der findes en f¢lge

saledes at If(zn) I ~ Iznl
a

for n ulige, men

(z ) -+ eo I
n
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If(z)1 > l z la for nn = n

singularitet for f.

22.

lige. Vis, at ~ er en v~sentlig

2. Lad 0 ~ C vzer e aben, cEO et punkt og f: o<Lc l -+ <t

holomorf. Vi antager, at der findes et tal ex E JR, s a Ledes

at en af vurderingerne ex
If (z) 1 ~ 1z-c 1 eller

exIf(z) 1 ~ Iz-cl g~lder i en omegn af c (og den samme i

hele omegnen). Vis, at c er en h~velig singularitet eller

en pol for' f .

3. Lad f: <t -+ ~* v~re meroffiQrf. Det kan t~nkes, at 00 hver-

ken er h~velig singularitet, pol, eller v~sentlig singula-

ritet for f, nemlig, hvis en f¢lge af poler for f gar

mod oo . Vi viI dog kalde oo en v~sentlig singularitet

0 i dette tilf~lde. Vis, at det i dette tilf~lde g~lderogsa

uCE,I.'ndre t , at enhver omegn U af co har billedet f (U,{~})

overalt t~t i <t . Eksempel er tg z .

4. Vi ved fra kapitel 9, at de i opgave 10 til kapitel 9 omtalte

thetafunktioner kun har isolerede nulpunkter, men det frem-

gar af de i opgaven omtalte egenskab, at der findes et helt

gitter af nulpunkter, hvis der overhovedet er nogen. Vis nu,

at de ved division konstruerede dobbeltperiodiske meromorfe

funktioner virkelig har et gitter af poler, og slut deraf,

at thetafunktionerne aIle har et gitter af nulpunkter.
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XIII

1. Af s~tning 13.4 fas ved differentiation en r~kkeudvikling

( IT \2
af \sin lTz) cos lTZ Mon det er gennemf¢rligt at vise

denne ved et "Erasmus-Montanus-bevis", i lighed med s~tning

12.1 og derved fa et nemmere bevis for s~tning 13.4?

Maske er det aller lettest at udnytte omskrivningen

( 'IT \
2 ( \2+ TT

\sin TTZ) \sin TTZ)

2 2TT
2TT -cos 2" Z

cos TTZ =---~--
. 2

Sln TTZ

2. Udled s~tning 13.4 ved at udregne

1 r TTd
2TTi Jr (~-z)sin TT s

idet r er randen af rektanglet {z = x+iy E ~ I

1 1
-P-"2 < x < q+2" ' Y E ]-A,B[} , p,q E :IN, A,B E ]O,oo[ ,

og derefter foretage gr~nseovergang A ~ 00, B ~ 00 fulgt

af p ~~, q ~ 00 •

3. Pr¢v, om det er muligt at finde r~kkeudviklingen pa samme

Det visermade som i s~tningerne 13, 1, 2,4 af 1
'z I.

e -1

sig, at det st¢der pa principielle vanskeligheder. Vis, at

det gar bedre med 1 ( IT \2 Kan rcekkeudviklingen
z2+ 1 \ s i n lTz)

i dette tilf~lde ogsa fas ved at multiplicere den kendte

( IT \2 1
udvikling af \ ) med -- og derefter dekomponere

,sin TTZ z2+1
hvert led?
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4. Pr¢v at kopiere regnestykket p& nederste trediedel af side 99

for ( TT \
\sin TTZ)

Derved bringes nogle andre uendelige r~k-

ker i forbindelse med potenser af TT

XIV

1. Lav lidt om p& beviset for s~tning 14.5 og udled derved for

f ( z ) = g ( Z ) + ih ( Z ) , at

ilp 1 r21T '0 2Rr sin (e-q»
h(a+re ) = h(a) - 2TI J

O
g(a+Re1

- ) 2 2 d0 I

R +r -2Rrcos(8-~)

alts&

Antag nu, at Ig(a+Rei 0
) 1 < M for aIle 0 E R og vis

vurderingen

(1 )
2 2

~ I h (a) I + M R +r 2
(R-r)

Det er selvf¢lgelig interessant, at en vurdering af real-

delen "neest.err'' giver en vurdering af hele f, men de t. er

endnu mere interessant, at det g&r n~sten lige godt p& ba-

sis af en ensidig vurdering g(a+Rei 0) ~ M for aIle

og sa fas en modi-gen

8 E·R , idet middelv~rdis~tningenret let giver vurderin-

1 r21T '0
21T Jig (a+Re

1
- ) I ao ~ 2M - f (a)

o -
ficeret form af (1). Dette er i det v~sentlige Caratheodory's

ulighed - den rigtige er en anelse skarpere.
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Udnyt den til et bevis for, at en hel funktion f: ~ ~ ~ ,

sam tilfredsstiller en vurdering Re f(z) ~ A + Blz\a for

faste positive A, B , a, rna v~re et polynomium.

En hel funktion f: ~ ~ ~ siges at have endelig orden,
a

h i d t "1f d till d I If (z) I _~ AeB I z I : •V1S en 1 re ss 1 er en vur erlng

Vis, at en nulpunktsfri hel funktion af endelig orden har

formen P hvor P et polynomium.e er

Vis, at hvis g (a+Rei 0) = 0 for aIle e i et vist abent

interval, kan f forts~ttes analytisk ud over den tilsva-

rende bue af cirkelperiferien.

2. Vis (f.eks. geometrisk), at log (R+Re i 0) for

o E ]-rr,rr[ har imagin~rdel ~ 0 og udnyt dette til at

udlede bestemte integraler ved hj~lp af Poisson's formel.

Brug opgave 1 - og husk, at det er nemt at fa real- og

imagin~rdel til at bytte roller.

3. Givet en bue I 0 randen r af vor cirkelskive U.pa

Angiv i det indre af U harmonisk funktion, som 0en gar

mod 1 i aIle punkter af I og mod 0 i aIle punkter af

r'I Rad: Funktionen 0 jo have singulariteter i ende-. rna

punkterne af I. Pr¢v med imagin~rdelen af logaritmen

til en funktion med simpel pol i det ene og simpelt nul-

punkt i det andet endepunkt.

Udnyt dette til generalisation af s~tning 14.6 til det

tilf~lde, hvor ~ har isolerede singulariteter, der er

simple spring.
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xv

26.

1. Lad n v~re et begr~nset omrade og g,h: n ~. ~ harmoni-

ske funktioner med den egenskab,- at h-g har gr~nsev~rdi

o i ethvert randpunkt. Vis, at g = h ved hj~lp af maksi-

mumspricippet. I teorien for partielle differentiallignin-

ger h~nder det ikke sa sj~ldent, at der g~lder et maksimurns-

princip for l¢sningerne, sa man pa samme made kan slutte, at

et randv~rdiproblemhar h¢jst 1 l¢sning.

2. Lad V c ~ v~re en vinkel givet ved

V = {I z 1 E <C 1 IArgz I 1_.:~. -a , ex ~ ~. Lad f: V ~ <t veare
, - - L.

kontinuert, og flV holomorf. Det antages, at

If(z) 1 ~ M for alle z pa randen af V (0 regnes med).

Vis, at hvis f er begr~nset i hele V, er If(z) 15 M

i hele V • Rad: Studer f (z)
1+ez

for en passende lille,

positiv v~rdi af e •

Fors¢g nu at forbedre metoden og dermed resultatet. Gar det

for TI
a > "2 ? Gar det at erstatte kravet om, at f skal

v~re begr~nset i ·V med et krav om gyldighed af en vurde­

ring If(z) 1 ~ A + BIZI~? Gar det endda med en vurdering

I;I~
1 f (z) 1 ~ A e ?

Hvis disse fors¢g er gaet nogenlunde godt, kan det nu vises,

00

at f(z) = L
n=O

nz
(qn) :

for q E :IN" ,{ 1 , 2 } -Lkke .er begrcense-t

pa nogen halvlinie med endepunkt o.

Pr¢v at finde lignende resultater, hvor V er erstatttet
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med en strimrnel.

27.

De st~rkest opnaelige s~tninger af den her omtalte slags

kaldes Phragme.n---Lindelof-s~tninger.

-1
3. Lad f: <t <, {c} -+ <t v~re defineret ved f (z ) = L

n=-p
n

E <C {c} Ic1-cl findes dera (z-c) . For c 1
<, , R > enn

-1
funktion <t <, {c :} <t givet ved g (z) L

ng: -+ = b
n(z-c1)1

n=-q

sale.des at If(z)-g(z) I < e for alle z E c med

Iz-c1 I > R 1 idet e > 0 er forud opgivet. Dette er Runges

polforskydningsmetode. Polen flyttes et lille stykke, og

bortset fra den n~rrneste omegn af polen ~ndres funktionen

derved meget lidt.

Lad nu n c ¢* v~re et omrAde med ~ som randpunkt, og

lad y: [0,1] -+ ¢* v~re en kurve, der ligger i n bort­

set fra y(1) = =. V~lg f(z) = (z-Y(O))-1 og flyt polen

i sma skridt langs kurven, Ldet, Runges polforskydningsmetode

benyttes. Vis, at det pa denne made lader sig g¢re at kon-

struere en f¢lge af meromorfe funktionen, som konvergerer

mod en ikke konstant, hel funktion, der er begr~nset pa

c ........ n .

Her kan n v~re et s~rdeles smalt band, der str~kker sig i

det uendelige. Det fremgar af opgave 2, at den konstruerede

hele funktion i sa fald rna blive meget stor i bandet. Hvad

sker der med funktionen, hvis n er et sadant band, som

krydser sig selv, sa der bliver en l¢kke pa 'y ?
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XVI

28.

1. Opskriv den f¢rste formel i s~tning 16.2;i specialtilf~ldet

f (z) = z -a •

2 . Udregn Joo x sin x dx ved scetning 16.2 med f (z ) 1+z 2
2 = I

0 ·1+x

<.p (z) iz idet r en halvcirkel med diameter= e er

[-a,a] .

3. Lad 0 ~ <t v~re aben og f,g: 0 -+ <t* rnerornorfe. Lad

Q c 0 v~re et Gauss-ornrilde med orienteret rand reO.

Det antages , at hverken feller ghar nulpunkter eller

poler pa r samt at intet punkt af Q sarntidigt er nul-

punkt eller pol for f og nulpunkt eller pol for g. Lad

nu

f

a 1 , ••• ,ap v~re nulpunkterne og b 1 , ••• ,bq polerne for

i Q, og lad u 1 , ••• ,u
rn

v~re nulpunkterne og

v 1, ... ,vn polerne for gin. Vis formlen

1 r
21fi Jr

f 1 (z) g 1 (z) dz =
f _( z)g (z)

g 1 (b.,) n
_~~J_. + L
g (b.o') k=1

J

Vis en analog s~tning om integraler af formerne

1 JrtD(Z) f'(z)g'(z) dz
21fi f(z)g(z) og 1

21fi J f' (z) g' (z)h ' (z)
r f(z)g(z)h(z) dz.

Benyt disse resultater til udregning af
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(x+1) (x+2) dx
2 . 2

(x +2x+2) (x +4x+S)
og (x+1) (x+2) cos x

2 2(x +2x+2) (x +4x+S)
dx

29.

4. Hvor mange af r¢dderne i polynomiet 1 + 4z 2 + z5 ligger

indenfor enhedscirklen? Er de reelle? Bar pblynomiet reelle

r¢dder?

5. Vis, at f(z) = a - 8z 2 + z4 + e- z for a E [1,oo[ har

netop 2 nulpunkter i h¢jre halvplan.

6. Findantallet af nulpunkter i h¢jre halvplan for polynomiet

2 3
1 + z - z Rad: Skitser billedet af den imagfncere akse

ved afbildningen 3
- z og vis derved, at et

kontinuert argument af 3
- z ved genneml¢b af den

imagincere akse med orienteringen cendrer sig med -n Den

imaginte<L':e·c: akse"lukkes af" med en stor· halvcirkel, og det

2 3er let at se, at et kontinuert argument af 1 + z - z ved

genneml¢b af denne viI cendre sig med en st¢rrelse, der gar

mod 3n, nar radien gar mod 00 Den totale cendring bli-

ver saledes 2n svarende til 1 nulpunkt.

Det kunne selvf¢lgelig klares nemt 'ved elernentcere midler,

idet polynomiet med de reciprbke r¢dder er 1 - z 3- z

og det har abenbart en positiv reel rod, og sa er de to

andre enten komplekst konjugerede eller 'reelle med samme

, fortegn, sa det hele f¢lger af, at r¢dderne i denne ligning

har sum O.

fOO
2

7 • Find -x sin Zrr x tgh dx ved at anvende scetning 16.2e x
-00

2
0 f (z) sinh <.p(z) -z idet r vcelges rekt-pa = z , = e som

anglet med hj¢rner ·±,a og ±a +- in.
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8. Der findes en sammenhcengende, aben omegn V c et af 0, 0sa-

ledes at sin z i cirkelskiven U ="{z E et I I z I < lTI }
2

for hvert w E V antager vcerdien w net6p 3 gange. Anvend

scetning 16.2 med f(z) = sin z" - w , (f) (z ) = zP , P E :IN

Q = U, og vis derved, at sumrnen af de pte potenser af de

3 tal i U, hvor vcerdien w antages, er en holomorf funk-

tion af w. Heraf udledes ved hjcelp af lidt elementocr al-

gebra, at der findes holomorfe funktioner a1,a2 , a 3 : V ~ t ,

saledes at polynomiet for

hvert w E V som r¢dder har netop de l¢sninger til

sin z = w, som ligger i U Dette er interessantere,

hvis U forskydes lidt mod venstre eller h¢jre, idet V da

kan vcelges, sa polynomiet far multiple r¢dder i et punkt af

V, og sa er de 3 l¢sninger ikke "hver for sig" holomorfe

i hele V .

XVII

1. En strimmel i ~ defineres ved n = {z = x+iy I ly-axl < TI}

idet a er et pos~tivt tal. Bestem f(n) , idet f: ~ ~ ~

er f (z)
z= e

2 • Vis, at den ved f (z)
2= z definerede afbildning f e. ~ ~ <t

afbilder en halvplan, som ikke indeholder a eller har a som

randpunkt, pa omradet udenfor en parabel, og at den afbilder

omradet indenfor en gren af en ligesidethyperbel rned cen-

truro a pa en halvplan. Konstruer derefter konforme afbild-
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ninger af omr~derne udenfor en parabel eller indenfor en

gren af en ligesidet hyperbel pa enhedscirkelskiven.

3. Konstruer en konform afbildning af en cirkelbuetokant pa

enhedscirkelskiven. L~g m~rke til, at cirkelbuetokanten

fastl~gger et par af ortogonale cirkelbundter, som ved af­

bildningen overf¢res i et par af ortogonale cirkelbundter.

4. Vis, at de ved {z E q~ I I z2_a2 1 = k 2} , k > 0 , a > 0 af

den ved f(z) = z2 definerede afbildning f¢res over i cirk­

Ler • For hver fast vcerdi af a fas et bundt af koncentriske

cirkler. Vis, at de kurver, der afbilder i de rette linier

gennem det f~lles centrum, er de ligesidede hyperbler, der

gar gennem a og -a og har centrum O. Tegn for en fast

v~rdi af n en skitse af de to kurvesystemer. Det gar ikke

uden en del regnearbejde.

5. Denne opgave ligner et helt projekt, men den er nu ikke sa

sv~r. Lad a og b v~re pos~tive tal og a < b. Vi defi­

nerer f(z) i den ¢vre halvplan som den holomorfe gren af

V(z2_a2) (z2_b2) der fastl~gges ved, at f(O) = ab Der

findes sa en stamfunktion F til t i hele den ¢vre halv-

.plan. Vi fastl~gger den, saledes at F(O) = 0 .

Vis nu f¢rst, at F har en kontinuert udvidelse til den

afsluttede ¢vre halvplan, og vis, at F har en endelig

gr~nsev~rdi for z ~ ~ i den ¢vre halvplan.

Vis, at F I JR kan bestemmes ved integration langs JR, og

udled deraf, at F(JR) er rand af et rektangel Q c ~ .
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Vis, at et n~rmere studium af et kontinuert argument af F ,

at F afbildes den ¢vre halvplan konformt pa n .

N I 93 t F-1 .. n ~ ~ h 1 t" k f tu glver opgave . , a ~6 ~ ~ ar en ana y lS or-

s~ttelse s: <C -? ~*, somer meromorf i hele planen.

Hvor er dens poler, og hvad er deres multiplicitet?

Vis, at s er periodisk med to perioder, der er line~rt

uafheenq Lqe over lR. Meromorfe funktioner, der udviser en

sadan dobbelt periodicitet, kaldes elliptiske: Det kan vises,

at der for hvert valg af et periodegitter _, udsp.cendt af 2 li-

ne~rt uafh~ngige perioder findes elliptiske funktioner. En

sadan funktion beh¢ver man blot atunders¢ge i et enkelt

periodeparallellogram fra gitret, id·et den blot vedbliver at

gentage sig selv.

Det er klart, at m~ngden af elliptiske funktioner h¢rende

til et givet periodegitter udg¢r et legeme af funktioner,

afsluttet med hensyn til differentiation. En hel, elliptisk

funktion er konstant.

Vis, at polerne for en elliptisk funktion i et periodeparal-

lellogram har residuer med sum O. Talt med multiplicitet er

der saledes mindst 2 poler. Vis ved hj~lp af s~tning 16.2,

at en elliptisk funktion antager hver v~rdi i t* det

samme antal gange pre periodeparallelogram. Vis dern~st, at

summen af de punkter i periodeparallellogram, hvor en v~rdi

a antages, kun ~ndres med en periode ved ~ndring af a.

De elliptiske funktioner er blevet s~rdeles grundigt under-

s¢gt, og de er nok de bedst kendte blandt aIle ikke elemen-

t~re funktioner. De optr~der i mange fysisk-tekniske anven-
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delse~, de l.s fordi de kan afbilde et r-ek t.anqeL konformt pa

en halvplan, dels fordi de er l¢sninger til visse ikke li-

ne~re differentialligninger, hvis line~re approksirnation

har l¢sninger, der udtrykkes ved trigonometriske funktioner.

6 • Vis, at 1JJ (z)
R

2 ( z - a )= 2 -
R -az

for lal < R definerer en afbiLd-

ning 1JJ: q:~* -+ <C* som afbilder cirkelskiven med centrum

o og radius R bijektivt pa sig selv. Hvis nu f er harmo-

nisk i cirkelskiven (kontinuert i den afsluttede cirkelskive),

-1
g~lder det sarrune for f 0 1JJ , og middelv~rdis~tningen

giver, at f(z) = f(1/1-1 (0)) = 21T[ r2TI
f(1/1-1 (Re i 8))d8 Pr¢v

J0

i dette integral at substituere den af 1JJ ved restriktion

til randen definerede afbildning udtrykt i vinkelmal, og

find derved et nyt bevis for Poisson's formel.

7. Lad E v~re cirkelskiven med centrum 0 og radius R, og

lad f: E ~ ¢ v~re holomorf og Re f(z) < M for aIle

z E E. Lad ~: ¢* ~ ¢* v~re en homografi, der afbilder

den ved Re z < M definerede halvplan bijektivt pa enheds-

cirkelskiven, saledes at f(a) afbildes i O. Angiv en sadan

homografi eksplicit. Nu kan ~ 0 f vurde.res ved h j ail.p af

Schwarz's lerruna. Overs~t denne vurdering til en vurdering

af f(z) ved M, F(a) og Izl.. Dette giver den st~rke-

ste form af Caratheodory's ulighed.
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XVIII

34.

1 • Vis, at polynomiet 4
w - zw - 1 for z i en omegn af a har

4 r¢dder, som er holomorfe funktioner af z. Find begyndel-

sen af potensr~kke udviklingen for den rod w = ~(z) der

tilfredsstiller, at ~(O) = 1 . L~g m~rke til, at polynomiet

kan skrives (iw)4 - (-iz) • iw - 1 , og udnyt det til at

finde begyndelsen af potensr~kkeudviklingernefor de andre

r¢dder. Angiv konvergensradius.

Polynomiets reelle nulpunkter udg¢r en reel algebraisk kurve

sammensat af 2 grene, som str~kker sig i det uendelige. Skit-

ser denne kurve, og vis, at polynomiet har 2 reelle r¢dder

w = l/J 1 (z) og w = l/J 2 (z), som er holomorfe pa hele IR.

Vis ogsa, at polynomiet i en omegn af ~ har 1 holomorf rod,

som har nulpunkt i ~, medens de ¢vrige r¢dder giver en

3-tydig forgrenet l¢sningsfunktion.

omegn af a har 4 l¢sninger, der er holornorfe funktioner af

z. Angiv de v~rdier af z

har 4 forskellige r¢dder.

for hvilke polynomiet ikke

Den reelle l¢sn~ngsm~ngde for ligningen er den velkendte

Lemmd ska.t, en kurve af form som et liggende ottetal med

selvgennemsk~ring i (0,0) Diskussionen ovenfor viser,

at selvgennemsk~ringen idette tilf~lde er en meget uskyldig

singularitet.

I virkeligheden er Lemmtskatren en sakaldt 'uri.i.kursaL kurve,
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d.v.s. den har en parameterfremstilling x = ~(t) ,

Y = 1/1 (t) , t E lR, hvor ~ og 1/1 er rationale funktioner.

Eftervis dette ved for hvert fast t at bestemme lemniska-

tens sk~ringspunkt med den cirkel, som har ligningen

Der bliver selvf¢lgelig mange sk~rings-

punkter, men fidusen er, at de aIle pa-1 n~r falder sammen

-i (0,0)

3. Den reelle l¢sningsm~ngde til ligningen

3 3
w - 3zw + z = a kaldes Descartes'

blade En n.a t LonaL parameterfremstil--

ling fAs ved for hvert t E ¢ at

udtrykke koordinaterne til sk~rings-

punktet med den ved w = tz bestemte

rette linie ved t. Descartes' blad

ser ud som skitseret pa figuren. De

nummererede dele af kurven giver

holomorfe reelle l¢sningsfunktioner
3_

1 pA ]0,00[,2 pA l~oo,V4[ og

3-
3 pA lO,V4[ Der er ialt 4 v~r-

w

z

dier af z, i hvis omegn ligningen ikke har 3 holomorfe

l¢sninger~ Angiv disse v~rdier, og vis, at der findes 1

holomorf l¢sning i en omegn af hvert af de 4 punkter, medens

de 2 andre l¢sninger er definerede pA en Riemann-flade med

2 blade over omegnen. (Udnyt, at ligningen er invariant ved

transformation

rod af 1.)

nAr er en kubik-
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Unders¢g, hvordan 1igningens Riemann-f1ade er opbygget g10­

baIt, idet bladene identificeres med de p& figuren med 1, 2

og 3 betegnede 1¢sninger. Unders¢g ogs&, om Riemann-f1aden

er forgrenet i 00.
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FOREL~SNINGSPLAN

1. forelcesning 0 til side 14, idet indledningen behandles kursorisk.nar

2 . forelcesning 0 til side 24.nar

3 . forelcesning 0 til side 34.nar

4 . forelcesning 0 'til side 46. Beviset for scetning 4.5 udelades.nar

5. forelcesning nar til side 55.

6. forelcesning nar til side 65.

7 . forelcesning nar til side 75.

8. forelcesning nar til side 84.

9 . forelcesning nar til side 93.

10. forelcesning 0 til side 103.nar

11. forelcesning nar til side 112.

12. forelcesning 0 resten.nar

I forarssemestre med kun 11 f or-eLaisn i.nqe.r f¢lges· .pLanen . far de 9

f¢rste forelcesninger, medens det resterende staf afkortes, sa det

kan nas pa 2 forel~sninger.
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Eksarnen

Eksamen i matematik 224 er en 2 timers skriftlig pr¢ve. Opgave­

s~ttet viI besta af nogle sp¢rgsmal, som kan besvares kort, samt en

residueregningsopgave. Der viI blive angivet et minimumskrav, f.eks.

rigtig besvarelse af 80% af sp¢rgsmalene og halvdelen af residueop­

gaven. Der viI v~re s¢rget for, at sp¢rgsmal og opgaver kan besvares

af enhver eksaminand, som har sat sig godtind ide f¢rstell kapitl~r

af forel~sningsnoterne, som i ¢vrigt rna medbringes til eksarnen lige­

som andre s~dvanlige hj~lpernidler~ Lommeregnere viI ikke v~re til

megen nytte.

Opgaves~ttet viI v~re suppleret med nogle alternative sp¢rgsmal

og alternative opgaver. Disse viI kunne erstatte de regul~re sp¢rgs­

mal og opgaver efter regIer, der viI Vffire anf¢rt. Det kan t~nkes,

at l¢sning af de alternative sp¢rgsmal og opgaver kr~ver kendskab

til de sidste kapitler i noterne, sa det giver en ekstra chance for

at klare eksamen, at man ogsa interesserer sig for dette stof.

Disse pensurnregler vil vcere gceldende ved konunende eksamener,'-lind­

til der i god tid gives meddelelse om, at ~ndrede regler kan ventes.

H. Tornehave
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Prototype pA et s~t eksamensopgaver i Mat 224.

AIle hj~lpemidler er tilladt, ogsA lommeregnere .

39.1

•
For at be s t.a eksamen krceves80 % af sp¢rgsmAlene og 50% af

residueregningsopgaven korrekt besvaret. Heri er de alternative

sp¢rgsmAl og opgaver ikke medregnet, men besvarelsen af disse

kan opveje mangler i besvarelsen af de egentlige sp¢rgsmpl og

de egentlige opgaver.

Sp¢rgsmal til kort besvarelse.

1. Angiv nulpunkterne for sin z2 og angiv deres rnultiplici-

teter.

2. Hvad er residuet af cot(z-sin z) i punktet z = 0 .

3. Hvilke singulariteter har

disse singulariteter.

1+z 2
--4 '
1+z

og hvad er residuerne i

4 •

5.

2Lad r veere liniestykket fra a - ia

r dzdet rigtigt, at gAr mod 0, nar
Jr Z

Find v~rdien af r e Z z-1 dz idet
Jr

med centrum 0 genneml¢bet mod uret.

Alternative sp¢rgsmal.

til a 2 + ia . Er

a gar mod 00 •

r er en cirkel.

f 11 ++, zz' 4
2

dz ,A1. Find veerdien af

r
idet r er en cirkel med
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centrum 0, og radius > 1 genneml¢bet mod uret.

A2. Find r 1
J cos z sin z dz ,
r

idet r er en cirkel med cen-

trum 0 genneml¢bet mod uret.

Res~dueregningsopgave.

Find r e
Z

Jr Z (z+1) (z+2) dz , idet r er en uendelig ret linie

parallel med den imagin~re akse, sk~rende den reelle akse

et positivt tal 09 genneml¢bet i den retning, hvor imagi-

n~rdelen vokser. Rad: Benyt en integrationsvej sammensat af

et segment af r og en cirkelbue med centrum 0, saledes at

vejen omslutter polerne.

Alternative opgaver.

AI. Vis, at (cot z)4 har en stamfunktion, sam er meromorf

i hele <C.

All. Vis, at en i hele planen meromorf funktion kan defineres

mod en endelig gr~nsev~rdi, nar

v~re cirklen med centrumved f(z) =

o og radius

1 Lad r
n

Vis, at r
Jr

n
n

f(z)dz

-+ 00 •

konvergerer
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Lidt bibliografisk vejledning

Af hensyn til utilfredse l~sere, der ¢nsker at se teorien fra

en anden synsvinkel, videbeg~rlige l~sere, der gerne vil forts~tte

l~ngere med teorien, og uheldige forhenv~rende l~sere, der af om­

st~ndighederne tvinges til at skaffe -sig n~rmere oplysninger om

specielle sider af teorien, anf¢rer vi her lidt oplysninger om den

omfattende litteratur om funktoner af komplekse variable.

Vi begynder med at n~vne nogle af de andre sma l~reb¢ger. Der

findes en forf~rdelig masse.

C. J. o. Jameson. A first course on complex functions. London

1970. Den har tidligere v~ret grundlag for mat. 224. Den er af

.lignend:e omfanq somfore·lcesnings.noterne, Jl~rm~st lidt mere

teoretisk.

Lars V. Ahlfors. Complex Analysis. New York 1953.

Den indeholder omtrent dobbelt Sa meget stof sam forel~snings­

noterne. Traditionel.

Henri Cartan. Theorie elementarie des fonctions analytiques d'une

ou plusieurs variables complexes. Paris 1861. Der findes en

engelsk overs~ttelse.

. Omfang som den foregaende. Den er et interessant fors¢g pa en

mere moderne fremstilling.

Leif Mejlbro. Kompleks Funktionsteori. Maternatisk Institut,

Danmarks tekniske H¢jskole.

Forel~sningsnoter til et dobbelt sa stort kursus som mat. 224.

De indeholder en del anvendelsesorienteret stbf.

Vi forts~tter nu med egentlige handb¢ger i hele teorien.

w. F. Osgood. Lehrbuch der Funktionentheorie. 1906, 3. udgave

n~sten u~ndret, ~pringer 1920.

Gammeldags, men udmcerket. L~rebogens andet bind om flere vari­

able ~g'om abelske funktioner virker til gengceld ret for~ldet.

Nyere l~reb¢ger af samme forfatter er rnindre interessante.
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L. Bieberbach. Lehrbuch der Funktionentheorie. Leipzig. I, 1921.

II, 1927.

Solid, men ikke scerlig spcendende. Afsnittene om garnma- og zeta­

funktionen kan anbefales.

A. Hurwitz, R. Courant. Vorlesung uber allgemeine Funktionentheorie

und, elliptische Funktionen. Springer 1922, 4. udgave 1964.

Interessant.

E. C. Titchmarsh. Theory of Functions~ . Oxford 1932, 2. udgaVe 1939.

Den har et uscedvanligt udvalg af 'emner, sa det anbefales at se i ,

den, hvis man ikke finder, hvad man s¢ger, has de andre.

c. Caratheodory. Funktionentheorie. Basel 1950.

Solid, men hcenger maske lidt for meget i et specielt synspunkt.

s. Saks, A. Zygmund. Analytic Functions. Warszawa 1952.

Trods ringe st¢rrelse er den let lceselig og ganske indholdsrig.

A. I. Marku~evi~. Teorija analiti~eskih funkzit. Moskva 1956.

Overscettelse.Theory of functions of a complex variable. N. Y.

1967 .

Det er en stor ag indholdsrig handbag. Pa vort bibliotek findes

kun bd. III af overscettelsen, men det er heldigvis det interes­

santeste - og Sa har vi da heldigvis originalteksten.

E. Hille. Analytic Function Theory. Boston I, 1959. II, 1962.

Det skal vcere en god bog. Jeg har ikke selv l~st den.

H. Bennke, F. Sommer. Theorie der analytischen Funktionen einer

komplexen Veranderlichen. Springer 1962.

Denne, sarnt b~gen af Marku¥evi~,er nok de mest indholdsrige

blandt de eksisterende handb¢ger i emnet.

Der er efterhanden skrevet adskillige b¢ger om funktioner af

flere komplekse variable. Her skal blot anf¢res 2 eksempler, men i

dem kan man finde mere udf¢rlige bibliografier.

H. Crauert, K. Fritzsche. Einfuhrung in die Funktionentheorie

mehrerer Veranderlicher. Springer 1974.

En moderne fremstilling af begyndelsesgrundene.
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H. Behnke, P. Thu11en. Theorie der Funktionen mehrerer komp1exer

Verander1ichen. Springer 1934. Helt omarbejdet udgave ved R.

R<?nunert 1970.

En righo1dig oversigt over :teoriensudvik1ing, men uden deta1­

jerede beviser. Omfattende bibliografi.

Vis1utter denne oversigt med nogle hAndb¢ger af mere speciel

karakter.

w. von Koppenfels, F. Stahlmann. Praxis der konformen Abbildung.

Springer 1959.

Righoldigt katalog over konforme afbildninger. I bogens f¢rste

del ordnede efter afbildende funktioner, i den sidste del efter

omrAder at afbilde. Mellem de to afsnit et indskud om numeriske

rnetoder.

C. Caratheodory. ConforIn:q.:] Representation. CambrrLdqe 1932.

Teoretisk behandling. En lille, klassisk bog.

J. A. Jenkins. Univalent functions and conformal mappings. Sprin­

ger 1958.

Hvilke potensrcekker fremstiller funktioner, der afbilder enheds­

cirkelskiven injektivt? Dette er et vanskeligt problem, som har

beskceftiget mange matematikere, men som langt fra er l¢st. Bogen

giver en oversigt over udviklingen og en grundig bibliografi.

E. Landau. Darstellung und Begrlindung einiger neuerer Ergebnisse

der Funktionentheorie. Springer 1929.

En lille klassiker. Mest om potensr~kker. Noget, men ikke kata­

strofalt forceldet. Overkommelig for den,' der ¢nsker at pr¢ve at

lcese Landau.

H. Weylc Die Idee der Riemannschen F1ache. Leipzig 1913.

Ber¢mt klassiker.

R. Nevanlinna. Uniformisierung. Springer 1953.

Beviset.for at en Riemann-flade har en parameterfremstilling.

Bogen er ret gammeldags og noget tung at l~se.

L. V. Ahlfors" L. Sario. Riemann Surfaces. Princeton 1960.

En behagelig og ud~¢rlig fremstilling.
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R. Nevanlinna. Eindeutige analytische Funktionen. Springer 1953.

Det er Nevanlinnas klassiske teari om meromorfe funktioners

v~rdifordeling. Sp~ndende, men sv~rt.

M. L. Cartwright. Integral Functions. Cambridge 1956.

En lil1e, mere let l~selig introduktion til Nevanlinnas teori.

H. Wittich. Neuere Untersuchungen tiber eindentige analytische

Funktionen. Springer 1955.

En kortfattet oversigtover den seneste udv i.kLf.nq af Nevanlin....

nas teori med en udf¢rlig bibliografi.



01 •

Blandede opgaver.

Meningen med dette endnu ikke eksisterende afsnit er, at det

ved Lder Lqe menneskers hjcelp skal vokse sig stort og uoverkommeligt.

Imidlertid starter vi(~'det pa overkommelig vis med en enkelt let

opgave.

1 * Lad o ~ <C veere aben, c E 0 et punkt, f: O'{c} -+ <t en holo-

morf funktion med en enkelt pol i c , og y: ] -1 ,1 [ -+ 0 en

C1 bevcegelse med y (0) = c og y' (0) * 0 . Vis, at

r-o
f (y(t) )y' (t) dt + r1

f (y(t) )y' (t) dt
J-1 J<5

,

hvor <5 > 0, gar mod en gr~nsevcerdi A for <5 -+ rr. Vis,
--

at en tilstrcekke-lig-lille' cirkel T med centrum c-sk~rer

banen for y i netop 2 punkter, og v~s, at A er aritmetisk

middelveerdi af integralerne af f langs de to veje, der repr~-

senteres af y med stykket indenfor r erstattet med det ene

eller det andet af de to stykker, hvori r deles af banen for

y •

2. Konstruer en Riemann-flade, pa hvilken det flertydige udtryk

V1+VZ definerer en entydig holomorf funktion.
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Samme metode som i XI,8a E ]-1,1[.forUdregn roo xalog. x
dx

J O(x+1 ) 2

kah b~uges, men sA bliver der ogs& brug for resultatet af XI,8 i

3 •

det specielle tilf~lde q = 2.

4 . Udregn J
-oo

cosh ax
dxcosh ax

-00

for o < ex < 13. For hvilke komplekse v~r-

dier af ex og 13 er integralet konvergent. Idet ex E JO,oo[ er

fast valgt, er den fundne v~rdi for integralet en funktion af a,

som er holomorf i ¢ p& n~r isolerede singulariteter. Angiv disse

singulariteter, deres art og deres eventuelle rnult~plicitet. For

hvilke komplekse v~rdier af ex og a er den fundne holomorfe

funktion lig med integralets v~rdi?

5. Sanune sp¢rgsmal sam i opgave 4 for J:oo~~~~ ~~ dx.

for a E ]0,00[. Metoden fra opgave V,4
2~n~'I, " . xdx '

6 • Udregn J0 'cosh a+CDS x

kan bruges, men integralet langs den angivne vej bliver ikke nul,

da n~vneren har etnulpunkt i halvstrimlen.

7. Bestem koefficienterne i potensr~kkeudviklingen

1
_., 2 3 4

(1 -x) (1·~x ) (1 -x ) (1 -x )

00

= I
n=O

n
a x

n

Vis dern~st, at a er antallet af l¢sningss~tn

hele tal > O. (Selve bestemmelsen af potensr~kken sker lettest

efter dekomposition af venstre side. Det fremg&r ikke umiddelbart

af resultatet, at koefficienterne bliver hele tal. Opgaven er en

s&kaldt pengevekslingsopgave) .
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