FORORD 1981

Den hermed foreliggende udgave af forel®sningsnoterne til
matematik 224 er et uandret optryk af de i fordrssemestrene 1980
og 1981 benyttede noter bortset fra, at de opdagede trykfejl er

blevet rettede, samt at der er vedlagt en side med korte kommen-

tarer til 2 beviser.



FORORD.

Efter at den forelgbige udgave af mine forelasningsnoter
til mat 224 har veret brugt i foridret 79 og fungeret tilfreds-
stillende, fremkommer de hermed i en mere permanent udgave.

Kapitel 3, som jeg var utilfreds med, er ret sterkt omar-
bejdet. Desuden er nogle kortere mislykkede afsnit skrevet om,
og en del fejl er rettede. Forhdbentlig er der ikke opstaet alt
for mange nye.

En tak til mine instruktorer J.P.R. Christensen og K.B.
Laursen fra foraret 79 for nyttige diskussioner og pavisning
af nogle fejl. En sardeles varm tak til Lektor Leif Mejlbro,

} DTH, - som har forazret mig indholdsfortegnelse og stikordsregi-
ster, samt megen opmuntring, uanset, at han er forfatter til

et konkurrerende arbejde.

H. Tornehave



Erfaringer fra ¢gvelserne har afslgret, at et par beviser hen
mod slutningen af forelasningsnoterne er lovligt kortfattede.

Derfor fglgende kommentarer:

Side 106 linie 3 f.n.: Det er klart nok, at loglf(z)|l er kon-
stant i é . S& er 1log f(z) = loglf(z)|l + i arg £(z) lokalt
veldefineret i §Q , og da den har konstant realdel, giver Cauchy-

Riemann's ligninger at dens imaginzrdel har begge partielle diffe-
rentialkvotienter 0, sd imaginardelen er lokalt konstant. S& er
log f(z) 1lokalt konstant, og dermed er f(z) = e log f(z) 1lokalt

konstant, altsd konstant.

Side 107. Anden og tredie linie i beviset for setning 16.3 erstat-

tes med fglgende:

og for R1 € ]J0,R[ har vi for Iz-al = R1 vurderingen (g(z)| <
;4 , og af satning 15.2 fglger, at den ogsad galder for

1

lz=al < R1 , ©Og da R1 kan valges vilkdrlig tet ved R , har
vi Ig(z)l < M for alle

R
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MAT 224

0. Indledning.

Oldtidens matematikere kunﬁe lgse andengradsligninger, og
de var selvfglgelig klar over, at ikke alle andengradsligninger
har lgsninger. I renzssancetiden fandt matematikerne metoder til
lgsning af trediegradsligninger, men det viste sig, at lgsning
af en trediegradsligning med 3 forskellige reelle rgdder kravede
lgsning af en andengradsligning uden lgsninger. Fgrst da blev det
vigtigt at kunne regne med negative tal og med kvadratrgdder af
negative tal; I det attende arhundrede regnede matematikerne i
betydeligt omfang formelt med V?T og Euler kendte eksponential-
funktionen og de trigonometriske funktioner af komplekse variable.

I 1746 gav d'Alembert et geometrisk-heuristisk "bevis" for
algebraens fundamentalsatning. Gauss skrev sin doktordisputats i
1797, men den blev fgrst udgivet i 1799. Den var et forsgg pa at
udfylde hullerne i d'Alemberts bevis.

Alt dette foregik uden at en bare nogenlunde pracis indfgrel-
se af de komplekse tal var til radighed. En sddan gennemfgrtes af
C. Wessel i 1798, men hans afhandling forblev updagtet i et &arhun-
drede. Et lignende arbejde af Argand (1806) og det vakte fgrst in-
gen interesse, men syv ar senere blev det opdaget og i tyverne
gav det anledning til en hidsig diskussion, i hvilken dog ingen
af den tids betydeligere matematikere tog del. Endelig udgav Gauss
sin indfgrelse af de komplekse tal i 1831, men inden da var mange
nye funktioner af komplekse variable blevet grundigt undersggt af

Abel, Gauss, Jacobi m.fl.
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I 1813 skrev Gauss en afhandling om Gravitationsfelter, og
den giver flere eksempler pa, at et rumintegral over et omrade
kan skrives som et fladeintegral over omréddets rand, men den ge-
nerelle satning, vi nu kalder Gauss' integralsetning, findes ikke
her. I Green's afhandling fra 1828 findes den heller ikke, men
til gengald Green's formel, som er noget mere subtil. Den vigtig-
ste form af saztningen blev vist af Stokes i 1854. Cauchy beskaf-
tiger sig med lignende problemer i en afhandling fra 1825, men
fprst en snes a&r senere formulerer han resultatet som Cauchy's
integralsatning.

P& grund af disse resultater er der en intim forbindelse mel-
lem funktioner af komplekse variable og fundamentale potentialteo-
retiske spgrgsmadl, og det betinger en hel del vigtige fysisk-tek-
niske anvendelser. Mere generelt finder teorien anvendelse ved be-
handling af partielle differentialligninger, som igen har mange
anvendelser.

At teorien for funktioner af komplekse variable fremtrader
som s@rdeles forskellig fra teorien for funktioner af reelle va-
riable beror fgrst og fremmest pd, at differentiabilitet i det
komplekse tilfelde er en eksklusiv egenskab, sa differentiable
funktioner bliver ngdt til at vere veldig pazne. Som fglge deraf
kan man vise utroligt pracise generelle satning om dem, og resul-
tater af denne slags indtager en meget stor plads i den matemati-
ske litteratur siden 1850. Siden 1920 er udviklingen dog géet hur-
tigere pad andre omrdder end funktioner af en kompleks variabel.

Teorien for funktioner af flere komplekse variable udviklede sig
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yderst langsomt indtil 1920. Sa begyndte det at ga hurtigere og
omkring anden verdenskrig var udviklingen eksplosiv.

Allerede Cauchy beviste, at de differentiable funktioner af
komplekse variable er netop de funktioner, der kan udvikles i en
konvergent Taylorrakke i en omegn af ethvert punkt af definitions-
omrddet. Pa den tid var der nogen tvivl om den rigtige definition
af funktionsbegrebet. Man forestillede sig, at en "rigtig" funk-

tion var givet ved et "analytisk" udtryk som
2 (si 2
£(z) = e“(sin z - z)arc tg(1-- z),

medens mere kunstige udtryk som |[z|, max(|z]|, |1-2]) ikke aner-
kendtes som "rigtige" funktioner. Det fgrte til, at differentiable
funktioner af komplekse variable blev kaldt "analytiske", men de
fik ogsd efterhdnden mange andre pzne navne som "regulare", "mono-
gene" eller "holomorfe". Den sidste betegnelse er nu den mest be-
nyttede.

En mere systematisk generel teori for funktioner af en kompleks
variabel udvikledes i drhundredets sidste halvdel fgrst og fremmest
af Weierstrass, som formulerede en eksakt teori baseret pad potens-
rekker, og af Riemahn, der opstillede en mere anskuelig geometrisk
teori, som ikke ﬁar helt eksakt, men den udrettede mere. Efter ud-
viklingen omkring érhuﬁdredeskiftet, iszr Jordans kurvesztning og
aksiomatiseringer af geometrien, blev ogsa Riemann's teori eksakt
formuleret, og det er den vor fremstilling bygger pa.

Udover den allerede omtalte fysisk-tekniske sammenhzng fin-
der holomorfe funktioner anvendelse pd mangfoldige omrédder, og
det beror pa, at man kan regne med dem. Hvis et problems lgsning

kan udtrykkes ved holomorfe funktioner, kan man ogsd programmere
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en numerisk beregning af lgsningen, s& man ikke er henvist til
tabeller.

Det centrale emne for dette kursus er residueregning, en me-
tode til eksplicit udregning af bestemte integraler. Metoden er et
nyttigt supplement til anvendelser af integraltransformationer og
lidt mere indirekte kan den bruges til bevis for identiteter (sum-
mationsformler), som finder anvendelse i kombinatorik og sandsyn-
lighedsregning. Dertil kommer interessante anvendelser i talteori.

ﬂ I ¢vrigt indgdr holomorfe funktioner som en bestanddel af funk-
tionalanalyse, som et fundamentalt element i Liegruppeteori, samt
i nogle fysiske teorier.

Et vaesentligt formdl med dette kursus er at lare deltagerne
at forsta emnet, sdledes som det indgdr i litteraturen indenfor di-
verse anvendelser. Derfor har vi bevaret brugen af en del gammeldags
udtryksformer, som stadig finder udstrakt anvendelse, selv om de
fra moderne formelt matematisk synspunkt er ukorrekte. Nar vi in-
troducerer den slags, vil vi selvfglgelig som gode matematikere ha-
ve pegefingeren og sige, at sadan noget kan man ikke tillade sig -

og sd er det jo ikke si& farligt.



MAT 224 -5 -

1. ¢. Repetition.

Med (¢ Dbetegner vi den komplekse plan. Egentlig er det pla-
nen, altsd det 2-dimensionale vektorrum IR2 udstyret med en mul-
tiplikation. Basisvektoren (1,0) er neutralelement for multipli-
kationen og betegnes derfor 1. Den fgrste koordinatakse omfattende
alle punkter (x,0) kaldes den reelle akse, og vi skriver x for
(x,0) = (1,0)x = 1.x. Vi skriver 1 for den anden basisvektor
(0,1), og mengden af punkter i.y = (0,y) udggr den anden koor-
dinatakse, den imaginazre. Det generelle komplekse tal er (x,y) =

x+iy, og multiplikationen defineres ved

(x+iy) (x'"+iy") = xx' = yy' + i(xy'+yx')

svarende til,'at i2 =-1, samt at den associative, den kommutative

og de distributive love galder. Man dividerer ved at "skaffe reel-

navner".

x+iy _ (x+iy) (a-ib) _ ax+by + 4 ay-bx

atib _ (a+ib) (a=-ib) 2412 = 2,02

Vi bruger ogsd polare koordinater (r,6), s& vi har

x+iy = r(cos® + i sing),

og r = |x+iy| er tallets numeriske verdi (ogsd@ kaldet modul eller
modulus), medens 6, som ikke er fastlagt for z = 0 og for 1z #
kun er fastlagt p& nar et helt tal gange 2w, er tallets argument
(tidligere kaldet amplitude). Med Arg(x+iy) betegner vi det argu-

ment, der ligger i J]-w,w]. Vi bruger arg(x+iy) som betegnelse
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for et ikke narmere specificeret argument (og husker den ngdven-
dige korrektion, ndr det optrader flere gange i samme ligning).
Multiplikation sker ved at multiplicere de numeriske vardier og

addere argumenterne. Derfor gelder Moivres formel
(r(cosp + i sine))n = rn(cos ng + i sin ng),
og ligningen z" = a = r(cosp + i sing) har de n lgsninger

z = an (cosgi%Eﬂ + i sin Qi%El), p=20,...,n-1,

og de er netop vinkelspidser i en regular n-kant indskrevet i cirk-
len med centrum 0 og radius an.

Det komplekse tal z = x+iy har det konjugerede tal 2z = x-iy.

Den ved ¢(z) = Z definerede afbildning ¢: ¢ - ¢ er en automorfi,
idet z1:Fz2 = z1+z2 og 2122 =2,z - Fra geometrisk synspunkt er

@ en spejling i den reelle akse. Spejling i den imagin&re akse er
givet ved y(z) = -Z.

For x,y € R og 2z = xt+iy kalder vi x den reelle og vy

den imaginere del af 2z, og vi skriver x = Re z, y = Im z. Vi har
1. .= . R P 2 _ —
Re z = 2(z+z), Im z = 2j_(z zZ), lz|™ = 2z zZ.

Vi vil ofte tale anskueligt om den
komplekse plan ¢, og vi vil sd fore-

stille os (¢ som papirets eller tavlens \

plan med den imaginare akse rettet lod-

ret opad og den relle akse rettet mod hgj-

re. Vi lader derfor den reelle akse dele
¢ i den ¢vre og den nedre halvplan, medens den imaginare deler C
i venstre og hgjre halvplan. Begge akser pd engang deler ¢ i 4

kvadranter, der nummereres som vist pa figuren.
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Vi minder om, at en punktmengde i ¢ er omegn af et punkt
a € ¢, hvis den indeholder en cirkelskive med centrum a og
positiv radius. En punktmengde i ¢ er &ben, hvis den er omegn
af hvert af sine punkter. Hvis O c ¢ er dben og f: O > C en
afbildning, er f kontinuert, hvis og kun hvis enhver &dben mangde
i ¢ har &ben originalmengde ved £. Analogt kan vi tale om kon-
tinuitet af afbildninger v: [a,b] = ¢ og g: O » IRR. Vi har de
velkendte regneregler for kontinuerte afbildninger.

Ved en bevagelse (kurve) i en mengde O c € forstar vi en
kontinuert afbildning y: [a,b] - 0. Billedet vy ([a,b]) er beve-
gelsens bane. Hvis w:[a1,b1] - [a,b] er kontinuert, strengt vok-
sende og bijektiv, er Yy o : [a1,b1] -» O en bevagelse med samme
bane som Y. Vi siger, at yYo¢ fé&s af vy ved transformation med
. At bevegelser fas af hinanden pad denne mdde for passende ¢ er
en akvivalensrelation p& mangden af bevagelser, og hver akvivalens-
klasse kaldes en vej. En sddan angives ved en reprasenterende bevea-
gelse (parameterfremstilling). Vi siger, at den ved vy:[a,b] » O
reprasenterede vej begynder i vy(a) og ender i y(b), eller, at
den gar fra vy(a) til +y(b). En bevagelse (vej) vy:[a,b] - O
kaldes simpel, hvis vy er injektiv, lukket, hvis vy(a) = yv(b), og
simpel lukket, hvis yl[a,b[ er injektiv og vy(b) = y(a). Hvis
vy: [a,b] » O er en bevagelse, og o: [a1,b1] - [a,b] er kontinuert,
strengt aftagende og bijektiv, siger vi, at vy o o: [a1,b1] - 0
repraesenterer en vej, som er modsat til den ved Yy reprasenterede.
Det er oplagt, at dette giver mening, og at en vej har netop 1 mod-
sat.

Hvis Yq: [a1,b1] - O og Y2=[a2,b2] - O reprasenterer simple
veje med samme bane, -er Y;I 0y 4 [a,l ,b-1] Y - '[a2,b2] en kontinuert bijektiv

afbildning. Hvis den er voksende, er vejene identiske, og hvis den
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er aftagende, er de modsatte.

Hvis Yq [a1,b1] - 0 o9 v,: [az,bz] - O reprasenterer
veje, og y1(b1) = y2(a2), kan man finde en kontinuert, strengt
voksende, bijektiv afbildning o: [b1,bé] - [a2,b2], og sa vil
Yy ©9 Y,09 tilsammen definere en bevagelse y: [a1,bé] - 0.
Det er klart, at den ved Yy reprasenterede vej ikke afhanger af
valget af de reprasenterende veje Y1 99 Y, eller af ¢. Vi
siger, at den er fremkommet ved at sette den ved Yo reprasente-—

rede vej efter‘den ved Y4 reprasenterede.

Lad nu O ¢ ¢ vare en &ben mangde, og A,B € O vilkarlige
punkter. Hvis der findes en vej i O fra A til B, altsa en
vej reprasenteret ved en bevagelse y: [a,b]l » ¢ med vy(a) =A og y(b) =B,
siger vi, at A og B kan forbindes i 0. Dette er en @kvivalens-
relation p4d O, og @kvivalensklasserne kaldes kurvekomponenterne
af O.. Det er oplagt, at kurvekomponenterne er abne mengder.

En dben mezngde O < ¢ kaldes (kurve-)sammenhangende, hvis den
kun har 1 kurvekomponent. Abne sammenha@ngende mengder spiller en
stor rolle (har spillet en for stor rolle) i teorien for funktioner
af komplekse variable. Derfor har de faet den s@rlige betegnelse
omrdde (eng. region, tysk (das) Gebiet).

Vi skal jo i gang med at bevise en lille smule, men vi vil

ikke overdrive, sa vi begynder med noget yderst simpelt.

Definition 1.1. Lad M c ¢ vere en vilk&rlig mengde. En funk-

tion f: M » ¢ kaldes lokalt konstant, hvis hvert punkt a € M

har en omegn U c ¢, sdledes at f er konstant pd U N M.

Det er klart, at en lokalt konstant funktion er kontinuert.

Vi er interesserede i fglgende nemme satning:
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Sztning 1.2. Lad O < ¢ vare dben. En funktion £f: O -> ¢ er
da lokalt konstant, hvis‘og kun hvis £ er konstant pa hver kur-

vekomponent af O.

Bevis. Det er klart, at "hvis" galder, da kurvekomponenterne
af O er &dbne. Lad nu f: O » ¢ vare lokalt konstant, og lad

Yy: [a,b] » O vere en bevagelse. Vi definerer
T = sup {t€la,b]l|f(y([a,t])) = {£(y(a))l}}.

S& har vy(t) en omegn U c O, s& f er konstant pd U, altsé
f(U) = {f(y(t))}. Men da vy afbilder en omegn af T ind i U,
medfgrer dette, at £(y(t)) = £(y(a)), og s& vil vi f& modstrid
med definitionen af T, hvis ikke T = b. Altsd har f samme

verdi i y(a) og vy(b) o0g generelt samme vardi i alle punkter

af kurvekomponenten. Dermed er satningen bevist.

Det er naturligt at definere en vilkarlig mangde Mc ¢ som
sammenh&ngende, hvis enhver lokalt konstant funktion f: M - ¢
er konstant. Af satning 1.2 fglger, at dette
begreb er ensbetydende med kurvesammenhang,
hvis M er adben. P& den anden side vil for-
eningsmengden af en cirkel med en kurve,
der gar asymtotisk mod den (se figuren) vare
sammenh&ngende, men ikke kurvesammenhangende.
Dette vises ret let, men vi vil ikke ofre

tid p& det.

Lad S « ¢ vere enhedscirklen. En afbildning ¢: [a,b] » S

er givet ved
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_ (2m (t-a) N, .. (2n(t-a)
@(t) = cos Y_B:E_'+ d}-+1 sin \ "B + d/.
Den afbilder [a,bl bijektivt p& S, og desuden er
¢(a) = @(b) = cos d + i sin d. Hvis vy: [a,b] » ¢ er en simpel,

lukket kurve, kan vi derfor definere ?; S » ¢, sdledes at
Y = 7()@, og sa bliver ? kontinuert og afbilder S Dbijektivt
(endda homgomorft) p& Y(S) = y(la,bl).

Hvis ¢Y: S » S er en bijektiv afbildning, kan vi valge et
vilkarligt punkt cos d + i sin d € S og satte Y(cosd+ isin d)
=cos B + i sin B. For t € [a,a + 2n[ har vi da P(t) € [B,B+2n][,
s8ledes at PY(cost + i sint)= cosVP(t) + i sinP(t), og derved
f&r vi abenbart en afbildning ﬁ: [a,a + 2n[ - [B,B + 2n[, som
er kontinuert og bijektiv, samt enten strengt voksende eller
strengt aftagende. Hvis den er voksende, siger vi, at ¢ bevarer
orientering, og hvis den er aftagende, siger vi, at ¢ skifter
orienteringen.

En simpel, lukket vej kaldes ogsa en Jordan-kurve pa grund
af Jordan's s@tning, om at den deler planen. Denne setning vil
ikke f& betydning for vor gennemgang af funktionsteorien, men den
er essentiel for visse videregdende undersg@ggelser.

Vi kommer til at beskazftige os en hel del med omréader i ¢,
begransede af Jordankurver, men disse vil altid vere sa ukompli-

cerede, at deres deling af (¢ vil vere helt indlysende. De vil i

reglen vare opbyggede af liniestykker og cirkelbuer. Vi illustrerer

ved et par figurer, hvordan de f.eks. kan se ud.

003 B2
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Vore helt konkrete vedteagter om den geometriske placering af
¢ muligggr en konvention om orientering af et omrddes rand. Ret-
ningen mod urviserne regnes positiv, og vi benytter den for ydre
rande, medens vi benytter den modsatte orientering for de indre
rande, som vi har markeret ved pile p& figurerne. Vi kan give
det en anden anskuelig drejning ved at sige, at randen skal gen-

nemlgbes, sa man har omradet pa venstre hand.

2. Differentiation.

Vi definerer differentiabilitet og differentialkvotient for

funktioner af en kompleks variabel ganske som vi gjorde det for

funktioner af en reel variabel.

Definition 2.1. Lad O ¢ ¢ vare en aben mengde af f: 0 » ¢

en funktion. Vi siger da, at £ er differentiabel i punktet

z € 0, s&fremt differenskvotienten h—1(f(z+h)-f(z)) har en
gransevaerdi for h -» 0. Denne grenseverdi kaldes differential-
kvotienten af f i punktet z. Hvis f er differentiabel i
ethvert punkt =z € 0, kaldes f differentiabel i 0. Differen-
tialkvotienten af £ i punktet =z betegnes £f'(z), og den der-
ved definerede funktion f': O - ¢ kaldes differentialkvotienten

(eller den afledede) af £.

. ° d
. = W ] = =
Vi skriver ogsa w f(z) og 3z £f'(z) 3z f(z) som
for funktioner af reelle variable.
Stgrrelsen h 1 differenskvotienten h_1(f(z+h)-f(z)) ma

velges s& z + h € O, men dette vil vare opfyldt for |h|l < r,

hvor r er et positivt tal, s& h kan antage alle komplekse
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verdier i en vis &ben cirkelskive med centrum 0.

Definitionen af differentiabilitet er en tro kopi af defini-
tionen for differentiabilitet af afbildninger f: I - IR eller
f: I - ¢, hvor I er et interval. Vi kan derfor kopiere en hel
del af teorien fra reelle variable. Fgrst og fremmest har vi

den anden form for betingelsen for differentiabilitet.

Setning 2.2. At f: O » ¢ er differentiabel i et punkt a € O

er ensbetydende med, at der galder en relation
f(at+h) - f(a) = £'(a)h + ¢(h)h,

hvor ¢ er en funktion, som er defineret i en omegn af 0, er

kontinuert i 0 og tilfredsstiller, at ¢(0) = 0.
Bevis. Det er bare en helt simpel omskrivning af definitionen.

Vi er kun interesserede'i differentiabilitet i &bne mangder.
Derfof formulerer vi kun de naste satninger for dette sarlige til-
felde. De er kopier af tilsvarende satninger for reelle variable,
og det er beviserne ogsd. Vi anfgrer alle satningerne, men udfgrer

kun et af beviserne.
Setning 2.3. En differentiabel funktion f: O » ¢ er kontinuert.

Setning 2.4. Lad £f,g: O » ¢ vare differentiable funktioner. Da
er f+g: O » ¢ differentiabel med differentialkvotient f'+g',
og fg: O - ¢ er differentiabel med differentialkvotient

f'g + fg'. Hvis g ikke er O0O-funktionen, og O1 er den &bne
mengde O N g_1(0), er = 0

Ve '
tialkvotient §;547£3— .
g9

Q|+h

1 -» ¢ differentiabel med differen-
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Setning 2.5. Lad O og O1 vere abne mengder i ¢ og lad

f: 0> ¢ og g: O1 -» ¢ vare differentiable funktioner med

£(0) ¢ 01. Da er gof: O > ¢ differentiabel, og dens diffe-

rentialkvotient i z € O er g'(f(z))£f'(z).

Setning 2.6. Lad O og O1 vere abne mengder i ¢. Lad

f: 0> 0 vere en bijektiv differentiabel afbildning med den

1
inverse afbildning g:'Q1 - 0. S& er g differentiabel i
w = f£(z) € O, hvis og kun hvis £f'(z) # 0, og sa er f'(z)g'(w) =1.

(Betingelsen f'(z) *# 0 viser sig senere at vare opfyldt auto-

matisk, se satning 17.2).

At setning 2.3 galder fglger umiddelbart af setning 2.2,
Beviserne for de 3 andre satninger gdr ogsa som i det reelle.
Lad os ngjes med at vise sa&tning 2.5. Vi betragter a € 0, a+h € O,

b = f(a) € O1 1°
vil % -» f'(a) for h - 0. Da g er differentiabel, giver sat-

ning 2.2 relationen

og b+k = f(ath) € O Da f er differentiabel,

b gte @) -gte@) ) = n 7 (g —gb) =g mIEscmE
og for h >0 galder k » 0 og (k) - 0. Heraf fglger sztning-

en umiddelbart.

Et polynomium

n
P(z) = a z +a 2 + eee+a,z +a. , a

n-1 1 0 Trrrdy €¢

O’

definerer en differentiabel afbildning P: ¢ » ¢, og differential-

kvotienten er givet ved
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. _ n-1 _ n-2_ .
P'(z) = na z + (n 1)an_1z + +2a,z+a,.
. , . P(z) .
Hvis P(z) og Q(z) er polynomier, giver o(z) ©° differen-
tiabel funktion pd komplementarmengden til mengden af rg¢dder i
Q(z) .
Eksempel. Hvis «o,B,Y,8 € €, v #* 0,va6 -By *# 0 definerer
_ oz +B
©(z) = vz + &

en differentiabel funktion ©: € ~ f-g} > ¢. Den afbilder bijektivt

p& billedmangden ¢ ~ {%}, og den er differentiabel med

ad - By

0'(z) =
trz +6)

Hvis O < ¢ er en adben maengde, har vi en tilsvarende &ben mang-

2

de O c R defineret ved

0 = {(x,y) < ]RZI X + iy € 0},

og hvis f: O - ¢ er en funktion, har vi tilsvarende funktioner

f f.: 0 » IR, sd& vi har

r' i
f(x+iy) = fr(x,y) + ifi(x,y).

Omvendt vil denne relation for vilkadrlige f fi: 0 - IR definere

rl
en funktion f: O -» ¢. Det er klart, at £ er kontinuert, hvis og

kun hvis £, og fi er det.
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Vi minder om, at en funktion g: O » R kan vere mere eller
mindre differentiabel. Den svageste form for differentiabilitet
er eksistens af partielle afledede S%g(x,y) = g'x(x,y) og
E%g(x,y) = g'y(x,y), som er differentialkvotienterne af de funk-
tioner, der fé&s ved at give en af de variable en fast wvardi. Den
naeste grad er den, der benavnes differentiabilitet, og den kraver

eksistens af en relation

g(x+h,y+k) - g(x,y) = A(x,y)h + B(x,9)k + o y(h,k)¢h2+k2 ,

14

hvor o er kontinuert i (0,0) og a (0,0) = 0. Funktioner-
X, ¥ X,y

ne A og B er netop de partielle afledede 5%9 og . En

_9
oy
differentiabel funktion er kontinuert. Den stearkeste form for dif-
ferentiabilitet er eksistens af kontinuerte partielle afledede, og
hvis g opfylder det, kaldes g en C1—funktion. En C1—funktion

er differentiabel. Hvis dens partielle afledede igen har kontinuerte

partielle afledede, kaldes den en C2-funktion 0.S.v. Vi minder om,

at vi i dette tilfalde har g% g% g(x,y)lﬁré%ngi g(x,y) , sa vi bare
‘har 3 anden ordens afledede
52 52 52
—9(x,y) = 9",(x,¥7), 55559 (x,y) = gl (%x,y) og —9(x,y) = g",(%x,y).
52 %2 X3y Xy 52 y2

Vi skal nu vise den sa@tning, der fortaller at differentiabili-
tet af funktioner af en kompleks variabel er en eksklusiv egenskab.
Vi inddrager differentiabilitet af funktioner af to reelle variable,
og det er virkelig den "mellemste" slags differentiabilitet fra rede-

ggrelsen ovenfor, der er tale om.




MAT 224 - 1l6 -

Setning 2.7. Lad O ¢ vere aben og f: O > € en funktion. Vi

nn

anvender skrivemdden

u+ iv = w f(z) = f(x+iy) = fr(x,y) + ifi(x,y).

Lad 1z, = % + iyo € O vare et vilkarligt punkt. S8 er £ dif-
ferentiabel i Zgr hvis og kun hvis fr og fi begge er diffe-
rentiable i (xo,yo) med partielle differentialkvotienter, som til-

fredsstiller betingelserne

D ] ] = - 9
3xtr For¥o) = 3yfi (Xgr¥o)i 3yf (%gryg) sxt1(Xor¥g) o
og differentialkvotienten af f er sa givet ved
F'(2) = 2f (o ,vd + A, (x,y.) = f (% 7)) - i (X ,y.) o
o) T axtrForYo? T exti FerYol T ox oo ayr 0¥

Bevis. Lad f vere differentiabel i zy - Vi skriver
f'(zO) = A + iB ,

og der findes sa& en funktion a(h+ik) = g(h,k) + iy(h,k), som er

kontinuert i O med verdi O, s& vi har relationen
f(zy+th+ik) - £(z,) = (A+iB) (h+ik) + (B(h,k)+iy(h,k)) (h+ik).
her er
f(ZO+h+ik)‘fCZd)‘= fr(x0+h1y0+k)—fr(xo,y0)+i(fi(x0+h,yo+k)—fi(x0,y0»f,=
og ved at indseztte dette og oplgse i real- og imaginerdel far vi

£, (xg*th,yg+k) - £ _(xp,y)) = Ah - Bk + g(h,k)h - y(h,k)k

fi(x0+h,yo+k) - fi(xo,yo)

Bh + Ak + y(h,k)h + g(h,k)k.
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Idet vi skriver «r = \/h2+k2 og bruger omskrivningen

8 (h,k)h - y(h, Kk = (8(h,K)2 - v (0,105 h2k?

og den analoge for vy (h,k)h + g(h,k)k, ser vi, at fr og fi

virkelig er differentiable i (xo,yo) med

- _9 - 0 . - - _9 - 9
(1) A= gt (x0ryg) = 5ofs (X0,¥g) s B = = 52 (x0,v() = 53f; () -

Dermed har vi vist "kun hvis", og samtidig har vi fundet de i sat-
ningen angivne udtryk for f'(zo).

Lad nu fr og fi opfylde de i sztningen anfgrte betingelser.
Vi definerer A og B ved (1), og der vil s& findes funktioner

g(h,k) og yth,k), som er kontinuerte i (0,0) med verdi 0, sa

vi har relationerne
2+k2

Bh + Ak + v (h,k) vhZ+k? .

fr(x0+h,y0+k) - fr(xo,yo) = Ah - Bk + B(h,k) vh

fi(x0+h,y0+k) - fi(xo,yo)

Ved at multiplicere den sidste relation med i og derefter addere

dem, f&r vi

£(zyth+ik) - £(z,) = (A+iB) (h+ik) + (B(h,k) + iy(h,k)) vho+k® .

0)
24k
Vi definerer ¢ (h+ik) = (g(h,k) + iy(h,k))——HIIE , Og sa er o

kontinuert i 0 med verdi 0, og derved far vi netop den relation,

der viser, at f er differentiabel i Zy - Dermed er satningen
bevist.
Hvis w = u+iv = f(z) = f(x+iy) = fr(x,y) + ifi(x,y) skal de-

finere en differentiabel funktion, m&d u = fr(x,y),v = fi(X,y) sa-

ledes vere et set lgsninger til differentialligningssystemet
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Disse ligninger kaldes Cauchy-Riemann's differentialligninger.
Det fremgdr heraf, at de ved Rez, Imz, |z| og Zz define-
rede funktioner alle er intet steds differentiable. Den ved |z|2
definerede funktion har 0 som eneste differentiabilitetspunkt, og
(Rez)2 er differentiabel i punkterne af den imaginare akse og

kun der. Det er kun differentiabilitet i alle punkter af en aben

mengde, der har interesse for os.

Vi minder om den komplekse eksponentialfunktion

pA X1 .
e? = &MY = ex(cosy + isiny).

Vi ser, at de ved eXcosy og exsiny definerede funktioner er lgs-

ninger til Cauchy-Riemann's differentialligninger, s e? define-

rer en differentiabel funktion. Differentialkvotienten bliver ez.

Endvidere har vi

iz, -iz . iz -iz
cos z = %(e +e ) , sin z = é%(e - e )

og regnereglerne giver, at cosz .  er differentiabel med differen-

tialkvotient -sinz, og sinz med differentialkvotient cosz.

Eksempel. Udtryk som ezsinz’ cos (z+e?) og sin(ezcosz) define-
rer differentiable funktioner pa €. Ligeledes 4e22 pd O~{zi}

o9  Sinz pda C¢~{nm|ln € Z}. Udtryk som éE, sini;;z), cos|z| og
(Rez)2 - (Imz)? + 2ik Rez Imz giver sadvanligvis ikke differentiable

funktioner. Det sker dog i undtagelsestilfalde, f.eks. det sidste

udtryk for k = 1.
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En afbildning +y:[a,b] » ¢ spaltes i realdel og imaginardel
y(t) = y1(t) + iy, (t). Det er velkendt (indlysende), at vy er
differentiabel, hvis og kun hvis Y4 ©9 Yy, er det, og sa er
y(t) = y{(t) + iyé(t). Vi har en reel-kompleks kaderegel, der er

emnet for den neste satning.

Setning 2.8. Lad O c ¢ vare dben, f: 0 ¢ differentiabel og

vy:[a,b] - O en differentiabel afbildning. Da er foy:[a,b] -» C

differentiabel og ad—tf(y(t)) = £'(y(£))y' (t).

Bevis. Ganske som det ovenfor udfgrte bevis for satning 2.5.

3. Integration.

Vi repeterer begrebet kurveintegral og benytter lejligheden til

at @ndre lidt pa& formuleringen. Fgrst en hjalpesatning.

Setning 3.1. Lad O c ®?  vare &ben, L,M: 0 » IR kontinuerte

og I en vej reprasenteret ved +vy:[a,b] - ®. Lad D vare en ind-

deling a = t0 < t <...<tn = b med indskudte punkter Tj € [tj—1'tj]’

1

i =1,...,n. Svarende til D indfgrer vi inddelingsfinheden

maX{tj—tj_1lj =1,...,n} = (D), og idet y(t) = (a(t),p(t)), til-
n

>

lige middelsummen Sy(D) = ((a(tj)-a(tj_1))L(y(rj))+(8(tj)—

J=1
B(tj_1))M(Y(Tj)))‘ Hvis der nu findes et tal A € IR, sdledes
at Sy(D) > A, ndr (D) » O, og hvis y':[a',b'] » O er en anden

reprasentant for T og D' betegner en inddeling af [a',b'] med

indskudte punkter, da vil ogsé SY,(D') - A for «(D') - 0.
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Bevis. Da vy' reprasenterer vy, findes der en kontinuert, strengt
voksende afbildning ¢:[a',b'] » [a,b], sé&ledes at vy' = you.
Lad ¢ vere et positivt tal. Vi vaelger § > 0, séledes at

lA_SY(D)l < e, nar «k(D) < §, og idet ¢ er ligelig kontinuert,

velger vi dernast &' > 0, sdledes at Jo(t")-p(t')| < &, nar
t',t" € [a',b"] og |t"-t'| < §'. Lad nu D' betegne en indde-
ling a' = t6 < t{ <eoe< tﬁ = b' med indskudte punkter

Tﬁ € [t3_1,t3] og med (D'") < §'. Vi definerer tj = @(té) ’
j=0,...,n og Ty T @(Té), j=1,...,n, og derved far vi en
inddeling D af [a,b] givet ved a = t0 < t1 < ...< tn = b og

med de indskudte punkter Tj € [ tj], j=1,...,n. Vort valg

t.
J-1'
af §' sikrer, at «(D) < §, og da definitionen af SY(D') netop

giver, at SY,(D') = SY(D)' har vi |A—SY,(D')| < €. Dermed er

s@tningen bevist.

Definition 3.2. Lad O c R® vere &ben og L,M: O - R afbild-

ninger. Den ved
w(x,y;h,k) = L(x,y)h + M(x,y)k

definerede afbildning w: 6xE@ » IR kaldes en differentialform.

Vi vil antage, at den er kontinuert, altsd at L og M er konti-
nuerte. Lad T vere en ve]j reprasenteret ved vy:[a,b] - T. Hvis
den i setning 3.1 omtalte granseverdi A eksisterer, kaldes A
(kurve=) integralet langs I af differentialformen w, og det be-

tegnes med

} w = [ L(x,y)dx + M(x,y)dy .
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De variable h og k, som indgdr i differentialformen, beteg-
nes ofte dx og dy 1 overensstemmelse med den sidste betegnelse
for integralet, men det er jo kun en formalitet. Betegnelsen for
kurveintegralet er berettiget, idet integralet ifglge satning 3
kun afhenger af T, ikke af reprasentanten vy. |

Det er selvfglgelig ikke oplagt, at kurveintegralet virkelig
eksisterer, og det ggr det heller ikke altid. Vi har imidlertid

fglgende satning om eksistens.

S@tning 3.3. Lad O < IR2 vaere &8ben og L,M: O » IR kontinuerte.
1

Lad I vare en vej som har en C' reprasentant vy:[a,b] - 0, hvor
y(t) = a(t)+ig(t); a(t),p(t) € IR. Lad w vare differentialformen
givet ved (x,y; dx,dy) = L(x,y)dx + M(x,y)dy. Da eksisterer

jrw, og dets verdi er

b
A = J (L(a(t) ,B(t))a' (t) + M(a(t),B(t))B'(E))dtL
a

Bevis. Lad ¢ ve&re et positivt tal. Da de ved L(a(t),B(t)) og
M(g(t),p(t)) definerede funktioner er kontinuerte pa det kompakte
interval [a,b], kan vi vaelge et tal K > 0, saledes at

IL(a(t),B(t)) | < K og [M(a(t),B(t))] < K for alle t € [a,b].

A

Da o' og R' er kontinuerte pad [a,b], er de ligeligt kontinu-

erte, og vi kan valge §, > 0, saledes at J|o'(t")-a'(t')] <

&
4K (b=-a)
for t',t" € [a,b] og It"-t'| < 61.

1
og I'(t"M)-8'(t") | 2 jxpoay

Dernast kan vi valge § € ]0,61], sdledes at det for enhver indde-

ling D med delepunkter a = ty < t1 <...<t) = b, indskudte

punkter Ty € [t-_1,tj]: J

i 1,...,n og finhed (D) £ § galder, at
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njm

|A -

™M B

—t. L . . ' .)+M . . ' .
; 1(t:J 3_1)( (a(TJ),B(TJ))a (Tj) (a(T]),B(TJ))B (TJ))l <
Nu giver differentialregningens middelvardisatning, at der findes

indskudte punkter Tﬁ’ r; € ]tj—1’tj[’ sdledes at

Det medfgrer, at

MM B

(t.—t._1)(L(a(rj),B(Tj))a'(Tﬁ) + M(a(Tj),B(Tj))B'(T;),

S (D) =
L () (e

3

og ved sammenligning med vurderingen ovenfor far vi

A - S (D)] <
’Y =

n
S 1 v 1 k 1 -1 n 1
5 * Ij§1 Ctj-tj_1) (L(a(rj) ,B(Tj)) (o (Tj)-a Orj))+M(a(Tj)1B(Tj))(B (Tj) B (Tj))h
n
£ - ' (et ' _ptfn
<5 +j§1 (tj tj_1) (1 L(oc(Tj),B(Tj))Iloc (Tj) a (rj)|+|_M(a(Tj),s(Tj))||B (Tj) B (Tj)”
n
€ £ _ € € _
é 5 + j_§_1 (tj-tj—1) o2Kom - 5 + Tb_a—) (b-a) = E .

Dermed er s@tningen bevist.

Setning 3.4. Lad O E:IR2 vere aben, lad uw, wy ©F w, vare kon-

tinuerte differentialformer p& O, og lad cq 09 ¢, veare reelle
tal. Lad T vere en vej i O fremkommet ved, at en vej F2 er

sat efter en vej F1.
Lad P_1 betegne den modsatte vej til T. Da galder regnereglerne

Det antages, at T har en C1 reprasentant.

( J (

fw = W + w i J w = —J w o J (cqwstcow,) = c J w,tC J Wo .

Jr r Jl,2 =1 r P22 171772 72
Bevis. I kraft af udtrykket for integralet givet i setning 3.3 fg¢l-

ger det hele af regnereglerne for sadvanlige integraler.
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Definition 3.5. Lad O c IR2 vere aben. En endelig me®ngde T =

{r1,...,rq} af veje i O kaldes en integrationsvej (eller blot
en vej, ndr det ikke misforstds) i O. Hvis  er en differenti-
alform p& O, og  har integraler langs hver af vejene Fj ’

ji=1,...,9, siger vi, at (¢ har et integral 1langs T, og vi

definerer jrw =/ w+...+jF W .

'
Der er nu mening i at tale om et kurveintegral langs en styk-
kevis differentiabel vej, idet den deles i differentiable stykker.

Det fglger af den fgrste regel i satning 3.4, at yderligere indde-

ling ikke f&r indflydelse p& integralets vardi.

T
Eksempel. Lad T vere randen af et rektangel 3
Y A
[a,,a,]x[b,,by]. For at finde jrw , hvor Ty Iy
w(x,y; dx,dy) = L(x,y)dx+M(x,y)dy deler vi > I'q
randen op i de 4 sider F1,---,T4 . For F1 kan vi bruge parameter-
fremstillingen (x,y) = (t,b1), X € [a1,a2]. Analogt for de andre

sider, men for ry og T, er det bedst at bruge den midterste re-
gel fra setning 3.4, s8 vi kommer til at integrere modsat véj. Der-

ved far vi

a b a b

(o[ 2 (2 2
w = L(x,b,)dx + M(a,,y)dy - L(x,b,)dx -
1 2 2 Jb

J J
T a1 b1 a1 1

Hvis T havde varet randen af en cirkelskive med centrum (a,b)

M(a-1 :Y)dY-

og radius R, ville vi have brugt parameterfremstillingen (x,y) =

(a+Rcosp, b+Rsing), 6 € [-w,w], og vi ville fa

T
} w = } R(-L(a+Rcosg, b+Rsing)sing+M(a+Rcosf, b+Rsin@)cos)ds .
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Randen af et omrdde af den slags, vi kommer til at arbejde
med, vil bestd af endelig mange lukkede kurver. Det fremgdr umid-
delbart af reglen i satning 3.4, at kurveintegralet langs en s&dan
lukket kurve heller ikke afhenger af valget af udgangspunkt pa kur-
ven.

Hvis O c IRZ er &ben, kan et par af kontinuerte funktioner
L,M: 0 > IR ogsd fortolkes som et vektorfelt (L,M) péd 0, f.eks.
et hastighedsfelt for en strgmning eller et kraftfelt. Det er rime-
ligt at betragte parameteren t 1 bevagelsen, der reprasenterer
vejen T, som tiden, og formlen i setning 3.3 fortaller s&, at kur-
veintegraletri det fgrste tilfelde udtrykker det af kraftfeltet ud-
forte arbejde under bevagelsen. I det andet tilfelde er integralet
et udtryk for, hvor megen medvind man har haft under bevagelsen.
For en lukket vej kaldes kurveintegralet ogsa cirkulationen, og
hvis en strgmning har fra 0 forskellig cirkulation langs en lukket
vej, er det udtryk for, at der er hvirvler i strgmningen.

Ud fra vektorfeltet (L,M) kan vi ogsd danne kurveintegralet
IP-M(x,y)dx+L(x,y)dy. Hvis T er randen af et p@nt omrdde orien-

teret s& omrddets indre er til venstre, er dette kurveintegral cir-

kulationen af vektorfeltet (-M,L) langs randen. Da det oprindelige
vektorfelt (L,M) £fa&s af (-M,L) ved at dreje hver feltvektor %

med uret, kommer det nye kurveintegral til at udtrykke hastigheds-
feltets strgm ud gennem randen.
Vi fortsaztter nu med at indfgre kurveintegraler for funktioner

af komplekse variable.
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Setning 3.6. Lad O c C vare 8ben og lad O vare den tilsvarende
dbne mengde i :m?. Lad f: O » ¢ vare en kontinuert funktion med

real- og imaginerdel £
1

r’ fi: 0 - IR. Lad I' vere en vej i O

I

med en C' reprasentant +vy:[a,b] » O med vy (t) o(t) + ip(t),

o(t),gp(t) € R. Lad D vare en inddeling a = ty <ty < ...t = b

med indskudte punkter Tj € [tj—1’tj]’ j=1,...,n. Da vil summen

S(D) =
J

nN™MB

1(Y(tj) - Y(tj_1))f(Y(Tj))

for k(D) -» 0 konvergere mod
} fr(x,y)dx - fi(x,y)dy + i{ £, (x,y)dx + f . (x,y)dy ,
r r

hvor vi har brugt betegnelsen T ogsé& for den til T svarende vej

i ]Rz.

Bevis. Vi indfgrer real- og imaginardelene af y og f i udtryk-

ket for S(D), og derved far vi

S(D) =

N™MB
-

((a(t5) =0ty ) H(B(E) =Bty 1)) (£.(a(ry) ,B(r5))+if, (alry) Blry))=

.

5 ((d(tj)_d(tj_1))fr(a(T:]) IB(Tj) )_(B(tj)_B (tj_1))fi(0C(Tj) IB(Tj))) +

-

1 ((OL(tJ)-OL(tj_,]))fl(OL(Tj) IB(Tj)) + (B(tj)_B(tj_1))fr(a(Tj) IB(TJ) )) ’

M1z 1 ™MB

.
-

og pastanden fglger nu umiddelbart af satning 3.3.

Definition 3.7. Den i setning 3.6 omtalte gransevardi kaldes inte-

gralet af f langs T, og den betegnes frf(z)dz. For en vilkar-

lig integrationsvej T = {F1,...,Tq}, hvor T .,Fq har C1 re-

TEE

prasentanter, s&tter vi



MAT 224 - 26 -

[ f(z)dz = [ f(z)dz +...+ [ f(z)dz
Jr Jr Jr
1 a

Vi bemazrker, at udtrykket for integralet i s@tning 3.6 frem-
kommer ved den formelle regning
Jf(z)dz = [ (f_(x,y) + if. (x,y)) (dx+idy) =
T Jpoor *
J fr(x,y)dx - fi(x,y)dy + i} fi(x,y)dx + fr(x,y)dy ,
r r
hvilket ikke beviser noget, men det er nemmere at bruge den for-

melle regning end at huske formlen.

Det er klart, at setning 3.4 overfgres uzndret.

Setning 3.8. Lad O c ¢ vere dben, lad f,f,l,f2 : O0-» (¢ vere kon-

tinuerte, og lad I' vere en vej i O med en C1 reprasentant og
fremkommet ved at satte en vej Fz efter en vej P1. Lad ¢y o9
c, vare komplekse tal, og lad T_1 vere den modsatte vej til T.
Da galder reglerne

Jrf(z)dz = Jr f(z)dz + Jr f(z)dz, JP_1f(z)dz = —Jrf(z)dz ,

[ | _ o |
JF(c1f1(z) + c2f2(z))dz = c1JFf1(z)dz + c, Ff2(z)dz .

Beviset er helt trivielt. Vi har ogsd et mere bekvemt udtryk

for integralet, som det ses af fglgende s&tning.

Setning 3.9. Med betegnelserne fra s@tning 3.6 er

r >
J f(z)dz = fly(E))y'(B)at .
T a
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Bevis. Direkte udregning giver

}rf(Z)dz = Jrfr(x,y)dx - fi(x,y)dy + i{ fi(X,y)dx+fr(x,y)dy =

T
‘b
(f.(a(t),B(t))a’(t) - £;(a(t),B(t))B' (t))dt +
“a
b
i (£ (a(t),B(E))a’ (t) + £ .(a(t),p(t))B' (E))dt =
- a
b .
(fr(a(t),B(t)) + if; (a(t),B(t))) (o' (£)+ip' (t)dt =
s a

rb
Ja

E(y(B))y' (B)dt .
Dermed er satningen bevist.

Eksempel. Hvis £f(z) =2z, medens I er den elliptiske vej givet

ved 2z = acosf + ibsinb, 6 € [0,27] med a > 0, b > 0, fér vi

27
E Zzdz = } (acosf-ibsinbB) (~asinb+ibcosb)de =
T 0
2T 2 2 2m
J (b®-a”)sinfcoshds + iJ abds = i-2mab .
0 0

Ganske som for reelle funktioner siger vi, at F: O > ¢ er
en stamfunktion til f: O - ¢, hvis f er differentialkvotienten
af F. Hvis w er en differentialform p& O, siger vi, at
G: 0 » R er en stamfunktion til ' w, hvis w er det totale dif-
ferential af G, altsa w(x,y; dx,dy) = Gé(x,y)dx + G&(x,y)dy.
Ganske som for funktioner af en reel variabel gdr integration helt

umiddelbart, ndr en stamfunktion er kendt.
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Setning 3.10. Lad O c ¢ vere dben og O den tilsvarende &bne
mengde i IRZ. Lad f: O - ¢ vere kontinuert, og lad F: O > ¢
vere en stamfunktion til £f. Lad w givet ved w(x,y;dx,dy) =
L(x,y)dx + M(x,y)dy vare en kontinuert differentialform p& O, og
lad G: O - IR vere en stamfunktion til . Lad T vare en vej

i O og dermed i O med en stykkevis C1 reprasentant +vy:[a,b] » O

med +y(t) = a(t) + ig(t). Da er

J~f(z)dz

F(y(b)) - Fly(a)); J[ w = Gla(b),8(b)) - Glala),s(a)).
T

r

1

Bevis. Hvis y er C' pa hele [a,b], £far vi

® (°
J £(z)dz = J £(y(t))y'(t)dt = ] aEF(y(t))dt = F(y(b))-F(y(a)) .
T a a
b

Jw - J[ (L(a(t),B(t))a" (t) + M(alt),B(t))B'(t))dt =
T a

Jfba% G(a(t),B(t))dt = G(a(b),B(b)) - G(a(a),B(a)).

a

Her har vi i det fgrste tilfelde benyttet kaderegler fra satning
2.8, og 1 det andet tilfalde kadereglen for funktioner af flere
variable. Hvis vy kun er stykkevis c! f3s resultatet ved deling
af [a,b] i delintervaller, hvor <y er C1. Dermed er sztningen

bevist.

Nar f eller  har en stamfunktion, er kurveintegralet sa-
ledes fastlagt ved dennes vardi i vejens endepunkter. Vi udtrykker
dette kort og fyndigt ved at sige, at integralet er uafhangigt af
vejen.

Vi indskyder nu en ret triviel hjalpesatning.
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Setning 3.11. At integralet af en kontinuert funktion af en kom-

pleks variabel i en &ben mengde O eller af en differentialform
i O er uafhangigt af vejen, er ensbetydende med, at integralet

langs enhver lukket vej i O eller O er O.

Bevis. Hvis integralet er uafhangigt af vejen, er integralet langs
en lukket vej lig integralet langs en "stationar" vej (vej med punkt-
formet bane), altsd nul. Hvis integralet langs enhver lukket vej er
0, og T1 og FZ‘ er 2 veje fra A til B, danner Iy modsat

sat efter T

1
Dermed er saetningen bevist.

en lukket vej T, og vi har [, = [ = [, =0.
T1 P2 T

Definition 3.12. Ved et S-omr&de i (¢ eller IR2 vil vi forstéa

et konvekst omrdde med en vandret og en lodret symmetriakse.

Vi tegner nogle eksempler pa S-omrader.

Setning 3.13. Lad O vare et S-omrd8de i ¢ og O det tilsvarende

i IR2. Lad f: O - ¢ vere kontinuert og w(x,y,dx,dy) = L(x,y)dx+

M(x,y)dy en kontinuert differentialform i T. Det antages at béade
f og ®w har integral 0 langs randen af ethvert akseparallelt rek-
tangel i O (for f) eller O (for ). S& har f en stamfunk-

tion 1 O og w en stamfunktion i O.

Bevis. Vi ser fgrst pd differentialformen. Lad a+ib € O og
(a,b) € 0 vere symmetriaksernes skaringspunkt (symmetricenteret).

Hvis (a+f, b+n) € 0, da giver symmetrien, at (axf, bin) € O for
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alle 4 valg af fortegn, og dernast giver konveksiteten, at rektang-

let med disse 4 vinkelspidser ligger helt i ¥. For (x,y) € O

har vi derfor veje fra (a,b) til (x,y) T = (%,y)
2
langs randen af det akseparallelle rektan- A
\
gel med (a,b) og (x,y) som modstdende F1

vinkelspidser. Da integralet af  langs (a,b)

randen af rektanglet er 0, kan vi med figurens betegnelser definere

F(x,y) = } w = {F w

T 2
og.udfgrligt giver det
X 7 y X
F(x,y) = J L(t,b)dt + J M(x,u)du = J M(a,u)du + [ L(t,y)dt .
a b b a
Det sidste udtryk viser, at Fé(x,y) = L(x,y), og det fgrste, at
F&(x,y) = M(x,y). Dermed har vi vist, at F‘ er stamfunktion til

w 1 0.
For f far vi, nar T er rand af et rektangel i O, at
0 = J f(z)dz = { f (x,y)dx - £.(x,y)dy + iJ f.(x,y)dx + £_(x,y)dy .
r i i r
r T T
Spaltning i real- og imaginardel giver, at begge kurveintegraler
P& hgjre side er 0, og den allerede viste del af satningen fortael-

ler, at fr(x,y)dx - fi(x,y)dy har en stamfunktion Fr(x,y) og

fi(x,y)dx + f,(x,y)dy en stamfunktion Fi(x,y). Vi definerer
F(z) = F(x+iy) = F_(x,y) + iF,(x,y) og far s&
L F (x,y) = X F,(x,y) = £_(x,y), = F_(x,y) = - =F.(x,y)= - £, (x,y)
ax “r XY oy i rY r 2rYl oy ' r 1Y ox - i FrY iy
sd setning 2.7 giver, at F er stamfunktion til £ i ©O. Dermed

er satningen bevist.
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Definition 3.14. Ved en trappelinie i O eller 0O forstds en

vej, hvis bane er sammensat af akseparallelle liniestykker.

Randen af et rektangel som vej er saledes en trappelinie.

Vi viser en "forsterket" omvendt s®tning til satning 3.10.

Setning 3.15. En kontinuert funktion eller differentialform i et

omrdde i ¢ eller ]R2 med den egenskab, at integralet langs en-

hver lukket trappelinie er 0, har en stamfunktion.

Bevis. Vi valger et fast punkt A, omradet. For et punkt B i
omrédet definerer vi F(B) = [,f(z)dz (eller [rw), hvor T er

en trappelinie fra A +til B. Forudsetningen i setningen er netop,
at F(B) ikke kommer til at afh@&nge af TI'. Nu har et vilkarligt
punkt B en omegn, der er et S-omrdde indeholdt i det givne omréade,
og i dette S-omrdde har funktionen (formen) en stamfunktion G. Nu
kan vi f& F(X) for X 1 S-omrddet ved at bruge en trappelinie fra
A til B fulgt af en trappelinié i S-omradet fra B til X, og
derfor en F(X) = F(B)-G(B) + G(X), s&a F og G afviger kun med

en konstant pa S-omrddet. Dermed er satningen bevist.

Det er klart, at en lukket trappelinie kan deles op i simple,
lukkede trappelinier, og derfor er det nok at have antagelsen i sat-
ning 3.15 for simple, lukkede trappelinier. Det fglger af vore sat-
ninger, at integralet langs enhver lukket vej, der blot er stykkevis

C1, er 0, hvis det bare er 0 langs simple lukkede trappelinier.

Vi ser pa et eksempel, som er alt for vigtigt til at blive de-

klasseret med betegnelsen "eksempel", og som illustrerer resultater-
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nes trods alt en smule begransede rakkevidde.

Vi begynder med at studere afbildningen exp: ¢ - ¢~{0} ved
expz = e? = eX(cosy + isiny). Funktionen har periode 2ri. I
fgrste omgang studerer vi derfor restriktionen til en strimmel
Sa = {zlo-m < ¥y < a+m}. En traditionel grafisk fremstilling ville
krave 4 dimensioner, sa vi md ngjes med en erstatning. En nogen-

lunde brugbar fremstillingsform fis ved at tegne en z-plan med

et kurvesystem og en expz-plan med billedet af kurvesystemet.

io+im

io+im

Vi har valgt nettet af vandrette og lodrette linier i Sa'
Hver vandret linie afbildes pa en halv linie ud fra 0, og hver
lodret linie krummes sammen til en cirkel. Disses radier varierer
eksponentielt med x (vi har tegnet dem en hel del for t&t). Vi har
en bijektiv afbildning af S, pd hele (¢~{0}. Vi f8r en omvendt
afbildning, en logaritmefunktion logara: ¢~{0} - S, - Vi ser, at
logaru er diskontinuert i alle punkter af halvlinien svarende til
argumentvaerdien q+m, men p& resten ¢a af (¢~{0} er logar en

a
differentiabel funktion, invers funktion til exp, idet exp' = exp,
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som ikke antager vaerdien 0. For w = e? har vi ifplge setning

2.6, at a logar w = A =1 | Altsi er logar en stamfunktion
' o eZ w o
. 1 °
~til w pa € .

Vi harstanﬁrktiamﬂllogagx for enhver verdi af o. Den viser,
at jr%g for en halvcirkel T med centrum i 0 og orienteret mod
uret er im, og s& fglger umiddelbart, at integralet langs en cir-

kel om 0 i retning mod uret er 2qi. Dette fds ogsd ved direkte ud-

regning, idet vi bruger parameterfremstillingen w = r-ele;
ig dw 2m
6 € [0,21], dw = ire™”, hvilket giver rw [ ide = 2r¢i.

Vi har en flertydfg logaritme af et komplekst tal
log z = loglz]| + i argz

med lige netop den ubestemthed, der ligger i argz. For hvert o € IR
kan vi fiksere argumentet, sa vi netop far den differentiable loga-
ritmefunktion logara: ¢a - C. For hvert fast o afbildes ¢a bi-
jektivt p& den ved y € Jo-7m, atm[ bestemte strimmel. Med Logz
betegnes den logaritme, der svarer til argz € ]-w,m], hovedvaerdien
af logaritmen.

Funktionen % har ikke en stamfunktion i hele (¢~{0}, men
den har en logaritmefunktion som stamfunktion i enhver "opslidset"”

plan ¢a° Leg ogsé& merke til, at ikke har en stamfunktion i en

w
cirkelring med centrum 0, men at 1 alligevel har integral 0 langs
randen af ethvert rektangel i cirkelringen, hvis denne er smal nok
(den stgrste radius mindre end V2 gange den mindste).

Vi slutter kapitlet med et par setninger, der fglger umiddelbart

af setning 3.10.
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R?,

S@tning 3.16. Funktioner pad en aben m@&ngde O c ¢ eller [o)

nn

som er stémfunktioner til samme kontinuerte funktion f: 0 - € el-
ler samme kontinuerte differentialform ¢ p& O vil pd hver kom-

ponent af O eller O have konstant forskel.

Bevis. Forskellen er en stamfunktion til 0, men s& giver satning
3.10, at forskellen har samme verdi i endepunkterne af en vilkarlig

differentiabel vej, og dermed er satningen bevist.

Setning 3. 7. Hvis O c ¢ er dben og £f,g: O > ¢ differentiable

funktioner med samme realdel (eller samme imaginerdel), er g-f kon-

stant pa hver komponent af O.

Bevis. Af Cauchy-Riemann's differentialligninger fglger, at g-f =
Im(g-f) er en stamfunktion til O-differentialformen, sd pdstanden

fglger af satning 3.16.

4, Cauchy's Integralsatning.
L

Lad os tenke os, at vi i en &ben
mengde i R® eller ¢ har et omrade 1
Q med orienteret rand T sammensat
af kontinuert differentiable veje. Lad
os yderligere antage, at § som vist
pa figuren skares i 2 dele af en vej A, som er stykkevis C1.

Lad delene vare 91 med rand ry o9 P med rand Ty Hvis
vi nu har en kontinuert differentialform w eller funktion f i
den abne mengde, far vi IF w + szw = jrw for en differentialform

og det analoge for en funktion. Det kommer af, at alle tre integraler
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1

er sum af bidrag fra alle de C -stykker, hvoraf randene er sammen-

sat, og de stykker, der hgrer til A, ihdgér i F1 og T2 med
modsat gennemlgb, medens de slet ikke er med i T.

"Randintegralerne" giver sdledes "additive omradefunktioner" -
ne@sten som planintegraler ggr det - altsd noget der minder om areal-
mal, sandsynlighedsmé&l, masse, eléektricitetsm®&ngde og mange andre
fysiske st@grrelser. Hvis vektorfeltet, der indgar i differentialfor-
men er hastighedsfelt for et strgmmende stof, kan differentialformen,
som vi tidligere har set, vaere valgt, sd randintegralet giver det rum-
fang, der pr. tidsenhed strgmmer ud gennem randen. Det vaskerumfang,
der strgmmer ud, m& forklares ved, at der inde i omraddet enten sker
udvidelse af vasken eller tilf@gres vaske - altsd at der er en forde-
ling af "kilder" til vaskerumfang fordelt over omradet. S& kan man
forestille sig en "kildetathed", og randintegralet burde vere et
fladeintegral af denne "kildetathed". Tidligt i det 19. arhundrede
forstod forskerne, at det forholdt sig pa lignende médé med gravita-
tionsfelter, elektrostatiske og magnetostatiske felter. Den felt-
styrke der "strgmmer" ud gennem overfladen af et omrdde er helt be-
stemt ved den masse, elektricitetsmengde eller magnetismem@ngde, der
er inde i omradet. Green, Stokes og Gauss fandt deres bergmte inte-
gralformler, som viser, at der ligger en simpel matematisk relation
til grund for denne filosofi.

Vi gar nu i gang med at vise Gauss' integrals@tning. Det er
egentlig let - det svareste er at finde en klasse af omrader, den

bekvemt kan vises at galde for.
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Definition 4.1. Ved et’elementaromréde i IR2 forstdr vi et

omrdde, for hvilket der findes reelle tal ayr 8y b1, b2 og
kontinuerte stykkevis C1—funktioner f1,f2: [a1,a2] -» IR og
9q193° [b1,b2] - IR med f1(x) < £5,(x) for alle x € ]a1,a2[

og g1(y) < g,(y) for alle y € ]b1,b2[, sdledes at omrddet er
0 = {(x,y) € B Ix € laj,a,[, y € £, (x),£,(x)[} =

{(x,y) € IR2IY € ]b1,b2[|X € ]91(y),92(y)[}. Ved et Gauss-omréde

i IR2 forstar vi et omrdde, der kan deles i endelig mange ele-

mentaromrdder ved endelig mange C1—veje.

Netop omradder som de i slutningen af kapitel 1 omtalte er
Gauss-omrader. Vi viser en opdeling (blandt mange mulige) i elemen-

taromrdder af et par omrader, der ligner de navnte.

Vi formulerer nu Gauss' sa&tning.

Setning 4.2. Lad O ¢ IR2 vere en adben mengde, og lad L,M: O » TR

vaere C1—funktioner. Lad @ < O vare et Gauss—-omrade med orienteret

rand I <« O. Da er

[

L(x,y)dx + M(x,y)dy = [ (M! (x,y)-L'(x,y))dxdy .
Jr Jo % y
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Bevis. Vi deler @ i elementaromrdder. Hvis formlen galder for

hvert af disse, fdr vi den for hele Q ved addition af formlerne,

for delomr&derne. Altsa kan vi antage, at Q er et elementaromrédde.

Det er nok at vise, at

[ Mé(x,y)dxdy .

[ ax = - 1 axdy ; | ™ dy =
| (x,y)dx JQ y(x,y)xy, Jr (x,y)dy JQ

T
Beviserne for disse 2 relationer afviger kun ved, at fortegnene falder
lidt forskelligt ud. Vi ngjes med at vise den fgrste. Dertil benytter
vi, at @ kan tenkes givet ved T = {(x,y) € IR2|x € [a1,a2],

sd vi fdr, idet planintegralet omskrives til

et dobbeltintegral

VA
[ |_612 [fZ(X) = fz(X)
—J L&(x,y)dxdy= —J (J L&(x,y)dy)dx =
Q a, fl(x)
a, f2(x) a2
-Jf [L(xX,V] dx= Jf ‘L(x,f,l (x))dx -
a, y=f1(x) ay
4
} L(x,fz(x))dx , y=f1(X)
a
1
men dette sidste udtryk er netop fFL(x,y)dx. o
a a, X
1 2

Dermed er s&tningen bevist.

Som et vigtigt specialtilfalde

Setning 4.3. Lad O ¢ IR2 vare en

C1—funktioner, som tilfredsstiller,

tialformen ¢ = L(x,y)dx + M(x,y)dy
ethvert Gauss-omrdde, der inklusive

videre har

i O.

en stamfunktion i ethvert S-omréde,

har vi fglgende satning:

dben me&ngde og L,M: O » IR

at M! = L' . Da har differen-
X Y

integral 0 langs randen af

randen er indeholdt i O. End-

som er indeholdt
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Bevis. Den fgrste pastand fglger helt umiddelbart af Gauss' inte-
gralsatning. Da et rektangel er et elementaromrade, fglger den sid-

ste pd&stand dernast af s@tning 3.13.

Cauchy's integralsaztning er nart beslagtet med Gauss' integral-

formel. Vi gdr i gang med satningen.

Setning 4.4. Lad O g ¢ vere en aben mengde og f: O » ¢ en dif-

ferentiabel funktion med kontinuert differentialkvotient. Lad § med

orienteret rand T va&re et Gauss-omrdde med ( U I' « O. Da er

jrf(z)dz = 0.

Bevis. Vi skriver £f(z) = fr(x,y) + ifi(x,y) og far

[ f(z)dz = j fo(x,y)dx - fi(x,y)dy + i} fi(X,y)dX + fr(x,y)dy .
r T

Nu giver Cauchy-Riemann's differentialligninger (satning 2.7), at

differentialformerne under integraltegnene opfylder betingelsen i

setning 4.3, som fortaller, at begge integraler er 0. Dermed er

s@tningen bevist.

Vi indskyder et bevis for Jordan's satning for polygoner. De

ikke alt for teoretisk interesserede kan uden skade springe det over.

Setning 4.5. Lad T = ¢ va&re en polygon (en simpel lukket brudt

linie) . Da har ¢~I' netop 2 komponenter, af hvilke netop 1 er be-
granset. Der kan vaelges en orientering pa T, sa den begransede kom-
ponent overalt er til venstre og den anden til hgjre. Hvis T speci-
elt tillige er en trappelinie, kan den begransede komponent af ¢~\T

deles i endelig mange rektangler.
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Bevis. Hvert ben af en vinkel ligger pa en
ret linie, der deler planen i 2 halvplaner.

Vinklens indre er fallesmengden for de to

dbne halvplaner, der indeholder vinkelbenene. Heraf fglger, at et
liniestykke, der skarer netop 1 vinkelben, vil have et endepunkt
indenfor vinklen og det andet udenfor. Et liniestykke, der skarer
begge vinkelben og ikke gar gennem toppunktet vil have begge ende-
punkter udenfor vinklen. Et liniestykke, der slet ikke har punkter
felles med vinklen, vil have begge endepunkter indenfor eller beg-
ge endepunkter udenfor.

Lad os nu antage, at vinklen er sdledes placeret i (¢, at den
ikke har toppunktet pd T og ingen vinkelspids i T 1ligger pa et
vinkelben. Hvis vi s& gdr rundt langs T, vil vi ved hvert skarings-
punkt med et vinkelben passere ind i eller ud af vinklens indre.
Altsa er antallet af skaringspunkter mellem polygonen og vinklen
altid lige.

Lad nu a vere et punkt af ¢~I'. Der findes uendelig mange
halvlinier med endepunkt a, som ikke gar gennem vinkelspidser af
I' Af betragtningerne ovenfor fg¢lger, at antallet af skaeringspunk-
ter med T vil vere lige for alle s&danne halvlinier eller ulige
for alle sadanne halvlinier. Vi siger, at a ligger indenfor T,
hvis antallet af skeringspunkter er ulige, medens a ligger udenfor
') hvis antallet af ska&ringspunkter er lige. Vi betegner mangden
af punkter indenfor T med 1I(I') og mengden af punkter udenfor
r' med Y(I).

Et liniestykke i (¢@~\I' med ende-
punkter a og b kan som antydet pa | a

figuren "omhegnes" med et rektangel i



MAT 224 - 40 -

¢~I', og inde i dette kan vi valge et punkt ¢, s& halvlinierne
fra ¢ gennem a og b ikke gdr gennem vinkelspidser i TI. Heraf
fglger, at a og b begge er i I(I') eller begge i Y(I'). Ved
gentagen anvendelse ser vi, at en brudt linie i (¢~I' har begge
endepunkter i I(I') eller begge i Y(I'). Enhver brudt linie, der
forbinder et punkt i I(I') med et punkt i Y(I') m& sdledes sk&re
T.

Da @~I' er aben, og det for enhver bevagelse vy: [a,b] - ¢NT
gelder, at banen er kompakt, vil banen have pésitiv afstand fra T,
og da vy er ligelig kontinuert, kan vy erstattes med en bevagelse
i ¢~I' med en brudt linie som bane. Altsad kan et punkt af TI(T)
og et punkt af Y(r') ikke ligge i samme kurvekomponent af ¢~T.
Dermed har vi bevist, at T har mindst 2 komponenter.

Lad nu A = ¢ vere en simpel brudt linie, sammensat af n linie-
stykker. Vi vil vise, at (¢~NA er sammenh&ngende. Det er nok at vise,
at 2 punkter p,q € ¢~A kan forbindes med en brudt linie i (¢~NA.

Det vises ved induktion efter n. Vi antager dérfor, at der findes
en simpel brudt linie E c ¢~A fra p til g, og vi skal blot
vise, at hvis vi fgjer endnu et liniestykke ab til A og derved

fidr en ny simpel brudt linie A', kan p

og q ogsd forbindes med en simpel brudt v /A E

u
linie, der ikke ska&rer A'. For at vise A a3 b
det indrammer vi ab med et rektangel, s

der skerer A i kun et punkt pd den side,
der stgder op til ab. S3a vil E gennemlgbet fra p til g even-

tuelt traffe rektanglets rand en fgrste gang i u og sidste gang i
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v, og s& far vi en ny brudt linie ved at erstatte stykket fra u
til v med det af de to stykker, hvori u og v deler rektanglets
omkreds, som ikke ske&rer A. Derved fir vi en brudt linie i ¢~\A!

fra p til g, og dermed er pastanden vist. <<::j___J/~———~\//\\\
Som antydet pa figuren valger

~

vi et rektangel, saledes at en side
af T skarer det midt igennem, me-
dens det ikke nar ud til nogen anden
side i T. Ved at fjerne den del af
') der ligger inde i rektanglet, far
vi en simpel brudt linie ?. Hvis nu
a € ¢~ er et vilkarligt punkt, har vi nétop vist, at der findes
en simpel brudt linie i ¢@~T'' fra a til rektanglets midtpunkt,
og hvis vi kun fg¢lger den til dens fgrste skaringspunkt med rektang-
let, ser vi, at a kan forbindes i ¢~I' med et punkt af en af de
to dele, hvori rektanglet deles af siden af T. Dermed har vi vist,
at C¢~T' har hgjst 2 komponenter.

Der findes en stor cirkel, som helt omslutter T. Alle punkter
udenfor denne cirkel tilhgrer samme komponent af ¢~I', sa denne kom-
ponent er ikke begranset, men den anden ligger helt indenfor I og

er sdledes begranset.

Efter det foregdende er det klart, r
at punkter, som ligger umiddelbart pé 2
hver side af en side af T tilhgrer b
hver sin komponent af ¢~I', og siden kan derfor orienteres, sa I(TI)

kommer til venstre. Som det ses af en figur vil sammenstgdende sider

derved blive overensstemmende orienteret.
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Hvis I specielt er en trappelinie
tegner vi i I(I') alle forlengelser af
lodrette sider s& langt, at de netop

mgder T igen. Derved deles I(T) i

delmengder. Lad a vere et indre punkt

af en sadan. En lodret linie gennem a
mgder T fgrste gang ovenfor a i et punkt x af en vandret side
S og analogt nedenfor a i et punkt y af en vandret side T.
Lad nu M og N vare de sider eller delelinier, der udgér fra

S nermest ved x \pé hver side af x. De fortsatter helt igennem
til T og afgranser delrektanglet, hvori S 1ligger. Ellers matte
der nemlig ligge punkter af T mellem de to lodrette linier, og

sd vil der vaere en lodret linie nermest ved a, som indeholder
punkter af TI. Denne vil indeholde et antal lodrette sider af T,
og den ¢verste giver ved forlangelse opad en delelinie, der skarer
S mellem M og N, hvilket er umuligt.

Dermed er satningen vist.

Definition 4.6. Et omrade O < ¢ (eller IRZ) kaldes et Cauchy-

omrade eller et enkelt sammenh@ngende omrdde, hvis det for enhver
simpel lukket trappelinie T < O galder, at den begransede kompo-

nent af @~I (eller TR?<I) er indeholdt i O.

Groft sagt betyder det, at der ikke er huller i omradet. Det
er ikke den traditionelle definition af "enkeltsammenhangende", men
sd lange vi holder os til omrdder i (¢ eller IR2 er der overens-
stemmelse. For omrdder p& flader galder Jordan's satning ikke, og

s& kan vor definition ikke bruges.
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Saztning 4.7. Hvis O c ¢ er et Cauchy-omrdde, og f: O~ ¢ dif-
ferentiabel med kontinuert differentialkvotient, da har £ en stam-

funktion i O.

Bevis. Det fglger af definition 4.6 kombineret med s@tning 4.5, at
en simpel lukket trappelinie T ¢ O er rand for et omrdde I(I') < O.
Det fglger af s@tning 4.5, at I(I') kan deles i endelig mange rekt-
angler, s& I(I') er et Gauss-omrade. S& givef Cauchy's integral-
setning (4.4), at frf(z)dz = 0. Dernast giver setning 3.15 kombi—
neret med bemerkningen efter beviset, at f har en stamfunktion.

Dermed er s@tningen bevist.

5. Nogle bestemte Integraler.

Cauchy's integralsatning kan udnyttes til explicit udregning
af bestemte integraler. Senere fdr vi mere varierede metoder til ra-
dighed. Det gar kun med visse helt specielle integraler, men mulig-
hederne er uoverskuelige. Det er svart af afggre, om et givet in-
tegral kan udregnes ved disse metoder, men man kan lare at genkende
visse typer, der kan. Vi kunne lade de fglgende regninger sta som
eksempler, men da resultaterne har anvendelser, har vi fundet det

rimeligere at formulere dem som satninger.

. [m sinx’ _ T
Satning 5.1. JO = dx = 5 -
Bévis. Den ved f(z) = z-1elZ definerede funktion har kontinuert

differentialkvotient i (¢~{0}. Den del af en cirkelring med centrum
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4
0 og radier r og R, som ligger i Y

den ¢gvre halvplan, er et Gauss-om-—
rdde, hvis rand vi betegner T.

Cauchy's integralsatning giver

jrf(z)dz = 0. Vi bemerker, at T ///ﬂﬁ\‘\

er sammensat af 2 liniestykker -R - r R
og en stor og en lille halvcirkel. Liniestykkerne bidrager til

integralet med

— dx + — dx =
X X

-r ix R ix r -ix
J e J e [T e
-R r Jr

R elx—e_iX R sinx
J —dx = ZiJ dx .
X X

r r

I integralet langs den store halvcirkel bruger vi parameterfremstil-

lingen z = Re™®, g € [0,7], dz = iRe'®, og bidraget bliver

i[“ oiR(cosg+ising)

I = de .
R JO |
Her er lelR(cose+151ne)| = e—R51ne, s& vi f&r vurderingen
I
T s 2 .
1Tgl < } o R51nede _ 2[ o Rs1nede )
- 70 0
£
For ¢ > 0 kan vi velge RO’ sé e_RSln4 < f% for R > RO’ og
for R > Ry far vi sd vurderingen
- £ T
[4 [2 —Rsin% € T €
IIg!l < 2Jo 1.de + 2Jg e de < 2.7 + 2.7-71? = e.
4.

Dermed har vi vist, at IR - 0 for R - o.

Bidraget fra den lille cirkel (den er orienteret modsat) er
_i[" g-ir(cosp+ising)

-I = e do .
r JO
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Integranden gdr ligeligt mod 1, sé& -I. > -ir for r - O.

Nu havde vi jo jrf(z)dz = 0, altsa

sinx

N _ _
21Jr < dx + IR I 0.

r

Ved granseovergangene R - o 09 r » 0 far vi

21J SIOX 9x - ig = 0,
o X ,

og dermed er setningen bevist.

Vurdering af bestemte integraler spiller naesten altid en rolle
i denne slags regninger, men for det meste er de lette. I eksemplet
fgrte vi problemet tilbage til et sa&dvanligt integral ved at bruge
en parameterfremstilling. Den velkendte vurdering ljzf(x)dxl <
»jg|f(x)|dx, som er nem at vise for f: [a,b] -» IR, er lidt mindre
oplagt for f: [a,b] -» ¢. Den er dog nem nok, nar vi bemerker, at

der findes et ¢§ € IR, sd vi har

b . b b . b ,

|J f(x)dx| = eleJ f(x)dx = J elef(x)dx = J (Re elef(x))dx <
a a a a
|IRe e Vf(x)|dx < eV f(x) |dx = J | £(x) |dx .

a a a

Sommetider klarer fglgende satning sagen:

Setning 5.2. Lad O c C vare 8ben, f: O » ¢ kontinuert, og T

en stykkevis C1 vej 1 O. Hvis T har langde L, og [f(z)]|

A
=

for alle z pd T, da er ljrf(z)dz| < LM.

Bevis. Lad T vare reprasenteret ved vy: [a,b] » O hvor «y(t) =

alt) +ig(t). saer L= [2/(a'(0)%+(s" () %ar = [21y" (t) 1dt,

sd vi far
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b b

[pemaz - I‘Jf £y (£)y " (©atl 5 [ 1EG () 11y (814t 3
a a
[b
M| |y'(t)|dt = LM.
Ja

Dermed er satningen bevist.

I kursus over mal - og integralteori vises en satning, som
kan vere arbejdsbesparende her. Vi tillader os at bruge den, men
vi henviser til det andet kursus eller gengse larebgger for sa vidt

angdr bevis.

Setning 5.3. Lad (fn) vaere en fglge af funktioner £ [a,b] » C,

n!

og lad F: [a,b] » [0,o] vare en funktion med IZF(x)dx < . Hvis
der findes en funktion £f: [a,b] » ¢, og (fn(t)) -» f(t) for hvert
t € [a,b], og fn er integrabel for hvert n € NN, og endelig
|fn(t)| < F(t) for alle n € N og élle t € [a,b], da konver-

gerer (fPf (v)at) mod [Df(t)at.

Med "integrabel" menes Lebesgue-integrabel. I vore anvendelser

er funktionerne fn kontinuerte, men det hander, at £ kun er

stykkevis kontinuert. For integralet IR ovenfor galder, at inte-

granden er numerisk < 1 for alle R, og den konvergerer mod 0
for hver ¢ € ]10,7[, men mod 1 i intervalendepunkterne. Det fgl-
ger sa af setning 5.3, at I, - 0, ndr R gennemlgber en vilkar-

lig f¢lge, der gdr mod w; og det er netop, hvad vi behgver.

Eksempel. Vi kan slutte, at (jg §E§§==7) -» 1 for n - «,, idet integranden
V1-x

gdr mod 1 undtagen for x = 1, hvor den gdr mod «, og integran-
den er positiv og aftager mod n, og for n = 1 har integralet ver-

dien % < .
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2
Vi vil slutte med at omtale nogle integraler, hvor e X

-X

optrader i integranden. En metode til udregning af fw e dx
el

ved brug af komplekse variable er omtalt i Jameson's bog. Tradi-
tionelt udregnes integralet ved udnyttelse af et reelt planinte-
gral, men en narmere analyse vil vise, at det, der foregdr i vir-
keligheden er udregning af en verdi af gammafunktionen F(%).

2
Satning 5.4. ffme X dx = V7.

2 —(x%+y?) | -rx
Bevis. Vi definerer F: IR™ » R ved F(x,y) = e Y =

idet (r,6) er polezre koordinater. Plan- YA
integralet af F over den ved x > O,

y >0, x2+y2 < R2 fastlagte cirkelkva-

drant udregnes i polare koordinater til
i

NE

R (2 _2 2
IR = } (J e Tt dt)) rdr = (’I-e-R ),
0“0 0 a R

sd vi ser, at Ix~ % for R » . Dernast ser vi pad integralet

over kvadratet [0,alx[0,a]l. Det er givet ved

- aca _ 2 2 a _.2 [a 2
T = j (J e Y gy)ax = J e (] e Y gy)ax =

070 0 0
a __2 a _ 2 a _,2
E e ¥ de e ™Y dy = (J e % dx)2
0 0 0

Da vi har Ia < Ia < IaVE (se figuren), kan vi slutte, at
~ T o =X 1 -~ o
I, > 7 for a-«, og det medfgrer, at foe dx = 7Vﬁ, altsi
2 . .
JZ e ¥ dx = V7. Dermed er satningen bevist.
2
2 u

Sztning 5.5. ffwe_x cosuxdx = Vi e © for u € RR.
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Bevis. Idet @ er randen af det pa

figuren viste rektangel, er
_,2 a - b
e “dz = 0. For =z = b+i '
I7 S TLYy 2 2 .2

yggitxi%] -(eller [%,0] hvis u < 0) er le 2 | =é&¥ b <
% 2op?
e , s& integralet langs den hgjre lodrette side er hgjst
L g utp?
jlule , og det gdr mod 0 for b - « . Det gdr pa samme

mé&de med bidraget fra den venstre lodrette side. Vi ved, at integra-
let langs siden p& den reelle akse gdr mod Vm for a,b -« , og
det samme vil s& galde for integralet langs rektanglets ¢@gverste

side orienteret mod hg¢jre, s& vi far
co .u2

[ e (xHim) "gy = VT,

altsa
%» [ -x?
e ] e (cosux + isinux)dx = V.

Ved at tage realdelen pd begge sider f&r vi s@tningen. Det tilsva-

rende integral med sinus er selvfglgelig 0. Dermed er satningen be-

vist.

Lad os ogsd udregne Fresnel's integraler, som maske kan vare

nyttige i1 en bizar situation. Yﬂ\ atia

Setning 5.6. jfwcosxzdx = ffmsinxzdx = VI .

Bevis. Idet T er randen af den pé
2

figuren viste trekant, er jre—z dz = 0.

Bidraget fra den lodrette side er 0 a X
1
idy = iaJ e
0

[a . ..\2 1 _ 2, 2 .2
| e (a+iy) o2 {1 t;).e 2ia tdt )

2 .2
ar(+it) g - iaj
0

0
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Her er det ikke nok at vise, at integralet gdr mod 0, da

faktoren a foran integraltegnet m& tages i betragtning. Vi

vurderer
la e—a2(1—t2)e—2ia2tI _ e—a2(1—t2) + log a
= 52 2 . . _ 2, 1
For wt(a) = a”"(1-t”) -log a har vi wt(a) = 2a(1-t )"3' og
det er 0 for a = ———fL———, negativt for mindre vardier af
2 (1-t2)

a og positivt for stgrre verdier af a, s& vi far vurderingen

- *m~1—§—(1 t )+ log
2 2(1-t7) Vv 2(1-t2) 1

-a2(1—t2)é-21a t
V2e (1-t2)

A

Dette er integrabelt p& [0,1], og da integranden selv efter at
a er sat indenfor tegnet gar mod 0 for a - « for hver fast
verdi af t pd ner t =1, giver setning 5.3, at integralet
langs den lodrette side gdr mod O.

I grensen bidrager siden pa& den reelle akse med %VF, sa

vi f4r resultatet

[® - (1+1) 2¢?

Jo

(1+i)t dt = =Vm .

=

Vi dividerer med 1+i og reducerer lidt

J (cos 2t2-i sin 2t2)dt = %(1—1)VF.
0

Vi splitter i real- og imaginerdel og far

[ cos 2t24t = j sin 2t%dt = lVF .

Jo 4
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Substitutionen t = 3&

V2

klarer resten. Dermed er satningen bevist.
Vi tager denne sarlige regnekunst op igen senere. De inte-
graler, der kan udregnes ved brug af komplekse variable, kan
ofte ogsa beregnes ved hjelp af Fouriertransformationer o.l.
6. Cauchy's integralformel.
Vi viser fgrst, at visse integraler definerer differentiabile
funktioner af komplekse variable, og dernzst viser vi, at s&danne

funktioner altid kan udtrykkes ved sadanne integraler.

Satning 6.1. Lad vy: [a,b] » ¢ vere stykkevis C1, og lad

v: [a,b] » ¢ vere stykkevis kontinuert. Vi skriver O=¢~y([a,bl).

S& definerer

o)

= 1 '
f(Z) = m Ja m 'Y (t)dt

en vilkarligt ofte differentiabel funktion £f: O » ¢, og dens

nte differentialkvotient er givet ved
b
1
a (y(t)-z)

Bevis. Det er nok at vise satningen for integralet over
hvert delinterval, hvor y' og ¢ er kontinuert, sd vi kan
tillade os at antage, at Y' og ¢ er kontinuerte pa hele

[a,b] . S& er integranden i udtrykket for f(n) kontinuert for
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z € 0, t € [a,b]l], og en kendt satning fra fgrste &rs matematik

(n)

fortaller os, at £ defineret ved dette udtryk, bliver kon-

tinuert i O for alle n, specielt ogsd f = f(O).
Lad nu F1 reprasenteret ved Yq® [a1,b1] - O vare en
stykkevis differentiabel vej. For n > 1 har vi da

e - T e
J f1(n)A(Z)dZ- - n. Ji. J[ ) (D(t) Y(t) 7 dt)\'Y»i(u) du ,
T, agMa (v (e)=y, (w)?

og her kan integrationerne byttes, sd vi far

v (b b, yj(u)du
[ e @az = 2 [y @[ "I ———r)ar -
Ty a ay (y(t) -y, ()
1 b 1 1 b 1
(1) ! [ (E)Y'(E) g (o=t EY'(E) 4 -

)n 2mi

Ja (y(0)-v, (o)) Ja (y(®0)-v, (@™

£ () - £ (v @)

n)

Vi ser, at integralet af f( er uafhe®ngigt af vejen, sé

(n)

s@tning 15 fortaller os, at f har en stamfunktion. Sammen-

ligning med s&tning 10 giver dernast, at f(n-1) er en stam-

f(n)

funktion til , 1idet en stamfunktion er bestemt pa ner

addition af en konstant. Da £ = f(o), er sa@tningen dermed bevist.

Vi har ikke forbudt, at banen for vy krydser sig selv, sé&

me&ngden O kan have mange komponenter.

Eksempel. For Y (0) = ele ;0 € [0,21] og ©(B) = cos © far

vi specielt
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£(z) = 1 21Tcos@ 1@d® _ 1 f2ﬂe216+1 do =
2mi io 4 | io
0 e -z 0 e -z
1 l'2'1T/ io Zei@+1\\ B 1 [27T zel@+1 io
- e + == do = —= - i de
am J, \ i6_,/ ami |, 1010 4

Dette er verdien af integralet

£(z) = 1 [ zw+l

4mi er(w-z)

dw,

hvor T er enhedscirklen. Ved dekomposition far vi

f(z) =

iri ~ Tz

Vi ved, at f%g = 2m1i, og det samme galder for f%?%, hvis
lz] < 1, medens dette integral bliver 0 ifglge Cauchy's inte-

gralsetning, hvis |z| > 1. Altsd er

% z for |z] < 1
f(z) =

1
- 55 for |z] > 1.

Saetning 6.2. Lad Q vare et Gauss-omridde og Zg € 0 et vil-

k&rligt punkt. Lad E < @ vaere en afsluttet cirkelskive med

centrum 2z Hvis E er lille nok, er O~NE et Gauss-omrade.

0.
Bevis. En akseparallel ret linie, der sk@&rer gennem et elemen-

taromrdde, vil &benbart dele dette i 2 elementaromrdder. Der

findes et akseparallelt kvadrat K < @ med centrum Z,-
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Vi tanker os, at der foreligger en inddeling I/,,—N\\\ 4//

af Q 1 elementaromridder. Vi forlenger de //* K \_

I?’é": )
vandrette sider i K, til de mgder randen J,—wf‘“f,/
af Q eller en delelinie. S& vil disse //ﬁ/' \\

kvadratsider med deres forlangelser

blot gpre inddelingen finere, og de 2 lodrette kvadratsider vil
yderligere forfine inddelingen. Vi ggr nu denne 1lidt grovere i-
gen, idet vi udelader alle delelinier i det indre af K, idet

K er et elementaromrdde. Dernaest valger vi E < K og inddeler

RKNE 1i 4 elementaromrdder som vist pd figuren. K
S& har vi f8et O~NE delt i elementaromréder,

og derna:st er setningen bevist.

Denne hj@lpesatning bruges i beviset for vor naste satning,
der handler om Cauchy's integralformel, et vigtigt resultat, der
viser, at en C1—funktion af en kompleks variabel i et omrade
med kompakt afslutning kan beregnes, hvis man blot kender den pa

randen af Q.

Sztning 6.3. Lad O ¢ ¢ vare dben og f: O » ¢ differentiabel
med kontinuert differentialkvotient. Lad Q med orienteret rand
I' vare et Gauss-omrade indeholdt i O. For =z € Q@ har vi da

Cauchy's integralformel
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Bevis. Lad 2z € ¢ vare et fast punkt og E < Q@ en afsluttet cir-
kelskive med centrum 2z og radius r 1lille nok, til at QO~NE er

et Gauss-omrd&de. Hvis F1 er randen af E vil randen af QONE be-

std af I, samt F1 med modsat orientering, og da %é%i er en
C1-funktion i QNE, giver Cauchy's integralsatning, at
£(z) £(z)
(1) [ - dg = J —2— dz .
Jpe-z r, o
For P1 har vi parameterfremstillingen ¢ = z+rele, 6 € [0,21],

altsd dg = irelede, sd det sidste integral bliver
2T .

[ f(z+rele)id6 .

Jo
Af (1) fglger, at dette er uafhengigt af r, nadr r blot er

lille nok. Dets vardi er derfor lig med grznseverdien for r - 0,

altsd 2wif(z), og dermed er satningen bevist.

Vi har umiddelbart et interessant korollar.

Setning 6.4. Lad O c ¢ vare &ben og lad f: O » ¢ vare C1.

Da er f vilkarligt ofte differentiabel.

Bevis. Et vilkarligt punkt z, € O er centrum for en afsluttet

cirkelskive E < O med rand ry o9 da E er et Gauss-omrade gi-

ver sa@tning 6.3 for z € %

[ £2) 4,

_ 1
F2) = o1 | T2

14

og det fglger af s@tning 6.1, at f er vilkdrlig ofte differenti-

0
abel i E. Dermed er satningen bevist.
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I begyndelsen af vort arhundrede rundede Goursat teorien af
ved at vise, at kravet om kontinuitet af differentialkvotienten i
setning 6.4 er overflgdigt. Vi gengiver hans bevis, som ikke er

serligt svert.

Setning 6.5. Lad O c ¢ vere &ben og f: 0> ¢ differentiabel.

Da er f vilkdrligt ofte differentiabel.

Bevis. Det er nok at vise, at f er vilkarligt ofte differentia-

bel i det indre af ethvert rektangel, som er indeholdt i O.

Lad K c O vare et afsluttet rektangel T
med rand T, og lad 2L vere lengden af T. ) K1 =
Vi deler K i 4 ens rektangler, og blandt K ‘zjj 2
disse valger vi K1 med rand F1, sa

IjP f(z)dz| bliver stgrst (flere blandt de
1
4 kan sta lige, og det g¢r de jo faktisk, hvis s@tningen er rigtig -

idet de alle er 0). Vi deler K1 i 4 ens dele og valger blandt dis-

se K, med rand T sé& Ijr f(z)dz| Dbliver stgrst mulig. Vi fort-

2'
2
s@tter processen og fir en fglge K o K, > K2 > ... af rektangler.
De har et fzlles punkt a. Idet Pn er randen af Kn' har vi

vurderingen

A

[ taz < a1l £(z)az1 < 42|'J f(z)azl < ... < 4% f£(z)azl.
Jr = = r, =

Da f er differentiabel i a, har vi

f(z) = f(a) + f'(a) (z-a) + a(z) (z-a) ,
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hvor a(z) » 0 for 2z - a. Nu er f(a) + f'(a)(z-a) et polyno-
mium, som har en stamfunktion, f.eks. f(a) (z-a) + %f'(a)(z—a)z,

sé jr»(f(a)+f'(a)(z—a))dz = 0 for alle n. For n € IN har vi
' n

derfor
( » n
lJ f(z)dz] < 47| a(z) (z-a)dz|
r Pn
Lad e > 0 vare givet. Vi kan da valge n € N, s&
la(z) ] < —55 for alle z € K_. La&ngden af T er 2L.2° 1%, og
= oL n n
for =z € r, er lz-al < L-Z—n, s&@ vi ender med vurderingen
|J f(z)dz| < 4".2n.27 " 55n 2™ = e
T B 2L

Vi har dermed bevist, at jrf(z)dz = 0, ndr T er randen af et
vilka&rligt afsluttet rektangel i O, og s@tning 3.6 giver, at £
har en stamfunktion i ethvert S-omrdde, der er indeholdt i O;' alt-
sa i1 hvert fald i en omegn af ethvert punkt af 0. Men en stamfunk-
tion til £ har den kontinuerte differentialkvotient £, sd sa&twn
ning 6.4 giver, at stamfunktionen, og dermed £, er vilkarligt of-

te differentiabel. Dermed er setningen bevist.

For en funktion f: 0> ¢, hvor O0c ¢ er aben, kommer det
séledes ud pd et, om vi antager, at f er differentiabel, CT eller
vilkdrligt ofte differentiabel.

Fra nu af vil vi foretrakke at bruge betegnelsen holomorf om
en sadan funktion.‘Lejlighedsvis vil vi bruge ordet analytisk, som’
skal betyde ganske det samme som holomorf. I @ldre litteratur mgder
man "regulaer" med samme betydning. Det tyske ord "schlicht" ‘anven—

~des endnu i betydningen "injektiv og holomorf" - det har ogsa varet

brugt i engelsk.




MAT 224 - 57 -

Cauchy's integralsatning giver direkte oplysning om et integrals
verdi, og man fdr reelle integraler ved at bruge en parameterfrem-
stilling og splitte i real- og imaginzrdel. Det er desvarre ikke

nemt at arbejde mdlrettet med denne metode.

Eksempel. Funktionen 7%5 er holomorf for z % 2, og hvis T er

enhedscirklen, giver Cauchy's integralformel for punktet %, at
dz _1 . 1 _ 2 .
ez ner= A = L
Den sa&dvanlige parameterfremstilling giver
dz _ [P ietfgg _ i[2” do _ i[2” de
- - i ; - 3 -3 ~ . 5=4cosd
JF(2 z) (2z-1) JO (2-e18) (2¢10_1) JO (2-e18) (2-e716) JO 5-4cosf

sd& vi har fundet formlen

2
[“7_do
5-4cosg

= 2.
JO 3TI'...

Det kunne godt regnes ud ved elementare metoder.

Eksempel. Cauchy's integralformel for enhedscirklen og 0 giver
[ & dz = .
J? Z—-2']Tl.
T

Ved indsattelse af den sadvanlige parameterfremstilling, far vi

27
} ecose(cossine+isinsine)de = 27,
0
og det spaltes i
2T 27
} ecosecossinede = 21 , } ecosesinsinede = 0.
0 0

Den sidste formel er triviel, idet substitutionen 6 = 271-t viser,
at vaerdien forbliver uendret ved fortegnsskift. Det er ikke let at

se, om den fgrste formel kan f&s ved elementare metoder.
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Vi kan f3 en mere milrettet metode ved at kombinere anvendel-
sen af Cauchy's integralformel med en gr@nseovergang, som i vore
anvendelser af Cauchy's integralsetning. Det bliver dog kun til
et specielt tilfalde af den sdkaldte residueregning, som vi vil
indf@gre senere. Her ser vi pé& et enkelt eksempel.

iux

Eksempel. Vi vil udregne jf cgsu§ dx = jf 95——§dx . Ligheds-
6 inux ® x“+a © x“+a
tegnet gelder, da jf —5——§dx = 0, fordi integranden er en ulige
* x“+a

funktion. Bortset fra en konstant faktor, er det den karakteristi-

ske funktion for en sandsynlighedsfordeling, vi regner ud.
iuz

Funktionen = -
z+ia

er holomorf i Y
C~{-ia}, og Cauchy's integralformel
anvendt for den tegnede halvcirkel

~og punktet ia giver derfor

J etuz e 1 -au
———=dz = 27i . 5= = — e i) >
. R X
Pzz+a2 2ia a
iuz i +1 —-uy+i . .
For u>0 er e = e ulxtiy) _ e”WTUX humerisk <1 1i den

pvre halvplan, sa integranden er numerisk < —51—7 pé& halvcirklen.
: - R7-a
Bidraget fra halvcirklen bliver saledes vurderet ved —%5—5 , Ssom
R"-a
gdr mod 0 for R - o, s& vi kan slutte, at

__..i.dx = E e_au‘; .
a.

for u>0 og a>0. For a>0 og u€ IR far vi generelt

®  cosux (
J'—'OQ X2+‘<’:12 - J ~oo X

© iux
€ ax =21 e_alul‘

> 2 - a - . . .
2+a
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7. Funktionsfglger og beslagtede emner.

Fger vi g8r i gang viser vi en omvendt satning til Cauchy's in-

tegralsetning. Den kaldes Morera's satning.

Setning 7.1. Lad O c € vare aben og f: O » ¢ kontinuert. Hvis

hvert punkt af O har en omegn U, sid det for hvert afsluttet rek-
tangel i U gelder, at integralet af £ langs randen af rektanglet

er 0, da er £ holomorf i O.

Bevis. Omegnen U kan &benbart velges som et S-omrdde. S& giver
setning 3.13, at £ har en stamfunktion Fy pd hvert U, og der-
nast giver s@tning 6.5, at FU og dermed £ er vilkarligt ofte

differentiabel p& U, altsd holomorf. Dermed er satningen bevist.

Et fornuftigt konvergensbegreb for funktioner, som er holomorfe
pd en aben mengde O, er ligelig konvergens p& enhver kompakt del-
mengde af O. For en fglge (fn) af holomorfe funktioner fﬁ: 0O-C
betyder det, at der findes en grensefunktion f: O - ¢, séledes at
der til ethvert ¢ > 0 og enhver kompakt mengde K c O findes et
N € IN, sdledes at |f(z)—fn(z)| < z for alle n > N og alle
z € K.

Fra fgrste &rs matematikkurser ved vi, at dette sikrer, at gran-
sefunktionen f Dbliver kontinuert pd enhver kompakt mangde K < O
og dermed pa O. Vi ¢gnsker en hel del mere, og det fidr vi med den

naeste satning.

Setning 7.2. Lad O ¢ ¢ vare aben og (fn) en fglge af holomorfe

funktioner fn: O - ¢ 1ligelig konvergent pd& enhver kompakt delmang-

de af O mod en funktion f: O -> ¢. Da er f holomorf, og for
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e

hvert g€ W vil fglgen (fn(q)) af qt differentialkvotienter

()

konvergere mod £ ligeligt p& enhver kompakt delmengde af O.

Bevis. Lad Kc O vare et afsluttet rektangel med rand ['. Ifgl-
ge Cauchy's integralsatning er jrfn(z)dz = 0 for hvert n. Men
da (f)) - £ ligeligt pd T, er ogsa [pf(z)dz = 0. Dette vises
sdledes: For € > 0 findes n € N, sé lf(z)—fn(z)l < T for

alle z eI, idet L er langden af I. Derfor er

|

JFf(z)dz - }Tfn(z)dzl < ]}T(f(z)—fn(z))dzl < L-

Altsa er 1jrf(z)dé| < €, og da dette galder for ethvert € > 0,

er frf(z)dz = 0. Da dette galder for ethvert rektangel Kc O, er
betingelsen i s@tning 7.1 rigeligt opfyldt, og vi f&r, at f er ho-
lomorf.

Lad nu K c O vare en vilk3rlig kompakt mengde. S& har K
positiv (uendelig, hvis O = ¢) afstand til ¢~O. Vi valger r > 0
under halvdelen af denne afstand (vilkarligt, hvis O = ¢). Med L
betegner vi mengden af punkter med afstand < r fra K. S& er Kr
begrenset og afsluttet, altsd kompakt, og K. ¢ 0. Lad ¢ vare et
positivt tal og . et naturligt tal. Vi valger N € IN, saledes at
bE(z)-£ (2) 1 ¢ a% r9e © for alle n > N og alle -z € K. For =z €K

betegner vi med T cirklen: med centrum 2z og radius r. Ifglge sat-

ning .6.3 og s&tning 6.1 er

v [ £ (2)
(q) _ q.f £(2) (q) _q! J n
f (z) = === dz ; f = : dz ,
2mi F(C—Z)q+1 (z) 2mi T(E—z)q+1

f(C)—fn(E)
" g+l

ki

If(q)(z) - fn(q)(z)l = gllj
I (C-2z2)
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Her er |f(;)—fn(;)| < 1 rqg og |lgz-z| = r, sa& vi fir vurderin-

q:
gen

Sl
o
H

IA
[a}
miQ
N
|
m

Dermed har vi vist, at (fn(q)) » f4 ligeligt p& K, og dermed

er ssa@tningen bevist.

Setningen kan selvfglgelig umiddelbart oversattes til en sat-
ning om uendelige rakker, og det er i den form, den mest bruges.
At en uendelig rakke konvergerer ligeligt betyder selvfglgelig, at

dens afsnitsfglge ggr det.

Seztning 7.3. Lad O ¢ ¢ vare aben og (fn) en fglge af holomorfe

funktioner fn: O-> ¢, og lad ; fn(z) = f(z), idet rzkken konver-
gerer ligeligt pa enhver kompaktnallmengde af O. Da er £ holomorf
og f(q)(z) = ; fn(q)(z), hvor razkken konvergerer ligeligt pad en-
hver kompakt dgziengde af K. Hvis T er en stykkevis differentia-

bel vej i 0, er [ _f(z)dz = 3z [_f (z)dz.
‘ | r = IR
Bevis. Det er altsammen helt oplagt.

Ligelig konvergens pé& kompakte mengder kan for det meste vises
ved hjalp af Weierstrass' sztning om majoriseret konvergens. Den er
behandlet i fgrste &rs undervisning, og den fglger umiddelbart af
det almindelige konvergensprincip. Her ngjes vi med at citere den

uden bevis.

]

Setning. 7.4. Lad (fn) vere en fglge af funktioner fn: K-> C,

hvor K er en vilkarlig mengde. Lad (An) vere en fglge af tal
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An > 0, for hvilken rakken g An er konvergent. Hvis Ifn(x)l < An
for alle ne€e W og alle x 2 %, da er rakken ; fn ligelig
konvergent pa& K. o=
P o
Vi kalder n§1An en majorantrzkke for n§1fn(x). Vi far selv-
fglgelig den gunstigste majorantrazkke ved at valge An =

sup{|fn(x)||x € K}, men en mindre gunstig klarer ofte sagen med

mindre regnearbejde.

Eksempel. Lad O v&re halvplanen {z = x+iy € C|x > 1, yv € 1IR}.

Da definerer ¢(z) = X — en holomorf funktion ¢: O » C. Her
_ _h=1 n )
er ;%-= e zlogn _ n~ ¥ (cos ylogn+isin ylogn) med den reelle loga-
n o
ritme. Altsd er IJL[ =1 og for x, > 1 er > 2 en konver-
Z X 0 - b
n n n=1 n 0
gent majorantrekke for Z;% i den ved x > X bestemte halvplan.
n

Da enhver kompakt delmangde af O er indeholdt i en sadan halvplan,
giver satning 7.3, at r: O » ¢ er holomorf.

At z —%f- er konvergent for Xg > 1 fglger af integralkrite-
riet.

Det er muligt at give bedre definition af ¢, s& den bliver
holomorf pa hele ¢~{1}. Den kaldes Riemann's g-funktion, og den

er bergmt for velkendte anvendelser i talteori.

Besl®gtet med s@tningerne om fglger og razkker er den fglgende
setning, der handler om integration af en holomorf funktion med hen-

syn til en parameter.

Saetning 7.5. Lad O c ¢ veare dben, og lad f: Ox[a,b] » ¢ vare

en kontinuert afbildning. For hvert +t € [a,b] antages det, at den

ved ft(z) = f(z,t) definerede funktion ft: O > ¢ er holomorf. S&
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er den ved g(z) = jbf(z t)dt definerede funktion f: O - ¢ ho-

lomorf, og g(n)(z) = jb 3 f(z,t)dt.
3z

Bevis. Hvis T er en vej i O reprasenteret ved en C1—afbildning
y; [a1,b1] - 0, er
[- - o , [b )
] g(y(u))y'(u)du = ] | f(yfu),t)dt)y'(u)du =
T 1 a a
b b
} r fly(u),t)y'(u)du)dt = } (J f(z,t)dz)dt.
a ’T

Dette vil selvfgplgelig ogsa vare rigtigt, hvis blot T er stykkevis
C1. Hvis T er rand af et afsluttet rektangel i ©, giver Cauchy's
integralsetning, at jrf(z,t)dz = 0 for hvert t € [a,b], sa&a vi far
jrg(z)dz = 0, og Morera's satning fortaller sa, at g er holomorf.
For z € O kan vi valge T som rand af en afsluttet cirkelski-
ve i O med centrum =z, og idet vi anvender satningerne 6.3 og 6.1

kombineret med den ovenfor viste ombyttelighed af integraler anvendt

péd en anden funktion, far vi

b
(n) _ n!' [ g(»ndz _ n! [ ([ f(g, t)dt) B
g (z) = 5= = - —=t———dr =
21i T,(;-Z)n+1 27l JF\Ja (C'Z)n+1
b . b
[T (_nt [ £(g t)dC) at J 2 f£(z,t)dt .
Ja \2 k‘(; z)n+1 a 3z
Dermed er satningen bevist.
z-1

Eksempel. Ved T (z) = j:e_tt dt defineres en holomorf funktion

i den hgjre halvplan. Det fglger nemlig umiddelbart af setning 7.5,

at 1, (2) = [T eTt¥ at, hvor 71 - elz™Mlogt = oy p,q e N,

Pr.q

er holomorf i hBle ¢. TFor Rez <a er Itz—1

| < t13171 oy for

a9 >4 far vi
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Ay _p o a, _ _ o _ _
e e Mae o J Tetelal"1ge J e telal gt
Jq q T g

t
N&r g overstiger en kun af a afhengig verdi, er enttlal—1 < e 2,
sa vi far
£ 9
q, - o T -
[} Te7te 2 1dt] < } e %at = 2¢ % .
q - ’q
Dette viser, at Pp q(z)~ for fast p , og g - « gdr ligeligt for
4 .
Rez < a mod gransefunktionen rp(z) = IT e %% 13t.  For
Rez > b > 0 og Py > P far vi p
1 1
l}p e-ttz—1dt|'s[p b 1qe = %(jB _ 1b) < 1b '
A Tl P py bp
P P
hvilket viser, at Pp konvergerer ligeligt med T for Rez » b > 0.

Altsd er T holomorf i hgjre halvplan.
Ved delt integration far vi r-funktionens funktionalligning

r(z) = }me_ttz_1dt = [-e_ttz—1]:=o + (z—1)5me'ttz'2dt = (z=1)T(z-1) .
0 . 0

Ved gentagen anvendelse heraf far vi

1
z

1
z(z+1) ...

r(z) = ir (z+1) = 2%5177 r(z+42) = ... = oy Tzt .

Denne relation galder for Rez > 0, men den kan &benbart bruges til
at udvide r-funktionens definition til mere omfattende halvplaner,
idet det sidste udtryk definerer en funktion, der bortset fra punk-
terne 0, -1, ..., —n er holdmorf for Rez > -n-1. Alt i alt er

r holomorf i hele ¢ péd ner i 0 og i de negative hele tal.

x+iy, x > 0, y € IR har vi vurderingen

For -z

|j e e g [Tt 16271 at = Mot Mae = r(x).
0

Jo

[T(z) |

A
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Det fremgdr af vore satninger, at T kan differentieres ved dif-

ferentiation under integraltegnet, s& vi fadr for Rez > 0, at

F(n)(Z) = e_t(logt)ntz—1dt .

Jo

8. Potensrakker.

Potensrakker er velkendte fra fgrste &rs undervisning. Det dre-
[e ] .
jer sig om rakker bX an(z—c)n, hvor ¢, samt koefficienterne a s
n=0
n=20,1,... er komplekse tal. Vi repeterer hovedsatningen om kon-

vergens af potensrakker.

(o]
Saetning 8.1. Lad b an(z—c)n vere en potensrakke. Vi definerer
n=0

M= {p€ [0,o[Isup{la lp”In € N} < »}; R = supM.

Potensrekken er divergent for |z-c| > R og absolut konvergent for
|z-c|] < R. Den er ligelig konvergent p& enhver kompakt mengde K,
som er indeholdt i den &bne cirkelskive med centrum og radius R.
Denne cirkelskive kaldes potensrzkkens konvergenscirkel og R dens
konvergensradius. Eventuelt er R = 0 og konvergenscirklen tom el-
ler R = » &g konvergenscirklen hele ¢. For 2z = c er potensrak-

ken altid konvergent.

Bevis. Hvis |z-c| > R, géar (an(z—c)n) ikke mod 9 for n - o,

sd razkken md divergere. Hvis |z-c| < R, kan vi valge p € ]llz-cl|,R[,
sd der findes et tal A € ]0,«[, for hvilket lanlpn < A for alle
n oo n
n. S& er Ian(z—c)nl < A(lEBSL) , ogda = A(lE%El) er en kon-
- n=0
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vergent kvotientrakke, er ;Olan(z—c)nl konvergent, altsd potens-
rakken absolut konvergent. .

Nadr K er en kompakt delmengde af konvergenscirklen, er
sup{lz-cll|lz € K} = r < R, og den konvergente razkke ozoolanlrn bli-
ver en majorantrakke for potensrakken pa K, sa poteggrakken konver-

gerer ligeligt pad K. Dermed er satningen bevist.

P3 konvergenscirklens rand er potensrakken enten overalt abso-
lut konvergent eller intetsteds absolut konvergent, men s& betinget
konvergent pa en delmengde af randen. Denne kan vare tom eller hele
randen eller en mellemting. Problemerne omkring disse forhold er in-
teressante, og der foreligger mange resultater, men hele emnekredsen

falder udenfor rammen af dette kursus.

oo o n
Eksempler. s nlz" konvergerer kun for z = 0, medens z ET kon-
n=0 © n n=0 *
vergerer i hele (€. Rakken s 2%- har for alle p € IR konvergens-
n=1 n
radius 1. For p > 1 er den absolut og ligelig konvergent i hele

den afsluttede enhedscirkelskive. For p < 0 er den divergent over-
alt p&d randen. For p € ]10,1] er den konvergent i -1 og divergent
i 1, og det kan vises, at den er konvergent i de g¢gvrige punkter af

randen.

Setning 8.2. Summen af en potensrzkke er en i konvergenscirklens

indre holomorf funktion.

Bevis. De enkelte led er holomorfe, sid det fglger af s@tning 8.1.
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Setning 8.3. Lad Oc ¢ vere adben og f:0 » ¢ holomorf. For

c € O findes der da 1 og kun 1 fglge (anln =0,1,...) af kom-

plekse tal, for hvilken potensrazkken )X an(z-c)n konvergerer i
n=0

en omegn U af ¢ og i hvert z € U har sum £f(z). Den vil séa

vere konvergent med sum f(z) i enhver &ben cirkelskive med cen-
trum ¢ og indeholdt i O. Hvis T er rand af en afsluttet cir-
kelskive med centrum ¢ og indeholdt i O, og T er orienteret

mod uret, er

_ 1 [ f(z)az _f(n)(C)
%n T 251 |

n+1 n!

r(z-c)
Bevis. Hvis potensrakken konvergerer med sum £f(z) 1 en omegn U
af ¢, er den ligelig konvergent i en vis kompakt omegn af ¢ ifgl-

ge satning 8.1, og satning 7.3 giver

f(n)(z) = E {g+n)t an+q(z—c)q ; f(n)(c) = n!aq

Dette viser, at hvis f overhovedet kan skrives som sum af en po-

tenérakke i en omegn af ¢, er dennes koefficienter givet ved-det

sidste af de i s®tningen anfgrte udtryk. Det viser entydigheden.
Lad nu T vere rand for en 8ben cirkelskive U med centrum

c ogmed UUT < O. For z € U giver Cauchy's integralformel

2ri JF -2 r
For ¢z €T, 2z €U er lz=c| < l¢g-cl,

sd vi har en konvergent kvotientrakke

- ) 2 © e o)
1, _z=c_ ,(z=0)" ,  _ T _(z=a) _

r-c (C‘C)z ‘ (C‘C)3 =0 (C‘C)n+1

1
r-2z

1
Z—-C
1- E—:é'
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(z—c) "

Rekken ¥ f(r) nF T

n=0 (z=c)
i ONE, hvor E er afsluttet cirkelskive i U ogmed =z i sit

er for fast 2z 1ligelig konvergent

indre. S& kan razkken integreres ledvis ifglge satning 7.3, og hvis

vi definerer

a = [ _f(g)dc ,
n 2ri JP(;'C)n+1
far vi
_ 1 [ £@dr _ T (z=0)® [ _f(nac © n
£( = - = x : : )X - .
z) 271 JF -z neo  2mi Jr(g-c)n+1 I a, (z-c)

Da T Dblot var rand af en vilkarlig afsluttet cirkelskive i
O med centrum c¢, har vi hermed bevist, at potensrazkken ozooan(z—c)n
har sum £f(z) 1 hvert punkt af den st@grste &bne cirkelskivz_med
centrum c¢ og indeholdt i 0. Af s&tning 8.1 fglger nu, at denne
maksimale &bne cirkelskive er indeholdt i potensrakkens konvergens-
cirkel. Den allerede viste entydighed sikrer, at de 2 udtryk for

koefficienterne er identiske, men det fglger ogsd af satning 6.1.

Dermed er satningen bevist.

Potensrakkeudviklingen er identisk med Taylorrakken, som vi
kender den fra reelle variable, men i komplekse variable er den
automatisk konvergent.

Regneregler for potensrakker er behandlede i fgrste &rs kursus,
og vi vil ngjes med en kort repetition. Af

o

f(z) = = an(z—C)n ’ g(z) = % b (z-c
n=0 =0

)1’1

fglger

£(z) + g(z) = (an+bn)(z—c)n.
n=0
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Konvergenscirklen for summen bliver den mindste af konvergenrcirk-
lerne for de oprindelige rakker, dog eventuelt stgrre, hvis de har
samme konvergensradius. Endvidere er
® n
f(z)g(z) = E An(z—c) ; An = aobn+...+anb0 .
n=0
Konvergenscirklen bliver mindst s& stor som den mindste af de to op-

rindelige, men ofte stgrre. Hvis ag * 0 har vi ogsd en potensrakke

1 = 3 Bn(z-C)n ’
n=0

hvor koefficienterne Bn f3ds rekursivt af ligningerne

aOB0 =1
aOB1 + a,]BO =0
alOB2 + a,lB1 + a2BO = 0

Desuden kan nye rakker fas ved ledvis integration og division.

Da e” er holomorf i hele ¢, er rzkkeudviklingen e? =
n

[ee] . .
z %T konvergent i hele ¢. Af cosz = % (elz+e_lz) og
nfO _ 1 iz -iz ° . . _ > n z2n
sinz = =— (e""-e ~7) f&s razkkeudviklingerne <cosz = I (-1)" —S—+
21 o 2n+1 n=0 (2n):
og sinz = I (-1)" T%H:TTT , ‘som er konvergente i hele ¢ .
n=0 .

Funktionen T%E er holomorf i ¢~{1}, og rakkeudviklingen

= 3z z" gelder for |zl < 1. Ved ledvis differentiation fé&s

n=0 ©
- xz {ntq) 2 altsa L = Z (n+q>zn konver-
: .
(1-2)*1 p=0 P (1-2) 3T poo \ @ ]
gent for |z|l < 1. I den ved Rez < 1 Dbestemte halvplan har =2

hovedvaerdien -Log(1-z) som stamfunktion, og ved at erstatte =z

o n
med -z f&r vi logaritmerazkken Log(l+z) = X (-1)n+1 %T , konver-
n=1
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gent for |z| < 1. I halvplanen Rez > -1 har (1+z)* en hoved-
eonLog(1+z)

verdi , som er holomorf, sa dens Taylorrazkke i 0 kon-
vergerer for |z| < 1. Da dens nte differentialkvotient i 0 er
o(a=-1)...(a=n+1), £fr vi binomialrakken (1+z)a = ; (g)zn, hvor
(ﬁ) = ;!a(u—1)...(u-n+1). Her er o et vilkérligtnigmplekst tal;

For o € N er (1+z)% holomorf i ¢, nemlig et polynomium, og

binomialrzkken degenererer til den elementzre binomialformel.
. iz_e-iz e2iz_1
Funktionen tgz = —— = + ————— = — —7—— er holomorf i
CcQSsz i iz, -iz i 2iz
e “+e e +1

@\{pr1)%lp € 7ZZ}. En eventuel omvendt funktion f&s ved at bestem-
me w af ligningen
2iw_1

1
tgw = + —= =z,
i 21W+1

0]

l

0}

og den er helt ensbetydende med

2iw _ 1+iz
e = — ,
1-iz

s& vi far en hovedvardi

© n Z2n+1
T (-1 = .
n=0 2n+1

w = Arctgz = é% (Log(1+iz) -Log (1-iz))

Funktionen er holomorf i ¢~{iyllyl > 1}. TUbehagelighederne i =i
er siledes arsag til, at rakkeudviklingen for Arctgz kun konver-

gerer for {z| <1, selv om Arctg er analytisk i et omrade, der

indeholder hele 1R.

Vi understreger hovedresultatet: De holomorfe funktioner p& en
dben mengde O < ¢ er netop de funktioner, der i en omegn af et-

hvert puhkt af O har en konvergent potensrzkkeudvikling.
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Det var egentlig en udmarket mulighed at definere holomorfe
funktioner ved denne egenskab, og det gjorde Weierstrass, fordi
han derved bedre kunne opfylde tidens strengere krav til analysens
grundlag. Man taler stadig om Weierstrass'sk funktionsteori, né&r
fremstillingen i det vasentlige er baseret pé& potensrakker. De fle-
ste tekster bruger en mere geometrisk fremstilling, som ogsd vi har
gjort det, og s& taler man om Riemann'sk funktionsteori. En interes-
sant @ldre handbog af Hurwitz og Courant stiller de to synspunkter
skarpt op mod hinanden. Mange tekster bruger "holomorf" om det Rie-
mann'ske begreb og "analytisk" om det Weierstrass'ske, men de nar
alle dertil, hvor vi er nu, og sa kan det jo vare lige meget.

Mens vi alligevel er i gang med rakkeudviklingen, viser vi den

vigtige setning om udvikling i Laurentrakke.

Setning 8.4. Lad O c ¢ vare adben, f: O » ¢ holomorf og c € ¢

et punkt, for hvilket der findes en ring {z € <]1|R0 < lz-c| < R1},

som er indeholdt i 0. Der findes da 1 og kun 1 fglge (anln € 7Z)

o

af komplekse tal, for hvilken rakken X an(z—c)n konvergerer i

= ==00

ringen, og for hvert =z 1 ringen har sum £f(z). Hvis T er en

cirkel med centrum c¢ o©g indeholdt i ringen, galder relationen

a4 = 1 [ f(z)dz
n 27l T n+T °

(z-c)

Rekkeudviklingen kaldes Laurentrakken.

Bevis. Lad g ©9 T4 vere cirklerne med centrum c¢ og radius
Ry ©og Ry orienterede mod uret. Sa&
bestédr cirkelringens rand af Io med
modsat gennemlgb, samt Tqr bg for

z 1 ringens indre giver Cauchy's in-




g~

MAT 224 - 72 -

tegralformel

[ £(m) I R (4]
21 |, ooz dz = 771 J, Tz de
1 0

f(z) =

For ¢ € P1 er |t-c| > |lz-cl|l, og regningerne i beviset for sat-
ning 8.3 kopieres uandret for det fgrste integral, og de giver det
samme resultat. I det andet integral er |g-c| < |z-cl|, og vi be-

nytter den konvergente kvotientrakke

-1 (z—c)n 1
Feee = Z = =

1, _t-c_, (=0)° e
(z-c) 2 (z=c) n=-co (C—c)n+1 z-¢ C-z

zZz=C

Vi multiplicerer med £(z) og integrerer, og derved far vi udvik-
lingen af det andet integral. Det giver i alt den i s®tningen om-
talte razkkeudvikling, og med de angivne koefficienter, bortset fra,
at vi har faet udtrykket med integrationsvej T for n >0 og

1
PO for n < 0. Imidlertid giver Cauchy's integralsztning, at in-

tegralet er uvafhangigt af T, ndr blot T er i ringen og omslutter c .

(o]

Entydigheden fglger af, at vi for £(z) = X an(z-c)n har
IN=oco
<) [c ] 2T . .
zli { f(z)dg&n = E%I z oa, [ (z=c) " gz = é%- r g J et (a1 Op 1040 -
T (Z—C) n=-—co T T=—co 0

=) 2T .
y arRe L J et (M DO50 — 5
N 2m 0 q

n=-oo
Dermed er s@tningen bevist.

Eksempel. Ved f(z) = (1_22(2_2) defineres en holomorf funktion

f: ¢{1,2} > ¢. sS&danne funktioner razkkeudvikles lettest, efter at

de er dekomponerede, sd vi omskriver funktionen til

=1 .1
£z) =975 - 3% -
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I cirkelskiven |z]| < 1 far vi heraf rakkeudviklingen

<) o n oo

n Z 1 n
f(z) = ¥z = ¥ —-“2— = 3 (1- )z .
n=0 n=0 221 =0 ontl
I cirkelringen 1 < |z| < 2 far vi
-1 © n
n Z
f(z) = - Y z7 - % .
n=-oo n=0 2n+1
For |zl| > 2 far vi
-1 n 1 71 -1 1 n
f(z) = - % z7 + X ol = - Z (1——?;'1-)2 .
n=-co n=-o 2 n=-co 2

Laurentrazkken falder i en positiv del omfattende led med ekspo-
nenter > 0, og summen af denne del af razkken er en funktion, som er
holomorf indenfor ringens ydre rand. Laurentrzkkens negative del om-
fatter led med index < 0, og deres sum er holomorf udenfor ringens

indre rand.

9. Analytisk fortsettelse.

Vi far brug for et helt elementart begreb fra mengdeteoretisk

topologi.

Definition 9.1. Lad O < ¢ vere en aben mengde. Ved en diskret
delmengde af O forstds en mengde A € O, som har endelig falles-

mengde med enhver kompakt delmengde af O.

Det vil fglgelig vere opfyldt, hvis og kun hvis hvert punkt af

O har en omegn, der indeholder hgjst endelig mange punkter af A.
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Her kan vi ogsd sige "hgjst et" i stedet for endelig mange. Det er
ogsd helt ensbetydende med, at ingen fglge af indbyrdes forskellige

punkter af A konvergerer mod et punkt af O.

Eksempel. I den abne enhedscirkelskive vil m@ngden af punkter
p1+ip2 , hvor P1,P, € Z, ge N, og % er stgrre end punktets
afgtand til enhedscirklen, vare en diskret delmengde af cirkel-
skiven. En kompakt delmzngde vil nemlig altid vere indeholdt i cir-
kelskiver med radius 1- % for et n € N, og si& kan den kun in-
deholde punkter med g < n, og da det ogsa mé& galde, at

Ip1l.< q og Ipzl < g, bliver der kun endelig mange. P& den anden

side vil enhver omegn af et punkt p& cirklens rand indeholde uende-

lig mange punkter af mangden.

Sztning 9.2. Lad O c ¢ vare et omrdde (sammenhzngende, aben
mengde) , og lad f: O » ¢ vare holomorf. S& er f_1(0) enten

hele O (alts& f nulfunktionen) eller en diskret delmazngde af O.

Bevis. Lad c¢c € O vare et vilkidrligt punkt. Hvis £f(c)#0, er
f(z) pa grund af kontinuiteten +0 for alle z i en vis omegn

af c. Hvis f(c) = f'(c) = ... = fn(c) = ... = 8 , har potensrzkken

f(z) = Z an(z-c)n alle sine koefficienter 0, og vi har £(z) = 0
n=0

for alle z i en omegn af c¢. Hvis ingen af disse muligheder ind-

traffer, har potensrzkken en fgrste koefficient ap*O, og si er

+oo
f(z) = (z—c)p T a (z—c)n = (z—c)pg(z), hvor g er holomorf og

+n
n=0 PT
g(c)+#0. Altsa har c¢ i dette tilfzlde en omegn, i hvilken c¢ er
det eneste nulpunkt.
Heraf fglger, at mengden af punkter ¢ € O med

f(c) = £'(¢c) = £"(c) =+++= 0 er &ben, men ogsa at resten af O er

dben, og da O er sammenh®&ngende, er den ene af mengderne tom.
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Altsd er f identisk 0 i O eller hvert punkt af O har en
omegn, der indeholder hgjst 1 nulpunkt for £f. Dermed er sat-

ningen bevist.

Hvis O Dblot er &ben, kan f vare 0 pad visse komponenter
af 0, men sa vil nulpunkterne i de ¢@gvrige komponenter udggre en
diskret mengde.

Vi er ganske sarligt interesserede i den naste satning, som er

s@tningen om entydig analytisk fortsettelse.

Seztning 9.3. Lad O c ¢ vere et omrdde og f£f,g: O » ¢ holomorfe

funktioner. Hvis der findes en afsluttet cirkelskive i 0O, der

indeholder uendelig mange punkter z med £f(z) = g(z), da er
f = g.
Bevis. Fglger umiddelbart af s@tning 9.2 anvendt p& g - f.

Setningen forteller os, at en holomorf funktion er helt fast-
lagt, s& snart man kender dens restriktion til en yderst beskeden
del af dens definitionsomrade. Har man givet en holomorf funktion
i det lille omr3dde A, kan den mdske udvides
til det stgrre omrdde B, og vi kalder ud-
videlsen en analytisk fortsattelse. Vi kan
godt forestille os, at funktionens defini-

tionsomrédde ganske gradvist udvider sig, som

en fremadskridende bglge. Men som antydet ved
C kan to afsnit af bglgefronten géd mod hinanden, og sa m& man
regne med, at udvidelserne fra de to sider eventuelt ikke bliver

ens.



MAT 224 - 76 -

Det er nok bedre, at forestille sig definitionsomrddet som et
blad, der vokser langs randen. S& kan det jo sagtens vokse ind over
sig selv, s& det kommer til at ligge i flere lag. Sadanne defini-
tionsomréader, der ligger i flere lag over den komplekse plan, kal-
des Riemann-flader.

S3ledes er Log z holomorf i ¢ opslidset v
langs den negative reelle akse. Fra oven fortsatter

(3

den ned over "slidsen" og gar over i Log z+

\

2Ti, medens den ved fortsettelse fra neden gar

over i - Log z —-2mi. Ved fortsat analytisk fort-
settelse vokser alle grenene = Log z +2nTi sam-
men til en holomorf funktion pa en Riemann-flade, der snor sig som
en vindeltrappe om punktet O.

I den @ldre litteratur talte man om log z som en flertydig
funktion, der blev gjort entydig ved at man brugte en Riemann-
flade som definitionsomrade. I moderne matematik benyttes en ab-
strakt definition af begrebet Riemann-flade, men det her anskueligt
beskrevne begreb virker udmerket til praktiske formal.

En flertydig funktion som 32 betragtes ligeledes pa en
Riemann-flade, og den danner igen en "vindeltrappe" om 0, men
den vindeltrappe er s&dan, at man ved at g& n etager op nar til-
bage til udgangspunktet. Vil man forestille sig denne Riemann-flade
hdndfast i vort tredimensionale rum, md man finde sig i, at den
skerer gennem sig selv.

Analytisk fortsattelse har spillet en rolle i fysiske anven-
delser. Det mda dog understreges, at en fysisk betydning af analy-
tisk fortsattelse md vere fysisk begrundet. Hvis man bare bruger
en holomorf funktion som en approksimation af et eller andet fy-

sisk, er der ingen grund til at vente, at eventuelle analytiske
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fortsettelser approksimerer noget som helst.

En fysisk situation, hvor stof i hvile og i ligevagt fra
et vist tidspunkt at regne begynder at reagere pa impulser ude-
fra, er ikke egnet til beskrivelse ved holomorfe funktioner,
idet hviletilstanden beskrives ved konstante funktioner af tiden,
og sd giver satningen om éntydig analytisk fortsattelse, at de
ma vedblive at vare konstanter. Det betyder faktisk, at en global
beskrivelse ved holomorfe funktioner ikke kan leve op til et mind-
stekrav om kausalitet. For kvantemekanikkens vedkommende kan det

jo t@&nkes, at denne indvending ikke er s& vasentlig.

10. Nulpunkter og Poler I.

Det hander - og pé& elementart plan og i anvendelser er det
sedvanligt - at en funktion af en kompleks variabel er holomorf

undtagen i visse isolerede punkter. Det galder for de ved
%:,2211 Ltg\gVIdefinerede funktioner og i knap\sé behagelig form
for de ved eg/?,sin ; , tgtgz definerede . Dette er vanske-
ligheder af en helt gngln art end "flertydighedsfenomenerne" vi

n
har mgdt hos log z og Vz for 2z = 0. En ret enkel beskrivelse
af forholdene i sddanne isolerede undtagelsespunkter er givet i
s@tninger af Weierstrass og Riemann, men de ma have varet kendt

fer. Vi sammenfatter det hele i en 3-punktssetning

Saztning 10.1. Lad O ¢ ¢ vare dben, c € O et punkt og f£f:
O~{c} » ¢ holomorf. Da indtraffer en af fglgende 3 muligheder:

1) £ er restriktion af en holomorf funktion F: 0> (.
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2) |£(z)] » » for 2z -» c. Der findes en holomorf funktion
g: U->C, hvor U er en adben omegn af ¢ med g(c) = 0,
s& f(z) = E%E) for z € U~{c}, og i U~{c} galder en
rzkkeudvikling £f(z) = ; an(z-c)n, hvor p er et nega-
tivt tal. P

3) For enhver omegn U af c¢ er f£(U~{c}) overalt tet i
C.

Bevis. Vi skal vise, at mulighed 1) eller 2) indtrader, hvis det
ikke gdr helt s& galt som beskrevet i mulighed 3). Hvis 3) ikke
indtrader, findes der en afsluttet cirkelskive E c O med cen-
trum c, samt et tal b € ¢ og et tal k > 0, sdaledes at

|£(z)-bl > k for =z € Ex{c}. Vi definerer h: E~{c} - ¢ ved

0
h(z) = §7é%:5 . S8 er h holomorf i E~{c} og tilfredsstiller
vurderingen |h(z)]| < %. I fglge satning 8.4 har vi en udvikling
*° o
i Laurentraekke h(z) = X an(z—c)n, konvergent i E~{c}. Koef-
m=-co

ficienten er givet ved

Q = 1 J h(z)dz
n 2mi n+1 '
r(z=¢c)

hvor I er en cirkel med centrum og radius p 1lille nok, til at

o)
' ligger i E. S& fa&r vi vurderingen

1 1 -n-1 _ 1 -n
lagl s a7 " 2me gt e S xP
og da p kan vere vilkarlig lille, kan vi slutte, at a, = 0 for
n< 0, sa& vi har h(z) = £ an(z—c)n, men s& er h analytisk i
n=0

hele 'gg.
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Hvis nu h(c) = aO*O, er f(z) = H%E) + b en funktion, som
er holomorf i en omegn U af ¢ og identisk med f p& U~{c},

sd tilfelde 1) indtrader.

Hvis h(c) = a, = 0, kan h ikke vare identisk 0 i nogen
0
omegn af ¢, da vi har (f(z)-b)h(z) =1 for 2z € E~x{c}. Vi har
s& for et pe W, at h(z) = = bn(z—c)n = (z—c)p h1(z), hvor

0 n=p
h1 er holomorf i E og forskellig fra 0. Sa er

0
morf i E, og vi far f(z) = Db + 1 g 1 ,
(z-c)P 1(2)

-c)P
at f(z) » o for 2z -» c. Endvidere er g(z) = (z-c) h1(z) ho-
] b+(z-AC)p_h1 (g)

lomorf i en omegn af ¢, og vi har f£(z) = = (2) for z € E~{cl.
)

Endelig har vi en potensrakkeudvikling S Y a (z-c)® i
h1(z) n=0 "7P o
en omegn af ¢, og deraf fglger umiddelbart, at £(z) =b+ X an(z-c)n.
. n=-p

1
}1—172')— holo-

hvilket viser,

[ee]

Dermed er satningen bevist.

Definition 10.2. Med betegnelserne fra sztning 10.1 siger vi, at

f har en isoleret singularitet i ¢, hvis tilfelde 2) eller 3)
indtrader. Vi siger, at f har en pol i ¢, hvis tilfelde 2)
indtrader, og at £ har en (isoleret) vasentlig singularitet i ¢,

hvis tilfelde 3) indtrader.

Hvis tilfelde 1) indtrader, siger vi somme tider, at £ har
en havelig singularitet i ¢, men sd er c altsd bare en eventuel

singularitet, der viser sig ikke at vare det.

Definition 10.3. Lad O ¢ ¢ vare dben, ¢ € O et punkt og

f

O~{c} » ¢ en holomorf funktion. Hvis der findes en omegn U
af ¢ og en holomorf funktion g: U-> C med g(c) # 0, sdaledes
at £(z) = (z-c)P g(z) for alle =z € U~{c}, siger vi, at f har

et p-dobbelt nulpunkt i ¢, hvis p > 0, og at £ har en -p-dob-
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belt pol i ¢, hvis p < 0.

Det fglger af Taylor-udviklingen, at p eksisterer for et
nulpunkt, hvis £ ikke er identisk 0 i en omegn af nulpunktet
og dermed identisk 0 i hele den komponent, der indeholder nul-
punktet. Ligeledes viser satning 10.1, at en pol har en multipli-

citet.

Definition 10.4. Mazngden ¢ U {x} = ¢* kaldes den komplekse tal-

kugle. Nar en funktion eller en fglge divergerer mod « , siges den

at konvergere mod « p& ¢*. Vardien o inddrages delvis 1 regne-

I+
o
I+
8
Il
8

reglerne, idet for a # » og a.» =o for a # 0.

. a
Endvidere er =

Il
o
Hh
o}
i}
o
+
8
(o}
Q

a_
o for a # 0.

Definition 10.5. Lad O < ¢ vare &ben. En funktion £f: O - C*

kaldes meroﬁorf, hvis hvert punkt af O har en omegn U pa

hvilken enten £ eller %- er en holomorf funktion.

En meromorf funktion pd O er pa hver komponent af O enten
" identisk <« eller holomorf pa nar en diskret maengde af poler.
Dette fglger af, at poler for f er helt det samme som nulpunkter

for

Fh|—

_ P(z)
Q(z)

pd& hele ¢. Vi kan antage at brgken er uforkortelig, og s& vil

er meromorf

Eksempler. En = - rational funktion f(z)

P(z) og Q(z) ikke have falles nulpunkter. S& vil polerne for £
netop vare nulpunkterne for Q(z). Funktionen tgz er meromorf
med {(2n+1)% | n € Z} som mengden af poler. Den ved ejyz,defi—
nerede funktion er holomorf i ¢~{0} med en vasentlig singularitet

i 0. En vilkadrlig omegn af 0 wvil af afbildes over i en

Z .
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maengde, der indeholder uendelig mange vandrette strimler af bredde
2m, og eksponentialfunktionen afbilder enhver sadan afsluttet

strimmel p& hele ¢~{0}.

Tidligt i dette &rhundrede skarpede Picard punkt 3) i satning

10.1 til at £(¢~{c}) er hele ¢ pé& ner hgjst 1 punkt.

En 2-sf®re, altsad en kugleflade
stilles pd (¢, s& den stgtter med éyd—
polen S i punktet 0. Vi antager,
at 2-sferen har diameter 1. Vi indfgrer

nu komplekse koordinater pa& 2-sfaren,

idet et punkt P som koordinat far
sin centralprojektion pa ¢ fra nordpolen N som vist pa figuren.
P4 den mé&de far hvert punkt af 2-sfzren undtagen N et komplekst

tal som koordinat. Den vandrette storcirkel omfatter punkterne,

hvis koordinater har numérisk verdi 1. Hvis vi havde lagt 2-sfaren,
s& den stgttede mod nordpolen i stedet for sydpolen, ville vi pa
samme made f& komplekse koordinater for hvert punkt af 2-sfaren und-
tagen S. P& figuren har vi ved akserne u og v antydet, at vi
flytter ¢ i stedet for at vende 2-sfa@ren. Vi md huske, at ¢

skal vende rigtigt, set fra sferens centrum. Hvis vi som antydet,
velger de reelle akser ensrettede, bliver de 2 koordinater for

samme punkt netop hinandens reciproke.

Et punkt af 2-sferen har sdledes i det ene koordinatsystem en
koordinat 2z og i det andet en koordinat w = %. Hvis O er en
dben me&ngde pd 2-sfzren og f: O - ¢ en afbildning, kan £ betrag-
tes som funktion af den ene koordinat 2z eller af den anden w,

idet dog kun den ene koordinat er anvendelig for punkterne N og S.
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Nu er det klart, at £ er holomorf med 2z som variabel, hvis og
kun hvis f er holomorf med w som variabel, stadig bortset fra
N og 8, hvor kun den ene mulighed foreligger. Vi vil derfor
sige, at f: 0 » ¢ er holomorf, hvis den er det lokalt ved brug
af en anvendelig koordinat.

Vi regner nu 2z = o 1 punktet N og w = « 1 punktet S,
og derved identificeres 2-sfaren med talkuglen ¢*. Der er nu
mening i at tale om, at en funktion er holomorf i en omegn af .

Det gar selvfglgelig analogt med begrebet meromorf.

Eksempel. Ved o(z) = %%%% , o,B8,8 € ¢, oad-By *# 0 defineres en

meromorf bijektiv afbildhing @: ¢C*¥ > ¢*, For vy # 0 er

w(-$)=°°,co(°°)=%. For y =0 er o¢(») ==, o0g « eren

pol for . Ved £f(z) = .1 5 defineres en meromorf funktion

f: C* » C¢* med poler i 1:? og med et dobbelt nulpunkt i o,

Ved f(z) = 1_22 defineres en meromorf funktion f: ¢* - ¢* med

poler i ii,1+§ulpunkter i 1 og f£f(e) =-1., Endelig definerer

g(z) = 1Z 5 en meromorf funktion g: ¢*¥ -» ¢*¥ med 3-dobbelt nul-
+Z

punkt i 0 og poler *i og o,

Hvis O c ¢ er dben og f er holomorf i O bortset fra
isolerede singulariteter, vil integralet af £ langs en tilstrak-

kelig lille cirkel T om en af de isolerede singulariteter, i hvis

[s=]
omegn f er givet ved Laurentrakken f(z) = X an(z—c)n, hvor
n=-c

c er singulariteten i fglge satning 8.4 vare givet ved

[ f(z)dz = 2mi a_

J; 1"

Hvis O < ¢* er dben og f holomorf i O bortset fra iso-

lerede singulariteter, kan det tankes, at « er en isoleret sin-
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(o]
gularitet. S4 har f en Laurentrakke £(z) = X anzn i en om-

egn af «, d.v.s. for Jz] > R, hvor R erlzzq;eelt tal. Her
md vi huske, at vi egentlig skal bruge w = % som variabel, sa
det er leddene mod n > 0, der er rakkens singulere del. En cir-
kelskive med centrum o har som rand en stor cirkel T, der
skal gennemlgbes hgjre om, sid i dette tilfzlde far vi

Erf(z)dz==-2wi a_; -
Den indgédende Laurentrzkkekoefficient  hgrer ikke til rakkens singu-
lazre del. Det hanger sammen med, at integrationsvejen i dette til-
felde ikke er vilkarlig kort, men vilkarlig lang.

Vi kunne tenke os, at udregne integralerne ved brug af en lokal

stamfunktion F(z). = F(%) = G(w). Vi har s&8 dF(z) = f(z)dz =
-F* (1) = de(w). Det er altsd differentialet og ikke differential-
w

kvotienten, der ér invariant overfor koordinatskiftet.

Definition 10.6. Hvis O ¢ ¢* er 8dben og f holomorf pd O Dbort-

set fra isolerede singulariteter, og ¢ € O~{»} er en isoleret sin-

gularitet, da ~kaldes koefficienten a_1 i Laurentrakken £(z) =
> an(z—c)n i en omegn af ¢, residuet for f i punktet ¢, og
n=-—co

betegnes ,@_1= resf(c). Hvis o er en isoleret singularitet, er
resc(e) = _b_ﬂﬁ hvor b_q' er koefficienten i den for |z| > R

[e o)
konvergente Laurentrazkke f(z) = X bnzn . Hvis c € O og £

==co

ikke har nogen singularitet i ¢, vil vi eventuelt skrive resf(c) = 0.
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11. Residueregning.

Overvejelserne i kapitel 10 kan udnyttes til en vesentlig for-
bedring af vore tidligere omtalte metoder til udregning af bestemte

integraler, idet vi nu kan benytte integrationsveije, der omkredser

singulariteter.
S@tning 11.1. Lad { vere et Gauss-omrade med orienteret rand T,
og lad c1,...,cq € Q. Lad O c C vaere en aben mengde, der inde-

holder Q U T, og lad £f: O\{c1,...,cq} -» ¢ vare holomorf (altsa
med isolerede singulariteter i c1,...,cq). Da er

( - 2]

JFf(z)dz 2ri (resf(c1)+...+resf(cq)) .

Bevis. For Jj =1,...,9 lagger‘vi en cirkelperiferi Tj med cen-
trum cj, idet vi valger radierne s§ smid, at de af cirklerne begran-
sede afsluttede cirkelskiver ligger i @ og er disjunkte. Sa siger
setning 6.2, at den del ' af Q, der ligger udenfor alle Fj’
et Gauss-omrdde, ndr radierne valges smd@ nok. Randea- af Q' Dbestar

er

af T, samt r1,...,r gennemlgbet modsat, og Cauchy's integral-

g
s@tning giver derfor

[ f(z)dz = r f(z)dz+...+r f(z)dz .
J I J

T 1 Fq

Nubfremgér det af definition 10.6 og de forudgdende bemarkninger,

at IP f(z)dz = 2¢1i resf(cj) for 3 =1,...,9, og dermed er sat-
J

ningen bevist.

For at udnytte dette, m& vi kunne udregne en funktions residu-

um 1 en isoleret singularitet. Residuet er en koefficient i en Lau-
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rentrakke. Integraludtrykket for koefficienterne er nyttelgst, da
det netop er det integral vi ville slippe for at regne ud. Heldig-
vis kan Laurentrzkken ofte fas ved regning med potensrzkker. I prak-
sis bgr man regne gkonomisk, idet man udnytter, at det bare er en

eneste koefficient i razkken, der skal bestemmes.

Eksempel. Vi definerer f: ¢~{0,zi} - ¢ ved

4

£(z) = —
Z +1
Her er en vasentlig singularitet i 0 og poler i 1. I omegnen
(o] co
1 z (-1)nzzn. Da rakkerne er absolut

af 0 er f£f(z) = =« 5
. - n=0 n!z n=0
konvergente, bliver produktrzkken absolut konvergent, og koeffici-

-1 1 1

enten til z bliver 1 - 37ty T ... = sin 1. Altséd er resf(O) =
sin 1. 1
o2
Der er en simpel pol i i. Vi har £(z) (z-i) = Z71 ¢ ©°9

resf(i) bliver blot det konstante led i potensrakken for £(z) (z-i)

i omegnen af i, og det fds ved at indsatte i for =z i det andet

-i . .
o .y _ € _ cosl-isini _ _ 1 _. _ i p
udtryk, altsé resf(l) = 57 51 = > sin 1 5 cos 1.
Analogt fé&s resf(-i) = - % sin 1+ % cos 1.

Hvis vi vil finde residuet i o, er det enklest at betragte

1 w2eW
gw) = £(;) = = ,

1+w

og den har et dobbelt nulpunkt i 0, sa& Laurentrakken for f om-
kring o indeholder kun led med eksponent < -2. Altsd er
resf(m) = 0.

Regning med potensrakker er ofte det eneste middel

til bestemmelse af et residuum i en vasentlig singularitet.
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Hvis f har en enkelt pol i ¢, er g(z) = (z-c)f(z) holo-
morf i ¢, og resf(c) = g(c). For det meste vil g vare til-

straekkelig godt kendt, til at dette gd&r uden vanskeligheder.

Hvis f har en pol i ¢ af orden p > 1, er arbejdet tun-
gere. Vi indfgrer igen g(z) = (zfc)pf(z), som er holomorf i c,
men resf(c) er nu koefficienten til (z—c)p—1 i potensrzkken for
g(z). Vi har sdledes resc(c) = TE%TTT g(p-1)(c). Ofte er udreg-

ningen af denne differentialkvotient besvarlig, og sd er det bedre

at forsgge at regne med potensrakker.

Eksempel. TIdet a er et positivt tal, vil vi udregne

}_m ?;%$i§yzdx = J_m zggzgiyzdx, a > 0. vA r
For 2z = x+iy er Ieizl = e YCOSX ' 55 det
synes fornuftigt at integrere funktionen 1ia
Liz ' 0 R X
£(z) = 21208

langs randen T af et halvcirkelformet omréade
som vist pd figuren. Integralet langs halvcirkelbuen vurderes ved
1 T s& det gdr mod 0 for R -» o og s@tning 11.1 gi-

(R®-a?)
ver derfor

21R -

[ ‘99§§%§Z = 2mi res_(ia),

J—m (a2+x )
idet polen 1ia er den eneste singularitet indenfor halvcirklen.

Residuet er koefficienten b3 i potensrakkeudviklingen
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(z-ia) ¥£(z) = _et? | b+ b, (z-ia) + b.(z-ia)? + b, (z-ia) >+
4 0 1 2 3 e oo .

(ia+z)

Det er nu nemmest at regne med potensrazkker. Fegrst har vi

iz -a _i(z-ia)
.e

e " = e Bl

= e 1+i(z-ia) - %(z—ia)2 - %(z—ia)3 +...)

og dernast ved binomialformlen

1 1 1 1 . -4
= = (1 + 5=—(z-1ia)) =

(ia+z)4 (Zia+(z—ia))4 16a4 2ia
1 =4\ i . /—4\ 1 N [-4\_ i . .3 _

(1 -( )——(z—la)— —=(z=-1ia)”~ + —=(z-ia)” +...) =
16a4 1)2a \ 2}4a2 \ 3}8a3
1 21 . 5 . 2 5i . .\ 3

(1 + =(z-ia) - —(z-ia)® - —=(z-ia)” + ...) .
16a% a 222 2a°>

Nu er resf(ia) koefficienten til (z—ia)3 i produktet af de to

rekker, altsé

2415a+15) ,

. _ _i_ i _ _5i, _ _. 3
resf(la) = —7 ( 3 —> 3) = -1 5 (a~+6a

sd vi ender med resultatet

- -a
( cosxdx _ me - (a3+6a2+15a+15) .
a

x5y 48

J;w (a
Fornuftigt tilrettelagt bliver regnearbejdet ikke slemt. Det

er vasentligt at forudse, hvor mange koefficienter i potensrakkerne

det er ngdvendigt at bestemme helt pracist. I tvivlstilfalde er det
maske bedst, at udregne for f8 koefficienter, og s& fylde ud med

eventuelle manglende, n&r man har overblik over, hvad man behgver.

Eksempel. Vi vil udregne
o cosx ) eiX
[ coshx dx = f_wcoshx dx

J'-'—'oo

Dertil betragter vi funktionen
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eiz
£(z) = coshz
2z _ o ) .37
Den har poler, hvor e = -1, altsa i punkterne tiz, iljf Feee o
Desuden er f(z+ir) = -e " f(z). Det er derfor en god ide at inte-

grere f(z) langs randen af det p& figuren viste rektangel. Vi féar

-y iB v 4
. _ 2e ‘e 2 -
[EBHY) | = 155l = 5w i
e e ‘+e e e -e T
p& den lodrette side til hgjre, s& dette

bidrag g&r mod 0 for B - . Det gir B

analogt med integralet langs siden til venstre for A -» -~. Derfor

far vi

oo
ﬂ)[ cosx

- _ . LT
(1+e J—w Coshx dx = 2mi resf(lz) .
m (Z_i%) iz m
Residuet er g(ii) for g(z) = ﬁiiﬁf?e . Da cosh(iﬁ) = 0, gilver

nevneren- - blot det fgrste led i Taylorrakken i i% for coshz,

sd vi far

ﬁ _T _r
m m 2 2e ? &2

resf(lf) = g(lf) - o - T T 1 !

51nh(1§) As -is

e "-e
sd vi ender med resultatet .

{ cggﬁi dx = 2m -T . L

1+e cosh§

Eksempel. For o € ]1-1,2[ wvil vi udregne

[ x%

dx .
Yo (x#1) (x241)

Vi md@ have o > -1 for at sikre konvergens i gransen 0, og vi md

have o < 2 for at sikre konvergens i gransen o. Vi betragter

Xy
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funktionen

o
Z

(z+1) (z2+1)

f(z)

Hvis o ikke er 0 =eller 1, er det en "flertydig" funktion, men
ved at vealge ‘éa = log z med logz = loglz| + i arg z , hvor
0 < argz < 2w, far vi f defineret som en meromorf funktion i
¢~[0,o[. Nu har den s&ledes definerede funktion analytisk fortsat-
telse ind over ]0,»[ fra begge sider, sd vi kan godt lade en in-
tegrationsvej fg¢lge en del af den positive vt
reelle akse. Det inspirerer os til at bru-

ge en integrationsvej som vist, dog med

de to retlinede stykker lagt helt ind pa -1

den reelle akse. Vi har

o o log z o
| = le g

| = ea loglzl= 1z1%, og

|z

pad den store cirkel kan integralet der-
o
R
2 14
(R-1) (R"-1)
det fdr mod O for R - o, hvis o < 2. P& den lille cirkel kan vi

Q
r

(1-1) (1-r2)

for vurderes ved 27R

og

vurdere ved 2T7r

, o0g det gdr mod 0 for r - 0, hvis
(0 > _10

Integralet langs det gverste liniestykke gdr mod det sggte in-

tegral. P& vej rundt til det nederste liniestykke @ndres z% med

en faktor ezﬂla, og da integralet her gar den forkerte vej, fér vi

alt i alt

(1-e2Ti0y [ x%ax

= 2mi(res.(-1) +res_(i) +res_.(-i)).
Jo (x41) x241) £ £ £
o ima a i=a a iéla
Vi har (-1)" = e , 17 = e72 og (-i)" = e 27, sa vi far

Yy
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LT
_ 1 _imo _ _e3® _ iza
resf( 1) = -2-e ’ resf(l) = m = 4(1+1)e 2,
. 3T
res ( l) = ﬁ?___ = - 1(1 l) el32']TO{'
f (1-1) «=21 4 °

Resultatet bliver derfor for o € 1-1,2[, o % 0, o % 1

3m

1 imo 1 ity 1 .\ _1=—o0
" x%ax _ o, 28 tgivilerz mg-her2
2 = 2mi - 2Tio -
0(x+1) (x7+1) 1-e
1 1( iTo | —ila i iTa -ilay 1 1. mo 1. T
—-—te 3 +e 3 + = e 2 —-e "2 = - =COS — — =sin —
i P 28 ) T4\ _ .2 2 2 2 2.
—-To imo .
e - e -sin mo
Altsé
oo o
{ X dx 5 = ——JE———(cos %? + sin %? - 1).
0 (x+1) (x"+1) 2sin ma

I undtagelsestilfaldene o= 0 o0og o =1 er det let at udregne inte-
gralet elementaits

Det er klarf, at integralet konvergerer ligeligt, nar o er en
vis omegn i ¢ af 0 eller 1, sa resultatet skal vare en analytisk
funktion af a. Den kan derfor .kun have havelige singulariteter for
o= 0,1, og da teller og navner har enkelte nulpunkter, far vi verdi-
en ved blot at satte a = 0,1 i det udtryk, der fis ved at differenti-
ere taller og navner hver for sig. Det giver udtrykket

2cosmao 2
a = 0,1.

L (— %sin %%+%cos Eg), og det giver verdi % i begge tilfazldene

Hvis det galder am at udregne et integral langs en given lukket vej, kan man
udnytte, at hvert punkt af bejen har et Cauchy-omrdde som cmegn, og deraf fglger,
at integralet ikke andres, ndr vejen flyttes en smule lokalt. Der vil i hvert fald
vere frihed nok til at omforme vejen til en trappelinie, og den kan deles i simple,
lukkede trappelinier, der hver indeslutter et Gauss-omrdde. Det betyder, at s@tning

11 1 galder mere generelt og i hvert fald for omrdder, hvis rand er sammensat af
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differentiable kurvestykker.

Det er klart, at residuesatningen virker ogsd@ for et Gauss-omrade
omkring «. Hvis f er holomorf pa hele Q* bortset fra isolerede
singulariteter, vil en tilstrakkelig pan lukket vej vare rand for 2
omrader, og s&tning 11.1 gzlder for dem begge. Derfor vil en lille cir-
kel, der slet ikke omkredser singulariteter ogsé& vare ngdt til at om-
kredse dem alle, og sa@tning 11.1 giver, at summen af residuerne i samt-
lige singulariteter samt o« (som kan have et residuum uden at vare

singularitet) er O.

. -4 *
12. Funktioner p& hele ¢ .

Vi viser nu Liouville's satning, et eksempel p&, at pracise
krav til en holomorf funktion kan pracisere den endnu mere end de

direkte udtrykker

Setning 12.1. Hvis f: ¢ » ¢ er holomorf, og der findes positive
tal A,B og o, sdledes at |f(z)| < A + B|z|% for alle z € ¢,
da er f et polynomium af grad < a. Specielt er £ konstant,

hvis g < 1.

Bevis. Vi har den i hele (¢ konvergente potensrakke f(z) = % anzn,
n=0
hvor
a = j f(z)dz
n 2ri r Zn+1 '

idet T er en cirkel med centrum 0 og vilkarlig radius R. Vi

fidr vurderingen

1 A+BR* _ A+BR%* A B
I < 21 * 27R n+1 ~ n - n*t :

|a —
R R R S

n

For n > g gadr dette mod 0 for R - », s& potensrazkken degene-

rer til et polynomium af grad < o. Dermed er satningen bevist.



MAT 224 -9y -

En holomorf funktion f: ¢ » ¢ kaldes en hel funktion (hel
p& tysk ganze, pd engelsk entire (sjeldent "integral"), pd fransk
entiere), og s&danne funktioner er behandlede sardeles indg&ende

i litteraturen, iser i fgrste halvdel af vort &rhundrede.

Setning 12.2. En hel funktion er konstant, hvis den har en have-

lig singularitet i o, og et polynomium, hvis den har en pol i .

co

Bevis. Da potensrakken f(z) = X anzn tillige er Laurentrakken
n=0
i omegnen af o, fglger pastanden umiddelbart af resultaterne i

kapitel 10.

1
£
saledes en hel funktion med en havelig singularitet i o, altsa

Hvis £ specielt er et nulpunktsfrit polynomium, er

konstant. S& let er det nu blevet at vise algebraens fundamental-

setning!

* *
Setning 12.3. En meromorf funktion f: ¢ - C er en bruden rati-

onél funktion.

*
Bevis. Da mengden af poler er diskret og (¢ kompakt, har £
hgjst endelig mange poler. Summen af de singul@re dele i Laurent-
rezkkerne for f i omegne af disse poler giver en bruden rational

*
funktion g, og da g-f er holomorf p&d hele ¢ , er g-f kon-

stant. Dermed er satningen bevist.

% .
En meromorf funktion f: ¢ » ¢ , som ikke er bruden rational,
kaldes transcendent. En hel transcendent funktion har en vasentiig

singularitet i o.
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13. De elementare transcendente funktioner.

De elementare transcendente funktioner er eksponentialfunk-

tionen, sinus og cosinus, som er hele, samt tangens, cotangens,

1

cos

E%H og , som er meromorfe. En formel som

cos(u+v) = cosu cosv = sinu sinv

vises i skolens trigonometrikufsus for reelle u og v. For fast
reelt u stdr der en hel funktion pd hver side, og vi ved, at de
er identiske pa den reelle akse, s& s@tningen om entydig analytisk
fortsattelse giver, at de er identiske pd hele (. Altsad galder
ligningen for u € IR, v € ¢. For en fast kompleks verdi af v,
stdr der pa begge sider en hel funktion af wu, og disse funktioner
er identiske pd& den reelle akse, og derfor pa hele (. Altsé'gal-
der formlen for alle wu,v € ¢. De ¢vrige trigonometriske formler
kan generaliseres til komplekse variable ved analoge rasonnementer.
Ud over de elementare trigonometriske formler omfatter vor vi-
den fra skolen og fgrste &rs matematik potensrakkerne for eksponen-—
tialfunktionen, cosinus og sinus, 1lidt oplysninger om de omvendte
funktioner, samt om differentiation og integration. Vi vil supplere

dette materiale med nogle flere rakke- og produktudviklinger.

Satning 13.1. \sinﬂi) B ni—m (z-n)2 .

Bevis. Vi skriver 1z = x+iy. Lad A vare et positivt tal, og lad

os antage, at |xi

A

A. For |[n|] > 2A har vi sa
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| 1 | = 1 < 1 < 1 < 1 _ 4
2 2 = 2 = 2 = 2 2
(z-n) Jz-n1° = (ni-1xD° ° (nl-2)° = (nl-5nD? n

Nu er X J? en velkendt konvergent rakke, sa X :% er

n=1 n 1 In|>2A n
en konvergent majorantrakke for b2 — s&

1 In|>2A (z-n)

gA(z) = v —— er holomorf for |x| < A. Endvidere er

In|>2A (zTn)
f o (z) = b ———5 en bruden rational funktion, hvis poler
A 2

In|<2A (2-n)
netop er de hele tal i ]-2A,2A[, og dens Laurentrakkes singulare
del i polen i n er netop ——l——§ . Dermed har vi vist, at

oo (z-n)
f(z) = ——1——7 er meromorf i ¢ med poler netop i de hele

n=-o (z=n)
tal og med ——l——§ som singuler del af Laurentrazkken i polen n.

(z-n) 2
Vi har sédledes 2 meromorfe funktloner h(z) = ( | og

- \sinnz

f(z) = < _—l_—f' og vi skal vise, at de er identiske. Vi géar

n=-e (n-2z)
frem som Erasmus Montanus i beviset for, at "morlille er en sten".

Vi ser, at h(z) har periode 1, og det har £f(z) ogsd. I en

omegn af 0 er

1 1 1 122
h(z) = = = — (M+x1°27+...),
(Z—%ﬂ223+...)2 22(4—ln222+...) 22 3

3
s& h(z) har en pol i 0 med ;% som singuler del af Laurent-
z
rzkken, ganske som f(z), og da begge funktioner har periode 1,

stemmer de overens pad tilsvarende made i polerne i de andre hele

tal.

. . . i -iz 1
Vi har vurderingen |sinqz| = §|e 1Z_e | > E(e

Iyl_e—ly|),
hvilket viser, at h(z) » 0 for y - « ligeligt i x. Ligeledes
er

(o] oo (o] [ee]

| = %‘ 3 ——1—2——7 2(-37+ 3 ! \.52<—1§+[ dx >=

== (z-n) =-w (xX-n) “+y vy n=1 n +y /=

A
A

2/—~ 4L

\y2 2y) -
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Det andet ulighedstegn beror pé&, at |x-n| for hgjst 2 vaerdier
af x er < 1, og eller falder |x-n| for netop 2 verdier af

n mellem hvert par af pa hinanden fglgende naturlige tal. Det
tredie ulighedstegn er last bagfra vurdering af integralet ved en
undersum. Vi har.séledes vist, at bdde f(z) og g(z) gdr mod O

ligeligt i x for |y| - .

Vi kan nu slutte, at ¢(2) f(z)-h(z) er holomorf i hele

¢, og begranset i den ved |[x] < 1 definerede strimmel, og der-
nest p& grund af periodiciteﬁen begranset i hele ¢. S& giver sat-
ning 12.1, at ¢ er konstant, og da ¢(z) gdr mod 0 for y - -«

er dens konstante verdi 0, altsd f = h. Dermed er s@tningen be-

vist.

Setning 13.2.

1

mcotyz = 1 + = (—— + l) =1 + ; (=—= +
z z—n n P2

nezZ~{0}

Bevis. Vi skriver z = x+iy og antager |z| < A. For inl 2R

v

fadr vi sa
| < [Z] A
In| (In|-1x])

SR
z=n n

A

(Inj-1x?

sd vi har bortset fra faktoren A samme vurdering som i beviset
for satning 13.1. Altsa konvergerer rakken i midten ligeligt pa&
enhver cirkelskive. Vi har faet summen til h@gjre ved at sla ledde-
ne med indices in sammen i den midterste sum, s& det er klart,
at de 2 summer er ens.

T )2
sinmz

Vi regner efter, at é%(wcoth) = = , og af satning

7.3 fplger, at den midterste sums differentialkvotient kan fé&s ved
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ledvis differentiation, s& dens differentialkvotient bliver
co
- X ——l——§ . Da summen af rakken sdledes ifglge satning 13.1
n=-o (z-n)
har samme differentialkvotient som rwcotrz, er forskellen kon-
stant. Nu skifter bdde gcotrz og summen af rakken fortegn, nar
Z erstattes med -z, og da denne egenskab gdelagges ved addi-
tion af en fra 0 forskellig: konstant, er de identiske. Dermed

er satningen bevist.

z
. = © 2
Setning 13.3. sinmz _ , 1I (1- E)en =z I 1- 53) .
m neZ~{0} n n=1 n
Bevis. For |z| < A og |In| > 2A er 2 3
z zZ
z z z ( + +..0)
z, n _ ntbogl-p) 2n?  3n°
(1- =)e” = e = e
n
og her er
2 3 2 ' 2 2
2 3 = ' |n 2 2 4 2
2n 3n 2n 2n n
I produktet 2 3
z s (2+Log(1-%)) -y (Zmr )
z, n _ Inl»22a® ~ ° 'R ~ Inl>2A'2n 3n
I (1- =)e = e = = e =
n
Inl>2A 5
har rzkken i eksponenten T éf som konvergent majorantrakke,
In[>2A n

sd den er ligelig konvergent. Heraf fglger, at det midterste pro-
dukt i s@etningen er en hel funktion med ZZ som m@&ngden af nul-
punkter. Det sidste produkt fds af det midterste ved at sla fak-
torer sammen.

Lokalt i (¢~ZZ har funktionerne overalt lokalt kontinuerte
logaritmer, og disse har veldefinerede differentialkvotienter, som

bliver meromorfe pd hele €. Satning 13.2 giver, at differentialkvotienterne



MAT 224 -97 -

er identiske, s& funktionerne afviger hgjst med en konstant fak-
tor. Efter division med =z far de samme verdi i 0. Altsa er

de identiske. Dermed er setningen bevist.

_ 1 n, 1 .4 1 n,1 1
Setning 13.4. 1 =L+ 3 (1) 7" (=) = -+ £ (1) (=
singz z nE Z~{ 0} Z-n n z ne1 z-n z+n
Bevis. Af satning 13.3 fglger
Z_
1 . Z 1 Z 2n
(1) — sin = = =z I 1= 5=)e .
T 2 2" em~{0} 2n
Heraf fis
z+1
1 cos %; =1 sinﬂi%ill = %(1+z) il (1- é% - f%)ezn =
m m neZ~{0}
z+1
i+ 1 (1- =20 221 2
neEZZ~{0}

Formel (1) med z = 1 indsat giver (Wallis' produkt)

a
2n-1 e2n
2n

oo
nez~{0}

|-

1
m

og né&r dette divideres i den foregdende formel, far vi

Z
TZ _ _ _z ,.2n
cos = (1+z) 1 (1 ShoT) © .

2 neZ~{0}
Ved at splitte produktet efter positive og negative indices
far vi
-1 Z Z
cos L2 = (1- 2Z) 1 (1- Z,)e?‘n - I (1- ii—_—T)ezn '

2 -1 N=—co 2n-1 n=1 1

og ved multiplikation med den helt trivielle relation
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f8&r vi efter en triviel @ndring formlen

Z
<)

TZ _ _ z 2n+1
cos &5 = I (- 5ggle
n==co
Ved kombination med (1) fir vi

z n
= (1)

1 mz _ 1 il _ 2y n

e z (1= F)e’) .

n€ Z~{0}
Ved at tage logaritmen og differentiere far vi netop den i satnin-

gen anfgrte formel. Dermed er satningen bevist.

Regning med potensrazkker og identifikation af tilsvarende koef-
ficienter i henhold til rakkeudviklingens entydighed giver mulighed
for at udlede kombinatoriske relationer. Vi viser et s@rlig bergmt
eksempel pad denne teknik.

Der er et beskedent antal element®re funktioner med helt pane
potensrakkeudviklinger, men ellers er man for det meste henvist til
at udregne koefficienterne rekursivt. For klasser af beslagtede funk-
tioner kan det tankes, at alle funktionernes potensrazkker har koeffi-
cienter, der kan udtrykkes ved en standardfglge, sd man behersker
hele funktionsklassen ved en enkelt rekursivt bestemt talfglge. En

sddan fglge er félgen af Bernoulli-tal, som vi nu vil definere.

*
Definition 13.5. Lad RB: ¢ -» ¢ vare den meromorfe funktion defi-

Z
214

neret ved g(z) Idet den er holomorf i en omegn af 0, de-

e—
finerer vi B = B(n)(O), n=20,1,2,..., og (Bn) er sa f@plgen af
Bernoulli-tal.
® By on
Af = I — z fdr vi potensrakkerelationen
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oo B n o) Zn
> —$ VA Y — =z, som giver relationerne
n! n!
n=0 n=1
B B B B
_ n n-1 1 0 _ _
Bo =1 amir T ezt et Ty e - 0 o= T2

til rekursiv udregning af Bernoulli-tallene. Den sidste formel skri-

ves pa&nere

[n+1 1 n+1) _
1 B, +\2‘)Bn-1+"'+ n-./B1 + By = 0.
Som eksempel p& potensrakkeudvikling ved Bernoulli-tallene har
vi
ifz, -iqz oo (2ﬂi)QB
qcotnz = im —e-I_Z_t-e_;.__Z. = i1T(1+ 2—32_2——) = i+ X n‘| I Zn-.1 .
e Mo =T e“T+%_1 n=0 :
Af setning 13.2 fés
1 1 1 1 zP P zP 1 2 oz
gcotnz = ——- L (—= - —=)=--% ( X - = X (-1) )= ==2%X X S
Z —q Dz n+z Z = p=0r§ﬁ1 =0 ﬂpﬂ p2 nf1p=0r9(pm)

Ifglge setning 7.3 far vi Taylorrazkken ved ledvis summation af led-

denes Taylorrakke, altsa

1 > 2p-1 1
mcotnz = - - 2 ¥ s, % , S = ¥ —— = t¢(2p).
g p=1 2p 2p n=1 n2p
Sammenligning af koefficienterne i de to rakkeudviklinger giver nu
2p¥1B
= S - —(—yP, 2~ "2p _2p
Bo 1, B 5 B2p+1 = 0, SZP —'(-1) | —(5)1—— il .

Rekursivformlen viser, at Bernoulli-tallene er rationale, sa

S er et rationalt multiplum af ﬁ2p_ Summerne s, er trivi-

2p
elt > 1, og det ses let, at de gar mod 1 for p - «. Derfor er
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verdien af sz ikke s& langt fra (—‘I)p 2—132%% . —B; Bn
Den numeriske vaerdi gdr hurtigt mod o, meézﬁ) 0 1
aftager dog fgrst. Tabellen ved siden af viser - %
de fgrste fra 0 forskellige Bernoulli-tal. 2 %

- Valget af Bernoulli-tallene virker noget 4= gﬁ
tilfeldigt, men von Staudt har vist, at B2n = 6 i%
N - z%, hvor N er et helt tal, og summen ud- 8 |- é?
strakkes over de primtal p, for hvilke p-1 10 66
gar op i 2n. Det gar sdledes let at udregne, 12 ) - %%gﬁ
hvor meget an afviger fra et nermeste stgr- 14 %6 .
re hele tal. Bortset fra helt smd vardier af 16 ] - Tﬁ%r

n er navneren i an delelig med 6, og den
antager verdien 6 for uendelig mange vardier

af n.

14 . Harmonisk funktion.

Definition 14.1. Lad O c R" vare &ben. En c?-funktion g: 0 » IR

kaldes harmonisk, hvis den overalt i O tilfredsstiller differen-

tialligningen
2 2
9 u2 to.4 D u2 =0
aX1 Xy

Tilfeldet n = 3 har fysisk interesse, idet elektrostatiske,
magnetostatiske og gravitations-felter netop har harmoniske potenti-

aler. Ligningen, som kaldes Laplace's ligning, har ogsd betydning
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for adskillige strgmnings- og elasticitetsproblemer.
For n =1 er fgrstegradspolynomier de eneste harmoniske funk-
tioner, sa det specialtilfazlde er uden betydning. |
For n = 2 identificerer vi IR2 med (¢. De 2 naste saetnin-
ger giver den fuldstendige lgsning til Laplace's ligning i dette

tilfelde.

Setning 14.2. Lad O c ¢ vare dben og f: O » O holomorf. Da er

Ref: O - IR harmonisk.
Bevis. Som i kapitel 2 skriver vi
u + iy =w = f(z) = £f(x+iy) = fr(x,y) + ifi(x,y),

sd& vi har u = fr(x,y), v = fi(x,y), og Cauchy-Riemann's differen-

tialligninger giver

Dermed er s&tningen bevist.

Setning 14.3. Lad O c ¢ vare dben og g: O » IR harmonisk. Da

-

-eksisterer for ethvert S-omrdde U € 0 en holomorf funktion

f: U > ¢ med Ref = glU

Bevis. Differentialformen -g&(x,y)dx + g%(x,y)dy tilfredsstil-
ler ifgplge Laplace's ligning betingelsen i satning 4.3. Hvis vi
derfor blot valger U som et S-omrade, findes der en C1—funktion

\
h: U » R med hl(x,y) = —g&(X,y) og h;(x,y) = g.(x,y), men det
betyder netop, at f(z) = f(x+iy) = g(x,y) + ih(x,y) er holomorf

i U. Dermed er satningen bevist.
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Den fuldstandige lgsning til Laplace's ligning er sdledes
karakteriseret ved rent kvalitative egenskaber. For partielle
differentialligninger er dette ikke usadvanligt. Det betyder,
at det egentlige problem bliver valg af en lgsning svarende

til givne rand - eller begyndelsesvardibetingelsen.

Eksempel. Hvis f: 0 » ¢~{0} er holomorf, er loglf(z)| harmo-
nisk, idet den lokalt er realdel af en holomorf funktion, men det

er ikke sikkert, at der findes en global logaritme til £.

Setning 14.4. Lad O ¢ ¢ vare dben og g: O » R vare harmonisk.
Lad E < O vare en afsluttet cirkelskive med centrum a og radi-

us N. S& er

©) g0.

1 [2']T i
g(a) = 5= g(a +re
™
0
Bevis. Vi valger et S-omrdde, f.eks. en &ben cirkelskive U med
EcUco. Sa& findes der en holomorf funktion £f: U -> ¢ med
Re f = g|U, og med parameterfremstilling 2z = a+r ele for randen

I' af E givei Cauchy's integralformel

f(a) = 1 r f(z)dz _ 1 21Tf(a-l-rei
2mi JF z-a 2T},

0

)doe,

og formlen i s@tningen fas ved at tage realdel. Dermed er satning-

en bevist.

Setningen kaldes middelvardisetningen for harmoniske funktio-
ner. Den kan generaliseres, s3a den ogsd giver funktionsvardien i
andre punkter af cirkelskiven. Det er Poisson's formel, som er

emnet for den neste satning
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Setning 14.5. Lad E < ¢ vare en afsluttet cirkelskive med cen-
0
trum a, radius R og indre E. Lad g: E » IR vere en konti-
0
nuert funktion med gl|E harmonisk. For r € [0,R[ , 9 € IR gal-

der da

2T . 2 2
é% } g (a+Ret®) . 2R -r
0 R™+r"=2Rr cos (0-v)

g(a+relw) = de .

Bevis. Hvis vi har vist formlen for r € [O,R1[ med R, € 10,RI

i stedet for R, £f&s satningen ved granseovergangen R1 -» R, Vi
kan derfor antage, at g er realdel af en funktion f: E - ¢,
som er restriktion af en holomorf funktion pd en dben mengde, og

s& har vi Cauchy's integralformel

_ 1 [ £(»)dg
£(2) = 73 JP r-z

0
for z € E, idet T er randen af E.

2
For at spare skriveri antager vi, at a = 0. S& er. %: et
z
punkt udenfor E, og Cauchy's setning giver
1 J z
0 = — f(l:,) — dC.
2mi T rZ-R
Da vi har T = R2, er %_d% = _Z_ e - (1—:5:)§£, . s& subtrak-
CzZ-R Z=-C & -2 &
tion af de to integralformler giver
(| - z \ dg
f(z) = =— f(;)—:——+-:—:-1 —_—.
2ri ], \z-z Tz )] T
Vi skriver ¢ = Rele, z = re'® og far
Lot g (2 _ 1) _ ge &tz _
T-2 + 'E__'z" 1 =2 Re\c_z 2/ Re -2
- — 2 2
re A&tz) (£=2z) _ lzl™=1z] - R?-r? ,
lg-z 12 Iz1%+1z1%-2Retz  R%4r2_2Rr cos (6-0)
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sd integralformlen ovenfor omskrives til

R2—r2
2

R +r2—2Rr cos (0-)

ip 1 [T ie
f(re ™) = T f(Re™ ) do,
m JO
og ved at tage realdel far vi Poisson's formel i tilfeldet a=0.

Det almindelige tilfzlde f@glger umiddelbart. Dermed er sztningen

bevist.

Som vi har set ovenfor, er f fastlagt ved g pa ner en '
rent imaginer konstant, idet imaginerdelens differential udtryk-
kes ved g. En holomorf funktion f pa en cirkelskive er sile-
des fastlagt p& ner en rent imaginar konstant, nidr realdelen ken-
des pad randen. Med vor naste satning viser vi, at der virkelig
findes en holomorf funktion med givne vaerdier af realdelen pé

randen.

Setning 14.6. Lad E < ¢ vere en afsluttet cirkelskive med cen-

o)
trum a, radius R, rand T og indre E. Lad £&: T - R veare

kontinuert. S& definerer

2
6 a0

) R2—r
2

. 2T .
g(a+relw) = é% j E(a+Rel >
~ 0 R™4+r"=2Rr cos (6-y)

O .
en harmonisk funktion g: E > IR, og for r » R vil g(a+relm)
iw)

konvergere mod £ (a+Re ligeligt i .

Bevis. Vi antager a = 0. Udregningerne i beviset for s@tning

0
14.5 viser, at for 2z € E er

. i®
i0, Re™ "+z

£ (Re )“—Ig——

0 Re” "=z

[2ﬂ

g(z) = Re é% J do,

0
hvilket viser, at g er realdel af en i E holomorf funktion,

alts& harmonisk.
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Poisson's formel anvendt pa g(z) =1 giver
1 |'2'ﬂ' R2_r2 B
(1) 77 5> do =1,
0 R"+r"-2Rr cos(0-)

sd vi far

i@ io 1] 2" i0 ig R?-r?
lg(re™™) —E(Re™ ) | = 5= | (E(Re”7) —E(Re™T)) . —do| <
0 R™+r " -2Rr cos(0-y)
2T . ) 2 2
711; Jf 12 (Re1®) - £ (rRe?) | 3 R -r de.
0 R +r"-2Rr cos (0-)

Lad nu ¢ > 0 vere givet. Vi valger ¢§ > 0, séaledes at

IE(Rele)-E(Relml < % , nar |[06-op]| < § regnet modulo 27. S&

giver (1), at integralet over buen svarende til [@-§,90+5] hegjst

[

er 5 . P34 resten af cirklen er
R2—r2 R2-r2 R2—r2
72 S 7 2 s ’
R™+r " -2Rr cos (0-y) R+r“-2Rr cosS§ 2Rr (1-cosd)
s integralet over denne del * vurderes ved
2 2 2T . .
R -r 1£(Re™®) - £ (rRe™) | a0,

4mRr (1-cos?) JO

og det er < 3, ndr blot r er ner nok ved R. Dermed er sat-

N ™

ningen bevist.

Vi har dermed vist, at et specielt randverdiproblem for
Laplace's ligning har 1 og kun 1 lgsning. Kendere af integral-
teori vil nemt kunne overbevise sig oﬁ, at s@tningen har rimelige
generalisationer til de tilfelde, hvor § ikke forudsattes kon-

tinuert.
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15. Maksimumprincippet.

Maksimumprincipper galder for lgsninger til ret generelle
klasser af partielle differentialligninger, og Laplace's ligning

er et typisk eksempel

Setning 15.1. Lad @ < ¢ vere et omrdde og g: @ » IR harmo-

nisk. Hvis der findes et punkt a € @ med g(a) = sup g(Q) el-
ler g(a) = inf g(Q), er g konstant.
Bevis. Lad os antage, at a € @ og g(a) = sup g(Q). Det andet

tilfelde gar analogt. Lad E < Q@ vare en afsluttet cirkelskive

med centrum og radius R. S& er

(a) - 4 [Zﬂ (a+Reie)dO
g 2,n.Jog 7

og da g(a+rei®) < g(a), medfgrer dette, at g(a+Reie) = g(a)

for alle ©. Ved at variere E ser vi, at g er konstant i en
omegn af a. Vi har dermed vist, at g_1(g(a)) er eh aben mengde,
og da den er afsluttet pa grund af kontinuitet, er g_1(a)) = Q.

Dermed er satningen bevist.

Setning 15.2. Lad @ ¢ ¢ vare et omrdde og £f: @ » ¢ holomorf.
Hvis f ikke er konstant, har |£f(z)| intet lokalt maksimum i

2, og den er 0 i ethvert lokalt minimum.

Bevis. Hvis |£(z)| har et lokalt maksimum i a € Q, er £(z) %0
i en omegn af a, ndr f ikke er konstant. S3 er loglf(z)I|
harmonisk i en cirkelskive E med centrum a ;og med absolut maksi-
mum i a, men sd er loglf(z)| og dermed f(z) konstant i E.,

og satningen om entydig analytisk fortsattelse giver s&, at f er

konstant i @ i strid med forudsatningerne. S& giver satning 15.1,
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at loglf(z)| kun kan have lokalt minimum i de punkter af Q,

hvor £ har nulpunkt, og dermed er satningen bevist.

Disse satninger har et korollar, der ikke bare er nyttigt,
men ogsd har principiel betydning. Ved skabnens ironi er det kom-

met til at hedde Schwarz's lemma.

Setning 15.3. Lad E ¢ ¢ vare en afsluttet cirkelskive med cen-

trum a, radius R og indre B . 1ad f: £ > ¢ vere holo-
morf med f(a) =0 og [£f(z)] <M for alle z € £. s3 er

l£(z)1 < %lz—al for alle z € ﬁ, og hvis lighedstegnet gezlder i

blot 1 punkt af #<{a} har f formen f(z) = ele%(z—a).
Bevis. Ved g(z) = gfg) defineres en holomorf funktion g: E - ¢,

og for R, € 10,R[  har vi vurderingen |g(z)]| < ﬁi og da R,

1
kan velges vilkarligt tat ved R, har vi |g(z)| < % for alle

zZ € ﬁ, altsd [£(z)] < %Iz—al. Hvis lighedstegnet galder i et
punkt af ﬁk{a}, antager |g(z)| sit maksimum i dette punkt, og
sd er g(z) konstant ifglge satning 15.2, altsd g(z) = ele-% .

Dermed er satningen bevist.

16. Nulpunkter og Poler II.

Den logaritmiske differentialkvotient %F af en holomorf funk-

tion £ indeholder vasentlig information om nulpunkter og poler

for £f. Dette beror pa vor neste setning.
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%
Setning 16.1. Lad O ¢ € veare dben, f: 0-> ¢ meromorf, og

@: O > € holomorf. Hvis a er nulpunkt eller pol for £, er

a en enkelt pol for ;F med residuet +p, hvor p er multipli-

citeten af a, og fortegnet er + for nulpunkt og - for pol. End-

1
videre har mﬁ— residuet #pp(a) i samme punkt og med samme for-

f
1
tegnsregel. Specielt har w%? en havelig singularitet i a, hvis
p(a) = 0.
Bevis. Vi har f(z) = (z—a)qg(z), hvor g er holomorf i en omegn

af a og g(a) # 0, idet g = p, hvis a er et nulpunkt, og

q = -p, hvis a er en pol. Direkte udregning giver

Format eralgh . @i = w@rzmae@ g

gl
g(z)

(z-a)

De omtalte residuer er netop verdierne af disse funktioner for

z = a. Dermed er satningen bevist.

*
Sztning 16.2. Lad O c¢ ¢ vere dben, f: 0 -> ¢ meromorf og

©®: 0> ¢ holomorf. Lad Q < O vare et Gauss-omrdde med orienteret
rand T < O. Det antages, at f ikke har nulpunkter eller poler
péd TI. Lad a,],...,ap vere nulpunkterne og b,],...,bq polerne

for £ 1 Q hver anfgrt et antal gange svarende til multiplici-

teten. Da er

%i— J @(z)%dz = @lag)+..40ay) = (0(by)+...40(b))

r

og specielt (for o 1)

1 [ £'(2)
27i JF f(z)

dz = p-q .
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Bevis. Fglger umiddelbart af satningerne 11.1 og 16.1.

%
Hvis £ har Laurentrzkken > anzn i en omegn af «, giver
e :
regning med potensrakker, at f?%E% = % +..., sa %? bliver holo-

morf i o, men med residuet -p, sa& satning 16.2 kan anvendes,
ogsd hvis = € Q.

Specielt har en bruden rational funktion lige mange nulpunkter
0g poler (beggestalt med multiplicitet) i hele ¢*. Et polynomium
af grad p har en pol af orden p i o - derfor netop p nulpunk-
ter. Det var algebraens fundamentalsztning endnu engang.

Et vigtigt korollar er Rouché's sztning.

Sztning 16.3. Lad O ¢ ¢ vere dben, £f,h: O > ¢ holomorfe, og

Q c O et Gauss-omrdde med rand T < O. Hvis |h(z)] < |£(z)] for

alle z € T, har f og f+h 1lige mange nulpunkter i Q.

Bevis. For t € [0,1] definerer vi £f,: O > ¢ ved ft(z) =

t
f(z)+th(z). Af |h(z)]| < [f(z)| for alle z ©vpd T f¢glger, at
fy ikke har nulpunkter péd T, og sid giver satning 16.2, at
_ 1 £f'(z)+th' (2)
n(t) = 71 Jr F(t)+th(z) %2
er antallet af nulpunkter i T for ft . Integraludtrykket viser,
at n(t) definerer en kontinuert afbildning n: [0,1] » ZZ, men
en sddan er konstant, altsa specielt n(0) = n(1), sa fo = £
og f, = f+h har lige mange nulpunkter i Q. Dermed er satningen

1

bevist.



MAT 224 - 110 -

17. Ronform afbildning.

*
Definition 17.1. Lad O,, O, <« ¢ vare dbne. En bijektiv afbild-

1’
ning f£: O1 - O2 kaldes konform (eller biholomorf), hvis f er
holomorf pa O1 og £

er holomorf pa 0, .

*
Som holcmorfi er defineret pd ¢ indebarer det, at et punkt,

der ved £ eller £ 1

afbildes i «, er en pol.
I virkeligheden bliver f-1 automatisk holomorf, nér afbild-

ningen er bijektiv. Det fremgdr af vor naste satning.

Setning 17.2. Lad O c ¢ vare &ben og f: O - ¢ holomorf, men

ikke konstant pa nogen komponent af O. Hvis a € O er et punkt,
hvor f'(a) # 0, har a en omegn U, som ved f|U afbildes kon-
formt pa en omegn V af f(a). Hvis f'(a) = f"(a) = ... =
f(p-1)(a) = 0, men f(p)(a) # 0, har a en omegn U0 , sa det
for enhver omegn U c Ug af a galder, at f(a) har en omegn V,
sdledes at hvert punkt w € V~N{f(a)} er billede af netop p punk-

ter af U. Billedet £(0) af hele O er en &ben mangde.

Bevis. For a € O har £f(z)-f(a) et nulpunkt i a, og vi har

f(z)-f(a) = (z—a)pg(z), hvor g er holomorf i O, p € IN og
gla) # 0. S& er f£f'(z) = (z—a)p_1g1(2), hvor 91(2) = pg(z)+
(z=a)g'(z), altsa g1(a) = pg(a) # 0. Betingelsen f'(a) = ... =

f(p_1)(a) =0, f(p)(a) # 0 er saledes ensbetydende med, at nul-
punktet a for f(z)-f(a) har multiplicitet p.
Vi velger en afsluttet cirkelskive E < O med centrum a,

rand T og indre E = Ug saledes at f(z)-f(a) #+ 0 og f'(z) # O
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for alle z € E~{a}. Dette er muligt, da mengden af nulpunkter
for f(z)-f(a) og for f'(z) er diskret. Vi definerer VO som
den &bne cirkelskive med centrum f(a) og radius inf{|£f(z)-£f(a)]l]
Z € T}. Dette tal er positivt, da T er kompakt og £f(z)-f(a)

kontinuert. Nu giver Rouché's setning 16.3, at for w € VO har

f(z)-f(a) og f(z)-w = (f(z)-f(a)) + (f(a)-w) lige mange nulpunk-
ter i Vo, altsd netop p nulpunkter talt med multiplicitet.
For p=1 er U= f_1(V0) en omegn af a, der af f£f(U)
-1

afbildes bijektivt p& V og ifglge satning 2.6 er f :Vy > U

0’
holomorf. Det viser satningens. fgrste pastand.

For p > 1 og en omegn U c U0 af a kan rasonnementet
ovenfor gennemfgres for en cirkelskive E1 c U med centrum a, sa
f(a) har en omegn V S Vy s s8ledes at hvert punkt i W{f(a)}
har netop p originalpunkter i U. Da £'(z) # 0 i hvert af
disse punkter, har de alle multiplicitet 1, s& vi virkelig far
p forskellige originalpunkter. Dermed er den anden pastand bevist.

Samtidig har vi fdet vist, at f(a) wunder alle omstandighe-

der er et indre punkt i £(0), altsa £(0) &ben. Dermed er s&t-

ningen bevist.

Hvis w = £(z) -definerer en konform afbildning, altsa
f'(z)b¢ 0, er afbildningen dw = f'(z)dz sammensat af en lige-
dannethed med forholdet |[|£f'(2z)| og omdrejning med vinkel argf'(z)
om 0. Derfor vil en konform afbildning bevare vinkler mellem
differentiable kurver og det med uendret drejningsretning, og det
lokale forstgrrelsesforhold er ens i alle retninger. Lokalt vil
den konforme afbildning bevare figurens form, men med en forstgr-

relse, der varierer fra sted til sted.
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Den i kapitel 10 omtalte sdkaldte stereografiske projektion
af 2-sferen pd planen er ligeledes en konform afbildning. Det sam-
me galder for Mercators velkendte kortprojektion. P34 konforme
kort er det nemt at bestemme retninger, men vanskeligt at bedgmme
arealer. Lokalt ser et konformt kort "rigtigt" ud, medens et are-
altro kort ser forvranget ud.
| I et nulpunkt for £'(z) £far vi en fgrste triviel approksi-
mation af formen dPw = f(p)(z)dzp , sa& vinkler mellem differen-
tiable kurver multiplicieres med p og afstande formindskes som
pte potens. En lille omegn afbildes viklet p gange rundt om bil-
ledpunktet. Man kan fa afbildningen bijektiv ved at lade billedet
af en omegn vare en Riemann-flade med p lag. Punktet, som Rie-
mann-fladen vikler sig rundt om, kaldes et forgreningspunkt. For-
greningspunkter er en slags isolerede singulariteter for flerty-
dige funktioner, og i @®ldre litteratur omtales de i overensstem-

melse hermed.

Hvis O er aben, a € O et punkt og £f: O - ¢* meromor £
undtagen i punktet a, kalder vi a en isoleret singularitet
for f. Hvis a hverken er pol eller havelig singularitet, kal-
des a en vasentlig singularitet.

Dette er en yderst beskeden udvidelse af det tidligere indf@gr-
te begreb. Den eneste nye mulighed er, at a kan vare gransepunkt

for en fglge af poler.

*
Seztning 17.3. Lad O c € vere aben, a € O et punkt og

*
f: o~{al » ¢  meromorf. Hvis f har en vasentlig singularitet i
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a, har a 1ingen omegn U, for hvilken U~{a} afbildes injek-

tivt ved f£f.

Bevis. Hvis a er gransepunkt for en fglge af poler af £, er
det klart, at ingen omegn af a afbildes injektivt. I modsat fald
er der en omegn UO af a, sa fon\{a} er holomorf. Lad U ve-
re en vilk&rlig omegn af a, og lad E c U~{a} vare en aben cir-
kelskive, hvis rand ikke indeholder a. S3a er £f(E) en aben mang-
de. Lad V vere en omegn af a med UN V =¢@. Da £f(V) er over-
alt tet i ¢, indeholder £(V) punkter af £f(E), og sa kan f

ikke vere injektiv i U. Dermed er sztningen bevist.

Setning 17.4. Hvis £f: ¢ - ¢* er meromorf og injektiv, findes

azZ+R
yZ+5

der tal a,B,y,8 € ¢ med ad-By * 0, sidledes at £f(z) =

Bevis. Af satning 17.3 fglger, at f ikke har en vasentlig singu-
laritet i «. Altsd er f en bruden rational funktion. Da f har
hgjst 1 pol og 1 nulpunkt, er teller. og navner af grad < 1. Deffor
har f den angivne form, og da f ikke m& vare konstant, er

as-By # 0. Dermed er satningen bevist.

Det er klart, at "omradet ( kan afbildes konformt péd 92“

1
er en &kvivalensrelation pd m@&ngden af omradder i ¢*, og det er
nerliggende at spgrge om, hvad akvivalensklasserne er. Dette er et
omfattende problem, og det er ingenlunde nemt, men det er nasten
fuldstendigt besvaret.

Vi ser, at satning 17.4 medfgrer, at ¢ er det eneste omride

b3 *
i sin &kvivalensklasse, samt at omraderne ¢ ~{a} for alle a € C
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udggr endnu en kvivalensklasse.
Riemann's afbildningssatning siger, at alle andre enkelt sam-
menhangende omrader (Cauchy-omrdder) udggr 1 @kvivalensklasse. Det-
te er svaert at vise, og Riemann gav ikke et tilfredsstillende bevis.
For en fysiker er satningen ikke overraskende.
Vi laver et kobberrgr med §Q som profil, og
lagger en uendelig tynd ledning pa& langs gen-

nem det. En spendingsforskel giver et poten-

tial, som er en harmonisk funktion pd tver-
snittet. Hvis vi skarer tvarsnittet op langs en feltlinie, bliver
den harmoniske funktion realdel af en hoiomorf funktion g, som
har et konstant spring langs snittet. Vi normerer, sa springet bli-
ver 27i, og sa bliver e? = f holomorf med nulpunkt i a og kon-
stant numerisk verdi pd randen, s&@ f vil afbilde Q pé& en cirkel-
skive.

Det er ikke svart at fylde hullerne i "beviset" ud. Til gengazld
er det svert, at give et matematisk bevis for, at det benyttede felt
virkelig eksisterer, og en nermere overvejelse fgrer til, at den fy-
siske side af rasonnementet ogsd er en smule tvivlsomt - men nar ba-
re resultatet er rigtigt - og det er det faktisk.

Et ringformet omréde som det afbildede kan
afbildes konformt pd en cirkelring, men med tvun-
get forhold mellem radierne. Det samme fysiske
rasonnement som f@gr ggr det sandsynligt. Forhol-
det mellem radierne har selvfglgelig relation til
"kondensatorens" kapacitet, sd man mé& se lidt dybere i fyshikken for

at nd et resultat.
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Hvis f: Q -» Q, er en konform afbildning, og g: 91 - 1R
en harmonisk funktion, bliver gef: § -» IR selvfglgelig harmonisk.
Derfor kan konform afbildning bruges til at flytte et randvardi-
problem til et andet omrd&de, hvor det eventuelt er lettere at lgse.
Dette er en standardmetode i 2-dimensional potentialteori, og der-
for er det nyttigt at kunne udfgre konform afbildning numerisk el-

ler explicit.

Eksempler. Ved f(z) = %%% afbildes ¢gvre halvplan konformt pa
Z

enhedscirkelskiven. For = x+iy wvil 2z nemlig vare nermere i

end -i for vy > 0, men omvendt for y < 0. Den imaginare akse

afbildes over i den reelle akse, og anden kvadrant afbildes pa den

e |
gvre halvcirkelskive. Den omvendte afbildning z-e—ii_{ afbilder
den ¢vre halvcirkelskive pd anden kvadrant, s@ z - (%;%)2 afbil-

der den ¢vre halvcirkelskive pa den ¢vre halvplan. Ved sammensat-

ning med £ far vi

(z+1) %=i(z=1)2 _ (1-i) (z°+1)+2(1+1) z _ z’+1+2iz
(z41) 2+i(z=1) 2  (1+1) (2%+1)+2(1-1)z  i(z°+1)+2z

~

ol(z) =

og ¢ afbilder den gvre halvcirkelskive pa hele cirkelskiven.

1y

Funktionen f£f(z) = %(z+§ afbilder omr&det udenfor enhedscir-

kelskiven konform pad @¢~N[-1,1]. Vi far nemlig f(reie) = %(rele+le_le)=

%(r+%)cose + i %(r— %)sine. For fast r > 1 afbildes cirklerne
1

med radier r og + ©9 centrum 0 pd en og samme ellipse med
centrum 0, storakse pa den reelle akse og halvakser %(r+%) og

%ir— %I. For fast © £f&s en halv hyperbelgren af en hyperbel med
centrum 0 og fgrste akse pa den reelle akse. Alle disse keglesnit

har brandpunkter 1. Funktionen
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f afbilder det trivielle elektrostatiske felt om en lang leder
med cirkulert tvaersnit over i det knap s& trivielle felt om en
lang leder med elliptisk tvarsnit. Leg merke til, at f afbil-

der en cirkelring p& en ring mellem to confokale ellipser.

Vi har her antydet, hvordan man kan studere konforme afbild-
ninger ved kendte elementare funktioner, og ndr man sa er opmark-
som nar man finder noget, der kunne vare nyttigt, kan man efter-
handen udarbejde et katalog over nyttige konforme afbildninger.

Adskillige kataloger af denne slags er blevet publiceret.

18. Implicit given funktion.

Setningen om implicit given funktion kan udledes af satninger

vedrgrende reelle variable, men et direkte bevis er lettere.

Definition 18.1. Lad O c ¢2 vere &ben. En funktion f: 0 - ¢

kaldes holomorf, hvis den er kontinuert og for hver fastholdt verdi

af en variabel er en holomorf funktion af den anden.

Det er jo helt ensbetydende med, at £f er kontinuert og har
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partielle differentialkvotienter. En nem anvendelse af satning 7.2
giver, at disse partielle differentialkvoﬁienter er kontinuerte.
Dernast giver setning 7.5, at de partielle differentialkvotienter
endda igen bliver holomorfe funktioner af 2 variable, sid en holo-
morf funktion af to variable er C*. Det er let at vise, at en
holomorf funktion af 2 variable lokalt kan udvikles i en konvergent
Taylorrakke.

Kontinuiteten, der forudsettes i definitionen, er faktisk auto-
matisk til stede, ndr den anden betingelse er opfyldt, men det er

svaert at vise.

Setning 18.2. Lad O ¢ ¢2 vere aben og f: O » ¢ holomorf. Lad

(a,b) € O vere et punkt med £f(a,b) = 0, f% f(a,b) # 0, idet =z
er den fgrste og w den anden variabel. Da findes omegne U af
a og V af b, s& UxVc O samt en holomorf funktion ¢: U - V,
sdledes at ((z,p(z)) ]z € U) netop er mengden af nulpunkter i UxV

fé(z,w)

for f. Endvidere er '(2) = - = Y7+t = .
©'(z) f;,(z,W) ;W= 0(2)

Bevis. Funktionen f(a,w) har et enkelt nulpunkt i b. Vi kan
valge en afsluttet cirkelskive E med centrum b, rand TI' og indre
E, s& {a}xEc O, og sdledes at f(a,w) * 0 for alle w € E~{b},
og sdledes at f&(a,w) # 0 for alle w € E. Vi velger k > 0,

sdledes at If%(a,w)l > k for alle we€ E, og |f(a,w)! >k for

-

°

alle w € r;"Yi velger en &ben cirkelskive U med centrum a, sa-
ledes at If%(a,w)-f%(z,w)l <k og I|f(a,w)-f(z,w)| < k for alle
z € U, w€ E. Sa giver Rouche's satning for hvert fast =z € U,
at f(a,w) og £f(z,w) = f(a,w) + (f(z,w)-f(a,w)) har lige mange

nulpunkter i £ = V. For hvert z € U har f s8ledes netop 1



MAT 224 - 118 -

nulpunkt (z,9(z)) i UxV. Derved defineres ¢: U - V.
Af setning 16.2 med ¢ (z) = z fglger nu
£f'(z,w)
I " A
o) =3y | Y TEwm

og derfor er ¢ holomorf ifglge satning 7.5.
Da f har kontinuerte partielle differentialkvotienter, kan
vi kopiere beviset for kadereglen for funktioner af 2 reelle vari-

able, og da f(z,p(z)) er O-funktionen p&d U, giver differentiation
0 = £ (z,9(2)) + £1(z,0(2))0'(2)
til bestemmelse af ¢'(z). Dermed er saztningen bevist.
Et tilfeldigt polynomium i 2 variable, f.eks.
5

P(z;w) = 25 + zw4 + w —w4

giver en algebraisk ligning P(z;w) = 0, der bestemmer w som en
flertydig funktion af 2z, 1 det foreliggende tilfalde 5-tydig. Nor-

malt er de 5 vaerdier forskellige. Hvis for en vardi af 2z to reg¢d-

der har samme verdi w, er P(z,w) = P&(z,w) = 0. Det giver lig-
ningerne

25 + zw4 + w5 - w4 =0

4zw3 + 5w4 - 4w3 =0 .

Det giver z = w = 0 som en multipel lgsning. Resten af lgsningerne

fds ved at satte w = % (1-z) ind i den fgrste ligning, og det giver

en femtegradsligning, sa der er yderligere 5 undtagelsesvardier for =z.
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Lad nu (¢' vere (¢ med de 6 undtagelsespuniter prikket ud.
Sa& giver s&tning 18.2, at den 5-tydige funktion i omegnen af hvert
punkt af ¢' faktisk falder i 5 forskellige holomorfe funktioner.
Ved analytisk fortsattelse h®nger disse lokale lgsninger sammen,
og de giver i alt en lgsning pad en Riemann-flade der dzkker ('
med 5 lag - og nogle af lagene vil antagelig kunne fortsattes hen
over undtagelsespunkterne. Det galder f.eks. i 0, hvor 4 rgdder
falder sammen i 0, medens den femte er pent adskilt og holomorf.
For hvert af undtagelsespunkterne gelder, at mindst 2 af bladene
er sat sammen som vindeltrappe om punktet.

En flertydig funktion, som den her omﬁalte, kaldes algebraisk.
Niels Henrik Abel studerede algebraiske funktioner ved at se pé
fP%? for forskellige veje pa Riemann-fladen. En lukket vej der
omkredser et enkelt undtagelsespunkt, giver for det meste integral
0, men det spandende er, at der for det meste er lukkede veje pa
Riemann-fladen, som ikke deler den, og sa bliver integralet i reg-

en ikke 0, og det kan ikke bestemmes ved residueregning.

Eksempel. Ved

w2 = (z=-a) (z-Db)

defineres w som en algebraisk funktion af z.

Riemann-fladen har 2 lag, og den fi&s ved sam-
*

menklebning af 2 eksemplarer af ¢ krydsvis

langs liniestykket fra a til b. I en omegn af o« er

ab ¥ _ a+tb 1
s 35 o -8R 1L,

a+b

w=xz(1 -
Z
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altséd

_ 1 a+b
1 + -

1
= = --Z-+...) ’

gl=

sé % er holomorf i e« 1 begge blade. Konturen I pad figuren

omkredser « 1 et af bladene, sd viihar IF%§ = +27i. Lader vi
I' konvergere ind mod liniestykket, vil gransevardierne fra de to
sider f& modsat fortegn, sa vi kan slutte at

[b dz
Ja V(z=-a) (z-b)

= #7i .

Vi m& finde udvej for at pracisere, hvilket blad T 1ligger i, for

at bestemme fortegnet. I andre situationer gdr det let. For a,b € IR,

a < b, kan vi umiddelbart specialisere til

b dx _

[ -
J

a v(x-a) (b-x)

hvilket ogsa kunne udregnes elementert.

b vere indbyrdes forskellige komplekse

Eksempel. Lad a,b,a1, 1

tal. Ved

w2 = (z-a) (z-b) (z-a,) (z=b,)

bestemmes en 2-tydig algebraisk funktion pd en Riemann'sk flade,
der fas ved at lime 2 eksemplarer af ¢ sammen langs veje fra

a til b og fra a til b som vist

1 1’
p& figuren. I dette tilfalde deler T ik- r

ke Riemann-fladen, men T og r1 er til-

sammen rand for et omrade, der indeholder

o 1 det ene blad.
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Det er let at se, at funktionens grene i dette tilfalde har
- . dz _ dz
residuum 0 i «, og derfor er IF?F = _IF1TF°
Vi kunne ogsd have valgt vejene som p& den
anden figur, og med et lignende resultat.

Hvis nu wy ©9 w, er verdien af

integralerne langs en lukket vej af den
fprste slags og en lukket vej af den anden slags, viser det sig,
at enhver anden lukket vej pa Riemann-fladen giver et integral med
en veardi nywy + oWy hvor n, Ny € . Der sker nu det miraku-
lgse, at de mange forskellige omvendte funktioner til IP%% , hvor
I'' er en vej fra et fast punkt a til et variabelt punkt 2z, netop
smelter sammen til en funktidn, som er meromorf p& hele (¢ og peri-
odisk med perioderne wg 09 wy . En sddan funktion kaldes ellip-
tisk.

Hvis vi gdr videre til kvadratroden af et polynomium af endnu
hgjere grad, gar det ikke sa pant mere. Der er plads til 2 perioder
i ¢ - flere end 2 perioder kraver en ubehagelig Riemann-flade med

uendelig mange lag.
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@VELSER

ordnede efter kapitler

Omskriv fglgende komplekse tal til formen x + iy ,

x € R, yve R

Loy 2 =
1 [2+i3) 1+iV =y 4 . i3y 6
— : , = , (14+iv3) " , (1+iv3) "~ .
3+41 \1+1i) 1-1v3
. . _ 5 .3
Udregn P(1+i) , didet ©P(z) = 2z~ + 2iz” - z .
Angiv for a,b € R 1lgsningen til 22 = a + ib pé& formen

x +iy , x € R, y € IR.

Vis ved Moivres formel, at der for hvert n € W findes
polynomier Pn(z) , Qn(z) , saledes at cos nx = Pn(cos X)
og sin nx = Qn(cos xX)sin x . Angiv (lille fidus) re¢dderne

>

i disse polynomier.

For hvilke positive tal k er {z € ¢l |z-al lz-bl < k}
et omrade, idet a og b er givne, indbyrdes forskellige

komplekse tal.

Formuler et bevis for, at den pa side 9 tegnede afsluttede

mengde ikke er kurvesammenha&ngende.
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Her er tegnet 2'eksempler pa afsluttede mengder, som gi&r

asymptotisk mod et liniestykke hhv. to cirkler.

Angiv antallet af komponenter og af kurvekomponenter for

disse mengder og for deres komplementarmangder. Eksakt

bevis forlanges ikke, blot en anskuelig forklaring.

n+1

n _.n . n _
Bevis formlen I (a+ (k-1)d)q" | = a %Tg— + g g +(n 1;q
k=1 d (1-q)
n

og benyt den til reduktion.af % (1-l5l)cos kx =
n

n
hX (1-
k=-n

Ikl) ikx
-—)e
n

k=-n

IT

Angiv differentialkvotienten af de differentiable funktioner,

der defineres ved

1+2z

2 1 2 n-1 1-2

1-z ' 2!

T+z+z"+...+z = = .

14z

Angiv fglgen af differentialkvotienter af den ved

f(z) =

funktion

1

z(1-2)

definerede vilkarligt ofte differentiable

f: ¢~{0,1} > C .
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3. Lad O ¢ ¢ vare dben og f,g: O » ¢ differentiable funk-
tioner med Re f(z) = Re g(z) for alle z € O . Vis, at

g-f: O - ¢ er lokalt konstant.

4. Lad O ¢ @ vere dben og f: O » ¢ defineret ved et poly-

nomium. Vi skriver £f(z) = fr(x,y) + ifi(x,y) . Vis, at
fr er en lgsning til den partielle differentialligning
32’ azu‘
——% —5 = 0 . For f£f(z) = z" med n € N har vi specielt
X oy
n n
-2_2 [T\ _n-4_4
£ (x,y) = x" - () x" + X - ...
r XY \2} Yy \4} y
n n n
- -3_.3 ( n-55
£ox,y) = () ™7 -<\xn " ) _—
O A Y, \s) * ¥

hvor summerne i virkeligheden er endelige, alts& homogene
(d.v.s. alle led har samme totale grad i x og vy) poly-
nomier. Vis, at et homogent polynomium i x og y af
grad n , som er realdel af et polynomium P(z),

n

er realdel af A z for et eller andet A € ¢ .

5. Find real- og imagin®rdel af de ved cos z og sin z
definerede differentiable funktioner og kontroller, at

de tilfredstiller Cauchy-Riemann's differentialligninger.

6. Angiv differentialkvotienterne af de i eksempel nederst pa

side 18 anfg¢rte differentiable funktioner.

7. Angiv en kontinuert funktion f: ¢ - ¢ , som er differenti-

abel i punkterne af enhedscirklen og kun der.
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ITT
(by b))
Udregn ' ydx + xdy . "
(ayra,) '

Et vektorfelt pa ]R2 er givet ved (L(x,y),M(x,y)) = (x,y)

2
og et andet ved (L(x,y),M(x,y)) = (-y,x) . Lad Q c R
veret et begranset omrade med rand T , som er stykkevis
C1 . Vis, at strgmningen gennem T for det fgrste felt

er lig med cirkulationen langs I for det andet felt. I
virkeligheden er disse stgrrelser proportionale med arealet
af Q@ . Vis dette, ndar Q er et eller andet simpelt som
rektangel, cirkel, ellipse etc. - gerne med bekvem belig-
genhed. Vis dernast, at det fgrste felt har cirkulation 0
langs enhver lukket vej, medens det andet har gennemstrgm-
ning 0 gennem randen af ethvert begranset omréde.

Sammenlign med resultatet i eksemplet pd& side 27.

['i dz 21i im 7

Udregn | J cos z dz og J e” dz .
0 (1-2) i 0

Udregn J gz , 1idet T er den ¢vre halvbue af enheds-
r sin z

cirklen fra 1 til -1 .

Prgv dernast at lagge vejen fra 1 til -1 langs den nedre
halvbue i stedet.

{ (xz-yz)dx t 2xy dy , idet T -er randen af enheds-
r

cirklen orienteret mod uret. Brug fgrst det ene og dernast

Udregn

det andet fortegn.
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Udregn } % dz , idet =z =x + iy , og T er den orien-
T
terede rand af det ved |Ixl| <1 , lyl <1 definerede kva-

drat.

Tegn en grafisk afbildning af den ved £f(z) = 22 definerede
afbildning f: ¢ » ¢ p& den mdde, der er beskrevet pa

side 32.

w w log z

Ved z = e defineres "flertydige" potenser i det

komplekse. Vis, at i’ har alle sine vardier reelle og find
et par andre komplekse tal ¢ og x , for hvilke CX har
netop den samme mengde af vaerdier som it .

Beregn J %; , 1lidet vejen T reprasenteres ved
T

Y: [0,1] - ¢ , hvor vy (t) = (‘I-A~-t-‘|-‘t2)e6~Trlt . Skitser

vejen.
Iv

Del en cirkelring i s& f& elementeromrdder som muligt.

Samme opgave for de nedenfor tegnede omrider.

> <

Vis, at den i opgave III, 2 omtalte strgmning gennem et

omrades rand og den samme sted omtalte cirkulation af en

anden strgmning virkelig som pdstdet er proportional med
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omradets areal for vilkdrlige Gauss-omrdder.

Lad O < € vare dben, a € 0 et punkt, og
f: 0~{a} » ¢ en funktion med kontinuert differentialkvo-
tient. Lad T vere randen af en trekant, som ligger helt

i O og har a i sit indre. Vis, at { f(z)dz har samme
T

verdi for alle sadanne trekanter, idet T orienteres mod

uret.

Lad O < € vare aben, og lad f: O » ¢ vare en funktion
med kontinuert differentialkvotient. Lad +«: [a,b] - O
reprasentere en vej T . Udnyt setning 4.7 til formulering

af en definition af I f(z)dz wuden yderligere antagelSer ved—-
r :

rgrende differentiabilitet af vy .

Lad 0 c ¢ vere et S-omrade med symmetricentret a , og
lad f: 0~{a} » ¢ vare en begranset funktion med kontinu-
ert differentialkvotient. Vis, at f har en stamfunktion i

o~a} .

Lad O ¢ € vare et S-omrade og A c 0 en afsluttet del-
mengde. Lad f: O » ¢ vaere en kontinuert funktion, hvis
restriktion til O~NA har kontinuert differentialkvotient.
Vis, at £ har en stamfunktion pd hele O , hvis A er
et liniestykke pd en af symmetriakserne (endda gerne med et
endepunkt eller begge pa& randen af O) . Prgv at vise det
samme, hvis A er graf for en differentiabel funktion

y = oo(x) , idet =z =x + iy .
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Opgave for teori-interesserede. Lad L,M: ]R2 -» IR vare

C1—funktioner med den egenskab, at det for ethvert kvadrat

[a,b] x [a,b] gzlder, at J L(x,y)dx + M(x,y)dy = (b—a)2 ,
. T

hvor T er kvadratets rand gennemlgbet mod uret. Vis, at
integralet af den samme differentialform langs randen af et
vilkarligt Gauss-omridde er lig med omradets areal. (Hvis
man er godt inde i mdl- og integralteori, er det ganske

let).

Prgv at angive alle par L,M: ]R2 -» R af C1-funktioner med

den egenskab, at bade L(x,y)dx + M(x,y)dy og

-M(x,y)dx + L(x,y)dy ved integration langs randen af et
vilkdrligt Gauss-omrade giver omr&dets areal. Prgv det
samme uden minustegnet i den anden differentialform. (Opga-
ven er for teoretisk interesserede, og hvis den er for svear,

er det en god idé at se pd den igen efter kapitel 14.)

Udled af s@tning 5.1, at ¢(u) = J x definerer

en funktion, ¢: R »> R , som er konstant pa 10,x[ og
pd 1-»,0[ , men diskontinuert i 0.

© 9 x? (< —x2
Find I x“e dx og ] xe sin ux dx ved delt

-=oo

integration kombineret med s@tningen 5.4 og 5.5. Find

o 2
dernast J xze_x cos ux dx ved at kopiere beviset for

- 2 2
s@tning 5.5 med 22¢™? i stedet for e % .
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= 2
Prgv, om { et cos vt at og J e Ut sin vi? at
0 0

kan bestemmes for positive u og v ved metoden fra
beviset for setning 5.5, idet a + ia erstattes med

a + iax med et X € ]J0,1[ .

Lad T vare integrationsvejen pa figuren.
Vis, at J z(cot z + i)dz = 0 , og udnyt .
r
S I r
det til udregning af }2 X cos X dx .
0
Find dernest ved delt integration
m

{2 log sin x dx . Kan en lignende
0

metode bruges til beregning af - +

ro =

n
(2 %2 ax

J

> ?
0 sin"x

Prgv om det kan lykkes at udregne '{ <532~§>2 dx ved at

b4
/eiZ\Z
indtegne \_E—} -langs samme vej, som ved udregningen

sin x cos x
2 14
X

2i og bidraget fra den imaginzre del er O,

men fra Jf kommer et divergent bidrag, og hvis regne-
be

stykket skal lykkes m& det netop ophaves af et tilsvarende
bidrag fra granseovergangen med den lille halvcirkel. Prg¢v,

om det gér.
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VI

Undersgg, i hvilket omfang relationen

1 ( dz a + ib , hvis a2 + b2 <1
2mi Jp z-a-ib 0 hvis a® + b2 > 1
ved anvendelse af parameterfremstillingen z = el@ p

© € [0,2n] for T kan bidrage til beregning af integraler

af formen

do .

J2nA A1+B1cos 0 + C1sin G

0 A2+B2cos 0 + C251n 0

Lad a,b € R og a<b . Udregn for z € ¢ ~ [a,b]

integralerne

Vis, at de fundne funktioner fn: ¢ ~ [a,b] » ¢ har granse-
verdier fra oven og fra neden i alle punkter af Jla,bl og

angiv disse gransevardier som funktioner af x .

Lad © < ¢ vare et omrdde og T en simpel vej i & fra

et punkt a til et punkt b , og lad f: @ » ¢ vere

1 [ f(r)dt

2ni |, T-z

F: ¢~ T > ¢ . Cauchy's integralsatning fortaller os, at

holomorf. S& er F(z) = en holomorf funktion

integralet for fast 2z forbliver uandret, ndr vejen flyttes
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lidt, blot den stadig gdr fra a til b . Derved @®ndres
definitionsme&ngden for F , og det fglger umiddelbart,

at F har gransevardien fra begge sider af T i punkterne
af T pa ner a og b . Find forskellen mellem granse-
vaerdierne i samme punkt fra de to sider. Pr¢v at udstrazkke
definitionen af F +til en s& omfattende Riemann-flade som
muligt.

Vis, at F(z) » 0 for |zl » o .

Ved at "dele" T pa figuren i to
lukkede veje ved den punkterede

linie, kan Cauchy's integralformel
bruges som i eksemplet side til

udregning af

1 et?4z
2mi |

T (22+1)(22+4)

Udnyt det til udregning af

Jm cos x dx
—o (x2H1) (x2+4)

For et interval I = [a,b] €« R findes en holomorf funk-
tion ¢: ¢ N~ I » ¢ defineret som en kvadratrod

p(z) = V(z-a) (b-2) , saledes valgt, at ¢(z) konvergerer
mod den positive V(x-a) (b-x) for z - x € [a,b] fra oven.

Lad nu T v&re integrationsvejen z > r

(_ )

p& figuren. Vis, at AK\a Q,/

»

4
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J’ dg - Jb at )
r (@-2)elc) a (t-z)V(t-a) (b=t)

Udregn det fgrste integral ved Cauchy's integralsatning
anvendt pa et ringformet omrdde mellem T og en cirkel,
hvis radius gdr mod T , og bestem derved funktionen

1 (P dt

2ti ], (t-2) v(t=a) (b-%)

F(z) =

Lad ¢: [a,b] » ¢ vere kontinuert, og definer en holomorf

funktion f: ¢ ~ [a,b] - ¢ ved

@(t)dt

fz) =53 ) ez -

Bevis, at f(x-iy) - £ (x+iy) - ¢(x) for x € la,bl ,

ndr y -» 0 fra hgjre. Det kraver metoder, som kendes fra
reel analyse. Vis fgrst pdstanden, nar o¢(t) i integralet
erstattes med ¢(x) - s& kan det regnes eksplicit.
Vurder dernast det korrektionsled, der fds ved at erstatte
@(t) i integralet med @(t) - ¢(x) . Split derved [a,b]
i et lille interval om x , hvor kontinuiteten af o

giver en vurdering, samt resten.

VII

Lad O c ¢ vaere dben og @: O » ¢ holomorf. Vis, at
@ (z).
nl

f(z) = ¥ sin
n=1

definerer en holomorf funktion f£: O - (4
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n

z
-
Vis, at f(z) = (en‘ - 1) definerer en holomorf

n=0
funktion f: 0 -» ¢ .

™8

Lad U c ¢ vere den &bne enhedscirkelskive. Vis, at en

holomorf funktion f: U - ¢ .defineres ved

o n
z
z .

f(z)
n=1 1+lzn
n

For z=x +1iy , ¢ =& +in , x>1 , & € 1-1,1[ define-

rer vi (n+r)? = e? log(n+7) med logaritmens hovedvardi.
s 1
Vi definerer mC(z) = mz(g) = ¥ —— . Vis, at

n=1 (n+g)?

® og o, bliver holomorfe, og at den ved o(z,z)

C
mc(z) = wé(i) definerede funktion er kontinuert i defini-

tionsomraddet. Vis, at vi for ¢ € ]-1,1[ , 1 + € € 1-1,1[

har relationen ¢ (z,z+1) + 1 . w(z,z) . ZKan dette

(1+2) 2
bruges til at udvide definitionsomrddet? Kunne den oprinde-

lige definition generaliseres?

Lad O ¢ € vere adben, f: O - ¢ holomorf, og Q@ < O et

Gaussomrdde med rand T = O , sdledes at intet 1z € ¢

samtidig tilfredsstiller, at z € Q , -z € T . S& definerer
g(z) = 2li J fﬂf)%f en holomorf funktion g: Q - C.
' ¢7-2

Hvad er det for en funktion?

Lad A vere en vilkarlig mangde og (wn) en fglge af

funktioner @n: A - ¢ med den egenskab, at der findes et
n
tal M > 0 , sdledes at | I @k(z)l < M for alle
k=1
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1.

n € N og alle z € A . For enhver aftagende fglge

©o

(bn) -» 0 gelder da, at T bn ©, konvergerer ligeligt

n=1
. d
pa A . (Sat )2 wk(z) = @ (z) og @0(2) =0 . Skriv
mk(z) = @k(z) - ®k_1(z) , sorter summen efter faktorerne

@k og vurder. Denne metode kaldes Abelsk summation, og den

er nyttig, ndr man skal vise ligelig, men ikke absolut,

konvergens. )
*® +1 1
Vis, at t¢(z) = X (—1f1\~: definerer en for Re z > 0
n=1 !
holomorf funktion, og at «¢(z) - 2 . ng(z) = Z(z) for
2
Re z > 1 . Udvid derved definitionen af ¢(z) . (Vis, at

rezkken konvergerer ligeligt i {z =x + iy | x > Xg > o,

Ix+iyl < A} for alle x, >0 , A € ]0,o[ . Det gar enklest

0
ved at vurdere summen af 2 pa hinanden fglgende led, altsd
1 1 = o2 log(2n-1) _ "2 log(2n) _ o2 log(2n-1)

“(2n-1)%  (2n)?

-z log (T45pp) |
<1 - e ) idet den numeriske vardi af den

sidste faktor for nfs;of nok kan vurderes ved %% , Og
det giver netop en konvergent majorantrakke sammen med et

bidrag fra den fgrste faktor.)

VIII

Vis, at der for hvert g € I findes et polynomium

Pq(z) af grad g , sdledes at
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oo Pq(Z)

n=0 (1-z) 21

og angiv en rekursionsformel til udregning af Pq(z)

e ]
Vis, at f£(z) = X z™* definerer en holomorf funktion

n=0
f: U-> ¢, hvor U er den abne enhedscirkelskive. Vis
for p€ Z, g€ N , at If\re ! }l - o for n->1.
Udled, at £ ikke er restriktion af nogen holomorf funktion
f: @ > ¢, hvor U er agte delmengde af Q .

o n!+1
Vis, at g(z) = £ Y definerer en begrenset holo-

n=0

morf funktion g: U -»> ¢ , som heller ikke kan udvides

til nogen stgrre &ben mangde.
Z(n.'+1)
(n!+1) (nl+2)

(o]
Vis, at b(z) = z + X
n=1

med de samme egenskaber, og sd afbilder den endda injektivt.

giver en funktion

Vis ved hj=®lp af opgave VII, 6, at T % 2"

n=1

konvergerer

ligeligt pad enhver afsluttet bue af konvergenscirklens

rand, nér den blot ikke indeholder 1.
Hvordan er det med > £ﬁ z4n ?
n=1

N&r potensrakken ' for (1+z)a multipliceres med potens-

razkken for (1+z)B f&s potensrakken for (1+z)a+B .

Deraf udledes identititen
n O(\/ B a+B
200D
= }\nak' n

(
k=0 \k
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Find en potensrzkke for e**cos Bx og prgv, om den pa
lignende made giver en kombinatorisk relation. Selv
coszz + sinzz = 1 giver en kombinatorisk relation, men

som man kunne vente, bliver den ikke interessant.

Find koefficienterne aO,...,a5 i potensrzkken

. [
eSln Z = Yy a: 7" . Alle r=zkkens koefficienter er ratio-

n=0 o
i cos z .
nale. Galder det tilsvarende for e ? Funktionen

et % or en lgsning til differentiailigningen

%% = u cos z . Indsat potensrakken for eSin z og find
derved en rekursionsformel for koefficienterne. Vis, ved
den analoge differentialligning for eC0s ¥ , at hvert

led i dens potensrzkke er et rationalt tal gange e . Det

kunne nu ogsd ses mere direkte. Hvordan?

(o o) o]
Laurentrzkkerne f(z) = ¥ a_ z° og g(z) = £ bn z"
n=-co n=-—oo
antages konvergente for |z| € ]RO’R1[ . Vis, at
o)
£(z)g(z) = £ c z' er konvergent for |zl € 1Ry, R, [
n=-cc
med c_. = X a, b , hvor rakken er absolut konver-
n K= —co k "n-k

gent.

Funktionerne i eksemplet side 72 giver diverse identiteter,
ndr Laurentrazkkerne sammenlignes med de relevante produk-
ter af razkkerne for T%E og 5:; . Prgv det. En anden

mulighed er sammenligning med

fo = —1 =1,
2-3z+z ‘

1

2.3
16(32—2 )

(32—22) + %(32—22)2 +

AN

hvor de enkelte led udvikles efter binomialformlen.
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10.

Prgv at forbedre metoden i eksemplet side 72 sd den ogsa

virker pa kvadratet p& funktionen. Det er ikke s& sveart.

For et abent (gerne ubegranset) interval Jla,bl betragter
vi strimlen Q = {z € ¢ | Re z € la,b[} , samt en holomorf
funktion f: Q@ » ¢ med ?eriode 2ni  (d.v.s. f(z+2ni) =
f(z) for alle 2z € Q) . Vi indfgrer cirkelringen

Q, ={zeC¢ | lz| € ]ea,eb[} . Vis, at der findes en holo-

1
morf funktion g: 91 - ¢1 , siledes at £(z) = g(e?) .
Laurentrakken for g giver derved en Fourierrazkke for £ .
Dan denne og find et integraludtryk for koefficienterne.

Lav det analoge for en vandret strimmel og periode 2m .

Generaliser til vilk&rlig rent imaginer eller reel periode.

Lad w € ¢ have positiv imaginerdel. Vis, at der findes
komplekse tal o,T , samt en pa enhver kompakt delmangde

(=]

af ¢ 1ligelig konvergente rakke > e2n1nz

n = f£(z) ,

= =00

som tilfredsstiller identiteten f(z+w) = eZ f(z) ,

Vis, at det for givet w er muligt at valge o ,

s& der bade findes lgsninger med £(0) # 0 og lgsninger,
hvor f har et isoleret nulpunkt i 0. De sdledes konstru-
erede funktioner kaldes elliptiske theta-funktioner.
Sddanne hgrende til samme ®w og o giver ved division
dobbelt periodiske funktioner, der dog kun er definerede,

hvor navneren ikke er O.
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IX

Lad f(z) = % an(z—c)n , ©og lad ¢ vere pd konvergens-
n=0

cirklens rand. Lad L betegne radius fra ¢ til ¢

eksklusive endepunkterne. Hvis 4 €L og ¢ er et

(==}
indre punkt af konvergenscirklen for £(z) = I bn(z—c1)n
n=0

da vil dette galde for ethvert Cy € L , og vikalder ¢

et regulaert randpunkt for konvergenscirklen. I modsat fald
kaldes ¢ et singulart randpunkt.

S& langt har det varet nasten helt indlysende. Vis, at ran-
den af en potensrazkke konvergenscirkel indeholder mindst

1 singulert punkt. Angiv simple eksempler, der viser, at

en potensrakke kan konvergere i et singulart punkt pa& randen

af konvergenscirklen, og at den kan divergere i et regulart

punkt.
o
Lad £f(z) = £ an(z—c)n , og lad c, vere et punkt i
n=0
konvergenscirklens indre. Vi siger, at £(z) = = ar'l(z-c,')n
n=0
er opstédet ved direkte analytisk fortsattelse af £ . Lad
(o]
g(z) = = bn(z—c')n vare en konvergenscirkel, der over-
n=0
lapper den fgrste rakkes. Hvis desuden f(z) = g(z) for

alle =2z 1i konvergenscirklernes fallesme®ngde, siger vi,

at de to potensrakker er hinandens naboer.

Vis, at der mellem 2 potensrzkker, der er hinandens naboer,
kan indskydes en endelig sekvens af potensrzkker med de
oprindelige razkker pd fgrste og sidste plads, saledes at
hver razkke i sekvensen fas ved direkte analytisk fortsaet-

telse af den foregdende.
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Lad Q@ ¢ © vare et omrdde. S§ er Q*={z € ¢ | z € Q}

ligeledes et omrdde. Lad f: Q » ¢ va@re holomorf. Vis,

at f(z) = £(Z) definerer en holomorf funktion ¥F: Q* - ¢ .
Lad nu L vare et liniestykke p& den reelle akse indeholdt
i randen af Q@ . Vi antager nu, at f: Q UL » ¢ er kon-
tinuert med f£(L) € R og £fIQ holomorf. Sa er

f: Q* UL (defineret som fg¢gr) ligeledes kontinuert og

f1Q* er holomorf. Opgave IV, 6 giver nu, at £ og f til-
sammen definerer en holomorf funktion i en omegn af L .
Eventuelt kan Q og Q* overlappe uden at f og f stem-
mer overens pa fallesm@ngden. Denne metode til konstruktion
af en analytisk fortsattelse kaldes Schwarz's spejlings-

princip.

For u € R Dbruger vi [u]l som betegnelse for det stgrste

hele tal < u . For Riemann's zeta funktion har vi da rela-
tionen
1
['00 1.1'-2' [‘°° u-[u]——
z(z) = =z J1 e du - z J1 uz+1 du .

Vis demne ved direkte udregning, og vis, at ¢(z) derved fort-
s@ttes analytisk i hele den hgjre halvplan pa ner punktet

1.

Ved gentagen delt integration i det sidste integral kan
eksponenten i navneren ¢ggss, og ved strategisk valg af in-
tegrationskonstanten ved integration af t®lleren, kan perio-
diciteten af telleren bevares. Herved bliver det bevist, at

t(z) fortsattes analytisk i hele ¢ ~ {1} .
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Euler-Maclaurin's sumformel ligger bag dette regnestykke.
De periodiske funktioner i talleren er bygget sammen af
polynomier, og p& [0,1] er det netop fglgen af Bernoulli-

polynomier.

1. Vis i fortsattelse af opgave IX, 4. at ¢ (z) er meromorf

i ¢ med 1 som eneste pol, og find residuet.

2. Angiv nulpunkter, poler, orden singulazre dele af Laurent-

rakken for

z(z+2) (z+4) ... (z+2n) 1
(z+1) (z4+43) ... (z+2n+1) ’ z2+2az+b

, tg z , tgh z .

3. Klassificer singulariteterne for

el/2, g %i% , sin(tg z) , tg(mw sin gz) .
‘m Zn
4, Vis, at f£f(z) = ¥ —/—~ for hvert g € W definerer
n=0 (gn) :
en holomorf funktion f: ¢ - ¢ , som tilfredstiller vur-
q____
deringen [f(z)!] < e\/IZI , samt at . £(x) > L egi , nar x

29

er reel og positiv. Vis, at. f - har en vasentlig singularitet

i o .
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5. Pa baggrund af opgave 1 er der mening i at spgrge, om ((z)
har en vasentlig singularitet i o . Det er let at se,

at t¢(x) » 1 for x » » langs den positive reelle akse.

oo

Lad os betragte ¢ (2+iy) = = ;%-e_iy log n Vis, at
- n=1 n

y 4 e7iy logn < 1. pet medfgrer, at

_ 2 = 3

=4 n

lz (2+iy) | > % + % cos(y log 2) + % cos(y log 3) . For

2m o . . 2 1 1

Yp =1 1553 f4s specielt lg(2+iy )l > 5 + 7 + 5 cos
[ log 3\ .

\2nn Tog 2/ ° Slut heraf (ikke helt let), at
§(2+iyn) ikke kan konvergere med 1 for n -» « . Det

viser, at ¢ (z) har en vaesentlig singularitet i o .,

Harald Bohr udnyttede denne ide til et bevis for, at z(z)

ikke er begraznset pd maengden {z € ¢ | Re z > 1, |zl > 2}.
XTI
vi
1. Udregn .[ _jﬂ%Lj%_ dx . Rad: Integrer r
- x(x"+a”)
eiz
= langs den skitserede vej. AR
z(z"+a")
® [sin x\z . 21z
2. Udregn \——;;——/ dx . Rad: Integrer 5 langs
-0 Z

vejen fra opgave 1.

3 Udregn fm {—559133— ? dx
’ 7 J—m \x(x2+a2) ’
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[w xzdx
Udregn ] Sosh x

©(z)

. Rad:» Integrer E-o—gﬁ—z

, hvor ¢ er

et polynomium, som i eksemplet pd side 88, og valg dernast
¢ hensigtsmessigt.

x2—1

cos x dx .
(x%+1) 2

Udregn J

[ee]
XAx
Prgv, om det lykkes at udregne [;w Sinh x

ved at integrere:r

Z

———— langs vejen, som er vist pa
sinh z El Jen, p

figuren.

[ sin x

Forsg¢g at udregne %nEEEH—§ dx .
© _a
xdx :
Udregn J _ for g€ N, g>2 og o€ R valgt,
0(1+x) 4
sd integralet konvergerer: Rad: efterlign eksemplet pd
side 89 . YA
T ia
1 tg T X dx -
Omskriv J 5 til en
-1 x(14x%) V1-x2 :
it
konvergent razkke ved at integrere /’—‘”*”‘\ _
' : -4q QA Ap
langs en vej som vist p& figuren og -i4
derefter lade a,b,p og g g&
mod o , idet p,q € IN. -ib -

XIT

Lad f: ¢ » € vere en holomorf funktion og «,B reelle tal

med & < B . Det antages, at der findes en fglge (zn) - o ,

sdledes at If(zn)l < lznla for n wulige, men

1
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l£(z )1 2 lznlB for n lige. Vis, at « er en vasentlig

singularitet for £ .

Lad O ¢ C vare 8ben, ¢ €0 et punkt og f: o~cl » ¢
holomorf. Vi antager, at der findes et tal o € R, sdledes
at en af vurderingerne |£f(z)!| > lz-c1® eller

l£(z) | < lz—c|® gelder i en omegn af ¢ (og den samme i
hele omegnen). Vis, at ¢ er en havelig singularitet eller

en pol for £

Lad f: ¢ » ¢* vere meromorf. Det kan tankes, at o« hver-
ken er havelig singularitet, pol, eller vasentlig singula-
ritet for f , nemlig, hvis en f@glge af poler for £ gar
mod o ., Vi vil dog kalde « en vasentlig singularitet
ogsa i dette tilfelde. Vis, at det i dette tilfazlde galder
uendret, at enhver omegn U af o har billedet £ (U~{w})

overalt tet i ¢ . Eksempel er tg z .

Vi ved fra kapitel 9, at de i opgave 10 til kapitel 9 omtalte
thetafunktioner kun har isolerede nulpunkter, men det frem-
gar af de i opgaven omtalte egenskab, at der findes et helt
gitter af nulpunkter, hvis der overhovedet er nogen. Vis nu,
at de ved division konstruerede dobbeltperiodiske meromorfé
funktioner virkelig har et gitter af poler, og slut deraf,

at thetafunktionerne alle har et gitter af nulpunkter.
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XTIIT

Af s®tning 13.4 fas ved differentiation en rzkkeudvikling

2
[ m . .
af \5in nz/ cos mZ . Mon det er gennemfgrligt at vise

denne ved et "Erasmus-Montanus-bevis", i lighed med sa@tning
12.1 og derved f& et nemmere bevis for satning 13.47?

Maske er det aller lettest at udnytte omskrivningen

2 VA
/ T \2 N / - \2 2T «CcOSs -§ z

: ———— ] CcOs Tz =-— =
\sin nz) \sin nz) cinnz

N =
/™~

z

NE)

sin

Udled sa@tning 13.4 ved at udregne

1 md
2ni o (¢=z)sin wg '

idet T er randen af rektanglet {z = x+iy € ¢ |

1 1
-p-5 < X < gty , vy € 1-A,B[} , p,g € N, A,B € 10,=[ ,
og derefter foretage granseovergang A - o, B » o fulgt

afp—>oo,q->oo.

Prgv, om det er muligt at finde rzkkeudviklingen pa samme
1

médde som i s@tningerne 13, 1, 2,4 af = . Det viser
e”-1
sig, at det stgder pd principielle vanskeligheder. Vis, at
det gar bedre med ; ( -l )2 Kan rakkeudviklingen
z24q\5in nz)

i dette tilfzlde ogsd fas ved at multiplicere den kendte

2
udvikling af /_TJL—-\ med 1 og derefter dekomponere
\sin nz) 2211

hvert led?
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4. Prg¢v at kopiere regnestykket pd nederste trediedel af side 99
LR . . _
for (ETE_FE} . Derved bringes nogle andre uendelige rak

ker i forbindelse med potenser af " .

XIV

1. Lav lidt om pd beviset for satning 14.5 og udled derved for

f(z) = g(z) + ih(z) , at

2n . .
j g(a+Rele) . 2Rr sin (0-y)

h(a+re’®) = n(a) - >
0 R“+r“-2Rrcos (6-¢)

1
v ® .

altséd

. 2T \ 2 2 ., .
f(a+relw) = ih(a) - gﬁ J g(a+RelO) R ;r —i.2Rrsin(6-9)

5 de .
0 R+r“-2Rrcos (6-¢)

Antag nu, at Ig(a+Rele)| < M for alle 0 € R og vis

vurderingen

R2+r2

(1) |£(atre’™®) | < Ih(a)] + M 5
(R-r)

Det er selvfglgelig interessant, at en vurdering af real-
delen "nzsten" giver en vurdering af hele f , men det er
endnu mere interessant, at det gdr nasten lige godt p& ba-
ie)‘

sis af en ensidig vurdering g (a+Re < M for alle

© € R , idet middelvardisatningen ret let giver wvurderin-

2w .
gen é% } |g(a+Rele)|de < 2M - f(a) , og sd fas en modi-
0 ]
ficeret form af (1). Dette er i det vasentlige Caratheodory's

ulighed - den rigtige er en anelse skarpere.
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Udnyt den til et bevis for, at en hel funktion f: ¢ » ¢ ,
som tilfredsstiller en vurdering Re f(z) < A + Blzla for
faste positive A , B, a , md& vare et polynomium.

En hel funktion £f: ¢ - ¢ siges at have endelig orden,
hvis den tilfredsstiller en vurdering [£f(z)| < AeBlz|q .
Vis, at en nulpunktsfri hel funktion af endelig orden har
formen eP r hvor P er et polynomium.

Vis, at hvis g(a+Reie) = 0 for alle 0 i et vist abent
interval, kan f fortsattes analytisk ud over den tilsva;

rende bue af cirkelperiferien.

Vis (f.eks. geometrisk), at log(R+Reie) for

© € ]-n,n[ har imagin®rdel % © , og udnyt dette til at
udlede bestemte integraler ved hjelp af Poisson's formel.
Brug opgave 1 - og husk, at det er nemt at f& real- og

imaginerdel til at bytte roller.

Givet en bue I pd randen T af vor cirkelskive U.
Angiv en i det indre af U harmonisk funktion, som gar
mod 1 i alle punkter af I og mod 0 i alle punkter af
I'I . RA&d: Funktionen m& jo have singulariteter i ende-
punkterne af I . Prg¢v med iméginardelen af logaritmen
til en funktion med simpel pol i det ene og simpelt nul-
punkt i det andet endepunkt.

Udnyt dette til generalisation af s@tning 14.6 til det
tilfelde, hvor £ har isolerede singulariteter, der er

simple spring.
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XV

Lad Q vere et begranset omrdde og g,h: Q@ » R harmoni-
ske funktioner med den egenskab,.- at h-g har grensevaerdi
0 i ethvert randpunkt. Vis, at g = h ved hj®lp af maksi-
mumspricippet. I teorien for partielle differentiallignin-
ger hender det ikke s& sjzldent, at der gzlder et maksimums-
princip for lgsningerne, sad man pd samme mdde kan slutte, at

et randverdiproblem har hgjst 1 lgsning.

Lad V « @ vere en vinkel givet ved

V=~{lzl €e¢|largzl} <o, a <5 . Lad f: V » ¢ vare

A
Nl =

kontinuert, og £|V holomorf. Det antages, at
I[£(z)| £ M for alle z péd randen af V (0 regnes med).

Vis, at hvis £ er begrenset i hele V , er |[£f(2)] < M

f(z)

i hele V . Rad: Studer Trez

for en passende lille,
positiv verdi af ¢

Forsgg nu at forbedre metoden og dermed resultatet. Gar det

for o > % ? G&ar det at erstatte kravet om, at £ skal

vere begrznset i 'V med et krav om gyldighed af en vurde-

ring |£(z)] £ A + BIle ? GA&r det endda med en vurdering
B
lz]

l£(z) ] £ A e ?

Hvis disse forsgg er gdet nogenlunde godt, kan det nu vises,
=g n

at f(z) = < z

——— for g € IWN~{1,2} ikke er begranset
n=0 (qn)

pad nogen halvlinie med endepunkt 0.

Prgv at finde lignende resultater, hvor V er erstatttet
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med en strimmel.
De starkest opnaelige satninger af den her omtalte slags

kaldes Phragmen<indeldf-satninger.

-1
3. Lad f: ¢~ {c} » ¢ vere defineret ved f(z) = %
n=-p
an(z-c)n . For P €EC~ {c}, R> Ic1—cl findes der en
, -1
funktion g: € ~ {01} - ¢ givet ved g(z) = £ bn(z-c1)n ,

=-q

saledes at |f(z)-g(z)| ¢ for alle z € ¢ med

A

Iz—c1l >R, 1idet ¢ > 0 er forud opgivet. Dette er Runges
polforskydningsmetode. Polen flyttes et lille stykke, og
bortset fra den na®rmeste omegn af polen @ndres funktionen
derved meget lidt.

Lad nu § < ¢* vare et omrdde med e som randpunkt, og

lad vy: [0,1] » ¢* vare en kurve, der ligger i Q bort-
set fra Y(1) = . Valg f(z) = (z—Y(O))—1 og flyt polen
i smd skridt langs kurven, idet Runges polforskydningsmetode
benyttes. Vis, at det pd denne mdde lader sig ggre at kon-
struere en fglge af meromorfé,funktionen, som konvergerer
mod en ikke konstant, hel funktion, der er begranset pa
C~Q

Her kan Q vare et sardeles smalt badnd, der strakker sig i
det uendelige. Det fremgédr af opgave 2, at den konstruerede
hele funktion i sd fald md blive meget stor i bandet. Hvad
sker der med funktionen, hvis Q er et s&dant band, som

krydser sig selv, sa der bliver en lgkke pad v ?
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XVI

1. Opskriv den fgrste formel i satning 16.2,i specialtilfaldet

f(z) = z-a .
® i 2
2. Udregn J §—§£%7§ dx ved setning 16.2 med £(z) = 1+z° ,
0 1+x
w(z) = et? , 1idet T er en halvcirkel med diameter

[-a,a]

3. Lad O0 ¢ ¢ vere dben og £f,g: O » ¢* meromorfe. Lad
,Q c O vere et Gauss-omrade med orienteret rand T < O.
Det antages, at hverken f eller g har nulpunkter eller
poler p& T , samt at intet punkt af Q samtidigt er nul-
punkt eller pol for £ og nulpunkt eller pol for g . Lad
nu a,l,...,ap vere nulpunkterne og b1,...,bq polerne for
f 1 @ , og lad Ugreeeru, vare nulpunkterne og

Vgree-1Vy polerne for g i @ . Vis formlen

1 [ £'(2)g'(2) dz

2mi JF f(z)g(z)
E gf(aj) . ? f'(uk) ( g g'(b.) N ; f'(vk) \.
4=1 9 (aj) k—q E() \.j=1 g (by) woq E(v) )

Vis en analog sztning om integraler af formerne

1 v £'(2)g' (2) 1 f'(z)g' (z)h' (=)
mjrwm @ o5 3z | az

£(z)g(z) r £f(z)g(z)h(z)

Benyt disse resultater til udregning af
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dx

® (%4+1) (x+2)dx I (x+1) (x+2) cos x
2 2 o9 2 2
-0 (x74+2x+2) (x"+4x+5) —o (x74+2x+2) (x“+4x+5)

Hvor mange af rgdderne i polynomiet 1 + 422 + 25 ligger

indenfor enhedscirklen? Er de reelle? Har polynomiet reelle

rgdder?

2

Vis, at f(z) = a - 8z° + 2 4 o7F

for a € [1,»[ har

netop 2 nulpunkter i hgjre halvplan.

Find antallet af nulpunkter i hgjre halvplan for polynomiet

1 + z2 - 23 . R&d4: Skitser billedet af den imagin®re akse

ved afbildningen z - 1 + 22 - 23 , Og vis derved, at et

kontinuert argument af 1 + 22 - z3 ved gennemlgb af den
imagin®re akse med orienteringen ®ndrer sig med -m . Den
imaginarec akse "lukkes af" med en stor halvcirkel, og det
er let at se, at et kontinuert argument af 1 + 22 - z3 ved
gennemlgb af denne vil @&ndre sig med en stgrrelse, der gar
mod 3m , nar radien gdr mod « . Den totale @ndring bli-
ver sadledes 2mn svarende til 1 nulpunkt.
Det kunne selvfglgelig klares nemt ved elementare midler,
idet polynomiet med de reciprdke rpdder er 1 - z - z3 ’
og det har &benbart en positiv reel rod, og s& er de to
andre enten komplekst konjugerede eller reelle med samme
fortegn, sa det hele fglger af, at rgdderne i denne ligning
har sum 0.
o 2 _
Find J e sin 2nx tgh x dx ved at anvende s®tning 16.2
—co _,2

pad £(z) = sinh z , @(z2) = e , idet T valges som rekt-

anglet med hijgrner +a og a + im.
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Der findes en sammenh@&ngende, &ben omegn V < ¢ af 0, sé&-
ledes at sin z i cirkelskiven U = {z € ¢ | |zl < %ﬁ}

for hvert w € V antager verdien w netop 3 gange. Anvend
s@tning 16.2 med £f(z) = sin z - w , ©(z) = zP , PE N ,

Q =U , og vis derved, at summen af de pte potenser af de

3 tal i U, hvor verdien w antages, er en holomorf funk-
tion af w . Heraf udledes ved hj®lp af 1lidt elementer al-
gebra, at der findes holomorfe funktioner aqra5,a3: v~ €,
sdledes at polynomiet z3 + a1(w)22 + az(w)z + a3(w) for
hvert w € V som rgdder har netop de lgsninger til

sin z =w , som ligger i U . Dette er interessantere,

hvis U forskydes 1idt mod venstre eller hgjre, idet V da

kan velges, sd polynomiet far multiple rgdder i et punkt af

V , og sd er de 3 lgsninger ikke "hver for sig" holomorfe
i hele V .
XVIT
En strimmel i ¢ defineres ved Q = {z = x+iy | ly-ax| < m}

idet o er et positivt tal. Bestem £(R) , idet f: ¢ - ¢

er f(z) = e?

Vis, at den ved f£(z) = z° definerede afbildning f: ¢ - ¢

afbilder en halvplan, som ikke indeholder 0 eller har 0 som
randpunkt, pa omrddet udenfor en parabel, og at den afbilder
omradet indenfor en gren af en ligesidet hyperbel med cen-

trum 0 pd en halvplan. Konstruer derefter konforme afbild-
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ninger af omraderne udenfor en parabel eller indenfor en

gren af en ligesidet hyperbel pa enhedscirkelskiven.

3. ZKonstruer en konform afbildning af en cirkelbuetokant pa
enhedscirkelskiven. Lag me®rke til, at cirkelbuetokanten
fastlegger et par af ortogonale cirkelbundter, som ved af-

bildningen overfgres i et par af ortogonale cirkelbundter.

4. Vis, at de ved {z € ¢ | |z2—a2I = kz} , k>0, a>0 af
den ved f£f(z) = 22 definerede afbildning fg¢res over i cirk-
ler. For hver fast vardi af a fas et bundt af koncentriske
cirkler. Vis, at de kurver, der afbilder i de rette linier
gennem det felles centrum, er de ligesidede hyperbler, der
gdr gennem a og -a og har centrum 0. Tegn for en fast
verdi af n en skitse af de to kurvesystemer. Det gar ikke

uden en del regnearbejde.

5. Denne opgave ligner et helt projekt, men den er nu ikke sa
sver. Lad a og b vere positive tal og a < b . Vi defi-

nerer f(z) i den ¢vre halvplan som den holomorfe gren af

V(zz—az)(zz—bz) , der fastlagges ved, at £(0) = ab . Der
findes s& en stamfunktion F til %v i hele den ¢gvre halv-
plan. Vi fastlagger den, saledes at F(0) = 0 .

Vis nu fgrst, at F har en kontinuert udvidelse til den
afsluttede ¢vre halvplan, og vis, at F har en endelig
grenseverdi for 2z -» o i den ¢vre halvplan.

Vis, at F|IR kan bestemmes ved integration langs R, og

udled deraf, at F(R) er rand af et rektangel Q ¢ C .
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Vis, at et nermere studium af et kontinuert argument af F ,
at F afbildes den ¢vre halvplan konformt pa Q .

1: @ » ¢ har en analytisk fort-

Nu giver opgave 9.3, at F_
settelse s: € » €C* , som er meromorf i hele planen.

Hvor er dens poler, og hvad er deres multiplicitet?

Vis, at s er periodisk med to perioder, der er lineart
uafhengige over R . Meromorfe funktioner, der udviser en
sadan dobbelt periodicitet, kaldes elliptiske: Det kan vises,
at der for hvert valg af et periodegitter ,u@spendt af 2 1i-
neert uvafhengige perioder findes elliptiske funktioner. En
sddan funktion behgver man blot at undersgge i et enkelt
periodeparallellogram fra gitret, idet den blot vedbliver at
gentage sig selv.

Det er klart, at mengden af elliptiske funktioner hgrende
til et givet periodegitter udggr et legeme af funktioner,
afsluttet med hensyn til differentiation. En hel, elliptisk
funktion er konstant.

Vis, at polerne for en elliptisk funktion i et periodeparal-
lellogram har residuer med sum 0. Talt med multiplicitet er
der saledes mindst 2 poler. Vis ved hjelp af s@tning 16.2,
at en elliptisk funktion antager hver vardi i ¢* det

samme antal gange pr. periodeparallelogram. Vis dernaest, at
summen af de punkter i periodeparallellogram, hvor en vardi
a antages, kun @&ndres med en periode ved @ndring af a

De elliptiske funktioner er blevet sardeles grundigt ﬁnder—
spgt, og de er nok de bedst kendte blandt alle ikke elemen-

tere funktioner. De optrader i mange fysisk-tekniske anven-
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delser, dels fordi de kan afbilde et rektangel konformt pa
en halvplan, dels fordi de er lgsninger til visse ikke 1li-
neare differentialligninger, hvis linezre approksimation

har lgsninger, der udtrykkes ved trigonometriske funktioner.

2
6. Vis, at ¢ (z) = 5—%353l_ for lal < R definerer en afbild-
R -az
ning vy: ¢* - ¢* , som afbilder cirkelskiven med centrum
0 og radius R bijektivt pd sig selv. Hvis nu f er harmo-

nisk i cirkelskiven (kontinuert i den afsluttede cirkelskive),

gelder det samme for £ o w-1 ;, ©Og middelverdisztningen
2m .

giver, at £(z) = £(h71(0)) = - J[ £ (rel®)) a0 . prev
0

i dette integral at substituere den af ¢ ved restriktion
til randen definerede afbildning udtrykt i vinkelmal, og

find derved et nyt bevis for Poisson's formel.

7. Lad E vere cirkelskiven med centrum 0 og radius R , og
lad f: E > ¢ vere holomorf og Re f(z) <M for alle
z € E. Lad ¢: ¢* » ¢* vaere en homografi, der afbilder
den ved Re z < M definerede halvplan bijektivt pa enheds-
cirkelskiven, sdledes at £f(a) afbildes i 0. Angiv en s&ddan
homografi eksplicit. Nu kan ¢ o £ vurderes ved hjzlp af
Schwarz's lemma. Oversat denne vurdering til en vurdering
af f(z) wved M , F(a) og |zl . Dette giver den starke-

ste form af Caratheodory's ulighed.
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XVIIT
1. Vis, at polynomiet w4 - 2zw -1 for z i en omegn af 0 har
4 rgdder, som er holomorfe funktioner af 2z . Find begyndel-

sen af potensrazkke udviklingen for den rod w = ¢(z) , der
tilfredsstiller, at ¢(0) =1 . Leg merke til, at polynomiet
kan skrives (iw)4 - (=-iz) « iw - 1 , og udnyt det til at
finde begyndelsen af potensrakkeudviklingerne for de andre
rpdder. Angiv konvergensradius.

Polynomiets reelle nulpunkter udggr en reel algebraisk kurve
sammensat af 2 grene, som strzkker sig i det uendelige. Skit-
ser denne kurve, og vis, at polynomiet har 2 reelle rgdder

w = w1(z) og w = wz(z), som er holomorfe pa hele 1R.

Vis ogsa, at polynomiet i en omegn af <« har 1 holomorf rod,
som har nulpunkt i o , medens de ¢vrige rgdder giver en

3-tydig forgrenet lgsningsfunktion.

2., Vis, at ligningen (w2+z2)2 - 2(z2—w2) =0 for =z i en
omegn af 0 har 4 lgsninger, der er holomorfe funktioner af
Zz . Angiv de vardier af 2 , for hvilke polynomiet ikke
har 4 forskellige rg¢dder.
Den reelle lgsningsmengde for ligningen er den velkendte
lemmiskat, en kurve af form som et liggende ottetal med
selvgennemskaring i (0,0) . Diskussionen ovenfor viser,
at selvgennemskaeringen i dette tilfelde er en meget uskyldig
singularitet.

I virkeligheden er lemmiskaten en s&kaldt unikursal kurve,
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d.v.s. den har en parameterfremstilling x = @(t) ,

y =y(t) , t € R, hvor ¢ og VP er rationale funktioner.
Eftervis dette ved for hvert fast t at bestemme lemniska-
tens skeringspunkt med den cirkel, som har ligningen

x2 + y2 = t(x+y) . Der bliver selvfglgelig mange skerings-

punkter, men fidusen er, at de alle pd 1 nar falder sammen

i (0,0) .

Den reelle lgsningsmangde til ligningen
3 3 w4

w- = 32w + z7 = 0 kaldes Descartes'

blad. En rational parameterfremstil-’

ling fés ved for hvert t € ¢ at

udtrykke koordinaterne til skarings-

punktet med den ved w = tz Dbestemte

rette linie ved t . Descartes' blad
ser ud som skitseret pd figuren. De

nummererede dele af kurven giver

holomorfe reelle lgsningsfunktioner
1 p& 10,o[ , 2 p& ]fW,§Z[ og

3 pa& ]O,aZ[ . Der er ialt 4 ver-
dier af z , 1i hvis omegn ligningen ikke har 3 holomorfe
lgsninger. Angiv disse vardier, og vis, at der findes 1
holomorf lgsning i en omegn af hvert af de 4 punkter, medens
de 2 andre lgsninger er definerede p& en Riemann-flade med

2 blade over omegnen. (Udnyt, at ligningen er invariant ved
transformation z = €24 , W = 8—121 , nar & er en kubik-

rod af 1.)
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Undersgg, hvordan ligningens Riemann-flade er opbygget glo-
balt, idet bladene identificeres med de pa figuren med 1, 2
og 3 betegnede lgsninger. Undersgg ogsd, om Riemann-fladen

er forgrenet i =



1.
2.

4.
5.
6.
7.
8.
9.
10.
11.
12.

forelasning
forelasning
forelasning
forelasning
forelasning
forelasning
forelesning
forelasning
forelesning
forelasning
forelasning

forelaesning

til
til
til
til
til
til
til
til
til
til
til
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FORELASNINGSPLAN

side
side
side
side
side
side
side
side
side
side

side

resten.

14,
24.
34.
46.
55.
65.
75.
84.
93.
103.
112.

idet indledningen behandles kursorisk.

Beviset for satning 4.5 udelades.

I forarssemestre med kun 11 forelasninger f¢lges,planén for de 9

fgrste forelasninger, medens det resterende stof afkortes, si& det

kan nads pd 2 forelasninger.
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Eksamen

Eksamen i matematik 224 er en 2 timers skriftlig prgve. Opgave-
settet vil bestd af nogle spprgsmdl, som kan besvares kort, samt en
residueregningsopgave. Der vil blive angivet et minimumskrav, f.eks.
rigtig besvarelse af 80% af spgrgsmélene og halvdelen af residueop-
gaven. Der vil vare sgrget for, at spprgsmdl og opgaver kan besvares
af enhver eksaminand, som har sat sig godt ind i de férste 11 kapitler
af forel®sningsnoterne, som i ¢vrigt md medbringes til eksamen lige-
som andre sadvanlige hjzlpemidler. Lommeregnere vil ikke vere til
megen nytte.

Opgavesattet vil vare suppleret med nogle alternative spgrgsmal
og alternative opgaver. Disse vil kunne erstatte de regulare spgrgs-—
mé&l og opgaver efter regler, der vil vare anfgrt. Det kan tankes,
at lgsning af de alternative spgrgsmal og opgaver kraver kendskab
til de sidste kapitler i noterne, s& det giver en ekstra chance for
at klare eksamen, at man ogsd interesserer sig for dette stof.

Disse pensumregler vil vere gzldende ved kommende eksamener,- ind-

til der i god tid gives meddelelse om, at @ndrede regler kan ventes.

H. Tornehave
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Prototype p& et sat eksamensopgaver i Mat 224.

Alle hjelpemidler er tilladt, ogsd@ lommeregnere.

For at bestd eksamen krazves 80% af spprgsmalene og 50% af
residueregningsopgaven korrekt besvaret. Heri er de alternative
spgrgsmal og opgaver ikke medregnet, men besvarelsen af disse
kan opveje mangler i besvarelsen af de egentlige spgrgsmpl og

de egentlige opgaver.
Spprgsmal til kort besvarelse.

1. Angiv nulpunkterne for sin 22 og angiv deres multiplici-

teter.

2. Hvad er residuet af cot(z-sin z) 1 punktet =z = 0 .

2
3. Hvilke singulariteter har 1+z4 r Og hvad er residuerne i
1+2
disse singulariteter.
4. Lad T vere liniestykket fra a2 - ia til a2 + ia . Er
det rigtigt, at { %; gdr mod 0, ndr a gar mod o .
r
5. Find verdien af J e? 271 az , idet T er en cirkel
T

med centrum 0 gennemlgbet mod uret.

Alternative spgrgsmal.

2
4

1+z
T 1+Z

A1. Find verdien af J dz , idet T er en cirkel med
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centrum 0, og radius > 1 gennemlgbet mod uret.

Find } cos % sin z dz , didet T er en cirkel med cen-
T

trum 0 gennemlgbet mod uret.

Residueregningsopgave.

Z
S

Find z(z+j)(z+2)

dz , idet T er en uendelig ret linie

It
parallel med den imagin®re akse, skarende den reelle akse

et positivt tal og gennemlgbet i den retning, hvor imagi-
nardelen vokser. Rad: Benyt en integrationsvej sammensat af
et segment af T og en cirkelbue med centrum 0, sidledes at

vejen omslutter polerne.

Alternative opgaver.

Vis, at (cot z)4 har en stamfunktion, som er meromorf

i hele ¢ .

Vis, at en i hele planen meromorf funktion kan defineres
1

ved f(z) = —— . Lad Fn vaere cirklen med centrum
VZ sinVz
0 og radius (n+1§)2 . Vis, at { f(z)dz konvergerer
T
n

mod en endelig gransevardi, ndr n - o« .
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Lidt bibliografisk vejledning

Af hensyn til utilfredse lasere, der ¢gnsker at se teorien fra
en anden synsvinkel, videbegarlige lasere, der gerne vil fortsatte
langere med teorien, og uheldige forhenvarende l®sere, der af om-
stendighederne tvinges til at skaffe sig nermere oplysninger om
specielle sider af teorien, anfgrer vi her lidt oplysninger om den
omfattende litteratur om funktoner af komplekse variable.

Vi begynder med at navne nogle af de andre smd larebgger. Der

findes en forfaerdelig masse.

C. J. O. Jameson. A first course on complex functions. London
1970. Den har tidligere waret grundlag for mat. 224. Den er af
lignende omfang som forelasningsnoterne, nermest lidt mere

teoretisk.

Lars V. Ahlfors. Complex Analysis. New York 1953.
Den indeholder omtrent dobbelt sa meget stof som forelasnings-

noterne. Traditionel.

Henri Cartan. Théorie élémentarie des fonctions analytiques d'une
ou plusieurs variables complexes. Paris 1861. Der findes en
engelsk oversattelse.

.Omfang som den foregdende. Den er et interessant forsgg pa en

mere moderne fremstilling.

Leif Mejlbro. Kompleks Funktionsteori. Matematisk Institut,
Danmarks tekniske Hgjskole.
Forelasningsnoter til et dobbelt s& stort kursus som mat. 224.

De indeholder en del anvendelsesorienteret stof.

Vi fortsatter nu med egentlige handbgger i hele teorien.

W. F. Osgood. Lehrbuch der Funktionentheorie. 1906, 3. udgave
nesten uandret, Springer 1920.
Gammeldags, men udmerket. Larebogens andet bind om flere vari-
able og om abelske funktioner virker til gengald ret foraldet.

Nyere lazrebgger af samme forfatter er mindre interessante.
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Bieberbach. Lehrbuch der Funktionentheorie. Leipzig. I, 1921.
II, 1927.
Solid, men ikke s@rlig spandende. Afsnittene om gamma- og zeta-

funktionen kan anbefales.

Hurwitz, R. Courant. Vorlesung iiber allgemeine Funktionentheorie
und  elliptische Funktionen. Springer 1922, 4. udgave 1964.

Interessant.

C. Titchmarsh. Theory of Functions. . Oxford 1932, 2. udgave 1939.
Den har et usadvanligt udvalg af emner, s& det anbefales at se i

den, hvis man ikke finder, hvad man sg¢ger, hos de andre.

Caratheodory. Funktionentheorie. Basel 1950.

Solid, men hanger maske lidt for meget i et specielt synspunkt.

Saks, A. Zygmund. Analytic Functions. Warszawa 1952.

Trods ringe stgrrelse er den let laselig og ganske indholdsrig.

I. Markufevié. Teorija analitiéeskih funkzii. Moskva 1956.
Oversaettelse. Theory of functions of a complex variable. N. Y.
1967.

Det er en stor og indholdsrig ha&ndbog. P& vort bibliotek findes
kun bd. IITI af oversattelsen, men det er heldigvis det interes-

santeste - og sda har vi da heldigvis originalteksten.

Hille. Analytic Function Theory. Boston I, 1959. ITI, 1962.

Det skal vare en god bog. Jeg har ikke selv last den.

Bennke, F. Sommer. Theorie der analytischen Funktionen einer
komplexen Veranderlichen. Springer 1962.
Denne, samt bbgen af Marku%evié,er nok de mest indholdsrige

blandt de eksisterende héndbgger i emnet.

Der er efterhanden skrevet adskillige bgger om funktioner af

flere komplekse variable. Her skal blot anfgres 2 eksempler, men i

dem kan man finde mere udfgrlige bibliografier.

H.

Crauert, K. Fritzsche. Einfilhrung in die Funktionentheorie
mehrerer Veranderlicher. Springer 1974.

En moderne fremstilling af begyndelsesgrundene.
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Behnke, P. Thullen. Theorie der Funktionen mehrerer komplexer
Veranderlichen. Springer 1934. Helt omarbejdet udgave ved R.
Remmert 1970.

En righoldig oversigt over ‘teoriens udvikling, men uden detal-

jerede beviser. Omfattende bibliografi.

Vi slutter denne oversigt med nogle héndbgger af mere speciel

karakter.

W.

von Koppenfels, F. Stahlmann. Praxis der konformen Abbildung.
Springer 1959. '
Righoldigt katalog over konforme afbildninger. I bogens fgrste
del ordnede efter afbildende funktioner, i den sidste del efter
omrader at afbilde. Mellem de to afsnit et indskud om numeriske

metoder.

Caratheodory. Conformal Representation. Cambridge 1932.
Teoretisk behandling. En lille, klassisk bog.

A. Jenkins. Univalent functions and conformal mappings. Sprin-
ger 1958.
Hvilke potensrakker fremstiller funktioner, der afbilder enheds-
cirkelskiven injektivt? Dette er et vanskeligt problem, som har
beskaftiget mange matematikere, men som langt fra er lgst. Bogen

giver en oversigt over udviklingen og en grundig bibliografi.

Landau. Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse
der Funktionentheorie. Springer 1929.

En lille klassiker. Mest om potensrakker. Noget, men ikke kata-
strofalt forzldet. Overkommelig for den, der ¢gnsker at prgve at

lazse Landau.

Weyl. Die Idee der Riemannschen Flache. Leipzig 1913.

Bergmt klassiker.

Nevanlinna. Uniformisierung. Springer 1953.
Beviset for at en Riemann-flade har en parameterfremstilling.

Bogen er ret gammeldags og noget tung at lase.

V. Ahlfors, L. Sario. Riemann Surfaces. Princeton 1960.

En behagelig og udf¢grlig fremstilling.
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R. Nevanlinna. Eindeutige analytische Funktionen. Springer 1953.
Det er Nevanlinnas klassiske teori om meromorfe funktioners

verdifordeling. Spandende, men sveart.

M. L. Cartwright. 1Integral Functions. Cambridge 1956.

En lille, mere let leselig introduktion til Nevanlinnas teori.

H. Wittich. Neuere Untersuchungen iber eindentige analytische
Funktionen. Springer 1955.
En kortfattet oversigt over den seneste udvikling af Nevanlin=

nas teori med en udfgrlig bibliografi.
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Blandede opgaver.

Meningen med dette endnu ikke eksisterende afsnit er, at det
ved iderige menneskers hjalp skal vokse sig stort og uoverkommeligt.
Imidlertid starter vi“det p& overkommelig vis med en enkelt let

opgave. ‘ .

1. Lad O ¢ € vare aben, ¢ € O et punkt, £: O~{c} » ¢ en holo-
morf funktion med en enkelt pol i ¢, og y: ]1-1,1[ - O en

1

C bevagelse med Y(0) = c og Y'(0) *# 0 . Vis, at

_6 1
| raenymae + Jfé £(y (£))y' (B)dt

-1

hvor &6 > 0., gdr mod en gransevaerdi A for &6 - 0 . Vis,

at en tilstrakkelig-lille cirkel T med centrum c _skarer
banen‘for Y 1 netop 2 punkter, og vis, at A er aritmetisk
middelvaerdi af integralerne af £ langs de to veje, der reprea-

senteres af Yy med stykket indenfor T erstattet med det ene

eller det andet af de to stykker, hvori T deles af banen for

Y .

2. Konstruer en Riemann-flade, p& hvilken det flertydige udtryk

V1+Vz definerer en éntydig holomorf funktion.
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“ xalog.x

Udregn [ dx for o € 1-1,1[. Samme metode som i XI,8

Jo (x+1) 2

kan bruges, men sa bliver der ogsad brug for resultatet af XI,8 i

det specielle tilfelde g = 2.

(e}
cosh aox

Udregn J_m5555_3§

dx for 0 < a < B. For hvilke komplekse var-

dier af o o0g B er integralet konvergent. Idet o € ]0,x[ er
fast valgt, er den fundne vardi for integralet en funktion af B,
som er holomorf i (¢ pad ner isolerede singulariteter. Angiv disse
singulariteter, deres art og deres eventuelle multiplicitet. For
hvilke komplekse vardier af o og B er den fundne holomorfe

funktion lig med integralets vardi?

m 0
sinh ax

_Sinh Bx dx.

Samme sp@grgsmdl som i opgave 4 for J

IZhﬂ; - xdx
Udregn | cosh a+cos x
0

for a € ]0,»[. Metoden fra opgave V, 4

kan bruges, men integralet langs den angivne vej bliver ikke nul,

da navneren har et nulpunkt i halvstrimlen.

Bestem koefficienterne i potensrakkeudviklingen

1 ‘ n
(1-%) (1-x%) (1-x°) (1-x7)  n=0

Vis dernast, at an er antallet af lgsningsset (u1,u2,u3,u4)
til ligningen u1+2u2+3u3+4u4 = n, for hvilke Uyre-esu, er
hele tal > 0. (Selve bestemmelsen af potensrazkken sker lettest
efter dekomposition af venstre side. Det fremgdr ikke umiddelbart

af resultatet, at koefficienterne bliver hele tal. Opgaven er en

sdkaldt pengevekslingsopgave) .
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