MATEMATIK

101

ALGEBRA 0G GEOMETRI

ANDEN DEL
FRA LINEARE LIGNINGER
TiL KVADRIKKER

FORELESNINGSNOTER
UDARBEJDET 1976




KAPITEL

18
19
20
21
22
23
24
25
26

27
28
29
30
31
32
33

34
35

INDHOLDSFORTEGNELSE

TITEL

LINEARE LIGNINGER
BASISSKIFT

SKIFT AF LEGEMET
EGENVERDIER
BEREGNINGSMETODER
JORDANS NORMALFORM
REELLE VEKTORRUM
KOMPLEKSE VEKTORRUM

LINEARE AFBILDNINGER AF REELLE
0G KOMPLEKSE VEKTORRUM

NORMALE ENDOMORFIER

AFFINE RUM

REELLE 0G KOMPLEKSE AFFINE RUM
KVADRIKKER

KEGLESNIT

KEGLESNITSFLADER

KVADRIKKER I ET U4-DIMENSIONALT
RUM

KVADRIKKERS AFFINE EGENSKABER
TANGENTER TIL KEGLESNIT

STIKORDSREGISTER

SIDEANTAL

TEKST

22
13

5
25
14
20
21
14

18
16
24
20
17
16
15

31

@VELSER

8

10

10

00O N N Wy U1 O

N




18.1

KAPITEL 18

Line®re ligninger.

Lad A = (ajklj =1,...,m; k=1,...,n) vare en ma-
trix af elementer af K. Lad b = (b1,...,bm) € K" vare
givet. Vi sgger at bestemme x = (X1""’Xn) € Kn, séle-

des at relationen

[l

x=b

er opfyldt. Skrevet udfgrligt drejer det sig om at 1lgse

ligningssystemet

a. X1+...+a. X =b., , jJ=1,...,m.

Definition 18.1. Matricen A kaldes koefficientma-

trix for det lineare ligningssystem A x = b. Matricen

(A,b), der fas af A ved at tilfgje b som sgjle til

hgjre, kaldes totalmatrix for ligningssystémet. Lignings-

systemet A x = 0 kaldes det til A x =D svarende homo-

gene ligningssystem. Ligningssystemet A x = b kaldes ho-

mogent, hvis b = 0.

Et ligningssystem, som ikke er homogent, kaldes inho-
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mogent. Vi kalder ogsada et ligningssystem inhomogent, hvis
vi ikke ved, om det er homogent, f.eks. nar b1""’bm
afh®nger af variable, s& ligningssystemet er homogent for

visse specielle vardier af disse variable.

Setning 18.2. Ligningssystemet A x = b har lgsnin-

ger for ethvert valg af b, hvis og kun hvis rangen af A
er lig med antallet m af rakker. Ligningssystemet har for
ethvert valg af b hgjst 1 lgsning, hvis og kun hvis ran-
gen af A er lig med antallet n af sgjler. Ligningssyste-
met har for ethvert valg af b netop 1 lgsning, hvis og kun

hvis matricen A er reguler.

Bevis. Ved £f(x) = A x defineres en line®r afbild-
ning £:KT Km, og f har samme rang som A. Satningen
fgplger af, at £ er surjektiv, hvis og kun hvis den har
rang m, og injektiv, hvis og kun hvis den har rang n.

Dermed er satningen bevist.

Setning 18.3. Ligningssystemet A x = b har mindst

én lgsning, hvis og kun hvis totalmatricen (A,b) har sam-

me rang som A.

Bevis. Rangen r af A er rangen af mengden M af

spjlevektorer i A. At A x = b har mindst én lgsning er

ensbetydende med, at b € spanM, men det er opfyldt, hvis
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og kun hvis (A,b) ikke har stgrre rang end A, og da
den ikke kan have mindre rang end dens delmatrix A _er .

setningen dermed bevist.

Setning 18.4. Ligningssystemet A x = b har mindst

én lgsning, hvis og kun hvis det for enhver lgsning y =
(y1,...,ym) € K" til det homogene transponerede system

1y = _
A'y = 0 galder, at b,y,+...+b y = 0.

Bevis. Vi betragter den line®re afbildning £:x° > KO
defineret ved f(x) = A x. At ligningssystemet har mindst
én lgsning, er ensbetydende med, at b € f(Kn). Af satning

13.21 fglger, at dette er ensbetydende med; ét det for en-
hver linearform a:Km -~ K med f*(a) = 0 gelder, at a(b)=
0. Enhver linearform o:K' -~ K kan defineres pa formen
a(x) = y1x1+...+ymxm, sa betingelsen a(b) = 0 bliver net-
op b1y1+...+bmym = 0. Dette skal altsa vare opfyldt, hvis
f*(oc):Kn +~ K er O-formen. Nu er f*(a) = qof, sa f*(a)
bliver netop den linearform, man far frem ved at gange ven-
stresiderne i ligningssystemet med Yqreeer¥Y, ©9 derefter

addere dem. Det giver O-formen til resultat, hvis og kun

hvis A'y = 0. Dermed er satningen bevist.

Den ene halvdel af satningen er nasten helt triviel.
At A'y = 0 har en lgsning y = (y1,...,ym), som ikke til-

fredsstiller b +...+bmym = 0 betyder nemlig, at lignin-

1Y1
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gerne ved multiplikation med Yqree1¥, ©9 pafglgende
addition giver en relation 0 =k, hvor k € K ikke
er 0, og s& kan lighingssystemet selvfglgelig ikke have
l¢sninger. Den anden halvdel af s@tningen er dybtliggen-
de, og vi inddrog da ogsa mere kraftigt verktgj for at

f& den bevist.

Efter at vi nu har diskuteret eksistens og entydighéd
af lgsninger til linea&re ligningssystemer, vil vi ga over
til en nermere undersggelse af lgsningsmengdens natur og
dens afhangighed af vektoren b. Vi begynder med at se pa
det sarlig vigtige tilfelde, hvor A er en regular nxn-
matrix. I dette tilfelde er A x =y helt ensbetydende

med Xx = 11, sd lgsningen kommer til at afhange lineart

>

af spjlevektoren pd hgjre side. Hvis vi indfgrer komplemen-

terne Ajk' f&r vi l@¢sningen helt eksplicit pa formen
. - A1kb1+"'+Ankbn ‘o= 1 .
k detA ! restrs

Her kan udtrykket i tzlleren fortolkes som determinanten
af en matrix. Derved far vi Cramers satning om lgsning af
kvadratiske lineazre ligningssystemer med determinant, som

ikke er 0.

S@tning 18.5. Lad A va&re en regular nxn-matrix, og

lad b = (b1""’bn) vere en vektor fra K". Lad Ek
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vere den matrix, der fas af A ved at erstatte den kte

s¢jle med b som sgjle. Da er lgsningen til det lineare

detgk

Jeta ' X7

ligningssystem A x = )b givet ved X =

1,c¢.,N.

Setningen er allerede bevist. Hvis A er en mxn-ma-
trix, og dens rang r er = n, men r < m, har lignings-
systemet kun lgsning, hvis totalmatricen (A,b) har sam-

me rang som A. Vi kan da valge en regular kvadratisk del-

2
o
Fh
i

matrix og de tilsvarende ligninger giver da et
delsystem é X = E af det givne system. De ¢gvrige lignin-
ger vil vaere opfyldt, hvis blot ligningerne i delsystemet

er det. Opgaven er dermed reduceret til lgsning af et lig-

ningssystem med regular matrix.

Hvis A er en mxn-matrix med rang r < m, og lignings-

systemet A x = b har mindst én lgsning, har A en reguler
rxr-delmatrix A, og de tilsvarende ligninger giver et del-
ligningssystem C x = E, hvor C er en rxn-delmatrix af

A med é som delmatrix. De ¢vrige ligninger i systemet

X = b er linearkombinationer af ligningerne i C

>

Altsd har A x = b samme lgsningsmengde som C x =

Vi kan nu omordne razkkefglgen af de ubekendte, og der-

=2

ved opnd, at matricen C far formen (

+B), hvor B er

en rxn-r-matrix. Vi kan da ligeledes skrive x = (g,t) med
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X = (%q,020p%) 09 t = (tg,...,t ), og ligningssy-

stemet fadr da formen

132
X
lo"?

+

(v

E:

og deraf slutter vi, at vi for hvert valg af t € S
fidr netop 1 lgsning til A x =D givet ved x = (g,E),
hvor
=875 -27"8 ¢
Hvis vi vil have et helt direkte udtryk for x md vi
abenbart skrive
2 278
x = b+ £
0 E

hvor 0 er en n-rxr-matrix med alle elementer 0, medens

E er en n-rxn-r-enhedsmatrix. Vi formulerer resultatet

som en s&tning..

Saztning 18.6. Lad A vare en mxn-matrix med rang r,

og lad b € K" vare en vektor for hvilken ligningssystemet

A x = B har mindst én lgsning. Der findes da en vektor

c € Kn, samt en nxn-r-matrix D, saledes at ligningssyste-

n-r
met

=
b

= b har lgsningsmangden {c+D t|t € K }. Mang-

n—r}

den V = {2 tlt € K er lgsningsmengden til det tilsva-

rende homogene ligningssystem, og V er ogsd et underrum i

K". Lgsningsme&ngden ¢ + V til A x = b er et siderum til
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V, og ¢ er en vilkarlig lgsning til A x = b.
Det kan have en vis interesse at se pa nogle speci-
elle tilfelde, hvor lgsningsmengden kan udtrykkes sarlig

pent. Et sarlig pant eksempel omtales i den n®ste satning.

Setning 18.7. Lad A va&re en n-1xn-matrix. For j =

1,«..,n Dbetegner vi med éj den delmatrix, der f&s af
A ved at slette sgjle nummer j. For cj = (—1)j detéj,
j=1,...,n er c = (c1,...,cn) en lgsning til lignings-—

systemet A x = 0.

Bevis. Nar vi tilfgjer en helt vilkarlig nte lig-
ning til ligningssystemet, fglger satningen umiddelbart af
relationerne i satning 17.3 anvendt p& komplementerne til
elementerne i sidste rakke af det udvidede systems matrix.

Dermed er satningen bevist.

Hvis ¢ # 0, kan vi slutte, at A har rang n-1, sa
lgsningsrummet er 1-dimensionalt, altsd {tclt € K}. Hvis
c =0, er rangen af A hgjst n-2, sa lgsningsrummet er

mindst 2-dimensionalt.

En relation af formen

| %
i
o
.|_
o

t,
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hvor x € Kn, Cc € Kn, t € Kr, og D er en nxr-matrix,

kan for r <n og D med rang r opfattes som parame-
terfremstilling af lgsningsmengden til et system af n-r
lineart uafhangige lineare ligninger med n ubekendte.
Det er selvfglgelig ikke oplagt p& forhand, at der virke-
lig for ethvert valg af ¢ og D, s& betingelserne er op-
fyldt, findes et ligningssystem, hvis lgsning har den giv-
ne parameteffremstilling. Vi skal dog vise, at dette vir-

kelig er tilfeldet. Det er til gengald klart, at vi ikke

kan hdbe pa, at sa&dan et ligningssystem er éntydigt bestemt.

Det er nyttigt at betragte et mere generelt problem,

nemlig et ligningssystem

(1) Ax=c+

o

t.

hvor x € Kp, c € Kn, t € Kr, og hvor A er en nxp-matrix,

medens D er en nxr-matrix. Opgaveh er at danne et lignings-
system B x = ¢', hvis lgsningsmengde netop er de Xx € Kp,
for hvilke der findes en vektor ¢t € kK", som sammen med X
tilfredsstiller (1). At lgse denne opgave kaldes at elimine-

re t .,tr mellem ligningerne (1).

g7
Vi kan finde den omtalte ma&ngde af vektorer x € kP
ved at lgse (1) for hvert fast valgt t € K" og sd danne
foreningsmengden af de opndede lgsningsmengder. Heraf fgl-
ger at vi kan tillade os at antage, at D har rang r. El-

lers vil en spjle i D vare lineart afhangig af de gvrige,
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og s& kan vi udelade denne s¢jle og den tilsvarende va-
riabel ti’ uden at @&ndre mengden af vektorer af formen

c +

o

t. N&r D har rang r, kan vi dernast dele lig-

ningssystemet op i to systemer

b
b
I
Q
+
o
|t

o
1
+

[}

[+

1 en rxp—matrix,
en n-rxr-matrix, éz en n-rxp-matrix, [ € K2 og

hvor 21 er en regulaer rxr-matrix, A

D,

€ K7F. I det sidste system er den fgrste ligning ens-

betydende med ligningen t = 21—1A X - 21_191, og lignings-

<)

systemet bliver derfor &kvivalent med det system, der be-
stdr af det fundne udtryk for t, samt den ligning, der

fés ved at indsatte dette i systemets anden ligning, altsa

-1

(A,-D 1

D, A)Jx=¢, - D

2 1

Den anden ligning her er netop et ligningssystem, der lgser

det stillede problem.

Der er et specielt tilfzlde, hvor lgsningen er saerlig

smuk, og det vil vi omtale i den naste satning.

Sztning 18.8. Lad A vare en nxp-matrix, D en mxn-1-

matrix med rang n-1 og b € K. Mengden af vektorer

X € KP for hvilke der findes en vektor t € Kn_1, som
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tilfredsstiller ligningssystemet A x = b +

o

t, er da
identisk med l@gsningsme&ngden til den linezre ligning

det(D, A x - b) = 0.

Bevis. Vi bemarker fgrst, at (D, A x - b) er en
nxn-matrix med elementer fra ringen af polynomier over
K. Vi kan udregne den ved at udvikle efter den sidste
spjle, og da alle elementerne i de andre s¢jler er kon-
stante polynomier, fdr vi en linearkombination af elemen-
ter fra den sidste s¢jle, altsd et polynomium af hgjst
forste grad. Dermed har vi sikret os, at pastanden i s&t-
ningen i hvert fald har mening. For hver vektor X € kP

betragter vi nu ligningssystemet

t
(2) (D, Ax-Db)| |=0.

u

Matricen for dette ligningssystem har rang n eller n-1.

Hvis x er valgt, s& A x =Db + D t er tilfredsstillet

for t =1t €K, er (2) tilfredsstillet af (t ,1) € K",

og sa har matricens rang n-1, idet 0-lgsningen ellers
ville vére den eneste lgsning. Under alle omst@&ndigheder
har (2) ikke andre lgsninger end O-lgsningen med n = 0,
da D har rang n-1. Hvis (D, A x - b) har rang n+1,
kan vi derfor slutte, at (2) tilfredsstilles af en vektor
—TE1’

(E1,u) med u # 0, altsd ogsd af (u 1), og det be-

-1t1

tyder netop, at A xXx =b + D u . Dermed har vi vist,
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at ligningssystemet A x = b + t for et x € Kp,

har en lgsning t € Kn_1, hvis og kun hvis (D,

o

>

X - b)
har rang n-1, men det er netop ensbetydende med, at

det(D, A x - b) = 0. Dermed er satningen bevist.

Vi vil illustrere vore resultéter med eksempler fra
3-dimensional geometri. Vi t@nker os, at vi har valgt et
begyndelsespunkt © og 3 lineart uafhangige basisvektorer
e,185/83 for E3, sd& punkterne i R’ angives ved
stedvektorer ud fra 0, og ved at udtrykke stedvektorerne
som linearkombinationer X484 + X,e, + X383 far vi et
koordinatsat (x1,x2,x3) for hvert punkt i rummet, og

derfor vil vi identificere rummet med ZR3. Vi taler om

en plan med ligningen
04X, + 0%, t azxy = cC

hvor u1,a2,a3 € R ikke alle er 0, men ¢ € R er vil-
kdrligt. Dermed mener vi, at l@gsningsm@ngden til ligningen
netop er ma&ngden af koordinatszt for punkter i planen. Vi

ved nu, at lgsningsmengden har en parameterfremstilling

. = b, + a. + a. t
xJ bj1 a32t1 aJ1 X

j = 112I3I

hvor matricen A = (ajk) har rang 2. Det er netop planens
parameterfremstilling. Ved elimination af t1 og t2 gen-

finder vi planens ligning p& formen
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31 32 XDy
det asyq @55 X2—b2 =0
a3 a3y X37by
Ligningerne for to planer
aj1x1 + ajzxz + aj3x3 = cj , J =1, 2
udggr et ligningssystem med en matrix (ajk). Hvis
(ajk) har rang 2, har lgsningsm@&ngden en parameterfrem-
stilling
Xy = bk + akt , k=1, 2, 3,
hvor a = (a ;a2,a3) # 0. Dermed har vi fundet en para-

= 1

meterfremstilling for skaringslinien. Omvendt kan vi ved
elimination af t finde et ligningssystem med liniens
punkter som lgsningsma&ngde, og derved finder vi 2 planer
med linien som skaringslinie, men der bliver selvfglgelig
mange lgsninger.

Hvis har rang 1, er talsattene (aj1,aj2,aj3),

(ajk)
j =1, 2 proportionale. Hvis endda talsattene
(aj1,uj2,aj3, bj)’ j = 1,2 er proportionale, er planerne

sammenfaldende. Ellers har de slet ingen sk&ringspunkter,

svarende til, at de er parallelle.

Lad os nu se pa ligningerne for 3 planer
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aj1x1 + aj2X2 + aj3x3 = cj, j=1,2,3.

Hvis matricen (a er regular, har ligningssystemet

jK’
netop 1 1l¢sning, svarende til, at planerne har netop 1
punkt fe&lles. S& har planerne to og to en linie falles,
og de 3 skeringslinier mellem 2 ud af de 3 planer gar al-
le gennem planernes ska&ringspunkt.

Hvis matricen (a har rang 1, er planerne pa-

3%
rallelle, eventuelt er to af dem sammenfaldende (hvis to-
talmatrix har rang 2), medens én af dens 2x4-delmatricer

har rang 1) eller alle tre sammenfaldende (hvis totalma-

trix har rang 1).

Tilfeldet, hvor matricen (ajk) har rang 2 er mere
interessant. Hvis ogsad totalmatrix har rang 2, er en af
de tre ligninger en linearkombination af de to andre og
sdledes overflpdig. Skaringsmengden bliver derfor den sam-
me som for disse to planer; Da disses matrix har rang 2,
har de en skaringslinie, og den tredie plan ma da ogsa ga
gennem denne skaringslinie. Det drejer sig derfor om tre

planer gennem samme rette linie.

Hvis (ajk)

3, har planerne intet falles punkt, og den sidste plan ma

har rang 2, medens totalmatrix har rang

da vere parallel med sk@ringslinien mellem de to fgrste.

Det drejer sig i dette tilfalde om tre planer, der er pa-
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rallelle med samme rette linie. De vil da sadvanligvis
skere hinanden to og to i 3 parallelle rette linier,
men det kan ogsé& t@nkes, at to af planerne er parallelle

eller sammenfaldende.

En plan med ligningen

a1x1 + asX, + u3x3 + oy = 0
er karakteriseret ved talsattet (u1,...,a4), dog séle-
des at proportionale talsat bortset fra (0,...,0), Dbe-

stemmer den samme plan. Mengden éf alle s&danne talsat in-
klusive (0,0,0,0) wudggr netop et 1-dimensionalt underrum

i IR4. Lad nu (a1,...,a4) og (61,...,64) frembringe

to forskellige 1-dimensionale underrum Sa’SB c:IR4. Til

de 2 underrum svarer 2 planer, der kan vare parallelle,

men ikke sammenfaldende.

Vektorerne o = (a1,...,a4) og B = (61,...,64) frem-
bringer et 2-dimensionalt underrum (Aa + upBlA,u€R) =T IR4.
Til hvert 1-dimensionalt underrum V ¢ U svarer nu en plan,

som har en ligning af formen
(3) (Aa1+u61)X1+(Aa2+u82)x2+(ka3+u83)x3+(xa4+u64) =0

og det er nu klart, at denne plan gar gennem skaringslini-
en mellem de to oprindelige planer, hvis disse skarer hinan-

den, medens den er parallel med de to oprindelige planer,
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hvis disse er parallelle.

Mengden af planer, der er givet ved ligninger af
formen (3) med (A,u) # (0,0) udggr det ved planerne

med ligningerne
a1x1+a2x2+u3x3+u4 = B1x1+82x2+83x3+84 =0

bestemte planbundt.

Hvis de to planer skarer hinanden, omfatter plan-
bundtet netop alle planer gennem sk&ringslinien. Hvis
nemlig (x:,xg,xg) ikke ligger pa sk&ringslinien, gi-

ver (3) ved indszttelse af x = x2, 3 =1,2,3 en lig-

J
ning til bestemmelse af verdier af A og u, som net-
op giver ligningen for en plan gennem punktet, og vi ser,
at denne ligning har 1lgsninger (A,u) * (0,0). Dette er
igvrigt en bekvem metode til bestemmelse af en ligning

for en plan gennem et givet punkt og skaringslinien mel-

lem to givne planer.

Hvis de to planer er parallelle, men ikke sammenfal-
dende, ser vi ved et lignende rasonnement, at planbundtet

netop omfatter alle planer, parallelle med de oprindelige.

For et system af 3 planer med ligninger

aj1x1+uj2X2+uj3x3+aj4 =0, 3=1,2,3




hvor matricen

o

(o

J
-—-j (0{,j1,...,0f.j4)

18.16

k) har rang 3, bestemmer vektorerne

tre 1-dimensionale underrum V1,

V2,V3 = K4, og de udspander et 3-dimensionalt underrum
V c K4 omfattende alle vektorer B8 = (81,...,84), hvor
Bk = K1a1k+k2a2k+k3a3k’ k=1,...,4; A1,A2,X3 € K.

Mangden af de siledes bestemte planer kaldes det ved de

3 givne planer bestemte planknippe.

Hvis de 3 givne planer har et sk&ringspunkt, omfat-
ter planknippet netop alle planer gennem dette punkt. Det
er nemlig klart, at alle planerne i knippet ga&r gennem
dette punkt. Det er derfor nok at vise, at det for punk-
P

2
lige fra sk&ringspunktet gazlder, at knippet indeholder en

ter P1 og som er indbyrdes forskellige og forskel-

Hvis P har koordinater

1 2° 1 2

(x11,x21,x31) og (x12,x22,x32), og vi satter

plan gennem P og P og P

i i i .
3 §1%1 Fog0%p toy3X3 tay,s I S

ser vi, at den plan i knippet, der fas for et valg af A1,

Ayrdys Vil gd gennem P, 09 Py, hvis og kun hvis

i

i i, _ .
Y1 X1 +y2 A2+y3 A3 =0, 1

og dette ligningssystem har altid l@gsninger.

Hvis de tre givne planer ikke har et skzringspunkt,
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er de parallelle med 1 ret linie, men ikke alle tre ind-
byrdes parallelle. Det indtraffer, hvis og kun hvis vek-
torerne aj = (aj1,uj2,aj3), j =1,2,3 udggr en mangde
med rang 2, sad de blot udspander et 2-dimensionalt un-
derrum i ZR3. sa vil g' = (61,82,83) for alle valg af
k1,A2 og A3 ligge i det samme 2-dimensionale underrum,
og det medfgrer, at alle planer i knippet er parallelle
med den samme rette linie. Vi far s& ganske som for, at

knippet for hvilket som helst valg af P, og P indehol-

1 2

der en plan gennem P, og P og derfor far vi, at knip-

1 27
pet i dette tilfzlde netop omfatter alle planer parallel-

le med en fast ret linie.

Lad os nu se pa fremgangsmaden ved numerisk lgsning
af et ligningssystem. Som ved udregning af determinanter
kan der taenkes forskellige situationer. Det kan tankes,
at alle de kendte stgrrelser er givne som eksakte tal el-
ler udtryk. Den anden mulighed er, at de kendte stgrrelser
er reelle tal, der kun kendes fra mélinger, altsad kun ved
tiln®rmede vardier. Det haender ofte, at koefficienterne
til de ubekendte er givne eksakt, medens konstanterne pa
hgpjre side kun kendes med tilnzrmelse. Det skal dog bemer-
kes, at fremgangsmaden ikke bliver sa@rlig forskellig i de

tre tilfalde.

Vi skriver ligningssystemet eksplicit op.
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a11x1+ a12x2+...+a1nxn = b1
a21x1+a22x2+...+a2nxn = b2
a 1x1+a 2x2+...+amn n = bm'

Ved at bytte om pd rakkefglgen af ligningerne og af de
ubekendte sg¢rger vi for, at ayq ¥ 0. Hvis optradende
tal kun er kendt med tiln®rmelse, bgr det tilstrabes, at
a;q er stort i sammenligning med de ¢vrige elementer i
fgrste sgjle - og helst ogsd i forhold til de ¢vrige koef-
ficienter i fgrste rakke. Vi dividerer den fgrste ligning

med Den fremkomne ligning multipliceres med a

21

og trakkes fra

a11.

og trazkkes fra den anden ligning, med azq

den tredie ligning o.s.v. Derved far vi et ligningssystem

&kvivalent med det oprindelige af formen

] ] = v
x1 + a12x2+. .+a1nxn b1
1 1 -— 1
a22x2+.. +a2nxn b2

; ' — 1
an'12x2+...+amnxn bm

Dette system lgses selvifglgelig ved, at vi lgser delsyste-
met af de m-1 sidste ligninger og finder Xy af den
fgrste. Dermed har vi reduceret problemet til den situati-

on, hvor der er en ligning f@rre og en ubekendt fearre.
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Vi behandler det nye system pa samme made, og efter

endelig mange trin ender vi med et system af formen

1 1 1 1

1
+a1 X, ta, X,+t...+a, _xX_+a

%4 12 ¥ptaq3%3 I L T
2 2 2 2
x2+a23x3+...+a2rxr+a2r+1xr+1+...+a2nxn = b2
r r T
N R L ek T br
T
0 = br+1
0 = bt
m

Sa er det afslgret, at koefficientmatricen har rang
r. Hvis m > r og et af tallene bg med gq > r er for-
skelligt fra 0, har systemet ingen lgsninger. Hvis r =

m eller bg = 0 for alle g > r, kan vi valge

(xr+1,...,xn) e x'°F vilkarligt, og derefter supplere det-
te sat op til en lgsning (X1""’Xn)’ idet vi finder X
af den sidste ligning, x af den nastsidste osv. Vi

r-1

fadr saledes lgsningsmaengden opskrevet eksplicit med

X eee,X som parametre.
r+1’ "n p

Ved arbejde med eksakt kendte koefficienter kan man
selvfglgelig opnd fordele ved at forkorte falles faktorer

i ligningen vak undervejs, ligesom man kan kombinere lignin-
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ger pad en sddan mdde, at man undgdr at regne med brgker.

Vi viser et taleksempel.

u+v-3x+ 3y +z=2
2u+ v+ 3x -y -2z =3
u-v-xXx-y + 2z = -4
3u - v + 4x + 2y+ z = 4
u-3v + X + 2y +3z = -4

Her er det &benbart mest behagelig at eliminere z.

Vi beholder den fgrste ligning uandret, og vi far sa

i + v - 3x + 3y + z = 2

3u + 2v + 0x + 2y =5
Ou - 2v + 2x - 4y = -6
2u - 2v + 7x -y = 2
-2u - 6v + 10x - 7y = -10.

Vi har sat en ramme om den fgrste ligning, fordi den skal
gemmes u@ndret og til allersidst bruges til bestemmelse
af z. Vi gar videre med de fire sidste ligninger. Den
anden af disse kan forkortes med -2, og derefter bliver
den velegnet til elimination af v. Dermed fé&r vi syste-

met

3u + 2v + 0x + 2y =5
ou - v + x -2y = -3
2u - 2v + 7x -y = 2
-2u - 6v + 10x - 7y = -10
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Efter eliminationen far vi systemet

3u + 2x - 2y = -1

2u + 5x + 3y = 8

Il
o

-2u + 4x + 5y

m + 6x + 3y 7

Vi opdagede her, at addition af den fgrste og den tredie
ligning giver et behageligt resultat, som vi har omram-
met for at gemme den til beregning af wu. Vi udelader
den fgrste ligning ogbbenytter den omrammede til elimina-

tion af u i den anden og tredie. Det giver systemet

" =7x - 3y = -6
16x + 1lly = 22

[2x + 5y =10

Her har vi lavet den tredie ligning ved at gange den fgr-
ste med 2 og lagge den anden til. Den gemmes til beregning
af x og vi bruger den til elimination af x i den anden

ligning. Det giver

[F29y = -5§

Nu er ligningssystemet omformet til systemet af de indram-
mede ligninger. Vi bruger nu disse i omvendt rakkefglge og

finder efterh&nden
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Vi ved nu, at ligningssystemet har netop 1 lgsning, den
fundne. Vi ved derfor ogsé&, at dets koefficientmatrix

er regular. Vore regninger kan ses som omformninger un-
der udregning af determinanten af koefficientmatrix, og

den kan derfor let udregnes nu.

Selviplgelig kan man komme til at regne fejl. Der-
for er det alligevel fornuftigst at prgve efter, om den

fundne lgsning nu ogsad passer i ligningerne.
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KAPITEL 19

Basisskift..

Lad U veare et n-dimensionalt og V et m-dimensio-
nalt vektorrum. Lad (91,...,Qn) vere en basis for U
og lad (91,...,gm) vere en basis for V. Til hver 1li-
neer afbildning £:U + V svarer da en mxn-matrix

A € ﬁ(K; m,n) bestemt ved, at vi har

(f(91) ,---,f(Qn)) = (§1I°"I§m)é'
For u = x191+...+xn§n_ og f(u) = Yqi&qt. -ty e har vi
Y1 i
1 = | .
; :
ym *n

Omvendt vil enhver matrix A € M(K; m,n) ved disse rela-

tioner fastl®gge en linezr afbildning.

Lad dernast (bj,...,b]) vere en anden basis for U
og (gi,...,gﬁ) en anden basis for V. Med disse nye ba-
ser svarer f til en anden matrix B. Nu bestemmer A

entydigt £, som igen fastlagger B, og derfor far vi

ved T(A) = B fastlagt en afbildning T:ﬁ(K;m,n) - ﬁ(K;m,n).
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Vi kalder T den til skiftet af basis svarende transfor-

mation af ﬂ(K;m,n).

Setning 19.1. . Ved et skift af baser for det n-

dimensionale vektorrum U og det m-dimensionale vektorrum
v induceres en vektorrumsautomorfi T:ﬂ(K;m,n) - ﬁ(K;m,n)
bestemt ved, at en matrix A svarer til samme lineare af-
bildning £f:U » V ved brug af de oprindelige baser som

T(A) ved brug af de nye baser.

Bevis. Eksistensen af en afbildning T1:M(K;m,n) -
ﬁ(K;m,n), fastlagt som beskrevet i s@tningen fremgdr af
bem@rkningerne ovenfor. Det er ogsad klart, at det "omvend-

te" basisskift vil svare til en afbildning, som er invers

°

til 1, s& T er bijektiv. Vi mangler s& blot at vise,

at 1t er linezr. Lad A og A vere vilkarlige mxn-

1

1 ©9 f2 vere de tilsvarende line&re

afbildninger, ndr de oprindelige baser benyttes.

matricer, og lad £

N&dr de nye baser benyttes, har £ og £ matricer-

1 2
ne T(é1) og T(éz), og f,|+f2 fdr matricen T(é1) +
T(éz). Da f1+f2 med brug af de oprindelige baser havde
matrix é1+é2, fadr vi, at T(é1+é2) = T(é1)+T(é2). At
T(MA) = ATt(A) vises pd lignende made, men en smule lettere.

Nu vil vi fortsztte med at finde et eksplicit udtryk
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for afbildningen 1. Vi begynder med at studere virk-

ningen af et basisskift i et vektorrum.

Setning 19.2. Lad U vare et vektorrum og lad

(E;ll'

Der findes da en regular nxn-matrix § fastlagt ved

..,Qn) og (Qi,...,gﬁ)/ vaere to baser for U.

betingelsen

' ' =
(bf,-vesbl) = (By,e--sR))S
og for en vilkarlig vektor u € U med u = x191+.. +x b,
1 ¥ L] 1 1
x1§1+...+xn§n er koordinatsattene (X1""’Xn) og
(xi,...,xﬁ) forbundne ved ligningen
)
T %1
' =5 (.
x x!
n n

Bevis. Den lineare afbildning ¢:U -+ U bestemt

ved m(gj) = 25, j=1,...,n svarer ved brug af basis

(b,,e..,b ) til en matrix S givet ved den fgrste re-
=1 =n 2

lation. Da ¢ har rang n, er S regular. Af x1b +...

1

= w'h! TH!
...+xn§n x191+...+xngn fglger

1

X X
(Bgre-esb )t = (BE,.cbD 0 | = (B
x x

o'
ltn

17 n

'
n n

og heraf fglger den sidste relation i satningen. Dermed

er satningen bevist.
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Setning 19.3. Lad S v&re en regular nxn-matrix,

og lad U vare et n-dimensionalt vektorrum. Til hver
basis (g1,...,gn) for U svarer da en anden basis
(Qi,...,gﬁ) for U, séledes at § er den matrix, der

svarer til skiftet fra den fgrste basis til den anden.

Bevis. Vi definerer (9',...,Qﬁ) = (91,...,gn)§.
Da S har rang n, far Qi""'éﬁ ogsd rang n,
og bliver sdledes en basis. Derefter fglger pastanden

af den foregdende satning.
Vi ser, at en regular nxn-matrix svarer til mange
forskellige basisskift i ethvert n-dimensionalt vektor-

rum U.

Setning 19.4. Lad U vare et n-dimensionalt vek-

torrum, og lad (g1,;..,gn), (9',...,25) og (9;,...,9;)

vare baser for U. Hvis § er den matrix, der svarer

til skiftet fra (Ei’°"’9ﬁ)’ til (Q?,...,Q;) er ST
den matrix, der svarer til skiftet fra (21,...,9n) til
(91,...,Qn).

Bevis. Vi har jo

(b4, .ve b)) = (bf, ..o DT = (by,---,b

og dermed er satningen bevist.
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Vi gar nu over til at undersgge, hvordan basisskift

virker pd matricen for en linear afbildning.

Setning 19.5. Lad U v&re et n-dimensionalt vektor-

rum, og lad (21,.

regular nxn-matrix svarende til basisskift til (Q{,...,Qﬂ).

--sb ) vare en basis. Lad S vare en

Lad V vare et m-dimensionalt vektorrum, og lad (g1,...,gm)
vare en basis. Lad T vare en reguler mxm-matrix svarende
til skift til  Dbasis (g{,...,gﬁ). Lad £f£:U - V v&re en

line®r afbildning, og lad A v&re dens matrix ved anven-

delse af baserne (g1;...,gn) og (21,...,gm). Ved anven-
delse af baserne (9{,...,95) og (g',...,gﬁ) far £ da
-1

matricen T

fl>

s.

Bevis. For u = x,b,+...¥Xx b = x!b!+...+x'Db! med
- =1 n—n 11 n—n

1

billedpunktet v = f(u) = y,e ,+...+y e = yjer+...+y el

har vi matrixfremstillingen af f pé& formen

¥y X
=2 |
1 = [
Y X

m n

Skiftet til de nye koordinater sker ved relationerne
Y1
:
Ym

Vi indsatter dette og far



19.6

(]
M-
—_—

]

k=

ltn

Da T er reguler, kan vi gange fra venstre med 2—1,

og vi far

[SSTBRR
I
3
I~
ltn
R,

H -

Dermed er satningen bevist.

Der er en meget rig algebraisk struktur pd mengden
af matricer. Vi har tidligere set, at .ﬁ(K;m,n) er et
vektorrum over K, medens ﬁ(K;n,n) endda er en algebra
over K og specielt en ring. For A € ﬁ(K;m,n) og
S € ﬁ(K,n,n) har vi produktet A S, og med dette ydre
produkt er ﬁ(K;m,n) en hgjre ﬁ(K;n,n)—modul. Dertil

kraeves blot at reglerne

(A,+R,)S = A, S+A.S,

442748

(g

(8,+8

fl
It
+
>
U2
)

1+8,)

[l

(8

o
[
>

182) = (2 54)8,,

er opfyldt, og de er jo alle vist tidligere. Endvidere

er AE=A. For A€ M(K;m,n) og T € M(K;jm,m) har

vi produktet T A, og med dette produkt er ﬁ(K;m,n) en

N

venstre M(Kj;m,m)-modul. De to modulstrukturer kommuterer,

idet vi har (g A)i = l(é g).
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Ved koordinattransformationer udnytter vi kun den
ydre multiplikation med regulare matricer. De regulere
matricer i ﬁ(K;n,n) udggr en mengde, der med den ned-

arvede multiplikation er en gruppe.

Lad U,V og W vare endeligdimensionale vektorrum

med baser (91,.

Lad f:U » V vare en linear afbildning med matrix A,

..,go), (91,...,gn) og (91,...,§m).

og lad g:V - W vare en linear afbildning med matrix B.

S& har gef matrix B A. Hvis vi nu foretager basisskift

i de tre rum svarende til matricer R, S, T, f&r £ den

nyé matrix §-1é R, 09 g fédr den nye matrix g- B S.

Ligeledes kan vi slutte, at gof far matricen T B AR,
-1

~
.

men vi har jo ogsd denne matrix p& formen (T 'B i)(i— AR
Det ses helt umiddelbart, at de to udtryk for matricen for

gef med de nye baser stemmer overens.

Setning 19.6. Lad U vare et n-dimensionalt og V

et m-dimensionalt rum. Lad £f:U - V vare en linear afbild-
ning, og lad A vare en mxn-matrix. Da har A og f sam-
me rang; hvis og kun hvis det er muligt at velge baser for

UogV, s& f ved brug af disse baser far A som matrix.

Bevis. Vi ved allerede, at en afbildning og dens ma-
trix har samme rang. Derfor galder "hvis". Lad os nu antage,

at £ og A begge har rang r. Sa er dim f(u) = r, og vi
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kan valge en basis (91""’§r) for £(U) og udvide
den til en basis (91,...,gm) for V. For j=1,...,r
valger vi Ej € U, saledes at f(gj) = gj. S& er
91""’9r line®rt uafhengige, og £ afbilder
span(91,...,gr) bijektivt pd f(U). Heraf fglger,
at kernf n span(g1,...,9r) = {0}, og vi har U =
kernf @ span(§1,...,9r). Vi valger en bésis‘ (Er+1""’9n)
for kernf, og s& er (91,...,§n) en basis for U. Vi
har nu

(£(Rg) reverE(B)) = (eqrev-r800,02,0) = (e4,---,8 )E,

hvor matricen Er har 1 pd de r faste pladser i dia-

gonaler og ellers 0 overalt, altsa e§j =1 for j =
r
1,«..,r, men eij = 0 ellers.

Vi fik vist, at vi for enhver linear afbildning
f:U > V med rang r kan valge baser for U og V, sa
f f&r matricen Qr. Det fgles maske ikke som noget stort
fremskridt mod vort egentlige m&l, men alligevel er vi na-
sten fardige. Der findes nemlig en lineer afbildning g:
U +~ V, samt baser for U og V, s& g far matricen A.

Men s& har g rang r, og der findes baser for U og V,

s& g far matrix Er. Men sa& findes der basisskift der

=

forer Er over i A, altsd A = 3_1_r§, hvor T €

ﬁ(K;m,m) og S € ﬁ(K;n,n) er regulere. Det samme basis-
skift far vi s& (b .,b_) og (91""’§m) over i ba-
ser, for hvilke £ far A som matrix. Dermed er satnin-

gen bevist.
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Setningen fortaller at matricen for en afbildning
f:U » V giver information om rangen af £, men ellers
indeholder den slet ingen information om £f. Hvis ba-
serne for U og V er kendt, giver matricens fuld infor-
mation om f. Hvis kun basis for U er kendt, fastlag-
ger matricen kernen for £f£. Hvis kun basis for V er
kendt, fastlagger matricen billedet £(U). Vi vil ikke
diskutere disse forhold nermere, men i stedet diskutere
nogle mere specielle situationen. Fgrst vil vi se pd en
endomorfi £f:U - U. Her er der kun ét vektorrum, hvis
basis vi kan valge, og derfor kommer vi ikke s& langt i
retning af at simplificere matricen for £f ved at valge
en hensigtsmessig basis for U. Det viser sig, at dette
problem er kompliceret,vog det vil blive behandlet i nog-
le senere kapitler. Lige nu ngjes vi med at formulere en
setning om, hvordan et basisskift influerer pa matricen

for en endomorfi.

Setning 19.7. Lad U vere et vektorrum med basis

(91""’9n)’ og lad £f:U - U vare en endomorfi, som sva-
rende til denne basis har matrix A. Lad § va&re en re-

gul®r nxn-matrix svarende til basisskift fra (91""’§n)

til (g%,...,gﬁ). Svarende til de nye koordinater vil £

da have matricen §—1A S.

Bevis. Det er bare et specialtilfelde af den tidlige-

re viste saztning om basisskift.
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Hvis en matrix stdr for noget andet end en lineear
afbildning, m& man regne med den mulighed, at den ogsa
transformeres pd en anden m&de. Det vigtigste eksempel

er matricen for en bilinearform.

Setning 19.8. Lad U vare et vektorrum med basis

(91""’9n)’ og lad f:UxU > K vare en bilinearform med

matrix A. Lad S vare en regular nxn-matrix, som sva-

rer til basisskift fra (§1,...,gn) til (gi,...,gﬁ). Ved
anvendelse af basis (gi,...,gﬁ) vil £ da have matricen
S'A S.

i = = Tat 1ot —
Bevis. For u x1g1+...+xngn x1g1+...+xnen og Vv
y1§1+...+yngn = yigi+...+y£e£ er f(u,v) givet ved
Y1
(£(u,v)) = (x4,...,%)A
Yn

og vi foretager koordinatskiftet ved at indsatte

X == -M
— -

'
n n

og derved f&r vi ligningen i de nye koordinater

-— -

(£(,v) = (x§,...,%x])8'A S

SR
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Dermed er s@tningen bevist.

Den ved @S(é) = S'A S definerede afbildning Dy

ﬁ(K;n,n) - ﬁ(K;;,n) er en vektorrumsisomorfi, men den
er ikke en algebraisomorfi. Til geng®ld afbilder den
transponerede matricer p& transponerede matricer, idet
(S'A 8)' = S'A'S. Den bevarer ogsad egenskaber som ﬁsym—

metrisk" og "sk&vsymmetrisk".

Det er ikke vanskeligt at udfgre koordinattransfor-
mationer i mere komplicerede tilfelde, men det bliver selv-
fplgelig ngdvendigt at opgive matrixnotationen, nar vi kom-

mer udenfor det omré&de, der kan beskrives ved matricer.

Som et eksempel vil vi se pd en biline®r afbildning
£f:UxU » V. Lad (91,...,9n) vere en basis for U og
(§1,...,§m) en basis for V. For Uy = Xpb,t...tx b
og u, = y1§ +...+yn9n har vi et billede f(g1,32)
z4&q*...¥z &, ©0g afbildningen er givet ved et sat lig-
ninger

n
z, = > a.
k=

Y3, k=1

Vi ¢gnsker at indfgre nye baser, sa vi féar u, =

1 (B ] = 1 -
1+f"+xn9n’ u, y1§i+...+yn9n og f(g152)

zi§i+...+zﬁ§$. Koordinatskiftet er givet ved matricer
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v

og T, séaledes at

1

%1

’ i = 2
z

N----N

1
m m
Leg marke til, at den sidste gé&r modsat vej. Vi fa&r nu

ved direkte udregning

m m n ]
z!' = ¥ t,.z. = X ST t.. a X, Y. =
Yoas 13 g g1 PR R
m n j
1 1
z z ti9 31 Ska 518 o Y ¢

i=1 k,1,a,8=1

sd8 f defineres ved de nye ligninger

n .
~1
z! = z a x' y! ,
o, B=1 a,B "o “B

hvor

i m n 3

a = > z t ar S S

B i=1 k,1=1 ij "kl “ka 18

Det ses, at ail, som afhanger af 3 indices, trans-
formeres efter en regel for sa vidt angdr index i, men
efter en anden regel, for sd vidt angdr indices 3j og k.
For en matrix (ajk)’ der svarer til en bilinearform,
er det transformationsreglen for Jj og k, der anvendes
p& begge indices, men for en matrix (aij)’ der svarer
til en endomorfi, anvendes forskellig transformationsme-

tode for i og j. Det viser sig, at de to her omtalte
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former for transformationer dazkker s& godt som alt, hvad
man mgder i praksis. Den n&rmere redeggrelse for brugen
af de to typer af transformationer ved koordinatskift

er et vasentligt led i tensorregningen, som netop i f@gr-
ste omgang er et middel til at bringe koordinattransfor-

mationernes teori pa& en overskuelig form.

Tensorregning har varet et vigtigt hjzlpemiddel til
behandling af mere komplicerede geometriske problemer, og
derved kom den til at spille en rolle i den almindelige
relativitetsteori. Den har ogsd fundet mange andre anven-
delser i fysik og teknik, medens dens rolle i moderne ma-

tematik er mere beskeden.
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KAPITEL 20

Skift af legemet.

Lad L vare et legeme og K c L et dellegeme.
Et vektorrum V over L er da et vektorrum over K,
idet det ydre produkt LxV - V har en restriktion
KxV » V. Hvis B ¢ V er en basis for vektorrummet V
om L, er B et lineart uafhengigt st i V som vek-
torrum over K, men bortset fra trivielle tilfelde ik-
ke en basis. Til gengzld er spanB i V som vektorrum

over K selvfglgelig et delrum med B som basis.

Lad nu U vare et vektorrum over K, og lad B

vere en basis for U. S3a er U mengden af linearkom-

binationer x1§1+...+xngn med n € NN, x1,...,xn € K,
31""’§n € B. En linearkombination af denne art er egent-
lig en afbildning ¢:B - K med m(ej) = xj for Jj =
1,¢.,0 O9g (u) = 0 ellers. Hvis vi stadig har K ¢ L,

kan vi selvfglgelig lige s& godt betragte linearkombinati-
onen :B -~ L, og derved fadr vi en udvidelse V 2 U, som
er et vektorrum over L. Det er klart, at V ogsa har en
"struktur som et vektorrum over K, og med denne struktur

pa V Dbliver U = spanB.
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Vi kan sdledes altid @ndre strukturen p& et vektor-
rum U over K ved at erstatte K med et dellegeme
eller et udvidelseslegeme. Som vi har beskrevet det oven-
for er skift til et legeme L o K afhengig af vort valg
af basis. Vi kan imidlertid bare os anderledes ad, og der-
ved kan vi opnéd en udvidelsesmetode, der er uafhangig af

basis.

Lad igen U vare et vektorrum over K og lad B c U
vere en basis for U. For K c L konstruerer vi V 2 U
som ovenfor. Med W betegner vi vektorrummet af afbild-
ningen ©:U - L med &(u) = 0 undtagen for endelig man-
ge u € U. Vi kan da igen fortolke & € W som en linear-
kombination A1E1+...+xngn, hvor A1,...,A €L og

n

Uyoeee up € U, menda Uc V bliver en sddan linearkom-

bination et element af V, og derved far vi &benbart defi-

neret en linear surjektiv afbildning «k:W - V, og «k in-

ducerer en isomorfi mellem og V. Vi kan séledes

kernk

bruge i stedet for V. Hvis vi kan vise, at kernk

kernk
er uafhengig af basis B har vi netop fdet V erstattet

med et vektorrum, som er uafhangigt af basen B.

Vi vil skrive et element & € W pa formen (X1,E1)+...
+(An,gn), og dermed angiver vi, at @(Ev) = Av for v =
1,...,n og &@(u) = 0 for alle andre u € U. Vi adderer

udtryk af denne slags ved blot at skrive dem sammen til én
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sum uden hensyntagen til rakkefglge, og s& m& vi eventu-
elt udnytte regnereglen (A ,u)+(X,,u) = (A ;+Au), sa
vi kan opna, at intet u forekommer mere end én gang.
Vi multiplicerer et udtryk med A ved blot at gange

hvert Av med A.

Med M € W betegner vi mangden af elementer @ € W
af en af formerne (X,E1) + (A,Ez) + (A,—(E1+EZ)) eller
(A,uu) + (A, -u), hvor u € K. S& er M uafhangig
af B, og det er klart, at M ¢ kernk, altsd at spanM =
kernk. Vi vil vise, at spanM = kernk, og dermed har vi

vist, at kernk ikke afhanger af B.

Vi mangler at vise, at kernk < spanM, sd@ vi betrag-
ter @ = (A1,H1)+...+(Angn) € kernk. Dette er ensbetyden-

de med, at A1E1+...+Xngn = 0. Nu kan vi valge g1,...,§p €

B samt en pxn-matrix A med elementer fra K, sd vi har

(u

Ugre-erd ) = (e

n _11-°-r_e_p)ér

og relationen A,u,+...+A_u_ = 0 bliver ensbetydende med
11 n—n

relationerne

(1) a1y kn''n

Vi definerer

@, = (A

k 113180 F
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og vi har s& @ = ®1+...+®p. Det er sdledes nok at vise,

at @k € spanM. Nu medfgrer (1) imidlertid, at

0 = (ak1M,-gk)+...+(aknxn,—§k),

sd vi far

O = (Ogragge)+lagymg ) e v (O ray e )= (3 h =6y )y

og dermed er & skrevet som en sum af elementer fra M.

k

Definition 20.1. Lad U va&re et vektorrum over et

legeme K, og lad L va&re en udvidelse af K. Ved en
tilsvarende udvidelse V af U forstar vi det ovenfor
definerede vektorrum V over L med den egenskab, at

UcV og der findes en mengde B < U, som er basis for

U over K og samtidig ogsd for V over L.

Setning 20.2. Lad U vare et vektorrum over et le-

geme K med en udvidelse L, og lad V va&re den tilsva-
rende udvidelse af U. Enhver endomorfi ¢:U - U kan da

p& netop &n made udvides til en endomorfi ¢:V - V.

Bevis. Lad B vare fezlles basis for U og V. Be-
teingelsen @|B = @|B fastlagger netop en endomorfi
©:V > V, og det ses umiddelbart, at ¢I|U = ¢ |U. Dermed

er saztningen bevist.



20.5

Hvis vi i stedet for V bruger den invariante ud-

videlse ke?nK , som vi omtalte ovenfor, er U ind-
lejret i EE%HE » ved at u svarer til det kanoniske

billede af (1,u) € W. Det er nasten helt indlysende,

\

at mengden af sddanne billeder udspender Kernk
, ernk

r O9
derfor far vi i virkeligheden, at enhver basis for U
bliver en basis for V. Derfor er afhangigheden af ba-

sis B kun tilsyneladende. Et basisskift i U er bare

et specielt tilfelde af et basisskift i V.
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OVELSER TIL KAPITEL 20

Stikord,

Overgang til dellegeme, til udvidelseslegeme, der-
til svarende udvidelse af vektorrum og af endomorfi af

vektorrum.

20.1. Lad K vare et legeme med et udvidelseslegeme
L. For hvert naturligt tal n  har vi da en na-

n

turlig inklusion K" c L. Lad jn:Kn > 1 ve-

re inklusionsafbildningen. Lad U vare et vek-
torrum over K, og lad V vare en udvidelse af

V over L. Lad (Q1,...,§n) vaere en faelles ba-
sis for U og V, og lad wU:U > KO og @V:V >
vere de ved den falles basis fastlagte isomorfier.
Vis, at “’v_1°j_n° ¢;:U > V er inklusionsafbild-

ningen.

20.1.1. Udvidelseslegemet L er et vektorrum over K
med de sadvanlige regneoperationer. Lad (61,...,Bm)
vere en basis for vektorrummet I over K. Nu

er ogsa V et vektorrum over K. Vis, at
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20.2.1.

@velser 20.2

{Bugv lu=1,...,m; v=1,...,n er en basis

for vektorrummet 'V over K.

For pu=1,...,m er mengden BUU ={Bugl'
u € U} et underrum af vektorrummet V over

K, og V er den direkte sum af underrummene

Basen (61,...,Bm) kan valges med 81 =1,
sd den fgrste direkte. summand B1U er selve

rummet U.

Lad V va&re et vektorrum over (¢, og lad B
vere en basis for V. Lad U vare det af B
udspandte underrum i vektorrummet V over R.
At velge U pa denne madde kaldes at valge et
reelt underrum i V. Svarende til resultatet
i opgave 20.1.1 har vi nu V = U & iU, nér
vi benytter vektorrumsstrukturen over IR. Vi
fér da hver vektor v € V skrevet som v =

u + iu' med u,u' € U. Regning med disse ud-
tryk foregdr efter regler, der ganske ligner

regnereglerne for komplekse tal.

Valget af det reelle underrum u giver Os mu-
lighed for at tale om den konjugerede vektor
til en vektor v, idet vi for v = utiu' med

u,u' € U definerer Vv = u-iu'. Ved «(v)

It
1<l
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defineres en vektorrumsisomorfi «k:V - V med
hensyn til den reelle vektorrumsstruktur. Des-
uden er «(iv) = -ik(v), sa «k er ikke en vek-
torrumsisomorfi med hensyn til den komplekse
vektorrumsstruktur. Endelig er « involutorisk,

dvs. Ke K =idV.

20.2.2. Lad «k:V - V vere en vektorrumsisomorfi med hen-
syn til den reelle vektorrumsstruktur og desuden
tilfredsstille betingelserne «k(iv) = -ik(v) og
Kok = idV. Vis, at mangden af fixpunkter for
er et underrum U ¢ V med hensyn til den reelle
vektorrumsstruktur, samt at U kan valges som
reelt underrum i V, og at «k sd netop bliver

den til dette valg svarende "konjugeret—afbild—

ning".
20.2.3. "konjugeret-afbildningen" pa (¢ ' inducerer en
"konjugeret-afbildning" Ko pa CB. Lad Op:

vV > CB veare den ved basen B fastlagte isomor-
fi, og lad «:V - V vare den ved det af B ud-
spandte underrum bestemte "konjugeret-afbildning”.

Vis, at «k = g ° Kpodpe

20.3. Lad K vare et legeme med et udvidelseslegeme

L. Lad V vare et vektorrum over L, og lad
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V betegne V som vektorrum over K. Vis,
at der er en naturlig isomorfi mellem dual-
~X ~Xk

%
rummet V til Vv og dualrummet V med

struktur som vektorrum over K.

20.3.1. Lad U v&re et vektorrum over K, og lad V
vere en udvidelse af U over L. Vis, at der

b 3
er en naturlig isomorfi mellem V og en ud-

b3
videlse af U over L.

20.4. Lad V v&re et vektorrum over (¢, og lad
U c V vare et fast valgt reelt underrum. Lad
~ *
UcV vaere underrummet af de linearformer pa

V, som er reelle pd U. Vis, at der er en

~ * ~
naturlig isomorfi ¢:U - U . Vis, at U kan

* * *
velges som reelt underrum i V . Lad ji:V ~» U

vere den duale afbildning til inklusionsafbild-

) _ ] -1 . *x % ~
ningen Jj:U »> V. Vis, at @® 3 :V >V er

~

projektionen pa V svarende til fremstillingen
* ~ ~
V =V ®& iv. Valget af det reelle underrum U

fastlaegger en konjugeret-afbildning «k:V - V.

* % *
Hvad bliver dens duale afbildning «k :V > V .

20.5. Ved @v(zv) = @v(xv+iyv) = (Xv’yv) defineres

en isomorfi @:¢n »—]Rzn, idet @(21,...,zn) =
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(x1,y1,...,xn,yn). Analogt har vi ¢:

m 2 .

¢ - E{nn hvor w(wu) = w(uu+1vu) =
(uuvu). En linezr afbildning f:IR2n - IR2m

er givet ved

u = a

I u1x1+bu1y1+...+a xn+b Y.

un unin

<
1

C

y 111 +...+C

+du1y1 ' unxn+dunyn’

uH =1,...,m.

Angiv ngdvendige og tilstraekkelige betingelser

som afbildningens 2mx2n-matrix m& tilfredsstil-
le, for at sikre, at den sammensatte afbildning
¢_1°fow:¢n > ¢m bliver line®r. Vis ogsé&, at en-

hver linezr afbildning g:([:n > ¢™ kan fas pa

denne made.
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KAPITEL 21

Egenvardier.

Lad U vere et vektorrum over et legeme K, og
lad f:U - U vare en endomorfi. Hvis B er en basis
for U og e € B et vilkarligt basiselement, er £f(e)
en linearkombination af basiselementer, altsd f(e) =
A1§1+...+Apgp. Hvis vi kan valge B, saledes at alle
sddanne fremstillinger bliver meget korte, kan vi past§,
at B er en basis, der er velegnet til beskrivelsen af
f. Det hpjeste, man kan hdbe at nd i denne retning, er,
at f(e) slet ikke afha@nger af andre basiselementer end

e selv. Dette leder os til fglgende definition.

Definition 21.1. Lad U vare et vektorrum over et

legeme. K, og lad £f:U +» U vere en endomorfi. Hvis det
for et element A € K og en vektor e € U~N{0} galder,

at f(e) = Ae, siger vi, at A er en egenvardi for f£f,
og at e er en egenvektor for £ svarende til egenvardi-

en A.
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Idet vi bruger betegnelsen id for den identiske
endomorfi id:U - U, er Aid:U »- U en ligedannetheds-
afbildning, og vi far en endomorfi f - Xid:U - U. At
A er egenverdi er ensbetydende med, at kern(f-Aid) har
dimension > 0, og at e er en til A svarende egen-
vektor, er ensbetydende med, at e tilhgrer kern(f-Aid),

og at e # 0.

Definition 21.2. Mangden af elementer A € K, for

hvilke endomorfien f-)id:U - U ikke er invertibel, kal-

des spektret for £f.
I det fglgende vil vi antage, at vektorrummet U er
endeligdimensionalt. Det uendeligdimensionale tilfazlde, som

er langt mere kompliceret, er emnet for funktionalanalysen.

Setning 21.3. Hvis U er et endeligdimensionalt vek-

torrum, og £f:U » U en endomorfi, er spektret for £ iden-

tisk med me&ngden af egenvardier for f£f.

Bevis. Hvis ) er egenverdi for £, er f-)xid ikke
engang injektiv, sa f-)id er ikke invertibel. Det galder
ogsa, hvis U er uendeligdimensionalt. Hvis A ikke er
egenvaerdi for £, er £f-Xid:U » U injektiv, og hvis U
er endeligdimensionalt, medfgrer det, at ﬁm er bijektiv,
altsa invertibel, s& ) hgrer ikke til spektret for f£f.

Dermed er s&tningen bevist.
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Setning 21.4. Lad U vare et n-dimensionalt vek-

torrum, og £f:U - U en endomorfi. Lad (91""’§n) vare
en basis for U og A matricen for £ ved brug af den-

ne basis. Da er detA wuafhangig af valget af basis.

Bevis. Ved brug af en anden basis far f en matrix

—1é S, hvor § er regular, sa vi far

t

det(5™'A §) = (detS) ! (deth) (det§) = detA.

Dermed er satningen bevist.

Definition 21.5. Lad U v&re et n-dimensionalt vek-

torrum, og £f:U - U en endomorfi. Determinanten for en
matrix for £ svarende til et valg af basis for U kal-

des da ogsd determinanten for £f og betegnet detf.

Det er berettiget p& grund af den foregdende satning.

Vi har det(gef) = detg detf, og detf—1 = (detf)_1. Desuden

er f invertibel, hvis og kun hvis detf # 0.

Seztning 21.6. Lad U vare et n-dimensionalt vektor-
rum over K, og lad f:U - U vare en endomorfi. Lad
(21,...,§n) vere en basis for U, og lad A ve&re den
tilsvarende matrix for U. Da er mangden af egenvardier

for f netop m®engden af lgsninger til ligningen

det (£-1id) = det(A-AE) = 0
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) med X som ubekendt.

Bevis. Efter definitionen er det(f-Aid) netop
det samme som det(é—xg), og denne stgrrelse er O,
hvis og kun hvis f-)id ikke er invertibel. Dermed er

setningen bevist.

Setning 21.7. Lad U vare et n-dimensionalt vek-

torrum over K, og lad £f:U » U vare en endomorfi,
hvis matrix svarende til basis (91,...,Qn) for U er

A. S& er det(A-AE) =P hvor

£y, enesb M P, byrenes

er et polynomium af grad n med den hgjeste koefficient

(=1)

(x)
b,

n Hvis L 2 K er et udvidelseslegeme, og V den

tilsvarende udvidelse af U for basis (b,,...,b_ ) og
=1 =n

~

f:V - V den tilsvarende udvidelse af f, da er

PEb,eee o ) T P Lp (0
Bevis. Vi opskriver A - AE mere eksplicit
a11-k Agor cee s an
A - AE = | %21 @227 * %2n
an1 an2 ; eee g ann—x
Vi anvender selve definitionen af det(A-AE) som en sum

af produkter. Hvert produkt indeholder en faktor fra hver
rakke og en faktor fra hver sgjle, altsd r faktorer af

formen ajj-k og n-r faktorer af formen ajk’ k + j
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for et r mellem 0 og n. Altsd er hvert led et polyno-

mium af grad < n. Kun leddet (a11—X)...(ann—X) bli-

ver af grad n og de gvrige far grad < n, s& leddet
(—}\)n ophaves ikke af de ¢gvrige led. Heraf fglger, at
det (A-AE) bliver et polynomium i X, og at dets gver-

ste koefficient bliver (-1)".

Vi fastholder basis (91,...,Qn), men betragter ud-

videlsen f£:V -+ V. Da ogsd f har matrix A, @ndrer det-

=P .
f,91,...,9n(X)

te ikke det(A-)E). Altsd er P2 (x)
- - f,b1,nno,_b_n

Dermed er satningen bevist.

Det er upraktisk, at polynomiet P (x) kan

f,§1,...,9n
tenkes at afhenge af valget af basis. I virkeligheden er
det nu uafhengigt af basis og det er let at vise uafhen-

gigheden, ndr legemet bare ikke har karakteristik 2.

Saetning 21.8. Det i den foregdende sa@tning omtalte

polynomium P er uvafhengigt af valget af ba-
f,§1,...,g

siselementerne b,,...,b_.
: =1 =n

Bevis. Da vi har

Pf’91""’§n(k) = det(A-AE) = det(£-1id),

er funktionen P :LL > I for ethvert udvidelsesle-
f,g1,...,b
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geme L > K uafhangig af valget af basis 91""’9n'

Nu kan vi slutte, at to polynomier over et legeme L

er identiske, hvis de som funktioner er identiske pa

en delme&ngde M c L, nar bare begge polynomiers grad

er mindre end antallet af elementer i M. Derfor er

vor satning bevist, s& snart vi har fundet et udvidel-
seslegeme L 2 K med flere end n elementer. Sa er det
kun situationen, hvor K ef endeligt, der kan give an-
ledning til tvivl. Hvis K ikke har karakteristik 2,
vil den ved ¢ (xX) = x2 definerede afbildning ¢:K +» K
ikke vare injektiv, da ¢ (-x) = ¢(x), og hvis K er
endeligt, kan ¢ sa heller ikke vare surjektiv} sa fin-
des der et irreducibelt polynomium x2+a, og ved at ad-
jungere en rod i dette polynomium til K, £f&r vi en &g-
te udvidelse af K. Vi kan derfor udvide, indtil vi fé&r

et udvidelseslegeme, der er stort nok.

Hvis K er et vilkdrligt legeme, har vi et legeme
af "brudne rationale funktioner"
a_x+a
p p
xq+b

P . +a

14

=1

xq_1+ . , P9 EN U {0}; aO,...,ap
g=17= M0

Vi ved, at der er god mening i at forkorte, sd vi kan an-
tage dem uforkortelige. Regneoperationer defineres ved

sadvanlig brgkregning, og det vises uden vanskeligheder,

at vi far et legeme af brudne rationale funktioner. Det
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omfatter specielt alle polynomier over K, og dermed
ogsa en kopi af K selv. Det er sidledes en udvidelse
af K, ég da den omfatter alle polynomier, er det en
uendelig udvidelse. Derfor galder satningen for ethvert

legeme K.

Kommentar. Vi kunne have regnet i ringen af poly-
nomier over K. Sa kommer det hele ud pd at vise, at
det (A-XE) er uafhangig af basis, og for et basisskift

svarende til matricen S far vi det nye polynomium

1

det (S 'A S-XE) = det(S A S-X §

L s—§'1x§ 5) = dets

det(s™ (A-XE)S = det (A-EX) .

Det gdr bare ikke, da vi ikke har indfgrt determinanter
af matricer med elementer fra en ring, og vi har ikke
udformet beviéerne for satningerne om determinanter, sa
de umiddelbart overfgres til s8danne matricer. Vi kunne
imidlertid redde situationen ved at regne i legemet af
brudne rationale funktioner, men det var netop det samme
trick som det, der reddede det vanskeligste punkt i oven-
stédende bevis, sa vi ville ikke opnd stgrre fordele ved

den her foresliede bevismetode.

Definition 21.9. Lad U vare et n-dimensionalt

vektorrum over et legeme K og lad £f:U »~ U vare en
endomorfi. Lad A vare matricen for £ svarende til

basis (91""’9n) for U. Polynomiet .
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Po(x) = det(f-xid) = det(A-xE)

kaldes det karakteristiske polynomium for £. For et
element A € K kaldes multipliciteten af A som rod
i Pf(x), den algebraiske egenvardimultiplicitet af

A (denne er sdledes > 0, hvis og kun hvis A er
egenverdi). Lgsningsrummet til det homogene lineare
ligningssystem £(u) - Au = 0 kaldes det til A h¢-
rende egenrum og dettes dimension kaldés den geometri-

ske egenvardimultiplicitet af A.

Her er f-xid en endomorfi f-xid:M - M, hvor M
er den modul, der fis ved at.udvide U til en modul over
ringen K(x) af polynomier over K. Denne udvidelse kan
gennemfgres pad samme méde, som vi har gjort det for et
udvidelseslegeme. Det andet udtryk det(A-xE) er blot
determinanten af en matrix med elementer fra K(x); og
det har selvfglgelig udmerket mening. Vi har skrevet

Pf(x) her i stedet for b (x) 4didet vi nu ved,
=n

P
f,§1,...,
at polynomiet slet ikke afhanger af 91""’9n'

Der er en vigtig sammenhe&ng mellem eksistensen af
egenvardier for en endomorfi f:U - U og muligheden for
at valge basis for U, sdaledes at matricen for U far

en s&rlig bekvem form.
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I fgrste omgang vil vi interessere os for matricer

af den specielle form

A1 a12 a13 . e a1r a1’r+1 .o a1n
0 kz 53 +ee A5 a2,r+1 cee @50
9 9 %3 ot ?3r ?3,r+1 ot ?3n
0 0 0 SRR N %£§3r+1"' 3, 1,n
9 ? ? ce %r ?r r+1 °°° ?r,n
0 O 0 ee. O an,r+1 ces an,n

Definition 21.10. En matrix af den her angivne

form siges at have nuller under diagonalen i de r fg¢r-
ste s¢jler. En matrix, som har nuller under diagonalen
i alle s@jlerne (man burde vel egentlig undtage den sid-

ste), kaldes en ¢vre trekantmatrix.

Vi viser straks en hovedsetning.

S@tning 21.11. Lad U vare et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad £f:U - U vare en endo-
morfi. Hvis det er muligt at valge basis for U, saledes
at matricen for f f&r nuller under diagonalen i de r
fprste sgjler, da er elementerne i diagonalen i de r
fprste sgjler egenvardier for £, og det antal gange, en
egenverdi forekommer blandt disse diagonalelementer, kan

ikke overstige dens algebraiske multiplicitet. Hvis
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(A1,...,Ar) er et sat af egenvaerdier for £, sdledes
at det antal gange, hver egenvardi for f optrader i
sa@ttet, netop er dens algebraiske multiplicitet, da er
det muligt at velge basis for U, sdledes at matricen
for f far nuller under diagonalen i de r f@grste sgj-
ler, medens diagonalelementerne i de r fg¢rste sgjler

netop er A1,...,An i den givne rakkefglge.

Bevis. Hvis matricen for £ svarende til en basis
(91""’9n) ser ud som den matrix, der er anfgrt lige

for definition 21.10, bliver det karakteristiske polyno-

mium
M 3y, Yy rpq 0 g
O Aymh e e @y 8pp4q - s+ 3
Pj( )= det 0 0 Arfx .41 ¢ - @
9 ? 9 ?r+1r+1-x"' ?r+1n
0 0 0 anr+1 e e nn
(A1—A) .o (kr-A) det (B-AE) ,
hvor B er delmatricen (ajklj,k=r+1,...,n). Vi satter
Vv = span{§r+1,...,§n}, og s& bliver B matrix for en

afbildning g:V - V, og vi féar

Pe() = Oy=A) ... (A PO
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Altsd har f netop egenvardierne K1,...,kr samt even-
tuelle rgdder i Pg(k). Dermed er den fgrste del af

s@tningen bevist.

Lad os nu antage, at (k1,...,Xr) er et sat af
egenvardier for £, sdledes at det antal gange, hver
egenverdi optrader i sattet, netop er dens algebraiske
multiplicitet. Vi vil da (tilsyneladende) vise 1lidt mere
end pastaet i satningen, nemlig, at det for g = 0,1,...,r
gelder, at vi kan valge en basis for U, sdledes at ma-
tricen for £ far nuller under diagonalen i de g fgrste
sgjler, medens diagonalelementerne i disse s@gjler netop
er A1,...,Aq i den angivne rakkefglge. Fordelen ved den-
ne formulering er, at vi kan vise pastanden ved induktion
efter g. For g = 0 er pastanden helt triviel. Lad os
nu antage, at pdstanden er rigtig for en verdi af q < r,
og vi skal s& vise, at den ogsd galder i tilfeldet g + 1.
Vi har sdledes en basis (91,...,9n) for U, for hvilken
£ .har en matrix med nuller under diagonalen i de q £fg¢r-
ste sgjler og med A1,...,Aq som de fgrste diagonalele-
menter. For V = span(gq+1,...,gn) bestemmer delmatricen
af de n-g sidste rakker og s¢gjler en endomorfi g:V = V,

og som i bevisets fgrste del far vi
Pf(k) = (A1—A) . (Aq—k) Pg(x),

hvilket viser, at A\ er rod i Pg(x), altsd egenvaerdi

g+1

for g:V-»> V. Lad e vaere en tilsvarende egenvektor

q+1
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for g. Da € span/( ,b ), er (91,...,

§q+1 2q+1"" =n

b

by §q+1) linexrt uafhangigt, og vi kan udvide dette

szt til en basis (b,,...,b_, ..,e_) for U.
=1 =q =n

§q+1"

Vi mangler nu at bestemme matricen for £ sva-

rende til den nye basis. Vi betegner matricen for £

svarende til basen (21,...,gn) med A = (ajk), hvor
vi skriver Aj for ajj’ j=1,...,9 og husker, at
ajk =0 for k=1,...,9, J > k. Derfor er

f(21) = x1§1

£(by) = agpby + A5b

f(b = a, b,+...+a b + A b .

(—q) 1q=1 a-1,9=qg-1 a—q

Nu r¢rer koordinatskiftet slet ikke ved 91""’9q’ sa

disse relationer gazlder fortsat efter koordinatskiftet,
og derfor ma de q f@rste sgjler i matricen forblive

uendrede. Vi mangler at studere f£f(e ), som i hvert

g+1
fald er givet ved et udtryk af formen

/
a1 21t T Raqe1 gt i, g 18+

£( ) = 31 +

§q+1
/
.--+/a.n,q+1§n.

Heraf fg¢lger, at

.+C

g(§q+’l) B cq+1,q+1§q+1+" n,q+1<n’




men vi ved, at g(gq+1) =>Aq+1 9q+1'
slutte, at
Sat1,at1 = M 7 Cgqr2,qt1 T

og dermed har vi vist, at matricen

basen (91""'9q’ )

§q+1 7 o o e ,Eq+n

gonalen ogséd i den g+1-ste sgjle,

som diagonalelement i den g+1-ste

21.13

og derfor kan vi

= “n,g+1 0

for £ svarende til

har nuller under dia-
og at den har Xq+1
spjle. Dermed er in-

duktionsbeviset fuldfg¢rt, og dermed er satningen bevist.

Vi skal omtale en interessant f@glgesatning.

Setning 21.12. Lad U v&re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad £f:U = U vare en endo-
morfi. Der findes da et udvidelseslegeme L 2 K, for hvil-
ket fplgende galder: Lad V > U vare en tilsvarende udvi-
delse af U , og lad %:V -+~ V veare den tilsvarende udvi-
delse af £f£. Der findeé da en basis for V, for hvilken
den tilsvarende matrix for f er en gvre trekantsmatrix.
Bevis. Hvordan vi end velger L, vil £ og £ have
det samme karakteristiske polynomium. Det er derfor nok at
velge L, sdledes at det karakteristiske polynomium fortol-
ket som polynomium over L kan oplgses helt i faktorer af

fgrste grad. Vi har tidligere set, at dette er muligt. Der-

med er satningen bevist.
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Vi formulerer endnu to specialtilfelde af fglge-
s@tningen. Det fgrste fglger helt umiddelbart, medens

det andet ogsd bygger pa algebraens fundamentalsatning.

Setning 21.13. Lad U v&re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad £f:U > U vare en en-
domorfi. Da er det muligt at velge basis for U, sa ma-
tricen for £ Dbliver en ¢vre trekantsmatrix, hvis og kun
hvis det karakteristiske polynomium for £ kan oplgses

helt i fgrstegradsfaktorer.

Setning 21.14. Lad U vare et n-dimensionalt vek-

torrum over ¢, og lad f:U » U vare en endomorfi. Der
findes da en basis for U, for hvilken matricen for £

er en ¢vre trekantsmatrix.

Lad U vare et n-dimensionalt vektorrum over et le-
geme K, og lad £f:U - U v&re en endomorfi. Vi minder
om at mengden af endomorfier udggr ringen EndU med sad-

vanlig addition og med sammensatning som multiplikation.

Det er derfor rimeligt at skrive f2 = fof, f3 = fofof

osv. Dertil kommer f1 som ensbetydende med £ og f0 =

id = id Hvis f for et valg af basis har matrix A vil

u*
£f9  have matrix éq. Det karakteristiske polynomium er

givet ved et udtryk
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_ ,_ayD_n _4y0-1 n-1
Pf(x) = (-1)"x" + (-1) Cn_1x +...+CO,
hvor Cg,...,C _, er elementer af- K. Da EndU ogsa
er et vektorrum over K, har vi en endomorfi
p_(£) = (-2 (-1 e £ el v £2-c, £4C . id
£ n-1 trtT2 1 o'
og hvis £ for et valg af basis har matrix A, vil
Pf(f) have matrix
P_(a) = (-1)nAn+(—1)n'1c a4, +ca%-c,atC E
f'= = n-1= o = 1="-0="

Om disse begreber galder Hamilton-Cayley's satning.

Setning 21.15. Pf(f) er O-endomorfien, og Pf(é)

er g—matricen.

Bevis. Da Pf(é) er matricen for P_(f) for pas-

| £
sende valg af basis, er de to pastande i s@tningen ensbe-
tydende, og det er nok at vise en af dem. Vi valger et
udvidelseslegeme L 2 K, sdledes at Pf(x) opl¢ses helt
i fgrstegradsfaktorer over L. Lad V 2 U vare en til-
svarende udvidelse af U, og lad £f:V - V vare den til-
svarende udvidelse af f. S& har £ for passende valg
af basis ogséd matricen A, og derfor er det nok at vise,
at Pf(g) er O-endomorfien.

Nu kan vi valge en basis (e ..,gn) for V, séale-

=



-1

“r\>

5

"

~
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des at matricen for f Dbliver en. gvre trekantsmatrix,

A

og det betyder, at £ er fastlagt ved felationen

£leq) = 18y

£ley) = ay84t228,

A _ VA ”‘“\\\\

Blen) = anete 13909801 nlns

medens det karakteristiske polynomium er

]
!
v

Po(x) = Po(x) = (-1)n(x—xn) cee (%2

i
i
/

_ _ n ‘_V— ) /\_ ]
Pf(f) = (-1) (£ Anld)q...u(f A11d).

1)!

Lezg merke til, at sammensatningen o af disse specielle

endomorfier faktisk bliver kommutativ. Nu far vi

(£-1,1d) (e,) = f(e

&) T M = Mg T Mg = 0
og det medfgrer, at Pf(f)(§1) = 0. Dernast far vi
((f—xzid)O(f—x1id))(§2) = ((f—k1id)o(f—A2id))(gz) =
(f—x1id) (a12§1+x292—x292) = a12(f -x1id)(§1) = 0.
Lad os nu antage, at vi for et eller andet q <n har
vist, at
((f—xq_11d)°...o(f—x1id))(gj) =0 for j=1,..., g-1.
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vi fa&r sé&

((f—xqid) °... °(f—x1 id)) (gq) =

o (%—xq_1 ide... «g?—x1id) )o<%—xqid>) (ey) =
((f_xq—1ld)°"'q(f_x1ld))(a1q1§1+"’+§1,qjﬁ§q—1+xq§q_kq§q)
q_1 ‘,/_\‘\ A A
j=Z1 \1/jj‘( (f_)\q_1 ld)o « s O(f_>\1 ld)) (gj) = _0_.
Dermed har vi vist ved induktion, at Pf(%)(gq) =0

~

for g=1,...,n, men det medfgrer, at Pf(f) er 0-

endomorfien, og dermed er satningen vist.
Nu vil vi ga over til at studere betydningen af
egenvardiernes geometriske multipliciteter. Dertil

fadr vi brug for fglgende vigtige hjazlpesetning.

Setning 21.16. Egenvektorer, som svarer til ind-

byrdes forskellige egenvardier, er line®rt uafhangige.

Bevis. Lad U va&re et vektorrum over K. Lad

f:U » U vare en endomorfi. Lad Sqre--18y VEre egen-

vektorer for £, og lad gj svare til egenvardien xj,

sdledes at ) .,xq er indbyrdes forskellige. Vi skal

1,-.

vise, at 91""'§q er linexrt uafhengige, og vi vil be-
nytte induktion efter g. For g = 1 er pastanden rigtig,

da vi ikke tillader en egenvektor for £ at vare 0. Vi
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1,...,Aq_1 er line-

@rt uafhengige, og vi antager, at u1,...,uq € K til-

indfgrer induktionsantagelsen, at A

fredsstiller relationen

u1g1+...+u e = 0.

Det medfgrer, at

0 = f(p1g1+...+png)=u1f(§1)+...+uqf(§q)=h1p1g1+...+X

Af de to relationer

X1u1§1+...+kquq§q =0
u1§1+...+pq§q =0
f8dr vi elimination af gq, at
(K1-Aq)u1g1+...+(xq_1-xq)uq_1§q?1 =0,

og da 91""’§q-1 er linezrt uafhengige, kan vi slutte,

at

(A =X )u1 = ... = ()

- = 0.
172 xq)u

a-1 a-1

Da A1""’Aq er indbyrdes forskellige, er faktorerne

x1—xq,...,xq_1-xq alle + 0, og da der ikke er 0-divi-
sorer i legemet K, far vi Hy = oee T WUgog = 0. S& har
vi ogsé png =0, altsa Hq = 0. Dermed er satningen
bevist.

Vi fortsatter nu med et par definitioner, som i det
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vasentlige bare gar ud pa at indfgre 1lidt mere jargon.

Definition 21.17. Lad U v&re et vektorrum over

et legeme K, lad £f:U - U vare en endomorfi, og lad
A € K vare et vilkdrligt element. Underrummet
kern(f-1id) < U kaldes da det til A svarende egenrum

for f.

Egenrummet for A har positiv dimension, hvis og
kun hvis A er egenvaerdi, og egenrummets dimension er
sd netop den geometriske multiplicitet af A. Af sat-
ning 21.17 fglger umiddelbart, at summen af egenrum hg-

rende til forskellige egenvardier er en direkte sum.

Definition 21.18. En nxn-matrix A siges at vare

péd diagonalform i de r fg¢rste sgjler, hvis alle elemen-
ter i disse s¢jler udenfor diagonalen er 0. Vi kalder
A en diagonalmatrix, hvis alle elementer udenfor diago-

nalen er 0.
Vi viser en hovedsatning.

Setning 21.19. Lad U v&re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad f£f:U + U v&re en endo-
morfi. Hvis det er muligt at valge basis for U, sé&ledes
at matricen for f bliver p& diagonalform i de r £fgrste

s¢jler, da er elementerne i diagonalen i de r f@grste s@gj-
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ler egenvaerdier for £, og det antal gange, en egenvaer-
di forekommer blandt disse diagonalelementer, kan ikke
overstige dens geometriske multiplicitet. Hvis (A1,...,Ar)
er et sat af egenvardier for £, saledes at det antal
gange, hver egenvardi optrader i s®ttet, netop er dens
geometriske multiplicitet, da er det muligt at valge ba-
sis for U, sé&ledes at matricen for f bliver pé& diago-
nalform i de r fgrste sgjler, medens diagonalelementerne

i disse sgjler netop bliver ) ,...,xn i den givne rakke-

1
feplge.

Bevis. Lad (e,,...,e.) v&re en basis for U, for
=1 -n
hvilken matricen for U er pad diagonalform i de r fgr-
ste sgjler. Hvis de r diagonalementer er A1,...,kr,

har vi f(gj) = for 3 =1,...,r, o0g det viser, at

.e.
J-3
Ej er egenvektor svarende til egenvardien Aj‘ Hvis en
egenverdi ) forekommer s gange blandt A1f...,xr, in-
deholder egenrummet for )\ et underrum udspandt af s

basisvektorer, s& den geometriske multiplicitet af ) er

mindst s.

Lad os dernast antage, at (x1,...,xr) er et sat af
egenverdier for £, og at det antal gange, hver egenvaerdi
optrader i sattet, netop er dens geometriske multiplicitet.
Lad Kpreeerkg vare de indbyrdes forskellige egenvardier,

der optrader i sattet, og lad Pyree./Pg VEre deres geo-
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metriske multipliciteter. For j =1,...,s kan vi da
velge p. vektorer b. P o ;, som udggr en ba-
J =J.1 —J lpj
sis for egenrummet der svarer til Ky Vi pastéar, at
vektorerne Qj K i 3=1,.¢.,85; k=’|,...,pj er lineart
14

uvafhengige, og for at vise det betragter vi en relation
Y

(g 4B+ - ‘+u1p191p1)+(“21921+' . .u2p21_3_2p2)+. ..

(Us1Es1+"'+uspSEsps) =0

hvor koefficienterne . er elementer af K. I den

j.k
jte parentes stdr 0 eller en egenvektor hgrende til Kj'
Af den foregédende hj®lpes@tning fglger derfor, at relati-
onen kun kan vare opfyldt, hvis hver parentes er 0. Nu
er vektorérne i den jte parentes en basis for egenrummet
for Ky ©9 linearkombinationen kan derfor kun blive 0,

nar samtlige koefficienter er 0. Vi har sdledes vist, at

vektorerne b.

by x er lineart uafhangige.
14

Nu forekommer hvert Kj netop pj gange i s&ttet

(x1,...,xr), og vi kan derfor netop knytte basisvekto-
rerne Ej 1""’9j D til hver sin af de vektorer i se&et-
7 Jr :
J
tet, der er lig med Kj- Nar vi ggr dette for - j=1,...,r

fdr vi til hvert Ai knyttet en tilsvarende egenvektor

e sé (g1,...,§r) bliver lineart uafh®ngigt. Vi ud-
vider (e,,...,es) til en basis (e,,...,e_ ) for U,
-1 — =1 —n

og med denne basis galder sa




21.22

f(gj) = A 7y I =1,...,1,

323
og det er ensbetydende med, at matricen for £ ved
benyttelse af basen (91,...,gn) for U er pa dia-
gonalform i de r f@grste spjler, og at de r f@grste
diagonalelementer navnt i rakkefglge er x1,...,xr.

Dermed er satningen bevist.
Vi far ogsd i dette tilfalde nogle fglgesatninger.
Den fgrste, vi omtaler, er dog en fglge af begge satnin-

gerne om egenvardier og valg af basis.

Setning 21.20. Den geometriske multiplicitet af en

egenverdi er hgjst lig med den algebraiske.

Bevis. Lad U vare et n-dimensionalt vektorrum over
K, lad £f:U - U v&re en endomorfi, og lad )\ v&re egen-
verdi for f med geometrisk multiplicitet p. Den sidste
s@tning fortaller sa, at vi kan valge en basis B for U,
sd matricen for f kommer pa diagonalform i de p f@rste
spjler med de p fegrste diagonalelementer 1lig med A. Sa
har matricen nuller under diagonalen i de p fgrste spjler,
og i fglge den fgrste af vore hovedsetninger medfgrer det,
at den algebraiske multiplicitet af ) er > p. Dermed er

s@tningen bevist.
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Setning 21.21. Lad U va&re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad f£:U >+ U vare en en-
domorfi. Da findes der en basis for U, for hvilken ma-
tricen for f er en diagonalmatrix, hvis og kun hvis fgl-

gende 2 betingelser begge er opfyldt:

1) . Det karakteristiske polynomium for £ oplgses

helt i fgrstegradsfaktorer over K.

2) . For hver egenverdi for f er den geometriske

multiplicitet 1lig med den algebraiske.

Bevis. Det fglger helt umiddelbart af satningerne

21.19 og 21.20.

Eksempel. En endomorfi £f:U - U, hvor U er 2-di-

mensionalt, antages for et eller andet valg af basis at

o 1)

Det karakteristiske polynomium for £ Dbliver (1-%)2, sé&

have matrix

A Dbliver egenverdi med algebraisk multiplicitet 2, og den
forste betingelse i s®tningen er opfyldt. Det til A sva-
rende egenrum bliver kernen for den line®xre afbildning,

der med det samme valg af basis har matrix
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o o),

og egenrummet er derfor 1-dimensionalt, sa den anden
betingelse i satningen er ikke opfyldt. Der findes sa-
ledes ikke nogen basis, for hvilken matricen for £ er

en diagonalmatrix.

Det viser sig senere, at satningerne om muligheden
for at valge basis for et vektorrum, sa en given endomor-
fi fdr en matrix, der er bekvem at regne med, kan skarpes
en hel del, og derved blive anvendelige i flere situatio-

ner, end det lige nu ser ud til.

Det er blevet understreget, at man kan opné&, at betin-
gelse 1) i den foregéende s@tning er opfyldt, ved at udvide
til et iegeme L 2 K. P& den anden side vil en sadan udvi-
delse slet ikke have nogen virkning med hensyn til satnin-

gens betingelse 2). Dette fremgar af den naste satning.

S@etning 21.22. Lad U vare et n-dimensionalt vektor-

rum over et legeme K, lad £f:U - U vere en endomorfi, lad
A € K vare en egenvardi for K, og lad B ¢ U va&re en ba—.
sis for egenrummet for . Lad L 2 K vare et udvidelses-
legeme, V 2 U en tilsvarende udvidelse af U og E:V >V
den tilsvarende udvidelse af f. Da vil B v&re en basis

for det til egenvardien )\ hgrende egenrum for f£f.
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Bevis. Lad (g1,...,gn) vare en basis for U,
sdledes at B = {31,...,gr}. S& vil matricen A for
f vare pa diagonalform i de r fgrste sgjler og ﬁed
diagonalelement )X i disse sg¢jler. Da r er den ge-
#R — A/E— ometriske multiplicitet af A, vil delmatricen af éG:>w;>

bestdende af de n-r sidste sgjler have rang n-r.

Nu har £ ogsd matrix A, og vi fadr derfor det samme
ligningssystem til bestemmelse af egenrummet for egen-
verdien )X for f. Det ses dereftef umiddelbart at
qre-er8y udspander egenrummet. Dermed er setningen

 bevist.
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KAPITEL 23

Jordans Normalform.

Vore undersggelser har vist, at matricen- for en
endomorfi af et endeligdimensionalt vektorrum ved passen-
de valg af basis kan bringes pd diagonalform i s& mange
spjler, som antallet af egenvardier tillader, nar de tal-
les med geometrisk multiplicitet. Endvidere kan vi opna,
at matricen har nuller under diagonalen i s& mange sgjler,
som antallet af egenvardier tillader, nar de talles med

algebraisk multiplicitet.

Ved at gd over til et passende udvidelseslegeme, kan
vi opna, at antallet af egenverdier talt med algebraisk
multiplicitet bliver lig med rummets dimension, og vi kan
da valge basis for rummet, sd endomorfiens matrix bliver

en ¢gvre trekantsmatrix.

Overgangen til et udvidelseslegeme @®ndrer, som vi
har set hverken den geometriske eller den algebraiske mul-

tiplicitet af de allerede eksisterende egenverdier, og hvis
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de to multipliciteter er forskellige for en af egenvardi-
erne, kan man sdledes kun opnd at fa& en ¢vre trekantsma-

trix, men ikke en diagonalmatrix.

Hvis vi har givet to nxn-diagonalmatricer, er det
nemt at se, om de kan vare matricer for samme endomorfi
for forskelligt valg af basis. Det vil nemlig vare tilfzl-
det, hvis og kun hvis de to matricer kan fas af hinanden

ved permutation af diagonalelementerne.

Hvis de to matricer er ¢vre trekantsmatricer, der ik-
ke kan bringes pa diagonalform, er spgrgsmalet langt van-
skeligere at besvare. Hvis de to matricer hgrer til samme
endomorfi for forskellige baser, er det stadig rigtigt, at
deres diagonaler kan fds af hinanden ved permutation, men
denne betingelse sikrer ikke, at matricerne svarer til sam-
me endomorfi. Vi behgver derfor en mere speciel standardform
for ¢vre trekantsmatricer, fgr vi kan besvare problemet. Et
vigtigt hjzlpemiddel til opndelsen af en sddan standardform

er begrebet nilpotens, som vi nu vil definere.

Definition 23.1. Et element x af en ring XA kal-

des nilpotent, hvis der findes et naturligt tal n, for

hvilket x° = 0.
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Det er klart, at. 0 er nilpotent. Hvis xn =0,
er ogsa x4 = 0 for alle d > n, s& der findes en mind-

ste eksponent p, for hvilken <P = 0.

Vi er iser interesseret i nilpotens af endomorfier
£f:U » U, hvor U er et endeligdimensionalt vektorrum.
Det er klart, at f er nilpotent, hvis en tilsvarende
matrix er nilpotent, og at enhver matrix, der svarer til

en nilpotent endomorfi, selv er nilpotent.

Vi gar igang med at vise en satning, der karakteri-

serer de nilpotente endomorfier.

Setning 23.2. Lad U va&re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad £f:U - U vare en endo-

morfi. Da er fglgende 3 egenskaber akvivalente:

1). £ er nilpotent.

2). £ har 0 som egenvaerdi med algebraisk multipli-
citet n.

3) . Der findes en basis for U, for hvilken matri-

cen for U er en ¢vre trekantsmatrix med nuller

overalt i diagonalen.
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Bevis. Lad A vare en egenverdi for £, og lad
e vare en tilsvarende egenvektor. S& er f(e) = Ae,

£2(e) = A2

g,...,fn(g) = An(g), sd vi ser, at for A # 0

er fn(g) # g for alle n. Altsa har en nilpotent endo-
morfi ingen fra 0 forskellige egenvardier. Lad L 2 K
vere en udvidelse og V 2 U en tilsvarende udvidelse,
samt f£:V - V den tilsvarende udvidelse af £f£. Da en
matrix for f ogsd er en matrix for %, er £ nilpo-
tent, hvis £f er det. Men vi kan valge L, sd det karak-
teristiske polynomium for £ og E helt falder i fgrste-
gradsfaktorer over L. Men da f ikke har andre egenver-
dier end 0, medfgrer det, at det karakteristiske polyno-
y 0

mium blot er (-x) . Dermed har vi bevist, at 1) = 2).

Vi har allerede tidligere vist, at 2) = 3).

Lad A = (aij) vere en matrix for U, som opfyl-
der betingelsen aij = 0 for alle (i,3j) med Jj-i < 1.
Vi viser ved induktion, at éq = (ai?)), hvor ai?) =0

for alle (i,j) med 3j-i < g. Vi har allerede antaget,

at det er rigtigt for g = 1. Endvidere er

(gt ) __(q) (a) (a)
aij —-ai aij+"'+ai,i+q—1ai+q—1,j+ai,i+q'ai+q,j+"'+
al@ 5,

i,n "n,j

og i1 de i+g-1 fg¢rste led er den fgrste faktor 0. I alle
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de sidste led er den sidste faktor 0, hvis ikke j > i+q.
Dermed er induktionsbeviset fuldfgrt. For gq = n far vi
A" = 0. Dermed har vi vist, at 3) = 1), og dermed er

setningen bevist.

Den n@ste satning er en hjzlpesztning, der dog

har en vis interesse i sig selv.

Setning 23.3. Lad U og V vare vektorrum over K,

og lad f:U - V vare en line®r afbildning. Lad (§1,...,gp)

vere en basis for f£(U) €V, og lad b ..,gp € U vare

17

valgt, saledes at f(b.) = e j=1,...,p. Lad

=] =3’
(gp+1,...,gn) vere en basis for kernf. Da er (b1,...,9n)

en basis for U.

Bevis. For u € U kan vi valge k1,...,kp € K, sa-
ledes at
£(w) = Aeqt ..+Apgp = f(x1g1+...+xpgp).
Altsd har vi u - (A ,b,+...+2 b ) € kernf, og dermed har
- 1=1 PP
vi vist, at U = kernf + span(91,...,9p). For X1,...,Xp €

1=1

k1g1+...+xp§p = 0, altsd kun hvis A, = ... = A = 0.

Dermed har vi vist, at

K kan A,b +...+Ap§p € kernf kun indtrazffe, hvis

U = kern £ & span (91""’9p)'
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Vi kan derfor danne en basis for U ved at tage forenings-
mengden af en basis for kernf og en basis for span(91,
...,Qp). Nu er 91""’9p lineart uafh®ngige, da deres
billeder ved £ er det, og derfor er (21,...,Qp) en ba-

sis for 'span(91,...,§p). Dermed er hjelpesatningen bevist.

Nu udnyttes hjalpes@tningen til valg af en sarlig

bekvem basis svarende til en given nilpotent endomorfi.

Setning 23.4. Lad U  vare et n-dimensionalt vektor-

rum over et legeme K, og lad f£:U - U vare en nilpotent

endomorfi. Da har U en basis (91,...,gn), for hvilken
vi har f(gn) = 0, medens der for hver index j =1,...,n-1
galder enten f(gj) = 0 eller f(gj) = 441 (ikke ngdven-

digvis den samme af de to relationerfor alle disse irndices).

Bevis. Af den fgrste satning i kapitlet fremgar, at

fn(U) = 0 . Lad g vare det mindste tal, for hvilket vi
har £2"1(u) = {0}. Vi har da
v=£( 2£w 22U 2...2t% 2 £ (W) = {o}.

Vi vil vise, at der for hvert af de hele tal k = 0,1,...,9

findes en basis (g}k),...,gék)) for fk(U), samt en vok-
k
sende fglge af indices Viqg Vpp <e-- <vkjk = Py med
vk,j+1_vk,j < g-k+1 for J = 2,3,...,fk, og saledes at vi
(k)y _ .o : _
har f(gv ) =0 for j = 1,...,jk, og f(gv) = €41 for
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alle gvrige basisvektorer. For k = 0 er dette netop den
i s@tningen fremsatte pédstand, og vi far sdledes sa&tnin-

gen vist netop ved at gennenfgre det her foresldaede bevis.

Nu viser det sig, at det er bekvemmere, at vise en
lille smule mere. Ud over de anfgrte egenskaber, vil vi
opna, at basiseleménterne gvk j’ j = 1,...,jk netop ud-
)

14
ger en basis for kern(£fl£5(U)) = £5(U) n kernf.

Vi velger fgrst en vilkérlig basis (g;q),...,géq))
: q
for f(q)(U), og desuden velger vi vq 3 =3j for 3j =
14
17¢«+,3_ = p_. Da vi har kern(flfq(U)) = fq(U) er de

q q
kravede betingelser dermed opfyldt for k = g. Ved "nedad-

gadende induktion" valger vi efterhdnden basis for g-1,
qg-2,...,k. Lad os antage , at det er lykkedes i hvert fald
s& langt at valge basis og indexfg@glge, s& alle betingelser-

ne er opfyldt. Vi skal sa gennemfgre valget for fk—1

(U) .
Vi opskriver den valgte basis for fk(U) i et diagram med

pile, der viser, hvordan f afbilder basiselementerne:

e — e e e —
k1 k1
E\Ek)+1—’ g\E-k)+2_” . —99\5'];) 17 E\Ek) > 0
k1 k1 : k2 k2
E\gk) +1 e\Sk) +27 T e\Ek) -1 _"Exﬁk)
k,fk-1 k,fk-1 k,fk k,fk
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o
k,J
udggr i fglge induktionsantagelsen en basis

Vektorerne i kolonnen til hg¢jre, altsé , J =

Treeardy

for kern(f1£5(0)) = £%) (U) n kerntf.

Da vi har kern(flfk(U)) c kern(flfk_1(U)), kan

vi udvide basen (gék) ,...,gék) ) for kern(flfk(U))
k,1 k,jk
til en basis
(1) (g\gk) ,--.,g\gk) , e e BT
k,1 L pk+jk+1 Pr-1

1

for kern(flfk_ (U)). Dermed har vi valgt tallet Py-1"

Vi definerer dernast

Vk,j + 3, j = 1,...,jk

pk+jl j = Jk+1."'-- pk—1 - Pk = Jk_1

Dermed har vi valgt jk+1' Vi f&r umiddelbart et
Vi g OO IV 5 TV 51 S
g-k+1 for j=1,...,jk—1

Vk-1,3+1"k-1,3"

1 for j = jk,...,jk_1—1.

Indexfgplgen opfylder sédledes den forlangte betingelse.

Vi mangler at valge basiselementerne gék_1) for

v = 1’2""’pk+jk = vk—1,jk' Vi begynder med at velge
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o (k1) ¢ (k1) oy (k=1) (k)

e sdledes at f(e ) = e . For
J = 1,...,3,-1 valger vi dernast g(k_1) 4 € f(k—1)(U),
k-1 () k=13
sdledes at f (e +1) = e . Endvidere define-
£ . £ .#
k_1lj klj
rer vi
(k-1) _ _(k) . _ _
&, I e N W L
og
(k-1) (k) . )
e = e i J=1, e, 15 1= 2,000,
=V .+ = Ll
k=1, 3 1 vk,j+1 1 k
Vi, 341 7V, 5T T Ve, 541 V1,50

Dette her er ikke se@rlig overskueligt. For at fremme
overskueligheden, skriver vi den fg¢rste linie af diagram-
met, vi lavede ovenfor af basen for fk(U) og nedenunder

k-1

skriver vi det tilsvarende diagram for £ (U), saledes

at vektorer, der stdr lige under hinanden er identiske.

=)

o (¥) o (K) o (k) o (K)
= £2 e Sy, -1 Sy -
k1 k1
g:k_1)—* Eék_1l—* ia_3(]{-1)_> . g\Ek—1) - gék—1)
k-1,1 k-1,1

P& tilsvarende made opskriver vi den jte rekke af diagram-

merne
e(k) — ek —-»...——»e(k) By
=V +1 Vi L q12 =V 1 V.5
k,j-1 r ] rJ] r
(k=1) (k-1) (k-1) (k-1)
e — e — e — L..— e _
Vk-1,5-1" Vx-1,5-1%2 " Vk-1,5-173 k171
(k-1)
— e

._k,j..'] =



23.10

Den jkte rekke i1 det nye system ender med index pk+jk'

Der bliver sa tilfgjet nye rakker, der hver

Tk-17k
bare indeholder en vektor, som afbildes i 0 ved £f. Vi

mangler nu blot at vise, at (E;k_1),.. e (k=1)

basis for fk_1(U), idet de andre egenskaber allerede

e ) er.en
Px-1

er eftervist. Vi har imidlertid sgrget for, at sattet (1),

som er identisk med (e(k_1) ,...,e(k_1)
=V =V .
k=1 k-1,1 k=1/rJxk-1
sis for kern(flf (U)), og da de resterende vektorer

i sattet (gék—1),.. e (k1)

) er en ba-

-, ved flf(k_1)(U), fglger
Pr—1

det umiddelbart af hjzlpesatningen, at sattet virkelig

£ (k=1)

er en basis for (U), og dermed er sztningen be-

vist.
Nu m& vi have indfgrt vore standard-matricer.

Definition 23.5. En (A,r)-blok er en rxr-matrix,

i hvilken alle diagonalelementerne har verdien ), medens
alle elementerne umiddelbart over (= til hg¢jre for) diago-
nalelementerne er 1, og alle @gvrige elementer er 0. En
A-Jordan-matrix er en matrix, i hvilken alle diagonalele-
menterne er A, medens nogle af elementerne umiddelbart
over (= til hg¢jre for) diagonalen er 1 og alle gvrige ele-

menter er 0.

For r =1,2,3,4 har vi (A,r)-blokkene
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/ \ <x 1 o)
1 0 A 1
Mo a)r \o o aJr

[eNeNol» d
O > =0

OO > -
> =00

En A-Jordan-matrix kan pa entydig mdde opdeles i et antal
(A,r)-blokke svarende til forskellige vardier af r og
placerede langs diagonalen, og s& er igvrigt alle andre

elementer 0. Vi illustrerer dette med et eksempel.

O O O O O O O O o o o o >‘.
O O O O O O O O O O O » =
O O O O O O O O o O » = O
O O O O O O O © o » ==~ o o
O O O O O O © O » = O O o
O O O O O O O » O O o o o
O O O O O O » O O O o o o
O O O O O » O O o o o o o
O O O O » =~ O O O o o o o
O O O >» O O O O O o o o o
o O > = O O O O O O o o o
o > = O O O O O O O o o o
>~ O O O O O O O O o o o o

Definition 23.6. Vi siger, at en A-Jordan-matrix

er af typen (r1,...,rs), hvis de langs diagonalen fore-
kommende (X,r)-blokke navnt i rakkefglge har r 1lig med

r I

E g*

Matricen ovenfor er sédledes en )-Jordan-matrix af

type (5,1,1,2,3,1).
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Vi kan nu vise hovedsatningen om nilpotente endo-

morfier.

Sa@tning 23.7. Lad U vare et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad f:U > U v&re en nil-
potent endomorfi. Det er da muligt at velge basis for U,
sdledes at matricen for f bliver en 0-Jordan-matrix. De
tal, der indgar i det talsat, der er typen for denne 0-
Jordaﬁ-matrix, er fastlagt ved £, men den rakkefglge, i

hvilken de optrader i sattet, kan valges vilkarligt.

Bevis. Vi valger basis i overensstemmelse med den
foregdende satning, og det ses da umiddelbart, at matricen
for £ Dbliver en 0-Jordan-matrix. Lad os dernast antage,

at matricen for f ved et eller andet valg af basis bli-

ver en 0-Jordan-matrix af typen (r1,...,rs). Vi har da
ry+...+rg = n. For V = 1,2,...,n betegner vi med ¢ (V)
det antal gange tallet Vv optrader i sattet (r1,...,rs).
Lad R(k) Dbetegne rangen af fk, altsd dimensionen af
£5(U). Vi har s& R(1) » R(2) » R(3) 3 ... . Vi satter
R(0) = n > R(1). Antallet s af (0,ry)-blokke er s =

©(1) + (2)+...+9(n). Ved afbildningen £:U > £ (U) de¢r

s basisvektorer, sa vi har
s =@(1) + (2)+...+p(n) = R(1) - R(0).

Ved afbildningen £|£(U):£(U) - f2(U) er de basisvektorer,

der svarer til (0,1)-blokke allerede d¢de, og derfor er



@(2)+...+p(n) =

S&ledes fortsatter det, og
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R(2) - R(1).

vi ser, at fglgen R(O0),

R(1),... bestemmer antallene ¢(1), ©(2),..., og dermed

de i typen forekommende antal. Dermed er satningen bevist.

n

Eksempel. En endomorfi £f:IR > R" har matricen

0o 1 1 <1
0 0. 0

0 0
0o . . 0

ved anvendelse af de sadvanlige basisvektorer e, =

(1,0,0,...,0),...e. = (0,..

potent, s& vi kan valge en

ver en (O-Jordan-matrix. Da
fle) = 0; fley) = «..
n
er f(R7) = span(§1,g1+..
vi f8r dernast
) =0, 3 =1,..

sd vi har f2(Ifh = span ( (

Som basis for fZCRn)

.te

1

.,0,1). Vi ser, at £ er nil-
basis, for hvilken matricen bli-

vi har

= f(e__,) = e f(gn) = e,+...

1;

= span(g1,§2+...+§

=n-1 ) n-—1

2 — - .
'In-17 f (gn) = (n 2)211

3 n

n-2)e,), og f (R = {0}.

er det bekvemt at vealge
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(€3), hvor e, = (n-2)e,. Basis for £(R") skal inde-

3

holde et originalelement til § og dertil kan vi bruge

3’
e, = e4t...+e . Nuer (gz,g3) en basis for £(U), som
er 2-dimensionalt. Basis for U skal indeholde et origi-

nalelement til g2’ og dertil kan vi bruge §1 =e,- sa

vil span(g1,52) ved f afbildes bijektivt pa f(EJB.

Kernen for f er altsd n-2-dimensional og indeholder e, =

3
(n-2)§1. Vi f8r en basis (33,...,gn) for kernen ved at
vaelge Ev = 8,17 8y_2 7 V= 4,...,n. Dermed har vi fundet
en basis (§1,...,§n), for hvilken matricen for £ Dbliver
en 0-Jordan-matrix. Den fa&r typen (3,1,...,1), hvor der
er n-3 1-taller. Matricen far sdledes blot 1-£aller pa
pladserne . (1,2) og (2,3), medens der ellers kommer O

overalt.

Efter denne udfgrlige behandling af de nilpotente en-
domorfier, gar vi over til selve hovedproblemet, nemlig at
angive en standardform for matricen for en vilkérlig endo-
morfi. Det kunne se ud, som om vi har lang vej igen, men det
viser sig, at det generelle problem lgses ret let, ved hjzlp
af den lgsning, vi nu har til radighed i det nilpotente til-

felde. Det beror pd den naste s@tning.

Setning 23.8. Lad U vare et endeligdimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad £f:U - U vere en endomor-

fi. Der findes da underrum V ¢ U og W ¢ U, sdledes at
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1). Ve w=0U.

2). V og W er invariante ved £, altsd £(V) ¢V

og £(W) ¢ W.

3). f£lV er nilpotent og f|W afbilder W bijek-

tivt pa sig selv.

Bevis. Vi har U = £0(U) » £(U) > £2(U)

nv

Hvergang; der gelder streng inklusion, falder dimensionen,
og da U er endeligdimensionalt, kan det kun ske endelig
mange gange. Men sd galder et lighedstegn fp(U) = fp+1(U),
og det betyder, at £ afbilder fP(U) surjektivt og der-
med ogsd bijektivt pa sig selv, og det medfgrer, at alle
rummene fk(U) med k > p Dbliver identiske.

Vi har nu
U = kern fp o fp(U).

Det er nemlig klart, at 0 € fp(U) er det eneste element,
der ogsa tilhgrer kernfp, sd summen af de to underrum er
direkte. Da summen af de to underrumsdimensioner er lig med
dimensionen af U (s®tning 13.11), bliver den direkte sum

hele U. Dermed er 1) bevist.

Det er klart, at £P(u) = 0 medfgrer £F(f(u)) = O,

s& f afbilder kernff i sig selv. Det er ogsa oplagt, at
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den ‘derved definerede afbildning af kernf? i sig selv
er nilpotent. Endelig sd vi allerede i starten af bevi-
set, at f afbilder fp(U) bijektivt p& sig selv. Der-

med er s&tningen bevist.

Den n®ste satning er bare en ret triviel bemerkning.

Setning 23.9. Lad U vare et vektorrum over et le-

geme K, og lad £f:U > U vere en endomorfi. Lad V c U

vare et underrum. Hvis det for et element A, € K galder,

0

at £ - Aoid lader V invariant, altséa (f—AOidXV) c Vv,

da vil £f£-)id 1lade V invariant, for ethvert element X € K.

Bevis. Det fplger umiddelbart af, at vi for u € V

med (f—AOid)(g) € V har
(£-1id) (u) = (f-xoid)(g) + (A—AO)E € V.

Dermed er setningen bevist.

Setning 23.10. Lad U vere et n-dimensionalt vektor-

rum over et legeme K, lad £f:U - U vare en endomorfi, og
lad » € K vare en egenvardi for f med algebraisk multi-
plicitet r. Der findes da eh basis for U, for hvilken

matricen for £ har formen

b o)

llo

|loe]
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hvor J er en A-Jordan-matrix med r rakker og sgjler,
medens B er en kvadratisk matrix med n-r rakker og s@gj-
ler, og uden A som egenvardi. Egenvardierne for B er
netop de fra ) forskellige egenvaerdier for £ og med

de samme algebraiske og geometriske multipliciteter som

for f£.

Bevis. Ifglge en setning ovenfor har U underrum
V og W, som er invariante for £-1id:U - U, sdaledes at
U=V ®W, og siledes at f-xid afbilder W bijektivt pd
sig selv og V nilpotent ind i sig selv. Da f-Xxid ikke
afbilder U bijektivt, har V positiv dimension. Vi kan
velge basis for V, séledes at matricen for den nilpoten-
te endomorfi f£-aid|V bliver en O-Jordan-matrix J. Ifgl-
ge den sidste s@tning er V invariant overfor £, og endo-
morfien f£f:V » V far matricen Jv+ AE, som er en A-Jordan-

matrix. Lad B vare matricen for f|W. S& for f matricen

)

Da f-)Aid afbilder W bijektivt pa sig selv, har B ikke

o
o

lsv]

A som egenverdi. Heraf fglger, at den algebraiske multipli-
citet af ) er lig med antallet af sgjler i J, s& J har
r rakker og sgjler. Resten er klart. Dermed er satningen

bevist.
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Vi kan nu gentage rasonnementet pa den endomorfi .
W >~ W, som har matricen B, og hvis A' er en egenvardi
for denne endomorfi og med algebraisk multiplicitet «r',
for vi fraspalter endnu en A'-Jordan-matrix med r'
rzkker og sgjler. Dermed nar vi frem til den starkeste

se@tning om reduktion af matricer.

Setning 23.11. Lad U va&re et n-dimensionalt vek-

torrum over K, og lad £f:U - U v&re en endomorfi med
egenvardierne A1,...,A3, som har de algebraiske multi-
pliciteter r1,...,rs. Der findes da en basis for U,

for hvilken f har en matrix af formen

s & ... 0
Y g, - - 0
0o 0 ... g
0 90 .. 0 ’
hvor J_  for o =1,...,5 er en A ~Jordan-matrix med

T rekker og sgjler, medens B er en kvadratisk matrix,

som er uden egenvardier, hvis £f kun har egenvardierne

A,,I,.-o,)\so

For endomorfier, hvis karakteristiske polynomium op-
lpses helt i fgrstegradsfaktorer, kan resultatet formuleres

p&nere.
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Definition 23.12. Ved en Jordan-matrix med elemen-

ter fra legemet K forstdr vi en matrix af formen

HO.KA
lo o

lo

9 J ’

hvor hvert QO er en AO—Jordan-matrix, for et eller an-

det kO € K.

Der er ikke sagt noget om, at elementerne X1,...,AS

skal vaere indbyrdes forskellige.

Saetning 23.13. Lad U va&re et endeligdimensionalt

vektorrum over et legeme K, og lad £f:U + U ve&re en en-
domorfi, hvis karakteristiske polynomium opl@gses helt i fgr-
stegradsfaktorer. Der findes da en basis for U, for hvil-

ken matrixen for f er en Jordan-matrix.

Det er bare et specielt tilfalde af den foregdende sat-
ning. Vi kan spalte Jordan-matricen op i mindre blokke, sa
der kommer til at optrade et antal (A,r)-blokke langs dia-
gonalen for forskellige vardier af A og r. Det er klart,
at man kan permutere disse blokke helt vilkdrligt ved blot
at @&ndre pa rakkefplgen af basiselementerne. Det er til gen-

geld den eneste frihed vi har. Vi kan nemlig samle blokke,
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der hgrer til samme egenvardi, i stgrre blokke, og der-
ved far vi bare en AG—Jordan—matrix for hver egenverdi
AO. Antéllet af rakker og sgjler er givet ved den alge-
braiske multiplicitet af AO, og de tal, der indgéar i
typen, bestemmes som beskrevet ovenfor ud fra rangene af
(f—Agid)k, k=1,2,... . Jordan-matricen er sdledes en-

tydigt bestemt pad ner permutation af blokkene langs dia-

gonalen.
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KAPITEL 24

Reelle vektorrum.

Et vektorrum over IR kaldes ogsa et reelt vektorrum.
I kapitel 3 indfgrte vi rummene Eﬂ, IE2 og EP, som net-
op er reellé vektorrum. I kapitel 4 indfgrte vi skalarpro-
duktet, som vi udnyttede til lgsning af en rzkke geometri-
ske opgaver.

Ved brug af et ortonormalt koordinatsystem blev ska;
larporduktet udtrykt simpelt i koordinatef. Vi vil genera-
lisere skalarproduktet til vore abstrakte vektorrum, og det
er vor hensigt at bruge det som hjélpemiddel ved definition
af sddanne fundamentale begreber som en vektors langde og
vinklen mellem vektorer. Fg¢rst, nar vi er ndet sa& langt,

bliver der mening i at tale om et ortonormalt koordinatsy—

stem.

Vi begynder med at definere skalarproduktet, som vi
igvrigt vil kalde det indre produkt, for det ggr de fle-
ste matematikere. I definitionen bruger vi 1lidt ny jargon,

som vi vil forklare n®rmere bagefter.
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Definition 24.1. Lad U vare et reelt vektorrum.

En symmetrisk positiv definit bilinearform ¢:UxU - IR
kaldes et indre produkt pa U, og vi skriver ¢ (u,v) =
<u,v>. Nar en sadan form er valgt, kaldes U et reelt

vektorrum med indre produkt.

At ¢ er en bilinearform betyder, at vi har regne-

reglerne
<X1E1 + Ay u,,v> = A1<E1'Z> + Ay<uy,v>

<U,A,v, + x222> = A > + )\

121 <BrX

<U,v.,> .

1 1 2 2

Den sidste regel fglger egentlig af den fgrste, samt
kravet om, at ¢ skal vere symmetrisk, altsd tilfreds-

stille betingelsen

At ¢ er positivt definit betyder, at for u % 0 er
<u,u> > 0. Det er klart, at <0,0> = 0, og mere gene-

relt er <0,v> = <u,0> = 0.

Setning 24.2. For u,v € U og x,y € R er

2 2
<xXu+yv, Xu+yv> = <u,us>x’ + 2<u,V>Xy + <vV,v>y~ .

Bevis. Bilineariteten giver
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<XU+yV,Xutyv> = X<U,Xutyv> + y<v,Xutyv> =
2 2
x“<u,u> + Xy<u,v> + yX<v,u> + y <v,V>,
og formlen fglger umiddelbart, da de to midterste led

er lige store pa grund af symmetrien.

Den naste satning er en fundamental ulighed, der
optrader i flere situationer og i flere formuleringer.

Den kaldes Cauchy-Schwarz's ulighed.

Saetning 24.3. Lad U veare et reelt vektorrum med

indre produkt. Vilkérlige vektorer u,v € U vil da til-

fredsstille uligheden

2
<u,v>" < <u,u><v,v>,

og lighedstegnet galder, hvis og kun hvis u og v er

line®rt afh®ngige.
Bevis. Af relationen i satningen ovenfor slutter
vi, at
2 2 .
<u,u>xXx" + 2<u,V>Xy + <vV,v>y~ > 0

for alle x,y € R. For x = 1 eller y = 1 er det et
seadvanligt andengradspolynomium, og hvis det altid er

positivt tilfredsstiller koefficienterne uligheden
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2
d<u,v>" < 4<u,u><v,v>,

og det er nefop Cauchy-Schwarz's ulighed. Hvis den skal
gelde med lighedstegn, ma andehgradspolynomiet kunne bli-
ve 0, uden at bade x og y er 0, og det kraver, at der
findes x,y € R og ikke begge 0, s& xu + yv = 0, og
det betyder ﬁetop, at u og v er lineart uafhangige. Der-

med er satningen bevist.
Vi far brug for endnu et vigtigt begreb.

Definition 24.4. Lad U vare et reelt vektorrum el-

ler et vektorrum over ¢ (et komplekst vektorrum). Ved
en norm pd U forstds en afbildning p:U » IR, som til-

fredsstiller fglgende 4 betingelser:

1) p(0) =0
2) p(u) >0 for w €U, u=+0.
3) p(xu) = |x|p(u) for w € U og x i legemet.

4) p(utv) < p(u) + p(v) for u,v €U.

For u € U kaldes p(u) normen af u, og den betegnes
ofte med lodrette streger over u, eventuelt tillige med
en index. Et reelt eller komplekst vektorrum, pa hvilket

der er indf¢rt en norm, kaldes normeret.

Betydningen af en norm pé& et vektorrum er, at det bli-

ver et metrisk rum med afstanden dist(u,v) = p(v-u). Betin-
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‘gelserne 1) og 2) giver nemlig, at dist(u,v) > 0 og

= 0 kun, hvis u = v. Betingelsen 3) giver, at

dist(u,v) = dist(v,u), og endelig giver 4) trenkants-
uligheden dist(u,w) < dist(u,v) + dist(v,w). En metrik,
der pa denne made er defineret ud fra en norm, kaldes
invariant, nemlig invariant overfor "parallelforskydning",

da vi har dist(a+tu,at+v) = dist(u,v) for a,u,v € U.

Setning 24.5. Lad U vare et reelt vektorrum med

indre produkt. Ved |lull = V<u,u> defineres en norm pa
U.

Bevis. Med p(u) = llull ses det umiddelbart, at be-
tingelserne 1), 2) og 3) i definitionen ovenfor er opfyldt,

sd vi mangler at vise 4). Ved formlen i den fgrste satning

i kapitlet, samt Cauchy-Schwarz's ulighed far vi
”E+X”2 = <u+v,ut+v> = <u,u> + 2<uy,v> + <v,v> =
2 2 2 _ 2 2
Hull™ + 2<u,v> + [IvIl” < [lull™+2ldillv i+ HvI™ = {alHivi)

og heraf fglger 4) umiddelbart. Dermed er satningen bevist.
Som et simpelt eksempel kan vi betragte U = Rr". For
u = (u1,...,un), v = (v1,...,vn) kan vi definere det indre

produkt
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Det er klart, at det er en symmetrisk, positiv definit

bilinearform, og den tilsvarende norm bliver

_ 2 2
Hull = Vﬁ1 +eootu T

Dette er den narliggende generalisation af de velbekend-
te begreber fra planen og det tredimensionale rum. I den-
ne sammenheng fremtrazder Cauchy-Schwarz's ulighed som en
ulighed for vilkarlige reelle talsat (u1,...,un) og

(V1’°°"Vn)' Uligheden siger, at

2 .2
(u1v1+...+unvn) g(u1

2 2 2
+o.ootu )(v1 +...+vn) '

og lighedstegnet galder, hvis og kun hvis talsattene er

propertionale. I denne form skyldes uligheden Cauchy.

Et mere subtilt eksempel er Hilberts talrum ™, som
er mengden af talfglger u = (u1,u2,...), for hvilke rak-
ken u12+u22+... er konvergent. For u = (u1,32,...) og
v = (¥qs¥ys+-.) definerer vi utv = (U vy, Ustvyyese) .
Dette giver mening, da 2(u12+v12) + 2(u22+v22)+... er kon-
2 2 2 o 2 2
vergent, og (un+vn) < 2(un +vn ), sa (u1+v1) + (u2+v2) +...

konvergerer ifglge sammenligningskriteriet. Det er klart,

at det giver mening at definere AE = (Au1,ku2,...). Der-

2

med er H Dblevet et vektorrum. Da [unvn| < u 2+Vn ,  9gi-

n

ver sammenligningskriteriet, at rakken u1v +u2v2+... er

absolut konvergent, s& vi kan definere <u,vs> = u1v1+u2v2+... .

Det ses umiddelbart, at dette er en symmetrisk, positiv de-

finit linearform, alts& et indre produkt. Dermed er H
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blevet et rum med indre produkt. Vi ved nu, at Cauchy-
Schwarz's ulighed ogsad gazlder for uendelige talsat pé

formen

2 2 2 2 2
(u1v1+u2v2+...) < (u1 +u2 +...)(v1 +v2 +.o..) .
Lad Cla,b] betegne mangden af kontinuerte funkti-

oner f:[a,b] -» IR, idet [a,b] er et interval pa& den

reelle akse. Vi har tidligere organiseret C[a,b] som

et vektorrum over IR. For f,g € Cla,b] definerer vi
nu
[b
<f,g> = ] f(x)g(x)dx ,
a

og dermed har vi defineret et indre produkt p& Cla,b].
Det ses helt umiddelbart, at betingelserne er opfyldt.
I dette tilfelde siger Cauchy-Schwarz's ulighed, at

b b
j £ (x) 2ax { g(x)%ax .
a a

A

b o
v<j'f(x)g(x)dx>4

a

Det er i denne form, uligheden er vist af Schwarz.

Et indre produkt pd et vektorrum er helt fastlagt
ved den norm, det definerer. Hvis to indre produkter pa
samme vektorrum definerer identiske normer, er de sdle-

des selv identiske. Dette fremgdr af den naste satning.
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Saetning 24.6. Lad U vare et reelt vektorrum med

indre produkt. Da er

<u,v> = L(lutvI® - llu-viP) .

Bevis. Det er bare et regnestykke.
2 2
lHutvIFHlu-vII™ = <utyv,utv> - <u-v,u-v> =
2 2 2 2
Mull® + 2<u,v> + [IvI®) = (lull-2<u,v> + [IVI[") = 4<u,v>.

Dermed er saztningen bevist.

n . ,
I rummet R kan vi definere normer ved for u =

(u .,un) at sette

Q7"

lully, =l +eeatlu |5 Nl = max{lug ..ol 1}

I rummet Cl[a,b] kan vi ligeledes definere normer ved
for f:[a,b] » IR at satte
b

HEN, = { 1£(x) lax ; £l =max{If(x)] | x € [a,b]l} .
a

Det er let at vise, at de betingelser, vi kraver af en
norm, virkelig bliver opfyldt. De her anfgrte 4 normer
kan ikke defineres ved hjalp af indre produkter. Derfor
er "normeret vektorrum" et mere generelt begreb end "vek-
torrum med indre produkt". Vi giver et bevis for denne

pastand.
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Lad os nu se lidt nermere p& beviset ovenfor for
uligheden [lu+vlil < llull + llvll. Det skete ved en lille
regning, og i den er der bare et sted, hvor der optra-
der et ulighedstegn, og det beror pé Cauchy—Schwarz's
ulighed |<u,v>| < llullllvll, s& der gazlder skarpt ulig-
hedstegn, hvis ikke u og v er lineart afhangige. For
normen ”2”1 = Iu1|+...+|unl ser vi imidlertid, at
uligheden Hg+yj]1 < Hull + Ilzll1 gelder med lighedstegn,
hvis bare u og v har alle koordinater positive. For
Hle-nQrménrskér~det samme for to positiﬁe funktioner.
For u - gelder uligheden med lighedstegn, hvis den
numerisk st@grste koordinat i u og v har samméwindex“»
og samme fortegn. For HEl gelder uligheden med lig-
hedstegn, hvis f og g antager den numerisk stgrste ver-
di i samme punkt og har samme fortegn i dette punkt. I
alle 4 tilfelde viser dette, at uligheden kan galde med
lighedstegn for to lineart uafh®ngige vektorer, og sadan
kan det ikke g& med en norm, der er defineret ved hijzlp

af et indre produkt.

Den afggrende interesse ved normerede vektorrum er,
at de bliver metriske rum, sa analysens fundamentale be-
greber, konvergeres og kontinuitet kommer i anvendelse.
En fglge (un) af vektorer i et normeret vektorrum. U

konvergerer mod gransevektoren a € U, hvis talfglgen
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(Hg-gniD konvergerer mod 0. Fg¢lgen (u ) er en funda-
mentalfglge, hvis der til ethvert positivt € svarer

et naturligt tal N, sdledes at det for alle indices
m,n > N galder, at |[lu -u Il ce. For R som vektor-
rum over IR har vi den numeriske vardi som norm, og

sd galder det almindelige konvergensprincip, som siger,

at enhver fundamentalfglge konvergerer. Metriske rum, i
hvilke enhver fundamentalfglge er konvergent, kaldes fuld-
stendige. Et normeret vektorrum, som er fuldsatndigt, kal-
des et Banachrum. Hvis det endda er et vektorrum med et
indre produkt, der definerer normen, kaldes det et Hil-
bertrum. Disse blev indfgrt af David Hilbert ca. 1912,

og anvendt pé& opgaver fra analysen. Banach-rummene ind-

fgrtes af S. Banach en halv snes &r senere.

Takket vere metrikken er der mening i at tale om
kontinuitet af afbildninger af Banachrum i hinanden. For
endeligdimensionale vektorrum er det ikke svart at vise,
at spgrgsmdlet om en afbildning er kontinuert eller ikke
slet ikke afh@®nger af, hvilken norm vi valger pa rummet.
Lineare afbildninger af endeligdimensionale Banachrum i
hinanden er altid kontinuerte. For uendeligdimensionale
Banachrum vil kontinuitet af en afbildning ofte bero va-
sentligt pa valget af norm, og lineare afbildninger vil

ikke altid vere kontinuerte.
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Svarende til et Banachrum har vi et dualt vektor-
rum, der bestdar af mengden af kontinuerte linearformer,
og der kan pa naturlig made indfgres en norm pd dette
duale rum, sd det bliver et Banachrum. Det sdledes de-
finerede duale Banachrum omfatter sadvanligvis ikke alle
vektorerne i det "algebraisk duale vektorrum", vi har

studeret.

Definition 24.7. Lad U veare et vektorrum med in-

dre produkt. Ved vinklen mellem vektorerne u,v € U~N{0}

forstar vi det tal <(u,v), der er lgsning til ligningen
<u,v>
cos <(u,v) =
Hull llv 1l
Hvis <(u,v) = g, siges u og v at vare ortogonale (vin-

kelrette). En mangde M < U kaldes et ortogonalsystem,
hvis vektorerne i M er parvis ortogonale. Den kaldes et
ortonormalsystem, hvis desuden alle vektorer i M har norm

1.
Hvis M er et ortogonalsystem, der ikke indeholder 0,
kan vi endre M til et ortonormalsystem ved at dividere

hver vektor i M med dens norm.

Setning 24.8. Et ortonormalsystem M er lineart uaf-

hengigt.
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Bevis. Lad e ,,...,e vere indbyrdes forskellige
-1 =n
vektorer fra M, og lad X,,...,X vere reelle tal,
1 n
for hvilke vi har relationen x1g1+...+xngn = 0. Sa er
xj = x1<§1,gj>+...+xn<gn,gj> = <x1g1+...+xngn,gj> =
<a,e.> =0
— 3]

Dermed er satningen bevist.

Setning 24.9. Lad U vare et reelt vektorrum med

indre produkt, og lad (31;32,...) vaere et endelig eller

numerabelt set af lineart uafh®ngige vektorer fra U. Der

findes da et ortonormalt sat (21,92,...) af lige sa man-
ge vektorer fra U, sdledes at span{§1,...,gk} =
span{g1,...,gk} for hvert antal k, som hgjst er lig

med antallet af vektorer i settene. (Vi kalder (§1,92,...)

en Gram-Schmidt-ortogonalisering af (31,22,...).

Y4

Bevis. Vi har u, # 0 og ved at valge e

1 =17 Tyl
far vi span{g1} = span{31}. Lad os antage, at vi allerede
har valgt et ortonormalt set (91,...,gn), sdledes at
span{§1,...,gk} = span{31,...,gk} for k=1,...,n. Hvis

det givne sat omfatter mere end n vektorer, har vi

span{g1,...,gn,gﬁ+1} = span{31,...,gn+1}. Vi valger nu

- +...1+< >
Sn+1 (<En+1’§1>91 Sn+1'Sn En)

e =
—n+1 ”En+1_(<En+1’91>§1+"'+<En+1’§n>§n)”
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For j =1,...,n har vi da

041789 7 <Bp41rE847<E41857

u -(<u e,>e
I ( “n+1’'=1"=

<e €.> = STE
—n+1'= +.o..+< e_>
17=3 241780 en)Il

n+1 1

sd (e

€pre--18

—n+1) er et ortonormalt sat. Vi har e

n+1

givet som en linearkombination af ©preeery 09 U L4

men vi kan lgse ligningen og fa Y.4q Som en linearkom-

bination af e Dermed har vi vist, at

47 8

.

.o, u

span{g1,... e } = span{g_,...,gn,u } = span{u U

'=n-1 —n+1 1"

Dermed er satningen bevist.

Setning 24.10. Ethvert reelt vektorrum, som har en

endélig eller numerabel basis, har en ortonormal basis.

Bevis. Det f@glger umiddelbart af de to foregdende

s@tninger.

Eksempel. For rummet Rr" udggr de sadvanlige ba-
sisvektorer (1,0,...,0),...(0,...,0,1) en ortonormal

basis, nadr vi bruger det ovenfor definerede indre produkt.

I det ovenfor omtalte rum H indfgrer vi vektorerne

e, = (1,0,0,...), e, = (0,1,0,...),... . S& er (91,92,...)

et ortonormalsystem. Dette system er ikke en basis for
rummet, da u = (1,1w—lq—lq...) ikke kan skrives som

= 2 22 23
linearkombination af endelig mange &y Hvis u € H er
ortogonal p& alle e., far vi pad den anden side, at u = 0.
Vi ser heraf, at (21,§2,...) er et maksimalt ortonor-

malsystem. Vi har sdledes fundet et ortonormalsystem,
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der ikke kan udvides til en ornotormal basis.

I rummet Cl[-7,m] udggr funktionerne

(x) = L cos nx, y (x) =

q)o(x) = "\72"—1; ’ QDn N

sin nx; n=1,2,...

o8

et numerabelt ortonormalsystem. For eksempel er

m m

<Oprgr = 7| c0s px sin ax ax = [ (sin(pra)x-sin(pmg) ) dx=0,
—m —T-

medens vi for n > 0 har

m

" cos nx)2dx = [

. 2. _ [T 2., . 2, .
(sin nx) “dx = %J ((cos nx) "+(sin nx) 7)dx= T,
T -

=T
hvoraf vi far <@ 0> = <Y P > =1 for n > 0. Der

er endnu nogle muligheder, der skal regnes efter, men

da de gar p& samme melodi, og vi igvrigt ikke skal lave
analyse i dette kursus, vil vi glemme at regne dem efter.
Eksemplet viser, at C[-7,m] er uendeligdimensionalt.

Det viser endda, at delrﬁmmet af vilkarlig ofte differen-
tiable funktioner er uendeligdimensionalt, idet alle funk-

tionerne @j og wj ligger i dette underrum.

Setning 24.11. Lad U vare et reelt vektorrum med

en ortonormal basis (§1,...,gn). For vektorer

u = X1§1+...+Xn§n r V= y1§1+...+yngn

har vi da
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_ . _ 2, .. 2
<u,v> = x1y1+...+xnyn 7 lHuall = Vé1 TR S

og hvis u # 0, Vv # 0 endvidere

X1y1+...+xnyn

V§12+...+xn2¢§;2+..,+yn2

cos <(u,v) =

Bevis. Det indre produkt <u,v> bliver pa grund
af bilineariteten sum af alle led XYy €418 + men led-
dene med j + k er ortogonale, sa vi far blot leddene
X3Y5 €4085 T X V- De andre to pastande fés umiddelbart
af definitionerne.

Setningen viser, at vi for n = 1,2 og 3 har lang-
der af liniestykker, skalarprodukt af vektorer og vinkel
mellem vektorer udtrykt pd ngjagtig samme médde som i den
sadvanlige geometri. Det betyder, at 2- og 3-dimensionale
underrum i et vektorrum med indre produkt, er ngjagtige
kopier af planen og rummet, som vi kender dem fra skolen,
og vi kan derfor udmerket anvende sadvanlige geometriske

metoder.

Som specialtilfalde af kapitlets f@grste s@tning far
vi cosinusrelationen for en trekant med vinkelspidser i

0O,u og v, nemlig

2 2 2
Hv=ull™ = llull” + vIl" = 2lullllvl|l cos<(u,v) .
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Hvis vinklen ved 0 er ret, altsd u og v ortogonale,

fdr vi den pytagor@iske satning

Hv-ul? = Hul? + NvIP.

Setning 24.12. Lad U vare et reelt vektorrum med

indre produkt. Lad V ¢ U vere et endeligdimensionalt
vektorrum, og lad (g1,...,gn) vare en ortonormal basis
for V. For u € U satter vi aj = <E’§j>’ i=1,...,n.
Da er v = a,e,+...+a e det punkt i V, der har mindste

afstand fra u, og u-v er ortogonal pad enhver vektor i

V. Endvidere galder Bessel's ligning

a 2+.oota ® + v i? = ulf

Bevis. Vi har

(u-v) -e

&5 = u-e. - a. = 0, for i =1,...,n.

J J

Altsd er u-v ortogonal pa vektorerne &qre--18yr 09 der-
med pa enhver linearkombination af disse vektorer, altsa
pad enhver vektor i V. For w € V er specielt u-v or-

togonal pd Vv-w og den pytagoraziske satning giver

2

2 2
Hu-wil° = llu-vI[® + Hw-vI°,

og det viser, at ethvert punkt i V~N{v} har stgrre afstand
fra u, end v har. For w-0 giver den sidste ligning

specielt
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2 2 2
Hall” = vl + llu-vil,

og da HXIF = <v,Vv> = a +...+an2, er dette netop Bes-

sels ligning. Dermed er satningen bevist.

Setning 24.13. Lad U v&re et reelt vektorrum med

indre produkt, og lad B < U veare et ortonormalt system.

For u € U satter vi a(e) = <u,e> for hvert e € B.
Da er af(e) = 0 wundtagen for hgjst numerabelt mange ele-
menter af B, og vi ordner disse i en fglge - (gn) og
sa&tter a(gn) = a da er a12+a22+... konvergent og

dens sum overstiger ikke HEIF (Bessels ulighed).

Bevis. For_vilkérlige g1,...,gq € B har vi ifglge
den foreg&ende sztning, at (a.(91))2+...+(a(_k_>q))2 < lulf.
Altsa findes der for hvert naturligt tal p hgjst endelig
mange e € B med |a(e)l > %. Mzngden af elementer e € B
med |a(e)| > 0 er sadledes foreningsmengde af en fglge af
endelige mengder, altsd hgjst numerabel. Dermed har vi

vist den f@grste pastand, og da vi ogsad har set, at

2 2 2

a +...+an u for ethvert n, fglger den sidste pastand

A

1
umiddelbart.

Eksempel. I rummet C[-7,m] har vi det ovenfor om-

talte ortonormalsystem bestdende af funktionerne
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wo(x) = —i:, @n(x) . cosnx, wn(x) =1 sinnx, n=1,2,... .

V2r vV Vo
For f € C[-m,m] har vi tal

1 ("

a, = — f(x)dx
0 Vo J‘TT,
a_ = ¥L-rﬂ f(x)cosnxdx, b =-J—'[ﬂ f (x) sinnxdx, n=1,2
n \/,I—T'J_Tr 4 n \/'EJ_,IT 4 rer s g
og vi definerer
s (x) = L 01— a. + g (a cosvx + b sinvx)).
n vm 'v2 0 V=1 v %

sé& vil sn(x) approksimere f(x) Dbedre end alle andre

summer

n
sn(x) + E

(Svcosvx + Bvsinvx)
N

=1 (1l y
_\/F(\/an 1

i den forstand, at

™ i
[T - 0 %ax < | (2003, 00 ax
. o

for alle valg af koefficienterne 3v, gv afvigende fra

av, bv' Bessels ligning giver

a 2+...+a 2+b 2+...+b =
0 n n

™
1 £x)2ax - | (£ - (x)) %ax,

Jor
og Bessels ulighed giver

a 2
0

i
+(a 2+b 2) + (a 2+b 2)+... < f f(x)zdx .
1 1 2 2 = J_ﬂ
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Nu viser en n®rmere undersggelse, at lighedstegnet
i virkeligheden gazlder (Parsevals ligning), og det be-
tyder, at det underrum, der udspandes af ortonormalsy-
stemet, kommer vilkadrligt n@er til enhver vektor £ €
Cl-m,m]s og f er sidledes fastlagt ved den uendelige

rakke

é% (3a, + nj}(ancosnx + b _sinnx)).

Alligevel er rakken ikke altid konvergent. Den er dog
konvergent i punkter, hvor f er differentiabel. Den
kaldes Fourier-rakken for £, og den spiller en stor
rolle for anvendelserne, idet den spalter £ i funkti-
oner, som er p&ne harmoniske svingninger og derfor fra

fysisk synspunkt s@rlig simple.

Definition 24.14. TLad U vare et reelt vektorrum

med indre produkt. Underrum V cU og WcU kaldes
indbyrdes ortogonale, hvis enhver vektor i V er orto-
gonal p& enhver vektor i W. Vi siger, at hvert af rum-
mene V og W er ortogonalt komplement til det andet,
hvis de er savel indbyrdes ortogonale som indbyrdes kom-

plementere.

Hvis V og W er indbyrdes ortogonale, har de kun
vektoren 0 falles, da det er den eneste vektor, som er

ortogonal pa sig selv. Derfor er V+W direkte sum af Vv

og W.
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Setning 24.15. Lad U vare et reelt vektorrum med

indre produkt, og lad V ¢ U vare et endeligdimensionalt

underrum. Da har V et ortogonalt komplement.

Bevis. M@ngden W af vektorer ortogonale pad V
(dvs. pé enhvef vektor i V) er et underrum, og det er
ortogonalt pda V, s& V og W har kun 0 felles. Nu har
V en ortonormal basis (91""’9n)’ og vi viste ovenfor,

at enhver vektor u € U har en fremstilling pa formen

u = a t...ta_ e + w,

121 n—n

hvor w er ortogonal pd V, altsd w € W. Men dermed
har vi vist, at U = V+W = VBW. Dermed er satningen be-

vist.

Eksempel. Det fremgdr af behandlingen ovenfor af
rummet M, at underrummet span{§1,gz,...} -ikke har
noget ortogonalt komplement. Hvis vi satter ey = 1,%,...)
er span{e;,e,,...} et underrum i span{go,§1,§2,...},
og 1 dette rum har span{g1,92,...} et 1-dimensionalt

komplementart underrum udspandt af e men ikke noget

OI

ortogonalt komplement.

Setning 24.16. Lad U veare et endeligdimensionalt

*
reelt vektorrum med indre produkt, og lad U vare det

*
duale vektorrum. En isomorfi ¢:U - U defineres da ved,
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at vi for u € U definerer ¢(u):U > IR ved o¢(u) (v)=

<u,v>.

Bevis. Bilinearformen <u,v> definerer en duali-
tet af U med sig selv. Da U er endeligdimensionalt,
medfgrer det, at enhver linearform E*:U - 1R kan defi-
neres pa formen E*(X) = <u,v< for et u € U.  Dermed

er s@tningen bevist.

For rummet M har vi en dualitet af ®H med sig
selv defineret ved det indre produkt <u,v< = u1v1+
u2v2+... . I dette tilfalde er der imidlertid ogsad 1li-
nearformer, der ikke kan udtrykkes ved hjzlp af det in-
dre produkt. Det viser sig imidlertid, at det netop er
de kontinuerte linearformer, der kan udtrykkes ved de
indre produkter, og derfor foretrazkker man i funktional-
analysen at indfgre et dualrum, som blot omfatter de kon-
tinuerte linearformer. Sa bliver ogsa H isomorft med

sit duale rum.
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KAPITEL 25

Komplekse vektorrum.

Et vektorrum U over (¢ kaldes ogsd et komplekst
vektorrum. Et komplekst vektorrum er ogsda et vektorrum

over 1R. Hvis vi har valgt en basis B for U udspan-

~

der B et underrum U c U i vektorrummet U over IR.

~

S& er B samtidig basis for U over 1R og for U over

C¢. Enhver anden basis for U over R vil ogsa va@re ba-

sis for U over (. Omvendt har et reelt vektorrum U

en kompleks udvidelse U. Nu er U c U ikke et delrum

af det komplekse vektorrum U, for iU har kun 0 fal-
les med U. Vi har dbenbart U = U & iU, idet vi for

u € U har 91""'9n € B og )\ +iu1,...,xn+iun € ¢, sa-

1
ledes at

E=(>\1+iu1)91+- . .+(xn+iun)9n=(>\1g +.. '+>‘n9n)+i(“1b +.. '+‘“n9-n) .

1 -1

Vi kan derfor skrive u € U som u =4, +il, med I,

Ez € U, og vi regner med sddanne udtryk pa den helt natur-
lige made. Specielt kan vi danne konjugerede vektorer, sa-

ledes at u = U, + il, har den konjugerede vektor T =

1 2

~ L~

E,] - ll.l2.
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Vi far sdledes en afbildning ¢:U -» U defineret ved
@(u) = u. Det er imidlertid vigtigt at huske, at der ik-
ke for et komplekst vektorrum U findes en ganske bestemt
sddan afbildning. Den er fgrst fastlagt, ndr vi har valgt
det reelle rum G € U wudspandt af en basis for U. Nar

dette er sket, har ¢ egenskaberne

WY =T+T; u-

el

;i u,v EU, AE€C.

1<l
>
1<l

I
e

I
I

Endvidere er ¢ involutorisk, altsa ¢ (p(u))

Lad os nu antage, at U er et komplekst vektorrum,
og at ¢:U » U er en afbildning, som for alle u,v € U

og alle ) € ¢ opfylder betingelserne
o)) =u, olury) = () + o(v), @A) = ro(u).

Sa er @:U » U en linear afbildning af vektorrummet U

over IR, men ikke over (¢. Vi definerer
U= {U € Ulpl =14},

og U er et underrum i vektorrummet U over R. En

projektion p1:U > U defineres ved
py(u) = 5(u + o(u)).

Det ses umiddelbart, at P1(E) =4, hvis u € U, og
deraf fg¢lger, at p, er idempotent. Betingelsen ¢ (u) =

u er ensbetydende med ¢(iu) = -ig, og derfor har vi
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U= 1{v € Ulp(v) = -v}

Det fremgdr umiddelbart, at G og G kun har 0 falles.

Vi har en projektion pZ:U - G defineret ved

Py(u) = %(u - ¢(u)).

Det er klart, at pz(g) = u, hvis u € U, og deraf
fglger, at p, er idempotent. Da vi har u = p1(u) +
pz(u), er U = G ® G, og G opfylder de betingelser,
der opfyldes af et reelt underrum. En "konjugation" pd

U, som opfylder de tre stillede betingelser, udspringer

sdledes altid af et passende valg af et reelt delrum..

Definition 25.1. Lad U vare et komplekst vektor-

rum. En afbildning @:UxU -» ¢ kaldes en sesquilinearform,
hvis den for alle 3,21,32, 2,21,22 € U og alle X € ¢

opfylder betingelserne

e (U tu,,v) = o(u,,v) + ou,,v) ; 0(u,v) = re(u,v).

>
I

s
Il

¢ (U, v +v,) = 0(u,v,) + 0W,v,) i o@Av) = do(u,v)-

-En sesquilinearform kaldes Hermite'sk, hvis den for alle

u,v € U tilfredsstiller betingelsen
w(u,v) = o(v,u).

En Hermite'sk sesquilinearform kaldes positiv semidefinit,
hvis ¢ (u,u) > 0 for alle u € U, og den kaldes positiv

definit, hvis ¢(u,u) > 0 for alle u € U~N{0}.




25.4

En sesquilinearform er sdledes linear i den fg@grste

variabel, men "konjugeret lineear'’

' i den anden wvariabel.

Tilsvarende er Hermite'sk det samme som "symmetrisk pa

nar konjugation". Denne egenskab

arformen er reel,

Definition 25.2.

sikrer, at sesquiline-

ndr de variable er ens.

Lad U v&re et komplekst vektor-

rum. En Hermite'sk, positiv definit sesquilinearform

@:UxU » ¢ kaldes et indre produkt pa

@(u,v) = <u,v>.

U, og vi skriver

Nar en sadan bilinearform er valgt, kal-

des U et komplekst vektorrum med indre produkt.

Vi gar nu frem som for reelle vektorrum, men regnin-

gerne gar ikke helt pad samme made. Sdledes er for

x,y € C
<XUutyv,xutyv> =
er de

Da vi har <v,u> = <u,v>,

u,v € Uj

XX<U,Uu>+Xy<u,V>+Xy<v,u>+yy<v,v> .

to midterste led indbyr-

des konjugerede, sd vi har vist f@glgende s@tning.

Setning 25.3. Lad U va&re

med indre produkt. For u,v € U

2
<xXutyv,xutyv> = <u,u> x| +

Her er venstre side positiv

Hpjre side er derfor > 0 altid

et komplekst vektorrum

og x,y € ¢ har vi dé

2Re (<u,v>xy) + <XIZ>1Y12.

undtagen hvis xu+t+yv = 0.

og = 0 kun hvis x=y=0
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eller u og v lineart afhangige. Vi valger et reelt tal

i . ie
6, sdledes at <u,v>e o > 0, altsd I<u,v>| = <u,v>e .

Vi setter x = sele, s >0 ogy=s, som antages reel.

Vi f&r da at andengradspolynomiet
4 2 2
<u,u>r” + 2|<u,v>|rs + <v,v>s

er >0 for alle r og s, og derfor far vi igen ulig-
heden |<E!X>|2 < <U,u><v,v>, hvor lighedstegnet hgjst
gelder, hvis u og v er lineart uafhangige. Dermed har
vi vist Cauchy-Schwarz's ulighed i det komplekse tilfalde,

og det formulerer vi som en satning.

Setning 25.4. Lad U vare et komplekst vektorrum

med indre produkt. For vilkarlige u,v € U har vi da

uligheden
2
I<u,v>|" < <u,u><v,v>,
og lighedstegnet galder kun, hvis u og v er lineart af-

hengige.

Definitionen af norm i sidste kapitel var formuleret

for reelle og komplekse vektorrum under et.

Setning 25.5. Lad U vare et komplekst vektorrum

med indre produkt. Ved [lul| = V<t,u> defineres en norm

p& U.
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Som i det reelle tilfaelde er det trivielt at.de
tre forste betingelser i definitionen af normen er fast-
lagt. For den fjerde betingelse bliver der kun ganske

sma @&ndringer i regningerne:

2
Hutvl]{”™ = <utv,u+v> = <u,u> + 2Re<uy,v> + <V,V> =
2 . 2 2 2
Hull"™+2Re<u,v>H|vI" < Hull"+2Alull Uil + lIvi™ = (lHIvI) ™.
Dermed er satningen bevist.
n

Som et simpelt eksempel kan vi betragte U = ¢ .
For u = (u1,...,un), v = (V1,...,Vn) kan vi definere

det indre produkt

Det er klart, at dette er en Hermite'sk positiv definit

sesquilinearform.

Hilberts komplekse talrum HH(C) er me&ngden af tal-

fplger u =_(u1,u2,...), for hvilke |u |2+|u212+...

1
er konvergent. Sum og multiplikation med komplekst tal

defineres som i det reelle tilfzlde, men det indre pro-

dukt af u = (u1,u2,,'.) og Vv = (v1,v2,...) defineres

<

vea
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Pa mengden af kontinuerte kompl&kse funktioner
f,g:[a,b]‘» ¢ defineres et indre produkt ved

fb

<f,g> = J f(x)g(x)dx

a

Lad os antage, at vi har udvalgt et reelt under-
rum G c U, hvor U er et komplekst vektorrum. S& er
en basis B for G ogséd en basis for U, og vi har
U=0 + iﬁl En linearform @:U -» R udvides til en-
linearform ¢:U - ¢ ved, at vi for u,v € U definerer
@ (utiv) = 5(5) + 15(2). En bilinearform $:§xﬁ - 1R

kan pad én og kun é&n mdde udvides til en sesquilinear-

form @:UxU -» ¢, idet vi tvungent definerer

cp(51+ Uy v, Yz) = Lp(y_1,z1)+iq> (32,_\11)—1(9(_151 ,y_2)+cp(g2,zz)=

¢ (Uy /7,6 (uy,¥y) + 1 (@ (uy,v,) = B (uyv,)) -

Det ses umiddelbart, at vi virkelig f&r en sesquilinear-
form defineret. Ligeledes ser vi, at ¢® bliver Hermite'sk
hvis w' er symmetrisk, og at 5 bliver positiv definit,
hvis @ er det. Et indre produkt p& det reelle underrum
definerer saledes éntydigt et indre produkt pa hele rum-

met.

I de tre eksempler ovenfor findes der et naturligt

reelt underrum bestdende af reelle talsat eller reelle
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Afunktioner, og de indre produkter, vi har defineret,

er netop udvidelser af de indre produkter pa disse re-

elle underrum.

Setningen om, at et indre produkt helt er fastlagt
ved den norm, det definerer, er mere kompliceret i det

komplekse tilfalde. Vi fir nemlig blot
Ha + zil2 - llu - zll2 = 4 Re<u,v>,

og det er jo ikke nok til at bestemme <u,v>. Nu far vi

ogséa
, 2 fo 2 . .
Hutiv|["-llu-iv|[" = 2.-i<u,v> + 2i<v,u> = 4 Im<u,v>.
Vi f&r saledes satningen

Setning 25.6. Lad U vare et komplekst vektorrum

med indre produkt. Da er

<u,v> = a(nyzuz - Nu-vI? +i(lutivI? - IIg-ivllz)/-

De afvigende normer, vi i det reelle tilfazlde ind-
fgrte for vore tre omtalte eksempler pa vektorrum, kan

umiddelbart kopieres i det komplekse tilfelde.

Komplekse Hilbertrum og Banachrum indf@gres helt pa
linie med de reelle. Det viser sig, at problemer, der
egentlig handler om reelle Banachrum, bedst behandles

ved hjelp af rummenes komplekse udvidelser. De moderne
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udformninger af matematisk kvantemekanik bygger ogsa

pad teorien for komplekse Banach-rum.

Vor definition af vinklen mellem to vektorer, vil
i det komplekse tilfazlde give en kompleks vardi af vink—
lens cosinus. Det kan der godt blive mening i, men i de
fleste tilfalde vil man foretrakke at bruge den reelle
vektorrumsstruktur pad det komplekse rum ved vinkeldefi-
nitionen. En vektor far samme norm i de to strukturer,
sd& det vil bare betyde, at man bruger 2n-dimensional re-

el geometri pd det n-dimensionale komplekse vektorrum.

Definition 25.7. To vektorer u og v i et komplekst

vektorrum U kaldes ortogonale, hvis <u,v> = 0. En
mengde M c U kaldes et ortogonalsystem, hvis vektorerne
i M er parvis ortogonale. Det kaldes et ortonormalsystem,

nadr desuden alle vektorer i M har norm 1.

Setning 25.8. Et ortonormalsystem er lineart uafhen-

gigt.

Beviset er helt som i det reelle tilfalde.

Setning 25.9. Lad U vare et komplekst vektorrum

med indre produkt, og lad (31,32,...) vare et endeligt
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eller numerabelt system af line®rt uafhangige vektorer.

Der findes da et ortonormalt se&t (31’92"") af lige
sd mange vektorer fra U, s&ledes at span{§1,...,gk} =
span{g1,...,gk} for hvert antal k, der hgjst er lig

med antallet af vektorer i sattene. (Vi kalder (91,92,...)

en Gram-Schmidt-ortogonalisering af (51,32,...)).

Bevis. For k = 1 klares sagen ved at valge e, =

RN sd betin-

24
N

gelserne er opfyldt, valger vi

. Hvis vi allerede har valgt 91,..

+...+
(<u °E <Upi178n>8n)

n+1'S1”>&1

n+‘|’-e-1>§1+'°'+<En+1’§n>9n)||

e Sne1”
—n+1 lla

— 14
n+1 (<u

og dermed far vi betingelserne opfyldt, helt som i det

reelle tilfelde. Dermed er sztningen bevist.

Setning 25.10. Ethvert komplekst vektorrum, som har

en endelig eller numerabel basis, har en ortonormal basis.

Bevis. Umiddelbart.

Eksempel. I rummet C af kontinuerte, komplekse

funktioner f:[-7,7] -» ¢ udggr funktionerne @n(x) =
V%Feinx, n € 7% et ortonormalsystem, idet vi far
u
T . — (T J_ dx = 27 for g = p
j etP¥ o1y = j el(p q)xdx = m
-7 - ei(P‘q)X]
[l—(_—T—J = 0 for
p=q X=-T
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Vi har selvfglgelig ogséd det ortonormalsystem, vi anfgr-

te i det reelle tilfalde. Da vi har

inx .
e = cos nx + isin nx

-inx

inx 1
- — e ’
231

+%e ; sin nx = é%»e

er dé to systemer helt @kvivalente. Det komplekse system
er imidlertid langt bekvemmere at regne med end det reel-

le.

Setning 25.11. Lad U vare et komplekst vektorrum

med indre produkt. Lad V ¢ U vere et endeligdimensio-

nalt underrum, og lad (91""’En) vare en ortonormal
basis for V. For u € U satter vi ay = <usey>y j =
1,...,n. Da er v = a1§1+...+angn det punkt i V, der

har mindst afstand fra u, og u-v er ortogonal pa en-

hver vektor i V. Endvidere galder Bessel's ligning

2 2 2 2
|“+...+la 17 + Jlu-v|” = [lull”.

Bevis. Den eneste forskel fra det bevis, vi brugte

i det reelle tilfelde, er at vi nu har

2 = = 2 2
N = <v,v> = a,a,t...ta_a_ = a +...+]a .
Nyll® = <v,v> = a,3, 23, = 13yl EW

Dermed er satningen bevist.

Setning 25.12. TLad U vere et komplekst vektorrum
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med indre'produkt, og lad B € U vare et ortonormalt

sYstem. For u € U satter vi a(e) = <u,e> for hvert
e € B. Da er af(e) = 0, wundtagen for h¢jst numerabelt
mange e € B, og hvis a(e) *# 0 for numerabelt mange

elementer af B, og vi ordner disse i en fglge (gn)

_ 2 2,
og satter a(gn) = a. da er la1l + |a2| +... kon
vergent, og dens sum overstiger ikke HEIF. (Bessel's
ulighed) .

Beviset kopieres fra det reelle tilfalde, idet det

dog bliver ngdvendigt at tilf@je en hel del numeriske

tegn.
Eksempel. I vektorrummet C, som vi betragtede
ovenfor har vi ortonormalsystemet (V%? elnxln € Z). Vi
. 1 inx . o . s
skriver @n(x) = VI e , 0g vi har sa Fourierkoeffici
enterne

_ (" = _ 1 -inx
An = J_ﬂf(x) @n(x)dx = sz J_ﬂf(x)e dx,
0og approksimerende summer
1 n inx
S (x) === X A e
n kil v=-n D1

Vi kunne imidlertid ogsa kopiere den approksimerende sum

fra det reelle tilfalde, altsa

Sn(X) = (avcosvx + bv51nvx),
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hvor
1 T
aO = _\/?Tl’ J—Trf(X)dX = AO-
a S fﬁ f(x)cos nxdx = J~‘(A + A )
v v J—w V2 -n
b = A fﬂ f(x)sin nxdx = —L (A - A )
v VT J_Tr iv2 ‘’n -n

Ved at indsaette dette 1 sn(x) sammen med

ivx -ivx . 1 ivx 1 -ivx
cos vx = %e VE 4 ke ; sin vx = 5 e - 37 © .

Definition 25.13. Lad U vare et komplekst vek-

torrum med indre produkt. Underrum V < U og W c U kal-
des indbyrdes ortogonale, hvis enhver vektor i V er or-
togonal pa enhver vektor i W. Vi siger, at hvert af rum-
mene V og W er ortogonalt komplement til det andet,

hvis de er savel indbyrdes ortogonale som indbyrdes kom-

plementare.

Som i det reelle tilfzlde gelder, at V+W er direkte

sum, hvis V og W er indbyrdes ortogonale.

S@tning 25.14. Lad U vare et komplekst vektorrum

med indre produkt, og lad V < U vare et endeligdimensi-

onalt underrum. Da har V et ortogonalt komplement.

Beviset er helt som i det reelle tilfazlde.
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Setning 25.15. Lad U vere et endeligdimensionalt

komplekst vektorrum med indre produkt, og lad U* vaere
det duale vektorrum. En bijektiv afbildning ¢:U - U*
ldefineres da ved, at vi for u € U definerer @(u):U » R
ved o(u) (v) = <v,u>. Afbildningen ¢ er ikke linear,

idet den nok. tilfredsstiller betingelsen ¢ (u +32) =

1
©(ug) + @), men (Au) = io(u).

Bevis. Nar vi har valgt et reelt underrum og dermed
en konjugation pd U, definerer ¢(u,v) = <v,u> en dua-
litet af U med sig selv. Heraf fglger, at y(u) (v) =
<z,§> definerer en isomorfi Y:U - U*. Da ¢ fés ved
sammensatning af Y med konjugationen, fglger satningen

nu umiddelbart.
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KAPITEL 26

Lineare afbildninger af reelle og komplekse vektorrum.

Ved behandlingen af lineare afbildninger £:U = V,
hvor U og V Dbegge er reelle eller begge komplekse vek-
torrum, har vi selvfglgelig hele den tidligere behand-
lede generelle teori til radighed. Noget nyt kommer
fgrst ind i billedet, hvis U og V er rum med indre
produkt. Det er da narliggende at studere afbildninger
f:U » vV, som bevarer indre produkt, altsd tilfredsstil-
ler betingelsen <f(g1), f(32)> = <E1'Ez> for alle
U,/8, € U. Herrbruger vi samme betegnelse for det in-
dre produkt pa U og det indre produkt p&d V, men det
er ikke sarlié farligt. Det viser sig imidlertid, at af-
bildninger, som bevarer indre produkt, er af ganske over-

ordentlig speciel karakter.

For at lette formuleringen underforstédr vi hele ti-
den, at de betragtede vektorrum er reelle alle sammen

eller komplekse alle sammen, og at der er defineret et
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indre produkt pa dem alle, og at de ogsad er normerede

med den norm, der defineres ud fra det indre produkt.

Setning 26.1. Lad U og V vare vektorrum og

f:U » V. en (ikke ngdvendigvis lineer) afbildning,
som bevarer afstand, altsd tilfredsstiller betingel-
sen |If(v)-f(uwll =Illv-ull for alle u,v € U. Da er

f injektiv.

Bevis. Af £f(v) = f(u) fglger |lv-ull =

I
o
o))
[
r1_
0]
Qo
<

Il
[«

1€ (v)-£(u)ll Dermed er satningen

bevist.

Setning 26.2. En lineer afbildning £f:U - V

bevarer norm, hvis og kun hvis den bevarer indre pro-
dukt.
Bevis. Hvis f bevarer indre produkt, fir vi
2 2
HEIN™ = <f(u),£(u)> = <u,u> = llyl” ,
hvilket viser, at £ bevarer norm.
Hvis f Dbevarer norm og U og V er komplekse,

fdr vi ved hj®lp af en satning fra det foregaende ka-

pitel
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<f(uw), £(v)> =
L (ILE (W) +E (W 2A1E (0) £ (011241 11 F (w) +1E (01121 £ (0)-1f (n)12) =
LA E (ubw) 1] 241 E (u=v) 11 244 (11 £ (utiv) 11 21 £ (u-iv)112) =
Lllusv IPlu-viP + i(lutiviP-lu-ivI®) = <u,vs>.
Den tilsvarende regning i det reelle tilfalde bliver

meget enklere. Dermed er satningen bevist.

Setning 26.3. Ved en line®r, normbevarende af-

bildning £f:U - V afbildes en ortonormal basis for

U bijektivt pd en ortonormal basis for £(U) c V.

Bevis. Det fglger umiddelbart af de foregdende

se@tninger.

Setning 26.4. En normbevarende endomorfi f:U - U,

hvor U er endeligdimensionalt, er bijektiv, altsa en

automorfi.

Bevis. Det fglger af de fOregéende s@tninger,
at f er injektiv, og nar U er endeligdimensionalt,
medfgrer det, at f er bijektiv. Dermed er satningen

bevist.
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Definition 26.5. Lad A vare en kompleks matrix.

Matricen A* = A', som fds ved at transponere A og
konjugere alle elementerne, kaldes den til A adjun-
gerede matrix. Vi kalder en kvadratisk matrix A uni-
ter, hvis A é* = E. En reel uniter matrix kaldes en

ortogonal matrix.

Setning 26.6. Lad U vare et n-dimensionalt vek-

torrum og f:U - U en endomorfi. Da er fglgende egenska-

ber indbyrdes &kvivalente.
1) £ er normbevarende.

2) Der findes en ortonormal basis for U, hvis

billede ved f er en ortonormal basis for U.

3) Ved brug af en ortonormal basis udggr sgjlerne

. . . n
i matricen for f en ortonormal basis for (¢ .

4) Ved brug af en ortonormal basis udggr razkkerne

. . . n
i matricen for f en ortonormal basis for (¢ .

5) Ved brug af en ortonormal basis er matricen for

f uniter.

Bevis. Da en normbevarende endomorfi bevarer indre

produkt, er det klart, at 1) = 2). Hvis (91,...,gn)

er en ortonormal basis for U og (f(g1),...,f(gn) li-

geledes en ortonormal basis for U, har vi
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2 2 2 .
”X1§1+°"+Xn§JI = |x1l +...+|xn| og ligeledes
: 2 2
]lf(x1§1+...+xn§n)H = Hx1f(§1)+...+xnf(§n)H =
|x1| +...+|xn12. Altsd er f normbevarende. Dermed

har vi vist, at 1) = 2).

Hvis (e -+&,) er en ortonormal basis for

17°°

U, har vi
(f1 (91) r---:f(gn)) = (§1r°--r§n)é ’
hvor A er den til f hgrende matrix, altsa

f(gj) =.a1jg1+...+anjgj.

At (f(§1),...,f(gn)) er ortonormal, bliver sédledes

ensbetydende med, at

(1) a1ja1k+...+anjank = Sjk’

og det er netop betingelsen 3). Dermed har vi vist,

at 1) = 2) = 3).

£ 3
Vi ser nu, at (1) er ensbetydende med, at A =E,
b3

men vi har tidligere set, at det med fgrer, at A og

%
A er hinandens reciproke. Derfor er A A = E helt ens-

betydende med, at A é* = E. Altsa er betingelsen 3)

ensbetydende med, at A er unitar. Samtidig ser vi, at

*
4) pad formen A A = E er ensbetydende med 5), og dermed

er satningen bevist.
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Setning 26.7. Lad U v&re et vektorrum, og lad

] ] ) .
(91,...,§n) og (§1,...,§n) vaere ortonormale’ baser
for U. Der findes da en unitar (i det reelle tilfalde

ortogonal) matrix A, som tilfredsstiller
(&fre--re)) = (84s---s8 )A .

S&d er A ved valg af basis (e ,,...,e_) matrix for den
= -1 -n

normbevarende endomorfi, der defineres ved f(x1g1+...

+x e ) = x,el+...+x_e'. For en vektor
n—n 171 n—n
= = 1 '
u x1g1+...+xngn y1§1+...+yngn
har vi
X Y
;1 -2 x'1
%n yn

Bevis. Den fgrste péstand fglger af den foregden-
de satning, som ogsé& giver, at f er afstandsbevarende.

Resten er bare en kopi af s®tning 19.2.

Setning 26.8. Mengden af unitere nxn-matricer er

en gruppe med multiplikation som komposition, og mngden

af ortogonale matricer udggr en undergruppe.

Bevis. Det fplger umiddelbart af den foregdende

setning.
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Sesquilinearformer kan som alle andre linearfor-

mer beskrives ved hjzlp af matricer.

Setning 26.9. Lad ¢:UxU vare en sesquilinear
form, og lad (91,...,§n) vere en basis for U. Der
findes da en matrix A, sdledes at vi for u = x1§1+

-.-tx € 09 V= y.e,t...ty e har

%1
o(u,v) = (¥, YR
X .
n
Ved et skift til basis (g{,...,gﬂ), hvor
1 1] —_
(e ,...,gn) = (g1,...,§n)§

*
bliver matricen for ¢ i de nye koordinater S A S.

Bevis. Ved direkte udregning far vi
n B
e(u,v) = ]E YiXp cp(gk,gj),

sd vi far den angivne matrixfremstilling med ajg =
@(gk,gj). Den omtalte koordinattransformation udfgres

ved at indsatte

1
1 N _
X

1
n n

hvor (xi,...,xﬁ) og (y%,...,yﬁ) er koordinatsette-
u

og v ved brug af basis (e} ...,gﬁ). Dermed

er satningen bevist.
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Setning 26.10. Lad U vare et endeligdimensio-

nalt vektorrum. Ved skift fra en ortonormal basis til
en anden ortonormal basis transformeres en matrix A
pa samme made, hvad enten den er matrix for en endomor-

fi eller en bilinearform.

Bevis. Koordinatskiftet sker ved en uniter matrix
S, og endomorfien far den ny matrix §-1é S, medens bi-

*
linearformen fdr den nye matrix S A S. Da S er uniter

- *
er S T2 S . Dermed er satningen bevist.

Lad nu U og V vare endeligdimensionale komplekse
vektorrum, og lad £f:U - V vare en linear afbildning.

* *
Vi har da den duale afbildning £':V -»> U defineret

* * *
ved f'(v ) = vef. En linearform v :V » ¢ kan tankes
* * *
givet p& formen v (W) = <w,v>. Sa er f'(v) =u :U-¢C,
* *
hvor u er defineret ved u (w) = <w,u>. Derved indu-

* * * *
cerer f':V - U en afbildning f :V - U ved £ (v) =

* * *
u, nar f'(v ) = u . Det kommer ud pd, at £ fastlaeg-

ges ved betingelsen

%
(2) <w, £ (v)> = <f(w),v> for alle w € U.

Det er klart, at udtrykket <f(w),v> for fast v € V er
en linearform pa U, og s& findes der netop &t element

*
f (v) € U, for hvilket (2) gzlder. Dette viser beretti-
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gelsen af fglgende definition:

Definition 26.11. Lad U og V va&re endeligdimen-

sionale vektorrum med indre produkt, og £f:U - V en
line®r afbildning. Ved den til £ adjungerede afbild-

*
ning f :V - U forstdr vi den afbildning, der fastl®gges

ved betingelsen (2) ovenfor.

Hvis U og V er reelle, har vi en naturlig identi-
fikation af U og V med dualrummene U* og V*, og ved
disse identifikationer bliver f* netop den til £ dua-
le afbildning. Hvis U og V er komplekse, har vi ogsa
en slags identifikation med dualrummene, men det er ikke
en rigtig isomorfi, kun en isomorfi pa n@r konjugation.
Nu viser det sig, at konjugationerne i U og V i en vis

forstand haver hinanden, s& vi far trods alt fglgende sat-

ning.

*
Setning 26.12. Den adjungerede afbildning f :V - U

er lineer.

*
Bevis. Vi skal bare udregne f£f (A1z1+X222) for

*

A1,A2 € ¢ og Vq4rYy € V. Vi bruger definitionen af £ ,
lineariteten af f og sesquilineariteten af det indre

produkt og far
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%
<w, f (A1X1+A222)> = <f(y),k1z1 Tt AV,> =

* *
X1<f(y),y1>+X2<f(y),zz> = X1<y,f Qﬁ)>+fé<y,f (22)> =
E 3
£ (v,)>

*X
<w, A, f (vy) + A

1 2

for alle w € U, og det viser netop, at

* * *

*
Setning 26.13. Den ved &(f) = £ definerede

afbildning ®&:Hom(U,V) - Hom(V,U) er bijektiv, og

for A1,A2 € ¢, f1,f2:U -V er (X1f1+k2f2) =
* %
71f1+72f2. Endvidere er f = f.
Bevis. Vi har
* % —_—— — *
<£ (w,v = <v,£f77(u)> = <£ (v),u> = <u,f (v)>=<f(u),v>,

~ * %
for alle v € V, og det sikrer netop, at £ (u) =

* %
f(u) for alle u € U. Heraf fglger f = £, og det
medfgrer, at @ er sin egen inverse, og derfor bijek-

tiv. Endvidere er

*
<, (A £ +0,5,) (W)> = <A, f

g5, (W), v> = <A £ (W) +A,E, (w) ,v> =

*

*
g (W) >+h,<u, £, (v)> =

A1<f1(g),z>+xz<f2(g),z> = A,<u,f

1

*
<u, Ty (W) + T, (W)> = <u, (K, £,+%,6,) (V>
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og dermed har vi bevist den sidste pastand.

Setning 26.14. Lad U,V og W vare vektorrum

med indre produkt, og lad £f:U - V og g:V -» W va&re

k * *
line®re afbildninger. Da er (gef) = f °g

Bevis. Péastanden fglger af, at

* * *x ok
<u,(g £f) (v)> = <g(f(u),v> = <f(u),g9 (v)> = <u,f (g (v))>.

Setning 26.15. Lad U v&re et vektorrum med en

ortonormal basis (p1,...,bn) og V et vektorrum med

en ortonormal basis (e .,gn). Lad f:U » V vea&re

qre-
en line®xr afbildning, som ved brug af de anfgrte baser
har matricen A. Da vil den adjungerede afbildning

f:V - U ved brug af de samme baser have den adjungerede

. *
matrix A .

Bevis. At f har matrix A betyder, at <f(9j),§j)=
. * N | R
ajk’ Men sa er <f (gk),gj> = <gk,f(bj)> = akj' Dermed

er satningen bevist.

En selvadjungeret endomorfi, altsd en endomorfi,
der er sin egen adjungerede, har selvadjungeret matrix
ved brug af en ortonormal basis. Derfor er "selvadjunge-
ret" som egenskab ved matricer invariant overfor basis-

skift med unitaere matricer.
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Ved brug af en vilkarlig basis

(21 7o I_e__n)
er en sesquilinearform :UxU -» ¢ givet ved, at vi
for u = xe toootx e, V= yie gt oty ) har
Y1
® (EIV) = (?1 re r?n)é :
X

*
Nu har vi en "adjungeret" sesquilinearform ¢ :UxU > ¢
defineret ved

- — (Y1) _ < = A [
© (u,v) = 5727:7 = (X1""’xn)é i = (y1""'yn)é -
X

n n

Heraf fremgdr, at "selvadjungeret" bilinearform er det

samme som en bilinearform, der for ethvert valg af ba-

sis har "selvadjungeret" matrix.

Nu har vi tidligere vedtaget at sige Hermite'sk i

stedet for "selvadjungeret" om sesquilinearformer, og
det vil vi fortsat ggre, da det er i overensstemmelse

med sa&dvanlig sprogbrug. Vi siger ogsa Hermite'sk om

en matrix, der er "selvadjungeret", men vi holder fast

ved "selvadjungeret endomorfi",

stadig i overensstemmel-

se med matematisk sadvane. Funktionalanalytikere plejer
at sige "operator"

i stedet for endomorfi, men de bruger
"operator" i en noget mere generel betydning, sa vi vil

fortsette med at kalde en endomorfi en endomorfi.
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I det reelle tilfelde er konjugation uden virk-
ning, sd Hermite'sk bliver til "symmetrisk", og i det-
te tilfazlde bliver den adjungerede matrix ogséd blot

den transponerede.

For matricer er det at vere "Hermite'sk" (i det
reelle tilfelde "symmetrisk") sdledes en egenskab, der
er invariant overfor koordinatskifte, ndr matricen er
matrix for en sesquilinearform (i det reelle tilfalde
en bilinearform), men kun overfor koordinatskifte med
uniter (i det reelle tilfalde ortogonal) matrix, nar

matricen er matrix for en endomorfi.

Vi gar nu over til at vise hovedsatningen om "selv-

adjungerede" endomorfier.

Sztning 26.16. Lad U vere et endeligdimensionalt

vektorrum med indre produkt, og lad £f:U -» U vare en
selvadjungeret endomorfi. Da er alle egenverdier for £
reelle, egenrum hgrende til forskellige egenverdier er
in@byrdes ortogonale, hver egenvardi har den geometriske
multiplicitet 1lig med den algebraiske, og der findes en
ortonormal basis for U, for hvilken matricen for £

er en reel diagonalmatrix.
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Bevis. Da f er selvadjungeret, har vi
%
<f(u) ,v> = <u,f (v)> = <u,f(v}>

for alle u,v € U. Hvis specielt e er en egenvek-

tor hgrende til egenverdien A, far vi

I

A<e,e> = <\e,e> = <f(e),e> = <e,f(e)> = <e,re> = A<e,e>.

Da e *# 0, er <e,e> # 0, sa vi far A =X, altsa

A € IR. Dermed er den f@grste pastand bevist.

Lad nu eq ©°9 e, vare egenvektorer hgrende til
indbyrdes forskellige egenvardier A1 og Az. Da disse

er reelle, féar vi

A1<§1,§2> =<A1g1,92> = <f(§1),§2> = <g1,f(§2)> =<§1,A2§2> =
Aa<8qr8y v
hvilket viser, at <§1,g2> = 0. Dermed er den anden p&-

stand bevist.

Ortonormale baser for egenrummene for alle de for-
skellige egenvardier for £ wudggr tilsammen et ortonor-
malt system ~(g1,...,gp), som udvides til en ortonormal
basis (§1,...,§n) for U. Med denne basis vil matricen
for f vare p&d diagonalform i de p fdrste sgjlexr, men

da den er Hermite'sk, har den formen
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S
lo I
m o
——

hvor A sdledes er pad diagonalform. Nu er B Hermi-

te'sk, og B er med brug af basis ( .,gn) ma-

§p+1"'
trix for en selvadjungeret endomorfi af det af disse
vektorer udsp@ndte underrum. En egenverdi for B er
en egenverdi for f. Hvis en sddan findes, har den
geometrisk multiplicitet > 1, og vi kan gentage pro-

cessen pa B. Det ville imidlertid betyde, at egenrum-
met for en af egenvardierne for £f indeholder en vek-
tor i span(§p+1,...,gn), men vi har netop valgt €4

“eer8py sd dette ikke kan vare tilfeldet. Altsd har B
ingen egenverdier. Det betyder, at dets karakteristiske
polynomium for B ikke har rgdder. Nu siger algebraens
fundamentalsatning, at et polynomium af positiv grad med
komplekse koefficienter altid har en kompleks rod. Der-

for kan B kun vere en 0x0O-matrix. Dermed er de to sid-

ste pastande i s@tningen vist.

Vi mangler strengt taget at gennemfgre beviset.
i det reelle tilfelde. Hvis U er et reelt vektorrum,
indfgrer vi en kompleks udvidelse W af U, samt ud-
videlsen g:W - W af £f. S3& er ogsd g selvadjunge-

ret. Egenvardierne for f bliver saledes reelle. og
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vi far reelle egenrum. Disse fé&s som lgsningsrum til ho-
mogene reelle linexre ligningssystemer, og disse rum har
en reel ortogonal basis, som ogsa er basis for det kom-

plekse lgsningsrum. Derfor kan basen (91,...,gn) i det-
te tilfelde valges i U, og sd fungerer resten af bevi-

set uandret. Dermed er satningen bevist.
Vi har et par umiddelbare f¢lgesatningér.

Setning 26.17. Lad U vare et n-dimensionalt kom-

plekst vektorrum med indre produkt, og lad £:UxU -» ¢

vaere en Hermite'sk sesquilinearform. Der findes da en

ortonormal basis (21,...,9n) for U, séledes at vi

for u = x1g1+...+xngn og Vv = y1g1+...+yngn har
f(u,v) = k1X1X1+"'+anan’

hvor K1""’Xn er reelle. Hvis vi erstatter kravet om,

at basen skal vare ortonormal, med at den blot skal vare
ortogonal, kan vi til gengzld opnad, at hvert ). £f&r en
af vardierne 0,1 eller -1. Sesquilinearformen er posi-
tiv definit, hvis og kun hvis alle ). er > 0 og posi-

J
tiv semidefinit, hvis og kun hvis alle Aj er > 0.

Bevis. Ved en uniter koordinattransformation trans-
formeres matricen for £f ganske som om den var matrix

for en endomorfi. Derfor kan vi velge (e,,...,e_ ), s&
_‘| —-n
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matricen bliver en reel diagonalmatrix, og s& far f

den anfgrte form. Vi far f(u,u) = A1|x1|2+...+kn|xn12,

- og deraf far vi umiddelbart de anfgrte betingelser, for
at f er definit eller semidefinit. Endelig vil en ba-
sistransformation af formen gj = sjgﬁ, 3 =1,...,n,

hvor alle sj # 0, Dbevirke, at hvert Aj erstattes
A

med og ved at velge s. = VIle for Aj # 0
Is.|

27 j
og sj 11 for Aj = 0, féar vi alle Aj erstattet med

0,1 eller -1. Dermed er satningen bevist.

Setning 26.18. Lad U vare et reelt vektorrum med

indre produkt og £f:U -» IR en kvadratisk form. Der fin-

des da en ortonormal basis (91,...,gn) for U, for

hvilken f for u = x1§1+...+xn§n er givet wved

f(u) = AgXg e kA X T

Hvis vi blot forlanger, at basen skal vare ortogonal, kan
vi endda opné&, at hvert Aj er 0,1 eller —1.> Den kva-
dratiske form er positiv definit, hvis og kun hvis alle

A. er > 0, og positiv semidefinit, hvis og kun hvis alle

J

A. er
J

0.

nv

Bevis. Det er bare den foregdende satning, speciali-
seret til det reelle tilfalde, idet en kvadratisk form fés

ved restriktion af en bilinearform med symmetrisk matrix.
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Vi bemarker, at det fremgdr af vore resultater,
at det karakteristiske polynomium for en reel, symme-

trisk nxn-matrix har alle sine rgdder reelle.
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KAPITEL 27

Normale endomorfier.

En del af de kgnne resultater, vi har fundet vedrg-
rende selvadjungerede endomorfier, galder for en mere om-
fattende klasse af morfier, som ogsd omfatter de unitere
automorfier. Vi indfgrer denne klasse af endomorfier i

fplgende definition.

Definition 27.1. Lad U vare et reelt eller kom-

plekst vektorrum. En endomorfi £f:U -» U kaldes normal,
, ’ .
hvis den kommuterer med sin adjungerede, altsd hvis £ of=
*
fof .
*k
At f er selvadjungeret betyder, at £ = £, og sa
er f selvfplgelig normal. At f er uniter betyder, at
*
f og £ er hinandens reciproke, og det medfgrer selv-

fplgelig ogsa, at £ er normal.

Lad nu f:U -» U vare en vilkarlig endomorfi og

(§1,...,§n) en ortonormal basis for U. S& har f en




27.2

matrix A og et karakteristisk polynomium

_ _ ,_yh _yn-1 2_
Pf(x) = det (A-xE) = (-X) +Cn—1( x) +...+C2x .C1x+C0.

(R

* *

Nu har £ matricen A = A'. Koefficienterne Cj er
summer af determinanter af undermatricer, og disse de-
terminanter @ndres ikke ved overgang til den transpone-

rede matrix. Altsd er

_ (_oy D= _ -1 =
Pf*(x) = (-x) +Cn-1( x) +...+C2 1 0"

Hvis x1,...,xn er egenvaerdierne for £, hver skrevet

x?-C,x + C
det antal gange, der svarer til multipliciteten, har vi

oplgsningen
Po(x) = (=1)"(x-1,) (x=2_)
f 1 e n’’
og ved at konjugere, far vi

Ba(x) = (—1)n<x—x1> cee (x-%) .

Derved har vi selvfglgelig benyttet, at f har n egen-
verdier, fordi Pf(x) ifplge algebraens fundamentalsetning
har n r¢dder. Vi har sdledes vist, at egenvardierne for
f*, netop er de konjugerede til egenvardierne for £, sa-
ledes at den algebraiske multiplicitet af en egenvardi for
f er lig med den algebraiske multiplicitet af den konju-
gerede egenvaerdi for f*. Det giver et nyt bevis for, at

en selvadjungeret endomorfi har reelle egenverdier. Vi ud-

trykker resultatet i en sa&tning.
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Setning 27.2. Egenverdierne for den adjungerede

*
£ til en endomorfi £ er netop de konjugerede til

egenvardierne for f£f.
Dernast ma vi have opklaret, hvilke relationer der
*
er mellem egenrummene for f og £ & Det er heldigvis

de enklest mulige.

Setning 27.3. Egenrummet svarende til en egenverdi

X for f er identisk med egenrummet svarende til egen-

*
verdien X for £ .

Bevis. For vilkarlige u,v € U far vi

* * * *
<f(uw), £(v)> = <u,£f (£(v))> = <u,£(f (v))> = <f (u),£f (v)>.

Specielt er <f(u),f(u)> = <f*(5),f*(g)>, sd& vi kan slut-
te, at f(u) er 0, hvis og kun hvis f*(g) er det. Der-
med har vi bevist, at en normal endomorfi og dens adjunge-
rede har samme kerne. Nu har f-Xid den adjungerede

E 3
£ - Xid, og vi far

* * *
(f =Xid)e (f-2id) = £ of - Xf - Xf + AXid,

og da f*°f = f°f* @endres dette udtryk ikke ved samtidig
ombytning af f med f* og A med X. Altsd er f£f-)id
normal. Men sd er kern(f-)id) = kern(f*—Tid), og det er
netop de to egenrum, der skulle vises at vare identiske.

Dermed er s&tningen bevist.
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Nu afslgres det, at den hj@lpesatning, vi havde sa
stor nytte af ved behandlingen af selvadjungerede endo-

morfier, ogsd galder for normale endomorfier.

Setning 27.4. Egenrum svarende til forskellige egen-

vardier for en normal endomorfi er indbyrdes ortogonale.

Bevis. Lad e, vare en egenvektor svarende til egen-

vardien A1 for £, og lad e vare en egenvektor sva-

2

rende til egenvardien A for £, og dermed ifglge s=et-

2
_— *
ningerne 27.2 og 27.3 ogsa til egenvardien Az for £ .
Vi far da
—_ —_ f — f* ) —
M<€q18p> = <M8qs8p> = <fleq).ey> = <gq/f (gy)> =

<€1rR38p> = Ap<€q:8p>y

og deraf fglger, at <€q18y> = 0. Dermed er satningen be-

vist.

Nu er det ikke svert at vise hovedsatningen om stan-
dardform af matricer for normale endomorfier ved at kopie-
re det rasonnement, vi benyttede for selvadjungerede auto-
morfier. Den vaesentligste forskel er, at egenvardierne for
en normal endomorfi ikke behgver at vare reelle, og da en
reel diagonalmatrix er selvadjungeret, er det da ogsa pa

forhdnd klart, at reduktion til en diagonalmatric i det
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reelle tilfelde kun er mulig for selvadjungerede (= sym-

metriske) endomorfier.

Satning 27.5. Lad U v&re et n-dimensionalt kom-

plekst vektorrum med indre produkt, og lad £f:U -»> U ve-
re en normal endomorfi. Da har egenvaerdierne for £ den
geometriske multiplicitet lig med den élgebraiske Og sam-—
let multiplicitet n, og der findes en ortonormal basis

for U, for hvilken matricen for £ er en diagonalmatrix.

Bevis. Det fglger af algebraens fundamentalsatning,
at egenvardierne for £ har samlet algebraisk multiplici-
tet n. Foreningsmengden af ortonormale baser for egenrum-
mene for f wudggr et ortonormalt sat (91,... g;), som
vi udvider til en ortonormal basis (21,...,§n) for U.
Ved brug af denne basis far f en matrix A, som er pa
diagonalform i de p fgrste sgjler, og elementerne
x1,...,xp i diagonalen er egenv@rdierne for £, sdledes

at antallet af gange, hver egenvaerdi optrader, er dens ge-

ometriske multiplicitet.

* * *
Nuer AA=ARA I A A bliver diagonalled nummer
*
j for j =1,...,p 1lig med Ixj|2; og i AA bliver
det tilsvarende led |>\.l2 + |a. |2+...+]a. |2. Vi
J J,pH1 J,n
kan derfor slutte, at a., = 0 for j=1,...,p; k =

p+1,...,n, s& vi har
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D o
a= |~ ~
o B/,

hvor D er diagonalmatricen med A1,...,Ap i diagona-

len, medens B er en matrix uden egenvardier. Hvis B

havde en egenvardi, ville A have en egenvektor i

span (e og sa ville et af de udvalgte egen-

p+1l--°l§n)l

rum f& sin dimension forgget. Altsd er B uden egenver-

dier, men det kraver, at den er tom, s& A er en diago-

nalmatrix. Dermed er satningen bevist.

I det reelle tilfalde.kan resultatet altsd ikke bli-
ve helt s& kg¢nt. Det viser sig dog, at vi ogsd i det reel-
le tilfelde kan bringe matricen for en normal endomorfi
pd en ganske pan standardform ved at inddrage det karak-
teristiske polynomiums komplekse rgdder i regningerne.

Vi minder om, at disse rgdder falder i par af indbyrdes

konjugerede.

Setning 27.6. Lad U vare et n-dimensionalt reelt

vektorrum med indre produkt, og lad £f£:U - U vare en nor-
mal endomorfi, hvis karakteristiske polynomium har de ikke

reelle rg¢dder 0 q * iB1,...,ap + in, samt de reelle r¢d-

der .,xn, hvor det antal gange, hver rod er an-

A2p+1"'

fort, er lig med dens multiplicitet. Der findes da en or-

tonormal basis for U, for hvilken matricen A for U
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har blokke ;' J=1,...,p med RB!BN = B%
8" a. 33 J
J J
langs de 2p f¢rste pladser i hoveddiagonalen, og
X2p+1,...,kh pa de resterende pladser, og ellers

0 overalt, altsa

B 0 0 ... 0 0 0 ... 0
a1 0 0 ... 0 0 0 .. 0
0 0y Bé.. 0 0 0 .. 0
S A I
\ ] I \ ! \ !
, ' \ . 1 ‘ 1
| v ' \ ! ' !
0 0 0 .. ! 0 ... O
% Fp
0 0 0O ... —g" 0 .o 0]
Bp %
0 0 0 ... 0 0 A ... O
X X X X : K?p+1 )
Coo S !
1 | | ! I 1 '
0 0 0 ... 0 0 0 .o An

Bevis. Vi benytter den komplekse udvidelse V =
U ® iU af U. Udvidelsen £:V » Vv af f er defineret
ved '%(E+iz) = f(u) + if(v). Af f(g+ig') = (a+iB) (e+ie')
fglger da umiddelbart %(g—ig') = (a—ig)(g—ig'). Det

indre produkt pd U ® iU defineres ved <u +iz1,32+122> =

1
<E1r22>+<21'22> + 1(<z1,32>-<g1,22>), idet dette defi-
nerer en positiv definit Hermite'sk sesquilinearform,

hvis restriktion til U er det indre produkt paéd U.

Vi ser, at <u,tiv,,u,tiv,> = 0 bliver ensbetydende




27.8

med <UgT VgsUyT Vo> = 0.

Af de sdledes opndede resultater fglger, at egen-
rummet til aj—iBj bestdr af vektorerne, som er konju-
gerede med vektorerne i egenrummet for aj+i8j, og at
vi far en ortonormal basis for egenrummet til aj—iBj
ved at konjugere vektorerne i en basis for egenrummet
til uj+18j.

Vi kan derfor valge ortonormale baser for egenrum-

mene sd foreningsm@&ngden udg@gr en ortonormal basis
P 1 —rrat At —_ At '
(e tin' 89/ 148y 1u1§1,---,up§p+1up§p,up_§p 1upeplgzp+1,-.-,gn),

hvor vi har .e. + pyle'll =1 ] = 1,¢0. o e.l|l =
”UJ_J UJ_J“ r o J r P Og ”"J”

1, 3 =1,...,p. Vi har trukket faktorerne uj,u! ud

J

og derved opnaet, at vi ogsd har |lgjl|= H§5||= 1., 3 =
1,...,p. Faktorerne u%,...,ué kan ikke vare 0, da'
det ville give to ens egenﬁektorer for to forskellige
egenvardier. Faktorerne p1,...,up kan heller ikke |
vere 0, for det ville give to modsatte egenvektorer for
to forskellige egenvardier. Pa den anden side er

0 = <y.

e
J_

Hiptel,u.e

2 2
L=ipylte.> = ! <e.,e'>
FTIHgE I H4E TS (uy+uj)<eyrei>

J

hvilket viser, at Ej og gé er ortogonale for j =
1,+.,p. Endvidere er de p 2-dimensionale underrum,

der udspandes af Ej og gﬁ for 3 =1,...,p, samt de
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1-dimensionale underrum, der udspandes af §2p+1""'9n

indbyrdes ortogonale, og derfor er

(21 121' (2L rgprgi)l §2p+1 7. rgn)

en ortonormal basis for U (og for V).

Nu er f givet ved
f(u.e. + ipyltel) = + iB. .e. = iplte! =1,...
(11]_] UJ_J) (a Bj) (UJEJ UJ_J) r ] ’ P
fF(e.) = Ar.e. = 2p+1,...,n.
Ved spaltning i real- og imaginerdel far vi heraf
u]'- My
f(e.) = a.e, = — B.el, f(e!) = — B.e.+o.el ] = 1,...
(—J) OL:]—] . Bj— r (Ej) ) Bj—] O('J_Jl J r P
J J
f(gj) = ngj' j = 2p+1,...,n.

Det betyder netop, at matricen for f har den angivne

form, og dermed er satningen vist.

Nu er det uhyre let ogsa at finde en standardform

for matricen for en normbevarende endomorfi, altsad for

en uniter matrix.

Setning 27.7. Lad U vare et n-dimensionalt kom-

plekst vektorrum, og lad £f:U -» U va@re en normbevarende

endomorfi, altsd en endomorfi, hvis matrix svarende til

en ortonormal basis er uniter. Der findes da en ortonor-
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mal basis for U, for hvilken matricen for £ er

en diagonalmatrix. I diagonalen forekommer hver egen-
verdi for £ et antal gange lig med dens algebraiske
multiplicitet (som er 1lig med den geometriske), og al-

le egenvardierne for f har numerisk verdi 1.

Bevis. En normbevarende endomorfi er normal, for-
di dens matrix ved valg af en ortonormal basis er uni-
ter og derfor normal. S& fglger hele satningen pd ne&r
den sidste pastand umiddelbart af satning 27.5. Den sid-
ste pdstand fglger umiddelbart af, at diagonalmatricen
o§sé er unite®r, idet det betyder, at hvert element Aj
2

i diagonalen mé& tilfredsstille betingelsen Ile = 1.

Dermed er setningen bevist.

Vi kan udtrykke resultatet pa den made, at den mest
generelle normbevarende endomorfi af et komplekst vektor-
rum ved passende valg af basis blot sker ved en drejning
i hver basis plan. De aller simpleste unita®re transforma-
tioner besté&r i, at en basisvektor gj gar over i eiegj
for et 6 € IR, medens alle andre basisvektorer afbildes
P& sig selv. En sddan flytning kan man passende kalde en

drejning om en kompleks hyperplan. Se&tningen viser, at

den mest generelle normbevarende endomorfi af et n-dimen-
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sionalt komplekst rum er sammensat af n drejninger om
komplekse hyperplaner, der kan valges, sa deres orto-
gonale komplementer er indbyrdes ortogonale. Gruppen
U(n) af alle normbevarende endomorfier af et n-dimen-
sionalt komplekst rum frembringes derfor af sddanne

drejninger.

Forholdene i reelle rum er ikke s& meget anderledes,
som man skulle tro. Den standardform for matricer for nor-
male endomorfier af reelle rum, som vi fandt i setningen
ovenfor, er ortognal, hvisvog kun hvis hver af de interes-
sante 2x2 blokke er ortogonale. Nu kan en rakke i en orto-
gonal 2x2-matrix altid bringes p& formen (cose,sine) for
et 6 € R, og da rakkerne skal veare indbyrdes.ortogonale,
mé& den anden rakke vare (-sin6,cosh) eller (sin6,-cosd).
Nu ser vi imidlertid, at matricen (g?igfigge> har det ka-
rakteristiske polynomium x2—1, svarende til egenvardier-

ne +1 og -1, s& kun matricer af den anden form mé& forekom-

me. Matricen kan s&ledes bringes pa standardformen

coseq sine1 . e 0 0 0. ... 0
—sine1 cose1 e 0 0 0 ... O
0 ... cosb smnep 0 ... 0O
0 0 ... —Sinb cosb 0 cee 0
B P
0 .o 0 0 A2p+1 ... 0
0 0 .. 0 0 0 ces A ’
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hvor hver af egenvardierne A2p+1’°"’An er 1 eller

-1.

Der er saledes et 2p-dimensionalt underrum, der er
invariant, og i dette underrum kan man valge basis, sa
endomorfien er sammensat af en drejning om hver af p
indbyrdes ortogonale basisplaner. Det ortogonale komple-
ment er ogsd invariant, og det transformeres blot ved,
at nogle af koordinaterne skifter fortegn, altsa ved

nogle symmetrier i hyperplaner.

Samtidig symmetri om to hyperplaner svarende til for-
tegnéskift pa Ej o9 ep giver samme resultat som en drej-
ning med 6 = 7 i spah(gj,gk). Hvis vi tillader s&danne
drejninger, kan vi reducere antallet af symmetrier til

hgjst 1.

De normbevarende endomorfier af R" udg@r gruppen
O(n) af ortogonale transformationer. De har alle deter-
minant 1 eller -1. Afbildningen det:0(n) ~» {1,-1} =

7 er en homomorfi med hensyn til multiplikation. Dens

2
kerne er gruppen SO(n) af ortogonale transformationer
med determinant 1. Det er en normal undergruppe. Vi kan

velge en fast symmetri i en hyperplan, og enhver ortogo-

naltransformation med determinant -1 f&s derfor som sam-




27.13

mensetning af denne spejling med et element af SO(n).

Elementerne af S0O(n) kaldes egentlige ortogonale .
transformationer, og SO(n) kaldes den specielle orto-
gonale gruppe. Hvis rummet er ligedimensionalt, kan et
element af 80(n) vere sammensat af virkelige drejnin-
ger i et fuldstendigt szt af ortogonale 2-dimensionale
underrum, og sd findes der slet ikke andre fixpunkter
end 0. Hvis rummet er uligedimensionalt, har en egent-
lig ortogonal transformation altid 1 som egenverdi, oOg
sa er'der i det mindste et 1-dimensionalt und%;rum, hvis

punkter alle er fixpunkter, en drejningsakse.
Vi vil se pd situationen i de lave dimensioner. I

et todimensionalt rum med ortogonal basis (g1,g2) er

en egentlig ortogonal transformation givet ved

cosf sinb
(p(e,) 0(e,)) = (e,,85) 6 € RR.
1 2 17=2 -sinf® coso

For 6=m er det den identiske-af-

bildning. I ¢vrigt er situationen i

e

=2
som antydet p& figuren. Transfor- o(e,)

MR
mationen er en drejning med drej- ®(§2)
ningsvinkel 6. For 6 = 7 ud-
o
arter drejningen til en symmetri -
0 e

om punktet 0. =1
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Gruppen S0(2) er kommutativ. Det ses geometrisk

og efterregnes i gvrigt let, at
< cose., sinez)( cos, sine1) - < cos (6,+6,) sin(e1+82)>
—sine2 00562 —sine1 cose1 —sin(e1+62) cos(e1+62)

Vi far sdledes det inverse element ved at skifte for-
tegn p& 6. Elementerne i SO(2) kommuterer ikke med
de ¢vrige elementer af 0(2). En ikke egentlig ortogo-
nal transformation har jo en hel linie af fixpunkter,

sd det md vere en symmetri. Vi har faktisk
. 2
cos6 sin® 1 0
sinb -cosf 0 1
P4 den anden side er
cose1 sine1 cosb sinb cose1 sine1 cosfH -sinb
sine,i —cose1 -sin6 cosb sine1 —cose1 sinb cosH .
Det stemmer med, at drejningsvinklen 6 f&r modsat for-

tegn, nar vi vender orienteringen af koordinatsystemet.

De betragtede drejninger fra SO(2) har 0 som ene-

ste fixpunkt, og det stemmer med, at dimensionen er lige.

Et element af SO(3) har for passende valg af ba-

sis formen
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cosb sinb 0 ‘23
-sin® cosb 0
0 0 1
’ -_— e
svarende til en drejning med 0 =1
¥(e,)
o . =1
drejningsvinkel 6 om den q)(22) e,
tredie akse.
Ved brug af en tilfaeldig ortonormal basis har ma-
tricen for en egentlig ortogonal transformation formen
“1 %2 %3
%21 %22 %23
%31 %32 %33) ,
hvor savel sgjlerne som rakkerne er ortonormale baser
i IR3, og determinanten er 1. Vi finder da vektorer
x1§1+x222+x3§3 pa drejningsaksen ved at lgse lignings-
systemet
(0L11—1)x1 toa, %, Aq3Xy = 0
0nq ¥y + (a22—1)x2 t 0y3%y = 0
034Xy toog,%, (oc33—1)x3 = 0.
Blandt lgsningerne valger vi en normeret vektor gé, og
s& supplerer vi til et ortonormalsystem (gi,gé,gé). Med

dette som basis far vi matricen p& den simple form.
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Elementerne af SO(4) har for passende valg af

basis den specielle form

cose1 51ne1 0 -0
-31ne1 cose1 0 -0
0 0 c0562 sine2
0 0 —51n82 cose2
For 61 = 0 eller 62 = 0 er der et 2-dimensionalt

underrum, hvis punkter alle ligger fast, altsa en 2-
dimensional "drejningsakse". N&r hverken 61 eller

6 er et helt tal gange .m, er 0 det eneste punkt,

2

der far lov at blive liggende.
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KAPITEL 28

Affine rum.

Ved flere lejligheder har vi fremhavet, at de
abstrakte vektorrum er naturlige generalisationer af
de i kapitlerne 3 og 4 omtalte rum Eﬂ, IEz'og EP.
Disse fremkom ved at vi lod klasser af liniestykker i
de szdvanlige Euklidiske rum E1, o og E> spille rol-
len som vektorer. Ved at velge et begyndelsespunkt O
kunne vi fastlagge punkter i rummet ved stedvektorer,

og de Euklidiske rum med et fast valgt begyndelsespunkt

blev saledes kopier af vektorrummene.

Nu er det en fundamental egenskab ved de Euklidiske
rum, at de er ens over det hele. Der er altsd slet ikke
serlig udmarkede punkter og alle punkter i et Euklidisk

rum har samme ret til at vere begyndelsespunkt.

I dette kapitel vil vi indfgre nogle nye mengder
med geometrisk struktur, affine rum. De skal std i samme

relation til de abstrakte vektorrum som de Euklidiske
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rum til vektorrummene E1, E™, E

Lad A ve&re en mengde, hvis elementer vi vil
kalde punkter. Vi betragter me&ngden AxA af ordnede
par (P,Q) af punkter. Vi tanker os givet en &kvi-
valensrelation = p& AxA. Lad U v&re mengden
af ®kvivalensklasser. Vi tenker os nu U udstyret

med en struktur som vektorrum over et legeme K.

Definition 28.1. Den sdledes organiserede mangde

A kaldes et affint rum over legemet K, hvis fglgen-

de to aksiomer er opfyldt.

1) . For hver &kvivalensklasse u € U og hvert
punkt P € A findes et og kun et punkt Q € A

med (P,Q) € u.

2). Lad P1,P2,P3

Hvis u € U er den &kvivalensklasse, der

€ A vare vilkarlige punkter.

indeholder (P1,P2), og Vv € U er den &kvi-
valensklasse, der indeholder (P2,P3), da er
u+v den &kvivalensklasse, der indeholder

(P1,P3).

Det virker méske en smule kryptisk, men vi gdr straks
i gang med at oversatte det til menneskesprog. Vi indfgrer

en jargon, der minder om den fra kapitel 3 kendte.
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For P,Q € A vil vi med PQ € U betegne den &k-
vivalensklasse, der indeholder (P,Q), og vi vil sige,
at PQ er vektorer fra P til Q. Hvis vi valger et
begyndelsespunkﬁ O € A Dbliver hver vektor u € U
ifplge 1) stedvektor for netop et punkt P € A, altsa

OP = u for netop 1 punkt P.

(Ekvivalensrelationen (P1,Q1) = (P2,Q2) bliver

nu ganske enkelt ensbetydende med relationen P1Q1 =

P2Q2.

Aksiomet 2) udtrykker blot, at vi for vilkarlige

punkter P1,P2,P3 € A har relationen P1P2 + P2P3 =

P1P3, altsd at vektorer adderes ved at "sattes efter

hinanden". Lad P4 € A vere det entydigt bestemte
punkt, for hvilket P,_]P4 = P2P3. Vi har da ogsa P1P4 +
P4P3 = P1P3, men sa kan vi slutte, at P1P2 = P3P4. Vi
siger, at P1P2P3P4 er et parallelogram.

Vi velger et begyndelsespunkt O € A. Ved o(P) =
OP defineres en bijektiv afbildning ¢:A - U, og for

P,0 € A f&r vi &benbart PQ = ¢ (Q) - ¢(P).

Vektorrummet U er selv et affint rum ved defini-

tionen u v = v-u, o0g :A -» U bliver en a&kvivalens,

der bevarer strukturen, sa A er en kopi af U med
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denne struktur.

Et affint underrum B C A er en delmaengde, som

med den fra A inducerede struktur er et affint rum.

Dette er &benbart ensbetydende med, at me&ngden

v = {PQ|P,Q € B} er et underrum af U.

Lad nu O € A vare et begyndelsespunkt og o:
A > U den ved ¢(P) = OP definerede &kvivalens. Lad

0, € B vare vilkarligt valg. S& er P € B ensbetydende

1
med, at O,P € V, altsd med OP - 00, € V. Dette er
igen ensbetydende med, at ¢ (P) € w(01) + V. Altsd er
@(B) et siderum til V. De affine underrum i A er

derfor de delmengder af A, som ¢ afbilder i siderum

til underrum i U.

Heraf fg¢lger umiddelbart, at fallesmangdeh for en

me&ngde af affine underrum er et affint underrum.

Definition 28.2. Lad A og B va&re affine rum over

samme legeme K. Lad U vere rummet af vektorer i A
og lad V vere rummet af vektorer i B. Lad f:A - B
vere en afbildning, og lad N € A vare vilkdrligt valgt.
Med N som begyndelsespunkt for A har vi den bijekti-

ve afbildning ¢:A - U defineret ved ¢(P) = NP. Vi
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velger O = f(N) som begyndelsespunkt for B og far
derved den bijektive afbildning ¥:B -» V defineret
ved $(Q) = 0Q. Afbildningen %N = w0f0®_1:U >V
kaldes den for begyndelsespunktet N € A af £ in-
ducerede vektorafbildning. Hvis %N bliver den samme
afbildning for alle valg af N € A, og den desuden er

line®r, kaldes £f en affin afbildning.

Hvis A,B og C er affine rum over K, og f:A - B
og g:B » C er affine afbildninger, er gef:A - C en
affin afbildning. Beviset for denne pdstand er meget let.
Det er ligeledes nasten helt indlysende, at den inverse

afbildning til en affin bijektiv afbildning er affin.

Lad A vare et affint rum over et legeme K, og
lad U veare rummet af vektorer i A. For u,v € U
definerer vi u v = v-u, og derved bliver U et affint
vektorrum. For et vilkarligt begyndelsespunkt N € A er
@:A » U defineret ved ¢(P) = NP en bijektiv affin af-
bildning. For begyndelsespunkt N, € A férivi m1:A - U

1
defineret @1(P) = N1P og Y:U » U defineret ved VY (u)=

©(NjJu = NN
1)

44 =u - §§1. For P € A far vi sé

(NyP) = ¥(@(P)) = $(NP)

(Yoo, NP - NN, = N,P, s&

1
wawow1_1:U -» U Dbliver den identiske afbildning for alle

1

valg af begyndelsespunktet.
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Lad os nu igen betragte affine rum A og B over
et legeme K, med rum U og V af vektorer, med begyn-
deisespunkter N og O og med de bijektive affine af-
bildninger ¢:A - U og y:B -» V. For en affin afbild-
ning f:A -» B definerer vi vy (f):U »> V ved y(f) =
wofo@-1. Derved fa&r vi en bijektiv afbildning af meng-
den Aff(A,B) af affine afbildninger af A ind i B
pad mengden Aff(U,V) af affine afbildninger af U ind

i V.

Det er sdledes nok at studere affine afbildninger
af vektorrum i vektorrum. Lad £f:U -» V v&re en affin
afbildning. S& er f:U » V defineret ved f(u) = f(u) -

£(0) linear, og vi far £(u) = £(0) + T(w .

Vi kan skrive f = tef, hvor T:V - V er givet
ved t(v) = atv, hvor a = f£(0). En s&dan afbildning

kaldes en parallelforskydning.

En parallelforskydning £f£:B - B er en affin af-
bildning, for hvilken <y (f):V - V er den identiske af-
bildning, altsd en afbildning, der lader enhver vektor
invariant, altsd tilfredsstiller £(P)f(Q) = PQ for alle

P,Q € B.

En parallelforskydning, som har et fixpunkt, er den
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identiske afbildning. En parallelforskydning er bijek-

tiv.

Det er klart, at en parallelforskydning overfgrer
et affint underrum i et affint underrum, og derfor gal-
der det ogsa for en K-affin afbildning f:A - B, at
billedet af et affint underrum er et affint underrum,
og at originalmengden til et affint underrum er et af-

fint underrum.

Lad A vare et affint rum over et legeme K, og
lad U vare rummet af vektorer i A. Ved dimensionen
af A forstar vi dimensionen af U. Et koordinatsystem
i A er et begyndelsespunkt O € A og en basis for U.
Vi vil holde os til det endeligdimensionale tilfalde og
lade basis for U v&fe ordnet, altsa (91,...,§n). Koor-
dinatsystemet betegnes s& (0; 21,...,gn). For et punkt
P € A har vi et koordinatset (x1,...,xn), nemlig‘koef—
ficienterne i den entydigt bestemte fremstilling OP =
x,e +...+xngn. Derved far vi en bijektiv afbildning &:

=1
A - K™,

Lad nu (01,§i,...,§£) vere et andet koordinatsystem
i A. Hvis det ovenfor betragtede punkt P har koordina-

terne (x%,...,xﬁ) i det nye system, er O P =
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Xi§i+...+xﬁgﬁ. Nu har vi en invertibel matrix §,

for hvilken
(gi:---lg;l) = (91""’3 )§I

og med X = (X1""’Xn) og x' = (xi,}..,xﬁ) som

spjlematricer far vi

x=a#+t

lt

x',

hvor a = (a1,...,an) er koordinatsaettet for O i
det gamle system. Det er bare relationen OP = 00, +
0,P omsat i koordinater.

Ved den praktiske udfgrelse af koordinatskiftet
vil det n®sten altid vere hensigtsmessigt at udfgre

regningerne i to omgange, idet vi skriver

x =a+ x" ; x" =

(1ep]

x'y

hvor vi har indfgrt et koordinatsat x" svarende til
koordinatsystemet (01;91,...,gn). Vi siger, at dette
koordinatsystem fas af systemet (0;91,...,gn) ved pa-
rallelforskydning. Koordinatskiftet er saledes sammensat
af en parallelforskydning efterfulgt af et lineart koor-

dinatskifte.

Det kan godt lade sig ggre, at udfgre parallelforskyd-
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ningen fgrst (og det er sommetider mest praktisk). Vi

setter Db = §-1§, og sa kan koordinatskiftet skrives

; X =Db+x'.

I
Il

ltn

I

Her er -b koordinatsat for O i det nye koordinatsy-

stem.

Lad nu A og B vare affine rum. Lad (O1g1,...,gn)
vere et koordinatsystem i A, og lad (N;Q1,...,Qm)
vere et koordinatsystem for B. Lad f:A - B v&re en
affin afbildning. Punktet £(0) € B har et koordinatset
a = (a1,...,an). For den tilsvarende lineare vektorrums-

afbildning T har vi en matrixfremstilling

~Y ~Y — '
(f(g1),---,f(§n)) = (91""’9m)é .
Et punkt P € A med koordinatsat x = (X1"°"Xn) har
et billede Q € P med koordinatsat y = (y1,...,ym).
Vi har nu NQ = Nf(0) + £(0)Q = Nf(0) + T(OP), s& vi far
y=a+AKx.
Hvis N € £(A), kan vi velge N € A med f(N) = N.
Lad a = (31,...,§n) vare koordinatsattet for N. Vi

har s& 0 =a + A a altsad -a =2 g, og koordinatlig-

ningen kan derfor ogsa skrives
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Lad A vere et affint rum og (0;21,...,en) et
koordinatsystem. En endomorfi f:A - A er da givet

ved en ligning

y=a#+t

[l

X

hvor A er den kvadratiske matrix for den tilsvarende

vektorrumsendomorfi, medens a er koordinatsattet for

£(0).

Vi kan f4 f som sammens@tningen af de to afbild-

ninger, der er givet ved matrixligningerne

z =

(fd

Xi;y=a+tz.

Den f@grste afbildning afbilder O pa sig selv. Vi vil
sige, at det er den lineare del af f, medens y = atz
er matrixligningen for den i £ indeholdt parallelfor-

skydning.

Definition 28.3. LLad A vere et affint rum. En

afbildning f:A -» A kaldes en parallelforskydning, hvis

Pf (P) er den samme vektor for alle P € A.

Det er klart, at der findes netop én parallelfor-

skydning med Pf(P) = a, hvor a er en given vektor,
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og i et koordinatsystem (0’91”"’9n) er den givet
ved y =a+ x, idet y = Of(P) = OP + P£(P) = x + a.
Det fremgdr heraf, at en parallelforskydning er helt
det samme som en affin endomorfi, hvis tilsvarende vek-
torrumsendomorfi er den identiske afbildning. Det er
ligeledes klart, at en parallelforskydning er en bijek-

tiv afbildning.

Vi ser, at ogsé den ovenfor omtalte affine afbild-
ning f:A - B er sammensat af en linear del, som af-
bilder begyndelsespunktet N i begyndelsespunktet O,
og en parallelforskydning af B, som fgrer O over i

f£(N).

De dimensionssetninger, der galder for vektorrum,
kan overfgres til affine rum. Sdledes er dimensionen af
f(A) netop rangen af matricen A, og dimensionen af A
er summen af dimensionen af f(A) og dimensionen af

kernen for f£f.

Lad A v&re et affint rum over et legeme K, og
lad M c A vare en vilkdrlig delm@ngde. Vi betragter
mengden af affine underrum U < A, som indeholder M.
Fellesmengden af disse affine underrum er det mindste
affine underrum, som indeholder M, og den kaldes det

af M udspendte affine underrum.
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Definition 28.4. Lad A va&re et affint rum over

et legeme K, og lad M c A vere en delmengde. Et
punkt P € A siges at vere affint afhengigt af M,

hvis det tilhgrer det af M udspzndte affine underrum.
Mengden M kaldes affint uafh®ngig, hvis ingen &gte del-
mengde af M udspander det samme affine underrum som M.
En affint uafh®ngig mengde, som udsp&nder hele A, kal-

des en affin basis for A.

De her indfgrte begreber svarer abenbart til velkend-
te begreber fra vektorrumsteorien, sd vi skal ikke vente
0s noget serlig nyt. Det viser sig imidlertid, at begre-
berne er sardeles bekvemme at regne med i mange situatio—

ner. Vi viser nogle simple, men nyttige s@tninger.

Setning 28.5. Punktet P € A er affint afhangigt

af M, hvis og kun hvis der findes punkter Qa,...,Qk €EM
og elementer ko,...,xk € K, som tilfredsstiller lignin-
gen Aa+...+xk = 1, samt et punkt O € A, s& vi har lig-

ningen

OP = A,0Q,*---+1, 00, ,

og denne ligning vil sa galde for ethvert punkt O € A.

Bevis. Vi valger Q, € M vilkdrligt. S& vil vekto-
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rerne QOQ med Q € M udspande et underrum V af
rummet ;;_vektorer i A, og at P tilhgrer det af M
udsp@&ndte underrum er ensbetydende med, at QOP € Vv,
altsa med at der findes punkter Q1”"’Qk Efﬁ_ og ele-
menter A1;...,Ak € K, sé&ledes at

QOP = )\1Q0Q1+...+)\kQ0Qk .

Lad nu O € A vare et vilkarlig punkt, og lad AO be-

tyde 1—(A1+...+A Den fundne relation er da helt

k)'

ensbetydende med, at

1002y + Aq (09,4004 ) +. - - +A, (0Q+0)0Q;) =
Ag0Qq*- - - +1, 00, .

Dermed er sztningen bevist.

Da relationen i s@tning 28.5 gelder uafhengigt af
valget af 0O, tillader vi os rent formelt at skrive den

pé& formen

P =2 +...+A

0% k9%

Dette udtryk har kun mening, nar x0+...+xk = 1. Det er

en slags ydre kompositionsregel pa A, men ikke en helt

rigtig kompositionsregel, da den m& involvere mindst 2
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elementer af A og 2 af K for ikke at vare helt tri-
viel. Vi kan reducere sadanne linearkombinationer pa
normal vis, hvis QO”"’Qk ikke alle er indbyrdes

forskellige. Hvis vi har linearkombinationer

Py = X0%0

D

+...+k.k.Q i0

ik, iki’ iki
og elementer uo,...,uj € K med u0+...+uj =1, kan
vi danne
;i M
u0P0+...+uij = izo kfo uikiink'
Dette er helt indlysende, nér relationen fortolkes som
relation mellem stedvektorerne for et begyndelsespunkt

o.

Setning 28.6. At me&ngden M er affint afhengig

(dvs. ikke affint uafh®ngig) er ensbetydende med, at
der findes et element P € M, som er affint afhangigt
af M~{P}, og det er ligeledes ensbetydende med, at
der findes punkter QO,...,Qk € M og fra 0 forskellige

elementer AO,...,A € K, som tilfredsstiller at

k

A +...+}\k = 0, samt et punkt O € A, s& vi har relati-

0

onen

X0Qp+ - -+4, 00, = 0,

1, i=0,...,3

og denne relation er sa tilfredsstillet for ethvert O € A.
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Bevis. Hvis M er affint afhengigt vil M ud-
spende det samme affine underrum som en &gte delmengde

M, ¢ M, og deraf fglger, at P € M\M1 er affint af-

1
hangigt af M1 og derfor ogsd af M~{P}. Hvis P € M .
er affint afhangigt af M~{P} udspander M~{P} samme
affine underrum som M. Dermed er den fgrste pastand
bevist. Hvis M er lineart afhangigt, kan vi finde

QO € M, som er affint afhangigt af M\{QO}, sd vi kan

€ K med A ,+...+\, =

finde Q1""’Qk €EM og A k

Q7" K 1

1, 8& vi har
—1-Qg0 + A1991+"'+Ak99k =0

for ethvert valg af O € A. Ved at udelade eventuelle
led med koefficient 0, f&r vi en relation som péstéet.

P& den anden side giver relationen i satningen

M M
Q== 3—0Q,~...- — 0Q.,
0 .AO 1 AO k
og her er
_h_ _>\_]S= —>\1_. ._Akzﬁ.: 1
o Ao o o

Dermed er s@tningen bevist.

Vi vil ogsd i dette tilfezlde skrive relationen

A0Q0+...+Aka =0,
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og en sddan relation har altsd mening, ndr koefficien-
terne har sum 0. S&danne relationer kan adderes og de
kan multipliceres med elementer fra K. Endvidere kan
de adderes til relationer af den tidligere omtalte slags.
I gvrigt kan de to slags relationer omskrives til hinan-

den ved formelle regninger.

Setning 28.7. At M er affint uafh®ngig er ensbe-

tydende med, at et (og ethvert) punkt P af det af M
udspendte underrum kun har 1 fremstilling som linearkom-

bination

P =2 +...+)

0% k9%’
med Qus--+/Q €M, Ag,eee,h €K, Ap %0, i=1,....k,

ApteeotA, = 1.

0 k

En affint uafhengig mengde med n+1 elementer udspen-
der et n-dimensionalt affint underrum, og et n-dimensionalt

affint rum udspandes af en ma&ngde med n+1 elementer.

Bevis. Den fgrste pdstand fglger af vore resultater
for vektorrum, idet relationen betyder, at

QOP = AdQOQ +...+KkQ0Qk.

Heraf fglger den anden pastand umiddelbart, og den sidste

fds, idet vi valger Q0 som begyndelsespunkt og
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Q0Q1""'Q0Qn som basisvektorer. Dermed er satningen

bevist.

Den fglgende hjalpesatning er samtidig et eksempel

p& relationer mellem affint afh®ngige punkter.

S@tning 28.8. Lad PO,...,P3 og QO,Q1,Q2 vere

punkter af et affint rum A. Ngdvendigt og tilstrazkke-

ligt for at POP1 = P3P2, altsa at POP1P2P3 er et pa-

rallelogram, er det, at

PO - P1 + P2 - P3 = 0.
Ngdvendigt og tilstrakkeligt for at QOQ2 = AQ3Q1, er
det, at

(A-1) @, = AQ, + Q, = O.

1
Bevis. Vi valger et begyndelsespunkt O. S& er
P.P = OP OP, og P,P, = OP, - OP

0" 1 1~ =0 372 7 =2 3°

den fgrste pastand. Den anden vises lige s& enkelt.

Heraf fglger

Af hijalpesatningen udleder vi en hovedsatning.

Setning 28.9. Lad A og B vare affine rum over

et legeme K, og lad £f:A - B vare en afbildning.

Da er f affin, hvis og kun hvis det for vilkarlige
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punkter PO,...,Pk € A og vilkédrlige elementer
AO,...,kk € K med A0+...+Ak = 1 gelder, at
f()\O 0 k k) = Aof(PO)+...+Akf(Pk).

Bevis. Hvis f er affin, inducerer f en vek-
torrumsafbildning T og for et vilkarligt begyndelses-

punkt O € A far vi

f(O)f()\O ot ..+x k) = (O()x0 0 ..+AkPk)) = f(AOQBO+...
A 0P ) = A E (0P )+ +A T (0P ) = A E(0)E(P)+.
+Akf(o)f(Pk),
og det er netop den i s@tningen anfgrte relation.
Lad nu f:A - B va&re en afbildning, der tilfreds-
stiller den anfgrte relation. Hvis nu POP1 = P3P2, har
vi i fplge s@tning 28.8, at P3 = PO-P1+P2, altséd
f(P3) = f(PO)—f(P1)+f(P2), sa vi far f(Po)f(P1) =
f(PO)f(Pz). Heraf fg¢lger, at £ inducerer en afbildning

T af rummet af vektorer i A ind i rummet af vektorer
i B. For vektorer uog v i A kan vi valge PO’ P1

og P sa POP1 = u og P1P2 = v. ©Sa er

futvy) = E(PyP,) = £(PE(R,) = £(P)E(RP,) + £(P)E(P,)) =

f(£1) + T(P,Py) =T + T(v)
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Hvis u er en vektor i A og X € K, kan vi valge

PO’P1 og P2, sa POP1 = u og POP2 = Au. Ifglge
hjelpes@tningen har vi sa P, = (1—X)P0+AP1, altsd
f(P2) = (1—x)f(P0) + Af(P1), men sd giver hjalpesat-
ningen, at f(xg) = Af(g). Dermed har vi vist, at 4

er line®r, og dermed er satningen vist.

Lad A vere et affint rum over et legeme K, og

lad (O;g1,

sionalt affint underrum B ¢ A kan tankes givet ved en

...,gn) vare et koordinatsystem. Et p-dimen-

parameterfremstilling

P

(1) x=a+pPt,tex,

ro

hvor a er et punkt af B, og P er en nxp-matrix med
rang p. Underrummet kan ligeledes t&nkes givet ved et

ligningssystem

(2)

ho

x = b,

hvor Q er en n-pxn-matrix med rang n-p. Parameter-
fremstillingen (1) er lgsning til ligningssystemet (2),
og (2) féas ved elimination af t1""’tp mellem lignin-

gerne (1).

I rummet af vektorer i A svarer B til et line-
&rt underrum med parameterfremstilling x =P t og lig-

ningssystem Q x = 0.
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To underrum B1 og B2 i det affine rum A kal-
des parallelle, hvis de svarer til lineare underrum,
af hvilke det ene indeholder det andet. Det er klart,
at "parallel med" ikke er en zkvivalensrelation. Dog
bliver "parallel med og af samme dimension éom" en &k-
vivalensrelation, medens "parallel med og af hgjst sam-
me dimension som" bliver en transitiv relation (en pre-

ordning). Parallelle underrum vil enten slet ikke have

punkter falles eller et af dem vil indeholde det andet.

Skeringspunkterne mellem B, og B, bestemmes ved

1
l¢shing af lineere‘ligninger. Hvis begge de affine under-
rum er givne ved lineare ligningssystemer, kombineres dis-
se til et ligningssystem, hvis lgsningsmangde er mengden
af skeringspunkter. Er det ene underrum givet ved et lig-
ningssystem, og det andet ved en parameterfremstilling,
kan man indsztte parameterfremstillingen i ligningssyste-
met. Derved fé&s et ligningssystem med skaringspunkternes
parametervaerdier som lgsninger. Hvis de to underrum har

parameterfremstillingerne x =a + P t og x =b + Q u,

o

er

a +

(lys]

t=b+Qu

et lineexrt ligningssystem til bestemmelse af parameterveaer-

dierne for skaringspunkterne.
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Hvis B1 er p-dimensionalt og B2 er g-dimensio-
nalt, fas skeringspunkternes koordinater af 2n-p-gq
ligninger med n ubekendte. Hvis p+q > n kan lignings-
systemets koefficientmatrix have rang 2n-p-q, og sa
‘findes der altid ska&ringspunkter. Hvis p+gq > n, og
det er muligt at parallelforskyde et af underrummene
til det ikke mere skarer det andet, er ligningssystemets
rang 2n-p-g-1, og det medfgrer, at underrummene ska-
rer hinanden i ét ptg-nt+1-dimensionalt underrum, hvis

de overhovedet har skaringspunkter.

Eksempel. I et 5-dimensionalt affint rum over IR
har vi givet 2 3-dimensionale underrum, af hvilke det

ene har ligningssystemet

+ x, + ax = b,

medens det andet ved brug af det samme koordinatsystem

har parameterfremstillingen

Xy = - 1 + t1 + t2

X, = 1 + t1 + ct2 )
Xy = t2 - t3

Xy = 2 - t1 + t2 + t3

X, = - 2+ t
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Opgaven gar ud pa for alle reelle vardier af a,b og
c at bestemme me®&ngden af sk®ringspunkter for de to

underrum.

Inden vi gar igang med opgaven bgr vi forvisse os

om, at koefficientmatricen for ligningssystemet, altsé

1 1 1 1 0
1 1 0 0 0
har rang 2, sam