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18.1

KAPITEL 18

Line~re ligninger.

Lad a = (ajkl j = 1, ... ,m; k = 1, ..• ,n) v~re en ma-

trix af el~menter af K. Lad b = (b1, ,bm) £ Km
v~re

givet. Vi s¢ger at besternme x = (x1' ,xn) E K
n , sale-

des at relationen

er opfyldt. Skrevet udf¢rligt drejer det sig om at l¢se

ligningssystemet

j = 1, ... ,m.

Definition 18.1. Matricen A kaldes koefficientma-

trix for det line~re ligningssystem ~ ~ = b. Matricen

(~'£)' der fas af A ved at tilf¢je b som s¢jle til

h¢jre, kaldes totalmatrix for ligningssystemet. Lignings-

systemet ~ ~ = 0 kaldes det til A ~ = b svarende homo-

gene ligningssystem. Ligningssystemet ~ ~ = b kaldes ho-

mogent, hvis b = O.

Et ligningssystem, som ikke er hornogent, kaldes inho-
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mogent. Vi kalder ogsa et ligningssystem inhomogent, hvis

vi ikke ved, om det er homogent, f.eks. nar b 1, ... ,bm

afh~nger af variable, sa ligningssystemet er homogent for

visse specielle v~rdier af disse variable.

S~tning 18.2. Ligningssystemet ~ ~ = b har l¢snin­

ger for ethvert valg af ~, hvis og kun hvis rangen af ~

er ligmed antallet m af r~kker. Ligningssystemet har for

ethvert valg af b h¢jst 1 l¢sning, hvis og kun hvis ran­

gen af A er lig med antallet n af s¢jler. Ligningssyste­

met har for ethvert valg af b netop 1 l¢sning, hvis og kun

hvis matricen A er regul~r.

ning

Bevis. Ved

f:Kn
+ Km,

f(~) = A x defineres en line~r afbild­

og f har samme rang som A. S~tningen

f¢lger af, at f er surjektiv, hvis og kun hvis den har

rang m, og injektiv, hvis og kun hvis den har rang n.

Dermed er s~tningen bevist.

S~tning 18.3. Ligningssystemet A x = b har mindst

en l¢sning, hvis og kun hvis totalmatricen (~,~) har sam­

me rang som A.

Bevis. Rangen r af A er rangen af m~ngden M af

s¢jlevektorer i A. At A x = b har mindst en l¢sning er

ensbetydende med, at b E spanM, men det er opfyldt, hvis'
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og kun hvis (~'E) ikke har st¢rre rang end h, og da

den ikke kan have mindre rang end dens delmatrix ~A er

s~tningen dermed bevist.

s~tning 18.4. Ligningssystemet A x = b har mindst

en l¢sning, hvis og kun hvis det for enhver l¢sning y =

(Y1' ... 'Ym) E Km
til det homogene transponerede system

~'y = 0 g~lder, at b1Y1+ ... +bmYm = O.

Bevis. Vi betragter den line~re afbildning f:Kn
+ Km

defineret ved f(~) = ~~. At ligningssystemet har mindst

en l¢sning, er ensbetydende med, at E E f(Kn). Af s~tning

13.21 f¢lger, at dette er ensbetydende·med, at det for en-

hver linearform ma:K + K med *f (a) = 0 g~lder, at a(~)=

O. Enhver linearform ma:K + K kan defineres p~ formen

a (x) = Y1x1+ ... +Y x, sa betingelsen a (b) = 0 bliver net-- mm

op b1Y1+ ... +bmYm = o. Dette skal altsa v~re opfyldt, hvis

* n * *f (a):K + K er O-formen. Nu er f (a) = aof, sa f (a)

bliver netop den linearform, man far frem ved at gange ven-

stresiderne i ligningssystemet med Y1' ... 'Ym og derefter

addere dem. Det giver O-formen til resultat, hvis og kun

hvis ~'y = O. Dermed er s~tningen bevist.

Den ene halvdel af s~tningen er n~sten helt triviel.

At ~'y = Q har en l¢sning y = (Y1' ... 'Ym)' som ikke til­

fredsstiller b1Y1+ ... +bmYm = 0 betyder nemlig, at lignin-
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gerne ved multiplikation med Y1' ... 'Ym og paf¢lgende

addition giver en relation 0 = k, hvor k E K ikke

er 0, og sa kan ligningssystemet selvf¢lgelig ikke have

l¢sninger. Den anden halvdel af s~tningen er dybtliggen-

de, og vi inddrog da ogsa mere kraftigt v~rkt¢j for at

fa den bevist.

Efter at vi nu har diskuteret eksistens og entydighed

af l¢sninger til line~re ligningssystemer, viI vi ga over

til en n~rmere unders¢gelse af l¢sningsm~ngdens natur og

dens afh~ngighed af vektoren b. Vi begynder med at se pa

det s~rlig vigtige tilf~lde, hvor A er en regul~r nxn-

matrix. I dette tilf~lde er A x = y helt ensbetydende

med -1
x = ~ y, sa l¢sningen kommer til at afh~nge line~rt

af s¢jlevektoren pa h¢jre side. Hvis vi indf¢rer komplemen-

terne far vi l¢sningen helt eksplicit pa formen

A1kb1+···+Ankbn
xk = detA k = 1, •.. ,n.

Her kan udtrykket i t~lleren fortolkes som determinanten

af en matrix. Derved far vi Cramers s~tning om l¢sning af

kvadratiske line~re ligningssystemer med determinant, som

ikke er o.

S~tning 18.5. Lad ~ v~re en regul~r nxn-matrix, og

lad ~ = (b 1, •.. ,bn) v~re en vektor fra Kn. Lad Bk



v~re den matrix, der fas af A
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teved at erstatte den k

s¢jle med b

ligningssystem

som s¢jle. Da er l¢sningen til det line~re

det!!k
A x - b givet ved x k = detA' k =

1, ... ,n.

S~tningen er allerede bevist. Hvis A er en mxn-ma-

trix, og dens rang r er = n, men r < m, har lignings-

systemet kun l¢sning, hvis totalmatricen (A,~) har sam-

me rang som A. Vi kan da v~lge en regul~r kvadratisk del-

matrix A af A, og de tilsvarende ligninger giver da et

delsystem A x = b af det givne system. De ¢vrige lignin-

ger viI v~re opfyldt, hvis blot ligningerne i delsystemet

er det. Opgaven er dermed reduceret til l¢sning af et lig-

ningssystem med regul~r matrix.

Hvis A er en mxn-matrix med rang r < m, og lignings-

systemet A x = b har mindst en l¢sning, har A en regul~r

rxr-delmatrix ~' og de tilsvarende ligninger giver et del­

ligningssystem C x =~' hvor C er en rxn-delmatrix af

A med A som delmatrix. De ¢vrige ligninger i systemet

A x = b er linearkombinationer af ligningerne i C x = b.

Altsa har A x = b sarnme l¢sningsm~ngde som C x = b.

Vi kan nu omordne r~kkef¢lgen af de ubekendte, og der-
~

ved opna, at matricen C far formen (A,~), hvor B er

en rxn-r-matrix. Vi kan da ligeledes skrive x = (~'!) med
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, .•• , x )
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og t = (t1 , •.• ,t ),
n-r

18.6

og ligningssy-

stemet far da formen

A x + B t = b

og deraf slutter vi, at vi for hvert valg af t E Kn-r

far netop 1 l¢sning til A x = b givet ved x = (~'!)'

hvor

"-1-1"-1
X = A b

Hvis vi viI have et helt direkte udtryk for x rna vi

abenbart skrive

hvor 0 er en n-rxr-matrix med aIle elementer 0, medens

E er en n-rxn-r-enhedsmatrix. Vi formulerer resultatet

som en s et.nLnq •.

S~tning 18.6. Lad A v~re en mxn-matrix med rang r,

og lad b E Kill v~re en vektor for hvilken ligningssystemet

A x = B har mindst en l¢sning. Der findes da en vektor

C E Kn
, samt en nxn-r-matrix ~' saledes at ligningssyste­

met A x = b har l¢sningsm~ngden {£+D !I! E K
n-r}.

M~ng­

den V = {D !I! E K
n - r } er l¢sningsm~ngden til det tilsva-'

rende homogene ligningssystem, og V er ogsa et underrum i

K
n

. L¢sningsm~ngden c + V til A x = b er et siderum til



18.7

v, og c er en vilkarlig l¢sning til A x = b.

Det kan have en vis interesse at se pa nogle speci-

elle tilf~lde, hvor l¢sningsrn~ngden kan udtrykkes s~rlig

p~nt. Et s~rlig p~nt eksernpel orntales i den n~ste s~tning.

S~tning 18.7. Lad A v~re en n-1xn-rnatrix. For j =

A ved at slette s¢jle nummer j.

1 , .•• , n betegner vi rned A.
=J

den delrnatrix, der fas af

For c. = (-1)j detA.,
J =J

j = 1, ... ,n er c = (c1' ... ,cn) en l¢sning til lignings­

systernet A x = o.

Bevis. Nar vi tilf¢jer en helt vilkarlig
te

n lig-

ning til ligningssystemet, f¢lger s~tningen umiddelbart af

relationerne i s~tning 17.3 anvendt pa kompiementerne til

elementerne i sidste r~kke af det udvidede systems matrix.

Dermed er s~tningen bevist.

Hvis c * 0, kan vi slutte, at A har rang n-1, sa

l¢sningsrummet er 1-dimensionalt, altsa {tclt E K}. Hvis

~ = Q, er rangen af A h¢jst n-2, sa l¢sningsrummet er

rnindst 2-dirnensionalt.

En relation af forrnen

x = c + D !,
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er en nxr-matrix,

kan for r < n og D med rang r opfattes som parame-

terfremstilling af l¢sningsm~ngden til et system af n-r

line~rt uafh~ngige line~re ligninger med n ubekendte.

Det er selvf¢lgelig ikke oplagt pa forhand, at der virke­

lig for ethvert valg af £ og Q, sa betingelserne er op­

fyldt, findes et ligningssystem, hvis l¢sning har den giv-

ne parameterfremstilling. Vi skal dog vise, at dette vir-

kelig er tilf~ldet. Det er til geng~ld klart, at vi ikke

kan habe pa, at sadan et ligningssystem er entydigt bestemt.

Det er nyttigt at betragte et mere generelt proble~,

nemlig et ligningssystem

A x = c + D t

hvor p n r
x E K , c E K , t E K , og hvor A er en nxp-matrix,

medens D er en nxr-matrix. Opgaven er at danne et lignings­

system B x = £', hvis l¢sningsm~ngde netop er de ~ E KP,

for hvilke der findes en vektor t E K
r , som sammen med x

tilfredsstiller (1). At l¢se denne opgave kaldes at elimine­

re t
1,

... ,tr mellem ligningerne (1).

Vi kan finde den omtalte m~ngde af vektorer x E KP

ved at l¢se (1) for hvert fast valgt t E K
r

og sa danne

foreningsm~ngden af de opnaede l¢sningsm~ngder. Heraf f¢l-

ger at vi kan tillade os at antage, at D har rang r. El­

lers viI en s¢jle i D v~re line~rt afh~ngig af de ¢vrige,
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og sa kan vi udelade denne s¢jle og den tilsvarende va-

riabel tl' uden at ~ndre m~ngden af vektorer af formen
1

c + D!. Nar ~ har rang r, kan vi dern~st dele lig-

ningssystemet op i to systemer

hvor ~1 er en regul~r rxr-matrix, A1 en rxp-matrix,

Q2 en n-rxr-matrix, ~2 en n-rxp-matrix, £1 E K
2

og

£2 E Kn-r. I det sidste system er den f~rste ligning ens-

-1 -1
betydende med ligningen ! = D1 ~1~ - Q1 £1' og lignings-

systemet bliver derfor ~kvivalent med det system, der be-

star af det £undne udtryk for!, samt den ligning, der

fas ved at inds~tte dette i systemets anden ligning, altsa

Den anden ligning her er netop et ligningssystem, der l¢ser

det stillede problem.

Der er et specielt tilf~lde, hvor l¢sningen er s~rlig

smuk, og det viI vi omtale i den n~ste s~tning.

S~tning 18.8. Lad A v~re en nxp-matrix, ~ en mxn-1­

matrix med rang n-1 og b E K
n . M~ngden af vektorer

x E KP for hvilke der findes en vektor t E Kn-1 ,



18.10

tilfredsstiller ligningssysternet ~ ~ = ~ + Q!, er da

identisk rned l¢sningsrn~ngden til den line~re ligning

det(£, A x - b) = O.

Bevis. Vi bern~rker f¢rst, at (Q, ~ ~ - £) er en

nxn-rnatrix rned elernenter fra ringen af polynornier over

K. Vi kan udregne den ved at udvikle efter den sidste

s¢jle, og da aIle elernenterne i de andre s¢jler er kon-

stante polynornier, far vi en linearkornbination af elernen-

ter fra den sidste s¢jle, altsa et polynorniurn af h¢jst

f¢rste grad. Derrned har vi sikret os, at pastanden i s~t­

ningen i hvert fald har rnening. For hver vektor x E KP

betragter vi nu ligningssysternet

(2 )

Matricen for dette ligningssystern har rang n eller n-1.

Hvis x er valgt, sa ~ ~ = b + Q! er tilfredsstillet

for t = t E K
n - 1 , er (2) tilfredsstillet af (~,1) E K

n ,

og sa har rnatricens rang n-1, idet O-l¢sningen ellers

ville v~re den eneste l¢sning. Under alle ornst~ndigheder

har (2) ikke andre l¢sninger end O-l¢sningen rned n = 0,

da D har rang n-1. Hvis (~, ~ ~ - £) har rang n+1,

kan vi derfor slutte, at (2) tilfredsstilles af en vektor

1(! ,u) rned u * 0,

tyder netop, at A x

-! 1altsa ogsa af (u ! ,1), og det be-

-1 1= b + D u t ~ Derrned har vi vist,
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at ligningssystemet A x = b + D t for et x E KP ,
-

har l¢sning t E
n-1

hvis kun hvis (Q, A £)en K , og x -

har rang n-1, men det er netop ensbetydende med, at

det(~, A x - £) = O. Dermed er s~tningen bevist.

Vi viI illustrere vore resultater med eksempler fra

3-dimensional geometri. Vi t~nker os, at vi har valgt et

begyndelsespunkt 0 og 3 line~rt uafh~ngige basisvektorer

~1 '~2'~3 for ]E3, sa punkterne i JR.3 angives ved

stedvektorer ud fra 0, og ved at udtrykke stedvektorerne

som linearkombinationer x1~1 + x2~2 + X3~3' far vi et

koordinats~t (x
1,x2,x3) for hvert punkt i rurnrnet, og

derfor v i.L vi identif icere rurnrnet med JR.3.

en plan med ligningen

Vi taler om

ikke aIle er 0, men c E E er vil-

karligt. Dermed mener vi, at l¢sningsm~ngden til ligningen

netop er m~ngden af koordinats~t for punkter i planen. Vi

ved nu, at l¢sningsm~ngden har en parameterfremsti~ling

x. = b
J
.
1

+ a. t
1

+ a. t
2,

j = 1,2,3,
J J ,2 J 1

hvor matricen ~ = (a j k) har rang 2. Det er netop planens

parameterfremstilling. Ved elimination af t 1 og t 2 gen­

finder vi planens ligning pa formen
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Ligningerne for to planer

j = 1, 2

udg¢r et ligningssystem med en matrix Hvis

(a j k) har rang 2, har l¢sningsm~ngden en parameterfrem­

stilling

hvor ~ = (a1 ra 2,a3) * Q. Dermed har vi fundet en para­

meterfremstilling for sk~ringslinien. Omvendt kan vi ved

elimination af t finde et ligningssystem med liniens

punkter som l¢sningsm~ngde, og derved finder vi 2 planer

med linien som sk~ringslinie, men der bliver selvf¢lgelig

mange l¢sninger.

j =

Hvis

1, 2

(ajk) har rang 1, er tals~ttene (aj1,aj2,aj3)'

proportionale. Hvis endda tals~ttene

(aI1,aI2,aI3' bl)' j = 1,2 er proportionale, er planerne
J J J J

sarnmenfaldende. Ellers har de slet ingen sk~ringspunkter,

svarende til, at de er parallelle.

Lad os nu se pa ligningerne for 3 planer



= c.,
J

j = 1 ,2,3.
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Hvis matricen er regul~r, har ligningssystemet

netop 1 l¢sning, svarende til, at planerne har netop 1

punkt f~lles. sA har planerne to og to en linie f~lles,

og de 3 sk~ringslinier mellem 2 ud af de 3 planer gAr al-

Ie gennem planernes sk~ringspunkt.

Hvis matricen har rang 1, er planerne pa-

Hvis

rallelle, eventuelt er to af dem sammenfaldende (hvis to-

talmatrix har rang 2), medens en af dens 2x4-delmatricer

har rang 1) eller aIle tre sammenfaldende (hvis totalma-

trix har rang 1).

Tilf~ldet, hvor matricen (a j k) har rang 2 er mere

"interessante Hvis ogsA totalmatrix har rang 2, er en af

de tre ligninger en linearkombination af de to andre og

sAledes overfl¢dig. Sk~ringsm~ngden bliver derfor den sam-

me som for disse to planer. Da disses matrix har rang 2,

har de en sk~ringslinie, og den tredie plan rnA da ogsA gA

gennem denne sk~ringslinie. Det drejer sig derfor om tre

planer gennem samme rette linie.

(a j k) har rang 2, medens totalmatrix har rang

3, har planerne intet f~lles punkt, og ~en sidste plan rnA

da v~re parallel med sk~ringslinien mellem de to f¢rste.

Det drejer sig i dette tilf~lde om tre planer, der er pa-
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rallelle med samme rette linie. De viI da s~dvanligvis

sk~re hinanden to og to i 3 parallelle rette linier,

men det kan ogsa t~nkes, at to af planerne er parallelle

eller sammenfaldende.

En plan med ligningen

er karakteriseret ved tals~ttet (a1, ... ,a4), dog sale­

des at proportionale tals~t bortset fra (0, ... ,0), be-

stemmer den samme plan. M~ngden af aIle sadanne tals~t in-

klusive (0,0,0,0) udg¢r netop et 1-dimensionalt underrum

Til

i Lad nu (a1, ... ,a 4) og (S1, ... ,S4) frembringe

4
to forskellige 1-dimensionale underrum Sa'SS c E .

de 2 underrum svarer 2 planer, der kan v~re parallelle,

men ikke sammenfaldende.

frem-

bringer et 2-dimens ionalt underrum ( A~ + 1.1f I A, 1.1 E JR) = U JR
4

.

Til hvert 1-dimensionalt underrum V c U svarer nu en plan,

som har en ligning af formen

og det er nu klart, at denne plan gar gennem sk~ringslini-

en mellem de to oprindelige planer, hvis disse sk~rer hinan-

den, medens den er parallel med de to oprindelige planer,
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hvis disse er parallelle.

M~ngden af planer~ der er givet ved ligninger af

formen (3) med (A,~) * (0,0) udg¢r det ved planerne

med ligningerne

bestemte planbundt.

Hvis de to planer sk~rer hinanden, omfatter plan-

bundtet netop aIle planer gennem sk~ringslinien. Hvis

ikke ligger pa sk~ringslinien, gi-

ver (3) ved inds~ttelse af x. = x~, j = 1,2,3 en lig-
J J

ning til bestemmelse af v~rdier af A og ~, som net-

op giver ligningen for en plan gennem punktet, og vi ser,

at denne ligning har l¢sninger (A,~) * (0,0). Dette er

i¢vrigt en bekvem metode til bestemmelse af en ligning

for en plan gennem et givet punkt og sk~ringslinien mel-

lem to givne planer.

Hvis de to planer er parallelle, men ikke sammenfal-

dende, ser vi ved et lignende r~sonnement, at planbundtet

netop omfatter aIle planer, parallelle med de oprindelige.

For et system af 3 planer med ligninger
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hvor matricen (a j k ) har rang 3, bestemmer vektorerne

~j = (a j 1, .•. ,a j 4) tre 1-dimensionale underrum V1 ,

4V
2'V3 ~ K, og de udsp~nder et 3-dimensionalt underrum

V ~ K
4

omfattende aIle vektorer f = (S1 , ..• ,S4)' hvor

M~ngden af de saledes bestemte planer kaldes det ved de

3 givne planer bestemte planknippe.

Hvis de 3 givne planer har et sk~ringspunkt, omfat-

ter planknippet netop aIle planer gennem dette punkt. Det

er nemlig klart, at aIle planerne i knippet gar gennem

dette punkt. Det er derfor nok at vise, at det for punk-

ter P1 og P 2 som er indbyrdes forskellige og forskel­

lige fra sk~ringspunktet g~lder, at knippet indeholder en

plan gennem P
1

111(x
1

,x
2

,x
3

)

og P 2 · Hvis P1
222og (x

1
,x

2
,x3 ),

og P
2

har koordinater

og vi srett.e r

ser vi, at den plan i knippet, der fas for et valg af A1 '

A2 ' A3 ' viI 0 gennem P1
P 2, hvis og kun hvisga og

i f i
A 0, i 1 , 2,Y1 A1 +Y2 A2+Y = =3 3

og dette ligningssystem har altid l¢snirtger.

Hvis de tre givne planer ikke har et sk~ringspunkt,
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er de parallelle med 1 ret linie, men ikke aIle tre ind-

byrdes parallelle. Det indtr~ffer, hvis og kun hvis vek-

torerne al = (a l
1 ,aI2,aI3), j = 1,2,3 udg¢r en m~ngde

J J J J

med rang 2, sa de blot udsp~nder et 2-dimensionalt un-

derrum i JR.3 . for aIle valg af

A
1,A 2 og A3 ligge i det sarnrne 2-dimensionale underrum,

og det medf¢rer, at aIle planer i knippet er parallelle

med den sarnrnerette linie. Vi far sa ganske som f¢r, at

knippet for hvilket som heIst valg af P1 og P 2 indehol­

der en plan gennem P
1

og P2, og derfor far vi, at knip­

pet i dette tilf~lde netop omfatter aIle planer parallel-

Ie med en fast ret linie.

Lad os nu se pa fremgangsmaden ved numerisk l¢sning

af et ligningssystem. Som ved udregning af determinanter

kan der t~nkes forskellige situationer. Det kan t~nkes,

at aIle de kendte st¢rrelser er givne som eksakte tal el-

ler udtryk. Den anden mulighed er, at de kendte st¢rrelser

er reelle tal, der kun kendes fra malinger, altsa kun ved

tiln~rmede v~rdier. Det h~nder ofte, at koefficienterne

til de ubekendte er givne eksakt, medens konstanterne pa

h¢jre side kun kendes med tiln~rmelse. Det skal dog bem~r-

kes, at fremgangsmaden ikke bliver s~rlig forskellig i de

tre tilf~lde.

Vi skriver ligningssystemet eksplicit op.
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a
11x1+ a12x2+···+a1nxn = b

1

a21x1+a22x2+···+a2nxn - b 2

- - - - - -

a 1x1+a 2x2+ ... +a x = b .m m mn n m

Ved at bytte om p~ r~kkef¢lgen af ligningerne og af de

ubekendte s¢rger vi for, at a 11 * O. Hvis optr~dende

tal kun er kendt med tiln~rrnelse, b¢r det tilstr~bes, at

a 11 er ~tort i samrnenligning med de ¢vrige elementer i

f¢rste s¢jle - og heIst ogs~ i forhold til de ¢vrige koef-

ficienter i f¢rste r~kke. Vi dividerer den f¢rste ligning

med Den fremkomne ligning multipliceres med

og tr~kkes fra den anden ligning, med a 31 og tr~kkes fra

den tredie ligning o.s.v. Derved f~r vi et ligningssystem

~kvivalent med det oprindelige af formen

a'2x2+ ... +a' x = b'm mn n m

Dette system l¢ses selvf¢lgelig ved, at vi l¢ser delsyste-

met af de m-1 sidste ligninger og finder x 1 af den

f¢rste. Dermed har vi reduceret problemet til den situati-

on, hvor der er en ligning f~rre og en ubekendt f~rre.
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Vi behandler det nye system pa samme made, og efter'

endelig mange trin ender vi med et system af formen

r r
x +a 1x 1+ ... +a xr rr+ r+ rn n

o

Sa er det afsl¢ret, at koefficientmatricen har rang

r. Hvis m > r og et af tallene b~ med q > r er for­

skelligt fra 0, har systemet ingen l¢sninger. Hvis r =

m eller b r -- 0 f 11or a e q > r,
q

kan vi v~lge

(xr +
1'

... ,xn) E K
n - r vilkarligt, og derefter supplere det-

te s~t op til en l¢sning idet vi finder x r

af den sidste ligning, x r-1 af den n~stsidste osv. Vi

far saledes l¢sningsm~ngden opskrevet eksplicit med

xr+1, ... ,xn som parametre.

Ved arbejde med eksakt kendte koefficienter kan man

selvf¢lgelig opna fordele ved at forkorte f~lles faktorer

i ligningen v~k undervejs, ligesom man kan kombinere lignin-
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ger pa en sadan made, at man undgar at regne med br¢ker.

Vi viser et taleksempel.

u + v - 3x + 3y + z = 2

2u + v + 3x - y - z = 3

u - v - x - y + z = -4

3u - v + 4x + 2y+ Z = 4

u - 3v + x + 2y +3z = -4

Her er det abenbart mest behagelig at eliminere z .

Vi beholder den f¢rste ligning ucendret, og vi far 0sa

III -+ v 2~- 3x + 3y + z =

3u + 2v + Ox + 2y = 5

Ou - 2v + 2x - 4y = -6

2u - 2v + 7x y = 2

-2u - 6v + lOx - 7y = -10.

Vi har sat en ramme om den f¢rste ligning, fordi den skal

gemmes ucendret og til allersidst bruges til bestemrnelse

af z. Vi gar videre med de fire sidste ligninger. Den

anden af disse kan forkortes med -2, og derefter bliver

den velegnet til elimination af v. Dermed far vi syste-

met

3u + 2v + Ox + 2y = 5

lOu - v + x - 2y = -31
2u - 2v + 7x - y = 2

-2u - 6v + lOx - 7y = -10
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Efter eliminationen far vi systemet

3u + 2x 2y = -1

2u + 5x + 3y = 8

-2u + 4x + 5y = 8

(U + 6x + 3y = 7l

Vi opdagede her~ at addition af den f¢rste og den tredie

ligning giver et behageligt resultat, som vi har omram­

met for at gernme den til beregning af u. Vi udelader

den f¢rste ligning og benytter den omrarnmede til elimina­

tion af u_ i den anden og tredie. Det giver systemet

-7x 3y = -6

16x + lly = 22

I 2x + 5y = 1 at ,

Her har vi lavet den tredie ligning ved at gange den f¢r-

ste med 2 og ltEgge den anden til. Den gernmes til beregning

af x og vi bruger den til elimination af x i den anden

ligning. Det giver

f- 29y -5~=

Nu er ligningssystemet omformet til systemet af de indram­

mede ligninger. Vi bruger nu disse i omvendt r~kkef¢lge og

finder efterhanden

y = 2, x = 0, u = 1, v = -1, Z = -4.
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Vi ved nu, at ligningssysternet har netop 1 l¢sning, den

fundne. Vi ved derfor ogsa, at dets koefficientmatrix

er regul~r. Vore regninger kan ses som omformninger un­

der udregning af determinanten af koefficientmatrix, og

den kan derfor let udregnes nu.

Selvf¢lgelig kan man komme til at regne fejl. Der­

for er det alligevel fornuftigst at pr¢ve efter, om den

fundne l¢sning nu ogsa passer i ligningerne.
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KAPITEL 19

Basissk..ift __ .

Lad U v~re et n-dimensionalt og V et m-dimensio-

nalt vektorrum. Lad (E1, ... ,En ) v~re en basis for U

og lad (e1 ' • • • , e )- -m
v~re en basis for V. Til hver li-

ne~r afbildning f:U + V svarer da en mxn-matrix
A

A E M(K; m,n) bestemt ved, at vi har

For u = x 1b1'+ . • · +x b og f (~) = Y1 e 1+ ... +y e har vi- n-n' - m-m

¥1 2f1
( I

I = J

I J

1m
t

x
n

A

Omvendt viI enhver matrix A E M(K; m,n) ved disse rela-

tioner fastl~gge en line~r afbildning.

Lad dern~st (E1, ... ,E~) v~re en' anden basis for U

og (e1' , •• • , e ' )- -m en anden basis for V. Med disse nye ba-

ser svarer f til en anden matrix B. Nu bestemmer A

entydigt f, som igen fastl~gger B, og derfor far vi

ved T(~) = B fastlagt en afbildning T:M(K;m,n) + M(K;m,n).
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Vi kalder T den til skiftet af basis svarende transfor-
A

mation af M{K;m,n).

S~tning 19.1. Ved et skift af baser for det n-

dimensionale v.ektorrum U og det m-dimensionale vektorrum

V induceres en vektorrumsautomorfi T:M{K;m,n) + M{K;m,n)

bestemt ved, at en matrix A svarer til sarnrne line~re af-

bildning f:U + V ved brug af de oprindelige baser som

T{~) ved brug af de nye baser.

A

Bevis. Eksistensen af en afbildning T:M{K;m,n) +

M(K;m,n), fastlagt som beskrevet i s~tningen fremgar af

bem~rkningerne ovenfor. Det er ogsa klart, at det "omvend-

te" basisskift viI svare til en afbildning, som er invers

til T, sa T er bijektiv. Vi mangler sa blot at vise,

at T er line~r. Lad ~1 og ~2 v~re vilkarlige mxn­

matricer, og lad f
1

og f 2 v~re de tilsvarende line~re

afbildninger, nar de oprindelige baser benyttes.

Nar de nye baser benyttes, har f 1 og f 2 matricer-

ne T (~1 ) .og T (~2) , og f
1+f2 far matricen T (~1 ) +

T (A2) · Da f
1+f2 med brug af de oprindelige baser havde

matrix ~1 +A2, far vi, at T(~1+A2) = T(~1 )+T (A2)· At

T (A~) = AT (A) vises 0 lignende made, men en smule lettere.pa

Nu viI vi forts~tte med at finde et eksplicit udtryk
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for afbildningen T. Vi begynder med at studere virk-

ningen af et basisskift i et vektorrurn.

S~tning 19.2. Lad U v~re et vektorrurn og lad

(E.1 ' • • • ,E.n ) og (E.1, • • • ,E.~) - veere to baser for U.

Der findes da en regul~r nxn-matrix S fastlagt ved

betingelsen

og for en vilkarlig vektor u E U med u = x
1b1+ ... +x b =- - n-n

forbundne ved ligningen

~1
x'11

= S 1

I. I
I x'x
n n

Bevis. Den line~re afbildning tp:U -+ U bestemt

ved tP (b · ) = b ~ , j = 1 , ••. , n svarer ved brug af basis
-J -J

(E.1'···'E.n ) til en matrix S givet ved den f¢rste re-

La t i.on v Da tp har rang n, er S r equLear . Af x 1b1+
...

... +x b = x
1'b1'+

... +x'b' f¢lgern-n - n-n

~1
x' ~1,1

(E.1 ' • • • ,E.n )
I

(E.1'···'E.~)
• (b1 ;7 • • • , b ) SI = I = I

•I • - -n I
I I

x'X x'n n n

og heraf f¢lger den sidste relation i s~tningen. Dermed

er s~tningen bevist.
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S~tning 19.3. Lad S v~re en regul~r nxn-matrix,

og lad U v~re et n-dimensionalt vektorrum. Til hver

basis for U svarer da en anden basis

for Uj sAledes at ~ er den matrix, der

svarer til skiftet fra den f¢rste basis til den anden.

Da S har rang n, fAr b 1' , • • • , b '- -n ogsA rang n,

og bliver sAledes en basis. Derefter f¢lger pAstanden

af den foregaende s~tning.

Vi ser, at en regul~r nxn-matrix svarer til mange

forskellige basisskift i ethvert n-dimensionalt vektor-

rum U.

S~tning 19.4. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

(b
1",

••• ,b")- -n

v~re baser for U. Hvis S er den matrix, der svarer

til skiftet fra (~1' ... '~~)' til (b1",···,b")- -n er S T

den matrix, der svarer til skiftet fra (~1' ••• '~n) til

(b1", • • • ,·b") •- -n

Bevis. Vi har jo

og dermed er s~tningen bevist.
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Vi gar nu over til at unders¢ge, hvordan basisskift

virker pa matricen for en line~r afbildning.

S~tning 19.5. Lad U v~re et n-dimensionalt vektor-

rum, og lad (~1.' ... '~n) vzer e en basis. Lad S vzer e en

regul~r nxn-matrix svarende til basisskift til

Lad V v~re et m-dimensionalt vektorrum, og lad

(b1' , • • • , b ' ) •- -n

(e1 ' • • • , e )- -m

v~re en basis. Lad T v~re en regul~r mxm-matrix svarende

til skift til basis (e
1',

... ,e'). Lad f:U + V v~re en- -n

line~r afbildning, og lad A v~re dens matrix ved anven-

delse af baserne (b1·,···,b)
og (e1,···,e ). Ved anven-- -n - -m

delse af baserne (~1 ' · · · ,~~) og (e1' · · · ,e ' ) far f da- -m

matricen T-1A S.

Bevis. For u = x
1b1

+ ... +x b = x
1'b1'+

... +x'b' med- - n-n - n-n

billedpunktet v = f(u) = Y1 e1+ ... +Y e = Y1'e1'+... +Y'e'- - m-m - m-m

har vi matrixfremstillingen af f pa formen

~1
= A

x
n

Skiftet til de nye koordinater sker ved relationerne

~1 Y' ~1
x'

,1 ,1
T I S I= ; =I I, I

Ym Y' x x'm n n

Vi inds~tter dette og far



Da T

y' x'
1 1 .1

T c A S I= II

I I

y' x'm n

er regul~r, kan vi gange fra venstre med

19.6

-1
T ,

og vi far

y' x'
11

T-1A
11, = S
,

,
l I

y' x'm n

Dermed er s~tningen bevist.

Der er en meget rig algebraisk struktur pa m~ngden

°A

af matricer. Vi har tidligere set, at M(K;m,n) er et

vektorrum over K, medens M(K;n,n) endda er en algebra
A

over K og specielt en ring. For A E M(K;m,n) oog
A

S E M(K,n,n) har vi produktet A S, og med dette ydre

produkt er M(K;m,n) en h¢jre M(K;n,n)-rnodul. Dertil

kr~ves blot at reglerne

er opfyldt, og de er jo aIle vist tidligere. Endvidere
A A

er A E = A. For A E M(K;m,n) og T E M(K;m,m) har

vi produktet ! ~, og med dette produkt er A(K;m,n) en

venstre M(K;m,m)-modul. De to modulstrukturer kommuterer,
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Ved koordinattransformationer udnytter vi kun den

ydre multiplikation med regul~re matricer. De regul~re

A

matricer ~ M(K;n,n) udg¢r en m~ngde, der med den ned-

arvede multiplikation er en gruppe.

Lad U,V og W v~re endeligdimensionale vektorrum

med baser (c1,···,c)- -n og (e1,···,e ).- -m

Lad f:U + V v~re en line~r afbildning med matrix ~'

og lad g:V + W v~re en line~r afbildning med matrix B.

Sa har gOf matrix B A. Hvis vi nu foretager basisskift

Det ses helt umiddelbart, at de to udtryk for matricen for

gOf med de nye baser stemmer overens.

S~tning 19.6. Lad U v~re et n-dimensionalt og V

et rn-dimensionalt rum. Lad f:U + V v~re en line~r afbild-

ning, og lad A v~re en mxn-matrix. Da har A og f sam-

me rang; hvis og kun hvis det er muligt at v~lge baser for

U og V, sa f ved brug af disse baser far A som matrix.

Bevis. V~ ved allerede, at en afbildning og dens ma-

trix har sarnrne rang. Derfor g~lder "hvis". Lad os nu antage,

at f og A begge har rang r. Sa er dim f(~) = r, og vi
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kan vcelge en basis (e1,···,e) for f (U) og udvide- -r

den til en basis (~1 ' · · · ,~m) for V. For j = 1 , ... , r

vcelger vi b. E U, saledes at f (b · ) = e .. Sa er
-J -J -J

b 1 ' · · · , b linecert uafhcengige, og f afbilder- -r

span (~1 ' · · · , ~r) bijektivt 0 f (U) . Heraf f¢lger,pa

at kernf n span(~1' ... '~r) = {Q}, og vi har U =

kernf ~ span(~1' ... '~r). Vi vcelger en basis (b +1' •.• ' b )-r -n

for kernf, og sa er (~1' ... '~n) en basis for U. Vi

har nu

r
= (~1 ' • • • ,~r ' Q, • • · ,Q) = (~1 ' • • • ,~m) ~ ,

hvor matricen E~ har 1 pa de r faste pladser i dia-

gonaler og ellers 0 overalt, altsa

1, ... ,r, rmen e .. = 0
1J

ellers.

re .. = 1 for
JJ

j =

Vi fik vist, at vi for enhver linecer afbildning

f:U -+ V med rang r kan vcelge' baser for U og V, sa

f far matricen Er. Det f¢les maske ikke sam noget start

fremskridt mod vort egentlige mal, men alligevel er vi nce-

sten fcerdige. Der findes nemlig en linecer afbildning g:

U -+ V, samt baser for U og V, sa 9 far matricen A.

Men sa har 9 rang r, og der findes baser for U og V,

sa 9 far matrix Er. Men sa findes der basisskift der

f¢rer over i ~' altsa hvor T E
A

M(K;m,m) og S E M(K;n,n) er regulcere. Det sarnrne basis-

(e1,···,e)- -m over i ba-

ser, for hvilke f far A sam matrix. Dermed er scetnin-

gen bevist.
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S~tningen fort~ller at matricen for en afbildning

f:U + V giver information om rangen af f, men ellers

indeholder den slet ingen information om f. Hvis ba-

serne for U og V er kendt, giver matricens fuld infor-

mation om f. Hvis kun basis for U er kendt, fastl~g-

ger matricen kernen for f. Hvis kun basis for V er

kendt, fastl~gger matricen billedet f(U). Vi viI ikke

diskutere disse forhold n~rmere, men i stedet diskutere

nogle mere specielle situationen. F¢rst viI vi se pa en

endomorfi f:U + U. Her er der kun et vektorrum, hvis

basis vi kan v~lge, og derfor kommer vi ikke sa langt i

retning af at simplificere matricen for f ved at v~lge

en hensigtsm~ssig basis for U. Det viser sig, at dette

problem er kompliceret, og det viI blive behandlet i nog-

Ie senere kapitler. Lige nu n¢jes vi med at formulere en

s~tning om, hvordan et basisskift influerer pa matricen

for en endomorfi.

S~tning 19.7. Lad U v~re et vektorrum med basis

(~1' ••• '~n)' og lad f:U + U v~re en endomorfi, som sva­

rende til denne basis har matrix 8. Lad ~ v~re en re-

gul~r nxn-matrix svarende til basisskift fra (e1,···,e)- -n

til (~1' ... '~~). Svarende til de nye koordinater viI f

da have matricen s-1 A S.
= = =

Bevis. Det er bare et specialtilf~lde af den tidlige-

re viste s~tning om basisskift.
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Hvis en matrix stAr for noget andet end.:en line~r

afbildning, rnA man regne med den mulighed, at den ogsA

transformeres pa en anden made. Det vigtigste eksempel

er matricen for en bilinearform.

s~tning 19.8. Lad U v~re et vektorrum med basis

(~1' ... '~n)' og lad f:UxU + K v~re en bilinearform med

matrix A. Lad S v~re en regul~r nxn-matrix, som sva-

rer til basisskift fra (~1' ... '~n) til (~1 ' · · · ,~~). Ved

anvendelse af basis

gl~ s.

(~1' ... '~~) viI f da have matricen

Bevis. For u = x 1e1+ ... +x e = x1Ie11+ ... +xle.1 og v =- - n-n - n n

+ + - I 1+ + I IY1 e 1 ... Y e - Y1 e 1 ... y e- n-n - n n er f(~,~) givet ved

og vi foretager koordinatskiftet ved at inds~tte

~1
Xl Y1 y l
11 J 1
l 1,

= S = ~,
J, I , ,

X Xl Yn
yl

n n n

og derved fAr vi ligningen i de nye koordinater
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Dermed er s~tningen bevist.

Den ved definerede afbildning
A A

M(K;n,n) + M(K;n,n) er en vektorrumsisomorfi, men den

er ikke en algebraisomorfi. Til geng~ld afbilder den

transponerede matricer p~ transponerede matricer, idet

(~I~ ~) I = ~'A'~. Den bevarer ogsa egenskaber som "sym-

metrisk" og "sk~vsymmetrisk".

v Det er ikke vanskeligt at udf¢re koordinattransfor-
v

f mationer i mere komplicerede tilf~lde, men det bliver selv-
v

f¢lgelig n¢dvendigt at opgive matrixnotationen, n~r vi kom-

mer udenfor det omr~de, der kan beskrives ved matricer.

Som et eksempel viI vise pa en biline~r afbildning

f:UxU + V. Lad (~1' ... '~n) v~re en basis for U og

en basis for V. For u
1

= x
1b1+ ... +x b- - n-n

og u 2 = Y1b1+ ... +Y b- - n-n har vi et billede

Z1e1+ ... +Z e, og afbildningen er givet ved et s~t lig-- m-m

ninger

z. =
1

n i
2: aJo k x . Yk

j,k=1 J
i = 1, ... .m ,

Vi ¢nsker at indf¢re nye baser, s~ vi f~r u =-1

I 1+ + leiz 1e 1 ••• z •- n-m Koordinatskiftet er givet ved matricen
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s og !' saledes at

~1
Xl y. yl Z I

~1,1 . 1 ,1 .1
S

,
S

.
T= = =, ,

• IX Xl Yn Yn z I Z
n n m m

LCEg mCErke til, at den sidste o. modsat vej. Vi far nugar

ved direkte udregning

m m n
j

z ! = L t .. z. = L L t. · a k l x k Yl =1 i=1 1J J i=1 k,1=1 1J

m n j
L L t. · a k l ska SIS

Xl y l ,
i=1 k,1,a,S=1 1J a S

0 f defineres ved de nye ligningersa

n
""iz ! = L a Xl y' ,1

a, S=1 a,S a S

hvor

""i
m n

}a = L L t .. a k l ska sISas i=1 k,1=1 1J

Det ses, at som afhCEnger af 3 indices, trans-

For en matrix

formeres efter en regel for sa vidt angar index i, men

efter en anden regel, for sa vidt angar indices j og k.

(a j k), der svarer til en bilinearforrn,

er det transformationsreglen for j og k, der anvendes

pa begge indices, men for en matrix (a .. ), der svarer
1J

til en endomorfi, anvendes forskellig transformationsme-

tode for i og j. Det viser sig, at de to her omtalte
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former for transformationer d~kker sa godt som alt, hvad

man m¢der i praksis. Den n~rmere redeg¢relse for brugen

af de to typer af transformationer ved koordinatskift

er et v~sentligt led i tensorregningen, som netop i f¢r-

ste omgang er et middel til at bringe koordinattransf6r-

mationernes teori pa en overskuelig form.

Tensorregning har v~ret et vigtigt hj~lpemiddel til

behandling af mere komplicerede geometriske problemer, og

derved korn den til at spille en rolle i den almindelige

relativitetsteori. Den har ogsa fundet mange' andre anven­
A
I delser i fysik og teknik, medens dens rolle i moderne ma-

~ tematik er mere beskeden.
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KAPITEL 20

Skift af legemet.

Lad L v~re et legeme og K c L et dellegeme.

Et vektorrum V over L er da et vektorrum over K,

idet det ydre produkt LxV + V har en restriktion

KxV + V. Hvis B eVer en basis for vektorrumrnet V

om L, er B et line~rt uafh~ngigt s~t i V som vek-

torrum over K, men bortset fra trivielle tilf~lde ik-

ke en basis. Til geng~ld er spanB i V som vektorrum

over K selvf¢lgelig et delrum med B som basis.

Lad nu U v~re et vektorrum over K, og lad B

v~re en basis for U. Sa er U m~ngden af linearkom-

binationer x
1

e
1+

... +x e med nEE,- n-n

~1" ••• '~n E B. En linearkombination af denne art er egent-

lig en afbildning In:B + K med In(e) - X
'+' '+' j - j for j =

1 , •.. ,n og (~) = 0 ellers. Hvis vi stadig har K ~ L,

kan vi selvf¢lgelig lige sa godt betragte linearkombinati-

onen <.p:B + L, og derved far vi en udvidelse V ~ U, som

er et vektorrum over L. Det er klart, at V ogsa har en

'struktur sam et vektorrum over K, og med denne struktur

pa V bliver U = spanB.
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Vi kan saledes altid ~ndre strukturen pa et vektor-

rum U over K ved at erstatte K med et dellegeme

eller et udvidelseslegeme. Som vi har beskrevet det oven-

for er skift til et legeme L ~ K afh~ngig af vort valg

af basis. Vi kan imidlertid b~re os anderledes ad, og der-

ved kan vi opna en udvidelsesmetode, der er uafh~ngig af

basis.

Lad igen U v~re et vektorrum over K og lad B c U

v~re en basis for U. For K c L konstruerer vi V ~ U

som ovenfor. Med W betegner vi vektorrummet af afbild-

ningen ~:U + L med ~(~) = 0 undtagen for endelig man-

ge u E U. Vi kan da igen fortolke ~ E W som en linear-

kombination A1~1+... +An~n' hvor A1 , ... ,A n E L og

~11 ••• '~n E U, men da U c V bliver en sadan linearkom­

bination et element af V, og derved far vi abenbart defi-

neret en line~r surjektiv afbildning K:W + V, og K in-

ducerer en isomorfi mellem w
kernK og V. Vi kan saledes

bruge w
kernK i stedet for V. Hvis vi kan vise, at kernK

er uafh~ngig af basis B har vi netop faet V erstattet

med et vektorrum, som er uafhcengigt af basen B.

Vi viI skrive et element ~ E W pa formen (A1'~1)+...

+ (A ,u ),n -n og dermed angiver vi, at <I>(u ) = A-v v for v =

1, ... ,n og @(~) = 0 for aIle andre u E U. Vi adderer

udtryk af denne slags ved blot at skrive dem sammen til en
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sum uden hensyntagen til r~kkef¢lge, og sa rna vi eventu-

elt udnytte regnereglen (~1'~)+{~2'~) = (~1+~i'~)' sa

vi kan opna, at intet u forekornrner mere end en gang.

Vi rnultiplicerer et udtryk med ~ ved blot at gange

hvert ~v med ~.

Med MeW betegner vi m~ngden af elementer ~ E W

af en af formerne (~'~1) + (~'~2) + (~'-(~1+~2)) eller

-(~, lJ~) + (Xu , -~), hvor u E K. Sa er M u a f hzenq i.q

af B_, og det er klart, at M c ker mc , a l.ts a at spanM c

kernK. Vi viI vise, at spanM = kernK, og dermed har vi

vist, at kernK ikke afh~nger af B.

Vi mangler at vise, at kernK ~ spanM, sa vi betrag-

ter ~ = (~1 '~~1) + ... + (~n~n) E kernK. Dette er ensbetyden-

de med, at ~1u1+... +~ u = o. Nu kan vi v~lge e 1 ' · · · , e E- n-n - -p

B samt pxn-matrix A med elernenter fra K, 0 vi haren sa
-

(u
1,.·.,u)

= (e
1

, .•. ,e )A,- -n - -p -

og relationen

relationerne

~1u1+... +~ u = 0 bliver ensbetydende med- n-n

(1 ) ak1~1+ ... +akn~n = 0, k' = 1, ... ,p.

Vi definerer
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og vi har sA ~ = ~1+ ... +~p. Det er sAledes nok at vise,

at ~k E spanM. Nu medf¢rer (1) imidlertid, at

og dermed er ~k skrevet som en sum af elementer fra M.

Definition 20.1. Lad U v~re et vektorrum over et

legeme K, og lad L v~re en udvidelse af K. Ved en

tilsvarende udvidelse V af U forstar vi det ovenfor

definerede vektorrum V over L med den egenskab, at

U c V og der findes en m~ngde B c U, som er basis for

U over K og samtidig ogsa for V over L.

S~tning 20.2. Lad U v~re et vektorrum over et le­

geme K med en udvidelse L, og lad V v~re den tilsva­

rende udvidelse af U. Enhver endomorfi ~:U + U kan da

pa netop en made udvides til en endomorfi ~:V + V.

Bevis. Lad B v~re f~lles basis for U og V. Be­

teingelsen ~IB = ~IB fastl~gger netop en endomorfi

~:V + V, og det ses umiddelbart, at .~IU = ~IU. Dermed

er s~tningen bevist.
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Hvis vi i stedet for V bruger den invariante ud-

videlse

lejret i

w
kernK '

w
kernK '

som vi omtalte ovenfor, er U ind-

ved at u svarer til det kanoniske

billede af (1,~) E W. Det er n~sten helt indlysende,

at m~ngden af sadanne billeder udsp~nder
w

kernK '
og

derfor far vi i virkeligheden, at enhver basis for U

bliver en basis for V. Derfor er afh~ngigheden af ba-

sis B kun tilsyneladende. Et basisskift i U er bare

et specielt tilf~lde af et basisskift i V.
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0VELSER TIL KAPITEL 20

Stikord.

Overgang til dellegerne, til udvidelseslegerne, der-

til svarende udvidelse af vektorrurn og af endornorfi af

vektorrurn.

20.1. Lad K v~re et legerne rned et udvidelseslegerne

L. For hvert naturligt tal n har vi da en na-

turlig inklusion Lad v~-

20.1.1.

re inklusionsafbildningen. Lad U v~re et vek-

torrurn over K, og lad V v~re en udvidelse af

V over L. Lad (~1' ... '~n) v~re en f~lles ba­

sis for U og V, og lad ~u:U + K
n

og ~v:V + L
n

v~re de ved den f~lles basis fastlagte isornorfier.

Vis, at In -1 0 ] " Oln ·U + V er inklusionsafbild-'+'v "." n '+'U·

ningen.

Udvidelseslegernet L er et vektorrurn over K

rned de s~dvanlige regneoperationer. Lad (S1, ... ,Srn)

v~re en basis for vektorrurnrnet Lover K. Nu

er ogsa V et vektorrurn over K. Vis, at



{6 b I 11= 1, ... , m; v = 1, ... , n
11-V

for vektorrurnmet ·V over K.

For 11 = 1, ... ,m er m~ngden

0velser 20.2

er en basis

6 u ={ 6 u I .
11 11-

20.2.

20.2.1.

u E U} et underrum af vektorrummet V over

K, og V er den direkte sum af underrummene

6 u.
11

Basen (6 1, ... ,6m) kan v~lges med 6
1

= 1,

sa den f¢rste direkte. summand 61U er selve

rummet U.

Lad V v~re et vektorrum over ~, og lad B

v~re en basis for V. Lad U v~re det af B

udsp~ndte underrum i vektorrummet V over E.

At v~lge U pa denne made kaldes at v~lge et

reelt underrum i V. Svarende til resultatet

i opgave 20.1.1 har vi nu V = U ~ iU, nar

vi benytter vektorrumsstrukturen over E. Vi

far da hver vektor v E V skrevet som v =

u + iu' med ~,~' E U. Regning med disse ud-

tryk foregar efter regIer, der ganske ligner

regnereglerne for komplekse tal.

Valget af det reelle underrurn u giver os rnu-

lighed for at tale om den konjugerede vektor

til en vektor ~, idet vi for v = u+iu' rned

~,~' E U definerer v = u-iu'. Ved K(~) = V
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defineres en vektorrurnsisornorfi K:V + V rned

hensyn til den reelle vektorrurnsstruktur. Des-

uden er K(i~) = -iK(~), sa K er ikke en vek-

torrurnsisornorfi rned hensyn til den kornplekse

vektorrumsstruktur. Endelig er K involutorisk,

dvs ,

20.2.2.

20.2.3.

Lad K:V + V v~re en vektorrumsisomorfi med hen-

syn til den reelle vektorrumsstruktur og desuden

tilfredsstille betingelserne K(i~) = -iK(~) og

KoK = idv . Vis, at rn~ngden af fixpunkter for

er et underrum U c V rned hensyn til den reelle

vektorrumsstruktur, sarnt at U kan v~lges som

reelt underrurn i V, og at K sa netop bliver

den til dette valg svarende "konjugeret-afbi"ld-

ning" .

"kon j ugeret-afbildningen" pa ec· inducerer en

fastlagte isornor-

"konjugeret-afbildning"

V + cB v~re den ved basen

pa Lad

20.3.

fi, og lad K:V + V v~re den ved det af B ud-

sp~ndte underrum bestemte "konjugeret-afbildning".

-1
Vis, at K = <PB 0 K00<P B.

Lad K v~re et legeme rned et udvidelseslegerne

L. Lad V v~re et vektorrum over L, og lad
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20.4.

0velser 20.4

V betegne V som vektorrum over K. Vis,

at der er en naturlig isomorfi mellem dual-

~* ~* *
rummet V til V og dualrummet V med

struktur som vektorrum over K.

Lad U v~re et vektorrum over K, og lad V

v~re en udvidelse af U over L. Vis, at der

*er en naturlig isomorfi mellem V og en ud-

*videlse af U over L.

Lad V v~re et vektorrum over <C, og lad

U c V v~re et fast valgt reelt underrum. Lad
=

*U c V v~re underrummet af de linearformer pa
=

V, som er reelle 0

U. Vis, at der er enpa

*naturlig isomorfi ~:U + U. Vis, at U kan

* * * *
v~lges som reelt underrum i V. Lad jJ:V + U

v~re den duale afbildning til inklusionsafbild-

ningen j:U + V. Vis, at -1 . * *tp OJ :V + V er

projektionen pa V svarende til fremstillingen

*V = V ~ iV. Valget af det reelle underrum U

fastl~gger en konjugeret-afbildning K:V + V.

* * *Hvad bliver dens duale afbildning K:V + V .

20.5. Ved tpv(zv) = tp (x +iy )v v v
n 2n

en isomorfi tp : <r + JR ,

- (x y) defineres- v' v

idet tp(z1, ... ,zn) =
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(x1 'Y1 , ... ,xn,Yn}. Analogt har vi ~:

<rrn -+ JR2rn, hvor 1jJ(w]l) = 1jJ(u]l+iv]l) =

(u v ). En Li.nezar afbildning f: JR2n -+ JR2rn
11 11

er givet ved

u = a 1x1+b 1Y1+ ... +a x +b Y,11 11 11l1n n 11n n

v = c 1x1+d 1Y1+ ... +C x +d Y ,11 11 11 11n n 11n n

11 = 1, ... ,m.

Angiv n¢dvendige og tilstr~kkelige betingelser

sam afbildningens 2mx2n-~atrix rnA tilfredsstil-

Ie, for at sikre, at den sarnrnensatte afbildning

-1 f ft'n ~ ft'm
~ o°tP:~-,~ bliver line~r.Vis ogsA, at en-

hver line~r afbildning

denne mAde.

n mg:CC + ~ kan fAs pA
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KAPITEL 21

Egenvcerdier.

Lad U vcere et vektorrum over et legeme K, og

lad f:U + U vcere en endomorfi. Hvis B er en basis

for U og e E B et vilkarligt basiselement, er f(~)

en linearkombination af basiselementer, altsa f(~) =

A1e 1+ .•. +A e. Hvis vi kan vcelge B, saledes at aIle- p-p

sadanne fremstillinger bliver meget korte, kan vi pasta,

at B er en basis, der er velegnet til beskrivelsen af

f. Det h¢jeste, man kan habe at na i denne retning, er,

at f(~) slet ~kke afhcenger af andre basiselementer end

e selv. Dette leder os til f¢lgende definition.

Definition 21.1. Lad U vcere et vektorrum over et

legeme. K, og lad f:U + U vcere en endomorfi. Hvis det

for et element A E K og en vektor e E U'{Q} gcelder,

at f(~) = A~, siger vi, at A er en egenvcerdi for f,

og at e er en egenvektor for f svarendetil egenvcerdi-

en A.
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Idet vi bruger betegnelsen id for den identiske

endomorfi id:U + U, er Aid:U + U en ligedannetheds-

afbildning, og vi far en endomorfi f - Aid:U + U. At

A er egenv~rdi er ensbetydende med, at kern(f-Aid) har

dimension > 0, og at e er en til A svarende egen-

vektor, er ensbetydende med, at e tilh¢rer kern(f-Aid),

og at e * o.

Definition 21.2. M~ngden af elementer A E K, for

hvilke endomorfien f-Aid:U + U ikke er invertibel, kal-

des spektret for f.

I det f¢lgende viI vi antage, at vektorrummet U er

endeligdimensionalt. Det uendeligdimensionale tilf~lde, som

er langt mere kompliceret, er emnet for funktionalanalysen.

S~tning 21.3. Hvis U er et endeligdimensionalt vek-

torrum, og f:U + U en endomorfi, er spektret for f iden-

tisk med m~ngden af egenv~rdier for f.

Bevis. Hvis A er egenv~rdi for f, er f-Aid ikke

engang injektiv, sa f-Aid er ikke invertibel. Det g~lder

ogsa, hvis U er uendeligdimensionalt. Hvis A ikke er

egenv~rdi for f, er f-Aid:U + U injektiv, og hvis U

er endeligdimensionalt, medf¢rer det, at f er bijektiv,

altsa invertibel, sa A h¢rer ikke til spektret for f.

Dermed er s~tningen bevist.
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S~tning 21.4. Lad V v~re et n-dimensionalt vek-

torrum, og f:V + U en endomorfi. Lad (~1'···'~n) v~re

en basis for V og A matricen for f ved brugaf den-

ne basis fll Da er detA uafh~ngig af valget af basis.

Bevis. Ved brug af en anden basis far f en matrix

s-1A~, hvor S er regul~r, sa vi far

Dermed er s~tningen bevist.

Definition 21.5. Lad V v~re et n-dimensionalt vek-

torrum, og f:V + U en endomorfi. Determinanten for en

matrix for f svarende til et valg af basis for V kal­

des da ogsa determinanten for f og betegnet detf.

Det er berettiget pa grund af den foregaende s~tning.

Vi har det(gof) = detg detf, og detf-1 = (detf)-1. Desuden

er f invertibel, hvis og kun hvis detf * O.

S~tning 21.6. Lad V v~re et n-dimensionalt vektor-

rum over K, og lad f:V + V v~re en endomorfi. Lad

(E1 I· • • '!?n) vcere en basis for V, og lad A v~re den

tilsvarende matrix for u. Da er m~ngden af egenv~rdier

for f netop m~ngden af l¢sninger til ligningen

det(f-Aid) = det(~-AE) = 0
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med A som ubekendt.

Bevis. Efter definitionen er det(f-Aid) netop

det sarnrne som det(~-A~), og denne st¢rrelse er 0,

hvis og kun hvis f-Aid ikke er invertibel. Dermed er

s~tningen bevist.

s~tning 21.7. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum over K, og lad f:U + U v~re en endomorfi,

hvis matrix svarende til basis (~1' ... '~n) for U er

A. S& er det(A-A!) = P f b (A), hvor P (x)
, 1,···,b f,b1,···,b- -n --n

er et polynomium af grad n med den h¢jeste koefficient

(_1)n. Hvis L ~ K er et udvidelseslegeme, og V den

tilsvarende udvidelse af U for basis (~1' ... '~n) og

f:V + V den tilsvarende udvidelse af f, da er

PA (x) = P (x ) •
f,b1,···,b f,b1,···,b- -n --n

Bevis. Viopskriver ~ - Ali mere eksplicit

A - AE =

a
1 1-A

a
1 2,

a2.1 a 22-A,

, . ~. , a -Ann

som en sumVi anvender selve definitionen af det(~-A~)

af produkter. Hvert produkt indeholder en faktor fra hver

r~kke og en faktor fra hver s¢jle, altsa r faktorer af

formen a II-A
JJ

og n-r faktorer af formen a j k, k * j
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for et r mellem 0 og n. Altsa er hvert led et polyno-

mium af grad < n. Kun leddet (a
11-\)

•.. (ann-\) bli­

ver af grad n og de ¢vrige far grad < n, sa leddet

(_A)n oph~ves ikke af de ¢vrige led. Heraf f¢lger, at

det(~-\E) bliver et polynomium i \, og at dets ¢ver­

ste koefficient bliver (_1)n.

Vi fastholder basis (~1' ... '£n)' men betragter ud-
A

videlsen f:V + V. Da ogsa f har matrix A, ~ndrer det-

Dermed er s~tningen bevist.

te ikke det(A-\~) . Altsa er pA (x)
f , b 1 ' • • • , b- -n

= p (x) •
f,b1,···,b- -n

Det er upraktisk, at polynomiet P (x) kan
f,b1,···,b- -n

t~nkes at afh~nge af valget af basis. I virkeligheden er

det nu uafh~ngigt af basis og det er let at vise uafh~n-

gigheden, nar legemet bare ikke har karakteristik 2.

S~tning 21.8. Det i den foregaende s~tning omtalte

polynomium P er uafh~ngigt af valget af ba-
f , b 1 ' ••• , b- -n

siselementerne £1' ... '~n.

Bevis. Da vi har

P (\) = det{A-\E) = det(f-\id) ,
f,.b1,···,b- -n

er funktionen P • L + L for ethvert udvidelsesle-
. f, £1 ' • • • , E.n ·
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21.6

b1,···,b. ·- -n

Nu kan vi slutte, at to polynomier over et legeme L

er identiske, hvis de som funktioner er identiske pa

en delm~ngde M ~ L, nar bare begge polynomiers grad

er mindre end antallet af elementer i M. Derfor er

vor s~tning bevist, sa snart vi har fundet et udvidel-

seslegeme L:::> K med flere end n elementer. Sa er det

kun situationen, hvor K er endeligt, der kan give an-

ledning'til tvivl. Hvis K ikke har karakteristik 2,

viI den ved tp(x) = 2x definerede afbildning tp:K -+ K

ikke v~re injektiv, da tp(-x) = tp(x) , og hvis K er

endeligt, kan tp sa heller ikke VCEre aur j ek t Lv, Sa fin-

des der et irreducibelt polynornium
2

x +a, og ved at ad-

vv

f
v

jungere en rod i dette polynornium til K, far vi en ~g-

te udvidelse af K. Vi kan derfor udvide, indtil vi far

et udvidelseslegeme, der er stort nok.

Hvis K er et vilkarligt legeme, har vi et legeme

af "brudne rationale funktioner"

p p···1
a x +a 1x + ... +a Op p-

q q-1 ' p, q E N U {O}; a O' ••• ' a p '
~ +bq~1~· + ••• +b O

b O, ••• ,bq . ' 1 E K.

Vi ved, at der er god mening i at forkorte, sa vi kan an-

tage dem uforkortelige. Regneoperationer defineres ved

s~dvanlig br¢kregning, og det vises uden vanskeligheder,

at vi far et legeme af brudne rationale funktioner. Det



21.7

omfatter specielt aIle polynomier over K, og derrned

ogs~ en kopi af K selv. Det er s~ledes en udvidelse

af K, og da den ornfatter aIle polynornier, er det en

uendelig udvidelse. Derfor g~lder s~tningen for ethvert

legeme K.

Kornrnentar. Vi kunne have regnet i ringen af poly-

nornier over K. s~ kornrner det hele ud p~ at vise, at

det(~-X~) er uafh~ngig af basis, og for et basisskift

svarende til rnatricen S far vi det nye polynorniurn

det(~-1A ~-X~) = det(S-1 A ~-x s-1 E S) =
-1 -1 -1

det(~ ~ ~-S x~ ~) = detS (A-X~)~ = det(~-~X) .

Det g~r bare ikke, da vi ikke har indf¢rt deterrninanter

af rnatricer rned elernenter fra en ring, og vi har ikke

udforrnet beviserne for s~tningerne om determinanter, s~

de urniddelbart overf¢res til s~danne matricer. Vi ·kunne

irnidlertid redde situationen ved at regne i legernet af

brudne rationale funktioner, men det var netop det sarnrne

trick som det, der reddede det vanskeligste punkt i oven-

st~ende bevis, sa vi ville ikke opn~ st¢rre fordele ved

den her foresl~ede bevismetode.

Definition 21.9. Lad U v~re et n-dimensionalt

vektorrum over et legeme K og lad f:U + U v~re en

endornorfi. Lad ~ v~re rnatricen for f svarende til

basis (~1' ••• '~n) for U. Polynorniet
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Pf(x) = det(f-xid) = det(~-x~)

kaldes det karakteristiske polynomium for f. For et

element A E K kaldes multipliciteten af A' som rod

i Pf(x), den algebraiske egenv~rdimultiplicitetaf

A (denne er saledes > 0, hvis og kun hvis A er

egenv~rdi). L¢sningsrurnrnet til det homogene line~re

ligningssystem f(~) - A~ = 0 kaldes det til A h¢-

rende egenrum og dettes dimension kaldes den geometri-

ske egenv~rdimultiplicitetaf A.

Her er f-xid en endomorfi f-xid:M + M, hvor M

er den modul, der fas ved at udvide U til en modul over

ringen K(x) af polynomier over K. Denne udvidelse kan

gennemf¢res pa samme made, som vi har gjort det for et

udvidelseslegeme. Det andet udtryk det(~-xE) er blot

determinanten af en matrix med elementer fra K(x): og

det har selvf¢lgelig udm~rket mening. Vi har skrevet

Pf(x) her i stedet for P b (x) idet vi nu ved,
f,b1 , · · · r- -n

at polynomiet slet ikke afh~nger af £1' ... '£n.

Der er eh vigtig sarnrnenh~ng mellem eksistensen af

egenv~rdier for en endomorfi f:U + U og muligheden for

at v~lge basis for U, saledes at matricen for U far

en s~rlig bekvem form.
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I f¢rste omgang viI vi interessere os for matricer

af den specielle form

:\1 a 1 2
a

1 3
a

1r
a a 1n1 , r+1

0 A2 a 23 a 2r a a 2n2,r+1
0 0 ~3 ~3r

a
~3n.3,r+1

•
0 0 0 a r-1,r a./---, 1 · · · a(E.:-,) r+ r-1,n

,ry- ~_.
,f 0 0 0 A a a'i \ r+1 ...

I • r r . r,n

0 0 0 0 a n,r+1 a n,n

Definition 21.10. En matrix af den her angivne

form siges at have nuller under diagonalen i de r f¢r-

ste s¢jler. En matrix, som har nuller under diagonalen

i aIle s¢jlerne (man burde vel egentlig undtage .den sid-

ste), kaldes en ¢vre -trekantmatrix.

Vi viser straks en hoveds~tning.

S~tning 21.11. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad f:U + U v~re en endo-

morfi. Hvis det er muligt at v~lge basis for U, saledes

at matricen for f far nuller under diagonalen i de r

f¢rste s¢jler, da er elementerne i diagonalen i de r

f¢rste s¢jler egenv~rdier for f, og det antal gange, en

egenv~rdi forekornrner blandt disse diagonalelementer, kan

ikke overstige dens algebraiske multiplicitet. Hvis



21.10

(A1, ... ,Ar) er et s~t af egenv~rdier for f, saledes

at det antal gange, hver egenv~rdi for f optr~der i

s~ttet, netop er dens algebraiske multiplicitet, da er

det muligt at v~lge basis for U, saledes at matricen

for f far nuller under diagonalen i de r f¢rste s¢j-

ler, medens diagonalelementerne i de r f¢rste s¢jler

netop er A1, ... ,A n i den givne r~kkef¢lge.

Bevis. Hvis matricen for f svarende til en basis

(~1 ;···'~n) ser ud som den matrix, der. er anf¢rt lige

f¢r definition 21.10, bliver det karakteristiske polyno-

mium

. a 1 r a 1 r+1 · · · a 1 n

. a
~2r+1 · · · ~2n.. 2r

A -A a rr+1 · · · ar· --:-rn =
0 ~r+1r+1-A ... ~r+1h

0 a nr+1 · · · a nn

A -A a
1 21

0 A -A2

p . ( )= det 0 0
J

0 0

0 0

hvor B er delmatricen

v = span{e +1, ... ,e },-r -n

(a j k 1j,k=r+1, ... ,n). Vi scetter

og sa bliver B matrix for en

afbildning g:v 7 V, og vi far

(A -A) P (A).
r g
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Altsa har f netop egenv~rdierne A1 , ... ,Ar samt even-

tuelle r¢dder i

s~tningen bevist.

P (A).
g Dermed er den f¢rste del af

Lad os nu antage, at (A 1 , ... ,Ar ) er et s~t af

egenv~rd~er for f, saledes at det antal gange, hver

egenv~rdi optr~der i s~ttet, netop er dens algebraiske

multiplicitet. Vi viI da (tilsyneladende) vise lidt mere

end pastaet i s~tningen, nemlig, at det for q = O,1, ... ,r

g~lder, at vi kan v~lge en basis for U, saledes at ma-

tricen for f 0 far nuller under diagonalen i de q f¢rste

s¢jler, medens diagonalelementerne i disse s¢jler netop

er A1, ..• ,Aq i den angivne r~kkef¢lge. Fordelen ved den­

ne formulering er, at vi kan vise pastanden ved induktion

efter qo. For q = 0 er pastandenhelt triviel. Lad os

nu antage, at pastanden er rigtig for en v~rdi af q < r,

og vi skal sa vise, at den ogsa g~lder i tilf~ldet q + 1.

Vi har saledes en basis (~1' ••• '~n) for U, for hvilken

f har en matrix med nuller under diagonalen i de q f¢r-

ste s¢jler og med A1, ... ,Aq som de f¢rste diagonalele­

menter. For V = span(b +1, .•. ,b) besternrner delmatricen-q -n

af de n-q sidste r~kker og s¢jler en endomorfi g:V + V,

og som i bevisets f¢rste del far vi

(A -A) P (A),q g

hvilket viser, at Aq+1

for g:V + V. Lad e-q+1

er rod i P (x), altsa egenv~rdi
g

v~re en tilsvarende egenvektor
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for g. Da ~q+1 E span(~q+1'···'~n)' er (~1'···'

~q' ~q+1) line~rt uafh~ngigt, og vi kan udvide dette

s~t til en basis (b1, ... ,b, e +1, ... ,e) for u.- -q -q -n

Vi mangler nu at bestemrne matricen for f sva-

rende til den nye basis. Vi betegner matricen for f

svarende til basen hvor

vi skriver

for

A. for a .. , j
J JJ

k = 1, ... ,q,

= 1, ... ,q og husker, at

j > k. Derfor er

f (£1 ) = A1~1

f (£2) = a 1 2£1 + A2~2

- - - - - - - -

f(b ) = a 1 b 1+ ... +a 1 b 1 + A b ·-q q- q- ,q-q- q-q

Nu r¢rer koordinatskiftet slet ikke ved b
1,

... ,b, sa- -q

disse re1ationer g~lder fortsat efter koordinatskiftet,

og derfor rna de q f¢rste s¢jler i matricen forblive

u~ndrede. Vi mangler at studere f(~q+1)'

fa1d er givet ved et udtryk af formen

som i hvert

c- c

Heraf f¢lger, at
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men vi ved, at g(~q+1) - Aq+ 1 ~q+1' og derfor kan vi

slutte, at

Cq+1 , q+1 = ~i ; c q+ 2,q+1 = ... = C n , q+1 = 0,
/

og dermed har vi vist, at matricen for f svarende til

basen (b
1,

... ,b, e +1, ... ,e +) har nuller under dia-- -q -q -qn

gonalen ogsa i den q+1-ste s¢jle, og at den har ~q+1

som diagonalelement i den q+1-ste s¢jle. Dermed er in-

duktionsbeviset fuldf¢rt, og dermed er s~tningen bevist.

Vi skal omtale en interessant f¢lges~tning.

S~tning21.12. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad f:U + U v~re en endo-

morfi. Der findes da et udvidelseslegeme L ~ K, for hvil-

ket f¢lgende g~lder: Lad V ::J U v~re en tilsvarende udvi-
A

delse af U , og lad f:V + V v~re den tilsvarende udvi-

delse af f. Der findes da en basis for V, for hvilken
A

den tilsvarende matrix for f er en ¢vre trekantsmatrix.

A

Bevis. Hvordan vi end v~lger L, viI f og f have

det samme karakteristiske polynomium. Det er derfor nok at

v~lge Li saledes at det karakteristiske polynomium fortol-

ket som polynomium over L kan opl¢ses helt i faktorer af

f¢rste grad. Vi har tidligere set, at dette er muligt. Der-

med er s~tningen bevist.
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Vi forrnulerer endnu to specialtilf~lde af f¢lge-

s~tningen. Det f¢rste f¢lger helt umiddelbart, medens

det andet ogsa bygger pa algebraens fundamentals~tning.

S~tning 21.13. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad f:U + U v~re en en-

domorfi. Da er det muligt at v~lge basis for U, sa ma-

tricen for f bliver en ¢vre trekantsmatrix, hvis og kun

hvis det karakteristiske polynomium for f kan opl¢ses

helt i f¢rstegradsfaktorer.

S~tning 21.14. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum over ~, og lad f:U + U v~re en endomorfi. Der

findes da en basis for U, for hvilken matricen for f

er en ¢vre trekantsmatrix.

Lad U v~re et n-dimensionalt vektorrum over et le-

geme K, og lad f:U + U v~re en endomorfi. Vi minder

om at m~ngden af endomorfier udg¢r ringen EndU med s~d-

vanlig addition og med sarnrnens~tning som multiplikation.

2 3
Det er derfor rimeligt at skrive f = fof, f = fofof

osv. Dertil kommer f1 som ensbetydende med f og fO =

id = idu. Hvis f for et valg af basis har matrix ~ viI

fg have matrix A
g . Det karakteristiske polynomium er

givet ved et udtryk
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hvor CO' ... , Cn- 1 er elementer a f: K. Da EndU oqs a

er et vektorrum over K, har vi en endomorfi

og hvis f for et valg af basis har matrix ~' viI

Pf(f) have matrix

Om disse begreber g~lder Hamilton-Cayley's s~tning.

S~tning 21.15. Pf(f) er O-endomorfien, og Pf(A)

er O-matricen.

Bevis. Da Pf(~) er matricen for Pf(f) for pas­

sende valg af basis, er de to pastande i s~tningen ensbe-

tydende, og det er nok at vise en af dem. Vi v~lger et

udvidelseslegeme L :::> K, saledes at Pf (x) opl¢ses helt

i f¢rstegradsfaktorer over L. Lad V :::> U v~re en til-
=

svarende udvidelse af U, og lad f:V -+- V v~re den til-
A

svarende udvidelse af f. Sa har f for passende valg

af basis 0 matricen ~' derfor det nok at vise,ogsa og er
A

at Pf(f) er O-endomorfien.

Nu kan vi v~lge en basis (e1,···,e)- -n for V, sale-
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A

des at matricen for f bliver en~¢vre trekantsmatrix,
A

og det betyder, at f er fastlagt ved relationen

A

f (~1) = A1~1
A

f(~2) = a12~1+A2~2

A /~~--..,,","".

f(e) = a 1 e 1+ ... t:a 1 1~e 1+ A e ,-n n- \ n- I-n- n-n
I\_...., .... •__. ..-/~

medens det karakteristiske polynomium er

I
\Y n

= Pf (x) = (-1) (X-An) ... (X-A 1),

sa vi far

Lceg mcerke til, at sammenscetningen 0' -;. af disse specielle

endbmorfier faktisk bliver kommutativ. Nu far vi

og det medf¢rer, at Pf(f) (~1) = O. Derncest far vi

A A A A

((f-A 2id)o(f-A1id» (~2) = ((f-A 1id)o(f-A 2id» (~2) =

Lad os nu antage, at vi for et eller andet q < n har

vist, at

A

( (f - A 1 i d) 0 • • • c (f - A1 i d) ) (e.) = 0 for j = 1,..., q ....1.q- -J
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Vi far sa

A A

( (f - A id) 0 ••• 0 (f - A1 id) ) (e ) =q -q

( ((f-A 1 id) 0 • • • Q (£-A 1 id) )o(f-A id)) (e ) =q- q -q

.~-"~--~-----

((f-A 1id)o ... Q(f-A1id))(a1 \~e1+ ... +{~1 ""'1\)e 1+A e -A e) =
q- q~- \'''''-''~=/'-q- q-q q-q

q-1 A A

L ,a
1

((f-, 1id)o ... o(f-A1id))(e.) = o.Aq_. -J
j=1

A

Dermed har vi vist ved induktion, at Pf(f) (e ) = 0-q

for q = 1, ... ,n, men det medf¢rer, at Pf(~) er 0-

endomorfien, og dermed er s~tningen vist.

Nu viI vi ga over til at studere betydningen af

egenv~rdiernes geometriske multipliciteter. Dertil

far vi brug for f¢lgende vigtige hj~lpes~tning.

S~tning 21.16. Egenvektorer, som svarer til ind-

byrdes forskellige egenv~rdieri er line~rt uafh~ngige.

Bevis. Lad U v~re et vektorrum over K. Lad

f:U -r U v~re en endornorfi. Lad e 1 ' • • · , e- -q v~re egen-

vektorer for f, og lad e. svare til egenv~rdien A.,
-J J

saledes at A
1,

,Aq er indbyrdes forskellige. Vi skal

vise, at e
1,

,e er line~rt uafh~ngige, og vi viI be-- -q

nytte induktion efter q. For q = 1 ·er pastanden rigtig,

da vi ikke tillader en egenvektor for f at v~re O. Vi
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er line-

til-

1.11 e 1+. · · +1.1 e- q-q == o.

Det medf¢rer, at

o = f(1.11 e1+ ..• +1.1 e )=1.11 f(e
1)+ ••• +1.1 f(e )=A11.11e1+ ••• +A 1.1 e •- q-q - q -q - q q-q

Af de to relationer

A11.11e.1+ ••. +A 1.1 e = 0- q q-q

1.11e1+ ••. +1.1 e = 0- q-q

far vi elimination af e, at-q

(A 1-A )111 e1+·· .+(A 1-A)1.1 1e.1 = 0 ,q ~ - q- q q- -q~ -

og da e1,···,e 1- -q-
er line~rt uafh~ngige, kan vi slutte,

at

aIle =1= 0, og da der ikke er O-divi-

far vi 1.11 = = 1.1 q-1 = O. Sa har

altsa 1.1 q = O. Dermed er s~tningen1.1 e = 0q-qvi ogsa

A
1,

... ,A q er indbyrdes forskellige, er faktorerne

A1-A , ••• ,A 1-Aq q- q

sorer i legemet K,

Da

bevist.

Vi forts~tter nu med et par definitioner, som i det
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v~sentlige bare gar ud pa at indf¢re lidt mere jargon.

Definition 21.17. Lad U v~re et vektorrum over

et legeme K, lad f:U + U v~re en endomorfi, og lad

A E K v~re et vilkarligt element. Underrurnmet

kern(f-Aid) c U kaldes da det til A svarende egenrum

for f.

Egenrummet for A har positiv dimension, hvis og

kun hvis A er egenv~rdi, og egenrummets dimension er

sa netop den geometriske multiplicitet af A. Af s~t­

ning 21.17 f¢1ger umiddelbart, at summen af egenrum h¢­

rende til forskellige egenv~rdier er en direkte sum.

Definition 21.18. En n~n-matrix A siges at v~re

pa diagonalform i de r f¢rste s¢jler, hvis aIle elemen­

ter i disse s¢jler udenfor diagonalen er O. Vi kalder

A en diagonalmatrix, hvis. aIle elernenter udenfor diago­

nalen er O.

Vi viser en hoveds~tning.

S~tning 21.19. Lad U v~re et n-dimensionalt vek­

torrum over et legeme K, og lad f:U + U v~re en endo­

morfi. Hvis det er muligt at v~1ge basis for U, saledes

at matricen for f bliver pa diagonalform i de r f¢rste

s¢jler, da er elementerne i diagonalen i de r f¢rste s¢j-



21.20

ler egenv~rdier for f, og det antal gange, en egenv~r-

di forekommer blandt disse diagonalelernenter, kan ikke

overstige dens geornetriske rnultiplicitet. Hvis (A 1, ... ,A r)

er et s~t af egenv~rdier for f, saledes at det antal

gange, hver. egenv~rdi optr~der i s~ttet, netop er dens

geornetriske rnultiplicitet, da er det rnuligt at v~lge ba-

sis for U, saledes at rnatricen for f bliver pa diago-

nalforrn i de r f¢rste s¢jler, rnedens diagonalelernenterne

i disse s¢jler netop bliver A
1

, .•• ,A n i den givne r~kke­

f¢lge.

Bevis. Lad (~1 '· •• '~n) v~re en basis for U, for

hv~lken rnatricen for U er pa diagonalforrn i de r f¢r-

ste s¢jler. Hvis de r diagonalernenter er A
1

, ••• ,A r,

har vi f(e.) = A.e. for j = 1, ••• ,r, og det viser, at
-J J-J

er egenvektor svarende til egenv~rdien Hvis en

egenv~rdi forekommer s gange blandt

A .•
J

A
1

j' ••• ,A ,. r in-

deholder egenrummet for A et underrurn udsp~ndt af s

basisvektorer, sa den geornetriske rnultiplicitet af A er

mindst s.

Lad os dern~st antage, at (A
1,

... ,A r) er et s~t af

egenv~rdier for f, og at det antal gange, hver egenv~rdi

optr~der i s~ttet, netop er dens geornetriske rnultiplicitet.

Lad K
1

, ... ,K s v~re de indbyrdes forskellige egenv~rdier,

der optr~der i s~ttet, og lad P1 , ... ,ps v~re deres geo-
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metriske multipliciteter. For j = 1, ... ,s kan vi da

v~lge p. vektorer b. 1, ... ,b. , som udg¢r en ba-
J -J, -J'Pj

sis for egenrummet der svarer til K .• Vi pastar, at
J

vektorerne b. k j=1, ... ,s; k=1, ... ,p. er line~rt
-J, J

uafh~ngige, og for at vise det betragter vi en relation

J
(~11~1+···+~1p ~1p )+(~21~21+···~2p ~2p )+ •••

1 1 2 2

(11 1 b 1+. • • +11 b ) = 0s -s sp -sp. s s

hvor koefficienterne 11 er elementer af K I denj,k ·

jte parentes star 0 eller en egenvektor h¢rende til K .•
J

Af den foregaende hj~lpes~tning f¢lger derfor, at relati-

onen kun kan v~re opfyldt, hvis hver parentes er O. Nu

er vektorerne i den jte parentes en basis for egenrummet

for K. og linearkombinationen kan derfor kun blive Q,
J

nar samtlige koefficienter er O. Vi har saledes vist, at

vektorerne b. k er line~rt uafh~ngige.-J,

Nu forekornrner hvert K.
J

netop p.
J

gange i s~ttet

(A
1

, ... ,Ar ) , og vi kan derfor netop knytte basisvekto-

rerne b. 1, ... ,b. til hver sin af de vektorer i s~t-
-J, -J,P j

tet, der er lig med K .• Nar vi g¢r dette for j=1, ... ,r
J

far vi til hvert A. knyttet en tilsvarende egenvektor
1

e., sa (e
1,

... ,e) bliver line~rt uafh~ngigt. Vi ud-
-1 - -r

vider (~1' ... '~~) til en basis

og med denne basis g~lder sa

(e1,···,e)- -n for U,
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f(e.) = A.e. ; j = 1, ... ,r,
-J J-J

og det er ensbetydende med, at matricen for f ved

for U er pa dia-

gonalform i de r f¢rste s¢jler, og at de r f¢rste

diagonalelementer n~vnt i r~kkef¢lge er A
1

, •.• ,Ar­

Dermed er s~tningen bevist.

Vi far ogsa i dette tilf~lde nogle f¢lges~tninger.

Den f¢rste, vi omtaler, er dog en f¢lge af begge s~tnin-

gerne om egenv~rdier og valg af basis.

S~tning 21.20. Den geometriskemultiplicitet af en

egenv~rdi er h¢jst lig med den algebraiske.

Bevis. Lad U v~re et n-dimensionalt vektorrum over

K, lad f:U + U v~re en endomorfi, og lad A v~re egen-

v~rdi for f med geometrisk -multiplicitet p. Den sidste

s~tning fort~ller sa, at vi kan v~lge en basis B for U,

sa matricen for f kommer pa diagonalform i de p f¢rste

s¢jler med de p f¢rste diagonalelementer lig med A. Sa

har matricen nuller under diagonalen i de p f¢rste s¢jler,

og i f¢lge den f¢rste af vore hoveds~tninger medf¢rer det,

at den algebraiske multiplicitet af A er > p. Dermed er

s~tningen bevist.
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s~tning 21.21. Lad U v~re et n-dimensionalt vek­

torrum over et legeme K, og lad f:U + U v~re en en­

domorfi. Da findes der en basis for U, for hvilken ma­

tricen for f er en diagonalmatrix, hvis og kun hvis f¢l­

gende 2 betingelser begge er opfyldt:

1). Det karakteristiske polynomium for f opl¢ses

helt i f¢rstegradsfaktorer over K.

2). For hver egenv~rdi for f er den geometriske

multipli~itet lig med den algebraiske.

Bevis. Det f¢lger helt umiddelbart af s~tningerne

21.19 og 21.20.

Eksempel. En endomorfi f:U + U, hvor U er 2-di­

mensionalt, antages for et eller andet valg af basis at

have matrix

(~ ~).

Det karakteristiske polynomium for f bliver (1-A)2, sa

A bliver egenv~rdi med algebraisk multiplicitet 2, og den

f¢rste betingelse i s~tningen er opfyldt. Det til A sva­

rende egenrum bliver kernen for den line~re afbildning,

der med det samrne valg af basis har matrix
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(~ ~),

og egenrumrnet er derfor 1'-dimensionalt, sa den anden

betingelse i s~tningen er ikkeopfyldt. Der findes sa-

ledes ikke nogen pasis, for hvilken matricen for f er

en diagonalmatrix.

Det viser sig senere, at s~tningerne om muligheden

for at v~lge basis for et vektorrum, sa en given endomor-

fi far en matrix, der er bekvem at regne med, kan sk~rpes

en hel del, og derved blive anvendelige i flere situatio-

ner, end det lige nu ser ud til.

Det er blevet understreget, at man kan opna, at betin-

gelse 1) i den foregaende s~tning er opfyldt, ved at udvide

til ~t legeme L ~ K. Pa den anden side viI en sadan udvi-

delse slet ikke have nogen virkning med hensyn til s~tnin-

gens betingelse 2). Dette fremgar af den n~ste s~tning..

s~tning 21.22. Lad U v~re et n-ed Lmens LonaL t vektor-

rum over et legeme K, lad f:U -+ U v~re en endomorfi, lad

\ E K v~re en egenv~rdi for K, og lad B c U v~re en ba-

sis for egenrurnrnet for \. Lad L ~ K v~re et udvidelses-

legeme, V ~ U en tilsvarende udvidelse af U og f:V -+ V

den tilsvarende udvidelse af f. Da vil B v~re en basis

for det til egenv~rdien \ h¢rende egenrum for f.
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Bevis. Lad (~1' ... '~n) v~re en basis for U,

saledes at B = {~1' ••• '~r}. Sa viI matricen A for

f v~re pa diagonalform i de r f¢rste s¢jler og med

diagonalelement ~ i disse s¢jler. Da r er den ge-

~ ometriske multiplicitet af ~, viI delmatricen af ~(~ \~:~

bestaende af de n-r sidste s¢jler have rang n-r.
A

Nu har f ogsa matrix A, og vi far derfor det sarnrne

ligningssystem til besternrnelse af egenrurnrnet for egen-
A

v~rdien ~ for f. Det ses derefter umiddelbart at

~1' ••• '~r udsp~nder egenrurnrnet. Dermed er s~tningen

bevist.
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KAPITEL 23

Jordans Normalform.

Vore unders¢gelser har vist, at matricen~ for en

endomorfi af et endeligdimensionalt vektorrum ved passen­

de valg af basis kan bringes pa diagonalform i sa mange

s¢jler, som antallet af egenv~rdier tillader, nar de t~l­

les med geometrisk multiplicitet. Endvidere kan vi opna,

at matricen har nuller under di~gonalen i sA mange s¢jler,

som antallet af egenv~rdier tillader, nar de t~lles med

algebraisk multiplicitet.

Ved at ga over til et passende udvidelseslegeme, kan

vi opnA, at antallet af egenv~rdier talt med algebraisk

multiplicitet bliver lig med rummets dimension, og vi kan

da v~lge basis for rummet, sa endomorfiens matrix bliver

en ¢vre trekantsmatrix.

Overgangen til et udvidelseslegeme'~ndrer, som vi

har set hverken den geometriske eller den algebraiske mul­

tiplicitet af de allerede eksisterende egenv~rdier, og hvis
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de to multipliciteter er forskellige for en af egenv~rdi­

erne, kan man saledes kun opna at fa en ¢vre trekantsma­

trix, men ikke en diagonalmatrix.

Hvis vi har givet to nxn-diagonalmatricer, er det

nemt at se, om de kan v~re matricer for samme endomorfi

for forskelligt valg af basis. Det viI nemlig v~re tilf~l­

det, hvis og kun hvis de to matricer kan fas af hinanden

ved permutation af diagonalelementerne.

Hvis de to matricer er ¢vre -trekantsmatricer, der ik­

ke kan bringes pa diagonalform, er sp¢rgsmalet langt van­

skeligere at besvare.Hvis de to matricer h¢rer til samme

endomorfi for forskellige baser, er det stadig rigtigt, at

deres diagonaler kan fas af hinanden ved permutation, men

denne betingelse sikrer ikke, at matricerne svarer til sam­

me endomorfi. Vi beh¢ver derfor en mere speciel standardform

for ¢vre trekantsmatricer, f¢r vi kan besvare problemet. Et

vigtigt hj~lpemiddel til opnaelsen af en sadan standardform

er begrebet nilpotens, som vi nu viI definere.

Definition 23.1. Et element x af en ring A kal­

des nilpotent, hvis der findes et naturligt tal n, for

hvilket x n = o.
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n
x = 0,

er ogsa xq = 0 for aIle q ~ n, sa der findes en mind­

ste eksponent p, for hvilken xP = O.

Vi er is~r interesseret i nilpotens af endomorfier

f:U + U, hvor U er et endeligdimensionalt vektorrum.

Det er klart, at f er nilpotent, hvis en tilsvarende

matrix er nilpotent, og at enhver matrix, der svarer til

en nilpotent endomorfi, selv er n~lpotent.

Vi gar igang med at vise en s~tning, der karakteri-

serer de nilpotente endomorfier.

S~tning 23.2. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad f:U + U v~re en endo-

rnorfi. Da er f¢lgende 3 egenskaber ~kvivalente:

1). f er nilpotent.

2). f har 0 som egenv~rdi med algebraisk multipli-

citet n.

3). Der findes en basis for U, for hvilken rnatri-

cen for U er en ¢vre trekantsrnatrix med nuller

overalt i diagonalen.
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Bevis. Lad A v~re en egenv~rdi for f, og lad

e v~re en tilsvarende egenvektor. Sa er f(~) = A~,

2 2 n nf (~) = A ~, ••• ,f (~) = A (~), sa vi ser, at for A * 0

er fn(~) * Q for aIle n. Altsa har en nilpotent endo-

morfi ingen fra 0 forskellige egenv~rdier. Lad L ~ K

v~re en udvidelse og V ~ U en tilsvarende udvidelse,

samt f:V + V den tilsvarende udvidelse af f. Da en
A A

matrix for f ogsa er en matrix for f, er f nilpo-

tent, hvis f er det. Men vi kan v~lge L, sa det karak-
A

teristiske polynomium for f og f helt falder i f¢rste-

gradsfaktorer over L. Men da f ikke har andre egenv~r-

dier end o, medf¢rer det, at det karakteristiske polyno-

mium blot n Dermed har vi bevist, at 1 ) ~ 2) •er (-x) .

Vi har allerede tidligere vist, at 2) ~ 3) •

Lad A = (a .. ) v~re en matrix for U, som opfyl­
1J

for a LLe (i,j)

Aq = (a~(P),
1J

der betingelsen a .. = 0
1J

Vi viser ved induktion, at

med j-i < 1.

a~9) = 0
1J

for aIle (i,j) med j-i < q. Vi har allerede antaget,

at det er rigtigt for q = 1. Endvidere er

(q+ ) - (q) (q) (q)
a.. -a. a .. + ...+a. '+ 1a.+ 1 .+a .. + ,a.+ .+ ...+1J 1 1J 1,1 q- 1 q- ,J 1,1 q 1 q,J

a ~ q) a . ,
1, n n, J

og i de i+q-1 f¢rste led er den f¢rste faktor Ow I aIle
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de sidste led er den sidste faktor 0, hvis ikke j > i+q.

Dermed er induktionsbeviset fuldf¢rt. For q = n far vi

An = O. Dermed har vi vist, at 3) ~ 1), og dermed er

s~tningen bevist.

Den n~ste s~tning er en hj~lpes~tning, der dog

har en vis interesse i sig selv.

s~tning 23.3. Lad U og V v~re vektorrum over K,

og lad f:U -+ V v~re en line~r afbildning. Lad

v~re en basis for f (U) ~ V, og lad b
1,

... ,b E- -p

valgt, saledes at f (b .) = e., j = 1, ... ,p. Lad
-J -J

(~1 ' • • • , ~p)

U v~re

(~p+1~' •• '~n) v~re en basis for kernf. Da er (~1' ••• '~n)

en basis for U.

sa-

A1e1+ ... +A e = f(A1E1+ ...+Ap--bp).- p--p

Altsa har vi u - (A
1b1+

... +A b ) E kernf, og dermed har
- - p--p

vi vist, at U = kernf + span(£1' ••. '~p). For A1, •.. ,Ap E

K kan A1~1+•..+A~p E kernf kun indtr~ffe, hvis

A1~1+ ••• +Ap£p = Q, altsa kun hvis A1 = ... = Ap = O.

Dermed har vi vist, at
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Vi kan derfor danne enba~is for U ved at tage forenings-

rn~ngden af en basis for kernf og en basis for span(~1'

••• , b ). Nu er-p

billeder ved f

~1' .•. '~p line~rt uafh~ngige, da deres

er det, og derfor er (~1 ' · • · '.£p) en ba-

sis forspan(E1, •.. ,Ep). Dermed er hj~lpes~tningenbevist.

Nu udnyttes hj~lpes~tningen til valg af en s~rlig

bekvern basis svarende til en given nilpotent endornorfi.

S~tning 23.4. Lad U· v~re et n-dimensionalt vektor-

rum over et legerne K, og lad f:U + U v~re en nilpotent

(ikke n¢dven-

disse iridices) .

endornorfi. Da har U en basis (~1' ••• '~n)' for hvilken

j = 1, ... ,n-1vi har f (e ) = Q, rnedens der for hver index
-n

g~lder enten f (e I) = 0 eller f (e I) = ~j+1-J -J

digvis den sarnme af de to relationerfor aIle

Bevis. Af den f¢rste s~tning i kapitlet frerngar, at

r" (U) = 0 . ' Lad q v~re det mindste tal, for hvilket vi-
har f q+ 1 (U) = {a}. Vi har da

Vi viI vise, at der for hvert af de hele tal k = O,1, ... ,q

(k) (k) k
findes en basis (~1 , ... ,~p ) for f (U), samt en vok-

k
sende f¢lge af indices \)k1 <\)k2 < • .. < \)k

j k
= Pk med

v -v < q-k+1 for J" = 2,3, ... ,f
k,

og saledes at vik,j+1 k,j =

har f(~~:~) = 0 for j = 1, .•• ,jk' og f(~\» = ~\)+1 for
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aIle ¢vrige basisvektorer. For k = 0 er dette netop den

i s~tningen fremsatte pastand, og vi far saledes s~tnin-

gen vist netop ved at gennemf¢re det her foreslaede bevis.

Nu viser de~ sig, at det er bekvernrnere, at vise en

lille smule mere. Ud over de anf¢rte egenskaber, viI vi

opna, at basiselementerne ~v ' j = 1, ... ,jk netop ud-
k k,j k

g¢r en basis for kern(flf (U)) = f (U) n kernf.

Vi v~lger f¢rst en vilkarlig basis (~~q) , ... ,~~q))
q

for f(q) (U), og desuden v~lger vi Vq,j = j for j =

1, ... ,j = p. Da vi har kern(flfq(U)) = fq(U) er de
q q

kr~vede betingelser dermed opfyldt for k = q. Ved "nedad-

gaende induktion" v~lger vi efterhanden basis for q-1,

q-2, ... ,k. Lad os antage , at det er lykkedes i hvert fald

sa langt at v~lge basis og indexf¢lge, sa aIle betingelser­

ne er opfyldt. Vi skal sa gennemf¢re valget for f k-1 (U) .

Vi opskriver den valgte basis for fk(U) i et diagram med

pile, der viser, hvordan f afbilder basiselementerne:

(k) (k) (k)
e +1--+ ~v· +2-+··· --.. ~v-' -1-vk 1 k1 k2

(k)
~1

(k) (k)
~2 ~ ••• --+ ~\) -1

k1

(k)
e-v

k 1

(k )
e-v

k 2

~O
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(k )
Vektorerne i kolonnen til h¢jre, altsa e j =

v k ·, J
1, ... ,jk udg¢r i f¢lge induktionsantagelsen en basis

for kern(flfk(D)) = f(k) (D) n kernf.

Da vi har

vi udvide basen

til en basis

kern(flfk(D)) ~ kern(flfk-1 (D)), kan

(k) (k) k(e , ... ,e ) for kern(flf (U))-v -v
k,1 k,jk

Dermed har vi valgt tallet Pk-1.

(1 )

for

(k) (k)
(e , ... ,e ,-v -v

k,1 k,jk

kern(flfk-1 (D)).

Vi definerer dern~st

= {\)k,j + j, j = 1,···,jk

Pk+ j, j = jk+1 f··· Pk-1 - Pk = jk-1

Dermed har vi valgt jk+1- Vi far umiddelbart et

\)k,j+ +(j+1)-(\)k,j+j)=\)k,j+1-\)k,j+1 c

{q-k+1 for j=1, ... ,jk-1

1 for j = jk'··· ,jk-1-1.

Indexf¢lgen opfylder saledes den forlangte betingelse.

Vi mangler at v~lge basiselementerne (k-1)
e-v for

\) = 1,2, ... ,Pk+ jk = \)k-1,jk. Vi begynder med at v~lge
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~ (k-1) E f (k-1 ) (U) s a Lede s at f (~ (k-1 )) = e (k). For

j = 1 4' ••• , j k-1 vCElger vi dernses t; e (k-1 ) E f (k-1 ) (U) ,
k-1 , j+1

k-1 (k)
saledes at f(~. +1) = e Endvidere define-

k-1,j - k,j+1
rer vi

og

e (k-1) = e (k ) ,.
-1 -1-1 1 = 2, ... , vk ,1+1 = v k - 1 , 2

(k-1)
e
-Vk _1,j+1

= e (k)
-v .+1-1

k, J
j =1 , • • • , j k -1 ; 1 = 2, ••• ,

Dette her er ikke s~rlig overskueligt. For at fremrne

overskueligheden, skriver vi den f¢rste linie af diagram­

met, vi lavede ovenfor af basen for fk(U) og nedenunder

skriver vi det tilsvarende diagram for f k-1 (U), saledes

at vektorer, der star lige under hinanden er identiske.

(k ) (k)
~1 ~ ~2 -.

(k-1) (k-1) (k-1)
~1 ~ ~2 ~ ~3 ~

...~

... ~

e (k) ~ e (k)
-V

k 1
- 1 -v

k 1

(k-1) e(k-1)e . ~

-Vk - 1 , 1- 1 -vk - 1 , 1

~o

~ o.

Pa tilsvarende made opskriver vi den jte r~kke af diagram-

merne

(k ) (k) (k) (k) ~
~v ----+e 2~···~e 1~ e ~o

k,j-1+1 -Vk,j-1+ -Vk,j- -Vk,j-

e (k-1 ) ~ e (k-1 ) --+ e (k-1 ) ~ ...~ e (k-1 ) ~

-Vk - 1 , j _t1 -vk - 1 , j -1 +2 V k - 1 , j -1 +3 -vk , j '~1 -1

(k-1) 0
~ ~k, j-1 ----+
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° te kk ° d d dOdDen Jk' r~ e 1 et nye system en er me In ex

Der bliver sA tilf¢jet jk-1- jk nye r~kker, der hver

bare indeholder en vektor, som afbildes i Q ved f. Vi

mangler nu blot at vise, at (e~k-1) , ... ,e(k-1» eren
- -Pk-1

basis for f k-1 (U), idet de andre egenskaber allerede

er eftervist. Vihar imidlertid s¢rget for, at s~ttet (1),

o ° (k-1) (k-1 )
som er ldentlsk med (~v , ••• ,~v 0.) er en ba-

k-1 k-1,1 k-1'Jk~1
sis for kern(flf (U)), og da de resterende vektorer

i seet.tet; (e
1(k-1),

... , e (k-1 ) ved f If (k-1 ) (U), f¢lger
- -Pk ·- 1

det umiddelbart af hj~lpes~tningen, at s~ttet virkelig

er en basis for f(k-1) (U), og dermed er s<Etningen be-

vist.

Nu rna vi have indf¢rt vore standard-matricer.

Definition 23.5. En (A,r)-blok er en rxr-matrix,

i hvilken aIle diagonalelementerne har v~rdien A, medens

aIle elementerne umiddelbart over (= til h¢jre for) diago-

nalelementerne er 1, og aIle ¢vrige elementer er o~ En

A-Jordan-matrix er en matrix, i hvilken aIle diagonalele-

menterne er ~, medens nogle af elementerne umiddelbart

over (= til h¢jre for) diagonalen er 1 og aIle ¢vrige ele-

menter er O.

For r = 1,2,3,4 har vi (A,r)-blokkene
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(~
1

~),
A 1 0 0

(A) , (A 1 \ A 0 A 1 0
\0 A)' 0 0 0 A 1

0 0 0 A

En A-Jordan-matrix kan pa entydig made opdeles i et antal

·(A,r)-bl~kke svarende til forskellige v~rdier af r og

placerede langs diagonalen, og sa er i¢vrigt aIle andre

elementer O. Vi illustrerer dette med et eksempel.

A 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 A 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 A 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 A 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 \ 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 A 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 A 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 A 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 A 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 A 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A

Definition 23.6. Vi siger, at en A-Jordan-matrix

er af typen (r
1

, ... ,rS) ' hvis de langs diagonalen fore­

kommende (A,r)-blokke n~vnt i r~kkef¢lge har r lig med

r 1 ' • · • , r S •

Matricen ovenfor er saledes en A-Jordan-matrix af

t ype (5 , 1 , 1 , 2 , 3 , 1 ) .
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Vi kan nu vise hoveds~tningen om nilpotente endo-

rnorfier.

s~tning 23.7. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum over et legerne K, og lad f:U + U v~re en nil-

potent endomorfi. Det er da muligt at v~lge basis for U,

saledes at matricen for f bliver en O-Jordan-matrix. De

tal, der indgar i det tals~t, der er typen for denne 0-

Jordan-matrix, er fastlagt ved f, men den r~kkef¢lge, i

hvilken de optr~der i s~ttet, kan v~lges vilkarligt.

Bevis. Vi v~lger basis i overenssternrnelse med den

foregaende s~tning, og det ses da umiddelbart, at matricen

for f bliver en O-Jordan-matrix. Lad os dern~st antage,

at matricen for f ved et eller andet valg af basis bli-

ver en O-Jordan-matrix af typen (r
1,

... ,rs ) . Vi har da

r 1+ ... +rS = n. For v = 1,2, ... ,n bet~gner vi med ~(V)

det antal gange tallet v optr~der i s~ttet (r1, ... ,rS).

Lad R(k) betegne rangen af fk, altsa dimensionen af

fk(U). Vi har sa R(1) ~ R(2) ~ R(3) ~ .... Vi s~tter

R(O) = n ~ R(1). Antallet s af (O,ra)-blokke er s =

~(1) + ~(2)+ ... ~(n). Ved afbildningen f:U + f(U) d¢r

s basisvektorer, sa vi har

s = ~ (1) + c.p ( 2 ) + • • •+~ (n) = R ( 1) - R ( 0) •

Ved afbildningen flf(U) :f(U) + f2 ru) er de basisvektorer,

der svarer til (O,1)-blokke allerede d¢de, og derfor er
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<.p ( 2 ) +. • •+tP (n) = R ( 2 ) - R (1 ) .

SA1edes forts~tter det, og vi ser, at f¢lgen R(O),

R(1) , ... bestemmer anta11ene <.p(1), <.p(2) , ... , og derrned

de i typen forekonunende anta1. Derrned er s~tningen bevi.s t .

Eksempe1. En endornorfif: IR
n

-+- JRn har rnatr ieen

o 1 1 . 1 1

o 0 O. • • 0 1

o 0 O. • • 0 1

000 .01

o 0 O. • . 0 0

ved anvende1se af de s~dvan1ige basisvektorer e =-1

(1,0,0, ... ,O), ... e = (0, ... ,0,1). Vi ser, at f er ni1­-n

potent, sa vi kan v~lge en basis, for hvi1ken rnatrieen b1i-

ver en O-Jordan-rnatrix. Da vi har

f (e ) = 0; f( e ) =-1 - -2

er f (IR
n

) = span (~1 ' ~1 +. · •+~n-1) = span (~1 ' ~2+. • •+~n-1 ) •

Vi far dern~st

f 2(e.) = 0, j = 1, ••• ,n-1; f 2(e) = (n-2)e
1;-J - -n-

sa vi har f2 (IR
n ) = span ( (n-2) ~1 ) , og

er det bekvernt at v~lge
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(~3)' hvor ~3 = (n-2)~1· Basis for f(E
n)

holde et originalelement til ~3' og dertil kan vi bruge

e 2 = ~1+ ... +~n· Nu er (~2'~3) en basis for f(U), sam

er 2-dimensionalt. Basis for U skal indeholde et origi-

nalelement til og dertil kan vi bruge ~1 = ~n· Sa
viI span(e

1,e2)
ved f afbildes bijektivt pa f(En).

Kernen for f er altsa n-2~dimensional og indeholder e 3 =

(n-2)~1. Vi far en basis (e3, ,en) for kernen ved at

v~lge ~v = ~v-1-~v-2; v = 4, ,n. Derrned har vi fundet

en basis (~1' ... ~~n)' for hvilken matricen for f bliver

en O-Jordan-matrix. Den far typen (3,1, ... ,1), hvor der

er n-3 1-taller. Matricen far saledes blot 1-taller pa

pladserne (1,2) og (2,3), rnedens der ellers kommer 0

overalt~

Efter denne udf¢rlige behandling af de nilpotente en-

dornorfier, gar vi over til selve hovedproblemet, nemlig at

angive en standardform for matricen for en vilkarlig endo-

rnorfi. Det kunne se ud, som om vi har lang vej igen, men det

viser sig, at det generelle problem l¢ses ret let, ved hj~lp

af den l¢sning, vi nu har til radighed i det nilpotente til-

f~lde. Det beror pa den n~ste s~tning.

S~tning 23.8. Lad U v~re et endeligdimensionalt vek-

torrum over et legeme K, og lad f:U + U v~re en endomor-

fie Der findes da underrum V C U og W c u, saledes at
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1 ) • V EB W = u.

2) • V og W er invariante ved f, altsa f (V) c V
=

og f (W) c W.
=

3) • flV er nilpotent og flW afbilder W bijek-

tivt 0 sig selv.pa

Bevis. Vi har U = £O(U) ~ f(U) ~ f2(U) ~ ....

Hvergang, der g~lder streng inklusion, falder dimensionen,

og da U er endeligdimensionalt, kan det kun ske endelig

mange gange. Men sa g~lder et lighedstegn fP(U) = fP+1 (U) ,

og det betyder, at f afbilder fP(U) surjektivt og der-

med ogsa bijektivt pa sig selv, og det medf¢rer, at aIle

rurnrnene med k > P bliver identiske.

Vi har nu

Det er nemlig klart, at 0 E fP(U) er det eneste element,

der ogsa tilh¢rer kernfP, sa sumrnen af de to underrum er

direkte. Da sumrnen af de to underrumsdimensioner er lig med

dimensionen af U (s~tning 13.11), bliver den direkte sum

hele U. Dermed er 1) bevist.

Det er kla~t, at fP(~) = Q medf¢rer fP(f(~)) = Q,

sa f afbilder kernfP i sig selv. Det er ogsa oplagt, at
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denoderved definerede afbildning af kernfP i sig selv

er nilpotent~ Endelig sa vi allerede i starten af bevi­

set, at f afbilder fP(U) bijektivt pa sig selv. Der-

med er s~tningen bevist.

Den n~ste s~tning er bare en ret triviel bem~rkning.

S~tning 23.9. Lad U v~re et vektorrum over et le-

geme K, og lad f:U + U v~re en endomorfi. Lad V ~ U

v~re et underrum. Hvis det· for et element AO E K gCElder,

at f - AOid lader V invariant, altsa (f-AOidXV) c V,
=

da viI f-Aid lade V invariant, for ethvert element A E K.

Bevis. Det f¢lger umiddelbart af, at vi for u E V

Dermed er s~tningen bevist.

S~tning 23.10. Lad U v~re et n-dimensionalt vektor-

rum over et legeme .K, lad f:U + U v~re en endomorfi, og

lad A E K v~re en egenv~rdi for f med algebraisk multi-

plicitet r. Der findes da en basis for U, for hvilken

matricen for f har formen
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hvor J er en ~-Jordan-matrixmed r r~kker og s¢jler,

medens B er en kvadratisk matrix med n-r r~kker og s¢j-

ler, og uden ~ som egenv~rdi. Egenv~rdierne for B er

netop de fra ~ forskellige egenv~rdier for f og med

de sarnrne algebraiske og geometriske multipliciteter som

for f.

Bevis. If¢lge en s~tning ovenfor har U underrum

v og W, som er invariante for f-~id:U -+ U; saledes at

U = V ED W, og saledes at f-kid afbilder W bijektivt 0pa

sig selv og V nilpotent inq i sig selv. Da f-~'id ikke

afbilder U bijektivt~ har V positiv dimension. Vi kan

v~lge basis for V, saledes at matricen for den nilpoten-

te endomorfi 'f-~idIV bliver en O-Jordan-matrix J. If¢l-

ge den sidste s~tning er V invariant overfor f, og endo-

morfien f:V -+ V far matricen J + ~~, som er en ~-Jordan-

matrix. Lad B v~re matricen for flW. Sa for f matricen

Da f-~id afbilder W bijektivt pa s,ig selv, h.ar B ikke

~ som egenv~rdi. Heraf f¢lger, at den algebraiske multipli-

citet af ~ er lig med antallet af s¢jler i ~, sa J har

r r~kker og s¢jler. Resten er klart. Dermed er s~tningen

bevist.
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Vi kan nu gentage r~sonnementet pA den endomorfi·

W + W, som har matricen ~, og hvis A' er en egenv~rdi

for denne endomorfi og med algebraisk multiplicitet r',

f¢r vi fraspalter endnu en A'-Jordan-matrix med r'

r~kker og s¢jler. Dermed nAr vi frem til den st~rkeste

s~tning om reduktion af matricer.

S~tning 23.11. Lad U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum over K, og lad f:U + U v~re en endomorfi med

egenv~rdierne Ai-, ••• ,A3 , som har de algebraiske multi­

pliciteter r
1

, ••• ,rs. Der findes da en basis for U,

for hvilken f har en matrix af formen

~1
o

o
o

o

~2 •

o
o

o
o

o
o

o
B

hvor J for a = 1, ••• ,s er en A -Jordan-matrix med=a a

r r~kker og s¢jler, medens B er en kvadratisk matr~x,a

som er uden egenv~rdier, hvis f kun har egenv~rdierne

For endomorfier, hvis karakteristiske polynomium op-

l¢ses helt i f¢rstegradsfaktorer, kan resultatet formuleres

p~nere.
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Definition 23.12. Ved en Jordan-matrix med elemen-

ter fra legemet K forstar vi en matrix af formen

~1 0 . . . 0

0 ~2 . . . 0

o J=s

hvor hvert J er en A -Jordan-matrix, for et eller an-=a a

det Aa E K.

Der er ikke sagt noget om, at elementerne A1 , ••• ,A
S

skal v~re indbyrdes forskellige.

s~tning 23.13. Lad U v~re et endeligdimensionalt

vektorrum over et legeme K, og lad f:U + U v~re en en-

domorfi, hvis karakteristiske polynomium opl¢ses helt i f¢r-

stegradsfaktorer. Der findes da en basis for U, for hvil-

ken matrixen for f er en Jordan-matrix.

Det er bare et specielt tilf~lde af den foregaende s~t-

ning. Vi kan spalte Jordan-matricen op i mindre blokke, sa

der komrner til at optr~de et antal (A,r)-blokke langs dia-

gonalen for forskellige v~rdier af A og r. Det er klart,

at man kan permutere disse blokke helt vilkarligt ved blot

at ~ndre pa r~kkef¢lgen af basiselementerne. Det er ti~ gen-

g~ld den eneste frihed vi hare Vi kan nemlig samle blokke,
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der h¢rer tilsanune egenvcerdi, i st¢rre blokke, og der-

ved far vi bare en A -Jordan-rnatri'x for hver egenvcerdia

Aa . Antallet af rcekker og s¢jler er givet ved den alge-

braiske rnultiplicitet af A ,a og de tal, der indgar i

typen, bestenunes som beskrevet ovenfor ud fra rangene af

(f - 1

a
.l"d ) k , k 1 2 d t I 01 dA = , , .... Jor an-rna rlcen er sa e es en-

tyd~gt besternt pA ncer pe~rnutation af blokkene langs dia-

gonalen.
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KAPITEL 24

Reelle vektorrum.

Et vektorrum over ~ kaldes ogsa et reelt vektorrum.

I kapitel 3 Lndfer t.e vi rummene JE1 , JE2 og JE3, sam net-

op er reelle vektorrum. I kapitel 4 indf¢rte vi skalarpro-

duktet, som vi udnyttede til l¢sning af en r~kke geometri-

ske opgaver.

)

Ved brug af et ortonormalt koordinatsystem blev ska-

larporduktet udtrykt simpelt i koordinater. Vi viI genera-

lisere skalarproduktet til vore abstrakte vektorrum, og det

er vor hensigt at bruge det som hj~lpemiddel ved definition

af sadanne fundamentale begreber som en vektors l~ngde og

vinklen mellem vektorer.F¢rst, nar vi er naet sa langt,

bliver der mening i at tale om et ortonormalt koordinatsy-

stern.

Vi begynder med at definere skalarproduktet, ·som vi

i¢vrigt viI kalde det indre produkt, for det g¢r de fle-

ste matematikere. I definitionen bruger vi lidt ny jargon,

som vi viI forklare n~rmere bagefter.
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Definition 24.1. Lad U v~re et reelt vektorrum.

En symmetrisk positiv definit bilinearform ~:UxU + E

kaldes et indre produkt pA U, og vi skriver ~(~,~) =

<~,~>. NAr en sAdan form er valgt, kaldes U et reelt

vektorrum med indre produkt.

At ~ er en bilinearform betyder, at vi har regne-

reglerne

Den sidste regel f¢lger egentlig af den f¢rste, samt

kravet om, at ~ skal v~re symrnetrisk, altsA tilfreds-

stille betingelsen

<~,~> = <~,~>

At ~ er positivt definit betyder, at for u * 0 er

<~,~> > O. Det- er klart, at <.2.,.2.> = 0, og mere gene-

relt er <.2.'~> = <~,.2.> = O.

S~tning 24.2. For ~,~ E U og x,y E E er

<x~+y~, x~+y~>

Bevis. Bilineariteten giver
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og formlen f¢lger umiddelbart, da de to midterste led

er lige store pa grund af syrnrnetrien.

Den n~ste s~tning er en fundamental ulighed, der

optr~der i flere situationer og i flere formuleringer.

Den kaldes Cauchy-Schwarz's ulighed.

S~tning 24.3. Lad U v~re et reelt vektorrum med

indre produkt. Vilkarlige vektorer ~,~ E U viI da til-

fredsstille uligheden

og lighedstegnet g~lder, hvis og kun hvis u og v er

line~rt afh~ngige.

Bevis. Af relationen i s~tn~ngen ovenfor slutter

vi, at

for aIle x,y E E. For x = 1 eller y = 1 er det et

s~dvanligt andengradspolynomium, og hvis det altid er

positivt tilfredsstiller koefficienterne uligheden



24.4

og det er netop Cauchy-Schwarz's ulighed. Hvis den skal

g~lde med lighedstegn, rna andengradspolynomiet kunne bli-

ve 0, uden at bade x og y er 0, og det kr~ver, at der

findes x,y E E og ikke begge 0, sa x~ + y~ = Q, og

det betyder netop, at u og v er line~rt uafh~ngige. Der-

med er s~tningen bevist.

Vi far brug for endnu et vigtigt begreb.

Definition 24.4. Lad U v~re et reelt vektorrum el-

ler et vektorrum over ~ (et komplekst vektorrum). Ved

en norm pA U forstas en afbildning p:U + E,

fredsstiller f¢lgende 4 betingelser:

som til-

1 ) p (Q) = 0

2) p (~) > 0 for u E U, u * o.
-

3) p (x~) = Ix I p (~) for u E U og x i legemet.

4) p (~+~) < p (~) + p (~) for ~'~ E U.
-

For u E U kaldes p(~) normen af ~' og den betegnes

ofte med lodrette streger over ~' eventuelt t.illige med

en index. Et reelt eller komplekst vektorrum, pa hvilket

der er indf¢rt en norm, kaldes normeret.

Betydningen af en norm pa et vektorrum er, at det bli-

ver et metrisk rum med afstanden dist(~,~) = p(~-~). Betin-
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'gelserne 1) og 2) giver nemlig, at dist(:~:,~~~) ~_ 0 og

= 0 kun, hvis u = v. Betingelsen 3) giver, at

dist(~,~) = dist(~,~), og endelig giver 4) trenkants-

uligheden dist(~,~) ~ dist(~,~) + dist(~,~). En metrik,

der pa denne made er defineret ud fra en norm, kaldes

invariant, nemlig invariant overfor "parallelforskydning",

da vi har dist(~+~,~+y"') = dist(~,y"') for ~,~,y'" E U.

S~tning 24.5. Lad U v~re et reelt vektorrum med

indre produkt. Ved II~II = V<~,~> defineres en norm pa

U.

Bevis. Med p(~) = II~II ses det umiddelbart, at be­

tingelserne 1), 2j og 3) i definitionen ovenfor er opfyldt,

sa vi mangler at vise 4). Ved formlen i den f¢rste s~tning

i kapitlet, samt Cauchy-Schwarz's ulighed far vi

og heraf f¢lger 4) umiddelbart. Dermed er s~tningen bevist.

Som et simpel t eksempel kan vi betragte U = JRn. For

u = (u1, ... ,un), v = (v
1'···,vn) kan vi definere det indre

produkt
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Det er klart, at det eren symmetrisk, positiv definit

bilinearform, og den tilsvarende norm bliver

Dette er den n~rliggend~ generalisation af de velbekend-

te begreber fra planen og det tredimensionale rum. I den-

ne sammenh~ng fremtr~der Cauchy-Schwarz's ulighed som en

ulighed for vilkarlige reelle tals~t (u1 , ... ,un) og

(v1 , ... ,vn). Uligheden siger, at

og lighedstegnet g~lder, hvis og kun hvis tals~ttene er

propertionale. I denne form skyldes uligheden Cauchy.

Et mere subtilt eksempel er Hilberts t.aLrum JH, som

er m~ngden af talf¢lger ~ = (u
1,u2, ... ), for hvilke r~k­

2 2
ken u 1 +u2 + ... er konvergent. For u = (u1'~2' ••• ) og

v = (~1'~2'.~.)o definerer vi u+v = (u 1+v1 ' u 2+v2' ... ).

2 2 2 2Dette giver mening, da 2(u
1

+v
1

) + 2(u2 +v 2 )+ ... er kon-

22222vergent,og (u +v) < 2(u +v ), sa (u
1
· +v

1
) + (u 2+v 2) + ...

n n = n n

konvergerer if¢lge sammenligningskriteriet. Det er klart,

at det giver mening at definere AU = (Au
1

,Au2, ... ). Der­

med er JH blevet et vektorrum. Da III v I < u 2+ v 2 gi-
n n = n n'

ver sammenligningskriteriet, at r~kken u
1v1+u2v2+ ... er

absolut konvergent, sa vi kan definere <~,~ = u
1v1+u2v2+ ... ·

Det ses umiddelbart, at dette er en symmetrisk, posit1v de-

finit linearform, altsa et indre produkt. Dermed ero ill
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blevet, et rum med indre produkt. Vi ved nu, at Cauchy-

Schwarz's ulighed ogsa g~lder for uendelige tals~t pa

formen

2 2 2. 2< (u1 +u2 + ... ) (v1 +v 2 + ... ).

Lad C[a,b] betegne m~ngden af kontinuerte funkti-

oner f: [a, b ] -+ JR, idet [a,b] er et interval pa den

reelle akse. Vi har tidligere organiseret C[a,b] som

et vektorrum over JR.

nu

For f;g E C[a,b] definerer vi

<f,g> rb= J
a

f(x)g(x)dx ,

og dermed har vi definer~t et indre produkt pa C[a,b].

Det ses helt umiddelbart, at betingelserne er opfyldt.

I dette tilf~lde siger Cauchy-Schwarz's ulighed, at

Det er i denn~ form, uligheden er vist af Schwarz.

Et indre produkt pa et vektorrum er helt fastlagt

ved den norm, det definerer. Hvis to indre produkter pa

samrne vektorrum definerer identiske normer, er de sale-

des selv identiske. Dette fremgar af den n~ste s~tning.
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S~tning 24.6. Lad U v~re et reelt vektorrum med

indre produkt. Da er

Bevis. Det er bare et regnestykke.

Dermed er s~tningen bevist.

I rummet JRn kan vi defLne r e norrner ved for u =

(u
1

, ••. ,u) at szet.te, n

II~ 11 1 = I~1 1+. • •+ Iun I ; II~ II00 = max{ Iu 1 I , • • • , Iun I} •

I rummet C[a,b] kan vi ligeledes definere normer ved

for f: [a,b] -+ JR at szet.te

rb
= I f (x) I dxJa

IIfllCX) = max { I f (x) I I x E [a.,b]} .

Det er let at vise, at de betingelser, vi kr~ver af en

norm, virkelig bliver opfyldt. De her anf¢rte 4 normer

kan ikke defineres ved hj~lp af indre produkter. Derfor

er "normeret vektorrum" et mere generelt begreb end "vek-

torrum med indre produkt". Vi giver et bevis for denne

pastand.
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Lad os nu .se lidt n~rmere p~ beviset ovenfor for

uligheden II u+v II < II u II + II v II.- - = Det skete ved en lille

regning, og i den er der bare et sted, hvor der optr~-

der et ulighedstegn, og det beror p~ Cauchy-Schwarz's

ulighed I<u,v> I < II u II Ilv II, s~ der g~lder skarpt ulig-
- - =' - -

hedstegn, hvis ikke ~ og ~ er line~rt afh~ngige. For

normen II ~ 11 1 = Iu 1 1+. · · + Iunl ser vi imidlertid, at

uligheden 11~+~1I1 ~ II~II + 11~1I1 g~lder med lighedstegn,

hvis bare ~ og ~ har aIle koordinater positive. For

II f 111-n9r::rh~n~::sk~i:r~det sarrun~ f o r to positive f unkt Loner

For u - g~lderuligh~den med lighedstegn, 'h~is d~n

numer i.s k. s t.er s t.e koordinat i u og~ . char samrne __ Lndex

og samrne fortegn. For II f II gcelder uligheden med lig-
00

hedstegn, hvis f 09 g antager den numerisk st¢rste v~r-

di i sarnme punkt og har sarnme fortegn i dette punkt. I

aIle 4 tilf~lde viser dette, at uligheden kan g~lde med

lighedstegn for to line~rt uafh~ngige vektorer, og sadan

kan det ikke g~ med en norm, der er defineret ved hjcelp

af et indre produkt.

v Den afg¢rende interesse ved normerede vektorrum er,
v

f at de bliver metriske rum,. sa analysens fundamentale be-
v

greber, konvergeres 09 kontinuitet kommer i anvendelse.

En f¢lge (u )
n

af vektorer i et normeret vektorrum. U

konvergerer mod gr~nsevektoren a E U, hvis talf¢lgen
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er en funda-

mentalf¢lge, hvis der til ethvert positivt E svarer

et naturligt tal N, sAledes at det for aIle indices

m,n 0> N gcelder, at II u -u II < E.-n -n· = For JR som vektor-

rum over JR har vi °den numeriske v~rdi som norm, og

sA g~lder det almindelige konvergensprincip, som siger,

at enhver fundamentalf¢lge konvergerer. Metriske rum, i

hvilke enhver fundamentalf¢lge er konvergent, kaldes fuld-

st~ndige. Et normeret vektorrum, som er fulds~tndigt, kal-

des et Banachrum. Hvis det endda er et vektorrum med et

indre produkt, der definerer normen, kaldes det et Hil-

bertrum. Disse blev indf¢rt af David Hilbert ca. 1912,

og anvendt pA opgaver fra analysen. Banach-rummene ind-

f¢rtes af S. Banach en halv snes Ar senere.

Takket v~re metrikken er der mening i at tale om

kontinuitet af afbildninger af Banachrum i hinanden. For

endeligdimensionale vektorrum er det ikke svrert at vise,

at sp¢rgsmAlet om en afbildning er kontinuert eller ikke

slet ikk~ afh~nger af, hvilken norm vi v~lger pA rurnrnet.

L~ne~re afbildninger af endeligd~mensionaleBanachrum i

hinanden er altid kontinuerte. For uendeligdimensionale

Banachrum viI kontinuitet af en afbildning ofte bero v~-

sentligt pa valget af norm, og line~re afbildninger viI

ikke altid v~re kontinuerte.
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Svarende til et Banachrum har vi et dualt vektor-

rum, der bestar af mcengden af kontinuerte linearformer,

og der kan pa naturlig made indf¢res en norm pa dette

duale rum, sa det bliver et Banachrum. Det saledes de-

finerede duale Banachrum omfatter s~dvanligvis ikke aIle
A

f vektorerne i det "algebraisk duale vektorrum", vi har

~ studeret.

Def~n~t~on 24.7. Lad U vcere et vektorrum med in-

dre produkt. Ved vinklen mellem vektorerne ~,~ E U'{O}

forstar vi det tal «~,~), der er l¢sning til ligningen

Hvis

<~,~>

II~IIII~II

siges u og ~ at vcere ortogonale (vin-

kelrette). En mcengde M c U kaldes et ortogonalsystem,

hvis vektorerne i M er parvis ortogonale. Den kaldes et

ortonormalsystem, hvis desuden aIle vektorer i M har norm

1 •

Hvis M er et ortogonalsystem, der ikke indeholder Q,

kan vi cendre M til et ortonormalsystem v~d at dividere

hver vektor i M med dens norm.

Scetning 24.8. Et ortonormalsystem M er linecert uaf-

hcengigt.
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v~re indbyrdes forskellige

vektorer fra M, og lad x
1,

... ,xn v~re reelle tal,

for hvilke vi har relationen x
1e1+

... +x e = O. Sa er- n-n-

x. = x
1<e1,e.>+

... +x <e ;e.> = <x
1e1+

... +x e ,e.> =
J - -J n -n -J - n-n -J

<a,e.> = O.
- -J

Dermed er s~tningen bevist.

S~tning 24.9. Lad U v~re et reelt vektorrum med

indre produkt, og lad (~1;~2' ... ) v~re et endelig eller

numerabelt s~t af line~rt uafh~ngige vektorer fra U. Der

findes da et ortonormalt s~t (~1'~2' ... ) af lige sa man­

ge vektorer fra U, saledes at span{~1' ... '~k} =

for hvert antal k, som h¢jst er lig

med antallet af vektorer i s~ttene. (Vi kalder (~1'~2' ... )

en Gram-Schmidt-ortogonalisering af (~1'~2' ... ).

Bevis. Vi har ~1 * Q

far vi span{~1} = span{~1}.

~1
og ved at v~lge ~1 = 11~111

Lad os antage, at vi allerede

har valgt et ortonormalt s~t (~1' ... '~n)' saledes at

span{~1' ... '~k} = span{~1'.··'~k} for k = 1, ... ,n. Hvis

det givne s~t omfatter .mere end n vektorer, har vi

e
-n+1 =

u +1- «u +1,e1>e1+···+<u +1,e >e )-n -n - - -n -n -n

IIHn+ 1 - «~n+1 ' ~1 >~1 +. · · +<~n+1 ' ~n>~n) II
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For j = 1, ... ,n har vi da

<e +1,e.> ==-n -J

u +1,e. - <u +1,e.><e.,e.>-n -J -n -J -J-J
1111 ·+1-«u +1 ,e1>e1+·"· .+<u +1,e >e )11'-n -n - - -n -n n

= 0 ,

(~1 ,. · · ,~n+1 ) er et ortonormalt s~t. Vi har e-n+1

givet som en linearkombination af ~1 '···'~n og ~n+1'

men vi kan l¢se ligningen og fa u-n+1 som en linearkom-

bination af ~1'···'~n+1· Dermed har vi vist, at

span{~1 '···'~n-1} = span{~1'···'~n'~n+1} = span{~1'··~'~n+1}·

Dermed er szet.nLnqen bevLs t.,

S~tning 24.10. Ethvert reelt vektorrum, som har en

endelig eller numerabel basis, har en ortonormal basis.

Bevis. Det f¢lger umiddelbart af de to foregaende

scetninger.

Eksempel. For rurnmet lRn udg¢r de s~dvanlige ba-

s i svektorer (1 , 0 , ... , 0) , ... (0, ... , 0 , 1 ) en ortonormal

basis, nar vi bruger det ovenfor definerede indre produkt.

I det ovenfor omtalte rum ill indf¢rer vi vektorerne

~1 = (1,0,0, ... ), ~2 = (0,1,0, ... ) , ... · Sa er (~1'~2'···)

et ortonormalsystem. Dette system er ikke en basis for

111 )rummet, da ~ = (1'2'~'~'... ikke kan skrives som
2 2

linearkombination af endelig mange e .. Hvis u E ill er
-J

ortogonal pa aIle e. ,
-J

far vi pa den anden side, at u = o.

er et maksimalt ortonor-Vi ser heraf, at (~1'~2' ... )

malsystem. Vi har saledes fundet et ortonormalsystem,
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der ikke kan udvides til en ornotormal basis.

I rumrnet C[-n,n] udg¢r funktionerne

~o(x) = ~ , ~n(X) = Jrr cos nx, Wn(X) = J.rr sin nx; n=1,2, ...

et numerabelt ortonormalsystem. For eksempel er

<<.Dp,"4Jq> = 1 rTI
cos px sin qx dx = _1 rTI

(sin(p+q)x-sin(p-q)x)dx=O,
TIJ 2TI J

-TI -IT..

medens vi for n > 0 har

rTI
(cos

2 rTI
(sin 2 rTI

nx)2+(sin nx)2)dx=
J-n

nx) dx =
J- TI

nx) dx = l:2 J «cos TI,
-TI

hvoraf vi far <<.Dn,<.pn> = <"4J n'"4Jn> = 1 for n > o. Der

er endnu nogle muligheder, der skal regnes efter, men

da de gar 'pasanune melodi, og vi i¢vrigt ikke skal lave

analyse i dette kursus, viI vi glemme at regne dem efter.

Eksemplet viser, at C[~TI,7T]. er uendeligdimensionalt.·

Det viser endda, at delrununet af vilkarlig ofte differen-

tiable funktioner er uendeligdimensionalt, idet aIle funk-

tionerne <.p. og"4J. ligger i dette underrum.
J J

Scetnin'g 24.11. Lad U vcere et reel t vektorrum med

en ortonormal basis (~1' ... '~n). For vektorer

u = x
1e1+

... +x e- n-n

har vi da

v = Y1e1+ ... +Y e- n-n
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og hvis u * Q, v * 0 endvidere

cos «~,~) =
~ 2 2/y .2 2~1 . + 0 0 o+xn . - 1 + 0 0 o. +yn .

Bevis. Det indre produkt <~,~> bliver pa grund

af b~lineariteten sum af aIle led x·Yk e.,ek, men led­
J -J-

dene med j * k er ortogonale, sa vi far blot leddene

x.y. e.,e. = x.y .. De andre to pastande fas umiddelbart
J J -J -J J J

af definitionerne.

S~tningen viser, at vi for n = 1,2 og 3 har l~ng-

der af liniestykker, skalarprodukt af vektorer og vinkel

mellem vektorer udtryktpa n¢jagtig sarnrne made som i den

s~dvanlige geometri. Det betyder, at 2-og 3-dimensionale

underrum i et vektorrum med indre produkt, er h¢jagtige

kopier af planen og rurnmet, som vi kender dem fra skolen,

og vi kan derfor udm~rket anvende s~dvanlige geometriske

metoder.

Som specialtilf~lde af kapitlets f¢rste s~tning far

vi cosinusrelationen for en trekant med vinkelspidser i

Q,~ og~, nemlig

211~1111~11 cos«~,~).
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Hvis vinklen ved 0 er ret, altsa u og v ortogonale,

far vi den pytagor~iske s~tning

S~tning 24.12. Lad U v~re et reeltvektorrum rned

indre produkt. Lad V c U v~re et endeligdirnensionalt

vektorrurn, og lad (e1 , ... ,e) v~re en ortonormal basis- -n

for V. For u E U s~tter vi a. = <u,e.>, j = 1, .•• ,n.
J - -J

Da er v = a 1e1+ ... +a e det punkt i V, der har rnindste- n-n

afstand fra ~, og u-v er ortogonal pA enhver vektor i

V. Endvidere g~lder Bessel's ligning

2 2 2 2
a 1 + ... +an + II~-~II = ll u l] •

Bevis. Vi har

(u-v) -e. = u·e.- - -J --J a. = 0,
J

for j = 1, ... ,n.

AltsA er u-v ortogonal pA vektorerne e 1 ' · · • , e ,- -n og der-

rned pA enhver linearkombination af disse vektorer, altsa

pA enhver vektor i V. For w EVer specielt u-v or-

togonal pa v-w og den pytagor~iske s~tning giver

og det viser, at ethvert punkt i V'{~} har st¢rre afstand

fra ~, end v hare For w-O giver den sidste ligning

specielt
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og da er dette netop. Bes-

sels ligning. Dermed er s~tningen bevist.

Scetning.24.13. Lad U vcere et reelt vektorrum med

indre produkt, og lad B c U vcere et ortonormalt system.

For u E U scetter vi a(~) = <~'~> for hvert e E B.

Da er a(~) = 0 undtagen for h¢jst numerabelt mange ele-

menter af B, og vi ordner disse i en f¢lge· (e) og-n
2 2

scetter a(~n) = an' da er a 1 +a 2 +... konvergent og

dens sum overstiger ikke II u 11
2

(Bessels ulighed) 0

Bevis. For vilkArlige b
1

, ••• ,b E B har vi if¢lge- -q
222

den f or-eqaeride sCEtning, at (a(E.1)) +ooo+(a(E.q)) ~ II~II 0

Altsa findes der for hvert naturligt tal p h¢jst endelig

mange e E B med l a Le) ] > 1- = p
Mcengden af elementer e E B

med la(~) I > 0 er saledes foreningsmcengde af en f¢lge af

endelige mcengder, altsA h¢jst numerabel. Dermed har vi

vist den f¢rste pastand, og da vi ogsa har set, at

222
a 1 + ... +an ~ u for ethvert n, f¢lger den sidste pastand

umiddelbart.

Eksempel. I rummet C[-TI,TI] har vi det ovenfor om-

talte ortonormalsystem bestaende af funktionerne
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tfJo (x)
1

= V2rr' tpn (x) = 1 cosnx, 1/J n (x) =:

VTI
1

VTI
sinn~, n=1 , 2 , • •• •

For f E C[-n,n] har vi tal

a o = ~ J:rrf(X)dX

1 rn
1 rn .an = VTI )_rrf(X)COSnXdx, b n = VTI J_rrf(X)SlnnXdx, n=1-,2, ••• ,

og vi definerer

s (x)
n

1 1 n
= '''IT ('f;=\2 a O + L

v II V L. v= 1
(a cosvx + b sinvx)).
v· v

sA viI s (x} approksimere f(x) bedre end aIle andre
n

summer

n
s (x)

n
= 1 (_1 rv

''7f '~2 a O + L
VII V~) v=1

(~ cosvx + ~ sinvx)v v

i den forstand, at

for aIle valg af koefficienterne

a , b. Bessels ligning giverv v

a , b
v v

afvigende fra

og Bessels ulighed giver

rn
2

< J_rrf(x) dx ·
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v Nu viser en n~rmere unders¢gelse, at lighedstegnet
v

f i virkeligheden g~lder (Parsevals ligning), og det be-
v

tyder, at det underrum, der ~dsp~ndes af ortonormalsy-

stemet, konuner vilkarligt n~r til enhver vektor f E

c [-1T ,1T],' og f er s a Ledes fastlagt ved den uendelige

r~kke

Alligevel er r~kken ikke altid k~nvergent. Den er dog

konvergent i punkter, hvor f er differentiabel. Den

kaldes Fourier-r~kken for f, og den spiller en stor

rolle for anvendelserne, idet den spalter f i funkti­
A

f oner, som er p~ne harmoniske svingninger og derfor fra

A
A fysisk synspunkt s~rlig simple.

Definition 24.14. Lad U v~re et·reelt vektorrum

med indre produkt. Underrum V c U og W c U kaldes

indbyrdes ortogonale, hvis enhvervektor i V er orto-

gonal pa enhver vektor i W. Vi siger, at hvertaf rum-

mene V og W er ortogonalt komplement.til det andet,

hvis de er savel indbyrdes ortogonale som indbyrdes kom-

plementcere.

Hvis V og W er indbyrdes ortogonale, har de kun

vektoren 0 f~lles, da det er den eneste vektor, som er

ortogonal pa sig selv. Derfor er V+W direkte sum af V

og W.
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S~tning 24.15. Lad U v~re et reelt vektorrum med

indre produkt, og lad V c U v~re et end~ligdimensionalt

underrum. Da har V et ortogonalt komplement.

Bevis. M~ngden W af vektorer ortogonale pa V

(dvs. pa enhver vektor i V) er et underrum, og det er

ortogonalt pa V, sa V og W har kun 0 f~lles. Nu har

V en ortonormal basis (~1' ... '~n)' og vi viste ovenfor,

at enhver vektor u E U har en fremstilling pa formen

u = a 1e1+ ... +a. e + _w,- n-n

hvor w er ortogonal pa V, altsa w E W. Men dermed

har vi vist, at U = V+W = VEBW. Dermed er s~tningen be-

vist.

Eksempel. Det fremgar af behandlingen ovenfor af

rurnrnet JH, at underrummet span{~1'~2'... } ·ikke har

noget ortogonalt ko~lement. Hvis v~ s~tter ~O = (1,~, ... )

er span{~1'~2'..• } et underrum i span{~0'~1'~2' ... }'

og i dette rum har span{~1 '~2' ... } et '1-dimensionalt

komplement~rt underrum udsp~ndt af ~O' men ikke noget

ortogonalt komplement.

S~tning 24.16. Lad U v~re et endeligdimensionalt

*reelt vektorrum med indre produkt, og lad U v~re det

*duale vektorrum. En isomorfi ~:U ~ U defineres da ved,



24.21

at vi for u E U definerer ~(~):U ~ E ved ~(~) (~)=

Bevis. Bilinearformen <~,~> definerer en duali-

tet af U med sig selv. Da U er endeligdimensionalt,

*,
medf¢rer det, at enhver linearform u:U ~ E kan defi-

*neres pa formen ~ (~) = <~,~< for et u E U. - Derrned

er s~tningen bevist.

For rurnmet ill har vi en dualitet af ill med sig

selv defineret ved det indre produkt <~,y< = u 1v 1+

u 2v2+ ... · I dette tilf~lde er der imidlertid ogsa li­

nearformer, der ikke kan ud~rykkes ved hj~lp af det in-

dre produkt. Det v~ser sig imidlertid, at det netop er

de kontinuerte linearformer, der kan udtrykkes ved de

indre produkter, og derfor foretr~kker man i funktional-

analysen at indf¢re et dualrum, som blot omfatter de kon-

tinuerte linearformer. Sa bliver ogsa ill

sit~duale rum.

isomorft med
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KAPITEL 25

Komplekse vektorrum.

Et vektorrum U over ~ kaldes ogsa et komplekst

vektorrum. Et komplekst vektorrum er ogsa et vektorrum

over JR. Hvis vi har valgt en basis B for U udsp~n-

der B et underrum U cUi vektorrummet U over JR.

Sa er B samtidig basis for U over E og for U over

~. Enhver anden basis for U over Evil ogsa v~re ba-

sis for U over ~. Omvendt har et reelt vektorrum U

en kompleks udvidelse U. Nu'er U c U ikke et delrum

af det komplekse vektorrum U, for iu har kun 0 f~l-

les med U. Vi har abenbart U = U EB iU, idet vi for

u E U har E1, ... ,En E B og A1+ig1, ... ,An+i~n E~, sa­

ledes at

u=(A1+ilI1)b1+.· .+(A +ill )b =(A1 b1+ ... +A b )+i(1I 1b1+
... +'l' b ).- ~ - n ~n -n - n-n ~ - ~n-n

Vi kan derfor skrive u E U som u = u +i_u
2- -1

med

~2' E U, og vi regner med sadanne udtryk pa ~en helt natur­

lige made. Specielt kan vi danne konjugerede vektorer, sa­

ledes at ~ = ~1 + i~2 har den konjugerede vektor u

~1 - iu2 •
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Vi far saledes en afbildning ~:u ~ U defineret ved

~(~) = u. Det er imidlertid vigtigt at huske, at der ik-

ke for et komplekst vektorrum U findes en ganske bestemt

sadan afbildning. Den er f¢rst fastlagt, nar vi har valgt

det reelle rum U c U udsp~ndt af en basis for U. Nar

dette er sket, har ~ egenskaberne

u+v = U + v AU = Iu ~,~ E U, A E <C.

Endvidere er involutorisk, altsa .~(~(~))
-= u u.

Lad os nu antage, at U er et komplekst vektorrum,

og at ~:U ~ U er en afbildning, som for aIle ~,~ E U

og aIle A E ~ opfylder betingelserne

Sa er ~:U ~ U en line~r afbildningaf vektorrumrnet U

over JR., men ikke over ~. Vi definerer

og U er et underrum i vektorrurnrnet U over JR. En

projektion P1 :U ~ U defineres ved

P1 (~) = ~ (~ + ~ (~) ) .

Det umiddelbart, at P1 (~)
~

hvis E U,ses = ~, u og

deraf f¢lger, at P 1
er idempotent. Betingelsen ~ (~) =

ensbetydende med tp (i~)
\

U er = -i£, og derfor har vi



Det fremgar umiddelbart, at U og

25.3

U kun har 0 f~lles.

Vi har en projektion P2:U ~ U defineret ved

Det er klart, at P2(~) =~, hvis u E U, og deraf

f¢lger, at P2 er idempotent. Da vi har u = P1 (u) +

P2(u), er U = U ~ U, og U opfylder de betingelser,

der opfyldes af et reelt underrum. En "konjugation" pa

U, som opfylder de tre stillede betingelser, udspringer

saledes altid af et passende valg af et reelt delrum.·

Defin~tion 25.1. Lad U v~re et komplekst vektor­

rum. En afbildning tp:UxU ~ ec kaldes en ae.squd Li.nea.r f o.rm ,

hvis den for aIle ~'~1'~2' ~'~1'~2 E U og aIle A E ec

opfylder betingelserne

tp(~1+~2'~) = tp(~1'~) + tp(~2'~)

tp(~'~1+~2) = tp(~'~1) + tp(~'~2)

·En sesquilinearform kaldes Hermite'sk, hvis den for aIle

~,~ E U tilfredsstiller betingelsen

En Hermite'sk sesquilinearform kaldes positiv semidefinit,

hvis tp(~,~) ~ 0 for aIle ~ E U, og den kaldes positiv

definit, hvis tp(~,~) > 0 for aIle u E U'{Q}.



25.4

En sesquilinearform er saledes line~r i den f¢rste

variabel, men "konjugeret line~r" i den anden variabel.

Tilsvarende er Hermite'sk det sarrtrne som "symmetrisk pa

n~r konjugation"~ Denne egenskab sikrer, at sesquiline­

arformen er reel, nar de variable er ens~

Definition 25.2. Lad U v~re et komplekst vektor­

rum. En Hermite'sk, positiv definit sesquilinearform

~:UxU ~ ¢ kaldes et indre produkt pa U, og vi skriver

~(~~~) = <~'~>. Nar en sadan bilinearform er valgt, kal­

des U et komplekst vektorrum med indre produkt.

Vi gar nu frem som for reelle vektorrum, men regnin­

gerne gar ikke helt pa samme made. Saledes er for ~'~ E U;

x,yE <c

Da vi har <~'~> = <~,~>, er de to midterste led indbyr­

des konjugerede, sa vi har vist f¢lgende s~tning.

S~tning 25.3. Lad U

med indre produkt. For ~'~

v~re et komplekst vektorrum

E U og x,y E ~ har vi da

<X~+y~,X~+Y~>

Her er venstre side positiv undtagen hvis x~+y~ = o.

H¢jre side er derfor > 0 altid og = 0 kun hvis x=y=O



eller ~ og v

S, saledes at
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line~rt afh~ngige. Vi v~lger et reelt tal

is is
<~,~>e > 0, altsa l<~,~>l = <~,~>e .

Vi s<etter is
x = se ,s ~ 0 og y = s, som antages reel.

Vi far da at andengradspolynomiet

er > 0 for aIle r og s, og derfor fAr vi igen ulig-

heden 2
I<~,~>I < <~,~><~,~>, hvor lighedstegnet h¢jst

g~lder, hvis u og ~ er line~rt uafh~ngige. Dermed har

vi vist Cauchy-Schwarz's ulighed i det komplekse tilf~lde,

og det formulerer vi som en s~tning.

S~tning 25.4. Lad U v~re et komplekst vektorrum

med indre produkt. For vilkarlige ~,~ E U har vi da

uligheden

og lighedstegnet g~lder kun, hvis u og v er line~rt af-

h~ngige.

Definitionen af norm i sidste kapitel var formuleret

for reelle og komplekse v'ektorrum under et.

S~tning 25.5. Lad U v~re et komplekst vektorrum

med indre produkt. Ved 11~1I = V<~,~> defineres en norm

pa U.
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Som i det reelle tilf~lde er det trivielt at.de

tre f¢rste betingelser i definitionen af normen er fast-

lagt. For den fjerde betingelse bliver der kun ganske

sma ~ndringer i regningerne:

2
= (II~ I -rll~ ID •

Dermed er s~tningen bevist.

Som et sirnpelt eksempel kan vi betragte U = ~n.

For u = (u
1,

... ,un), v = (v~, ... ,v) kan vi definere- ~ n

det indre produkt

Det er klart, at dette er en Hermite'sk positiv definit

sesquilinearform.

Hilberts komplekse talrum lli(C)

f¢lger ~ =. (u1' u 2 ' · · · ), for hvilke

er m~ngden af tal-

"2 2
l u

11+l
u
21+ ....

er konverqent.. Sum ogmultiplikation med komplekst tal

defineres SOUL i det reelle tilfCElde, men det Lndre pro-

ved



25.7

Pa m~ngden af kontinuerte komplekse funktioner

f,g:[a,bJ ~ ~ defineres et indre produkt ved

<f,g> r
b

= J
a

f(x)9lXTdx ·

Lad os antage, at vi har udvalgt et reelt under-

rum U c U, hvor U er et komplekst vektorrum. Sa er

en basis B for U ogsa en basis for U, og vi har

U = U + iU /" En linearform tP: U ~ ill. udvides til eri

linearform ~:U ~ ~ ved, at vi for ~,~ E U definerer

<.p (~+i:~) = ~ (~) + i~ (~). En bilinearform tP: UxU ~ ill.

kan pa~n og kun ~n made udvides til en sesquilin~ar-

form ~:UxU ~~, idet vi tvungent definerer

Det ses umiddelbart, at vi virkelig far en sesquilinear-

form defineret. Ligeledes ser vi, at <.p bl i.ve r Hermite'sk

hvis <.p er symmetrisk, og at c.p bliver positiv definit,

hvis ~ er det. Et indre produkt pa det reelle underrum

definerer saledes ~ntydigt et indre produkt pa hele rum-

met.

I de tre eksempler ovenfor findes der et naturligt

reelt underrum bestaende af reelle tals~t eller reelle



25.8

funktioner, og de indre produkter, vi har defineret,

er netop udvidelser af de indre produkter pa disse re-

elle underrum.

S~tningen om, at et indre produkt helt er fastlagt

ved den norm, det definerer, er mere kornpliceret i det

kornplekse tilf~lde. Vi far nernlig blot

og det er jo ikke nok til at besternrne <~,~>. Nu far vi

ogsa

Vi far saledes s~tningen

S~tning 25.6. Lad U v~re et kornplekst vektorrurn

rned indre produkt. Da er

= 1 ( [l u-i-v 11
24\ __

De afvigende norrner, vi i det r.eelle tilf~lde ind-

f¢rte for vore tre orntalte eksernpler pa vektorrurn, kan

urniddelbart kopieres i det kornplekse tilf~lde.

v Kornplekse Hilbertrurn og Banachrum indf¢res helt pa
v

J linie rned de reelle. Det viser sig, at problerner, der
v

egentlig handler om reelle Banachrurn, bedst behandles

ved hj~lp af rummenes kornplekse udvidelser. De rnoderne
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A

f udformninger af matematisk kvantemekanik bygger ogsa

~ pa teorien for komplekse Banach-rum.

Vor definition af vinklen mellem to vektorer, viI

i det komplekse tilf~lde give en kompleks v~rdi af vink-

lens cosinus. Det kan der godt blive mening i, men i de

fleste tilf~lde viI man foretr~kke at bruge den reelle

vektorrumsstruktur pa det komplekse rum ved vinkeldefi-

nitionen. En vektor far samme norm i de to strukturer,

sa det viI bare betyde, at man bruger 2n-dimensional re-

el geometri pa det n~dimensionale komplekse vektorrum.

Definition 25.7. To vektorer u og ~ i et komplekst

vektorrum U kaldes ortogonale, hvis <~,~> = O. En

m~ngde M c U kaldes et ortogonalsystem, hvis vektorerne

i M er parvis ortogonale. Det kaldes et ortonormalsystem,

nar desuden aIle vektorer i M har norm 1.

S~tning 25.8. Et ortonormalsystem er line~rt uafh~n-

gigt.

Beviset er helt som i det reelle tilf~lde.

S~tning 25.9. Lad U v~re et komplekst vektorrum

med indre produkt, og lad (~1'~2' ••• ) v~re et endeligt
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e11er numerabe1t system af 1ine~rt uafh~ngige vektorer.

Der findes da et ortonorma1t s~t (~1'~2' ... ) af 1ige

sa mange vektorer fra U, sa1edes at span{~1' ... '~k} =

span{~1' ... '~k} for hvert anta1 k, der h¢jst er 1ig

med anta11et af vektorer i s~ttene. (Vi ka1der (~1'~2' ... )

en ,Gram-Schmidt-ortogona1isering af (~1'~2' ... )).

~1
-- Hvis vi a11erede har va1gt
11~111 •
ge1serne er opfy1dt, v~lger vi

sa betin-

Bevis. For k = 1 k1ares sagen ved at v~lge

~1 ' • • • '~n'

e =-1

e-n+1
~n+1- «~n+1'~1>~1+···+<~n+1'~n>~n)

=
ll u +'1-«u +" 1 ,e1>e1+·· .+<u +1,e >e )11 '-n -n - - -n -n-n

og dermed far vi"betingelserne opfy1dt, he1t som i det

ree11e ti1f~lde. Dermed er s~tningen bevist.

S~tning 25.10. Ethvert komp1ekst vektorrum, som har

en ende1ig e11er numerabe1 basis, har en ortonorma1 basis.

Bevis. Umidde1bart.

EkaempeL. I rurnrnet C af kont.Lnuer t.e , komp1ekse

et ortonorma1system, idet vi farn E ?l

f: [-7T,7T] -+ ~ udg¢r funktionerne tp (x) =
n

J=ndX = 2n for q = p

rei (p-q) Xl =
L i(p-q) J _ 0 for q*p.

X--7T

r7T i(p-q)x
I e dx
~ -n

r7T · ---e 1PX e1qxdx =
J-n

funktioner

1 inx
V2"7T

e ,
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Vi har selvf¢lgelig ogsa det ortonormalsystem, vi anf¢r-

te i det reelle tilf~lde. Da vi har

inxe = cos nx + i. sin .nx

cos nx sin nx 1 inx
= 2i\ e

er de to systemer helt ~kvivalente. Det komplekse system

er imidlertid langt bekvemmere at regne med end det reel-

Ie.

S~tning 25.11. Lad U v~re et komplekst vektorrum

rned indre produkt. Lad V c U v~re et endeligdimensio-

nalt underrum, og lad (e1,···,e)- -n v~re en ortonorrnal

basis for

1, ... ,n.

V. For u E U s~tter vi a. = <u,e.>, j =
J - -J

Da er v = a
1e1+

... +a e det punkt i V, der- n-n.

har mindst afstand fra ~, og u-v er ortogonal pa en-

hver vektor i V. Endvidere g~lder Bessel's ligning

Bevis. Den eneste forskel fra det bevis, vi brugte

i det reelle tilf~lde, er at vi nu har

=.<~,y">
2 2= I a 1 I + ... + Ian I •

Dermed er s~tningen bevist.

S~tning 25.12. Lad U v~re et komplekst vektorrum
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med indre produkt, og lad B c U vcere et ortonormalt

system. For u E U scetter vi a (~) = <~'~> for hvert

e E B. Da er a (~) = 0, undtagen for h¢jst numerabelt

mange e E B, og hvis a (~) =1= a for numerabelt mange

elementer af B, og vi ordner disse i en f¢lge (e)-n
2 2

og scetter a(~n) = an' da er la1 I + la21 +... kon-

vergent, og dens sum overstiger ikke II u 11
2 . (Bessel's

ulighed) .

Beviset kopieres fra de~ reelle tilfcelde, idet det

dog bliver n¢dvendigt at tilf¢je en hel del numeriske

tegn.

Eksempel. I vektorrurnrnet C, som vi betragtede

ovenfor har vi ortonormalsystemet (~ einxln E ~). Vi

skriver

enterne

ell (x)
n

1 inx= vcrr e , og vi har sa Fourierkoeffici-

og approksimerende summer

1 r1T •-lnxVZTI J_rrf(x)e dx,

1 n
Sn (x) = I./2TI L

v=-n
A

n
inxe

Vi kunne imidlertid ogsa kopiere den approksimerende sum

fra det reelle tilf~lde, altsa

S (x )
n

1 1 n
= y:rr('r'f a O + L

v£. v=1
(a cosvx + b -sinvx) ,v v
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hvor

= 1 rIT
f(x)dx = A O·a O V2Tf J-'IT

1 rIT
f(x)cos nxdx 1 (A + A )a = Vir J-'IT

= \,12v n -n

b 1 rIT
f(x)sin nxdx 1

(A A ).= Vir J-'IT
= i\,12 -v n -n

Ved at inds~tte dette i s (x) samrnen med
n

cos vx 1 ivx -ivx= ~e + ~e , sin vx
1 ivx

= 2i i e
1 -ivx

- 2i e

Definition 25.13. Lad U v~re et komplekst vek-

torrum med indre produkt. Underrum V c U og W c U kal-

des indbyrdes ortogonale, hvis enhver vektor i V er or-

togonal pa enhver vektor i W. 'Vi siger, at hvert af rum-

mene V og W er ortogonalt komplement til det andet,

hvis de er savel indbyrdes ortogonale som indbyrdes kom-

plementcere.

Som i det reelle tilf~lde g~lder, at V+W er direkte

sum, hvis V og W er indbyrdes ortogonale.

S~tning 25.14., Lad U v~re et komplekst vektorrum

med ~ndre produkt, og lad V c U v~re et endeligdimensi-

onalt underrum. Da har V et ortogonalt komplement.

Beviset er helt som i det reelle tilf~lde.
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S~tning 25.15. Lad U v~re etendeligdimensionalt

*komplekst vektorrum med indre produkt, og lad U v~re

*det duale vektorrum. En bijektiv afbildning tp:U ~ U

defineres da 'ved, at vi for u E U definerer tp (~) : U ~ IR

ved tp(~) (~) = <~,~>. Afbildningen tp er ikke line~r,

idet den nok,tilfredsstiller betingelsen tp(~1+~2) =

tp(~1) + tp(~2)' men tp(\~) = \tp(~).

Bevis. Nar vi har valgt et reelt underrum og dermed

en konjugation pa U, definerer tp(~,y) = <y,~> en dua-

litet af U med sig selv. Heraf f¢lger, at ~(~) (y) =

*<y,~> definerer en isomorfi ~:U ~ U. Da tp fas ved

sarnrnens~tning af ~ med konjugationen, f¢lger s~tningen

nu umiddelbart.
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KAPITEL 26

Line~re afbildninger af reelle og komplekse vektorrum.

Ved behandlingen af line~re afbildninger f:U ~ v,

hvor U og V begge er reelle eller begge komplekse vek­

torrum, har vi selvf¢lgelig hele den tidligere behand­

lede generelle teori til radighed. Noget nyt kommer

f¢rst ind i billedet, hvis U og V er rum med indre

produkt. Det er da nmrliggende at studere afbildninger

f:U ~ V, som bevarer indre vrodukt, altsa tilfredsstil-

ler betingelsen <f(~1)' f(~2» = <~1'~2> for aIle

~1'~2 E U. Her bruger vi samme betegnelse for det in­

dre produkt pa U og det indre produkt pa V, men det

er ikke s~rlig farligt. Det viser sig imidlertid, at af­

bildninger, som bevarer indre produkt, er af ganske over­

ordentlig speciel karakter.

For at lette formuleringen underforstar vi hele ti­

den, at de betragtede vektorrum er reelle aIle sammen

eller komplekse aIle sammen, og at der er defineret et
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indre produkt pa dem alle, ogat de ogsa er normerede

med den norm, der defineres ud fra det indre produkt.

S~tning 26.1. Lad U og V v~re vektorrum og

f:U ~ V· en (ikke n¢dvendigvis line~r) afbildning,

som bevarer afstand,altsa tilfredsstiller betingel­

sen Ilf(~~)-f(~)11 = Ilv-ull for alle ~'~ E U. Da er

f injektiv.

Bevis. Af f(~) = f(~) f¢lger II~-~~I =

llf (~) -f (~)II = 0 altsa v = u , Dermed er s~tningen

bevist.

S~tning 26.2. En line~r afbildning f:U ~ V

bevarer norm, hvis og kun hvis den bevarer indre pro-

dukt.

Bevis. Hvis f bevarer indre produkt, far vi

2
II f (u)11 = -cf (u ) ,f (~) > = <~'~>

hvilket viser, at f bevarer norm.
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<f (~), f (~~) > =

Den tilsvarende regning i det reelle tilf~lde bliver

meget enklere. Dermed er s~tningen bevist.

S~tning 26.3. Ved en line~r, normbevarende af-

bildning f:U ~ V qfbildes en ortonormal basis for

U bijektivt pa en ortonormal basis for f(U) c V.

Bevis. Det f¢lger umiddelbart af de foregaende

s~tninger.

S~tning 26.4. 'En normbevarende endomorfi f:U ~ U,

hvor U er endeligdimensionalt, er bijektiv, altsa en

automorfi.

Bevis. Det f¢lger af de foregaende s~tninger,

at f er injektiv, og nar U er endeligdimensionalt,

medf¢rer det, at f er bijektiv. Dermed er s~tningen

bevist.
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Definition 26.5. Lad A v~re en kompleks matrix.

*Matricen A = A1
, som fAs ved at transponere A og

konjugere aIle elernenterne, kaldes den til A adjun-

gerede matrix. Vi kalder en kvadratisk matrix A uni­

*t~r, hvis A A = E. En reel unit~r matrix kaldes en

ortogonal matrix.

S~tning 26.6. Lad 'U v~re et n-dimensionalt vek-

torrum og f:U ~ U en endomorfi. Da er f¢lgende egenska-

ber indbyrdes ~kvivalente.

1) f er normbevarende.

2) Der findes en ortonormal basis for U, hvis

billede ved f er en ortonormal basis for U.

3) Ved brug af en ortonormal basis udg¢r s¢jlerne

i matricen for f en ortonormal basis for ~n.

4) Ved brug af en ortonormal basis udg¢r r~kkerne

i matricen for f en ortonormal basis for ~n.

5) Ved brug af en ortonormal basis er matricen for

f unit~r.

Bevis. Da en normbevarende endomorfi bevarer indre

produkt, er det klart, at 1) ~ 2). Hvis (e1,···,e)- -n

er en ortonormal basis for U og (f(~1') , ... ,f(~n) li­

geledes en ortonormal basis for U, har vi
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II x
1

e
1

+ ... +x e II 2 = I x
1

I 2+ ... + Ix I 2 og ligeledes
- n-n n
·22

Ilf(x
1e1+

... +x e )11 = II x
1

f (e
1

) + ... +x f(e)1I =- n-n - n -n

2 I 2 1 0 f b d dIX
1

1 + ... ~Ixnl · A tsa er norm evarene. Derme

har vi vist, at 1) ~ 2).

Hvis (~1 ~···'~n) er en ortonormal basis for

U, har vi

hvor A er den til f h¢rende matrix, altsa

f (e I) =. a 1 Ie1+. · · + a Ie I ·-J J- nJ-J

At (f(~1) , ... ,f(~n)) er ortonormal, bliver saledes

ensbetydende med, at

og det er netop betingelsen 3). Dermed har vi vist,

at 1) ~ 2) ~ 3) .

Vi ser nu, at (1) er ensbetydende med, at

*men vi har tidligere set, at det med f¢rer, at A og

*A er hinandens reciproke. Derfor er A A= E helt ens-

*betydende med, at AA = E. Altsa er betingelsen 3)

ensbetydende med, at A er unit~r. Samtidig ser vi, at

*4) pa formen A A = E er ensbetydende med 5), og dermed

er s~tningen bevist.
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S~tning 26.7. Lad U v~re et vektorrum, og lad

(e1,···,e)- -n og (e
1',

... ,e') v~re orto~ormale baser~- -n

fqr U. Der findes da en unit~r (i det reelle tilf~lde

ortogonal) matrix A, som tilfredsstiller

(e1',···,e') = (e1, ... ,e )A •- -n - -n -

Sa er A ved valg af basis

normbevarende endomorfi, der defineres ved f(~1~1+...

+x e ) = x
1e1'+... +x e'. For en vektorn-n n-n

u = x
1e1+

... +x e = y
1

e
1
' + ... +Y e'- n-n - n-n

har vi

(::) = A (r:)
Bevis. Den f¢rste pastand f¢lger af den foregaen-

de s~tning, som ogsa giver, at f er afstandsbevarende.

Resten er bare en kopi af s~tning 19.2.

S~tning 26.8. M~ngden af unit~re nxn-rnatricer er

en gruppe med multiplikation som ko~position, og rn~ngden

af ortogonale matricer udg¢r en undergruppe.

Bevis. Det f¢lger urniddelbart af den foregaende

s~tning.
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Sesquilinearformer kan som aIle andre linearfor-

mer beskrives ved hj~lp at matricer.

S~tning 26.9. Lad ~~Uxu v~re en sesquilinear

form, og lad (~1' ... '~n) v~re en basis for U. Der

findes da en matrix ~, saledes at vi for u = x1~1+

... +x e og v = Y1e1+ ... +Y en-n - n-n har

Ved et skift til basis (e 1' ,. · · ,e ' ), hvor-- -n

*bliver matricen for ~ i de nye koordinater S A S.

Bevis. Ved direkte udregning far vi

n
~ y.xk ~(ek,e.),

j,k=1 -J --J

sa vi far den angivne matrixfremstilling med a j k =

~(ek,e.). Den omtalte koordinattransformation udf¢res
- -J

ved at inds~tte

(::) = S

hvor (x1' · · · ,x~) og er koordinats~tte-

ne for ~ og v ved brug af basis

er s~tningen bevist.
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S~tning 26.10. Lad U vcere et endeligdimensio-

nalt vektorrum. Ved skift fra en ortonormal basis til

en anden ortonormal basis transformeres en matrix ~

pa samme made, hvad enten den er matrix for en endomor-

fi eller en bilinearform.

Bevis. Koordinatskiftet sker ved en unitcer matrix

Sf og endomorfien far den ny matrix s-1 A Sf medens bi-

linearformen far den nye matrix *S A S. Da S er unitcer

-1 *er S = S Dermed er scetningen bevist.

Lad nu, U og V vcere endeligdimensionale komplekse

= <~,~>. Derved indu-

* *f :V ~ U ved f (~) =

0 *givet pa formen v (~) = <~,~>.-
* *hvor u er defineret ved u (~)-

* *cerer f' :V ~ U en afbildning

vektorrum, og lad f:U ~ V vcere en linecer afbildning.

* *Vi har da den duale afbildning f':V ~ U defineret

* * *ved f' (~ ) = v 0 f. En linearform v :V ~ <C kan tcenkes

* *Sa er f' (~ ) = ~ :U ~ ¢,

~, * *f' (~ ) = u • *Det kommer ud pa, at f fastlceg-

ges ved betingelsen

(2) *<~, f (~» = <f(~) ,~> for -alle w E U.

Det er klart, at udtrykket <f(~) ,~> for fast v EVer

en linearform pa U, og sa findes der netop et element

*f (~) E U, for hvilket (2) gcelder. Dette viser beretti-
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gelsen af f¢lgende definition:

Definition 26.11. Lad U og V v~re endeligdimen-

sionale vektorrum med indre produkt, og f:U ~ V en

line~r afbildning. Ved den til f adjungerede afbild­

*ning f:V ~ U forstar vi den afbildning, der fastl~gges

ved betingelsen (2) ovenfor.

Hvis U og V er reelle, har vi en naturlig identi-

* *fika tion af U og V med dualrummene U og V, og ved

*disse identifikationer bliver f netop den til f dua-

Ie afbildning. Hvis U og V er komplekse, har vi ogsa

en slags identifikation med dualrummene, men det er ikke

en rigtig isomorfi, kun en isomorfi pa n~r konjugation.

Nu viser det sig, at konju~ationerne i U og V i en vis

forstand h~ver hinanden, sa vi far trods alt f¢lgende s~t-

ning.

*S~tning 26.12. Den adjungerede afbildning f:V ~ U

er line~r.

*Bevis. Vi skal bare udregne f (\1Y1+~2Y2) for

*~1'~2 E ~ og Y1'Y2 E V. Vi bruger definitionen af f,

lineariteten af f og sesquilineariteten af det indre

produkt og far
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for aIle w E U, og det viser netop, at

*S~tning 26.13. Den ved ~(f) = f definerede

afbildning ~:Hom(U,V) ~ Hom(V,U) er bijektiv, og

for A1,A 2 E ~, f
1,f2:U ~ V

**X1f 1+X2f 2 . Endvidere er f

Bevis. Vi har

*er (A
1

f
t

+ A2f 2 )

= f.

=

**<f (~),y.. *= <f . (~). ,.:l~
*= <~,f (~»=<f(~) ,~>,

<, **for aIle v E V, og det sikrer netdp, at f (~r =

**f (~) for aIle u E U. Heraf f¢lger f = f, og det-

medf¢rer, at ex> er sin egen inverse, og derfor bijek-

tiv. Endvidere er
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og dermed har vi bevist den sidste pastand.

S~tning 26.14. Lad U,V og W v~re vektorrum

med indre produkt, og lad f:U ~ V og g:V ~ W v~re

* * *+ine~re afbildninger. Da er (gof) = f og .

Bevis. Pastanden f¢lger af, at

* * * *<~, (g f) (~» = <g(f(~) ,~> = <f(~) ,g (~» = <~,f (g (~))>.

Scetning 2.~. 15. Lad U vzere et vektorrum med en

ortonormal basis (~1, ••• ,bn) og V et vektorrum med

en ortonormal basis (~1' ••• '~n). Lad f:U ~ V vcere

en linecer afbildning, som ved .brug af de anf¢rte baser

har matricen A. Da viI den adjungerede afbildning

f:V ~ U ved brug af de sarnrne baser have den adjungerede

*matrix A' .

Bevis. At

Men sa er

f har matrix A betyder, at <f(b.) ,e.)=
-J -J

*<f (ek)· ,b. > = <ek, f (b".) > = a k.. Dermed
- -J - J J

er scetningen bevist.

En selvadjungeret endomorfi, altsa en endomorfi,

der er sin egen adjungerede, har selvadjungeret matrix

ved brug af en ortonormal basis. Derfor er "selvadjunge-

ret" som egenskab ved matricer invariant overfor basis-

skift med unitcere matricer.
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er en sesquilinearform ~:UxU ~ tt givet ved, at vi

for u = x 1_e +... +x e , v = Y1e1+ ... +Y e harn-n - n-n

*Nu har vi en "adjungeret" sesquilinearform ~ :UxU ~ <C

defineret ved

Heraf fremgar, at "selvadjungeret" bilinearform er det

samrne som en bilinearform, der for ethvert valg af ba-

sis har "selvadjungeret" -matrix.

Nu har vi tidligere vedtaget at sige Hermite'sk i

stedet for "selvadjungeret" om sesquilinearforrner, og

det viI vi fortsat g¢re, da det er i overenssternrnelse

med s~dvanlig sprogbrug. Vi siger ogsA Hermite'sk om

en matrix, der er "selvadjungeret", men vi holder fast

ved "selvadjungeret endomorfi", stadig i overensstemmel-

se med matematisk s~~vane. Funktionalanalytikere plejer

at sige "operator" i stedet for endomorfi, men de bruger

"operator" i en noget mere generel betydning, sa vi viI

forts~tte med at kalde en endomorfi en endomorfi.
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I det reelle tilf~lde er konjugation uden virk­

ning, sa Hermite'sk bliver til "syrnmetrisk", og i det­

te tilf~lde bliver den adjungerede matrix ogsa blot

den transponerede.

For matricer er det at v~re "Hermite'sk" (i det

reelle tilf~lde "symmetrisk") saledes en egenskab, der

er invariant overfor koordinatskifte, nar matricen er

matrix for en sesquilinearform (i det reelle tilf~lde

en bilinearform), men kun overfor koordinatskifte med

unit~r (i det' reelle tilf~lde ortogonal) matrix, nar

matricen er matrix for en endomorfi.

Vi gar nu over til at vise hoveds~tningen om "selv­

adjungerede" endorilorfier.

S~tning 26.16. Lad U v~re et endeligdimensionalt

vektorrum med indre produkt, og lad f:U ~ U v~re en

selvadjungeret endomorfi. Da er aIle egenv~rdier for f

reelle, egenrum h¢rende til forskellige egenv~rdier er

in~byrdes ortogonale, hver egenv~rdi har den'geometriske

multiplicitet lig med den algebraiske, og der findes en

ortonormal basis for U, for hvilken rnatricen for f

er en reel diagonalrnatrix.
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Bevis. Da f er selvadjungeret,har vi

*<f(~) ,~> = <~,f (~» = <~,f(~»

for aIle ~,~ E U. Hvis specielt e er en egenvek-

tor h¢rende til egenv~rdien A, far vi

Da e * Q, er <~,~> * 0, sa vi far A = A, altsa

A E JR. Dermed er den f¢rste pastand bevist.

Lad nu ~1 og ~2 v~re egenvektorer h¢rende til

indbyrdes forskellige egenv~rdier A
1

og A2. Da disse

er reelle, far vi

hvilket viser, at <~1'~2> = O. Dermed er den anden pa­

stand bevist.

Ortonormale baser for egenrummene for aIle de for-

skellige egenv~rdier for f udg¢r tilsarnrnen et ortonor-

malt system (~1' ... '~p)' som udvides til en ortonormal

basis (~1' ... '~n) for U. Med denne bas~s viI matricen

for f v~re pa diagonalform i de p f¢rste s¢jle~, men

da den er Hermite'sk, har den formen
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hvor A sAledes er pA diagonalform. Nu er B Hermi-

te'sk,og B er med brug af basis (e +1" ... ,e) ma--p -n

trix for en selvadjungeret endomorfi af det af disse

vektorer udsp~ndte underrum. En egenv~rdi for B er

en egenv~rdi for f. Hvis en sAdan findes, har den

geometrisk multiplicitet ~ 1, og vi kan gentage pro­

cessen pA B. Det ville imidlertid betyde, at egenrum-

met for en af egenv~rdierne for f indeholder en vek-

tor i span(~p+1""'~n)' men vi har netop valgt ~1'

... ,e, sa dette ikke kan v~re tilf~ldet. AltsA har B-p

ingen egenv~rdier. Det betyder, at dets karakteristiske

polynomium for B ikke har r¢dder. Nu siger algebraens

fundamentals~tning, at et polynomium af positiv gradmed

komplekse koefficienter altid har en kompleks rod. Der-

for kan B kun v~re en OxO-matrix; Dermed er de to sid-

ste pAstande i s~tningen vist.

Vi mangler st~engt taget at gennemf¢re beviset

i det r~elle tilf~lde. Hvis V er et reelt vektorrum,

indf¢rer vi en kompleks udvidelse W af V, samt ud-

videlsen g:W ~W af f. Sa er ogsA g selvadjunge-

ret. Egenvrerdierne for f bliver sAledes reelle! og
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vi far reel Ie egenrum. Disse fas som l¢sningsrum til ho-

mogene reelle line~re ligningssystemer, og .disse rum har

en reel ortogonal basis, som ogsa er basis for det kom-

plekse l¢sningsrum. Derfor kan basen (e1,···,e)- -n i det-

te tilf~lde v~lges i U, og sa fungerer resten af bevi-

set u~ndret. Dermed er s~tningen bevist.

Vi har et par umiddelbare f¢lges~tninger.

S~tning 26.17. Lad U v~re et n-d~nensionalt kom-

plekst vektorrum med indre produkt, og lad f:UxU ~ ~

v~re en Hermite'sk sesquilinearform. Der findes da en

for U, saledes at vi

for u = x
1e1+

... +x· e- - n-n og v = Y1e1+ ... +Y e- n-n har

hvor \1' ... '\n er reelle. Hvis vi erstatter kravet om,

at basen skal v~re ortonormal, med at den blot skal v~re

ortogonal, kan vi til geng~ld opna, at hvert \0
J

far en

af v~rdierne 0,1 eller -1. Sesquilinearformen er posi-

tiv definit, hvis og kun hvis aIle \0
J

er > 0 og posi-

tiv semidefinit, hvis og kun hvis aIle \0
J

er > O.

Bevis. Ved en unit~r koordinattransformation trans-

formeres matricen for f ganske som om den var matrix

for en endomorfi. Derfor kan vi v~lge (~1' ••• '~n)' sa
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matricen bliver en reel diagonalmatrix, og s~ f~r f

den anf¢rte form. Vi f~r
2 2

f (u,u) = A1 IX 1 I + ••• +A l x I ,- - . n n

og deraf f~r vi umiddelbart de anf¢rte betingelser, for

at f er definit eller semidefinite Endelig viI en ba-

sistransformation af formen e. = s . e! , j = 1, ... ,n,
-J J-J

hvor aIle s. * 0, bevirke, at hvert A. erstattes
A. J J

rned J og ved at veelge s. = ~I for A. * 0
2 ' J J JIs. I

og s. J 1 for A. = o, f~r vi aIle A. erstattet med
J J J

o,1 eller -1 . Dermed er seetningen bevist.

Seetning 26.18. Lad U veere et reelt vektorrum rned

indre produkt og f:U ~ E en kvadratisk form. Der fin-

des da en ortonormal basis (~1' ••• '~n) for U, for

hvilken f for u = x
1e1+

... +x e er givet ved- n-n

f (~)

Hvisvi blot forlanger, at basen skal veere ortogonal, kan

vi endda opn~, at hvert A.
J

er o, 1 eller -1. Den kva-

dratiske form er positiv definit, hvis og kun hvis aIle

A. er > 0, og positiv semidefinit, hvis og kun hvis aIle
J

A · er > O.
J

Bevis. Det er bare den foreg~ende seetning, speciali-

seret til det reelle tilfeelde, idet en kvadratisk form f~s

ved restriktion af en bilinearform med syrnrnetrisk matrix.
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Vi bem~rker, at det fremgar af vore resultater,

at det karakteristiske polynomium for en reel, syrnme­

trisk nxn-rnatrix har aIle sine r¢dder reelle.
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KAPITEL 27

Normale endomorfier.

En del af de k¢nne resultater, vi har fundet vedr¢-

rende selvadjungerede endomorfier, g~lder for en mere om-

fattende klasse af morfier, som ogsa omfatter de unit~re

automorfier. Vi indf¢rer denne klasse af endomorfier i

f¢lgende definition.

Definition 27.1. Lad· U v~re et reelt eller kom-

plekst vektorrum. En endomorfi f:U ~ U kaldes normal,

hvis den komrnuterer med sin adjungerede, altsa hvis

*fof .

*f of=

*-At f er selvadjungeret betyder, at f = f, og sa

er f selvf¢lgelig normal. At f er unit~r betyder, at

*f og f er hinandens reciproke, og det medf¢rer selv-

f¢lgelig ogsa, at f er normal.

Lad nu f:U ~ U v~re en vilkarlig endomorfi og

(~1' ••• '~n) en ortonormal basis for U. Sa har f en
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matrix A og et karakteristisk polynomium

Nu har * *f matricen A = ~I. Koefficienterne C.
J

er

summer af det.ermLnant.er af undermatricer, og d i.sse de-

terminanter cendres ikke ved overgang til den transpone-

rede matrix. Altsa er

Hvis A
1

, ... ,An er egenvcerdierne for f, hver skrevet

det antal gange, der svarer til multipliciteten, har vi

opl¢sningen

(X- A ),
.n

og ved at konjugere, far vi

(X-X ).
n

Derved har vi selvf¢lgelig benyttet, at f har n egen-

vcerdier, fordi Pf(x) if¢lge algebraens fundarnentalscetning

har n r¢dder. Vi har saledes vist, at egenvcerdierne for

*f, netop er de konjugerede til egenvcerdierne for f, sa-

ledes at den algebraiske rnultiplicitet af en egenvcerdi for

f er lig med den algebraiske rnultiplicitet af den konju­

*gerede egenvcerdi for f. Det giver et nyt bevis for, at

en selvadjungeret endornorfi har reelle egenvcerdier. Vi ud-

trykker resultatet i en scetning.
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S~tning 27.2. Egenv~rdierne for den adjungerede

*f til en endomorfi f er netop de konjugerede til

egenv~rdierne for f.

Dern~st ma vi have opklaret, hvilke relationer der

*er mellem egenrurnmene for f og f;: Det er heldigvis

de enklest mulige.

S~tning 27.3. Egenrurnmet svarende til en egenv~rdi

A for f er identisk med egenrurnmet svarende til egen­

*v~rdien A for f.

Bevis. For vilkarlige ~,~ E U far vi

* *Specielt er <f(~) ,f(~» = <f (~) ,f (~», sa vi kan slut-

*te, at f(~) er Q, hvis og kun hvis f (~) er det. Der-

med har vi bevist, at en normal endomorfi og dens adjunge-

rede har sarnme kerne. Nu har f-Aid den adjungerede

*f - Xid, og vi far

* * *(f -Xid) 0 (f-Aid) = f Of - Af -.Af + AAid,

* *og da f of = fcf ~ndres dette udtryk ikke ved samtidig

*ombytning af f med f og A med ~A. Altsa er f-Aid

*normal. Men sa er kern(f-Aid) = kern(f -Xid) , og det er

netop de to egenrum l der· skulle vises at v~re identiske.

Dermed er s~tningen bevist.
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Nu afsl¢~es det, at den hj~lpes~tning, vi havde sa

stor nytte af ved behandlingen af selvadjungerede endo-

morfier, ogsa g~lder for normale endomorfier.

S~tning 27.4. Egenrum svarende til forskellige egen-

v~rdier for en normal endomorfi ~r indbyrdes ortogonale.

Bevis. Lad ~1 v~re en egenvektor svarende til egen-

og deraf f¢lger, at <~1'~2> = O. Dermed er s~tningen be­

vist.

Nu er det ikke sv~rt at vise hoveds~tningen om stan-

dardform af matricer for normale endomorfier ved at kopie-

re det r~sonnement, vi benyttede for selvadjungerede auto-

morfier. Denv~sentligste forskel er, at egenv~rdierne for

en normal endomorfi ikke beh¢ver at v~re reelle, og da en

reel diagonalrnatrix er selvadjungeret, er det da ogsa pa

forhand klart, at reduktion til en diagonalrnatric i det



U.

som
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reelle tilf~lde kun er mulig for selvadjungerede (= sym-

metriske) endomorfier.

S~tning 27 .5.. Lad U veere et n-dimensionalt kom-

plekst vektorrum med indre produkt, og lad f:U ~ U v~-

re en normal endomorfi. Da har egenv~rdierne for f den

geometriske multiplicitet lig med den algebraiske og sam-

let multiplicitet n, og der findes en ortonormal basis

for U, for hvilken matricen for f er en diagonalmatrix.

Bevis. Det f¢lger af algebraens £undamentals~tning,

at egenv~rdierne for f har sa~let algebraisk multiplici-

tet n. Foreningsm~ngden af ortonormale baser for egenrurn-

mene for f udg¢r et ortonormalt s~t (~1' .•. ~~),

vi udvider til en ortonormal basis (~1' ••• '~n) for

Ved brug af denne basis far f en matrix A, som er pa

diagonalform i de p f¢rste s¢jler, og elementerne

~1' ••• '~p i diagonalen er egenv~rdierne for f, sAledes

at antallet af gange, hver egenv~rdi optr~der, er dens ge-

ometriske multiplicitet.

* * *Nu er A A = A A. I A A bliver diagonalled nummer

1 ~ • 1
2

, *j for j = 1 r •• • , P lig med og i AA bliver
J

det tilsvarende led 1 x. 1
2 2 2

Vi+ la. +1 1 + ... +Ia. I.
J J,P J,n

kan derfor slutte, at

p+1, ... ,n, sa vi har

= 0 for j = 1, ... ,p; k =
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hvor D er diagonalmatricen med A
1,

... ,A p i diagona-

len, medens B er en matrix uden egenv~rdier. Hvis B

havde en egenv~rdi, 'ville A have en egenvektor i

span(e +1, ... ,e ), og sa ville et af de udvalgte egen--p -n

.rum fa sin dimension for¢get. Altsa er B uden egenv~r-

dier, men det kr~ver, at den er torn, sa A er en diago-

nalmatrix. Dermed er s~tningen bevist.

I det reelle tilf~lde-kan resultatet altsa ikke bli-

ve helt sa k¢nt. Det viser sig dog, at vi ogsa i det reel-

Ie tilf~lde kan bringe matricen for en normal endomorfi

pa en ganske p~n standardform ved at inddrage det karak-

teristiske polynomiums komplekse r¢dder i regningerne.

Vi minder om, at disse r¢dder falder i par af indby~des

konjugerede.

S~tning 27.6. Lad U v~re et n-dimensionalt reelt

vektorrum med indre produkt, og lad f:U· ~ U v~re en nor-

mal endomorfi, hvis karakteristiske polynomium har de ikke

reel Ie r¢dder a 1 ± i (31 ' • • • , a p ± i (3 , samt de reelle r¢d-p

der A2p+1 ' · · · , An' hvor det antal gange, hver rod er an-

f¢rt, er lig med dens multiplicitet. Der findes da en or-

tonorrnal basis for U, for hvilken rnatricen A for U
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har blokke ( 'a
j Sj)

S~, j = 1 , ... , p rned S ~ S'! =
-S '! - a. J J J

J J

langs de 2p f¢rste pladser i hoveddiagonalen, og

A2p+1,···,An
0 de resterende pladser, og ellerspa

0 overalt, altsa

0,1 S' 0 0 0 0 0 0
1

-SIt 0,1 0 0 0 0 0 0
1

0 0 0. 2 S2· · · 0 0 0 0

0 0 -SIt 0. 2 ... 0 0 0 02
I ~

A :: I f,
~

I I

0 0 0 0 a p S' 0 0p

0 0 0 0 -SIt a p 0 0p

0 0 0 0 0 0 \2 +1 0
) p

,
0 0 0 0 0 0 0 An

Bevis. Vi benytter den kornplekse udvidelse V =

U ~ iU af U. Udvidelsen f:V ~ V af f er defineret

ved 'f(~+i~) = f(~) + if(~). Af f(~+i~') = (a+iS) (~+i~')

f¢lger da urniddelbart f(~-i~') = (a-iS) (~-i~'). Det

indre produkt pa U ffi iU defineres ved <~1+i~1'~2+i~2> =

<~1'~2>+<~1'~2> + i«~1'~2>-<~1'~2»' idet dette defi­

nerer en positiv definit Herrnite'sk sesquilinearforrn,

hvis restriktion til U er det indre produkt pa U.
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Af de saledes opnaede resultater f¢lger, at egen-

rumrnet til a.-iS. bestar af vektorerne, som er konju-
J J

gerede med vektorerne i egenrurnrnet for a.+iS., og at
J J

vi far en ortonormal basis for egenrumffiet til a.-iS.
J J

ved at konjugere vektorerne i en basis for egenrurnrnet

til a .+i Q ••J - ~J

Vi kan derfor v~lge ortonormale baser for egenrum-

mene sa foreningsm~ngden udg¢r en ortonormal basis

( + . " . .." +. , , ., , )111 e1 111 1 e1 ,1l1 e1-1 111 e1,···,1l e 111 e .,11 e -111 e ,e2 +1, ... ,e ,- - - - p-p p-p p-p p p - p -n

hvor vi har 1111. e. ± 11 ~ e ~ II = 1, j = 1, ... , p og II e · II =
J-J J-J -J

1, j = 1, ... ,p. Vi har trukket faktorerne ll.,ll! ud
J J

og derved opna e t , at vi ogsa har Ile·11 = Ile!11 = 1 9· j =
-J -J

1, ... ,p. Faktorerne p~, ••• ,p~ kan ikke v~re 0, da

det ville give to ens egenvektorer for to forskellige

egenv~rdier. Faktorerne P1' ... 'Pp kan heller ikke

v~re 0, for det ville give to modsatte egenvektorer for

to forskellige egenv~rdier. Pa den anden side er

o ( 2 ,2) ,11 · +11 · <e · , e.> ,J J -J-J

hvilket viser, at e. og e~ er ortogonale for j =
-J -J

1, ... ,p. Endvidere er de p 2-dimensionale underrurn,

der udsp~ndes af e. og e~
-J -J

for j = 1, ... ,p, samt de



1-dimensionale underrum, der udsp~ndes af

indbyrdes ortogonale, og derfor er

(e1,e1',·· .. ,ep,e', e 2 +1,···,e )- - - -p - p -n

en ortonormal basis for U (og for V) .

A.

Nu er f .givet ved

27.9

e 2 +1' ... ' e- p -n

f(lJ·e. ± ilJ!e!) = (a · ± i B.) (11 · e · ± ilJ!e!) , j = 1 , ... , P
J-J J-J J J J-J J-J

A.

f (e .) = A.e. j = 2p+1 , ... , n.
-J J-J

Ved spaltning i real- og imagin~rdel far vi heraf

f (e .)
-J

11 !
= a. e. - .-2, B.e !, f (e ~) =

J-J 11 · J-J -J
J

11·
.-2 S.e.+a.e!, j =
11 · J-J J-J

J
1 , ..• , p

f(e.) = A.e.,
-J J-J

j 2p+1 , ... , n.

Det betyder netop, at matricen for f har den angivne

form, og dermed er s~tningen vist.

Nu er det uhyre let ogsa at finde en standardform

for matricen for en normbevarende endomorfi, altsa for

en unit~r matrix.

S~tning 27.7. Lad U v~re et n-dimensionalt kom-

plekst vektorrum, og lad f:U ~ U v~re en normbevarende

endomorfi, altsa en endomorfi, hvis matrix svarende til

en ortonormal basis er unit~r. Der findes da en ortonor-
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for hvilken matricen for f er

en diagonalmatrix. I diagonalen forekommer hver egen-

v~rdi for f et antal gange lig med dens algebraiske

multiplicitet (som er lig med den geometriske), og al-

Ie egenv~rdierne for f har numerisk v~rdi 1.

Bevis. En normbevarende endomorfi er normal, for-

di dens matrix ved valg af en ortonormal basis er uni-

t~r og derfor normal. Sa f¢lger hele s~tningen pa n~r

den sidstepastand umiddelbart af s~tning 27.5. Den sid-

ste pastand f¢lger umiddelbart af, at diagonalmatricen

ogsa er unit~r, idet det betyder, at hvert element

i diagonalen rna tilfredsstille betingelsen

Dermed er s~tningen bevist.

\.
J

= 1.

Vi kan udtrykke resultatet pa den made, at den mest

generelle normbevarende endomorfi af eb komplekst vektor-

rum ved passende valg af basis blot sker ved en drejning

i hver basis plan. De aller simpleste unit~re transforma­

i8tioner bestar i, at en basisvektor e. gar over i e e.
-J -J

for et 8 E E, medens aIle andre basisvektorer afbildes

pa sig selv. En sadan flytning kan man passende kalde en

drejning om e~ kompleks· hyperplane S~tningen viser, at

den mest generelle normbevarende endomorfi af et n-dimen-



27.11

sionalt komplekst rum er sarnrnensat af n drejninger om

komplekse hyperplaner, der kan v~lg~s, sa deres orto-

gonale komplementer er indbyrdes ortogonale. Gruppen

U (n) af aIle normbevarende endomorfier af et n-dimen-

sionalt komplekst rum frembringes derfor af sadanne

drejninger.

Forholdene i reelle rum er ikke sa meget anderledes,

som man skulle tro. Den standardform for'matricer for nor-

male endomorfier af reelle rum, som vi fandt i s~tningen

ovenfor, er ortognal, hviS og kun hvis hver af de interes-

sante 2x2 blokke er ortogonale. Nu kan en r~kke i en orto-

gonal 2x2-matrix altid bringes pa formen (cos8,sin8) for

et 8 E JR, og da r~kkerne skal v~re indbyrdes ortogonale,

rna den anden r~kke v~re (-sin8,cos8) eller (sine,-cos8).

Nu I I "dl tid tt" (cos8sin8 \ har d'et··ka-ser Vl lml er 1 , a rna rlcen \ I 8 I 8)\sln -Sln

rakteristiske polynomium x 2- 1 , svarende til egenv~rdier-

ne +1 og -1, sa kun matricer af den anden form rna forekom-

me. Matricen kan saledes bringes pa standardformen

0 0 cos8 s im a 0 0p p
0 0 -sin8 cos8 0 0

p p
0 0 0 0 A2p+1 0

o o

o
o

o

o
o

o o

o
o



hvor hver af egenv~rdierne

-1 .

er 1
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eller

Der er saledes et 2p-dimensionalt underrum, der er

invariant, og i dette underrum kan man v~lge basis, sa

endomorfien er sammensat af en drejning om hver af p

indbyrdes ortogonale basisplaner. Det ortogonale komple-

ment er ogsa invariant, og det transformeres blot ved,

at nogle af koordinaterne skifter fortegn, altsa ved

nogle symmetrier i hyperplaner.

Samtidig symmetri om to hyperplaner svarende til for-

tegnssk~ft pA ~j og ~k giver samme resultat sam en drej-

ning mod e = TI i span(e.,ek).-J -
Hvis vi tillader sadanne

drejninger, kan vi reducere antallet af symmetrier til

h¢jst 1.

De normbevarende endomorfier af En udg¢r gruppen

O(n) af ortogonale transformationer. De har aIle deter-

minant 1 eller -1. Afbildningen det:O(n) ~ {1,-1} =

~2 er en homomorfi med hensyn til multiplikation. Dens

kerne er gruppen SO(n) af ortogonale transformat~oner

med determinant 1. °Det er en normal undergruppe. Vi kan

v~lge en fast symrnetri i en hyperplan, og enhver ortogo-

naltransformation med determinant -1 fas derfor som sam-
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mens~tning af denne spejling med et element af SO(n).

Elementerne af SO(n) kaldes egentlige ortogonale.

transformationer, og SO(n) kaldes den specielle orto-

gonale gruppe. Hvis rummet er ligedimensionalt, kan et

element af SO(n) v~re sammensat af virkelige drejnin-

ger i et fuldst~ndigt s~t af ortogonale 2-dimensionale

underrum, og sa findes der slet ikke andre fixpunkter

end O. Hvis rummet er uligedimensionalt, har en egent-

lig ortogonal transformation altid 1 som egenv~rdi, og

sa er der i det mindste et 1-dimensionalt unde~rum, hvis

punkter aIle er fixpunkter, en drejningsakse.

Vi viI se pa situationen i de lave dimensioner. I

et todimensionalt rum med ortogonal basis (~1'~2) er

en egentlig ortogonal transformation givet ved

(tp (~1) ,tp (~2) )
Sin8)

.
8 E' ·:lR.

cos8

For 8=n er detden identiske-af-

bildning.· I ¢vrigt er situationen

som antydet pa figuren. Transfor-

mationen er en drejning med drej-

ningsvinkel 8. For 8 = n ud-

arter drejningen til en sy~etri

om punktet O.

~2

o

e

~1
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Gruppen 80(2) er kommutativ. Det ses geometrisk

og efterregnes i ¢vrigt let, at

(

cos82

-sin8 2

sin8 2)'(. case 1

cos8 2 -sin8
1

Sin81)

cos8 1
(

cos(81+82)

-sin(8
1+8 2)

Sin(e 1+e 2 ) )

cos(8
1+8 2)

Vi far saledes det inverse element ved at skifte for-

tegn pa 8. Elementerne i 80(2) kommuterer ikke med

de ¢vrige elementer af 0(2). En ikke egentlig ortogo-

nal transformation har jo en hel linie af fixpunkter,

sa det rna v~re en symmetri. Vi har faktisk

(

COS8

sin8

· 8)2Sln

-cosS
= (1 0)

01.

Pa den anden side er

(

COS81

sin8 ~i

Sin8 1)( cos8

-cos8 1 -sin8

Sin8) (COS8 1

cos8 sin8 1

Sin81) = (COS8

-cos8 1 sin8

-Sin8)

cos8 .

Det stemmer rned, at drejningsvinklen 8 far rnodsat for-

tegn, nar vi vender orienteringen af koordinatsystemet.

De betragtede drejninger fra 80(2) har 0 sorn ene-

ste fixpunkt, og det stemmer rned, at dirnensionen er lige.

Et element af 80(~) har for passende valg af ba-

sis formen



cose

-sine

o

sine

cose

o

o

o

1

~3
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svarende til en drejning med

drejningsvinkel e om den

tredie akse.

~1

Ved brug af en tilf~ldig ortonormal basis har ma-

tricen for en egentlig ortogonal transformation formen

hvor savel s¢jlerne som r~kkerne er ortonormale baser

i E
3 , og determinanten er 1. Vi finder da vektorer

X1~1+X2~2+X3~3 pa drejningsaksen ved at l¢se lignings­

systemet

(0.
11

-1 )x
1 + o,12x2 + o,13x3 = a

O,21 x1 + (a 22-1)x2 + a 23x3 0

O,31 x1 + a 3 2x2 + (a 33-1)x3 = o•

Blandt l¢sningerne v~lger vi en normeret vektor ,
~3' og

sa supplerer vi til et ortonormalsystem (~1'~2'~3). Med

dette som basis far vi matricen pa den simple form.
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Elementerne af 80(4) har for passende valg af

basis den specielle form

cos8 1
sin8 1

a a

-sin8 1
cos8 1

a a

a a cos8 2 sin8 2

a a -sin8 2 cos8 2

For 8
1

= a eller 82 = a er der et 2-dimensionalt

underrum, hvis punkter aIle ligger fast, altsa en 2­

dimensional "drejningsakse". Nar hverken 81 eller

82 er et helt tal gange ,TI, er a det eneste punkt,

der far lov at blive liggende.
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KAPITEL 28

Affine rum.

Ved flere lejligheder har vi fremh~vet, at de

abstraktevektorrum er naturlige generalisationer af

de i kapitlerne 3 og 4 omtalte rum
1 2. 3

IE ,IE og IE •

Disse fremkom ved at vi lod klasser af liniestykker i

de sttdvanlige Euklidiske rum E1 , E2 og E3 spille rol-

len som vektorer. Ved at v~lge et begyndelsespunkt 0

kunne vi fastl~gge punkter i rummet ved stedvektorer,

og de Euklidiske rum rned et fast valgt begyndelsespunkt

blev saledes kopier af vektorrummene.

Nu er det en fundamental egenskab ved de Euklidiske

rum, at de er ens over det hele. Der er altsa slet ikke

s~rlig udm~rkede punkter og aIle punkter i et Euklidisk

rum har samme ret til at.v~re begyndelsespunkt.

Idette kapitel viI vi indf¢re nogle nye,m~ngder

med geometrisk struktur, affine rum. De skal sta i samme

relation til de abstrakte vektorrum som de Euklidiske
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rum til vektorrummene JE 1 , JE2, JE3.

Lad A v~re en m~ngde, hvis elementer vi viI

kalde punkter. Vi betragter m~ngden AxA af ordnede

par (P,Q) af punkter. Vi t~nker os givet en ~kvi-

valensrelation pa AxA. Lad U v~re m~ngden

af ~kvivalensklasser. Vi t~nker os nu U udstyret

med en struktur som vektorrum over et legeme K.

Definition 28.1. Den saledes organiserede m~ngde

A kaldes et aff~nt rum over legemet K, hvis f¢lgen­

de to aksiomer er opfyldt.

1). For hver ~kvivalensklasse u E U og hvert

punkt PEA findes et og kun et punkt Q E A

med (P,Q) E u.

2). Lad P
1,P2,P 3 E A v~re vilkarlige punkter.

Hvis u E U er den ~kvivalensklasse, der

indeholder (P
1,P2),

og v E U er den ~kvi­

valensklasse, der indeholder (P 2,P 3 ) , da er

u+v den ~kvivalensklasse, der indeholder

(P 1 ,P 3 ) ·

Det virker maske en smule kryptisk, men vi gar straks

i gang med at overs~tte det til menneskesprog. V~ indf¢rer

en jargon, der minder om den fra kapitel 3 kendte.
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For P,Q E A viI vi med PQ E U betegne den ~k­

vivalensklasse, der indeholder (P,Q), og vi viI sige,

at PQ er vektorer fra P til Q. Hvis vi v~lger et

begyndelsespunkt 0 E A bliver hver vektor u E U

if¢lge 1) stedvektor for netop et punkt PEA, altsA

OP = u for netop 1 punkt P.

(~kvivalensrelationen .(P1,Q1) ~ (P 2,Q2) bliver

nu ganske enkelt ensbetydende med relationen P1 Q1 =

P 2Q2 ·

Aksiomet 2) ud·trykker blot, at vi for vilkArlige

punkter P1,P 2,P3 E A har relationen P1P 2 + P 2P 3 =

P
1P 3, altsA at vektorer adderes ved at "s~ttes efter

hinanden". Lad P 4 E A v~re det entydigt bestemte

punkt, for hvilket P1P 4 = P 2P 3. Vi har da ogsA P1P4' +.

P 4P 3 = P
1P3, men sA kan vi slutte, at P

1P 2 = P3P 4. Vi

siger, at P
1P 2P 3P 4 er et parallelogram.

Vi v~lger et begyndelsespunkt 0 E A. Ved ~(P) =

OP defineres en bijektiv afbildning ~:A ~ U, og for

P,Q E A fAr vi Abenbart PQ = ~(Q) - ~(P).

Vektorrummet U er selv et affint rum ved defini­

tionen u v = ~-~, og ~:A ~ U bliver en ~kvivalens,

der bevarer strukturen, sA A er en kopi af U med
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denne struktur.

Et affint underrum B c A er en delm~ngde, som

med den fra A inducerede struktur er et affint rum.

Dette er abenbart ensbetydende med, at m~ngden

v = {PQ I P,Q E B} er et underrum af U.

Lad nu 0 E A v~re et begyndelsespunkt og ~:

A ~ U den ved ~(P) = OP definerede ~kvivalens. Lad

0 1 E B v~re vilkarligt valg. Sa er P E B ensbetydende

med, at °1 P E V, altsa med OP - 00 E V. Dette er
-1

igen ensbetydende med, at ~ (P) E ~(01) + V. Altsa er

~(B) et siderum til V. De affine underrum i A er

derfor de delm~ngder af A, som ~ afbilder i siderum

til under r um i U.

Heraf f¢lger umiddelbart, at f~llesm~ngden for en

m~ngde af affine underrum er et affint underrum.

Definition 28.2. Lad A og B v~re affine rum over

'samrne legeme K. Lad U v~re rummet af vektorer i A

og lad V v~re rummet af vektorer i B. Lad f:A ~ B

v~re en afbildning, ~g lad N E A v~re vilkarligt valgt.

Med N som begyndelsespunkt for A har vi den bijekti-

ve afbildning ~:A ~ U defineret ved ~(P) = NP. Vi



28.5

v~lger 0 = f(N) sam begyndelsespunkt for B ogfar

derved den bijektive afbildning

ved ~(Q) = OQ. Afbildningen

~:B ~ V defineret

r'.J -1
f N = ~ofo~ :U ~ V

kaldes den for begyndelsespunktet N E A af, f in­

ducerede vektorafbildning. Hvis f
N

bliver den samme

afbildning for aIle valg af N E A, og den desudener

line~r, kaldes f en affin afbildning.

Hvis A,B og C er affine rum over K, og f:A ~ B

og g:B ~ C er affine afbildninger, er gof:A ~ C en

affin afbildning.Beviset for denne past~nd er meget let.

Det er ligeledes n~sten helt indlysende, at den inverse

afbildning til en affin bijektiv afbildning er affine

Lad A v~re et affint rum over et legeme K, og

lad U v~re rummet af vektorer i A. For ~,~ E U

definerer vi ~ y = y-~, og derved bliver U et affint

vektorrum. For et vilkarligt begyndelsespunkt N E A er

~:A ~ U defineret ved ~(P) = NP en bijektiv'affin af-

= N1P og ~:U ~ U defineret ved ~ (~) =

NN 1 · For P E A far vi 0u - sa
-

~ (~ (P) ) ~(NP) NP - NN N1P,
0= = = = sa-,1

bliver den identiske afbildning for aIle



28.6

Lad os nu igen betragte affine rum A og B over

et legeme K, med rum U og V af vektorer, med begyn-

delsespunkter N og 0 og med de bijektive affine af-

bildninger ~:A ~ U og ~:B ~ V. For en affin afbild-

ning f:A ~ B definerer vi y(f):U ~ V ved y(f) =

~ofo~-1. Derved fAr vi en b~jektiv afbildning af m~ng-

den Aff(A,B) af affine afbildninger af A ind i B

pa m~ngden Aff(U,V) af affine afbildninger af U ind

i V.

Det er saledes nok at studere affine afbildninger

af vektorrumi vektorrum. Lad f:U ~ V v~re en affin

afbildning. Sa er f:U ~ V defineret ved f(u) = f(~) -

f (.Q) line~r, og vi far
rv ;J

= f ( 0) + f (~) .

Vi kan skrive f = To1, hvor T:V ~ V er givet

ved T(~) = ~+~, hvor ~ = f(Q). En sadan afbildning

kaldes en parallelforskydning.

En parallelforskydning f:B ~ B er en affin af-

bildning, for hvilken y(f):V ~ V er den identiske af-

bildning, altsa en afbildning, der lader enhver vektor

invariant, aI tsa t.dLf r-eds s t d Ll.e.r f (P) f (Q) = PQ for alle

P,Q E B.

En parallelforskydn~ng, som har et fixpunkt, er den
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identiske afb~ldning. Enparallelforskydning er bijek-

tiv.

Det er klart, at en parallelforskydning overf¢rer

et affint underrum i et affint underrum, og derfor g~l-

der det ogsa fo~ en K-affin afbildning f:A ~ B, at

billedet af et affint underrum er et affint underrum,

og at originalm~ngden til et affint underrum er et af-

fint underrum.

Lad A v~re et affint rum over et legeme K, og

lad U v~re rumrnet af vektorer i A. Ved dimensionen

af A forstar vi ,dimensionen af U. Et koordinatsystem

i A er et begyndelsespunkt 0 E A og en basis for U.

Vi viI holde os til det endeligd~mensionale tilf~lde og

lade basis for U v~re ordnet, altsa (e1 ' • • • , e ). Koor-- -n

dinatsystemet betegnes sa (0; ~1' ••• '~n). For et punkt

PEA har vi et koordinats~t ·(x
1

, ••• ,xn ) , nemlig koef­

ficienterne i den entydigt bestemte fremstilling OP =

x
1

e
1+

... +x e. Derved far vi en bijektiv afbildning ~:- . n-n
n

A -+ K·.

Lad nu (01'~~' ... '~~) v~re et andet koordinatsystem

i A. Hvis det ovenfor betragtede punkt P har koordina-

terne (x1' · · · ,x~) i det nye system, er 0 P =
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for hvilken

28.8

Nu har vi en invertibel matrix ~'

og med x = (x1 ' ... ,x )- n og Xl som

s¢jlematricer fAr vi

x=a+S~',

hvor a = (a1, ... ,an) er koordinats~ttet for ° i

det gamle system. Det er bare relationen op = 001 +

01P omsat i koordinater.

Ved den praktiske udf¢relse af koordinatskiftet

viI det n~sten altid v~re hensigtsm~ssigt at udf¢re

regningerne i to omgange, idet viskriver

x = a + x" X" = S ~ I,

hvor vi har indf¢rt et koordinats~t x" svarende til

koordinatsystemet (01~~1' ... '~n). Vi siger,at dette

koordinatsystem fAs af systemet (O;e
1,

... ,e) ved pa-- -n

rallelforskydning. Koordinatskiftet er s a l.edes sarnmensat

af en parallelforskydning efterfulgt af et line~rt koor-

dinatskifte.

Det kan godt lade sig g¢re, at udf¢re parallelforskyd-
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ning~n f¢rst (og det er sommetider mest praktisk). Vi

s~tter
-1

b = S ~, og sA kan koordinatskiftet skrives

x s x x=b+x'.

Her er -b koordinats~t for 0 i det nye koordinatsy-

stern.

Lad nu A og B v~re affine rum. Lad (01~1' ... '~n)

v~re et koordinatsystem i A, og lad (N;E1, ... ,Em)

v~re et koordinatsystem for B. Lad f:A ~ B v~re en

affin afbildning. Punktet f(O) E B har et koordinats~t

~ = (a1 , .•• ,an). For den tilsvarende line~re vektorrums­

afbildning 1 har vi en matrixfremstilling

Et punkt PEA med koordinats~t x = (x
1,

,xn) har

et billede Q E P med koordinats~t y = (Y1' 'Ym).

Vi har nu NQ = Nf(O) + f(O)Q = N~(O) + 1(Op), sA vi fAr

y = a + A x.

""Hvis N E f(A), kan vi v~lge N EArned f(N) = N.

Lad a = (a
1

,. ... ,a) v~re koordinats~ttet for N. Vi. n

har sa ""o = a + A a altsA -a = A ~, og koordinatlig-

nilingen kan derfor ogsa skrives
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y = A (~ ~) •

Lad A v~re et affint rum og (0;e1,···,e)- n et

koordinatsystem. En endomorfi f:A ~ A er da givet

ved en ligning

y = a + A ~,

hvor A er den kvadratiske matrix for den tilsvarende

vektorrumsendomorfi, medens a er koordinats~ttet for

f (0) •

Vi kan fa f som samrnens~tningen af de to afbild-

ninger, der er givet ved matrixligningerne

z = A x y = a + z ,

Den f¢rste afbildning afbilder 0 pa sig selv. Vi viI

sige, at det er den line~re del af f, medens y = ~+~

er matrixligningen for den i f indeholdt parallelfor-

skydning.

Definition 28.3. Lad A v~re et affint rum. En

afbildning f:A ~ A kaldes en parallelforskydning, hvis

Pf(P) er den samme vektor for aIle PEA.

Det er klart, at der findes netop en parallelfor-

skydning med Pf{P) =~, hvor a er en given vektor,
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og i et koordinatsystem (0'~1' ... '~n) er den givet

ved y = ~ +~, idet y = Of(P) = OP + Pf(P) = x + a.

Det fremgar heraf, at en parallelforskydning er helt

det samme som en affin endomorfi, hvis tilsvarende vek­

torrumsendomorfi er den identiske afbildning. Det er

ligeled~s klart, at en parallelforskydning er en bijek­

tiv afbildning.

Vi ser, at ogsa den ovenfor omtalte affine afbild­

ning f:A ~ B er sammensat af en line~r del, som, af­

bilder begyndelsespunktet N i begyndelsespunktet 0,

og en parallelforskydn~ngaf B, som f¢rer 0 over i

f (N) •

De dimensionss~tninger, der g~lder for vektorrum,

kan overf¢res til affine rum. Saledes er dimensionen af

f(A) netop rangen af matricen 8, og dimensionen af A

er surnrnen af dimensionen af f(A) og dimensionen af

kernen for f.

Lad A v~re et affint ru~ over et legeme K, og

lad MeA v~re en vilkarlig delm~ngde. Vi betragter

m~ngden af affine underrum U ~ A, som indeholder M.

F~llesm~ngden af disse affine underrum er det mindste

affine underrum, som indeholder M, og den kaldes det

af M udsp~ndte affine underrum.
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Definition 28.4. Lad A v~re et affint rum over

et legeme K, og lad MeA v~re en delm~ngde. Et

punkt PEA· siges at v~re affint afh~ngigt af M,

hvis det tilh¢rer det af M udsp~ndte affine underrum.

M~ngden M kaldes affint uafh~ngig, hvis ingen ~gte del­

m~ngde af M udsp~nder det samme affine underrum som M.

En affint uafh~ngig ro~ngde, som udsp~nder hele A, kal­

des en affin basis for A.

De her indf¢rte begreber svarer abenbart til velkend­

te begreber fra vektorrumsteorien, sa vi skal ikke vente

os noget s~rlig nyt. Det viser sig imidlertid, at begre­

berne er s~rdeles bekvemme at regne med i mange situatio­

ner. Vi viser nogle simple, men nyttige s~tninger.

S~tning 28.5. Punktet PEA er affint afh~ngigt

af M, hvis og kun hvis der findes punkter Qa, ..• ,Qk E M

og elementer AO, ... ,Ak E K, som tilfredsstiller lignin­

gen Aa+ ... +Ak = 1, samt et punkt 0 E A, sa vi har lig­

ningen

og denne ligning viI s~ g~ldefor ethvert punkt 0 E A.

Bevis. Vi v~lger QO E M vilkarligt. Sa viI vekto-
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rerne QoQ med Q E M udspcende et underrum V af

rurnmet af vektorer i A, og at P tilh¢rer det af M

udspcendte underrum er ensbetydende med, at QOP E V,

a Lt.sa rued at der findes punkter Q1 ' · · · ,Qk E. M og ele-

menter A1,···,Ak E K, saledes at

Lad nu 0 E A vcere et vilkarlig punkt, og lad AO be­

tyde 1-(A1+ ... +Ak). Den fundne relation er da helt

ensbetydende med, at

Dermed er scetningen bevist.

Da relationen i scetning 28.5 gcelder uafhcengigt af

valget af 0, tillader vi os rent formelt at skrive den

pa formen

Dette udtryk har kun mening, nar AO+ ... +Ak = 1. Det er

en slags ydre kompositionsregel pa A, men ikke en helt

rigtig kompositionsregel, da den rna involvere mindst 2
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elernenter af A og 2 af K for ikke at v~re helt'tri-

viele Vi kan reducere s~danne linearkombinationer p~

normal vis, hvis QO, ... ,Qk ikke aIle er indbyrdes

forskellige. Hvis vi har linearkombinationer

P. = ~·OQ·O+···+~·k Q'k ' ~·O+···+~·k = 1, i=D, ... ,j1111.1. 1 1 .
1 l 1

og elementer ~O'···'~j E K med ~O+···+~j = 1 , kan

vi d~nne

j k.
1

~OPO+···+~jPj = L L ~.A·kQ·k·
i=O k=O 1 1 l

Dette er helt indlysende, n~r relationen fortolkes som

relation mellem stedvektorerne far et begyndelsespunkt,

o.

S~tning 28.6. At m~ngden M er affint afh~ngig

(dvs. ikke aff~nt uafh~ngig) er ensbetydende med, at

der findes et element P E M, som er affint afh~ngigt

af M'{P}, ag det er ligeledes ensbetydende med, at

der findes punkter QO, ... ,Qk E M og fra 0 farskellige

elementer ~O' ... '~k E K, som tilfredsstiller at

~O+ ... +~k = 0, samt et punkt 0 E A, s~ vi har relati-

anen

ag denne relation er s~ tilfredsstillet for ethvert 0 E A.
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Bevis. Hvis M er affint ~fh~ngigt viI M ud-

sp~nde det samme affine underrum som en ~gte delm~ngde

M1 ~ M, og deraf f¢lger, at P E M'M1 er affint af­

h~ngigt af M1 og derfor ogsa af . M'{P}. Hvis P E M

er affint afh~ngigt af M'{P} udsp~nder M'{P} samme

affine. underrum som M. Dermed er den f¢rste pastand

bevist. Hvis M er line~rt afh~ngigt, kan vi finde

Q o E M, som er affint afh~ngigt af M'{Qo}' sa vi kan

finde Q1' ... ,Qk E M og A1,··· ,A k E K, med A1+·· .+A k

1, sa vi har

for ethvert valg af 0 E A. Ved at udelade eventuelle

led med koefficient 0, far vi en relation som pastaet.

Pa den anden side giver relationen i s~tningen

og her er

= 1 •

Dermed er s~tningen bevist.

Vi viI ogsa i dette tilf~lde skrive relationen
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og en sadan relation har altsa mening, nar koefficien-

terne har sum O. Sadanne relationer kan adderes og de

kan multipliceres med elementer fra K. Endvidere kan

de adderes til relationer af den tidligere omtalte slags.

I ¢vrigt kan de to slags relationer omskrives til hinan-

den ved formelle regninger.

S~tning 28.7. At M er affint uafh~ngig er ensbe-

tydende med, at et (og ethvert) punkt P af det af M

udsp~ndte underrum kun har 1 fremstilling som linearkom-

bination

med QO, ... ,Qk E M, AO, ... ,A k E K,

AO+ •.. +Ak = 1.

A. * 0, i = 1, ... ,k,
1

En affint uafh~ngig m~ngde med n+1 elementer udsp~n-

der et n-dimensionalt affint underrum, og et n-dimensionalt

affint rum udsp~ndes af en m~ngde med n+1 elementer.

Bevis. Den f¢rste pastand f¢lger af vore resultater

for vektorrum, idet relationen betyder, at

Heraf f¢lger den anden pastand umiddelbart, og den sidste

fas, "idet vi v~lger QO som begyhdelsespunkt og
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QOQ
1

, ... ,Q OQn som basisvektorer. Dermed er s~tningen

bevist.

Den f¢lgende hj~lpes~tning er samtidig et eksempel

pa relationer mellern affint afh~ngige punkter.

S~tning 28.8. Lad P O, ... ,P 3 og QO,Q1,Q2 v~re

punkter af et affint rum A. N¢dvendigt og tilstr~kke-

ligt for at P OP1
= P

3P 2
, altsa at P

OP1P 2P 3
er et pa­

rallelogram, er det, at

N¢dvendigt og tilstr~kkeligt for at Q OQ2 = ~Q3Q1' er

det, at

Bevis. Vi v~lger et begyndelsespunkt o. Sa er

PoP = OP - OP og__1 -1 -0

den f¢rste pastand.

P 3P 2 = OP2 - OP3. Heraf f¢lger

Den anden vises lige sa enkelt.

Af hj~lpes~tningen udleder vi en hoveds~tning.

S~tning 28.9. Lad A og B v~re affine rum over

et legeme K, og lad f:A ~ B v~re en afbildning.·

Da er f affin, hvis og kun hvis det for vilkarlige
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punkter PO, ... ,Pk E A og vilkarlige elernenter

~O'···'~k E K rned ~O+ ... +~k = 1 g~lder, at

Bevis. Hvis f er affin, inducerer f en vek­

torrurnsafbildning 1 og for et vilkarligt begyndelses-

punkt 0 E A far vi

og det er netop den i s~tningen anf¢rte relation.

Lad nu f:A ~ B v~re en afbildning, der tilfreds-

stiller den anf¢rte relation. Hvis nu P OP1
= P 3P 2, har

vi i f¢lge s~tning 28.8, at P 3 = P O-P1+P2, altsa

f(P 3) = f(P o)-f(P1)+f(P2), sa vi far f(P O)f(P1
) =

f(P O)f(P2). Heraf f¢lger, at f inducerer en afb~ldning

f af rurnrnet af vektorer i A ind i rummet af vektorer

i B. For vektorer ~ og ~ i A kan vi v~lge PO' P1

og P 2 sa P OP1 ~ u og P1P 2 = v. Sa er
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Hvis u er en vektor i A og A E K, kan vi v~lge

P O'P1 og P 2, sa P OP 1 = U og P OP 2 = AU. If¢lge

hj~lpes~tningen har vi sa P 2 = (1-A)P O+AP1,
altsa

f(P 2) = (1-A)f(P O) + Af(P1), men sa giver hj~lpes~t­

ningen, at f(A~) = Af(~). Dermed har vi vist, at f

er line~r, og dermed er s~tningen vist.

Lad A v~re et affint rum over et legeme K, og

lad (O;~1' ... '~n) v~re et koord~natsystem. Et p-dimen­

sionalt affint underrum B c A kan t~nkes givet ved en

pararneterfremstilling

(1 ) x = a + P t= -

hvor a er et punkt af B, og P er en nxp-matrix med

rang p. Underrumrnet kan ligeledes t~nkes givet ved et

ligningssystem

(2) Q x = b= -'

hvor 2 er en n-pxn-matrix med rang n-p. Parameter-

fremstillingen (1) er l¢sning til ligningssystemet (2),

og (2) fas ved elimination af t
1,

... ,tp mellem lignin­

gerne (1).

I rummet af vektorer i A svarer B til et line-

~rt underrum med parameterfremstilling x = P t og lig-

ningssystem Q x = O.
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To underrum B1 og B2 i det affine rum A kal­

des parallelle, hvis de svarer til line~re underrum,

af hvilke det ene indeholder det andet. Det er klart,

at "parallel med" ikke er en ~kvivalensrelation. Dog

bliver "parallel med og af sarnrne dimension som" en ~k­

vivalensrelation, medens "parallel med og afh¢jst sam­

me dimension som" bliver en transitiv relation (en pr~­

ordning). Parallelle underrum viI enten slet ikke have

punkter f~lles eller et af dem viI indeholde det andet.

Sk~ringspunkternemellem B
1

og B2 besternrnes ved

l¢sning af line~re ligninger. Hvis begge de affine under­

rum er givne ved line~re ligningssystemer, kombineres dis­

se til et ligningssystem, hvis l¢sningsm~ngde erm~ngden

af sk.ceringspunkter. Er det ene underrum givet ved et lig­

ningssystem, og det andet ved en parameterfremstilling,

kan man inds~tte parameterfremstillingen i ligningssyste­

met. Derved fAs etligningssystem med sk~ringspunkternes

parameterv~rdier som l¢sninger. Hvis de to underrum har

parameterfremstillingerne x = a + P t og x = b + Q ~,

er

a + P t = b + Q u

et line~rt ligningssystem til besternrnelse af parameterv~r­

dierne for sk~ringspunkterne.
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Hvis B1 er p-dimensionalt og B2 er q-dimensio­

nalt, fas sk~ringspunkternes koordinater af 2n-p-q

ligninger med n ubekendte. Hvis p+q ~ n kan l~gnings­

systemets koefficientmatrix have rang 2n-p-q, og sa
findes der altid sk~ringspunkter. Hvis p+q ~ n, og

det er muligt at para Ll.eLfo r skyde et af underrummene

til det ikke mere sk~rer det andet, er ligningssystemets

rang 2n-p-q-1, og det medf¢rer, at underrummene sk~-

rer hinanden i et p+q-n+1-dimensionalt underrum, hvis

de overhovedet har sk~ringspunkter.

Eksempel. I et S-dimensionalt affint rum over E

har vi givet 2 3-dimensionale underrum, af hvilke det

ene har ligningssystemet

x 1 + x 2 + x 3 + x 4 = 1,

x
1

+ x 2 + ax S = b,

medens det andet ved brug af det samme koordinatsystem

har parameterfrernstillingen

x 1 = 1 + t 1 + t 2

x 2 = 1 + t
1 + ct2

x 3 = t 2 - t 3

x 4 = 2 t
1 + t 2 + t 3

X s = 2 + t 3
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Opgaven g~r ud pA for aIle reelle v~rdier af a,b og

c at besternrnern~ngden af sk~ringspunkter for de to

underrurn.

Inden vi gAr igang rned opgaven b¢r vi forvisse os

om, at koef£icientrnatricen for ligningssysternet, altsA

1

1

1

o

1

·0

har rang 2, sarnt at koefficientrnatricen for pararneter­

frernstillingen

1 1 0

1 c 0

o 1 -1

-1 1 1

o 1

har rang 3 for a l l.e reeLl.e veerdi.er af a, b og c. Det

voIder nu ingen vanskeligheder.

Ved at inds~tte pararneterfrernstillingen i lignings­

systernet fAr vi li~ningerne

= 1

2t
1

+ (1+c)t 2 + at3 = 2a + b

Hvis ikke bAde a = 0 og c = -5, har koefficientrnatri­

cen rang 2, og vi fAr en 1-dirnensional rn~ngde afsk~-
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ringspunkter for aIle v~rdier af b.

For a * ° far vi parametrene pa formen

= (1-(3+c)t, t, 2+ 1(b-2+(S+c)t)).a

For c * -5 far vi parametrene pa formen

2-2a-b+u )
5 + c ,U •

For a * ° og c * -5 gar det f¢rste l¢sningss~t

over i det andet ved transformationen

t = 2-2a-b+u
5 + c

Udtrykkene for t
1,t2

og t 3 inds~ttes i parameter­

fremstillingen ovenfor, og derved fas en parameterfrem-

stilling for sk~ringslinien. Den fas pa to former, af

hvilke d~n ene er anvendelig for a * 0, medensden an-

den er anvendelig for c * -5.

For a = 0, c = -5 reduceres vort ligningssystem til

For a = 0, c = -5, b * 2, er der slet ingen sk~ringspunk-

ter. For a = 0, c = -5, b = 2 far vi en 2-dimensional
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l¢sningsmcengde

svarende til skceringsplanen med parameterfremstilling

(x1'·.· ,xS) = (3t,2-3t,t-u,-1-t+u, -2+u).
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KAPITEL 29

Reelle og komplekse affine rum.

I definition 28.4 indf¢rte vi begrebet affin basis.

Af s~tning 28.7 fremgar berettigelsen af f¢lgende defi­

nition.

Definition 29.1. Lad A v~re et affint rum over

et legeme K. En affin basis (PO, ... ,Pn) for A kan

t~nkes ordnet, og sa kaldes den ogsa et barycentrisk ko­

ordinatsystem i A. Et punkt ,P E A har som barycentrisk

koordinats~t det entydigt bestemte tals~t (AO, .•. ,An ) ,

som tilfredsstiller relationen

Det ~arycentriske koordinats~t rna pa grund af defi-'

nitionen af linearkombinationer af punkter tilfredsstille

ligningen AO+ .•• +A n = 1. Ethvert tals~t, som tilfreds­

stiller denne ligning er barycentrisk koordinats~t for

et punkt.
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Specielt for E2 har vi tidligere omtalt bary­

centriske koordinater, som i det tilf~lde ogsa kald­

tes trekantskoordinater.

Et affint uafh~ngigt s~t af punkter i A udsp~n­

der et underrum B c A og er et barycentrisk koordi­

natsystem i B. Vi viI derfor ogsa tale om barycentri­

ske koordinater med hensyn til et vilkarligt ordnet,

line~rt uafh~ngigt s~t, og det bliver altsa bare et ba~

rycentrisk koordinatsystem for et affint underrum.

Vi viI nu specielt studere affine rum over E.

Det er klart, at alt hvad vi tidligere har udledt g~lder

ogsa i dette specielle tilf~lde. Det nye, der kornrner til,

beror pa, at E er et ordnet legeme.

Definition 29.2. Lad A v~re et affint :rum over

E, og lad (PO, ... ,Pn ) v~re et ordnet affint·uafh~n­

gigt s~t af punkter i A. M~ngden af punkter, hvis ba­

rycentriske koordinater med hensyn til (PO, ... ,Pn) aI­

le er > 0 kaldes det af (PO, ... ,Pn) udsp~ndte (af­

sluttede) simplex og betegnes s(PO, ... ,Pn). Delm~ngden

at punkter med aIle barycentriske koordinater > 0 kal­

des det Abne simplex ;(PO,ooo,Pm) 0 Randen ~(Po~~oo,Pm)

defineres sam s{P 0'0 ~ 0 , Pm) '-8 (Po r » 0 0, Pm). De af d e Laset;

a f (PO' ... ,Pm) - udspa:ndte s Lmp Li.ces kaLde s s Lde rv.L
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s(Po, ... ,Pm) og de kaldes ~gte, nar dels~ttene er

~gte. Et simplex kaldes et m-simplex, nar det udsp~n-

des af m+1 punkter. Hvis (P 0 1 • • • , Pm) er et af f i.nt:

afh~ngigt s~t, kaldes m~ngden af punkter

+~ P med ~J. ~_ 0, j = O, ... ,m et udartet simplexm m

og betegnelsen s(PO, ... ,Prn) bruges ogsa i dette til­

f~lde.

Begreberne "afsluttet" og "aben" stemmer ikke over-

ens med de g~ngse begreber fra m~ngdeteoretisk topologi,

saledes som de er indf¢rt i analysen. Et O-simplex·

s(pO) = s(P O) bestar blot af punktet PO' og dets

er et liniestykke

med endepunkterne medregnet, og dets rand bestar af

endepunkterne. Et 2-simplex er en trekant og et 3-sim-

plex er et tetraeder. Randene bliver henholdsvis ornkred-

sen og overfladen.

Vi betragter et simplex s(PO, ... ,Pm). Vi kan op­

bygge det successivt ved en f¢lge s(P O)' s(P O,P1) , ...

s(PO' ... 'Pm) af simplices, saledes at hvert af dem er

side i aIle de f¢lgende. Bortset fra punktet P kan
m

ethvertpunkt i s(PO' ... 'Pm) fremstilles pa formen

= (1- ~ ) (~O'P 0+ · · · + ~' 1P 1 ) + ~ P ,m m- m- m m
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hvor A~ = A./(1-A ), j = 0, ... ,m-1, sa vi har
J J m

Ab+... +A~_1 = 1. Pa den anden side viI ethvert sa-

Udtrykket viser,

dan udtryk med aIle A~ > 0
J =

et punkt af s(PO, ... ,Pm).

og A E [0,1]m give

at

s(Po' ... 'Pm) netop er foreningsm~ngde af aIle li-

niestykker med Pm som det ene endepunkt og det an-

p
1

-P
o

s (P
O,P 1

,P 2,P 3)

det endepunkt i s(P O' ... 'Pm-1).

Pa figurerne har vi skitseret f~nomenet i de lavere

dimensioner. Konstruktionenvirker ogsa for et udar-

tet simplex. For et ikke udartet simplex g~lder, at

de liniestykker, der i hvert trin iridgar i konstruk-

tionen to bare har det endepunkt f~lles, der falder

i det sidste hj¢rne. For et udartet simplex viI det

derimod indtr~ffe, at nogle af liniestykkerne kan in-

deholde nogle andre af liniestykkerne.

Definition 29.3. En punktm~ngde C i et affint

rum E kaldes konveks, nar det for ethvert par
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P O'P1
af punkter af C g~lder, at liniestykket

s(P O,P1)
er en delm~ngde af C.

Det fremgAr umiddelbart af bem~rkningen forud

for definitionen, at det for ethvert s~t (PO, ,Pm)

af punkter af C gcelder, at sirnpLexe t; s(PO, ,Pn)

er en delrn~ngde af C.

Det frerngAr ligeledes af definitionen, at en vil-

karlig rn~ngde af konvekse m~ngder har konveks f~lles-

m~ngde. For en vilkArlig m~ngde M ~ A eksisterer der

derfor en mindste konveks m~ngde., der indeholder M,

nernlig f~llesrn~ngden af aIle konvekse rn~ngder, der in-

deholder M (der findes altid sAdanne, i hvert fald

m~ngden A). Den sAledes definerede rn~ngde kaldes det

konvekse hylster af M og betegnes M.

Sorn ~llustreret pA figuren

er en m~ngde "pakket strarnt ind"

i sit konvekse hylster.

Vi beviser en hj~lpes~tning.

S~tning 29.4. Lad (Po' • • .,P )m
v~re et ordnet

s~t af punkter i et affint rum A over E, og lad



s (P 0 ' • • • , Pm) •

sa P tilh¢rer

29.6

P v~re et punkt af det eventuelt udartede simplex

Der findes da et dels~t (P. , ... ,P. ),
J O J q

s (P. ,...,P.) og s (P. ,...,P. )
J O J q J O J q

ikke er udartet.

Bevis. Hvis (PO, ... ,Pm) er afh~ngigt, har vi

en relation

hvor koefficienterne har sum O. Der er ikke noget spe-

cielt i, at vi har antaget, at de f¢rste j+1 koeffici-

enter er positive og de sidste m-j negative. Vi ved,

at der virkelig findes bade positive og negative koef-

ficienter. Nu har vi en fremstilling

hvor koefficienterne er > 0 og har sum
AO Aj

v~re det mindste af tallene --, ... ,--
110 11j

i n~vneren regnes kvotienten som +~).

traherer vi nu

A.
1 . Lad 1

11·1
(hvis der er 0

Fra P sub-

Her er

Vi far

11. * 0,1
da ellers ikke kan v~re mindst.
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A·~O A.~. A.~. 1
P = (1 l.)p + +(1 ~)P.+(1. + 1 ]+)P +

lI.o-~ 0'" II. j - lli J II. J+ 1 lli j+1 •••

A.~

+(A + ~)P •
m u, m

1

Det ses umiddelbart, at P.
1

far koefficient 0, medens

aIle ¢vrige koefficienter bliver > O. Vi har dermed

vist, at P ligger i et m-1-delsimplex af s(PO, ... ,Pm).

Hvis dette delsimplex er udartet, gentager vi processen.

Efter endelig mange trin far vi et ikke udartet simplex,

der indeholder P. Endelig v~lger vi i dette simplex,

den mindste side, som indeholder P, og derved far vi

et abent simplex, der indeholder P. Dermed er hj~lpe-

s~tningen bevist.

S~tning 29.5. Lad M v~re en.m~ngde i et affint

rum A over JR., og lad B v~re det af M 'udsp~ndte

affine underrum. Hvis B har dimension m, er det kon-
A

vekse hylster M af M foreningsm~ngden af aIle m-sim-

plices s(PO, ... ,P
m)

med hj¢rnerne PO, ... ,Pm indeholdt

i M.

Bevis. Da B er en konveks m~ngde, som indeholder
A

M, er M c B. Det er klart, at ethvert simplex s(P O' ...

,Pm) med hj¢rnerne PO""'Pm i M er indeholdt i &,

sa
A

M indeholder foreningsm~ngden af aIle sadanne

simplices. Vi skal saledes blot vise, at
A

M er en kon-



29.8

veks m~ngde. Lad X og Y v~re punkter af M og lad

E v~re et tal i [0,1]. Vi skal vise, at (1-E)X +

EY E M. Nu har vi ikke udartede m-simplices s(Po~ ...

,Pm) og s(QO, ... ,Qm) af hvilke det f¢rste indehol-

der X og det andet Y. Sa er (1-E)X + EY et punkt

af det udartede simplex s(PO'···'Pm; QO, ... ,Qm)' og

if¢lge den foregaende s~tning er (1-E)X + EY inde­

holdt i en ikke udartet side af dette simplex. Denne

side kan selvf¢lgelig udvides til en ikke udartet m­

side, idet vi blot supplerer op med passende valgte

punkter blandt PO, ... ,Pm; QO, ... ,Qm. Dermed er s~t­

ningen bevist.

Vi har i sinde at vise en noget mere subtil s~t­

ning om konvekse m~ngder. Dertil beh¢ver vi de f¢lgen­

de 2 hj~lpes~tninger.

S~tning 29.6. Lad s(PO' ... 'Pm) v~re et udartet

m-simplex i et affint rum A over E.

m-1-sider et f~lles punkt.

Da har dets

Bevis. Da S(Po, ... ,Pm) er udartet, har vi en

relation



hvor A
1+

... +A = 0
In

og ikkealle A. = O.
J

Vi kan
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endda v~lge denne relation, sAledes at IAOI+ ... +IArnl­

1, og vi har da et punkt

Vi har irnidlertid ogsA

P = (IAOI+AO)PO+ ... +(IArnl+Am)Pm =

(IAOI-AO)PO+···+(IArnl-Am)Pm'

hvilket viser, at P tilh¢rer den side, der som hj¢rne

har de P . , for hvilke A. erpositiv, og ligeledes
J J

den side, der som hj¢rner har de P . , for hvilke A·
J J

er negative Da der findes mindst et positivt og mindst

et negativt A.,
J

viI enhver m-1-side indeholde en af

de to sider, som vi har set, at P er indeholdt i. Alt-

sA ligger P i aIle m-1-sider. Dermed er s~tningen be-

vist.

S~tning 29.7. Lad A v~re et n-dimensionalt affint

rum over JR., og ladder for et m > n v~re givet m+1

konvekse m~ngder CO~ ... ,Cm i A. Det antages, at det

for hvert k = O, ... ,m g~lder, at der findes et punkt

Pk, som ligger i aIle C
j

med j * k. Da har m~ngderne

CO, ... ,Cm et f~llespunkt.



fint rum over ffi.

29.10

Bevis. Hvert C. indeholder en m-1-side af det
J

udartede simplex s(PO, ... ,Pm). If¢lge s~tning 29.6

findes der et punkt P, der ligger i alle disse m-1-

sider, og derfor ogsa i alle Pk. Dermed er s~tningen

bevist.

Nu gar vi over til den lovede s~tning, som f¢rst

blev vist af Helly i 1923.

S~tning 29.8. Lad A v~re et n-dimensionalt af-

Lad CO, ... ,Cm v~re endelig mange

konvekse m~ngder. Det antages, at enhver m~ngde omfat-

tende n+1 af disse m~ngder har et f~lles punkt. Da har

alle m~ngderne et f~lles punkt.

Bevis. Vi viser pastanden ved induktion efter m.

For m < n + 1 er pastanden helt triviel. G~lder pastan-

den for en v~rdi af m < n + 1, giver s~tning 29.7 umid-

delbart, at pastanden ogsa g~lder for m+1 konvekse m~ng-

der. Dermed er Hellys s~tning vist.

I et n-dimensionalt affint rum over ffi kan man

altid finde n+1 konvekse m~ngder, saledes at hvilke som

helst n af disse m~ngder har f~lles punkter, medens f~l-

lesm~ngden af alle m~ngderne er tom. Vi v~lger blot et
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har n+1 n-sider. Skal vi udv~lge n af disse n+1-

sider, kommer vi n¢dvendigvis til at v~lge de n+1-

sider, der har et hj¢rne P.
J

f~lles, men intet punkt

er f~lles for aIle siderne.

Hellys s~tning giver en alternativ karakterise-

ring af n-dim~nsionalitet, dog stadig blot for affine

rum. Det er slet ikke let at finde en generel karakte-

risering af n-dimensionale m~ngder - pa forhander det

jo slet ikke klart, hvad vi "mener med, at en m~ngde er

n-dimensional. Hvad skal vi f.eks. mene om m som del-

meenqde af ill.. Vi skal ikke komme n~rmere ind pa dette

subtile problem, men vi skal dog n~vne, at det er en god

ide at studere overd~kningerr. med vilkarlig "sma" abne

m~ngder. Vi sp¢rger om m~ngden kan ov~rd~kkes med sadan-

ne, saledes at intet punkt falder i mere end q af de

overd~kkende m~ngder. Det mindste q, for hvilket dette

lader sig g¢re, er 1 plus dimensionen. Ud fra denne defi-

nition bliver m O-dimensional.

Lad A v~re et affint rum over E. Da ill. selv

er et affint rum over E, er der god mening i at tale

om en affin afbildning ~:A ~ E. Hvis vi har valgt et

koordinatsystem (O'~1' ... '~n)

et udtryk af formen

i A er ~ givet ved
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hvor A1 , ... ,An og a er reelle tal og a = ~(O).

Hvis vi har valgt et ikke udartet simplex, og

(xo' ... 'xn) er de tilsvarende barycentriske koordi­

nater, er ~ givet ved et udtryk af formen

hvor A. = ~(P.), j = O, ... ,n .. M~ngden ~-1 (0) er
J J

under aIle omst~ndigheder et n-1-dirnensionalt affint

underrum. Et sadan kaldes en hyperplane

Det meste af teorien for konvekse m~ngder bygger

pa matematisk analyse. Vi viI medtage nogle fa s~tnin-

ger, som kun i beskedent omfang udnytter analysen.

S~tning 29.9. De konvekse m~ngder i lli

aIle intervaller og halvlinier, samt hele lli.

er netop

Bevis. Det er umiddelbart indlysende, at de n~vnte

m~ngder er konvekse. For en konveks m~ngde Celli kan

vi tale om infC, som eventuelt er -~, og supC, som

eventuelt er +~. Vi skal blot vise, at ethvert reelt

tal x E ]infC, sup C[ tilh¢rer C. Af definitionen

af infimum og supremum f¢lger, at vi kan finde tal

a,b E C, som tilfredsstiller, at a < x < b. Nu er

liniestykket med endepunkter a og b en delm~ngde af
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C, og derfor har vi x E C. Dermed er s~tningen bevist.

En ret linie i et affint rum A over E er en

kopi af E. Da den rette linies f~llesm~ngde med en

konveks m~ngde er konveks, er den et liniestykke taget

i generel betydning. Hvert endepunkt kan h¢re med eller

ikke og liniestykket kan udarte til en halvlinie, hele

linien, den tomme m~ngde eller et enkelt punkt, der i sa

fald betragtes som et endepunkt.

Definition 29.10. Lad C v~re en konveks m~ngde i

et affint rum A over E. Et punkt PEA kaldes et

randpunkt for C, hvis der findes en ret linie L, som

sk~rer C i et liniestykke med endepunkt P. Et punkt,

der ikke er randpunkt for C kaldes et indre punkt, hvis

det tilh¢rer C, og et ydre punkt, hvis det tilh¢rer

A'C.

Defi:nition 29 .11. Lad A vear e et n-dimensional t af-

fint rum over E, og lad C c A v~re en konveks m~ngde,

Lad PEA v~re et randpunkt for C, og lad ~:A ~ E

v~re en affin afbildning. Hyperplanen ~-1 (0) kaldes da

en st¢ttehyperplan for C i punktet P, hvis ~(P) = 0,

medens ~(Q) > 0 for aIle punkter Q E C.
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P

P

Figuren viser et par

eksempler pa, hvordan

st¢ttelinier kan se ud. Vi skal nu vise en hoveds~tning.

En st¢ttehyperplan for C i punktet P er sale­

des en hyperplan, som gar gennem P og har C helt

pa den ene side.

For n = 2 bliver en

hyperplan en ret li­

nie, og vi taler da

om en st¢ttelinie.

S~tning 29.12. Lad A v~re et n-dimensionalt af­

fint rum over E, lad C ~ A v~re en konveks m~ngde,

og lad PEA v~re et randpunkt for C. Da har C en

st¢ttehyperpla~ i punktet P.

Bevis. For n = 1 er C et liniestykke med P som

endepunkt, og P er selv st¢ttehyperplan. For n > 2

er beviset meget vanskeligere, og det gennemf¢res ved in­

duktion efter n. Det er n¢dvendigt f¢rst at udf¢re et

bevis i tilf~ldet n = 2, og det kr~ver hj~lpemidler fra

matematisk analyse. Tilf~ldet n = 2 bliver benyttet i

den egentlige induktionsslutning fra n til n+1, men

resten af induktionsslutningen gennemf¢res ved geometriske

og algebraiske metoder.
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Vi ser saledes f¢rst pa tilf~ldet n = 2, svarende

til, at A er vor s~dvanlige plan, sa vi kan st¢tte os

til en figure Vi ved, atder findes en linie L gennem

P, som sk~rer C i et liniestykke

PP
1

• Hvis C blot er liniestykket

PP
1

, er det let nok at finde en

st¢ttelinie gennem P. Hvis linie­

stykket udarter til punktet P,

og C har punkter pa T

begge-sider af L,

er C indeholdt i en ret linie~ Hvis C ellers om-

fatter mere end liniestykket, findes der etpunkt P ~ C

udenfor L, og sa indeholder C hele trekanten PP
1P

pa n~r eventuelt en del af randen. For P 2 valgt pa P
1P

som vist, viI liniestykket PP 2 tilh¢re C. Til geng~ld

viI vinklen T pa figuren ~kke indeholde punkter af C,

da liniestykker fra et sadan punkt til P 2 viI sk~-

re L udenfor liniestykket PP
1

.

Vi l~gger nu en ret

linie L
1

gennem P2 og

et punkt .af den '-', halvli-

nie af L, der udg¢r et

ben af vinklen T. Lad

M v~re m~ngden af punk-

P

T

s

L
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ke halvlinien fra P til Q indeholder punkter af

C ud over P. Denne m~ngde er konveks, abenbart en

halvlinie med et endepunkt S i det vinkelrum vi har

antydet pa figuren. Hvis C omfatter et punkt E pa

samme side af linien- L2

gennem P og S som vink-

len T, da viI C ogsa

indeholde et liniestykke~

EF, hvor F ligger som

antydet mellem L2 og li­

nien gennem E og P. Men

EF sk~rer gennem T i

E

P

T

• S

L

modst~id med, at T ikke indeholder punkter af C.

Altsa er L2 en st¢ttelin~e.

Vi kunne have ladet P
1

og P 2 bytte roller. Vi

far derfor egentlig en st¢ttelinie fra hver side, men

de kan selvf¢lgelig falde sammen. Pa den n~ste figur

viser vi til venstre situationen, hvor der kun er 1

st¢ttelinie gennem P, og til h¢jre v~ser vi situati-
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onen med 2 st¢ttelinier. Som det fremgar af figuren er

der da i virkeligheden uendelig mange st¢ttelinier

gennem P, og de udfylder vinkelrurnrnet mellem de to

direkte konstruerede st¢ttelinier.

Vi antager nu, at s~tningen g~lder for rum af di-

mensionen n-1, og vi viI 0 0 det grundlag vise s~t-sa pa

ningen. Vi kan antage, at n > 3, da s~tningen er vist

for n < 2. Da P er randpunkt, har vi en ret linie
=

L , der sk~rer C i et liniestykke med P som ende-

punkt. Hvis C £ L er det klart, at der findes en

st¢ttehyperplan. I modsat fald kan vi v~lge en plan E

gennem L og et punkt af C'L. Sa'vil E sk~re C

i en konveks m~ngde med P som randpunkt, og denne kon-

vekse m~ngde har sa en st¢ttelinie L ~ E gennem P.

Vi v~lger nu et koordinatsystem (p;e1,···,e)- -n med

e) pa L. Sa er (P; ~1 ' · · ·-0

'~n-1) et koordinatsystem

i et n-1-dimensionalt affint

underrum A, og vi har en

projektion p:A ~ A def~-

neret ved p{x
1,

... ,x
n)

=

(x1 ' · · · , x n- 1 ). Det er klart,

at p{C) = C c A er en kon-

veks m~ngde. Da E indehol-

L

E
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der punkter pa den ene, men ikke pa den anden side af

L, sk~rer den rette linie E n A den konvekse m~ngde

C i et liniestykke med endepunkt P, sa P er rand-

punkt for A. If¢lge induktionsantagelsen findes der

sa en affin afbildning ~:C ~ E med ~(P) = 0 og

~(Q) ~ 0 for aIle Q E C. Sa er ~ = ~op:C ~ E en

affin afbildning med ~(P) = 0 og ~(Q) > 0 for aIle

Q E C. Dermed er s~tningen bevist.

Definition 29.13. Et reelt Euklidisk rum er et af-

fint rum over E med et indre produkt defineret pa dets

rum af vektorer.

let Euklidisk rum E er normen IIPQII afstanden mel-

mel punkterne

e i [O,n]

P og Q. En vinkel PQR till~gges en v~rdi

<QP'QR>
defl"n e r e t ved cose - Derved kom-.' - II QP II II QR II •

mer den pytagor~~ske s~tning og endda cosinusrelationen

til at g~lde, sa vi far en naturlig generalisation af rum-

mets analytiske geometri til rum af enhver endelig dimen-

sion.

V~ kan selvf¢lgelig forvandle et Euklidisk rum til et .

affint rum ved at glernrne det indre produkt. Derved ser vi

pa rurnrnet meq darligere briller, sa der er en masse ting,

vi ikke kan see Men der er opgaver, hvor det der ikke kan
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ses med "de affine briller" er irrelevant, og den slags

opgaver l¢ses bedst i affin geometri.

De affine egenskaber ved et rum er egenskaber, der

bevares ved affine afbildninger. Vi ncevner en rcekke af

de vigtigste affine egenskaber og begreber:

Parallel, midtpunkt, delingsforhold, ligestorhed af

liniestykker p~ parallelle linier, forhold mellem linie-

stykker p~ parallelle linier, barycentriske koordinater,

konveksitet.

Nogle eksempler p~ egenskaber og begreber, der ikke

er affine:

Vinkelret, vinkelhalveringslinie, ligestorhed af li-

niestykker p~ ikke parallelle linier, ligebenet trekant,

h¢jde i trekant etc.

er massemidtpunkt for masser af st¢rrelse m.
J

anbragt

i P. for j = O, ... ,n. Det er interessant, at dette
J

fysiske begreb er affint.

Begreber som dimension, skcering eller ikke skcering

mellem underrum, at ligge p~ ret linie, at ligge pa sam-
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me side af en hyperplan er ligeledes affine. St¢tte­

hyperplan er et affint begreb. "Cirkel" er ikke et

affint begreb.

Et komplekst Euklidisk rum defineres ordret som

et reelt Euklidisk rum. Da tt ikke er ordnet har

"konveksitet" ikke mening i et affint rum over ce.
Der er imidlertid en struktur som affint rum over E

pA et affint rum over <C, og man kan derfor bruge det

reelle konveksitetsbegreb. Et indre produkt i den kom­

plekse struktur giver en norm, der ogsa fas af et indre

produkt i den reelle struktur~ Derfor har et komplekst

Euklidisk rum ogsa en struktur som reelt Euklidisk rum,

og i mange situationer er det at foretr~kke at anvende

denne struktur.
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KAPITEL 33

Kvadrikker i et 4-dimensionalt rum.

Vi viI ikke give en detaljeret gennemgang af kva~

drikker i et 4-dimensionalt Euklidisk rum, men vi viI

fremh~ve nogle interessante enkeltheder.

Hver keglesnitsflade giver selvf¢lgelig en cylinder­

kvadrik i det 4-dimensionale rum. Med den hyperbolske

paraboloide eller den elliptiske hyperboloide, som lede­

keglesnitsflade far vi cylinderkvadrikker, der pa to ma­

der spalter i en familie af planer, selv om deres frem­

bringerrum kun er 1-dimensionalt. Med en keglesnitskegle

som lede-keglesnitsflade fas en kvadrik, der beskrives af

en plan, som drejer om en ret linie, medens den hele tiden

sk~rer keglesnitsfladens ledekeglesnit. En sadan kvadrik

,kunne man passende kalde en kilekvadrik.

Af keglekvadrikker bliver der to typer svarende til

ligningerne
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2 2 2 2
~+ Y-+ ~+ L. = 02

b
2 2 . 2

a c d
2 2 2 2
~+ Y-+ x Y.- O2 - =2

b
2

d
2

a c
2 2 2 2u Y-+ x Y.- O•2 - 2 - =

a b 2 c d
2

Den f¢rste er bare et punkt. Den anden har en ellip-

soide som ledekeglesnitsflade, men ogsa en hyperbolsk hy-

perboloide. Den sidste har en elliptisk hyperboloide som

lede-keglesnitsflade, og den kan derfor pa to mader opfat-

tes som forening af en familie af plane fibre, som to og

to kun har keglens toppunkt f~lles. En keglekvadrik med

en elliptisk paraboloide som lede-keglesnitsflade bliver

af den anden slags ~g med en hyperbolsk paraboloide som

ledekeglesnitsflade bliver den af den tredie slags.

Det er let at se,at en keglekvadrik med en kegle-

snitskegle som lede-keglesnitsflade i virkeligheden bli-

ver en cylinderkvadrik med den samme ledekeglesnitsflade.

Det er den ovenfor omtalte kilekvadrik.

Vi far 2 slags paraboloider

2 2, 2
u v: ~)y = P(2 +

b
2 + 2a c

2 2 2
u v xy = p(- +

b
2 - 2) ,2a c

som naturligt svarer til de to paraboloider i det tredi-

mensionale tilf~lde. Den sidste indeholder en kompliceret
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familie af rette linier, saledes at hvert punkt af kva-
(

drikken er toppunkt for en keglesnitsketle, der er in­
]

deholdt i kvadrikken.

Der bliver 4 slags egentlige centrumskvadrikker

2 2 2 2u + v + ~+ L 12 --z =2
d

2a b c
2 2 2 2
~+ v +~ Y 1

b
2 -

d 2 =2 2a c
2 2 2 2u - Y- + x Y 12 2 -

d 2 =
a b

2
c

2 2 2 2u v x L 1 •2 - b 2 - 2 =
d

2a c

Den f¢rste svarer til ellipsoiden og den sidste til den

hyperbolske hyperboloide. ,De indeholder ikke rette lini-

ere Den anden og den tredie indeholder rette linier. Den

anden og fjerde har en a~ymptotekegle af den anden slags,

medens den tredie har en asymptotekegle af den tredie

slags.

S~rlig interessant er den tredie slags keglekvadrik.

Specielt er der et "ligesidet" eksemplar af den med ligning

Dens komplement~rm~ngde falder i to deleeftersom udtryk-

ket pa venstre side er positivt eller negativt. Endomorfi-

en med matricen
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er en isometri. Den afbilder keglekvadrikken i sig selv,

men bytter de to dele af komplement~rm~ngden. Keglekva­

drikken deler saledes det 4-dimensionale rum i to helt

ens dele.

Keglekvadrikken af tredie slags udm~rker sig ogsa

ved at indeholde planer. En egentlig kvadrik, der inde~

holder planer, findes ikke i det 4-dimensionale rum, men

i det 5-dimensionale rum bliver der plads noktil sadan

en.



0velser 33.1

0VELSER TIL KAPITEL 33

Stikord.

Kvadrikker i 4-dimensionalt rum, kilekvadrik, lede-

keglesnitsflade, planer og keglekvadrikker indeholdt i

kvadrikker.

33.1. Der bliver 3 slags omdrejningshyperflader i

et 4-~imensionalt rum. Den ene slags f&s ved

at dreje en flade om en plan, s& hvert punkt

beskriver en cirkel. Den anden f&s ved at dre-

je en kurve am en ret linie, sa hvert punkt

beskriver en kegleflade. Den tredie slags

f&s ved at dreje en kurve, s&ledes at dens

projektioner p& hver af to planer uafh~ngigt

af hinanden drejer om et punkt. Derved beskri-

ver hvert punkt af kurven en kruse Fordel f¢l-

gende eksempler pa de tre klasser:

2 2 2 2
~+ ~+ ~+ L = 12 2 2

b
2a a a

2 2 2 2
~+ v x +L 12: -

b
2 =2 2a a c



2 2 2
u v ~)y = p(2" + 2" + 2.
a 9- a

2 --=-2 2
u v ~)y = p(2" + 2" + 2
a a a

2 2 2 2
u + v + x + L 12" 2"

b
2 =

b
2a a

2 2 2 2
u + v: x L 1 .2"

b
2 -

b
2

- =
b

2
a

0velser 33.2

33.1.1. Hvilke kvadrikker i E
4

kan fas ved at lade

en ret linie i E 4
deltage i en drejning af

f¢rste eller tredie slags. Pr¢v at besternme

ligningen, idet drejningen foregar am y-aksen

eller i (u,v)- og (x,y)-planen. Hvilke kva-

33.2.

drikker kan fas ved at dreje en plan am (x,y)-

planen.

I :IRS drejes en plan, der ikke s keer-e.r (u,v)-

planen, am denne, sa hvert punkt af planen be-

skriver en kugleflade. Hvilken kvadrik beskri-

ves derved?

33.3. En kvadrik i E
5

har ligningen

222 2
Z = p(u + v x _ L )

a 2 b 2 - c 2 d 2 ·

Hvilke planer er indeholdt i den?
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KAPITEL 34

Kvadrikkers affine egenskaber.

Lad P(x) = P(x1, ... ,x) v~re et andengradspolyno-- n

mium pa et Euklidisk rum E med et koordinatsystem

(O;~1' ... '~n) i hvilket hvert punkt har et koordinats~t

x = (x1 ' ••• ,xn). Vi kan "glernrne" det indre produkt pa

E og saledes betragte E som et affint rum. Hvis ~;

E ~ E er en bijektiv affin .afbildning, hvis tilsvarende

koordinatafbildning vi ogsa betegner med ~, er P(~(~))

ogsa et andengradspolynomium, hvis nulpunkter er en ny

kvadrik.

Det er klart, at en hel masse egenskaber er affine,

dvs. bevares ved affinafbildning. Vi n~vner nogle affine

egenskaber ved kvadrikker:

At v~re en cylinder, en kegle, to affine underrum,

et affint underrum, at indeholde rette linier, planer etc.,

at v~re begr~nset, at ligge helt pa den ene side af en plan,

at sk~re enhver hyperplan etc.
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Der kan ogsa v~re tale om affine egenskaber, der

vedr¢rer en kvadrik og et affint underrum. Det kr~ves

da, at egenskaben bevares, nar bade kvadrikken og under­

rum transformeres ved samme transformation. Detvigtig­

ste i denne sammenh~ng er, at aIle affine egenskaber

ved sk~ringskvadrikkenbevares ved den affine afbild­

ning. Men ogsa en egenskab som det at v~re centrum eller

v~re et affint underrum bestaende af centre er affine

Nu er det let at slutte, at vor klassifikation af

keglesnit og keglesnitsflader i virkeligheden er affine

Vi g¢r r~sonnementet helt f~rdigt for keglesnittene:

Det er klart, at det er en affin egenskab at v~re

tom, et punkt, en ret linie, to parallelle rette linier

eller to sk~rende rette linier, og dermed har vi gjort

rede for de udartede keglesnit. Blandt de egentlige keg­

lesnit er ellipsen den eneste, som er begr~nset, parablen

den eneste, som ligger helt pa den ene side af en plan,

medens hyperblen erden eneste, for hvilken vi kan dele

planen i to halvplaner, der begge indeholder punkter af

hyperblen, medens den rette linie selv ikke indeholder

punkter af hyperblen.

En elliptisk hyperboloide indeholder to rette linier,

der ikke ligger i samme plan, og der findes en plan, som
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sk~rer den i en ellipse. Ingen af de andre keglesnits­

flader har begge.disse egenskaber. Altsa er det en af­

fin egenskab at v~re en elliptisk hyperboloide. Vi viI

ikke gennemf¢re et bevis for, at vor klassifikation af

keglesnitsfladerne er affint invariant.

Vi viI nu betragte en kvadrik, som i et n-dimensi­

onalt affint rum med et koordinatsystem er nulpunkts­

m~ngde for polynomiet

P(~) = x'A x + 2b'x + c,

hvor ~ og ~ er tals~t benyttede som s¢jlevektorer, og

m~rket betyder transponering. Til polynomiet svarer en

relation mellem punkter af det affine rum givet ved, at

deres koordinats~t 1 og x skal tilfredsstille

1'~ x + E'1 + b'x + c o.

Da A er symmetrisk er dette en symmetrisk relation mel­

lem koordinats~t for punkter i det affine rum. Ved et li­

ne~rt koordinatskifte givet ved x = ~ y bliver 1 =

,S n, hvor D er det nye koordinats~t for punktet med

gammelt koordinats~t 1, og polynomiet og relationen bli­

ver i de nye koordinater

y'~'~ ~y + 2E'~ Y + c

D'~'~ S Y + ~'~ D + b'S Y + c o.
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Relationen fas derfor af polynomiet i de nye koordinater

ganske som vi fik den i de gamle koordinater. Lad os se,

hvad der sker ved en translation af koordinatsystemet,

altsa ved at s~tte x = y +~, ~ = rr + a. Det giver

y'~ y + 2(~'A + E')y + ~'~ ~ + 2b'a + c

Af disse overvejelser f¢lger, at relationen ikke bare er

en relation mellem koordinats~t, men virkelig en relation

mellem punkter af det affine rum.

Definition 34.1. Lad E v~re et affint rum med et

koordinatsystem. Lad P(~) v~re et andengradspolynomium

pa E. Den ovenfor definerede relation skrives da ~P~.

Hvis det for et valg af ~ g~lder at m~ngden af koordi-

nats~t ~, der tilfredsstiller relationen, udg¢r en affin

hyperplan, kaldesdennehyperplan en polar til punktet med

koordinats~t ~ og dette punkt kaldes en pol til hyper-

planen.

Det fremgar af bem~rkningerne foran definitionen, at

relationen mellem pol og polar ikke afh~nger af valget af

koordinatsystemet. En egentlig centrumskvadrik kan vi der-

for t~nke os h¢rende til et polynomium

-2 2
x

1
x

n 1 ,± --. ± ±-- -
2 2a

1
a

n
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med en eller anden fortegnskombination. Relationen bli-

ver

± • •• ± = 1,

og vi ser, at 0 bliver det eneste t.aLaart ; der ikke gi-

ver ligningen for en hyperplane Ethvert punkt undtagen

centrum har sAledes en polar. Vi ser ogsA,at enhver hy-

perplan, der ikke gAr gennem centrum har netop en pol .

. For en parabolsk kvadrik har vi et polynomium

~, 2
x 1

±--2±···±
a

1

og vi fAr relationen

2
x n-1

2
a n-1

+ 2x = 0,
n

Den fremstiller altid en hyperplan, sA ethvert punkt har

en polar. Til gengceld er det ikke aIle hyperplaner, der

har en pol, da det krcever, at x har koefficient
n

=1= 0

i hyperplanens ligning. AltsA har hyperplaner en pol,

hvis og kun hvis de ikke er parallelle med x -aksenn .

(den parabolske kvadriks akse) , .og polen er entydig be-

stemt.

Vi formulerer resultatet i en scetning.
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S~tning 34.2. Hvis kvadrikken i definition 34.1

er en egentlig centrumskvadrik, har hvert punkt undta­

gen centrum en polar, og enhver hyperplan, der ikke gar

gennem centrum haren pol. Hvis kvadrikken er parabolsk,

har ethvert punkt en polar, og enhver hyperplan, der ik­

ke er parallel med aksen, har en pol.

Af vore overvejelser afl~ser vi endvidere f¢lgende

s~tning:

S~tning 34.3. Relationen ~p~ udtrykker, at punk­

terne med koordinater 1 og x ligger pa hinandens po­

lar.

Derimzes t.e definition v i.L ma s ke i f¢rste omgang virke

lidt overraskende.

Definition 34.4. Hvis et punkt af en kvadrik har en

entydig bestemt polar, kaldes denne kvadrikkens tangent­

hyperplan i punktet.

Det at v~re tangenthyperplan til en kvadrik er efter

denne definition en affin egenskab.

Sa l~nge vi kun studerer affine egenskaber, kan vi

tillade os at benytte et hensigtsm~ssigt koordinatsystem.

Nar vi nu skal studere tangenthyperplanens egenskaber be-
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m~rker vi f¢rst, at tangenthyperplanen i et punkt g~r

gennern dette punkt. Hvis 1 er et punkt af kvadrikken,

har vi nemlig

1'A 1 + 2~'1 + c = 0,

og deraf f¢lger, at tangentplanens lign~ng

1'~ x + E'1 + b'x + c = 0

tilfredsstilles af ~. = 1. Vi v~lger nu punktet med koor-

dinater 1 som begyndelsespunkt, v~lger (~1' ••• '~n-1)

som en basis i tangenthyperplanen og supplerer med e-n

til en basis for hele rurnmet. S~ er tangentplanen givet

ved ligningen x = 0n ' og vi har 1 = Q. Heraf f¢lger,

at vi har b = k e, hvor k * 0, samt c = 0, s~ keg­-n

lesnittets ligning har formen

x'A x + 2k x = o.n

Vi s~tter x = (x1' ... lxn-1),
og med A betegner vi den

matrix, der f~s af A ved at udelade den sidste r~kke og

den sidste s¢jle. Ved at s~tte x = 0n i ligningen f~r

vi ligningen for sk~ringskvadrikkenmellem kvadrikken og

. tangenthyperplanen

men det er jo en (eventuelt udartet) keglekvadrik med top-
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punkt i tangenthyperplanens r¢ringspunkt.

Vi formulerer resultatet i en s~tning.

S~tning 34.5. Tangenthyperplanen i et punkt Q

af en kvadrik sk~rer kvadrikken i en keglekvadrik med.

toppunkt i Q.

En egentlig kvadrik har en tangenthyperplan i et­

hvert af sine punkter. En keglekvadrik har ingen tan­

gentplan i toppunktet. Det er centrum for keglekvadrik­

ken og har ikke en entydig bestemt polar.

For et keglesnit bliver tangenthyperplanen en ret

linie og ben~vnes tangent. For en keglesnitsflade bliver

tangenthyperplanen en plan og ben~vnes tangentplan.

Et keglesnit rna sk~re sin tangent i en keglesnits­

kegle i et 1-dimensionalt rum, altsa i et enkelt punkt.

En tangent til et keglesnit bliver saledesen ret linie,

der har et og kun et punkt f~lles med keglesnittet. Det

stemmer med vor s~dvanlige forestilling om tangenter. For

en parabel kunne det dog v~reen ret linie parallel med

aksen, men vi ved, at en sadan overhovedet ikke kan v~re

polar. For en hyperbel kunne det v~re en ret linie paral­

lel med en asymptote, men en polar har ligningen
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og skal dette v~re en ret linie parallel med en asymp-

tote, rna ~ selv ligge pa en asymptote, men ~ skulle

ligge pa hyperblen. For egentlige keglesnit er vort tan-

gentbegreb saledes det s~dvanlige.

Pa figuren er P

et punkt, hvorfra der

kan tr~kkes to tangen-

ter til et keglesnit,

som i dette tilf~lde

er en hyperbel. Om Q

og et r¢ringspunkt g~l-

der sa, at de ligger pa

hinandens polar, og po-

laren til Q bliver

derfor linien gennem

r¢ringspunkterne. Vi kunne ogsa ga ud fra polaren, og vi

afl~ser af figuren, at en ret linie, der sk~rer et kegle-

snit i to punkter, har sin polar i sk~ringspunktet mellem

tangenterne i de to punkter. For en linie gennem centrum

bliver tangenterne parallelle, og vi far ingen polar.

Pa den n~ste figur findes der ingen tangenter gennem

Q. Til geng~ld viI linier gennem Q sk~re keglesnittet
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i to punkter, sa dens

pol kan konstrueres.

Polaren til Q fas

som den rette linie

gennem disse poler.

Polaren kan selvf¢l-

gelig ikke'sk~re keg-

lesnittet i dette tilf~lde for polen i et sk~ringspunkt

skal jo bade v~re tangent og ga gennem Q, og der var jo

netop ingen tangenter gennem Q.

Vi gar nu videre med unders¢gelsen af generelle kva-

drikker. F¢rst viser vi, at tangenthyperplanen til en kva-

drik i et punkt af en ret linie, der er indeholdt i kva-

drikken, indeholder den rette linie.

S~tning jA.6. Lad Q v~re et punkt af en kvadrik,

som indeholder en ret linie L gennem Q. Kvadrikkens

tangenthyperplan i Q viI da indeholde L.

Bevis. Vi v~lger et koordinatsystem (Q; e 1,···,e )- -n

med Q som begyndelsespunkt og ~1 pa L. Kvadrikkens

ligning

x'A x + 2b'x + c = 0
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tilfredsstilles af Q, sa vi har c = 0, og den til-

fredsstilles af ± ~1' sa vi har a
11

± 2b
1

= 0, alt-

sa a
11

= b
1

= O. Tangenthyperplanen i 0 med koordi­

nats~t 0 har ligningen

b'x = 0,

og tilfredsstilles af ± ~1. Dermed er s~tningen bevist.

Eksempel. For den elliptiske hyperboloide og den

hyperboLske paraboloide ·g~lder specielt, at enhver'tan-

gentplan sk~rer fladen i 2 rette linier, og de to rette

linier pa fladen fastl~gger saledes tangentplanen. Heraf

fremgar, at tangentplanerne i forskellige punkter af sam-

me rette linie ikke kan v~re sammenfaldende. For kegler

og cylindre g~lder derimod, at en tangentplan i et punkt

af en frembringer er tangentplan i aIle punkter af frem-

bringeren pa en gang pA n~r eventuelt keglens toppunkt,

hvor der ikke er en tangentplan.

S~tning 34.7. Lad M v~re en affin mangfoldighed

i et affint rum E. Lad K v~re en egentlig kvadrik,

for hvilken K n M ogsa er en egentlig kvadrik. Tan-

genthyperplanen til K i et punkt Q E K n M viI da

sk~re M i tangenthyperplanen til K n M i punktet Q.

Bevis. Vi benytter et koordinatsystem (Q;e1,···,e ),- -n
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hvor (Q;e1, ... ,e) er et koordinatsystem i M. Hvis- -q

kvadrikken K har ligningen

x'A x + 2b'x = 0

og A er delmatricen af A bestaende af de q f¢rste

rcekker og s¢jler, har K n M ligningen

x'A x + 2b'x = 0

nen til

hvor x = (x1 ' ••• ,x
q

)

K i punktet

og

Q

b = (b1, ... ,b ). Tangentpla-
- q

har ligningen b'x = 0, da r¢-

ringspunktet har koordinatscet O. Dets skceringshyperplan

med M har ligningen b'x = 0, men det er netop lignin-

gen for tangenthyperplanen til K n M i Q. Dermed er

scetningen bevist.

Hvis E specielt er en plan, fortceller scetningen as,

at tangenthyperplanen til en kvadrik i et punkt Q, inde-

holder tangenterne i Q til aIle de ikke udartede kegle-

snit, der fas sam plane snit gennem Q i kvadrikken. Der-

til kornrner altsa, at det for de plane snit, der er udarte-

de keglesnit, gcelder,at tangenthyperplanen indeholder de

rette linier gennem Q, der indgar i sadanne udartede keg-

lesnit. Disse egenskaber retfcerdigg¢r vor definition af

tangenthyperplan.

Det sorterer under matematisk analyse at give en mere
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generel definition af begrebet "tangenthyperplan". Nar

analysen nar sa langt, viI det v~re yderst let at ef-

tervise, at en ikke udartet kvadrik har en tangentplan

iethvert punkt, og at tangentplanen har de her anf¢r-

te egenskaber. Det er pa den anden side klart, at de i

de tre s~tninger omtalte egenskaber fastl~gger tangent-

hyperplanen, sa vort begreb stemmer med analysens.

s~tning 34.8. Lad E v~re et n-dimensionalt af-

fint rum og K c E en egentlig kvadrik. Lad Q
1

og Q2

v~re vilkarlige punkter af K. Der findes da en bijektiv

afbildning f:E ~ E, som afbilder K pa sig selv og Q
1

pa Q2.

Bevis. Vi ser f¢rst pa det tilf~lde, hvor K er en

egentlig centrumskvadrik. Vi kan da v~lge koordinatsyste-

met, sa K har en ligning af formen

2 ~ 2 2
x 1

x x g+1 x
+ ... + --L n 1 .-2 - -2 =2 2,

a 1 a a q+1 aq n

Da K * 0 er q ~ 1, men det kan t~nkes, at q = n, sa

der slet ikke forekornrner minustegn. Nu har vi en bijektiv

affin afbildning af E pa sig selv givet ved, at

x
1

x
n

4J (x1 ' • • • ,xn) = (-, ... ,-)
a 1 an

og billedet af K ved denne afbildning far ligningen
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- Xq+ 1

2
- x = 1.

n

34.14

Hvis vi kan vise s~tningen for denne kvadrik, viI vi

umiddelbart kunne slutte, at den ogsa g~lder for K.

Lad nu ~ v~re et vilkarligt koordinats~t pa den

nye kvadrik, altsa

l; 2 = 1.
n

invariant og tilfredsstiller,

Det er nok at vise, at der findes en bijektiv affin af­

bildning f:En ~ ~n, som lader udtrykket x
1

2+... +
222

xq - xq+1 - xn

at f (~) = (1, 0 , ... , 0) .

Nu ved vi, at der findes en ortonorrnal afbildning

f1:Eq~ E
q

med f(l;1, ..• ,l;q) = 0 .. ,0, ••• ,0), hvor

A. = jl; 1 2+. .. + l;q
2

• Ved l' (~) = ( f 1 (x1 ' .. • , x q)' x q+1 ' .. • ,

x) far vi en ortonormal afbildning f:En ~ En, som
n

222 2
lader x

1
+ ... +x

q
-xq+1 - ••• - x n invariant, og med

1'(~) = (A,O, ••. ,0,l;q+1' •.• ,l;n). Hvis q = n, er

A = 1, og s~tningen er vist. For q < n kan vikopiere

processen pa de negative led, og derved far vi r afbil­

det over i (A., 0 , .•• , 0 , ]1 , 0 , ••• , 0), hvor A. 2 -]1 2 = 1.

Til sidst benytter vi den affine afb~ldning f':En
~ mn

defineret ved

invariant og afbilder

Direkte udregning viser, at

- x
n

2

f' lader 2 2x
1

+ ... +x
q

-

(A,O, ••. ,O,~,O, ..• ,O)
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pa (1,0, ... ,0). Dermed har vi vist s~tningen for egent-

lige centrumskvadrikker.

Vi gar over til det tilf~lde, hvor K er en egent-

lig parabolsk kvadrik. Ganske som for centrums.kvadrikken

kan vi udnytte en passende bijektiv affin afbildning, og

derved kan vi antage, at den har en ligning af formen

2:
x n-1 x = 0

n

hvor 1 ~ q < n-1. Lad 1 v~re et vilkarligt koordinat-

s~t pa K. Vi skal vise, at vi kan finde en bijektiv af-

fin afbildning n n
f:JR ~JR, som lader K invariant og

desuden.tilfredsstiller, at f(1) = (1,0, ... ,0,1). Vi

def inerer f :lRn ~ IR
n ved

Ved direkte regning ses, at .f lader K invariant, samt

at f(~) = (1'S2' ... 'Sn-1,1). Fra tilf~ldet, hvor K er

en egentlig centrumskvadrik ved vi nu, at vi kan finde

f' : JRn- 1
--+ JRn-1, sam lader udtrykket x

1
2+ ... +x

q
2 -

2 2
x q+ 1 - - xn-1 invariant og med f(1'S2' ... 'Sn_1) =

(1,0, ,0). Dermed er s~tningen bevist.

S~tningen fort~ller, at egentlige kvadrikker med hen-

syn til affine egenskaber forholder sig helt ens i aIle
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punkter. Med affine briller kan man saledes slet ikke

finde ud af, hvor man er henne, nar man bev~ger sig i

en egentlig kvadrik. Det er ganske sam situationen pa

en kugleflade, nar man kun har dens metriske egenskaber

til radighed. Pa en keglekvadrik kan man derimod skelne

toppunktet fra andre punkter.

S~tning 34.9. Lad K v~re en egentlig centrumskva-

drik, sam i et passende koordinatsystem har ligningen

+ ••• +

2
x
---SL

2
a

q

2x
n

--2=1.
a

n

For q = 1 og for q = n har tangenthyperplanen i et

vilkarligt punkt kun r¢ringspunktet f~lles med K. For

1 < q < n sk~rer tangenthyperplanen i et vilkarligt punkt

kvadrikken i en keglekvadrik, sam udsp~nder hele tangent-

hyperplanen.

Bevis. Det er nok at vise pastanden for punktet

(a
1,0,

... ,O). Tangenthyperplanen i dette punkt har lig­

ningen x
1

= a, sa vi kan bruge (x 2, ... ,xn) sam koor­

dinater i tangenthyperplanen. For q = 1 og for q = n

far sk~ringskvadrikken ligningen

2 2
x

2
x

+ ••• + n 0,-2 -2 =
a 2 a

n

sam kun tilfredsstilles af 0.
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For 2 ~ q ~ n-1 far sk~ringskvadrikken ligningen

er det nok at vise, at

2 2x
2

x
+ ... + --S--2 2

a 2 a q

Da den tilfredsstilles af 0

2
x q+1

2
a q+1

2
x

n
- -2 = o.

a
n

basisvektorerne ~2' • • • ,~n h¢rer til det udsp~ndte

rum. Lad j v~re et af tallene 2, ... ,q og k et

af taIIene Q+1, ... ,n. Sa viI aj~j ± ak~k tiIh¢re

sk~ringskvadrikken, og deraf f¢lger, at ~j og ~k

h¢rer til det udsp~ndte rum. Dermed er s~tningen bevist.

S~tning 34.10. Lad K v~re en egentlig parabolsk

kvadrik, som i et passende koordinatsystem har ligningen

2 2 2 2x 1 x x q+1 x n-1+ ... + q - - x = o.-2 -2 2 2 na
1

a a q+1 a n-1q

For q = n-1 viI enhver tangenthyperplan kun have et

punkt f~lles rned kvadrikken, og for q < n-1 viI enhver

tangenthyperplan sk~re kvadrikken i en keglekvadrik, der

udsp~nder tangenthyperplanen.

Bevis. Det er nok at vise pastanden for tangenthy-

perplanen i o og den har ligningen x = O.
n

Resten af

beviset er helt som beviset for s~tning 34.9.

Definition 34.11. Lad U v~re et n-dirnensionalt



vektorrum over E,
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og lad a : UxU -+ E vcere en symme-

trisk bilinearform. To vektorer ~,~ E U kaldes 0'-

konjugerede, hvis O'(~,y} = O. Lad V c U vcere et

underrum. Ved det O'-konjugerede underrum W c U til

V forstar vi mcengden af vektorer ~ E U, som for aIle
'\

V E V tilfredsstiller betingelsen o(~,y) = O. To un-

derrum V c U og W ~ U kaldes indbyrdes O'-konjugere-

de, hvis de er hinandens O'-konjugerede underrum.

Da a er en symmetrisk bilinearform, er O'-konjuge-

ret ogsa en symmetrisk relation mellem vektorer. Hvis V

er et underrum og W dets O'-konjugerede, er enhver vek-

tor i V O'-konjugeret til enhver vektor i W, og om

det O'-konjugerede underrum . V til W gcelder derfor

V ~ V. Det er klart, at W og V sa er indbyrdes O'~kon-

jugerede.

I koordinater svarende til en basis for U er a

givet pa formen O'(~,~) = ~'~ y, hvor A er en nxn-

matrix, hvis rang r er uafhcengig af valget af basis.

Vi kan vcelge basis, saledes at ~, som altid er symme-

trisk, far formen

A 0

A =
o 0
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hvor A er en invertibel rxr-rnatrix, der svarer til en
""-I ""-I ""-I

bilinearforrn cr:UxU ~ E, hvor U er underrurnrnet, d~r

""-I

udsp~ndes af de r f¢rste basisvektorer og cr er re-

striktionen af cr. Hvis U' er underrurnrnet, der udsp~n-

des af de r sidste basisvektorer, er U = U E9 U' , og

hver vektor u E U spaltes entydigt i u = u + u' . At

""-I

v'
""-I

w' cr-konjugerede,v = v + og w = w + er ses nu at

v~re helt ensbetydende rned, at v og w er a-konjugerede.

For et underrurn V c U har V = U n V et a- kon-
""-I ""-I

jugeret underrurn W, og W ffi U' ~ W er sa det cr-konju-

gerede underrurn til V, rnedens W har det cr-konjugerede

underrurn V E9 U' = V + U'.

Hvis V er k-dirnensionalt har vi en rxk-rnatrix 8 rned

rang k, hvis s¢jler er koordinats~t for vektorer, der ud-

g¢r en basis for V. Koordinats~ttene til vektorer i det

konjugerede underrurn W er derfor netop l¢sningerne til

det line~re ligningssystern

""-I

8'A x = ,Q,

og vi har derfor en rx(r~k)-rnatrix T, hvis s¢jler er koor-

dinats~t for vektorer, der udg¢r en basis for W, og sorn

tilfredsstiller ligningen

""-I

8' AT = 0
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hvor 0 er en kx(r-k)-matrix. Heraf fremgar, at dimV+

dimW = r, altsa dimV + d,imW = 2n-r.

Sa har vi selvf¢lgelig ogsa generelt en nx(n+k-r)-

matrix !' h~is s¢jler er koordinats~t for vektorer,

der udg¢r en basis for V, og vi har en nx(n-k)-matrix

T, hvis s¢jler er koordinats~t for vektorer, der udg¢r

en basis for W, og sadanne matricer viI opfylde betin-

gelsen

S' A T = 0

Det skal bem~rkes, at en egentlig vektor u E U kan

veer e konjugeret med sig selv. Dertil k rzeves , at a(~,.:~~) =

0, altsa at u er rod i den til a h¢rende kvadratiske

form. F~nomenet indtr~der for .visse ~ * 0, hvis og kun

hvis den kvadratiske form hverken er positiv eller nega-

tiv definite

Lad nu

neret ved

nf:E ~ E v~re andengradspolynomiet defi-

f(x) = x'A x + 2b'x + c.

Til f svarer da den syrnmetriske bilinearform n n
a:E xJR ~

E defineret ved a(~,~) = utA v. Hvert underrum i mn
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har et a-konjugeret underrum. Hvert underrum i vektor-

rurnmet JRn har en m~ngde af affine siderum i det af-

fine rum JRn .

Definition 34.12. Lad en kvadrik K i JRn

bestemt ved andengradspolynomiet

f(~) = x'A x + 2b'x + c,

v~re

og lad
n na:JR xlR ~ JR v~re den tilsvarende bilinearform.

Hvis K har et centrum eller centre, siges indbyrdes a-

konjugerede affine underrum gennem centrum at v~re konju-

gerede diametralrum med hensyn til K.

Kopjugerede diametralrum med hensyn til en kvadrik

har interessante egenskaber, men det er sv~rt at formule-

re disse bade pr~cist og udt¢rnmende. Den n~ste s~tning

tilstr~ber at v~re pr~cis, men er altsa ikke udt¢rnmende.

S~tning 34.13. Lad K c JRn

ved andengradspolynomiet

v~re en kvadrik bestemt

f(~) x'A x + 2b'x + c,

og lad a v~re den tilsvarende bilinearform. Lad U c JRn

v~re et underrum, og lad V v~re dets a-konjugerede under-
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rum. Hvis et siderum til U sk~rer K i en egentlig

centrumskvadrik, viI aIle siderum til U sk~re K i

egentlige eller udartede centrumskvadrikker, og disses

centre viI aIle ligge i et siderum V til V. Hvis

K har et centrum, viI V indeholde dette. Hvis V
sk~rer kvadrikken, viI det for hvert sk~ringspunkt P

mellem V og K g~lder, at siderurnrnet til U gennem

P er indeholdt i tangenthyperplanen til K i punktet

P.

Bevis. Siderurnrnet til U gennem et punkt ~ E En

har en parameterfremstilling

hvor t = (t
1

, ••. ,t
p

) ' p = dirnD, rnedens T er en nxp­

matrix med rang P. Ved inds~ttelse i f(~) far vi en

ligning for sk~ringskvadrikken

Hvis dette for et valg af 1 er ligning for en egentlig

centrumskvadrik, har T'A Trang p, og sa bliver ud-

trykket ligning for en (eventuelt udartet) centrumskva-

drik for ethvert valg af 1. Centrum er det punkt 1 +

T.!, der tilfredsstiller betingelsen (1 + ! !) '~ T +

biT = Q', hvilket efter transponering giver ligningen
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er inver-

tibel.Dermed er den f¢rste pAstand bevist.

De punkter ~' der er centre for den tilsvarende

sk~ringskvadrik, tilfredsstiller ligningen T'A ~ =

TIE, og de ligger derfor i et sideunderrum V til V.

Hvis ~ kan v~lges, sA ~ ~ =~' er K en centrums-

kvadrik med dette ~ som centrum, dog eventuelt udar­

tete Dermed er de to n~ste pAstande bevist.

Lad nu ~ v~re et punkt af V, og lad

x = 1 + S u

v~re en parameterfremstilling for V. Vi har da S'A T =

o. Lad u v~re valgt, sA ~ + S u ligger pA kvadrikken,

altsA saledes at

Kvadrikkens tangenthyperplan i ~ + Suer givet ved lig-

ningen

(~ + S ~) I11 x + ~ I (~ + ~~) + b IX + C = o.

Vi inds~tter x = ~ + ~ ~ + T ~ i denne ligning, og under

hensyntagen til den foregAende ligning, bliver venstre side
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(~ + ~ u) 'A X t + biT ~,

og da S'A T = 0 reduceres dette til

Da r er et punkt af V, er ~'A! + E'T = Q, sa lig-

ningen er tilfredsstillet. Det viser, at siderurnrnet til

U gennem ~ + g ~ ligger i tangenthyperrurnrnet, og der-

med er den sidste pastand bevist. Dermed er s~tningen be-

vist.

Vi supplerer resultatet med en mere speicel s~tning.

S~tning 34.14. Lad KeEn v~re en kvadrik. Lad

n+1U c E v~re et n-1-dimensionalt underrum, som har

affine siderum, der sk~rer K i egentlige centrumskva-

drikker, og lad L v~re den rette linie, der indeholder

disse kvadrikkers centre. Da viI polarerne til punkterne

pa L (pa n~r .centrum for K, hvis det findes) netop

v~re aIle de affine siderum til U (pa n~r det, der gar

gennem centrum, hvis K har et centrum) .

Bevis. Vi bruger de sarnrne betegnelser som i s~tning

34.13, og i beviset for den, idet vi dog nu har p = n-1

og q = 1. Linien L bestar af de punkter ~, der til-
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fredsstiller ligningen

r'A! = biT
- ='

og polaren til ~ er hyperplanen med ligningen

~'A x + ~'~ + b'x + c = o.

Vi ser, at s¢jlerne iTer r¢dder i det tilsvarende

homogene ligningssystem, sa polaren til 1 er et af-

fint siderum til U. Et vilkarligt affint siderum til

U har en parameterfremstilling

x = ~ + T !'

og det viI v~re polaren til 1, safremt ~ tilfreds-

stiller

Altsa fremstiller x = 1 + T t polaren til 1, hvis

1 er l¢sning til ligningssyste~et

T'~ ~ = T'b.

Dette ligningssystem har netopen l¢sning, hvis der ik-

ke g~lder en relation (!'T'+1')~ + ~' = Q, og denne

relation er ensbetydende med, at hyperpl~nen med para-

meterfremstillingen x = 1 + T t gar gennem centrum
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for K. Dermed er s~tningen bevist.

Vi viI ikke ga videre med de generelle unders¢gel­

ser, men vi viI se, hvad s~tningerne fort~ller om kegle­

snitsfladerne.

Vi ser f¢rst pa

en ellipse. Dens di­

ametre falder i par

af indbyrdes konju-

gerede. Korder, som er parallelle med en diameter, har

deres midtpunkter pa den konjugerede diameter. Tangenter

fra et punkt pa forl~ngelsen af en diameter r¢rer ellip­

sen i endepunkterne

af en korde parallel

med den konjugerede

diameter. For korder

gennem et punkt af

en diameter g~lder,

at tangenterne i der­

es endepunkter viI

have sk~ringspunkterne liggende pa en linie parallel med

den konjugerede diameter.

For hyperblen far vi ligeledes par af konjugerede
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diametre, som hver hal­

verer korder parallelle

med den anden. Kun den

ene af de konjugerede

diametre sk~rer hyper­

bIen.

Asymptoteretningen er konjugeret med sig selv. Ret­

te linier parallelle med asymptoterne, sk~rer hyperblen

i et enkelt punkt. Det andet sk~ringspunkt mangler, idet

ligningen, der bestemmer sk~ringspunkterne udarte~ til

en f¢rstegradsligning.

I ligningerne til

bestemmelse af sk~rings­

kvadrikkernes centre ind-
o

gik det konstante led

slet ikke. Derfor har

korden AB samme midt­

punkt som korden A1B 1

mellem asymptoterne, og vi kan slutte, at liniestykkerne

AA1 og BB1 er lige lange., Det kan man udnytte til hur­

tigt at finde en masse punkter af en hyperbel, nar man

skal tegne en. Specielt ligger r¢ringspunktet for tangen­

ten i R midt mellem dens sk~ringspunkter S og T med
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asymptoterne. En linie gennem R parallel med OS

gar gennem midtpunktet af OT. Det kan udnyttes til

geometrisk konstruktion af tangenten i R.

For parablen g~lder,

at parallelle korders midt­

punkter ligger pa en -linie

parallel med aksen, og pa

den samme linie ligger og­

sa sk~ringspunkternemel­

lem tangenterne i korder­

nes endepunkter.

En e11ipsoide vi.L skarre

en familie af parallelle

planer i ellipser, hvis

centre ligger pa en ret

linie, og planen gen­

nem centrum halverer

aIle korder parallel-

Ie med denne rette li-

nie. De rette linier parallelle med denne gennem punk­

terne af sk~ringsellipsenmed planen gennem centrum dan­

ner en cylinder, som omslutter ellipsoiden og r¢rer den­

ne langs sk~ringsellipsen. For de andre sk~ringsellipser
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g~lder, at ellipsoiden~ tangentplaner i deres punkter

sk~rer hinanden i et punkt af den rette linie gennem

centrene for sk~ringsellipserne. Tangenterne til el­

lipsoiden fra et punkt af denne rette linie vildanne

en keglesnitskegle, som r¢rer ellipsoiden, langs en

af sk~ringsellipserne.

For hyperboloiderne fas helt analoge resultater.

Dog viI planer parallelle med tangentplaner til asymp­

totekeglen sk~re i parabler. Den konjugerede retning

bliver i dette tilf~lde retningen af den frembringer,

hvor tangentplanen r¢rer asymptotekeglen, sa det hele

bryder sammen. Det gar pa lignende made med rette lini­

er parallelle med en frernbringer i asymptotekeglen.

Andre familier af parallelle planer kan sk~re i

ellipser, og for den hyperbolske hyperboloides vedkom­

mende viI to af dem sa v~re tangentplaner og de mellem­

liggende viI slet ikke sk~re. Ellers er der kun den mu­

lighed, at sk~ringskurverneerhyperbler. For den ellip­

tiske.-hyperboloides vedkornrnende kan s kzar Lnq smesnqden ikke

v~re torn.

Langs et hyperbolsk

eller elliptisk plant

snit gennem centrum

er der en r¢rende
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cylinder. For den elliptiske hyperboloides vedkornrnende

giver det to forskellige situationer. Hvis sk~ringskur­

ven er en hyperbel, fas en hyperbolsk cylinder, der om­

slutterhyperboloiden som vist pa figuren. Hvis sk~rings­

kurven er en ellipse fas en elliptisk cylinder, der om­

sluttes af hyperboloiden. For den hyperbolske hyperboloide

g~lder, at snitplaner gennem centrum kun kan sk~re i hy­

perbler.

For paraboloiderne g~lder, at en familie af parallel­

Ie planer, som ikke er parallelle med akseretningen viI

sk~re i ellipser, der kan udarte til punkt eller den tornrne

m~ngde, eller i hyperbler, der kan udarte til par af sk~­

rende rette linier. Centrene viI ligge pa ,en ret linie pa­

rallel med akseretningen. Tangentplanerne i punkterne af

et af sk~ringskeglesnitteneviI sk~re hinanden i et punkt

af den rette linie, sa vi far en r¢rende keglesnitskegle

med toppunkt i dette punkt.

Et system af parallelle korder viI have midtpunkter­

ne i en plan parallel med akseretningen, og i dennes sk~­

ringspunkter med paraboloiden,vil der v~re tangenter paral­

lelle med korderne, sa der fremkornrner en parabolsk cylinder,

som er omskreven om paraboloiden. Pa figuren har vi fors¢gt

at illustrere dette for en hyperbolsk paraboloide.
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0velser 34.1

0VELSER TIL KAPITEL 34

Stikord.

Kvadrikkers affine egenskaber, pol og polar, tangent-

hyperplan, tangent, tangentplan, sk~ring mellem kvadrik og

tangenthyperplan, parallelle snit i kvadrikker, a-konjuge-

rede retninger, affine afbildninger, der lader en kvadrik

invariant, konjugerede diametre i keglesnit, parallelle snit

i keglesnitsflader, omskrevne kegler og cylindre.

34.1.

34.2.

34.3.

Et system af parallelle linier sk~rer en para-

bel. Linien gennem br~ndpunktet vinkelret p&

linierne sk~rer ledelinien i et punkt S. Vis

at linien gennem S parallel med aksen halve-

rer de korder, der af skzere s af systemets Li.nLe r ,

Find polen for den rette linie med ligningen

y = x-p med hensyn til parablen med ligning

2
py = x .

Vis, at br~ndpunkt og tilsvarende ledelinie for
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34.4.1.

0velser 34.'2

et keglesnit er hinandens pol og polar.

Lad K 'v~re en kvadrik.Lad P v~re et

punkt og H dets polar rned hensyn til K.

Et affint underrurn U gennern P sk~rer K

i en ikke udartet kvadrik K 1 . og H i en

affin hyperplan HI i U. Vis, at HI er

polaren til P rned hensyn til K
1

i rurnrnet

U.

Lad K v~re en kvadrik og P et punkt rned po­

lar H. En ret linie gennern P sk~rer K i

punkterne R og S og

at der findes et tal

H i punktet Q. Vis,

A E ill. , for hvilket P ,

Q,R og S tilfredsstiller de affine relationer

(1+A)P - AR - S = 0

(A-1)Q - AR + S = o.

Relationerne udtrykker, at de forhold, hvori

P ogQ deler liniestykket RS er A og -A,

altsa lige store pa n~r fortegn. Man siger sa,

at parret (p.,"Q) er harrnonisk forbundet rned

(R,S), og dette er en syrnrnet:r:isk relation mel­

lern par af punkter pa en ret linie·.

Resultatet fra opgave 34.4 kan udnyttes til

reduktion afopgaven til et lavere dirnensionalt
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specialtilf~lde, endog til et 1-dimensionalt

tilf~lde.

34.5. En kvadrik i :ffi4 har ligningen

34.6.

34.7.

34.8.

2 222
u + v - x - y = 1.

Find r¢ringspunkterne for tangenthyperplanerne

gennem (1,1,1,1) og angiv en ligning for den

keglesmitskegle, der har toppunkt i (1,1,1,1)

og indeholder r¢ringspunkterne.

Vis, at der om en ellipse kan omskrLve s par a Le .

lelogranuner, hvis sider er parallellemed et par

konjugerede.dia~etre.:Vis, ~t aIle sAdantie ~aral­

lelbgrammer omskrevne om' en given ellipse har~

sarnme areal.

En hyperbeltangent viI sk~re en trekant af den

vinkel mellem asymptoterne, i hvilken r¢rings­

punktet ligger. Vis, at trekanten far sarnrne are­

al for aIle tangenter til sarnrne hyperbel.

Lad A,B og C v~re vinkelspidser i en ikke udar­

ter trekant i en affin plan, og lad (x,y,z) be­

tegne barycentriske koordinater (trekantskoordi­

nater) med hensyn til A,B og C. Vis, at
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34.9.1.

0velser 34.4.

yz + zx + xy = 0 er ligning for en ellipse

gennem A,B, og C, og at denne e Ll.Lpse svtan­

gent i hver at trekantens vinkelspidser er pa­

rallel med den modstaende side.

Afdelingerne af denne opgave gar ud pa i en r~k­

ke trin, at bevise to klassiske s~tninger om keg­

lesnit. Vi viI straks formulere s~tningerne:

Pascals s~tn~ng. Lad P
1,

... ,P 6 v~re punkter

pa et ikke udartet keglesnit K. Da viI sk~rings­

punkterne mellem P1 P 2 . o g P 4P S' mellem P 2P 3 og

P SP 6 og mellem P 3P 4 og P
6P 1

ligge pa ret linie.

Hvis et af sk~ringspunkterne ikke eksisterer, for­

di de pag~ldende linier er parallelle, viI forbin­

delseslinien mellem de to andre sk~ringspunkter

v~re parallel med dem eller de to andre sk~rings­

punkter viI heller ikke eksistere.

Brianchon's s~tning. Lad Q1, ... ,Q6 v~re punk­

ter, for hvilke de rette linier Q1 Q2' Q2Q3, ... ,

06'Q1 aIle r¢rer et ikke udartet keglesni t K.

Da viI de rette linier Q1 Q4' Q2QS og Q3Q6 ga

gennem samme punkt.

Vi viser f¢rst, at s~tningerne medf¢rer hinanden.
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Begge s~tninger handler om et keglesnit K

og en konfiguration af rette linier og punk-

ter. Vi kan erstatte hvert punkt i konfigura-

tionen med dets polar med hensyn til K og

hver ret linie med dens pol med hensyn til K.

Sa viser s~tningerne 34.2 og 34.3 i forbindel-

se rned definition 34.4, at s~tningerne medf¢rer

hinanden.

34.9.2. Lad os antage, at

2 2
x

+ L 1 .2:
b

2 =
a

K er ellipsen med ligningen

Vi betragter.den elliptiske hyperboloide med lig-

ningen

2 2 2
x

+ Y z
1 •2:

b
2 2: =

a c

Sa er 6-kanten Q1~ .. Q6 projektion af en ikke

plan polygon Q1' ... Q6' hvis sider ligger pa

ellipsoidens frembringere, saledes at frembrin-

gere fra de to systemer veksler· med hinanden.

Det er nu let at vise Brianchon's s~tning for

for den ikke plane polygon ved rent geometriske

betragtninger, idet det benyttes, at to frembrin-

gere, der ikke h¢rer til sarnrne system, ligger i

en plan. Sa fas Brianchon's s~tning ved projek-

tion.



34.9.3.

0velser 34.6

For hyperblen med ligningen

2 2x z
2 2 = 1
a c

vises Brianchon's s~tning pa lignende vis ved

at inddrage den elliptiske hyperboloide med lig-

ningen

2x
2
a

+
2

Y

b
2

2z
2
c

= 1.

34.9.4.

34.9.5.

For parablen med ligning

2
pz = x

gar beviset ved at inddrage den hyperbol~ke para-

boloide med ligninger

2 2
pz = x y.

Beviserne for Pascals og Brianchon's s~tninger

virker ogsa i de udartede situationer, hvor to

pa hinanden f¢lgende af de 6 punkter falder sam-

men. I Pascals s~tning skal ~en udartede polygon-

side da forstas som tangenten og ved Brianchon's

s~tning gar to sider i hinandens forl~ngelse og

r¢ringspunktet fortolkes som sk~ringspunkt. Ved

tre sadanne sammenfald fas trekantss~tninger.



0velser 34.7

F.eks. sam antydet

pa figuren. Nar en

ellipse er indskre­

vet i en trekant,

viI de tre linier,

der forbinder vinkelspidserne med r¢ringspunk­

tet pa den modsatte side f ga gennem sarnme-punkt.



35.1

KAPITEL 35

Tangenter til keglesnit.

De s~tninger, som omtales i dette kapitel, er omtalt

i nogle af de i skolen benyttede l~reb¢ger, men nAr ikke

altid at blive omtalt. De omhandler rent geometriske for-

hold vedr¢rende tangenter til keglesnit, og det er nyttigt

at kende dem.

Lad (~,n) v~re et

punkt af ellipsen med lig-

ning

Tangenten i (~,n) har

ligningen

~X2 + nY2 = 1.
a . b

En ret linie vinkelret

pA tangenten gennem br~nd-

punkt~t F med koordina-

T



35.2

ter (ae,O) har ligningen

•
.!L··x - ~ y =

2" 2
b a

nae
-2 ·

b

Denne linies sk~ringspunkt med tangenten far koordinaterne

(u, v)
4 2 3 2

a b n-a b e~n\

b
4 t" 2 4 2 ).

s +a n

Vi udregner kvadratsurnrnen af t~llerne (l~g m~rke til, at

de dobbelte produkter h~ver hinanden) .

4'(b 4t"2 4 2) (b4 2 2 2)a s +a n +a en.

" d tt t a 2e 2 -- a 2_b2 d t t _a 2b 2n 2_-
Vl u ny er nU,a. og ern~s , a

_a 2b4+b4t"2, Lde t. (t" ) "11" 1""· Ds s,n passer 1 e lpsens 19n1ng. er-

ved bliver udtrykket

Dermed har vi vist, at

ning:

2= a . Det er f¢lgende s~t-

S~tning 35.1. For en e~lipse eller hyperbel g~lder,

at et br~ndpunkts projektion pa en tangent ligger pa cirk-

len med storaksen eller f¢rsteaksen som diameter.
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'Scetning 35.3. '.. Tangenten i et punkt af en hyperbel

halverer vinklen mellem brcendstrAlerne til punktet. Tan-

genten i et punkt af en ellipse halverer nabovinklen til

vinklen mellem br~ndstrAlerne til punktet.

Vi mangler at unders¢ge, hvad der gcelder for parab-

len. Det er heldigvis ganske let. Vi samler det i en en-

kelt scetning.

Scetn~ng 35.4. Brcendpunktets projektion pA en para-

beltangent ligger p~ parablens toppunktstangent. ~rcend-

punktets symmetriske punkt rned hensyn til en parabel tan-

gent ligger pA ledelinien. Tangenten i et punkt af en pa-

rabel halverer vinklen mellem brcendstrAlerne til punktet.

Bevis. Vi betragter

parablen med ligning

2
py = x .

Tangenten i punktet P

med koordinater (~,n)

har ligningen

p(n+y) = 2~x,

T

L

og den skcerer toppunktstang~nten i punktet med koordi-



35.5

nater (~t,O) = (~~,O). Det ligger midt mellem br~nd­

punktet F og punktet A med koordinater (~, -~) p~

ledelinien. Da P har samme afstand fra brmndpunktet

og ledelinien, far vi en ligebenet trekant FPA med

tangenten som median fra toppunktet, men derfor tillige

h¢jde og vinkelhalveringslinie, og dermed er aIle tre

pastande bevist.



0velser 35.1

0VELSER .'TIL KAPITEL 35

Stikord.

Tangent til keglesnit, br~ndpunkts projektion pA tan-

gent og dets symmetriske punkt med hensyn til tangent, s~t-

ninger om tangent og br~ndstrAler, ellipse, hyperbel, pa-

rabel.

35.1. I et rektangel, hvis sider har l~ngder a og b,

projiceres en vinkelspids pA den diagonal, den

ikke ligger pA. Vis, at l~ngderne af de to styk-

ker, hvori projektionen deler diagonalen, netop

er koordinaterne til et punkt af ellipsen med

ligning

2x
2:
a

+
2

Y = 1b 2 - ,

hvor tangentens vinkel med x-aksen er

35.2. En ellipse er indskrevet i et kvadrat med side

r, saledes at den r¢rer aIle 4 sider, og dens

akser falder i diagonalerne. Hvor ligger br~nd-

punkterne, nar r¢ringspunktet med en side har



35.3.

35.4.

35.5.

0velser 35.2

afstand d fra sidens n~rmeste endepunkt.

Fa et stykke papir er indtegnet centrum, et

br~ndpunkt og storaksens endepunkter for en

ellipse. Desuden er dergivet en ret linie

L samt et punkt P. Find en nem metode til

konstruktion af ellipsetangenterne parallel-

Ie med L og ellipsetangenterne gennem P

ved hj~lp af s~dvanlige tegneremedier som li­

neal, passer og tegnetrekant. Punktet P rna

ligge udenfor ellipsen, hvis tangenterne gennem

P eksisterer. Konstruktionen rna sikre dette.

Konstruer ogsa tangenternes r¢ringspunkter.

L¢s den tilsvarende opgave for en hyperbel og

for en parabel.

Vis, at der blandt de cirkler, som ligger indeni

en ellipse og r¢rer den i et af storaksens ende­

punkter, er en, som er st¢rst og angiv dennes

rad~us. Blandt de cirkler, som omslutter ellip­

sen og r¢rer den i et endepunkt af lilleaksen,

findes der en, som er mindst. Angiv ogsa dens

radius. Mon der g~lder noget lignende for hyper­

bel og parabel?

Med S(8) betegner vi en ellipses halve bredde
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vinkelret pa ret-

ningen bestemt ved

vinklen e, som

vist pa figuren.

I S( e)

Udtryk S (e) ved

e og l~ngderne af ellipsens halvakser. L¢s en

tilsvarende opgave for en hyperbel.

35.6. Ligningerne

= 1+
2x

k
2

.x.:
k-c

2

fremstiller for k > 0, k * c
2

en familie af

ellipser og hyperbler med br~ndpunkter i (±c,O).

Vi sa i ¢velse 31.7 at der gennem hvert punkt

udenfor koordinatakserne gar netop 1 ellipse :og

1 hyperbel. Vis, at disses tangenter i sk~rings-

punkterne er vinkelrette pa hinanden.

35.7. Angiv ligninger for de parabler i xy-planen,

der har y-aksen som akse og sk~rer cirklen med

ligningen
222

x + Y = a , saledes at cirkeltan-

genten og parabeltangenten i hvert sk~ringspunkt

er vinkelrette pa hinanden.



Stikordsregister.

Adjungeret afbildning 26.9

ad.j.ungeret matrix 26 . 4

affin afbildning 28.5

affine afbildninger, som 1ader en kvadrik invariant 39.8

affine egenskaber 29.19

affine rum 28

affinitet ¢v. 28.3

affint afh~ngig 28.12

affint uafh~ngig 28.12

affint underrum 28.4

affint underrum udsp~ndt af m~ngde 28.11

afsluttet simplex 29.2

afgebraisk egenv~rdimultip1icitet 21.8

anden akse 31.7

Apb110nius 31.13

approksimation af rod i polynomium 22.9

Archimedes 31.13

asymptote 31.11

asymptotekegle 32.11

Banach-rum 24.10, 25.12

barycentriske koordinater 29.1

basisskift 19

basisskift ved bilinearform 19.10

basisskift ved biline~r afbildning 19.11

basisskift ved endomorfi 19.9

basisskift ved line~r afbildning 19.5

beregning af egenv~rdier og egenvektorer 22'

Bessels ligning 24.16, 25.11

Bessels ulighed 24.17

bestemmelse af centrum for kvadrik 30.11



2 •

Brianchou's s~tning ¢v. 34.4

br~ndpunkter for ellipse 31.3

br~ndpunkter for hyperbel 31.2

br~ndpunktsprojektionpa tangent 35.2, 35.4

br~ndpunkts symrnetriske punktmed hensyn til tangent 35.3, 35.4

br~ndstrale 31.3

Cauchy-Schwarz' ulighed 24.3, 25.5

centrum for kvadrik 30.7

cirkler pa keglesnitsflader ¢v. 32.2, ¢v. 32.3

confokale keglesnit ¢v. 31.5

cosinusrelationen 24.15

Cramers s~tning 18.4

cylinderkvadrik 30.9

den pythagor~iske s~tning 24.16

determinant for endomorfi 21.3

diggonalform af matricen for en normal endomorfi 27.5

diagonalform af matricen for en se1vadjungeret afbi1dning 25.13

diagona1form af matricen for en sesqui1inearform 26.16

diagona1form af matrix 21.19

dimension af affint rum 28.7

dimension (karakterisering af n-dimensiona1itet) 29.11

drejningsakse 27.15

egenrum 21.19

egenvekt6r 21.1

egenv~rdi 21.1

egenv~rdier og egenvektorer for norma1e endomorfier 27.3

egenv~rdimu1tip1icitet21.8

ekcentricitet 31.4



3 .

eksempel pa udregning af karakteristisk polynomium 22 .. 3

elimination 18.8

ellipse 31.3

ellipsoide 32.9

elliptisk cylinder 32.2

elliptisk hyperboloide 32.10

elliptisk kvadrik 30.11

elliptisk paraboloide 32.4

endomorfiers transformation ved unit~rt koordinatskifte 26.8

endomorfi i affint rum 28.10

entydighed af Jordans normalform 23.19

Eukli.d 31.13

fladtrykt omdrejningsellipsoide 32.9

Fourierr~kke 24.19, 25.12

frembringerrum 30.10

fuldst~ndigt rum 24.10

fundamentalf¢lge 24.10

f er s t.e akse 31. 7

geometrisk egenv~rdimultiplicitet21.8

Gibb's f~nomen ¢v. 24.9

Gram-Schmidt-ortogonalisering 24.12, 25.10

gruppen af ortogonale transformationer 27.13

halvakse 31.3

Hamilton-Cayley's s~tning 21.15

harmonisk forbunqne punktpar ¢v. 34.2

harmonisk svingning 24.19

Helly's s~tning 29.10

Herm-ite'sk matrix 26.12



4 •

Hermite'sk sesquilinearforrn 25.3

,Hilbertrurn 24.10

Hilberts komplekse talrum 25.7

Hilberts talrurn 24.6

homogent ligningssystem 18.1

hyperbel 31.7

hyperbolsk cylinder 32.2

hyperbolsk hyperboloide 32.13

hyperbolsk kvadrik 30.11

hyperbolsk paraboloide 32.6

hyperplan 29'.12

indre produkt 24.1

induceret vektorafbildning 28.5

inhornogent ligningssystem 18.1

invariantrnetrik 24.5

Jordan-matrix 23.19

Jordans normalform 23

Jordans normalforrn for nilpotente matricer 23.12

karakteristisk polynomium 21.8

keglekvadrik 30.11

keglesnit 31

keglesnitsflader 32

keglesnitskegle 32.3

keglesnits ligning i pol~re koordinater med pol i et br~nd­

punkt 31.~, 31.6, 31.9

Kepler 31.13

kilekvadrik 33.1

koefficienterne i det karakteristiske polynomiurn 22.2

koefficientrnatrix 18.1



5.

komplekst Euklidisk rum 29.20

komplekst vektorrum 25

komplekst vektorrum med indre produkt 25.4

konjugeret vektor 25.1

konveks m~ngde 29.4

konvekst hylster 29.5

koordinatskifte 26.6, 28.8

koordinatsystem 28.7

koordinattransformation ved basisskift 19.3

kvadrik 30

kvadrikker i 4-dimensionalt rum 33

kvadrikker i 3-dimension'alt rum 32.1

kvadrikkers affine egenskaber 34

kvadrikker, som indeholder keglesnitskegler 33.3

kvadrikker, som indeholder planer 33.4, ¢v. 33.3

~~Jordan-matrix 23.10

(~,r)-blok 23.10

langstrakt omdrejningsellipsoide 32.9

lede-keglesnitsflade 33.1

lede-kvadrik 30.10

ledelinie for ellipse 31.5

ledelinie for hyperbel 31.9

ledelinie for parabel 3l.2

ligesidet hyperbo1sk paraboloide 32.6

ligninger for affint underrum 28.19

ligning for omdrejningsflade ¢v. 32.6

lilleakse 31.3

line~re afbildninger, som bevarer indre produkt eller norm 26.2

line~rt ligningssystem 18

line~r uafh~ngighed af egenvektorer 21.17

Lissajoux-kurver ¢v. 31.3

lokalisering af r¢dder i polynomium 22.8



mas s emi.d t.punkt; 29.19

rnassetiltr~kningsloven'31.14

matrix med nuller under diagonalen 21.9

matrix pA diagonalform 21.19

rnetrisk rum 24.4

modulstruktur pa vektorrum af matricer 19.6

Newton 31.15

nilpotent element iring 23.2

nilpotent endomorfi af vektorrurn 23.3

nilpotent matrix 23.3

norm 24.4

normal endomorfi 27

normbevarende afbildning 26.2

normbevarende endomorfi 26.3

normeret vektorrum 24.4

normer i En 24 . 8

numerisk l¢sning af line~rt ligningssystern 18.17

nuller under diagonalen i en matrix 21.9

omdrejni~gsellipsoide32.9

omdrejningskegle 32.4

omdrejningsparaboloide 32.5

omskrevne keglesnitskegler og cylindre 34.28

ortogonal 24.11, 25.9

ortogonale underrum 25~13

ort~gonal matrix 26.4

ortogonalsystem 24.11

ortogonalt kornplement 24.20, 25.13

ortonormalsystem 24 .. 11, 25.9

6 •



parabel 31.2

parabolsk cylinder 32.2

parabolsk kvadrik 30.11

para~lelforskydning 28.6, 28.8, 28.10

parallelle affine underrum 28.20

parallelle snit i kvadrikker 34.21

parallelogram 28.3

parameter for ellipse 31.6

parameter for parabel 31.2

~arameterfremstillingfor affint underrum 28.19

Parsevals ligning 24.19

Pascals s~tning ¢v. 34.4

planbundt 18.15

planetbev~gelse 31.13

planknippe 18.16

plansligning og parameterfremstilling 18.11

Pllickerske liniekoordinater ·¢v. 18.18

pol 34.4

polar 34.4

positiv definit 24.2, 25.3

positiv semidefinit 25.3

rand af simplex 29.9

randpunkt for konveks m~ngde 29.13

rationale r¢dder i polynomier 22.5

reelt affint rum 29

reelt delrum 25.2

reelt Euklidisk rum -29.18

reelt vektorrum 24

regneregler for egenv~rdier ogegenvektorer ¢v. 21.5

rette linier i keglesnitsflader 32.7, 32.l1

7 •



8.

Schwarz 24.7

selvadjungeret endomorfi 26.11

sesquilinearform 25.3

sesquilinearforms transformation ved koordinatskifte 26.7

side i simplex 29.2

a-konjugeret 34.18

simplex 29.2

skalarprodukt 24.1

skift af legeme 20

sk~ring ~ellem planer 18.12

spaltning af endornorfi i nilpotent og bijektiv kornpo~ent23.14

spektrum 21.2

standardform for ree.lle norma Le endomorfiers matricer 27.6

standardform for reelle ortogonale matricer 27.11

standardform for' unit~re matricer 27.9

stedvektor 28.3

storakse 31.3

strubeellipse 32.10

st¢ttehyperplan 29.13

st¢ttelinie 29.14

synunetri 30.7

syrnrnetricentrurn 30.7

tangent 34.8

tangenthyperplan 34.4

tangent og br~ndstraler 35.4

tangentplan 34.8

t~ngent til keglesnit 35

tensorregning 19.13

totalmatrix 18.11

transformat~on 19.2

trekantsmatrix 21.9

type af A-Jordan-matrix 23.11



9 •

udartet simplex 29.3

udregning af egenvektorer 22.12

udregning af et po1ynomiums v~rdi 22.6

udv~de1se af vektorrumsendornorfi ved udvidelse af 1egemet 20.4

udvide1se af vektorrum ved udvide1se af 1egemet 20.4

unit~r endomorfi 27.1

unit~r matrix 26.4

vektor fra punkt til punkt 28·.3

vinkel 24.11

~gte side i simplex 29.3

¢vre trekantsmatrix 21.9

abent simplex 29.2


	tornehave77.mat101_II
	Torne II del1
	Torne II del2
	Torne II del3
	Torne II del4
	Torne II del5
	Torne II del6
	Torne II del7
	Torne II del8
	Torne II del9
	tornehave77.mat101_II.pdf
	Torne II del1
	Torne II del2
	Torne II del3
	Torne II del4
	Torne II del5
	Torne II del6
	Torne II del7
	Torne II del8
	Torne II del9

	tornehave77.mat101_II.pdf
	Torne II del1
	Torne II del2
	Torne II del3
	Torne II del4
	Torne II del5
	Torne II del6
	Torne II del7
	Torne II del8
	Torne II del9

	tornehave77.mat101_II.pdf
	Torne II del1
	Torne II del2
	Torne II del3
	Torne II del4
	Torne II del5
	Torne II del6
	Torne II del7
	Torne II del8
	Torne II del9



