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FORORD

Disse forel:sningsnoter er tenkt som grundlag for en under-
visning i algebraisk topologi ved ¥gbenhavns Iniversitets Mate-
matigke Institut. Der er planlagt i alt tre hefter, som hver skal
svare til tre eksamenspunkter. |

Dette fgrste hefte beskaftiger sig med de mest grundle:ggende
afsnit af den_algebfaiske topologi. Den mengdeteoretiske topologi
er behandlet om end noget kortfattet 1 de forste kapitler. Der er
heller ikke forudsat kendskab til algebra ud over det mest elemen-
tere.

Selv om dette kursus i algebraisk topologi kun 1 beskedent
omfang udnytter resultater fra andre matematikkurser, har det dog
ner tilknytning til mange aspekter 1 matematikkurserne 1,2,3 og 6;

og til mange 2. dels kurser. Den algebraiske topologl er iser nert

7 knyttet til homologisk algebra, differentiable méngfoldigheders'

teori, kompleks funktionsteori og algebraisk geometri.
I den algebraiske topologi varer det desvarre ret lange at na
frem til virkelig interessante resultater. Det md derfor varmt an-

befales l:seren lkke at ngjes med det fgrste hefte.




" .es €8 ist ein gross Ergetzen,
Sich in den Geist der Zeiten zu .versetizen;
Zu schauen, wie vor uns ein weiser Mann gedacht,

Und wie wirs dann zuletzt so herrlich weit gebracht.

Wagner 1)

—

)

1) Person i Goethes Faust. Han er Fausts amanuensis, nok
ngrmest en moderat student. Faust selv er vel nzrmest
beatnik, altsa 1idt for umoderne for et arbejde i al-
gebralisk topologi.
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Kepltasl 1.

TOPOLOGI

Et topologisk rum er en mengde med en struktur, der sik-
rer, at det har en mening at tale om, at en afbildning af et
topologisk rum p& et andet er kontinuert. Topologiske rum A
og B kaldes indbyrdes homgomorfe, nir der findes en kontinuert,
bijektiv afbildning //4"’3 , hvis inverse afbildning ogsé
er kontinuert. Topologien beSkmftiger sig med de egenskaber ved
topologiske rum, der er invariante overfor homyomorfier.

I dette kapitel skal vi kort gennemgéd den generelle teorl
for tdpologiske rum og kontinuerte afbildninger samt omtale de

Pyrste oveclelle cksempler pi torolosicke rum.

Deflnition 11+ Ved en topologi p& en mangde M forstas et
system 0 af delmzngder an s saledes at ,@,Me O , og sile~-
des at foreningsmwngden af vilkarlige mazngder fra O igen til-
hgrer é s OF faellesmangden af endelig mange mengder fra OA til-
 hgrer 0 Mzngderne 1 0 kaldes dbne, og 7= (M» O) kaldes
et topologisk rum. Vi skriver X € 7 /é’?c for X € M,
ﬂQM , og vi tasler om punkt, punktms ngde i 77 Ved en omegn
af X € 7 forstdr vi en punktm=ngde, der har en {iben delmzng

de med X som element. Ved en afsluttet mengde i 7 forstar vi

komplementzrmengden til en afsliuttet mmngde.

A

Systemet A aff afsluttede mmngder indeholder gogM . En
vilkérlig fz=llesmmngde sf afslutiede mzngder er afsluttet, og en
foreningsmengde af endelig mange afsluttede mzngder er afsluttet.

Foreningsmangden af alle abne delmengder af en mangde L er
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den stgrste Abne delmzngde al 5 og omfatter netop de punkter,
der har B som omegn. De kaldes indre punkter i A og mzngden
8 af sfdanne kaldes det indre af B8 . in dben mengde exr en

-3
— A

mengde, der er identisk med sit indre. &fbildningen B

er idempotent, Bg = ./)‘5 « De indre punkter i komplementarmang-—
den 77N 5 kaldes ydfe punkter for B » Og mengden af sadanne
kaldes det ydre fc;.'c'157 » Fallesmengden B for alle afsluttede
mengder, def indeholderﬁ , er den mindste wiplutiede mzngde,
som indeholdsr B , og den kaldes afslutningen af B . Dens punk-
tey kaldes kontaktpunkter forB, og det er netop de purikter,
som ikke er ydre. At X er kontakﬁpunkt for B er ensbetydende
med, at enhver omegn af X indeholder punkter af B.

Ved randen af B forstar vi mengden af punkter 1 B, som
‘hrverken er indre 1 B eller yare Tor B , altsad de kontaktpunk-
ter, der ikke er indre punkter. At X € 7 er randpunkt for
B er ensbetydende med, at enhver omegn af X indeholder et

punkt arf 5 og et punkt af komplementarmengden.

Satning 1.2, For de ved B— B og B —> 8 aefinerede

afbildninger gwzlder
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Enhver tilordningslov B —8 eller 8—>8 , son tilfreds-

stiller de fire betingelser, definerer en topologi pa T, idet

[
B= [ definerer de &bne og 5= 8  de afsluttede m=ngder.
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Bevis. Det er nok at se pé B— &5 s da den anden halv-
del af sé?tning: :n Pis ved overgang til komplemeﬂntérmaehgder. De
to fyrste betingelser er trivielle, og den tredie er"",,;._,'b,e{ris;t f‘"f'-;if

‘ ) o

ovenfor. Det er klart, at (8, A 54) er del af sivel B,
o ° ° .

som B.z . P4 den anden side er B, N 3@ dben og del af

B N Bz , altsd del af (3, N Bz)o . Dermed har vi Vlst”
de fire betingelser. Lad nu B— é o*)fylde de fire betin—-b
gelser, og lad os definere, at 0 dben betyder 0= O . Sa
giver den fgrste betingelse, at T er &ben, og den anden, at

Q er -éb’en. Den fjerde betlingelse "siger helt direkte, at for-
eningsmangden af 2 (og dermeci M ). Abne mengder er aben, og
desuden at 7 € B == /qo = é , oé* déraf fplger igen, at en
vilkaérlig foreningsmengde af Obhne maangler er Aben. Dermed har
vi vist, at B> B° asfinerer en topologi 0 Lad nu B vere
det -indre' ar 5 i denne topologi. ﬁa B* er aben, er 8 B

og af 3“ = B f'glger B* & é . Den tredie betingelse giver,
at Bo er 3ben, s& vi har Bo £ 5{# '+ Dermed er smtningen bevist.

Setning 1.3. Msngden Z\{ (x) arf omegﬁe af X € 7
(M, &) tiifredsstiller felgende betingelser:
. Uenwl, Uecloy=xely UeUoon V2= Ve e
U Vel = UNV e UK.
3). For ¢ € Z\((X) pindes &€ Z\(CR’) , si /4 er omegn

af ethvert punkt i U’
Hvisg Z\é er en afbildning, der tilfredsstiller disse tre betin-
gelser, og vi definerer en aben mengde O , Som en mzngde, der er
omegn af ethvert punkt X € 0 ,' vil f‘gﬁlgende-betingelse vere
opfyldt: |
3'). Enhver omegn af X indeholder en aben omegn af X .
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fndvidere vil de &bne mangder definere en topologi, s&ledes
at 00O netop bliver mazngden af omegne af X .

\

Bevis. Det a8 uniddelbart, at U tilfredsstiller 1),

AY

2) og 3') og dermed 3). Hvis U tilfredsstiller 1), 2), 3)
og "aben'" defineres som anf¢rt, cr det klart, at en topologi
bliver defineret, og & ZZ(X) vil medfgre X € Z[ sé
3') bliver opfyldt. Heral fglger umiddelbart, at ?,éc:v)
bliver mengden af omegne 1 den topolbgi, der defineres _ved de
Abne mmngder.

Definition 1.4. Lad U(X)  vare mangden af omegne af
X € 77 In delmzngde BCZ’) < Z\/(X) kaldes en basis for
ZJCX) , hvis hver omegn 2( € 2{.0‘”) har en delmsngde, der
tilhyrer BG\’) , og 3(.70 Z(Ca') kaldes en subbasis for
Z/ (X) , hvis hver omegn ZZ € Z( (XD har en delmengde, der
er fallesmezngde for endellg mange omsgne, som tilhyrer 353’) .

Hvig /8(—3') er ¢n basis i Z((x) ., uliver en omegn
af X helt det samme som en mzngde med en delmengde, der til-
hyrer 362’) . Hvis BCX) er en subbasis for ZZ(X) , bli-
ver en omegn af X det samme som en mgrngde med en delmmngde,
der er fuellesmengde for endelig mange mcengder, der tilhg¢grer
BCX) « B&n basis eller subbasis for omegnene af hvert punkt

fas tloe gger derfor topologien.

Vi kan altsd definere topologien ved en afbildning é ’
som til hvert punkt X knytter en basis B\CX) for mzngden af
omegne., Derved er det nok at krave fplgende betingelser opfyldt:

Boo+ &, YeBoy= xel
Y. Tor U, P ¢ B rindes We B0 , su WUV
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%). For Z{ ¢ Bwo findes y € 8 (), s& hvert
yey‘ har et W e BC/V) med W e
Hvis B0 blot skal vere subbasis, kan 2) undvares og 3)

-svekkes til:
30). For U € B ginges Y, 0 Yy € B0, g
der for hvert V€ &;‘fl - N ?/; findes Zﬂ", vy,

Wy é@(p L s W00 W U

Definition 1.5. Lad 7 = (M, 0) vere et topologisk

rum. Et system OA’ s é kaldes en basis for é (eller for T),

: A
hvis enhver aben mengde er foreningsmengde af mengder fra _ O) N
og O) kaldes en subbasis for AOA (7,) , hvis alle fmllesmezngder
)’ udger en basis for é .

af endelig mange mzngder fra 0

Det er klart, at en basis eller en subbasis fastlegger to-
pologien. Bt system af mmngder kan hruges som su’bbasis for en
topologi, hvié de blot dakker hele rummet, og der findes et en—
deligt delsystem med tom fallesmzngde. Skal systemet vare €n
basis, kraves yderligere, at enhver faxllesmengde for endelig
mange mangder i systemet igen hgrer med.

Definition 1.6. Lagd S og 7 vare topologiske rum. En af-
bildning /-‘ S—7 kaldes kontinuert i et punkt X Gl S ’
hvis det for enhver omegn /4 af /(2’) gwlder, at /-f(%) er
en omegn af X . Den ksldes kontinuert, hvis den er kontinuert i
ethvert punkt af S .

Det er klart, at kontinuitet bevares ved sammens@tning al
afbildninger.

Sotning 1.7. Lad S og / vare topologiske rum, og lad

/, S —» 77 vare en afbildning. Da er fglgende fire hetingel~-
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ser skvivalente:

1).} er kontinuert,

Cm‘

0 S 7 er /“’(0) dbene.
(A)

2). Tor enhver iben meng
3}, For enhver afsluttst mangde AET  en

afsiuttet, -
l4) . For enhver méngde BE7  geder /(g) -S—:/Cg)'

.\Bevis. Det er klart, at 2) e 3). Da det er nok, at kon-
tinuitetsbetingeisen er opi‘yldt for &bne omegne, gmlder 2) = 1).
Endviders gelder 4) = 3). For en afsluttet mengde A E 77 gi-
vor 1) nemss JOA) € JUNTB)E STTD): /cw -/ ¢)
Vi mangler at vise, at 1) = L). Hvis 1) gelder, er —(/ \/(P))-
5 /~1(/—_)) omeggn af hvert af <1m punkter, sé _/( (6))
er afsluttet. Dette medfyrer, at [3 = f (J/[B)) og ﬂeraf
Pglger L) ulmddelbart. Dermed er a,aetnlnge;n bevist.

Vi skal ikke beskaftige os med smrlig patologiske rum i al-
gebraisk topologi, men for at T4 metoderne til1 at fungere godt,
m4 man tillade rum, der lige netop er s& komplicerede, at vi ikke
kan indf#ére en metrik, der frembringer topologien. For det meste

L5

kan vi dog arbejde med metriske rum. Vi minder om definitionen:

Definition 1.8. Ved en metrik pd en maengde M forstas en af-
bildning dist: MX M — Lo, °°[, som opfylder betingelserne
daist (X, x)= O , dist (X W >0 for X# ¥, dist (¥ X) = dist(xy)
semt trekantuligheden dist (X,2) § dist (%Y) + dist (¥, 2) . Vi
kalder / = (M dist) et metrisk rum. Mengden Kx,n) =
{ye 7 dist (Z’,y) <'/z,} , >0, kaldes kugleomegnen af X med

radius A%

For y € /1/(2’; n) giver trekantuligheden, at
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/(</V; A~ dist (Z';y)) < /\J(A’, ~), Derfor ken kugleomegnene
bruges som omegnsbhasis 1 en topologi, den af metrikken dist

inducerede topologi.

by

De euklidiske rum RW, samt Hilbert-rummet, er cksempler
& metriske rum. Metrik nedarves ved restrikt‘ion ti1 delrum,
som derved igen bliver metriske rum.

‘For et vilkirligt topologisk rum / og delmsngde A & 7/
indfgrer vi delrumstopologi pa ﬂ’ idet vi definerer systemet
af &bne maangder ved 0; = { O nH!OEb}. En mazngde pa A vbli-
ver da afsluttet, hvis og kun hvis den er fillesmxzngde for /9
og en afsluttet mangde pé& T. For X¢€ A er en omegn al’ X re-
lativt til /9 det samme som fxllesmwngden Lor /9 og en omegn af
X i T, vor BE A far vi en relativ afslutning g = A n g) :
men der galder ikke en analog relation for det indre af B .

Det ses iet, at bade kontinultets~ og delrumsbegrebet
stemmer med det sadvanlige begreb I;or- metriske rum,

Hvis en mzngde M er forsynet med to topologier, s& vi har
A

A A A A
7; = (M, O,),A'?; = (M:OZ) og 0,:3 O;z , sSiger vi, at 0,
er Tinere end Oz (og Q grovere end Q). Hvis de yderli-
gere er forskellige, siger vi strengt finere (grovere). Derved
bliver mzngden af topologier pa M en ordnet mazngde. Den di-
skrete topologi, i hvilken alle mmngder er &bne, er den fineste
topologi pa M ’ oé den trivielle topologi, i hvilken ,@l’og M
er de eneste dbne maongder, er den groveste topologl pa M. skift
ti1 en finere topologi p: M betyder flere &bne og afsluttede
mengder, flere indre og ydre punkter, mindre rand og afslutning,

flere kontinuerte afbildninger fra M og ferre til M.
A
Lad ™ vere en mengde, oz lad (C} [J€/) vere en hel
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. [23
familie af topologier pa M. sa er ( O}, ‘ogsi en topolo~
¢

gl pa M, og det er den fineste topologi,. som er grovere end

alle topologierne i fumilien, familiens infimum. Derimod
U} (} ikke altid en topologi, men i hvert fald altid en
45 '

subbasis for ei hopolosl pi M, Jen grovzste topologi, som er

finere end alle i familien, familiens supremum.

| Satning 1.9. Lad M vere en mmngda, (7; l/ G/) en familie
af topologiske rum og ((7{} [J/G&Z) en familie af afbildninger /}:
M—T '

en afbildning 3: S—M wiiver kontinuert, hvis og kun hvis

* o -
. Der tindes 4da netop en topologi pa M, for hvilken

alle /}035 -'9; er kontinuerte, og den derved definerede to-

pologi er den groveste, for hvilken alle /; bliver kontinuerte.
' 6

Den kaldes den ved af’bildningernedﬁ bestemte initialtopologi

pf’lM;
A

Bevisa. Lad 0 vare en topologl pd M 0g T'-’(M) O). 84 er

o~

e

skal opfylde smtningens betingelser, md alle é =/)° i‘?’: 7=
~N

vare kontinuerte. Heral fglger, at 0o omfatter alle mengder
N ,

—’(0) s hvor O = T er aben, og O gr derfor finere end to-
/
y J - n

h - (3
7= T (den identiske afbildning) kontinvert, og hvis 0

y

pologien, der har alle sadanne mangder sonm subbasis. Lad 00
vere denne topoldgi og 7; = (/‘7) C/\Jo) . Por den identiske afbild~-
ning 7/‘4 77— 77 er alle sammensztninger dﬁ*) Iy = é 7, — Zj,
kontinuerte, sa 7:,\7 er kontinuert, altsa O: finerec end Y . Alt-
sd er é = éo . Dermed har vi vist, at der h¢jst findes én to-
pologi mc—ﬂ den omtalte egenskab, og at det er den groveste topo-
logi, for hvilken all‘edé er kontinuerte.

-
Det er p& forhind klart, at j S— /s ikke kan vere kon-




FAT 9

tinuert, uden at enhver sammensmtining %o 3, S Zyer dete
Lad os nu antage, at alle disse sammensatninger er kontinu-
erte, For at vise, at } er kontinuert, er det nok at vise,
at det Tor enhver msngde ) [%) froe subbasis gelder, at
9,"1 (‘/}—1(0/)) = (/5*’9/).’(9) er 4ben , men det gal-
der netop, da 4, ° er kontinuert og (O, & 7, &ben. Der-
'y 77

med er sa@tningen bevist.

Smtning 1.10. Lod M vere en mengde , (Na U, GJ) en fa-
milie af topologiske rum og (/j VGJ_) en familie af afbild-
ninger /j .%”* M. Der findes au netop én topologl pa M,
for hvilken en afbildning é/ M- Tw1iver kontinuert, hvis
og .kun hvis allejc'/é : v; — T er kontinuerte, og den derved

definerede topologli er den fineste, for hvilken samtlige /ﬁ’
bliver kontinuerte. Den kaldes den ved afbildningerne% be-

stemte finaltopologi p& M.

’ A
Bevis. Lad O vaere en topologi p#& M og S = (M; O). Sa

A

er 75-' S— S kontinuert, og hvis QO ska1 opfylde smtningens
betingelser, mid alle /S°/} ‘—‘/) ; %'—‘?\S vere kontinuerte. Her-—

A

af fglger, at O hgjst kan omfaite de mmngder 0 s forﬂhvilke
/ﬁ‘(O) s -.3; eE &bhen for ethvertd/GJ . Altsa er [, grovere
end topologien U, , der omfatter netop disse mangder, Vi set-—
ter '\S;: (/17,. é,,) og /M 5"”50 er ?a kontinuert, da alle
/o fM er det, og deraf fplger, at O= 0, . Dermed har vi
bevist, at der hyjst findes én topologi med den omtalte egen~
sk-ab, og at det er den fineste topologi, for hvilken alle%
er kontinuerte.

-
Det er klart, at j 5;—’" /" ikke kan vere kontinuert,
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o . " 0 c f/"r
uden at alle § ¢ er det. Hvis de er kontinuerte og S

4ven, er alle éhr(gﬁf((:))) = (3 °%:* )‘~7( 0) awne, men det bety-

-t : o o
der metop, at g ( O) er tben, altea § kontimert. Dermed

er gztningen bevist.

Den ikke helt fuldendts dualitet mellem swmtningerne 1.9
of 110 er ganske typisk i topologien.

Hvis T er et topologisk rum og AE7  en delmangde,
er delrumstopologien pi A netop den ved inklusionsafbildnin-
gon 4: A =7 definerede initialtopologi.

Lad ('Z; {6} 6/) vere en famille af topologiske rum. Vi
definerer da topologien pi produktrummet 77-": J—[‘} 2; som
den ved projektionerne /}.’ 77— ;;Z ‘bestemte initialtopologil.
-En basis for de Abne mangder pa 7" kommer til at bestd af alle
produkter JTGT OJ , hvor hver O/ & 5 er dben, og hvolr-

J = "7; undtageh for endelig mange f

Det duale begredb til et delrum er et klasserum. Hvis S
er et topologisk rum, som er delt i klasser, har vi en kano-
nisk afbildning k.'.S""M, hvor M er mengden af klasser, 08
klasserummet er M mea cen ved k bestemte finaltopologi.

1
Med S Yetegner vi altid enhedscirklen 1 den komplekse

f = P 2
plan. Vi har en indlejring S'eC=R , og topologien pa

{ ‘ R > i
S% er delrumstopoloziene Vi her en kanonisk afbildning k: R S
. 2l t )
defineret vea A(€) = & svarende til en klasseinddeling

af R , hvor to punkter er i samme klasse, ndr forskellen er et
z
helt tel. Det ses umiddelbart, at topologien pa S netop er
den ved k bestemte finzltopologi, oz desuden er K en homo-
~

k4
morfi fra gruppen R med nddition il gruppen S mea multipli-

katione.
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L2 7 - ('\!
Produktrummet 7 = O X X9 (m faktorer) kaldes

torus . . ko /‘?__,51

den m~dimensionnle%. Den kanoniske afbildning
“inducerer en kanonisk afbildning /\'M-‘ R — T, og den ved
/<W bestemte finaltopologi e¢r identisk med produktrumstopo-
logien. Den naturlige indlejring 5‘ = é inducerer en na-
turlig indlejring 7% C"M= kM’ , o0g delrumstopologien
bliver identisk med produktrumstopologien.

wea [ € R betegner vi sltid intervallet L0,1], og
]%= Ix—-x] (m/ faktorer)er den m~dimensionale enheds-
terning. Produkttopologien pa IW er identisk med delrumsto-
pologien fra IQM. Ved restriktion af k™ R™— TMI‘ér vi en
kxanonisk afbildning kOM.‘ I7— 77‘,4 og topologien pi 7 er
ogsa finaltopologien bestemt ved kow.

N

M/
Topologien pa R induceres af den nmetrik, der svarer

til normen [Xfl = )G’,"+--- +Xr ., Den m~dimensionale sfmre (m~-

M >k

sfzren) S er mengden af punkter X € A med 2N =1 med
> a4

med JxI 31

delrumstopologien, Mengden af punkter X & K~
m+1 n ;
udgpr M+ {-~cellen E s der har S som rand. Ved den na-
" M .
turlige indlejring 77 € R efterfulgt af en multiplika-

H 7’7""'. a0 .
tion med =~ Dbliver indlejret 1 Zm-J-~sferen.

7
... - X
o) = | 2% ’W""’-‘f” e, 27, -’-ﬁz—-;”, 7~znz,rn) for X#0

og 5»(0 = 0 defineres en kunonisk afbildning p: E - ‘S
m—7
som arbilder det indre af £ bijektivt og hele S i et
' ’ ~s
punkte. Det er let at se, at topologien pi S er den ved §0 in-
ducerede finaltopologi.

Vi skal indfgre et begreb, som er dualt til produktrummet.
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Lad (z; ‘j ej> vere en familie af topologiske rum. Meng-

den 7/ af alle par (;«, xX) med f E(}) X € Cfr/ kaldes den
disjunkte forening af rummene rg/, og den forsynes med final-
topologien bestemt véd de naturlige indlejringer /y" Z; - 7-:
hvor hj (x) = (j, X) . Det betyder, at billederne af de &bne
mengder i rummene ; er basis for de &bne mmngder 1 T . Vi
skriver T= \e/ Z}

Lad A ogi %/ vare topologiske rum, A< X cn delmang-
de og / A—Y en kontinuert afbildning., Med X {{/’ Y be~-
tegner vi det rum, der s af den disjunkte forening X VY
ved den kanoniske &@fbildning, der slir et punkt af Y og alle
punkter af A , der afbildes pa det, sammen il en klasse., Rummet
X U/ Y forsynes med finaltopologien bestemt ved den kanonis-
ke afbildning. Vi siger, at X (-?Y fas ved at klszbe X til Y
ved klxbealhildningen ;ﬁ-—)Y « Vi har naturlige afbildninger
ar X og Y ina 3 IU/Y s OF Y indlejres endda injektivt.
En mangde 1 A U/Y er &ben (afsluttet), hvis og kun hvis
dens originalmzngder i X og Y er ébné (afsluttede). Szﬁrlig
interesse har paklzbning af en M-celle fMpé et rum /}/ fred en
Klvheafbildning @: S*'= X

Wt punkt X € [\\)MH\ {Q} er helt fastlagt ved normen X
og punktet H%Tf € Sw, og det ses let at /\?MM\ {9-3 er homg-—

r ),
omorft med S™xJ0 ol , Derved defineres en projektion L -
N mt ! w ~n '
R Nfol— S s, 0g topologien pd S er netop finaltopologi-
en. Indvidere er /7' kanonisk afbildning svarende til klasseind-
Pyt ]
delingen af A 12} 1 nalviinier ud fra 0.
. ‘ ) NPV 4 .
Vi f3r en anden klasseinddeling af R™ N {0} vea at benytte

hele linier gennem £ i stedet for halvliinier. Derved far vi det
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< - . . R s : . .
~m —Gimensionale projekitive rum r s hvis topologi er Ffinalto-
. . ) . . , ‘Mp-‘tf o M.
pologien bestemt ved den kanoniske afbildning ,D’-' R \{Q} > P
. m ~
eller ved den kanoniske aifbildning ,Do' S P , der afbilder

‘antipodiske punkter X og ~X i samme punkt, og som i gvrigt

er bestemt ved, at P)’—*—"P‘;"P}'
;M ~u
Vi foretrskker at skrive g ¢ ST =P, vea /(ﬂ’,,""(m—f)”

m~1

M
(X, X1 0) far vi S indlejret som zkvator i S og
m~1 M, o
restriktionen af' p, giver netop Pu-r’ ST —P ', sa vi far
. m—1 o IDM
ogsd en naturlig indlejring F = . Den "nordlige" halv-
sfere af O afbildes ved projektion homgomorft pa m —cellen
med zkvator som rand, og fra topologisk synspunkt er den nord-
_ " .
lige halvsfare /:—_,, derfor en m-celle. Ved restriktion af pAw
t11 £7 £3r vi en kanonisk afbildning /D,;-' E™—=P , hvis re-
e m-17
striktion til randen er p,_, . Heraf ses, at P” ¢as ar P

=]

ved st klsbe £ p& /Dmi med p,._,: §$"'— P som klzbeaf-
bildning. |

Vi bemerker, at S’= {‘7; 7} € R , medens P’ er 1 punkt. -
Vi far P’ ved at klsbe {-cellen E'=1[-1,1] til punktet, s
bade -1 og 1 identificeres med punktet, men det stemmer med, at
/D1 er hompomorf med -Sf , 8& /-D{, 3’ og T,er i virkelighe=-
den det samme rum. |

lVecl restriktion af A, Sz—" Pz til
et balte omkring akvator far vi en kano-
nicsk atrbildning af dette bzlte pa et del-
ram M € PY, Msbius-bindet. Vi kan £a

M af et rektangel ved identifik=tion afl

et par modstiende sider med modsat gen-

nemlgb. M8biusbé&ndets rond er homgomorf
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7 £ ' .

med O . OF P kan ogsd fis ved at klsbe £ pa M ved en
-2

kl#beafbildning, der afbildsr raunden eof £ homgomorft pa

randen af M .

~

M
I rummet C
" ’ . e~
C \ {Q} er homgomorf med 5 x o, so[ og vi har projek-

Py

f:’ . am~1
Ial har vi enhedssfaren S og

g
=

) Qaa=~1 A
- M | 0 o »
tionen /o': C \{Q} —=§ . I C™~ {—Q} ken vi ogsd ind-
fgre en klasseinddeling ved, at punkter skel i samme klasse,
hvis de fis af hinanden ved multiplikation med et xomplekst
tals @, Klasserne er "komplekse rette liniep" Zennem Q. Vi
. . s o 0N oy — P!
Tir derved en kanonisk afbildning p’: C~agd cP , hvor
e
CF kaldes det n~l-dimensionale komplekse projektive rum. Vi &
. . . am~7 Capm-‘f
ogsa en kanonisk afbildning p: S L y 0g her kommer
punkter i samme. klasse, nir de fis alf hinanden ved multiplika-
. . . om-1
tion med et komplekst tal med numerisk verdi 1., For x € C -
-1 4 PM/""
er p(x) altsd homzomorf med 5 . Topologien pa C er
finnltopologien bestemt ved p og den er identisk med finalto-
. . n
nologien bestend ved P
Im+1
Vi vil nu narmere studere projektionesrne Pt 5 - CP
- am +1
Et punkt af O er et talsat (Z,,- : -ZM”) med
24z, =1 >
| z,1* + miq . Punkterne (2,7 '3, Xust) med Xppqg £0
. . lM o Y Py .ZM,
er den nordlige halvsfwre af S y altsd en kopi af 3 s O
i N 2m=f
dens rand, som bestir af punkterne (2,," 5> L 0), er S '
. . ) _m ad . . . R
Restriktionen S’ £ — CP af [ €T en Kanonisk afbilaning,
e . L Am ‘ _ 2m~F
der afbilder det indre uf £ homgomorft, medens runden S
n—~7 ~e
afbildes pa CP ved p,., o Vi far zltsé CP ved st Kls-
2m m-f 20~ 1 m—1
be [ pa CP ved klebealibildningen Py S — CP",

o
Det er klart, at W hestdr af et enkelt punkt, og vi far

1 f& )
CP vea at xlabe til punktet, s% hele randen S afbildes

O
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Ay ? o _
i punkitet. Altad er C/D =S » 08 Fy vliver en surjektiv

~3 -2
athildning /}:.3 — S , hver originalmengden til hvert punlt

S‘l . . o 3
af . bliver en storcirkel pa ST
ANYE C‘m, N
Rummene R og er vektorrum, og da vektoraddition og
multiplikation med et tal er kontinuerte afbildninger, kaldes
. 4 s
de topologiske vektor:um. S’ er en gruppe med multiplikation,
og dn demne og inversafuildningsn er kontinuerte, ksldes S
e . ST= T yng
en topologisk gruppe. Gruppestrukturen pa = inducerer
e ~ .
en struktur pa T som topologisk gruppec.
N
o 4 . . .

Pa R er der en struktur, som et ikke kommutativt legeme,
idet {X,,---,%3)  identificeres med kvaterniomen X, + I %y Ly
k X3 . Vi minder om, at kvaternioner adderes som Y4=-vektorer,
og multipliceres ved reglen

(347, 4 1254 ko) (0t ity Ko) = X fom 23y =H o~

05y a5+ X - 7y )+ (X Yo+ 265~ 3 Yy 42 ) R (B 470 o+ ™ %
Produktet udregnes siledes ved den distributive lov, idet

z“e:jzﬂ_‘ /{Zr.:—f) (7/(-*:2‘, II{J'-;—J.) /(t'::J) £'/,<='-j.) l‘/=/<) (}Z.:"‘k'

hY

Det er klart, at /?y derved bliver en ring, og at et fra ©O
forskelligt element har en reciprok fglser umiddelbart af re-
lationen
. ‘ A = xi+ 7%+ ;r‘a—f-?gz-

(z;-f-z;\/,:‘/ﬂ’z*'“ﬁ)(’%““?j”é cag) = X AHTH T
Vi smhter [X+0% ‘f"]’\é, +kx| = |2l , og for kvaternionmulti-
plikation gmlder da ’2(7!]: 'g(l I,‘tl_ . Vea kvaternionmultipli-
kationen er ,\?y\ {.Q} organiseret som en topologisk gruppe, der
dog ikke er kommutativ, og SS bliver netop en undergruppe. Det

er svart at vise, at 1-sferen og 3~sferen er de eneste slwrer,




FAT 16.

der har en struktur som topologisk gruppe.
ﬁ,»n#y
Rumnmest /7 -

Rt Y, )
ternion-rum . Dets punkter (k,,-" St 1/ undtagen O

kan opfattes som del m+1-Aimensionale kva~—

folder i klsSser af punkter, der afviger ved en positiv reel
faktor, og det tilsvarende klasserum med finsltopologien bli-
-5 Ym+ 3 . '
ver . Vi kxan ogs& boetragte klasser af punkter, der frem-
gar af hinsnden ved venstre-muliipliketion med en kvaternion
. o M
og derved Far vi klasserummet KP . det m=~dimensionale kvater-

niongre projektive rum. Vi far ogsd en kanonisk afbildning

mtt o KP™ : - °
/%;.S - s der slar punkter 1 samme klasse, hvig de Ta3
af hinanden ved venstre multiplikation med en kvaternion med
Al - ~2
pumerisk vardi 3. For X € /{fD ey /qn’CX) homgomorf med S
. ;
Som Tor komplekse projektive rum ser vi, at /{F> fas ved at
Y 1=t Y- 7 m—1
ctme £ pa KP™ yed xisbeatbilaningen g, ST 2 KP
: ? L4
Endvidere er KP = ,S , a&% vi har en kxnonisk projektion
4 4
Pre J;'*9.S o Vi kunne have brugt hpjrenultiplikation i stedet
for venstre multiplikation, men Ira topologisk synspunkt vil det
ikke ®ndre noget videre.
De her omtalte projektioner &f sfarer pd projektive rum
kaldes Hopf-fibreringer efter H. Hopf, som {¢ret gennemfprte en
. - . 3 2
detsl jeret undersggelse afl /y:‘S —>» 87 . U4 over de her omtsl-
- - o . > /'s— 8’
te findes der ogsi en Mopf-Tibhrering S — S .
NDer er endnu en vigtig #nvendelse af initial- og finaltopo-

Pl

logi. Vi teger det finale tilfmlde Té¢rst, da det gr det lattest

forstielige.
T4 direkte system af mangder er en familie (ﬁé’j’eo;) af

mengler samt en mengde af afbhbildninger %?k: /7 -—é/%a , sdledes

¢

at {eplegende betingelser er opfyldt:
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1) For & » M - M, den identiske af-

i) For jc—‘} r Zy p en iden

tildning ://Z? .

) For (j F=k  findes hijst én afbildning g’,‘ eller O’ff
3) Hvis ?}é 8 %y eksisterer, eksisterer &9/ s OF %jl’ =
Gar® Gur | _

L) Por J) A & J Tindes /GC] s 84 gl 08 Piy¢ vksi-

sterer,

Vi vil betegne det direxte system med (M,%,; ,}) «+ 1 den

I3 o Saqmlrden o . \//-// o . r M . .

disjunkte forening J zf mengderne aL regner vi ele-
€

menter Xe M, ye /] vor mxvivalente, hvis der findes

et 4 mea %im =, . Det ses let, at dette virkelig
er en wkvivslensrelotion. ¥lassenangden koldes cern airskte
limesmengde og betegnes /?'Mfta__, (ﬁgufﬁ/( 'J) + Hver mmngde /‘Zq,
indlejres naturligt i y /\? s 0g ved sammensatning af ind-
lejringen med den kanoniske afbildning af y /\‘7} pa
/r'/vvv___y UZ,}%,}) far vi de sdkrldte kanoniske afbildninger
%: /\Z‘_._; /ZM;__) (/?'Z’/"J) . Hvis 2}9/( eksisterer, er ;!»} =
%o %/‘ . Vi f&r mest brug for det specialtilfalde, hvor alle
%,( er injektive. S& kan forskellige elementer fra samme /'3,
ikke vere wmkvivalente, og .hve:t't ;0} vil indlejre M/ injgktivt
1 den direkte limesnmngie.
A

Hvis vi pd hvert MJ har en topologi, sa vi har §= (Mf, 9);
og alle 5},( er kontinuerte, bestemmer afbildningerns %, en fi-
naltopologi pa /fhw_____, (/3) fc’}/ﬂj) s O vl T4r derved et topo-
iosisk rum /= %m___) (Z:, }:M ,j.) « BEn mangde i 7 er dben,
hvis og kun hvis =lle dens originslmengder i rummene ; er ab-

ne., Hvis alle %A er injektive, kan vi fortolke afbildningerne

59 som indlejringer 7§ 7’ s Of O-S 7 bliver da Aben,

s




i

7 .
hvis og kun hvis 0 N p er Aben relstivt til Z; for

hvert J G}-

Bt 0.13 junkt foreningsrum T = 7; er direkte 1i-

7
mes af de disjunkte foreninger Dv—lremfe til endelige delmzng-
der af}' . Rum som R ) C er direkte limes af de begran-

sede (4bne eller afsluttede) delrum med inklusionsafbildnin-

ger.
Ms
?
For sfaorerne 5 har vi inklusionsafbildninger 5 5
nvor (X, %) efvildes 1 (%, x,0,-70) Vi far

00
6t direkte limesrum S , hvis punkter er slle fylger (%) mned
. & . ’ o0
X,=0 fra et vist trin og 2 X,=1 . inalogt defineres P 2
o vi fAr ogsi =n projekition P! S ™= P, rorelpvig far vi
ikke Dbrug for de ht,r' anfyrte eksempler.
“t dinverst system af mangder op afbildninger defineres

som et direkte system med 3den ene andring, at L) rettes til

L') mil A /GJ findes J } si }vk o $pj sisterer.
T JL—T /\7] , som bestir af alle familier ( ,j j) med
A;, € /\? ,('be‘r,ragter vi delm@ngden M af de fqmllier (7( ‘(} CJ)
som for alle ¢, tilfredsstiller betingelsen ‘— )’ﬂk / . Vi
skriver /Mfw (/M,)’j& J) og kalder M den l"’lVGl"oe 1i-
mesmengde af (M jf) Ved restriktion af projektionerne

ITM— M,
GJ 4 /
for alle @, tilfredastiller betingelsen ¢ =§jk°g . Hvis vi

3k
har en topologi pd hvert % s S0 Vi har 5’*’ (/‘Z“ d’> s  OF

tll /V’ far vi afbildninger <‘/} MF-P/(V/ , Som

S

alle ¢, er kontinuerte, £&r vi ¢t topologisk rum
(/7/ /) ved at forsyne M mea Gen ved afbildningerne
9197_ bestemte initialtopologi, o 71 kaldes det inverse limesrum

for (Z;, fj/c’]) . Topologien pd 77 bliver identisk med del-
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rumstbpoldgien fra 7! 17 .
Vi Kﬁmm"r‘ ikke t11 at bruge det imersc limesrum ,&riig '

m'eget L«.t prc;duktrum er invers ]imes af’ sine endelige del-

Drodukter'. For 7““ [m,; °°1I. 0g .- ?4’»4 (X) 3’*?- - fop. 9 2 M

bllVPI' /"vw ( %g'?) homgomorf med [0 °°[ For - T [G’ oo

og %QW) 2’+$¢ M for 9_2:/\4/ bllver /nwv ( ?"Ma, Z) ﬁ‘

Kapi’_cel 2.

~ KOMPAKTE RUM.

Vi minder om Vel’lox"dnihgsémfningeng der siger, at, enhver
mmngde kan ordnes. som en velordmt m&ngde. _ 'Saetningen: éf- 'aak'—-
v1valent med udvalgsaksmmet og med ,:.or-n s lemma, der 51ger,
--at en (ikke fuldbta.ndlgt) ordnet mdangde med den egenokab, at

.elementerne i enhver fuldutaendlg ordnet dblm ngde har en i&]-—

: 1es efterfgblger, har et maksimalt element d.v s..et element. '

der har sig selv qom eneste efterfgélgﬁr.

Deflnltlon 2.1+ Lad M vEere en mwngde. Et 1kke tomt sy-—l

A

- stem F ar 1kke tomme delmaengder' af M kaldes et fllter, hvis

~- fa)

‘enhver. maengde, som har en delmaengde i F', qelv tllh;zsrer /:_,

og hvis det’ for @thvert endellgt delsystem ‘af F gmlder', at
A

A

fa] lesmaengden t11h¢rer F "Et- delsystem 5 /E kaldes en

A A

basis f‘or ‘F., hv1s enhver ma:’ngde i /: har en delmaengde i B ’

A

A A
og B s F kaldes en subbasis for /C hvis enhver mmngde i

/f har-en delmaengde, som er faﬂllesma"ngde for endellg mange

Pal

meengder fra B ,
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Bksempler. Hvis }W'ggiv Cikke er tbm, vil de de]mwngder

affg', som. indeholder ﬁ#, udgﬁru et flltwr.-hv1d ﬁ7 lkku e?

endelig (numerabel) vil de delm&ngdﬁr, Qom har cndellg (numm"
,'rabel) komplementarmwngae, udgwre et illt@r. ht.nwrllggende

_ eksempel,pé’ét filter er mengden -af omegné af' et punkﬁ'i et

topologisk rum.
N -

Smtning 2.2. Bt system 8 af ikke tomme delmengder af /7

er basisrfov et filter, hvis og'kun hvis'eﬁhver fllesmengde

A

-af endelig mange myngder fra f3 har en delmmngde, der tllhw~

£

'rer.B . Systemet é? er subb351s for et fllfer hv1 og. kun

hvis ethvert endeligt delsystem af £§ har ikke tam f&lles— L

a

mmngde. Hvis et—filter pa ﬁ7'har,?351s ég, oestar det af ﬂet*

6p de délmmngder ai‘ﬁ¢ ;’som_har én'deim ngde fra é§. Hvis et
filter pé M har subbasis Aé\ s beutar det af netop de delmanngw
der ai'ﬁf, der indeholder en delm&ngde, som er Lmllesmmngde
for endelig mange mangder fraié§- | x

Bev1s. Ganbke tr1Vlelt.

Smtnlng 2e 3. En v1lkar11g afblldnlng dii ﬁf /7 over—

fogrer filter eller fllterba31s i flltefba51s og subbdqla i

- subbasis.

BeviserLige s8 trivielt.

~ ) A :
D°f1n1tlon 2elia Hv1s 4;” og,Jgﬂ er filtre pd en mwngde f4

og /: CT/T ’ Siger v1, at /? er grovere end. 4? » og at f#‘

er finere end /;-
Vi vil spare o0s for gentagelsen af de bemerkninger, vi

snfgrte, da vi sidst omtalte begréberne'”finere" og "grovere".
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Definition 2.5. Wt filter £ pa et 'top-ologisk_ rum X

| slges .a’.g .kom,grgge::r‘e .mod \1 ¢ X . b,*a'j;,ss det er ::’.'".‘:i.:n.ezré end fi'l-« .
'-{-,.r-et af. omegﬁe af &. | | _ . 3

| Lad @ N —_— Z/ vere en: afbll(inlng. Flltret af del-:
' maengder af N med ende] ig komplementzermaangde afblldes ved 99
iet fllter, som konvergerer mod 2"5' X | hvis :Qg I._{un hv1_s
: ‘f‘¢1gen (%, konv<=x'<*erer mod X. | | |

» Lad X og Y vare topologiske UM, og lad / X—“} Y
vere en afblldnlngr. At/ er kontinuert i ae 2/ be tyder,
at orlglnalmaengden til enhver omegn af /(Q) er. en omegn af a, E
hv1lket er ensbetydende med, at omegnsfiltret for a € 2’ -a‘f-j."-"
| bildes, 1 en ba is for et fllter, der konvergerer mod Ca)
Dette ef' 'J'.genl enﬁbetydende med at -ethva-,rt I’ll-ter, -der kon-— '
vergerer mod a, afblldes i en basns for et f’llter, der kon--
: vergerer mod - /(Q) ;
Disse to bem@rkninger viser-, at "konvergent fllter" er'.’en_

: :f'ornuftig generallsatlon af "konvergent fplge'.
Et Hausdorff-rum er et tOpologlsk: rum med de tre egen-—f"

'skaber, der er aekv1valente i henhold t11 f¢1gende so'etning

_ Swtning 2, 6. Lad X vere et topologlsk rum. F¢1gende tre

egenska'ber er da aﬂkv1valente.
| 1). For a, be )’a#:b findes &bne mangder 0,0& 'y 84
ee 0, éeO Onq =g
C2). Diagonalen {(X x) l xe X} ’er afsluttet ii X % X.
o 3). Intet filter i 4 konvergerer mod to iorskellige

punk ter af /?/

Bevis. At 2) galder er ensbetydende med, at hvert (a, b) & XX

med a¥b er ydré punkt for diégonalén,- altsd med, at der
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e f}.} "

ixke indeholder punkter af diagona'.}.en, men det er netop ens—

» . ) - . L) M b l \ : ’ < )
findes abne meEngder (f{, , (2 ) 58

be G, og G-

LI

’b’c—:_tydende m-éd-, at 1) ﬁéld—er. Derm“d'hér vi vist; a't. 1) oo 2)
At et filter /E pd X konver*gerer mod to punkter a., be X
-oé" Q#b er ensbetydende med, at der flndes et fllter fc ’.
der omfatter begge omegnsf‘iltrene Z(CO,) ’ Z/(b) ’ og det er
igen ensbetydende med, ot snhv er omegn af & har punkter fﬂal—’ '
1es med enhver omegh af b,;&luﬁd med,. at 1)1kke er opfyldt.
Dermed har vi vist, at ‘l)w 3), og dermed er. &tnlngen bevist.
En mzngde A 1 et topologisk rum 5 lraldes overalt tet .
| i S hvis A= 5 ' altsa hvis enhver aben, 1kke tom delmzﬁng- -
de af S 1ndeholder 1;:un:11rc‘te:n af /? . Laa 7 vaere et Hausdorff-— :
run og /,g. S-—> T kontlnuurte afblldnlnxrer, hvis I‘dutl"lk"‘ )
tloner ilﬁ 3/]/@ er identiske. Vi pésta.r, at- sé er/ o 3/
identiske. Ellers kunne vi finde a€ S mea -/(Q) #}(“) y ©F
s& V1llc der findes dbne mengder 0 0 i T nea /(a,')e 0 |
g,ca) € 0 ’ 0 n 0 0 Vi ved 1m1aiert1d, at a 6 /_f(O) n
?‘-’(02) s 0 da denne mgﬂ.ngde er qben, ;ndeholder den et p_unkt_
X_G./‘) y ..dg. da f(')(") =9,(2’) . str»j_d.er‘_. C_iet'rmo-d,--'at Q_n Oz""",@/ ”
Det er. klartl,. -at ethv‘er_tv metrisabelt rum er et Haﬁsdorf‘f"
rum. Hausdorff’—égenskab’én er selvf—rﬁlgelig topologisl{; og. det er
lfiart, at’ den bevares ved overgfmg til delrum Pller produktrum.
Den kﬂn demmod opsta elle orsv1nde ved kontlnuer-’ce afbild-
ninger og speclelt ved overgang til ‘zlqsser‘um. Hvis A o og Y er
rlptlg psne rum, f.eks. 1ntervaller, A< /Y_ ven;-lkke_afslut—

tet mzngde og 99: /9*“—” Y kontinuert, vil X U?o Y 'i reglen

ikke blive et Hausdorff-rum.
A

Definition 2.7. it filter £ pa en msngde /7 kaldes et ul-




-_'t.rafilter; hvis det er maksi malt,. alted hvis der ikke findes
Ny by .

P .
£ . O S \w .?L"

noget fra F forskelll”fu il Le,r‘,, cger =r Pinere end

Fer Qe M er ovstemet dz’baelnx&ngder; der* mdaho]der a.
et ultr*afllter. Det er aldrig 1ykkcdeu ek _,:J].J,Clt Jt ang‘lVL et
ultraf‘ilter, der 1kzce er af denne opcclelle slag%, men de
findes, som det vil fremgd af setning 2.10. _l*wrst v_lser vi en .

nyttig kerakterisering af ultrafiltre.
Setning 2.8. En subbasie B for et rilter p% en mengde /7
e:‘c{ et ult’rariltei‘ pé'-M,' hvis og kun h:vj,,'s'- det for enhver ;maehg-

A

Bev:.s..- a /9 n (M\ﬁ) = /J 'y kan h,»jst f=n af mmngderne

indgd i en S’.l'bbaul"‘ for et f‘llter eller i filtret. welv..Heraf

¢ lger 'hvis . Lad 08 nu antage, at M5 11;}.;3 tllhprer det

" )
af B f'remb'r'agte f‘llter .F. Vi deflnerer G {C < M ‘ A UC € F}

ror (, C, € G £ar vi /?U(COC)-(‘?UC)0(6’UC)6F;

~ A

s& vi kan slntte, at C n C € G 0 -unavulere gzlder G 2 F
- A L A '
08’ MsA e G Heraf fremgér, at G er en udvidelse af F.. ﬁris
_ “ _
/‘ er et ult rsfllter kan G saledes 1kke vare e f’llter. 38

. :

ma G indeholde 9(, og det medigérer, at /4 /" “u -Derme-d er--
saetningen bevist. o .

M,

gaelder',' at bllledet af‘ et ultrafilter pé /17, er et. ultrafllter
pa. /Wz . » '

Bevis. Af s@tning 2.3 f¢1‘g:er',' at billedet er en filterba-

S&tnlng 2+9. For en surjektiv’ afblld.nlng / M

sis, og deraf fglger sztningen umidde_lbartv_af émtﬁing 2.8

" Ultrafiltrenes nytte beror iszr p& s¢dlgende s=tning:




—~—
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~

bwbni ag 2.10, Ethvert filter 7 pd en nynu M kax ud-~

Nt amat

vides i1 et wltrs Tilter pa M.

Bevis. De Tiltre der indehdider',F,'Pr ovdnede ved in- .
klusiorie For. en fuldstmndig ordnet mMﬂgde af s&danne gm]der |
abunbart, at forenlngsmmngden er et f:lter, der f¢1gbr citer
dem alle 1-ordn1ngen. 84 alrer zoern's lemma, at der blandt |
fiitrsne, som er~fiﬁere end }s flndes et makulmalt,;ai tsd et
ultrafilter. .

Definition 2.11. Bt topologisk:mﬂn}T’kaldés'kompakt;
hvis fﬁlgende tre indbyrdes zkvivalente beﬁingelser er op~- .
fyldt. | | |
1) Ethvert ultraflltcr pa 7” konverge rér mod et punkt

ac T
2).‘HV1S en subbasis for et filter pl ?ﬁfbestir”af éf-
| sluttede mengder, har disse ikke tom fmllesmengde .
%) Enhver'overdmkning af’ T med dbne mengder indeholder
en endélig overdakning. |

Vi skylder at vise, at de tre betingelser virkelig er

A

,nkv1valente. Lad os antage at 1) g&lder, og at fa er et sy—

stem af afsluttede mmngder, som er subba51s for et filter /r
A

A

_kan F ifglee smtnlng 2010 udvides-tll et ultrafilter G;

og det:konvergeref,mod etrpunkt,lle 7 . Da enhver‘omegn af
a hérer til 'é,.ﬁr a kontéktpunktrfor'enhver mwngde i G; og
det medfgrer specielt, at @ hgrer tll alle m&ngderne i z§.
Dermed har vi vist, at 1) = 4)

Lad os nu antage, at 2) gwller, og at { “} él} er

en overdskning af 7ﬁ_med abne mwngder;.oa har de afsluttede
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msngder T h OJ’ t&m fea’llesméan'gde,' og si giver 2), at de‘-ikke -
kan udggﬂre en subbasis for et f‘llter. Det medfgrer, at der
findes endelig mange af naengderne T\ 0 med to_m felles~-
mmngde, og de tllsVarende Of udggr s& en éverd&aknih‘g af 77
Dermed har vi VJ_st, at - 2) = 3). - - o
 Lad os nu nr»mge, at 3) gelder, og lad fore1¢big F"{ |
‘{ 'j’ 6]} vare ot filter. S& udggr 1ntet endelig‘t del-
system af m«engder T /9} en overdskning, og 3) 1mp1_1c.er'er-
da, at meangderne T‘/Z ikke udgwr'enléverdmkni'ng,-ﬁlts:‘i at
der findes et punkt @& €. 7-' med Q€ /5 for alle ¢ 6}
Lad o8 antage, at @ har en omegn Z(, der ikke hgrer til
Vi kan velge U ben. sa kan . T~ ..hellcr ikke hgre till _FA,
ga TNU ixke har & som kontak tpurkt. 54 kan £ sxxe vare

e’r ultr-afJ.lter. Delmed har-vi v:st, at 3) =¢_‘1->, og'dre'r'med, at

de tre betlngglser er akv1valente.

Setning 2.12. En aféslu‘ttet delmegngde af et kompakt rum er
' kompokt (Qeves. &b kompakt rum med delrumsiopologlen). ¥n kom=-

°]{t aelmwngde al’ et Haus aori‘f-—x’um er afsluttet.

| Bevis. Hvis 7 er kompakt, A ST.' afslutfet og ( lf J)
-'en overdaaknlng af A med dbne maengder (det skulle eg,entllg vere
med de rels tive Abne mrnngder (?]’ /?_/9. ) far vi ved at tilfgje

77\ A en overdskning af 7-{ med'. ébﬁe méngder . Den ihdeholder en
endelig overdmk'ni“ng, og véd at udelade ;T\./Q fré denne far vi
en endelig overd'pknlng af /4 /U.ts?z er /9 kompakt. Lad os nu an-
tage, at. 77 er et Hausdor:tf ~rum, at A ET. er kompakt, og at
¢ er et kontaktpunkt for H" 84 er /‘1={ UH/QI Ue Z\((i)}

et filter pa A s 0g det kan udvides. til.et ultrafilter G, pa /9,




~—~

Vare et ultrafllter pé J]T oo 84 er hver projektlon /?/(F)
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o _ , .
som igen kan udvides til et ultrafllter Gz pa T Da ‘ Gz er
finere end bﬂde Z/(a) og é, , v11 G konvergere mod Qa og mod .

graﬁnsepunktet b ¢ A for Gf. Da 7 er et Hausdorff~rum,

medfprer dette, at 0=4 , altsa -a ¢ /9_ . Dermed har vi vist,

at # er afsluttet, og dermed er smtningen bevist.
Swtning 2.13. Hvis' X er ét kompakt rum, Y et topologlsk
'rum og / X — Y kontlnuert og suraektlv, er Y kompakt-

Bevis. Hv1s Z/ ‘ .‘ er en' overdwkning af Y-- med
y 1€ _ _ .
dbne m@ngder, er {/"(Z/;) I j J} en overdéekni-ng af X med

dbne maengder, o endcllg mange af disse . /-(Z() / (Z/ )
vil da d=kke X, og s& vil Zé Z/é,“ _ deckke Y Dermed er

sz’tningen bevist.

Vi viser nu Tvchonov 8 S"Ptnlnp‘.

"ﬂtniz_'gg 2 14, Lad ( ‘/ J) vare en famllie af‘ topolo—
giske pum. S& er produktr-ummet TT / kompakt, hv:n.s og kun

hvis hvert af rummene: /, er kompakt. '

'Bevis. Sd*tnlng 2.1) anvcndt pé progektlonerne glver "kun

L)

hvig". Lad os derfor unt.age, at hvert - J’ er kompakt, og lad F
et ultraf:.lter‘, som konvergerer mod et. .punkt c} . Lad Q 3 (/] ;
vare panktet med koordinater @ . En omegn Z( af ¥/ 1ndeholder en

basisomegn af iormen /3 (J) - ﬂPJM'CZ/M) " .og den vil

[o)

h¢re t11 F, da hver /} /,,) indeholder en mengde fra F

A

med progektion ng . Altsa hc/;r-er U tii F, og F konvergerer
moé Q. Dermed er smtningen beviste
Borels overdskningssatning siger, at et afgluttet linie-

stykke er kompakt, og saztningerne 2.12, 2l.-13 og 2.14 giver der-




_efter'ﬁmiddelbért, at en mmngde'i Vé’%er kompakt, hvis og kun
hvisvdeh_ér;afsltttet Qg begrénset, samt at en reel kontinu- -
ert funktion pé”et kompakt rum har en Stﬁrste og en mindste
vmrdl. | | |

Den folgende qmtning, der kalde L"ebesgue_'s overdsknings~

setning vil vise sig nyttlg..

Ttnlng 2 15. Lad 7’ vare et kompakt me trisk rum, og lad
l X 67}  vare en overdskning af 7 med &bne mzngders Der
_flndes da et tal 2 >0 ,_séledes at enhvef kugleomégn pa 7
med.fadiué NV er indehdldt-i en af - de QVerdwkkande_mmngder.:
Bévis. For X € 75 'betegnér vi'med AMX? supremum fér ra-
dier i kugleomcgne med centrum X, der er 1ndeholdt i et U .
For y e K (%, 2¢X) har vi /((y, e~ c/mr‘CW,/)) s N (x, 2 §
Ky, _@Cx)+°l’°}533])) » 0g det medfyrer abenbar_t, at {0 -] S
dmf(x,])',' 88 n: 77%"’.701'°°£ er kontinuert og har f¢1gelig

en mindste vazrdi. Dermed er saatningen' bevist. .

. Deflnitlon 2. 16. Bt Hausdorff—r-um T kaldes regulo'ert, hvis
hvert punkt X G r har en omegnsbasis, der bestar _af- afslut-
tede omegne . A | _ o | .

Det er nmsten helt indlyoende, at et delrum af et regulert
rum er regrulzert, og at et produkt af' regulmre rum er regulasrt.
At T er regulangp, er abgnbart ensbetydende med, .-aAt der for en
vilkérlig afsluttet mengde 4 €7  og et ﬁlkériigt punkt
xe 7NA  findes &bre mmngder _0,, 02; , | sélédes _a{: A s o,
xé 01 , 0; n OL =0 y og‘ s& ma det selvfgﬂéelig yderligere

kraves, at 77_er et Hausdorff-rum.

Setning 2.17. Et kompakt Hallsd;)rff-;-rum er regulart.




Be’vlis.' Lad T vare: ét -1;6mpakt-ﬂausdorff-—rum, X et punkt
af T og U en dben omegﬁ af 3’ ia’d IJGJ_} vere meng-
den af aicluttedb omegne af XA, Hvis /9 U *ﬂ for dllc J /
er { NU l/ e}} en fllterbasis bestdende af afsluttede
mangder, og det medfyrer, at der flndes et be 77\5/ , som er
kontaktpunkt for alle omegne af X i mod.strid.m’ed, at 7 er et
Hausdorff-rum. Altsi indeholder Z( en afsluttet omegn af X.
Dermed er se@tningen bevist. |

Definition 2.18. m'topolbgisk rum T kaldes 1éka1ko}npakt,
hvis hvef£ punkt X € 7 nar en ome,gné‘basis, der bestar af

kompakte mengder.

'Smtning"2.19. Et Hausdor-'f:f'—rum' 77 er 10kalkompakt, "1vis °og
kun hvis hver_t punkt XG 7 har- en. kompakt omegn.

Bevis. "Kun hvis" er trivielt. Lad & vsre.en kompakt om-
egn af ¥. S& er Z( et regulas_rt rum, Og X har en omegzisbasis be-
'stéiende af aféluttede. omegne 1 -.?/, og-'de“e‘r kompakte ifglge
“swtning 2.12. Dermed e¢r smtningen bevist. - |

Rumm=ne RM; éM; /‘/ er lokalkompakte', og «SM, 77”-'; /Dni C’DM

og /‘(/D er endda kom alfte.
P

Definition 2,20, Et topologlsk rum T kaldes kompakt frem-
.bragt, hvis det er direkte limes af uystemet af' kompakte 'delrum

og 1n«:1uswnsafb11dninger '

At 7 er kompakt frembragt betvyder- siledes, a_f A E 7 er
afsluttet (&ben), h\.ris og kun hvis det for enhver'kompakt meEng-
dge KT galder, at AN/  er arsluttet (4ben) relativt
ti1 K. Her er "kun hvis" automatisk opfyldt. Hvis / er et

Hausdorf{~rum bliver "afsluttet relativt til K 'de_t samme son
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Yafsluttet,

Setning 2.21. Bt lokalkompekt Hausdorf{-rum er kompakt

frembragt.

Bevis. Lad 7 vere et lokalkompakt Hausdorff-rum, og lad
A
sluttet for enhver kompakt msngde HeET .
UN(ANU) er aa en

1n

7 vere en mzngde med den egensksb, at 4 /1 ﬁ( er af-
For X6 /\F
kan vi valge en kompakt omegn &, og
omegn af Zﬁ.sé X er ydre punkt for A. Dermed er smtningen be=
vist. | _ | |

Det er nesten helt ihdlysende, at et érodukt af endelig
mange lokalkoMpakte rﬁm er lokalkompakt,-medens et produkt af u-
endeligfmange-ldkalkompakte rum er lokalkompakt,_hvis.og kun
hvis rumméne, undtagen endelig mange, er kompakte. Zt produkt
aff to komﬁakﬁ frembragte fum vii ikke altid ﬁ@re koméakt frem-

bragt, men vi har i hvert fald fglgende setning:

2,22, Hvis S er et lokaikompakt Hausdorff-rum og

Setning
7’ et kompakt f‘r"embrégt Hausdorff-rum, 'erf S x T kompakt
frembragt.

Bevis. Lad A2 £ S*7T  ypre en mengde med den egenskeb,

at An /‘(7- er afsluttet for' enhver kompakt mangde K & Sx 7-:
og lad (0,6).' vere et punkt af SX¥7 N4 . Laa U S vere
en kompakt omegn af 4. 84 er Z/?( {6} g€ SxT kompakt, oé‘
An (Uxis))  arsiuttet. Altsd kan vi valge en kompakt omegn
Zé af &, si 24 X {6j " ikke indeholder punkter af /?. Nu er
.'de.’c nok at vise, at (@,4) er ydre punkt for /?, = AN (&'} x 77).
Med /% be tegner vi projektionen af 9, pa 7.1aa X7 vare

kompakt. 8& er /9, i (Z{fx /‘() afsgluttet, og derfor korﬁpakt,
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og =& er p'ro'jektionen ./9 n K komﬁak'f;, 63 derfor afsluttet.
Da T er kompakt frembragt, kan vi slutte, at /9 er. afsluttet.
S84 er Z/ x(T\%) en omegn af (q, A) ’ der ikke 1ndeholder '
Apunkter af /9, og dermed er saetningen bevist. '

Hvis X Y er topologlske rum, betegner - Y mezngden af

Kontinuerte afbildninger / X¥—= Y. . | |
Definition 2.23, Hvis N €X er kompakt og 05 Y

er &ben, skriver vi - (K, 0) {/ G.Yx l_/(/\’)& 0_} . Ved den
kompakt &bne topologi pa Y forstar vi topologien ﬁéd alle
mengderne {/{, O} som subbasis. |

_ Vi skal vise, at mzngderne (/-( O) virkelig kan bruges som
en subbasis. For det f¢orste findes der altid k:ompakte delmaangder
ar X, nemlig de endelige mmngder. S& er (N, Y)= y ¥ » 88
mengderne dskker hele y¥ , og vi har (N, ©)=2 , 's& den
tomme mangde er med.

Definition 2.24. Lad X 0g Y vere topologiske rum. Ved
verdiafbildningen @ Y%y — Y forstar vi den ved }V(/ 2”)"_
/(X) definerede afbildning. Lad S vere et tredie topologisk
- rum. Om: to afbildninger ;, S — Y og G XxS —=Y

siger vi, at G er produktformen af;, og at }er potensformen
ar G , safremt G (x,3) (}(5))(*') for alle s€¢ .S , x¢ X.

Verdiafbildningen behgver ikke at vare kontinuert, o'g pro-

dukt- og pbtensform er ikke altid samtidigt kontinuerte. Vi har
f@glgende satning: - '
Setning 2.25. Hvig, X er lokalkompakt, gwlder om de 1 defi-

nition 2.2l indfgrte bégre'ber, at verdiafbildningen er kontinu-

ert, samt at produktform og potensform af en afbildning er sam-

tidigt kontinuerte.
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Bevi's.:. Lad'(/, ¥) vere et punkt af Y‘X" X , og 1lad |
OsY .'w.rasj_ré'-'e_n &ben ome_:é;n af /(2’) eY Laa K€ /”/(0')
vere e.n.kompakt'-omegn' af X, S& har vi &benbart ?"(0) 2
(/(,LO) x K , Som er en omegn af (/: x), Altsa er @ kontinuert. )

Lad os dernmst antage, &t dO,.' S — Y" er xontinuert.
Lad (¥,8) vmre et punkt af XxS | og 1ad Os Y 'vgaeré en
omegn af G (x,5) = (}CS)) weY . Lad KEX vare en
kompékt omeg_n af X valgt, shledes at (3(5)) (K)g O . sS4 er
</{,0> en 6megn af 3, € .Y'Y , og vi kan valge en omegn-%v'af
se'S, 58 67 (<K 0)) 2 U . st geraer G(KxU) £ O,
og dermed har vi .Vist, at G er xontinuert 1 (¥, $)

Lad os til sidst antage, at G: A*S — Y  er xonti-
muert. Tada K SX  vare xompakt og O €Y aben. Vi skal
vise, at. -'3"'((/\’-,-0))- & S er &ben. Vi behgver kun at se Pa
det tilfwmlde, hvor 2"((/\’, 0)) *,@( , og vi kan da betragte et

vilkédrligt punkt . 8 & 5 med 3(8) = /6 </‘_)»0> . For hvert

xe X velger vi nu en omegn Uw) ar v € X og en omegn.
G(Un xVYo0) € O . pa K er
kompakt,‘ kan vi valge X,,-'--; Am o séledes at /1J e Z/Ck;) v U
Uty = U, og V= .V(:’r',) fl--- n#CXM)' er da omegn af
seS . Vi har nﬁ G.(/(’(y') s 0 , hvilket betyder, at 2(% g
(H}O} . Det viser, at S er et indre pﬁnkt i j"((/\’. 0)) y of

Ve af se S , sAledes at

dermed er satningen vist.

Det sidste punkt 1 beviset benyttede ikke, at X var lokal-
Kkompakte o
Smtning 2.26. Laé A vare et lokalkompakt Hausdbrff-—rum, og

lad Y '_og S vere topologiske rum. Da er en homgomorfi
48 (YX)S. - Y“S defineret ved (wcg)) (x,8) = (gcs))m-




FAT 32.

Bevis. Vi slutter forst af sotning 2..25,'_at },-.5 — y ¥
er kontinuert, hw-/is og kun hvis' 30’(3).'7/7)(5 - Y er det.
Altsd er ¥ bijektivl. Vi har allerede brugt, at A er lokal-
Kompakt ' | | o

Vi skal v~ise, at ¥ er kontinuert, Lad C § X’(‘S -
vere kompakt og OS5 Y &ven. Vi skal vise, at (<, o)
er &ben, oltsh at / € ;//"’(<C, 0)) er et indre.punkﬁ. Her
er/ en afbildning /: 5.""* yx s, som for hvert (X,3) € C
tilfredsstiller é/(S))(?()GO . Préjektionen K oar € pa S er
et kompakt Hausdorff-rum, og da (f(®)(¥) er kontinuert 1 begge
varigble, kan vi for (2’,3) ¢ C velge en kompakt omegn /(, (%)
af X € X og en kompakt omegn /\/z (%,s) ar Se X ,l shledes
at (fe) 00 afbilder M (,8)X N, (x,S)  ind i 0. vi vael-
ger nu (%4,5), "> (X, 5) , shledes at (s ,g(/’;(%'sﬂ X

K (%,5,)) . st er
U= () (Ko s, Fywns, 09

en omegn ar% med W(¥) £ <{C,0) . Altsa er W xontinuert.
Endelig bemazrker vi, at vi med vore smdvanlige betegnelser
har den nzsten trivielle relation ¥/ (</(1, (K 0))) =
</{,X /‘{Z , 0) , og da mazngderne </\’,, (K, O udggr en .sub-
basis for de dbne msngder i (YZ’)S y kan vi slutte, at enhver
dben mangde ved ¥” afbildes pi en &ben mengde (vi siger, at ¥
er en &ben alfbildning). Det er ensbetydende med, at V-" er kon-
tinuert, og dermed er sgtningen bevist.
Setning .27, Ladis.:/?/ vare et topologisk rum og Y et me~-
trisk rum, og lad / A - Y vare kontinuert. Hvis & er et

positivt tal, Cfindes der en dben mangde O & X¥xX |, som in-
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deholder diagonalen { (7%, %) € /?;xﬂﬁ ,'k’, = "ﬁ} , siledes at
et for alle (%, %) € O gmlaer, at dois? (/Cfr);/""z)) <&

Bevis. Den ved gvc?f,,.?a) = ofe? (/574), /(Xz)) definerede
afbildning @ X*X — [0,  op kontinuert, og derfar er
0 = ?-,([O» EL) en &ben mzngde, der indeholder diagonalen i
XxX. o | | |
7 Hvis.)r nu specielt er et kompakt metrisk rum, er )K*X/"C7
kompakt, of dint(4,%), som er kontinuert, har en positiv - .
mindste verdl & p4 denne mzngde. AT /e CX,,R‘;) <é vi1
da Flge olie? (/m',),/f?é))< £ . Vi fik shledes vist den vel-
kendte satning om ligelig kontinuitet.

'Vi mahgler-éndﬁu en hovedsastning, men den gir nemt:

Swtning 2,28, Hvis ﬂ/ o8 )’ er Hdusdorff—rum, /Y’kompakt
og //:)/—9 4 kontihuert og bijektiv, erJ/ en homgomorfi.

Bevise. Hvis 05 X er dben, er X0 afsluttet, alt-
s& kompakt. S& er /(/Y\O) = /(/Y)‘/(O) kompakt, altsd af-
sluttet, da Y er et Hausdorff-rum. Si4 er /(0)' dbene Dermed

er satningen bevist.

Kapitel 3.

HOMOTOPTI.

Indbyrdes homgomorfe rum er ens fra topologisk synspunkt.
Vi vil nu indfygre et bégreb, der tillader os at anse afbild-
ninger som ens fra topologisk synspunkt. V‘i.vil dog f4 brug

for forskellige grader af 'enshed"'.
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Defirii,tion':’).f. Lad /Y og Y vare topologiske r-um 6g
j.-,/, X =Y | k;on'tinuerl"{;e ‘afbildninger. En kontinuert ::115'.~
bildning F: /YX]“"’ Y "y hvor I "’[0:'7,] , kaldes en ho-
mofé_pi fra /:, tiiiﬁ , s&fremt /F(x0) = /,(2’_) , £ =ﬁ6§’)
for ethvert ¥ € X . Vi siger, at /g er homotop med /), si-

fremt der findes en homotopi fra /Z il //}
:Saetning 3.2, "Homotop med" er en agkv'ivalensre'lation.

Bevis. Ved at véel_ge F(X)z‘) = ;/:(:f) for alle X¢ 2/,
¢€J far vi den stationmre homotopi, som viser, at relatioF
nen er reflexiv. Hvis vi definerer G CGE)= F(R’, 1-2), og
er en homotopi f‘ra/{ til/} y bliver 6’ en homotopi fra /’1
til /, , S relationen er symmetrisk. Hvis e XxI —» Y
er enlhomotop’i fra /: til % og /g-‘ Yol — Y en homo-
topi fra% tilf, £ar vi en homotopi /- A¥I — Y  pra

(/{ til/i ved at definere
q

Fndy= |
/f(x,zi—f)for xeX, z‘e[é;/]. '

Altsd er relationen transitiv. Dermed er saatningen bevist.

Vi tav med spgrgsmdlet om kontinuiteten af /r, og vi vil
ogsa 1 det fglgende ofte gnyde for tilsvarende bevi,s_er'. Denne
gang vil vi dog udfyre det. Kontinuiteten fglger af at de af-
sluttede m&:ﬁgder X x[e, 2".] og A x [:zf, 1] tilsammen udggr
hele definitionsmazngden AxI , og at restriktionen af fotil
hver af disse er konti_guert. Lad generelt /}/ vare forenings-
mengde af afsluttede mzéngder /};, ) XM/ , og lad / X — Y
vere en afbildning, hvis restriktion til hver af mzeﬁgderne. /K:

er kontinuert. S2 er/ kontinuert. Hvis nemlig AEY er ar-
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sluttet, -giver klontinuitvet'en af réstrik'tionez’*ne, at hver af
nengderne XN va(ﬁ) er afsluttet, og si er disses for-
eningsmrsngde /46’0) ogsf afsluttet.

Vi vil sys‘tématisk bruge tegnet = for homgomorfi, iéo—
morfi, mongdeskvivalens og andre' "s'taarke” zekvi-va_lens.re'lat,io-:
ner. Vi anser "homotop med" som en noget svagere relation,

og for denne og beslzgtede relationer vil vi bfuge tegnet .

8é %g’/} betyder, at/; er homotop med/-

Swtning 3.2. Lad /Y, Y, Z vare topologiske rum. Lad - .
}, ) : X¥—Y og j,,;,-‘ Y —Z  ysre afbildninger. Hvis

/é ':ﬁ | §g j,agt 4 oer goo/’r:g’oj.

- Bevie. Vi 'vis:ser det ved at vise, at 6?"% e 9«7’% 32,% ’
Hvis Fi X xI — Y ~ eren homotopi frad/; til/, er

4ot F XxI —> Z  en homotopi fra (y,o/, £i1 jo"/? . Hvis
G:YxL — 2 ‘er en homotopi fra ;, ti1 jf’ bliver
65%’(11)"%"[_"”2 en homotopi fra j,v/ tillj,°/;‘,
Dermed er satningen vist. '

angdeniaf afbildninger /: )/""’ Y falder i homotopi-

klasser, d.v.s. skvivalensklasser af indbyrdes homotope af-
bildninger. Medéné Y'Y betegner mangden af kontinuefte af-
bildninger, vil vi med [2’; Y} betegne mengden af homotopi;
xlasser af kontinuerte afbildninger //Y — Y , og den homo-
topiklasse, hvortil/ h¢rer, vil vi betegne [/3. Setning 3.2
medfgrer, at sammensetning af afbildninger inducerer €n sam=
mensatning af homotopiglasser af kontinuerte afbildninger ved
definitionen [3]"[0” = [3‘/]

T algebraisk topologi er vor interesse i s& hg) grad bam-
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let om koﬁtinuer_te_ afbildninger, at vi i de fleste situatio-
ner kan 'tilla_de_'os at tage kxontinuiteten som en sltilltiende

fo'rudsaetn'ing. I de£ Tplgende vii vi fra nu af ofte glemme at
omtale kontinuiteten. . .‘

Hvis A = {%] er et 1-punktsrum, bliver X x I tr'i-;
vielt homgomorf med I, at angive en afbia.dning {2} '—? Y
(eller som vi_o_f‘test skriver i; —3 Y ) betyder at angive
billedpunktet. At afbildningerne 4,4 € ¥  er homo tope be-
tyder s&, at deér findes en kontinuert afbildning ?’ T - Y
med ?’(")",}'o: i =4 , altsid at der Tindes en Bevagelse
i Y frg yo til %. T denne fortolkning kaldes homotopiklas-—
serne ogsa knrvekbmponenterne af Y, og Y kaldes kurvesammen-
hzngende , hvié Y bestdr af en eneste kurvekomponent.

Rummet Y kaldes lokalt kurvesammenhzngende, hvis hvert
punkt af Y har en omegnsbasis bestaende af kurvesammenhzn-
gende mungdier, Hvi_s Y er lokalt Rurvesammenhangende er kurve-
komponenterne abne og derfor ogsa afsluttede. _K_urvesammenhzené

(men ikke lokal kurvesammenhang) bevares ved kontinuert afbild-
ning.

Definition 3.3. Lad X og Y vare topologiske rum, og lad
/-’ X =Y vere kontinuert., Hvis vi kan valge j . Y — 2/)

sé 30/ = 7}/ og /03«‘3 /Y R kaldeséen. homotopiakvivalens, 3
en homotop'iinvers til /, og /}/ og kaldes homotopimkvivalen-

te.

Satning 3.4. "Homptopimkvivalent" er en smkvivalensrelation.

Bevis. Vi behgver kun at vise transitiviteten. Hvis /-' X—Y

har g: Y — X som homotopiinvers, og %-‘ Y —2Z har
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. 7 —_— Y sOMm nomotopllnver’s, FPar vi (2 3,) (d//) =

(g, /} pf 09 7y/ 2/ J/og analogt (//) (ﬁ 5! 2 »
sé 9 gj. er homotopllnver,: til/j’ /’ '« Dermed er smtningen bevist.
Det er klart, rat’ homgomorfe rum er homotopimkvivalente. At
det 6mvendte ikke behgver at gelde opdager vi, nar vi under-
spger, hvilke rum der er homotopimkvivalenlte-med 1.—pu;§ktsrﬁm.
Det er ps:l forhand klart, at 1-punktsrumméne netop udgq)r-»en ho-
mzomorfiklé,sse . _ |

Vi betfagter 1=punktsrummet P o8 et rum /Y. En afbildning
/: P 7( er giw;'et ved hilledpunktet ¥, medens der,findes. en
eneste afbildning 3 X—=p, og vi har automatisk 6? j Tos
b medens /j, 2’ ""’9)/ er afbildningen ind i Xé¢ X . vi ser,
| at? er homotopiinvers til /,_ hvis og kun hvis /; ™ 7:1/ y 08
g, er sfledes en homotopimkvivalens, hvis og kun hvis /)/ er
homotop med en afbildning ind 1 et punkt. Vi formulerer resul-
tatet 1 en definition oZ en sztning.

Definition 3.5. Tt topologlsk rum X kaldes sammentrskke-
1igt, hvis der findes en homotopi F:XxI — X png Ty

til en afbildning i et punkt.

Sztning 3.6. Et rum er homotopimkvivalént med et 1-punkts-

rum, hvis og kun hvis det er sammentrakkeligt.

avis F:XXI — X  ¢r en samnmentrakning af A til
punktet A, , giver restriktionen af F til axl en bevegelse
fra X til &, , s& vi har:

Setning 3.7. Et sammentrakkeligt rum er kurvesammenhangen-

ae.

~

5t delrum 4 aff et topologisk vektorrum over R kaldes
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stjernefofmet_, hvis det for X ¢ X , A¢[0,1] ai1tia gelder,

at Ax e X . Bvis vi saziter F(;’l’, £ = v('f"zl)?.( ar vi define~

ret en homotopi fra f), til afbildningen i 2 . -Altsd er s_t_jer-u

neformede rum sammentrskkelige, - |
Smtning 3.8, Lad /Y og Y vEre toniogiské rum, og lad.

/A (X) og '77,;(‘/) betegne mengderne af kﬁfvekomponenter i )(/ -

og ,Y' _En.- af’bildning : A/""’ Y indix’cérer en afbildning

J};F: 71,'(2/) — W,fCV) ', SA sammensaetning 69% inducer_er ‘j# o/#, P

og hvis / er en homotopiakvivalens, er gﬁ' en mengdeskvivalens.

Bevis. Fplger umiddelbart af, at/ afbilder hver kurve-
komponent af X 1nd i en kurvekomponent af Y.

- Her kunne vi have benyttet det smdvanlige sammenhzngsbe-

greb i s.ted.et for kurvesamméenhxng. Vi skal ganske kor_t omtale

dette b egréb .

Definition 3.9. ¥t rum kaldes sammenhsngende, hvis det

ikke kan delés i to-clis;junkte, ikke tomme &bne mangder, og det
xaldes lokalt sammenhazngende, hvis hvert punkt har en omegns-
basis bestiende af sammenhzngende mangder.

Et rum er sammenhzngende, hvis og kun hyvis, der ilkke fin-
des nogen reel kontinﬁert funktion p& hele rummet, hvis vardi-
mengde netop er {o, 1} . Heraf fglger, at sammenhengende mangder
med et falles punkt har sammenhmngende foreningsmengde (det
samme gxlder selvfglgelig med kurvesammenhzng), og det medfgrer
igen, at der for hvert punkt A € /7/ findes en maksimal sam-
menhangende delmmngde,  der indeholder X, og disse meksimale
sammenhiengende delmengder udger en inddeling af /Y .i komponen-

ter. Bt rum er sammenhsngende, hvis det indeholder en overalt
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tet, sammenhengende mangde. Derfor er afslutningen af en sam-
menhengende mangde sammenhzngende, og det medfyrer, at et
rums komponenter er afsluttede. Et lokalt sammenhangende rum
har abne komponenter. Det er klart, at et interval er sam-
menhangende, og at sammenhzng bevares ved kontinuert afbild-
ning. Derfor er en kurvesammenhmngende mangde sammenhengende,
og inddelingen i kurvekomponenter er en videre deiing al’ ind-

delingen i komponenter.

Smtning 3.10. For et lokalt kurvesammenhangende rum X

er komponenterne det samme som kurvekomponenterne.

Bevis. Hvis H € X  er en xomponent og & £ K en
kurvekomponent, er J og N’/ bade fbne og afsluttede rela-
tivt til /f, og da /{ er sammenhzngende, medfgrer det, at
Ky =2.

Den slgebraiske topologi interesserer sig ogsd for par
(X, A)  af topologiske rum med A € X og for tripler
(2’,/17,8) , BS/?Q;I/, For dé/?/ skriver vi (Z,a) for
(2’, {a}) . Med en afbildning /.‘ (X,R) — (Y,B) nener vi
et par af afbildninger /’:2""”’ Y ; /"” - B , saledes
at /" er restriktionen af/,. vi skeiver (X,A) € (Y, B) ,
hvis /Y & Y ’ /95 6 s O vi har da en inklusiénsafbildning
J’»(’?”g)._" (Y,B) . Vi identificerer (X, 2) mea /'T/, og for
hvert par (}h,@) far vi de et kommutativt diagram af inklu-

. sionsafbildninger

v
,@"_-————9/9/ \ (X, A) ——s (X, X),
\ /

S a
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Vi kan da ogsi sige, at / (X, A) — (Y, 8)  nar restrik-
tionen /l;‘\/=/’5_ X—Y . Sommetider kan vi godt tillade os
at bruge samme bogstav for restriktionen. En afbildning
/.‘ (X, A, B) — (Y;/D; () aefineres analégt som en tripel
af afbildninger /’.’ X¥—Y ; /": /9"‘" P : /»): 8 — @ R
hvor hver er restriktion af den foregiende.

| En homgomorfi /.‘ (/Y, A) — (Y, 8) er selvfglgelig en
afbildning, for hvilken /M’/-' XY —Y er en homgomorfi og
/(/?) = {3 , idet det s& er klart, at /195 A — 8 ogsd
bliver en hompjombrfi. Det er klart, at "homgomorf med" bliver

en gkvivalensrelation, og at det gadr analogt for tripler.
Vi skriver (ﬂ’, 9) x] = (/’(I» ﬁxI) o« En afbildning _
F: (X,ﬁ))([ B (Y, B) kaldes en homotopi, og o,d/, N (%’9)—"’
(Y, B) definerede ved /ﬁ = Fino /;CX) = Feat)  kal-
d¢es homotope. Derved fir vi en aekvivélensrelation "homotop med',
der respekterer sammensmeining af arfbildninger.
Et par (I,a) kaldes et rum med basispunkt. -Det kaldes
sammentrzkle 1igt, hvis der findes en homotopi /C(;Y; "‘)’(I -—9(2:0)

fra den identiske afbildning til afbildningen ind i @.

Eksempel., Hvis (X,O) er parret pa Qi
figuren, hvor '"tznderne" i kammen - ,’f’

konvergérer. mod "tanden" yderst til

venstre, er /}/ dbenbart sammentrekke-

ligt, men man kan bevise, at (%a) ik-

ke er det. 1)
(
Vi bruger ( Y, 3) ’ som be tegnelse for mengden af

kontinuerte afbildninger /-' (X, A) — (Y, 8) og [2’, A;Y, BJZ

for mengden af homeotopiklasser af si&danne afbildninger.
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Definition 3.11. Lad (7(, /9) og (Y; 8) vere par af topo-
logiske rum, og lad Z/g )/ vare en delmungde. En homotopl
(2’ H)XI — (Y B) kaldes en homotopi relativt til Z/
safremt F (X,8) = F(X%0)  rfor alle Xé€ U , t€/ ., For
/:,/;-' (2/ A) — (Y» B) definerede ved /CX) = F(x, 0),
/,(2’) = F(x,7) skriver vi/i‘—’/; (rel. Z/), og vi siger, at
/; o8 % er homo‘tope relativt til /4 '

Det, er klart, at '"homotop rel.¥' er en zkvivalensrela-

tion. Af /;'!d,; (rel. l/) fglger dbenbart /'Z{ / . Hvis
nu yderligere 3,,5,. (V B) (Z C) er homotope rel/(”) d

/ [Z() , fAr vi &benbart o% ﬁj;% (re1.d).

// (7, A) = (% 13) vere givne afbildninger
og Z/ en mangde, for hvilken A ‘Z/ =—‘/’u . At under-
spge, om / ‘-‘—'/; (rel.”) kommer ud pd at undersgge, om dér
findes en afbildning K7 (XxL,AxI) — (Y, B), nvis restrik-
tion ti1 (Z,0)= (XxoUXx1UUXL, Axo UAXLY (Aal)xl)
er den kontinuerte afbildning } Ny (Z, C) ""’(X 5) defineret
ved, at 3(%*)’/@0() for t=0 og .-.-%.(X) for 27 og
desuden =/}J &) =%CX) for X € Z/ . Problemet kommer siledes
ud p3 at udvide en kontinuert afbildning til en stgrre defini-~
tionsmengde, sdledes ét kontinuiteten bevares. Vi kan foretége
vdvidelsen i to tempi, s& vi fyrst udvider til Axlvuxl,
dernzst til1 A¥J, men si kan muligheden af den sidste udvidel-

se afhenge af, hvordan vi vaelger den fprste.

©n sddan udvidelse af definitionsmazngden for en kontinuert
afbildning er selvfglgelig ikke altid mulig, og bade rummet, vi
afbilder fra, og rummet, vi afbilder ind i, kan have egennkeber,

der hlndrer udvidelsen. Det er hensigtsm®s sigt fgrst at studere
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de rum, for hvilke afbildninger af en afsluttet delmsngde ind

i R kan udvides til hele rummet.

Definition 3.12. 8t Hausdorff-rum X xaldes normalt, hvis
der for enhver afsluttet mangde AsX s c¢thvert interval
J [ /? og enhver kontinuert funktion / A """;’ " findes éen
kontinuert udvidelse / Y J

Det tilsvarende krav vil vzre helt urimeligt, hvis A ix-
ke er éfslutté,t. Normale rum kan ogsa karakterisefes pd anden

vis:

Sxtning 3.13. Lad /'}/ vere et Hausdorff-rum. F¢1gehde tre
betingelser er da indbyrdes -akvivalente:
1), X er normalt. | _
2). Bvis A £ X, BEX er afslutteds og disjunkte,
findes der en funktion / X ~—1[01] , somer O p2
A og I pa 8. _
3). Under de samme forudsztninger findes disjunkte &bne
mazngder 0 , 02, , siledes at P e 0 , B & Q.
Bevis. Da / AUB — [01] defineret ved //C’r) =
for X€ /7 /62’) 1 ror e 3 , er kontinuert, nar be-
tingelserne 1 2) er opfyldte, er 2) et specielt tilfzlde af be-
tingelsen i definition 3.12, og derfor gmlder 1) = 2). Som O,',
0?. i 3) ker vi velge de ved /CX)< 5 of /C’() > 5 defi-
nerede mangder, nér/ er funktionen fra 2). Alisi gmlder 2) = 3).
Lad os nu antage, at 3) gslder, og lad /9) B g X vare
disjunkte afsluttede mzngder. Vi definerer /2 = ﬁ, 6} =Y~ 8
Af 3) fglger si, at vi efterh®nden kan valge &bne og afsluttede

msngder, si fplgende gelder:
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¥ ¢ 2 2 17 ¥
Os8.Ve

Lad / vere ﬁ@ngden af rationale tal med totalpotens som nav-
ner. Vi har da ,42- og 0 ror hvert A€ ANJT0, 10 | og des-
uden har vi /Q og 0 Vi definerer /(?()~ :Lnf{)l l ;\/e 02} og
/c:r)* for X ¢ 0 . Det ses let, at/ bliver kontinuert
og 0 pa /9 og /] uden for 0 Altsd gzlder 3) = 2).

Lad os nu antage, at 2) er opfyldt, og lad A X  vare
afsluttet og / A — [0,1] xontinuert. Af 2) fglger, at vi
kan velge @ X — [o, 1] kontinuert, stledes at ;0(2’)
hvis X € /9 og /CZ’?.—SEZ , medens @) =1 , hvise X€ /9 .
og /(2’) % . Vi skriver d/= 3! %, +§‘/} -, og vi kan da gentége
‘processen for (/; ""[0, f] , s& vi far //}= 31}?’, +3§/i s hvor

9; ! /?/ i [0, 1] er kontinuert. Eftér n trin har vi

e Lt a2 +(&.)M
-3% 3{% SM ym-f 3 /M‘

Vi definerer /=3193+ Y AR /: X — [0,1] viiver
'kontinuert, da rzkken er ligelig konvergent. Vi far abenbart
]l/) =/ , idet (g‘)% —» 0 , og dermed har vi vist, at betin-
gelsen i definition 3.12 er opfyldt for j =[0,1] . For

/ A — [0, 1] nar vi i hvert f£ald en udv1delse j-‘ /?/""’ [o, 7],
og hvis vi ganger den med en funktion, som er 7/ pa /? og o,

hvor g er 1 far vi en udvidelse / X""' [0 '[. £n rfunk-
tion / A 7] 7[ er differens mellem en positiv og en

negativ del, der kan udvides hver for sig. Indelig er det klart,
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at 3.12 er opfyldt, nar er et interval, der er homgomorft
med [Q,fj, [0f7[ eller ]’7;7[. Tilovers er s& kun udartede

intervaller, og for dem er péstanden triviel., Dermed er sat-
ningen beviste

Sadvanligt forekommende rum er normsle:

Satning 3¢14. Metrisable og kompakte Hausdorff-rum er
normale.

Bevis. Hvis //7 og B er disjunkte afsluttede mengder 1

et metrisk rum )(, definerer
diat (X, B)
foo-
dro? (x, R) + diad (0, 13)

en kontinuert funktion, der viser, at 2) i satning 3.13 er op-

fyldt. Tor kompakte Hausdorff-rum fas resultatet af setning
2.17 ved gentagelse af resonnementet i beviset for denne sat-
ning.

Bt delrum af et normalt rum behgver ikke at vare normalt,
men det er svesrt at vise det ved et cksempel. Det er noget let-
tere at angive to normale rum, hvis produktrum ikke er normalt.

Svergsmilet om produktet af et normalt rum og [ altid er nor-

malt henger sammen med komplicerede grundlagsspgrgsmal. Vi kom—

mer uden om vanskelighederne ved at indfygre et nyt begreb.

Definition 3.15. Et topologisk rum A kaldes binormalt,

nvis Ax7 er normalt.
Det er klart, at "binormal'" = 'mormal', og at bade '"normal"
og "binormal' er topologiske egenskaber. Endvidere har vi:

Smtning 3.16. Lad )C Y vaere normale rum, Ve 5'2/ afslut-
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tet og @ A — Y xontinuert. Da er X U? Y et normalt
r™um.

Bevis. Lad & € X U;vY vare afsluttet og ; 8 '—’J
kontinuert, idet j & ﬁ er et interval. Lad k' xXvy— )/UPY
vere den kanoniske afbildning. S& er - Y n lf'f(g) afsluttet,

og /v k: Y0 K(B) '""’j kan udvides til Je Y — /

NFu vil Gogp: A ""j og fok: X k(B — / tilsammen
definere en kontinuert funktion pa A U (XN £7(8B)) , Som
er afsluttet, og den kan derfor udvides %til en kontinuert
funktion j’: ﬂ/—aj . Funktionerne j’ og 9, danner tilsam-
men en kontinuert funktion 2: AvY — J s o0g definitionen
pa A er, siledes at} kan fremstilles pé f’ofmen /° A s hvor
/ er en udvidelse af /, som er kontinuert, fordi topologien pa |
X US” Y er den ved X bestemte finaltopologi.

Sfererne og alle de projektive rum er normale. De kan fas
ved successiv paklsbning af celler. De er ogsi metrisable og
kbmpakte.

 Smtning 3.16 gzlder umndret for binormale rum, idet vi har
(Y U, Y)x I = (x¥xI) Upwy, (Y¥I) ned kilmveafbildningen @X 7y’
AxI — Y x1I.

Vi indfzsrer nu klassen af rum, der 'op.f‘(/)rer sig som inter-

valler for sia vidt angdr afbildninger ind i dem.

Definition 3.17. %t topologisk rum Y xaldes massivt, hvis

der for ethvert normalt rum )/, enhver afsluttet delmzngde
A € X og enhver kontinuert afbildning /.' A —Y findes en

udvidelse /-‘ A—Y .

Intervaller er siledes massive. Det er klart, at 'massiv"




er en topologisk egenskab, og at et produkt af massive rum er
massivt. Det er ogsé klart, at massive rum er sammenhsngende,
og derlor vil et delrum af et massivt rum ikke altid vamre mas-
sivt. Det vil senere vise sig, at sferer ikke er massive, sé
sammenklwbning' al’ massive rum giver ikke altid massive rum.

n afsluttet begrsnset konveks maﬁngde i /:?M med indre

5 M
punkter kaldes et konvekst legeme 1 A.

Satning Z.18. Konvekse legemer er massive.

~

Bevis. Lad A & ™ vere et konvekst legeme med rand 8.
Vi kan antage, at Q € /9? . Lad U E A vare en'ﬁbeﬁ omegn
af 0. For b€ B wvil det konvekse hylster for & og 4 vare
indeholdt i A, og det viser, at hvert 14 med ie [o, 7] 1igger
i /5. Heraf fg¢lger, at hver halv linie ud fra @ indesholder
netop 1 punkt af B . Hvert punkt af /\?M\ 12}  xan siledes pé&
netop { mide skrives 14, hvor A €JG[, 4 e B . vVed ?(2 4) =
l@% defineres nu en afbildning @: (R™ A, B)— (/\?M, ES Sq’f))
hvi;, vi supplerer med SD(Q)-‘-Q . Det er klart, at 9913 er kon-
“tinuert, og afbilder bijektivt pa '.Sh.z, men da B er kompakt,
kan vi slutte, at ?DIB er en homgomorfi. Derefter er det ren ru-
tine at eltervise, at ¢ og 97" er kontinuerte. Derefter er det
nok at vise, at &t konvekst legeme i /?M er massivt, og ifglge
bemarkningerne efter definition 3.17 er det umiddelbart for kas-
sen fM-‘- IXxI | Dermed er setningen bevist, og undervejs Tik

vi desuden fglgende smtning.

A S
Satning 3.19. For hvert Mmé€ N  er alle tripler (R) ’?/ 8)/
nvor A er et konvekst legeme med rand 3, indbyrdes homgomorfe.

Dette indebsrer, at vi kan benytte et vilkarligt valg af
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X, . ~ ™M M m=7
(/\> , A, 3) som erstatning for (R , €5, S ved topolo~
giske undersggelser.,

Definition 3.20. Lad (,1’,9) vare et par af topologisk

rum. Hvis inklusionsafbildningen /: A X har en venstre
invers ¢: X — /] (Aves. gog =1, , kaldes A en retrakt
artf / og ¢ en retraktlon af /Y ing i /9

At @ X =4  eren retraktion er enshbetydende med, at
?’fﬁ = 7,7 s &altsi at ;D er en udvidelse af {’4: A — A « En
projektion af et endelig dimensionalt vektorrum p& et underrum

er et nezrliggende eksempel p& en retraktion.

Sztning 3.21. Hvis A §X  er en retrakt aof A, kan en-
hver afbildning j’ /9--9‘/ udvides til en afhildning
groy.
| Bevis. Hvis ®: X =2/  er en retrasktion, er ;-vﬁ";ﬂ
en udvidelse afg .

> M
Fksempel, Lad ¥: J — R vare kontinuert og injektiv. S&
M

er Y(I) arsiuttet og Y hyvid)—r kontinuert Da X er nor-
malt og / mass 3ivt, hur y en udvidelse g \ — 17 s men si er
Yogi /? 4 V(f) en retraktion af /'? ind 1 ¥¢J) . Vi minder om,
at Y1) udmerket kan vare noget i retnlng af den gordiske knude
1 R

Sa'etning 3e22. Fylgende to péstande er zkvivalente:

1) Enhver afbildning / EF"— F" nar et fixpunkt.

2) s* er ikke en retrakt af £

Y F
Bevis. Hvis / £ ikke har noget ilXpunkt, vil

hqlvllmen fra /(Z) gennem X skmre 5 1 et purkt ;29(51_’), sa




FAT %8,

P £ 5™ bliver en retraktion. Hvis @ EM— S
er en retraktion, er den sammensatte afvbildning EM_-_-’—,-;SM"%;’ fM;
hvor/ er inklusionsafbildningen, fixpunkt fri. Dermed er szt-
ningen bevist. |

‘E_«‘or' meq{ er 2) trivielt opfyldt, da S° ikke er sammen-
hamgende. Brouwer's fixpunktssstning siger, at 1) og 2) g=lder
for alle m. Den er dybtliggende, men der er givet mange beviser
for den. Hvis der overhovedet eksisterer en retraktion @
F*—s "7 | er det-let at vise, at der ogsd findes en dif-
ferentisbel (et passende antal gange) retraktion, og sé.kan set-
ningen vises ved metoder fra matematisk analyse. Vi vil vente,
til den falder gratis ud, nir vi har lart topologi nok.

Er inklusionsafbildning PR X xan selvfylgelig ikke
have en hypjre invers, hvis den ikke er en identisk afbiidning.

Den kan dog have en hgjre homotopi~invers.

Definition 3.23. Vi siger, at X kan deformeres ind i Z £ X4,
hvis f;( er homotop med en afbildning ind i /9. Vi siger, at
/9.5 X eren svag deformationsretrakt af /Y, hvis inklusions-
afbildningen /-’ A— 2/ er en homotopizkvivalens.

Det f¢rste begreb er undertiden nyttigt. I det andet begreb
giver vi bare et nyt navn til noget, der hsr et bedre navn 1
forve jen. |

Definition 3.24. Vi siger, at A e /"/ er en def‘ormations—-

retrakt af /Y, hvis der findes en retraktion @ X— A , 83le-

des at denne og inklusionsafbildningen / ,9 —#X tilfredsstil~
ler betingelsen j°? = {}/ . Hvis dette gmlder relativt til /4;

siger vi, at /7 er en stark deformationsretrakt afl /Y #*
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At /9 er en sterk deformationsretrakt af /Y er ensbety-

dende med, at 7, relativt til A er homotop med en afbildning
tnd i A
. 1 . L}
Eksempler. £’ xan deformeres ind i S s Mmen inklusiens-=
afbildningen J: S e F ! er jkke en homotopimk¥ivalens. Kamn-

men pa figuren {med en fplge af tmnder)

er en svag deformationsretrakt af rekt- a 4
anglet, men ikke en retrakt og derfor

heliler ikke en deformationsretrakt. Bt-

punktsrummet & er en deformationsre-

trakt af kammen, men ikke en stark de~ -

formationsretrakt.

For pzne rum er deformationsretrakt, svag deformationsre-

trakt og sterk deformationsretrakt det samme.

Det sker ofte, at # £ A  ganske vist ikke er (svag, sterk)
deformationsretrakt i X, men at der findes en &ben mangde 0,
siledes at A £ 0 £ X og A er (svag, sterk) deformationsre-
trakt af (. Vi siger da, at /A er (svag, stark) omegnsretrakt af
¥ ,

m=1 ~ ™M
Eksempel. S er sterk omegnsretrakt af £ og af R

Definition 3.25. Lad /T/, Y vere topologiske rum, og lad
/.‘ X —Y wvwre en afbildning. Vi definerer A &€ XxI  som
mzngden af punkter (v, 1), X€ /?/, og /): A—Y vea /'(2’; 17)=
/(x) . Rummet .Z/ = (¥xI) L?r Y xaldes afbildningscylinderen
for/ .

Der er en naturlig inklusion Y& Z/ , og punkterne af %{7
kan betegnes dels med (X,2); X¢€ %, ¢€7 , og dels med Y }éy ’

og s4% ma. vi huske, at (X, 7) er det samme som v =/CX) » Vi har en




~
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naturlig irﬂélusibril"/! X — Zd( defineret ved /C?(') =(X,0) ,
og desuden har vi en naturlig projektion /) z/ — Y define-
rét ved /DUY,ZL) = /CX) . Dette er dbenbart en retraktion af if/
ind i Y. wn homotopi F"-%/X-.[ — Za{ defineres ved FC/",-‘“)"'%
Fx,7, u) =(, ¢ +(f"f)'“) . Det bliver en homotopi fra /%[ il
P relativt til Y « Altsa er Y en sterk deformationsretrakt af

Z « Afbildningen er identisk med den sammensatte efpildning
/

bz Ly
X+ 2,

Fra topologisk synspunkt er P en ret triviel afbildning, nemlig
en homotOpiwk.irivalens. Derfor er alle afbildninger 1 en Vvis '

forstand #kvivalente med inklusionsafbildninger.

Definition 3.26. For A E X vetegner 2)&( det rum, der fas
ar YV {0} | nar nvert punkt af A identificeres med &. Vi

siger, atg fis ar /'( ved kollaps af A.
Specielt fas A ved at fpje et isoleret punkt tilA-

e

Definition 3.27. Lad /'(/, Y vasre topologiske rum og /" /Y""Y
| X x L
en afbildning. Ved keglen p2 X forstar vi rummet C/Y = xxo ’

Ved afbildningskeglen f’ox‘/ forstdr vi rummet 4/ =‘“27';L0’" . Ved

suspensionen SX ar /Y forstar vi sfbildningskeglen for afbild-

ningen 5&: /Y—"/O af /'T/ ind i et 1~punktsrum.

og at 62/

er homiomorf med Z . Vi har en naturlig indlejring J" = CZI

4
sdet ¥ identificeres med (¥, 7). Ved identifikation af de to ek-
Cx v X for hvert X € R/ far vi et
2/ - AxI
rum homgomorft med SX. Vi har i gvrigt SA = Fxo U Xx{ ’

M

Vi bemarker, at CX er afbildningskeglen for 71/,

semplarer af (4,7 1

m-1 . .
Det ses umiddelbart, at C:S = £ , og det medfgrer, at *
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SSM_1= Ss” . S& kommer det ogsd til at passe, at $p5m=
5M+'° s idet SP er p gange itereret suspension, medens S™
og ‘SMHW er sfarer. Der er ikke stgrre fare for, at demnne brug
af S i to betydninger skal give anledning til misforstaelser.
Det volder ingen vanskeligheder at def'inere afbildnings-~
cylinder, kegle, afbildningskegle og suspension for par og af-
bildninger af par. Det er ofte hensigtsmessigt at betragte rum
(2;Q> med basispunkt eller endog par (339:Q) med basispunkt.
Nir vi har et basispunkt, stgder vi pa den sarlige vanskelig-
hed, at kegle, afbildningskegle, suspension etc. ikke pd natur-
lig midde £8r defineéret et basispunkt. Vi minder om, at de he-
tragtede afbildninger altid afbilder basispunkt i basispunkt. T
afbildningskeglen, keglen og suspensionen fir vi da en hel frem-
bringer ax]', hvis punkter er ret ligeberettigede til rollen
som nyt basispunkt, og vi foretrzkker si, at koilapse hele denne
frembringer 1 det nye basispunkt. Derved far vi reduceret kegle,
reduceret afbildningskegle og reduceret suspension. Vi vil bruge
de samme betegnelser uzndret. At CSM-'= M og SS M—'=—' SM

gwlder usendret for reducefet kegle og reduceret suspension.

Kapitel L.

[X;Y]

Det vigtigste verktp] 1 den algebraiske topolegl er proce-
durer, som til hvert topologisk rum eller par af topologiske rum
knytter en mengde med en eller anden algebraisk struktur, T.eks.

en gruospe, og som til hver afbildning af rum p4 rum eller par af




FAT 52,

rum pd par al rum knytter en monomorfi mellem de tilsvarende
mangder med algebraisk struktur, altid samme ve]j eller altid
modsat vej. Det vil ogsd vere sidan at sammensetning af kon-
tinuerﬁe afbildninger svarér til sammensztning af de tilsva-
rende homomorfier. Alle afbildningsfznomeneme for rummene
vil da afspejle sig i tilsvarende fanomener for mengderne med
algebraisk struktur, og hvad der ikke kan indtraffe med disse
mangder, kan si heller ikke indtreffe med rummenc. I dette ka-
pitel skal vi se, hvordan grupper pa naturlig vis kommer ind
i teorien.

Lad Y vare et fast valgt topologisk rum. For hvert topo-
logisk rum X setter vi wiX) = [X;¥Y) . Dermed har vi en
tilordningslov, som.til hvert topologisk rum A/ZKnytter en

X — X

mengde. Lad Aﬂ vere endnu et topologisk rum og
en afbildning. For hvert [¢] ¢ [X; Y] vi1 [9"’/] e [XY]
vare €t element, som er uvafhengigt alf valget af representanten
@ for homotopiklassen [@], s& vi f&r defineret en afbildning
Wy(cf) s (X)) — #V(X) vea WY(/) [yl =£7’°/J. Vi fore-
trokker at skrive /* for 7l'y( ), og situationen er altsi, at
/: X'— X inducerer en afbildning /#: [x; VY] ‘”‘9[2/: Yl.
Hvis vi nu ogsé for hvert rum ;( har en kompositionsregel # pa
[2’; Y] , sdledes at /#([99] *LVJ) =/*[y] x/?y/), har vi den
i indlejringen til kapitlet beskrevne situation med de inducere-
de afbildninger modsat rettede. Sammensatningsreglen (/“é)#=
9*2/#Ler triviel. Vi vil nu pryve at finde ud af, hvilke egen-
skaber Y mé have, for at disse fanomener skal kunne indtreffe.
Nu ved vi for det fgrste, at vi har kompositionsreglen » pé

[YYY; YJ « Lad B, 0, YxY — Y  vure projextionerne. Vi kan
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da velge e YxY—Y, siledes at g}lJ = [p* Lpd, perved
har vi defineret en kontinuert kompositionsregel pé Y . Lac os
dernzst betragte [o), [¥] € [X; Y] . Da vid [8 4 X¥—Y
definere en afbildning (¢, ¥'): XY— ¥YxY . Vi har nu @ =
Ao (@ ¥) og Y= ppols V) s altsd [@]= [}”; V)#‘[ﬁvj og
ypi= (p)*Ipd s o8 vitar [pel¥) = (9,9 ) (Lp7*1R1) =
(9 V)# g/xJ = Lue (¢, ¥)] . En representant J for [p)* LY er

s8ledes defineret ved

J0 = (P30, pron).

Lad Y vare et topologisk rum. Som vi har set har vi da en
tilordningslov, som til hvert topologisk rum /Y knytter en meng-
de WY(/Y) = [2/, YJ , og som til hver afbildning B 2/
knytter en (modsat rettet) afbildning W'Y[ﬂ/) ’/#-' [%; Y] —
[X}Y] , sdledes at (5"/)#:/#02* og /2,*-: fD’;YJ . En
tilordningslov med disse egenskaber kaldes en kontravariant funktor
Bn generel dofinition af dette begreb bliver givet i nuete ka-
pitel, msn vi gnsker at have et ikke trivielt eksempel til ra-
dighed, nir vi skal diskutere det nye begrebs fundamentale egen-—
skaber. /

7ry(2’)

Definition Le.1. Hvis det lykkes p& enhver mengde

at indfgre en zlgebraisk struktur, siledes at '71'%/) for hwver af-
bildning/ bliver en homomorfi, siger vi, at VI'Y er en (kontra-
variant) funktor fra kategorien af topologiske rum og kontinuer-
te afbildninger til kategorien af mangder med den pigwmldende al-
gebraiske struktor og homomorfier. |
Kategori bliver defineret i1 nuste kapitel. Forel¢big er vi

tilfredse med, at en kategori er et system af mmngder og afbild-
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ninger. Resultatet ovenfor kan mw udtryxikes i f¢lgende smit-
ning:

Swining L.2, Enhver kompositio 1sregel * pA mengderne
WYUY) = [X; Y] ,' for hvilken s bliver en kontravariant
funktor fra kategorien af topologiske rum og kontinuerte al-
bildninger til kaitegorién af mengder med den ved ¥ hestemte
algeb‘raiske struktur og homomorfier, induceres arl en konti-
nuert kompositionsregel ! YxY —Y  yed definitionen
LIl =Lyl , nvor ﬂfm»/u(;ocx),yfm).

Det ses umiddelbart, a2t enhver kontinuert afbildning
AL YxY —Y inducerer cn komp'oe;it.i.onsreg&l pAa [2/; Y] med
de omtalte egenskaber. Kontinuerte afbiluninger /u YXV""Y
Tindes selvfyﬁlgélig altid, T.eks. projecktionerne, der inducerer
de trivielle kompositionsregler: et produkt er lig sin venétre
(hgéjre) faktor (associativ, men ikke kommutativ, og uden neu-

. ¥YxY — Y

tralelement). Det er klart, at homotope Ay o
inducerer samme kompositionsregel. Hvis Y er sammentrakkeligt,
bliver der siledes kun én kompositionsregel, men da [2/, Y] i
dette tilfzlde har kun ét element, kunne vi ikke vente mere.

Der er en dual problemstilling vedrgrende en funktor 7"2/ ’
som ti1 Y knytter Wj,("/) = [X 1 og til Y=Y
afhildningen Vﬁ‘,(/) -'-'/# e Y] — [/Y, Y'] definerst ved
/# Lyl ‘[/“PJ . Sammenssiningsreglen bliver (ﬁ ?/)#,‘"‘;,.’/# , og
W;\’ kaldes coviriant. Lnd os igen antoge, at vi for hver topolo-
gisk rum Y har en kompositionsregel » pa [2/; Y] » 8&ledes at/#:
a2ltid bliver gn homomorfi.

Den disjunkte forening . XVX er foreningsmangde af to

kopier af /Y, som vi vil betegne ){, og X;, (venstre og hgjre).
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Vi har de naturlige indlejringer /],ﬁ P X — Xvx med
01,(2’) =2 1262’)= X, . Xu har [3, [pd € [X, XvX]
et produkt {J,] * Jz} =[v], hvor ¥: A4 — XvX er en
kontinuert afbildning. Fer ¢, W' X =» Y her vi da en af-
bilaning (y, ‘yﬁ): X\/X""" Y defingret ved, at den er y
pil /Yv og ¥ pd /}2 . S er @g= [?;V)’/; og Y= (;a,;ﬂ')"/z ’
sa vi thr L@l (YT = (g, ¥)eLpl * (9 ¥ L] = (9, )4 (EJ,J*W}-
(9, V1) = (3,307

Vi har s3ledes fiet et resﬁlta’o, der er duelt til sgining
k.2 Dualiteten kommer bedst til udtryk ved i de to tilfmlde at
opfatie [?’J #»[¥'] reprmsenteret ved de sammensatte afbildninger

y 4. Xx)’—f—-x—ﬂ Yy -~y
(1) [NV L VIV A Y

Her er (@x¥)(%, %)= (p), (%)), og ¢vy ris af

?.‘ Yv"'i Y,, , 3/': /'}2 -—-—-?'YA « Diagonalafbiliningen 4 define~
res ved A(X) 2 (X,%) , og samnenklapningen V er invers til /y
pd K, og til /2 P& Y,; . afpildningen Y kaldes e¢n co-komposi-
'tionsregel.

Det er nu ikke alt for tilfredsstillende. Hvis X er sammen-
hangende, er en cokompositionsregel ¥/ X¥— Xv X en al-
bildning ind i /Yy eller )(;7 y 8% der bliver ikke s& meget ved co-
kompositionsreglerne.

Vi gir derfor over til at betragte rum (2/,4)_, (¥,4) nea
basispunkt, og mwngden af homotopiklasser [/Y, a;Y, 6], Produkt-
runmet YXY rap (b,4) sow bosispunkt, og XVR/ skal vare 1-
punitsforeningen, idet basispunkterne identificsres. 84 bliver

)(\/X sammenhangende, hvis 2/ er det. Afbildningerne
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et (YxY, (5,8) — (Y,8) o v:i (X,8) — (AvX, ) sxal ma
vere basispunktbevarende. I det fglgende undlader vi at skrive
basispunktet med, men det er underforstiet hele tiden.

Det viser sig nu, at vore unuersggelser bliver interes-
sante, hvis vi vderligere krever at klacsen [e] € [X; Yl ,
hvor £ . X —Y er afbildningen i basispunktet, er neutral-
element Tor kompositionsreglen », Det kommer ud ph, at de sam-
mensatte afbildninger i (1) skal vere homotope med @, hvis

V=2 , og med ¥, hvis @ = € . Sammensmtningen

er helt det zsamme som

Y—P v 4 yxy NXE yxy M VY

hvor 2: Y —Y er afbildningen ind i bssispunktet. At denne
afbildning for alle valg af @ X¥—Y er homotop med @, er

imidlertid ensbetydende med, at den samiensatte afhildning

V—d S Yxy JeXe,yxy_ 2 Y

er homotop med /y « Den sammensatte afbildning fgrer Yy over i
/,c(y, 6). Anslogt ser vi, at [¢] er venstre neutrsleslement For w,

hvis og kun hvis

Vo a2 vy &Y

er homotop med %,. For » defineret ved V! 7/“"7 XVX f3r vi

de duale betingelser, at sammensstningerne

)’—————V——é)’xﬂ/é{;’—;——? XX T X
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er homotope nmed 7, . Dette giver anledning til Fylgende defi-

&
nition:
Definition L.3. Bt topologisk rum (Y 6) med basis spunkt
og med en kompositionsregel /l-t-' (Y’(Y) (5,6)) (Y; é) (kon-
tinuert) xaldes et A -rum, hvis det for & Y — Y xonstant

gelder, at sammensatningerne

‘ _frxe
A —— Yy Y

Y—-—-—-—~—~—>YX Y exty o

er homotope med fy « Et topologisk rum ()" Q) med basispunkt og
wed en .«:ontlnuert cokompositionsregel V! m/ a)——-——> (XVX Q)
kaldes et co-/L/-rum, hvis det for &£-° X— X konstant gglder,

at sammensetringerne

/XV&
Xt XYy v XVX———~—~—>X

er homotope med f)/

Vi her 2llerede vist fglgende seining:

Setning b.b. SAvel en A -rum~struktur ph Y som en co-H-
runstruktur pa X inducerer en kompositionsregel pé [X,' Y] ned
den xonstante afbildningsklasse som neutraleiement, idet [XJ =
[¢] «L¥] derineres ved, at X er givet ved en af sammensatnin-
gerne (4).

I M =rum tilfwldet rar vi ganske erkelt J ) = (W’")r Y 0).

Efter at vi har indfgrt basispunkt, xen vi skrive Y= (V(’O! 00)

hvor %W =a  eller Y =0 , og vi £ir da
@ (%N}, hvis v, 00 = a,

X(X):
V()(z (:)())) hvis V¥V, ()= Q.
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Sgtning L.5. Hvis X er et co=H-rum og Y et /7/-rum,
vil de inducerede kompositionsregler # og ¥ pé [X; Y] tiifrecs-
stille betingelsen
([9,]7 (1) & (Lpd 5Lp]) = ([9] [n]) ¥ ((yls [94D)

for olle g, %, %, ¥ € LY

Bevis. Ved direkite udresning ses, at begge sider represen~

teres af’ Y X¥—Yy , hver

e (GO 0), Y 040), nvis %0 = @,

x) =
! o (PR, Y OL), mvis M E a.

Dermed or satningen beviste.
Siztning 4.6, Hvis en mengde Mer organiserct ved 2 komposi-~
tionsrezler ¥ og ¥, som her Twlles neutralelement og tilfredsstil—-

ler betingelsen

(4,7 ) 2 (%7 ;) = (42 05) F (X V)

for alle 4,4y, Y, Y5 € M, er s identisk med ¥ og associativ og
kommutative.

Bevis. Jdet £ er det falles neutralelement, er

ULY = (uTe)x (eF V)= (uze)¥(exrV)= 7V,
Vi skriver si ¥ forxog ¥ 1 den 1 swtningen snfgrte betingelse,
og sfi stAr der den associative lov, nir &, =& , og den kommuto-
tive lov, nir «4= VU, =& . Dermed er a®tningen bheviste.

De to sidste sietninger har folgende korollar.

Swining L.7. Hvis X er et co-H-rum og ¥ et A~rum, vil de
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to strukturer inducere samme truktur pa. [2’; Y] s, 0g denne
bliver associativ og kommutativ ( [2’; YJ bliver siledes en
kommutaﬂiv semigruppe med neutrslelement).

Vi vil nu se pd det tilfmlde, hvor der blot forelipger
en co-H-rumstruktur pa X gller en /{—rum-—stz'uktur pé Y.
Lad %,%,%-‘ X —> ¥  vere basispunktbevarende, og L[¥7 =
([y,]»[%])*ﬂ%l ,‘[,{’J =[] » (LpJd «[#]) . Hvis * stammer fra

en A -rum-struktur pa Y, ken ¥ og ¥ defineres ved

pr0 = pe (5,00, gi0), pen) ,  yOO= M (g0, (B 5

Evis * stammer fra en co- //-r'um struktur pa /Y, kan }I/’ og/z’

),

defineres ved '
g (4 05 (0), myis %X)=4, By ON=e,

- =0

G (400),  mwis %070
& (), hvis )/ZCX) =Q,
yenea, %(%h00)=4,

Y = A GO,  hvis
| ,%(Va'(”zc’o)); nvig HX=a, 1{,(4CX))=Q.

Det fremgar heraf, at ¥ vil vare associativ, nir de to mulige

sammensatninger i det relevante af de to fplgende diagrammer er

homotope
ynyv.,!i’f_Lny X Y s XvX
llx/b( l/l lv- vvi
Vyy— & Y Yx X—1YYy yx X x

Vi siger da, at diagrammerne er homotopikommutative, og at -

rumaet ¥ (co- A ~rummet X) er homotopi-associativt.
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Anclogt ses, at * vil vare kommutativ, nir det relevante
afl I'#lgende to diagramwer er homotopi-kommutsativi:
Y x Y ——s YX Y X
\ S 7N
XX Y —I—s¥xX,
Her er T(Y,%) = ()/2%) , S e)=0@,x), 6(a,x)=(X0), ri
dliagramuerne er homotopikommutative, siger vi, at H -rommet Y
(cé:—//-—rummet ;{/) er homotopi-kommutativt
Hvis * har en invers, md8 X —2 X—j inducerss af en in-
version @: Y = Y  cller en co-inversion @: X —2 X . Det

ses let, at hver af disse afbildninger vil inducere en inversions

]

ammensatte alfbildninger

1x0,
Y-———-————)YXY (-)x} Y"’Y-——#—’Y

hvis og kun hvis de

tv©

X—LsX¥vX ovi XVX X

er homotope med den Yonsitante afbilaning ( O-homotope).

Definition /1.8. ¥ t H-rum Y kaldes en (xommutativ) H ~grup~
ne, hvig det er hemotopiassociativt (~kommutstivi) og har en in-
version. ®t co-—//-rum ksldes en (kommutativ) co—//—grupye, hvis
det er homotopiussceiativt (~kommutativi) og har en co-inversion.

Smining 4.9. En (komeutativ) H-gruppe-struktur pa Y indu-

erer en (kommutativ) gruppesiruktur pa [X YJ « Det sanme zol-
er for en (kommutativ) co- A-gruppe-struktur pa X
Som eksempler pi /’:/-'-L.;;ruyper kender vi topologiske grupper

P M ol o3 . :
som SR 7 S o of diverse matrixsrupper,
? } ! !
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Lad (X,a) vere et rum med basispunkt. Suspensionen (SX,a) '
fas af mengden af par (X,£), X¢€ X , t€71 , iget alle (X,0),

(x 1) og (G,t) identificeres med Q.

Sztning 4.10. Suspensionen SXY er en co-ﬁ/—gr‘uppe, idet
cokompositionsreglen V! SX¥— Sxv SX defineres ved

(Cx,2¢), a) ror £¢ [0 ]

v(x,¢t)= |
(a, (x, 2¢~1)) for £¢ [—zi,z]

Bevis., Alle punkter [X,f) gdr over 1 Q, og derfor.ei‘ v

kontinuert. At vise, at SX er et co-Ff-rum kommer ud p& at

vise, at de ved

4
(x,28) for telo,} a for Zeloz]
%(J’} t)=

Y ()= , P
Q for €€ [Z"J (x, 2¢-1) for te [z ,J

definerede afbildninger ¥, % ¢ SX¥ — SX er homotope med
/.SX « En homotopil Fi: SX¥xI — SX, som viser det for den

fgrste afbildning, defineres ved
X 7
(%, (2-«)t) for X€X, %€ [O, z-__—z] ) MG. Lo, 7]

Feond) = : .
7 U € [O, 7J.
a for Xe 2/) é € 2 - ’ 1] !

Det andet tilfmzlde kan overlades til lmseren. For at vise, at ¥V

er homotopiassociativ, skal vi vise, at afbildningerne

/,j: SX— SXvSXYvSX aefinerede ved
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| 4
((x,9¢), a,0) for te[of] (x.2%),¢,a) for telof]

jm{)= (e, (x%92-1), a) for te [$7] gadr={(a,(x,9¢-2),0) for telf]

(a,a, (%,2¢- 1) for t€[{r1] | (@0, (698=3) for telft)

er homotope. En homotopi £ : S¥xI —> SX v SEXvSX ’

som viser det, er givet ved
7
((X,(V"‘la)f), a, Q) for t € [0, 3—:24( ]) Ue [0, f]
7 te [__La.,
/‘-(X,z.‘,u)= (Q, (X; 95' ‘7:"27‘ )) Q) for Y- Y234

(a,a,(x %f‘%)) for ¢e¢ [.3{_%{.5, f] , we Lo1]

Det er kedsommeligt at lave sidan en homotopi. Efterhinden kan
man godt blive erfaren nok til at kunne se, at den findes, uden
at konstruere den eksplicit.

En inversion @: S¥ — SX¥ ep givet ved Ocxd) =(x, 1-¢).
At vise det kommer ud pd at vise, at afbildningen A: SX¥ — SX
defineret ved

(x, 2% for ¢¢ [0, {]

hix, ¢) =
(x, 2(1-8) for tells1]

er ©¢-homotop. En homotopi /¢ SXxI — SX fra h til O er

givet ved _ P
(%, 2(1-w)t) g te€loil

Fix,t,u)=
(x, 2l1-(1-8) ¢op L€ lE:1].
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Dermed er satningen bevist.

For [pl, LyJ € [‘SX} Y] er [pl*L¥] = L)] , hvor y

er defineret ved

2
w(x,2%) for L€ Lo, Z.J
nt) = : ¢ 1
X. | WX, 2¢-7) for _fe[E’,]'
Med denne kompositionsregel er [SY; Y] en gruppe, men
eventuelt ikke abelsk.
Definition 4.11. Lad (Y) ) vere et rum med basispunkt.
Msngden af alle afbildninger ¥:(J,7)— (v, 4) , hvor / ={o, i
e
med delrumstopologien fra Y, kaldes lgkkerummet over (Y, 6)
og betegnes (-Qy,é), idet den konstante afbildning benyttes

som basispunkt for QY.

Satning L.12. Lgkkerummet Y er en H~gruppe, idet kom-
positionsreglen QY xQY — 9 Y defineres ved, at

ey, 33,)=5;“YQ s hvor |
% (24)  for Ze¢ [0'2{]

Y, (2¢-1) for e l[fi 1]

Bevis. Vi skal fgrst {zise, at/u er -kontinuert, rﬁen vi kan
0pfatte/u som en afbildning /a: QYxRY — Y!, og det er
derfor nok at vise, at den tilsvarende afbildning pa produkt-
form /o_(,.' QY*QY*] =Y ep kontinuert, og her er /&-C’;, v,¢)=
(Y,"YZ) (%), og den er kontinuert, da dens restriktion til de
vea ¢ (o .'zl,J og ¢ [5'1\7 bestemte afsluttede delmengder er
det. .

At vise, at QY er et /'/--rum, kommer ud pad at vise, at
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@: QY — Y  gefineret ved @l (D= ¥28) for fE€ [01353
og =q for ¢ € [‘2{; 1) er homotop med (QY + En homotopi

Fi: QY% —~> QY er givet ved
L ]
Y ((2-«)t) for ¢ € [0, s

Flt,u) (8) = :
a for z‘é[i"_’j}*’].

Det er let at vise, at £ er kontinuert. At vise, at/,( er ho-

motopiassociativ kommer ud pd at vise, at ¥, ¥/

QY x QY ¥QY — QY definerede ved

| g
vt for telodl, )’,u*)v tor 26 [01]

Y% 8@ { Y (rt-1)Tor telfrd) won v 0=

y@i-ntor relh1) 7,(9¢-3) for telpd

" er homotope. Det kan overlades til lsseren at vise det ved at

angive en homotopi. En inversion O: QY —QY er givet
vea OW) (Y= ¥{1-¢) . Beviset volder ingen vanskelighed.
Lgkkerummet §2Y er siledes en A/ -gruppe, men ikke altid

homotopikommutativ.
Hvis (X,a) og (Y,4) er vilkarlige rum med basispunkt,

ved vi sidledes nu, at [83’} YJ og [;l/; QYJ er grupper. bDet
viser sig nu, at det bare er to fremstillinger af samme gruppe.
Satning L.13. En isomorfi YA ['SX; YJ - [)() QY] de-
fineres ved, at vi for @: X =Y smter w [p] = [¥],
nvor Y/ XY — SlY defineres ved, at W (8) = @I £).
Bevis. Det fpiger af smtning 2.25, at ¥°(x): [ —Y bpli-

ver kontinuert. Det ses umiddelbart, at wx) (o) = wix (1) = 6,

¥, (yt-3) for fe[‘z"g]




og at M er injektiv. Dernzst fplger det af saztning 2.25, at
» er surjektiv. Det fremgar umiddelbart af definitionerne, at
X (LpI*Lyd) = n [9] # H Y], Dermed er sstningen bevist.

Satning 4.14. Lad X, Y .vaaré, run med basispunkt. S& er ‘
[SM)/; Y] en gruppe for m 2 1 og abelsk for am 2z 2.

' Bevis. Den fg¢rste pdstand er allerede bevist, og den anden
féé.af,- at . [S™X; Y] s ifglge satning L.13, er igsomorf med@
'LSM—’X,- SY] s Som er en abelék gruppe ifglge saatningerné. Le10,
L4e42; L4e7 08 Le9. Dermed er satningen bevist.

For X'= 8° rar vi specielt, at [SA: Y] er en gruppe for
-m 2.1 og abelsk for m 22, '

Definition U4.15. Mezngderne [3‘,4 YJ ,>M 20 kaldes homotbpi-

mengderne for (Y, 4) , og grupperne [54,' Yi , mat kaldes homo-
toplgrupperne for (‘;j L) , og de betegnes T, (Y, ) -"‘[SA:- YJ) m 20,

Deti er en tilgivelig forsyndelse: at sige 'homotopigz‘uppe og-
s& for m=0 . Homotopigrupperne afhaznger vasentligt af basis-

~ punktet. Som basispurnkt for S benyttes altia (%0,.0).

Setning L.16. 72;(‘(, $) er skvivalent med mengden af kurve-

xomponenter i Y.

o

Bevis. O bestar af punkterne J og -1, og / afbildes altid
i 6, 54 en afbildning ¥ 5.0"'7 Y er helt givet ved J’f—f) s 08
to sadanne er &bembart homotope, hvis og kun hvis de afbilder -J

ind i samme kurvekomponent. Dermed er .sztningen bevist.

Definition L.17. 7, (Y, 4) kaldes ogsi fundsmentalgruppen.
Fundamentalgruppen afhenger vasentligt af bésispunktet og
er sedvanligvis ikke abelsk. Den er et af de f& hjzlpemidler i
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algebraisk topologi, der kan Aspores tilbage til det 19. ar-
hundrede. |

Setning L.18. Hvis Y er en A-gruppe og / (X, @) —
(;Y,a) en afbildning, er /#.‘ [R/, YJ - ['Y,' Y] en grup-
pehomomorfi. Hvis X er en co~/A-gruppe og / (Y: $) —> -

(Yf 5') en afbildning, er ﬁ [/Y VJ D(, Y)J en gruppe-
homorﬁorfi.

Bevis. For @ ¥ : Y —Y er /#([901“[V1)=

flpe tpxproal = Lae (SPXV) (/ 1) eal-
[/uo ((?J)X(V’Cf)] °oa] = / [e] */CVJ Beviset for den anden

pastand gar analogt.
. ' : N AV :
Smtning 419, En afbildning /-‘ (V; é) > (l ’ 5) induce-
rer en fglge af afbildninger /#M N 7?,',,,(‘{,6)““9 W;(Y: 4') , som
er homomorfier for m &7, og som for m=@ bevarer den kon-
»
stante afbildnings klasse. Hvis ?: V’ ’ (Y é») er end-
nu en afbildning, er (2 /)# S /#
Bevis. Allerede udfegrt.
' : 3,2 '
Setning LL,2O,' Hvis /’,9 ; (\/, é) — CY) 6) er homotope, er
/ngd#m - for hvert . '
- = ¥
Bevis. /’#M [¥) = [fo¥T=Lge¥] < Goml"
ro,2
Smtning L4.21. Hvis (Ye) — (Y; é) er ‘en homotopi-
xwkvivalens, er%m en isomorfi for hvert mz2/ og en mengdexk-

vivalens for m=0.
. L, .
Bevis. Hvis ; CY, 8') = (Y. 4) er en homotopiinvers til

/} 2// (y{’) ’ altsé g#mo/#m = Z"’C,{{Ylé) s 0og analogt

/#41 2#%‘ = ‘I?'M(Y,A’) « Heraf fglger padstanden umiddelbart.
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For et sammentrazkkeligt rum (,Y, a) er 71:“(1/; a) triviel
for alle my de.ves. hvert WQ(};Q) bestar af kun et element,
neutralelementet. For et rum A er 7{;(7, a) for m>0 i-
dentisk med ‘TTMU(, a) , hvor /{ & 3/ er den kurvekomponent,
der indeholder &. I almindelighed er det ikke en triviel sag
at udregne homotopigrupperne for et rum, og vi mda se 1 gJnene,
at vi behgver mange flere hjmlpemidler; for vi kan udrette no-
get som helst 1 den retning. Det har vist sig at vere endog
meget vanskelligt at bestemme sfzrernes homotopigrupper, og csa

1
og 'S er stadig de eneste sf=rer, for hvilke alle homotopi-

grupperne kendes,

I de f¢1gende'kapitler vil vi udvikle en del ret primitiyt
verktg, som smtter os i stand til at udlede de fprste beskedne
resultater om homotopigrupperne. Derefter vil vi gi over til pd
helt anden vis at knytte kommutative grupper, homologi- og co-
homologigrupper til topologiske rum. Disée vil have den fordel,
at de i hvert fald lader gig udregne, og senere vil det vise
sig, at de ogsé er et vigtigt hjalpemiddel ved udregning af ho-

mo topigrupper.

Kapitel 5.
KATEGORIER OG FUNKTORER.

Vi skal indfgre den modlerne Jargon, der ggr det lettere at

tale om den algebraiske topologls fznomener.

Vi taler om klasser af individer i1 stedet for maengder af
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elementer. At et individ hgrer til en klasse betyder, at det
besidder visse kvalifikationer, og det er disse kvalifiikatio-
ner, der definerer klassen. Der er god mening 1, at tale om
klassen af mzngder, for vi ved, hvad det betyder at vare en
nzngde. Pa den anden side er det ikke klart, hvad det betyder,
ikke at vare en mangde. Vi kan tale om en afbildning af en
klasse ind i en andeﬁ klasse, men en s&dan afbildning mé vare en
procedure, der kan anvendes pa hvilket som helst individ fra
den fgrste klasse, og som resulterer i et individ fra den an-
den klasse. Vi kan udmmsrket tsle om ordnede par af individer
fra en klasse. Der er ogsid mening i at tale om en mkvivalensre-
lation 1 en klasse, og en sédén giver»anledning til en indde-
- ling i gkvivalensklasser og vi f&r en klasse af zkvivalensklas-
ser. Den sazdvanlige msmngdeskvivalens er en zkvivalensrelation
pé& klassen af mazngder, og azkvivalensklasserne bliver ikke meng-
der (bortset fra den klasse, der har dén tomme mengde som ene-
ste individ).

En kategori bestér af

1) en klasse 05,'hvis individer kaldes kategoriens objek-

ter, ,
2) for hvert par (ﬁ 8) af objekter en miengde \;'(/77 3)

og
3} for hver tripel (A, B, C) af objekter en afbildning

¢ 55’(5 C) x ,97/? 3)"’"’ FA, C), og vi skriver
7 (5,/)=9° | |
Elementerne i 5&‘(,9) 3) xaldes morfierne fra # til 3', Det for-

+ langes, at fglgénde betingelser er opfyldt:

) nvis 8,0, er ovjexter, og /c FA® ,
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ge F (B, C), he 3 D) er morfier, er /’°(§°/) =
(ho 2)6 /

5) For hvert objekt /A findes en morfi fﬁ ¢ F(A A,
siledes at det for objekter B, C og morfier 4 € f{ﬁ, /’9))
g, € 55?19‘.6) gelder, at {goj"*&‘/, j° /

P4 samme miade som i 2lgebra udvides den associative lov til
et vilkarligt antal morfier, og det vises, at f;} er den eneste
morfi 1 j—‘(ﬁ /9) med den anglvne egensksb.

En kategom H = (0[ \(779‘) har en modsat kategori, som vi
fér ved at omdxzsbe morfier fra A4 t11 8 til morfier fra & til A

Narligrende eksempler:

Kategorien af mmngder og vilkarlige afbildninger.

Kategorien af mengder og injektive (surjektive, bijektive)

afbildninger. -

Kategorien af endelige me:ngder og vilkérlige afbildninger.

Kategorien af topologiske rum og koﬁtinuer'te afbildninger.

Kategorien af kompsak te Hausdorff-rum og kontinuerte afbild- |

ninger.

Kategorien af (abelske) grupper og homomorfier.

Det kan varieres i det uendelige. En kategori kaldes lille,
hvis klassen af objekter er en mangde. Lad ﬁ vaere en ordnet
mengde. Vi har da en kategori med elementerne i /9 som objekter
og de gyldige relationer ¢ £ 4 som morfier. Hvis 4 specielt
er ‘maangden af delmz=ngder i en masngde M ordnet ved inklusion, kan
vi ogsé.bruge inklusionsafbildningerne som morfier.

En kategori J{)-“— (05’,&”, 6”) er él;l delkategori af J‘( =
(0[;9:0') , safremt /43 A , og for vilkarlige objekter A B € 4
desuden &"’(AJ,B) S ?2’4); B) , og hvis yderligere ¢’ er restrik-
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tionen af § , Delkategorien kaldes fuld, hvis det for vilkarlige
) >

objekter A, B € 00  gelder, at &F (A,8) = F(A 8) . En

meget 1ille delkategori afc7{‘ kan anskueligggres ved et diagram

som f.eks.

Alle afbildninger, der kan fi&s ved sémmenswtning af afbildninger-
ne i diagrammet, hgrer med til den lille kategori. Derﬁed fas en
masse sammensatte afbildninger f.eks. fra /% til C; . Vi kanv
nevne /,,-900(16/} , men der er mange andre. Hvis det altid gel-
der, at alle afbildninger fra en bestemt plads i diagrammet til
en anden er identiske kaldes>diagrammet kommutativt. Diagrammet

i figuren bestar af enkéltpolygoner, som ligger pant ved siden af
hinandeh, og det er nmsten indlysende, at det er kommutativi, hvis
0g kun hvis alle enkeltpolygonerne er det. I praksis er det ikke
vanskeligt at afggre, for hvilke deldiagrammer det er ngdvendigt
at vise kommutativitet for at slutte, at hele dlagrammet er kommu-

tativt.

En sekvens er et diagram af formen

L E N/ R . N, R . UNy. Irer, n Puta, .

m-1 " vy m+2

Sekvenser kan vare endelige.eller. uendelige 1 den ene eller 1 beg-

ge retninger.
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En covariant funktor fra én ka te gori K = (ﬁ'[,&'; o‘) til
en kategori X'= (Oti ‘?’i ) er en kombination af en afbild-
ning &t - OZ) og for hvert par /4, B af objekter fra 4
endvidere en afbildning 5‘(9,8) — &7')(,9’, 8}) s hvor /91 '8)
er billed'erne af /9 og B ’ séledes' a‘_c. fg afbildes 1 Q,’ , OF
hvis /,3 afbildes i/iﬁ' , -viljed[ afbildes i Ja'o/: , Dar
(70/ eksisterer. En funktor betegnes med FJ'J"'“-?JQ , 0g bil-
ledet af et objekt A betegnes F(A) eller FA ligesom bil-
ledet af en morfi / A =L betegnes /;/-‘ A —FB (med el-
ler uden parenteser), og vi har sa F(jo/) = /3° /;-/ . En kontra-

.

variant funktor afviger. kun ved, at / ﬁ -2 /3 har billedet
/7 FB— FA , o.g‘sammensaetningsreglen er F(’j 00/)'-' /7" Fjﬂ
Funktorer kan sammensattes som funktioner..l Sammensstningen
bliver covariant, hvis den omfatter et lige antal kontravariante
funktorer, og kontravariant, hvis den omfatter et ulige sntal kon-
travariante funktorer. Der er en identisk funktor (covariant) fra

en kategori til sig selv, og der er en triviel kontravariant fra

* en kategori til den modsatte. Man kan ®ndre en covariant funktor

til en kontravariant eller omvendt, ved at erstatte en af katégo-
rierne med den modsatte.

_ En glemme-funktor er en funktor, der stiltiende anvendes ved
at man ser bort fra struktur, f.eks. ved at behandle en topologisk
gruppe som et topologisk rum eller som en gruppe og en kontinuert
homomorfi som en kontinuert afbildning eller som en homomorfi.

Eksempel. Til enhver integritetsring /9 (d.v.s. kommutativ
ring med / -element og uden ¢-divisorer) svarer et kvotientlegeme
/(A) . En injektiv ringhomomorfi /-‘ A — LB xan udvides til ‘en
homo.mof'fi /1/(&/7-' /‘/[/?)“'“’ /((8) ved definitionen /1’9/) },{{ =




‘ o ) : ' ,
;C(x)) , idet ;: f;v medfgrer ,Y}a’g ’y;r’ , altsd /c:r)/f)/) =

i (74 .
%) /0(’) , altsé %ﬁ? 2 . Altsa er /{ en funktor fra

o~ Fyr "
kategorien af integritetsringe og injektive homomorfier til kate-
gorien af legemer og homomorfier.

For hvert objekt 4 1 K = (ﬂi,é{fa’) har vi to funktorer

/7/9 og //’9 defineréde ved _
Hx) = FBX), K@= L9

K = FA, /L/’?/)f;ﬂ)‘ 902/

Vi sef,- at /7//9 er covariant og //ﬁ kontravariant. Hvis J
spécielt er kategorien af topologiske rum og homotopiklasser af
kontinverte afbildninger, bliver /{p og //'g- de tidligere

 omtalte funktotrer ':'Z“IQ 0g "72"‘9 over 1 kategorien af memgder 0g
afbildninger.

Vi vil ofte bruge kortere be tegnelser fér hyppigt‘ forekommen-
de kategorier. Vi siger kategorien af topologiske rum og underfor-
. .star, at morfierne er kontinuert \ﬂ;’t‘u;fﬂ{jtioner', og vi siger katego-
rien af (abelske) grupper" og lﬁndefi‘bziétﬁr, at morfierne er homomor-.
fier. ' |

Der findes en covariant funktor 5 fre kategorien af topolo-
giske ‘ru.m til den selv, ldet 53’ _er suspensionen af X og for

s X — Y er 5/: S/Y""‘DSY givet ved Sd/ (r,t) = CO/CX), Z)
Analogt har vi en funktor C ’ vd,e.'r- til /Y knytter keglen C;Y
Vi har en kategori af rum (X, Q) med basispunkt og basispunktbe-
varende kontinuerte afbildninger, og pi dénne har vi ogs& funkto=
rerne S og C , blot drejer det sig nu om reduceret s_uspensiorj

og kegle,
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Hvis (/9, 6\) specnielt er en suspension, fgrer 7{4 over i
kategorien af grupper, og hvis (#,2) endda er en dobbelt sus-
pension, fy¢grer 759 over 1 kategorien af abelske grupper. Mere
specielt er 7@ en funktor fra kategorienlaf rum med basispunkt
til kategbrién aff mengder og afbildninger, ﬂ; en funktor fra ka-
tegorien af topologiske rum med basispunkt til kategorien af
grupper, og for Mm2g2 er 9, en funktor fra kategofien af rum
medﬁbésispunkt til kategorien af abelske grupper.

Der findes en covariant funktor $2 fra kategorien af rum
med basispunkt til den selv, idet S2(X, a) = (QX, a) er lgkke-
rummet p& A, og for [ (X, a) — (Y,4) defineres .Qa/.' (ina)—-,
(.QY, 4) ved Q/(b’) =/°Y . Sammensztningen %-Q , hvor A
er et rum med basisPunkt; er en covariant funktor fra-kategorien'
af topologiske rum med basispunkt til kategorien af grupper. Det
er klart, at 7Zﬂe\5 er en analog kontravariant funktor.

En covariant funktor kopierer ethvert diagram, og det ggr en
. Rontravariant funktor nmsten ogsé, idet den blot skifter retning
' pa morfierne. Vi minder om, at Brouwer's fixpunktssatning siger,
at der ikke findes nogen retrakfion i Fl— 5M-z , altsa at

der ikke findes noget kommutativt diasgram

5mt

hvor j er inklusionsafbildningen. Ved anvendelse af '727> f£ar vi et

diagram
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. L et 4
- T, (S )
J& Ie, (s*)
BED) —p > B(STD.

Nu er fng(EM) triviel, da F" er et sammentrzkkeligt rum, og
derfor er j# og ?g& O—-afbildninger. Altsd vil Brouwer's fix-
punk tssetning vere bevist, si snart det lykkes os at vise, at g
kan velges, sS4 7, (SW") ikke er triviel. Det er desvarre ikke
s let - men vi har da ogsé vist, at det m&d vere lige si svart
som Brouwer's fixpunktssetning. Det bliver dog en anden funktor
end ", , der \}iser setningen for os.

Laa K= (X, § ) og J = (%); .SF')) o) vare ka tegori-
er, og lad F;G H > K vere covariante funktorer. Ved en
naturlig ‘transformation 50.' F"“f’é‘_ forstids en tilordningslov,
der til hvert objekt A 1 JU knytter en morri @ch): FIA) —
GC:Q) fra J{” , siledes at det for enhver morfi /-' A — B

fra JH g@lder, at disgrammet

Fpy —L48 s Fep)
l;w?) pt8)

Gomy —ED 0B

er kommutativt. Hvis F og C er kontravariante funktorer, defi-
neres naturlig transformation analogt. Den eneste zndring hiliver,
at tiorfierne FC/) og 6%/) gdr modsat vej.

Hvis A og £ er topologiske rum, er 7y og 7% funkto~
rer fra kategorien alf topologiske rum til kategorien af mangder.

En afbildning @ B— A giver anledning til en naturlig trans-
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formation P: W —> My , idet vi for [f] € T (X)= [4; x]
satter @ (X)L1] = [/@?J € 7y (X) = [8; X, 1 aette tilfslde
er det trivielt, at diagrammet ovenfor bliver kommﬁtativt. Af-
bildningen ;D giver ogsi anledning til en dual transformation
fra w8 11 w”. | |

Ud fra en kategoril Jf'—" (0(;'5{: 6’) kan vi konstruere nye
katégorier, hvis objekter er diagrammer af fast udseende., S3ledes
far vi en kategori, hvis objekter er dobbelt uendelige sekvenser

R LNy "IN ,gmr_;&,v, %_&,_&L_,/;Mz_&:g....

m=1

Vi kan kort betegne en sidan sekvens (4, ;b) Ved en morfi
/ (A, 9) — (B, ¥) rorstir vi en fglge af morfier / — L,

fra J‘C , sdledes at

...ﬁ':_s/g _Z____,/;z ..Z___>;) ?’«M Pt o Pty

-~ M+ 7 MF2

N
.3&:3_,5“_’ Youzt >4, >8,, __k”___,g Wiy,

P L

er et kommutativt diagram. Analogt er der en kategori, hvis _015-

jekter er kommutative firka ainter

A —E— p A —F— A,
dlz I’_ | 6/‘,
a,——%f———> 5  s—Yr—z5,

og en morfi fra den fyrste firkant til den anden bestdr da af 4,

morfier
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. ) } , /7
b A — Ay, o Ay~ Ry, /’7:"'/’;_—)6’/”2'82 %
fra K , 88 vi far en kommutativ terning

’ ’
)

8] v

Som et sarligt simpelt eksempel har vi en kategori, hvis
objekter er afbildninger P A ==X, hvor A og X er rume.
En morfi fra p: A — X i1 g° B =Y er et par af arbild-
ninger %.’ A—B , 2;" X —Y , shledes at ‘7?1'/";'/0. Vi har
en funktor fra denne kategori til Kategorien af topologiske rum,
som til et objekt P A ‘“"”/}/ knytter afbildningscylinderen
'?’/’ s 0g til morfien ((/2) en afbildning .Zy,j) defineret ved
Z¢2> (a,2) = (/ca), £, 'Zé/'j) (X) = §&) . Afpildningskeglen
giver os en analog funktor, og hvis vi gr over til rum med ba-
sispunkt, fa8r vi en tilsvarende funktor af den reducerede afbild-
ningskegle.

En morfi /-’ X—Y ien kategori ksldes en szkvivalens,
hvis der findes en morfi 9-‘ Y""’X » SBledes at 2'/* /;( ’
/‘*é = /Y s 0og vi siger da, at g, er invers til/ og skriver
?"—‘/“1 s 08 objekterne /Y og ‘/ keldes zkvivalente. Det er
klart, at vi har en mkvivalensrelation, ég kategoriens klasse af
objekter bliver derved delt i mkvivalensklasser. Fengdemkvivalens,

homgomorfi og isomorfi er kendte eksempler.
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Vi har en kaiegori, hvis objekter er (paf af’) topologiske
rum (med basispunkt), og hvis morfier er homotppiklasser afl af'~
bildninger. Zkvivalensbegrebet i denne kategori bliver homoto-
piskvivalens. _

Et initialt dbjekf i en kategori er et objekt med netop 1
morfi til ethvert objekt i kafegorien. Et finalt objekt er et
objekt'med.nﬁtop 1 morfi fra ethvért objekt. Alle inltiale (£i-
nale) ob jekter i en kategori er akvivalente. Den tohmé mengde og
det tomme rum er initiale objéktén £t 1~punktsrum og en triviel'

- gruppe er finale objekter.

Direkte systemer og inverse systemer er specielle kategori-
,6])' er et direkte system, der er delkategori
, kan vi betragte objekter A fra JL, y og for

er. Hvis. (/‘3 » @
af en kategori JQg
nvert X familiér af morflier %.’ /Z — X , siledes at det for
alle ,9;” z@mlder, at %=%°&p « Hvis Y er et andet objekt
og é@ : ﬁﬁ — Y  en anden femilie af morfier, som tilfredsstil-
ler den samme betingelse, vil vi betragte morfier A XY

fra J¥ for hvilke gb = }lzé, for alle ép. Derved fir vi en ny
delkategori 1 H . Vi ser, at ﬁw,___, (/‘Z,,/ag,/) netop er et ini-
tialt objekt i‘denne kategori, og det betyder, at de betragtede
familier éé: ﬂﬁ-“"ﬁ/ af morfier netop er dem, der kan faktorise-
res pi formen /g *g"‘-’aﬂm‘_., (/"7;,?7,/)"4‘9 2/, hvor A er entydig
Tastlagt ved familien /,. Vi har et slagord i denne situation,
idet vi siger, at ,Am___’ (/‘é,y,/,/) er et universelt objekt for
de betragtede familier af morfier. Her er der tale om et initialt
universéelt objekt for en final situation. Hvig det dfejer sig om

ikke tomme mzngder og afblldninger vil mengder med 1 element vare.

finale univgrselle objekter & den samme situation. livis (/Z“?f//)
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er et inverst system, kan vi betragte den duale situation, og
,ﬁ'm‘____ (/‘9,}%,2) er da et finelt universelt objekt for en ini-
tial situation, og hvis det specielt drejer sig om mingder og
afbildninger, er den tomme mengde initislt univérselt objekt for
den samme situation.

Lad (G IJ GJ) vere en familie c-f abelske grupper. Vi be-
tragter alle mulige valg af en abelsk gruppe R/ og homomorfier
/@ . 2/-“’ G} . Ethvert sidan valg bestemmer netop en afbildning
995)”"""’27 G} y 0g hvis vi indfgrer den n»rliggende gruppestruk-
tur (22) -f-%)- *}g) pa 776 s bliver @ en homomor'fi.'
De mulige valg af ﬂ/ og ?j cfi j , er altsd netop alle, der kan

faktoriseres pa formen

/}/~_2_.,77 G s g}
- PO

~ hvor /OJ er projektionen. Alts&d er gruppernes produkt JZT G}, fi-

nalt universelt element i den foreliggendeinitiale gituation. Tri-

- vielle grupper er initiale universelle objekter i den samnme situa~
tion. |
Lad }(f J) vare en familie af sbelske grupper. Vi be~-

tragter 2lle mulige valg af en abelsk gruppe X og homomorfier
G *“’2/. Med @ G} = FG be tegner vi undergruppen af
L]

familier (/'g) med 2"] =0 undtagen for endelig mange / . Den kan
opfattes som gruppen af endelige summer e A med 2’ €
I grupp lig J;r 2 P L
med den naturlige komposition, og homomorfierne ?, bestemmer da
éntydigt en homomorfi @ e@; @ — Y ved g&(a/"—f---- + 2‘;“) il

: p ‘ A
g(a},) doeee 8‘«({/‘«) . De betragtede valg af X °g %’dl 6/ - er

altsd netop alle, der giver faktoriseringer




‘6. .
G~ 9 G~

hvor ZJ er den naturlige indlejring. Vi ser, at @ % er i~

B

nitialt universelt objekt 1 en final situation.

T kategorien af abelske grupper er mmngden af homomorfier af
/) ind 5 selv en abelsk gruppe., For 90’ V’; ,67 -—-?[3 har vi nem-
lig '

(p+P)(X+y) = Plxy)+POr+y) = @ N+ PLy) + PO+ YY) =

LX) + VOO—;— @ly) +yy) = (P+P) 0+ (p+¥iy),

men overgangen fra fgrste til anden linie beror pd kommutativite-

ten.

Funktorer fra ketegorien af sbelske grupper til samme katego-
ri er smrlig interessante nir mengderne af homomorfier afbilldes

homomorft. Sadanne funktorer kaldes additive.,

Kapitel 6.

POLYZDRE

I den =zlgebraiske topologi bhenyttes polyedrer(meget mere ge-
nerelle end de klassiske) som sarlig simple modeller af topologis-—
e rum. Nyere undersygelser viser, ot polyedrene er generelle nok
til, at alle de fmnomener, der kaﬁ skelnes ved den algebraiske to-

pologis metoder, indtraffer for polyedrene. Vi indleder med nogle

abstrakte begreber.
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Definition 6.1. Bt simplicielt kompleks A er en mmngde af
endelige ikke tomme delmzngder alf en mengde /7/ , s8ledes at fgl-

gende betingelser er opfyldt:

1) Vhe H ({hhelR),

2) Vst € H ((seRat ssatld)=> z‘e/w’)
Elementerne i /'( kaldes simplices og elementerne i // hjgrner.

Vi ser, at /L/ er foreningsmengden af alle sirnpiices i /\/ .

Kt simplex & er siledes en endelig, ikke tom delmengde af H .
Et delsimplex i § kaldes en side i & . Vi kalder § et m-sin-
plex, hvis det har m+ 4 hjgrner. Det er klart, hvad vi mener med
en g-side 1 $§ og med en mgte side 1 S . Antallet af g -sider

i et m~simplex er ;I; « Bt simnlicielt komplex kol des ende-
ligt, hvis antallet é_f’ simplices 1 det er endeligt, og det er'ené-
betydende med, at antsllet af hjgrner er endeligt.

For et simplex § TDbetegner § det simplicielle komplex, der
bestdr af alle sider 1 S , oz $§ Detegner det simplicielle kom=
plex, der bestir af alle mgte sider 1 S.

Et delkompleks af et simplicielt kompleks /‘( er en delmmngde
af /'{, der selv er et simpliciclt kompleks. Det kaldes fuldt, hvis '
ethvert simplex. Sé& /‘( for hvilket S er i delkomplekset, selv
er i delkomplekset. Rthvert delkompleks i /"'{ har en mindste udvi- -
delse til et fuldt delkompleks 1 /4.

. Vi vil ikke skelne omhyggeligt mellem hjgrne og Z-simplex.
For enhver mengde - /L/ her vl et simplicielt kompleks, der bestar af
de endelige, ikke tomme delmzngder afl /L/ For H = /\/ har vi et
simplicielt kompleks bestiende af alle simplices (m,m+?, -, 2a)

og alle sicer 1 disse. Det er let at lave fllere cksempler.
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Definition 6.2. Lad /{, og NZ vere simplicielle komplek-
ser, og lad ﬁf, vere meEngden af hjgrner i /1); o8 /é mangden
af higrner i /M . Ved en simpliciel afbildning / ), — /A,
forstis en afbildning, der er induceret af en =fbildning @. /;{ "—?/)é.

“in afbildning ¢: /L/y — /1/4 vil &benbert inducere en sim-
pliciel ~fbildning /-’ /‘); — /‘)a , hvis og kun hvis den afbilder
elementer, der er hjgrner i et simplex, 1 elementer, der er hjgr-
ner 1 et simplex. Billedet af et m-simplex vil vare et 9-sim-

plex med § 5 mo,

Vi vil ogsa interessere os for par (/(,r,é-/) , (/‘(g; Az) af
simplicielle komplekser, idet 4, S /{7, L, € /. Ved en sim-
pliciel afbildning : (/‘(’1, L,) — [/\’;, by) forstir vi en af-
bildning /;-' /\7, — /‘}z med en restriktion / ‘ L, —2 ‘4& . Der
findes et tomt kompleks ﬁ, og vi setier C/\’,ﬁ) = /')) » 8d Vi
L = K — (K, L)

har inklusionsafbildninger

Setning 6.3. Der findcs en ketegorl af simplicielle komplek-
ser og simplicielle afbildninger, samt en kategori-af simplicielle

per og simplicielle afbildninger.

Bevis. Klart.

Vi kon selvfglgelig ogsa indfsre tripler. Vi skal nu skabe
forbindelse mellem simplicielle komplcekser og topologiske rum. Der-

M
t1l benytter vi rummet .[ s hvor /’/ er mengien af hjgrner.

Definition 6.4. Lad Kt vere et simplicielt kompleks og Ved
H
mengden af hjgrner. Med ﬁ (/‘)) g7 be tegner vi msngden afl
punkter (A@[he /9/) , for hvilke det gelder, at mmngden (AIX;,PO)

er et simplex, samt at 27 X, = .
_ he ff
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Den fy¢rste beﬂtingels.e be\firker, at summen 1 den anden be-
tingelse er endelig.' Vi bemzrker, at A er bestemt ved /2, (/();
idet den fg¢rste betingelse bevirker, at man kan se pi | /3“ (K),
hvilke delmzngder af /7/ der er simplices.

Lad. S € /{ vare et Mm-simplex, og vi kan antage, at dets
hjgrner heddér 0,1,--, M, s8 et punkt 1 /3‘ (§) er givet
ved et koordinatset (X, --» X.) , hvor X, 20, -+, X, 2 0O,
Xo+-m 1+X, = 7. Som punkt i /%‘U{) har det alle ¢gvrige koor-
dinater = 0. Vi ser, at Zi(.?) & km‘#f er det konvekse hylster
for basisvektorernes endepunkter. |

Vi siger, at M+{ punkter i et affint rum er i almindelig
beliggenhed, hvis de ikke er indeholdt 1 noget affint m~-{~dimen-
sionalt underrum. I et rum med ferre end M dimensioner kan M+ 7
| punkter aldrig vzre 1 almindelig beliggenhed. I et m~dimensionalt
rum kan en mangde af 9 punkter i almindelig beliggenhed altid ud=-
vides t1l en mzngde af M+t{ punkter i almindelig beliggenhed. Der
findes netop 1 affin afbildning /: R"— R™ , som fyrer m+1
givne punkter i almindelig beliggenhed over i Mm+[f vilkii"lige
givne punkter, og hvis ogsd disse er i almindelig beliggenhed, vil
% vere en homgomorfi. En mmngde bestaenﬂé af m+{ punkter 1 al-
mindelig beliggenhed 1 et affint rum er indehol’dt i netop1 m-di-
mensionalt underrum.

Det konvekse hylster for m+{ punkter i almindelig beliggen-—
hed 1 et affint rum kaldes et reelt Mm-sinmplex. Alle siidanne er
indbyrdes homgomorfe. Vi har set, at /,?“'C.S’) l, nvor Se€A  er
et 'm-simplex, er ¢t reelt m-simplex.

Ved afbildningen /z\ vil hvert m-simplex S¢ /‘( svare til

et reelt m-simplex i en m+f-dimensional delterning af Z . En
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side 1 $ svarer derved til en side i1 det reelle M-simplex.
For S,%¢ N er /ﬁ{"f)n ﬁ(?) = /E‘MCE‘/TE').

Et hjgrne ;? kan identificeres med billedet /24({7/),
hvor }7} fortolkes som et O~simplex. Derved bliver hjgrnerne
identificereﬁ 'm'ed basisvektorerne for ']”, som alle ligger i
/?;‘C/() , O hvert punkt af /iC/'t’) bliver s& en linearkom~
bination 8}\2 /?, s hvor alle 2(; €0, og 2; >0 indtraffer
for hj¢grnerne i et simpl‘ex,' og Zj}l’ = 7. )

For Se€ M or delrumstopologien fra j// P& /2 (3) aen
swedvanlige topologl p& det reelle simplex, men for hele /2‘[/{)
bliver delfumstopologien fra ]H grovere end gnskeligt. Vi fo-
retrzkker at indfgre em metrik pa /,,O“ C/W’) s ldet vi definerer

afstanden mellem X = Z@"’} og 4= Z)g/y ved

. 7, - 2
dist (x,4) = J/Z-(}('j )

- Det her mehing, fordi summen bliver endelig, og derfor er det
ogsa klart, at @/s? vliver en metrik. Vi kalder /?“C/() med
denne metrik det ved /T’ bestemte metriske polyeder, og vi be-
tegner det ”{’d . Pa hvert reelt simplex bliver den ved me-
trikken inducerede topologi identisk med delrumstopologien fra
7% |

En simpliciel afbildning /-‘ K - /¢ induceres af en af~-.
bildning 90 //""" /7'” af de tilsvareﬁde mamgdér af hjprner, og
derved induceres /2((/)-’ P AK) **-w-aeh(/f’) defineret ved

ey (Z'Jg’}) = Zf'a{;, Phy),
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hxror"summen p& hgjre side reduceres, hvis flere ;0(/2) er i-
dentiske. : : : ' ,

Vi skal ikke spilde tid pd at undersgge, om /13.\(//) er
kontinuert i1 den metriske topologi, men i stedet endnu en gang
skifte topologi.

Vi pvetragter igen et simplicielt kompleks /L( med maengden
/‘/ alf hjgrner., Ved m—-skelettet /\}Mg /1} forstés rﬁaengden af
% -simplices i X mea 4 S, 34 er /-(u-f-: /('-5"' /\/2_5:: *o0g
H™" = A , men vi har tillige {?n(/\)o)g /,,O,,C/(')g Tt og

3

M[j’ PR = A, ﬁ/{) , og det gmlder endda ogsd, at l/.\’olo, g
\7‘5?; g - og a&jo IRy = IRy -

Vi kan betragte #, K og /Z‘C/\”) som samme mengde. Vi
bemerker, at vi far '/?"(/(M) ud fra /9“(/(«—9 ved at tilfgje
bidragene til /,?” (X))  fra alle M-simplices-i K. ¥or et m-
simplex § gaalder.nu, at /9“63') allefede er bygget ind i
}3,‘(/\}“-’) y OF »/2\(3-) , som er en Mm-celle, klsbes derfor til
&C/{“#) med inklusionen /,,D“(s') Sa (/(M'f) som klzbeafbild-
ning. Vi kan danne den disjunkte 'fore‘nking af alle /Z‘ (E‘} sva~
rende til m -simplices S € /{ s 08 kKlzbe denne til /,?..C/(“")
ved den klabeafbildhning, der er sammensat af randens inklusioner.

Det er nu naturligt, at definere topologien pa /?M (/\/) ved
den her omtalte fglge af sammenklsbnirnger. Det fgrer til, at en
mmrigde i I?“C/{) bliver afsluttet, hvis og kun hvis dens felles—
mzngde med enhver méangde /[Z“ (5) for se&/X .bliver afsluttets
Derved bliver A, (/) netop direkte limes for (A, (A™) mea
inklusionsafbildninger, og det er ogsid klart, at topologien bliver

kompakt frembragt.
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Definition 6.5. Den topologi pa /?m (K) , der er bestemt
ved, at en mengde i R (X)) er arsluttet, hvis og kun hvis
dens fallesmengde med ethvert afsluttet simplex i /9“ (K) er
afsluttet, kaldes den koherente topologi pd /%.(/\)) s 08 /QMC/()
med den koherente topologi'kaldes det til /\) svarende polyeder
og betegnes U{l-

Det er nu klart, at fglgende setning gmlder:

Sztning 6.6. En afbildning /i IR} — Y er kontinuert,

hvis og kun hvis dens restriktion til hvert afsluttet simplex 1

”‘C | er kontinuert.

| .
Specielt vil en simpliciel afbildning Y /‘( — K indu~

J
cere en kontinuert afbildning {/l: IRl — 1R'] . a1tsa geider

fglgende smtning:

Sztning 6.7. Der er eﬁ covariant funktor, som til hvert sim-
plicielt par (X, L) xnytter et topologisk par (1KI, [L1) , og
som til enhver simpliciel afbildning : (/() L) — (H,) L’) knyt-
ter en kontinuert afbildning (jl.’ U/'H, }U) = ([/('!, “'If)-

Udvidelsen til par er triviel. Hvis / er en inklusionsaf-
bildning, er |/l en inklusionsafbildning. Afsluttede simplices i

]Kl er afsluttede mengder. Den koherente topologi er finere end

den af metriken inducerede.
Sztning 6.8. Bt polyeder |K! er et normalt rum.

. : . ~1
Bevis. Da J/(M‘ f&s ved péklsbning af celler pi l/‘(M I ’
er 1K normalt, hvis }/(Mqil er det. Men s& giver induktion;
o~
at K"l er normalt for ethvert m.Lad A E A vare afslut-

tet og /l A — [a, 4] xontimuert. Det er nok at vise, at der
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findes en fglge af afbildninger /{1: AU R — [a,é] | sa
enhver er udvidelse af den foregiende. Hvis fa er konstrueret,
foreligger /M.” allerede pa (AU [ K" D ]/(MHJ , som er
afsluttet, og den kan udvides til H(MH‘ , da “{MHI er nor-
malt, men den derved opndede funktion bliver kontinuert pé

mt4 :
AUIR ] . Dermed er saztningen bevist.

Definiﬁion 6.9. For ethvert simplex S € /{ ‘xaldes IT1NIS8] S
[Kl et dvent simple# 1 1Rl  og petegnes (8.

Hvis $ er et ¢ -simplex, er & = ﬂ, altsd 51 =45 .
Et &bent simplex ¢8) er en aben mengde 1 [|KRl, hvis og kun

hvig' $ er et maksimalt simplex i /‘(

Sztning 6.10., De &bne simplices 1 H“ udggr en klagseind~

deling af K.

Bevis. Et punkt X € IX!  nar en fremstilling X = Zjﬂ} /’;,)
og de . ;’J , der har strengt positive koefficienter, er hjgrner 1
et simplex $ " med X e(s> . 84 er X ikke i noget mindre sim-

plex, og alle st¢rre har ‘__Jg i en agte side. Dermed er sotningen

bevist.

Definition 6.11. Det simplex S € 24 , for hvilket X' € e

tilfredsstiller ¥ € {82 , kaldes bazreren for 2.

Definition 6.12. En mmngde A 1iet topologisk rum X kal-~

des diskret, hvis enhver delmengde af ﬁ er afsluttet.

S=ztning 6.13. En mzngde 1 “‘“ er diskret, hvis og kun hvis

dens f=xllesmzmgde med hvert Abent simplex er endelig.




Bevis. Betingelsen medfgrer, at mmngden har endelig felles~
mengde med hvert afsluttet simplex i JXl, og det medafgrer Aben-
bart, at enhver‘endelig delmzngde af den er afsluttet. Hyis be-
tingelsen ikke er opfyldt, indeholder mangden uendelig mange
punkter af et afsluttet simplex [&1 € (/]| , og dermed en del-

mezngde af I8l , som ikke er afsluttet (man fjerner et fortat-

ningspunkt). Dermed er satningen beVist.

Sztning 6.1L4. En mengde A i et polyeder IR] er kompakt,

hvis og kun hvis den er afsluttet og dakket af endelig mange Abne

simplices.

Bevis. Hvis betingelsen er opfyldt er mengden dekket af en~
delig meange afsluttede simplices, og dermed er den foréningsmmng-
de af endelig msnge kompakte mangder, altsi kompakt. Vi ved, at 4
ikke er kompskt, hvis /9 ikké er afsluttet. Hvis A indeholder
punkter af uendelig maﬁge Abne simplices, har':g ifglge satning
6.13 en uendelig diskret delmsngde, og s& kan /9 ikke vwmre kom-

pakt. Dermed er satningen bevist.

Definition 6.15. Lad M vere et simplicielt kompleks og

s € M ot simplex. Foreningsmengden af 18l og de Zbne simpli-
ces {£) , for hvilke S er side i %, kaldes stjernen for S og

betegnes ST S.

Hvis A er et hjgrne i /(, er $tA siledes foreningsmang-

den af alle abne simplices {§)» , for hvilke A er hjgrne i S.

Sztning 6.16. Stjernerne §4 4 for hjigrnerne i et simplicielt

kompleks .ﬁ( udggr en overdmkning af I/{l med abne mengder.
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..'Bevis:.., Da ethvert ;‘-ibént simplex har hjdrner, cr det klart,
at stJernerne dskker f'fff .‘. Lad A vare et hijgrne. Vi skal vise,
st M= “{E\ st 4 er afsluttet. Hvis & € K ikke har 4 som
' = 1§}

hjsre, er (§1 & 4 « Hvis _fJ er hjgrne i S, er A a sl )

: ) ’ ‘ : o
hvor § - er siden overfor 4 . Dermed er smtningen bevist.

Refinition 6.17. Bt simplicielt kompleks K. kaldes lokalt

LY 2

]
endeligt, hvis hvert hjigrne 1 f“f’ er hjdgrne 1 hglst endelig mange
simplices 1 fﬁ’.
Det er &benbrrt ensbetydende med, at alle stjerner er ende-

rlige ¢

Smtning 618 For et simplicielt kompleks /{ er fplgende 5
egenskaber indbyrdes mkvivalente: .

1y Kl er metrisabelt.

2) Der findes en numerabel omegnsbasis for hvert hjsrne

i AL,

3y K er lokalt endeligt.

14) IKl  er 101{0.11{0!1@31{1:. -

5) Den idenfiske afbi:ldning giver en homg&omorf’i IRE = fff;qf'

Bevis. Det er klart, at 1) = 2). Lad A vsre et hjgrne i X,
og lad - 2{; ¥ 5«’1 2 Zfs 2 - vere en numersbel basis for om-
egne af .‘5 & f/'“\)tl + Lad os antage, at der Tindes en plge |
: (31:}: {8y - af forskellige Abne simplices med # som hjgrne.
Vi kan da velge @, € me 1 {5.> , og vi har da (64,) —H i
modstrid med, at {GMS er diskr_‘ef ifplge satning 6.13; Dermed
har vi vist, at 2) = 3). Det er klart, at 3) = L), da stjernerne

Tor hjvrnerne far kompakt afslutning. Af szining 6.14 Tglger pa
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den anden side, at U4) = 3). Hvis bade 3) og L4) gzlder, har
stjernerneikompakt afsluﬁning, og s& afbildes de nomgomorit
ind i IXlg . Dermed har vi vist, at 4) = 5), oz det er tri-

vielt, at 5) = 1). Dermed er s=ztningen bevist.

Definition 6.19. Ved en triangulering af et tooologisk rum
X forstids en homgomorfi @ Kl — X , hvor Ker et simplici-
elt kompleks.

Det er derefter klart, hvad vi mener med, at et rum kan
trianguleres eller er triangulerbart. Bortset fra trivielle til-
felde vil et rum selvfglgelig have mange trianguleringer, hvis
det overhovedet har nogen.

Definition 6.20. Ved en triangulering af et par (/Y, A) af

topologiske rum forstis en homgomorfi </ Um, “/[) N CX)’Q)!

hvor CN) L) er et simplicielt par.

Det er kxlart efter det foregiende, at triangulering af kom-
pakte rum kun Xan ske ved endelige simplicielle komplekser, ms-
dens ikke kompakte rum krzver uendelige simplicielle }.{omplekser.
Lokalkompekte rum krazver lokalt endelige simplicielle komplekser.

Vi her set, at (EM) SM-7> kan trisngulsrss ved (8, 8),

\41 ~M ~ ~
hvor S er et m-simplex. Det er let at vise, at R ’ 7 /0) CP

g KPT - ; - 7* W
og kan trianguleres. Prgv at triangulers med si A

2-simplices som muligt.

Et simplicielt kompleks ksldes m -dimensionalt, hvis det om-
fatter mindst et m-simplex, men intet Mm+f-simplex. Derefter er
det klart, hvad der menes med "endelig dimensionelt”, "uendelig
dimensionalt"og "hgjst m-dimensionalt”. Wt simplicielt kompleks

kan vere endelig- dimensionalt uden at vare lokalt endeligt og
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omvendt. 7
Hvis /{ er et endélig_t simplicielt kompleks, kan |X| al-
tid indlejres i et afsluttet M -simplex 18] , hvis /X har

o

— >N
N+t hjgrner, og 18] xan indlejres i R , s& JXl  xan ina-

lejres 1 RN

N

Avis |Xl  skal kunne indlejres i RY  ror et passende
/\/, ma X have dimension < /\/, og vere lokslkompakt, altsd lo-
kalt endeligt, og da mengden af hjgrner skal afbildes pi en dis-
kret m%ngde., ma maangdén af hjgrner vere numerabel.

Lad os antage, at /\) opfylder de anf¢grte betingelser, og
/‘?zm-*f

.

har dimension m. Vi vil vise, at l}“ kan indlejres 1
Lad (hw), m2 0O vere fglgen af higrner. Vi vil indlejre Xl
sa h$ far sirdste koordinat g - Lad os antage, at vi aller=de har
faet indlejret det delpolyeder af l/(l , der omfatter alle sim-
plices med hjgrner blandt }70,-", 59_1 . 33 skal /)5 olaceress, s
det bliver hjdrne 1 visse simplices. Lad S vare et af dem, og
lad ¢ vare et, vi har i forvejen. S& m& indre punkter i 151 ixke
( tilhgre I£|. Det vil vare i orden, hvis alle higrnerne i }S| og I£]
er i almindelig beliggenhed. Det drejer sig om hgjst 2m+ 1 hjgr-
ner udover h§ , og det betyder, at A skal velges udenfor en
hpjst 2m~ dimensional mangfoldighed i i?zm+1 , 8ltsd udenfor en
h¢jst Im~¢ -dimensional mangfoldighed i det ved 2§_M_” = g9 be-
stemte affine underrum. Der bliver endelig mange betingelser af
den slags, og valget af /’i er derfor muligt. Vi opnar, at hvert
afsluttet simplex i [X] bliver afbildet homgomorft, og det sikrer,

at vi far en indlejring. Det er ikke svart at vise, at Im+ /[ er

det bedste valg.

-
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Kapital 7.

BARYCENTRISK VIDEREDELING O0G SIMPLICIEL APPROKSIMATION.

En triangulering af et rum kan fortolkes som en opdeling af
rummet i simplices. Vi skai nu forklare, hvorledes Jdenne indde-
ling kan ggres finere ved systematisk videredeling, og hvorle-
des vi derved ofte kan approksimere afbildrninger med simpliciel-
le afbildninger, saledes at den approksimerende afbildning bli-

ver homotop med den oprindelige.

Definition 7.1. I et reelt m-gimplex 13! wmed higrner

€
r o , .- / o ove oy >y
11“7.» “ hM kaldes punktet ;'-:7 1)0 + +;.—:;/7M simplexets barycen-—

trum.

For X = X A +---+X 4 kaldes suttet (X, ) X,) oczsk

punktets barycentriske koordinater. For et O-simplex A er A

selvfglgelig ogsd barycentrum. I et polyeder I/(l har hvert 20—
sluttet simplex | &| et barycentrun, som vi (&f snorucmasliis--

hedshensyn) betegner mzd S.

-y Y

Definition 7.2. Lad /1) vere et simplicielt kousleks. Ved

t oaoin-
L ooim

o

{1

A

den barycentriske videredeling sd A of /K rforstir vi
plicielle komyleks, der har mezngden af simplices i /{ . gon mung-
de af hjgrner, og hvis simplices er de endelige mangder af sim-

plices 1 M , som er fuldstendig ordnet ved inklusion.

Det er klart, at sd /'{ er ¢t simplicielt kempleks.

lsd] i 1sd K| — [ K] ace:-

Definition 7.3« n afbildning

neres ved at purktet X =X§+---+x S, , hvor § € § C - C S, ,

afbildes _i det punkt X;S‘o-f-n- +XM$M = l/(l , der fis vsd at fortol-




—

&benbart det eneste pﬁnkt med denne egenskab. Altsi er 18d)

'jektiv.”Da originalmasngden til hvert afsluttet simplex i

';_,i'{omp‘akt, er |Sd|
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ke hvert -S," som barycentret af 1§,1[.

Sztning 7.4. |sd] er en homgomorfi.

Bevis. Vi m& forst regne billedpunktet rigtigt ud. Lad os

antage, at so=(;307°“’ /”’3) 2 S7= (;’o) .'.)A”o)“ " AV;) » T

(ho;"'r /7;10)"’7}’;/,)"')}7%). Vi far da

,30“ (%S, + - ) + XnSpn) =

‘ “ e ..f?_- XM’ XM XM
(—-’-‘4—~l~,+ + %.)+...+(W;,o+...+m byt ;,);”)=

v +1 e Y+1% Y 7
el e s —0 4.+ 7 . o
;{,+1+ %+4‘@*' FAy+1 Vit 1 h%* V,+ 1 * va1/ %t

- X, X,
) +( et e )}"’ * hy et g

+(_5L oo XM'),I,V +

nt! YVt 1 S TRERT

Det er pa forhi&nd klart, at koefficienterne far sum 1, men skep-—

tikere kan regne det efter. Da |$d] er linesr p& hvert afslut-

tet simplex, er ISOH kontinuert. Vi skal vise, at lsd| er vi-

jektiv. Et punkt af l/” har formen yo A +7m”~.- Vi kan tan-

ke os, at vi har valgt rakkefglgen af indices, s& y €Y 2 - 2 Yon >

og vi skriver si punktet mere udf¢rligt pd formen

Z h, -+ h -
o6 z"é"o—f‘z’/’ﬁf* +Zf/<(, zéa,M-'L %7/";_, 3?";—7*’ +zaé";’

hvor vi blot har ombenavnt koefficienterne, s& vi har 2,>Z,2" >2.;.

Vi sztter nu S°=(h°"”’é%> , 5= (4, ;/_,) " $$=(‘7°,"'gﬁa;)-

Dermest swtter vi Xz (2,-2) (Mt 1) , = ({2 (4 +1), - Xy oy =
~ 4 e S, punkt a

(zw Z;)y(;_#/) og 2;(/¢1$+/> er XS, +- +/1’.:L g et punkt af

Jsdl{| , som ved lSG’l afbildes i Yo hy+:- +7Ml’~\ , og det er

bi-

rl/{l er

en homgomorfi p& enhver sddan originslmengde.




~1 '
Altsd er |Sd|_ kontinuert pa ethvert afsluttet simplex og

dermed kontinﬁert. Dermed er sztningen bevist.

Sstning 7.5. Bt reelt simplex har to hjgrner, hvis afstand

er simplexets diameter.

~

Bevis. Lad S§ & R™  vare et reelt simplex, og lad @, 6 €S
vere punkter. Lad S’ vare den side i §, der er den mindste
side, som indeholder Q 08 b. Den rette linie gennem Q@ 08 b
skerer randen af S i punkter &, 4’ nvis afstand er 2 af-
standen mellem Q@ og &é. Hvis f.eks. b ikke er hijgrne 1 S’
vil & 1ligge i en g -side af S’ med ¢ 2 2, og i denne side
kan vi lzgge et liniestykke gennem 6). Det vil skere randen af
'] -siden i punkter b" og bm, og et af disse vil have stegrre
afstand fra aﬁ end 6' har. Ved at fortsztte processen ender Vi
med to hjgrner, hvis afstand er 2 afstanden mellem a og 6.
Dermed er saztningen bevist.

Hvis & er et reelt m~-simplex og § et m-simplex, har
vi altid en affin afbildning @ 1§ — S , som er en homgo-
morfi, og den afbilder parycentret af hver side p& barycentret

af den tilsvarende side. Afbildningen

sd 5] -0 5 —2— 8’

fgrer den barycentriske videredeling over i 87, som derved bli-

ver delt i reelle simplices. Vi kan derfor tale om barycentrisk

deling af S

Sstning 7.6. Lad &' vare et reelt m-simplex. S& er diame-

teren i hvert delsimplex i en barycentrisk deling af S’ hgjst
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e . )
ange diameteren af §.
m+1 gang ©

Bevis. Af definitionen af den barycentriske videredeling
af & og af satning 7.5 fglger, at diameteren af et delsimplex
er afstanden fra barycentret af en eller anden g -side 1 s’
for et 9 s til et hjgrne 1 S’, alts& efter passende numme-=

: - ;080 R RO ;
rering af hjgrnerne i , fra 547 by + +c}+7 ﬁﬁ til 4, , og

den er '?l gange afstanden fra 5’-/;,+---+91/)$ til 4, , og den

er  diameteren af S’ . Dermed er sztningen bevist.

Det kunne se ud som en grov vurdering, men det er i virke-

ligheden den bedst mulige.

Bt simplicielt kompleks A  har en barycentrisk viderede-
ling SO /{ , som igen har en barycentrisk videredeling sd* /M
0.S.,V. For hvert ¢ rindes der en itereret barycentrisk videre-
deling S¢ * K og en hompomorfi |sd?): |sd?{| — |K] . Derved
indlejres hvert simplex 1 ]Sds/{l som del af et simplex 1 [ KA.

ed ]/(lc/ i stedet for 1 K] har vi felgende szining:

Sztning 7.7. Hvis /A  er et m~dimensionalt simplicielt
kompleks og & et positivt tal, findes der et naturligt tal g,
s&ledes at billedet 1 lMla’ ved [S‘O/Ql af hvert simplex

(stjernen for hvert hjgrne) 1 Isa’a/ﬂ har diameter < €.

Bevis. Diameteren af et vilkarligt simplex 1 lSC/ﬁ/ﬂ er

g
ifglge smtning 7.6 hgjst (m":'l) (og af en stjerne hgjst det

dobbelte). Heraf fplger seztningen umiddelbart.

Sztning 7.8. Lad /{ vere et endeligt simplicielt kompleks,
A et rum, og /-‘ K| — X xontinuert. Lad (L/} ‘J 6;) vere

en overdekning af X med abne mangder. Der {indes da et naturligt
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tal § _sé_ledesat
| sa* K| s, 0| —f— x

afbilder hver afsluttet simplex (den afsluttede stjerne for

hvert hjgrne) i | sd K| ind i en ar mengderne Z/J .

Bevis. Da /¥ er endelig, er |Kl = IKly xompaxt, og

(/-’CZ{}) I/é}) er en overdskning af ,Klo/ med &bne
mangder, giver Lebesgue's overdskningssztning, at der findes
et €>0 , s& enhver m®ngde i | K} , hvis diameter mialt i
,/\),ql er < E,afbildes ind 1 en af msngderne Z? . Saztningen
fglger derefter umiddelbart af sztning 7.7.

Vi skifter til kapitlets andet hovedemne.

Definition 7.9. Lad /7 og M’ vere simplicielle komplek-
ser, @ H —> K en simpliciel afbildning og /.‘ X — K]
en kontinuert afbildning. Vi siger, at ¢ er en simpliciel ap-
proksimation af /, séfremt det for hvert punkt X ¢ IX| ge1-
der at ethvert afsluttet simplex i J R , som indeholder /C?f),
ogséd indeholder |¢l| (X)-.

Definitionen indebzrer, at ISDICX) ‘/(7") , hvis /(3’) er

et hjgrne 1 lH ' . Hvis &8’ ¢ /\/ og l(‘/l (X) ¢ (S’) , kan vi
slutte, at /(ﬁ’) € (8 , nvor 8" har S’ som side. Hvis
specielt [9I(X)  1ligger i et &bent simplex (S’ , hvor &’
er et maksimalt simplex i /{) , vil ogsé /ca’) ligge 1 <8).
Vi giver nu en anden, ofte mere hensigtsmessig karakterisering

af simplicielle approksimationer.

‘ )
Setning 7.10. En simpliciel afbildning @ K — K er en




FAT 96

‘ ;
‘simpliciel approksimation af /-' IRl — K] , hvis og kun

hvis det for hvert hjgrne 4 i N gelder, at /(57-' 4) € st(igIth).

Bevis., Lad @ vzre en simpliciel approksimation af /)
og lad os betragte X € < & st h ., Af P(s) = s’ e K’ fpl-
ger ;0(<S>) = {8’ , og af bemerkningen ovenfor fglger, at /C?l’)
ligger i ef sbent simplex {S”) , hvor 8" har & som side,
altsa Q(An)' som hjgrne. Men s& er (S € st(1pl b)) , og
dermed har vi vist "kun hvis'.

Lad os nu antage, &t @ H— K og U B [K]

for hvert hjgrne A i /X tilfredsstiller /(sz‘ h) & S&’CW'“’))'

Lad X ¢ l/ﬂ vare et vilka&rligt punkt, og lad S¢€ K s 5’6"/‘))
vere valgt, s&a X €48y , /(?_f) ¢ 18] . Tor hvert hjgrne A i

s har vi X € st¢h , altsd /cl) ¢ st (19((h)) , men det implice-
rer, at I¢l (h) er et hjgrne af & . Da dette gmlder for hvert
hjgrne 1 S, kan vi slutte, at @) € |S*) . Dermed er s&tningen
bevist.

For s& vidt angar "hvis" kan betingelsen svakkes:

)
Sztning 7.11. Lad K og KX vere simplicielle komplekser, A

) ] )
og H deres mazngder af hjgrner, @/ H"” /L/ en afbildning og
/: | %]
heH gmider, at /C sth) < st(ipl¢h)), da inducerer @ en

- )
simpliciel afbildning ;o: K — /\) , som er en simpliciel ap-

]
> Kl en xontinuert afbildning. Hvis det for hvert

proksimation af /

Bevig. Det hele fglger af setning 7.10, nar vi for hvert

}
Se¢ /A har vist, at @(5) er et simplex i M. Lad 4, b, €

/L/ - vere higrnerne i S . 84 er (> £ st4, for V=0, > M, og
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“derfor ogs /(<S>) < /fséb) st(91ch). mvis (s g 1K
har et punkt fzlles med /(<S>) , har vi. <S> € sZ(191(h)>
hvilket medfgrer, at l¢l(5y) er hjgrne 1 .S% for V=0, ",

Dermed er satningen bevist.

Sztning 7.12. Lad M vere et endeligt simplicielt kompleks,

) )
K et simplicielt kompleks og /: [l — IR’ xontinuert. Der

findes da et naturligt tal 9 , siledes at den sammensatte afbild-

1sa Rl S ) — L 1R

har en simpliciel approksimation.

ning

Bevis. Af smtning 7.8 fglger, at vi kan vaelge ¢ , s& hver
stjerne i |$c/9 K) afbildes i en stjerne i 1K) , og derefter

3K

er det let at velge en afbildning af mangden af hjgrner 1 S

)
ind i mzngden af hjgrner i K , s& betingelsen i satning 7.11

er opfyldt. Dermed er smtningen bevist.

Sztning 7.13. Hvis K og /{ er simplicielle komplekser,

og ?:/M'_a A} er en simpliciel approksimation af i/’,}(, ”<[

er lgﬂl,/-’ U{] — K] homotope.

Bevis. Da der altid findes et simplex i | /'] , som indehol-

der bade O/CX) og I@l(X) , kan vi definere:

Q)= (1- z‘)/wo +z‘l<,‘0I(X)

| og derved far vi en homotopi fra é/ til l?l . Dermed er satnin-

gen bevist.




Saatning'?.'m. 7, (S*) =0 for 05 g < .
| BeVié. For 0 5 ¢ <m  gkal vi vise, at enhver afbildning
é/:‘sa-——PgSM er O-homotop relativt til et basispunkt. Vi kan
triangulere éfarerne, s& basispunkterne bliver hjgrner, og der-
ved kan vi betragte - S? som et § -dimensionalt og S™ som et
m -dimensionalt simplicielt kompleks. Ifglge sztning 7.12 kan
vi valge triangulerinéen af ‘59 sa fin, at // far en simpli-
ciel appfoksimation. ?’. Af s®tning 7.13 fglger nu, at &/ er
homotop med l?] s 08 det bliver Abenbart endda ved en homotopi
modulo hjgrnerne, altsi med fast basispunkt. Nu afbilder lyl ind
i 9 -skelettet, sa |¢| er ikke surjektiv. Men s& er [¢/ en
afbildning ind i-aSM\ {53 , 0g da dette rum er sammentrazkkeligt
med basispunktet fastholdt, er 1¢| O -homotop. Dermed er smt-
ningen bevisgt.

Vi slutter med endnu et begreb:

Definition 7.15. Lad K og /() vere simplicielle komplek-
ser. To simplicielle afbildninger 9@ W /{ — /(’ kaldes nabo-
afpildninger, hvis der for hvert simplex S € /( findes et sim-
plex s’ ¢ /\)) som indeholder 529(8) U w(s)-

Relationen "er naboafbildning til" er refleksiv og symme-
trisk, men ikke transitiv. Den kan udvides til en zkvivalensrela-
tion, som bliver et rimeligt homotopibegrebd for simplicielle af-

bildninger. Den fglgende sztning bevises som sztning 7.13, og den

'néste er helt triviel:
> ‘ )
Setning 7.16. Hvis @, Y K — K er naboafbildninger, er

gt 1wls 1K) — 1R nomotope.
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Sstning 7.17. Hvis @ §°: H =K er simplicielle ap-

?prok81mat10ner af samme afbildning &/ K] — 1K'l , er de na-

'boafblldnlnger.‘

Kapitel 8.

CELLEKOMPLEKSER.

Definition 8.1. Et paf (2119) af topologiske rum kaldes
et relativt Cwml—kompleks, hvis der findes en voksende fglge af
rum A= /'(_, Sj: s /Y s - med }/ som direkte limes, og
séiedés at hvert ); for m 2 O f8s ved paklabning af en dis-
junkt forening af Msm -celler pa ;ﬁ_z ved kl&beafbildninger,
der afbilder den disjunkte forening af randene ind i ):w~1'
Mazngden )i‘ kaldes m-sgkelettet af (2414) . Hvis /9 er tom,
skriver vi /Y": (X,ﬂ) , 0g /Y kaldes da et CW—kompleks
eller et cellekompleks. Et cellekompleks kaldes regulert, hvis
klxbeafbildningerne afbilder-randen af hver enkelt celle injek-
tivt.

Et polyeder er &benbart et cellekompleks, og det er let at
vise, at et regulmsrt cellekompleks kan trianguleres. Det er ogsi
rigtigt, men ikke helt sa let at vise, at ethvert cellekompleks
er homotopizkvivalent med et polyeder. Cellekomplekserne har ikke
sa behagelige egenskaber som polyedrene, men ved konkrete bereg-
ninger kan de vsre fordelagtige, fordi man ofte kan ngjes med ret

fa cellér,.hvor antallet af simplices 1 en triangulering bliver

" astfdhqmisk. Reiative (:M/rkomplekser er indfgrt med ret‘spéci—
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elle formdl for gje, og det er ikke sikkert, vi far brug for
~dem, men de udg¢r det rimelige omréde for de fplgende unders¢-

gelser.
Hvis X er et cellekompleks og A< X et delkompleks, -

vil vi kalde (X, A) et cellulert par.

Sztning 8.2. Hvis (X,A) er et (W -kompleks, og A er

kompakt frembragt, er (;{/XI, /9’(]) et (W -xompleks.

Bevis. Vi definerer m -skelettet af (X"[, AXI) ved
V ©
I = );AX[U)(M_,X[ for m20 , og Y__,=/9’([ . For at fa

L

\),/v, ud fra Xn—z skal vi for hver paklzbet wm-celle i )CA med

-1
klzbeafbildning ¢! S — X, , piklabe to m-celler til
Vet
definerede ved @ X) =(p(x)0) |, @)= (}MX)) 1), og desuden

m=7 :
ved klsbeafbildninger @, ° ST — X, ., v Xm—sz

skal vi for hver paklzbet m-1-celle i Xm_z med klsbeafbild-
ning 'y/‘ SM—z———-:* /YM-_Z med udvidelsen }7.’ Elw_’——a /'{/Mvz piklm-
be en "cylinder" F*'x] yed xlwbeafoildningen ¥: E"IVS"XI—
Yoios  defineret ved Y (X0 = (@w,0) , W(x,1) =(F0,7) og
’Y,U’(;i') = (V(X), ¢) for xe Sm* . Da (EA;' SM-,) er homgomorf
med </.:M—"([, F"'xT v SM-ZX]) kommer det sidste ud p& det sam-
me som paklzbning af en m-celle.

" Vi mangler at vise, at produktrumstopologien pa Xx[ er i-
dentisk med den topologi, der féas af CW—strukturen. Det er i-
midlertid umiddelbart, si snart vi har bevist, at topologien p&
et CW -kompleks (/?/;9) med /72 kompakt frembragt er helt
fastlagt ved, at de afsluttede celler i /Y er kompakte og e

|

er kompakt frembragt. At X er kompakt frembragt betyder, at en
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mengde i X er afsluttet, s&fremt den fézlleérr‘laa.ngd‘e‘ m_ed’ enhver
kompakt mengde er afsluttet, men da en kompakt mmngde kan dék—‘
kes med endelig mange celler samt en kompakt rﬁaengdé 1/9 ’ el."v
dette helt ensbetydende med, at fellesmezngden med A og‘med

enhver .afg;utt_et‘ celle er afsluttet. Dermed er satningen bevist.

Sztning 8.3. Hvis {X,A) er et CW-kompleks,med A

(bi-)normalt og kompakt frembragt, er X (bi-)normalt. Et poly-

eder er binormalt.

Bevis. At X er normalt vises ganske som for polyedre.

Resten fglger af sztning 8.2.

For et polyeder [ Kl gelder det heldigvis, at ’H\ x I igen

er et polyeder, men det er ikke helt let at bevise.

M M
Vi kan opfatte £ XI som en dise med £ X O som bund og
m-1
EMYI som lag, medens S x[ er dens krumme yderside. Derved

bliver den fglgende sztning anskueligt nz=rliggende.

M . SM-’
Sztning 8.4. E7x0 U X1 er en stsrk deformationsre-
trakt af £ xI.

mMm . [
Bevis. Et punkt i E7xI xan angives pad formen (/bX, ZL) med

G X eSMd'; n,T € [o, /J . Ddsens bund svarer til £=0 og dens
| .

j m “ m=-7
'‘sider ti1 4=1 . En retraktion ° ! EF'] — E"%0U S %[ ge-

fineres ved

((1+¢)2X, 0) tor 0 2n 1
p(rX,¢)-=
L sn 2t

(_2:7 /Z/(f""zl)"/) for 1+£.

Mange andre valg er mulige. For at vise satningen skal vi angi’ve
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en isomorfi fra ¢ opfattet som afbildning ind 1 EF"xI i1

fE’“'XI

(1_,“) 99(#) -+ ,q# . Dermed er sztningen bevist.

, men detbgér efter den sadvanlige opskrift med _«@(¥,0)=

Sztning Be.bh. Lad (X; ;?) vare et relativt CW—kompleks.

For hvert m er ):4 xo U /K,_,’([ en stark deformationsretrakt

af )ix[

Bevis. Vi far A,xI ar X,x0 U X,_,*I veda piklsbning

for hver pikls#bet m-celle 1 }/, og
"o US" I — Xxo0 vXx,._xIL

L% >
I beviset for smtning 8.4 fandt vi en homotopi b: E7xI I

E"xI | s ExIxI—Xx]

mM
k: ExX[ — XM X] er den kanoniske afbildning, definerer en ho-

af et eksemplar af E"x1
det sker ved en kl@beafbildning @~ £

og sammensztningen ko @ s hvor

motopi pa den péklzbede celle, som er stationazr og identisk med
k p& randen. Vi bruger den siledes definerede homotopi »d alle
de paklzbede celler og den station®mre homotopi pd resten af XMXI.

Derved opnir vi det ¢gnskede og dermed er smtningen bevist.

Sztning 8.6. Lad (X, /9) vere et relstivt C W -xompleks.

Da er Xxo U AxI en stzrk deformationsretrakt af X/

,::“_.3;,(]@__9)(”%[

Bevis. For hvert m har vi en homotopi

fra den identiske afbildning 72, xI til en retrsktion
"M

@, XMX[ — ),/“XO U%_,X[ . Ved 2t udvide ¢, til resten af
XXO som den identiske afbildning og ved sammens®tning med in-
klusionerne ),/h’([f XxI, XxoUX, xI s XxoU 2,/“_4)([ far
vi en homotopi GM: 2:,,’([’(] — XxI g en afbildning

%:XXO U7C,‘>([—'—> Xxo U/Yf_-f’([ . Por hvert 2’62/ har vi

et mindste m, for hvilket X € /Y,.,. . Vi definerer
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(x, é) for & g M,

Gy 0= |
(Yguy© Wour® " ° Wou) (X2 8) Sor g < 2

Vi har shledes 9/9 (X,Z,L) € )/XO UX&X[. 7i definerer nu
G: ¥xIxI —> XxI ved
(x,£) for w=0

Gont,m) =
GM(QMCX,f),LM”M-/) for *46[37»/'?7) QZ’"J

Her tmnkes GM udvid‘ef ti1 at vere den identiske afbildning p3
XXO X[. Homotopien har den ejendommelighed, at hvert enkelt
punkt (x, Z-") begynder med at ligge stille for smd vardier af £
Hvis /Y er uendelig dimensionalbt, er der dog punkter, der kom-
mer i bevegelse vilkarligt tidligt. Det er klart, at G bliver

x¥xIxl.

xontinuert pa XMX["Z’ for ethvert m og dermed pi hele

Definition §.7. En afbildning f° H— X , nvor A og X
er topologiske rum, kaldes en cofibrering, hvis det for ethvert
topologisk rum Y , enhver afbildning j.' )/"’ Y og enhver
homotopi F:AxI—Y , som tilfredsstiller betingelsen F(a,0)=

(J(a)) for ethvert Q¢ /77, gmlder, at der findes en homotopi
(: XxI — Y , stledes at G(Jm,é) = Fla,2) for aeh, el
og G(x,0) = 900 ror xe¢ X.

Vi illustrerer definitionen med et kommutativt diagram
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v

X ' — X xI

Begge de vandrette uf'blldnlnger farer x over i (X,0) . Be-
tingelsen i deflnltlonen er, at afbildningen G skal xunne til-
fgjes uden at kommutativiteten gir tabt.

Vi har nu f¢glgende satning:

Sztning 8.8. Hvis (7, /9) er et relativt Cw—k_ompleks,

er inklusionsafbildningen dt A X en cofibrering.

Bevis. Lad 2/: X — Y og F: AxI — Y qyure givet, s&
diagrammet ovenfor er kommutativt. Vi har da en kontinuert af-
bildning F: XxoUAXxI — Y gefineret veda F (x,0) = §5X
for X€ X og /E(Z’,f)r /C(X;LL) for (?(,f)éﬂxf . Ifglge s=t-
ning 8.6 findes der en retraktion QS R/XI — Xxo0 U/Q"I,
diagrammet bliver si kommutativt med C = f"@ . Dermed er s&t-
ningen bevist.

I diagrammet ovenfor for en vilkirlig cofibreringj: A—X
vaelges Y som keglen CIQ , medens 9/ viclges som afbildrningen
af hele X 1 toppunktet og F som en homotopi fra afbildnin-
gen aft 2 i toppunktet til den naturlige indlejring af /9 i
CA . Hvis vi s i trekanten til hc,ijre tager restriktion af F

ti1 Ax1 ogar G tilJ(/?)XZ , ser vi, at trekanten induce-

rer et kommutativt diagram
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Y
i J/
Q J[!))
Her er F en homgomorfi, og det medfgrer, at / er injektiv, sa
alle afbilaningerne i det 1lille diagram bliver homgpomorfier.

Heraf fglger saztningen:
Smtning 8.9. Cofibreringer er injektive.

Vi kan altsd ngjes med at sgge cofibreringer blandt in-

klusionsafbildninger.

Definition 8.10. Lad (23/4> vere et par af topologiske
rum med inklusionsafbildningen Jﬂ A — 2/ , og 1lad Y vare et
topologisk rum., Hvis det for alle valg af g,: X —Y og
F: AxI —Y , for nvilke F(a,0) = (&) for alle Q€ A,
gmlder, at der findes en udvidelse G: XxIT—Y ar F ned
G (x,0) = 3(7() for alle X €& X , siger vi, at (2’;5}) har ao-
motopiudvidelsesegenskaben med hensyn til Y.

At J! A — X er en cofibrering betyder siledes, at (XZAU.
har homotopiudvidelsesegenskaben med hensyn til sthvert rum Y.

Som cksempel p& en anvendelse aft homotopiudvidelsesegenskaben

har vi felgende s&ining:

Swtning 8.11. Laa (X A)  vere et CW —xompleks. Da er
M
enhver afbildning //: CX;AD 7 C§, 6) homotop med en afbild-

ning, der afbilder hele m -skelettet i 6.

Bevis. Lad os antage, at /[ afbilder g—skelettet 2; ind
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i b . sa er /[ XQH jcentisk med den sammensatte afb ildning

(XH,I)@)V e W >——7Z—*(3 8),

2

hvoo R oer kollapsaibildaingen. I er L941 en [ -punkts-

of sfmrer, og vi ved fra stning 7.14, at restriktio-
!

nen ol / i1 nver af disse for g<M ! er homotop med fast-

1olat hasispunkt med en afbildning ind i b , og det samme zZ®Bl-

3 ] ] ) 2

der da for / , og dsrefter giver homotopiudvid delsesegenskaben,

2t homoitovien kan udvides til hele XxI , si vi f&r en homotopi

ra / +ti1 en afbildning, der fgrer 9+1 -skelettet over i 4.

Devis. Wt simplex O fra 56//\) har hjsrner § €5,<-°< S s

nvor hvert S, € /'( , og hvis Tlot S. € sd 4, , kan vi slutte,

i}
-
}._
o
@
3
o~
1
it
[om

[ /<1 bhetyder,

IL, er- en a*%‘:rk de~-

e et faldt (M1~

sdl, 15 Sd/'( . Lad

o
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) .
L' € X vere mengden af simplices som ikke har noget hjgrne
‘ ! ' " 4 . :
i 4L . saer L et fulat delkompleks af . Vi definerer
O = IR NI
)

_ , )
plex § med hjgrner /70,——-, />/° i L 0g AOY,"')A& i b , 0g

vi har /)>O,(;‘¢ >0 . Vi har s& en fremstilling

. ™t punkt X € O~ 1Ll nar som bamrer et sim-

? ) !
X = Xo/,o_;....+;\/P/,/°+Xo’ha+...+2/$/;§,
hvor X, +--- + X

>0 s vi kan definere

X,
;a(l)=/%h°+---+/ufhp, yé:ag+—-/f+2/’ k=0,,pP

og desuden 520(3): X for ?_(e—Z, . Det er klart, at @~ 9, — 4]

er en retraxtion, og da @X) oz A =2ltid ligger i samme afslut-

o

tede simplex, er der ogsd en homotopl  rel 1Ll fra p til 7 p

- e

n bevist.

4]

=

Dermsd er szmtning

Smtning &.1k. livis X er et binormalt rum og A€ X en af-

gsluttet m=ngde, har (2', /9) homotopiudvidelsesegenskaben med hen-

syn til ethvert kompakt polyeder ]/(l-

Revis. Vi skal vise, at enhver kontinuert afbildning

Fi XxoU AxI — 1K

Yan udvides til hele XxI . pa |Xl er xompaxt, er K et ende-

e

1iczt eimplicielt kompleks, og vi udvider /\] til et simplex S ,
s% vi har IRl & 13 . Tu er |3} massivt, og F nhar derfor
en udvidelse G . Xx]' > |5 ] . Tfelge smtning &.13 Tindes der

en 4ben mzngde O <151, =a IKl€E 0O , og IRl er en sterk

deform

jul

tionaretrakt af 0 . Da [ er kxoumpakt, findes der en aben
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mengde W24, s Wl s / (O) pa X er normsa 1t, findes
der en funktion @ X — [o, 7J, som er 1 »i /9 og 0 udenfor

)
W . 88 definerer Fiixt) = G(X: f”(X)f) en udvidelse af /,

som afbilder ind 1 Y , og ved sammensmtning med en retraktion

O — “<l 31+ vi den gnskede udvidelse. Dermed er satningen

bevist.

Kapitel 9.

LFPTNING

of en afbildning er det duale begreb til udvidelse
£ en efnildning. Det fremzgir of Cglgende to diagrammer:
()

/9 I X en inklusionsafbildning,

(:U

I diagranmet til vens

oz / cr do en udvidelse af / . I diagrammet til héjre er L en

~

srojektion, d.v.s. en kanonisk afbildning, og / k¥aldes 48 en

1aftning af /, hvis diagrammet er kommutativt.

Definition 9.1. “n projektion yx X — B siges at have ho-

e et et e e T

nskaben med hensyn til det topologiske runm Y ,

motonilsftningsegen
Lfrent der for enhver homotopi F: YxI — B og enhver afbild-

ring j Y — X , shledes at F(y o) = /3(/(}’)) for ethvert

findes en loftning F YXI — X som tilfredsstil-

ler /.>°/C~=F , samt /E(}',O) =/C])- Tor ethvert y e Y.
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gituationen illustreres ved diagrammet

Q\l
e

Y

4 P

yx] ——F B

nvor J(y)= (y,0) . Betingelsen krever, at F kan indfpjes

uden at gdelmgge diagrammets kommutativitet.

mac

koldes en 5-—1"i~-

.

mengtvn il ethvert topologlisit rum.

ey 3 ] -~ = BN vy P oI5 S e - e
Lrering, hvis den for hvert M har homotopllplininizsegensisoen

med hensyn til £

] es J.2. ferre, men maske er M.

L.’J

7L

m
;1

f

Regrebet S- —Pibrering

steenrod ogsd impliceret. I litteraturen mpder man betegnelser—

ibrering og svag Ffibrering, medens /Y i en fibrering

2

undertiden kaldes et Iurewicz-fiberrum. Hn fibre-

®
N
L
Q"b

ng er selvislgelig en S ~fibrering, men det omvendte gmlder

O
o

inke =1tid. Det viser sig, at S ~-fibreringer er sterke nok til

vore formil. Yi begynier med nogle hjelpesztninger.

Smtning 9.3. Tor hvert m >0 {indes der en homgomorfi P

F"x] — E"xI | sem ofbilder E"xo0 v S™Txr pa £7X0 o
E¥ 1 o8 EMx1 U S™'xI

Da

Tevis. En homgomorfi med de ¢nskede egenskaber defineres




(({24,2)

| [(Za+f2-§)4,
P(rx,¢)=4

(1~ 2)

((xt-Nz, 3t -2~ 7)

(2r2,2)
L v
Dermad er s@tningen bevist.

B th1n09L, Lag Y X — B8

FAT (310,

x eS¢ ¢lo, {1, n e [0,1-232],

xe S™ zefo, 1], aellt-2tl 1],
) .
xeS™ relf 1], nelt-p2 1]

"t e 14011, velo t={]

xe S,

vere en S -fibrering. Lad

[

’ M L] i - e - s -
F 5 x[ — B vere en homotopi. Enhver lgftning /

-1

o

visre et ahivh C

v oaiven homotopi, of lad / .

e o

.
Jd

1#7tnine of rastriktionen
1:fPtniny of F .

EM’(O U«SM-’XI — X ar restrikticonen af F  wen as uavides
til en lgftning af F.

Revis. Tdet 99 er den 1 smtninz 9.7 omtalte hom@omorf’i,
hor Fo -,: EMXf — 8 zn restriXition til E X0 med lelt-
incen ~° 5”~Z , 02 ds /).' X — LB nar homotopil rtningscgen-

yen mwxrhunsvn til E her /0 ?,-j a1 udvidelse 6‘ :
’ ~
./E ’([ "'"7)(, sr v l¢ftning af F‘-‘}'ﬂ-z . 30 oer C°? en
Teltning =f fF ned de ¢nskede egenskaber. Dermed er setningen
waevict.

*ty wen yvi ovise on generel lefitningsasmtning ror S«fibre—
rincer:

Oeining J.5. Lad o pr Y — B  vare en S ~rivrering, og

W—Z{om;l . Laa Fr XxI — B
Xxou Axl — Y  yere en
@

~
Yo~ ]
on / ud

1o
SKB

Do vides

til en
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Bevis. Da vi kan foretage udvidelsen trinvis op gemnnem
skeletterne, skal vi blot vise, at is / : X' xo U /Y x] — Y
er en 1¢):f’tning af restriktioren af F , kan /M udvides til

en lgftning c Xxo U /Y x[ —> Y af pestriktionen af A
5 M+1
Det kommer ud p&, at dsfinere /M+1 pa £

M+, o
xbet celle £ o idet/[m.’tz allerecde er kendt pa

+1
E"'x0 US x ] . Det var netop, hvad vi udfgrte i sztning 9.4.

x ] for hver pa-

Dermed er s@tningen bevist.
Satningen imp].icerer, at en S —-fibrering har homotopi-
1sftningsegenskaben med hensyn til cellekomplekser. T skal vi

indf¢gre en klasse afbildninger, som er S ~fibreringer.

Definition 9.6. Zn afbildning p: Y — B raides en lo-

welt triviel projektion, hvis hvert punkt 6 € B8 ner en omegn
u , til hvilken der svarer et topologisk rum F og en homgo-

s U F — pU), som for mell , 26 F  tilfreds-

morfi
stiller betingelsen P (?(U; Z)) = L
Vi her ikke krevet, at P  skulle vere surjektiv. Vi vil

neller ikke Torlange, at 5~fibreringer‘ er surjektive. Det er

dog kun tilfeldet, hvor L or surjektiv og .8 kurvesammenhen—

& U

sande, cer er interessant.

n lokalt triviel projektion er en S -Tibre—

ring.
Revis. Lad P! Y — B vere en lokalt triviel projektion,
og l1ad G: £E™x] — B vore en homotopi og [ £"—Y en

aftildning med p( x) = G (x,0) for x € EY . Af smtning 7.7

og Lebesgue's overdskningsswtning f¢lger, at der findes en tri-
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.
angulering 1Kl — £ og en inddeling 0 = &, < &, <...<
o 14 .

zLM =7 af [ siledes at det for hvert $ € A og hvert del-

interval [z‘_1 L Ty ] gmlder, at G (’y/‘(ISI) xLty,, o ]) er

. o s o - .y s
indeholidt i en Aben maengde Z/, for hvilken /D (Zl) er homgo-

“morf med et produkt Yx F , sa P ved homgomorfien sverer til

projektionen p& Z[ Vi bruger nu induktion efter 14 , idet vi

~

antager, &t vi allerede har en udvidelse af , som er .en lyplt~
M o
ning af vestriktionen af G ti1 £ X [0; f,,_f] , og vi skal sa

yderligere kan udvides til en l1loftning

vise, at denne udvidelse

~m
af restriktionen af G til x [ZLo, Zf‘,,] . Det kxommer imidler-

tid nd o2 st vise, at der findes en 1ftning af restrikiionen
~
af G til E ’([ty, ) Z(VJ , som er en udvifelse af en kendt

tronsformation overfgres [Z"yv_, ) fy] i [, og dermed er vi igen
+ilbege i det. oprindelige probelm nmed den ondring, at triangu-
leringen ¥’ nu er valgt, sdledes at det for hvert S € Va4 gzlder
at G(V“S’) X -7) er indeholdt i en 3ben mmngde U, for nvil-
1 . -’( Z/) - 1 . = IFq 1w —
ken P er et produktrum som omtalt ovenfor. Vi Xan nu er
~ _
statts E med I/\)I , og vi kan da forsgge at vise, at vi suc-
y -
[KIxT, -, |R*| %1 | vea

cessivt kan udvide gennem IN°IX T,

nvert skridt skal vi for hvert Q—Simplex S udvide definitio-

[N

L ~

nen 4/ pi1 1SIx L, idet/ s1llerede kendes pd ISIxo UISIxZ.
Da G afbilder 151X I ind i en &ben mengde Z{ , Tor hvilken

P"( Z/) er et produktrum og p er projsktionen pi den ene faktor,
er r:)pgaven dermed reduceret til at vise, at projektionen /oif'xZ/-———}
Z{ af et produktrum pi den ene faktor er ¢n S ~-fibrering, og det |
er selvfslgelig trivielt, nar vi gir helt tilbage til den oprin-

delige definition.
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4 en lokal triviel projektion®

[y

=t ikke trivielt eksempel i

®

r projektionen af et ¥Obiusbind pi sin midtercirkel. Det er.
ot o e1dls o ™y P
vigtigt, ot de tidligere omtalte projektioner A ’

1mt 1 " » ym+ 3 e '
p’: S — CP Y S — P alle er lokalt tri-

. . . 4 m+1
vielle. Vi viser det for /D ren S er ma@ngden af

2
xomplekse talsmt (Z,,--',ZM”) med 1208+ = F 12, 0= 1

7 Im+d .
Laa U € S vors den fbne delmsmgde bestemt ved Zass =0,

og lad 2{ vere mengden af talsst _(2.',,-- %, n) e med
. z/ S? L .
2>0. S& er pomomov’f med mingden af talsst
Y 2m+! A . '
z,£ 6 N ned Y€ R men de udgpr net—
' ) ) 2 =)

Ay
] . o e e . R
oD Z/ s 0g P er ;—:fter sin definition netop projsiktionen af
- 1 o’ 7‘-7.-,:- - LI oo % -~ 1 P am A T ~AY S
x S 0 . 7ed =t bruge hver af de andre koordina-
cidste &7 vi 1 =1t m+? Zbne mzngder
sraloge ned Z/, som Gaouker P , 0g dermed er pastanden be-

vigt. T virkelighsden er p,p 0g P 2ndds Fibreringer, men

det vil vi ikke bevise.

De nltloq 9.8. Lad veare =t rum med basispunkt.

Yieneden afi bevagelser v: (7, 0) —'9< ,6) med delrumstopologlen
J
"ra B ¥aldes bevagslesesrummel OVer {8,6) . Det betegnes

en

Us]

T
(PB, 4) , idet den statlionure bevrgelse or hasispunkt, o
sktion Pt (PB, L) — UJ?,A) deTinercs ved /OCY) = Y(7)

Tet er Zlert, at P bliver surjektiv, hvis og kun hvis B

er wurvasommenhemgende.

Sotning 9.9. Hvis (8, 6) or kurvesammenhsngende, er .

PB —_ B en FPibrering.

Bevis. Lad F: /Y’(] — 8 vere en vilkirlig afbildning,
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0g. : )/“'7 /D-B en 1#ftning of regtriktionen til /YXO , sS4

f(x)u) - F(x0) . Vi definerer
= !
/(2’)((7—#?»")4&) forr “u € [0)7_**},

Foyw =4 |
F(x, (f+z‘)a—¢) for u e [;IZ‘Z’ 7];

og £ /}/X[ — /DB er da en lgftning af r og samtidig en ud-

L4
vidslse af / . Dermed er smtningen bevist.

Szinin 9.10. For cthvert Fum (8, é) med basispunkt, er

bevegelsesrunmet (log) 6) sammentrakksligt.

Bevis. En homotopil F (/DB xI, 6 "-[) — (P8, 4) defineres

ved F(Zf, Z)(w) = Y ((1-#)«) |, og dsrmed er soiningen bevist.

@

I'e

s /0-’(]) for }/68

i P X— 8 eren fibrering, kald

=

fiberen over Y . Icr P8 oelder, at Ciberen over basispunk-
tet b netop er lgklkerummet QLB , oz dst er sadvanligvis ikke

sammentrekkelipgte

Definition 2.11.

lejring, hvis hvert punkt X € her en omegn Z/, for hvilken

/O"CZ{) er disjunkt forening af delrum, der hvert afbildes ho-
mgomorft »a hele Z/ ved y

Vi aiger, at Z/ aer Jovnt overlsjret ved . Det er ikke
) 2

sikkert, at /Y sr jevnt overlejret ved L. En overlejring er et

specielt tilfmlde of en lokalt triviel projektion, idet /£ xan
vazlges som et digkret rum.

nvis & € X velges Aben, bliver /0_,( U) iven og dis-

junkt forening al mangder Zg s /ej , som afbildes homgomorft
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d

ved P, 08 deraf fglger, at mengderne Z// “er &bne.

Satning 9.12. En overlejring er sn Aben afbildning.

e o

’Bevis. Lad pv /?/ — X vere en overlejfing og 0 s X

aben. CS;"; har X € /DCa) et orlplnalpunkt ;Y € 0 og en

‘o . . . ” - o -7 Z/ o . 9 '

4ben omsgn ’ ‘saledes at P (/) er forening af &bne meng-
der, der afbildes homgomorft ved /D . En af disse Z/ iﬁdeholder
; , 08 U n 0 er &dben i 74 og afbildes pa en &ben d'elmeangde:
af OnNnU . r1tsth er X indre punkt i 0 . Dermed er setnin-

oen bevist.

9.13. In afbildning L /?/“")( 51geq at have

Definition
den entydige kurvelgftningseg enskab, hvis der til enhver beve-

~

els y:J —"’X og cthvert ae X mea /0(5:) = Y(0) findes

[

"
O}

~

stop 1 bevagelse ¥: I —X mea /OH? =¥ og ?(Q)= Q.

3
143

. .
S@tning 9.1L. “nhver coverlejring P 2/—9 7/ har den en-

tydige kurvelgfiningsege ensksb .

~

Bevig. Lad ¥ I — X yare en bevagelse og @ € /Y et
punkt mesd p(Q A)= Y(0) . Lsd os nu fgrst antage, at der Tindes
to 1lgftninger 7,, : J— X nea /0°33=/0° 3?1 =¥ og 3’,(0)

~ ~
)1(0) = @& . lvis de vlr1 elig er Torskellige, har mengden

{te fl () F %(f)} st infimum 2 , og ¥(%) her en omegn VA

(D

for hvilken /0—’( M) fsléer 1 disjunkts &bne moncder, der af-
hildes homgomorft, og e¢n of cisse, Zi , er en omegn af 5’;63‘0) =
)Zd‘o) . Der findes et ol h>0 | giledes at 37 (L%, t*"']) sU
og 8(&‘,,1‘0*51) = 27 , men da P afbilder Z/ homgomorft pa Z/,

;,le) = sz) for 2 € [fo,t‘o'f"] i modstrid

Yarn vi slutte, at




‘med definitionen af & . Altsi har ¥ hgjst 1 lpftning ¥ med
Y() =
— X med

Y() = @ , kan vi betragte mangden M or talT € £ , for hvilke

e

Avis ¥! L 2/ ikke har en lgftning

restriktionen af Y ti1 Lo, TJ ikke hor nogen lgfining f?"

~ ~ .
mea x,—lo) = a , og vi sxtter inf M= z‘o . Vi velger en om-—
cen U ar ¥Vd) , stledss st '/O-IC U) er aisjunkt forening

«f abns mengder, der afbildes hompomort ved P . Desuden vzlger
hso . sh ¥ afvilacr [d,-h, % +A) ina 1 U . Tu findes

e 7:[0,2-h]—X af restriktionen af ¥ til

[o, ZL,,”}?J oz med bh’;CO) =@ . Vu ligzer %sz}, -4) i en aben

delmzngde Z? 13 /3-4( U) , som ved P «fbilies nomgomorft pi U,

og den omverndte afbildning til denne homgomorfi scmuensat med Y

3
'._l
<
[
N
él)
o3

M
i
o
[
ot
2
|._V
:-«1
tie}

PN
(@]

Q

D

48]

3

[

@)

W

[

[

@]

H
o
[}

o

651

c

|

[
N

=

mo

@]

®

o]

/C(y, o) Tor )lé Y. ror Yy ¢ Y definerer vi Y},-' / — ;\/
vzd Yy (t) = F(y,f) , og ifploe satning 9.1l har vi da Tor
hvart y nﬂ’m) 1 1y Tining 3/}, A — X mad /o j’ ogi
)"y(o) = /C)’) . Vi defincrer F Yx[ "’/Y vad /E(/U, Z‘) = /ft)),
og vi-oI de. pe /E F og F(/"; 0) =/f)’) for j € Y . vi meng-

l=zr blot =t vise, at F ar kontinuert.
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Det er nok at vise, at hvert A Y har en orﬂegn Z[ ’ sé 7

restriktionen af Footil U x z er kontinuert. Lad os tznke 08,
at der findes et Y € Y , for hvilket dette ikke gzlder. S&

betragter vi maengden M af punkter 7€ I , Ffor hvilke der ikke

~

findes nogen- omegn U ar y,, , s& restriktionen a‘f Foti1
Z/ x [0,7] er kontinuert. Vi satter z,‘o = inf M og valger en
&ben omegn M/b af /CCyw 0) » SA& /o"( W) er disjunkt forening

af abne mengder W J ] der hver afbildes hom¢omorft pa Z(f

ved /0 « Vi vaelgér' en omegn af yo i Y og et positivt tal

h , saledes CV’( [ 2 ~h lf,+/>J) s W . ps grund af defini-

tionen af to kan vi valge en anden omegn ” af yo ¢Y , S&-

-~

_ledes at restriktionen af F w1 Yx[0;4,-4] er xontimert.
' VJ. vmlger j ] sa (yo,fo“') € % . Bndelig valger vi en
mcé,n Z/ af yoé Y , s&ledes at U < U n Z}J , og salades
at F(y k) € W for 4 € U . ven sa ris £ i
Ux[t-4h, to‘”"J ved at ssmmensstte £ med (/o | W) - og der-
for-'er' IE rontinuert i denne mengde. Men s4 er F kontlnuert: 1
x [0, £, +4] i modstrid med definitionen af Z, . Derrmed er
rs;retningen bevist. |

: . . “ " ‘ o .
Projektionen P S — P er et eksempel p& en overlej-

‘*:"

ing. Pra kompleks funk ticnsteori kendes mange andre eksenpler.
. .

Ay - . L] M
Sﬂleﬂes er £Xp! C — C io\] en overlejring, og (z) = & ,
m € /\/ definerer en overlejring F: C {OS —_ C {OS Ved re-
striktion Tar vi overlejringen /\7 ’_’S som ved produkt
S ,_/_,
giver en overlejring R —

bnvendt pa &P C > C \{05 giver Sétnin@ 9.1k, at en-
hver afbildning / [——’ C {05 har en lgftning jf — C , s4-

ledes at / -63, y 08 5/ er entydig fastlagt ved valget afj(O),
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hvilket 1nueb£rer at 9/ er fustlagt pq n&r addition af et helt
tal gange ZWW(.‘Stwrrelsen Jmmf(260-96Q>,uﬂues srgumentva-
riationen afl /[ . Af setning 9.15 felger, at argumentvariatio-
nen vearierer kontinuert med . For lukkede bevzgelser i

C\' \{05 , d.v.s. bevegelser / [ — C\{os.med /(0) = /[’)
altsd bevegelser /-’ (I,1) —(CNioj, a) veldes —L= 567) 5(0))

om lgb‘: tallet om O, ogrdette afhenger kun ar be‘vaagelsens homo-~-

]

topiklasse. Et-af b°v1serne for glgcbraens fundementalsztning

Mar P Y — /0B er "noget i reining af en Cibrering"

L] fal ) ] -7 cC ]
plejer man for X € VES st kalde P x) fiberen over X,
Auerlpftulnac,e senskaben er selviglgelig et specialtilfel-

homo topilgftningsegenskaben svarende til at Y er et 1~

o

e af
punk tsrun, og derfor vil ikke Dblot enhver Tibrering, men ogsa

gnhver S ~-fibrering have kurvelgrtningsegen ¥aben. Hvis det

A

srligere galder, at en bevegelses l¢gltning er fastlagt ved

B

1gftningen af startpunktet, siger vi, at (5-) fibreringen har

den entydige kurvel gitningsegensia

Sietning 9.16. At en (5 ) fibrering hr r den entydige kurve-

1sttningsegenskab er ensbetyden de med, at ingen Cliber hsr en
wurvekomponent, der indenolder mere end et punkt.

~

Bevis., Hvis ¥:iJ — X  1igper 1 fiberen over 4 vil Y

e}

0 stationmre beviegelse 1 Y, (@) vare 1grtninger af den sta-

[}

o,

el
tionwre bevegslse. Heraf fglger "am hvis". Lad os nu antage, ab
Y: I — £ nar to forskellige lgftninger Y, L I — X ned

F) = %(0) . Vikan da velge T€Jo, 1] , s& ¥(T)* %, (7).

Ved
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7 r-20) gor t¢ [04]

At) =
¥,(r(@t~1)) for ¢ (/1]

defineres en bevigelse /’: l — )/ , som er lgftning. af en O-
homotop bevmgelse fra Y7) til ¥(0) langs Y(/) og tilvage
else ind 1 Y(T) kan

igen. nomotoplen, der cvk.,cer denne

1s74es, og ved den 1yl tede homotopl veskriver bevmgelsens be-

o ondelsespunkt en bevegelse i /o,-f(a’(‘l‘)) fra 37;('2") til et

fang¥)
punkt Xy, meuens de andet endepunkt besiriver en bevegelse 1

Pibsren fra Y(T) £i1 et punkt X, , 0g homotoplen overlgrer
. -~
vevagslsen ﬂ i en bewvsgelse 1 Ciberen fra X, til X . De

tre bewvigelser i1 fiberen er ikke alle stationzre. Dermed er
[}

Tt b oapes el renim L = i
For bversth oroam X e V1oernn daivegold S \S ~f'in "",l‘lI1 oy
L=}

SRS ; o

- S, P T T U P - o -
Lrodgen en Celkategori afl fivrerluger ove

curveldl tning, og cniellg har denne en delkategori af

‘_J
=y
=
[
>

overlsjringsr over X I alle tilTwide er en morfi

~

y —-9)/ til pl.' ;(Z — X en a:f’"oildz:»;i.n_g /.’ }?; — 7(2 ,

!

son wziver ¢t Rommutallvt dimgranm

0/ >
7 2
M % |
X

Det gr kKlart, at rm'rn\,p.s.'-z’mlpr‘ at lo 5 —fibrer}*ingervgi—

VET &I 5—1‘1brering,’ og at det tilsvarende gmlder 1 de to andre
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rategorier af fibreringer. Det gwlaer imidlertid ikke for kate-

corien all overlejringsrum. -'fi'vis vi har en fompilie

}/ — Y J al f' breringor Kan Vi ?::e hpasts j; g 77-2/
(/OJ J l J ) nre ) d{ej j
mu:attemis de fomilier ]j J) uvor /j(,‘]}) er sns for

alle } . Vi har ca en nmrliggende definition afl en projektion
~

/D-' /7—-9 . Tor de tre kategorier aof Tibreringer bliver dette

s, men Tor overlejringsrun

arotuxt en fibrering &f samne gle
@1der det tilsvarende Xun, nirJ er endelig.

Sarlig interessant er tilfsldet, hvor X er kurvesammen-

hengende og lokalt kurvessmme snnengende. De omegne, der indgar

1 defiritionen af overlelring Shne og sammenhsn—
L

ende. Derved Lar vi fplgende swuinlng:

biz
s
><

0 /Oz :

vmre en supjextiv efbild-

RN
N
N
N

samt en omegn. Z/z . Pro-

Shen omegn V,

o
2
L

=4
T

&1

-

4N

L]

—
C
c+
I

o

s
ot
@
L)

~>< l

(53

~ R

Jektionen Z/ indeholder en kurvesaumsnhmngende
. , . o ale e e -7

som or Jovot overlejret ved Lide B of . Sh falder f3 (H

T hne murverouponsinter, dor ofbildes Lo onorlft, 08 / atfhil-

Jer bver of den hongomorCt pi en kurvekomponsnt af /.72"( V)

)

Horal folger setningsn uaiddelbart.
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Lad (2’, a) vere e rum med b ssispunkt. Fundamentalgrup-

. . . . 1 .
pen 71’,(2/, a) er identisk med [S)1, X, al , og det er helt
det samme som [I, Z; /Y, aJ , og et element 1 fundamentalgruppen

bliver derfor det samme som en kurvesamnme nhangende mangde 1

1pkik t,mmmct (.Q. 2/, a) Yompositionsreglen vestar 1 oat smtte
lykker efter hinanden. bn alLildning y C/Y a) > (V A) indu-

cerer en homoumorll /#.' T, (%, a) — 777'(\{ ved /# [¥] = [/ 7.

Definition 10.1. Iivis ;2 VA 2/ er “D:—_-é“\ruagelser,' der
{1fredssbiller betingslsen /(7):— § (0) vil vi med /*é: Z—"R_/

/czi) for ¢¢lo ]

((//" 5 (&)

2(2&-_7) for fC-[%)d.

o o

u)u.:ll tonsreglen 1 fundamentalgrup: sen er sdledes givet

vad [Y [%]~ [f, ® Y,

or ennver gruppe har vi en gruppe af automorfier, d.V.se.

b

isomorfier af gruppen pa sig selv. Hvert element 3/ af en gruppe
G f‘l"enﬂ)r‘inger enn indre auvtomor{i gvg ; 6‘ i G defineret ved
(‘“) 2, 3( , og disse indrs sutomorfier udggr en gruppe
j,s;;omor'l med en Takbtorgrupoe afl G , ldet - = ° .
|  en faktorg o Fag ™ % T
Grupnen of indre aubtomoriier er Lriviel for en abelsk gruppe.

De slemenber 1 G , som xommuterer med ethvert element 1 6 )

udzgr en undergruppe, der kalde entrum 1 6 ;, og den omfatter
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caltsd netop de elementer, der frembringer -den trivielle indre

automorfi. En undergruppe A € G kxaldes normal (eller in-
variant), hvis den efhildes pé sig selv ved enhver indre auto-
morTi. Yet er ensbatydende med, at 2145 = A for ethvert

}G C , O med, at 2/9= 92/ s E:ltsfl,. at de venstre sideklas-—
assr er icdentiske med de h\;-',jfe. Det medfyirer igen, at sideklas-—
% ved kompositions-

G— G

serne Cw.s.nner en gruppe, fTakiorgruppen
reglen (?,9 91/9 =2,9ZIQ . Kernen for en homomorfi @
sr en normal underffruppe /7 og @ kan pa netop en made fakto-
riseres pa formen C *"” “ "J'—"C nvor KR er den kanoniske
pildning, 08 j, er inje};tlv. i Ler denne kxortfattede over-

snder vi tilbage til

L

-
o

O

Ul v

e

LT P T omrmeany o Temar Lo S
sigt over den eleneniwld@s e Yrug)

-

Setning 10.2. Lad @, & vers sunkiter af et kurvesammenhwi-
nde rum /.l/ . f.‘?.‘.l’ll"l\;"f;‘l“ homotopilhlusse [YJ F bewviegelssr frale
111 b dinducerer e ilsomorii ?[3’] . 7’; (/}/; 6) - 777'(2/) a)n :‘_I"Z/
specielt en lpkke, idet b=a , er }»D’J e cd [¥]e 7 2’0—)
bestemte indre automorfi. For A+a vil erstatning af D’J med
en anden homotopiklasse be\u_{ at 99[” on drc ved sammensst-—

ed en indre sutomorii {1 77; (/Y, a) ziler 777' (X, '5) s ter

iy
F
c+
<
Q
}—J

w©

N
.

Revis. Yed 9’[»’] MJ‘ [3/"/{ Y Ju Jinere €S i hvert fald en

[

nomomnorii . Her er Yt = v(1-~ z,L) , vg sl oer ye y? og ¥ '3
[y ey «fpn ¥ Tyl -

hegpe U-homotope. Da vi hav (/EY"J V[,X]

I og onalegt 90[,;3 SD[,—fJ [/?J = [/‘J y BT ?E/J en isomorfi. Det

zlart, at Sp[a/] hliver den al’ L¥] rrenbragte indre auto-

(S

(L

ST

morfi, hvis b=a . ivis Yy oy )g s bevegelser fra @ til b,
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r Y= );-l en lgkke i @ og 4__’* Y en lg¢kke i 6;. Viifér‘ nu
By i) = Lo ed™] = Lo 73 Lom o e 71 Lre 7175
O PN P R A R A

? (£Y-*YJ @/3:’ [7 *VJ ) . Dermed er saotningen bevist.

¢

Smtning 10.3. Lad A/ og Y vere kXurvesammenhsngende, 0
/; Y — Y en nomotoplekvivalsns. For ac 2/ 0g ca) er

/#:. I (/}/, a)- — T, (Y, 6) e en isomorfli.

nver Lyxke Y: (f, [) ""'—’ (2/, a) nar vi da en homotopld G-’ [x-[ -?)/
<t .
evet son XL =L, XxI 45 X . vooer den ved /J(z"). = (%, 0)

dstd
definerede Levapelse % I — /XTI wodulo endepunkisrne homotop

e Y e Ay amoe B Y- I T B e A O o s s N @y -
STV I \h_':'Q:':,L,:.Gﬂ Goll Langs voe g rundt dlaigs « SCen, 04 Voo SamnmneI-

Lol s G tai- vi, at ¥ er homotop med en bevimgelse af’
-2 , »‘ - s a?
n o(-(g-Y)xo( , hwor o er en bevagelse fra @ til ,

foraan
og det viser, at (}Y, a> A 77,'()/, ¢’) er en isomorfi. Lad

/.‘ )/-—-> Y vaere en homotopilakvivalens, o0&
sre en homotopiinvers. Hen sd har vi netop vist, at 2# °/#. og

T aormorT T e 5 e Por e Fdala i heirt deTa e
/# 9‘, T laumoriicit, 04 Uuerlidl of /# dels Burguailv, dels 1n

5

TN o 5 - by e sy yexara o T
Swhlv, UM 2r sotiiidlfedn bavis Lo

r'
;
.
t.)
&
Q
.

Jjo
Swmbning 1o.he Dvin X er xurvescmmenhumnmgende og Y X _’2/
SIS ;Efur'{;r'i_tug med enbydig warvellbolng, or /D_,,‘E . (/Y a) — 7 CZ/ a)

- : o~y )
g1 mononoril, deves. j.nje?-ii‘.iv, idet Q= /3(Q), men Q€ X y GG/Y,

)

ievrigt or v il}-.::izrli HE o

fovie. 71 vetrsgter L], [9] € T (X, 8) . Hvis ,o#[y]

Io#[i’;] , €T ,oox = p° 71 modulo endepunkterne. En homotopl fra o




~

pe Y til peo ¥ kun lyfies med stars 1 fu 0f den
~ ' -~

1ol tuing a Qo 3? wed sanns stertpunkt som 52 ; &

Pu

S gruppe 0g e undergru
e s Yo e o P’ /q e .
Lver gruppe, der er billleds al ved an indre

i G o1

dugereads

Xlagger

PP
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ma ende 1 en
1tsd med Xz,

Dermed or s=iningen be-

ar en iibrering med entydig kur-

7 (X,a)

s

(X, a).

siges en-

gutonorfi, at

. Derved falder msngden af undergrupper

Indbyr-

des kmonjugerede undergrupper cr indbyrdes isomorie.

-~

Swinine 10.5. Lad zngende 0g /D:;Y' 9;(
s Tibreridg uwed entydlg kurvelgitning. lLsd Q € 2/ visre et
"~

vilkirliigt punkt og (a Ljijg de QUth:r i )/, der projiceres
i @ . Dx udggr grupperne /)#_777' J J netop en hel klasse
L0 Anduyrdes konjugerede und lerg .LUL) ver 1 7 (;K a)-

P

, kan for-

LY ~
-~
jefinere en isomorfi @« 7 0/‘) — ‘777'(2/; ?) . Ved projektio-
Rd N ~ .
i lgkke inducersr en afblldning

con afwildes ﬁ i

¢ /%C#LYQ))——»/@(W(Y ivet ved y[ﬁ

R XA

Q

v itz visern /)# ’ ok /.)#
sersde. AL acle iasnen a0 honjugersde Lorner ned
cnhiver 1dkkes /4 )/ hapr en jg tning, der or en
q, i1 ¢t =llcr endst Qé , 0g derfor vil den ved
Vg

te inorc cutomorfd al 77,'(2/; 0) komme med. Dermed

(1L 1),

Q

/) s

Xonju

fglger afl, at

bevagelse fra
96] besten-

er setningen




Det nezste p]“oblem, vi skal beskeftige os med, er spgrgs-
n&let om eksistens af 1qﬁi’tninger Al afb 1Jv11nger. Vi begynder

- A - b R T
Hilete cn l@ [Vt ) (;}J.l.l.l.,‘;‘,.

Smtning 10.0. Lac /D X ? X vire en Tibrering. fn al-
‘hildning /f Y — X wan lyftes, hvils Y er samnentrekkeligt.
- .
- b~ .- . i, o TR
Bvis @ e—JY projiceres 1 @ é A/ s 04 / afbilder 6 e.Y ind
. ) a . o~ ° = : s aear R T
i A, kan / 1yi'tes, sz b uir 1 a4, sifrvemt Y sr ssmnentreok-

A e Te T 16 D ew cmmrnins it e e LR T S 1 N T
Bevis. Umiddelbart, d samienbrekningen ind 1 eb punkt <an

(B,4) vere et sammenhzngende, lokalt
BIRIE med bPasispunkt, (PB ) 6) bhevagelses—
mewiet og /)f (PB, 5) — (B, 6) den vad /OO’) = ¥(1) ‘esten-

dning, ©8

D A R IC e ST B
B L1 HUrvSsanmsniernyelite S P (SRR BASIEN

Dotgsr ouf, at Poer Sben, 5% det er alt, hvad vi behgver at vi-
se. Lea O € PB  vere dven. For ¥V € O er 0 en omegn af

Y og indeholder derfor e Hosigouegn, som er fallesumengde I

nonge ORegnoe </\) Ll> rwor NE L or xowpaki og

0.
RN =

< 8 . By s I TR P B 4 f T TR H —n Y = s
Z{ = e Sben. JSunltet 1 liggsr Loigst cndelis

csmispguen for de Liluvarends Z/ vil inddcholde

D

b3
}.__:

[
<
St
L]
o
L}
m
<
o
e
o
=
@]
ot
o
q

Senhwngende onegn W al
k 1se wsoarsnsat of v op oon boviagelss 1 W ira 3/_(7)

N RV S TE RS N o
Gy Ve Ged

1i1 X . Altsh her vl W:C/)(O) , 83 )’(7) er indre punkt i

ud b
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/)Cd) . Derued er swmtningen beviste

Vi skal nu fortsatte med en meget vigtig sxtning:

Sztning 10.8. Lad p¢ (2/ 5) - (2/ a) vere en fibrering

a
¢

-
q

e e I e R s T et o 1A IR e, S e AT
SRoyaLsg Lurv Glyd t1iing, oF 1lad Y veare elh JUurveoaamnnelllleil-

run. B alihiidning / . (Y, 8) —
(X,o.) vil Gn have enn lglfining /.‘ (Y, 5) - CX) 5) , vis og
Tun nvis /4 7’;(Y, 6) = /0# 777' (/Y, 5')

Dovis. Hvis j clksisterer, er /-‘-/0" ; 21tsd / 77,'(%5)=

P / (Y é> <Xa) Derued Lar vi bevist Tk

W AN _‘lVl: °

cnild Kurvesanner nhengsnde

7i beitrogter na Libreringen 5‘4 (PY b) — (Y 6) Ity lée‘

sntning 9.10 er (PY, é) samnentrekkeligt, og af satning 10.6

@lger derfor, at /°}”-' ('DY; A) — (/Y; Q)  har en lgfining

g
/ 9 (PY,4) — (X,0), o5 vi el .

skl Jdepfor bledh vise, at vi i

VL
+ LT - - AT B s R NP £ Treyra L a il T
ST 1 J,L;bi d= Yoammuabotive diagiom Zon voELEE 5 Bl kommutativiie-—
4 - TN
oo e VALrCE

(PY, &) —4 2 (¥,7)

(v, b) £t a).

Do topulosicn pa (y) 6) s den ol @ inducersds Cind topo

JUR )’)J1Dgi,
o _ :
Lliver / AutomAatizik koniinnert, og dn @ er surlickiiv, tiver

dershs trscont xommubsbiv, hvis Cen pverste bliver det. Vi

send Aderfor blot vise, at ele nenter 1 PY , der afbildes ens
ved @, athildeg cns ved $0 . Lad Y,, 3/1 € P}/ tilrreds-

ate V) = %) oo i [y Tem(n Y L9




/# [ » a’l-’] € 07;(2/}0) er representevet ved lgkken

- oetingelsen

7 (Y, 6)

SAT (/}7, 7) siger

~ ~1

nstop, v der findes et [d.] & 77'(?(, 5’) s B [%Y) *(/" 3;_ )J =

Py l) .38 e poot = (/ ) x (/ og homotoplilef trvln,:,.se gen-
giver da, at den bydigt besteutle lpfining al

: e/ - .
V. );) (J/ ) er en lexkke, sa vi ken slucvhe,
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7
Den ved /(Z) = 2" definerede afbildning /-’ ST— S1
er en overlejring, og /# ! '77 (S’ /) 7(5', /) er givet ved
/# ($)— MG altsd injektiv.
Vi indfgrer endnu et h,jaelpemlddel der kan vzre nyttigt

ved bestemmelse af fundamentalgrupper:

Definition 10.10. Lad A vsre et topologisk rum. Ved den
fundanientale kategori pa /Y forstar vi kategorien, hvis objek-
ter er punkterne af X , medens morfierne fra X, € /Y til
X, € ;1/ er homotopiklasserne L¥] af bevegelser fra X, til
X, med sammensmtningsreglen [610] =[]

Den fundamentale kategori pé /Y er en lille kategori.
Mengden af morfier fra X til X er det samme som ‘71;(2/, X) og
udggr saledes en gruppe. Enhver morfi i kategorien har en invers
morfi, s& alle morfierne er mkvivalenser. En liile kategori med
disse egenskaber kald‘es en grupoide, og den her betragtede kal-

des derfor ogsé. den fundamentale grupoide pa /Y

Sgtning 10.11. Lad X vere et kurvesammenhengende rum og
27 - /'\/ en Tibrering med entydig kurvelgftning. Der findes
en funktor /4 fra den fundamentale grupoide pa /}/ til katego-
rien af topologiske rum og homgomorfier defineret pa fglgende
méde: TFor xe X er Alx) = ﬁ_’(?() . For en bevegelse ¥ rfra
X, til }l; valges en 1gftning /Ei ,0-'(2;5X[ —‘"27 af den ved
F(/t/,i-) = vtt) definerede homotopi /C'/J"(:\’)xf — X nea
start F(],o) =Y , 08 hLr]: /0“762/) — ﬁ’(Y) defineres der-

efter ved A(Y) (/'/)—- F(}, 7).

Bevis. Vi ved, at lgftningen / eksisterer, og at  A(Y)
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bliver kontinuert. For Y¢ /7'1(22) bliver ALY] (‘y) endepunk-
tet for en 1¢pftning af 4 med start )' , 0g kommer derfor kun

til at afhenge af [¥] . Det er klart, at AL%enl = A(¥»%)=

h(¥%)e h(Y,) . Altsd er b en covariant funktor. Da morfierne i
den fundamentale grupoide er zkvivalenser, vil de afbildes i &k~

vivalenser, altsad homgomorfier. Dermed er s:tningen bevist.

Setning 10.12. Hvis /}/ er kurvesammenhzngende og /> 2/""’)/

en fibrering med entydig kurvelgftning, er alle fibrene /0_769()

indbyrdes homgomorfe.

Bevis. Fglger umiddelbart af saztning 10.11.

Definition 10.13. Lad /Y vere kurvesammenhzngende og -
/J: 2/ ard X en fibrering med entydig kurvelgzsftning.r Kardinal-
‘tallet for en fiber kaldes da multipliciteten af p.

Det har mening if¢1ge setning 10.712.

Vi minder om, at index for en undergruppe ﬁ i en gruppe
G er antallet af sideklasser til /77 , altsd antallet af ele-

menter i1 faktorgruppen g , hvis /9 specielt er en normal un-

dergruppe .

Swtniggﬁ().’m. Lada = p X ’—92/ vere en fibrering med enty-
dig kurvelgftning og /Y, }/ kurvesammenhasngende. Sa er multipli-

citeten af P lig med index for /D# ‘/7,'(2/) 5) 3 7 (?(,a) for vil-
karligt valg af a ¢ Ve og a =/->(5).

o~
-~

Bevis. Tor 4

9 ¢ X nea /O(C}) = p(@) =4 findes der en

~

bevaegelse y: J — Y fra @ til (5/ , og dens projektion Y

representerer et element i 77;(/7;0) . Omvendt vil vi for [Y] €
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A (X, a) have en lg¢ftning ¥ , som er en bevagelse fra 4 til
et a} , der kun afhenger af L[¥] . At [v1, [%] € 7, (X, a)

~

giver samme G/ er ensbetydende med, at lgkken 31* b’;{ 1gf-
tes som en lgkke, altsd med, at [3’1] [Yz]-’ € Pu™h (?, 3') . Det
er igen ensbetydende med, at E{ﬂ og E{J ligger 1 samme

hgjre sideklasse for p, 7 (X, &) . Alts er multipliciteten af

/> lig med antallet af disse sideklasser. Dermed er s@tningen be-

vist,.
Sztning 10.15. %(PM) %'Zz for m 22.

m M
Bevis. Overlejringen p: St— P har multiplicitet <2 og
for m 22 er 77,‘(.5“) = O , Af satning 10.14 fplger derfor, at

\

pM
M, (£ ) er en gruppe med to elementer, altsi x Z-Z, . Dermed er

seztningen bevist.
7. 1 NS
For m=1{ er P= S , altsa ’/7,'(/0)"'2-

Setning 10.16. Lad (2} IJ GJ) vare en familie af sammen-
haangende topologiske rum, og @ et basispunkt for 2/ + Lad
7;' have basispunktet @ = (4 |/ e/) . Daer 7(X, a)®
7’1( J) , 0g en isomorfi ¢ '77,'(;Ka) — 7‘77,'(2;,9)
J ) A
djflneres ved ?D’J (@#EVJ l/ /) , hvor/j sy — 2} er

projektionen.

Bevis. Det er i hvert fald klart, at 5& er en homomorfi.
Endvidere er ¢ surjektiv, da enhver familie (?l} G/) af lgk-
ker fas som projektion af netop en lgkke. Da en tilsvarende fami-
lie af homotopier mellem lgkker er projektion af en homoto_p_i_mel—

lem produktlgkkerne, er }29 ogsa injektiv.
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Swtning 10.17. T (T ™) = 2™
Bevis. Fplger umiddelbart af sstningerne 10.16 og 10.9.

M
Setning 10.18. 7;(0/0) og W,'(/(PM) er trivielle for

alle .

Revis. For m=0,1 er resultatet allerede bevist. Bevi-
2m+]
serne for de to pastande er ganske ens. Afbildningen P 5 —_—

m ~ !
CP er i hvert fald en S-ribrering. Lad Q€ S , @@=
~ m ”h : “
/0(0) € CP vere basispunkter, og lad Y ([, f) — (C/o; a)

vere en lgkke. Sa har Y en l¢gftning Y: (f, O) — (S ) a);

- ! .
og da P 'ta) er homgomorf med S* , kan vi valge en bevagelse
Y,: ([, 1) -—-—9(/0"'(0), 5) , s agw) = Y1) .saer ¥* ¥ en

2mt !
da 7 (S ) _er

37 x Z og dermed / nulhomotop. Dermed €r setnin-

1gpkke, hvis projektion er homotop med 7', 0og
triviel, er

gen bevist.

Sstning 10.19. Hvis (/Y> a) er et /L/—rum, er 7 (/Y) q)

kommutative.
Bevis. Vi har g5 (X, 0) = [S] 7;/??63] , ogda (S, 1) er
et co-/‘/ -rum Og (2’, a} et H—rum, vil de to strukturer in-

ducere samme kompositionsregel og den pbliver kommutativ. Dermed

er sxztningen bevist.
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Kapitel 11.

OVERLEJRING

En hel del af resultaterne i kapitel 10 vedrgrer fibreringer
med entydig kurvelgftning. Bortset fra de satninger, der udtaler,
at en eller anden afbildning er en fibrering med entydig kurve-
lgftning, gelder de tilsvarende resultater ogsa forloverlejringer.
I dette kapitel vil vi dels angive betingelser for, at en fibre-
ring med entydig kurvelg¢ftning er en overlejring, dels studere

sammenhzngen mellem fundamentalgruppen og overlejringerne.

A2
Eksempel. Lad ;YIC:/? vere delrummet af punkter med anden
koordinat rational. Den naturlige projektion /Df 2/-—* R pa fgr-
ste koordinat er en fibrering med entydig kurvelgftning, men ikke

en lokal homgomorfi og endnu mindre en overlejring.

Der findes en kontinuert, bijektiv

afbildning p: R—4A, nvor A er 2!

den afbildede kurve, som gir asymptotisk ,\/\\//\\\////q
' 5

mod intervallet ab. Her er P lokalt

homgomorf og tillige en fibrering med

entydig kurvelgftning, men ikke en over-

lejring.

Definition 11.1. Laa p: £ — B wvare en fibrering. Ved et
tversnit 1 /D forstads en afbildning S: 8 — & , siledes at
pes = /5 , altsid siledes at S er en lgftning af 78'

Af sm:tning 10.8. fglger umiddelbart:

Satning 11.2. Lad (2/>Q) vere et kxurvesammenhangende, lo-
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kalt kurvesammenhsngende rum med basispunkt. Da vil en {ibrering
pi (X, g) — (X,2) have et tvaersnit $: (X,a)— (X, &) , nvis
og kun hvis /0#_77;()/,5') = 77;(2/)&)'

Vi har ogsd fglgende sa&tning:

Sctning 11.3. Lad p° X — 2/ vere en fibrering med enty-
dig kurvelgftning, med )/ og /Y kurvesammenhengende og 2/
lokalt kurvesammenhzngende. Da er /3 en homgomorfi, hvis og kun

[ d

hvis P, ‘77;(}{ 5)= T, (X, @) for et eller andet valg af a¢€ A

og @ =/o<71“)-

Bevis. Hvis £ er en homgomorfi, er betingelsen selviplge-

~

lig opfyldt for ethvert valg af 4. Hvis @ er valgt, s& vetin-

-~

gelsen er opfyldt, har vi et tversnit S¢ /Y—‘9 /Y med JSda)= a.

~
~

For X € XY nar vi en bevmgelse ¥ 1 X fra a4 til ¥ . B4
er Se pe Y en i¢ftning af P°¥ , s& vi har Sepe Y= ;, og for en-
depunktet far vi S(p(¥))=A . Dermed har vi vist, at Sep~ 75

og det indebzrer, at L er en homgomorfi. Dermed er smtningen be-

vist.

Definition 11.4. Et tbpologisk rum X kaldes m-sammenhEn-
gende, hvis W;CZ/), 77,'(;{/)) R ‘77,;(2/) er trivielle.

Altsd er ¢ -sammenha2ngende ensbetydende med kurve sammenhen-
gende, Vi skal senere se, at det bevirker, at de hajere homotopi-
grupper er ga,fhaangige af basispunktet, s& definitionen her mening.

Tndtil videre kan vi i g¢vrigt bruge definitionen med tilfejelsen

"fopr ethvert basispunkt". For ethvert M 27 er m-sfzren m-1-

sammenhangende.

Setning 11.5. Hvis P/ XY — 2/ er en overlejring, 08 /?/ er ‘
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{ -sammenhazngende og lokalt kurvesammenhmngende, da vil P af-

~

bilde hver kurvekomponent af /}/ homgomorft pé& hele /Y

~

Bevis. Det er klart, at /Y er lokalt kurvesammenhzngende.
pa % (X,a) er triviel, er betingelsen i smtning 11.2 trivielt
opfyldt, og for hvert ageX med /D(a)-‘-' Q@ har vi et tversnit
S: (R/,a) — (f; 3) » som afbilder /Y ind i en kurvekomponent
af )7 . Af sstning 11.3 fglger nu, at P afbilder denne kurve-
komponent homgomorft, og ’dermed er sztningen bevist.

Setningen kaldes monodromi-sztningen, og den spiller en
rolle i mateﬁatisk analyse. Som en typisk anvendelse skal vi
nevne, &t den medfgrer, at enhver afbildning / 0 Z‘ ~ {0y,

\

C o
hvor 0 = C har [ -sammenhzngende komponenter og er aben, Xah

skrives /= -&3,/

Definition 11.6. Et rum X kaldes semi-lokalt [-sammen-
hzngende, hvis hvert punkt X € /?/ har en omegn &, sAledes at
det for inklusionsafbildningen f: (U,x) = (X x)  gerder, at
df# 7 (Y, X) er triviel.

' Groft udtrykt: Tilstrekkelig sma lgkker i X er ©O-homoto-

pe.

Sztning 11.7. Lad /Y vaere kurvesammenh:ngende, lokalt kur-
vesammenh&ngende og semi-lokalt J -sammenhangende, og lad )/
vere lokalt kurvesammenhengende. Lad /D-' X — /Y vere en fibre-

ring med entydig kurvelgftning. Da er p en overlejring.

Bevis. Lad en omegn 74 af Xe¢ /?/ vaere valgt', sa4 inklu-
sionsafbildningen /,'(Z/,J() — (X, ¥) tilfredsstiller

A‘ '/7,‘(2/’;() =¢ .« BEnhver omegn af X indeholdt i Z/ har da sam-
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me egenskab. Derfor kan vi valge Z( kurvesammenhangende. Lad

2,7 vere en kurvekomponent af /O-'( Ad) . Pa grund af kurve-
lpftningsegenskaben findes et X e Z'/v med /0(9?) = X, Tor JE Z/
vwlgef vi en bevagelse ‘/ fra X til /V , og ved lgftning far
vi en bevegelse Y fra X til et punkt ie U , og da lgkker

i Z/ er (@-homotope, afhznger }7 ikke af valget af /. 1
smstter i= 3{}) , og dermed har vi defineret en afbildning

s: U —> U med pPeS = /Z/ . Tor 2¢ 27 har vi en bevazgelse

? i Z( fra )7 til 2 , og ved l¢gftning af /N; ser vi, at

Z = 5(p(2)) . Dermed har vi bevist, at P afbilder & homgo-

morft, og dermed er sstningen bevist.

Definition 11.8. Lad /}/ vere kurvesammenhazngende og lo-
kalt kurvesammenh®ngende. Med OC'Y) betegner vi kategorien
af overlejringer p: X — X med /Y kxurvesanmenhsngende.

I O(X) er ogsa morfierne overlejringer.

Seetn ng 11.9. Lad }p,- 3 /Y og /02- 2 ﬁ/ ,vare
objekter i OC/Y) , o0g lad en morfi fra /), til- /oé, vere gi— '
vet ved / 2; - 2’1 « Da er / en overlejrlng}.

Bevis., Ifglge sztning 9.17 er det nok at Vi_éé, at / er

N ’\I

surjektiv. Vi velger 5, € , s 0 /4) 6 2 bog = pla ~):

/Jz(d:) € X . For ;\Z ¢ ‘har vi en beva*gelse oy 2:
f

.é{e

~

~
q, til X, 5 og den projiceres i en bevm else 14 i /Y

~

fr

Qa
til X-= ch’%) , og den lgftes og glver en bev&:gelse | ? 1 2;
fra 5; )9

til et punkt ?7; € /}!/ 3 med /3,(2’) = ':_:‘:_“_.:"7 ﬂu er v
en 1¢ftning af ¥, sd vi kan slutte, at /(2’, 2’2 Dermed »er:

setningen bevist,
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Nar vi nu inddrager s@tning 10.8, ser vi, at eksistensen &f
. ~ - 4 g < LY, -~
1 vevizwer, st fu T (4,8) = pyfe 7 (5,8) € gm0
Hvis vi regner med rum med basispunkt, vil morfierne derfor give
en ordning af klasserne af mskvivalente overlejringer, og pa den
anden side vil betingelsen p/# A (;f;, Z};) S Srs W,'()Z,é;) sikre,
at der findes en morfi fra p, til p, , altsd at der findes en
Qverlejr‘&ng /-' (2;, &,) - (/};; 42) - Hvis  f, 7’,‘(/};,6‘,) =
/32#.77'2(/};, Ez) , findes der morfier begge veje mellem 25 og /4,
og det fremgair af beviset for sztning 11.9, at de kan valges, s&
de bliver hinandens inverse. Overlejringer, der svarer til samme

undergruppe af 7, ()/, @) er siledes mkvivalente.

Vi ser, at /}M, SM(MQZ) , CP” og RP™ Xun har tri-
vielle overle jringer, c;g at /DM for M 22 xun har overlejrin-
ger zkvivalente med /-7? SM“‘7 /OM . Derimod har Sz og navnlig
77”. mange ®kvivalensklasser af overl_ejringer'.

Det er nu narliggende at spgrge, om der findés en overlejring

svarende til en forelagt undergruope af fundamentalgrusospen. Svaret

er bekrazftende for "pzne' rum, idet vi har fglgende satning:

Sztning 11.10. Lad (/7, a) vare kurvesammenhmngende og lokalt
kurvesammenhzngende, og lad H € A (¥,a) vare en undergruope.
N¢dv_endigt og tilstrzkkeligt, for at der findes en overlejring
P (j;, Z) — C/Y,G) , siledes at A= /0#7’;(/?,5') , er det, at der
findes en overdzkning (ZQ idﬂ-/) af X med abne mmngder, si-
ledes at /L/ omfatter enhver homotopiklasse af formen [/* 37 “y 7]
hvor ¥ er en bevaegelse fra @ til et punkt ,}’ € Zﬁ , Of bf er

en 1gkke i (Zj, z}) .

Bevis. Lad p: (/?, ) ——?(X,G) vere en overlejring. Der
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findes da en overdskning (Zg lai GJ) af /}/ med &bne, kurve-
sammenhazngende mzngder, si det fér‘ J 6} gzlder, at hv‘er kur-
vekomponent af '/0_7( 39) afbildes homgomorft pé Zﬁ ved re-
striktionen af /D . S& vil de 1 sztningen omtalte lgkker
¥ > X, % 3’-1 lgftes som lgkker og derfor reprazsentere homotopi-
klasser i O, 7/*,(/?“/; 5). "Alts& er betingelsen ngdvendig.

Lad os nu antage, at 2/ har en overdskning (Z? ‘/ GJ)
med den i sztningen omtalte egenskab. Mangderne Zé har Abne
kurvekomponenter, som ogs& udggr en overdakning med d_e samme
egenskaber. Vi kan derfor antage, at mengderne Z//t er kurve-
sammenhangende. Vi gdr nu i gang med at konstruere en overlejring
pill,a) = (Xe) | sa p,, (X, &)= H

P4 mzngden af bevagelser Y [f, 0) — (X; 4) indfgrer vi en
®kvivalensrelation J;N L som skal betyde, at ¥(7) =%/7),
og [ﬁ*b’z—j\] €A . Vi nar, at ~ er refleksiv, da Y* y? er
0-homotop, symmetrisk, da XZ * 37—/"' (%a‘xzﬂ)‘l‘

- - ) v
Ny, Ter (X 077) #(%* %7, Rummet A skal vere msngden af

, og transitiv, da

zkvivalensklasser {Y} med en topologi, vi vil indfgre om 1lidt,
5 skal vaere den stationazre bevagelsesklasse og L (}?;5) —9(/}?@2)
defineres ved P 1¥] = y(7).

For 1{%] 627 velger vi (/ej , sa Y(1)¢€ Z} og en om-
egnsbasis /3 (¥en) bestdende af abne, kurvesammenhzngende del-
mezngder af Zé . Med Z? betegner vi for A e 8\(/(’)) méang—
den af beve&gelser /) i X fra @ til et vilkarligt punkt af
Z/, for hvilke der findes en bevagelse /” i Z/ fra 1) il
vty saledes at [V X" Ve M. ar X ~ 7 fplger sh
[ox ¥ 3(,"'JC'/rl, og af &Y  rglger [a;x Y=¢y'?] e H . Her-

n : .

af fglger, at Z( er en foreningsmengde af skvivalensklasser og
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kxun afhengig af skvivalensklassen for ¥ . Vi definerer nu, at

A

mezngden af skvivalensklasser i Z[ er den til Z/ svarende om-

een U af 1) ¢ X
Inden vi undersgger, om vi virkelig har faet en topologil

defineret, vil vi undersgge den rolle, valget af " spiller.

Hvis );» er en anden bevzgelse 1 U rra Y1) til e,
» -1 -1
nar vi [¥* ( ' T)wy ] ¢ // ifglge vetingelsen i sztningen,

l 7
og derfor er [/* ,’*‘ s 1] e/l ensbetydende med [Y" Y’ Je//

Valget af Y" er siledes helt uden betydning. For: X € ” fin-
)
des en bevagelse Yy 1 Y tra ¥(7) til X , og vi har
TRy, ~
{re7"elU . altss er p(U)= A

Vi vil nu vise, at basisomegnene' Z/ definerer en topologi

-~/

“~r

~

pa Y . Det er klart, at hvert X € 2/ far baeisomegne, og at

X tilhgrer enhver af disse. Hvis Z/ Z/ € /@ (ven) f‘indes

He Brtn) , sa Z/=CZ/,07/2 , og vi har sa U <Y, 02/
¥

Lad nu {Y,} e U vere vilkarligt valgt, og lad J,/, vere eh'_Ve_j :
i U fra Y1) til ¥(1) . For [vie U hea r'A'v'i,en _"a.nden

vej /zn fra b;(’) +il é(’) . s vel" a;" f :. n; V-ej s Z/ |
Fra  4(7)  til %(» , oz vi far [¥] »(a;""x "’]
[)’* *),’—’J 'f[/* _7]5' /. Deral I‘¢1ger~,:_at Z/ er en omegn

af 1%} , og dermed har vi bevist, at )/ er: et topologls rum,

~

og at basisomegnene Z/ er abne. : RS v
Det er nu klart, at /3 afbilder’ d homgfsomorft"pé‘i"Z/j;,‘f~ i-o

LV

det det for hvert X € 4 gaplder, at ',0 af’blldeﬁ i” lndc—f L

holdte basisomegne af X pa basn.somegne af /0(2’) Det er- klart,

at A Dbliver kurvesa'nmenhaengende. Hvis Z/ : Z/ er for-—

skellige basisomegne med samnme oroaektlon Z/ er- de abenbarﬁt;‘dls-;"i"‘“ ‘

junkte. Dermed har vi vevist, at /7 /?/'—’X ~er en ovcrlear'lng., o
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En bevegelse ¢~ (1,0) — (/Y,a) har en lgftning
v ? (7, 0) — (/Y; 5) , hvor XU‘L) er klassen reprazsenteret ved
32-' (,0) = (X, a) defineret ved a;(u) = Y(¢«) . Vi bemarker,

~,

at ?(7)= 193 . Altss er Y kurvesammenhsngende.

wndelig kan vi slutte, at en lgkke ¥ (f, .Z) - (/Y,a) har
en 1gftning, der selv er en lgkke, hvis og kun hvis {Y} = q,
hvilket er ensbetydeﬁde med, at [¥]e A . pet betyder, at
,0*77,‘(}?, a) = H , og dermed er s.fﬂtninge‘n bevist.

I kategorien 0(2’), hvor 2/ er kurvesammenhazngende o0g
lokalt kurvesammenhzngende, er en triviel overlejring et finalt
objekt., Det har st¢grre interesse, om der findes et initialt ob-.
AT vo-

jekt, og et s&dan kaldes en universel overlejring af /}/.

re resultater far vi umiddelbart fglgende sztninger.

Setning 11.11. Hvis )/ er kurvesammenhangende og lokalt

kxurvesammenhangende, 2’ I—sammenhzengende, og p X — /}/ en o-

verlejring, er /> universel.

Setning 11.12. ilvis /?/ er kurvesammenhangende, lokalt kur-
vesammenhzngende og semi-lokalt [f-sammenh@ngende, findes der en

LY

universel overlejring P ,?/ —? /“I/., hvor /Y er J[-sammenhsn-
gende. _
, /
Enhver [ -punktsforening < V/'t/ har en ikke triviel
. > > z 2 X [} . 03
overlejring, idet ,_S med to eksemplarer af pasat i diane-
. ! |
tralt modsatte punkter afbildes pa «5 Vv /?/ ved en nerliggende
_ . | , ,
udvidelse af den ved 2% definerede afbildning <O — S
=2 _
Lad 2/ s R besta af en fglge af cirkler, der rgrer hin-

anden i © , og hvis radier giar mod O . Af bem@rkningen ovenfor

fglger, at /Y har en mezngde overle jringer., Hvis /o: )’—-’X er
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en sadan, vil X  indeholde en kopi af en omegn af oe X s 08
;P vil derfor vere [ -punktsforening af J;t og en mzngde, si
;Y har en overlejring, der &abenbart igen giver en.overlejring
af ;( Altsa har 2/ ingen universel overlejring. |
Med det samme rum X betragter vi keglen 4 (ikke re-

duceret) Vi setter V= CXvV C/}/ og betragter en overlej-

ring p¢ 17 Y— Y . Vi har da en omegn Z/ af 0 € Y der af-
bildes homgomorft ved /> pa en omegn Z/ af 0 € Y Da enhver
1¢kke i y’ er homotop med en lgkke 1 &/ , ma P vare trivi-
el. n 1lgkke 1 Y kan imidlertid sammensattes af en fglge af

8-taller i basis med radier, der gir mod 0, og en sidan lgkke

er ikke O -homotop. Vi har séledes, at den trivielle overlejring

: Y — Y er universel, skgnt Y' ikke er [-sammenhzngende.

Kapitel 12.

GRAF.

En graf er et / -dimensionalt cellekompleks, der eventuelt
er udstyret med ekstra struktur, f.eks. valg af orientering af
hver J1-celle. Mange forskellige problemer kan bringes pa graf-
teoretisk form. Siledes kan vore diagrammer udmerket opfattes som

grafer. Vi vil holde os til en speciel simpel slags.

Definition 12.1. En graf er et polyeder 1Kl , nvor K er

et f-dimensionalt simplicielt kompleks. Bt tre er en [-sammen-

he#ngende graf.
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£

A

Tre _ Graf

Sgtning 12.2. En graf er et traz, nvis og kun hvis den er

sammentrakkelig.

Bevis. Det er klart, at "hvis" gelder. Lad K] vere en
{ -sammenhzngende graf, og lad & € K} vere et fast valgt

njgrne. Vi skal konstruere en homotopi F: ”\’IXI — 1K)

med
Fxo =x, FUY, 7)= @ . Vi kender altsé F pa IR‘X I,
og da IX]  er kurvesammenhzngende, kan vi udvide. ‘defih‘itionen

til ]Rl)(i- v H(OIXI . For hvert [f-simplex 5 e /( har iv‘i nu“

/'_ defineret pa randen af Six] , og vi skal olot vlse, at af--

bildningen kan udvides til hele det indre. Det qulger 1m1d1 ‘I‘tld

umiddelbart af, at afbildningen af randen 6pfattet som 19’{}’8 er.

0 ~homotop, da 1(!/(], a) er tr1v1e1.- kDermed er s& ﬁtnlngen bev1ut.v
Smtning 12.3. Ethvert tre i entr'af [/(\ xan *Vlaestll et

maksimalt tre.

Bevis., Tt tra ,/\/’ er foreningsmiﬁn?de ai af slutfede
1—simp11ces i “(l Lad ( ]J e/) - vere. en fa'nllle a
som er fuldstdendlg ordnet ved 1nk1u81o*1, og som alle 1ndeholder

T og er indeholdt i |/{| . Det er d r.klart, at T U T éf' ‘

J
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en graf, som indeholder 77 og er indeholdt i I/(l . To vil-

k&rlige punkter X, % € 7’ ligger i et eller =andet ;: og kean

— —

forbindes med en kurve 1 '; = 7 . Altsa er 7  kurvesammen-
hzngende. XEn lgkke ¥ i T er kompakt og kan derfor kun in-
deholde punkter af ehdelig mange [ -simplices. Disse er s& alle
indeholdt 1 et ‘(7; og ¥ er ¢ ~homotop i ({} og dermed i
7F. Dermed har vi vist, at 7; er et trz. Nu fglger det af
Zorn's lemma, at der findes et maksimalt element i méngden art
trzer, der indeholder ¢ og er indeholdt i JK| og ordnede
ved inklusion. Dermed er smtningen bevist.

I et polyeder l/(| findes nogle szrlig simple bevagelser

Y: I — |K) , som afbilder J homgomorft pi et f—simplex 15

s& endepunkterne af ! afbildes 1 hjgrnerne.

Definition 12.4. En bevsgelse, der fis ved at sztte sddan-
ne simple bevagelser efter hinanden, kaldes en kantve].
En kantvej er bortset fra meget simple homotopier helt fast-

lagt ved f¢1gén Y, Y, -+, Vs, af hjgrner, den passerer.

Satning 12.5. Lad | K| vere et polyeder. Enhver bevmgelse

Y: I — K| , for nvilken ¥(0) og ¥(7) er hjgrner, er rel 7

homotop med en kantvej.

Bevis. Vi kan opfatte 7 som et polyeder bestiende af 1 af-
sluttet f -simplex. Satningen fglger derefter umiddelbart af s=t-

ningerne om barycentrisk videredeling og barycentrisk approksima-

tion.

Sztning 12.6. Bt maksimalt tra i en sammenhangende graf in-

deholder alle grafens hjgrner.
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Bevis. Lad |K| vere en sammenhwngende graf, og lad
T & |4l vere et trz. Lad @ e 77 vere et hj¢grne, og 1éd
ve |KINT vare et hjgrne. Af smtning 12.5 fglger, at der fin-
des en kantvej fra U~ til a. Léd Y, vere det fgrste hjgrne
i denne kantve]j, som h¢fer til 77 s og 1lad 13| vere det for-
udgiende /! —éimplex. sa er 7V I5) en graf, men da [S§] kan
trekkes ind i Yy, er T en sterk deformationsretrakt af
7 U3l , og det medfgrer, at [ U 18]  er sammentrskkeligt,
[‘ altsd et tre. Dermed er sztningen bevist.

Vi g&r i gang med at studere nogle '"specielle" grupper som

en forberedelse til studiet af grafernes fundamentalgrupper.

Definition 12.7. Lad {NJ ,J eJ} vere en vilkarlig mengde.
Ved et ord dannet af {d} l} e]} forstdr vi en endelig ordnet
symbolkade dannet af symbolerne ol} samt symbolerne og"’, Je/
Den tomme symbolkazde er det tomme ord. £t ord kaldes reduceret,
hvis det ikke indeholder nogen delkede af formen 0909‘1 eller
09"1} « At reducere et givet ord betyder gentagne gange at fjerne

( delkzder af formen W o, eller o, o , indtil s&danne ikke me-
') J 4

re forekommer.

Det er Xlart, at den beskrevne reduktionsproces efter endelig

mange trin ender med, at ordet bliver reduceret eller tomt, idet

hvert trin 1 processen forkorter ordet med to symboler.

Setning 12.8. Alle reduktioner af et givet ord fgrer til det

samme reducerede ord,

Bevis. Vi f¢grer beviset ved induktion, idet vi antager, at

péstanden er rigtig for slle ord, der bestir af i’aarrfe end Mm sym-
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boler. Vi skal sf blot vise, at pastanden er rigtig for ord, der
bestar af netop m symboler, sé-vi betragter sadan et ord. Hvis
det er reduceret, er der ikke noget at vise. Hvis det kun inde-
holder et eneste symbolpar, der kan fjernes, f¢lger pastanden u-=
middelbart af induktionsantagelsen. Hvis symbolkzden indeholder
delkader af formen O{j 03-'03’ eller 09_'% 5—2 er det &benbart li-
gegyldigt, om vi fjerner de to fyrste eller de to sidste. Vi be-
hgver derfor bare at se pa det tilfzlde, hvor vi har mulighed for
at fjerne to symbolpar, der ikke har noget fmzlles. Ifglge induk-
tionsantagelsen, er resultatet af reduktionen helt fostlagt, nar
~vi har fjernet et symbolpar. I den foreliggende situation lader
vi s& de to symbolbar vere de to fgrste, vi fJjerner, og si& er det
klart, at det er ligegvldigt, hvilket af dem, vi fJjerner f¢rstf ;

Dermed er sztningen bevist.

Definition 12.9. Ord dannet af sanmme symbolk$defkaldes @kvi-
valente, hvis de ved reduktion giver det saﬂme r@ducCr :de ord.

Definitionen har mening p& grund af Jﬁtplnb 32.8, Det er ind- .

lysende, at "wkvivalent” er en mkv1va1@nsreldt10n.

Setning 12.10. P4 mengden af skvivalensklasser af ord dar
de af en given mzngde af symboler defineres en komhosiji'
ved at zkvivalens Llasser rcprﬂsepterede ved sy mbollzuv

‘B som produkt har mPVqulvnu{l ssen rcorﬂ%pnteret ng 'S

den AB , der 35 ved ot sz{;tte ' B efter A‘/’eddennekomgo
sitionsregel bliver mengden af 2k v1§glenSKlas%er ;n UP  §é;Qaé£1>
kaldes den frie gruppe med den ”1vne m&n)de af symboler %oﬁ mfn

den af frembringere. Hvis der kun er en frambrlngvr bliver gr’“-

N

pen isomorf med .Z . Hvis der er mlnd%t fo fP mbrlnzbre, bllver

gruppen ikke abelsk.
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Bevis. Hvis A og 8 er symbolksder, vil reduvktion ar
A8 ifglge s@tning 12.8 resultere i netop den symbolkzde, der
fas ved at reducere /9 og B til réducered»e_kzﬂder /}, ogr
ﬂ, og dernzst reducere /9)8) . Dette viser, at vi virkelig

far en kompositionsregel for skvivalensklasserne. Derefter er

o

den associative lov triviel. Klassen med det tomme ord bliver a-

benbart neutralelement. De ved 0} 0g oé-'l.repreasenterede sle-

menter er hinandens inverse. Det inverse element til et element

reprasenteret ved en symbolkade ﬂ er reprasenteret ved en
1 z A 8 9 - - - - 4 ~,
symbolkade, der fas afl ved at erstatte hvert a} med oj

-7 - . .
og hvert °{7 med oj og derefier skrive elementerne i omvendt
rakkefplge. Hvis & er eneste frembringere, findes der ikke andre
reducerede ord end det tomme ord og ord af formen &---of eller

?

0("... o °. Derefter ses det umiddelbart, at gruppen i dette til-
b & -

@]

-~

fmlde bliver isomorf med 2 . Hvis & og % er forskellige
frembringere, er o(ﬂ og /0( ikke mkvivalente, og den frie grup-
pe bliver si ikke kommutativ. Dermed er smtningen bevist.

I praksis identificeres [ -symbolordene oj ’ oj—[ med det
gruppeelement, de representerer, og man skriver ]/ for det tomme

ord. S& bliver det ogsd naturligt st br—uge potensnotationen'

\
"M
09 }', MJ ¢ Z.

_Setning 12.11. Lad |Xl  vire en samnenhangende graf med et
maksimalt tre / , og lad ae / viere et hjgrne. Da er 77,(”\’[)‘?)
isomorf med den frie gruppe frembragt af mengden af [ -simplices

/

i ,/'” , der ikke tilhgrer 7

Bevis. Bn lgkke i (U(l, a) ep homotop med en kantve] fra @

til @ . Lad {ff l/ c-/} vere mengden af f-gsimplices 1 |K| >
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som ikke tilhgrer 7 . P& hvert =T disse vslger vi gennemlgbs-
retning, og vi bruger 5} som betegnelse for l%l gennemlgbet

i denne retning og %“1 for l.‘:‘;l gennemlgbet i modsat retning.

For hvert hjgrne V € IK| (og ifplge smtning 12.6 ogsd € |71

velger vi en kantve] YU. i 7 fra a til V. Lad { vare

den frie gruvpe med { ]J GJ} som mgngden af frembringers. Vi
definerer en homomorfi @ G — %(Il{l)a) , icet vi for et sim-

nlex SJ'_ med gennemlgbsretning fra et hj¢rne U, til et hjgrne

Ui sgtter
(
PG Yy g Ty
- -1 -1
altsi $)=%.8, 7, . Vi skriver kantveje umicdelbart ef-
PG "% G % *"
ter hinanden uden at bruge stjerner som for bevagelsen. Det er
klart, et vi pé denne made far defineret en homomorfi. Vi skal vi-
se, at @ endda er en isomorfi.

Vi viser fyrst, at ?9 er surjektiv. Lad ?/;U,‘--- Y, vmre en

xantvej i K] meda U, =Y, =Q. Deter klart, st den er homo-

top med ksntvejen

~~ -1 ~ -1 ~~ -7 N
V,U,‘YUI_ YV?/;V{‘)/V_ )/V*Uiviyv; SR (7 V-1 Y,
7 2 2 ~y
som reprazsenterer elementet
~~ -1 ~ -1 /\ _, —
[y 4 100 %0 0 1 [0 Va0 97T - [%, Ve %]
Lt N N B
af fundamentalgruppen. De faktorer, for hvilke ?/;_' Yy, er i/ s

er @ -homotope, si de kan udelades. De resterende faktorer er bil-
leder ved 7& af frembringere i 6’ eller inverse af sa&danne. Der-

med har vi bevist, at ? er surjektive.




- Vi mangler at vise, at @ er injektiv, og det gar desvarre
ikke helt si let. Vi konstruerer en ny graf. Dertil opfatter vi

TG

G som diskret topologisk rum og dammer produktrummet
der bliver disjunkt forening af si mange eksemplarer af T s, Som

der er elementer i 6' . &t element i @ er et reduceret ord A

Hvis A ender med 'SI( ’ le“ vi et nyt reduceret ord ved at
tilfgje endnu et §  eller hvilket som helst ﬁ eller .}"
medJ#k . Hvis A ender med Sk_l » Thr vi et nyt reduceret
ord ved at tilfgje endnu et S-’ eller hvilket som helst §/
eller SJ-I med d{ # Ak . Vi danner nu en ny graf }/?l ved at
tilfgje yderligere Zfsi:nplices til ’(G pa f¢1gende made :

Evis et .S(‘} med orientering g&r fra 4 til U, tilf’¢jer vi 'for-
hvert. reduceret ord A , Tor hvilket A)j 1cen T, I’edUCbet, et
{/-simplex fra 4 x A ti1 VXA} , og hvis ”S er roducbr@t

et [-simplex fra VX A til uxﬂ.}‘—! . ufter aenne proces vil

to hjgrner stadig tllhwreget j—svnplex, og. denne egcnokab Qlk

at |Rl  er en graf. Der er en naturlig :V*)Y‘OJekth"l /O I/?| — l/\)l
idet et XX A fra 7x A projiceres Du;l’e‘ /; og et Junxt af
et tilfgjet § eller 5"'_! proglcéreu 1_35 t t11 varenue" ".)hl’hxt.

/ 7]

af det oprindelige |.§l For. ethvert hgwrne 'U‘ er /D (U-) e t—

op Ux G og for hvert Vx4 vil stgernen sv,‘(v‘x ﬁ) gf‘_‘r)l]_dbb lo_

mgomorft pa stV . Da stgernerne SZ’ U udggor en ab ov; awx\.nlné‘::;{";»‘_;}

st |l nar viogernca vist, st pr 1R ——>I/<l 1

ring. | T
Lad os nu betragte et element af G glvet ved (,t ppodum

o - M , hvor hver-t o, er et Sv : eller et Sv t , og 1ad y_-

vere en kantvej fra @ til Q, som rcpr&esentvrer y(o/ o, )

S& vil ¥ 1i rzkkefglge passere de 5 ’ﬁ og., 5” ,'. der qvcwer til
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o, ) o, , og resten af Y vil igvrigt forlghe 1 77. Vi
ser pd lgftningen af ¥ med start i Ox 7 . ILg¢ftningsn vil for-

1gbe i 7'¥ 1 , indtil vi passerer det simplex, der sverer til o

!

. . 3 ‘_7 . s
og derefter vil den forlgbe 1 / XQ% , hvor den vil forblive,

indtil den ved passage af den kantvej, der svarer il dz , kom—

~
mer 1 77Y¢%GQ 0.8.v., s& vi kan slutte, at 1pftningen Y ender

at-

w

Lyl . .
i/ Xoy--o, . Dette medfprer, at klnmy= 0, og dermed er
ningen bevist.

=r lokxslt kurvesanmmnen-

o
(O]
G}
=3
w5
-+

Sztning 12.12. In sammenhzngende

hzngende og lokalt f—sammenhmngende.

Bevis. Det fglger af, at stjernen for hvert hjsrne er ssumen-

trekkelig.

Setning 12.13. Enhver fri gruppe er fundomentalgrupoe for en

graf.

Bevis. &n [ -punktsforening af tipekanteds” grafer, som snty-
det p& figuren, er en graf med stjernen for @
som maksimalt tre. Ved at benytte én trekant
for hver Trembringer i gruppen far vi netop a

den ¢nskede fundamentalgruppe.

Sztning 12.14. Hvis : ﬂ/ - l/(l ar en overlejring, Of
Szining P _

K] er en graf, er A en graf.

Bevis. Da hvert [ -simplex |3} € | <] er ] -sammenhengen-—
de; er hver komponent af ‘p-QWST) et afsluttet f-simplex, der
afbildes homgomorft. De punkter ai ;Y, der projiceres 1 hjgrner-

ne af ,/{\ tages som hjigrner 1 et simnlicielt kompleks. To hjgr=
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B
ner i dette kompleks udggr et / -simplex, hvis de er endepunkter

af en komponent af et ,D”US—I) , og i & fald er det klart, at

de ikke har samme projektion, og at de er endepunkter af hpjst en

sidan komponent. Dermed har Vi vist, at /Y er en graf.
Smtning 12.15. Enhver undergruppe i en fri gruppe er fri.
Bevis. Fglger af smtningerne 12.11-1L, samt 11.12.

Smtningen kaldes Nielsen-Schrelers sstning. Det er en rent

algebraisk sstning, men et rent algebraisk bevis ghr ikke lettere

end vort topologiske. Schreler har bevist smtningen i1 1927. Jacob

Z2eh.

N 3 . , . 03 -
Nielsen har givet mindst et topologisk bevis for satning

Setning 12.16. Lad )X vzre en graf. Da er 77,',.(]/{1) tri-
viel for m 2 2.

Bevis. Lad @ S"— |X| vere xontinuert, og lad /D-'/Y‘_’U{l
vmre en universel overlejring, som eksisterer ifplge satningerne
11.12 og 12.12. 8& er X et tre ifglge smtning 12.1L, og da
@ (S”) er triviel, har ¥ en lgftning ﬁ: SV X , som er
0 -homotop, da /Y er et tre. S& er Sﬂ 0 -homotop. DPermed er sat-

ningen bevist.
De fglgende smtninger vil ggre det klart, at de homctopiteo-

retiske problemer for grafer 1 det vesentlige er ferdigbehandlede

ved de ovenfor udledte satninger.

Sztning 12.17. Lad (X, 0) vere et relativt CW/—Rompleks,
for hvilket /Y er samnenhengende og /9 sammentrakkeligt. Da er

den kanoniske afbildning /( . (X, /9) —"7(/-3:; 0) en homotopimkviva:

lens.
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Bevis. Vi har en homotopi /A~: AXI — A fra 1, til af-
bildningen p& @ . Den her en udvidelse G : (/Y’(I AxI) — (7(/9)
fra 72/ til en afbildning : (2/ 4) — C%d) . S& inducerer 9
en afbildning So (—-;a) —7 (2//4) s&ledes at §= yok Sa er
G en homotopi fra [(Z;/)) til geo ok , og kol er en homoto-
pi fra /(1,a> til /<°$ﬂ . Rltsd er 5” en homotoplinvers tll /{,

og dermed er sztningen bevist.

Satning 12.18. Lad “{) vere en sammenhzmngende graf, og
77 s Uel et maksimalt trez. Da er den kanoniske afbildning

K
k: 1Rl — !—-l en homotopizmkvivalens.

T

Bevis. Fglger umiddelbart af sztning 1,..17

Smtping 12.19. Enhver graf er homotoj imkvivalent med en -
cEInlng g - : ‘

punktsforening af cirkler (altsa med en grafl som 1 beviset for

smtning 12.13) .

Bevis. Fglger af, at %; er en J-punktsforening af cirk-
ler.

Smining 12.20. To sammenhmngend e grafer er homOuODl,KVlV41Lu““j'
te, hvis og kun hvis de har isomorfe fundament 1 aﬂpérf o

Bevis. Fglger umiddelbart af satning 12.19.

For sammenhs:ngende grafer l/{l "cﬁg‘:v l/{, f er det ogsé rig-

—
e

tigt, at to afbildninger /j )/{l _"’. “\) , er homotove, 1wvis

og kun vhis ﬁ_ 2# . Det vil vi dop 1}'1(6 ofre tid oa st vise.
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Kapitel 13.

NORMALE OVERLIJRINGER

Vi har set, at to overlejringer fp! (/Y,, (4?;) - (;Y' Q) og
Pt (XZ, a‘;) - (X:Q) , hvor /’K og Xz er kurvesarnmenhzen¥ '
gende, er =zkvivalente, hvis og kun hvis B, 77;(2’,)0,)= /02#7!;(%,02).
Hvis vi erstatter & og @, med 5,) og 52) , som projiceres
. . v ) > ) , )
i a, vil ,D,#_'JT,(/Y,, 0,) og PaTh (2’2,02) vere xonjugerede
undergrupper i 77,'(2/,61) . Hvis dette gmlder for et valg af 5;'
og 52' , vil det gslde for ethvert valg, og vi kan a@ndre ethvert
af de to basispunkter, s& overlejringerne bliver zkvivalente.
Definition 13.1. Lad pr X — X vaere en overlejring med

~ o~

X 0g }/ kur ve samme nhengende . En homgomorfi @ )"‘"’ 2/ , Ssom

ti-

W]

tilfredsstiller betingelsen Py .—.—/o, kaldes en dsktransform

on h¢grende til /o

vi skal fg¢rst have overstaet nogle trivialiteter.

( Smtning 13.2. Mengien af dgktransformationer hgrende til P

udgegr en gruppe med samnensetning som komposition.

Bevis. Klart.’

Setning 13.3. Lad /0 /'}7——a 2/ vere en overlejring med X
og y kurvesammenhzngende og lokalt kurvesammenhzngende . Lad
a,, Ez € )7 vere punkter med p((’);) = /O(a;) = Q . Hvis
P 77,‘(7?, 5;) = Ly '7;'(27, 0:} , Tindes der netop én dektransformati-

“:on ?) hgrende til L med ;24(5;) = 52 (og den inverse med

9{'(&;): E)‘, ) . I modsat fald findes der ingen s&dan dek transfor-

o mation.
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o~

Bevis. Betlng,elsen Pe T (,1/ q,) -,0#{7( ,0:) sikrer, at
p har 1gftninger @ og: ;» med @(q) = Q. og P(aa)
| og da de er entydlg bestemt, er -de hlnancens 1-nver°e, altSd dek -~
transfor-matloner. Betingelsen er ngdvendig, da en dekitransforma-

tion er en 1¢ftning af /D . Dermed er satningen bevist.

Saatning 13.4. Lad /O )/"‘“7 2/ vere en overlejring med /’(
og /Y kurvesammenh#ngende og lokalt kurvesammenhzngende. Grup-—

~d

pen G af dektransformationer 5‘/ )/”7 X er en sterkt dis-

~

kontinuert transform?tlonsgruppe paé /Y y d.ves. hvert punkt

¥¢ X thar en omegn U , s mengderne f(Z/) ye ¢ er ina-

byrdes disjunkte.

Bevis. Punktet X = /DC5\7) har en Turvesammenhzngende omegn
Z/, Tor hvilken ,Df"( Z/) falder i komponenter, som er omegn af
hvef sit af de punkter, der projiceres i X . Deraf fylger set-
ningen umiddelbart.

Laa G vers en gruppe og A€ G en uﬁdergruppe. Ved
normalisatoren N for /9 forstir vi mengden af elementer X € G’,
for hvilké .X/QX-’%' ﬁ . Det er klart, ot N=2Ah , at N er
foreningsmaangde‘ aff de venstre sideklasser til /4 , Som ogsd er

hgjre sideklasser, samt at /\/ er den stprste uncdergruppe af G

med /9 gom normal undergruppe.

N _ _
Smtning 13.5. Lad /0-‘ /Y“—I* 2/ viare en overlejring med X

~

0g }/ kurve sammenhzngende og lokalt kurvesammenhsngende. Lad

[ad

e X vaere vilkarligt, og Q = ,o(a) . Lad N_S, ’/77‘(2/,(2) vere

normalisatoreh for /O#__W‘ (/T a) . Da er (1, 2y isomorf med

gr'uppen af’ dwktransformatloner h¢rende ‘tll P
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~ ~

Bevis. Til en dzktransformation @ X — X ken vi velge

~

~ ~ ~ ~ -7
en bevaegelse ¥ i X fra Q@ til a, = ?(a) € p(a) . Tor

projektionen ¥ af ¥ gzlder da, at [YJ,O#Z(X,CT) =

W;(Q’, @) [¥] er en ar de sideklasser, der hgrer til N . For

~ ~

alle [¥] i samme sideklasse ender ¥ i samme &, , og Cisse

1
es e~

stammer derfor fra samme dektrensformation. Vi har dled

formationer ind i

. P& den anden side vil enhver sideklasse i —
° Py T (X,2)

fineret en.monomorfi af gruppen al czktrens
] b

P Ty (X, 7)

vare reprazsenteret ved en bevagelse ¥, der er projektion sf en .

bevagelse Y frs Q til et punkt 5,, med ‘7;(}7, 5',) : -
~ : ~ el . ‘
[7]‘777;()/, 5') [¥]-= '7;(2/; 5’) , og det msdfgrer, &t uerflnes en’
dmktransformation, som Igrer a over 1 Q' . Der%d -e‘r seiningen
bevist. e | |
Eksempel. Figuren viser to grafef
/? og X .‘ Tn projektion Ao ;/—?2/
defineres ved, at p(é;)':-—- =/0(5;) =a,
hver af de fire buer til venstfe‘for. a'
erne afbildes injektivt ph lgkken oL
sf »ilsne stemmer, og &ns lo*w ofbllQCo
Ge fire buer til hpjre pi / Def er N
art, at 77;(2/, 0-) er de'n‘fr;e ‘grup—- v

pe med frembringere « ogﬂ , medens 7, [

?
gruppe med frembringsre X,,-- . )ﬁ' e Fo: Pu
far vi . -r o

. _ 2 ~ 3 o 2 - et
Pulicd p#ag-/ s Py 2/3=/s «/3,/3,)?;/3 /3 o(/,f,_-_p#{s /»‘d/s’q(/xo%.
-Disse elementer er saledes frewbringere for en 'f’rr?iu .u'n‘defdr'uf)pe i

[2’, a) , hvilket ikke er pé forhAnd indlysende. Det er lrlar't at
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7(1(?(, &,) afbildes pa den samme undergruppe, Gn Vi her en dek -

R ~ "~ ~r N -~
transformation, der bytter 0_, med @4, 0f Qz med @ . Det-—
te er den eneste daktronsformation. Grupperne 7 2’, Qz) og

‘77’(7 &) vil afbildes i en konjugeret undergruppe, og den har

frembringerne /o(/t’ / o( 0(/:’ 2ol o(ﬁ—"d/io(

Vi kan faktorisere )/—9 X i to overlejringer
~ -~ »
)(“n_,’ x £ ;(/ s, hvor

ved at identificere punkter, der gir over 1 hinsndsn vsd Joktrans-

oL

ist pd figuren, fis =f X

><e
[
)
e
[¢)
~
<

formetioner. Dens fundamentalgrunpe afbildes ,
»n @
ved Py 1 den frie undergrupps med frem-
brincere o 2 o) - D
rinzere o, ,/ / . Denne undergruppe er
a)
1

den filles normalisator Tor undergrupperne
Ny :
o~ . - - S
W‘, (/Y, Gv), og den er 4dzsucen ‘-.11’1(16?53."111;\}_]61’1 frembrogt af C1szss
undergrunper. Den er gelv norna undergrupne 1 97;(2’, a)

“kaonplet smiyder, at fet ofte epr letiers at sindsrs JUanl

mentalzrupperne ved hjulp af ovzirle &Y omvandt,
Definition 13.6. =n overlejring P! (% a) — (2’,0) Tl ies

~
normal, hvis /D#W;(/Y, a) er e¢n normal uvndergruppe 1 % (2’,0).
ly BV
At overlejringen P! (X,Q) — ()(',a) er normal, er ifylgs
de forudgiende ro sultater ensbstydende med hver af Iy
betingelser:
~
o ‘ —~
1) P#"/T;(/Y, Qv) er samme undergruppe af 77'7(2’, 0) Tor alle
~ ) d
a, w=a /o(a’,)—a,.
2) Tor hvert &'y med /0(5;,)=a findes en dnkirensformation
@ med @(Q)=
~ & o~
3) Enhver lgkke Y i C;Y, a) vil ved orojektion og pafal-
gende lgftning med start 1 et 5), med /0[5,',) =@ ig=n

give en lgkke.




Wor en normal overlejring er grupoen af dektransfor: stioner

. T (A, o _
isomorf med _——-—-—>— . Hvis X er kurvesammenhsngende, lo-

7 (X, &)

kalt kurvesammenhaangende og semilokalt ! -sammerhangsnde, findes

~

der en universel overlejring P! 2/—‘7 7( , hvor X er ] —sam-

menh mgende, og for denne overlejring er gruppen afl sk transior-

mationer isomorf med ‘II‘,(}/,Q) for vilkérligt @ € x.

Definition 13.7. En uopo]onsk gruppe G siges at virke

som venstre transformationsgruppe pd et topologisk rum. X _vhvis'-

der er givet en kontinuert af‘oildning T: GXX—’X, '%O"l ’rll—
+'

fredsstiller betingelsen T (9,9, X) = 7(9{,7‘(;,, 5\’)) me

T(e,x) =X, niar & € 6’ er cuiralclvnoﬁte’r

hg jre transformationsgruppe, definerss Ui amre *mdc bor set fra,

at Gen fgrste betingslse wnires il (! ,gz,x) 7(92, z( 9, %))

Hvis c er en gruppe uden . Jooolo 71 b 'n shtes de somme defini-

ést *Tret T'lud. den diskrete tovpologi. .

tioner, idet 0 tenkes

Vi foretrzkker at skrive 'Z"(g, X)=95Y for sn. venstre og

T(9,%) = X9 for en hgjre trnrh orne tlo.nsw:cu“o:je';“

G er en tra.nsformft[iii on

Setning 13.7. Hvis

ec,ere

o
0]

®
R o

— X en hom womorfl.

Bevis. Pglger af, at }V‘(X)— T(g" 2’) ‘ “Lefinerer en invers
t11 - e -
Transformationsgrupven G »a }/ his ahles ﬁ‘x% cn“:L 4 iV hvi s
der for ethvert &,Y% € /?/ findes et 96 6' sa 2‘(9, ?() /U
Den kaldes egentlig, hvis der for ,91’916 6, \91 :F9{ A /
des et X€ ¥ , sl 7(9,,2’) F* T(&»X) . Den ortogohal'e:’gr'uppe




Unt1 er en egentlig, nen ikke tronsitiv transformationszruppe
N
mt{ . . .. o M .
poke R , medens den er eggentllg og tronoitiv pa S . Vi

f4r nu ikke brug for disse cgenskober.

Definition 17.8. fn tromefornmstionszrupne G na et rum
X kaldes sterkt diskontinuert, hvis hvert nu
omegn Z/, gs& ©1lle billederne 2‘(9, Z[) ved- elenenter ¢ € C 7

incbyrdes disjunkte.

S84 mi selvigloelig vare egentliz, og bortset fra tri-
vielle tilfwlde ma hava dJden diskrete topolozi, oz den an

ikkke vere trensitiv,

5 A
Eksempel. Gruppen af translationer X —X+m, me 2 , ©r

en sterkt diskontinuert translormationsgrusve ol '

Hvis G er &n tru_-wjorfrm ti onsgru
villzirligt punkt, kaldes mengien af punkter 'Z‘(y X) g€ 6)

for X. Alle punkterne 2(§,X) har somme bane, og bansrrs for

2
o
<
O]
=3
(i
o}

7

Lt
]
o
851

()]

i, i}

]

L

y o

(@]

-

L

]

]

O

alle punkterns i

Szining 13.10. Hvis G er en stwrkt disk

Tormations;ruppe pi et ku}"‘VCSEmeP ithisngende of 1loknlt lurve sanmen-—

er P /Y"’ ~ en normal overlsiring, oy G

A

r isomorf med gruppen af daktransformationer.

hengende rum X

4]

1

Bevis. For hvert X¢ X nar vi en omegn Z/, der kan val-
21le billederns (9, &), 9€G

ges kurvesammenhsmpgende, s2ledes nt a




er indbyrdes disjunkte. For det fzlles billede ,DCZ/) af alle
2'(9, U) gmlder da, at hver komponent af P-'(/O(Z/)) afbildes
‘homgomorft ved £ pa /O(Z/) s, 8om sdledes er en omegn af

PX) . Altsh er P en overlejring, og det er klart, at den
ved ;»j(a’) = ‘Z"lg, X) definerede afbildning P XY — X til-
fredsstiller /°=/°°}”3 , S& ¢3 er en dektransformation. Hvis
P@)= pla), findes der et e G , s& @ (4)=a . Det
felger af saetnj_.ng 13.3, at alle dszktransformationer fas pa denne
méde, og af bemszrkningen efter definition 13.6, at P eren
normal overlejring. At 9 —9% er en isomorfi er klart, hvis G’
er venstre transformationsgruppe. Hvis G er en hdjre trans-
formationsgruppe, bliver 9 - }'09 en antiisomorfi,'men s& bliver
9 — (79., en isomorfi, sa G bliver ogséd i dette tilfelde iso-
morf med gruppen af dsktransformationer. Dermed er sm:tningen bve-

vist.

Eksempel. Den i eksemplet ovenfor omtalte gruppe &f tresnsla-
. _
m
tioner ¥ - A+m, hvor m € Z s Ziver den normale overlejring
N A ~m
R"— 7"

. G-t . c"
Eksempel. Vi tanker os indlejret 1 Tor et

mz2 . For ,O>Z har 'vi for mam= 0,7,---,P-1 en transformation
. A
- 2m—~{ {5 2T
?m-' SZM ? —_ S defineret ved QM‘(;): L P §_ . Dermed har

vi defineret en sterkt diskontinuert transformationsgruppe pa

N

2m— .
.5 1 , o0g den er isomorf med den cykliske gruppe ZP med P

elementer. Vi far sdledes en normal overlejring -2 SzM’j -

S2m-l 2m—~7 .
3 , hvor -E'-" har fundamentalgruppe isomorf med Zp-
P P

De siledes definerede rum kaldes linserum. For m= 2 er de i-
dentiske med de uligedimensionale projektive rum, men for M >2Z
er de nye. Det kan vises, at der ikke findes analoge transforma-

tionsgrupper pa ligedimensionale sfarer.
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Kapitel 14.

DEN LANGE HOMOTOPISEKVTENS.

Vi vil gi over til at studere de h¢ jere homotopigrupper.
Vi vil fe¢rst generalisere dem til par. Vi arbejder altid med
rum med basi.sp'unkt.

Definition 1b, 1. Lad (2//4 a) vere et par af t0polog1-

ske rum med basispunkt. I triplen (f 5“ ! EM ’) skal |
£ betegne den sydlige halvkugle ar S” | Naangden '
'R ()(/9 G) [E 5“-’ EM—! X '4 0/] Kaldes for m g f:
den nt " relative homotopimangde for' parret (2’4 a) B

Altsé er TT, ()’” Q) ngden af homotoplklauser af af- 3

bildninger ¢! (E SM-’ FM—) — (X 4 a) I oe01a1t11—-"_:‘-‘.;"
reldet A= a4 vliver det helt det oamme som ma ngaen af ho*no.-;“ijiff o
toplklasser af albildninger $o (E .SM”)—P (/Y a) ob Let a8
er det samme som mmnf‘den af homotoplklasser af samrnensatte al-:»i‘-f

blldnlnger (E SM’ -—-IL? M-,) j)_Z_)(X a) hvor }\’ }e“r-_,; A

kollap%afblldnlngen. Det er igen det samme som . X

(Ens) L (5% 1)41’—4 (,a) . muer [9? o/<] = [;zo] k.
Dermed har‘ vi vist f¢1gende smtnlng' '

Smtn___g 1.2, 7?' (;YO a) og ‘IT (2/0-) Aer naturllgt k-~

vivalente for Mm 2 1

m=-7 M 1

Vi kan for M2 2 skrive (f S E )
M-f M-f m-2 v
(C.S S CS ) hvor C betegner reauceret kegle.‘
For M- 23 kan det ved h;]aelp af reduceret C;uopenqlon skrlves

~M— - 3
som (655 z’ SSM z) CSSM _> . MNu har vi fplgende lemma.
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Lemma 1l4+3. CSX*=SCX.1

Bevis. Efter definitionerne er

.2 S
XxluaxI' - XxoUaxI

SX-

Heraf fremglr, at vi far SX¥xI ar maengdeﬁ af szt (X,ZL,ZA/),
XéE 7‘,' tum € J , ‘hvor vi for hverfﬁ fast A skal identificere
alle (?(,_0, ), (X 1,4), (a,ZL,M) med (@)4) , hvor a' er besis-
punktet i SX . Tor at fé CS/Y si'al vi :,rd-ar'l.i.gere identi-
ficere allé.disse punkter indbyrdes, 0g desuden sxal de identi-

ficeres med alle (x,¢, 0) , sa vi fir

XxIx]
YxIxo U XxIx] Urax'IxI .

(SX =

Mir vi nu danner CAXX1, 1lader vi 7 og « Dbytte rolle, 8%

o stemnmer fra CX . BS54 bestar CXXI af alle (X, z, «) ,

xe ,Y, tu € J , nvor vi skal identificere alle (x, ¢, o) og.alle
(a,t,u) meda (a8%#¢) , hvor @' er det nye “rsispunitt. Jor at
danne SCX né vjt vaerligere identificere alle diss=s inc:’;byr—
des og med alle (X,0,u&) og (x,1,«). Det fprer netop til wi-

trykket for C.SX . Dermed er smtningen bevist.

v

Smtning 1h.4. Tor M2 2 er 7T, C/’Y,A,Q) en gruppe, og den

er abelsk for M 2 3.

Bevis. Det er klart, at den smdvonlige (10-/7/"-;_1;1"[1@96"-ST-l“kll(—

tur pa suspensionsr giver en co—H—';rru;;oe-s'tru.ktur
1 ‘ ’ & 305e
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v: (SCS™2 S§™2 S¢8™T) —

(ses™Fvses™, 5572y S5 Ses"vses .

Det er nok rimeligere blot at skrive
v (SE™ 5§™ SE™Y — (SEVSE™, SS"SSTISETVSE™)

I denne form gdr det for m22 , ©0F cb—-ﬁ’—gruppe—‘stmlkturen
inducerer en gruppestruktur pa 'JZ‘M(R/, A, 0‘) for M2 2. For
mz3 xan vi skaffe os et S mere, og derved kan vi g& over
til (.Q.Jl/, 82/9) , 08 gruppen bliver kxommutativ. Dermed er s@t-

ningen bevist. - '[tz

~m m~p m—1
Som en model for' (E S E )
1
kan vi benytte ([ I [ \[M >, hvor

M
[ er r"nden aff enheds turnlngen ]

M —em v [ -

|

medens J | er den ved Z‘, =0 Ybe- , ;

stemte side. RElementer af m(?/,é’,a) /
er da repfmse_nterede ved aribildninger
%VIM'—’ 2/, der fgrer randen 7

ind i A og randen panzr bagsiden, =zltsh jM\JM-jind i @

Vi har [?J[;l/]= [}/] , hvor
5»(1‘,,---,1‘ 22,) for Zon € [0,:1'-

m-—=12

(¢)=
/1/ V(ZL/; ) M 1) ZLM._-’) for Z'L'“e [:2".' ,J'

I det absolutte tilfzlde kon den samme definition bruges, men

- M
J” afbildes helt i @.
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m-f m~-1
Setning 14.5. Bnhver afbildning o¢: (&5 S, £ ) —
(X,/),a) s, for hvilken ;v(EM) € /4, representerer neutralelemen-
tet 1 7, (X, A, a).
N .
Bevis. Da & er sammentrskkelig, er 5& endda som afbild-

ning ind i /9 0 ~homotop med & fast. Dermed er sstningen be-

vist.

Definition 14.6. I enhver mengde [X, /4); Q; Y,g, 6] af homotopi-
klasser af afbildninger af (par af) topologiske rum med basispunkt,
kaldes den konstante afbildnings klasse neutralelementet.

Definitionen er i overensstemmelse med de tilfeelde, hvor
[X,/Q, G,-Y,B, é} er en gruppe. Vi har séledes blot sikret os, at meng-
den altid har en ganske lille smule algebraisk struktur, nemlig et
neutralelement, ogsd nadr der ikke er en kompositionsregei, det kan
holde sig til. |

Definition 14.6.a. Hvis /9 og 8 er megngder med neutral-
element, som vi vil betegne méd 0, og 9&’5 /9 — B er en afbild-
ning med ;ﬂ(o) = (0, kaldes 50"'(0): kern }D, kernen for /ro og
img = ?(/9)&,8 billedet for ;ﬂ . Hvis A /3, C er mengder med neu-

tralelement og @ A — L og Y B — C +tilfredsstiller gw)=o0,
Wa)‘;O , kaldes sekvensen ﬁ—ﬁ*g‘ﬂc eksakt, safremt imfo =

kern . En l=ngere sekvens
bz, o 1, O —Fs ( Futt, o Ptz
-1 M m+y mt2

af mengder med neutralelement og afbildninger, der bevarer neutral-

element, kaldes eksakt ved CM , hvis im ?’«-1 = kern }1{;", og den

kaldes eksakt, hvis den er eksakt ved ethvert CM , der ikké er

forst eller sidst i1 sekvensen.
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Dette er selvfpglgelig mest interessant, nir mengderne har
gruppestruktur og afbvildningerne er homomorfier. Hvis @: A— LB
er en homomorfi mellem grupper, er kerng £ A en normal
undergruppe, og im @£ [ er en undergruppe. I dette tilfmlde
er kern? =0 ensbetydende med, at ?9 er injektiv. Det tii—
svarende gmlder kun, ndr bade A oZ 8 rnar gruppestruktur.

Den fplgende satning er nesten helt triviel.

§@§g_i'g_1_g 14.7. I en eksakt sekvens gelder for to pad hin-
anden fglgende afbildninger, at den fgrste er surjektiv, hvis
og kun hvis den anden er 0, d.v.s. afbilder alt i neutral-
elementet. Hvis den sidste af de to afbildninger er en grupose-
homomorfi, er den injektiv, hvis og kun hvis den firste er QO
For tre pé&hinanden fg;‘rlge'nde zihildninger, @f hvilke den midter- -

ste er en gruppehomomorfi, gzlder, at denne er en isomorfi, hvis

ozZ kun hvis bvegge e andre er 0.

) >
Definition 14.8. Laa (X, A, a), (X, 4, Q') o

» n » . L )
(,Y’ ﬂ, Q vere par af topologiske rum med basigpunkt. En
sekvens

(X 4 a*) L (X, B 0)—d— (X} 7} a)

kaldes coeksakt, hvis det for hvert par (Y, /3, 6) sf topolo-

giske rum med besispunkt gelder at desn inducerede sekvens

*
[X A0, Y, B 6] —F— [X,A.a;Y,B,¢] —/Lm:’/]’j 2 Y, 8, 4]

defineret ved /#L?Jz [?O/J , 9#“0]: L;“g}, er eksakt.
En afbildning / (X:,Q',a’) —_ (}Y)[),a) har de to re-
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striktioner /, (2’,)0,) — (X, a) og /"-' (/9:0’)"" (A,4) ,
og for disse haf vi afbildningskegler 6,) og g/" . Da vi
har en naturlig 1ndlear1ng g,,, = é/;v , far vi et par
(9,, /n a) hvor er det nye basispunkt. Dette par kal-
des afbildningskeglen for / oZ betegnes é;/ Vi har en na—
turlig indlejring J ()/ﬂ a)—-—> Ca\[ I det fglgende snyder

vi for at skrive basispunktet med.

8ztning 14.9. For enhver afbildning / (2” 4) — (/Y /9)

er

(X) )__’ (/Y /9)——*60(

en coeksakt sekvens.
Bevis. Lad (Y /3) v re et par. med ba31saurﬂ’t V1 '1@1 s o
vise, at : S R -

[c,Y, BJ—/—»[)(H YBJ—%L[X/? y[z]

er cksakt. Lad @ 6[ — (Y 8) eller 'llufy)I’llC"t

(P (C c ») — (Y B) are 6;1 v 111{41"_@0' (,‘fbll\_‘_n'ln_g‘ 5551.

ks
?001: (XA)— (Y B) restrlktlonnn' }'ﬂ t11 afbilde J“frh’ cg-

lens grundflade, og ?J / ()’ 97) ——-—9 (YB) lkes :
som restriktionen af }v til et snit 1 & 1ulclnl s;oﬁlcn og ck-
sistensen af udvidelsen - 5? til hele "Lglun 'bt,VlubI‘ nston, at
@ .J/ er @O-homotop. Dermed her vi vist, u;» / [;p] 0. Hvis.
V: (R’,ﬁ) — (Y, B) tilfredsstiller betingelsen. / [VJ’ o
altsa Vo/ 0 -homotop, vil en homotopi fra O-Vaf'bildn‘ivn;én’ til
yh/ netop definere en ndvidelse af V til hele 60'{ , og det

‘medfgrer, at V‘ hgrer til 1m/ Dermed er s&tningen bevi t.




Det er klart, at den coeksakte sekvens i satning 14.9 af

sig selv vokser ud til en lang coeksakt sekvens

(A~ (X, B) o G €,

P4 figuren har vi skitseret 9» , nvis
6=’ (9,,61,1) « I 6} er /?/ homgo-
morft indlejret, og vi kan opfatte é} C/
som sammensat af g[ og C/Y med

som fzllesmengden. Vi har ikke pd figuren k '

kollapset frembringeren gennem 2, men C)'

den er tegnet ind.

Swtning 14.10. % = C—Cf, - SNA).

Bevis. Med —g; mener vi selvfglgelig (%’ ’7%{" =
Cp ") ) ’ )
&. L) L os SWA) e (SX,SH) . wavesst (p

af alle punkter (X)%4) og (X%,%) med X% Y xeX tel | idet |
(x¥’1) er identificeret med (J/CJ”), /) , og alle (x)o), (x,0) og
(a,%), (@’ t) er indbyrdes identificerede. Vi far €/’ ved blot
at udelade punkterne (X,¢) med £>1. Derfor far vi det samme
ved i é’/’ at kollapse alle (&) 7) og ved i %; at kollapse
alle (X,%), og i begge tilfzlde ender Vi netop med punkterne.
(x'4), nhvor alle (7)0), (X)7) og (@,€) er identificerede.
Dermed er setningen beviste. .

Vi har siledes et kommutativt diagram
N
)
SX,AY)
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- ' Y
Sztning 1L4.11. k: 6 '—-’S(X,H) er en homotopizkviva-

lens.

Bevis. En afbildning @ 5(2’,’/9'9 — CJ defineres ved

(x' 24), wvis ¢ e [0,2]
2 (X t)=
(/(x’),z—zzl), hvis 7€ [£ 1]
sS4 er
. lJ
(x 2&), hvis ¢ ¢ [o, 2
k(e (x,d)=4
a, hvis ¢ € L%’ 1J.
og det ses umiddelbart, at k")( 82 S(X' ») Endvidere er
_ ), 26), hvis Xe}’ ¢ elo, 2’]
wlk(x,8)=y
(s, 1-22), wvis Xed) telf 1]
(k)= a, hvis veX, telo 1.
En homotopi F C}’(I — C} fra /Ci til ){0[ defineres
ved
(y,,(i""“)'é); hvis Xc x ue ]; € [O’ 1+M]
Feld)=

—-—“11

(40, 2~ -(1+Wt), nvisx'e X we I, te Lyru

Font)= (x, (1-)%), hvis velX, uel, tel

Dermed er saztningen bevist.
Sztning 14.12. Sekvensen

(X' B) > (1, A c/ S A) S-S R)

er coeksakt
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Bevis. I dette bevis tmnker vi os 5/ defineret ved
5/ (x)¢) = (/(X’) - '6) Denne @ndring er uden betydning for

satningens rlgtlghed. Vi har et kommutatlvt diagram

(mﬂ)—/—»(%ﬂ)——f—»g(-#‘—*é[}—#—’%,
| N A
50/9)74—»5040)

Afbildningerne K, k /<,, er kollapsafblldnlnger. V1 sé oven-.
for, at trekanter-ne med spidsen nedad er kommutative., lrekanten '

med S/ er ikke kommutativ, men med den a,ndrede deflnltlon af

——

'Sﬂ( har vi /(’N«S// Vi far nu j /< (k/)

ko J’ j) J,o *i¥=0 . Af / [9?] O f¢1ger, at der- flnders
et ¥, s& @g= WJ, }/’M(O/UJ (;I/’o)() /(, 1aet > er en ho—

motopiinvers til k. Altsa er sef;vensen i saatnlng v14 12 :

sakt ved C/ . Endvidere er /( 5/ J, /1
/(#[‘»P]""O fglger J, k [50] =0, sa vi kan flnde et ]V’
#[y/’J k"[?’] Hvis nu >, er ‘en’ homotopllnverf-} tl

vi S/ x*L;u'J x/z &, ){, LV’J = x /Z LVJ w it [y] -w Lsﬂ

Dermed er saztningen bev1st. :

a=tn1ng 14.13 Hvis
(X7 = (X, /1)—2@(1" ﬁ)

er coeksakt, er
(57, SA") —Sf (5X, 5A) <S5 (S X" 5/)”)

coeksakt, og hvis (Y, B) er et par af rum med basispunkt, er

# '
[sx 58y, B34 [sx,58, ¥, 81 I~ [5X, SR Y, 8]
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~en eksakt sekvens af grupper og homomorfier.

- #*
Bevis. Vi ved allerede, at 53 og 5/# er gruppehomo-

morfier. At den sidste sekvens er eksakt fplger af, at sekvensen
| " AV v ¥ * 7. )
[X) R} Y, QB] —3—[X, 4, QY,Q 8] ——[X, A4, QY, 28]

) »
er eksakt, idet mkvivalensen ?'I [52/,59»; Y,BJ g

[X,.', /9”, .Q,Y, Q BJ og de to analoge kommuterer med g#,/# og
»n »
Sﬁ#’ S * . Lad et element i [S/Y ) Sﬂ; Y, BJ vere represen~—

teret vea ¥ (SX’: SA") — (Y,B) . S& er ¥ givet pa
formen ¥(X#¢) , og 529"(X) er potensformen X = K(CLL) , og si-
vel (Sg#oy")()() som (y02#)(b’) bliver potensformen af (j° Y )(XE).

Dermed er sztningen bevist.

. y
Smtning 14.14. For en ehver afbildning. /: (2/,/9) - C/Y)A)
af topologiske rum med basispunktet findes der en coeksakt sek-

(X 2) > (4 A) - b o500, 7) Shscx A) -%CS/ St s ¥

Bevis. TFor de seks fgrste led f&s pastanden af sstningerne
14.12 og 14.13, dog med SC;[ i stedet for CS/ , men det ses
som i lemma 1L.3, at disse rum i virkeligheden er det samme. Der-— '
efter fortsatter sekvensen ved gentagen anvendelse afl swetning
14.13 og erstatning af ‘SCS:f med C<‘53+('/ . Dermed er sat-

ningen bevist.

Sekvensen, samt nogle analoge, kaldes Puppesekvensen efter
' §

~en tysk matematiker. S®rlig vigtig er den specielle Puppe-sekvens,
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der starter -med inklusionsafbildningen 72: (S851) — (59 SY).

Den bliver
(S°1)—s ($58%) <> (£18%) s (S5 1) (S'SY Ao (EFS) A (5295

og her er ¢, inklusionsafbildninger og A ¥ollapsafbildning.

For et vilkérligf par (X; 9) med basispunkt har vi trivielt
[s“t, X, Alsm ), [$1S3X,Al=ah), [E18™7 X, Al= Ml A),

s&4 vi fAr en lang eksakt sekvens
B g ) AT ) e T (2’/)) T (A s - m/;’)J—wrcXJ

Her har vi udskiftet tegnene for afbildningerne. Siledes er d/# -

egentlig z# [SM SM X HJ _ [S ,_, XHJ induceret af
(S‘:l) g(S“} SM) . Det betyder, at y: S" *—-’,4 fortolkes

som ¥ (SN,'.SM)——> (X,/?) , der igen fortolkes som ¥~ S"— X,

Det betyder imidlertid, at j# ganske enkelt er induceret af

inklusionsfabildningen : A —X. rnavidere er /\'_#_ egentlig
K [S,._,)(/]} — [fM M—’/YAJ Vi starter altsd med

y: S™— )X , som via kollapsafbildningen udvides £i1 |

v: (£ SM") — /)} , men det er ensbetydende med, at Xy

er induceret af inklusionen X X — CX, 0) . Endelig er b#.

egentllg / [E" S -’ X Al — [SM-’;SM-; X, Al , og vi ser

siledes, at Oy fAs ved restriktion til cellens rend, hvilket

bevirker, at dimensionen falder med ! . Vi har siledes satnin-
gens

Setning 14.15. For hvert par (2/, /7) med basispunkt danner

homotopigrupperne en lang eksakt sekvens
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P /9)3‘1?77' (D) fes - s (2 8) 2 7, ) o)

hvor J;,ﬁ# er inducerede af inklusionsafbildningerne, og 'a#

er restriktion til randen.
Hvis / A — (Y B) bevarer basispunkt, nduceres

afbildninger af samtlige homotopigrupper, s& v1 far et dla—,
+

gram

E_;%(ﬁ)—”hia 77;(,1/)——"#—> (,}’/‘))—"’i—> ,(ﬂ)—/‘L’

Firkanterne med é&: og Ay er kommutative, fordl 77 ‘7

dQ uet el

funktor. Firkanterne med Oy er kommut tlve,
gyldigt om vi gir over til PGSurlkbloncp t11 ranaen ”¢r Pllerngffff_]?
efter sammensztningen med é/' Vi har vﬂledes en fanﬂtor,_deffff_ﬂ»"

til hvert par med basispunkt knytter den 1ange, ek {te nomoto—"v

pisekvens og til hver afbildning / ()’ 9) (Y 8) en af-

bildning af de lange eksakte homot0plsekvenueP.VV1 formul rer
det kort: B

Smetning 1l4.16. Den lange eksakte homotopisekvens er funk-

toriel.
Dette ser lovende ud. Vi skal senere se, at 1angé’eP31k£e
sekvenser er et nyttigt hjelpemiddel. Der er 1m1dlert1d en meget

vesentlig mangel: Vi savner stadig midler til udregning al homo-

topigrupperne.
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Supplerende litteratur.

Som en let lmselig indledning til algebraisk topologi

med et andet udvalg af emner end nerverende noter kan

anbefales:

W.S. Massey: Algebraic topology, an introduction.
New York, 1967.

Fn mere omfattende fremstilling findes i:

E. Spanier: Algebraic topology, New York, 1966.
2, 3 samt en del af

Nerverende noter svarer til kapitlerne 1,

kapitel 7.
Boger til generel topologi:

N. Bourbaki: Flements de mathématiques III, Topologie
générale. Paris 1960.
R. Engelking: Outline of general topology. Amsterdam 1368.
Det kan anbefales at lmse artiklen 1 Trans., Amer, Math.
Soc. 58 (1945), 231-294, hvor S. Eilemberg og 8. Maclane
indferer begreberne kategori og funktor.
Eksempler pd anvendelse af elementzr algebraisk topologi

findes 1i:

R.H. Crowell og R.H. Fox: Introduction to knot theory.
' Boston 1963.
1. Ahlfors og L. Sario: Riemann Surfaces. Princeton 1960.
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