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,B'ORORD 

Disse forelæsningsnoter er tænkt som grundlag for en under-o 

visning i algebraisk topologi ved Yqlbenhavns Hni versi tete Ma te-

matiske Inst.i tut. Der er planlagt i al t tre hefter, som hver sl{al 

svare til tre eksamenspunkter. 

Dette fØrste hefte beskæftiger sig med de mest' grundlæggende 

afsnit af den ,algebraiske topologi. Den mængdeteoretiske topologi 

er behandlet om end noget kortfattet i de fØrste kapitler. Der el" 

heller ikke forudsat kendskab til algebra ud over det mest elemen" 

tære. 

Selvom dette kursus i algebraisk topologi kun i beskedent 

omfang udnytter resultater fra andre matematikkurser, har det dog 

nær tilknytning til mange aspekter imatematikkurserne 1,2,3 og ~7 

og til mange 2. dels kurser .. Den algebraiske topologi er især nært 

knyttet til homologisk alge'bra, differentiable mangfoldigheders 

teori, kompleks funktionsteori og algebraisk geometri. 

I den algebraiske topologi varer det desværre ret længe at nå 

frem til virkelig interessante resultater. Det må' derfor varmt an-

befales læseren ikke at nøjes med det rørste hefte. 
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••• es 1st ein groBs Ergetzen, 

Sich in den Geist der Zeiten zu.versetzen; 

Zu schauen, wie vor uns ein weiser Mann gedacht, 

Und wie wirs dann zuletzt so herrlich wett gebracht. 

Wagner 1 ) 

1) Person i Goethes Faust. Han er Fausts amanuensis, nok 
nærmest en moderat student. Faust selv er vel nærmest 
beatnik, altså lidt for umoderne for et arbejde i al
gebraisk topologi. 
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TOPOLOGI 

Et topologisk rum er en~ængde med en struktur, der sik-

rer, at det har en mening at tale om, at en afbildning af et 

topologisk rum på et andet er kontinuert. Topologiske rum A 
og B kaldes indbyrdes homøomorfe, når der findes en kontinuert, 

bijektiv afbildning /fJ-r,B, hvis inverse afbildning også 

er kontinuert. Topologien beskæftiger sig med de egenskaber ved 

topologiske rum, der er invariante overfor homøomorfier. 

I dette kapitel skal vi kort gennemgå den generelle teori 

for topologiske rum og kontinuerte afbildninger samt omtale de 

f\'Jrste e~:;ecie11e .::;kscmpler pL't tO,folo;icke rum. 

Defini tion 1.1. Ved en topologi på en mængde M f'orstås et 
~ . A 

system O af delmængder at: 11 , sule des at øj !1 f: O ,og såle-
A 

des at f'oreningsmængden af' vilkårlige mængder f'ra O igen til-
A A 

hører O , og :fællesmængden af' endelig mange mængder :fra O til-
/1;0., " 

hører O . Mængderne i O kaldes åbne, og r = (/'1) O) kaldes 
, T LJel I\Å 

e t topologi sk rum. Vi skri ver X C- ,j7 = :for X e I ~I, 

/leN =- , og vi taler om puruct, pu~~tmængde i IP • Ved en omegn 

af X G 7' forstår vi en punktmængde, der har en Elben delmæng-

de med X som element. Ved en afsluttet mængde i r forstår vi 

l{omplementærmrongden til en afsluttet mængde. 
" Systemet Il af af'sluttede mængder indeholder ø og t1 . En 

vilkårlig fællesmængde af afsluttede mængder er afsluttet, og en 

foreningsmængde af endelig mange afsluttede mængder er afsluttet. 

Foreningsmængden af alle åbne delmængder af' en mængde 8 er 
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den stY'Jrste lYbne delnwmgde arB og oml"atter netop de punkter, 

der har 8 som omegn. De ltaldes indre punkter i 8 og mængden 

B al~ sådanne kaldes det indre af B • En åben mængde er en 
o 

mængde, der er identisk med sit indre. ~tbildningen ~~~ 8 
g " 

er idempotent, B "" 8 . De indre punk·ter i komplementærm;i3ng-

den I""'" 13 kuldes ydre punkter for B , og mængden af8cl.danne 

kaldes det ydre t'or B • Fc})llesmængden 8' for alle afsluttede 

mængder, de~ indeholder 8 , er den mindste sL.':::luttede E1ængde, 

rsom inc.el-,older B , og den ka.ldes af'slutn.ingen af' B • Dens punk-

ter kaldes kontaktpunkter f'or B, og d.et er netop de punkter, 

som ikke er ydre. At X er kontaktpunkt for B er ensbetydende 

med, a t enhver omegn af' X' indeholder punkter af' B · 

Ved randen af' B f'orstar vi mængden af' punkter i B , som 

'h\rerken er indre i B eller ydr'e i'or B , altså de kontructpunk-

ter, der ikke er :tndre punkter • At X € r er randpunkt for 

B er ensbetydende med, at enhver omegn af' .x indeholder et 

punkt af' B og et punkt at' komplementærmængden. 
<> 

Sætning 1.2. For de ved B~B og B~B dei'inerede 

afbildninger gælder 
o T) ø ø, T --

o s;: B, B :::::> Bl B ~ 

o B -.. o B, B B, --
o o 

4 U~. (~n 4t = 81 n ~) 81 U El -

o 

Enhver tilordningslov B ~ B eller B~ iJ, son tilfreds-

stiller de fire betingelser, definerer en topologi på ~, idet 

B=-8 def'inerer de åbne og 8 =- B de af'sluttedemængcler. 
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Bevis. Det er nok at se på B ~ B, da den anden halv-

del af' smtningen f'!.r.~ VGa. overgang til komplementærmængder. De 

to fv,rste betingelser er trivielle, og den tredie er,;beyis.t 

ovenfor. Det er klart, at (Bf'" B..t) o 

o 

er del afstivel 4 
o o Cl 

som 4. . på den anden side er B, n SJ., åben og del af' 

8 () B '
al tså del af (Bf (1 B?) o • Dermed har vi vist 

1 ~ "" Cl 

de fire betingelser. Lad nu . B --- B opf'ylde de fire betin-

gelser, og lad os def'inere, at O åben betyder 0= 6. Så 

giver u.en f'ørste betingelse, at T er Ilben, og den anden, at 

ø er åben. Den f'jerde be tingelse siger hel t direkte, at for

eningsmængden af 2 (og dermed ~.) åbne mængder er åben, og 
o o 

desuden at Il ~ B ~ fJ ~ B , og d~raf fy.>lger igen, a t en 

vilkårlig foreningsmængde af' t:t1:n).e 'mamgder er åben. Dermed har 

vi vLJt., at B -;> å (j.3f'j.r.:.ersr er.. 'Lopologi 8. Lad nu Bit 'være 

det indre af'8 i denne o B* topologi. Da .B*er åben, er B*... , 
og af BH ~ l3 f'~nger B* =c ). .• 15 Den tredie be tingelse giver, 

~ 

at 8 
o '-If 

er åben, 88 vi har B ~ B .. Dermed er sætningen bevist • 
.. 

fuBtnins 1 .3. Mængden li (X) af' omegne af X E 7' 
(11, (;) tilfredsstiller fV,lgen<le 

.. \ 

1). U ('X) *" øj li E Uyx) =) X G 

betingelser: .. 
21. U ~ il ex)" 17;;? ZI =9 l/r:. l/ex). 

~ 

2). li} 7/ ti il 00 ~ Vr, V- fE. 
, 

U (;(). 
.. 

3). For V € U (';0 findes 
, 

V- € U Ul() , så 2t er omegn 

af ethvert punkt i~. , 
Hvis U er en afbildning, der tilfredsstill.er disse tre betin-

gelser, og vi definerer en åben mængde 0, som en mængde, der er 

omegn af ethvert punkt X E eJ, vil følge~de betingelse være 

opfyld t: 

3' ). Enhver omegn af X indeholder en åben omegn af X • 
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Endvidere vil ele åbne mængder c1ei'inere en topologi, st~ledes 
, 

at li (X) netop bliver mængden af' omegne af X • 
... 

Bevis. Det CleS umiddelbart, at U tilfredsstiller 1 ) , 

2) og 3 t) og 0.ermed 3)0 Hvle il tilfredsstiller 1 ) , 2), 3) 

og "åben" defineres som anført, t;r det klart, at en topologi 
, (7 

bliver defineret, og 2! G U (i(') vil medfyjre X c U, så 
, 

3') bliver opfyldt. Heraf' flager u.middelbart, at Ucx) 

( 
bliver mængden af omegne i den topologi, der defineres ved de 

\ 

åbne mmngder. 
... 

D,efini tion 1 .4. Lad 2L eX) være mængden af omegne af 

X € i . gn delmængde B (;;() ~ ti (X) kaldes en basis for 
, 

tLex) , 
... 

u ,' 
hvis hVAr omegn E ti. ex) har en delmængde, der 

... ... ... 
B ex) , og 8cX') ~ 2l C~) tilhy~'rer kaldes en subbasis for , 

!lvi s hver omegn li E U ex) har en ~elmængde, der 
, 

21 0<) , , 
er fællesmængde 1~or endelig mange omegne, Hom tilh"jrer 8 ex) • 

, , 
Hvis B (X') ~r en bi:..SJ .. 3 1.01' U 00 'bli ver en omegn 

af X helt aet samme som en mængde med en delmængde, der til-
... , 

hører B ex) • Hvis B ex) 
, 

er en subbasis for U CX) , bli-

vel' en omegn af X det samme som en mængde med en delmængde, 

der er fællesmængde for endelig mange mængder, der tilhører 
, 
B ex) • :~n basi s eller subbasis for omegnene af hvert punkt 

fastlægger derfor topologien. 

" Vi kan altså definere topologien ved en afbildning 8 , 
, 

som til hvert punkt ')( knytter en basis B 00 for mængden ar 
omegne. Derved er det nok at kræve f\.'\lgende betingelser op:f'yld t: 

1 ). B ex) =F ø; . U € B (x) ==;) 'X E U. 

( 
2). For 2/) z;- E i3 ('JO findes 21/ G 

\ 

800 så U/~ li n 2l: 
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F'or u€ ... 
B 00 

~ 

findes V f B (:x), så hvert 

har et lJ/ E Bo/) med ur ~ U. 

Hvis blot skal være sUbbasis, kan 2) undvtøres og 3) 

. svækkes til: 

3'). For U € Bcx) findes 2{) ''', ~ € B ex), så 

der for hvert y E Z{ n ... n zr, findes U1'"","') 
Ul$: f B CJ> , så U{ n··· n ~ ? U. 

Defini tion 1.5. Lad 7' = (/'1, 6) være et topologisk 
'" " " o, S; O O T) rum. Et system - kaldes en ba sis for (eller for J 

hvis enhver åben 

og O' kaldes en 

. A> 

mængde er foreningsmængde af mængder fra.C? , 
" 

subbasis for O (r), hvis alle fl~311esmængder 
~, . " 

af endelig mange mængder f'ra O udgy~r en b asis for O . 
Det er klart, at en 0·38i8 eller en subbasiG fastlægger to-

pologien. Et system af mængder kan bruges som suboesis for en 

t01!ologi, hvis de blot dækker hele rummet, og der findes et en

deligt delsystem med tom fællesmængde. Skal sys ternet være en 

basis, kræves yderligere, at enhver fællesmængde for endelig 

mange m,engder i systemet igen hyirer med" 

~fini tion '1.6. Lad S og 7' vmre topologiske rum. 7.l:n af-

bild.ning !: S ~ T' kaI.des lwntinuert i et punkt 

hvis det for enhver omegn V af leX') gælder, at 

en omegn af X • Den leG.ldes kontinuert, hvis den er kontinuert i 

ethvert punkt af S . 
Det er klart, at kontinni tet bevares ved sammensætning af 

afbildninger. 

Sætning 1.7. Lad S og 7' være topologiske rum, og lad 

s~r være en af'ot ldning. D8. er følgende fire betingel-
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ser ækvivalente: 

1) • J er kontinuert. 

2). For enhver åben mængde:; . O ~ 'T er 
il c fT7 

3) •. 14"'op enhver afslut. tet mængde n = I 

j-f ( O) . åben .. 

er l-f (/1) 

Rf~o11.lttet , ... -
It). For enhver mængde B? 'r gælder /( B) ? j (13). 

Bevis. Det er klart, at 2) .~ 3). Du det ~r nok, at kon

tlnui te tsbetingelsen er opfyld t for åbne omegne, gælder. 2) q 1). 

Endvidere gælder 4) '* 3). For Gn afsluttet mængde fJ;;;: 7' gi-

ver 4) nemlig /1(19) :ii rVV-VI»)) ii ;-VV-I(/I)))i-U/!::l'{l1) 
Vi m,mgler at vise, at 1) ~ 4). Hvis 1) gælder, er J-f( 'T )l~8)) = 
S " J-f( J(g)) omegn s.f hvert af sille punkter, så j-r (/( /3)) I/I.'oJ 

~ -f _ 

er afsluttet. Dette rnedføl'er, atB &- I (j(/3)) , og heraf 
. q 

følger 1-1-) umiddelbart. Dermed er sætningen bevist. 

Vi skal ikke beskæftige OB med særlig patologiske rum i al-

gebraisk topologi, men for at f'å metoderne til at fungere godt, 

må man tillade rum, der lige netop er så komnlicerede, at vi ikke 

kan indf'ire en metrik, der frembringer topologien. For det meste 

kan vi dog arbejde med metriske rum. Vi minder om definitionen: 

pefinition 1.8. Ved en metrik på en mængde!1 forstås en af

bildning dist: M x M ----7 [o, oå [ , som opfylder betingelserne 

dist (X, X) =- O ,dist (X, y) > O . for X:/:: .J, dist (l, X)::: dist (~J) 

samt trekantuligheden dist(~Z)~ dist(X,j) + distC/"Z) • Vi 

kalder 7' = (M ,dist) et metrisk. rum. Mængden Jo{ (X) Il.,,) :-

{y G 7' I dist (X1J) <IV} , /); > O) kaldes kugleomegnen af X med 

padi us /1/. 

Giver trekantuligheden, at 
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"'~hT 7 J} h, 

J< (1) fI., - dist ('x, y) ~ /-( (X; /l/). Deri'ar kan kugleomegnene 

bruges som omegnsbasis i en topologi, den af metrikken dist 

inducerede topologi. 
" NV 

De euklidiske rum R , sf-1mt Hilbert-rummet, er eksempler 

på metriske rum. Metrik nedarves ved restriktion til delrum, 

som derved igen bliver metriske rum. 

For et vilkårligt topologisk rum T og delmængde Il æ:; r 
indfører vi delrumBtopologi pri f/, idet vi definerer systemet 

af åbne mængder ved ~ = {O n fl{ GGO}. En mængde på !J bli

ver da afsluttet, hvis og kun hvis de:c .. er f:,:,llesmængde for /I 
og en afsluttet mængde på /. For 'X'E li er en omegn -af' X re

la ti vt til Il det samme som fællesmwngden for II og en omegn af' 

X i T. For B ~ Il f'år vi en rel:,,~tiv afslutning B == /J () ~. 
men der gælder ikke en analog relation for det indre af B . 

Det ses let, at både kontinuit.ets- og delrumsbegrebet 

stemmer med det sædvanlige begreb for metriske rum. 

Hvis en mængde J1 er forsynet med to topologier, så vi har 
A A 

7; = (M) 0,), r; =-= (1'1) O~) og 
'" " 

A A ~ 

q ~ li ' siger vi, a t o, 
er finere end q (og q grovere end 

I' q ). Hvis de yderli-

gere er forskellige, siger. vi strengt finere (grovere). Derved 

bliver mængden af topologier på M en ordnet mængde. Den di

skrete topologi, i hvilken alle mængder er åbne, er elen f'ineste 

topologi på t1 , og den trivielle topologi, i hvilken ø og t1 
er de eneste åbne mængder, er den groveste topologi på /'1 • Skift 

til en f'inere to.:)ologi pfi 11 betyder flere åbne og afsluttede 

mwngder, flere indre og ydre punkter, mindre rand og afslutning, 

i'lere Jrontinuerte afbildninger fro.. /'1 og færre til M • 
Lad 11 være en mængde, og lad (g I J eJ) være en hel 
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familie af topologier på t1. Så 

gi på P1, og det er den fineste 

:B'AT 8 

. "-

er ;(1 S- også en topolo-

tOPo~ogi,.som er grovere end 

alle topologierne i fnrnilien, familiens inf'imum. Derimod 

J~ 0- ikke altid en topologi, men i hvert fald altid en 

subbasis for e 1".'. tODolo!.Si pu /'1, den grov,::;ste tU:l-·ologi, som er 

:finere end alle i familien, familiens bupremum. 

Sætning 1.9. Lad H v<spe en mJflngde, (~IJGJ) en. familie 

af topologiske rum og (4IJ€)) en familie af' a:fblldninger /;: 
'rJ7 (J . 

/'1 ~ Ij/ • Der fineles da netop en topologi på M, for hvilken 

en a:('bildning J: S~!1 bliver kontinuert, hvis og kun hvis 

alle /; 03' : S -7 7f er kontinuerte, og den d.erved definerede to

pologi er den groveste, for hvilken alle IJ- bliver kontinuerte. 

Den kaldes den ved af'bildningerne /J bestemte initial topologi 

på 1'1. 

Bevis. Lad O ve}re en topologi pil t1 og T = (H, O). så er 

1or: T -. r (den identiske afbildning) kontinu.ert, og hvis 6 
skal opfylde sætningens betingelser,,,, må alle /; =-J" Ir: ./~ 7J 
være konti.nuerte. ,Heraf' i'ølger, at O omfatter alle mængder 

'" /r-'(0) , hvor q ~ ~ er åben, og O er derfor finere end" to-

som subbasis. Lad a pologien, der har alle sådanne mængder 

være denne topologi og 7; ':" (~ Do) • For den identiske afbild-

ning t,..". 7; ~ r 
kontinuerte, så 

.... 1\ 

så er O::: 0 0 • 

er alle sammensætninger '" iJ Cl 'M = J", ~ ----iP ~ 
~ er kontinuert, altså ~ f'inet'c end O • Alt-

, 
Dermed har vi vist, at der h0jstfindes en to-

pologi med den omtalte egenskab, og at det er den. groveste topo

logi, f'or hvllken alle /; er kontinuerte. m 

Det er på f'orhånd klart, at J: S ~ Io ikke kan være kon-



( 

( 

( 

tinuert, uden a t enhver sammensmtnine ;0 t: s -i> :; er det. 

Lad os nu antage, at alle disse sarnmenr:;mtninger er kontinu-

erte. For at vise, at J er kontinuert, er det nok at vise, 

at det f'or enhver m:nngde ;-'(9-) fre subbasis gælder, at 

~-1 (/; -1 (~)) = V; o ;rr" (q) er åben ,. men det gæl-

der netop, da /; o J er kontinuert og ~ ~ l åben. Der

med er sætningen bevist. 

SaJtning. 1 .10. Lad f1 være en mængr1e, (~l; E J) en f'a

milie af' topologiske rum og (j; Itf E J) en familie af afbild

ninger /;: 7-7/'1. Der f'indes du netop eT! topologi p!l t1, 
f'or hvilken en a:f1Jildn.ing 1: /'1~ raliver lcontinuert, hvis 

og kun hvis alle J oJ,' 0 ---?> 7' er kontinuerte, og den derved 

definerede topologi er den fineste, for hvilken samtlige /; 

bli ver kontinuerte. Den kaldes den ved afbildningerne J be

stemte finaltopologi på 11. 
A ~ 

Bevis. Lad O være en topologi på !1 og S = (H, O). Så 
A 

er ~: S -7 S kontinuert, og hvis O skal opfylde sætningens 

betingelser, må
A 

alle ~o/; -=/J: ~ ~S være kontinuerte. Her

"li' f'ølger, at O hØjst kan omfs.tte de mængder O, for hvilke 
jO\. 

jJ -fe O) ~ 0- e~ e:ben t'or ethvert j E J o Altså er O grovere 

end topologien. ~, der omfatter netop disse mængder. Vi sæt
J\ 

ter s: = (~Oo) og ~: S -ry So er da kontinuert, da alle 

/;0 'M 
'" II 

er det, og deraf følger, at 0::- Do • Dermed har vi 

bevist, at der h~jst findes en topologi med den omtalte egen

skab, og at det er den fineste topologi, f'or hvilken alle J
er kontinuerte. 

Det er klart, at j,' ~ ~ T H:ke kan være lcontinuert, 

-------- -----
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l o_~r uden at alle ), {j/J E:r det. Hvis de er kontinuerte og 

t,bon, er alle !J -f (rI (O» ~ ~'l;;-f (O) "one, men det bet y-

q -f(O) . et <ler netop , at {j er åben, a1'I",n& d l{cn tinuert. Dermed 

er sætningen bevist. 

De:o iItke hel t fuldend te dualitet mellem sætningerne 1.9 

og 1.10 er ganske typisk 1 topologien. 

T /) c_ 77 

I-Ivi!3 er et topologisk rum og n en delm:::::ngde, 

er delrumstopologienpå II netop den ved inklusionsaf'bildnin

gon J: Il --7 r definered.e ini tial topologi. 

Lad (7j. (J 6J) være en f'e.milieaf topologiske rum. Vi 

definerer da topologien på produk.;:rummet T <= ",1J 7J som 

den ved :projektionerne fJ: r ~ 'J bestemte initial topologi. 

En basii3 for de åbne mængder på r kommer til at bestå af alle 

produkter IT 01, 
JGJ d 

, hvor hver er åben, og hvor 

mange r. q =' j undtagen for endelig 

Det duale begreb til et delrum er et klasserum. Hvis, S 

er et topo,logisk rum, som er del t i klasser, har vi en kano

nisl< afbild.ning 1<: 5 ~ M, hvor!1 er mwngden af klasser, og 

klasserummet er /'1 med den ved k bestemte fin8.l topologi. 

Med 51 betegner vi al tid enhedscirklen i den komplekse 

plan. Vi har en :indlejring Sf ~ C = k!i. , og topologien på 

SI er dell~umsto'polo~;ien. Yi 
J,7re' t 

defineret ved I< (t) = e. 
... 

ha,r er:. kanord ak 

svarende til en klaspeinddeling 

af' R, hvor to punkter er i samme klasse, når forskellen er e t 
t. 

hel t tal. Det ses umiddelbart, at topologien på S netop er 

den ved k bestemte f'lnal topologi, og desuden er k en homo-
, J 

mor'fi fra gruppen R med adcU tion til gruppen S med mul tipli-

kation. 
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T IIo't::: .SfX •• - ><5 J 
Produktrummet ~ ( 4-t..- faktorer) kaldes 

den M.r-dimenSionf0_{;;{U~en krmoniske a:fbildning k: k ~ sj 
... "" "" inducerer en kanonisk a:f'bJldning k 111(: R --) I, og den ved 

k.w' bestemte f'lnal topologi er identisk med produktrumstopo-

S f _c_ C' logien. Den naturlige indlejring inducerer en na-

7' 011. =c C" "'l::::, h....... , turlig indlejring "og delrumstopologien 

bliver identisk med produktrumstopologien. 
, 

Med J ~ P. betegner vj. ul tid intervallet [O, lJ, og 

1~: Ix", x.l (.NV faktorer)er derJ M,,-dimensionale enheds-

terning. Produkttopologien på ]M/ er identisk med delrumsto-
'NI,. 

pologien fra R • Ved restriktJon af 
~ "4 N\ 

I< : l? -';> r f'år vi en 

. "'" 1M '7?"1-kanonis1c nf'bildning ko : ~ I, og topologien på ,""'er 

også f'inal topologien bestemt ved k.o~ 
'lIV 

Topologien p6 R induceres af den metrik, der svarer 

til normen 1I~11 = 1x,"'+'" +X:. Den M-dimensionale sfære (AI\;-

s"'" ... 111\+-1 1 
sfæT'en) er mængden at: punkter X f l? med Ir! Il :=- med 

"M+l t 
delrumsto1)ologien. Mængden af punkter K G l? med II ~ 1/ ~ 

E lW.+f , S"'" udg~?r M.+ f -cellen der har som rand. Ved den na-

turlige indlejring 
77 Nt, _c_ D~M ( 'l efterfulgt af en multiplika-

tion med t bliver rMincllejret i :/,m-l-sfæren. 

Ved 

I - /I! ri) 1-.z /I K ri) for 
rt;(l/ 

x=/;: O 

og rp(fJ.) = O def'inep6s en. luirwnisl,_ &..fbllc1nin.g 
NI; S"'" 9': E --7 ~ 

M . 

80::1 a.;:l)ilc~er det indre af' E bi jekti vt og hele 
M-l 

S i et 
M.I 

punkt. Det er let at se, at topologien pti S er den ved )fJ in-

ducerede finaltopologi. 

Vi skal indf'øre et begreb, som er analt til produktrummet. 
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Lad (7f I J ~ J) væ!"e en familie af' topologiske rum. Mæng

den T sf alle par (tI x) med t €J) X f r; kaldes den 

disjunkte forening af rummene 7j., og den forsynes med i'inal

topologien bestemt ved de nRturlige indlejringer ,,: 7J. ~ r: 
• Det betyder, at billederne af de åbne hvor ~ (~)::: V';() 

mængder i rummene ~ er bflSis for de åbne mængder 1 T • Vi 

skri Vel' T = lY; 7j. 
Lad X og Y være topologiske rum, 11::: X en delmæng-

de og /: 1/--, Y en lwntinuert af'bildning. Med X Ul Y be-
. d 

tegner vi det rum, der fås af den disjUnkte forening X VY 

ved den kanonif,~ke ;::cf'bildning, der slår et :punkt af Y og alle 

punkter af fJ , d6:1" afbildes på det, sammen i en klasse. Rumme t 

X Ul Y forsynes med f'inaltopologien bestemt ved den kanonis

ke afbildning. Vi siger, at X LJ y rås ved at klæbe X til Y 
ved klæbea:Cbildningen J: /} ~ y · Vi har naturlige afbildninger 

af X og Y ind i X Ul Y , og Y indlejres endda injektivt. 

En mængde i X ~ y er åben (afSluttet), hvis og kun hvis 

dens originalmængder i X og Y er 2.bne (afsluttede). Særlig 

interesse har påklæbning af en MI-celle f M.- på et rum ;( ved en 

S N\,- f "\/ 
J.cl:u1Jea:f'bildning ,,: ~ A· 

R"M+f {} 
B t punk t ~ €o 'Q er hel t f'nstlagt ved normen II! \I 

Z SAlV og pUTl.ktet II! II € , og det ses let a t R' ~+f, f Q I 
... J er homØ-

omorft med S-x Jo/oc[. Derved defineres en projektion ?': 

R' M.ff " IQl _~. SNV , SM/ 
1 J og to:pologien på er netop rinal topologi-

I 

en. l':ndvidere er p kanonisk afbildning svarende til klasseind-

R' NV+1\ {Ql Q. d.elingen af J i halvlinier ud fra 

Vi får en anden klasseinddeling af' irv+f, {o} ved at benytte 

hele linier gennem Q i s tedet for halvlinier. Derved får vi det 



( \ 

( 

( 

FAT 13 

;'ih:-
j)"I, -dimensionale projek'lii ve l'um f- ,hvis topologi er final to-

.. Nl.,' l f pM.. 
DOlogien bestemt ved den kanonillk.c af1"Jildning ;/: R "Q} --) 

M NV 

eller ved den kanoniG};::e afbildning p;: S ~ P , d.er afbilder 

'antipodiske punkter 5 og -2{ i samme punkt, og som i øvrigt 

" .) } er bestemt ved, at p = po o p. 

S~ pMl 
Vi foretrækker a 1-, skrive p",,: ---"3> • 

(.:(,,'" XM-_P o) SIVL -1 
~år vi indlejret som 

Ved ~(X;" •. X~-f) JIIZ 

ækvator i SM og 
m-f "",-I 

restriktionen af Ptvv giver netop PM-f: S ~ P ,så vi får 
,IIIL-1 p""" 

også en nl1 turlig indle jring P ~ • Den "nordlige" hD.I v-

sfære af' SNV afbildes ved pro jektion homøomorft på tn -cellen 

med ækvator som rand, og fra topologisk synspunkt er den n.ord

lige halvsfære E; derf'or en Mt-celle. Ved restriktion af PhV 

[ "" , E""" pM til 4- får vi en kanonisk af1:d.lclning 1'"",: -1> , hvis re-
/I'V M- f 

S triktion til randen er P""-1 • Heraf' ses, at p fås af p 
'EM p",,-1 NI-f pM-J 

ved at klæbe på med f>Nl-1: S ~ som klæbeaf-

bildning • 

Vi bemærker, at 5°= {-I, t} 
, 

~R , m e der.1. s p{} er 1 .punkt. ' 

P' Vi rår ved at kl~be i-cellen til punktet, så 

både -1 og 1 identif'iceres med punktet, men det stemmer med, at 

P' S1 pi 5' Tf er hom,pomor:t' med ,så ) og er i -virkelighe-

den det samme rum. 

S.z. p.a 
Ved restrilction af p.z.: -?> t:il 

e t brol te omkring ækva tor får vi en kano-

nisk afbildning af dette bælte på et del-

!1 f; p'" rum - , Mobius-båndet. Vi kan få 

!1 af' et rektangel ved identifikqtion af 

et par modstående sider med modsat gen

nemlØb. MObiusbåndets ra.nd er homØomorf 

t'--___ J 
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:lo 

med ..s'f , og p kan også f't~s ved a t klæbe ;:.J. p,~~ !'1 ved en 

c 2 
klE".:lbeaf'bl1dning. der afbilder rallucn G.f" I- hom~)omorft på 

randen af t1 . 
'ht h:l.-<-v S.<,M- f 

I rummet C =: ,\ har> vi enhedss:t'æren og 

[11'\,\ {g} er homøomor:f med . S.2~-IX Jo,oc[ og vi har projel\-

, h\I S..a NI - 1 C' """ {} 
tionen p': C '{.a} -~ . I "Q kf'.!.n vi også ind-

føre en klasseinddeling ved, at pun1d.er sks.l i sarnrne 1(1 a8:::: e , 

hvis de fås af hinanden ved multiplikation med et kOffi],llekst 

tal =1= O • Klasserne er 'Ikomplekse rette linier" gennem t2 • Vi 
... ""'" r lIA-t 

får d-erved en kanonisk afbildning f').' C .... l Q! -) ep ,hvor 
M-f ep kaldes det n-I-dimensionale komplekse projektive rum. Vi få 

S~M. -1 I'pm-f 
også en kanonj.sk af'bilclning p: -? " , og her kommer 

r}"un~ter i samme. klRsse, nI".r de fås af' hinanden ved mul tiplil-ca-

tion med et komplekst tal med numerisk værdi 1. 

er p-fO,.') al tså hom',~~omorf med S1. Topologien 

C DIK-f 
}i'or X E I .. 

Cp ..,..",-f 
P!.l er 

fin.nI topologien bestemt ved p og den er identisk med finnI to-

l . . d p" po oglen bCSt0tTIT.. V:-"J' • 

S .2 M + 1 ep" VJ vj.l nu n;::æmere wt,ucl.ere lH·o;jek.tionerne PIV'-: ~ 
-2,M,o+1 

Et punlct a:C S er et talt>æt (2fl " '2",-+,) med 

/Z112.+···+Jz .. +1t2.c:; 1. p. nkt (z·z V' ) .~ u •. erne 1)" M) "'M+ f 60 

S~M er den nordlige hnlvs~ære af , altså GU kopi af 

deLG rand, flom består af punl::terne 

RestrJktionen ?~: E~N1.._7' C P "'V af pM. er en KF>.nonisk afbilaning, 

E<1I1.- . 5~.Nt-1 
der af"bilder det indre af homlbomorft, medens l'::"i.nden '. 

afbildes på 

be 

Det er klart, 

ep' ved 8. t kl~be 

ved PIIN- f • Vi får &1 tså C pM/ ved ;:.;;t 1cl:;;)

SJt'>t~ 1 _.)0 C pM-t, ved klæbea.1:bi.ldningen f>",. .. ,: 

at Cpo "b ,::s t?n' Gt' Gt en1<:cltpunkt, og vi f"?lr 

/3.2. til punktet, s~; hele randen Sf af'bildcs 
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l'p 1:: Sd!. i punJctet.. Altså er v , og PI -tlliver en surjel-i:tiv 

ej 5'2. at'bildning D,: .... ) ~ ,hvor originnlrhomgd.ell t.il hvert punJ::t 
/ 

c.l S 3. af J bliver en storcirkel på 

Rummene R"'l-' og C 41. er vektorrum, og da vektoraddi tion og 

multiplikation med et tal er kontinuerte af'bildninger, kaldes 

de topologiske ve]d:ol·~'um. S t er en grtlflpo med mul t.iplilca tion, 

og do denne og inVeT'fH~tnjildningen er kontinuerte, k:~ldes Sf 

Sf:::, 7-1' 
en topologinlc gru,;;;pe. GrUDl:leDtruktuI'en pfl inducerer 

en struktur 'på r~ som topologisk gruppe. 

" ~ 
På R er der en struktur, som et iklce kommu.ta ti vt legeme, 

identificeres med kvatornionen 

k~. Vi minder om, at kvaternioner adderes som 4-vektorer, 

og multipliceres ved reglen 

( X
o 

.f l'?t, -f J:x;, l' k X3 ,) (y, + /;'y, + fYt..J. k 13) ~ XII Jo - x,J, -~/~ -;t;Jj , 

i(Æ;,Vt +A-;j'o -I- ;,y~jJ - ;r3}~) + tf (X.,){ +~j'o - ~ '3 +/\jy,) +/«(~13.f ~)o +Åj)i -~Yj 

Produktet. udreGnes s}ledes ved den distributive lov, idet 

~ I' J ' 
i~= J~~ k -=<-1) dJ<~z, I~:'-l) 

"9 
Det er ldr-:i.rt, at R derved 1Jliver en r-ing, og at et f'ra O 

forskelligt element [tn.r el1 rc~ci:prok fØI::~er umiddel'b <;.rt af' re-

lntionen 

Vi sætter / A~ -I- l' ~ + l ~ -{- k x3 ! == II ~Il , og for kvaternionmul ti:'" 

plikation gælder da 

kationell er ,?r,\ {f} 

/1 ~I::: IÆII;t1 Ved kvaternionmul tipli-

organiseret som en topologisk gruppe, der 
S 

dog ikke er kommutativ, og S bliver netop en undergruppe. Det 

er svært at vise, at 1-sfæren og 3-sf'æren er de eneste sfærer, 
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som topologisk gruppe. 

kan opf'a ttes som det M-r ;f·-d.imensionale kva--

un:.J. tagen O 

falder i kl~sser af' punkter, der nf'viger ved en positiv reel 

faktor, og det tilsvarende klasserum med finsltoQOlogien bli-

S YM·;-j • ver Vi kan også be tr;:.l.gte 1{lasser af :punk ter, der f'rem-

g:J.r a:f rJinsnden ved vEmtltre-mul"cipIH;:etion med en kvuternion 

og derved får Yl klasserumme t I< pM ~ det (}'t,-r1imensionale kVAtel'

nionære projektive rum. Vi får- også en kanonisk afbildning 

/} . SI!M+3 ~~ }UpM.-r-' 'i, der slår punkter i samme klasse, hvis de fos 

af hinanden ved venstre multiplikation med en kvaternion med 

numerisk værdi 1. For 'K f /{ P -vt el" p,;f(')O hom~iomorf med S3. 
j '-JpfO.<\ 

Som for komplekse projektive rum ser vi, at 1 fås ved at 
t:: '11W o /Jphl-f 'I l l' / D lt1-f 

klæbe '- ps /\ ved klæl)eafbildningen 'pM-1: S ""- ~ "r . 

/
c)pf.,;: S9 Endvidere er"\ , s:,l vi har en k1·monisk projektion 

7 S 'I p,: S ~ • Vi kunne: h;'lve brugt hø jrernul tiplik.a tion i s tede t 

for' venstre multiplikation, men fra topologisk synspunkt vil det 

ikke ændre noget videre. 

De her omtalte projelctioner af' sfærer på projektive rum 

kaldes Hopf-f'i breringer efter H. Hopf, som i';;:·rs t gennemførte en 

d~tal jeret I.tllriersøgelse af Pi; S 3 --'!I S.2.-. Ud over de her omt,:;l-

S IS" -, S f • 
te findes der ogs§. en : fC1.J1.'-fi1)rering --,. 

Der er endnu en viEtig f XlV en·::" e l i..0 e af ini ti &1- og fin::1,l t.o:;:>o-

logi. Vi teger det finale tilfælde ~ør8t, do aet er det lettest 

-w. + direkte s~rstem B.f m:::~·;ngder er er: familie (1'/6 J) af 
., , 

'f'ors'!"8.eJJ.ge. 

mrnng rler samt en m~Bngde af at"bi ldninger CfJ/c : 1'1 ~ /'11c 
sålede~ 

"I 
at f'~/'lgende betingelser er opfyldt: 



( 

( 

'j) For J G J 
't:ildning f~. 

er ..... ~ J1 
'j 

FAT 17 • 

den identiske af-

2) !t'or j :;: /< i':indes h~~jst en afbildning lJlt eller .c;~., 

3) Uvis 7).-~ og 111 eksisterer, eksioterer ~/ , og 'fJt := 

~I o ~.t. 

sterer. 

Vi vil betegne det dire~te system med (~) ~Æ- J)). I den 

dis junkte forening J~ to/j af mængderne ~ regner vi ele-

menter Ae~" , "I.f e- ~ :i'or æ?:: vi valente, hvis der :findes 

et 1 med rjt(X) '" ?ÆI (.y) • De t ses let, at det te virkelig 

er en ~:-:kvi v81ensrel qtion. KlassemWl"lgden kf",ldes Ger: ;:a r "':; k te 

limesmængde og betegnes j,'M4_~ (~J~h)). ?:ver mængde 1-
indlejres ndtuPligt i ;1 1 og ved sammensætning af' 1nd-

leJ'ringen med· den kanon?Ske nfbildning af V
J 

11{ på . .-. . J~ tf 

It'tvvv ~ (1, Jjlt J)) tfJ.r vi de såkFlld te kanoniske a:fbildninger 

~: 1-7 .J,."M..-~ ("!J'file J). Hvis ~k eksister-er, er f{JJ = 
~ o ~/~ • Vi får' mes t brug for det specie).l tilfmlde, hvor alle 

rJk er injektive. Så kan forskellige elementer fra samme ~ 

ikke V,~jre ækvivalente, og hve:r't ~ viJ. indlejre /11' injektivt 

i eien direkte limesmængde. 

HviE; vi på hvert I~ har en topologi, så vi har 

og alle ~/( er kontinuel"'te, b8sternmer afbildningerne 5} 

ANw~ (~) ~I<.>}) , 

T ::; "'~-~ (7J, 'lI, ,/) · 

en 1'1-

og vi I.'~~l' derved c t topo

En mængde i I er dben, 

hvis og kun hvis alle dens originD.lmængder i rummene ~ er åb

ne. Hvis alle 5jA er injeldi ve, kan vi fortolke af'bildninDerne 

~ som indlejringer ; ~ r , og o ~ 'r bliver da åben, 
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hvis og kun hvis er åben relr.lti vt. til ~ for 

hvert jf.}-
er direkte 11-·st dis5unkt f'orcningsrum r:::: J}~ 7J 

mes af de disjunkte forenin.ger svarenc1e til endelige delmæng-
"NI- ... .411 

der Hf' J .. Hum som R ) C er direkte limes af de begræn-

sede (åbne eller afsluttede) delrum med inklusionsafbildnin-

ger. 

}!'or sfærerne SM./ har vi Jn!clusionsaf'bildninger 

hvor (Xi,'''' x ..... ) afbildes 1 (::r~\) "'# ;rM I o I" • O) • Vi får 

r·Qo 
et d.irekte limtlsrum .. ) , hvis ,Punkter ;::1' 8.11e følger (X'M) med 

X"'I ~ O fra et vlst trin og E ~M;>'= 1 • Analogt defineres p~} 
og vi få.r også en projeA..l~ion p_: S ""'~ p04. PoreljJbig :eår vi 

ikke brug for de hGr anf~')rte ekE;er:1pler. 

som et direkte system med jen ene ænclring, at 4) rettes til 

4') '':'il kj 1 G J fino.es j €) ,so.?jl< Of! rjl eksi s terer. 

I J~~. • som består af "lIe familier (1- I i' J) med 

X;E ~ • bet.ragter vi delmængden 11 af <le f"milier (xl' I; ~J), 
r~om for alle CfJ I< tilfredBstiller be tingelsen ~ = ~lc (1) • Vi 

skri ver 1'1 = j,~~ (~/ljlr. J) og kn.1der t1 den inverse 1i

mesmængde n:f (1) ~/( ,J). Ved r0S triktion af' pro jek tionerne 

JJ ~ --> I'1
j

. til !'1 1',n' vi afbildninger ~: /'1--> IJ ' som 

for alle ~I< Ulfredt".lstiller betingelsen ~ = 5Jk 0.1; •. Hvis vi 

har f;jn tOJ!o~ogi på Jlve:rt f1 ' 8å v i hr:,u' 7J:: (I'!J I 0) , og 

alle ~.Å er kontinuerte, får vi et tO.Qologisk rum 'r-
~'.vvv~ (N;. r;J/o}) ved u.t forsyne !1 :ned den v-.:;d afiJildnini:.;erne 

~. bCGtemte ini tial topologi, og T' kaldes d.et inVerse limesrum 

for (7J, ~k I J) . 'l'opologien pc.. r bliver LIentisk med del-
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rumstopolcigien 1:'1"a tI 71/· 
Vl k<)mmer ikke til at bruge det invers{} lime.erum særlig 

meget •. Et produk:trum el'" invers limE}s af sine endelige del

produkte. r. :F'or J:':: .[M; oO{ og. ()) (;():: ~ . .,.b,';"'h1; ·:f'or· 9.6:,A-1/ 
- no.. ~,~ _ . _ ~ '. 

bliver .tMrv~ ct:,)'..,,$.' Z) homq)omorf med"[ o,_~f. For' - ~>: [O, oe[ 

og ,rNl~(7(J=~+~r-M. for ~~ M,.-' blii,rer .l'~~_ (;:, rM~J 2) = ø. 

Kapi tel 2. 

- Km~PJ\KTE RUM •. 

Vi minder om v-elordningssætningen, der's 1ger, a t. enhve~" 

mængde kan ordnes. som enyelordnet mængde. 'Sætningen er æk;,.. 

vivalentniedudvalgsaksiomet og med Zorn's lemma, der siger, 

-- a.t en (ikke fUldstændigt) ordnet mængde med den egenskab,. at 

-elementerne i- enhver fuldstændig ordnet delmængde har en fæl'":' 

les efterfølger, har etinaksimalt element, d.v.s. et element. 

der har sig se;lv' som enes te efterfØlger.-

-Detini tion 2.1. Lad M v.ære en mængde. Et ikke tomt sy-
A 

s tem, F af ikke tomme delmængder af /1 kaldeS et fil ter, hvis 
. "H , - - _- ~ 

enhver mængde, som l1aren delmængde i F ,'selv tilhører r" 
'" 

og hvis 'det' :for ethvert endel;igt delsystemaf' F gælder, at 
- :- 1\' . 1\" 

r"ællEmmængden till~y)rer F ~. Et 'delsystem .8 ~ F, kald.es en 
, A ,A ~ 

basisf'orF, hvis. erihver mængde i F har en delmængde i B , 
~ ,~ A . 

og 8 ~ F kaldes en subbasi s. for F, hvis, eUhver mængde i 

t har' en delmængde; som· er. fællesmængde for endelig mange 
~ 

mængder f'ra B, 
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af /1, som indeholder Il , udgv~r'e et fil ter .. Hvis !1 ik,ke el" 

endel,ig (~umerabel) vil de delmængder, som har e'ndelig (nume

rabel) komplementærmængde, udgøre et filter .. Et, nærliggen,de 

eksempel på et filter er mængden ,af omegne af et punkt i et 

topologlsk rum. 

,1\ 

Sæt!l.i..ns. 2.2. Et system B afikke"tomtne delmængder af /'1 

er basis for et filter, hvis og Irun hvis enhver fællesmæ:ngde 

af endelig mange mængder fre. B har en delmængde, der tilhØ-
A A 

rer B . Sys ternet B er subbasis for e t fil ter', hvis og, kun 

hvis ethvert endeligtdelsystem af B har ikke tom fælles-

" mængde. Hvis et filter på l'1h~)r basts B 1 består det af net-
, " A ' 

op de delmængder fit'!1 ,'sorn har en delmængde fra B e Hvise't, 
" 

fil ter på f1 har subbasis B, består det af netop de delmæng~ 

der at' /'1, der indeholder en delmængde, som er fællesmængde, 
... 

f'or endelig 'mange mængder fra B· 

Bevis. Ganske trivielt. 

§..ætning 2 • .3. En vilkårlig afbildning I: 11, ~ !1,., over

fØrer . filter eller' fil ter'basis i fil terbasis og subbasis i 

subbasis. 

Bevis. Lige så trivielt. 

'I. " 

~fini~tion 2.4. Hvis If. og. Ii er filtre på en mængde /'1 
l\. 1\ 'I A 1\ 

og li· ~ {" , siger vi, at I; er grovere end tf , og at ,r:; 
.1\ 

er finere end r;. 
Vi vil spare os for gentagelsen af' de bemærkninger, vi 

anførte, da vi sidst omt.al te begreberne 1!finere" og "groveret! • 
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R.~.J.rlt'U.:2!d 2.,5" H;t !,'j.l t/(;:r' F på et topologislt l"'um X' 
l ' t k d ~J ~. ')/ ,.,., t .t.:> l en' (l '.'("11.-s: geB 'a' 'Ollver~:e:t'e mo ~.l, lO~ A , bYlf.~ a~;} , el" J: :t,nere _ 

'tret af' omegne af' et. 

,Lad 'f:;\I ~;r være en afbildning. lililtret af' del-
. , . ~ ..' . '. 

'ma;mgder af' N med endelig kompiementærmængde ,a:fbildes "ved' ~ 

i et filter, som konvergerer mod ;r' € X , hvis og J~un :hvis 

følgen (9'IYV) konvergerer mod x: 
Lad X og Y være topologiske rum, og lad l,; x 7: '"Y 

være en afbildning. At! er kontinuert i ae-;Y betyder, 

at originalmængden til enhver omegn af/ca) er, en omegn af' 0,.;, 

hvilket er ensbetydende med, at .. omegnsfiltret for .Q eX a,f'-. 

'bildes i en hasisfbr, et filter, der l{onvergerer mOd/Ca>_, 
. , 

Dette er igen ensbetydende med, at ethvert ,fil:ter, 'der kori- ' 

vergerer mod a ,afbildes i en basis for et filter, 'der ko;n-' 

vergerer mod I (et} . 

Disse to bemærkninger viser, at "konvergent filter" er en , 

f'ornuftig generalisation af t·'konvergent følge" _ ' 

Et Hausdorff-rum er et topOlogisk rumm'ed de tre' egen":'" 

skaber, der er ækvivalente i henhold til følge~de ,sætning: 

~ing 2 -2,- Lad X være et topologisk rum. Følgende tre 

egenskaber er da ækvivalente: 

1). For a J h G,~ a*h findes åbne mængder4;Ci' , så 

et E o, . . b e <1 ' (J, n q -= ø 
2). Diagonalen {(x/X) l XGX} er afsluttet i X'x X. 
3). Intet filter i X konvergerer mod to i'orskell'ige 

punkter af ir. 
Bevis. A t 2) gælder er ensbetydende 'med, a t 'hvert (a.1 ·6) 6 ;y X ;y 

med et -+= b er ydre punkt for diagonalen, altså med, at der 
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findes åbne· mængd~}!' a, ..... 
ikke 1:ndeholder punkter- f:~f diagonalen, men d,~t er netop ens

be.tydende.med, at 1) gæld·er. Dermed har ~i vist, at 1)~ 2~ 

At et filter f :på X konver'gerer' mod to pl,lIlkter.a,) 6 ~ X 
" 

. og et:t= b er 'ensbetydende med, at der f'in9.es et fi"l te'r F , 
'. , ., . . 

der omfatter begge omegnsfil trene UCQ) , 2/(b) ,'og det· er . 

igen ensbetydende med; et enhye'T' omegn af Q., har punkter fæl':':: 

les med enhver omegn af b, : altså med,. at 1) ;ikke er opfyld .. t. 

Dermed har vi vist, at 1)~' 3), og dermed. er sætningen bevist. 

En mængde A i et to.pblogisk rum S kaldes over'alt' tæt 

i S , hvis li =- S, al tså hV~s enhver åben, ikke tom delmæng

de af' S indeholder punkter af fJ ' •. Lad r vær'e. et Hausdorff'..., 

l. q,. : S ~ r: k t . te f1 .. 1 d . ,~, t . k rum og l' tf . . . on lnuer. a u~ . n~nger, .llV~S res rl -

tioner JIll, tlf) er "identiske. Vi påstå;; at'så e:r' I og ·r 
identiske .• Ellers kunne vi :finde' a~ S med/CO.) *j'Ca,) , og 

q, C:~ ir mea I ((LO> (; 4 , så ville der findes åbne mængder 

,'. Cl, n Cl.:= ø .. . Vi· ved imidlertid, at a. € ! -I (qJ n ~(aj ~ q 
;y-1 (C{) , og da denne mængde er clben, indeholder den et pu;n:1ct 

x€ li " . og da JOO)::: }('.X), strider det mOd,· at o,.n·~ .'~ ø 
Det er klart, ·at ethvert metrisnbelt rum er'et Hausdorff

rum. Hnusdorff-egenskaben er sel vfyHgelig topolo&islc, og det er 

klart, at den bevares ved overgang tildelr\lm eller produlctrum. 

Den k2.n derimod opsta eller forsvinde ved kontinuerte' af'bild

ninger og speciel t ved overgang til klasserum • Hvis X. og y er 

rigtig pæne rum, f ~eks. intervaller, IIc;r. en. ikke afslut-

tet mængde og ~: Il ~ Y kontinuert, vil X U1' y i reglen 

ikke.blive et Hausdorff-rum. 

Definition 2.7. Et filter f på'eri mængde /'1 kaldes et u1-
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. trafilter ~ hvis det er maks:Lmal t.,. altså hv:i.s de:r' .HJ:;:e ·f'J.ndes 
". h 

no~et fra P" forskelligtrilterp a.-~-r ~1' ~~ll-o~e ~r'a" F ..... . .... .L.. ,i.,:,J. ~;: .;"..... '" ol, 

]?bl~ . t:t~ /'1· er (3ys"temeti af delnHtngder y eler' i.n.deholder o.. ~ 

et ul tra.fil ter. Det er aldrig lykkedeseksplic:i t ·a.t angtve et 

ul'tf'c-)fil ter, de:r ikke er fIf denne specielle slags t men de 

findes, som det vil ,fremgå: af sætning 2.10. l i'ørst viser vi en 

nyttig ke.ralrterieering .q:f ul trnfil tre. 

" 
§.ætl].fng, 2.8. En s'ubbaaie B f'or et fil ter på en mængde /1 

er. et ultre.filter på H ,. hvis og kun hvts'det for.enhvermæng-
A 

de ·11 ~ t1 gælder, at It eller M" /1' tilh~rerB. 

Bevis •. Da , ka.n hØjst en ar mængderne 

indgå i en subbasis ror et fil ter eller i filtret selv •. Heraf 

fv~'lger ~'hyie! ti. Lad os nu antage, at . t1 \/'1 i1cke. t,ilhYJrer de t , 

af '8. fremb!>agte filter· f. vi definerer C ~{C S;/1! II U c€f J,: 
For c" C~ € G får vi Il U CG, '! C;.) ~ (,4'U Cf ) fl (fl U C~) €: FJ 

o l t t t e, n C,';' (;011 T.' " • d d .. G" =>= ~ su vi kan s 11 e, a .y t:; .• ·~nQ.Vl ere grel er F; 

,.. "'. " . 
og M' II c G • Heraf' fremgår, at G er en ... ldvidelse af F .• 'Hvis 

,1\ ~ 

F er et ultrafilter., kan G således ikke være et filter. Så 
A A 

må G indeholde -ø: og det medfører, a t /I € F • . Dermed er·· 

sætningen beyist. 

Sætnins: 2.9. For en surjektiv afbildning 1:/'1f~ ~ 

gælder, a t 'bi~lledet a:f et ul traf'il ter på fL1, er et ·ul trafil ter 

p,,~ M.. .... . 2. •. 

Bevis. Af sætning 2.3 fØlger, at billedet er en fil terba

sis, og deraf fØlger sætningen umiddelbart af sætning 2.8 • 

. Ul trafi l trenes nytte beror især· på .sølgende sætning': 
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Sæ"tninr:r 2 .. 'j O. Etl:J.vert f tI ter' i' 
_IP"".~_~ 

;\·1 ma,m.g6.El I' kan ud-

vides til et uJ.tr:::j.'ilter på 1'1. 

Bevis .. De fil tre, der indeholde:r' ordtlede ved in- , 

klusion .. For en, flildstændig ordnet mængde af sådanne gælder 
, ' 

åbenbart, at foreningsmængden er et fil ter, der f'ølger, efter 

dem alle i ordningen. Så siger Zorn's lemma" at der blandt 
A 

1'i1 tI'el1e, som er finere end F findes et maksimal t" al tså et 

ultrafilter. 

llit.t~nition 2.11.. Et topologisl( rum T kaldes kompakt, 

hvis f'0lgende tre indbyrdes ækvivalente betingelser er op-

fyldt. 

1). Ethvert ul tr.afil ter 

af 7'. 

o ps T konvergerer mod et lJunkt 

2). Hvis en subbasis ,for et filte,!' på Tbesto.raf af-

sluttede mængder, har disse ikke tom fællesmængde. 

3). Enhver overdækning af T med åbne mængder indeholder 

en endelig overdækning. 

Vi skylder at vise, at de tre betingelser virkelig er 
II 

ækvivalente. Lad os antage, at1) gælder, og at B er et sy-
A 

stem af afsluttede mængder, som er subbasis for et filter ~. 
A A 

stl.. kan F ifyHge smtning 2 8 10 udvides til et ultrafilter G, 
og det konvergerer mod et punkt aG /' • Da enhver omegn af 

"I . 

<t ,h~':'rer til G, er a kontaktpunkt for e'nhver mængde i 
A 

G, og 

'" det medt~ører specielt, at a. hØrer til alle mængderne, i B. 

Dermed har vi vist, at 1) =+ 2). 

Lad os nu ant[;tge, at 2) gælder, og at {0- IlE} J er 

en overdækning nf T med åbne mængd~r .Så har de af's lu ttede 
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tom fællesmængde,' og så giver 2) " at de ikke 

kan udgøre ensubbasis for et filter. Det medfører, at der 

findes· endelig mange af mængderne . f" 0r med tom fælles

mængde, og de tilsvarende q.. udgør så en overdækning af 'f. 

Dermed har vi vi~t, at 2)- 3). 
.... 

Lad os nu antage, at 3)gælder, og lad -foreløbig F::: 

{ 1-1 t E}J v;;Bre et fil ter. Så l.idgør 'intet endeligt del-

system -af) mængder en overdækning, og 3) implic.erer 

da, at mængderne ikke udgØr en. overdækning, .al tså at 

der findes et punkt a € 7'. med . ae 1 for al·le ! EJ;~ 
Lad os antage, at a har en omegn U,der ikke hØrer -til· F 

. A 

Vi kan vælge U .. åben. Så kan i ..... 11he11e1' ikke hØre til, F, 
. - A 

da T" U ikke har a. som k o n t a k t punkt. Så kan F · ikke 'være 

et ultrafilter. Dermed h5.r vi vlst, a t 3) '* .1), og dermed, at 

de tre betingelser erækvivalente~ 

Sætnins ~.12. l<~n afsluttet delm~ngde af" et kompakt rum er 

kompakt (d.v.s. et kompakt rum med delrumstopologien) • En lcom-

.. ,Pokt clelmængde af et Hausdorff-rum er afsluttet. 

Bevis. Hvis' T er kompakt, /} fi· T af$luttet.og (tf I f€J) 
en overdækning af II med åbne mængder (det 'skulle egentlig være 

'med de relp,ti vt åbne mængder ~ n f) ) 
. . 

får vi ved at tilføje 

r \ II en overdækning af' ror med. åbne mængder. Den iildeholder en 

endelig overdækning, og ved at udelade' r \/1 fra denne får vi 

en endelig overdækning af f1 .Al tså er Il kompakt. Lad os nu an

tage, at 7' er et Hausdorff-rum,· at Il ~ 'F. er kompakt, og at 

a er et kontnktpunkt for f). Så er t::: {U n fil U € li (a)j 
. ~ 

et filter på Il, og det kan udvides til.et ultr~::<filter qf på Il, 
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som igen k~n udvides til et ultrafilter G<., på /'. Da G~ er 

finere end både lJ(Q,) og Ct , vil ~ konvergere mod·.i o'g ·mod. 
~ '.' '.' 

grænsepunktet b ~ Il· for G,. Da r 'er et Hausdorff-rum, 

medf\brer dette; ~ t Cl::'O ,. al tsåa € /} • Derraed har vi vist, 

at Iler afsluttet·, og dermed er sætningen bevist. . 

Sætning 2.13. livis X er et kompakt rum, Y et topologisk 

rum og J:.X.~ y kontinuert og surjektiv, er y kompakt. 

Bevis. Hvis er en ove~dækning .af y,. med 

åbne mængder', er en overdækning af X med -I ;-1 1/ ) 
åbne ·mængder, og endelig mange af disse. ! ('1J,)}' ~ .) . ('1-... . 
vil da dække X,,, og så vil .~,I .... ~ lI;-~ dække Y. Der~ed er 

sætningen bevist. 

Vi viser nu Tychonov's smtning: 

Sætni!rg 2.14. Lad.' (7), (J €.J) være en familie af' topolo-

giske rum. Så er .produktrumm~t . TT.n kompakt, hvis og kun 
J1 Il 

hvis hvert af' rummene. ~ er kompakt. 

"kun 
'" lad F 

Bevis. Sætning 2~13 anvendt på projelctionerne giver 

hvis" •. Lad os dex-fox- antage" at hvert' "J. er kompakt,. og 

være etultrafilt~r, på TT~ . så er hver projektion ø(,P) 
'. '. J1'. IJ 

et ul traf'll ter, som konverger'er mod et J?unkt ~. Lad .. Q G t/r; 7J 
være panktet med koordinater ~. En omegn t(afQ indeholder en 

basi.somegn af' form.en I/;'{~) Il ,-, fl P~' (~N\) .,. og den vil 
. . ft ft 

høre' til F, da hver II:' ('1",) indeholder en m~ngde fra F 

med projektion ~>' • Altså hører U til! , og F konvergerer 

mod q. Dermed er sætningen bevist. 

Borels overdækningssætning siger, at. et afsluttet linie

stykke er kompakt, og sætningerne 2.12, 2.13 og 2.14 giver' der-
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efter umiddelbart, at en mængde iRer kompakt, hvis og kun 

hvis den er af'sluttet og begrænset, samt. a t en reel· kontinu- . 

ert funktion på et kompakt rum har en st';6rste og .en mindste 

værdi. 

Den f'~Hgende sætning, der kaldes I,ebesgue t s overdæknings

sætning vil vise sig nyttig~ 

§ff~tning 2.15. Lad r være et kompakt metrisk rum, og lad 

være en overdækning af r med åbne ~ængder _ Der 

:findes da et tal ~. > O ,således at enhver kugleomegn på 

med radius N er indeholdt· i ena±' de oVerdække:nde mængder. 

Bevi s • For X €-. r be tegner vi med /Li (;() supremum for. ra

dier l kugleomegne med centrum X, del' er indeholdt i et. 2j,. 
For y ~ Jo( (X'JIbOO) har vi llCy, ~c;o-d/~1- (X1J)) c II ur, /Vun) ~ 

N (y) ./I,C~) + di4t l~J)), og det med:f'7.\rer åbenbart, a t J A.-C:f') - IV 0/> I ~ . 
d,'.t:Jfof'J) , så/l/; 7'~JOJ~[ er kontinuert· og har :følgelig 

en mindste værdi. Dermed er sætningen bevist. 

Def'inition2.16. Et Hausdorf'f-rum r kaldes regulært, hvis 

hvert punkt )( € r har en omegnsb8.sis~der består af af'slut-

tede· pmegne. 

Det er næsten helt indlysende, at et delrum af et regulært 

rum er .regulært, og at et produkt af' regulære rum er regulært. 

At r er regulært, er åb~nbart ensbetydende med~a:t der for en 
.' .. 

vilkårlig af'sluttet mængde Il ~ 7' og et villeårligt punkt 

)(E l' f). . findes åbne mængder C?, O2 , således a t Il ~ 0 , 
;y~ Ol., o, f'I 02.. ;::; ø , og så må det selvf'ølgelig yderligere 

kræves, at 'T'er et Hausdorff-rum. 

sætning 2.17. Et kompakt Hausdorf'f'-rum er regulært. 
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Bevis. Lad r være et kompakt . Hausdorff-rum, X' et punkt· 

af r og li en åben omegn af X. Lad { ~. I /' E-J J være mæng-

den af a:Csluttede omegne af X. Hvis 1 \ 11 ::1= ø for alle j'<=-j) 

en filterbasis bestående af afsluttede 

mængder, og det medfører, at der findes et h € r, li , som er 

kontaktpunkt for a.11e omegne af X' i modstrid med, at i er et 

Hausdorff-rum • Alts:] indeholder li enai'slu tte t omegn af X'. 

Dermed er sætningen bevist. 

Definitism 2.18. P,t topologisk rum T kaldes lokalkompakt, 

hvis hvert punkt ;:r' € r har en omegnsbasis, der. består af 

lcompakte mængder. 

sætning 2.19. Et Hausdorff-rum 7' er lOkalkompakt, hvis og 

kun hvis hvert punkt ;( E 'T' . har en kompakt omegn. 

Bevis. I'Kun hvis" er trivielt. Lad li. være en kompakt om

egn at" .:r. Så er U et regulært rum,. og X har en omegnsbasis be

stående af afsluttede omegne i ·.U, og ·de er kompakte ifølge 

. sætniilg 2.12. Dermed t.:r sætningen l)evist~ . 
""t )ollA. "1l1 

Rumm'~ne R} (., ) I{ er lokalkompakte , og 

og ;< p M. er endda kompakte. 

. D~fini tion 2.20. Et topologislc rum T kaldes kompakt frem

bragt, hvis det er direkte limes af systemet af kompakte delrum 

og inlclusionsafbildninger. 

ml • Il __ c / At er kompakt frembragt betyder sal ede s , at er 

af'sluttet (åben), hvis og kunhvis det· for enhver kompakt mæng-

de 1< ~ 7' gælder, at f} n J{ er afsluttet (åben) relativt 

til J<. Her er I'kun hvis" automatisk opfyldt. Hvis r er et 

Hausdorff-rum bliver "afsluttet relativt til XII det samme· som 
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8!ntnin~r 2 .. 21,. Et ·lol\:all(Qmpt:l}~·.t Hfmsdorff-rum er kompa.kt 

frembragt. 

Bevis. Lad T være et lokalkompakt Hausdorff-rum, og .lad 

II ? 7' være en mængde med den egenskab, a t Il (] l-f er af'

sluttet for enhver kom.pakt mængde H ~ 7' • For X' ~ l' 11 
kan vi vælge en kompal;;:t omegn U, og 21' (IJ n li) er da en 

omegn af' X, så X' er· ydre puruct :Cor f). Dermed er sætnine;en be:" 

vist. 

Det er næsten hel t indlysende., at et produkt af.' endelig 

mange lolcall{ompakte rum er lokalkompakt, medens et produkt af' u

endelig ·ma.nge lokalkompak.te rum er lokalkompakt,. hvis .og kun 

hvis rummene, undts.gen endelig mange, er kompakte. st produkt 
. . 

af to kompak·t frembragte rum vil ikJ1:e al tid V$r.e kompakt frem-

bragt, men vi har i hvert fald f~.ngei1de. sætning: 

S[I)tning 2.22. Hvis S er et lokailcompakt Hausdorf'f'-rum og 

i S ~r et kompakt frembragt Hausdorff-rum, er· kompakt 

frembragt. 

Bevis. Lad It ~ S >< r være en mængde med den egenskab, 

at fJ n N er afsluttet for enhver kompakt mængde /{ €i S x ~ 

og lad (Q, b) være et 'punkt af S >(7' ,,/) • Lad ZI ~ S være 

en kompakt omegn af Cl. Så er Z/x{i>J ~ S x7 kompakt, og 

/I n CV)( t b3) afsluttet. Al tså kan vi vælge en kompal{t omegn 

U, af €t, så '14 X {6J . ikke indeholder punkter af' f). Nu er 

det nok at vise, at (Q,b) er ydre punkt f'or ~ =- I) f1 (li, ')( j), 

Med 112., be tegner vi projektionen af' ~ på 7'. Lad /1 c 7' være 

kompakt. Slt er li, n (~x I{) af'slu tte t, og derfor kompakt, 
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og så er projektionen flt () H. kom:p~kt, og .derfor afsluttet. 

Da r er 'komp'akt frembragt, kan vi slutte., at ~ er. afsluttet. 

Så er 2{ X' (T' ~) en omegn af (a, b), der ikke indeholder 

punkter 'af fl, og dermed er sætni~gen bevist • 

Hvis X, Y er' topologiske rum, betegner 

kontinuerte af'bi1dninge~ j: ..:v ~ Y.' .... . 

. yK mængden af' 

Defini tion 2.23. Hvis H. ~;r er kompakt og '. O ~ Y 
er åben, skriver vi <1<1.0>= {I €.Y~ l./U{)S OJ. Ved deri 

å "yX. '. 11 kompakt bne topologi pa forstar vi topologien med a 'e 

mængderne < N) O) som subbasis. 

Vi skal vise, a t mængderne <1<, O) virkelig kan bruges som 

en subbasis •. For 'det førs te findes der al tid kompakte delmængder 

af .X,: nemlig de endelige . mængder. Så er < /(, y> = y;r , så 

mængderne dækker hele yX', og vi har (/t,Ø> = ø , '~å den 

tomme mængde er med. 

Defini tion 2 •. 24. Lad A" og y, være topologiske rum. Ved 

værdiafbildningen Cf: yA"x;r' ~ y forstår vi den ved fe; il)::: 

/(;() definerede a:f'bildning. Lad S være et tredie topologisk 

rum. Om to afbildninger J': S ~ y;r' og '" % >C' S ~ Y 
siger vi, at ~ er produktformen af j, og at t er potensformen 

af G, såfremt C (X, S) ::: c; (S») Uf') ,for alle S ~ S , X'~ X. 
Værdia:f"bildningen behøver ikke at være kO.ntinuert, og pro

dukt- og potensform er ikke altid samtidigt kontinuerte. Vi har 

følge'nde sætning: 

Sætnins 2.25. HViJt It' er lokalkompakt, gælder om de 1 defi

ni tion 2.24 indfØr'te begreber, at værdiafbildningen e,r kontinu

ert, samt a t produktform og potensform af en afbildning er' sam

tidigt kontinuerte. 
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Bevi·s.:. Lad· VI 'X') være .et punkt af Y )( X ,og lad 

O ~ y .. ';"ær"en åben omegn at: /'If) € Y . • Led/{ ~ j-fe O) 

være e.nkompakt. omegn. af X. Så ·har vi åbenb·art ,,-f (O) ;J 

(1<,,0) X 1< , s~m er en omegn af Cl, It), Altså er ~ kontinuert •. 

S
;( . . 

Lad os dernæst antage, at 3: ~ y er ko·ntinuert. 

Lad (;r, S) være et punkt af X x S J og lad O & Y være en 

ome~ af . G ('K, s) =' (»es» eX) f Y· • ·Lad }< ~;r være en 

kompakt omegn af X valgt, således at (~CS» e/t) & o . Så .. er 

(1<,0> en ~megn af' 3-' G·Y%' , og vi kan vælge en omegn· U ·af 

S e . .s , så 3 -f ( (N, O» ~ li . Så gælder G ( Io( x li) . ~ O , 
og dermed har vi vist, at C er kontinuert i (';11 5). 

Lad· os. tils1dst antage, at C: X' X' 5 ~ Y er konti-

nuert~ t·ad li ~.A' . være kompakt og O g Y åben. Vi skal 

vise, at ··3-'( (1<,.0») ~ S er åben •. Vi behøver kun at se på 

det tilfælde, hvor. ~ -fe (I<, O») :1= ø , og vi kan da betragte et 

vilkårligt punkt. .$ G S med!) (S) :: j € (/( O> • For hvert 

. X e)( vælger vi nu en· omegn U C~) af ;( E..r og en omegn· 

V(x) ~f' S e.s ,således at G ( U ex) X' l!c,o) .~ O • Da /{. er 

kompakt, kan vi vælge ~,'." Xh\ , således at /1 ~ ZI ex,> U ... U 
7J C.a'M) = lJ , og 7,)-= 'ltl.lt> n . ~ . n lI'lX'",,). er da omegn af 

.s~ S . Vi har nu (;"(J<><V') ~ O , hvilket betyder, at 3C'/J) ~ 
0-1

1
0>. Det viser, at S er et indre ~Unkt i J-'( (I<, O», og 

dermed er sætningen vist. 

Det sidste punkt i beviset benyttede ikke, ·at A( var lokal

kompakt •. 

Sætning 2.26. L~-d' X være et lokalkompakt H~usdorff-rum, og 

lad Y -og S være tOPOl~gi ske rum. Da er en ~omøomorf.i 
y: (yX)S ~ y:r1f$ defineret ved (JI!'(å») (x1 s)::: (a C $») (x'). 
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. ..r 
Bevis. Vi slutter først af sætning 2.25,· at !: S ~ Y 

er kontinuert, hvis og kun hvis' pCJ): ;r'xS -->' Y er det. 

Altså er ~ bijektiv. Vi· har allerede brugt, at ;r er lokal

kompakt·. 

Vi skal vise, at 'P er kontinuert •. Lad C 
være kompakt og O ~ Y åben. Vi skal vise, at 

~.r )( S . 

. -'«C O» ~ . I 

er åben, altså at I e p-'(C,O» er et indre punkt. Her 

er I en afbildning J: S ---4 yX', som for hvert (X; $) € C 
tilfredsstiller r!(S))CX)€ O. Projektionen /( af·C på S .er 

et kompakt Hausdorff-rum, og da ejC$» (;t) er l{ontinuert i begge 

variable, kan vi for (X,S) ~ C vælge en kompakt omegn It, (~S) 
. af ir E· .t. og en kompakt omegn /~ (Å', s) af S E /-t , således 

at rjlS»)(X) afbilder J(,exjs)( /~(%,S) ind i O. Vi væl-

ger nu (;<"S,»)"') (A""" , S",,) ,. således at C ~ )lQ(!~(~/S)l) >< 

J<l. (~, 511 ) ). Så er 

ZI;o Il < /il (X>" S,,») < /11 (Y)!I 5.,,), 0>\ 
)1,. 1 '/ 

en omegn ar f med 'YJ'( lJ) ~ (C, O>. Altså er'Y kontinuert. 

Endelig bemærker vi, at vi med vore sædvanlige betegnelser 

har den næsten trivielle relation JV (N, } <~, O») = 

< Nt '){ )~} O> , og da mfJlngderne <;.(,} (/~ I o> udgør ensub-

basis t'or de åbne mængder 1 (y X)S ; kan vi slutte, at enhver 

åben mængde. ved p afbildes på en åben mængde (vi siger, at y 
er en åben af'bildning). Det er ensbetydende med, at 'Y/'-J er kon

tinuert, og dermed er sætningen bevist. 

?ætning 2.27. Lau;;.,)' være et topologisk rum og y et me-

trisk rum, og lad' /: )' ~ y være kontinuert. Hvis C er et 

posi ti vt tal, findes der en åben mængde O ~ ;r x Y, som in-
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deholder diagonalen {( ~, ~) f Æ, x ~. l·..rf ::= it2.J " således a t 

det for all~(~, ::(2) E O gælder, at . d/~! (!(x,)/ !ex:l,») < e. 

Bevis • Den 'ved 9' (~)~)::: cI;'.o1 (j(lf1),/(X,-» def'iner'ede 

afbildning r;: Æx;r ~ [t'J,~f. er kontinuert, og der:r~u' er 

O :: <1"'([0, eL) an åben mængde, der indeholder diagone.len 1 

XxX. 
Hvis· )' nu speciel t er et kompakt metrisk rum,' er Xx;r" O 

kompak.t, Og. di",} (;("X;J, som er konttnuert, har en positiv 

mindste værdi 5 på denne mængde. Af cJ/tIfIJ. CXj,~) < ~ vil 

da følge. 011'4) tj()(,)J /(~») < e.' • Vi fik således vist den vel

kendte sætning om ligelig kontinuitet. 

'Vi manzleX" endnu en hovedsætning, men den går nem t: 

§!!tning 2.28. Hvis ;r og Y er Hausdorff-rum, y kompakt 

og /: X' ~ Y kontinuert og bijektiv, er I en homøomorf'i.-

Bevis. Hvis o?;r er åben, er X \ O afsluttet, al t

så kompakt. Så er /(%,0) ::: Ic X) - j(()) kompakt, altså af

sluttet, da Y er et Hausdorff'-rurn. Så er /(0) åben. Dermed 

er s~tningen bevist. 

Kapitel 3. 

HOMOTOP!. 

Indbyrdes homØomorfe rum er ens fra topologisk synspunkt. 

Vi vil nu indfØre et begreb, der tillader os at anse afbild

ninger som ens fra topologisk synspunkt. Vi vil dog få brug 

for forskellige grader af "enshed". 
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Defil1}tion 3.1". ~d Æ' og y "være topologiske rum og 

/,,/, : ;V ~ Y· . kon"tinuer"teat'bildninger. En kontinuert af

bildning F: Xx J" ~ Y ", hvor l: [o) 1], kaldes en ho

motopi fra /o til";', sat'r"emt· F(~o) :: ;, (:t), Fc.'0 f) = It Ol) 

f'or ethvert r ~ ~ . Vi siger, a t , er homotop med o;' J så

f'remt der findes en homotopi fra Jo til Ir 
Sætnins 3.2. "Homotop med" er en ækv"i valensrela tion. 

Bevis. Ved a t v~lge F (;r, t) :: Jo (.:tO for alle X' € ;Y J 

I: ~ 1 får vi den station..-ere homotopi, som viser, at relatio-

nen er reflexi v .. Hvis vi definerer G lX, f):::, F( X') f - t), og F 

er en homotop! f'ra jo til fi ' bliver r; en homotopi fra f 
til/o, "så relationen er symmetrisk. H~is F,:;t!x l ~ Y 

er en homotopi fra Jo til;' og {:;rX' [~Y en homo-

topi fra;" til J, får vi en homotopi F: %x I -? Y fra 

jo til f. ved at definel"'e 

{ 

'7 (X, 2.t) for 

Fu(,t) = 
{(X, <'l- t) for 

Altså er relationen transitiv. Dermed er sætningen bevist. 

Vi tav med spørgsmålet om kontimii teten af F, og vi vil 

også i det følgende ofte snyde for tilsvarende beviser. Denne 

gang vil vi dog udf)L\re det. Kontinuiteten følger af at de af-

sluttede mængder ;r x [O} 1 J og ..r x [t, f] tilsammen udgØr 

hele def'ini tionsmængden ;Vx [ , og at restriktionen af r til 

hver af disse er kontinuert. Lad generelt Ai være forenings-
. ';~~ 

mængde af afsluttede mmngder %" ... 1;r'M/ , og lad j:;(--1 Y 
være en afbildning, hvis restriktion til hver af mængderne" ~ 
er kontinuert. Så er ! lwntinuert. Hvis nemlig It ~ Y er af-
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sluttet, giver kontinuiteten a:f rest.riktionerne, at hver af 

mængderne x" n j-'(II) er a:fsluttet, og så er disses :for

eningsmængde j-f (II) ogsr! a:fsluttet. 

Vi vil systematisk bruge tegnet ~ for hom~.?omorfi, iso

morfi, mængdemkvi valens og andre "stærke!t ækvivalensrela tio

ner~ Vi anser "homotop med" som en noget svagere relation, 

og for denne og beslægtede relationer vii·vi bruge tegnet ~~ 

så Joe!/t betyder, at} er homotop med j. 
Sætnin~ 3.2. Lad ,r, Y, Z være tOl?O logi ske rum. Lad 

Jlf: X ~ y og Jo, J,: y ~ - være afbildninger. Hvis 

;. o;! fi og J ... 3~ ,er 3"Jo ':!. gt 'f. 
Bevis. Vi viser det ved at vise, at Jo'; ~ 30 (ljt ~ df~ . 

Hvis F: Y){ I ~ Y er en homotopi fra f til Ir' er 

go.F: X)( l ~ .l en homotopi fra 30 % til joDft • Hvis 

ti: Y)( I --7 2 er en homotopi fra J. til gI' bliver 

r; • <Jr il 11); ;r" t --, Z en homo top i fra J.' jt til dt • jt . 
Dermed er sætningen vist. 

Mængden af afbildninger j: Y ---1 Y falder i homotopi":' 

klasser, d.v.s. mkvivfJ.lensklasser af indbyrdes homotope af

bildninger. Medens yX betegner mængden af kontinuerte af

bildninger, vil vi med [Æj Yl betegne mængden af homotopi

klasser af kontinuerte af'bildninger ~:.A( ~ y , og den homo

topiklasse, hvortil J hører, vil vi betegne [/J. Sætning 3.2 

medf'ører, at sammensætning af a:fbildninger inducerer en sam-

mensætning ar homotopiklasser af kontinuerte afbildninGer ved .. '. 

de:Cinitionen [gJo[/] = rgo/J. 
I algebraisk topologi er vor interesse i så hØj grad sam-
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let om kontinuerte afbildninger, at vi i de fleste situatio-

ner kan tillade . os at tage. lwntinui teten som en stiltiende 

forudsætning. I de t følgende vil vi fra nu af of'te glemme ·a t 

omtale kontinuiteten. 

Hvis X::: {XJ er et 1-punktsrum, bliver 

vielt homØomorf med l. At angive en afbildning 

y·x I tri

[~} .--7 Y 

(eller som vi oftest skriver ~ --7 Y ) betyder at angive 

billedpunktet. At afbildningerne Jo 1/1 € Y er homo tope be-

tyder' så, at der findes en kontinuert afbildning f: J -, Y 
altså at der findes en bevægelse 

i Y fra Jo til ~. r der..ne fortolkning kaldes homotopiklas

serne også kurvekomponenterne af Y, og Y kaldes kurves ammen

hængende , hvi~ Y består af en eneste kurvekdmponent. 

Rummet Y kaldes lokal t kurvesammenhængende, hvis hvert 

punkt af Y har en omegnsbasis bestående af kurvesammenhæn

gende mwngder. Hvis Y er lokal t kurvesammenhængende er kurve-

komponenterne åbne og derfor også afSluttede. Kurvesammenhæng 

(men ikke lokel kurvesammenhæng) bevares ved kontinuert afbild-

ning. 

Defini tion 3.3. Lad X og Y være topologiske rum, og lad 

J: X ~ Y være kontinuert. Hvis vi kan vælge J:. Y ~ ;r, 
så go! ~ fx og /0 1~ ly , kaldes J en. homotopiækvivalens, j 
en homotopiinvers till, og Y og 'Y kaldes homotopiækvivalen

te'. 

~ætning J .~. "RomQtopiækvi valen til er en rekvi valensrelation. 

Bevis. Vi behøver kun a t vise trans! ti vi teten. Hvis I: X' ~ Y 
har 3: y -., X som homotopiinvers ,og ;;: Y ---7 Z ha~ 
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g,: .l -7 y som homotopiinvers , får vi (~o (Jt)O 0 tJj) ::::: 
to (»,ojt}o/~ JO fyo/::Jo/~ ~ og analogt ~·j)fj(god') t1. 19-
så »~gt .er homotolJiinvers til j øj ". Dermed er s::·itningen be vist G 

Det er kl8.rt, at homØomorfe rum er homotopiækvivalente. At 

det omvendte ikke behøver at gælde opdager vi , når vi under'

søger, hvilke rum der er homotopiækvivalente med 1.-punktsrum. 

Det er på forhånd klart, at 1-punktsrummene netop udgør en ho

møomorfiklasse. 

Vi betragter 1-punktsrummet p og et rum ;(. Bn afbildning 

!: p ..-, X er givet ved billedpunktet ;r, medens der findes en 

eneste afbildning 3': X""" p, og vi har automatisk 3' oj::" lp, 

medens jod" l' .;r --=J)( er afbildningen ind i X' ~ X • Vi ser, 

at 3 er homotopiinvers til II. hvis og kun hvis /0 J ~ Ix ' og 

3' er således en homotop.iælcvi valens, hvis og kun hvis IX er 

homotop med en afbildning ind i et punkt. Vi "formulerer resul-

tatet i en definition og en sætning. 

§illtni.~ 3.6. Et rum er homotopiækvivalent med et 1-punkts

rum, hvis og kun hvis det er sammentrækkeligt. 

Hvis F: XX' J ~ Æ er en sammentrækning af ;r til 

punktet ~, giver restriktionen af F til KJ< I en bevægelse 

fra ')( til ~, så vi har: 

Sætnin~ 3.7. Et s:ammentrælckeligt rum er kurvesamrnenhængen-

de. 
, 

Et delrum ;r af et topologisk vektorrum over R kaldes 
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stjerneformet, hvis det for -5, € ;( ,:4. e [o, 1) RI tid gælder~ 

at Æt € ;r . Hvis vi sætter F (tt) t) == (1- t) 4. får vi define

ret en homotopi tra Ix til af'b ildningen i 9 ø Al tså er stjer

neformede rum sammentrækkelige.-

Sætning 3.8. Lad ;y og Y være topologiske rum, og lad-

rt; eX) \~ i X _ og rn;( T) betegne mængderne af lcurvekomponenter 

og Y. En- afbildning /: ;y -, y inducerer en afbildning 

J.; '11; eX) ~ 1l;CY) , så sammensætning go! inducerer j:ft: ~//Ir ) 
og hvis I er en homotopiækvivalens, er /~ en mængdemkvivalens .. 

Bevis. Følger umiddelbart af, at~ afbilder hver kurve

lcomponen t af .r ind i en kurvekomponent af Y. 
Her kunne vi have benyttet det sædvanlige sammenhængsbe-

greb- i stedet for kUl'vesammenhæng. Vi skal ganske kort omtale 

dette begreb. 

lli;:.finition 3.9. l:t rum ka.ldes sammenhængende, hvis det 

ikke kan deles i to disjunkte, ikke tomme åbne mængder, og det 

kaldes lokalt sammenhængende, hvis hvert punkt har en ornegns-

basis bestående af sammenhængende mængder. 

Et rum er sammenhængende, hvis og kun hvis, der ikke fin

des nogen reel kontinuert funktion på hele rummet, hvis værdi

mængde netop er fo,1J . Heraf følger, at sammenhængende mængder 

med et fælles punkt har sammenhængende fore,ningsmængde (det 

samme gælder selvfølgelig med kurvesammenhæng), og det medfører 

igen, at der for hvert punkt ;( €;:( findes en maksimal sam

menhængende delmængde j:: der indeholder X, og disse maksimale 

sammenhamgende delmængder udgør en inddeling af Ir' . i . komponen

ter. Et rum er sammenhængende, hvis det indeholder en over'al t 
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tæt, sammenhængende mængde. Derfor er af'slutn,ingen af en sam

menhængende mængde sammenhængende, og det medfører, at et 

rums komponenter er afsluttede. Et lokalt sammenhængende rum 

har åbne komponenter. De.t er klart, at et interval er sam

menhængende, og at sammenhæng bevares ved kontinuert afbild

ning. Derfor er en kurvesammenhængende mamgde sammenhængende, 

og inddelingen i kurvekomponenter er en videre deling af ind-

delingen i komponenter. 

~ætning 3.10. For et lokalt kurvesammenhængende rum i( 

er komponenterne det samme som kurvekomponenterne. 

Bevis. Hvis J{ ~ A' er en komponent og l ~}( en 

kurvekomponent, er l og J.(\L både åbne og af'sluttederela

tivt til J<, og da J< er sammenhængende, medf'ører det, at 

N\iJ=Ø. 

Den algebraiske topologi interesserer sig også for par 

(X, Il) af topologiske rum med II g;( og for tripler 

(X, Il, B) , B ~ IJ. æ ;y. For a /G:t skriver vi (A', a) for 

(A, tit}) • Med en afbildning I: (Æ) It) ~ (~IJ) mener vi 

et par af afbildninger J':;r ~ y ; !'~ /I -4!3 , således 

'at l" er restriktionen af j'. Vi skriver (X)Ii) ~ (V,I3) , 

hvis X ~ Y , /I ~ (J, og vi har da en inklusionsaf'bildning 

;:(Æ,/J) --.., (Y/B) • Vi identif'icerer (X,J/) med Æ", og for 

hvert par (X> IJ) får vi da et kommutativt diagram af' inklu-

. sionsaf'bildninger 
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Vi kan da også sige, at J: (X',/)) ---:) (V, B) har restrik-

tionen }I'X l': j': tY -P Y • Sommetider kan vi godt "tillade os 

at bruge samme bogstav for restriktionen. En afbildning 

I: (X,If,B)~ (Y,P, GQ) 

af af'bildninger J': ;y -, y 
defineres analogt som en trip el 

. /'" Il ~ P . I'IJ: 8 ~ ('1 , . ., , 
hvor hver er restriktion af den foregående. 

En homØomorfi / ~ (:r, Il) ~ (Y,8) er selvfØlgelig en 

afbildning, for hvilken /, X: ;y ----7 Y er en homøomorfi og 

jefh = 13, idet det så er klart, at III): II ~ B også 

bliver en homøomorfi. Det er klart, at "homØomorf med" bliver 

en ækvivalensrelation, og at det går analogt for tripler. 

Vi skriver (X, fJ) X I = (Xx I, /I x I). En afbildning 

r: (X,IJ)xl---" (Y11J) kaldes enhomotopi, og !:.,jt;(:r: fJ)-"7 

(Y,8) definerede ved jo (~)::, F~o) ,;, eX) = Fcx, f) kal

des homotope. Derved får vi en æl{.vi vRlensrelation t'homotop med", 

der respekterer sammensætning af afb:ildninger. 

Et par ()',a) kaldes et rum med basispunkt. Det kaldes 

sammentrækle ligt, hvis der findes en homotopi F: (A'; Gt) x I ~ C,?,a) 

frA. den identiske afbildning til afbildningen incl i Q.. 

Eksempel. Hvis (X1 o) er parret på ~ 

figuren, hvor "tænderne" i kammen 

konvergerer mod "tanden" yderst til 

venstre, er ~ åbenbart sammentrække

ligt, men man kan bevise, at (X,Q) . ik-

ke er det. 

( y, D) (i, /I) 
Vi bruger o som betegnelse for mængden af 

konti~uerte a:fbildninger /: (X, II) ~ (Y,8) og [l, Il j Y, BJ 
f'or mængq.en af homotopiklasser af sådanne afbildninger. 
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D~fini tion 3.11. Lad ('X,I}) og (Y, 13) være par af' topo

logiske rum, og lad 1) æi X være en delmc;ngde. En homotopi 

/: ex, /l)" I - (Y, B) kal(,es en homotopi relativt til U, 
såfremt F (~t> :::. Fo, o) for alle X'~ U , t e I. For 

),f: (~IJ) ~ (~8) definerede :ved j (X') :: FcX', o), 

j,(X) :: FCxJt) skriver vi Jo Ol j, (rel.V), og vi siger, at 

Jo og J er homotop-e relRti vt til li. 
Det er klart, at .thomotop rel.lI" er en ækvivfllensI'ela-

tion. Af /o ~ It (rel. ti) følger åbenbart /o I ZI ::-ri I U • Hvis 

nu yderligere JO) gf = (Y, 13) ~ (Z.> e) er homotope rel J (V);:-

tf Ul) , t:"-r vi åb enbart -A' jo '" g, 'f (rel. li) · 
Lad f Ij; (~/}) ---"' ( ,!3) være givne afbildninger 

og li ~ X en mængde, for hvilken /017) :: fru. At under

søge, om f ~ j, (rel. ZI) kommer ud på a t undersØge, om der 

findes en afbildning F: (Xx l, lix I) --i) Cv., /J), hvis restrik

tion til (Z,C):: (;(xo U 'XXI ulJxI) /)xo U lix t 1./ (fI{lU)x[) 

er den kontinuerte afbildning g..: (l J C) ~ (y, B) defineret 

ved, at 

desuden 

g. (~f) ::' Jo O() for i '= O og:;;. jt eX) for t: t og 

= ~ fx) =' ) ex) for ?( €- 11. Problemet kommer således 

ud p:'3. at udvide en kontinuert afbildning til en større defini-

tionsmængde, således at kont1mli teten bevares. Vi kan foretage 

udvidelsen i to tempi, så vi først udvider til Il XL {/ lix [ , og 

dernæst til XX' r, men så kan muligheden af den sidste udvidel-

se afhænge af, hvordan vi vælger den f'ørste. 

'Sn sådan udvic.else af definitionsmængden for en kontinuert 

afbildning er selvfølgelig ikke altid mulig, og både rummet, vi 

afbilder :rr~-l., og rummet, vi afbilder ind i, kan have egenskaber', 

der hindrer udvidelsen. Det er hensigtsmæssigt :rørst at studere 
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de rum, for hvilke afb1ldrdnger af en a.fsluttet delmængde ind 
, 

i R kan udvides til hele rummet. 

Defini tion .3 .12. Bt Hausdor:ff'-rum X kaldes normalt, hvi s - - ~~ 
der for enhver afsluttet mængde f) ~ X' , ethvert interval 

, J ~ R og enhver kontinuert funktion /: Il --'!> l . findes en 

kontinuert udvidelse /: ;r ~). 
Det tilsvarende krav vil være helt urimeligt, hvis J9 ik-

ke er afsluttet. J!ormale rum kan også karakteriseres på unden 

vis: 

Sætning 3.13. Lad % være et Hausdorff' .... rum. Følgehde tre 

betingelser er da indbyrdes ækvivalente: 

for 

1), X er normal t. 

2). Hvi s II g;r, 8 ~ X er afsluttede og disjunkte, 

findes der en funlttion /: ;y --..,. [o, f] , som er CJ på 

Il og f på 8. 
3). Under de samme t'orudsætninger findes disjunkte åbne 

mængder o, I 0.t , således a t f) ~ af , IJ ~ ca . 
defineret ved f)(}:= O 

, er kontinuert, når be-

J: II U /j ----"' [0,1] Bevis. Da 

Xc Il og /(X)~ 1 for;re J] 

tingelserne i 2) er opfyldte, er 2) et specielt tilfælde af be

tingelsen i definition 3.12, og derfor gælder 1) ... 2). Som <1, 
.., 1 

O~ i 3) ker: vi :WIge de ved lex) <. i 
nerede mængder, når J er funktionen f'ra 2). 

Lad os nu antage, at 3) gælder, og lad 

disjunkte afsluttede mængder. Vi definere!' 

og lex? ;;- i . def'i

Altså gælder 2) ~ 3). 

II, IJ ~ X' være 

~ ; ,,9, o,:~' 13 • 
Af 3) følger så, at vi e.f'terh:-~nden kan vælge åbne og afsluttede 

mængder, så følgende gælder: 
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/Jo ~ 01 ~ Il.t 
".. .z 

c O . 
::: t' 

~ ~ ;. OJ. ~ lij C 
r 2. l 

O.s.v. 

Lad A være mængden fl.f rationale tal med totAlpotens som næv

ner. Vi har da 1/1 og C1 for hvert l € il n J 0, I [ , og des

uden har vi ~ og q. Vi definerer j(?t'):: inf{ It I ~€ q} og 

J CA) := l for;Y 4 ~ • Det ses let, at j bliver kontinuert 

og O på ~ og 1 uden for q. Al tså gælder 3) ~ 2). 

Lad os nu antA.ge, at 2) er opfyldt, og lad /I ~ X være 

afsluttet og !: II ---"' [o, f] kontinuert. Af 2) fq'ilger, at vi 

kan vælge ~ : ;r --" [o, l) kontinuert, således at )ig (~) r: O} 

hyis X" € Il og /C;() ~ f ,medens ~ (X) :::- 1 , hvis ;r € Il 

og !(;()? f · Vi skriver j::: f % +jjt, og vi kan da gentage 

processen for fi: Il ~ [o, 1] , så vi får ;':: f" + tf ' hvor 

~ : Y ---., [o, Ij er kontinu·ert. Efter n trin har vi· 

Vi definerer j"'= 1. (/) + .l., ~ + ... ,og ;-: X ~ [0,11 bliver 
3 To 3:#. r' 

kontinuert, da rækken er ligelig konvergent. Vi får åbenbart 

11/1 ::: /, idet (~)~ -") O , og dermed har vi vist, at betin

gelsen i def'inition 3.12 er opfyldt for J =: [0,1] • For 

/: Il --J [O, 1 [ har vi i hvert fald en udvidelse J,';r' --+ [o, 1J, 

og hvis vi ganger den med en fun]{tion, som er I på Il og O} 

hvor 9' er f, får vi en udvidelse I: X ~ [O, f[. En funk

tion /: !) ~ J-f, 1 [ er differens mellem en pos i tiv og en 

negl1ti.v del, der lean udvides hver for sig. Endelig er det klart, 
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at 3.12 er opfyldt, når j er et interval, der er homØomorft 

med [øj 1] , [Of 1 [ eller J-f, f[ • Tilovers er så kun udartede 

intervaller, og for dem er påstanden triviel. Dermed er sæt-

ningen bevist. 

Sædvanligt forekommende rum er normale: 

§0tning 3.14. Me"trisable og kompakte Hausdorff'-rum er 

normale. 

Bevis. ·Hvis Il og B er disjunkte afsluttede mængder i 

et metrisk rum X, definerer 

en kontinuert i'unktion, der viser, at 2) i s8~tning 3.13 er op-

fyldt. For kompflkte Hau.sdorff'-rum 1'3s resultatet af sætning 

2.17 ved gentagelse af ræsonnementet i beviset for del1ne sæt-

ning. 

Et delrum af et normalt rum behøver ikke at være normalt, 

men det er svært at vise det ved et eksempel. Det er noget let-

tere at angive to normale rum, hvis produktrum ikke er normalt. 

Spørgsm1:tlet om produktet af et normal t rum og l al tid er nor

mal t hcDngel' sammen med komplicerede grundlagsspørgsmål. Vi kom-

meI' uden om vanskelighederne ved a t indføre et nyt begreb. 

Definition 3.15. Et topologisk rum ;( kaldes binormalt, 

hvis Xx l er normalt. 

Det er klart, at "binormal" "* "normal", og at både lInormal" 

og "binormal " er topologiske egenskaber. }i]ndvidere har vi: 

g~tnigg 3.16. Lad ;r, Y være normale rum, f} ~;( .af'slut-
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tet og r: li ~ y kontinuert. Da er X U1' y et normalt 

rum. 

Bevis. Lad 8 ~ X U5P y være afsluttet og !: 8 ~ J 
kontinuert, idet) fi' l? er et interval. Lad k:;r V Y -> XUi' y 

være deri. kanoniske af'b.ildning. Så er . Y fl k·' CB) afsluttet, 

og jo 1< : Y (l Æ -~ 13) -) J kan ud vi de s ti l 3.~" y ~ j. 
Nu vil J1.f>)p: Il -7 J og JOk: X Il k-I(JJ) --" } tilsammen 

definere en kontinuert f'unk"tion på Il U (ir' fl k -'(8» , som 

er af'sluttet, og den kan derfor udvides til en kontinuert 

funktion J,; ;r ~ J · Funktionerne JI 
men en kontinuert f'unktion J: %'v Y -1> ;; 

og j1. danner tilsam-

, og definitionen 

på !) er, således 

J er en udvidelse 

X U, Y er den 

at 1 kan fremstilles på f'ormen 

af' l, som er kontinuert, fordi 

ved k bestemte finaltopoiog1. 

, hvor 

topologien på 

Sfærerne og alle de projektive rum er normale. De kan fås 

ved successiv påklæbning af celler. De er også metrisable og 

kompaJ:te • 

. Sætning 3.16 gælder uændret for binormale rum, idet vi har 

( % Urt Y) ')( I ::: (X'>< I) U?,x ~ (Y)(J) med klæbea:rbildningen ? x fr : 
/)><1 ..-, Y xl 

Vi indf;-:irer nu klassen af' rum, der opfører sig som inter

valler for S3. vidt angår afbildninger ind i dem. 

I2.§.f'ini tio!!. 2 .• 11. :<:t topologisk rum Y kaldes massivt, hvis 

der for ethvert normal t rum .r, enhver af'sluttet delmængde 

/I ~ Æ og enhver kontinuert afbildning /: Il --'! Y findes en 

udvic1else /: ;r -7 Y • 
Intervaller er således massive. Det er klart, at Itmassiv" 
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er en topologisk egenskab, og at et produkt af m~lssive rum er 

mAssivt. Det er også klart, at massive rum er sammenhamgende, 

og derfor vil et delru/Jl af et massivt rum ikke altid være mas-

sivt. Det vil senere vise. Sig, at sfærer ikke er massive, så 

sammenklæbning ar massive.rum giver ikke altid ·massive rum. 
'.t\ 

.l!:n afsluttet begrænset ltonveks mængde i R med indre 

''''' punkter kaldes et konvekst legeme i R. 

Sætni!l~ 3.18. Konveltse legemer er massive. 

"",,-

Bevis. Lad fJ ~ l? . være et konvekst legeme med rand 8. 
b 

Vi kan antage, at !2 ~ II • Lad li &- f) være en åben omegn 

af g. For 1l! IJ vil det konvekse hylster for li og ~ være 

indeholdt i f/, og det Viser, at hvert Å~ med A € [o, f[ ligger 

" i /J. Heraf følger, a t hver hAlv linie ud fra g indeholder 
'NI 

netop 2 punkt af B • Hvert punkt af R ... {~3 kan således på 

netop 1 måde skrives ~!l, hvor A E JO,06[, ~ € B • Ved 1'(;1. il) = 
1.iL 
A. Ukn 

.. ~ ) ( ... ..., c,.,. S "" -f) 
defineres nu en afbildning 'f: (R J II, B ~ R} c , ) 

hvis vi supplerer med r;(!2)=a • Det er klart, at rp/8 er kon-

S ,..-t B 
tinuert, og ai'bilder bijektivt på , men da er kompakt, 

kan vi slutte, a t rt'/J er en homøomorfi. Derefter er det ren ru

tine at eftervise, at 1 og ~-f er kontinuerte. Derefter er det 
.. ", 

nok at Vise, at et konvekst legeme i !? er massivt, og ifølge 

bemærkningerne efter defini tion 3.17 er det umiddelbart for kas

sen. [M: [x ... X I . Dermed er sætningen bevist, og undervejs fik 

vi desuden f'~nge:nde sll~tning. 

Sætning 3.19. For hvert M e il er alle tripler (a: II, 8), 

hvor fJ er et konvekst legeme med rand B, indbyrdes homØomorfe. 

Dette indeb,Brer, at vi kan benytte et vilkårligt val.g af' 
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(R.~ fl, SJ som erstatning for 
... NI .ti M-I\ 

(R ) E ,S / ved topolo-

giske undersØgelser. 

Definition 3.20. Lad (;rip) være et par af topologiske 

rum. Hvis inklusionsafbildningen !: II -'> X har en venstre 

invers (d.v.s. 1"/ = 1n ' kaldes 1/ en retrakt 

af.r og 'I en" retrak tion af X ind i Il. 
At 'f:X~1J 

, altså at 

er en retraktion er ensbetydende med, at 

y; er en udviclelse af ~: /) -9.1} • En 

projektion at' et endelig dimensionalt vektorrum på et underrum 

er et nærliggende eksempel på en retraktion. 

er en retrakt af X, kan en-

hver af'bildning udvides til en af'bildning 

Bevis. Hvis er en retraktion, er i:= :t Ø1 
en udvidelse af 9 . 

''VI. 

Eksempel. Lad 

er ~(I) afsluttet og 

-r: [--1 R være kontinuert og injektiv. Så 
'-M 

t-I: ('CI) ~ l kontinuert. Da R er nor-
"1 '~ 

mal t og l massivt, har i- en udvidelse 9: R ~ [ , men så er 
'M '~ 

r'o 3 : R ~ Ycl) en retraktion af' R ind i ('eI). Vi minder om, 

a t Yel) udmærket kan være noget i retning af den gordiske lenude 
... , 

i /? 

§ætnin~ 3.22. F~lgende to påstand~ er ækvivalente: 

1) Enhver afbildning j: E II1 --"E'VI. har et fixpunlct • 

.s NI - t l::' "1 
2) er ikke en retrakt af' ~ . 

Bevis. Hvis J: EIt1

--1 ElIA ikJoce har noget :fixj?unkt, vil 
If,t-J " 

halvlinien fra feZ) gennem % skære" S i et punkt '(~), så 
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"'" S M-J 
Cf: E ~ bli ver en retraktion. Hvis 9? : 

er en retrak.tion, er den sammensatte a:f'oil6.ning 

hvor t er inklusionsaf'bildnin.gen, fixpunkt fri. Dermed er sæt

ninger) bevist. 

For hl= l er 2) triviel t opfyldt, da SO ikke er sammen

hmngende. Brouwer's fixpunktssætning siger, at 1) og 2) gælder 

for alle· M. Den er dybtliggende, men der er givet mange beviser 

for den. Hv~s der overhovedet eksisterer en petraktion JP: 
&: ~ -----a S 4It - t 
I- -,. , er det ·let a t vise, at der også findes en dif-

ferentiabel (et passende antal gange) retraktion, og så kan sæt-

ningen vises ved metoder fra matematislc analyse. Vi vil vente, 

til den falder gratis ud, når vi har lært topologi nok. 

En inklusionsafbildning j : /I ~ ;( kan sel vfsålgelig ikke 

have en h·øjre invers, hvis den ikke er en identisk afbildning. 

Den kan dog have en højre homotopi-invers. 

Defini tion 3.23. Vi siger, at X' lean del'ormeres ind i Il &;r, 
hvis 7 er homotop med en af'bildning ind i II. Vi siger, at 

Il ~ X' er en svag deformationsretrakt af' X, hvis inklusions

af'bildningen !: Il ~ X er en homotopiækvivalens. 

Det fØrste begreb er undertiden nyttigt. I det andet begreb 

giver vi bare et nyt navn til noget, der har et bedre navn i 

forvejen. 

De!'ini tion 3.24. Vi siger, at f) F X' er en deformations

retrakt af' X , hvis d.er findes en re"traktion y; .. .Y -....., IJ , såle

des t.l. t denne og inklusionsaf'bildningen j : fJ ---f ~ tilfreds stil

ler betingelsen jo f ~ I.r'. Hvis dette gælder relativt til II, 
siger vi, at fJ er en stærk deformationsretrakt af ;r. It 
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'At ;q er en stærk deformationsretrakt af X er ensbety

dende med, at & relativt til Il er homotQf) ~ed en af'bildni:n,g 

ind i /J. 
,J SO 

Eksempler. ,E kan deformeres ind i , men inklusiCfl$,-

•• COO El "kk y a.i'b l.ldnlngen J: v ---9 . er"" e en homo to'p iæk~ival.ens.. ...a1!-

men på figuren {med en føl.ge af' t.amde:r) 

er en svag deformationsretrakt af rekt-

al:lgJ,et, men iltke en retrakt og derfor 

heller ikke en defor1ll's,tionsretrakt. 1i!t-

punktsrummet a, er en deformationsre-

trakt af kammen, men ikke en stærk de-

formationsretrnkt. 

For pæne rum er deformationsretrakt, svag deformationsre-

tr~kt og stærk deformAtionsretrakt det samme. 

Det sker ofte, at Il $;r ganske vist ikke er (svag, stærk) 

deformationsretrakt i X, men at der findes en åben mængde O, 

således at f) &- O ~;( og f} er (svag, stærk) deformationsre

trakt e,f O. Vi siger da,. at fj er (svag, stærk) omegnsretrakt af 

;r. 
Eksempel. SM-J er stærk omegnsretrakt af EM og af It", 

~t':i.niti2ll 3.25. Lad. %, y vwre topologisIte rum, og lad 

!: ;r...-,' y være en afbildning. Vi definerer J1 ~ Xx l som 

mængden af P urllc ter , (;rI 1), Y€ %', og /J: 1/ ~ Y ved I'(~) f)::: 
jon. Rummet II =: (Xx r) ~, y kaldes afbildningscylinderen 

for j 
Der er en naturlig inklusion y ~ II ' og punkterne af' ~ 

kan betegnes dels med (x,I:); X € X , te I , og dels med y i l €' V , 

og s& må, vi husl-::e, at ()(,1) er det samme som y := / eX). Vi har en 
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naturlig inkluSi6~'j ; % -).l; definere t ved j (y) ~ ex, o) , 

og desuden har vi en naturlig projektion 'p: Z;; --7 Y define

ret. ved p (;tIl) :: ICX) . Dette er åbenbart en retraktion af: .lI 
ind i Y. ~G;n homotopi F:ly)( I -7:lj defineres ved F o/,~):p Y , 

F ('x, i, «) ::= (x, t ..,. (I-t) M). Det bliver en homctopi f'ra 0 til 

P rel~ti vt til Y • Al tså er y en stærk deformationsretrakt af 

7..,1 • l\.fbildningen J er identisl{ med den sammensatte a:fbildning 

Fra topologisk synspunkt er,P en ret triviel afbildning, nemlig 

en homotopiæk.vi valens. Derfor er alle afllildninger i en vis 

forstand ækvivalente med inl{lusionsafbildninger. 

Defj,nii!.~ 3.26. !t'or fJ ~ A'" betegner i det rum, der 'fås 

af' .r V {a} , når hvert punkt af' f} identificeres med a.. Vi 

siger, at j fiis af ;( ved kollaps af fl. 
Speciel t fås J ved at fØ je et isoleret punkt til;r. 

ø 
~efinill2!l 3.27. Lad ;( y være topologiske rum og I: X' ~ Y 

. XxI 
en afbildning. Ved keglen på X forstår vi rummet ex ;:::: x ~ o . 
Ved af'bildningskeglen for / forstår vi rummet Cl: _-2 - · "Ted 

" X')(O 
suspensionen SX af X forstår vi af'bildningskeglen for afbild-

nine:en tf: lY ---7 P af;( ind i e t 1 -punk tsrum • 

Vi bemaJrker, at C X er nfb11dningslceglen for &, og at C:t 
er hOIDI/omorf med lp. Vi har en na turlie-; indle jring X ~ c;r 
idet ~ identificeres med 0(, t). Ved identifikation a.f de to ek-

Sernl)larer af (X, l) i C X V CX 
rum hom~')omorf·t med S X . 

for hvert ;KG;( får vi et 
XxT 

S;(:=: ;rxO LJXx! Vi har i øvrigt 

Det ses umi.ddelbart, at C SM-f __ CM , og ~ det medfører, at ~ 
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S S /IA-1:: 'S M. • SPS At Så kommer det ogsn til at passe, at ~ 

SM~ sP M , idet er p gange itereret suspension, medens S 

S 
NI+j> 

og er sfærer. Der er ikke større fare i'or, at deIID.e brug 

af S i to betydninger skal give nnledning til misforståelser. 

Det volder ingen vanskeligheder at def'inere af'bildnings-

cylinder, kegle, af'bildningslwgle og suspension for par og af

bildninger af par. Det er ofte hensigtsmæssigt at betragte rum 

(.r, 0.) med 'basispunkt eller endog par (X;IIJ 0.) med basispunkt • 

Når vi har et basispunkt, stØder vi på den særlige vanskelig

hed, at kegle, an)ildningskegle, suspension etc. ikke på,natur

lig måde får defineret et basispunk,t. Vi minder om, at de be

tragtede afbildninger altid af'bilder b9.sis:punkt i bA.sispunkt. I 

atbi ldningskeglen, keglen og suspensionen får vi da en hel frem'

bringer QxI , hvis punkter er ret ligeberettigede til rollen 

som nyt basispllnkt, og vi foretrækker så, at kollapse hele denne 

frembringer i det nye basispunkt • Derved får vi reduceret kegle, 

reduceret afbildningSkegle og reduceret suspension. Vi vil bruge 

CS M
-':- &:,"" og SS NI-' __ SM (le samme betegnelser uændret. At '-

gælder uændret for reduceret kegle og reduceret suspension. 

Kapitel L". 

[X; y] 

Det vigtigste værktøj i den algebraiske topologi er proce-

durer, som til hvert topologisk rum eller par af topologi3ke r~m 

knytter en mmngde med en eller anden algebraisk struktur, f.eks. 

en gru:;rp'e, og som til hver afbildning af rum på rum eller par af' 
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rum på par af rum knytter en monomorfi me11em de tilsvarende 

mmngder med algebraisk struktur, altid samme vej eller altid 

modsat vej. Det vil også være sådan at sammensætning af kon-
t 

tinuerte afbildninger svarer til sammensætning af de tilsva-

rende homomorfier. Alle afbildningsfæ~omenerne for rummene 

vil da afspejle sig i tilsvarende fmnomener for mængderne med 

algebraisk struktur, og hvad der ikke kan indtræffe 'med disse 

mængder, kan så heller ikke indtræffe med rummene. I dette ka-

pitel skal vi se, hvordan gruDper på naturlig vis kommer ind 

i teorien. 

Lad Y være et fast valgt topologisk rum. For hvert topo-

• Dermed har vi en 

tilordningslov , som til hvert topologislc rum .r knytter en 

mængde. Lad X1 
være endnu et topologisk rum og /: ;V'~ ;( 

en afbildning. For hvert [1] G [;ri y J vil ['1°11 € lx'~ y J 

være et element, som er uafhængigt af valget af repræsentanten 

9 for homotopiklassen [<I], så vi får defineret en a:fbildning 

7[ Y(j)~' '1( y(X) ~ 11' Yer) ved 'Ir Ytj) [,,1 :;. [feJ]. Vi fore

trækker at skrive!:f for 7[YcjJ , og situationen er altså, at 

I: ;(~~X inducerer en afbildning l#:: [X j yJ -? [7(~ y] . 

Hvis vi nu også for hvert rum ~ har en kompositionsregel H på 

[Xj y] , således at j*( [1J -r YJ) = ;+[1'] II j*r..'fJ/J, har vi den 

iindle jringen til kapitlet beskrevne situation med de. inducere

de afbildninger modsat rettede. SamrnensætningsregIen (j' g)"" ::: 
Jf.;*" er triviel. Vi vil nu prøve a t finde ud af, hvilke egen

skaber Y må have, for at disse fænomener skal kunne indtl'æf':fe. 

Nu ved vi 1~or det første, at vi har }toIn,fJosi tionsreglen It på 

• være projel<tionerne. Vi kan 



FAT ''53. 

da vælge ?-: Y)( y --il Y, sflleJes at ~J;< [PfJ j(- [PzJ. Derved 

har vi defineret en ltontinuert komposi tionsregel på Y. Lacl os 

dernæst betragte [$D] I ['YJ € [;r, y]. Da vil }lJ, V: ;r ~ y 

definere en afbildning (rt, JV'): .r.-, yxl{ • Vi har nu 9':: 
*. 

A o (f/, P? og ]r::: flt. o (P, PS), altså [)Ol =: (fOl V) [,P, J og 

f'yl::: (9" y) 9F-[f~J, så vi får [9'] It L ~J = (9', Y i' ([p,J ~ Lp).J) := 

('l, pY· ~J ".. fl't0 (1, 'P)] '. En repræsentant J for [7J If- CrrJ er 

a~ledes defineret ved 

J<X) ::: ~ ('!(if') / PO(). 

Lad Y være et topologisk rum. Som vi har set har vi da en 

tilordningslov, som· til hvert topologisk rum ;r knytter en mæng

de W Y()"):: [X; y] , og som til hver afbildning /: ;y) ---1 X. 
knytter en (modsat rettet) af'bilclning 1f YljJ ::' J*': fÅ) '(1 ----7 

[X'; Y] , s,iledes at (a o/l': /#>03'" og ly"':: 1[X;\,] • En 

tilordningslov med disse egenskaber kaldes en kontravariant fUnkWr 

l~n gener'el d,]f'inition af dette begreb bliver Divet i TIws"te ka-

J:.i i tel, men vi )'.nBker a t have et ikke trivielt eksempel til rå-

dighed; :n5.r vi skal diskutere det nye begrebs fundamentale egen-

skaber. 

Defini ti2,ll 4.1. Hvis det lykkes .Då enhver mængde 7f y (;r) 

at indføre en algebraisk struktur, således at 7r"cj> for h:ve~ af

bildning I bliver en homomorfi, sit~er vi, at ?rY er en (lcontra

variant) f'unktor fra kategorien nf' topologiske rum og lcontinuer-

te af'bi ldninger til ka t.egorien af' mængder' med den påg::fildende al-

gebrcdske struktor og homomorfier. 

Kategori bliver defineret i 112Jste kapi tele Foreløbig er vi 

tilfredse med, at en kategori er et system af mængder og af'bild-
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Ilinger. ResnIta tet ovenfor kan nU ud try::.tkes i fyagende sæt-

ning: 

§.mtning 4.2. Enhver kompositionaregel If på mængderne 

rJ(' y(X) := [X; Y] , for hvillwn 7r y oliver en kontravariant 

funktor fra kategorien af topologiske rum og kontinuerte af~ 

bildninger til k!.'.ltegopien af m.:engc1er med den ved H bestemte 

algebraisk(~ struktur og homomorfier, induceres af en konti-

nuert komposi tionsregel ./: y><,y ~ Y ved defini tionen 

[epJ K [tf] = [11 , hvor ,rex) "/,(~(X)I rcX)). 

Det ses umiddelbr,rt, at enhver kontinuert afbildning 

inducerer en kompo;;;;i t.i.onsregGl IJå [1'; Yl med 

de omtalte egenskaber. :Kontinuer·te aflJiluninger ~: YXY---'Py 

findes sel vi'y)lgelig al tid, f' .eks. pro jektionerne, der inducerer 

de trivielle kom~)Qoi tionsregler: et produkt er lig sin venstre 

(højre) fa.ktor (associativ, men ikke korrunutat.iv, og uden neu-

tralelement). Det er klart, at homotope 

inducerer B!1m'YlG kompositionsJ'egel. Hvis 

U.fo( , Yxy--?Y ,,-ty ~' 

y er sammen trækl::eligt, 

'Oli ver der således kun en kompositionsregel, men da fX; Yl i 

dette tilf,dde hGr kun et element, kunne vi ikke vente mere. 

Der er en dual l)roblemstilling vedrv~rende en f'un.1ttor "'t' 
som til Y knytter ~ (Y) =:: [~ I( 1 og til /: y --1 y' 

a:fbildningen "1- tj) ~ !""" LX; y J --" [X; y'] defineret ved 

jf UpJ ::: l/rs?9]. 8am;'lensr,:,'l;rlings:r:eglen bliver (J i)".~ }I- (I j4J:. , og 

~ kaldes cov.'I'iant. Lnd os igen antage, at vi f'or hver topolo

tSisk rum Y har en komposi tionsr'egeJ. Ii på [~i y] , saledeG at /fI:
aJ. tid bliver cm homomort'i. 

Den disjunkte forening . .r v X er foreningsmængde af to 

kopier at' X, som vi vil betegne ..:( Og.:t;, (venstre og højre). 
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Vi har de naturlige indlejringer jl~jl.: X ~ ..rv,( med 

J1 (;~) ::: Xv 'd1l;r'):: ~. I~u har fj,J, y2.] € [X, X' v X J 
et :g ro (lulc t lJ,l *!,jz.] ::['tlJ, hvor y: A---!' YIIX el' en 

kontinw;:rt afbildning. Iror 'I, V: ;y --;P Y hi.:'!' vi da en af'

l)ildning (~I y): X '1/ X ---J Y defineret ved. at den er ., 

ptt Xv og ]I/' på ~ • Så er l/:;; (PI y/) fijI og yP= (?, ~) o/t. , 
så vi f,\:r.· [<t] * Ly) ;: (1" Y):/F [JfJ " (~Tj")t/I= f.j2.] :' (~J 1/)14< (V,1*f,jI.J)=

('f, rj~ lY]:: (?, '$V)9 V. 

Vi har .s3le des fi.~et et resultat, der' er dnalt til.sfJtning 

Duali teten kommer bedst til Udtryk ved i de to tll:f:J)lde at 

OD:f::ltte [pl l/- [~] repræsenteret ved de sammensatte af'bildninger 

X A~ X)( X ?>(r:~ y )(' y -r!!-~ y 
(l) 

Her er (rt){ y)(~ 1 ~) ;::: lf(:r,), P'{X~»), og <I V P f'ås af' 

tf,' Xv -., Yv , Y': ~ ~. Yh • Diagonala:fbil&:r..ingen ~ define

res ve:;d l1 UO :i.: ('X, X') , og sammenklapningen V er invers til/I 

pLi Yv ?g til j2. på Y,; • Afbildningen y kaldes en co-l~om.l?osi

tionsregel. 

Det er nu ikke al t f'or tilfredsstillende • Hvis .:v er sammen

hængende, er en col{omposl tionsregel ",';r.-.-, ;( iI;( en af

bildning ind i ;ry eller ~ , s:\ der bli ver j.1cke S.3. rneget ved co-

kompositionsreglerne. 

Vi bUl' derfor over til a t be tragte rum CA', a) , l Y,~) med 

basispunkt, og mwngden af homotopiklasser [x: a.; V, bl. Produkt-

rummet YxY får (b, b) 80m bnsispunkt, og være 1-

p ud·;: tsfo rerdn,,::; en , idet b~J.si8punkterne identificeres. Så bliver 

X V X rw.;mnenhængende, hvis ;( er det. At'blldnintierne 
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være basispunktbevarende • I de t følgende undlader vi il t sl{ri ve 

basiBpunktet med, men det er underforstået hele tiden. 

De t viser sig nu, at vore uncicl~søgelser bliver interes

sante, hvis vi ~rderligeIle ~-{rl'weY' at l{lassen [.e..] € [X'; yJ " 
hvor .e,: .r ~ y er afbildninrc:en i oasispunktet, er neu trnl-

element f'or kompositionsreglen If.. Det kommer ud på, at de sam-

mensat.te afbildninger i (1) skal være homotope med p, hvis 

V:.e" og med y, hvis p:;: e. • S8mmensmtningen 

er hel t det samme som 

Y_~.1_ Y )( Y fy x.e.. y)( y /1 Y 

hvor ..e...' Y -...., Y er a:Cbildningen ind i basispunktet. ~At denne 

afbildning for alle valg af r:;r --? Y er homotop med 9', er 

imidlertid ensbet;ydende med, at den sammensatte afbildning 

y LI. ) Y)( Y fy x e. ~ y x Y e > y 

er homotop med fy. Den sammensa tte afbildninG fører y over i 

~(y,b). Analogt ser Vi, at [eJ er venst.re neutrr:lelement :for H, 

hvis og kun hvis 

h t d f ,., .. ~ fi t d )I: '!/ ~ V V X f"'~r vi er orno op me y .... ~ ar J( u.G nere. VG Æ Il ~ 

de dunle be tingeIser , a t sclmrJens?":tningerne 

v > X 
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er homotope med ';r. Dette giver r:lnledning tll f'~ng0ncle def'i

nition: 

:Qefini tion 4.3. Et topologisk rum (Y, b) med basispunkt 

og meel en kompositionsreiel ?-: (V><y) U~)b») -7 (Y,b) (lton-

tinuert) kaldes et H-rum, hvis det f'qr .e,.,: y ~ y konBtant 

gælder, at sammensætningt}rne 

ly)( t..-

e- )( 1Y~ Y )( Y p Y' >._ )o 

er homotope med ty. Et topologisk rum (~Il) med basispunkt og 

med en kontinuert cokompositionsregel )/: ex: a) ~ (Xvit', a) 

kaldes et co-N-rum, hvir-3 det for ~: X -.:, X konstant gæhJ.cr J 

X--'-~) XV;( e- v 1X ; X V X 

er }l.om()~ope æcd fy. 

Vi. h:'J" .:·111erecle ViR t følgende sF0tning: 

..., t· I 4 2.fE --,nI ng Lj.. • Såvel en H -rum-str1J.ktur 'p;~i Y som en co-#-

rumstruktur på X inducerer en komposi tionsregel på [X'i Y J med 

den konstante a:f.bildnin.gsklasse som neutralelement, idet Cx]::: 

[9'] ,,[pJ defineres ved, at X er givet ved en ai' samrrensætnin

gerne (1). 

I H -rum tilfældet får vi ganske enkel t Xu() r: ~ (fl?f), ~(X/). 
Efter &t vi har indf"ørt b88ispunkt, kc;n vi skrive ')/CX):::·(~(.X')/l{(,,?)) 
hvor eller 1 (X) :: a. , 

{

.tf ("',00) , 
X(X) ::: 

JV'( ~ (X))) 

og vl fo.r da 

hvis l{ uf);;:: ~I 

hvis }I, eX):::: Q.... 
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Sætnin~ 4.5. Hvis X er et co-H-rum og Y et H-rum, 
vil de inducerede komposi tionsl:-egler J!. og 'Tf på [ri y J ti lfreds-

stille betingelsen 

for ~lle 9i, 1'1, ~,~ ~ eXi Y]. 

Bevis. Ved d.irekte udre!~ning Ges, a t begge sider repræsen

teres af 1: .r ---P y , hver 

{

/"" (~ (J', (X)), ~ (l't f.. X))) ) 

.r'-- ( 9't ( ~ GO), Y{ (~ lY)), 

Dermed 01' sDJtningt:n bevist. 

hvis 

hvis 

S,.atn1ng 4.6. Hvis en mængde /'1 er organiSel't3t ved. 2 komposi-

tionsreJler J!. og ~, som liÆ~r i'wlles neutl~~-).lelement og tilf'redsstil-

ler be tingeIsen 

for alle Hf ,.u~, v" li E H, er.!. identisk med ;r og associativ og 

kommut~l ti v. 

Bevis. Idet ~ er det f811es neutralelement, er 

Vi skri var S~~l * f'or!!.. og Ti i den i smtningen anfØrte betingelse, 

og stt står der den associative lov, n3r M~ =.L, og den kommut::":.

tive lov, ru1r MI = Vi. :. L- • Dermed er sætningen bevist. 

De to /3ids te ::v:tninger h!~r f~lgende korollar. 

~~ning Lj..7. Hvis X er et co-H:"ru:m og y et H-rum, vil de 
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to strukturer inducere samme struktur på fx; YJ , og de~Jle 

bliver associativ og lwmmutativ ( [Xi y] bliver s?.lledes en 

kommu ta ti v semigr'uppe med neu tr:-'.lelement) • 

Vi vil nu se på det tilfælde, hvor der blot foreliG[{er 

en 00- H.-rumstruktur :på X eller en }I-rum-struktur på Y. 

Lad )"t, ~ ) %: X ---;> y være basispunktbevarende, og [V"] ~ 

([f, J tf [7'~J) tf- [9'3J , rJl =- [71J !Øl ([Pl.J Jf [7',]). Hvis It sta,l1mer fra 

en II -rum-struktur på Y, kRIl V og il" defineres ved 

PC:.') / JP [WX), f1{X}), r, C;,'») , le:.') '? (~ex),'p (~(X), y" cxJJ) 

Evis '#I stammer fra 'en co- H-rum struktur på X, kan y og fi 
defineres ved' r, ( v, (,., (in», hvis ~ ex) = a } v~ 0.1 ex»):: a} 

p?X') :! ~t ( v~ ("', (~» ) } hvis )1.2, ()IO:: C< ) ri (Y, ( y)) :: () ) 

1'3 (>i (:t'») , hvis v, ey)= Q • 

91 (>'t (0) , hvis l{ (~) = a, 

,eX] = ~ (l1 (>{ (~)) hvis Y, (x) = a > ~ c >S, 00) ::4) 

,~ (~' (11). (.:\"») 1 hvis >', eX') ~ a) V, (>'t eX) :: a.. 

Det fremgår heraf, at N vil v~re associativ, når de to mulige 

sammensætninger i det relevante af de to følgende diagrammer er 

homotope 

,P-Xl>Y>t'( 

r 
,P > Y 

Vi siger cl..:=t, at diagrammerne er homotopikommutative, og at f/n. 

r'ummet Y (co- fI-rumr'1et X) er' homotopi-associati vt. 
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An~logt 8es, at • vil v~re kosmutativ, n~r det relevante 

Yxy __ ,_~)yxY 

~~ 
y 

Her er r(y, ,J2..) ::.- [:A 'Jd , O""(X; Q) .:: (.4/ X), 6(a,'X): (;;(,a.). Y{.t."C 

6.i(~grammerne er homo topikommu ta ti ve, s iger vi, a t II -rumme t Y 

(co .... H-r·ummet y) er homotopi-komrnutativt .. 

Hvis 'f har en invers, må X -..l) X-1 induceres ai' en in~· 

version e: Y --? Y E::ller en co-invel'sion eJ: X -'7 X . De t 

ses let, at hver' uf disse af1:)ildningcr vil inducere en invcY'G:1.on,. 

hvis og kun hvis de sammensatte af"bildningt;r 

y 

X-_lI
--d1') X li X' 

er hOIDotope med den 1{onn tante afbildning ( O -homotope) • 

Dcfiniid.Qn h.8. ·f~t H-rum Y keldes en (kOl"linutativ) II-grup

pe, hyL; de~; er hCInotopins8ociativt (-kommutHtivt) og har en in

version. zt co-f/-rum kaldes en (koJlr:mtn.tiV) co-f!-gruP1;e, hv:i.s 

cJ.E::t er homotopiafisociati vt (-kOml!l"utH ti vt) og har en co-inversion. 

§,mtnl:!1B. 4.9. I~n (kolw'!utativ) H-gruppe-struktur' på y indu

cerer en (kommutativ) EruJ..lpes"truktur på. [Xj yJ • Det sa:mne iSd;l

der for 8:rl (l.-.:o:nmutntiv) co-h'-gruJ:!:;;;c-strulctur på Y. 
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Lad (X,a.) være et rum med hasispunkt. Suspensionen (5%,4) 

fås af mængden af par (~/:.), X ~ X , t ~ I , idet alle (X, o), 

(X', 1) og (at t) identificeres med a.. 

Sætnina 4.10. Suspensionen. SX er en co-H-gruppe, idet 

cokomposi tionsreglen y: S % ~ S X V S;( defineres ved 

( (;r, ~ t)) a) for t e [o,iJ 
)l (x, -1:) = 

Bevis. Alle punkter (;r, l) går over 1 {;t, og derfor" er Y 

kontinuert. At vise, at SJ( er et co-H-rum kommer ud på at 

vise, at de ved 
"1 

(YJ<i) for t~ [o, f J for t E [o,iJ 

V, (t, f):= 
~(Y,f); 

tG Lf,t] I:~ [f' tJ Q. for 

definerede afbildninger y,) ~ : s.:r -P S X er homotope med 

f SX • En homotop! F: S Y >< I ~ SX, som viser" det for den 

første afbildning, defineres ved 

for 
"V' t G [..1- ) 'l l f./ € [o, 1J • 

X'~I(, .t-M 

Det andet tilfælde" kan overlades til læseren. For at vise, at)l 

er homotopiassociativ, skal vi vise, at afbildningerne 

J/J: SY ~ S X v' SX v SX definerede ved 



('X) '7-1:), a., a) for tf [o,tJ, r.r, ~t), QI Q) for t~lo,D 

/(7(1 t ):: (a., (X', l.Jt-t), 0.) for t~ [l,.1.J y ~ • 9cri>"" (a, (x) I.Jt-1.), a) for 

(a., tl, ('X,2.t- l)) for teli' f]) (a ,Q, (x,ri-3» for 

er homotope. En homotopi F; SXx' I ~ S·x v SX' \I SJ( , 
som viser det, er givet ved 

for t ~ [o I f J ~ e [o, f] 
9-~t( } 

F(X',t,I.tI)=: (Q., (XI 9t-It_~~)' 0.) for t E [--L) ~ - b. J ) «~lo) f) 
f -~.(I I.J - -t.« 

( 9- ~"< '1-,(,(, ») (a, et, x) .z-l.,.. t - f-j; for 
.a 

Det er kedsommeligt at lave sådan en homotopi. E~terhånden kan 

man godt blive erfaren nok til at kunne se, at den findes>uden 

at konstruere den eksplicit. 

t~lrJ] 

t~l4, f] 

En inversion e: s;r ~ S.:v er givet ved e(~ f) :: (:t, 1- t). 

( At vise det kommer ud på. at vise, at a:fbildningen h: SX~ SX 

defineret ved 

for t ~ lo, iJ 

er O -homotop. H:n homotopi F: SA"'" I -.-, SX fra h tilO er 

givet ved 

for t- ~ [o, i) 

for 
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Dermed er sætningen bevist. 

For (?'Il, (JV'J e [S;(j YJ er [1'J *[~J = eXl , hvor .1 
er defineret ved 

{ 'f ('X, l, t ) for t~ [Ol -J.J 
,(~' t) = 

.. V(X', Lt - ~) for . t € [1, ,. tJ .. 

Med denne komposi tionsregel er [S.:ri '{ J en gruppe, men 

eventuelt ikke abelsk. 

Defini tion 4.11. Lad ("" /:,) være et rum med basispunkt. 

Mængden af alle af'bildninger Y": (I) j) ~ (Y) 6) , hvor i = {o) 13 
med delrumstopologien fra Y~ kaldes løkkerummet over (Y, b) 

og betegnes (.o. y~ J,), idet den konstante afbildning benyttes 

som basispunk t for n Y. 

§ætni;gs: 4.12. LØkkerummet .Q V er en H -gruppe, idet k~m

posi tionsreglen /': Q V )( Q Y --., Q y defineres ved, at 

,P- ( t, l ~) =' ~ ,,~ , hvor 

for 

~(2.,t-1) for 

Bevis. Vi skal f"Ørst Vise, at,;U er kontinuert, men vi kan 

opfatte,/1 som en afbildning /- : Sl y~ 1(, y ---1 yl, og det er 

derfor nok at vise, at den tilsvarende afbildning på produkt

form ./--: n y)(.Q, y" l..-, Y· er kontinuert, og her er ~ Ct,) ~} t)::, 

(Y1 ~~) (f), og den er kontinuert, da dens restriktion til de 

ved t, [o)· il og t € Ei J 1] bestemte afsluttede . delmængder er 

det. 

At vise, at .aVer et f/-rum, kommer ud på· at vise, at 
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1: .Q Y ~ S1 Y def'inere t ved ifl't) Ct) =. IC2.t) f'or t ~ [o, f J 

og = t.\ for t € Ci, tJ er homotop med ~ r . En homotopi 

F: ..n y x I --1 n y er givet ved 

y ((~-.u)I:) for t E [o, ,2.!"M]. 

for t S [~!M ) 1]. 

Det er let at vise, at F er kontinuert. At vise, at ~ er ho

motopiassociativ kommer ud på at vise, at JV/, ~ : 
definereo.e ved Q y)( nY ,,$tY --., .n Y 

te [o, ~]) 
te lo,il 

t, ('It) for 

Y{(~, ~,t,)(t) = t.. Ult-I)for te. [.1,iJ 
" .t J 

lt{lr" ~,f..JHf): t€ lf,ll 
l. 

~(~t-1) for f(;[f,1J, (3(9t-~for 

er homotope. Det kan overlades til læser'en at vise det ved at 

angi ve en homotopi. En inversion e: n y ~..Q, y er givet 

ved Bet) et) :> Y(1-t:) • Beviset volder ingen vanskelighed.. 

Løklcerummet n'( er således en II-gruppe, men ikke al tid 

homotopilmmrnutati v. 

Hvis (X,a) og (Y, /:,) er vilkårlige rum med basispunkt, 

ved vi således nu, at [5A'; YJ og [XjQyj er grupper. Det 

teU,U 

viser sig nu, at det bare er to f'remstillinger af samme gruppe. 

Sætning 4.13. En isomorfi X: [S;rj yJ ~ [X; ny] de-

fineres ved, at vi for r;;: Sy~ y sæt "te r 'd [<IJ::: et/J" 
hvor y:;r ~ S2 Y defineres ved, at ~(X) et):;:, '1(~ t). 

Bevis. Det f\i'Jlger af sætning 2.25, at 'JI/(~): I~Y bli

ver kontinuert. Det ses umiddelbart, at 7j/'(X) (o) = P{;() (1) :" 6) 
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og at >t er injektiv. Dernæst rølger det afsætning 2.25, at 

~ er surjektiv. Det fremgår umiddelbart af definitionerne, at 

l!( lttJ "lY;):: l'C c.~J N ;! l.Y-1. Dermed er sætningen bevist. 

, 
Sætning' 4.14. Lad Å(, Y være rum med baslspunkt. Så er 

[SMY; y] en gruppe for M ~ t og abelsk f'or Nt.- ir; ~, ,J 

Bevis. Den 'fØrste påstand er allerede bevist, og den anden 

fås, af, at' ,,[Sllot,y; Y1 , ifølge sætning 4.13, er isomorf med 

, [5"""-'0/. t'"'I Y1 A, ~~ , som er en abelsk gruppe irølge sætningerne 4.10, 

4.12,,4.7 og 4.9. Dermed er sætningen bevist. 

For ;r::: 5° får vi speciel t, a t [ $~ Y] er en gruppe for 

/11\ ~.t og abelsk for Nt ~ t. 

Definition 4.15. Mængderne [sj yJ ,M ~O kaldes mmotopi

mængderne for (Y, b) , og grupperne DS~ y 1 , M? J ,kaldes homo

topigrupperne for (~b) , og de betegnes <Jr", (Y,!,) = [S~ y]) M ~ O. 

Det er en tilgivelig forsyndels~ at sigehomotopigruppe og

så -ror M = O • ,Homotopigrupperne afhænger væsentligt af basis-
. . 

punktet. Som basispunkt for Sl'llt benyttes altid (I, OJ ••• ) o). 

Sætning 4.16. n;, (V, 6) er ækvivalent med mængden af' kurve

komponenter i' Y. 
o 

Bevis. S består af punkterne 1 og -1, og l afbildes altid 

i b, så en afbildning Y: [/'--, Y er hel t givet ved Y(-f) , og 

to sådanne er åbenbart homotope, hvis og kun hvis de afbilder -J 

ind i samme kurvekomponent. Dermed er_sætningen bevist. 

Defini tiS?1]. 4.17. "'f (Y,!,) kaldes også fundamentalgruppen. 

Fundamentalgruppen afhænger væsentligt af basispunktet og 

er sædvanligvis ikke abelsk. Den e.r et af de få hjælpemidler i 
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algebraisk topologi, der kan spores tilbage til det 19. år-

hundrede. 

Sætnil}g 4.18. Hvis Y er en fl-gruppe og /: (.r~ a') ~ 
('%'70.) en afbildning, er j~: [A; y] ~ [X'; yJ en grup

pehomomorfi. Hvis .:Y er en co- f J-gruppe og !: (YJ 1:,) ---:;> ... 

(V: bl) en afbildning, er fo: [Æ'; YJ ---7 [X; Y'] en gruppe-

homomorfi. 

"l/ ' #: 
. Bevis. For 'fJ, YI': It ~ Y er ! ([«1J" l'll'J) = 

r~a (9'x r)oLf] = ~6 (1))( lV)· (Ix!) (7 Ll] .. 

[~o ((<Jl0j) x (ff/'''jJ) o tJ] :: ;"'['I'J It- /'t'ljl'J. Beviset f'or den anden 

påstand går analogt. 

Sætning Lj.~.19. En afbildning /: (Y,b) -) ey: 6') induce

reren følge af' afbildninger /4FIti.: ~ (1(,6) -') ~(Y: 1/) , som 

er homomorfier for .M, ~ t, og som for MeD bevarer den kon-

( V" (Y" '" stante afbildnings klasse. Hvis l: ') 1» --:P ) l> / 

nu en a:fbildning, er (d o !J.fJ. == J+ (> 1'* . . 
er end-

Bevis II Al1 erede udfØrt. 

Sætni!}8: 4~20. Hvis f J (Y, 6) ~ (Y~ 6') er homotope, er 

J = q for hvert w. 
tJl/fM /).JI:.M 

Bevis. Ih Ul ~ [/,VJ ~ [ri) • J"'" [rJ, 

Sætning 4.21. Hvis J: (Y, b) ~ (Y; 1/) er en homotopi

ækvi valens, er;/IIt. en isomorfi f'or hvert M ~ t og en mængdeæk

vivalens f'or M. IC o. 

Bevis. Hvis 3' :.(Y: 1/) --J ('(,b) er en homotopiinvers til 

I, er 't 0/ r:t f(y, 1:.) , altså j*,./" !*,., ::: 1 ~ (Y, 6) , og analogt 

. JIfM. #) dolf:N\:;:' f ttr"", (Y~ ~') • Heraf' :følger :påstanden umiddelbart. 
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For et sammentrækkeligt rum (X> ~) el" ~(.:r;a) triviel 

for alle Nlr, d.v.s .. hvert 7f"M DY, a) består af kun et element, 

neutralelementet. For et rum ;r er ~ (4', a) for M > o i-

den ti sk med ?T,,,,..CJ( a), hvor Jo( ~ )( er den kurvekomponent, 

der indeholder tl. I almindelighed er det ikke en triviel sag 

at udregne homotopigrupperne for et rum, og vi må se i øjnene, 

at vi behøver mange flere hjælpemidler, fØr vi kan udrette no-

get som helst i den retning. Det har vist sig at være endog 

meget vanskeligt at bestemme sfærernes hornotopigrupper, og Sø 

og Si er stadig de eneste sfærer, for hvilke alle homotopi

grupperne kendes. 

I de fØlgende kapitler vil vi udvikle en del ret pr~mitivt 

vær~tøj, som sæ·tter os i stand til at udlede de fv~rste beskedne 

result~ter om homotopigrupperne. Derefter vil vi gå ·over til på 

helt anden vis at knytte kommutative grupper, homologi- og 00-

homologigrupper til topologiske rum. Disse vil have den fordel, 

at de i hvert :fald lader sig udregne, og senere vil det vise 

Sig, at de også er et vigtigt hjælpemiddel ved udregning af' ho

mo top igrupper ,. 

Kapi tel 5. 

KATEGORIER OG FUNKTORER. 

Vi skal indføre den moderne jargon, der gør det lettere at 

tale om den algebraiske topologis fænomener. 

Vi taler om klasser af individer i stedet for mængder a~ 
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elementer. At et individ h~t,rer til en klasse betyder, at det 

besidder visse kvalifikationer, og det er disse kvalifikatio-

ner, der definerer klassen. Der er god mening i, at tale om 

klassen af mængder, for vi ved, hvad det betyder at være en 

mængde. På den anden side er det ikke klart, hvad det betyder, 

ikke at være en mængde. Vi kan tale om en afbildning a~ en 

klasse ind i en anden klasse, men en sådan afbildning må være ,en 

procedure, der kan anvendes på hvilket som helst individ fra 

den, fØrste klasse, og som resulterer i et individ fra den an-

den klasse. Vi kan udmærket tale om ordnede par af individer 

fra en klasse. Der er også mening i at tale om en ækvivalensre-

lation i en klasse, og en sådan giver anledning til en indde

ling i ækvivalensklasser og vi får en klasse af ækvivalensklas-

ser. Den sædvanlige mængdeækvivalens er en ækvivalensrelation 

på klassen af mængder, og ækvivalensklasserne bliver ikke mæng

der (bortset fra den klasse, der har den tomme mængde som ene-

ste individ). 

En kategori består af 

1) en klasse (Jt, 'hvis individer kaldes kategoriens objek-

ter, 

2) for hvert par (fJ, 13) af' objekter en mængde :F'C!J,I3) , 

og 

3) for hver tripel (fi, 13, C) af' objekter en afbildning 

C5': :r (131 C) X :F( It, 8) --P ':F(/}, C), og vi skriver 

, (5"(3>/) ~a 0/. 
Elementerne i :rCf)) 13) kaldes morfierne fra 11 til 8. Det f'or'" 

langes, at følgende betingelser er opfyldt: 

4) hvis 1J,IJ,C,lJ .. er objekter, og /, :r(/),,,, 
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3'<: [F(I], C), h € J:"{Cf D) er morfier, er ho(tJ 0/):: 
(h0{j) øj. 

5) For hvert objekt f) findes en morfi In { F(f},,.9) , 

således at det for objekter 13, C og morfier /€- !FtfJ,/)), 

~ € (F(!1jC) gælder, at 1;; 0/:= l, J o !9 =.~. 
På samme måde som i algebra udvides den associative lov til 

et vilkårligt antal morfier, og det vises, at °f~ er den eneste 

morfi i s:'(f), fJ) med den angivne egenskab .. 

En kategori J{ = ((Jt, g;; er) har en modsat ka tegori, som vi 

får ved at omdøbe morfier fx'a /I til 8 til morfier fra B til fJ. 

Nærliggende eksempler: 

Kategorien af mængder og vilkårlige afbildninger. 

Kategorien af mængder og injektive (surjektive, bijektive) 

a:fbildninger. o 

Kategorien af endeligeomængder og vilkårlige afbildninger. 

Kategorien af topologiske rum og kontinuerte af~ildninger. 

Kategorien af kompakte Hausdorff-rum og kontinuerte afbild-

ninger. 

Kategorien af (abelske) grupper og homomorfier. 

Det kan varieres i det uendelige. En kategori kaldes lille, 

hvis klassen af objekter er en mængde. Lad J9 være en ordnet 

mængde. Vi har da en ltategori med elementerne i It som objekter 

og de gyldige relationer Cl ~ ~ som morfier. Hvis Il speciel t 

er mængden af delmængder i en mængde J1 ordnet ved inklusion, kan 

vi også bruge inklusionsafbildningerne som morfier. 
) 'tr")\ o 'Y. 

En kategori J{;:: (Ol J er ) 6'/ er °en delkategori af Jl ::: 
( N ri:' .) (){ c__ n,,', /I 8 N) 

VL..J IT) 6; , såfremt Vv og for vilkår lige ob jekter , € ve, 

desuden :;:'(/;,IJ);; sr:(1l,8) , og hvis ydel'ligere tf' er ~e6trik-
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tionen af' tf • Delkategorien kaldes fUld, hvis det for vilkårlige 

objekter Il, /3 E ()( gælder, at· (f" (11, 13) == :T(I), B) . En 

meget lille delkategori af~ kan anskueliggØres ved et diagram 

som f.eks. 

Alle afbildninger, der kan fås ved sammensætning af afbildninger

ne i diagrammet, hører med til den lille kategori. Derved fås en 

masse sammensatte afbildninger f.eks. fra Af, til C, . Vi kan 

nævne 1,/ ~ o oll. 6} , men der er mange andre. Hvis det al tid gæl

der, at alle afbildninger fra en bestemt plads i diagrammet til 

en anden er identiske kaldes diagrammet kommutativt. Diagrammet 

i figuren består af enkeltpolygoner, som ligger pænt ved siden af 

hinanden, og det er næsten indlysende, at det er kommutativt, hvis 

og kun hvis alle enkeltpolygonerne er det. I praksis er det ikke 

vanskeligt at afgøre, for hvilke deldiagrammer det er nØdvendigt 

at vise kommutativitet for at sluttel at hele diagrammet er kommu-

tativt. 

En sekvens er et diagram af formen 

1"'+/ > Il P .... +,4 .•.• 
M+~ 

Sekvenser kan være endelige .. eller.uendel:i;ge i den ene eller i beg-

ge retninger. 
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En covariant f'unktor f'ra en ka te gori J{::: (tJ( ~ d) til 
v':: (/lI J, rr", ,..» en kategori ~~ Vt ~ v er en kombination af' en afbild-

ning {)(, ~ {)(,' og f'or hvert par li) 8 af' objekter f'ra æ 
endvidere en afbildning ,:ref}, IJ) ~ :F)(/}~ 8; , hvor li: B) 

er billederne af' Il og B , således a ~ 'lJ af'bildes i ~> , og 

hvis !) 3 afbildes i /~ J l , ;vil g /I af'bildes i ! '0;,' , når 

ø·; eksisterer. En funktor betegnes med F: J-c ~;N , og bil

ledet af' e t ob jekt Il betegnes Fe/}) eller;= /) ligesom bil-

ledet af en morfi j: 11 -} IJ 
ler uden parenteser), og vi har 

betegnes Fj: F/I -, FB (med el

så F (J6J) .=- Jj o FJ . En .kontra

variant funktor .e.fVig~r., kun ved, a t !:./J -P n har billedet 

rf·- F IJ --t' F 11 , og sammensætningsreglen erFg ri; II: t;l0.FJ' 
Funktorer kan sammensættes som f'unktioner. Sammensætningen 

bliver covariant, hvis den omf'atter et lige antal kontravariante 

f'unktorer, og kontravariant, hvis den omfatter et ulige antal kon

travariante funktorer. Der er en identisk funktor (covariant) f'ra 

en kategori til sig selv, og der er en triviel kontravariant fra 

en kategori til den modsatte. Man kan ændre en coy-~riant funktor 

til en kontravariant eller omvendt, ved at erstatte en a~ katego-

rierne med den modsatte. 

En glemme-f'unktor er en funktor, der stiltiende anvendes ved 

at man se·r bort f'ra struktur, f eeks. ved at behandle en topologisk 

gruppe som et topologisk rum eller som en gruppe og en kontinuert 

homomorf'i som en kontinuert afbildning eller som en homomorf'i. 

Eksempel. Til enhver integritetsring )f (d.v.s. kommutativ 

ring med j-element og uden O-divisorer) svarer et kvotientlegeme 

/((11) • En injektiv ringhomomorfi I: /l ~ g kan udvides til 'en 

homomorfi /t'<!>: J({/}) ~ 1((13) ved def'ini tionen lIV) f = 
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_____ ~ ____ ~ _~ ____ ~. ____ .__._._ ____ --~,.--...-..----...----.--~~~---7 -.---. -

r :t':f'. " ./. . Æ ) (. > ' idet - = y medfØr)er ')ti' J:)/% , al tså # (:r) #;y :: 
'J;> !()(') ,'altSå f:;; ~ .. f;'5 · Altså er J{ en funktor fra 

kategorien af' integri tetsJ:'oinge og injektive homomorfier til Ira te-

gorien af legemer og homomorfier. 

For .hvert objekt Il 1. .JC = (()t,,9;tr) har vi to funktorer 

fil) og J/I; def'i nerede ved 

1 V) "f) ~ I·~' 

f/'ej) (f> ~ ?-j 

Vi. ser, at ~~ er covariant og !Ilt kontravariant • Hvis J't 
specielt er kategorien af topologiske rum og homotopiklasser af 
kontinuerte afbildnihger , bliver 1-1;; og HI)~ de tidl::\.gere 

omtalte funktorer '7t'/J og !JtI} over. i ka'begorien af mængder og 

afbildninger. 

Vi vil ofte bruge kortere betegnelser for hyppigt forekommen

de kategorier. Vi siger kategorien et' topologiske rum og underfor-

.. står, at morfierne er kQntinue~te~unktioner, og vi sigGI' katego

rien af' (abelske) gJ;luppe;tl" os' '~dd~r:forstår, at morfierne er homomor-, 

fier. 

Der findes en covariantf~nktor ~ f'r~ kategorien af topolo-

giske rum til den selv, !d~t $% ,er suspensioTwn af Y og for 

l ;r -'J '( er 8/: SJ' --'> SY I!~vet ved S/ (;)(,1:) = $/X), t) • 

Analogt har vi en funk tor C , der'· til ;V knytter' keglen ex. 
Vi har en kategori af rum ex, et) med basispunkt og b8.si.spunk t oe.;;.. 

varende kontinuerte afbildninger, og på denne har vi også funkto· 

I'erne S og C , blot dre jer det s ig nu om reduceret suspensiol} 

og kegle-. 
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Hvis Cl) I a) speciel t er en suspension, fører 'lC1J over i 

kategorien af grupper, og hvis (It, a.) endda er en dobbel t sus-

pension, fører 7'tn over i kategorien af' abelske grupper. Mere 

sp"eciel t er ~ en funktor fra kategorien af rum med basispunkt 

til kategorien af mængder og afbildninger, ~ en f'unktor fra ka

tegorien af' topologiske rum med basispunkt til kategorien af 

grupper, og f'or M ~ 2, er w;. en funktor fra kategorien af' rum 

med basi spunkt til kategDrien af' abel ske grupper. 

Der findes en covariant f'unktor Q fra ka tegorien af rum 

med bnsispUnkt til den selv, idet Q. (X, et) ::: (Q X, Q.) er" løkke-

rummet på X, og for /: (~o.) ~ CY,I» defineres Sl/: (Q%,a).-, 

(ny, b) ved o'J (t) # /0 f . Sammensætningen ~.Q ,hvor 11 
er et rum med basispunkt~ er en covariant funktor fra "kategorien 

af topologiske rum med basispunkt til" kategorien af grupper. Det 

er klRrt, at nllo S er en analog kontravariant funktor. 

En covariant funktor kopierer ethvert diagram, og det gør en 

kontravariant funktor næsten også, idet den blot skifter :retning 

på morfierne. Vi minder om, at Brouwer's fixpunktssætning siger, 
""" c: M--f at der ikke findes nogen retraktion r; E ...--:..,. u ,altså at 

der ikke findes noget kommutativt diagram 

hvor j er inklusionsafbildningen. Ved anvendelse af' '7l"). får vi et 

diagram 
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Nu er 1C,. (EN!) triviel, da EM. er et sammentrækkeligt rum, og 

derfor er l* og 7.. O-afbildninger. Altså vil Brouwer t s f ix

punktssætning være bevist, så snart det lykkes os at vise, at ~ 

'""41 (S NI -1) kan vælges, så '1~;, ikke er triviel. Det er desværre ikke 

så let - men vi har da også vist, at det må være lige så svært 

som Bromver's fixpunktssætning. Det bliver dog en anden f'unktor 

end W,., der viser sætningen f or os. 

"lI ( N tr _). J'J' __ (lY', rr'), -,,) Lad VL;e Vl.-, tT, u og v GlV.:r v være ka tegori-

er, og lad F; t; ;.:li ~.;}t være covnriante funktorer. Ved en 

naturlig transformation r: F --:> t; forstås en tilordningslov, 

der til hvert objekt 11 i JC knytter en morfi fJ(f1): FeJ)) ~ 

G CIJ) fra XI , således at det for enhver morfi /: Il ~ B 
fra J{ gælder, at diagrammet 

er kommutativt. Hvis F og C er kontravariante .funktorer, defi-

neres naturlig transformation analogt. Den eneste ændring hliver, 

at irtorf'ierne FV) og CV) går modsat vej. 

Hvis /1 og /J er topologiske rum, er 7r/i og ~ i'unkto-

I'er fra kategorien af topologiske rum til kategorien af mængder. 

En afbildning f/>:.8 ~ Il giver anledning til en naturlig trans-



formation ~: ~ ~ ~ , idet vi for [J] ( ~ (X) = [I); Xl 

sætter fc;r) f./J == f/orJ ~ 7C1J (.r') ;::- [8; Xl. I dette tilfælde 

er det trivielt, at diagrammet ovenfor bliver kommutativt. Af

bi.ldningen <to gi vel' også snledning til en dual transformation 

fra tJ(B . til w: /I. 

Ud fra en kategori lwn vi konstruere nye 

kategorier, hvis objekter er diagrammer af fast udseende. Således 

får vi en kategori, hvis objekter er dobbelt uendelige sekvenser 

Vi kan kort betegne en sådan sekvens (Il,?,) • Ved en morfi 

!: (B, fJ) --j (/3, Y') forstår vi en fØlge :?--f' morfier ~: ~ --1:8",. 

fra :re, således a t 

... ~ /I. ~-1 ~ It 9' .... ~ li - P'itt+ f t>.4: Ji'''''''!,a ..• 

v:~ 
. l!? IH+ f oM+< o 

~-f 
0 ·0+' lf+' 

••• ~-1.~ 8 }l8 V:4\ > 8. ~+', 8 ~~ " .. 
Alt-f . NC 

o itt+' .....,+~ 

er et kommutativt diagram. r\nalogt er der en kategori, hvis ob-

jekter er kommutative firkanter 

t 
re ) fi2, f)' - re' ,Il; 

y. 11 
?{p' . 0' 

IJ[ re > 1.3). /3; ;J> B.' 
~ 1 ' 

og en morfi fra. den fØrste firkant til den anden består da af' 4, 

morfier 
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J? li' 1"1 li Il' B ~ /J.' A.: 8,. --P gi et,! n, ----Y I' 0(1.: 174 --f ~) r f • 1 t > I ~ ~ <. 

fra ~ , så vi får en kommutativ terning 

Som et særliEtsimpel t ek sempel har vi en kategori, hvis 

objekter er afbildninger f>! 11 -/;r , hvor IJ og i er rum. 

En morfi fra f>: /) .--.,;Y til ~: 8 ~ Y er e t par at: afbild

ninger !: fJ -, 8 , d-: ;r --? Y , således a t ~ ./~ d·P . Vi har 

en funktor fra derme kategori til ka tegorien af topologiske rum, 

som til e t ob jekt f1: II --I X knyt ter afbildningscylinderen 

Zp, og til morfien (j~) en afbildning 10 d) defineret ved 

:lfJ~) (Q, t) = C/CA), t) ) Z.C; iJ} (X) :: J er) • Afbildningskeglen 

giver os en analog fUnktor, og hvis vi går over til rum med ba-

sispunkt, får vi en tilsvarende funktor af den reducerede afbild-

ningskegle. 

En morfi /:". ~ Y i en ka tegori kaldes en ækvivalens, 

hvi s der findes en morfi i}: y......, X , .. så ledes a t J ej'" 1;( , 

! O ~ ;c: fy , og vi siger dH, a t 3' er invers til I og sl{ri ver 

" :: l-t , 'V Y 6 og objekterne A og kaldes ækviv8lente. Det er 

klart, at vi har en ækvivalensrelation, og kategoriens klasse at' 

ob jekter bliver derved del t i rekvi valensklasser • }f:,:m.gdeækvi valens, 

homøomorfi og isomorfi er kendte eksempler. 
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Vi har en kategori, hvis objekter er (par af) topologiske 

rum (med basispunkt), og hvis morfier er homot9Piklaeaer af af

bildninger,. Ækvivalensbegrebet i denne kntegori bliver homoto

piækvivalens. 

Et initialt objekt i en ka tegor! er et objekt med netop 1 

morfi til ethvert objekt i kategorien. Et finalt 'objekt er et 

objekt'med netop 1 morfi fra ethvert objekt. Alle initiale (fi

nale) ob jekter i en kategori er rekvl valen te. Den tomme mængde og 

det tomme rum er in! tiale objekt,er. Et 1-punktsrum og en triviel 

gruppe er finale Objekter. 

Direkte systemer og inverse systemer er s~ecielle kategori

er. Hvis, (~,_11'01) er et direkte syst.e~, der er delkategori 

af en kategori Jo(., , kan vi betragte objekter Å' fra J{ , og for 

hvert 'X familier af morfier /;: ·1.....,:x , s8.1ede 6 at det for 

alle ~Æ gælder, at ri:: ~ o ?lit • Hvis Y er et andet objekt 

og ål: ~ ~ y en anden f'smilie uf morfier, som tilt'redsstil

h: ;r~ y ler den samme betingelse, vil vi betragte morfier 

fra J~ for hvilke 3J :: htlt 
delka tegori i X. Vi ser, 's t 

for alle J'. Derved får vi en ny 

/'Mv-t (1"'i,}J netop er et ini-

tialt objekt i denne lwtegori, og det betyder, at de betragtede 

familier !J: ~. ~ X m' morfier netop er dem, der kan falttorise

res prt formen }~ ~ /,'AM..--t (IJ''!'1,J)..L, X, hvor h er entydig 

fastlagt ved familien h . Vi har et slagord i denne situation, 

idet vi siger, at /':.wv~ (M;'7'i~J) er et universelt objekt for 

de betragtede familier af.morfier. Her er der tale om et initialt 

universelt objekt for en final situation. Hvi$ det drejer sig om 

ikke tomme mængder og afbildninger vil mængder med 1 eleme~t være. 

finale universelle objel~ter i den sn~me situation. Hvis (IJI9',j) 
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er et inverst system, kan vi betragte den-duale situation, og 

J,'NV\+-- (';;J~jJJ) er da et finAlt universelt objekt for en ini

tial situation, og hvis det specielt drejer sig om mængder og 

afbildninger, er den tomme mængde initialt universelt qbjekt for 

den samme Ri tuation. 

Lad (~IJ EJ) være en familie Elf Fl.belslee GT'upper. Vi be

tragter R11e mulige v8lg nf en abelsk gru?pe X og ho-momorf'ier 

j} : Æ ~ C
t 

. Ethvert sådan velg bestemmer netop en f1fbildning 

co:-X ---t 77 Gt , og hvis vi indfØrer den nærliggende grl1p-pestruk-
T (r'd d 

tur (~J + ~) ~ CAJ +1/) på lJ Ct . bH ver fiP en homomorfi. 

De mulige valg af ;y og ,,) J &J ' er altså netop alle, der kan 

faktoriseres på formen 

hvor f>J er projektionen. Altså er gruppernes produkt Il!,; ~ 
nal t universel t element i den f'oreliggendeinitiale situation. 

fi-

Tri-

vielle grupper er lni tiele universelle objekter i c~en samme si tua- -

tion. 

Lad [ ~ J J EJ) værG en familie af fl.bel Blee gru~9per. Vi be

tragter alle mulige valg af en f:\belsk gruppe ;( og homomorfier 

~,' S ~;( · Med I~ 4; :=;0 0- betegner vi undergruppen af 

fnmilier (~) med 7 #- O undtngen for endelig mange ;. Den kan 

opfa ttes som gruppen af endelige summer ;tf +. -. + 1""- med 7" € ~v 
med den naturlige ltomposi tion, og homomorfierne rj._ bestemmer da 

entydIgt en homomorfi )O: J<lj ~ ---Y;( ved. '1 (7' + ... + -)~) ~ 
~(~,) + . -. + ~M. (X;4'I) • De betragtede valg af' X og ?} ,j GJ' er 

altså netop alle, der giver faktoriseringer 
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hvor ~ er den naturlige indlejring. Vi ser, at 

ni tial t universelt ob jekt i en final si tua tion. 

FAT 79. 

er i-

I k8tegorien af Abelske grupper er mmngden af homomorfier af 

f) ind !J selv en abelsk gruppe. For rJ,~: Il ~ 13 har vi nem

lig 

(Cf+ r) (;(+1):: et (;r+)) + 'lj/Cx-+)) =- f/C;() + ~C)'} + ptx)+ ~cy):o 

ClCX) + ycx>+ fPly> +y/'0') :: (r;+ 7j/") ex) + (r; + ljP)C));1 

men oVGY'gnngen fra f~~rs te til nnden linie beror på l(O!!l!llU ta ti vi te-

ten. 

li'unktorer fre k8tegorien af ebelske grupper til samme katego-

ri er særlig interessante når mængderne af homomorfier afbildes 

homomorft. Sådanne funktorer kaldes additive. 

Kapitel 6. 

POLTIDRE 

I den ~lgebr~iske topologi benyttes polyedre (meget mere ge

nerelle end de klassiske) som særlig simple modeller af topologis-

ke rum. Nyere un(lers~ge18er viser, Dt pol;}Tedrene er generelle nok 

til, a t alle de fænomener, d er kan skelnes ve d den algebraiske to

pologis metoder, indtræffer for polyedrene. Vi indleder med nogle 

abstrakte begreber. 
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Defini tiQ.n 6.1. Et simpliciel t kompleks li er en mængde af 

endelige ikke tomme delmængder af en mængde H , således at fØl-

gende betingelser er opfyldt: 

1) 'ri J, ~ fI ({ h t ~ J<) 
2 ) '\1' S I t ~ f/ (( S G /~ /i t ~ S A t ~ øj ~ t e Jf ). 

Elementerne i I~ kRldes sim21ices og elementerne i AI hjørner. 

Vi ser, a t H er for'enings mængden af alle s implices i . J{ • 

Ji.:::t simplex S er således en endelig, ikke tom delmængde af II . 
Et delsimplex i .s kaldes en side i S • Vi kalder S et /Yl-sim

plex, hvis det har M+ 1 hjørner. Det er klart, hvad vi mener med 

en ~ -side i S og med en ægte side i S • J\ntDllet af' ~ -cider 

( M+ f) i et kt -simplex er . ~ + 1 • Et nim';)liciel t komplex kaI des ende-

ligt, hvis antallet af simplices i det er endeligt, og det er ens-

betydende med, a t ant8l1et af hjørner er endeligt. 

For et simplex S betegner S det simplicielle komplex, der 
. 

bes tår G.f alle sider i S ,og .s be tegner det si mplicielle kom-

plex~ der b~st&r af alle ægte side~ i $. 

Et delkompleks nf et· simpliciel t kompleks ;f er en delmmngde 

af ){, der selv er et simpliciolt kompleks. Det kaldes fuldt, hvis 
. 

ethvert simplex· S e I-{ for hvilket S er i delkomplekset, selv 

er i delkomplekset. Ethvert delkompleks i li har en mindste udvi

delse til et fuldt delko~'Pleks 1 1-1. 
Vi vil ikke Bkelne omhyggeligt mellem hjy~rne og 't-simplex. 

For enhver mængde' f-/ har vi et simplicielt komvleks, der består af' 

de endelige, ikke tomme del mnmgder [tf II. For fI::: IV har vi e t 

simpliciel t komplelm beflt&ende af nIle simplices (M, 1111+(~ .'., ~M) 

og alle sider i disse. Det er let at lave Dlere eksempler. 
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g~!~ition 6~2. Lad II, og /<~ være simplicielle komplek

ser, og lad A1 være mængden af hjørner i /1, og ~- mængden 

af' hj~~rner i J<2,. Ved en simpliciel sfbildning / " Ir, --J I~ 
forstås en aflJildning, dep er induceret af en '-"'fbildning <J1:}I, --If4. 

T~n nf'bildning r,o: fI, ---'1 f{ vil ~1benbr'rt inducere ell sim

pliciel ::fbildning j: II, --1 1.(2., , hvis og kun hvis den a:fbilder 

elementer, der er hjØrner- i et simplex, i elementer, der er hjør-

ner 1 et simplex. Billedet af' et M -simplex vil være et ~ -sim

plex med ~ ~ lIV. 

Vi vil også interessere os for par (/I"L. 1) , ().(4 1 L4 ) af' 

simplicielle komplekser, idet L 1 ~ /(,, .Gl. ~ /~ • Ved en Blm-

pliciel nf'bildn:ing I: (N'1 l,) --1 (AL ~l..) fOl'stLr vi en af

bildning ;.,: N, --., /{ med en restriktion). : 1., f -) la . Der 

findes et tomt kompleks ø, og vi r;;o;tter (I{IØ) =- I{ , fJ:~ vi 

ha!' in1\.lusionsafbiluningcr l ~ 1< ----7 (II, l). 

~!ning 6.3. Der findes en kptcgori af' simplicielle komplek-

ser og simplicielle n:fbildninger, samt en kategori af simplicielle 

pBr og simplicielle a:f.bildninger. 

Bevis. Klart. 

Vi kon selvfølgelig også indf/lre tripler. Vi skal nu skabe 

f'orbindelfle melle~n simplicielle koml)IGkocr og topologifJke rum. Der

til benytter vi rummet JH, hvor fI er mængden af hjørner. 

D~rinition 6.4. Lad 

mængden ar hjørner. Med 

II være et simpliciel t kompleles og fI 
P (N) ~ l H be tegner vi mængden af 
""" 

punkter (X;, I h € II) , for hvilke det gælder, Dt mængden (h l Xh ;> o) 

er et simplex, samt 
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Den første betingelse bevirker, at summen i den anden be

tingelse er endelig. Vi bemærker, at Jo( er bestemt ved ~ (N), 

idet den fØrste betingelse bevirker, at man kan se på ~ C}()) 
hvilke delmængder af )-j. der er simplices • 

Lad, S G /{ være et M-simplex, c;>g vi lean antage, at dets 

hjørner hedder O, f, ... ) M/, så et punkt i .P (S) 
IWI er givet 

ved et lcoordin8. tamt (Xø ,···? KoM) ,hvor X" ~ ()) ••. ,. X"" ~ O) , 

X + ... +;r et t .. Som punkt i f!... (N) har det alle Øvrige koor-o M .,.... 
tf) , M+ t 

dinater = O. Vi ser, at ~ C S) ~ /( er det konvekse hylster 

for basisvektorernes endepunkter. 

Vi siger, a t l'll,-I- f punkter i et affint rum er i almindelig 

beliggenhed, hvis de ikke er indeholdt i noget' affint ~~t-dimen

sional t underrum .. I et rum med færre end. Nt- dimensioner kan M+ t 

punkter aldrig være 1 almindelig beliggenhed. I et ~-dimensionalt 

rum kan en mængde af ~ pu~ter i almindelig beliggenhed al tid ud

vides til en mængde af M-f" t punkter i almindelig 'beliggenhed. Der 
, A1 >, NI. 

findes netop 1 affin afbildning j: R -..,. 1'\ ,som f0rer M+ l. 

gi vne punkter i almindelig beliggenhed over i M+ t vi lk:J.rlige 

gi vne punkter, og hvis også disse er i almindelig beliggenhed, vil 

I være en homøomorfi. En mængde bestående af M+1 punkter i al

mindelig beliggenhed i et affint rum er indeholdt i netop 1 M-di-

mensionalt underrum. 

Det konvekse hylster for M+{' punkter i 21mindeTig beliggen-

hed i et aff'int rum lwldes et reelt M-sirriplex. Alle stldanne er 

indbyrdes homØomorfe. Vi har se t, a t e,( S- ) , hvor $ € J.( er 

et At-simplex, er et reelt M-simplex. 

Ved a:f'b ildningen e vil hvert M -simplex Se li svare til 

et reelt M -simplex i en M+ f-dimensional delterning at' III" En 
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side i S svarer derved til en side i det reelle M-simplex. 

For S, t ~ /f er e (S) n e (/) =- ~ (S Il 'Ii). 

hvor 

Et hjØrne ~ 

~ fortolkes 

kan identificeres med billedet 

Gom et O -simplex. Derved bliver hjørnerne 

I H o 

identificeret med basisvektorerne for o ,som alle ligger i 

~ C)() , og hvert punkt af' ~ CI<) bliver så en linearkom

bination E 1 '1 l hvor alle ~ ~ O I og ~ >- O ind.træffer 

for hjørnerne i et simplex .. dg r:/Xj:= 1-
Q ')/ 

For S (;0 /-1 er delrumstopologien fra l p& ~ (s) den 

sædvnnlige topologi på det reelle simplex, men for hele ~ (lO 
. . III bliver delrumstopologlen fra grovere end ønskeligt. Vi fo

på ~ Cl<) , i det vi definerer retrwkker at indføre em metrik 

afstanden mellem 5::: Eitj) og 1- = EJ; ~ ved 

. Det har mening, fordi summen bliver endelig, og derfor er det 

også klart, at d/s t bliver en metrik. Vi kalder ~ (.Io() med 

denne metrik det ved )~ b esternte metriske polyeder, og vi be

tegner det , l< J ri • På hvert reel t simplex b li ver den ved me-

trik;{cn inducerede topologi identisk mi~d delrumstopologien fra 

I~ 
En simpliciel afbildning J: /{ ~ 1<' induceres af en af'-. 

bildning ,,: 11.-, II' p,f' de tilsvarende mængder af' hjy)rner, og 

derved induceres e tf} : ~ (/r) -'---7 ~ (/-t) defineret ved 
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hvor summen på hø'jre side reduceres, hvis flere ~(~) er i

dentiske. 

Vi skal ikke spilde tid på a t undersøge, om ~ V) er 

kontinuert i den metriske topologi, men i stedet endnu en gang 

skifte tOl?ol.ogi. 

Vi betragter igen et simpliciel t kompleks j.( med mængden 

II af hjørner. Ved NI -skelettet /{1IrII ~ li forstås ~ængden af 

~ -simplices i jo{ med ~ ~ M,.I • Så er !{ o ? 1< f ~ J.(~?i . .. og 
00 U /<M = 1-< men. vi har tillige ~ (/(0) ~ e (I<?~ og 

"""0 o P,..,., l. ;.t~) ~ PAM lN) , og det gælder endda ogeo, at 1/<,° Id 5 
,ii. '-' ~ .. . og O II~M( J ~ l J< Io' . 

1 v ~oo 

Vi kan be tragte fI) Io( o og ~ (/<(1) som samme mængde. Vi 

bemærker, at vi får 'p"(!<j ud fra ~(/<4Il-' ved at tilføje 

bidragene til e C/-{) fra alle M-Simplices' i I{. For et Al

Simplex S gælder nu, at e (s) allerede er bygget ind i 

~ ( JjIllt-1). .13. (s-) ... , ~ ,og .... , som er en M -celle, klæbes derfor til 

1:- (/.('I\~~ med inklusionen e (s) s e" ( I<M--') som klæbeafbild

ning. Vi kan danne den di.sjunkteforehing af alle ~ ("$) sva-

}~ ~(V~~' rende til Nt -simplices S 6 ") , og klæbe denne till;.... 1\ ./ 

ved den klæbeafbildiling, der er sammensat af randens in1clusioner. 

Det er nu naturligt, at definere topologien på f.'MA (/1) ved 

den her omtalte ~ølge af sammenklæbnirtger. Det fører til, at en 

mængde i e. (/0 bliver afsluttet, hvis og l{un hvis dens fælles

mængde med enhver mængde l!- li) for S € J{ bliver afsluttet"1 

Derved bliver ~ CJ.{) netop direkte limes ~or (p,..,. (Ii"')) med 

inklusionsnfbildr~nger, og det er også klart, at topologien bliver 

kompakt f'rembragt. 



( 

( 

( 

( 

~ini~ion 6'.5. Den topologi på ~ eN)' , der er bestemt 

ved, at en mængde i ~ CJ<) er afsluttet, hvis og kun hvis 

dens fællesmængde med ethvert afsluttet simplex i ~ (J<) er 

afsluttet, kaldes den koherente topologi p5. ~ (J-O,' og ~ (It) 

med den koherente topologi keides det til J~ svarende polyeder 

og betegnes IHt. 
Det er nu klart, at følgende sætning gælder: 

§ætn1:gg·6.6. gn afbildning /: INJ --9 Y er kontinuert, 

hvis og kun hvis dens restriktion til hvert afsluttet simplex i 

J H I er kontinuert. 

Speciel t vil en simpliciel afbildning .j: Il -7 !<' . indu

cere en kontinuert a:Cbildning VI: /J-? l ~ l N'1 • Altså gælder 

følgende sætning: 

Sætning 6.7. Der er en covnriant funktor, som til hvert slm

plicielt par CN, L.) knytter et topologisk par elNt J1L,I) , og 

som til enhver simpliciel afbildning j: (!<)~) ~ U/J L/J knyt

ter en kontinuert afbildning VI: (lNI,ILI) ---7 ([N'l> IL/I). 

Udvidelsen til par er triviel. Hvi s j er en inklusionsaf

bildning, er VI en inklusionsafbildning. Afsluttede simplices i 

11<1 er afsluttede mængder. Den lcoherente topologi er f'inere end 

den af metriken inducerede. 

Sætnt.n~ 6.8. 3:t polyeder IHI er et normalt rum. 

Bevis. D~ l N'-\\ få s ved påklæbning s.f celler på II{ IM- t I 

er 1 HNll normal t, hvis I NIM-tt er det. Men så giver induktion; 

at l UA\1 er normalt for ethvert 111. Lad li ~ lo( være afslut-

tet og j;:1) ~ [Q,l>] kontinuert. Det er nok at vise, at der 
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findes en følge af af'bildninger }: li U I J(''''I} ~ [a,6] , så 

enhver er udvidelse af den foregående'. Hvis jN\. er konstrueret, 

,foreligger j""+! allerede på (Itu fJ<"tI)n \/<111+1/ , som er 

afsluttet, og den kan udvides til JN NI+'\ ,da 1J("'+f/ er nor-

mal t, men den derved opnåede f'unktion 1?liver kontinuert på 

f) V 1/) M..f'1 I 
\. • Dermed er sætningen b evis t • 

Derini tion 6.9. For ethvert simplex S 6 /{ kaldes (S\' I eS l ~ 

IHI et åbent simplex i I HI og betegnes (5). 

Hvis S er et O -simplex, er eS e ø , 8,1 tså lsI ~ (5) • 

Et åbent simplex <$> er en åben mængde i 11< I, hvis og 'kun 

hvis S er et maksimal t simplex i Jo{. 

Sæ~ning 6.10. De åbne simplices i IJ~I udgør en klaGseind

deling Rf I J< f. 

:Sevi s. Et punkt ir ti I N \ har en fremstilling ! ;: I..'') }--J 
og de h;' der' har strengt positive koefficienter, er hjørner i 

et simplex S med Å f (s> • Så er X ikke i noget m:i'ndre sim-

plex, og 8,11e s tørre har ~ i en ægte side. Dermed er sætningen 

bevist. 

Q..~f.i!lt.~ 6.11 • Det simplex $ G I{ , for hvilket X (; I I< l 
tilfredsstiller ~ ~ < S) ,kaldes bæreren for ;(. 

lli:l.ini ti9E; 6.12. En mængde fJ i et topologisk rum X'kal

des diskret, hvis enhver delmængde af )f er afsluttet. 

,Sætning 6.13. En mængde i }HI er diskret, hvis og kun hvis 

dens f ællesmæmgde med hve rt åbent simplex er endelig .. 
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Bevise Betingelsen medfører, at mængden har endelig fælles

mængde med hvert afsluttet simplex i 1)<1, og det medfØrer åben-

bart, at enhver endelig delmængde af den er afsluttet. Hvis be

tingelsen ikke er opfyldt, indeholder mængden uendelig mange 

punkter af et afsluttet simplex l si ; r NI ,og dernled en del

mængde af' lsi·, som ikke er afsluttet (man fjerner et fortæt

ningspunkt). Dermed. er sætningen bevist. 

Sætning, .6."14. En mængde f) i et polyeder INI er kompakt, 

hvis og kun hvis den er a.fsluttet og dækket af' endelig .mange åbne 

simplices. 

Bevis. Hvis 'betingelsen er opfyld t er mængden dækket af en-

delig menge a.:fsluttede simplices , og dermed er d.en foreningsmæng

de af endelig m8.nge kompak te mængder, al tsu kompak t. Vi ved, a t It 
ikke er kompak t, hvi s Il ik;ke er afsluttet. Hvis IJ indeholder 

punkter af uendelig mange ~bne simplices, har· ~ ifØlge sætning 

6.13 en uendelig diskret delmængde, og så kan IJ ikke være kom-

pakt. Dermed er sætningen bevist. 

J1~finiti2l1 6.15. Lad /i være et simplicieit lcompleks og 

S G /{ 

ces <t) 

et sim~;?lex. Forenlngsmmngden af I si og de åbne Bimpli

, for hvilke S er side i t, kaldes stjernen for S og 

betegnes si s. 
Hvis h er et hj(t,rne i i<, er sfh således foreningsmæng

den af alle åbne simplices ($) , for hvilke h er hjørne i S. 

~.:t!nina: 6.16. Stjernerne si h for hjørnerne i et simpliciel t 

kompleks /1 udgør en overdJ.r.kning af I Jo( I med åbne mæn.gder. 
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Bevir:,,, Da ethvert åbent simplex har hj}tlrnet·, er det klm't, 

at ~)t.jernern0 dækker 11< f " Lad h være et hjl'J'ne .. Vi skal vise, 

at II ~ INI " si h e~r a:fs1uttet .. Hvis S e 1< l 
har P; som 

L Il r. l S l ::: l srI') " Ev.is '7 er hjy:1rne i S S' er " 

hvor 
t . 

S ' er si den OV8l?for h • Dermecl er sætningen bevist .. 

~Lt.:L.Q..u 6."17 .. lH 8im:~)lieiel ti }..:ompleks J<. kaldes lokal t. 

endeligt" hvis hvert hjØrne i li er hj~jT'ne i hy~jst eno~;.elig mange 

si.mplices i J<. 
Det er ål')Embc,rt ensbetydende med, at alle stjerner er ende-

lige. 

?31'tnin,g 6.18, For et simplic.iel t kompleks J{ er følgende 5 

egenskaber indbyrdes ækvivalent.e: 

1) J 1< I er metrisabel t. 

2) Der findes en numerabel omegns'bo,sis for hvert hj~w'ne 

i 1/-<1 $ 

3) N er lokal t endeligt. 

4.) INI er J.okrJlkompakt .. 

,5) Den identiske afbildning giver en homøomor:fi /1<1 -...,IN),-

Bevis. De t eI' klart, a t. 1) =lo 2). Lad J, være et hjørne i /~ 

og lad· Ur 'i? l/~ i? lis ·2 være en numerabel bA. Bi 8 for om-o 

egne af' h € I il I . Lad os ant:~ge, nt der findes en :t\Hge 

<S,»<~»).~· nf forskellige åbne simplices med h som hjørne. 

Vi kan dn vælge a"" G. Z(vr 11 (S~> ,og vi har da ((/M) ~ h i 

modstrid med, at {aM) er diskret ifynge sætning 6 .. 13 .. Del"l~led 

·har vi vist, at 2) "'" 3) o Det er kl~lrt, at ,3) .,jo J.i-) 1 da BtjerneI'n~ 

for hj'~'iI'nerne :får kompnl{t afslutning .. Af: sætning 6.14 følger på 
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den anden side, at 4) ~ 3). Hvis både 3) og 4) gælder, har 

stjernerne kompakt afslutning, og så afbildes de hom0omori't 

ind i INIJ Dermed har vi vist, at 4) ~ 5), os det er tri-

vie1t, at 5) ~ 1). Dermed er sætningen bevist. 

Defini ti~ 6 .19 ~ Ved en triangulering &f' et to:;:;oloi:sisk rum 

X forstås en homØomorfi r: Il< I -7 X , hvor 1< er et simJ;;lici

el t kompleks. 

Det er derefter klart, hvad vi mener med, at et rum kan 

trianguleres eller er triangulerbart. Bortset fra trivielle til-

fælde vil et rum selvfølgelig heve mange trianguleringer, hvis 

det overhovedet har nogen. 

!2.efini tion 6.20. Ved en triangulering af e t par (~IJ) af 

topologiske rum for,stås en homØomorfi Cf: (INI) I~t) --7 lÆ)!}), 

hvor [N, L) er et simplicielt par. 

Det er klart efter det :foregående, at triangulering af lcom-

pakte rum kun kan ske ved endelige simplicielle komplekser, me-

dens ikke l{:ompakte rum kræver uendelige simplicielle lwrlplekser. 

Lokalkompakte rum kræver lokal t endelige simplicielle ko'T):ple}~ser. 

hvor 

og 

(E Nf) 51>11-1) Vi har set, at kan triEmguleI'8s 

s 
J< pN\ 

er et .Nl-simplex. Det er let at vise, at 

kan trianguleres. PrØv at triangulere 

2-sirnplices som muligt. 

ved (SJ S)) 

/{~ 7'~ p~ ep'" 

rp~ m''''d c.", oP!', I .\v U~l ..L~ .... 

Et simpliciel t kompleks kaldes M -dimensionalt, hvis det O~TI-

fatter mindst et lI1-simplex, men intet M+t-simplex. Derefter er 

det klart, hvad der menes med "endelig dimensioll[l.l t", "uen.'Jelig 

dimensional t "og "hØjst M -dimensional t". ·Zt si mpliciel t kompleks 

kan være endelig - dimensionalt uden at være lokalt endeligt og 
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omvendt. 

Hvis Ji er' et endeligt simpliciel t kompleks, kan I J< I al

tid indlejres i et afsluttet N -simplex IS/, hvis /{ har 
'-N 

N+1 hjØrner, og l.s} kan indlejres i R ,så 11<\ kan ind-

. . nN 
leJres ]. ,'\ . 

Hvis Oll skal kunne indlejres i 
'N R for et passende 

N, må N have dimensio:n ~ N, og være lokallcompakt, al tså 10-

kaI t endeligt, og da mængden af hjg)r~ler skal af'bildes ·p,J. en di s-

kret mængde, må mængden af' hj~6rner være numerabel. 

Lad os antage, at J~ opfylder de anfØrte betingelseT~ og 

I) }I 'i1~M+f, 
har dimension Nt. Vi vil vise, a t "\ kan indle jres i l"t 

Lad (~) M G D være fyngen af hjØrne r. Vi vil indle jre 11<.1 

så h~ får sids te koordina t ~. Lad os antage, 8. t vi allerede har 

fået indlejret det delpolyeder af IJ~I, der omfatter alle sim-

pli ces med hjØrner blandt h ." hø, -t fJ ) ) 'f • 8& skal h, }laceres, så 

det bliver hjØrne i visse simplices. Lad S være et af dem, o"'" D 

lad t være et, vi har i forvejen. Så må indre punkter i I si ikke 

tilhøre Ill. Det vil være i orden, hvis alle hjy~;rnerne i IS l og ,li 

er i almindelig beliggenhed. Det. c:rejer sig om h~,)j8t 2M+ t hj~:'r

ner udover h~, og det betyder, at h, skal vælges udenfor en 
"h<Ih+ { 

hØ jst .2/V1 - dimensional mangfoldighed i ,"'\ , al tsG. udenfor en 

h,tjst ZIVt-1 -dimensional mangfoldighed i det ved ~M""'f =-? be

stemte affine underrum. Der bliver endelig mange betingelser af 

den slags, og valget af As. er derfor muligt. Vi opnår, at hvert 

afsluttet simplex i /1</ bliver afbilde~ homØomorft, og det sikrer, 

a t vi får en indle jring. De t er ikke svært a t vise, at <111'1 + I er 

det bedste valg. 
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Kapi tal 7. 

BARYCENTRISK VIDEREDELING OG S H1PLICrSL A?PROKSDÆATION. 

En triangulering af et rum kan fortolkes som en opdeling af 

rummet i simplices • Vi skal nu f'orl<:lare, hvorledes 5erme indde-

ling kan gøres f'inere ved systematisk videredeling, og hvorle-

des vi derved ofte kan approksimere .s.:Lbildninger med s~"m]liciel-

le afbildninger, således at den c'-.Dproksimerende afbildning bli-

ver homotop med den oprindelige. 

Definill2.!! 7.1. I et reelt M -simplex lsi 

kaldes punktet .-.1- h +. -' +..L-h simplexets DEcrycen-
l1li+ 1 o M+1 '11 

trum. 

For ~ == Xi) ha + ... + it ~ krrldes s~d t,::;t, (Xc,' .. ,X",.,) c :ES:1 

punktets barycentrislce koordinAter. For et O-sim"01ex h er h 

selvf'ølgelig også barycentrum. I et polyeder 

sluttet simplex I S! 
hedshensyn) be tegner m':;d S. 

INI 

( ~,"." ,O_J. 

Def'ini.!i2.n 7 ~2. Lad /1 være et sim:pli~iel t kO::i.;;lcks. V,.-;~l 

den barycentriske videredeling sd. J-t Elf' /-{ fcrc~t~lr vi '~2't. ci y

'!-

plicielle kompleks, der har mængden nf si m~)lices i J{ 

de af' hjørne r, og hvi s simplices er de endelige mængder af s i:n

plices i Ji, som er fuldstændig oI'c1.m~t ved inkLwioI'-. 

Det er klart, at sol H er e t sim:,_)liciel t kompleks. 

Isdl: lsd 1<1-) I/{\ _, ..J.I ~ 
', .. 0 ,_ ~, 

neres ved at pur:ld.et ;(::: X,So + . .. + ~1 SIW , hvor S4f c S, C '" C. S __ ) 

afbildes i det punkt ~.s;, + ... + XI\,tS'N\ e 11<1, der f~s Ved at for to='_-
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ke hvert &.., som bnrycentret af I $)0' I. 

Sætnin,g 7.4. IscLl er en homØomorfi. 

Bevis. Vi må fØrst regne billedpunktet rigtigt ud. Lad os 

antage, at So = (ho~···) ~l{,), S,= (1,0)·0 .)hJlo~···~ ),1/,) ) 

S~ :I (hø) o • o , J, y. } ••• ,hl/. , . , '.J hil ). Vi får da 
'.. o 1 '11 

lsd I ( Xo So + ... + x"" S,,,,) = 
..... ;.!.~. , 

XItIL J XM. h ) -n +, .. +_.y == 
Y,.,. -I- 1 Yo VM"'" 1 hl 

(
XC) X"", )h (Xo XI\oV ) h (X" x ....... )h + ... -+ ... + -- +"'-f -+ ... +-- + ~ + ... + --. +1 

1{, + 1 )I~ -+ 1 () ~ -+ 1 liN\. + 1 J'o 'Y,-+ 1 ~ -I- t ~ 

(31- + + X"",) h ("'-f Xii'! ) h + XM h + x..... h + ~+1' . o • ;:;;;:rt ~, + . - . + l!.-1+ t + Y'",,+ 1 ,~-1 ~ +1 )1,.._,,-1-' ... ~+1 >'~. 

De t er på forhånd klart , at koeff'ici enterne får sum 1, men slæp

tikere kan regne det efter. Da Isdl er lineær på hvert afslut

tet s i !Ilp l ex , er Isell kontinuert. Vi skal vise, at lsdl er bi

jekti v. ,Et punk t af' I J{ I har formen Jo ho + . ~ . +!lM. h"". Vi kan tc:sn

ke o s, a t vi har valgt rækleefØlgen af indices, så .Yø ~!lt ? , .. ~ JM. , 
og vi skriver S8 punktet mere udfØrligt på formen 

2
0 

hG +,. o + Zo ~ + 2 , h -+ ... + Z h -r Z h -f o" + 'Z. h -+ Z ~ + 0'0 +1... h 
/ o /"ø.f1 l;<tf <'/1+1 ~-? "P~-I ~)-I~-I+? ~/"~) 

hvor vi blot har ombenævnt koefficienterne, so. vi har Z.O > z.? > ' .. >.z;~. 

Vi sætter nu So = (hO)' o.) ~o) , 51 = (hOl"" ~f)) .,. ) S~ = ("OJ' o") ~~)o 
Dernæst sætter vi -\,= (Zo-Z,)0+ f) , x,= (Z,-Zz)jI-',+1),'" ) X~-t = 

(Z$_, -:Z~)Y-'~-/I) og -\ :~Y'~ +1). Så er XoSo + ... +X~ Sl et punkt af 

IsdN 1 ,som ved I sd I afi>ildes i Jo ho + o" + j'NL ~ , og det er 

åoenoart det eneste punk t med denne egenskab. Al tså er l SeJ J bi

jektiv. Da originalmængden til hvert afsluttet simplex i IR/ er 

kompalet, er I soli en homØomorfi på enhver sådan origins.lmængde'. 

, , 
' .. ,' ", . 



Altså er Iscll-1 kontinuert på ethvert afsluttet simplex og 

dermed kontinuert. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 7.5. Et reelt simplex har to hjørner, hvis afstand 

er simplexets diameter. 

~ J
Q-IN 

Bevis. Lad 5 , være et reel t simplex, og lad cv, 6 6 S 

være punk ter. Lad S' være den side i S, der er den mindste 

side, som indeholder Q, og bo Den re tte linie gennem ~ og b 

skærer randen af $' I 6' i punk ter a" hvis afstand er ~ af-

standen mellem I b' a og o. Hvis f.eks. 
• ro ' ikke er hjørne l Q 

b
, 

vil ligge i en lA • d af S' r -Sl e med 
) 

kan vi lægge et liniestykke gennem b. Det vil skære randen af 
» m 1 -siden i punkter b og b , og et af disse vil have større 

) I afstand fra a., end h har. Ved a t fortsætte processen ender vi 

med to hjørner, hvis afstand er 6 afstanden mellem a og o. 

Dermed er sætningen bevist. 

Hvis S' er et reel t M--simplex og S et m.-simplex, har 

vi al tid en affin afbildning Cf: I SI -> S , som er en homØo

morfi, og den afbilder barycentret af hver side på barycentret 

af den tilsvarende side. Afbildningen 

Isalsl Isell )\.5\ re ;> S' 

fØrer den barycentriske videredeling over i Si, som derved bli-

ver delt i reelle simplices. Vi kan derfor tale om barycentrisk 

deling af S}. 

Sætning 7.6. Lad S' være et reelt ~-simplex. Så er diame

teren i hvert delsimplex i en barycentrisk deling af S' hØjst 
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M~1 gange diameteren af S~ 

Bevis. Af definitionen af den barycentriske videredeling 

af S' og af sætning 7.5 følger, at diameteren af et delsimplex 

er afstanden fra barycentret af en eller anden ~ -side i S) 

for et ~ ~ NV til et hjørne i S', altså efter passende numme-

rering af hjØrnerne i S) fra.-L h + ... + L h til ho ' og 
J ~+ 1 o ~+1 ~ 

den er _7_ gange afs tanden fra 1. h + ... + 1. h til ho ' og den 
1+1 ~ 7 ~ $ 

er ~ diameteren af $'. Dermed er sætningen bevist. 

Det kunne se ud som en grov vurdering, men det er i virke-

ligheden den bedst mulige. 

Et simpliciel t kompleks J{ har en barycentrisl( viderede-

ling sd /1 , som igen har en barycentrisk videredeling sd.4 li 

o.s.v. Por hvert ~ findes der en itereret barycentrisk videre

deling sd ~ Jo( og en homøomorfi Isd$.): lsd'/{ 1--7 INJ • Derved 

indlejres hvert simplex i I sd ~ HI som del af et simplex i I N\. 

Med I NId i stedet for ) J< l har vi f~"Hgende sætning: 

~ing 7.7. Hvis /-( er et fiV-dimensionalt simplicielt 

kompleks og t et positivt tal, findes der et naturligt tal ~) 

således at billedet i IHl d ved Isd~1 af hvert simplex 

(stjernen for hvert hjørne) i I sd$. 1<1 har diameter < E.. 

Bevis. Diameteren af et vilkårligt simplex i I sd 1 /{\ er 

ifølge sætning 7.6 hØjst (~)$. (og af en stjerne hØjst det 
m+1 

dObbelte). Heraf følger sætningen umiddelbart. 

~ætnin.g 7.8. Lad J{ være et endeligt simpliciel t kompleks, 

tY et rum, og /: INI ----;> X kontinuert. Lad (l/JIJ€J) være 

en overdæln1ing af X med Qbne mæng(ler. Der .findes da et naturligt 
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tal " således at 

afbilder hver afsluttet simplex (den afsluttede stjerne for 

hvert hjørne) i Isd1-NI ind i en af m\Bngderne '1t. 
Bevis. Da J{ er endelig, er INI == /lild kompakt, og 

da (j-1(~) I tf 6}) er en overdækning af I Nid med åbne 

mængder, giver Lebesgue's overdækningssætning, at der findes 

et c > O ,så enhver mængde i J N I , hvis diameter mål t i 

J N l cl er ~ E, afbildes ind i en af mængderne ~. Sætningen 

følger derefter umiddelbart af sætning 7.7. 

Vi skifter til kapitlets andet hovedemne. 

) 

Definill2!! 7.9. Lad )i og /1 være simplicielle komplek-

ser, r;: H --7 It en simpliciel afbildning og /: IH I -7 IN'I 

en kontinuert afbildning. Vi siger, at ~ er en simpliciel ap

proksimation af ~, såfremt det for hvert punkt ~ G IJ~! gæl

der at ethvert afsluttet simplex i ) H') ,som indeholder! (?()) 

også indeholder I ep I C;r). 

Definitionen indebærer, a t I <;o I et.) = /(K) , hvis j C~) er 

• Hvis S' € lt og '9" (~) E < S» , kan vi e t h j ø rne i I/{) I 

Slutte, at jea) € 

speciel t '9" (~) 

, hvor SI' har S' som side. Hvis 

ligger i et åbent simplex hvor S' 

)
.1) 

er et maksimalt simplex i l vil også jet) ligge i (8'). 

Vi giver nu en anden, ofte mere hensigtsmæssig karakterisering 

af simplicielle approksimationer. 

Sætning 7.10. En simpliciel afbildning ~: /1 ~ J<) er en 
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simp1icie1 approksimation af' /: INI ----7 l/ti ,hvis og kun 

hvis det f'or hvert hjørne h i H gælder, at j(st h) ~ st (191l(h~. 

Bevis. Lad Cf være en s imp1iciel approksimation af' l, , 
og lad os betragte ti ~ (5) ? st h • Af Cf(S):::: s' G /< f'Ø1-

ger ]0«5» == (s'> , og af' bemærkningen ovenf'or f'ø1ger, at jer) 
o (S"> ligger i et abent simplex h S Il h S) ,vor ar som side, 

(Y) (h I») altså T som hjørne. Men så er 

dermed har vi vist "kun hv;is". 

< S '') ~ S t (I 9' I (h») , o g 

Lad os nu antage, at '!: /1 ---.;> /t og I: INI ---" l/ti 
f'or hvert hjørne h i j-< ti1f'redssti1ler /(5th) a st(I9'IC

h
)): 

Lad X E I N I være et vilkårligt punkt, og lad S G /-< , S I e-/-< 

være valgt, så a:' E- <S) , /C!) G I SIl • For hvert hjørne h i 

S har vi ~ € si h , al tså J C~> E si () 9'1 (,1,)) , men det implice

rer, at I~\ (~) er et hjørne af' I~I • Da dette gælder f'or hvert 

hjørne i S, kan vi slutte, at rp(~) E- (S" • Dermed er sætningen 

bevist. 

For så vidt angår tlhvis" kan betingelsen svækkes: 

Sætning 7 .11. Lad }{ og I( være simpliciel1e komplekser, II 

og H' deres mængder af' hjørner, lf: H --? fI) en af'bildning og 

/: JJ~ 1 --') IN'I en kontinuert afbildning. Hvis det f'or hvert 

h li H gælder, at !(sf),) ~ Sf(I5P1CJ,,)), da inducerer 1 en 

simp1icie1 af'bi1dning f: N -Y /.( I ,som er en simp1icie1 ap-

proksimation af' j. 
Bevis. Det hele f'Ø1ger af' sætning 7&10, når vi f'or hvert 

S € /( har vist, at er et simplex i /1' . Lad h ... h Gi o, ) "1. 

være hjørnerne i S. Så er <$> ~ st4~ f'or y:o O, ., " IlA , og 
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derfor også /(5») ~ j (sthy ) ~ st('~I(h.,»). Hvis (s,> ? IN'I 

har et punkt f$lles med j( < S») , har vi <sj> ~ S li (19'1 Ch y )) , 

hvilket medfØrer , at '9'1 Ch)l) er hjørne i sj f'or Y= O, •. , ) M..-. 

Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 7.12. Lad Jo( være et endeligt simpliciel t kompleks, 

N' et simpliciel t kompleks og !: I H/ ~ 111"[ kontinuert. Der 

findes da et naturligt tal ~ , således at den sammensatte afbild-

ning 

, S d" I) l N l j ) I /( I 

har en simpliciel approksimation. 

Bevis. Af sætning 7.8 følger, at vi kan vælge 9 ' så hver 

stjerne i 1 scl ~ NI afbildes i en stjerne i J N'I ,og derefter 

er det let at vælge en afbildning af mængden af hjørner i sa'tp. J< 
j'j) 

ind i mængden af hjØrner i 1 ,så betingelsen i sætning 7.11 

er opfyldt. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 7.13. Hvi s li og N
J 

er simplicielle komplekser, 

og c;:;'< ~;( er en simpliciel approksimation af J: IHI ~ IH'!, 

er lSOI) j: INI ---7IN'1 homotope. 

Bevis. Da der altid findes et simplex i l J<'! , som indehol-

der både / Ca.) og 1 Cfl L~) , kan vi definere: 

CP(~lt):: (t-t) jea) + t 1)p1 ex), 

og derved får vi en homotopi fra j til I~I . Dermed er slEtnin

gen bevist. 

, I", 

," .; 
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S t i 7 14 ~ (S~) == O re n ngo .''';. for O ~ ~ < NV. 

Bevis. For O ~ ~ <M..- ,skal vi vise, at enhver afbildning 

J: S~ ---:) SIlA er O':"'homotop relativt til et basispunkt. Vi kan 

triangulere sfærerne, så basispunkterne bliver hjØrner, og der

ved kan vi be tragte S~ som et ~ -dimensional t og SIV!.. som et 

M -dimensionalt simplieielt kompleks. Ifølge sætning 7.12 kan 

vi vælge trianguleringen af S ~ så fin, a t I får en simpli

eiel approksimation 1 . Af sætning 7.13 følger nu, at ~ er 

homotop med 'r' ,og det bliver åbenbart endda ved en homotopi 

modulo hjØrnerne, altså med fast basispunkt. Nu afbilder I~I ind 

i ~ -skelettet, så 1)01 er ikke surjektiv •. Men så er 19'{ en 

afbildning ind i . SO\l!, {6} , og da dette rum er sammentrækkeligt 

med basispunktet fastholdt, er I~I o -homotop. Dermed er sæt-

ningen bevis t. 

Vi slutter med endnu et begreb: 

J
,)) 
, være simplieielle komplek-

ser. To simplieielle afbildninger 9', y".' I{ -, ::> 1< I kaldes nabo

afbildninger, hvis der for hvert simplex 

plex S) ~ It som indeholder r;CS) U res). 
S e )( findes et sim-

Relationen "erhaboafbildning til" er refleksiv og symme-

trisk, men ikke transitiv. Den kan udvides til en ækvivalensrela-

tion, som bliver et rimeligt homotopibegreb for simplieielle af-

b!ldninger. Den følgende sætning bevises som sætning 7.13, og den 

næste er helt triviel: 

) 

Sætning 7.16. Hvis r;;, r: lo( ~){ er naboafbildninger, er 

I H' ---..., I N') homotope. 

, , , 
; ,'. I 
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Sætning 7.17. Hvis ~ p>: H ~ 1<' . er simplicielle ap

proksiIilationer af samme afbildning j: /N/ --7 IN'I ,er de na

boaf'bildninger. 

Kapi tel 8. 

CELLEKOMPLEKSER. 

Defini tion 8.1 o Et par (A; f}) af topologiske rum kaI des 

et relativt CW -kompleks, hvis der findes en voksende følge af 

rum 1J:::.tf?;t:: c ~ ~ med X som direkte limes, og 

således at hvert A"" for M ~ O fås ved påklæbning af en dis

junkt forening af M -celler på ;( 1 ved klæbeafbildninger, 
1\11-

der afbilder den disjunkte forening af randene ind i ;(M-t' 
Mængden XM kaldes M-skelettet af (;(, /J) • Hvis Il er tom, 

skriver vi X = (';(øJ ,og X kaldes da et CW-kompleks 

eller et cellekompleks. Et cellekompleks kaldes regulært, hvis 

klæbeafbildningerne afbilder randen af hver enkelt celle injek-

tivt. 

Et polyeder er åbenbart et cellekompleks , og det er let at 

vise, at et regulært cellekompleks kan trianguleres. Det er ogs~ 

rigtigt, men ikke helt så let at vise, at ethvert cellekompleks 

er homotopiækvivalent med et polyeder. Cellekomplekserne har ilcke 

så behagelige egenskaber som polyedrene, men ved konkrete bereg-

ninger kan de være fordelagtige, fordi man ofte kan nøjes med ret 

~å celler, hvor antallet af simplices i en triangulering bliver 

astronomisk. Relative CW/~komplekser er indført med ret"speci-
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elle formål for øje, og de t. er ikke sikkert, vi får brug for 

dem, men de udgør det rimelige område for de fØlgende undersØ-

gelser. 

Hvis X er et cellekompleks og II c X et delkompleks , ' 

vil vi kalde (ir,l)) et cellulært par. 

Sætning 8.2. Hvi s eX, fJ) er e t 

kompakt frembragt, er (Xxj)f}x l ) et 

C IAI-kompleks, og Il er 

CUl -kompleks. 

Bevis. Vi definerer /Ilt -skelettet af (Xx I) /}xl) ved 

for M ~ O , og v:::/t><I 
1-1 • J!'or a t få 

t ud fra ~-t skal vi for hver påklæbet ,-w-celle i :( med 

S iii-f "1/ 
klæbeafbildning 'f: ~ II""-t pålelæbe to M..-celler til 

. [ 
~-1 ved klæbeafbildninger 9'o))tJ, S M-~ XM - f x 1 U XIl1 - Z x 

definerede ved ro eX) =- (C; C ')() o) fi, UO = l?LX)) 1) , og desuden 

skal vi for hver påklæbet M-t-celle i XM -1. med klæbeafbild-

S M-~ 1IM-~ - lIA-I 'l/M.-l 
ning 1t": --7/1 med uclviclelsen JtI': E -7 /l pC.kl;g-

M-f l E M - 1 IO SN\-~ I ~ be en II cylinder ll E >< ved klæbeafbildningen}/': )( U x 

Yi\I\- ~ definere t ved 1J!' ('X, o) = C Vex)) O), 1[1'(')(, l) = (tj/t')()) I) og 

'l.T/' -L (Jo) S 1\'\"2. (E A1, S'VI-') r ex, r.)::: VCXJ) 1: for;:( €- • Da er hO!TI(L)omorf 

med (EM
'-')( I, EM-'x i U 5 NI-Z. X [) kommer det sids te ud på de t sam-

me som påklæbning af en M -celle. 

Vi mangler at vise, at produktrumstopologien på X x I er i

dentisk med den topologi, der fås af C lAf -strukturen. Det er i-

midlertid umiddelbart, så snart vi har bevist, at topologien P:l 

et CW -kompleks med II lcomp8kt frembragt er hel t 

fastlagt ved, a t de afsluttede celler i X er kompakte og ;r-
er kompakt frembrFl.gt. At ;( er kompalet frembragt betyder, at en 



~ :: 

~ ,- """. -"" 

" . 

FAT .101. 

mængde i X er afsluttet, såfremt den fællesmængde med enhver 

kompakt mængde er afsluttet, men da en kompakt mængde kan dæk

kes med endelig mange celler samt en kompakt mængde i It , er 

dette hel t ensbetydende med, a t fællesmængden med Il og med 

enhver af~luttet celle er afsluttet. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 8.3. Hvis ex, II) er e t CuI -kompleks. med /J 

(bi-)normalt og kompakt frembragt, er X (bi-)normalt. Et poly-

eder er binormalt. 

Bevis. At X er normalt vises ganske som for polyedre. 

Resten følger af sætning 8.2. 

For et polyeder lHI gælder det heldigvis, at JN\ x [ igen 

er et polyeder, men det er ikke helt let at bevise. 

E ""J [ Vi kan opfa tte " E II1 ·/ O som en dåse med .x som bund og 
/Vt- f 

som låg, medens S x I er dens krumme yderside. Derved 

bliver den følgende sætning anskueligt nærliggende. 

M . SIVI-I I 
Sætning 8.4. E >< O U x er en stærk deformationsre-

trakt af E '''\( I. 

E Mxl Bevis. Et punkt i kan angives på formen (/l-'Y.I f) med 

X ,5,.,.-1; ~, t C [o, I] . Dåsens bund svarer til t=o og dens 

sider til /1.,:' t o En retraktion ' r: E'''\<[ ----7 EM.x o U S~-'x[ de-

fineres ved 

(?, 1V(1+-t)-1) for l < t f+ t = II/;? . 

Mange andre valg er mulige. For at vise sætningen skal vi angive 
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en isomorfi fra <t opfat tet som afb ildning ind i EA.! ><1 ti l 

1eNl){I ' men det går efter den sædvanlige opskrift med (P(~}.u)= 
(1- M) C;(~) + Ml· Dermed er sætningen bevist. 

Sæ~ning 8.5. Lad eX, /}) være et relativt eU/-komplekS. 

For hvert IV\. er /( XO U ~-f x l en stærk def'ormationsretrakt 

af i X l. 
M 

Bevis. Vi får A"" x [ af ;( X O U ~-1 )( l ved påklæbning 

E~vI o ~/ 
af et eksemplar af '" for hver p:3.klæbet /lit-celle i Æ) og 

det sker ved en klæbeafbildning t:jJ: E~ O () sM-'xr ~ -tx O U :(_1'><[ 

I beviset for sætning 8.4 fandt vi en homotopi ip: EM.)( [xl --7 

E ItIt
>( I , og sammensætningen I< o ep: E~ 1)( I ---7A;,.xl , hvor 

/<: E M
')( I ~ AM >< I er den lwnoni ske afbildning, definerer en ho-

motopi på den påklæbede celle, som er stationær og identisk med 

k på randen. Vi bruger den således definerede homotopi p6 alle 

de påklæbede celler og den stationære homotopi Vil reste n af x x I. 
M. 

Derved opnår vi de t ~~nskede og der~ed er sætningen lJevi s t. 

Sætning 8.6. Lad eÆ,Il) være et relativt CW-}:ompleks. 

Da er XXo U lix! en stærk deformationsretralct af Xxf 

Bevis. Por hvert M har vi en homotopi F:Xxl><]-~XxI hl M M 

fra den identiske afbildning fX xl til en retraktion 
M 

Cf",,: XIIA,)( l ----7 ~ xo U ~-1)( l . Ved at udvide 9'"" til resten af 

X)( O som den identiske afbildning og ved sammensætning med in

klusionerne ~ xl;: X x [, XI\'!)( O U /t_,x [~ ;r)( O U {_.,x I fål' 

vi en homotopi C
M
:;( x Ix 1 -.;> 'Xx [ og en afbildning 

~: ;(xo U~)( [ ~ Xxo U X~_,)( I Por hvert X' e ;( har vi 

et mindste /\Il, for hvilket X€- X"" • Vi definerer 
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Vi har så ledes }~ ('X, 1:) E X x O u,11 xl. 'Ii definerer nu 

G: 'XxI x [ --7 XxI ved 

(X'> 1:) for .u == O 

Her tænkes QM udvidet til at være den identiske aroildning på 

AXO xl. Homotopien har den ejendommelighed, at hvert enkelt 

punkt (:(> t) begynder med flt ligge stille for små værdier af a. 

Hvis Æ er uendelig dimensional t, er der dog purJ{ter, der kom

mer i bevægelse vilkårligt tidligt. Det er klart, at C bliver 

kont;nuert -oå Xxlxl 1'or ethvert hl OP: dermed nå hele X><[><I. 
-'- .... M '-'" r 

~fini tisg 8.7. En afbildning j: /) ~ X , hvor IJ og X 
er topologiske rum, kaldes en cofibrering, hvis det for ethvert 

topologisk rum y , enhver afbildning J: y -7 Y oU; enhver 

homotopi F: 11><1---7 Y , som tilfredsstilleroetingelsen F(Q..,o)= 

J V ca)) for ethvert a <: II) 
C: Xx [ -7 Y , således a t 

gælder, at der findes en homotopi 

og for 

c ~((J), t) = 

~G ;r. 
F (Q, -1:) for <l E- /}) t- c .r 

Vi illustrerer definitionen med et kommutativt diagram 
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J 

IJ _-----~> I} x I 

y 
y" tf x '1 . 

..... "G 
...... , , / X ------~> X x I 

FAT: 1'04. 

Begge de vandrette afbildninger fører X over i ex, o) • Be

tingelsen i definitionen er, at afbildningen G skal kunne til-

fØjes uden at kommutativiteten g~r tabt. 

Vi har nu følgende sætning: 

~tning 8.8. Hvis (;()It) er et relativt CUI-lcompleks, 

er inklusionsafbildningen J: Il --" X en cofibrering. 

Bevis. Lad r:;( ~ y og F: /lxI ~ Y v[ere givet, så 

diagrammet ovenfor er kommutativt. Vi har da en kontinuert af

bildning F: XX O U f) xl ---7 Y defineret ved F (X,o) = () (x) 

for XG;( og FC;(,t) = F(::(,i) for (X, l) f fj xl . Ifølge sæt-

ning 8.6 findes der en retraktion CP:XxI ~ XxO ull><I, og 

diagrammet bliver så kommutati vt med C = F o ø . Dermed er sæt--

ningen bevis t. 

I diagrammet ovenfor for en vilk~rlig cofibrering j: ~ ~ X 
vælges Y som keglen Cl} ,medens " vælges so:n afbildEingen 

af hele X i toppunktet og F Gom en homotopi fra afbildnin

gen af li i toppunktet til den naturlige incllejring af Il i 

CfJ . Hvis vi så i trekanten til hy~jre tager restril{tion af ;: 

til II x t og af C til J (I)) )( 1 ,ser vi, a t trekanten induce-

rer et kommutativt diagram 
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Her er F en homøomorfi, og de t medf~)rer, a t j er injek ti v, så 

alle afbildningerne i det lille diagram bliver hom00morfier. 

Heraf følger sætningen: 

Sæ~ning 8.9. Cofibreringer er injektive. 

Vi kan altså nøjes med at søge cofibreringer blandt in-

klusionsaf'bildninger. 

Defini tion 8 o 10. Lad (A') j)) være et par af topologlske 

rum med inklusionsa:Lbildningen j: Il -') X , og led Y v::~re et 

topologisk rum. Hvis de t for alle valg af 3: X ----7 Y og 

?': f} x I ~ Y , for hvilke F u~} o) = g ((~) for alle Q € 11 

gælder, a t der findes en udvidelse C: X)( I ---:; Y af F med 

CC)(}())=~OO for alle ;(G-X ,sigervi,at er)!}) h8.1'~Q-

;notopiudvidelsesegenskaben med hensyn til Y. 
At tf: Il -i>;( er en cofibrering betyder således, Il t (Æ, /I) 

har homotopiudvidelsesegenskgben med hensyn til ethvert rum y. 
Som eksempel på en anvendelse af homotopiudvidelsesegenskaben 

har vi følgende sætning: 

~~in.B: 8.11. Lad (A> Il) være et C~lj -komplel\:s. Da er 

enhver afbildning j: (4, 1/) ~ (S~ 6) homotop med en afbild-

M -skelettet i b. ning, der afbilder hele 

Bevis. Lad os antage, at / afbilder ~-skelettet rI). ind 



i b. så er j f A~+1 iC',Emtisk med Gen S8!nmensatte afbildning 

/) 
IT> (s~ 6), 

lovCC' I,or :u113;>su{b.ildDiDgen. '!u er 1C en f -pun:,ts

rOl~21~~ing af 8 f ,':;1' e l' , og vj_ ved frG. sc.'ltning 7.1 Lj, 8 t res trik tio

-::::or: c_f /1 :'i.l ~we}' af disse for 1 < /lil-t er homotop med fast

~:co16t 11?sis:;?UDl-:t med en afbildning inc:l i b, og det samme gæl-

cler da for jl, og clerefter giver homot~PiUdvidelSeSegenskaDen, 

a t har:lO to:;;; i en lc=tll. udvides til hele X>< l , S2 vi får en homo to:;? i 

]O~a j til orr afhil dning , der fØrer ~ + f -skelettet over i /" 

O;2~ har interesse l sig selv, s} vi tpger dem først. 

er et deH::ompleks [~f et s:Lmplic iel t 

Dr:;vis. 3t si,,~glex cr' fr8 sd J~ h~0.r hj;~(,pner So c Sf C .-. C S",,) 

hV~J2 liver' t Sv IS I-{ ,og hvis 'blot S"" (; sd G ,ken vi sI u t te, 

C i et 6 sd L 

~:, Jj -=-,' 
1_, o ~ J ... L et s i ;r~ ',l ~ c i e 1 t 

1~\i i 8 

t l L \ 

-t, I L I OPiC"; ::"~: O ~ I/{ J , 2,[', I L I 

O . 'Ii k8 re .:c'Jlt:::'ge, a t L er et ~uldt del-
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1,,' c N være mængden af simplices som ik}::e har noget hjrt,rne 

i l . så er L' et fuldt delkompleks af N . Vi definerer 

O = I N l '\ / L./I T~t punkt X G O, , L.I har som bærer et sim-. 
plex S 

h 6 ) ),' med bjØrner ho ,"') ;O i og ho ,"') ~ i 
} ) 
v ,og 

vt har p >0 / ~ > O • Vi har ss en fremstilling 

hvor ~ + ... + Xp > O , ss vi ~zRn definere 

og desuden ~C~):: a for 2f.~L, • Det er 1:c18rt, at 9': O~I~1 
er en retrR~ction, og da C;;{a.J og;;( 8ltid ligger i samme afslut-

tede simplex, er der ogs~ en homotopi rel ILI fra f til lO' 

Dermed er sætningen bevist. 

" +. 0 -' I .~. X l:>,g:; GDIDg u. I!+ • .lIVlS er et binormal t rum og It a X en af-

slu tte t T!1[9ngde, har CA, /}) homotopi udvidelsesegensl~:aben med hen-

syn til ethvert kompakt polyeder J I( I. 

Bevis. Vi skal vise, at enhver l:ontinuert afbildning 

F: ;(x'O U !lxI --7 )NI 

lear. '.J.dvides til hele .r)( l . Da I N I er kompa1c t, er J< e t ende

liZt siml)licielt kompleks, og vi udvider )< ttl et stmplex S, 

• ITu er IS/ massivt, og F har derfor 

en udvidelse G:;( xl ~ I S I . Jf~nge sætning iS .13 t->indes der 

en flben mængde O ~ I si , så 

dei'o:>'-'ffi2ctiomiretr8lct af O. Da 

IHI ;;: O 0°' , D 

[ ~r iwrap8kt, 

lUI er en stærk 

findes der en åben 
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mn3l1gde Wi? 11, s'; 1)/><12 ;-f(O). Da;( er norme,lt, findes 

del' en fUYlk tion ~: X .-.:, [o, 1], s om er 1 .9Ct II og O udenfor 

Ul . 83. definerer F'ex, t) == C (X) <fJ(X) t) en udvidelse af F) 

som a:fb:Llder ind i O, og ved sammensætning med en retral\. ti on 

o ~ J N I f:lr vi den I,)nsl;:ede udvidelse. Dermed er sætningen 

loevist. 

Kapi tel 9. 

L~:\F'11NING 

LØftning af en afbildning er det duale begreb til udvidelse 

2f en 2,f"bildning. Det f'remgår ef f'vUgende to diagrmnmer: 

l 

I (l1abro:-:r~,et til venstre 0T' j: IJ ~;( e"1 in~-\.lus:Lons2fl)ildning, 

og I ':;1' cl8 er1- udvi,J.clse 8.f /. I diagrammet til h v5 jre er;; en 
...., 

:;}rojektion, d.v.s. en lc:monisk nfbilclnin2, Og! k"1ldes::18. en 

l;i,ftning sf I, hvi s diagrammet er lcommu tati vt. 

Def.,ini t~221 9.1. ~::n pro jektion ,P: X ~ B s iges a t have ho

:\;0 tOD i l',i,ftningse[';ens'("nben m'~c1 hensyn til de t t()pologis~\:e rum Y, 
8~',:fY':3:T't del" for enhveJ' homotopi F: Yx I ---7 B og enhver 8fbild-

"ir" /: y --7;( ,n'.lerlen at F(J,o) ~ 1'</(J1 for ethvert 

) G Y ,fincl<:;s en lr;',ftning F: y x l --:; ;( , som tilfredsstil-

lejr ,P o i = F , sarn.t l (y, o) = /(J). i'or ethVert J E Y. 
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Situationen illustreres ved diagrammet 

y I X 
--/ ,-

/ ,-

J 
..- ? / 

/ 

YxI F B 

Cy, o) kan indføjes 

uden at ødelægge diagrammets kommutativitet. 

2~fini!:.~og 9.2. En surjektiv af't,ildning ?: ;(--;>/3 

med hens;srn til 

Begrebet S -.p.: hrC:OI'l' Tl ry _ .. L L V' --b elcylc1es J.2 .. 8erre, men msske er r:. 

steenrod ogs~ impliceret. I litteraturen mØder man betegnelser-

ne Serre-fibrel'ing og svag fibrering, medens X i en fibrering 

p: X ---7 13 undertiden kaldes et ELl.rewicz-fiberrurn .l<:n fibre-

ring er selvfølgelig en S -fibrering, men det omvendte gælder 

ikke Rltid. Det viser sig, at 5 -fibreringer er stærke nok til 

vore for:nsl. 'Ii begyni1.er med nogle h Jo.l.;):ss:::Jtninger • 

~S:E~E!in.g: 9.3. 1"or hvert .M > O findes der enhomØomorfi <!; 

ElVI X' I -7 E'vtx r , f30m 0f"oilcler' 

E""x t ]8 ENtx 1 U S.M.-1 X I. 

EIVIXO og 

Bevis. En hom~';omorfi med de ~mGlcede egensl~aber defineres 

ved 
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(f,t~) t) 

((~ Il. +lt-# )x) fCl-~) 

~(It~, t) = 

Dermed er sætningen bevist. 

~!ring 9.4. Lad f>: ;r --., B være en S -fibrering. Lad 

af' restrikticnen af' F :\:['11 

/: være en homotopi. Enhver løftD~ng 

ds. udvides 

til en løftning af F. 

Bevis. Idet , er den i smtning 9.j omtulte ho~Øomorfi, 

h::;, r Fo)p -1: EM.x [-:> {3 '~n restri:ct.ion til E""x O T1ed l\;)ft

r~il~<~tj::1 ;- o 'l-t, og es p:..r --:;. IJ har L::n'lot.J{)il~,rtl1ingsegen

;:::':\:EJ.:)en ITlsd h,msyn til ,EM, h.'.~."· l o ,-J c'E udvi de Ise C: 
t ""x l ~;y, E::rrl "r::::,'. l~/jftning 8f' Fø p-t . ;3:', er C o 9' en 

~~'.;~l vi v:L se:~Tl g'enerel I,;;f tnings8P::tlling fop S -f'ibrec:-

.r_ .. ·.~':.'.l._).t.·n_~.l· J.I.,C-!:~_ '::1. ,h.). 1",)",;.,1, ,P'" y ~ B v,·,,-n1 e P~l S-f' l'lJr pr'L' nO' o er . .. c.../ - _. L'.' " ~ 1 • , . ~ , (c." 6 

";-:./' ::;~' ~fj.\F;n 110:'lotOiJl, I C>,~: L:>.d /: ÆXO V 11:1 .--, y vær'e en 

l :lI'+:.:}i;v: ,f' !·;("[~tri·:~!,ioIiCE c.:' F . D:-:. >:;},l1 / udvides til en 

1,:ftLin;-::: "i' F. 



Bevis. Da vi kan foretage udvidelsen trinvis op gennem 

skeletterne, skal vi blot vise, at hvis J: X ><0 U Xf\IIxI -7 y 

el" en lY:J:ftnin~ af rcstri]ctiOEen o.f F, kccm j: udvides til 

en løftning /M+1 : ,AI x O U t+1 ><: ---? y 81' res trilctionen af F. 

Det kommer ud po., at definere /M+1 på E
M

+
1 
x I for. hver på-

E~+f J 
~(læbet celle , idet !NI+t alJlerede er l{end t på 

l1li+1 SIlA I E xO U x • Det VRr netop, hvad vi udfØrte i s::stning 9.4. 

D$rmed er sætningen bevist. 

Snfningen implicerer, a t en S -:tTbrering h<1J~ homotopi-

l:)ftningsegenskaben med hens~rn til celleko1-,lplekser. Yu skal vi 

indf~6re en t:lasse afbilcninger, som er S -fibreringer . 

2.efinit'!9.!1 9.6. :Sn afbil(~ning p: y ~ B 

kc_l t triviel pro je1;-tion, hvis hvert punlct l> € B 

kaldes en 10-

har en omegn 

u , til hvilken der sV81'cr et topologisk rum F og en homØo

morfi ff: li)( F ~ p-t (11), som for M €o U , Z. G F tilfreds-

stiller betingelsen? (C/(U)Z)):::.I,;(/· 

'li hor ik1ce ~crrevet, nt p skulle V[8re sUI'jektiv. Vi vil 

heller ikke forlange, at S-fibreringer er surjektive. Det er 

'::105 kun tilfældet, hvor? ;~I' sur' je1{ti v og B kurvesarn.:1enhæn-

,s'ende, (;er er interesSD_nt. 

?evi s. Lad J>: y ----7 B v;~~:rc en loknl t tr1 viel )ro jelction, 

og led G: EN\.x [ ~ 8 være en homotolJi og !: EN\. ~ Y en 

af:'~ildning med p cjex)) = r; (X, o) for ~ IS- ElV\. • Af sætning 7. 7 

og Lebesgue t s overd21kninGBswtning f~nger, [l t der findes en tri-
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angul e ri ng ?P': II< I ~ E'Io\ og en inddeling O = to < t, < .... < 

itV\. ::: 1 af l, således at det for hvert S E- H og hvert del

interval [ty_1
) t,,] gælder, at C (yCISI) x [t)l-f) t,..J) er 

indehold t i en åben mængde 7J, for hvilken f -f Cl) er homØo

morf med et produkt 2( x F , så ,P ved homØomorfien SV2-1'er til 

pro jektionen på li. Vi bruger nu induktion efter Y, idet vi 

antager, a t vi allerede h~r en udvidelse af I, som er .en løft

ning af restriktionen af G til Elli/x [o, t)J-1] , og vi slwl så 

vise, at denne udvidelse yderligere kan udvides til en løftning 

[',f res triktionen af G til E"" )( [to I fvJ . De t, l\"ommer imidler-

tid ud p~ &t vise, at der findes en løftning af restriktionen 

[If' G til EN!. x' [t>'-f I tv] ,som er en ullvi[~else Af en kendt 

l)ft~ling af restriktionen af C til E""'- x "fv - t . Ved en lineær 

trr:::lsforma tion overf1Jres [tv_ f } ty] i I, og dermed er vi igen 

tllosge i det o.:;n·inci.elige lJrobelm med den [andring, a t triangu-

leringen P' nu er valgt, således at det for hvert S € H gælder 

at G(VCISl) x I) er indehold.t i e11 :loen mængde U, for hvil-

ken p-1( li) er et nroduktrurn som omtnlt ovenfor. Vi kan nu er-

statte med II< I , og vi }:nn da forsøge El t vi se , at vi suc-

ces si vt kan "Lldvide gennem Url)( J, I Ntl)(' J, ... ) I HM J X [ • Ved 

hV':3rt skridt ske.l vi for hvert ~ -siEl;?lex S udvide defini tio

n'en af' ! ttl ISI')( I ,idet l allerede kendes på ISI)( O U IS I x I. 

Da G afbilder 15\ >< I ind i en ~lben m:::~ngde U, for hvilken 

er et proc1uktrum og p er projektionen ps den ene faktor, 

er opg8ven dermed reduceret til at vise, at projektionen ;>: rx/j~ 
ZI af c t Ilroduk trum på den ene fnkt.or el~ en S -fibrering , og det 

er selvf'r,Hgel:ig trivielt, n;1r vi g&r helt tilbage til den oprin-

delige definition. 
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~t ikke trivielt. eksempel p~ en lokal trivier ~rojektion 

er projelctionen af e.t ~;obiusb':lndpEl sin !"'lid tercirkei. Det er 

vigtigt, Dt de tidligere omtalte projektioner f: SN\~ P~ 

P
'.' S 1""+ f ~ CpM., II S YM-+- ~ /'/pNl.. ---, fJ .' ~,alle er lokal t tri-

, 
vieIle • Vi viser det for p . Sfæren S -tNr + t er mængden af 

komplekse talsfJ1t 

U- _c: S.l.Nt+L 
Lad 

I ZI I t -+ .. , + I Z M + 1 1'2. = I. 

den åbne delmængde bestemt ved ZM+1" O, 

og 13.0. U V231'e mængden Et.f talsæt (z,,"', Z,M) /'1,,) € 52.",,+1 med 

/l, > O. Så er 21 x SI hOL'lpomorf med !~l~i:ngclen af tals[qt 

''I it lY) 2,M+I ' (Z,e,1 ) , .. } 2
M 

e , Jl..,f, € S :'Jed le R ,men de udg!fJI' net-o 

~ 

0:9 1) , og p' er eftl:oI' sin defini t.ion neto:;? :)1'0 jektionen af 

11;'\' 1) ~ 7eci st "bruge hver oI' de ancJ.re kooy-dins.-

ter i s te :~e t :COJ:' '-~eL :3 i,'. 3 te f'G.r ,li i C't l t M + t ~;.l:me mzsngcler 

2/, s 01:1 C 
Nl.. 

P ,og der:ned er p2.S tanden be.-

, I) 

vist. I vi.rlcelighedcn er 'pJ p og p ·2netds. fibreringer , men 

det vi l vi ikke bevise. 

D(c:!.:hni tisn 9.8. L2,o. (BJ b) W"3re e t rum med b Rsi spun1<: t. 

,"[~2ngden 8f b'3vr;i~elser y: (I, o) ~ (B, 6) ~ed delI'ums to:pologien 

ko.lcl3s 1)ew~gsls::';8ru;mnet OV3r (B, 6) . De t be tegnes 

Jroj;~ktionp: (PS, 1:.) -:> U3,6) dcfinerc::s ved jJ(lI) =- Yf..f). 

bliVf:r' Slll'jektiv, hvis og kun hvis 8 

er }~~lJrV3s,:,mri1enh;r:ngende. 

~~!~1.J1:~ 9.9. Hvis (8) b) er kurvesor:r:-::enh:rmgende, er ,P 

PI3 ~ 13 en :filjr(:;ring. 

Bevis. Lnd F: Æ)( 1 ---? 13 være en vilIdrlig afbildning, 

.--, ,. 
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og f: Y ~?B 
J ( x) C f) = F (x, O) 

en 1,;6i'tning af' res triletionen til A')( t) , så 

. Vi definerer 

lex) ((1+ i)~) for .«(: [O)~J, 
1+ 

,.., 
F ('x, t) ( I.A.) == 

[' ] FCIt) (f+t-)lj. -1) 
--, t 

for li E: J+t ' 

og i:;rxl~P!3 er da en lØftning af F og sam tidig en ud-

videIse 2f' J . Dermed er s~etningen bev ist. 

~;:~;tning 9.10. For ethvert rum (IJ, i.,) 

bev8gelsesrummet (PI3) b) sam:nentr:3kkeligt. 

med basispunkt , er 

Bevis. El:. homotopi F: (PI3 xl) b X l) ~ (PS, 6) defineres 

V8Q F tf, t) (lA.) == 'f ((1- -I:).l() , og dermed er s('~tningen aev i st. 

'~~',l" p: X ~ 8 er en fibrering; lcslc1es ;>-1 (J) for y 6- 13 

fiberen over y. Fer P l3 St'Ller, ti. t f'iber'en over basispunk-

tet b netop er l'pl;:]eerumnæt 

~~f.~_~~i!i0I?:. SJ. ~i1. TGn 8:l:otlculing ? .. j --7 Æ kaldes en over

le jring, hvis hvert yunkt X € ;( h:-J.r en omegn 21, for hviUren 

p-f C U) er dif3junl'::t fore'eing af C~elrt,-m, (ler hvert 8.fbtldes ho-

m~~,omorft hele 1J ved t' 
Vi sig<::;r, 8. t V er j:Jvn t ove rl'=; jret ved jJ. Det er ikke 

sH:kert, at X er J~evnt ovc.~rlejret ved f>. 1<::n overlejring er et 

::opccielt tilf;21de o.:f' en lokc"tlt triviel projektion, idet r kan 

vælges som et diskret rum. 

Evi E} 21 ~;( vælges flb en, bli:ver ~-I ( 11) åben og di s

junkt :forening a:f mængder 2$ , J G J ' som afbildes homØomorft 
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ved /Y, og deI'nf følger, at mmngderne il; er åbne. 

§.Q1U.:illZ 9.12. :Sn over18jring er en åben afbildning. 

Bevis. Iud ,1>: j' --'I X være en overlejring og O $' i 
åben. Så har ;re? cO) = O et original-punkt ; € 6 og en 

åben OT'!legn li, saledes at ,P-f( lJ) er forening af åbne mæng-..., 
der, der af'bildes homøomorft ved? En af disse li indeholder 

X ,og iJ /) O er åben i iJ og afbildes på en åben clelmr:;ngde 

af O () U . Al tså er ')( indre PUI1..kt i O. Dermed er sætnin-

gen bevist. 

siges at have 

::'en entydige lcurve10:ftningsegenskab, hvis der til enhver bevæ-

gel.se og ethvert med ,P( a.) = teO) findes 

netop 1 bevægelse og 

Sætning 9 .1L~. T~nhver overlejring 
-- >+----

f>: j ----7 X har den en-

tydige kurvel~ftningsegenskab. 

Bevis. Iad . )"': I -;;. X være en bevægelse og a tE j et 

yunkt med p Ca) = y(o) • Lad os nu fØr's t antage, at der findes 

to l,;:~ftninger t, l ~: I ~;( med f> co ~ == po ;~ ;' ({ og ~ (o) = 

.... oJ 
~ (O) =- a, . l'vis de virleelig er 1"'ors1::el1ige, har mængden 

{t E II ?, (t) =t= ~ et)} et infir.mm t(), og te to) h::-l.r en omegn li. 
for hvilke~'1 p-'e U) f:::-<.lder i disjun1-:te ?tbne m~·;nGc1er, der af-

bildes hom1omorft, og tm nf ~ lt()) = ... (~iS3e , iJ , er en omeg'n af 

y, ([tO} t()+hJ) ~ U 
ov 

~ Ctø) • Dtn' findes e +, tC'1.1 J, > o , 
..., 

og ;;, ([ ~tI) til +J.,]) ~ U ,men d3. 

'Y.:an vi slutte, at t,tt>::I' ~ct) i modstrid 

I 
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med definitionen af lo ~ Altså harV hØjst 1. lØftning ; med 

r(o)::: æ. 
Hvis '({: l -7.i ikke hRr en løftning )i,' I ---;. X med 

y(O) :: a ,ken vi betro.gte mængden M af tal T t [ , 'for hvilke 

restriktIonen af 

meel ? (o) = a 
U af r'cto) 

ou vi su;t ter 

o l' t , s ~;. e (Le s s. 

ikke har nogen løftning 

inf !1::o to . Vi vc;;lger en om-

;>-/(21) er disj1.1.nlct forening 

&f :~br .. e mcmgder, der af'oilc.'.es hom~omorft v'3c1 f> . Desuden v;:elger 

vi 1,>0 ,ss. V &flJilder [-co-h,tø+h] ir~c1 i li. ~:~'u findes 

2.er' en l;:.'i'tning ?,: [O) t o- hl -7 j af restrilctionen af y til 

[o, to - h] og med t, Co) = a . Fu ligger r, r.. to -J-J i en åben 

0 .. elm~:;ngc .. e iJ ~ jO-l( U) som ved .. p ~SbiLJ .. es hom'pomorft på l{~ 

og den omvendte afbi2..d..:n.ing til denne hom';0offiorfi sc:·mmens"'tt med i 

giver en 2 .. f'b i l <:lGi ng ~ , og til ~ fås en 

~ s.f t I [o, lo+hJ 1 moJ.Ej tI' id ]1}ed 

,n:;T'8 en homot.opi, og lad J: 
y -~ X v;c;re en r::C'cil,::n.inz, der tilfredsstiller ;; (!cyij = 

BI:; vifJ • F: Y><'[~;( 

F( J IO) for J b Y . For y G Y ::lefil1t:':rep vi dj: I ---11 X 
'l '.'; cl ~ cl:) = F CJ } i) ,o i!. i f ø l c"; e 

hVic::rt J ne tOJ 1 1,',ft,LLn'~ ~: I ---t X'I!,o; eJ.. ~ (J ~ ;: ~ 
~ ~ ~ ~ 

~ (o) :: ! (J) Vi cl(~fincl'er F.' Yx I -? X 'lcd F(J' t) =:: 

og 'It hnr (l c'. po i::: F og Fty1o) = !CY) for J E Y 
1c;l' l;]ot st vh1e, at t 81' lcontim .. 18rt. 

9 .1L+ Il~lI' v:i. da ror 

ocr o 

• Vi nwng-



! 

Det er nok at vise, at hvert J E Y har en omegn II , så 

res tril{ tionen af F til U x I er kontinuert. Lad os tænke os, 

a t der findes et Yo f y , for hvilket det te ikl{e gælder. Så 

betragter vi mængden /'1 af pun..1(ter rG I , ·for hvilke der ikke 
. -

findes nogen· omegn 21 af Yø ,så restriktionen af F til 

lJ x [o} rJ er kontinuert. Vi sætter to = inf 1'1 og vælger en 

åben omegn uf ~f F (Ytll tø) , så p-I( li)) er disjunkt forening 

af ~lbne mængd.er ~'tf €) , der hver afbildes homØomorft på W
ved f . Vi vwlger en omegn. V- af Jo i y og et positivt tal 

h , således at F (V- x [ to -J, ) ~ + h]) ~ /ff. På grund af defini-

tionen af to kan vi vælge en anden omegn 2/' af Jo S y , så-
.... 

1/')( [Oi to - h] er kontinuert. ledes at restriktionen af F til 

Vi vælger J ~} ,så t CJ., t.-h) ~ VJ; · Endelig v21ger vi en 

ornegn U af yø 6- Y ,således at li ~ V- n lJ" , og således 

a. F (J, ~.-h) (; Wj f'or :J € 1/ . l,len så ns t i 

li x [t. - ~ t. +)., ] ved a t somme nsæHe F med ( f> l_U; ) -lOg der

i'or er F lwntinuert i deD-ne mængde. hIen så er F kontinuert i 

li )( [O, ti) + h] i mods trid med defini ti. onen af tø . Dermed er 

sætningen bevist. 

Projektionen "'1 p"" f>" S -) er et eksempel på en over le j-

rj.ng. Fra kompleks funlctionsteori ken<les mange aIldre eksempler. 

" " 
S"led:,s er gI': C --> C, lo) en ove~lejring, 0: /e2.) ~ z" , 
NI ~ tV definerer en overlejl'ing F: C ,,{03 -/ C " {o3 • Ved re-

" 
s triktion får vi overIe jringen .ltXp: R'-' 51, som ved produkt 

OIVl ~ 7 Nt. 
giver en overlejring 1\ 

" " 
Anvenclt yd. ~p: C ~ C ,{o) giver st}:tning 9.11~, at en-

hver Bf"oildning J .. l --- C '{o3 har en løftning J: J .-. C ,så

ledes a t j =.e.." ,og t eT' en t;yc.1.ig fas tlagt ved valget af J (o) , 



FAT 116.·~ 

hvilket indebærer, a t J' er fastlagt på pæ:!i' addition af et helt 

tal gange 2'][ t' • St~jrrelsen J~ (dU) """JcoJ) kaldes argumentva

ria tionen af j . Af fJV3tning 9.15 f j,lger, at 8.rgumen tvaria tio

nen vccrierer kon t.inuert med / • 1:'or 1,Ukkede bevmgelser i 

C \ {o3 ' d.v.s. bevægelser J: I -7 C, fo) med ICO) = jO} , 
al tså "bevægelser /: C [, j) --7 (C \. {oJ) a) lz8.ldes 2;; (JU) - a (o)) 

om 1\5b8 tallet om.O, og! dette afhænger kun af bevægelsens homo-

topiklasse. Et af bevisern~ for algebraens>,fundamentalsætniiig 

bygger gå disse overvejelser. 

l;!lr p.' ;y -:; 13 er "noget i re tning 8.f en fibrering" 

:ple jer mEn :Cor X <:; [J f lberen over ;(. 

KurvelØftning~)egens~;~aben er sel v:L\L,lgelig et special tilfæl

de af homotopilv_1ftningsegenskaben svarende til at Y er et 1-

llUn].<.tSl'U';J, og der'foY' vjl jokke lJlot t:;nhver' fibrering, men også 

enhver S -fTrJrering 118.ve kurveløi'tningsegensl\:sben. Hvis det 

yderligere gælder, at en bevægelses løftning er fastlagt ved 

løftningen af startpunl<:tet, s1ger vi, at (S-) fibreringen' har 

>:llJ'vezomponent, der incl.eholder mere end et punkt. 

'~O=>Vl' C' p,,]' s' y: I ~ X 
...I.~ ...... I,:). .d. v _ ~ 

lis/.!,er i :~_'iber'en over 6 v.il 9 

02, c1e:n stationære l:lev;ep,else i ~ (4) vL~-,re løf'tninger af den s ta-

tionære bevægelse. Heraf følger "kun hvis". I.ad os nu ant::;ge, at 

Y: I~!3 hGr to forskellige 1\L~1>tninger ?) ~ : l ----7 ;:( med 

• Vi kan da vælge T € ] 0, f] ,så ? (T) =1= ~ (7). 
..., 

= ~ Co) 

Ved 



for t E [o, iJ 

definel'es e::1 bevægelse /: J -;> X , som er lr,5ftning. af en 0-

homotop bevægelse fra '((7) til Ylo) langs 'I (l) og tilbage 

fra ?, (T) til et 

til et .l,)lJ.nkt ~, og ilunwtoJjlen over:cører 

en lJeVi.egelse i Li ber'en fra ~ • De 

t:r'e b,:;vcogelser i fiberen er ikke alle s ta tionære. Dermed er 

sætninge~ bevist. 

o ,; cl" x. 

ovsrl~j~lngBr over 

aL fibreringer over' A, og 

tilfælde er en morfi fre, ,PI 

on "f'1.l.i.lon:in" I: i, --- /Y. • 

De l. er klw't, at. snmrnep.sætning af 'Lo S -fibreringer gi-

ve;r en S -fibrering ; og a t det t il svarende gælder i de to andre 



( 
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ka tegorier ~lf flbreringer. Det i'!/:lu'3r imiclltortic1 i1\l<::e for kate-

gOl'it::n af ove:clejl'LJ.gsrum. hvl s v1 lien' en :['cnLilie 

,,"f' ri IJI'er' j !;';" r b, l, V i be 1,1' "I, te i [iJ ~ ~ 
(~ J J €o)) , llvor fj (AJ) er ens for 

definition af en projektion 

8f fibrerlnger bliver dette 

g<c;ldf;r de t t ilsvEL1'enc.e 1;:un, Il:lr J er endel ig. 

Særlig interessant er tilfældet, hvor ;( er kurvesammen-

hængende og lokal t kurvesammenlwm.e;enlle. De omegne, der indgår 

Vc8re 

en :ej ur j el:.: t. i v cIbild-

. e 11 o 'v e rI8 j Y' i 11g • 

"V 

'"" 
r~~":;v LS. ~'fi!J8 tr'agter ~ € ~ [-;;am t en omegn ~ • Pro-

jektionen 21 indeholder en ku:evesamTTlc,:mhængende ~~.bGn Omt';J:ll li" ~ 
og /1-f C t/) 

l n:.:: '.~ '.n' 'I ,/ '.) Ilj;OiJUlltt::::(', ;J ;~r ;)_i~u j.Ic'.,=:s 210;1,/;,.)nUl'ft, og / 8:['b il

(~':;l' L'vc::r riC (leif! hUli!~/jOfilur'ft l)·\ en klH'\t:!ko'!lpow:::nt Flf p~-f[ 1/). 



Eap1tel 10. 

Lad (:r, Q.) v;;)re et. rum med b::: .. sisp'H.ilct. j:.'c.lIldnmentalgrup-

, og de t er hel t 

det SD.mme som [I, i j x) al , og et element i fundamentalgruppen 

blivep derfor det samme som en kurves8.ramenhængemle mængde i 

l~~}.{kermflmet (n.r, a) . KOlflposi tionsrc:;glen lL'st~lr i ats<.aiJte 

løl~:rcar ef tEn" himmelen. I'~n cJ.rlJilc1Lin.:.:; j: Cx, a) ~ (YJ 6) indu

"ere,' CD homoraod' i j .. : rr, (?(, Q) --> 7Ii (Y, /,) vecl jtl [i] ~ [f "I]. 

QSf.>:ni ti 011 '10. -l. Evis f J: l ----;; ;( er b ':)vc'}gelser, der 

tilf're.dsstiller betl.ngdsen !( f) ~ J Co) vil vi. Hced /MJ: 1->;r 

for t 6 [o, t] 

for 

YO:jl.J0si tiorH.:jreglen i f LJ.nd am C! 11 t;::. J. gr'up:J e n er- såled.es give t 

For' enhver g l'UJ) P e har vt en gruppe af au tornorfier, d. v. s. 

isomorfier af gruppen på sig selv. Hvert element r af en gruppe 

indre ;3 U tO:YlOrri def'ineret ved 

·-t ?J,. (.u).::. d.(.f ~ ,og (HEJse tndre '-7.l1 ~olfJorfier 

~f;omoI'f liled en f'alctoI',::ru.p.fH3 af' G , idet 

nde,ør an gruppe 

De t:;lc:;!l1\,:;nter i C, sum kUliJlll\lteh::r meJe:. ethvert element i G, 
U("!.t~øI' en 1.mcl.t'n'gruv.Qc, del' ka Ide s een trum i C ,. og den omfa t ter 



al tS8. ne top de elementer, der frembringer den trivielle indre 

an tomorfi. :Sn undergruppe f} ~ G kaldes normal (eller in-

• J \ l .:l p, . l ' o. 
V3.r l an G), 11V l s Cl.8Il r:J.J: D l o.e s p:::L SlLS selv ved edwer indre au to-

mOl'f't. Det er' eru';u3tydenue med, at J Il å -f = Il :for ethvert 

}f C, Ot', med, s.t JIl= /)r ' Blts~, ~t de venstre sideklas-

ser er identiske med de højre. Det medfØrer ieen, at sideklas-

ved kompositions-

• Kernen for en homomorfi r(;Ulen q Il " f) ::: t1 q f) 
w r;' ot. tJltJ'l. 

er en normo.l l.mdergI'up1?e Il , og fJJ kan på netop en måde fakto-

riseres på formen C ~ % ~C', hvor A er den kanoniske 

E.1.:LO ilch1ing, og J er in j el-:, t i v. Efter d.enne kor-tf'a t tede over

sigt over (l.en eleF1Gllt(rJI'es te gl'~;,l?2e;~;::;ori, vender vi tiIbE,ge til 

':', -,-",' ' .. , .- n n l co' a I 
Llæ vI, lll8, I v • L • 'c,d). ) 00 

"1/(';1'';:; .JurJcter af et kurvesammenhC:')l1-

tIl b iD,1Gcert;I' e~l i80ii];.):L':f'i 9'[t]: "'i (%, 6) ~ 1lf (Æ) a). -;::,-p"1 

:'.Je c i81 t Gll h;kl~e, ide t 6 ~ Q , er 9'[tJ c-:'elJ. ve d [tJ G 711 (t) a..) 

bestemte blLlre El.utomorf'i. For 6 =1= a -ifil erstatning af [~J med 

en anden homotopiklasse bevirke, at 9'[t] ændres ved sammensæt-

~l~g med en indre 
I ,..-~. I· 

au ·comorl. l I,.l siler e:Cter' 

-val o') • 
". Ol 

T' evii3. Ved i hvert fald en 

\/ -1 -1./ 
S~t tor f" Y og y ti I 

li 03t.:;8 O-ilo;notope. Da vi }w,r 9'U-'3 9[tJ ':! 
[t-fif y 11-; II t-1 It-t] =: 

[f J cg ;::J]1C"lugt )DU) Y;[I-'] [f] :. [f] , er r[l"] 

er '[':lart, at ?[y1 'oliver- den af' [h'] l"r't:;mbragte 

en isomorfi. Det 

indre auto-

11v:i.G I og t, ',';r 1) evægel ser fr'a o til b, 
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cl' '(II 1,-1 en lyJklw :L Q og Y,-'it t en lø}:ke i' b,. Vi .f8.r nu 

~ [;3) = [(11;1 .,. f-t] = [(It (1-1J [t,..- (J If ~-1] Ly. ~-1]-f := 

lt] 1- -1 
[t.1,-'J rlt,]~] [fil 1,-fJ , og. <![YJf!J=[y,* ~(/~ Y 11-/3 fil-IN- t, )f t;""1J= 

9'c~J ([l(I,(J /i3J U;'· tr' ). Dermed er s,,,tningen be' is t. 

Sætning 10.3. Lad X og Y være kurvesatiJmenhcengende, og 

J: X -. Y en llOmotoQi1Okvi v"bns. l·'or 116 Y og "~jCO) er 

j,.: ",(..1,4) --) 'JTt(Y,b) db en id:')l!lOl'i'i. 

"0=.:vi G. L;ld F: X){ I ---7 X VC8re t:~n l': .. () Iii o tO) i fra, I X til 

'~::'·l a~l·',':i.LL .. illg 3: ~---I;( , (j!2 lc~cl J:3 ~-:.("tte Cl)= J (a.) . ;'or 

',"-:S,:' J.,~~~::e 1:(/,1) ~ (la.) ~l:·.J' vi <-e;-, tJIl llCil11o-so.bJi G: I><I~Y 
~h~:L J:icl'0t ~')iY! [JtI tx~, XxI ~.r . T"J '2;1' den v 8 ,'l. ;1{"/:) = (t~o) 

1,wd\J..lo 21lt1egunkterne h01Tl0tOP 

med en bev~gelse af 

-I 
f(Jl'nien. «,.(,- 't)" o( , hvor o( er eL 'bevægelse a' fra a til 

og det viser, at 3*: 11f (;y: a.) ~ rn;{;(, a') 

nu /:;r~ y være en hOI!lotop:i.æl;;:vi valeD.8, 

er en isomorfi. Lad 

og 1ac:' !: y ---.J) lY 
'ri netD.Q vj_st, a,t JfI: o!~ 
fiF c;,els ;31.H· j:C': ~:::tl v, ,-"e It, 

og 

in-' 

_ ~ v 
:jh':I,-nJ_n,;:;, hj.!-: .• Lvj,:3 X el' knl"i,.~,;:)~_i:l':l!:::nhung,,:~nde og f>: ;y-.7.;f 

0;c i' j.1')l';;ri,ng Hl':::l l:~n i,J,i.i.t:; 1'UJ"J (;l,c;'[; flinS, er ,P-:/I:: 7T, (%, a) --J 7li c;r, Q) ..... 

':'Jl 'r;',IlO"wrC'j" ,'j. ·,i. :Cj. Jnjel ti v, i,·ie L Q. = f (a) , :Den a e ,r' , Q ~ ;( 

EC;V:L'3. 7i lJctr'8gter fy], [1,] E': 1', ( i, a) . Hvis 'j'" [y] := 

P,.[Y,] , e:r p. '(!::! 'po~ modulo endepun.kt.erne. En homotopi f'ra 



,.. 
)C:Ul 1\0ft~~s mE; d s t,[cY':~ i t', oS C~en må ende i en 

j 
~1 ' 81 tså med 

7T,('ia) ~ p#17f(X,a! ~ ~(I(,a). 

nVIS C f) ~ G 

v::sr2 kOl1jugeret til f). Derved falder mængden af undergrupper 

i C i ldas8cr af'. illrtbyrd8r konjugerede "n,lepgrullp81'. Indbyy'

{3_es :':OIlju0cI~eLte UI1CJ.. er'gY'tlp l)er~ er· i111J1J ~1-r·(18s 1 SOT!10T':f e • 

1 O .5. I,ac1 i og 1': j' --Y X 
a:l;~iIJl.e}':LliB ]fjed enty,Jj-g ku_nreløf'tning. Lsd Cl G X' være et 

·v ilk3I'ligt 11ull2.cb og (~ IJ EJ) de.., l-ll.ml-cteI' i X, der IJI'O j iceres 

..L a. "J:c:i. uc! <;:';I'Jr gruppeI-ne P:I/:- 11f (;Y, ~) I j~} na tOD en hel 1::1 a s se 

,J, J. 111~iuj'r'dGs konjugeredE; undergrup:der i 'IT, DY, a). 

~~l'::;'/lS. f.::'O i!ur:l:::tE;1' ~) a~ ';:,1.e1· projiceres i Q.., , kan f'or-

b indes ved en bevægelse I i X, og så vil lj [?j;:: [ji tt- r ~?-IJ 
'lef'in,.jre en jSOI:l01'f'i r: n;CX, Q.4) ~ 11i{;P,~). V'~Cll!rojektio-
~c~ll 2:[1,) ile! c'; s ) .l G.n lØld~8 ;1 , O;]; ~ 

CfJ: Pit (r";(~ Qk)) ~ ?i/:(7T;(X, ~J) gi.e t 
- ... 

i~'!_cJ_::v~ }".:;I:,cjl! IjiJ':;-c, Ilt Pi/! 7T, (;Y, QAJ oe 

V ':o (l 9' [;tJ = li J ['I J ~ J -2 J 

p# rn; (i,~) ,c,;r konju-

D.nll,.=;t ~ , (le; d';;l'foI' vil (Jen Vt:c1. C!1 bestet:1-

rr; ( .r, Q) l{GrilUe med. Derm,,;d. er smtningen 
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Det næste problem, vi Elkal 'beskæftige os med, er spørgs-

:n:llet om eksistens af lØftninger :cif afbildninger. Vi lJegynuer 

_~':')''=!-:-~l:.!''il''".-J:'-'" '1('1.',-'"")·. 1.,'-.-::::.. D .. ' X'" ~ V ...Do,· -r-,. ..D _ f)~ _ ~ ~... __ r II Vi·.Te en i lurarlng. J.n aL-

l) J.lJning /~ 
nVIS li 6Y 

1 yÆtes, Ilv is Y l:::e S3.rrlli1en tr'bjkke ligt. 

.I..Jl-o jicel'es i 00' , o ! Ctfb ild,er 6 €: Y ind 

l Cl, .,u"n / b 

Sætnins 10.7. Lad (8) b) 

a, y 

være et sammenhængende, lokalt 

(PI.3, 6) "b-:,vcagelces-

oa o 

Vid :~e i Gætni~g J.S, at p 

s e. Le.d O ~ P 13 v;ere ;;·ben. For y G O er O. en omegn af 

J or- ~nde"ol('l<=>r [l c·.,...·l""'OI' "'-'1 "h r "'l' "-'~1"1""C""1 .' j"" I tS..L. 11 ..4"""'. :J.t..-.. .L _. t,). UL,.J "--'v ... ,·'b lJ-, ~.:JU 11 
for 

:-:-i'~'nhu:n.gende lllneg.1"l ])I uf' '1'(1) .,I
or 

,",'I ~I(-;v«~;tclf;e ·::;; .. ;:ll:y:::nUi:Jt .. 1' f (),,' ·.;n. 

til X • Al tr.;.:l 11i).1' vi lJ/ ~ ,P CO) , 

;(€ Ul vil O inc1eholc.le 

li':; y:;.:.::- ~ l S:.'; l U/rl' a -r( 1) 

er indre punkt i 

og 

i-

.. I 
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? (rJ) . Dermeu er s:'l,t:ninge~1 bevist. 

Vi s~;:al nu fa rtsæt te med en mege t vigtig 8 ætrn.ng: 

2.clning 10.8. La.d p: (i, li) ---1 (X, a) være en fibreping 

-...... ..,._. 
C;C;VJ-"i. nVlS J el.,:sis tE.l'i:!l', GI' /:: p ø! ,:cl tB2c J.", 7T, ( y, 6) = 

... 1# 7fi()Ga). D,-:;r:"k:~:. lc.[T ·d !")evist,i"ktLll llvic3 '/ • 

CjJ: (PY, b) --7 (Y, b) . If\Hge 7:L 

samm6ntrbkkeligt, og af sætning 10.6 

følger der'for, 8. t jo 7': (PY, b) ---., (X) a) . lwr en .. lq5ftning 

J-:; : (PY,~) ---7 (X,Gt.) , oJ vi c:.lu.l ,~el'for blot vise, at vi i 

~"t r, J.;,,"'b :: 'J"li'," te t i v,~ ,]l" 6" un '''',n,' -·l.Sd / ' ,J,: l: o I1Inl t8tiv liS-

(PY, 6) 1-' ) (i, a) 

l~ 
.". / ~if J."..".'" 

'" .". 

'" .". l (~ b) > C;(, d) . 7J 

<'~i;l r;.c,;-rfor 'blot vise, Et elemcmter i PY , der' afbildes ens 

ved et ' af1..)jldes GmJ ved j~ . 1,[3(1 Y, I ~ ,py til . .C'l'ec1s-

;·.:JiJ.l,,; Y,(I):: ~(1) . :)c\ h~"'I' v~ fY, ~ Y.t-'] E; 1li tY, 6) , ~g 



( 

( 

( 

/.,. [t,.,. ~ -1 J f fl71 (~a) e}' r ell 1".D S el1t <';I'e t ved 10kken,.., 

(jo ti) ~ <jo t;, -'). De-Lingelsen Ilt 'il; (Y, b) ~ }>,. 711 (~a) siger 

l~e tO,Q, ~.'. v (~er :L'indes et. [ol] ~ "'i (X, a) , O~l [~ti) * (/0 ~-') J == 

f>.,.' [ol] • 3,\ 81' P o o(.~ (jo y,) ~ (j" ~;)7 ug J1O:no taI) ilVjftningsegen-

v· y,) ~ V o ~ -') e r 

2,~~jo t; Dg jo ~ 
en løkke, så vi kE~l slutt~, 

x. j--:; ct) 

i10InO tO.Jien, py illa. i l" OD' det be-I o 

----tyder netop, at jo~ Cl) bliver endepunktet ef lØftningen af Jo i: 

7Tf(S') 
\ 

~ 2. 
. , 

::::,sIis o ITi j:';en:/ttel' Gverlejr-iLSGIl up: f( ~ sj . 
... 

eJ' en l>kke y i S1 er el!. 'bevægelse i R :[1'3. O 

til .2. 'Jr ( ~ -foN!,) • f\.f 

)I L t, .,. ~ J ::" Mf + Ml. , 

er' J-::lart, 

I ' cl: 7li(S,I) ~ Z ved f ((t)) = ,,",v, 

~lt,J = Mt ? [ftJ = M2, 

s,i fJ: W; ( S: I) ~ t 
Hurj8kLiv. ""_:C ?L~J =. () 

en Dt::v,8gelse fra 

følger derfor 

er en homomorfi. Det 

L\i.l.;er, clt lØftnin-

8l' 0n lØkke i .'.- I 
(;..":; -;~ O-ho-

ikke er samwent.rickkeligt, 

o -:b.oruo top, i'. t 

h8. r e t f i xrn:ull;: t , 03 at' ik-

, ., 
<t 

,: 1-·" 

:'; j' 
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Den ved fez.) ::: ZM definerede afbildning J: Sf -7 Sf 

er en overIe jring, og j#-: W, (S ~ l) --7 7ft (S~ I) er givet ved 

j# (~.) = M~ , altså injektiv. 

Vi indfører endnu et hjælpemiddel, der kan være nyttigt 

ved bestemmelse af fundamentalgrupper: 

Defint~ion 10.10. Lad X være et topologisk rum. Ved den 

fundamentale kategori på X forstår vi kategorien, hvis ob jelc

ter er punkterne af X , medens morfierne fra ~ G X" til 

X, E;( er homotopiklasserne Lif J af bevægelser fra %o til 

~ med sammensætningsreglen [~.J{I.;J = [O,.;,. ~J. 

Den fundamentale kategori på ;r er en lille kategori. 

Mængden af morfier fra ;X til :)( er det samme som W; ( A, x) og 

udgør således en gruppe. Enhver morfi i kategorien har en invers 

morfi, så alle morfierne er ækvivalenser. En lille kategori med 

disse egensleaber kaldes en grupoide, og den her betragtede lcal

des derfor også den fundamentale grupoide på Ål. 

§.~ning 10 .11. Lad X være et kurvesammenhængende rum og 

p: i ~;( en fibrering med entydig kurveløftning. Der findes 

en funktor h fra den fundamentale grupoide på X til katego

rien af topologiske rum og homøomorfier defineret på følgende 

måde: For X' € X' er /-,(;r) = (J-I(X) • For en bevægelse ;/ fra 
'" . -

Xc. til X, vælges en lØftning F: P-'(:t;> xI ---7 X af den ved 

Fc!!, t) ::: r1..t) definerede homotopi r: j>-'('X'o) >( I ~;( med 

- 1 ~ start FCJ,o):::o y ,og h [r] : ;0- (~) ~ f> (~) defineres der-
.... 

efter ved h Ol) (J);:: F {jl 1). 

..., 

Bevis. Vi ved, at løftningen F eksisterer, og at h (r') 



bli ver kontinuert. For y € f-te 7(,;) bli ver h [t) eJ) endepunk-

tet for en løftning af ~ med start )! , og kommer derfor kun 

til at afhænge af [t]. Det er klart, at h [~o ~J = h (~*~) = 

),('4)0 hCI,,) • Altså er h en covariant funktor. Da morfierne i 

den fundamentale grupoide er ækvivalenser, vil de afbildes i æk-

vivalenser, altså homøomorfier. Dermed er sætningen bevist. 

~ing 10.12. Hvis ;( er kurvesammenhængende og j>: j.-7X 
en fibrering med entydig kurveløftning, er alle fibrene )'-f(~) 

indbyrdes homøomorfe. 

Bevis. Følger umiddelbart af sætning 10'.11. 

~fin!.1ion 10 .13. Lad X være kurvesammenhængende og 

p: X --" X en fibrering med entydig kurveløftning. Kardinal

tallet for en fiber kaldes da mUltipliciteten af p. 

Det har mening ifølge sætning 10.12. 

Vi minder om, a t index for en undergruppe li i en gruppe 

G er antallet af sideklasser til Il , al tså antallet af ele-. 

menter i faktorgruppen $ ,hvis It speciel t er en normal un

dergruppe. 

/ 

Sætn!gg 10.14. Lad ,,' j ---?.1' være en fibrering med enty

dig kurveløftning og ;( j kurve sammenhængende • Så er mul tipli-

ci teten af ? lig med index 

kårligt valg af a f ~ og 

for PrI/ rr; rx: o) 

a c F>Co). 

~ "'i (-taj for vil-

Bevis. For li G·j 
]' .... 

bevægelse ;;: I -7;r f'ra 

repræsenterer et element i 

med ~(~) == ,P(Q) = a findes der en 

Q til } , og dens pro jektion y' 

1Tf ( ;r: a ) • Omvendt vi l vi for [fJ € 
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have en løftning ;; , som er en bevægelse fra til 
.... 
a rn; (;rI 0.) 

, der kun afhænger af [t] . At et ~ 
giver samme ~ er ensbetydende med, at løkken Yi ~ '4.,-1 løf-

tes som en lØkke, altså med, at [t,] [12,1-1 
€ PIF"" Ct, a) . Det 

er igen ensbetydende med, at [1,] og [t;.J ligger i samme 

hØ jre sideklasse for Pi: n, l1, fj) . Altså er mul tiplici teten af 

f lig med antallet af disse sideklasser. Dermed er sætningen be-

vist. 

Sæ tni ng 1 O • 1 5 • 7lf (p 11It') ~ Z < f o r Alt ~ Z. 

Bevis. 
"1. pM 

Overlej ringen f>: j ~ har mul tiplici tet .z. og 

for M ~ ;. er ?1f(S~)'" O • Af sætning 10.14 følger derfor, at 

~ (p~) er en gruppe med to elementer, altså ~ Z~ . Dermed er 

sætningen bevist. 

For M= 1 er pf:: S1 
I .. 

, al tså 'Pi ( P) ~ 2,. 

§'~1D-ing 10 .16. Lad () l J ~ J) være en familie af sa:nmen

hængende topologiske rum, og } et basi spunkt for ~. Lad 

y -= ir{ -) have basispunktet tt. = (~ IJ e-l) · Da er rr, (;r, a) f;;S 

JlJ ."., c:~ I ~) , og en isomorfi c;: 'ilj ( ~ a) ~ dZJ W; ( ÅJ I~) 
dZf'ineres ved 'l' fY] ~ (1Ji/>[t] I J ')) ,hvor l] :;Y ~ ~ er 

projektionen. 

Bevis. Det er i hvert fald klart, at ~ er en homomorfi. 

Endvidere er ~ surjektiv, da enhver familie () I; ~o1) af lØk-

ker fås som projektion af netop en løkke. Da en tilsvarende fami-

lie af homotopier mellem lØkker er projektion af en homotopi mel

lem produktløkkerne, er , også injektiv. 
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rr., ( "77 """) ~ :7 lIV 
~ning 10.17. , ~ ~ 

Bevis. Følger umiddelbart af sætningerne 10.16 og 10.9. 

§.~ning 10.18. 'lTf (C Pj og 'l1j (I< PM) er trivielle for 

alle M/. 

Bevis. For M= O) t er resultatet allerede bevist. Bevi-

S ).M+~--" serne for de to påstande er ganske ens. j\fbildningen p: ~ 

C P
"" - S J.1tII+l 

er i hvert fald en S -fibrering. Lad a. f ,a = 

p(a) 6- ep""" være basispunkter, og ladY:· (II j) ~ (CP~ a) 

være en løkke. Så har y en løftning Y: (II o) ~ (5~""+f) a) 
t sj og da p- (a) er homØomorf med , kan vi vælge en bevægelse 

~ : (J: t) ~ (l'(a), O) så ~CC» = 'lU) • Så er ; * 7, en 

v , tTI", (S~M't ') . 
løkke, hvis projektion er homotop med 4 og da ~(. er 

triviel, er og dermed ~ nulhomotop. Dermed er sætnin-

gen bevist. 

Sætning 10.19. Hvis (X, a) er et f/-rum, er lJ7f (;(,a) 

kommutativ. 

Bevis. Vi har 97f (X, a) ::::: [S~ 1j ,r; a) og da (Sf, f) er 

et co-H-rum og ur" lt) et fI-rum, vil de to strukturer in-

ducere samme kompositionsregel og den bliver kommutativ. Dermed 

er sætningen bevist. 

( 
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Kapi tel 11. 

OVERLEJRING 

En hel del af resultaterne i kapitel 10 vedrØrer fibreringer 

med entydig kurveløftning. Bortset fra de sætninger, der udtaler, 

at en eller anden afbildning er en fibrering med entydig kurve-

løftning, gælder de tilsvarende resultater også for overlejringer. 

I dette kapitel vil vi dels angive betingelser for, at en fibre-

ring med entydig kurveløftning er en overlejring, dels studere 

sammenhængen mellem fundamentalgruppen og overlejringerne. 

Eksempel. Lad være delrummet af' punkter med anden 
, 

koordinat rational. Den naturlige projektion fJ:;(---7 R på før-

ste koordinat er en fibrering med entydig kurveløftning, men ikke 

en lokal homØomorfi og endnu mindre en overlejring. 

Der findes en kontinuert, bijektiv 

afbildning ?: i? ..-, /), hvor Il er 

den afbildede ]<;:urve, som går asymptotisk 

mod intervallet ab. Her er p lokal t 

homØomorf og tillige en fibre"ring med 

entydig kurvelØftning, men ikke en over-

lejring. 

~fini tion 11.1. Lad t,' E ---:, B være en fibrering. Ved et 

tværsni t i P forstås en af'bildning S,' l3 ---il E således a t 

p o S =' tg, al tså således a t S er en løftning af 18 , 

Af sætning 10.6. fØlger umiddelbart: 

Sæ~ing 11.2. Lad (;()~) være et kurvesammenhængende, 10-
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kalt kurvesammenhængende rum med basispunkt. Da vil en librering 

p: tf, li) ~ eX, a) have et tværsni t S: (X, a) -:; (i, a) 

og kun hvis p#: 111 (~li) = W; (Æ', a), 

Vi har ogs~ følgende sætning: 

IV i §.f91ging 11 .3. Lad p: X-7 være en fibrering med 

'" 
dig kurvelØftning, med X og ;r kurvesarnmenhængende og 

hvis 

enty-

X 
lokal t kurve sammenhængende • Da er ? en homØornorfi, hvis og kun 

hv;i.s P# 7Tf (i a) == 7T? cA': a) for et eller andet valg af a € i 
og a = p(a). 

Bevis. Hvis f> er en homØomorfi, er be tingeIsen sel vfølge -
...." 

lig opfyld t for ethvert valg af a. Hvis a er valgt, 

s:;Y~;f 
.... 

i ,r 

så betin-

gelsen er opfyldt, har vi et tværsnit med 
....,. 

SCa) = o. 
.,; 

For ; E.r har vi en bevægelse 'i' til ;(. så fra 
,.J ..... 

er So pI t en løftning af fO~ , så vi har So~o y= II, og for en-

depunktet får vi SCfJc5(») =;. Dermed har vi vist, at SO? =- ';il , 

og det indebærer, at p er en hornøomorfi. Dermed er sætningen be-

vist. 

}l~finition 11.4. Et topologisk rum kaldes M -sammenhæn-

gende, hvis rn; er), "'i (X)) ... ) ~ eX) er trivielle • 

lU tsG. er O -sammenhængende ensbetydende med ku!'ve sammenhæn-

gende. Vi s1{al senere se, at det bcviP1cer, at de h,~jere hO'11otopi-

grupper er uafhængige flf basispunktet, så defi::-1itionen her ;Ticnir;,g. 

Indtil videre kan vi i øvrigt bruge definitionen med tilføjelsen 

"f'or ethvert basispunkt" • For ethvert M ~ 1 er M-sfæren M-l.-

sammenhængende. 

§.~!ning 11.5.. Hvis ;O; j ----?;( er en overlejring, og Æ' 'er 
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t -sammenhængende og lokal t kurvesammenhængende , da vil p af

bilde hver kurvekomponent af' ;P homøomorf't på hele .r. 

Bevis. Det er klart, at er lokalt kurvesa~menhængende. 

Da W; (~o.) er triviel, er betingelsen i sætning 11.2 tr~vielt 

opfyldt, og f'or hvert med j>(Q)::: a har vi e t tværsni t 

som afbilder ;r ind i en kurvekomponent s: et) 0.) -') (i, c;) , 

af' IP. Af sætning 11.3 f'ølger nu, at ;O afbilder denne kurve-

komponent homøomorf't, og dermed er sætningen bevist. 

Sætningen kaldes monodromi~sætningen, og den spiller en 

rolle i matematisk analyse. Som en typisk anvendelse skal vi , 
nævne, at den medfører, at enhver afbildning !: O -7 C" fo} , 

c ' 
hvor O = C har l-sa:rJmenhængende l{Qmponenter og er åben, kan 

skri ves / = ..e-r 
;Qef'i~2.!1 11 .6. Et rum ;( kaldes serni-lokal t J-sammen

hængende, hvis hvert punkt XG ~ har en omegn 2(, således at 

de t for inklusionsafb ildningen j: (V, y) -7 cA'; x) gælder, at 

er triviel. 

Groft udtrykt: Tilstrækkelig små lØl<:l{er i )( er () -homo to-

pe. 

Sætning 11.7. Lad være kurvesammenhængende, lokalt kur-

vesa!'1menhængende og semi-lol{al t j-sammenhængende, og lad f' 
være lokal t kurve samme nhængende • l,ad ,: i ~ X være en fibre-

ring med entydig kurveløftning. Da er p en overlejring. 

Bevis. Lad en omegn 21 Df være valgt, så inklu-

sionsafbildningen j: (V/X) ~ tilfredsstiller 

fo. 'lfj ( VI X') ::; O Enhver omegn af' X indehold t i" har da sam-



me egenskab. Derfor kan vi vælge ZI kurvesammenhængende • Lad 
'" li være en kurvekomponent af • På grund af kurve-

løftningsegenskaben findes et med 

vælger vi en bevægelse 'Y fra )( til J ' og ved løftning får 
.... 

t N jfU vi en bevægelse fra X til et punkt , og da løkker 

ZI ..... t' v· i er O -homotope, afhænger 'I ikke af valget af • l 

sætter j = Sl)) , og dermed har vi defineret en afbildning 

S: U ~ j) 
.... roI 

med ,Po 5 = It! 
.... ,.... 

har vi en bevægelse li'or 
,., 

t i U fra X til 2 , og ved løftning af J> o ~ ser vi, at 
N 

2 = SCf{Z») • Dermed har vi bevist, at p afbilder li homØo-

morf t, 'og dermed er sætningen bevist. 

~nition 11.8. Lad ~ være kurvesammenhængende og 10-

betegner vi kategorien kalt kurvesammenhængende. Med 

af overlejringer ?: j ~ ;( 

o(X) 

med i kurvesammenhængende. 

I OCX) er også morfierne overlejringer. 

§.ætning 11.9. Lad P,: i, -7,r og;>2..' ~ -~ X være 

ob jekter i O CX), og lad en morfi fra ,P, til være gi-

vet ved j: i, -? ~ • Da er / en overIe jrj.ng. 

Bevis. IfØlge sætning :.17 er det nok at..:, vise, at / er 

surjektiv. Vi vælger a, 6;r, al. ::::jtlf,J G ;r;,." og a:: Pt(q,) == 

Pi&;') 6 ;(. For ~ f ~ har vi en bevægelse ~ i ~ fra 
,., 

Q2. 

til 

til Xz , og den projiceres i en bevægelse y i X fra a. 
'" 

~ = Pz. ~) , og den løftes og gi ver en bevægelse t, i ~ 
fra a, til et punkt ~ e ~ med p, (i?, J ... X.· .Nu er/fir; 
en løftning af Y, så vi kan slutte, at /(x,).:: .. ~ .. ' Derliled er .' 

sætningen bevist. 
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Når vi nu inddrager sætning 10.8, ser vi, at eksistensen af 

j bevirker, at 11:/1:?1f (i" Q,) == A#/# rn; (i,) a;) ~ 13.# ?li (~, et)· 
Hvis vi regner med rum med basispunkt, vil morfierne derfor give 

en ordning af l{lasserne af ækvivalente overle.1ringer, og på den 

anden side vil betingelsen 11/f '11i (~, 4';) ;= fJJ.# W; (~J a;) sikre, 

a t der findes en morfi fra P, til A ' al tså a t der findes en 

overlejr~ng J: (x"a;) -' (~,a;) Hvis 11# 7T,(X,/~) -

P:J.#- 71"2. (A;:, Q';), findes der morfier begge veje mellem 1>, og A, 

og det fremgår af beviset for sætning 11.9, at de kan vælges, så 

de bliver hinandens inverse. Overlejringer, der svarer til samme 

undergruppe af 7tj (;(, a) er således rekvi valente. 

Vi ser, at R'~ ~ CP~ )')P~ , S (M ~ ~) , og ~ kun har tri-

vielIe overlejringer, og at PNl 

for NI;:'< kun har overIe ,irin-
"'" NI 

ger- ækvivalente med ?; S -i' P . Derimod har og navnlig 

rn lVl 
I mange ækvivalensklasser af overlejringer. 

Det er nu nærliggende at spørge, om der findes en overlejring 

svarende til en forelagt undergru:9pe af fundamentalgru}pen. Svaret 

er bekræftende for "pæne" rum, idet vi har :følgende sætning! 

Sætning 11 .10. Lad(;r)~) være kurvesammenhængende og lo~alt 

kurvesammenhængende , og lad ri ~ w; Dr, a) være en undergruppe. 

Nødvendigt og tilstrækkeligt, for at der findes en overlejring 

p: (~'li) -7' (X,a) , således at 

findes en overdækning 

/I: p# 77i ( i, a), er de t, a t der 

af ~ med åbne mængder, s~-

ledes at II omfatter enhver homotopiklasse af formen [~It ~ ~ r-I] 

hvor er en bevægelse fra til et punkt ~ ~ ZI;- ,og r; er 

en løkke i ( 0, ~) 
Bevis. Lad p: (j, Ci) ~(X:a) være en overlejring. Der 
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findes da en overdækning af med åbne, kurve-

sammenhængende mængder, så det for J tv! gælder, at hver kur

vekomponent af 'f-I (21;) afbildes homøomorft på 2f; ved re

s triktionen af ,P. Så vil de i sætningen om tal te løkker 

t It- ~ >t 1-1. løftes som løkl{er og derfor repræsen tere homotopi

klasser i P# "'i li, cl). Altså er betingelsen nødvendig. 

Lad os nu antage, at X har en overdækning (~It! ~J) 

med den i sætningen omtal te egenskab. Mængderne ~ har åbne 

kurvekomponenter, som også udgØr en overdækning med de samme 

egenskaber. Vi kan derfor antage, a t mængderne ~ er kurve-

sammenhængende. Vi går nu i gang med at konstruere en overlejring 

f: (i, a) -7 Dr, (k) , så ?# 7T, (i, a) =' }I. 

På mængden af bevægelser I,' (l) o) ~ LÆ, a) indfØrer vi en 

ækvi valensrela tion t, rv (2... ' som sl::al betyde, a t y, (f) = r;(1)) 

og [y, tf- ~-JJ E fl. Vi har, a t '" er refleksiv, da 'I~ t-I er 

O-homotop, symmetrisk, da ~ )f-1i-f = (f,~~-1)-J, og transitiv, da 

ri If" ~ -1!::! (f,'" ,-;,-1) "'" (1z. il- ~ -? Rummet;P skal være mængden af 

ækvivalensklasser fY] med en topologi, vi vil indføre om lidt, 

a skal være den stationære bevægelsesl{lasse og f>: eJ,a) -7 C-1;a) 

defineres ved p {tJ =: (f(1), 
..... 

For {tJ G:r vælger vi J t:J 
lJ (YU» 

så og en om-

egnsbasis bestående af åbne, kurvesammenhængende del-

~. mængder af Med li betegner vi for mæng-

den af bevægelser i X fra til et vilkårligt punkt af 

for hvilke der findes en bevægelse I') i 21 fra '(U) til 

således at [ v' v. v" '" v' -(7 L:. fl. )) 
I .... (J ,.... I J I; P;f 11 ~ y følger så 

[ t' ~ y»* ~J -'J c;. /1, og af f'l61ger [1,* y~ y'-'] €- fI Her-

'" 
af følger, at lt er en foreningsmængde af ækvivalensklasser og 
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kun afhængig af ækvivalensklassen for )/. Vi definerer nu, at 
"I 

mængden af ækvivalensklasser i li er den til li svarende om-
.., -

egn lJ af f t3 <:. X, 
Inden vi undersøger, om vi virkelig har fået en topologi 

vI) 
defineret, vil vi undersøge den rolle, valget af D 

Hvis 
V V ~I 
'I er en anden bevægelse i u fra y(f) til 

spiller. 

'1'( l) 

har vi [t if (~/.,. ti -1) ~ r-f] G- // ifølge betingelsen i sætningen, 

[
J' II ,/I-'} Il [./~ JI'Jf- v l

-'] €: J./. og derfor er I It t, ~ I r:- It ensbetydende med (f 4 4 7. 

V,I 1/ 
Valget af ø er således helt uden betydning. For X e 0 fin-

VI) l' li fra ,//1) des en bevægelse I Dl 
til ;( , og vi har 

'" f t* 1"'3 e U . Altså er fJ ( fI) = 21. .., 

Vi vil nu vise, at basisomegnene ZI definerer en topologi - ~ 
på ,;y. Det er klart, at hvert i e;V får basisomegne, og at , 

.... 
A'" tilhØrer enhver af disse. Hvis ZI" ~ G IS (tc O) , findes 

.... ... "-, 
21 ~ /J (Y(1J) og vi har så li ~ 21, () ~. så 

.... 
Lad nu lr;J € 21 

II )1 0, være en ve j være vilkårligt valgt, og lad 
~ 

i li fra YU) til t; U) • 

ve j Iz" fra r, U) til ~ O) 

fra 1,(1) til 1;.0) og vi 

[1'* r: 'I
., Y.-'J- f 

H-[I* ;-;'/Jif ~-'J G/I. 

For {rz3 G U har.vienElnden 

Så er t:"-f 
f » ~ en vej i 21 

får [-/. ~(i'l-' ~ Y'. I') t: -f J 
I 1 2. ~ Z. = ... 

Deraf følger, at ZI er en omegn 
" , 

af f bfl, og dermed har vi bevist, at e~et topologisk rum, 

f) er åbne. og at basisomegnene 

Det er nu klart, at f> afbilder il homøomorft på V,' i-... 
det det for hvert gælder, at. IP afbilder de i li inde-

af j>(~) ...• ,. Det .. er klart, 

'" ~> 21, ,og er, for-

... 
holdte basisomegne af X på basisomegne 

... 
a t U bliver kurvesammenhængende • Hvis 

skellige basisomegne med samme pro jektion 21, er de åbenbart dis

junkte. Dermed har vi bevi st, at f·' ;Y--9;( er en overIe jring. 
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En bevægelse har en løftning 

r: (I, o) -? (i, 'ir) , hvor ?ct) er klassen repr'æsenteret ved 

~ : (1, o) ---" l;r, 0.) defineret ved ~ (.u.) = t'{-I:~) • Vi bemærker, 

a t Y'C 1) = {y j . Al tså er kurve sammenllængende • 

:~ndelig kan vi slutte, at en l~l}kke 'I: (I; j) -, CA,a) hor 

en lØftning, der selv er en løklæ, hvis og kun hvis {t] = Q , 

hvilket er ensbetydende med, at LY) €- f/. Det betyder, at 

og dermed er sætningen bevist. 

I kategorien D (X), hvor Y er kurvesam:r1enhængende og 

lokalt kurvesammenhængende, er en trivieloverlejring et finalt 

objekt. Det har større interesse, om der findes et initialt ob

jekt, og et sådan kaldes en universeloverlejring af ;(. Af vo-

re resultater får vi umiddelbart følgende sætninger. 

Sætning 11.11. Hvis ;( er kurvesammenhængende og lokalt 

kurvesammenhængende ,i [-sammenhængende, og ,P" j ~ X' en 0-

verlejring, er f universel. 

§.mtning 11.12. Hvis ;( er kurvesammenhængende, lokalt kur-

vesammenhængende og semi-lokal t t -sammenhængende, findes der en 

uni verseloverle jring f>: .i --7 X, 
gende. 

hvor er f -sa1'1"'e n '1"'11-'- :;11 .... 0\. 'JJ ... 

Enhver t -p1..ml{tsfopening s' V;( har en ikke triviel 

overlejring, idet S f 

tral t modsa tte punkter 

med to elmemplarer af X ps.sa t i. diame

o S'.V 'I/' afbildes pa Æ ved en nærliggende 

2,2. definerede afbildning S' ~ sI udvidelse af den ved 

Lad ;( ~ /('- bestå ef en følge af cirkler, der rØrer hin-

anden i O og hvis radier går mod O. Af bemærkningen ovenfor 

følger, a t X har en mængde overIe jringer. Hvi s j>:;P --;» X er 
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... 
en sådan, vil X indeholde en kopi af en omegn af !2 G;;r ,og 

S i 
vil derfor være 1 -punktsforening af og en mængde, så 

har en overlejring, der åbenbart igen giver en overlejring 

ar ~. Altså har ~ ingen universeloverlejring. 

Med det samme rum % betragter vi keglen (ikke re-

duceret). Vi sætter y = Cl' V ex og betragter en overlej-
..., 

ring p: Y ~ Y . Vi har da en omegn af O ~ Y 
af Q e- y . 

, der af-

bildes homØomorft ved f på en omegn ZI Da enhver 

løkke i y er homotop med en lølcke i li, må p" V23re tri vi~ 

el. ~n løkke i y kan imidlertid sammensættes af en følge af 

8-taller i basis med radier, der går mod O, og en sådan løkke 

er ikke O -homotop. Vi har således, at den trivielle overlejring 

er universel, skØnt Y ikke er J -sammenhængende. 

Kapitel 12. 

GRAF. 

En graf er e t t -dimensional t cellekom;)leks, der eventuel t 

er udstyret med ekstra struktur, f.eles. valg af orientering af 

hver 1-celle • Mange forskellige problemer kan bringes på graf-

teoretisk form. S~ledes kan vore diagrammer udmærket oufattes som 

grafer. Vi vil holde OS til en speciel simpel slags. 

~fini ti2.!1 12.1. Bn graf er et polyeder I NI , hvor J< er 

et t -dimensional t simpliciel t komplel<:s. J·~t træ er en t -saP1men-

hængende graf. 
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Træ Graf 

~1ill.gg 12.2. En graf er et træ, hvis og kun hvis den er 

sammentrækkelig. 

Bevis. Det er klart, at "hvis" gælder. Lad ,,<I være en 

f-sammenhængende graf, og lad ~ € IJ~\ være et fRst valgt 
IN) 

hjørne. Vi skal konstruere en homotopi F: IU\xI 

Vi kender altså ~ på 

med . 
1J<lx I F (X, o) = ;r

og da /J~I er kurvesammenhængende, kan vi udvide. definitionen 

til J NI)( i U IN°} X I. For hvert j-simplex se /~. har vi nu 

F definere t på randen af lSi X J og vi skal blot vise, at af-

bildningen kan udvides til hele det indre. Det følger imidlertid 

umiddelbart af, at afbildningen af randen opfattet som løl{ke er 

o -homo top, da "'t (I NI) 0.) er tri viel ~ Dermed er sætningen bevis t. 

§'~:ll!-igg 12.3. Ethvert træ i en graf I J( \ kem udvides til et·. 

maksimalt træ. 

Bevi s. T~t træ T ~ /1-<1 er foreningsmænesde af' E-d:'sl11tt,ed~· 
,. . ' .. : ; 

. .' -: 

Lad (~l J EJ) t -simplices i I 1<1 vmre en familie aft~æer, 

som er fuldstændig ordnet ved inklusion, og som alle indeholder 

T og er indehold t i II<I · Det er (1p, lclart; er 
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og er indeholdt i II<I r?o vil-en graf, som indeholder ~ 

kårlige punkter ~, j ~ 7' ligger i et eller endet og kan 

forbindes med en kurve i ~_= T 
T er kompakt og kan derfor kun in-

Altså er kurve sammen-

hængende. En løkke t i 

deholde punkter af endelig mange 1 -simplices • Disse er så alle 

indeholdt i et 
rp 't og de rmed i t er O -homotop i og 

1. Dermed har vi vist, at i er et træ. Nu følger det af 

Zornts lemma, at der findes et maksimalt element i mængden af 

træer, der indeholder T og er indeholdt i )1</ og ordnede 

ved inklusion. Dermed er sætningen bevist. 

I et polyeder IHI findes nogle særlig simple bevægelier 

'(: I --, I Ul , som afbilder l homØomorft på et t -simplex 13'/ 

så endepunkterne af l nl~ildes i hjørnerne. 

~~ition 12.4. En bevægelse, der fås ved at sætte sådnn-

ne simple bevægelser efter hinanden, kaldes en kantvej. 

En kantvej er bortset fra meget simple homotopier helt fast-

lagt ved følgen ti; I V;, ... ) ~ af' hj~,rner, den passerer. 

~ætning 12.5. Lad IHI være et polyeder. Enhver bevmgelse . 
't: I ~ /1<1, f'or hvilken Y(o) og t'(1) er hjØrner, er rel I 

homotop med en kantvej. 

Bevis. Vi kan opfatte J som et polyeder bestnende af 1 af-

sluttet t -simplex. Sætningen følger derefter umiddelbay't af sæt-

ningerne om barycentrisk videredeling og barycentrisk approksima-

tion. 

~~!!ing 12.6. T~t maksimal t træ i en sammepJ1ængende graf' in-

deholder alle grafens hjørner. 
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Bevis. Lad JNI være en sammenhængende graf, og lad 

'r ~ } N I være e t træ. Lad a.. (: r være et hjørne, og lad 

·v & INJ' r være et hjørne. Af sætning 12.5 følger, at der fin-

des en kan tve j fra V- til Q • Lad l{ være det første hjØrne 

i denne kantvej, som hører til r, og lad lSI være det for-

udgående t -simplex. Så er T U lSI en graf, men da I S I kan 

trækkes ind i V;, er 7' en stærk deformationsretrakt af 

7' U lsI og det medfØrer, a t r u ,"§ I er sammentrækkeligt, 

altså et træ. Dermed er sætningen bevist. 

Vi går i gang med at studere nogle tlspecielle" grupper som 

en forberedelse til studiet af grafernes fundamentalgrupper. 

Qefini tion 12.7. Lad f ~ I J & J J være en vilkårlig mængde. 

Ved et ord dannet af l «;. I ti E:)l forstår vi en endelig ordnet 

symbolkæde dannet af symbolerne samt symbolerne ~-1, / e:J. 
Den tomme symbolkæde er det tomme ord. Et ord kaldes reduceret, 

hvis det ikke indeholder nogen delkæde af formen -I 
~ '1 eller 

-I 
ol; ~. At reducere et givet ord betyder gentagne gange at fjerne 

delkæder af formen eller indtil s~dflnne ikke rne-

re forekommer. 

Det er klart, at den beskrevne reduktions-proces efter endelig 

mange trin ender med, at ordet bliver reduceret eller tomt, idet 

hvert trin i processen forkorter ordet med to symboler. 

~ning 12.~. Alle reduktioner af et givet ord fØrer til det 

samme reducerede ord. 

Bevis. Vi fører beviset ved indul{tion, idet vi antager, at 

påstanden er rigtig for alle ord, der består af faJrre end ~ sym-
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boler. Vi skal sd blot vise, at påstanden er rigtig for ord, der 

bestur af netop NV symboler, ss. vi betragter sådan et OY·d. Hvis 

det er reduceret, er der ikke noget at vise. Hvis det kun inde-

holder et eneste symbolpar, der lean fjernes, f~nger påstanden u-

middelbart af induktionsantagelsen. Hvis symbolkæden indeholder 

delkæder af' formen ~ ~-'o:r eller ~-'~ ~-t er det åbenbart li

gegyldigt, om vi fjerner de to første eller de to sidste. Vi be-

høver derfor bare at se på det tilfælde, hvor vi har mulighed for 

at fjerne to symbolpar, der ikke har noget fælles. Ifølge induk-

tionsantagelsen, er resultatet af reduktionen hel t f'a stIagt, n3.r 

vi har fjernet et symbolpar. I den foreliggende situation lader 

vi så de to symbolpar være de to fØrste, vi fjerner, og ss~ er de t 

klart, at det er ligegyldigt, hvilket af dem, vi fjerner rørst. 

Dermed er sætningen bevist. 

Q~fini tion 12.9. Ord dnnnet af sam~le symbolkæde lwldes ækvi-

valente, hvis de ved reduktion giver det samme reduc:erede ord. 

Definitionen har mening på grund sf s?)tning 12.8. Det er ind-

l:rsende, a t "rekvi valent" er en ælevi valensrelation. 

§.ætnigg 12.10. Po. mængden af æl{vi vo.lensklasser af ord. danne ..... 

de af' en given mængde af symboler defineres 

ved a t ækvivalensklasser repræsenterede ved symbolkæderne . 
. . 

13 som produkt hnr rekvi vnlensklassen repr;:.'!senteret ved s;Tnbol:us:": ... 

den /} 13, der f:J.s ved El.t sætte fJ efter f}. Ved dennel{6mpo~ 

sitionsregel bliver mængden af ækvivalensklasser en gruppe, der 

kaldes den frie gruppe me d den givne mængde a f symb oler' som mr~mg-

den af frembringere • Hvis der kun er en fre'TIbringer, 1) li ver gr'lp

pen isomorf med .2. Hvis der er mindst t.o fr [:m1J rino.:ere , bliver 

gruppen 11eke abelsk. 
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Bevis. Hvis f} og !3 er syrnlloll<:æder, vil reduktion af 

11/3 ifølge sætning 12.8 resultere i" netop den symbolkæde, der 

fås ved at reducere f) og f3 IJ ' til reducerede kæder og 

n' 
I~ og dernæst reducere 1)'/3' Dette viser, at vi virkelig 

får en kompositionsregel for mkvivalensklasserne. Derefter er 

den associa ti ve lov triviel. Klassen med det tomme ord bliver å-

benbart neutralelement. De ved 
-1 

~ repræsenterede ele-oa 
Cl 

menter er hinandens inverse. Det inverse element til et element 

repræsenteret ved en symbolkæde IJ er repræ~"jenteret ved en 

symbolkæde, der fås af f) Ved at erstatte hvert med O;; 
-I 

og hvert -1 
~ med; og derefter skrive elementerne i omvendt 

ræl<:kefølge. Hvis o<. er eneste fremb ringere, findf:s der i1cke andre 

reducerede ord end det tomme ord og ord af formen ~ ... ~ eller 

ol-I,·· ri-t. Derefter ses det umiddelbart, c,t gru:ppen i de tte t il-
" 

fælde bliver isomorf med :z. Hvis fX og;J er forskellige 

frembringere , er f)(j3 og;1O< ikke æl<:vi valente, og den frie grup

pe bliver så ikke kommutativ. Dermed er sætningen 1Jevist. 

I praksis identificeres l-symbolordene ~ , 
-( Oj med det 

gruppeelement, de repræsenterer, og mnn skriver 1 for det tomme 

ord. Så bliver det også naturligt Gt bruge potensnotationen 
\ 

rt;", J G l. 

_~~g~Dg_12.11. Lad I/~I va:;re en sar.nne nhængende graf med e t 

maks imal t træ /, og lad Q €- 'r være e t hjØrne. Ds er 7lf (IHI) q) 

isomorf med den frie gruppe frembragt af Ewmgden o.f 1 -simglices 
/ 

i I J~' , der ikke tilhØrer 7'. 

Bevis. l~n lØkke i (INI,o..) er homotop med en kantvej fra Q... 

til a.. Lad 1.;,IJE)J være mængden af j-simplices i INI, 
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som ikke tilhører .". på hvert Cl f disse vælger vi gennemly~bs-

retning, og vi bruger j som betegnelse for 17' geiinemlØbet 

i denne retning og 1-1 for J~I gennemløbet i modsat retning. 

For hvert hjørne ve-l NI (og ifølge sætning 12.6 også 6- I TI ) 

vælger vi en kRntvej r fra a, til tr. Lad være 

den frie grugpe med f '1 J J €J J som mængden af frembringere • Vi 

definerer en homomorfi f{J: C ~ ?7i (11<1) a), ic.et vi for et sim-

-plex SJ 
1Ii. sætter 

med gennemhbbsretning fra e t hjv~rne l.'o' til e t hjørne 

y. -J 
~1 

altså • Vi skriver kantveje umid.delbart ef-

ter hinanden uden at bruge stjerner som for bevægelsen. Det er 

l{lart, et vi på denne måde får defineret en homomorfi. Vi skal vi-

se, at ~ endda er en isomorfi. 

Vi viser f y5rst, at r er sur-jel{tiv. Lad t{; t1 ... ~ v~:::re en 

kantvej i II<I med ~ =: ~ = q. Det er klart, Gt den er homo-

top me d lumt ve j en 

som representerer elementet 

~ ~/ , 
af fundn.mentalgruppen. De faktorer, for hvi lIw z,;.., vy er i 

er O -homotop-e, sEt de kEm uc1elRdeB. De resterende f8.1dorer er bil

leder ved ~ af frembringere i a eller inverse af sådanne. Der-

med har vi bevist, at r er surjektiv. 
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Vi mangler at vise, at ? er injektiv, og det går desværre 

ikke helt så let. Vi konstruerer en ny graf. Dertil opfatter vi 

r Tx P u som diskret topologisk rum og danner prodt~trummet ~ 

der bliver disjunkt forening af så mange eksemplarer af r , som 

der er elementer i G. Et element i ~ er et redUCeret ord !J. 

Hvis f) ender med SA ' :[1r vi et n;yt redUCeret ord ved a t 

tilføje endnu et eller hvilket som helst eller ~ 
-I 

med J * k Hvis 
-[ 

ender med Sk ' får vi et nyt reduceret 

S -1 ord ved at tilføje endnu et Ic eller hvilket som helst ~ 

eller 1-1 med J ::/r k . Vi ctnnner nu en ny grnf , i< \ ved a t 

tilføje yderligere t -:-simplices til 7' X' Cl på følgende måde: 

med orientering går fra ~ til 1/, tilføjer vi for Hvis et -} 

hvert reduceret ord Il, for hvilke t f) ~ igen. er, reduceret, et 

t-simplex fra ,(.(x!l til trX/}j' og hVisll~-t. er reduceret, 

e t t -simplex fra 1/x IJ til ,t(){ f} ~ -} Sf ter deline ~Jroces vi l 
højst 

to hjørner stadig tilh~6re et j-simplex, og ,del1116 egenslcab silerer, 

at IRI er en graf. Der er en naturlig projektion p: ,17\ -IINI, 
'\/ f} 7'x D • '11;'" T idet et A x fra r] projiceres pa 1'1 6 l og et punlet af 

et tilfØjet 1 eller s-t 
'J 

af det oprindelige I~I . For 

V- x C og for hvert 1/')( /} op 

pro jiceres på det tilsvarende punl~t 

, llet-

vil stjernen sl( V'x /t)afl1ildesho-, 

mØomorft på si V- • Da stjernerne si zr udgør en åben OVel'dL~kning 
" " 

af INI , har vi dermed vist, atp: 11« ---7/1<1 'eI' enoverlej-

ring. 

Lad os nu betrRgte et element af 'G " givet ved et produkt 

ti. .• o ol , hvor hvert 
, M ri" er e t Sil 

, -( 
elleret Sil , 

, ' 

og lad 'l! 

være en knntvej fra Q,. ttl a, som repr~senterer '11 (at, 0'- ot~) 

Så vil t i rækkefølge passere de 
, -I 

og ~",' , der svarer til 
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01, . .. } 01.",,- og resten af y vil iøvrigt for195be i 7'. Vi 

ser på l~~ftningen af ( med start i 0)( t. I,øftningen vil for

løbe i Tx t, indt.i.l vi passerer det simplex, der svarer til cl! 

f'j'7 x-J 
og derefter vil den forløbe i I ~ , hVal' den vil forblive, 

indtil den ved passage af den kantvej, der SV2rer til ~t ' kom-
N 

mer i 7' >t' OC,~ 

i T)( eJ, .•• aM. 

o.s.v., så vi lG3.n slutte, at løftningen )/ ender 

Det te medf;c0rer, a t ÆIANt r; = O , og dermed er sæt-

ningen bevist. 

9.~illng 12.12. :Sn sammenhængende gr8.f er lokolt kurvesammen

hængende og 101ui.l t f-sammenhængende. 

Bevis. Det følger af, at stjernen for hvert hjjrne er sammen-

træl{l{elig. 

Sa:;tning 12.13. Enhver fri gruppe er t'und['ment"J.lgruppe for en 

graf. 

Bevis. En t-pum:tsforening af "trekB.ntec1c- t grafer, som ~'lnty-

det på figuren, er en graf med stjernen for Q 

som maksimalt træ. Ved at benytte ~n trekant 

for hver frembringer i gruppen få l" vi netop 

den ~-5nskede func1mTIent81gruppe. 

Sætning 12.1L1-. Hvis ;>: ;( ~ INI er en overlejring, og 

IHI er en graf, er X en grE~. 

Bevis. Da hvert I -simplex lsi ~ 11< I er t -sammenhængen-

de, er hver komponent af p-~J~') et ~.fsluttet t -slmplex, der 

afbildes homØomorft. De punkter nf X, der projiceres i hjørner-

ne af I N\ tages som hjØrner i et simplicielt komplekS. To hjØ r -
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ner i dette kompleks udgØr e t 1 -simplex, hvis de er endepunltter 

af en komponent af et p-fOSI) og i så fald er det kl::::,rt, at 

de ikke har samme projektion, og at de er endepunkter af h\6jst en 

sådan komponent. Dermed har vi vist, at X er en graf. 

~ing 12.15. Enhver undergruppe 'i en fri gruppe er fri. 

Bevis. Følger af sætningerne 12.11-14, samt 11.12. 

Sætningen kaldes Nielsen-Schreiers sætning. Det er en rent 

algebraisk sætning, men et rent algebraisk bevis går ikke lettere 

end vort topologiske. Schreier har bevist sætningen i 1927. Jacob 

Nielsen har gi ve t minds t et topologi sIt b evis fOl~ s::atningen. 

Sæ1ning 12.16. l,ad JUl være en graf. Da er ~(l NI) tri-

viel for M ~ ..2" 

TI • L d C/),' S '11\ -, 11) I DeVlS. El. r '\ være kontinuert, og lad ,P: X ~ IHI 

være en universeloverlejring, som eksisterer ifølge sætningerne 

11 .12 og 12.12. Så er X et træ ifg51ge sætning 12.1L~, og da 

en; (Sj er triviel, har r ..... S "" -----" 1'\/ en løftning 9" ~, /I , som er 

o -homo top, da ;( er e t træ. Så er r o -homotop. Dermed er scst

ningen bevist. 

, De følgende sætninger vil gøre det klo.rt, a t de homotopi tso-

retiske prolJlemer for grafer i det væsentlige er færdigbehandlede 

ved de ovenfor udledte sætninger. 

være et reloti vt C W"-komplekfJ' 

for hvilket x er sammenhængende og f) sammentrækkeligt. Da er 

den kanoniske afbildning k: (;( f)) ---'J. CJ, a) en homo to:piækvi V8.-

lens. 



FAT 150~ 

Bevis. Vi har en homotopi ;=:!J)( I .-, f} fra l fJ til af

bildningen på a. Den hay' en udvidelse C: (;(><'I, j} xI) --1 ()(/)) 

1'1 til en afbildning g: l ~ li) -7 CA: a) · Så inducerer J 
r:;;: li) 0.) ---7 CXII) , således at a:: ?ol<. så er 

f(~IJ) til c;o/<, og Æø C er en homoto-

til k o '1. Altså er Cf en homotopiinvers til k) 

fra 

en afbildning 

r; en homotopi 

pi fra I{l'o.) 

fra 

og dermed er sætningen bevist. 

Sætning 12.18. Lad I NI være en sammenhcJllgenc1e graf', og 

r ~ llel et mal{simalt træ. Da er den kanoniske afbildning 

k: lUI -~ 11<1 -T 
en homotopiækvivalens. 

Bevis. Følger umiddelbart af s8tning 12.17. 

§.@!!lig~ 1·2.19. Enhver graf er homotopiæl'cvi valent med en j-

punl{ tsforening af cirkler (al tså med en graf som· i lJev iset for 

sætning 12.13). 

Bevis. Følger af, at 
IHI -T 

er en l-punktsforening 8.f cirk": 

ler. 

§.~.tning 12.20. To sammenhængende grafer er homotopieJ1{vi valen..:· 

te, hvis og l{un hviS de har isomorfe funda8en t.s'c1gr'J.pller: 

Bevis. F(iHger umiddelbart Ctf s<~1tning 12. -19. 

For sammenhængende grafer 11<1 og l N, ( er det også rig-

tigt, at to afbildninger f J : lU 1 ~ IN, I er hornotope, hvis 

og kun vhis ; = ai- . Det vil vi dog iklce ofre tid på cot vise. 
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Kapi tel 13. 

l'WRMAI,E OVERL':.fJRI 1W 1!~R 

Vi har set, a t to overIe jringer P,: (i, I a;) --7 (r. Q) og 

p~: (~) a~) ~ (tIlt), hvor i, og Xz er kurvesammenhæn

gende , er ækvivalente, hv is og kun hvis 'pUl: 7T, (;r, Jo,) = A #: -n; (~/~). 
"'" - -) .... ) 

Hvis vi ers ta tter a, og al. med a, og al , som projiceres 

... ) (;t I a;) i a., vil P, II: "" (~, a1) 
og P:J.iF n; være lwnjugerede , 

undergrupper i 7T,(X,a) Hvis dette gælder for af 
"', . et valg Cl, 

-, og al. ' vil det gælde for ethvert valg, og vi kan ændre ethvert 

af de to "basispunkter, så overlejringerne "bliver ækvivalente. 

~fini tion 13.1. Lad p: i ~;( være en overlejring med 

X' og i kurve sammenhængende • En homØomorfi ep,' j ~ i , som 

tilfredsstiller "betingelsen poCfJ =- f>' kaldes en dæktransformati

on hØrende tilp. 

Vi skal først have overstået nogle trivialiteter. 

§.æt!!illg 13.2. Mængd.en af dæktransformotioner h y5rende til f> 

udgØr en gruppe med sam:nensætning som komDosi tion. 

Bevis. Klart.· 

~ætning 13.3. Lad jJ: j ~;( være en over le jring med .r 
'" og X kurvesammenh.'T:mgende og lolml t kurve sammenhængende • Lad 

0" a2. f j være punl{ter med Hvis 

fJ.,. 11", (x, 'Q,) ::: p# ~(i: ~) findes der netop en.dæktransformati-

on ~ hØrende til ,P med t? (li,) ;: Ol (og den inver se med 

9.'-I(~):: a,) · I modsat fald findes der ingen sådan dæktransfor-

mation. 
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sikrer, at 

p har løftninge r 1 og 1/ med r;; (li,) =- Ql. og ,,'(Ql.) = 0" 
og da de er entydig bestemt, er de hinandens inverse, altså dæk-

transformationer. Betingelsen er nødvendig, da en dæktransforma-

tion er en løftning af JO. Dermed er sætningen bevist. 

og 

pen 

Smtning 13.Lj.. Lad p: .i --7 X væI'e en overlejring med Æ 
x 

C 
};:urvesammenhængende og lokal t kurvesam:nenhængende. Grup

af dæktransformati oner r;: i ~ X er en stærkt dis-
"" 

kontinuert transformationsgruppe på X, d.v.s. hvert purjet 

X~ i har en omegn ti, så mængderne 1[fJ) , 5t'f ~ er ind

byrdes disjunkte. 

Bevis. Punktet X' =- p(X) har en kurv~sammenhængende omegn 

11, for hvilken p-I( lJ) :E'alder i komponenter, som er omegn Gf 

hver sit af de punkter, der projiceres i ;(. Deraf fi<n.ger sæt-

ningen umiddelbart. 

Lad c være en gruppe og en undergruppe. Ved 

normal1sa toren N for f) forstår vi mFmgden af elementer X €. (J} 

for hvilke X Il X-
I= Il Det er lclart, et N ~ I} at N er 

foreningsmængde af de vens tre sideklasser til /I, som ogsu er 

hØjre sideklasser, samt at IV er den sti;)rste undergrU}XQ8 af G 
med /) som normal undel'gruppe. 

~ning .13.5. Lad p: j ~ X VC3re en overIe jring lTled X 
og lcurve sammenhængende og lokal t l\.urvesamme nh~:mgende. Lad 

r.; 

å €o X være vilkårligt, og a: == P(Q) • 

normali sa toren for Pi: 1r1 (;r: Q). Da er 

gruppen afdæktransformationer hØrende 

I" " 

Lad N~. "'7 (~a) VB3re 

f\/ 
Pif ?li (;P, a') . 

til ,P' 

isomorf med 
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Bevis. Til en dæktransformntion r;;: i - X kan vi vælge 

en bevægelse i fra li 
~ .., -I 

tilO, = Y;(Q,) c fJ (a..) For 

pro jek tionen t af ~ gælder da, a t [tJ p# 7li ex} a) = 
... 

ff W; {;Y, o) [~J er en af de sideklasser , der hører til N. For 
.... .... 

nIle [t] i samme sideklasse ender 'I i samme a, ' og (:.isse 

s tamrnel' derfor fra samme dcektreEsforma"ti on. Vi hs,r s~1.1edes de-

fineret en mono;noI'fi af gruppen af' c.æk tI'2.nsfor!l12 tioneI' ind i 
N N 

... på den anden side vil enhver sideklasse i A:u. 'Tr., {-\j ,a) 
Pit rn; (~li) ". Æ. 

være repræsenteI'et· ved en bevægelse 'Ii, der er ::;)1'0 j e i\:. t ion af en 
.... .... 

bevægelse y fra a til et 
'" punkt a" med 

[~f1rn; (;li; a) riJ:: 71j (X, fi) og det medfOI'eI' ~8.t .der findes 
.... ... 

dæktransformation, som fØrer a over i ~ . Dbrmed el' sætningen 

bevist. 

Eksempel. Figuren viser to grafer 

j og X . En pro jektion p: ~ ---9 ;;( 

defineres vecl, a t P(o,):= o.· ::: j>(Q,)::: a , 
hver af de fire buer til venstre for al 

ern8 a:fbildes injektivt på 10kken d.. , 

så pilene stemmer, og analogt afbildes 

de fire buer til hØ jI'e på ;1. Det e r 

k12I't, at 1T,(;r, a) er den frie grup

(. .. 

1 ... 
. - Q,1 _ .. - . 

. ~'. ~'-. 

pe med frembI'ingeI'e ri. og (3, medens 7Ij (i 0)/) er clc.~lc. .frie 

gruppe med f'remb11ingere ~}o. o} ~.. F011 - ,,0# : 171 (.i. 0,) ~ W; (X)Q) 

får vi 

.Disse elementer er silledes frembringere for en fri undergruppe i 

7lj eX', a) , hvill{et il{ke er på forhånd indlysende. Det· er klart, a t 
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afb ildes på den samme lmeler gru:p:pe, cl::,', vi her en dæk-
,.., ,..., '" -... 

transform8tion, der bytter a, med a" og Q~ med Q) 
0"0 • 

Det-

te er den eneste dæktrLcnsforms.tion. GrUj/perne'iT, (i, Q~)' OP"' o 

w; (2, 0;) vil afbildes i en lwnjugeret undergrugpe, og den har 

-! ~ 2.. o(-~l.oI. -'A-f 
frembringerne .fJd..(J ,I' o!. , /- ,ri/- 'Y1o(' 

Vi Jran faktorisere fJ: j -;> X i to overlejringer 

'" 
hvor ~ af ;r der er vist p~ figuren, f}s 

forme.tioner. Dens func.amentalgru:/i?e afbildes 

/' ved PJ/: i den frie unc1ergru1?pe med fre:n-

bringere et/Il. ,;1«;-1. Denne undergruppe er 

den f::dlles norme.lisE,tor for under;ru}!perne 
eJ 

P:/I:"'1 (X, a,,), og den er 'i28n(.21': ~.1.ndergI'Ll.;.\})en S.'re:n"tlr':..:;t o.f c.183e 

... 
""'orm~l hvis n""" (VaN) C"Y' en nOl'm''11 '111,"le t"'J"1">1"")"" i QT. {;(, a). ~C ,et, rr/F 'It, II, ~ -.. - L.. '-'~,. - c.,- ~-J:'.t ~ t ) 

At overlejringen p: (X, a) --7 eA':a.) er normal, er if''/1go:: 

de i'orud[)\'i.ende re sul tater ensbo::;tyclenc1e EL3c1 hver af fplgende tre 

betingelf3er! 

1 ) PiF "'1 (2, a,,) er slimme llndergruppe ~,-f' 'll1 (A, a) for cllle 

a~ !TIf,2,([ pC ~y) = a..... 

r; med ~(Q) = a~. 

3) EnhvGr ly)kke 9' i [j, lI) vil veJ )rojektion og p~f01-

gende l~~ftning med s tart i et Q>, med P(5;,>:::: Cl i w::: n 

gi ve t:n l(Zikke. 
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For en normaloverlejring er gruppen af d:Jktr8.ns:['0I'mf,tioner 

isomorf med W,(x,Gl) Hvis)( er kurvesammemwmgenJe, la-
P", flT, ex, ti) 

kaI t lcurvesammenhængende og semilaIcaI t t -samme nhæng ,o:mc1 e , findes 

der en universel overle jring p:.:y --7 i , hvor i er l-sam-

menhængende , og for denne overlej ring er gruppen af c1c'3ktransfor-

mationer isomorf med W; (;r,a) for vilkD.rligt a... G X 

siges at virke Defigition 13.7. En topologisk gruppe G 
som venstre trFmsformationsgruppe på et topologisk rum X, hvis 

der er givet en J-:::ontinuert afoilc3.rc.ing 7:; G x X -P ~l,. som til-

fredsstiller betingelsen 7: (9,.91' x) = ?:(9~' 'r~1) x»), ::;amt 

er neutralelementet •. AtC virker som 

hØ
' t f t . d .c> • • .• ri b .l- f f . Jre rans orma lansgruppe , cel.l nere s };Ja samTEe. nEllie Ol" l.se..; . ra, 

tioner, idet G tænkes u~styret me~ den ~iskrete ta~ologi •. 

Vi foretrækker at skrive og 

og 9 € C 
ro: Æ --"' Æ 

G 
r " , 

trDnsformr~~~,i ()n3Gl~u~:J:~e. p;~X eI' en 

er (len ved '1 (')()::: r eS I 'X) cl81~inerecle t.f:Jildnin~; 

en homr;6omorfi. 

Bevis. Følger af, a t 'P' (X):: r( 9 -', !Y) ,. definerer en invers 

til r· 
Transformationsgrup:pen C 1)2 ;V 1~8JJLes. 1:1'::: .. n8i tiv, hvis 

der for ethvert X, }',;( fineles et 9 ~ ~su?; (9, "X) :: l
Den kaldes egentllg, hvis der for 9" 9~ € ~} 91'::f: 91.. .' altid fin

des et ~e- X, så T(9"X) =1= 'G(91.''X)' Den ortogonale gruppe 
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. 0,..+ t 
på R' M+t , medens den er ageE tlig o g; -tro Il:Ji ti V}!3 SM-. Vi 

Derinition 1~.8. En tr3nsfor~~tions~rUJDe G 
-------- - ......, ..!.... ..... 

-;)3. et rum 

i kaldes stc'3rkt dis};:on tinuert, hvis hvert yunkt X' €. ;( har 

omegn li, S3 nIle billederne ved, ::::lementer 9 ~ G 
indbyrdes dis junlete • 

Så må (] f,elvf'\Hgelig. V[.3re egentli.;, og lJortset fr2. tri-

vieIle tilf8lde må G 
ikke være tr~nsitiv. 

Elcsempel. GI'uppen af translationer l. -'> l +~, M € 
'-M-
Z 

en stærkt diskontinuert transfoY·InetiorwgrLr;:-·.ge 
'''1 R. 

Hvis C er en tr;::i~1s:[or[r;etionf:3g~:,ulX:!::; på X og ;tG 

vilkJ.rligt purret, kaldes m"mgc.en af J':crJcter T (J, :r) ) 9 G C 

, er 

for X. Alle punkterne 7:'(9, x) har scunme bane ~ og b:~ll:::TLe for 

alle punkt·erne J 

x 
r; 

de netop omtalte b:-nt:::r, og :Cnris "C0.9010gi er ~.en v~d ,~en ~:::~_'1on:L,~'-=:; 

AI 
afbildning f! X ---9" inr}lJcerede fin,,-ltoyologi. 

hængende rum X, er ;o:;r' ~ f en norm~l overl~~riTI~, og C 
er isomorf meel grup.-pen [11~ dmktransfol'ln:.'1.tioner. 

Bevis. For hvert X G ;r har vi en omegn ZI, c.er ken:. v8]1-

ges kurvesammenhængende , s~tl edes ri t ~llle 1J illeclerne 1:(9, li) , 9 G a 
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er indbyrdes dis junkte. For det fælles billede pC lJ) af alle 

'l(j, li) gælder da, at hver komponent af ,P-'(fJ(ZI)) afbildes 

homøomorft ved ,p på,P( 2/), som således er en omegn af 

pex) • Altså er p 

ved 9'.1 ex) = T Lfj, ;() 

en overlejring, og det er klart, at den 

definerede afbildning 1.9,' .AI' -Y;( til-

fredss tiller f> = po 13' så f{J:J 

piO,) -= P (Oz.), findes der e t !) € Q 
er en dæktransformation. Hvis 

Det 

følger af s8tning 13.3, at alle dæktransformationer fås på denne 

måde, og af bemærkningen efter definition 13.6, at I' er en 

normaloverlejring. At 9 ~~ er en isomorfi er klart, hvis ~ 

er vens tre transformationsgruppe. Hvi s G er en højre trs.ns-

formationsgruppe, bliver 9 ~ ~9 en antiisomorfi, men så bliver 

9 --"' $O~-I en isomorfi, så C bliver også i dette tilfælde iso

morf' med gruppen af dæktransformationer. Dermed er sætningen lJe-

vist. 

Eksempel. Den i el{8emplet ovenfor omtalte gruppe fif tr8nsla-

hv O r A_A ". .,. h\ tioner K -7 !. +~, ,~. 'C" ~ gi ver den normale overIe jring 

ilA

--7 r'; 

Eksempel. Vi tamker os 
S~M-f 'Nt C for et indlejret i 

M~.t. For p>t har vi for ;W1..= 011,·'·),P-l en transformation 
loM" t S 2.",,- f i ]i!' ~",. 

9'~: .s . --i' defineret ved 9'""i~) =- .e, Z. Dermed har 

vi defineret en stærkt diskontinuert transformationsgruppe på 

S ~Nt-t , 
, 

Zp med? og den er isomorf med den cykliske gruppe 

elementer. Vi får således en normaloverlejring S ~""-f p: ~ 

S~~-l 

Zp 
S2M-1 

Zp hvor har fundarnen talgruppe i Bomorf mecl 

De således definerede rum kaldes linserum • }"or IV! =- Z er de i-, 

dentiske med de uligedimensionale projektive rum, men for M >.z, 

er de nye. Det kan vises, at der ikke findes analoge transforma-

tionsgrupper på ligedimensionale sfærer. 
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Kapitel 14. 

DEN L1\NGE HOMOTOPISEKV;;::rm. 

Vi vil gå over til at studere de højere homotopigrupper. 

Vi vil tørst generalisere dem til par. Vi arbejder nItid med 

rum med basispunkt. 

Definition 14.1. Lad ( 'X', /), o.) 

ske rum med basispunkt • I triplen 

·E' ... -t 

være et par af topologi

(E'", S 4'1-', E. "'-1) skal 

betegne den sydlige halvkugle af 
5..,.-t . Mængden 

?'CM eX, II, Q) = [E"t, S"'-~ E .. -1 j X, J}) a.,.] kaldes. for 

den n te relative homotopimængde for parret C;r, 11,0.). 

Al tså er n,..,. ('%,1/, a) mængden af homotopil{lasser af nf-

. (EN S M-' ;= "'-') --7 ('V /)', a) bildninger r. , I _ II" I specialtil:-

fældet /} = a.... "bliver det hel t det samme som mængden af' homo""': 

topiklasser af a:rbildninger CfJ: (E~ SIM-f) -7 (X, a), 00 og ·::-~et' 

er det samme som mængden af homotopiklasser af sammensatte af-

AoC.. lIA-f k (EM,' ')L( . o) . 
bildninger (E,5 )~ 5,.,.-f).I; ;r,~, hvor 0

1<. .' er 

kollapsafbildningen. Det er igen det samme som 

(E~ S 411-#) ..iL, (S"",l)'~ (X, a) Eu er [9"o!( 1 = [f'J o 1<. 

Dermed har vi vist følgende sætning: . 

. ~ins: 14.2~ ·~(.r)a,a) og 

vi valente for .A1/ ~ 1. 
Vi lG3.n for MI' ~ .z skrive 

W (~a) . er naturligt æl\:-,.,. " : 

som 

( C'S'IIt-t, S M-1, CS .... -~ \ ., hvor C ~ betegner reduceret kegle. 
- .. ' . 

For .N\ ~ 3 kan det ved hjælp af reduceret suspension skrives 

som (CSS M-~ S S "'-t CSS"'-') J J 1T'u har vi følgende lemma. 



Lemmg 11+.3. CSX = sex. 
Bevis. Efter definitionerne er 

sx= ',XxI' I 

X><[u().xI 

C t = __ X x_l_ 
X><'O U o.><,I 

...•. 
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Heraf fremgår, 'at vi får S.r)( [ af mængden gf sæt ('X, t I ,a) , 

)( G Å'j t,M. el, hvor vi for hvert f c,", s t AÅ./ skal identificere 

alle (X, O, M) I (X, 1, M), (a,t,u) med (a~M), hvor a' er b&sis

punktet i SA' . I~or e,t få CSX' S~G'il vi yd.erligereidenti-

ficere nIle, disse purlkter indbyrdes, og desuden sluJ.l de illen ti-

'CSX='Xx,Ix 1 , 
}{xlxo U XxI ><"1 U QxIx! 

Når vi ml c1anner C Xx 1, lader vi t og u. bytte rolle, s~; . 

.u st&lTIrtler fra CX'. Så bestJ.r CXxI af 211e (;(,t, a) , 

Xl?: )Ii t,IA ~ I , hvor vi e,]ml identificere 8.11:e C)(, t, o) og e.lle 

(a,t,u.) med (a',t-) , hvor a' er det nye ':;·'-sispun',z::t. ::·'',)r c.t 

danne sex rnå vt y(ierligere identificere alle disse inclbyr-

des og med alle (X, 0, u.) og LX, 1) .u). Det f;;:irer nc::top til u·J-

trykket for eS;( Dermed er 's,'Jtningen bevist. 

~wtnins iLl .• 4. For M ~ 2. 

er abelsk for M ~ j, 

er 'lT/IIt ( ;Y, /) ) a) en gruppe, o g den 

Bevis. Det er ld::irt, ,-=-, t den srf.dv::nlige 

tur på suspensioner gi vel" en co-f!-z;rUl).Qe-Fl truk tur 
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Det er nok rimeligere blot st skrive 

I denne form går de t for M ~.z, og co- f!-gruppe-s trukturen 

inducerer en gruppestruktur på 'Jl"M (;(, Il, c) for M ~ .<,. For 

M ~ J kan' vi sIzaffe os et S mere, og derved kan vi gå over 

til (aX, fll}) og gruppen bliver kommutativ. Dermed er sæt-

ningen bevist. 

( E Nt, S 'IIt-,' l:;M-'\ 
Som en model for t..- .I 

(
NI' III! l' Nt [lVI-I) 

kRn vi benytte I) I l ' , hvor 

[
'M. 

er randen af enhedsterningen IN!. 
} 

medens 
l ",,-f er den ved tf "" O be-

stemte side. Elementer af ~ (.t I)/ a) 
er da repræsenterede ved afbil,Jninger tI 

V 'M 

" 

, , , 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
)-

11, r: l~ Æ , der fører randen l 
I) '/tit 1 l1li

-:1 
ind i 17 og randen pånær bagsiden, 8_1 tså l' ind i a... , 

Vi har [1'J LV] :# [XJ , hvor 

VJ(t"ooo) tIK - 1 , ~tM) for 

I det absolutte tilfælde kEm den samme (lefini tion bruges ~ men 

t,1III a:fbildes hel t i a.. , 
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. (E"'" SNt-J ElVI-f) Sætning 14. 5. Enhver afbildning rt. I) ---7 

(X,IJ.,a.) , for hvilken 'fJ(E~ ; li, repræsenterer neutralelemen

tet i ?Z:' .... ( X, /), a.). 

E'Yl 
Bevis. Da er sammentrækkelig, er ~ endda som afbild-

ning ind i It O-homotop med ~ fast. Dermed er sætningen be-

vist. 

Defini tion 14.6. I enhver mængde fX, !J, ~ i ~ 13) b] af homotopi

klasser af afbildninger af (par af) topologiske rum med basispunkt, 

kaldes den konstante afbildnings klasse neutralelementet. 

Definitionen er i overensstemmelse med de tilfælde, hvor 

[x,IJ/ Qi Y, ~ b] er en gruppe. Vi har således blot sikret os, at mæng

den altid har en ganske lille smule algebraisk struktur, nemlig et 

neutralelement, også når der ikke er en kompositionsregel, det kan 

holde sig til. 

Definition 14.6.a. Hvis J9 og [j er mængder med neutral-

element, som vi vil betegne med O, og et: I} ~ /j er en afbild-

ning med Cf(o) c: O, kaldes 

im <f = ~ (II) ~ /J billedet for 

tralelement og 'I: f) ~8 

Y'(O) =- O, kaldes sekvensen 

kern y. En længere 

fO~-2.., C 
1IA-1 

sekvens 

<jFf{o):: kern f' kernen for f og 

r. Hvis ~ 1], C er mængder med neu

og ~: JJ ~ C tilfredsstiller P{(J):: O, 

IJ ~3L C. eksakt, såfremt im r = 

af mængder med neutralelement og afbildninger, der bevarer neutral

element , kaldes eksakt ved C~ , hvis im flNl-' = kern ~, og den 

kaldes eksakt, hvis den er eksakt ved ethvert C~, der ikke er 

først eller sidst i sekvensen. 



( 

:2'AT 162. 

Dette er selvfølgelig mest interessant, 118.r mængderne har 

gruppes trulc tur og afb ildningerne er homomorfier. IMs ~.' /I -7 !3 

er ell homomorfi mellem grupper, er kern r; 5 /I en norm8.l 

undergruppe, og im q;~ 13 er en undergruppe. I dette tilfælde 

er kern r :;:.0 ensbetydende med, at rt er injektiv. Det til

svarende gælder kun, nEtr både /) og l3 har gruppes tr'_lktur. 

Den følgende sætning er næsten heit triviel. 

Sætning 14.7. I en eksakt sekvens gælder for to på hin

anden følgende afbildninger, at den fØrste er surjektiv, hvis 

og kun hvis den anden er O, d.v.s. a:fbilder alt i neutral-

elementet. Hvis den sidste af de to afbildninzer er en grup~e-

homomorfi, er den injektiv, hvis og kun hvis den f/'rste er O. 

For tre påhinanden følge"nele ailJildninger ,ef hvill>::e den mid ter-

ste er en gruppehomomorfi, gælder, at de:r1I1e er en iso;norf'i, hvis 

og lnm hvis lJegse Ge aIldre er" O. 

og 

være par af topologiske rum :-:1 E; cl lHl"si8plln~;:t. En 

sekvens 

l<::aldes coeksakt, hvis c1et for hvert pRr CY, /J} b) s.f to})olo-

gislee rum med 08 sispunkt gælder a t den inducerede se1<::vens 

defineret ved j*UPJ= [~o/J, ~~[$Ol= [7?J]' er eksakt. 

En afbildning j.' (X~f}'}Q») ----i (~/)Ja) h:'J.r de to re-
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striktioner og /": (/I: a') --1 (/J,a) , 

og for disse har vi a:fbildningsl<::egler l' og ~". Da vi 

får vi et par har en naturlig indlejring 

er det nye basispunkt. Dette par kal-(~" c,;"I li) , hvor a 
des af'bildningslceglen for J og betegnes C;. Vi har en na-

turlig indle jring J " (X, Il, a) --"""' 1· I det følgende snyder 

vi for at skrive basispuYlJ:;:tet med. 

§.'".!D!ng 14.2. For enhver a:!'bildnlng j: (;/': /1')- O;)}) 

en coeksakt sekvens. 

Bevis. Lad (Y, /3) være et par med basis:Qunkt.Vi sleal. 

vise, at 

er elmakt • Lad <t: 0 -:> C'( [3) eller uc:.fiUrlig t 

:~(7~ ~~): ~~ ~j res::::t::'n::l:~rl~g ::i~::::'i::8::g_ 
lens grundflade, og 'f"J 0/: (X; II) ~ ('1,8) ~,:an fortolkes 

som restriktionen af f til et s11i t i ~-cJ'lj 11dnLl.gs~·;:cglen og 

s1stensen af udvidelsen· 1 t °l l~ ... *' .~ 
Dermed har vi vist, at ! tf [1) = O. Hvis 

tilfredsstiller betingelsen. /:#:'~?f'J = O 

Cf'J-j er O-hoi'lotoP· 

op: (~/}) ~ (y, IJ) 

al t så ro j 
."../ netop definere en udvidelse af ~ til hele C; '. og det 

medfører, at y hØrer til im /:f:. Dermed er s[r:tningen bevist. 

o -homotop, vil en homotopi fra O -a:rbilclningen til 
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Det er klart, at den coeksakte sekvens i sætning 14.9 af 

sig selv vokser ud til en lang coeksakt sekvens 

På figuren har vi ski tseret S, , hvis 

o '" (0 .. CJ' ) I 0 er .1 homøo-

morf t indlejret, og vi kan opfatte ~ 
som sammensa t af' C; og C)( med X 
som fællesmængden. Vi har ikke på figuren 

kollapset frembringeren gennem Q, men 

den er tegnet ind. 

:J ~ CC~ -_ S('I/}' n), ~ins 14.10. ~ -: A n 

eJ (0:, CJ~) _ 
Bevis. Med y mener vi selvfølgelig .:r;r nCI" -

( CJ' C/I') . , , (' '\ ri -;' 7fi ,og S CÆ,f)) er SX, Sil / . ~'u består 0' 
af alle punkter (;t~ -e) og (X)t) med X)G;r: X~~ t~ I , idet 

(X: I) er identificeret med <jCX"), I), og alle (;r: D) , (;r, O) og 

(a, -I), (a',!) er indbyrdes identificerede. Vi får l' ved blot 

at udelade punkterne ('X, -e) med t> 1. Derfor får vi det samme 

ved i l' at kollapse alle (X, I) og ved i S, at kollapse 

alle (~,f) og i begge tilfælde ender vi netop med punkterne. 

(X!~), hvor alle (;;(~ o») (X~ l) og (a l) -t) er identifi cerede • 

Dermed er sætningen bevist. 

Vi har således et kommutativt diagram 
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Sætning 14.11. er en homotopiækviva-

lens. 

Bevis. En afbildning X: S (:r,' Il) --.-, 1 definer~s ved 

(
v) '11) hv;s t <: [o, -t-J 
A,~'t") ..L ~ 

(lex') I .2. -~ t), hvis t ~ [l., 1]. 

Så er 

('X' .2,L) hvis 1:, [o} 4 J ,-';-, ~ 

a, hvis t G Li, 1]. 
-

og det ses umiddelbart, at k G X ~ ~(X! 1/'). Endvidere er 

hvis X'~ X ~ t ~ [o, i J (AI', J.. t), 

hvis x'~ 1', t G [[ I IJ 
X e .r, t ~ [o, 1J. 

tj(X'J I .t - ~ i), 

~(k ex,t» = a., hvis 

-
En homotopi F: C

J
><[ -7 C, 

(')(~ U+JA.) I: ), 

fra IC til X o A defineres 
'I 

ved 
hvis X'G X! J.I. Go l, t ~ [O, 1:AA] 

F(X~t)= 
r) ) ) ) 'Y) .J.. [..1-, 1J 
(r/(X)} J,.-(f+I..()f:: , hvis~ G Il, .<t~ l J G ~ 1+,u 

FO(,t)::: (~, (I-.u.)t), hvis X'fX, LlE:[, tG I. 

Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 14.12. Sekvensen 

er coeksakt. 
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Bev-is. I d~ttebevis tænker vi os S/definere t ved 

SI (X~ t-) = Va»), f- i) Denne ændring er uden betydning for 

sætningens rigtighed. Vi har et kommutativt diagram 

, ' ". 

Afbildningerne 1<, r} /<1 1 k, er kollapsafbildninger. "i så oven-

for, at trekanterne med spidsen nedad er kommutative~Trekanten 

med 5/ er ikke kommutativ, men med den ændrededefini tion af 

S ! har vi k
l

!::! Sj 0/,. Vi f'årnu l· //,. =:(k'J)'" " 
Clo J, o J)*: J*o d'''o Jti- =- O. Af j*['fJ)~. o· følger, at der findes 

et r, så fI ~ pOJI ~ 1/0)( o ko}! :(po)()ol~, idet·>-( er en hO-i 

motopiinvers til k. Altså er sekvensen i sætning 14.12 • eoek-·· 

sakt ved Sf Endvidere er 

k "t7'J ::. O følger J,4#: //''r5D] ;:. O , 

jt(rJ = Af. (~J. Hvis nu >It 

vi Sj*x,# LrJ = HIt k,#X,4I=-(?JI"J 

Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 14.13. Hvis 

',' . 
*," fI:.' .. ... 'II- ....... .. . '. ' .. . 

k o Sj = d' Cl I~-kf .' = O ."~ .••••. Af: • 

så vi kan finde~t pi 
er en homotopiinvers tii" k, ,. 

:IP '41= '* -# '., . 
::J.( jl erJ =).( k [p' J :: [, flJJ . 

(x: /1')+ (X, II) +(X'~ I;'). 

er coeksakt, er 

(SX; SfJ') SI) (SX, Sil) Si (SX'; SIJ)'; . 

coeksakt, og hvis (Y, IJ) er et par af rum med basispunkt , er 

[S;("s/lYI3] S",f. > fS.r.SJ). Y.8J ~[S;r' SIl~·Y [)J , ,) Le , I' ) . I , 
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en eksakt sekvens af grupper og homomor'fier. 

Bevis. Vi ved allerede, at S "" ~ og er gruppehomo-

morfier. At den sidste sekvens er eksakt fØlger af, at sekvensen 

er eksakt, idet ækvivalensen r;": [SX':S/l"; V}EJ---+ 

[X', Il~ Q Y,'~ 8J og de to analoge kommuterer med 3*';#" og 

Så"', SJ*. Lad et element i [S X", sil; Y, 8 J være repY'C3sen

teret ved t: (SX'~ SI)'? --7 (Y//J). Så er t' givet på 

formen 't(i(,t:), og r; "e Y) er potensformen ")( -') ~(t'), og så

vel (S~#O?'')C() som (Cj"g'*')O') bliver potensformen af ~o'l')C)(}t). 
Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 14.14. For en ehver afbildning /: (Æ":/l') ~ (X;I}) 

af topologiske rum med basispunktet findes der' en coeksakt sek-

vens 

Bevis. For de seks første led fås p:3.standen af sætningerne 

1L~ .12 og Hj .• 1 3, dog med Se; i stedet for eS; men det ses 

som i lemma 14.3, at disse rum i virkeligheden er det SB!'1me. Der-

efter fortsætter sekvensen ved gentRgen anvendelse af' s;etning 

14.13 og erstatning af med Dermed er sæt-

ningen bevist. 

Sekvensen, samt nogle analoge, kAldes Puppesekvensen efter 

en tysk matematiker. Særlig vigtig er den specielle Puppe-sekvens, 

, 
~"- ' 
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der starter-med inklusions afbildningen l: (S: f) -7 (S~ SJ. 

Den bliver 

og her er l', J inklusionsafbildninger og k kollapsafDi ldning. 

For et vilkårligt par (X~ Il) med basispunkt ho.r vi triviel t 

så vi får en lang eksakt sekvens 

Her har vi udskiftet tegnene for afbildningerne. Således er j# ' 
egentlig l':#:; [S~ S~ X:,A] ~ [S~ 1; X,11] induceret af 

(S~.!.) ~(SiS). Det betyder, at 'f: S"" ~/J fortolkes 

som t: (S~ Sj -~ (X, Il) der igen fortolkes som tf: SNt--1 X. 
Det betyder imidlertid, at J* ganske enkelt er induceret af 

inklusionsfabildningen J: /} -yX. Endvidere er k... egentlig 

J(#.: [S;.!.iX,ll] ~ [E"':SM-~A)It]. Vi starter altså med 

t: SM --7 X, som via kollapsaf'bildningen udvides til 

t: (E~ SN\-() ---7 (;(, IJ), men det er ensbetydende med, a t /<a: 

er induceret af inklusionen 1<: X -;> (XJ II). Endelig er C>#

egentlig J-IF-: [E~ SIVt-'; A, It] ~ [S"'-~SIVt-~ ;r},41, og vi ser 

således, at 0* fås ved restriktion til cellens rand, hvilket 

bevirker, at dimensionen falder med 1. Vi har således sætnin-

gen: 

Sætning 14.15. }l'or hvert par ( ;r, li) med Dasi spunkt danner 

homotopigrupperne en lang eksakt sekvens 
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hvor J#} kit· er inducerede af inklusionsafbildningerne , og 0t/F 

er restriktion til randen. 

Hvis. /,' (X, Il) 

afbildninger j:/F af 

gram 

-) LY, 13) b evarer~ basi spunkt ,induceres 

samtlige homotopigrupper, så vi får et dia-

'O~ > ~ (/1) t!#: ;, ~(X) kit ~ ~ (~/J) 'O~ > ",: (. It) -1.1=. ~ ... 
() M-t (/ . 

l!* k· ~ 
"Oll 

... lI ... 
... ~~(13) 1M: > W"M(Y) Æt! > 7t;.(V, Br . >1T (13)~'" 

71 ",,-'/ . . .. 

Firkan terne med j:#f: og k:lt 

funktor. Firkanterne med ~~ 

er lmmmu ta ti ve, fordi 1TM .• 

- .;,' 

er kommutative, da det .~~lige~ 

gyldigt om vi går over til restriktionen til randen før eller' 

efter sammensætningen med J. Vi har således en funk to r , . der' 

til hvert par med o8.sispunkt knytter den lange, eksakte homo to

pisekvens og til hver afbildning j: ex, /}). ~ (Y) 13) en af

bildning af de lange eksalcte homotopisekvBns.er. Vi formulerer 

det kort: 

sætning 1L~.1§.. Den lange eksakte homotopisekvens er funk-

toriel. 

Dette ser lovende ud. Vi slcal senere se, at lange e}csakte 

sekvenser er et nyttigt hjælpemiddel. Der er imidlertid en meget 

væsentlig mangel: Vi savner stadig midler til udregning af homo-

topigrupperne. 
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Supplerende litteratur. 

Som en let læselig indledning til algebraisk topologi 

med et andet udvalg af emner end nærværende noter kan 

anbefales: 

W.S. Massey: Algebraic topology, an introduetion. 

New York, 1967. 

En mere omfattende fremstilling findes i: 

E. Spanier: Algebraic topology, New York, 1966. 

Nærværende noter svarer til kapitlerne 1, 2, 3 samt en del af 

kapitel 7. 
Bøger til generel topologi: 

N. Bourbaki: Elements de mathematiques III, Topologie 
, , 

generale. Paris 1960. 
R. Engelking: Outline of general topology. Amsterdam 1968. 

Det kan anbefales at læse artiklen i Trans. Arner. Math. 

Soc. 58 (1945), 231-294, hvor S. Eilenberg og S. MacLane 

indfører begreberne kategori og funktor. 
Eksempler på anvendelse af elementær algebraisk topologi 

findes i: 

R.H. Crowell og R.H. Fox: Introduetion to knot theory. 
Boston 1963. 

L. Ahlfors og L. Sario: Riemann Surfaces. Princeton 1960. 
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