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Disse ~orelresningsnoter er grundlaget ~or matematik 1, 

matematisk analyse. De ~¢rste kapitler er omredigerede, sa­

ledes at de bygger pa det matematikpensum, der ~orudsrettes 

i gymnasiets nye lreseplan. Matematikpensum ~ra gymnasiets 

biologiske linie er i om~ang tilstrrekkeligt som grundlag ~or 

dette kursus, men studenter ~ra denne linie rna regne med at 

m¢de vanskeligheder, ~ordi de ikke har den samme matematiske 

trrening som studenter ~ra den matematisk- ~ysiske linie. 



M.A. Indledning 1q 

Men hvad bringer Dig til at smile ? 

Der er aldeles ikke noget Forlystende ved 

Mathematik -- tvertimod I -

Fra tekst til en tegning af 

Fritz Jurgensen. 

Matematik er en deduktiv videnskab. Det betyder~ at mate­

matiske udsagn kun anses for sande, nar der er f¢rt et bevis for 

demo Matematiske beviser bygger pa udsagn, som tidligere er be­

vista Beviste (og derfor sande) udsagn kaldes seetninger eller 

formler. 

B¢rn opdager tidligt, at man kan stille sp¢rgsmalet "hvorfortl~ 

Derfor kan man ikke bevis·;:; aIle udsagn. De fundamentale udsagn, 

der uden bevis anerkendes som sande, kaldes aksiomer. 

De matematiske begreber ma defineres ud fra tidligere ind­

f¢rte matematiske begreber, men de aller f¢rste matematiske be­

greber kan ikke defineres. 

Ud over de udefinerede grundleeggende begreber og aksiomerne 

ma vi ogsa tro pa de logiske slutningsregler, vi benytter i be­

viserne. 

Den matematiske logik, begrebet "lig med", leeren om meengder~ 

afbildninger og relationer, teorien for ordnede meengder, samt de 

naturlige tal udg¢r tilsammen matematikkens grundlag. Disse til­

syneladende forskelligartede emner lader sig kun meget ufuldsteen­

digt behandle hver for sig. 

Matematikkens udvikling f¢rer bade opad og nedad. I toppen 

udledes stadig nye resultater pa basis af vor aktuelle viden. I 



Mat 1~ 1966-67 M.A. Indledning 2. 

bunden crbejdes dEr videre mod en stedse klarere f'orstaelse af' 

grundlaeets nature Desuden g¢res der et stort arbejde f'or at af'­

korte vejen f'ra b~nden til toppen. Uden dette revisionsarbejde 

ville toppen hurtigt blive reserveret f'or et meget lille antal 

store genier. 

I princippet er hele grundlaget udskif'teligt, saledes at 

enhver bar mulighed f'or at opbygge sin egen matematik pa sit eget 

grundlag~ men det er netop det f'relles grundlag, der giver mulig­

hed f'or mat8matikkens h¢je udvikling. 

Selvf'olgelig inddeles matematikken i mange discipliner, og 

det kan ",odt somme tider se Ud, som om disse hviler pa hver sit 

grundlE,g og i det store og hele virker uaf'hrengigt af' hinanden. De 

virkelig store f're-nskridt nas imidlertid netop ved kombination af' 

f'orskelligartede dLscipliner. 

Fo::- den unge som lrerer matematik er det vigtigt at han ik-

ke bli ve::- hrengende i materna tikl{ens grundlag, men f'ar en chance 

f'or ogsa at f'a kendskab til arbejdet med de aktuelle problemer i 

t1toppenH, Derf'or v:U vi i dette kurSUB bygge pa det grundlag, der 

kendes f':'a undervi:3ningen i gymnasiet. Endvidere udbygning af' det-

te grund:"ag viI f'inde sted, ef'terhanden som det b1iver n¢dvendigt. 

Vi viI i det store og hele benytte de f'ra gymnasiet kendte 

betegnelner. Den mE~st i¢jnef'aldende f'orskel er, at vi ikke benyt­

ter den buede af'bilclningspil. En af'bildning f' af' en mrengde A ind 

i en mreng:de B skri ves 

f':A ind i Beller f':A ~ B • 

Af'bildningen kaldes injektiv~ hvis originalmrengden f'-1(b) til et 
element element 

vilkarligt b E B bestar af' h¢jst et • Den kaldes sur-

jekti v 9 hvis bj_lledmrengden f'(A) er identisk med B. Den kaldes 
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bijektiv, hvis den er bade injektiv og surjektiv. 

Vi viI anvende de logiske syrnboler 

v (eller) 

1\ (og) 

"* (rc.edf'¢rer) 

$=} (alkvivalent rned) 

i (ikke) • 

De f'ire f'¢rste er binmre relationstegn. De rna kun smttes rnellern 

relationer - det er s~Uedes ukorrekt at skrive 5 1\ 7, gr¢n v r¢d. 

Derirnod er det korrekt at skrive 

x2 
- 4x + 3 = 0 x = 1 v x = 3 . 

Tegnet ""1 kan soot te s f'oran en relation, f'. eks. 

i(X2 _ 4x + 3 = 0) $=} i(x = 1) 1\ i(x = 3) , 

men det er selvf'¢lgelig rimeligere at skrive dette pa f'ormen 

x2 
- 4x + 3 tO$=} x t 1 1\ X t 3. 

Negation af' et relationstegn betegnes of'test ved gennemstregning 

af' tegnet, dog aldrig ved ulighedstegn og inklusionstegn. 

I mmngdelooren benytter vi de soodvanlige tegn E:9c'~9::)';>9u,rl, 

samt tegnet \ f'or overskudsmoongden A\B (moongden af' elementer, der 

tilh¢rer A)men ikke B) og tegnet C f'or komplementmrmmngde, altsa 

A\B = ArICB. 

De moongdeteoretiske tegn, de algebraiske tegn +,-,.,:, ord-

ningstegnene <9~'>'~' lighedstegnet, f'unktionssyrnbolerne cos, sin, 

log etc, dif'f'erentiationstegn, integraltegn o.s.v. anvendes altid 

i f'orbindelse med udtryk og aldrig i f'orbindelse rned relationer. 
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en relation mellem to udtryk. De andre tegn er funktionelle 9 idet 

de benyttes til fremstilling af mere sammensatte udtryk. 

Visse bogstaver reserveres som betegnelse for konstanter 7 

saledes at disse specielle bogstaver altid har samme betydning. 

De t samme grulde'r sel vf¢lgelig tal tegnene 7 herunder ogsa grund-

tallet e for de naturlige logaritmer samt tallet 7To Vi vil dog 

tillade os, at anvende bogstaverne e og 7T i anden betydning~ hvor 

dot ikke kan bevirke misforstaelser. Srerlig betydning hal' nogle 

kons t,"'tnter, der betegner mrengder: 

N (de naturlige tal, dov.s. de positive,hele tal) 

Z (de 1}.ele tal) 

Q (de rationale tal) 

R (de reelle tal) 

C (de kompleksa tal) 0 

I di sse tilfrelde har vi foretrukket at scette en accent ovor bog--

stavet 9 nar det anvendes i den faste betydning. Derved. bliver 

" '" i~~Z'~~9R og C frie til anden brug. En anden vigtig konstant or 

o (den tornme mmngde). 

Ellers benyttes de fleste bogstaver sorn betegnelso for va-

riable y hvilket betyder, at del' indenfor visse gramser Imn sub-

sti tUeres andre syrn'!Joler for dem, eventuel t lwnstanter, eventuelt 

sammensatte udtryk~ hvori del' inugar flere variable. Det skal selv-

f01gelig altid vrere prreciseret (f.eks. ved at det fremgar af' sam-

menhamgen), hvilke symboler d.er Imn substi tueres .:LO):I hver enkel t 

variabel. 

Kvantorerne V og :3 er lllatematiske -cegn y som anvendes pa 
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rGlationer~ der indeholder variable. Kvantorer er of test betin-

gec1e, idet den pag@ldende variabel or bundot til en oller anden 

mrengde. 3QX(X2+2<3x) betyder~ at der eksisterer et rationalt tal 

x, saledes at x2+2<3xo Nu er det upraktisk at tumle med for mange 

indices, sa vi viI i reglen foretrrekke at skrive 

( 1 ) 3x E Q (x2 + 2 < 3x). 

Tilsvarende 

(2) • ( 2 ) Vx E R x + 2 > x • 

Her er (1) og (2) relationer, som ikke mere afhrenger af en 

variabel, idet kvantorerne bevirker, at x far ophrevet sin status 

som variabel. Relationen (1) berettiger os til at vrelgo et ratio-

2 nalt tal p, saledos at p + 2 < 3p. Symbolet 

fx E Q I x2 
+ 2 < xJ 

botegner m~ngden af rationale tal X9 for hvilke x2 + 2 < x • Sym-

bolet or en konstant, og vi bemrerk.or, at det rendrer en relation 

til et w..1tryk. 

Dar Imn gives mange andre eksempler pa udtryk og relationerjl 

der indeholder betegnelser for en variabel, hvoraf urltrykkot eller 

relationen ikke afhrenger: 

b 
1 f(x)dx afhrenger ikke af x , 
a 

n 
~ ak afhrenger ikke af k • 

k=1 

Det or uden betyc1ning om vi udskifter betegnelsen for en sadan 

flpassivil variabel med et andet bogstav. Det er altid sil~rest at 

betegnc en tlpassiv" variabel mod et bogstav, der ikke forekommer 

uclonfor (let symbol, i hvi s betegnelse den passive variable indgar. 
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:avis dette symbol "dumper ned fra himlen" med den "passive" va-

riable betegnet med et bog8tav~ der ogsa forekommer udeni'or teg·-

not y er det sikrest at skifte betegnelse, da man ellers fristes 

til at bega fejl. Saledes er 

n 
- l.} k(n-k) = 
k k=1 

forkert. Derimod er 

n 
l.} (n-k) = 

k=1 

1 n 
k l.} k(n-k) 

k=1 

n 
= ~ l.} j(n-j) = 

j=1 

1n (n-1) 
2 

Vi skal ikke opholde os mere ved sp¢rgsmalet om den mate-

matislw symbolik. Det viI vcere forkert at slutte indledningen u-

den et fors¢g pa E't forklare, hvad matematisk analyse er. Det er 

imidlertid ikke sa let, som man skulle trot Lad os n¢jes med at 

sige~ at matematisk analyse beskceftiger sig med kontinuitet og 

grrenseovergang. 

Nu skal vi imidlertid ikke udelukkende beskceftige os med 

matematisk analyse. Al moderne matematik beskceftiger sig med 

mrengder~ som pa en eller anden made er organiserede. Algebra bo-

skceftiger sig med mcengder, der er organiserede ved regneoperatio-

nero Topologi beskBftiger sig med mrengder, der er organiserec1e, 

saledes at begrebet "kontinuert af'bildning" far mening. En topo-

logisk organisation bestar i, at visse scerlig udmrerkede delmreng-

Jer fremhreves, f.eks. omegne af et element af mrengden. Matematisk 

analyse handler om mrengder, som har bade algebraisk og topologisk 

strulctur. Derfor er det naturligt 9 at vi ogsa taler om topologi. 
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For den$ som skal lrere matematik 9 er det vigtigt at Eor­

s¢ge selv at skabe matematik. Matematikken udvikler rutinemeto­

der' til l¢sning af specielle typeopgaver. Anvendelsen af sadanne 

rutinemetoder er ikke matematik. Udviklingen af rutinemetoderne 

er matematik. 

Ikke al matematik er svcer. DerEor er dot muligt at sup-

pI ere et kursus som det Eoreliggende med et meget stort antal let­

te ¢velsesopgaver. Kun Ea aE disse or ¢velse i brug aE rutineme­

toder. DerEor skaoer man matematik y nar' man l¢ ser opgaverne og 

finder frem til en pren Eormulering aE l¢sningerne. 

Det h¢rer ~ed til spillereglerne i matematikken? at man kun 

prcesenterer det Ecerdige produkt. Overvejelser, ideer, Eorel¢bige 

bevisskitser? redaktionsarbejde Eoregar i d¢lgsmal, og kun det 

E~rJibe bevis publiceres. I disse forelresningsnoter viI vi ikke 

altid overholde diese regler, men lejlighedsvis E¢lge den meget 

upcedagogiske metode, der tillader eleven at opdage, hvordan lre­

reren selv fumIer med problemerne. 

Metematikken bliver aldrig E~rdig. Ogsa dette kursus eEter­

lader utallige l¢se ender. Der viI blive spundet videre pa nogle 

aE disse i de E¢lgende kurser. Blandt de l¢se ender Eindes ogsa 

virkelibe uI¢ste problemer. De reldste aE disse stammer Era old­

tiden. Arbejdet pa den matematiske bygnings top giver os stadig 

nYe opdagelser, og disse virker tilbage og inspirerer amdringer 

bade i matematikundervisningen og i de metoder? med hvilke man 

angriber de klassiske uI¢ste problemer u Saledes er matematikken 

altid levende og Eoranderlig • 
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Nous croyons que la mathematique 

est destinee a survivre. 

N.Bourbaki 

Kapi tel 1. 

Tal. 

De reelle tal blev indf¢rt i gymnasieundervisningen~ og vi 

viI her indskrrenke os til en skitsemressig gennemgang af de fra 

gymnasiet kendte ting Qg en mere grundig behandling af nogle til-

f¢jelser. Vi viI dog f¢rst omtale begreberne kompositiol1srogel 

og gruppe~ samt lidt mere udr¢rligt begreberne ring og legeme~ 

som kun behandles i gymnasiets matematisk-fysiske linie. 

Def'inition 1.1. Ved en kompositionsregel pa en mrengde M 

forstas en ai'bildning cp: M x Mind i ~.1. 

Vi f'oretrrekker at udtrykke kompositionsreglen vcc1 et tegn~ 

f'.eks. +, altsa skrive cp(x~y) = x + y • 

Definition 1.2. Kompositionsreglen + kaldes associativ~ 

hvis 

Vx,y,z E M((x+y)+z) = x+(y+z)). 

Hvis + er associativ har xi + ••• + xn en ganske bestomt be­

tydning~ saledes at parenteser slet ingen rolle spiller. Derimou 

al'hrenger ud trykket af leddene s rrekkef¢lge. 

Definition 1.3. Et element u E M kaldes neutralelement for 

kompositionsreglen + , Bafremt 

Vx E M (x + u = u + x = x) • 

kan 
DetVvises, at en kompositionsregel har h¢jst et neutralelement o 



Mat 1, 1966-67 M.A. 1.2 

Def'inition 1.4. Lad + vwre en kompositionsregel pa Iv! med 

neutr8.1element u. To elementer x,x
1 

E Iv! kaldes hinA-ndens inverse 

med hensyn til + , saf'remt 

L8.d os antage, at + tillige er associativ. Det kan da vises, 

at hvcrt element har h¢jst et inverst. Hvis a,b E M og 8. har et 

inverst element a 1 , kan det vises, 8.t ligningen a + x = b har 

a 1 + b som sin eneste l¢sning, og at x + a = b har b + a
1 

som 

sin eneste l¢sn±ng. 

Def'inition 1.5. En mwngde G med en kompositionsregel + kal-

des en gruppe, hvis + er associativ og med neutralelement, og 

endviclere hvert element af' Ghar et inverst element. 

Eksempel. Mwngden F(A,A) af' 8.11e bijektive af' bildninger 

f' :_t incl i A, idet A er en vilkarlig mwngde, udg¢r en gruppe med 

sammensmtningen f' 0 g som kompositionsregel. Den identiske 8.f'-

bildning er neutralelement, og den inverse af'bildning bliver og-

sa det inverse element af' gruppen. 

Def'inition 1.~. En kompositionsregel + pa en mamgde Iv! kal-

des kommutl1tiv, saf'remt 

Vx,y E M (x + y = y + x). 

Hvis + er bade associativ og kommutativ, af'hwnger 

x 1 + .. 0+ xn ikke af' elementernes rwkkef'¢lge. En gruppe G)hvis kom­

positionsregel er kommutativ, kaldes en kommutativ gruppe eller 

en abelsk gruppe. 

I det f'¢lgende beskwf'tiger vi os med en abelsk gruppo G med 

kompositionsregel + og neutralelement 0 (nulelementet). Det in­

verse clement til a betegnes -a, og b +(-n.) skrives b - fl. 
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Vi kalJer -a det modsntte element. Vi viI trenke os, at der pa G 

er 8ndnu en komposi tionsregel • .Vi viI ot'te udelade det andet kom-

positionstegn. 

Det'inition 1.7. Vi siger, at . er distributiv med hen-

syn til +, sat'remt 

Vx~y~z E G ((x+y)z = Xz+yz A X(Y+Z) = xy+xz) • 

s@tning 1.S. Hvis' er distributiv med hensyn til +9 grel-

der 

VX,y E G(O·x = x'O = 0 1\ - x·y = x'-y = -(xY)I\-x·_y=xy). 

Bevis. At' O'x + O'x = (O+O)x = O'x t'¢lger, at O·x =0 9 idet 

O'x + y = O·x ikke h8r andre l¢sninger end y = O. Analogt vises 

x'O = O. At' -x'y + x'y = (-x+x)y = O'y = 0 f¢lger9 at -x'y og 

xy er modsatte elementer, altsa -x'y = -(xy). An~logt vises, at 

X'-y = -(xy). Herat' t'¢lger endelig -x·_y = -(x'-y) = -(-xy) = xy, 

idet -(xy) kun har et modsat element, nemlig xy. 

Vi sknl ikke opholde os ved beviset t'or, at (x-y)z = xz-yz 

og z(x-y) = zx-zy. Den distributive loy giver os mulighed t'or at 

multiglicere summer et'ter reglen 

(x+Y)(Z+v) = xz+xv+yz+yv • 

. Rreklcet'¢lgen at' de t'ire led er uden inili'lydelse pa summen, men om-

bytning at' t'aktorerne i de enkelte led kan tcenkes at rendre derme. 

Mere generelt har vi t'or t'lerleddede summer 

m n 
~ x. ~ y. = 

j=1 J j=1 J 

m n 
~x. ~Yk= 

j=1 J k=1 

m n 
~ Z x'Yk 

j=1 k=1 J 

L.:.eg mffirke til, at vi t'¢rst s¢rger t'o:· at bruge t'orskellige sum-
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mationsindices i de to summer. Det sidste udtryk angiver summen 

a.f aIle produkter x j
yk , hvor j er et a.f tallene 1' ••• lIm? medens 

k er et a.f tallene 1, ••• ,n. 

Derinition 1.9. Den abelske gruppe G med den ekstra kom-

.Qositionsregel ' kaldes en ring, hvis • er distributiv med hen-

syn til + samt associativ. 

Eksempel. En gruppe G bli ver til en ring ved de.fini tionen 

'l/x,y E: G(xy = 0). En ring med. denne trivielle produktde.finition 

kaldes en nulring. 

Eksempel. Mrengden a.f polynomier med hele tal (rationale 

tal, reelle tal) som koe.f.ficienter og med operationsreglerne + og 

• uc1g¢r en ring. 

Det'ini ti on 1.10. En ring G kalde s et legeme 9 hvi s • er 

komrnutativ 9 har et neutralelement, og hvis yderligere ethvert 

element undtagen 0 har et inverst. Neutralelementet betegnes 1 

(etelen:8nt) og inverse elementer kal de s reciprolce. Det inverse 

element til x betegnes x-1 

For a t 0 har ax = b altsa netop en l¢sning, og den beteg­

nes b eller b/a eJler b:a • 
a 

Sretning 1. 1'_. Lad G vrere et Ie geme. Vi har da 

Vx,y E: G (xy = 0 ~ (x = 0 v y = 0)) 

Bevis. At' x;r = 0 og x t 0 t'¢lger y = 1'y = (x-1x)y = 

x-1(XY) = x-1·0 = O. 

Eksempel. Et legerne indeholc1er i hvert .fald de to elemen­

ter 0 og 1, og med disse to elementer regnes altid et'ter reglerne 

0+0 = 0; 0+1 = 1+0 = 1 • 

0'0 = 0'1 = 1"0 = 0; 1'1 = 1 . 
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Tilbage er blot 1+1. Det m~ grelde, at 1+1 ~ 1+0 = 1, men det 

t'orhindrer ikke, at 1+1= 0 0 Ved dette valg organiseres f0911 

sam et legeme. 

Hvis M er en mrengde med en kompositionsregel cp:M x Mind i 

M 9 som sl{ri ves cp (X9 y) = x+y, og A og B er delmamgde r at' M I er det 

na turligt at betegne billedmamgden cp (A x B) med A+:S. I overens-

stemmelse hermed det'inerer vi 

~et'inition 1.12. Lad G vrere et legeme, og lad A og B vrere 

delmwngder at' G. Vi definerer da 

A+B = fx+y I x E A AyE BJ 

-A = f-x x E Al; A-B = A+(-B); 

AB = f xy x E A AyE BJ, 

og t'or 0 ¢ A endvidere 

For 8. E: M skriver vi a+B og aB istedet t'or f8.J + B og faJB • 

Eksempler: 0+A = 0A = ¢-1 = 0 . 

O+A = A; O'A = foJ; 1"A = A; -1'A = -A • 

Dut'ini tion ": .13. Et legeme G kaldes et ordnet legeme 9 hvi s 

der foruligger en klasseinddeling af G\foJ i to klasser G+ og G_ 9 

s~ledes at f¢lgencle 2 betingelser er opt'yldt: 

1 ) Vx E G (-x E G ) - + 

2) 
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Elemonterne i G+ kaldes positive og elementerne i G kalc1es ne-

gative. 

St:etning 1.14. Hvis G er et ordne~ legeme, grolder 

Vx E G (-x E G ). + - , Vx E G+Vy E G_(xy E G_) 

Vx, Y E G _ (x+y E /\ xy E G+); Vx E G(x=O v 
2 

G· x E G ).1 E G+ + ) 

Bevis. Af x E G+ f¢lger x ~ O~ altsa -x ~ 0, altsa -x E G+ 

eller -x E G • Men -x E G ville medf¢re 0 = (-x+x) E G , hvil-
- + + 

ket il{ke er rigtigt. Altsa grelder -x E G_ o M x E G+ y y E G_ f¢l-

ger -y C' G+, alts3. -xy = x'-y E G+, al tsa xy E G_o M x~y E G_ 

f¢lger '-x, -y E G+, al tsa -x-y E G +' al tsa x+y E G • Endvidere 

xy = -x'-y E G+o ,[;ilor x E G+ oller x E Ghar vi altsa x
2 

E G+, 

og spE',cLel~~ gJ31de~ 1 = 12 E G+ o Dermed er alle pastandene bevist. 

D :::fini ti onLJ.2. For x, y E G, hvor G er et ordnet legeme y 

defincrJs relatio~en x < y ved 

x < y <=> y-x E G • 
+ 

Vi skr-i "ler x ~ y i stedet for x<y v x=y. Rela tionen x < y skri yes 

ogsa y ) x og x ~ y skrives ogsa y ~ x. 

£!atnj.!lB 1.1 ii. For et ordnet legeme G grelder 

Vx 9 y,z E G(x < Y <=> x + z < Y + z) 

E G 'liz E G (x < y <=> xz < yz). 
+ 

B(~vis" Den :'¢rste pastand f¢lger at', at y-x = (y+z)-(x+z). :0 

Af x < ~r9 Y < z flJlger y-x E G+ 9 z-y E G+, al tsa 

z··x = (:~-y)+(y-x) E G+, altsa x < z. Af x < y og z E G+ f¢lger 

tilsvarundo zy-zx = z(y-x) E G • Af sretning 1.14 f¢lger nu~ da 
1 t?- t -X£)y§. l!!eclf.YJ.r~!:1 

z·- 'z = 1 E G 9 rr; z-1 E: G 9 al~xzz 1< yzz eller x < y. Der·· 
+ + 

med or fl33tningen l J evisto 
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Dermed har vi vist, at de fra gymnasiet kendte regler for 

regning med uligheder er gyldige. Vi skal senere berige disse 

regler ved at bevise nogle mere dybtliggende uligheder. 

Definition 1.17. Lad x vrere et element fra et ordnet le-

geme G. Elementet 

, x, hvis x E G 

= J 
+ 

Ixl 0, hvis x = 0 
\ 

[, -x, hvis x E G 

kaldes den numeriske vrerdi af x. 

Scetning 1 • 18. For et ordnet legeme gcelder 

Vx E G (x ~ 0 => I xl > 0) 

Vx,y E G (jlxl-IYII ~ Ix+y/ ~ I xl + Iyl) 

Vx,y E G (Ixyl = Ixl I yl ). 

Bevi s. Den f¢rste pas tand f¢lger umiddel bart af c1efini tio-­

nen. Den sidste f¢lger af scetning 1.8. Ai' x ~ lxi, y ~ Iyl f¢l­

ger x+y ~ Ixl+lyl. Af -x ~ lxi, -y ~ Iyl f¢lger -(x+Y)~lxl+IYI 0 

Dermo~ har vi vist, at Ix+yl ~ Ixl+lyl. Her~f f¢lger 

Ixl = Ix+y +(-y)1 ~ Ix+yl + IYI, altsa Ixl-Iyl ~ Ix+ylo Analogt 

fas Iyl - Ixl ~ Ix+YI. Dermed er scetningen bevist. 

Vi svindlede ved at indf'¢re betegnelserne 0 og 1 for de to 

neutrnlelementer i en ring og dermed i et legeme. Der er selv­

f¢lgelig intet i vejen for, at f'orskellige ringe (eller legemer) 

kGn h~ve forskellige neutralelementer, og sa er det forkert at 

8.nvene-:'e samme ·betGgnelse. Den slags un¢jagtigheder i matematik 

hcevner sig ved)at der senere i teorien optrceder resultater, som 

er indbyrdes modstridende, og dermed bliver hele teorien ganske 

nyttel¢s. Forsyndelser som den her omtalte optrceder imidlertid 
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meget hyppigt i matematik - i det foreliggende tilfrelde kan vi 

na langt, uden at forsyndelsen vil virke generende, og sa lrenge 

det gar gOdt, vil forsyndelsen spare os en del skriveri. 

Vi noterer os, at ogsa elementerne 1+1, 1+1+1, ••• bliver 

frolles for alle ringe og legemer. I et ordnet legeme bliver dis­

se elementer alle indbyrdes forskellige (eksemplet efter sretning 

1.11 viser, at dette ikke beh¢ver at grelde for ikke ordnede le-

gerner, og dermed tillige, ,qt vort ensartede valg af betegnelser 

var uberettiget). Elementerne 1, 1+1, 1+1+1, ••• udg¢r mrengden N 
af n~turlige tal. Vi understreger, at N er en ganske bestemt 

mrengdc 9 og den her omtal te delmamgde af et ordnet legeme er strengt 

taget ikke mamgden N, men en "kopi II af de nne mrengde. Mamgden 

2 = fI IJ r oJ tJ - N er mamgden af hele tal, og det ordnede legeme 

inc1eholder ogsa en kopi af de nne mamgde. Med regneoperationen + 

er Z en gruppe. Produktet af to elementer fra N er igen et ele-
, 

ment fra N, og heraf f¢lger, at det tilsvarende grelder for ele-

mentor fra 29 Altsa er Z en ring. 

Ovenstaende er selvf¢lgelig ikke en tilfredsstillende ind­

f\Drelse af N og Z. Vi kan ikke behanclle summerne 1+1+.00+1 uden 

at kunne trelle, hvor mange ettaller der er, og dertil beh¢ver vi 

netop de naturlige tal. Indf¢relsen af N h¢rer med til matematik-

kens grundlag, men vi vil her ga ud fra, at vi kan stole pa vor 

intuitive'forstaelse af de naturlige tal. 

For det ordnede legeme Ghar vi nu 

N c 2 c Go 

For a E N, b E Z har ligningen ax = b en l¢sning i G. Hvis 

a 1x = b 1 og a 2x = b 2 har den samme l¢sning x, far vi 

a 2b 1 = R1R2x = a 1b 2o Pa den anden side har a 1x = b 1 den samme 
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som 
1¢sningVa1a2x :; a 2b1 og a2x ::: b2 har den samme l¢sning som 

a
1

a2x ::: a1b2 , og a~ a 2b 1 ::: a
1
b2 ~¢lger der~or, at de to ligninger 

har den samme l¢sning. Hermed begrunder man let br¢kregningen 

og 

Mrengden a~ br¢ker med treller ~ra Z og nwvner ~ra N udg¢r legemet 

~ a~ de rationale tal. Det er indeholdt i ethvert ordnet legeme. 

Det er meget let at vise, at en br¢k kan bringes pa ~or­

kortelig ~orm. Det er ret vanskeligt at vise~ at dette kun kan 

g¢res pa en made, men det er bevist i gymnasiet~ og sp¢rgsmalet 

vil blive diskuteret mere grundigt i matematik 2. 

De~inition 1.19. Ved en ~¢lge pa G ~orstar vi en a~ildning 

~:N ind i G. Vi skriver ~(n) = an E G og betegner ~¢lgen (an). 

De~inition 1.20. F¢lgen (an) siges at konvergere mod a E: G9 

hvis ~¢lgende betingelse er op~yldt 

og vi skriver da (an) ~ a(mindre korrekt an ~ a). F¢lgen (an) kal­

des konvergent, hvis der eksisterer et a E G9 saledes at (a ) ~ a~ n 

Hvis dette ikke er til~reldet, kaldes ~¢lgen divergent. 

Eksempel. Hvis ~n ::: a ~or alle n E: N)grelder (an) ~ a. Fa 

visse ordnede legemer har enhver ~¢lge (an) ~ a alle elementer 

~ra et vist trin lig a. 

Af ~·2 = 1 og 1-~ = ~ sluttes 0 < ~ < 1 og ~or B > 0 altsa 
1 o < '2B < B • 
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Smtning 1.21. Lad (an) vmre en f¢lge pa G. Af (an) ~ a og 

(an) ~ b f¢lger a = b. 

Bevis. For 8 E G+ kan vi vmlge n 1 saledes at la-ani ~ ~8 

og Ib-anl ~ ~8. Heraf f¢lger imidlertid Ib-al~lb-anl+la-anl ~ 8. 

Dermed har vi bevist 1 at Ib-al er ~ ethvert element i G+o Af 

Ib-al E G+ ville f¢lge ~lb-aIE G+ og ~Ib-al < Ib-al. Altsa er 

Ib-al = O. Dermed er sretnihgen bevist. 

Definition 1.22. En f¢lge (a ) pa G kaldes voksende, hvis 
- n 

"In E.: N(an ~ an+1 L strengt voksende 1 hvis Vn E N(an < an_1 ) • 

. Analogt defineres aftagende og strengt aftagende. 

Elcsempel. (n) Og(n~1) er st~ngt voksende f¢lgero Hvis (an) 

er (strengt)voksende 1 er (-an)(strengt)aftagende. 

Definition 1.23. Lad A ~ G vrere en delmmngde. Et element 

a E G kaldes majorant for A, hvis Vx E A(a ~ x). Hvis A c Ghar 

en majorant, kaldes A opad begrmnset. Analogt defineres minorant 

og nedad begrmnset. Hvis A er bade opad og nedad begrrenset, kal­

des A begrmnset. Ved en majorant (minorant) fer en f¢lge (an) pa 
G forstas en majorant (minorant) for mmngden fa I n E Nl. F¢lgen n 

(an) Imldes begrmnset (opad, nedad)1 hvis mrengden fanl n E NJ er 

begrrenset (opad9 nedad). 

Eksempel. F¢lgen (-1L1) har 1 som majorant og 0 som mino­n+ 
rant? og er s~Uedes begrrenset. P¢lgen (n) har 0 som minorant og 

er S~lledes nedad begrmnset. Intet element af Q er mRjorant for 

(n), men det kan trenkes, at (n) har en majorant i G. Mmngden G 

er hverken opad eller nedad begrmnset. 

Smtning 1.21+. Enhver konvergent f¢lge er begramset. 

Bevis. Af (an) ~ a f¢lger, at der eksisterer tal N E N9 
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saledes at Vn £ N(la-anl ~ i). For n ~ N grelder da, at a-1 ~ 

an ~ a + i. Heraf f¢lger, at det mindste af elementerne 

a-1,a1 , ••• ,aN_1 er en minorant, og at det st¢rste af elementerne 

a + 1, a 1, ••• ,aN_1 er en majorant 0 

Definition 1.25. Et element bEG kaldes supremum for mreng-

den A ~ G, og vi skriver b = sup A, hvis b er den mindste majo-

rant for A. Et element a E G kaldes infimum for A ~ G, og vi skri-

vcr a = inf A, hvis a er den st¢rste minorant for A. 

Det fremgar heraf, at en mrengde, som har et supremum (in­

fimum) or opad (nedad) begrrenset. Det er endvidere klart, at 

int A og sup A er entydigt fastlagte ved de foreskrevne egenska-

ber, hvi s de overhovedet eksisterer. 

Dksempel. I legemet Q har mrengden fn~1 I n E N1 supremum 

1 og infimum 1. Mrengden N har infimum 1 men intet supremum. Mreng­

den fx E Qlx2 < 21 har hverken infimum eller supremum. 

Sretning 1.26. N¢dvendigt og tilstrrekkeligt for, at bEG 

er supremum for A ~ G or, at f¢lgende betingelser er opfyldt 

.Analogt for infimum. 

Vx E A(b ~ x), 

V8 E G 3x E A (x > b - 8). 
+ 

Bevis. Den f¢rste betingelse udtrykker, at b er majorant 

for ..:\., og den anden betingelse udtrykker, at intet mindre tal er 

m8jorant for A. Deraf f¢lger pastanden umiddelbart. 

Vi bemrerker, at lighedstegnet i den f¢rste betingelse er 

v@scntligt, idet b = sup A kan vrere et element af A. Derimod er 

det uden betydning, om der i den sidste betingelse krreves > el-

lor ~. Tilsvarende er det uvresentligt, om der de to steder i 
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de~inition 1.20 skrives >«) eller £(~). 

De~inition 1.27. Et par (A~B) a~ delmrengder A ~ G, B ~ G 

kaldes et snit i G~ ss.~remt ~¢lgende betingelser er 0:9~yldt: 

A ~ 0, B ~ 0, A u B = G 

Vx E A Vy E B(x < y). 

Snittet (A~B) siges at vrere bestemt a~ elementet c E G, sa~remt 

c cr dct st¢rste element i A eller det mindste element i B. 

Hvis c er det st¢rste element i A, bestar B netop n~ alle 

elementer, som er st¢rre end c, og B har da intet mindste element. 

Hvis B har et mindste element~ ses analogt, at A ikke har et 

st¢rste element. Et snit er der~or bestemt a~ h¢jst et element 

a~ G, og et element at' G bestemmer' n¢jagtigt 2 sni to Dar kan 

evontuclt eksistere snit i G, som i~ce er bestemt a~ noget ele­

ment a~ G. 

Sretning 1.28. Hvis et ordnet legeme Ghar en a~ ~¢lgende 

tre egenskaber, har Galle tre egenskaber: 

1 ). Enhver opad begrrenset ikke tom delmrengde a~ Ghar et 

supremum. 

2)0 Ethvert snit i G er bestemt a~ et element a~ Go 

3). Enhver voksende, opad begrrenset ~¢lge pa G er konver­

gent. 

Bevis. Sretningen udtaler, at pastandene 1),2) og 3) or 10-

gisk rekvivalento, altss. at enhver a~ dem med~¢rer de to andre. 

Dette vil v~re bevist, hvis det lykkes at vise implikationerne 

1) =>2), 2) => 3) og 3) => 1). Vi angriber en ad gangen. 
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1) - 2). Vi antager at 1) gmlder. Lad (A,B) vmre et snit 

i U. Ethvert element i B er en majorant for A. Af 1) ~¢lg8r derfor 

eksistensen af et element 0 = sup A. Da 0 er majorant for A, er 

o ~ ethvert element i A. Da 0 er den mindste majorant for A~ er 

o ~ cthvert element i B. Da 0 tilh¢rer A eller B, cr c det st¢r-

ste clement i A eller det mindste element i B. Dermed bar vi vist 

pas tnnden. 

2) - 3). Vi antager~ at 2) grelder. Lad (an) vmre en vok­

sende, opad begrmnset f¢lge pa G. Lad B vrere mmngden af majo­

ranter for (an)' og lad A vmre overskudsmmngden G\B (mmngden af 

elementer af G, som ikke er elementer af B). Vi har abenbart 

A t 0, B ~ ¢ og A IJ B = G. Af a€ A f¢lger, at a ikke er majo­

rant for (an)' Der ~indes altsa et n, sa a < ano Men for b € B 

er an < b. Altsa er a < b. Dermed har vi vist, at (A,B) er et 

snit. Af 2) f¢lger nu, at der findes et element 0, som er st¢rst 

i A eller mindst i B. Vi viI Vise, at (an) -+ o. Lad 8 vrere et 

element af G+. Vi har da 0-8 € A, 0+8 € B. Altsa er 0+8 majorant 

for a n 9 og vi har 'Vn € N(an ~ OH:: ). Da 0-8 ikke er majorant for 

an' eksisterer N € N, sa aN > 0-8. Men da (a ) n er voksende, 

f¢rer dette 'Vn ~ N(an > 0-8). Dermed har vi vist, at 

'Vn ? N(/a-an / ~ 8). Dermed har vi vist pastanden. 

med-

3) - 1). Dette bevis er en hel del mere subtilt end de to 

foregaende. Vi bemrerker f¢rst, at f¢lgen (n) ikke er konvergent. 

At (n) -+ 0 € G f¢lger nemlig, at vi kan vrelge n, saledes at 

In-oj ~ ~ og /n+1-01 ~ ~ , 

men det ville medf¢re, at 

1 ~ /(n+1-o) + (o-n)/ ~ /n+1-o/+/o-n/ ~ ~ , 

hvilket ik.ke er rigtigt. Lad os nu antage, at 3) gmlder o Vi kan 
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da slutte? at f¢lgen (n) ikke er opad begrffinset. Lad nu A ~ G 

vrore opad begrcenset. Der eksisterer da en majorant b for A. Men 

b· er ildw majorant for (n) 0 Al tsa kan vi vrolge N E N, salede s 

at h < N, og sa er N en majorant for A. Da (n) ikke er opad be­

grrenset, er (-n) ikke nedad begrrenset, og vi far derfor analogt~ 

at vi lean vrelge N1 E N, sa -N1 ikke er majorant for A. For et­

p E Z. For hvert j E N betragter vi aIle tallene ~ , hvor 
. 2 J 

P ~ - 2 JN1 er -lJ ikke majorant for A, men for p 
2 

jorant for Ao Heraf f¢lger, at vi for hvert j E N kan vrelge det 

st¢rste 
p. 

er ~ = 
2 J 

~ ikke er majorant for A. 
2 j 

tal p. E Z, for hvilket 
2- J 
~ 
2 j+1 ' 

Pj+1 
og det medf¢rer, at Pj+1 ~ 2pj eller j+T ? 

2 

Altsa 
:g. 

or (~) en voksende f¢lge pa G, og da intet af dens ele-
2 J 

menter er majorant for A, er den opad begrronset og derfor kon­

vergent mod en grronsevrerdi a. For b > a er b-1- ikke majorqnt for 
-a 

(n), og vi kan derfor vrolge n E N, sa n > b2a ,altsa ~ < b-a. Men 

sa &qn vi ogsa vrolge j E N, 
:p. 

sa 1 < b-a. Sa far vi, idet vi ud-
2

j 

nytter, at ~ S a at 
2 J - , 

p.+1 
og da ~ er en majorant for A, er b en majorant for A. Altsa 

2 J 

er intet element af II. st¢rre end a. Dermed har vi vist, at a er 

en majorant for A. For b < a ser vi ganske analogt, at vi lean 

vcelge j E N, saledes at _1 < a - b, og vi far da, idet vi udnyt-
p.+1 2 j 

ter, at ...L- er majorqnt for A, og derfor ~ a, at 
2 j 

~ Pj+1 
~2 a 1 > b 

2 j = 
2 j - -

2j , 
J -2 

hvilket viser, at b ikke er majorant for A. Dermed har vi vi st: 
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at a er den mindste majorant ~or A9 altsa 9 at a = sup A~ og der-

med er sretningen bevist. 

A~ bevisets sidste a~snit ~remgar nu, at de ordnede lege­

mer, der har de i sretning 1.28 omtalte egenskaber, tillige har 

den i ~¢lgende de~inition omtalte egenskab. 

De~inition 1.29. Et ordnet legeme G kaldes Archimedesk, 

hvis delmrengden NeG ikke er opad begrrenset. 

Dot kommer ud pa det samme at ~orlange~ at ~¢lgen (n) ik-

ke er begrrenset, og det er igen ensbetydende med, at der til et­

hvert element a~ G svarer et naturligt tal som er st¢rre. Dette 

er igen ensbetydende med, at (~) ~ o. 

Aksiom 1.30. Mrengden R a~ reelle tal or et ordnet legeme, 

som har de i sretning 1.28 omtalte egenskaber. 

Dette er ikke en definition. For det ~¢rste, er det ikke 

pa ~orhand klart, at der eksisterer ordnede legemer med de om-

talte ogenskaber. Fa den anden side er det klart, at der ~indes 

mange, hvis der ~indes et. Den ~¢rste vanskelighed kunne over-

vindes ved konstrukti vt at opbygge et legeme med de ¢nslwde e-

ge11.s1~alJor som en udvidelse a~ ~~, der igen kunne opbygges som en 

udvidelse a~ N. Dette er virkelig gennem~¢rligt9 men ret tids-

kr@vondo o Det ville ogsa klare den anden vanskelighed9 idet kon­

strlli~tionen ville give et ganske bestemt ordnet legeme o Dot er 

imidlertid ogsa rigtigt~ at alle legemer, der har de i sretning 

1.28 omtalte egenskabor, i en vis forstand or ens, sa det ilti~e 

spiller nogen rolle, hvilket a~ dem vi udnrevner til R. 

Elementerne a~ R kaldes (reelle) tal. Vi siger reol tal­

~¢lge i stedet ~or ~¢lge pa R. Nar en tal~¢lge (an) konvergorer 

mod a E R kaldos a grrensevrerdi ~or (a ). Vi siger ovortal og 11. 
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undertal i stedet for majorant og minorant. Lejlighedsvis benyt­

ter vi topologisk inspirGrede betegnelser og kalder R den reelle 

tallinio eller talakse, og et tal a E R kaldes da ogsa et punkt 

af den reelle talaKse. 

Sretning 1.31. Hvis en mrengde A ~ R er nedad begrrenset, 

eksisterer inf A og inf A = -sup(-A). Enhver aftagende, nedad 

begrwnsot f¢lge pa R er konvergent. 

BGvis. Hvis a E R er undertal for A er -a overtal for -A. 

Heraf f¢lger den f¢rste pastand umiddelbart. Hvis (a ) er afta­n 

gende og nedad begrrenset, er (-an) voksende og opad begrrenset, 

altsa konvergent. Heraf f¢lger den anden pastand. 

)'~ 

Defini tion 1.32. Ved den udvidede reelle talakse R' f'or-
, ~:( 

star vi mamgden R =:R tJ f - oo,ooJ ordnet, saledes at ordningen 

stemmer med ordningen pa R, og saledes at 00 er det st¢rste og 

- 00 det mindste element. Regneoperalonerne pa :R udvides delvis 

til R~;;, idet vi sretter a + 00 = 00 + 00 = 00 for a E R og 

a - 00 = -00-00= -00 for a E R samt a • 00 = 00 

-a . 00 = -00 • 00 = -00, a . -00 = 00 -00 = -00 og 

-a • -00 = -00 • -00 =00 for a E R 
+ 

'00 

"( 

Nu er 00 majorant og -00 minorant for enhver delmrengde af ft" , 

og det bevirker, at sup A og inf A bliver definerede for enhver 
>;' 

iklm tom mrengde A c;: R'. Hvi s A har et overtal, der tilh¢rer R, 

bliver sup A det samme som f¢r. I modsat fald bliver sup A = 00 • 

Analogt for infimum. Vi bemrerker, at den tomme mrengde ~j far et-
>!< 

hvert tal i R som bade overtal og undertal, og derfor far den 

-00 som supremum og 00 som infimum. Vi viI foretrrekke kun at defi-

nere inf A og sup A for A 1 0, sa vi altid har inf A ~ sup A. 
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Vi understreger, at R* er en ordnet mrengde, men R>~ er 

hvcrlwn gruppe ~ ring eller legeme. De an:f¢rte udvidclser at + 
,I.. ,I.. ".: 

og • ti 1 R'" er ikke de:finerede pa hele R· ... x R" ~ og de op:fylder 

ikke aIle de regler, vi har krrevet op:fyldt :for en ring (cller 

blot :for en gruppe). 

)" 

De:finition 1.33. For a, b ER'" og a < b kaldes mrengderne 
L·. 

fx E R~< bL [a, b ] == {x E R'" a ~ x ~ bJ [a, b [ ::= a ~ x < 

R* ", 
]a~ b ] fx E a < x ~ bl ]a, b [ fx E ' ... 

x < bJ == , ::= R a < 

intervaller. For a,b E R kaldes [a,b] a:fsluttet, ]a,b[ abent og 

]a,b] og [a,b[ halvabne. For a E R kaldes ]-oo~a] og [a,oo[ a:f­

slutteQe halvlinier og ]-oo,a[ og ]a~oo[ kaldes abne halvlinier. 

Endvic1cre Imldes [a,a] ::= faJ et udartet interval, og (2) kaldes 

det tOIDm8 interval. 

Somme tider tillader vi os stiltiende at :forudsrette, at 

intervaller ikke er udartede eller tomme. Punkterne a og b kal-

des selv:f¢lgelig endepunkterne a:f [a,b], [a,b[ etc. Et interval 

er begrrenset~ hvis og kun hvis endepunkterne tilh¢rer R. En del-· 

mrengdc a:f R er begrrenset, hvis og kun hvis den er indeholdt i et 

begr@nsct interval. 

Dc :f¢lgende s$tninger om intervaller er undertiden nyttige, 

men de rna dog nrernest op:fattes som ¢velse i at uc1nytte in:fimum 

og supremum. 

Sretnipg 1.34. 
.... :'t: 

En mrengde A c R er et interval, hvis og 

kun hvis :f¢lgende betingelse er op:fyldt: 
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Bevis. Det er klart)at betingelsen er n¢dvendig. Lad nu 

A vrere en m@ngde~ som op~ylder betingelsen. Hvis A ikke indehol-

der mindst to punkterJer A et tomt eller et udartet interval. 

Hvis A indeholder to purlliter)er in~ A < sup A. For 

c Z '- Ji~ A~sup A[ grelder nU9 at z hverken er undertal eller over-

tal ~or A. Vi kan der~or vrelge x E A og Y E A9 saledes at 

x < z < Y9 altsa z E [x,yJ, men sa giver vor betingelse, at z E A. 

Dermed har vi vist~ at Jin~ A9 sup A[ c;: A. Pa den anden side er 

A ~ [in~ A9sUp AJo Altsa er A et a~ de ~ire intervaller med en-

dcpunlder i~ A og sup A. 

§wtning 1.35. For en vilkarlig mrengde a~ intervaller grel­

der9 nt ~rellesmrengden'er et interval, og hvis dette ikke er tomt9 

er foreningsmrengden tillige et interval. 

Bevis. Hvis x og y med x < y tilh¢rer ~rellesmrengden9 til­

h¢rer x og y hvert af intervallerne, men sa er [x,yJ delmrengde 

a~ hvert af intervallerne og dermed af ~rellesmrengdeno Derofter 

~¢lger den ~¢rste pastand umiddelbart af sretning 1.34. Hvis frel-

lesmrengden ikke er tom, kan vi vrelge c i ~rellesmrengden3 Hvis 

x9y tilh¢rer ~oreningsmrengden viI intervallerne med x og y som 

det one endepunkt og c som det andet tilh¢re foreningsmwngden, 

og ved at ga de mulige tilfrelde (x ~ c ~ Y9 C ~ X ~ y, x $. y ~ c) 

igennem 9 far Vi9 at [x,y] tilh¢rer forening smrengden 0 Dermed er 

den sidste pastand bevist. 

Vi skal nu vise nogle sretninger om i~imum og supremum. 
kun 

Vi vil/bevise sretningerne om supremum, idet sretningerne om in-

fimum vises helt analogt. 

Sretning 1.36. Af A ~ B ~ R og A ~ 0 ~¢lger 

sup A ~ sup B, inf A ~ i~ Bo 
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Bevis. Pastanden i'¢lger umiddelbart ai', at sup B er over·· 

tal i'or B og dermed i'or A, medens sup A er det mindste overtal 

i'or A. 

Sretning 1.37. Ai' A ~ R, B ~ R, A ~ 0, B ~ 0 og 

Va E A Vb E B(a ~ b) 

i'¢lger 

sup A ~ in£' B. 

Eevis. Lad b vrere et element ai' Bo Sa er b et overtal i'or 

.\., al tsa sup J\. ~ b. Da dette grelder i'or ethvert element b E B, 

er sup A et undertal i'or B, altsa sup A ~ in£' B. 

Kommentar: Vi beviste i'¢rst Vb E B(sup A ~ b). Lreg mrerke 

til at bcviset i'or denne pastand indledes med: Lad b vrere et ele­

ment ai' B. Vi ma sa passe pa ikke at benytte andre egenslmber 

v:ed bend b E B og hvad derai' i'¢lgero Resultatet vil da aben-

bart VcDre gyldigt i'or ethvert b i mrengden B. (Et ulad-vrere-bevis"). 

Sretning 1.38. Ai' A ~ R, B ~ R, A ~ 0, B t- 0 i'¢lger 

sup(A + B) - sup A + sup B 

in£'(A + B) = in£' A + in£' B. 

Bevis. For a E A, b E B grelder a + b ~ sup A + sup B. 

J.l tsa er sup A + '3UP B et overtal i'or J'\. + B, altsa 

sup(.:\. + B) ~ sup "\. + sup B. Lad a vrere et element ai' ~\. For b E: B 

er a + 1) ~ sup(A -- B), altsa b ~ sup(A + B) - a o Dermed har vi 

vist, at sup(A + 13)-a er et overtal i'or B, altsa sup B ~ sup(A+B) 

-a, hvilket agsa kan skrives a ~ sup(A+B). - sup B. Dermed har 

vi vi s t ~ at sup (A--B ) - sup B er et overtal i'or A, al tsa 

sup ;~ ~ sup (A+B ) .. sup B, hvilket er ensbe tydende med 
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sup A + sup B ~ sup(A+B). Derved har vi stiltiende f'orudsat~ at 

sup B og sup(iHB) ikke begge er 00, men i dette specieIIe tiIf'reI-

de er relationen abenbart rigtig. Dermed er sretningen bevist. 

Hvis M er en viIkarIig mrengde, og f,g: Mind i R er to 

afbildninger, defineres summen f + g: Mind i R som bekendt ved 

(f'+g)(x) = f'(x) + g(x). Vi viI nu vise sretningen: 

8retning 1.39. Lad M vrere en viIkarIig mrengde. For vilkar­

Iige arbildninger f,g: Mind i R grelder 

J
' irrf f(A) + sup 

1 
I sup f(A) + irrf 
"" 

sup(f+g) (A) ~ sup f(A) + sup g(A) • 

Bevis. Da vi har 

(f+g)(A) = [f(x) + g(x)lx E Al ~ [f(x) + g(Y)IX9Y E AJ = 

f'(A) + g(A) 9 

f¢lger gyldigheden af det f¢rste og det sidste ulighedstegn af 

sretning 1.36 og sretning 1.38. Heraf f¢lger nu 

sup g(A) ~ sup(f+g )(ll.) + sup( -f(A)) = 

sup ( f'+g) (A) - inf f'(A), 

hvilket giver 

irrf fU;.) + sup g(.A) ~ sup (f'+g )(A). 

De tre resterende uligheder vises ganske analogt. 

Hvis en voksende taIf'¢lge (an) og en af'tagende talf¢lge 
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(b ) til1'redssti ller betingelsen V'n( 3. ~ bn ) ~ 1'ar vi en "inter-n n 
valindsn83vring" 

og det viI da g831de, at intervallerne har mindst et 1'8311es punlc" 

idet supfan l er st¢rre eller lig ethvert an' men mindre eller 

Iig ethvert bn , idet bn er overtal 1'or 1'¢lgen (an). Uden bevis 

skal vi mevne, at denne egenskab (og endda kun 1'or intervaI1'¢I­

ger~ hvor intervall83ngden gar mod 0) 1'or Archimedesk ordnode le-

gemer med1'¢rer de i s83tning 1.28 omhandlede egenskaber. 

Vi viI nu ga over til en mere indgaende behandling a1' tal-

1'¢lger. 883tningerne om regning med tal1'¢lger er behandlet i gym-

nasieundervisningen og viI ikke blive gentaget her. I stedet 1'or 

(an) ~ a viI vi ogsa skrive lim(an ) = a eller lim an = a. 
~oo 

Definition 1.40. Vi siger at (an) gar mod 00 (eller diver-

gerer mod 00), nar f¢lgende betingelse er opfyldt 

og vi skriver (an) ~ 00 eller lim(an ) = 00 • Analogt defineres 

(an) ~ -co • 

Vi bemrerker, at definitionen giver mening ogsa for f¢lger 
o ,,* 0 pa R , altsa 1'¢lger, hvor visse led er -00 eller 00. Dette viI vi 

lejlighedsvis udnytte. 

Sretning 1.41. For en voksende f¢lge (a ) grelder n 

Bevis. Hvis supfanln E Nl tiIh¢rer R, er (an) konvergent 
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mod et tal a E R. Da elementerne an+
1
,an+2 , ••• er ? an er 

a ~ a • ;i.l t sa er a overtal. Fa den anden si de er de t klart, at n 

(a ) ikke kan konvergerer mod noget andet overtal end det mindste. n 

For sup~anl = ~ og b E R findes et N med aN ~ b, og sa er an f b 

for ethvert n ~ N. Dermed er sretningen bevist. 

Defini t.i on 1.42. Lad (a ) vrere en talf¢lge. Et tal b E R* 
n 

kaldes et nresten-overtal, hvis mrengden fnlan > bl er endelig. 

2\.n810et defineres et ~8ten-undertal. Infimum for mrengden af 

nwstcn-overtal kaldes limes superior Rf (an) og betegnes 

lim sup(an ). Supremum for mwngden af nresten-undertal kaldes limes 

inferior af (an) og bet~gnes lim inf(an ). 

Swtning 1.43. For en talf¢lge (an) gwlder 

Bevis. Idet ethvert nresten~undertal er ~ ethvert nresten-

overto.1 9 f¢lger pastanden afswtning 1.37. 

Swtning 1.44. N¢dvendigt og tilstrwkkeligt for, at 

(I:).-n) --+ a 9 er, at 

Bevis. Lad os f¢rst antage, at (an) --+ a, og lad 8 vwre et 

positivt tal. Sa ligger a i intervallet Ja - 8,a + 8[ undtagen n 

for cndelig mange vwrdier Rf n. Altsa er a - 8 nwsten-undertal 

or; a + 8 er nwsten-overtal, og derfor er a - 8 ~ lim inf(an ) ~ 

lim sup(an ) ~ a + 8 og da dette gwlder for ethvert 8 > 0, kan 

vi slutte, at lim inf(a ) = lim sup(a ) = a. Dermed har vi vist, n n 

at betingclsen er n¢dvendig. Lad. os dernwst antage, at 
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lim i~(an) = lim sup(an ) = a, og lad e vrere et positivt tal. 

Sa er ( - e nreston-undertal og a + e nresten-overtal, men dot mAd,,:,. 

f¢rcr notop, at an E ]a-e,a+e[ undtagen for endelig mange vrer­

dier 8f' n, al tsa at (an) ~ a. Dermed er sretningen bevist, nar a 

har on endelig v~'lrdi. Nu er (an) -7 00 ensbetydende med, at eth7A .. ,t 

b E R Er nresten-lmdertal, altsa med lim inf(a ) == 00 og pastandeL 
~ n 

f¢lger sretning 1.43. Analogt for (an) -7 -00 • Dermcd er scetningen 

bevi st. 

§@tning 1. ~5. For enhver talf¢lge (a ) grelder n 

Bovi s. F¢lgen (sup f ak I k ~ nJ) er aftagende • At b or nres ter:c­

overtal er ensbetydende med, at b er ~ et eller andet element i 

de nne f¢lge. Altsa konvergerer f¢lgen mod infimum for mrengden af 

nreston-overtal, og dermed er den sidste relation bevisto Den 

f¢rsto vises analogt. 

Det fremgar umiddelbart af definitionerne, at lim inf(an) 

og lim sup(an ), hvis de er endelige, er karakteriserede ved de 

egonslmber , der er antydet pa f¢lgende ski tse. 

a her ror uendelig n 
mange n 

--------------~! 
a her f'or h¢jst ende­n 

lig mange n 

a her for uendelig 
n 

mange n 

a her hpjst for ende­n 
lig mange 11 



\ 
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Det anbefales i strerkest mulig grad at illustrere beviserne 

med skitser som denne. De er navnlig en vrerdifuld st¢tte ved ar~ 

bejde med l¢sning af opgaver. De er mindre velegnede til anbrin~ 

gelse i en frerdig tekst, og det er derfor n¢dvendigt i forelres-

ningsnoter, som de foreliggende at benytte en formulering, der 

kun i ringe grad st¢tter sig til illustrationer. 

Hvis (an) er en talf¢lge og (Pn) er en strengt voksende 

f¢lLe af naturlige tal~ er (~p ) en delf¢lge af(an ). Begrebet 
n 

delf¢lge skal altid opfattes pa denne made. For nemheds skyld 

vil vi dog ofte skrive "delf¢lgen (b ) af f¢lgen (a )". n n 

S'ntning 1.46. Lad (an) vrere en vilkarlig talf¢lge. Den 

har da em delf¢lge, som gar mod lim inf'( an) og en delf¢lge, som 

gar mod lim sup(a ). Enhver konvergent delf¢lge af (an) har sin n 

grcensev[9rdi i intGrvallet [lim inf'( an)? lim sup( an) J. 

, 
Bovis. For ethvert 8 > 0 findes der uendelig mange pEN, 

saledes at/lim sup(an ) - a p l ~ 8. Vi kan derfor vrelge P1~ saledes 

at Ilim sup(an ) - a
p1 1 ~ 1, dernrest P2 > Pi' sal~des at 

Ilim su~(an) - apr) I ~ t~ o.s.v. Derved far vi konstrueret en del-
L 

f¢lge (a ), saledes at (a ) ~ lim sup(a ). Analogt for 
Pn .fln n 

lim inf(an ). For E > 0 findes kun endelig mange p, for hvilke 

ap ~ lim sup(an ) -/- 8. Men sa vil ingen konvergent delf¢lge have 

grrensevrerdi > lim sup(an ) + 8, altsa heller ikke > lim sup(an ). 

J .. nalogt ses~ at ingen delf¢lge har grrensevrerdi < lim inf(an ). 

Dermed er sretningen bevist. 

Sretning 1.47. Enhver begrrenset f¢lge har en konvergent 

del:f¢lge. 

Dette f¢lger' umiddelbart af sretning 1.46. Sretningen kaldes 
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Neierstrass-Bolzanots scetning. Den udtrykkes ot'te pa den mere 

suggestive t'orm: En begrcenset talt'¢lge kan udtyndes, sa clen bli-

ver konvergen t, 

Scetning 1.48. Hvis (an) ~ a~ konvergerer enhver delt'¢lge 

at' (an) mod a. 

Dette t'¢lger umiddelbart at' scetning 1.44 og scetning 1.46. 

Det'ini ti on 1 0490 Talt'¢lgen (a ) kaldes en t'undamentalt'¢l­n 

ge~ hvis den opf'ylder t'¢lgende betingelse: 

Sretning 1.50. En talt'¢lge er konvergent, hvis og kun hvis 

den er en t'undamentalf'¢lge. 

Bevis. Lad os t'¢rst antage~ at (an) ~ a E R~ og lad e vrere 

et positivt tal. Vi vrelger N E Ny saledes at 

For m,n ~ N har vi da 

l a - a I ~ la - a 1+la - a I $ e • m n'- n m -

~\ltsa er en konvergent f'¢lge en f'undamentalt'¢lge. Lad dernrest 

(an) vrere en f'undamentalt'¢lge, og lad e vrere et positivt tal. 

Vi vcelger N E Ny saledes at 

og aIle an med n ~ N viI da tilh¢re intervallet [aN - ~JaN + ~]. 

Sa viI lim inf'(an ) og lim sup(an ) tilh¢re dette interval, og de 

er derf'or begge endelige og 0 ~ lim sup(an ) - lim inf(3n ) ~ e. 
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Da 8 var et vilkarligt positivt tal, ~¢lger hera~, at 

lim inf(an ) = lim sup(an ) og af sretnirig 1.44 ~¢lger derefter, at 

(an) or konvergent. Dermed er sretningen bevist. 

Betydningen a~ scetning 1.50 er, at den giver os en mulig­

hed for at unders¢ge om en f¢lge er konvergent, uden at grcense­

vcerc1ien selv indgar i unders¢gelsen. Scetningen kaldes det almin­

delige konvergensprincip eller Cauchy's konvergenskriterium. 

Eksempel. 3'or 

a n = 
n 
~ 2-k cos k x , 

k=1 

hvor x er et vilkarligt reelt tal, far vi 

a -a n+p n 
n+p -k 

= ~ 2 cos k x , 
k=n+1 

al tsa 

I a -a I ~ n+p n 
n+p k n+p -k 
~ 2- Icos k xl ~ ~ 2 < 2-n , 

k=n+1 k=n+1 

og for 8 > 0 kan vi vcelge N, saledes at 2-n ~ 8 for n ? N. Altsa 

er (an) konvergent if¢lge det almindelige konvergensprincip. 

Grcensevcerdien kommer til at a~hcenge af x, og den de~inerer en af­

bildning a~ :R ind i R, men vi far ikke ncermere oplysning om, hvad 

det bliver for en afbildning. 

Harmed viI vi betragte gennemgangen af de reelle tals teo-

ri som afsluttet i f¢rste omgang. Vi viI fortsrette med en gen­

nemgang a~ de komplekse tals teori, men det viI vi g¢re pa en 

holt anden made, idet vi ud fra R konstruerer et nyt legeme 0, 

de komplekse tals legeme. 
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Definition 1.51. Ved et komplekst tal forstar vi et ordnet 

par (a1,a2 ) af reelle tal. Ved den numeriske vrerdi (modulus) af 

det lwmplekse tal a = (a1~a2) forstar vi lal = v(a~ + a~). En 

vinkel e (malt i radianer) kaldes et argument for det komplekse 

tal~ safremt a = (Ialcos G, lalsin e). For a ~ 0 kaldes det spe­

cielle argument~ der ligger i intervallet J-rr~rrJ hovedargumentet 

for a. For a = (~1,a2)~ b = (b 1,b2 ) definerer vi 

Ved det konjugerede tal a til a forstar vi tallet (a1 , - a2 ). 

Mcengden af komplekse tal betegnes C. 

P'1rret (a1 9 3. 2 ) er koordina ter for en vektor ~ i planen, 

den til det komplekse tal a svarende vektor. Til a+b svarer net-

op vektoren ~+£ • Vi adderer al tsa komplekse tal som veldorer. 

Derfor er addi tionen associati v og lwmmutati v. Endvidere er 

o = (0 9 0) neutralelement, og vi far en til additionen svarende 

subtralcti on defineret ved a-b = (a1-b l' a 2-b2). Dermed har vi 

vist, at C med kompositionsreglen + er en gruppe. 

Dot ses umiddelbart, at multiplikationen er kommutativ. 

Med c = (c1,c2 ) har vi 

Dermed har vi vist~ at multiplikationen er distributive 
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far vi 

ab = (Ial Ibl (cos G1cos 82 - sin 81sin g2)' 

lal Ibl(cos 91sin 9 2 + cos 92sin 81 )) = 

M.A. 1.27 

Vi kan altsa multiplicere to komplekse tal ved at multiplicere 

de numeriske vwrdier og addere et argument for hvert tal. Dette 

medf¢rer abenbart, at multiplikationen er associativ. Endvidere 

fik vi vist reglen 

I ab I = I a I / b I . 

Specielt far vi (1,0)(a1,u2 ) = (a1,a2 ), hvilket viser, at 
multiplikation 

(1,0) er neutralelement for '. ,0 FOI' (a1,a2 ) ~ (0,0) er 

sa vi har 

heden 

--1 a 

Dermed har "i vist, at C er et legeme. 

Dr, / a/ netol) er lamgden af vektoren a, har vi trekantsulig-
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Vi viI derfor tillade os at identificere disse specielle kom­

plekse tal med reelle tal, idet vi sretter (a
1
,o) ~ a

1
" For 

k E :Fe far vi da 

Vi sretter nu (0,1) = i, og vi far da 

Et komplekst tal kan saledes udtrykkes simpelt ved to reelle 

tal og dot specielle komplekse tal i. Vi har 

.2 ). ::: (0,1)(0,1) = (-1,0) ::: -1 0 

Det kom~lekse tal (a1,a2 ) = a 1 + ia2 = a siges at have realdel 

a 1 og imaginrerdel a 2• Vi skriv-er a 1 ::: Re a, a 2 = lm a. Bvis 

a 2 = 0, or a reelt. Bvis a ikke er reelt, kaldes a imaginrert. 

Bvis a 1 = 0, kaldes a rent imaginrert. Med Arg a betegner vi ho-

ved vmrdien. af argumentet til a. Med arg a hetegner vi mrengden 

af argumenter til a. Tallet ° har ethvert reelt tal som argu-

mente Vi har mrengderelationen 

arg(ab) = arg a + arg b. 

Det konjugerede tal til a ::: a 1 + ia2 er a ::: a 1 - ia20 De 

tilsvarende vektorer er symmetriske med hensyn til den f¢rste 

koordinatakse. Vi bemrerker, at 

a + a = 2 Re a, a - a = 2 i lm a, aa = lal
2

• 

Endvidere har vi regnereglerne 

a + b = a + b, ab = a b • 
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Dette betyder? at den ved ~(x) = x bestemte arbildning ~:C pa C 
bevarer regneoperationerne. En sadan afbildning ar et legeme . 

pa'sig selv kaldes en automorri. 

Eksempel. Regning med komplekse tal roregar som regning 

med reolle tal~ idet det udnyttes, at i 2 = -1: 

(2 - i 3)(4 - i) = 5 - i 14 

.J±=.i = 2-i3 = 
11 + i 

13 
10 11 

= 13 + i 
10 
n' 

J\r mul tiplikationsreglen rar vi umiddelbart Moi vres for-

mel 

ror n E N. For a ~ 0 grelder rormlen endda ror n E Z~ hvilket og-

sa r¢lger umiddelbart ar multiplikationsreglen. 

Vi betragter et polynomium P derineret ved 

P (z) 

hvor koerricienterne av = b v + iCv ' v = O~ ••• ~n>er komplekse tal, 

og hvcr z = x + iy er kompleks. For a E C kan vi dividere p(z) 

mod z - a~ og derved far vi en relation 

~z E C(p(z) = (z - a) Q(z) + r)? 

hvor divisionsresten r er et komplekst tal. Specielt giver rela-

tionen i parente sen, at 

p( a) = r, 

og a er derror rod i P~ hvis og kun hvis z - a er divisor i P. 

Hvis a er rod i polynomiet P? som er ar nte grad)) har vi 

der:for 
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p(z) = (z - a) Q(z), 

hvor Q or et polynomium, hvis grad er n - 1. Det kan trenkes, at 

Q ikke har a som rod, men under aIle omstrendigheder rindes der 

et naturligt tal p ~ n, saledes at 

og vi siger da, at roden a har multiplicitet p, eller, at a er en 

p-dobbelt (p-multipel)rod. Nar vi treller r¢dder i et polynomium) 

er det oi'te hensigtsmressigt at trelle en p-dobbelt rod som p r¢d-

der, og det t'remgar da umiddelbart at' overvejelserne, at et po-

lynomiu~ at' grad n h¢jst har n r¢ddero 

Hvad vi indtil nu har sagt om polynomier,grelder for poly­

nomier med koet't'icienter i'ra et vilkarligt legeme o Det srerlige 

ved de komplekse tals legeme er gyldigheden at' t'¢lgendo sretning: 

to Algebraens i'undamentalsretning. Et polynomium at' n grad 

mod komplekse koei't'icienter har netop n komplekse r¢dder. 

De i'oregaende overvejelser viser, at sretningen viI vrere 

gyldig, hvis det blot greIder, at et polynomium at' grad ~ 1 har 

minclst en rod, og vi t'ar samtidig, at hvis p(z) har r¢dclerne 

a
1

,900qan og h¢jeste koerficient an' kan p(z) skrives som et pro­

dukt 

p(z) = a (z - a
1

) ••• (z - a ). n n 

Det viI vrere lidt akavet at vise algebraens fundamentalsret-

ning allerede nu, men vi skal bevise den, nar vi har sa mange 

hjrelpemidler til radighed, at bevise~ gar nogenlunde let. Beteg-

nelsen "algebra" blev i en lang peri ode anvendt om teorien for 

polynomier, men anvendes nu mere om kompositionsreglernes teori, 



M.A. 1.31 

og det har bevirket, at algebraens ~undamenta18retning nu h¢rer 

hj emme i rna terns. ti sk analyse. 

Vi vil selv~¢lgelig ikke nedvrerdige os til at bygge noget 

op pa algebraens fundamentalsretning, sa lrenge vi ikke har bevist 

den. Den sltal blot ~ortrelle os, at visse metoder, som vi skal ud-

vikle i det ~¢lgende9 er generelt anvendelige. 

A~ Moivres ~ormel ~¢lger, at ligningen 

zn = la/cos 9 + i/a/sin 9 

har l¢sningsmrengden 

(n n 
lv/a/cos g+~pv + iv/a/ sin g+~pv 

men vrerdierne O,190 •• ,n-1 indsat ~or p vil give os hele l¢snings-

mrensden, idet andre vrerdier aL p blot giver os de samme l¢sninger 

igen. Den specielle ligning zn = 0 har 0 som n-dobbelt rod. 

Eksempel. Vi vil s¢ge at bestemme z € 0, saledes at 

hvor a 9b € R. Vi sretter z = x + iY9 og ~inder derved ligningerne 

2 2 
x - Y = a, 2xy = b 

til bestemmelse a1' x og y. Hera~ ~as 

og ~or 1: ~ ° ~ar Yi derLor z = c eller' z = -c, hvor 

For b < 0 rna +i erstattes med -i. 
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Vi viI nu vise en nyttig sretning: 

Sretning 1.52. Lad 

p . 
p(z) = ~ a.z J 

. 0 J J= 
og Q(z) = i h.z j 

. 0 J J= 

M.A. 1.32 

vrere polynomier med komplekse koe~~icienter. Hvis den ene a~ de 

~¢lgende tre betingelser er op~yldt, grelder de aIle tre: 

1). p = g A a o = b o A a 1 = b 1 A ••• A a p = b p • 

2). Vz E b(p(z) = Q(z». 

3). Antallet a~ elementer i mrengden fz E bjP(z) = Q(z)l 

er st¢rre end savel p som g. 

Bevis o Det er helt indlysende, at 1) ~ 2) og at 2) ~ 3. Vi 

skal altsa blot vise, at 3) :=} 1). Antallet a~ elementer i 

fz € cjP(z) = Q(z)J er antallet a~ r¢dder i p(z) - Q(z). Hvis 

.?(z) - Q(z) ikke er nulpolynomiet, er dette antal h¢jst graden 

a~ 2(z) - ~(z). Hvis 3) er op~yldt, kan vi altsa slutte, at 

p(z) - 1q:,(Z) er nulpolynomiet, men det betyder netop, at 1) grelder. 

Dermed er sretningen bevist. 

li~ sretning 1.52 ~remgar, at P = Q e~ter behag kan ~ortolkes 

pa ~¢lgende to mader: 

1) Ydtrykkene p(z) og Q(z) har samme udseende (stemmer over­

ens koe~~icient ~or koe~~icient). 

2) P og Q er den samme afbildning a~ bind i b. 

Endvidere ~remgar det, at P = Q, sa~remt relationen p(z) = Q(z) 

grelder ~oruendelig mange vrerdier a~ z. Hvis vi ¢nsker at vise en 

identitet mellem polynomier, spiller det altsa overhovedet ingen 
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rolle om beviset svigter ~or enkelte specielle voordier a~ den 

variable. 

Sretning 1.53. Et polynomium p(z) har alle sine koe~~icien­

ter reelle~ hvis og kun hvis PrZJ = p(z) ~or alle z E C. 

Bevis 4 For 

~ar vi 

og dette viI ~or aIle z voore identisk med p(Z'), hvis og kun hvis 

alle aver reelle. Dermed er sretningen bevist. 

Sretning 1.540 Hvis et polynomium p(z) med alle koe~ficienter 

reelle har en rod a, er ogsa a en rod og med den samme multipli­

ci tete 

Bevis. Hvis a er reel, er pastanden triviel. Vi antager 

altsa, at a er imaginrer. ~ sretning 1.54 ~¢lger p(a) ~ pta) = o. 

Endvidere er a ~ a. Vi har der~or 

hvor P1(z) er et polynomium. Nu er 

) -(z-a)(z-a) = z- - (a+a)z + aa 

et andengradspolynomium med reelle koe~~icienter, og Pi har der­

~or ogsa aIle sine koe~~icienter reelle. Hvis a igen er rod i PH 

er ogsa a rod (og omvendt), og vi kan da trrekke det samme anden­

gradspolynomium ud som ~aktor endnu engang. E~ter endelig mange 

skridt far vi 
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-ex)j () P j Z 9 

hvor hvcrken ex eller a: er rod i P. (z). Dermed er sretningen be­
J 

vi st. 

rr¢lge algebraens fvndamentalsretning har et polynomium ar 

te n grad og med lutter reelle koerricienter netop n komplekse 

r¢ddor, og if¢lge sretning 1.54 raIder de imaginrere i par af ind-

byrdes lconjugerede, og det medf¢rer igen, at polynomiet kan skri~ 

yes som et produkt af f¢rste-og andengradspolynomier med lutter 

reolle koefficienter, og saledes at aIle andengradspolynomierne 

hClr imaginrere r¢dder. 

D9finition 1.55. Lad p(z) og Q(z) vrere polynomier af hvil­

kc ~(z) ikke er nulpolynomiet. Lad M vrerc mrengden af r¢dder i 

~(z). Don ved 

f(z) t= ~t~J 

dofinerode afbildning f:C\M ind i C kaldes en bruden rational 

fUllldion. 

Vi viI knytte nogle kommentarer til denne derinition. Hvis 

vi forlrenger br¢ken, d.v.s. multipliceror p(z) og Q(z) med et og 

samme polynomium L(z), indskrrenker vi definitionsmrengden$ idet 

vi nu ma inkludere r¢dderne i L(z) i mrengden M, men i den til-

bageblevne del af definitionsmrengden rendres intet. Omvendt kan 

forkortning af br¢ken udvide derinitionsmrengden. Hvis en relation 

( 1 ) 

hvor P1(z) og Q1(z) er to nye polynomier, er opryldt ror uende­

lig mange vrerdier ar z, gwlder 
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for de samme vrerdier af Z og dermed for aIle z E C. Men sa er 

p( z) Q
1 
(z) 

Q~ z) Q
1 
(z~f = 

P1(Z) Q(z) 
Q(z) Q1(Z) , 

hvilket viser, at de to br¢ker kan fremkomme ved at forkorte en 

og samme br¢k o Hvis p(z) og Q(z) har en rod a frelles, kan br¢ken 

Ef~ . ~ forlwrtes med z - a. Er begge br¢kerne i (1) uforkortelige~ 

kan vi derfor slutte, at Q(z) og Q1(Z) har n¢jagtig de samme r¢d­

der og br¢kerne derfor samme definitionsmrengde. Ved algebraens 

fundamentalsretning vises let, at en bruden rational funktion i 

det vresentlige kun er lig med en uforkortelig bruden rational 

funlction, men det samme kan ogsa vises rent algebraisk. Det viI 

vi dog tkke komme ind pa. Vi vil regne brudne rationale funJ::tio-, 

ner ens ~ nar de kan fremga af hfnanden ved at forlamge og for--

korte br¢,kerne. 

Definition 1.56. En bruden rati~nal funktion af formen 

. , 
(z-a )p 

a a,a E C, pEN 

kaldes en partialbr¢k. En sum af partialbr¢ker 

~ a j 

j = 1 ( z -a j ) p j 

kaldes reduceret, hvis aIle de optrredende nrevnere er indbyrdes 

forskellige o 

Det er klart, at enhver sum af partialbr¢ker kan reduceres 

(dovos. g¢res reduceret) ved at br¢ker med samme nrevner samles 

til en br¢k. Det er ogsa klart, at en sum af den angivne form 



er en bruden rational i'unktion, idet aIle br¢kerne viI have en 

i'rellesnrevner, son er et polynomium. 

1 den i'¢ I gE!nde sre tni ng trenke r vi 0 s den b rudne, ra ti onal e 

funkti(lnS n83vner opl¢st i t'aktorer at' f¢rste grad. Dette er al-

ti d muJigt it'¢lgE: algebraens t'undamentalsretning, men ved den 

valgta i'ormulerir.g undgar vi netop at anvende denne sretning. 

~retning 1. :,7. En bruden rational f'unkti on 

f(z) = p(z) 

kan pa en og kun en made f'remstilles som en sum at' et polynomium 

og en reduceret sum at' partialbr¢ker. Fremstillingen viI have 

t'ormen 
n 

f'(z) = P1(z) + ~ 
v=1 

idet vi har antaget, at a
1

, •• o,an er indbyrdes f'orskellige. 

Bevis. Vi viser f¢rst9 at f'(z) kan f'remstilles pa den an-

givne form. Beviset f'¢res ved induktion ef'ter n83vnerens grad. 

Hvis de nne er O~ er nrevneren 1 og f'(z) = p(z), sa sagen er klar. 

Vi antager dernrest at pastanden er vist f'or aIle nrevnere af' grad 

sa vi har 

1> -1. Vi sretter n 

og vi m[arker os, at Q(a 1 ) } O~ da vi har antaget, at r¢dderne 

a1~"'9an er indbyrdes f'orskellige. Vi har da 
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P(O:1) 
f( z) = -'--p~---"-

(z-O:1) 1 Q(O:1) 
+ 

M.A. 1.37 

Q(O:1) p(z) - P(O:1) Q(z) 

(Z-O:1)P1 Q(z) Q(O:1) 

, 

og ved indsrettelse af Z = 0: 1 i den sidste br¢ks treller ser vi~ 

at polynomiet i trelleren har 0:1 som rod. Den sidste br¢k kan alt­

sa forkortes med z-O:10 Efter forkortning med Q(O:1)(Z-O:1) far 

nrevneren graden Pi +.00+ Pn-1~ og den sidste br¢k har sa if¢lge 

induktionsantagelsen en fremstilling af den ¢nskede form. Den 

f¢rste br¢k er en stambr¢k. Dermed er pastanden bevisto 

~ad os nu antage~ at f(z) er lig med to forskellige frem-

stillinger som sum af et polynomium og en reduceret 

sum af partialbr¢ker. Vi far da en relation af formen 

p(Z) = + ••• + , 

hvor p(z) er forskellen mellem de to polynomier og udtrykket pa 

h¢jre side er forskellen mellem de to summer af partialbr¢ker. 

Her er konstanterne og p(z) selvf¢lgelig ikke de samme som i 

f¢rste del af beviset9 og cx1" •• 9cxm betyder ikke mere indbyrdes 

forskellige tal. Vi kan antage 9 at summen pa h¢jre side er re­

ducereto Vi t'¢rer nu beviset indirekte. Hvis de to t'remstillinger 

virlcelig var forskellige, vi lIe summen pa h¢ jre side iklte for­

svinde 9 og vi kan da trerure os rrekkef¢lgen at' leddene valgt, sa­

ledes at Pi er den h¢jeste eksponent, hvormed z1 - 0:1 forekommer 

pa h¢jre side, og dermed at a1 ikke er nul. Vi ganger nu pa beg-
Pi 

ge sider med (z-cx1 ) 0 Derved far vi 

+ •• 0+ o 
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Efter at vi har f'orkortet br¢kerne sa meget som muligt~ fore-

kommer z-u1 ikke mere i nogen nrevner~ men i hver treller i mindst 

f¢rste potens. Da relationen er rigtig for uendelig mange vrerdier 

af Z9 er den ogsa rigtig for Z = u1~ men indsrettelse af Z = u1 
giver a 1 = 0 9 altsa modstrid. Dermed er sretningen bevist. 

Eksempler: 

1 
x(x+1) 

x+1-x 1 1 
= x(x+1) = x - x+1 

1 1 - . 
2 (1+x)(1-x) = 

I et mere kompliceret tilfrelde, som f.eks. 

f(z) 

benytter vip at sretningen fortreller os~ at fremstillingen har 

formen 

z3_2Z+3 = 
(Z+i)2(Z_i)2 

p( z) + a 2 + ~ + c 2 + d. 
(z+i) Z+l (z-i) Z-l 

o 

Nu er det sa heldtgt, at p(z) forsvinder, nar f(z) er en regte 

br¢k. Ved at trrehlre aIle br¢kerne sammen far vi en regte br¢k e Det 

ses i det foreliggende tilfrelde umiddelbart, at trelleren bliver 

af h¢jst tredie grad og nrevneren bliver af f'jerde grad? og sadan 

en br¢k kan selvf'¢lgelig ikke vrere lig med noget andet polynomium 

en nulpolynomiet. Vi ganger nu over med nrevneren og far 

Dette gwlder for aIle vrerdier af z. For z = -i far vi specielt 

al tsa 
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og for z ::; 1 far vi 

-i-2i+3 ::; -40, altsa c ::; - ~(1-i). 

Altsa er 

::; -
3( 2 .2 2 2 - 4 2z +4z-2) ::; - 2z - 3z + 2 • 

Vi indsretter dette i ligningen, samler de kendte led pa venstre 

side og far 

3 7.: 2 ~ 2 
z + ~z +z+ ~::; (b(z-i) + d(z+i))(z +1). 

Nu skal ligningen heIst kunne forkortes med z2+1 - ellers har vi 

regnet fejl. Forkortningen giver 

z + ~ ::; b(z-i) + d(z+i). 

Denne r'31a ti on grelder for all e vrerdi er af z. Fo...... z ::; -i far vi 

-i + ~ ::; -2ib, 

og for z ::; i far 'ri 

i + ~ ::; 2id, 

al tsa 

altsa d ::;1_J.,2 
24· 

Dermed er opgaven l¢st. Resultatet blev 

)(1+1) + 2+13 _ 3(1-i) 2-i3 
)2 4(z+i) 2 + 4(z-i) 4(z+i 4(z-i) 

For en uregte br¢k som f 0 eks. 

f(z) ::; z4+2Z3+Z2+Z_1 
z3+z2 

• 

betaler det sig bedst f¢rst at spalte fez) i et polynomium og 

en regte br¢k. Ved div~sion af nrevnerpolynomiet i trellerpolynomiet 
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~ar man polynomiet som kvotient og den regte br¢ks treller som rest. 

I det ~oreliggende til~relde ~ar vi 

og vi beh¢ver dere~ter blot at bestemme koe~~icienterne a 9 b 9 c i 

opspal tningen 

z-1 
2 z (z+1) 

Ved multiplikation med z2(z+1) far vi den ~or aIle z E C gyldige 

rela tion 

Z - 1 = a(z+1) + bz(z+1) + 2 cz • 

For z = 0 ~ar vi a = -i. For z = -1 ~ar vi c = -2. Da de to led 
2 med z pa h¢jre side ma hreve hinanden9 kan vi slutte~ at b = 2. 

Vi har dermed ~ndet den ¢nskede opspaltning 

~(z) 122 
= z + 1 - 2' + Z - z+ 1 

z 
• 

Hvis nrevnerpolynomiet indeholder en ~aktor (z-a)P9 og be-

stemmelsen af koe~~icienten a i den tilsvarende partialbr¢k gi-

ver a = O~ betyder det, at den brudne rationale funktion kan ~or­

kortes med z-a. Det er ikke n¢dvendigt pa ~orhand at sikre sig 9 

at den brudne ratjonale funktion er u~orkortelig. 

Sffirlig interesse knytter sig til det til~relde9 hvor aIle 

koef~icienter i den brudne rationale ~unktion f(z) er reelle. I 

dette specielle tilfrelde tilfredsstiller ~(z) betingelsen 

~Cz) = f(z) • 

De ilcke reelle ~aktorer i nrevnerpolynomie t ~alder i par (z-a)p 

og (z-a")P9 og leddene i partialbr¢ksudviklingen ~alder der~or 
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ogsa i par 

og da der kun ~indes en udvikling a~ r(z) i partislbr¢ker~ rna 

det lwnjugerede udtryk rremkomme ved at erstatte z med z~ altsa 

__ ~a___ + ___ b___ = ___ a~_ + 

CZ"-a)g (z-a)g (z-a)g 
b , 

(z-a)<l 

hvilket kun er op~yldt, hvis b = a • Nu er 

a --'-- + 
(z-a)<l 

a = a(z-a)<l + a(z-a)q 

(z-cx) g ( (z~a)( z-a) ) g 
• 

Det konjugerede til polynomiet i trolleren er 

altsa netop det polynomium, der ~aB a~ trollerpolynowiet ved at 

er-statte z med Z 0 Dette me~¢rer, at trellerpolynomiet i summen 

a~ de to partialbr¢ker har reelle koe~~icienter. De to partial­

br¢ker tilsammen giver saledes et udtryk a~ ~ormen 

s(z) 

med reelle koe~~icienter, og trellerpolynomiet har graden go For 

g > 1 kan vi dividere en ~aktor a~ nrevneren op i trelleren, og 

derved i'a 

sa br¢ken kan skrives 

+ 
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og her har S1(z) gl~aden q-2. Ved at gentage denne proces f'ar v.L 

tilsidi3t en f'remr3tilling af' f'(z) som en sum at' et reelt polyno·-

mium~ en sum at' reelle partialbr¢ker og en sum at' reelle bl'¢kcr~ 

hvis mevnere er ])otenser at' reelle andengradspolynomier og I1Vis 

trellerc er t'¢rstegradspolynomier. Dermed har vi. vist f"lHgende 

sretning. 

§ffitning. 1.58. En bruden rational f'uruction 

f'(x) :::: --- ----,-~p~(~) _.~o ___ _ 

( ) P1 ( )Pn( 2 )q1 (2 )~Jl x-cx1 • •• x-cx x +f31 x+'Y 1 • •• x +f3. ::+y n m m 

Iran sltri yes pa f'c!rmen 

f'(x) 

I det reelle tilt'relde kan partialbr¢kudviklingen sel vf\ol" 

gelig 'lmiddelbart dannes pa basis at' den komplekse udv-ikling v 

men den kan of'te med t'ordel konstrueres direkte. 

Eltsempler. 

har en lldvikling af' t'ormen 

og ef'ter multipli3ation med f'rellesnrevneren t'ar vi 

2 2 2 
1 :::: (a

1
x+b

1 
)(x -2x+2) + (a2x+b2 )(x +1 )(x -2x+2) + 

(a
3

x+b
3

)(x2+1)2 0 
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For x = i ~ar vi specielt 

hvora~ vi ~ar 

~or x = 1+i ~ar vi 

hvora~ 

Ved indsrettelse ~ar vi nu 

2 2 (a 2x+b 2)(x +1)(x -2x+2) = 

1 - ( ~x + ~)(x2-2X+2) + ( ~x - i5 )(X4+2x
2
+1) = 

og forkortelse med x2+1 giver 

og ved division med x2-2x+2 ~ar vi 

og dermed har vi ~undet den reelle partialbr¢ksudvikling 

4x-1 
2 • 25(x -2x+1) 

Lreg mrerke til, at vi altid netop indsretter en rod i nrevne-

ren ~or at ~a ligninger~ der kun har to ubekendte. Hvis r¢dderne 
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i na3Vneren er meget "grimme It 9 kan det eventuel t betale sig at 

opstille et ligningssystem med ~lere ubekendte, og det da bedst 

at udnytte, at polynomierne pa de to sider a~ lighedstegnet har 

de samme koe~~icienter. 

For at bestemme partialbr¢ksudviklingen 

ax+b 
2 

x -4x+9 
+ 

cx+d 
2 x -6x+12 

skal vi bestemme a,b,c og d, saledes at 

2 2 2 
5x -4x = (ax+b)(x -6x+12) + (cx+d)(x -4x+9) • 

Vi udtrykker, at koe~~icienterne til hver potens a~ x skal vrere 

ens pa de to sider a~ lighedstegnet, og derved ~ar vi ~¢lgende 

ligningssystem 

a +c 

-6a + b -4c 

12a -6b +9c 

12b 

= 0 

+d = 5 

-4d =-4 

+9d = 0 • 

A~ den ~¢rste og den sidste ligning ~ar vi 

c = -a , 

hvilket indsrettea i de to midterste ligninger 

-2a 1 5 - -b = 3 
3a 2 -4 - 3"b.= , 

som l¢ses 0 sredvanlig vis. Vi ~ar pa 

a = -2 , b= -3 , c = 2 , d = 4 , 

sa partialbr¢ksudviklingen bliver 
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2x+3 
2 • 

x -4x+9 

t 
Hvis nrevneren simpelhen er en potens ar et andengradspo-

lynomium1ras partialbr¢ksudviklingen ved division. 

Eksempel. 

x3 
r(x) = 

(x2+x+1)2 

Division ar trelleren med x2+x+1 giver 

sa vi rar 

x-1 
2 x +x+1 

Eksempel. Find den tredie dirrerentialkvotient a~ 

1 
2 x(x -1) 

Ved direkte udregning bliver dette en hel del hardt arbejde, Vi 

benytter partialbr¢ksudviklingen 

1 . --
x+1 

og rar let 

d3 1 
dx 3 ~::-( x-""2';---1-) = 

Dermed har vi i hvert raId vist, at partialbr¢ksudvikling kan 

vrere til nytte. Vi skal senere se, at der ogsa er andre anven-

delsesmuliglleder. 

Vi rorlader nu polynomierne og de brudne rationale runk­

tioner og vender tilbage til studiet ar legemet C ar de komplekse 
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tal. Vi bemrerker f¢rst 9 at det er umuligt at organisere 0 som 

et ordnet legeme. Vi har nemlig set~ at i et ordnet legeme er 

aIle kvadrater positive eller nu1 9 og det medf¢rer~ at 

x 2+y2 :::: 0 kun kan grelde for x=y=O. Men i 0 er 12+i 2=09 og heraf 

f¢lger alts8. 9 at de komplekse tal ikke kan organiseres som et 

ordnet tallegeme. Nar vi siger at et komplekst tal ep positivt 

(negativt)9 rnener Vi9 at det er reelt og positivt (negativt). 

Definition 1.59. En f¢lge (an) af komplekse tal siges at 

konvergere mod a E 09 og vi skriver (an) ~ a 9 safremt 

Vi siger, at (an) er en fundamentalf¢lge 9 safremt 

8cetning 1. 59. Lad (b ) og (c ) vrere reelle talf¢lger 9 og n n 

lad b og c vrere r~elle tal. Den komplekse talf¢lge (bn +i cn ) viI 

da konvergere mod b+ic, hvis og kun hvis (bn ) ~ b og (Cn ) ~ c, 

og den viI vrere en fundamentalf¢lge, hvis og kun hvis (bn ) og 

(cn ) er fundamentalf¢lger. 

Bevis. Hvis (bn+icn ) ~ b+ic og e er et positivt tal, kan 

vi vcelge N~ saledf~s at vi for aIle n ~ N har 

men det medf¢rer, &t 

og derfor grelder (bn ) ~ b og (cn ) ~ c. Hvis (bn ) ~ b og (cn ) ~ c 

og 8 er et positivt ta1 9 kan vi vrelge N9 saledes at vi for aIle 
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n ~ N har 

og 

men det med~¢rer~ at 

og deri'or grelder (bn +i Cn ) ~ (b+i c). pastanden om ~undamen tal~¢l-· 

ger vises pa ganske samme made. 

S03tning 1.60. En kompleks tal~¢lge er konvergent~ hvis og 

kun hvis den er en ~undamental~¢lge. 

Bevis. Den komplekse tal~¢lge (bn+icn ) er konvergent~ hvis 

og l~ul1 hvi s (bn ) og (cn ) er konvergente (i~¢lge sretning 1 0 59) ~ 

altsa hvis og kun hvis (bn ) og (cn ) er ~undamental~¢lger (i~¢lge 

sretning 1050)~ altsa hvis og kun hvis (bn+icn ) er en ~undamen­

tali'¢lge (i~¢lge sretning 1.59). Dermed er sretningen bevist. 

Til slut skal vi nrevne~ at sretning 1.59 med~¢rer~ at de 

~ra gymnasiet kendte sretninger om regning med konvergente tal~ 

~¢lger ogsa grelder ~or komplekse tali'¢lger. Beviserne udart0r 

til den kedsommeligst trenkelige rutine, og vi skal blot vise~ at 

((b +ic )(b'+ic' )) ~ (b+ic)(b'+ic'). Ud~¢rligt betyder dette J n n n n 

at 

(b b'-c c' + i(bncn'+Cnbn')) ~ (bbl-cc' + i(bc'+cbt))o 
Q n n n 

E~ter s.Btning 1.51 skal vi altsa blot vise~ at 

(b 0 I - C c') ~ b b ' - c c ' og (b c I + c b t) -+ b c ' + c b ' nn nn nn nn ~ 

men ved regnereglerne ~or reelle tal~¢lger, ~¢lger dette jo a~9 at 

Hermed ai'slutter -ri gennemgangen at' de reelle og de komplekse tal~ 
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Opgaver 

Indledning 1 

The idea is the important thing. 

Tom Lehrer. 

Opgaver til kapitel 1. 

Indled1:dng. 

For nresten aIle matematiske opgaver grelder, at der sp¢rges 

efter et rresonnement. Dette indr¢mmes ofte ganske abent i opga­

yens tekst, idet sp¢rgsmalet stillet pa formen: "Bevis,at ••• ". 

I andre tilfrelde sp¢rger opgaven imidlertid efter en talvrerdi, 

en fucl(tion, en relation e.l., men ogsa i dette tilfrelde er rre-

sonnementet 

svaret selva 

, der begrunder det rigtige 8var, vigtigere end 

For at besvare en opgave rna man f¢rst finde frem til de 

rigtige svar pa de stillede sp¢rgsmal og til en begrundelse af 

disse svar. Dernrest rna man redigere besvarelsen af opgaven, idet 

de nne i reglen kun b¢r omfatte selve svaret tillige med begrun­

del sen, men ikke de ovel"it',ejelser, der har f¢rt til opdagelsen af 

det rigtige svar. 

Det lader sig ikke g¢re at angive nogen metode, sam med 

sikkerhed f¢rer frem til en opgaves l¢sning. Visse muligheder 

kan man dog altid fors¢ge. 

1. Man trenker over, om man har lrert en rutinemetode, der 

viI fore til l¢sningen. 

2. Man tffinker over, om problemet minder sa meget am et i 

teksten behandlet problem eller om et andet problem, hvis l¢s­

ning man kender, at man kan l¢se opgaven ved at kopiere den der 

benyttede metode, eventuelt med visse rendringer. 
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Opgaver 

3. Man g¢r sig klart, hvilket ramateriale man har at byg­

ge pa (det givne, samt kendte resultater, der har med sagen at 

g¢re). Man pusler med dette materiale og ser, hvad der kommer 

ud af det - men under dette arbejde ma man selvf¢lgelig ikke ta~ 

be malet af sigte. 

4. Hvis studiet af ramaterialet ikke f¢rer til malet, kan 

man tu:lnke sig opgaven l¢st og studere den derved opstaede situ­

ation. Derved far man mulighed for at finde frem til de relatio-

ner mellem det givne og det s¢gte, som eventuelt viI f¢re til op-

gavens l¢sning. 

5. Somme tider kan man med st¢rre eller mindre sikkerhed 

gxtte svaret pa de stillede sp¢rgsmal. Det grelder da om at be­

grunde 9 at man har grettet rigtigt. Gretteri er et helt n¢dvendigt 

led i l¢sningen af matematiske problemer. 

6. Hvis man ¢nsker at bevise en pastand, er der ogsa en 

mulighed at antage, at denne pastand er falsk og at studere den 

derved opstaede situation i hab om at na frem til et indirekte 

bevi So 

Vi vil kort behandle l¢sningen af en simpel opgave vedr¢-

rende en gruppe. Vi skriver ~egneoperationen som sredvanlig mul­

tiplikqtion, og vi skriver a2 for aa og a-1 for det inverse ele-

ment til a. Neutralelementet betegnes e. Opgaven er at vise, at 

hvis det for ethvert element a i gruppen G greIder, at a 2 = e, da 

er G en kommutativ gruppo. 

Dette er en opgave, hvor der ikke er ret meget ramateriale 

til radighed. Vi ser lidt nrermere pa det givne 

2 
a :=: aa = e 0 



Mat 19 1966-67 Indledning 3. 

Opgaver 

Dette viser (hvis vi da ellers far ¢je pa det), at a-1 ~ a, alt-

sa at hvert element i gruppen er sit eget inverse. 

For at vise den kommutative lov, ma vi studere to elementer 

a og b. Da vi ved noget om inverst element, er det rimeligt at 

se pa det inverse element til abo Det er ¢jensynligt b-1a-1
9 

altsa ba 9 men det er jo ogsa ab - men sa er sagen jo klar. 

Maske opdager vi ikke, at a-1 = a, f¢r vi giver os til at 

pusle med to elementer. Vi ved jO, at 

( ab ) ( ab) ~ e. 

Det er nrerliggende ogsa at se pa (ba)(ab), og vi far 

(ba)(ab) = b(aa)b = bb = e. 

Men af (ab)(ab) ~ (ba)(ab) f¢lger jo ab = ba. 

Endelig kunne vi straks vrere gaet i gang med at studere 

den relation, der ¢nskes bevist, altsa ab = baG Eventuelt finder 

vi da pa, at 

ab = ba ¢==> 
-1 -1 a b a b = e, 

og hvi s vi nu ser pa det gi vne og opdager', at a -1 = a, l1ar vi 

igen let til en l¢sning. 

Det, vi f¢rst og fremmest viI fremhreve, er, at pusleriet 

med ramaterialet giver os chancen for at opdage den eller de fi-

nesser, der kan f¢re til opgavens l¢aning. Det er derfor vigtigt 

at man holder godt ¢je med, hvad der sker, mens man arbejder med 

disse ting. Lykkes det ikke i f¢rste om gang , kan det vrere nyt-

tigt at studere ramaterialet sa grundigt, at man har si tuatio:nen 
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Opgaver 

Indledning 4. 

i erindring, nar man gar ~ra arbejdet. Sa er der en chance ~or, 

at man senere viI komme i tanke om, hvad l¢sningen er. 

r mere komplicerede problemer rna man vrere indstillet pa, 

at gode ideer dukker op, mens man arbejder med noget andet. De 

gode ideer b¢r efterpr¢ves med det samme, og der~or rna man al­

tid V03re indstillet pa at lregge andet arbejde til side. 

Visse ¢velsesopgaver har en anden ~orm ~or problemstilling. 

Det kan dreje sig om opgaver til ind¢velse a~ rutinemetoder. Sa 

rna man selv~¢lgelig benytte rutinemetoden trin for trin~ men un­

dervejs b¢r man holde ¢jnene abne- dels for at se, om der skulle 

vrere en genvej, dels ~or at se, om der er chance for en kontrol 

af regningerne. 

Andre ¢velsesopgaver ~orlanger blot et nrermere studium a~ 

en bestemt situation. Der kan vrere spurgt om udseendet a~ en ~i­

gur eller en ~unktions grafiske billede. Opgaver af denne slags 

er illustrationer, som supplerer den gennemgaede tekst. De er 

medtaget, fordi de giver de studerende en mulighed ~or selv at 

g¢re visse opdagelser, og det er bade opmuntrende og lrererigt, 

nar det lykkes. De viI blive brugt til gennemgang pa tavlen i 

¢vel seskurserne, .nen ikke ti 1 skri~tlig aflevering. 

Den skri~tlige ud~ormning a~ en opgavebesvarelse omfatter 

svar pa de stillede sp¢rgsmal og begrundelse a~ disse svar. Det 

ovenf'or behandlede eksempel er en ren bevisopgave; og besvarel­
# 

sen bestar derfor blot a~ selve beviset. 

Han indleder redaktionen a~ beviset med en sortering a~ 

materialet, idet unyttige ting udskydes og resten ordnes i rig­

tig rc.eklce~¢ 1ge. Sa sleri ver man de t sammen ud~orme t ganske som 
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Opgaver 

en tekst i en lrerebog. Besvarelsen ar opgaven ovenfor kan ud­

rormes pa r¢lgende made: 

For ethvert gruppeelement a er aa = e, altsa a 

vilkarlige gruppeelementer a og b grelder derror 

ab = (ab)-1 -1-1 = b a = baG 

Dermed har vi bevist, at G er en kommutativ gruppe. 

Besvarelsen kan ogsa udrormes pa r¢lgende made: 

= a 

Lad a og b vrere vilkarlige elementer ar G~ sa er 

(ab)(ab) = e , 

og 

(ab)(ba) = a(bb)a = aa = e, 

-1 For 

men ar (ab)(ab) = (ab)(ba) r¢lger ab = ba, og dermed er pastanden 

bevi st. 

En meget kortrattet besvarelse: 

For a,b E: G er 

ab = abaa = aba (bb)a = (ab)( ab )(ba) = ba ~ 

hvilket skulle bevises. 

Det grelder ror matematisk literatur som ror al anden lit-

teratur, at hver rorratter har sin personlige stile Man b¢r tid­

ligt s)6ge at rinde rrem til en rremstillingsrorm, der :raIder 00-

turligto 

Logisk og matematisk symbolsprog rna selvr¢lgelig indga i 

redaktionen ar besvarelseno Nogen anvendelse ar sredvanligt sprog 

er helt uundgaeligto Anvendelsen ar rent symbolsprog krrever helt 
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Opgaver 

Indledning 6. 

prrecis ~ormulering~ og det er ikke praktisk gennem~¢rligt, idet 

det giver alt for lange besvarelser. 

Vi har en matematisk etikette, som giver regler for~ hvil­

ke former for svigtende prrecision, der er tilladelige • Denne 

etikette er desvrerre aldrig blevet nedfreldet pa papiret, og der­

for varierer den temmelig meget fra matematiker til matematiker. 

Det er let at krede led i beregninger sammen ved hjrelp af 

sadanne standardvendinger som 

Itheraf f¢lger", "hvilket ogsa kan skrives~' 

Hog ved indsrettelse af (9) i (11) far vi". 

Logiske tegn erstattes pa naturlig made med tilsvarende ord, 

som Heller", Hog", "medf¢rer" etc. Sproget tillader dog en vre­

sentlig st¢rre frihed i brugen af disse ord. F¢rst og fremmest 

henledes opmrerksomheden pa, at de logiske tegn kun kan sta mel­

lem relationer. Dertil kommer, at ordene har andre betydninger 

(f.eks. "syv og ni er seksten"). 

Kvantoren 'V erstattes i reglen bedst med "enhver". Ordet 

"alle lf er ikke altid helt nemt at omgas. Tegnet ¢=> erstattes med 

"rekvivalent med" eller "ensbetydende med", men vendingerne Hhvil­

ket ogss. kan skrives" eller "anderledes udtrykt" kan ogsa an­

vendes. I litteraturen m¢der man ofte formler knyttet sammen med 

"eller lt eller "d.v.s.", men det er ikke altid klart~ om de star 

for ¢=> eller for' =9 • 

Visse selvf¢lgeligheder b¢r ikke udeladeso Har man vist 

A og A =9 B, b¢r man fremhreve, at dermed er B ogss. bevist. Har 

man vist en pastand~ der begynder med 3x, b¢r man ikke glemme 
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Opgaver 

at vcelge et x i overensstemmelse med de anf¢rte betingelser, f¢r 

man arbejder videre med dette x. I en relation, der begynder med 

3x, optrreder der nemlig slet ikke noget "rigtigt" Xo 

Efter disse almindelige betragtninger viI vi fumle os 

igennem l¢sningen af endnu en opgave: 

Blor en kompleks talf¢lge (an) grelder 

Vis, at talf¢lgen er konverg~nto 

Her er ikke spurgt om grrensevrerdien. Den stillede betin-

gelse er slet ikke tilstrrekkelig til at fastlregge f¢lgen, og 

grwnsevrerdien er vel heller ikke fastlagt ved det givne. Det er 

under disse omstrendigheder nrerliggende at fors¢ge at vise, at 

f¢lgen er en fundamentalf¢lge. Vi fors¢ger derfor at vurdere 

a - an' hvilket kan skrives pa formen n+p 

( a -a) + (a -a ) + + (a -a ) n+1 n n+2 n+1 ••• n+p n+p-1 ~ 

og dets numeriske vrerdi kan altsa, nar A er valgt, vurderes ved 

+ 0 0 • + 
An+p-1 
(n+p-1 ) ! 

Denne sum er desvrerre ikke alt for overskuelig. Lad os kalde den 

S og fors¢ge at vurdere den nogenlunde forsigtigt: u,p 

S u,p 

+. 00+ 

p-1 
(A1 1 
~n) ). 

+000+ 
AP- 1 1 

(n+1)ooo(n+p-1) ) ~ 
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Opgaver 

Nu star der en kvotientrre~{e i parente sen. Den sum er 

• 

Vi er jo kun interesserede i store vrerdier af' n. Sa er det ri-

meligt straks at antage n > A, og vi ser da, at det sidste ud­

tryk kan vurderes ved 

1 n 
= 

1 - !l n 
n - A 

Nu er p f'orsvundet. Vi har alt i alt f'aet vurderingen 

n =:; An 
n-A n! 

1 

1 - !l · 
n 

Her gar den sidste f'aktor mod 1. Vi rna habe, at den f¢rste f'ak-

tor gar mod O. Den kan abenbart skrives 

A !l. A !l. T . 2 • '3 .. 0 n • 

Det ser jo ganske lovende ud - men det er vor opgave at bevise, 
An 

at den gar mod O. 0jensynligt begynder nl at aftage, sa snart 

n bliver st¢rre end Ao Vi vrelger no > A, og for n > no har vi 

da vurderingen 

n 
A 0 
ilT . 

o 
o •• 

n 
!l ~ A 0 A 
n - ill . n o· 

hvilket f'aktisk gar mod O. Ialt f'ar vi 

!l 
n 1 

1 
A ' 
n 

og vi beh¢ver blot at vrelge N, saledes at udtrykket pa h¢jre side 
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Opgaver 

er ~ 8 ~or n ~ No Dermed er vi parate til at ~ormulere en be­

svarelce. Det gpt' ikke noget~ at besvarelsen ser ud, som om vi 

har vreret meget ~orudseende. Vi kan endda vrelge A som et helt tal 

og vrelge no = A. Altsa: 

Vi vrelger A E N, saledes at 

Lad 8 vrere et positivt tal. Vi vrelger N E N, saledes at N > A og 

\l'n ~ 
AA+1 ....L ~ N ( Aln A 1--n 

og ~or .:1 ~ N, P > 0 har vi da 

I a - a I n+p n 

n+p Ak-1 An p-1 A k An 
:B fk-1 )! ~ iiT k~O (n) ~ n! 

lc=n+1 

A 
n 

1 ~ 
1 - !l -

n 

8 • 

8) 

1 

, 

1 ~ 
A -
n 

Altsa er (a ) en 1undamentalf¢lge og der~or konvergent. n 
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Lette opgaver. 

1. Vi indf¢rer en komp6sitionsregel pa N ved en af f¢lgende de-

finitioner 

i). pxg er det st¢rste af tallene p og g • 

ii). pxg er st¢rste frelles mal for p og q • 

iii). Vp~ g E N(pxq = g). 

llngiv i hvert af de tre tilfrelde~ om x er associativ og kom-

mutativ, og om der findes et neutralelement. 

2. Vis, at der findes et legeme med de fire elementer 0 (nul-
2 

element)~ 1(etelement)~ a og a = aa~ hvor 
2 2 1+1 = a+a = a +a = O. 

3. Vis, at betingelsen 1) i definition 1.13 ikke kan udledes af 

de ¢vrige betingelser i definitionen~ idet valget G+ = 0, 

G = G\~ol sikrer~ at aIle betingelserne panrer 1) er opfyldt~ 

40 Hvilke reelle talf¢lger (an) opfylder f¢lgende betingelse: 

5. Angiv for ethvert x E R infimum og supremum for talmrengden 

n 
6. Vis, at talf¢lgen (~) konvergerer mod 0 for ethvert x E R. n. 

7. En f¢lge (an) af positive tal er bestemt ved, at 

Vn E N (a
2 

1 = a + 2). n+ n 

Vis, at f¢lgen er strengt voksende, og at 2 er et overtal for 

f¢lgen. 

Vis dernrest, at f¢lgen konvergcrer mod 2. 
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8. Vis~ at [a1,b 1J + [a2,b2J ::: [a1+a2,b1+b 2J og angiv tilsva­

rende relationer for andre typer af intervaller. 

9. Vnrier den sidste og vanskeligere del af beviset for Sffit-

ning 1.38 ved. at udnytte den i sffitning 1.26 omtal te karak-

terisering af supremum for en mrengde. 

100 Giv et indirekte bevis for sretning 1~37 ved at udnytte sret­

ning 1 0 26 0 

12. Angiv inf'imum og supremum for ~sin x+(1+tg y)-1jx,y E [0,%[1. 

13. Angiv vrerdierne af de i sretning 1.39 optrredende st¢rrelser 

for !VI ::: [09~'TT], f ::: cos, g ::: sin. 

14. Bestem lim inf(an ) og lim sup(an ), idet 

a n cos -2
1 n'TT + n+1 'sin i YYIT n ::: n+1 n 2 

15. Lad (an) og (bn ) vrere begrrensede, reelle talf¢lger o Vis, at 

lim inf(a +b ) S n n -

('11m inf(an ) + lim sup(an ») 
, l~ 

lim sup(a ) + lim inf(a ) J-
n n. 

16. Lad (an) vrere en reel talf¢lge, som konvergerer mod a E R. 
Lad (bn ) vrere en vilkarlig talf¢lgeo Vis, at 
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lim sup(an+bn ) ::: a + lim sup bn 
lim inf(an+bn ) ::: a + lim irrf bn 

17. Lad (a ) vrere en reel tal~¢lge, og lad k vrere et positivt, 
n 

reelt tal. Vis, at 

Hvad grelder ~or k < 0, og ~or k ::: 0 ? 

'18. Angiv to reelle tal~¢lger (an) og (bn ), saledes at 

Vn(an < bn ) , lim sup(an ) > lim inf(bn ). 

19. Lad ~: N ind i Q vrere en surjektiv a~ildning (d.v.s. 

~(N) ::: Q). Vis, at ~¢lgen (~(n)) ~or ethvert a E: R har en 
.. 

del~¢lge, som konvergerer mod a. 

20. Lad (an) vrere en reel tal~¢lge og a et reelt tal. Det er gi­

vet, at hver del~¢lge a~ (an) har en del~¢lge, som konvergerer 

mod a. Kan man dera~ slutte, at (an) -+ a ? 

21. En tal~¢lge (an) er givet, ved at an ::: 

at 

n 
~ (_1)p-1 p-1. Vis 

p:::1 

og udled dera~:, at ~¢lgen er en ~undamental:r¢lge og der~or 

konvergent. V:. skal aenere se, at grrensevrerdien er log 2( 

.... naturlig logari tme). 

n 
22. Samme opgave for an::: ~ (_1)p-1(2p_1)-1. I dette til~relde 

p=1 
er grrensevrerdien ~, hvilket ogsa viI blive vist senere. 
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Opgaver 1.4 

240 Given kort beskrivelse (~igur) a~ punktmrengderne 

~ Z E b II Z I :::: 1 J, f Z E b II z- 21 :::: 3 J , 

fz E bjlz-11+lz+11 :::: 21, IZ E bllz-1I+lz+11 :::: '3J • 

25. Given kort beskrivelse a~ punktmrengden 

~Z Eel Z :::: -1 v Z :::: 1 v Arg ::~ ~[a,~JJ , 

hvor [a,~J er et delinterval a~ ]-~~,~rrJ. 

26. Vis at punktmrengden 

hvor a,b E H, pEe er tom, hvis ab > Ip12, bestar a~ et en­

kelt punkt, hvis ab :::: 11",,2 og a2 + b2 * 0, medens den ~or 

ab < Ipl2 er en cirkel, hvis a * 0 og en ret linie, hvis a:::: O. 

Vis, at enhver cirkel og enhver ret linie i den komplekse plan 

kan ~remstilles pa den angivne ~orm. 

27. Vis, at den ved ~(z) :::: z-1 bestemte a~bildning ~: C\fOl pa 

0\101 er bijektiv, og at billedet a~ en cirkel eller ret li­

nie er en cirkel eller ret linie (med et rimeligt ~orbe­

hold vedr¢rende rette linier og cirkler gennem 0). Hvilke 

rette linier a~bildes i rette linier, og hvilke cirkler a~­

bildes i cirkler ? 
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28. La 1. a =. a 1 + j.a2.,··b =b1 +. ib2 vrere fra nul forskellige kom­

pluksE:. tal ... ·\Tis, .at vektorerne.~ = (a1,a2 ), :e. = (b
1

,b 2 ) er 

vinl<.:elrette pa .hinanden, hvis og kun hvi s ab + ab = 0 • 
...... .., .... 

29. Find o.lle l¢sn:i.nger til. hver at' ligningerne 

30. L¢s ligningen 

z2 - (2+i4)z -.3+i2 :: o. 

31. Vis 9 at polynomiet .. 

har to dobbel tr¢dder) og angiv disse. 

32 •. Angi v komplekse partialbr¢ksudviklinger at' t'¢lgende brudne 

ra tionale t'unkti oner 

z-i 
I) , 

(z+i )" 
1 
~, 
z +1 

1 
2 • z +2z+2,. 

330 AIlf;i v lwmplel:se partialbr¢ksudviklinger at' 

1 
( z-o; )( z-,6 ) 

Lvor cx,,6 E C ..... '. 

34. Arl.{;iv t'or n E: N, a,b E b partialbr¢ksudviklinger at' 

1 

.35. Angi v reelle partialbr¢ksudviklinger at' 

1 -6-' , 
x -1 
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36. AnLiv reelle partialbr¢ksudviklinger af' 

1 1 
--=2 ~2O:-· 2 
x (x-·1)(x+1) 

• 

37. Udr'egn 

;1 dx 
o Z x + 1 ...... ) "7""C x-+.....,.2 ...... ) ..,-( x-+-3 ....... ) ~ 

;
1 x5 

-'""-"'.":"2 dx ~ 
o (x+1) 

38e Udregn den tr·edie af'ledede (d. v. s. dif'f'erentialkvotienten af' 

tredie orden) ai' 

39. Angi v den reelle partialbr¢ksudvileling af' 

40. Hvilke f'ejl er begaet i f'¢lgende regning: 

41 0 Vi s den f'or aIle komplekse talf'¢lger greldende logi slee rela-

tion 

( an) ~ a=>( I an! ) ~ I a I 0 

42. Unders¢g om f'¢lgende talf'¢lger er konvergente: 

n 
((2+i31 '\ 
~\-4-) ), 

Vanskeligere opgavep. 

kompositionsreglen 

C
1

x
1

+C 2x 2 
(c 1,x1 )x(c2 ,x2 ) = (c 1+c 2 , c + c ). 

1 2 

Er den assocL3. ti v og f'indes der et neutral t element ? 
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44. Vi antager, at det er bevist, at enhver bruden rational funk-

tion pa en og kun pa en made kan skrives som en uforkorte1ig 

br¢k 

Vis~ at de sa1edes normer~de funktioner ved srodvan1ig addi-

tion og mu1tip1ikation udg¢r et 1egeme K. Vis, at K indeho1-

der en kopi af R. Vi. ka1der den brudne rationale funktion 

positiv e11er negativ, eftersom a er positiv e11er negativo 
p 

Visy at K derved b1iver et ordnet 1egeme. Vis, at K ikke 

b1iver Archimedesk ordnet. 

45. Lad [a1,b1J vrore et delinterva1 af ]O?oo[. Vi definerer reel-

1e ta1f¢lger (a ) og (b ), idet vi for n E N srotter n n 

an+1 = 2(a +b ) , 
n n 

Vis~ at (an) b1iver voksende og (bn ) aftagende. Vis y at (an) 

og (bn ) begge konvergerer mod V(a1b1 ). 

Vis~ at der for enhver mrongde M med ikke a1t for fa e1ementer 

eksisterer afbi1dninger f 1 ,f'2: Mind i R, sa1edes at 

Pi = inf' f 1(M), P2 = inf f'2(M), p = inf(f1+f2 )(M), 

q1 = sup f 1 (M) , q2 = sup f 2 (M ) ~ q = sup (f 1 +f 2) (M ) • 

Heraf' f'¢lger, at srotning 1.39 ikke kan skmrpes vrosent1igt. 

47. For en talf'¢lge (an) gro1der 

Vn E N (an> 0 A an+2 = an+an+1 ). 
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er konvergent, og angiv grrensevrerdien. 

48. Lad b vrere et positivt tal, og lad (a ) vrere en ~¢lge a~ po­n . 

sitive tal, som tilfredsstiller betingelsen 

Vis~ at (an) ~ vb . Pr¢v at udnytte dette til en tilnrermet 

beregning a~ V5 . 

49. Tegn en skitse a~ punktmrengden A+A~ idet Ace er givet ved 

A = fz=x+iy Eel x ? 0 A Izi = 11. 

Unders¢g, om den ved ~(z1,z2) = z1+z2 de~inerede a~bfldning 

~: AxA pa A+A er bi jekti v. 

50. Pr¢v at bestemme partialbr¢ksudviklingen 

1 
a ~ b b1 = ....Q + ••• + + g + 0 • 0 + k O 

zP(1-z)g zp z ( 1-z) g 

Multiplicer med zP, dif~erentier k gange (O~k<p) og sret 

z = 0 0 Undlad at udregne di~ferentialkvotienterne af de led~ 

for hvilke det kan ~orudses, at der kommer 0, nar z = 0 ind-

srettes. Derved bestemmes a kO Resultatet bliver en binomi­p-

alkoefficient 

( n 1 nl 
= == 

~ n-k) kl(n-k)l 

Opstil nu den tilsvarende (halvvejs kendte) udvikling for 

den funktion, der fas ved at bytte p og go I denne erstattes 

z med 1-z. Derved fas de resterende koefficienter. 

51. Vis, at et trediegradspolynomium p(z) = z3+az+b med komplekse 

lwefficienter har en rod (roeks. ved at l¢se de sammenh¢rende 
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ligninger p(u+v) = Op 3uv = -a). Gennemf'¢r regningen f'or den 

speciolle ligning med reelle r¢dder a,~ og -a-~, samt t'or 

ligningen med r¢dder -2a, a+i~, a-i~, hvor a og ~ or reelle. 

For hvilke reelle apb har ligningen aIle sine r¢dder reelle 9 

og t'or hvilke har den en multipel rod? Angiv en metode til 

l¢sning at' en generel trediegradsligning. 

52. Vis, at et t'jerdegradspolynomium p(z) = z4+az 2+bz+c har en 

t'al{tori sering at' t'ormen 

p(z) = (z2 + pz + q)(z2 - pz + r), 

hVor p kan vrelges som en vilkarlig rod i polynomiet 

6 4 2 2 2 z + 2a z + (a -4c)z - b = 0 , 

og vis derved, at ethvert t'jerdegradspolynomium med komplekse 

koet't'icienter har en rod. (Lad vrere at gennemt'¢re regninger-

ne) 0 

Svrere opgaver. 

De HsvcBre,1 opgaverp som bringes i tilslutning til de t'leste 

kapitler i disse t'orelresningsnoter, er sa vanskelige, at de t'le­

ste studerende kun viI kunne regne ganske t'a at' demo De er ik}{e 

alle lige svrere, men de krrever enten temmelig megen opfindsom­

hed eller en ret betydelig arbejdsindsats. De svrere opgaver vil 

ihl{e blive anvendt ved ¢velserne o De er f¢rst og t'remmest ment 

som en udf'ordring til de dygtige studerende. Enhver student har 

ret til nar som heIst at at'levere besvarelser at' de svrere opga-

ver til sin professor eller instruktor p og sadanne besvarelser 

viI da altid blive rettet. 
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530 Med K betegn6r vi mrengden a~ aIle afbildninger ~: Z ind i R, 
som til~redsstiller betingelsen 

( 1 ) 3p E Z ~k < p(~(k) = 0). 

Mrengden K er organiseret ved sredvanlig addition og ved en 

multiplikation, der de~ineres ved 

00 

cptf; (n) == ~ ~ (k) tf; (n-k), 
k=-oo 

idet (1) medf¢rer, at denne sum kun indeholder endelig man-

go ~ra nul ~orskellige led, og summen ~ortolkes som summen 

a~ disse led. Vi kalder ~ positiv (negativ),hvis ~(p) er 

positiv (negativ) ~or den mindste vrerdi a~ p, ~or hvilken 

~(p) ~ 0, hvis en sadan vrerdi eksisterer. Vis, at I( er et 

ordnet legeme, men at K ikke er Archimedeskordnet. Vil3, at 

det for en aftagende f¢lge af afsluttede begrrensede inter­

valIer pa K greIder, at intervallerne viI have et frelles puructp 

hvi s intervallrengden konvergerer mod 0, men il~ke al tid ellel~ s. 

54. Vis, at det for et ordnet legeme K greIder, at f¢lgende to 

egenskaber er rekvivalente: 

i). For enhver aftagende f¢lge a~ afsluttede, begrren-

sede intervaller, hvis lrengder konvergerer mod 0, 

viI intervallerne have et frolles punkt. 

ii). Det aImindeIige konvergensprincip grelder pa K. 
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Kapitel 2. 

Uendelige summer. 

Souvent meme on se servira du langage 

courant d'une maniere bien plus libre encore 9 

par des abus de langage volentaire 9 par l'omis-

sion pure et simple des passages guion presume 

pouvoir €tro resti tues aisement par un lecteur 

tant soit peu exerce, par des indications in­

traduicibles en langage ~ormalise et destinees 

a ~aciliter cette restitution. 

N.Bourbaki. 

Lad J og M vrere vilkarlige mrengder, og lad ~: J ind i M Vffi­

re en vilkarlig ai'bildning. For j E J viI vi betegne ~(j) med 

a j , og vi viI da ogsa betegne ai'bildningen med symbolet (ajl jEJ) 

eller, mindre prrecist, med (a j ), og vi viI kalde afbildningen en 

~amilio a~ elementer a~ M med indexmrengden J. For J = N bliver 

~amilien specielt en ~¢lge. 

Enhver mrengde M kan op~attes som en ~amilie med indexmrengde 

J = IvI og med ~ som den identiske afiildning o 

Vi viI speciel t interessere os i'or til~reldet M = t. Idette 

til~~lde er (ajl jEJ) altsa en ~amilie a~ komplekse tal. Hvis 

Vj E J(a j E R), er (a j l j E J) en ~amilie a~ reelle tal o Lejlig­

hedsvis viI vi ogsa beskre~tige os med ~amilier a~ positive tal. 

Hvis J er en endelig mrengde, og (aj1jEJ) en ~amilie a~ kom­

plekse tal, eksisterer ~amiliens sum ~ a .• I det ~¢lgende viI 
jEJ \J 

vi de~inere summer a~ visse ~amilier med uendelig indexmrengder. 
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Definition 2.1. Hvis J er en vilkarlig mrengde~ betegner 

vi med b(J) mrengden af delmrengder af J og med n(J) mrengden af 

endelige delmrengder af J. 

Definition 2.2. En familie (a j l jEJ) af komplekse tal siges 

at have summen a E C~ hvis og kun hvis f¢lgende betingelse er 

opfyldt: 

V8 > 0 3J E D(J) VI E 1)(J) (J ~ J ~Ia - ~ a.1 ~ 8). 
o 0 jEI J 

Vi skrjver da ~ a. =: a~ og familien (a.1 jEJ) kaldes summabel. 
jEeT J J 

SJ:rivemaden ~ a. =: a ville selvf¢lgelig vrere ganske for­
jEJ J 

kastelj.g9 hvis df:t kurme trenkes~ at en familie havde to forskel-

lige summer. Derror viser vi f¢lgende sretning • 

Smtning 2.3, Hvis en familie (aj1jEJ) af komplekse tal har 

summen a og summen b, er a =: be 

Bevis. Vi antager~ at (a j I jEJ) har bade sum a og sum b. 

Lad 8 vrere et posi ti vt taL Vi lean da vrelge J 1 ' J 2 <;;;: :D (J), sa­

ledes at 

VI E 1)( J) (I :;> J
1 
~ I a - ~ a. 

jEJ J 

VI E D(J) (I :;> J 2 ~ I b - ~ a. 
jEJ J 

Vi vwlLer specielt I =: J
1 

IJ J
2

, og vi har da 

~ 8) 0 

1 a - b I ~ I a - ~ a. I + I b - ~ a. I ~ 28 9 

jE1 J jEI J 

og da cette salec~es er vist for ethvert 8 > 0, kan vi slutte, at 

a =: b. Dermed er sretningen bevist. 

Bvis J specj.elt er en endelig surn, kan vi i definition 2.2 
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t'or othvort 8 vrelgo J o = J, og vi ser, at a i dot tilt'relde bliver 

den sffidvanlige sum ~ a
J
,. Der er saledes tale om en udvidet brug 

jEJ 
at' det sffidvanlige sumtegn o Strengt taget burde vi indt'¢re et nyt 

tegn t'or dot udvidede begreb, ligesom vi ogsa burde anvende et 

nyt ord i stedet t'or sum, idet de l{endte sretninger om summer ikl:e 

aIle har gyldighed t'or t'amilier at' summer. Sproglige misbrug 

(abus de langage) som denne bidrager imidlertid i h¢j grad til 

at t'remme over skt:.eli ghe den , og de t'orekommer dert'or meget hyp-

1',i.gt i rna tema til&en. 

Om en t'amilje er sumrnabel eller ikke kan at'g¢res ved t'¢l-

gende Eretning, dEr n¢je svarer til det almindelige konvergens-

princiI t'or en telt'¢lge: 

s~tning 2.4. En t'amilie (a j l jEJ) at' komplekse tal er sum­

mabel, hvis og k~n hvis t'¢lgende betingelse er opt'yldt: 

V8 > 0 3Jo E n(J) VI E n(J) (InJo = 0 ~ I ~ a ,I ~ 8). 
jEI J 

Bevis. Lad os t'¢rst antage, at ~ a = a, og lad e vrere et 
'EJ n 

positivt tal. Vi kan da vrelge J o E ntJ), saledes at 

VI E t(J) (I ~ J ~ la - ~ a.1 ~ tr8). 
- 0 jEI J 

For I E n(J) og I n J o t 0 har vi da 

I ~ a.\ = 
jEI J I ~ a. - ~ a'l ~ 

jEJ IJI J jEJ J 
o 0 

Dermed :1.ar vi vist, at betingelsen er nll1dvendig. 
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Lad os nu antage p at (an' jEJ) er en familie af komplekse 

tal, for hvilken betingelsen er opfyldt. For n E N vrelger vi 

I n E D(J)p saledes at 

\:1I E :D(J) (InJn = o :} I ~ a·1 ~ 1) 9 
jEI J - n 

og vi metter J' = J
1 IJ ••• IJ I n , og ~ a = bn • For p > 0 har n jEJ' n 

vi da n 

I bn+p - bnl = I ~ ani ~ 1 9 

'EJ' \J' n J n+p n 

da (J 1 \J') n J = 0. Heraf f¢lger, at (bn ) er en fundamental-n+p n n 

f¢lge 9 og der eksisterer derfor et komplekst tal a 9 saledes at 

(bn ) ~ a. For I ~ J~ har vi 

la - ~ a I ~ la - ~ a I + I ~ a I ~ 2 
jEI n jEJ~ n jEI\J~ n n 

hvilket netop viser 9 at (a j l jEJ) er summabel med sum a. 

Det viser sig imidlertid9 at der findes bekvemmere metoder 

til at afg¢re om en forelagt familie af komplekse tal er summa­

bel. Det viser sig nemlig 9 at det er bade n¢dvendigt og tilstrrek-

keligt9 at mrengden af delsummer er begrrenset, og det viser sig 

endvidere 9 at man ved unders¢gelsen af dette forhold kan tillade 

sig at erstatte hvert tal i familien med sin numeriske vrerdi 9 sa 

det bliver tilstrrekkeligt at unders¢ge familier af positive tal. 

Dette er indholdet af den f¢lgende sretnihg. 

Sretning 2.5. Hvis en familie (ajljEJ) af komplekse tal har 
, 
en af f¢lgende tre egenskaber 9 har den dem aIle tre: 
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i). (ajl jEJ) er summabel. 

ii). Mamgden fl ~ a.11 I E 15(J)l er begrrenset 
JEI J 

iii). Mrengden f ~ la.1 I I E D(J)l er begrrenset. 
JEI J 

BEVis. Vi viser i'¢rst, at i) => ii). Vi antager altsa, at 

(a j I jC::~) er summE.bel. Af 8retning 2.4 f¢lger, at vi kan vrelge 

J o E D(J)~ saledes at 

VI E n( J) (InJ = 0 => I ~ a.1 ~ 1). 
o JEI J 

For I E D(J) har vi da 

I ~ aJ.I 
JEI 

= I ~ a. + ~ a I ~ I ~ a 1+ 10 
J'EInJ J J'EI\J j - j o 0 jEInJo 

Da antallet af aIle mulige forskellige mrengder InJo er endeligt, 

idet J er endelig, er f I ~ a .11 1 E 15(J) 1 en endelig mren~ ... 
o jEl\J 0 J 

de og derfor begrrenset, og dermed er pastanden bevist. 

Vi viI nu vise~ at ii) => iii). Vi antager altsa, at ii) er 

opfyldt, og vi kan da vrelge K, saledes at 

VI E 13(J) (I ~ a.1 ~ K), 
JEI J 

men det medf¢rer, at 

VI E 13 (J) (I ~ Re a·1 ~ K /\ I ~ 1m a.1 ~ K). 
jEl J JEI J 

Vi betragter en fast valgt mrengde I E n(J)~ Vi deler I i to mreng-

der 
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og vi har da 

~ I Re a·1 = 
jEI J 

Ganske analogt viser vi9 at ~ 11m a.1 ~ 2K. Men sa er 
jEI J 

og da I E n(I) var vilkarligt va1gt, er pastanden bevist. 

Endelig skal vi vise, at iii) ~ i). Hvis iii) er opfyldt~ 

eksisterer tallet 

K= sup { ~ laJ.I/ IE:D(J)L 
jEI 

Lad B vrere et positivt tal. Vi vre1ger J o E n(J)9 sa1edes at 

For I E n(J) , 

~ la.1 ~ K - B • 
jEJ

o 
J 

I n J = 0 har vi da 
o 

I ~ a·1 ~ ~ I a.1 = ~ I a.1 - ~ I a.1 ~ K -(K-8) = 8 9 

jEI J jEI J jEJ olJI J jEJ 0 J 

og dermed har vi vist, at (ajl jEJ) ti1fredssti11er den i sretning 

204 anf0rte betinge1se. Dermed er sretningen bevist. 

Vi minder om 9 at en mrengde J ka1des numerabe1 ("tre11e1ig" 

har ogss. vreret br'J.gt), safremt der findes en bijektiv afbi1d­

ning cp: :N pa J. Dette er ensbetydende med, at der findes en f01-

ge 9 som netop bestar af e1ementerne i J, og saledes at hvert ele­

ment forekommer netop en gang. At en mrengde J er uendelig er ens-

betydende med, at den har en numerabe1 de1mrengde. 

Vi ska1 nu v:i_se en sretning, som afs10rer, at studiet af 
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summEtb~.e familieJ' i det vresentlige reduceres til studiet af sum-

mabIe j'¢lger. 

SSJtning 2.6. Hvis familien (ajljEJ) er summabel~ er mreng­

den fjEJlaj~Ol nl~erabel eller endelig. 

B~:vis. I overensstemmelse med iii) i sretning 2.5 vrelger vi 

1\9 s~Ue des at 

'iiI E D(J) ( ~ la.1 ~ K). 
jEI J 

Lad n VCBre et naturligt tal. Hvis la j l ~ ~ for ethvert j E I, er 

antallet af elementer i I h¢jst nK. Heraf f¢lger, at hver af 

mamgd.(nne 

og fjEJI -1-1 s a. < 1J, n::: 1,2, ••• n+ - J n 

er endelig, men sa er f'oreningsmrengden fjEJlaj~ol numerabel • 

.Af sretning 2.6 fremgar, at en familie (ajljEJ) ikke kan 

vrere sU:11IDabel, uden at a j ::: 0 for aIle j E J bortset f'ra en nu­

merabel mrengde. Derfor viI vi nu nrermere studere tilfreldet 

J ::: N ~ 3.1 tsa de s~mmable f¢lger (an). Af bevi set for sretning 2.6 

fremgElr 9 at det fJr en summabel f¢lge an greIder, at mrengden 

fn~N I lanl ~ 8J er endelig for ethvert 8 > O. Heraf f¢lger sret­

ningen. 

Sre~ning 2.7. Hvis f¢lgen (an) er summabel, grelder (an) -+ o. 

Seetning 2.8. Lad (an) vrere en kompleks talf¢lge. For hvert 

n E: N s1atter vi An ::: I ail + ••• + I ani. Da viI enhver af f¢lgende 

fire be'~ingelser medf¢re de tre andre: 

i). (~ ) er summabel. n 

ii). (Ianl) er summabel. 

iii) 0 (An) er begrrenset. 

iv). (A ) er konvergent. n 
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Bevis. At i) ~ ii) og at ii) ~ iii) ~¢lger umiddelbart af 

sretning 285. Hvis iii) er op~yldt, er iii) i sretning 2.5 lige­

ledes op~yldt~ og der~or viI ii) vrere op~yldt, At iii) ~ iV) 

~¢lger a~ sretning 1. , da (A ) er voksende. n 

For en ~¢lge (an) skriver vi Zan i stedet ~or Z a • Vi 
nEN n 

har nu sretningen: 

8retnins 2.9. Lad (an) vrere en kompleks tal~¢lgeo For hvert 

n E: N' scetter vi Sn = a 1 + ••• + an' Hvis (an) er summabel viI ~¢l­

gen (8n ) konvergere mod Zan' 

Bevis. Lad 8 vrere et positivt tal. Hvis (an) er summabel~ 

kan vi vrelge en endelig delmrengde J a~ N, saledes at det ~or 
o 

enhver endelig delmrengde J a~ N med J o som delmrengde, grelder at 

Iz a - Z a I ~ 8 9 
n nEJ n 

og hvis N E N vrelges, saledes at J o ~ f1, •.. ,NJ, har vi da spe­

cielt for p ~ N, at I~ an - 8pl ~ 8, men det betyder netop, at 

(8 ) ~ Z a • Dermed er sretningen bevist. p n 

Vi ser a~ sretning 2,8 og 2.9, at en positiv tal~¢lge (an) 

er summabel med sum a, hvis og kun hvis (8n ) ~ a, hvor 

8n = a 1 + ••• + an· 

Eksempel. For ~¢lgen ( n(~+1») ~ar vi 

n 1 1 1 
Z ( -k - ---k 1) = 1 - n---+1 ' 

k=1 + 

hvilket viser, at (Sn) ~ 1 • Altsa er Z 1 1 • n(n+1) = 

For f¢lgen ( 1 
n ) ~ar vi 

2n 
1 2 _1 _ 1 8 - 8 = Z n , 

2n n k - 2n - 2 , 
k=n+1 
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og det almindelige konvergensprincip e1" sale des ikke opf'yldt for 

(Sn). Altsa e1" (Sn) ikke summabel. 

Sretning 2.10. Lad (an) vrere en summabel talf'¢lge. Lad p vre­

re et natu1"ligt tal (elle1" 0), og lad c vrere et positivt tal. Da 

viI enhver talf'¢lge (b ), som tilfredsstiller betingelsen n 

Vn( I b I ~ c I a I) _"-"- ,-n+p n 

vrere slUnmabel. 

Bevis~ If¢lge sretning 2.8, iii) kan vi vrelge K, saledes at 

la i ' + ••• + lanl ~ K f'or aIle n E N. Vi har da f'or aIle n E N, at 

I b 1 I +... + 'b P I + cK , 

hvor parente sen i den midterste sum udelades, hvis n ~ p. Ai' 

sretning 2 .. 8 f¢lger nu, at (bn ) er summabel. 

Sretning 2.10 kaldes sammenligningskri teriet. Den er vort 

vigtigste middel til at af'g¢re, om en f'¢lge er summabel. 

Eksempel. F¢lgen (~) er suwmabel, idet 
n 

1 
2 (n+1) 

< 1 
n(n+1) 

sa pastanden f¢lger ved sammenligning med den i eksemplet oven­

for betragtede f¢lge (n(n~1»)' idet vi har valgt p = c = 10 Ved 

metoder, som vi endnu ikke har til radighed, kan vi vise, at 

1 2 summen er 6" 

Defini ti on 2.11. For v'ilkarlige komplekse tal a og q kalde s 

f¢lgen (aqn-1) en kvotientrrekke med kvotient q. 
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Kvotientrrekken er behandlet i gymnasiet. Vi minder om? at 

direkte udregning giver 

sa vi far den for q ~ 1 gyldige formel 

n n-1 a 1-("'t a + aq + ••• + aq = ~ 1-q 

Sretning 2.12. Kvotientrrekken (aqn-1) er summabel, hvis og 

kun hgis a = 0 eller /q/ < 1. For a = 0 er summen O. For /q/ < 1 

er summen -1a • -q 

Bevis. For q ~ 1 er 

/a/ + laq/ + ••. + /aqn-1/ = /a/ + /allql + ••• + /al/qln-1 = 

la/ ~=I~ln 
og f¢lgen (la/~=i~ln) gar mod en grrensevrerdi, hvis Iql < 1 eller 

a = O~ og kvotientrrekken er altsa i dette tilfrelde summabel i­

f¢lge sretning 2.8,iv). For a t- 0 og Iq/ ~ 1 gar (la/ Iq/n-1) ikke 

mod 0 9 og sretning 2.7 siger da, at kvotientrrekken ikke er sum-

mabel. Dermed er sretningen bevist. 

Eksempel: Xenons paradoks. Akilles kan aldrig indhente 

skildpadden, for, nar Akilles er naet dertil, hvor skildpadden 

nu er, er skildpadden naet et lille stykke videre, og nar Akilles 

er l¢bet det styk:.ce, er skildpadden igen kr¢bet et lille stykke 

o.s.v.i det uendelige. Lad a vrere skildpaddens forspring og lad 

q vrere slcildpaddens fart di videret med Akilles fart. Nar AJdlles 

har l¢bet strrekningen a, har skildpadden kr¢bet styldcet aq, nar 

Akilles har l¢bet denne strrekning, har skildpadden kr¢bet stykket 



Mat 1~ MA 1966-67 MA 2.11 

2 ag o.s.v. Akilles rna ialt genneml¢be strrekningen 
2 2 a + ag + ag + ••• = ---1a ~ og skildpadden kryber strrekningen -g 

2 ag + ag + ••• = ~1 . • Forholdet mellem de to strrekninger er g og -g 

forskellen er a. Regnestykket stemmer. 

Ved at anvende sammenligningskriteriet og specielt sammen-

ligne med kvotientrrekker, far vi to kriterier~ som er meget be-

kvemme at anvende~ men ikke "kraftige tt nok til at klare vanske-

ligere tilfffilde. 

Scetnipg 2.,13. (Rodkriteriet). Talf¢lgen (an) er summabel~ 

hvis 
n 

lim sup( vIanI) < 1~ 

og den er ikke summabel~ hvis 

n 
lim sup( V I anI) > 1. 

Bevis. Hvis den f¢rste betingelse er optyldt, kan vi vrelge 
n n 

g E ] lim sup( vI anI)" 1 [, og mrengden fnENI vI anI > gJ er da 

endelig. Vi kan derfor vrelge p, saledes at 

n 
\in ~ p ( vI anI ~ g), 

hvilket viser, at 

og sammenligningskriteriet giver~ at (an) er summabel, Hvis 
n n 

lim sup( vIanI) > 1, er vIanI > 1~ altsa lanl > 1 for uende-

lig mange vrerdier af n, og deraf f¢lger, at (an) ikke konverge­

rer mod 0, og sretning 2.7 giver, at (an) ikke er summabel. Der­

med er sretningen bevist. 

n 
Hvis lim sup( vIa I) = 1, afg¢r sretning 2.13 ikke~ om n 
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(an) e1' summabel eller ej. Det blev bevist i gymnasiet, at 

( {Yn) -> 1~ og derfor er sretning 2.13 ikke strerk nok til at af­

g¢re~ om f¢lgerne (~) og (~2) er summable. 

Eksempel. For p E: N, z E: C, an = nPzn~ er 

~Ianl = (XVri)Plzl, og vi far derfor (~Ianl) -t Izl. Altsa er 

(nPzn) summabel for Izi < 1, ikke summabel for Izi > 1~ og sagen 

blev ikke afgjort for Izi = 1. Det ses dog umiddelbart, at 

(an) -t 00 for Izi = 1, og f¢lgen er altsa heller ikke summabel 

for Izi = 1. 

Sretning 2.1l.j .• (Kvotientkriteriet). Lad (a ) vrere en talf¢l­
n 

ge, for hvilken an t 0 for alle n. F¢lgen (an) er da summabel, 

hvis 

lim sup (l~n+I)) < 1, 
an 

og den er ikke summabel, hvis 

lim inf (I~~+II) ~ 1. 
n 

Bevis. Hvis den f¢rste betingelse er opfyldt, kan vi vrelge 

k E ] lim sup('~~+l'), 1[, og vi kan da vrelge p, saledes at 
n 

I ~~+l' ~ k for alle n ~ p, og vi har da for alle n ~ p, at 
n 

og deref'ter f¢lger det af sammenligningskriteriet, at f'¢lgen er 

summabel. Den anden betingelse medf¢rer abenbart, at (Ianl) vok­

ser f'ra et vist trin~ og derf'or er (an) ikke summabel. Dermed er 

sretningen bevist. 
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Eksempel. Med an = nPzn ganske som i det foregaende eksem­

pel~ far vi 

og dette viser, at ('~~+11) ~ Izl~ sa vi far samme resultat som 
n 

ovenfor. 

Den f¢lgende sretning er kun anvendelig for meget specielle 

f¢lger, men vi kan benytte den til at skaffe os en hel del sum-

mable f01ger, del' sa kan udnyttes ved brug af sammenlignings-

kriteriet .. 

Sretning 2.15. (IntegraIkriteriet). La~ 1': [1,oo[ ind i ]O~oo[ 

vrere en aftagende funktion. Da er f¢lgen (f(n)) summabel~ hvis 
n 

og kun hvis f¢lgen ( !1f(X)dX) er konvergent. 

Bevis. Vi inddeler intervaIIet [1,n] i deIintervaIIer af 

I~ngde 19 og vurderer integralet ved den fremkomne under-og over-

sum. Derved far vi 

j
,n 

f(2) + ••• + f(n) ~ 1f(x)dX ~ 1'(1) + ••• + f(n-1). 

Hvis (f(n)) er summabel, er f(1) + ••• + f(n-1) ~ ~f(n), og vur-

j
.n 

deringen giver, at f¢lgen ( 1f(x)dX) er begrrenset, og da den til-
n 

Iige e1' voksende, er den konvergent. Hvis (!1f(X)dX) er konver-

gent med grrensevrordi a, far vi 1'(2) + ••• + f(n) ~ a, altsa 

f(1) + ••• + f(n) ~ a +1'('l)og srotning 2.8, iii) medf¢rer af (f(n)) 

e1' summabel. Dermed er srotningen bevist. 

Vi viI nu udnytte Iogaritmefunktionen e Da Iogaritmer med 

grundtal 10 praktisk talt kun anvendes ved numerisk regning ved 

hjrolp af 10garitmetabeIIer, viI den naturlige Iogaritmef'unktion 
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\ 
( 

i dette kursus vrere den vigtigste a~ aIle IcJaritme~nlctioner, 
\ 

og vi viI der~or ~oretrrekke at benytte betegn~lsen log ~or den 

haturlige logaritme~nktion. Vi minder om, at I 

Jx dt 
1 T = log x , -dxd log x - .:1. - :it 

at log: Jo,oo[ pa R er voksende, gar mod 00 ~or x ~ 00 og mod -00 

~or x ~ 0, samt at log x er positiv ~or x > 1, men negativ ~or 

For at udnytte integralkriteriet betragter vi ~or a E R de 

ved 

~1(x) = xi-a, ~2(x) = (log(X+1))1-a, ~3(x) = (log log(x+2))1-a 

de~inerede af'bildninger ~1'~2'~3: [1,oo[ ind i [0,00]. At vi har 

slcrcvet x+1 i ~2(x) og x+2 i ~3(x) sikrer netop, at funktioner­

ne er positive pa det betragtede interval. For x ~ 00 viI aIle tre 

fuructioner ga mod 00, hvis a < 1, men mod 0, hvis a > 1. Vi ud-

regner di~~erentialkvotienterne 

(i-a) 1 
(x+1)(log(x+1))a 

( i-a) 1 a ' 
(x+2)log(x+2)(log log(x+2)) 

og heraf ~remgar umiddelbart, at 

log n, hvis a = 1 

[ 1~a (n1-
a 

- 1), hvis a ~ 1, 
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(
n log log(n+1)-log log 2, hvis CX = 1 

; [ 1 ~a( (lOg(n+1 ) ).1-a - (log 2) 1-a > hvi s <41 
__ -.;....._d;;;,;x~ __ _ 

J 1 (x+1)(lOg(X+1))cx 

I
n 

__________ ~d~x~ __________ _ 

1 (x+2)log(x+2)(log log(x+2))cx 
= 

r log log log(n+2) - log log log 3, hvis cx = 1 

L f~a((lOg 109(n+2»)1-a - (log log 3)1-a , hvis " ~ 1 • 

te Det ses at ~¢lgerne med disse udtryk som n led er kon-

vergente ~or cx > 1, men divergente ~or cx ~ 1. Ved anvendelse a~ 

integralkriteriet ~ar vi der~or ~¢lgende srotning: 

Sretning 2.16. F¢lgerne 

( ...1.) (~ 1 ') 
cx ' cx n \(n+1)(log(n+1))) 

og ( 1 ') 

\ (n+2)log(n+2)(log log(n+2))cx ) 

er summable, hvis cx > 19 men ikke summable, hvis cx ~ 1. 

Eksempel. For cx E ]1,oo[ og vilkarlige reelle ~¢lger (gt) n 

og (G~) er ~¢lgerne (n-cxcos g~), (n-cxsin g~) og 

(n-cx(cos G~ + i sin g~)) summable. 

For at kunne udnytte srotning 2.16 rna man have en ~orestil-

ling orr:, hvor hurtigt funktionerne log og log log vokser. Popu-

lrert forestiller man sig, at noget? som vokser eksponentielt, 

voksel" meget hurtigt, og det er da ogse. rigtigt, men vi har brug 

~or et mere prrosist udsagn: 

SCGtnina 2.17. For villcarlige positive vrordier a~ cx og fJ, 

vil de ved 

og X
CX 

= --=.:..--
(log x)f3 
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definerede ai'bildninger qJ 1: JO ,oo[ ind i :R og qJ 2: ] 1joo[ ind i ft 

ga mod 00 for x ~ 00 • 

Bevis. Funktionen eX - x har differentialkvotienten eX - 1, 

og er derfor aftagende for X < 0, voksende for X > 0 og antager 

mindstevcerdien 1 for X = o. Altsa er 

og for y E JO,oo[ og n > y far vi derfor 

hvilket viser, at 

X e 
-- ~ 00 for X ~ 00 • 

xy 

Hvis vi vcelger y = {i og erstatter X med xCX far vi scetningens cx 

f¢rste pastand. Hvis vi erstatter x med log x, far vi 

for 

~ te og ved at vcelge y = ~ og opl¢fte br¢ken til cx potens far vi 

scetningens anden pastand. Dermed er sretningen bevist. 

Eksempel. For a :::: (lOg(n+1))-lOg log(n+1) far vi 
n 

2 -log an:::: (log log(n+1)) ~ log(n+p), 

nar p er stor nok, altsa an ~ __ 1_ , hvilket viser, at (a ) ikke n+p n 
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er summabel. For an ::; (log log(n+1))-lOg(n+1) .far vi derimod 

log a ::; -log(n+1) log log log(n+1) ~ -2log (n+1), n 

nar n e1' stor nok. Altsa an ~ 1 2 9 hvilket viser 9 at (an) e:r 
(n+1 ) 

summabel. 

De regneregler, der grelder .for endelige summer, kan i det 

store og hele generaliseres til vilkarlige summable .familier. 

Den associative lov grelder dog kun med visse .forbehold. Vi vil 

nu vise de vigtigste regneregler .for summable .familier. 

~retning 2.18. Lad J vrere en mrengde, J 1 ~ J en delmrengde 9 

(ajl j E J 1 ) en summabel .familie. Vi sretter b j ::; a j .for j E J 1 og 

b j ::; 0 .for j E J\J1• Da er (bjlj E J) en summabel .familie. 

Bevi s. Tri viel t. 

Sretning 2.19. Lad (a j l j E J) vrere en summabel .familie og 

It et komplekst tal. Da er (ka j I j E J) en summabel .familie og 

~ lea. 
'cJ J J,-

::; k ~ a. 
jEJ J 

Bevis. Vi sretter a::; ~ a .• For k ::; 0 er pastanden tri­
jEJ J 

viele Vi antager, at k ~ o. Lad 8 vrere et positivt tal. E.f-

ter de.finition 2.2 vrelger> vi J
o

' saledes at 

\7'1 E b( J) (I ~ J :=} I a - ~ a.1 ~ I k8 ,) , 
o jE1 J 

og vi har da ogsa 

\7'1 E D( J) (I ;> J :=} 1 ka - ~ ka.1 ~ 8) 0 

o jE1 J 

Dermed er sretningen bevist. 
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Sretning 2.20. Lad (a j lj E J) og (bjlj E J) vrere summaole 

:familier med samme indeksmrengde. Da er (aj+bjl j E J) en summabel 

:famiIie? og ~ (a.+b.) = 
jEJ J J 

~ a. + 
jEJ J 

~ b .• 
jEJ J 

Bevis. Vi sretter a = ~ a.? b = ~ b .• Lad e vrere et po-
jEJ J jEJ J 

sitivt tal. E:fter definition 2.2 vrelger vi J 1 og J 2 , s~ledes at 

VI E D(J) (I ~ J 2 => Ib - ~ b.1 ~ -2
1 e)o 

jEI J 

For I E D(J), I ~ J 1 u J 2 har vi da 

1 a+o - ~ (a .+b .) 1 s 1 a - ~ a·1 + 1 b - ~ b.1 ~ e, 
jEI J J - jEI J jEI J 

og dermed er sretningen oevist. 

Sretning 2.21. Lad (a j l j E J) vrere en :familie og J 1 ~ J en 

delm@ngde a:f indexmrengden. Hvis :familierne (a j 1j E J 1 ) og 

(a j l j E J\J
1

) summabIe, da er (a j lj E J) summabel. 

Bevis. Vi sretter 

[
a. :f or j E J 1 

o. = J 
J 0 :for j E J\J1 

:for j E J 1 

:for j E J\J1 • 

S~ er a
j 

= bj+C j :for aIle j E J, og sretningen :f¢lger dere:fter 

a:f s~tning 2.18 og sretning 2.20 • 

Sretning 2.22. Lad (a.1 j E J) vrere en :familie og 
J 

(J1{1 k E E:) en klasseinddeling a:f indexmamgden J. Hvis 

(a
j 
I j E J}41er summabeI, er (a j I j E J k ) summabel :for ethvert 
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k E K~ og ( ~ a j IkE KJ er summabel med ~ ( ~ a.) = ~ a .• 
jEJk kEK jEJk J jEJ J 

Hvis hvert a. er positivt eIIer nul~ og hver af familierne 
J 

(a
J
./ j E J k ) samt familien ( ~ a.lk E K) er summabIe 9 da er 

'EJ J J k 

(a j / jEJ) summabel. 

Bevis. At sretning 2.5~ iii) f¢lger umiddelbart, at hver 

af familierne (a j / j E J k ) er summabel, hvis (a j l j E J) er sum­

mabel. Vi viI nu f¢rst behandle det tiIfreIde, hvor ~j E J(aj~O)o 

At' szatningerne 20 6 og 2.9 f¢lger da, at vi for enhver mrengde 

J! c; J har 

~ a. 
jEJ1 J 

= sup f ~ a. / I E n ( J ' ) 1 , 
JEI J 

saledes at forsta, at (a.lj E J9) er summabel, hvis og kun hvis 
J 

den supremum~ der optrreder pa h¢jre side, er endelig. Hvis den 

er uendelig, viI vi srette ~ a. = 00 • For viIkarIige delmrengder 
jEJ9 J 

J 9 c; J ~ JIt c; J har vi da 

( 1 ) J' c; JtI ~ ~ a. ~ ~ a., 
jEJ t J jEJ" J 

og for L E 1J(K) har vi 

~(~ a.)= 
kEL jEJk J 

a. 
J , 

if¢lge sretning 2.21, nar summerne pa venstre side er endelige, 

og i moc1sat fald if¢lge (1). Men fornyet anvendelse af (1) gi-

ver nu 

V'L E b(K) ( ~ (~ a.) ~ 
kEL jEJk J 
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og herG'.£' t'¢lger 

~ (~ a.) ~ 
1""-"K 'EJ J 
,n,c. J k 

~ ak • 
jEJ 

Lad nu J o vrere en endelig delmamgde at' J. Vi vrelger L E 1)(1<:)9 

saledes at J c U J , og vi har da 
o - kEL k 

~ a. ~ ~ a. 
j~J 0 J j=UJk J 

= ~ (~ a.) ~ ~ (~ a.)? 
kEL jEJ k J leEK jEJ k J 

kEL 

hvilket medf¢rer 9 at 

~ a. S ~ (~ a.) • 
jEJ J - kEK jEJ k J 

Dermed har vi vist sretningen i specialtilfreldet Vj E J(aj~a)o 

Vi viI dernrest behandle det knap sa specielle tilt'relde~ hvor 

Vj E J(a j E R)o Vi sretter 

(a. 9 hvis a. > a f-a j ? hvis a. < 0 
b. = i J J c. = J 

J La hvis a j ~ a J La, hvis a. ~ a ? 
J 

og vi har da for ethvert j E J 

a.=b.-c. 
J J J 

og 

Herai' f¢lger umiddelbart,. at (a j 1j E J) er summabel, hvis og kun 

hvis (bjl j E J) og (c j l j E J) er summable, og vi har da 

~ a. = ~ b. - ~ c. = ~ (~ b.) - ~ (~ c.) = 
jEJ J jEJ J jEJ J kEK jEJk J kEK jEJ

k 
J 

~ (~ b. - ~ c.) = ~ (~ a.) 9 

kEK jEJk J jEJk J leEK jEJk J 

og dermed er pastanden visto Hvis vi blot havde vidst9 at den 
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sidste sum eksisterede, ville vi kunne slutte, at ogsa den nrest-

sidste sum eksisterede~ men vi kunne ikke slutte noget om de to 

summer i det tredie udtryk. For a j = bj+ic j , bj,C j E R far vi, 

at hvis (a j l j E J) er summa be I , er (bjl j E J) og (cjl j E J) sum­

mable, og vi far derfor 

~ a. 
jEJ J 

= )j b, + i 
jEJ J 

~ c. 
jEJ J 

= ~ (~ b.) 
kEK jEJk J 

+ i ~ (~ c.) = 
kEK jEJk J 

~ (~ b. + i ~ c.) 
kEK jEJk J jEJk J 

= ~ (~ a.) • 
kEK jEJk J 

Dermed er sretningen bevist. 

( _-1 \n-1 / 
bksempel. Familien (~ n E N) 

sretter I n = (2n+j/j = -1,0), og fJn!n E Nl 
deling af N. Idette tilfrelde er 

00 (_1)k-1) 
~ ( ~ k = 

n=1 kEJn 

og familien (2nCdn-1) In E N) er summabel. 

er ikke summabel. Vi 

er da en klasseind-

Sretning 2.23. Lad J og J 1 vrere vilkarlige mrengder og 

<p: J ind i J 1 en bi jekti v afbildning. Da er en familie 

(qjl j E J 1 ) summabel, hvis og kun hvis (a<p(j)1 j E J) er summabel, 

og i sa fald er 

~ a ( .) 
jEJ <p J 

::: ~ a. 
'CJ J J,-- 1 

Bevis. A£bildningen I ~ <p(I) er en bijektiv afbildning af 

la - ~ a.1 ~ 8 
jE<p (I) J 

*=>Ia- ~a(.)1 ~ 
jEI <p J 

8 • 
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Heraf f¢lger sretningen umiddelbart. 

Sretningen viser, at den indf¢rte addition af summable fa­

milier er kommutativ i en meget kraftig forstand. Vi skal nu og-

sa vise, at den distributive lov kan udvides til at grelde for 

produkter af summable familier. 

§.?3tning 2.24. Lad (a j l j E J 1 ) og (bjl j E J 2 ) vrere sum­

mabIe familier. Da er (ajbkl (j,k) E J 1 x J2 ) en summabel familie, 

og 

Bevis. Af sretning 2.5 f¢lger~ at (Ia j l /j E J 1 ) og 

(Ibjl j E J 2 ) er summable familier af tal, som er positive eller 

O. If¢lge sretning 2.19 er (Ia j l Ibkl Ij E J
1

) for ethvert k E J
2 

en sl..unmabel familie, og 

1 b k I 2.j 1 a ,I = 
'EJ J J 1 

2.j I a ,I I b k 1 = 
'EJ J J 1 

2.j I a ,bkl 
'EJ J 

J 1 

Fornyet anvendelse af den samme sretning giver, at 

( I bkl ,:8 I a j II k E J 2) er en summabel familie, og at 
JEJ1 

2.j I a , I 2.j I bk I = 2j 2j I a ,bk I 9 

jEJ1 J kEJ2 kEJ2 jEJ
1 

J 

og sretning 2.22 fortreller os nu, at (Iajbkl I (j9k) E J
1

xJ2 ) er en 

summabel familie. Af sretning 2.5 f¢lger da 9 at (ajbkl(j,k)EJ1xJ2) 

er en summabel familie, og sretning 2.22 og sretning 2.19 giver nu 

og dermed er sretningen bevist. 
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Eksempel. Familien (zn ... 11 n E N) er summabel t'or I zl < 'I, 

og it'¢lge sootning 2.12 er 

_1_ = ~ zn-1 
1-z 

Sootning 2.24 giver nu 

1 
~ 

p-1 
>-i 

q-1 
-2" = z z 
( 1-'z) pEN qEN 

og at' sootning 2,22 t'¢lger deret'ter 

1 
~ ( ~ 2 = 

(1-z) nEN p+q=n+1 

~ 
p+q-2 = z , 

p, qEN 

zP+Q-1 ) ~ n n-1 = z • 
nE~T 

Det'inition 2.25. Lad (an) voore en kompleks talt'¢lge& For 

n ~ N srotter vi sn = a1 + ••• + an. Parret ((an),(sn» kaldes da 

en uendelig rcekke. Mindre korrekt taler vi om r83Y..ken (an) 0 F¢J."~ 

gen (sn) kal de s den ti 1 rookken (( an) , ( sn» (e 11 er rookJ{en (an) 

svarende at'snitst'¢lge. Rookken siges at voore konvergent med SUln 

a, hvis (sn) ~ a, og vi skriver da ~an = a. 

Hvis t'¢lgen (a ) er summabel med sum a, er roohlcen (an) n . 

konvergent med sum a, og ved det'inition 2.25 har vi saledes ucl-

vi det anvendel sen at' symbole t ~a pa en made 9 der iltke kornmer i 
n 

koni'likt med den tidligere brug. Hvis t'¢lgen (an) er s"Llmmabel, 

vil vi ogsa sige, at rookken (a ) er summabel, men vi vil dog 
n 

t'oretroolcke at si ge, at rookken (a ) er ab solut konveDgent 0 Hvi s 
n 

llooldcen (an) er konvergent uden at voore ab sol ut konvergent, viI 

vi sige, at rookken (a ) er betinget konvergent o Hvis r~hlcen n 

(Ianl) er konvergent, er rookken (an) absolut konvergent" 

Yore betegnelser i dette kapite~ at'viger ret voosentligt 

t'ra de i den matematiske litteratur soodvanligt benyttede" I den 
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traditionelle litteratur knyttes til en tal~¢lge (an) symbolet 

~an' som kaldes en uendelig rookke. Summerne sn = a 1 + ••• + an 

kaldes roohlcens a~snit, og hvis a~snits~¢lgen (sn) er konvergent 

med summen a, siges rookken at voore konvergent med summen a, og 

man skriver ~an = a o 

Det mindre heldige ved de traditionelle betegnelser er, at 

~an bade betegner talvoordien a og et symbol, der konvergerer 

mod a. I den strengere ~ormulering, der prooger den moderne mate-

matile, er et lighedstegn ~orpligtende, og hvis vi skriver 

~a = a, skal vi ogsa have loy til at sige "rookken all i stedet n 

~or IfrreJ.rJcen ~anlf, og det gar abenbart ikke. 

Da det stadig viI voore n¢dvendigt at kunne loose reldre mate-

matisk litteratur uden alt ~or store vanskeligheder, er det hen­

sigtsmressigt at holde ~remstillingen sa trot op ad den traditio-

nelle som muligt, selv om det med~¢rer visse sproglige midbrug o 

Der~or har vi indrettet os, sa vi kan sige IIrookken (an) er ab­

solut lwnvergen til i stedet ~or 1I~¢lgen (lin) er summabel", og vi 

har slet ikke ind~¢rt vendingen "~¢lgen (an) er oetinget sum­

mabel", men kun "rookken (an) er betinget konvergent!l. 

Regnereglerne ~or summable grelder kun i ringe udstrookning 

~or betinget konvergente rrekker. Vigtigst er det at bemrerke, at 

sootningerne 2.22, 2.23 og 2024 ikke goolder. Sootningerne 2.19 og 

2.20 ken derimod umiddelbart over~¢res i ~¢lgende ~orm: 

I 
Sootning 2.26. Hvis rookken (an) er konvergent, og k er et 

komplekst tal, er rookken (ka ) konvergent, og ~ka = ~a • Hvis n n n 

rrekkerne (an) og (bn ) er konvergente, er rookken (an+bn ) konver-

gent og ~(an+bn) = ~an + ~bn0 

Bevis. Hvis rookken (an) har af'snits~¢lgen (sn) og rookken 
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(bn ) har afsnitsf¢lgen (tn )9 har rrekken (kan ) afsnitsf¢lgen 

(kSn )9 som konvergerer' mod k:Ban , og rrekken (an+bn ) har afsnits­

f¢lgen (sn+tn)? som konvergerer mod ~an + ~bn. Dermed er sret-

nin6en bevist. 

For en reel rrekke (an) sretter vi 

[ 
a 
n~ 

hvis an>O =[-an~ hvis a <0 n 
Pn = ~ 0, hvis an~O o 9 hvis a 20 n- , 

og vi har da a = I' - g og la I = I' + a • Hvis rrekken (an) n n n n n 'l1 

er betinget konvergent, er rrekken (Ianl) ikke konvergent 9 og af 

sretning 2026 f¢lger da, at rrekkerne (pn) og (gn) ikke begge er 

konvergente, og da rrekken (I' -g ) er konvergent, kan vi slutte, n n 

at ingen af de to rrekker (I' ) og (g ) er konvergent. n n 

Af disse overvejelser fremgar, at vi kan omordne leddene i 
f 

f¢lgen (an)' saledes at vi afvekslende tager sa mange positive 

led, at deres sum er ~ 1, og sa mange negative led, at deres sum 

er ~ -10 Ved omordningen far vi en f'¢lge (bn ), for hvilken rrekken 

(bn ) iIllie er konvergent. Al tsa kan sretning 2.23 ikke generaliseres 

til betinget konvergente rrekker. En nrermere unders¢gelse (ikke 

vanskelig) viI vise, at en betinget konvergent reel rrekke kan 

omordnes, sa den forbliver konvergent, medens Summen rendres, og 

hvillcet som heIst tal kan fas som sum ved passende omordning af 

rrelD~en~ For betinget konvergente komplekse rrekker er forholdene 

mere komplicerede og unders¢gelsen vresentlig vanskeligere. 

Det almindelige 

forrnuleres; idet S n+p 

konvergensprincip for rrekker kan wniddel­

- S = n 

n+p 
~ a ~ far vi sretninge:n: 

k=n+1 n 
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Srotning 2.27. Rrekken (a ) er konvergent~ hvis og kun hvis n 

f¢lsendo betingelse er opfyldt: 

'rI 8 > 0 3N E if 'rIn f N 'rip > 0 

Spocielt ser vi, at hvis rrekken (a ) or konvergent, grolder n 

(an) ~O. Dot er ikke helt let at vise, at on rrokke er betinget 

konvorgont~ idet det viI vrore n¢dvendigt at udnytte; at loddone 

til on vis grad hrever hinanden 9 saledes at den numerislw vrordi 

af' summen bli vel" vrosentlig mindre end summen af de numeri slee vror-

dior. ~t vigtigt hjrelpemiddel er f¢lgendo sretning (sretningen om 

Abel sIc summa ti on) : 

Srotning 2.27. Lad a1~&.0~an; b1~ •• o?bn vrere vilkarligo 

komp: :lcse tal. Idet vi sretter 

er 

Bevi s. Idet vi skriver A = 0 9 far vi 
0 

n n n n-1 
~ akbk = ~ (Ak-Ak_1 )bk = ~ Akbk - ~Ab = 

k=1 k=1 1{=1 k=O It It+1 

n-1 
~ Ak(bk - bk 1) + A b • 

k=1 -I- n n 

Derrnod or sretningen bovist. 

Sretning 2028. Lad a 19 & •• ,an vrere vilkarlige komplekse tal~ 

} og lad b 19 •• 0 ,bn sarnt K vrere posi ti ve tal. Hvi s betingel SOI'nc 
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er opfyldt, grelder vurderingen 

Bevis. Med betegnelserne fra sretning 2.27 giver denne sret-

ning 

og dermed er sretningen bevist. 

§retning 2.29. (Abels kriterium). Lad (a ) vrere en kom­n 

plelcs talf¢lge, som for et passende valgt posi tivt tal K til-

fredsstiller 

Lad (bn ) vrere en aftagende reel talf¢lge, som gar mod O. Da or 

rrelcken (an:bn) konvergen t. 

Bevis. For n E N, pEN er 

i 

Lad 8 vwre et positivt tal. Vi vrelger N, saledes at bN ~ 
8 For 
21\ 0 

n f E, P > o far vi da ved anvendel se af sretning 2.28 



Mat 1? fill 1966-67 MA 2.28 

og pastanden f¢lger nu af sretning 2.27. 

Den f¢rste betingelse i sretning 2.27 udtrykker~ at rrekken 

(an) har begrrenset afsnitsf¢lge. 

Sretning 2.30 (Variant af Abels kriterium). Hvis rrekken 

(an) er lwnvergent, og (bn ) er en mono ton? begrrenset~ reel tal­

f¢lge~ er rrekken (anbn ) konvergent. 

Bevis. Det er abenbart nok at vise sretningen i det tiIfreIde, 

hvor (b ) er afteagende. Da rrekken (ca ) er konvergent, viI sret-n n 

ningens pastand grelde for f¢lgen (bn+C), hvis den grelder for f¢l-

gen bn , Det er derfor nok at vise den i speciaItiIfreIdet (bn)~Oo 

Men da rrekken (a ) har begrrenset afsnitsf¢lge, er sretningen nu 
n 

reduceret til den foregaende. 

Sretnipg 2.31. Rrekken (zn-1) har begrrensede afsnit~ hvis 

Iz/ ~ 1 og z t 1. Rrekken (cos n g)~ 9 E R har begrrensede afsnit, 

hvis 8 t 2ff Z. Rrekken (sin n g) har begrrensede afsnit. 

Bevis. For /zl ~ 1~ z t 1 er 

Vi s<.Btter z = cos 9 + i ain 9 og far 

n k-1 n-1 n-1 
~ z = ~ cos kg + i ~ sin kg 9 

k~1 k~O k~O 

hvilket viser? at rrekkerne (cos n g) og (sin ng) har begrrensede 

afsnit, hvis z t 1, altsa hvis 9 ¢ 2ff Z. For 9 E. 2ff Z er 

sin ne = 0 for aIle n E. Z, og rrekken (sin n g) har derfor begrren-

sede afsnit ogsa i dette tilfrelde. 
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Sretning 2.32. Hvis (bn ) er en a~tagende reel talr¢lge med 

grrensevrerdi 0, er rrekken (bn Z
n- 1 ) konvergent ror Izl ::: 1, Z ~ 1; 

rrekken (bn cos n g) er konvergen t ror aIle 9 E H \ 21TZ og 

(bn sin n g) ~or aIle 9 E H. 

Eksempel a Rrekken ((_1)n-1 n-o:) er konvergent ror 0: > 0 0 

Den er ab solut .konvere;ent ~or 0: > 1 og be tinget konvergen:, ror 

0: ~ J':?1L J1ere generelt greIder, at rcel{]{en ((-1)n-1 bn ) er lwn­

vergent9 hvis r¢lgen (bn ) er a~tagende og gar mod 0 0 

Uendelige rrekker anvendes ved tilmermet beregning af ir­

rationale tal (eller tfukendte H tal)o Hvis ~an ::: a og 8 > 0 e1" 

en. Given n¢jagtighed, kan vi vrelge n, saledes at la-snl ~ 8 9 og 

ved at udregne Sn::: a 1 +000+ an rar 'vi a approksimeret med n¢j-

agtie;hed 8 0 

Vore eksempler hal" allerede a~sl¢retl' at visse i'unktioner 

kan udt:r';}rltltes ved uendelige rcekker: 

1 
:r:z 

00 n 
::::: ~ z 

n:::O 
I z I < 1. 

Hvis 1';, er en vilkarlig mrengde og (~n) en ~¢lge a~ a~bildninger 

~n:~ii ind i C siger vi, at ~¢lgen (rn ) lwnvergerer punlctvis mod 

grwnseaf'oildnihgen g:M ind i 0, sa~remt 

, 
Tilsval'ende siger vi 9 at rcekken (rn ) er punktvis lwnvergent med 

S'LUTI g: Mind ie, sarrem t de t ~or hvert x E M greIder, at rceluten 

Lad os antage, at ~¢lgen (fn ) konvergerer punktvis mod go 
. , 

Lad 8 > 0 vrere gi vet. For ethvert x E M kan vi da vrelge N E N, 
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saledes at ! 1'(x) - 1'n(x)! ~ e 1'or aIle n f N. Dette udtryld(es i 

1'¢lgende logiske relation: 

En n¢dvendig og tilstrrekkelig betingelse, 1'or at 1'¢lgen (1'n) er 

punktvis konvergent 9 har vi i det almindelige konvergensprineip~ 

al tsa 

Vi viI sige~ at 1'n approximerer l' ligeligt pa M med n¢j­

agtighed 8, sa~remt 

Eksempel: M = [O,1J; 1'n(x) = xno For x E: [O,1[ har vi 

(xn) ~ O~ og 1'or x = 1 har vi (xn) ~ 1. Altsa konvergerer (fn ) 

punktvis mod g:[O~1 J ind i R9 hvor 

g(x) 
for x E: [O~1[ 

for x = 1 • 

Lad nu 8 og X vrere faste~ og e E JO,1[. Vi har da en ~ 8 for et­
n 

hvert x E [0, V8]. Altsa approksimerer for nulfunktionen lige­
n 

ligt pa intervallet [0, V8 ] med n¢jagtighed 8, men overalt uden-

1'or dette interval er approksimationsn¢jagtigheden ringere o 

Vi minder om, at en 1'unktion f: I ind i R, hvor I ~ R er 

et interval~ siges at vrere kontinuert i punktet x E I, safremt 

f¢lgende betingelse er op1'yldt: 

VB > 0 30 > ° Vy E 1(!y-x! ~ 0 ~ If(y) - f(x)1 ~ 8). 

Endvidere minder vi om, at f:1 ind i R kaldes kontinuert, hvis 

den er kontinuert i ethvert punkt x E Ro 
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Sretning 2.33 Lad ~ vrere et positivt tal. Lad I ~ R vrere 

et interval~ og lad x vrere et punkt af I. Lad f9g:I ind i R vrere 

fuructioner~ Hvis g approksimerer f ligeligt pa I med n¢jagtighed 

~9 og g er lcontinuert i x, er f¢lgende betingelse opfyldt: 

Bevis. Lad 8 vCBre et positivt tal st¢rre end 2~. Da g er 

kontinuert i x, kan vi vrelge 0 > 0, saledes at 

Vy E: I(ly-xl 5: 0 =* Ig(y) - g(x)1 ~ 8 - 2~). 

For JT E: I og I y-xl ~ 0 far vi da 

/f(Y) - f(x)/ ~ /f(Y) - g(y)1 + Ig(y)-g(x)I+lf(x)-g(X)/~89 

og dermed er sretningen bevisto 

8retning 2.34. Lad I ~ R vrere et interval og f:I ind i R 

en fUl~ction. Hvis det for ethvert positivt tal ~ greIder, at f 

kan approximeres ligeligt pa I med n¢jagtighed ~ ved hjeelp af 

en kontinuert funktion, er f selv kontinuert. 

Bevis. Det f¢lger umiddelbart af sretning 2.33. 

D~finition 2.35. Lad M vrere en vilkarlig mrengde og (fn ) 

en f¢lge af afbildninger f :M ind i C. F¢lgen (f ) siges at kon-n n 

vergere ligeligt pa M mod en grrensefunktion f:M ind i C, safremt 

f¢lgende betingelse er opfyldt: 

F¢lgen (fn ) siges at vrere ligeligt fundamentalf¢lge pa ~!I.9 sa­

fremt 
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Disse definitioner er opstaet af betingelserne for punkt-

vis konvergens og punlctvis fundamentalf0lge ved at kvantoren 

Vx E: M er flyttet om bag kvantoren 3N E: No Dette har altid den 

virkning, at udsagnet skrerpes. En ligelig fundamentalf¢lge er 

derfor punktvis fundamentalf¢lge og derfor punktvis konvergent. 

Sretning 2.36. Hvis (fn ) er ligeligt fundamentalf¢lge pa 

M, er (fn ) ligelig konvergent pa M. 

Bevis. Vi ved, at (fn ) konvergerer punktvis pa M mod en 

grJ3nsefunlction f. Lad 8 vrere et posi ti vt tal. Vi kan da bestem-

me N E: N, saledes at 

Lad n vrere et naturligt tal ~ N, og lad x vrere et punkt af M. 

For ethvert m ~ N grelder da 

og for m ~ 00 giver dette 

Dermed er sretningen bevist. 

Sretning 2.37. Lad I ~ R vrere et interval og (fn ) en lige­

lig konvergent f¢lge af kontinuerte afbildninger fn:I ind i R. 
Da or grrensefunktionen kontinuert. 

Bevis. F¢lger umiddelbart af sretning 2.340 

Pil den anden side kan det indtrreffe, at en f0lge af kon­

tinuertefunktioner pa et interval konvergerer punktvis mod en 

lwntinuert funktion uden at konvergere ligeligt. Det spiller i 

denne forbindelse ingen rolle y om definitionsmrengden er et af-
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sluttet 9 begrrenset interval. 

§mtning 2.38. Lad [a,b] vmre et afsluttet interval, og lad 

(fn ) vmre en ligelig konvergent f¢lge af lwntinuerte afbildnin­

gel" f n :[a9 b] ind i it med grrensefunldionen f:[a,b] ind 1 R. Da 

greldel" 

Bevis. Lad 8 v@re et positivt tal. Vi bestemmer N E N, 
saledes at 

For n ~ K hal" vi da 

b 
If (f(x) - f (x))dxl ~ a n 

,b 
J alf(x) - fn(x)ldx ~ (b - a) b~a = 8 , 

og dermed er s@tningen bevist. 

Rravet om ligelig konvergens er ogsa i dette t11fCBldo on 

hel del strengere end n¢dvencligt, men punktvis konvergens or i 

hvort fald ikke tilstr@kkeligt til at sikre ombytteligheden af 

integration med gr@nseproces. 

~efinition 2.39. Lad M vrero en vilkarlig mmngde og (f ) 
n 

en f¢lge af funktioner fn:M ind i C. For n E N s@tter vi 

sn = f1 + ••• + f n • Parrot ((fn),(sn)) kaldes da en uendelig rmk­

ke (af funktioner pa M). Mindro korrekt taler vi om rmldwn (f ). n 

Rrekkon (f' ) siges at lwnvergere punktvi s (11geligt) mod gramse·_· 
n 

fmllctionen f:IVI ind i C, hvis f'¢lgen (8 ) konvergerer punktvis n 

(ligoligt) mod f, og vi skriver ~f ::: f'o 
n 
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Hvis I er et interval, og hvert i' er en kontinuert af­
n 

bildning i' :I ind i R~ er hver s = i'1 + ••• + f en kontinuert n n n 
af'bildning s : I ind i R. Hvi s I speciel t er et begramset og af­n . 

sluttet interval [a~b] er 

§~tning 2.40. Lad I ~ R vrere et ai'sluttet interva1 9 og 

lad (f ) vrere en f¢lge af kontinuerte i'unktioner i' :I ind i Ro n n 

Hvis r831dcen (i' ) konvergerer ligeligt, er summen en kontinuert n 

flu1ktion.,Dersom yderligere I = [a,b] er begrrenset og ai'sluttet, 

Jb j,b 
og .8fn = f, er rrekken ( ai'n(X)dx) konvergent med sum af(x)dXo 

Bevis. F¢lger umiddelbart ai' sretningerne 2.37 og 2.38. 

Vi har ikke udtalt os om dii'i'erentiabilitet i denne sam-

menhffing 9 og det er af gode grunde 0 Sel v om en difi'erentiabel~· 

funktion 'pB. et interval er meget lille overalt, beh¢ver dens 

difi'orentialkvotient slet ikke at vrere lille overalt. F.oks. er 

1 . . 1!. • 1 n SlD n x , n~p E N, overalt numerisk mindre el1er lig n 9 men 

dii'ferentialkvotienten nP- 1 cos n.Px antager vrerdien nP- 1 for 'L1.-

endelig mange vrerdier ai' Xc Vi har imidlertid f¢lgende sretning: 

§mtning 2.41. Lad [a,b] vrere et ai'sluttet interval. Lad 

(fn ) vrere en i'¢lge ai' dii'ferentiable i'unktioner f n :[a 9 b] ind i 

R, hvis dii'ferentialkvotienter fl :[a,b] ind i It er kontinuerte. n 

Hvis f01gen (rrekken) (i'n) er punktvis konvergent med grrensefunk-

tion (Sl~) i':[a,b] ind i R, medens i'¢lgen (rrekken) (i'~n) er li­

gelig lwnvergent med grrensefunktion (sum) g:[a,b] ind i It, da er 

l' diff'erentiabel pa [a 9 b] med g som differentialkvotient. 

::=levis. Ai' (1" ) -t g ligeligt pa [a,b] i'¢lger, at g er kon-· 
n 

tinuert, og for x E [a,b] far vi af sretning 2.40, at 
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altss., idet vi udregner integralet pa venstre side 

( f ( x ) - f (a)) ~ JX g ( t ) d t , 
n n a 

men i:f¢lge det gi vne har f¢lgen pa venstre side gramsevoordien 

f(x) - f(a), sa far vi 

f(x) = f(a) + J:g(t)dt , 

hvill~et netop viser, at f er differentiabel, og at f! = g. Re­

sultatet vedr¢rende rookker udledes u~iddelbart af resultatet 

vedrvJrende f¢lger. Dermed er sootningen bevi st. 

P¢r vi for alvor kan drage nytte af begrebet ligelig lwn-

verGens, rna vi have nogle simple kriterier til radighed, som 

g¢r det muligt at unders¢ge, om en rookke konvergerer ligeligt. 

Sootning 2.42. Lad M vcere en vilkarlig moongde og (fn ) en 

f¢lge af afbildninge1" f'n:1vI ind i C. Lad (an) vcere en f¢lge af 

posi tive tal, saledes at \in E: N \ix E: M (Ifn(x) I ~ an) (vi siger 

da~ at 1"cekken (an) er en majorantrookke for rookken (fn )). Hvis 

roo1d<.:en (an) er konvergent, e1" rookken (fn ) absolut og ligelig kon-

vergent. 

Beviso Lad 8 voore et positivt tal. Da rookken (a ) er kon­n 

ve1"gent, kan vi voolge N E: N~ saledes at 

n+p 
\in ~ N \ip E: N ( ~ ak ~ 8). 

k:n+1 

For n ~ 1': , p E: N 9 X E: M har vida 

n+p n+p n+p 
I ~ fk(x)1 ~ ~ Ifk(x)1 ~ ~ ak ~ 8 , 
k=n+1 k=n+1 k=n+1 
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hvilket viser~ at at'snitst'¢lgen t'or rrekken (t' ) er ligeligt t'un­n 

damentalt'¢lge, altsa ligelig konvergent It'¢lge sretning 2.36. 

Elcsempel. Hvis rrekken (b ) er absolut konvergent, og (A ) 
n n 

er en vilkarlig reel talt'¢lge 9 er rrekkerne (bn sin AnX) og 

(bn cos AnX) ligelig konvergente pa hele R. Ved 

~(x) ~ ~b sin A x og ~(x) = ~b cos A x det'ineres saledes kon-n n n n 

tinucrte t'unktioner ~,~:R ind i R& Hvis talt'¢lgen (An) specielt 

er 1)egrE8nset, er ogsa rrekken ~ A b ab solut konvergent.9 og ~ og nn 

~ er da dit't'erentiable med ~I(X) = ~ b A cos A x og n n n 

Sretni!l.R 2&43. (Abels kriterium). Lad IiI vrere en vilkarlig 

mGBn[~clo og lad (t'n) og (gn) vreI'e t'¢lger at' af'bildninger t'n::rvr ind 

i C, gn:I~1 ind i [0.900[, som tilt'redsstiller t'¢lgende betingelser: 

n 
1 ) • :::lIe E: R 'v'n E: N 'v'x E: M (I ~ t' k ( x) I ~ K) 

k=1 

3). (gn) ~ 0 .9 ligeligt. 

Da er rml{lten (t'ngn) ligelig konvergent. 

Bevis. Lad 8 vrere et positivt tal p Lad K vrere valgt i 0-

verensstemmelse med 1). Lad N E: N vrere valgt.9 saledes at 

Nu har vi 

n+p 
'v'x E: M ( I ~ t' k ( x) I ~ 2K) 9 

k=n+1 
'v'n E: N 'v'p E: N 

og t'or n ~ N.9 P E: 1), x E: l'H har vi dert'or it'¢lge sretning 2.28 



Mat 1~ LA 1966-67 MA 2.37 

og sretningen f¢lger derefter af sretning 2026. 

Eksempel. Lad 0 vrere et posi ti vt tal. Vi definerer M c C 

ved hI = f zll zl = 1 og I z-11 :f oJ. Vi har da (se beviset for 

sretning 2.31) 

Nar (an) er en aftagende f¢lge af positive tal og (an) -+ 0, far 

vi derfor~ at rrekken (anzn ) konvergerer ligeligt pa M5 Vi sretter 

z = cos G + i sin 9, og betingelsen I Z-1/ L 0 giver da 

hvil1wt er ensbetydende med 

1 - cos 9 > 402 
= 2 • 

Pa punktmrengden f9 E R/1 - cos 9 :f ¥2J viI rrekken (n-1 sin n 9) 

konvergere ligeligt, og derved ({J(g) = ~n-1 sin n 9 definerede 

af'bildning er derfor kontinuert pa den nrevnte punktmrengde, og 

da 6' er et vilkarligt positivt tal, medf¢rer det, at ({J er konti­

nuert pa R\2ff Z. En nrermere unders¢glese viI afsl¢re, at ({J vir­

lcelig har diskontinui teter i punkterne af 2ff Z. 

Sretning 2.44. (Abels kri teri urn). Lad M vrere en vilkarlig 

mC3D[;de og (gn) en f¢lge af afbildninger gn:M ind i [o,ooJ salo­

des at fyHgen (gn(x)) for ethvert x E !vI er aftagendeo Hvis g1 er 

begrrenset, og (an) er en kompleks talf¢lge, for hvilken rrekken 

(a ) or konvergent, da er rrekken (a g (x)) ligeligt konvergent. n nn 



Ma t 1, rvIA 1966-67 

Boviso Vi vrelgor K~ saledes at I gi (x) I ~ K for a110 x E M. 

Lad 8 vrere et positivt tal. Vi vrelger N E N~ saledes at 

n+p 
'lin ~ N 'lip E N (I ~ an I ~ R). 

k=::n+1 

og sretningen f¢lger af sretning 2.26. 

I det f¢lgende viI det vrere hensigtsmressigt at rendre be­

tegnelserne p saledes at index i en f¢lge l¢ber fra 0 i stedet for 

1. Vi kunne betegne f¢lgen (a 1)? men vi viI tillade os at be­n-
holde botegnelsen (an) for f¢lgen (anln E foJ IJ N)o 

Definition 2.45. Hvis (an) er en kompleks ta1f¢lge 9 kaldes 

rreluwll. (anzn ) en potensrrekke. Tallene an kalde s potensrreluwns 

koei'ficionter. 

Det er klart~ at en potensrrekke altid er konvergent for 

z = 0 mod sum a • Det lwn ind trcefi'e ~ at potensrceJcken ikke er kon­o 

vergent for nogen anden vrerdi af z. 

n 
v1'-n-n-z-n-r", = I nz I ~ og for 

z t 0 gmlder (Inzl) ~ 00 • Ai' rodkriteriet f¢lger, at rreldten ik-

ke er lwnvergent for z t- o. 

Smtning 2.46. Hvis f¢lgen (a zn) er begramset i'or at n 0 

Bevi So Vi vce1ger K E Ito saledes at I a zn, ~ K for aIle n. , n 0 -

Herai' f¢lger 
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og i'or 1 z 1 < 1 Z 0 1 er (K I z: In) en konve r gent kv otien trroklw. Sam­

menligningskri teriet medt'¢rer deref'ter, at rrelu\:en (I a zn/) er 
n 

konvergent, altsa at (anzn ) er absolut konvergent. 

2f8tnins; 2.470 Til enhver potensr83klce (anzn ) svarer R E :R~:~ 

saledGS at r83uen (a zn) er absolut lwnvergent;l hvis / z/ < R9 n 

divGrgent$ hvis /z/ > R. 

Bevis. Hvis r83kken kun er konvergent f'or z = 0 9 passer pa­

standen £'or R = O. Hvi s r83kken ( anz on) y hvor z 0 ~ 0 y er lwnver··" 

gent9 or f'¢lgen (anz o n) begramset, og s83tning 2~Lt6 giver da 9 at 

r831cken er absolut konvergent £'01' aIle z med 1 z/ < / zo/ 0 Lad A 

vcere mcengden at' positive tal 1" med den egenskab, at r83klwn (anz
n

) 

er konvergent t'or aIle z med /z/ < r. Vi s83tter R = sup A. For 

et z1 med / z1/ < R kan vi v83lge 1" E An] / z1/ ~ R[ ~ og r831clwn er 

da absolut lwnvergent £'01" aIle z med / z/ < 1"9 al tsa er rrekl{en 

(an z 1
n ) absolut konvergent. Hvis rrekken (anz 2

n ) er konvergent~ 

er (som vi sa ovenf'or) r83kken (anzn ) absolut konvergent £'01' et­

hVGrt z med Iz/ < /z2lo Det betyder9 at ]09/z2/ [ c A9 altsa 

/z2/ ~ Re Dermed er s83tningen bovist. 

pef'inition 2.48. Tallet R i s83tning 2.47 kaldes lwnvel'­

gensradius £'or potensrrokken (anzn ). Punktm83ngden fZEC/ Iz/ < R1 

l\:alde s potensrrekkens konvergenscirkelski ve. Punktmrongden 

fz~c/ Iz/ = R1 kaldes potensr83kkens konvergenscirkel. Intervallet 

]-R9R[ kaldes potensrrekkens konvergensinterval. 

S83tning 2.490 

dius R9 viI det t'or 

Hvis potensr83kken (a zn) hal" konvergensra­
n 

R1 E ]O,R[ g831de 9 at potensr83klwn konverge-

reI' ligeligt pa cirkelskiven fzEC/ /z/ ~ R11. 
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Bevis. Rrek}:en (anR1 n) er absolut konvergent. Altsa er rrok,­

ken (I HnlR1 n) konvergent. For aIle n E: N tJ ~01 og aIle z E: C 

med Izl ~ R1 er /anzn / ~ /an /R1
n • Fastanden ~¢lger der~or a~ 

sretnil1£:, 2.42. 

Sretning 2850. Konvergensradius R ~or potensrrekken (anz
n

) 

er bestemt ved, at 

n 
R-1 = lim sup ( ~). 

Hvis ~¢lgen('~n+rl) er konvergent, er dens grrensevrerdi R-1 
0 

an 
n n 

Bevis. Vi har lim sup (vl nl = /zllim sup ( vra:T), og a z n n 

potensrrol{ken er konvergent, hvis dette tal er < 1 og di vergent9 

hvis de+: er > 1. Hera~ t'¢lger den ~¢rste pastand umiddelbart e 

Hvis ~ ( n+1 ) 
an 

n+1 
~ c , har vi (,an+1z /) ~ c/z/ 9 og potensrrekken 

/anz
n

, 

er konveI' gent 9 hvi s denne grrensevrerdi er < 1 og divergent, hvi s 

den er > 1. Dermed er srotningen bevist. 

I stedet t'o:-:> at sige, at potensrrekken (a zn) er };:onvergent, 
n 

n er det :3elv~¢lgel:Lg t'uldt l{orrekt at sige, at summen :8an z el{-

sistere::'. Pra nu at' viI vi ogsa tillade os at sige 9 at summen 

n 2an z e~ konverge~t9 selv om dette strengt taget er ganske uden 

mening 0 Vi viI ogl3a tillade os at sige rrekken 2a zn, sel v om det-
n 

te ogsa er ukorrel:t, idet symbolet er rcekkens sum. Det svarer 

ret n¢je til, at nan tillader sig at sige t'unktionen ~(Z)9 selv 

om ~(z) betegner :f'unktionsvrerdien. Forsyndelsen giver os mulig-

hed ~or mere bekvE'mt at opskri ve potensrrekker 9 hvor nogle at' de 

t'¢rste l(oet'~icienter er 0 eller hvor hver anden koe~~icient er Os 

idet vi Imn vrolge indices pa passende made og skrive summations-
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gr~nser pa. F.eks. 

00 n 00 z2n+1 
~ L 9 ~ 

n=1 n n=O 2n+1 

00 z2n+1 
? ~ (_1)n __ _ 

n=O (2n+1)! 

Undertiden viI man ~oretrreltke at skrive nogle a~ de f¢rste led: 

2 z3 z z 
1 + - + -+ ••• 2 3 

z z3 z5 
T + 

3 
+ 

5 + o •• 

z z3 z5 
IT+ 31+ - - • 0 • 5! 

(der sImI altid vrere tre priklcer). Det er nyttigt under visse 

omst;:.mdigheder at tillade tomme produkter at optrrede 1 og et tomt 

produkt tillregges vrerdien 19 Iigesom den tomme sum tiIIregges vrer-
o 

dien O. Velkendt er a= 1 (~or a =1= 0). Vi viI ogsa benytte 

o l :::: 1 ; (n) nl 
p = pl(n-p)l (n) o = 

sa vi har 

00 zn 2 z3 
~ 1 z 

n( = + z + 2T + 3T + ••• 
n=O 

00 z2n 2 z4 
~ (_1)n 1 z 

= - + . . . . 
n=O (2n) ! 2! 41 

Dksempel. Lad os bestemme konvergensradius ~or de ovenf'or 

a~~rte potensrrekker. Rrekkerne 

~ (_1)n-1 £: 
n=1 n 

og 
00 z2n+1 
~ (_1)n~_ 

n=O 2n+1 

erbegge betinget konvergente ~or z :::: 1. Det meM¢rer, at begge 

rcekkcr har konvergensradius 10 M sretning 2.50 ~¢Iger~ at l{on-
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vergenflradi us kun afheenger af koeffi cienterne s numeri sIte veerdi D 

Altsa t.ar 

00 

og 

ligolodes lwnverf'ensradius 1. For 

(2n+1 ) ! 

f " I ~r,±iL d' 1 1 1 I 11 
ar 8~T veer lerne n+1~ (2n+T),C2n+2) og (,,2n+ff( 2n+3) a e 

n a 
tre tilf'eelde far vi (.LI~+_~_) -7 0 9 og lwnvergensradius or derf'or 

n 
00 • R~akkerne konvergerer derfor for aIle komplekse veerdier af z. 

Det samme viI fortsat gcelde, efter at vi i de to sidste reeldter 

2 har erstattet z m3d z y og det ¢delmgges heller ikke veel!} at den 

sidste reeldte multipliceres med z. Altsa har 

00 2n 
~ (_1)n -(~ og 

n=O 2n): 

00 2n+1 
~ (-1) n TiL...:-::t\T' 

n=O \ 2n+1 )! 

konvergensradi us 00 0 For rreldten 

2 
I a n+1 1 La

n+11 far vi ( n~1) altss. ( 1 7 
0 de nne rceklce har = -7 sa 

lanl 
9 

lanl 

konvergensradi us 1 • For z = 1 er rceldcen aosolut konvergent y og 

det medf¢rer? at den er absolut konvergent for aIle z med 

og ligelig konvergent pa cirkelskiven fz E oj Izi ~ 130 

8retni:gg 2.51. Potensrceldmrne (anzn ) 9 (nanz
n

) og 

( (n+1)a 1 zn har fmmme kOn\Tergensracli us. n+ 

I zl ~ 1 
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1 nr-:- . 100' n 
. V' 1.- t t ( og n) ~ 0 • og da log v n :: ~n - , Bevls. 1 llar se ~ an' 

og da eksponentiElfunktionen er kontinuert, f'ar vi heraf' (hvad 
n 

vi allerode tidligere har benyttet)9 at ( yin-) ~ 1. For et pas~ 

sende 1: > 1 har vi derf'or 
n n n 
vra;J ~ v'nl ani ~ k vra;J , 

hvi lIce t me df'¢ reI' , at 

n n n 
lim sup ( vITQ") ~ lim sup ( v'nl ani) ~ k lim sup ( vITQ") 9 

og da dotto er rigtigt I'or ethvert k > 1, slutter vi, at 

n n __ ~ 
lim sup ( vITQ") = lim sup ( Vi1l an D ~ 

og sCBtning 2.50 medf'¢rer derf'or, at de to f'¢rste potensrcekker hal' 

samme konvergensr::tdius. Det er klart, at rcekkerno (na zn) og n 

((n+1 )a
l
1+1 zn+1) har samme konvergensradius 9 og det er ogsa klart, 

at udeladelsen af' en f'aktor z ikke viI cendre konvergensradius. 

Dermed er scetningen bevist. 

Scetning 2.52. Lad (anzn ) vcere en potensrcekke~ hvis koef'­

f'icienter er reelJe, og lad R vcere dens konvergensradius o Den 

vod :f(x) == ~anxn c.ef'inorede f'unktion f': ]-R,R[ ind i It er d.i:ff'e­

rentiahclj> og f't(x) = ~(n+1)a 1xn. n+ 

Bevis. If'¢lge scetning 2.51 har potensI'cekken ((n+1)a 1zn) n+ 

konvergensradius R. For R1 E JOj>R[ er potensrcekken ((n+1)an+1X
n ) 

if'¢lge scetning 2.49 ligelig konvergent pa intervallet ]-R1 l>R 1[, 

og af' scetning 2.41 f'¢lger deref'ter f'or x E ]-R1,R1[9 at 

f' t (x) = dd (f'(x)-s ) = d ~ a xn+1 = 
x 0 dx n=O n+1 

00 n 
~ (n+1)a 1x 

n=O n+ 

Da dctto gcelder f'or ethvert R1 E ]O,R[, er scetningon dermed bevis't~ 
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log(1+x) = ~ (_1)n-1 
n=1 

n 

xn 
n 

Bevis. Potensrrekken (~) har konvergensradius 10 For z = '1 n 

er rwkken betinget konvergent. Altsa def'inerer 

~ (x) = 
00 n 
2j (_1)n-1 .L 

n n=1 

en ai'bilfu1ing ~:J-1y1J ind i Ro For x E J-1,1[ har vi if'¢lge 

scetning 2.52y at 

Altsa er ~(x) - log(1+x) konstant pa J-191[y og ved at srette 

x = 0 ser Vi9 at konstanten er O. Dermed har vi vist y at ~(x) = 

log(1+x) f'or x E J-1 9 1[9 og vi mangler blot at vise 9 at ~(1) = 
(~ )n:~. log 2. Sretning 2.44 med g (x) = xn og a = ~ f'ortreller, at 

n n n n 
rceldten (( -1 )n-1 .L) er ligelig lwnvergent pa intervalle t [0 91]. 

n 

If'¢lge sretning 2.37 er ~ altsa kontinuert pa intervallet [091J. 

Da den ved ~(x) - log(1+x) def'inerede f'unlttion er kontinuert pa 

[O,1J og identisk 0 pa [091[ er den 0 ogsa f'or x = 1. Altsa 

~(1) = log 2. Derned er sretningen bevist. 

Eksempel. Don f'undne rrekkeudvikling g¢r det muligt at be-

regne en tabel ovur naturlige logari tmer. Pa grund af' :funldio-

nalligningen log(xy) = log x + log y er det f'ornuf'tigt f'¢rst at 

udregne logaritmerne af' de sma primtal. Rrekkeudviklingen 

00 klln- 1 1 1 log 2 2j -1 1 = = - 2 + - - • • 0 

n=1 n 3 

konvorgcrer sa darligt9 at den er helt uanvendelig til numerisk 
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beregning at' log 2. En vis t'ordel opnar vi~ ved at vi har 

log ill 10g(-'f+X) 10g(1-x) = -1 .... x 

al tsa 

log 1+x = 
1-x 

00 x2n+-1 
2 ~ --

n=1 2n+1 

00 

= ~ 

n=1 
(_1)n-1 

n 00 n x 
~ 

x - - - -n n=1 n 

o •• ) 0 

For x = ~ t'as 
1 

med x::: 9~ 

log 2 at' denne udvikling. Endnu hurtigere gar det 

1 2 F ~ ~o • 1 128 som giver os og 4. or x = 253 Lar Vl og 125 ~ 

og sa har vi log 2 = log ~~~ + 3 log ~ og deret'ter 

log 5 = log ~ + 2 log 2 • Dernrest udregner vi log ~6~ og dermed 

h . 1 V t 2Q. ill " ar Vl og 3. i t'or sretter med log 49 og log 120 ~ som glver os 

log 7 og log 11. Resten gar let. De kendte logaritmer viI snart 

ligge tret nok til~ at de ¢vrige kan t'indes ved interpolation. 

Vi skal vise en opstilling til udregning at' log 2 med 8 decimaler. 
4 

n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
• 

0.11111 11111 

0.01234 56790 

0.00137 17421 

0.00015 24158 

0.00001 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

69351 

18817 

02091 

00232 

00026 

log 5 = 4 

n 

0.11111 11111 

0.00045 72474 

0.00000 33870 

0.00000 00299 

0.00000 00003 

0.11157 17757 

0.22314 355 • 
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Afrundingsfejlenes virkning pa summen er mindre end 3 i sidste 

decimal. De bortkastede led er langt under 1 i sidste decimal. 

Den samlede indflydelse pa slutresultatet er saledes under 7 pa 

tiende decimal, sa de anf¢rte 8 decimaler er aIle sikre. 

Eksempel. F¢lgende lille regning illustrerer~ at summen 

af en betinget konvergent rrekke kan amdres ved omordning af led-

dene: 

log 2 1 1 1 1 1 1 1 1+ 1 _1 
= - - + - 4 + - 6 + + 2 3 5 7 8 9 10 ••• 

1 log 2 1 1 1 1 1 
= - 4 + 6" + 2 2 8 10 00. 

.2. 2 1 1 1 1 1 1 + 1 2 log = + - 2 + + - - "4 + 3 5 7 9 
o •• 

Sretning 2.54. n Lad (anz ) vrere en potensrrekke med reelle 

koefficienter og med konvergensradius R. Den ved f(x) = ~a xn n 

definerede funktion f:J-R,R[ ind i R er vilkarlig ofte differen~ 

te tiabel, og dens p differentialkvotient er 

00 

(n+p)! a xP = p! 
nl n+p 

00 

~ (n+P)a xP 
P n+p • n=O 

Bevis. Umiddelbart ved gentagen anvendelse af sffitning 2.52 

kontinuert med sretning 2.51. 

Sretning 2.55. Lad a vrere et positivt tal, og lad f:J-a,a[ 

ind i R vrere en funktion, der kan udvikles i en konvergent potens-

rc:eldce? a1 tsa 

f(x) = 

Da er f vilkarlig ofte differentiabel, og f(P)(O) = pi a 
p 
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Bevis. F¢lger umiddelbart a~ swtning 2.54. 

8retningen viser~ at en reel ~unktion h¢jst pa en made kan 

udviklcs i potensrwkke 9 og udviklingen er 

co 

~(x) = 2j 

n=O 

n x 

Swtning 2.56. For to vilkarlige potensrrekker (anzn ) og 

(bnZn ) gwlder~ at hvis der ~indes et positivt tal a~ saledeB at 

da er a = b ~or aIle vwrdier a~ n. n n 

Bevis. Vi sretter cn = b - a og ~or x E ]-a 9 a[ har vi da n n 
~ 

n 
0 For hvert skriver vi c' ic" c V c tt E R c x = n cn = + . 

n • n n , 
n' n ' 

og vi har da 2j c' n 
2j c" n 

0 ~or aIle x E ]-a,a[. At: sret-x = x = n n 

ning 2.55 ~¢lger nu, at c' = c" = 0 ~or aIle n. Dermed er sret-n n 

ningcm bevist. 

Scetning 2.57. Lad (anzn ) og (bnZn ) vrere potensrrekker 9 som 

beggc har konvergensradi us ~ R > O. For / z/ < R grelder da 

2j n + ~ bn 
zn ~(a +b )zn a z = n n n 

og 
n zn n n 

~ a z ~ bn = ~ cnz , hvor cn = 2j akbn_k ~ n k=O 

Bovis. Den :f¢rste pastand er indlysende. A~ sretning 2.24 

~¢lger 

og ved sretning 2.22 ~ar vi dere:fter 

a b 
P q 
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og dermed er sretningen bevist. 

9§tning 2.58. For p E :N-

, " ...... 
00 1 lj 

(1_z)p+1 = 
n=O 

Bevis. For XE]-1~1[ er 

at 

1 
1-x = 

a b zn = lj 
p n-p 

og I zl < 1 er 

(n+p) zJ;l • p 

og vodldit't'er~ntien p gange og dividere med pI t'ar vi it'¢lge 

sretning 2.54 
" -. . . 

1 00 

,',1 ,.:../ ,> '"1 t:' 
-.", ",' _"'" i-, 

At' sretning 2~ 57 t'¢lger 9 ~f'( 1..:.~)-p:"1 kan udvil\:l~s i en potens-

rq:lkkp ,meQ,. 1{QnvGrg~n.era4,i1iu?,~1,. At' sretning 2.56 t'¢lger dornrest9 
-.'+;- - '. . .- ',.1 _.'.' ..... _L("; _.' ••.. ,' ...... ," 1 

at del1lle potensrrekke er identisk med den allerede t'undne. Der-
• '.' I _ i _ .' -:. ' ~ . t~· \ - :' - ..,.', 

me d e I' Sa:) tnt nge Ii 'Se'v i st.' 
''': .!. 

Ved at ers~:!!~ ... z med ~ t'&:r;'v;i,) ;;' 
, , 

( ,.!.,~ :::: 

1 :::; (n+p) -n-p-1 n 
(ex-z )~+t ,n=O: ,P" ex z 'J 
;. ," ~ " . J, .: .... ~ , '.' : \ [ , 

hvor potensrrekken h~r ko~vergensradius lal. Herat' t'remgar? at 
•• .' ~, • 'J 

enhver partialbr¢:{' < a j".C, hvor ex ~ 0 'J kan udvikles i en po-
. (z-ex)p 

t'ensrGBh:lc0 .:'SOIll' ,ffap;l{on:verge-nsradlUS' "·Itx~'. De:t' m:edf'¢ilel~J,igeY1:'; ,ei,.ct 

ehhVO-r lJrUde·n rational funktion 9 hvis nrevner ikke har 0 som rod') 

kan udviklos i potensrrekke. 

: f '_ i 
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Definition 2.59. Hvis potensrrekken (a zn) har konvergens­
n 

radius R > 0 og summen f(z) = ~ anzn, definerer vi den pte dif-

fercntialkvotient af f ved 

00 

Ved gentagen anvendelse af sretning 2.51 ser Vi9 at f(P)(z) 

virkelig er defineret for I zl < R, og af sretning 2.54 fremgar, 

at dcfinitionen stemmer overens med den sredvanlige y nar aIle 

koefficienterne samt z er reelle. 

~retning 2.60. (Taylors formel for en potensrrekke). Hvis 

potensrrekken (a zn) har konvergensradius R > 0 og summen f(z) = n 

~ anz
n

, har vi for Izi + Ihl < R, at 

00 

f(z+h) = ~ 
p=O 

Bevis. Rrekken (Ianl (izi + Ihl )n) er konvergent, og ved bi­

nomialformlen og sidste del af sretning 2.22 far vi derfor 

er s~mmabel. Det samme grelder, nar vi sletter numerisk-tegnene, 

og regningen kan da gennemf¢res bagfra uden numerisk-tegnene, sa 

vi :far 

f(z+h) = ~ 
O~p~n<oo 

og :fornyet anvendelse a:f sretning 2.22 giver 
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f(z+h) = 

Her er 

og dermed er sretningen bevist. 

Sretningen udtrykker, at f(z+h) for fast z kan udvikles i 

en potensrrekke med konvergensradius L R - /z/ • 
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Opgavero 

Am besten ists auch hior.9 wonn Ihr 

nur Ei nen har t , 

Und at des Meisters VVorte schwart. 

Goethe. 

Opgaver. 

Indledning • 

Det or ikke en egentlig rutineopgave at unders¢ge 9 om en 

rce::lw er lwnvergent. Dertil er der tor mange konvergonskri terier 

at vcelgo imellem. Lad os tors¢ge at behandle et tiltreldigt valgt 

eksempel: 

Por hvilke vrerdi er at .p E: R er don uendelige rrelcke 

n 
( VIi - 1 I 
~ (log(n+1)).P ) 

konvergent ? 

R~~{en har positive ledo Betinget konvergens kan altsa Ia­
n 

des ude at betragtningo Da ( VIi ) ~ 1~ viI ledene i den uende-

ligo rreklw ga mod 0.9 i hvert fald for p > o. Der er al tsa hab om 

l{onvergons. Rodkri teriet virker ikke tillokkende.9 og kvotient-

kriteriet egentlig heller ikke. Det ser ud til.9 at vi rna sarn-

rnenligne med en 'passende rrekko. Disse overvejelser leder os til 

orkendelse at, at det centrale sp¢rgsmal er: hvor stor er egent­
n 

lig vn-1. 

Mere psykologisk botonede betragtninger kornmer vel ogss. 

ind i billedet. st¢rrelsen (log(n+1))P er jo langsomt voksende 

for .p > 0 og langsomt aftagende tor p < 0 0 Dertor er der egentlig 



Indledning 2. 

Opgaver 

iklce srerlig stor chance t'or, at vrerdien at' p overhovedet har 

indt'lydolse pa konvergenssp¢rgsmalet. Disse overvejelser leder 

tarutorne hen pa sretning 2.16~ som viser at vrerdien at' p kan vrere 
n 

udslagsgivende t'or konvergenssp¢rgsmalet~ hvis vn - 1 er omtrent 

n11 (oller ~)o Idet vi venter? at opgavestilleren har s¢rget t'or, 
n 

at v<.erc1ien at' p spiller en rolle, tl'or vi, at v'n-1 er omtrent 

~ og vi stiler mod at vise dette. Denne slags overvejelser er 

sEl·l vf'¢lgelig ikke sikre. Af og til m¢der man opgaver ~ hvor sva-

ret or lifor aIle pI! eller "for intet pll • 
n 

St¢rrelsen vn er i sig selv uhandterlig? men dens loga-

ri tme 1 er n log n? hvilket ser mere overskueligt ud. Vi ved? at 

(1 log n) ~ 0 • Hvorfor ikke pr¢ve at skrive det: n 

n * log n 
vn-1=€ -1= 

1 log n n 0 e - e 

hvor dot sidste bare er en nrerliggende indskydelse. Vi kan jo se 

pa dif'ferenskvotienten 

1 - log n 
en 

1 log n 
n 

o 
- e 

som gar mod dit'ferentialkvotienten at' eX for X = O. Vi har al tsa 

n 
( vn - 1 '\ ~ eO = 
\ ~ log n ) 

1 ? 

og dar oksisterer derfor positive konstanter k1 og k2' salodes at 

k 199n 
1 n 

log n 
k2 n 

Sammenligningskriteriet giver nu, at rrekk:en forholder BOg som 
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Opgaver. 

( log n 1 rrelcken ~ - ) og den f'orholder sig vel igen som 
n(log(n+1))P !I 

( log(n+1) ). Altsa konvergens f'or p > 2, divergens f'or 
(n+1)(log(n+1))P 

p ~ 2. 

Vi ma nu ga regningerne kritisk igennem. Sa lrenge vi bare 

f'umledc med opgaven trenkte vi pa store vrerdier af' n, og dct er 

f'ornuf'tigt nu at se ef'ter, om sma vrerdier af' n giver anledning 

til s<.8rlige problemer. Vi seI', at n = 1 giver 0 i mevneren f'lere 

stedcr, men det f'¢rste led i den givne rcekke cr 0 9 sa vi kan helt 

udelade vrerdien n = 1. 

En mulig redaktion af' besvarelsen: 

Rcelckens f'¢rste led er O. AIle de ¢vrige led er positive. 

Da f'unkti onen eX har dif'f'erentialkvotient 1 f'or X = 0 9 har den 

ved ~(eh_1) def'inerede f'unlction grrensevcerdien 1 f'or h ~ 1 a Idet 

log n vi udnyt ter 9 at ( ) ~ 0 f'¢lger heraf', ide t vi srot ter 

h = log n at 
n !I 

n 

n 
( vIi - 1 ) l log n ~ 1 !I 

n 

hvor n = 1 trenkes udeladt. Idet f'¢lgen er begramset og har po­

sitive led, kan vi vrelge k1,k2 E J0900[, saledes at 

n 
~ vIi - 1 

For n > 1 e:c> 

n 
vD "- 1 ----

(log(n+1 ) )p 

log n 
k2 

n(log(n+1 )p 

log n 
k2 n • 
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Opgavero 

og sammenligningskriteriet kombineret med sretning 2.16 giver, at 

den givne rrekke er konvergent for p > 2. 

For n > 1 er log(n+1) < 2 log n? og derfor far vi for 

p ~ O~ at 

n 
vIi - 1 

(log(n+1) )p 
log n 

k1 
n(log(n+1 »p 

og sammenligningskriteriet giver nu~ at rrekken er divergent for 

o ~. p ~ 2. 

For p < 0 er 

n 
vIi - 1 

(log(n+1»P 

n 
~ vIi - 1 

log n 
k1 n 

og sammenligningskriteriet giver~ at rrekken er divergent. 

En del af de f¢lgende opgaver skal illustrere begrebet 

ligelig konvergens, og disse opgaver er ikke i egentlig forstand 

problemer,9 og "l¢snihgen" af dem viI ikke volde vanskeligheder. 

At udvikle en bruden rational funktion i potensrrel(ke er 

en rutineopgave i egentlig forstand: Den brudne rationale funk-

tion slcrives som en sum af plJJrtialbr¢ker, og hver af disse ud­

vikles i potensrrekke~ saledes som det er beskrevet efter sret-

ning 2.58. Det er den komplekse partialbr¢ksudvikling~ der kommer 

i brug, men for en bruden rational funktion med reelle koeffi-

cienter far potensrrekken selvf¢lgelig reel Ie koefficienter. Dette 

er ildce meget bevendt som kontrol pa? at man har regnet rigtigt. 



Opgaver 1. 

Lette opgaver. 

n 
1. Unders¢g~ om rrekkerne «vn - 1)n) og «log 2 log 3 ••• 1og(n+1»-1 

er lwnvergente 0 

( nl ) (illL)~) (~! 3) 2. Und0rs¢g9 om rrekkerne , f2llJT og 2n! er kon-
(2n) I 

vorgonte. 

3. Undcrs\?\g, om rrekkerne ( 1 n)' (( log( 1 + ~))n) og 
(log(n+1)) 

( Clog n log( 1 + ~)) n) er konvergente. 

4. Unders¢g, om rrekkerne ( 1 11 og (CIOg(n+1 ))-lOg n) er 
nlog(1+-) 

konvergente n 

5. Unders¢g, om rrekkerne 

og 

er lwnvergente. 

6. Udnyt de vurderinger 9 der benyttedes i beviset ~or integral­

kriteriet til at vurdere a~snittene i rrekken (n-1 )9 og ~ind 

derved ~rem til et sk¢n over 9 hvor mange led 9 der ma medtages 9 

~\()r summen overstiger 100. Hvorledes kan et n¢jagtigere sk¢n 

opnar ? 

7. Udnyt vurderinger, der minder om de i ~eviset ~or integral-

kriteriet benyttede til at vise 9 at ~¢lgen 

(1 + ~ + 1 + 0 •• + ~ - log n) 

er konvergent. Grrensevrerdierne kaldes Eulers konstant. Man 

vec1 ikke om Eulers konstant er rational eller irrational. 
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8. For hvilke reelle p og q med 0 < q < p konvergeror rrekkerne 

9. 

10. 

11. 

For hvilke 

For hvilke 

( P 
1 

q) og 
n - n 

( n 1 n). 
p - q 

reelle p konvergerer rrekken 

reelle p konvergerer rrekken 

Vis, at familien ((p+iq)-31 (p,q) E Z x 

maoel. 
2 . 

(e-(lOg n)p). 

n 
((Vii - 1)P). 

Z \ ~(o,o)l) 

12. Unders¢g om rrekken ( n +lj) er konvergent. 
1+in 

13. Vis den for IZ11 < 1 $ IZ21 < 1 gyldige formel 

• 

er sum-

14. Vis, at f'amilien ((p+q )zp zq I 
p 1 2 (p+1,q+1) E N x fu) er summabel, 

hvis og kun hvis I z11 + IZ21 < 1 • 

15. Undors¢g om rrekkerne (sin ~) , (sin ~) 
11 

og ((sin ~)2) er kon-

vergente. 

( 1 (nl' n1T)) 16. Vis, at rreltlcen Tn cos 2"' + sin"2' er konvergent. 

17. Lad p vrere et positivt ulige tal. Med pen) betegner vi den 

numcrisk mindste divisionsrest ved uf'uldstrendig division af' 

P i det hele tal n, altsa 

n = pq + p (n) , 'it E Z, I p (n) I < ~P 8 

Vis, at rrekken (log{~~{)) er konvergent. 

18. For hvilke x E :R er rrekken ((1 + ~ + ••• + ~) Si~ nx) kon­

vcrgent. 
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19. IJad (an) vrere en t'¢lge ~ 

verl:,ent. Vis~ at rrekken 

t'or hvilken rrelcken (a ) iklce er kon­n 

(nan) heller ikke er konvergent e 

20. For p? q E N definerer vi 

1 t'or p -- q 

a = pq [ -1 t'or p = q-1 

0 t'or p < q - 1 og for p > q 0 

Vis~ at begge dobbeltsummerne 

00 00 00 00 

2j( 2ja) 
p=1 q=1 pq 

og 2j ( 2j a ) 
q=1 p=1 pq 

elmi sterer.9 men at de har forske llig vrerdi. 

21. Vis, at en betinget konvergent rrekke (an) med reelle led kan 

.Q~ordnes, saledes at summen t'ar en given vrerdi c(begynd med 

sa mange positive led, at afsnitssummen Qverstiger c, der-

nrest sa mange negative led, at afsnitssummen netop bliver 

mindro end c, o.s.v.). 

(Vin1 )n . 22. Vis? nt rrekken ( + ~) er betinget konvergent. Hvilke 
n 

lwmplekse tal er sum at' rrekker, der t'as ved omordning at' den 

foreliggende. 

23. An[,i v en betinget konvergent rlliklce mod den egenskab, at et-

hvert komplekst tal kan t'remkomme som sum af en rffiluce der fas 

ved omordning af den t'¢rst nrevnte. 

24. Vis f¢lgende s::etning: Hvis rrelcken (an) er konvergent og t'¢lgen 

(bn ) har den egenskab, at rrekken (bn -bn+1 ) er absolut kon­

vergent ll da er rrekken (a b ) konvergent. n n 

25n Det antages ll at rffikken (an) er absolut konvergent, samt at 
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2 1). Vis, Vn(a f at rrekkerne n 

(a2 ) 
a 2 a 

, ( +) , (a ~) n a -1 n n 

er absolu~ konvergente. 

26. En f¢lge (fn ) af afbildninger fn:[O,~J ind i [o,ooJ er defi­

neret ved at 

for 
f (x) 

n 
for x E [~ , ~ J. 

Vis, at (fn ) er punktvis, men ikke ligelig konvergent, og an­

giv grrensefunktion. Unders¢g, om det samme grelder for f¢lgen 

(nPfn ), idet p er et naturligt tal. Unders¢g, om f¢lgen 

(J~fn(X)dX) og f¢lgerne (!:nPfn(X)dX) er konvergente. 

27. Lad m vrere et fast naturligt tal. Vis, at f¢lgen (fmn ), hvor 

f oR ind i R er defineret ved f (x) = (cos mlffX)2n er nunkt-mn' mn J:' 

vis konvergent mod en grrensefunktion fm og angiv denne grren-

sefuwttion. Vis dernrest, at f¢lgen (fm) er punktvis konver­

gent, og angiv grrensefunktionen. 

28. Unders¢g om f¢lgen (f ), hvor f :R ind i R er defineret ved 
n n 

fn(x) = nX(1 + n2x2)-1, er punktvis konvergent. Er f¢lgen 

ligelig konvergent ? Besvar de samme sp¢rgsmal for 

f (x) = n3x2(1 + n4x4)-1 • n 

29. Vis, at f¢lgen (fn ), hvor fn i Rind i R er defineret ved 
2n-1 2 . 

fn(x) = Vi n konvergerer puwctvis. Er funktionernc diffe-

rentiable ? Konvergerer f¢lgen ligeligt ? Konvergerer f¢lgen 

ligcligt pa begrrensede intervaller [-a,aJ ? Besvar de samme 

sp¢rgsmal for y = v(x2 + n-2 ). 
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30~ Unders¢g, om den ved fn(x) = xn - xn+1 definerede f¢lge (fn ) 

af afbildninger f n :[0,1] ind i [0 9 1] er ligelig konvergent. 

2 2 
31. Unders¢g om rrekkerne (e-n (1+x » og (2-ncos n2x) er ligelig 

konvergente pa R. 

320 Undors¢g om 
00 

; en(x-n) f(x) ~ sin -n g(x) = 2 x og = 
n=O n=O 

definerer kontinuerte afbildninger 
, 

f9g: R ind i R .. 

33. Unders¢g om rrekkerne 

« )n -1 . 2n ) -1 n s~n x 
2 . x) 

og ( « -1 ) n e -nx s~ n n 

er ligelig konvergente pa hele R. 

34. Unders¢g om rrekken 

( si n ~ sin n x) 

er ligelig konvergent pa intervallet [-ff,ff]4 

35. Bestem konvergensradius for 

00 

og 
00 

~ 

n=1 

Unders¢g, om rrekkerne konvergerer pa konvergenscirkleno 

36. Samms sp¢rgsmal som, foregaende opgave for 

00 n 
~ ( vn + 1)n zn og 

00 n 
~ ( vn - 1)n zn 

n=1 n=1 

37. Samme sp¢rgsmal som i foregaende opgave for 

00 1 ( . n)n n 00 1 ( ITlT)n n Z n 1 + ~ z og ~ n cos ~ z • 
n=1 n=1 
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38& Hvis potensrrekken (anzn ) har konvergensradius R E ]O,w[? og 

k er et positivt helt ta1 9 hvilken konvergensradius har da 
k 

hver af rrekkerne (akzn ) , (a zkn) og (a zn ) • n n n 

39. Find en potensrrekkeudvikling far 

og for 

1 
222 (z -1)(z -2)(z -3) • 

40. Find en potensrrekkeudvikling for 

1 
2 z +2z+2 

41. Find en potensrrekkeudvikling for (1+x) log (1+x) dels ved di-

rekte udregning~ dels ved f¢rst at finde potensrrekkeudviklin-

gen for differentialkvotienten e Kontroller, at de saledes 

fUndne potensrrekker er identiske. 

42. Samme sp¢rgsmal som i opgave nr. 41 for (lOg(1-x))2 • Idette 

tilfwlde giver kontrollen anledning til en smule besvrere 

43. Vis, at «1+n-1)n) konvergerer mod e (udnyt~ at log«1+n)n) 

konvergerer mod differentialkvotienten af log i punktet 1). 

Find derved konvergensradius for potensrrekken (n!n-n znjn)O). 

Vanskeligere opgaver. 

44. Unders¢g om rrekken «log 109(n+2))-lOg log(n+2) er konvergent. 
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45e For yE Q, sretter vi ~(x) = q9 hvis x = Q , hvor q E N ~ og q 

br¢ken er u~orkortelig. Unders¢g, om ~amilien 

«~(x) )-3 I x E Q n [0,1]) er summabel. 

46. For v = 0,1~.oo,9 betegner vi med Av mrengden a~ de naturlige 

t~l9 som i 10-talssyst~met skrives uden ci~ret v. Vis, at det 

~or v = 0,1'00.,9 grelder, at (n-1 ln E Av) er en summabel ~a­

milie 9 medens ~amilien (n-1 In E N\UAv ) ikke er summabel. 

00 1 
47. Vis ~ormlen e = ~ (n!)- ved at udnytte, at 

n=O 
idet (1+n-1 )n udvikles e~ter binomialformlen og gramseover-

g811gen n -t 00 gennem~¢res. Det er n¢dvendigt at regne omhyg-

geligtl 

48. Vis de ~or alle n E N gyldige re~ationer 

"Ix E [n - 1 n+ 1] (1 2 1 - -L(x-n)) 
2' 2 x - n 2 • n 

Vis, at 

00 1 n+1 
:6 (- - ! dx) = 'Y' , 

n=1 n n x 

hvor y er Eulers konstant (se opgave 7). Udregn en tilnrermet 

vrerdi ~cr y ved at benytte den n¢jagtige sum a~ summons 10 

~¢rste led, medens de ¢vrige led vurderes ved hjrelp a~ de i 

opgavens indledning angivne uligheder. 

49. Vis pa grundlag a~ opgave 47, at e er et irrationalt tal 

(indirekte bevis.) 
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50. Visp at der til hvert reelt tal x E [O~1[ svarer en ~¢lge 

(an) a£ hele tal, saledes at 

\in E: l~ (0 ~ an ~ n-1) 
00 -1 

og x = ~ (n I ) an. 
n=1 

Visp at x er et rationalt tal, hvis og kun hvis 

3N E: N( (\in ~ N( an = 0)) v (\in ~ N( an = n-1))) 0 

Visp at ~¢lgen (an) er entYdigt bestemt ved x, hvis x er et 

irra ti onal t tal. 

51. Vis den £or p,q E: N gyldige ~ormel 

52, 

log 2 + 1 log 12. 
2 q 

Om en ~¢lge (~n) a~ af'bildninger ~n:[O,1J ind i [O,oo[ t@nkes 

~¢lgende at grelde ~or ethvert n E: N: 

1 ). £n(x) = 0 9 hvis x ~ n11 eller x ~ 
1 
n 

2). ~n er kontinuert. 

3). Maksimumsvrerdien a~ ~n(x) er ~ • 

Hvis, at rrekken (~n) er ligelig konvergent, men at rroldwn 

(~n) iltlce har nogen konvergent majorantrrekke (sml. s@tning 

2 .. L~2 ). 

53. Vis, at 
00 

~(x) = ~ cos n x 
n=1 n log n 

dG~inerer en overal t di~~erentiabel af'bildning ~::R\21r Z ind 

i R, og at di~f'erentiRlkvotienten er givet ved 
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00 - ~ 
n=1 

sin n x 
log n 

Opgaver 9 .. 

ViS, at rrehl{eudviklingen for ~ er divergent i punkterne af 

21T2, rnedens rrekl{eudviklingen ~or f t er konvergent ~or aIle 

x E R. Udled hera~, at den ved 

00 

g(x) = ~ 
n=1 

sin n x 
log n 

definerede a~bildning g:R ind i R er diskontinuert i punk­

tcrne 21TZ. 

54 .. Vis at ; zn! har konvergensradius 1, samt at 
n=1 

00 

~(z) = ~ zn! 
n=1 

ildw er begramset pa nogen radius 

! r ( co s ?r + i sin 7) I o.~ r < 1 1\ P E Z 1\ q E N 1 • 

Vis, idet Iz/ < 1, at Taylorrrehlten 

har lwnvergensradi us 1 - / z I • 

55. Vis, at det ~or 

~(z) = 

og Iz/ < 1 greIder, at 

~(z+h) = 

har lwnvergensradius 11-zl 0 (Unders¢g f¢rst 

ff(Z) = ~ zn = (1_z)-1). 
n=O 



Mat 19 tIii. 2, 1966-67 Opgaver 10. 

Svrere opgavero 

00 

56 .. Vis 9 at ~ (nl )-1 ~ (-1 )n(n.t )-1 -_ 1 . ddt ~ , og V1S erve, a 
n=O n=O 

0-
1 = ~ (_1)n(nI)-1 0 Udled herar, at 

n=O 

Here almindeligt grelder 

men det er meget vanskeligt at vise. Tal med denne egenskab 

kaldes transcendente, og aIle andre tal kaldes algebraiske. 

Idrengclen ar algebraiske tal er numerabel. 

57. Lad (rn ) vrere en f¢lge af kontinuerte runktioner f n :[O,1] ind 

i [o,ooL Det antages, at (rn(x)) er aftagende og konvergerer 

mod 0 ror ethvert x E: [0,1]. Vis, at (f ) er ligelig lwnvor­n 
gent (pr¢v indirekte). 

58. Lad b vrere et positivt ulige tal, og lad a vrere et tal i in­

tervallet JO,1[. Da definerer 

00 

W(x) = ~ an cos bn 
ffX 

n=1 

en lwntinuert a:trbildning W:R ind i R. 

For x E: R og n E: N vrelger vi ~ E: Z, sale des at 
n 

1 n 1 - '2 < b x - ~n ~ 2 ' 

og vi sretter 
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og danner differenskvotienterne 

og W~X+kn) - W(x) 

kn 

Opgaver 11. 

o 

Vi sleri ver disse som uendelige rrekker o Vis at leddene fra og 

mod dot nte aIle far samme fortegn i hver af de to rreIdcer? og 

vis 9 at summen af disse led~ nar b er tilstrrekkelig stor 9 

langt viI overveje summen af aIle de forudgaende ledo Foretag 

grrenseovergangen n ~ 00 9 og vis derved 9 at W ikke er diffe-

rcntiabel for nogen vrerdi af Xo Omhyggelig vurdering viI vi­

sc~ at dette indtrreffer 9 hvis ab > 1 + ~ • Eksemplet skyldes 

';;cierstrass og er det f¢rste eksempel pa en kontinuert$ intet 

stads differentiabel funktion. 

59. Van dor Waerden har givet et meget enkelt eksempel pa en kon-

tinuert9 intet steds differentiabel fUnktion. Han definercr 

cp ( x ) = ~ - x f or I x I ~ ~ 9 

1 oe s@tter cp(x+n) = cp(x) for aIle n E N og aIle x med Ixl ~ 2 • 

Dernrest sretter han 
00 

Vex) = ~ 4-ncp(4nx) 0 

n=O 

For x E R og n E N vre1ges hn = 4-n eller _4-n 
0 Ved for hvert 

n at vrelge fortegnet rigtigt opnar han, at h-1(V(x+h )-V(x)) n n 

blivcr lige, hvis n er lige~ og ulige hvis n er uligo$ og 

dot udelukker abenbart~ at f¢lgen af differenskvotienter kan 

vwre konvergent. 

Pr¢v 9 at gennemf¢re beviset. 
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60. Fa vor mange mader kan et bel¢b pa n d (d=pence) veksles i 

m¢nter med palydende 1d1 2d 9 og 3d ? 

Antallet er abenbart koefficienten til zn i rre~ceudvik~ 

lingen 

1 = ~ zn ~ z 2n ~ z 3n 
n=O n=O n=O 

og her kan venstre side udvikles i partialbr¢ker 1 som igen 

lenn udvikle s i potensrrekke 0 

Vis 1 at det s¢gte antal bliver det hele ta1 9 der ligger 
1 2 nrermest ved 12(n+3 ) • 
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Kapitel 3. 

Elementrere~ specielle fUnktioner .. 

Ergo er I en Hane 

Ludvig Holberg., 

Idette kapitel viI vi studere de trigonometriske fUnk­

tioner~ logaritme- og eksponential fUnktionerne 1 samt nogle med 

disse beslregtede fUnktioner. Et vresentligt ~ormal med dette ka­

pitel er~ at bestemme potensrrekkeudviklinger ~or nogle a~ de 

nmvnte ~unktioner .. Vi vil dere~ter benytte potensrrekkerne til at 

udvide ~unktionernes de~initionsmrengde til den komplekse plan. 

De elementrere ~unktioner er kommet til verden pa meget 

~orskelligvisp men i de ~leste gymnasieb¢ger f¢des logaritme- og 

eksponential~unktionerne af den matematiske analyse, medens de 

trigonometriske funktioner er a~ geometrisk oprindelse og de 

hviler i vresentlig grad pa det naive vinkel begreb 9 der ltendes 

~ra mellemskolen .. I det foregaende har vi brugt det naive vinkel­

begreb ved ind~¢relsen a~ argumentet ~or et komplekst tal. Dette 

har vi igen brugt ved bevi set ~or den associative lov ~or de kom­

plekse tals multiplikation9 men denne udledes let direkte af pro­

duktets de~inition. Desuden anvendtes vinkelbegrebet i beviset 

~or reglen labl = lal Ibl, men den kan ogsa let ~as direkte af 

definitionen. I¢vrigt er teorien ~or potensrrekker helt uafhrengig 

af vinkelbegrebet. Der er derfor fornuft i at genindf¢re vinkel­

begrebet for~ra ved udnyttelse a~ potensrrekker. 

Et vigtigt hjrelpemiddel er Taylors ~ormel~ som h¢rer til 

gymnasiepensum. Vi minder kort om de nne formel, og vi skal ogsa 

give et bevis for det. 
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Sretning 301. Lad f:[a,b] ind i R vrere n gange differen­

tial)el med f ~ , ••. ,f(n) kontinuerte .. Da er 

f(b) __ n;1 f(:;{a)(b_a)k + 1 /b f(n)(t)(b_t)n-1 dt , 
k=O (n-1 )! a 

hvor f(O)(a) betyder f(a). 

Bevis. Idet vi skriver f(O) istedet for f, har vi for 

k b k 
f(k)(a) Cb-a) + / f(k+1 )(t) (b-t) dt 

k! a kl' 

og endvidere er (svarende til k=O). 

Ved addition af aIle disse ligninger far vi netop den i sretningen 

anf¢rte formel. 

Sretning 3.2. Lad I ~ R vrere et interval, som indeholder 0, 

og lad f: lind i R vrere en n gange differentiabel funldion, hvi s 

n f¢rste dj.fferentialkvotienter er kontinuerte., For x E I grelder 

da 

f(x) 
n;1 ~(k)(O) x ( ) = ~ ~ _ _ k + 1 / f n (t)(x_t)n-1 dt • 
k=O k! x (n-1)! 0 

Bevis. Vi bemrerker f¢rst, at beviset for sretning 3.1 g@l­

der urendret, hvis intervallet er [b,a] istedet for [a,b]o Sa 
anvender vi sretning 3.1 med a = 0 og b = x, og den ¢nslcede for-

mel fremkommer. 

Sretning 3.3. Lad I ~ R vrere et interval, som indeholder 

0, og lad f:I ind i R vrere en vilkarlig ofte differentiabel funk-
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tion. Hvis det for ethvert x E I grelder~ at 

( 1 JX (h) ( ) ( )n-1 ) (n-1)~ 0 f t x-t dt ~ 0 , 

da er 
00 

f(x) = ~ 
n=O 

for x E I. Potensrrekken kaldes MacLaurin-rrekken for f. 

Bevis. Af sretning 3.2 fremgar~ at forskellen mellem f(x) 

og det nteafsnit af MacLaurin-rrekken gar mod 0, og deraf f¢lger 

pastanden umiddelbart • 

Den ved 

definerede funktion Rn:I ind i :R kaldes ~~acLaurinrrekkens (n te) 

restled. At (Rn) gar mod 0 punktvis pa I er en n¢dvendig og til­

strCBlclcelig betingelse for, at MacLaurin-rrekken er konvergent 

med sum f(x) for x ~ 1. For et interval [a~b] c I, hvis endepunk-

ter iklw er endepunkter for I, viI MacLaurin-rrekken da, som vi 

sa i kapitel 2, konvergere ligeligt, og restleddet viI altsa ga 

ligeligt mod 0 pa et sadan interval. Det skal tilf¢jes, at Mac­

Laurin-r@kken kan vrere konvergent, selv om restleddet ikke gar 

mod 0, men dens sum viI da afvige fra f(x). Det kan selvf¢lgelig 

udmrerket tcenkes, at MacLaurin-rrekken konvergerer pa et interval, 

der har I som regte delinterval, og vi minder om, at MacLaurin-

rreldcens maksimale konvergensinterval under aIle omstrendigheder 

er s~nmetrisk om O. 

mcsempel. For 
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er 

f(O) o for 

p>n • 

Idette tilfrelde er MacLaurin-rrekken altsa polynomiet selv. 

For 
00 

f(x) = Li 
n=O 

hvor potensrrekken har positiv konvergerlsradius~ far vi ligeledes 

f(n)(O) = nla for alle n, og potensrrekken bliver derfor sin 
n 

egen MacLaurinrrekke. 

Sretning 3.4. For alle x E R er 

00 x 
e = ~ 

Bevis. Funktionen eX er sin egen differentialkvotient. Rest-

leddet i derme funktions MacLaurin-rrekke bliver derfor 

() 1 jX t n-1 
Rn x = (n-1) 1 0 e ( x- t ) d t • 

Her er 0 ~ e t ~ e 1xl i hele integrationsintervallet. Fm~{tionen 
(x_t)n-1 har konstant fortegn i integrationsintervallet. Vi far 

derfor 

hvor numerisktegnet om integraltegnet er n¢dvendigt for negative 

Xo Vi udregner integralet og far 

Vi vrelger N ~ Ixl og for n > N har vi da 

I I IxlN Ixl 
IRn(x)1 ~ e x ¥ ~ 
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hvilleet viser? at (R (x)) ~ O. MacLaurin-rrekken er altsa konver­n 

gent. For x = 0 bli ver differentiaIkvotienten af enhver orden -1, 

og MacLaurin-rrekken reduceres derfor til den anf¢rte I'reIllie. Der'-

med er sretningen bevist. 

x Potensrrekkeudviklingen af e , eksponentialr231dmn, hal" leon-

vergensradi us 00 " Del"for hal" f¢lgende defini ti on mening: 

pefinitioll 3.5. For z E C sretter vi 

exp(z) 
00 n z ", z 

= e = LJ 
nl . 

n=.:O 

Afbildllingen exp:;C ind i C kaldes eksponentialfunktionen. 

DetegnelseJ'ne exp(z) og e Z anvendes t fIreng. Det. el"l kIart~ 

at den saledes dc)finerede exponentialfunktion stemmer ove:r. ... el1s 

med dell kendtel> hvis z er reel. Vi skal nu vise? at eImponentiol-· 

fu111~tionens funk";ionalligning bevarer sin gyldighed for den nye 

funJ.di on. 

§retning 3.6. For z1,z2 E C er 

z1 7,2 z1+ z 2 
e e -- e 

Devis. Da eksponen tialrrel~lwn er absolut konvergent, er 

",p q zp q 
z z2 00 LJ 1 0::> z2 00 1 z2 

e \:; = 2 "p! 2 q! = 2 - pfq:j- = 
p=O q=O P,Cl=O 

00 _1 n-q 
(n' .p 

00 i z1 + z2)n z'1+z2 
2 2 n-p 2 nl )Z1 z2 = -_.--- = e 

n=O p=O 
p-

n=O nl 

Dermed er sretnin,f,en bevisto 

gretnlng 3ot. For z E C er 
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Scetning 3.8. For yE 
, 
R er 

leiYI = 1 • 

Bevi So 

leiy ,2 = e iy • e -iy 
= e iy-iy 

= 1 0 

Vi ind~¢rer nu de to nye fUnktioner 

s(z) 
00 n z2n+1 

= ~ (-1) (2n+1)! • 
n=O 

Potensrcekkerne har konvergensradius 00 9 og der~or definerer dis­

se rcelffieudviklinger afbildninger c 9 s:C ind i C. Da koe~~icien­

terne er reelle, de~inerer de tillige afbildninger c,s:R ind i R. 
Disse afbildninger er vilkarlig o~te di~~erentiable9 og ved ledvis 

dif~erentiation ~ar vi 

c'(x) = -s(xL s'(x) = c(x) • 

8cetning 3.9. For x E R er 

e ix = c(x) + is(x) , 2 2 (c(x)) + (s(x)) = 1 • 

Afbilili1ingen c + is:R ind i C er en afbildning a~ den reelle ak-

se ind i enhedscirklen i den komplekse plan. Afbildningerne 

c,s:R ind i R er kontinuerte. 

Bevis. Ved anvendelse a~ eksponential~unktionen ~ar vi 

+ i 
00 2n+1 
~ (_1)n x = 

n=O (2n+1 ) I 

c(x) + is(x) • 

Den anden pastand ~¢lger umiddelbart a~ scetning 3 0 8, og den er 
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netop ensbetydende med, at billedmrengden ved c + is er en del-

mamgde af enhedscirklen. At c og s er kontinuerte f¢lger af~ at 

.QotensraiKkerne konvergerer ligeligt pa ethvert begrrenset del­

interval af R. 

Sretning 3.10. Der eksisterer et positivt tal 1T med den 

egenskab, at c + is af'bilder intervallet [O~ ~] bijektivt pa 

den vcd fz Eel Izi = 1 A Rez ~ 0 A rm z ~ 01 bestemte cirkel­

kvadrant. 

Bevis. Da c er kontinuert, og c(O) = 1, eksisterer der et 

tal h > 0, saledes at c(x) > OJ for alle x E [O,h]. Da s'(x)=c(x), 

er s strengt voksende pa [O,h], altsa s(h) > O. Lad os nu be­

tragte et tal k > h, saledes at c(x) > 0 for alle x E [O,k]. Sa 

er s strengt voksende pa [O,kJ, altsa s(x) ~ s(h) for alle 

x E [h,kL Da vi har c I (x) ::: -s(x), far vi heraf 

k jt 
c ( h ) ~ c ( h ) - c ( k ) ::: -I h ( - s ( x) ) dx = h s ( x ) dx ~ ( k - h) s ( h ), 

hvilket medf'¢rer, at 

• 

ForeniTIBsmrengden af alle de halvabne intervaller [O.k[, pa hvil­

ke c(x) er positiv, bliver nu et interval [O,~[, hvor 

.~ ~ h + ~t~J . Da c er kontinuert, er c(~) ~ 0, og da inter-

vallet [o,~[ er det maximale halvabne interval, pa hvilket c(x) 

er positiv~ er c(~) ::: 0 • Da s er strengt voksende pa [o,~] er 

c + is injektiv pa dette interval, og bade c og s er positive pa 

]o,~[. Af sretning 3.9 fremgar nu, at billedet af intervallet 

[o,~] netop er den bue ai enhedscirklen, der ligger i f¢rste 
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l~vadrant inklusive buens endepunkter. Dermed er sretningen bevist. 

Det fremgar afbeviset~ at 

c(~) = 0 9 

al tsa 

og 

Sretning 3.10. Den ved 

~(x) = eix = c(x) + i s(x) 

definerede at'bilc.ning ~::R ind i Char periode 21r (doves. 

Vx E R(~(x + 21r) = ~(X))e Billedmrengden ~(:R) er netop enhedscirk­

len i den komplekse plan. Ethvert interval ]a 9 a+21r] at'bildes bi­

j elcti vt ved (p pa hele enhedscirklen. Hvi s z er et punkt at' en­

hedscirklen og x E :R tilt'redsstiller ~(x) = z 9 da er 

~-1(z) = x + 21r Z . 

Bevis. Den t'¢rste pastand t'¢lger at'9 at 

ix = e 

-ix ix ::-r::::'i Endvidere er ~(-x) = e = e = ~\x) 9 og i f'orbindelse med 

smtning 3.9 medf'¢rer dette 9 at ~ afbilder [- ~9 ~] bijektivt 

pa den ved fz Eel Izi = 1 A Rez ? oj bestemte halvcirkel. End­

videre er 

i (x+1r) ix i1r ix.2 ix 
e = e e = e 1 =-e 

og dert'or viI ~ arbilde [ ~91r] bijektivt pa den bue at' enheds­

cirklen, der liggi3r i tredie kvadrant (enclepunkterne medregne s) • 

Tilsvarende ses 9 at e i (X-1r) = _e ix 
9 og ~ viI dert'or a:fbilde 
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[-1T~ - ~J bijektivt pa den bue af' enhedscirklen~ der ligger i 

anden kvadrant. Ved at kombinere disse resultater f'inder vi~ at 

]-rr,1T] af'bildes bijektivt pa hele enhedscirklen. Pa grlmd af' 

periodiciteten gmlder det samme f'or ethvert interval 

](2:p-1 )1T, (2p+1 )1TJ. For a E I{ kan vi vmlge p E Z, saledes at 

a E J(2p-1)1T~(2p+1)1T], og pa grund af' periodiciteten er billedet 

af' ] (2:0--1 )1T? a] det samme som af' ]( 2p+1 )1T? a+21T L og dette inter­

val af'bildes injekti v. Dette medf'Y:\rer, at Ja, a+21T] af'bi1des in­

jektivt pa hele enhedscirklen. Ai' ~(x) = z f'Y:\lger pa grund af' 

periodiciteten, at ~-1(z) ~ X+21T Z, og da ethvert interval 

]a,a+21T] hy:\jst indeholder et punkt af' ~-1(z), er ~-1(z) = X+21T Z. 

Fuw{tionerne c(x) og s(x) er identiske med de f'ra gymna-

sieundervisningen kendte f'unktioner cos x og sin x. Hvis vi 

f'astholder, at cos x og sin x er indf'¢rte pa grundlag af' et vin­

kelbegreb, der ikke er eksaktjaf'skmrer vi os selvf'Y:\lgelig f'ra 

at bevise denne pastand, og vi rna ny:\jes med at overbevise os om, 

at pastanden. i en vis f'orstand er rigtig. Vi starter et uEras-

mus - Montanus-bevis". 

Funktionerne c og s er begrmnsede. Endvidere er 

c(x + ~) = -s(x) og s(x + ~) = c(x) 

og f'or a E :R er 

.£.. c(x+a) dx = -s(x+a) = c(x+a+ ~) 

! s(x+a) = c(x+a) = s(x+a+ ~) , 

sa gentagen anvendelse giver 
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Endvidere er 

in:!!: 
c(n~) = Re e 2 _ Re .n 

1 , 

in7T 
= Im e 2 = Im in 

Furu{tionerne cos og sin har de samme egenskaber. Ergo •••• 

80m bevis er de nne overvejelse selvf¢lgelig ikke meget 

vrerd. Det er imidlertid sa heldigt, at vi kan vise~ at c og s 

er de eneste funktioner, som har de anf¢rte egenskaber. Dette 

fremgar af f¢lgende sretning. 

Sretning 3&11. Lad y:R ind i R og ~:R ind i R vrere vilkar-

lig ofte differentiable funktioner, og lad K vrere et positivt 

tal. Hvis 

og 

da er 

't/x E R (y(x) = 00 Re in n 
~ i X A vex) = n. 

Im in n 
nl x). 

Bevis. De anf¢rte rrel~er er netop MacLaurinrre~{erne? og 

vi beh¢ver derfor blot at vise, at Restleddene gar mod Oe For 

funktionen y bliver restleddet 

( ) 1 j'X ( n) ( ) ( ) n-1 
Rn x = {n-1) lOY t x-t dt ~ 

sa vi far vurderingen 

IRn(x)1 ~ (n~1)! IJ~(x-t)n-1dtl = K '~ln , 

Ixln 
og vi har jo set, at (~) ~ 0 0 Det he Ie bliver ved at vrere 

rigtigt, hvis vi skriver v i stedet for Yo Dermed er sretningen 

bevist. 
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Vi vil nu anvende betegnelserne cos og sin i stedot for 

c og s. Ethvert /zl E C med z t 0 kan pa en og kun en made frem-

stilles pa formen 

'9 
z = lzle 1 = lzl (cosQ + i sing) ~ -rr < 9 ~ 2rr ~ 

og vi srotter 9 = Argz ; argz = 9 + 2rr Z. Her er 9 altsa bestemt 

pa grundlag af srotning 3.10. For vektorer ~ og b i planen og 

med koordinater (a1,a2 ) og (b 1,b2 ) definerer vi malet for vinltlen 

b 1+ib 2 
fra §:. til £ som 

kel er saledes 

arg . for ~ t 0 ~ b t O. Malet f'or en vin-a 1+J.a2 
en mrongde af reelle tal~ der indbyrdes afviger 

ved holtallige multipla af' 2rr. 

Def'inition 3.12. For z E C srotter vi 

00 n 00 2n 
~ (Re in) z ~ (-1) n (2n)! cosz = n! = 

n=O n=O 

00 

(1m in) 
zn 00 

(-1 )n 
z2n+1 

sinz = Lj nr = ~ (2n+1)! n=O n=O 

Derved har vi udstrakt definitionerne af' cosinus og sinus 

til ~lle komplekse vrordier af' Za Def'initionerne stemmer aben-

bart over ens med de srodvanlige, hvis z er reel. 

§rotning 3.13. For alle z E C er 

iz. i sinz -iz i sin z e = cosz + , e = cosz -
cosz = 1( iz - e 2 + e-iz ) , sinz = 1 ( iz 

2i e e-iz ) 

2 2 1 cos z + sin z = • 

Bovis.Direkte regning giver 

00 

cosz + isinz = ~ (Re 
n=O 

n 00 

I .n)z '" mJ. - = L.J n! n=O 
..u.z )n = 

n! 
iz e 
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Den sidste rrekkeudvikling i definition 3.12 viser, at 

sin(-z) = -sinz 9 og den anden formel fas derfor af den f¢rste 

ved at crstatte z med -z • Addition og subtraktion af de to f¢r-

ste formler giver de to nreste. Den sidste formel fas ved multi-

plilm tion af de to f¢rste. 

Eksempel: 

sin( ilog 2) .3 
== ~4 · 

De fire f¢rste formler i sretning 3.13 kaldes.Eulers form-

lor. De g¢r det muligt at omf'orme problemer vedr¢rende trigono­

me tri slm funktioner til problemer vedr¢rende eksponentialfunk-

tioncn. Ad denne vej udledes de fra gj~nasiet kendte rcgnereg-

lor for de trigonometriske formler~ og disse er saledes aIle 

gyldigc i den lwmplekse plan. Det viI ogsa fremga af det f¢l­

gende, at cosinus og sinus kun har reelle nulpunkter 9 sa der viI 

ild~e optrrede nye undtagelsestilfrelde hidr¢rende fra nulpulli{ter 

i n~vncreo Formler 9 i hvilke der indgar kvadratr¢dder rna gene-
v 

raliseres pa kvadreretJrorm og fortegnsdiskussionerne kan selv-
" 

f¢lgelig ikke overf¢res. 

Eksempel vi s giver Eulers formler og eksponentialf'unlctio--

nens funlctionalligning 

1 i(z1+z2) -i(z1+z2) i(z1-z2) -i(z -z ) 
2i (e - e + e _ e 1 2) == 
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Ved omoytning ar z1 og z2 rar Vi9 idet vi udnytter 9 at 

sin( -z) = -sinz 

Ved addition og subtraktion ar de to rundne rormler rar vi erter 

multiplikation med ~~ at 

El{sempel. Et integral ar formen 

1 
.7fT 

fo cos x cos 3x sin 5x dx 

udregnes ved at integranden omskrives til en sum. Dette kan vi 

nu rutinemressigt gennemf¢re direkte ved Eulers rormler 9 hvilket 

f¢rer til r¢lgende regning: 

1 ( 9ix 7i%. 3ix ix -ix -3ix -7ix -9ix) 8i e +e +e +e -e -e -e -e = 

t(SillX + sin3x + sin7x + sin9x) 9 

sa vi far 

J~1T 
o cos X cos 3x sin5x dx = - ~[cosx + ;cos 3x + tcos 7x + 

1T 

4
1(1 + 1 + 1 + 1) = 25 

3 7 9 63 • 

~cos 9xJ~ == 
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Definition 3.14. For aIle z E b sretter vi 

cosh z = cos iz 1( Z -z) = - e + e 2 

sinh z 1.. 1 (z -z) ~ z2n+1 
= i S1n 1Z = 2 e - e = n~O (2n+1)1 • 

Funktionerne ,cosh og sinh kaldes hyperbolsk cosinus og hyperbolsk 

sinus. 

Det fremgar umiddelbart af definition 3.12 og sretning 3.13, 

at de to sidste lighedstegn i hver af formellinierne i definition 

3.14 virkelig grelder. 

Det er klart, at de trigonometriske formler overf¢res pa 

cosh ole;, sinh i let rendret skikkelse. Saledes er 

2 sinh2z 1 , 2 'nh2 cosh 2z cosh z - = cosh z + Sl Z = 

cosh(z1+z2) = coshz1 coshz 2 + sinhz1 sinhz2 

Sinh(z1+z2) = sinhz1 coshz2 + coshz1 sinhz2 0 

Ved restriktion af cosh og sinh far vi afbildninger cosh, 

sinh:R ind i R. 

Det fremgar direkte af definitionen, at cosh(-x) = cosh x, 

men sinh(-x) = -sinh x. Det fremgar af potensrrekkeudviklingerne, 

at cosh og sinh er strengt voksende for x :? 0, samt at cosh x for 
I 

1 2 sma vWI'dier af x kan approksimeres godt ved 1 + 2x , medens 

SiW1 x approximeres godt ved x + tx3. For st¢rre vrerdier af x 

bliver cosh x og sinh x hurtigt langt st¢rre end de anf¢rte til-

nrermelsesvrerdier, og de midterste udtryk i 3.14 viser, at cosh x 
1 x og SiW1 x for store vrerdier af x begge omtrent er lig med 2e • 
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Som et kuriosum skal vi uden bevis nrevne, at det grafiske 

billede af cosh netop er ligevregtsfiguren for en tung 9 homogen 

krede uden b¢jningsmodstand9 nar kreden ophrenges ved sine ende-

pUllitter? saledes at disse ikke er lodret over hinandene 

Sretning 3.15. For x 9 y E R er 

x+iy e ~ eX(cosy + i siny) 

cos(x+iy) ~ cosx coshy - i sinx sinhy 

sin(x+iy) ~ sinx coshy + i cosx sinhy 0 

Bevis. Den f¢rste pastand f¢lger umiddelbart af eksponen-

tialfunktionens funktionalligning og sretning 3.13. De to sidste 

ligninger kan vises ved at udtrykke aIle de indgaende st¢rrelse 

ved eksponentialfunktioner, men de f¢lger ogss. umiddelbart af 

addi tionsformlerne for cos og sin kombineret med defini tion 3.1L~f 

Sretning 3.16. Eksponentialfunktionen antager ikke vrerdien 0. 

Fuwttionerne cos og sin har kun reelle nulpunkter. Nulpuru~t­

mrengden for cos er fen + ~)ffln E zJ 9 og nulpunktsmrengden for sin 

er f~ln E z1. Nulpunktsmrengden for cosh er fi(n + ~)fflnEzl og 

nulpurudsmrengden for sinh er f irorl nEzl 0 

Bevis. Af sretning 3.15 fremgar, at 

leX+iYI x I 
~ e 'F ° 0 

2\f rrel{keudviklingen for cosh fremgar, at cosh y er positiv for 

allo reelle y. Ai' cos(x+iy) = ° f¢lger derfor cosx = 0 9 altss. 

sinx ~ 0 9 altsa sinhy = 0, altss. y = 0. Dermed har vi vist, at 

cos kLUl har de allerede kendte reelle nUlpunkter. Tilsvarende for 

sin. Pastandene vedr¢rende cosh og sinh fremgar umiddelbart af 
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a~ disses udtryk ved cos og sin. Dermed er sretningen bevist. 

Def'ini tion 3.17. Af'bildningerne 

tg: 

cot: 

tgh: 

coth: 

defineres ved 

tgz = ~~~: ' cotz = 

b \ f( n + ~)1T I n E 21 ind i b 

b \ frorlnE 21 ind i C 

C \ fi(n + ~)1Tln E 21 ind i C 

C \ f iror I IT E 2J ind i C 

cosz 
srn:z ' 

sinhz tghz = h 9 cothz = cos z 
coshz 
sinhz .. 

I den anvendte rrekke~¢lge benrevnes de saledes definerede af'bild-

ninger tangens, cotangens, hyperbolsktangens og hyperbolsk co-

tangens. 

I udenlandsk litteratur anvendes ofte tang og cotang i-

stedct ~or tg og cot. Lejlighedsvis m¢der man betegnelserne 

secz = --.L cosz og cosecz = --1-sinz 

Disse af'bildninger betegnes secans og cosecans • 

Vi bemrerker at 

tgz = 1 ~e_i~z ___ ~e_-_i~Z_ = 1 e 2iz - 1 ::: 
i iz -iz i 2iz e + e e + 1 

-2iz 1 __ 1_-~e~~ 
i 1 -2iz' + e 

hvillwt viser, at tg har periode 1T, altsa tg(Z+1T) = tgz 0 End-

videre er 

z e tghz ::: z e 

-z 
- e 

-z + e 

e 2Z _ 1 
2z 

e + 1 

1 -2z 
= """-_---..;;.e~-

1 -2z + e 
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og vi har 

1 ' tghz = -:- tg lZ 0 
l 

Ved restriktion af tg og cot far vi afbildninger 

tg: :R \ Hn + ~)1T1 n ~ zJ ind i :R 

cot: :R \ [~In ~ zJ ind i :R , 

som netop er de fra gymnasiet kendte. Formlerne vedr¢rende tg 

og cot udledes af formlerne, der grelder for cos og sin ganske 

som i gymnasiet. For tgh og coth fas et lignende formelsystem. 

Ved rcstriktion far vi afbildninger 

[
J-0090[ ind i ]-009-1[ 

ooth: 
J 0, 00 [ i nd i ] 1 9 00 [ 

Differentialkvotienterne af cosh og sinh fas af kvotient-

rrelucerne eller af de to funktioners udtryk ved eksponentialfunk-

tionen 0 For reelle vrerdier af x far vi 

iL cosh x sinh X9 
d sinh x cosh x dx = dx = 9 

d tgh x 1 1 
2 

dx = 2 = - tgh x 9 
cosh x 

d coth x -1 1 
2 

x ~ O. dx = 
'nh2 = - coth x , 

Sl X 

Funktionerne cos 9 sin, tg 9 cot kaldes trigonometriske 

funktioner 9 og cosh, sinh, tgh, coth kaldes hyperbelfunktioner. 

Definition 3.180 For Z E b \ [oj kaldes 

Logz = [w E blew = zJ 

mamgden af logari tmer til Z 0 
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Sretning 3.19. For Z E C \ ~oj er 

Logz = loglz/ + iargz • 

Bevis. At w E Logz 9 W = U + iV9 u 9 v E R er ensbetydende med, 

Vi at e = Z9 og i~¢lge sretning 3.15 er dette ensbetydende med? at 

eU = /z/ og v E argz. Hera~ ~¢lger sretningen umiddelbart. 

De~inition 3.20. For z E C \ foj kaldes 

logz = loglz/ + iArgz 

hovedlogaritmen til z. 

Ii'or z = x > 0 er I xl = x og Arg x = 0 9 sa ligningen redu-

ceres til logx ~ logx. Dette undskylder brugen a~ betegnelsen 

log. 

1T 1 +iV3 1T Eksempler: logi = i 2 9 log(-e) = 1 + i1T9 log 2 = i 3 ' 

Log(1+i) = ~~log2 + i(4 + 2n1T)j. 

I,ogari tmei'unktionens ~unktionalligning over~¢res til det 

komplekse til~relde som en relation mellem mrengder, idet 

men for hovedlogaritmerne grelder kun det svagere resultat 

hvor 8 har en a~ viBrdierne 0 9 +1 og -1 a~hamgigt a~ z1 og z2 • 

De~inition 3.21. For a > 0 9 z E C sretter vi 

a Z = eZloga • 

Hermed har vi ind~¢rt potenser med vilkarligt positivt 
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grundtal og vilkarlig kompleks eksponent. Det sea umiddelbart, 

. at de aredvanlige regneregler 

bevarer gyldighedeno 

For z,w E a ~ hvor z er negativ eller ikke reel, viI vi 

ved ZW forsta en mrengde~ nemlig 

eller mere udf¢rligt for W = u+iv~ u,v E R 

W (u+iv)(loglzl+iargz) 
z = e == 

Ieulog/zl-vArgz - 2nffV+i(vIOg lz 1+uArgz+2nuu)jn E zl. 

For w E Q bliver mrengden endelig, ellers altid uendelig. Hvis 

w er rent imaginrer og Izl = 1 bliver alle elementer i mrengden 

reelle tRI. 

Elcsempler: 

2 
(-8)3 == f4, -2(1+iV3)~ -2(1-iY3)} ~ 

(_2)3i == fe-3(2n+1)ff(cos(310g2)+isin(310g2»)ln E Z} , 

ii == {e~(4n-1)ffln E Z} . 

Definition 3.22. For z E b sretter vi 

arccos z = fw E alcos w = z} , arcsin z = fw E alsin w = zlo 

Ligningen cos w = z giver~ idet cos udtrykkes ved eksponen-
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tialf'urll{tionen 

hvilket omf'ormes til andengradsligningen 

som har 1¢8ningsmamgden 

Altsa er 

arcosz = + Log(z + (z2 - 1)t) 0 

1 

Analogt f'ar vi 

1 2 ~ 
arcsinz = r Log(iz + (1 - z )2) • 

Vi bemcerker, at vi i begge tilf'celde f'ik andengradsligninger~ 

der ildw har 0 som rod. Derf'or eksi sterer Log al tidy og vi har 

dermed vist~ at cos og sin af'bilder C surjeldivt pa C. 

2.1. 2.1. 
For y E (z _1)2 har vi (z _1)2 = ~yy-Y1. Desuden bliver 

(z+y)(z-y) = z2_y 2 = 1y sa vi far Log(z-y) = -Log(z+y). For 

w E arccosz viI iw tilh¢re Log(z+y) eller Log(z-y), og vi far 

derf'or 

arccosz = ~ w+2n'1T/ n E 21 IJ f -w+2n'1Tl n E 21 ~ 

hvilket er i overensstemmelse med y hvad vi kender fra gymnasie­

undervisningen i det reelle tilfceldeo For w E arcsinz f'ar vi pa 

tilsvarende made 

arcsinz = ~ w+2n1T1 n E 21 IJ f -w+( 2n+i )'1T1 n E 21 0 
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I,igningen tgw = z giver 9 idet tg udtrykkes ved eksponen-

ti alf'urJdionen 

e2iw _ 1 
~-:o----- = i z 
e2iw 

+ 1 

men brpken pa venstre side viI ikke f'or nogen vrerdi af' w blive 1 

eller -10 Altsa har ligningen ingen l¢sninger f'or z = i eller 

z = -i • I andre tilf'relde f'ar vi l¢sningsmrengden 

1 1 + iz 
2I Log 1 - iz 

Def'inition 3.23. For z E 0 \ fi 9 -ij sretter vi 

arctgz -- fw E 0/ tgw = zl = 21i Log ~ + iz 
- iz 

f >'/ 1 1 z + i arccotz= lW E v cotw = z = 2i Log z _ i e 

I det reelle tilf'&lde indf'¢rer vi omvendte f'unktioner til 

de trigonometriske f'unktioners restriktionern til passende mono-

tonitetsintervaller. 

Def'inition 3.240 De omvendte af'bildninger til de strengt 

monotone~ kontinuerte af'bildninger 

betegnes i den samme rrekkef'¢lge 

Arccot: R pa JO~ff[ 0 
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~ den ~ra gymnasieundervisningen kendte sretning om omvendt 

~ul~tion fremgar, at de 4 nye ~unktioner bliver kontinuerte 9 samt 

at Arcsin og Arctg bliver strengt voksende 9 medens Arccos og 

Arccot bliver strengt aftagende. Endvidere bliver de 4 nye ~urut-

tiOller dif~erentiable 9 nar sin 9 cos 9 tg og cot er det og har 

fra 0 ~orskellig differentialkvotient. 

Sretning 3.25. Funktionerne Arcsin og Arccos er dif~eren­

tiable pa J-1 9 1[9 og Arctg og Arccot er di~ferentiable pa R med 

d A 0 1 dx rCSlnx = 2 ~ 
V(1-x ) 

d -1 
dx Arccosx = 2 

V(1-x ) 

d dX Arctgx gx Arccotx = o 

Bevis. ~ y = Arcsinx 9 x E ]-1 91[ ~¢lger x = siny9 

Y E ] - '!L 7!.[ 111 t sa dx _ I( 2) _ I 2 ) 2 Jl 2 9 dy = cosy =v i-sin y =v(1-x JI altsa 

.£x 1 A~ Y = Arctgx ~¢lger x = 
dx = v( 1_x2 ) • 

= 1 + tg2y = 1 + x2
9 al tsa QXddx = ~ • Regningerne gar ganske 

dy 1+x 
dx 

tilsvarende for Arccos og Arccot. 

Furuttionerne Arcsin? Arccos 9 Arcty og Arccot kaldes arcus-

funldionerne eller de cirkulrere funktioner. I udenlandsk mate-

o -1 -1 -1 matisk 11tteratur m¢der man betegnelserne sin 9 cos 9 tg JI 

cot-1, og man m¢der aelvf¢lgelig ogsa Arcsec og Arccosec (eller 

-1 -1 ) sec og cosec • Forstavelsen arcus refererer ti19 at fullit-

tionsv@rdien er et vinkelmal~ altsa ogsa et mal for en cirkel-

bue. 
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Ved overs83ttelse af' de trigonometri ske f'ormler f'reml{ommer 

formlor f'or arcus-f'unktionerne. Vi skal vise fremgangsmadon vec1 

et par oksempler, som vi dog viI give status som s83tninger. 

§.83tning 3.26. 

Vx E [-1 9 1] (Arcsinx + Arccosx =~) 

Vx E R(Arctgx + Arccotx = %) . 
Bevis. For x E [-1,1J 9 u = Arcsinx er -~ ~ u ~ % 9 altsa 

o ~ ~ - u ~ 1T • Endvidere er cos(~ u) = sinu = x • Men det 
1T 

modf~ror notop, at Arccosx = 2 - u _ Dermed er den f¢rste pa-

stand bevist. Den anden vises ganske analogt. 

Sretning 3.27. For x,y E R og xy ~ 1 er 

0, hvis xy < 1 

Arctgx+Arctgy-Arctg 2f.±L. = r 1T, hvis xy > 1 og 1-xy l 
-'iT, hvis xy 

Bevis. For u = Artgx9 v = Arctgy er 

tg(u+v) = tgu+tgv = ~ 
'I-tgutgv 1-xy 9 

< 1 og 

hvilkot viser, at 

For xy ~ 

u + v = Arctg 2£±.L + n1T, n E Z • 1-xy 

o medf'¢rer u 9 v E ]-%,~[ , at u+v E ]-%' ;[ 
Lad os dornrest antage, at x > 0 og y > o. Vi har da 

n = 0 for u+v < % og n 1 for u+v > 1T Nu er u+v < = 2-

dencl.o med < 11: v 2' - u , altsa mod y = tgv < tg(}u) = 

x > 0 

x < 0 e 

, altsa n = O. 

umidc1eIbart 

'!L ensbety-2 
1 cotu=-. x 
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Analogt vises 9 at u+v > ; er ensbetydende med y > ~ • Dermed er 

s[atningen vist t'or x > 0 og y > O. Ved at skif'te t'ortegn pa x 

og y far vi umiddelbart sretningen t'or x < 0 og y < 0 0 Dermed er 

beviset t'uldf'¢rto 

Srotning 3.280 For x E [-191J er 

00 2n+1 
Arctgx = ~ (_1)n x2n+1 ' 

n=O 

og potensrrekken er ligelig konvergent pa hele intervallet [-1~1Jo 

Devis .. Rrekken ((-1 )n(2n+1 )-1) er konvergent 9 og for 

x E [°91] er t'¢lgen (xn) monotont at'tagende og tilh¢rer inter­

vallet [0,1]. Altsa er rrekken ((-1 )n(2n+1 )-1 x2n+1) ligelig 1wn-

vcrgcnt pa [0,1] it'¢lge sretning 2. o Fortegnsskit'te t'or x be-

vir1wr blot, at aIle rrekkens led skit'ter t'ortegn o Al tsa er rrek­

ken ligelig konvergent pa [-1,1J, og dens sum er dert'or en kon­

tinuort i'llnktion pa [-1,1]. Derf'or er det tilstrrekkeligt at vise, 

at summen er Arctgx t'or x E ]-1,1 [0 Men i dette interval er rrel\:-

kons sum en f'unktion med dit't'erentialkvotienten 

(1+x2 )-1 , altsa samme dit'f'erentialltvotient som 

; (_1)n x2n = 
n=O 

Arctg x. Der-

med har vi vist, at forskellen mellem rrekkens sum og Arctg x er 

kons-cmlt. For x = 0 or forskellen imidlertid 0. Dermed er s@t-

ningon bevi st. 

For x = 1 fremkommer Leibniz 9 rrokke 

(_1)n = 1 1 1 
2n+1 1 - 3 + ; - 7 + ••• • 

Den l:onvergerer yderst langsomt og er ikke srorlig velegnet til 

boregning at' 7T. En bedre metode til beregning at' 1T beror pa 

t'¢lgenc1e trick: 



Vod at anvende sretning 3027 to gange far vi 

1 1 
1 2 Arctg 5 ~ Arctg 5 + 5' 10 -2. 

1 = Arctg 24 = Arctg 12 
1-25 

L~ Arctg ~ ;:: Arctg 
2..2.. 
12+12 120 = Arctg -25 119 1-141+ 

og fornyet anvendelse af samme sretning giver 

1 1T 120 ) 4 Arctg 5' - 4 = Arctg 119 + Arctg(-1 = 

J..gQ - 1 
Arctg ..:...1.;...19~_ 

120 
1 + 119 

sa vi har formlen 

1 = Arctg 239 ~ 

1T 1 1 4 = 4 Arctg 5 - Arctg 239 0 

1 1 Nu Imn bade Arctg '5 og Arctg 239 bekvemt beregne s ved hjrelp af 

rcekkeudvildingen i sretning 3.28 9 og dermed har vi en pralctisl{ 

anvendolig metode til beregning af 1T • 
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Punktmamgden 

f(cosh 9 ~ sinh 9)j9 E Rl 

er en gren af hyperblen med lig­

ning x2_y2 = 1. Pa figuren hal" 

vi tog-net hyperbelgrenen med a-

symptoter og afmcerket punktet 

A(1~O) og ptmktet 

B(cosh G,sinh g), samt disse 

punl<.:tors projeldioner Ai og B1 

pa den ene asymptote. Vi viI ud-

regne arealet af sektoren OABo 

MA 3.26 

~x 

Fra gymnasieundervisningen ved vi, at hyperblens ligning 

i fYJ-systemet (do v" s. med asymptoterne som koordinatalcser) er 
1 1 OBi 

fYJ = '2 ' og Itfirkantenll Ai A B Bi far derfor arealet '210g0A • 
1 

Nu er 

OBi = ~2(coSh 9 + sinh g) = 

sa IIt'irkanten" far arealet ~g • Af hyperblens ligning i fYJ-syste­

met fremgar~ at trelmnterne OA Ai og OB Bi hal" samme areal. Alt­

sa hal" sektoren OAB arealet ~g • 

Dette viser, at det er muligt at give en geometrisk defi-

nition at' cosh og sinh analog med gymnasieundervisningens defi--

nition at' cos og sino Vi vcelger B pa den ligesidede hypel"bol med 

221 ligrungen x -y = 1, saledes at sektoron OAB far arealet 2G ~ idet 

arealot rognes positivt i f¢rste kvadrant~ negativt i fjorde 

l{vadrant. Punktet B har da koordinatE1rne (cosh g~ sinh g). Hvis 
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vi ho~ erstatter hyperblen med enhedscirklen, far vi en defi-

nition af cos og sin? som blot afviger fra den i gymnasieun-

dorvisningen benyttede ved at benytte sektorarealet i stedet for 

buelrengden. Det kan vises (ikke let)9 at lrengden af hyperbel-

lJuen AB ikke pa simpel made kan udtryldces ved parameteren 8 el­

ler ved lwordinaterne til B9 og derfor er det hel t udelukket at 

be10rtte buelrengden i definitionen af hyperbelfunktionerne. 

Ganske som for de trigonometriske funktioner indf¢rer vi 

originalmc:engderne 

arcosh z := ~ W E: olcoshw = zJ] for z E: 0 
arsinh z = [w E: 01 sinhw = z3 

artgh Z = f w E: 01 tghw := zJ] for z E: 0\[1,-13. 
arcoth z = f w E: 01 cothw = zl 

Forstavelsen ar lreses area. 

Endvidere inM¢rer vi om.vendte funktioner til de strengt 

monotone af'bildninger 

, coth: R\foJ pa R\[-1,1J , 

og de omvendte funktioner betegnes i den omvendte rreklcei'Y-lIge 

Arcosh: [1 ,co[ pa [0 9CO[ ? Arsinh: R pa R 

Artgh: ]-1,1[ pa R 

Disso i'uill(tioner kaldes areafuw{tionerne. 
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Da de hyperbolske fulli{tioner lean udtrylelees reel t ved ek-

sponontialfunktionerne, lean areafunktionerne bestemmes ved l¢s­

ning 8f eksponentiellle ligninger. Saledes er y = Arcosh x, 

x ~ 1 ensbetydende med x = coshy, Y ~ 0, altsa med 

eY + e-Y = 2x 9 Y ~ 0. 

Ved l¢sning af andengradsligningen i eY far vi 

Da de to r¢dder har produkt 1, giver de y-vrerdier med sum 0& 

Den f¢rste rod giver den positive vmrdi for y. Altsa er 

Arcosh x = log(x + V(x2_1», x > 1. 

Ved den tilsvarende regning for Ars1.nh fremkommer en andengrads-

ligning med en positiv og en negativ roo. .. Kun den positive rod 

giver en l¢sning. Resultatet bliver 

Arsinh x = log(x + V(x2+1» 0 

For y = Artgh x, Ixl < 1 far vi x = tgh y, altsa 

2y 1 e - = x , 
e

2y 
+ 1 

som har l¢sningen 

i log 1+x I I Art6h x = 2 1-x' x < 1 • 

Tilsvarende fas 

Arcoth x = ~lOg ~~~ 9 Ixl > 1 • 
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DifferentiaIkvotienterne af areafunktionerne kan fas ved reglen 

for differentiation af omvendt funktion eller ved at differen-

tiere de netop fundne udtryk. Vi skal blot anf¢re resultaterne: 

d 1 dX Arcosh x = 2 ' vex -1) 

d . dX Artgh x 1 
= ----~ 2 

1 - x 

, d~ Arsinh x = ~ vex +1) 

:x Arcoth x = --_1~~2 • 
1 - x 

Det viI vrere forkert at sige 9 at Artgh og Arcoth har den 

samme differentialkvotient. De to funktioners definitionsmreng-

der er nemlig disjunkte. 

Vi viI nu udlede nogle flere nyttige potensrrekkeudviklinger 

for elementrere funktioner. Dertil far vi brug for f¢lgende hjrol-

:pescetning: 

Sretning 3.29. Lad (an) vrere en f¢lge af reelle tal, som 

konvergerer mod et tal a E J-191[. For bn = a1o •• an grelder da 

(b
n

) -Y 0 0 

Bevi s. Vi vrolger k E ] I a I 91 [ og dernrest N E N,9 saledes at 

I anI ~ k for aIle n f N. For n f N har vi da 

og pastanden f¢lger nu af,9 at (kn- N) -y 0 • 

Definition 3.30. For v E R ,9 n E N IJ fol sretter vi 

( v ) = v(v-1)ooo(v-n+1) 
n n! 

Udtryldcene (v) kaldes (generaliserede) binomialkoefficienter o n 
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Vi minder om, at det tomme produkt regnes 1ig i. Vi har 

a1 tsa 

For v € N og n ~ v b1iver (~) den sredvanlige binomialkoeffici­

onto For v € N og n > v bliver (~) = 0 • For v = 0 har vi (g)=1 

og (~) = 0 for n € No For p € N er 

Sretning 3.310 For x € J-1~1[ er 

Bevi s. Da 

er den anf¢rte rrekke netop MacLaurinrrekken for (1+X)v~ sa vi be­

h¢ver blot at vise 9 at restledf¢lgen gar mod 0 0 Det n te rest1ed 

er 

x n 
n(v)! (x - t) (1 t)vdt 

n 0 1 + t + • 

Nu or 

og for x € J-1t1[ og t mellem 0 og x f¢lger heraf~ at differen-

sen pa venstre side har samme fortegn som x, altsa at 



Mat 1, MA 3 1966-67 MA 3031 

I~:~I ~ Ixl • 

Derfor far vi vurderingen 

Her er integralet uafhamgigt af n. Vi skal altsa blot vise, at 

Vi har imidlertid. 

og pastanden f¢lger derefter af sretning 3429 1 idet 

( I n-1-v ~ I x I ) ~ I x I • 
n-

Potensrrekken i sretning 3.31 kaldes binomialrrekken. For 

v 'E N reduceres den til binomialformlen." 

Eksempler. For v = -p 1 pEN far vi 

i overensstemmelse med, hvad vi fandt i kapitel 2. For v - ~ 

far vi 

1 
= - :2 · 4" e •• I 

sa f\ir vi 
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For v -- 1 f' 0 - ar 2 vi 

1 00 (_ )n 1'3'5"'{2n-1} Xn 
V(1+x) 

_. 
~ 1 2'4'6"'2n n=O 

Ved at erstatte x med 2r -x ar vi 

Ved integration mellem 0 og x f'ar vi heraf' 

2n+1 x 

• 

IllO 

Arcsinx = Z 
n=O 2n+1 • 

MA 3.31a 

For x = ~ f'as heraf' en rrekke til beregning af' ~ • Den er dog 

mindre bekvem end den tidligere omtalte metode til beregning af' ff. 

Det er of'te bekvemt at inddrage komplekse variable i reg­

ning med elementrere f'unktioner~ og f'or bedre at kunne udnytte det­

te viI vi indf'¢re dif'f'erentiation og integration af' f'unktioner, 

der a~oilder et interval ind i den komplekse plan. 

Def'inition 3.32. Lad g~h:[a,bJ ind i R vrere vilkarlige f'unk­

tioncr. Funktionen f' = g+ih:[a,b] ind i C kaldes kontinuert, hvis 

g og h er kontinuerte, og dif'f'erentiabel~ hvis g og h er dif'f'e­

rentiRble, og i sa f'ald def'inerer vi f'(X) = g'''(x) + ih f (x) 0 Hvis 

f' or kontinuert, def'inerer vi 

Dot f'remgar umiddelbart af' denne def'inition, at 

og at f'1(X) = f'(x) medf'¢rer, at 

b 
Jar.(t)dt = F(b) - F(a). 
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De elementmre regneregler ~or dif~erentiation og integra-

tion bevises let. For f1 = g1 + ih1? ~2 = g2 + ih2 ~ar vi sale­

des 

d~(f1(X)f2(X)) = d~(g1(x)g2(x)-h1(X)h2(X)+i(g1(X)h2(x)+ 

g2(X)h1 (x)) ) = 

Tilsvarende ~or addition9 subtraktion og division. Hera~ ~¢lger 

nu reglerne ~or linerere operationer med integraler samt reglen 

om delt integration. For n E N ~ar vi reglen 

"ld (~(x))n = n(~(x))n-1~,(x) • ex 

For en di~~orentiabel afbildning ~:[a19b1] ind i [a 9b] og 

en differentiabel afbildning ~:[a9b] ind i C grelder kredoreglen 

Beviset er umiddelbartc 

Vi har imidlertid en mere dybtliggende krederegel: 
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Sretning 3.33. Lad 

00 
f'(z) = ~ anzn 

n=O 

MA 3.33 

vrero summen af' en potensrrekke med konvergensradius R9 og lad 

E = fz E 0/ /z/ < Rl vrere konvergenscirke1skiven. Lad ~:[a,bJ 

ind i D vrere en dif'f'erentiabel af'bildning med kontinuert dif'f'e­

rentia1kvotient. Da er f' 0 cp: [a, b J ind i b dif'f'erentiabe1 og 

! f'( cp (x)) = f" (cp (x) )cp I (x) • 

Bevis. Den ved ~(x) = /cp(x)/ def'inerede f'unktion ~:[a~bJ 

ind i [0900[ er lwntinuert~ og da [a 9b] er begrrenset og af'slut­

tet har ~ en st¢rstevrerdi R1 = ~(x ). Ai' ~(x ) E E f'¢lger o 0 

R1 < R. Potensrrekken ~(n+1)an+1zn konvergerer ligeligt f'or 

Izl ~ RiO A1tsa er 

1ige1ig konvergent pa [a,bJ. Da cp' er begrrenset pa [a,bJ~ er 

00 
~ (n+1)an+1(cp(x))ncp'(x) = f"(cp(x))cp'(x) 

n=O 

1ige1ig konvergent pa [a,bJ. Men de nne rmkke f'as netop ved 1ed­

vis dif'f'erentiation af' f'(<p(x)) = ~a (cp(X))n9 og dens sum er der­
n 

f'or dif'f'erentia1kvotienten af' f'(~(x))o Dermed er sretningen bevist. 

Specie1t har vi altsa 

:xcos <p(x) = -~'(x)sin <p(x) ~ ixsin cp(x) = ~t(x)cos cp(x) p 
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og ved regnereglerne ~ar vi 

!tg <p(x) = p~(x) = 
cos ~ (x) 

2 (1+tg ~(x»~ t (x) • 

Tilsvarende grelder ~or de hyperbolske ~unktionero 

Sretning 3.34. Med H c C betegner vi halvplanen 

fz E CIRez > 01. Lad <p:[a~b] ind i H vrere en di~~erentiabel a~­

bildning. Da er log~:[a,b] ind i C dif~erentiabel~ og 

!log <p(x) = p;f~J • 

Bevis. Idet <Pi og ~2 er real- og imaginrerdel a~ ~? er 

sa vi far 

+ i 

( <p 1 ( x ) - i~ 2 ( x) ) ( ~ 1 ( x) + i ~ :2 ( x) ) 

~1 (x)-i~2(x) )(~1 (X)+i<P2(x») = 

og dElrmed er sretn~ngen bevist. 

§~tnin~ 3~35. For /zl < 1 er 

log(i+z) = ~ (-1 )n-i 
n=i 

U2U q;rxy , 

B8vis. Lad 8 vrere et reelt tal. Vi sretter ~(r) 

r € ]-1~1[. I~¢lge sffitningerne 3.34 og 3.33 er 

i8 = re ~or 
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d~(10g(1+cp(r)) _ ~ (_1)n-1 (p(r))n) = 
n=1 n 

Altsa er 

10g(1+cp(r)) _ ~ (_1)n-1 (p(r))n 
n=1 n 

ua~hffingigt a~ r. Men ~or r = 0 er vrerdien O. Dermed har vi be­
iQ vist, at sretning 3035 grelder ~or z = re ~ r E ]-1~1[~ Q E ~, og 

dermed or sretningen bevist. 

A~ sretning 3.35 ~ar vi umiddelbart ~or Izl < 1 

ii(10g(1+iZ) - 10g(1-iz)) 
00 2n+1 

= ~ (_1)n ;;:;..z".-_ 
n=O 2n+1 ' 

og hor er st¢rrelson pa venstre side et element a~ arctgz. Det 

or rimeligt, at kalde detto element hovedvrerdien a~ arctgz og 

betogne det med Arctgz 9 idet dette netop kommer til at stemme 

mod den allerede ind~¢rte ~un1dion Arctg, hvis z er reel o 

Ogss. binomialrrekken bevarer sin gyldighed ~or aIle komplek­

se z med /z/ < 1. Beviset ~or Taylors ~ormel kan nemlig gen-

nem~¢res urendret ~or en kompleks fUnktion, og resultatet ~as der-

e~ter vod hjrelp a~ McLaurin-rrekken ~or 

R83kken giver altsa ogsa i dette til~CBlde en hovedvrerdi ~or po-

tensen. Ved restledsvurderingen anvendes ~¢lgende sCBtning: 
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§retniug 3.36 0 For en kontinuert afbildning f:[a 9 b] ind i 

C grelder vurderingen 

'9;b Bevis. Vi vrelger 9 9 saledes at e 1 af(x)dx er et reelt tal 

f O. Idct vi udnytter~ at sretningen allerede er vist9 hvis f 

afbildea ind i R9 far vi 

Dermed er sretningen bevist. 
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Formler og grafiske billeder. 

Simsalabimbambasaladusaladim 

J.L.Heiberg. 

Uclenadslreren dyrkes maske med st¢rst held, f¢r man kom­

mer i skole. Det er maske ikke alt for klart~ hvilken metode 

man benytter pa det tidspunkt9 men den synes vresentligt mere ef­

fektiv end de metoder~ der benyttes ved indlrering at' salmevers 

og sma og store tabeller. Senere t'¢lger grammatik og matemati­

slw f'ormler og samtidig hermed den erf'aring~ at hvad man har 

lrert udenad~ glemmer man hurtigt igen. 

Fa de f'¢lgende sider bringes en oversigt over de vigtigste 

f'ormlcr vedr¢rende de specielle f'unktioner. Ved at bruge den kan 

man spare at lrere dem udenad. I det lange l¢b er det dog for tids­

l{rrevende at se efter her 9 hvergang man har brug f'or en f'ormel. 

Nu or det sa heldigt~ at kendsgerninger~ man udnytter meget hyp­

pigt i en lrengere periode, ef'terhanden bliver en del af' ens vi­

den~ og sa beh¢ver man ikke l~ngere at se ef'ter i f'ormelsamlin­

gen. Denne proces kan fremskyndes en smule~ hvis man retter sig 

efter de f'¢lgende regler: 

i). Nar man har brug f'or en f'ormel pr¢ver man i'¢rst 9 om 

man kan huske den. 

2). Hvis man ikke f'¢ler sig helt sikker, ser man ef'ter, 

om man har husket rigtigt. 

Det be taler sig ikke at udelade punkt i)! 
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Eksponentialfunktionens og logaritmefunktionens funktionallig~ 

ninger. 

Sammenhreng mellem eksponentialfunktionen~ de trigonometriske 

funktionor og de hyperbolske funktioner. 

iz -iz e = cosz+isinz9 e = cosz-isinz 

e Z = coshz+sinhz 9 e-z = coshz-si~~z 

1( iz -iz) cosz = 2 e +0 9 

1 (z -z) coshz= ~ e +0 , 
~. 

sinz 1 (iz -iz) = IT 0 -0 

1( z -z) sinhz= '2 0 -0 

tgz= §~ = 
cosz 

iz -iz 
1 e -e 
i iz -iz' cotz 

o +0 

1 

sinhz 
tghz= coshz = 

z -z o -0 
z -z o +e 

= tgz 

cothz = _1_ y tghz 

coshz = COSiZ9 sinhz = isiniz 9 tghz = itgiz 9 

cothz = +cotiz 
l 

Overgangsformlor 

cos(z+~) = -sinz 9 sin(z+~) = cosz 9 tg(z+~) = -tgz 

COS(Z+1T) = -cosz 9 sin( Z+1T) = -sinz, tg(Z+1T) = tgz 

cos(tn-- z )= sinz 9 sin(~-z)= cosz 9 tg(~-z) = cotz 

COS(1T-Z) = -cosz 9 sin(1T-z) = sinz 9 tg(1T-Z) = -tgz 

cos(-z) = cosz 9 sin( -z) = - sinz 9 tg(-z) = -tgz 

cosh(-z) = coshz 9 sinh(-z)= -sinhzytgh(-z)= -tghz • 
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Tr'igonometriske j>ormler. Ved tilt'¢jelse at' h overal t og cendring 

af' f'or-,;egn mrerl<:ei; med * f'as f'ormlerne f'or de hyperbolslw f'unk-

tioner, 

2 :=:{ • 2 
cos Z+Sln Z = 1 

1~ --2" * 2 1 -- 1 +tg Z 9 ---.-. 2 Sln Z 

2 ,;< 
- cot z+1 

cos2z 

cos Z 

cos(z+w) = cos Z 

cos(z-w) - cos Z 

sin(z+w) = sin z 

sin(z-w) = sin z 

tg(z+w) tD' z+tg w = --':;:>----~---,', 9 

1=tg z tg w 

..... 
'" cos w .. ',' 

"-',. 
cos w -'- . 

I. 

cos w + 

cos w .-

tg(z-w) 

sjn Z sin w 

sin z sin W 

cos z sin w 

cos z sin w 

= 18...3-· t g_.!. __ 
1ttg z tg WI 

.', 
cot z cot w+1 

--. 70 t -'W::c ot -'2-

cos 2z 
2:.:< 2 " = cos z-sin z = 2cos~z ~ -1 ':" 2 

I = 1-2sJn z 

sin 2z - 2 sinz cos z 

:1; 2 
1-t~ 

= * 2 9 
1 -I-tg z 

sin2z = tg2z 

1 tg--z = 2 

, 2 1 * 1( ) Sln ~z = ~ 1-oosz 

,;! 1-c08z 
sinz 

sinz 
","~,,,--

1+cosz 

cos3z = 4cos3Z-3cosz, sin3z - 3sinz ~ 4sin3z 

COSZCOSVI '1 - ~(cos(z+w) -I- cos(z-w» 

sinzsinw 
,'" -I 

.. :: ~r(COS(ZHV) _. cOS(Z-V/» 

, 1! ' (,. ) Slnzcosw = ~~sln ~+w + sine z--w) ) 
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cos~;+cosw = 

cosz-cosw =: 

sinz+sinw = 

sinz-sinw = 

tgz+tgw = sin(z+w) 
cosz cosw g 

d * dxcOSX =: -sinx , 

.9:-tgX 1 1 * = 2 = + dx cos x 

d -1 * -cotx = r, = -1 -dx "-sin x 

Formler og gra~er 4 

2 cos~(z+w)cos~(z-w) 

* -2 sin~(z+w)sin~(z-w) 
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2 

tg 

sin~( z+w) cos~( z-w) 

cos~(z+w)sin~(z-w) 

cotz+cotw 

d filinx = dx 

2 x 

=: sin(z+w) 
sinz sinw 

cosx 

2 cot x • 

Arcus- og areafUrktionerne. 

1 2 1. 1 2 1. 
arccosz = ~Log(z+(z _1)2) ? arcsinx = ~Log(iz+(1-2 )2) 

1 1 

arctgz 1 1 +iz 
= -2-Log-1-'- , 1 -lZ 

arccotz 

Arccot:R pa J09~[ 

A~cos x + Arcsin x =: Arctg x + Arccot x 1 
=2ff 

d -1 :x:ArcSinx 
1 dxArccosx = 2 ? = ""2" 

V'( 1-x ) V'( i-x ) 

d t t 1 d~:Arccotx -1 d:l-l.rc gx = ~ ? = ~ 1+x 1+x 

Arcosh: J1900[ pa [09 CO [ Arsinh:R 0 R 9 pa 
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Arcoth:R\[-1,1] pa R\fol 

d~Arcoshx = 1 9 

v( x -1) 

d~ArtghX 1 
= -:2 

i-x 

Arcothx = 11~gx+1 
2 x-1 

d~ArSinhX = 1 
v(x +1) 

d~Arcothx 1 
=~ 

i-x 

Udtryk ved real- og imagiruerdel 

x+iy x( ) e = e cosy + i siny 

logz = loglzl+iArgz 9 Logz = loglzl+iargz 

cos(x+iy) = cosx coshy - i sinx sinhy 

sin(x+iy) = sinx coshy + i cosx sinhy 

Rcekkeud vilcl ing er. 

00 zn 2 z3 z 1 z E C e = lj-- + z + 21+ 3T +. • • 9· Z 
n=Onl -

00 2n 2 z4 
lj (_1)n z 1 z z E C cosz = ( 2n) I = - 2T + 41 -ooq 

n=O 

00 2n+1 z3 z5 
sinz L:. (_1)n z 

E: C = (2n+1)! = z - 31+ 51- a 0 0 , z 
n=O 

00 2n 2 z4 
coshz lj z 1 z E: G = (2n) ! = + 2T+ 41 +.°09 Z 

n=O 

00 z2n+1 z3 z5 
sinhz = L:. (2n+1)! = z + 3! + 51 +0 •• , z E: G 

n=O 
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00 

(-1 )n-1 
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00 

(_1)n 
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~otgz Z z - - + = 2n+1 = 
n=O 3 

00 z2n+1 
Arctghz = ~ 2n+1 == 

n=O 

1+Vx+ V(V-1) 
1 • 2 
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Indledning 1 

Opgaver til kapitel 3 

Indledning 

Jack? be nimble? 

Jack9 jump over the c~ndlestick. 

B¢rnerim. 

Opgaverne til dette kapitel er ~or st¢rste delen rutine-

prregede. Formalet med ¢velsesopgaverne er at opna en ret h¢j grad 

a~ fortrolighed med de elementrere ~unktioner. A~ de i dette ka-

pitel benyttede metoder er potensrrekkeudvikling ved hj<Blp aT 

Taylors ~ormel mest i¢jnefaldende. Anvendelsen a~ denne metode 

i opgaver strander pa? at det kun ~or yderst ~a ~unktioner In-

der sig g¢re at ~inde et tilstrrekkeligt simpelt eksplicit ud­

tryk ~or den nte di~~erentialkvotient. De ~a eksempler, vi ken-

der, ~indes blandt opgaverne? og disse opgaver l¢ses ved ruti-

nemetoder. 

Til gengreld vil vi i denne indledning omtale en opgave 9 

som man rna vrere bade Ilnimble" og IIquick" for at kunne 19)5e. 

Om f: [8 9 b ] ind i R vides at f er vilkarlig ofte di~~eren·'" 

tiabcl? og at f og alle di~ferentialkvotienter af ~ kun antager 

vmrdier, der er l O. Vis 9 at 

Det er nrerliggende at anvende Taylors formel 

n-1 ~(k)(sU kit (n)()( )n-1 
f(x) = Z k! (x-a) + ( 1)1 ~ t x-t dt. 

k=O n- . a 
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Indledning 2 

Her er aIle led positive. Heraf kan vi i hvert fald slutte~ at 

n;1 f(kk.)r/a)(x_a)k_ / ~(x) ~ ~ - ~ ~ aIle n E N og aIle x E [a,b] 0 

k=O 

Det medf¢rer i hvert fald 9 at 

( 1 ) <p(x) 

Opgavcn er imidlertid at vise, at lighedstegnet grelder. 

Nu er det ikke helt let at se en vej frem. Vi star ved en 

slcillevej? idet vi for at gennemf¢re opgaven rna vise entenp at 

f(x) - <p(x) = 0, eller, at (Rn(x)) ~ 0, idet 

En(X) = 1 JX f'(n)(t)(x_t)n-1 dt (n-1)1 a • 

De f'leste viI vel f'inde de:l sidste plan mest lovende. Men 

sa grelder det om at f'a oplysninger om, hvor stor f(n)(t) er 

det e1" vor eneste mulighed for at komme igang med en vurdel'"·in~. 

Vort ramateriale: Taylors forme1 9 vurderingen (1) 9 vor vi·· 

den om, at aIle dif'f'erentialkvotienter er posi ti ve. Ai' (1) l;;:an 

vi i hvert f'ald slutte.9 at 

f'(n)(a) n 
,- (x-a) ~ f'(x) .9 n. 

altsa 

Dette er tilsyneladende meget groft.? og det er nrerliggende at 

Imssere det og f'ors¢ge noget hel t andet. Her har vi maslce fo1"--
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Indle dning 3 

klaringen pa~ at det ikke lykkes :for srerlig mange studerende at 

l¢se opgFtven. Den dygtige studerende viI netop vrere strerld til-

sl{yndet til at kassere de 1'oreliggende grove resultater. En-

kelte viI dog arbejde videre med ideen. Det er dog ogsa ganske 

1'ornuftigt :f¢rst at pr¢ve 9 hvor l~ngt man kommer ved hjrelp a:f 

vurderingerne - sa ved man lidt om, hvad man skal stile e1'tero 

Dot er nu klart 9 at 1'ormlen (1) ogsa kan bruges mod et 

andet punkt a:f intervallet i stedet 1'or a o For a~t~x~b har vi 

der:for ogsa 

nl :f(x) 
(x_t)n 

Her er det nok bedst at vrelge x = b, altsa 

som 1'¢rer til restledsvurderingen 

Faktoren n er ubehagelig, men integranden er "nresten li den 

n
te 

potens a:f en regte br¢k. Integralet kan maske endda regnes 

ud? men vi kan jo ogsa 1'ors¢ge at vurdere integranden. Det er 

x-t rimeligt at f'ors¢ge at studere br¢ken b-t 0 Den er 0 f'or t=x • 

Men den er en a1'tagende f'unktion a1' t? I sa 1'ald kan den vur-

deres ved ~ Vl' kan ~ors~ge dl'rekteo b-a • ~ ~ . 

x-a x-t = (x-a)tb-t~ - (b-a)(x-t) = 
b-a - b-t b-a (b-t) 

(t-a) (b-x) 
(b-aHb-t) ~ 0 • 

-tx-ab+bt+ax 
(b-a) (b-t) ::: 
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Men sa far vi jo vurderingen 

. (~)n-1;X dt 
Rn (x) ~ nf'(b) b-a a b-t = 

x-a b-a ( )
n-1 

nf(b) b-a log b-x 0 

Opgaver 

Indledning 4 

For x E ]a~b[ gar dette faktisk mod 0 for n ~ oo~ men for x = b 

er vurc1eringen il<Jce god nok. Den f¢rste restledsvurdering er 

heller ikke god nok. 

Betyder dette nU 9 at metoden rna kasseres ? Nej! Vi har 

jo klaret det meEte af opgaven. Det er rimeligere at behandle 

forholdene i b som et problem for sig selv. 

Vi ved jO, at Taylorrrekken konvergerer for alle x E [a 9 b]9 

og at summen netop er f(x) for x E [a 9 b[9 samt at summen i punk­

tet b er ~ f(b) • 

Vi mangler altsa at vise at 

Men vi ved j09 at 

er voksende for x E [a 9bJ. Men sa far vi jo 

for ethvert x E [a~ b [. Men heraf f¢lger pastanden j 0 umiddel­

bart. 
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Indledning 5 

Nu mangler vi at finde finde frem til den endelige re­

daktion af besvarelsen. I det foreliggende tilfrelde er det ik­

ke srerligt vanskeligt - i hvert fald langt lettere end at fin­

de freIT til l¢sningen. Da det er en god ¢velse at pr¢ve at for­

mulere et matematisk bevis 9 der ikke er trivielt viI vi over­

lade den endelige formulering til lreseren. 
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1. Udform en endelig redaktion af besvarelsen af den i indled-

ningen til disse opgave¢velser omtal te opgave • 

Lette opgaver 
2. Angi v vrerdien af 

i1T tlog2 .17" 

6" log5 + 3i1T + 14 
e e e 

3. Lad n vrere et positivt helt tal. Vis, at 

n-1 i 2kp1T 
= [ n :for p E nZ 

~ e n 

k=O . 0 for p ¢ nZ 

4. Lad n vrere et positivt helt tal. Lad ao , ••• ,an_
1 

vrere kom­

plekse tal. Find x 9 ••• 'X 1 af ligningerne o n-

n-1 i 2k!1T 
~ xke = ap9 P = 0,1, ••• ,n-1 • 

k=O 

(Benyt resultatet fra opgave nr.3). 

5. Angiv vrerdien af 

cos(ilog(2+V3)) og sin(ilog(2+V3)) 

6. Vis formlen 

n-1 
Vp E Z' Vn E N (~ sin ~ = 0) • 

k=O n 

7. Angiv vrerdien af 

COS(~+ilog2) ,sin(~-i) , tg(~ilog ~) • 

8. Udled formlerne 

1-cosz 
sinz = 

sinz 
1+cosz 
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9. Udregn 

j 1T J1T o cosxdx ~ Ocosxcos2xdx 
1T 

og JocOSXCOS2xcoS3xdX. 

cosh log n ~ sinh log n 9 tgh log n og coth log n • 

11. Bevis de ~ormler~ der udtrykker cos2z og sin2z ved tgZ9 

s&nt de tilsvarende ~ormler ~or hyperbel~unktionerne. 

12. ~'~ngi v ud~¢rligt 

Log (-1 +iV3) 9 Log( 1-iV3) og Log(V3+i) • 

Angiv ogsa i hvert til~relde hovedlogaritmen. 

13. Angiv uM¢rligt 

2 

(1+i)3, (1+i)1+i 

14. Unders¢g, om 

150 Angiv vrerdien a~ 

Arccos ~ ,Arcsin(-~) -1 , Arctg - • 
V3 

16 0 A11giv uM¢rligt 

arctg 1 ,arctg i ,arccos ~ , arcsin iV3 0 

170 Reducer ~¢lgende udtryk 

cos(Arcsinx) ~ sin(2Arctgx) , Arcsin(cosx) 0 
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18. Reducer om muligt f¢lgende udtryk 

Arcsin(tgx) 9 tg(2Arctgx) 9 Arctg(2tgx). 

19. Angiv metoder til l¢sning af ligninger af formen 

acosx + bsinx = c 

eller 

acoshx + bsinhx = c. 

20. L¢s ligningen 

h 4 'nh4 cos x + Sl X = a 9 

21. Angiv samtlige l¢sninger til ligningen 

22. Udregn 

~XArctg(2tgx) og :xArctg sinh x • 

23~ Fors¢g at udregne rr med 8 rigtige decimaler. 

24. Bevis relationen 

Fr¢v at vise en lignende relation med cos og sin byttet om. 

25. Udled de formler for arcus- og area-funktionerne 9 som mod-

svarer 

cos 2 x 2 = 2 cos X-19 cosh 2 x 
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26. Angiv en metodetil l¢sning at' en trediegradsligning ved 

hj@lp at' tabeller over trigonometriske t'unktioner og hy­

perbelf'unktioner samt anvendelse at' t'ormlerne t'or cos 3z 

Ob cosh 3z (eller sin 3z og sinh 3z)0 

27. Vis at det grat'iske billede i et sredvanligt retvicltlet koor­

d1natsystem at' t'unktionen cosh har t'¢lgende egensltab: M­

standen mellem tangenten til det grat'i ske bille de i punl{tet 

(x? cosh x) til punktet (x,O) at'hrenger ikke at' x. A:rstanden 

regnes ikke med t'ortegno 

28. Vis? at 

Vx > 0 Vy > 0 (Arctg(x+y) < Arctg x + Arctg y) 

Gwlder tilsvarende relationer t'or sinh og tgh ? 

29. Tegn en t'igur 9 som illustrerer ai'bildningen exp:C ind i C. 
Dette kan g¢res ved at tegne den komplekse plan to gange. 

r den ene plan tegnes et system at' r¢de linier parallelle 

med den reelle akse og et system at' gr¢nne linier parallel­

Ie med den imaginrere akse. r den anden plan tegnes bille­

derne at' de r¢de linier med r¢dt og billederne at' de gr¢n­

ne linier med gr¢nt. Det er i'ornut'tigt tillige at give li­

nier og billeder tilsvarende numre eller mrerker, eventuelt 

pile, der markerer tilsvarende genneml¢bsretninger. 

30 0 Som opgave 28, men t'or sin:~ ind i Co Billederne at' rette 

linier parallelle med akserne bliver i dette tilt'relde el­

lipser og hyperbler (enkelte udarter), som aIle har t'relles 

brrendpunkter. 
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31. VisR at 

32... Udregn en tilnrermet vrerdi for 

ved at udpytte eksponentialrakken. 

5 
33. Udregn en tiln$r~et vrerdi for V35 ved hjrelp af binomial-

55 1 

rreldcen (skriv V35 = vT32+3) = ~(1 + ~)5). 

34 •. Angi v en potensrrekkeudvikling for Arsinh x. 

35 •. Find et eksplicit udtryk for den nte differentialkVotient 

at Artgh x? og derefter analogt for Arctg x. 

Vanskeligere opgaver. 

36. Bevis, at 

., 

Find derved explicite udtryk for de nte differentialkvo-

tienter at eXcosx og eXsinx. Vis, at udviklingerne i 

.. MacLaUI'in-rrekke afdisse tunktioner er gyldige for aIle 

·x E R og angiv rrekkeudviklingerne. 

37. Find potensrrekkeudviklinger for eaxcosbx 'og eaxsinbx, 

a,b E R, ved at udtrykke cos og sin ved eksponentialfunk­

tioner og benytte eksponentialrrekken. Sammenlign med re-

.sultatet i opgave 36. 
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38. Opstil MacLaurin-rrekker for Artghx og Arctgx og vis deres 

konvergens t'or x E J-1~1[. (Benyt opgave 35). 

39. Unders¢g~ om 

Arcsinx + Arcsiny = Arcsin(xI(1-y2) + yI(1_x2)) 

for x~y E[-1~1Jo Pr¢v eventuelt at modit'icere relationen, 

sa den bliver gyldig. Tilsvarende t'or Arccos. 

40. V.is~ at,-

hvor 

for othvert x E [ - ~ ~ ~ J. 

1+1. Et tov lregges stramt omkring jorden langs rekvator. Der-

nrest t'orlrenges tovet med 1 meter~ og det strammes ud igen, 

idet et purtict at' tovet t'astg¢res til toppen af' en passende 

h¢j mast~ som er rejst lodret i et punkt at' rekvator. Rvor 

hvJj er masten ? 

J"ordens diameter srettes til 12757 km. (benyt opgave 40 som 

grundlag t'or f'remstilling at' en tahel over tgx - x i det 

relevante interval). 

42. Udled potensrrekkeudviklingen f'or log(1+x) ved hjrelp at' 

IJacLaurin-rrekken. 

43. Unders¢g om rrekkerne 

(Arctg 1) p 
n 

or konvergente. 

(Arctg ~) 9 

n 
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44. Vis? at rrekken (n-X- iy ), x E R er konvergent? hvis x > 1, 

og ligelig konvergent f'or x ~ a, hvis a > 1. Summen 

~ (z) = 00 -z 
~ n 

n=1 
kaldes Riemann's zetaf'unktion. 

45. Find konvergensradius f'or hver af' potensrrekkerne 

46. To af'bildninger f'?g:R ind i R def'ineres ved 

f(x) ~ [ Arctg(2tgx)+n~ for x E l(n-~)~,(n+~)~[, 
(n+~)1T f'or x = (n+~)1T, n E Z • 

n E Z 

g(x) = [ Arccot(~cotx)+n1T f'or x E ]nff,(n+1)1T[, n E Z 
n1T f'or x = n1T, n E Z. 

Vis, at f' og g er indbyrdes identiske. Vis? at f' er overalt 

dif'f'erentiabel, og angiv dif'f'erentialkvotienten. Vis, at f' 

er vilk~rlig of'te dif'f'erentiabel. Vis? at f'(x)-x er perio-

disk med peri ode 1T • 

47. Vis, at den ved 

f(x) = ) Arctg(3tgx)-Arctg(2tgx) f'or x E R\(~ + 1TZ) 
l 0 f'or x E ; + 1TZ 

def'inerede ai'bildning f':R ind i R er vilkarlig of'te dif'f'e­

rentiabel pa hele R (smloopgave 46). 

Svrere opgaver. 

48. Vis, at rrekken ((_1)n n-x- iy ), X,y E R er betinget konver­

gent f'or x E JO,1], medens rrekken (n-x- iy ) er divergent 

f'or x E ] 0,1 ]. 
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490 Lad (an) vrere en i'¢lge ai' komplekse tal. Vi s? at der e1c­

sisterer to tal a 9 b E R*, saledes at rrekken (a n-X
- iY ) er n 

absolut konvergent i'or x E ]a,OO[9 betinget konvergent i'or 

x E ]b,a[ og divergent i'or x E ]-OO9b[ 9 samt at a E [b 9 b+1J. 

Det kan indtrrei'i'e at et eller to ai' de omtalte intervaller 

er tomme. 

50. Lad (p ) vrere i'¢lgen ai' primtal i den naturlige rrekkei'¢lge n 

(altsa Pi = 29 P2 = 39 P3 = 59 P4 = 79 P5 = 11 90 •• ) Q Vis 

relationen (se opgave 44) 

51. Vis, at rrokken (_1_) (8e opgave 50) er divergent~ (Benyt 
Pn 

opgave 50. Vrolg z = x E R og unders¢g i'orholdene, nar x gar 

mod 1). 
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Kapi tel 40 

Beregning a~ stamfUnktioner o 

- "Hvor har Du ~ra ?" 

- "Der ~ra: Imidlertid ••• " 

- "Naa: Imillerti d •• 0 II 

- "Imidlertid gjorde Svend Tveskireg 

idelige In~ald i Norge~ hrergede Lan-

" o • 0 

- "Hrergede Landet • • 0 hvorpaa var det 

han hrergede Landet?" 

- lfpe. det Gru80mste, og ~orledet a~ den 

rergjerrige Jarl Hakon, lod han Hagen 

Adelsteen myrde ved snedige D~abs-

mrend 000"-

Tekst til en tegning a~ 

Fritz Jurgensen. 

Hvis I ~ :R er et interval betegner vi med Ii'(I 9 R)mrengden 

a~ funlctioner f:1 ind i :R og med ]'(I90) mreng­

den af ~uructioner ~:1 ind i C. Hvis vi i disse betegnelser skri­

ver C i stedet ~or Ii', skat de betegne delmrengderne af kontinuer­

te funldioner 9 og hvis vi skriver ]j i stedet ~or Ii', skal de be­

tegne delmrengderne a~ dif~erentiable ~unktioner. Skriver vi :on, 
mener vi delmrengderne af n gange dif~erentiable funktioner, og 

skriver vi cD, mener vi delmrengderne a~ n gange dif~erentiable 

~ructioner med kontinuert di~~erentialkvotient af orden no Hvis 

vi i stedet ~or I skriver (1)9 betyder det, at vi inkluderer a~-
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b,ildnihgen t':I 1 :Lnd i Reller b, hvor Ii er et vilkarl:1gt del­

interval at' I. 

Eksempel o C3( ([ 1 1 oo[ ), (j) er mamgden at' aIle tre gange dit'-

t'erentiable at'bildninger t':I ind i 0, hvor I er et del interval 

at' [1 ,co[ og t" f I er kontinuert pa I. 

Med D:n((R),t) ind i F((R),b) viI vi betegne den ved 

D~ = t'l det'inerede afbildning. Vi kunne ogsa betegne denne at'­

bildning med ~, og det viI vi lejlighedsvis g¢re, men det har 

den ulempe, at det t'orpligter os med hensyn til valg at' beteg-

nelser f'or de variable. Af'bildningen D har restriktionerne 

D:D'((R),R) ind i E'((R),C) samt D:D'(I,b) ind i J:1t(I,b) og 

D:D'(I,R) ind i F(1,R), hvor I <; R er et intet''fal. Det er sel\>"­

t'¢lgeli g ikke kor:r>ekt at bruge samme be't'egh~lse for aIle disse 

at'bildninger, og vi skal da ogsa straks s:~.l',~ at, det giver anI ed-

ning til en hel del t'orvirring. 

Hvis t':I ind i R er et element at' F((R),R), betegner vi 

med It' originalmamgden D-1 (t': I ind i fO' V~d at'bildningen 

D:O((R),R) ind i F((R),R). Ethvert element at'lt' er en af'bildning 

g~1 ind i R. For de t'leste valg at' t' er It' den t,,9wme mrengde. Hvis 

der t'incles en t'unktion g E It' omt'atter It' netopalle t'unktioner 

t' + c, hvor c er en konstant reel t'unktion. Vi kan da skrive 

it' = g -;- c, hvor c betegner mamgden at' konstante funktioner. Hvis 

f:1 i~d i 0 er et element at' J:1t((R),O) har vi pa tilsvarende ma­

de en originalmamcde D- 1 (f: I ind i b), som vi ogsa betegner ! t'. 
For g E ! t' bli ver ! f' = g + c, hvor c er mamgden af kons tante 

kompldu'e t'unktioner. Desvrerre kan t' E J:1t((R),R)ogsa opfattes som 

et element at' F( 0:,0) og derved t'ar ! t' to t'orskellige betydnin~-

gero Holdigvis reFner vi i de t'leste praktiske tilt'relde hele ti-

den med reelle eller hele tiden med komplekse f'unktioner, og der-
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for giver de ufuldstrendige betegnelser ikke anledning til mis­

forstaelser. Mrengden If kaldes mrengden af stamfunktioner til f. 

Hvis f:I ind i R (eller C) er en kontinuert afbildning~ og 

f 'x 
a € I er et vilkarligt punkt, er den ved g(x) = f(t)dt defi-

a 
nerede afbildning g:I ind i R (eller C) en stamfunktion til fo 

Idette tilfrelde eksi sterer en stamfunktion saledes al tid. Imid .. 

lertid eksisterer der ogsa stamfunktioner til mange diskontinu-

erte funktioner, men det er en vanskelig opgave generelt at af-

g¢re~ om stamfunktioner eksisterer. Vi bemrerker, at den ved 

g(x) = /xf(t)dt definerede afbildning naturligt kan betegnes 
a 

g = / f(t)dt. Her er g den stamfunktion til f, som antager vrer­a 

dien 0 i punktet a. 

I litteraturen har man almindeligt benyttet symbolet 

If(x)dx i betydningen "en eller anden stamfunktion til fll. Be­

tegnel sen forpligtermed hensyn til valg af betegnelse for den 

variable~ men d~t kan eventuelt vrere en fordel. Betegnelsen er 

unaturlig, fordi x ikke kan erstattes med en konstant. Den er 

upralctisk, fordi den betegner flere forskellige funktioner. 

Symbolet !f(x)dx kaldes det ubestemte integral af fo 

Vi viI ogsa her benytte ubestemte, integraler, men nar vi 

regnor med ubestemte integraler, viI vi aldrig benytte ligheds-

tesn, idet lighedstegn kun giver mening i forbindelse med ganske 

bestemte symboler. I stedet for viI vi bruge rekvivalenstegnet 

'" i betydningen 
S 

f '" g ~ g - f er konstant. 
S 

Det or klart, at denne relation er en rekvivalensrelation. I lig-

ninger, i hvilke der indgar ubestemte integraler, betyder '" mel­
S 
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lem to udtryk9 at di sse har l~onstant i'orskel, ligegyldigt hvor-

dan de indgaende ubestemte integraler f'ortolkes. 

Eksempel. 

sin2x tv 2'/sinxcosxdx tv /sin2xdx fV - ~COS2Xo 
S S S 

Tegnet fV lreses "subtraktionsrekvivalent med". Vi viI i reglen 
S 

simplit'icere det til tv og sige "rekvi valent med" 9 nar der ikke er 

ri silw f'or f'orveksling med andre rekvi valensrela ti oner. 

Mmngderne P(I,:R)9 C
n (I9:R), nn(I9:R)9 F(I9C)9 cfl(I,t:), 

nn(I,l:) kaldes f'unktionsrum 9 i'ordi de er organiserede som vek-

torrum, nemlig ved regneoperationen + samt ved multiplikation 

med reelle eller komplekse tal. De tre f'¢rste er vektorrum over 

de reelle tals legeme og de tre sidste ep vektorrum over de kom-

plekse tals legome. 

Saledes kan vi i'or f'9g E n(I,:R) og a9~ E :R danne af' + ~g. 

A:fbildningen D har egenskaben 

D(ai'+~g) = aDf' + ~Dg. 

Pa grund at' denne egenskab siges D at vrere linerer. For a E I or 

den ved 

bestemte at'bildning Ia :C(I,:R) ind i. Jj(I,R) ligeledes linerer 9 idet 

/ (af'(x)+~g(x)dx = a/ i'(x)dx + ~/ g(x)dx. a a a 

Line03re at'bildninger af' i'unktionsrum ind i f'unktionsrum kaldes 

oi'te operatorer9 og man taler om dif'f'erentialoperatorer og om 

integraloperatorer. 
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Den ved 

definerede afbildning I b:C([a,bJ9R) ind i R er en linerer a1'­a 9 

bildning. En linerer a!bildning a1' et 1'unktionsrum ind i Reller 

C l<;:aldes o1'te en 1'unktional. Et andet eksempel pa en 1'unlctional 

er den ved 

bestemte a1'bildning Da :IJ(I,R) ind i R. 

V~rt kendskab til en hel del elementrere specielle 1'unk­
i 

tioners di1'1'erentialkvouenter giver os umiddelbart en hel del 

sta~~Lu~ctioner. Vi anf¢rer de vigtigste: 

og a E C, a ~ -1 • 

For a = 12., p E: Z9 q E N9 q ulige~ a ~ Vi gyldig 1'or aIle x E: R. q 

! d~ IV loglxl 1'or x E R\foJ. x 
x 

! x a adx lV
-loga l' or x E R, a E J 0, 1 [U J 1 ,00 [ 0 

J cosxdx IV sinx 1'or x E R 

J sinxdx IV -cosx 1'or x E R 

J~ dx J' 2 -'""""2-· rv ( 1 +tg x) dx rv tgx 1'or x 
cos x 

/coshxdx rv sinhx 1'or x E R 

!sinhxdx ~ coshx 1'or x E R 

)' _d~~2 rv /( 1-tgh2x)dx rv tghx 1'or x r;:: R 
cosh x 

Z • 
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! c1x 2 '" i( coth2x-1 )dx IV Vcoth x for x E: ]-oo~ 0 [U JO ~oo[. 
sinh x 

! dx IV Arcsinx IV -Arccosx for x E: J-1~1[ 
v( 1_x2 ) 

! Clx 
-2 - IV Arcoshx = 

v(x -1) 
f'or 

! dx _/2 
2 IV -Arcosh(-x) = log(-x+v(x -1» 

v(x -1) 

f'or x E: R 

j ' dx 
~ '" Arctgx 
1+x 

f'or x E: :R 

j' dx 1 1+x 
---- IV Artghx = - log --- f'or 
1 2 2 1-x -x 

., d 1 1 
j --;. '" Arcothx = - log ~ for x E: J-oo$ -1 [U ] 1 ,oo[ 0 

1-x 2 x-1 

Hvis det f'or f: [a~ bJ ind i R grelder$ at /f(X)dX N F(x)$ 

og ~:[a1~b1J ind i [a$b] er en differentiabel af'bildning$ er 

!f(~(x»~'(X)dX IV F(~(x» 

if'¢lge reglen om diff'erentiation af' en sammensat f'unktiono Dette 

er reglen om substitution. Man skriver sredvanligvis 

Jf'(~(x»~ I (x)dx IV !f'(~ (x) )d~(x) IV F(~(x» 

i overonsstemmelse med def'initionen af d~(x)o 

:Glmempler 0 

j ' 1J' cos5xdx '" 5 cos5xd5x IV sin5x f'or x E: :R 

/ cotxdx N Jd~inx IV log/ sinx/ f'or x E: R\1TZ 
Slnx 
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1 

! ~ N f d~x+2rr) N logl tg(~+rr4) I t'or x E R\(~+rrZ) 
cosx 8in(x+~) 

Udregnihgen at' ! ~x overt'¢res umiddelbart til hyperbel-. Slnx 
t'unk.tionerne~ men vi har den alternative metode: 

J dx N 2/ dx N - f de x N 

sinhx x -x 4' x 2 e -e (e ) -1 

x ~x -~x 
_ilogl!L.±i1 1 le

2 ~e 2 I 
2 = -21og -'-x -Lx = 

eX_1 e 2 +e 2 

Tilsvarende t'as 

Endvidere er 

og 

/ c.l.x 
2 2 a +x 

x E :R 

Der er grund til at henlede opmrerksomheden pa en rrekke in-

tegraler, der meget let udregnes takket vrere srerligt heldige om-

stamdighedel(9 IJle.n 80m. do.g .optrreder ganske. hyppigt: 

1 

! xdx J 1 2 2 -2 2 2 .f 2 2 V 2 2 N 2(a +x) d(a +x ) N v(a +x ), xE.:R 
(a +x ) 
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Somme tider er det hensigtsm@ssigt at anvende metoden fle-

re gange: 

/ 109(1~x2)d(1+x2) 
1+x 

Kffidereglen for differentiation af en sammensat funktion 

F(g(x)) gffilder ogsa~ nar F er en funktion~ som kan udvikles i 

potensr83kke~ medens g er en differentiabel afbildnihg ind i kon­

vergenscirkelskiven. Derfor har vi f.eks. for a 9 b E R 

J (a+ib)xd e x tv 

e(a+ib)x = eax(cosbx+isin(x) = 
a+ib a+ib 

~eax( (acosbx+bsinbx) + i(asinbx-bcosbx) ). 
a +b 

Ved at spalte i realdel og imaginrerdel far vi 

! ax e sinbxdx rv 

ax 
~ 2(acosbx+bsinbx) 

a +b 

ax 
~ 2(asinbx-bcoSbx). 

a +b 

Den anden vigtige integrationsmetode er delt integration~ 

som bygger pa formlen 

der er en f¢lge af reglen for differontiation af et prodw~t. Reg-

len kan ogsa skrives 

j~(x)g~(x)dx tv f(x)g(x) - /g(X)fl(X)dXo 

Vod delt integration af et produkt f(X)g'(X) far man altsa den 

ene faktor integreret og den anden differentieret. 
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Eksempler. Vi vil :finde en stam:funktion til xVlogx. Her 

simpliceres logx vresentligt ved dif:ferentiation. Der:for regner 

vi pa f'¢lgende made: 

J v 1 ! v+1 x logxdx ~ v+1 logxdx ~ 

:for x E Jo~oo[ og v t -1. For v = -1 klares integralet ved sub-

stitution: 

Vi vil dernrest :finde en stamf'unktion til xPeax~ p E N7 

a E R. Idette til:frelde bliver eax ikke vresentlig vrerre eller 

bedre ved di:ff'erentiation eller integration~ men xP simpli:fice-

res lidt ved di:f:ferentiation. 

Dette er en rekursionsf'ormel til beregning a:f den ¢nskede stam-

:fwlktion. I det :foreliggende tilf'relde :far vi let ved gentagen 

anvendelse 

J' n ax xJ::'e dx rv 

Ved at srotte a = i og spalte i real og imaginrerdel kan vi :fa 

stamf'uruttioner til xPcosx og xPsinx. 

Som vi sa i kapitel 1 kan en bruden rational :funktion skri-

yes som en sum af' stambr¢ker o Vi kan derf'or :finde en stamfunktion 

til den brudne rationale :funktion ved at :finde en stamf'un1ttion 

til partialbr¢kerne. Hvis det drejer sig om en reel bruden ra-



Mat 19 1966-67 MA 4.10 

tional fUnktion~ er det mest fordelagtigt at benytte opspalt-

ningen i reelle partialbr¢ker. Vi skal nu vise 9 hvorledes vi 

finder stamfunktioner til partialbr¢kerne. 

De partialbr¢ker~ der svarer til reelle r¢dder, voIder 

ingen vanskeligheder, idet vi har 

log/x-a/ for p = 1 

-1 for p > 1 
(p+1 )(x_a)P-1 

For en partialbr¢k, der svarer til to indbyrdes konjuge-

rede r¢dder9 benytter vi f¢rst opspaltningen 

cxx+{3 ::: 
(x2+ax+b)P 

og vi har nu 

J cx(x+~) 1 J d(x2+ax+b) N 

--=---~--dx N za ~~2~~~~ 

(x2+ax+b)P (x +ax+b)P 

og 

2 log/x +fiX+b/ 

1 

for p = 1 

for p > 1 9 

Her er b - ~a2 > 0 9 da andengradspolynomiet ikke har reelle r¢d­

der. Opgaven er nu reduceret til bestemmelse af en stamfunktion 

til en partialbr¢k af den specielle form 

1 
2 c)p 9 (x + 
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hvor 0 > 0. For p = 1 har vi ovenfor fundet stamfunktionen 

For p > 1 skaffer vi os en rekursionsformel ved at benyt-

te delt integration en lille smule snedigt: 

i/ dx 
20(;-1) /xd 

1 
(2 )p-1 

+ rv 

0 (2 )p-1 x +0 x +0 

i/ dx + 1 x 1 ! dx 
0 (2 )p-1 20( p-1 ) (2 ) p-1 - 20(p-1) (2 )p-1° x +0 x +0 x +0 

Dermed har vi fUndet rekursionsformlen 

2f-3 / dx 
20 p-1) (2 )p-1 • x +0 

I udledelsen har vi ikke benyttet, at 0 > 0, og den grelder sa­

ledes for 0 t 0, p > 1. For 0 > 0 far vi ved gentagen anvendelse 

den iltke srerlig k¢nne formel 

+ 000 

Sa er rckursionsformlen dog mere tiltalende. Dertil kommer, at 

det efter anvendelse af rekursionsfprmlen pa leddet med h¢jeste 
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vrerdi a~ p viI vrere naturligt at trrekke det resterende ubestemte 

integral sammen med den nreste partialbr¢k. 

Eksemplero 

J dx IV J ( .L _ --1- 1) dx IV 

2 2 2 2 2 -2 2 
x (x +1) x x +1 (x +1) 

x 
2 

2(x +1) 
i/ ~ _ / ~ IV 

2 2 2 x +1 x +1 

3X2+2 3 
2 - 2 Arctgx e 

2x(x +1) 

/ -.9L '" if (1 1) 1 l1±rl 
1 

2 2 1+x + 1=X dx IV 2logTT=XT 0 

-x 

Det or selv~¢lgelig vigtigt at benytte enhver lille genvej9 der 

letter regnearbejdet. 

2 
J - dx r.J if d(x) IV 

23222 3 x(x -1) x (x -1) 

1)' 1 
2 ( 2'3 

(x -1) 

-1 

Hvis vi skal ~inde en stam~nktion til 1 kan vi benytte 
(x2 _1)p9 

rekursions~ormlen ove~or og derved helt spare at udvikle i par-

tialbr¢kor. For p = 4 ~ar vi saledes 
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I dx. -x :2/ dx 
(x2_1)4 ~ 6(x2_1)3 - 6 (x2_1)3 ~ 

x 5x 51 dx 
6(x2_1)3 

+ 
24(x2_t)2 

+ '8 22 rv 

(x -1) 

x 2x 2x - -f6/~X ~ 
6(x2_1)3 

+ 
24(x2_1)2 16(x2_-I) x -1 

x 5x 5x 5t¥-# - 2 3 + 
24(X2_1)2 2 + 3'2log x-1 • 6(x -1) 16(x -1) 

Vi kan saledes altid bestemme en stamEunktion til en bruden 

rational Eunktion R(x), og en sadan stamEunktion er en linear-

kombination aE en bruden r:;l,tional Eunktion og Eunktioner aE Eor­

men logjx-aj eller Arctgax. 

Vi kan ogsa, hvis R(x) er en bruden rational Eunktion, be­

stemme stami'unktioner til R(ex ) og R(tgx), idet vi benytter om-

skrivningerne 

/ x / R(e
x

) d x . R(e )dx rv x e, 
e 

/R(tgX)dx ~ f R(tg~) dtgx , 
1+tg x 

samt eventuel t 

fR(tghx)dx ~ f R(tS~X} dtghx • 
1-tgh x 

Eksempler. 

1 ) x + --..-- de IV x e-1 
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Man benytter sig selv:f¢lgelig a:f eventuelle genveje. F.oks. kan 
2x man ofte med :fordel benytte e som variabel. 

Hvi s vi ¢nsker at :finde en stam:funktion til 1 2 ' kan vi selv-
1+tgh x 

:f¢lgelig udtrykke tghx ved eksponential:funktioner og ga :frem som 

i de to :foregaende eksempler. Hvis vi :foretrffikker at gennem:f¢re 

regningen i hyperbel:funktioner~ :far vi 

J 

~ J( 1 2 + 1 2 )dtghx ~ 
1+tgh x 1-tgh x 

~(Arctg tghx + Artgh tghx) = ~(Arctg tghx + x). 

Analogt :far vi 

J dx ~ J dtgx 
1_tg2x (1-tg2x)(1+tg2x) 

1 !( 1 + 
2 2 1+tg x 

1 --'--- + 
2(1+tgx) 

1 )dtgx "" 
2(1-tgx) 
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Vi bemrerker, at integranden 1 er defineret for 
1_tg2x 

x * (2p+1)~ og x ~ (2p+1)ff, p E Z. Integranden kan imidlertid 

2 
ogsa skrives ~os ~ 2 ' og derved udvides definitionsmrengden 

cos X-SIn X 

til R\I(2p+1)~lp E z1. Dette stemmer med~ at det sidste resul­

ta t or en funkti on, som er definer~;t pa den samme mrengde. Der­

imod er det nrestsidste udtryk kun defineret, hvor 1 2 er de-
1-tg X 

fineret, og de to sidste udtryk er ikke identiske, men kun rek-

vivalonte. 

Et rationalt udtryk i sinx og cosx kan omformes til en 

bruden rational funktion af tg~, og derefter kan en stamfunk­

tion bestemmes ved de ovenfor omtalte metoder. Deter vigtigt at 

huska, at metoden svigter for x = (2p+1)rr, p E Z, fordi tg~ ik­

ke or defineret for disse vrerdier af x • 

Eksempel. 

J 2+cdXosx ~ J ____ d=x __ ~ 
2+ 1-tg2~ 

2 

'x 
tg'2 

d\73 

1 +( 
tg~ 2 
v-f) 

I punktet (2p+1)~, p E Z har den fundne stamfunktion grrensevrer­

dien 73 fra venstre og grrensevrerdien - 73 fra h¢jre. Vi kan ud­

trykke det ved at sige, at den fundne funktion "springer ll 
- ~, 

nar x passerer en af vrerdierne (2p+1)~o Vi vee imidlertid 9 at 

den ved 2+C~SX definerede funktion har en kontinuert stamfunk­

tion F:R ind i R, og vi ved, at forskellen mellem F og den oven-
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for fundne stamfunktion er konstant pa hvert af intervallerne 

](2p-1)w,(2p+1)w[, og F er derfor rekvivalent med den ved 

G(x)= 

for x = (2n+1)~, 

defineredefunktion G:R ind i R, 
Eksempel. 

n E: Z • 

(1+tg
2 ~)dX 

4 2 x 
cos 2" 

2x 
1+tg 2" 

2 
x 1-tg-2 

x 2cos2 = ---~-x . x 
COS--S1n-2 2 

= 2(1+cosx) tV 

1+cosx-sinx 

r-. tv 

( 1-tg~r~ 

= 

2sinx 
1+cosx-sinx • 

Idette tilfrelde er integranden d.efineret og kontinuert for 

.L 1, x 
X T ~+2pw, P E: Z.Vi har benyttet tg2"' og vi kan derfor ikke u-

middel bart s~,~ole pa vore regninger for x = (2p+1)W 9 P E: 2, men 

vort resultat, skrevet pa den anden af de anf¢rte former, er en 

funktion, som er kontinuert, hvor integranden er kontinuert, og 

dette udtryk er saledes en korrekt l¢sning. Derefter har vi for­

lrenget br¢ken med cos~, og derved har vi faet et udtryk, der ik­

ke er defineret for x = (2p+1)w, p E: Z. De sidste omskrivninger 

er dog ikke uden interesse, idet vi viser, at resultatet "i det 

store og hele" kan udtrykkes rationalt ved sinx og cosx. 

Det er selvf¢lgelig ofte muligt at udregne integralen af 

tribonometriske udtryk ved helt andre metoder. Isrer l¢nner det 
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sig ofte at indfy1re tgx eIIer tg2x i stedet for tg~. Dette viI 

i reglen give et simplere udtryk 9 men flere undtagelsespunkter. 

Vi skal vise et far eksempIer, men vi viI dog ikke gennemf¢re 

en helt detaiIIeret diskussion. 

Eksempel. 

/ dx / 2 tv 
dx tv / 

2 4 , 2 
dtgx 

2 
1+(2tgx) 1+3sin x cos x+ Sln x 

~Arctg( 2tgx). 

Undtagelsespunkter: x = ~+pff9 P E Z • 

Overalt defineret stamfUnktion: 

Eksempel. 

J( sinxcosx )2dX tv J tg2
xdtgx 

cos3x+sin3x (1+tg3x)2 

3 'S. 
3( cos x+sin- x) 

Fa den sidst anf¢rte form er det fundne resultat en stam-

funktion overaIt 9 hvor integranden er defineret. 

Vi skal i denne forbindelse anf¢re rekursionsformlen 

j ' n J' n-2 ( 2) J n - 2 tg xdx tv tg x 1+tg x dx - tg xdx tv 



Mat 1~ 1966-67 MA 4.18 

som er gyldig ~or n ~ 1. For n E N ~ar vi ved gentagen anvendel-

se~ at 

2n-1 
!tg2nxdx N tg x 

2n-1 

2n-3 
t~ x 

2n-3 + .0.+ 

og 

! tg2n+1 xdx N tg2nX 
2n 

tg2n- 2x ()n+1 t 2 1 2n-2 +00.+ -1 ~+(_1)n+ loglcosxl. 

Substitutionsmetoden kan o~te med fordel udnyttes I'om':'endt". 

Vi ¢nsker at bestemme en stamfunktion F til en afbildning f:1 ind 

i Ito Hvi s (p :11 ind i I er bijekti v og dif~erentiabel~ er F ° cp 

stamfulli{tion til (focp)cp'. Vi bestemmer derved Focp = G og derefter 

F = Gocp-1. Nar vi anvender denne metode viI vi antyde det i ven-

di nger som de f¢lgende: 

Ved at substituere x = cp(u)~ u E 11, far vi 

! ~(x)dx N ff(cp(u))cp I (u)du • 

Eksempel. Ved at substituere x = sinu~ u E [-~~~]9 ~ar 

vi 

2 . 2 2 . u Slnu + ucosu - Slnu = 

x(Arcsinx)2 + ~(1-x2)Arcsinx - 2x • 

Eksempel. Ved at substituere x 

x E [°900[9 at 

!coffiixdX N 2/tcostdt N 2tsint + 2cost = 

2Vx sin/x + 2coffiix 0 
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Disse to eksempler illustrerer, hvorledes substitution 

udnyttes til bortskaffelse af "ubehagelige" funktioner, der ind­

gar i integranden. Srerlig interesse knytter sig til bortskaf-

felse af rodst¢rrelser. I det f¢lgende skal vi angive en rrekke 

metoder til dette formal og derved skal vi specielt vise, at 

stamfuru~tionsbestemmelsen altid kan reduceres til bestemmelse 

af en stamfunktion til en bruden rational funktion, safremt in-

tegranden afhrenger ra ti onal t af x samt enten 

1) en rOdst¢rrelse P,/~~~:~ s pEN eller 

2) en kvadratrod af et endengradspolynomium i X9 eller 

3) to kvadratr¢dder af f¢rstegradspolynomier i x. 

Pv-"cxx+~ Vi viI f¢rst beskmftige os med , hvor vi viI an-
yx+ 

tage, at determ1nanten 

f3 

o 
::: cxo - f3y 

ikke er nul, idet rodst¢rrelsen ellers reduceres til en kon-

stant. Da vi har 

2 ' (yx+o) 

varierer rodst¢rrelsen monotont i si t (sine) defini ti onsinter·-

val(-ler). Vi sretter nu 

altsa x = 

og afbildningen x ~ u viI da altid vrere monoton pa ethvert de-

finitionsinterval for rodst¢rrelsen. Endvidere bliver 

dx = O p-1 
P u d 2 u. 

(-yuP+cx) 
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Nar de anf¢rte udtryk for xp rodst¢rrelsen og dx indsrettes i in-

tegrandenp reduceres denne til en bruden rational funktion af u. 

El(sempel. For ex d3 E :R 9 ex ,< f3 ~ ¢nsker vi at udregne 

Idet nmvneren i integranden kan skrives 

(x-ex) ~=~ , 
kan den netop beskrevne metode benyttes. Vi smtter 

[j-x 
x-ex 

hvilket giver 

J dx J -2 (@-ex)udu 21 du 
\/(( x-ex )(f'-x» rY (I' ) ( 2 /,) N - -2- '" 

-ex u u + I u +1 

-2~1rctgu = -2 Arctg Vr~~ N 2 Arctg \I;=~ . 
I f¢rste omgang fik vi et ret kejtet udtryk for stamfunktionen. 

Dot skyldes~ at vi substituerede med en aftagende fUnktion. Det 

havde v~ret bedre at trmkke f'-x udenfor rodtegnet i stedet for 

x-ex. Vi har ikke angivet meget interval for u, og vi har heller 

ikke haft brug for de t. 

Eksempel. Vi ¢nsker at udregne 

Vi aotter 

og derved far vi 

J xdx 
Lv(X-1)3 9 
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~(X+4) t¥(x-1). 

Hvis integranden afhrenger rationalt af x og V(ax2+bx+c)~ an­

b vender vi f¢rst sUbstitutionen x = t - 2a~ sam bortskaffer f¢r-

stegradsleddet i polynomiet. Dernrest sretter vi faktoren Vial 

udenfor rodtegnet. Derefter er problemet reduceret til at bort­

skaff'e en kvadra trod af en af t'ormerne V ( a 2 _x2 ) ~ V (a 2 +x2) og 
2 2 V(x -a ). 

Lad os t'¢rst betragte V(a 2_x2). Den nrerliggende substitu-

tion 

f¢rer til en integrand, som afhrenger rationalt af sinu og cosu, 

og den kan behandles ved de ovenf'or omtalte metoder. Vi kan i-

midlertid ogsa benytte f¢lgende substitution 

2at V 2 2 1_t2 2 
x = 

1+t2' 
(a -x ) = a~, dx = 2a 1-t dt t E [-1,1 L 

1+t (1+t2)2 ' 

eller t'¢lgende variant at' den samme: 

1_t2 
V 2 2 2at -4at dt [ 0, oo[ x = a~, (a -x ) = 

1+t2' 
dx = 

(1+t2 )2 ' 
t E • 

1+t 

Den sidste udgave er en at'tagende substitution, og den tlglemmer" 

endepuructet -a, hvilket dog ikke er en vresentlig ulempe o Vi an-

bet'aler den trigonometriske substitution t'rem t'or den rationale, 

.fordi det ofte er muligt at t'inde en genvej ved behandlingen af 

den trigonometriske integrand. 80m et kuriosum skal vi nrevne sub-

s ti tuti onen 

t h . I( 2 2 ) a dx = adu r ] [ X = a g u, v a -x = coshu' 2 ' u C -00,00 0 

cosh u 
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Den II glemmer" begge intervalendepunkter. Den er undertiden gan·~ 

ske praktisk 9 men i de f'leste tilf'celde viI hyperbelfunktionerne 

vcere et f'remmedelement, del" let giver anledning til en del ek-

stra besvrer. Endelig skal vi nrevne~ at den ovenf'or omtalte me-

tode til behandlj.ng af'v((x-cx)(j3-x)) selvf'¢lgelig ogss. kan an-

vendes. 

Eksempel. Vi viI udregne 

! dx 
22· 

x V(1-x ) 

Substitutionen x = sinu giver 1"01" x E ]O,1[ 

! cosudu 
~------ ~ -cotu = 
Sln ucosu 

hvilket i¢vrigt ogss. er rigtigt 1"01" x E ].-1,0 [0 Den f'¢rs te a1" 

de rationale substitutioner giver 

/ -2"'"",---jd..;...X """'2"""" ~ ! 
x v (1-x ) 

2 2 2 2 
(1+t ) (1+t )2(1-t Ldt 

2 2 2 2 
L~t (1--t )(1+t ) 

Den hypcrbolske substitution giver 

! dx ",J coshu du ~ ! dsinhu 
V 2 2 2 "nh2 x (i-x) tgh ucosh u Sl u 

-1 v( 1_x2 ) 
= sinhu x 

2 2 Til bortsl\:a1"f'else af' v(x +a ) er det mest na turligt at benytte 

substitutionen 
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Ved her at srette t = eU far vi sUbstitutionen 

Endvidere har vi den trigonometriske substitution 

_ I( 2 2) a adu x = atgu, v x +a = ---- , dx = 2 cosu cos u 

men de to f¢rstnrovnte viI of test vrore at foretrrekke. 

Fksempel. Vi viI udregne 

J dx 
2 • (x+1)V(x +1) 

Den f0rste af de anf¢rte substitutioner giver 

J ft( t+t )dt 

1( 1 1 1) - t--+2)· -( t+-2 t 2 t 

1 
1 ,(t+1-V2)2 1 1 2-2V2+t+C3-2V2)t 

\72log 2 = V2 og = 
t +2t-1 

Vi hn:L.kke sat rr.unerisk-tegn om st¢rrelsen under logari tmeteg­

net" De:1 er nemILs al tid posi ti v for x E ]-1 yoo[ ~ fordi vi har 

passet pa undervl3js. Det er nemmere at anvende numerisk-tegn 

og til isengreld vre::oe lidt mindre omhyggelige. Vi bemrerker? at 

selve i::ltegrationen gik ganske let, men det kostede ikke sa lidt 

besvcer nt bringe j'esul tatet pa en pren form. 
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Ved at substituere med hyperbel~unktioner ~ar vi 

/ dx N / du 
(x+1}1(x2+1) 1+sinhu· 

1( u -u) . Hvis vi nu indf¢rer sinhu = 2 e -e 9 ~ar vi integralet a~ en 

rational ~unktion a~ eksponential~unktionen, og anvendelse a~ 

den tidligere omtal te ru tinemetode ~¢rer ind i den ~¢rst omtal te 

regning igen. Vi kan imidlertid ogsa indf¢re tgh~, og derved 

~ar vi 

2 
(1-tgh ¥ / du N / ___ _=___ N 

1+sinhu u 2 
1+2tgh'2-tgh ~ 

_ r. t _____ d_tg_h.-::¥=--___ 1 V2-1 +tg~ 
c:.,; (V \72log u = 

(tgh¥-1-V2)(tgh~-1+V2) V2+1-tgh'2 

og dermed er vi igen kommet tilbage til et mellemresultat ~ra 

den ~oregaende metode, idet t = eU 
• 

Den trigonometriske substitution giver 

/ dx 
rv / 

du 
N / 

du 

(X+1)V(x2+1) ( 1+tgu)cosu 
rv 

cosu+sinu 

2 
(1 +tg ¥)du u 

f' 

2/ 
dt~ 

J 2 u 2 , 
u u 1+2tg2-tg u 

1+2tg--tg - 2 2 2 

altsa nE8sten samme integral som de ~oregaende substitutioner gav 
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anlcdning til, men den endelige reduktion af resultatet bliver 

bosv"arligere i dette tilfrelde, og vi vil ikke udf¢re resten af 

ROdst¢rrelsen v(x2_a2 ), a > ° er defineret i hvert af de 

to intervaller J-oo,-aJ og [a~oo[. Vi vil kun beskreftige os med 

[1,00[, idet substitutionen x = -u vil overf¢re det andet inter-

val i dette. Vi kan anvende substitutionen 

eller den hyperbolske substitution 

x = acoshu, v(x2_a2 ) = asinhu, dx = asinhudu 9 u E [O,oo[ 

eller den trigonometriske substitution 

"1. 2 2 x = ~ vex -a ) = atgu cosu ' , d - asinud x - f") u, 
c.. cos u 

Den ~L0rsto substitution vil i reglen vrore at foretr@kke o 

Eksempel. Den f¢rste substitution giver 

)' __ ~dx~_ 

(x+1)V(x2-1) 

dt -2 -2 
2 tv t+1 = 2 

t +2t+1 x+1+v(x -1) 

-2(x+1-V(x
2
-1)) = 

(x+1)2_x2+1 
x+1-V(x2-1 ) 

x+1 

= 

x-1 
x+1 • 

ResultfLtet bliver altsa meget simpJ.ere end i det foregaende ek-

sempel. Dette hrenger sammen med, at faktoren x+1 foran rodteg-

net er divisor i polynomiet under rodtegnet. Vi skal i dette til-

fCBilide ikke fors¢ge at anvende de andre substitutioner. 
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endertiden viI man ~oretrrekke at bortska~~e en kvadratrod 

uden f~rst at bringe den pa en a~ de oven~or omtalte ~ormer. Vi 

kan bortska~~e v(x2+ax+b) ved at substituere en ny variabel t, 

idet vi sretter 

altsa 

ax+b 2 = 2xt+t , 

2 
-t +at-b 

a-2t 

TilsvGrende kan vi bortskaffe V(1+ax+bx2 ), idet vi sretter 

al tsa 

a+bx 2 2t-a = 2t+xt , x = b_t2 , 

v( 1 H~X+bx2) 
2 2 t -at+b dx 2 t -at+b dt. :::: 

b_t2 , = 
(b_t2 )2 

Vi skal ikke ga nrermere ind pa disse substitutioner. 

Hvis integranden a~hrenger rationalt a~ x samt v(a1x + b 1 ) 

og v(a2x+b 2 ) afska~fes den ~~rste kvadratrod ved substitutionen 
u 2_b 

x = ai, og integranden kommer dere~ter til at afhcenge ra ..... 
e 1 

a2 2 a 1b 2-a2b 1 tionalt af u og v( --u + a ) og de venfor omtalte meto-
a 1 1 

der kan anvendes o 

Det 10nner sig, inden de ove~or omtalte metoder til bort-

sk3.f~el se af kvadra tr¢dder bringes i anvendelse, at forenl{le pro-

blcmet ved at reducere og spalte integranden. Lad os betragte 
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en integrand, der afhrenger rationalt af x og en kvadratrod af et 

polynon:i um i x. Den viI da al tid kunne reduceres til f'ormen 

:1(x) + P2(x)Vp(x) 

Q1 (x) + Q2(Jt)VP(x) 
~ 

hvor P1(x)? P2(x), Q1(x), Q2(x) og p(x) er polynomier. Vi kan nu 

skaffe rational nrevner ved at forlrenge med Q1(x)-Q2(x)vp(x), og 

inte~randen far derved formen 

P1(x)~1(x) - P2(X)Q2(X)P(X) 
2 2 

( Q1 (x) ) - (Q2 (x)) p (x) 

(Q1(x)P2(x) - P1(X)Q2(X))VP(X) 
+ 

(Q1(X))2 - (Q2(X))2p(X) 
• 

Her er det f¢rste led en bruden rational fUnktion, som kan inte­

greres for sig ved den tidligere omtalte rutinemetode. 

I det sidste led kan vi forlmnge med Vp(x). Derved far vi 

et uu.trylc af formen 

h "() Q() 1 . V' k' ~ vor £ x og x er po ynomler. 1 s rlver nu QTXT som en sum 

af partialbr¢ker. Derved far vi leddet skrevet som en sum af led 

af formE;rne 

a og ax+b 

(x-a)9v'p(x) 2 • (x +ax+,B)9v'p(x) 

Hvis p(x) er et andengradspolynomium, viI stamfunktioner til dis-

se udtryk kunne findes i integraltavler. 

Det skal tilf¢jes, at det kan vmre hensigtsmmssigt at be­

holde vp(x) i tmlleren~ men eksemplerne ovenfor viser~ at man 

altid viI kunne forkorte en faktor vmk efter substitutionen~ hvis 

kvadratroden er i nrevneren. 
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En stamfunktion af formen 

hvor p(x) er et polynomium af grad ~ 3, medens p(x) og Q(x) er 

vilkarlige polynomier kan sredvanligvis ikke udtrykkes ved de 

elementrere funktioner. Hvis p(x) har grad 3 eller 4 kaldes stam-

fuructionen et elliptisk integral. I elementrere :ysisk-tekniske 

problcmer m¢der man ofte det specielle elliptiske integral 

J dx 
2 2 2 1 

v((1-x )(1-k x )) 

og forslmllige beslregtede integraler. Her er k en reel parameter. 

For k = 0,+1 eller -1 kan stamfunktionen udtrykkes ved de ele-

mentwre funktionstegn, ellers ikke. Ved sUbstitutionen x = sinu 

far vi 

/ dx 
222 

V((1-x )(1-k x )) 
N J ciu 

2 2 ' v( 1-k sin u) 

og dermed har vi faet et nyt integral, der heller ikke kan ud-

tryldces ved elementrere funktionstegn. Det nye integral kaldes 

ligelcdes et elliptisk integral, Vi bemrerker, at 

/ du 
Vcosu 

J du 
:2 u ' v(1-2sin '2) 

og det f¢rste integral er derfor ogsa et elliptisk integral. 

Dot er selvf¢lgelig ikke nogen simpel sag at bevise 9 at 

en stamfunktion ikke kctn udtrykkes ved elementrere funktionstegn, 

og vi slw.l ikke i noget tilfrelde gennemf¢re et sadan bevis. Det 

er imidlertid nyttigt at have kendskab til de simpleste eksompler 
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pa stamfunktioner? der ikke kun udtrykkes elementaart? idet man 

dervcd sparer en del overfl¢digt arbejde. 

• ex x 
jxedx, 

kan udtrykkes ved elementaare funktionstegn? hvis ex er 0 eller 

et naturligt tal, men ellers ikke. Ved delt integration kan ex 

aandres til ex+1 eller ex-1 efter behag, dog kan -1 ikke rendres til 

o (elleromvendt). Vi bema3I'ker at substi tutionen x = logu giver 

x 
fLdXtvf~ 

x logu • 

Derimod kan 

og f xexcotxdx 

for ex ~ 0 ikke udtrykkes ved elementmre funktionstegn. I'd: om-

skrivningen 

J logcosxdx tv xlogcosx - f xtgxdx 

fremgar? at J' logcosxdx heller ikke kan udtrykkes ved elementmre 

funldi onstegn. Analogt for J logsinxdx. Stamfunkti onen til pro-

duktet af en trigonometrisk funktion og en bruden rational funk-

tion? som ikke er et polynomium? kan ikke udtrykkes ved elemen-

txro funktionstegn. 

Stamfunktionerne 

og j' ex (sinx) dx 

kan uc1trykkes ved elementmre funktionstegn? hvis ex E: Z og ellers 

iklw? men 
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kan udtrykkes ved elementrere funktionstegn~ hvis a = 0 eller 

1 E tJ og ellers ikke. ex 

Bestemte integraler udregnes sredvanligvis ved beregning 

af en stamfUnktion til integranden. Det l¢nner sig imidlertid 

ofte at benytte substitution eller delt integration direkte i det 

bestemte integral. 

Eksempel. Hvis p og <l er hele, ikke negative tal og <l > 1, 

er 

}rr 1 

j2 sinPxcos <lxdx 
o 

j
21T q-1 

= sinPxcos xdsinx 
x=O 

1 1 

1 c-1 n+1 21T j21T +1 -1 ---([cos l xsin~ xJ - sinP xdcos q x) = 
p+1 x=O x=O 

1.1T 
(1_1/2 • n+2 (1-2 
~ sln~ xcos~ xdx 
.0+1 0 

og heraf far vi rekursionsformlen 

L@g mrerke til, at vi i de integraler, hvor der star et mere kom­

pliceret udtryk efter d, skriver x = 0 i nedre grrense for at 

hindre misforstaelae. Ved substitutionen x = ~-u svarer x = 0 

til u = ~ og omvendt? og vi far derfor 

o 
-1 cosPusin<ludu 

~1T 

~1T 
= 1 sin<lxcosPxdx, 

o 
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hvi.llwt medf¢rer~ at p og q kan bytte roller i rekursionsformlen 

ovenfor. 

Det hronder~ at et bestemt integral kan udregnes eksplicit~ 

selv om den relevante stamfunktion ikke kan udtrykkes ved de 

elemcnt83re funkti onstegn. I det enkleste tilfrolde beror c1ette pa 

en symmetriegenskab: Hvis en kontinuert funktion f:[ajlb] inc1 i 

:R tilfrec1sstiller betingelsen 

Vu E [O,b-a](f(a+u) = -f(b-u)), 

da er 

b 
! f(x)dx = ° . a 

Substitutionen x = b+a-t giver nemlig 

Jb fa Ja 
af(X)dX = - bf(b-(t-a))dt = bf(a+(t-a))dt = 

og dermed er pastanden bevist. 

Det er hensigtmrossigt at udvide integralbegrebet til at 

omfntte abne og ubegrwnsede intervaller, sal(;des at ogsa visse 

ubegr ... ;msede funktioner bliver integrable. For mere bekvcmt at 

kunne gennemf¢re denne viI vi indf¢re en vis generalisation af 

kontinuitets begrebet. 

Definition 4.1. Lad I ~ :R vrore et vilkarligt interval. 

En mwngde A ~ I siges at vrore en omegn ai' a E I relativt til Iy 

sai'remt der eksisterer et tal 6' > 0 9 saledes at I n ]a-6'jla+6'[G A. 

Mrongden Rf omegne af a relativt til I betegnes UI(a). For I = R 

udelRdes ordene lIrelativt til I" og index I. Det samme g¢res og·· 

sa i andre tilfrolde, nar der ikke er fare for misi'orstaelse. 

Eksempel. For I = [a 9 b] er en omegn at' a altsa en vilkarlig 
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delm@ngde a~ 19 som indeholder et interval [a,a + 0[9 0 > O. 

§@tnigg 4.2. Lad 11 og 12 vrere intervaller, a et punkt a~ 

11 og ~: I 1 ind i 12 en a:fbildning. A:fbildningen ~ er ds. konti­

nuert i a, hvis og kun hvis dot ~or enhver omegn U E DI (~(a)) 
2 

a~ f(a) rols.tivt til I2 grelder, at originalmrengden f- 1 (U) or en 

omegn af a relativt til 11 • 

Bevis: At f:I1 ind i 12 er kontinuert i punktet a udtrykkes 

ved relationen 

Til~)6jel sen "Ii' II i parente sen har ikke noget med kontinui tets­

betinbelsen at g¢re, men er berettiget, da f afbilder ind i 12 • 

Betingelsen kan ogsa skrives pa formen 

men pa grund af definition 4.1 er dette ensbetydende med, at 

Ve > 0 (~-1(I2n]f(a)-e,f(a)+e[) E DI (a), 
1 

og endnu en anvendelse af de~inition 4.1 viser, at denne betin-

gelse mod~¢rer den stmrkere betingelse 

Dermed or swtningen bevist. 

Kort og uprrecist siger sffitning 4.2, at kontinuitet bety-

der. J.7 originalm2'1ngden til en omegn al tid er en omegn. 

Definition 4.2. Ved en omegn a~ 00 relativt til et interval 
• .1-" 

I <; R'" med 00 E I forstas en mrengde U E I, som indeholder et in-

terval Ja,ooJ, hVor a E R. Analogt de~ineres en omegn af -00. 1-

¢vribt anvendes definition 4.1 ogsa for omegne a~ punkter af 
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, 0 ,~( 

R relstivt til intervaller pa R • Mrengden af omegne af a E I re-

lativt til,I betegnes UI(a). 

Vi bemrerker p at UI: I ind i b(b(I))1 hvor b(A) betegner 

m@n6 den af delmrengder af A, er en afbildning, som ti I hvert punJct 

a € I tilordner et system af delmrengder af I, systemet af omegne 

af 1. Hel t generelt kan vi definere: 

Definition 4.3. Et par (M,U) bestaende af en mamgde M og 

en afbildning U:M ind i b(b(M)) kaldes et omegnsrum. Por a E M 

kaldes enhver mrengde U E U(a) en omegn af a. 

Vi understreger, at omegnsrum i almindelighed har over-

ordentlig ringe interesse. Begrebet er alt for generelt 9 men ved 

tilf~jelse af passende supplerende forudsretninger viI vi senere 

udviklE:. det til noget mere nyttigt. Teorien for det helt almin-

delige begreb er pa det nrermeste udt¢mt ved f¢lgende definition 

og den derefter f¢lgende sretning: 

Definition 4.4. Lad (M1,U1 ) og (M2,U2 ) vrere omegnsrum, og 

lad a E M1 vrere et vilkarligt element. En afbildning f:M1 ind i 

M2 siges at vrere kontinuert i punktet a med hensyn til U1 og U29 

so.fremt 

S@tning 4.5. Lad (M1,U1 ), (M2,U2 ) og (M3,U3) vrere omegns­

rum, og lad f 1 :M1 ind i M2 og f 2 :M2 ind i M3 vrere afbildninger. 

Hvis f1 er kontinuert i a 1 E M1 og f2 er kontinuert i 

f 1 (U1 ) = °2 E M21 er f2°f1 :M1 ind i M2 kontinuert i a 1" 

Bevis. Vi swtter a3 = (f2°f1 )(a1 ) = f 2(a2 ). For U E u3(a3) 

har vi de 
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og da i'2 er kontinuert i a 2, er i';1(U) E U2(a2)~ og da i'1 er kon­

tinuert i ai' i'¢lger herai', at i'11(i';1(U) E U1(a1 ). Dermed er 

s23tningon be vi st. 

En ai'bildning f:M 1 ind i M2, hvor (M1 ,U1 ) og (M2,U2 ) er 

omegnsrum, kaldes kontinuert (med hensyn til U1 6g U2 ), hvis den 

er kontinuert i ethvert punkt ai' M1 (med hensyn til U1 og u2 ). 

Hvis Ii og 12 er intervaller pa R* har det nu en mening at 

tale om kontinuitet ai' en ai'bildning i':I 1 ind i 12 , idet vi be­

nytter de i dei'inition 4.2 indi'¢rte omegne. I denne sammenhwng er 

det ikke n¢dvendigt at skelne mellem i':I
1 

ind i 12 og i':I 1 ind i 

Ai' sretning 4.5 t'¢lger umiddelbart, at sammensretning at' kon-
i< 

tinuerte ai'bildninger ai' intervaller pa R' ind i Intervaller pa 

'" * R igen giver kon.tinuerte at'bildninger. 

Dei'inition 4.6. Lad I ~ R* vrere et interval, lad A c I vrere 

enendelig punktmrengde, lad F:I ind i R* vrere en kontinuert ai'­

bildning, og lad f:I\A ind i R vrere en vilkarlig ai'bildning. Vi 

siger, at F er en uegentlig stami'unktion til t' pa intervallet I 

(mod undtagelsesm@ngden A), sai'remt i'¢lgende to betingelser er 

opf'yld t: 

1) Vrerdierne 00 og ~ antages hver h¢jst en gang at' F og 

h¢jst i endepunkterne ai' 1. 

2) I ethvert punkt x E I\A er F difi'erentiabel med dii't'e­

rentialkvotienten i'(x). 

Hvis B er en endelig delmrengde ai' I og B ~ A, er F aben­

bart ogsa u~entlig stamfunktion til f pa I med un.dtagelsesm@ngden 

B~ DeI' er altsa ikke en ganske bestemt undtagelsesmliOngde. Et 
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punkt kan for eksempel regnes til undtagelsesmrengden, hvis vi 

ikke vcd, om F er differentiabel i punktet. Der findes en gans~e 

bestemt mindste undtagelsesmrengde, som omfatter netop de punkter 

af I, hvor F ikke er differentiabel med f som differentialkvotient. 

Eksempler. Fa [-1,1J er Arcsin x uegentlig stamfunktion 
f) 1 

til (1_X~)-2. Den ved 

--hr for x = -00 

,'. 
Arctg 

", 

Arctg for 
, 

x = x x E R 

tTr for x = 00 

def'inerede f'unkti on Arctg1.
l

: R* ind i R er uegentlig stamfunkti on 

til (1+x2 )-1 med undtagelseBmrengden [-oo,ooJ. 

Hvis F er uegentlig stamfunktion til f pa intervallet I, 

og c er et reelt tal, er F+c ligeledes en uegentlig stamfunktion 

til f pa intervallet I, og med den samme undtagelsesmrengde som F. 

Hvis F er uegentlig stamfunktion til f pa intervallet I 

med undtagelsesmrengden A, og 11 er et delinterval af 19 er re­

striktionen af F til 11 uegentlig stamfunktion til restriktionen 

af f til 11\A pa intervallet 11 og med undtagelsesmrengden 11\A. 

Lad a vrere et punkt af I. Det deler I i to delintervaller 

11 og 12• Vi regner punktet a selv med til begge delintervaller. 

Lad A ~ I vrere en endelig mrengde, og f:1\A ind i R en fUnktion. 

Hvis restriktionen af f til 11\A har uegentlig stamfuru~tion F1 

og rostriktionen af f til 12\A har en uegentlig stamfunktion F2, 

og begge disse antager en endelig vrerdi i punktet a, kan vi vrel-

for x E 11 

for x E 12 

definerede lwntinuerte ai'bildning viI da Valre en uegentlig stam-
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f'unlction til f' pa I. 

Nar vi s¢ger en uegentlig stamf'unktion til en f'unktion f' 

pa et interval I, kan vi i kraf't af' den f'oregaende bemrorkning 

f'¢rst opdele I i delintervaller, der hver kun indeholder et en-

kelt undtagelsespunkt, og opgaven kan da l¢ses f'or hvert del-

interval f'or sig. 

S@tning 4.7. Hvis F1 og F2 er uegentlige stamf'unktioner 

f'or f' pEt intervallet I, eksisterer' der et reelt tal 0, saledes 

at F2 = F1+o. 

Bevis. Lad Ii ~ I vrore det interval, som omf'atter netop de 

punkter x E I, hvor F1(x) E H, F2(x) E H. If'¢lge 1) i def'inition 

40 5 kan det h¢jst vrore endepunkterne af' I, del" ikke tilh¢1"er Ii" 

Med A viI vi betegne en endelig mrongde, der indeholdel" undtagel­

sesm@ngderne f'or F1 og F2• Af'bildningen G = F2 - F1 :11 ind i R 

er kontinuert, og i alle punkter af' Ii \A er G dif'f'erentiabel med 

dif'f'erentialkvotient O. Heraf' f'¢lger, at G er konstant :pEt hvert 

af' de intervaller, hvori A deler Ii' og da G er kontinuert pa hele 

Ii' viI G have den samme konstante vrordi pa to sadanne interval­

ler med ot f'@lles endepunkt. Dette medf'¢rer, at Ghar en konstant 

vQrdi 0, altsa at F1+o og F2 har samme restriktion til Ii' Vi 

mangler nu blot at vise, at F1(a)+c = F2(a) ogsa, nar a er 6t 

pun.kt a:C I, hvor F og F2 ilcke begge antager en endelig v[BrdL Vi 
1 

viI n~jes med at unders¢ge tilf'roldet F1(a) = 00, idet de 0vrige 

tilf~lde gar analogt. Vi f'¢rer beviset indirekte, idet vi anta­

ger, at F2(a) < 00. Vi v@lger k, sale des at F2(a) < k < 00. Da 

F2 or kontinuert er F;1(]-00,k[) en omegn af' a. Da F1+0 e1" iden­

tisk mcd F2 pa 11, f'iblger heraf', at F1(x) < k-o f'or aIle 

x E F;1 (J-oo,k[ )\~al i modstrid med, at F~1 (]k-o,ooJ) er en omegn 
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a~ a. Dermed er sretningen bevist. 

De~inition 4.8. Lad F vrere en uegentlig stam~nktion til ~ 

pa intervallet I. For a,b E I sretter vi da 

b 
f ~(x)dx = F(b)-F(a)~ a 

og dette udtryk kaldes det uegentlige integral a~ ~ ~ra a til b, 

og hvis det har en endelig vrerdi, siger vi~ at ~ er integrabel 

pa intervallet med endepunkter a og b. 

A~ sretning 4.7 ~¢lger~ at det uegentlige integral ikke a~-

hrenger a~ valget a~ den uegentlige stamfunktion. Hvis f er kon-

tinuert pa hele I~ bliver F en stam~unktion til f i den sredvan-

lige forstand og integralet reduceres til det ~ra gymnasieunder-

visningen kendte. 

Eksempler. 

. , r 
-00 

dx 
---:2 = 1T • 
1+x 

Det er klart, at de regneregler, der grelder ~or sredvanlige 

stam~unktioner og integraler, uden videre kan over~¢res til ue-

gentlige stamfUnktioner og uegentlige integraler. Kun regelen 

om substitution f¢lger ikke helt umiddelbart, idet den bygger pa 

sretning L~.5 om sammensretning a~ kontinuerte ~nktioner. 

I stedet ~o~ at sige, at ~ er integrabel pa intervallet med 
b 

endepunkter a og b~ siger vi ogsa~ at f ~(x)dx er konvergent, og i 
b a 

modsat ~ald siger vi~ at ! ~(x)dx er divergent. Derved tillader 
a b 

vi os at se b~rt ~ra~ at f ~(x)dx i det sidste til~relde mu­a 

ligvis er et meningsl¢st symbol. 
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Eksempel. Funktionen 1 har pa [O~oo] en uegentlig stamfuw{­x 
>:< 

tion log define ret ved 

Altsa er 

log 

= F dx 
J 1 x 

-'-',' x 

= 

f:g x 

for 

for = 

Loo 

F dx 
J O x 

for 

= 00, 

x = 0 

x E ]O,oo[ 

x = 00 • 

og disse tre integraler siges derfor at vrere divergente. Symbo-

let 

f1 dx 
-1 x 

er overhovedet ikke defineret? men vi tillader os altsa allige-

vel at sige~ at det er divergent 

Eksempel. Vi viI unders¢ge, om 

}
.1 x 
o \/( 1-x) dx 

er konvergent. Vi benytter substitutionen x = 1_t2 , t E [0?1L 

og derved far vi 

} .1 x fO 2 t ( 1 _ t 2 ) 
O\!(1_x)dX=-1 t dt. 

Her er det vresentligt? at den benyttede substitution er bijektiv. 

Nar vi nu forkorter med t i den sidste integrand, bliver det sid-

ste udtryk et sredvanligt integral. F¢rst nu ved vi, at det givne 

integral er defineret~ og dermed, at det vi allerede har skrevet 

er rigtigt. Vi far altsa 

1 x f1 2 
)0 \!(1_x)dx = 2 o(1-t )dt = = 4 

3 
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Eksemplet viser, at en substitution somme tider f¢rer et uegent-

ligt integral over i et sredvanligt integral. 

Sretning 4.9. Hvis F:]a,b[ ind i R vrere en monotont vok-

sende, kontinuert funktion. Da er den ved 

F:':' (x) 

(inf F( ]a,b[) 

= < F(x) 

l, sup F( ]a, b[) 

for x = a 

for x E ]a,b[ 

for x = b 

definerede afbildning F>!<: [a, b] ind i R>!< ligeledes kontinuert. 

Analogt for monotont aftagende F. Sretningen grelder ogsa for 

a = -co v b = 00 • 

Bevis. Det er klart, at F* er kontinuert i ethvert punkt 
", 

af ]a,b[. Vi beh¢ver altsa blot at vise kontinuiteten af F'" i 

endepunktet b. For k < sup F( ]a, b [) sretter vi 

~~-1( '(] C)) A = F k,sup F a,b • If¢lge definitionen af supremum ek-

sisterer f E ]a,b[ n A, og da F er voksende, f¢lger heraf, at 

Jf,b] ~ A, altsa at A er en omegn af b. Dermed er sretningen vist. 

Lad f:]a,b[ ind i R vrere kontinuert og positiv (d.vos. 
b 

Vx ~ ]a,b[(f(x) ~ 0)). Sa eksisterer Jaf(X)dX altid if¢lge sret-

ning 4.9. 

Sretning 4.10. Lad f,g:]a,b[ ind i R vrere kontinuerte funk-

tioner, som tilfredsstiller betingelsen 

Vx E ]a,b[ (lg(x)1 ~ f(x)). 

Da viI g vrere integrabel pa ]a,b[, hvis f er det. 

Bevis. For ethvert x E ]a,b[ er 

o ~ f(x) + g(x) ~ 2f(x), 0 ~ f(x) - g(x) ~ 2f(x). 
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j
,b 

Da a2f(x)dx har en endelig vrerdi, f¢lger heraf, at f+g og f-g 

begge er integrable pa [a,b]. Altsa er den halve differens g in­

tegrabel pa [a,b]. Dermed er sretningen bevist. 

Definition 4.11. En afbildning f:]a,b[ ind i R siges at 
b 

vrere absolut integrabel pa [a,b], hvis Jalf(x)ldX er konvergent. 

Begrebet "absolut integrabel tt er analogt med begrebet 

Itabsolut konvergent" for en uendelig rrekke. Sretning 4.10 er et 

sammenligningskriterium for absolut integrabilitet. 

Eksempler. Af 

! dx 
(x_a)CX 

log I x-al 

1 

( 1-cx)( x-cx )CX-1 

for cx = 1 

ellers 

fremgar umiddelbart, at 1 har en stamfunktion pa [agoo], og 
(x_a)cx 

at denne stamfunktion har en endelig vrerdi i a, safremt cx < 1, 

og en endelig vrerdi i 00, safremt cx > 1. Al tsa har vi for a<b<oo, 
.b 

at Ja(x-a)-CXdx er konvergent~ hvis og kun hvis cx < 1, medens 

;:(x-a)-CXdx er konvergent, hvis og kun hvis cx > 1. For O<x~ ~ er 

o _/ sinx < 1 
~ X\7X Vx 

j'~ . 
Altsa er 0 si;~dx konvergent o For ~~x<oo er 

3 I s*l~ x-"2 0 

Altsa er ;; ?;;~dX konvergent. Dermed har vi bevist, at s~ 

er absolut integrabel pa [O,ooJ. Den benyttede metode viser i¢v­

rigt, at x-cxsinx er absolut integrabel pa [0,00] for cx E J1,2[. 
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For a E J091J er x-asinx selv~¢lgelig integrabel pa [09ffJ9 idet 

den kan udvides til en ~unktion, der er kontinuert pa [0~1]. For 

at unders¢ge den samme ~unktion pa [ff,oo] benytter vi delt inte-

gration og t'ar 

Hvis vi tillregger -x-acosx vrerdien 0 i pumktet 00, bliver den kon­

tinuert pa [ff900J. Fa grund a~ vurderingen Ix-a-1cosxl ~ x-a - 1 

-a-1 [ ] har x cosx en uegentlig stam~unktion pa ff,oo. Altsa er 

x-asinx absolut integrabel pa [0,00] ~or a E JO,2[. Stam~unktio-

nerne kan ikke ud.trykkes ved elementrere f'unktionstegn, men vi-

deregaende metoder g¢r det muligt at Vise, at 

r: sinx 1 ° X-dx 
= 2" . 

Sffitning 4.12. Det uegentlige integral ~e-ttX-tdt er kon­

vergent t'or x > O. 

Bevis. Integralet !7e-t t X- 1dt er konvergent ~or ethvert 

x E R9 da e- t t x- 1 ~ e-~t ~or tilstrrekkelig store vrerdier at' to 

; 1 -t x-1 
Integralet Oe t dt er konvergent t'or x > 0 pa grund at' vur-

. -t x-1 x-1 derlngen e t ~ t • Dermed er sretningen vist. 

S&tning 4813. For x > 0 er 

Bevis. Ved delt integration fas 
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og her bliver det ~¢rste led pa h¢jre side kontinuert pa [0,OOJ9 

hvis det tillregges vrerdien ° i begge endepunkter. Hera~ ~¢lger 

sretningen umiddelbart. 

Sretning 4.14. Hvis x E :R ikke er et helt, negativt tal el·· 

ler nul, og n E N IJ foJ vrelges saledes at n+x>O, viI 

( ( ) ( ) )-1 r: -t x+n-1 x x+1 ••• x+n-1 Oe t dt 

vrere ua~hrengigt c~ n. Produktet i parentesen er tomt ~or n ~ 0, 

og det tillregges da vrerdien 1. 

Bevis. F¢l£er umiddelbart a~ sretningerne 4.13 og 4.14. 

De~inition 4.15. Vrerdien a~ det i sretning 4.14 omtalte ud­

tryk betegnes (x), og den derved de~inerede afiildning 

rl: R\ ( -fi:")\ f OJ ind i :R kal de s gamma~unkti onen. 

Swtning 4.16. Gamma~unktionen til~redsstiller ~unktional-

ligningen 

f' (x+1) ~ x (x), 

og endvidere er I'" (n) ~ (n-1) I ~or ethvert naturligt tal n. 

Bevis. Den ~¢rste pastand ~as umiddelbart a~ sretning 4.14. 

Den anden pastand ~as umiddelbart hera~, idet 

Dermed er sretningen bevist. 

Gamma~unktionen er saledes en generalisation a~ nl til ikke 

heltallige vrerdier a~ n. Den viser sig pa mange mader nyttig i 

den videregaende matematiske analyse. 



Opgavero 

Indledningo 

MA 4 Opgaver. 
Indledning 1. 

Udregning af integraler er til en vis grad en rutinesag, 

men ogsa i h¢j grad en tram.ingssage Det krrever en vis erfaring 

at afg¢l"e om en stamfun.ktion til en glven funktion kan udtryk-

kes ved elemen J(j83rs funktionstegno 

Vej stam:ru~lk tiona bestemmelse har man kun et ret begrrenset 

antal In3 tDder JGil raClJ.gl1e.d,9 og det viI i reglen ikke vrere srerlig 

svrert a::', :9118J.O s:t:s :from til en metode? der hjrelper hvis en sadan 

overhO~3det finde30 

Btlke~ten krBver, at integraler? der forlanges udregnet i 

eksamcon '«-Og ¢v(lls ;';sopgaver, kan udregnes ved rimelige metoder. 

Ligeled'3s viI op-c::'33Ci.ende stamf'unktionsproblemer kunne l¢ses ved 

elementlare :runkti,)l"l.8tegn~ med mindre der udtrykkeligt er gjort 

opman"]{'sl)li1 pa det Inodsatte" 

De'c mE. dog bl~m33::'1~eG;~ at re@efejl eller ubehrendige metoder 

i mere l3ammensatto opgaver lean bevirke? at del'- ops,tar integra-

tioneI' ,? del' ikke lean gennemf'¢res ved hjrelp af de elemen trere 

f'unkt~. Oll.S t.egn 0 

DSI; tilrades at udnytte al1e muligheder for at kontrollere 

melleIJN'gningerne,. En ai.dste kontrol, som bes.tar i at differen-

tiere :lJ,n func1ne ,;tamfunktionJ) er ofte bes-vrerlig. Den hjrolper 

kun til at opdage en eventuel fejl~ ikke til at lokalisere fej-

len <' };:.lc.ellg Ir.~ mE.:n Hr.ke overse den mulighed? at fe jlen kan lig-

Ge i k·)!.trolregnil .genu 

f:lfaende fejJ i l¢B::lingen at' eksamensopgaver: Det er en 

formildEnde omGtEeLdighed 9 hvis. eksaminanden g¢r opmrorksom pa at 

han he::- beg:~1.8.t en :eejl9 naynl1g!] hvis han ogsa anf¢rer, hvoraf 
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han slutter dette. Det er en yderligere formildende omstamdig-

hed, hvis fejlen ogsa lokaliseres. 

til 

80m et eksempel vil vi fors¢ge at bestemme en s,tamfunktion 

2n x .Arctgx~ 

1 -I- X 
2 

Vor f¢rate j.ndskydelse erp Arctgx har differentialkvotien-
1 

ten 1 + x 2 • Det iiil derfor v;:ere en fordel at fa d.enne i'aktor 

differentieret. J.nvendelse af d.el t integration kra3vel~ im:i.dler-

tid bef,temmelse I[,f' en stamfunktion til den f¢rfflte faktoro Det 

ser ikke sa rart ud~ men denne gang er det dumt at;, opgive pa 

forhan6 .• Lad os. f'ors¢ge act omskri ve den f¢rste faktor 0 

= 
2n--2 x. 211--4· 2n-6 x + x -

( ) n-2 2. + -1, x 

o 0 • 

Derved far wi vor funktion spal tet i en sum~ hvis led Itan inte-

greres. rutinemressigt" 

Lad os pr¢ve a.t regne l¢s rutinemressigt og samtidigt t'or-

mulere besvarelsen pa en rimelig madeo 

Ved opspal tning at' den f¢rs te falttor far vi 

h 
2.n n 

( f J
--

1 J 2n-2p x Arctgxdx N Z 2 
--1, ~ x A.rctgxdx 

+ x p=1 

n !ArC.l~ +(-1) ~- 2 dx ~ 
• 1, + x 

n 
~ i.:12P-~ J 2n -1 J 

1 2n 2. 1 
Arctgxdx -2:p+, +( --1 )n Arct~.Arct.gx N 

p= . - P+ I 
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Indladning 3. 

(-''I \p-1 x 2n- 2p -it11 (_.-1 )lil 
..\.-L_ Arctgx + d_ (Arctgx)2 + 

~21 - 2p + 1 2 

n 
~ 

p=1 2n - 2p + 1 

Vi sretter n-p = 1: og udregner det vilkarlige integral i den 

sids.te sum ved pE.rtialbr¢ksudvikling. 

! 2,S2k + 1 
, 1 + x2 dJ: tv 

{-1 ) <1-1 x2k- 2<l+': + i::1i) k 

2k - 2q + 2 2 

2 log (1, + x ). 

Vi indsretter nu dette resultat i det foregaende og far 

J 
2n 
~ Arctgxdx ~ 
1 + x 

• •• + 
2n-1 

(_1.)n x ) Arctgx + 
2n - 1 

De.t lykkedes i det store og hele. Det rna dog indr¢rnmes, at 

dobbeltsurnrnen ~renger til forffik¢nnelse. Sumrnen er jo et polyno-

rniurn~ og den b¢r derfor ordnes efter p,otens:er af x. Vi sretter 

p + q = j. sa skal j i den inderste sum l¢be frap + 1 til n. 
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Indledning 4. 

Nar vi der'efter omby-l:;ter summationerne, kommer j til at l¢be 

fra 2 til n, medens p kommer til at l¢be fra 1 til j - 1. Summen 

bliver derfor 

n j-1 
~ ~ 

j=2 P=~I 

Vi erll3J1;as.tter j mEed j + 'j. $ og der.ved. far y vi 

n"'11 
2: 

j=:11 

DE t viI li3~'1t'} pa opgavebesvarelsen at fa denne s,ids.te om-

skrivningmed, 

I opgavebesvarelser viI det sredvanligvis ikke vrere rime-

ligt at omtaJ.e udregningen af eventuelle optrredende integraler 

srerlig udf¢rligtc, Hvis opgaveteksten ikke direkte l\:rrever frem-

gangS).naden ved beregningen udf¢rligt omtal t, lean resul tatet hen-

tes fl'a en integraltabel, men det b¢r da alti(l suppleres, med 

en henvisning til den benyttede tabel. Udgave og sidetal b¢r 

anf¢res" 

Vei udregning at uegentlige integraler b¢r man vrere op-

mrerksnm pa, a~t opspaltning af et lwmrergent integral kan f¢re 

til d5v3rgente e~~eltintegraler. Hvis det sker, rna man enten 

f¢rst g::mnemf¢re 3n stamfunkti'.onsbestemmelse (altsa udelade 

grrens~r-16 ::. f¢rst::; omgang) elle:r man rna fortsrette regningerne 

med s'~m1nen~l led u1de::."' samme integraJ. tegno Den her omtal te fejl 

viI il~k 1 aJ tiel. um: .. ddelbart kunne spares i det endelige resul tat 

.~ der::o:' er det n~5dvendigt at vrere ganske srerlig forsigtigo 

En<lelig skal vi tilrade ~ act man ind¢ver opgaverne til 

dette l{api tal badf; 'led hjrelp af j.ntegral tabel og ved direkte 

udregniJ tg" 
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Lette opgaver. 

1,. Udregn stamf'unktioner til 

x x 
og ~(1 -=-;zr). 

2. Udregn stamf'unktioner til 

x sin x2 , !~~og x 
x 

3. Udregn stamf'unktioner til 

4. Udregn atamfunktion til 

cos ex x coS! f3 x cos I' x 

MA 4 opgaver 1~ 

for wilkarlige reelle vrerdier af ex~f3 og 1'- Undtagelsestilfrelde 

unders¢ges f'or sig. 

xl'+1-1 
5. Den ved xl' define~ede funktion har stamf'unktionen I'+r--. 

Unders¢g, hvorledes de nne forholder sig, nar I' konvergerer mod 

-1 . 

6. Udregn f3 tamfunktioner til 

2 . 2 x x sJ.n x og - .2· sJ.n x.. 

7. Udrogn f3 tamfunktioner til 

8" Udregn stamf'unktioner til 

cos ';X9 Arctg-lx og 1 + Lx 
log r-:-.;x. 
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90 Udregn stamfunktioner til 

1 1 og • 
v'(x+1) - 1 v' (x+1) - v'x 

110. Udregn stamfunktioner til 

2. x + x - 2 

1 1 og ~3--~2~---. 
x + x - 2x 

11t Udregn stamfunktioner til 

x + 2. 
og 2. 

x··· + 4 

112. Udregn stamfunktioner till: 

2[3 - 6x + 6 
og 3 • 

x - 7x + 6 

13. Udregn en stamfunktion til 

x4 + 4x3 - 6x2 + 2.x - 3 

(x2 + 2x + 2)2 

14. Udregn en stamfunktion til 

1 

MA 4 Opgaver 2. 

fer vilkarlige 1>eelle vrerdier af ex og f3. Pr¢v ~ om atamfunktionen 

kan vrelges salede$'~ at den konvergerer mod en stamfunktion til 

-1, ? nar f3 gar mod ex • 
x - ex 

15. Samme opgave for 

1 
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16. Udregn 

2.. 

J 
dx 

2. 2. 
x (1 + x ) 1 

og J2 dx 2. 
1. x3(1 + x ) 

1!7. Udregn 

1,8. Udregn stamfunktioner til 

119. Udregn stamfunktioner til 

x + 1 

20. Udregn stamfunktioner til 

1 
x -x og 

4 + e + 3e 

21. Udregn stamfunktion til 

x + 1 

x e - ..... 

1 
2 2' 2. . 2 og cos x + Sln x cos x + Sln x 

22. Udregn en s,tamfunlction til 

1 
---~--. 

1 + ex. cos x 

2-.3. Udregn stamfunktioner til 

,9os 3x .£.£!L.4x 
cos x cos x 

og cos 5x 
• 

COB X 

x 
og -=-2 2 

(x + 1)(x + 

cos x - s.in x 
cos3x + sin3x.-
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24. Udregn stamfunktioner til 

cos X AJl."c'~g (,2tgx) og cos x log( 1 + cos x). 

25. Udregn 

~ 

J 
1,. sin x dx 

1 ~~~s x 
21T 

J
1T 1 og + cos. x dx. 
o 1 + sin x 

26. Udregn 

r o 

for enhver vrerdi af p € Z. 

27. Udregn 

/ cosh x 1 dx 
dx og 

J 1 
• 

cosh 2.x + cosh x 
0 '-1 

28$ Udregn 

/ 
1, 

x dx fo 
dx. og • 

x + 1 1, + V x 0 X+1 

2:9. Udregn s tamfunk t.i oner til 

~2x - ilL og 11 
fY 2x - 1,") - 11 Jx + &x • 

30. Udregn. en stamfunktion til 

11 

- 4x2
) 

• 
(1 + 2x) v( 1 + 2x 

31. Udregn en s,tamfunktion til 

1 -- 2. 0 

(x + 11) V (2.x - x ) 
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32.. Udregn 

i 1 

J2 dx 
[ (1 

dx 
(i:-x2 ) v(1 2 og 2 2 • 

-1. - x ) - x ) yI(1 + x ) 
2 2 

33. Udregn stami'unktioner til 

x x: x 
yI( 1 2)' v(11 2) , 2 ' - x + x vex - 11) 

2. 2. 2 x x og x 
2)$ 2. -2 - • 

yI (1 - x yI( 1 + x ) yI (x - 1) 

34. Som opgave 33, men med kwmira.tr¢dderne 160m i'aktor i stedet for 

divisor. 

35. Som opgave 33, men for de reciprokke funktioner • 

. .36. Udregn 

1 5) rr x 
-1T 

X + J2 X cot ~ dx. tg - dx 
2. 

-tn- ~ 

37. Vis, a;t 

1 1 -
ylx yI(x+1) 

har en uegentlig s tamfunkt.ion pa [O,ooJr og angiV! denne. 

38. Vis at de uegentlige integralev 

en konvergente, og udregn derea vrerdi. 

39. Vis, at de uegentlige integraler 

cos, x dx -y--
x + 11 
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er konvergenteo Etamfunktionerne kan ikke udtrykkes ved de e1e-

mentrere funktionstegnc 

40. Udregn 

00 00 

J (1 tgh x) dx og J dx - -- • 
cosh x 

0 -'00 

41 • "Udregn tl 

00 r! + 
2-

J sin x dx 
cos x 

dx~ "2-- og :2 
x'+ 1 o v/( 1 + x ) 

-00 

4a. Udregn for a f .e v.:rerdien af 

f3 

J;((; 
dx 

- x)(x - a)) 
a 

Lreg ml9rke til at vrerdien kun "i ringe grad ll Ialf'hrenger af a og f3" 
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Vanskeligere opgaver. 

i.J,3o Lad t: [li3:t~b] iml i R VEare en kontinuert. En f¢lge (fn ) af af-

bildninger fn [a,b] ind i R defineres ved 

t 
fo ::: f og fn (x) :: J f n - i (x)dx for n = 1,2,3,···. 

a 
Find ved delt integration fn udtrykt ved f, saledes at udtryk-

ket kun indeholder et enkelt integraltegn. 

L~4o Udregn for 11 E N en st amfunktion til x tg
2n

xo 

1-l-5Q Udregn 

r dx 
-~- =--------. 
(x + 11)(x + 2) 

o • • • (x ~. n) 

46c For n E N sEatter vi 

n cos x dx. 

Udreg.'J. an ved del t integration. Vis, at 

Find dE rved en f<j,lge af rationale tal, der k011vergerer med t1T. 

47;<0 Udregn 
21T 

fo cos x Arctg (2tg x) dx. 

!) 

£'3-Arctg .x dxu 

r= 
" , o 
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500 For hvilke reelle vrerdier af p er 

00 

10 (x
g 

- (x + 1)P) dx 

konvergent. Anvendelse af middelvrerdisretningen SJamlt en pass.ende 

vurdering kan hjrelpe. 
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sin ilx __ ~w..w. dx. 
x 

Vis, at integr~et er konvergent. Vis, at den sa1edem definerede 

funktion FA : ]O,~[ ind i R er differentiabe1 med 
00 

FAtlY) = 10 e-AX CO$ Y x dx. 

(Vej1edning: Dan differensk~otienten og vis, at grrenseovergan-

gen kan foretages under integra1tegnet. For et ende1igt :imtegra-

tion~inteva1 f¢lger dette af en sretning om 1ige1ig konvergens, 

ogbidraget fra det uende1ige rest inte,rva1 kan vises at vrere 

1i11e .• ) / 

Udregn FA'(Y) og bestem derved FA(y), idet det udnyttes, at 

FA(y) har grrensevrerdi 0 i punktet O. Foret~g grrenseovergangen 

A ~ 0 og find derved 

sin x ........... _--- dx. 
x 

Den sidste grrenseovergang krrever en omhygge1ig vurderingo 



Trykfejlsliste til 

forelresningsnoter MA ka~itel 1-8. 

Kun trykfejl, som er i h¢j grad meningsforstyrrende, er med­

taget. 

MA 2.2~ 

MA 2.3. 

MA 2.4. 

MA 2.9. 

I formellinien i definition 2.2 rettes det sidste J 

tilL 

Linie 4 f.n.: der skulle have staet I n J o = ¢. 

Linie 1.: 

Linie 2.: 

(a j 1j E J). 

Altsa er (1) ikke summabel o n 

MA 2.12. I sidste formellinie i sretning 2.14· rettes ~ til > 0 

MA 2.28. I f¢rste linie i sretning 2.31 rettes Z til z. 

MA 2.30. I linie 9 f.R. rettes c til x og i den f¢lgende linie 

rettes "for" til fn (x). 

MA 3.31a. I linie 4 i definition 3.32 rettes f(x) til f'ex). 

MA 3. 

MA 3. 

MA 3. 

I linie 2 f.n. rettes f'(x) til F'(X). 

Formler og grafer 2: De to sidste formellinier f¢r 

overgangsformlerne skal vrere: 

cosh z = cos iz, sinh z = + sin iz~ 
~ 

coth z = i cot iz. 

tgh z = +. tg iz, 
~ 

Den sidste overgangsformel i f¢rste linie skal vrere: 

tg(z + ~) = - cot z. 

Formler og grafer 4. Linie 6 f.n. rettes til : 

Arccos:[-1,1] pa [09~]' Arcsin:[-1 9 1] pa [-~,~], 

Sidste linies f¢rste halvdel rettes til 

Arcosh: [ 1 ,co[ ~a [0 ,co[ • 

Formler og grafer 5. Sidste halvdel af anden linie ret-

tes til: 

Arsinh x = log(x + V(x2+1)). 
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f'ejlliste 

MA 4.5. 

MA 4.6. 

MA 4. 

MA 5.6. 

MA 5.30. 

Linie 10 f'.n. Del' skal selvf'¢lgelig sta a =1= -1 .. I 

linie 4 f'.n. rettes cot x til -cot x. 

I f'¢rste linie rettes coth x til -coth x. 

Opgaver 4. Den f'¢rste integrand skal vrere .;-x V:t+1 . 
Linie 4 f'.n.: x' + aX = b. 

Formel (27) skal rettes til 

(1+t2 )2XII + (a+2t.)(1+t2 )X' + bX = f'(Arctg t). 

MA 5.31. Linie 7 rettes til 

2 2 2 
(1+t ) X" + 2t(1+t )X' + X = o. 

2 

MA 5. Opgaver 1. Den sidste dif'ferentialligning i opgave 2 

skal rettes til 

X' + X(~-1) X = o. 
MA 5. Opgaver 7.' Opgave 37 udgar. 

MA 7.7. I linierne 10 og 8 f'.n .. rettes 12 til 11 , 

MA 7.10. I nrest nederste linie rettes abent til af'sluttet. 

MA 7.12. I linie 7 f'.n. rettes b til Q. 

MA 7.17. Linie 7 f'.n. rettes til: 

Heraf' f'¢lger, at del' f'indes en omegn U E U1(x1 ), 

saledes at U n B = 0. Altsa er x1 et ydre punkt for B. 

Sidste linie: det f'¢rste := slml vrere ~. 

MA 7.18. I linierne 13, 10 og 9 f'.n. skal lVI alle 5 steder 

rettes til T. 

MA 7~21. I de to sidste linier skal T1 og T2 ombyttes. 

1~ 7.44. Denne side skulle have vreret startet saledes: 

Eksempler. Et diskret rum or et T1-rum o Et tri­

vielt rum~ del' indeholder mere end et PUruCt9 er ikke 

et T1-rum" 

I sretning 7.55 rettes betingelsen 2) til 

2) YO E U(a) 3b E U n A(b ~ a). 
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:Cejlliste 

MA 7.46. Det sidste a i a1det~ linie rettes til c. 

MA 7.49. Denne side skulle have vreret startet saledes: 

Regnereglerne for grrensepuw{ter for a:Cbildninger 

af et topologimk rum ••• 

J sretning 7.64 er det sel vf¢lgelig f( og ikke AL der 

skal paBtas at vcere konstant o 

MA 8.50 J definition 8.10 rna A og B forudsrettes ikke tomme. 

MA 8.23. Sidste linie rettes til 

/lall = v(a . a). - --
MA 8.28. Linierne 6-17 erstattes med: 

Heraf f¢lger, at (~o~n(y)) = (~(n+1)(y)) konver-

gerer mod savel ~(a) som ao Altsa er ~(a) = a og a er 

altsa fixpunkt. Dermed er sretningen bevist. 

MA 8. Opgaver 4. Ny tekst til opgave 16: 

Vis, at afstandsfulli{tionerne ~ og ~odist i opga-

ve 3 er indbyrdes rekvivalente, safremt ~ er kontinuert 

i o. 
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The dominating rule of the 

exponentiaJ. and trigonometrical func-

tions in mathematical analysis and its 

a})plications. to physical problems is 

rooted in the fact that these functions 

solve the simplest "different,i8!1 e<lua-

tions". 

Richard Courant. 

Kapitel 5. 

Linyrere differentialligninger. 

En differentialligning e~ en relation mellem en funktion af 

en reel variabel og nogle af dens differentialkvctienter., 

Eksempler: Funktionen f : ]o~oo[ ind i ft defineret ved 

f(x) ~ x-11 tilfredsstiller differentialligningen 

x f'(x) + f(x) ~ o. 

Den ved f(x) = eix definerede funktion f ft ind i t tilfreda-

stiller differentialligningen 

f'(x) = i f(x). 

Den ved f(x) = sin x definerede funktion f : ft ind i ft tilfreds~ 

atiller hver af f¢lgende to differentialligninger 

f' I (x) + f(x) = ° 
(f'(X»~ + (f(x»2 = 1. 

Da en differentialli&ning er en rela,tion mellem funktioner, 

viI man foretrrekke at skrive ovenstaende ligninger pa formen 

xf' + f ~ 0, f' = if, og f,2 + f2 = 1. 
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Det er klart, at hver af de ovenfor anf¢rte differentiallig-

ninger hver for sig giver udtryk for en mere eller mindre vresent-

lig egcnskab ved den pagreldende funktion_ Det er ogsa klart, at 

enhver dif~erentiabel funktion tilfredsstiller en mrengde forskel-

lige differentialligninger. 

Idette kapitel ska;l vi beskreftige os med differentiallig .. 

ninger fra den modsatte synsvinkel~ idet vi trenker os differen­

tialligningen givet ag ¢nsker at bestemme den eller de funktio-

ner, der tilfredsstiller den. 

Betra:gtet fra dette synspunkt, viI vi slcrive de ovenfor be-

tragtede ligninger 

xx' + X = 0, x' = iX, X" + X = 0 og X ,2 + X2:::: 1. 

Idet vi med Dn betegner den afbildning~ der til hver n gange dif­

ferentiabel funktioner f : I ind i C (eller R)9 hvor I er et in-

terval, tilordner funktionen Dnf I ind i C (eller R), og spe-

cielt med DO betegnerr den identiske afbildning, skriver vi ogsa 

de tre f¢rste ligninger 

o 
Her er xD + D den afbildning~ som til enhver differentiabel 

funktion f : I ind i t (eller R) tilordner funktionen xf' + f I 

ind i C (eller R). 

Brugen af faktoren x i den f¢rste ligning er strengt taget 

ukorrekt~ men en korrekt skrivemade viI blive for besvrerlig. Det 

har visse fordele~ at benytte faste betegnelser for de variable~ 

altsa skrive y = X(x) for den ubekendte funktion 9 og ligningerne 

kan da skrives 

x3x + y = 0. dx ' og 
2 

(~) 2 
+ Y = 1~ 



\ 
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og svarende tii formen (1) ovenfor skriver man sa ogsa 

(xcec· + 1) y = 0, 
d d

2 
(-d . - i) y = 0, og (2 + 1) y = o. 

x dx 

Denne meget ukorrekte skrivemade benyttes stadig meget i den 

matematiske litteratur. 
o 

Afbildningen xD + D hal' sum definitionsmrengde aIle diffe-

rentiable funktioner med aIle mulige definitions intervaller. 

I ind iter kontinuerte afbildninger af intervallet 
o 

I, er aD + bD en afbildning~ hvis definitionsmrengde er aIle dif-

ferentiable funktioner med delintervaller af I som definitions-
o 

mrengde. Vi y,il kalde aD + bD en differentialoperator pa inter-

vallet Io Analogt kan vi betragte differentialoperatorer, i hvil-

ke der optrreder differentialkvotienter af flere forskellige 

ordener& 

Ved ordenen af en differentialligning eller differentialope-

rator, viI vi forata ordenen af den h¢jeste differentialkvotient,~ 

der optrreder i ligningen eller operatoren, nar denne er reduceret 

sa meget som muligt. 

En different:.aJ.ligning kaldes linerer, nar den er af f¢rste 

grad i den ubekendte funktion og dens differentialkvotienter. En 

linerer clifferentic:rlligning hal' saledes formen 

( n n-1 1 0 ~ D + a 1D + ••• + aiD + a D )X = b, n n- I 0 

hvor an' an_
1
,···,a1 ,ao ,b : I ind i t(eller R) er kontinuerte 

funktioner. Hvis b er nulfunktionen, kaldes ligningen homogen. 

Hvi~ an ikke er nulfunktionen, er ligningens orden n. 
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ME're generel t kan vi betragte differentia1li.gningssystemer 

med flere ubekeno.te funktioner, f.eks. 

tioner. 

X I =: a1 X + b 11 Y 

y' =: a
2

X + b
2

Y, 

I ind i tJ (eller R) er kon tinuer te funk-' 

Pr·oblemet at l¢se en differentialligning er en generalisa-

tion af stamfunktion problemet, der netop er ensbetydende med 

l¢&ning af en dif'feren tialligning af formen X I =: f. Derfor er det 

ikke overraskende~ at l¢sning af visse simple different.iallignin-

ger ken gennemf¢res ved s tamfunktionsbes temmelser. S~Uedes har vi 

f¢lgende sretning: 

§!tnigg 5.1. Lad I ~ R vrere et interval og lad a, b : I ind 

i tJ vrere kontinuerte a:fbildningero Lad A vrere en stamfunl{tion til 

a~ og lad B vrere en stamfunktion til e~~ Da er 

~ e -AB + ce -AI c E: tJ J netop mamgden af l¢sninger til differential­

ligningen X' + aX = bo Hvis a og b a£bilder ind i R, og A og B 

vrelges, sa de ligeledes a:fbilder ina. i R, fas de reelle l¢snin-

ger netap for reelle vrerdier af c. 

Bevis. Lad Ii vrere et delinterval af I, og lad f 

tJ vrere en differentiabel afbildning. Vi vil pr¢ve, om f passer i 

differentialligningen X, + aX = b. For at gennemf¢re det, sretter 

A -A ~ vi g = e f, altsa f = e go Sa er g : Ii ind i v en differentia-

bel a:fbildnings og vi far 

(D + aDo)f = D(e-Ag) + ae-Ag 

_e,-Ag DA + e -~g + ae·-Ag 

= 

= 

idet DA = a& Vi sar saledes, at f tilfredsstiller differential-
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ligningen, hvis og kun hvis Dg = eAo, altsa g = B + e, hvor e 

er en kompleks konstant. L¢sningerne er saledes netop f'unktioner­

ne (B + e)e-A• Dermed er sretningens f¢rste pastand bevist. Den 

amden f¢lger helt umiddelbart. 

Speeiel t far vi for b = 0, at den homogene differentiallig'­

ning X, + aX = 0 har l¢sningsmrengden fee-Ale E ~I, hvor A er en 

stamfunktion til a. Dette ville vi fa ved f¢lgende rrekke af ikke 

helt korrekte omformninger 

X, + aX = 0, 

X' 
X = -a, 

(loglxl)' = -a 

loglXI = -A + e1 
X + -A+ei -A = e = ce . 

Sretning 5.1 har aaledes legaliseret denne regnemetode - men det 

gar selvf¢lgelig ikke an at srette logiske rekvivalenstegn mellem 

ligningerne" 

Efter at den homogene ligning X' + aX = 0 er l¢st, kan vi 

-A l¢se den inhomogene ligning X' + aX = b ved at pr¢ve med ue , 

hvor u er en ubekendt funktion. Derved fas netop ligningen 

Du = e +Ao til bestemmelse af u. 

Eksempler. Ligningen 

X, - X = 0 

har l¢sningsmrengden fe eXle E ~I og den reel Ie l¢sningsmrengde 

fe eXle E RI. For at l¢se ligningen 

XI X X - = e 

pr¢ver vi med u eX og far Du = 1" u = X + e, sa l¢sningsmrengden 
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bliver f(x + c)exlc E: CJ. 

Det er ofte let at grette en l¢sning til en differentiallig-

ning, og hvis vi kan grette en l¢sning, kan vi udnytte vort kend-

skab til l¢sningsmrengdens form ved bestemmelse af denne. 

Eksempler 

Xl - X = x. 

Vi pr¢ver at indsrette funktionen -x pa venstre side, og vi far 

da resultatet x - 1. Derved kommer vi pa sporet af l¢sningen 

-x - 1, og l¢mningsmrengden bliver f- x - 1 + cexlc E: CJ. 
Vi lregger mrorke til, at a,lle l¢sningerne til de betragtede 

differentialligninger ek$isterer pa hele det interval, hvor a og 

b er kontinuerte. Det er klart, at enhver restriktion af en l¢s-

ning til et delinterv~ igen bliver en l¢sning, men det er rime-

ligt ikke at tage sadanne restriktioner med, nar vi angiver l¢s­

ningsmrengden. 

Af sretning 5.1 fas helt umiddelbart f¢lgende sretning: 

Sretnigg 5.2. Den homo gene differentialligning X' + aX = 0, 

hvor a : I ind i C er kontinuert har nulfunktionen som l¢sning 

(null¢sning), og for aIle andre l¢sninger grelder det, at de ikke 

antager vrerdien ° pa intervallet 10 

Endvidere har vi f¢lgende sretning: 

§retning 5.3. Lad I ~ R vrere et interval og lad a,b:I ind i 

C vrere kontinuerte ~ildninger. Lad Xo E: I og Yo E: C vrere vil-
o , 

karlig valgt. Da har differentialligningen Xl + aXijnetop en l¢s~ 

ningsfunktion f? der tilfredsstilleI' betingelsen f(xo ) = Yo' 

Bevis. L¢sningen 
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tilfredsstiller den stillede betingelse, hvis og kun hvis 

altsa hvis ~g kun hvis den komplekse konstant char vrerdien 

Dermed er sretningen bevist. 

Den i sretning 5.3 omtalte l¢sning kaldes den ved begyndel­

sesvrerdierne (xo,y&) bestemte partikulrere l¢sning. 

I matematikkens anvendelser i fysik~ kemi, teknik etc. far 

man ofte brug for a~ bestemme en partikulrer l¢sning til en dif­

ferentialligning pa grundlag af givne begyndelsesvrerdier. 

Eksempelft Et radioaktivt stof $¢nderdeles med en hastighed, 

der er propertional med den forhandenvrerende stofmrengde. Er den­

ne m gram er rendringshastigheden ~gram/s:ekund aaledelB; lig med -

km gram/sekund, l:vor k er en positiv konstant. Lad os antage, at 

stofmrengden er mo gram pa tidspunktet t = o. Opgaven er da, at 

finde den l¢sning til differentialligningen 

t =0 har vrerdien mo. L¢sningsmrengden bliver 

-kt den s¢gte l¢sning bliver derfor m = moe • 

dm 
dt + km = 0, som for 

fce-ktlc E ttl, og 

Af sretning 5.1 far vi ogsa f¢lgende sretning, der i ¢vrigt 

ikke vedkommer differentialligningsteorien, men som har en vis 

selvstrendig interesse: 

~retnirg 5.4. Lad I ~ tt vrere et interval, og lad f : lind i 

C \ f 0,1 vrere en differentiare 1 funktion. Der findeE! da en diffe­

ren~iabel funktion g : lind i t, saledes at f = e g
• 

Bevis. Funktionen f er en l¢sning til differentialligningen 

X I - ~ X 0 f =., 
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og den kan derf'or skri yes pa formen c eA ~ hvor A er en s tamfunk·­

. f' 
tion tJ.I :r-' Men da c=/:O, kan c skri yes pa form en e c1 ~ og vi 

far derfor f = eA+C1 • Dermed er sretningen bevist. 

Funktionen £: i sretning 5.4 kaldes en kontinuert logari tme 

til f'. Der findef, uendelig mange forskellige kontinuerte loga,­

ri tmer til f, nerr:lig aIle funktionerne g + 2P1T i ~ hvor'p E Z. 

Sretning 5.4 bevar'er sin gyldighed, hvis vi begge s teder rendrer 

It diff'eren tiabel" til "kon tinuert", men denne mere generelle pa·-

stand ma vises VEd helt andre metoder. 

Llad I ~ R vaJre et interval og a1~ao~b 

afbildninger. Differentialligningen 

lind i C kontinuerte 

kan da l¢ses ved hjrelp af Eretning 5e1~ efter at vi har divideret 

igennem med ai' Hvis a 1 har nulpunkter, viI sretning 5 .. 1 og der­

med sretning 5.3 kunne anvendes pa hvert af de intervaller~ i 

hvilke nulpunkterne for a 1 deler I. Sretning 5.3 viI sredvanligvis 

ikke grelde, hvis Xo er et nulpunkt for a1 

Eksempler~ Differentialligningen 

2 
x X' + X = 1 

har l¢sningsmrengden 

C E OJ. 

Kun fo~ c = 0 fa~ en l¢sning, der er defineret f'or x = O. AIle 

andre l¢sniriger har grrensevrerdien 0 f'ra venstre i punktet O~ me-

dens dens numeriske vrerdier gar mod 00, nar x gar med 0 f'rat h¢jre" 

Differentialligningen 

cos x Xl + sin x X = 1 
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har l¢sningsmrengden 

f sin x + c cos x ICE: t 1 " 

Her er samtlige l¢sninger differentiable afbildninger af Rind i 

t, men hvis x er et ulige multiplum at t 1T, antager samtlige l¢s­

ninger &aIDme vrerdi~ og begyndelsesvrerdier (xo 9 Yo)' hvor Xo er et 

ulige multiplum af ~.1T' viI derfor ikke bestemme en partikulrer 

l¢sning .. 

Vi ViiI nu ga over til a;t studere to samunenh¢rende linerere 

homo gene differentialligninger med to ubekendte funktioner, altsa 

et system 

(2) 
Xl = a

1
X + b

1
Y 

y' = a
2

X + b
2

Y 

hvor a 1 :b
1

,a2 og b 2 er kontinuerte afbildninger af et interval 

I c; Rind i de komplekse tal 9 

At et funktionspar (f,g)~ hvor f og g er differentiable a1'­
er et l0sningspar~til (2) 

bildninget' af et interval Ii C; I ind i de komplekEfe talYbGtyder 

at 

Intervalle,t Ii kaldes defini tions::intervallet for l¢sningsparret 

(f,g). 

For to l¢sningspar (1'1 ,g1) og (f2 ,g2.) med samme definitions­

interval Ii C; I indf¢rer vi l¢sningsparrenes determinant 

(4) 6. = 

L¢sningf1parrenes c'.eterminant afhrenger at' parrenes rrekket'¢19(\:l:;, idet 
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den skifter fortegn, nar parrene byttes.u 

Sretnin~ 5.5. Hvis determinanten for to l¢sningspar ikke er 

identisk 0, viI den overhovedet ikke antage vrerdien O. 

Bevis. Ved differentiation af determinanten (4) far vi, idet 

(3) grelder for begge l¢sningspar, at 

6' == f'1 g2 + f 1 g' 2 - f' 2g1 - f 2g ' 1 == 

(a1 f1 + b1g1 )g2 + f 1 (a2f 2 + b 2g2 ) -

(a
1

f 2 + b1g2 )g1 - f 2 (a2f 1 
+ b 2g

1
) == 

L¢sningsparrenes determinant er saledes en l¢sning til differenti­

alligningen 

og pastanden f¢lger derfor af sretning .5~2. Dermed er sretningen be-

vist. 

Dei; lader sig ikke g¢re at opskrive l¢sningsmrengden til (2) 

pa lignende made som for den enkelte linerere differentialligning 

at' f¢rste orden" Det kan faktisk vises, at l¢sning af systemet 

(2) ikke kan reduceres til endelig mange stamfunktionsbestemmelser. 

Vi kan ~_midlertid bevise 9 at der findes l¢sninger til (2), idet 

vi har f¢lgende sntning: 

~El:.£8. 5.6. Ligningssystemet (2) har to l¢sningspar med I s,om 

definit:'onsinterval og med determinant forskellig fra nul. 

Bevi$~ Vi vrelger Xo E I vilkarligto Vi definerer to f¢lger 

(~n) og (~n) af a~bildninger ~n~ ~n : lind i O~ idet vi sretter 

~o = 1, ~o = 0 og rekursiv.t for n E N 
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CPn+1 (X) = JX (a (t)p (t) + b1 ( t)ifl n( t) ) d t 
X 11 n 

( 5) 
0 

ifl n+1 (x) = JX (a2 ( t)cp (t) + b2 (t)ifln (t))dt. 
x n 

0 

For n E ~ har vi da relationerne 

Lan nu [a,~] ~ I vrere et begrrenset~ afsluttet delinterval~ som 

indeholder xo. If¢lge en sretning fra gymnasiematematikken er de 

kontinuerte funktioner a1 11 b1 ,a2 og b 2 begrrensede pa [a,~], og vi 

kan derfor vrelge et positivt tal M, saledes at 

Vi pasii;;ir nu, a.t dette medf¢rer, at vi for n = 0 v n E N og for 

aIle x E:: [a,~] hat' vurderingerne 

Denne pastand vises ved induktion efter n. For n = 0 er vurderin-

gerne abenbart rigtige, og hvis (7) antages opfyldt, far vi ved 

hjrelp af (5), at 

x 

I cp n + 1 (x) I ~ I J I a1 ( t) cp n ( t ) + b 1 ( t ) ifl n ( t) I d t f ~ 
Xo 

og arialogt for lifl
1

.+1 (x) I" Dermed er induktionsbeviset gennemf¢rt. 

Af (6) og (7) f¢l~er nu) at vi for n E N og x E [a11~] har vurde-

ringerne 
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Af s<Btning 2.42 f01ger nu, idet vurderingerne (7) viser, at deL 

konvergente rrekke ((2M~1-a))n) er majorantrwkke for rrekkerne (~n) 
( 2M({3-cx) )n-1 

og (f n ), og at den konvergente rrekke (2M (n-1) i ) er majorant-

rrekke for rrekkerne (~In) og (~'n)' at rwkkerne (~n)' (~n)9 (~'n) 

og (~' ) aIle er ligelig konvergente pa [a,f3J. Intervallet [cx,f3J n 

var et vilkarligt afsluttet, begrwnset delinterval af I, som in-

deholdt x 9 og vi har derfor vist, at de fire rwkker konvergerer o 

liseli~t pa ethvert afsluttet begrwnset delinterval af I. Dermed 

har vi specielt vist, at de fire rrekker konvergerer i ethvert 

punld af I. Vi sret ter 

idet ~o og ~o er konstante, f'ar vi if¢lge sretning 2.42 og (6) , at 

00 00 00 

f' = ~ ~ I = a 1 ~ ~n-1 + b 1 ~ ~n-1 = a 1f1 + b 1g1 1 n n=1 n=1 n=1 
00 00 00 

g I = ~ ~ I = a 2 ~ ~n-1 + b 2 ~ ~n-1 = a 2f1 + b 2g1 , 1 n n=1 n=1 n=1 

hvillwt viser, at f1 og g1 er l¢sninger til (2)0 Af (5) f¢lger, at 

~ (x ) = ~ (x ) = ° for n E N, og vi har derfor non 0 

Vi gelTI1emf¢rer nu ordret den samme konstruktion med den ene wn-

dring, at vi begynder med ~ = 0, ~ = 1, og vi far derved et an-o 0 

det 10sningspar (f2,g2) med f 2(xo ) = 0, g2(xo ) = 1. Sa bliver 

6(x ) = f 1 (X )g2(x ) - f 2(x )g1(x ) = 1:; og l¢sningsparrets deter-o 0 0 0 0 

minant er derfor ikke identisk 0 0 Dermed er s£tningen bevist. 

8retning 5.7. Hvis (f1,g1) og (f2,g2) er l¢sningspar til (2) 

og c1,c2 er vilkarlige komplekse tal, er 
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et l¢sningspar til (2). 

Bevis. Det ses umiddelbart ved indsrettelse i ligningerne. 

Det er nu heldigt, at sretningerne 5.6 og 5.7 i virkelighe­

den giver os all l¢sningspar til ligningsystemet (2). Dette frem­

gar af den f¢lgende sretning: 

Sretning 5.8. Lad (f1tg1 ) og (f2 ,g2) vrere l¢sningspar med fra 

nul forskellig determinant 6 til ligningssystemet (2). Lad F,G : I 

ind i t vrere kontinuerte funktioner. Lad A11 og A2 vrere stamfunk­

tioner til 1 (Fg2 - GfZ) o~ t(Gf11 - Fg1). Det inhomogene linerere 

differentialligningssystem 

X, = 
1 

X, = 
2 

a1X + b
1 

Y + F 

a
2

X + b
2

Y + G 

har da l¢sningsmrengden 

Bevis. Funktionerne f 1 ,g1,f2 ,g2 og derfor tillige 

6 = f 1g2 - f 2g1 er differentiable pa I og vrerdimrengden 6(I) inde­

holder ikka O. Lad f,g : lind i t vrere differentiable funktioner. 

Der eksisterer da differentiable funktioner u1 ,u2 : lind i t, 

saledes at vi har 

(10) 
u

1
f

1 
+ u 2f 2 = f 

u1
g

1 + u2g
2 = g. 

L¢sning af ligningerne med hensyn til u1 og u2 giver nemlig 
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og da 6 ikke antager vrerdien O~ er disse udtryk virkelig diffe-

rentia'Jle funkti'Jner pa I. Vi indsretter nu f og g i ligningerne 

(9), idet vi udnytter (10) og benytter, at (f1 ,gt) og (f2~g2) er 

l¢snin,:?;spar til (2). Derved far vi 

( 11 ) 
U1f 1 + u2f 2 = F 

u1g
1 + U 2g2 = G. 

Altsa er (f~g) eb l¢sningspar til (9), hvis og kun hvis u1 og u2 

tilfredsstiller (11), altsa hvis og kun hvis 

u
1
' -- +(.·';'I.ig

2 
- Gf

2
), u' - l(Gf - Fg ) 

u. 2.-6, 1 l' 

hvilke'~ er ensbe-tydende med~ at der eksiaterer komplekse konstan-

ter c19c2, saledes at u1 = Ai + c1 ' U2 = A2 + c2 • 

Dermed er sretningen bevist. 

~tnigg 5.90 Determinanten 6, til to l¢sningspar (f11 ,g1) og 

(f2 ,g2) til (2) bliver 0 9 hvis og kun hvis et af l¢sningsparrene 

fas ved at multiplicere det andet med en passende konstant~ 

Bevis. Af sretning 5.6 ~¢lger, at (2) har l¢sningspar (f1 ,g1) 

og (f2 ,g2) med fra 0 forskellig determinantw Af sretning 5.8 

f¢lger dernrest, at to vilkarlige l¢sningspar til (2) har formen 

sa determinanten bliver 

L¢sningsparret har aJ.ts.a determinant 0, hvis og kun hvis 

c 11 c2 - c2ci = 0, altsa hvis og kun hvis talparrene (c1 'c2) og 

(c1 ,c~) er propertionale" Dermed har vi bevist "kun hvi s ll o Vi 
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bema31>ker~ at "hvis" er helt trivJelt$' idet det erklartll at pro·' 

port},o llalc; l¢sni ngspal' har determinanten 0., 

D:3n '7reS81rGl!_gote vanskelighed ved udvidelsen af de forega·-

ende I' 3sul ta tertiI n diff'erentialligninger med n ubekend te er ~ 

at vj Lkke endnu hal' determinanter med n s¢jler og rrekker til 

I'adiE:h,::;do Dette viI del' im:Ldlert:i.d j. arets 1¢b bli ve radet bod 

pa i f')relresning:m over algebra og geometri ~ DerefteI' viI sel ve 

udvic:,e Lsen af sre tningerne t.il n ligninger med n ubekend te iklce 

fremty 1e nrevnevre c>dige vanskeligheder, Det er endda sa heldigt ~ 

at n;:;t,)p det lan~e bevis for sretning 5,,6 helt umiddelbe.rt lader 

sig ge:leralisere) hvorimod generalisa tionerne a:f 8.':atn:ingerne 

5.5 og 5.8 kmeve::> enkelte hjrelpemidler., 

I forskellige specielle tj.lfrelde kan l¢sning af to linece:L"'e 

differcmtialliblLnger med to ubeke::ldte reduceres til l¢sning af 

to' linGrere dif:Ce:c"en tialIigrdnger af 1'¢rs te orcten med hver en 

ubekendt" Vi vJl blot omtale lj_gningse,ystemet 

( 11 ) 

hvor a jk er kompleli:3e t81~ meden8 C{JJ f1.~ f2 

tinuer'te f'unkttoner pa et :i.nteI'Y8.1 I., 

Vi indf¢rer en n;v ubekend t i'u.nktion 

(12 ) Y' - u,x 1 + P2x 2" .. 'II' .. -" 

hvor J?1 og P2. or kom:9lelme tals S:Jlll I.d senere 

passenc.e made" V-: f'8.r da ai' (112 ) og (-1'1 L r).t 

Q~ ~:ll (lX'? 
, . 

dt -. P'l d'G + P2 c(E~ 

( ( a"i '1 :p 1 + 8,2'1 1'2)z1 -!. ( '" .) U.·l 2J. -1 
,I a22J/2 )x2 )~D (t) 

lind i C er kon-

yil vp.alge pB. en 

+ J?'lf"b(t) .L P2f 2.(t) () 



Vrelger vi nu specielt Pi og P2 ' saledes at 

(13 ) 
a11 P1 + a21~2 = APi 

a12P1 + a 22P2 = AP 2 , 

hvor A er et komplekst ta1 9 far ligningen formen 

MA 5.16 

og bliver saledes en linerer differentialligning af f¢rste orden 
, 

med en ubekendt. 

Forudsat, at Pi 4 0 og P2 f 0 er ligningssystemet (11) ens­

betydende med det system, der bestar af en af ligningerne (11) 

sam t ligningen ('114) kombineret med defini tionen (12) af yo Det 

er klart, at valget Pi = P 2 = 0 er uanvendeligt og Pi = 0 eller 

P2 = 0 bevirker, 'at ligningen (14) bliver identisk med en af de 

oprindelige ligningero Disse muligheder har derfor ingen interes-

se. . 

met 

Af (13) fremgar 9 at Pi: og P2 er l¢sninger' til ligningssyste-

(15 ) 
(a11 - A)Pi + a21P 2 = 0 

a12P1 + (a22 - A)P2 = 0, 

og det er derfor n¢dvendigt at vrelge A9 saledes at dette lignings·· 

system har andre l¢sninger end (OsO). Dette indtrreffer, hvis og 

kun hvis lignings,systemets determinant er O. Vi rna altsa vrelge 

= 0,9 
a _. A 

11 

hvilket giver andengradsligningen 
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(16 ) = o. 

Nar A er valgt, sa (1i6) er opfyldt, tilt'redsstilles (15) af 

(Pi ,],1;2) = (~1,' A - a11 ) samt af ethvert talsret, der t'as ved mul­

tiplikation af de~te med vilkarlige komplekse tal. 

Nar A og (P1~P2) er valgt, kan (14) opskrives og ved l¢s­

ning at' (14) fas en vis l¢sningsmrengde. For hver l¢sning y = TJ(t) 

far vi en relation P1 x1 + P2x2 = TJ(t). Denne giver 

x2 = _p;1 P1x1 + p;1 TJ(t), hvilket indsrettes i den f¢rste aflig­

ningerne (11), og dermed bestemmes xi' og derefter ras x2 af det 

udtryk, vi netop benyttede. 

Hvis (116) har to forskellige l¢sninger, far vi to sret vrer­

dier (A,P1 ,P2) f'lg (A t ,pi ,p~p. Ved l¢sning at' de to dertil svaren­

de t'orskellige udgaver af (14) bes.temmer vi Pi xi + P2x2 og 

pix1 + P~x2' og xi og x2 fas derefter ved l¢sning at' to sredvan­

lige linerere ligninger med to ubekendte. Det ses umiddelbart~ at 

talsrettene (Pi ,P'2) og (pi ~ p~) aldrig viI kunne bli ve indbyrdes 

propotionale. 

En ulempe ved den her beskrevne metode er det, at ligningen 

(16) kan have imaginrere l¢sninger, selv om ligningerne (11) er 

reelle, og l¢sningerne fas da pa kompleks form, og det viI even­

tuelt krreve en del ekstra ulejlighed at sortere de reelle l¢s-

ninger fra. 

Eksempler. Vi fors¢ger f¢rst med ligningssystemet 

. 2t + s~n • 

Idette tilfrelde bestemmes A af ligningen 



'A 
2 

- 3'A - 4 = 0 

med r¢dderne 4 og-1 svarende til (P1 PP 2) = (1,1) og (P1 ,p~) = 

(3,-2)e I overensstemmelse hermed adderer vi ligningerne og far 

som giver l¢sningerne 

( ) . 3 1 . t 3t . 4 t ;.. 17 x1 +x2 = -Sln t cos t - 3sln cos + c1 Sln, c1 E: v 

og analogt fas ved at multiplicere den f¢rste ligning med 3, den 

anden med -2 og addere 

som giver l¢sningerne 

(18 ) 3x1 2x2 = 2 cot t - 5cos~ + 
c2 - sin t e 3sin t 

Ved at l¢se (t7) og (118 ) finder "Wi 

2 . 3t t 2. t 3t 2 . 4t 5'sln cos' - 1'5sln cos + 3c1 Sln + 

c 2 
5 sin t 

x2 = ~~~tt - 3cost - ~in3t cos t - ~sin t cos3t + ~c1sin4t 

5sin t' 

og dermed har vi fundet samtlige l¢sninger til differentiallig-

ningsm~stemet. De reelle l¢sninger fremkommer netop, nar c1 og 

02 er reelle. 

Lad os dernrest fors¢ge at l¢se det homogene ligningssystem 

dx 3~-y ~ _ ~x-y • 
dt = sin t' dt - sin t 
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Idette tilfrelde bestemme$ A af ligningen 

A2 - 2x + 1 = 0, 

som kun har den ene rod A = 1 svarende til (P1,P2) = (21-1). Vi 

far s.aledes ligningen 

It (2x-y) = Si~t( 2x-y) 

med l¢sningsmrengden 

f c tg tt ICE C 1 • 

1 Indsrettelse af en l¢sning 2x - y = c1 tg 2t i den f¢rste af de 

oprindelige ligninger giver 

som har l¢sningerne 

Endvidere far vi 

1 y = 2x - (2x - y) = 2c1 tg 2t log 

Vi har saledes fundet de to l¢sningspar 

(tg ~ t, 
1 

2 tg 2 t) 

og 

(tg ~t log Itg ttl, 2tg ~t log Itg 1tl - tg ~t). 

Som et sidste eksempel pa to linerere ligninger med to ube-

kendte betragter vi systemet 
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dx dt--x-y+t-11 

~t==x+y+t+1i. 

Idette tilfrelde bestemmes ~ at ligningen 

med r¢dderne 1 + i og 1-- i svarende til (P1,P2) lig med (i,i) 

eller (1,-i). Vi far saledes de to ligninger 

(119 ) 
it (x+iy) = (1I+i)(x+iy) + (1+i)t 1 + i 

ddt (x-iy) = (1-i)(x-iy) + (1-i)t 1 - i9 

som har l¢sningerne 

(20) 
+ iy t 1 1 . + (1,+i) t x = - - - - -1 c1, e 2 2 

iy == t 1.+ 1 . + e(1-i)t. x - - - -1 c2 2 2 

Vi inds.retter 

og far ved l¢sning af de sidste ligninger 

1 et(c1 + C2 l' c1, - c2 ) x ::: -t - - + cos it. + sin t 2:2 2 

1 t c1 - c2 c1 + c2 
- + e (- :2' cos t + - 2 sin t). 2 "1 

Vi indf¢rer nu de nye konstanter 

c
1 

+ c 2 
C ' -1 - 2 -9 

og l¢sningerne kan skrives 

1 t c2sin t) x = -t --+ e (c'cos t -2 i. 
1 t 

ci sin t) • y = .- -+ e (c2cos t + 2 
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Vi skal knytte et par kommentarer til regningerne. Lignin­

gerne (19) er hinandens konjugerede. De tilsvarende homo gene lig­

ninger er l¢st rutinemressigt, men bidragene -t - 1 + ~i er fundue 

ved at pr¢ve, om et f¢rstegradfSipolynomium tilfreldigvis, passer i 

ligningerne. Da ligningerne er hinandens konjugerede~ kan l¢snin­

gen til den sidste umiddelbart skrives op~ nar den f¢r~te ligning 

er l¢st. Hvis vi ¢nsker at opskrive en tilfreldig valgt l¢sning 

til hver ligning, rna vi selvf¢lgelig indf¢re to forskellige inte­

gra:t,ionskonstanter~ Indf¢relsen af de nye konstanter ci og c~ be­

virker netop, at de reelle l¢sninger til ligningssystemet fremkom~ 

mer, nar konstanterne vrelges reelle. 

Vi viI nu ga over til at omtale linerere differentiallignin-

ger af anden orden. Teorien for disse ligninger reduceres umid-

delbart til den ovenfor udf¢rligt behandlede teori pa grund af 

f¢lgende sretning: 

8re tnigg 5.1,0. Lad ai' a2 ~ f : I ind i l: vrere kon tinuer te pa 

intervallet I, og lad Ii ~ I vrere et vilkarligt delintervals En 

to gange differentiabel funktion ~ : Ii ind i l: viI da vrere en 

l¢sning til den linerere differentialligning 

hvis og kun hvis (~,~') er et l¢sningpar til differen tiallignings-

systemet 

X, = y 
(22) 

y' = -a2X - a
1

Y + f. 

Hvis (~,~) er et l¢sningspar til dette ligningssystem, er ~ = ~' 

og ~ er en l¢sning til (21). 

Bev:Ls. Lad ~ vrere en l¢sning til (2.1). Ved indsrettelse ai' 
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~ (~,~I) i (22) ses umiddelbart, at (~~~') er et l¢sningspar. 

Lad dernres t (~,if;) wrere et l¢sningspar til (22). Den f'¢rste a.f' 

ligningerne (22) giver da, at ~' = if;~ og deref'ter viser den sid·· 

s,te ligning~ at ~ er en l¢sning til (211). Der mea er sretningen 

bevis;t. 

Ved hjrelp ~ eretning 5.10 kan vi overf¢re sretningerne om 

sammenh¢rende linerere dif'f'erentia1lligninger af' anden orden til 

diff'erentialligninger af anden orden. 

Hvis ~11 og 'P 2 er l¢sninger til den homo gene ligning 

er (~1' ~1) og ('P 2 , 'P~) l¢sningspar til det homo gene ligningssy­

stem 

x' = Y 
(24) 

y' = -a X - a Y, 
2 1 

og l¢sningsparrets. determinant 

= 

kaldes i. dette tilf'relde Wronski-determinanten f'or 'Pi og ~2" 

Af' sretningerrce 5.5 og 5e9 f'ar vi nu umiddelbart f¢lgende 

s.retning. 

~ning 5.11. Wronski-determinanten for to l¢sninger ~1 0g ~2 

til (23) er identisk nul, hvis og kun hvis en af' l¢sningerne er 

en konstant gange den and en l¢sning. Hvis Wronsld-determinanten 

ikke er identisk nul, antager den overhovedet ikke vrerdien nul. 

Yderligere f'remgal'" det af' beviset f'or sretning 5~.5~ at Wron-

ski- determinanten er en l¢sning til dif':ferentialllgningen 

x' + a 1X = Oe 
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At: sretning 5.6 far vi eksistenssretningen: 

§Ietnin~ 5.11:2. Ligningen (23) har to l¢sninger med defini­

tionsLlterval I og med fra nul forskellig Wronski-determinant. 

A~ sretning 3.8 far vi endelig f¢lgende sretning om l¢snings-

mamgde21. til (21,): 

8mtning 5.15. Lad <P1 og <P2 vrere l¢sninger med fra nul for­

skellig Wronski-determinant 6. til ligningen (23). Lad A1 og A2 
f CfJ2 f' <P1 

vrere Ea'camfunktioner til - --z;-'og -X-0 Ligningen (21;) har da 

l¢sningsmrengden 

DE. vi ikke har en rutinemressig l¢sningsmetode til radighed s 

er yi for det mee.te heny,ist til at bestemme l¢sninglB:lJIlrengden ved 

lidt systemll3l.tisk gretteri" Vi viI dog f'¢rst se pa et par speciel·· 

Ie tilfrelde, hvor gretteriet kan undgas. F¢rst bemrerker vip atvi i 

det specielle tilfrelde p hvor ligningen har konstante koefficien-

ter~ kan l¢se det tilsvarende system af to ligninger med to ube-

kendte, og gretteri bliver saledes overfl¢digt. Det er imidlertid 

lettere at benytte de f¢lgende to sretninger. 
2 

§~tning 5.140 Lad x + ax + b vrere et andengradspolynomium 

med r¢dder a og ~o Hvis a f ~ har den hom 0 gene dif'f'erentiallig­

ning X" + aX' + bX = 0 l¢sningsmrengden 

Hvi s a -- ~, har dif'f'erentialligningen l¢sningsmrengden 

BeviSn Det ses direkte ved indsrettelse, at eax og ~x er 

l¢sninger. For a ~: ~ er ingen af disse l¢sninger en konstant 
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gange den anden, og det f¢lger derfor af sretning 5.13, at l¢s­

ningsmrengden netop er den anf¢rte. I tilfreldet a = ~ er a = -2a, 

b = a2~ og direkte indsrettelse viser, at x • eax i dette tilfrelde 

er l¢sning, og vi kan derefter rresonnere som i det f~regaende til-

frelde. 

Sretnins 5.15. Lad x
2 

+ ax + b vrere et andengradmpolynomium 

med reelle koefficienter. Hvis polynomiet har to forskellige re­

elle r¢daer a og ~9 har differentialligningen X" + aX' + bX = 0 

den reel Ie l¢sningsmrengde 

Hvis polynomiet har en reel dobbeltrad a9 har differentiallignin-

gen den reel Ie l¢sningsmrengde 

Hvis polynomiet har de indbyrdes forskellige komplekse r¢dder 

- ~a + iy og - ~ - iy, har differentialligningen den reelle 

l¢sningsmrengde 

1 - -ax 2 f e (C1 cos yx + c2 sin yx) I c1 , c2 E: f{ 1. 

Bevis. I de to f¢rste tilfrelde fremgar resultatet umiddel­

bart af sretning 5.14. I det sidste tilfrelde giver sretning 5.14, 

mt en ¥ilkarlig kompleks l¢sning har formen 

(~ ~+iy)x (- ~a-iY)x 
c 1 e' + c 2 e = 

1 - -ax 
e 2 (c

1
(cos yx + i sinyx) + c2(cos yx - i sinyx)) = 

1 
- 2'ax 

e ((c1 +02)cOS yx + i(c1 - c2)sin yx), 

hvor c
1 

og c2 er vilkarlige komplekse tal. Resultatet bliver en 
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reel l¢sning, hvis og kun hvis 

C1 + c 2 = c1 
iC1 - iC 2 = c~ 

er reelle tal. Hvis c1 og c~ er vilkarlige reelle tal, kan c
1 

og 

c
2 

bestemmes, sa disae ligninger grelder. Dermed er sretningen be­

vist. 
2 Eksempler. Da polynomiet x - 1 har r¢dderne 1 og -1, har 

~~fferentialligningen x" - x = 0 l¢sningsmrengden 

x -x '" 2 f c
1 

e + c2
e I c

1 
~ c2 € v J. Da x - 2x + 1 har 1, som dobb el trod~ 

har dif.ferentiall:igningen X" - 2X' + x = 0 l¢sningsmrengden 

f (c
1 

x + c2 ) eX I c1 '~2 E ~ 1. Da· polynomie t x
2 + 11 har r¢dderne i og 

-i, har different:i.alligningen X t I + X = 0 den reelle l¢sningsmamgde 

fC1cOS x + c2sin x/c1 ~c2 E ~1. 

Hvis c
1 

og c2 er reelle tal, som ikke begge er 0, eksisterer 

der altid et posi~ivt tal c og et r~elt tal ~, saledes at 

c
1 

= c cos ~, c2 .- c sin ~, og vi far da omskri vningen 

"'Den sidste af de j. sretning 5.15 anf¢rte l¢sningsmrengder kan der-

for ogsa--Skriy~Eis pa formen 
- -~. 1ax " " 

fc e 2 eos(')'x -··1>-1Ic.€ [O,co[~q> € ~1. 

Denne skri vemade :foretrrekkes ofte i de fysiske og tekniske an-

vendelser. En l¢sning af den anf¢rte form kaldes en drempet sving­

ning, og ~ kaldes drempningen (man taler eventuelt om negativ 

drempning). St¢rrelsen ')'X - q> kaldes fasen, og q> kaldes fasekon-

stanten. 

Hvis a og b er kons.tanter, og f lind iter en funktion 
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pa et interval I, l¢ses differentialligningen 

X I I + aX I + bX = f 

ved, at den tilsvarende homo gene ligning f¢rst l¢ses ved hjrelp 

af sretning 5.14 eller 5.15, og den inhomogene ligning l¢ses der­

efter ved hjrelp af sretning 5.13~ I mange tilfrelde er det dog 

lettere at bruge lidt systematisk gretteri. De f¢lgende bemrerk-

ninger er ment som en vejledning i dette gretteri. 

Hvis f er et polynomium, har den inhomogene differential-

ligning en l¢sning, som er et polynomium at samme grad. 

Eksempel. Vi viI l¢se ligningen 

Xl I + X, - 2X = 4x2 + 2x - 7$ 

2 Polynomiet x + x - 2 = 0 har r¢dderne 1i og -2~ og den homo gene 

ligning har derfor l¢sningsmrengden 

Vi indsretter _2x2 i ligningens venstre side og far 4x2 - 4x - 4. 

Det er 6x - 3 "for lidt tl
• Vi indsretter -3x og far 6x - 3. Altsa 

2 er - 2x - 3x en l¢sning~ og l~ningsmrengden er 

Den reelle l¢sningsmrengde fas ved a,t skri ve :R istedet for C. 

Hvis f(x) har formen p(x)eax
$ hvor p(x) er et polynomium 

har den inhomogene differentialligning en l¢sning af den samme form 

Hvis eax ikke er l¢sning til den homo gene differentialligning 1 

har det polynomium~ der indgar i l¢sningen have samme grad som 

P(X)e Hvis eax er l¢sning til den homo gene differentialligning 

rna polynomiets grad vrelges 1 h¢jere, og hvis xeax ogsa er l¢s-



Ma t. 1, 1966-67 

ning til den homogene differentialligning ma polynomiets grad 

yderligere forh¢jes med 1. 

Eksempel. Vi viI l¢se differentialligningen 

x" - 4X' + 4X = (x + 1)e2x • 

2x 2x Den homogene ligning har l¢sningerne e og xe • Vi pr¢ver der·-

for at indsrette x 3e 2x i venstre side og far 

Vi indsretter x2e 2x i venstre side og far 

8 2 2x 8 2x + 4 2 2x 2e2x • x e - x e x e = 

Det fremgar heraf, at den inhomogene differentialligning har l¢s-

, (-61 x3 1 2) 2x In.' d bl' nlngen + 2x e ,og ~snlngsmreng en lver 

Hvis f(x) har formen eax(p(x)cos x + Q(x)sin x), hvor P og 

Q er polynomier, har den inhomogene differentialligning en l¢s-

ning af samme form, men med polynomier hvis grad er lig med den 

h¢jeste af graderne for P og Q og endda 1 h¢jere, hvis eaxcos x 

og eaxsin x er l¢sninger til den homogene differentialligning. 

Det viI eventuelt vrere fordelagtig$t at udtrykke cos og sin ved 

ek~ponentialfunktioner f¢rst. 

Eksempel., Vi viI l¢se differentialligningen 

Den homo gene differentialligning har l¢sningsmrengden 

f c1 cos x + c2sin x I c1 ' c2 E: t 1, og eXcos x er saledes ikke l¢sning 

til den homo gene ligning. Vi indsretter eXcos x i ligningens ven-
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stre side og ~ar 

x 
e cos x - 2 

x . x x 
e Sln x - e cos x + e cos x = 

x e cos x 2 x. e Sln x. 

Vi indsretter eXsin x i ligningens venstre s.ide og ~ar 

x. r) x x. x. e Sln x + ~ e cos x - e Sln x + e Sln x = 

2 
x x . e cos x + e Sln x. 

Det fremgar heraf, at 1 eX(cos x + 2 sin x) er en l¢sning til 
5 

den hornogene differentialligning, og l¢sningsmrengden bliver der-

~or 

Hvis ~(x) er en sum af ~lere led, kan gretteriet bekvemt 

gennemf¢re$ for hvert led for sig~ 

F¢lgende sretning giver os mulighed f~r at ~inde ~rem til 

flere differentialligningstyper~ der kan l¢ses eksplicit. 

Sretning 5.16. Lad g : I ind i R~ hvor I er et interval, vrere 

en l¢sning til differentialligningen 

X" + aX' + bX = f~ 

hvor a,b : I ind i R er kontinuerte afiildninger. Lad <p : 11 ind 

i I, hvor 11 er et interval, vrere en to gange differentiabel 

funktion. Hvis differentialkvotienten <p' ikke antager vrerdien 0 pa 
intervallet I, og hvis' <p" er kontinuert, viI den sammensatte 

~unktion g 0 <p : Ii ind i R vrere en l¢sning til di~~erentiallig­

ningen 

X I, + AX t + BX = F ~ 
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hvor A, B, F : Ii ind i R er de ved 

A(t) = a(~(t))~'(t) -~ 
B(t) = b(~(t)(~'(t))2 
F(t) = f(~(t))(~'(t))2 

definerede afbildninger. 

Bevis. Vi sretter x = ~(t)g altsa g(x) = g(~(t)) = h(t). 

Kredereglen for differentiation af en sammensat funktion giver da 

h'(t) = g'(x) ~'(t) 

og ved fornyet anvendelse far vi, at g'(x) har differentialkvo­

tienten g"(x) ~'(t) med hensyn til t, og ved reglen om differen-

tia tion af et produkt far vi derfor 

h"(t) = g"(x) (~'(t))2 + g'(x) ~tI(t). 

Ved l¢sning af de to ligninger far ~i 

Da g er en l¢sning til den oprindelige ligning, er 

g't(x) + a(x) g'(x) + b(x)g(x) = f(x). 

Ved indsrettelse af x = ~(t) samt de fundne udtryk fas 

hvilket netop viser, at h tilfredss,tiller den i sretningen anf¢r-

te ligning~ Dermed er sretningen bevist. 
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F:)r cp( t) = loglat + 131 fas speciel t. 

cp'(t) a 
-- ~~p cp"(t) 

at + f3 

Hvis g er l¢sning til diffeI'entialligningen 

(25) X I I -I- aX I + bX = f!> 

er g 0 cp saledes en l¢sning til 

X" + .L~+11g. X I 
a t+(3 

eller pamere sJ.cT'evet 

Her er diff'erentia tionerne med hens;)rll tJl to Ligningen (26) l¢ses 

ved at l¢se (25) og srette x == loglat -I- f31 i resultateto 

For cp(t) = Arctgt fas 

cp'(t) 1 
- '~---"2' 

1 + t 
cp' !(t) 

og hvi s g er en l¢sning til (25), er g 0 cp en l¢s:n:Lng til 

hvilket ogsa kan skrives 

2 2 (11 -I- t ) X 1 I -!- (a + 2 t) X! + bX == f (Arc tg t) (l 

Denne ligning l¢ses altsa ved aLt l¢se (25) og srette x == Arctg t~ 

For cp(t) == Arc sin t fas 

" , ( , ) cp I • I, 'G 
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og (25) gar i dette tilfrelde o'ver i ligningen 

der altsa l¢ses; I]ed at l¢se 25 og srette x :::: Arc sin to Det skal 

dog bemrerkes.9 at selVi i tilfreldet a :::: 0, f :::: 0, kan metoden kun 

forventem at give en l¢sning i intervellet J-1,1[~ 

Eksempler. Ligningen 

er ligningen (2.7) med a "'., 0 9 b :::: 1. Ligningen 

x't -I- X :::: 0 

her 1<7 s1.ingerne C,)S x og sin x, sa den gi vne ligning har l¢sninger·-

ne c02(Arctg t) o~ sin(Arctg t), hvilket reduceres til 

og 

L¢sningl3mrengden b '~i ver derfor 

Ligningen 

f) 

(1 - t L. ) X' t - tX' + X :::: 0 

er lign:.ngen (2.8) med e :::: 0, b :::: 1, og den her derfor l¢sningerne 

sin(Arc sin t) og cos(Arc sin t) eller t og V(1 - t
2
), og l¢s-

ningsmrengden bliver derfor 

pa intervellet J~i ~1 [Q Det er nu merliggende at grotte PEt, at 



Mat. 1, 1966-67 MA 5.32 

l¢sningsmrengden pa ]-oo~-1[ og J1,oo[ bliver 

og en pr¢ve viI vise 1 at dette faktisk slar til. 

Enkelte andre valg af ~(t) viI ogea f¢re til ganske prene 

differentialligningstyper, men i det store og hele har metoden 

ringe betydning. Differentialligningen (26) kaldes Euler's 

differentialligning. I litteraturen omtales i reglen kun det 

specialtilfrelde, der svarer til a = 1, f3 = o. 

Det indtrreffer ret of to , at man kan grette en l¢sning til 

en linerer homogen differentialligning af anden orden. Vi skal 

derfor om tale en fremgangsmade, der kan benyttes til bestemmelse 

af l¢sningsmrengden, nar en l¢sning er kendt. 

Vi viI a~t8a antage, at differentialligningen 

X" + aX' + bX = 0, 

hvor a, b : lind i Char en l¢sning ~ : lind i C forskellig 

fra nUI1¢sningen. Vi viI eta fors¢ge at bestemme en funktion 

u : lind i C, sfiledes at u ~ er l¢sning til differentiallig-

ningen~ Indsrettelse giver 

~u" + 2cp 'u I + ucp' I + a~u' + au~' + bu~ = o. 

Da ~ e1' l¢sning til differentialligningen" reduceres dette til 

hvilket viser, a.Jj u' EH' l¢sning til 

~X! + (2W' + a~)X = o. 

L¢sn1ng af denne ligning giveI' 
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U I = C • 

hvor c er en vi:.karlig kompleks konstant og A er en stamfunktion 

til a~ Vi bemrerker, at den fundne funktion ~un er defineret i de 

delintervallet af I, hvor ~ ikke har nulpunkter. Pa hvert at' 

dis.se intervaller far vi saledes l¢sningsmrengden 

+ c 1 ~ Ie, c 1, E C J • 

Metodens ufuldkommenhed er ikke srerlig generende i prak-

sis. Vi ved jo, at l¢sningerne er funktioner, definerede og to 

gange differentiable pa h~le I. Desuden ved vi, at ~ og ~ = u~ 

har fI'a 0 forskellig Wranski-determinant, sa ~ og ~ har ikke 

frelles nulpunkter, og sa kan u = t ikke vrere defineret, hvor 
~ 

~ antnger vrerdien O. 

Eksempel. Den i vort nrermest foregaende eksempel betragtede 

ligning 

har l¢sningen Xs der let findes ved gretteri. Indsrettelse af 

ux giver ligningen 

sa u ' er l¢sning til ligningen 

som har l¢sningen 

1 -r 2" 
x \/11, - x 1 
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Vi far altsa u som en stamfunktion til dette udtryk. pA inter­

vallerne ]-1~0[ og JO~1[ far vi 

J dX '" f\d 1 ; x 21 dx + J--2illL-
2 

rv 

~v( 1 :x2) x x/( 1-·x ) 

F(:;,d dx - Jd v( :-x~) 

fL(i;~:). dx _i(i-x2
) - JV(1-~2.L dx IV 

x X X 

og i dette interval har differentialligningen derfor l¢sningen 

V(1-x2.), og l¢s':lingsmrengden fcix + c2.V(1 - x2)lc1.~C2 E OJ. Pa 

interYallerne ]-e>o, -ii[ og J1, e>o[ gar integrationen ganske 8Jlla-

logt. Det rna indr¢mmes, at den metode, der her er benyttet til 

bestemmelse af 13tamfunktionen til x-2vI1,-x 2, i nogen grad er 

inspireret af vor forhandsviden om resultatet. 

For et ligningssystem 

X' ::: a
1 

X + b
1 

Y 

y' ::: aZX + b 2Y 

findes der en ganslce tilsvarende rna tode til bestemmelse af l¢s-

ningsmrengden, nar en l¢sning er kendt. Det er imidlertid svrere-

re at grette et l¢sningspar til systemet end at grette en l¢sning 

til en differentialligning af anden orden. Det viI der~or ofte 

vrere fordelagtigt at eliminere en af de ubekendte. Det kan vi 

g¢re ved at l¢so den f¢rste ligning pa foroo n 

(2.9) 

hvilket ved differentiation giver 

1 b1 a1 a1b1 - a1 bi 
y' ::: --X!' - (~ + -l)X' - 2 x. 

hi b
1 

b 1 b
1 

(30) 
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NAr disse udtr~c indsrettes i den anden ligning i systemet, frem-

kommel' en linea31' diff8rentialligning af anden orden med X sam 

den eneste ubekendte funktion. Derefter bestemmea Y af (29). Det 

ses, at nulpunk',~erne for funktionen b 1, viI vrere generende, men. 

i intervallerne mellem nulpunkterne giver metoden netop l¢snings-

mrengden for ays;temet. Vi har nemlig s¢rget for, at de fundne 

l¢sningspar tilfredss:tiller (30), sam er rekvi valen t med den f¢rs te 

ligning i systemet, og af (29) f¢lger (30), hvilket medf¢rer, at, 

den anden ligning i systemet er opfyldt, da indsrettelse af (29) 

og (30) netop giver den anden ordens differentia:J.ligning~ der 

tilfrndsstilles af' Xo 

Vi minder om, a,t l¢sningsmrengden til et system 

x' = a i X + b 1Y + F 

y' = a 2X + b 2Y + G 

if¢lgE; sretning 5.8 ha;,r formen 

hVuar c,eterminant.en CfJ1tj;2- - CfJ2tj;1, ikke antager vrerdien O. Heraf 

f¢lger, at der til et givet t81.lsret (to'xo'yo)' hvor to tilh¢rer 
, 

definjtionsintervallet for a
1

,b
1 

.a2 ,b2 , F og G, svarer netop et 

l¢sningspar (CfJ,tj;) med CfJ(to ) = xo' tj;(to ) = Yo' nemlig det l¢s­

ningspar, der fAs ved at vrelge c1 cg c2 sam l¢sninger til 

f(t o ) + c1CfJ1(to) + C 2CfJ2-(to) = xo 

g ( to) + c 1 tj; 1, ( to) + c 2-tj; 2( to) = Yo' 

og disse ligninger har fra nul forskellig determinant. Dette er 

begyndelsesvrerdiproblemet for et system af to linerere differen~ 

tialligninger af f¢rste orden. 



MA 5.36 

Resultatet overf¢res umiddelbart til den linerere ligning 

af anden orden 

X I' + aX I + bX = f, 

, 
er et givet talsret, findes der netop en l¢sning ~ til differential-

ligningen, som opfylder betingelserne ~ (xo ) = Yo og ~'(Xo) = Zo < 

I en fysisk fortolkning kan x = ~(t) opfattes ~om en frem­

stilling af en partikels bevregelse pa en ret linie~ og differen­

tialligningen udtrykker da, at den kraft, der frembringer partik-

lens bevregelse er - a¥ - bx + f multipliceret med partiklens 

masse og med en enheds~ektor ~ i den rette linies retning, idet 

veer ~antiklens hastighed. At begyndelsesvrerdiproblemet har net-
; 

op en l;zlsning betyder, at partiklens bevregelse er bestemt i al 

fremtid, nar det er givet9 hvor den starter, med hvilken hastighed 

og til hvilket tidspunkt. Kraften afhrenger af sted, tid og hastig-

hed. 

Det er nrerliggende at fors¢ge at fastlregge en l¢sning ~ til 

differentialligning ved et sret af krav af formen ~(x1) :: Y1,' 

~(x~) = Y2- Dette wil ogsa f¢re til bestemmelse af konstanterne 

ved l¢sning af to ligninger med to ubekendte, men i dette tilfrelde 

har vi ingen garanti for, at ligningerne far frat nul forskellig 

determinant. Determinanten bliver nul, hvis og kun hvis den homo-

gene 1i gning har en I¢sning ~, som ikke er null¢sningen, og $.om '. 

tilfred3stiller b~tingelsen ~(x1) = ~(x2.) = O. Flere af de behand­

lede ek3empler afsl¢rer, at dette virkelig kan finde sted. En mere 

indgaenie diskussion af disse sp¢rgsmal har betydelig interesse, 

men viI f¢re for vidt her. 

La'! I ~ R vrere et interval, og lad a, b lind It R vrere 
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kontinuerte afbildninger. Ved 

q;g = gt t + ag f + bg 

defineres en ai'bildning q; : e2 ( I, t:) ind i C( I, t:). (Se kapi tel LI_, 

de f¢rste tre sider). Afbildningen q; kaldes en linerer differ en­

tialoperator af anden orden. Vi skriver ogsa 

2 0 
q; = D + aD + bD 

eller 

q; = D2 + aD + b, 

hvilket dog ofte viI kunne misforstas. Linerere differentialope-

raGorer af f¢rste orden og af h¢jere ordener defineres analogt. 

Hvis q : lind i t: har kontinuert differentiaIkvotient~ er 

den Iinerere differentialoperator af f¢rste orden 

en afbildning af e1(I~C) ind i C(I,C) med den egenskab, at del­

mrengden a2(I~C) afbildes ind i e1.(I,C). Hvis p : lind i C er 

kontinuert og ~ betegner differentialoper~toren 

o 
~ = D + pD 

har det derfor mening at betragte den sammensatte afbildning 

y 0 q; : e 2(I,C) ind i C(I,C). For f E e2(I,C) far vi 

altsa 

q;f = f t + qf, 

(~ 0 q;) f = f t t + q t f + qf t + pf t + P q.f ::: 

ftl + (p + q)ft + (pq + qt).f~ 
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hvilket viser~ at 

Sammenswtning at' to differentialoperatorer af f¢rste orden giver 

saledes en differ8ntialoperator af anden orden. 

§.wt.,nin,a 5$17. Lad cp : I ind i C, hvor I er et interval~ vwre 

en l¢sning til differentialligningen 

( 32 ) X I t + aX I + bX = 0 9 

hvor a 9b : I ind i C er kontinuerte afbildninger. Hvis cp ikke an-

tager vwrdien 0 pa intervallet I9 er 

2 0 (()I 0 I 0 
D - + aD + bD = (D + (a + ;t;;--)D ) 0 (D - L D ) r I cp • 
Bevis. Vi aretter p = a + ~ 9 q = - ~. I f¢lge (31) viI pa-

<'P cp 

standen vwre vist, hvis det lykkes os at vise, at pq + g' = b. 

Udregning giver 

L cL..._ P. P. " -
,2 

pq + q' = -(a + cp) 
p. = cp , 2 

cp 

~+ ap'~ b 
p' , + a<p , + bp' b. = - = cp cp 

Dermed e:::-o sretningen bevist. 

Det fremgar a:~ sretning 50117 ~ at ljJ er en l¢sning til different:i.-

alligningen 

~c I t + aX' + bX = f, 

hvor den tilsvarende homogene ligning har l¢sningen cp, som ikke 
, 

antager vrerdien 0, hvis og kun hvis ljJ' - ~ ljJ er en l¢sning til cp 
, 

X, + (a + ~)X = f. 
cp 



Mat. 11' 11966-67 

Idet A er en stamfunktion til a, far vi heraf 

altsa 

-A e J f ({? 

MA 5.39 

Her er leddene med c1 og c2 overfl¢dige, men ved for hver mrengde 

af stamfunktioner at vrelge en speciel 9 indsrette komplekse konstan-

ter far man neto:p aIle differentialligningen l¢sningsfunktioner. 

Vj viI her tilf¢je nogle bemrerkninger med det formal at ska-

be en r .. rermere kontakt mellem ovenstaende unders¢gelser over line-

rere d:Lfferentialligninger og et kommende afsnit af kursms over 

algeb::'E og geometri vedr¢rende linerere afbildninger. 

ErJ linerer djfferentialoperator ~ = D2 + aD + bDo afbilder 

et Vrektorrum V1 = e2(I,6) ind i et vektorrum V2 = c(I,b), idet 

a og b forudsrettes at vrere kontinuerte afbildninger af lind i C. 

For <P1 s<P2 E V1 og <X1 '<X 2 E C grelder al tid 

og det er netop pa grund af denne egenskab, at w siges at vrere 

linerer. L¢sningsmrengden til wX = 0, altsa mrengden ~-1(0), kaldes 

nulrummat for ~ eller kernen for~. Af <P1,<P2E ~-1(0)~ <X1'<X 2 E C 

fas ved (33), at ,x
1

<P1 + <X2.W2 E ~-1 (0) & Dette viser, at q,-1 (0) 

selv er et vektorrum, et underrum i vektorrummet Vi. Vore under­

s¢gelser viste, at der eksisterer funktioner <P1,<P2 E q,-1(0), sa­

ledes at 
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og at to sadanne funlctioner <;01, og CP2 ikke har konstant forhold8 

Dette, udtrykkea vedat sige~ at kernen <1:>-1(0) er et 2-dimensio-

nal t viektorrum 0 

J-Jad os nu betragte f E V 2 og l¢sningsmrengden q, -1 (f) til 

q,X :: :f.' sam t et element t/J 0 E q, -1 (f). At et ..... elemen t t/J E Vi tilh¢rer 

q,-i(f) er da ensbetydende med, at 

Altsa er q,-i(f) = t/Jo + q,-1(0). En sadan mrengde kaldes en 2-dimen­

sional mangfoldig1ed i Vi 8 

En del af yore resultater vedr¢rende l¢sningsmrongdernes 

struk+,u'<], kan al teA udledes ved rent algebraiske metoder, men re-

suI taiJe:.:'ne vedr¢r:mde eksistens af l¢sninger krrever metoder fra 

matemat.lsk analys3 9 og det samme grelder beviset for 9 at l¢snings-

mrongden netop er :~-dimensional. 

Di:tferentialligninger af h¢jere orden kan behandles pa lig-

nende m~1.de som di:E'ferentialligninger af h¢jere orden. Vi skal 

indskrrel~e os til en kort beskrivelse af forholdene. 

te 
En lineror dirferentialligning af norden har formen 

(3ll) X(n) + X(n'-1) Xl I Xl a X :: f 
t an - i + •• 0+ a 2 + a 1 + 0 , 

hvor a 1'.'· ~ao~f' : lind i C er kontinuerte funktioner. Den 
n" 

tilsvarE.nde homo gene ligning fas ved at erstatte f med nulfunlctio-

nen. 

Hv:.s cP er en l¢sning til den homo gene ligning, der svarer 

til (3}+: ~ og u er ubelcendt funktion~ giver indsrettelse af ucp i 

(34) en lineror di:f'ferentialligning af n-1 te orden til bestemmel-

se af ".j.t, men denr.e nye diff'erentiallignings koefficienter viI have 

diskon t::i nui, teteI' j nulpunkterne for cp. Differentialligningens orden 
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reduceres derfor med 111 hvia man kan gcerre en l¢sning. 

Den homo gene ligning har l¢sninger ~1'."'~n' saledes at 

l¢sningsmrengden til den homo gene ligning netop har formen 

N¢dvendigt og tilstrcekkeligt for at l¢sningerne ~1~'" '~n har 

denne egenskab er det, at ligningssystemet 

Wi (x)ui+· · • +~n (x)un = b1 

~1(x)u1+···+~~(x)un = b 2 

for ethver'j x E. I og ethvert komplekst talscet (b1 ~ ••• $b ) har . n 

en og kun en l¢sning& I kursus over algebra og geometri viI det 

blive bevist, at denne betingelse er ensbetydende med, at en vis 

determinant, Wronski-determinanten$ er forskellig fra O. Som for 
, 

ligninger af en variabel grelder det~ at dette viI vcere opfyldt 
, 

for aIle x E. I, hvis det blot gcelder for et x E. I. 

Hvis den nrevnte betingelse er opfyldt, og ~ : lind i C er 

en vilkarlig funktion for an(I$C), kan differentiable funktioner 

u1 $ ••• ,un bestemmes~ saledes at 

u1(X)~1(X) + ••• + un(X)~n(X) = ~(x) 

u1(x)~1(x) + ••• + un(X)~~(X) = ~'(x) 

Ved differentiation af hver af de n-i f¢rste af disse ligninger 

og hensyntagen til nrermestf¢lgende far vi ligningerne 
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u1(X)~1(X) + ••• + u~(x)~n(x) = 0 

u1' (x) ~ l' (x) +. eo + u' (x) W ' (x) = 0 n n 

Ved at differentiere den sidste ligning i det foregaende system og 

indsrette det fundne cp(n) tillige med udtrykkene for <p(n-1) t<>O ,~' 

og cP i ligningen 34 far "Ili under hensyntagen til, at ~1'o •• 'CPn 

er l¢sninger i det tilsvarende homogdne ligningssystem, at 

Vi har dermed n ligninger til bestemmelse af u1' .. o ,u~, og if¢lge 

vore forudsretninger har dette ligningssystem netop en l¢sningft 

Dernrest fas u1 ' •• • ,un som stamfunktioner, og derrned er l¢snings­

rnrengden besternt. 

Differentialoperatorer med konstante Itoefficienter samrnen-

srettes efter reglen 
p q p q 

La. Dj 
0 r b Dk L L b Dj +k 

= a j k = . J -1 k 
j=O It=O j=O k=O 

p+q n 

L ( L a.b .)Dn , 
J n-J . 

n;:::.:O j=O 

alt~a ganske som polynomier~ Deraf f¢lger, at en differential-

operator rna konstante koefficienter ogsa kan spaltds i faktorer 

sorn et polynomium. 

Eksernpler. 
3 2 0 0 0 0) D - 3D + 3D - D = (D - D ) 0 (D - D ) 0 (D - D • 

Differentialligningen 

X' " - 3X' I + 3X' - x = 0 
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har derfor l¢sningsmrengden 

Differentialoperatoren 

har opl¢sningen 

og differentialligningen 

XIV _ X = 0 

har derfor l¢sningsmmngden 

hvor reelle vmrdier af °1 , ••• ,°4 netop giver aIle reelle l¢snin-

ger. 

Vejledningen, som vi ovenfor har givet, vedr¢rende gretning 

af l¢sninger til mnhomogene linerere differentialligninger af 

anden orden med konstante koeffioienter bevarer stort set sin 

gyldighed for differentialligninger af h¢jere orden. 
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Indle dning 1. 

Don't panic! 

Tom Lehrer 

Opgaver til kapitel 5. 

Indledning. 

Gretteri er o~te den eneste ~remkommelige udvej, og dot ma 

varmt anbe~ales enhver studerende at ¢ve sig i at grotte l¢snin~ 

ger til di~~erentialligninger, hvad enten en rutinemetode fore­

ligger oller ikke. 

Det er let at komme til at regne ~ejl under anvendelse a~ 

rutinemetoderne. Der~or er det dumt at undlade at g¢re pr¢ve. 

Hvis pr¢ven viser sig ikke at stemme ma det ikke glemmes, at man 

ogsa kan lave regne~ejl i pr¢ven. Hvis den virkelig ikke stemmer, 

er dot muligt at man kan grette, hvordan resultatet skal modi~i­

ceres ~or at komme til at stemme, og hvis det lykkes, sparer man 

jo at s¢ge e~ter regne~ejl i rutineregningerne. 

Det beror pa et sk¢n, om man i opgavens redaktion viI r¢be, 

hvordan man er kommet pa sporet a~ en grettet l¢sning. Man viI jo 

nreppe r¢be det, hvis den grettede l¢sning er resultatet a~ usyste­

matisk ~leri, hvilket ~ormodentlig o~te er til~reldet. 

Lad os ~.eks. ~ors¢ge at ~inde l¢sningsmrengden til di~~e­

rentialligningen 

( 1 ) 

( 2 ) 

cosx X" + 2sinx X' - cosx X = 1. 

Det er nrerliggende at grotte pa 9 at den homogene ligning 

cosx X" + 2sinx X' - cosx X = 0 
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Indledning 2. 

har en trigonometrisk funktion som l¢sning, og fors¢g med nogle 

at' de simpleste at'sl¢rer, at sinx passer i ligni1'igen. Ved ind­

srettelse af cosx i Iigningens venstre side far vi -2cos2x 

-2sin2x = -20 Altsa er -~cosx en I¢sning til (1)0 Da sinx passer 

i (2) viI indsrettelse af xsinx i venstre side at' (2) give noget 

af x uafhrengigt. Vi pr¢ver at indsrette 

g(x) = xsinx 

g'(x) = xcosx + sinx 

gtl(x) = xsinx + 2cosx , 

og venstre side bliver 2cos2x + 2sin2x = 2. Idet vi husker vore 

tidligere fors¢g, finder vi, at xsinx + cosx er I¢sning til (2). 

Det er klart, at de fundne l¢sninger sinx og xsinx + cosx til (2) 

ikke her konstant forhold o Vi kan dert'or bruge sretning 5 .. 13, som 

fortreller os, at l¢sningsmrengden er 

Redaktionen af besvarelsen kan udt'ormes meget kart, men en 

henvisning til srotning 5.13 b¢r ikke undlades. Meget kort kan be­

svarelsen udf'ormE:s pa f¢lgende made: 

Ved indsrettelse i Iigningens venstre side ser vi, at 

-~cosx er en l¢sning til ligningen, og at sinx og xsinx + cosx 

er l¢sninger til den tilsvarende homogene ligning. It'¢lge sret­

ning 5.13 er l¢sningsmrengden derfor 

Det synes at fremga at' denne besvarelse, at dif~erential­

ligninger som eksamensopgaver er af ret tvivlsom vrerdi o Imidler-
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Indledning 30 

tid indgar di~~erentialligninger som et led i mang~oldige mere 

komplicerede problemstillinger ikke alene i det ~oreliggende~ 

men ogss. i ~lere a~ de ~¢lgende kurser i rna tematikJl ligesom dif'­

~erentialligninger ogss. indgar i mange ~ysiske problemer. Dette 

berettiger det store antal ¢velsesopgaverJ/ som blot bestar i at 

be steIr:me l¢sningsmamgden til en di~~erentialligning. 
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Lette opgaver. 

i. Angiv l¢sningsmrengden ~or hver a~ di~ferentialligningerne 

3 
Xl - 2xX := 0: vxX' - X := 0; xx' + aX = 0, a E R • 

2. AnLiv l¢sningsmrengden for hver af differentialligningerne 

X' logx X 
+ ex x := 0, ex E R; xE ]O,oo[ • 

X' + (a+ib)X := 0 1 a,b E R; 

Xl + 1 X 0, x E ]-oo,O[U]o,1[U]1,oo[. x(x+1) = 

3. L¢s dif~erentialligningerne 

X' - X := x2 + 1~ X' - X = cosx, X' - X := 
-x e , 

4A L¢s differentialligningen 

X, + 2X = x3 + 5cosx + 3sinhx + 8cosh2x. 

5. L~s differentialligningerne 

6. L¢s 

for 

ver 

xX' - X = x3
1 xX' - X := lOg3X, xX' - X = x 

for x E ]O,oo[ • 

differentialligningerne 

xX' - aX ::::; cos log/x/ 

xX' aX = sin log/x/ 

x E R\foJ, a E C. Lreg mrerke til, at tilfreldet a 

en srerskilt behandlingo 

= i krre-
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7. Vis, at der t'indes en genvej til l¢sning at' dit't'erentiallig'· 

ninger at' t'ormen 

aX' + a'X :: t' og 
, I 

aX - a )f :: t' • 

Formuler resultatet som en sretning. 

8. L¢s diff'erentialligningerne 

1 x3 
xX' + X :: 

( 1 +x2) 2' 
sinxX' + cosxX = --2 

1+x 

(benyt opgave 7). 

9. L¢ s clit'f'erentialligningerne 

x3 
xX' - X = , sinxX' - cosxX = 

(1 +x2) 2 

(benyt opgave 7). 

. 2 Sln x 
2 

1+x 

10. Generaliser opgave 7 til dit'f'erentialligninger af' forme:n 

aX' + aa'X :: t', a € R, 

0[; lconstruer et illustrerende eksempel, der ikke falder ind 

under opgave nr.7. 

110 ,,:·mgi v en linerer dit'ferentialligning af f¢rste orden, der har 

de ved x5 og x 5 + tgx definerede funktioner som l¢sninger 

pa R\f(p+~)rrlp € zj som l¢sninger. Unders¢g, om den fundne 

differentialligning har en l¢sning ~:J-~,~[ ind i R med 

~(o) = 1. 
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12. En fUnktion ~:]a,b[ ind i [o,oo[ har som grafisk billede i et 

retvinklet koordinatsystem en kurve r. Vi antager~ at ~ er 

differentiabel, saledes at r i hvert punkt P har en tangent 

og en normal. Lrengderne af projektionerne pa den f¢rste koor­

dinatakse af de liniestykker pa tangent og normal, der af­

skzeres mellem kurvepunktet og den t'¢rste koordinatakse, kal­

des subtangent og subnormal til r i punktet P. For hvilke 

furuttioner ~ har subtangenten konstant lrengde ? Samme sp¢rgs­

mal t'or subnormalen. Pr¢v selv, om det er fornuftigt i denne 

t'orbindelse at regne sub tangent og subnormal med t'ortegn pa 

passende made o 

13. En kugle t'alder lodret ned gennem en sej vreske. Derved er 

dens nedadrettede akceleration tyngdeakcelerationen g minus 

en t'ra bevregelsesmodstanden stammende akceleration kv, hvor 

k or en konstant og v er kuglens fart. Idet bevregelsen srettes 

i gang til tiden t = ° med hastigheden 0, ¢nskes hastigheden 

bestemt som funktion af tideno Skitser det grat'iske billede 

at' den t'undne fUnktion. 

14, Ved bestraling af en st¢rre mrengde stof fremstilles fra tids­

purU{tet t = ° at regne g gram pr.sekund at' en radioaktiv 

isotop, af hvilken kx gram igen s¢nderdeles pr.sekund, idet 

k er konstant, og x er det ¢jeblikkelige forhandenvrerende 

antal gram af den radioaktive isotope Udregn mrengden at' ra­

dioaktiv isotop som funktion af tiden •. (Dette er t'ra matema­

tisk synspunkt bare opgave 13 i en ny udgave)o 
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15. Til tidspunktet t = ° ~oreligger Mgram a~ et radioaktivt 

sto~ renfremstillet. ~ sto~~et s¢nderdeles k1x1gram pr$ 

minut, idet k1 er konstant og xi er det ~orhandenvrerende an­

tal gram pro sekund. Derved opstar pr.sekund A1k1x 1gram af 

at nyt radioaktivt sto~, idet k1 og xi har samme betydning 

~¢r~ medens Ai E ]O,1[ er en ny konstant. A~ det nye sto~ 

s¢nderdeles k
2

x2gram pr.sekund 9 og derved opstar A 2k2x2 gram 

prosekund a~ et nyt radioaktivt sto~ o.s.vo Bestem sto~mreng-

derne som ~unktion a~ tideno I praksis ligger A1,A29 0o. o~­

test tret ved 1, medens k1,k2 , ••• kan have vidt ~orskellige 

positive vrerdier. Kreden har kun endelig mange trin, idet 

kn = 0 ~or en vrerdi a~ n. 

16. Bestem en kontinuert ~unktion ~:R ind i C, saledes at 

Vt E R(e~(t) = 

Vink: Vi sretter 

5 3it 2 it e + e -it) - e • 

Her de~inerer den sidste ~aktor en afbildning ind i h¢jre halv-

plan a~ den komplekse plan9 og hovedvrerdien a~ logaritmen til 

den viI vrere kontinuerto En l¢sning er der~or ~(t) = 3it + den 

nrevnte hovedlogaritme, der umiddelbart kan opskrives. 

17. Bestem en kontinuert ~unktion ~:R ind i C9 saledes at 

it) - e • 
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18. Unders¢g~ om der eksisterer en kontinuert ~unktion ~:R ind 

i R~ saledes at 

Viru~: Vi ved~ at en sadan funktion findes pa ]~oo~o[ og ]0900[~ 

sa det er nok at unders¢ge situationen for t = o. 

19. Destem l¢sningsmrengderne til dif~erentialligningssystemerne 

x' = y 
y' = X 

og 
x' = y 

y' = -Xo 

20. Bestem l¢sningsmrengden til differentialligningssystemerne 

x' = X + Y 

y' = X + Y 
og 

x' = 2X - 3Y 

y' = 4X - 6y 

21. L¢s di~~erentialligningssystemerne 

22 .. L¢s 

x' = X + 2Y 

yt = 2X + Y 
og 

x' = X - 2Y 

y' = X + 4Y 

differentialligningssystemerne 

t£! 
dt = y t£! 

dt = y 

og 

t 9x x ~ -x = tdt = • dt 

230 L¢s differentialligningssystemenne 

x' = Y + e t xt = Y + e
t 

t og t 
y' = X + e Y t = - x+ e 
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2L~. L¢s dii'i'erentialligningssystemet 

Xt =: 2 (2X-Y) + 4 + 2cos2t 3sin2t 3 

yt = 

25. L¢s dii'i'erentialligningssystemet 

dx 
dt = 3x + 2y - 1 

Ql = -4x - 3y + t • dt 

26. L¢s dii'i'erentialligningssystemet 

dx 
dt = 3x + y - 1 

~ = -10x - 3y + t • 

Opgaver 6. 

27. AnGiv l¢sningsmrengderne i'or dii'i'erentialligningerne 

X" - 5Xt + 6x = 0 9 X" + Xt - 2X = 0, X" + 7X' + 12X =: 0 0 

28. Angiv l¢sningsmrengderne i'or dii'i'erentialligningerne 

X" - 4X' + 4X = 0 9 X" + 4X' + 4X = 0 • 

29. Angiv l¢sningsmrengderne i'or dii'ferentialligningerne 

XII - 6X' + 10X = 0 9 X" + 2X t + 2X =: 09 X" + X' + X = 0 • 

30. Angiv l¢sningsmrengden i'or dii'i'erentialligningen 

X" - 4X t + 3X = e 2x 
+ 2cosx + 4sinx + 3x2 - 5x + 1 • 
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31. Ansi v l¢sningsmamgden i'or dii'i'erentialligningen 

X" + 3X' + 2X ::: 3coshx • 

32. Angi v l¢sningsmamgden for dii'i'erentialligningen 

X" - 6X' + 9X ::: sinh3x • 

336 Angi v l¢sningsmamgden i'or dii'i'erentialligningen 

2 
X" - 4X' + 8X ::: 65coshx + 8x - 2 0 

340 L¢s dii'i'erentialligningerne 

356 L¢s dii'i'erentialligningen 

36. L¢s dii'ferentialligningen 

(X_2)2XII - 5(x-2)X' + 9X 3 ::: X 0 

37. L¢s dii'i'erentialligningen 

(1+x2)X" + 2xX' + 4X ::: 10x2 
+ Arctgxo 

38. L¢s dii'i'erentialligningen 

(1_x2 )X" - xX' + 4X ::: x
2 

0 

39. Formuler det specialtili'relde ai' sretning 5.16 1 der i'as i'or 

~(t) ::: log cost 0 
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40. L¢s differentialligningen 

(sinx - xcosx)x" - xsinx x' + sinx X = o. 

Lj.1. L¢s differentialligningen 

42. L¢s differentialligningen 

43. L¢s differentialligningssystemet 

(1+x3 )X t = x2x - Y + x + 1 

(1+x3)yt = 2xX + 2x2y ~ x3 - 2x2 + 1 • 

4.4. L¢s differentialligningssystemet (genvej!) 

x(1-x2 )X' = (1-2x2 )X + xY 

X(1-x2 )y' = xX + (1_2x2)y • 

Hvilke l¢sningssret antager for x = 2 vrerdien (1 9 5). Hvilke 

antager for x = 1 vrerdien (1 9 1). Hvilke antager for x = 0 

vd3rdien (0,0). 

45. L¢s difi'erentialligningssystemet 

dx 
d8 

2X 
d8 

= cos2~ (-2xsin8 + y) cos. 

= 2cOS 8 (x - ysin8) 
cos29 
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46. L¢s di~~erentialligningen 

d 2 d 
(tghx + tgx) ~ - 2 ~ + (tghx - tgx)y = O. 

Hvilke a~ l¢sningerne ~ til~redsstiller betingelserne 

<p(o) = ~t(O) = 0 0 

470 Pind en l¢sning ~ til di~~erentialligningen 

X" + X = 2e3x + 5cosx + 2x2 + 3 , 

saledes at ~(o) = 0 og ~t(O) = 1. 

~(~) = log2 /\ ~'(~) = 0 og Vx E: ]O,1T[(~"(X) + ~(x) = slnx). 

49. Spalt di~~erentialoperatorerne 

i di~~erentialoperatorer a~ ~¢rste orden. 

50. Spalt di~~erentialoperatorerne 

i di~~erentialoperatorer a~ ~¢rste orden. 

51. L¢s opgaverne 40~ 41 og 42 ved at spalte de optrredende diffe-

rentialoperatorer i di~~erentialoperatorer a~ ~¢rste orden. 

52. L¢s di~~erentialligningerne 

Xl 't + X = eX, X'I' - 7X' + 6x = cosx. 
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53. L¢s di~~erentialligningen 

cosh x • 

54. L¢s di~~erentialligningen 

d4 d 2 
~ + 2 ~ + Y = cos x • 
dx dx 

550 L¢s di~~erentialligningen 

4 2 
~ + 3 d ~ + 4y = 4x4 • 
dx dx 

56. For k > O~ h > 0 kaldes enhver l¢snings~unktion til 

en drempet svingning. Den kaldes aperiodisk, hvis k ~ h, pe-

riodisk, hvis k < ho Vis, at det ~or en periodisk l¢sning 

grelder, at intervallcengden mellem to pa hinanden ~¢lgende 

nulpunkter er lig med intervallcengden ~ra et maksimumspunkt 

til det ncermest ~¢lgende minimumspunkt og ~ra et minimums-

punkt til det ncermest ~¢lgende maksimumspunkt. 

57. Under ~orudsretningerne ~ra opgave 56 kaldes en l¢sning til 

d
2

x + 2k dx 2 + h x = pcosgt 
dt2 dt 

en tvungen svingning o Vis at det ~or k > 0 greIder, at der 

findes en l¢sning g med den egenskab, at det for enhver anden 
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57. l¢sning ~ greIder, at ~ - g gar mod 0 ~or t ~ 00 0 Vis, at 

g(t) har formen a cos (qt-~) og udtryk a ved k,h,p og q. 

Premstil gra~i sk, hvorledes a a~hrenger af q (og derefter af' 

h) for faste vrerdi af de tre ¢vrige konstanter. For h = q bli­

ver a srerlig stor (resonanstilfreldet). Unders¢g ogsa l¢s-

ningerne for k = 0 og specielt for k = 0, q = ho 

58. Por k < 0 kaldes l¢sningerne til differentialligningen i op­

gave 56 svingninger med nagativ drempning. Leddet 2k ~~ = 2kv 

reprresenterer en modstand, og i praksis viI den aldrig vrere 

negative Der findes imidlertid mange eksempler i fysikken pa 

modstande, der aftager med hastigheden. De f¢rer til en dif-

fer'entialligning af formen 

( dX) 2 m - 2kdt + h x = 0, 

hvor m,k og h er positive o Vis, at l¢sningerne bliver sving-

ninger med negativ drempning, men omkring et andet punkt end 

0 0 

590 L¢sningerne til et ligningssystem 

k!lldes koblede svingningero Find en l¢sning (cp ,tjJ) med 

cp(o) = tjJ(o) = tjJ'(o) = 0, cp'(o) = 1. Skitser en grafisk frem-

stilling, idet h og k antages positiv og k meget mindre end 

ho Det svingningsf'renomen, der beskrives ved disse ligninger 
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illustreres ved to ens penduler, som er ophrengt mer hinan-

den, og hvis ophrengningssnore ret nrer ved ophrengningspunk-

terne er forbundne indbyrdes med en elastik. 

60. L¢s differentialligningssystemet 

x' = z - Y, y' = X - Z, Z, = Y - x. 

Vanskeligere opgaver. 

61. L¢s differentialligningen 

62. L¢s differentialligningen 

~ - ylogx = (ex)xcosx 

pa intervallet JO,oo[. 

63. L¢s differentialligningen 

dv -x( 2 )-1 ~ + Y = e 1+3sin x 0 

64. L¢ s dii'feren tialligningen 

d2 2 ~ - (1+2tg x)y 
dx 

pa intervallet ]-~,~[o 
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65& L¢s di~~erentialligningen 

2 
x~ + 2dy + xy = 0 

dx2 dx 

\ 

66. L¢s di~~erentialligningen 

d 2 2 d ~sin 2x + 2~d sin2xcos2x - 4y = O. 
dx x . 

67. L¢s di~~erentialligningen 

3 2 d2 2 d (x +6x -6x)~ - (4x +18X-12)~ + (6x+18)y = O. 
dx 

68. L¢s di~~erentialligningen 

00 

og indsret dere~ter i ligningen y = ~ anxn , idet det anta­
n=O 

ges at potensrrekken har positiv konvergensradius. Bestem 

rrekkens koe~~icienter9 saledes at rrekken til~redsstiller lig-

ningen. Vis~ at de saledes bestemte potensrrekker virkelig 

~ar positiv konvergensradius. Udled derved binomialrrekken pa 

en ny made. 

69. L¢s di~~erentialligningen 

dels direkte~ dels ved som beskrevet i opgave 68 at indsrette 

en potensrrekke ~or y. Udled derved en potensrrekkeudvikling 

a~ en elementmr ~unlction. 
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70. Vis, at dirrerentialligningen 

2 d 2 d (x-x )~ - 3x~ - Y = 0 
dx2 dx 

har en l¢sning, der kan udvikles i en potensrrekke (se opga­

ve 68). Den rundne potensrrekke rremstiller en kendt runktion. 

Ud~,t dette til bestemmelse ar dirrerentialligningens l¢s-

ninf;smrengde. 

71. Samme opgave som 70 ror dirrerentialligningen 

X
d2Y

2 _ g[dd + 4x3y = 0 • 
dx x 

Svrer opgave. 

72. Vi betragter dirrerentialligningen 

d
2

y + 
2 ay = 0, 

dx 

hvor a:R ind i R er kontinuert. Vis, at hvis ~x E R(a(x) ~ 0), 

kan ingen l¢sning til dirrerentialligningen antage vrerdien 0 

ror mere end 1 vrerdi ar x. Vis, at hvis k er et positivt tal, 

og hvis ~x E R(a(x) ~ k2 ), viI enhver l¢sning til dirreren-

tialligningen antagevrerdien 0 mindst en gang i ethvert in-

21f terval ar lrengde 1:. 
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I livet som i huset: 

betretikeligt at blrende en d¢ro 

Frithio~ Brandto 

6. Kapitel. 

Ikke linerere di~~erentialligninger. 

Mange problemer f'ra geometri, mekanisk ~ysik, teknik etc. 

~¢rer til di~~erentialligninger, der ikke er linerere o Mange a~ 

disse kan l¢ses eksplicit ved elementrere metoder, og i dette ka­

pitel viI vi gennemga nogle a~ de vigtigste a~ disse~ 

Det her behandlede skal betragtes som en samling nyttige 

metoder, der stilles til radighed f'or lreseren. Det er ikke hen­

sigten at gennemga disse metoder i f'orelresningerne, og de viI 

il{:ke bli ve krrevet til eksamen, men de viI eventuel t vise sig nyt­

tige vcd l¢sning af' visse opgaver, ikke mindst i nogle a~ de ~¢l­

gende matematikkurser og i ~ysik. 

Vi viI ~¢rst behandle dif'~erentialligninger a~ f'ormen 

(1) ~~ = ~(x,y) 

Her er ~ en f'unktion, som af'bilder en vis punktmrengde 0, i pla­

nen ind i R& En f'unktion ~:I ind i R, hvor I er et interval, er 

en l¢sning til (1), sa~remt 

1 ) • 'Vx E: I « x, ~ (x)) E: 0) 0 

2)0 ~ er dif'f'erentiabel o 

3). 'Vx E: I (~'(x) = f'(x,~(x)) ) 0 
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Eksempel. Por dit'ferentialligningen' 

.s!iL 
dx = 

er 0 puw{tmrengden f(x~y)lx E R\fol AyE RI. Den ved 

<p(x) = x - 2L logx 

det'inerede a~bildning <p:JO~oo[ ind i R er en l¢sning til ligningene 

Det or nemlig klart~ at 1) og 2) er opt'yldt. Endvidere er 

<p1(X) = 1 - l;gX + 2 2 
(logx) 

= ~ + ~(1 - I~X + 4 2 ) = 
(logx) 

1 + 1 ( 2)2 
2 2 1 - logx 

Dif~erentialligningen (1) 

knytter ril hvert punkt a~ 0 en yl 

vrerdi a~ ~. For en l¢sning~ hvis 

grat'iske billede gar gennem (Xyy)~ 

er t'(xyy) netop Lreldningen at' tan-

genten til det grat'iske billede i 

(xyy). Det er derfor rimeligt at 

ansl~ueligg¢re dift'erentiallignin-

'" 

-

/~~o 
,/ I 

" ,/ 

" .- j 

...... -' 

~--. 
gen ved gennem pDnkter af 0 at teg-=----1t-----------

x
) 

ne sma liniestykker, hvis hreldning 

angives ved vrerdien ~(x,y) t'or det pagreldende punkt. Hvis en sa-

dan t'igur udf'¢res tilstrrekkeligt omhyggeligt~ viI den ot'te an­

slcueligg¢re t'orl¢bet at' de grat'i ske billeder at' l¢sningerne. An­

skueligg¢relsen at' magnetiske feltlinier ved hjrelp af jernspaner 

er et eksempel pa dette t'renomen. 

Evis <p: lind i R er en l¢sning til (1), kaldes punktmreng-
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den f (x~<p (x» I x E I J, al tsa l¢sningens graf'iske billede 9 en l¢s·-

ningskurve. L¢sningskurverne er altsa kurver, der f'orl¢ber i 0 

og i hvert punkt af' 0 har en tangent med den til punktet knyt­

tede h@ldning f'(x,y). 

Vi vil bruge ordet "kurve ll temmelig ukritisk i overens-

stemmelse med vor anskuelse. Graf'iske billeder af'tf'unktioner 

y = <p(x) eller x = ~(y) er kurver. En kurve kan ogsa vrere givet 

ved en af'bildning <p: lind i 0, hvor I er et interval, og 

<p(t) = (<P1(t),<P2(t»o Men hvis der f'oreligger en af'bildning 

F:O ind i R, vil vi ogsa kalde l¢sningsmrengden til F(x,y) = c en 

kurvc, nar c E F(O)o Omregning f'ra den ene til den anden af' disse 

mulit,e f'remstillinger f'or en k ve er f'or det meste muligt 10-

kalt. Saledes er det velkendt 9 at buer af' enhedscirklen kan f'rem-

stilles pa alle de her anf'¢rte mader, men hele enhedscirklen er 

ilcke graf'isk billede af' nogen f'unktion. 

L¢sningskurven til (1) har aldrig tangenter i y-aksens ret-

nint!> 0 l~ar vi ¢nsker at bruge dif'f'erentialligninger til at be-

skrive vilkarlige kurver er dette ikke helt rimeligt, og vi f'ore­

trreklwr derf'or of'te at have en dif'f'erentialligning skrevet pa 

f'ormen 

hvor L ,In 0 ind i R er f'unkti oner. Dif'f'eren tialligningen (2) f'or--

tolkes ef'ter behag som 

£l hlb_u 
dx = -~ eller , 

hvor L(x,y) t 0 og M(x,y) t 0 kan begge f'ortolkninger anvendes. 
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Hvor L(x,y) = 0 og M(x,y) * 0, kan kun den f¢rste fortolkning 

bruges 9 og hvor L(x,y) 1= 0 og M(xpy) = 0, kan kun den anden bru­

ges o De punkter, hvor L(xpy) = M(x,y) = 0 er singulrere punkter, 

hvor ingen af de to fortolkninger kan bruges. 

For en kurve, der er givet ved x = ~1(t), Y = ~2(t)9 hvor 

~1 Og ~2 har kontinuerte differentialkvotienter, far vip hvis 

~t1(t) 1= 0, at 

£;l 9x dt ~ 
dx = dt dx = dt 

dx 
dt 

, 
92 (t) 

= <P1 '(t) 

og at };:urven er en l¢ sningskurve til (2) kommer derfor til at 

betydo p at 

~2'(t) 

~1'(t) 
L(~1(t)'~2(t» 

= - M(~1(t)p~2(t» , 

hvillwt er ensbetydende med, at 

Dette er netop, hvad vi far ved at indsrette x = ~1(t), Y = <P2(t) 

i (2). Det gar analogt, hvis ~2'(t) 1= 0, idet den anden fortolk­

ning af differentialligningen benyttes. 

En punktmrengde U i planen siges at vrere en omegn af et 

pulli~t a i planen, hvis U indeholder en cirkelskive med centrum 

a 0('; positiv radius. Med denne definition bliver planen et om­

egnsrum o En punktmrengde 0 i planen kaldes aben, hvis det for et-

hvert puruct a E 0 grelderp at 0 er en omegn af a o Vi viI i dette 

kapitel altid antage, at definitionsmrengden 0, hvor vi betragter 

differentialligningen9 er en aben mrengde. Vi kan derefter benyt-

te dcfinitionerne i slutningen af kapitel 4, og det har fornuf-
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tig mening at tale om kontinuitet at' afbildningen t' i (1). 

Hvis t'unktionen f' i (1) er kontinuert, kan det vi ses, at 

der 8~r en l¢sningskurve gennem ethvert punkt at' O. Denne ek­

sistenssrotning er ikke srerlig vanskelig, men den krrever hjrelpe­

midIer, vi endnu ikke har til radighed. En lidt svagere eksi­

stonsscetning viI blive vist i et senere at'snit~ og sp¢rgsmalet 

viI blive taget op igen i matematik 2. Det rna dog understreges, 

at el<:.si stenssretningen har lokal karakter, sa den siger intet om, 

hvor Iangt en integralkurve gennem et punkt af' 0 t'ortsretter. 

Pa den anden side kan det udmrerket indtrref't'e, at der gar 

t'lere integralkurven gennem samme punkt. Men hvis der eksisterer 

en konstant K, saledes at det t'or (x'Y1) E 0 og (x,Y2 ) E 0 grel­

der, at 

da gar der kun en integralkurve gennem hvert punkt af O. Lad os 

nemlig antage, at 

er l0snil~er, at ~1(xo) = ~2(xo)' samt at h E ]O,K-1[o Vi sretter 

~(x) = ~2(x) - ~1(x), og vi f'ar da 

a1 ts9. 

Idet vi bruger middelvrerdisretningen, far vi heraf' 

hvor ~ er et passende valgt punkt at' intervallet med endepunk-
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ter 0 og x. Nu vrulger vi specielt x~ saledes at 1~(x)1 antager 

sin st0rste vrerdi~ og vurderingen giver da 

men det medf¢rer~ at 

(1 - Kh) 1q>(x)1 ~ o. 

Her er den ~¢rste ~aktor imidlertid positiv, og uligheden med­

~¢rer der~or 1q>(x)1 = O. Men dette med~¢rer Vx € [X
O
-h9 X

O
+h] 

(~(x) = o)? og dermed er pastanden bevist. 

En betingelse a~ ~ormen (3) kaldes en Lipschitz-betingelse o 

En sadan er altsa tilstrrekkelig betingelse ~or? at en entydig-

hedssretning grelder ~or di~~erentialligningen (1). 

Vi viI nu ga over til at behandle en rrekke specielle typer 

a~ diff'erentialligninger. Disse typer brerer o~te traditionelle 

navne? i visse til~relde e~ter kendte matematikere. Vi viI under-

dele det ~¢lgende i a~snit svarende til de ~orskellige typer. 

1. Di~~erentialligning med adskilte variable. 

Saledes betegnes en di~~erentialligning a~ ~ormen 

L(x)dx + M(y)dY = 0 1 

hvor L: ]a
1

,b
1

[ ind i R og M: ]a2 ,b2 [ ind i R er kontinuerte 

~unktioner. Punktmrengden 0 er rektanglet ]a
1

? b
1 

[x ]a2 b 2 [. Vi 

vrelger en stam~unktion A til L og en stamfUnktion B til M. For 

villdrlige di~~erentiable ai'bildninger 

~ar vi da 
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Vi sa ovenfor 9 at ~1 og ~2 de~inerer en l¢sningskurve, hvis og 

kun hvis dette udtryk bliver 0, altsa hvis og kun hvis 

A(~1(t)) + B(~2(t)) er konstant. Dette er netop, hvad vi mener~ 

nar vi siger~ at l¢sningskurverne ~remstilles ved 

A(x) + B(Y) = c 9 c E: R • 

Det er dog ikke sikkert9 at ethvert valg a~ c giver en l¢snings-

kurveo 

Eksempler. For 

xdx + ydy = 0 

~ar vi l¢sningskurverne givet ved 

2 2 
x + Y = c. 

Kun positive vrerdier a~ c giver l¢sningskurver, og de bliver 

cirkler med centrum i begyndelsespunktet. For c = 0 udarter kur-

ven til punktet (0 90)9 men dette er jo netop et singulrert punkt. 

For 

xdx - ydy = 0 

er l~sningskurverne givet ved 

2 2 
x - Y = c. 

I dette til~relde kommer aIle vrerdier a~ c i betragtning. For 

c = 0 ~ar x-aksen og y-aksen. Der gar altsa to integralkurver 

gennem det singulrere punkt. 

Di~~erentialligningen 

ydx - xdy = 0 
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har ikke adskilte variable, men far det efter division med xy, 

og derved far vi l¢sningskurverne givet ved loglxl - loglyl = c1' 

men det ses let~ at vrere ensbetydende med y = cx~ c ~ 0. ]];nd-

videre er x-aksen og y-aksen l¢sningskurver, men vi tltabte tt dem 

ved divisionen med xy. L¢sningskurverne er saledes netop de ret-

te linier gennem det singulrere punkt (0,0). 

Differentialligningen 

2 2 2 2 (x - 1)y dx + x (y - 1)dy 

har singulrere punkter (0,0), (1,1), (-1~1), (1,-1) og (-1,-1). 

Vi ser, at x-aksen og y-aksen er l¢sningskurver. Division med 
2 2 x y giver 

(1 - ~)dX + (1 - ~)dY = O~ 
x y 

og derme lignings l¢sningskurver er givet ved 

1 1 x + - + y + c x y - • 

Multiplikation med xy giver 

xy(x + y) + x+y = cxy • 

Koordinatakserne er ikke kommet med igen. For c = ° far vi l¢s-

ningskurverne xy = -1 og x + Y = 0. Der gar altsa 3 l¢snings­

kurver 6ennem (0,0). Gennem (-1,1) og (1,-1) gar hyperblen 

xy = -1 og linien x + y = 0. Eventuelle l¢sningskurver gennem 

xy(x + y) + x+y = 4xy. 

Vi indf¢rer et koordinatsystem med begyndelsespunkt i (1,1). 
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Idet (£;',1l) er de nye koordinater benytter vi transt'orrnationen 

x = ~~' + 1 ~ y = 1l + 1, og ved indsrettel se at' dette i ligningen 

t'ar vi 

F r]o 1 [ ~2 2 2 I Y I / 1 2 I t= I 2 lt 0 or r 'C. , og ~ + 1l = r er <0'11 ~ 2'r og s +1l ~ r, a sa 

1~1l(~'+1l)1 ~ r 3 , sa udtrykket pa venstre side at' ligningen er 

f r2 - r3, altsa positivt. Dette viser, at l¢sningen f = 1l = ° 
li~ger isoleret t'ra alle andre l¢sninger. Der gar altsa ingen 

integralkurve gennern (1,1). Det gar ganske analogt i (-1,-1). 

2. Hornogene dit't'erentialligninger. 

Lad 11 og 12 vrere to rette linier gennern (0,0), og lad 0 

V83re den abne mamgde, som bestar at' punkterne i to modstaende at' 

de viw{elrum, hvori 11 og 12 deler planen. Vi tillader 0 at ud­

arte til hele planen, eventuelt med punktet (0,0) eller en ret 

linie gennem (0,0) skaret vrek. For p E Z siges en af'bildning 

g: a ind i R at vrere homogen at' grad p, sat'remt 

V't E 1< V'x, yEO (g ( tx, ty) = t p g ( x, y ) ) • 

Hvis L,M:O ind i R er homogene at' grad p, kaldes 

(4) L(x,y)dx + M(x,y)dy = a 

en homogen cUt't'erentialligning at' grad p. 

Vi t'oretrrekker t'¢rst at behandle ligningen pa t'ormen 

L(x,y) + M(x,y) ~~ = O. 

Vi s~tter y = UX, hvor U er en ny variabel, og idet vi udnytter, 

at L Og 1\1 er homogene, t'ar vi 
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hvillcet redueeres til dii'i'erentialligningen 

(5) (L(1,u) + uM(1,u))dx + xM(1,u)du ;:: 0 

og her kan de variable adskilles. 

L¢sningerne til 

L(1,u) + uM(1,u) 

er hceldningen i'or rette linier, der er l¢sningskurver til (4), 

Dertil kommer eventuelt y-aksen, som krrever en srerlig unders¢-

gelseo Hvis A er en stamf'unktion til den ved 

M(1,u)(L(1,u) + uM(1,u))-1 dei'inerede i'unktion, har (5) l¢snings­

mren6den fee-Ale E Rl, og vi i'ar l¢sningskurverne til (4) givet 

ved parameteri'remstillingen x = ee-A(u), y = eue-A(u). Dertil 

rna altsa endnu i'¢jes de l¢sninger, der er rette linier gennem 

Fremgangsmaden kan varieres, idet x og y kan bytte rolle. 

Det kan godt trenkes, at de to i'remgangsmader ikke er lige be-

svrerlige, men i'orskellen viI aldrig blive srerlig stor. 

Eksempel. Dii'i'erentialligningen 

(x + y)dx + (x - y)dy = 0 

er homogen ai' grad 1 i hele planen. Koordinatakserne er ikke 

l¢sningskurver. Ligningen (5) bliver i dette tili'relde 

(1 +2u - u
2

)dX + (1 - u)xdu = O. 

Da vi har 

J 1-u _ 1 f d(1+2u-u
2

) 1 I 21 
. 2du - 2 .. 2 = 210g 1 +2u-u • 
1+2u-u 1+2u-u 
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Er l¢sningerne givet ved 

hvilket giver 
2 2 

.2IR: +2xy-y :;: c. 

L¢sninberne bliver hyperbler. For c = 0 fas asymptoterne~ hvis 
2 hceldninger er l¢sningerne til 1+2u-u :;: O. De har vCBret lItabt" 

undervejs9 men de sidste omformninger har bragt dem ind igen. 

Differentialligningen (4) kan med fordel behandles ved ind­

f¢relse af polrere koordinater (r,Q), idet vi sretter 

(6) x = rcosQ, y:;: rsinQ • 

Vi s¢ger derefter at finde l¢sningskurverne pa formen 

r = p(t)~ 9 = V(t). Af (6) f¢lger 

~~ = ~~COSg - r~sin9 , ~ :;: ~~Sing + r~~cosQ • 

At x = ~(t) :;: p(t)cosV(t), y = ~(t) = p(t)sinV(t) er en l¢snings-

kurve, betyder at ~ og ~ tilfredsstiller 

L(X'Y)~ + M(X,y)~ :;: 0 , 

alts~, at p og ~ tilfredsstiller 

L(rcos9,rSing)(~~cOSg - r~~SinQ) + 

M(rcOSg,rSing)(~~Sing + r~~cosg) :;: 0 • 

Idet vi udnytter, at L og M er homogene, kan denne ligning om-

formes til 

(L(cos9,sin9)cos9 + M(COSg,sing)sing)~~ -
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Vi indf¢rer betegnelserne 

og vi ser 9 at ~ og ~ er parameterfremstilling for en l¢snings­

kurve til (~.)~ hvis og kun hvis p og ~ er parameterfremstilling 

for en l¢sningskurve til 

t(9)dr + rM(9)d9 • 

I denne ligning kan de variable adskilles. 

Eksempel. For k E R betragter vi differ~ntialligningen 

(x - ky)dx + (kx + y)dy = O. 

Idette tilfrelde far vi 

t(9) = (cos9 - ksinQ)cosQ + (kcos9 + sinG)sin9 

M(G) = -(cos9 - ksinG)sinG + (kcosG + sinG)cosG ~ 

altsa 

t(9) = 1, M(9) = k, 

sa vi far differentialligningen 

dr + krd9 = O. 

Dette 8r den linerere differentialligning 

benytter positive vrerdier af r. L¢sningskurverne kaldes logarit-

misl\:e spiraler. En logari tmisk spiral skrerer aIle linier gennem 

(0,0) under samme vinkel. En ligedannethed med (0,0) 80m lig-

hedsRunkt har pa en logaritmisk spiral samme virkning som en 
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drejning om (0,0). 

Dette giver anledning til den paradoxalt klingende bemrerkningl 

at et f'orst¢rrelsesglas ikke kan f'orst¢rre en logari tmisk spiral, 

men ogsa til den optiske illu3ion~ at en logaritmisk spiral sy­

nes at vokse eller krympe, nar den drejes. 

De her omtalte metoder kan ogsa anvendes, nar punktmamgden 

o er et vinkelrum og betingelserne L(tx,ty) = taL(x,y) , 

lVI(tx?ty) = taM(x,y) er opf'yldt f'or aIle positive vcerdier af' to 

Under disse omstrendigheder kan a vrere et vilkarligt reelt tal. 

30 Bernoualli's dif'f'erentialligning. 

Lad agb:I ind i R vrere kontinuerte af'bildninger~ og lad a 

vrere et reelt tal. Dif'f'erentialligningen 

(7) Xl + aX = bXa 

kaldes da Bernoulli's dif'f'erentialligning. For a = 1 reduceres 

den til en homogen linerer dif'f'erentialligning Xl + (a-b)X = O? 

og f'or a = 0 er den en linerer dif'f'erentialligning. Vi viI der­

f'or antage a ~ 0 og a ~ 1. 

Hvis a er et rationalt tal med ulige nrevner, erpunktmreng­

den 0 strimlen f(x,y)lx E I,y E Rl. For andre vrerdier at' a kan 

lignil~en ikke have negative l¢sninger? og 0 er da halvstrimlen 

f(x 9 Y)lx E I,y E ]0,00[1. 

At cp er l¢sning til (7) betyder, at 

cp t + acp = bcp a • 

For cp(x) ~ 0 er dette ensbetydende med 

(1_a)cp-acp' + (1-a)acp i-a = (1-a)b , 
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hvilket ogsa kan skrives 

Bortset ~ra de punkter, hvor l¢sningen er 0, ser vi~ at ~ er l¢s­

ning til (7)~ hvis og kun hvis ~1-a er l¢sning til den lineoore 

differentialligning 

(8) X' + (1-a)aX = (1-a)b. 

Desuden viI nul~unktionen voore l¢sning til (7), hvis a > o. 

Ekeempel. Vi viI l¢se differentialligningen 

xX' + X = Xa. 

Ligningen (8) bliver i dette tilfrelde 

xX' + (1-a)X = (1-a), 

og den har l¢sningsmoongden 

Den oprindelige ligning far saledes l¢sningerne 

1 
(1 + C xa - 1) 1-c; C E. R. 

Dertil kommeF eventueLt null¢sningen, samt de l¢sninger, der fas 

ved a t s~dfte fort3gn pa de allerede fundne. 

For a = 2 fas nulfunktionen samt funktionerne 

11 }cx ' C E. R. 

For C ~ I) fas en l,jsning med defini tionsmoongde J - 00, - ~ [ u ] - ~ 00 [ • 

, 
Der paaserer netop en l¢sningskurve gennem hvert punkt af planen 

bortset :era punkterne a~ y-aksen. 
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For a = ~ fas nulfunktionen samt funktionerne 

For c + 0 fas l¢sningskurver, der skrerer x-aksen. Der gar saledes 

to l¢sningskurver gennem at punkt af x-aksenG Det skyldeffiJ p fft 

Lipschi tz-betingelsen ikke er opfyldt i en omegn af et sadan punJrt. 

4. Riccati's differentialligning. 

Lad p, q,r lind i R vrere kontinuerte afbildninger. Diffe-

rentialligningen 

~ = p(x) + q(x)y + r(x)y2 

kaldes da Riccati's differentialligning. 

Ligningen kan ikke l¢ses ved elementrere metoder? men hvis 

det lykkes at grette en l¢sning, kan l¢sningsffirengden bestemmes 

ved elementrere metoder~ 

Hvis p er en l¢sning til ligningen, er 

Lad u vrere en differentiabel funktion. Sa er p + u l¢sning til 

ligningen, hvis og kun hvis 

p'(x) + u'(x) = p(x) + g(x)p(x) + r(x)p(x)2 + 

q(x)u(x) + 2r(x)p(x)u(x) + r(x)u(x)2 v 

lTBn da (9) er opf'yldt, er detta ensbetydende med 

u'(x) = (q(x) + 2r(x)p(x))u(x) + r(x)u(x)2, 

altsa med, at u er en l¢sning til 
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hvilket er Bernou:i.li' s differentiaIIigning. 

Ekoem:pel. DL'feren tiaIIigningen 

dv _ 1 1 1 2 .;;;;;:lI..dx - - -y + -y x x2 

MA 6.16 

har I¢sningen y = x" Vi indsretter y = x + U og far efter reduktion 

og de nne Iigning er 

d1 
u 1 

<IX - x 

bortset fra nuII¢sningen ensbetydende med 

s;om har I¢sningsmamgden 

sa vi fr.r 

{ 1. = ..i. + ex leE R 1 ft 

l U 2]~ 5 , 

f u = leE Rl, 

hvortil kommer nulfunktionen. Rieeatiligningen har lS:aIedes I¢s-

ningernE:; 

y = 3+2ex
2 ~ x samt y = x -~, e E .t{. 

11+2ex 

DeI' er en interessant sammenhwng meIIem Rieeati's Iigning og 

differer.,.ti aIo:p era iorer af anden orden. Lad 

vrere en Iinerer dif'ferentiaIo:perator af anden orden. Vi viI s:palte 

den i to differentiaIo:peratorer af f¢rste orden, altsa skrive 

den :pa fonmen 
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Dertil m.a 'Wi vrolge p og q, saledes at 

p + <l = a, q I + pq = b, 

hvilket er ensbetydende m.ed 

2 
P = a - q, ql = b - aq + q • 

Problemet reduceres saledes til l¢sning af en Riccatiligningo 

5. Differentialligninger~ som ikke er linerere 

i differentialkvotienteno 

Hvis en differentialligning er givet pa formen 

viI man s¢ge at finde ~-udtrYkt ved x og y ved at l¢se ligningen 

F(x,y,p) = 0 med hensyn til po Derved ma mem vente, at man fin-

der et af x og y afhrengigt antal l¢sninger for p. Hvis ligningen 

er nogenlunde pren, viI et antal kurver dele (x,y)-planen i del-

mrengder$ saledes at l¢sningsantallet er konstant i hver af disse. 

Endvidere kan man~ eventuelt efter yderligere opdeling, i reglen 

opnaS' at F(x,y,p) =0 i hver acC delmamgderne som l¢sning har et 

fast antal kontinuerte funktioner p = ~ (x~y). Ligningen viI v v 
derefter kunne behandles ved de ovenfor omtalte metoder. Hvis 

funktionerne ~ tilfredsstiller Lipsschitz-betingelsen, viI der 
v 

gennem hvert punkt ga en integralkurve for hver vrerdi af v. 

Nar differentialligningen har 

forskelligt antal l¢sninger pa de to 

sider af en kurve r, ma man forvente, 

at mange integralkurver, som antydet 

pa figuren, gar ud til randen, af r og 

vender om. Sredvanligvis viI der til 
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hvert punkt af r svare en integralkurve 9 der r¢rer r i punktet, 

men i sa fald er r selv en integralkurve& Kurven r passer imke 

pa naturlig made ind i ~amilien af integralkurver~ og den kaldea 

derfor en singulrer integralkurve (en singulrer l¢snirg)o 

Eksempel. Vi viI s¢ge at besvare f¢lgende sp¢rgsmal: Hvilko 

kurve i hal vplan6n bestemt ved y > 0 har den egenskab, at kurve-' 

normale,n regnet fra kurvepunktet til skreringspunktet med x-aksen 

har den konstante lrongde a? 

Den omtalte egenskab udtrykkes ved differentialligningen 

2 
a ~ 

Vi l¢ser ligningen med hensyn til ~ og far 

) 2 
d:r = -LS § :-Y.._) 
fu{ y eller dyr _ -Lia 

2 
J:.'2) dx = y 

for y ~ a~ For y > a far vi ingen l¢sningero Skillelinjen y ~ a 

er en 1'?:Isningskurve til differentialligningen, og det er umidder::~ 

bart klart, a t de~l har den forlangte geometriske egenskab .. Den er 

differen tialligni:lgens singulrore l¢sning. 

I de fundne differentialligninger kan de variable adsldlles 

- eller vi kan l¢t3~ ligningerne pa formen 

eller dx _ ~=.x._ 
- 22$ 

dy v(a ~y ) 

hvorved problemet er reduceret til et stamfunktionproblem. 

Integration giver 

De to anf¢rte kurvebuer er kvartcirkler, og de udg¢r tilsammen 

denved 
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2 2 
Y = v/(a - (x - c) ) 

bestemte halvcirkel. De ¢vrige l¢sninger til problemet bliver 

al tsa aIle hal vcirkelbuer ~ som "s.tar pa" x-aksen og har radius 

a. De r¢rer aIle den singulrore l¢sningskurve. 

Vi viI her dvrole et ¢jeblik ved dit'ferentialligningsteoriens 

omvendte problem~ nemlig at t'inde en dit'ferentialligning med en 

given t'amilie af kurver som l¢sninger. Vi vil vise ved et par 

eksempler, hvorledes dette kan gennemf¢res. 

Eksempel. Vi s¢ger en dift'erentialligning~ der som l¢sning 

har aIle cirkler gennem punkterno (a,O) og (-a,O). Gennem hvil-
, . 

ket som helst tredie punkt i planen gar netop en af c1rklernee 

Vi skal derfor vente at finde en dit'ferentialligning med (a,O) 

og (-a,O) som de eneste singulrere punkter. En cirkel med centrum 

(O$c) og gennem (a$O) og (-a 9 0) har radius c2 + a 2 , og den er 

dert'or l¢sningsmrengden til ligningen 

hvilket reduceres til 

222 
x + Y - 2cy = a • 

2 
+ a , 

Dermed har vi faet m@ngden at' cirkler gennem (a,O) og (-a,O) 

organiseret som en t'amilie, idet der til hver vrerdi at' c svarer 
, 
en ganske bestemt af cirklerne. 

Hvis y = ~(x) er en dift'erentiabel l¢sning til (10)9 viI 

x,y og ~ = ~I(X) tilt'reddtille den ligning, der t'as ved ~it'fe­

rentiation af (10)9 efter at y = ~(x)) er indsat pa venstre side 9 

altsa ligningen 
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hvilket vi ogsa kan skrive 

xdx + (y - c)dy = o. 

Dette er en differentialligning med (10) som l¢sningskurve. Det 

tilsvarende rresonnement for en differentiabel l¢sning x = ~(y) 
til (10) f¢rer selvf¢lgelig ogsa til ligningen (11). Ligningen 

(11) giver os en differentialligning for hver cirkel i familien, 
, 

men vi ¢nsker jo en differentialligning med aIle cirklerne som 

l¢sningskurver. For cirklen med ligningen (110) grelder nu, at 

x,y og ~ viI tilfredsstille bade 1.0 og 11, og dermed ogsa den 

ligning vi far ved at eliminere c mellem (10) og (11) ved at 

finde y - c af (10) og indsrette i (1111). Af (10) far vi 

y - c = 
222 

a - x + Y 
2y 

og dette indsrettes i (11). Derm8d far vi cirkelfamiliens diffe-

rentialligning 

Det er naturligere at skrive denne ligning pa formen 

(12 ) 222 2xydx + (a - x + Y )dy = 0, 

men derved inkluderes x-aksen blandt l¢sningskurverne. 

Det er ikke umiddelbart indlysende, at ligningen (12) falder 

ind under en af de ovenfor omtalte typer af differentiallignin-

gen. Skrevet pa formen 

2ydx - x = _(a2 + y~) • 1 x 

afsl¢rer den sig som Bernoulli's differentialligning& 
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6. Differentialligninger, hvori x og y 

ikke begge optrreder. 

En differentialligning af formen 

reduceres til et stamfunktion problem, hvis det er muligt at 

l¢se den pa formen ~ = f(x). Hvis dette ikke kan gennemf¢res, 

kan man muligvis l¢se ligningen pa formen 

hvor cp er en differentiabel funktion. Vi far da 

dy ~ dx 
dt-= dx dt = ~(t)cp'(t) 

og bestemmelsen af y som funktion af t er reduceret til et stam-

funktionproblem. 

Eksempel. Differentialligningen 

3 d 3 dv 
x + (~) = 3x ~ 

Kan ikke uden urimJligt besvrer l¢ses, pa formen ~ = f(x)~ Ved 

at indsrette ~ - tx far vi imidlertid parameterfremstillingen dx-

Vi far i dette t:Llfrelde 

2 
~ __ 3~_ 
dx - 1+t3 • 

...;~ (--L _ -L + 9 ) = 
1-~t3 1+t3 1+t3 (1+t3 )2 

-18t2 27t2 
(1+t3 )2 + ~1+t3)3 9 
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og stamfunktion bestemmelsen giver 

eEl; • 

Dermed har Yi fundet l¢sningskurverne pa parameterform. For t ~ = 

fas et punkt, der h¢rer med til l¢sningskurven. Det er muIigt at 

eliminere t og derved fa en algebraisk ligning i x og y, men det 

viI vi ikke gennemf¢re. 

En differentialligning af formen 

F(Y, ~) = 0, 

som kan l¢ses 0 formen pa 

Y = <p(t)~ 3~ -dx - if; (t) 

giver 

({) t ( t) 5i - 2x ~ _ ,I, ( t) dx 
't' =dt-dxdt-'r dt' 

altsa 

og x fas som funktion af t efter en stamfunktionsbestemmelse. 

7. Differentialligninger, som er 

Iinerere i x og y. 

Vi viI studere en differentialligning 

hwor a,b lind i R er differentiable afbildninger. Ligningen er 

abenbart rekvivalent med Iigningsparret 

( 14) y = a(p)x + b(p)~ ~~ -dx - p. 
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Vi viI fors¢ge at finde l¢sningskurverne givet ved parameterfrem­

stillinger pa formen x == <p (p), Y = t/J (p), hvor <p og p er differen­

tiable. Sa giver den sidste af ligningerne (14) 

.9--Z _ 9x gx _ ~ 
dp - dx dp - Pdp , 

og det er pa den amden side klart, at ligningen 

(15 ) Qil dx 
dp = p~ 

for ~ :? 0 medf¢r i3r den sidste af ligningerne (14) 0 Ved dlfferen­

tiation giver den f¢rste af ligningerne (14) under hensyntagen 

til (15~ 

1>~; = a(p)~ + a'(p)x + b'(p) = o~ 

hvilket reduceres til den linerere differentialligning 

( 16) (a(p) - p)~; + a'(p)x + b'(p) = O. 

Nar x = <p (p) er l¥)sning til denne ligning ~ fas y = t/J (p) umiddel­

bart at den f¢rste af ligningerne (14). 

Det er klart~ at de saledes bestemte funktioner <p og t/J til­

fredsstiller den f¢rste af ligningerne (14), og derfor ogsa den 

ligning, der faB ved differentiation at denne, altsa 

('l 7) = a (p) ~: + a' (p) x + b I (p) a 

Da <p tilfredsstilJer (16), viI <p og t/J ogsa tilfredsstille den 

ligning, der fas ved at indsrette (1,7) i (1,6), altsa ligningen (-15L 

som medf¢rer den sidste af ligningerne ~ 14), hvis~ ~ddX + o. p 

Som opgaven er formuleret er der ikke mening i at sp¢rge om 

1 · f f S . t t . dx o· d f ikk ¢sn~nger a ormen x = c~ ~ ua ~onen dp == g~ver er or e 

anlednin~ til l¢sntngero 
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To andre forhold b¢r imidlertid give anledning til bekymring. 

For det f¢r&.te svigter metoden helt, hvis a(p) er identisk lig 

med p p ide t (116) degenererer hel t. Dermes t gar aIle l¢sningeJr af 

forrnen y = ax + ~~ a9~ E R tabt, da disse l¢sninger giver p = a 

og derfJr ikke kan fremstilles pa pararneterformen x = ~(t), 
y = ¢J(t)" 

Vi rna derfor undera¢ge, om y = aX + ~, p = a tilfredsstiller 

(114). I::ldsrettelse giver betingelsen 

aX + ~ = a(a)x + b(a,) , 

hvilket er opfyldt for ~ = b(a) 9 hvis og kun hvis a er en l¢sning 

til ligningen a(p); = p. Hver l¢sning til denne ligning giver der-

for anledning til en l¢sning af forrnen y = ax + ~. 

Ek8ernpel. Vi viI l¢se differentialligningen 

y = (dy )2:x; + 
dx 

(~)3 • 
dx 

Vi skal altsa betragte systemet 

2 3 y=pX+P? 

L " 2 
1 gnlngen J? = p har l¢sningerne p = ° og p = i, som giver os 

l¢sningerne 

y = 0 og y = X + 1. 

Ligningen (16) bliver i det foreliggende tilfmlde 

(n2 )dx 2 
~ - p dP + 2px + 3p = 0. 

Vi forkorter rned p og far 

(n - 1)~ + 2x + 3p 0, 1: dp _ .. 
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som har l¢sningerne 

e E: R 

hvilket giver 

1 e x :: - p - 2" 
(P;1)2 ] 

1 2 e E: R. y :: - -p - eE 
2 2. (p-1 ) 

s. Clairautts differentialligning~ 

Differentialligningen 

Y ~x + b (2:il) = dx dx 1 

hvor b : lind i R er en differentiabel afbildning, kaldes Clai­

rautts diff'erentialligning. Den er et spec,ielt tilfrelde af de i 

foregaende afsnit behandlede diff'erentialligninger. Vi erstatter 

den derfor med systemet 

y :: px + b (p) , dy 
P = dx~ 

ogden svarer netop til det undtagelsestilfrelde, vi ikke omtalte 

nrermere. De rette linier med ligninger 

y = ex + b( e) ~ e E: R 

er aIle l¢sninger til ligningen$ Til gengreld degenererer lignin-

gen (16) til 

x = -b t (p) ~ 

.. 
som giver os en eneste l¢Sningskurve, nemlig kurven med parameter-

fremstillingen 

x = -b t (p) ~ y :: -p b t (p) + b (p ) • 



MA 6.26 

Hvis b er to gange differentiabel og b II (p) 4 0, fas heraf 

~ = - pb"(p), 

wltsa 

~ - n dx - In 

hvilket ,dser, at parameterfremstillingen v:irke,lig giver en 

l¢sningskurve & Kurvetangentens lignj_ng i det s.amme punkt bli ver 

y + pb t (p) .- b (p) ::-: p (x + b t (p) ) ~ 

hvdlke·t reducere:3 til 

:r = px + b (p ) ~ 

Det 1"'¢::,s,t fundne system af rette linier er altsa netol? systemet 

af tangenter til l{urveno Clairautligningen er al tsa, netop dif-

ferential1igning for en kurve og alle dens tangentero 

Eksempelo Lyjsningsmamgden t11 differen tialligningen 

omfa tter kurven med l?armneterf'rems tillingen 

Denne l:urve 1iggur hel t i den ved x ~ 0 bestemte halv:plan. Den 

har en gren i hvor af de kvartplaner, hvori x·-aksendeler hal v­

p1anen! og begge grene r¢rer x-aksen i ( 0,0), saledes at kurven 

far en sl?ids i bugyndelsespunJ.::tet <I Begge grene b1i ver ved a.t 

krumme bort fra ~:-aksen~ og tangenthceldningen gar m0d oo? nar et 

punkt '!: jerner Sig fra kurven" Gennem et punl{t pa den side af 

kurven" hvor den posi ti ve x-akse 1igger ~ gar der al tid 3 tangen--
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ter t,il kurven~ og i denne del af planen far man tre l¢sninger ~ 

nar man l¢ser differentialih)igningen med hensyn til ~. Pa den 

anden aide af kurven faa kun 1 tangent og 1 l¢sning. 

90 Differentialligninger af anden orden 9 

som ikke indeholder y. 

En differentialligning af formen 

2 4 = f(x, d:y:) 
dx dx 

er rekvivalent med systemet 

dy 
dx = p, ~ = f(x,p), 

og den l¢ses derfor ved l¢sning, af en differentialligning af 

f¢rste orden i p~ hvorefter y fas ved en stamfunktionbestemmel-

se. Ligninger af denne slags op,trreder ret hyppigt i anvendelser-

ne, men da de ikke f¢rer til nye problemer~ skal vi ikke ophol-

de os ved demo 

110. Differe:ltialligninger af anden orden, 

lB:om ikke indeholder x. 

En differen'tialligning af formen 

d
2 

d ~ = f(Y'.':!Xd ) 
dx - x 

er rekv~_valent mecl systemet 

~ :0 p, ~ = f ( y ,p) • 

Vi viI fors¢ge a-,j finde l¢sninger af formen x = cp(y). F¢rst s¢-

ger vi at bestemme p som funktion af y. Vi bemrerker at 

~ ~;y == .9;Q. = 
dy dx dx f(y,p). 
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Dette er en differentialligning a,f f¢rste orden til bestemmelse 

af p som funktion af y. Nar en l¢sning indsrettes i ~ = p, frem­

kommer en differentialligning, i hvilken de variable kan adskil'-

les. 

Metoden svigter fuldstrendigt for de konstante l¢sninger. 

De gar tabt ved at x betragtes som en funktion af y. Vrerre er 

detl act ligningen ~~ == p efter indsrettelsen af det fundne p kan 

have konstante l~~sninger, som viser sig at vrere forkerte" 

Eksempler. Fra fysikken henter vi differentialligningen 

f'or det frie fald 

hvor g er kons.tant. Den er rekvivalent med systemet 

dx -dt :;:: v ~ 
'.' 

og vi far ligningen 

dv v- = -g 
dx 

til bestemmelse af v som funktion af x. Den har adskilte variable .. 

Integration giver 

2 
v = c - 2gx~ 

hvor c er en integrationskonstant .. I fysik faB dette direkte af 

energi8re.tningen. Vi far nu x som funktion af t ved at l¢se 

d" d~g == V (c-2gx) 

eller 

<1x _ ',/ (c-2gx) -d.J": = v 
'J 
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ef'te:rsom bevregels:en gar opad eller nedado Begge ligninger har 

den konstante l¢sning x = 2~' som ikke passer i den oprindelige 

ligning. Vi skal ikke fuldf¢re regningerne, i~et det er klart, 

at metoden er yderst upraktisk i det foreliggende tilfreldeC' 

Eksempel. Lad os endnu engang betragte det frie fru_d, men 

tage hensyn til, at tyngdeakcelerationen aftager~ nar vi fjer-

neI' os f:rm. jordens centrum~ Bevrege1.sesligningen bli vel" da 

idet vi har lagt begyndelaespunktet i jordens centrum og 'betegnet 

jordens radius med Ro Vi viI antage, at bevregelsen starter for 

t = 0 ved jordens overflade og med en hastighed at st¢rrelsen 

vo rettet lodret opad. Vi skal f¢rst integrere ligningen 

som giver 

dv 
v-= 

dx 

2 v 

hvor c er en integrationskonstante For t = 0 giver ligninge.n 

sa vi far 

Sammenhrengen mel1em x og t er saledes givet ved ligningen 

sa lrenge hastigheden er opadretteto Ved integration f'ar vi 
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J
? 

t = 
R 

2 ·2 ~ • v( (vO - 2Rg)u + 2R gu) 

udu 

2 ~2 
For Vo - 2Rg < 0 fas v = 0 for x = ----~ ~ og dette er den st¢r-

2Rg-vo ste afstand fra jordens centrum, partiklen viI na. Dette indtrrei'-

fer efter endelig lang tid, og derefter viI partiklen begynde at 

falde. Fra dette tidspunkt rna kvadratroden regnes med modsat for-

tegn. Vi viI ikke gennemf¢re udregningen, som er rent rutinearbejde. 
2 

For Vo :f 2Rg viI bevregelsen stadlg fortsrette i samme retning, og 
2 

partiklen viI fjerne sig vilkarlig langt fra jorden~ For Vo = 2Rg 

bliver integrationen meget simpel~ En udregning giver~ at dette 

grrensetilfrelde svarer til en hastighed pa lidt ove~ 11 km/sek. 



Mat. 1, 1966-67 MA 6. Opgaver.Indledning 1 

Det som gar ind gennem det ene ¢re 

og ud gennem det andet, g¢r ofte den 

nytte, at det Fenser hjernen. 

Piet Hein. 

Opgaver til kapitel 6. 

Indledning. 

Det er en vanskelig kunst a,t l¢se ikke linerere differential-

ligninger. F¢rst og fremmest grelder det om at opna en god fortro-' 

lighed med de omtalte differentialligningstyper, sa man kender 

dem, nar man m¢der demo Eventuel t rna de omforme.s., f¢r de kan gen-

kendes. 

Her er jo ikke tale om en klasse inddeling i typer, og en 

differentialligning kan udmrerket vrere af flere af de behandlede 

typer pa en gange Differentialligningen 

(x - y)dx + xdy = 0 

er den homo gene differentialligning, som vi har behandlet i af-

snit 2. Den kan imidlertid omformes til 

x 

og afsl¢rer sig saledea som en linerer differentialligning. Det 

er selvf¢lgelig enklest at l¢se den som en linerer differential-

ligning, men i andre tilfrelde kan det vrere ret vanskeligt at 

trreffe et valg mellem de foreliggende metoder. 

En srerlig kunst er det at fa ¢je pa variabelsubstitutioner, 

der forenkler en differentialligning eller f¢rer den over i en 

differentialligning, for hvilken man kender en l¢sningsmetode. 

De t er jo nrerliggende nolc i differentialligningen 
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at benyt te x + 1 =: xi og y + 1 = Y 1 som nye vari able. Derved om-· 

formes ligningen til 

som er homogen af anden grad. 

Vanskeligere er det at udnytte muligheden for at bruge et 

udtryk i begge variable som ny variabel. Deter nyttigt at trenke 

sig ligningen l¢st pa formen x = ~(t), Y = ¢(t) og udnytte rela-

tionerne 

= cxxcx- 1dx $ d log x = £!~ x 

= ydx + XdY9 d(x2 + y2) = 2(xdx + ydy) 

d(xCX 
) 

d(xy) 

d/(x2 + y2) = ~g..x2+y~;y, d logv(x2+y2) = !.£~±y~~ 
vex +y ) x +y 

d il. = -ydx + xd;y x ydx - xdy 
2"" ' d- = 2 -, x Y x y 

d log ;y = -;ydx + xd;Z d Arctg -:l. = -;Zdx + xd~ , 2 2 • x x xy x + y 

Enhver kan selv udvide denne tabel ved at udnytte andre af de ele-

mentrere differentiationsregler. Ved hjrelp af tabellen opdager man, 

9m en eller anden af de funktioner, hvis differentialer er anf¢r~ 

pa naturlig made kan indf¢res i differentialligningen. 

I den ovenfor anf¢rte differentialligning 

(x - y)dx + xdy = 0 

optrreder udtrykket -ydx + xdy samt udtrykket xdx. Det er derfor 

nrerliggende at omforme ligningen til 

dx + =~~ + xd;y: _ 0 2 -, 
x x 
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hvilket ogsa kan skrive$ 

d log x + d ~ = O. x 

Nar vi bruger log X og ; som nye variable, er det en ligning med 

adskilte variable, og vi far ved integration 

log x + iL = e, x 

hvilket ved reduktion giver 

y = ex - x log x, 

e E t, 

e E t. 

Desuden er y-aksen en l¢sningskurva, som er gaet tabt ved l¢snings-

proeessen. 

Tilsvarende omskrives differentialligningen 

(x-y)dx + (x + y)dy = 0 

til 

xdx + ldl + -ydx + xdy 
2. 2 2 2 = 0, 

x + y x + y 

hvilket ogsa kan skrives 

og integration giver 

e E t 

Det er nu meget n~rliggende at indf¢re polrere koordinater~ Vi har 

divideret med x, og derfor far vi ikke punkterne af y-aksen med. 

Det bevirker, at l¢sningskurverne bliver delt op i flere buer? 

men overgang til polrere koordinater viI afsl¢re, hvordan de skal 

bygges sammen. 



Ma t. 1, 1,966-67 Ma 6. Opgaver. Indledning 4, 

Et rad: Regn rent formelt uden at skele til undtagelsestil­

freldene ved de indledende fors¢g. Ellers risikerer De at spilde. 

Deres krrefter til ingen nytte. Det er jo ikke sikkert, Deres 

f¢rste fors¢g f¢rer til malet. Nar malet er naet, b¢r De ga detal­

jerne efter. Ved den endelige redaktion placeres detajerne sel v" 

f¢lgelig ind, hvor det er mest naturligt ~t omttlle dem. 
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Lette opgaver. 

1. L¢s differentialligningerne 

xdx + ~ dy = 0. 

Angiv de singulrere punkter og l¢sningskurverne gennem disse 

punkter. 

2. L¢s differentialligningen 

(x3 _ x)dx + (y2 - y)dy = 0 

og unders¢g l¢sningskurverne gennem de singulrere punkter. 

3. L¢s differentialligningerne 

ydx + xdy = 0, dx + xydy = 0 

og l".nders¢g l¢sningskurverne gennem de s:ingulrere punkter. 

4. Bestem alle kurver~ hvis tangenter regnet fra r¢ringspunkt 

til skreringspunkt med x-aksen alle har lrengde a~ hvor a er 

et givet positivt tal. 

5. Lad a vrere et positivt tal. En kurve gennem koordinatsyste­

mets begyndelsespunkt har f¢lgende egenskab: For ethvert kur­

vepunkt vil den ene af de ligebenede trekanter med ben af 

lrengde a, der som grundlinie har det liniestykke pa kurvenor-

malen, som afskreres mellem kurvepunktet og x-aksen, have det 

ene ben vinkelret pa x-aksen. :Blind en parameterfrems.tilling 

for kurven. 

6. L¢s differentialligningen 

2 2) xydx + (y - x dy = 0. 
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7. L¢s differentialligningen 

(x 
2 + 3y2)dx + 

2 2. 
(3x + y )dy = O. 

8. L¢s differentialligningen 

2 2 J(x + y )dx + xdy = o. 

9. L¢s differentialligningen 

I 2 2) 
I, X - Y dx + 2xydy = o. 

110. L¢s for xy > 0 differentialligningen 

(9x - Y) log iL = 1. 
dx x x 

11,. L¢fJj for ex E ~~ differentialligningen 

X I + X ;:: Xex. 

112 e L¢s differentialligningen 

dy + ytghx = j- sinh 2x .. 
dx Y 

113. L¢s differentialligningen 

idet a er et positivt tal. 

114. L¢fL differentialligningen 

Cty ( )( ) ~bc= y-ex y-.{3~ 

idE,t ex og {3 or reelle tal. 

15. L¢8 differentiallignibgen 

Ct;'T 2 2 
-:~::: at + Y 0 

ex 
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116. L¢s differentialligningen 

9x = x 2 _ y2. + 1 
dx • 

(I l¢sningen indgar et integral~ der ikke kan udtrykkes vee. 

elementere funktioner, og det forlanges selvf¢lgelig ikke 

udregnet) • 

1i7. L¢s differen'~ialligningen 

. £X) 2 x 2 ( 1 2 
= - y ). 'dx 

1180 L¢f3 differen'~ialligningen 

dy )2 1 
2 2 

'.x + Y dx = - x - y • 

19. L¢s differen1;ialligningen 

2 
+ (~)2 1: 0 :c = dx 

20 c L¢s differentialligningen 
2 2 

x3 + (*)3 = 1. 

~1a Angiv de kurver, for hvilke enhver tangents afstand fra (0,0) 

er lig med r¢ringspunktets abscisse. 

22" L¢fJ differentialligningen 
2 2 

J_3 + (~):3 = 11. 

23" L¢f\ di fferen -;ialligningen 

,~ ~ + Y = (~)3 -' .. dx dx 

24. L¢ f\ di fferen i;ialli gningen 
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25. L¢s di~~erentialligningen 

V· nk B k t k dr t t 0 dy . d 0 V d In. . lo : em83r, a va a e pa y - x _.- lon gar. e \Usnlong 
dx 

med hensyn til denne st¢rrelse ~as: en Clairaut-ligning .. 

26. L¢s dif~erentialligningen 

Y 
dy 
dx

8 

27. Find en l¢sning til differentialligningen 

som ~or x = 0 antager v83rdien y = 0 og har di~ferentialkvo~- ~ 

tienten 2. 
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Kapitel 7. 

Topologisk rum. Kontinuitet. 

I slutningen af kapitel 5 indf0rte vi begrebet omegnsrum. 

En mrengde M med en afbildning n~M ind i D(D(M)) (altsa ind i 

mrengden af mrengder af delmrengder af M)? kaldes et omegnsrum. Vi 

betegner det T = (M 1 n). Vi kalder M den underliggende mrengde for 

rummet T. Et element x E M kaldes ogsa et punkt i rummet T og 

vi skriver x E T. En delmrengde A ~ M kaldes en punktmrengde i 

runlmet T og vi skriver A ~ T. Hvis P er en vilkarlig mrengde og 

f:M ind i P er en afbildning y kalder vi i overensstemmelse her-

med f en afbildning af T ind i P og skriver f:T ind i P. Til-

svarende skriver vi g:P ind i T i stedet for g:P ind i M. 

I kapitel 5 benyttede vi omegnsbegrebet til at give en 

mere generel definition af begrebet kontinuitet idet en afbild­

ning f:T 1 ind i T2? hvor T1 = (M1y n1 ) og T2 = (M2 ,n2 ) er omegns­

rum y kaldes kontinuert i et punkt x E T1 y hvis det for enhver 

omegn U E n2 (f(x)) grelder? at originalmrengde f-1 (U) E n1 (x). 

Afbildningen f kaldes kontinuerty hvis den er kontinuert i et-

hvert punkt x E T1 . Det viI day som vi beviste i kapitel 5, vre­

re rigtigt? at sammensretning af kontinuerteafbildninger giver 

kontinuerte afbildninger. 

Begrebet omegnsrum er alt for generelt som emne for en 

matematisk teori. Bortset fra den omtalte sretning om sammensret-

ning af kontinuerte afbildninger f0rer teorien ikke til noget 

som helsto Vi viI derfor i det f01gende forlannge? at afbildningen 

n opfylder en rrekke betingelser, som sikrer? at et omegnsrum dog 

i nogen grad minder om det tredimensionale rum? den komplekse 

plan og den reelle akse. 



Def'inition 7.1. Et omegnsrum T = (M,U) kaldes et topolo­

gisk rum, nar f'¢lgende betingelser er opf'yldt: 

u1). Vx E T(U(x) ~ 0) 

u2). Vx E TVU E U(x) (x E u) 

u3). Vx E TVU E t(x) VV ~ T (v ~ U ~ V E U(x» 

u4). Vx E TVU,V E t(x) (u n V E fi(x» 

u5). Vx E~ TVU E t(x) 3V E u(x) Vy E V (u E U(Y»o 

Vi viI dvrele et ¢jeblik ved disse betingelser. De 4 f'¢rste 

betingel ser vedr\Zrer blot mrengden af' omegne af' et punlct x E: '1\ 

De to f'¢rste betingelser udtrykker, at ethvert punkt har omegne 

og at punktet ligger i enhver af' disse. Den nruste betingelse 

si,ger)l at en mamgde, der indeholder en omegn af' x sel v er en 

omegn af' x. Den fjerde betingelse siger, at f'rellesmrengden f'or 

to omobne af' x ep en omegn af' x. Dette medf'¢rer umiddelbart)l at 

f'rellesmrengden f'or endelig mange omegne af' x igen er en omegn at' 

x. 

I det tredimensionale rum ¢nsker vi, at en kugle med centr'Um 

i et puruct x og en positiv radius r skal vrere en omegn af' x. 

Kuglerne med centrum x og radius 1, n E N har imidlertid kun n 

puructet x f'relles. Det ville derf'or vrere et f'ejlgreb at udvide 

betingelsen u4) til f'rellesmrengden f'or uendelig mange omegne. 

Den mere komplicerede betingelse uS) udtrykker, at on om~ 

egn af' x tillige er omegn af' aIle punkter i en vis omegn af' x;, 

Det er den eneste af' de f'em betingelser, der vedr¢rer omogne al 

f'orskellige punkter. 

Eksempler. I det sredvanlige tredimensionale rum er en 



mamgde en omegn at' x, hvis og kun hvis den indeholder en kugle 

med centrum x og positiv radius. De fern betingelser ses umid­

delbart at vrere opt'yldte. I en plan bruges den samme definitio119 

idet dog "kugle" erstattes med tlcirkel tt
• Pa den reelle akse er 

en omegn at' x en mrengde~ der indeholder et abent ikke tomt in­

terval med midtpunkt i x. 

Idet M er en vilkarlig mrengde kan vi t'or x E M lade U(x) 

vrere mrengden af aIle delmrengder U E M for hvilke x E U. Specielt 

bliver sa {xl en omegn af x. Med denne definition bliver (M,U) 

et topologisk rum. Det kaldes et diskret rum. 

Pa den anden side kunne vi ogsa for ethvert x E M have 

sat U(x) = fMl. Igen bliver (M,U) et topologisk rum. Dette rum 

kaldes trivielt. 

Lidt mindre trivielt kunne vi for en vilkarlig mrengde M 

det'inere: En omegn U at' x E M er en delmrengde at'M, som indehol­

der x og har endelig komplementrermrengde. Det er igen hel t Idart, 

at (IvI,U) b:Liver et topologisk rum. Hvis M er en endelig mrengde 

bliver'(M,U) et diskret rum. 

Lad nu M vrere en mrengde, pa hvilken der er defineret en 

ordningsrelation. Ved en omegn U af x forstar vi en delmrengde 

at' M, som indeholder x og aIle elementer af M, som t'¢lger et'­

ter x. Det er igen klart, at betingelserne u1) ••• uS) er opt'yldto 

Pa mrengden Z at' hele tal indf'¢rer vi for x E Z, kEN del­

mamgderne 

Hvis vi nu det'inerer en omegn af x E Z som en delmrengde U ~ Z, 
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der t'or et passende k E: N indeholder mrengden Bk(x). Det er ikke 

vanslwl ig tat vi se ~ a t be tegnel serne u 1 ) ~ 0 •• , u5) er opfyld t ved 

denne det'inition. Kun betingelsen u4 krrever en ganske lille smu-

Ie omtanke. 

Det'inition 7.2. Lad T = (M,D) vrere et topologisk rum, og 

lad A ~ T vrere en punktmrengde i T. Et punkt x E: T kaldes et in­

dre punkt i A, hvis og kun hvis A E: D(x). Mrengden at' indre punk-
o 0 

ter i A kaldes det indre af A og betegner A eller A • 

De indre punkter i A er altsa netop de punkter, der har 

A som omegn. For T = R og A = I, hvor I er et interval, er de 

indre punkter at' I netop de punkter at' I, der ikke er endepunk­

ter. For T = 0 og A = fz E: 01 Izl ~ Rl, er de indre punkter at' 

A netop de z E: 0, der tilt'redsstiller betingelsen Izl < R, me-
o 

dens de punkter, t'or hvilke Izl = R tilh¢rer A men ikke Ao Alt-

sa 

j~ = f z E: 0 I I z I < Rl ; A\A = f z E: 01 I z I = Rl. 

Vi bemrerker, at betingelsen u2) medt'¢rer, at det altid 
o 

greIder, at A <;: A. Vi kan selvt'¢lgelig igen danne det indre at' 
o 00 

A 9 altsa A ,men derved fremkommer intet nyt, idet vi har 

sretningen: 

00 0 

Sretning 703. A = A • 

o 
Bevis. Sretningen udtrykker, at aIle punkter i A er indre 

o 
punltter i A, al tsa 

"Ix E: A (A E: D (x) ) • 

Vi viI Vise, at dette virkelig er opt'yldt. Lad x vrere et vil-
o 

karligt punkt at' A. Vi har da if¢lge definition 7.2, at 



A E U(x). Af u5) f¢lger nu~ at vi kan vrelge V E U(x)y saledes 

at Vy E V(A E U(y))~ men denne relation udtrykker netop, at 
0) 0 , 

V ~ A~ og u3 giver derfor 1 at A E U(x). Dermed er sretningen 

bevist. 

Af sretning 7.3 f¢lger~ at systemet af de 5 betingelser 

u1) ••• u5) er rekvivalent med det system af betingelser, der fas 

ved at erstatte u5) med 

~~ 

u5 ) Vx E M VU E U (x) 3V E U (x) 

(V ~ U A Vy E V(V E U(y)) ). 

* Det er nemlig umiddelbart klart? at u3) og u5 ) medf¢rer U5)1 
o 

og s@tning 7.3 siger, at vi i betingelsen u5) kan vrelge V = U 
,'¢ 

og derved sikre, at u5' ) bliver opfyldt. 

Betingelserne u1) og u2) viI ofte blive atilt~nde be-

nyttet. Nar man har opnaet lidt mere ¢velse, viI man ogsa ofte 

benytte u3) uden nrermere kommentarer~ Betingelsen u5) benyttes 
"¢ 

overordentlig meget, men ofte i formen u5~ eller som sretning 

7.3. Betingelsen u4) har en srerstilling, idet den forholdsvis 

sj@ldent kommer til anvendelse i de indledende unders¢gelser, 

og det er ret let at frasortere de resultater, der hviler pa 

Definition 7.4. T = (M,U) vrere et topologisk rum. En 
o 

punktmrengde A ~ T kaldes aben~ hvis A = A. 

En aben mrengde er altsa en mrengde, hvis punkter aIle er 

indre. Sretning 7.3 udtrykker, at det indre af en mrengde er en 
>:< 

aben mmngde, og betingelsen u5 ) udtrykker, at enhver omegn af 

et purD~t x E T indeholder en aben omegn af x. 
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Sretning 7.5. Lad T = (M,t) vrere et topologisk rum, og lad 

o v@re mrengden a~ abne delmrengder a~ T. For ethvert punkt a E T 

gallder da 

Bevis. Pastanden er ensbetydende med, at relationen 

U E U(a) ~ 30 E O(a E 0 A 0 ~ U) 

grelder ~or alle delmrengder U ~ To Nu ~¢lger ~ umiddelbart a~, 

at U for U E U(a) er en aben mrengde i~¢lge sretning 7.3, og ~ 

f¢lger af u3), idet vi vrelger 0 E 0, sa 0 ~ U og a E 0, og 0 er 

da en omegn af a if¢lge definitionen af aben mrengdeo 

Sretning 7.6. Systemet b af ahne mrengder pa det topologi­

ske rum T = (M,t) tilfredsstiller f¢lgende betingelser~ 

01). 0 E 0, TEO 

02). For enhver familie (OjljEJ) af 

abne mrengder grelder, at forenings-

mrengden U O. er aben 
jEJ J 

03). Af 01,02 E 0 f¢lger 01 r O2 EO. 

Bevis, Det er trivielt, at 0 er aben, og det f¢lger af 

u1) 06 u3), at T er aben. Hvis fo.1 jEJJ er en familie af abne 
J 

mrengder og a E 0 = uO j9 findes der en index j E J, sa a E OJ' 

Da OJ er aben, grelder OJ E U(a), altsa if¢lge u3), at 0 E U(a)o 

Dermed har vi vist at 0 er aben, M 01,°2 E 0 og a E 01 n 02 

f¢lger 01 E U(a), 02 E b(a) og af u4) f¢lger dere~ter, at 

01 n 02 E U(a), altsa at 01 n 02 er aben. Dermed er sretningen 

bevisto 

Bemrork, at u4) kan i brug, men kun ved beviset for OJ). 
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Eksempel. Et interval pa R er en aben mamgde ~ hvi s og 

kun hvis det er et abent interval. Enhver ~oreningsmrengde a~ 

abne intervaller pa R er en aben mrengde i~¢lge 02). 

)" 

Den udvidede reelle akse RP 

er et topologisk rum e Inter-

valIer J-oo,a[ og Ja,oo[ er selv~¢lgelig abne, men ogss. [-oo,a[ og 

]a,ooJ er abne mrengder. 

Sretning 7.7, En punktmrengde 0 ~ R er aben, hvis og kun 

hvis den er ~oreningsmrengde a~ h¢jst numerabelt mange disjunkte 

abne intervaller. 

Bevis. I~¢lge 02) er en mrengde med den an~¢rte egenskab 

aben. Lad nu pa den anden side 0 ~ R vrere aben, og lad a E 0 

Vrore et vilkarligt punkt. Da 0 E U(a), ~indes der et abent in­

terval I, sa a E I og I ~ O. Lad Ii vrere ~oreningsm@ngden a~ aI­

le abne intervaller med disse to egenskaber. Vi viste i kapitel 

1), at Ii er et interval~ og af sretning 7.6 ~¢lger, at Ii er 

abento Hvis b er et endepunkt a~ Ii viI b ikke tilh¢re O. I 

modsat ~ald kunne vi nemlig vrelge et abent intervall 12 , sa 

b E 12 og 12 ~ 01 og sa ville 13 = Ii IJ 12 vrere et abent inter­

val, 06 b E 1
3

, 13 ~ 0 i modstrid med, at 12 var ~oreningsmreng­

de af aIle intervaller med denne egenskab. Vi viI udtrykke dis­

se forhold ved at sige, at 12 er et maksimalt, abent delinter­

val a~ O. Vi har saledes vist, at ethvert punkt a~ 0 er inde-

holdt i et maksimalt, abent delinterval af O. Hera~ ~¢lger, at 

o er foreningsmrengde af sine maksimale, abne delintervaller. 

Det er klart, at de maksimale, abne delintervaller af 0 er ind-

byrdes disjunkte. I hvert a~ dem kan vi vrelge et rationalt tal, 

og de saledes valgte rationale tal bliver indbyrdes forskellige. 

Derved far vi en injektiv afbildning a~ mrengden af maksimale, 
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abne delintervaller ind i mrengden af rationale tal, som er nu­

merabel. Altsa er mrengden af maksimale~ abne delintervaller nu-

merabel, endelig eller tom. Dermed er sretningen bevist. 

Allerede i planen kan abne mrengder vrere overmade kompli-

cerede. Det er ganske vist let at vise, at enhver aben mrengde 

i .fJlanen er foreningsmrengde af abne cirkel ski ver (men maslw ik­

ke indby-rdes disjunkte). Det er heller ikke svrert at vise~ at 

den er foreningsmrengde af h¢jst numerabelt mange abne cirkel-

skiver. Disse resultater er imidlertid ikke til stor hjwlp. 

Eksempel. I et diskret rum er aIle punktmrengder abne. I 

et trivielt rum er hele rummet og den tomme mrengde de eneste 

abne mwngder. I det ovenfor omtal te rum, hvor omegnene er' mamg-

der med endelig komplementrermrengde, er de abne mrengder den tom-

me mamgde, samt de mmngder, der har endeli!!3 komplementrermrengde. 

I m~ngden Z med den srerlige topologi, der er baseret pa mreng­

derne Bk(X), viI enhver foreningsmrengde af mrengder Bk(X) vrere 

aben, og der viI ikke vrere andre abne mrengder. 

8retning 7.S. Lad M vrere en mrengde og S et system af del-

mrengder af M med f¢lgende egenskaber: 

1). 0 E S, M E S. 

2). For enhver familie ~8jljEJJ af del­

mrengder af M grelder 

U S .ES. 
jEJ J 

3). Af S1,S2ES f¢lger S1ns2ES. 

Der findes da en og kun en a:fbildning U:M ind i b(b(M)) 9 sale­

des at T = (M,U) er et topologisk rUm, og saledesat S netop er 

sys te:me t af abne mamgder iT. 
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Bevis. Lad os :f¢rst antage, at S er systemet a:f abne mamg·­

der i det topologiske rum T = (M,U). Ai' sretning 7.5 :far vi dn 

:for ethvert x E M 

u(x) = fu ~ M/3S E S(x E S A S ~ u)l& 

Dermed har vi vist, at der h¢jst :findes en af'bildning U med den 

¢nskedo egenskab. Vi gar dere:fter over til at vise, at der vir­

kelig eksisterer en afbildning U med den ¢nskede egonskab. Vi 

ved allertldo, at U(x) :for ethvert x EMma vrere dei'inerl;j,t som 

oven:for~ og vi mangler altsa blot at vise, at T = (M,U) or et 

topologisk rum og at S netop or systcmct a:f abne mrengder i T. 

Dot er imidlertid indlysende, at U :far egenskaberne u1), u2) 

og u3). At U har egenskaben u4) :f¢lger a:f, at S har egenskaben 

3). Do:finitionen U med:f¢rer, at aIle mrengderne S E S :far egen­

skaben '\Ix E s(s E U(x», og derfor har tJ egenskaben U5*), som 

sammen med u3) med:f¢rer u5). Dermed har vi vist, at T = (M~tJ) 

er et topologisk rum, og vi :fik desuden vist, at enhver mrengde 

S E S har egenskaben '\Ix E S(S E U(x», altsa at enhver mrongde 

S E S 6r aben. Vl mangler blot at vise, at enhver aben mrengde 

o tilh¢rer S. Lad 0 vrere en aben mrengde. Lad x vrere et vilkar­

ligt punkt a:f O. Da 0 E U(x), kan vi vrelge en mrongde Sx E S, sa­

ledes at xES og S c O. Vi har da 0 = U S og 3) med:f¢rer, 
x x - xEO x 

at 0 E S. Dermed er sretningen bevist. 

Betingelsen 3) kan i beviset kun i brug ved beviset :for 

u4). Srotning 7.8 viI :faktisk bevare sin gyldighed, hvis betin­

gelserne u4) samt 3) begge udelades. 

Sretning 7.8 viser, at en mrengde M kan organiseres som et 

topolobi sIc rum ved at systemet 0 a:f abne mrengder :fastlregges, 



saledes at de tre betingelser i sretning 7 y 6 er opfyldt. Det sa­

ledes definerede topologiske rum T betegner da ogsa (M,O). Vi 

viI eventuelt skrive T = (M~U~O)~ saledes at bade U og 0 indgar 

i betegnelsen. 

Definition 7.9. Lad T = (M,O) vrere et topologisk rum. En 

mrengde A ~ T kaldes afsluttet, hvis og kun hvis komplementrer­

mrengden CA = T\A er aben. 

Eksempel. Et interval I ~ R er en afsluttet mrengde, hvis 

det or at afsluttet interval. Vi bemrerker~ at intervallerne 

J-009aJ og [a~oo[ er afsluttede delmrengder af R, men de er ikke 

afsluttede delmrengder af den udvidede tallinie R*. 

Swtning 7.10. Systemet A af afsluttede mrengder i et topo­

logisk rum T har f¢lgende egenskaber 

a1). 0 E A~ TEA 

a2). For enhver familie af afsluttede mrengder 

i T greIder, at frellesmrengden er afsluttet. 

Bevis. Hver af de tre egenskaber fas umiddelbart af den 

tilsvarende egenskab i sretning 7.6 ved overgang til komplemen-

twrmrengderne. 

Eksempel. Fa R er (]_n-1,1[ I nEW) en familie af abne 

intervaller~ hvis frellesmrengde er intervallet [0,1[9 som ikke 

er en aben mrengde. Fa den anden side er ([n-1,oo[ I nEW) en 

familie af afsluttede intervaller, hvis foreningsmrengde er in­

tervallet ]0,00[, som ikke er abent. Betingelserne 03) og a3), 

80m umiddelbart generaliseres til endelige familier, grolder sa-



ledes ikke for numerable familier. 

Eksempel. I et diskret rum er alle mrengder samtidigt ab­

ne og afsluttede. 

Sretning 7.11. De eneste delmrengder af R, som er bade ab­

ne og afsluttede, er 0 og R. 

Bevis, Af sretning 7.7 f¢lger, at enhver anden aben del­

m~ngde af Rend 0 og R har et maksimalt delinterval med et en­

depunlct R, der tilh¢rer komplementrermrengden. Denne er al tsa ik­

ke abcn, da a ikke er indre punkt i den. Dermed er sretningen be­

visto 

En mamgde 1:1 kan organiseres som et topologisk rum ved 

fastlw66else af .systemet A af afsluttede mrengder, saledes at 

de tre betingelser i sretning 7.10 er opfyldt. Systemet ° af 

abne mwngder bliver netop systemet af kompelmentrermrengder til 

mrengderne i A, og det f¢lger umiddelbart, at de tre betingel­

ser i swtning 7.6 er opfyldt for 0, saledes at sretning 708 kan 

anvendes. Det fremkomne topologiske rum betegnes T = (M,A), 

even~uelt T = (M,b,o,A) etc. 

Silltning 7.12. Lad T vrere et topologisk rum. Lad 0 ~ T vre­

re en aben mrengde, og lad A ~ T vrere en afsluttet mrengde. Da 

er O\J~ aben og A\O afsluttete 

Bevis. Da CO er afsluttet og CA aben f¢lger pastandene 

wniddelbart af, at O\A = OnCA og A\O = AnCO. 

Vi skal indf¢re nogle flere vigtige begreber. 

Definition 7.13. Lad T vrere et topologisk rum og B ~ T 

en vilkarlig punktmrengde. Et indre punkt i CB kaldes et ydre 

punkt for B. Mrengden af ydre punkter for B kaldes det ydre for 
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o 
B og bctegnes CB. De punkter af T, som ikke er ydre punkter fa~ 

B~ Imldes kontaktpunkter af B, og mamgden af sadanne kaldes af-

slutningen af B og betegnes B • De punkter af T, som hverken er 

indre puru{ter af Beller ydre punkter for B kaldes randpunkter 

for B~ og mrengden af sadanne punkter kaldes randen af B og be-

tegnes oB. 

Vi har saledes relationerne 

0 0 0 0 

B = CCB, CB = CB, B = CCB 9 CB = CB 

o 0 

BnCB B\:B oB = C(BIJCB) = = 

Sretning 7.14. Afslutningen og randen er afsluttede mreng-

Bevis. De netop auf¢rte relationer afsl¢rer, at B og oB 

har abne komplementrermrengder. 

Eksempler. I et diskret rum er enhver mrengde identisk med 

sit indre og med sin afslutning, og dens ydre er netop komple­

ment~rmrengden. Randen er den tomme mrengde. For et interval pa 

den rG011e akse udg¢res det indre af intervallets punkter und-

tagen cndepunkter og afslutningen udg¢res af intervallets punk­

ter samt endepunkterne. Randen bestar blot af intervalendepuID{­

terne. Delmrengden a af R har ingen indrepunkter og R er bade 

dens ai'slutning og dens rand. Vi ved fra sretning 7.7, at en a­

ben mwngde pa R er foreningsmrengde af disjunkte,. abne interval-

ler. Dot er klart, at aIle intevalendepunkterne h¢rer til mreng-

dens rand, men randen kan omfatte mere end intervalendepurutterne. 

Saledcs viI randen for 0 = 
-1 ' samt punkterne n , n E No 

U ](n+1) -1 9 n -1 [ besta at' purudet 0 9 

nEN 
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Sretning 7.15. Lad B vrere en punktmrengde i et topologisk 
o 

rwn T. Da viI enhver aben delmffingde a~ B Vffire delmffingde a~ B, 

og 6nhver a~sluttet mffingde med B som delmffingde viI have B som 

de Imffingde. 

Bevis. Lad 0 ~ B Vffire en aben mffingde. Da 0 or omegn a~ 

ethvert punkt a~ 0, er B omegn a~ ethvert punkt a~ 0, altsa 
o o ~ Bo Lad A ~ B vrere en R~sluttet mrungde. Sa gffilder CA ~ CB, 

o 
men da CA er aben, ~¢lger hera~ CA ~ CB og overgang til komple-

mentffirmffingde giver A ~ B. Dermed er sffitningen bevist. 

8@tning 7.16. Hvis B og C er punktmffingder i et topologisk 
o 0 _ _ 

rum T, og B ~ C, gffilder B ~ C og B ~ C. 

o 0 0 0 

Bevis. Da B er aben og B ~ C gffilder B ~ C i~¢lge sffitning 

7.15. Da 0 er a~8Iuttet, og B ~ 0, grelder B ~ C i~¢lge sffitning 

Sretnins 7.17. Et punkt a i et topologisk rum T er kontakt-

punld f'or en mffingde B ~ T~ hvis og kun hvi s enhver omegn a~ a 

indeholder et punkt a~ B. Punktet a er randpunkt ~or B, hvis og 

kun hvis enhver omegn a~ a indeholder et punkt a~ B og et punkt 

a~ CB. 

Bevis. Den ~¢rste a~ de an~¢rte betingelser udtrykker net-

op, at a ikke er ydre punkt ~or B, og den anden, at a hverken 

er indre punkt i Beller ydre punkt ~or B. 

Eksempel. Lad (a ) vrure en reel tal~¢lge. Hvis (a ) ~ a n n 

er a kontaktpunkt ~or punktmffingden fa /n€.&J pa R. For enhver 
n 

,'. 
punlctmwngde B ~ R'" gffilder, at im B og sup B er kontaktpunkter 

~or B. Hvis de tilh¢rer R, er de tillige randpunkter. 

Swtning 7.18. Lad T Vffire et topologisk rum. Den a~ild­

ning af D(T) ind i D(T), hvor D(T) er mffingden a~ punktmffingder 
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i T, som defineres ved at billedet af enhver punktmrengde er 

dens .ai'slutning~ tilfredsstiller i'¢lgende 4 betingelser: 

s1). 0" = 0 

s2). VB ~ T(B ~ B) 

s3). VB ~ T(B = B) 

84). VB ~ T VC ~ T(BW'C = BIJC). 

Bevis. Da 0 er ai'sluttet, f¢lger 81) umiddelbart ai' sret­

ninb 7.15. Pastanden s2) f¢lger umiddelbart af definitionen af 

:8, og s3) i'¢lger af sffitning 7.15 9 idet B er afsluttet og derfor 

indeholder 13. Lad nu B og C vrere punktmffingder iT. Da BIJC er en 

delmwngde af B IJ C~ som er afsluttet ii'¢lge a3) i sretning 7.10, 

gffildcr B IJ C <; B IJ C if¢lge sretning 7.15. Denne sretning giver 

ogS8. 9 at B <; BIJC og C <; BIJC~ hvilket medf¢rer, at BIJC ~ BIJC. 

Dermed er sretningen bevist. 

Vi bemrerker, at betinge18en a3) kan i brug ved beviset 

for 9 at BI.JC ~ BIJC, medens den omvend te ulighed BIJC ~ BIJC samt 

S1),82) og 83) or uafhrengige ai' denne betingelse. 

Det er interessant~ at begrebet "afslutning" Imn benyttes 

som grundlag :for indf'¢relse ai' en topologi 9 idet f¢lgende sret­

nine; g<.dder: 

Swtning 7.19. Lad M Vffire en vilkarlig mrengde, og lad 

cp :.0 (1v1) ind i D(M) vrere en afbildning 9 som tilfredsstiller f¢l­

gende bctingelser: 

1) cp(0) = 0 

2) VB c M(cp(B) ~ B) 



4) VB ~ MVC ~ M(<p(B!.JC) = <p(B) tJ <p(C)). 

Det er da muligt pa en og kun en made at organisere M som et 

topologisk rum? saledes at det t'or enhver mrengde B ~ M gwlder, 

at <p(3) netop er at'slutningen at' B. 

Bevis. I en topologi med den ¢nskede egenskab grelder 

V13 ~ IIJI(B = <p(B))? og det medt'¢rer? at systemet A. at' at'sluttede 

mrengder er givet ved 

A. = fB ~ M / <p(B) = Bl. 

Herai' t'¢lger, at del' h¢jst t'indes en topologi med den ¢nskede 

egenskab. Vi det'ine reI' nu A som angi ve t. .At: 1) t'¢lger da 0 E A. 

og at' 2) t'¢lger MEA.. Lad nu (B./ jEJ) vrere en t'amilie at' mo:mg-
J 

del', del' alle tilh¢rer A9 og lad B vrere t'rellesmrengden nB
j

• Ai' 

4) fas da Bj = <p(B j ) = <p(B) tJ <p(Bj\B) -:J <p(B).9 altsa 

<p(:J) ~ f'iB. = B. At' 2) f¢lger nu <p(B) = B, altsa B E ~\. Lad nu 
J 

B og C VEBre elementer at' A. Vi hal' da if¢lge 4), at 

<p(BtJC) = <p(B) tJ <p(c) = B tJ C? altsa B tJ C E A.. Dermed hal' vi 

vist? at Iv! kan organiseres som et topologisk rum, saledes at A 

netop bliver systemet at' at'sluttede mrengder. Lad nu B ~ M vrere 

en vilkarlig punktmrengde. Vi skal vise~ at B = <p(B). Af 3) t'¢l­

gor, at <p(B) E A. Altsa er <p(B) ai'sluttet, og at' sretning 7.15 

:f¢lger.9 at B ~ <p(B). Pa den anden side giver 4)9 at 

B = <p(B) = <p(B) tJ <p(B\B) -:J <p(H). Dermed er sretningen bevist. 

Det'inition 7.20. Lad T vmre et topologisk rum. Et punkt 

a siLes at vwre et isoleret punkt at' en punktmrengde B ~ T.9 sa­

t'remt del' t'indes en aben mrengde 0, saledes at faJ = B n O. 
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Betingelse~ er ensbetydende med, at a E B uden at vrere 

kontaktpunkt ~or B\fal. Punktet a E T er et isoleret punkt a~ 

T9 hvis og kun hvis faJ E U(a). 

Eksempel. AIle punkter i et diskret rum er isolercQe.Pla-

nen og den reelle talakse og den udvidede reelle talakse inde­

holder ingen isolerede puw{ter. Delmrengden Q a~ den reelle tal-

akse har ingen isolerede punkter, men aIle punkter a~ delmreng­

den Z or isolerede. 

De~inition 7.21. Lad T1 = (M1,U1 ) og T2 = (M2,b2 ) vrere to­

pologiske rum, og lad x E T1 vrere et vilkarligt punkt. En a~ild­

ning ~:T1 ind i ~2 siges at vrere kontinuert i x, hvis og kun 

hvis 

A~bildningen ~ kaldes kontinuert, hvis den er kontinuert i et-

hvert punkt a~ T
i

. 

Dette er blot en kopi a~ den de~inition, vi ind~¢rte i 

slutningen a~ kapitel 5. 

Eksempler. Hvis T1 er et diskret rum eller T2 et trivielt 

rum 9 er ~ altid kontinuert. I et isoleret punkt a~ T1 viI f al­

tid v@re kontinuert. 

F¢lgende sretning blev bevist i kapitel 5, men vi gentager 

s~tninbcn og beviset her, hvor den mere naturligt h¢rer hjemme: 

Sretning 7.22. Lad T1 = (M1,b1 ), TC) 
c... = (M2,b2 ) og T3 = (M

3
,u

3
) 

vmre topologiske rum. Hvis en ai'bildning ~1 :Ti ind i T2 er l{on-
~ 

tinuert i et PUW{t Xi E T1 og en a~ildning ~2:T2 ind i T3 er 

kontinuert i bill e dpunk te t x2 = ~ 1 (xi L er den sammensatte a~-
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bildning r = r 2 0 r 1 :T1 ind i T3 kontinuert i punktet xi. Hvis 

r 1 og :f2 or kontinuerte, er r kontinuert. 

Bevis. Lad U vrere en omegn ar r(x1 ). Sa er 

r- 1(u) = r~1(r;i(u)). Da :f2 er kontinuert i x2 er :f;1(U) en om­

egn ai' x2 ' og da :f1 er kontinucrt i xi' er :f~1(:f;1(U)) en om­

egn a:f xi ~ Dermed er den :f¢rste pastand bevi st, og den emden 

:f¢ Iger umiddelbart. 

Sretning 7.23. Lad T1 = (M1,b1,01,A1 ) og T2 = (M2,b2,02,A2 ) 

v~re topologiske rum, og lad :f:T1 ind i T2 vrere en a:fbildning. 

F¢lgende 4 betingelser er da indbyrdes rekvivalente: 

1 ) 0 :f er kontinuert 

2) , va E °2(:f-1(0) E ° 1 ) 

3) • VA E A2 (:(.-1 (A) E Ai ) 

4) • VB <; M1(:f(B) <; reB)). 

Bevis. Vi viser :f¢rst, at 1) ~ 4). Vi antager altsa, at 

:f:T1 ind i T2 er kontinuert, og vi betragter en vilkarlig mreng­

de B <; M. Lad Xi E T1 vrere et punkt med den egenskab, at :f(X1 ) 

er et ydre punkt :for :f(B). Sa grelder T2\:f(B) E U2(:f(Xi )), aIt­

sa pa grund a:f kontinuiteten a:f :f, at :f-1(T2\r(B)) E u1(X1 ). 

Hera:f :f¢lger U1(X1 ) nB = 0. Altsa er Xi et ydre punkt :for Bo 

Vi har saJ.ode s set, at Imn ydre punkter :for B arbilde s ved :f i 

ydre punlcter :for :f(B). Men det med:f¢rer, at punkter a:f B a:fbil­

des i punkter a:f :feB), og dermed er pastanden bevist. 

Vi viser dernrest, at 4) ~ 3). Vi antager altsa, at 4) er 

o.Q:f:/Id to For A E A2 :far vi da 



hvillwt medt'¢rer, at t'-1 (A) ~ £,-1 (A), altsa, at t'-1 (A) er at'­

sluttet. 

Vi viI nu vise, at 3) ~ 2). Vi antager altsa 3) opt'yldt. 

For 0 E 02 t'ar vi da 

og da T2\O er at'sluttet, er dette en aDen mrengde it'¢lge 3). 

Endelig viser vi~ at 2) ~ 1). Vi antager altsa, at 2) er 

opt'yldt. Lad xi vrere et punkt at' T1 , og lad U vrere en omegn at' 

t'(x1 )o Vi kan da vrelge 0 E 02' saledes at t'(x1 ) E 0 og 0 ~ U. 

o -1 ( ) o. -1 () -1 ( ) Sa er t' 0 aben og lndeholder xi' og da t' U '";2 t' 0, slut-

ter vi, at t'-1(U) E U1(x1 ). Dermed er sretningen bevist. 

Eksempler. Lad os betragte et topologisk rum T = (IvI,U,O,A), 

hvor M er en uendelig mrengde, og, hvor elementerne at' A er IvI og 

de endelige delmrengder at' M. Det ses da umiddelbart ved hjrelp 

at' oetingelsen 3), at en at'bildning t':M ind i M er kontinuert, 

hvi s cLen on ten er konstant eller har den egenskab, at ethvert 

punkt hnr endelig originalmrengde. Specielt viI enhver injektiv 

ai'bildning t':M ind i M vrere kontinuert. Lad os betragto en at'­

bildning f:M ind i R, og lad os antage, at billedmrengden inde­

holder to punkter a og b med a < b. Vi kan da vrelge c E ]a,b[, 

og da t'-1(]-oo,c]) IJ t'-1([c,oo[) = M, er den ene at' disso mrengder 

uondelig, og da den ikke indeholder bade a og b, er den il{l\:o 

holo hI, al tsa ikke at'sluttet. Al tsa er t' ikke kontinuert. Der 

t'indes al tsa il{:ke andre kontinuerte af'bildninger t':M ind i Rend 

de konstante. 

Det'inition 7.24. Lad T = (M,U) vrere et topologisk rum, og 

lad x vrure et punkt at' T. En delmrengde V ~ U(x) kaldes en basis 



egn U E U(x) har en. delmamgde~ der e:c> et element at' V. En ai'··, 

bildning .B:M ind i n(:t(M»)p kalc1es en omegnRbas5.s· for ·rurr.:.rnet, .. T; 

sa.:fremt det· for' ethvert x .. E T gmJ.der). at Bey:) er en basis for· 

u( x), .... -

Det er klart, at topo).og.i.en pa T 81" i'astlagt vecl. en ()i;l~" 

egnsoasis :for T, i·det en· omegn at' x'E T simpeltl1.5n e.1" en mmng-, 

de~ der har en basisomegn at' .x som. de}mamgdeo At on og samli18· to,~ 

.. ' polDgi giver acledning til mange i'orske.J.ltge omegl1.sh8ser 1:an.· 

,,:' vrere en ulem:pe, og denne omstamdj,gbed ;i.ndskramker.:i. l.'wg.en gI't.'.~d 

. anvendeligheden af basi somegnene .• Deres t'orde].· ligge:"' i, at dot 

ved unders¢.gelsen af, om en afbildning 82'" ·kontim ... lcn·t,r er~. no};: 'at 

vise betingelsen for enhver basisomegn .::··sted.et.:fol' e:n.hvor· om~~ 

egn. 
o 

For snhver omegn U' af x grelder 9 at U e:p Gr~ i~~J)eD. ow-:;gn a:f' 

x· •. De .. abne ·om-sgne at' ]I: 'udg¢r derf'or . altid .. en 'ollJegnsbasis £'01' 

punl\:t e t· x .. 

Eksempler ~. For K E :R udg¢r il1.tervalJerne Jx·-h~ x+h[ mod 

h > .0 en omegnsba 8i s •. En anden omegnsbaBi s udgy5r e 3 2:[" j:n.tf;:r'voa~L·' 

leI'ne Jx_1,. x+.1[; n E:,,·N og e:ndnn en. u.clgpres at' inte:C'vClll-er1'}.e n n 

[.X-~?x+~L n E Jr •. Et punkt x i planen t.9.I' 'en om0gnsba.sif:~'1 c1,:C 

bestar at' cirkals.ki verne (abneeller af'sJ.u.ttede.) wed ... c~entrUTIl. x 

og radius ~h n .E~. Hvi s M er 'et di Ekret I'um p er [f x} J em O;-;legIl.S·· 

basiS.for x E M.:Ivis M er et trivi.elt. rum, OJ,' [MJen omegns--

basis :fo.rx E.JvI.,· 

Smtnipg 7. 2j. Lad M vo.'ll'\:j en. v:i .. U;::o.~('lig m@D.gde og B ~ ~\i iJ.1.d. :L 

b(b(M») en af'bildning. N¢dvencli.gt og ti13trmJ.'jcclj.L~t f'Ol~? at der 

findes et topologisk rum 'r = (M,U) Illed:B som omegnc.,'bf.1o:Ls, or, 
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at B til~redsstiller betingelserne 

b1). Vx E M(B(x) ~ 0) 

b2). Vx E M'ifU E B(x) (x E u) 

b4). Vx E M'ifU,V E B(x) 3W E B(x) (w <; U n v) 

bS). Vx E M'ifU E B(x) 3V E B(x) Vy E V 

3W E B(y) (w <; u). 

Bevis. Hvis der ~indes et topologisk rum T = (M,U) med B 

som basis, er U ~astlagt ved, at det ~or ethvert x E M grelder, 

at 

( 1 ) U E U(x) ~ 3V E B(x) (V <; U). 

Vi kan derfor tronke os U de~ineret ved denne relation, og vi 

skal da vise, at U viI til~redsstille betingelserne u1), ••• ,uS), 

hvis og kun hvis B til~redsstiller de i srotningen an~¢rte L~ be­

tinf;olser. Nu meM¢rer (1) umiddelbart, at u3) er op~yldt. Det 

er helt trivielt, at u1) er ensbetydende med b1) og u2) med b2)o 

Den i bLI.) indgEwnde relation 3W E B(x) (W ~ U n V) udtrykker 

notop, at W E U(x), og derfor bliver u4) ensbetydende med b4). 

Ganske tilsvarende ses, at uS) er ensbetydende med bS), og der­

med or smtningen bevist. 

De~inition 7.26. Lad T1 = (M,U1 ) og T2 = (M,U2 ) vrore to­

poloSi ske rum med samme underliggende mamgde M. Hvis det ~or 

ethvort x EM greIder, at U1(X) ~ U2(x), siges topologien pa T2 

at VL8re ~inere end topologien :p8. T1, og topologien p8. T1 siges 

at v~re grovere end topologien p8. T2• 

Det er klart, at "~inere end" er en reflexiv ordningsre­

lation, og at Itgrovere end" er den omvendte ordningsrelation" 



Bortset t'ra det trivielle tilt'relde, hvor P er en mrengde med 

kun ot element, bliver ordningsrelationerne selvt'¢lgelig ikke 

total-epa mrengden at' topologiske rum med M som underliggenc1e 

mrengde. 

I litteraturen m¢der man ogsa "stc.erkere" med samme betyd-

ning som tlt'inere" og "svagere" med samme betydning som lIgroverelt. 

Eksempel. Den diskrete topologi er den t'ineste at' aIle to-

polo~ier pa M, og den trivielle topologi er den groveste at' al-

Ie to~ologier pa M. 

Sretnins 7.26. Lad T1 = (M,u1,01,A1 ) og T2 = (M,U2,02'A.2 ) 

Vffire tbpologiske rum med samme underliggende mrengde. F¢lgende 

t'ire egenskaber er da ensbetydende: 

1). Topologien pa T2 er t'inere end topologien pa T1 0 

2). 01 ~ 02 

3) ° Ai ~ 12 

4). For enhver mamgde B <;: M er at'slutningen at' B 

i rummet T2 en delmrengde at' at'slutningen at' B 

i rummet T1 • 

Bevis. Vi har 1) ~ 2), da en aben mrengde 0 E 01 er omegn 

at' ethv0rt at' sine punkter som mrengde i T1 og dert'or ogsa i T2 • 

Vi hell' 2) ~ 1), da en omegn U E U 1 (x) indeholder en mamgde 

o E 01 med x E 0, og sa grelder jo ogsa 0 E 02. At 2) ~ 3) t'¢l­

ger umiddelbart at', at Ai netop omt'atter aIle komplementrermreng­

der til mrengderne i 01 og analogt for A2 og 02. At 3) ~ 4) t'¢lger 

at', at at'slutningen at'-B-i rummet T2 er at'sluttet i T2 og der­

t'or i T1, og den har dert'or at'slutningen i T1 som delmrengde 
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if'plge scatning 7.16. At 4) =? 3) f'¢lger at', at en mamgde 9 der e:;:> 

af'sluttet i T1 er identisk med sin af'slutning i T1 og derf'or 

if'plge 4) samt s2) med sin at'slutning i T2• Dermed er smtningeL 

bevist. 

Vi har saledes en t'orlelaring pa, at "t'inere" og "st@rkere lf 

er blcvot synonymer, idet "t'inere" betyder "rigere pa detaljer lf
, 

ogilstwrkere" betyder "mere materiel til radighed". 

S&tnins 7.27. Lad T1 = (M,01) og T2 = (rvr,02) vrere topolo­

gisko rum med samme underliggende mrengde. Den identi slee af'bild-

ning I:M ind i M opt'attet som en af'bildning I:T2 ind i T1 er 

kontinuert, hvis og kun hvis topologien pa T2 er t'inero end to­

pologi en pa T 1. 

Bevis. At I er kontinuert betyder 

VO E 01 (I-1(0) E 02)' 

og da I-1(0) = 0, er dette netop ensbetydende med, at 01 ~ °2 • 

Dermed er smtningen bevist. 

S&tning 7.28. Lad M vmre en vilkarlig mamgde. Lad 

(T j = (M j' U j ) 1 j E J) vrore en t'amili e at' topologi ske rum, og lad 

(f'j:M ind i T.I jEJ) vrere en t'amilie at' af'bildninger. Bland t de 
J 

topologiske rum T = (M,U) med M som underliggende mrengde 9 og t'or 

hvilke aIle af'bildningerne t'j er kontinuerte, t'indes der et, som 

har brovere topologi end alle de andre. 

Bevis. Lad x vrere et element at' M, og lad j1, ••• ,jp vrere 

vilkarlige elementer at' J. Lad Uk E Ujk(t'jk(x)) vrore aben for 

k = 1 9 " o. ,po Hvis U er valgt, saledes at f'. ' •• 0 ,t'. :T ind i T
J
. 

J1 Jp 
or kontinuerte, er 

(2) n ••• n 



Hvis datte er op~yldt ~or alle valg ar X,j1, ••• ,jp og U1~ ••• 'Up 

vil det pa den anden side sikre, at alle afbildningerne ~j er 

kontinuorte o Nu de~inerer vi B(x) som mrengden ar de mrongder der 

~as vod pa venstre side i (2) at vrelge P,j1, ••• ,jp, U1, ••• ,Up 
pa alle mulige mader. Det er da umiddelbart, at B:M ind i 

b(b(rvr)) til~redsstiller b1),b2),b4),b5) i sretning 7.25, og B er 

der~or en omegnsbasis ~or et topologisk rum T = (M,U), som aben-

bart har den egenskab, at alle afbildningerne rj:T ind i Tj er 

kontinuerte. For ethvert andet topologisk rum T* = (M, u>:<) grel­

der dot, at de ved B de~inerede basisomegne alle er omegne, og 

dets topologi er der~or ~inere end topologien pa T. Dermed er 

s@tnin~en bevist. 

L@g mffirke til, at vi i beviset ikke ~orudsatte, at 

j1,.0.,jp var indbyrdes ~orskellige. Det har den virkning, at 

b4) bliver helt triviel. Betingelsen b5) er i¢vrigt opfyldt pa 

den trivielle ~orm, at enhver basisomegn er omegn a~ ethvort a~ 

sine punlcter. 

Ved hjrelp a~ relationen ~-:-1(u') n ~-:-1(u") = :f-:-1(U' nu") 
J J J 

kan udtrykket pa venstre side i (2) selv~¢lgelig altid reduce-

ros, salcdes at de optrredende indices bliver indbyrdes ~orskel-

ligeo Hvis J er en endelig mrengde, ~.ekso mrengden f1,.00,pJ, er 

det der~or nok i (2) at benytte udtryk a~ formen 

De~inition 7.29. Det i sretning 7028 omtalte topologiske 

rum T = (lVI, U) kaldes det ved afbildningerne ~ j de~inerede to­

polo/:,iske originalrum (eller initialrum). 

Swtning 7.300 Med betegnelserne ~ra sretning 7.28 og med 



endnu et topologisk rum T' = (M' ,U') vil en afbildning 

:t':T' ind i T vrere kontinuert, hvis og kun hvis alle af'bildnin­

gerno f'j°:t':T' ind i Tj er kontinuerte. 

Bovis. Hvis :t' er kontinuertll er af'bildningerne fj°:t' kon­

tinue:{·te if'¢~go sretning 7.22. Lad os nu pa den anden side an­

tagol' at aIle af'bildningerne :t'jOf er kontinuerte. Lad x E M' V83~o 

ro vilkiirligt valgt, og lad U vrere en omegn af x. Sa viI U in-

deholde en basisomegn 

t'~1(U1) n ••• n t'~1(U ), 
J1 Jp P 

hvor hvort Uk er en omegn at':t'. (:t'(x)) i T .• Originalmrongden 
Jk Jk 

til donne omegn er imidlertid 

t'-1(:t'~1(U1)) n ••• n f-1(f~1(U )) = 
J1 Jp P 

(f. of)-1(U
1

) nHOn (:t'. o:t')-1(U ), 
J1 J p P 

og dette er if¢lge u4) en omegn af x. Dermed er sretningen be-

vist. 

Begrebet "topologisk originalrum" er heldigvis en hel del 

nyttigere end dot ved :t'¢rste blik ser ud til. Idette kursus 

skal vi bruge det til indf¢relse af topologi pa delmrengder og 

pa produktrum. Anvendelsen pa delrum er dog ganske triviel. 

Definition 7.31. Lad T = (M,U) vrere et topologisk rum og 

A ~ T on vilkarlig delmrengde. Ved delrummet A af T t'orstas det 

topologiske originalrum for injektionsa:t'bildningen j:A ind i T 

de:t'ineret ved j(x) = x :t'or ethvert x E A. 

En mrengde B ~ A kaldes aben relativt til A, hvis den er 

en aben mrengde i delrummet A. Dens a:t'slutning i delrummet A kal­

des dens relative a:t'slutning. Tilsvarende :t'or andre topologiske 
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begreber. Nar ordet "relativt" udelades, skal de topologiske 

begreber altid forstas i relation til T. Hvis der optrreder fle-

re clelmcangder pa en gang kan det vrere n¢dvendigt at bruge ven­

dinger som ilaben relativt til A" for at undga misf'orstaelser. 

8@tning 7.32. Lad T ::: (M,u,o~A) vrere et topologisk rum, 

og A ~ T et delrum. For et punkt x E A og en punktmwngde B ~ A 

grelder da relationerne 

1) B relativ omegn af' x ~ 3U E U(x) (B ::: AnU) 

2) B relativt aben ~ 30 E 0 (B ::: AnO) 

3) B relativt afsluttet ~ 3F E A (B ::: AnF) • 

Den relative af'slutning af' B er B n A. Det indre af' B er en del-

mrengde af det relative indre af' B. 

Bevis. Lad j:A ind i T vrere injektionsafbildningen. For 

U E U(x) er j-1(u) ::: A n U en relativ omegn af x. De omegne, der 

f'as pa denne made, udg¢r if'¢lge beviset f'or sretning 7.28 en om-

egnsbasis f'or delrummet A. At A ~ V ~ A n U f¢lger imidlertid 

V ::: A n(UlN), og da U IJ V E U(x), viser dette, at u3) grelder for 

systemet af mrengderne A n U. Men det betyder, at systemerne af 

mrengderno A n U netop omf'atter aIle de relative omegne, og der­

med er 1) bevi st. 

2). For 0 E 0 er A nO::: j-1(O) relativt abeno Hvis B ~ A 

er relativt aben, har hvert punkt x en relativ omegn Ux n A ~ B, 

hvor Ux E U(x). Men sa f'indes der en aben mrengde Ox med x E Ox 

og Ox cU. al tsa ° n A c B. Men sa er B ::: A n 0, hvor - x' x-

0:: U ° er aben, og dermed er 2) bevist. 
xEB x 
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3). At b er relativt at'sluttet er ensbetydende med, at 

A\B er relativt aben, altsa, at der eksisterer 0 E 0, saledes 

at A\ B = A n O. Men dette er ensbetydende med, at B = A nCO. 

Dermed or 3) bevist. 

Vi ved nu t'ra 3), at B n A er relativt at'sluttet. Hvis 

F t;: A er relativt at'sluttet og F ;; B, grolder F = F1 n .il, hvor 

F1 E A og F1 ;; B, altsa F1 ;; B, men det medt'¢rer, at 

F = F1 n A ;; B n A. Den sidste pastand er triviel. 

Eksempler. Den reelle talakse R er et topologisk delrum 

at' den udvidede talakse R*. En delmrengde at' R er relativt aben~ 

hvis og kun hvis den er aben i R*, og den er relativt at'sluttet, 

hvis og kUn hvis dens t'oreningsmrongde med ~-oo,ool er at'sluttet 
,~ 

i ~ • Tallegemet Q er et topologisk delrum at' R. Det relative 

indro at' ~ er hele Q og det absolutte indre at' Q er tomt. Med 

,* * N betegner vi det topologiske delrum N IJ fool at':R • At en kom-

pIcks talt'¢lge (an) er konvergent med grronsevrerdi a er ensbety­

dende med, at den ved ~(oo) = a, ~(n) = a det'inerede af'bildning n 
'- , >.'c 

~ :~~ ind i C er kontinuert. 

Et srerligt vigtigt eksempel pa et delrum er et interval 

pa den reelle akse. Cirkelskiver eller rektangler i planen er 

ogsa eksempler pa delrum. Den reelle akse er et delrum at' C. 

For en ret linie i planen stemmer delrumstopologien overens med 

topologien pa den rette linie opt'attet som talakse. 

]Ior topologisk delrum giver sretning 7.30 blot udtryk t'or 

den trivielle kendsgerning, at kontinuitet at' en af'bildning ind 

i delrurrmet er ensbetydende med kontinuitet at' af'bildningen op-

t'attet som ai'bildning ind i hele rummet. 
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Hvis T og Ti er topologiske rum, A ~ T et delrum og 

~:T ind i Ti en afbildning, da er restriktionen ~IA:A ind i T1 

identisk med den sammensatte ai'bildning ~Oj:A ind i T
i

• Hera~ 

~~lger umiddelbart sretningen: 

Sretning 7.33. Enhver restriktion af en kontinuert a~bild~ 

ning er kontinuert. 

Det er selv~¢lgelig ikke rigtigt, at enhver kontinuert a~-

bildning g:A ind i Ti er restriktion a~ en eller anden ai'bildning 

~:T ind i Ti " Saledes er tg:J-~,~[ ind i R kontinuert, men ik­

ke restriktion at nogen kontinuert aibildning ~:R ind i R. 

Det er dumt (men undertiden ganske tillokkende) at for-

veksle de 2 udsagn 

1 ) • ~bildningen f:T ind i Ti er kontinuert i 

ethvert punkt a~ A. 

2) • Restriktionen a~ afbildningen f:T ind i T1 

til mrengden A er kontinuert. 

Det er imidlertid klart, at udsagnet 1) er vresentligt 

strerkere end 2). Udsagnet 2) stiller overhovedet intet krav til 

restriktionen a~ ~ til T\A. 

Eksempel. Den ved 

= [ 

1 
~(x) 

o 

~or x E Q 

~or x E R\Q 

de~inerede af'bildning ~:R ind i R er ikke kontinuert i noget 

pm1kt a~ R~ men dens restriktion til Q er kontinuert. 

LE!d (Mjl jEJ) vrere en ~amilie af mrengder. Produktmrengden 
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M::: IT l":j er mrengden af' a:rbildninger x:J ind i U M., som til-
jEJ jEJ J 

fredsstiller betingelsen Vj E J(x(j) EM.). Sredvanligvis viI vi 
J 

skrive x. i stedet f'or x(j). Til hvert j E J svarer en projek-
J 

tion~ som er en afbildning Pj:M ind i Mj defineret ved 

Pj(x) = x j • Projektionerne er surjektive afbildninger. For en 

f'¢lge (Mn In EN) anvender vi ogsa skri vemaden M = M1 x M2 x 0 •• 

og analogt f'or endelig mange. Projektionen Pj(X) ::: Xj kaldes 

ogsa J-lwordinaten af x eller den j te koordinat af' x. 

Definition 7.34. Lad (T. ::: (M.,u.)lj E J) vrere en f'amilie 
J J J 

af topologiske rum. Ved produktrummet T = IT T. forstas det to­
jEJ J 

pologiske rum T ::: (M,U), M::: IT T., som er topologisk original­
'EJ J J , 

rum for projektionerne Pj. For J::: N skriver vi T ::: T1x'f2x ••• 

og analobt, hvis J er endelig. 

Lad nu S = (M',U') vrere et vilkarligt topologisk rum e Til 

en afbildning f:S ind iT::: IT T. svarer koordinata:rbildninger 
jEJ J 

fj ::: PjOf:S ind i Tjo Omvendt definerer en f'amilie af koordinat-

afbildninger (f'j:S ind i Tlj E J) en a:rbildning f:S ind i T, 

idet vi f'or t E S sretter f'(t) = x, hvor x. ::: f'.(t) for ethvept 
J J 

j E J. Sretning 7.30 giver nu ganske umiddelbart f'¢lgende sret-

nins: 

Sretning 7.35. En a:rbildning ind i et produktrum er kon­

tinuert hvis og kun hvis enhver af' dens koordinata:rbildninger 

er kontinuerte. 

Lad nu x E T vrere et vilkarligt punkt af produktrummet 

T::: IT T.o Af beviset for sretning 7.28 f'remgar, at vi far et 
jEJ J 

system af basisomegne af x ved pa aIle mulige mader at vrelge 

q E 
~-r 

l~? j1' ••• ' jn E J og omegne Uk af x. iT .• Sa viI mrengderne 
'j. Jk Jk 
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-1() -1() p. U. n ••• n p. D. 
J 1 J 1 J q J q 

udg¢re en omegnsbasi s f'or x. Di sse mamgder kan imidlertid ogsa 

udtrykkes pa f'ormen 

1\ ••• 1\ 

Vrelger vi nu U
j 

= T
j 

f'or aIle andre j E J, kan dette abenbart 

skrives 

D = IT D .• 
jEJ J 

En omegnsbasis bestar altsa af' aIle sadanne "produktomegne ii
, 

hvor D j = T j undtagen f'or endelig mange j E J. Vi bernrerker 9 a-~ 

p.(U) = D .• 
J J 

Vi t'ar selvf'¢lgelig en omegnsbasis, selv om vi kun medtager de 

basisomegne~ hvor aIle U
j 

er abne mrongder. 

I det specielle tilf'rolde J = N kan vi n¢jes med 8G be~ 

trugte basisomegne af' f'ormen 

og i de t ti If'rolde ~ hvor T = T 1 x ••• x Tm kan vi n¢ j e s m3d 08. S:L3~' 

omegne af' f'ormen 

U1 x ••• x Urn' 

Eksempel. RxR = :R2 
f'ar som basi somegne at' x = (x'i' x2 ) 

f'. elcs. mrengden af' kvadra ter 

]x - 1" x + 1[ x ] x _ 1 x + 1[ 
1 n' 1 n 2 n' 2 n 9 

og da hvert at' di sse k:wadrater indeholder den abne cirkelskiv\.J 

med centrum x og radius 1, men er indeholdt i den abne di."l:c::Jl·· 
n 
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skive med centrum x og radius ~, bliver produktrummet R2 netop 

den smdvanlige plan. 

Definition 7.36. Lad S = (M1,01) og T = (M2,02) vrere to­

pologiske rum. En afbildning f:S ind i T kaldes aben, hvis og 

kun hvis 

Ganske analogt kan vi definere en afsluttet afbildning. 

De to begreber er ikke rekvivalente. En konstant afbildning 

f:R ind i R er afsluttet, men ikke aben. 

Begrebet "aben af'bildning" afhrenger pa vresentlig made af 

det rUIT:, vi afbilder ind i. Injektionsafbildningen j:R ind i C 

defineret ved j(x) = x er ikke aben, da j(R) = R c C ikke er a­

ben, men j:R ind i R er selvf¢lgelig aben. 

Sretning 7.37. Projektionerne p. er abne afbildninger o 
J 

Bevis. I produktrummet T = IT T. betragter vi en aben mreng-
jEJ J 

de 0 og et vilkarligt punkt Xj E ~j(O)~ Vi skal vise, at 

Pj(O) E Uj(x j ). Nu eksisterer der et punkt x E 0 med Pj(X) = x j ' 

og 0 indeholder en basisomegn IT U. af XCI Altsa har vi 
jEJ J 

PJ' (0) ;; p. ( IT U.) = U., 
J jEJ J J 

og af u3) f¢lger sa, at p.(O) er en omegn af x .• Dermed er sret-
J J 

ningen bevist. 

Eksempel. Mamgden ~(x,Y)lx > 0 1\ xy == 1J er en afsluttet 

delmrengde af R2 (en hyperbelgren). Dens projektion pa x-aksen 

er intervallet ]0 ,00[. projekt ioner beh¢ver al tsa ikke at vrere 

afsluttede afbildninger. 
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Definition 7038. Lad S og T vrere topologiske rum. En af-

bildning f:S ind i T? som er bijektiv? kontinuert og aben~ kal­

des en hom¢omorfi. Hvis der eksisterer en sadan afbildning~ kal-

des S og T hom¢omorfe. 

At f er bijektiv medf¢rer, at f har en omvendt af~ildning 

f- 1 :T ind i S. At f er ab~n er ensbetydende med, at f- 1 er kon­

tinuert (og omvendt). Det er klart~ at sammensretning af hom¢o­

morfier giver hom¢omorfier. Heraf fas umiddelbart f¢lgende sret-

ning : 

Swtning 7.39. Relationen S hom¢omorf med T er en rekviva-

lensrelation pa klassen af topologiske rum. 

I tilslutning hertil skal vi nrevne, at en hom¢omorf af­

bildning f:8 ind i T kopierer S over pa T, saledes at aIle to­

pologiske egenskaber bevares. Billedet af en aben mrengde er en 

aben mrengde og billedet af en afsluttet mrengde er en afsluttet 
o 0 

mwngde. Af A ~ S og B = f(A) f¢lger i'(A) = B9 f( oA) = oB? 
00_ 

f(CA.) = CB og f(A) = Bo Endvidere er det klart, at restriktio-

nen af f til A er en hom¢omorfi fra A ind i B. 

De af rekvivalensrelationen "hom¢omorf med" frembragte klas­

ser bestar af rum? som fra topologisk synspunkt kan betragtes 

som indbyrdes ens. Egenskaber som altid er frelles for aIle to-

pologist.e rum i en rekvivalensklasse kaldes topologiske egenska-

ber. 

Vi betragter nu igen familien (T. = (M.,9 U.) j j E (T) af to-
J J J 

pologiske rum og produktrummet T = II T. = (M?U). Lad a = (a.) 
jEJ J J 

vrere et punkt af T~ og lad k vrere et element af j. Mrengden 

Fk = fx E TjVj ~ k(x.=a.)l 
J J 

kaldes en k-fiber af rummet T. Det er klart, at k-fibrene netop 



udg¢r en klasseinddeling af T. 

Sretnins 7.40& Restriktionen af projektionen Pk til fibe­

ren FIt er en hom¢omorfi Pk :Fk ind i Tk8 

Bevis. Af definitionen Pk(x) = ~ f¢lger umiddelbart~ at 

restriktionen af Pk til Fk er en bijektiv af'bildning~ Vi ved 

allerede, at Pk er kontinuert9 og dens restriktion til Fk er da 

ogss. kontinuert. Lad nu ~:Tk ind i Fk vrere den omvendte afbild­

ning til Pk:Fk ind i Tko Vi kan opfatte ~ som en afbildning 

~:Tk ind i T. Nu er PjO~ den identiske afbildning, hvis j = k~ 

og en konstant afbildning 9 hvis j ~ k. M sretning 7.35 f¢lger 

derfor~ at ~ er kontinuert. Dermed er sretningen bevist. 

Sretningen viser~ at rummet T for hvert k E: J er forenings-· 

mrengde af fibre, som aIle er hom¢omorfe med Tk • 

Lad Ti , T2 og T3 vrere topologiske rum. Der findes natur­

lige ai'bildninger af rummene Ti xT2XTy (Ti xT2 )xT 3 og Ti x (T2xT 3) 

pa hinanden, idet (Xi ,x2 ,x
3

), ((xi ,x2 ),x3 ) og (xi' (x2,x3» sva~· 

rer til hi nanden. Hvis Ui 'U2 og U
3 

er omegne af x i ,x2 og x
3

' viI 

Ui xU2xU
3

, (Ui xU2 )xU
3 

og Ui x(U2xU
3

) svare til hinanden ved de na·­

turlige afbildninger, og disse viI derfor vrere hom¢omorfier. I 

pral~sis er det sjreldent n¢dvendi gt at skelne mellem de tre her 

omtalte rum & 

Eksempel. Lad T = (IvI,U) vrere et topologisk rum. I produkt-· 

rummet S = T x ••• x T9 hvor der er m faktorer, betragtes diago­

nalen D = f (x, ••• ,x) I x E Tl & Projelctionen p:D ind i T defineret 

ved p(x,o •• ,x) = x er kontinuert, og den ved ~(x) = (x, •• o,x) 

definerede omvendte af'bildning ~:T ind i D er ligeledes konti-

nuert, da hver af dens koordinataf'bildninger er den identiske 

af'biilidning. Altsa er D og T hom¢omorfe. 
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Sretning 7.41. Lad 81,82, T1 og T2 vwre topologiske rum, 

og lad f1 :81 ind i T1 og f2 :82 ind i T2 vwre kontinuerte af'bild­

ningero Den ved f(x1,x2 ) = (f1(x1),f2(x2» definerede produkt­

af'bildning f = f i xf2 :81x82 ind i Ti xT2 er da kontinuert~ 

Bevis. Vi far brug for projektionerne 

:Pi :81x8 2 ind i 81 , P2: 81x8 2 ind i 82 

pi :T1xT2 ind i T1 p~:T1xT2 ind i T2 0 

If¢lge scetning 7.35 er det nok at vise, at koordinataf'bildnin-

gerne :p~o(f1xf2) og p~o(f1xf2) er kontinuerte. Nu er 

pio(f1xf2 ) = f1 0 Pi og f¢lgelig kontinuert. Analogt for den an­

den aroildning. Dermed er sretningen bevist. 

Sretning 7.42. Den ved ~(x1,x2) = x1+x2 definerede af'bild­

ning ~:R x Rind i R og den for k E R ved ~(x) = kx definerede 
.. 

afbildning ~:R ind i R er kontinuerte. 

Bevis. Vi betragter (a1,a2 ) E R samt 8 > 0, og vi har da 

~~1(Ja1+a2-8, a 1+a2+8[) ~ Ja1-~8, a1+~8[ x Ja2-~89 a2+~8[9 

hvilket viser, at ~ er kontinuert. For a E R og 8 > 0 er 

R, hvi s k = 0 

hvilket viser, at ~ er kontinuert. 

8retning 7.43. Lad T vrere et topologisk rum, og lad 

f 1,f2 :T ind i R vrere kontinuerte af'bildninger. Da er f 1+f'2: T 

ind i R en kontinuert afbildning. 
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Bevis. Den ved f'(x) = (f'1(x),f'2(x» def'inerede af'bildning 

f' ( f') . . ,2 t 
= f'1' 2 :T lnd 1 R er kontinuer , da dens koordinataf'bild-

ninger er kontinuerte. Nu er f'1 + f'2 = ~ 0 f', hvor ~ har den 

samme betydning som i sretning 7.42, og denne sretning medf'¢rer 

altsa, at f'1 + f'2 f'as ved at sammensrette kontinuerte f'unktioner 

og derf'or selv er kontinuert. 

Sretning 7.44, Lad T vrere et topologisk rum, lad f':T ind i 

R vwre en kontinuert af'bildning, og lad k vrere et reelt tal. Da 

er kf':T ind i It vrere kontinuert. 

Bevis. F¢lger umiddelbart af', at kf' = ~ 0 f', hvor ~ har 

samme betydning som i sretning 7642. 

Vi har dermed bevist, at mrengden af' kontinuerte af'bild­

ninger f':T ind i :R udg¢r et vektorrum. Dette vektorrum betegnes 

Sretning 7.45. For a 1,a2,b1,b 2 E R er den ved 

~(X19X2) = (a1X1+b 1, a2X2+b 2 ) def'inerede af'bildning ~::R2 ind i 
, 2 
.R konti nuert. 

Bevis. De ved ~1(x1) = a 1x1+b 1 , ~2(x2) = a 2x2+b 2 def'ine­

rede af'bildninger ~1'~2:R ind i :R er kontinuerte if'¢lge sretnin­

gerne 7.42 og 7.43. Pastanden f'¢lger deref'ter af' sretning 7.41, 

For a 1 = a2 viser sretningen specielt, at en parallelf'or­

skydninG af' planen er en kontinuert af'b ildning. 

Det er selvf'¢lgelig en ulempe, at vi udleder regnereglerne 

f'or kontinuerte afbildninger, og ikke mere generelt f'or af'bild-

ni~er9 som er kontinuerte i et punkt. Modsvarende sretningerne 

7.35 og 7.43 kunne vi saledes ¢nske os at have f'¢lgende sret-
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ninger til radighed: 

Sretnin~ 7.35a. En afbildning af et topologisk rum Sind 

i et produktrum T :;: IT T. er kontinuert i et punkt a E S hvis 
jEJ J 

og kun hvis enhver af dens koordinatafbildninger er kontinuert~ 

i a. 

Sretning 7.43. Lad S vrere et topologisk rum, og lad 

£1~f2:S ind i R vrere afbildninger, som er kontinuerte i et punkt 

a E S. Da er f1+f2:S ind i R kontinuert i a. 

Disse sretninger kan udledes af de tilsvarende sretninger 

om kontinuerte ai'bildninger ved hjrelp a£ et simpelt triclt~ der 

ogsa lean anvendes pa alle de f¢lgende sretninger om regneregler 

for afQildninger af et topologisk rum. Sammen med rummet 

S :;: (M,U) betragter vi et andet topologisk rum S :;: (M,9U'L hvO;t-"> 

U'(a) ;;:: tHa) 

ut(x) ? {u E n(M)lx E uJ for x t- a~ 

Det er klart? at Ut til,fredsstiller u1) - u4). En omegn U E UVea) 

er omegn a£ ethvert af sine punkter. For x ~ a og U E u(x) er 

U\faJ om~gn af ethvert af sine punkter, Jtltsa er ogsa u5) op-~ 
"J., 

fyl~t. D~t er klart, at topologien pa S er finere end tOpolo~ 

gien pa S. Den identiske afbildning 1:M ~nd i M opfattet 80m en 

afbildning +:S ind i S er derfor kontinuert. Den omvendte af­

bildning I~1;S ind i S er kontinuert i a, da U'(a) :;: U(~). 

Beviserne for sretningerne 7~35a og 7.43a beror p8.,9 at vi 

i stedet for af'bildningen. f:S ind i T betragter f 0 1:8 ind i '}' 

og i stedet for f1.9f2' f1+f2:S ind i R betragter vi 

f1 0 I, f2 0 1,(f1+f2 ) 0 1:8 ina i R. 
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Hvis f:S ind iTer kontinuert i a, er f 0 I:S ind i T 

ogsa lwntinuert i a, men sa er f 0 I abenbart kontinuert, da 

lcontinui tetsbetingelsen er tri viel t opfyldt i aIle andre punktex' 

af S. Hvis f 0 I:S ind iTer kontinuert, er f = (f oI)oI-1 kon­

tinuert i a. Analogt for de tre afbildninger ind i R og for ko-

ordinatafbildningerne PjOf. Sretning 7.35a f¢lger nu umiddelbart 

af~ at p.o(foI) = (p.of)oI, og sretning 7.43a f¢lger af, at 
J J 

(f1+f2 )oI = f1°I + f 2°I. Disse relationer har generel gyldighed, 

men de er selvf¢lgelig helt trivielle, nar I er den identiske 

afbildning. 

Det skal tilf¢jes, at bevismetoden glipper for sretning 

7.41~ idet denne sretning handler om afbildninger af tre forskel-

lige vektorrum. Vi kan imidlertid i beviset udnytte sretning 7.35a 

i stedet for sffitning 7.35 og derved fa en sretning om purtictvis 

kontinuitet. Gennemf¢relsen af dette viI vi dog overlade til 

lreseren. 

I det f¢lgende viI vi indskrrenke oa til at udlede regne-

regler for punktvis kontinuitet eller for kontinuerte afbild-

ninger~ og det overlades til lreseren at formulere og vise sret-

ningerne for det ikke behandlede tilfrelde. 

Vi gar nu over til at behandle kontinuitet af produkt og 

kvotient. 

Sretning 7.46. Den ved ~(x1,x2) = x1x2 bestemte afbildning 

~:R2 ind i R er kontinuert. 

Bevis. For B E JO,1] grelder 

Heraf f0lger, at ~ er kontinuert i (O~O). For a
1
,a2 E R er den 

ved 



definerede afbildning ~:R2 ind i R altsa kontinuert i (0 9 0) i­

f¢lge srotningerne 7.42 og 7.43. Den ved X(x 1,x2) = (x1-a1 ?x2-a2) 

definerede afbildning X:R 2 ind i R2 er kontinuert if¢lge srot­

nil1€, 70 LI5 9 og den afbilder punktet (a
1

, a2 ) i (0,0). Al tsa er 

cp = ~ 0 X kontinuert i (a
1

, a 2 ). Dermed er srotningen bevi st. 

~rotning 7.47. Lad T vrore et topologisk rum, og lad 

f 11 f 2 :T ind i R vrere kontinuerte afbildninger. Da er f 1f 2:T ind 

i It en kontinuert afbildning. 

Bevis. Ganske som srotning 7.43, idet srotning 7.46 anvendes 

i stedet for srotning 7.42. 

Srotnipg 7.48. Den ved cp(x) = ~ definerede afbildning 

cp:~\fol ind i R\Ioj er kontinuert~ 

Bevi s. ab > 0 og x E ]a, b[, er 

Dermed or sretningen bevist. 

Srotning 7.49. Hvis T er et topologisk rum og f:T ind i 

R\Iol en kontinuert afbildning, da er i:T ind i R\Iol en konti­

nuert afbildning. 

1 Bevis. F¢lger umiddelbart af, at J = cpof, hvor cp er den i 

scetning 7.48 omtalte afbildning. 

El{:sempel: Den ved 
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def'inerede afbi1dning f:R~i (0,0.,0 Hind i R er kontinuert. De 

ved Pj(X1'X2'X3) = ;X:jde:et.ner~de Pt'q;l~~tionsl:if'bildninger er nem­

lig lcontinuerte, og pastanden £~lger der1'or a.f·regnereglerne. 

Hvis A1,A2,A3 er reelle tal, som ikke aIle er n~l, er 

{(A1 t~A2 t, A3 t) I tdd en ret linie i :R3 germem (0,0, ° ~. I aIle 

punkter a1' derme rette linie.antager l' v~rdien 

Anderledes udtX"ykt: Restriktionen at' f til en vilkar1ig ret 1i­

nie gennem (0,0,0) er konstant~ For enhver omegn U at' (0,,0,0) 

g~lder derf'or 

f(R\r (0,0,0)1) = f(U\{ (O,O,O)j)tt 

For en regte delmoongde V af' vrerdimrengden g~lder derfor, at 

f(V\{(O,O,O)}) ikke for noget valg af' U viI ~rere indeholdt i V. 

Heraf' :t'¢lger, at del" ikke f'inde~ nogen kont1nuert afbildning 
N 

f':R3 ind i R, saledes at f' er restriktionen afl til R\{(o~o,O)l. 

Vi skal for fuldstamdighedssky.ld an;f'~re et par hel t tri- . 

vielle sretninger om kontinuerte 1'unktioner. 

Sretning 7~50. Lad S og T vwre topologiske rum, a et punkt 

a1' S Og U en omegn a1' a. Sa er en a1'bildning f:S ind i T konti­

nuert i a, hvis og kun hvis dens reatriktion til U er kontinuert 

i a. 

Bevis. F~lger umiddelbart af' de1'initionen pa kontinuitet, 

aamt omegnsaksiomerne u3) og u4) .• 

Sretnipg 7.51. Lad S og T vrere topologi ake rum og lad 
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6 = (OJ!jEJ) vere en £amilie a£ abne mmngder, som udg¢r en over­

d031{nine-, a£ S. Sa er en afiildning £:8 ind i T kontinuert~ hvia 

og kun hvis det for hvert j E J greIder, at restriktlonen a£ f 

til OJ er kontinuert. 

Bevis. F¢lger umiddelbart af swtning 7.50. 

Den f¢lgende sretning er ikke sa triviel, og den er ofte 

ganske nyt ti g. 

Sretning 7.52. Lad S og T vrere topologiske rum, og lad 

A1, ••• ,An vrere endelig mange afsluttede mrengder, som overdrekker 

S. Sa or en afbildning f:S ind i T kontinuert i et punkt a E S, 

hvis og kun hvis det for de vrerdier at' j E {1, ••• ,nj, for hvilke 

a E Aj , greIder, at r~striktionen a£ f til Aj er kontinuert i a. 

Bevis. Vi bemrerker f¢rst, at "kun hvis" f¢lger at', at kon-

tinuitet bevares ved restriktion. Vi skal nu vise "hvis". Vi kan 

antage rrekket'¢lgen at' A1, ••• ,An valgt, saledes at a tiIh¢rer 

Ai?'" ,App men ikke Ap+1"" ,An (t'or p = n bliver der ingen mamg­

dar at' den sidste slags, men det viI ikke genere beviset). Lad nu 

U ~ T vrere en omegn af £(a). Vi har da 

£-1(U) = (f-1(U) n Ai) 

(f-1 (U) n Ai) 

IJ ••• IJ (f-1 (U) nAn) ;; 

IJ ••• IJ (f-1 (U) n A ). 
p 

Da restriktionen af f til Aj for j = 1, ••• ,p er kontinuert~ er 

£-1(U) n Aj en omegn at' a relativt til A
j

, og vi kan dert'or vel­

ge ome8ne v1, ••• ,Vp at' a, saledes at 

It'¢lge u4) er V :: Vi n ••• n Vp en omegn a£ a, og vi har 
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Da S = Ai IJ ••• lJ An' har vi 

sa vi far 

For j = p+i, ••• ,n er CA j aben og a E CA j • Vi har alts8. bevist~ 

at r- i (U) indeholder en omegn af a og dermed er sretningen beyist. 

Eksempel. Den ved 

definerede afbildning f:R 2 ind i R er kontinuert. Den ved 

g(x,y) = 1 - x2 - y3 definerede afbildning g:R 2 ind i R er nem-

lig kontinuert if¢lge regnerEjglerne. Altsa er 

Ai = f(x,y)/x2+y3 ~ 11 = g-1([O,oo[) 

A2 = f(x,y)/x2+y3 ~ 11 = g-i(]_oo,O]) 

afsluttede, da [O,oo[ og ]-00,0] er afsluttede. Restriktionen af f 

til Ai er identisk med restriktionen af g til Ai og derfor kon­

tinuert. Restriktionen af f til A2 er identisk 0 og derfor kon­

tinuerto Altsa er f kontinuert if¢lge sretning 7.52. 

Det er helt klart, at sretning 7.52 ikke kan generaliseres 

til en vilkarlig overdrekning af a med afsluttede mrengderc I det 

sQecielle tilfrelde (som omfstter aIle sredvanligt benyttede rum), 
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hvor aIle delmrengder af S~ som kun indeholder et punkt, er af­

sluttede~ viI betingelsen i sretningen vrere opfyldt for enhver 

ai'bildning overhovedet, hvis vi benytter overdrekningen af S med 

afsluttede mrongder, som hver kun indeholder et punkt, og sret­

ningen ville da sige, at enhver af'bildning f:S ind i T var kon-

tirrQert. Vi skal nu ved et eksempel vise, at en afbildning 

f:R2 ind i R kan vrere diskontinuert i 0, selv om dens restrik­

tion til enhver ret linie i R2 er kontinuert. 

Eksempele Den ved 

for (x,y) ~ (0,0) 
f(x,y) 

° for (x,y) = (0,0) 

er if¢lge regnereglerne konti nuert for (x, y) ~ (0, ° ). Fa parab­

len ~(x,Y)IY = x21 antager f vrerdien ° for x = 0, men i aIle an-· 

dre gunkter vrerdien to Altsa er f diskontinuert i (0,0). Det 

f¢lger nu, at restriktionen af f til en ret linie, der ikke in-
, 

deholder:' (0,0) er kontinuert. For Gindeholdt i R definerer 

x = teos G , Y = tsin G 

en af'bildning ~G:R ind i R2, og ~G er en hom¢omorf af'bildning 

af R ga en ret linie gennem (0,0). Enhver ret linie gennem (0,0) 

fa,s"for passende valgt G. Idet f* er restriktionen af f til den 

rette linie 1>G(R), far vi 

~" teos2GsinG for sinG ~ 0 (f"o~G)(t) = 
t 2eos4g + sin4g 

* (f O~g)(t) = ° for sinG = ° . 
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Heraf ses~ at f* oepg er kontinuert. Al tsa er l~ = (l< oepg) oep~1 

ligeledes konti l1uert. 

Det er klart y at den ved ep(x,y) = x+iy definerede afbild-

.2 " ning ep:R ind i v er en hom¢omori'i. Herai'i'¢lger, at en ai'bild-

ning ind i b er kontinuert, hvis og kun hvis dens reelle og ima-

ginrere del (altsa koordinatafbildningerne for den tilsvarende 

a:fbildning ind i :R2 ) er kontinuerte. Herai' udledes umiddelbart 

regnereglerne ['or en ai'bildning ind i O. For at unders¢ge, om 

en ai'bildning i'ra C er kontinuerty kan man blot ga over til at 
.2 

betragte den tilsvarende af'bildning i'ra R • 

Eksempel. De ved 

dei'inerede ai'bildninger ep .:0 ind i 0 er kontinuerte, idet vi 
J 

Den ved 

( ) 
_f 2 2 

ep1 x+iy = x, ep2(x+iy) = y, ep3(x+iY) = v(x +Y )9 

ep4(X+iY) = x - iy. 

ep(z) = 1 = z 
x-iy 
2 2 x +y 

definerede af'bildning ep:c\fol ind i c\fol er kontinuert. Den ved 

t/J(z) = Arg z 

dei'inerede afbildning t/J:c\fol ind i :R er diskontinuert i alle 

punkter ai' den- negative reelle akse, men ellers kontinuert. Den 

resterende del ai' den komplekse plan kan nemlig dffikkes med de 

a.bne mamgder 



og vi har 

t/J(z) :; 

Arctg ~ for x+iy E 01 

Arccot i for x+iy E 02 

Arccot i - ~ for x+iy E 03. 

MA 7.43. 

Vi skal rtu vende tilbage til den generelle teori for to­

polo~iske rum, idet vi dog i det f¢lgende viI supplere betin­

gelserne u1), ••• ,U5) med yderligere betingelser. 

Sretning 7.53. Lad T = (M,U) v~re et topologisk rum. F¢l-

gende egenskaber er da indbyrdes rekvivalente: 

1). For a,b E T og a ~ b eksisterer U E. U(a), 

saledes at b ¢ U. 

2)0 Enhver punktmrengde pa T, som kun indeholder 

et punkt, er afsluttet. 

3). Enhver endelig punktmamgde pa T er afsluttet. 

Bevis. Det er trivielt at 3) ~ 2). Da foreningumrengden af 

endelig mange af'sluttede punktmamgder er af'sluttet, har vi ogsa 

2) ~ 3). Vi vil nu vise 2) ~ 1). Lad a,b E T vrere to forskellige 

punkter. If¢lge 2) er T\fb} aben, altsa en omegn af a. Dermed 

er gastanden bevist. Vi mangler nu blot at vise 1) ~ 2). Lad a 

vrere et punkt af' T og b ~ a o If¢lge 1) findes U E U(b) mod 

a ¢ Uo Altsa er b et ydre punkt for fal. Altsa er ra1 afsluttet. 

Dermed er sretningen bevist. 

Definition 7.54. Et topologisk rum T kaldes et T1-rum~ 

hvis det opfylder de tre rekvivalente betingelser i sretning 7~53. 

Vi siger ogsa, at T tilfredsstiller f¢rste adskillelsesaksiom. 
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Eksempler. Et diskret rum. der indeholder mere end et 
Enhver mre~gde M kan organiseres sam T -rum, 

punld~ er ikke et T1-rum.~ogarre endeTigea~rmamgder 

af III benyttes som afsluttede m~ngder~ Det er klart, at R~ Rn 

og Calle er T1-rum. 

Det er helt trivielt~ at et delrum af et T1-rum er et 

T1-rum. Det er ogsa nresten trivielt at et produktrum er et 

T1-rum~ hvis og kun hvis enhver af faktorerne er det. Hvis S 

og T er topologiske rum og f:S ind iTer en kontinuert , sur­

jektiv afbildning kan man derimod ikke slutte, at det ene af 

rumm8ne S og T er et T1-rum, hvis det andet er det. 

Sretning 7.55. Lad S vrere et T1-rum, lad a vrere et punkt 

af S, 08 lad A ~ S vrere en punktmrengde. F¢lgende tre betingel-

ser er da rekvivalente: 

1) a E .A.\T8L 

2) VU E UCa) 3b E U (b * a). 

3) VU E UCa) CU n A er en uendelig mrengde). 

Bevis. Det er klart, at 1) ~ 2) og at 3) ~ 2) og derved 

benyttes endda ikke, at S er et T1-rum. Lad os nu antage? at 2) 

er opf;yldt. Hvis 3) ikke er opf'yldt, findes der en omegn U af 

a~ saledes at mrengden UnA er endelig, altsa 

Sa er u\fb1, ••• ,bnJ = v en omegn af a og if¢lge 2) findes der 

et prn1kt bn+1 E V\fal, men det strider mod(3). Dermed er sret­

ningen bevist. 

Definition 7.56. Lad S vrere et T1-rum. Et punkt a E S 
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kaldes et ~ortretningspunkt ~or en punktmrengde A ~ S, safremt 

betingelserne 1), 2) og 3) i sretning 7.55 er op~yldt. Mrengden 

.A r a~ ~ortretningspunkter ~or A kaldes ~ortretningsmrengden ~or 

A. 

Eksempler. I T1-rummet R har mrengden ~~lnENJ pumU{tet 0 

som det eneste ~ortretning6punkt. Mrengden Q har ethvert punkt 

a~ R som ~ortretningspunkt. 

Sffitnin& 7.57. En mrengde i et Ti -rum er a~sluttet9 hvis og 

kun hvis den indeholder aIle sine ~ortretningspunkter. 

Bevis. F¢lger umiddelbart a~ de~initionerne. 

Sretning 7~58. En mrengdes ~ortretningsmrengde er a~sluttet. 

Bevis. Lad a vrere kontaktpunkt ~or ~ortretningsmrengden A' 

for A9 og lad U vrere en vilkarlig aben omegn a~ a. Sa indeholder 

U et punkt a~ At og er der~or en omegn a~ dette punkt. Men i­

~¢lge 3) i sretning 7.55 med~¢rer dette~ at U indeholder uende-

lig mange punkter a~ A, altsa, at a er ~ortretningspunkt ~or a. 

Dermed er sretningen bevist. 

Lad A vrere en punktmrengde i et T1-rum. A~slutningen A kan 

* deles i to klasser Ai og Ai' saledes at Ai om~atter t'ortretnings-

*. ' punkterne, medens Ai omt'atter de lsolerede punkter. M@ngden Ai 
~ 

er a~sluttet i~¢lge sretning 7.58, medens A~ ikke beh¢ver at vre-

re at'sluttet. Det kan udmrerket trenkes, at Ai har isolerede punk­

ter, 06 den viI da igen kunne spaltes i to klasser. 

En a~sluttet mrengde uden isolerede punkter er identisk 

med sin ~ortretningsmrengdeo En sadan mrengde kaldes per~ekt. Ret 

linie 9 interval, cirkelskive og cirkelbue er eksempler pa per-
, , 2 0 ' 

~ekte mrengder pa Reller R • Det kan vises, at der pa R ~indes 
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perfekte mrengder uden indre punkter, og det kan vises, at per­

fekte m@ngder pa R ikke er numerable. Vi skal ikke opholde os 

ved disse sp¢rgsmal. 

Definition 7.59. Lad S v@re et T1-rum og T et topologisk 

rum. Lad A ~ S vrere en punktmrengde og a E S et fortretningspunkt 

for A. Lad f:A ind i T vrere en afbildning og lad b vrere et punkt 

af T. Hvis den ved 

[ 

f(x) 
g(x) = . 

b 

for x E A\fal 

.for 

definerede afbildning g:A tJ falind iTer kontinuert i a, siges 

f at have gramsepunktet b (eller at konvergere mod b) i punktet 

a (eller f'or x gaende mod a) pa mamgden A, og vi skri ver 

eller 

f(x) ~ b for x ~ a pa A 

lim f = b pa A. 
a 

Hvis a ikke er fort@tningspunkt for A viI g blive konti­

nuert i a for ethvert valg af bET. Det viI derfor vrere uin-

teressant at indf¢re grrensevrerdi i andre punkter end fort@tnings-

punktorne for A. Lreg mrerke til, at det er helt uvresentligt, om 

a selv er element af A, og hvis a E A, er billedet f(a) uden 

indflydelse pa gramsepunkte t b. 

Gr@nsepunktet b er et specielt valg af g(a), som netop 

silcrer~ at g bliver kontinuert i a, altsa i en vis forstand et 

"rigtigt" valg af g(a). I denne sammenhamg er det interossant, 

at hvis afbildningen f i definition 7.59. er kontinuert i et 

purUct c E A, hvor c ~ a, viI g ogsa v@re kontinuert i a. Hvis 



U er en omegn af f(c) = g(c), viI f- 1(U) nemlig vrere en omegn 

af c, og da S er et T1-rum, er faJ afsluttet, altsa f- 1(U)\faJ 

en omObn af c, men da g-1(U) ~ f-1(U)\fal, medf¢rer dette netop, 

at g-1(U) er en omegn af c. Lreg mrerke til, at dette rresonnement 

bygger pa, at S er et T1-rum. 

Sa3tning 7.60. Lad S,T,f,A,a og b have samme betydning som 

i definition 7.59, og lad f have grrensepunktet b i punktet a pa 

* ~ mrel18den A. Lad T VGBre endnu et topologisk rum og h: T ind iT'" 

* en kontinuert afbildning. Da har hOf:A ind i T grrensepunlctet 

h(t) i punktet a pa mrengden A. 

Bevis. F¢lger umiddelbart af sretningen om sammensretning 

af analytiske funktioner. 

Eksempler. For afbildninger af et interval ind i R er det 

her indf¢rte grrensepunktbegreb identisk med det i gymnasiet be­

handlede. Grrensepunktet for f i a pa et interval [a,b], ]a,b[ 

eller ]8,b] kaldtes i gymnasiet grrensevrerdien fra h¢jre. Ved at 

inddrage intervaller pa R* og afbildninger ind i R* ~ar vi og-

sa uendelige grmnsevrerdier og grrensevrerdier i 00 og -00 med. Gr@n­

sepunl~tet i 00 for en afbildning ~:N ind i R* er grrensev@rdien 

fop talf¢lgen (~(n)). 

Definition 7.61. Et topologisk rum S = (M,U) kaldes et 

T2-rum, hvis det opfylder f¢lgende betingelse: 

Vx,y E S(x~y ~ 3U E U(x) 3V E u(y) (u n V = 0)). 

Vi sigel" ogsa, at S tilfredsstillep det andet adskillelsesak­

sioW eller (hyppigt), at S er et Hausdorff-rum. 

Eksempler. Hvis M er uendelig, og M samt de endelige del-



mrengder af M er de eneste afsluttede punktmwngder i S, er S et 

T1-rum, men ikke et Hausdorff-rum. Det er kl.art, at R,:R2,C er 

Hausdorff-rum. 

Et delrum af et Hausdorff-rum er et Hausdorff-rum 9 og et 

produkt af Hausdorff-rum er et Hausdorff-rum. Hvis S og T er to--

pologislce rum og f:S ind i T en kontinuert og surjektiv afbild-

ning, kan det ene af rummene S og T vrere et Hausdorff-rum, uden 

at dot andet er det. Det er klart, at et Hausdorff-rum tillige 

er et T1-rum. 

S@tning 7.62. Hvis rummet T i s@tning 7.59 er et Hausdorff­

rum, er grrensepunktet b entydigt bestemt. 

Bevis. Hvis b,b1 E T begge er grrensepunkter for f i punk­

tet a pa m@ngden A, er begge de ved 

[ 
f(x) for x E A\faj [ f'(x) f'or x E A\fal 

g(x) = g1 (x) = 
b for x = a b1 for x = a 

definerede afbildninger g:A IJ f aJ ind i T kontinuerte i a. Lad 

os ant8ge, at b t b1 • Vi kan da finde U E tr(b) og V E tr(b 1 ), sa·­

ledes 8t U n V = 0. Men g-1(u) n gi1(V) er en omegn af a, og da 

a er fort@tningspunkt for A, findes der et punkt x t a, saledes 

at x E A n g-1(u) n gi1(V), men sa er g(x) = g1(x) = f(x) E UnV 

i modstrid med, at U n V = 0. Dermed har vi vist indirekte, at 

b 1 = b, og dermed er swtningen bevist. 

B~tydningen af begrebet Hausdorff-rum er, at det netop for 

Hausdorff-rum greIder, at grrensepunkter er entYdigt bestemt. Det 

er imidlertid ikke helt let at vise, at et topologisk rum med 

der~e egenskab er et Hausdorff-rum. 
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Rcgncreglerne ~or afbildninger af et topologisk rum ind i 

2 eller C udledes umiddelbart af regnereglerne for kontinuerte 

funktioner. 

De~inition 7 .. 63. En punktmrengde A i et topologisk rum T 

kaldes ovcralt tret, hvis A = T. 

Eksempler. Hvis T er diskret, er T den eneste overalt tret­

te puru~tmrengde pa To Hvis T er trivielt, er enhver ikke torn punkt­

m@ngdc pa T overalt twt. Endvidere er Q overalt tret pa R, og det 

samme grolder mrengden a~ rationale tal, der kan skrives som br¢­

ker med en potens af 2 i nrevneren. I planen er mrongden af punkter 

med rationale koordinater overalt tret. 

Swtning 7.64. Lad A vrere en overalt tret punktmrengde i et 

topologisk rum S, og lad f:S ind i T, hvor T er et T1-rum, vrere 

en kontinuert afbildning. Hvis restriktionen af f til A er kon­

stant, er A konstant. 

Bevis. Af f(A) = fcl ~ T f¢lger f(S) = f(A) ~ f(A) = TCT=fcl 
Dermed er srotningen bevist. 

Swtning 7.65. Lad A vrere en overalt tret punktmrengde i et 

T1-rum S, og lad f,g:S ind i T, hvor T er et Hausdorff-rum v@re 

kontinuerte afbildninger. Hvis restriktionerne af f og g til A 

er identiske, er f = go 

Bevis. Et vilkarligt punkt b E S\A er fortwtningspunkt for 

A, og da f og g er kontinuerte, er bade feb) og g(b) grrensepunkt 

for f og g i punktet b pa punktmrengden A, men da f og ghar sam­

me restriktion til A, giver sretning 7.62., at feb) = g(b)& Der-. 

med er sretningen bevist. 
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Eksempel. Lad a vwre et positivt tal. Vi ¢nsker at be-

stemme en kontinuert ai'bildning cp:it ind i it, saledes at 

)0(12.) = q ?aP i'or aIle hele p og aIle q E N. Vi ved, at den ved 

)O(x) = aX dei'inerede af'bildning l¢ser dette problem. Ai' sa::tning 

7.65 i'¢lger, at problemet ikke har Lindre l¢sninger. 

Udover adskillelsesaksiomerne T1 og T2 har man studeret 

et svag6re og tre sta::rkere adskillelsesaksiomer, saledes at man 

alt i alt har en ka::de TO, ••• ,T
5

. Navnlig studiet ai' de strerke 

adsldllelsesaksiomer i'¢rer til interessante resul tater, men di s-

se unders¢gelser i'alder helt udenf'or denne i'orelresnings rammere 

En ai'bildning cp:N ind i S, hvor S er et topologisk rum, 

kaldes en punkti'¢lge pa S. Vi i'oretrrekker, at behandle en i'¢lge 

som en f'amilie ai' punkter og i overensstemmelse hermed bruger 

vi en notation (anlnEN), hvor 

vi altid ai'korte til (an). 

a = cp(n), og denne betegnelse viI n 

Dei'inition 7.66. En i'¢lge (a ) i et topologisk rum S=(M,U) 
n 

siges at konvergere mod g~rensepunktet a E S, sai'remt 

~U E U(a) 3N E N ~n f N(an E U). 

Det er klart, at denne definition stemmer overnes med yore 
'" ,2 ... ,* tidligere dei'initioner ai' konvergente i'¢lger i R,R ,C,R etc. 

I generelle topologiske rum er punkti'¢lgerne i'or specielle 

til at g¢re st¢rre nytte. Vi skal imidlertid indi'¢re en speciel 

klasse af topologiske rum, hvor punktf¢lger virkelig er til stor 

nytte. 

Dei'inition 7.67. Et topologisk rum S = (M,U) siges at til-

f'redsstille f¢rste numerabilitetsaksiom, safremt der eksisterer 

en omegnsbasis B med den egenskab, at B(a) for ethvert a E S er 



en h¢jst numerabel mmngde. 

Hvis B(a) = fUnlnENJ, kan vi srotte Vn = U1 n ••• n Un og 

B1(a) = fVnlnENJ kan da ogsa benyttes som omegnsbasis i puru~tet 

a. Vi lean derf'or f'or hvert punkt i S vmlge en omegnsbasis~ der 

bestar af' en af'tagende f'¢lge af' omegne. 

S@tning 7.68. En af'bildning f':S ind i T hvor S og T er to­

polo~islee rum, og S tilf'redsstiller f'¢rste numerabilitetsaksiom, 

er kontinuert i et punkt a E S, hvis og kun hvis det f'or enhver 

punktf'~lge (an) pa S med grmnsepunkt a gmlder, at (f'(an )) er 

konvergent med grmnsepunkt f'(a). 

Bevis. Lad os antage, at f' er kontinuert i a, og at 

(a ) -+ a. Sa er restriktionen af' f' til mrongden f aJ IJ f a I nEN} n n 

ligclcdes kontinuert, men det betyder netop, at (f'(an )) -+ f'(a). 

Lad os dern@st antage, at f' ikke er kontinuert i a. Der f'indes 

() 
0 -1 ( ) f' da en omegn U af' f' a , saledes at f' U ikke er en omegn a a. 

Lad nu (Vn ) v@re en af'tagende f'¢lge af' omegne qf' a, som udg¢r 

en basis f'or omegnene af' a. Da f'-1(U) ikke har nogen omegn Vn 

som delm@ngde, kan vi f'or hvert n E N vmlge a E V \ff'-1(u)1. n n 

Sa g~lder (an) -+ a, men ikke (f'(an )) -+ f'(a). Dermed er s@tningen 
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Opgaver til kapitel 7. 

Indledning, 

Hoved~ormalet med opgaverne til dette kapitel er at ind­

¢ve de mange de~initioner og begreber. Det er vigtigt at opna 

en hpj grad af ~ortrolighed med disse ting, sa det ikke er n¢d­

vendigt at se e~ter i teksten, hver gang man m¢der et a~ begre­

berne .. 

Der~or er de ~leste ¢velsesopgaver til dette kapitel da 

ogsa meget lette. Trods dette anbe~ales det at udarbejde besva­

relserne a~ disse opgaver ganske ekstra omhyggeligt. Opgaverne 

viI vcare mere prreget a~ rresonnementer end a~ regneri 1 og der~or 

giver de en sund ¢velse i at ~ormulere matematik. 

Det er ~ornu~tigt ved den ~orel¢bige behandling a~ disse 

opgaver at st¢tte sig til illustrationer u Demonstrer ved hjrelp 

af "boIler", hvordan mrengder er "placeret" i ~orhold til hinan­

den. Lav diagrammer med pile, som illustrerer ai'bildninger" nar 

der ~orekommer mere komplicerede systemer a~ sadanne. 

80m eksempel viI vi bevise, at det ~or to punktmrengder A 

og B i e t topologi sk rum 8 greIder, at randene ~or ~oreningsmreng'­

den A IJ B og ~rellesmamgden A n B er delmrengder a~ ~oreningsmreng­

den af randene ~or A og B. 

Vi tegner en skitse som 

vi'st. Den fas i hvert ~ald pa­

standen til at se sandsynlig ud. 

Men vi skulle jo gerne na til et 

bevis. 

B 
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Lad os f¢rst analysere, hvad det er, vi skal vise. Der er 

abenbart to ting, idet pastanden naturligt deles i en pastand 

om randan af A IJ B og en pastand om randen af A n B. Lad os da 

f'¢rst studere randen af A IJ B. Det er vor opgave at vise, at 

ethvert randpunkt for A IJ B er randpunkt for enten A eller B. 

Lad os da se pa et randpunkt x af' A IJ B og en omegn U at' 

x. ...\ t x er randpuhkt for A IJ B be tyder (for e thvert valg at' U), 

at U indeholder punkter (mindst et) af C(A IJ B) og af A IJ B. Men 

et punkt af C(A IJ B) tilh¢rer bade CA og CB. Et punkt af' A IJ B 

tilh¢rer enten A eller B. Men sa vil U enten indeholde punkter 

at A og CA eller af B og CBe Men dette grelder f'or eOOver omegn 

U at x. 

Vi pr¢ver at skrive rresonnementet omhyggeligt skridt for 

skridt. Vi bruger betegnelsen oA t'or randen af A. 

Lad x vrure et punkt af' o(A IJ B). 

Lad U vrure en omegn at' x. 

3y E: U n C (A IJ B) = U n CA n CB. 

3 z E: U n (A IJ B) = (U n A) n (U n - B). 

3y, z E: U ( (y E: CA /\ z E: A) v (y E: CB /\ z E: B)). 

Hvad var det, vi skulle vise? 

Vx E: o(A u B)(z E: oA v x E: oB). 

Hvis vi indf¢rer definitionen af randpunkt, far vi 

Vx E: o(A IJ B) 

((VU E: u(x) 3y,z E: U(y E: CA /\ z E: A)) v 

(VU E: u(x) 3y,z E: U(y E: CB /\ z E: B)). 
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Vi har vist g at 

tlx E: a(A IJ B) 

tlU E: U(x)((3y,z E: U(y E: CA A z E: A))v(3y,z E: U(y E: CB A z E: B))). 

Vi konstaterer altsa, at vi ikke netop har bevist9 hvad vi 

skulle. Men hvilket af de to udsagn er mon det st83rkeste? Vi 

dr~mmer os tilbage til f¢rste gymnasieklasses undervisning i 10-

gik og henter et par analoge eksempler frem fra erindringen: 

Enten har aIle pigerne i klassen lyst har eller aIle 

pigerne i klassen har brune ¢jne. 

AIle pigerne i klassen har enten lyst har eller brune 

¢jne. 

Nu kan vi godt se, at det f¢rste udsagn er st83rkere end det au­

det. Vi har altsa bevist t'or lidt. 

Vi har vist, at for enhver omegn U af x indeholder U et 

pucltt at' CA n CB samt et punkt at' enten A ellerBe Vi skulle vi­

S8? at enten A eller B kan forekomme for aIle valg af U pa en­

gang. Altsa, at der ikke findes en omegn U
i

, for hvilken A ikke 

kan bruges og en omegn U2' for hvilken B ikke kan bruges_ Hvis 

A ikke kan bruge s for U 1 ' 

ges for U2 er B n U2 = 0. 

A n U = B n U = 0, og det 

vista 

er A n 

Men for 

strider 

Ui = 

U = 
mod, 

0, og hvis B ilcke kan bru-

Ui 
n U2 far vi sa 

hvad vi allerede har be-

Den st83rkere pastand f¢lger altsa alligevel af den svagere­

men iklce hel t umiddelbart. Vi benyttede u4). 

At srette rettelsen pa som en tilf¢jelse til vort oprinde­

lige mislykkede bevis virker kejtet. Det er imidlertid n83rliggende 
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t'ra starten at betragte et punkt, der er randpunkt t'or. A IJ B 

men ilrlw t'or Bo Vi pry5ver igen. 

Lad x vcere e t punkt at' 0 (A IJ B) \ oB. 

Enhver omegn at' x indeholder punkter at' 

C(A IJ B) := CA n CB 9 altsa punkter at' CBo 

Da x ikke er randpunkt t'or B kan vi vcelge en 

omegn Uo at' x~ sa Uo n B = 0. 

Lad U vrere en omegn at' x. 

It'¢lge u4) er U n U en omegn at' x. o 

Da x er randpunkt t'or A IJ B indeholder U n U 0 

punkter at' A tJ B og at' C(A tJ B) = CA nCB. 

Da U ikke indeholder punkter at' B9 medt'¢rer det­o 

te, at U indeholder punkter at' A og at' CA. 

Dermed har vi vist, at x E oAf 

Nu har vi et rigtigt bevis t'or pastanden. Den anden pa-

stand kan i'as at' den t'¢r s te ved overgang til komplementmrmamg-

den. Dcrved benyttes, at en mcengde og dens komplement@rmcengde 

har samme rand. 

Hvis vi var startet pa en lidt anden made var vi even-

tuelt kommet ind pa et helt andet spor. F¢lgende ide er nrorlig-

gende: 

Punkterne i S er dels indre 9 dels ydre, dels randpunkter 

t'or A og tilsvarende t'or B. Hvilke punkter kan nu vcere rand-

punkter t'or A tJ B. Et punkt, der er indre i A eller B, er aben-

bart indre i A tJ B. Et punkt, der er ydre t'or bade A og B1 er 
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er abenbart ydre for A IJ B. Men aIle de punkter, vi ikke har 

gjort rode for, er randpunkter for A eller B, og randpunktorne 

for A IJ B rna jo findes rnellern di sse resterende punktero Dette 

er et holt rigtigt rrosonnernent. 

Lwg rnrerke til, at den lumske frelde~ vi faldt i ved det 

f0rste rrosonnernent, slet ikke kornme til at genere os~ hvis vi 

bruger det andet rresonnernent. 
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Lette opgaver. 

Opgaver 1. 

These are the times that 

try men's souls. 

Tom Payne. 

1. Pa en mrengde M er givet en klasseinddeling. For a E M beteg­

ner vi med U(a) systemet at' delma:mgder at' M, som indeholder 

den klasse, der har a som element. Vis, at M derved organise­

res som et topologisk rum. 

2. En mwngde U ~ R2 kaldes en omegn at' (a,b) E R2 , s at'rem t der 

ifindes et posi ti vt tal h, saledes at 

U d f(x,b) E R21 Ix-al < hL 

Vis, at tt2 derved organiseres som et topologisk rum. 

3. Mamgden N at' naturlige tal organiseres som et omegnsrum, i­

det en delmamgde at' N kaldes en omegn at' a E N, hvi s den 

indeholder aIle divisorer i a. Vis, at N derved organiseres 

som et topologisk rum. 

4. Som opgave 3, idet dog "alle divisorer i a" rendres til Halle 

tal med a som divisor". 

5. En mwngde Ui planen kaldes en omegn at' et punkt a i planen, 

sat'remt den indeholder et liniestykke med positiv lrengde og 

midtpunkt i a. ViS, at de saledes det'inerede omegne tilt'rds­

stiller betingelserne u1), ••• ,u5) med undtagelse af u4)o 
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6. Konstruer et omegnsrum, der til~redsstiller u1), ••• ~u5) med 

undtagelse a~ u3). (Det er meget let, men g¢r det nu ikke sa 

indviklet. Det skal vrere enklere end eksemplet i opgave 5). 

7. Samme opgave som nr.6, men ~or u5). 

8. Lad M vrere en mrengde med 2 elementer. Angiv aIle topologi­

ske rum med M som underliggende mrengde. 

9. Samme opgave ~or en mrengde med 3 elementer. 

10.Lad T vrere et topologisk rum, som kun om~atter endelig man­

ge punkter. Lad A ~ T vrere den delmrengde, der om~atter de 

puru{ter, der ikke har T som eneste omegn. Vis, at A kan de­

les i klasser, saledes at hvert klasse X indeholder et punkt 

x, dar har X som sin mindste omegn, og saledes at X ikke er 

regte delmrengde a~ nogen mrengde med samme egenskab. 

11. Lad III vrere en mrengde, som ikke er endelig eller numerabel. 

Ved en omegn a~ a E M ~orstar vi en delmrengde a~ M~ som in­

deholder a, og hvis komplementrermrengde er h¢jst numerabel .. 

Vis~ at u1), ••• ,u5) er op~yldt. 

12.Vis, at en mrengde i det i opgave 1 in~¢rte topologiske rum 

er aben (a~sluttet), hvis og kun hvis den netop er en ~or­

eni~smrengde a~ klasser. 

13.Vis, at i det i opgave 2 ind~¢rte topologiske rum er enhver 

~oreningsmrengde a~ rette linier parallelle med den ~¢rste 
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koordinatakse bade aben og a~sluttet. Findes der andre abne 

(afsluttede) mrengder. 

14. I dot i opgave 3 in~0rte topologiske rum betragtes m~ngden 

a~ ulige tal. Angiv dens indre og dens a~slutninge Fjern 

puru~tet 1 ~ra mrengden og angiv, hvad dens indre og dens a~-

slutning dere~ter bliver. 

15. Angiv det indre og a~slutningen, samt randen a~ ~¢lgende del­

m~ngder a~ R med den sredvanlige topologi: N, Z, JO,1J, Q, 

f ~I nENL 

" * 16. 80m opgave 15, men ~or R • 

17. Anbiv det indre, a~slutningen og randen a~ ~¢lgende del­

m&ngde a~ C med den s@dvanlige topologi 

00 

u rz 
n=1 

2n-1 I I 2n ? 
2n ~ z < 2n+1 5 • 

18. Vis, at en aben mrengde i et topologisk rum er delmamgde a~ 

det indre a~ sin a~slutning, og vis ved et eksempel, at der 

lwn bli ve tale om en regte delmrengde. 

19. Vis, at en a~sluttet mrengde i et topologisk rum indeholder 

afslutningen a~ sit indre, og vis ved et eksempel, at denne 

kan vrere en regte delmrengde. 

20. Vis, at a~slutningen a~ det indre a~ a~slutningen a~ det 

indr~ a~ en punktmrengde i et topologisk rum er identisk med 
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af'slutningen at' det indre. 

21. Vis, at det indre at' f'oallesmrengden t'or to mamgder i et to-

pologisk rum er t'rellesmrengden t'or de to mrengders indre. 

22. Vis, at det indre at' t'oreningsmrengden at' to mrengder i et 

topologi sk rum indeholder t'oreningsmrengden at' de to mamg-

ders indre og vis ved et eksempel, at der kan blive tale om 

regte de Imamgde. 

23~ Vis, at to mrengder A og B i et topologisk rum tilt'redsstil-

ler relationerne 

A IJ B ::: A IJ B og A IJ B ::: A IJ B. 

24. ViS, at to mrengder A og B i et topologisk rum tilt'redsstiller 

r81ationerne 

A n B ~ A n B ~ A. n B. 

Vi s, at der t'indes mamgder A og B pa :R med den scadvanlige 

topologi, t'or hvilke intet at' lighedstegnene grelder. 

25. En af'bildning t':J1 ind i J 2y hvor J
1 

og J 2 er intervaller pa 

R*, er monoton og surjektiv. Vis, at t' er kontinuert. 

26. Vis, at den ved 

cp(x) ::: [ 
0, 

1 
'1' 

hvis x er irrational 

hvis x ::: ~9 hvor p E Z, '1 E fir og 

E er ut'orkortelig 
'1 

det'inerede f'unktion cp::R ind i Q er diskontinuert i ethvert 
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puru{t af ~~ men kontinuert i ethvert punkt af R\Q. 

27. Lad f:S ind i T vrere en kontinuert afbildning af det topo-

lo£iske rum Sind i det topologiske rum T. Endvidere be­

trngter vi en punktmamgde A c S og billedmamgden B = f(A). 

Vis, at ingen af f¢lgende pastande grelder for aIle vRlg af 

8,T,f og A: 

(, 0 0 0 

~(A) ~ B , f(A) ~ B 

28. Vis? at ingen af f¢lgende pastande grelder for enhver konti­

nuert af'bildning f:R ind i R: 

1). Billedet af en aben mrengde er aben. 

2). Billedet af en afsluttet mrengde er afsluttet. 

Derimod fremgar det af de fra gymnasiet kendte sretninger om 

kontinuerte funktioner pa afsluttede intervaller, at bille-

det af en begrrenset, afsluttet mrengde er en begrrenset af-

sluttet mrengde o 

29. Vis? at f:[a?b] ind i R er kontinuert~ hvis og kun hvis 

f(x 9 f(x))jxE[a,bJl er en afsluttet delmrengde af R2
0 

30. Vis 9 at tg:Q ind i R er kontinuert. Udnyt~ at rr er et irra-

ti onal t tal. 

31. Vis 9 at en delmrengde af R, som er bade aben og afsluttet~ 

er enten Reller 00 
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32. JU1giv en delmrengde af Q, som er bade aben og afsluttet~ og 

som er forskellig fra 0 og Q. 

33. Vis, at en afbiljning af det i opgave 2 omtalte topologiske 

rum ind i et andet topologisk rum er kontinuert, hvis og kMn 

hvis enhver af dens restriktioner til rette linier parallel-

Ie med den f¢rste koordinatakse er kontinuert. 

3~·o Lad n Vd3re et naturligt tal. Med 8
1 

betegner vi mamgden af 

divisorer i nl (inklusive 1 og nl) som delrum af det i op-

cave 3 betragtede topologiske rum og med 82 den samme mffing­

de som delrum af det i opgave 4 betragtede topologiske rum. 

() nl Er den ved CfJ I = x definerede afbildning af 81 ind i 82 

lwntinuert, og er dens omvendte afiildning kontinuert ? 

) ix [ 35. Vis, at den ved ~(x = e bestemte afbildning ~:[-~,~ ind 

i y, hvor y er enhedscirklen i den komplekse plan, er kon-

tinuert og bijektivo Vis~ at den omvendte afbildning ikke 

er kontinuert. 

36. Er de i opgaverne 2-4 indf¢rte topologier finere eller gro­

vere end de sredvanlige topologier pa R2 og N. Angiv den 

groveste (fineste) topologi pa N, som er finere (grovere) 

end begge de i opgave 3 og 4 indf¢rte topologier. 

37~ Lad 1'1 Vffire en mamgde, (Sj I jEJ) en familie af topologiske 

rum og CfJj:8 j ind i M en familie af afbildninger. Vis, at 

der findes en fineste topologi pa M, for hvilken aIle ai'-
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bildningerne <P j er konti nuerte 0 Denne topologi kal de s den 

til af'bildningerne <p. svarende f'inal-topologi pa M. 
J 

380 Vis 9 at f'inal-topologien (se opgave 37) pa 'Y (se opgave 35) 

ved den ved ~(x) = eix bestemte af'bildning ~:R ind i 'Y net­

op er delrumstopologien pa 'Y. 

39. Vis 9 idet vi benytter betegnelserne f'ra opgave 35, at en 

af'bildning f':M ind i T9 hvor T er et topologisk rum 9 og 

topologien pa M er f'inal-topologien bestemt ved af'bildnin-

gerne <P.9 er kontinuert, hvis og kun hvis hver at' de sammen­
J 

satte afbildninger f'0<Pj:Sj ind iTer kontinuert. 

40. Lad (SjljEJ) vrere en f'amilie af' topologiske rum med den 

egenskab at f'or j1 * j2 er de underliggende mrengder f'or 

S. og S. disjunkte. Vi sretter S = U S. og med 
J1 J 2 jEJ J 

<Pj:Sj ind i S betegner vi den ved <Pj(x) = x def'inerede in-

jektion. Vis 1 at f'inal topologien pa S ved afbildningerne 

<Pj er karakteriseret ved9 at en delmrengde af' S er aben9 hvis 

og kun hvis enhver af' dens f'rellesmamgder med et S. er abene 
J 

Vis 9 at hvert Sj bliver en aben og af'sluttet punktmrengde pa 

S. Rummet S kaldes det disjunkte f'oreningsrum af' rummene Sj. 

41. Vis 9 at den ved 
222 x1+x2+x

3 
x2+x

3 e Arctg 2 
1+x1 

def'inerede af'bildning <p:R3 ind i R er kontinuert. 
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42. Vis~ at den ved 

x 
= e 1Arctg 

2 
1+X3 
----:2 + 
1+x2 

3 2 x
1
-x2x3+x3 

Opgaver 8. 

definerede afbildning ~ = (~1~~2);R3 ind i R2 er kontinuert. 

,2 
definerede afbildning ~:R ind i R er kontinuert. 

44. Vis? at den ved ~(z) = z2 definerede afbildning ~:c ind i C 

er lwntinuert. Vis endvidere, at ethvert punkt a:f c\foJ har 

en omegn~ der afbildes hom¢omorft ved ~, medens ingen omegn 

af 0 afbildes hom¢omorft ved ~. 

45. Unders¢g, om de i opgaverne 2-4 indf¢rte rum er T1-rum, og 

om de er Hausdorff-rum. 

45. Vis at mrengden fXEZlx-~ E ZJ = U (a) udg¢r en omegnsbasis n. n 

for en topologi pa Z. Vis, at det saledes definerede rum 

er et Hausdorff-rum. Er f¢lgen (n!) konvergent? 

47. Vi betragter delmrengden 
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a~ R. Bestem ~ortretningsm@ngden At~ dennes ~ortffitningsm@ng-
.. 

de AI' o. s. v. • Det viI nok v@re nyttigt at ~ors¢ge at ski t-

sere m@ngden pa en talakse. 

48. l,ad I v@re e t interval. Vi s, a t en voksende funkti on ~: lind 

i R har en gr@nsev@rdi ~ra venstre og en grrensevrerdi ~ra 

h~jre i hvert punkt a~ I. Vis, at mrengden a~ diskontinuitets-

pu:;.l1cter er h¢jst numerabel. 

490 Lad (an) vrere en f¢lge a~ positive tal, for hvilken ~an < 00. 

Lad (bn ) vrere en f¢lge af indbyrdes ~orskellige reelle tal. 

Vi sretter 

Vis? at f:R ind i R er en monoton f'unktion, som er diskon­

tinuert netop i punkterne bn -

50. Et topologisk rum T = (M,U) kaldes et To-rum, hvis f¢lgende 

betingelse er opfyldt for ethvert par x,y E T at' indbyrdes 

~orskellige punkter: 

(3U E U(x)(y ¢ U)) v (3U E U(y)(x ¢ U)). 

Vis, at dette er ensbetydende med, at betingelsen 

ikke er opfyldt for noget par af ~orskellige punkter pa T. 

Vis? at den ved 

x -< Y {==} x E TYT 

definerede relation < pa T er en ordningsrelation. Hvad kan 
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yderligere siges om denne ordningsrelation, hvis T specielt 

51. Lad T = (M,U) vrore et T -rum (se opgave 50) med den egen­o 

skab; at enhver t'rollesmrongde at' abne mrongder pa T selv er 

aben. Vis, at en mrongde 0 ~ T er aben~ hvis og kun hvis t'¢1-

gcnde betingelse er opt'yldt: 

Vx E 0 Vy E T (x -< Y ~ yEO). 

52. Lad It,; vmre en ordnet mmngde. Ordningsrelationen skrives -<. 

Vis~ at der t'indes et topologiskrum T = (M,O), hvor 0 er 

def'ineret ved 

o E 0 ~ Vx E 0 Vy E M(x -< Y ~ yEO). 

Vis derncest, at 

x -< Y ~ x E TYT, 

samt at T = (M,O) er et To-rum med den egenskab, at enhver 

f'cBllesmamgde at' abne mamgder er aben (sml. opgaverne 50 og 

51 ). 

53. Vis, at et T1-rum, i hvilket enhver t'cellesmrongde at' abne 

mwngder er aben, er et diskret rum. 

54. Lad T vrore et topologisk rum, der tilt'redsstiller t'¢lgende 

betingelse: Til hvert punktpar (a,b), hvor a,b E T og a ~ b 

t'indes en kontinuert t'unktion ~ b:T ind i R, som tilt'reds­a, 

stiller betingelsen ~ b(a) ~ ~ b(b). Vis, at T er et Haus-a, a, 

dorf't'-rum. 
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55. Vis at restriktionerne a~ Arg:C\foj ind i R til hver a~ de 

abne halvplaner, hvori C deles a~ den reelle akse 1 har gram­

sev~rdier i ethvert punkt a~ den reelle akse undtagen O. 

56. Unders¢g~ om den ved 

222 x ex +y ) 
2 222 

x +(x +y ) 

de~inerede afbildning ~:R2\fo~oj ind i R har en gr~nsev@rdi 

57. Samme sp\<5rgsmal som i opgave 56 ~or 

~(x,y) = 
2 2 x(x +y ) 

2 222 
x +(x +y ) 

• 

58. Et abent interval a~ lrengde k E ]0,1[ anbringes som delin­

terval a~ [O?1], sa de to intervaller ~ar ~relles midtpunkt. 

Pa hvert a~ de to delintervaller, der bliver tilovers (alt­

sa [0, 1;k] og [1;k?1J anbringes abne intervaller at' lrengde 

1 . 3k, og igen saledes~ at midtpunkt ~alder i midtpunkt. Hvis 

Ie er lille nok~ viI der nu vcere 4 a~sluttede delintervaller 

af [0,1] tilovers, og midt pa hvert a~ disse anbringes da 

1 delintervaller af lrengde 9k o.s.v •• Vis, at denne proees 

kan ~ortsa3ttes i det uendelige, hvis og kun hvis k E: ]O,~]. 

Idette tilfcelde ~ar vi en numerabel mrengde a~ abne inter­

valIer anbragt som delintervaller a~ [0,1], og disse udg¢r 

tilsammen en aben mrengde, som vi viI betegne O(k). Komple-

mentfurmcengden C(k) = [O,1J\O(k) kaldes Cantors mrengde. Her 

er aItss. k E ]O,~]. 
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Vis~ at O(k) er overalt tmt. Vis~ at C(k) ikke har 

indre punkter~ Vis~ at C(k) heller ikke har isolerede punk­

ter, altsa at C(k) er identisk med sin fortretningsmrengde. 

Udregn den samlede lrengde af de delintervaller~ hvoraf O(k) 

er opbygget, udtryk ved k. Lffig mrerke til, at denne l@ngde 

oliver 1 for k = ;. 

59. Vi benytter betegnelser fra opgave 58. Vis at der findes en 

voksende afbildning ~: 0 (k) ind i Q n [0,1] med f¢lgende 

°bonskaber: 

1). ~ er konstant pa hvert delinterval. 

2). For n = 0~1929'" antager ~ pa delin­

tervallerne af lmngde 3-~ netop vrerdi­

erne 2-n- 1, 2-~-1'31 2-n- 1 ·5,o •• ,2-n- 1 • 

(2n+1_1 ). 

Vi definerer nu for x E [O,1J 

_ r 0 for x = 0 
<p(x) - l 

sup ~([o,x]nO(k)) for x E JO,1J. 

Vis, at ~ er restriktionen af <p:[O,1] ind i .R til O(k). Vis, 

at <p er voksende • Vis, at <p([O,1]) = [O,1J. Vis, at <p or 

lwntinuert. Vis, at <p(C(k)) = [O,1J. Udled heraf, at C(k) 

ikke er numerabel. 

For k = ~ ser vi specielt at en kontinuert funktion 

lean vokse fra 0 ti 1 1 pa intervalle t [0, 1 ] og dog vrere kon-

stant pa intervaller med Bamlet l&ngde 1. 
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60. Lad S v@re et topologisk rum, for hvilket f¢rste numerabi­

litetsaksiom g@lder. Lad T v@re et Hausdorff-rum. Vis? at 

en afbildning f:S ind iTer kontinuert, hvis og kun hvis 

enhver restriktion af f til en numerabel delm@ngde af S er 

kontinuert. 

61. Lad !vI vwre en vilkarlig m@ngde. Vis, at en afiildning f:M 

ind i R er begr@nset, hvis og kun hvis enhver restriktion 

af f til en numerabel delmrengde af M er begrrenset. 

Vanskeligere opgaver. 

62. Lad T = (M,U) vrere et topologisk rum og (AjljEJ) en familie 

af afsluttede mrengder. Det antages, at hvert x E T har en 

omegn U, saledes at fjEJlunA,t0J h¢jst er endelig. Vis~ at 
J 

U A. er en afsluttet mrengde. 
jEJ J 

63. Lad T v@re det i opgave 3 indf¢rte topologiske rum. Vi sret-

tor 

~2(P,q) = st¢rste frelles divisor for p og q. 

~3(P,q) = mindste frelles multiplum af p og q. 

Hvilke af afiildningerne ~1'~2'~3:TxT ind iTer konti­

nuerte ? 

64. Lad A og B vrere punktmrengder i et topologisk rum T. Vis, 

at af'slutningen af A n B rela ti vt til delrummet A er en 
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delm@ngde ar A n B, og vis ved et eksempel, at det kan vre-

re en @gte delmrengde, selv om A er arsluttet. 

65. En punktmrengde A i et topologisk rum T = (M,U) kaldes 10-

kalt afsluttet, hvis hvert punkt x E T har en omegn U, sa-

ledes at UnA er arsluttet relativt til Uo Vis, at en.mmng-

de er lokalt arsluttet, hvis og kun hvis den er r@llesm@ngde 

ror en arsluttet og en aben mrengde. Vis ved eksempler, at 

l{onplementrermamgden til en lokal t arsl uttet mwngde ikke al­

tid er lokalt arsluttet, og at foreningsmrengden ar to 10-

Imlt arsluttede mamgder ikke altid er lokalt arsluttet. Hvad 

gcelder om rrellesmrengden ? 

66. Lad T1 og T2 vrere topologiske rum og A1 ~ T1, A2 ~ T2 vil­

lcarlige punktmrengder. Vis relationen 

idet A1 x A2 betragtes som punktm@ngde i T1 x T2• 

67. Vis for et vilkarligt produktrum, at arslutningen af et pro-

dukt ar en mrengde rra hvert koordinatrum er produktet ar af-

slutningerne • 

68. En @lcvivalensrelation pa et topologisk rum T kaldes afslut­

tot Caben), hvis det ror enhver arsluttet Caben) punktmreng-

de A ~ T greIder, at roreningsmamgden ar de rekvivalensklas­

ser, der har punkter f@lles med A, er arsluttet Caben). Un­

ders~g om den ved x ~ y ~ y-x E Z derinerede rekvivalensre-
pa it 

lationVer arsluttet Caben). Samme sp¢rgsmal for dens restrik-

ti on ti 1 [0;1]. 
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69. Vis 9 at enhver mrengde i et T1-rum er frellesmrengde af abne 

mi.:angder og t'oreningsmamgde af afsluttede mrengder. Vis pa 

den anden sjn.e, at et topologisk rum T er et T1-rum~ hvis 

eru1ver mrengde, der bestar at' kun et Punkt9 er f'rellesmrengde 

for abne mrengder. Vis, at et topologisk rum er et Hausdort'f'­

rU1ll 9 hvis og kun hvi s enhver mrengde, der bestar af l{un et 

purud, er frellesmamgden af de afsluttede omegne af dette 

punl\.t 0 

70. Vis, at et topologisk rum T er et Hausdorff-rum, hvis og 

l{un hvis diagonalen f (x,x) I xETl er en afsluttet punktmamgde 

i TxT. 

* 71. Vi organiserer:N = N I.J fool som et omegnsrum S ved f¢lgende 

c1efinitioner: Omegn af et lige tal er enhver mamgde, der 

indeholder tallet; omegn af et ulige tal x er enhver mrengde, 

. f p+l{ I ' 1 c1er lndeholder x samt en delmrengde af formen ~ 2 x kENj for 

en passende vrerdi af pj omegn af 00 er enhver mrengde der in­

c1eholder 00 samt en delmamgde af formen f 2P+k
( 2p+2j+1 ) I j 9 kENl 

for en passende v~rdi af p. Vis, at S er et Hausdorff-rum. 

Vis, at mrengden af ulige tal er afsluttet. Vis, at enhver 

aben mrengde, der har mrengden af ulige tal som delmrengde, 

har punkter frelles med enhver omegn af ~. 

Et topologi sk rum, i hvilken en afsluttet mwngde A og 

et punkt a ¢ A altid kan indesluttes i hver sin abne mrengde, 

sa de abne mrengder har tom frellesmrengde, kaldes et T
3

-rum. 

opbaven giver et eksempel pa et Hausdorff-rum, der ikke er 

T3-rum. Et rum, der er bade T1-rum og T
3
-rum, er Hausdorff-
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rum (bevis detl) og kaldes regulrert. Det er ikke svrert at 

rinde et eksempel pa et T3-rum~ der ikke er T1-rum (pr¢vl). 

72. Vis, at et topologisk rum er et T
3

-rum (se opgave 71)~ hvis 

og kun hvis de arsluttede omegne udg¢r en omegnsbasis. 

73. Lad M V8::lre en vilkarlig mamgde~ og lad ~ vrere et system ar 

delmamgder ar M. Lad U vrere systemet ar abne omegne ar 0 i 
" 

C. hIed F(M, C) betegner vi mamgden ar arbildninger .f':IvI ind i 
A 

Co For A E ~, 0 E U og f E F(M,C) sretter vi 
A 

UAo(f) = fg E F(M,C)IVx E A(g(x) - rex) EO)} 

A 

og ror r E F(M,C) sretter vi 

" 
Vis, at B er omegnsbasis ror en topologi pa F(M,C). Vis, at 

A 

F(M,C) med denne topologi bliver et Hausdorrr-ruffi, hvis og 

l;,:un hvis ~ er en overdrekning ar M. 
A 

Den her indf¢rte topologi pa F(M,C) kaldes ofte Z- a-

ben-topologien. Hvis Zer systemet af alle endelige delmreng­

der, kaldes den endelig-aben-topologien. At (fn ) ~ r i en­

delig-aben-topologien er ensbetydende med, at (rn ) konver­

£serer punktvis mod r(bevis det!). For M E ~ bliver Z-aben­

topologien rinest mulig (bevis detl) og det tilsvarende kon­

vcr£,ensbegreb bliver ligelig konvergens pa M (bevis det, nar 

M er et interval pa ~). 
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Svrere opgaver. 

74. Vis, at en arsluttet delmrongde at Ruden isolerede puru~ter 

75. 

ikke er numerabel. Anderledes udtrykt: Enhver numerabel, at­

sluttet delmrengde at R har et isoleret punkt. 

• 0 ,2 . 
V1S~ at den sredvanlige topologi pa R er den eneste tOpOIOgl 

o ,2 
pa R $ som sikrer, at r¢lgende tre betingelser aIle er op-

tyldt: 

1) Vektoraddition er en kontinuert afbildning at 

~2 ~2. d . R' 2 .J:( x.J:( In 1 0 

2) Multiplikation at vektor med reelt tal er en 

kontinuert afbildning ar R2 x Rind i R$ 

3) R2 er et Hausdortr-rum. 
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Es ist etwas Abnliches, sich in einer 

Stadt und in einem Wissensgebiet auszu­

kennen: Man muss von jedem gegebenen Punkt 

zu jedem anderen gelangen konnen. Man kennt 

sich noch besser aus, wenn man. sofort ~en 
" 

l 
bequemsten oder den schnellsten ~ileg von ~ 

einem Punkt zum anderen einzuschlagen ver-

mag. 

G.Polya. G.Szego • 

Kapitel 8. 

Metriske rum. 

Et metrisk rum har en mere specialiseret struktur end et 

topologislc rum. Den metri ske struktur frembringer en topologi 

pa rummet, og det bliver en topologi med srerlig k¢nne egenska­

ber. Eksempelvis grelder aIle adskillelsesaksiomerne samt f¢rste 

t&llelighedsaksiom. Vi gar straks i gang med de f¢rste defini-

tioner. 

Definition 8.1. Lad M vrere en vilkarlig mrengde. En afbild­

ninb dist:MxM ind i Rkaldes en afstandsfunktion pa M)l nar f¢l­

gende betingelser er opfyldt • 

. d1). ~x E M (dist(x,x) = 0) 

d2). ~x, y E M (x ~ y ~ di s t (x? y) > 0) 

d3). ~x,y E M(dist(x 9 y) = dist(y?x» 

d4). ~x,y,z E M(dist(x,z) ~ dist(x,y) + dist(y~z». 

Parret T = (M,dist) kaldes da et metrisk rum. 

Betingelsen d4) kaldes trekantuligheden. 
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Sretning 8.2. Afstandsfu~tionen dist opfylder betingel-

serne 

Bevi s. Lad x, y, z vrere punkter af M. Af d3) og dl.j.) f¢lger 

da umiddelbart 

di s t ( x, y) - di s t ( y, z) ~ di s t ( x, z ) 

dist(y,z) - dist(x,y) ~ dist(x~z), 

og dermed er den f¢rste pastand bevist. Den anden fas ved at 

smnmere ulighederne 

for k = 1~o •• ,n-1. Dermed er sretningen bevist. 

Eksempler. R~R2,R3 og' C er metriske rum med den sredvan-

lige a:Cstand sam afstandsfunkti on. Enhver mrengde M kan organi-

seres som et metrisk rum med afstandsfunktionen defineret ved 

dist(x,y) = ) 1 

L 0 

for 

for 

x ~ y 

x = y 

;]t mctrisk rmn med de nne afstandsfunktion kaldes et diskret me-

trisk rum. 

Mwngden M kaldes den underliggende mrengde for det metri­

sIte rum T = (M,dist). Vi siger punkt af T i stedet for element 

i M. Vi siger puru:tmrengde i T i stedet for delmrengde af Mo Til 

svarende viI vi ogsa bruge de andre geometrisk prregede vendin-

ger, sam vi brugtE: for de topologiske rum. 
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Definition 8.3. Lad T = (M 9 dist) vrere et metrisk rum 9 

a E T et vilkarligt punkt og r et positivt tal. Punktmrengden 

K(a,r) = !x E Tldist(a,x) < rl 

kaldes kugleomegnen af a med radius r. 

Eksempler~ I R bliver K(a,r) det abne interval med midt-

• 2 ' punkt a og lrengde 2r. I R og C bliver det cirkelskiven med cen-

trum a 08 radius r, medens det i it3 bliver kuglen med centrum a 

og radius r. I det diskrete rum indeholder K(a,r) for r ~ 1 

kun pulliltet a, medens K(a,r) for r > 1 omfatter hele rummet. 

S~tning 8.4. Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum o Hvis 

kugleomegnene K(a1,r1 ) og K(a2,r2 ) har en ikke tom frellesmrengde, 

er dist(a1,a2 ) < r 1 + r 2 0 

Bevis. For x E K(a1,r1 ) n K(a2,r2 ) far vi 

dist(a19 a2 ) ~ dist(a1,x) + dist(a2,x) < r 1 + r 2 • 

Dermed er sretningen bevist. 

Eksempel •. I de velkendte rum R,R2 ,R3 og 0 grelder den om-

vendte implikation. Pa den anden side viI to kugleomegne med 

forskelligt centrum i et di skret metrisk rum og med radius 1 a-

benbart tilfredsstille uligheden uden at have punkter frelles. 

Scetnins 8.5. Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum, K(a,r) 

en lcugleomegn i T, og b et punkt af denne kugleomegn o Da grelder 

Bevis. Under de anf¢rte betingelser er dist(a,b) < r, sa 

K(b,r - dist(a,b)) eksisterer.~For x E K(b,r - dist(a,b)) er 

dist(a,x) ~ dist(a,b) + dist(b,x) < r. 

Dermed er sretningen bevist. 
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- -2 -3 - () Eksempel. I rummene R,R ,R og C er r - dist a,b radius 

i den st¢rste kugle med centrum b, som helt er indeholdt i 

K(a,r). I et diskret metrisk rum viI en kugleomegn med radius 

> 1 omfatte hele rummet og dermed helt indeholde aIle andre kug-

ler. 

Sretning 8.6. Kugleomegnene i et metrisk rum er omegnsbasis 

for en topologi. 

Bevis. Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum. For a E T 

findes kugleomegnen K(a,r) for ethvert r > 0, og aIle disse kug­

leomegne indehotder a. For r 1 ~ r 2 er K(a,r1 ) () K(a,r2 ) = K(a,r1 ). 

Dermed har vi vist, at betingelserne b1), b2) og b4) er opfyldt. 

For b E K(a,r) eksisterer der if¢lge sretning 8.5 en kugleomegn 

K(b,r 1 ) ~ K(a,r). Altsa er ogsa bS) opfyldt. 

Definition 8.7. Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum. Den 

topologi pa M, der har kugleomegnene som omegnsbasis, kaldes den 

af afstandsfunktionen dist indicerede topologi pa M. Mrengden M 

med denne topologi kaldes for kortheds skyld det topologiske rum 

T = (M,dist) eller(mere korrekt) det underliggende topologiske 

rmn til T = (M,dist). 

Ved at ga over til det topologiske rum T = (M,dist) ser vi 

bort fra en vresentlig del af strukturen pa det metriske rum 

T = (M,dist). Vi viI imidlertid alligevel have samtlige resul-

tater fra kapitel 7 til radighed. I det f¢lgende skal vi derfor 

i dot vJ3sentlige beskreftige os mod de resultater vi kan opna ved 

at udnytte den yderligere struktur, der foreligger pa det metri­

ske rum. F¢rst viI vi dog vise, at T = (M,dist) er et srerlig 

"pamt \I topologi sk rum. 



MA 8.5 

Sretning 8.8. Det topologiske rum T = (M,dist) er et Haus-

dorff-ru~, for hvilket det f¢rste numerabilitetBaksiom grelder. 

Bevis. Hvis a1 og a 2 er forskellige punkter af T og r 1 ,r2 
er positive tal, som tilfredsstiller r

1
+r 2 < dist(a

1
,a

2
), viI 

K(a
1
,r

1
) og K(a2 ,r2 ) if¢lge sretning 8.4 have tom frellesmrengde. 

Altsa er T er Hausdorff-rum. Enhver kugleomegn K(a,r) indeholder 

K(a?~) for n E N, n > r- 1 • Altsa udg¢r kuglerne K(a,~), n E N 
en omcgnsbasis for punktet a. Dermed er sretningen bevist. 

Sretning 8.9. Enhver kugleomegn i et metrisk rum T = (M,dist) 

er en aben mrengde i det topolog.iske rum T = (M,dist), og enhver 

aben mrengde er foreningsmrengde af kugleomegne. 

Bevis. Sretning 8.5 viser, at ethvert punkt i kugleemegnen 

K(a,r) er et indre punkt, altsa, at K(a,r) er en aben mrengde. 

Hvis 0 er en aben mrengde, lean vi for hvert x E 0 vrelge r(x) > 0, 

saledes at K(x,r(x)) ~ 0, og sa far vi abenbart 0 = U K(x,r(x)). 
xEO 

Dermed er sretningen bevist. 

Definition 8.10. Lad A og B vrere punktmrengder i et metrisk 

rum T = (~1, di st). Tallet 

kaldes afstanden mellem A og B og betegnes dist(A,B). For A = {aJ 

kaldes dist({ a J ,B) ogsa afstanden mellem punktet a og mrengden 

B, og den betegnes dist(a,B) eller dist(B,a). 

,2 
Eksempel. I R har punktmrengderne 

f (x, y) I xy = 0 J og f (x, y) I xy = 11 

(tegn dem!) afstanden O. De er begge afsluttede, og de har ingen 

fmllespunkter. 
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Det er klart, at den saledes indf'¢rte at'stand mellem mreng·, 

der altid viI opt'ylde betingelserne dist(A,B) ~ 0 og 

dist(A,B) = dist(B,A). For A n B ~ 0 er dist(A,B) = O. For 

A = faJ, B = fbJ er dist(A,B) = dist(a,b). For at'stand mellem 

mrengder grelder der ikke nogen relation, som svarer ti 1 trel(ants·· 

uligheden. 

Sretning 8.1'1. For et metrisk rum T = (M,dist) grelder 

Va E: T VA ~ T ( di s t ( a ,A) = 0 <=> a E: A). 

Bevis. Lad a vrere et punkt at' T og A en delmrengde at' T. 

At dist(a,A) > 0 er ensbetydende med, at der t'indes et positivt 

tal r, saledes at K(a,r) n A = 0. Men det er ensbetydende med, at 

a er et ydre punkt for A. Altsa er dist(a,A) = 0 ensbetydende med, 

at a ikke er et ydre punkt t'or A, altsa med a E: A. Dermed er 

sretningen bevist. 

Det'inition 8.12. Lad T = (M,dist) vrere et metris1\: rum og 

A ~ M en vilkarlig delmamgde. Det metriske rum, :avis underlig­

gende mrengde er A, og hvis at'standsf'unktion er restriktionen at' 

dist til AxA, kaldes det metriske delrum A at T (eller blot del­

rummet A at' T). 

Det er helt indlysende, at betingelserne d1), •• o,d4) be­

vares ved restriktion til AxA, saledes at restriktionen at dist 

virkelig er en at'standstunktion. 

Sretning 8.13. Topologien pa det metriske delrum 

A ~ T = (M,dist) er identisk med delrumstopologien pa A optat­

tet som delrum at det topologiske rum T. 

Bevis. En kugleomegn med centrum a og radius r > 0 i det 
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metriske delrum A er netop A n K(a,r), altsa en omegn i det to­

pologiske delrum A. En omegn U a~ a i det topologiske delrum A 

har ~ormen U := A n V1 hvor V er en omegn a~ a i rummet To Men 

sa indeholder V en kugleomegn K(a1r)~ og dera~ ~¢lger, at U in­

deholder A n K(a,r), hvilket er en omegn i det metriske delrum 

A. Altsa er U en omegn a~ a i det metriske delrum A. Dermed er 

sffitningen bevist. 

Eksempel. A~stands~unktionen pa R er givet ved 

dist(x,y) := Iy-xl. Den samme de~inition kan altsa bruges pa en­

hver delmrengde a~ R, ~.eks. pa ethvert interval og pa Q,Z,N etc. 

Vi bemrerker, at Z ikke er et diskret metrisk rum, selv om Z er 

et diskret topologisk rum. 

Sretning 8.14. Lad T1 = (M1,dist1 ) og T2 = (M2,dist2 ) vrere 

metriske rum. En a~bildning ~:T1 ind i T2 er' kontinuert i a E T1, 

hvis og l{.un hvis ~¢lgende betingelse er op~yldt: 

Bevis. Den sidste del af betingelsen, startende med Vx, 

udtrykker, at kuglen K1(a,o) i rummet T1 afiildes ind i kuglen 

K2(~(a),8) i rummet T2, altsa at ~-1(K2(~(a),8)) ~ K1(a,o). He­

Ie betinbelsen udtrykker der~or, at enhver omegn a~ ~(a) som 

originalmrengde har en omegn a~ a. Dermed er sretningen bevist. 

Betingelsen ~or, at ~:T1 ind i T2 er kontinuert, ~as altsa 

ved helt til venstre i betingelsen i sretning 8.14 at til~¢je 

Va E T
1

0 

De~inition 8.15. To metriske rum T1 = (M,dist1 ) og 

T2 := (IVI,dist2 ) kaldes rekvivalente, hvis de underliggende topo­

logiske rum er identiske, og a~stands~unktionerne dist1 og dist2 

kaldes da ogsa rekvivalente. 
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Det er klart, at "rekvivalent med" virkelig bliver en rek-

vivalensrelation i begge til~relde. Det er selv~¢lgelig vresent-

ligt~ at T1 og T2 har samme underliggende mrengder. 

Sretning 8.16. Lad T1 = (M,dist1 ) og T2 = (M,dist2 ) vrere 

topologiske rum med samme underliggende mrengde. N¢dvendigt og 

tilstrrekkeligt, ~or at topologien pa T2 er ~inere end topologi­

en pa T1~ er, at f¢lgende betingelse er opfyldt: 

idet K1 (a,r) er en kugle i T
1

, medens K
2
(a,s) er en kugle i T

2
• 

N¢dvendigt og tilstrrekkeligt ~or, at T1 og T2 er rekvivalente, er, 

at ovenstaende betingelse er op~yldt tillige med betingelsen 

Bevis. Den f¢rste betingelse udtrykker, at enhver kugleom­

egn (og dermed enhver omegn) i T1 er en omegn i T2 , altsa, at 

T2 er ~inere end T
1

• At begge betingelser er op~yldt er der~or 

ensbetydende med at topologien pa T2 er finere end topologien pa 

T1 , og at topologien pa T1 er ~inere end topologien pa T2, altsa, 

at de to topologiske rum er helt identiske. 

Eksempel. Det metriske rum Z er rekvivalent med Z med den 

diskrete metrik. 

Vi skal nu beskre~tige os med sp¢rgsmalet om produld af to 

metriske rum T1 = (M
1
,dist1 ), T2 = (M2,dist2 ). For elementerne 

i M
1

xlvI
2 

viI vi benytte de a~kortede betegnelser !. = (x
1
,x2 ), 

~ = (Y1'Y2) etc. 

Sretni!)g 8.17. Lad T1 = (M1,dist1 ), T2 = (M2,dist2 ) vrere 

metriske rum. Vi sretter 
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dist(lS,;yJ =V«dist1(x1 'Y1))2 + (dist2(x2'Y2))2) 

dist'(lS,;Y.) = SUp{dist1(x1 'Y1)' dist 2(x2 'Y2)1 

di s t tf ( lS, ;z) = di s t 1 (x 1 ' Y 1) + di s t 2 ( x 2 ' Y 2 ) • 

Sa er dist, dist' og dist" indbyrdes rekvivalente afstandsfunk­

tioner pa M1xM2 og den frelles topologi pa (M1xM2,dist ), 

(M1xM2,dist') og (M1xM2,dist ll
) er topologien pa det topologiske 

produktrum T1xT2• 

Bevis. Det er klart, at dist, dist' og distil tilfredsstil­

ler d1), d2) og d3). Vi skal Vise, at dist tilfredsstiller d4). 

Det bliver et kedsommeligt regnestykke, men her er det altsa: 

dist(lS,~J =V«dist1(X1 'Z1))2 + (dist2(x2 'Z2))2) ~ 

V«dist1(x1 'Y1) + dist1(Y1'Z1))2 + (dist2(x2 'Y2) + dist2(Y2'Z2))2)= 

V«dist(lS,;Z))2 + (dist(;z,~))2 + 

Nu metter vi for kortheds skyld 

og benytter vurderingen 

Derved far vi 
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dist(!,~) ~ 

V((dist(!,~))2 + (dist(~,~))2 + 2dist(!,~)dist(~,~)) = 

di s t (,!, ~) + di s t ( ~, ~) , 

og dermed har vi vist, at dist tilfredsstiller trekantsulighe­

den. 

Det g&r lettere at vise, at dist' tilfredsstiller trekants­

uligheden: 

dist'(x,z) = supfdist1(x1,z1)' dist2(x2 ,z2)1 ~ 

sup f di s t 1 (x 1 ,y 1) + di s t 1 (y 1 ' z 1 ), di s t 2 ( x 2 ' Y 2) + di s t 2 ( y 2 ' z 2 ) 1 ~ 

su p ( f dis t 1 ( 6l: 1 ,Y 1 ) , di s t 2 ( x 2 ' y 3 ) 1 + f di s t 1 (y 1 ' z 1 ) , eli s t 2 ( y 2 9 Z 2 ) 1) =: 

aupfdist1(x1'Y1),dist2(x2'Y2)1 + supfdist1(Y1,z1),dist2(Y2,z2)1 = 

dist'(!,~J + dist'(Y,~). 

At trekantsuligheden grelder for dist" er helt trivielt. Vi 

har saledes vist, at dist, dist' og dist" er afstandsfunktioner 

p& M
1

xM2 , Vi bemrerker nu, at de tre afstandsfunktioner tilfreds­

stiller ulighederne 

Heraf f0lger at en kugle med centrum a og radius r svarende til 

en af afstandsfunktionerne vil indeholde kuglen med centrum a 

og radi us ~r svarende til enhver af de andre afstandsfunlcti oner. 

Af s~tning 8.16 f0lger derfor, at de tre afstandsfunktioner er 

indbyrdes rekvivalente. De svarer alts& til den samme topologi 

p& M1xM2 o Vi mangler derfor blot at vise, at dist' svarer til 

produldrums topologi en, 
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En kugleomegn Kt(~,r) svarende til dist' er abenbart net­

o:p givet ved 

og er derfor en omegn af ~ i :produktrumsto:pologien. En omegn U 

af ~ i :produktrumsto:pologien indeholder en basisomegn af formen 

U1 x U2 ? hvor U1 er en omegn af a 1 i T1 og U
2 

er en omegn U2 af 

a 2 i T20 Men sa findes der et tal r > O~ saledes at 

K1 (a1y r) <; U1 og K2 (a2 ,r) <; U2 , og vi far 

Altsa er U en omegn af ~ i den to:pologi, der svarer til dist'. 

Dermed er smtningen bevist. 

Idet vi udnytter den naturlige hom¢omorfi mellem :produkt­

rwnmene T1x ••• xT og (T1x ••• xT 1)xT, udvides smtningen umid-n n- n 

delbart ved indlliction til :produkter af n metriske rum 

T. = (M., di st. ), j = 1, ••• , n. 
J J J 

Vi far i dette tilfmlde, at to:pologien i :produktrummet svarer 

til tre indbyrdes mkvivalente afstandsfunktioner dist, dist' og 

dist'l som for x = (x1y ••• ,xn ), il. = (Y1'."'Yn) defineres ved 

n 2 
dist(x,y) = v' ~ (dist .(x .,y.)) 

j =1 J J J 

n 
~ dist.(x.,y.). 

j =1 J J J 

Produktrummet T = (M1x ••• XMn ,dist) kaldes det Euklidiske :produkt 

af T1 p 0 .,Tn , 



"n" " Det n-dimensionale talrum er produktrummet R = Rx ••• xR 

(n faktorer). Som metrisk rum er det organiseret ved afstands-

funktionen dist, defineret ved 

men det er rekvivalent med de metriske rum, der fas ved at benyt-

te afstandsfunktionerne 

Ved kontinuitetsunders¢gelser for afbildninger :fra eller 

ind i kn kan man altsa frit vrelge den af de tre afstandsfunk-

tioner, det i det foreliggende tilfrelde er mest bekvemt at ar-

bejde med. 

Definition 8.18. Lad T1 = (M1,dist1 ) og T2 = (M2,dist2 ) 

vrere metriske rum. En afbildning f:T1 ind i T2 kaldes a:fstands­

formindskende 1 hvis den tilfredsstiller betingelsen 

Hvis li~hedstegnet grelder for aIle x og Y, kaldes afbildningen 

isometrisk. 
\ 

Vigtige eksempler pa a:fstandsformindskende afbildninger 

er projeldi onerne af det n-dimensi onaliel talrum pa et koordina t-

underrum~ f.ekso den ved 

p ( x 1 ~ • • • ~ xn ) = ( x 1 ~ ••• , x <1) , <1 < n 

-n 0 -<1 t definerede afbildning p:R pa R $ Srerligt vigti ge er projelc i 0-

-no-nerne p.:R pa R, som define res ved 
J 

p.(x
1

, ••• ,x ) = x. 
J n J 
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Scetning 8.19. Enhver afstandsformindskende afbildning er 

kontinuert. Enhver isometrisk ai'bildning er kontinuert og in­

jektiv. Hvis en isometrisk afbildning er surjektiv, er den en 

hom¢omorfi. 

Bevis. Hvis f:T1 ind i T2 er afstandsformindskende, o~­

fyIdes kontinuitetsbetingelsen i scetning 8~14 ved valget 6' = 8. 

En isometrisk afbildning er afstandsformindskende og derfor kon­

tinuert. Hvis f er isometrisk og f(x) = fey) er 

dist(x,y) = dist(f(x),f(y» = 0, altsa x = y. Altsa er f injek-

tiv. Hvis f tiIIige er surjentiv, findes der en omvendt afbiId­

ning f-1, og dct er klart, at f- 1 ogsa er isometrisk og dermed 

kontinuert. Altsa er f en hom¢omorfi. Dermed er scetningen be-

vi st. 

Scetning 8.20. Lad T = (M,dist) vcere et metrisk rum. Da er 

dist:TxT ind i R en kontinuert afbildning. 

If¢lge scetning 8.17 svarer topologien pa TxT til afstands­

funkti onen di s t 1/ definere t ved 

distl/(!.,;yJ = dist(x1 'Y1) + dist(x2 'Y2) 

for x = (x1 ,x2 ), y = (Y1,Y2 ). Vor scetning viI f¢lge af scetning 

8.19, hvis det lykkes os at vise, at dist er afstandsformind­

skende, nar distil benyttes som afstandsfunktion pa TxT. Nu er 

sa far vi 
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Hvis vi foretager den samme regning med rollerne byttet for x 

og y, far vi 

dist(Y1'Y2) - dist(x1 ,x2 ) ~ dist"(2S,y), 

og de to uligheder er netop ensbetydende med, at 

I di s t (y 1 ,y 2) - di s t ( x 1. ' x2 ) I ~ di s t " ( [!, ;l) , 

hvilket netop viser, at det er afstandsformindskende. Dermed er 

sretninben bevist. 

Det er klart, at sretning 8.20 er en meget naturlig sret­

nin6, 08 at man pa forhand matte habe pa dens gyldighed. Den viI 

ogsa senere vise sig meget nyttig. 

Sretning 8.21& Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum og 

A ~ T en punktmrengde. Da er den ved ~(x) = dist(x,A) definerede 

afbildning ~:T ind i R kontinuert. 

Bevis. Lad x og y vrere vilkarlige punkter af T. Lad r 

vrere et positivt tal> dist(x,A). Sa er A n K(x,r) ~ 0. If¢lge 

sretning 8.5 er 

K(x,r) ~ K(y,dist(x,y)+r), 

og derfor er A n K(y,dist(x,y)+r) ~ 0, altsa 

dist(y,A) ~ dist(x,y)+r • 

Da dette grelder for ethvert tal r > dist(x,A), kan vi slutte, at 

di s t ( y, A ) ~ di s t ( x, y) + di s t ( x, A) , 

al tsa 

Ved 3t lade x og y bytte roller i regningerne far vi den tilsva­

rende ulighed med x og y byttet om, og de to uligheder er ens­

betydende med, at 
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l<p(y) - <p(x)1 ~ dist(x,y), 

altsa at <p er afstandsformindskende og dermed kontinuert. Der-

med er sretningen bevist. 

Definition 8.22. Lad T = (M,clist ) vrere et metrisk rum, 

og lad A ~ T vrere en punktmrengde. Da kaldes 

supfdist(x,y)lx,y E Al 

diameteren at' A og betegnes diamA. Hvis diamA < 00, kaldes A en 

begrrenset punktmrengde. Hvis diamT < 00, kaldes T et begrrenset me­

trisk rum, og afstandsfunktionen dist kaldes begrrenset. En 

punktf¢lge (an) pa T kaldes begrrenset, hvis punktmrengden 

fanl n E NJ er begrrenset. 

Begrrensethed er en metrisk og ikke en topologisk egenskab. 

E~1ver afstandsfunktion er nemlig rekvivalent med en begrrenset 

afs tandsfunkti on. Lad dist:MxM ind i :R vrere en afstandsfunktion. 

For x,y E M sretter vi 

Det er da klart, at dist1 tilfredsstiller d1), d2) og d3)o For 

dist(x,y) + dist(y,z) ? 1 er dist1(x,y) + dist1(y,z) ~ 1 og 

dist1 opf'ylder trekantsuligheden. For dist(x,y) + dist(y,z) < 1 

er dist(x,z) < 1, og trekantsuligheden for dist1 f¢lger derfor 

umiddelbart af trekantsuligheden for dist. Altsa er dist1 en af­

standsfunktion. Det er klart, at dist1 er begrrenset og rekviva­

lent med dist. 

Eksempel. En kugleomegn er en begrrenset mrengde. En kugle­

omegns diameter er h¢jst det dobbelte af dens radbus, men den 

kan vrere meget mindre. 
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S83tning. 8.23. En m83ngde A i et metrisk rum T = (M~dist) 
er begrwnset, hvis og kun hvis den kan overd83kkes med endelig 

mange lcugleomegne. 

Bevis. Hvis A er begrrenset, a E A og r > diamA, er 

A ~ K( a, r)" Dermed har vi bevi st "kun hvi s ". Lad os nu antage ~ 

at 

A ~ K1 (a1 ~r1 )lJ •• olJKn(an,rn ). 

Vi vrelger PER, saledes at dist(aj,ak ) ~ P for j,k = 1, ••• ,n, 

og saledes at rj ~ P for j = 1, ••• ,n. For x,y E A, kan vi vrelge 

j og 1(~ saledes at x E K(aj,r j ) og y E K(ak,rk ) og vi far da 

Dermed er sretningen bevi st. 

En punktf¢lge (an) pa et metrisk rum T = (M,dist) konver­

gerer mod a E T, hvis og kun hvis f¢lgende betingelse er opfyldt. 

Det ses umiddelbart, at denne betingelse virkelig snemmer over-

ens med den betingelse, vi benyttede i et topologisk rum. Det er 

selv~¢leelig uvresentligt, om vi skriver ~ N, ~ 8 eller udelader 

det ene eller begge lighedstegn. 

De~inition 8.24. En punktf¢lge (a ) pa et metrisk rum 
n 

T = (M,dist) kaldes en ~undamental~¢lge, hvis f'¢lgende betingel-

se er opfyld t : 

Det ses umiddelbart, at denne betingelse virkelig stemmer over­

ens med den betingelse, vi benyttede i et topologisk rum. Det 

er selv:f¢lgelig uvresentligt, om vi skriver ~ N, ~ 8 eller ude-

lader det ene eller begge lighedstegn. 
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Definition 8.24. En punktf¢lge (an) pa et metrisk rum 

T = (M~dist) kaldes en fundamentalf¢lge, hvis f¢lgende betingel-

se or opfyldt: 

Begrebet fUndamentalf¢lge er knyttet til metriske rum~ og 

det Imn ikke generaliseres til helt generelle topologiske rum, 

Det afb¢rende er, at rummet har sa megen struktur, at det har en 

mening at tale om liens" eller "lige store" omegne af forslcellige 

punkter. 

Sretni!l8' 8.25. Enhver fundamentalf¢lge er begramset. 

Bevis. Lad (an) vrere en fundamentalf¢lge pa et metrisk rum 

T = (M~dist). Vi vrelger N~ saledes at 

Udenfor kuglen K(aN~1) findes kun endelig mange af punlcterne an' 

Altsa kan mrengden fanln E NJ drekkes med endelig mange kugler, 

Sretningen f¢lger derefter af sretning 8.23. 

Smtning 8.26. En konvergent f¢lge er en fundamentalf¢lge. 

Bevis. Lad (a ) vrere en f¢lge pa T = (M~dist)~ konvergent n 

mod a E T, og lad 8 vrere et positivt tal. Vi vrelger N E N, sa-

ledes at 

For m~n ? N far vi da 

Altsa er (a ) en fundamentalf¢lge, Dermed er sretningen bevist~ n 
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fretnlpg 8027-. En :fundamental:f¢lge, som har en konvergent 

del:f¢lge 9 er selv konvergent. 

Pevi s. 

og lad (a 
Pn 

) 

positivt tal. 

Lad (an) vrere en :fundamental:f¢lge 0 T = (M,dist) pa 

~ a E T vrere en del:f¢lge a:f (a ), og lad 8 vrere et n 

Vi vrelger N E N, saledes at 

kan vi vrelge mEN, saledes at Pm ~ N og 

1 2'8. For n ~ N har vi da 

di s t ( a , an ) ~ di s t ( a , a ) + di s t ( a ,a) $ 8. 
Pm Pm n -

Dermed har vi vist, at (a ) ~ a? og dermed er sretningen bevist. n 

De:finition 8.28. Et metrisk rum T = (M,dist) kaldes :fuld-

strnndiBt, hvis enhver fundamental:f¢lge pa T er lwnvergent. 

Eksempel. De metriske rum R og G er :fuldstrendige. Delrum­

met Q a:f R er ikke :fuldstrendigt. En :f¢lge pa et diskret metrisk 

rum er en :fundamental:f¢lge, hvis og kun hvis dens elementer :fra 

et vist nummer at regne er indbyrdes identiske, og :f¢lgen viI 

der:for vrere konvergent. Altsa er et diskret metrisk rum :fuld-

strnndigt. 

Hvis T1 = (M,dist1 ) og T2 = (M,dist2 ) er rekvivalente me­

triske rum, og T1 er :fuldstrendigt, kan vi ikke slutte, at T2 er 

:fuldstrendigt. Fulds trendighed er der:for en me tri sk og ikke en to·~ 

pologisk egenskab ved et metrisk rum. 

Elmompel. Vi vrelger T1 = R med den sredvanlige a:fstands:funk·­

tion dist1(x,y) = Iy-x/. Vi vrelger T2 = (R,dist2 ), hvor 

dist~(X9Y) = IArctg y - Arctg xl. Sa er T1 og T2 rekvivalente me­

tri slec r'um. Rummet T1 er fuldstrendigt. F¢lgen (n) er en fundamen­

talf'¢18e pa T2, m'3n ikke lwnvergent. 
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Sretning 8.29. Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum og 

A ~ T en punktmrengde. Hvis det metriske delrum A af T er et 

fuldstrendigt metrisk rum, er A en afsluttet delmrengde af T. Hvis 

T er fuldstrendigt og A afsluttet, er det metriske delrum A fuld-

strendi£t. 

Bevis. Lad os f¢rst antage at det metriske delrum A er 

fuldstrendigt, og lad a vrere et punkt af A. For ethvert n E N 
kan vi da vrelge an E A n K(a,~). Lad 8 vrere et positivt tal. Vi 

vrelger N ~ ;. For m,n ~ N har vi da am,an E K(a,~), altsa 

dist(a ,a ) ~ 8. Dermed har vi vist, at (~n) er en fundamental-m 11. 

f¢lge pa A, altsa konvergent mod et grrensepunkt b E A. Pa den 

anden side har vi ogsa for n ~ N, at dist(a,an ) ~ 8. Altsa grel­

der (an) ~ a. Men da (an) h¢jst konvergerer mod et punkt af T, 

far vi a = b, altsa a E A. Dermed har vi vist, at A er afsluttet. 

Lad os dernrest antage, at T er fuldstrendigt, og at A er afslut­

tete Lad (an) vrere en fundamentalf¢lge pa A. Sa er (an) ogsa en 

fundamentalf¢lge pa T, al tsa konvergent mod a E T. Men sa lean 

a ikke vrere et ydre punkt for a, og da A er afsluttet, kan vi 

slutte, at a E A. Dermed er sretningen begist. 

Eksempel. Et interval pa R er et fuldstrendigt metrisk rum, 

hvis og kun hvis det er afsluttet. 

Smtning 8.30. Lad T1 = (M1,dist1 ) og T2 = (M2,dist2 ) vmre 

fuldstrendige metr~ske rum. Da viI de i sretning 8~17 omtalte 

produktrum (M 1xM2,dist), (M1xM2,dist') og (M1xM2,dist tl
) alle vre­

re fuldstrendige. 

Bevis. Lad (a ), hvor a = (a',a ll
) vrere en fundamentalf¢l--n -11. n n 

ge i et af de tre produktrum. Pa grund af ulighederne 



{i 
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til en sadan f¢lge vrere fundamentalf¢lge i aIle tre produktrum. 

Pa grund af ulighederne 

di s t (a tat) ~ di s t t ( a a)' di s t ( a II a ") ~ di s t t ( a a) 1 m' n - -m'-n ' 2 m' n - -m~-n ' 

'viI koordinatf¢lgerne (a~) og (a~) vrere fUndamentalf¢lger og 

derfor konvergente. Men af (a') ~ a' og (a ") ~ a" f¢lger n n 
(a ) ~ (a',a") i det topologiske produktrum og dermed i hvert -n 
af de tre metriske produktrum. Dermed er sretningen beviste 

Ved induktion udvides sretningen umiddelbart til produkter 

af flere metriske rum, 

-n Sffitning 8.31. Det metriske rum R er fUldstrendigt. 

Bevis. F¢lger umiddelbart af sretning 8.30. 

Vi skal i denne forbindelse ganske kort minde om den mere 

detaljerede geometriske struktur pa Rn. For punkter i Rn viI vi 

anvende betegnelser x = (x1 , ••• ,xn ) 

har vektoradditionen 

~ + ~ = (x1 + y 1 ,···,xn + Yn ) 

og for A E R har vi produktet 

Vi minder om nule.rettet (nulvektoren) 

Q. = (0, ••• ,0). 

-n -n L For a E R og b E R , hvor ~ T Q, er 

[(1-t)~ + t b t E Rl 

den rette linie gennem ~ og Q og 
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f( 1-t)~ + t 12. I t E [0,1 J1 

er det afsluttede liniestykke med endepuructer a og £ • 

Vi indf¢rer det indre produkt 

for hvilket vi har regnereglerne 

Det reelle tal 

kaldes normen af x • Det er ikke negativt. For A,~ E R er 

IIA~ + ~~112 ::; (A!. + ~l.) • (A!. + /-ly) ::; 

1I!.1I2A2 + 2(~.~)A~ + lIy,,2~29 

og da dette andengradspolynomium i A og ~ saledes ikke antager 

negative vrerdier, kan vi slutte, at 

Dette er Cauchy-Schwarz's ulighed o 

For A ::; ~ ::; 1 giver relationen ovenfor 

( 1 ) 

og vurdering ved Cauchy-Schwarz' ulighed giver 

Normen har saledes egenskaberne 



n1) IIQII = 0 

n2) V~ E: rl\fQl (/'I~" > 0) 

n3) V~,x.. E Rn(lI~ + ;y:II ~ II~II + II;y:II) 

n4) V~ E Rn 
VA E R (II,,-xll = I "- III~II) 0 
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Her medf¢rer n1), n2) og n3), at dist(~,;y:) = 1I;y:-~1I er en afstancs­

funktion pa Rn , og dette er netop den ovenfor benyttede afstand 

i Rn opfattet som Euklidisk produktrum. Pa grund af n4) kaldes 

Rn et normeret vektorrum. 

t • ,n Af Cauchy-Schwarz s ullghed f¢lger, at der for x,y E R y 

~ t Q, x.. t 0 findes netop et tal L (x,x..) E: [O,ff], saledes at 

• 

Tallet L (~,;y:) kaldes vinklen mellem x og ;L. At (1) i'ar vi ved 

at erst3tte ~ med -;L relationen 

som er cosimusrelationen for trekanten med vinkelspidsen Q, x 

og ;y:. 

Vi har fors¢gt at antyde, hvorledes organisationerne af 
og 

Rn som vektorrum som metrisk rum kan sammenbygges og udbygges, 

til den komplicerede organisation vi plejer af kalde en Eukli-

disk geometri. 

Det kan ogsa lade sig g¢re at konstruere uendeligdimensio--

nale rum med mange af de endelige rums geometriske egenslcaber 

i behold. Vi viI kort omtale et vigtigt eksempel. 
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Ivied Iv! bete,gner vi mrengden af' reelle talf'¢lger a = (an)' 
2 f'or hvilke rrekken (an) er konvergent. For ~, b E M, har vi 

og sammenligningskriteriet giver, at rrekken ((a +b )2) er kon­n n 

vergent. Alts& def'inerer 

en 8.ddition pa Mo For A E R og a E M er rrekken (Aa ) konvergent, n 

og derfor er produktet 

defineret. Dermed er M organiseret som vektorrum. 

Pa grund af vurderingen 

er rwkken (anbn ) absolut konvergent, og vi kan derf'or definere 

det indre produkt 

00 

~ a b 
n=1 n n 

Vi indser umiddelbart gyldigheden af' regnereglerne 

a . b = b 0 a 

£" (:£+02) = aob + aoc 

A(§.":£) = A~ob = aOAb , A E It 0 

Vi seet ter nu 



.Af Cauchy-Schwarz's ulighed i'¢lger 

N 
~ a b nn 

n=1 

N 2 N 2 
v( ~ an ~ b ) ~ 11.£1111:£11, 

n=1 n=1 n 
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og i'or N ~ 00 i'ar vi 

Dette er Cauchy-Schwarz I ulighed f'or f'~51gen. 

Vi kan nu umiddelbart kopiere resten ~f' de regninger, vi 

udf'¢rte f'or Rn. Vi har saledes organiseret en mrengde af' tali'¢l-

ger med en geometrisk struktur, der i mange henseender minder 

om geometrien pa Rn. 

Def'ini ti on 8.32. Det ove nf' 01' omtal te normerede vel~tor-

rum, hV:L s nunkter er talf'¢lger a = (a) f'or hvilke rrokken (a ) 
J::;' -- n' n 

er konvergent, kaldes Hilberts talf'¢lgerum og betegnes Roo. 

For korthedl3 skyld viI vi of'test blot ImIde Roo Hilbert 

rummet, men det eJ> ulwrrekt, idet betegnelsen Hilbertrum anven-

des om on meget mE:re omf'attende klasse af' normerede vektorrum. 

SSJtni.na 8.3). Hilberts tal:f'¢lgerum er f'uldstamdigt. 

BE~vi s. Lad (a ) 1 hvor a = (ank IkE i~) vrere en fundamen--n -n 
talf'0lgc i Hilberl~rummeto Dette betyder, at f'¢lgende betingelse 

er opf'yJ.dt: 

Pa grunc_ at' uIighE,den 
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far vi for ethvert kEN, at 

V8 > 0 3N E N Vm,n ~ N(/amk - ank / ~ 8), 

hvilket viser, at (ank/n E N) er en fundamentalfplge, og derfor 

konvergent med en grrensevrerdi ak • 

Lad nu a vrere et positivt tal. Vi vrelger N E N saledes at 

hvilket mere udfprligt skrives 

00 2 2 
Vm,n ? N( ~ (a k - ank ) ~ 8 ) • 

k=1 m 

Lad p vrere et naturligt tal. Vi har da 

p 2 2 
Vm,n ~ N( ~ (amk - ank ) ~ 8 ). 

k=1 
Lad n vrere et naturligt tal. Uligheden i parente sen er da gyl-

dig for ethver mEN og vi kan foretage grrenseovergangen m ~ 00, 

som giver 

Da dette grelder for aIle pEN, kan vi nu lade p ga mod 00, hvil­

ket giver 
00 2 2 

Vn ~ N( ~ (ak-ank ) ~ 8 ) • 
k=1 

Heraf f¢lger, at for n ~ N er (ak-ank/k E N) et punkt i Hilbert­

rummet. Da (ank/k E N) ogsa er et punkt i Hilbertrummet, er 

summen Q = (ak ) et punkt i Hilbertrummet, og den sidste rela­

tion kan skrives 

Dermed har vi vist, at (~n) ~ ~ , altsa at Roo er et fUldstren­

digt rum. 



Eksempel. Hvis ~ = (an) er et punkt i ROO gar f¢lgen 

( I ani) mod 0, og den har derfor et st¢rste element II~II'. Det er 

let at vise 9 at II~"! er en norm pa vektorrummet Roo, og den sva-

-n rer abenbart til en afstandsfunktion analog med dist' for R • 

Da 11£11 t ~ 11£11 giver II all " en grovere topologi pa Roo end II.§:.II. Da 

en ved II~II < 8 defineret kugle abenbart ikke indeholder nogen 

kugle dcfineret ved en ulighed af formen II~I/t < 8 1, er den ved 

II.§:.II f definerede topologi effekti vt grovere end den ved I/.§:.II de-

finerede. De to afstandsfunktioner er altsa ikke rekvivalente. 

Det skal tilf¢jes, at 1/£11' er defineret pa hele vektorrummet 

af begrwnsede reelle taIf¢lger, og det vektorrum har jo aben­

bart Roo som regte underrum. En norm defineret ved II.§:.II If = ~ I an I 
eksisterer kun pa det regte underrum af Roo, der omfatter de ab­

solut konvergente f¢lger, og pa dette underrum definerer I/Q.I/" 

en topologi, der er effektivt finere end delrumstopologien. Ud­

arbejdelsen af beviser for de i dette eksempel fremsqtte pa-

stande viI blive stillet som ¢velsesopgaver. 

Definition 8.34. Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum. En 

afbildning ~:T ind i T kaldes strerkt afstandsformindskende, hvis 

der findes et tal k E ]0,1[, saledes at 

Vx,y E T(dist(~(x),~(y)) ~ k dist(x,y)) • 

Eksempel. De tidligere omtalte projektioner er afstands-

formindskende uden at vrere strerkt afstandsformindskende. 

Vi er interesserede i at bestemme l¢sningerne til lignin­

gen ~(x) = x, hvor ~ er den i definition 8.34 omtalte afbildning. 

Enhver l¢sning til ~(x) = x kaldes et fixpunkt for af'bildningen 
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Sammen med cp viI vi ogsa betragte de itererede afbild-

2 3 ninger cp = cpocp ,cp = cpocpocp, ••• , Det er klart, at et fixpunkt 

for cp ogss. er fixpunkt for enhver af de itererede afbildninger. 

Scetning'8.35. En stcerkt afstandsformindskende afbildning 

cp :rf ind i T, hvor T er et fuldstcendigt metrisk rum, har netop 

et fixpunkt, og for yET konvergerer f¢lgen (cpn(y)) mod dette 

fixpunkt. 

Bevis. Vi benytter betegnelserne fra definition 8.34, og 

k E ]O,1[ tcenkes valgt i overensstemmelse hermed. Lad nu a og b 

vcere fixpunkter for cp. Sa er 

altsa 

(1-k)dist(a,b) ~ O. 

Heraf f~lger imidlertid dist(a,b) ~ 0, altsa a = b. Dermed har 

vi bevist, at cp h¢jst har et fixpunkt. 

da 

Lad nu y vcere et vilkarligt punkt af T. For n E N har vi 

dist(cpn+1(y),cpn+2(y)) = dist(cp(cpn(y)),cp(cpn+1(y))) ~ 

k di s t ( cp n ( y ) , cp n + 1 (y ) ) • 

Ved ~entagen anvendelse af dette resultat far vi 

For n E N, pEN far vi heraf efter gentagen anvendelsG af tre·· 

kantsuligheden. 

c1ist(cpn(y),cpn+p (y)) ~ P;1dist(cpn+j(y),cpn+j+1 (y)) ~ 
j=O 

p-1 . 00 • 

~ kn+J c1ist(y,cp(y)) ~ kndist(y,cp(y)) ~ k J = 
k=O k=O 

kn di s t ( y 2 P (y ) ) 
1-k 



.. 
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';": 
':', 

Det sidste udtryk konvergerer mod 0 for n ~ 00 • Vi har saledes 

vist, at 

Ve > 0 3N E N Vn ~ N Vp E N(dist(~n(y),~n+1(y)) ~ e) • 

Vi har dermed vist, at (~(n)(y)) er en fUndamentalf¢lge. Da T 

er fuldstrendigt, konvergerer (~(n)(y)) mod et grrensepunkt a E T. 

For n E N fandt vi ovenfor 

hvilket ogsa kan skrives 

Da ~ er afstandsformindskende, er ~ kontinuert. Fa TxT grelder 

derfor 

og da dist er kontinuert, grelder 

Ved grwnseovergangen n ~' 00 giver (2) derfor 

dist(a,~(a)) = 0, 

hvilket viser, at a er fixpunkt. Dermed er sffitningen bevist. 

Eksempelo For e E ]0,1[ betragter vi den ved 

~(x) = a,-- e sin x 

definerede afbildning ~:R ind i R. Vi har for x,y E H, at 

~(y) - ~(x) = e(sin x - sin y) = 

2e cos X;y sin X;y , 

altsa 

I~(y) - ~(x)1 ~ ely - xl • 
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AltSQ er ~:R ind i R strerkt a~stands~ormindskende. Af sretning 

8036 ~¢lger der~or, at ligningen 

x + e sin x = a 

har en og kun en l¢sning, og at (~n(x)) konvergerer mod denne­

l¢sning. Det er i dette til~relde let at vise, at ligningen har 

neto:p en l¢sning, da ~unktionen :pa venstre side er strengt vok­

aende 08 kontinuert og voksen ~ra -00 til 00 • Det interessante 

ep~ at vi ogss. far at vide, hvorledes vi kan danne en tal~¢lge, 

der konvergerer mod l¢sningen~ 
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Lette opgaver. 

1. Lad ~:R ind i R vrere en strengt voksende funktion. Vis, at 

den ved dist(x,y) :::: I~(Y) - ~(x)1 definerede afbildning er 

en afstandsfUnktion pa R. 

2. Tegn skitser af kugleomegne i R2 svarende til hver af de tre 

afstandsdefinitioner (hvor ~ :::: (x1 ,x2 ), ~ :::: (Y1'Y2)): 

dist(~9Y) = V((Y1-X1)2 + (y2-x2 )2) 

di s t ' ( x, ~ ) :::: sup flY 1 - x 1 I , 1 Y 2 -x 21 1 

dist"(x,y) :::: IY1- X11 + ly2-x21 • 

3. Lad ~:[0900[ ind i [o,oo[ vrere en voksende fUnktion, som til-

fredsstiller betingelserne 

1). ~(o) = 0 

2). Vx > 0 (~(x) > 0) 

Lad M vrere en vilkarlig mrengde, og lad dist:MxM ind i R vrere 

en afstandsfunktion pa M. Vis, at ~Odist:MxM ind i R er en 

afstandsfunktion pa M. 

4. Unders¢g, hvilke af betingelserne d1), ••• ,d4) der tilfreds­

stilles af den ved dist(x,y) = Iy-xl + ~(y-x) definerede af­

bildning dist:RxR ind i R. 

5. Vis, at det for hvilket som heIst valg af 3 blandt betingel­

serne d1), ••• ,d4) er muligt at finde en mrengde M og en af-
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bildning dist:MxM ind i R, saledes at de 3 valgte betingel-
, 

ser er opryldt, me dens den rjerde ikke grelder (opgave 4 gi-

ver en l¢sning i det vanskeligste tilrrelde). 

6 8 Lad dist I ~ dist":MxM ind i R vrere arstandsrunktioner pa sam-

me mrongde M. Vis, at den ved 

di s t ( x, y) = sup f di s t ' ( x, y ), di s t " ( x, y ) 1 

derinerede afbildning dist:MxM ind i R er en arstandsrunk-

tion. Pr¢v at erstatte sup med iDr og unders¢g, om den der­

ved rremkomne pastand er rigtig. 

7. Lad dist':MxM ind i R vrere en afbildning, som tilrredsstiller 

d1), d2) og d4). Vis, at den ved 

dist(x,y) = supfdist'(x,y), dist'(y,x)J 

derinerede afbildning er en arstandsfUnktion. 

8. En afbildning dist:MxM ind i R, som tilf'redsstiller d1), d3) 

og d4), kaldes en prro-arstand. Vis, at betingelsen 

dist(x,y) = 0 er en rukvivalensrelation, og at det ror rokvi­

valensklasser A og B grolder at dist(x,y) ror x € A, Y € B 

ikke arhronger ar valget ar .:x;, og y. Benyt dette til pa natur­

lig made at indr¢re en af'st~ndsf'unktion pa mrongden ar rekv1-

valensklasser. En mrongde meg. en prro-af'stand kaldes et prre­

metrisk rum. Et sadant f'rem~ringer altsa altid et metrisk rum 

pa klasserne i en passende ~lasseinddeling. 

9. En af'bildning dist':MxM ind i som tilf'redsstiller 

d1), ••• ,d4) kaldes en uegentligaf'standsrunktion, og 
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T = (M,dist') kaldes et uegentligt metrisk rum. Vis, at 

dist'(x,y) < 00 er en rekvivalensrelation, at en restriktion 

af dist' til en rekvivalensklasse er en afstandsfUnktion pa 

denne, og at punkter fra forskellige rekvivalensklasser har 

uendelig stor afstand. 

10 8 Lad ~:[O,ooJ ind i [O,oo[ vrere en voksende funktion, som til­

freds'stiller betingelserne 1),2) og 3) i opgave 3. Lad 
, ~~ 

dist':MxM ind i R vrere en uegentlig afstandsfuw{tion (se 

opgave 9). Vi s, a t ~ °di s t ' : IvIxM ind i :R er en at's tandsfunk-

tion. 

11. Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum, hvis afstandsfuru~tion 

tilt'redsstiller den skrerpede trekantsulighed 

. 
"Ix, y, z E T ( di s t ( x, z) ~ ill s t ( x, y) v di s t ( x, z) . ~ di s t (y , z ) ) • 

Vis, at (lidt uprrecist formuleret) alle trekanter i rummet 

er ligebenede med benene mindstsa lange som grundlinien. 

Vis, at det for ethvert r E ]O,oo[ gmlder, at kugleomegnene 

med radius r udg¢r en klasseinddeling af T. Vis ogsa, at 

den klasseinddeling, der svarer til r 1 E JO, r[, er en vide­

redeling af den, der svarer til r. 

12. For n E N betegner vi med '/\(n) det st¢rste naturlige tal p, 

for hvilket pI er divisor.i n. For x,y E Z sretter vi 

dist(x,y) 
= [ 0, hvis x = y 

1 h . 
'/\(!y-x!)' VlSX 

Vis, at dist er en afstandsfunktion, som tilfredsstiller den 

skmrpede ulighed (se opgave 11). 
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13. Lad p vrere et primtal. Ethvert tal q E Q\fol kan pa en og 

l~un en made skri yes pa :formen q = p" • %~ hvor " E Z 9 

a E Z~ b E N~ og hvor p hverken gar op i a eller i b. Vi 

-" sretter I qlp =p og IOlp = O. Vis relationerne 

I q1 +q2' ~ sup f I q1 I ,I q21 J , 
p p p 

02, vis derruest, at dist(x,y) = I y-xl de:finerer en afstands-· p 

funktion pa Q, og at denne afstands:funktion til:fredsstiller 

den skrorpede trekantsulighed (se opgave 11). 

14. Lad JIiI vrore en mrongde og <p:MxM ind i [O,oo[ en ai'bildning, som 

til:fredsstiller betingelserne 

2) Vx~y E M(<p(x,y) = <p(y~x)). 

For x~y E M sretter vi 
n 

di st(x, y) = in:ff ~ <p (zk_1 ,zk) I nEN; 
k=1 

z ~ ••• ,z EM; z =x; o n 0 

Vis, at dist er en prroa:fstand pa M (se opgave 8). 

z =yJ. n 

15. Det antages, at dist t og di st" i opgave 6 er indbyrdes rok-

vivalente. Vis, at dist er rekvivalent med demo 

16. Vis~ at a:fstandsfunktionerne og <p°dist i opgave 3 er indbyr-

des rekvivalente. 
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w * 1 1 17. IvIed arctg~'::R ind i [-2ff'21T] betegner vi den ved 

* arctg x = 

--br i'or x = -00 

arctg x i'or x E :R 

1 2fT i'or x = 00 

..,..: >'''' 
dei'inerede af'bildning. Vis, at dist(x,y) = larctg~y-arctg"xl 

. "'-
er en ai'standsf'unktion pa :R~1 og at den i'rembringer den sred-

';c 
vanlige topologi pa R' • Udled herai', at restriktionen ai' 

dist til R er en ai's tan dsi'unkt i on rekvivalent med den sred-

vanlige ai'standsi'unktion pa R. 

18. Lad T = (M 1 dist) vrere et metrisk rum. Vis at ai'slutningen 

ai' kugleomegnen K(a,r) er en delmrengde ai' fxETldist(a~x)~rJ. 

Vis 1 at det kan vrere en regte delmrengde i'or passende valg ai' 

T. Vis 1 at ethvert punkt i T har en omegnsbasis~ der bestar . 

ai' ai'sluttede mrengder. Vis, at det i'or a E T? A ~ T, a ¢ A 

og A a:fsluttet greIder, at der :findes abne mrengder 01 og °2, 

saledes at a E 01' A ~ 02~ 01 n 02 = 0 (adskillelsesaksiom 

T3 ) • 

19. Vis, at en mrengde A i et metrisk rum T er begrrenset 1 hvis og 

kun hvis enhver numerabel delmrengde ai' A er begrrenset. 

21. Er det rigtigt? at en i'¢lge (a ) i et metrisk rum T er be­n 

grrenset, hvis og kun hvis enhver deli'¢lge ai' (an) har en be-

grrenset deli'¢lge? 

22. Vis, at enhver punkti'¢lge pa R* har en konvergent f¢lge. 
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23. Unders¢g, om f¢lgende punktfplger i det i opgave 12 omtalte 

rum er konvergente: 

24. Er det rigtigt, at et metrisk rum er fuldstrendigt, hvis og 

kun hvis enhver afsluttet delmrengde er et fuldstrendigt rum. 

25. I det i opgave 13 omtalte rum betragter vi fplgen (a )~ hvor n 

2 
an = 1 + p + p + ••• + 

n-1 
p 

Vis, at (an) er en fundamentalf¢lge. Er den konvergent ? 

26. 80m opgave 25 for det i opgave 12 omtalte rum og med 

a = 1! + 21 + 3! + ••• + nl • n 

27. Vis, at ligningssystemet 

x = ~(sinx + sillY) + p 

y = ~(cosx + cosy) + q , 

hvor p og q er reelle tal, har netop en reel l¢sning. (Vis, 

at den ved 

~(x,y) = (~(sinx + siny)+p, ~(cosx + cosy)+q) 

definerede afbildning ~:R2 ind i R2 er strerk afstandsfor 

mindskende. 

Vanskeligere opgaver. 

28. Generaliser resultatet i opgave nr. 6 til en vilkarlig mreng-

de af afstandsfunktioner. 
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A 

29. For ~,~ E 0([0,1],R) sretter vi 

dist(~,~) = supf I~(x) - ~(x)1 Ix E RJ. 
A 

Vis, at dist er en ai'standsfunktion, og at 0([0,1 ],R) derved 

bliver et fUldstrendigt, metrisk rum. Vis, at en punkti'~lge 
" 

(~n) pa 0([0,1],R) er konvergent, hvis og kun hvis funktions-

i'01ten (~n) er ligelig konvergent pa intervallet [0,1]. 

30. Vis, at der f'indes en numerabel, overalt tret punktmrengde i 
, 00 

R 0 

31. Lad e vrere et reelt tal. Vis, at den ved 

Ce = f (cose cos~, cose sin~, sinG cosy, sinG sin~) I ~ E Rl 

bestemte punktmrengde i R4 er en cirkel med centrum i Q (d. 

v.s. den ligger i et 2-dimensionalt underrum, og aIle dens 

punkter har samme ai'stand fra e). For hvilke G1 , 8 2 E R har 

punkter frelles ? Hvad er U C ? 
eER e 

32. Vis, at enhedskuglen i ROO ikke kan drekkes med endelig mange 

kugler med radius ~ • 

33. Por a E: '00 
R og x E: J-1 , 1 [ sretter vi 

00 n f(§.,x) = :B a x 
n=1 n 

Vis, at vi de:coved definerer en kontinuert af'bildning 

f:Roo x J-1 , 1 [ ind 
, 

i R. 

34. Vis, at der findes en og kun en reel tali'~lge (x ), som til­n 

fredsstiller betingelserne 
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2 
1) ZXn < 00 

35. Lad Ai og A2 vrere disjunkte, a~sluttede mrengder i et metrisl: 

rum T. Vis, at der ~indes disjunkte, abne mrengder 01 og 02' 

saledes at Ai ~ 01' A2 ~ 02 (adskillelsesaksiom T4). 

36. Lad T = (M,dist) Vffire et metrisk rum. Lad F vrere mrengden a~ 

~undamental~¢lger pa T. Lad (x ) og (y ) vrere elementer a~ 
n n 

F. Vis, at ~¢lgen (dist(xn,yn » er konvergent. Vi betegner 

grwnsevffirdien med Dist«xn),(yn». ViS, at Dist er en prre­

a~stand (se opgave 8) pa F. Som i opgave 8 vrelger vi pa F 

c~ klasseinddeling, saledes at Dist bliver en a~stands~unk­

tion pa mffingden M a~ klasser. Derved de~ineres et metrisk 

rum T = (M,Dist). Vis, at der ~indes en isometrisk a~ildning 

j:T ind i T, saledes at T kan op~attes som en udvidelse af 

T. Vis, at T er et ~uldstrendigt rum. Vis, at ethvert ~ld-

st~ndigt metrisk rum, der har et delrum, som er isometrisk 

mad T ogsa indeholder et delrum, der er isometrisk med T. 
tV 

Rummet T kaldes ~uld,Btrendigg¢relsen af T. 

37. Lad T = (M,dist) vrere et metrisk rum, og lad A og B vrere 

Qisjunkte, a~sluttede punktmrengder i T. Vis, at 

( ) dist(X9A) 
~ x = dist(x,A) + dist(x,B) 

dei'inerer en kontinuert a~bildning ~: T ind i [0,1], og at 

Vx E: A(~(x) = 0) og \:;fx E: B(~(x) = 1). 



MA 8 Opgaver 9 

38. Lad T vrure et fUldstrendigt metriak rum, og lad (K(an,rn;1) 
vrere en ~¢lge a~ kugleomegne pa T. Det antages, at 

Vn E N(a 1EK (a ,r )Ar 1<r - dist(a ,a 1». n+ n n n+ n n n+ 

Endvidere antages det, at (r ) ~ 0. Vis, at kugleomegnene n 

har netop et ~relles punkt. 

39. Lad (On) vrere en ~¢lge a~ abne mrengder pa et ~uldstrendigt 

metrisk rum T. Det antages, at n ° = 0. Vis, at der ~indes 
nEN n 

en kugleomegn K(a,r) i T samt et tal n E N, saledes at 

(Fors¢g at gennem~¢re et indirekte bevis, idet opgave 38 be­

nyttes). Resultatet kan ogsa udtrykkes pa ~¢lgende made: 

Hvis en a~tagende ~¢lge a~ abne mrengder i et ~uldstrendigt 

metrisk rum har tomt gennemsnit, er mamgderne ~ra et vist 

trin ikke overalt trette i rummet. Oversret dette resultat til 

en sretning om a~sluttede mrengder (Baires sretning). 

Svrere opgaver" 

40. Lad T vrere et ~uldstrendigt metrisk rum uden isolerede punk­

ter. Lad (On) vrere en a~tagende ~¢lge a~ abne mrengder pa T 

med en ~rellesmrengde, som er overalt tret i T. Vis, at denne 

~ffillesmrengde ikke er numerabel (indirekte bevis, baseret pa 

opgave 38). 

41. Vis, at mrengden a~ irrationale tal i et interval ildce er i-

dentisk med mrengden a~ diskontinuitetspunkter ~or nogen reel 

~unktion pa dette interval. 
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