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Disse forel®zsningsnoter er grundlaget for matematik 1,
matematisk analyse. De fgrste kapitler er omredigerede, sa-
ledes at de bygger pé det matematikpensum, def forudszttes
i gymnasiets nye l®seplan. Matematikpensum fra gymnasiets
biologiske linie er i omfang tilstrakkeligt som grundlag for
dette kursus, men studenter fra denne linie m& regne med at
mpde vanskeligheder, fordi de ikke har den samme matematiske

trening som studenter fra den matematisk- fysiske linie.
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Men hvad bringer Dig til at smile ¢

Der er aldeles ikke noget Forlystende ved
Mathematik -- tvertimod ! -

Fra tekst til en tegning af

Fritz Jurgensen,

Matematik er en deduktiv videnskab, Det betyder, at mate-
matiske udsagn kun anses for sande, nar der er fgrt et bevis for
dem. Matematiske beviser bygger p& udsagn, som tidligere er be-

vist. Beviste (og derfor sande) udsagn kaldes swtninger eller
formler,
Bgrn opdager tidligt, at man kan stille spgrgsmélet 'hvorfor',

Derfor kan man ikke bevigz alle udsagn. De fundamentale udsagn,

der uden bevis anerkendes som sande, kaldes aksiomer,

De matematiske begreber m& defineres ud fra tidligere ind-
fgrte matematiske begreber, men de aller fgrste matematiske be-
greber kan ikke defineres,

Ud over de udefinerede grundlaggende begreber og aksiomerne
mé vi ogsé tro pd de logiske slutningsregler, vi benytter i be-
viserne,

Den matematiske logik, begrebet '"lig med", laren om mangder,
afpildninger og relationer, teorien for ordnede m@ngder, samt de
naturlige tal udggr tilsammen matematikkens grundlag, Disse til-
syneladende forskelligartede emner lader sig kun meget ufuldsten—
digt behandle hver for sig.

Matematikkens udvikling fgrer bade opad og nedad, I toppen

udledes stadig nye resultater pd basis af vor aktuelle viden, I
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bunden erbejdes der videre mod en stedse klarere forstaelse af
grundlagets natur, Desuden ggres der et stort arbejde for at af-
korte vejen fra bunden til toppen., Uden dette revisionsarbejde
ville toppen hurtigt blive reserveret for et meget 1lille antal
store genier,

I princippet er hele grundlaget udskifteligt, sdledes at
enhver har mulighed for at opbygge sin egen matematik pad sit eget
grundlag, men det er netop det fxlles grundlag, der giver mulig-

hed for matematikkens hgje udvikling.

Selviglgelig inddeles matematikken i mange discipliner, og
det kan sod*t somme tider se ud, som om disse hviler pa hver sit
grundleag og 1 det store og hele virker uafhsngigt af hinanden., De
virkelig store fremnskridt nas imidlertid netop ved kombination af

forskelligartede discipliner,

Fo» den unge som larer matematik er det vigtigt at han ik-
ke bliver hengende i matematikkens grundlag, men far en chance
for ogsad at f& keniskab til arbejdet med de aktuelle problemer i
"toppen'". Derfor vil vi i dette kursus bygge pé det grundlag, der
kendes fra undervisningen i gymnasiet, Endvidere udbygning af det-

te grund_.ag vil finde sted, efterhanden som det bliver n¢dvendigt,

Vi vil i det store og hele benytte de fra gymnasiet kendte
betegnelser. Den mest igjnefaldende forskel er, at vi ikke benyt-
ter den buede afbildningspil. En afbildning f af en mengde A ind

i en mengde B skrives

f+sA ind 1 B eller f:A - B ,

Afbildningen kaldes injektiv, hvis originalmsngden f—1(b) til et

u element element
vilkarligt b € B bestar af hgjst €t . Den kaldes sur-

jektiv, hvis billedmmngden f(A) er identisk med B. Den kaldes
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bijektiv, hvis den er béde injektiv og surjektiv,
Vi vil anvende de logiske symboler

v (eller)

r (og)
= (medfgrer)
= (akvivalent med)

T (ikke) .

De fire fgrste er binzre relationstegn, De m& kun sattes mellem
relationer - det er sdledes ukorrekt at skrive 5 A Ty, 8PNV r¢d.

Derimod er det korrekt at skrive
2
xXT = Lbx +3=0 = x=1vzx=3,
Tegnet ' kan szttes foran en relation, f.eks.
T(x® - Lx o+ 3=0) = Nx=1)ax=3),
men det er selvfglgelig rimeligere at skrive dette pa formen
x° - Lx + 3 0 &= x+41 A x+ 3,

Negation af et relationstegn betegnes oftest ved gennemstregning

af’ tegnet, dog aldrig ved ulighedstegn og inklusionstegn,

I mengdelsren benytter vi de szdvanlige tegn €,C,¢,D,2,U,ll,
samt tegnet \ for overskudsmsngden A\B (mzngden af elementer, der

tilhgrer A)men.ikke B) og tegnet ( for komplementzrmengde, altsi
A\B = M](Bo

De m:ngdeteoretiske tegn, de algebraiske tegn +,-,.,,:, ord-
ningstegnene <,¢,>,2, lighedstegnet, funktionssymbolerne cos,sin,
log etc, differentiationstegn, integraltegn o.s.v. anvendes altid

i forbindelse med udtryk og aldrig i forbindelse med relationer.
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Tegnene €,C,C,0,2,=,5,5,2,> er relationstegn, idet de udtrykker
en relation mellem to udtryk, De andre tegn er funktionelle, idet

de benyttes til fremstilling af mere sammensatte udtryk,

Visse bogstaver reserveres som betegnelse for konstanter,
sdledes at disse specielle bogstaver altid har samme betydning.
Det samme gmlder selvfglgelig taltegnene, herunder ogsé grund-
tallet ¢ for de naturlige logaritmer samt tallet w, Vi vil dog
tillade os, at anvende bogstaverne e og 7 i anden betydning, hvor
det ikke kan bevirke misforstéelser. Szrlig betydning har nogle

konstanter, der betegner mzngder:

N (de naturlige tal, d.v.s, de positive,hele tal)
7z (de hele tal)
Q& (de rationale tal)

(de reelle tal)

e

(de komplekse tal) ,

I disse tilfwelde har vi foretrukket at saztte en accent over bog-
stavet, nar det anvendes i den faste betydning. Derved bliver

ﬁ,Z9Q:R og C frie til anden brug. En anden vigtig konstant er

J (den tomme mmngde).

Ellers benyttes de fleste bogstaver som betegnelse for va-
riable, hvilket betyder, at der indenfor visse graznser kan sub-
stitueres andre symboler for dem, eventuelt konstanter, eventuelt
sammensatte udtryk, hvori der indgir flere variable., Det skal selv-
fplgelig altid vare prasciseret (f.,eks, ved at det fremgar af sam-
menhangen), hvilke symboler der kan substitueres for hver enkelt

variabel,

Kvantorerne V og 3 er matematiske tegn, som anvendes pé
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rclationer, der indeholder variable, Kvantorer er oftest betin-
gede, idet den paégzldende variabel cr bundet til en eller anden
mengde., BQx(x2+2<3x) betyder, at der eksisterer et rationalt tal
x, saledes at X2+2<3x° Nu er det upraktisk at tumle med for mange

indices, s& vi vil 1 reglen foretrskke at skrive

(1) 3x € § (x2 + 2 < 3x).
Tilsvarende
(2) vx € R (X2 + 2> x) .,

Her er (1) og (2) relationer, som ikke mere afhsnger af en
variabel, idet kvantorerne bevirker, ét x far ophmvet sin status
som variabel., Relationen (1) berettiger os til at valge et ratio-
nalt tal p, séledes at p2 + 2 < Zp., Symbolet

fxed | x°+ 2 < x|
betegner mgngden af rationale tal x, for hvilke X2 + 2 < x , Sym-
bolet er en konstant, og vi bemzrker, at det sndrer en relation
til et udtryk.

Der kan gives mange andre eksempler p& udtryk og relationer,
der indeholder betegnelser for en variabel, hvoraf udtrykket eller

relationen ikke afhenger:

b
é f(x)dx afhsnger ikke af x ,

n
> a afhenger ikke af k ,

k=1 k

Det cr uden betydning om vi udskifter betegnelsen for en sédan
“passiv' variabel med et andet bogstav, Det er altid sikrest at
betegnc en '"passiv'" variabel med et bogstav, der ikke forekommer

udenfor det symbol, i hvis betegnelse den passive variable indgélr,
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Hvis dette symbol '"dumper ned fra himlen'" med den '"passive' va-
riable betegnet med et bogstav, der ogséd forekommer udenfor teg-
nct, er det sikrest at skifte betegnelse, da man ellers fristes
til at bega fejl. Séledes er

1 n
S k(n-k) = 2 (n-k) = %n(n—ﬂ

{
K Kk

forkert, Derimod er

Il

g%'n(n+1) - g%(n+1)(2n+1) gﬁn(n2-1) .

Vi skal ikke opholde os mere ved spgrgsmélet om den mate-
matiske symbolik, Det vil vare forkert at slutte indledningen u-
den et forsgg pa et forklare, hvad matematisk analyse er. Det er
imidlertid ikke s& let, som man skulle tro. Lad os ngjes med at
sige, at matematisk analyse beskaftiger sig med kontinuitet og

granseovergang.

Nu skal vi imidlertid ikke udelukkende beskaftige o0s med
matematisk analyse, A1l moderne matematik besksftiger sig med
mengder, som pa en eller anden méde er organiserede, Algebra be-
skeftiger sig med mengder, der er organiserede ved regneoperatio-
ner, Topologi beskzftiger sig med mangder, der er organiserede,
saledes at begrebet "kontinuert afbildning" far mening. En topo-
logisk organisation bestér i, at visse ssrlig udmsrkede delmeng-
der fremhaves, f.eks. omegne af et element af mengden, Matematisk
analyse handler om mengder, som har bade algebraisk og topologisk

struktur, Derfor er det naturligt, at vi ogsad taler om topologi.
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For den, som skal l®re matematik, er det vigtigt at for-
spge selv at skabe matematik, Matematikken udvikler rutinemeto-
der til lgsning af specielle typeopgaver. Anvendelsen af sadanne

rutinemetoder er ikke matematik. Udviklingen af rutinemetoderne
er matematik,

Ikke al matematik er sver, Derfor er det muligt at sup-
plere et kursus som det foreliggende med et meget stort antal let-
te gvelsesopgaver. Kun fa af disse er gvelse i brug af rutineme-
toder, Derfor skaber man matematik, nar man lgsSer opgaverne og

findcr frem til en pazn formulering af lgsningerne,

Det hgrer med til spillereglerne i matematikken, at man kun
prasenterer det ferdige produkt. Overvejelser, ideer, forelgbige
bevisskitser, redaktionsarbejde foregar i dglgsmél, og kun det
ferdige bevis publiceres, I disse forelesningsnoter vil vi ikke
altid overholde diese regler, men lejlighedsvis fglge den meget
upedagogiske metode, der tillader eleven at opdage, hvordan le-

reren selv fumler med problemerne,

Metematikken bliver aldrig f&rdig, Ogsé dette kursus efter-
lader utallige lgse ender. Der vil blive spundet videre pé& nogle
af disse i de fglgende kurser, Blandt de lgse ender findes ogséa
virkclige ulgste problemer, De @ldste af disse stammer fra old-
tiden. Arbejdet p& den matematiske bygnings top giver os stadig
nye opdagelser, og disse virker tilbage og inspirerer sndringer
bade 1 matematikundervisningen og i de metoder, med hvilke man

angriber de klassiske ulgste problemer, S&ledes er matematikken

altid levende og foranderlig .
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Nous croyons que la mathématique

est destinde a survivre.

N, Bourbaki

Kapitel 1.

Tal,

De reelle tal blev indfgrt i gymnasieundervisningen, og vi
vil her indskrsnke os til en skitsems:ssig gennemgang af de fra
gymnasiet kendte ting og en mere grundig behandling af nogle til-
fgjelser, Vi vil dog fgrst omtale begreberne kompositionsregel
og gruppe, samt 1lidt mere udfgrligt begreberne ring og legeme,

som kun behandles i gymnasiets matematisk-fysiske linie,

Definition 1.1. Ved en kompositionsregel pa& en mzngde M

forstas en afbildning ¢:M x M ind 1 M,

Vi foretrazkker at udtrykke kompositionsreglen ved et tegn,
f.eks, ¥, altsd skrive ¢o(x,y) = x £y ,

Definition 1.2. Kompositionsreglen + kaldes associativ,

hvis

Vx,y,z € M((xfy)fz) = xf(yfz)).

Hvis ¥ er associativ har X, Fowot X, en ganske bestemt be-
tydning, siledes at parenteser slet ingen rolle spiller. Derimod

afhanger udtrykket af leddenes razkkefglge,

Definition 1.3. Et element u € M kaldes neutralelement for

kompositionsreglen + , wafremt

vk €M (x fu=ufx=x),.

kan
Det¥vises, at en kompositionsregel har hgjst €t neutralelement.,




Mat 1, 1966-67 M. A, 1.2

Definition 1.4, Lad  vere en kompositionsregel p& M med

neutralelement u. To elementer Xy Xy € M kaldes hinandens inverse

med hensyn til £ , safremt

xfx, =x, £x =nu,

Lad os antage, at + tillige er associativ, Det kan da vises,
at hvert element har hgjst €t inverst. Hvis a,b € M og a har et
inverst element 8, kan det vises, at ligningen a + x = b har
a, £ b som sin eneste lgsning, og at x £ a = b har b { a, som

sin eneste lgsning,

Definition 1.5. En mz=ngde G med en kompositionsregel + kal-

des en gruppe, hvis + er associativ og méd neutralelement, og
endvidere hvert element af G har et inverst element.

Eksempel. Mzngden F(A,A) af alle bijektive af bildninger
f:1 ind 1 A, idet A er en vilkarlig msngde, udggr en gruppe med
sammens&tningen £ o g som kompositionsregel. Den identiske af-
bildning er neutralelement, og den inverse afbildning bliver og-

s& det inverse element af gruppen,

Definition 1.6. En kompositionsregel + pd en mangde M kal-

des kommutativ, safremt

VX, y E M (x £y =y F x).

Hvis  er bade associativ og kommutativ, afhznger
X, Foook X, ikke af elementernes rzkkefglge., En gruppe G}hvis kom-
positionsregel er kommutativ, kaldes en kommutativ gruppe eller

en abelsk gruppe.

I det fglgende beskaftiger vi os med en abelsk gruppc G med
kompositionsregel + og neutralelement O (nulelementet), Det in-

versc clement til a betegnes -a, og b +(-a) skrives b - a,
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Vi kalder -a det modsatte element. Vi vil tanke os, at der p& G

er endnu en kompositionsregel ¢« Vi vil ofte udelade det andet kom-
positionstegn,

Definition 1.7. Vi siger, at * er distributiv med hen-

syn til +, sa&fremt

VX, 7,2 € G ((x+y)2 = x2+y2 A x(y+2) = Xy+x3) .

Swatning 1,8. Hvis * er distributiv med hensyn til +, gel-

der

VX,y € G(0°x = x°0 = 0 A = X*y = Xx*=y = ~(X¥)A=X"=y=Xy).

Bevis., Af 0'x + 0°*°x = (0+0)x = 0*x fglger, at 0*x =0, idet
O*x + y = 0°x ikke har andre lgsninger end y = 0, Analogt vises
x*0 =0, Af =x*y + x*y = (=x+x)y = O*y = 0 fglger, at -x*y og
xy er modsatte elementer, altsad -x'y = ~(xy). Analogt vises, at
x*-y = -(xy). Heraf fglger endelig -x'-y = -(x'-y) = -(-xy) = x¥,
idet -(xy) kun har et modsat element, nemlig xy.

Vi skal ikke opholde os ved beviset for, at (x-y)z = xz-yz
og z(x~-y) = 2zx-zy., Den distridbutive lov giver os mulighed for at

multiplicere summer efter reglen

(%+y)(2+7V) = XZ+XV+YZ+YV.
"Rzkkefglgen af de fire led er uden indflydelse p& summen, men om-
bytning af faktorerne i de enkelte led kan tenkes at sndre denne,

Mere generelt har vi for flerleddede summer

m n m n
y,: ZX. Ey = E EX;Y °
K7 o) ket 9K

M=

X .
19 3249 321 Y k=

(=

J

Lig merke til, at vi fgrst sgrger for at bruge forskellige sum-
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mationsindices i de to summer, Det sidste udtryk angiver summen
af alle produkter ijk’ hvor j er et af tallene 1,,..,m, medens

k er et af" tallenc 1,...,0.

Definition 1.9. Den abelske gruppe G med den ekstra kom-

positionsregel * kaldes en ring, hvis * er distributiv med hen-
syn til + samt associativ,

Eksempel, En gruppe G bliver til en ring ved definitionen
Vx,v € G(xy = 0), En ring med denne trivielle produktdefinition
kaldes en nulring,

Eksempel, Maengden af polynomier med hele tal (rationale
tal, reelle tal) som koefficienter og med operationsreglerne + og
* udggr en ring.

Definition 1,10, En ring G kaldes et legeme, hvis ° er

kommutativ, har et neutralelement, og hvis yderligere ethvert
element undtagen O har et inverst, Neutralelementet betegnes 1
(ételement) og inverse elementer kaldes reciproke, Det inverse

element til x betegnes =1,

For a £ O har ax = b altsd netop €n lgsning, og den beteg-

nes g eller b/a eller b:a .

[

Setning 1.1°, Lad G vesre et legeme, Vi har da

VX, y € G (xy = 0= (x=0vy=0)) .

Bovis, AP x3 = 0 og x £ O fglger y = 1'y = (x_1x)y =

X-1(X§/) = X—1"O = 0.

Eksempel. Et legeme indeholder i hvert fald de to elemen-
ter O og 1, og med disse to elementer regnes altid efter reglerne

0+0 = 0; O+1 = 1+0 =1 ,

00 01 =1"0=0; 11 =1,

il
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Tilbage er blot 1+1, Det mi gelde, at 1+1 £ 1+0 = 1, men det
forhindrer ikke, at 1+1 = 0, Ved dette valg organiseres {0,1}
som et legeme,

Hvis M er en mengde med en kompositionsregel ¢:M x M ind i
M, som skrives ¢(x,y) = x+y, og A og B er delmengder af M,er det
naturligt at betegne billedmsngden ¢ (A x B) med AfB, I overens=—

stemmelse hermed definerer vi

Definition 1.12, Lad G vere et legeme, og lad A og B vare

delmengder af G, Vi definerer da
A+B = {x+y | x € A A y € BJ
-A = {-x | x € A}; A-B = A+(-B);
AB = {xy | x € A A yE€ B},
og for O ¢ A endvidere
AN s x| x el
For a € M skriver vi a+B og aB istedet for {al + B og {a}B .

Eksempler: ¢+A = A = ¢~ = ¢ .

O+A = A; 0*A = [0}; 1¢A =4; -1:A=-A,
{1,2,3) - {1,2,3} = {-2,-1,0,1,2}.

{2,3,4,6,7,8,10,11,12},

il

[5,9,13}- {1,2,3}

Definition .13, Et legeme G kaldes et ordnet legeme, hvis

der forcligger en klasseinddeling af G\{0} i to klasser G, og G_,

saledes at fglgende 2 betingelser er opfyldt:
1) vwxeea (-x€a)

2) Vx,y € G+(X+y € G, Axy€E G+) .
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Blementerne i G+ kaldes positive og elementerne i G kaldes ne-
gative,

Setning 1.14. Hvis G er et ordnet legeme, gzlder

Vx € G+(—X € G_); Vx€ G Vy € G (xy € G_)

VE,y € 6_(x+y € C_ A Xy € G,); Vx € G(x=0 v x° € e,). 1 €q, .

Bevis, Af x € G, fglger x £ 0, altsd -x ¢ 0, altsd -x € G,
eller -x € G_. Men -x € G, ville medfgre O = (=x+x) € G, , hvil-
ket ikke er rigtigt. Altsé& gelder -x € G_, Af x € G+9 y € G_ fgl-
ger -y < G+, altsi -xy = x*=y € G+, altsd xy € G_. Af X,y € G_
felger -x,~y € G+, altsd -x-y € G+, altséd x+y € G_. Endvidere
Xy = -x*=y € G_. for x € G, eller x € G_ har vi altsé x2 € G,

og speciel’ gelder 1 = 12 S G+n Dermed er alle pastandene bevist,

Dafinition 1.15. For x,y € G, hvor G er et ordnet lcgeme,

defincrss relationen x < y ved

x <y = y-x & G+.
Vi skriver x ¢ y 1 stedet for x<y v x=y, Relationen x < y skrives
ogsad y » x og x £ y skrives ogsad y 2 X.

Swetning 1,16. For et ordnet legeme G gelder

VZ,¥,2 € G(x <y = x + 2 <y + 3)
Vx, 7,2 € G((x < y Ay <z)=x< 3)

Ve, y € GV € G (x <y = xz< VZ).

Bevis. Den :'grste pastand fglger af, at y-x = (y+z)-(x+3),
Af x < 7y ¥y < z Plger y-x € G+, z-y € G+, altsé
z-x = (u=-y)+(y-x) € G, altsh x < z, Af x < y og z € G_ fglger
tilsvarende zy-zx = z(y-x) € G, . Af smtning 1.14 fglger nu, da

. et xz<yz,mnedfgrer!
Te G, a Te&xzz < yz2 i eller x < y. Der-

Tz =1 €6, a2z
7 o

med cr satningen bLevist,
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Dermed har vi vist, at de fra gymnasiet kendte regler for
regning med uligheder er gyldige, Vi skal senere berige disse

regler ved at bevise nogle mere dybtliggende uligheder,

Definition 1.17. Lad x vere et element fra et ordnet le-

geme G, Elementet

4 x, hvis x € G
0, hvis x = 0O

-X, hvis x € G

kaldes den numeriske verdi af x.

Setning 1.18. For et ordnet legeme gaslder

Vx € ¢ (x £ 0= |x| >0)
v,y €6 ([1xl-lyl| ¢ el € 1xl + 191)
vi,y € ¢ (Ixyl = || Iyl).
Bevis, Den fgrste pastand fglger umiddelbart af definitio-

nen. Den sidste fglger af setning 1.8. Af x £ |x|, v § |yl £9l-
. AT -x < |x|, -y < |yl felger -(x+y)<lx|+lyl.

ger x+y § |x|+|y

o Heraf fplger

Dermed har vi vist, at |x+y| < |x|+|y

. Analogt

x| = |x+y +(=y)| ¢ |x+y| + |yl, alted |x|-ly| < |x+y

. Dermed er sztningen bevist,

ras |yl - Ix| ¢ |x+y
Vi svindlede ved at indfgre betegnelserne O og 1 for de to
neutralelementer i en ring og dermed 1 et legeme. Der er selv-
fplgelig intet 1 vejen for, at forskellige ringe (eller legemer)
kan have forskellige neutralelementer, og s& er det forkert at
anven'e samme betegnelse, Den slags ungjagtigheder i matematik
hevner sig ved,at der senere i teorien optrader resultater, som
er indbyrdes modstridende, og dermed bliver hele teorien ganske

nyttelgs, Forsyndelser som den her omtalte optrsder imidlertid
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meget hyppigt i matematik - i det foreliggende tilfazlde kan vi
na langt, uden at forsyndelsen vil virke generende, og sa lange

det gdr godt, vil forsyndelsen spare os en del skriveri,

Vi noterer os, at ogséd elementerne 1+1, 1+1+1,.,.. bliver
felles for alle ringe og legemer, I et ordnet legeme bliver dis-
se clementer alle indbyrdes forskellige (eksemplet efter sztning
1.11 viser, at dette ikke behgver at gwlde for ikke ordnede le-
gemer, og dermed tillige, at vort ensartede valg af betegnelser
var uberettiget). Elementerne 1, 1+1, 1+1+1,... udggr mengden N
aff naturlige tal., Vi understreger, at N er en ganske bestemt
mangde, og den her omtalte delmzngde af et ordnet legeme er strengt
taget ikke mzngden N, men en “kopi' af denne mengde, Mengden
Z=Nuw {ol u-0Ner mengden af hele tal, og det ordnede legeme
indeholder ogsé en kopi af denne mangde, Med regneoperationen +
er % en gruppe. Produktet af to elementer fra N er igen et ele-

menf fra N, og heraf fgplger, at det tilsvarende gzlder for ele-

menter fra %, Altsi er % en ring.

Ovenstaende er selvfglgelig ikke en tilfredsstillende ind-
ferclse af N og %, Vi kan ikke behandle summerne 1+1+...+71 uden
at kunne t®lle, hvor mange dttaller der er, og dertil behgver vi
netop de naturlige tal. Indfgrelsen af N hgrer med til matematik-~
kens grundlag, men vi vil her g& ud fra, at vi kan stole p& vor

intuitive forstaelse af de naturlige tal,
For det ordnede legeme G har vi nu

NcZca,

For a € N, b € Z har ligningen ax = b en lgsning i G. Hvis
a,x = b1 og a,X = b, har den samme lgsning x, far vi

a2b1 = aqagx = a1bgo Pa den anden side har a1x = b1 den samme
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som
1¢sningva1a2x = a2b1 og a,x = b2 har den samme lgsning som

a,8,x = a1b2, og af a2b1 = a1b2 fglger derfor, at de to ligninger

har den samme lgsning. Hermed begrunder man let brgkregningen

b1 Eg azb1 a1b2 a2b1+a1b2

—_— = + =

a,l 8.2 8.182 816‘12 818.2
og

Py Pa_ PePe

81 az a1a2

Méngden af brgker med tzller fra % og nevner fra N udggr legemet

§ af de rationale tal., Det er indeholdt i ethvert ordnet legeme,

Det er meget let at vise, at en brgk kan bringes p& ufor-
kortelig form, Det er ret vanskeligt at vise, at dette kun kan
gpres pa en made, men det er bevist i gymnasiet, og spgrgsmélet

vil blive diskuteret mere grundigt i matematik 2,

Definition 1,19. Ved en fglge pad G forstédr vi en afbildning

£:N ind 1 G, Vi skriver f(n) = a, € G og betegner fplgen (an).

Definition 1.20. Fglgen (an) siges at konvergere mod a € G,

hvis fglgende betingelse er opfyldt
Ve € G 3N € N vn > N(la—anl < g),

og vi skriver da (an) - a(mindre korrekt a, - a). Fglgen (an) kal-
des konvergent, hvis der eksisterer et a € G, sdledes at (an) - a,

Hvis dette ikke er tilfeldet, kaldes fglgen divergent,

Eksempel. Hvis g = a for alle n € N gzlder (an) - a, Pa
visse ordnede legemer har enhver fglge (an) -~ a alle elementer

fra et vist trin lig a.

Af l°2 =1 og 1—% = % sluttes O < % < 1 o0g for ¢ > O altsa

2

1
0 < 28 < e .




Mat 1, 1966-67 M.A, 1,10

Setning 1.21. Lad (an) vere en fglge pad G, Af (an) - a og

(an) - b fglger a = b,

Bevis, For e € G, kan vi valge n, siledes at Ia—anl < 1

N

og Ib«anl < %e. Heraf fglger imidlertid lb—alglb—an|+|a—anl { 8.
Dermed har vi bevist, at |b-a| er < ethvert element i G, . Af
|b-a| € G, ville fglge %Ib—al‘é G, og %lb—al < |p-al|. Altsa er

|b-a| = 0, Dermed er smtningen bevist,

Definition 1.22, En fglge (an) p& G kaldes voksende, hvis

< a_ ,), strengt voksende, hvis Vn € N(an < an_1).

vn € N(a

n n+

Analogt defineres aftagende og strengt aftagende,

Eksempel, (n) og(E%T) er stpengt voksende fglger. Hvis (an)

er (strengt)voksende, er (—an)(strengt)aftagendea

Definition 1.23. Lad A ¢ G vere en delmzngde. Et element

a € G kaldes majorant for A, hvis Vx € A(a > x)., Hvis A c G har

en majorant, kaldes A opad begrznset., Analogt defineres minorant
og nedad begrsnset, Hvis A er bade opad og nedad begrznset, kal-
des A begranset., Ved en majorant (minorant) fcr en fglge (an) pé
G forstéds en majorant (minorant) for mzngden fanl n € N{., Pglgen
(an) kaldes begrznset (opad, nedad), hvis masngden fanl n € N} er

begrenset (opad, nedad),

Tksempel, Fglgen (E%T) har 1 som majorant og O som mino-
rant, og er siledes begrznset, Fglgen (n) har O som minorant og
er sdledes nedad begranset, Intet element af Q er majorant for
(n), men det kan tankes, at (n) har en majorant i G, Mzngden G

er hverken opad eller nedad begrsnset.

Satning 1.24. Enhver konvergent félge er begrsnset,

Bevis, Af (an) ~ a fglger, at der eksisterer tal N € N,
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sdledes at vn 2 N(la—anl ¢ 1), For n 2 N gelder da, at a-1 ¢
a, ¢ a+ 1., Heraf fglger, at det mindste af elementerne
a—1,a19°°.,aN~1 er en minorant, og at det stgrste af elementerne

a + 1, Qyse0esly 4 CT €1 ma jorant .

Definition 1.25. Bt element b € G kaldes supremum for maeng-

den A ¢ G, og vi skriver b = sup A, hvis b er den mindste majo-
rant for A, Et element a € G kaldes infimum for A ¢ G, og vi skri-

ver a = inf A, hvis a er den stgrste minorant for A,

Det fremglr heraf, at en mzngde, som har et supremum (in-
fimum) er opad (nsdad) begreznset, Det er endvidere klart, at
inf A og sup A er entydigt fastlagte ved de foreskrevne egenska-

ber, hwis de overnovedet eksisterer,

Iksempel, I legemet @ har mengden 55%7 n € N} supremum
1 og infimum %, Mzngden N har infimum 1 men intet supremum, Meng-

den {x € lez < 2} har hverken infimum eller supremum,

Swtning 1,26, Npdvendigt og tilstrmkkeligt for, at b € &

er suprcmum for A ¢ G er, at fglgende betingelser er opfyldt
vx € A(b 2 x),
Ve € G, 3x € A (x >Db - 8),

Analogt for infimum,

Bevis. Den fgrste betingelse udtrykker, at b er majorant
for A, og den anden betingelse udtrykker, at intet mindre tal er

majorant for A, Deraf fglger pastanden umiddelbart,

Vi bemzrker, at lighedstegnet i den fgrste betingelse er
vasentligt, idet b = sup A kan vmre et element af A, Derimod er
det uden betydning, om der i den sidste betingelse kraves > el-

ler 2., Tilsvarende er det uvasentligt, om der de to steder i
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definition 1,20 skrives >(<) eller 2(g).

Definition 1.27. Et par (A,B) af delmengder A ¢ G, B¢ G

kaldes et snit i G, safremt fglgende betingelser er opfyldt:
AJ:\-O'sB‘}:Sés'AUB:G

vk € A Vy € B(x < y).

Snittet (A,B) siges at vare bestemt af elementet ¢ € G, s&fremt

¢ ¢r dct stgrste element i A eller det mindste element 1 B,

Hvis ¢ er det stgrste element 1 A, bestér B netop af alle
elementer, som er stgrre end c, og B har da intet mindste element.
Hvis B har et mindste element, ses analogt, at A ikke har et
stgrste element, Bt snit er derfor bestemt af hgjst €t element
af G, og €t elemeﬁt aff @ bestemmer ngjagtigt 2 snit. Der kan
eventuclt eksistere snit i G, som ikke er bestemt af noget ele-

ment af G,

Setning 1.28. Hvis et ordnet legeme G har én af fglgende

tre egenskaber, har G alle tre egenskaber:
1), Enhver opad begranset ikke tom delmangde af G har et
supremum,
2). Bthvert snit i G er bestemt af et element af G,

3). Enhver voksende, opad begrznset fglge pd G er konver-

gent,

Bevis, Sztningen udtaler, at pdstandene 1),2) og 3) er lo-
gisk mkvivalente, altsid at enhver af dem medfgrer de to andre.
Dette vil vaere bevist, hvis det lykkes at vise implikationerne
1) = 2), 2) = 3) og 3) = 1), Vi angriber én ad gangen,
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1) = 2). Vi antager at 1) gzlder., Lad (4A,B) vare et snit
i G, Bthvert element i B er en majorant for A. Af 1) fglger derfor
eksistensen af et element ¢ = sup A, Da c er majorant for A, er
c 2 ethvert element i A, Da ¢ er den mindste majorant for A, er
¢ § ethvert element i B, Da c¢ tilhgrer A eller B, er ¢ det stgr-

ste element 1 A eller det mindste element i B. Dermed har vi vist
pastanden.,

2) = 3), Vi antager, at 2) gmlder. Lad (an) vere en vok-
sende, opad begrenset fplge pad G. Lad B vare mzngden af majo-
ranter for (an), og lad A vare overskudsmezngden G\B (mangden arf
elementer af G, som ikke er elementer af B).'Vi har &benbart
At Y, B @gogAuwB=4a, Af a € A fglger, at a ikke er majo-
rant for (an). Der findes alts& et n, s& a < a . Men for b € B
er a_ < b, Altsd er a < b. Dermed har vi vist, at (A,B) er et
snit, Af 2) fglger nu, at der findes et element c, som er stgrst
i A eller mindst i B, Vi vil vise, at (an) -~ ¢, Lad & vare et
element af G+. Vi har da c-g € A, c+e € B, Altséd er c+e majorant

for a_, og vi har vn € N(an < c+e ). Da c-e¢ ikke er majorant for

a_, eksisterer N € N, s& ay > c-e. Men da (a ) er voksende, med~

n9
fprer dette vn 2 N(an > ¢c-¢), Dermed har vi vist, at

vn 2 N(la—anl < e). Dermed har vi vist pastanden.

%) = 1), Dette bevis er en hel del mere subtilt end de to
foregiende. Vi bemmrker fgrst, at fglgen (n) ikke er konvergent,

Af (n) » ¢ € G fgplger nemlig, at vi kan valge n, sdledes at
|n-c| < 1 og |n+i-c| ¢ ]
=L‘~ :E?
men det ville medfgre, at
1 5 |(n+1-c) + (c-n)| < |n+1-c|+|c-n] ¢ % .

hvilket ikke er rigtigt.bLad os nu antage, at 3) gzlder, Vi kan
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da slutte, at fglgen (n) ikke er opad begrznset, Lad nu A ¢ G
vere opad begrenset, Der eksisterer da en majorant b for A, Men
b er ikke majorant for (n). Altsi kan vi valge N € N, saledes
at h < N, og s& er N en majorant for A, Da (n) ikke er opad be-

granset, er (-n) ikke nedad begrenset, og vi far derfor analogt,

at vi kan vaelge N, € N, s& -N, ikke er majorant for A, For et-

9

hvert j € N betragter vi alle tallene

1% hvor p € Z. For

. 2 .

p < - ZJN1 er l% ikke majorant for ., men for p > 29N er l% ma~
2 2

Jorant for A, Heraf fglger, at vi for hvert j € N kan velge det

. Ds
stgrste tal p, € %, for hvilket —% ikke er majorant for A, Nu

r i Ejﬁ— det ar 2t 2 11 Eﬁ*1 2 €i
e e o) 3 £ . . — 2 =5,
5 23+1 s O0g del medfgrer, a 15+1 2 Iﬁ eller 23+1 273

P.

Altsé er (—%) en voksende fplge pa G, og da intet af dens ele-
2

menter er majorant for A, er den opad begrenset og derfor kon-

vergent mod en gransevaerdi a, For b > a er 5%5 ikke majorant for

(n), og vi kan derfor valge n € N, s& n > Ei— altsa % < b~a, Men

-0 ?
sd kan vi ogséd valge j € N, S8 13 < b-a, S& f&r vi, idet vi ud-

o 2
nytter, at ;% < a, at
pst+1 joF
it I R ¥L $ a+ ;L <D,
2J 2d 2 2d

Pyt

og da —15— er en majorant for A, er b en majorant for A, Altsa
2

er intet element af A stgrre end a., Dermed har vi vist, at a er

en majorant for A, For b < a ser vi ganske analogt, at vi kan

velge j € N, siledes at == < a - b,
Dt 2J

ter, at Jj er majoragnt for A, og derfor 2 a, at

og vi far da, idet vi udnyt-

ol D+
-‘J.‘:—'a'.———'l'.'za—’ij'>b,
2

hvilket viser, at b ikke er majorant for A, Dermed har vi vist,




at a er den mindste majorant for A, altsd, at a = sup A, og der-

med er sztningen bevist,

AT bevisets sidste afsnit fremgdr nu, at de ordnede lege-
mer, der har de i satning 1.28 omtalte egenskaber, tillige har

den 1 fglgende definition omtalte egenskab,

Definition 1.29., Et ordnet legeme G kaldes Archimedesk,

hvis delmengden N c G ikke er opad begrznset,

Det kommer ud pa det samme at forlange, at fglgen (n) ik-
ke er begranset, og det er igen ensbetydende med, at der til et-
hvert element af G svarer et naturligt tal som er stgrre, Dette

er igen ensbetydende med, at (%) > 0,

Aksiom 1.30, Mazngden R af reelle tal er et ordnet legeme,

som har de i sztning 1.28 omtalte egenskaber,

Dette er ikke en definition, For det fgrste, er det ikke
pé& forhand klart, at der eksisterer ordnede legemer med de om-~
talte cgenskaber, P& den anden side er det klart, at der findes
mange, hvis der findes ét, Den fgrste vanskelighed kunne over-
vindes ved konstruktivt at opbygge et legeme med de ¢gnskede e-
genskaber som en udvidelse af Q, der igen kunne opbygges som en
udvidelse af N, Dette er virkelig gennemfgrligt, men ret tids-
'krwvondo. Det ville ogsé klare den anden vanskelighed, idet kon-
struktionen ville give &t ganske bestemt ordnet legeme, Det er
imidlertid ogsé& rigtigt, at alle legemer, der har de i satning
1,28 omtalte egenskaber, i en vis forstand er ens, s& det ikke

spiller nogen rolle, hvilket af dem vi udnsvner til R,

Elementerne af R kaldes (reelle) tal, Vi siger recl tal-
fglge i stedet for fglge pad R. Nar en talfglge (an) konvergerer

mod a € R kaldes a granseverdi for (an), Vi siger overtal og
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undertal i stedet for majorant og minorant. Lejlighedsvis benyt-
ter vi topologisk inspirerede betegnelser og kalder R den reelle

tallinie eller talakse, og et tal a € R kaldes da ogsa et punkt

af’ den reelle talaxkse,

Setning 1.31. Hvis en mangde A ¢ R er nedad begrznset,
eksisterer inf A og inf A = -sup(-A). Enhver aftagende, nedad
begranset fglge pd R er konvergent.

Bevis, Hvis a € R er undertal for A er -a overtal for -A,
Heraf fglger den fgrste pistand umiddelbart, Hvis (an) er afta-
gende og nedad begranset, er (-an) voksende og opad begrznset,

altsd konvergent, Heraf fglger den anden péstand.

Definition 1.32. Ved den udvidede reeclle talakse R for-

stér vi mengden R = R u - ws0] oOrdnet, sédledes at ordningen
stemmer med ordningen p& R, og siledes at « er det stgrste og
-~ o det mindste element. Regneoperagbnerne p& R udvides delvis
£i1 R”, idet vi smtter a + w = o + 0 =0 for a € R og

8 ~c0= -0 -0 =-cfora€Rsamta  o=0m:1*'"0szown,

8 ¢ o = =0 * 00 = =0, 8 * =0 = 00 * =0 = ~co OF

-a~—oo=-oo‘—oo=oofor°a€f2+.

Nu er o majorant og -e minorant for enhver delmsngde af 2,
og det bevirker, at sup A og inf A bliver definerede for enhver
ikke tom mengde A ¢ R'. Hvis A har et overtal, der tilhgrer R,
bliver sup A det samme som fgr, I modsat fald bliver sup A = o .
Analogt for infimum, Vi bemazrker, at den tomme mangde ¢ fér et-
nvert tal i & som bade overtal og undertal, og derfor far den

-co SOmM BuUpremum 0g o som infimum. Vi vil foretrzkke kun at defi-

nere inf A og sup A for A & ¥, s& vi altid har inf A < sup A,
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Vi understreger, at £* er en ordnet mengde, men 2 er
hverken gruppe, ring eller legeme, De anfgrte udvidelser at +
og + til R er ikke definerede p& hele R x R*, og de opfylder
ikke alle de regler, vi har kravet opfyldt for en ring (eller

blot for en gruppe).

Definition 1,33, For a,b € R og a < b kaldes mzngderne
[a,p] = {xe R | agsx<pl, [a,pl =ixeR | agxc<nbl,

ix € i | a < x < b}

11

Ja,p] = (xR | a<xgv}, la,bl

intervaller., For a,b € R kaldes [a,b] afsluttet, Ja,b[ &bent og‘
Ja,b] og [a,b[ halvidbne. For a € R kaldes J-w,a] og [a,w] af-
sluttede halvlinier og ]-w,al og la,o[ kaldes &bne halvlinier.
Endvidere kaldes [a,a] = {a} et udartet interval, og @ kaldes

det tomme interval,

Somme tider tillader vi os stiltiende at foruds=ztte, at
intervaller ikke er udartede eller tomme, Punkterne a og b kal-
des selviplgelig endepunkterne af [a,b], [a,b] etc, Et interval
er begranset, hvis og kun hvis endepunkterne tilhgrer R. En del-
mengde arf R er begrznset, hvis og kun hvis den er indeholdt i et
begrenset interval,

De fglgende sztninger om intervaller’er undertiden nyttige,

men de m& dog narmest opfattes som gvelse i at udnytte infimum

og supremum.

Setning 1.34. En maengde A C R” er et interval, hvis og

kun hvis fglgende betingelse er opfyldt:

Vx,y € Alx <y = [x,¥] ¢ A).
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Bevis. Det er klart)at betingelsen er ngdvendig, Lad nu
A vare en mengde, som opfylder betingelsen, Hvis A ikke indehol-
der mindst to punkter)er A et tomt eller et udartet interval.
Hvis A indeholder to punkter er inf A < sup A, For
z € Jinf A, sup Al gzlder nu, at z hverken er undertal eller over-
tal for A, Vi kan derfor vslge X G‘A og ¥ € A, sidledes at
x < z< y, altsd z € [x,y], men s& giver vor betingelse, at z € A,
Dermed har vi vist, at Jinf A,sup A[ ¢ A. P4 den anden side er

A ¢ [inf Aysup A], Altsd er A et af de fire intervaller med en-

depunkter inf A og sup A.

Setning 1.35. For en vilkéarlig mengde af intervaller gal-
der, at fellesmzngden er et interval, og hvis dette ikke er tomt,

er foreningsmazngden tillige et interval,

Bevis, Hvis x og y med x < y tilhpgrer fmzllesmsngden, til-
hgrer x og y hvert af intervallerne, men s& er [x,y] delmzngde
af hvert af intervallerne og dermed af fazllesmzngden, Dercfter
fplger den fgrste péastand umiddelbart af sztning 1.34. Hvis fel-
lesmengden ikke er tom, kan vi velge ¢ 1 fellesmengden., Hvis
X,y tilhgrer foreningsmsngden vil intervallerne med X 0g y som
det cne endepunkt og c¢ som det andet tilhgre foreningsmangden,
og ved at g& de mulige tilfwlde (x { c { y, ¢ § X £ ¥, X NERAN c)
igennem, fa&r vi, at [x,y] tilhgrer foreningsmzngden. Dermed er

den sidste péstand bevist,

Vi skal nu vise nogle satninger om infimum og supremum,

kun
Vi vil|bevise sztningerne om supremuy, idet smtningerne om in-

fimum vises helt analogt.
Setning 1.36. Af A ¢ B¢ R og A § ¢ fglger

sup A £ sup B, inf A 2 inf B,
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Bevis. Pastanden fglger umiddelbart af, at sup B er over-

tal for B og dermed for A, medens sup A er det mindste overtal

for A,

Setning 1.37. Af Ac R, Bgc R, AL ¢, B ¢ og
Va € A Vb € B(a ¢ b)

f'glger
sup A £ inf B,

Fevis, Lad b vere et element af B, S& er b et overtal for
A, altsd sup A { b, Da dette gzlder for ethvert element b € B,

er sup A et undertal for B, altsd sup A ¢ inf B.

Kommentar: Vi beviste fgrst Vb € B(sup A ¢ b). Lmg marke
til at beviset for denne pastand indledes med: Lad b vare et ele-
ment af B, Vi m& s& passe pa ikke at benytte andre egenskaber
ved b cnd b € B og hvad deraf fglger, Resultatet vil da &ben-

bart vere gyldigt for ethvert b i mmngden B. (Bt "lad-vere-bevis'),

Y

Setning 1.38. Af Ac R, B¢ R, A+ ¢, B L ¢ felger

sup(A + B) = sup A + sup B

inf(A + B) = inf A + inf B.

Bevis, For a € A, b € B gslder a + b £ sup A + sup B,
Altsd er sup A + sup B et overtal for .\ + B, altsé
sup(:t + B) ¢ sup .\ + sup B, Lad a vare et element af A, For b € B
er & + b £ sup(A - B), altsd b ¢ sup(L + B) - a, Dermed har vi
vist, at sup(iA + B)-a er et overtal for B, altsd sup B § sup(i+B)
-a, hvilket ogs& kan skrives a ¢ sup(A+B) - sup B. Dermed har
vi vist, at sup(A-B) - sup B er et overtal for A, altsé

sup & § sup(A+B) -- sup B, hvilket er ensbetydende med
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sup & + sup B £ sup(A+B), Derved har vi stiltiende forudsat, at
sup B og sup(A+B) ikke begge er o, men i dette specielle tilfel-

de er reclationen &benbart rigtig. Dermed er sztningen bevist,

Hvis M er en vilkarlig mzngde, og f,g: M ind i R er to
afbildninger, defineres summen f + g: M ind i R som bekendt ved

(f+g)(x) = £(x) + g(x), Vi vil nu vise satningen:

Setning 1.39. Lad M vere en vilkarlig mengde, For vilkar-
lige afbildninger f,g: M ind i R gmlder
inf £(A) + sup g(A)?

S

inf £(A) + inP g(A) € inf(f+rg)(A)g \) (
| sup £(A) + inf g(i))

sup(f+g)(4) ¢ sup £(A) + sup g(A) .
Bevis, Da vi har

(Of+g)(A) = {£(x) + g(x)|x € A} ¢ {f(x) + gly)|x,y € A} =

T(A) + g(a),

fplger gyldigheden af det fgrste og det Sidste ulighedstegn af

setning 1,36 og smtning 1.38, Heraf fglger nu

sup g(A) ¢ sup(f+g)(A) + sup(-f(A)) =

sup(f+g)(A) - inf £(A),
hvilket giver
inf £(4) + sup g(d) ¢ sup(f+g) (L),

De tre resterende uligheder vises ganske analogt.

Hvis en voksende talfglge (an) og en aftagende talfglge
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(bn) tilfredsstiller betingelsen Vn(an < bn), far vi en "inter-

valindsnavring"
[819b1] 9 [8'29b2] Q LI} 9

og det vil da gmlde, at intervallerne har mindst et felles punk.,
idet sup{an} er stgrre eller lig ethvert a , men mindre cller
lig ethvert b, idet b er overtal for fglgen (an)° Uden bevis
skal vi nmvne, at denne egenskab (og endda kun for intervalfgl-
ger, hvor intervallsngden gar mod 0) for Archimedesk ordnecde le-

gemer medfgrer de i sztning 1.28 omhandlede egenskaber,

Vi vil nu ga over til en mere indgéende behandling af tal-
fglger, Setningerne om regning med talfglger er behandlet i gym-
nasieundervisningen og vil ikke blive gentaget her, I stedet for

(an) - a vil vl ogsa skrive lim(an) = a eller lim a_ = a,
oo

Definition 1.40., Vi siger at (an) gar mod « (eller diver-

gerer mod «), ndr fglgende betingelse er opfyldt
Vb € R 3N € N vn 2 N(a, 2 b),

og vi skriver (an) ~ o eller lim(an) = o , Analogt defineres
(2,) = = -

Vi bemazrker, at definitionen giver mening ogs& for fglger
pa R*, altsad fglger, hvor visse led er -w» eller «, Dette vil vi

lejlighedsvis udnytte,
Setning 1.41. For en voksende fglge (an) gzlder
(an) - sup{anln e N .

Bevis, Hvis sup{anln € N} tilhgrer R, er (an) konvergent
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an+29leQ er 2 a el"

mod et tal a € R, Da elementerne a n

n+1’
a 2 a_, altsd er a overtal, P& den anden side er det klart, at

(an) ikke kan konvergerer mod noget andet overtal end det mindste.

For supfa .} =o og b € R findes et N med ay 2 b, og sh er a 2D

a
n
for ethvert n 2 N, Dermed er sztningen bevist,

Dofinition 1,42, Lad (a ) vare en talfglge. Bt tal b € R

kaldes et nesten-overtal, hvis mengden §n|an > b} er endelig.
Analogt defineres et nmsten-undertal, Infimum for mzngden af

nesten-overtal kaldes limes superior af (an) og betegnes

lim sup(an)o Supremum for mengden af n®sten-undertal kaldes limes

inferior af (a_ ) og betegnes lim inf(an).
Sstning 1.43. For en talfglge (an) gxlder
lim 1nf(an) < 1lim su.p(an)°

Bevis, Idet ethvert nmsten-undertal er ¢ ethvert n®sten-

overtal, fglger pastanden af smtning 1.37.

Swtning 1.4k, Ngdvendigt og tilstrzkkeligt for, at
(f.l,n> —~ a, er, at

lip 1nf(an) = 1lim sup(an) = a,

Bevis. Lad os fgrst antage, at (an) - a, og lad e vare et
positivt tal., S& ligger a, i intervallet Ja - €,8 + e[ undtagen
for endelig mange verdier af n, Altsé& er a - & nasten-undertal
0g a + e er nasten-overtal, og derfor er a - ¢ £ lim inf(an) <
lim sup(an) § a + & og da dette gzlder for ethvert ¢ > O, kan
vi slutte, at lim inf(an) = lim sup(an) = a, Dermed har vi vist,

at betingelsen er ngdvendig. Lad os dernzst antage, at
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1im inf(an) = linm sup(an) = a, og lad e vare et positivt tal.

Sa er ¢ - ¢ n@sten-undertal og a + e n@sten-overtal, men det med-

fgrer netop, at &, € ]a_s,a+a[ undtagen for endelig mange ver-

dier af n, altsé at (an) - a, Dermed er sstningen bevist, nar a
har cn endelig verdi, Nu er (an) - o ensbetydende med, at ethvert

b € R er nesten-undertal, altsd med lim inf(an) = « 0g pastander.

af’
fglger s@tning 1.43. Analogt for (an) - - . Dermed er s@tningen

bevist.

Swtning 1.45. For enhver talfglge (an) gelder

11

1im inf(an) lim(infgak]k > ni)

1

lim sup(an) 1im(supfak|k > nl).

Bevis, Fglgen (supiaklk > n}) er aftagende, At b er n®mster-

overtal er ensbetydende med, at b er 2 et eller andet element i

denne fglge, Altsa konvergerer fglgen mod infimum for mengden af
nesten-overtal, og dermed er den sidste relation bevist, Den
ferstc vises analogt,

Det fremgér umiddelbart af definitionerne, at lim inf(an)'
og lim sup(an), hvis de er endelige, er karakteriserede ved de

egenskaber , der er antydet pad fglgende skitse,

an her for uendelig
mange n

/ . - —

an her hgjat fgr ende~

an her for uendelig
mange n

a, her for hgjst ende-

lig mange n lig mange n

tim inf(an) 1lim sup(an)
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Det anbefales i stzrkest mulig grad at illustrere beviserne
med skitser som denne. De er navnlig en verdifuld stgtte ved ar-
be jde med lgsning af opgaver, De er mindre velegnede til anbrin-
gelse 1 en ferdig tekst, og det er derfor ngdvendigt i forelmzs-
ningsnoter, som de foreliggende at benytte en formulering, der

kun i ringe grad stgtter sig til illustrationer.

Hvis (an) er en talfglge og (pn) er en strengt voksende
fglye af naturlige tal, er (ap ) en delfglge af.(an), Begrebet
n
delfylege skal altid opfattes p& denne mé&de. For nemheds skyld

vil vi dog ofte skrive ”delf¢1gen.(bn) af fglgen (an)”,

Sstning 1.46, Lad (an) vere en vilkarlig talfglge., Den
har da cn delfpglge, som gAr mod lim inf(an) og en delfglge, som
gar mod lim sup(an), Enhver konvergent delfglge af (an) har sin

grensevirdi i intervallet [lim inf(an), lim sup(an)].

Bevis, FPor ethvert ¢ > O findes der uendelig mange p € Ng

séledes at’lim sup(an) - a | ¢ e, Vi kan derfor valge Dy séledes

b
at |lim sup(a.) - a_ | ¢ 1, dernmsst p, > p,, saledes at
n jp 2 1 .
| 1im sug(an) - ap | £ %, o.8.v. Derved far vi konstrueret en del-
[p]
folge (ap ), séledes at (ap ) = lim sup(an). Analogt for
n n

lim inf(an)° For ¢ > O findes kun endelig mange p, for hvilke
a_ > lim sup(an) + e, Men s& vil ingen konvergent delfglge have
gr&néev&rdi > 1lim sup(an) + e, altsd heller ikke > 1lim sup(an)o
Analogt ses, at ingen delfglge har graznsevaerdi < lim inf(an).

Dermed er smtningen bevist,

Sstning 1.47. Enhver begranset fglge har en konvergent

delfglge,
Dette fglger umiddelbart af sztning 1.46, Satningen kaldes
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feierstrass-Bolzano's swmtning, Den udtrykkes ofte pad den mere

suggestive form: En begrznset talfglge kan udtyndes, s& den bli-

ver konvergent,

Setning 1.48. Hvis (an) - a, konvergerer enhver delfglge
af (an) mod a,

Dette fglger umiddelbart af smtning 1.L44 og satning 1,46,

Definition 1.49. Talfglgen (an) kaldes en fundamentalfgl-

ge, hvis den opfylder fglgende betingelse:

Ve > 0 3N € N Vm,n > N(la, ~a| ¢e).

"

Satning 1.50, En talfglge er konvergent, hvis og kun hvis

den er en fundamentalfglge,

Bevis. Lad os fgrst antage, at (an) - a € R, og lad & vare

et positivt tal, Vi vslger N € N, sdledes at

vn 2 N(|la - a_| ¢ =).

n

nNojm

For myn 2 N har vi da

la. - a

m nl,g |a - an|+|a - aml $ e .

Altsd er en konvergent fglge en fundamentalfglge, Lad dernzst
(an) vare en fundamentalfglge, og lad & vare et positivt tal.

Vi vaelger N € N, siledes at

vm,n 2 N(la, - a | < %),

n
- i ] i =) — §- §-
og alle a, med n 2 N vil da tilhgre intervallet [aN 2,aN + 2].
84 vil 1lim inf(an) og lim sup(an) tilhgre dette interval, og de

er derfor begge endelige og O ¢ lim sup(an) - 1im inf(an) < e,
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Da ¢ var et vilkérligt positivt tal, fglger heraf, at
lim inf(an) = 1lim sup(an) og af satning 1,44 fglger derefter, at

(an) er konvergent, Dermed er sztningen bevist.

Betydningen af sstning 1.50 er, at den giver os en mulig-
hed for at undersgge om en fplge er konvergent, uden at grznse-
vgrdien selv indgér i undersggelsen, Sstningen kaldes det almin-

delige konvergensprincip eller Cauchy's konvergenskriterium,

Eksempel, For

ok
a, = %2 cos k x
k=1

hvor x er et vilkarligt reelt tal, far vi

n+p
a -a_ = 2 2 cos k x ,
n+p k=n+"1
altsa
n+p _ n+p _ _
la=a ]l ¢ = 2%cos kx| ¢ » 272,
P k=n+1 k=n+1

og for ¢ > O kan vi valge N, shledes at 27 < & for n » N, Altsé
er (an) konvergeht ifglge det almindelige konvergensprincip.
Graznseverdien kommer til at afhsnge af x, og den definerer en af-

bildning af R ind 1 R, men vi far ikke nmrmere oplysning om, hvad
det bliver for en afbildning.

Hermed vil vi betragte gennemgangen af de reelle tals teo-
ri som afsluttet i fgrste omgang, Vi vil fortsstte med en gen—
nemgang af de komplekse tals teori, men det vil vi ggre pd en
helt anden méde, idet vi ud fra R konstruerer et nyt legeme C,

de komplekse tals legeme,
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Definition 1.51. Ved et komplekst tal forstédr vi et ordnet
par (a1,a2) af reelle tal. Ved den numeriske verdi (modulus) af
det komplekse tal a = (a1,a2) forstar vi la|‘= VKa? + ag). En
vinkel © (mdlt i radianer) kaldes et argument for det komplekse
tal, safremt a = (|alcos 0, |alsin 6), For a + O kaldes det spe-
cielle argument, der ligger i intervallet ]-w,7] hovedargumentet

for a, For a = (@1,a2), b = (b1,b2) definerer vi

1l

a+b (a1 +b,, ay + b2)

ab = (a1a2 = byby, 84b, + a2b1) .

Ved det konjugerede tal a til a forstar vi tallet (a19 - a,).
Mengden af komplekse tal betegnes c. |

Parret (a%,aZ) er koordinater for en vektor a i planen,
den til det komplekse tal a svarende vektor, Til a+b svarer net-
op vektoren a+b . Vi adderer altsd komplekse tal som vektorer,
Derfor er additionen associativ og kommutativ, Endvidere er
0 = (0,0) neutralelement, og vi fa&r en til additionen svarende
subtraktion defineret ved a-b = (aqu1,az—b2), Dermed har vi

vist, at C med kompositionsreglen + er en gruppe.

Dct ses umiddelbart, at multiplikationen er kommutativ,
Med ¢ = (01,02) har vi
a(b+c) = (a1(b1+o1) - az(b2+02),a1(b2+c29 + a2(b1+c1)) =

-(a4b1~a2b2+a1c1~a202, a1b2+a2b1+a102+a201) =

(a1b1wa2b2,a1b2+a2b1) + (a1c1-azc2,a102+a201) = ab + ac .

Dermed har vi vist, at multiplikationen er distributiv.
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For a = (|a]cos 91,|a|sin 91) og b = (|blcos Qz,lblsin 8,)
rar vi
ab = (|al |b](cos 0,cos 9, - sin @,sin @2),

lal |b](cos o,sin 6, + cos 6,8in 91)) =

(la] Iblcos(e1 + 92), |a] lblsin(@1 + 92))°

Vi kan altsé multiplicere to komplekse tal ved at multiplicere
de numeriske verdier og addere et argument for hvert tal., Dette
medfgrer abenbart, at multiplikationen er associativ, Endvidere

fik vi vist reglen

lab] = |al]p

Specielt far vi (1,0)(a1,a2) = (a1,a2), hvilket viser, at
multiplikation
(1,0) er neutralelement for . ., For (a1,az) £ (0,0) er

(ag,2,) - ( =5+ 3 22} = (1,0),

s vi har

Dermed har vi vist, at & er et legeme.

De. |al netop er langden af vektoren a, har vi trekantsulig-

heden

[lal = [ol] ¢ Ja + v| < la]l + |p].
For de specielle komplckse tal (a1,0) og (b1,0) far vi

(a1,O)+(b1,O) = (a1+b,],0>, <a190)(329o) = (813290)9 ,(3190”:]81]9
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Vi vil derfor tillade os at identificere disse specielle kom-
plekse tal med reelle tal, idet vi sstter (a1,0) = a,, For

k € R far vi da

k(a1,32) = (k,O)(a1,az) = (ka1,ka2).
Vi sstter nu (0,1) = i, og vi far da

(a1,az) = (a1,0) + (O,a2) = a, + ia, .

Et komplekst tal kan saledes udtrykkes simpelt ved to reelle

tal og det specielle komplekse tal i, Vi har
.2
1 = <091)(Oy1) = ("'190) = =1,

Det komplekse tal (a1,a2) = a, + ia, = a siges at have realdel

a1 og imaginsrdel 85e Vi skriver a1 = Re a, a, = Im a, Hvis
a, = O, er a reelt, Hvis a ikke er reelt, kaldes a imaginzrt.
Hvis a, = 0, kaldes a rent imaginsrt, Med Arg a betegner vi ho-

1
ved verdien af argumentet til a, Med arg a hetegner vi masngden

af argumenter til a. Tallet O har ethvert reelt tal som argu-

ment. Vi har msngderelationen
arg(ab) = arg a + arg b,

Det konjugerede tal til a = a1 + ia2 er a = a1 - ia2° De
tilsvarende vektorer er symmetriske med hensyn til den fgrste
koordinatakse, Vi bemarker, at

a+a=2Rea, a-a=21ilIlna, aa = Ia|2°

BEndvidere har vi regnereglerne

i
o
o'l

a+b=2a+b, ab
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Dette betyder, at den ved ¢(x) = X bestemte afbildning ¢:C pa C
bevarer regneoperationerne., En sé&dan afbildning af et legémé

pa sig selv kaldes en automorfi,

Lksempel., Regning med komplekse tal foregér som regning

med reelle tal, idet det udnyttes, at i2 = -1

(2 -13)(4h-1) =5-114

O

|

h-i  (L-i)(2+i3) 14+ i 10 _ 11 Lo ]
2-13 T (2-i3)(2+13) ~ 13 T 13 1

o

W

A multiplikationsreglen far vi umiddelbart Moivres for-
mel

(lajcos © + ilalsin @)™ = |a|®cos n © + ila|™sin n © ,

for n € N, For a # 0 galder formlen endda for n € Z, hvilket og-

S8 f¢lgef umiddelbart af multiplikationsreglen,

Vi betragter et polynomium P defineret ved
n
P (z) = 8% +teoot 847 + 8,

hvor koefficienterne a, = b+ dic , v = 0,...,n,er komplekse tal,

v v? )

og hver z = x + 1y er kompleks, For a € C kan vi dividere P(z)

med z - o, og derved far vi en relation
vz € 8(P(z) = (z - a) Q(z) + r),
hvor divisionsresten r er et komplekst tal, Specielt giver rela-
tionen 1 parentesen, at
Pla) = r,
og o er derfor rod i P, hvis og kun hvis z - o er divisor i P.

te

 Hvis o er rod i polynomiet P, som er af n = grad, har vi

derfor
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P(z) = (z - a) Q(z),

hvor @ er et polynomium, hvis grad er n - 1, bet kan tenkes, at
Q ikke har o som rod, men under alle omst&ndigheder findes der

et naturligt tal p { n, sdledes at
P(z) = (z = a)? @,(2), Q(a) #0,

og vi siger da, at roden a har multiplicitet p, eller, at a er en
p-dobbelt (p-multipel)rod. N&r vi tsller rgdder i et polynomium,
er det ofte hensigtsmessigt at tszlle en p-dobbelt rod som p rgd-
der, og det fremgar da umiddelbart af overvejelserne, at et po-

lynomium af grad n h¢jst har n re¢dder,

Hvad vi indtil nu har sagt om polynomier‘gmlder for poly-
nomier med koefficienter fra et vilkarligt legeme. Det sarlige

ved de komplekse tals legeme er gyldigheden af fglgende sztning:

Algebraens fundamentalsstning, Et polynomium af nte grad

med komplekse koefficienter har netop n komplekse rgdder,

De foregéende overvejelser viser, at s:tningen vil vere
gyldig, hvis det blot gzlder, at et polynomium af grad 2 1 har
mindst €n rod, og vi fAr samtidig, at hvis P(z) har rgdderne

Gyseess0, 08 hpjeste koefficient a , kan P(z) skrives som et pro-
dukt

P(z) = an(z - d1)..,(z - an)o

Det vil vere 1idt akavet at vise algebraens fundamentalszt-
ning allerede nu, men vi skal bevise den, nér vi har si mange
hjelpemidler til radighed, at beviset gar nogenlunde let, Beteg-
nelsen "algebra'" blev i en lang periode anvendt om teorien for

polynomier, men anvendes nu mere om kompositionsreglernes teori,
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og det har bevirket, at algebraens fundamentalsztning nu hgrer

hjemme 1 matematisk analyse,

Vi vil selvfglgelig ikke nedvardige os til at bygge noget
op p& algebraens fundamentals®tning, s& lange vi ikke har bevist
den. Den skal blot fortalle os, at visse metoder, som vi skal ud-

vikle 1 det fglgende, er generelt anvendelige,
Af Moivres formel fglger, at ligningen

z% = |alcos © + i|a]sin ©

har lgsningsmengden
(n n
L V]a|cos @i%ﬁl + 1iV]alsin Qi%QE , p € % } )
men verdierne 0,1,,..,n~1 indsat for p vil give o0s hele lgsnings-—

mengden, idet andre vaerdier af p blot giver os de samme l¢sningér

igen. Den specielle ligning z% = 0 har 0 som n-dobbelt rod.
Eksempel. Vi vil sgge at bestemme z € , sldledes at
22 = a + 1ib,
hvor a,b € R, Vi sstter z = x + iy, og finder derved ligningerne
X -y =a, 2xy =0D>
til bestemmelse al x og y. Heraf fas
2 = 3(a + V(% +p%)), 7 = 5(V(a® + b7)-a),
og for * > O far vi derfor z = ¢ eller z = -c, hvor

¢ = V(E(V(a%+b%)+a)) + V(+(V(a%+b2)-a)).

For b < 0 m& +i erstattes med -i.
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Vi vil nu vise en nyttig smtning:

Sgtning 1.52, Lad

je .
p(z) = 5 a.z?

q
j og Q(z) = 2 h.zd
J=0 J=0

J
vere polynomier med komplekse koefficienter, Hvis den ene af de

fglgende tre betingelser er opfyldt, gmlder de alle tre:
1)e P=gAa =b/\%=b1m“Agp=%.
2). Vz € 8(P(2) = Q(z)).

3). Antellet af elementer i msngden {z € C|P(z) = Q(z)}

er stgrre end savel p som q.

Bevis, Det er helt indlysende, at 1) = 2) og at 2) = 3, Vi
skal altsd blot vise, at 3) = f), Antallet af elementer i
fz € C|P(z) = Q(z)] er antallet af rgdder i P(z) - Q(z), Hvis
2(z) - Q(z) ikke er nulpolynomiet, er dette antal hgjst graden
af ?(z) - ¢(z). Hvis 3) er opfyldt, kan vi altsd slutte, at
2(z) - «(z) er nulpolynomiet, men det betyder netop, at 1) gzlder,

Dermed er smtningen bevist,

AT semtning 1.52 fremgar, at P = Q efter behag kan fortolkes
pa fylgenfle to méder:

1) Udtrykkene P(z) og Q(z) har samme udseende (stemmer over-

ens koefficient for koefficient),

-

2) P og Q er den samme afbildning af ¢ ind i C,

Endvidere fremgdr det, at P = Q, s&fremt relationen P(z) = Q(z)
gelder foruendelig mange verdier af =z, Hvis vi ¢gnsker at vise en

identitet mellem polynomier, spiller det altsd overhovedet ingen
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rolle om beviset svigter for enkelte specielle vsrdier af den

variable,

Swtning 1.53. Et polynomium P(z) har alle sine koefficien-

ter reelle, hvis og kun hvis P(z) = P(z) for alle z € C,

Bevis, For

n
P(z) = 87 +...t 8,7 + &

far vi

——T] -_— -—
PZZ;:aZ +tooot a1z+a09

og dette vil for alle z vaere identisk med P(E), hvis og kun hvis

alle a,6 er reelle, Dermed er sztningen bevist,

Smtning 1.54. Hvis et polynomium P(z) med alle koefficienter

reelle har en rod a, er ogsd o en rod og med den samme multipli-
citet,

Bevis, Hvis a er reel, er pastanden triviel, Vi antager
altséd, at o er imaginsr, Af sstning 1.54 fplger P(a) = Pla) = 0,

Endvidere er o ¢ a, Vi har derfor

P(z) = (z - a)(z - a) P1(z),
hvor P1(z) er et polynomium., Nu er

(z=a)(z=-a) = 2= - (a+a)z + oaa

et andengradspolynomium med reelle koefficienter, og P1 har der-
for ogsa alle sine koefficienter reelle, Hvis a igen er rod i P1)
er ogsd o rod (og omvendt), og vi kan da trzkke det samme anden-

gradspolynomium ud som faktor endnu engang., Efter endelig mange

skridt far vi
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p(z) = (z - )z - @) 2,(2),

hvor hverken o eller a er rod i Pj(z)o Dermed er sgtningen be-
vist,

Ifglge algebraens fundamentalsztning har et polynomium af
nte grad og med lutter reelle koefficienter netop n komplekse
rgdder, og ifglge sztning 1.54 falder de imaginzre i par af ind-
byrdes konjugerede, og det medfgrer igen, at polynomiet kan skri-
ves som et produkt af fgrste-og andengradspolynomier med lutter
reclle koefficienter, og sdledes at alle andengradspolynomierne

har imaginere re¢dder,

Definition 1.55. Lad P(z) og Q(z) vere polynomier af hwil-

ke q(z) ikke er nulpolynomiet, Lad M vare mszngden af rgdder i

+(2). Den ved

Pl 2z

f£(z) = oz

definercde afbildning £:0\M ind i C kaldes en bruden rational
funktion.,

Vi vil knytte nogle kommentarer til denne definition, Hvis
vi forlanger br¢ken,‘dev.s° multiplicerer P(z) og Q(z) med et og
samme polynomium L(z), indskrenker vi definitionsmangden, idet
vi nu mad inkludere rgdderne i L(z) i mengden M, men i den til-
bageblevne del af definitionsmengden zndres intet, Omvendt kan

forkortning af brgken udvide definitionsmsngden, Hvis en relation

(1) | p(z) _ F4(2)
(z) ~ q,(z) 7

hvor P1(z) og Q1(z) er to nye polynomier, er opfyldt for uende-

lig mange verdier af z, gwlder
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P(z) Q,(z) = P,(2) a(z)

for de samme vardier af z og dermed for alle z € ., Men s& er

p(z) o(z)  P,(2) a(z)
a(z) Q1<Z“§‘ - Q=) QHZF ’
hvilket viser, at de to brgker kan fremkomme ved at forkorte €n

og samme brgk., Hvis P(z) og Q(z) har en rod a fzlles, kan brgken

,g%g% forkortes med z - o, Er begge brgkerne i (1) uforkortelige,
kan vi derfor slutté, at Q(z) og Q1(z) har ngjagtig de samme rgd-
der og brgkerne derfor samme definitionsmaengde, Ved algebraens
fundamentalsetning vises let, at en bruden rational funktion i
det Vasentlige kun er lig med €n uforkortelig bruden ratiodnal
funktion, men det{ samme kan ogsé vises rent algebraisk, Det vil
vi dog ikke komme»ind pad., Vi vil regne brudne rationale funktio-

ner ens, nAr de kan fremg& af hinanden ved at forlange og for--
korte brgkerne,

Definition 1,56, En bruden rati®nal funktion af formen

-('—?-——)-E; a,o € G, p€ N
2= .

kaldes en partialbrgk, En sum af partialbrgker

a.

—_—
1 (z—aj)pj

M=

J
kaldes reduceret, hvis alle de optrzdende nzvnere er indbyrdes
forskellige,

_ Det er klart, at enhver sum af partialbrgker kan reduceres
(d.v.s. ggres reduceret) ved at brgker med samme n®vner samles

til én brgk. Det er ogsa klart, at en sum af den angivne form




Mat 1, 1966-67 MJA, 1.36

er en bruden rational funktion, idet alle brgkerne vil have en

fellesngvner, son er et polynomium,

T den fglgende satning tenker vi os den brudne, rationale
funktions n®vner oplgst i faktorer af fgrste grad. Dette er al-
tid muligt ifglge algebraens fundamentalsztning, men ved den

valgte formulerirg undgér vi netop at anvende denne smtning.,

fetning 1.57. En bruden rational funktion

P(z)
p1 pn
o a0 (Z—Oén)

f(z) =
(z—a1)

kan pa én og kun én mide fremstilles som en sum af et polynomium

og en reduceret sum af partialbrgker, Fremstillingen vil have

formen
n ( pv avj '\
f(z) =P, (z) + & | & ——ter |,
1 et Vg ot 3y
- v (z-av)

idet vi har antaget, at Ggsoeaslly €F indbyrdes forskellige.

Bevis. Vi viser fgrst, at £(z) kan fremstilles pa den an-
givne form., Beviset fgres ved induktion efter n®vnerens grad.
Hvis denne er O, er navneren 1 og f(z) = P(z), s& sagen er klar,
Vi antager dernsst at pistanden er vist for alle navnere af grad

Py tooet pn—1. Vi satter

A(z) = (2 = ap) Peuu(z - o) P,

g8 vi har

P(z)
(2-a,) " a(z)

f(Z) =

?

og vi merker os, at Q(a1) £ 0, da vi har antaget, at rgdderne

OyseeosOy er indbyrdes forskellige., Vi har da
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o(2) - P(a, ) . Q(ay) P(z) - P(a,) Q(z) ’

(z-oq)p1 (e, ) (z-oc1)p1 (z) Qlay)

og ved indssttelse af z = o, i den sidste brgks tzller ser vi,
at polynomiet i tm:lleren har o, som rod, Den sidste brgk kan alt-
s& forkortes med Z=0, . Efter forkortning med Q(a1)(z~a1) far
nevneren graden Py teoot pn—1, og den sidste brgk har sa& ifglge
induktionsantagelsen en fremstilling af den ¢gnskede form. Den

fgrste brgk er en stambrgk, Dermed er pastanden bevist,

Lad os nu antage, at f(z) er lig med to forskellige frem-

stillinger som sum af et polynomium og en reduceret

sum af partialbrgker, Vi far da en relation af formen

8.1 am
P(Z) = TTTe—— +ooo+ 1
Py P
(Z"OC1> (Z—Oém)

hvor P(z) er forskellen mellem de to polynomier og udtrykket pa
hgjre side er forskellen méllem de to summer af partialbrgker,
Her er konstanterne og P(z) selvfglgelig ikke de samme som 1
fgrste del af beviset, og OyseeosOly betyder ikke mere indbyrdes
forskellige tal. Vi kan antage, at summen pa& hgjre side er re-
duceret., Vi fgrer nu beviset indirekte, Hvis de to fremstillinger
virkelig var forskellige, ville summen pa hgjre side ikke for-
svinde, og vi kan da tanke os rzkkefglgen af leddene valgt, sé-
ledes at P, er den hgjeste eksponent, hvormed zy - a1 forekommer
pad hgjre side, og dermed at a, ikke er nul., Vi ganger nu p& beg-

b
ge sider med (z-a1) 1. Derved far vi

b b
D, a2(z—a1) 1 am(z—a1) 1
P(z)(z-a,) ' = 8, + = 4, ——————
1 1 p2 pm
(z-a2) (z—am)
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Efter at vi har forkortet brgkerne sé megét som muligt; fore-
kommer z--oc1 ikke mere i nogen‘nwvner, men i hver taller i mindst
fgrste potens., Da relationen er rigtig for uendelig mange verdier
af z, er den ogséd rigtig for z = a,, men indszttelse af z = o,

giver a, = O, altséd modstrid, Dermed er sstningen bevist,

ELksempler:

1 _ooxHl-x 1 ]
x(x+1) ~ x(x+1) ~ x = x+1

1 1, (ex)e(dex) 2 S
T+x)(1-x) ~ 2 (+x)(1-x) — 2 \

L]

1 1)
14x *+ 1=x J

I et mere kompliceret tilfzlde, som f,eks,

5
_ Z7-27+3
f£(z) = DD ¥
(z2+1)
benytter vi, at sztningen forteller os, at fremstillingen har

formen

z3—2z+3
(z+i)2(z—i)2

+ r Py

a + b + C d
241 (Z-l)2 Z=-1

= P(z) +

(z+i)2

Nu er det s& heldigt, at P(z) forsvinder, nir f(z) er en asgte
brgk, Ved at trmskke alle brgkerne sammen far vi en =mgte brgk. Det
ses 1 det foreliggende tilfmlde umiddelbart, at telleren bliver
af hgjst tredie grad og n®vneren bliver af fjerde grad, og sé&dan
en brgk kan selvfplgelig ikke vere lig med noget andet polynomium

en nulpolynomiet., Vi ganger nu over med nsvneren og far
23—2z+3 = a(z—i)Z + b(z—i)z(z+i) + c(z+i)2 + d(z—i)(z+i)2°

Dette gwlder for alle vaerdier af z, For z = -1 f&r vi specielt

1+2i+3 = -lLa, altséd a = - §<1+i),
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og for z = i far vi

~i-2i43 = -Le, altsé o = - 3(1-1)-
Altsé er
a(z-1)° + e(z+1)? = - E{(1+i)(zz—212-1) + (1~i)<22+212-1)) =
- §(2z2+uz-2) = - 22° - 32 4 % .

Vi indsztter dette i ligningen, samler de kendte led p& venstre
gide og far

24 gzz+z+ % = (b(z-1) + d(z+i))(22+1).

Nu skal ligningen helst kunne forkortes med z2+1 - ellers har vi

regnet fejl, Forkortningen giver

z + % = b(z-1) + alz+i),

Denne r:lation gelder for alle vardier af z, For z = -i far vi

-i + 2 = -2ib, altsd b = % + 1 ﬁ ,

2

Il

og for z = i far vi

o 1 .
i+2=2id, alteh d=gp-1 f .
Dermed er opgaven lgst, Resultatet blev
22-224% _ _ 3(4+1) . 2483 _ 3(4-1) , _2-i3

(22+1)2 A L;,(z+i)2 b(z+i) ~ L;(z—i)2 b(z-1)

For en uzgte brgk som f.eks,

b .3
f(Z) - Z +223
2742

+z2+z—1

betaler det sig bedst fgrst at spalte £(z) i et polynomium og

en ®sgte brgk, Ved division af nzvnerpolynomiet i tm:llerpolynomiet
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far man polynomiet som kvotient og den #ggte brgks taeller som rest,

I det foreliggende tilfelde far vi

Z—
27 +2

og vi behgver derefter blot at bestemme koefficienterne a,b,c i

opspaltningen

+——

Z+1

L

z-1_ _ z-1 - b c

z042° z2(z+1) z° B
Ved multiplikation med z2(z+1) far vi den for alle z € O gyldige
relation

z - 1 =a(z+1) + bz(z+1) + ez .

Por z = O far vi a -1, For z = -1 f&4r vi ¢ = -2, Da de to led

{f

med z° p& hgjre side ma hmve hinanden, kan vi slutte, at b = 2,

Vi har dermed fundet den gnskede opspaltning
- .. 2. 2

Hvis nmvnerpolynomiet indeholder en faktor (z-a)p, og be-
stemmelsen af koefficienten a i den tilsvarende partialbrgk gi-
ver a = 0, betyder det, at den brudne rationale funktion kan for-
kortes med z-a., Det er ikke ngdvendigt pé& forhénd at sikre sig,

at den brudne rationale funktion er uforkortelig,

Serlig interesse knytter sig til det tilfelde, hvor alle
koefficienter i den brudne rationale funktion f(z) er reelle, I

dette specielle tilfazlde tilfredsstiller f£(z) betingelsen

f(Z) = f<-Z—) .
De ikke reelle faktorer i nsvnerpolynomiet falder i par (z-a)®

0og (z—a)p, og leddene i partialbrgksudviklingen falder derfor
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ogséd i par

a b
(z-0)%  (z-a3)%

9

og da der kun findes €n udvikling af f(E) i partislbrgker, mé

det konjugerede udtryk fremkomme ved at erstatte z med Z, altsa

a b _ __a b
EDi Eal (0l (2-a)0

2

hvilket kun er opfyldt, hvis b = a , Nu er

a . a__ _ alz-a)2 + a(z-a)?
(z=a)%  (z-)4 ((z=a)(z-a))? -

Det konjugerede til polynomiet i tslleren er
a(z-a)® + a(z-2)¢ ,

altsd netop det polynomium, der fés af tellerpolynogiet ved at
erstatte z med z ., Dette medfgrer, at tzllerpolynomiet i summen
af de to partialbrgker har reelle koefficienter. De to partial-

brgker tilsammen giver s&ledes et udtryk af formen

S(z)
(22+ﬁz+y)q
med reelle koefficienter, og tmllerpolynomiet har graden g, For

g > 1 kan vi dividere en faktor af nasvneren op i‘twlleren; og

derved fa

S(z) = (z2+ﬂz+y)s1(z) +b,2 + ¢, ,

s brgken kan skrives
b, z+c, S1(z)
2 — q t T3 a-7
(2°+pz+y) (z°+pz+y)
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og her har 81(2) graden g-2, Ved at gentage denne proces far vi
tilsidist en fremstilling af £(z) som en sum af et reelt polyno-
mium, en sum af reelle paftialbr¢ker og en sum af reelle brgker,
hvis navnere er potenser af reelle andengradspolynomier og hvis

tellere er fgrstegradspolynomier, Dermed har vi vist fglgende
setning.

Setning. 1.58. EFn bruden rational funktion

P(x)

f(x) = o
(x) = )qm
m

1 Pp, 2 4 2
(x—aj) °°°(X—an) x +ﬁ1x+y1) 1 (x B KV

kan skrives pé formen

P a . a
n v Yy m Sn pnk

I det reelle tilfelde kan partialbrgkudviklingen selvfgl-
gelig vmiddelbart dannes pé& basis af den komplekse udvikling,

men der kan ofte med fordel konstrueres direkte,

Eksempler,

1
(x2+1)2(x2—2X+2)

f(x) =

har en udvikling af formen

”A;ma1x+b4w“ ”a2x+b2W a3x+b3
£(x) =-3—p +t T+ ;
(x+1) X"+ X" -2x+2

og efter multiplization med fallesn®vneren far vi

1 = (a1x+b1)(x2-2x+2) + (a2x+b2)(x2+1)(x2—2x+2) +

(33x+b3)(X2+1)2 o
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For x = i fadr vi specielt
1 = (a1i+b1)(1—12) ,

hvoraf vi far

_ C i), _2 _ 1,
b,+ia, = = 5(1+12), 8y =%, by =%

for x = 1+i far vi
1 = (a3+b3+ia3)(1+12)2 = (agrdyriag)(~3+li),

hvoraf

L, 1

2
’ 37 25 °

3+ b3 =35 83=-735,
Ved indsattelse far vi nu

(32X+b2)(X2+1)(x2-2x+2) =

1= ( %x + %)(x2-2x+2) + ( f%x - gg)(xu+2x2+1) =

gg (ux5—xu-2x3+13x2—6x+1u)u

og forkortelse med x2+1 giver
(Q2x+b2)(x2-2x+2) = gﬁ (ux3—x2—6x+1u),

og ved division med x2—2x+2 féar vi

a,x + b, = %3 (Lx+7),

og dermed har vi fundet den reelle partialbrgksudvikling

1 - 2x+1 . Lx+7 _ Lx-1 )
(x2+1)2(x2—2x+2) 5(x2+1)2 25(X2+1) 25(x2—2X+1)

Lag merke til, at vi altid netop indsztter en rod 1 n:vne-

ren for at fa ligninger, der kun har to ubekendte, Hvis r¢dderne
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i nmvneren er meget '"grimme", kan det eventuelt betale sig at
opstille et ligningssystem med flere ubekendte, og det da bedst

at udnytte, at polynomierne p& de to sider af lighedstegnet har

de samme koefficienter,

I'or at bestemme partialbrgksudviklingen

5X2-ux - —axtb __cx+d
(xz-ux+9)(x2—6x+12) x2-ux+9 Xo=6x+12

H

skal vi bestemme a,b,c og d, séledes at
2 2 2
5x“=Ux = (ax+b)(x"-6x+12) + (cex+d)(x"-Lx+9) .

Vi udtrykker, at koefficienterne til hver potens af x skal vare
ens pa de to sider af 1igheastegnet, og derved fa&r vi fglgende
ligningssystem

a +C =0

-6a + b =Le +d =5

1l
i
I~

12a =-6b +9c ~-4d
12b +9d = 0O .,

AT den fgrste og den sidste ligning féar vi
c = =a , d = - % b,

hvilket indsettes 1 de to midterste ligninger

-28—%b= 5
38 - %‘b.: -l

s& partialbrgksudviklingen bliver
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5x-lix __2xHh _ 2xs3
(xz—ux+9)(x2-6x+12) X2—6x4+12 xe—ux+9

°

t
Hvis navneren simpelhen er en potens af et andengradspo-

lynomium)fés partialbrgksudviklingen ved division.

Eksempel,

f(X) = _._.2}_._._

(x2+x+1)2

Division af tslleren med x2+x+1 giver

X0 = (x-1)(x2+x+1)+1,

g8 vi far

3
X 1 + X~-1 .

(x2+x+1)2 (X2+x+1)2 X245+

Eksempel., Find den tredie differentialkvotient af

a1
X(X2-1)

Ved direkte udregning bliver dette en hel del hérdt arbejde, Vi

benytter partialbrgksudviklingen

1 -1 1
T Ytz Tt

1
X(X2""i ) X+1

Nj—

og far let

a’ 1T 6 __3 3
ax> x(x2-1) (X-‘l)E (x+‘l)LL

*

Dermed har vi i hvert fald vist, at partialbrgksudvikling kan
vere til nytte., Vi skal senere se, at der ogsé& er andre anven-

delsesmuligheder,

Vi forlader nu polynomierne og de brudne rationale funk-

tioner og vender tilbage til studiet af legemet C af de komplekse
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tal. Vi bem@rker fgrst, at det er umuligt at organisere C som
et ordnet legeme. Vi har nemlig set, at i et ordnet legeme er
alle kvadrater positive eller nul, og det medfgrer, at

x2+y2 = 0 kun kan gmlde for x=y=0., Men i C er 12+12=O, og heraf
fplger altsé, at de komplekse tal ikke kan organiseres som et
ordnet tallegeme, Nar vi siger at et komplekst tal ep positivt

~(negativt), mener vi, at det er reelt og positivt (negativt),
Definition 1,59, En fglge (an) af komplekse tal siges at
konvergere mod a € C, og vi skriver (an) - a, safremt
Ve > 0O 3N € N vn 2 N(Ia—anl < e).

Vi siger, at (an) er en fundamentalfglge, safremt

Ve > 03N € N Vm,n 2 N(tam—anl < e).

Swetning 1.59. Lad (bn) og (cn) vere reelle talfglger, og
lad b oz ¢ vare rzelle tal, Den komplekse talfglge (bn+icn) vil
da konvergere mod b+ic, hvis og kun hvis (bn) - b og (cn) - ¢,
og den vil vere en fundamentalf@glge, hvis og kun hvis (bn) 0g
(cn) er fundamentalfglger,

Bevis, Hvis (bn+icn) ~ b+ic og & er et positivt tal, kan

vi vaelge N, séledes at vi for alle n 2 N har

| (b+ic) - (bn+icn)l < e,
men det medfgrer, at

lb-b | <& og e-c | <&,

og derfor gmlder (bn) - b og (cn) - ¢, Hvis (bn) - b og (on) -~ c

og ¢ er et positivt tal, kan vi valge N, saledes at vi for alle
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n 2 N har

|o-b | § 3¢ og le-c | < 36,
men det medfgrer, at

| (b+ic) - (bn+icn)l e,

og derfor gszlder (bn+icn) - (b+ic), Pastanden om fundamentalf@gl-

ger vises p& ganske samme made.,

Setning 1.60, En kompleks talfglge er konvergent, hvis og

kun hvis den er en fundamentalfglge,

Bevis, Den komplekse talfglge (bn+icn) er konvergent, hvis
og kun hvis (bn) og (cn) er konvergente (ifglge sztning 1.59),
altsid hvis og kun hvis (bn) og (cn) er fundamentalfglger (ifglge
setning 1.50), altsd hvis og kun hvis (bn+icn) er en fundamen-
talfplege (ifplge satning 1.59), Dermed er sztningen bevist.

Til slut skal vi ngvne, at sztning 1.59 medfgrer, at de
fra gymnasiet kendte satninger om regning med konvergente tal-
folger ogsd gelder for komplekse talfglger, Beviserne udarter
til den kedsommeligst tenkelige rutine, og vi skal blot vise, at
(bn+icn) - b+ic og (b£+ic£) - b'+ic' medfgrer, at
((bn+icn)(b£fic'n)) - (b+ic)(b'+ic'), Udfgrligt betyder dette,
at

(bnbﬁ—cncﬂ + i(bnc£+cnb£)) - (bb'-ce' + i(be'+ceb')).

Efter setning 1.53 skal vi altsd blot vise, at

t_ ! 1 _ant . ! ty 1 1
(bnbn cncn) - bb'-cc' og (bncn+cnbn) > be'l+ch !,

men ved regnereglerne for reelle talfglger, fglger dette jo af, at
(b)) » o, () =, (B!)-D", (cf)=c'.

Hermed afslutter 7i gennemgangen af de reelle og de komplekse tal.
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Opgaver
The idea is the important thing,

Tom Lehrer,

Opgaver til kapitel 1.
Indledriing.

For nzsten alle matematiske opgaver gslder, at der spgrges
efter et resonnement, Dette indrgmmes ofte ganske &bent i opga-
vens tekst, idet spgrgsmélet stillet p& formen: "Bevis,at...'.

I andre tilfszlde sp@grger opgaven imidlertid efter en talvaerdi,
en funktion, en relation e.l., men ogsd i dette tilfaelde er rae-
sonnementet , der begrunder det rigtige svar, vigtigere end

svaret selv,

For at besvare en opgave ma man fyrst finde frem til de
rigtige svar p& de stillede spgrgsmédl og til en begrundelse af
disse svar, Dernzst m& man redigere besvarelsen af opgaven, idet
denne 1 reglen kun bgr omfatte selve svaret tillige med begrun-
delsen, men ikke de overwejelser, der har fgrt til opdagelsen af

det rigtige svar,

Det lader sig ikke ggre at angive nogen metode, som med
sikkerhed fgrer frem til en opgaves lgsning. Visse muligheder
kan man dog altid forsgge,

1. Man tenker over, om man har lzrt en rutinemetode, der
vil f¢gre til l@gsningen,

2. Man tenker over, om problemet minder s& meget om et i
teksten behandlet problem eller om et andet problem, hvis l@gs-
ning man kender, at man kan lgse opgaven ved at kopiere den der

benyttede metode, eventuelt med visse @&ndringer,
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Opgaver

5. Man g¢r sig klart, hvilket rémateriale man har at byg-
ge pa (det givne, samt kendte resultater, der har med sagen at
ggre), lan pusler med dette materiale og ser, hvad der kommer
ud af det - men under dette arbejde ma man selvfglgelig ikke ta-

be méalet af sigte,

4, Hvis studiet af ramaterialet ikke fgrer til mélet, kan
man twnke sig opgaven 1lgst og studere den derved opstéede situ-
ation, Derved far man mulighed for at finde frem til de relatio-
ner mellem det givne og det s¢gte,‘som eventuelt vil fgre til op-
gavens l¢gsning,

5, Somme tider kan man med stgrre eller mindre sikkerhed
gatte svaret pad de stillede spgrgsmél., Det gazlder da om at be-
grunde, at_man har gattet rigtigt, Getteri er et helt ngdvendigt

led i 1lgsningen af matematiske problemer,

6., Hvis man ¢gnsker at bevise en pastand, er der ogsi en
mulighed at antage, at denne péastand er falsk og at studere den
derved opstidede situation i hab om at nd frem til et indirekte

bevis,

Vi vil kort behandle lgsningen af en simpel opgave vedrg-
rende en gruppe. Vi skriver regneoperationen som szdvanlig mul-
tiplikgtion, og vi skriver a2 for aa og a"1 for det inverse ele-
ment til a, Neutralelementet betegnes e. Opgaven er at vise, at
hvis det for ethvert element a i gruppen G gelder, at a = e, da

er G en kommutativ gruppec,

Dette er en opgave, hvor der ikke er ret meget rémateriale

til radighed. Vi ser 1idt nzrmere pa det givne

2
a = s8a = € ,




Mat 1, 1966-67 Indledning 3.
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Dette viser (hvis vi da ellers far gje p& det), at a—1 = a, alt-

s& at hvert element i gruppen er sit eget inverse,

For at vise den kommutative lov, m& vi studere to elementer
a og b, Da vi ved noget om inverst element, er det rimeligt at
se pa det inverse element til ab, Det er gjensynligt b'1a—19
altsa ba, men det er jo ogsé& ab - men s er sagen Jjo klar,

Maske opdager vi ikke, at L a, fgr vi giver os til at

pusle med to elementer, Vi ved Jjo, at

(ab)(ab) = e,
Det er nmrliggende ogsd at se pa (ba)(ab), og vi far
(ba)(ab) = b(aa)db = bb = e,

Men af (ab)(ab) = (ba)(ab) fglger jo ab = ba.

Indelig kunne vi straks vzre gaet i gang med at studere

den relation, der gnskes bevist, altséd ab = ba, Eventuelt finder
vi da p&, at

1..-1

ab =ba = aba b = e,

og hvis vi nu ser pd det givne og opdager, at a1 = a, nir vi

igen let til en lgsning.

Det, vi fgrst og fremmest vil fremheve, er, at pusleriet
med ramaterialet giver os chancen for at opdage den eller de fi-
nesser, der kan fgre til opgavens lgsaning. Det er derfor vigtigt
at man holder godt gje med, hvad der sker, mens man arbejder med
disse ting. Lykkes det ikke i f¢grste omgang, kan det vere nyt—'

tigt at studere ramaterialet sd grundigt, at man har situationen




Mat 1, 1966-67 Indledning L.

Opgaver

i erindring, n&r man gar fra arbejdet. S& er der en chance for,

at man senere vil komme i tanke om, hvad lgsningen er,

I mere komplicerede problemer mé& man vsere indstillet pa,
at gode idéer dukker op, mens man arbejder med noget andet., De
gode idder bgr efterprgves med det samme, og derfor ma& man al-

tid vere indstillet pé at l:gge andet arbejde til side,

Visse gvelsesopgaver har en anden form for problemstilling.
Det kan dreje sig om opgaver til indgvelse af rutinemetoder, Sa
ma man selvfglgelig benytte rutinemetoden trin for trin, men un-
dervejs bgr man holde ¢gjnene 8bne- dels for at se, om der skulle

vare en genvej, dels for at se, om der er chance for en kontrol
af regningerne,

Andre ¢gvelsesopgaver forlanger blot et nzrmere studium af
en bestemt situation., Der kan vere spurgt om udseendet af en fi-
gur eller en funktions grafiske billede., Opgaver af denne slags
er illustrationer, som supplerer den gennemgéede tekst, De er
medtaget, fordi de giver de studerende en mulighed for selv at
gpre visse opdagelser, og det er bade opmuntrende og lsrerigt,
nar det lykkes, Dz vil blive brugt til gennemgang pa tavlen i

gvelseskurserne, mnen ikke til skriftlig aflevering.

Den skriftlige udformning af en opgavebesvarelse omfatter
svar pa de stillede spgrgsmél og begrundelse af disse svar, Det
ovenfor behandledz eksempel er en ren bevisopgave; og besvarel-

sen bestar derfor blot af selve beviset.

llan indleder redaktionen af beviset med en sortering af
materialet, idet unyttige ting udskydes og resten ordnes i rig-

tig rekkefglge., Sa skriver man det sammen udformet ganske som
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en tekst i en lmrebog. Besvarelsen af opgaven ovenfor kan ud-
formes pa fglgende made:

For ethvert gruppeelement a er aa = e, altsd a = a'1, For

vilkarlige gruppeelementer a og b gwlder derfor

ab = (ab)'1 =p 12”1 < pa,

Dermed har vi bevist, at G er en kommutativ gruppe.
Besvarelsen kan ogsé udformes pa fglgende made:

Lad a og b vere vilkérlige elementer af G, sé& er

]

(ab)(ab) €

og
a(bb)a

]
i

(ab)(va) aa = e,

ba, og dermed er pastanden

i

men af (ab)(ab) = (ab)(ba) fglger ab

bevist,

En meget kortfattet besvarelse:

For a,b € G er
ab = abaa = aba(bb)a = (ab)(ab)(ba) = ba ,

hvilket skulle bevises,

Det gmelder for matematisk literatur som for al anden 1lit-
teratur, at hver forfatter har sin personlige stil, Man bgr tid-

ligt sgge at finde frem til en fremstillingsform, der falder na-

'

turligt,
Logisk og matematisk symbolsprog mé& selvfglgelig indgd 1
redaktionen af besvarelsen, Nogen anvendelse af szdvanligt sprog

er helt uundgéeligt, Anvendelsen af rent symbolsprog krzver helt
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precis formulering, og det er ikke praktisk gennemfgrligt, idet

det giver alt for lange besvarelser,

Vi har en matematisk etikette, som giver regler for, hvil-
ke former for svigtende przcision, der er tilladelige ., Denne
etikette er desverre aldrig blevet nedfsldet pé& papiret, og der-

for varierer den temmelig meget fra matematiker til matematiker,

Det er let at kade led i beregninger sammen ved hjzslp af

saddanne standardvendinger som

"heraf fglger" , '"hvilket ogsd kan skrives!

Vog ved inds@ttelse af (9) i (11) far vi",

Logiske tegn erstattes pa& naturlig m&de med tilsvarende ord,

som ‘Yeller'", "og'", '"medfgrer" etc., Sproget tillader dog en ve-~
sentlig st¢rre frihed i brugen af disse ord, Fgrst og fremmest
henledes opmsrksomheden pé&, at de logiske tegn kun kan sté mel-
lem relationer. Dertil kommer, at ordene har andre betydninger

(f.eks, "syv og ni er seksten'),

Kvantoren V erstattes i reglen bedst med "enhver', Ordet
"alle" er ikke altid helt nemt at omgés, Tegnet < erstattes med
"skvivalent med" eller "ensbetydende med", men vendingerne 'hvil-
ket ogsd kan skrives" eller "anderledes udtrykt" kan ogsé an-
vendes, I litteraturen mgder man ofte formler knyttet sammen med

"eller' eller "d,v.s.", men det er ikke altid klart, om de star
for < eller for = ,
Visse selvfglgeligheder bgr ikke udelades. Har man vist

A og A = B, bgr man fremhave, at dermed er B ogséd bevist., Har

man vist en pastand, der begynder med 3Ix, bgr man ikke glemme
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at valge et x i overensstemmelse med de anfgrte betingelser, fgr
man arbejder videre med dette x, I en relation, der begynder med

dx, optrader der nemlig slet ikke noget '"rigtigt" x.

Efter disse almindelige betragtninger vil vi fumle os

igemem lgsningen af endnu en opgave:

For en kompleks talfglge (an) gelder

a

n
A € ]0,0[ VR E N (]a g%-!—),

n+t- nl =

Vig, at talfglgen er konvergént.

Her er ikke spurgt om grasnsevardien. Den stillede betin-
gelse er slet ikke tilstrmkkelig til at fastlsgge fglgen, og
gransevaerdien er vel heller ikke fastlagt ved det givne, Det er
under disse omstendigheder nerliggende at forsgge at vise, at
f'vlgen er en fundamentalfg¢lge, Vi forsgger derfor at vurdere

- a hvilket kan skrives pa formen
an+p 0’ skriv P orme

"an) + (a ) +ooe+‘(an+p—an+p_.1) 9

<an+1 n+2 "%+

og dets numeriske verdi kan altsd, nadr A er valgt, vurderes ved

AE An+1 An+p—1

nl o)1 Feeet (ntp=-1)1 *

Denmne sum er desverre ikke alt for overskuelig. Lad os kalde den

Su D og forsgge at vurdere den nogenlunde forsigtigt:
2
n 2 p-1
AT A A A 3
Su,p =ar \M ot (o1 ) (me2) "ot @t Ve .. (orp-1) J $
2 p-1
AT [ A (A (A )

I+ ntn) teeetin) o
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Nu stér der en kvotientrskke i parentesen. Den sum er

- )

A »
T- 3

Vi er jo kun interesserede i store verdier af n, S84 er det ri-
meligt straks at antage n > A, og vi ser da, at det sidste ud-

tryk kan vurderes ved

Her gar den sidste faktor mod 1., Vi m& habe, at den fgrste fak-

tor gar mod 0, Den kan abenbart skrives

A
1

o=

A
n

W=

Det ser Jjo ganske lovende ud - men det er vor opgave at bevise,
n

at den gar mod 0, Yjensynligt begynder %T at aftage, s& snart
n bliver stgrre end A. Vi vaglger n, > A, og for n > n, har vi
da vurderingen

n n

— &

—— o — 8

~
5
~
o}
.
51>
(7aN
~
@]
B

-
o]
in g lee

og vi behgver blot at valge N, sidledes at udtrykket pa hgjre side
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er { ¢ for n 2 N, Dermed er vi parate til at formulere en be-

svarclee, Det ggr ikke noget, at besvarelsen ser ud, som om vi

har veret meget forudseende, Vi kan endda vaelge A som et helt tal

og valge ng = A, Altsé:
Vi velger A € N, sdledes at

| X 40
vn € N (lan+1 - anl $ LT ) .

Lad e vare et positivt tal, Vi velger N € N, slledes at N > A og

A+
A A
2 N (s g se ),
n

e

og for n 2 N, p > 0 har vi da

| -] E s 5| |
a - a = 2 a, - a < %3 a,_ - a 4
n+p n K=n+1 k k-1 K=+ k k-1
n+p k-1 n p-1 n

A5 A A Mk AT _ 1

2 T S aT k20 &) € a S
k=n+1 1 - Py
AA N 1 s
AT " " 7 A2

n

Altsé er (an) en fundamentalfglge og derfor konvergent.
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3

L

54

Lette opgaver,

Vi indf¢fer en kompositionsregel pa N ved en af fglgende de-
finitioner

1), pfq er det stgrste af tallene p og g «

ii)., pRq er stgrste fslles mal for p og q .

iii), Vp,q € N(pRq = q).

Angiv 1 hvert af de tre tilfwzlde, om X er associativ og kom~

mutativ, og om der findes et neutralelement.

Vis, at der findes et legeme med de fire elementer O (nul-

element), 1(ételement), a og a° = aa, hvor

1+1 = a+a = a2+a2 = 0,

Vis, at betingelsen 1) i definition 1,13 ikke kan udledes af
de gvrige betingelser i definitionen, idet valget G, = /8

G = G\{0] sikrer, at alle betingelserne pénzr 1) er opfyldti

Hvilke reelle talfglger (an) opfylder fplgende betingelse:

Ba € RVe>0vne NaNeN(n2 N = la—an] <€)

Angiv for ethvert x € R infimum og supremum for talmengden
X N
{5-'- nEN}

n
Vis, at talfglgen (%T) konvergerer mod O for ethvert x € R,

o

En fglge (an) af positive tal er bestemt ved, at
a, =3 vne N (a° , =a_ + 2)
1 ’ n+1 °

Vis, at fglgen er strengt voksende, og at 2 er et overtal for

fplgen,

Vis dern®:st, at fglgen konvergerer mod 2,
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8, Vis, at {a1,b1] + [ae,b2] = [a1+a2,b1+b2] og angiv tilsva-
rende relationer for andre typer af intervaller,

9, Varier den sidste og vanskeligere del af beviset for sazt-
ning 1,38 ved at udnytte den i sstning 1.26 omtalte karak-

terisering af supremum for en masngde,

10, Giv et indirekte bevis for ssgtning 1.37 ved at udnytte szt-

ning 1,26,
i a g -1 =1 =1 \
11, Angiv infimum og supremum for {p '+g +r | p,a,r € N},
12, Angiv infimum og supremum for §sin x+(1+tg y)_1lx,y € [O,g[§°

13, Angiv verdierne af de i satning 1. 39 optrwdende stgrrelser

for M = [0,%w], £ = cos, g = sin,
1Ly, Bestem lim inf(an) og lim sup(an)g idet

nmr o+ 2%1 sin raor .

N}~

n
n n+1

15, Lad (an) og (bn) vere begransede, reelle talfglger, Vis, at

/lim inf(a ) + lim sup(a )

lim inf(a ) + 1lim inf(b ) .
23

$ lim inf(an+bn) <

lim sup(an) + lim inf(an)}

lim sup(an+bn) < lim sup(an) + lim sup(bn)o

16, Lad (an) vere en reel talfglge, som konvergerer mod a € R.

Lad (bn) vere en vilkarlig talfglge. Vis, at




17

19.

20,
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it

lim sup(an+bn) a + lim sup b

1im 1nf(an+bn) a + llm inf b .

Lad (an) vare en reel talfplge, og lad k vare et positivt,

reelt tal, Vis, at
lim inf(kan) =k lim inf(an), lim sup(kan) =k lim sup(an).

Hvad gzlder for k < 0, og for Kk = 0 ?

Angiv to reelle talfglger (an) og (bn), séledes at

vn(a, < bn) , lim sup(an) > 1im inf(bn)°

Lad ¢: N ind i § vere en surjektiv afbildning (d.v.s.
o(N) = Q). Vis, at fglgen (p(n)) for ethvert a € R har en

deif¢lge, som konvergerer mod a.

Lad (an) vere en reel talfglge og a et reelt tal, Det er gi-

vet, at hver delfglge af (an) har en delfglge, som konvergerer

mod a. Kan man deraf slutte, at (a ) = a ?

21,

22,

En talfglge (an) er givet, ved at a_ =

at

alS-———),

Vvne Nvp 2o (Ian+p- ol €5

og udled derar, at fglgen er en fundamentaliglge og derfor
konvergent, V:. skal senere se, at gransevardien er log 2(

.naturlig logaritme),

Samme opgave for a_ = 3 (-1)271(2p-1)7", I dette tilfzlde

p=1
er gransevardien %ﬂ, hvilket ogsa vil blive vist senere,

I Ms
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23, Bestem z,,z, € U, sdledes at

19

1
o

2z, - (1+i)z2 =
Z1— Zzz—'l.

2L, Giv en kort beskrivelse (figur) af punktmengderne

fz € &

IZ'::']}, {z €8

!Z"'Zl = 5} s

z=1]+]z+1| =3} .

|z=1]+]z+1] = 2}, {z €l

fz € C
25, Giv en kort beskrivelse af punktmsngden
fz€l | z2==-1vz=1vArg E:l-é[a,ﬁ]} ,
, Z+1
hvor [a,8] er et delinterval af ]-im,iw].
26, Vis at punktmsngden
2 om—
{z € Cla|z| + pz + P2 + b = 0},

hvor a,b € R, p € & er tom, hvis ab > lplz, bestar af et en-

2 4 p° $ 0, medens den for

kelt punkt, hvis ab = |p}° og a
ab < lp|2 er en cirkel, hvis a f 0 og en ret linie, hvis a = 0.
Vis, at enhver cirkel og enhver ret linie i den komplekse plan

kan fremstilles p& den angivne form,

a

27. Vis, at den ved £(z) = z~ | bestemte afbildning £: O\{0] pa
C\{0} er bijektiv, og at billedet af en cirkel eller ret 1i-
nie er en cirkel eller ret linie (med et rimeligt forbe-
hold vedrgrende rette linief og cirkler gennem 0), Hvilke
rette linier afbildes 1 rette linier, og hvilke cirkler af-

bildes i cirkler ¢
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28. Lal a = a; + ia2yub :'b1 +‘ib2 vare fra nul forskellige kom-
plekse tal, Vis, at vektorerne a = (a1,a2), b = (b1,b2) er

vinkelrette p& hinanden, hvis og kun hvis ab + ab = 0 .

29. Find alle lgsninger til hver af ligningerne

éu

=, """1 s

25.: =4 =~ il 2: 2
30, Lgs 1igningen
-2 ) ‘
z° = (2+il)z - 3+i2 = 0.

%1. Vis, at polynomiet "~

b 3

X --h4x +2x2 - 4x + 1
har to dobbeltr¢dder}0g angiv disse,

32,. Angiv komplekse partialbrgksudviklinger af fglgende hrudne
rationale funktioner

z—i -1 1
SR 9 °.
(z+1)“ 2%+ 22+22+2_t

33, Angiv komplel:se partialbrgksudviklinger af

3

7~ ~1 740
2 s
2(z=-1)(1+2)

7 1
;["_1 ? (Z—OD(Z'FI ?

bkvor a,8 €
3., Angiv for n € N, a,b € & partialbrgksudviklinger af

] 1

— ——

2 -z) * (z-a)Yz-b)

35, Amyiv- reelle partialbrgksudviklinger af
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36, Angiv reelle partialbrgksudviklinger af

1 1
x?(x2~1)(x2+1) ’ (x2+1)2(x2+2)2

L

37, Udregn
1 adx 1 X5

/o (x+1)(x+2)(x+5%) °* o Z;:;;ﬁ dx

38, Udregn den tredie afledede (d.v.s, differentialkvotienten af

tredie orden) af
X

(X+1)3

39, Angiv den reelle partialbrgksudvikling af

W

2X
Xu+h

(]

LO, Hvilke fejl er begaet 1 fglgende regning:
1 =V (=1=1) =VAIVI = dei = -1,

41, Vis den for alle komplekse talfglger gmldende loglske rela-

tion
(a)) »a = (la]) - lal

L2, Undersgg om fglgende talfglger er konvergente:

n

Y (ne1)%+in® Y ([ 34il)
Jo "o 2 W5

n“+i(n+1

o (32

Vanskelligere opgavep.

L3, P4 mengden af alle par (c,x), ¢ € ]0,o[, x € R indfgrer vi

kompositionsreglen

C1X1+C2X2 )

(01,X1)£(02,X2) = (C1+C29 C1 " 02

Er den associativ og findes der et neutralt element ¢
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L.

L"S.

Le.

L7,

Vi antager, at det er bevist, at enhver bruden rational funk-

tion p& én og kun pa én méde kan skrives som en uforkortelig

brek

P
a x¥ +,,.+ a,x+a
jo) ° 1 e}

q q-1
X +bq_1x toeotb

Vis, at de saledes normerede funktioner ved sadvanlig addi-
tion og multiplikation udggr et legeme K, Vis, at K indehol-
der en kopi af R, Vi. kalder den brudne rationale funktion

positiv eller negativ, eftersom ap er positiv eller negativ,

Vie, at K derved bliver et ordnet legeme. Vis, at K ikke

bliver Archimedesk ordnet,

Lad [a1,b1] vare et delinterval af ]0,c[., Vi definerer reel-

le talfglger (a ) og (bn), idet vi for n € N smtter

80Py b

8net = QZanfbn5 ¢

Vis, at (an) bliver voksende og (bn) aftagende. Vis, at (an)

1
n+l - §<an+bn)'

o8 (bn) begge konvergerer mod.\/(a1b1)°

Lad PsPysPrs%5qysd, VETE reelle tal, som tilfredsstiller
D, +
pytpy £ p ¢ |1 QQ} $ag 4yt .
Potay
Vis, at der for enhver mmsngde M med ikke alt for f& elementer

eksisterer afbildninger f,,f,: M ind i R, saledes at

1
]
1}

p, = inf £,(M), p, = inf £,(M), p = inf(L +,)(M),

1l
il
i

qq = sup f1(M), 4, = sup f2(M), a sup(f1+f2)(M)o

Heraf fglger, at sstning 1.39 ikke kan skarpes vesentligt.

For en talfglge (an) gelder

vn € N (an >0 A8 ., = an+an+1).
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an+1
%n

) er konvergent, og angiv gransevardien,

Vis, at (

Lad b vere et positivt tal, og lad (an) vare en fglge af po-

sitive tal, som tilfredsstiller betingelsen

A 21
vn € N (an+1 = 2(an + =)).

< |

Vis, at (an) -»Vb . Prgv at udnytte dette til en tilnsmrmet

beregning af V5 .
Tegn en skitse af punktmsngden A+A, idet A c C er givet ved
A=fz=x+iy € 0| x 2 0 A |2] = 1},

Undersgg, om den ved ¢(z1,z2) = Zy+3Z, definerede afbildning

¢: AxA p& A+A er bijektiv,

Prgv at bestemme partialbrgksudviklingen

y a a1 b b1
TrTmAEmSe— T -—-E +oo ot -E- + ——_—g'—-"'ooo"’ m—o
zP(1-2)¢ 2P (1-2)9

Multiplicer med zP, differentier k gange (0<k<p) og szt
z = 0, Undlad at udregne differentialkvotienterne af de led,

for hvilke det kan forudses, at der kommer O, nidr z = 0 ind-

szttes, Derved bestemmes ap_k. Resultatet bpliver en bpinomi-

alkoefficient

(n) _( n )\ _ n!

kk) - kl’l—k) - k!Zl’l—k;! *
Opstil nu den tilsvarende (halvvejs kendte) udvikling for
den funktion, der fas ved at bytte p og q. I demne erstattes

z med 1-z, Derved fas de resterende koefficienter,

Vis, at et trediegradspolynomium P(z) = zz+az+b med komplekse

koefficienter har en rod (f.eks, ved at lgse de sammenhgrende
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ligninger P(u+v) = 0, %uv = -a), Gennemfgr regningen for den
sbecielle ligning med reelle rgdder a,B og -a-B, samt for
ligningen med rgdder -2a, a+if, o-iB, hvor o og B er reelle,
For hvilke reelle a,b har ligningen alle sine rgdder reelle,
og for hvilke har den en multipel rod ? Angiv en metode til

lgsning af en generel trediegradsligning,

L

52, Vis, at et fjerdegradspolynomium P(z) = z +a22+bz+o har en

faktorisering af formen
P(z) = (22 + PZ + q)(z2 - D% + 1),
hvor p kan valges sbm en vilkarlig rod i polynomiet
z° + 2a 2%+ (ag—uc)z2 -b% =0 ,

og vis derved, at ethvert fjerdegradspolynomium med komplekse

koefficienter har en rod, (Lad vere at gennemfgre regninger-

ne).

Svere opgaver,

De Usvare" opgaver, som bringes i tilslutning til de fleste
kapitler i disse forel®sningsnoter, er s& vanskelige, at de fle-
ste studerende kun vil kunne regne ganske f& af dem. De er ikke
alle lige svare, men de krazver enten temmelig megen opfindsom-
hed eller en ret betydelig arbejdsindsats, De svare opgaver vil
iklke blive anvendt ved ¢gvelserne, De er fgrst og fremmest ment
som en udfordring til de dygtige studerende. Enhver student har
ret til nar som helst at aflevere besvarelser af de svare opga-

ver til sin professor eller instruktor, og s&danne besvarelser

vil da altid blive rettet,
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53.

54.

Med K betegner vi mgngden af alle afbildninger ¢: 7 ind i R,

som tilfredsstiller betingelsen
(1) 3p € & vk < ple(k) = 0),

Mengden K er organiseret ved szdvanlig addition og ved en
multiplikation, der defineres ved

0

p¢(n) = 3 o(k) ¢(n-k),

k=-c
idet (1) medfgrer, at demme sum kun indeholder endelig man-
ge fra nul forskellige led, og summen fortolkes som summen
af’ disse led. Vi kalder ¢ positiv (negativ) hvis ¢(p) er
positiv (negativ) for den mindste vsrdi af p, for hvilken
o(p) £ 0, hvis en s&dan verdi eksisterer, Vis, at K er et
ordnct legeme, men at K ikke er Archimedeékordnet. Vis, at
det for en aftagende fglge af afsluttede begransede inter-
valler p& K gzlder, at intervallerne vil have et falles punkt,

hvis intervallsngden konvergerer mod 0, men ikke altid ellers,

Vis, at det for et ordnet legeme K galder, at fglgende to

cgenskaber er mkvivalente:

i). For enhver aftagende fglge af afsluttede, begran-
sede intervaller, hvis lengder konvergerer mod O,

vil intervallerne have et f&lles'punkt.

ii). Det almindelige konvergensprincip g®lder pa K.
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Kapitel 2,

Uendelige summer,

Souvent méme on se servira du langage
courant d'une maniére bien plus libre encore,
par des abus de langage volentaire, par 1'omis-
sion pure et simple des passages qu'on présume
pouvoir étrc restituds aisément par un lecteur
tant soit peu exercé, par des indications in-
traduicibles en langage formalisé et destinées

a faciliter cette restitution.

N. Bourbaki,

Lad J og M vere vilkarlige mengder, og lad ¢: J ind 1 M ve-
re en vilkarlig afbildning., For j € J vil vi betegne ¢(j) med
aj? og vi vil da ogsa betegne afbildningen med symbolet (ajljeJ)
eller, mindre pracist, med (aj), og vi vil kalde afbildningen en
familic af elementer af M med indexmengden J., For J = N bliver

familien specielt en fglge,

Enhver mgngde M kan opfattes som en familie med indexmzngde

J =i og med ¢ som den identiske afbildning.

Vi vil specielt interessere os for tilfmldet M = 8, I dette
tilfelde er (aleEJ) alts& en familie af komplekse tal., Hvis
Vi € J(aj € R), er (ajlj € J) en familie af reelle tal. Lejlig-

hedsvis vil vi ogsé besk®ftige os med familier af positive tal,

Hvis J er en endelig mangde, og (aJIJEJ) en familie af kom-

plekse tal, eksisterer familiens sum = é.. I dst fglgende vil
JET ¢ ‘
vi definere summer af visse familier med uendelig indexmaengder°
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Definition 2.1, Hvis J er en vilkarlig mzngde, betegner
vi med D(J) mengden af delmzngder af J og med B(J) mengden af
endelige delmengder af J.

Definition 2.2, En familie (aj|j€J) af komplekse tal siges
at have summen a € C, hvis og kun hvis fglgende betingelse er
opfyldt:

Ve > 037 € D(J) Vi€ B(J) (JoJ =|la- Da,l £e),
0 0 j€T g

Vi skriver da ¥ a, = a, og familien (ajljéJ) kaldes summabel.
jedd
Slrivemadden 3 a. = a ville selvfglgelig vaere ganske for-
jedad
kastelig, hvis det kunne tenkes, at en familie havde to forskel-

lige summer. Derior viser vi fglgende saztning .

Setning 2,3%. Hvis en familie (ajljéJ) af komplekse tal har
summen & og summen b, er a = b,

Bevis, Vi antager, at (ajleJ) har bade sum a og sum b.
Lad e vere et positivt tal. Vi kan da valge J,,J, € B(J), s&-
ledes at

v € B(J) (I 2 I, = | a - Sa, | <s8)
jeJ d

VI € B(J) /I 2 Iy = | - Sa, | < e),
jeJ d

Vi velger specielt I = J1 N J2, og vi har da

la = b] ¢ |la- = ajl +|p - 2 ajl < 2e
JET JEI

og da cette sdleces er vist for ethvert ¢ > 0, kan vi slutte, at

a = b, Dermed er smtningen bevist,

dvis J specielt er en endelig sum, kan vi 1 definition 2.2
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for ethvert ¢ velge JO =d, og vi ser, at a i det tilf®lde bliver
den s:dvanlige sum .éJaj. Der er sdledes tale om en udvidet brug
af det szdvanlige sgmtegnc Strengt taget burde vi indfgre et nyt
tegn for det udvidede begreb, ligesom vi ogsé& burde anvende et
nyt ord i stedet for sum, idet de kendte s:tninger om summer ikle
alle har gyldighed for familier af summer. Sproglige misbrug
(abus de langage) som denne bidrager imidlertid i hgj grad til

at fremme overskieligheden, og de forekommer derfor meget hyp-

rigt 1 matematikken.

Om en familie er summabel eller ikke kan afggres ved fgl-
'gende ceetning, der ngje svarer til det almindelige konvergens-
princiy for en telfglge:

Setning 2.4, En familie (aj|j€J) af komplekse tal er sum-

mabel, hvis og kun hvis fglgende betingelse er opfyldt:

Ve > 037 _€ BD(I) VI B(I) (Ind_=¢ =] = a., <e)
© © j€1 J

Bevis, Lad os fgrst antage, at 2 a =a, og lad & vare et
jCJ
positivt tal, Vi kan da valge J € ﬁgJ), s8ledes at

VI € B(J) (I24J, = la = = a.] ¢ %e).
j€1 J

For I € D(J) og I n J, % 0 har vi da

Eajl:’ N aj—Zaj,g
Jel JEJOUI JGJO
sa - S el o+ 53 - Sa,l e .
j€T I J i€,

Dermed nhar vi vist, at betingelsen er ngdvendig.
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Lad os nu antage, at (aDIJEJ) er en familie af komplekse
tal, for hvilken betingelsen er opfyldt, For n € N valger vi

J, € D(J), shledes at

VI € B(J) (Ing_ =6~ |3 a] <3,

j€T Y

s v . —

og vi swtter J n = J1 Wooald Jn’ og jé}'an = bn » For p > O har
vi da n
1
1Pyip — Pyl —lJ‘EJ'Z \J'anl $ oy
n+p \'n

? 1 A X -
da (Jn+p\Jn) n J, = §. Heraf fglger, at (bn) er en fundamental

fplge, og der eksisterer derfor et komplekst tal a, siledes at

) .
(bn) ~ a, For I 2 J} har vi

2
la - 2 a | <la- 2 al|+]| = a| =,
jer B jegr B JETNT} n n

hvilket netop viser, at (aj|j€J) er summabel med sum a,

Det viser sig imidlertid, at der findes békvemmere’metoder
til at afggre om en forelagt familie af komplekse tal er summa-
bel, Det viser sig nemlig, at det er bade ngdvendigt og tilstrak-
keligt, at msngden af delsummer er begraznset, og det viser sig
endvidere, at man ved undersggelsen af dette forhold kan tillade
sig at erstatte hvert tal i familien med sin numeriske vaerdi, sa
det bliver tilstf%kkeligt at underspge familier af positive tal.

Dette er indholdet af den fylgende satnihg,

Setning 2.5. Hvis en familie (ajlj€J) af komplekse tal har

én af fglgende tre egenskaber, har den dem alle tre:
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i), (ajljéJ) er summabel,

ii). Mzngden {| = ajl I <€ B(J)! er begrznset
J€I

iii), Mszngden { = |a.|| I € B(J)} er bvegranset,
jer
Bevis., Vi viser fgrst, at i) = ii), Vi antager altsa, at

(aj|j£f) er summebel, Af smtning 2.4 fglger, at vi kan valge

J, € D(J), shledes at

jer 9
For I € D(J) har vi da
| 2a.l =] = a,+ 2 aj] < s al o+ 1.
j€1 9 JEINT J . JEINT JEINT J

Da antallet af alle mulige forskellige m&ngder InJO er endeligt,

idet J _er endelig, er {| £ a.|| I € B(J)} en endelig mzng-
o) . J
JEr\JO

de og derfor begrmnset, og dermed er pastanden bevist.
Vi vil nu vise, at ii) = iii). Vi antager altsd, at ii) er

opfyldt, og vi kan da vslge K, sdledes at

vI € B(J) (] £ a,l ¢ K),
j€1 9

men det medfgrer, at

VI € B(J) (| 2Re a.] < KA | 2 Ima.l ¢K).
J€I J JET J

Vi betragter en fast valgt mengde I € B(J), Vi deler I i to mang-

der
{31 | Re a, < 0},

-
i
o
m
=
28
O
O
v
@
A
L
no
fl
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og vi har da

2 |Rea,l = 2 Rea, - 2 Rea, < 2K,
j€I J JEI1, J JET, J

Ganske analogt viser vi, at 2 |Im a.| < 2K, Men si er
JET

> lagl ¢ 2 (IRe ay] + |Im ayl) < LK,
j€r d €I J

og da I € D(I) var vilkérligt valgt, er pa&standen bevist,
indelig skal vi vise, at iii) = i). Hvis iii) er opfyldt,

eksisterer tallet

K = supf 2 |a.|| I € B(I)1.
jer Y

Lad e vere et positivt tal., Vi valger J_ € B(J), saledes at
S la.] 2K -e,
jeg 9
o
For I € D(J) , In I, = ¢ har vi da

| 2 a. ¢ 2 |a.| = s la, - 2 la;] § K -(K-e) = &,
€I 9 €1 Y JET VI J JET J
og dermed har vi vist, at (aJIJEJ) tilfredsstiller den i satning

2. anfédrte betingelse, Dermed er ssiningen bevist,

Vi minder om, at en mzngde J kaldes numerabel ("tzllelig!
har ogsi varet brugt), sifremt der findes en biljektiv afbild-
ning ¢: N’pé J., Dette er ensbetydende med, at der findes en f¢l-
ge, som netop bestldr af elementerne i J, og sdledes at hvert ele-
ment forekommer netop €n gang, At en mengde J er uendelig er ens-—

betydende med, at den har en numerabel delmengde,

Vi skal nu vise en sstning, som afslgrer, at studiet af
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summeble familier i det vesentlige reduceres til studiet af sum-
mable I'glger,
Saitning 2.6, Hvis familien (aJIJEJ) er summabel, er msng-

den ijeJlaj$O§ numerabel eller endelig,

Bevis, I overensstemmelse med iii) i sstning 2.5 velger vi

K, sé&ledes at

VIie B(a) (2 |la.] < K).
j€I ¢

Lad n vere et naturligt tal, Hvis lajl > % for ethvert j € I, er

antallet af elementer i I hgjst nK. Heraf fglger, at hver af
mengderne

{jé;']ajl > 1} og {jed] o7 § 8y < %f, n=1,2,...

er endelig, men s& er foreningsmsngden {jEJIaj¥O} numerabel,

Af smtning 2.6 fremgir, at en familie (ajljéJ) ikke kan

vere summabel, uden at a, = 0 for alle j € J bortset fra en nu-

J
merabel mesngde, Derfor vil vi nu nsrmere studere tilfeldet

J = N, altsd de summable fglger (an). Af beviset for sztning 2.6
fremgér, at det for en summabel fglge a, gelder, at maengden

fnelv Ianl > e} er endelig for ethvert e > 0, Heraf fglger szt-

ningen,
Sesning 2.7. Hvis fylgen (an) er summabel, gzlder (an) - 0,

Setning 2.8, Lad (an) vere en kompleks talfglge, For hvert

Pt eiahtmndonted =X

. Da vil enhver af fglgende

n € N setter vi A = |a1l oot lan
fire bevingelser medfdre de tre andre:
i). (@n) er summabel,
ii), (lanl) er summabel,
iii). (A, ) er begranset.

iv), (An) er konvergent.
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Bevis, At i) <= ii) og at ii) = 1ii) fglger umiddelbart af
setning 2,5, Hvis iii) er opfyldt, er iii) i sztning 2,5 lige-
ledes opfyldt, og derfor vil ii) vere opfyldt, At iii) < iv)

fglger af sztning 1, , da (An) er voksende,

For en fylge (a_) skriver vi Ra_ i stedet for = a_., Vi
n n ncl B

har nu sstningen:

Sstning 2.9. Lad (an) vere en kompleks talfglge, For hvert
n € N setter vi 8, =&, +te..t & . Hvis (an) er summabel vil fgl-

gen (Sn) konvergere mod Za.

Bevis., Lad ¢ vare et positivt tal. Hvis (an) er summabel,
kan vi velge en endellig delmzngde JO af N, sdledes at det for
enhver endelig delmsngde J af N med JO som delmangde, gelder at

[>a - Sa| e,
n neg o
og hvis N € N valges, saledes at Jo - {1,,0.,N}, har vi da spe-

cielt for p 2 N, at |2 a_ - spl < &, men det betyder netop, at

n
(SO) - 2 a_. Dermed er smtningen bevist,

Vi ser af sstning 2.8 og 2.9, at en positiv talfglge (an)
er summabel med sum a, hvis og kun hvis (Sn) - a, hvor

S = &8, +eaet 8_,
n 1 n

Eksempel. For fylgen ( Erﬁ:TT) far vi

5

1 _
’ k(k+1) = Kk

R N
1( k k+1) = 1 n+} ?

Sn = .

i Dd
nMB

N : 1
hvilket viser, at (Sn) - 1, Alts& er > e T) = 1,

For fglgen ( % ) far vi
2n
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og det almindelige konvergensprincip er séledes ikke opfyldt for

(Sn). Altsa er (Sn) ikke summabel,

Setning 2,10, Lad (an) vere en summabel talfglge, Lad p va-
re et naturligt tal (eller 0), og lad c vare et positivt tal. Da

vil enhver talf¢lge (bn), som tilfredsstiller betingelsen

Vnglb

Iopapl € 0 layl)

vere summabel.

Bevis, Ifglge sztning 2,8, iil) kan vi valge K, sidledes at

|a1l +ooet Ianl < K for alle n € N, Vi har da for alle n € I, at

Foout bl S byl +0ous lbpl + c(|a1l+°.,+lanrp|§

o, n

|b1| Faoet lbpl + cK ,

hvor parentesen i den midterste sum udelades, hvis n § p. Af

s@tning 2.8 fglger nu, at (bn) er summabel,

Sa@tning 2.10 kaldes sammenligningskriteriet, Den er vort

vigtigste middel til at afggre, om en fplge er summabel,

Eksempel, Fglgen (15)‘er supmabel, idet
n

1 1
< ?
(n+1)2 n(n+1)
sa pastanden fglger ved sammenligning med den i eksemplet oven-

for betragtede fplge (ﬁthT7)’ idet vi har valgt p = ¢ = 1. Ved

me toder, som vi endnu ikke har til rédighed, kan vi vise, at

12
summen er Zmw .

Definition 2.11, For vilkarlige komplekse tal a og g kaldes

fplgen (aqn—1) en kvotientrakke med kvotient q.
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Kvotientrakken er behandlet i gymnasiet, Vi minder om, at
direkte udregning giver
‘ n-1 n
(1-a)(a + ag +...+ ag®™") =.a(1-g"),
s& vi far den for q + 1 gyldige formel

n
8 + aQq +eoot+ ag =aq, -

Setning 2.12, Kvotientrskken (aqn—1) er summabel, hvis og

0 er summen O, For |q| < 1

1}

kun hyis a = 0 eller |q|] < 1. For a

er summnen "'é"' °
1-q

Bevis, For q £ 1 er

-11 ln-—‘l -

= lal + lallal +...+ |alla

+

lal + |ag] +...+ |aq

- n
ol
1 n
og fglgen (Ia];:+§+—) gdr mod en granseverdi, hvis |q| < 1 eller
a = 0, og kvotientrekken er altsd i dette tilfalde summabel i-
fplge sztning 2.8,iv). For a + 0 og |q| 2 1 gar (lallq]n—1) ikke
mod O, og sstning 2,7 siger da, at kvotientrszkken ikke er sum-

mabel, Dermed er sstningen bevist,

Eksempel: Xenons paradoks. Akilles kan aldrig indhente
skildpadden, for, nér Akilles er ndet dertil, hvor skildpadden
nu er, er skildpadden naet et lille stykke videre, og nar Akilles
er lgbet det stykiie, er skildpadden igen krgbet et 1ille stykke
0.8,Vv.1 det uendelige, Lad a vere skildpaddens forspring og lad
q vaere skildpaddens fart divideret med Akilles fart, Na&r Akilles
har lgbet strazkningen a, har skildpadden krgbet stykket ag, nar

Akilles har lgbet demne strazkning, har skildpadden krgbet stykket




Mat 1, MA 1966-67 MA 2,11

aq2 0.8,V, Akilles ma ialt gennemlgbe straskningen

= ?%a s 0g skildpadden kryber strakningen

. Porholdet mellem de to strakninger er q og

o 2
a + agq” + 84 +eoeo
aq + 8Q° +... = ‘ij—gi

forskellen er a, Regnestykket stemmer,

Ved at anvende sammenligningskriteriet og specielt sammen-
ligne med kvotientrazkker, fi4r vi to kriterier, som er meget be-

kvemme at anvende, men ikke "kraftige" nok til at klare vanske-

ligere tilfwslde,
Smtning 2.13, (Rodkriteriet). Talfglgen (an) er summabel,

hvis

n
1lim sup( v’lanl) < 1,
og den er ikke summabel, hvis

n
lim sup( V lanl) > 1.

Bevis, Hvis den fgrste betingelse

n
q € ] 1lim sup( V”lanl), 1[, og mangden

er opfyldt, kan vi valge

{neN| 3P1anl > q} er da

endelig, Vi kan derfor valge p,

séledes at

n
Vn 2 p (flan‘ < Q>’

hvilket viser, at

D

vn(la__ | < ag™), a = of,

n+p
og sammenligningskriteriet giver, at (an) er summabel, Hvis

lim sup(‘&”lanl) > 1, er ‘S_Ianl > 1, altsé Ianl > 1 for uende=-
1ig mange vardier af n, og deraf fglger, at (an) ikke konverge-
rer mod 0, og satning 2.7 giver, at (an) ikke er summabel. Der-

med er smtningen bevist,

n
Hvis lim sup( Vﬁﬂanl) = 1, afggr setning 2,13 ikke, om
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(an) er summabel eller ej, Det blev bevist i gymnasiet, at

( ¥8) » 1, og derfor er satning 2.13 ikke sterk nok til at af-

ggre, om fglgerne ( ) og ( ) er summable,

Eksempel, For p € N, z € &, a, = nPz", er

QFWanI = (Y2)P|z|, og vi far derfor ( QPWanI) ~ |z

(nPz™) summabel for |z| < 1, ikke summabel for |z| > 1, og sagen

., Altsa er

blev ikke afgjort for |z| = 1. Det ses dog umiddelbart, at
(an) - o for |z| =1, og fglgen er altsd heller ikke summabel

for |zl =1,

Setning 2.14. (Kvotientkriteriet). Lad (an) vere en talfgl-
ge, for hvilken a_ £ 0 for alle n, Fglgen (an) er da summabel,
hvis

an+1
lim sup ( o ) < 1,
n

og den er ikke summabel, hvis
an+1
lim inf (45 ) 2 1.
n
Bevis, Hvis den fgrste betingelse er opfyldt, kan vi valge

n+1 )
b

€ ] 1im sup( 1[, og vi kan da valge p, sdledes at

1’1

a
It < k for alle n 2 p, og vi har da for alle n 2 p, at

a
n
n
K
n+p I 8 bp—1 | | | $ lap' ’

og derefter fglger det af sammenligningskriteriet, at fglgen er
summabel. Den anden betingelse medfgrer &benbart, at (lanl) vok-
ser fra et vist trin, og derfor er (an) ikke summabel. Dermed er

setningen bevist,
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Eksempel, Med a, = nPz" ganske som i det foregdende eksem-

pel, far vi

Pae1] (w102 Ay

la,l nP|z| P

a
s n+ Q . Q
og dette viser, at ( 5 . ) > |z|, s& vi far samme resultat som
n
ovenfor.,

Den fplgende sztning er kun anvendelig for meget specielle
fylger, men vi kan benytte den til at skaffe os en hel del sum-
mable fylger, der s& kan udnyttes ved brug af sammenlignings-
kriteriet,

Setning 2.15. (Integralkriteriet), Lad £: [1,0[ ind i ]0,c0l
vere en aftagende funktion, Da er fglgen (£(n)) summabel, hvis

n
og kun hvis fglgen ( /}f(x)dx) er konvergent,

Bevis, Vi inddeler intervallet [1,n] i delintervaller af

lengde 1, og vurderer integralet ved den fremkomne under-og over-

sum, Derved far vi
n
£(2) +,..+ £(n) < /1f(x)dx < (1) 4000+ £(n-1),

Hvis (£(n)) er summabel, er £(1) +...+ f(n=-1) ¢ f(n), og vur-
deringen giver, at fglgen (f?f(x)dx) er begranset, og da den til-
lige er voksende, er den konvergent, Hvis (f?f(x)dx) er konver-
gent med gransevardi a, f&r vi £(2) +,..+ £(n) ¢ a, altsad

£(1) +o.e+ £(n) ¢ a +£(4)og setning 2.8, iii) medfgrer af (f£(n))

er summabel, Dermed er sstningen bevist,

Vi vil nu udnytte logaritmefunktionen, Da logaritmer med
grundtal 10 praktisk talt kun anvendes ved numerisk regning ved

hjxlp af logaritmetabeller, vil den naturlige logaritmefunktion
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\,

ki
i dette kursus vzre den vigtigste af alle logaritmefunktioner,
og vi vil derfor foretrazkke at benytte betegn&;sen log for den
N

haturlige logaritmefunktion, Vi minder om, at ,

bl

X
at da
/1T=logx, a-}zlogx=

at log: ]0,w[ p& R er voksende, gir mod « for ¥ = o og mod ~w
for x » 0, samt at log x er positiv for x > 1, men negativ for
x € Jo,1[.

For at udnytte integralkriteriet'betragter vi for a € R de

ved
g (x) = x'™% 9y(x) = (Log(x+1))"™%, py(x) = (Log Log(x+2))' ™"

definerede afbildninger ¢,,0,,¢ 5! [1,00[ ind i [0,0]. At vi har
skraevet x+1 1 ¢2(x) og x+2 i ¢3(X) sikrer netop, at funktioner-
ne er positive paé det betragtede interval, For x - « vil alle tre
funktioner g& mod «, hvis a < 1, men mod 0, hvis a > 1, Vi ud-

regner differentialkvotienterne

0100 = (1=a)

a4 - _ 1

ax (Pz(X) <1 O‘) (X+1 )(log(XH ))OC

g = (1= 1 s
dx ¢3(X) (1-0) (x+2)log(x+2)(1log log(x+2))%

og heraf fremgaér umiddelbart, at

n log n, hvis o = 1
[la.
1 x> 1 (n1—a - 1), hvis a & 1,

1=0
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/n dx = {

9 (X+1)tlog(x+1))a

log log(n+1)-log log 2, hvis a = 1

1-a) hvis a+’
) 9

Wéa{(log(n+1))1_a - (log 2)

n
j dx -
1 (x+2)log(x+2)(log log(x+2))®

( log log log(n+2) - log log log 3, hvis a = 1
L

7%5{(10g 1og(n+2))1"a - (log log 3)1'“ , hvis o £ 1 ,

Det ses at fglgerne med disse udtryk som nte led er kon-
vergente for o > 1, men divergente for a £ 1, Ved anvendelse af

integralkriteriet far vi derfor fglgende satning:

Sztning 2.16, Fglgerne

( A )’ ( 1 ) og ( | 1 !
Qo (04
n \(n+1)(Llog(n+1))” \(n+2)10g(n+2) (1og log(n+2))® )

er summable, hvis a > 1, men ikke summable, hvis a £ 1.

Eksempel, For a € ]1,o[ og vilkdrlige reelle fglger (9&)
og (@5) er fglgerne (n *cos Gﬁ), (n %sin GH) og
(n™%(cos @A + i sin eﬁ)) summable,

For at kunne udnytte sstning 2,16 m& man have en forestil-
ling or, hvor hurtigt funktionerne log og log log vokser, Popu-
lert forestiller man sig, at noget, som vokser eksponentielt,
vokser meget hurtigt, og det er da ogsé& rigtigt, men vi har brug
for et mere prasist udsagn:

Setning 2,17. For vilkérlige positive vardier af a og f;
vil de ved

04
X

p,(x) = 5 8 9,(x) = oz 1P
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definerede afbildninger ¢,: ]0,o[ ind i R og ¢yt J1,0] ind 1 R
gé mod o fOor X = o . '

Bevis, Funktionen e* - x har differentialkvotienten e* - 15
og er derfor aftagende for x < 0, voksende for x > 0 og antager

mindstevaerdien 1 for x = 0, Altsa er
vx(e® > x),

og her..f fglger umiddelbart for n € N

a

X n\n | X
e” = (e )" > =% ,
n

og for v € ]0,o[ og n > y far vi derfor

X
S > "B Y
%7
hvilket viser, at
X
~— 2 for x - o ,
%7

dvis vi velger vy = g 0og erstatter x med % rar vi sptningens

fgrste pastand, Hvis vi erstatter x med log x, far vi

X
- o for x -

(1og x)*

og ved at velge v = g og oplgfte brgken til ate potens far vi

setningens anden pastand, Dermed er satningen bevist,

Eksempel, For a = (log(n+1))"log log(n+1) far vi

-log a, = (log log(n+1))2 < log(n+p),

o . o 1 . . .
nar p er stor nok, altsa a, 2 P’ hvilket viser, at (an) ikke
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er summabel, For a = (log log(n+1))’log(n+1> fa&r vi derimod

log a, = -log(n+1) log log log(n+1) ¢ -2log (n+1),

nar n er stor nok., Altsa a_ ¢ —~J——§ , hvilket viser, at (an) er
(n+1)
summabel,

De regneregler, der gelder for endelige summer, kan i det
store og hele generaliseres til vilk&rlige summable familier,
Den associative lov gzlder dog kun med visse forbehold, Vi vil

nu vise de vigtigste regneregler for summable familier,

Setning 2,18. Lad J vere en mengde, J1 ¢ J en delmangde,

Il

(ajlj € J1) en summabel familie, Vi satter bj 2 for j € J, o8
bj =0 for j € J\J1, Da er (bjlj € J) en summabel familie,
Bevis, Trivielt.,

Setning 2,19, Lad (ajlj € J) vare en summabel familie og

k et komplekst tal, Da er (kajlj € J) en summabel familie og

S ka. =k 2 a, .
jeg Y j€g d

Bevis., Vi sgtter a = 2 a, , For k = 0 er pastanden tri-

j€T
viel. Vi antager, at kX £ o . Lad e vere et positivt tal, Lf-

ter definition 2,2 valger vi JO, s&ledes at

vIe B(3) (123, = |a- jglajl $ TRT)

og vi har da ogsa

VIE DJI) (I 2J_ = |ka - 2 ka, &),
- © €1 Y

Dermed er sztningen bevist,
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Setning 2,20, Lad (ajlj € J) og (bjlj € J) vare summable

familier med samme indeksmzngde, Da er (aj+bjlj € J) en summabel
familie, og 2 (a.+b.) = D a. + = Db, .
jeg 4 J €T J &g d
Bevis, Vi sstter a = 2 a,, b= 2 b, ., Lad ¢ vere et po-
€T Y jeg d

sitivt tal, Efter definition 2,2 valger vi J1 0g J2, sadledes at

VIED(I) (T2, = la~- Balcg 1e)
. €T 9
vIE D) (I2d,=1b- 2b.|¢te)

j€1 9

For I € BD(J), I 2 J, W J, har vi da

|a+b - 2 (aj+bj)| { la - 2 ajl + b - 3 bjl < e,
JE€I JET €T

og dermed er saztningen bevist,

Swtning 2,21, Lad (ajlj € J) vaere en familie og J, € J en
delmengde af indexmengden, Hvis familierne (ajlj € J1) og

(ajlj € J\J1) summable, da er (ajlj € J) summabel,

Bevisg, Vi satter

a, for je d 0 for j& d
b-={ J ! C.:{ 1
J 0 for j € NJ, J aj for j € NI, .
S& er a, = b.+c, for alle j € J, og sztningen fglger derefter

J d
af’ satning 2.18 og satning 2.20 .

Setning 2.22, Lad (ajlj € J) vere en familie og
(Jklk € K) en klasseinddeling af indexmangden J, Hvis

(aj]j € J).er summabel, er (ajlj € Jk) summabel for ethvert
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k€K, og ( = ajlk € K) er summabel med = ( R a.) = = a..
JET, KK jEI, jeg J

Hvis hvert aj er positivt eller nul, og hver af familierne
(ajlj € Jk) samt familien ( 2 ajlk € ¥) er summable, da er

JGJK

(ajleJ) summabel.

Bevis, Af satning 2.5, iii) fglger umiddelbart, at hver

af familierne (ajlj € Jk) er summabel, hvis (ajlj € J) er sum-
mabel. Vi vil nu fgrst behandle det tilfelde, hvor Vj S J(ang)o
Af satningerne 2.6 og 2,9 fglger da, at vi for enhver mengde
J' ¢ J har

S a. = supf = a.|I € B(I")} ,

jegr 9 jex ¢
sadledes at forsta, at (ajlj € J') er summabel, hvis og kun hvis
den supremum, der optrzder p& hpjre side, er endelig., Hvis den
er uendelig, vil vi s:tte 2 a, = oo ., For vilkdrlige delmangder

jET"
Jt ¢ J, 3" ¢ J har vi da

(1) J'¢d"'= 3 a.g = a.,
jEJ' J J'GJN J

og for L € D(K) har vi

2 (s aj) = > a

ifplge sztning 2.21, nidr summerne pé venstre side er endelige,

og i modsat fald ifglge (1), Men fornyet anvendelse af (1) gi-

very nu

vL e D(K) (2 (3 a,) < 3a),
KL JET, J €T
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og heraf fglger

(2 a,) ¢ 2 ay
k€K JEI, JET

Lad nu J_ vare en endelig delmzngde af J. Vi valger L € B(K),

saledes at J ¢ U Jy » 0g vi har da

kel
'E 2y ¢ = ay = S (.Z aj) ¢ 3 ('2 aj) ,
J‘JO J:UJk kel JGJK keEX J€Jk

ke,

hvilket medfgrer, at

Sa.,< (2 a,).
eI ¥ 7 kex JET, J

Dermed har vi vist sztningen i specialtilfeldet Vj € J(ajgo)o
Vi vil dern®st behandle det knap s& specielle tilfzlde, hvor

Vi € J(aj € R)., Vi satter

(aj, hvis aj > 0 f_aj’ hvis aj <0

b, = c., =
J Lo

J Lo s hvis aj £ 0 , hvis aj 2 0,

og vi har da for ethvert j € J

Heraf fglger umiddelbart,. at (ajlj € J) er summabel, hvis og kun

hvis (bjlj € J) og (cjlj € J) er summable, og vi har da

Sa,= Zb,~- Zec,= (2 b,)- (2 c,) =
g d g d gegd KEK jeg, KEK FET,
(3% b,= = c.)= (2 a,),
KEK JET, J €T, J KEK JET, J

og dermed er péstanden vist, Hvis vi blot havde vidst, at den
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sidste sum eksisterede, ville vi kunne slutte, at ogsad den nmst-
sidste sum eksisterede, men vi kunne ikke slutte noget om de to
summer i det tredie udtryk. For ay = by+icy, by,0y € R far vi,

at hvis (ajlj € J) er summabel, er (bjlj € J) og (lej € J) sum-

mable, og vi far derfor

Sa,= Sb,+1i Zec,= (2 b)+12(2 c,) =
e jeg ! jeg J xex jeg ! k€K €I,
2(S bo+i% e,;)= (3 a,).
KEK JEI, JET, KEK JET, J

Dermed er sztningen bevist.
-1
sksempel, Familien ( i?}l n € N) er ikke summabel, Vi
sstter J = (en+jlj = -1,0), og {Jn!n € N} er da en klasseind-

deling af N. I dette tilfmlde er

o0 k-1 0
2 (2 EH—) - 2 (ke - ) -2 mppy

n=1 kGJn n=1
og familien (Eﬁfé%:TT n € N) er summabel,

Setning 2,23, Lad J og J1 vaere vilkarlige mangder og
p: J ind 1 J1 en bijektiv afbildning. Da er en familie

(qjlj € J1) summabel, hvis og kun hvis (a )Ij € J) er summabel,

p(J
og i sa fald er

L]

% (3) = 2. %
JGJ J& J1

Bevis, Afbildningen I - ¢(I) er en bijektiv afbildning af

B(J) pa D(J1), og for I € BD(J) er

la = = a.] (e |a - | €
j€§0(I) J J€I (/)(J)
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Heraf fglger satningen umiddelbart,

Setningen viser, at den indfgrte addition af summable fa-
milier er kommutativ i en meget kraftig forstand, Vi skal nu og-

sa vise, at den distributive lov kan udvides til at gslde for

produkter af summable familier,

Setning 2,24, Lad (ajlj € J1) og (bjlj € J2) vere sum-
mable familier, Da er (ajbkl(j,k) €I, x J2) en summabel familie,
og

3 a,b, = % a, 3 Db, .
. i’k . J k
(j,k) € I, % J J€T, ¥ kEJ,

Bevis, Af smtning 2.5 fg¢lger, at (Iajllj € J1) og
(lbjlj € J2) er summable familier af tal, som er positive eller
0, Ifglge setning 2.19 er (Iajllbkllj € J1) for ethvert k € J,
en summabel familie, og

bl 2 Ja.l = = Ja.lv, |l = = Jab | .
Saay Y ges, TR yeg 9K
Fornyet anvendelse af den samme satning giver, at
(lbkl 5 lasllk € J2) er en summabel familie, og at
€a, 9

2 S Ja.b

by ]al 2 Ib Jkl s

. J .
JE€T, KT, k€T, JET,
og sztning 2,22 fortzller os nu, at (Iajbkl (j,k) € J1xJO) er en
summabel familie, Af sztning 2.5 fglger da, at (ajbkl(j,k)€J1xJ2)

er en summabel familie, og setning 2,22 og sstning 2,19 giver nu

S ab, = 3 (2 adb, )= 2 (b, = a.) =
; Jk . ik k . J
(J,k)€J1xJ2 k€T, JEJ, k€T, J€I
S a, 2 b, .,
jeg, I xeg,

og dermed er satningen bevist,
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Eksempel, Familien (znmjln.e N) er summabel for |z| < 1,

og ifplge sa:tning 2,12 er

1 I Zn-1 c
1=2
Setning 2,24 giver nu
—l— - 5227 5,0 o 5 gPHOE
(1-2) peN gEN D, €N

og af satning 2,22 fglger derefter

1
(1-2)°

5 ( by Zp+q—1) = 2 n L
nEN p+q=n+1 nenN

Definition 2.25, Lad (an) vare en kompleks talfglge. Ior

n < N setter vi 8, = &4 +...+ a . Parret ((an),(sn)) kaldes da
en uvendelig rakke. Mindre korrekt taler vi om rakken (an)0 Fpl -
gen (sn) kaldes den til rzkken ((an),(sn)) (eller rzkken (aﬂ))
svarende afsnitsfplge., Rezkken siges at‘vwre konvergent med sum
a, hvis (sn) - a, og vi skriver da Za_ = a,

Hvis fglgen (an) er summabel med sum a, er rekken (an)
konvergent med sum a, og ved definition 2.25 har vi s&ledes ud-
videt anvendelsen af symbolet Zan pa en méde, der ikke kommer i
konflikt med den tidligere brug. Hvis fglgen (an) er summabel,
vil vi ogs& sige, at rzkken (an) er summabel, men vi vil dog
foretrakke at sige, at rzkken (an) er absolut konvetgent, Hvis
relklien (an) er konvergent uden at vere absolut konvergent, vil
vi sige, at rekken (an) er betinget konvergent. Hvis rekken

(]a_|) er konvergent, er razkken (a_) absolut konvergent.,
n n

Vore betegnelser i dette kapitel afviger ret vesentligt

fra de i den matematiske litteratur smdvanligt benyttede, I den
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traditionelle litteratur knyttes til en talfglge (an) symbolet
Ean, som kaldes en uendelig rskke, Summerne 8y = 8y teeet 8y
kaldes rskkens afsnit, og hvis afsnitsfglgen (sn) er konvergent
med summen a, siges rekken at vare konvergent med summen a, og
man skriver Zan = a,

Det mindre heldige ved de traditionelle betegnelser er, at
San bade betegner talvzrdien a og et symbol, der konvergerer
mod a, I den strengere formulering, der przger den moderne mate-
matik, er et lighedstegn forpligtende, og hvis vi skriver
Sa_ = a, skal vi ogsd have lov til at sige "razkken a'" i stedet

n
for 'rekken Ja ", og det gar abenbart ikke,

n 4
Da det stadig vil vasre ngdvendigt at kunne lwse #ldre mate-
matisk litteratur uden alt for store vanskeligheder, er det hen-
sigtsmessigt at holde fremstillingen s& tet op ad den traditio-
nelle som muligt, selv om det medfgrer visse sproglige midbrug.
Derfor har vi indrettet os, s& vi kan sige ''rgkken (an) er ab-
solut konvergent" istedet for "fglgen (gn) er summabel', og vi

har slet ikke indfgrt vendingen "fglgen (an) er betinget sum-

mabel', men kun "rekken (an) er betinget konvergent",

Regnereglerne for summable gmlder kun i ringe udstrakning
for betinget konvergente raekker, Vigtigst er det at bemzrke, at
setningerne 2,22, 2.23% og 2,24 ikke gmlder, Smtningerne 2.19 og

2,20 kan derimod umiddelbart overfgres i fglgende formg

Satning 2.26, Hvis rakken (an) er konvergent, og k er et

/
komplekst tal, er rakken (kan) konvergent, og Tka = kla . Hvis

rekkerne (an) og (bn) er konvergente, er rzkken (an+bn) konver-
gent og B(an+bn) = Ja_ + Zb_.

Bevis., Hvis reékken (an) har afsnitsfglgen (sn) og razkken
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(bn) har afsnitsfglgen (tn), har rskken (kan) afsnitsfglgen
(ksn)9 som konvergerer mod kZa , og rekken (an+bn) har afsnits-

folgen (sn+tn), som konvergerer mod Ja  + Zb . Dermed er smt-
ningen bevist,

For en reel rzmkke (an) setter vi

a s hvis an>0 -8, hvis an<0
pnz qn:
0, hvis a_<0 0, hvis a_20 ,
n n
og vi har da a_ = p_ - q, 08 Ianl = p, + q,. Hvis rekken (an)

er betinget konvergent, er rzkken (Ianj) ikke konvergent, og af
setning 2,26 fglger da, at rakkerne (pn) og (qn) ikke begge er
konvergente, og da rakken (pn—qn) er konvergent, kan vi slutte,

at ingen af de to rakker (pn) og (qn) er konvergent,

Af disse overvejelser fremgar, at vi kan omordne leddene i
fplgen (a;), sdledes at vi afvekslende tager si mange positive
led, at deres sum er 2 1, og s& mange negative led, at deres sum
er ¢ -1, Ved omordningen far vi en fglge (bn), for hvilken rzkken
(bn) ikke er konvergent., Alts& kan satning 2,23 ikke generaliseres
t11l betinget konvergente rakker, Bn nazrmere undersggelse (ikke
vanskelig) vil vise, at en betinget konvergent reel rzkke kan
omordnes, sa den forbliver konvergent, medens summen zndres, og
hvilket som helst tal kan fé&s som sum ved passende omordning af
rekken, For betinget konvergente komplekse rakker er forholdene

mere komplicerede og undersggelsen vesentlig vanskeligere,

Det almindelige konvergensprincip for rekker kan umiddel -
n+p

formuleres; idet Sn - Sn = P a,

+D s far vi satningen;
k=n+1
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Smtning 2.27. Rakken (an) er konvergent, hvis og kun hvis
fgliende betingelse er opfyldt:

n+p

Ve > 03N e Nvn2 NV >0 (] = a l el
k=n+1

Specielt ser vi, at hvis rakken (an) er konvergent, gmlder
(an) -0, Det er ikke helt let at vise, at en rakke cr betinget
konvergent, idet det vil vare n¢dvendigt at udnytte, at leddcne
til en vis grad h®&ver hinanden, saéledes at den numeriske verdi
af summen bliver vasentlig mindre end summen af de numeriske var-
dicr., &t vigtigt hjzlpemiddel er fglgende satning (setningen om

Abcl sk summation):

Setning 2,27, Lad Bysseosd ;s Pisese,b Vare vilkéarlige

kompl:kse tal, Idet vi sztter

A =8, +oeot By, K= 1500050
er
n =1 ( )
S ab,. = 2 A (b, -Db + A Db .
_y k'k K= k "k k+1 nn

Bevis, Idet vi skriver A = 0, far vi
o

n n-1

n I
Sab. = % (A=A )b, = ZADbD - SAD
k=1 k"k K=1 k Tk-1/"k k=1 kK'k k=0 kK k+1
n-1
kE1Ak(bk - bk+1) * APy

Dermcd er smtningen bevist,

Setning 2.28, Lad Qyseoey, VEPE vilkérlige'komplekse tal,

; og lad b1"’°’bn samt K v#re positive tal. Hvis betingelsernc
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Ia_1 + e et ak, SK fOI‘ k:'l,...,l’l,

by 2by 2 aee 20,20,
er opfyldt, gelder vurderingen
| 5 aby
S ab £ Kb, »
ke k"k 1

Bevis, Med betegnelserne fra sstning 2.27 giver denne szt-

ning
| > | In-1 ( Mo+ l
> ab < a2 A (b, - D + A D <
K1 k'k _— k "k k+1 nn
n..1 -

kE1IAk[ (bk - bk+1) + IAnlbn < K (k%1(bk - bk+1) + bn) = Kb, ,

og dermed er sstningen bevist,

Swtning 2,29, (Abels kriterium). Lad (an) vere en kom-
pleks talfglge, som for et passende valgt positivt tal K til-

fredsstiller
Vl’l€ N(Ia1 +‘oco+ anl s K)o

Lad (bn> vere en aftagende reel talfglge, som gar mod O, Da er

rekken (anbn) konvergent.

Bevis, For n € N, p € N er

l n+p l I n+p n l | n+p , I n I
2 a. | =348, - Za| |2 a + ] 3 a < K,
k=n+l © k=t * k=1 £ k=1 ¥ k=1 ©

£

Lad ¢ vaere et positivt tal, Vi velger N, siledes at bN < TR For

n2l, p>0 far vi da ved anvendelse af satning 2,28
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n+p
lk=i+1akbk' $2Kb 4, $2Kby<e,

og pastanden fpglger nu af sastning 2.27.

Den fyrste betingelse i s®tning 2.27 udtrykker, at rskken

(an) har begrznset afsnitsfglge.

Setning 2.30 (Variant af Abels kriterium), Hvis rzkken
(an) er konvergent, og (bn) er en monoton, begrenset, reel tal-
fplge, er raekken (anbn) konvergent,

Bevis, Det er abenbart nok at vise saztningen i det tilfmlde,
hvor (bn) er afteagende, Da rekken (can) er konvergent, vil set-
ningens pastand gzlde for fglgen (bn+c), hvis den gzlder for fgl-
gen bno Det er derfor nok at vise den i specialtilfzldet (bn)—>0°
Men da rakken (an) har begraznset afsnitsfglge, er satningen nu
reduceret til den foregaende,

Setning 2,31, Rakken (Zn—1) har begrensede afsnit, hvis
lz] =1 og z £ 1, Rekken (cos n 6), © € R har begrensede afsnit,

hvis 6 € 27 Z., Rzkken (sin n 6) har begreznsede afsnit,

Bevis, For |z| =1, z £ 1 er
n n n
I e it rm o
k=1 | 1-z]

Vi satter z = cos 6 + 1 sin 6 og far

nooq n-1 n-1
DI = % cos k6 +1i X s8in kO ,
k=1 k=0 k=0

hvilket viser, at rakkerne (cos n ©) og (sin no) har begransede
afsnit, hvis z £ 1, altsd hvis 6 ¢ 27 %, For 6 € 27 % er
sin ng = 0 for alle n € Z, og rekken (sin n ©) har derfor begrzn-

sede afsnit ogséd i dette tilfwlde.
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Setning 2.32. Hvis (bn) er en aftagende reel talfglge med

n-1) konvergent for |z| =1, 2z £ 1;

grensevardi 0, er rzkken (bnz

rakken (bn cos n ©) er konvergent for alle 6 € R \ 2w% og

(b, sin n @) for alle 0 € R.

Eksempel,'R&kken ((-1)n’1n_a) er konvergent for a > 0,
Den er absolut konvergent for a > 1 og betinget konvergent for
a £ 1n,1]. Mere generelt gmlder, at rskken ((—1)n~1bn) er kon-
vergent, hvis fglgen (bn) er aftagende og gér mod O,

Uendelige rekker anvendes ved tilnsrmet beregning af ir-
rationale tal (eller "“ukendte® tal), Hvis Ta, =aoge >0 er
en glven ngjagtighed, kan vi velge n, saledes at la-snl £ €, 0Og

ved at udregne By, = 8y teoot 8y far vi a approksimeret med ngJj-
agtished €.
Vore eksempler har allerede afslgret, at visse funktioner

kan udtrylkkes ved uendelige rzkker:

[e0] . o]
T%E = %z, -—41—5-2 B (n+1)z™ , |zl < 1,
n=0 (1-2) n=0

Hvis i er en vilkérlig mengde og (fn) en fglge af afbildninger
fn:M ind i C siger vi, at fglgen (fn) konvergerer punktvis mod

granseafbildnihgen g:M ind i 0, safremt
vx € (£, (x) ~ g(x)).

. Tilsvarende siger vi, at rekken (fn) er punktvis konvergent med
sum g:M ind 1 O, s&fremt det for hvert x € M gzlder, at rekken
(fn(x)) er konvergent og Efn(x) = g(x),

Lad os antage, at fglgen (fn) konvergerer punktvis mod g,

Lad & > O vaere givet, For ethvert x € M kan vi da velge N € N,
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sdledes at |f(x) - fn(x)l < & for alle n > N, Dette udtrykkes i

felgende logiske relation:
Ve >0 Vx€M 3aNe N vn N(|£(x) - £.(x)] < &),

En ngdvendig og tilstrakkelig betingelse, for at fglgen (fn) er
punktvis konvergent, har vi i det almindelige konvergensprincip,

altsa

Ve >0 Vx€M 3INEN Vmn 2 N(lfn(x) - fn(x)l <e).

Vi vil sige, at fn approximerer f ligeligt p&d M med ngj-

agtighed e, sa&fremt

vx € M(|f(x) - fn(x)l < e).

Eksempel: M = [0,1]; fn(x) = x%, For x € [0,1[ har vi

(™) » 0, og for x = 1 har vi (x") » 1, Altsd konvergerer (fn)
punktvis mod g:[0,1] ind i R, hvor
o for x € [0,1]

g(x) = {
Lad nu ¢ og x vare faste, og & € ]0,1[. Vi har da ¢ { & for et-
n
hvert x € [0, Ve ]. Altsd approksimerer for nulfunktionen lige-

n
ligt pad intervallet [O, VE'] med ngjagtighed €, men overalt uden-

for dette interval er approksimationsngjagtigheden ringere,

Vi minder om, at en funktion f: I ind i R, hvor I ¢ R er

et interval, siges at vsre kontinuert i punktet x € I, safremt

fplgende betingelse er opfyldt:
Ve >0 3¢ >0 Vye I(|ly-xl < &= |f(y) - £(x)] £ ¢).

Endvidere minder vi om, at £:I ind i R kaldes kontinuert, hvis

den er kontinuert i ethvert punkt x € R.




Setning 2,33 Lad 1 vare et positivt tal, Lad I ¢ R vare
et interval, og lad x vere et punkt af I, Lad f,g:I ind i R vare

funktioner, Hvis g approksimerer f ligeligt pd I med ngjagtighed

n, og g er kontinuert i x, er fglgende betingelse opfyldt:
Ve > 21 3¢ > o Vy € I(|y-x| ¢ & = |f(y) - £(x)] < ¢).

Bevis, Lad ¢ vere et positivt tal stgrre end 2n, Da g er

kontinuert i x, kan vi velge 4 > 0, si&ledes at
Vy € I(ly=-x] ¢ 6 = le(y) - e(x)] ¢ & - 2n).
For y € I og |y-x| < & far vi da
| £(y) - £(x)| ¢ 1£(y) - g + le(y)-g(x)|+I£(x)-g(x)lge,
og dermed er smtningen bevist,

Sstning 2.34, Lad I ¢ R vare et interval og £:I ind i R
en funktion, Hvis det for ethvert positivt tal m gmlder, at f
kan approximeres ligeligt p&d I med ngjagtighed n ved hjelp af

en kontinuert funktion, er f selv kontinuert.

Bevis, Det fglger umiddelbart af sztning 2,33,

Definition 2,35, Lad M vare en vilkarlig mengde og <fn)

en fglge af afbildninger fn:M ind i G, Fglgen (fn) siges at kon-

vergere ligeligt p4d M mod en gransefunktion £:M ind i &, safremt

fglgende betingelse er opfyldt:
Ve >0 3INeEN vn2 N vxe M(|f(x) - fn(x)l < e).

Fglgen (fn) siges at vare ligeligt fundamentalfglge pa M, sa-

fremt

LY

Ve >0 INE N Vmyn > N Vx € M(Ifm(x) - fn(x)l <€)
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Disse definitioner er opstaet af betingelserne for punkt-
vis konvergens og punktvis fundamentalfglge ved at kvantoren
Vx € i er flyttet om bag kvantoren IN € N, Dette har altid den
virkning, at udsagnet skarpes, En ligelig fundamentalfglge er

derfor punktvis fundamentalf@glge og derfor punktvis konvergent,
Setning 2,36, Hvis (fn) er ligeligt fundamentalfglge pa
M, er (fn) ligelig konvergent pa M,

Bevis. Vi ved, at (fn) konvergerer punktvis pa M mod en

gransefunktion £, Lad ¢ vere et positivt tal., Vi kan da bestem-

me 7 € N, sadledes at
vm,n > N Vx € M(lfm(x) - fn(x)l <€)

Lad n vere et naturligt tal 2 N, og lad x vaere et punkt af I,

For ethvert m 2 N gelder da
£ (x) - £ (x)] S e,
og for m » o giver dette
[£(x) - £ (x)] < e.
n
Dermed er sstningen bevist,

Setning 2,37. Lad I ¢ R vare et interval og (fn) en lige-
lig konvergent fglge af kontinuerte afbildninger fn:I ind i R.

Da er grensefunktionen kontinuert,

Bevis., Fglger umiddelbart af s®tning 2,34,

Pa den anden side kan det indtreffe, at en fglge af kon-~
tinuerte funktioner pé& et interval konvergerer punktvis mod en
kontinuert funktion uden at konvergere ligeligt. Det spiller 1

denne forbindelse ingen rolle, om definitionsmengden er et af-
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sluttet, begraenset interval,

og lad

Setning 2.38. Lad [a,b] vare et afsluttet intecval, og
(f ) vere en ligelig konvergent fglge af kontinuerte afbildnin-
ger fn:[a,b] ind i R med grensefunktionen f:[a,b] ind i R. Da

gelder

b b
(/afn(x)dx) - /af(x)dx,

Bevis, Lad & vere et positivt tal, Vi bestemmer N € N,

gsaledes at

vn 2 W vx € [a,p] ([£(x) - £ (x)] ¢ ung)

For n > N har vi da

1/ F(x)ax - J £ (x)ax| = lf (£(x) - £_(x))ax| <

b
/alf(X) - £ (x)lax ¢ (b - a) '“5 =5 ,

og dermed er satningen bevist.

Kravet om ligelig konvergens er ogsa i1 dette tilfwlde en
hel del strengere end ngdvendigt, men punktvis konvergens er 1

hvert fald ikke tilstrekkeligt til at sikre ombytteligheden af

integration med granseproces,

Definition 2.39. Lad M vere en vilkarlig mengde og (fn)

en fglge af funktioner £ :M ind i C, For n € N sastter vi

s, =T, +...+ £ . Parret ((fn),(sn)) kaldes da en uendelig rak-
ke (af funktioner pa M), Mindre korrekt taler vi om rekken (f‘n)o
Rekken (fn) siges at konvergere punktvis (ligeligt) mod granse-

funktionen f:M ind i C, hvis fglgen (sn) konvergerer punktvis

(ligeligt) mod £, og vi skriver 5f, = £,
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Hvis I er et interval, og hvert fn er en kontinuert af-
bildning £ :I ind i R, er hver s, = T, Foeadt £ en kontinuert
afbildning sn:I ind 1 R, Hvis I speclielt er et begrsnset og af-

sluttet interval [a,b] er
fb /b fb
asn(x)dx = af1(x)dx ty ot afn(x)dx°

Sstning 2,40, Lad I ¢ R vere et afsluttet interval, og
lad (fn) vere en fglge af kontinuerte funktioner fn:I ind i‘ﬁo
Hvis rakken (fn) konvergerer ligeligt, er summen en kontinuert
funktion, Dersom yderligere I = [a,b] er begraznset og afsluttet,

b b
og Af = f, er rekken (fafn(x)dx) konvergent med sum /af(x)dx°
Bevis, Fglger umiddelbart af sztningerne 2,37 og 2.38.

Vi har ikke udtalt os om differentiabilitet i denne sam-
menhzng, og det er af gode grunde, Selv om en differentiabel-
funktion pé& et interval er meget 1lille overalt, behgver dens
diffcrentialkvotient slet ikke at vere lille overalt, I,cks, er
% sin nPx 5 n,p € N, overalt numerisk mindre eller lig % , men
differentialkvotienten nP™ lcos nPx antager vardien P for u-

endeiig mange verdier af x, Vi har imidlertid fglgende satning:

Sztning 2.41. Lad [a,b] vere et afsluttet interval, Lad
(fn) vere en fglge af differentiable funktioner fn:[agb} ind i
R, hvis differentialkvotienter f'n:[a,b] ind i R er kontinuerte,
Hvis fplgen (rekken) (fn) er punktvis konvergent med gransefunk-
tion (sum) f:[a,b] ind i R, medens fglgen (rzkken) (f‘n) er 1i-
gelig konvergent med grensefunktion (sum) g:[a,b] ind i R, da er

f differentiabel pd [a,b] med g som differentialkvotient.

Bevis, Af (f’n) - g ligeligt pa [a,b] fglger, at g er kon-

tinuert, og for x € [a,b] far vi af smtning 2.40, at
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X X
(/ £ (t)at) » J _g(t)at,
altsa, idet vi udregner integralet pa venstre side
X
(£.(x) - £ (a)) ~ / a(t)at ,

men ifglge det givne har fglgen pé venstre side granseverdien

£(x) - £(a), s& far vi

K
£(x) = £(a) + / a(t)at ,

hvilket netop viser, at f er differentiabel, og at £' = g. Re-
sultatet vedrgrende rskker udledes umiddelbart af resultatet

vedrgrende fglger. Dermed er satningen bevist,

Pgr vi for alvor kan drage nytte af begrebet ligelig kon-
vergens, ma vi have nogle simple kriterier til radighed, som

gor det muligt at undersgge, om en rwskke konvergerer ligeligt.

Setning 2.42, Lad M vere en vilkérlig mangde og (fn> en
fplge af afpildninger fn:M ind i ¢, Lad (an) vere en fglge af
positive tal, sdledes at vn € N vVx € M (Ifn(x)l < an) (vi siger
da, at rakken (an) er en majorantrekke for rakken (fn))° Hvis

rakken (an) er konvergent, er rskken (fn) absolut og ligelig kon-
vergent,
Bevis, Lad & vaere et positivt tal, Da rskken (an) er kon-

vergent, kan vi vaelge N € N, saledes at

. n+p
Vvn 2 N Vp € N ( 5 oa §e).
k=n+1

Forn» K, pe N, x € M har vi da
n+p n+ n+p

b
| 2 )l g 2 )< 2 a e,
k=n+1 =n+1 k=n+1




Mat 1, IIA 1966-67 MA 2,3%6

hvilket viser, at afsnitsfglgen for rakken (fn) er ligeligt fun-

damentalfglge, altsd ligelig konvergent ifglge smtning 2, 36.

Eksempel. Hvis razkken (bn) er absolut konvergent, og (%n)
er en vilkarlig reel talfglge, er rakkerne (bn sin %nx) og
(bn cos %nx) ligelig konvergente pa hele R, Ved
o(x) = Tb, sin A x og ¢(x) = Zb, cos A x defineres séledecs kon-
tinucrte funktioner ¢,¢:R ind i R, Hvis talfglgen (%n) specielt
er begranset, er ogsa raekken 3 %nbn absolut konvergent, og ¢ og
¢ er da differentiable med ¢ '(x) = 3 b N cos N x og

t o .
1 n(x) = -2 b A sin A x .

Setning 2.43. (Abels kriterium). Lad M vsre en vilkarlig
mengdc og lad (fn) og (gn) vere fplger af afbildninger f :M ind

i ¢, g2l ind 1 [0,00[, som tilfredsstiller fglgende betingclser:

n
1). JKER vnel vxeu (] = fk(x)l < K)
v k=1
2). Vn€ N VvVx € M (gn+1(x) < gn(x))
3)e (g,) » 0, ligeligt.

Da er rakken (fngn) ligelig konvergent.

Bevis, Lad e vaere et positivt tal, Lad K vere valgt i o-

verensstemmelse med 1). Lad N € N vere valgt, saledes at
e
vn 2 N vx €M (g (x) < 5%).

Nu har vi

. . n+p
VvneN Vpe N vxe M(|] = fk(x)l < 2K),
k=n+1

og forn 2 N, p € N, x € Ml har vi derfor ifglge smtning 2.28
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|5 £ (), (x)] :
= £ o(x)g, (x 2K » 3 =8
Ken+1 k k 2K

og satningen fplger derefter af sztning 2,26,

Eksempel, Lad § vaere et positivt tal, Vi definerer M C o

ved i = {z{|lz] =1 og |z-1] > &}, Vi har da (se beviset for

setning 2.31)

Vn € N Vz € M(|142 +o0o+t zn‘1| < 25"1).

Nar (an) er en aftagende fglge af positive tal og (an) -~ 0, Far
vi derfor, at rekken (anzn) konvergerer ligeligt pa M, Vi sztter

Z = cos 6 + 1 sin ©, og betingelsen |z-1| 2 § giver da
(1-cos 9)2 + sin® @ 2 6
hvilket er ensbetydende med
1 - cos 8 » 7,

P& punktmszngden {6 € R|1 - cos 0 > %62} vil rekken (n—1 sin n ©)
konvergere ligeligt, og derved ¢(6) = En—1 sin n 6 definerede
afbildning er derfor kontinuert p& den nsvnte punktmzngde, og
da 6 er et vilkérligt positivt tal, medfgrer det, at ¢ er konti-
nuert pa E\Zﬁ 7. Bn nsrmere undersgglese vil afslgre, at ¢ vir-

kelig har diskontinuiteter i punkterne af 2w Z,

Smtning 2,44, (Abels kriterium). Lad M vzre en vilkarlig
mzngde og (gn) en fglge af afbildninger g :M ind i [0,00] sale-
des at fglgen (gn(x)) for ethvert x € M er aftagende. Iivis g, er
begraenset, og (an) er en kompleks talfglge, for hvilken rakken

(an) er konvergent, da er rakken (angn(x)) ligeligt konvergent.
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Bevis, Vi velger K, sAledes at lg1(x) ¢ K for alle x € M,

Lad ¢ vere et positivt tal, Vi vaslger N € N, saledes at

. n+p e
vn N vpeN (| B al<g).
k=n+1

For n > N, p€ N, x € M far vi nu af sztning 2.28, at

n+p
| = akgk(x)l e,
=n+1

og satningen fglger af satning 2,26,

I det fglgende vil det vare hensigtsmessigt at endre be-
tegnelserne, s&ledes at index i en fglge lgber fra 0 i stedet for
1. Vi kunne betegne fglgen (an—1)’ men vi vil tillade os at be-

holde betegnelsen (an) for fglgen (anln € {0} u ),

Definition 2,45, Hvis (an) er en kompleks talfglge, kaldes
rzkken (anzn) en potensrekke, Tallene a, kaldes potensrakkens
koefficienter,

Det er klart, at en potensrzkke altid er konvergent for
z = 0 med sum &, Det kan indtrzffe, at potensrzkken ikke er kon-
vergent for nogen anden verdi af z,.

n

Cksempel, For rskken (n''z") har vi v?npznl = |nz|, og for

z £ 0 gelder (|nz|) » o . Af rodkriteriet fglger, at rekken ik-

ke er konvergent for z * 0,

Setning 2,46, Hvis fglgen (anzg) er begranset for at
z £ 0, er potensrazkken (anzn) ab solut konvergent for |z| < leI,
Bevis, Vi velger K € R, sdledes at Ianzgl ¢ K for alle n.
Heraf fplger
n
$ K

l n
I ’

n n
la 2% = |az?)

Z
z
0
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og for |z| < Izol er (K éi'
o

n
' ) en konvergent kvotientrakke, Sam-

menligningskriteriet medfgrer derefter, at rakken (lanznl) er

konvergent, altsa at (anzn) er absolut konvergent.

Setning 2.47. Til enhver potensrakke (anzn) svarer R € R,
séledes at rekken (anzn) er absolut konvergent, hvis |z| < R,
divergent, hvis |z > R,

Bevis, Hvis rskken kun er konvergent for z = 0, passer pa-
standen for R = 0, Hvis rskken (anzon)9 hvor Zg £ 0, er konver-
gent, er fglgen (anzon) begrenset, og satning 2,46 giver da, at
rekken er absolut konvergent for alle z med |z| < Izol° Lad A
vaere mengden af positive tal r med den egenskab, at rakken (anzn)
er konvergent for alle z med |[z]| < r, Vi setter R = sup A, For
et z, med Iz1l < R kan vi velge r € A n ]Iz1l, R[, og rskken er
da absolut konvergent for alle z med |z| < r, altsi er rakken
(anz1n) absolut konvergent. Hvis rskken (an22n) er konvergent,
er (som vi s& ovenfor) rzkken (anzn) absolut konvergent for et-
hvert z med |z] < ]zgl, Det betyder, at ]09]22][ c A, altsa

lz2l < R, Dermed er satningen bevist,

Definition 2,48, Tallet R i satning 2.47 kaldes konver-
gensradius for potensrakken (anzn), Punktmengden {zel| |z| < R}

kaldes potensrzkkens konvergenscirkelskive., Punktmangden

{z28] |z] = Rl kaldes potensrazkkens konvergenscirkel, Intervallet
]-R,R[ kaldes potensrmkkens konvergensinterval,

Setning 2.49. Hvis potensrzkken (anzn) har konvergensra-
dius R, vil det for R, € Jo,R[ g=zlde, at potensraskken konverge-

rer ligeligt pa cirkelskiven {z€C| |z| ¢ R1},
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Bevis., Reklen (anR1n) er absolut konvergent, Altsi er rzk-

ken (Iaan1n) korvergent, For alle n € ¥ u {0} og alle z € ¢

¢ laanjn, Pastanden fglger derfor af

med |z| < R, er ]anz

sstning 2,42,

. . n
Setning 2,50, Konvergensradius R for potensrakken (anz )

er bestemt ved, at
-1 n
R™' = 1im sup ( VIanl).

a
Hvis fglgen( §+1 ) er konvergent, er dens gransevardi R 1 .
n

n n -
Bevis. Vi har 1im sup ( vﬁa an = |z|1lim sup ( VIan|)9 og
n

potensrskken er konvergent, hvis dette tal er < 1 og divergent,

hvis de* er > 14, Heraf fglger den fgrste pastand umiddelbart.

Hvis B an+1zn+1
( - ) > ¢, har vi ( L—T-_—ET_l ) = clz|, og potensrakken
n' a_z
n

er konvergent, hvis denne granseverdl er < 1 og divergent, hvis

den er > 1., Dermed er satningen bevist,

I stedet for at sige, at potensrszkken (anzn) er konvergent,
er det selvfglgelig fuldt korrekt at sige, at summen Zanzrl ek-
sisterer, Pra nu af vil vi ogs& tillade os at sige, at summen
Eanzn e konvergent, selv om dette strengt taget er ganske uden
mening. Vi vil ogséa tillade os at sige rakken Eanzny selv om det-
te ogsa er ukorrelkt, idet symbolet er rwkkens sum, Det svarer
ret ngjec til, at nan tillader sig at sige funktionen f(z), selv
om £(z) betegner funktionsvmrdien, Forsyndelsen giver os mulig-
hed for mere bekvemt at opskrive potensrmkker, hvor nogle af de
fgrste koefficienter er 0 eller hvor hver anden koefficient er O,

idet vi kan vslge indices pa passende mide og skrive summations-
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granser pa., F.eks,

2n+1 o on+1

co 1N o]
nE&, 3 2 , B (1) Eee—
n=1 n=0 2n+1 n=0 (2n+1)!

Undertiden vil man foretrzkke at skrive nogle af de fgrste led:

2 3
B L5 g,
E +-Z—3+ZE+
1 5 5 oo e
Z Z3 Z5
TT"'B_!_"‘BT—-oo

(der skal altid vere tre prikker), Det er nyttigt under visse
omstendigheder at tillade tomme produkter at optrzde, og et tomt

produkt tillegges verdien 1, ligesom den tomme sum tillsgges var-

]

dien 0, Velkendt er a = 1 (for a & 0). Vi vil ogsé benytte

nl!

0: =1 ; (B) =‘§TT5:§7T ; (8) = (E) =1,

s& vi har
o0 n 2 3
3 ET =1+ 2 + gT + ET + oo
n=0 **’ ’
2n 2 L
2 (—1 )n Z = 1 hand -Z"— + &_ = o605 a
=0 (21’1)' 21 It

lZksempel, Lad os bestemme konvergensradius for de ovenfor

anfgrte potensrzkker, Rakkerne

0 n o0 2n+1
2 (1)1 E g 3 (-1)® E—
n=" n=0 2n+1

er begge betinget konvergente for z = 1, Det medfgrer, at begge

rzlkker har konvergensradius 1, Af satning 2,50 fglger, at kon-
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vergensradius kun afhaznger af koefficienternes numeriske verdi,

Altsd rar
00 1n oo 2n+1
2 %; og by z
n="1 n=0 2n+1

ligelcdes konvergensradius 1, For

E\;.) zl’l ©0 n Zl’l oo n Zl’l
2 L, B (<) —E—, 3 (-1) _
n=0 "’ =0 (on)! n=0 (on+1)!

a
far ngi%L verdierne nljg (2n+1)22n;§7 og (2n+1;(2n+3) . I alle
tre tilfmslde far. vi (l?%i%l) ~ 0, og konvergensradius cr derfor
w o Rekkerne konvergerernderfor for alle komplekse verdier af z,
Det samme vil fortsat gzlde, efter at vi i1 de to sidste raekker
har erstattet z msd 22, og det gdelmgges heller ikke ved, at den

sidste rakke multipliceres med z, Altsd har

o n ZZn o0 n 22n+1
RS oy R P ¢
konvergensradius «» , For rekken
0 n
%
n=0 n
an+1 n 2 an+1
far vi B = ( HIT) , altsa ( -Ia l - 1, s& denne rakke har
n n

konvergensradius 1. For z = 1 er rzkken absolut konvergent, og
det medfgrer, at den er absolut konvergent for alle z med |[z]| < 1

og ligelig konvergent p& cirkelskiven {z € C| |z| < 1}.

Swetning 2,51, Potensrskkerne (anzn)9 (nanzn) og

n o
((n+1)an+1z har samme konvergensradius.
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. 0 o
log n
Bevis. Vi kar set, at ( 15%%33)-+ 0, og da log Vn = ——f%—-,
og da eksponentislfunktionen er kontinuert, far vi heraf (hvad
n
vi allercde tidligere har benyttet), at ( vn) = 1. For et pas-

sende k > 1 har vi derfor

n n n
VTE&J ¢ Vnfa | £ k‘Vlanl )
hvilket medfgrer, at
n n n
1im sup ( vlan[) < lim sup (‘Vn[anl) < k lim sup ( VIan|)9
og da dette er rigtigt for ethvert k > 1, slutter vi, at

n n -
lim sup ( VIanJ) = 1lim sup ( ananl)s

og satning 2,50 medfgrer derfor, at de to fgrste potensrskker har
samme konvergensradius,., Det er klart, at rzkkerne (nanzn) og
1’1+1) h

((n+1)an+1z ar samme kKonvergensradius, og det er ogsa klart,

at udeladelsen af en faktor z ikke vil &ndre konvergensradius,

Dermed er smtningen bevist.

Setning 2,52, Lad (anzn) vere en potensrazkke, hvis koef-
ficienter er reelle, og lad R vare dens konvergensradius, Den
ved £(x) = Eanxn cefinerede funktion f:]~R,R[ ind i R er adiffe-

rentiabel, og £'(x) = z(n+1)an+1xn.

Bevis, Ifglge sztning 2.51 har potensrakken ((n+1)an*1zn)
konvergensradius R. For R, € Jo,R[ er potensrmzkken ((n+1)an+1xn)
ifglge smtning 2.49 ligelig konvergent p& intervallet ]—R1,R1[,

og af satning 2.41 fglger derefter for x € ]-R1,R1[, at

d. [ee] e}
£1(x) = g=(f(x)-a.) = &= sa ™ - 3 (ne1)a 2,

n=0 n=0

Da dettc gelder for ethvert R1 € JO,R[, er satningen dermed bevist,
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Satning 2,53, For x € ]-1,1] er

0 n
log(1+x) = = (_1)n—1 %; .

n=1

—

n
Bevis. Potensrakken (%T) har konvergensradius 1, I'or z =

er rekken betinget konvergent. Altsa definerer
oo n
5 (-1)21 X

p(x) = 2 —

en afbildning ¢:1]-1,1] ind i R. For x € ]-1,1[ har vi ifglge

satning 2.52, at

[e/0]
i _ gy 4 4
p'(x) = = (1) x = % T ix log(1+x).

n=1
Altsd er ¢(x) - log(1+x) konstant pad J-1,1[, og ved at satte
x = 0 ser vi, at konstanten er O, Dermed har vi vist, at ¢(x) =
log(1+x) for x € ]-1,1[, og vi mangler blot at vise, at ¢(1) =

n-1
L2 rortaller, at

log 2, Smtning 2,44 med gn(x) = 7 og a, = =

rekken ((_1)ﬂr1 %?) er ligelig konvergent pa intervallet [0,1].
Ifglge setning 2.37 er ¢ altséd kontinuert pd intervallet [091]°
Da den ved ¢(x) - log(1+x) definerede funktion er kontinuert pa
[0,1] og identisk O p& [0,1[ er den O ogs& for x = 1, Altsa

¢(1) = log 2. Derned er smtningen bevist.

Eksempel. Den fundne razkkeudvikling ggr det muligt at be-
regne en tabel over naturlige logaritmer. P& grund af funktio-
nalligningen log(xy) = log x + log y er det fornuftigt fgrst at
udregne logaritmerne af de smé primtal. Rakkeudviklingen

oo -1
log 2 = X ﬁ:il =1 = 1 + 1. o0
=1 n 2 3

konvergerer sa darligt, at den er helt uanvendelig til numerisk
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beregning af log 2, En vis fordel opndr vi, ved at vi har

n 0o n
14X 2 \ = S - n-1 X - - £
log 775 = log(t+x) - log(1=x) = = (-1) n 2 n ’
n=1 =1
altsa
o0 2n+ 5 5
log 1i§ =23 = 2(x + %{ %T *eed)
- n="1 2n+

For x = % fas log 2 af denne udvikling, Endnu hurtigere gér det

o (1 2
med X = %, som giver os log g ., For x = 5%3 far vi log %E%-,

og sa har vi log 2 = log %%% + 3% log g og derefter

los}

log 5 = log % + 2 log 2 . Dernzst udregner vi log 83’ og dermed

har vi log 3, Vi fortsatter med log %% og log %%% , som giver os
log 7 og log 11. Resten gér let, De kendte logaritmer vil snart
ligge tet nok til, at de gvrige kan findes ved interpolation,

2

Vi skal vise en opstilling til udregning af log M med 8 decimaler,

n
n " X
11 011111 11141 0,11141 11111
2 | 0.0123L4 56790
3 | 0.00137 17421 0.00045 72474
L | 0.00015 24158
5 | 0.00001 69351 0.00000 33870
6 | 0.00000 18817
7 } 0.00000 02091 0,00000 00299
8 | 0.00000 00232
9 | 0,00000 00026 0.00000 00003

0.,11157 17757

log = 0.22314 355 .,

o
|
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Afrundingsfejlenes virkning pé summen er mindre end 3 1 sidste
decimal, De bortkastede led er langt under 1 i sidste decimal,
Don samlede indflydelse pa& slutresultatet er sdledes under 7 Pa

tiende decimal, s& de anfgrte 8 decimaler er alle sikre,

Eksempel, Fglgende 1ille regning illustrerer, at summen

af en betinget konvergent rakke kan mndres ved omordning aff led-

dene:
log 2 =1 -~ % + % - % + % - % + % - % + % - %5 t oo
T S T
% log 2 = 1 + % - % + % + % - % + % T oo

Setning 2,54, Lad (anzn) vaere en potensrazkke med reelle

koefficienter og med konvergensradius R, Den ved f£(x) = Zanxn

definerede funktion f:]-R,R[ ind i R er vilkarlig ofte differens

tiabel, og dens pte differentialkvotient er

o0 [oe]
f(p>(x) = 2 iﬁi%ll a_ xP =pt n ( MPyg  xP
neo B! n+p o P TTnip

Bevis, Umiddelbart ved gentagen anvendelse af satning 2,52

kontinuert med smtning 2.51.

Setning 2.55. Lad a vere et positivt tal, og lad f:]-a,af

ind i R vere en funktion, der kan udvikles i en konvergent potens-

rakke, altsa

g n
f(x) = 2 ax .,

n=0 n

Da er £ vilkarlig ofte differentiabel, og f(P)(O) = pl ap .




.
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Bevis., Fglger umiddelbart af sztning 2,54,

Setningen viser, at en reel funktion hgjst p&d én made kan
udvikles 1 potensrekke, og udviklingen er

ex) - 2 20)
Nn=

0 ni

Setning 2,56, For to vilkarlige potensrakker (anzn) og

(b"zn) gelder, at hvis der findes et positivt tal a, séledes at
i I
n n
vx € J-a,af (2 a X =3 bx ),
da er a, = bn for alle vardier af n.

Bevis, Vi samtter ¢ =b - a og for x € J-o,al har vi da

n _ . . oAt T
P c X = 0 . Por hvert n skriver vi c, =¢, *+ ic ns 2% € R,
og vi har da 2 c’nxn =3 c"n;n = 0 for alle x € J-a,al. AP s@t-
ning 2,55 fglger nu, at c'n = c“n = 0 for alle n, Dermed er szt-

ningen bevist,

Setning 2.57. Lad (anzn) og (bnzn) vere potensrzkker, som

begge har konvergensradius 2 R > 0, For |z| < R gzlder da

n n n
2 az +32b 7 = Z(an+bn)z

og
n n n n
3 a,z & bz =2 ¢,z , hvor cp = PN ak'bn_k .
k=0
Bevis. Den fgrste péstand er indlysende. Af satning 2.24
felger
o0
5 anzn P bnzn = 3 apbq zPte 5
p,q=0

og ved satning 2.22 far vi derefter
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‘:l’l E B .. 00 h n . n
2 az A bz = 3 > ab 27 =3 Z
B n n=0 p=0 P B7P n*

og dermed er sstningen bevist,

betning 2,58, For p € N og |z] < 1 er

L]

—— Z7
(1--z)p+1 n=0 ( p )

. Bevis, For X'G“]-1@1[ er.

. o
n=0

at
og ved|differgntien p gange og dividere med p! far vi ifglge

sztning 2.54

,'(.1’ o ’/‘

1 o~ /n+py .n
= 2 X
(1-X)p+1a, n=0 Cp)

oy SRR TN , . S
o PR L e L VN ¢
S e I8 4

Hi

Af smtning 2.57 fglger, é%m(f¥%>_p_1 kan udvikles i en potens-
rgkke med konvergensradius 2 1. Af s®tning 2.56 fglger dcrnest,

at denne potensr&kke er 1dentlsk med den allerede fundne. Der-
R S PR BN

med er’ s&tningen oeV1st

P .

Ved at erstatte z med % far vj

. L
(e

1 3 o n+p< '—n—p—1 n
'(a—z)pf1‘—n§O'< pr) " °

hvor potensrskken har konvergensradlus |a| . Heraf fremgar, at

(AR

enhver part1albr¢< ?—§—w~f, hvor a £ 0 , kan udvikles i en po-
Z—0

tensrekike ‘som far Konvergensradius ‘ol Det medfgrer iideén, .at
enhver oruden ratlonal funktion, hvis nazvner ikke har O som rod,

kan udvikles i potensrdkke,

S R




Mat 1, MA 1966-67 MA 2,49

Definition 2,59, Hvis potensrazkken (anzn) har konvergens-
radius R > 0 og summen f£(z) = 2 anzn, definerer vi den pte dif-
ferentialkvotient af £ ved

(P) n+p n
h = pt = a /A
(Z) P 0 ( D ) n+p

(P)(Z)

Ved gentagen anvendelse af satning 2.51 ser vi, at f
virkelig er defineret for |z| < R, og af s=tning 2,54 fremgar,
at definitionen stemmer overens med den s:dvanlige, nar alle
koefficienterne samt z er reelle,

Setning 2,60. (Taylors formel for en potensrzkke). Hvis

potensraekken (anzn) har konvergensradius R > 0 og summen f(z) =

! anzn, har vi for [z| + |h] < R, at

p=0

Bevis, Raekken (Ian](lzl + n)™) er konvergent, og ved bi-

nomialformlen og sidste del af sztning 2.22 far vi derfor

ol 7 B Gl 117 -

» n n-p b
vistne, Paal 12 FInI7

hvilket viser, at familien ((E)Ianl [z ™ Pn|Plp,n € ¥ u [0}apsn)

er summabel, Det samme gmlder, nar vi sletter numerisk~tegnene,
og rcgningen kan da gennemf@gres bagfra uden numerisk-tegnene, sa
vi far

£(z+h) = > ) anzn’p n? |
0<p<ndeo P

og fornyet anvendelse af swtning 2,22 giver
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[ee] [e 0}
f(z+h) = = (3 () anzn’P) n? .
p=0 n=p

Her er

5N a5 () s o £20)

f
nep P’ B no0 P n+p p!

og dermed er satningen bevist.,

S@tningen udtrykker, at f£(z+h) for fast z kan udvikles i

en potensrzkke med konvergensradius > R - |z| .
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Opgaver,
Am besten ists auch hier, wenn Ihr
nur Einen hort,
Und af des Meisters Worte schwort,

Goethe,

Opgaver.

Indledning .

Det er ikke en egentlig rutineopgave at undersgge, om en
rgke er konvergent, Dertil er der for mange konvergenskriterier
at velge imellem, Lad os forsgge at behandle et tilfxldigt valgt
eksempel :

TFor hvilke vardier af p € R er den uendelige rakke

n

( Vi -1 )
(1og(n+1))? /

konvergent ?

Rzkken har positive led, Betinget konvergens kan altsad la-
des ude af betragtning. Da ({bﬁ ) > 1, vil ledene i den uende-
lige rekke ga mod 0, i hvert fald for p > 0, Der er altsd ha&b om
konvergens, Rodkriteriet virker ikke tillokkende,'og kvotient-
kriteriet egentlig heller ikke, Det ser ud til, at vi md sam-

menligne med en passende rekke, Disse overvejelser leder os til

erkendelse af, at det centrale spgrgsmdl er: hvor stor er egent-—

n
lig vn - 1,

Mere psykologisk betonede betragtninger kommer vel ogsa

ind i billedet. Stgrrelsen (log(n+1))® er jo langsomt voksende

for p > 0 og langsomt aftagende for p < 0, Derfor er der egentlig
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Opgaver

ikke serlig stor chance for, at verdien af p overhovedet har
indflydelse pa& konvergensspgrgsmalet, Disse overvejelser leder
tankerne hen p& smtning 2,16, som viser at vardien af p kan vazre
udslagsgivende for konvergensspgrgsmalet, hvis 35 - 1 er omtrent
E%T (eller %), Idet vi venter, at opgavestilleren har sgrget for,
at verdien af p spiller en rolle, tror vi, at 35}1 er omtrent

% og vi stiler mod at vise dette, Denﬁe élags overvejelser er

selviglgelig ikke sikre, Af og til mgder man opgaver, hvor sva-

ret er 'for alle p" eller '"for intet p" .,

n
Stgrrelsen Vn er i sig selv uhandterlig, men dens loga-

ritme er % log n, hvilket ser mere overskueligt ud., Vi ved, at

(% log n) » 0 . Hvorfor ikke prgve at skrive det:

1 1
n log n o log n 0

n
vn - 1 = ¢ -1 =ce -e

hvor det sidste bare er en narliggende indskydelse, Vi kan jo se

pa differenskvotienten

1
o log n
e - €

1
o log n

0]

som gar mod differentialkvotienten af eX for x = 0, Vi har altsa

og der eksisterer derfor positive konstanter k1 og k2, sédledes at

n log n
k. 081 <va -~ ¢ k, =5

1 n =

o

Sammenligningskriteriet giver nu, at rskken forholder sog som
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Opgaver,

rekken ( log n \, og den forholder sig vel igen som
n(log(n+1))®

( Log(n+1) \. Altsa konvergens for p > 2, divergens for
(n+1)(log(n+))®

p <2

Vi m& nu g& regningerne kritisk igennem, S& lmnge vi bare
fumlede med opgaven tankte vi p& store verdier af n, og det er
fornuftigt nu at se efter, om smd verdier af n giver anledning
til swrlige problemer., Vi ser, at n = 1 giver 0 i nzvneren flere
steder, men det fgrste led i den givne rakke er 0, sa vi kan helt

udelade verdien n = 1.
En mulig redaktion af besvarelsen:

Rzkkens fgrste led er 0, Alle de ¢gvrige led er positive,
Da funktionen e™ har differentialkvotient 1 for x = 0, har den
ved %(eh-1) definerede funktion gransevardien 1 for h - 1 . Idet
vi udnytter, at ( ;9%—9) - 0 fglger heraf, idet vi satter

h:l"g-lgfl""‘ng at

hvor n = 1 tenkes udeladt, Idet fglgen er begranset og har po-

sitive led, kan vi valge k,,k, € ]0,0[, s&ledes at

n
log =0 _ log n
k, =2 < vn '1 $ ky T

For n > 1 er

n
VL - 1 ¢ x log n ¢ ok 1

(log(n+1))® ~ g n(log(n+1))®? ~ e (n+1)(log(n+1))pm{
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Opgaver,

og sammenligningskriteriet kombineret med sztning 2,16 giver, at

den givne raskke er konvergent for p > 2,
Tor n > 1 er log(n+1) < 2 log n, og derfor far vi for
p2 0, at
n

vV - 1 . X, log n 5 2—pk1 1 .
(Log(n+1)) n(log(n+1))? n(log n)®

og sammenligningskriteriet giver nu, at raekken er divergent for

0<$pg 2.

T'or p < 0 er

n

vh - 1 > Vi -1 3 x, oen
(log(n+1))P

B

og sammenligningskriteriet giver, at re#kken er divergent,

In del af de fglgende opgaver skal illustrere begrebet
ligelig konvergens, og disse opgaver er ikke i egentlig forstand

problemer, og "lgsnihgen' af dem vil ikke volde vanskeligheder,

At udvikle en bruden rational funktion i potensrzkke er
en rutineopgave i1 egentlig forstand: Den brudne rationale funk-
tion skrives som en sum af partialbrgker, og hver af disse ud-
vikles i potensrakke, saledes som det er beskrevet efter sat-
ning 2,58, Det er den komplekse partialbrgksudvikling, der kommer
i brug, men for en bruden rational funktion med reelle koeffi-
cienter far potensrakken selvfglgelig reelle koefficienter., Dette

er ikke meget bevendt som kontrol pa, at man har regnet rigtigt.
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Te

3

L

5.

7

Lette opgaver,

n
Undersgg, om rakkerne ((Vn - 1)™) og ((log 2 log 3...log(n+1) 1)

er konvergente,
2

: i |
Undcrsgg, om rakkerne ((n.) ) 5 ( gﬁ =) og ( gﬁ -) er kon-
2n)! ’ )

vergente,

Undersgg, om raekkerne ((1og(;+1))n) ’ ((log(1 + %))n) og

{(log n log(1 + %))n) er konvergente,

Undersgg, om rakkerne (*———1-———T} og ((log(n+1))_log n) er
n log(1+ =
konvergente

Undersgg, om rakkerne

0/(1+n2) -n) og 0/(n2+1) +‘V(n2~1) - 2n)
er konvergente,

Udnyt de vurderinger, der benyttedes i beviset for integral-
kriteriet til at vurdere afsnittene i rekken (n_1), og find
derved frem til et skgn over, hvor mange led, der m& medtages,
for summen overstiger 100, Hvorledes kan et ngjagtigere skgn
opnar ?

Udnyt vurderinger, der minder om de i beviset for integral-

kriteriet benyttede til at vise, at fglgen
1.1 1.
(1 + 35+ 3+ oeo + ;- log n)

er konvergent, Grenseverdierne kaldes Eulers konstant. Man

ved ikke om Bulers konstant er rational eller irrational,
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8.

10,

1.

12,

13,

e

15.

18,

For hvilke reelle p og g med O < g < p konvergerer rzkkerne

- b
For hvilke reelle p konvergerer rzkken (e (log n) )

n
For hvilke reelle p konvergerer rzkken ((va - 1)¥).

Vis, at familien ((p+iq)'3l(p,q) € 7 x 7\ {(0,0)}) er sum-

mavel,

2 .
1 +t) er konvergent,
1+in

Undersgg om rakken (

Vis den for lz1l <1, lzzl < 1 gyldige formel

g 1

2 Zp Zg': .
Dy q=0 1 72 (1—21)(ﬂ—22)

Vis, at familien ((pgq)zg z% | (p+1,9+1) € N x N) er summabel,

hvis og kun hvis |z1| + Izz' <1,
. * 1 2 1 . 1 2
Undersgg om rekkerne (sin E) » (8in =5) og ((sin E> ) er kon-
' n
vergente,

Vis, at rakken (,%E(cos %g + s8in %?)) er konvergent.,

Lad p vaere et positivt ulige tal, Med p(n) betegner vi den

numcrisk mindste divisionsrest ved ufuldstendig division af

p i det hele tal n, altsa

: 1
n=pq+pn), a€i, J|on)] <3p,

n

Tos(nt] ) er konvergent,

Vis, at raekken (

For hvilke x € R er raekken ((1 + % +oae. + %) §£%;9§) kon-

vergent,
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19.

20,

21,

22,

23,

2l

25,

Lad (an) vare en fplge, for hvilken rakken (an) ikke er kon-

vergent, Vis, at rakken (nan) heller ikke er konvergent.

For p,q € N definerer vi
1 for P =4
= { -1 for p

O for p<g-1ogforp?>da.

q-1

11

a
Pq

Vis, at begge dobbeltsummerne

8

((Za ) > ( )
= a og P Z a
1 g=1 P9 g=1 p=1 P4

8

g

b

cksisterer, men at de har forskellig verdi.

Vis, at en betinget konvergent rmkke (an) med reelle led kan
tnordnes, sa@ledes at summen far en given vardi c(begynd med
s& mange positive led, at afsnitssummen overstiger c, der-

nest s& mange negative led, at afsnitssummen netop bliver

mindre end ¢, 0.S5,V.).

n .
Vis, at rekken ( §§%2— + 33) er betinget konvergent, Hvilke
n

komplekse tal er sum af rekker, der fas ved omordning af den

foreliggende.

Angiv en betinget konvergent raekke med den egenskab, at et-
hvert komplekst tal kan fremkomme som sum af en rekke der fés

ved omordning af den fgrst nmvnte,

Vis fglgende sxtning: Hvis rakken (an) er konvergent og fglgen

(bn) har den egenskab, at rskken <bn—bn+1) er absolut kon-

vergent, da er rakken (anbn> konvergent,

Det antages, at rakken (an) er absolut konvergent, samt at
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26,

27

28.

29.

Vn(ai £ 1), Vis, at rakkerne

2 ai ) an )
(a ) 9 ( -5 ’ ( -
n aﬁ_1 a -1

er absolut konvergente,

En fglge (fn) af afbildninger fn:[O,W] ind i [0,0]) er defi-
neret ved at

sinn x for x € [O,%]
0 for x € [=, m],
n
Vis, at (fn) er punktvis, men ikke ligelig konvergent, og an-
giv gransefunktion, Undersgg, om det samme gzlder for fylgen

(npfn), idet p er et naturligt tal. Undersgg, om fglgen

T a
(/Ofn(x)dx) og fglgerne (/Onpfn(x)dx) er konvergente,

Lad m vere et fast naturligt tal, Vis, at fglgen (fmn), hvor
fmn:R ind i R er defineret ved fmn(x) = (cos m!ﬂrx)2n er punkt-
vis konvergent mod en greznsefunktion fm og angiv denne graen-
sefunktion., Vis dernmst, at fglgen (fm) er punktvis konver-

gent, og angiv graznsefunktionen.

Undersgg om fglgen (fn), hvor fn:R ind i R er defineret ved
fn(x) = nx(1 + n2x2)—1, er punktvis konvergent. Er fglgen
ligelig konvergent ? Besvar de samme‘sp¢rgané1 for

£ (x) = n3x2(1 + nLLx)'L)"1 .

Vis, at g¢lgen (fn)g hvor f_ i R ind i R er defineret ved
fn(x) = nj};zn kohvergerer punktvis, Er funktionernc diffe-
rentiable ? Konvergerer fglgen ligeligt ? Konvergerer fglgen
ligeligt p& begrznsede intervaller [-a,a] ? Besvar de samme

spgrgsmadl for y :'V(xz + n—z)°
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30,

31

32,

33

3l

35,

36.

37.

Undersgg, om den ved fn(x) = x® - ™7 derinerede folge (fn)

af afbildninger fn:[0,1] ind 1 [0,1] er ligelig konvergent.

2 2
Undersgg om rekkerne (e ™ (1+x )) og (27 %cos n2x) er ligelig

konvergente pa R,

Undersgg om

hog -n 2 n(x-n)
f(x) = S sin 2 x og glx) = S e
n=0 n=0

definerer kontinuerte afbildninger f,g:R ind i R.

Undersgg om razkkerne

) e—nx2 gin )

2n n

(=)™ 07 "61n"x) og ( ((~1
er ligelig konvergente pa hele R,

Undersgg om rakken

( sin.% sin n x)

er ligelig konvergent pad intervallet [-w,7].

Bestem konvergensradius for

[o.0] o0
= Zn(n*1)—2 z% og = 3 ™logn) z® .
n=0 n=1

Undersgg, om rakkerne konvergerer p& konvergenscirklen,

Samme spgrgsmal som, foregaende opgave for

oo n [e's] n
s (van+ 1) 2" og = (Vm- 12",
n=1 n=1

Samme spgrgsmdl som i foregéende opgave for
o0

1 . 4
b 5(1 + iMoo 5 E(cos %g)n 1,
n=1 n=1
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38,

39

LJ-O.

L1,

L2,

L.

Ly,

Hvis potensrakken (anzn) har konvergensradius R € }O,w[, og

k er et positivt helt tal, hvilken konvergensradius har da

hver af rzkkerne (aﬁzn) , (anzkn) og (anzn ) .

Find en potensrskkeudvikling for

1
(z+1)(2+2)(z+3)

og for
1
(2°-1)(2°-2)(z°-3) .

Find en potensrazkkeudvikling for

1
22+2z+2 .

Find en potensrekkeudvikling for (1+x) log (1+x) dels ved di-
rekte udregning, dels ved fgrst at finde potensrazkkeudviklin-
gen for differentialkvotienten, Kontroller, at de saledes

fundne potensrzkker er identiske,

Samme spgrgsmal som i opgave nr, 41 for (log(1—x))2 . I dette

tilfelde giver kontrollen anledning til en smule besvar.

Vis, at ((1+n~1)n) konvergerer mod e (udnyt, at log((1+n)™)
konvergerer mod differentialkvotienten af log i punktet 1).

Find derved konvergensradius for potensraskken (n!n"n z2n>0).,

Vanskeligere opgaver.

Undersgg om razkken ((log 1og(n+2))_lOg log(n+2) er konvergent.,
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L5,

L6.

L7.

L8.

L9,

For x € §, sztter vi o(x) = g, hvis x = g , hvor g € N, og
brgken er uforkortelig, Undersgg, om familien

((@(X))-B | x€ & n [0,1]) er summabel,

For v = 0,1,...,9 betegner vi med Av mengden af de naturlige

tal, som i 10-talssystemet skrives uden cifret v, Vis, at det
for v = 0,1,...,9 gzlder, at (n_1ln € Av) er en summabel fa-

milie, medens familien (n_1ln € N\UAD) ikke er summabel,

Vis formlen e = ; (n!)'1 ved at udnytte, at ((1+n~1)n) - e,

n=0
idet (1+n'1)n udvikles efter binomialformlen og gransecover-

gangen n - « gennemfgres, Det er ngdvendigt at regne omhyg-

geligtl

Vis de for alle n € N gyldige relationer

vx € [n,n+1] (% < %(n+1—x) + E%T (x-n))

vx € [n - %, n+ %] (% > % - Jg(x—n)).
n
Vis, at
o0 1 n+1 ax
2 @G-/ oy
n=q B n X 9

hvor y er Eulers konstant (se opgave 7). Udregn en tilnsmrmet
vaerdi for y ved at benytte den ngjagtige sum af summcns 10
fprste led, medens de ¢gvrige led vurderes ved hjzlp af de i

opgavens indledning angivne uligheder,

Vis p& grundlag af opgave L7, at e er et irrationalt tal

(indirekte bevis,)
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50, Vis, at der til hvert reelt tal x € [0,1[ svarer en fglge

(an) af hele tal, siledes at

vne N0 a_ ¢ n-1) og x= S (n!)~1 a_ .
n et n

Vis, at x er et rationalt tal, hvis og kun hvis

ENEZN“Vnglﬂalzo))v(Vng]ﬂan=1%1ﬂ)o

Vis, at fglgen (an) er éntydigt bestemt ved x, hvis x er et

irrationalt tal.

51, Vis den for p,q € N gyldige formel

2 (3 gy - F, mmaEy) g2+ fo k.
n=0 j=q “HPF k=1 “HATEd 4

52, Om cn fglge (fn) af afbildninger fn:[o,1] ind i [0, twmnkes
fglgende at gmlde for ethvert n € N;

. 4 4
1), fn(x) = 0, hvis x == eller x 2 -~ .,

2). r, er kontinuert,

3)., Maksimumsvzrdien af fn(x) er % .

Hvis, at rekken (fn) er ligelig konvergent, men at rakken

(fn) ikke har nogen konvergent majorantrskke (sml. sztning

2.42),

53, Vis, at

(0.0}
_ cOS n x
£(x) = n§1 n log n

definerer en overalt differentiabel afbildning £:R\27 Z ind

i R, og at differentialkvotienten er givet ved
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5k,

55.

co .
fe(x) = - 3 sinn x .
n=1 log n

Vis, at rakkeudviklingen for f er divergent i punkterne arf
277, medens rakkeudviklingen for f£' er konvergent for alle

x € R, Udled heraf, at den ved

o .
sin n x
g(x) = 3 ===
n=1 log n

definerede afbildning g:R ind i R er diskontinuert i punk-

tecrne 2mZ.

o0
Vis at 2 zn! har konvergensradius 1, samt at
n=1
o0 ne
f(Z) = 2z

n=1,

ikke er begrenset pa nogen radius
fr(cos gw + i sin gw) | 0gr<1Aapelaqe i,

Vis, idet |z| < 1, at Taylorrakken

00 (n)
f(z+h) = = -f—i—,@—l p
n=0 '

har konvergensradius 1 - |z|.

Vis, at det for

2
n
1

£(z) =

WM

og |z] < 1 gelder, at
00 (n)
f(z+h) = = i———%—zl n*
n=0 n
har konvergensradius |1-z|. (Undersgg forst

i z) = § 7% = (1—z)-1)o
n=0
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Svaere opgaver,

o0 o0
56, Vis, at = (n1)”™" B (=1)%n!)”" = 1, og vis derved, at
n:o =O

-1 g n -1
¢ ' = 2 (-1)"(n!)"" ., Udled heraf, at
n=0

(a,b,c € % A ae® + be + ¢ = 0) = a=b=c=0,
llcre almindeligt gzlder
(ao,a1,.°.,an € 7 a ao+a1e+.o.+anen=0) = a_=...=8_=0,

men det er meget vanskeligt at vise. Tal med denne egenskab
kaldes transcendente, og alle andre tal kaldes algebraiske.

Maengden af algebraiske tal er numerabel,

57. Lad (fn) vare en fglge af kontinuerte funktioner fn:[o,ﬂ ind
i [0,0[. Det antages, at (fn(x)) er aftagende og konvergerer
mod 0 for ethvert x € [0,1], Vis, at (fn) er ligelig konver=-

gent (prgv indirekte).

58. Lad b vare et positivt ulige tal, og lad a vare et tal i in-
tervallet ]0,1[. Da definerer
o0
W(x) = 2 a” cos b wx
n=1
en kontinuert afbildning W:R ind i R,

For x € R og n € N velger vi B, € %, saledes at

S

- % <p'x - Bns$ 3>

og vi smtter

n -1 -1
Yo=Ex =B, 0 =b (1-v)), k, =b (~1=v ),
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59.

og danner differenskvotienterne

og o

n kn

WPy~ w(x) w(*En) - w(x)
h

Vi skriver disse som uendelige rzkker. Vis at leddene fra og
med det nte alle far samme fortegn i hver af de to razkker, og
vis, at summen af disse led, nér b er tilstrakkelig stor,
langt vil overveje summen af alle de forudgéende led., Foretag
grenseovergangen n = o , 0g vis derved, at W ikke er diffe~
rentiabel for nogen verdi af x, Omhyggelig vurdering vil vi-
sc, at dette indtreffer, hvis ab > 1 + 27 . Ekeemplet skyldes
‘leierstrass og er det fgrste eksempel péd en kontinuert, intet

gtceds differentiabel funktion.

Van der Waerden har givet et meget enkelt eksempel pa& en kon-

tinuert, intet steds differentiabel funktion, Han definerer
1 1
p(x) =% -x for |x| 3,

op sutter ¢(x+n) = ¢(x) for alle n € N og alle x med |x| ¢ % .

PDernaest setter han

V(x) = ; L (ux)
n:O

For x € R og n € N valges h, = LR elier 4%, Ved for hvert
n at velge fortegnet rigtigt opndr han, at h;1(V(x+hn)—V(x))

bliver lige, hvis n er lige, og ulige hvis n er uligec, og

det udelukker é&benbart, at fglgen af differenskvotienter kan

viere konvergent,

Prgv, at gennemfgre beviset,
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60, P4 vor mange mider kan et belgb p& n d (d=pence) veksles i
mgnter med pélydende 1d, 24, og 3d ?
Antallet er &benbart koefficienten til z" i rakkeudvik--
lingen

o0 oo [e0]
; 5 = 2 z" 3 z2n 3 an
(1=2)(1=2)(1~2"") n=0 n=0 n=0

9

og her kan venstre side udvikles i partialbrgker, som igen

kan udvikles i potensrzkke,

Vis, at det sggte antal bliver det hele tal, der ligger

narmest ved #%(n+3)2 .
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Kapitel 3.

Elementzre, specielle funktioner.

Ergo er I en Hane

Ludvig Holberg,

I dette kapitel vil vi studere de trigonometriéke funk-
tioner, logaritme- og eksponential funktionerne, samt nogle med
disse beslxgtede funktioner, Et vesentligt formédl med dette ka-
pitel er, at bestemme potensrzkkeudviklinger for nogle af de
ngvnte funktioner, Vi vil derefter benytte potensrzkkerne til at

udvide funktionernes definitionsm@#ngde til den komplekse plan,

De elementare funktioner er kommet til verden pé meget
forskelligvis, men i de fleste gymnasiebgger fgdes logaritme- og
eksponentialfunktionerne af den matematiske analyse, medens de
trigonometriske funktioner er af geometrisk oprindelse og de
hviler i vesentlig grad pé& det naive vinkelbegreb, der kendes
fra mellemskolen, I det foregéende har vi brugt det naive vinkel-
begreb ved indfgrelsen af argumentet for et komplekst tal., Dette
har vi igen brugt ved beviset for den associative lov for de kom-
plekse tals multiplikation, men denne udledes let direkte af pro-
duktets definition, Desuden anvendtes vinkelbegrebet i beviset
for reglen |abl = |a|l |b|, men den kan ogsd let fas direkte af
definitionen, Igvrigt er teorien for potensrskker helt uafhangig

af’ vinkelbegrebet., Der er derfor fornuft i at genindfgre vinkel=-

begrebet forfra ved udnyttelse af potensrzkker,

It vigtigt hjslpemiddel er Taylors formel, som hgrer til

gymnasiepensum, Vi minder kort om denne formel, og vi skal ogsé

give et bevis for det.
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Setning 3.1, Lad f:[a,b] ind i R vare n gange differen-

tiabel med f',,oo,f(n) kontinuerte. Da er

n-1 (k) b _
£(b) = 2 £ (a)m )k, (55777 I (1) 6y (p-t)21 at

hvor f(o)(a) betyder f(a).
Bevis, Idet vi skriver £(0) istedet for £, har vi Ffor
k = 19090911—19 at

Jo o) gy @2t el gy (Boa)t | Palie) g (o=t)y,

(k=1)1
og endvidere er (svarende til k=0),
(0) P(1)
£(p) = £'9(a) + /a £ 1) as .

Ved addition af alle disse ligninger far vi netop den i s®tningen
anfgrte formel,

S@tning 3.2, Lad I ¢ R wvere et interval, som indeholder O,
og lad £:I ind i R vare en n gange differentiabel funktion, hvis
n fgrste differentialkvotienter er kontinuerte. For x € I gglder

da

£(x) = 5 3552191 X< 4 (—}—TT /j £(0) (1) (x-1)"Tat,

Bevis, Vi bemarker fgrst, at beviset for satning 3.1 gzl-
der umndret, hvis intervallet er [b,a] istedet for [a,b],
anvender vi s®tning 3.1 med a = 0 og b = X, og den gnskede for-
mel fremkommer,

Setning 5.5, Lad I ¢ R vare et interval, som indeholder

0, og lad f£:I ind i R vere en vilkarlig ofte differentiabel funk-
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tion., Hvis det for ethvert x € I galder, at

(511—1—57 /;( £ () (4) (x=1)"" at) - 0,

da er

f(x) = ; iﬁféégl %"
n=0 )

for x € I, Potensrakken kaldes MacLaurin-rzkken for f.

‘Bevis., Af s®:tning 3.2 fremgir, at forskellen mellem f(x)
og det nteafsnit af" MacLaurin-rekken gér mod 0, og deraf fglger

pastanden umiddelbart ,

Den ved

Ra(0) = ety o £ (6 (-7 at

definerede funktion Rn:I ind i R kaldes MacLaurinrskkens (nte)
restled, At (Rn) gar mod O punktvis p&d I er en ngdvendig og til-
strakkelig betingelse for, at MacLaurin—r&kken»er konvergent

med sum £(x) for x € I, For et interval [a,b] ¢ I, hvis endepunk-
ter ikke er endepunkter for I, vil MacLaurin-rzkken da, som vi
sa 1 kapitel 2, konvergere ligeligt, og restleddet vil altsa ga
ligeligt mod O pé et s&dan interval, Det skal tilfgjes, at Mac-
Laurin-rekken kan vere konvergent, selv om restleddet ikke gar
mod O, men dens sum vil da afvige fra f£(x). Det kan selvfpglgelig
udmerket tenkes, at MacLaurin-rekken konvergerer pad et interval,
der har I som :gte delinterval, og vi minder om, at MacLaurin-

rakkens maksimale konvergensinterval under alle omstesndigheder

er symmetrisk om O,

Eksempel., For

n
f(x) = 8y + 8,X +...+ 8 X
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er
£(0) = 8y , £'(0) = 1!a1,.,,,f<n)(0) = nta_, £?)(0) = 0 for
pon .

I dette tilfzlde er MacLaurin-rekken altsd polynomiet selv,

For

o0}
f(x) = 2 anxn .

n=0
hvor potensrazkken har positiv konvergensradius, far vi ligeledes

f(n)(o) = nia for alle n, og potensrakken bliver derfor sin

egen MacLaurinrskke.

Setning 3.4. For alle x € R er

oo n

X X
e - 2 —
n=0 ni

Bevis, Funktionen e™ er sin egen differentialkvotient. Rest-

leddet i demne funktions MaclLaurin-rskke bliver derfor

R (x) = (HQTTT./i et (x-t)7 at,

Her er O g et £ elxt i hele integrationsintervallet, Funktionen

(x.-—t)n“1 har konstant fortegn i integrationsintervallet, Vi far

derfor
X

1 | x| n-1
IR, < T e o (8T as)
hvor numerisktegnet om integraltegnet er ngdvendigt for negative

X. Vi udregner integralet og far

R ()] g ol ¥ L2l

nt

Vi valger N 2 |x| og for n > N har vi da

N
R (x)] ¢ ol L2 lxl
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hvilket viser, at (Rn(x)) - 0, MacLaurin-rezkken er altsid konver-

gent, I'or x = 0 bliver differentialkvotienten af enhver orden 1,

og MaclLaurin-razkken reduceres derfor til den anfgrte rekke, Der-
med er sz:tningen bevist,
Potensraekkeudviklingen af eX9 eksponentialrekken, har kon-

vergensradius « , Derfor har fglgende definition mening:

Definition 3.5. For z € C satter vi

z © g
exp(z) = e = & =,
n=0 0!

Afbildningen exp:C ind i C kaldes eksponentialfunktionen.

Netegnelserne exp(z) og e° anvendes i fleng., Det er klart,
at den sdledes dcfinerede exponentialfunktion stemmer overens
med den kendte, hvis z er reel, Vi gkal nu vise, at eksponential-
funktionens funk“ionalligning bevarer sin gyldighed for den nye

funktion.

Setning 3.6. For 2,52, € C er

Bevis, Da eksponentialrzkken er absolut konvergent, er

D qQ P 54
Z1 22 o0 G gy @ 22 oo 4 2
e e = % r— % —S— = 3 piqi | =
! atl
p=0 q=0 p5q=0
Z, + Z,\n Z,+7%
> 17 Zq (Mg® gD7P z (A2 i .
n=0 ** p=0 P 1z n=0 n!

. Dermed er smtningen bevist,

f@tning 3.7. For z € C er

z =
e = €

Fevis, Klart,
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S@tning 3,8, For y € R er

Bevis,

12 2 &% 71V | Jlv-iy _

o

Vi indfgrer nu de to nye funktioner

00 n z2h o0 n gen+l
c(z) = n%o(_” Gt o sle) = IEO(-U o t)T

Potensrzkkerne har konvergensradius o , og derfor definerer dis—
se rakkeudviklinger afbildninger c,s:0 ind i &. Da koefficien-
terne er reelle, definerer de tillige afbildninger c,s:R ind i R.
Disse afbildninger er vilkarlig ofte differentiable, og ved ledvis

differentiation far vi

c'(x) = -8(x), s'(x) = c(x) .

H

Setning 3.9. For x € R er

e* = o(x) + is(x) , (e(x))° + (s(x))% =1 .

Afbildningen ¢ + is:R ind 1 C er en afbildning af den reelle ak-
se ind i enhedscirklen i den komplekse plan, Afbildningerne

c,s:R ind i R er kontinuerte,

Bevis, Ved anvendelse af eksponentialfunktionen far vi

. 0 . n 00 en o) 2n+1
ix (ix) "~ _ X . 0 _X B
© - niO ni{ 7 nio( 1) (em)r * 4 n=O< 1 (Zn+1)§ ~

ce(x) + is(x) .

Den anden péstand fglger umiddelbart af smtning 3.8, og den er
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netop ensbetydende med, at billedmzngden ved ¢ + is er en del-
mengde af enhedscirklen, At c og s er kontinuerte fglger af, at
potensrzkKkerne konvergerer ligeligt p& ethvert begrznset del-

interval af R,

Ssetning 3.10. Der eksisterer et positivt tal # med den
egenskab, at ¢ + is afbilder intervallet [0, %w] bijektivt pa
den ved {z € C |]z] =1 A Rez 2 0 A Im z » O} bestemte cirkel-

kvadrant,

Bevis., Da ¢ er kontinuert, og c(0) = 1, eksisterer der et
tal h > 0, sé&ledes at c(x) > 0. for alle x € [0,h], Da s'(x)=c(x),
er s strengt voksende pad [0,h], altsa s(h) > 0, Lad os nu be-
tragte et tal k > h, saledes at c(x) > O for alle x € [0,k]. S&
er s strengt voksende pd [0,k], altsd s(x) 2 s(h) for alle

x € [h,k]., Da vi har c¢'(x) = -s(x), fAr vi heraf

k <
c(h) 2 c(h) - c(k) = mfh(-s(x))dx = /;s(x)dx > (k-h) s(n),

hvilket medfgrer, at

clh
kgh+—sl<3§ .

Poreningsmengden af alle de halvébne intervaller [0.k[, p& hvil-
ke c(x) er positiv, bliver nu et interval [O,%ﬂ[, hvor

’%ﬁ <h + é%%%—. Da ¢ er kontinuert, er c(%w) 2> 0, og da inter-

vallet [O,%ﬁ[ er det maximale halvébne interval, pa& hvilket c(x)
er positiv, er c(%w) =0 , Da s er strengt voksende pa [O,%ﬁ] er
¢ + is injektiv p& dette interval, og bade ¢ og s er positive pé

]O,%ﬁ[, Af s®tning 3.9 fremgar nu, at billedet af intervallet

[O,%W] netop er den bue af enhedscirklen, der ligger i fgrste
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kvadrant inklusive buens endepunkter, Dermed er sztningen bevist,

Det fremgér af beviset, at

altsa
T T T
6’2 =i og 1y o (eiQ)n = i%,
Setning 3,10, Den ved
p(x) = e® = o(x) + i s(x)

definerede afbiléning ¢:R ind i & har periode 2w (d.v.s.

vx € R(p(x + 27) = ¢(x)), Billedmangden ¢(R) er netop enhedscirk-
len i den komplekse plan, Ethvert interval ]a,a+2w] afbildes bi-
jektivt ved ¢ p& hele enhedscirklen, Hvis z er et punkt af en-
hedscirklen og x € R tilfredsstiller ¢(x) = z , da er

¢'1(z) =X + 2m 7,

Bevis., Den f¢grste pastand fglger af, at

i({x+2 21 i . i i
o (x+21) o g2im . ix lu RS S

Endvidere er ¢(-x) = e™t* - et = o(x) , og i forbindelse med
setning 3.9 medfgrer dette, at ¢ afbilder [- %ﬁ, %ﬂ] bijektivt

1 A Rez > 0} bestemte halvcirkel, End-

i

p& den ved {z € U ,Izl

videre er

ei(x+7r)

og derfor vil ¢ afbilde [ %W,W] bijektivt pd den bue af enheds-—

cirklen, der ligger i tredie kvadrant (encepunkterne medregnes).

Tilsvarende ses, at el(x"w) = -e™* , 08 ¢ vil derfor afbilde
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[~m, - %ﬂ] bijektivt p& den bue af enhedscirklen, der ligger i
anden kvadrant, Ved at kombinere disse resultater finder vi, at
l-m,m] afbildes bijektivt pad hele enhedscirklen. P& grund af
periodiciteten gmzlder det samme for ethvert interval

1(2p-1)w, (2p+i)w], For a € R kan vi vaelge p € %, sidledes at

a € J(2p-1)w,(2p+1)w], og pa grund af periodiciteten er billedet
af ](2p-1)w,al] det sammé som af ](2p+1)m,a+2w], og dette inter-
val afbildes injektiv. Dette medfgrer, at Ja,a+2w] afbildes in-
jektivt p& hele enhedscirklen, Af o(x) = z fglger pd grund af
periodiciteten, at @‘1(2) > x+2m %, og da ethvert interval

LS

Ja,a+27w] hgjst indeholder ét punkt af ¢_1(z), er ¢-1(z) = x+27 Z,

Tunktionerne c(x) og s(x) er identiske med de fra gymna-
sieundervisningen kendte funktioner cos x og sin x, Hvis vi
fastholder, at cos x og sin x er indf¢rte péd grundlag af et vin-
kelbegreb, der ikke er eksakqfafskarer vi os selvfgplgelig fra
at bevise denne pastand, og Vi mé& ngjes med at overbevise os om,

at pastanden i en vis forstand er rigtig, Vi starter et '"Eras-

mus - Montanus-bevis!',

Funktionerne ¢ og s er begransede, Endvidere er

1l

o(x + ) = -s(x) og s(x +3) = c(x)
og for a € R er

- - — T
= c(x+a) = -s(x+a) = c(x+a+ 2)

i
2}
—~~
>4
+
8y
+

Nl
~—

c(x+a)

il

= s(x+a)

sad gentagen anvendelse giver

c(n)(x) = c(x+n%) . S(n)(x) = s(x+ng) .
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Endvidere er

. Ir .
inx= inm
c(n%) = Re ¢ s Re in’ s(n%) = Im e 2 - Im i™,

Funktionerne cos og sin har de samme egenskaber, Ergo ...

Som bevis er denne overvejelse selvfglgelig ikke meget
vaerd, Det er imidlertid s& heldigt, at vi kan vise, at c og s

er de eneste funktioner, som har de anfgrte egenskaber, Dette
fremgar af fglgende saetning,

Setning 3.11. Lad y:R ind i R og o:R ind i R vasre vilkar-
lig of'te differentiable funktioner, og lad K vare et positivt

tal, Hvis

vne i vxe (v ™M) <k le®(x) ¢ x),

og
vone N u {0} (y(n>(o) = Re i™ A m(n)(o) = Im i™) ,
da er
©0 . 1 00 . 1
Vx € R (y(x) = = Ren% A (x) = 3 Imn% ),
n=0 ' =0

Bevis. De anfgrte rekker er netop MacLaurinrzkkerne, og
vi behgver derfor blot at vise, at Restleddene gar mod 0. For

funktionen y bliver restleddet

1 * (n) n-1
Rp(x) = oyt Jo v (8 (=)0 at

sa vi far vurderingen

K X -1 n
IRn(X)I < zz;qu'l/b(X—t)n dt{ =K l%%- 5

n
og vi har jo set, at (L§%~) - 0, Det hele bliver ved at vare
rigtigt, hvis vi skriver o 1 stedet for y., Dermed er smtningen

bevist,




Mat 1, MA 3 1966-67 MA 3,11

Vi vil nu anvende betegnelserne cos og sin i stedet for

c og s. BEthvert |z] € C med z £ 0 kan pa en og kun en méde frem-

stilles pa formen
5= lzle19 = |z|(cos® + i sing) , -mw < 0 27w ,

og vi sztter @ = Argz ; argz = 6 + 27w %, Her er O altsi bestemt
p& grundlag af sstning 3.10. For vektorer a og b i planen og

med koordinater (a1,a2) og (b1,b2) definerer vi m&let for vinklen
b1+ib2
fra a til b som arg ——=—— for a £ 0 , b £ 0, Malet for en vin-
= 2 a,+ia, = L2

kel er saledes en mangde af reelle tal, der indbyrdes afviger

ved heltallige multipla af 2w,

Definition 3.12. For z € { satter vi

00 n 00 2n
cosz = 3 (Re i) ﬁT = 3 (-1)% Zzn ,
n=0 ' n=0 :
. 00 n. g 00 n Z2n+1
sinz = nzo(lm i) =5 = nio(~1) )T

Derved har vi udstrakt definitionerne af cosinus og sinus
til alle komplekse verdier af z, Definitionerne stemmer aben-

bart overens med de sadvanlige, hvis z er reel.

Setning 3.13. For alle z € U er

iz . . =iz . .
e = cosz + 1 sinz , e = ¢cosz -~ 1 sin 3
iz -ig . iz ~-iz
cosz = 1(6 +e ) , sinz = ;L(e - e"1%)
2 21
2 2
cos z + sin"z =1 .
Bevis,Direkte regning giver
©0 1n co N n .
. . N . L NN\Z iz iz
cosz + isinz = % (Re 1 + i Imi >ET = 32 L—H%— = e R

n=0 ) n=0
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Den sidste rakkeudvikling i definition 3.12 viser, at

sin(-z) = -sinz , og den anden formel fas derfor af den fgrste
ved at erstatte z med -z , Addition og subtraktion af de to fgr-

ste formler giver de to n:ste, Den sidste formel fés ved multi-

plikation af de to fgrste.

Eksempel:

I
Nj—

cos(ilog 2)

sin(ilog 2)

De fire fgrste formler i satning 3,13 kaldes Eulers form-
ler, Dec gor det muligt at omforme problemer vedrgrende trigono-
me triske funktioner til problemer vedrgrende eksponentialfunk-
tioncn, Ad denne ve] udledes de fra gymnasiet kendte rcgnereg-
ler for de trigonometriske formler, og disse er siledes alle
gyvldige i den komplekse plan, Det vil ogsé'f;émgé aff det fgl-
gende, at cosinus og sinus kun har reelle nulpunkter, s& der vil
ikke optrzde nye undtagelsestilfelde hidrgrende fra nulpunkter
i nevnere, Formler, i hvilke der indgar kvadratrgdder mid gene-—
raliseres pa kvadrereq%orm og fortegnsdiskussionerne kan selv-

fglgelig ikke overfgres.
Eksempelvis giver Eulers formler og eksponentialfunktio--

nens funktionalligning

iz -iz iz -iz
2 sinz1cosz2 = ?%(e T_ e 2)(6 re ) =
j—(ei(z1+z2) i e-l(Z1+Z2> . e1(z1—22) ) —1(21—22)) )
21 © =

sin(z1+z2) + sin(z,]—z2)°
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Ved ombytning af z, og Zs far vi, idet vi udnytter, at

sin(-z) = ~sinz
2 cosz, sinz, = 81n(z1+z2) - sin(z1—zz) 3

2

Ved addition og subtraktion af de to fundne formler far vi efter

miltiplikation med %, at

inz 08% c sing
sin 1 c o * osz1 inz,

Il

sin(z1+zz)

sin(z, -2z = sinz, cosz, - cosz inz. ,
n(z,-z,) 1 2 ©sz, 81nz,

isksempel, Et integral af formen

O 1\)4—L

;

cOs X cos 3X sin bx dx

udregnes ved at integranden omskrives til en sum, Dette kan vi
nu rutinemessigt gennemfgre direkte ved Eulers formler, hvilket

fprer til fgplgende regning:

cos x cos 3x sinbx = gf(eix+e‘ix)(631X+e‘3iX)(e5iX_e—5ix) _

. . . \ —ix =74 s a4
gg(e9lx+e7l§é31x+elx—e ix_, le_e 71X_e 91x>

%(sinx + 8in3x + sin7x + sin9x) ,

sa vi far

1
T
fO cos X cos 3x sinbx dx = - %[cosx + %cos 23X + %cos 7X +
T
1 2
5°08 9x]o =
1 1.1, 1y _ 25
p1rs+t7+3) =55 -
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Definition 3,14, For alle z € O sztter vi

cosh z = cos iz = i(ez +e” %) = g 2"
= =2 © = oo (2n)!
fe%e) 2n+1

Tsin iz = H(e? - &%)

1 Z
i 2 - nio (on+1)1 °

Funktionerne cosh og sinh kaldes hyperbolsk cosinus og hyperbolsk

sinh 2z

i

sinus,

Det fremgér umiddelbart af definition 3.12 og smtning 3.713,

at de to sidste lighedstegn i hver af formellinierne i definition
3,14 virkelig gslder,

Det er klart, at de trigonometriske formler overfgres pa

cosh oy sinh i let zndret skikkelse, Saledes er

coshzz - sinh2z 1y coshzz + sinhzz = cosh 2%z

i

il

oosh(z1+22) coshz, coshz, + sinhz, sinhz,

31nh(zq+z2) = sinhz, coshz, + coshz, sinhz, .

Ved restriktion af cosh og sinh far vi afbildninger cosh,
sinh:R ind i R.

Det fremgar direkte af definitionen, at cosh(-x) = cosh x,
men sinh(-x) = -sinh x. Det fremgdr af potensrskkeudviklingerne,
at cosh og sinh er strengt voksende for x 2 0, samt at cosh x for
sma& verdier af x kan approksimeres godt ved 1 + %x29 medens
sinh x approximeres godt Ved X + %XBO For stgrre verdier af x
bliver cosh x og sinh x hurtigt langt stgrre end de anfgrte til-
nermelsesvardier, og de midterste udtryk i 3.1L4 viser, at cosh x

og sinh x for store verdier af x begge omtrent er 1lig med %ex,
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Som et kuriosum skal vi uden bevis n®vne, at det grafiske
billede af cosh netop er ligevagtsfiguren for en tung, homogen
kade uden bgjningsmodstand, nar kzden ophsnges ved sine ende-

punkter, sé&ledes at disse ikke er lodret over hinanden,

Setning 3.15. For x,y € R er

X+1 X ..

e - e®(cosy + i siny)
cos(x+iy) = cosx coshy - i sinx sinhy
sin(x+iy) = sinx coshy + i cosx sinhy .

Bevis., Den fgrste pastand fplger umiddelbart af eksponen-
tialfunktionens funktionalligning og s®tning 3*.13. De to sidste
ligninger kan vises ved at udtrykke alle de indg8ende stgrrelsec
ved eksponentialfunktioner, men de fglger ogsad umiddelbart arf
additionsformlerne for cos og sin kombineret med definition 3.1L,

Setning 3.16. Eksponentialfunktionen antager ikke vardien O,
Funktionerne cos og sin har kun reelle nulpunkter, Nulpunkt-—
mengden for cos er {(n + %)Wln € 7], og nulpunktsmangden for sin
er {nrln € 2}, Nulpunktsmzngden for cosh er {i(n + %)WlnEZ§ og

nulpunktsmengden for sinh er {imm|nc€Zi.

Bevis., Af satning 3,15 fremgar, at
'ex+1yl - eX JF 0.

Af rakkeudviklingen for cosh fremgédr, at cosh y er positiv for
alle reelle y. Af cos(x+iy) = O fglger derfor cosx = 0, altsé
sinx £ 0, altsd sinhy = 0, alts&d y = O, Dermed har vi vist, at
cos kun har de allerede kendte reelle nulpunkter, Tilsvarende for

sin, Pastandene vedrgrende cosh og sinh fremgér umiddelbart af
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af disses udtryk ved cos og sin. Dermed er smtningen bevist,

Definition 3,17. Afbildningerne

tg: 8\ {(n+ )rlne ) ind i &
cot: &\ {mwln € %} inda 1 C

tgh: O\ [i(n + 2)min € 2} ind i O
coth: C\ {imw|n € %} ind i C

defineres ved

I den anvendte rekkefglge benwsvhes de saledes definerede afbild-
ninger tangens, cotangens, hyperbolskténgens og hyperbolsk co-

tangens,

I udenlandsk litteratur anvendes ofte tang og cotang i-

stedet for tg og cot. Lejlighedsvis mgder man betegnelserne

1.
secz = o 1] Z =
COST g cosec

°

sinz
Dissec afhildninger betegnes secans og cosecans ,

Vi bemarker at

iz -iz
€ - & i

iz -iz =
+ €

N
tgz = T
e

hvilket viser, at tg har periode w, altsd tg(z+m) = tgz ., End-

videre er

e - e
tghz = =7 = " ogm -
e + e e + 1 1 + e

I
N
N

"
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og vi har

tghz = % tg iz .,

Ved restriktion af tg og cot far vi afbildninger
tg: R\ {(n + %Owln € 7} ina i R
cot: R\ {mrin€ %} ind 1 &,

som netop er de fra gymnasiet kendte, Formlerne vedrdrende tg
og cot udledes af formlerne, der gzlder for cos og sin ganske

som i gymnasiet., For tgh og coth fas et lignende formelsystem,

Ved restriktion far vi afbildninger

tgh: R ind i ]-1,1[
J=0, 0] ind i J=oo,=1[

COth:{] Oyeof ind i ] 1, oof

Differentialkvotienterne af cosh og sinh fés af kvotient-
rekkerne eller af de to funktioners udtryk ved eksponentialfunk-

tionen., For reelle verdier af x far vi

i

d . da .
ax cosh x sinh x, Ix sinh x = cosh x ,

d 1 2
= tgh x = 1 - tghx ,

]
I

< coth x ~=1_ 1 - cothzx x § 0.
ax . 2 :
sinh x

Funktionerne cos, sin, tg, cot kaldes trigonometriske

funktioner, og cosh, sinh, tgh, coth kaldes hyperbelfunktioner,

Definition 3,18, For z € U \ {0} kaldes

Logz = jw € Ole" = gz}

mangden af logaritmer til z.
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Setning 3.19. For z € U\ {0} er
Logz = log|z| + iargz .

Bevis, At w € Logz, W = u + iv, u,v € R er ensbetydende med,
at e = z, og ifglge satning 3.15 er dette ensbetydende med, at

e = |z| og v € argz. Heraf fglger setningen umiddelbart,

Definition 3,20, For z € C \ {0} kaldes

logz = logl|z| + iArgsz
hovedlogaritmen til 2z,

Tor 2 = x> 0er |x|] = x og Arg x = 0, s& ligningen redu-
ceres til logx = logx., Dette undskylder brugen af betegnelsen
log.

1+1vV3
32 -

, log(-¢) = 1 + im, log i % ,

oS

Eksempler: logl = 1

Log(1+1i) = {%1og2 + i(% + 2nm)i.

Logaritmefunktionens funktionalligning overfgres til det

komplekse tilfelde som en relation mellem mengder, idet
Log(z1zz)-= Logz, + Logz, for z, £ 0, Z, £ o,
men for hovedlogaritmerne galder kun det svagere resultat
1og(z1z2) = logz, + logz, + ielm, z, £ 0, Z, 0,

hvor e har en af vardierne 0, +1 og -1 afhsngigt af Zy OB Z, o

Definition 3.21, TFor a > 0, z € C smtter vi

Z Z
a? - e loga

L)

Hermed har vi indfgrt potenser med vilkarligt positivt
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grundtal og vilkéarlig kompleks eksponent, Det ses umiddelbart,
~at de sazdvanlige regneregler

Z,+2 Z, Z
al 22ala? , (ab)? = a"p”

bevarer gyldigheden.

For z,w €  , hvor z er negativ eller ikke reel, vil vi

ved z" forstéd en mengde, nemlig

w ewLogz

Z = ’

eller mere udfgrligt for w = u+iv, u,v € R

W e(u+iv)(loglz|+iargz) _

{eulog]zl-vArgz - 2nmv+i(vlog| z| +uArgz+2nmu) ne il

For w € & bliver mzngden endelig, ellers altid uendelig., Hvis

w er rent imaginer og |z| = 1 bliver alle elementer i mzngden

reclle tal,

Eksempler:
('2>3 = {‘8}9

2
(-8)3 = {4, -2(1+1V3), -2(1-iv3)} ,

il

(-2)31 = 58—3(2n+1)W(cos(31og2)+isin(310g2))ln €z,

it o g7 ooy

Definition 3.22. For z € § smtter vi

arccos z = {w € Ulcos w = 2} , arcsin z = {w € 8|sin w = 2z},

Ligningen cos w = z giver, idet cos udtrykkes ved eksponen-
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tialfunktionen

1 .
2(elW

re™y 2y .
hvilket omformes til andengradsligningen
(eiw)2 -2z i1 =0 )
som har lgsningsmengden
e gy (22 - 1)% .

Altsa er

j—

1
arcosz = — Log(z + (22 - 1)2) .,

|

Analogt far vi

1
arcsinz = % Log(iz + (1 - 22)2) .

Vi bemarker, at vi i begge tilfelde ik andengradsligninger,
der ikke har 0 som rod, Derfor eksisterer Log altid, og vi har
dermed vist, at cos og sin afbilder & surjektivt pa C.

2 \% 2 \x

For vy € (2°-1)% har vi (z°-1)% = {y,-y}!. Desuden bliver

(z+y)(z=y) = z2-y2 =1, s8 vi far Log(z-y) = ~Log(z+y). For

w € arccosz vil iw tilhgre Log(z+y) eller Log(z-y), og vi far

derfor
arccosz = {w+2nm|n € %} u {-w+2rar|n € Z} ,

hvilket er i overensstemmelse med, hvad vi kender fra gymnasie-
undervisningen i det reelle tilfmlde., For w € arcsinzg far vi pa

tilsvarende made

arcsinz = {w+2nwrin € %} w {-w+(2n+i)wln € &} .
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Ligningen tgw = z giver, idet tg udtrykkes ved eksponen-
tialfunktionen

e21W - 1

+ 1

- = iz
2iw 4
e

men brgken pé venstre side vil ikke for nogen vaerdi af w blive 1

eller -1, Altsd har ligningen ingen lgsninger for z = i eller

z = -1 , I andre tilfmslde far vi lgsningsmzngden
1 1 + iz
1 M8 T/ ig -

Definition 3,23, For z € C \ {i,-i} sstter vi

arctgz = {w € &|tgw = z} = é% Log %—E—%g- ,

arccotz= {w € {|cotw = z} = g; Log g—f—% o

I det reelle tilfelde indfgrer vi omvendte funktioner til
de trigonometriske funktioners restriktionern til passende mono-

tonitetsintervaller,

Definition 3,24. De omvendte afbildninger til de strengt

monotone, kontinuerte afbildninger

] & [-1,11, cos: [O,m] pa [-1,1] ,

N

sin: [~ %,
tg: ]- %&%[ p& R . cot: Jo,m[ pad R,

betegnes i den samme raskkefglge
Arcsin: [-1,1] p& [- %,%], Arccos: [-1,1] pa [~ g,g]
[ , Arccot: R pa Jo,w[ .

Arctg : R pa ]-

9

NIE
NIE
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Af den fra gymnasieundervisningen kendte saztning om omvendt
funktion fremgdr, at de L4 nye funktioner bliver kontinuerte, samt
at Arcsin og Arctg bliver strengt voksende, medens Arccos og
Arccot bliver strengt aftagende. Endvidere bliver de 4 nye funk-
tioner differentiable, nar sin, cos, tg og cot er det og har

fra 0 forskellig differentialkvotient.

Setning 3.25. Funktionerne Arcsin og Arccos er differen-

tiable pad ]-1,1[, og Arctg og Arccot er differentiable pa R med

é% Arcsinx = ———1w§— , é% Arccosx = ——~:1§—
V(1-x) V(1-x)
a 1 a _ =1
% Arctgx = 5 > ax Arccotx = 5 e
1+x 1+x
Bevis, AP y = Arcsinx, x € ]-1,1[ fglger x = siny,
T .
vel- 27 2[’ altsa %% = cosy =‘/(1-sin2y) :-V(1-x2), altsi
dr _ A _ . _ T .
e VK1—X2)° Af y = Arctgx fplger x = tgy,y € | 2,2[ , altsé
ax _ o 2 . dy 1 . .
iy = T+tgy=1+x, altsd 32 = o Regningerne gar ganske

tilsvarende for Arccos og Arccot,

I'unktionerne Arcsin, Arccos, Arcty og Arccot kaldes arcus-

funktionerne eller de cirkulsre funktioner. I udenlandsk mate—

matisk litteratur mgder man betegnelserne sin_19 cos'19 tg'1,

cot~1, og man mgder aelvfglgelig ogsé Arcsec og Arccosec (eller

- -1 .
sec og cosec '), Forstavelsen arcus refererer til, at funk-
tionsverdien er et vinkelmal, altsd ogsd et m&l for en cirkel-

bue.
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Ved overssttelse af de trigonometriske formler fremkommer
formler for arcus~funktionerne, Vi skal vise fremgangsméden ved

et par cksempler, som vi dog vil give status som smtninger,
Sstning 3,26,

)

vx € [-1,1] (Arcsinx + Arccosx =

QSIS

vx € R(Arctgx + Arccotx = %) ]

Bevis, For x € [-1,1] , u = Arcsinx er 4% < u g‘% , altsa

0 ¢ %-- u < 7 ., Endvidere er cos(% - u) = sinu = x , len det
medfgrer netop, at Arccosx = % - u ., Dermed er den fgrste pa-

stand bevist., Den anden vises ganske analogt,

Setning 3.27. For x,y € R og xy £ 1 er

O, hvis xy < 1

Arctgx+Arctgy-Arctg %§%§ = { T, hvis xy > 1 og x > O

-, hvis xy < 1 og x< 0,

Bevis, For u = Artgx, v = Arctgy er

tgu+tgy  X+y
-tgutgv ~ 1-xy ?

tg(u+v) = 3
hvilket viser, at

u + v = Arctg %§%§ +nr , n€ %,

Tor xy ¢ 0 medfgrer u,v € ]¥g3%{ , at u+v € ]—g,%- , altsd n = 0,

Lad os dernsst antage, at x > 0 og y > 0, Vi har da umiddelbart

n =0 for u+v < % og n = 1 for u+v > g. Nu er u+v < g ensbety-

dende med v < % - U, altsd med y = tgv < tg(gFu) = cotu:%.
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er ensbetydende med y > % . Dermed er

o

Analogt vises, at u+v >

s@tningen vist for x > 0 og y > 0, Ved at skifte fortegn pad x
og y far vi umiddelbart smtningen for x < 0 og y < 0, Dermed er

bevisct fuldfgrt,

Setning 3.28. For x € [-1,1] er

n X2n+1

2n+1

o0
Arctgx = 3 (-1
n=0

b
og potensrskken er ligelig konvergent pa hele intervallet [-1,1].

Devis, Rekken ((—1)“(2n+1)—1) er konvergent, og for
x € [0,1] er folgen (x7) monotont aftagende og tilhgrer inter-
vallet [0,1], Altsd er rakken ((—1)n(2n+1)'1X2n+1) ligelig kon-
vergent pa [0,1] ifglge smtning 2, . Portegnsskifte fof X be-
virker blot, at alle razkkens led skifter fortegn, Altsa er rek-
ken ligelig konvergent p& [-1,1], og dens sum er derfor en kon-
tinuert funktion pa [—1,1]° Derfor er det tilstrekkeligt at vise,
at summen er Arctgx for x € ]-1,1[. Men i dette interval er rak-
)n X2n _

kens sum en funktion med differentialkvotienten ; (=1
(“|+x2)'-1 , altsd samme differentialkvotient som nz?Arctg X, Der-
med har vi vist, at forskellen mellem rzkkens sum og Arctg X er
konstant, For x = 0 er forskellen imidlertid O, Dermed er s&t-

ningecn bevist,

Por x = 1 fremkommer Leibniz'® rzkke

oo n
(=1) 1 1 1
=2 = - = = - 5 aoo o
to3rs o7

n=0 2n+1

Ny B

Den lonvergerer yderst langsomt og er ikke s®rlig velegnet til
beregning af w., En bedre metode til beregning af w beror pa

fplgende trick:
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Ved at anvende s@tning 3.27 to gange far vi

1 1
—— + —
2 Arctg % = Arctg 2 ? = Arctg %% = Arctg 7%
4 e
25
1 %*352' 120
Ly Arctg 5 = Arctg 5% = Arctg 119
1=
fnn

og fornyet anvendelse af samme sstning giver

L Arctg % - T = arcte }%—3— + Arctg(-1) =
120 _
779 1
Arctg = Arctg === ,
R

s& vi har formlen

= 4 Arctg % - Arctg §%§ .

=

Nu kan bade Arctg % og Arctg §%§ bekvemt beregnes ved hjelp af
rekkeudviklingen i sstning 3,28, og dermed har vi en praktisk

anvendelig metode til beregning af w7 .
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Punktmaengden
{(cosh 8 , sinh 0)|6 € R}

er en gren af hyperblen med lig-
ning x2-y2 = 1., P& figuren har

vi tegnet hyperbelgrenen med a-

N
NJ

symptoter og afmerket punktet
A(1,0) og punktet
B(cosh 6,sinh ), samt disse

punkters projektioner A1 og B1

pa den ene asymptote, Vi vil ud-

regne arealet af sektoren 0AB,

Fra gymnasieundervisningen ved vi, at hyperblens ligning

i &n~-systemet (d.v.s, med asymptoterne som koordinatakser) er
OB

: __:L Hps it 2 .1_ _..._1..
n =3 , og 'firkanten A1 AB B, far derfor arealet 210g0A1 .

Nu er

0B, = 1/2(cosh 6 + simh 6) = QA1eg ,

sé& Y"FPirkanten" far arealet %Q . Af hyperblens ligning i &n-syste-
met fremgar, at trekanterne OA A1 og OB B1 har samme arcal, Alt-

sa har sektoren OAB arealet %@ .

Dette viser, at det er muligt at give en geometrisk defi-
nition af cosh og sinh analog med gymnasieundervisningens defi-
nition af cos og sin, Vi valger B p& den ligesidede hyperbel med
ligningen X2—y2 = 1, s8ledes at sektoren OAB far arealet %@ , idet

arealet regnes positivt i fgrste kvadrant, negativt i fjerde

kvadrant, Punktet B har da koordinaterne (cosh 6, sinh @), Hvis
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vi her erstatter hyperblen med enhedscirklen, fér vi en defi-
nition af cos og sin, som blot afviger fra den i gymnasicun-
dervisningen benyttede ved at benytte sektorarealet i stedet for
buelengden, Det kan vises (ikke let), at lzngden af hyperbel-
buen AB ikke pa simpel made kan udtrykkes ved parameteren © el-
ler ved koordinaterne til B, og derfor er det helt udelukket at

benytte buelengden i definitionen af hyperbelfunktionerne,

Ganske som for de trigonometriske funktioner indfgrer vi

originalmengderne
arcosh z = {w € O|coshw = z]}
} for z € {
arsinh z = {w € C|sinhw = z}
artgh 2 = fwe & tghw = 3}
} for z € O\{1,-11{.
arcoth z = {w € 8|cothw = z}

Forstavelsen ar lsses area,

Endvidere indfgrer vi omvendte funktioner til de strengt

monotone afbildninger
cosh: [0, D& [1,00[ , sinh: R pa R
tgh: R pa 1-1,1] , coth: R\{0} p& ®\[-1,1],
og de omvendte funktioner betegnes i den omvendte raskkef@glge
Arcosh: [1,0] pa [0,0[ , Arsinh: R p& R
Artgh: ]-1,1[ pa R , Arcoth: R\[-1,1] pa R\ {0].

Dissc funktioner kaldes areafunktionerne.
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Da de hyperbolske funktioner kan udtrykkes reelt ved ek-
sponcntialfunktionerne, kan areafunktionerne bestemmes ved lgs-
ning arf eksponentiellle ligninger., Saledes er y = Arcosh X,

X 2 1 cnsbetydende med x = coshy, y 2 0, altsid med
& + eV =2x, vy 0,
Ved lgsning af andengradsligningen i ev far vi
eV = x + V(x°=1) eller o = x~V/(x°=1) .

Da de to rgdder har produkt 1, giver de y-verdier med sum O,

Den fgrste rod giver den positive vardi for y. Altsa er
Arcosh x = log(x +'VKX2-1)), x > 1,

Ved den tilsvarende regning for Arsinh fremkommer en andengrads-
ligning med en positiv og en negativ rod, Kun den positive rod

giver en lgsning, Resultatet bliver
Arsinh x = log(x +‘/(X2+1)) .

For y = Artgh x, |x| < 1 far vi x = tgh y, altsa

som har lgsningen
Artzh x = ilog MED:S | x| < 1
e -2 1=-x ? *
Tilsvarende fas

4 1
Arcoth x = zlog %fT s Ixl > 1,
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Differentialkvotienterne af arcafunktionerne kan fas ved reglen
for differentiation af omvendt funktion eller ved at differen-

tiere de netop fundne udtryk., Vi skal blot anfgre resultaterne:

d 1 d . 1

—— Arcosh X = ——5—— , == Arsinh x = —5——

dx VKX2-1) dx \/(X2+1>

d : 1 d 1

a;.Artgh X =——7 s ax Arcoth x = 5 .
1 -x 1 - x

Det vil vere forkert at sige, at Artgh og Arcoth har den

samme differentialkvotient., De to funktioners definitionsmsng-

der er nemlig disjunkte,

Vi vil nu udlede nogle flere nyttige potensrazkkeudviklinger

for elementzre funktioner, Dertil far vi brug for fglgende hjal-
pesetning:

Setning %.29. Lad (an) vaere en fglge af reelle tal, som
konvergerer mod et tal a € ]-1,1[. For b, =a,...a, gelder da
(b,) = ©.

Bevis, Vi valger k € ] |a],1[ og dernmst N € N, siledes at
]anl < k for alle n 2 N, For n » N har vi da

n-N
lbnl < lb1...le k ,

og pastanden fglger nu af, at (kn—N) - 0,

Definition 3,30, For v € R , n € N wu {0} satter vi

( ; ) - v(v-1)n£z(v—n+1)

Udtrykkene (;) kaldes (generaliserede) binomialkoefficienter.
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Vi minder om, at det tomme produkt regnes lig 1. Vi har

altsa

For v € N ogn ¢ v bliver (;) den s®dvanlige binomialkoeffici-
ent. For v € N og n > v bliver (;) =0, For v = 0 har vi (8):1

og (ﬁ) =0 forné& N, For p € N er

(—g) - (=1)" g(p+1%i,o(p+n-1) - (=1)" (pgirn) .

Setning 3,31, For x € ]-1,1[ er

o .
(1+x)” = = (1) x7
n:O
Bevis., Da
dn v v V=1
— (1+x)” = n!(n) (1+x)
ax

er den anfgrte rekke netop MacLaurinrsgkken for (1+x)v9 sa vi be-

hgver blot at vise, at restledfglgen gar mod 0, Det nte restled

er
v /X V-n n
Rn(x) = n(n) o (1+t) (x=t)dt =
X n
4 x =t v
n(¥) [, (=) (1et)Vas .
Nu er
x-t _ 1+x
LR e e

og Tfor x € ]-1,1[ og t mellem o og x fglger heraf, at differen~

sen pa venstre side har samme fortegn som x, altsa at
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x-1

1+t $ IXI y

Derfor far vi vurderingen

X
v n v
B, § nl G 1™ /g (1+8) at
der er integralet uafhsngigt af n, Vi skal altsid blot vise, at

(nl )1 1=1™) = 0

Vi har imidlertid

n'(;)l lxln - IUX|J1—U‘|X| . |2-Vé|X| cas

n-1-v] | x|
1 1 s

n—
og pastanden fglger derefter af sztning 3,29, idet
(lnt=vldxly |y
n-1 ¢

Potensrzkken i s®tning 3.31 kaldes binomialrzkken, For

v £ N reduceres den til binomialformlen.

Eksempler, For v = -p , p € N far vi

1 oG E  RU n ,p-1+ny n
——— = 2 (p)x = 3 (1) (5, 5%

(1+x)®  n=0 n=0
i overensstemmelse med, hvad vi fandt i kapitel 2, For v = %
far vi
vy 1 vy 4 vy _ n=1 1:3*5°*+(2n-3)
(1) - 29 (2) - ;20”9’”"’ (n) - (—1) 21)_"06-0‘21»1 b4
g far vi

~ 1 o n_1 1.3‘500.(2n__3) n
\/(1+X) - 1 + 2.X + nizc-1) 2q1+n60002n X .
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1 Z_symit3e5ce(2n=1) n
2 ( 1) 20“-600.21«1 X

=

n=0

Ved at erstatte x med —x2 far vi

1 _ g 1+3:5° +(2n-1) 2n
\/(1_}(2) n:o 2.“_.6..021’1

Ved integration mellem 0 og x far vi heraf

o e ZeEe s 2n+1
Arcsinx = 3 12? ?6,,S2n—1) . X .
=0 I 2n 2n+1

For x = % f4s heraf en rskke til beregning af % . Den er dog

mindre bekvem end den tidligere omtalte metode til beregning af w,

Det er ofte bekvemt at inddrage komplekse variable i reg-
ning med elementzre funktioner, og for bedre at kunne udnytte det-
te vil vi indfgre differentiation og integration af funktioner,

der afbilder et interval ind i den komplekse plan,

Definition 3.32, Lad g,h:[a,b] ind i R vare vilkarlige funk-
tioner. Funktionen f = g+ih:[a,b] ind i C kaldes kontinuert, hvis
g og h er kontinuerte, og differentiabel, hvis g og h er diffe-
rentiable, og i s& fald definerer vi f(x) = g%(x) + ih%(x). Hvis

£ er kontinuert, definerer vi
/b /b /b
af(x)dx = ag(x)dx + i ah(x)dx,
Det fremgér umiddelbart af denne definition, at
X
d g
4 [ r(t)at = £(x),
og at £'(x) = £(x) medfgrer, at

b
J r(t)at = B(b) - F(a),
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De elementare regneregler for differentiation og integra-
tion bevises let. For f1 =g, + ih1, T, =g, + ih, far vi sdle~

des

274 (07,(0)) = 358, ()gp )=y (0, (x)+1 (8 (), (x) +

1}

g (x)n, (%)) )

Il

(g, (), (x)-h, (x)ny(x) ) + 1 22(g, (x)n,(x)+e,(x)h, (x) )

g, (x)a,(x)-h, "(x)h,(x) + i(g, ' (x)h,(x) + gy(x)h, '(x) ) +

gy (x)e, " (x)-h, (x)h, ' (x) + 1(g, (x)h,"(x) + g, " (x)h,(x) ) =

(g, ' (x)+ih, "(x))(g,y(x)+ihy(x)) + (g, (x)+ih, (x)) (g, " (x)+ih, ' (x) )=
f1'(x)f2(x) + f1(x)f2'(x)o

Tilsvarende for addition, subtraktion og division, Heraf fglger
nu reglerne for linezre operationer med integraler samt reglen

om delt integration, For n € N far vi reglen

L(e(x))® = n(e(x))* e (x)

For en diffcrentiabel afbildning ¢:[a1,b1] ind i [a,b] og

en differentiabel afbildning f:[a,b] ind i ¢ gzlder kadcreglen
a
=f(o(x)) = £'(p(x))p'(x) .

Beviset er umiddelbart.

Vi har imidlertid en mere dybtliggende km:deregel :
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Setning 3,33, Lad

o0
£(z) = 3 anzn

n=0

vere summen af en potensrazkke med konvergensradius R, og lad
B ={z¢€ 8 |z|] <R} vere konvergenscirkelskiven, Lad ¢:[a,b]
ind i E vere en differentiabel afbildning med kontinuert diffe-

rentialkvotient, Da er £ o ¢:[a,b] ind i C differentiabel og
d
3 Tle(x)) = £'(p(x))p ' (x).

Bevis. Den ved ¢(x) = |p(x)| definerede funktion ¢:[a,b]
ind i [0,e[ er kontinuert, og da [a,b] er begranset og afslut-
tet har ¢ en stgrsteverdi R, = ¢(XO). Af w(xo) € E fglger
R1 < R. Potensrzkken 2(n+1)an+1zn konvergerer ligeligt for
2] ¢ Ry. Altsa er

oo

%O(n+1)an+1(¢(X))n

ligelig konvergent pa& [a,b], Da ¢' er begranset pa [a,b], er

;§O<n+1>an+1<¢<x>>@¢'<x> = £ (p(x))p" (x)

ligelig konvergent pa [a,b)]. Men denne rmkke fas netop ved led-

vis differentiation af f£(o(x)) = Ean(w(x))n, og dens sum er der-

for differentialkvotienten af f(p(x))., Dermed er sstningen bevist,
Specielt har vi altsé

a o(x) _ _o(x)

I ¢ '(x)

a : a ..
Txeos o(x) = ~p'(x)sin o(x) , 538in p(x) = ¢'(x)cos o(x) ,
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og ved regnereglerne far vi

g p(x) = —25EL _ (14tg%(x))o ' (x) .

cos“p(x

Tilsvarende gzlder for de hyperbolske funktioner.

Setning 3.34. Med H ¢ U betegner vi halvplanen
{z € U|Rez > 0}, Lad ¢:(a,b] ind i H vere en differentiabel af-

bildning, Da er log¢:[a,b] ind 1 C differentiabel, og

t

d
azlog p(x) = Stx)

Bevig, Idet @1 og ¢, er real- og imaginzrdel af ¢, er

. 1 2 2y . Po(x)
Tog(p,(x)+ip,(x)) = Flog((p,(x)) +(p,(x))" )+iArcty HE

sa4 vi far
Liog p(x) - ¢1(?)¢2(?;;¢?(x3¢§§§) » ¢1(x)¢£(fi;¢§(x)¢1<x) )
X 2 )
§01 x + (,02 (1 + (m) )(@1(}{)) |

(., (x)-1p,(x)) (0] (x)+ip (X)) ()
(o, (%) =1, (x) )T, (X)+1p,(x)) = To(x) ?

og dermed er satningen bevist,

Setning 3.35., For |z| < 1 er

0 n
log(t+z) = = (_1)n-1 %r .
n=1

Bevis, Lad © vazre et reelt tal, Vi satter ¢(r) = ret® ror

r € ]-1,1[. Ifplge satningerne 3,34 og 3.33 er




Mat 1, Ma % 1966-67 MA 3,35

F(10g(1+p(r)) - n;;(-ﬂn'1 Lﬂ%§llﬁ ) =

et - 2 (1PN (@) - 0 .

Altsa er

Log(149(x)) - 3 (-1)"" Lefz))?
n=1

vafhengigt af r, Men for r = 0 er vardien 0, Dermed har vi be-
vist, at setning 3,35 gslder for z = re ", r € ]-1,1[, 6 € R, og

dermed er smstningen bevist,

Af sztning 3.35 f&r vi umiddelbart for |z| < 1

1 ; i S
5;(1og(1+12) - log(1-iz)) = = (-1)" Z2n+1 ¢

og her er stgrrelsen pad venstre side et element af arctgz. Det
er rimeligt, at kalde dette element hovedverdien af arctgz og
betegne det med Arctgz, idet dette netop kommer til at stemme

med den allerede indfgrte funktion Arctg, hvis z er reel,

Ogsé& Dbinomialrskken bevarer sin gyldighed for alle komplek-
se z med |z| < 1. Beviset for Taylors formel kan nemlig gen-
nemfgres uendret for en kompleks funktion, og resultatet fas der-

efter ved hjelp af McLaurin-rekken for

exp(v 1og(1+xeig)) € (1+xeig)v

L

Rakken giver altsé ogséd i dette tilfelde en hovedvaerdi for po-

tensen, Ved restledsvurderingen anvendes fglgende sztning:
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Sztning 3.36. For en kontinuert afbildning f:[a,b] ind i

¢ galder vurderingen
b b
lfaf(X)dx,g /alf(x)ldx .

.~ D
Bevis, Vi velger O, siledes at elefaf(x)dx er et reelt tal
2 0, Idet vi udnytter, at sstningen allerede er vist, hvis f

afbildes ind 1 R, far vi

|/Zf(x)dx, = eigfzf(x)dx :./Zeigf(x)dx =

sze(eief(x))dx < fZIRe(eigf(x))Idx < /Elf(x)ldx .

Dermed er sstningen bevist,
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Formler og grafiske billeder,

Simsalabimbambasaladusaladim

J.L.Heibverg,

Udenadsleren dyrkes maske med stgrst held, fgr man kom-
mer i skole, Det er méske ikke alt for klart, hvilken metode
man benytter p& det tidspunkt, men den synes vaesentligt mere ef-
fektiv end de métoder, der benyttes ved indlesring af salmevers
'og smad og store tabeller, Senere fglger grammatik og matemati-~
ske formler og samtidig hermed den erfaring, at hvad man har

lert udenad, glemmer man hurtigt igen.

P4 de fglgende sider bringes en oversigt over de vigtigste
formler vedrgrende de specielle funktioner. Ved at bruge den kan
man spare at lare dem udenad., I det lange lgb er det dog for tids-
krazvende at se efter her, hvergang man har brug for en formel,
Nu er det s& heldigt, at kendsgerninger, man udnytter meget hyp-
pigt 1 en langere periode, efterh&nden bliver en del af ens vi-
den, og s& behgver man ikke laengere at se efter i formelsamlin-
gen, Denne proces kan fremskyndes en smule, hvis man retter sig

efter de f¢lgende regler:
1). Nar man har brug for en formel prgver man fgrst, om
man kan huske den.

2), Hvis man ikke fgler sig helt sikker, ser man efter,

om man har husket rigtigt,

Det betaler sig ikke at udelade punkt 1)
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Eksponentialfunktionens og logaritmefunktionens funktionallig-
ninger,
2
e 'e T =e . 1og(z122) = log z, + log z, .

Sammenhzng mellem eksponentialfunktionen, de trigonometriske

funktioner og de hyperbolske funktioner,
iz -1z

e = co8z+isinz, e = cosz-isinz

Z . -z .
e" = coshz+sinhz, e = coshz-sinhz

1, iz =iz . iz ~iz
cosz = %(e +¢" %), sinz = 5L(e - )
i
Z =2 . 1, z2 -2
coshz= % e+e ), sinhz= 3(e”-e )
iz ~iz
nz -e 1
tez= S502 = § St rg ¢ 0% = g
e~ "+e
sinhz e’-e ? 1
t Z= othz =
8hZ=  Cshz R » coth tghz

coshz = cosiz, sinhz = isiniz, tghz = itgigz,

cothz = %cotiz .

Overgangsformler
cos(z+%w) = -sinz, sin(z+%w) = COS8Z, tg(z+%w) = -tgz
cos(z+w) = -cosz, sin(z+w) = -sinz, tg(z+r) = tgz

cos(%ﬁ—z): sinz , sin(%w-z): cosz, tg(%ﬂ~z) = cotz
cos(m-z) = -cosz, sin(w-z) = sinz, tg(w-z) = -tgz
cos(~z) = cosz , sin(-z) = -sinz, tg(-z) = -tgz

cosh(-z) = coshz, sinh(-z)= =-sinhz,tgh(-z)= ~tghz .
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Formler og grafer 3

Trigonometriske f'ormler., Ved tilfgjelse af h overalt og sndring

ala
e

af’ forvegn markei med
tioner.

,
2

.2
cos z+sin 2

cOSs Z

cOoSs

i

cos(z+w)

S

co

ti

cos(z-w)

sin

il

sin(z+w)

sin

i1

sin(z-w)

- g Zrtg W

O A

tg(z+w) *
1-tg 2 tg w

: o
cot z cot w-1

cot(z+w) cot z+cot w

ale
4

2 % 2
cos 2z ¢cos Z-sin 2z

sin 2z

b
1;2%_2_%
1+tg 2z

cos2z = R

1

2(1+cosz)9

co8

N

>

tg2

3

cos3z = lLcos”z-3cosz,

coOszacosw

!l

sinzsinw

1

sinzcosw

19 "*l§~ = 1itg

coO
COB
cos

COB

tg

# 1-cosz |

singz

.i

8

n3z = 3sinz - Lsin

fas formlerne for de hyperbolske funk-

2

o]
Z, cot z+1

w sin w

sin w

w - sin w

W cos sin w

tg s-tg w__

Al
=

(z-w) =
1+tg 2 tg w

ale

cot z cot wti
cot w~cot z

-A

_2tgz

1;tg2z
3 1 ,
é(1mcouz)

8inz

1+c082

ate

3

Z

%(cos(z+w) + cos(z-w))
- %{cos(z+w) ~ cos(z=-w))

%(sin(z+w) + sin(z-w))
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cosn+cosw = 2 cos—(z+w)cos =(z-w)
COSZ-COSW = =2 sin§(z+w)sin1(z-w)
sinz+sinw = 2 51n§(z+w)cos =(z-w)
sing-sinw = 2 cos%(z+w)sin§(z—w)

_ sin(z+w) _ sin(z+w)
tgz+tgw = cosz cosw ? cotz+cotw = sinz sinw
iicosx = ﬁsinx L ginx = cosx
dx - s ax Hhx =
dye oA
dxtgx = 5 = 1 + tg x

cos x
a = 2
chotx = =7 = -1 - cot'x ,
sin"x

Arcus- og areafurktionerne.

1
arccosz %Log(z+(22~1)2)

Arccos:[-1,1] pa [- 292]9

Arctg:R pa ]-2,2[

1
arcsinx %Log(iz+(1-22)2)

1 Z+1
—‘T'L’“'—.'
21 ng—l

arccotz
Arcsin:[-1,1] pa [0,7]

Arccot:R p& Jo,w[

Aﬁ%os X + Arcsin x = Arctg x + Arccot x = %W .
d -1 d .

~—Arccosx = ———5— , ——Arcsinx = —~—
dx V(1-x2) dx V(1-x2)
d , 1 ol
—4rctgx = 5 ——Arccotx =

dx 1+X2 dx 1+x

Arcosh: ]1,0 pa [0,00]

Arsinh:R pa R
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Artgh:]-1,1[ p&d R,

Arcoshx = 1og(x&/(x2-1))9 Arsinhx

Formler og grafer 5

Arcoth:R\[-1,1] pa R\{o}

log(x#/(x2—1))

_ MepEtd
Arcothx = 21@gx__1
d . 1
—Arsinhx = -——mps——
dx VKX2+1)
é%Arcothx = = 5
1-x

Udtryk ved real- og imaginzrdel

X+1
o y

logz = log|z|+iArgz ,
cos(x+iy) =
sin(x+iy) =
Rekkeudviklinger
co N 2
¢? = 3 %T =1+ 2 + %7
n=0 )
2n
n _z
cosz = 2 (~1) Ga)T = 1 -
n=0
2n+1
sinz = 3 (1) =2 =
=0 (2n+1) !
o0 2n 2
Z Z
coshz = 2 m =1+ 57
n=0 2n)! 21
I 22n+1
sinhz = 2 Z +

= e*(cosy + i siny)

Logz = logl|z|+iargz

cosx coshy - i sinx sinhy

gsinx coshy + 1 cosx sinhy

3
+E= ., z € C
2 L
%T + B -, zEU
3 5
z - ET + %T ~ssos 2 € C
2t >
+Ev_+onog ZEC
3 5 .
e, z €
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log(1+z) = n§1(-1)n-1 %? =z - %? + %; —esey 2] <1 (0g z=1)
Arctgz = ngo(-1)n Ziz:j = z %? + %2 —eees]zl<1 (0g 2=1,-1)
Arctghz = h%o g;g;; =z + %; + %? tooo 5 lz] < 1

(1+x)Y = g (;)Xn = 1+Vx + 2%%511 X2+,°°, x € ]=-1,1(

n=0
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2 A -
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Mat 1, MA 3 1966-67 Opgaver
Indledning 1

Opgaver til kapitel 3
Indledning

Jack, be nimble,
Jack, be quick,
Jack, Jjump over the candlestick.

Bgrnerim,

Opgaverne til dette kapitel er for stgrste delen rutine-
praegede, FormAlet med gvelsesopgaverne er at opnd en ret hgj grad
af fortrolighed med de elementere funktioner, Af de 1 dette ka-
.pitel benyttede metoder er potensrgkkeudvikling ved hjzlp af
Taylors formel mest igjnefaldende, Anvendelsen af denne metode
i opgaver strander pa, at det kun for yderst f& funktioner la-
der sig gpre at finde et tilstrekkeligt simpelt eksplicit ud-
tryk for den nte differentialkvotient., De fa eksempler, vi ken-
der, findes blandt opgaverne, og disse opgaver lgses ved ruti-
nemetoder,

Til geng®ld vil vi i denne indledning omtale en opgave,

som man mé vare bade '"nimble" og 'quick" for at kunne lgse.,

Om f:[a,b] ind i R vides at £ er vilkadrlig ofte differen-
tiabcl, og at £ og alle differentialkvotienter af f kun antager
verdier, der er 2> 0, Vis, at

vz € [a,b] (£(x) = g iﬁ;;iél (x-a)™),
n=0 :

Det er nmrliggende at anvende Taylors formel

n-1 (k) 0 _
£(x) = kio Q—ETiél(x-a)k + ZHSTTT /zf( )(t)(x—t)n Tat
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Indledning 2

Her er alle led positive, Heraf kan vi i hvert fald slutte, at

n-1 (k)
2 £~E7Lél(x-a)k ¢ £(x) alle n € N og alle x € [a,b] .
k=0 i

Det medfgrer i hvert fald, at

(1) p(x) = 2 ii})iﬂ (x-)™  £(x) .
n=0 )

Opgaven er imidlertid at vise, at lighedstegnet gzlder,

Iu er det ikke helt let at se en ve] frem, Vi star ved en
skillevej, idet vi for at gennemfgre opgaven ma vise enten, at

f(x) - p(x) = 0, eller, at (Rn(x)) - 0, idet

E (x) = TEQTTT'/: £ (4 (x-t)" Tas,

De fleste vil vel finde de:x sidste plan mest lovende., Men
sd gelder det om at f& oplysninger om, hvor stor f(n)(t) er -

det er vor eneste mulighed for at komme igang med en vurdering.

Vort ramateriale: Taylors formel, vurderingen (1), vor vi-
den om, at alle differentialkvotienter er positive, Af (1) kan

vi i hvert fald slutte, at

H

££;-z-iﬁl(x-a)n < £(x)

altsa

o

f(n)(a) g ni __ﬁﬁ}}_}_

(x-a)™

Dette er tilsyneladende meget groft, og det er nmrliggende at

kassere det og forsgge noget helt andet, Her har vi méaske for-
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Indledning 3

klaringen pa, at det ikke lykkes for sszrlig mange studerende at
lgse opgaven, Den dygtige studerende vil netop vaere stsrkt til-
skyndet til at kassere de foreliggende grove resultater., En-
kelte vil dog arbejde videre med ideen, Det er dog ogsa ganske
fornuftigt fgrst at prgve, hvor langt man kommer ved hjslp af

vurderingerne - s& ved man 1idt om, hvad man skal stile efter,

Det er nu klart, at formlen (1) ogsd kan bruges med et

andet punkt af intervallet i stedet for a, For agt{x{b har vi

derfor ogsa

f(n)(t> g ni ___:E&ﬂ

(x-t)"

L]

Her er det nok bedst at valge x = b, altsd
f(n)<t) S nf _f_gl)_z}.l R
(b-t)

som fgrer til restledsvurderingen

°

R_(x) ¢ nf(b)(fz Gt

(b-t)"

Faktoren n er ubehagelig, men integranden er '"mazsten' den
te .
n potens af en mgte brgk, Integralet kan miske endda regnes

ud, men vi kan jo ogsé forsgge at vurdere integranden, Det er

rimeligt at forsgge at studere brgken %f% . Den er 0 for t=x .

Men den er en aftagende funktion af t? I sa fald kan den vur-
deres ved %f% . Vi kan forsgge direkte:

x-a _ %=t _ (x-a)(b-t) - (b-a)(x-t) -tx-ab+bt+ax
b-a =~ b-t (b-a)(b-t) = " (b-a)(b-t) *

t—a ) (b-x
b-a)(b-t 2 0,
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Indledning L

Men sa far vi Jjo vurderingen

n-1 X
0 5 ) - (22) 72t

n-1
X=-a b-a
nf(b) (b-a) log b-x °

For x € Ja,b[ ghr dette faktisk mod 0 for n = o, men for x = b

er vurderingen ikke god nok. Den fgrste restledsvurdering er
heller ikke god riok.

Betyder dette nu, at metoden mé& kasseres ? Nej! Vi har
jo klaret det meste af opgaven., Det er rimeligere at behandle

forholdene i b som et problem for sig selv,

Vi ved jo, at Taylorrzkken konvergerer for alle x € [a,b],

og at summen netop er £(x) for x € [a,b[, samt at summen i punk-
tet b er ¢ £(b) .

Vi mangler altsa at vise at

3 £006a) (a)® 3 £n)
N=

Men vi ved Jjo, at

;;O Jﬁﬁf_)_ﬁ_a_l (X_a)ﬂ

ni
n=0

er voksende for x € [a,b]. Men s& far vi jo

gozﬁggiél(b—a)n 2 goiﬁggiél(x~a)n = f(x)
n= N=

for ethvert x € [a,b[. Men heraf fglger pastanden jo umiddel-

bart.
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Nu mangler vi at finde finde frem til den endelige re-
daktion af besvarelsen, I det foreliggende tilfezlde er det ik-
ke szrligt vanskeligt - i1 hvert fald langt lettere end at fin-
de frem til l¢gsningen. Da det er en god gvelse at prgve at for-
mulere et matematisk bevis, der ikke er trivielt vil vi over-

lade den endelige formulering til laseren,
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1, Udform en endelig redaktion af besvarelsen af den i indled-
ningen til disse opgavegvelser omtalte opgave ,

Lette opgaver
2. Angiv vaerdien arf

i 1 LT
= zlog?2 + ir
. 69 olog5 + 31#9 o Ly .

%3, Lad n vere et positivt helt tal, Vis, at

X e

n-1 ig%FE n for p € n%
k=0 - {

0 for p ¢ nZ

L, Lad n vare et positivt helt tal. Lad Bosecesly 4 VETE kom-

af ligningerne

plekse tal. Find XgoeoasXy 4
n-1 iE%?E
kzo Xke = apg p = Og19°oogn-1 °

(Benyt resultatet fra opgave nr.3).
5. Angiv verdien af
cos(ilog(2+/3)) og sin(ilog(2+/3))

5., Vis formlen

n-1
V€L Vae N (2 einE o),
k=0

7. Angiv verdien af
cos(Zrilog2) , sin(Z-i) tg(Tsilog 2)
Z 108/ 2 s 5 %)

8, Udled formlerne

1, _ 1-cosz _ _sinz
sinz — 1+4+cosz




Mat 1, MA 3 1966-67 Opgaver 9-17

9, Udregn

T a a
/O cosxdx , focosxcos2xdx og fOCOSXCOSZXCOSSXdX,
10, Angiv verdien af

cosh log n , sinh logn , tgh log n og coth log n ,

11, Bevis de formler, der udtrykker cos2z og sin2z ved tgz,

samt de tilsvarende formler for hyperbelfunktionerne,
12, Anglv udfgrligt

Log(—1}iV35 , Log(1-1vV3) og Log(V3+i) .

Angiv ogsé 1 hvert tilfzlde hovedlogaritmen,

13, Angiv udfgrligt

Wi

°

, NG
(1+1)° , (1+1)1* (\/_—-52-——“)

9

14. Undersgg, om

.\ 2+ 31 . .
(24)77 (Va3 < (1a0)?3

15, Angiv verdien af
Arccos % R Arcsin(ié;) R APCtg_j% .
3

15, Angiv udfgrligt

arctg 1 , arctg i , arccos % , arcsin iV3 ,

17. Reducer fglgende udtryk

cos(Arcsinx) , sin(2Arctgx) , Arcsin(cosx) .
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18. Reducer om muligt fglgende udtryk
Arcsin(tgx) , tg(2Arctgx) , Arctg(2tgx).
19. Angiv metoder til lgsning af ligninger af formen
acosx + bsinx = ¢

eller

I
Q

acoshx + bsinhx
20, Lgs ligningen
cosh™x + sinn™x = a, a1, x€R,

21, Angiv samtlige lgsninger til ligningen

N

cosh™'z + sinhuz =0 ,

22, Udregn

d ‘ a4 .
a-iArctg(Ztgx) og gzArctg sinh x .,

23. Porsgg at udregne m med 8 rigtige decimaler,
2Ly, Bevis relationen
vz € [-1,1] (Arccos V(4-x°) = |Arcsinx]| ),
Prgv at vise en lignende relation med cos og sin byttet om,

25, Udled de formler for arcus- og area-funktionerne, som mod-
svarer

cos 2 x = 2 coszx-1, cosh 2 x = 2 COSh2X~1 o




Mat 1, MA 3 1966-67 Opgaver 26-30

26,

27

28.

29,

300

Angiv en metode til lgsning af en trediegradsligning ved
hjelp af tabeller over trigonometriske funktioner og hy-
perbelfunktioner samt anvendelse af formlerne for cos 3z

og cosh 3z (eller sin 3z og sinh 3z),

Vis at det grafiske billede i et smzdvanligt retvinklet koor-
dinatsystem af funktionen cosh har fglgende egenskab: Af-
standen mellem tangenten til det grafiske billede 1 punktet

(x,cosh x) til punktet (x,0) afhanger ikke af x, Afstanden

regnes ikke med fortegn.

Vis, at
Vx > 0 Vy > 0 (Arctg(x+y) < Arctg x + Arctg y)

Gelder tilsvarende relationer for sinh og tgh

Tegn en figur, som illustrerer afbildningen exp:C ind i C,
Dette kan ggres ved at tegne den komplekse plan to gange,
I den ene plan tegnes et system af rgde linier parallelle
med den reelle akse og et system af grgnne linier parallel-
le med den imaginzre akse, I den anden plan tegnes bille-
derne af de rgde linier med r¢dt og billederne af de grgn-
ne linier med grgnt, Det er fornuftigt tillige at give 1li-
nier og billeder tilsvarende numre eller merker, eventuelt

pile, der markerer tilsvarende gennemlgbsretninger.

Som opgave 28, men for sin:C ind i &, Billederne af rette
linier parallelle med akserne bliver i dette tilfwlde el-

lipser og hyperbler (enkelte udarter), som alle har falles

brendpunkter,
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- 31, Vis, at
o0 n n vx
5 (=4) z ;= { cos Vx for x 20
n=0 (5 j . cos Ve=x for x5 0 °

32, Udregn en tilnzrmet verdi for

1 2
fo e™* ax

- -

ved at udnytte eksponentialrmkken.

5
33, Udregn en tilnzrmet vardi for*¢35 ved hjzlp af binomial-

1
5 5 =
ralkken (skriv V35 = V(32+3) = %(1 + %%)5).

2, Angiv en potensrskkeudvikling for Arsinh x.

te

35. Find et eksplicit udtryk for den n '~ differentialkvotient

faf Artgh x, og derefter analogt for Arctg x.

Vanskeligere opgaver.

36, Bewis, at

d, X X w
dx(e cos(x+a)) = V2 e cos(x+a+H).

Pind derved explicite udtryk for de n°® differentiallvo-
tienter af e’ cosx og eXsinx. Vis, at udviklingerne i
IMacLaurin-rakke af disse funktioner er gyldige for alle

X € R og angiv rekkeudviklingerne,

X .
sinbx,

37, Find potensrakkeudviklinger for eaxcosbx~og e?
a,b € R, ved at udtrykke cos og sin ved eksponentialfunk-
‘tioner og benytte eksponentialrszkken, Sammenlign med re-

.sultatet i opgave 36,
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38,

390

Lo.

i,

L2,

L3,

Opetil MacLaurin-razkker for Artghx og Arctgx og vis deres

konvergens for x € ]-1,1[. (Benyt opgave 35).

Underspgg, om
Arcsinx + Arcsiny = Arcsin(x/(1#y2) + y/(1-x2)) :

for x,y €[-1,1]. Prgv eventuelt at modificere relationen,

sa den bliver gyldig. Tilsvarende for Arccos,

Vis, at_

tg X = X + %XB + R5(x)9

hvor
6L .5
IRg(x)| ¢ 32 17

m

for ethvert x € [ - I 1.

1

Et tov lzgges stramt omkring jorden langs zkvator. Der-
nsst forlaenges tovet med 1 meter, og det strammes ud igen,
idet et punkt af tovet fastggres til toppen af en passende

hgj mast, som er rejst lodret i et punkt af zkvator., Hvor

hé¢j er masten ?

Jordens diameter settes til 12757 km. (benyt opgave LO som
grundlag for fremstilling af en tahel over tgx - x 1 det

relevante interval),

Udled potensrakkeudviklingen for log(1+x) ved hjzlp af

HacLaurin-rskken,
Undersgg om razkkerne

1,2
(Arctg 1) , (Arcte ;‘-2-> . ((arctg 1))

er konvergente,
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Ly, Vis, at rekken (n " *Y), x € R er konvergent, hvis x > 1,
og ligelig konvergent for x 2 a, hvis a > 1, Summen

w Lral
z(z) = 3 n ° kaldes Riemann's zetafunktion,
n=1

L5, Find konvergensradius for hver af potensrskkerne
((coshn)z™) ,  ((1-tghn)z") ,

L6, To afbildninger f,g:R ind i R defineres ved

Arctg(2tgx)+nm for x € ](n—%)w,(n+%)w[, ney

£(x) = {

(n+%)w for x = (n+%)w , ne€ .,

g(x) = { Arccot(%cotx)+nw for x € Jum, (n+t1)wl, n€ &
nmr for x =mw, n€ %,

Vis, at £ og g er indbyrdes identiske. Vis, at f er overalt
differentiabel, og angiv differentialkvotienten, Vis, at f
er vilkérlig ofte differentiabel. Vis, at f£(x)-x er perio-

disk med periode w .,

L7, Vis, at den ved

Arctg(3tgx)-Arctg(2tgx) for x € ﬁ\(g + TG)

0 for x€ g + 77

£(x) = {

definerede afbildning f:R ind i R er vilkarlig ofte diffe-

rentiabel pa hele R (sml.opgave U6).

Svere opgaver.

L8, Vis, at rakken ((-1)? n”*™1Y), x,y € R er betinget konver-

gent for x € 10,1], medens rekken (n”*"'Y) er divergent

for x € J]0,1].
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L9

50,

51.

Lad (an) vere en fglge af komplekse tal, Vis, at der ek-
sisterer to tal a,b € R*, sdledes at rakken (ann—x“iy) er
absolut konvergent for x € ]a,m[, betinget konvergent for

x € Jb,al og divergent for x € J-w,b[ , samt at a € [b,b+1].
Det kan indtreffe at et eller to af de omtalte intervaller

er tomme.,

Lad (pn) vere fglgen af primtal i den naturlige rekkefglge
(altsé by = 2, by = 3 P3 = 5, pr =75 P5 = 119°°°) o Vis

relationen (se opgave Ll)

A a4 A 1 oy
(1 -—) - Z),o.(1— =) )~ 7lgy for z=x+ly, x > 1 .
Py P2 P

Vis, at rakken (EL) (se opgave 50) er divergent, (Benyt
n

opgave 50, Valg z = X € R og undersgg forholdene, nar x gar

mod 1),
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Kapitel L,
Beregning af stamfunktioner,

- "Hvor har Du fra 2"

"Der fra: Imidlertid,.."

"Naa: Imidlertid..."

"Imidlertid gjorde Svend Tveskimsg

idelige Indfald i Norge, hargede Lan-

"

det, og ...
- "Hzrgede Landet ... hvorpaa var det
han hargede Landet?"

- "P&4 det Grusomste, og forledet af den
srgjerrige Jarl Hakon, lod han Hagen
Adelsteen myrde ved snedige Drabs-

mend .. ''-

Tekst til en tegning af

Fritz Jurgensen.

Hvis I ¢ R er et interval betegner vi med F(I,R) mengden
af funktioner f£:I ind i R og med P(I,) meng-
den af funktioner f£:I ind i C, Hvis vi i disse betegnelser skri-
ver C i stedet for I, skal de betegne delm@ngderne af kontinuer-
te funktioner, og hvis vi skriver D i1 stedet for F, skal de be-
tegne delmengderne af differentiable funktioner, Skriver vi ﬁn,
mener vi delmsngderne af n gange differentiable funktioner, og
skriver vi Cn9 mener vi delmengderne af n gange differentiable

funktioner med kontinuert differentialkvotient af orden n., Hvis

vi 1 stedet for I skriver (I), betyder det, at vi inkluderer af-
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pildningen £:I, ind i R eller U, hvor I, er ot vilkarligt del-
interval af I,

Bksempel, CB( ([1,00[),8) er mengden af alle tre gange dif-
ferentiable afbildninger fﬁI‘ind idg, hvor I er et delinterval
af [1,0[ og £''' er kontinuert pa I.

Med D:D((R),&) ind i P((R),8) vil vi betegne den ved
Df = £' definerede afbildning. Vi kunne ogs& betegne denne af-
bildning med é%, og det vil vi lejlighedsvis ggre, men det har
den ulempe, at det forpligter os med hensyn til valg af beteg-
nelser for de variable, Afbildningeﬁ D har restriktionerne
D:D((R),R) ind i R((R),C) samt D:D(I,C) ind i ®(I,T) og
D:D(I,R) ind i P(I,R), hvor I ¢ R er et interval, Det er selv-
f¢lgelig ikke korrekt at bruge samme be%eghélSé %or alle disse
afbildninger, og vi skal da ogsé straks gey, at det giver anled-
ning tilﬁen hel del forvirring,

Hvis £:I ind i R er et element af F((R),R), betegner vi
med /f originalmsngden D-1(f:I ind i §)3%é& afbildningen
D:D((2),R) ind i P((R),R). Ethvert element af Jf er en afbildning
g:I ind i R. For de fleste valg af £ er /f den tomme mengde, Hvis
der findes en funktion g & ff omfatter /f netop“alle funktioner
f + c, hvor ¢ er en konstant reel funktion, Vi kan da skrive
/f = g + &, hvor ¢ betegner msngden af konstante funktioner, Hvis
£:I ind i C er et element af F((R),C) har vi p& tilsvarende mé-
de en originalmsngde D'1(f:I ind i,C), som vi ogsé betegner /fo
For g € ff bliver /f = g + &, hvor ¢ er mengden af konstante
komplekse funktioner, Desverre kan £ € F((R),R)ogsa opfattes som
et clement af F((ﬁ,@) og derved far /f to forskellige betydnin -
ger, Heldigvis regner vi i de fleste praktiske tilfelde hele ti-

den med reelle eller hele tiden med komplekse funktioner, og der-
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for giver de ufuldst&ndige betegnelser ikke anledning til mis-

forstaelser, Mangden /f kal des mazngden af stamfunktioner til f.
Hvis £:I ind i R (eller C) er en kontinuert afbildning, og

a € I er et vilkdrligt punkt, er den ved g(x) = /Xf(t)dt defi -

nerede afbildning g:I ind i R (eller C) en stamfuiktion til f,

I dette tilfxlde eksisterer en stamfunktion sadledes altid, Imid-

lertid eksisterer der ogséd stamfunktioner til mange diskontinu-

erte funktioner, men det er en vanskelig opgave genefelt at af-

gpre, om stamfunktioner eksisterer, Vi bemzrker, at den ved

g(x) = fzf(t)dt definerede afbildning naturligt kan betegnes

g = /af(t)dt, Her er g den stamfunktion til £, som antager ver-
dien 0 1 punktet a,

I litteraturen har man almindeligt benyttet symbolet
/f(x)dx i betydningen '"en eller anden stamfunktion til f£'., Be-
tegnelscn forpligter med hensyn til valg af betegnelse for den
variable, men det kan éVeﬁtuelt vaere en fordel, Betegnelsen er
unaturlig; fordi x ikke kan erstattes med en konstant, Den er
upraktisk, fordi den betegner flere forskellige funktioner,
Symbolet /f(x)dx kaldes det ubestemte integral af T,

Vi vil ogs& her benytte ubestemte integraler, men nar vi
regner med ubestemte integraler, vil vi aldrig benytte ligheds-
tegn, idet lighedstegn kun giver mening i forbindelse med ganske

bestemte symboler, I stedet for vil vi bruge zkvivalenstegnet

~ i betydningen
S
f~g & g -1 er konstant,
S

Det cr klart, at denne relation er en skvivalensrelation, I lig-

ninger, i hvilke der indgar ubestemte integraler, betyder ~ mel-
S
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lem to udtryk, at disse har konstant forskel, ligegyldigt hvor-

dan de indgéende ubestemte integraler fortolkes,

Lksempel,

sinzx ~ Z/Sinxcosxdx ~ /sin2xdx ~ - %cosZX°
3 3 S

Tegnet ~ lxses '"subtraktionszkvivalent med", Vi vil i reglen
simplif?cere det til ~ og sige 'skvivalent med”, nar der ikke er
risiko for forveksling med andre skvivalensrelationer,

Mengderne B(I,R), CH(I,R), D™(I,Rk), ¥(I,0), ¢™z,t),
Dn(I,C) kaldes funktionsrum, fordi de er organiserede som vek-
torruﬁ, nemlig ved regneoperationen + samt ved multiplikation

med reeclle eller komplekse tal., De tre fgrste er vektorrum over

de reelle tals legeme og de tre sidste ep vektorrum over de kom-

plekse tals legeme,

S&ledes kan vi for f,g € D(I,R) og a,B € R danne af + fBg.
Afbildningen D har egenskaben
D(af+pBg) = aDf + BDg.,

P& grund af denne egenskab siges D at vaere linezr, For a € I er
den ved

If =/ f(x)ax
bestemte afbildning Ia:O(I,R) ind i D(I,R) ligeledes line=r, idet
/a(af(x)+ﬁg(x)dx = a/;f(x)dx + ﬂ./ag(x)dxo

Linesre afbildninger af funktionsrum ind i funktionsrum kaldes

ofte operatorer, og man taler om differentialoperatorer og om

integraloperatorer,
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Den ved

/b
Iasbf = af(x)dx

definerede afbildning I_ b:C([a,b],R) ind 1 R er en linemr af-
9

bildning. BEn linemr afbildning af et funktionsrum ind i R eller

U kaldes ofte en funktional, Et andet eksempel p& en funktional

er den ved

_ ot
Df = f'(a)

bestemte afbildning Da:D(I,R) ind i R,
Vort kendskab til en hel del elementzre specielle Funk-

i
tioners differentialkvotenter giver os umiddelbart en hel del

stamfunktioner, Vi anfgrer de vigtigste:

a x
JxPax ~ a+1

a+1

for x€ JO0,0[ o0g a€dl af-1.

For a = %9 pE % g€ N, qulige, a +¥ gyldig for alle x € R,

%% ~ log|x| for x € R\{0}.

for x € R, a € 10,1[Ul1,0[.

X a
a“dx Toga

cosxdx ~ sinx for x € R

sinxdx ~ -cosx for x € R

T s R

ng ~ /(1+tg2x)dx ~ tgx for x € ](p—%ﬁwg(p+%w)[, pEZ,
cos“x

Joax . /(1+cot2x)dx ~Veotx for x € Jpm, (p+1)wl, p €

7

sin x

Jcoshxdx ~ sinhx for x € R
fsinhxdx ~ coshx for x € R

/’_uﬁﬁéw ~ ~(1-tgh2x)dx ~ tghx for x & R
cosh x
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S ——955— ~./(coth2x-1)dx ~Veoth x  for x € J=00,0[UJ0,00[ .
sinh ™ x
dx
v%1—x2)

~ Arcsinx ~ -Arccosx for x € |-1,1[

R

/y(qg 5 Arooshx = Log(x+/(x*-1)) for x € 11,0
X -

/\/(d}2C D ~Arcosh(-x) = log(-x#/(x°-1)) for x € Jwco,=1]
X —

-g§;§— ~ Arsinhx = log(x#%(x2+1)) for x € R
V{(1+x7)

J dX2 ~ Arctgx for x € R
1+X

T Ax 1 1+X
J 5 ~ Artghx = 5 log == for x € 1-1,11

J dXZ ~ Arcothx = % log %;% for x € J-oo,=1[U]1,00].
1-x

Hvis det for f:[a,b] ind i R gelder, at Jf(x)dx ~ F(x),

og ¢:[a1,b1] ind i [a,b] er en differentiabel afbildning, er

J£(p(x))p ' (x)ax ~ F(p(x))

ifglge reglen om differentiation af en sammensat funktion, Dette

er reglen om substitution, Man skriver sazdvanligvis
J2(p(x))p ' (x)ax ~ J£(p(x))dp(x) ~ Flp(x))
i overcnsstemmelse med definitionen af dp(x),
sksempler,

J coshxdx ~ %Jbos5xd5x ~ sinbx for x € R

J cotxdx ~ /é?%%& ~ log|sinx| for x € R\w&

dtg %

f dx / dx o /

-~ log| tgZ| for x € R\w%
. X X 2
281n§cos§ tg§

sinx
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1
S S a(xs2m) logltg( H>I for x € §\(% +ir% )

cosx sin(x+%ﬂ

overfgres umiddelbart til hyperbel-

Udregnlhgen af f Sinx

funktionerne, men vi har den alternative metode:

/’ f dx Z/ ae* -

81nhx ) -1
A _1.
1 6™+ 1 g2 -e X
'§1Ogl;§3—l = é-loglm-l = ~log|tgh—2-l for x € R\{O}o

Tilsvarende fés

X

_dx dx de o X .
coshx 2/ X =X / w5 ~ Arctg e” for x € R,
e +e 1+(e
Endvidere er
ax
e/ ——~ ~ Artgh T ~ log(x+/(a+x%))), x € R,

vKa2+x2) VK1+(§)2)

og
a |
©dx 1/ a 1 b4 \
‘/-—».,__..-—- A e | ————— ) -—Arctg_ , X € R .
a2+x2 a 1+(§)2 a a

Der er grund til at henlede opmzrksomheden pa en rakke in-
tegraler, der meget let udregnes takket vere szrligt heldige om=-
standigheder, men som dog optrader ganske_hyppigtf

1
Jt———-——— J i(a 2a(a%4x%) ~ vKa2+x2),-x-€uR
v%a +X )

/'—-—-—-ngz ~ J-(1-x")%a(1-x%) ~ 5, x e B\E-1,10 .
(1_}{ 1=-X
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Somme tider er det hensigtsm&ssigt at anvende metoden fle-
re ganges

5 _
[z 1og(;+x dax ~ 1og§1;x22d<1+x2) N
' 1+x

14X

/'1og(1+x2)d log(1+x2) ~ ‘%(log(1+x2))2, x€ R,

Kedereglen for differentiation af en sammensat funktion
F(g(x)) gelder ogsé, nir F er en funktion, som kan udvikles i
potensrakke, medens g er en differentiabel afbildnihg ind i kon-

vergenscirkelskiven, Derfor har vi f,eks, for a,b € R

! e(a+ib)xdX N e(a+lb)X _ e**(cosbx+isin(x) _

a+ib - a+ib

—¥L~§eax( (acosbx+bsinbx) + i(asinbx-bcosbx) ).
a +b

Ved at spalte i realdel og imaginmrdel far vi

ax
J e cosbxdx ~ S 2(&cosbx+bsinbx)
a +b

ax
S ¢®Fsinbxax ~ g 2(asinbx—-bcosbx)o
a +b

Den anden vigtige integrationsmetode er delt integration,

som bygger pé& formlen

Je(x)ag(x) ~ £(x)e(x) - Je(x)ar(x),
der er en fglge af reglen for differentiation af et produkt, Reg-

len kan ogsé skrives
Je(x)e' (x)ax ~ £(x)a(x) - Je(x)f'(x)ax.

Ved .delt integration af et produkt f(x)g'(x) far man altsad den

ene faktor integreret og den anden differentieret,
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Eksempler, Vi vil finde en stamfunktion til xvlogxo Her
simpliceres logx vazsentligt ved differentiation, Derfor regner
vi pé fglgende méde:

v 1 v+l
/x logxdx ;:Tflogxdx

(I I S+t AL L A v+t ]
oerr losx - v+’l‘/X X4E ~ 5TX (logx - V+1
for x € ]0,0[ og v £ =1, For v = -1 klares integralet ved gub-

stitution:
4
/)l%§£dx ~ /iogxdlogx ~ 5(1ogx)2, x € ]0,00

Vi vil dernsst finde en stamfunktion til xPe®*, p € T,
a € R, I dette tilfelde bliver e°F ikke vesentlig varre eller
bedre ved differentiation eller integration, men xP simplifice~

res lidt ved differentiation,

fxpeaxdx ~ % xPaed% ~ %Xpeax - gfxp-1eaxdx .

Dette er en rekursionsformel til beregning af den gnskede stam-

funktion, I det foreliggende tilfxlde far vi let ved gentagen

anvendel se

. D k
JxPe®%ax ~ 3 (-1)k —ﬁ:Txp keax,
= a

Ved at satte a = i og spalte 1 real og imaginsrdel kan vi f&

stamfunktioner til xPeosx og xpsinx.

Som vi s& i kapitel 1 kan en bruden rational funktion skri-
ves som en sum af stambrgker, Vi kan derfor finde en stamfunktion
til den brudne rationale funktion ved at finde en stamfunktion

til partialbrgkerne, Hvis det drejer sig om en reel bruden ra-
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tional funktion, er det mest fordelagtigt at benytte opspalt-
ningen i reelle partialbrgker, Vi skal nu vise, hvorledes vi
finder stamfunktioner til partialbrgkerne.

De partialbrgker, der svarer til reelle rgdder, volder

ingen vanskeligheder, idet vi har

log|x-al for p = 1
/<1>P1~ =1
x-a
_ (p+’l)(x—-a)p"1

for p > 1

For en partialbrgk, der svarer til to indbyrdes konjuge-

rede r¢gdder, benytter vi fgrst opspaltningen

a
a(x+§) y

(x2+ax+b)p

QX+0 -
(x2+ax+b)p (x2+ax+b)p

“

+ (ﬁ—%aoc)

og vi har nu

a(x+%) 1 d(x2+ax+b)
2 dx ~ P f 2 jo) ~
(x“+ax+b )P (x“+ax+b)
2
log|x“+ax+b]| for p = 1
5 L =7 for p > 1,
(p=1)(x“+ax+b)?
0og
N~
dx d(x+za)

(x2+ax+b)p ((x+%a)2+b-%a2)p

Her er b - ﬁag > 0, da andengradspolynomiet ikke har reelle rgd-

der, Opgaven er nu reduceret til bestemmelse af en stamfunktion

til en partialbrgk af den specielle form

4
(x2 + c)®

$
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hvor ¢ > 0, For p = 1 har vi ovenfor fundet stamfunktionen

J-Arcteds
For p > 1 skaffer vi os en rekursionsformel ved at benyt-
te delt integration en lille smule snedigt:
2

s dx 1/‘ dx _Af xax
X +eC x“+e )T x"+c
( 2 )p c 2 )p 1 c ( 2 )p

2
1 ax 1 d(x +c

- X
(X2+C)p—1 2c (X2+c)p

1 dax 1 1

- q —————— ~

/ ()(;2+c)p-1 " Zelp-1) /x (X2+c)p-JI

1 ax 1 X 1 ax
1 : /

(x2+0) P * 2e(p=-1) (x2e0)b 2c(p-1) (x2r0)P"

Dermed har vi fundet rekursionsformlen

/

dx o X + 2p-3% / dx
(x2+c)p 2c(p—1)(x2+c)p_1 2c(p-1) (}(2+c)p-Jl

a

I udledelsen har vi ikke benyttet, at ¢ > 0, og den gmlder sa-

ledes for ¢ £ 0, p > 1, For ¢ > o far vi ved gentagen anvendelse

den ikke szrlig kgnne formel

dx N X . (2p-3)x
<X2+C)P 20(}_)—“1)(3{2+c)p“1 Lch(p-*l)(p—2)(x2+c)p“2

& 09

(2p=3)(2p=5)s..3"1"x% . (2p=3)(2p=5)**"%*1°x Apcte X
. g -]
29_1cp-1(p—1)2(x2+c) oPeP(p-1) Ve Ve

S& er rckursionsformlen dog mere tiltalende, Dertil kommer, at

det efter anvendelse af rekursionsformlen pa leddet med hgjeste
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verdi af p vil vare naturligt at traekke det resterende ubestemte

integral sammen med den naste partialbrgk,

Eksempler,
dx 1 1 1
5,2 2 J - T - T p)ax
(x+1) X x"+1 (x7+1)

_ 1. X i dx [ dx

X 2(x2+1) 2 %24 X241

2

> < 22 % Arctgx .

2x(x"+1)

S A oax v fioetEEL

Det er selvfglgelig vigtigt at benytte enhver lille genvej, der

letter regnearbejdet.

2

f ax - alx—)

x(x2—1)3 2 x2(X2—1)3
(e - e A - DaP) -
2 (x2-1)3 (x2-1)2 X2 %2

= + ] + 1-loglx2--1|--1-logx2 =
2_1) 2

u(X2—1)2 2(x 2

2x°-3 L op |x°-1]
3t

1(x°-1)° =

Hvis vi skal finde en stamfunktion til Z—EJ—;E, kan vi benytte
x =1

rekursionsformlen ovenfor og derved helt spare at udvikle i par-

tialbrpker, For p = 4 far vi saledes




Mat 1, 1966=67 MA L4133

dx__  __=X _ gf ax
(Pt 6(x2-1)0 O (xPa1)3

X ‘ 5X 5 ax

= ——————— s N

- + -
6(x°=1)0  ou(x°-1)° 8 (x%21)°

_ X 5% 5% ;i
+ -
6(x°-1)7  24(x°=1)°  16(x°=1) 1€ x%_4
_ X + Bx _ 5% 5 2log X+1 .
6(X2-1)3 2u(x2—1)2 16(x2—1) "3 -1

Vi kan s&ledes altid bestemme en stamfunktion til en bruden
rational funktion R(x), og en sadan stamfunktion er en linear-
kombination af en bruden rational funktion og funktioner af for-

men log|x-a| eller Arctgax.

Vi kan ogsé, hvis R(x) er en bruden rational funktion, be-
stemme stamfunktioner til R(e®) og R(tgx), idet vi benytter om-

skrivningerne

L
./ﬁ(ex)dx ~ Bi%—l dex,
e

fR(th)dX ~ S —Lﬁggﬁ dtgx

1+tg X

samt eventuelt

JR(tghx)ax ~ J _Riighzl dtghx

1- tgh X
Eksempler.
ux 3x
J ax ~ J de* ~.f(e2X + e+ 1 —*g——)deX ~
o1 e =1 e-1
13% %ezx + e* + log(e®=1).
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Man benytter sig selvfglgelig af eventuelle genveje., F,cks. kan

man of'te med fordel benytte 82X som variabel,

J_ax___ if ae=* N
euX+362X+2 2 ezx(e2x+1)(ezx+2)

3 ( ﬂzx - 21 - — )ae™* ~
2e e" 41 2(e"7+2)

1 2 1 2
% - §1og(e )+ Eﬁog(e *2),

Hvis vi ¢gnsker at finde en stamfunktion til ———1—5—, kan vi selv-

1+tgh x
felgelig udtrykke tghx ved eksponentialfunktioner og gé frem som

i de to foregiende eksempler, Hvis vl foretrzkker at gennemfgre

regningen i hyperbelfunktioner, far vi

/ ax__  / dtghx
T2 2 2
1+tgh”x (1+tgh®x)(1-tgh"x)

1 /( 1 5= + 1 5 Ydtghx ~
1+tgh x 1-tgh™x

%(Arctg tghx + Artgh tghx) = %(Arctg tghx + x),

Analogt far vi

/ dx o / dtgx
1-tg2x (1—tg2X)(1+tg2x)
1 /( L + ] + ! )dtgx ~

1+tg2X 2(1+tgx) 2(1-tgx)

1 . 1 1+tgx|y L 1 1 1+tgx
2(Arctgtgx + 210g+7:%§§+) 5% + plog +T:€§§+ .
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Vi bemmrker, at integranden ~—1-§— er defineret for
1-tg x

X F (2p+1)% og X ¥ (2p+1)%, p € Z, Integranden kan imidlertid

8 X . e
co , 0g derved udvides definitionsmangden
cos x-sin x

ogsa skrives

til R\{(2p+1)glp € %{. Dette stemmer med, at det sidste resul-
tat er en funktion, som er definergt pd den samme mzngde, Der-
1

1-tg x
fineret, og de to sidste udtryk er ikke identiske, men kun k-

imod er det nmsstsidste udtryk kun defineret, hvor er de-

vivalente,

Et rationalt udtryk i sinx og cosx kan omformes til en
bruden rational funktion af tg%, og derefter kan en stamfunk-
tion bestemmes ved de ovenfor omtalte metoder. Deter vigtigt at
huske, at metoden svigter for x = (2p+1)w, p € %, Ffordi tg% ik=-

ke er defineret for disse vardier af x .

Eksempel,

~

/ (1+tg2§)dx

2+cosx 2+ 4-tg“% 3+tg° %
1+tg2§
o tég
2 V3 2 1, X
~ Arct tg=) .
3/ tg% S~ 73 re g(.yg g5)
(757

I punktet (2p+1)m, p € Z har den fundne stamfunktion gransever—
dien_&% fra venstre og grsnsevaerdien - 5% fra hgjre. Vi kan ud-
trykke det ved at sige, at den fundne funktion "springer'" - é%,
nar x passerer en af vardierne (2p+1)w. Vi ved imidlertid, at
den ved ——QL——~definerede funktion har en kontinuert stamfunk-

2+Cc08X
tion F:R ind 1 R, og vi ved, at forskellen mellem F og den oven-
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for fundne stamfunktion er konstant p& hvert af intervallerne

J(2p-1)m, (2p+1)w[, og F er derfor mkvivalent med den ved

é%z +.§%Arctg({j%tg%), for x € J(2n-1)w,(2n+1)w[

iﬁ%%ilﬂ for x = (2n+1)%, n€ iz,

definerede funktion G:R ind i R,

G(X):

Iksempel.
2 x
S ax (1+tg” F)ax
1-sinx th% (1-tg§)‘
1 - —=¢
1+tg %
X ' X
of dtgs 2 2cos3 .
X 2 E - 2(-_ . }_C. -
(1—tg2) 1—tg2 cosz-8ins
L;cos2 £
2 _ _2(d+cosx) 2sinx
20082%—2008%sin% 1+cosx~-sinx 1+cosx-sinx ,

I dette tilfelde er integranden defineret og kontinuert for

x ¥ %ﬂ+2pﬁ, p € Z.Vi har benyttet tggg og vi kan derfor ikke u-
middelbart swole pad vore regninger for x = (2p+1)m, p € %, men
vort resultai, skrevet p& den anden af de anfgrte former, er en
funktion, som er kontinuert, hvor integranden er kontinuert, og
dette udtryk er sé&ledes en korrekt lgsning. Derefter har vi for-
laznget brgken med cos%, og derved har vi féet et udtryk, der ik-
ke er defineret for x = (2p+1)wm, p € %, De sidste omskrivninger

er dog ikke uden interesse, idet vi viser, at resultatet "i det

store og hele'" kan udtrykkes rationalt ved sinx og cosX.

Det er selvfplgelig ofte muligt at udregne integralen af

trigonometriske udtryk ved helt andre metoder, Iszr lgnner det
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sig ofte at indfgre tgx eller tg2x i stedet for tg%. Dette vil
i reglen give et simplere udtryk, men flere undtagelsespunkter,
Vi skal vise et par eksempler, men vi vil dog ikke gennemfgre

en helt detailleret diskussion.

Eksempel.
f dx o / ax o f dtgx N
. 2 2 , 2
1+3sin"x cos“x+4sin"x 1+(2tgx)
%Arctg(thX).

Undtagelsespunkter: x = %W+pﬁ, peEV.

Overalt defineret stamfunktion:

Arctg(2tgx)+nl for x € J(n-F)m, (nad)m)l

f(X): )

V(n+1)% for x = (n+%)ﬁ .

Eksempel,

f( sinxcosx )de o f tg2xdtgx .

cos x+sinox (1+tg5x)2
if _dtgdx - ) —cos x g
3 (1+tg3X)2 3(1+tg3x) 3(0083x+sin3x)

P34 den sidst anfgrte form er det fundne resultat en stam—-

funktion overalt, hvor integranden er defineret,

Vi skal i denne forbindelse anfgre rekursionsformlen

JtgPxax ~ ftgn_zx(1+tg2x)dx -~ ftgnnzxdx ~

. n-1 _
/tgn—zxdtgx - ftgn 2gdx ~ E&E:Té - ftgn Zxdx,
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som er gyldig for n £ 1, For n € N far vi ved gentagen anvendel-

se, at
2n-1 en-3 3
2n TS X _ g X _\n tgTx _ayn
ftg de 21’1_‘1 - g 2n-5 + ) o+ ( 1 ) 3 + ( 1 ) tgx9
og

2n 2n-2 2
2n+1 t pe t X n+1 t n+1
Jte xdx ~ an - gzn_g S b “%f§+(’1) log| cosx

L

Substitutionsmetoden kan of'te med fordel udnyttes "om7endt",
Vi ¢gnsker at bestemme en stamfunktion F til en afbildning £:I ind
i R, Hvis (p:I1 ind 1 T er bijektiv og differentiabel, er I ° ¢
stamfunktion til (fop)e', Vi bestemmer derved Fogp = G og derefter

F = G°¢—1° N&r vi anvender denne metode vil vi antyde det i ven-

dinger som de fglgende:

Ved at substituere x = ¢(u), u € I,, far vi

ff(x)dx ~ ff(@(u))w'(u)du .
Eksempel, Ved at substituere x = sinu, u € [—%ﬂ,%ﬂ}, far
vi
/(Arcsinx)zdx ~ JuPdsinu ~ u’simu - 2/usinudu ~
2 , .
u sinu + 2ucosu - 2sinu =

X(Arcsinx)2 + 2¢Y1-X2)Arcsinx - 2x .

Eksempel, Ved at substituere x = t2, t € [0,0] f&r vi for

x € [0,0], at

/cos/kdx ~ zftcostdt ~ 2tsint + 2cost =

2Vx sin/x + 2cosVx .
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Disse to eksempler illustrerer, hvorledes substitution
udnyttes til bortskaffelse af "ubehagelige' funktioner, der ind-
gar 1 integranden, Szrlig interesse knytter sig til bortskaf-
felse af rodstgrrelser, I det fglgende skal vi angive en rskke
metoder til dette forma&l og derved skal vi specielt vise, at
stamfunktionsbestemmelsen altid kan reduceres til bestemmelse
af en stamfunktion til en bruden rational funktion, s&fremt in-

tegranden afhsnger rationalt af x samt enten

D~
ax+ N
1) en rodstgrrelse \/;}1? ;s p €N eller

2) en kvadratrod arf et endengradspolynomium i x, eller

3) to kvadratrgdder af fgrstegradspolynomier i x.

2

P
Vi vil fgrst beskaftige os med ¥/7X+ s

tage, at determinanten
=oad - By

ikke er nul, idet rodstgrrelsen ellers reduceres til en kon-

stant., Da vi har

4 ax+8 _ A
dx yx+8 (yx+§)2 ’

varierer rodstgrrelsen monotont i sit (sine) definitionsinter-

val(-ler), Vi satter nu

b p_
vréZiQ =u, altsd x = du =g 5

YX+0 —yuPro

og afbildningen x - u vil da altid vere monoton pa ethvert de-

finitionsinterval for rodstgrrelsen, Bndvidere bliver

-1
oo B
(-yuP+a)
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Nar de anfgrte udtryk for x, rodstgrrelsen og dx indssttes i in-

tegranden, reduceres denne til en bruden rational funktion af u.

Eksempel, For a,8 € R, a & B, ¢gnsker vi at udregne

ax
fraytemy » * € el
Idet nmvneren i integranden kan skrives

(x~a) \[E=X

x-0

kan den netop beskrevne metode benyttes, Vi smtter

2
- au + - 2(p-0)u
By x = B, g o B oy - - Elfmadp
' +1 u~+1 (u+1)

hvilket giver

dx o [ —=2(B-a)udu du_
/ w(<x—a)(5-x)) / (ﬁ_a)u(zth? -2 u221

o -
-2arctgu = -2 Arctg V% ~ 2 Arctg \/ﬁ'}'(‘—‘zz °

I fgrste omgang fik vi et ret kejtet udtryk for stamfunktionen,
Det skyldes, at vi substituerede med en aftagende funktion. Det
havde vuret bedre at traskke g-x udenfor rodtegnet i stedet for

x-a, Vi har ikke angivet meget interval for u, og vi har heller

ikke haft brug for det,

Fksempel, Vi gnsker at udregne

f@zif"%g, X€]1900[°

Vi satter

@%X—1) =1U, X = 1+uu9 ax = qudu,

og derved far vi
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J zgff*;sg' A (1+uu)du ~ uu(1+-uu) =

%(x+4)‘9%x—1).

Hvis integranden afhznger rationalt af x og VKax2+bx+c), an-
vender vi fprst substitutionen x = t - %%, som bortskaffer fgr-
stegradsleddet i polynomiet., Dernmst smtter vi faktoren V]al
udenfor rodtegnet. Derefter er problemet reduceret til at bort-
skaffe en kvadratrod af en af formerne VTa2—X2), V(a +x2) og
'J(x2-a2)°

Lad os fgrst betragtew/(az—xg). Den nzrliggende substitu-
tion

x = asinu, v%az—xz) = acosu, dx = acosudu, u € [-2,2
fprer til en integrand, som afhanger rationalt af sinu og cosu,

og den kan behandles ved de ovenfor omtalte metoder, Vi kan i-

midlertid ogsé benytte fglgende substitution

2 2
8L, V(a®-x®) = altls, ax = 2a —1=foat, t € [-1,1],
142 1+t (1+t%)

elier fglgende variant af den samme:

X = , V(a%=x%) = 22t ax - -lL-*%——édt, t € [0,0]
1+t 1+t (1+t

Den sidste udgave er en aftagende substitution, og den "glemmer"
endepunktet ~a, hvilket dog ikke er en vasentlig ulempe. Vi an-
befaler den trigonometriske substitution frem for den rationale,
fordi det ofte er muligt at finde en genvej ved behandlingen af

den trigonometriske integrand., Som et kKuriosum skal vi nmvne sub-

stitutionen
2 2 a adu
X = atghu, \/(a -x") = Soshu’ dx = —>5s U € ]—oo,oo[

cosh u
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Den Yglemmer'" begge intervalendepunkter, Den er undertiden gan--
ske praktisk, men i de fleste tilfzlde vil hyperbelfunktionerne
vere et fremmedelement, der let giver anledning til en del ek-

stra besvar. Endelig skal vi nevne, at den ovenfor omtalte me-

tode til behandling af V((x-a)(B-x)) selvfplgelig ogsd kan an-

vendes,

Eksempel., Vi vil udregne

ax
*V(1-x7)

Substitutionen x = sinu giver for x € ]0,1[

[ax_ __ ./ cosudu ~ ooty = - !li:ﬁzl 9

2~/(“I—J< ) sin“ucosu =

hvilket igvrigt ogsd er rigtigt for x € ]-1,0[., Den fgrste af

de rationale substitutioner giver

f —é;fg§—§— / (j+t ) (1 ot )2<1 L )dt ~ ~/(1+ S dt ~
VO 20142) (1242) k

-t 2 y&j—x )

dep 2y
5(t-3) = 2t

Den hyperbolske substitution giver

~ [ —gcoshu du f dsinhu

2\/(1 -X ) tghzucoshzu sinh%u
-1 V(1-x2)
sinhu ~ X *

Til bortskaffelse af‘VKx2+a2) er det mest naturligt at benytte

substitutionen

Noj

= B, V(x%4e®) = 2(t+1), ax = Z-(tad)at, t € 0,00l |
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Ved her at swtte t = e far vi substitutionen
X = asinhu, v%x2+az) = acoshu, dx = acoshudu, u € J-cw,cl.

Bndvidere har vi den trigonometriske substitution

B 2 2y __a _ _adu T
x = atgu, V{(x“+a) = —on » 0X = o u € ]-292[ 5

men de to fgrstnevnte vil oftest vasre at foretrskke,
Iksempel, Vi vil udregne

ax
(x+1)/(x2+1)

Den fyrste af de anfgrte substitutioner giver

1 1
ax ET‘:( t+'€)dt

2\ 7 T iy
(x+1 V(x4+1) %(t—¥+2)'§(t+€)

of at o/ at
;E:;;;; (T /2)(t+1=v2) ~
t+1a/2

1 1 1
Q@J1<t+1d/§ - t+1#/2)dt '7_1 Ex /2

1
(t+1d/2) 1 1Og2-2/2+t+(3—2v2)t _

log - =
JP. t +2t-1 V2

951 L/2 1 (viigz +1) )+x-1) V@i sz(xxzi))+x—

Vi har kke sat naimerisk-tegn om stgrrelsen under logaritmeteg-
net, Den er nemliz altid positiv for x € ]-1,w[, fordi vi har
passet pa& undervejs. Det er nemmere at anvende numerisk-tegn
og til gengzld vare 1idt mindre omhyggelige., Vi bemsmrker, at
selve integrationen gik ganske let, men det kostede ikke s& 1idt

besvaer ot bringe resultatet pa en psn form.
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Ved at substituere med hyperbelfunktioner far vi

ax o du
<X+1 )\/(.X2+1> 1+sinhu

Hvis vi nu indfgrer sinhu = %(eu—e-u)g far vi integralet af en

rational funktion af eksponentialfunktionen, og anvendelse af
den tidligere omtalte rutinemetode fgrer ind i den fprst omtal te

regning igen. Vi kan imidlertid ogséa indfgre tghg, og derved

far vi
2
T+sinhu u 2u ~
1+2tgh§—tgh 5
dtgh% v@—1+tgh%
- ~ o=l Oge—————E o
(tgh%—14/2)(tgh%—1%/2) V2 \/2+1—tgh%
u . u B 1
éLlogKVQ_1>COSh§+Slnh2 ) 1109“2 e?, (V2-p)e™2Y
: = - —— =
2 (v2+1)cosh%—sinh% V2 V2 eZ%(V2+2)e 2Y
1 eti1-/2

log 5
V2 etr10/2

og dermed er vi igen kommet tilbage til et mellemresultat fra

den foregaende metode, idet t = et ,

Den trigonometriske substitution giver

dx ~ du o / du N
(x+1)/(x2+1) (1+tgu)cosu cosu+sinu
2u “
. (1+tg F)au / dtgs
/ 2 Ve u 2 u’?
1+2tgg-tg" 3

1+2tg%—tg g

altséd nmsten samme integral som de foregiende substitutioner gav
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anledning til, men den endelige reduktion af resultatet bliver
besvwrligere i dette tilfalde, og vi vil ikke udfgre resten af
regningerne,
Rodst¢rrelsen‘VKx2-az), a > 0 er defineret i hvert af de
to intervaller J-w,-a] og [a,0[. Vi vil kun beskeftige os med
[1,00[, idet substitutionen x = -u vil overfgre det andet inter-

val i dette, Vi kan anvende substitutionen

2 1 2 2 a & 1
x = tag), V(x“-a") = F(t-g), ax = F(t-1)as, € [0,

eller den hyperbolske substitution

X = acoshugw/(xz—a2) = asinhu, dx = asinhudu, u € [0,
eller den trigonometriske substitution

X = —— VKXZ—aZ) = atgu, dx = 28 Mgy, u € [0,Z],
cosu cos“u 2

Den fyrste substitution vil i reglen vare at foretrakke,
fksempel. Den fgrste substitution giver
1 1
ax o pplt-g)dt o
2 T el oyedir 4
(x+1 V(x"-1) §(t+%+2) 2(t—t)

of _db =2 _ 2 )
t2e2t41 T e/ (x5-1)

—2(x+14/(x2—1)) _ X+1*/<X2-1) L x=1
(x+1)2—x2+1 x+1 .

Resultatet bliver altsé meget simplere end i det foregéende ek-
sempcl, Dette hanger sammen med, at faktoren x+1 foran rodteg-
net er divisor i polynomiet under rodtegnet., Vi skal i dette til-

fxbde ikke forspgge at anvende de andre substitutioner,
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Undertiden vil man foretrakke at bortskaffe en kvadratrod
uden fgrst at bringe den pd en af de ovenfor omtal te former, Vi
kan bortskaffe'VKX2+aX+b) ved at substituere en ny variabel t,
idet vi satter
VKx2+aX+b) = x+t ,

altsa

2
ax+b = 2xt+t, X = 2751 s

2 2
vKX2+ax+b) = :iafg%ZE, dx = o=t tat-b,, .

(a~2t)°

Tilsvarende kan vi bortskaffe VK1+ax+bx2), idet vi sztter

VK1+aX+bX2) = 1+xt,

altsa
a+bx = 2t+xt2, X = 2t-g R
b-t
2 t2 at+b t2~at+b
V{(14+ax+bx ) = ——:——%— s, dx = 2 —75 dt.
b-t (b-t°)

Vi skal ikke gé& nermere ind p& disse substitutioner,

Hvis integranden afhanger rationalt af x samt V(a1x + b1)

og\/(a2x+b2) af'skaffes den fgrste kvadratrod ved substitutionen

2
u " -b
X = =z 1 s 08 integranden kommer derefter til at afhmnge ra-=
=
a a,b,-a.b
tionalt af u og V/( gguz + —1—§——§—1) og de venfor omtalte meto-
1 1

der kan anvendes,

Det l¢gnner sig, inden de ovenfor omtalte metoder til bort-
skaffelse af kvadratrgdder bringes i anvendelse, at forenkle pro-

blemet ved at reducere og spalte integranden, Lad os betragte
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en integrand, der afhaznger rationalt af x og en kvadratrod af et

polynomium i x. Den vil da altid kunne reduceres til formen

P1(x) + PQ(X)Vb(X)
Q,(x) + Qy(&Vo(x)

hvor P1(X), PZ(X), Q1(x), Qz(x) og p(x) er polynomier, Vi kan nu
skaffe rational nzvner ved at forlmnge med Q1(x)—Q2(x)Vb(x), og
integranden far derved formen
P, (x)6, (x) = Py(x)ay(x)p(x) (@ (x)Py(x) - P,(x)Qy(x) Vp(x)
+
(a,(x))% - (Qy(x))°p(x) (@, (x))% - (ay(x))°p(x)

]

Her er det fgrste led en bruden rational funktion, som kan inte-
grercs for sig ved den tidligere omtalte rutinemetode,
I det sidste led kan vi forlaenge med'Vb(x), Derved far vi

et udtryk af formen

hvor P(x) og Q(x) er polynomier, Vi skriver nu %é%% som en sum

af partialbrgker. Derved far vi leddet skrevet som en sum af led

af formerne

a ax+b

g —3 :
(x-a)Vp(x) (x“+ax+8) Vp(x)

Hvis p(x) er et andengradspolynomium, vil stamfunktioner til dis-
se udtryk kunne findes 1 integraltavler,
Det skal tilfgjes, at det kan vare hensigtsm®ssigt at be-

holde‘Vb(x) i t®lleren, men eksemplerne ovenfor viser, at man

altid vil kunne forkorte en faktor vak efter substitutionen, hvis

kvadratroden er 1 nsvneren,
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En stamfunktion af formen

P(x)dx
f Qix53pixi ’

hvor p(x) er et polynomium af grad > 3, medens P(x) og Q(x) er
vilkarlige polynomier kan sadvanligvis ikke udtrykkes ved de
elementzre funktioner. Hvis p(x) har grad 3 eller 4 kaldes stam-
funktionen et elliptisk integral., I elementsre Jysisk-tekniske

problemer mgder man ofte det specielle elliptiske integral

dx
\/((1—X2)(1-k2x2))

og forskellige beslagtede integraler. Her er k en reel parameter,

For k¥ = 0,+1 eller -1 kan stamfunktionen udtrykkes ved de ele-

mentwere funktionstegn, ellers ikke, Ved substitutionen x = sinu

far vi

dx du

~

V((1-x2)(1-k°%°)) V(1-k%sin®u)

og dermed har vi féet et nyt integral, der heller ikke kan ud-
trykkes ved elementzre funktionstegn. Det nye integral kaldes

ligelcdes et elliptisk integral, Vi bemarker, at

du f du

~

Veosu V(1-25in° 3)

E

og det fgrste integral er derfor ogsé& et elliptisk integral,

Det er selviplgelig ikke nogen simpel sag at bevise, at
en stamfunktion ikke kan udtrykkes ved elementsre funktionstegn,
og vi skal ikke i noget tilfaslde gennemfgre et sé&dan bevis, Det

er imidlertid nyttigt at have kendskab til de simpleste eksempler




Mat 1, 1966-67 MA 29
pd stamfunktioner, der ikke kun udtrykkes elementmrt, idet man

dervcd sparer en del overflgdigt arbejde,

./" Ferax ’ f Xacosxdx, ./" x*sinxdx

kan udtrykkes ved elementzre funktionstegn, hvis o er 0 eller
et naturligt tal, men ellers ikke, Ved delt integration kan o
sndres til a+1 eller a-1 efter behag, dog kan -1 ikke @ndres til

0 (elleromvendt), Vi bemszrker at substitutionen x = logu giver

bid
€ du
f 3;dx ~ / Togu *

Derimod kan

f XathdX og / xacotxdx

for o £ o ikke udtrykkes ved elementmre funktionstegn., Af om-

skrivningen
f logcosxdx ~ xlogcosx - / xtgxdx

fremgar, at / logcosxdx heller ikke kan udtrykkes ved elementzre
funktionstegn. Analogt for /1ogsinxdx° Stamfunktionen til pro-
duktet af en trigonometrisk funktion og en bruden rational funk-

tion, som ikke er et polynomium, kan ikke udtrykkes ved elemen-—
tere funktionstegn.

Stamfunktionerne

/(oosx)adx og /(sinx)adx

kan udtrykkes ved elementmre funktionstegn, hvis a € 7 og ellers

ikke, men
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/ exadx, / cos x%dx og fsin x%ax

kan udtrykkes ved elementzre funktionstegn, hvis a = 0 eller
1 ¢ ¥ o4 cliers ikke,
Bestemte integraler udregnes szdvanligvis ved beregning

aff en stamfunktion til integranden, Det lgnner sig imidlertid

ofte at benytte substitution eller delt integration direkte i det
bestemte integral,
Eksempel, Hvis p og q er hele, ikke negative tal og q > 1,

er

|
= zn _
/ sinpxcosqxdx = /‘ sinpxcosq 1deinx = ———f cos xdsinp+1

0 x=0

X=

L S _
+1([cos “TsinPt ] -/ sin?* ' xdcos? 1x) =
P x=0 x=0

=TT - -1 27 -
/ sinP*%xcos 9™ %xax = %:%Jl (1—6082X)SianCOSq 2xdx =

- g7T - - '2'7T
g_i/ sinfxcos? zxdx - 9~1f sinPxcosxax 5
p+1 0 p+1 0

og heraf far vi rekursionsformlen

L

=X
f sinpxcosqxdx = %—Ef sin xcosq 2xdx .
0

(@

Lag merke til, at vi i de integraler, hvor der stér et mere kom-
pliceret udtryk efter d, skriver x = O 1 nedre granse for at

hindre misforstielse, Ved substitutionen x = %—u svarer x = 0
til u = g og omvendt, og vi far derfor
=TT =T

f_ sinpxcosqxdx = —f cospusinqudu = f sin
0 =T 0

qxoospxdx,
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hvilket medfgrer, at p og q kan bytte roller i rekursionsformlen

ovenfor,

Det hsnder, at et bestemt integral kan udregnes eksplicit,
selv om den relevante stamfunktion ikke kan udtrykkes ved de
elemcntare funktionstegn, I det enkleste tilfalde beror dette pa

en symmetriegenskab: Hvis en kontinuert funktion f:[a,b] ind i

R tilfredsstiller betingelsen

vu € [0,p-al(f(a+u) = ~-£(b-u)),
da er |

/:f(x)dx =0 .

Substitutionen x = b+a-t giver nemlig

fo(x)dx - -f,:f(b-(t—a))dt - /§f<a+<t~a>>dt - w./Zf(x)dx ,

og dermed er pastanden bevist,

Det er hensigtmmssigt at udvide integralbegrebet til at
omfatte abne og ubegrensede intervaller, sadledes at ogsa visse
ubegransede funktioner bliver integrable, For mere bekvemt at
kunne gemmemfgre denne vil vi indfgre en vis generalisation af

kontinuitets begrebet.

Definition 4,1, Lad I ¢ R vere et vilka&rligt interval.

En mengde A ¢ I siges at vaere en omegn aff a € I relativt til I,
sdfremt der eksisterer et tal & > 0, siledes at I n Ja-d,a+d[c A,
Mengden af omegne af a relativt til I betegnes Up(a)., For I = R
udelades ordene ‘''relativt til IY og index I, Det samme ggres og-

sd i andre tilfslde, nar der ikke er fare for misforstielse.

Eksempel, For I = [a,b] er en omegn af a altséd en vilkarlig
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delmzngde af I, som indeholder et interval [a,a + &[, & > 0,

Setning 4.2, Lad I, og I, vare intervaller, a et punkt af
I1 og f:I1 ind i I2 en afbildning. Afbildningen f er da konti-
nuert i a, hvis og kun hvis det for enhver omegn U € BI (f(a))

2

af £(a) rclativt til I, gelder, at originalmsngden f_1(U) er en
omegn af a relativt til 11.

Bevis: At f:I1 ind i I2 er kontinuert i punktet a udtrykkes
ved rclationen
Ve > 0 2d € I1ﬂ]a—§,a+5[(f(x) € Igﬂ]f(a)—s,f(a)+s[).
Tilfyjelsen "Izﬂ" i parentesen har ikke noget med kontinuitets-

betingel sen at ggre, men er berettiget, da f afbilder ind i I2.

Betingel sen kan ogséd skrives pa formen

Ve > 030 > 0 £ (11](a)-s,£(a)+e[) 2 1,Nla-6,a+6[,

men pa grund af definition L.1 er dette ensbetydende med, at
ve > 0 (£7 (1 N]f(a)-e,f(a)+el) € by (a),

og endnu en anvendelse af definition L.,1 viser, at denne betin-

gelse mcdfprer den sterkere betingelse
vuel. (£(a)) (£ (W) € U (a)).
I I1
Dermed er sztningen bevist,
Kort og uprazcist siger satning L.2, at kontinuitet bety-
der. 2t originalmsngden til en omegn altid er en omegn,

Definition L,.2, Ved en omegn af o relativt til et interval
I ¢ R med o € I forstds en mengde U € I, som indeholder et in-
terval ]Jas0], hvor a € R, Analogt defineres en omegn af -w, I-

pvrigt anvendes definition 4.1 ogsd for omegne af punkter af
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R relativt til intervaller pa R*, Mezngden af omegne af a € I re-
lativt til I betegnes Ul(a),

Vi bemsrker, at ﬁI: I ind i D(D(1)), hwor D(A) betegner
mengden af delmsngder af A, er en afbildning, som til hvert punkt
a € I tilordner et system af delm&ngder af I, systemet af omegne

.

aff I, Helt generelt kan vi definere:

Definition L.3. Bt par (M,U) bestéende af en masngde M og

en afbildning U:M ind i D(D(M)) kaldes et omegnsrum., For a € M
kaldes enhver mengde U € U(a) en omegn af a.

Vi understreger, at omegnsrum i almindelighed har over-
ordentliy ringe interesse, Begrebet er alt for generelt, men ved
tilfyjelse af passende supplerende forudsaztninger vil vi senere
udvikle det til noget mere nyttigt. Teorien for det helt almin-
delige begreb er péd det nmrmeste udtgmt ved fplgende definition

og den derefter fglgende satning:

Definition 4.4, Lad (M19U1) og (M2,ﬁ2) vere omegnsrum, Og

lad a € M, vare et vilkérligt element, En afbildning f:M1 ind 1

1

M, siges at vere kontinuert i punktet a med hensyn til U1 og Uy,

2
safremt

v U € by(e(a)) (£71(0) € U,(a)).

S@tning L.5. Lad (M1,U1), (M2,ﬁ2) og (MB’Ué) vEre omegns-
rum, og lad f1:M1 ind i M2 og f2:M2 ind i M3 vere afbildninger.,
Hvis f1 er kontinuert i a, € M1 og f2 er kontinuert 1
f1(a1) = 8, € My, er £yof, @M, ind 1 M, kontinuert i a,,

3 . " - O — . .

Bevis, Vi setter 8, = (f2 f1)(a1) = f2(az)° For U € UB(aB)

har vi da
(ry0r,)7 () = £77 (57 (),
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‘ . ) -1 . N
og da f, er kontinuert i a,, er f, (U) € U2(a2), og da £, er kon-

-1/ o=

7 (£

tinuert i a,, fglger heraf, at f (U) € 31(31). Dermed er

-17
satningen bevist,

En afbildning f£:M, ind i M,, hvor (M1,U1) og (Mz,ﬁz) er
omegnsrum, kaldes kontinuert (med hensyn til 31 og ﬁg), hvis den

er kontinuert i ethvert punkt af i, (med hensyn til U1 og 32)0

Hvis I, og I, er intervaller p& 2" har det nu en mening at
tale om kontinuitet af en afbildning f’:I1 ind 1 12, idet vi be-
nytter de i definition 4.2 indfgrte omegne, I denne sammenhsng er
det ikke ngdvendigt at skelne mellem f’:I1 ind i 12 og f:I1 ind i

.
s 33

R .
AT smtning 4.5 fglger umiddelbart, at sammensatning af kon-
tinuerte afbildninger af intervaller pa R* ind 1 Intervaller pé&

st

R" igen giver kontinuerte afbildninger.

Definition 4.6, Lad I ¢ R vare et interval, lad A ¢ I vere
en endelig punktmengde, lad F:I ind i R* vare en kontinuert af-
bildning, og lad f:I\A ind i R vare en vilkérlig afbildning. Vi
siger, at F er en uegentlig stamfunktion til f p& intervallet I
(med undtagelsesmangden A), sdfremt fglgende to betingelser er
opfyldt:

1) Vardierne « og -w antages hver hgjst én gang af F og

hgjst i endepunkterne af I,

2) I ethvert punkt x € I\A er F differentiabel med diffe-

rentialkvotienten f(x),

Hvis B er en endelig delmsngde af I og B 2 A, er F &ben-
bart ogséa d%entlig stamfunktion til £ p& I med undtagelsesmangden

B, Der er altsd ikke en ganske bestemt undtagelsesmsngde. Et
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punkt kan for eksempel regnes til undtagel sesmazngden, hvis vi
ikke ved, om F er differentiabel i punktet, Der Ffindes en ganske
bestemt mindste undtagelsesmazngde, som omfatter netop de punkter

aff I, hvor I ikke er differentiabel med f som differentialkvotient,

Eksempler. P& [-1,1] er Arcsin x uegentlig stamfunktion

o 1
til (1—X2)—2° Den ved

*%W for x = -w
Arctg' x = Arctg x for x € R
%’IT for x = »

defincrede funktion Arctg : R ind i R er uegentlig stamfunktion
til (1+X2)-1 med undtagelsésmwngden { =c0,00] o

Hvis I er uegentlig stamfunktion til f pa& intervallet I,
og ¢ er et reelt tal, er F+c ligeledes en uegentlig stamfunktion
til £ pa intervallet I, og med den samme undtagelsesmzngde som F,

Hvis F er uegentlig stamfunktion til £ p& intervallet I
med undtagelsesmzngden A, og I1 er et delinterval af I, er re- .
striktionen af ¥ til I1 uegentlig stamfunktion til restriktionen
af © til 11\A pd intervallet I, og med undtagelsgsm&ngden I1\A°

Lad a vere et punkt af I, Det deler I 1 to delintervaller
I1 og 12. Vi regner punktet a selv med til begge delintervaller,
Lad A ¢ I vare en endelig mangde, og f:I\A ind i R en funktion,
Hvis restriktionen af £ til 11\A har uegentlig stamfunktion F1
og restriktionen af £ til Ié\A har en uegentlig stamfunktion FZ’

og begge disse antager en endelig vardi i punktet a, kan vi vel-

ge ¢ € R, sdledes at F1(a) = Fz(a)+o, og den ved

Fi(x) for x € I,

FX):{
bz(x)+c for x € I,

definerede kontinuerte afbildning vil da vare en uegentlig stam-
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funktion til £ pé& I,

Nar vi sgger en uegentlig stamfunktion til en funktion f
pa et interval I, kan vi i kraft af den foregiende bemmrkning
ferst opdele I i1 delintervaller, der hver kun indeholder et en-

kelt undtagel sespunkt, og opgaven kan da lgses for hvert del-

interval for sig.

Setning 4.7, Hvis F1 og F2 er uegentlige stamfunktioner

for £ pa intervallet I, eksisterer der et reelt tal c, saledes

at F2 = F1+c.

Bevis, Lad I, ¢ I vare det interval, som omfatter netop de

1
punkter x € I, hvor ¥, (x) € R, P (x) € R. Ifglge 1) i definition
o5 kan det hgjst vare endepunkterne af I, der ikke tilhgrer I10
Med A vil vi betegne en endelig mengde, der indeholder undtagel -
sesmangderne for F, og F,. Afbildningen @ = F, - F,:I, ind i R

er kontinuert, og i alle punkter af 11\A er G differentiabel med
differentialkvotient 0., Heraf fglger, at G er konstant pad hvert

af de intervaller, hvori A deler 11, og da G er kontinuert p& hele
I1y vil G have den samme konstante vardi pad to saddanne interval-
ler med et falles endepunkt, Dette medfgrer, at G har en konstant
verdl ¢, altsd at F1+c og F2 har samme restriktion til I1° Vi
mangler nu blot at vise, at F1(a)+c = F2(a) ogsé, nar a er et
punkt af I, hvor F og F2 ikke begge antager en endelig verdi, Vi
vil nsjes med at u;ders¢ge tilfzldet F1(a) = w0, idet de gvrige
tilfwelde gar analogt, Vi fgrer beviset indirekte, idet vi anta-
ger, at 1?2(a) < w0, Vi vaelger k, saledes at F2(a) < k < w0, Da

F, cr kontinuert er F51(]—m,k[> en omegn af a, Da F,+c er iden-
tisk med F, pa I,, fylger heraf, at F1(X) < k=-c for alle

x € F51(]ﬂm,k[)\§a} i modstrid med, at F;1(]k—c,m]) er en omegn
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aff a, Dermed er saztningen bevist,

Definition 4.8. Lad F vere en uegentlig stamfunktion til f

pad intervallet I. For a,b € I sztter vi da

b
S £(x)ax = P(b)-F(a),

og dette udtryk kaldes det uegentlige integral af f fra a til b,
og hvis det har en endelig verdi, siger vi, at f er integrabel
pd intervallet med endepunkter a og b.

Af setning 4.7 fglger, at det uegentlige integral ikke af-
henger af valget af den uegentlige stamfunktion, Hvis £ er kon-
tinuert pa hele I, bliver F en stamfunktion til £ i den s®dvan-~

lige forstand og integralet reduceres til det fra gymnasieunder-

visningen kendte,

Eksempler,
1 ax -7 ax_ -
- = ’ - = .
1 VK1-x2) © 4 4x°

Det er klart, at de regneregler, der gzlder for sazdvanlige
stamfunktioner og integraler, uden videre kan overfgres til ue-
gentlige stamfunktioner og uegentlige integraler, Kun regelen
om substitution fglger ikke helt umiddelbart, idet den bygger pé
s@tning 4.5 om saﬁmenswtning aff kontinuerte funktioner,

I stedet for at sige, at f er integrabel pa intervallet med
endepunkter a og b, siger v1 ogsa, at f f(x)dx er konvergent, og 1
modsat fald siger vi, at / f(x)dx er divergent, Derved tillader

vi os at se bort fra, at f f(x)dx i det sidste tilfelde mu-

ligvis er et meningslgst symbol,
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Eksempel., Funktionen % har p& [0,o] en uegentlig stamfunk-

tion 1og* defineret ved

/“—m for x =0
log* X = log x for x € ]0,0[

o for x = « .
Altsd er
1
ax _ [Pax _ [fax _
fO x /T x /3 x - %0

og disse tre integraler siges derfor at vsgre divergente, Symbo-
let

J1, &

-1 x

er overhovedet ikke defineret, men vi tillader os altsé allige-

vel at sige, at det er divergent

Eksempel, Vi vil undersgge, om
A
/ = dx
0 V{1-%)
er konvergent. Vi benytter substitutionen x = 1-t2, t € [0,1],

og derved far vi

1 0 2
ﬁ/1 2t(1-% at .

‘ X
Her er det vasentligt, at den benyttede substitution er bijektiv.
Nar vi nu forkorter med t i den sidste integrand, bliver det sid-
ste udtryk et smdvanligt integral, Fg¢grst nu ved vi, at det givne
integral er defineret, og dermed, at det vi allerede har skrevet

er rigtigt, Vi far altsa

L]

1 1
X _ 2 3 1,311 _ L
J o Ty = 2/ (1-t%)at = 2[t—3t I = 3
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Eksemplet viser, at en substitution somme tider fgrer et uegent-
ligt integral over i et s:dvanligt integral.
Swtning 4.9, Hvis F:la,b[ ind i R vare en monotont vok-

sende, kontinuert funktion. Da er den ved

{'inf F(Ja,b[) for x = a
Fx) = P(x) for x € Ja,b[
_sup F(la,p[) for x = b

definerede afbildning F :[a,b] ind i R ligeledes kontinuert,
Analogt for monotont aftagende F, S:tningen gzlder ogsa for
a = ~co VD = ,

Bevis, Det er klart, at F er kontinuert i ethvert punkt
af ]a,b[o Vi behgver altsd blot at vise kontinuiteten af F* i

endepunktet b, For k < sup F(la,b[) smstter vi
A = F*"ﬂ(k,sup F'(Ja,b[)). Ifglge definitionen af supremum ek-
sisterer & € Ja,b[ n A, og da F er voksende, f@glger heraf, at

JE,v] ¢ A, altsd at A er en omegn af b, Dermed er sztningen vist,

Lad f:]a,b[ ind i R vere kontinuert og positiv (d.v.s.

b
vx € Ja,b[(f(x) 2 0)), S& eksisterer /;f(x)dx altid ifglge set-

ning 4.9,

Sztning 4.10. Lad f,g:]a,b[ ind i R vaere kontinuerte funk-

tioner, som tilfredsstiller betingelsen

vx € Ja,b[ (leg(x)]| € £(x)).
Da vil g vere integrabel pa la,b[, hvis f er det,

Bevis. For ethvert x € Jla,b[ er

0 ¢ f(x) + g(x) ¢ 2f(x), 0 ¢ f(x) - g(x) g 2f(x).
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b
Da /aZf(X)dX har en endelig verdi, fglger heraf, at f+g og f-g
begge er integrable pa [a,b]° Altsé er den halve differens g in-

tegrabel pa& [a,b]. Dermed er sztningen bevist,

Definition 4.11., Bn afbildning f:]a,b[ ind i R siges at
vere absolut integrabel p& [a,b], hvis /ilf(x)ldx er konvergent,
Begrebet "absolut integrabel!" er analogt med begrebet
"absolut konvergent" for en uendelig razkke, Sztning 4,10 er et

sammenligningskriterium for absolut integrabilitet,

Eksempler, Af

‘log |x-al for o = 1
__sza ~ ] 01 ellers
(x-a) (1-a)(x-a)
fremgar umiddelbart, at ——i——a har en stamfunktion p& [a,~], og

(x-a)
at denne stamfunktion har en endelig verdi i a, safremt o < 1,

og en endelig verdi i o, s&fremt o > 1, Altsa har vi for a<b<ow,
I ‘b —a
at Ja(x—a) dx er konvergent, hvis og kun hvis o < 1, medens

/?(x—a)'adx er konvergent, hvis og kun hvis o > 1, For O<Kxg 7 er

sinx

i
0% wx ‘Vx

1
. sinx
Altsa er /O -§7§dx konvergent, For m{x<{ec er

; sinx . . sinx
Altsa er f: —£7§dx konvergent. Dermed har vi bevist, at %

er absolut integrabel pa [O,m]. Den benyttede metode viser igv-

rigt, at x “sinx er absolut integrabel p& [0,] for a € ]1,2[.
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For o € ]0,1] er x %sinx selvfglgelig integrabel p& [0,7], idet
den kan udvides til en funktion, der er kontinuert pa [0,1]. For

at undersgge den samme funktion p& [7,w] benytter vi delt inte-

gration og far
-0 . -0 -0~
fx sinxdx ~ =X ~CcOSX —afx 1cosxdx°

Hvis vi tillzgger -x"%cosx verdien 0 i pumktet «, bliver den kon-

Teosx] < %~

tinuert pa& [7,»). P4 grund af vurderingen |x *~
nar x % 1eosx en uegentlig stamfunktion pa [7,0]. Altsi er

x *sinx absolut integrabel pad [0,w] for a € ]0,2[. Stamfunktio-
nerne kan ikke udtrykkes ved elementzre funktionstegn, men vi-
deregaende metoder ggr det muligt at vise, at

sinx 1
Jo S¥ax = 4 .

Setning L.12. Det uegentlige integral /:e_ttx—tdt er kon-

vergent for x > 0,

Bevis, Integralet./?e-ttx-1dt er konvergent for ethvert

. - - 1
X € R, da e ttX L $ e 2t for tilstrzkkelig store vardier af t.

1
Integralet /Oe ttx_1dt er konvergent for x > 0 pa grund af vur-

deringen o bgx~1 $ tX'1, Dermed er satningen vist,

Setning L.13. For x > O er

SemtXay - xf ety gy,
0 0

Bevis, Ved delt integration fas

Je % %at ~ o7 tX 4 wfem % Nat
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og her bliver det fgrste led pd hgjre side kontinuert pad [o,e],
hvis det tillzgges verdien O i begge endepunkter, Heraf fglger

setningen umiddelbart,

sstning L4.1l4. Hvis x € R ikke er et helt, negativt tal el-

ler nul, og n € Nw {0} velges sdledes at n+x>0, vil

(x(x+1),,,.(x+:r1—1))—1 fze-ttx+n~1dt

vere uafhengigt ef n, Produktet i parentesen er tomt for n = O,

og det tillsgges da veardien 1.

Bevis. Fglger umiddelbart af smtningerne L4.13 og L.1lL.

Definition 4.15. Verdien af det i sstning L.14 omtalte ud-

tryk betegnes (x), og den derved definerede afbildning
' B\(-I\{0} ind i R kaldes gammafunktionen.

Sgtning U, 16, Gammafunktionen tilfredsstiller funktional-
ligningen

r\(X+1) = X (X)’

og endvidere er ['(n) = (n-1)! for ethvert naturligt tal n.

Bevis. Den fgrste pastand f&s umiddelbart af sstning L.1L4,

Den anden péastand fas umiddelbart heraf, idet

P1) =/ etat = 1 .

Dermed er sztningen bevist.

Gammafunktionen er saledes en generalisation af ni til ikke
heltallige verdier af n, Den viser sig p& mange méder nyttig i

den videregédende matematiske analyse.
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Indledning 1.

Opgaver.,

Indledning.

Udregning af integraler er til en vis grad en rutinesag,
men ogsd 1 hgj grad en treningssag. Det kraver en vis erfaring
at afggre om en gtamfunktion til en given funktion kan udtryk-

kes ved elementarz funktlonstegn.

Ved stanfunktions bestemmelse har man kun ¢t ret begranset

po}
antal m3toder il radighed, og det vil i reglen ikke vzre sarlig

til en metode, der hjmlper hvis en siddan

=
3 rre

=

1o

svert gif pusle !
overhovzdet Tindes.

Etiketen kraver, at integraler, der forlanges udregnet i
eksamnen3=-of gvaelsssopgaver, kan udregnes ved rimelige metoder.
Ligeledss vil optrezdende stamfunktionsproblemer kunne lgses ved
elementere funktionstegn, med mindre der udtrykkeligt er gjort
opmarksom pa det modsatte.

Dev mé dog bem@rksgg at regnefejl eller ubehzndige metoder
i mere sammenszatte opgaver kan bevirke, at der opstar integra-

tioner, der ikke kan gennemfgres ved hjslp af de elementare
funktionstegn.

Dzt tilrades at udnytte alle muligheder for at kontrollere
mellenregningerne. En sidste kontrol, som bestdr i at differen-
tiere icm fundne stamfunktion, er ofte besvarlig. Den hjslper
kun til at opdage en eventuel fejl, ikke til at lokalisere fej-
len. acelig nd men ikke overse den mulighed; at fejlen kan lig-
ge 1 kortrolregniigen.

fngdends fejl i lgeninzen af eksamensopgaver: Det er en
formildende omstzr.dighed, hvis eksaminanden ggr opmarksom pa at

han he:» begiet en fejl, navnlig, hvis han ogs& anfgrer, hvoraf
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han slutter dette. Det er en yderligere formildende omstendig-—

hed, hvis fejlen ogsa lokaliseres.

Som et eksempel vil vi forsgge at bestemme en stamfunktion

til

Vor fgrste indskydelse er, Arctgx har differentialkvotien-
1

ten :“:°;§. Det vil derfor vere en fordel at f& denne Ffaktor
differentieret. fnvendelse af delt integration krever imidler-
tid bestemmelse ¢f en stamfunktion til den fgrste faktor. Det
ser ikke 88 rart ud, men denne gang er det dumt at opgive pa
forhénd.. Lad os forsgge at omskrive den fgrste faktor.

Zn . - -
X - o2 2n-l o 2n-6

1o+ x2

+

( 1)nr2 2, (-1 nr1 (-1 2
’1( +X
Derved f&r vi vor funktion spaltet i en sum, hvis led kan inte-

greres rutinemessigt.
Lad os prgve at regne lgs rutinemsssigt og samtidigt for-
mulere besvarelsen pa en rimelig made.

Ved opspaltning af den fgrste faktor far vi

2n n o
/“ % 5 Arctgxdx ~ % (‘-'1.)9’1 f %20 ZpArctgxdx
1 + x p:1

+(=1)" w—5~ ax

JA o+ X

— p_1l —Du -,
-(25-}1-—-— f Arctgxdx TR L (.)P / Arct@dArctgx ~
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Indledning 3.

p:1) an - 2];) + 1

n
Arctgx + (1) (Arctgx)2 +
2

n _ L_J)p f 2n-—2]g;r1 .

P
p=1 2n - 2p + 1 o+ x

Vi sstter n-p = 1 og udregner det vilkérlige integral i den
gidste sum ved pertialbrgksudvikling.

/ XZK + 1 )
S ds: ~
1 + x

E
5 (_1)q~1 .[ L2k-2q+ 4o (- 1) / _xdx
Q=4 1+ x°

1; (_,1)913'11 X2k-2q+2 . (_.1‘.)1{
q="% 2k - £q + .2 2

log (1 + x2).

Vi indsstter nu dette resultat i det foregaende og far

[ X2n ’
f x5 Arctgxdx -~
1 + X

n
i:%l— ((Arctgx)2 + (4 + %,+ g +-.-+—~—m~T) log (4 + x )) +

N 3 5 2n-1
(_m)n 1(X - %?<+ %T-— cee + ( 1) ——":—TQ Arctgx +

n n-p _ _ /
5 5 (_1)p+q 1 in 2p-2q+2
p=l g=1 (2n-2p+1)(2n-2p-2q9+2)°*

Det lykkedes i det store og hele. Det mé& dog indrgmmes, at
dobbeltsummen tmwenger til forskgnnelse. Summen er Jjo et polyno-
mium, og den b¢r derfor ordnes efter potenser af x. Vi satter

P+ q=J. s& skal J 1 den inderste sum lgbe fra p + 1 til n.
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Indledning L.

Nar vi derefter ombytter summationerne, kommer j til at lgbe

fra 2 til n, medens p kommer til at lgbe fra 41 til j - 4. Summen

bliver derfor

n  Jj-1 . ol 4.
5 5 (_“4 ) 3= KZD 2( J=1 )
j:2 p:'}z (21’1"'2( j"11 )7(2n=~2p+'117°

Vi erstatter J med J + 4, og derved far,vi

fa Ry’

2. (""4«‘) 3 ( 1 4 "'., roe £+ i‘e—) X2<n~3)
j::1l 2(1’1"3) ZII“ZJ‘F'?! 2n"‘2j+3 1

Det vil pyat» pé opgavebesvarelsen at f& denne sidste om-
skrivaing mned.

{ opgavebesvarelser vil det sadvanligvis ikke vere rime-
ligt at omtale udregningen af eventuelle optradende integraler
serlig udfgrligt. Hvis opgaveteksiten ikke direkte kraver frem-
gangsmaden ved beregningen udfgrligt omtalt, kan resultatet hen-
tes fra en integraltabel, men det bgr da altid suppleres med
en henvisning til den benyttede tabel. Udgave og sidetal bgr
anfgres .

Veld udregning ai uegentlige integraler b¢gr man vare op-
merksom pa, ab opspaltning af et konvergent integral kan fgre
til divzsrgente enteltintegraler. Hvis det sker, md man enten
fgrst gznnemfgre =n stamfunktionsbestemmelse (altsé udelade
grans:srie & fgrst:s omgang) eller man mi fortsette regningerne
med s:miaens led uwider samme integraltegn. Den her omtalte fejl
vil ikk: altid um.ddelbart kunne spares i det endelige resultat
~ derio er det nodvendigt at vere ganske ssrlig forsigtig.

Indelig skal vi tilrade, at man indgver opgaverne +il

dette kapital bade ved hjelp af integraltsbel og ved direkte

udregning,
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Lette opgaver.

Udregn stamfunktioner til

2

X X og X
9 .
4o+ x0 4+ x° V{1 - xi)
Udregn stamfunktioner til
VX
X 8in x2 tg log X og A
X VX
Udregn stamfunktioner til
cos x,cot2x og tg5x + 2tg3x + tg X.

Udregn stamfunktion til
cos q X co®s 8 X cos Y X

for vilkarlige reelle vmrdier af a,8 08 V. Undtagelsestilfalde

undersgges for sige

Y+
Den ved KY definerede funktion har stamfunktionen §7¢Tv1.

Undersg¢g, hvorledaes denne forholder sig, nar 7y konvergerer mod

-1

Udregn stamfunktioner til

2 .. 2
x~ sin” x og

®

sin x
Udregn stamfunktioner til
X ’og)'L X, X tghLL x 0og X 1ogLL X

Udregn stamfunktioner til

cos V/x, Arctg v/x og 1log :]1 t\‘é}%.




11

12,

13

e

15.
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Udregn stamfunktioner til

L og 1 .
Vi(x+1) - vx V(x+1) - 1

Udregn stamfunktioner til

1 1
, og .
x2 X - 2 x3 + x2 - 2%

Udregn stamfunktioner til

M b
X + 2 x= + L

Udregn stamfunktioner tilk

x3 + L4x - 3 x3 - 6x + 6
5 og 3 .
x + x -2 x” - 7x + 6

Udregn en stamfunktion til

xLL + ux3 - 6x2 + 2X - 3

(x2 + 2% + 2)2

Udregn en stamfunktion til

1
(x =~ a)lx - B)

far vilkarlige reelle vasrdier af a og B« Prgv, om stamfunktionen

kan vslges siledes, at den konvergerer mod en stamfunktion til

—’]’ 2 °
ooy har B gar mod o.

Samme opgave for

1
(x% + 0 (x* + )
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16+ Udregn
2 2

/ dx [ ax og '/2 dx
) H . *
L x(EE ) L E (e 20 x7(1 + x°)

17« Udregn

2 a
S og —— e,
f1 XB(m + Xx) fq-x3(1 + XB)

i

18. Udregn stamfunktioner til

4 X X

(22 + 1)(x2 + 2) (= + 1)(x° + 2) (x° + 4)(x° + 2)

19+ Udregn stamfunktioner til

X + 1 X + 9

og "H 2+LL-

L 2
x4+ LUxT + 3 X + 3%

20. Udregn stamfunktioner +il

/ ™

- 0g
I+ ex,+ 3e x

+ 2675

21. Udregn stamfunktion til

4 cos X - sin x%
p) : o 08 3 3"
CO8 X + 2 sin x cos X + 2 sin x cos”xX + sin”x

22. Udregn en stamfunktion til

1
1 + o cos X

[ ]

23+ Udregn stamfunktioner til

cos 3x cos Lx cos 5x
s og .

COos X Cos X Cos X




2L,

25b.

27

28,

29,

30

3.
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Udregn stamfunktioner til

cos x Arcig{2tgx) og cos x log(4l + cos x).

Udregn

y

?"1- i T 4

/ 1. 8in X 4. og / + CO08 X ax.

_%W14'COS-X O1+S:Lnx
Udregn

g dx
j’ 1 + cos x
0

for enhver verdi af p € Z.

Udregn
1 4
' cosh x ax oz | dx .
cosh 2x 4 + cosh x
0 -
Udregn
1 1
f X dx og f ax .
X + 4 X
0 0 1 +\/x+1
Udregn stamfunktioner til

V(2x = 1) A
g(ex - 147—1 T o8 \7X~*‘~\/§X ’

Udregn en stamfunktion til

(
(4 + 2x) V(4 + 2x - uxz)

Udregn en stamfunktion il

1
(x + 1) V(2x - x°)
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32, Udregn

]+
o

dx ax
»/1 G+ 20 v -2 ° /1 (1 - x) V(1 +x°)

—z —z
33« Udregn stamfunktioner til

X X X

v =22 v+ x0) (xS - 1)

2 2 2
X X X

VO -2 A+ U -1

34+ Som opgave 33, men med kvadratrgdderne som faktor i stedet for

divisor.

3. Som opgave 33, men for de reciprokke funktioner.

.36, Udregn
im 2
p:S . X
f x tg z—dx + / X cot 5 dx.e
-3 4
37. ViS, at
I R
VX V(i + 1)

har en uegentlig stamfunktion pd [0, =], og angiv denne.

%8. Vis at de uegentlige integraler

- 4 oo
3. ’ log x dx og eX cos x dx

1+ X.3
0 0]

o0

en konvergente, og udregn deres vardi.

39. Vis, at de uegentlige integraler

o0 o

cos X dx ,
T s /@ux-m%x-aﬁx-ﬁ%

JoxT 4+ 4
-0 )
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er konvergente., Stamfunktionerne kan ikke udtrykkes ved de ele-

mentaere funktionstegn.

LO. Udregn
/ (4 - tgh x) dx og > S
cosh x
=00
L1 . "Udregn"
” sin x " 1+ coaax
f ~§£-~ dx og ,[ P A
X+ o V(1 + x7)

42, Udregn for o + f verdien af

B
/ dx .
d Ve - x)(x - @)

4

Leg moerke til at verdien kun "i ringe grad" afhsnger af a og o




L3

Ll

454

46

L7

u8o

49

MA 1. - 966-67 MA L opgaver 7.

Vanskeligere opgaver.
Lad £  [a,b] ind i R vare en kontinuert. En fglge (fn) af af-

bildninger £ [a,b] ind i R defineres ved

t
fo = € 08 £,(x) = [ £ (0 or n = 4,230
a

Find ved delt integration f udtrykt ved f, séledes at udtryk-

ket kun indeholder et enkelt integraltegn.

Udregn for n € N en st amfunktion til x tgznx.

Udregn
f dx
o (X + m)(x -+ 2) s (X - n)
Tor n € N satter vi
1
e n
a,;n = f cos x dx.
o)

Udregn a, ved delt integration. Vis, at

a a
2
(a,) » 0, (B8) 51, (22 4,
n n

Find derved en fglge af rationale tal, der konvergerer med L.

Udregn
2
/ cos X Arctg {2tg x) 4dx.
o
Udregn
f £¥Arctg x Ax.
(@]
HUdresan™
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50. For hvilke reelle verdier af p er

00

/ (x2 - (x + 4)P) ax

konvergent. Anvendelse af middelverdisstningen samt en passende

vurdering kan hj®slpe.
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For N € JO,0ls ¥ € ]O,0[ smtter vi

F%(y) = / e N §l%;X£-dx.
o

Vis, at integralet er konvergent. Vis, at den sdledes definerede

funktion F, JO,0[ ind i R er differentiabel med
F%’(y) =‘/ e ™M oog ¥ x dx.
O .
(Vejledning: Dan differenskvotienten og vis, at granseovergan-
gen kan foretages under integraltegnet. For et endeligt integra-
tionainteval fglger dette af en satning om ligelig konvergens,

ogbidraget fra det uendelige rest interval kan vises at vsre

s

lilles)
Udregn F%'(y) og bestem derved F%(y), idet det udnyttes, at

F%(y) har gresnsevaerdi 0 1 punktet O, Foretag grenseovergangen

AN =+ O og find derved

OO

f Sl)l: X dx.
O

Den sidate granseovergang kraver en omhyggelig vurdering.




Trykfejlsliste til

forelssningsnoter MA kapitel 1-8.

Kun trykfejl, som er i hgj grad meningsforstyrrende, er med-

taget,

MA 2.2,

2.3,
2.4,
2.9,
2.12.
2,28,

EEEEEE

2,30,

=

3.3%4.

I formellinien i definition 2,2 rettes det sidste J
til I.

Linie 4 f.n.: der skulle have stéet I n I, = B
Linie 1.: (ajlj € J). |

Linie 2,: Altsa er (%) ikke summabel,

I sidste formellinie i s®tning 2.14 rettes 2 til >,
I fprste linie i saztning 2.31 rettes Z til 2z,

I linie 9 f,m. rettes ¢ til x og i den fglgende linie
rettes “for' til fn(x).

T linie L4 i definition 3.3%2 rettes f£(x) til £'(x),
I linie 2 f,n, rettes £'(x) til F'(x).

Formler og grafer 2: De to sidste formellinier fgr

overgangsformlerne skal vare:

1 sin iz, tenz = 7§ tg iz,

cosh 2 = cos iz, sinh 2z

coth z i cot iz,

fi

Den sidste overgangsformel i fgrste linie skal vare:
1
tg(z + §W) = - cot z,

Formler og grafer L4, Linie 6 f.,n. rettes til :
Arccos:[-1,1] p& [0,#], Arcsin:[-1,1] pa [—%,%].
Sidst? linies fgrste halvdel rettes til
Arcosh:[1,0] pa [0,0f.
Formler og grafer 5, Sidste halvdel af anden linie ret-

tes til:
Arsinh x = log(x + V(x2+1)).




MA 1-8
fejlliste

MA L.5.

L.s,
L.
5.6,
5.30.

= E B B

=

5.31.

=

5.

5o
TeT
7410,

EE E E

7412,
MA 7.17.

MA 7.18.

MA 7.21.
MA 7,44,

Linie 10 f.n. Der skal selvfglgelig std a £ =1, I
linie 4 f.n. rettes cot x til ~cot x.

I fgrste linie rettes coth x til -coth x.

Opgaver L., Den fgrste integrand skal vare &/;éT .
Linie 4 f.n.: X' + aX = b,

Formel (27) skal rettes til

Iy 2 '
(1+t%) X" + (a+2h)(1+t2)X' + bX = £(Arctg ©).

Linie 7 rettes til

2,2 2

(1+t7) X" + 28(1+t°)X' + X = 0,
Opgaver 1, Den sidste differentialligning i opgave 2
skal rettes til
X' + §T£377 X = 0,

Opgaver 7. Opgave 37 udgar,
I linierne 1Q og 8 f.n, rettes I, til 11.
I nzst nederste linie rettes &bent til afsluttet.
I linie 7 f.n. rettes O til A
Linie 7 f.n., rettes til:

Heraf fglger, at der findes en omegn U € ﬁ1(x1),
sdledes at UNn B = J, Altsa er X, et ydre punkt for B,
Sidste linie: det fgrste = skal vare .

I linierne 13, 10 og 9 f.n. skal M alle 5 steder
rettes til T,

T de to sidste linier skal T1 og T2 ombyttes.
Denne side skulle have varet startet séledes:

Eksempler, Et diskret rum er et T1—rum° Et tri-
vielt rum, der indeholder mere end €t punkt, er ikke
et T1-rum°
I s®mtning 7.55 rettes betingelsen 2) til

2) VU € U(a) @3 € Un A(b £ a),




MA 1-8
fejlliste

MA 7.46.
MA 7.49.

MA 8.5,
MA 8.23.

MA 8,28.

MA 8,

Det sidste a i asidst? linie rettes til c.

Demne side skulle have varet startet sfledes:
Regnereglerne for gransepunkter for afbildninger

af et topologiak rum ...

I smtning 7.6L4 er det selvfglgelig f(og ikke A), der

skal pastas at vare konstant,

I definition 8.10 m& A og kaorudswttes ikke tomme.

Sidste linie rettes til

lall = V(a -

Linierne 6-17 erstattes med:

al.

Heraf feglger, at (99 (y)) = (¢(n+1)(y)) konver-
gerer mod sdvel ¢(a) som a. Altsd er ¢p(a) = a og a er
altsd fixpunkt, Dermed er saztningen bevist,

Opgaver L. Ny tekst til opgave 16:
Vis, at afstandsfunktionerne ¢ og ¢°dist i opga-

ve 3% er indbyrdes ®kvivalente, safremt ¢ er kontinuert

i O,
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The dominating rule of the

exponential asnd trigonometrical func-
tions in mathematical analysis and its
applications to physical problems is
rooted in the fact that these functions
solve the simplest "differential equa-
tions".

Richard Courant.

Kapitel 5.

Lineare differentialligninger.

En differentialligning er en relation mellem en funktion af
en reel variabel og nogle af dens differentialkuctienter.
Eksempler: Funktionen £ : ]0,e[ ind i R defineret ved

£(x) = x_m tilfredsstiller differentialligningen
x £'(x) + £(x) = 0.

Den ved f(x) = el* definerede funktion £ : R ind i & tilfreds-

stiller differentialligningen
£'(x) = 1 £(x).

Den ved f(x) = sin x definerede funktion f : R ind i R tilfreds-

gtiller hver af fglgende to differentialligninger

£1'(x) + £(x) =0
(£ (x))% + (£(x))% = 1.

Da en differentialligning er en relation mellem funktioner,

vil man foretrzkke at skrive ovenstdende ligninger pa formen

xf' + £ =0, £' =if, £'' 4 £ =0 og f£'°+ > =1,
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Det er klart, at hver af de ovenfor anfgrte differentiallig-
ninger hver for sig giver udtryk for en mere eller mindre vassent-
lig egenskab ved den pageldende funktion. Det er ogsa klart, at
enhver differentiabel funktion tilfredsstiller en mmngde forskel-
lige differentialligninger.

I dette kapitel skal vi beskaftige os med differentiallig-
ninger fra den modsatte synsvinkel, idet vi tanker os differen-
tialligningen givet og ¢gnsker at bestemme den eller de funktio~
ner, der tilfredsstiller den.

Betragtet fra dette synspunkt, vil vi skrive de ovenfor be-
tragtede ligninger

X' + X =0, X' =iX, X'' +X =0 og X'®+X>=1.
Idet vi med DV betegner den afbildning, der til hver n gange dif-
ferentiabel funktioner £ : I ind i & (eller R), hvor I er et in-
terval, tilordner funktionen Df : I ind i & (eller R), og spe-

cielt med D° betegnewr den identiske afbildning, skriver vi ogsé

de tre fgrste ligninger
(1) (x0 + D°)X = 0, (D - iD°)X = 0, (D° + D°)X = O.

Her er xD + D° den afbildning, som til enhver differentiabel

funktion £ : I ind i € (eller R) tilordner funktionen xf' + £ : I

ind 1 ¢ (eller R).

Brugen af faktoren x i den fgrste ligning er strengt taget
ukorrekt, men en korrekt skrivemédde vil blive for besvarlig. Det
har visse fordele, at benytte faste betegnelser for de variable,

altsd skrive y = X(x) for den ubekendte funktion, og ligningerne

kan da skrives

>
a dy .. a a
52 +y=0, =1y, =L +y=0 og (5 +y° =1,
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og svarende ti. formen (1) ovenfor skriver man si ogsé

2

ad ’ d 3 d
(Xa-;{.'- ,])y = 0, (ddx’— l)y = 0, og (""""d 5 + 1)y = 0.,

X

Denne meget ukorrekte skrivemade benyttes stadig meget i den

matematiske litteratur.

Afbildningen xD + D° har som definitionsmengde alle diffe-
rentiable funktioner med alle mulige definitions intervaller.
Hvis a,b ¢ I ind i C er kontinuerte afbildninger af intervallet
I, er ab + D’ en afbildning, hvis definitionsmengde er alle dif-
ferentiable funktioner med delintervaller af I som definitions-—
mengde. Vi vil kalde aD + D’ en differentialoperator pa& inter-
vallet I. Analogt kan vi betragte differentialoperatorer, i hvil-
ke der optrader differentialkvotienter af flere forskellige
ordener,

Ved ordenen af en differentialligning eller differentialope-
rator, vil vi forstélordenan aff den hgjeste differentialkvotient,
der optrader i ligningen eller operatoren, nar denne er reduceret
g8 meget som muligt.

En different:alligning kaldes linesr, nar den er af fgrste
grad i den ubekendte funktion og dens differentialkvotienter. En

linesr differentialligning har saledes formen

(2" + a__, D" 4eves a,LD1 +a D)X = b,

hvor a,, a,_ys***,8,58,,b ¢ I ind i C(eller R) er kontinuerte
funktioner. Hvis b er nulfunktionen, kaldes ligningen homogen.

Hvis ay ikke er nulfunktionen, er ligningens orden n.
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Mere generelt kan vi betragte differentialligningssystemer

med flere ubekendte funktioner, f.eks.

il

1
X a,lX + me

v! X + bZY’

Y

it

8o
hvor ays by, 8, b, ! I ind i ¢ (eller R) er kontinuerte funk-
tioner.

Problemet at lgse en differentialligning er en generalisa-
tion af stamfunktion problemet, der netop er ensbetydende med
1gsning af en differentialligning af formen X' = f. Derfor er det
ikke overraskende, at lgsning af visse simple differentiallignin-
ger kan gennemfgres ved stamfunktionsbestemmelser. S&ledes har vi
fglgende satning:

Setning 5.1. Lad I ¢ R vare et interval og lad a, b : I ind
i ¢ vesre kontinuerte afbildninger. Lad A vere en stémfunktion til
a, og lad B varec en stamfunktion il eAbo Da er
{eﬁAB + ce_Alo € C} netop mengden af lgsninger til differential-
ligningen X' + aX = b. Hvis a og b afbilder ind i R, og A og B
velges, s& de ligeledes afbilder ind i R, fas de reelle lgsnin-
ger netop for reelle vardier af c.

Bevis. Lad 11 vare et delinterval af I, og lad f : I1 ind i
¢ vere en differentiabel afbildning, Vi vil prgve, om f passer i
differentialligningen X' + aX = b. For at gennemfgre det, sstter
vi g = eAf, altsd f = e—Ago 84 er g : I, ind i 8 en differentia-
bel afbildning, og vi far
A

(D + ad’)f = D(e‘Ag) + ae g

g pA + e 7PDg + ae™g

il

e—ADgy

i

idet DA = a., Vi ssr siledes, at £ tilfredsstiller differential-
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ligningen, hvis og kun hvis Dg = eAb, altsd g = B + ¢, hvor ¢
er en kompleks konstant. Lgsningerne er siledes netop funktioner-

ne (B + c)e_A. Dermed er satningens fgrste péstand bevist. Den

anden fglger helt umiddelbart.

Specielt far vi for b = O, at den homogene differentiallig-
ning X' + aX = 0 har l¢sningsmazngden {ce-Aﬂc € €}, hvor A er en
stamfunktion til a. Dette ville vi fa ved fglgende raskke af ikke

helt korrekte omformninger

X' + aX = 0,

S®tning 5.1 har sdledes legaliseret denne regnemetode - men det

gar selvfglgelig ikke an at satte logiske skvivalenstegn mellem

ligningerne,

Efter at den homogene ligning X' + aX = 0 er 1lgst, kan vi
lgse den inhomogene ligning X' + aX = b ved at prgve med ue_‘A9

hvor u er en ubekendt funktion. Derved fas netop ligningen
Du = e+Ab til bestemmelse af u.

Eksempler. Ligningen
X' -X=0

har lgsningsmengden {c exlc € 0} og den reelle lgsningsmengde

fc exlc € R}. For at lgse ligningen

. X o o .
prgver vi med u e og far Du = 1, u = x + ¢, sa lgsningsmazngden
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bliver {(x + c)e|c e &].

Det er ofte let at gatte en lgsning til en differentiallig-
ning, og hvis vi kan gette en lgsning, kan vi udnytte vort kend-
skab til lgsningsmengdens form ved bestemmelse af denne.

Fksempler
X"‘X=Xc

Vi prgver at indsatte funktionen -x pa venstre side, og vi far
da resultatet x - 1. Derved kommer vi pa sporet af lgsningen
-x - 4, og lgsningsmengden bliver {- x - 1 + cexlc e C}.

Vi lagger merke til, at alle lgsningerne til de betragtede
differentialligninger eksisterer pa hele det interval, hvor a og
b er kontinuerte., Det er klart, at enhver restriktion af en lgs-
ning til et delinterval igen bliver en lgsning, men det er rime-
ligt ikke at tage s&danne restriktioner med, ndr vi angiver lgs-
ningsmangden.

Af satning 5.1 fas helt umiddelbart fglgende s:tning:

Setning 5.2. Den homogene differentialligning X' + aX = O,
hvor a ¢ I ind i ¢ er kontinuert har nulfunktionen som lgsning

(nullgsning), og for alle andre lgsninger gmlder det, at de ikke
antager verdien O pa intervallet I,

Endvidere har vi fglgende satning:

Setning 5.3. Lad I ¢ R vare et interval og lad a,b:l ind i
¢ vere kontinuerte afbildninger. Lad x, € I og y, € 0 vare vil-
k&rlig valgt. Da har differentialligningen X' + aX”gétop én lgs—
ningsfunktion f, der tilfredsstiller betingelsen f(x ) = ¥,

Bevis. Lgsningen

£=ebB+ce™, cet
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tilfredsstiller den stillede betingelse, hvis og kun hvis

A(x )

e-A(X°>B(XO) + ce- o] = yo’

altsd hvis mg kun hvis den komplekse konstant ¢ har verdien

A(x,)

yoe - B(Xo)o

Dermed er sstningen bevist.

Den i satning 5.3 omtalte lgsning kaldes den ved begyndel-
gsesvaerdierne (xo,yo) bestemte partikulare lgsning.

I matematikkens anvendelser i fysik, kemi, teknik etc. far
man ofte brug for at bestemme en partikulsr lgsning til en dif-
ferentialligning pa grundlag af givne begyndelsesvardier.

Eksempels. Et radiocaktivt stof sgnderdeles med en hastighed,
der er propertional med den forhadndenvsrende stofmengde. Er den-
ne m gram er sgndringshastigheden %%gram/sekund s8ledes lig med -
km gram/sekund, hvor k er en positiv konstant. Lad os antage, at
stofmengden er m, gram pd tidspunktet t = O. Opgaven er da, at
finde den lgsning til differentialligningen %% + km = o, som for
t =0 har vsrdien m_ .« L@sningsmangden bliver {ce-ktlc € R}, og
den sggte lgsning bliver derfor m = m_ e »

AT setning 5.1 far vi ogsd fglgende satning, der i gvrigt
ikke vedkommer differentialligningsteorien, men som har en vis
selvstendig interesse:

Setning 5.4. Lad I ¢ R vare et interval, og lad £ : I ind i
C \ {0} vare en differentiabel funktion. Der findes da en diffe-
rentiabel funktion g : I ind i C, s&ledes at f = e,

Bevis. Funktionen f er en lgsning til differentialligningen

f'
X'—%—'X:Q9
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og den kan derfor skrives pa formen c eA, hvor A er en stamfunk-
t

tion til %—u Men da ¢ 4 O, kan ¢ skrives pa formen eq-, og vi
far derfor £ = &7% . Dermed er setningen bevist.

Funktionen g i s®tning 5.4 kaldes en kontinuert logaritme
til £+ Der findes, uendelig mange forskellige kontinuerte loga-
ritmer til f, nerlig alle funktionerne g + 2pr i, hvor p € Z.
Setning 5.4 bevarer sin gyldighed, hvis vi begge steder andrer
"differentiabel" til "kontinuert', men denne mere generelle pa-
stand ma vises ved helt andre metoder.

Lad I ¢ R vare et interval og aysaq,b ¢ I ind 4 & kontinuerte

afbildninger. Differentialligningen
. t —
amX + aOX =D

kan da lgses ved hjelp af setning 5.1, e€¢fter at vi har divideret
igennem med 8y Hvis 8, har nulpunkter, vil s@tning 5.1 og der-
med s®tning 5.3 kunne anvendes pa hvert af de intervaller, i

hvilke nulpunkterne for a, deler I. Sztning 5.3 vil s®dvanligvis

ikke gmlde, hvis x_ er et nulpunkt for 8y

Eksempler. Differentialligningen

har lgsningsmangden
1
{1 +ce® | ce 0.

Kun for ¢ = O fas en lgsning, der er defineret for x = O. Alle
andre lgsninger har grensevaerdien O fra venstre i punktet O, me-

dens dens numeriske vardier gir mod «~, nar x gar med O fra hgjre.

Differentialligningen

cos x X' + sin x X = 1
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har lgsningsmengden

fsin x + ¢ cos x | c € 0},

Her er samtlige lg¢sninger differentiable afbildninger af R ind i
C, men hvis x er et ulige multiplum af % m, antager samtlige lgs-
ninger samme vardi, og begyndelsesvardier (xo,yo), hvor x_ er et

ulige multiplum af %—w, vil derfor ikke bestemme en partikular

ldsning.

Vi vil nu g& over til at studere to sammenhgrende linemre

hombgene differentialligninger med to ubekendte funktioner,»altsé

et systen

a1X + b1Y

&‘2X + b2

X?

I

(2)

Y' Y,

{1

hvor a1,b1;a2 og b2 er kontinuerte afbildninger af et interval

I ¢ R ind i de komplekse tal,

At et funktionspar (f,g), hvor f og g er differentiable af-
er et losningspar til (2
bildninger af et interval 11 ¢ I ind 1 de kompléﬁgérkal. etédgr

at
(3) f£' = a1f +b,g og g' = a,f + byge

Intervallet I,l kaldes definitionsintervallet for lgsningsparret
(fsg)?
For to lgsningspar (f19g1) og (fz,gz) med samme definitions-

interval I1 ¢ I indfgrer vi lgsningsparrenes determinant

r, 1

gy 8

= T

(L) 4= - 18,

182

Lgsningsparrenes ceterminant afhsnger af parrenes rakkefglge, idet
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den skifter fortegn, nar parrene byttes.
Setning 5.5. Hvis determinanten for to lgsningspar ikke er
identisk O, vil den overhovedet ikke antage vardien O.

Bevis. Ved differentiation af determinanten (4) far vi, idet

(3) gzlder for begge lgsningspar, at

a' = e, £, - Tlogy - fgy =
(a1f1 + b1g1)g2 + fﬂ(azfz + 0,8,)
(a1f2 + b1g2)g1 - fz(a2f1 t bog,) =
ay(£18, = To8y) + py(f48, = fogy) = (ay + D)o,

Lgsningsparrenes determinant er sdledes en lgsning til differenti-

alligningen
! — ot
X (a1 + bz)X = 0,

og pastanden fglger derfor af satning 5.2. Dermed er saztningen be-
viste.

Det lader sig ikke ggre at opskrive lgsningsmengden til (2)
pé& lignende made som for den enkelte linemre differentialligning
af fgrste orden. Det kan faktisk vises, at lgsning af systemet
(2) ikke kan reduceres til endelig mange stamfunktionsbestemmelser.
Vi kan “midlertid bevise, at der findes lgsninger til (2), idet
vi har fglgende sstning:

Saining 5.6. Ligningssystemet (2) har to lgsningspar med I som
definitionsinterval og med determinant forskellig fra nul.

Bevig. Vi vaelger x € 1 vilkarligt. Vi definerer to fglger
(¢n) og (wn) af a‘bildninger ¢ _, ¢, : T ind i &, idet vi satter

9, =15 ¢, = 0 og rekursivt for n € N
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¢n+1

GO = [ (8, (05,(0) + (e (e))at

(5)
ben () = [ (200, (8) + B, (6, ()t
X

o]

For n € N har vi da relationerne

! — & e
(6) @'y = ayPpaq * Pylyg 0B Yy = Agpp g T Dy

Lan nu [a,8] ¢ I vere et begranset, afsluttet delinterval, som
indeholder x_ . Ifglge en satning fra gymnasiematematikken er de
kontinuerte funktioner a1,b1,a2 og b, begransede pd [a,B]y og vi

kan derfor velge =t positivt tal M, saledes at
vt e [a,p] (la,(t)] < M, |b, (8)] < My [op(8)] < M)

Vi pastir nu, at dette medfgrer, at vi for n = 0 v n € N og for

alle x € [asB8] har vurderingerne

n n
(7) ISDn(X)i < (2M|Xn?X,,,) , Wn(x)l < (o] x ;IXAJ) .

Denne pastand vises ved induktion efter n., For n = 0 er vurderin-
gerne &benbart rigtige, og hvis (7) antages opfyldt, far vi ved

hjelp af (5), at

X
0,00 () [/X o, (89, (8) + by (t)y, (8)]at] g

X n+1
_ n _(emlx - x.|)
/x“'t 7] - o+ 11

n
2l
S“‘;i‘%’o 2M 2

og analogt for |¢I+1(x)|n Dermed er induktionsbeviset gennemfgrt.
Af (6) og (7) fgleer nu, at vi for n € N og x € [a;8] har vurde-

ringerne

(oM x-x | )27

- . n-1
(8) Jo'p(x)f g ou (QM,%nfi%% RIANCOI Iz (n=71)!
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AL swtning 2.42 fylger nu, idet vurderingerne (7) viser, at der
o g2M§§—a}2n . -
konvergente razkke ( > ) er majorantrskke for rmkkerne (@n)

n-1
og (¢n), og at den konvergente rzkke (2M£2M§ﬁ:?§% ) er majorant-

rakke for rekkerne (¢'n) og (¢'n), at rekkerne (¢ ), (wn), (@'n)
og (¢'n) alle er ligelig konvergente p& [a,B8]. Intervallet [u«,p]
var ¢t vilkarligt afsluttet, begrenset delinterval af I, som in-
deholdt X5 08 vi har derfor vist, at de fire rzkker konvergerer
ligeligt p& ethvert afsluttet begrenset delinterval af I. Dermed

har vi specielt vist, at de fire rekker konvergerer i ethvert

punkt af I, Vi smtter

o0 o0
f.= 2 o, 8, = 2 ¢_
1 n=0 n 1 n=0 n

idet ¢ og ¢ er konstante, f&r vi ifglge smtning 2.42 og (6), at

(e e] cO O
f‘:Zgo':a 2§0 + Db ZQ[/ =a,f, +Db,g
1 neq D 1 e n-1 1 e n-1 171 1=
. co [ee] (o]
gly = 2 ¢' =a, Do, +b, DY, =a,f, + byg,,
1 neq 0 2 neq B 1 2 neq B 1 271 2°1

nvilket viser, at f, og g, er lpsninger til (2), Af (5) fglger, at

p(x) = ¢ (x)) =0 for n € N, og vi har derfor
£,(x) = o (x) = 1,8,(x)) = ¢ (x)) =0,

Vi gemmemf'grer nu ordret den samme konstruktion med den ene sn-

dring, at vi begynder med Qo = 0, wo = 1, og vi fAr derved et an-

det lgsningspar (f,,g,) med fz(xo) = 0, g2(xo) = 1., S4 bliver

A(XO) = f1(xo)g2(xo) - fz(xo)g1(xo) = 1, og lgsningsparrets deter-

minant er derfor ikke identisk O, Dermed er s#tningen bevist.
Setning 5.7. Hvis (f1,g1) og (f2,g2) er lgsningspar til (2)

0g cy5C, €T vilkarlige komplekse tal, er
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(c,lf1 + szz’ ¢, 8, + ngz)

et lgsningspar til (2).

Bevis. Det ses umiddelbart ved indssttelse i ligningerne.

Det er nu heldigt, at smtningerne 5.6 og 5.7 i virkelighe-
den giver os all lgsningspar til ligningsystemet (2). Dette frem-
gar af den fglgende satning:

Sztning 5.8. Lad (fi,g1) og (fz,gz) vare lgsningspar med fra
nul forskellig determinant A til ligningssystemet (2). Lad F,G : I
ind i & vare kontinuerte funktioner. Lad Am og A2 vere stamfunk-
tioner til %-(ng - sz) og %(Gfm - Fgm). Det inhomogene lineazre

differentialligningssystem

-
X1 = a1X + b1Y + B

v
X2 = a2x.+ sz + G

(9)

har da lgsningsmengden

{(A4f1 + AT, o+ c £y + cofp, Aygy + Ayg, + cyg, + 02g2)|c1,02
€ .
Bevis. Funktionerne f1,g1,f2,g2 og derfor tillige
6= 1f,8, - f2g1 er differentiable pd I og vardimsngden A(I) inde-
holder ikke O, Lad f,g : I ind i & vere differentiable funktioner.
Der eksisterer da differentiable funktioner u1,u2 ¢+ I ind i G,

sdledes at vi har

u,f

e + u2f2 = f

(10)

+ u

it

Uy 8y 08y = 8

Lgsning af ligningerne med hensyn til u, og u, giver nemlig

1 1
u»] = Z (fgz - gf2)9 u2 = Z (gfal - fg,])?

t




Maite 4; 1966"‘67 MA 501“-

og da A ikke antager vardien O, er disse udtryk virkelig diffe-
rentiasle funktioner pad I. Vi indsstter nu f og g i ligningerne
(9), idet vi udnytter (10) og benytter, at (f1,g1) og <f2’g2) er

lgsninzspar til {2). Derved far vi

1 ' —
u1f1 + u2f2 = R
t
2

(11) ,
u,]g,1x + u g, = G,

Altsd er (f,g) et lgsningspar til (9), hvis og kun hvis u, og u,

tilfredsstiller {41), alts& hvis og kun hvis

'..1'v - v A -
up = ~(%g, - of,), uy = x(ef, - Fg,),

hvilke’ er ensbetydende med, at der eksisterer komplekse konstan-
ter Cy2Cos sdledes at Uy = A1 + Cys U2 = A2 t Coe
Dermed er sstningen bevist.

Setning 5.9. Determinanten A til to lgsningspar (fm,g1) og
(f29g2) til (2) bliver 0, hvis og kun hvis et af lgsningsparrene
fas ved at multiplicere det andet med en passende konstant.,

Bevis. Af sztning 5.6 €g¢lger, at (2) har lgsningspar (f1981)
og (f2,g2) med fra O forskellig determinant. Af s®tning 5.8

fglger dernsst, at to vilkarlige lgsningspar til (2) har formen
! t t t
(o) + cpfpys chgy + cp8,) o0g (o4fy + cif,, oy + cpgy),

g8 determinanten bliver

(c1f1 + czfz)(c,;g1 + cégZ) - <04g4 + 02g2)(c,;f1 + Céfz) =
v 1 - :
(cyep = ooy )(fye, = Toey)s

Lgsningsparret har altsd determinant O, hvis og kun hvis

cmcé czo% = 0, altséd hvis og kun hvis talparrene (01302) 0og
(o%,cé) er propertionale., Dermed har vi bevist "kun hvis". Vi
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bemzrker, at "avis" er helt trivielt; idet det erklart, at pro-
portiongale i¢gsniagspar har determinanten O.

Dzn waesentligote vanskelighed ved udvidelsen af de foregi-
ende rzsultater til n differentialligninger med n ubekendte er,
at vi ikke endnu har determinanter med n s¢gjler og rskker til
réddishzd. Dette vil der imidlertid i arets 1lgb blive ré&det bod
pa i forelazsningsn over algebra og geometri. Derefter vil selve
udvicelsen af satningerne til n ligninger med n ubekendte ikke
frembyle nevnevsr-dige vanskeligheder. Det er endda si heldigt,
at nstop det lanze bevis for satning 5.6 helt umiddelbart lader
sig generalisere, hvorimod generalisationerne af sziningerne
5.5 og 5.8 kmsver enkelte hjslpemidler.

I forskellipe specielle tilfwlde kan lgsning af to linewmre
differcntiallign.nger med to ubekendte reduceres til lgsning af
t0 lincere differentialiigninger ai’ fgrste orden med hver én

ubekendt, Vi vil blot omtale ligningssystemet

dxj , B i -

(11) aim = (e +apxy) o) + 0, (%)
C;.‘CQ
a«“i,; = (5—121){,] + 322X2) QD(t) + fZ(t)’

hvor Y er komplekse tal, medens ¢, f19 f2 : I ind i C er kon-

I E

tinuerte funktioner pa et interval I.
Vi indfgrer en ny ubekendt funktion
(12} y = D‘Xa‘ + pZX?ﬁ

hvor p1 0g p, er komvlekse tal, som vi senere vil valge pa en

passence made, Vi far da af (42) og (11), =t

( (aai ,’ 1{1 -+ 8421 I'Z )~?“,1 B (a] 2})1 " 8‘22132 )}:2) vi




Velger vi nu specielt Py 08 Dy sdledes at

(13) ay4by * apPy = Apy

ayoPy + 8550, = APy

hvor N er et komplekst tal, far ligningen formen

Q

() g5 = o(t)y + pyf, (%) + p F(8),

og bliver saledes en linesr differentialligning af fg¢rste orden
med én ubekendt.

Forudsat, at p, + 0 og P, } 0 er ligningssystemet (11) ens-
betydende med det system, der bestar af én af ligningerne (11)
samt ligningen (44) kombineret med definitionen (42) af y. Det
er klart, at valget Py =Py = O er uanvendeligt og Py = 0 eller
Py, = 0 bevirker, ‘'at ligningen (14) bliver identisk med en af de
oprindelige ligninger. Disse muligheder har derfor ingen interes-—
864

Af (13) fremgar, at Py °g p, er lgsninger til ligningssyste-

met

(9-.11 - ?\)p,‘ + 321]?2 =0

(15)
0,

ay00y + (app = Np,

og det er derfor ngdvendigt at valge N\, saledes at dette lignings-
system har andre lgsninger end (0,0). Dette indtreffer, hvis og

kun hvis ligningssystemets determinant er O. Vi m& altsad valge

Ny saledes at

840 00

hvilket giver andengradsligningen
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a a
(16) %2 - (a11 + azé)k ] 2

il
(@
L]

812 ®op

Nar N er valgt, s& (46) er opfyldt, tilfredsstilles (15) af
(p1,92) = (a21,% - a11) samt af ethvert talszt, der fas ved mul-
tiplikation af dette med vilkarlige komplekse tale.

Nar N og (p1,p2) er valgt, kan (14) opskrives og ved lgs-
ning af (14) fas en vis lgsningsmangde. For hver lgsning y = n(t)
far vi en relation p,X, + pyX, = n(t). Denne giver
x, = ~p.2-1p1x1 +p3' n(t), hvilket indswttes i den fgrste af lig-
ningerne (11), og dermed bestemmes xys 08 derefter fis x, af det
udtryk, vi netop benyttede.
| Hvis (46) har to forskellige lgsninger, far vi to sat ver-
dier (%,p1,p2) ng (x',pi,pé). Ved lgsning af de to dertil svaren-
de forskellige udgaver af (14) bestemmer vi p,lx1 + p,X, 08
DiE, + péxz, og x, og x, fds derefter ved lgening af to sedvan-
lige line=re ligninger med to ubekendte. Det ses umiddelbart, at
talszttene (p1,pé) og (p%, pé) aldrig vil kunne blive indbyrdes
propotionale.

En ulempe ved den her beskrevne metode er det, at ligningen
(16) kan have imaginzre lgsninger, selv om ligningerne (11) er
reelle, og lgsningerne fas da pa kompleks form, og det vil even-
tuelt krave en del ekstra ulejlighed at sortere de reelle lgs-
ninger fra.

Eksempler. Vi forsgger fgrst med ligningssystemet

dx1

— = (x1 + 2x_)cot t + cost

2

dX2

. 2
e (5x1 + 2x2)cot t + sin‘t.

I dette tilfzlde bestemmes N af ligningenmn
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A - 3N -4 =0

med rgdderne L4 og -1 svarende til (p1,p2) = (1,1) og (p%,pé) =

(3,~2) s I overensstemmelse hermed adderer vi ligningerne og far

d(x1+x2)

R = UL cot t (x1 + xz) + 1,

som giver lgsningerne

L

(17) X +x, = —sin3t cos t - %sin t cos ot + ¢,sin’t, cy € ¢
og analogt fas ved at multiplicere den fgrste ligning med 3, den
anden med -2 og addere

d(3x1—2x2)
at

= - cot t(jxm—2x2) + 3 coszt - 231n2t,

som gilver lgsningerne

3 c
- _ _ bcos”t 2
(18) 5%y = 2%y = 2 cot b - SoEe—w 4 oS,

Ved at 1lgse (17) og (418) finder wvi

)
= 2 _cosTt | 254,53 - 3, .2 . L

x1 = 5cot t Ssin T 581n t cos ¢t 1551n t cos”t + 50151n t +
-
5 sin t

Xy = Egééﬁ- - gcost - éeinjt cos t -~ 1-sin t coth + éc sinut -

2 3sint b 5 5 5%

c

5sin t’?

og dermed har vi fundet samtlige lgsninger til differentiallig-
ningssystemet. De reelle lgsninger fremkommer netop, nar cy ©8

02 er reelle.

Lad os dernzst forsgge at lgse det homogene ligningssystem

ax _ 3=y dy | bxey
dt " ein t ? dt ~ sin t°
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I dette tilfazlde hestemmes A af ligningen
7\2-2X+1=O,

som kun har den ene rod N = 41 svarende til (p1,p2) = (21-1). Vi

far séledes ligningen

a _ 1 _
a"{ (ZX—y) Sint( y)

med lgsningsmengden
1
{c tg §¢ | c € C}.

Indszttelse af en lgsning 2x - y = c1tg %t i den fgrste af de

oprindelige ligninger giver
4
t = 5int " Tsin t’

som har lgsningerne

_ 1 1. 1
X = c1tg 5t log | tg 5t | + c, g 2#.

Endvidere far vi
= 2x - (2x - y) = 2¢c,tg 1y log | tg 1-t | + (2¢, ~ ¢ )tgit.
y = Y = Cye 3 p) 2 T Cq/ BT
Vi har saledes fundet de to lgsningspar

1
(tgjgt, 2 tg 3 t)

og

1 1 1 4
(tg Tt log |tg £t|, 2te 5t log |tg st| - tg 2t).

Som et sidste eksempel pa& to linemre ligninger med to ube-

kendte betragter vi systemet
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:X-—y+td—'h

2e 2lg

=X+ y+t+14.

I dette tilfslde bestemmes N af ligningen

'}\2—27\-&2:0

med r¢dderne>1 + i og 1~- i svarende til (p1,p2) 1lig med (4,1)

eller (4,-i). Vi far sdledes de to ligninger

(19) é% (x+iy) = (4+1)(x+iy) + (A1)t - 4 + i
E@’E(x—iy) = (1-1)(x-iy) + (4-1)t = 1 - i,

som har lgsningerne

x+iy=—t—j§—‘;—i+c1le<1‘+i)t 0,1€C
(20) . 1. A (1-1)%
x-iy=-t-z+3l+c,e . cy € ¢

Vi indsstter

(1)t _ et(cost + 1 sin t), e(m—i)t = et(cos t - i sin )

og far ved lgsning af de sidste ligninger

X = -t - %-+ et(fl—;wfgcos o+ i Sl—%—ig sin t)
y = —>%—+ et(fl—%zigcos t + 2 ; Og—sin t)e
Vi indfgrer nu de nye kons%anter
c{ ) cy ; 029 Cé': cy ;ic2 ,

og lgsningerne kan skrives

t

X = =t + e c{cos t - césin t)

[\)'.\ [\)q._x

(
+ et(c'cos t + cisin t).

y = - 2
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Vi skal knytte et par kommentarer til regningerne. Lignin-

gerne (19) er hinandens konjugerede. De tilsvarende homogene lig-

ninger er lgst rutinemsssigt, men bidragene -t - %'; %i er fundne

ved at prgve, om et fgrstegradspolynomium tilfzldigvis passer i
ligningerne. Da ligningerne er hinandens konjugerede, kan lgsnin-
gén til den sidste umiddelbart skrives op, nhar den fgrste ligning
er lgst. Hvis vi ¢gnsker at opskrive en tilfeldig valgt lgsning
til hver ligning, ma vi selvfglgelig indfgre to forskellige inte-~
grationskonstanter, Indfgrelsen af de nye konstanter c{ og cé be—
virker netop, at de reelle lgsninger til ligningssystemet fremkom=
mer, nar konstanterne valges reelle.,

Vi vil nu gd over til at omtale linemre differentiallignin-~
ger af anden orden. Teorien for disse ligninger reduceres umid-
delbart til den ovenfor udfgrligt behandlede teori pa& grund af
fplgende sstning:

Smtning 5.10. Lad a,,8,, £ : I ind i C vere kontinuerte pa
intervallet I, og 1ad,I1 ¢ I vere et vilkarligt delinterval. En
to gange differentiabel funktion ¢ : I1 ind i ¢ vil da vare en

1gsning til den linesre differentialligning

(21) Xt o+ a1X' +aX = f,

hvis og kun hvis (p,p') er et lgsningpar til differentiallignings-

systemet

X' =y
(22)

t -
Y = a2X a,lY + f.

Hvis (¢,¢) er et lgsningspar til dette ligningssystem, er ¢ = ¢'

og ¢ er en lgening til (21).
Bevis. Lad ¢ vare en lgsning til (21). Ved indsazttelse af
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af (ps9p') i (22) ses umiddelbart, at (p,p') er et lgsningspar.
Lad dernmst (¢, ) vaere et lgsningspar til (22). Den fgrste af
ligningerne (22) giver da, at ¢' = ¢, og derefter viser den sid-
ste ligning, at ¢ er en lgsning til (21). Der med er satningen

bevist.

Ved hjelp af sptning 5.10 kan vi overfgre satningerne om
sammenhgrende linesre differentialligninger af anden orden til

differentialligninger af anden orden.

Hvis ?4 °g ¢, er lgsninger til den homogene iigning

[ ! —_
(23) X'+ a,X' +aX=0,

er (¢1, ¢%) og (¢2, ¢é) lgsningspar til det homogene ligningssy-

stem

X'=Y

()

og lgsningsparrets determinant

|§D1 Po _ . ,
S PyPo T PPy

t¢1 ﬁoé

kaldes i dette tilfelde Wronski-determinanten for Py 08 Py

Af smtningerre 5.5 og 5.9 far vi nu umiddelbart fglgende
getning.

Seining 5.11. Wronski-determinanten for to lgsninger ¢, vg€ ¢,
til (23) er identisk nul, hvis og kun hvis en af lgsningerne er
en konstant gange den anden lgsning. Hvis WronskiFdeterminanten
ikke er identisk nul, antager den overhovedet ikke verdien nul.

Yderligere fremgér det af beviset for satning 5.5, at Wron-
ski- determinanten er en lgsning til differentialligningen

X' o+ a1X = 0,
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Af s®tning 5.6 far vi eksistenssmtningen:

Sietning 5.12. Ligningen (23) har to lgsninger med defini-
tionsinterval I og med fra nul forskellig Wronski-determinant.

A? smtning 5.8 far vi endelig fglgende satning om lgsnings~
mesngden til (21):

Setning 5.13. Lad ¢, 0g ¢, vere lgsninger med fra nul for-
skellig Wronski-determinant A til ;igningen (23). Lad Ay og A,

Foo Ty
vere siamfunktioner til - ——= og — . Ligningen (2%) har da

lgsningsmengden
{Ag04 * hopy + cypy *+ copy | cys ey € O

De. vi ikke har en rutinemzssig lgsningsmetode til rédighed,
er vi for det meste henvist til at bestemme lgsningsmengden ved
1idt systematisk gmstteri. Vi vil dog fgrst se pa et par speciel-
le tilfselde, hvor gastteriet kan undgis. Fgrst bemsrker vi, atvi i
det specielle tilfzlde, hvor ligningen har konstante koefficien-
ter, kan lgse det tilsvarende system af to ligninger med to ube-
kendte, og gmtteri bliver sidledes overflgdigt. Det er imidlertid

lettere at benytte de fglgende to sstninger.

Setning 5.14. Lad x2 + ax + b vaere et andengradspolynomium
med rgdder o og B. Hvis a + B har den homogene differentiallig-
ning X'' + aX' + bX = 0 lgsningsmengden

ax Bx
{c1e + el | cys Cp € &1
Hvis a = B, har differentialligningen lgsningsmzngden

{(913 + czg)eO(’X | ¢4s c, € CF,

Bevis., Det ses direkte ved indszttelse, at e** og eﬁx er

lgsninger. For a = B er ingen af disse lgsninger en konstant
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gange den anden, og det fglger derfor af satning 5.13, at lgs-
B er a = =20,

ningsmengden netop er den anfgrte. I tilfazldet o
b = az, og direkte indsattelse viser, at x ** i dette tilfmlde
er lgsning, og vi kan derefter rasonnere som i det feregédende til-
falde.

Setning 5.15. Lad x2 + ax + b vere et andengradspolynomium
med reelle koefficienter. Hvis polynomiet har to forskellige re-

elle rgdder o og B, har differentialligningen X'' + aX' + bX = O

den reelle lgsningsmangde

ox X
{c1e + czeﬁ | cys ey € Ri.
Hvis polynomiet har en reel dobbeltrad o, har differentiallignin-

gen den reelle lgsningsmengde
ax
{(c1x~+02)e | ey c, € Ri.

Hvis polynomiet har de indbyrdes forskellige komplekse rgdder
- %a + iy og - %a - iy, har differentialligningen den reelle
lgsningsmengde
- dax
fe (c1 cos yx + ¢, sin yx) | Cys Cp € Ri.
Bevis. I de to fgrste tilfelde fremgdr resultatet umiddel-
bart af sstning 5.14. I det sidste tilfwlde giver satning 5.14,

at en vilkarlig kompleks lgsning har formen

(- %a+iy)x (- %a—iy)x
c, e’ + ¢, € =
1 2
- %ax
e (01(cos yx + 1 sin yx) + cy(cos yx - i sin yx)) =
- %ax
e ((01 +'c2)cos yx + i(c1 - cz)sin YX) o

hvor 01 og 02 er vilkarlige komplekse tal. Resultatet bliver en
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reel lgsning, hvies og kun hvis

er reelle tal. Hvis c{ 0g cé er vilkarlige reelle tal, kan Cy og

Cy bestemmes, sd disse ligninger gmlder. Dermed er satningen be-

vist.

FEksempler. Da polynomiet x2 - 41 har rgdderne 1 og -1, har
differentialligningen X'' - X = 0 lgsningsmazngden
{c1ex + 028~X|01,02 € ¢}, Da X2 - 2x + 1 har 4 som dobbeltrod,
har differentialligningen X'' - 2X' + X = 0 lgsningsm@ngden
{(c1x + 02)6X|c1932 € C}. Da polynomiet x° + 1 har rgdderne i og
-i, har differentialligningen X'' + X = O den reelle lgsningsmengde
fc,cos x + c,sin x|c1,02v€ Ri.

Hvis c1 og c, €r reelle tal, som ikke begge er 0O, eksisterer

~der altid et positivt tal ¢ og et reelt tal ¢, siledes at

C; = C CO8 ¢y Cy = C sin ¢, og vi f&r da omskrivningen
c,C08 yX + c,8in yX = ¢ cos (yx - ¢).

"Den sidste af de i sztning 5.15 anfgrte lgsningsmengder kan der-

for ogsé -skrives pad formen

4o
- =ax

fc e “ cos(yx —g)lc€ [0,0l;0 € R}W

Denne skrivemdde foretrmkkes ofte i de fysiske og tekniske an-
vendelser. En lgsning af den anfgrte form kaldes en dampet sving-
ning, og %a kaldes dsmpningen (man taler eventuelt om negativ

dempning). Stgrrelsen vYX - ¢ kaldes fasen, og ¢ kaldes fagskon-

stanten.

Hvis a og b er konstanter, og £ ¢ I ind i & er en funktion
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p& et interval I, lgses differentialligningen
X' + aX' +pX =°

ved, at den tilsvarende homogene ligning fgrst lgses ved hjelp
af smtning 5.14 eller 5.15, og den inhomogene lignhing lgses der-
efter ved hjelp af satning 5.13. I mange tilfwlde er det dog
lettere at bruge 1lidt systematiék getteri. De fglgende bemerk-
ninger er ment som en vejledning i dette gmtteri.

Hvis £ er et polynomium, har den inhomogene differential-
ligning en lgsning, som er et polynomium af samme grad.

Eksempel., Vi vil 1lgse ligningen
L \ 2
X'+ X' - 2X = LxT o+ 2x = 7.

Polynomiet x2 + X = 2 = C har rgdderne 1 og -2, og den homogene

ligning har derfor lgsningsmangden

{c1eX + cze-lec,l,c2 € 3.

Vi indsa:tter —2x2 i ligningens venstre side og far uxz - Lx - 4.
Det er 6x -~ 3 "for 1lidt". Vi indsztter -3x og far 6x - 3., Altsa

er - 2x2 - 3% en lgsning, og lg ningsmengden er

f~- ox% = 3x + c1ex + 326-2XI01902 € Ci.

Den reelle lgsningsmengde fas ved at skrive R istedet for o

Hvis f(x) har formen P(x)eax, hvor P(x) er et polynomium
har den inhomogene differentialligning en lgsning af den samme form
Hvie e** ikke er lgsning til den homogene differentialligning,
har det polynomium, der indgar i lgsningen have samme grad som
P(x). Hvis e** er lgsning til den homogene differentialligning
ox

ma polynomiets grad valges 1 hgjere, og hvis xe ogsd er l@gs-
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ning til den homogene differentialligning mé& polynomiets grad

yderligere forhgjes med 1.

Eksempel. Vi vil 1lgse differentialligningen
t 1 2x
X' = LX' + 4X = (x + 1)e"",

Den homogene ligning har 1lgsningerne e og xe2X. Vi prgver der-

for at indsstte XBeZX i venstre side og far

2 2
ux362x + 12X262X + 6x eZX'~ 8X382X - 42X eZX + LLXBe2X = 6X € X.
. 2 2x . .
Vi inds:tter x e i venstre side og far
. 2
uXZGZX + 8x 62X + 2 ezx‘— 8X282X - 8X,62X + uxze X 262X.

Det fremgldr heraf, at den inhomogene differentialligning har lgs-

ningen (%—X3 + %Xz)ezx, og lgsningsmengden hliver

{(%x5 + %X2'+ é1x + 02)e2X|c1902 € Cl.

Hvis £(x) har formen ¢%**(P(x)cos x + Q(x)sin x), hvor P og
@ er polynomier, har den inhomogene differentialligning en lgs-

ning af samme form, men med polynomier hvis grad er lig med den

hgjeste af graderne for P og Q og endda 1 hgjere, hvis e%*cos x

og e*%sin X er lgsninger til den homogene differentialligning.
Det vil eventuelt vaere fordelagtiget at udtrykke cos og sin ved

eksponentialfunktioner fgrst.

Eksempel., Vi vil lgse differentialligningen
X' + X = e®cos x.

Den homogene differentialligning har lgsningsmsngden
{c1cos X + czsin x| SIELR € C}, og e*cos x er siledes ikke lgsning

til den homogene ligning. Vi indsstter eXcos x 1 ligningens ven-
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stre side og far

X X X X
8 Cco8 X - 2¢ sin X - € CcO8 X + € COS X =

X X .
g cos X - 2 € 8in Xx.
s b C g s . 0
Vi indsatter e sin x 1 ligningens venstre side og far

X . X X . X .
e sin x + 2e¢cos X -~ e s8in X + ¢ 8in X =

X X .
2 € cos X + & sin x.

Det fremgar heraf, at % ex(cos X + 2 sin x) er en lgsning til
den homogene differentialligning, og lgsningsmzngden bliver der-

for

1 X . .
{Ee (cos x + 2 sin x) + ¢ o8 X + c,8in x| cysCy € G}

Hvis f(x) er en sum af flere led, kan gatteriet bekvemt

gennemfgres for hvert led for sig.

Fglgende satning giver os mulighed for at finde frem til
flere differentialligningstyper, der kan lgses eksplicite.
Setning 5.16, Lad g ¢ I ind 1 R, hvor I er et interval, vare

en lgsning til differentialligningen
X'+ aX' + bX = T,

hvor a,b ¢ I ind i R er kontinuerte afbildninger. Lad ¢ ! I1 ind

i I, hvor I1 er et interval, vere en to gange differentiabel
funktion. Hvis differentialkvotienten ¢' ikke antager verdien O péd
intervallet I, og hvis ¢'' er kontinuert, vil dén sammensatte
funktion g o ¢ @ I1 ind i R vere en lgsning til differentiallig-
ningen

X' + AX' + BX = F,
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hvor A, B, F ¢ I, ind i R er de ved

1
A(t) = alp(t))p' (t) - Lok
B(t) = blp(t)(p'(t))?
P(t) = £(p(t)) (o' ()%

definerede afbildninger.
Bevis. Vi swtter x = ¢(t), altsd g(x) = glo(t)) = h(t).

Kaderecglen for differentiation af en sammensat funktion giver da

n'(t) = g'(x) o' (%)

og ved fornyet anvendelse far vi, at g'(x) har differentialkvo-
tienten g''(x) ¢'(t) med hensyn til t, og ved reglen om differen-

tiation af et produkt far vi derfor
2
R''(t) = g''(x) (p'(£))° + g'(x) o' (%),

Ved lgsning af de to ligninger far wvi

g'(x) = %‘%%’

- h”(t 1y {
a0) = ety - it

Da g er en lgsning til den oprindelige ligning, er
g''(x) + a(x) g'(x) + b(x)g(x) = £(x).

Ved indsmttelse af x = ¢(t) samt de fundne udtryk fés

n''(t) alp(t)) (o' (£))° - @"(t)hv(t) + p(o(t))n(t) = £lo(t)),
(o' (N (p'(t))° ’ '

hvilket netop viser, at h tilfredsstiller den i s@tningen anfgr-

te ligning. Dermed er smtningen bevist.
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For ¢(t) = loglat + B| fhs specielt.

o' (1) = =%y ' (t) = —eEemes,
at + B (ot + B)

Hvis g er lgsning til differentialligningen
(25) '+ aX' + pX = f,

er g © ¢ shledes en lgsning il

+ (a+1)a. - o ¥ = & f(log[au+BLl

x'! 5
b (at+p) (ot+8)°
eller panere skrevet

(26) (at+ﬁ)2X" + (a+1)a(ot+8)X" + bo“X = a2f(log|at+ﬁ|)r

Her er differentiationerne med hensyn til t. Ligningen (26) 1gses
ved at 1gse (25) og satte x = loglat + B| i resultatet.

For ¢(t) = Arctgt fas

1 H - 2 t
o (8) = s, 9 (1) = Bty
146 (1 + t7)

og hvis g er en lgsning til (25), er g ° ¢ en lgsning til

X't o+ ?"""t—zz X' o+ b“@‘é"mé X = g—-'(*APCEg*Z"E% c
1+t (1 + t7) (1 + t7)

hvilket ogsa kan skrives
.22?| 2 \y! 7
(27) (4 + t9)X'"" + (a + 28)X' + DX = f(Arctg t).

Denne ligning lgses altsé ved at lgse (25) og satte x = Arctg t-

For ¢(t) = Arc sin t Tés

| vy e
(p < ) o s W.np o' L0 Rttt NN

D . /
V{1-1%) S 4et)D
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og (25) gar i dette tilfmlde over i ligningen
! 2 vt ,-_2 [} .
(28) (1-tT)X'" + (a/(1=%t7)-t)X' + X = £(Arc sin t),

der altsd lgses ved at lgse 25 og sette x = Arc sin t. Det skal
dog bemmrkes, at selv i1 tilfeldet a = 0, £ = 0, kan metoden kun
forventes at give en lgsning i intervallet ]—-1,1[.

Eksempler. Ligningen
(4 + t9)X'"" + 2tX' + X = 0
er ligningen (27) med a = 0, b = 1. Ligningen
X'+ X=0

har lg¢saingerne cos x og sin x, sa den givne ligning har lgsninger-

ne coz(Arctg t) o3 sin(Arctg t), hvilket reduceres til

T e s v M et v

) o
VACRE: t2) V(1 o+ tz)

Lgsningsmengden biiver derfor

c, ¢t
{ ,%_"wwgﬁ) c,9C5 € ¢ } o
V(1 o+t
Ligningen
(1 = t9)X'"" ~ tX' + X = O

er ligningen (28) med a = 0, b = 1, og den har derfor lgsningerne
sin(Arc sin t) og cos(Arc sin t) eller t og V(1 - t2)9 og lgs-—

ningsmengden bliver derfor
fe,t + cy/(1 ~ t2) | e, c, € C}
1 2 S R~

pé intervallet J~4,1[. Det er nu nzrliggende at gmite pa, at




Mate. 1, 1966-67 MA 5.32

lgsningsmengden p& J=~,-1[ og ]1,»[ bliver
fe,t + ca/(85-1) | c 5 o, O]
1 o/ TR

og en prgve vil vise, at dette faktisk slar til.

Enkelte andre valg af ¢(t) vil ogsé fgre til ganske pane
differentialligningstyper, men 1 det store og hele har metoden
ringe betydning. Differentialligningen (26) kaldes Euler's
differentialligning. I 1itteraturen omtales 1 reglen kun det
specieltilfelde, der svarer til a =1, g = O.

Det indtraffer ret ofte, at man kan gette en lgsning til
en linezr homogen differentialligning af anden orden. Vi skal
derfor omtale en fremgangsmade, der kan benyttés til bestemmelse

af lgsningsmengden, ndr en lgsning er kendt.

Vi vil altsd antage, at differentialligningen
X'' + aX' + bX = 0,

hvor a, b ¢+ I ind 1 ¢ har en l¢sning ¢ : I ind i C forskellig

fra nullgsningen, Vi vil da forsgge at bestemme en funktion

u ¢+ I ind i &, saledes at u ¢ er lgsning til differentiallig-

ningen. Indsattelse giver
pu'' + 29'u' + up'' + apu' + aup' + bup = O.
Da ¢ er lgsning +til differentialligningen, reduceres dette til
ou'' + (2¢' + agp)u' = Q,
hvilket viser, a% u' er lgsning til
pX' + (2¢' + ap)X = 0,

Lgsning af denne ligning giver
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hvor ¢ er en vilkarlig kompleks konstant og A er en stamfunktion
til a. Vi bemsrker, at den fundne funktion ¥un er defineret i de
delintervallet af I, hvor ¢ ikke har nulpunkter. P4 hvert af

disse intervaller far vi sdledes lgsningsmangden
‘ g4
{é@ f =5 + C49 | e, cy € &} .
¢

Metodens ufuldkommenhed er ikke s&rlig generende 1 prak-
sis, Vi ved Jjo, at lgsningerne er funktioner, definerede og to
gange differentiable pa hele I. Desuden ved vi, at ¢ og ¢ = up
har fra O forskellig Wranski-determinant, s& ¢ og ¢ har ikke

felles nulpunkter, og sa kan u = %-ikke vere defineret, hvor

¢ antager verdien O.

‘ksempel. Den i vort narmest foregiende eksempel betragtede

lignirg
2yt '
(1 - x9)X'" = xXx'" +X =0

har lgsningen x, der let findes ved gatteri. Indszttelse afl
ux giver ligningen
2) 1

x(1 - xz) 't + (2(4 - x2) -x7)u' =0,

s& u' er lgsning til ligningen

2 X
X'+ (£ - —E—m)x =0,
1 - x
som har lgsningen

1
x%/]1 - X

2 [
|
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Vi fAr altsd u som en stamfunktion til dette udtryk. PA inter-

vallerne ]-1,0[ og JO,1[ far vi

. ax ‘ﬁ/(1-x ) dx + j xdx
x3/(1-x°) %/(1-x°)
]J('l;ﬁ_)_ i /d v (1=x%)
X X

9
X

fm;_ﬂ e (15D /«(1-;521 /()
X X

X

og 1 dette interval har differentialligningen derfor lgsningen
\/(1—x2), og lgsaingsmengden {c1x + 02/(1 - x2)|c1,c2 € C}. P&
intervallerne ]-w, =4[ og ]1, «[ gir integrationen ganske ana-
logt. Det md indrgmmes, at den metode, der her er benyttet til
bestemmelse af stamfunktionen til x~%/|1—x2| i nogen grad er
inspireret af vor forhadndsviden om resultatet.

For et ligningssystem

to_
X' = a1X + b1Y

LI
Y —a2X+b2Y

findes der en ganske tilsvarende metode til bestemmelse af lgs-
ningsmengden, nar en lgsning er kendt. Det er imidlertid svare-
re at gstte et lgsningspar til systemet end at gatte en lgsning
til en differentialligning af anden orden. Det vil derfor ofte
vare fordelagtigt at eliminere en af de ubekendte. Det kan vi

ggre ved at lgsc den fgrste ligning pad formn

(29) Y:%—-X'-Eix,

b! a alb a,b!
1 1 y 171 174
(30) Y' = " XLt ~ (7 + ,-5-—)X' s X
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Nar disse udtryk indsattes 1 den anden ligning i aystemet, frem-
kommer en line®r differentialligning af anden orden med X som

den eneste ubekendte funktion. Derefter bestemmes Y af (29). Det
gses, at nulpunkierne for funktionen b1 vil vaere generende, men

i intervallerne mellem nulpunkterne giver metoden netop lgsnings-
mengden for systemet. Vi har nemlig s¢grget for, at de fundne
lgsningspar tilfredsstiller (30), som er skvivalent med den fgrste
ligning i systemet, og af (29) fglger (30), hvilket medfgrer, at
den anden ligning i systemet er opfyldt, da indszttelse af (29)

og (30) netop giver den anden ordens differentialligning, der

tilfrcdsstilles af X.

Vi minder om, at lgsningsmengden til et system

a1X + b1Y + B

X + b2Y + G

X!

1

YT

1

)
ifglge sstning 5.8 har formen
f£ + 94 * CoPps B * Ci¢1 + cofs | cys Gy € e,

hvor determinanten P4l = 9oy ikke antager vardien O. Heraf
fglger, at der til et givet talsamt (to,xo,yo), hvor t_ tilhgrer
definitionsintervallet for a1,b12a2,b2, F og G, svarer netop &t
lgsningspar (@,¢) med ¢(t,) = x_, ¢(t,) = y,, nemlig det lgs-

ningspar, der fés ved at velge cy | c, som lgsninger til

i
>

£(t ) + cypy(t,) + cppy(t,) = x,
g(ty) + ey, (t,) + o (b)) = ¥,

og disse ligninger har fra nul forskellig determinant. Dette er
begyndelsesverdiproblemet for et system af to lineare differen-

tialligninger af fgrste orden.
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Resultatet overfgres umiddelbart til den linegre ligning

af anden orden
X'+ aX' + bX = £,

hvor ayb, £ : I ind i & er kontinuerte. Hvis (%, ,y,,2,) med x € I
er et givet talsat, findes der netop én lgsning ¢ til differential-
ligningen, som opfylder betingelserne ¢(x,) = y, o8 ¢'(x,) = 2z«

I en fysisk fortolkning kan x = ¢(t) opfattes som en frem-
stilling af en partikels bevagelse p& en ret linie, og differen-
tialligningen udtrykker da, at den kraft, der frembringer partik-
lens bevaegelse er — av -~ bx + £ multipliceret med partiklens
masse og med en enhedsvektor ¢ i den rette linies retning, idet
v ¢ er partiklens hastighed. At begyndelsesvardiproblemet har net-
op én 1lgsning betyder, at partiklens bevagelse er bestemt i al
fremtid, nér det er givet, hvor den starter, med hvilken hastighed
og il hvilket tidspunkt. Kraften afhsnger af sted, tid og hastig-
hed.

Det er narliggende at forsgge at fastlagge en lgsning ¢ til
differentialligning ved et sat af krav af formen ¢(x1) = ym,

@(XZ) = Voo Dette wil ogsd fgre til bestemmelse af konstanterne
ved lgsning af to ligninger med to ubekendte, men i dette tilfalde
har vi ingen garantl for, at ligningerne f&r fra nul forskellig
determinant. Determinanten bliver nul, hvis og kun hvis den homo-
gene ligning har sn lgsning ¢, som ikke er nullgsningen, og som
tilfredsstiller batingelsen ¢(x1) = ¢(x2) = 0. Flere af de behand-
lede eksempler afslgrer, at dette virkelig kan finde sted. En mere
indgéende diskussion af disse spgrgsmdl har betydelig interesse,
men vil fgre for vidt her.

Lal I ¢ R vare et interval, og lad a, b : I ind & R vare
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kontinuerte afbildninger. Ved
¢g = g'' + ag' + bg

defineres en afbildning & : @Z(I,C) ind i 8(1,0). (Se kapitel l,
de fgrste tre sider). Afbildningen & kaldes en linesr differen-

tialoperator af anden orden. Vi skriver ogsa

2 o]
D™+ aD + bDh

o1
n

gller

D2 + aD + b,

(S
fl

hvilket dog ofte vil kunne misforstéds. Linezre differentialope-
ratorer af fgrste orden og af hgjere ordener defineres analogt.

Hvis q ¢ I ind i € har kontinuert differentialkvotient, er

den linesre differentialoperator af fgrste orden

. & =D + qD°

en afbildning af @1(1,6) ind i 6(1I,¢) med den egenskab, at del-
mengden 62(1,0) afbildes ind i 61(1,0). Hvis p ¢ I ind i & er
kontinuert og ¥ betegner differentialoperatoren

o]
¥ =D + pD

har det derfor mening at betragte den sammensatte afbildning

¥ oo : 6%(1,8) ind i 6(I,8). For £ € 8°(I,8) far vi

@f = f' + qf’
altsa

(¢ o) = ' + q'f + gf' + pf' + pgf =
£+ (p + Q)f' + (pa + a")T,




hvilket viser, at
o 2 o
(31) (D+pD°) o (D+gD ) = D° + (p+g)D + (pg+g')D .

Sammensatning af to differentialoperatorer af fgrste orden giver

gsdledes en differentialoperator af anden orden.

Setning 5.17. Lad ¢ : I ind i C, hvor I er et interval, vare

en lgsning til differentialligningen
(32) X' + aX' + pX = 0,

hvor a,b ¢ I ind i C er kontinuerte afbildninger. Hvis ¢ ikke an-

tager verdien O pad intervallet I, er

1 t
D° + aD + bD° = (D + (a + &)D°) o (D - &~ D°),
¢ y  °
Bevis. Vi smtter p = a + %~ , g = - %;. I fglge (34) vil pa-
standen vare vist, hvis det lykkes os at vise, at pg + q' = b.

Udregning giver

Dermed er s®tningen bevist.

Det fremglr a’ sztning 5.17, at ¢ er en lgsning til differenti-

alligningzen

T 4+ aX' + bX = T,

hvor den tilsvarende homogene ligning har lgsningen ¢, som ikke

1
antager verdien O, hvis og kun hvis ¢' - %;-¢ er en lgsning til

t
X'+ (a + 25)x = f.
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Idet A er en stanfunktion til a, far vi heraf

| -A -A
v @l & A s
(// ([ (/I E (p f i gp &) + 01 (p ®

altsa

g€ o (S»g:/ f o &™) 4 cyp [ E;g»+ Cop s
¢ TP
Her er leddene med Cy og 02 overflgdige, men ved for hver mengde
af stamfunktioner at valge en speciel, indsstte komplekse konstan-
ter fAr man netop alle differentialligningen lgsningsfunktioner.
Vi vil her tilfgje nogle bemsmrkninger med det formadl at ska-
be en rsrmere kontakt mellem ovenstédende undersggelser over line-
#re differentialligninger og et kommende afsnit af kursius over
algebre og geometri vedrgrende linesre afbildninger.
Er linesr differentialoperator & = D2 + aD + bD  afbilder
et vektorrum V, = @Z(I,C) ind i et vektorrum V, = &(1,8), idet
a og b forudsettes at vere kontinuerte afbildninger af I ind i C.

For ¢,50, € V, 0g a0, € ¢ gmlder altid

(33) 2(ogpy * agpy) = ag@ oy + ax e

og det er netop pad grund af denne egenskab, at & siges at vare
linemr. Lgsningsmsngden til 3X = 0, altsd mazngden @_1(0), kaldes
nulrummst for & eller kernen for &. AT ¢,,¢, € ®—1(O), aqs0y € &
fas ved (33), at A9yt asp, € @-1(0), Dette viser, at @—1(0)
selv er et vektorrum, et underrum i vektorrummet V1. Vore under-

sggelser viste, at der eksisterer funktioner Py395 € ®-1(O), S& -

ledes at
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og at to sa&danne funktioner P 0g 95 ikke har konstant forhold.

Dette udtrykkes vedat sige, at kernen ®"1(O) er et 2-dimensio-

nalt vektorrum.
Lad os nu betragte f € V, og lgsningsmengden ©_1(f) til

®X = f samt et element ¢ € <I>~1(f)a At et.element ¢ € V1 tilhgrer

®-1(f) er da ensbetydende med, at

]

a(p ~p,) =0y -0y, =f ~-F =0,

Altsd er ®—1(f) = ¢, + @"1(0). En sddan mzngde kaldes en 2-dimen~
sional mangfoldighed i V1.

En del af vore resultater vedrgrende lgsningsmasngdernes
gstruktur kan altsi udledes ved rent algebraiske metoder, men re-~
sultaterne vedrgr:ande eksistens af lgsninger kraver metoder fra
matematisk analys:, og det samme gelder beviset for, at lgsnings-—
mengden netvop er 2-dimensional.

Differentialligninger af hgjere orden kan behandles p& lig-
nende made som differentialligninger af hgjere orden. Vi skal
indskreznke os til en kort beskrivelse af forholdene.

En linesr di7ferentialligning af nte orden har formen

(3L) X(n) + an_1X(n“1)+-‘o+ a X' + a1X' +aX=f,

hvor &, ,,e++,8,57 ¢ I ind i ¢ er kontinuerte funktioner. Den
tilsvarende homogene ligning fés ved at erstatte £ med nulfunktio-
nen.,

Hvis ¢ er en lgsning til den homogene ligning, der svarer
til (34, , og u er ubekendt funktion, giver indsamttelse af ug i
(34) en linemr difrferentialligning af n--']te orden til bestemmel-
se af u', men denre nye differentiallignings koefficienter vil have

diskontinuiteter i nulpunkterne for ¢. Differentialligningens orden
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reduceres derfor med 1, hvis man kan gerre en lgsning.
Den homogene ligning har lgsninger PRI sédledes at

lgsningsmengden til den homogene ligning netop har. formen
fc1go1+...+cngon|c1,... sC) € C}.

Ngdvendigt og tilstrzkkeligt for at lgsningerne Ppsees 9Py har

denne egenskab er det, at ligningssystemet

@1(x)u1+...+¢n(x)un = b,
@%(x)u1+---+¢£(x)un = b,

¢§n—1>(X)u1+.'.+¢n (X)un = bn

for sthver; x € I og ethvert komplekst talsat (b1""’bn) har
én.og kun én 1l¢sning. I kursus over algebra og geometri vil det
blive bevist, at denne betingelse er ensbetydende med, at en vis
determinant, Wronski-determinanten, er forskellig fra O. Som for
ligninger af én variabel gelder det, at dette vil vare opfyldt
for alle x € I, hvis det blot gzlder for ét x € I.

Hvis den nmvnte betingelse er opfyldt, og ¢ ¢ I ind i ¢ er

en vilkadrlig funktion for G2(I,0), kan differentiable funktioner

u1,~--,un bestemmes, s&ledes at

i

uy (x)p, (x) +ooer w (x)p (x) = ¢(x)

o' (x)

i

u1(x)¢4(x) Fewot un(x)¢£(x)

it s frat S o e e e e T g i Y s o (ST, W T S S O WD T S i Wt S

Ved differentiation af hver af de n-41 fgrste af disse ligﬁinger

0g hensyntagen til n&rmesﬁf¢1gende far vi ligningerne
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u) (x) gy (x) +eee+ ul(x)g (x) =0
u,{(X)(p,;(X) +eo oot u.‘f'l(x>§01'1(x) =0

———— T - —— . —— T s — — st S ot P S G S -t S St

] (00987 () eenr w0 () = 0

Ved at differentiere den sidste ligning i det foregiende system og

(1’1‘1)’“”’?)1

indsatte det fundne @(n) tillige med udtrykkene for ¢
og ¢ 1 ligningen 34 far vi under hensyntagen til, at FELERITN

er lgsninger i det tilsvarende homogene ligningssystem, at
w0l (e P (@) et (0657 () = 200

Vi har dermed n ligninger til bestemmelse af u%,--o,uﬂ, og ifglge
vore foruds®tninger har dette ligningssystem netop én lgsning.

Dernsst fas Upsese st som stamfunktioner, og dermed er lgsnings-

mengden bestemt.

Differentialoperatorer med konstante koefficienter sammen-

swttes efter reglen

p a
N . NI
J
24 aj DY o 24 ka
k=0

3=0

a
—i
EJ b D3+k

0 k=0

%’E\/]@

altsd ganske som polynomier. Deraf fglger, at en differential-

operator m& konstante koefficienter ogsa kan spaltes i faktorer

som et polynomium.

Eksempler.
D° - 30° + 2D = D° = (D =D°) o (D - D°) o (D - D°).

Differentialligningen

X"""BX""“BX"‘X:O
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har derfor lgsningsmangden

{(co *oyx t c2x2)exlco,c1,02 € R}.

Differentialoperatoren

har oplgsningen
(02 +D°) o (D +D°) o (D -D°),

og differentiglligningen

har derfor lgsningsmangden

{c1cos x + cy8in x + 038X + Cue-x|°19029°393u € C},

hvor reelle vardier af 01,-~-,ou netop giver alle reelle lgsnin-

geTrs

Vejledningen, som vi ovenfor har givet, vedrgrende getning
af lgsninger til énhomogene linesmre differentialligninger af
anden orden med konstante koefficienter bevarer stort set 8in

gyldighed for differentialligninger af hgjere orden.
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Indledning 1.

Don't panic!

Tom Lehrer

Opgaver til kapitel 5.

Indledning.

Getterl er ofte den eneste fremkommelige udvej, og det ma
varmt anbefales enhver studerende at ¢ve sig i at gette lgsnin-
ger til differentialligninger, hvad enten en rutinemetode fore-

ligger eller ikke.

Det er let at komme til at regne fejl under anvendelse af
rutinemetoderne., Derfor er det dumt at undlade at ggre preve,
Hvis prgven viser sig ikke at stemme mé& det ikke glemmes, at man
ogsé kan lave regnefejl i prgven, Hvis den virkelig ikke stemmer,
er det muligt at man kan gette, hvordan resultatet skal modifi-
ceres for at komme til at stemme, og hvis det lykkes, sparer man

Jjo at sgge efter regnefejl 1 rutineregningerne.

Det beror p& et skegn, om man i opgavens redaktion vil rgbe,
hvordan man er kommet p& sporet af en gmsttet lgsning, Man vil jo
nsppe rgbe det, hvis den gettede lgsning er resultatet af usyste-
matisk fumleri, hvilket formodentlig of'te er tilfsldet,

Lad os f.eks, forsgge at finde lgsningsmengden til diffe-~
rentialligningen

(1) cosx X" + 2sinx X' - cosx X = 1.

Det er narliggende at gztte pd, at den homogene ligning

(2) cosx X" + 2sinx X' - cosx X = O
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Indledning 2.

har en trigonometrisk funktion som lgsning, og forsgg med nogle
aff de simpleste afslgrer, at sinx passer i ligningen., Ved ind-
settelse af cosx i ligningens venstre side far vi -2cos“x
~28in°x = -2, Altsa er —%cosx en lgsning til (1). Da sinx passer
i (2) vil indszttelse af xsinx i1 venstre side af (2) give noget

af x uwafhengigt. Vi prgver at indsztte

g(x) = xsinx
g'(x) = xcosx + sinx
g"(x) = xsinx + 2cosx ,

og venstre side bliver 20082X + Zsinzx = 2, Idet vi husker vore

tidligere forsgg, finder vi, at xsinx + cosx er lgsning til (2),
Det er klart, at de fundne lgsninger sinx og xsinx + cosx til (2)

ikke her konstant forhold. Vi kan derfor bruge sstning 5.13, som

fortzller os, at ldgsningsmengden er
1 . .
{-2cosx + c,8inx + 02(xs1nx + cosx)lc1,02 € t}.

Redaktionen af besvarelsen kan udformes meget kort, men en

henvisning til satning 5.13 bgr ikke undlades, Meget kort kan be-
svarclsen udformes pad fglgende méde: '

Ved indssttelse i ligningens venstre side ser vi, at
—%cosx er en lgsning til ligningen, og at sinx og xsinx + cosx
er lgsninger til den tilsvarende homogene ligning, Ifglge s@t-

ning 5.13% er lgsningsmengden derfor
1 . . 3
{-zcosx + ¢ sinx + 02(x51nx + cosx)|c1,c2 € &,

Det synes at fremgé af demne besvarelse, at differential-

ligninger som eksamensopgaver er af ret tvivlsom verdi. Imidler-
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Indledning 3.

tid indgér differentialligninger som et led i mangfoldige mere
komplicerede problemstillinger ikke alene i det foreliggende,
men ogséd i flere af de fglgende kurser i matematik, iigesom dif-
ferentialligninger ogséd indgar i1 mange fysiske problemer., Dette
berettiger det store antal ¢gvelsesopgaver, som blot bestar i at

besterme lgsningsmsngden til en differentialligning,
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Lette opgaver,
1, Angiv lgsningsm@&ngden for hver af differentialligningerne

3
X' - 2xX = 0: VXX' =X =0; xX' +aX =0, a € R,

2, Angiv lgsningsmengden for hver af differentialligningerne

i

X' o4 al%?ﬁ X=0, a €R; x€ ]0,00[ &

I

X' + (a+ib)X = 0, a,b € R;

X' o4 §T%:TT X =0, x€ Joo,0[UJo,1[U]1,e[.

3., Lgs differentialligningerne

X' =X =x° 41, X' =X =cosx, X' =X =e %, X' - X =¥,
9 9

L, Lgs differentialligningen

X' 4+ 2X = x° + 5cosx + 3sinhx + 8cosh2x,

5. Lgs differentialligningerne

xX' - X = XB, xX' - X = log3x, xX' - X = x

for x € ]O0,e .

6. Lgs differentialligningerne

xX' - aX = cos log|x|

N

xX' - aX = sin log]|x|

fi

for x € R\{0}, a € U, Laeg merke til, at tilfsldet a = i kra-

ver en smrskilt behandling,
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I

8.

9.

10.

(M

Vis, at der findes en genvej til lgsning af differentiallig.-

ninger af formen

aX' + a'X =f og aX'-a'¥=7*f .

Formuler resultatet som en sstning,

Lgs differentialligningerne

x5 1
xX' 4+ X = —=——=—%, sinxX' + cosxX =
2.2 2
(1+x°) 1+x
(benyt opgave 7).
Lps differentialligningerne
X3 sinzx
X' - X = —=5% sinxX' -~ cosxX = ==
(1+x7) 14x°

(benyt opgave 7).

Generaliser opgave 7 til differentialligninger af formen

N

aXx' + aa'X = £, o € R,

og konstruer et illustrerende eksempel, der ikke falder ind

under opgave nr,7.

Angiv en linemr differentialligning af fgrste orden, der har

de ved x5 0g x5 + tgx definerede funktioner som lgsninger
pa E\{(p+%)w|p € 7! som lgsninger, Undersgg, om den fundne
differentialligning har en lgsning Q:]—%ﬂ,%ﬁ[ ind i R med

(0) =1,
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12,

13,

11y,

En funktion ¢:la,b[ ind i [0,w[ har som grafisk billede i et
retvinklet koordinatsystem en kurve I', Vi antager, at ¢ er
differentiabel, sdledes at I' i hvert punkt P har en tangent
og en normal. Lengderne af projektionerne p& den fgrste koor-
dinatakse af de liniestykker p& tangent og normal, der af-
skeres mellem kurvepunktet og den fgrste koordinatakse, kal-
des subtangent og subnormal til I' i punktet P, For hvilke
funktioner ¢ har subtangenten konstant langde ? Samme spgrgs-
mal for subnormalen, Prgv selv, om det er fornuftigt i denne

forbindelse at regne subtangent og subnormal med fortegn pa

passende made,

En kugle falder lodret ned gennem en sej veske, Derved er
dens nedadrettede akceleration tyngdeakcelerationen g minus
en fra bevaegelsesmodstanden stammende akceleration kv, hvor
k er en konstant og v er kuglens fart, Idet bevagelsen szttes
i gang til tiden t = 0 med hastigheden 0, gnskes hastigheden
bestemt som funktion af tiden. Skitser det grafiske billede

af den fundne funktion,

Ved bestrédling af en stgrre mezngde stof fremstilles fra tids-
punktet t = 0 at regne g gram pr.sekund af en radioaktiv
isotop, af hvilken kx gram igen s¢nderdeleé pr.sekund, idet
k er konstant, og x er det ¢jeblikkelige forhandenvarende
antal gram af den radioaktive isotop. Udregn mangden af ra-

dioaktiv isotop som funktion af tiden, (Dette er fra matema-

tisk synspunkt bare opgave 13 i en ny udgave ),
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15, Til tidspunktet t = O foreligger Mgram af et radioaktivt
stof renfremstillet, Af stoffet sgnderdeles k1x1gram pr,.
minut, idet k1 er konstant og x, er det forha&ndenvarcnde an-
tal gram pr. sekund, Derved opstar pr.sekund %1k1x1gram af
¢t nyt radioaktivt stof, idet k1 og X, har samme betydning
fgr, medens N, € ]J0,1[ er en ny konstant, Af det nye stof
sgnderdeles k2x2gram pr.sekund, og derved opstar %2k2x2 gram
pr.sekund af et nyt radioaktivt stof o.s.v. Bestem stofmang-
derne som funktion af tiden, I praksis ligger %1,%2,909 of-
test tet ved 1, medens k1,k2,... kan have vidt forskellige
positive verdier, Kzden haf kun endelig mange trin, idet

kn = 0 for en verdi af n.

16, Bestem en kontinuert funktion ¢:R ind i ¢, saledes at
Vvt € R(ego(t> = BGBit + 2ett _ e-it).

Vink: Vi sstter

r(t) = 521t | oglt | omit _ 3it(g 2671t _ e'ult).

Her definerer den sidste faktor en afbildning ind i hgjre halv-
plan af den komplekse plan, og hovedvardien af logaritmen til
den vil vere kontinuert. En lgsning er derfor ¢(t) = 3it + den

nzvnte hovedlogaritme, der umiddelbart kan opskrives,

17, Bestem en kontinuert funktion ¢:R ind i U, saledes at

2

vt € R (e¢(t) = 261t _ eit>

o
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18, Undersgg, om der eksisterer en kontinuert funktion ¢:R ind
i R, saledes at

2

=262 + 16(1-12)]e1 () o 042 4 14(1-42).

Vink: Vi ved, at en s&dan funktion findes p& J]-w,0[ o0g J]0,col,

sd det er nok at undersgge situationen for t = 0,

19. Bestem lgsningsmengderne til differentialligningssystemerne

X' =Y X' =Y

{ 08
Y':_X Y'=_Xo

20, Bestem lgsningsmengden til differentialligningssystemerne

X' = X+ Y X'=2X_3Y
0g
Y'=X+Y Y' = 4X - 6Y ,

21, Lgs differentialligningssystemerne

X+ 2Y X' =X -2Y

og
2X + Y Y!

X'

il

X + 4y .

Y'

22, Lps differentialligningssystemerne

dx dx _

‘t-d:E:y ta—-f_y
og

v _ dy _ _

tat = % b3y = X -

2%, Lgs differentialligningssystemerne

X' =Y + et X' =Y + e

og
Y' - X + et Yt - X+ &b,
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2L, Lgs differentialligningssystemet

2

X' = - m (2X-Y) + ‘% + 2cos2t
'l e 2
Y' = - sy (X4Y) 4 5 .

25, Lgs differentialligningssystemet

dx

e X + 2y - 1

Q- _yx - 2
T = Lx v + t .

26, Lgs differentialligningssystemet

dx

at =X +y -1

dy

at = -10x - 3y + t .

27. Angiv lgsningsmengderne for differentialligningerne

XV - 5X' + 6X = 0, X" + X' - 2X = 0, X" + 7X' + 12X = O,

28+ Angiv lgsningsmengderne for differentialligningerne

X" - LX' + 4X =0, X" + LX' + 4X =0,

29, Angiv lgsningsmengderne for differentialligningerne
X" = 6X' + 10X = 0, X" + 2X' + 2X = 0, X" + X' + X =0,

30, Angiv lgsningsmazngden for differentialligningen

X" - X' + 3X = €2X + 2008X + usihx + 3x2 -5x + 1 .
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31, Angiv lgsningsmezngden for differentialligningen

32,

33.

3l

354

36.

37o

8.

39,

X" 4+ 3X' + 2X = 3coshx .

Angiv lgsningsmengden for differentialligningen

XM - 6X' + 9X = sinh3x .

Angiv lgsningsmzngden for differentialligningen

X" - LX' + 8X = 65coshx + 8X2 -2,

ILgs differentialligningerne

XA - 3xX' 4 3K = 0, xPX' - BxX' 4 LX = 0, x°X

Lgs differentialligningen

XZX" -2X = 4 - 6x + x2 .
Lgs differentialligningen

(x-2)°X" - 5(x-2)X' + 9X = x° .

Lgs differentialligningen

(1+x2)X” + 2xX' + U4X = 10x° + Arctgx,

Lge differentialligningen

(1-X2)X" - xX' + UX = x° .

Opgaver 7.

- 3xX ' 5X=0

Formuler det specialtilfzlde af sztning 5.16, der fas for

p(t) = log cost .
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L0, Lgs differentialligningen

(sinx - xcosx)X" - xsinx X' + sinx X = O,

L1, Lgs differentialligningen
3 3

.2 2 . 2 .
sin“xcosx X" - (2cos“x-sin“x)sinx X' + 2cos”x X = cos”x ,

L2, Lgs differentialligningen

(x2+ux+1)X" - 2(x+2)X' + 2X = 0.

L3, Lgs differentialligningssystemet

<1+X3)X' = XX =Y 4 x + 1

3

OXX 4 2X°Y =« X9 - 2%x° + 1 .

i}

(1+x3)Y'

L., Legs differentialligningssystemet (genvej!)
2\ 4 2
x(1-x7)X" = (1-2x")X + xY
x(1—X2)Y' = xX + (1—2X2)Y o

Hvilke lgsningsset antager for x = 2 vardien (1,5). Hvilke

antager for x = 1 verdien (1,1). Hvilke antager for x = 0

verdien (0,0).

L5, Lgs differentialligningssystemet

dx _ cos 9 (-2xs5in6 + y)

de ~ cos20
4y _ 299§—§-(x - ysin®)

de = “cosZe
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L6,

L7,

L8,

L9.

50,

51.

52,

Lgs differentialligningen

2

(tghx + tgx) 4y _ o, (tghx - tgx)y = 0.
dx2 dx

Hvilke af lgsningerne ¢ tilfredsstiller betingelserne

$(0) =9'(0) =0,

Find en 1lgsning ¢ til differentialligningen
X"+ X = 289% 4 5cosx + 2x° + 3,

saledes at ¢(0) = 0 og ¢'(0) = 1,

Bestem ¢:]0,m[ ind 1 R, siledes at

1 1
p(3m) = 10g2 A 0'(3r) = 0 og Vx € 10,w[(p"(x) + 0(x) = 5i7=).

Spalt differentialoperatorerne

p° + D - 20°, p° + D + D%, D° - 6D + 9D°

i differentialoperatorer af fgrste orden.

Spalt differentialoperatorerne

x°D% = 3xD + 300, x°D% - 3xD + 4DY, x°D° - %xD + 5D°

i differentialoperatorer af fgrste orden.,

Lps opgaverne LO, L1 og L2 ved at spalte de optradende diffe-

rentialoperatorer i differentialoperatorer af fgrste orden,

Lgs differentialligningerne

SR eX, Xttt - 7X' 4+ 6X = cosx,
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53,

5L"°

55,

56.

57

Lgs differentialligningen

Ly 2
Q_ﬁ - 2 Q_% + ¥ = cosh x .
dx ax
Lgs differentialligningen
L 2
d + 2 g—% + ¥y = cos x ,
dx dx

Lps differentialligningen

L 2
d +3M+pr=uxu.
dx ax

For k¥ > 0, h > 0 kaldes enhver lgsningsfunktion til

en dempet svingning. Den kaldes aperiodisk, hvis k 2 h, pe-
riodisk, hvis k < h, Vis, at det for en periodisk lgsning
galder, at intervallzngden mellem to pa& hinanden fglgende
nulpunkter er lig med intervallwngden fra et maksimumspunkt
til det nzrmest fglgende minimumspunkt og fra et minimums-

punkt til det nermest fglgende maksimumspunkt,

Under forudssztningerne fra opgave 56 kaldes en lgsning til

d X dx 2
dt2 + 2k at + h™x = pcosqt

en tvungen svingning. Vis at det for k > O gmzlder, at der

findes en lgsning g med den egenskab, at det for enhver anden
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57. lgsning f gslder, at £ - g gar mod 0 for t = «, Vis, at
g(t) har formen a cos (qt-7) og udtryk a ved k,h,p og q.
Fremstil grafisk, hvorledes a afhznger af q (og derefter af
h) for faste vardi af de tre gvrige konstanter, For h = g bli-
. ver a sarlig stor (resonanstilfmldet), Undersgg ogsd lgs-

ningerne for k = 0 og specielt for k = 0, g = h,

58, For k < 0 kaldes lgsningerne til differentialligningen i op-

gave 56 svingninger med nagativ dempning, Leddet 2k %% = 2KV

repraesenterer en modstand, og i praksis vil den aldrig vare
negativ, Der findes imidlertid mange eksempler i fysikken pa

modstande, der aftager med hastigheden, De fgrer til en dif-

ferentialligning af formen

2
9—% + (m - QK%%) + h
at

2X = O,

hvor m,k og h er positive, Vis, at lgsningerne bliver sving-

ninger med negativ desmpning, men omkring et andet punkt end

0.

59, Lgsningerne til et ligningssystem

2
d x k(y - x)

1
+
oy
»
1t

2
LY 1%y = k(x - y)

]

kaldes koblede svingninger. Find en lgsning (¢,¢) med
p(0) =¢(0) =¢*(0) =0, 9'(0) = 1, Skitser en grafisk frem-
stilling, idet h og k antages positiv og k meget mindre end

h., Det svingningsfenomen, der beskrives ved disse ligninger
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illustreres ved to ens penduler, som er ophsngt ner hinan-
den, og hvis ophsngningssnore ret nzr ved ophangningspunk-

terne er forbundne indbyrdes med en elastik,

60, Lgs differentialligningssystemet

X' =2 -Y, ¥Y'=X-32,2"=Y-X,

Vanskeligere opgaver,

64. Lgs differentialligningen

dy _ ¥ _ _ 1-x2ﬂArctgx

ax 1+x2 1+x2

62, Lgs differentialligningen

ay _ _ X
gL - ylogx = (ex)"cosx

pa intervallet ]0,0o0[.

63, Lgs differentialligningen

+y = e-X(1+BSin2x)-1 .

Ele

6L, Lgs differentialligningen
2

g—% - (1+2tg2X)y
dx

[

l\):s—\

p& intervallet ]-im,
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65. Lgs differentialligningen

2
xg—% + 2%1 + xy =0
ax x

p& intervallerne J-w,0[ og ]0,00[.

Lgs differentialligningen

[6)
(@)Y
-

a%y . 2 ay . .
sin"2x + 2=%sinfxcos2x - Ly = 0,
dxg ax :

67. Lgs differentialligningen

2
(X3+6X2-6X)g—% - (ux2+18x-12)%% + (6x+18)y = 0.
dx

68, Lgs differentialligningen

(1+X)% = Oy,

o0

og indszt derefter i ligningen y = 2 anxn , idet det anta-

n=0

ges at potensrzkken har positiv konvergensradius, Bestem
rekkens koefficienter, siledes at rekken tilfredsstiller lig-
ningen, Vis, at de s&ledes bestemte potensrazkker virkelig

fAr positiv konvergensradius, Udled derved binomialrakken pé

en ny made,

69, Lgs differentialligningen

(1—x2)%§ + Xy = 1-x°

dels direkte, dels ved som beskrevet i opgave 68 at indsstte
en potensrgkke for y. Udled derved en potensrakkeudvikling

af en elementsr funktion.
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70,

77

72,

Vig, at differentialligningen
2\d% . dy
(x-x )dXQ - 3xge -y =0

har en lgsning, der kan udvikles i en potensrmkke (se opga-
ve 68). Den fundne potensrzkke fremstiller en kendt funktion,
Udnyt dette til bestemmelse af differentialligningens lgs-

ningsmengde,

Samme opgave som /0 for differentialligningen

2
xg;% - %l + uxzy =0 .
ax X

Svar opgave,

Vi betragter differentialligningen

d2
——% +ay =0
dx

s
hvor a:R ind i R er kontinuert., Vis, at hvis Vx € R(a(x) < 0),
kan ingen lgsning til differentialligningen antage verdien O
for mere end 1 vardi af x, Vis, at hvis k er et positivt tal,
og hvis Vx € R{a(x) 2 k2), vil enhver lgsning til differen-

tialligningen antage verdien O mindst en gang i ethvert in-

terval af lzngde %?,
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I livet som i huset:
betwnkeligt at blande en dgr.
Prithiof Brandt.

6. Kapitel,

Ikke linegre differentialligninger.

Mange problemer fra geometri, mekanisk fysik, teknik etc.
forer til differentialligninger, der ikke er linezre, Mange af
disse kan lgses eksplicit ved elementzre metoder, og i dette ka-

pitel vil vi gennemgd nogle af de vigtigste af disse,

Det her behandlede skal betragtes som en samling nyttige
metoder, der stilles til radighed for lmseren. Det er ikke hen~
sigten at gennemgd disse metoder i forelmsningerne, og de vil
ikke blive krzvet til eksamen, men de vil eventuelt vise sig nyt-
tige ved lgsning af visse opgaver, ikke mindst i nogle arf de fgl-

gende matematikkurser og 1 fysik.

Vi vil fgrst behandle differentialligninger af formen

(1) E=rxy) .

Her er f en funktion, som afbilder en vis punktmengde 0, i pla-

nen ind i R, En funktion ¢:I ind i R, hvor I er et interval, er

en lgsning til (1), s&fremt
1). vx € I ((x,0(x)) € 0),
2), ¢ er differentiabel.

%) vk € T (p'"(x) = £(x,0(x)) ) &
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Fksempel, For differentialligningen’

et
dax 2
2X

er 0 punktmsngden {(x,y)|x € B\{0} A y € R}. Den vea

_ _ _2x
p(x) = x logx

definerede afbildning ¢:]0,0[ ind i R er en lgsning til ligningen,

Det er nemlig klart, at 1) og 2) er opfyldt., Endvidere er

¢ 2 2 1 1 n L
p'(x) =1 - + 1L - . ) -
logx (logx)2 2 2 logx (logx)2
Laodq o202 1, 1e)® 2 x (e(x))?
2 2 logx -2 2 X - 2X2 °

Differentialligningen (1)

knytter ril hvert punkt af 0 en y¢
verdi af %%, For en lgsning, hvis //”// -

grafiske billede gar gennem (x,y),

er f(x,y) netop kazldningen af tan- o 7
Y P o

genten til det grafiske billede i <j _ “

(x,¥). Det er derfor rimeligt at \\\\\“m

anskueligggre differentiallignin-

gen ved gennem punkter af O at teg- X}
ne smé liniestykker, hvis heldning

angives ved verdien f(x,y) for det pagsldende punkt, Hvis en sé-
dan figur udfgres tilstrazkkeligt omhyggeligt, vil den ofte an-
skueligggre forlgbet af de grafiske billeder af lgsningerne, An-
skueligggrelsen af magnetiske feltlinier ved hjelp af jernspiner

er et eksempel pa dette fsnomen,

Lvis ¢: I ind i R er en l¢sning til (1), kaldes punktmeng-
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den {(x,p(x))]x € I}, altsd lgsningens grafiske billede, en lgs-
ningskurve. Lgsningskurverne er altsa kurver, der forlgber i O
og 1 hvert punkt af 0 har en tangent med den til punktet knyt-
tede h@ldning £(x,y).

Vi vil bruge ordet "kurve'" temmelig ukritisk i overens-
stemmelse med vor anskuelse, Grafiske billeder afj funktioner
y = ¢o(x) eller x = ¢(y) er kurver., En kurve kan ogsd vare givet
ved en afbildning ¢¢ I ind i O, hvor I er et interval, og
p(t) = (go1(t),¢>2(t))° Men hvis der foreligger en afbildning
F:0 ind 1 R, vil vi ogs& kalde lgsningsmangden til F(x,y) = ¢ en
kurve, nar ¢ € F(0). Omregning fra den ene til den anden af disse
mulige fremstillinger for en k ve er for det meste muligt lo-
kalt, Saledes er det velkendt, at buer af enhedscirklen kan frem-
stilles pa& alle de her anfgrte mé&der, men hele enhedscirklen er

ikke grafisk billede af nogen funktion,

Lgsningskurven til (1) har aldrig tangenter i y-aksens ret-
ning., Lar vi ¢nsker at bruge differentialligninger til at be-
skrive vilkérlige kurver er dette ikke helt rimeligt, og vi fore-

trakker derfor ofte at have en differentialligning skrevet pa

formen

(2) L(x,y)ax + M(x,y)dy,

hvor L,H: O ind i R er funktioner, Differentialligningen (2) for-

tolkes efter behag som

L(x
_-;__%_JJ.% ax _ M(x
M(x,¥y eller Iy = " Tlx,y ’

hvor L(x,y) £ 0 og M(x,y) £ O kan begge fortolkninger anvendes.,

a5




Hvor L(x,y) = 0 og M(x,y) # 0, kan kun den fgrste fortolkning
bruges, og hvor L(x,y) £ 0 og M(x,y) = 0, kan kun den anden bru-
ges., De punkter, hvor L(x,y) = M(x,y) = 0 er singulsre punkter,
hvor ingen af de to fortolkninger kan bruges.

For en kurve, der er givet ved x = ¢1(t), v = ¢2(t), hvor
Py %8 95 har kontinuerte differentialkvotienter, far vi, hvis

ot (1) kO, at

dy _dy dt _dy , dx _
dx T dtdx T at f dat - g, (%)

og at kurven er en lgsningskurve til (2) kommer derfor til at

betyde, at

p,'(t) L(p,(£),0,(t))
p () T T M(e, (R),0,(F))

hvilket er ensbetydende med, at
Lip,(t),0,(t))e, ' (1) + M(p, (t),0,(t))e," (1) = O.

Dette er netop, hvad vi Far ved at indsmstte x = ¢1(t), y = @2(t)
i (2), Det gar analogt, hvis ¢2'(t) £ 0, idet den anden fortolk-

ning af differentialligningen benyttes.

En punktmsngde U 1 planen siges at vare en omegn af et
punkt a i planen, hvis U indeholder en cirkelskive med centrum
a oy positiv radius. Med denne definition bliver planen et om-
egnsrum., En punktmengde 0 i planen kaldes &ben, hvis det for et-
hvert punkt a € 0 gelder, at 0 er en omegn af a, Vi vil i dette
kapitel altid antage, at definitionsmzngden 0, hvor vi betragter
differentialligningen, er en &ben mmngde., Vi kan derefter benyt-

te definitionerne i slutningen af kapitel L, og det har fornuf-
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tig mening at tale om kontinuitet af afbildningen £ i (1),

Hvis funktionen £ i (1) er kontinuert, kan det vises, at
der gor en lgsningskurve gennem ethvert punkt af O, Denne ek-
sistenssztning er ikke ssrlig vanskelig, men den krsver hjelpe-
midler, vi endnu ikke har til radighed, En 1lidt svagere eksi-
stenssetning vil blive vist 1 et senere afsnit, og spgrgemalet
vil blive taget op igen i matematik 2, Det m& dog understreges,
at cksistenssztningen har lokal karakter, s& den siger intet om,
hvor langt en integralkurve gennem et punkt af 0 fortsstter,

P4 den anden side kan det udmazrket indtraffe, at der gar
flere integralkurven gennem samme punkt. Men hvis der eksisterer
en konstant K, sadledes at det for (x,y1) € 0 og (X,y2) € 0 gzl-

der, at

(3) | £(x,5,)-f(x,5,)1 < Kly, - 5,1,

da gir der kun €n integralkurve gennem hvert punkt af 0, Lad os
nemlig antage, at

9,505t [x -h, x,+h] ind i R
er lgsninger, at ¢1(XO) = ¢2(Xo), samt at h € ]O,K_1[° Vi setter
p(x) = p,(x) = ¢1(X), og vi far da

p'(x) = 95(x) - 9i(x) = £x,0,(x)) - £x,0,(x)),

altsi

lo' ()] < Kloy(x) - 0, (x)] = K[o(x)
Idet vi bruger middelvsrdisztningen, far vi heraf

lo(x)] = lo(x)-p(0)] = |xp'(£)] ¢ Klx|lo(£)] ¢ Knlp(£)],

hvor & er et passende valgt punkt af intervallet med endepunk-
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ter 0 og x, Nu valger vi specielt x, slledes at |p(x)| antager

8in stygrste vaerdi, og vurderingen giver da
lp(x)] ¢ Knlo(x)],

men det medfgrer, at

(1 - Knh) le(x)| g 0.

Her er den fgrste faktor imidlertid positiv, og uligheden med-
forer derfor |¢p(x)] = 0. Men dette medfgrer Vx € [xo—h,xo+h]

(p(x) = 0), og dermed er pAstanden bevist.

En betingelse af formen (3) kaldes en Lipschitz-betingelse,
Bn sidan er altsd tilstrmkkelig betingelse for, at en éntydig-

hedssastning gelder for differentialligningen (1).

Vi vil nu g& over til at behandle en rskke specielle typer
af differentislligninger, Disse typer barer ofte traditionelle
navne, i visse tilfxlde efter kendte matematikere, Vi vil under-

dele det fplgende i afsnit svarende til de forskellige typer.

1, Differentialligning med adskilte variable.

S&ledes betegnes en differentialligning af formen
L(x)dx + M(y)dy = 0,

hvor L: ]a1,b1[ ind 1 R og M: ]82,b2[ ind i R er kontinuerte
funktioner., Punktmsngden O er rektanglet ]a1,b1[x]a2 b2[. Vi
valger en stamfunktion A til L og en stamfunktion B til M. For

vilkarlige differentiable afbildninger
py ¢ I ind 1 ]a1,b1[, 9ot I ind i ]azybz[

far vi da
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T80, (1) + Bloy())) = Lo, (£))pl(6) + Wlp,(t))p,(t).

Vi sa ovenfor, at ¢4 08 95 definerer en lgsningskurve, hvis og
kun hvis dette udtryk bliver 0, altsd hvis og kun hvis
A(¢1(t)) + B(¢2(t)) er konstant, Dette er netop, hvad vi mener,

ndr vi siger, at lgsningskurverne fremstilles ved
A(x) + B(y) =¢c, c€RrR,

Det er dog ikke sikkert, at ethvert valg af ¢ giver en lgsnings-

kurve,
Eksempler, For
xdx + ydy = 0

far vi lgsningskurverne givet ved

Kun positive vaerdier af c giver lgsningskurver, og de bliver
cirkler med centrum i begyndelsespunktet, For c¢ = 0 udarter kur-

ven til punktet (0,0), men dette er jo netop et singulart punkt,

For
xdx - ydy = 0O
er lygsningskurverne givet ved

2 2
X =¥y = C,

I dette tilfelde kommer alle vardier af ¢ i betragtning. For
¢ = 0 fAr x-aksen og y-aksen, Der gar altsd to integralkurver
gennem det singulzre punkt,

Differentialligningen

ydx - xdy = O
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har ikke adskilte variable, men far det efter division med xy,

og derved far vi lgsningskurverne givet ved log|x| - logl|y| = Cys
men det ses let, at vare ensbetydende med y = cx, ¢ + 0. Lnd-
videre er x-aksen og y-aksen lgsningskurver, men vi "tabte' dem

ved divisionen med Xy. Lésningskurverne er siledes netop de ret-

"te linier gennem det singulere punkt (0,0).

Differentialligningen
(X2 - 1)y2dx + xz(y2 - 1)dy

har singulsre punkter (0,0), (1,1), (=1,1), (1,=-1) og (=1,-1),

Vi ser, at x-aksen og y-aksen er lgsningskurver, Division med
2.2 .
Xy gilver

(1 - H)ax + (1 - H)ay = o,
X y

og denne lignings lgsningskurver er givet ved

1 1_
X+ g+ ¥ +y=c.

Multiplikation med xy giver

xy(X + ¥) + X+¥ = CXY .

Koordinatakserne er ikke kommet med igen., For ¢ = 0 far vi lgs-
ningskurverne xy = -1 og x + y = 0, Der gar altsd 3 lgsnings-
kurver gennem (0,0), Gemnem (-1,1) og (1,-1) gar hyperblen

Xy = -1 og linien x + ¥y = 0, Eventuelle lgsningskurver gennem
(1,1) er givet ved
xy(x + y) + x+y = Lxy.

Vi indfgrer et koordinatsystem med begyndelsespunkt i (1,1).




L~

Mat,. 19 1966-67 MA 6.90

Idet (&,m) er de nye koordinater benytter vi transformationen
X=¢ + 1, y=m+ 1, og ved indszttelse af dette i ligningen
far vi

En(gm) + €% + 1% = o,

For r € 10,1[ og §2 + n2 = 12 er lenl %TZ og |E+n| ¢ 2r, altsa

fom(Em) | € rB, s& udtrykket pé& venstre side af ligningen er
2 r2 - r39 alts8 positivt, Dette viser, at lgsningen & =mn = 0
ligger isoleret fra alle andre lgsninger, Der gar altsi ingen

integralkurve gennem (1,1). Det gar ganske analogt i (-1,-1).

2, Homogene differentialligninger.

Lad 1, og 1, vare to rette linier gennem (0,0), og lad O
vare den &bne mangde, som bestar af punkterne i to modstéende af
de vinkelrum, hvori l1 og 12 deler planen. Vi tillader O at ud-
arte til hele planen, eventuelt med punktet (0,0) eller en ret
linie gennem (0,0) skdret vak, For p € 7 siges en afbildning

g: 0 ind i R at vere homogen af grad p, s&fremt
vVt € R vx,y € 0 (g(tx,ty) = tPe(x,y)).
Hvis L,M:0 ind i R er homogene af grad p, kaldes
(L) L(x,y)dx + M(x,y)dy = O
en homogen differentialligning af grad p.

Vi foretrzkker fgrst at behandle ligningen pad formen

d,
L(x,y) + M(x,¥y) 5% = 0,

Vi setter y = ux, hvor u er en ny variabel, og idet vi udnytter,

at L og M er homogene, far vi
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xPL(1,u) + xPM(1,u)(u + x %%) = 0,

hvilket reduceres til differentialligningen

(5) (L(1,u) + uM(1,u))ax + xM(1,u)du = O

og her kan de variable adskilles,

Lgsningerne til
L(1,u) + uM(1,u)

er heldningen for rette linier, der er lgsningskurver til (4),
Dertil kommer eventuelt y-aksen, som Krzver en szrlig undersg-

gelse, Hvis A er en stamfunktion tii den ved
M(1,u)(L(1,u) + uM(1,u))”" definerede funktion, har (5) lgsnings—
mang den {ce—Alc € R}, og vi far lgsningskurverne til (L) givet
ved parameterfremstillingen x = ce_A(u), v = cue"A(u). Dertil
méd altsad endnu fpjes de lgsninger, der er rette linier gennem
(0,0).

Fremgangsmaden kan varieres, idet x og y kan bytte rolle,

Det kan godt tznkes, at de to fremgangsméder ikke er lige be-

svaerlige, men forskellen vil aldrig blive szrlig stor.

Tksempel, Differentialligningen

(x + y)dx + (x - y)dy = O

er homogen af grad 41 i hele planen, Koordinatakserne cer ikke

lgsningskurver, Ligningen (5) bliver i dette tilfzlde

(1 +2u - uz)dx + (1 - u)xdu = 0,

Da vi har

2
S L Ry s TG Ll R R e I
2 2 2
1+2u~-u 1+2u-u
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Er lgsningerne givet ved

x2(1+2u—u2) = C,

hvilket giver

x?+2xy-y2 = C,

Lgsningerne bliver hyperbler. For ¢ = 0 fas asymptoterne, hvis
haldninger er lgsningerne til 1+2u~-u2 = 0, De har vzret '"tabt!

undervejs, men de sidste omformninger har bragt dem ind igen.

Differentialligningen (L) kan med fordel behandles ved ind-

fgrelse af polare koordinater (r,8), idet vi satter
(6) X = rcos®, ¥ = rsine .

Vi sgger derefter at finde lgsningskurverne p& formen

r=p(t), @ =V(t). Af (6) fplger

ax _ ar 40, dy _ dr_, e
it = dtcos@ - rdt51n9 ' It < dt31n9 + rdtcosg .

At x = o(t) = p(t)cosV(t), ¥y = ¢(t) = p(t)sinV(t) er en lgsnings-
kurve, betyder at ¢ og ¢ tilfredsstiller

dx a,
L(x,y)gE + M(x,¥)g% = 0,

altsa, at p og ¥ tilfredsstiller

L(rcos@,rsin@)(%%cos@ - r%%sin@) +

. ar . de \
M(rcos@,r51n9)(a€81n9 + rgpcose) =0 .
Idet vi udnytter, at L og M er homogene, kan denne ligning om-
formes til
(L{cos8,s5in8 )cose + M(cos@,sin@)sin@)%% -

r(L(cos®,sind)sin® - M(cos@,sin@)cos@)%% = 0.




Vi indfgrer betegnelserne

L(6) = L(coso,sin8)cos0 + M(cose,sind)sind

]

f1I(6) = L(cos®,sin8)sin® + M(cose,siné)coss,

)

og vi ser, at ¢ og ¢ er parameterfremstilling for en l¢gsnings-
kurve til (&), hvis og kun hvis p og v er parameterfremstilling

for en lgsningskurve til
L(e)ar + rii(e)ae .
I denne ligning kan de variable adskilles,
Eksempel, For k € R petragter vi differgntialligningen
(x - ky)dx + (kx + y)dy = O.
I dette tilfwlde far vi
T.(6) = (cos® - ksin®)cosé + (kcos® + sind)siné

~(cos® - ksin6)sin® + (kcos® + sind)cosd ,

a
—
(<]
~—
f

L(e) =1, Mfe) =k,
sd vi far differentialligningen
dr + krdé = 0O,

Dette er den linezre differentialligning

benytter positive vardier af r, Lgsningskurverne kaldes logarit-
miske spiraler, En logaritmisk spiral skzrer alle linier gennem
(0,0) under samme vinkel, En ligedannethed med (0,0) som lig-

hedspunkt har pa en logaritmisk spiral samme virkning som en
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drejning om (0,0),

Dette giver anledning til den paradoxalt klingende bemsrkning,
at et forstgrrelsesglas ikke kan forstgrre en logaritmisk spiral,
men ogsad til den optiske illusion, at en logaritmisk spiral sy-
nes at vokse eller krympe, nadr den drejes.

De her omtalte metoder kan ogsd anvendes, nédr punktmengder
0 er et vinkelrum og betingelserne L(tx,ty) = t%L(x,y) ,
M(tx,ty) = t*M(x,y) er opfyldt for alle positive vsrdier af t,

Under disse omstendigheder kan o vare et vilkarligt reelt tal,

3, Bernoualli's differentialligning.

Lad a,b:I ind i R vaere kontinuerte afbildninger, og lad o

vaere et reelt tal, Differentialligningen

(7) X' + aX = bx“®

l
kaldes da Bernoulli's differentialligning. For o = 1 reduceres

den til en homogen linesr differentialligning X' + (a-b)X = 0,

og for ¢ = 0 er den en linexr differentialligning., Vi vil der-
for antage o £ 0 og o ¥ 1.

Hvis oo er et rationalt tal med ulige navner, er punktmszng-
den 0 strimlen {(x,y)|x € I,y € R}. For andre vardier af o« kan

ligningen ikke have negative lgsninger, og O er da halvstrimlen
{(x,¥)]|x € I,y € Jo,el].

At ¢ er lgsning til (7) betyder, at

For ¢(x) $ 0 er dette ensbetydende med

(1-a)p %" + (1-a)ap ™% = (1-a)b ,
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hvilket ogséd kan skrives

(¢1—a). + (1—oc)agoJl"OC = (4=a)be

Bortset fra de punkter, hvor lgsningen er O, ser vi, at ¢ er lgs-

ning til (7), hvis og kun hvis ¢1-a er lgsning til den linemre

differentialligning
(8) X' + (1-a)aX = (1-a)b.

Desuden vil nulfunktionen vare lgsning til (7), hvis o > O.

Ekeempel. Vi vil lgse differentialligningen
X' + X = X%,
Ligningen (8) bliver i dette tilfmlde
xX' + (1=a)X = (1=a),
og den har lgsningsmengden
{1+o;ﬁqlc€RL

Den oprindelige ligning fir sidledes lgsningerne

]

06'-1)1"06 c e R,

(1 + ¢ x y

Dertil kommer eventuelt nullgsningen, samt de lgsninger, der fés
ved at sxifte fortsgn pd de allerede fundne.

For a = 2 fas nulfunktionen samt funktionerne

1

1+ex? c e R'

For ¢ 4+ O f&s en lésning med definitionsmsngde 1- 00 9= %[ u - %(»[-
Der passerer netop én lgsningskurve gennem hvert punkt af planen

bortset fra punkterne af y-aksen.
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For ¢ = % fds nulfunktionen samt funktionerne

For ¢ + 0 fas 1lgsningskurver, der skarep x-sksen. Der gr séledes
to lgsningskurver gennem et punkt af x-aksen. Det skyldes, at

Lipschitz-betingelsen ikke er opfyldt i en omegn af et sddan punkt.
Li, Riccati's differentialligning.

Lad p,qs,r ¢ I ind i R vere kontinuerte afbildninger. Diffe-
rentialligningen

& = p(x) + a(x)y + r(x)y

kaldes da Riccati's differentialligning.

Ligningen kan ikke lgses ved elementzre metoder, men hvis
det lykkes at gette en lgsning, kan lgsningsmangden bestemmes

ved elementzre metoder.

Hvis ¢ er en lgsning til ligningen, er
2
(9)  o'"(x) = p(x) + a(x)e(x) + r(x)e(x)".

Lad u vere en differentiabel funktion. S& er ¢ + u lgsning til

ligningen, hvis og kun hvis

p'(x) + u'(x) = p(x) + a(x)p(x) + r(x)e(x)® +
a(x)u(x) + 2r(x)e(x)ulx) + r(x)u(x)>,

men da (9) er opfyldt, er dette ensbetydende med

2

u'(x) = (a(x) + 2r(x)e(x))u(x) + r(x)u(x)",
altsad med, at u er en lgsning til

X' - (g+2rp)X = PX29
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hvilket er Bernouili's differentialligning.

Eksempel. Di"ferentialligningen

dy _ 4 - L, . 1..°
ax ~ 1 xY + X2

har l¢gsningen y = X, Vi indsstter y = x + u og far efter reduktion

92 + 1u = A 2
dx x

og denne ligning er bortset fra nullgsningen ensbetydende med

gs&d vi fir

2
fu = ;-QX 5 | ¢ € Ri,
+~2CX

hvortil kommer nulfunktionen., Riccatiligningen har sé&ledes lgs—

ningerne
3+Zcx2
v = X samt y = X =t , C € R.
1+2cx

Der er en interessant sammenh®wng mellem Riccati's ligning og

differerntialoperatorer af anden orden. Lad
2 o}
D™+ aDh + bD

vere en linemr differentialoperator af anden orden. Vi vil spalte

den i to differentialoperatorer af fgrste orden, altsd skrive

den pé& formen

(D + pD°) o (D + gdD°).
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Dertil ma wi velge p og q, saledes at
p+a=a q +pa=h,
hvilket er ensbetydende med
p=a-g, a =b-ag+a
Problemet reduceres séledes til lgsning af en Riccatiligning.

5« Differentialligninger, som ikke er linesre

1 differentialkvotienten.

Hvis en differentialligning er givet pa formen

g‘l)=09

F(x,5,5%

vil man sgge at finde %%~udtrykt ved x og y ved at lgse ligningen
F(x,y,p) = O med hensyn til p. Derved m& men vente, at man fin-
der et af ®x og y afhengigt antal lgsninger for p. Hvis ligningen
er nogenlunde pzn, vil et antal kurver dele (x,y)—planen i del-
mengder, s&ledes at lgsningsantallet er konstant i hver af disse.
Endvidere kan man, eventuelt efter yderligere opdeling, 1 reglen
opna, at F(x,¥,p) =0 i hver af delmsngderne som lgsning har et
fast antal kontinuverte funktioner p, = @v(x,y). Ligningen vil
derefter kunne behandles ved de ovenfor omtalte metoder, Hvis
funktionerne ., tilfredsstiller Lipsschitz~betingelsen, vil der
gennem hvert punkt g en integralkurve for hver verdi af v.

Nar differentialligningen har

forskelligt antal lgsninger pa de to

sider af en kurve I, m& man forvente,
at mange integralkurver, som antydet
pa figuren, gar ud til randen af T og

vender om. Ssdvanligvis vil der til
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hvert punkt af T svare en integralkurve, der rgrer T 1 punktet,
men i s& fald er r selv en integralkurve. Kurven T passer ikke
péd naturlig mdde ind i familien af integralkurver, og den kaldes
derfor en singulsr integralkurve (en singulsr lgsnirg ).
Eksempel. Vi vil s¢gge at besvare fglgende spgrgsmal: Hvilke
kurve i halvplanen bestemt ved y > O har den egenskab, at kurve-
normalen regnet fra kurvepunktet til skazringspunktet med x-aksen

har den konstante lazngde a?

Den omtalte egenskab udtrykkes ved differentialligningen
2 dyy2 2
y (1 + (dX) ) = & o

d N
Vi lgser ligningen med hensyn til a%-og far

for y { as For y > a f&r vi ingen l¢gsninger. Skillelinjen y = a

-

er en ldsningskurve til differentialligningen, og det e¢r umiddel’r .

bart klart, at den har den forlangte geometriske egenskab. Den er
differentialligningens singulsre lgsning.

I de fundne differentialligninger kan de variable adskilles
- eller vi kan l¢se ligningerne pé& formen

g’:g — -,.L.,.-,_ eller g;Zt = 2:2.?._. 3
dy  v(a“y")

T2 2
a7 V(a®=y")
hvorved problemet er reducerct til et stamfunktionproblem.
Integration giver
X - C = ﬁ/(az-yZ) eller x - ¢ =\/(a2—y2), c € R,

De to anfgrte kurvebuer er kvartcirkler, og de udggr tilsammen

denved
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y = v(a® - (x - ¢)?)

bestemte halveirkel., De gvrige lgsninger til problemet bliver
altsd alle halvcirkelbuer, som "stlr pa" x-aksen og har radius

a. De rgrer alle den singulasre lgsningskurve.,

Vi vil her dvale et ¢gjeblik ved differentialligningsteoriens
omvendte problem, nemlig at finde en differentialligning med en
given familie af kurver som lgsninger, Vi vil vise ved et par
ceksempler, hvorledes dette kan gennemfgres.,

Eksempel., Vi sgger en differentialligning, der som l¢gsning
har alle cirkler gennem punkterne (a,0) og (-a,0). Gennem hvil-
ket som helst tredie punkt i planen gar nctop én af cirklerne.
Vi skal derfor vente at finde en differentialligning med (a,O)
og (—a,O) som de eneste singulsre punkter. En cirkel med centrunm
(O,c) og gennem (a,0) og (~a,0) har radius e 4 a2, og den er
derfor lgsningsmengden til ligningen

x“ + (y - ¢)*

i
(]

+
o]
-

hvilket reduceres til

fl
o
.

(10) x2 + y2 - 2cy

Dermed har vi faet mangden af cirkler gennem (a,0) og (-a,0)
organiseret som en familie, idet der til hver verdi af c svarer
én ganske bestemt af cirklerne.

Hvis y = ¢(x) er en differentiabel lgsning til (10), vil
X,y 0g %% = ¢'(x) tilfreddtille den ligning, der fas ved @iffe-

rentiation af (40), efter at y = ¢(x) er indsat pd venstre side,

altsd ligningen

ay = 5.4y _
2x + 2ydX chx = 0,
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hvilket vi ogsé kan skrive
(1) xdx + (y - ¢)dy = O.

Dette er en differentialligning med (40) som lgsningskurve. Det
tilsvarende r@sonnement for en differentiabel lgsning x = ¢(y)
til (10) fgrer selvfglgelig ogsd til ligningen (11). Ligningen
(11) giver os en differentialligning for hver cirkel i familien,
men vi g¢gnsker jJo én differentialligning med alle cirklerne som
lgsningskurver. For cirklen med ligningen (410) gzlder nu, at
X,y 0Of %% vil tilfredsstille bade 10 og 141, og dermed ogsd den
ligning vi far ved at eliminere c¢ mellem (410) og (11) ved at

finde y - ¢ af (10) og indsette i (41). Af (410) far vi

2’ - x° + y2

2y

y-c-=

og dette indsattes i (41). Dermed far vi cirkelfamiliens diffe-
rentialligning

o 2 2
xdx + & "gy*l—dy_—.o.

Det er naturligere at skrive denne ligning pa formen

2

(12) 2xydx + (a2 - x" + yz)dy = 0,

men derved inkluderes x-aksen blandt lgsningskurverne.

Det er ikke umiddelbart indlysende, at ligningen (12) falder

ind under en af de ovenfor omtalte typer af differentiallignin-

gen. Skrevet pad formen

2
)

2ydx - X = --(a‘2 +y57) . %

afslgrer den sig som Bernoulli's differentialligning.
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6. Differentialligninger, hvori x og y

ikke begge optrzder.
En differentialligning af formen
d
F(X,a%) =0

reduceres til et stamfunktion problem, hvis det er muligt at

lgse den pé& formen %%<= f(x). Hvis dette ikke kan gennemfgres,

kan man muligvis lgse ligningen pa formen
x = p(t), 3L =y(t)
P Y ax s
hvor ¢ er en differentiabel funktion. Vi far da
aj dy d
=g = v(te'(b)

og bestemmelsen af y som funktion af t er reduceret til et stam-

funktionproblem.

Eksempel. Differentialligningen

5. (X ay
o (dx) = 53X ax

Kan ikke uden urimaligt besvar lgses pa formen %% = f(x). Ved

at indsatte %% = tx far vi imidlertid parameterfremstillingen

3% ay _ _3t°

X = ~==x ,
1+1% ax 1+t

Vi far i dette tilfzlde

G 3t (3. 9%
a5 A4tD A+t (1+t3)2
T T E- B
1*t3 1+t3 1+t5 (1+t5)2
-184° 0742
(1+42)°  (4+t2)>




Mat. 149 '1!966_67 MA 6.22

og stamfunktion bestemmelsen giver

6 )

y = - + C, ce &.
1460 2(4+t°)°

Dermed har vi fundet lgsningskurverne p& parameterform. For t -
fas et punkt, der hgrer med til lgsningskurven., Det er muligt at
eliminere t og derved fa en algebraisk ligning i x og y, men det

vil vi ikke gennemfgre.

Bn differentialligning af formen
F(y, g5 = 0,
som kan lgses pa formen
y=o(t), SE=y(b)
giver
p'(t) = S = SL I () &,

altsé

Qﬂ@
I

EIE

14

:gl
Y
og % fas som funktion af t efter en stamfunktionsbestemmelse.

7. Differentialligninger, som er

linemre 1 x og y.
Vi vil studere en differentialligning
a d
(13) y = a(gh)x + v(gh),

.

hvor a,b : I ind i R er differentiable afbildninger. Ligningen er

dbenbart skvivalent med ligningsparret

(14) y = a(p)x + p(p), %% = D
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Vi vil forsgge at finde lgsningskurverne givet ved parameterfrem-—

stillinger pa formen x = ¢(p), ¥ = ¢(p), hvor ¢ og p er differen-

tiable. S& giver den sidste af ligningerne (14)

og det er p& den anden side klart, at ligningen

dy _ dx
<15) dp ~ pdp)

for %% = 0 medfgrar den sidste af ligningerne (14) . Ved differen-

tiation giver den fgrste af ligningerne (414) under hensyntagen

til (15,

ax _ dx ' ' =
vy, = alelgg + a'(@)x + v'(p) = 0,

hvilket reduceres til den linemsre differentialligning
dx 1 ?
(16) (a(p) - p)gg +a'(p)x + b'(p) = 0.

Nar x = ¢(p) er lgsning til denne ligning, fis y = ¢(p) umiddel-
bart af den fgrste af ligningerne (14).

Det er klart, at de séledes bestemte funktioner ¢ og ¢ til-
fredsstiller den fgrste af ligningerne (1L4), og derfor ogsd den

ligning, der fas ved differentiation af denne, altséa

i ay _ ax
(47) 3% = ae)zp + a'(p)x + v'(p).

Da ¢ tilfredsstiller (46), vil ¢ og ¢ ogsd tilfredsstille den
ligning, der fas ved at indsatte (47) i (16), altsa ligningen (15),
som medfgrer den sidste af ligningerne (14), hvis;%% + 0.

Som opgaven er formuleret er der ikke mening i at spdrge om

lgsninger af formen X = c., Situationen %g = 0 giver derfor ikke

anledninzg til lgsninger.
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To andre forhold bgr imidlertid give anledning til bekymring.
For det fgrste svigter metoden helt, hvis a(p) er identisk lig
med p, idet (16) degenererer helt. Dernzst gar alle lgsninger af
formen y = ax + B, a8 € R tabt, da disse lgsninger giver p = «
og derfor ikke kan fremstilles p& parameterformen x = ¢(t),
y=¢(t)e

Vi ma derfor undersgge, om y = aX + B, p = a tilfredsstiller

(14) « Indsmttelse giver betingelsen

ala)x + bla),

ocx+ﬁ

b(a), hvis og kun hvis o er en lgsning

hvilket er opfyldt for g

til ligningen a(p) = p. Hver lgsning til denne ligning giver der-
for anledning til en lgsning af formen y = aX + S
EBksempel. Vi vil lgse differentialligningen
dy\2 d,
y = (D% + (§D°.

Vi skal altsid betragte systemet

2 d
y=px +p0, D= =

Ligningen p2 = p har lgsningerne p = 0 og p = 4, som giver os

lgsningerne
y=0 o8 y=2x+1.

Ligningen (16) bliver i det foreliggende tilfzlde
(p° - p)%% + 2px + 3p° = O.

Vi forkorter med p og far

dx
(p - 1)35 + 2X + 3p = O,
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som har lgsningerne

1 c

X =D = - 9 CER
2 (p-1)°

hvilket giver

1 c

X =-D - -
: <p-2-1.>2

v = - +p% o SR } c € R.

2 (p- )2
-1

8. Clairaut's differentialligning.

Differentialligningen

_ 4y dy
y s dXX + b(a‘;’{)?

hvor b ¢ I ind i R er en differentiabel afbildning, kaldes Clai-
raut's differentialligning. Den er et specielt tilfmlde af de i
foregdende afsnit behandlede differentialligninger. Vi erstatter

den derfor med systemet
d
y=px +b(p) , =g

og den svarer netop til det undtagelsestilfazlde, vi ikke omtalte

ngrmere. De rette linier med ligninger
vy =c¢x +ble), ce R

er alle lgsninger til ligningen. Til gengzld degenererer lignin-

gen (16) til
X = ‘b'(P)s

L) ’” 3 >
som giver os en e¢neste lgsningskurve, nemlig kurven med parameter-

fremstillingen

x==b'"(p)y v =-pb'(p) +b(p).
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Hvis b er to gange differentiabel og b"(p) 4 0, fas heraf

ax _ _ 4w dy _ _ 1"
ap = "), 35 = - ept(p).
altss
a
e—l: p9

hvilket viser, at parameterfremstillingen virkelig giver en

lgsningskurve, Kurvetangentens ligning 1 det samme punkt bliver
gy +pb'(p) = v(p) = p(x +b'(p)),

hwilket reduceres til
7 = Dpx + b(p),

Det Tgrst fundne system af rette linier er altsd netop systemet
af tangenter til kurven. Clairautligningen er alts& netop dif-
ferentialligning for en kurve og alle dens tangenter.

Eksempel. Lgsningsmengden til differentialligningen

_ LGy 1edwyd
I = Xgy - 3<dz)

omfatter kurven med parameterfremstillingen

Denne kurve ligger helt i den ved x > O bestemte halvplan. Den
har en gren 1 hver af de kvartplaner, hvori x-aksendeler halv-—
planen, og begge grene rgrer x-aksen 1 ( 090), s@&ledes at kurven
far en spids i begyndelsespunktet. Begge grene bliver ved at
krumme bort fra i-aksen, og tangenthsldningen gdr mod «, nar et

punkt fjerner sig fra kurven. Gennem et punkt pd den side af

kurven. hvor den positive x-akse ligger, gar der altid 3 tangen-
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ter til kurven, og i denne del af planen far man tre lgsninger,
nédr man lgser differentialbigningen med hensyn til %%. Pa den

anden side af kurven fas kun 1 tangent og 1 lgsning.

9, Differentialligninger af anden orden,
som ikke indeholder y.

En differentialligning af formen

2

d ol

___% = f(X, =—¥-)
dx

ax

er gkvivalent med systemet

d. d
5‘%= b, “d%’- f(XwP)s

og den lgses derfor ved lgsning af en differentialligning af
fgrste orden i p, hvorefter y fas ved en stamfunktionbestemmel-
se. Ligninger af denne slags optrazder ret hyppigt i anvendelser-

ne, men da de ikke fgrer til nye problemer, skal vi ikke ophol-

de os ved dem.

10. Differentialligninger af anden orden,
gom ikke indeholder x.
En differentialliigning af formen

%y £(y,35)
= .V9
dx2 ax

er mkvivalent med systemct

a d
=L . Do a’% = f(y:P)°

Vi vil forsgge aw finde lgsninger af formen x = ¢(y). Pgrst sg-

ger vi at bestemme p som funktion af y. Vi bemazrker at

25 -

y

;}'{, = a% = f(Y&P)o

56
QJlDJ
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Dette er en differentialligning af fgrste orden til bestemmelse
af p som funktion af y. Nar en lgsning indssttes i %% = p, frem-
kommer en differentialligning, i hvilken de variable kan adskil-
les.

Metoden svigter fuldstendigt for de konstante lgsninger.
De gar tabt ved at x betragtes som en funktion af y. Varre er

dety at ligningen %%-z p efter indssttelsen af det fundne p kan

have konstante l¢gsninger, som viser sig at vaere forkerte.

Eksempler. Fra fysikken henter vi differentialligningen

for det frie fald

dx _ 5 dv _ _
at T v ag T 78

og vi far ligningen

dv _ _
Vasz—~ g

til bestemmelse af v som funktion af x. Den har adskilte wvariable.,

Integration giver
v2 = Cc - 28X,

hvor c¢ er en integrationskonstant., I fysik fas dette direkte af

energisstningen. Vi fa&r nu x som funktion af t ved at lgse

dzt
d
da

v

Vv (c-2gx)

eller

g,
il

= = - V(c-2gx)
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eftersom bevegelsen gar opad eller nedad. Begge ligninger har
den konstante lgsning x = ﬁé, som ikke passer 1 den oprindelige
ligning. Vi skal ikke fuldfgre regningerne, iQet det er klart,
at metoden er yderst upraktisk i det foreliggegde tilfelde.
Fksempel. Lad os endnu engang betragte det frie fald, men
tage hensyn til, at tyngdeakcelerationen aftager, nar vi fjer-

ner os fra jordens centrum, Bevegelsesligningen bliver da

2X B Efg
= ==
X

Q—;\)}Q—r
ct

idet vi har lagt begyndelsespunktet i Jjordens centrum og betegnet
Jjordens radius med R. Vi vil antage, at bevagelsen starter for
t = 0 ved jordens overflade og med en hastighed af stgrrelsen

vy rettet lodret opad. Vi skal fgrst integrere ligningen

ay R°g
—= - =5,
dx X
som giver
2
2 — 62_5_,& ford C 9
X

hvor ¢ er en integrationskonstant. For t = O giver ligningen
2
C = Vg > 2Rg,

sd vi far

2
2 2 2R g
Vo= Yy - 2Rg + - .

Sammenhsngen mellem x og t er saledes givet ved ligningen

2
ax _ \/((v(% -~ 3RG)X2 + 2R gx)
at ~ X

s& lznge hastighsden er opadrettet. Ved integration fé&r vi
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X
i udu

t = f T k) *
o V((v5 - 2Rg)u” + 2R°gu)

2R2
g§ y 0g dette er den stgr—

2Rg-v
ste afstand fra jordens centrum, partiklen vil nd. Dette indtraf-

For Vg - 2Rg ¢ O fag v = O for x =

fer efter endelig lang tid, og derefter vil partiklen begynde at
falde. Fra dette tidspunkt m& kvadratroden regnes med modsat for-
tegn. Vi vil ikke gennemfgre udregningen, som er rent rutinearbejde.
For vg'g 2Rg vil bevaegelsen stadig fortsstte i samme retning, og
partiklen vil fjerne sig vilkarlig langt fra jorden. For VS = 2Rg

bliver integrationen meget simpel, En udregning giver, at dette

gransetilfelde svarer til en hastighed p& 1idt over 11 km/seck.
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Det som gér ind gennem det ene gre
og ud gennem det andet, g¢gr ofte den
nytte, at det renser hjernen.

Piet Hein.

Opgaver til kapitel 6.

Indledning.,

Det er en vanskelig kunst at lgse ikke linemre differential-
ligninger. Fgrst og fremmest gzlder det om at opnd en god fortro-
lighed med de omtalte differentialligningstyper, si4 man kender
dem, ndr man mgder dem. Eventuelt md de omformes, fgr de kan gen-
kendes.

Her er jo ikke tale om en klasse inddeling i typer, og en
differentialligning kan udmaerket vere af flere af de behandlede

typer pa én gang. Differentialligningen
(x -~ y)dx + xdy = O

er den homogene differentialligning, som vi har behandlet i af-

snit 2. Den kan imidlertid omformes til
ay _ o
Xax y= X

og afslgrer sig sdledes som en linesr differentialligning. Det
er selvfplgelig enklest at lgse den som en linemr differential-
ligning, men i andre tilfzlde kan det vere ret vanskeligt at
treffe et valg mellem de foreliggende metoder.

En serlig kunst er det at fa ¢je pd variabelsubstitutioner,
der forenkler en differentialligning eller fgrer den over i en
differentialligning, for hvilken man kender en lgsningsmetode.

Det er jo nerliggende nok 1 differentialligningen
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(x+y+2)2dx+(x—y)2dy=0

at benytte x + 1 = Xy 08 ¥ + 1 = y, som nye variable. Derved om--

formes ligningen til
(x, +y,)%x, + (x, - y,)%y, =0
g 1 4 d 4/ 4y

som er homogen af anden grad.

Vanskeligere er det at udnytte muligheden for at bruge et
udtryk i begge wvariable som ny variabel. Det er nyttigt at tenke
sig ligningen lgst p& formen x = ¢(t), y = ¢(t) og udnytte rela-
tionerne

\ - ax
ax®y = ax®*Yax , 4 log x = gl

a(xy) = yox + xdy, a(x® + y°) = 2(xdx + ydy)
2 2 dx + ya 2 2 xdx+yd
&/(x° + y°) = LT, a 10g v (xTHy°) =
V(x"+y©) X +y
g Lo zydx + xdy  ox _ ydx - xdy
X X2 v V2

dlog ¥ = THIEL XA g protg Lo TYIE LT XGY
Yy

s

b
"
+

Enhver kan selv udvide denne tabel ved at udnytte andre af de ele-
mentere differentiationsregler. Ved hjzlp af tabellen opdager man,
om en eller anden af de funktioner, hvis differentialer er anfgrt,
péd naturlig méde kan indfgres i differentialligningen.

I den ovenfor anfgrte differentialligning
(x = y)dx + xdy = O

optraeder udtrykket -ydx + xdy samt udtrykket xdx. Det er derfor
nerliggende at omforme ligningen til

%+:yg_m“;xav=o
X X

$
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hvilket ogsad kan skrives
¥ -
d log x + 4 il 0.

Nar vi bruger log x og % som nye variable, er det en ligning med

adskilte variable, og vi far ved integration
1ogx+§=c, ceC,
hvilket ved reduktion giver
y =cx -xlogx, cc€C.

Desuden er y-aksen en lgsningskurve, som er glet tabt ved lgsnings-

processen.

Tilsvarende omskrives differentialligningen
(x~y)ax + (x + y)dy = O

til

xdx + ydy + -ydx + xdy 0
- b

2 2 2 2
X +y X +y

hvilket ogsd kan skrives

d 1og\/(x2 + yz) + d Arctg %»: 0

og integration giver
log\/(x2 + y2) + Arctg % = ¢, ce ¢

Det er nu meget nzrliggende at indfgre polsre koordinater. Vi har
divideret med x, og derfor far vi ikke punkterne af y—aksen med.
Det bevirker, at lgsningskurverne bliver delt op i flere buer,

men overgang til polsre koordinater vil afslgre, hvordan de skal

bygges sammen.
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Et rad: Regn rent formelt uden at skele til undtagelsestil-
feldene ved de indledends fors¢g. Ellers risikerer De at spildec
Deres krefter til ingen nytte. Det er jo ikke sikkert, Deres
forste forsgg forer til madlet. N&r mldlet er ndet, bgr De gi detal-
jerne efter. Ved den endelige redaktion placeres. detajerne selv-

fglgelig ind, hvor det er mest naturligt at omtgle dem.
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2

S

Lo

5e

Lette opgaver.

Lgs differentialligningerne
xjdx + y3dy = 0, Xdx + éydy = 0,

Angiv de singul®sre punkter og lgsningskurverne gennem disse

punkter.
Lpgs differentialligningen
(x - x)ax + (5° - y)ay = 0
og undersgg lgsningskurverne gennem de singulwre punkter,

Lgs differentialligningerne
yax + xdy = O, dx + xydy = O
og tndersgg lgsningskurverne gennem de singulzre punkter.

Bestem alle kurver, hvis tangenter regnet fra rgringspunkt
til skeringspunkt med x-aksen alle har lzngde a, hvor a er

et givet positivt tal.

Lad a vaere et positivt tal. En kurve gennem koordinatsyste-
mets begyndelsespunkt har fglgende egenskab: For ethvert kur-
vepunkt vil den ene af de ligebenede trekanter med ben af
langde a, der som grundlinie har det liniestykke pé& kurvenor-
malen, som afsk®&res mellem kurvepunktet og x—-aksen, have det

ene ben vinkelret pa& x-aksen. Find en parameterfremstilling

for kurven.
Lgs differentialligningen

Xydx + (y2 - xz)dy = 0.,
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7. Lgs differentialligningen
2 2. 2 2
(x° + 3yT)ax + (3x° + y)day = O,

8. Lgs differentialligningen

2

J(x° + y°)ax + xdy = O.

9. Lgs differentialligningen
(x2 - y2)dx + 2xydy = O.
10 Lgs for xy > 0 differentialligningen

Ay X Y-
(dX X) 1ng 1.

41+ Lgs for g € R differentialligningen
xt o+ X = x%.
12, Lgs differentialligningen

4y = X osi
Tx + ytghx = - sinh 2x.

13, Lgs differentiailigningen
idet a er et positivt tal.

1he Lgs differentialligningen

Eo(y-a)(y = p)s
idet o og B eor reelle tal.

15. Lgs differentiallignihgen

&Y - g2 4 P
cx T ® Ty
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1'60

1(70

18,

19.

206

21,

22a

25,

2h.

Lgs differentialligningen

dy = 2 _ .2
ax - % yo+ 1.

(I lgsningen indgir et integral, der ikke kan udtrykkes ved
elementere funktioner, og det forlanges selvfglgelig ikke

udregnet) .

Lgs differentialligningen

2).

Adyye 2 -
T2 =x"(1 -y

Lgs differentialligningen

Ayy2 _ 4 L2 2

Xty 3 -y

Lgs differentialligningen
2 dy\ 2
x" o+ (ag) = %o

Lgs differentialligningen
2 2

o

X3 + (%‘%)5:: 1

Angiv de kurver, for hvilke enhver tangents afstand fra (0,0)

er lig med rgringspunktets abscisse.

Lgs differentialligningen
2 2
3 dyys _
37+ (dX) = Ja

Lge differen-ialligningen

[ ]

. d _ (4yy3
;(‘i'%'i-y— (a%)

Lgs differentialligningen

oo Q¥ 1 dxy2
S =X ax Tk (dx) *
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Lgs differentialligningen

2 _ ayye _ o Q¥ 2 _ 4 _
(x 1)(dx) 2xy g2+ ¥ 4 = 0

Vink: Bemark, at kvadratet pd y - X %% indgadr. Ved lgsning

med hensyn til denne stgrrelse fas en Clairaut-lignings.

Lgs differentialligningen

Q?X =y dy
= .
dx

Find en lgsning til differentialligningen

2
A7y _ 1 (42 _ ()2

som for x = O antager verdien y = O og har differentialkvo=. .

tienten 2.




MA 7.1,
Kapitel 7.

Topologisk rum. Kontinuitet.

I slutningen af kapitel 5 indferte vi begrebet omegnsrum.
En mengde M med en afbildning U:M ind i D(D(M)) (altsé ind i
mengden af mengder af delmsngder af M), kaldes et omegnsrum. Vi
betegner det T = (M,U). Vi kalder M den underliggende mmngde for
rummet T. Et element x € M kaldes ogsd et punkt i rummet T og
vi skriver x € T, En delmmngde A ¢ M kaldes en punkimengde i
rummet T og vi skriver A ¢ T. Hvis P er en vilkarlig mengde og
f:M ind 1 P er en afbildning, kalder vi i overensstemmelse her-
med f en afbildning af T ind i P og skriver f£:T ind i P. Til-

svarende skriver vi g:P ind 1 T i stedet for g:P ind 1 M.

I kapitel 5 benyttede vi omegnsbegrebet til at give en
mere generel definition af begrebet kontinuitet idet en afbild-
ning f£:T, ind i T,, hvor ’l‘1 = (M1,U1) og T, = (MQ,U2) er omegns-
rum, kaldes kontinuert i et punkt x € T1, hvis det for enhver
omegn U € Uz(f(x)) gelder, at originalmengde f-1(U? € U1(X)°
Afbildningen f kaldes kontinuert, hvis den er kontinuert i et-
hvert punkt x € T1° Det vil da, som vi beviste i kapitel 5, ve-
re rigtigt, at sammensstning af kontinuerte afbildninger giver

kontinuerte afbildninger.

Begrebet omegnsrum er alt for generelt som emne for en
matematisk teori. Bortset fra den omtalte sstning om sammensst-
ning af kontinuerte afbildninger forer teorien ikke til noget
som helst. Vi vil derfor i det felgende forlannge, at afbildningen
U opfylder en rmkke betingelser, som sikrer, at et omegnsrum dog
i nogen grad minder om det tredimensionale rum, den komplekse

plan og den reelle akse.
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Definition 7.1. Et omegnsrum T = (M,U) kaldes et topolo-

gisk rum, nar fglgende betingelser er opfyldt:
ul)., vx € T(U(x) &£ @)
u2), vx € ™WU € U(x) (x € U)
u3), Vx € WU € U(x) W g T (Vo U=VE ﬁ(z))
uly), vx € ™VU,V € U(x) (Un Ve U(x))

u5), Vx € VU € U(x) 3v e U(x) vy € v (U € U(y)).

Vi vil dvele et ¢jeblik ved disse betingelser. De L fgrste
betingelser vedrgrer blot mesngden af omegne af et punkt x € T,
De to fgrste betingelser udtrykker, at ethvert punkt har omegne
og at punktet ligger i enhver af disse. Den naste betingelse
siger, at en mzngde, der indeholder en omegn af x selv er en
omegn af x., Den fjerde betingelse siger, at fellesmzngden for
to omegne af x ef en omegn af x, Dette medfgrer umiddelbart, at
fellesmengden for endelig mange omegne af x igen er en omegn arf
KXo

I det tredimensionale rum ¢gnsker vi, at en kugle med centrum
i et punkt x og en positiv radius r skal vare en omegn af X,
Kuglerne med centrum x og radius %, n € N har imidlertid kun
punktet x felles, Det ville derfor vare ¢t fejlgreb at udvide

betingelsen ul) til fzllesmengden for uendelig mange omegne.,

Den mere komplicerede betingelse u5) udtrykker, at en om-
egn af x tillige er omegn af alle punkter i en vis omegn af xQ

Det er den eneste af de fem betingelser, der vedrgrer omegne af
forskellige punkter,

Eksempler, I det smdvanlige tredimensionale rum er en
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mengde en omegn af x; hvis og kun hvis den indehblder en kugle
med centrum x og positiv radius. De fem betingelser ses umid-
delbart at vere opfyldte., I en plan bruges den samme definition,
idet dog "kugle! erstattes med "cirkel', P4 den reelle akse er
en omegn af x en mengde, der indeholder et &bent ikke tomt in-

terval med midtpunkt i x.

Idet M er en vilkarlig mzngde kan vi for x € M lade U(x)
vare mengden af alle delmengder U € M for hvilke x € U, Specielt
bliver s& {x} en omegn af x. Med demne definition bliver (M,T)

et topologisk rum, Det kaldes et diskret rum.

P4 den anden side kunne vi ogsé for ethvert x € M have
sat U(x) = {M}. Igen bliver (M,U) et topologisk rum, Dette rum

kaldes trivielt,

Lidt mindre trivielt kunne vi for en vilkarlig mengde M
definere: En omegn U af x € M er en delmengde af M, som indehol~
der x og har endelig komplementermengde., Det er igen helt klart,
at (#,U) bliver et topologisk rum. Hvis M er en endelig mengde
bliver (M,U) et diskret rum.

Lad nu M vaere en mengde, p& hvilken der er defineret en
ordningsrelation., Ved en omegn U af x forstédr vi en delm&néde
af' I, som indeholder x og alle elementer af M, som fglger ef-

ter x. Det er igen klart, at betingelserne uil)...u5) er opfyldt,

P2 mengden Z af hele tal indfgrer vi for x € %, k € N del-
mengderne

B, (x) = {x + nk|n € 2},

Hvis vi nu definerer en omegn af x € % som en delmangde U ¢ %,
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der for et passende k € N indeholder msngden Bk(x). Det er ikke
vanskeligt at vise, at betegnelserne ul),...,ud) er opfyldt ved

denne definition., Kun betingelsen ulh kraver en ganske lille smu-
le omtanke,

Definition 7.2. Lad T = (M,U) vere et topologisk rum, og
lad A ¢ T vere en punktmengde i T. Et punkt x € T kaldes et in-
dre punkt i A, hvis og kun hvis A € U(x)., Mengden af indre punk-

ter 1 A kaldes det indre af A og betegner ﬁ eller Ao.

De indre punkter i A er altsd netop de punkter, der har
A som omegn, For T = R ég A = I, hvor I er et interval, er de
indre punkter af I netop de punkter af I, der ikke er endepunk-
ter, For T = 8 og A = {z € C' |z| ¢ R}, er de indre punkter af
A netop de z € C, der tilfredsstiller betingelsen |z| < R, me-

dens de punkter, for hvilke |z| = R tilhgrer A men ikke Ko Alt-

Q

sa

fx:{ze(‘)! |z| < R} ;A\Ji:{zeci lz| = R}.

Vi bemerker, at betingelsen u2) medfgrer, at det altid
gaelder, at ﬁ ¢ A, Vi kan selvfglgelig igen danne det indre af
Ao, altsd Aoo, men derved fremkommer intet nyt, idet vi har
setningen:

Sztning 7.3. A% = Ao.

Bevis, Saztningen udtrykker, at alle punkter i ﬁ er indre
punkter i ﬁ, altsa

o

vx € A (A € U(x)).

Vi vil vise, at dette virkelig er opfyldt., Lad x vere et vil-

karligt punkt af K. Vi har da ifglge definition 7.2, at
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A € U(x). Af u5) fglger nu, at vi kan valge V € U(x), saledes
at Vy € V(A € U(y)), men denne relation udtrykker netop, at

[e] (Y
V ¢ A, og u3) giver derfor, at Ae U(x). Dermed er smtningen

bevist,

AT satning 7.3 fglger, at systemet af de 5 betingelser
ul)...ub) er zkvivalent med det system af betingelser, der fés

ved at erstatte ub) med

w5t ) vx € M VU € U(x) 3V < U(x)

(Ve UunavVye (Ve ty))).

Det er nemlig umiddelbart klart, at u3) og u5*) medfgrer u5),
og saetning 7.3 siger, at vi i betingelsen u5) kan vaelge V = 8

og derved sikre, at u5*) bliver opfyldt,

Betingelserne ul) og u2) vil ofte blive satiltiende be-
nyttet., Nar man har opniet 1lidt mere gvelse, vil man ogsé& ofte
benytte u3) uden nazrmere kommentarer, Betingelsen ub) benyttes
overordentlig meget, men ofte i formen u5* eller som sastning
7.3. Betingelsen uly) har en szrstilling, idet den forholdsvis
sjeldent kommer til anvendelse i de indledende undersggelser,

og det er ret let at frasortere de resultater, der hviler pé
uly),
Definition 7.4, T = (M,U) vere et topologisk rum., En

punktmazngde A ¢ T kaldes &ben, hvis & = A,

En &ben mengde er altsé en mengde, hvis punkter alle er
indre, S&tning 7.3 udtrykker, at det indre af en mazngde er en
%
aben mangde, og betingelsen u5a) udtrykker, at enhver omegn af

et punkt x € T indeholder en aben omegn af X.
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Swtning 7.5. Lad T = (M,U) vare et topologisk rum, og lad
0 vere mengden af &bne delmzngder af T, For ethvert punkt a € T
gelder da
U(a) = {Ug T|30 € 0(a € 0 A 0 ¢ U)}.

Bevis. Pastanden er ensbetydende med, at relationen
Uel(a) = 30€ 0(a€0A0cU)

gelder for alle delmsngder U ¢ T, Nu fglger = umiddelbart arf,
at ﬁ for U € U(a) er en 8ben mengde ifglge sstning 7.3, og <
fglger af u3), idet vi vaelger 0 € 0, s4 0 ¢ U og a € 0, og O er

da en omegn af a ifglge definitionen af &ben mazngde.

S@tning 7.6. Systemet 0 af &bne mengder pd det topologi-

ske rum T = (If,U) tilfredsstiller fglgende betingelser:
01), p€ 0, Te€O

02), For enhver familie (Ojlj€J) af
abne mangder gmlder, at forenings-

mengden U O, er &ben
JET

03), Af 0,,0, € 0 fglger 0, © 0, € 0 ,

RBevis, Det er trivielt, at ¢ er &ben, og det fglger af
ul) og u3), at T er &ben, Hvis {OJIJEJ} er en familie af &bne
mengder og a € 0 = UOj, findes der en index j € J, s& a € Oj‘
Da o;j er &ben, gelder oj € U(a), altsa ifglge u3), at 0 € U(a).
Dermed har vi vist at O er &ben, Af 0,,0, € O og a € 0, n 0,
fglger 0, € U(a), 0, € U(a) og af ul) fglger derefter, at

0, n0, € U(a), altsd at 0, n 0, er &ben, Dermed er samtningen

bevist,

Bemazrk, at ul) kan i brug, men kun ved beviset for 03),
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Eksempel., Bt interval p&d R er en &ben mengde, hvis og
kun hvis det er et &bent interval. Enhver foreningsmsngde af

abne intervaller p4 R er en &ben mzngde ifglge 02).

Den udvidede reelle akse R er et topologisk rum, Inter-
valler J-o,al og Ja,e[ er selvfglgelig &bne, men ogsd [-w,al og

Ja,o] er abne mangder,

Setning 7.7, En punktmsngde O ¢ R er &ben, hvis og kun

hvis den er foreningsmesngde af hgjst numerabelt mange disjunkte
dbne intervaller,

Bevis, Ifglge 02) er en mangde med den anfgrte egenskab
dven, Lad nu pd den anden side O ¢ R vmre &ben, og lad a € 0
vere et vilkarligt punkt, Da 0 € U(a), findes der et &bent in-
terval I, sd a € I og I ¢ 0. Lad 11 vaere foreningsmsngden af al-
le abne intervaller med disse to egenskaber, Vi viste i kapitel
1), at I, er et interval, og af satning 7.6 fglger, at I, er

1
abent, Hvis b er et endepunkt af 11 vil b ikke tilhgre O, I

modsat fald kunne vi nemlig velge et abent intervall I,s sé

b € 12 o}e} 12 c O1 og sé& ville I3 = I1 W 12 vere et abent inter-

val, og b € IB’ I3 ¢ 0 i modstrid med, at 12 var foreningsmeng-
de af alle intervaller med denne egenskab, Vi vil udtrykke dis-
se forhold ved at sige, at 12 er et maksimalt, &abent delinter-
val af 0, Vi har séledes vist, at ethvert punkt af 0 er inde-
holdt i et maksimalt, abent delinterval af 0, Heraf fglger, at
0 er foreningsmzngde af sine maksimale, a&bne delintervaller,
Det er klart, at de maksimale, &bne delintervaller af 0 er ind-
byrdes disjunkte, I hvert af dem kan vi valge et rationalt tal,

og de saledes valgte rationale tal bliver indbyrdes forskellige,

Derved far vi en injektiv afbildning af mangden af maksimale,
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abne delintervaller ind i mmngden af rationale tal, som er nu-
merabel, Altséd er mazngden af maksimale, &bne delintervaller nu-

merabel, endelig eller tom. Dermed er sm:tningen bevist,

Allerede i planen kan abne mazngder vere overméade kompli-
cerede. Det er ganske vist let at vise, at enhver aben mzngde
i planen er foreningsmzngde af &bne cirkelskiver (men maske ik-
ke indbyrdes disjunkte), Det er heller ikke svmrt at vise, at
den er foreningsmzngde af hgjst numerabelt mange a&bne cirkel-

skiver, Disse resultater er imidlertid ikke til stor hjelp,

FEksempel. I et diskret rum er alle punktmengder abne, I
et trivielt rum er hele rummet og den tomme mzngde de eneste
dbne mengder., I det ovenfor omtalte rum, hvor omegnene er msng-
der med endelig komplementsrmezngde, er de abne mmngder den tom-
me mengde, samt de msngder, der har endelig komplementarmangde,
I mengden % med den smrlige topologi, der er baseret pa meng-
derne Bk(x), vil enhver foreningsmangde af mangder Bk(x) vare

&ben, og der vil ikke vare andre &bne mengder,

Sztning 7.8. Lad M vsmre en mangde og S et system af del-

mengder af M med fglgende egenskaber:
1), €85, Me S,

2)., For enhver familie iSjIJEJ} af del-
maengder af" M galdef

(Vjeg(s.€8)) = U s.es,

3). Af 8,,8,€5 fplger §,nS,€8.

Der findes da en og kun én afbildning U:M ind i D(D(HM)), sile-
des at T = (M,U) er et topologisk rum, og siledes at 3 netop er

systcmet af &bne mengder i T,
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Bevis, Lad os fgrst antage, at S er systemet af &bne meng-
der i det topologiske rum T = (M,U). Af smtning 7.5 far vi da

for ethvert x € M
U(x) = {Uc M35 € 8(x€8 A8 cU)}.

Dermcd har vi vist, at der hpjst findes én afbildning U med den
pnskede egenskab, Vi gér derefter over til at vise, at der vir-
kelig eksisterer en afbildning U med den gnskede egenskab, Vi
ved allergde, at U(x) for ethvert x € M m& vare definerht som
ovenfor, og vi mangler altsé blot at vise, at T = (Mgﬁ) er et
topologisk rum og at ) netop er systemet af &bne msmngder i T,
Det er imidlertid indlysende, at U far egenskaberne uil), u2)

og u3). At U har egenskaben ul}) fglger af, at 8 har egenskaben
3). Definitionen U medfgrer, at alle mezngderne S € § FAr egen—
skaben Vx € S(8 € U(x)), og derfor har U egenskaben u5*), som
sammen med u3) medfgrer u5), Dermed har vi vist, at T = (M,U)
er et topologisk rum, og vi fik desuden vist, at enhver masngde
8§ € 5 har egenskaben Vx € 8(S € U(x)), altsd at enhver mzngde

S € § er &ben, Vi mangler blot at vise, at enhver aben mengde

0 tiih¢rer 8., Lad 0 vazre en aben mengde, Lad x vare et vilkér-
ligt punkt af O, Da 0 € U(x), kan vi velge en mzngde SX € S, sa-
ledes at x € 8, og S, ¢ O, Vi har da 0 = U S og 3) medfgrer,

x€0
at 0 € 8, Dermed er smtningen bevist,

Betingelsen 3) kan i beviset kun i brug ved beviset for
ul), Saztning 7.8 vil faktisk bevare sin gyldighed, hvis betin~-
gelserne ul) samt 3) begge udelades,

Sstning 7.8 viser, at en mmngde M kan organiseres som et

topologi sk rum ved at systemet 0 af Abne mzngder fastlmgpes,
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sdledes at de tre betingelser i sa:tning 7.6 er opfyldt, Det sé&-
ledes definerede topologiske rum T betegner da ogsé (M,0), Vi

vil eventuelt skrive T = (M,U,0), séledes at b&de U og 0 indgar
i becte8llelsen,

Definition 7.9, Lad T = (M,0) vare et topologisk rum, En

mzngde A ¢ T kaldes afsluttet, hvis og kun hvis komplementsr-
mengden CA = T™\A er &ben,

Eksempel, Et interval I ¢ R er en afsluttet mengde, hvis
det er ct afsluttet interval, Vi bemszrker, at intervallerne
J=c0,2] og [a,0[ er afsluttede delmmngder af R, men de er ikke

af'sluttede delmsngder af den udvidede tallinie R*,

Setning 7.10., Systemet A af afsluttede mengder i et topo—

logisk rum T har fglgende egenskaber
al), € A, Te€A

a2)., For enhver familie af afsluttede mzngder

i T gelder, at fzllesmengden er afsluttet,

a3). AT A, ,A, € A fplger Ay uA, € A,

1’

Bevis, Hver af de tre egenskaber fas umiddelbart af den
tilsvarende egenskab i sztning 7.6 ved overgang til komplemen-
termengderne,

Eksempel, P& R er (]—n_1,1[ | n€ N) en familie af &bne
intervaller, hvis fsllesmengde er intervallet [0,1[, som ikke
er en Aben mengde, P4 den anden side er ([n—1,m[ | n€ N) en
familie af afsluttede intervaller, hvis foreningsmsengde er in-
tervallet ]O,o[, som ikke er &bent. Betingelserne 03) og a3),

som umiddelbart generaliseres til endelige familier, gmlder sa-
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ledes ikke for numerable familier,

Eksempel., I et diskret rum er alle mengder samtidigt &b-

ne og afsluttede,

Setning 7.11. De eneste delmmngder af R, som er bade &b-

ne og afsluttede, er ¥ og R.

Bevis, Af sztning 7.7 fglger, at enhver anden aben del-
mengde af R end ¢ og R har et maksimalt delinterval med et en-
depunkt a, der tilhgrer komplementzrmsngden. Demne er altsd ik-
ke aben, da a ikke er indre punkt i den. Dermed er smtningen be-
vist,

En mengde M kan organiseres som et topologisk rum ved
fastleggelse af systemet A af afsluttede mengder, saledes at
de tre'betingelser i setning 7.10 er opfyldt, Systemet O af
abne mengder bliver netop systemet af kompelmentzrmsngder til
mengderne i A, og det fglger umiddelbart, at de tre betingel-
ser i sztning 7.6 er opfyldt for 0, slledes at sztning 7.8 kan
anvendes, Det fremkomne topologiske rum betegnes T = (M,A),
eventuelt T = (M,U,0,A) ete,

Setning 7.12, Lad T vare et topologisk rum. Lad 0 ¢ T vs-

re en 8ben mengde, og lad A ¢ T vare en afsluttet mengde, Da
er O\A &ben og A\O afsluttet.

Bevis, Da CO er afsluttet og CA &ben fglger pastandene
uniddelbart af, at O\N\A = OnCA og A\O = AnCO,

Vi skal indfgre nogle flere vigtige begreber,

Definition 7.13. Lad T vare et topologisk rum og B ¢ T

en vilkarlig punktmengde, Bt indre punkt i CB kaldes et ydre

punkt for B. Mengden af ydre punkter for B kaldes det ydre for
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B og bctegnes 8B. De punkter af T, som ikke er ydre punkter for
B, kaldes kontaktpunkter af B, og msngden af sadanne kaldes af-
slutningen af B og betegnes B . De punkter af T, som hverken er
indre punkter af B eller ydre punkter for B kaldes randpunkter

for B, og mezngden af sddanne punkter kaldes randen af B og be-

tegnes 0B,
Vi har saledes relationerne
— o] — o) (o} —— [o] pu————.
B = CCB, B = CB, B = CCB, CB = OB

0B = C(BuCB) = BnlB = A\3B .

Sztning 7.14. Afslutningen og randen er afsluttede mang-

der,

Bevis. De netop anfgrte relationer afslgrer, at B og OB

har abne komplementzrmzngder,

Eksempler, I et diskret rum er enhver mangde identisk med
sit indre og med sin afslutning, og dens ydre er netop komple-
mentermengden, Randen er den tomme mengde, For et interval pé
den rcclle akse udggres det indre af intervallets punkter und-
tagen endepunkter og afslutningen udgpres af intervallets punk-
ter samt endepunkterne. Randen bestdr blot af intervalendepunk-
terne, Delmsngden 0 af R har ingen indrepunkter og R er bade
dens afslutning og dens rand, Vi ved fra satning 7.7, at en a-
ben mwngde pd R er foreningsmzngde af disjunkte,. dbne interval-
ler, Dect er klart, at alle intevalendepunkterne hgrer til meng-
dens rand, men randen kan omfatte mere end intervalendepunkterne,
Saledcs vil randen for 0 = U\](n+1)—1,n_1[ bestd af punktet O,

4 neN

samt punkterne n~ ', n € N,
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Satning 7.15. Lad B vare en punktmgngde i et topologisk
run T, Da vil enhver &ben delmegngde af B vare delmzngde af ﬁ,

og enhver afsluttet msngde med B som delmsngde vil have B som
delmangde,

Bevis. Lad O ¢ B vere en aben mengde, Da 0 er omegn af
ethvert punkt af 0, er B omegn af ethvert punkt af 0, altsé
0 ¢ ﬁo Lad A D B vare en afsluttet mangde, S& gelder CA ¢ CB,
men da CA er &ben, fglger heraf CA ¢ éB og overgang til komple-

mentermengde giver A D B. Dermed er setningen bevist,

Setning 7.16, Hvis B og C er punktmengder i et topologisk

[o] —
rum T, og B ¢ C, gzlder B ¢ G og B¢ C,

o]

Bevis. Da B er &ben og B ¢ C gmlder B ¢ ifglge smtning

N
Qo

n
aQl

7.15. Da C er afsluttet, og B ¢ C, gelder B ¢ C ifglge saztning
7615,

Setning 7.17. Et punkt a i et topologisk rum T er kontakt-
punkt for en meéngde B ¢ T, hvis og kun hvis enhver omegn af a
indeholder et punkt af B, Punktet a er randpunkt for B, hvis og
kun hvis enhver omegn af a indeholder et punkt af B og et punkt

af CB.

Bevis. Den fgrste af de anfgrte betingelser udtrykker net-
op, at a ikke er ydre punkt for B, og den anden, at a hverken

er indre punkt i B eller ydre punkt for B,

Eksempel., Lad (an) vare en reel talfglge. Hvis (an) - a
er a kontaktpunkt for punktmsngden faanEN} pd R, For enhver
punktmwengde B ¢ R" gxlder, at inf B og sup B er kontaktpunkter

for B, Hvis de tilhgrer R, er de tillige randpunkter.

Setning 7.18. Lad T vaere et topologisk rum, Den afbild-

ning af D(T) ind i D(T), hvor D(T) er mzngden af punktmengder
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i T, som defineres ved at billedet af enhver punktmengde er

dens afslutning, tilfredsstiller fglgende L betingelser:

s1). ¥ = ¢
s2), VB ¢ T(B ¢ B)
s3), VB ¢ T(B = B)

sli), VB¢ T VC ¢ T(BuC = BuC).

Bevis, Da ¥ er afsluttet, fglger s1) umiddelbart af sat-
ning 7.15. Pastanden s2) fglger umiddelbart af definitionen af
B, og s3) fglger af smtning 7.15, idet B er afsluttet og derfor
indéholder B, Lad nu B og C veare punktmsngder i T, Da BuwC er en
delmungde af B W C, som er afsluttet ifglge a3) i satning 7.10,
gelder B W C ¢ Buw C ifglge smtning 7.15. Denne smtning giver
ogsé, at B ¢ BJC og C ¢ BuC, hvilket medfgrer, at BuC ¢ BuC.
Dermed er smtningen bevist.

Vi bemsrker, at betingelsen a3) kan i brug ved beviset
for, at BuC ¢ BuC, medens den omvendte ulighed BuC 2 BuwC samt
81),82) og sj) er uafhengige af denne betingelse.

Det er interessant, at begrebet "afslutning'" kan benyttes
som grundlag for indf@grelse af en topologi, idet fglgende sat-
ning gelder:

Setning 7.19. Lad M vere en vilkarlig mengde, og lad
@:D(M) ind i D(M) vere en afbildning, som tilfredsstiller fgl-

gende betingelser:

1) o(¥) = ¢

2) VB ¢ M(p(B) 2 B)
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3) VB ¢ M(p(p(B)) = ¢(B))

in

L4) VB ¢ MVC ¢ M(p(BuC) = ¢(B) u o(C)).

Det er da muligt pad en og kun én ma&de at organisere M som et
topologisk rum, s&ledes at det for enhver mengde B ¢ M galder,

at ¢(3) netop er afslutningen af B,

Bevis, I en topologi med den ¢gnskede egenskab galder
VB ¢ (B = ¢(B)), og det medfgrer, at systemet A af afsluttede

mengder er givet ved

A={Bcu]| () =Bl

Heraf fglger, at der hgjst findes én topologi med den gnskede
egenskab, Vi definerer nu A som angivet, Af 1) fglger da ¢ € A
og af 2) fglger M € A, Lad nu (lejeJ) vare en familie af mzng-
der, der alle tilhgrer A, og lad B vare fellesmengden ﬂBj. Af
L) fas da Bj = go(Bj) = ¢p(B) w <p(Bj\B) 2 ¢(B), altsai

»(3) ¢ ﬁBj = B, Af 2) fglger nu ¢(B) = B, altsd B € A\, Lad nu
B og C vare elementer af A, Vi har da ifglge L), at

@ (BuC) = ¢(B) w ¢(C) =B uw C, altsd B u C € A, Dermed har vi
vist, at M kan organiseres som et topologisk rum,‘séledes at A
netop bliver systemet af afsluttede mengder. Lad nu B ¢ M vare
en vilkarlig punktmsngde, Vi skal vise, at B = ¢(B), AT 3) fgl-
ger, at ¢o(B) € A, Altsd er ¢(B) afsluttet, og af sztning 7.15
Fglger, at B ¢ ¢(B). P4 den anden side giver L), at

B =0¢(B) =¢(B)uwe(B\B) 2 ¢(8), Dermed er sztningen bevist.

Definition 7.20, Lad T vare et topologisk rum, Et punkt
a siges at vere et isoleret punkt af en punktmangde B ¢ T, sé-

fremt der findes en aben mangde 0, saledes at {a} =B n 0.




MA 7.16.,

Betingelsen er ensbetydende med, at a € B uden at vare
kontaktpunkt for B\{a]. Punktet a € T er et isocleret punkt af
T, hvis og kun hvis {a} € U(a).

Eksempel, Alle punkter i et diskret rum er isolercde,Pla-
nen og den reelle talakse og den udvidede reelle talakse inde-
holder ingen isolerede punkter, Delmsngden Q af den reelle tal-
akse har ingen isolerede punkter, men alle punkter af delmasng-

den 7 cr isolerede.

Definition 7.21. Lad T, = (M1,U1) og T, = (Mg,UQ) vere to-
pologiske rum, og lad x € T1 vare et vilkarligt punkt. En afbild-
ning f:T1 ind 1 T2 siges at vare kontinuert i x, hvis og kun
hvis

VU € U, (£(x))(£7(U) € U, (x)).

Afpildningen £ kaldes kontinuert, hvis den er kontinuert i et-

hvert punkt af T1.

Dette er blot en kopi af den definition, vi indfgrte i
slutningen af kapitel 5.

Fksempler, Hvis T1 er et diskret rum eller T2 et trivielt
rum, er f altid kontinuert, I et isoleret punkt af T1 vil £ al-
tid vere kontinuert,

Fglgende satning blev bevist i1 kapitel 5, men vi gentager
setningen og beviset her, hvor den mere naturligt hgrer hjemme:

Setning 7.22. Lad T, = (M1,U1), T, = (MZ,UZ) og Ty = (MB,ﬁB)
vere topologiske rum, Hvis en afbildning f1:T1 ind 1 T2 er kon- ,
tinuert i et punkt X1 € T1 og en afbildning f2:T2 ind i T3 er

kontinuert i billedpunktet Xy = f1(x1), er den sammensatte af-
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bildning £ = f2 ° f1:T1 ind i T5 kontinuert i punktet Xy Hvis

f1 og f2 er kontinuerte, er f kontinuert.

Bevis, Lad U vare en omegn af f(x1). sS4 er
f~1(U) = f;1(f51(U)). Da f, er kontinuert i x, er f£1(U) en om-
egn af x,, og da f, er kontinuert i x,, er f;1(f51(U)) en om-
ggn af x1, Dermed er den fgrste pastand bevist, og den anden

fplger umiddelbart.

Satning 7.23. Lad T, = (M1,U1,O1,Aﬂ) og T, = (M2,U2902,A2)
veare topologiske rum, og lad f:T1 ind i T2 vere en afbildning,

Pglegende 4 betingelser er da indbyrdes mkvivalente:
1), £ er kontinuert
2), vo € 0,(r71(0) € 0,)
%), VA € Az(f-1(A) € 1,)

L). vB ¢ M, (£(B) ¢ £(B)).

Bevis, Vi viser fgrst, at 1) = L), Vi antager altsa, at

f:T1 ind 1 T2 er kontinuert, og vi betragter en vilkarlig mzng-

de B ¢ M, Lad x, € T, vere et punkt med den egenskab, at f(x1)
er ¢t ydre punkt for £(B), S& gmlder Té\f{ﬁ) € ﬁz(f(x1)), alt-
s& pa grund af kontinuiteten af f, at f_1(Té\fT§)) € ﬁ1(x1).
Heraf fglger U1(x1) B = ¢. Altsa er x, et ydre punkt for B.

Vi har saledes set, at kun ydre punkter for B afbildes ved f i
ydre punkter for £(B). Men det medfgrer, at punkter af B afbil-

des i punkter af £(B), og dermed er pistanden bevist,

Vi viser dernmst, at 4) = 3), Vi antager altsa, at L) er

opfyldt, For A € A2 far vi da

e(e71a)) ¢ r(£7(A)) = X = 4,
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nvilket medfgrer, at £ (A) ¢ £ 1(A), altsé, at £ 1(A) er af-
sluttet,
Vi vil nu vise, at 3) = 2), Vi antager altsd %) opfyldt,
For 0 € 0, far vi da
-1 D\ =1
T (O) = 1\f <T2\O>9
og da Té\o er afsluttet, er dette en a&ben mengde ifglge 3).

Endelig viser vi, at 2) = 1), Vi antager altsi, at 2) er
opfyldt, Lad x1 vere et punkt af T1, og 1ad U vare en omegn arf
f_'(x1)° Vi kan da valge 0 € 62, sdledes at f(x1) € 0o0g0cU,

82 er £71(0) &ben og indeholder x,, og da £ w) 2 £ 1(0), slut-

ter vi, at f_1(U) € U1(x1). Dermed er sztningen bevist.

Cksempler, Lad os betragte et topologisk rum T = (M,U,0,A),
hvor M er en uendelig mengde, og, hvor elementerne af A er M og
de endelige delmsngder af M., Det ses da umiddelbart ved hjalp
af betingelsen 3), at en afbildning f£:M ind i M er kontinuert,
hvis den enten er konstant eller har den egenskab, at ethvert
punkt har endelig originalmszngde, Specielt vil enhver injektiv
afbildning £:M ind i M vare kontinuert, Lad os betragte en af-
bildning £:M ind i R, og lad os antage, at billedmengden inde-
holder to punkter a og b med a < b, Vi kan da velge c € Ja,bl,
og da f~1(]~w90]) L f_1([C,w[) = M, er den ene af disse mangder
uendelig, og da den ikke indeholder béade a og b, er den ikke
hele if, altsa ikke afsluttet. Altsd er f ikke kontinuert. Der

findes altsa ikke andre kontinuerte afbildninger f:M ind i R end
de konstante,

Definition 7.24., Lad T = (M,U) vere et topologisk rum, og

lad x vare et punkt af T, En delm@ngde V ¢ U(x) kaldes en basis
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for U(x) eller en omegnsbasis for punkteh x,.safreat enhver om-
egn U € U(x) har en delmangde, der er et element af V, In af-
bildning B:M ind 1 D(D(M)), kaldes en omegnsbasis- for rurmet. T,

safremt det- for ethvert x.€ T galder, at B(») er en basis for.
O(x).

‘Det er klart, at topologien p& T er fastlagli ved sn o~
egnébasis for T, idet en.-omegn af x € T simpelthen er en mang

de; der har en basisomegn af x som delmangde. At cn og samae: to-

“pologl giver anledning til mangé forskellige omegnshaser kan-
“yvere en ulempe, og denne omstsndighed indskrznker -l nogen gred

"anvendeligheden af basisomegnene., Deres fordel ligger i, at det

ved undersggelsen af, om en afbildning cr kontinusrt, er. nok -at

vise betingelsen for enhver basisomegn --stedet. for enhver om-

egn. -
Q 3 sl .
For enhver omegn U af x gelder, at U er cn oben onegn ail

. De-&bne -omegne af x udggr derfor altid en owmegnshasis for
punktet x,

Eksempler, For ®m € R udggr intervallerne |x-h,x+h[ med
h > 0. en omegnsbasis.. En anden omegnsbasis udggres af inberval.
1 . N , . ,
lerne ]X“H’ x+—[; n €N og endnu eén. udggrss af intecvallerns

T3

EX*%,X+%}, n € N, Bt punkt x i planen Lar sn omegnsbasis, dox
bestdr af cirkelskiverne (&bne eller afslutteds) med .centrum x
og radius %ﬁ n € Y. Hvis M er et diskret rum, er {{x}] on cumegns-
basis for x € M. Ivig M er et trivielt »rum, er‘fMl.en clegns--

bagis for x € Mo

Ssetning 7.25. Lad M vere en. vilkérlig mengde og Byl ind 1
D(D(i1)) en afbildning. Ngdvendigt og tilstrakkcligt for, at der

fihdes et topologisk rum T = (M,U) med B som omegnsbasis, er,
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at B tilfredsstiller betingelserne
b1)., vx € M(B(x) ¢ @)
b2). Vx € MVU € B(x) (x € U)
blh)., Vx € MVU,V € B(x) Iw € B(x) (Wc U Nn V)

b5), Vx € MYU € B(x) 3V € B(x) Wy € V

aw € B(y) (wg u).

Bevis, Hvis der findes et topologisk rum T = (M,U) med B
som basis, er U fastlagt ved, at det for ethvert x € M galder,
at
(1) U € U(x) = 3ve B(x) (V¢gU).

Vi kan derfor tanke os U defineret ved denne relation, og vi
skal da vise, at U vil tilfredsstille betingelserne u1),.°°,u5)$
hvis og kun hvis B tilfredsstiller de i setningen anfgrte L be-
tingelser, Nu medfgrer (1) umiddelbart, at u3) er opfyldt. Det
er helt trivielt, at ul) er ensbetydende med b1) og u2) med b2),
Den i bl) indgdende relation 3IW € B(x) (W ¢ U n V) udtrykker
netop, at W € U(x), og derfor bliver ul) ensbetydende med bh).
Ganske tilsvarende ses, at u5) er ensbetydende med b5), og der-
med cr satningen bevist,

Definition 7.26. Lad T, = (M,ﬁ1) og T, = (M,ﬁ2) vere to-
pologiske rum med samme underliggende mangde M, Hvis det for
ethvert x € M gelder, at U1(x) C ﬁz(x), siges topologien pa T,
at vere finere end topologien pa T1, og topologien pa T1 siges
at vere grovere end topologien pa T2.

Det er klart, at "finere end" er en reflexiv ordningsre-

lation, og at 'grovere end" er den omvendte ordningsrelation.
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Bortset fra det trivielle tilfzlde, hvor Il er en mengde med
kun €t element, bliver ordningsrelationerne selvfplgelig ikke
totalepé mengden af topologiske rum med M som underliggende
mangde,

I litteraturen mgder man ogsa "staerkere' med samme betyd-

ning som "finere'" og "svagere!" med samme betydning som ‘'grovere'’,

Lksempel. Den diskrete topologl er den fineste af alle to-

pologier pé& M, og den trivielle topologl er den groveste af al-
le topologier pé M.

Setning 7.26, Lad T, = (M,f]1,b1,A1) og T, = (M,fJZ,OQ,AZ)
vaere topologiske rum med samme underliggende masngde. Fglgende

fire cgenskaber er da ensbetydende:

1). Topologien pa T, er finere end topologien ph T,

2). O1 - 62

3). A1 C Az

L4}, For enhver mzngde B ¢ M er afslutningen af B
1 rummet T2 en delmengde af afslutningen af B

i rummet T1°

Bevis, Vi har 1) = 2), da en &ben mangde 0 € 01 er omegn
af’ ethvert af sine punkter som mzngde i T1 og derfor ogsa i T2.
Vi har 2) = 1), da en omegn U € ﬁ1(x) indeholder en mengde

0 € 51 med x € 0, og s& gzlder jo ogsa 0 € 02, At 2) == 3) fpl-

ger umiddelbart aff, at A1 netop omfatter alle komplementermasng-
der til mmngderne i 01 og analogt for A2 og 02. At 3) = L) fglger
af', at afslutningen af B i rummet T2 er afsluttet i T2 og der-

for i T og den har derfor afslutningen i T1 som delmangde

19
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ifplge s@tning 7.16. At L) = 3) fglger af, at en mangde, der ex
afsluttet 1 T1 er identisk med sin afslutning i T1 og derfor
ifglege L) samt s2) med sin afslutning i T2. Dermed er sstningern
bevist, |

Vi har s&ledes en forklaring pé, at "finere" og "stzrkere"
er blevet synonymer, idet "finere'" betyder "rigere pa detaljer',

og''starkere'" betyder '"mere materiel til radighed",

Swtning 7.27. Lad T, = (M,©1) og T, = (M,0,) vare topolo-
giske rum med samme underliggende mmngde. Den identiske afbild-
ning I:M ind i M opfattet som en afbildning I:T2 ind i T1 er
kontinuert, hvis og kun hvis topologien pa T2 er finere end to-
pologien pa T1.

Bevis. At I er kontinuert betyder

-1
VO € 61 (17'(0) € 02),

og da 171(0) = 0, er dette netop ensbetydende med, at 01 c Ogo

Dermed er smtningen bevist.,

Saxtning 7.28. Lad M vaere en vilkarlig mengde., Lad
(Tj = (Mstj)|3 € J) vere en familie af topologiske rum, og lad
(£j:M ind i lejeJ) vare en familie af afbildninger. Blandt de
topologiske rum T = (M,U) med M som underliggende mengde, og for
hvilke alle afbildningerne fj er kontinuerte, findes der et, som

har grovere topologi end alle de andre,

Bevis, Lad x vare et element af M, og lad j1,o°°9jp vere

vilkirlige elementer af J, Lad U, € Ujk(fjk(x)) vere &ben for

K = 1,000,0. Hvis U er valgt, saéledes at fj ,..,,fj :T ind i T
1 p
er kontinuerte, er
(2) £20,) na.on £30(0) € B(x).
Jg Jp P
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Hvis dette er opfyldt for alle valg af x,j1,...,3p og U1""’Up
vil det p& den anden side sikre, at alle afbildningerne fj er
kontinuerte, Nu definerer vi B(X) som mangden af de mengder der
fas ved pd venstre side i (2) at valge p,j1,...,jp, U1,...,Up
p& alle mulige mAder. Det er da umiddelbart, at B:M ind'i

. D(D(1)) tilfredsstiller b1),b2),bLk),b5) i swtning 7.25, og B er
derfor en omegnsbasis for et topologisk rum T = (M,U), som &ben-
bart har den egenskab, at alle afbildningerne fj:T ind i Tj er
kontinuerte, For ethvert andet topologisk rum T* = (M,U*) gel=-
der det, at de ved B definerede basisomegne alle er omegne, og
dets topologi er derfor finere end topologien p& T. Dermed er

setningen bevist,

Leg merke til, at vi i beviset ikke forudsatte, at
319.,,,jp var indbyrdes forskellige, Det har den virkning, at
bli) bliver helt triviel, Betingelsen b5) er igvrigt opfyldt pa
den trivielle form, at enhver basisomegn er omegn af ethvert af
sine punkter,

Ved hjslp af relationen f51(U’) n f51(U”) - f31(U' n g")
kan udtrykket p& venstre side i (2) selvfplgelig altid reduce-
res, s8lcdes at de optradende indices bliver indbyrdes forskel-
lige, Hvis J er en endelig mangde, f.eks. mangden {1,.°.gp§, er

det derfor nok i (2) at benytte udtryk af formen
YU neen 70
1 1 . 08 p p L]
Definition 7,29. Det i sstning 7.28 omtalte topologiske

run T = (M,U) kaldes det ved afpbildningerne fj definerede to-

pologiske originalrum (eller initialrum),

S@tning 7.30. Med betegnelserne fra smtning 7.28 og med
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endnu et topologisk rum T' = (M',U') vil en afbildning

£:7' ind 1 T vare kontinuert, hvis og kun hvis alle afbildnin-

gerne fj°f:T' ind i Tj er kontinuerte,

Bevis, Hvis f er kontinuert, er afbildningerne fj°f kon-
tinuerte ifglge smtning 7.22. Lad os nu pad den anden side an-
tage, at alle afbildningerne fj°f er kontinuerte., Lad x € M' va-
re vilkérligt valgt, og lad U vare en omegn af x. Sa vil U in-
deholde en basisomegn

f31(U1) Aeean f51(Up)s
1 p
hvor hvert U, er en omegn af fjk(f(x)) i Tjk. Originalmmngden

til denne omegn er imidlertid

f-1(f‘3:(U1)) Ao f’1(f3;(Up)) -

°f)-1(U1) Neoon (fj o)~ (U ),
P

(f,
Jyq p

og dette er ifglge ul) en omegn af x, Dermed er smtningen be-

vist,

Begrebet '"topologisk originalrum" er heldigvis en hel del
nyttigere end det ved fgrste blik ser ud til, I dette kursus
skal vi bruge det til indfgrelse af topologi p& delmzngder og |

p& produktrum, Anvendelsen p& delrum er dog ganske triviel.

Definition 7.31. Lad T = (M,U) vare et topologisk rum og

A ¢ T en vilkarlig delmengde, Ved delrummet A af T forstas det
topologiske originalrum for injektionsafbildningen j:A ind 1 T
defineret ved j(x) = x for ethvert x € A,

En mzngde B ¢ A kaldes &ben relativt til A, hvis den er

en dben ma&ngde i delrummet A, Dens afslutning i delrummet A kal-

des dens relative afslutning, Tilsvarende for andre topologiske




MA 7.25,

begreber, Nar ordet ”relativt" udelades, skal de topologiske
begreber altid forstds i relation til T. Hvis der optrazder fle-~
re delmezngder pd en gang kan det vazre ngdvendigt at bruge ven-

dinger som 'Aben relativt til A" for at undgd misforstéelser.

Swtning 7.32. Lad T = (M,U,0,A) vere et topologisk rum,
og A ¢ T et delrum., For et punkt x € A og en punktmsngde B ¢ A

gaelder da relationerne

1) B relativ omegn af x < 3U € U(x) (B = AnU)
2) B relativt aben e 30 € O (B = AnO)

3) B relativt afsluttet « 3IF € A (B = AnF) .

Den relative afslutning af B er B n A, Det indre af B er en del-
mengde af det relative indre af B.

Bevis, Lad Jj:A ind 1 T vare injektionsafbildningen., For
U € U(x) er-j_1(U) = AN U en relativ omegn af x. De omegne, der
fas pé& denne made, udggr ifglge beviset for sztning 7.28 en om-
egnsbasis for delrummet A, Af A Q V 2 ANn U fglger imidlertid
V=An(0UV), og da Uuw V€ U(x), viser dette, at u3) gslder for
systemect af mmngderne A n U. Men det betyder, at systemerne arf
mengderne A N U netop omfatter alle de relative omegne, og der-

med er 1) bevist,

2). For 0 € D er An 0 = 371(0) relativt &ben, Hvis B ¢ A
er relativt &ben, har hvert punkt x en relativ omegn UX n A ¢ B,
hvor U, € U(x). Men s& findes der en &ben msngde 0, med x € 0
og 0 ¢ Ux’ altsé Ox N Ac B, Men 83 er B = An 0, hvor

0 = U O_ er &ben, og dermed er 2) bevist,
X€B
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3), At b er relativt afsluttet er ensbetydende med, at
A\B er relativt &ben, altsd, at der eksisterer 0 € 0, siledes

at A\ B = An 0, Men dette er ensbetydende med, at B = A n CO,
Dermed er 3) bevist,

Vi ved nu fra 3), at B n A er relativt afsluttet., Hvis
F ¢ A er relativt afsluttet og F 2 B, gaelder F = F1 N A, hvor
2 B, men det medfgrer, at

€ AogF, 2B, altsd F

Fy 1 y

F = F; nA>Bn A, Den sidste padstand er triviel.

Eksempler, Den reelle talakse R er et topologisk delrum
af" den udvidede talakse R*. En delmzngde af R er relativt aben,
hvis og kun hvis den er aben i R*, og den er relativt afsluttet,
hvis og kun hvis dens foreningsmangde méd f-c0,00} er afsluttet '
i %", Tallegemet §Q er et topologisk delrum af R, Det relative
indre af & er hele Q og det absolutte indre af § er tomt, Med
¥ betegner vi det topologiske delrum N U few} af R, At en kom-
plcks talfplge (an) er konvergent med grasnsevardi a er ensbety-
dende med, at den ved ¢(w) = a, o(n) = a definerede afbildning
0¥ ind i & er kontinuert.

Lt serligt vigtigt eksempel pad et delrum er et interval
pa den reelle akse. Cirkelskiver eller rektangler i planen er
ogsa eksempler p& delrum. Den reelle akse er et delrum af C.
For en ret linie i planen stemmer delrumstopologien overens med

topologien pa den rette linie opfattet som talakse,

F'or topologisk delrum giver smtning 7.3%0 blot udtryk for
den trivielle kendsgerning, at kontinuitet af en afbildning ind
i delrummet er ensbetydende med kontinuitet af afbildningen op-

fattet som afbildning ind i hele rummet.
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Hvis T og T1 er topologiske rum, A ¢ T et delrum og

£:T ind i T1 en afbildning, da er restriktionen f£|A:A ind i T1

identisk med den sammensatte afbildning foj:A ind i T1. Heraf

fplger umiddelbart satningen:
Setning 7.3%3. Enhver restriktion af en kontinuert afbild-

ning er kontinuert.

Det er selvfglgelig ikke rigtigt, at enhver kontinuert af-
bildning g:A ind i T1 er restriktion af en eller anden afbildning
£:7 ind i T,. Saledes er tg:]-dm, 2w ind i } kontinuert, men ik-
ke restriktion af nogen kontinuert afbildning f:R ind i R,

Det er dumt (men undertiden ganske tillokkende) at for-
veksle de 2 udsagn

1). Afbildningen f:T ind i T, er kontinuert i
ethvert punkt af A,

2). Restriktionen af afbildningen £:T ind i T,

til mengden A er kontinuert,

Det er imidlertid klart, at udsagnet 1) er vasentligt

sterkere end 2), Udsagnet 2) stiller overhovedet intet krav til
restriktionen af £ til T\A.

Eksempel, Den ved

1 for x € Q
f(X) =

0 for x € R\Q

definerede afbildning f:R ind i R er ikke kontinuert i noget

punkt af R, men dens restriktion til § er kontinuert,

Lad (MJIJEJ) vere en familie af mengder. Produktmengden
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M= I Mj er mengden af afbildninger x:J ind i U M., som til=-
€T jE€T Y

fredsstiller betingelsen Vj € J(x(j) € Mj). Smdvanligvis vil vi

gskrive x,. 1 stedet for x(j). Til hvert j € J svarer en projek-

tion, som er en afbildning pj:M ind i Mj defineret ved

pj(x) = Xy Projektionerne er surjektive afbildninger. For en

fplue (Mnln € N) anvender vi ogsa skrivem&den M = My x My x oo
og analogt for endelig mange. Projektionen pj(x) = Xy kaldes

ogsa J-koordinaten af x eller den jte koordinat af x.

Definition 7.3L4. Lad (Tj = (Mj,Uj)lj € J) vere en familie
af' topologiske rum. Ved produktrummet T = 'H T. forstas det to-
pologiske rum T = (M,U), M = I Tj’ som eraigpologisk original-
rum for projektionerne Dy Fogeg'z N skriver vi T = T, xTpXe e

og analogt, hvis J er endelig,

Lad nu 8 = (M',U') vare et vilkérligt topologisk rum, Til
en afbildning £:8 ind i T = .H T. svarer koordinatafbildninger
fj = pj°f:S ind i Tj' Omvend%egefinerer en familie af koordinat-
afbildninger (fj:S ind i T|j € J) en afbildning f:S ind i T,
idet vi for t € S satter £(t) = x, hvor Xy = fj(t) for ethvept
J € J., Bstning 7.30 giver nu ganske umiddelbart fglgende s@t—
ning:

Setning 7.35. En afbildning ind i et produktrum er kon-
tinuert hvis og kun hvis enhver arf dens koordinatafbildninger
er kontinuerte,

Lad nu x € T vaere et vilkarligt punkt af produktrummet
T = 0O T,, Af beviset for sztning 7.28 fremgir, at vi far et

; J
jed
system af basisomegne af x ved pa alle mulige mader at valge

Q€ Ny, Jiseeesd. € J og omegne U, af x. i T, . S& vil mangderne
R 2 k e Ik
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p?(Uj ) Neoon p?(Uj )
1 1 q q

udggre en omegnsbasis for x, Disse mangder kan imidlertid ogsa
udtrykkes pa formen

fx € TIx, €U, Aveur x, €U, {.
Jq Jq dg Iq
Valger vi nu Uj = Tj for alle andre j € J, kan dette abenbart
skrives

U= T U,.
jeg J

En omegnsbasis bestar altsd af alle sidanne "produktomegne',

hvor Uj = Tj undtagen for endelig mange j € J,., Vi bemmrker, at
(U) = 1.,
p,(U) 5

Vi far selvfglgelig en omegnsbasis, selv om vi kun medtager de

basiscomegne, hvor alle Uj er abne mengder,

I det specielle tilfwlde J = N kan vi ngjes med et be-

tragte basisomegne af formen

XeoeaX U_x T x T

1 P p+1 p+2 Xooe s

U

og i det tilfelde, hvor T = T1 XoooX Tm kan vi ngjes med basige

omegne af formen

U1 XoooX Um°

Fksempel., BxR = R° far som basisomegne af x = (X19X2)
f.eks, mangden af kvadrater
1 1 21 1
]X1 n* *q 7 n[ x ] Lo = %o 7 n[’

og da hvert af disse kwadrater indeholder den &bne cirkelskive

Qi IRD

med centrum x og radius %, men er indeholdt i den abne circke
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skive med centrum x og radius %, bliver produktrummet RZ netop
den szdvanlige plan.

Definition 7.36., Lad S = (M1,b1) og T = (M2,02) vare to-

pologiske rum, En afbildning £:5 ind i T kaldes &ben, hvis og
kun hvis
YO € 01(f(0) € 62).
Ganske analogt kan vi definere en afsluttet afbildning.
De to begreber er ikke azkvivalente, En konstant afbildning

f£:R ind 1 R er afsluttet, men ikke Aben.

Begrebet "&ben afbildning" afhsnger pé vaesentlig méde af
det rum, vi afbilder ind i. Injektionsafbildningen j:R ind i &
defineret ved j(x) = x er ikke &ben, da j(R) = R c ¢ ikke er a-

ben, men j:R ind 1 R er selvfglgelig &ben,

Satning 7.37. Projektionerne pj er abne afbildninger,

Bevis, I produktrummet T = 1I Tj betragter vi en &ben mang-
JET
de 0 og et vilkarligt punkt Xy € pj(O)° Vi skal vise, at

pj(o) € ﬁj(xj). Nu eksisterer der et punkt x € 0 med pj(X) = Xy

og 0 indeholder en basisomegn I U, af x, Altsd har vi
JET

p.(0) 2 p, (I U,) =T,
J 3 yeg 9 J

og af u3) fplger s&, at pj(O) er en omegn af Xy Dermed er szt-
ningen bevist,
Eksempel, Mengden {(x,y)|x > 0 A xy = 1} er en afsluttet

delmzngde af r° (en hyperbelgren), Dens projektion pd x-aksen

er intervallet ]O,o[. Projektioner behgver altsd ikke at vare

afsluttede afbildninger.
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Définition 7.38. Lad S og T vaere topologiske rum, En af-
bildning £35S ind 1 T, som er bijektiv, kontinuert og aben, kal-
des en homgomorfi, Hvis der eksisterer en sidan afbildning, kal-
des S og T hompomorfe,

At £ er bijektiv medfgrer, at £ har en omvendt afbildning
f'1:T ind 1 S, At f er aken er ensbetydende med, at f~1 er kon-
tinuert (og omvendt)., Det er klart, at sammensaztning af homgo-
morfier giver homgomorfier, Heraf fas umiddelbart fglgende smt-

ning:

Swtning 7.39. Relationen S homgomorf med T er en zkviva-
lensrelation p& klassen af topologiske rum.

I tilslutning hertil skal vi navne, at en homgomorf af-
bildning £:9 ind i T kopierer S over pad T, s&ledes at alle to-
pologiske egenskaber bevares, Billedet af en &ben mangde er en
4ben mengde og billedet af en afsluttet mengde er en afsluttet
mengde. AT A ¢ S og B = £(A) felger o(A) = B, £(0A) = 0B,
f(aA) = CB og f(A) = B, Endvidere er det klart, at restriktio-
nen af £ til A er en homgomorfi fra A ind i B,

De af xkvivalensrelationen "homgomorf med" frembragte klas-
ser bestir af rum, som fra topologisk synspunkt kan betragtes
som indbyrdes ens. Egenskaber som altid er faslles for alle to-
pologiske rum i en skvivalensklasse kaldes topologiske egenska-
ber,

Vi betragter nu igen familien (Tj = (Mj,Uj)]j € J) af to-
pologiske rum og produktrummet T = II T'j = (M,U), Lad a = (aj)

JET
vare et punkt af T, og lad k vare et element af j, Mengden

F, = {x € T|vj & k(szaj)z

kaldes en k~fiber af rummet T, Det er klart, at k-fibrene netop
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udgpr en klasseinddeling af T,

swtning 7.40. Restriktionen af projektionen p, til fibe-

ren Fk er en homgomorfi pk:Fk ind i jkq

Bevis., Af definitionen pk(x) = X fglger umiddelbart, at
restriktionen af Py til Fk er en bijektiv afbildning. Vi ved

allerede, at Dy ©er kontinuert, og dens restriktion til Fk er da

ogséd kontinuert. Lad nu cp:Tk ind i Fk vere den omvendte afbild-

ning til pk:Fk ind 1 Tk‘ Vi kan opfatte ¢ som en afbildning
qo:Tk ind 1 T, Nu er pj°¢ den identiske afbildning, hvis j = k,
og en konstant afbildning, hvis j + k., Af smtning 7.35 fglger

derfor, at ¢ er kontinuert., Dermed er satningen bevist,

Setningen viser, at rummet T for hvert k € J er forenings-

megngde af fibre, som alle er homgomorfe med T, .

vere topologiske rum. Der findes natur-

Lad 7T T, og T

17 72 3
lige afbildninger af rummene T1xT2xT5, (T1xT2)xT3 og T1x(T2xT3)
pa hinanden, idet (x1,x2,x3), (<X1,X2),X3) og (X1,(X2,X3)) sva--
rer til hinanden, Hvis U1,U2 0og U3 er omegne af X, 9%, 08 XB, vil
U XUZXUB’ (U1XU2)XU3 og U1x(U2xU3) svare til hinanden ved de na-
turlige afbildninger, og disse vil derfor vere homgomorfier, I
praksis er det sjeldent ngdvendigt at skelne mellem de tre her
omtalte rum,

Eksempel, Lad T = (M,U) vere et topologisk rum., I produkt-
rummet 8 = T x,,.x T, hvor der er m faktorer, betragtes diago-
nalen D = {(X,,..,%x)|x € T}, Projektionen p:D ind i T defineret
ved p(X,.4.,%) = X er kontinuert, og den ved ¢(x) = (X,e4.,%)
definerede omvendte afbildning ¢:T ind i D er ligeledes konti-

nuert;, da hver af dens koordinatafbildninger er den identiske

afbidbdning,., Altsad er D og T homgomorfe.
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Setning 7.41. Lad 8,585, T, og T, vere topologiske rum,

og lad £,:8, ind i T, og £,:8, ind i T, vere kontinuerte afbild-

1571 1 2° 72 2
ninger. Den ved f(x1,x2) = (f1(x1),f2(x2)) definerede produkt-

afbildning £ = f1xf2:S1x82 ind i T1xT2 er da kontinuert,
Bevis, Vi far brug for projektionerne
p1:S1xS2 ind i S1 , p2:81x82 ind 1 82
t. s . !, . .
p1.T1xT2 ind 1 T1 ) p2.T1xT2 ind i T2 .
Ifplge setning 7.35 er det nok at vise, at koordinatafbildnin-
gerne p%o(f1xf2) og pé°(f1xf2) er kontinuerte. Nu er
p;°(f1xf2) = f, ° p, og fplgelig kontinuert. Analogt for den an-

den afbildning, Dermed er ssmtningen bevist,

Setning 7.42. Den ved ¢(X1,X2> = x,+x, definerede afbild-
ning ¢:2 x R ind 1 R og den for k € R ved ¢(x) = kx definerede

afbildning ¢:R ind i R er kontinuerte,
Bevis, Vi betragter (a1,a2) € R samt ¢ > 0, og vi har da
=1 1 1 1 1
@ (]a1+a2—s, a1+a2+e[) 2 ]61—28, a1+28[ x ]a2 € 62+28[9
hvilket viser, at ¢ er kontinuert. For a € R og & > 0 er

(]a+%, a—%[, hvis k < 0

vV (Ixa-e, ka+el) = { R, hvisk =0

]a—%, a+%[, hvis k > 0,
.

hvilket viser, at ¢ er kontinuert,

Setning 7.43%. Lad T vere et topologisk rum, og lad

hil f2:T ind i R vere kontinuerte afbildninger, Da er f1+f2:T

19
ind i R en kontinuert afbildning.
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Bevis, Den ved f(x) = (f1(x),f2(x)) definerede afbildning

£ = (£,,£,):T ind 1 B° er kontinuert, da dens koordinatafbild-
ninger er kontinuerte, Nu er f1 + f2 = ¢ ° f, hvor ¢ har den
sarme betydning som i smtning 7.42, og denne smtning medfgrer

altsa, at f1 + f2 fas ved at sammensatte kontinuerte funktioner

og derfor selv er kontinuert.
Setning 7.44, Lad T vere et topologisk rum, lad £:T ind i
R vare en kontinuert afbildning, og lad k vare et reelt tal, Da

er kf:T ind i R vare kontinuert.

Bevis., Fglger umiddelbart af, at kf = ¢ o £, hvor ¢ har

samme betydning som i sztning 7..42.

Vi har dermed bevist, at mzngden af kontinuerte afbild-
ninger £:T ind i R udggr et vektorrum, Dette vektorrum betegnes
C(T,R).

Setning 7.45. For a,,a,,b,,b, € R er den ved

) . \ . 2 . .
¢(x1,x2) = (a1x1+b1, a2x2+b2) definerede afbildning ¢:R“ ind i
2° kontimuert.

Bevis. De ved @1(X1) = a,X,+b,, ¢2(x2) = a,X,+b, define-
rede afbildninger ¢1,¢2:R ind 1 R er kontinuerte ifglge sztnin-
gerne 7.42 og 7.43. Pastanden fglger derefter af setning 7.41,
idet ¢ = Py X Poe

For a, = a, viser smtningen specielt, at en parallelfor-

skydning af planen er en kontinuert afbildning.

Det er selvfglgelig en ulempe, at vi udleder regnereglerne
for kontinuerte afbildninger, og ikke mere generelt for afbild-
ninger, som er kontinuerte i et punkt. Modsvarende satningerne

7.35 og 7.43 kunne vi sadledes ¢gnske os at have fglgende sat-
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ninger til rédighed:

Setning 7.35a., En afbildning af et topologisk rum S ind
i et produktrum T =:.HJTj er kontinuert i et punkt a € S hvis
og kun hvis enhver a§€dens koordinatafbildninger er kontinuerte
ia,

Smtning 7.43. Lad S vaere et topologisk rum, og lad
£,,T,18 ind 1 R vere afbildninger, som er kontinuerte i et punkt
a € 8, Da er £,+f,:S ind i R kontinuert i a,

Disse satninger kan udledes af de tilsvarende satninger
om kontinuerte afbildninger ved hjslp af et simpelt trick, der
ogsad kan anvendes pé alle de fglgende sztninger om regneregler
for afbildninger af €t topologisk rum. Sammen med rummet

S = (M,U) betragter vi et andet topologisk rum S = (M,U'), hvor

k|l

U'(a) = U(a)

U'(x) = {ue dDM)|x €U} for x & a.

B!

Det er klart, at U' tilfredsstiller u1) - uk). En omegn U € U'(a)
er omegn af ethvert af sine punkter, For x + a og U € U(x) er
U\{a} omegn af ethvert af sine punkter, Altsid er ogsd ub) op-
fyldt. Det er klart, at topologien pé § er finere end topolo-
gien pa 8. Den identiske afbildning I:M jnd i1 M opfattet som en
afbildning I:§ ind i 8 er derfor kontinuert. Den omvendte af-

bildning 1“1;8 ind i § er kontinuert i a, da U'(a) = U(a),

Beviserne for sstningerne 7.35a og 7.L43%a beror pd, at vi
i stedet for afbildningen £:S ind i T betragter £ © I:S ind i T
og i stedet for f,,f,, £,+f,:8 ind i R betragter vi

£, ° I, £, ° I,(f1+f2) °© I:8 ind i R,
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Hvis £:S ind i T er kontinuert i a, er £ © I:8 ind i T
ogsé kontinuert i a, men s& er £ © I Abenbart kontinuert, da
kontinuitetsbetingelsen er trivielt opfyldt i alle andre punkter
af 8, Hvis £ © I:S ind i T er kontinuert, er f = (f°I)°I"1 kon-
tinuert i a, Analogt for de tre afbildninger ind i R og for ko-
ordinatafbildningerne Pjof‘ Setning 7.35a fglger nu umiddelbart
af, at pj°(f°I) = (pj°f‘)°I, og setning 7.43%a fglger af, at
(f1+f2)°I = £,°I + £,°I, Disse relationer har generel gyldighed,

1
men de er selvfglgelig helt trivielle, nadr I er den identiske

afbildning,
Det skal tilfgjes, at bevismetoden glipper for s=ztning

7.41, idet denne smtning handler om afbildninger af tre forskel-
lige vektorrum. Vi kan imidlertid i beviset udnytte smtning 7.35a
i stedet for sstning 7.35 og derved fa4 en smtning om punktvis

kontinuitet, Gennemfgrelsen af dette vil vi dog overlade til

lzseren,

I det fglgende vil vi indskrsnke osg til at udlede regne-
regler for punktvis kontinuitet eller for kontinuerte afbild-
ninger, og det overlades til l®seren at formulere og vise st~

ningerne for det ikke behandlede tilf®lde.

Vi g&r nu over til at behandle kontinuitet af produkt og

kvotient,

Setning 7.46, Den ved ¢(x1,x2) = x,X, bestemte afbildning

@:RZ ind i R er kontinuert,

Bevis., For ¢ € ]0,1] gmlder
p” (J-e,el) 2 J-e,el x I-e,el.

Heraf fylger, at ¢ er kontinuert i (0,0), For 8,58, € R er den

ved
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¢(X1»X2) = (a1+x1)(a2+x2) =
8,8,+8,X,+8, X +K, X,

definerede afbildning ¢:R° ind i R altsé kontinuert i (0,0) i-
fglge smtningerne 7.42 og 7.43. Den ved X(x1,x2)»= (x1-a1,x2-a2}
definerede afbildning X:R° ind i R° er kontinuert ifglge smt-
ning 7..45, og den afbilder punktet (a1,a2) i (0,0). Altsé er

¢ =¢ ° X kontinuert i (81,82). Dermed er smtningen bevist,

Setning 7.47. Lad T vere et topologisk rum, og lad
£,,f,:T ind i R vere kontinuerte afbildninger., Da er £,f5:T ind
i R en kontinuert afbildning.,

Bevis. Ganske som satning 7.43, idet satning 7.46 anvendes

i stedet for satning 7.42.

Setning 7.48. Den ved ¢(x) = 1 definerede afbildning

>

@:N\{0} ind i R\{0} er kontinuert,

Bevis, ab > 0 og x € Ja,b[, er
»(Ja,l) = 1,11,

Dermed er satningen bevist,

Setning 7.49. Hvis T er et topologisk rum og f:T ind i
R\[0] en kontinuert afbildning, da er £:T ind i M\{0} en konti-

nuert afbildning.

-

Bevis, Fglger umiddelbart af, at — = ¢p°f, hvor ¢ er den i

.

setning 7.48 omtalte afbildning,

Eksempel: Den ved
x FEX X

f(x1,x2,x5) = 2 5——% 12
, X +A X
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definerede afbildning f:k3\j<o,o,o)i ind i R er kontinuert, De
ved pj(x1,x2,x3) - xjjdaf;ngrede projektionsafbildninger er nem—
lig kontinuerte, og péstan@en fglger derfor af regnereglerne,
Hvis %1,x2;x3 er reelle tal, som ikke alle er nul, er
{(%1t,%2t,%5t)|t€R}_en;neﬁllinie ivR3 gemmen (0,0,0). I alle

punkter af demnne rette linie antager £ verdien

Aphg + ANy + 2132
. 42‘ . 2 - i [ ]
%1,+ %2 + x3

Anderledes udtrykt: Restriktionen af f til en vilkarlig ret 1li-
nie gennem (0,0,0) er konstant, For enhver omegn U af (0,0,0)

gulder derfor
£(28N\1(0,0,0)}) = £(\1(0,0,0)}).

For en ®gte delmengde V af vardimmngden gzlder derfor, at

£(0N\f{(0,0,0)}) ikke for noget valg af U vil vare indeholdt i V,

Heraf fglger, at der ikke findes nogen kontihuert afbildning

f:§3 ind i R, s&ledes at f er restriktionen af ¥ til RB\i(o,o,o)}.
Vi skal for fuldstendighedsskyld anfgre et par helt tri--

vielle s@ztninger om kontinuerte funktioner.,

Setning 7,50, Lad 8 og T vere topologiske rum, a et punkt
af 8 og U en omegn af a, 84 er en afbildning £:8 ind i T konti-

nuert 1 a, hvis og kun hvis dens restriktion til U er kontinuert
i a,
Bevis., Fglger umiddelbart af definitionen p& kontinuitet,

samt omegnsaksiomerne u3) og ul).

Swtning 7.51. Lad S8 og T vare topologiske rum og lad
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A = (OJIJEJ) vere en familie af &bne mangder, som udggr en over=—
dekning af S. S& er en afbildning £:8 ind i T kontinuert, hvis
og kun hvis det for hvert j € J gglder, at restriktionen af f

til Oj er kontinuert.

Bevis. Fglger umiddelbart af sstning 7.50.
Den fglgende saztning er ikke sad triviel, og den er ofte
ganske nyttig.

Setning 7.52, Lad S og T vare topologiske rum, og lad
A1"“’An vere endelig mange afsluttede mazngder, som overdskker
S. S84 er en afbildning £:S ind i T kontinuert i et punkt a € S,
hvis og kun hvis det for de vardier af j € {1,...,n}, for hvilke

a < Aj, gelder, at reéstriktionen af £ til Aj er kontinuert i a,

Bevis, Vi bemzrker fgrst, at "kun hvis" fglger af, at kon-
tinuitet bevares ved restriktion., Vi skal nu vise '"hvis', Vi kan

antage rakkefglgen af A1,...,An valgt, sdledes at a tilhgrer
A1,...,Ap, men ikke Ap+1""’Ah (for p = n bliver der ingen meng-
der af den sidste slags, men det vil ikke genere beviset), Lad nu

U c T vere en omegn af f(a). Vi har da
£ ) = (U na) weew FTTW) R A 2
(£~ (w) n Ay) e (£~ 1) n a).

Da restriktionen af £ til Aj for j = 1,...,p er kontinuert, er

f-1(U) n Aj en omegn af a relativt til Aj’ og vi kan derfor val-

ge omegne V1,...,Vb af a, séledes at

£~ (u) n Ay =Vy0 Ay §=15..0D

j’

Ifglge ul) er V = V, N..on V, en omegn af a, og vi har




MA 7.40.

-1
£ (u) o (V1nA1) Moo old (VbnAp) )
OMM)U“Jﬂwwy==Vﬂ(ANNJMpL
Da 8 = A, eeald An’ har vi

A1 We o old Ap 2 CAP+1 NaooN CAn,

s& vi far
-1
£ '(U) o Vn OAp+1 Nooo CAn.

For j = p+1,e4.,n €I CAj dben og a € CAj. Vi har altsd bevist,

at f-1(U) indeholder en omegn af a og dermed er sa&tningen beyist,

Eksempel, Den ved

2 3 3

1 - x -y,hvisx2+y <1

£(x,y) = {

0, hvis x2 + y3 > 1
definerede afbildning f:R2 ind i R er kontinuert. Den ved
g{x,y) =1 = x2 - y3 definerede afbildning g:f&2 ind i R er nem-

lig kontinuvert ifglge regnergglerne, Altsd er

3¢ 1} =g 1([0,0])

A

A {(x,5)] %4y

1

I

3311 = g71(J-,01)

In

Ay = [(x,5)|x°+y

2

afsluttede, da [0, 0g ]=w0,0] er afsluttede, Restriktionen af f
til A1 er identisk med restriktionen af g til A1 og derfor kon-
tinuert, Restriktionen af f til A2 er identisk 0 og derfor kon-
tinuert, Altsi er f kontinuert ifglge s®tning 7.52.

Det er helt klart, at satning 7.52 ikke kan generaliseres
til en vilkarlig overdskning af a med afsluttede mmngder. I det

specielle tilfmlde (som omfatter alle smdvanligt benyttede rum),
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hvor alle delmsngder af 8, som kun indeholder €t punkt, er af-
sluttede, vil betingelsen i sstningen vare opfyldt for enhver
afbildning overhovedet, hvis‘vi benytter overdskningen af S med
af’sluttede maengder, som hver kun indeholder €t punkt, og sst-
ningen ville da sige, at enhver afbildning f:S ind i T var kon-
tinuert, Vi skal nu ved et eksempel vise, at en afbildning

£:2% ind i R kan vere diskontinuert i 0, selv om dens restrik-

tion til enhver vet linie i R° er kontinuert.

Eksempel. Den ved

2

Xy

I "2 for (X’y) 4’ (O,O)
£(x,y) = [ ¥

(

0 for (x,y) = (0,0)

er ifplge regnereglerne kontinuert for (x,y) £ (0,0). P4 parab-
len {(x,¥)|y = x2} antager f vzrdien 0 for x = 0, men i alle an-
dre punkter vardien %, Altsd er f diskontinuert i (0,0), Det

fplger nu, at restriktionen af f til en ret linie, der ikke in-

deholder (0,0) er kontinuert. For Oindeholdt i R definerer
X =tcos @, ¥y = tsin ©

en afbildning ¢9:R ind 1 &%, og g er en homgomorf afbildning
af R pa en ret linie gennem (0,0). Enhver ret linie gennem (0,0)
fés”for passende valgt €, Idet f* er restriktionen af £ til den

rette linie ¢9(R), far vi

l

(f*o )(t) = t0082951n9 £ ing £ 0
9q or sin v

tzcosu@ + sinue

(f*°¢g)(t) =0 for sind =0 .
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Heraf ses, at f*°¢9 er kontinuert. Altsd er £ = (f*°¢9)°¢51
ligeledes kontinuert,

Det er klart, at den ved ¢o(X,y) = x+iy definerede afbild-
ning ¢:E2 ind 1 ¢ er en homgomorfi, Heraf fglger, at en afbild-
ning ind i € er kontinuert, hvis og kun hvis dens reelle og ima-
ginzre del (alts& koordinatafbildningerne for den tilsvarende
afpildning ind i RQ) er kontinuerte, Heraf udledes umiddelbart
regnereglerne for en afbildning ind i 8. For at undersgge, om
en afbildning fra C er kontinuert, kan man blot g& over til at

betragte den tilsvarende afbildning fra Rz.

Eksempel, De ved
§01(Z> = Rez, 902(2) = Imz, §03(Z) = 'le §0u(z) =3z

definerede afbildninger ¢j:b ind i C er kontinuerte, idet vi

far
( .)__ » . \/22
P (x+iy) = x, 9,(x41y) = ¥, p5(x+iy) = V(x"+y"),
9, (x+iy) = x - iy.
Den ved

_ 1 _x-iy
¢<z)—z—22
X +y

definerede afbildning ¢:C\{0} ind i O\{0] er kontinuert., Den ved

¢(z) = Arg =

definerede afbildning ¢ :0\{0} ind i R er diskontinuert i alle
punkter af den negative reelle akse, men ellers kontinuert, Den
resterende del af den komplekse plan kan nemlig dekkes med de

abne m#ngder

0, = fx+iy|x>0} , 0, = fx+iy|y>0} O3 = {x+iy|y<oi,
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og vi har
Arctg % for x+iy € 01
¢(z) = Arccot % for x+iy €.O2
Arccot § -7 for x+iy € 03.

Vi sk&al nu vende tilbage til den generelle teori for to-
pologiske rum, idet vi dog i det fglgende vil supplere betin-

gelserne ul),...,u5) med yderligere betingelser,

Swtning 7.53. Lad T = (M,U) vare et topologisk rum, Fgl-

gende egenskaber er da indbyrdes @skvivalente:

1), For a,b € T og a + b eksisterer U € U(a),
sdledes at b ¢ U.

2). Enhver punktmengde pAd T, som kun indeholder
€t punkt, er afsluttet.

3). Enhver endelig punktmsngde pa T er afsluttet,

Bevis. Det er trivielt at 3) = 2), Da foreningsmengden af
endelig mange afsluttede punktmezngder er afsluttet,'har vi ogsa
2) = 3)., Vi vil nu vise 2) = 1), Lad a,b € T vare to forskellige
punkter, Ifglge 2) er T\{b} adben, altsélen omegn af a. Dermed
er pastanden bevist, Vi mangler nu blot at vise 1) =>'2)‘. Lad a
vare et punkt af T og b + a, Ifglge 1) findes U € U(b) med
a ¢ U, Altsad er b et ydre punkt for j{a}. Altsd er {a] afsluttet.

Dermed er smtningen bevist.

Definition 7.54. Et topologisk rum T kaldes et T,-rum,

hvis det opfylder de tre skvivalente betingelser i sstning 7.53.

Vi siger ogsé, at T tilfredsstiller fgrste adskillelsesaksiom.,
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Eksempler. Et diskret rum. der indeholder mere end €t
Enhver mengde M kan organiseres som T1—rum,
punkt, er ikke et T&—rumﬁfved at M og dllée endelige delmazngder

af ¥ benyttes som afsluttede mgngder. Det er klart, at R, R
og C alle er T, -rum,

Det er helt trivielt, at et delrum af et T1-rum er et

T1—rum. Det er ogsé nmzsten trivielt at et produktrum er et

T, -rum, hvis og kun hvis enhver af faktorerne er det. Hvis S
og T er topologiske rum og f:8 ind i T er en kontinuert , sur-
jektiv afbildning kan man derimod ikke slutte, at det ene af

rumnene S og T er et T1—rum, hvis det andet er det.

Sstning 7.55. Lad S vare et T1-rum, lad a vere et punkt
af 8, og lad A ¢ S vare en punktmsngde, Fglgende tre betingel-

ser er da skvivalente:

1) a € Ala}.
2) VU € U(a) 3 €U (v % a).

3) VU € U(a) (Un A er en uendelig mengde),

Bevis., Det er klart, at 1) < 2) og at 3) = 2) og derved
benyttes endda ikke, at § er et T,-rum, Lad os nu antage, at 2)
er opfyldt, Hvis 3) ikke er opfyldt, findes der en omegn U af

a, sadledes at mengden U n A er endelig, altsa
(3) UnA\{a} = {b,lycoo’bn}c

S& er U\§b1,...,bn} = V en omegn af a og ifglge 2) findes der

et punkt b, € Wia}, men det strider mod(3). Dermed er swt-
ningen bevist,

Definition 7.56. Lad S vare et T1~rum. Et punkt a € 8
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kaldes et fortaztningspunkt for en punktmengde A ¢ S, safremt
betingelserne 1), 2) og %) i satning 7.55 er opfyldt. Mengden
A' af fortztningspunkter for A kaldes fortatningsmengden for
A,

Eksempler, I T,-rummet R har mangden [1|neN] punktet o
som det eneste fortatningspunkt, Mazngden @ har ethvert punkt

af R som fortetningspunkt,

Setning 7,57, En mangde i et T1-rum er afsluttet, hvis og

kun hvis den indeholder alle sine fortstningspunkter.
Bevis., Fglger umiddelbart af definitionerne.
Setning 7.58. BEn mxngdes fortztningsmsngde er afsluttet,

Bevis. Lad a vare kontaktpunkt for fortsztningsmsngden A'
for A, og lad U vare en vilkarlig &ben omegn af a., S& indeholder
U et punkt af A' og er derfor en omegn af dette punkt, Men i-
fglge 3) i smtning 7.55 medfgrer dette, at U indeholder uende-
lig mange punkter af A, altsa, at a er fortstningspunkt for a.
Dermed er smtningen bevist,

Lad A vere en punktmsngde i et T,-rum. Afslutningen A kan

1

deles 1 to klasser A; og A*, saledes at A% omfatter fortatnings-
' 1
punkterne, medens Aj omfatter de isolerede punkter. Mangden A1

er afsluttet ifglge s:tning 7.58, medens A? ikke behgver at vae-
t

re afsluttet, Det kan udmsrket tmnkes, at A4 har isolerede punk-

ter, og den vil da igen kunne spaltes i1 to klasser.

En afsluttet mengde uden isolerede punkter er identisk
med sin fortetningsmangde, En sidan mmngde kaldes perfekt, Ret
linie, interval, cirkelskive og cirkelbue er eksempler pa per-

fekte mengder pé R eller R°, Det kan vises, at der pd R findes
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perfekte mengder uden indre punkter, og det kan vises, at per-

fekte mangder pa& R ikke er numerable, Vi skal ikke opholde os

ved disse spgrgsmal,

Definition 7.59, Lad S vare et T1—rum og T et topologisk
rum, Lad A ¢ 8 vare en punktmazngde og a € S et fortetningspunkt
for A, Lad £:A ind i T were en afbildning og lad b vare et punkt
af" T, Hvis den ved

£(x) for x € A\{al
g(x) = {
o for x =a
definerede afbildning g:A w {a} ind i T er kontinuert i a, siges

£ at have gransepunktet b (eller at konvergere mod b) i punktet

a (eller for x géende mod a) p& mazngden A, og vi skriver
f(x) b for x->a pa& A

eller

lim f = b pa& A,
a

Hvis a ikke er fortstningspunkt for A vil g blive konti-
nuert i a for ethvert valg af b € T, Det vil derfor vzre uin-
téressant at indfgre graznseverdi i andre punkter end fortastnings-
punktcrne for A, Leg marke til, at det er helt uvasentligt, om
a selv er element af A, og hvis a € A, er billedet f(a) uden
indflydelse pé grensepunktet b,

Gransepunktet b er et specielt valg af g(a), som netop
sikrer, at g bliver kontinuert i a, altsd i en vis forstand et
"rigtigt" valg af g(a). I denne sammenhang er det intercssant,
at hvis afbildningen £ i definition 7.59. er kontinuert i et

punkt ¢ € A, hvor ¢ $ a, vil g ogsd vare kontinuert i a, Hvis
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U er én omegn af f(c) = g(e), vil f-1(U) nemlig vare en omegn
af ¢, og da § er et T, -rum, er fal afsluttet, altsd f‘1(U)\{a}
en omcgn af ¢, men da g—1(U) 2 f—1(U)\§a}, medfgrer dette netop,
at g_1(U) er en omegn af c, Lag mzrke til, at dette razsonnement
bygger pa, at 8 er et _T1-rum°

Sstning 7.60, Lad 8,T,f,A;a og b have samme betydning som
i definition 7.59, og lad f have gransepunktet b i punktet a pé
maengden A, Lad T* vere endnu et topologisk rum og h:T ind i T*
en kontinuert afbildning., Da har hef:A ind i T* grensepunktet
h(b) i punktet a pa mangden A,

Bevis. Fglger umiddelbart af sztningen om sammensa&tning
af analytiske funktioner,

Eksempler, For afbildninger af et interval ind i R er det
her indfgrte gransepunktbegreb identisk med det i gymnasiet be-
handlede, Gransepunktet for £ i a pa& et interval [a,b], Ja,bl
eller Ja,b] kaldtes i gymnasiet gransevardien fra hgjre, Ved at
inddrage intervaller pi R  og afbildninger ind i 2" rar vi og-
sa uendelige grsnsevardier og gransevaerdier i « og -« med. Gran-
gsepunktet 1 « for en afbildning @:N ind i R$ er granseverdien
for talfglgen (¢(n)).

Definition 7.61. Bt topologisk rum S = (M,U) kaldes et

T2~rum, hvis det opfylder fglgende betingelse:

Vx,y € S(xky = U € U(x) ave U(y) (Un V = @)).
Vi siger ogsa, at S tilfredsstiller det andet adskillelsesak-
siop eller (hyppigt), at S er et Hausdorff-rum.

Eksempler. Hvis M er uendelig, og M samt de endelige del~
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mengder af’ M er de eneste afsluttede punktmsngder i 8, er S et

T,-rum, men ikke et Hausdorff-rum, Det er klart, at R,R29@ er

1
Hausdorff-rum,

It delrum af et Hausdorff-rum er et Hausdorff—rum, og et
produkt af Hausdorff-rum er et Hausdorff-rum. Hvis S og T er to-
pologiske rum og £:8 ind i T en kontinuert og‘surjektiv afbild~
ning, kan det ene af rummene S og T vere et Hausdorff-rum, uden

at det andet er det, Det er klart, at et Hausdorff-rum tillige
er et Tq—rum.'

Setning 7.62. Hvis rummet T i swtning 7.59 er et Hausdorff-

rum, er grensepunktet b éntydigt bestemt,
Bevis, Hvis b,b1 € T begge er gransepunkter for £ 1 punk-

tet a pa& mengden A, er begge de ved

{ £(x) for x € A\{a]

f£(x) for x € A\{a}
o(x) = { ) for \{a

g,(x) =
b for x = a b1 for x = a

definerede afbildninger g:A u f{al ind i T kontinuerte i a, Lad
os antage, at b F b,. Vi kan da finde U € U(b) og V € U(b1), 58~
ledes at Un V = ¢, Men g-1(U) n g;1(V) er en omegn af a, og da
a er fortatningspunkt for A, findes der et punkt x + a, saledes
at x € A n g_q(U) N g;1(V), men s er g(x) = g1(x) = f(x) € UnV
i modstrid med, at U n V = ¢, Dermed har vi vist indirekte, at

b, = b, og dermed er sztningen bevist,

1
Betydningen af begrebet Hausdorff-rum er, at det netop for

Hausdorff-rum gelder, at gransepunkter er éntydigt bestemt, Det
er imidlertid ikke helt let at vise, at et topologisk rum med

denne egenskab er et Hausdorff-rum,
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Regnereglerne for afbildninger af et topologisk rum ind i
R eller ¢ udledes umiddelbart af regnereglerne for kontinuerte
funktioner,

Definition 7.63. En punktmsngde A i et topologisk rum T
kaldes overalt tzt, hvis A = T,

Eksempler, Hvis T er diskret, er T den eneste overalt tat-
te punktmangde pad T, Hvis T er trivielt, er enhver ikke tom punkt-
mengde pa T overalt tet. Endvidere er Q overalt tat pa R, og det

samme gzlder mangden af rationale tal, der kan skrives som brg-

ker med en potens af 2 i nsvneren., I planen er mengden af punkter
med rationale koordinater overalt tmt,
Swtning 7.6L4, Lad A vare en overalt tet punktmengde i et

topologisk rum S, og lad £:S ind 1 T, hvor T er et T1-rum, vare
en kontinuert afbildning, Hvis restriktionen af £ til A er kon-
stant, er A konstant.

Bevis, Af £(A) = {e} ¢ T fglger £(8) = £(E) ¢ F(A) = {cl=fcl.
Dermed er s@&tningen bevist,

Swtning 7.65. Lad A vare en overalt tat punktmengde i et
T1—Pum S5, og lad £,g:5 ind i T, hvor T er et Hausdorff-rum vzre
kontinuerte afbildninger, Hvis restriktionerne af f og g til A
er identiske, er f = g,

Bevis, Et vilkarligt punkt b € S\A er fortstningspunkt for
A, og da f og g er kontinuerte, er bade f(b) og g(b) grznsepunkt
for £ og g 1 punktet b p& punktmzngden A, men da £ og g har sam-
me restriktion til A, giver smtning 7.62,, at £(b) = g(b), Der-.

med er satningen bevist,
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Eksempel, Lad a vare et positivt tal, Vi ¢gnsker at be-
stemme en kontinuert afbildning ¢:R ind i R, saledes at
@(%) = aP for alle hele p og alle q € N. Vi ved, at den ved
@(x) = a? definerede afbildning lgser dette problem, AL satning
7.65 fglger, at problemet ikke har andre lgsninger,

Udover adskillelsesaksiomerne T4 og T2 har man studeret
et svagere og tre stazrkere adskillelsesaksiomer, sadledes at man
alt 1 alt har en kade TO""’T5° Navnlig studiet af de starke
adskillelsesaksiomer fgrer til interessante resultater, men dis-
se undersggelser falder helt udenfor denne forelasnings rammer,

En afbildning ¢:N ind i S, hvor § er et topologisk rum,
kaldes en punktfglge pad S. Vi foretrzkker, at behandle en fylge
som en familie af punkter og i overensstemmelse hermed bruger
vi en notation (anlnEN), hvor a_ = ¢o(n), og denne betegnelse vil

vi altid afkorte til (an).

Definition 7.66., En fglge (an) i et topologisk rum S=(M,U)

siges at konvergere mod g%ansepunktet a € 8, safremt

VU € U(a) 3N € N vn N(an € U).

Det er klart, at denne definition stemmer overnes med vore
tidligere definitioner af konvergente fglger i R,RZ,C,R* ete,

I generelle topologiske rum er punktfglgerne for specielle
til at ggre stygrre nytte, Vi skal imidlertid indfgre en speciel

klasse af topologiske rum, hvor punktfglger virkelig er til stor
nytte,

Definition 7.67. Et topologisk rum S = (M,U) siges at til-

fredsstille fygrste numerabilitetsaksiom, sé&fremt der eksisterer

en omegnsbasis B med den egenskab, at B(a) for ethvert a € § er
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en hgjst numerabel mangde,
Hvis B{a) = iUnlnEN}, kan vi sstte V, = U, n,..n U, og
B1(a) = {VnInEN} kan da ogsd benyttes som omegnsbasis i punktet

a, Vi kan derfor for hvert punkt i S valge en omegnsbasis, der

bestar af en aftagende f¢glge af omegne,

Setning 7.68. En afbildning f:8 ind i T hvor S og T er to-
pologiske rum, og S tilfredsstiller fgrste numerabilitetsaksiom,
er kontinuert i et punkt a € S, hvis og kun hvis det for enhver
punktfglge (an) péd S med grznsepunkt a gzlder, at (f(an)) er

konvergent med gransepunkt f(a).

Bevis, Lad os antage, at f er kontinuert i a, og at
(an) - a, S& er restriktionen af f til mengden {al w {anlnEN}
ligeledes kontinuert, men det betyder netop, at (f(an)) - f(a).
Lad os dernmsst antage, at f ikke er kontinuert i a, Der findes
da en omegn U af f(a), siledes at f—1(U) ikke er en omegn af a,
Lad nu (Vn) vere en aftagende fglge af omegne af a, som udggr
en basis for omegnene af a, Da f'1(U) ikke har nogen omegn Vn
som delmzngde, kan vi for hvert n € N valge a, € VIl'\ff"1(U)3e

8& galder (an) - a, men ikke (f(an)) - f(a). Dermed er smtningen

bevist,
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Opgaver til kapitel 7.

Indledning,

Hovedformélet med opgaverne til dette kapitel er at ind-
gve de mange definitioner og begreber. Det er vigtigt at opna
en hgj grad af fortrolighed med disse ting, s& det ikke er ngd-
vendigt at se efter i teksten, hver gang man mgder et af begre-
berne,

Derfor er de fleste ¢gvelsesopgaver til dette kapitel da
ogsa meget lette, Trods dette anbefales det at udarbejde besva-
relserne af disse opgaver ganske ekstra omhyggeligt. Opgaverne
vil vere mere praget af rasonnementer end af regneri, og derfor
giver de en sund ¢gvelse i at formulere matematik,

Det er fornuftigt ved den forelgbige behandling af disse
opgaver at stgtte sig til illustrationer, Demonstfer ved hjzlp
af '"boller", hvordan mmngder er '"placeret" i forhold til hinan-
den, Lav diagrammer med pile, som illustrerer afbildninger, nar
der forekommer mere komplicerede systemer af sédanne,

Som eksempel vil vi bevise, at det for to punktmangder A
og B i et topologisk rum S gelder, at randene for foreningsmeng-
den A 1) B og fellesmazngden A n B er delmangder af foreningsmeng-
den af randene for A og B,

Vi tegner en skitse som
vist, Den fas i hvert fald pé-

standen til at se sandsynlig ud.

Men vi skulle jo gerne nad til et

bevis,
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Lad os f¢rst analysere, hvad det er, vi skal vise, Der er
dbenbart to ting, idet pastanden naturligt deles i en pastand
om randen af A U B og en pastand om randen af A n B, Lad os da
fgrst studere randen af A u B. Det er vor opgave at vise, at
gthvert randpunkt for A u B er randpunkt for enten A eller B,

Lad os da se pa et randpunkt x af Ay B og en omegn U af
X, At x er randpuhkt for A u B betyder (for ethvert valg af U),
at U indeholder punkter (mindst €t) af C(A w B) og af A u B, Men
et punkt af C(A w B) tilhgrer bade CA og CB, Et punkt af A W B
tilhgrer enten A eller B, Men sa vil U enten indeholde punkter
af A og CA eller af B og CB. Men dette gelder for enhver omegn
U af x.

Vi prgver at skrive rasommementet omhyggeligt skridt for
skridt, Vi bruger betegnelsen 6A for randen af A,

Lad x vare et punkt af o(A w B),

Lad U vare en omegn af X.

3y € Un C(Aw B) =Un CAn CB.

Jz € U n (A wB) =(UnA)n (Un B).

3y,z € U((y €ECAAzZEA)V (yECBA z€E B)).

Hvad var det, vi skulle vise?

vx € 0(A u B)(z € 0A v x € 0B),

Hvis vi indfgrer definitionen af randpunkt, far vi
v € 0(A 1 B)
((vU € U(x) 3y,z2 € U(y € CA Az € A)) vV

(VU € U(x) 3y,z € U(y € CB A 2 € B)).
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Vi har vist, at

Vx € 6(A w B)
v € U(x)((3y,z2 €EU(y € CA A 2z € A)I(3y,z € U(y € CB A z € B))).,

Vi konstaterer altsa, at vi ikke netop har bevist, hvad vi
skulle, Men hvilket af de to udsagn er mon det starkeste? Vi
drgmmer os tilbage til ferste gymnasieklasses undervisning i lo-

gik og henter et par analoge eksempler frem fra erindringen:

Inten har alle pigerne 1 klassen lyst har eller alle

pigerne 1 klassen har brune ¢Jjne,

Alle pigerne i klassen har enten lyst har eller brune

gJjne,

Nu kan vi godt se, at det f@grste udsagn er stzrkere end det an-
det., Vi har altsé bevist for 1lidt,

Vi har vist, at for enhver omegn U af x indeholder U et
punkt af CA n CB samt et punkt af enten A eller B, Vi skulle vi-
se, at enten A eller B kan forekomme for alle valg af U p& en-~
gang. Altsa, at der ikke findes en omegn U1, for hvilken A ikke

kan bruges og en omegn U2, for hvilken B ikke kan bruges, Hvis

¢, og hvis B ikke kan bru-

A ikke kan bruges for U1, er A N U1
ges for U, er B n U, = @, Men for U = U1 n U, far vi sa
AnNnU=BnU=y, og det strider mod, hvad vi allerede har be-
vist,

Den sterkere pastand fglger altsa alligevel af den svagere-
men ikke helt umiddelbart. Vi benyttede ul).

At sztte rettelsen pd som en tilfgjelse til vort oprinde-

lige mislykkede bevis virker kejtet. Det er imidlertid nmrliggende
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fra starten at betragte et punkt, der er randpunkt for A w B

men ikke for B, Vi prygver igen,
Lad x vare et punkt af o(A w B) \ 0B,

Inhver omegn af x indeholder punkter af
C(A w B) = CAn CB, altsd punkter af CB.

Da x ikke er randpunkt for B kan vi valge en

omegn UO af x, sa UO n B =y,
Lad U vere en omegn af x,
Ifglge ul) er U n U, en omegn af x.

Da x er randpunkt for A w B indeholder U n UO

punkter af A u B og af C(A w B) = CA n CB,

Da UO ikke indeholder punkter af B, medfgrer det-

te, at U indeholder punkter af A og af CA.

Dermed har vi vist, at x € J0A.

Nu har vi et rigtigt bevis for péstanden., Den anden pa-
stand kan fas af den fgrste ved overgang til komplementmrmeng-
den., Derved benyttes, at en mmngde og dens komplementmrmaengde
har samme rand.,

Hvis vi var startet pd en 1lidt anden made var vi even-
tuelt kommet ind p& et helt andet spor. Fglgende id€ er nwmrlig-
gende

Punkterne i S er dels indre, dels ydre, dels randpunkter
for A og tilsvarende for B. Hvilke punkter kan nu vare rand-
punkter for A v B. Et punkt, der er indre i A eller B, er aben-

bart indre 1 A v B. Et punkt, der er ydre for bade A og B, er
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er abenbart ydre for A 1) B, Men alle de punkter, vi ikke har
gjort rede for, er randpunkter for A eller B, og randpunkterne
for A B m& jo findes mellem disse resterende punkter., Dette
er et helt rigtigt resonnement,

Lag merke til, at den lumske falde, vi faldt i ved det
fyrste resonnement, slet ikke komme til at genere os, hvis vi

bruger det andet resonnement,
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These are the times that
try men's souls,

Tom Payne,

Lette opgaver.

1. P4 en maengde M er givet en klasseinddeling., For a € M beteg-

ner vi med U(a) systemet af delmmngder af M, som indeholder
den klasse, der har a som element, Vis, at M derved organise-

res som et topologisk rum.

En mzngde U ¢ %% kaldes en omegn af (a,b) € Rg, sdfremt der

findes et positivt tal h, saledes at
2|
U2 {(x,p) € R7|[x-a| < ni.

Vis, at %% derved organiseres som et topologisk rum,

Mzngden N af naturlige tal organiseres som et omegnsrum, i-
det en delmengde af N kaldes en omegn af a € N, hvis den

indcholder alle divisorer i a, Vis, at N derved organiseres

som et topologisk rum,

Som opgave 3, idet dog "alle divisorer i a'" mndres til "alle

tal med a som divisor',

En mwngde U i planen kaldes en omegn af et punkt a i planen,
safremt den indeholder et liniestykke med positiv lsngde og

midtpunkt i a, Vis, at de siledes definerede omegne tilfrds-

stiller betingelserne ul),...,u5) med undtagelse af ult),
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6.

I

8.

9

- 10.,Lad T vare et topologisk rum,

11.

Konstruer et omegnsrum, der tilfredsstiller ul),...,u5) med
undtagelse af u3)., (Det er meget let, men g¢r det nu ikke sé

indviklet, Det skal vare enklere end eksemplet i opgave 5)=

Samme opgave som nr.6, men for ubH).

Lad M vaere en mengde med 2 elementer. Angiv alle topologi-

ske rum med M som underliggende mz:ngde,

Samme opgave for en mezngde med 3 elementer,

som kun omfatter endelig man-

ge punkter, Lad A ¢ T vaere den delmangde, der omfatter de
punkter, der ikke har T som eneste omegn, Vis, at A kan de-

les 1 klasser, s&ledes at hvert klasse X indeholder et punkt
X, der har X som sin mindste omegn, og sdledes at X ikke er

xzgte delmengde af nogen mangde med samme egenskab.

Lad M vare en mazngde, som ikke er endelig eller numerabel,
Ved en omegn af a € M forstar vi en delmsngde af M, som in-

deholder a, og hvis komplementzrmsngde er hpjst numerabel,

Vis, at u1),...,u5) er opfyldt,

12.,Vis, at en mengde 1 det i opgave 1 indfgrte topologiske rum

er &ben (afsluttet), hvis og kun hvis den netop er en for-

ening smengde af klasser,

13.Vis, at i det 1 opgave 2 indfyrte topologiske rum er enhver

foreningsmengde af rette linier parallelle med den fgrste
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1L'ro

15.

17,

18,

19.

20,

koordinatakse bade aben og afsluttet, Findés der andre abne

(afsluttede) mmngder.

I det 1 opgave 3 indfyrte topologiske rum betragtes mangden
af ulige tal, Angiv dens indre og dens afslutning, Fjern

punktet 1 fra mzngden og angiv, hvad dens indre og dens af-

slutning derefter bliver,

Angiv det indre og afslutningen, samt randen af fglgende del-
mengder af R med den sazdvanlige topologi: N, Z, 10,11, Qs

FESUP
o %
Som opgave 15, men for R .

Anpiv det indre, afslutningen og randen af fglgende del-

mengde af & med den sedvanlige topologi

[0 0]
. 2n-1 2n
U {z | n $ |z] < 2n+1}‘

Vis, at en aben mengde i et topologisk rum er delmsngde af
det indre af sin afslutning, og vis ved et eksempel, at der

kan blive tale om en mgte delmmngde.

Vis, at en afsluttet mengde i et topologisk rum indeholder

afslutningen af sit indre, og vis ved et eksempel, at denne

kan vare en agte delmsngde,

Vis, at afslutningen af det indre af afslutningen af det

indre af en punktmangde 1 et topologisk rum er identisk med
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afslutningen af det indre,

21, Vis, at det indre af fallesmzngden for to msngder i et to-

pologisk rum er fellesmzngden for de to mangders indre,

22, Vis, at det indre af foreningsmazngden af to mzngder i et
topologi sk rum indeholder foreningsmazngden af de to meng-

ders indre og vis ved et eksempel, at der kan blive tale om

xrgte delma:ngde.

23, Vis, at to mazngder A og B i et topologisk rum tilfredsstil-

ler relationerne

us]|

AuB=AuwuB og AuB=AuU

2L, Vis, at to mengder A og B i et topologisk rum tilfredsstiller

relationerne

AnNBcAnBgcAnB.
Vis, at der findes mengder A og B pd R med den sedvanlige

topologi, for hvilke intet af lighedstegnene galder.

25, En afbildning f:J1 iad i J2, hvor J1 og J2 er intervaller pa

s
LN

R, er monoton og surjektiv, Vis, at f er kontinuert,

26, Vis, at den ved

O, hvis x er irrational

p(x) = {

%, hvis x = o hvor p € Z, q € N og
% er uforkortelig

definerede funktion ¢:R ind i Q er diskontinuert i ethvert
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punkt af &, men kontinuert i ethvert punkt af R\Q.

27. Lad f:8 ind i T vare en kontinuert afbildning af det topo-
logiske rum S ind i det topologiske rum T, Endvidere be-
tragter vi en punktmzngde A ¢ S og billedmszngden B = £(A),
Vis, at ingen af fplgende pastande gmlder for alle valg af

S, T,f og A

.,
(o]

£(a) 2B, £(&) ¢ B

£(OA)20B , £(OA)COB .

28, Vis, at ingen af fplgende péstande galder for enhver konti-

nuert afbildning f£:R ind i R:
1). Billedet af en &ben mzngde er &ben.

2). Billedet af en afsluttet msengde er afsluttet,

Derimod fremgér det af de fra gymnasiet kendte satninger om
kontinuerte funktioner pi afsluttede intervaller, at bille-

det af en begranset, afsluttet mangde er en begranset af-

sluttet mengde,

29, Vis, at f:[a,b] ind i R er kontinuert, hvis og kun hvis

{(x,f(x))]|xc[a,b]} er en afsluttet delmsngde af Rzo

30, Vis, at tg:Q ind i R er kontinuert, Udnyt, at 7 er et irra-

tionalt tal,

31, Vis, at en delmazngde af R, som er bade &ben og afsluttet,

er enten R eller .
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32, Angiv en delmzngde af §, som er bade &ben og afsluttet, og

som er forskellig fra ¢ og Q.

%%, Vis, at en afbildning af det i opgave 2 omtalte topologiske
run ind i et andet topologisk rum er kontinuert, hvis og kun
hvis enhver af dens restriktioner til rette linier parallel-

le med den fgrste koordinatakse er kontinuert.

3l., Lad n vere et naturligt tal, Med S1 betegner vi mangden af
divisorer i n! (inklusive 1 og n!) som delrum af det i op-
gave 3 betragtede topologiske rum og med 82 den samme mang-
de som delrum af det i opgave 4 betragtede topologiske rum.
Br den ved ¢(x) = %g definerede afbildning af 8, ind i 8,

kontinvert, og er dens omvendte afbildning kontinuert ?

35, Vis, at den ved ¢(x) = e~ bestemte afbildning ¢:[-m,7[ ind
iy, hvor y er enhedscirklen i den komplekse plan, er kon-

tinuert og bijektiv, Vis, at den omvendte afbildning ikke

er kontinuert,

36, Br de 1 opgaverne 2-4 indfgrte topologier finere eller gro-
vere end de sazdvanlige topologier pé RZ og N, Angiv den
groveste (fineste) topologi pd& N, som er finere (grovere)

end begge de i opgave 3 og 4 indfgrte topologier,

37. Lad M vare en mengde, (SJIJGJ) en familie af topologiske

rum og ¢j:s. ind i M en familie af afbildninger. Vis, at

der findes en fineste topologi p& M, for hvilken alle af-
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38,

40,

L.

bildningerne ¢j er kontinuerte, Denne topologi kaldes den

til afbildningerne @j svarende final-topologi pa M.

Vis, at final-topologien (se opgave 37) pd y (se opgave 35)
ved den ved ¢(x) = e * bestemte afbildning ¢:R ind i y net-

op er delrumstopologien pa v.

Vis, idet vi benytter betegnelserne fra opgave 35, at en
afbildning £:M ind 1 T, hvor T er et topologisk rum, 08
topologien p&d M er final-topologien bestemt ved afbildnin-
gerne @j, er kontinuert, hvis og kun hvis hver af de sammen-
satte afbildninger f°goj:Sj ind i T er kontinuert,
Lad (SJIJEJ) vaere en familie af topologiske rum med den
egenskab at for 31 + j2 er de underliggende mzngder for
S(j og Sj disjunkte, Vi sztter S = .U S. og med

1 2 Jjed
gaj:Sj ind i S betegner vi den ved ¢j(x) = X definerede in~-
Jektion., Vis, at finaltopologien pa S ved afbildningerne
9., er karakteriseret ved, at en delmmngde af S er aben, hvis
og kun hvis enhver af dens fallesmazngder med et Sj er aben,

Vis, at hvert Sj bliver en &ben og afsluttet punktmengde pa

5. Rummet S kaldes det disjunkte foreningsrum af rummene Sj.

Vis, at den ved

definerede afbildning ¢:R3 ind i R er kontinuert,
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L2,

T

L,

L5,

L7,

Vis, at den ved

1 3 .
0,(x,s%X,5%,) = & 'Arctg + sin(x,+x,)
1V T?T22 73 1+X2 1°73
2
X=X X +Xo
1 7273 "3
¢2(X13X29X3) = h 2 D u
1+x1—2x1x2+x2

definerede afbildning ¢ = (¢1,¢2);R5 ind i 8% er kontinuert.

Vis, at den ved
X, X
\/(x$+x§)Arctg ——1—% for (X1,X2) £ (0,0)
X, +X
Q(X19X2> = 1 2

0 for (x1,x2) = (0,0)

definerede afbildning ¢:R2 ind 1 R er kontinuert,

Vis, at den ved ¢(z) = z° definerede afbildning ¢:C ind i ¢
er kontinuert, Vis endvidere, at ethvert punkt af C\{0] har
en omegn, der afbildes homgomorft ved ¢, medens ingen omegn

af 0 afbildes homgomorft ved ¢,

Underspgg, om de i opgaverne 2-4 indfgrte rum er T,I--rum9 og

om de er Hausdorff-rum.,

Vis at mmngden {x€Z|5%% € 7} = Un(a) udggr en omegnsbasis
for en topologi pa %. Vis, at det séledes definerede rum

er et Hausdorff-rum, Er fglgen (n!) konvergent?

Vi betragter delmzngden

A:{'L+—'1_'+ooo+_(ji_o<p<Q-1 <°°'<q-}

pt g D
¥ oM 0P
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L8 .

L9.

50,

af R, Bestem fortztningsmzngden A', dennes fortztningsmang-

de A" 0.8.v. ., Det vil nok vare nyttigt at forsgge at skit-

sere mengden p& en talakse,

Lad I vare et interval, Vis, at en voksende funktion f:I ind
i R har en grmnsevardi fra venstre og en gransevsrdi fra

hyjre i hvert punkt af I, Vis, at mangden af diskontinuitets-

punkter er hgjst numerabel.,

Lad (an) vare en fglge af positive tal, for hvilken Za < co.
Lad (bn) vaere en fglge af indbyrdes forskellige reelle tal,

Vi s:tter

f(X) = 2 an.

bngx

Vis, at f:R ind i R er en monoton funktion, som er diskon-

tinuert netop i punkterne bn‘

Et topologisk rum T = (M,U) kaldes et T -rum, hvis fglgende
betingelse er opfyldt for ethvert par x,y € T af indbyrdes

forskellige punkter:
(U e U(x)(y ¢ U)) v (3U€ U(y)x ¢ U)).

Vis, at dette er ensbetydende med, at betingelsen

X € §y§ AY € TET

ikke er opfyldt for noget par af forskellige punkter péd T.

Vis, at den ved
X <y & X & iyi

definerede relation < pa T er en ordningsrelation, Hvad kan
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51

52,

53.

yderligere siges om denne ordningsrelation, hvis T specielt

er et T1-rum.

Lad T = (M,U) vare et T -rum (se opgave 50) med den egen-
skab; at enhver fazllesmzngde af &bne mangder pad T selv er

dben., Vis, at en mangde O ¢ T er &ben, hvis og kun hvis fgl-

gende betingelse er opfyldt:

VX €0 WET (x~<y=y€0),

Lad I vere en ordnet mangde, Ordningsrelationen skrives =<,
Vis, at der findes et topologiskrum T = (M,0), hvor O er

defineret ved

0ede=VxE0OVYEMzx-<y=yE€o0),

Vis dernwst, at
X <y x¢&c §y§9

samt at T = (M,0) er et T -rum med den egenskab, at enhver

fellesmangde af &bne mzngder er &ben (sml, opgaverne 50 og

51).

Vis, at et T,-rum, i hvilket enhver fxllesmzngde af &bne

1
mengder er &ben, er et diskret rum,

Lad T vare et topologisk rum, der tilfredsstiller f@glgende
betingelse; Til hvert punktpar (a,b), hvor a,b € T og a £ b
findes en kontinuert funktion ¢a,b:T ind i R, som tilfreds-
stiller betingelsen @a’b(a) S ¢a,b(b>' Vis, at T er et Haus-

dorff-rum,
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55. Vis at restriktionerne af Arg:0\{0} ind i R til hver af de
adbne halvplaner, hvori & deles af den reelle akse, har gran-

severdier i ethvert punkt af den reelle akse undtagen O.

56, Undersgg, om den ved

X2(X2+y2)

f(x,y) =
2 2 2
x“+(x+y°7)

definerede afbildning £:R\{0,0] ind i R har en grenseverdi

i (0,0).

57. Samme spgrgsmal som i opgave 56 for

x(x2+y2)
f(x,y) = P °

x2+(x2+y2)

58, Bt abent interval af lzngde k € ]0,41[ anbringes som delin-
terval af [0,1], s& de to intervaller far fzlles midtpunkt.
P& hvert af de to delintervaller, der bliver tilovers (alt-
sé& [O,igg] og [1%£,1] anbringes &bne intervaller arf langde
%k9 og igen saledes, at midtpunkt falder i midtpunkt, Hvis
k er 1ille nok, vil der nu vare 4 afsluttede delintervaller
af [0,1] tilovers, og midt p& hvert af disse anbringes da
delintervaller arf lsngde %k 0,8,V. » Vis, at denne proces
kan fortszttes i det uendelige, hvis og kun hvis k € ]O,%].
I dette tilfwlde far vi en numerabel mangde af &bne inter-
valler anbragt som delintervaller af [0,1], og disse udggr
tilsammen en &ben mmngde, som vi vil betegne 0(k). Komple-

mentsrmengden C(k) = [0,1\0(k) kaldes Cantors mmngde. Her

er altsé k € ]O,%].
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59.

Vis, at 0(k) er overalt tzt. Vis, at C(k) ikke har
indre punkter, Vis, at C(k) heller ikke har isolerede punk-
ter, altsd at C(k) er identisk med sin fortstningsmangde.
Udregn den samlede lmngde af de delintervaller, hvoraf 0(k)
er opbygget, udtryk ved k, Lzg msrke til, at denne langde

pliver 1 for k = %o

Vi benytter betegnelser fra opgave 58, Vis at der findes en
voksende afbildning ¢:0(k) ind i § n [0,1] med fglgende
egenskaber:

1). @ er konstant p& hvert delinterval,

2). For n = 0,1,2,,.,. antager a p& delin-
tervallerne af langde 3 'k netop vardi-
crne 2-n—1’ 2-n~1,39 2—n—1_5,.°.’2—n—1,

(2n+1_1 ).

Vi definerer nu for x € [0,1]

f 0 forx =20
p(x) =

sup ¢([0,x]n0(k)) for x € 10,11,
Vis, at ¢ er restriktionen af ¢:[0,1] ind i R til 0(k). Vis,
at ¢ er voksende . Vis, at ¢([0,1]) = [0,1], Vis, at ¢ er
kontinuert., Vis, at ¢(C(k)) = [0,1], Udled heraf, at C(k)
ikke er numerabel,

For k = % ser vi specielt at en kontinuert funktion
kan vokse fra 0 til 1 pd intervallet [0,1] og dog vare kon-

stant p& intervaller med samlet langde 1.
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60,

Lad § vere et topologisk rum, for hvilket fgrste numerabi-
litetsaksiom galder, Lad T vare et Hausdorff-rum, Vis, at
en afbildning £:S ind i T er kontinuert, hvis og kun hvis
enhver restriktion af f til en numerabel delmmngde af S er

kontinuert,

61. Lad M vwre en vilkarlig mezngde. Vis, at en afbildning f:M

ind 1 R er begreznset, hvis og kun hvis enhver restriktion

aff £ til en numerabel delmzngde af M er begranset.

Vanskeligere opgaver,

62, Lad T = (M,U) vare et topologisk rum og (AJIJEJ) en familie

63,

6l

af afsluttede mwngder. Det antages, at hvert x € T har en
omegn U, sdledes at fjéJlUnAj+¢} hpjst er endelig, Vis, at
U A, er en afsluttet msngde.
JeJd
Lad T vaere det i opgave 3 indfgrte topologiske rum, Vi szt-
ter
»,(p,2) = pq

¢,(p;q) = sterste fzlles divisor for p og q.

mindste felles multiplum af p og q.

]

905(139 ‘1)

Hvilke af afbildningerne @19¢2,¢3:TxT ind 1 T er konti-

nuerte 9

Lad A og B vare punktmsngder i et topologisk rum T, Vis,

at afslutningen af A n B relativt til delrummet A er en
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66,

67,

68,

delmengde af A N §, og vis ved et eksempel, at det kan ve-

re en agte delmzngde, selv om A er afsluttet,

En punktmzngde A i et topologisk rum T = (M,U) kaldes lo-
kalt afsluttet, hvis hvert punkt x € T har en omegn U, sa-
ledes at U n A er afsluttet relativt til U, Vis, at en meng-
de er lokalt afsluttet, hvis og kun hvis den er fallesmazngde
for en afsluttet og en aben mengde. Vis ved eksempler, at
konplementsrmesngden til en lokalt afsluttet mzngde ikke al-
tid er lokalt afsluttet, og at foreningsmengden af to lo-

kalt afsluttede maengder ikke altid er lokalt afsluttet, Hvad

gelder om fellesmsngden ?

Lad T1 og T2 vare topologiske rum og A1 - T1, A2 c T2 vil-

k&drlige punktmesngder., Vis relationen
a(A1 X Az) = 0A, x A, + A, x OA,,

idet A1 X A2 betragtes som punktmezngde i T1 X T2.

Vis for et vilk&rligt produktrum, at afslutningen af et pro-

dukt af en mengde fra hvert koordinatrum er produktet af af-

slutningerne .

BEn skvivalensrelation p& et topologisk rum T kaldes afslut-
tet (4ben), hvis det for enhver afsluttet (&ben) punktmang-
de A ¢ T gelder, at foreningsmmsngden af de skvivalensklas-
ser, der har punkter fzlles med A, er afsluttet (&ben), Un-
ders¢goom den ved x ~ y <= y-x € 2 definerede skvivalensre-

pd R
lationYer afsluttet (&ben). Samme spgrgsmél for dens restrik-

tion til [0,1].
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69,

70,

71

Vis, at enhver mengde i et T1—rum er fzllesmwngde af abne
mang der og foreningsm&ngde af afsluttede mangder, Vis pa
den anden side, at et topologisk rum T er et T1-rum, hvis
enhver mzngde, der bestar af kun €t punkt, er fmllesmangde
for abne mangder, Vis, at et topologisk rum er et Hausdorff-
rum, hvis og kun hvis enhver mmzngde, der bestar af kun €t

punkt, er fazllesmazngden af de afsluttede omegne af dette

punkt,

Vis, at et topologisk rum T er et Hausdorff-rum, hvis og

kun hvis diagonalen {(x,x)|x€T} er en afsluttet punktmengde

i Tx T,

Vi organiserer N = N u fw} som et omegnsrum S ved Fglgende
definitioner: Omegn af et lige tal er enhver msngde, der
indeholder tallet; omegn af et ulige tal x er enhver mangdse,
der indeholder x samt en delmsngde af formen §2p+kxlk€N§ for
cn passende vardl af p; omegn af « er enhver msngde der in-
deholder « samt en delmsngde af formen {29+k(2p+23+1)lj,kEN}
for en passende verdi af p. Vis, at S er et Hausdorff-rum,
Vis, at mmngden af ulige tal er afsluttet, Vis, at enhver
aben mengde, der har mangden af ulige tal som delmasngde,

har punkter fzlles med enhver omegn af os.

Et topologisk rum, i hvilken en afsluttet mamngde A og
et punkt a ¢ A altid kan indesluttes i hver sin &bne mangde,
sd de abne mzngder har tom fwllesmzngde, kaldes et TB—rum.
Opsaven giver et eksempel pé& et Hausdorff-rum, der ikke er

T5-Tum, Et rum, é&er er bade T,~rum og TB—rum, er Hausdorff-
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12,

73

rum (bevis det!) og kaldes regulmrt, Det er ikke svart at

finde et eksempel pd et Ty-rum, der ikke er T,-rum (provi),

Vis, at et topologisk rum er et Tj—rum (se opgave 71), hvis

og kun hvis de afsluttede omegne udggr en omegnsbasis.

Lad M vare en vilkarlig mengde, og lad 3 vere et system af
delmengder af M. Lad U vare systemet af &bne omegne af O i
&, lied F(M,C) betegner vi mesngden af afbildninger £:M ind i

, For A€ S, 0€ U og £ € F(M,C) satter vi

Upo(£) = {g € P(,8) | vx € Alg(x) - £(x) € 0)]
og for f € ﬁ(M,C) setter vi

B(r) = {UAO(f)IA €3 A0 € 0},

Vis, at B er omegnsbasis for en topologi p& ﬁ(M9C), Vis, at
ﬁ(Mgé) med denne topologi bliver et Hausdorff-rum, hvis og
kun hvis 3 er en overdxkning af M.,

Den her indfgrte topologi pa ﬁ(M,C) kaldes ofte X~ &-
ben-topologien, Hvis Ser systemet af alle endelige delmeng-
der, kaldes den endelig-a&ben-topologien, At (fn) - £ 1 en-
delig-ében~topologien er ensbetydende med, at (fn) konver-
gerer punktvis mod f(bevis det!), For M € 3 bliver 2-aben-
topologien finest mulig (bevis det!) og det tilsvarende kon-
vergensbegreb bliver ligelig konvergens pa M (bevis det, nér

M er et interval pa R),
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Svare opgaver,

74. Vis, at en afsluttet delmmngde af R uden isolerede punkter
ikke er numerabel, Anderledes udtrykt: Enhver numerabel, af-

sluttet delmasngde af R har et isoleret punkt.

75. Vis, at den sadvanlige topologi pa 2% er den eneste topologi
pa ?29 som sikrer, at fglgende tre betingelser alle er op-
Fyldts

1) Vektoraddition er en kontinuert afbildning af
2% x R% ind 1 R°.
2) Multiplikation af vektor med reelt tal er en

kontinuert afbildning af %% % & ind i R.

3) 2% er et Hausdorff-rum,
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Es ist etwas Ahnliches, sich in einer
o ' Stadt und in einem Wissensgebiet auszu-
kennen: Man muss von jedem gegebenen Punkt

zu Jedem anderen gelangen konnen. Man kennt

- -

\ sich noch besser aus, wenn man. sofort @en

]

<

bequemsten oder den schnellsten Weg von j
einem Punkt zum anderen einzuschlagen ver-

mag. |
G.Polya. G.Szegod .

( ) Kapitel 8.

Metriske rum,

Et metrisk rum har en mere specialiseret struktur end et
topologisk rum. Den metriske struktur frembringer en topologi
pa rummet, og det bliver en topologi med s®rlig kgnne egenska-
ber, Eksempelvis gxlder alle adskillelsesaksiomerne samt fgrste
tellelighedsaksiom, Vi gar straks i gang med de fgrste defini-

tioner,

Definition 8,1. Lad M vare en vilkarlig mengde, En afbild-

ning dist:NxM ind i R kaldes en afstandsfunktion pd M, nar f£gl-

gende betingelser er opfyldt,
.d1). vx € M (dist(x,x) = 0)
da2), vx,y € M(x £ y = dist(x,y) > 0)
d3). Vx,y € M(dist(x,y) = dist(y,x))

ak). vx,y,z € M(dist(x,z) ¢ dist(x,y) + dist(y,z)).

Parret T = (M,dist) kaldes da et metrisk rum.

L Betingelsen di4) kaldes trekantuligheden.,
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Setning 8.2, Afstandsfunitionen dist opfylder betingel-
serne
Vx,y,2 € M(dist(x,z) » |dist(x,y) - dist(y,z)|)
' n-1
VR sooosX, € M(dist(x1,xn) < k§1dist(xk,xk+1),
Bevis, Lad x,y,z vere punkter af M, Af d3) og d4) fglger

da umiddelbart
dist(x,y) - dist(y,z) ¢ dist(x,z)
dist(y,z) - dist(x,y) ¢ dist(x,z),

og dermed er den f¢rste pastand bevist, Den anden fas ved at

summere ulighederne
dlSt(X1,Xk+1) < dlst(x1,xk) + dlst(xk,xk+1)
for k = 1,...,n~1, Dermed er smtningen bevist,

Eksempler, R,RQ,RB og C er metriske rum med den ssdvan-—
lige af'stand som afstandsfunktion. Enhver msngde M kan organi-

seres som et metrisk rum med afstandsfunktionen defineret ved

1 for x fy
dist(x,y) = f

0 for x =Yy .
4t metrisk rum med denne afstandsfunktion kaldes et diskret me-
trisk rum,

Mengden M kaldes den underliggende mzngde for det metri-
ske rum T = (M,dist), Vi siger punkt af T i stedet for element
i M, Vi siger punktmszngde i T i stedet for delmengde af M, Til
gvarendc vil vi ogsa bruge de andre geometrisk praegede vendin-

ger, som vi brugte for de topologiske rum,
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Definition 8.3, Lad T = (M,dist) vazre et metrisk rum,
a € T et vilkdrligt punkt og r et positivt tal. Punktmzngden
K(a,r) = fx € Tlaist(a,x) < r}
kaldes kugleomegnen af a med radius r,

Eksempler, I R bliver K(a,r) det &bne interval med midt-
punkt a og lsngde 2r, I 2 og C bliver det cirkelskiven med cen-
trum a og radius r, medens det i PB bliver kuglen med centrum a
og radius r, I det diskrete rum indeholder K(a,r) for r £ 1

kun punktet a, medens K(a,r) for r > 1 omfatter hele rummet.,

Setning 8.4, Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum, Hvis

kugleomegnene K(a19r1) og K(az,rz) har en ikke tom fmllesmzngde,
er dlst(a1,a2) <r, +r,.,
Bevis, For x € K(a1,r1) n K(az,rz) far vi
dlst(a1,82) < dist(a19x) + dist(azgx) <, +71,.

Dermed er satningen bevist,

Eksempel. I de velkendte rum R,RQ,R3 og U gzlder den om-
vendte implikation, P& den anden side vil to kugleomegne med
forskelligt centrum i et diskret metrisk rum og med radius 1 &-

benbart tilfredsstille uligheden uden at have punkter fzlles,

Setning 8.5, Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum, K(a,r)

en kugleomegn 1 T, og b et punkt af denne kugleomegn. Da gaslder
K(b,r - dist(a,b)) < K(a,r).

Bevis. Under de anfgrte betingelser er dist(a,b) < r, s&

K(b,r - dist(a,v)) eksisterer.,For x € K(b,r - dist(a,b)) er
dist(a,x) § dist(a,b) + dist(b,x) < r.

Dermed er saztningen bevist,
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Eksempel, I rummene R,RZ,R3 og Cer r - dist(a,b) radius
1 den stgrste kugle med centrum b, som helt er indeholdt i
K(a,r), I et diskret metrisk rum vil en kugleomegn med radius
> 1 omfatte hele rummet og dermed helt indeholde alle andre kug-

ler,

Setning 8.6, Kugleomegnene i et metrisk rum er omegnsbasis
for en topologi.

Bevis, Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum, For a € T
findes kugleomegnen K(a,r) for ethvert r > 0, og alle disse kug-
leomegne indeholder a, For r, { T, er K(a,r1) N K(a,rg) = K(a9r1).
Dermed har vi vist, at betingelserne b1), b2) og bl) er opfyldt.
For b € K(a,r) eksisterer der ifglge sztning 8.5 en kugleomegn

K(b,r1) < K(a,r)., Altsd er ogsi b5) opfyldt.

Definition 8.7, Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum, Den
topologi p& M, der har kugleomegnene som omegnsbasis, kaldes den
af afstandsfunktionen dist indicerede topologi pa M. Mengden M
med denne topologi kaldes for kortheds skyld det topologiske rum
T = (M,dist) eller(mere korrekt) det underliggende topologiske
rum til T = (M,dist),

‘ Ved at g& over til det topologiske rum T = (M,dist) ser vi
'bort fra en vaesentlig del af strukturen pa det metriske rum
T = (M,dist), Vi vil imidlertid alligevel have samtlige resul-
tater fra kapitel 7 til réadighed, I det fglgende skal vi derfor
i det vaesentlige beskaftige os med de resultater vi kan opnéd ved
at udnytte den yderligere struktur, der foreligger pa det metri-
ske rum, Fgrst vil vi dog vise, at T = (M,dist) er et serlig

"pent' topologisk rum,
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Setning 8.8, Det topologiske rum T = (M,dist) er et Haus-

dorff-rum, for hvilket det fgrste numerabilitetsaksiom gelder,

Bevis, Hvis a, 0g a, er forskellige punkter af T og ryeTs
er positive tal, som tilfredsstiller T, 4T, < dist(a1,a2)9 vil
K(a1,r1) og K(az,rz) ifglge smtning 8.4 have tom fzllesmengde.
Altsa er T er Hausdorff-rum. Enhver kugleomegn K(a,r) indeholder
K(ayi) for n€ N, n> r~1, Alts& udger kuglerne K(a,%), ne€nN

en omcgnsbasis for punktet a. Dermed er satningen bevist.

S@tning 8.9. Enhver kugleomegn i et metrisk rum T = (M,dist)
er en &ben mengde i det topologiske rum T = (M,dist), og enhver

aben mangde er foreningsmsngde af kugleomegne,

Pevis, Satning 8.5 viser, at ethvert punkt i kugleemegnen
K(a,r) er et indre punkt, altsd, at K(a,r) er en &ben mmngde.
Hvis O er en &ben mengde, kan vi for hvert x € 0 valge r(x) > 0,
sdledes at K(x,r(x)) < 0, og s& far vi &benbart 0 = U K(x,r(x)).

x€0
Dermed er sztningen bevist,

Definition 8.10, Lad A og B vzre punktmesngder i et metrisk
run T = (M,dist). Tallet
infidist(x,y)|x € A A y € B}

kaldes afstanden mellem A og B og betegnes dist(A,B), For A = {a

kaldes dist({a},B) ogsd afstanden mellem punktet a og mzngden

B, og den betegnes dist(a,B) eller dist(B,a).
Eksempel, I 2° nar punktmengderne
{(x,7)|xy = 0} og {(x,3y)xy = 1]
(tegn dem!) afstanden 0. De er begge afsluttede, og de har ingen

fzllespunkter,
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Det er klart, at den sdledes indfgrte afstand mellem meng-
der altid vil opfylde betingelserne dist(A,B) > 0 og
dist(A,B) = dist(B,A), For An B £ ¢ er dist(A,B) = 0, For
A = {a}, B = {b} er dist(A,B) = dist(a,b). For afstand mellem
mengder gzlder der ikke nogen relation, som svarer til trekants-

uligheden,

Setning 8.11. For et metrisk rum T = (M,dist) galder
Va € T VA ¢ T(dist(a,A) = 0 «= a € &),

Bevis, Lad a vzre et punkt af T og A en delmzngde af T,
At dist(a,A) > 0 er ensbetydende med, at der findes et positivt
tal r, sdledes at K(a,r) n A = ¢, Men det er ensbetydende med, at
a er et ydre punkt for A, Altsé er dist(a,A) = O ensbetydende med,
at a ikke er et ydre punkt for A, altsd med a € A, Dermed er

setningen bevist,

Definition 8.12, Lad T = (M,dist) vare et metrisk rum og
A ¢ M en vilkidrlig delmzngde, Det metriske rum, hvis underlig-
gende msngde er A, og hvis afstandsfunktion er restriktionen af

dist til AxA, kaldes det metriske delrum A af T (eller blot del-

rummet A af T).

Det er helt indlysende, at betingelserne d1),...,dl4) be-
vares ved restriktion til AxA, sdledes at restriktionen af dist

virkelig er en afstandsfunktion.

Setning 8,13, Topologien pa det metriske delrum
Ac T = (M,dist) er identisk med delrumstopologien p& A opfat-

tet som delrum af det topologiske rum T,

Bevis, En kugleomegn med centrum a og radius r > 0 i det
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metriske delrum A er netop A n K(a,r), altsé en omegn i det to-
pologiske delrum A, En omegn U af a i det topologiske delrum A
har formen U = A n V, hvor V er en omegn af a i rummet T, Men
s& indeholder V en kugleomegn K(a,r), og deraf fglger, at U in-
deholder A n K(a,r), hvilket er en omegn i det metriske delrum
A, Altsd er U en omegn af a i det metriske delrum A. Dermed er
setningen bevist,
Eksempel, Afstandsfunktionen pé R er givet ved

o

dist(x,y) = |y-x|. Den samme definition kan altsd bruges pi en-

hver delmzngde af R, f.eks. p& ethvert interval og pa &,%,N etec.

Vi bemsrker, at Z ikke er et diskret metrisk rum, selv om Z er

et diskret topologisk rum.

s@etning 8,14, Lad T, = (M1,dist1) og T, = (Mz,distz) vare
metriske rum, En afbildning f:T1 ind i T2 er kontinuert i a € T1,

hvis og kun hvis fglgende betingelse er opfyldt:

Ve >0 38 > 0 Vx € T1(dist1(a,x)<§ = distz(f(a),f(x))<e),

Bevis, Den sidste del af betingelsen, startende med Vx,
udtrykker, at kuglen K1(a,€) i rummet T, afbildes ind i kuglen
Kz(f(a),a) i rummet T,, altsd at f_1(K2(f(a),8)) 2 K1(a95). He-
le betingelsen udtrykker derfor, at enhver omegn af f(a) som
originalmengde har en omegn af a, Dermed er sztningen bevist,

Petingelsen for, at f:T1 ind 1 T2 er kontinuert, fas altsa

ved helt til venstre i betingelsen i satning 8.14 at tilfgje

Va € T1°

Definition 8.15. To metriske rum T, = (M,distﬂ) og
T2 = (M,distg) kaldes skvivalente, hvis de underliggende topo-
logiske rum er identiske, og afstandsfunktionerne dist1 og dist2

kaldes da ogsa skvivalente,
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Det er klart, at "skvivalent med" virkelig bliver en ak-
vivalensrelation i begge tilfmlde. Det er selvfglgelig vesent~

ligt, at T1 og T2 har samme underliggende mangder,

Setning 8.16. Lad T, = (M,dist1) og T, = (M,distz) vere
topologiske rum med samme underliggende mangde, Ngdvendigt og
tilstrekkeligt, for at topologien pé T2 er finere end topologi-

en pa T1, er, at fglgende betingelse er opfyldt:
Vae€ M Vr > 0 ds > OCK1(a,r) 2 K2(a,s)),

idet K1(a,r) er en kugle i T,, medens K2(a,s) er en kugle i T,.
Ngdvendigt og tilstrakkeligt for, at 'I‘1 og T2 er gkvivalente, er,

at ovenstéende betingelse er opfyldt tillige med betingelsen
Va € M Ve > 0 3s > O(Kz(ayr) o K1(a,s)),

Bevis, Den fgrste betingelse udtrykker, at enhver kugleom-
egn (og dermed enhver omegn) i T1 er en omegn i T2, altsad, at
T2 er finere end T1, At begge betingelser er opfyldt er derfor
ensbetydende med at topologien pa T2 er finere end topologien pa
T1, og at topologien pa T1 er finere end topologien pa T29 altsa,

at de to topologiske rum er helt identiske,

Eksempel, Det metriske rum % er skvivalent med 7 med den
diskrete metrik,

Vi skal nu beskaftige os med spgrgsmdlet om produkt af to
metriske rum T, = (M1,dist1), T, = (Mz,distz). For elementerne

4xM, vil vi benytte de afkortede betegnelser x = <X1,X2>,

¥ = (v,,5,) ete.

iM

Setning 8.17. Lad T, = (M1,dist1), T, = (Mz,distz) vere

metriske rum, Vi ssztter




MA 8.9

aist(x,y) = V((dist,(x,,5,))° + (dsty(x,,5,))°)
dist'(x,y) = sup{dist1(x1,y4), distz(xz,y2)}
dist"(x,y) = dist1(x1,y1) + distz(xz,y2)°
S& er dist, dist' og dist" indbyrdes skvivalente afstandsfunk-
tioner p& M,xM, og den fwlles topologi pé (M1xM2,dist )s

(M1xM29dist') og (M1xM2,dist”) er topologien p& det topologiske

produktrum T1xT2.'

Bevis, Det er klart, at dist, dist' og dist" tilfredsstil-
ler d1), d2) og d43). Vi skal vise, at dist tilfredsstiller di).

Det bliver et kedsommeligt regnestykke, men her er det altsé:

atst(x,z) = V((aiet,(x,,2,))% + (alsty(xy,2,))°)
V({aist, (x,,7,) + diet (y,,2,))% + (disty(x,,5,) + disty(yy,2,))%)s
V((aist(x,y))? + (aist(y,z))? +

2(aist, (x,,y,)dist, (y,,2,) + disty(x,,y,)aist,(y552,))).

Nu ssetter vi for kortheds skyld
a, = dist1(x1,y1), b, = dlSt1(y1,Z1), a, = dlSt2(X29y2),

b

I

o diSt2(y29Z2>9

og benytter vurderingen
2. 2 2.2
a,b, + asb, :\/(a,'b1 + agh, + 2a,a,b,b,) =
2

\/((af + ag)(bf + bg) - (a1b2—a2b1) ) < VK(af + ag)(bf + bg).

Derved far vi
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dist(x,2) ¢

'V((dist(ﬁ,z))z + (dist(g,_z_))2 + 2dist(x,y)dist(y,z)) =

dist(x,y) + dist(y,z),
og dermed har vi vist, at dist tilfredsstiller trekantsulighe-

den,

Det gar lettere at vise, at dist' tilfredsstiller trekants-
uligheden:
dist'(x,z) = sup{dist1(x1,z1), distz(xz,zz)} <
sup{dist, (x,,¥,) + dist,(y,,2,), Aety(x,,¥,) + dist,(y,,2,)] £
sup({dist, (&,,5,),dist,(x,,55)] + {dist,(v,,2,),dist,(y,,2,)}) =

Sup{diSt1(X1,y1)9diSt2(X29y2); + sup{dist1(y1,z1),distz(yggzz)} =
dist'(x,y) + dist'(y,z).

At trekantsuligheden gmlder for dist'" er helt trivielt, Vi
har s&ledes vist, at dist, dist' og dist" er afstandsfunktioner
pa M1xM2. Vi bemmrker nu, at de tre afstandsfunktioner tilfreds-
stiller ulighederne

dist'(x,y) ¢ dist(x,y) ¢ dist"(x,y) ¢ 2dist' (x,¥y).

Heraf fg¢glger at en kugle med centrum a og radius r svarende il
en af afstandsfunktionerne vil indeholde kuglen med centrum a

og radius %r svarende til enhver af de andre afstandsfunktioner.

Af saetning 8.16 fglger derfor, at de tre afstandsfunktioner er
indbyrdes ®kvivalente, De svarer alts& til den samme topologi

pa M1XM2° Vi mangler derfor blot at vise, at dist' svarer til

produktrumstopologien,
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En kugleomegn K'(a,r) svarende til dist' er &benbart net-

op givet ved

. )

K (ésr) = K1(a19r1) X K2(8~25r2)9
og er derfor en omegn af a 1 produktrumstopologien, En omegn U
af a i produktrumstopologien indeholder en basisomegn af formen
U, x U2, hvor U1 er en omegn af a, i T1 og U2 er en omegn U2 af

1

a, i T2° Men s& findes der et tal r > 0, sdledes at

2
K1(a1,r) c U, og Kz(ag,r) ¢ U,, og vi far

U2 K1(a1,r) X K2(a2,r) = K'(a,r).
Altsd er U en omegn af a i den topologi, der svarer til dist',
Dermed er satningen bevist,
Idet vi udnytter den naturlige homgomorfi mellem produkt-

rammene T1x...xTn 0og (T1x'°'XTn-1)XTn’ udvides sstningen umid-

delbart ved induktion til produkter af n metriske rum

Tj = (Mj,distj), J = 1seee,yn,

Vi far i dette tilfwlde, at topologien i produktrummet svarer

til tre indbyrdes skvivalente afstandsfunktioner dist, dist' og

dist" som for x = (x1,...,xn), v = (y1,..,,yn) defineres ved

n
dist(x,y) =V = (dist.(xk,y.))2
j24 317377
dist'(x,y) = sup{distj(xj,yj)lj € {1,...,0}}
n
dist"(x,y) = 2 disty(xy,¥4).

J=1
Produktrummet T = (M1X..,an,dist) kaldes det Euklidiske produkt

af T19°°°’Tn.
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Det n-dimensionale talrum er produktrummet R™ = Rx,..xR
(n faktorer), Som metrisk rum er det organiseret ved afstands-
funkti onen dist, defineret ved
dist(x,y) =\/((y1—x1)2+...+(yn—xn)2),
men det er skvivalent med de metriske rum, der fas ved at benyt-

te afstandsfunktionerne

sup{ |y %, |5 oo, ly x|

Il

dist'(x,y)

det"(x,y) = |y, -x 1+ orly x|

1

Ved kontinuitetsundersggelser for afbildninger fra eller
ind 1 i kan man altsd frit velge den af de tre afstandsfunk-
tioner; det 1 det foreliggende tilfwlde er mest bekvemt at ar-
bejde med,

Definition 8.18. Lad T, = (M1,dist1) og T, = (Mz,distz)
vere metriske rum. En afbildning f:T1 ind 1 T2 kaldes afstands-

formindskende, hvis den tilfredsstiller betingelsen
VX, ¥y € Tj(diStg(f(X)’f(Y)) < diSt1<X9y))-

Hvis lighedstegnet gazlder for alle x og ¥, kaldes afbildningen

isometricsk, L
\

Vigtige eksempler pa afstandsforﬁindskende afbildninger

er projektionerne af det n—dimensional@ talrum pa et koordinat-

underrum, f.,eks, den ved
P(X1so-oyxn) = (X19°--’Xq)9 g<n
definerede afbildning p:Rn pa Rq. Serligt vigtige er projektio-
nerne pj:Rn p& R, som defineres ved
pj(x190'°9xn) = XJ

fOI’ j = 19..,;,11.
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Sztning 8.19, Enhver afstandsformindskende afbildning er
kontinuert, Enhver isometrisk afbildning er kontinuert og in-
jektiv, Hvis en isometrisk afbildning er surjektiv, er den en

homgomorfi,

Bevis, Hvis f:T1 ind 1 T2 er afstandsformindskende, op-
fyldes kontinuitetsbetingelsen i sstning 8.14 ved valget ¢ = e,
In isometrisk afbildning er afstandsformindskende og derfor kon-
tinuert, Hvis f er isometrisk og £(x) = f£(y) er
dist(x,y) = dist(£(x),f(y)) = 0, altsd x = y, Altsl er £ injek-
tiv, Hvie £ tillige er surjertiv, findes der en omvendt afbild-
ning f_19 og det er klart, at f’—1 ogsa er isometrisk og dermed
kontinuertQ Altsé er f en homgomorfi. Dermed er s:tningen be-
vist,

Setning 8.20. Lad T = (M,dist) vare et metrisk rum. Da er
dist:TxT ind i R en kontinuert afbildning.

Ifglge sztning 8.17 svarer topologien pa TxT til afstands-—

funkti onen dist" defineret ved
dist"(x,y) = dist(x1,y1) + dist(x2,y2)

for x = (X1,X2), vy = (y1,y2). Vor setning vil fglge af sstning

8.19, hvis det lykkes os at vise, at dist er afstandsformind-

skende, nar dist" benyttes som afstandsfunktion p& TxT, Nu er

dlSt(X19X2) < dlst(x1,y1) + dist(y1,y2) + dist(xz,yz) =
dist"(x,y) + dist(y1,y2),

s far vi

dist(x,,%,) - dist(y,,y,) < dist"(x,¥) .
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Hvis vi foretager den samme regning med rollerne byttet for x
og ¥y, far vi

dist(y1,y2) - dist(x1,x2) < dist"(x,¥),

og de to uligheder er netop ensbetydende med, at

ldlst(y,‘,yz) - dlSt<X.19X2)I § diSt"(gsl)s
hvilket netop viser, at det er afstandsformindskende. Dermed er

sgtningen bevist,

Det er klart, at setning 8.20 er en meget naturlig set-

ning, og at man pd forh&nd mitte hébe pad dens gyldighed. Den vil
ogsad senere vise sig meget nyttig.

Smtning 8.21, Lad T = (M,dist) vaere et metrisk rum og
A C T en punktmsngde, Da er den ved ¢(x) = dist(x,A) definerede

afbildning ¢:T ind i R kontinuert,

Bevis, Lad x og y vere vilkarlige punkter af T, Lad r
vere et positivt tal > dist(x,A). S& er A n K(x,r) % ¢. Ifplge

setning 8.5 er

K(x,r) ¢ K(y,dist(x,y)+r),
og derfor er A n K(y,dist(x,y)+r) + ¢, altsé
dist(y,A) ¢ dist(x;y)+r .
Da dette gzlder for ethvert tal r > dist(x,A), kan vi slutte, at
dist(y,A) ¢ aist(x,y) + dist(x,A),
altsa
dist(y,A) - dist(x,A) ¢ dist(x,¥).

Ved at lade x og y bytte roller i regningerne far vi den tilsva-

rende ulighed med x og y byttet om, og de to uligheder er ens-

betydende med, at
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lo(y) - o(x)| ¢ aist(x,y),

altsd at ¢ er afstandsformindskende og dermed kontinuert., Der-

med er s:tningen bevist,

Definition 8,22, Lad T = (M,dist ) vere et metrisk rum,

og lad A ¢ T vare en punktmengde, Da kaldes
sup{dist(x,y)|x,y € Af

diameteren af A og betegnes diamA, Hvis diamA < «, kaldes A en
begrenset punktmsngde, Hvis diamT < «, kaldes T et begrznset me-
trisk rum, og afstandsfunkti onen dist kaldes begranset, En
punktfglge (an) p& T kaldes begraznset, hvis punktmmngden

ianln € M er vegrznset.

Begransethed er en metrisk og ikke en topologisk egenskab.
Enhver afstandsfunktion er nemlig skvivalent med en begrznset

afstandsfunktion, Tad dist:MxM ind i R vare en afstandsfunktion,

For x,y € M sztter vi
dist,(x,y) = inf{1,dist(x,y)}.

Det er da klart, at dist,I tilfredsstiller d1), d42) og d3). For
dist(x,y) + dist(y,z) 2 1 er dist1(x,y) + dist1(y,z) 21 og

dist, opfylder trekantsuligheden, For dist(x,y) + dist(y,z) < 1
er dist(x,z) < 1, og trekantsuligheden for dist1 fglger derfor
umiddelbart af trekantsuligheden for dist, Alts& er dist1 en af-
standsfunktion., Det er klart, at dist1 er begraenset og akviva-
lent med dist,

Eksempel, En kugleomegn er en begrznset mengde, En kugle-

omegns diameter er hgjst det dobbelte af dens radbus, men den

kan vzre meget mindre,
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Satning, 8.23, En maengde A i et metrisk rum T = (M,dist)
er begruznset, hvis og kun hvis den kan overdskkes med endelig

mange kugleomegne,

Bevis, Hvis A er begranset, a € A og r > diamA, er
A ¢ K(a,r), Dermed har vi bevist "kun hvis", Lad os nu antage,
at
A ¢ K1(a1,r1)u.o.uKn(an,rn).
Vi velger P € R, sl@ledes at dist(aj,ék) $ P rFfor j,Kk = 1,0ee5n,
og saledes at rj g Pfor j=1,...,0n, PoOr x,y € A, kan vi valge

j og k, sdledes at x € K(aj,rj) og y € K(ak,rk) og vi far da

dist(x,y) ¢ dist(aj,x) + dist(aj,ak) + dist(ak,y) < 3P,

Dermed er satningen bevist,
En punktfglge (an) pd et metrisk rum T = (M,dist) konver-

gerer mod a € T, hvis og kun hvis fglgende betingelse er opfyldt.
Ve >0 INEN vn N(dist(a,an) < 8).

Det ses umiddelbart, at denne betingelse virkelig sfemmer over-
ens med den betingelse, vi benyttede i et topologisk rum, Det er
selviglgelig uvesentligt, om vi skriver 2 N, £ & eller udelader

det ene eller begge lighedstegn.

Definition 8.24. En punktfglge (an) pa et metrisk rum

T = (Mydist) kaldes en fundamentalfglge, hvis fglgende betingel-
se er opfyldt:
Ve >0 3INe€ N vn N(aist(a,a, ) < e).

Det ses umiddelbart, at demne betingelse virkelig stemmer over-
ens med den betingelse, vi benyttede i et topologisk rum, Det

er sclvfglgelig uvasentligt, om vi skriver 2 N, ¢ & eller ude-

lader det ene eller begge lighedstegn.,
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Definition 8,24, En punktfglge (an) P& et metrisk rum

T = (M,dist) kaldes en fundamentalfglge, hvis fglgende betingel-
se er opfyldt:
Ve >0 3INE€ N Vmn N(dist(am,an) $ e).
Begrebet fundamentalfglge er knyttet til metriske rum, og
det kan ikke generaliseres til helt generelle topologiske rum,

Det afgprende er, at rummet har sa megen struktur, at det har en

mening at tale om "ens" eller "lige store" omegne af forskellige
punkter,
Sztning 8.25. Enhver fundamentalfglge er begrenset.,
Bevis,., Lad (an) vere en fundamentalfglge pa et metrisk rum
T = (M,dist). Vi velger N, siledes at
Vm,n 2 N(dist(am,an) < 1),

Udenfor kuglen K(aN,1) findes kun endelig mange af punkterne e
Altsd kan mengden {anln € N} dazkkes med endelig mange kugler,

Ssetningen fglger derefter af smtning 8.23.
Setning 8.26, En konvergent fglge er en fundamentalfglge,

Bevis, Lad (an) vere en fglge pd T = (M,dist), konvergent
mod a € T, og lad e vare et positivt tal., Vi vaslger N € N, s&-

ledes at
. 1
vn > N(dlst(a,an) < 5@).

For myn 2 N far vi da
dist(am,an) < dist(a,am) + dist(a,an) $ s,

Altsd er (an) enAfundamentalf¢lge. Dermed er smtningen bevist.
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fetning 8.,27. En fundamentalfglge, som har en konvergent

delfyplge, er selv konvergent.

RPevis. Lad (an) vere en fundamentalfglge pad T = (M,dist)

og lad (ap ) » a € T vare en delfglge af (an), og lad & vare et

n
positivt tal, Vi valger N € N, sdledes at

. 1
Vi,n 2 N(dlst(am,an) < Ee),

Da (a_ ) - a, kan vi valge m € N, saledes at p, 2 N og
n
aist(a,a, ) g le. For n 3 Whar vi da
m

dlst(a,an) < dlst(a,apm) + dlst(apm,an) { e,

Dermed har vi vist, at (an) - a, og dermed er saztningen bevist,
Definition 8.28. Et metrisk rum T = (M,dist) kaldes fuld-~

stendigt, hvis enhver fundamentalfglge pa T er konvergent,

Eksempel., De metriske rum R og & er fuldstendige, Delrum-
met & af R er ikke fuldstandigt. En fplge pé et diskret metrisk
rum er en fundamentalfglge, hvis og kun hvis dens elementer fra
et vist nummer at regne er indbyrdes identiske, og fplgen vil

derfor vere konvergent, Alts& er et diskret metrisk rum fuld-

stendigt,

Hvis T, = (M,dist1) og T, = (M,distQ) er skvivalente me-

1
triske rum, og T1 er fuldstendigt, kan vi ikke slutte, at T2 er
fuldstendigt. Fuldstendighed er derfor en metrisk og ikke en to-

pologisk egenskab ved et metrisk rum,

Eksempel. Vi valger T, = R med den smdvanlige afstandsfunk-
tion dist1(x,y) = |y-x|. Vi velger T, = (R,distZ), hvor
distz(xgy) = |Arctg y - Arctg x|. 84 er T, og T, @kvivalente me-

triske rum, Rummet T1 er fuldstendigt., Fglgen (n) er en fundamen-

talfylge pa T,, men ikke konvergent,
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Setning 8.29, Lad T = (M,dist) vaere et metrisk rum og
A ¢ T en punktmesngde, Hvis det metriske delrum A af T er et
fuldstendigt metrisk rum, er A en afsluttet delmsngde af T, Hvis

T er fuldstendigt og A afsluttet, er det metriske delrum A fuld-
stendigt,

Bevis, Lad os fgrst antage at det metriske delrum A er
fuldstendigt, og lad a vsre et punkt af A. For ethvert n € N
kan vi da valge a, € An K(a,%)° Lad € vare et positivt tal, Vi
€ K(a,%), altsé

velger N 2 §° For myn 2 N har vi da a8,

dist(a ,an) < e, Dermed har vi vist, at (qn) er en fundamental-

m
fplge pa A, altsd konvergent mod et graznsepunkt b € A, P4 den
anden side har vi ogsa for n 2 N, at dist(a,an) $ e, Altsd gel-
der (an) - a, Men da (an) hgjst konvergerer mod €t punkt af T,
far vi a = b, altsad a € A, Dermed har vi vist, at A er afsluttet,
Lad os dernsst antage, at T er fuldstzndigt, og at A er afslut-
tet, Lad (an) vere en fundamentalfglge p& A, S& er (an) ogsd en
fundamentalfglge pa T, altsd konvergent mod a € T, Men sa& kan

a ikke vare et ydre punkt for a, og da A er afsluttet, kan vi

slutte, at a € A, Dermed er saztningen beygist.

Eksempel, Et interval pad R er et fuldstendigt metrisk rum,
hvis og kun hvis det er afsluttet.

Setning 8.30. Lad T, = (M1,dist1) og T, = (Mz,distz) vere
fuldstezndige metriske rum, Da vil de 1 smtning 8.17 omtalte
produktrum (M1xM2,dist), (M1xM2,dist') og (M1xM2,dist”) alle va-
re fuldstzndige.

e d _ ' 1" -

Bevis. Lad (a ), hvor a = (an,an) vare en fundamentalfgl

ge 1 et af de tre produktrum., P4 grund af ulighederne
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dist‘(gm,gn) < dist(gm,gn) < dist"(gm,gn) < 2dist'(§m,gn)
til en s&dan fglge vare fundamentalfglge i alle tre produktrum,
Pa grund af ulighederne

dist1(a$,a£) < dist'(gm,gn); distz(aa,aﬁ) < dist'(gm,gn),
'vil koordinatfglgerne (aé) og (aﬂ) vere fundamentalfglger og
derfor konvergente, Men af (aﬁ) - a' og (ag) ~ a' fglger

(gﬂ) - (a',a") i det topologiske produktrum og dermed i hvert

af de tre metriske produktrum, Dermed er sztningen bevist,

Ved induktion udvides satningen umiddelbart til produkter

af flere metriske rum,

Swtning 8.3%1. Det metriske rum R er fuldstendigt.

Bevis, Fglger umiddelbart af sztning 8.30.

Vi skal i denne forbindelse ganske kort minde om den mere
detaljerede geometriske struktur pad R, For punkter i R vil vi
anvende betegnelser x = <X1,..°,Xn) s ¥ = (y1,...,yn) etec, Vi

har vektoradditicnen
X+ Yy = (x1 T yseeesXy + yn)
og for N € R har vi produktet
AX = (%x1,.,,,%Xn).
Vi minder om nulezttet (nulvektoren)
0 = (0,..050),

og b € R, hvor a ¥ b, er

{(1-t)a + t b | t € R}

den rette linie gennem a og b og
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{(1=t)a + t b | t € [0,1]}
er det afsluttede liniestykke med endepunkter a og b .
Vi indfgrer det indre produkt
XY= XYy feeet X
for hvilket vi har regnereglerne
X" ¥y=g° X
x(y+z) = x'y + x°2
Nxy) = Nx'y = 2N .
Det reelle tal

Izl = V(xx) = V(& +aior x2)
kaldes normen af x , Det er ikke negativt, For A,u € R er

(i + px) O + py) =

1]

Ine + ugll®

2.2 2
252"+ 2@z g + lglle?,

og da dette andengradspolynomium i N og y sé@ledes ikke antager

negative verdier, kan vi slutte, at

x - yl < izl

I o

Dette er Cauchy-Schwarz's ulighed.,

For N = = 1 giver relationen ovenfor

(1) lx + 7l = 1Iz17 + 2(x3) + NIzl

og vurdering ved Cauchy-Schwarz' ulighed giver
llxll = Uil ¢l + gl < lidl + Dl

Normen har saledes egenskaberne
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nt) [[of] =0
n2) vx € R\{o} (llzl| > 0)
n3) vx,y € R%(llx + gll ¢ Izl + ligl)

k) vz € R™ wa € R(IIAzll = IN]lzl)

Her medfgrer nl1), n2) og n3), at dist(x,y) = |[ly-x|| er en afstancs-

funktion pa Rn, og dette er netop den ovenfor benyttede afstand
i R™ opfattet som Euklidisk produktrum, PA grund af nl) kaldes

n
R™ et normeret vektorrum,

Af Cauchy-Schwarz's ulighed fglger, at der for X,y € Rn9

x+ 0, y £ 0 findes netop €t tal Z.(zyz) € [0,7], sdledes at

X'y
cos / (x,7) = —o
et TIVTITNT

Tallet / (x,y) kaldes vinklen mellem X og y. Af (1) far vi ved

at erstatte y med -y relationen

e - gll® = l® + Ilgl® - 2llgllligl cos < (x,3),
som er cosimusrelationen for trekanten med vinkelspidsen 0, X
08 Y.
Vi har forsggt at antyde, hvorledes organisationerne af
Rn som vektorruﬁgsom metrisk rum kan sammenbygges og udbygges.

til den komplicerede organisation vi plejer af kalde en Eukli-

disk geometri,

Det kan ogsa lade sig ggre at konstruere uendeligdimensio-
nale rum med mange af de endelige rums geometriske egenskaber

i behold. Vi vil kort omtale et vigtigt eksempel.
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Med M betegner vi mzngden af reelle talfglger a = (an),

for hvilke rskken (ai) er konvergent., For a, b € M, har vi

2 2 2
(an+bn) $ 2a + 2b_,

og sammenligningskriteriet giver, at rakken ((an¥bn)2) er kon-

vergent, Altsa definerer
a+b=(a, +b))
en addition pd M, For N € R og a € M er rakken (%an) konvergent,

og derfor er produktet
na = (7\an)

defineret, Dermed er M organiseret som vektorrum,

Pa grund af vurderingen

1.2 1.2
lanbnl S 2an + 2bn

er rekken (anbn) absolut konvergent, og vi kan derfor definere

det indre produkt
[ee]
a* b= 2 anbn .
n=1

Vi indser umiddelbart gyldigheden af regnereglerne

)
PN
o
+
Q
N
1
1o
ey
+
o)
)

>
N
o
<
1
>
o]
o
i
=
s
>
m
=ed

Vi saztter nu

lall =V(a,a) .
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Af Cauchy-Schwarz's ulighed fglger

N N
| 3 apy |5 2 lalivgl g
N N
V(2 a2 202) ¢ llallill,
n=1 n=1

og for N = o far vi
la » 2l g llalllpl]

Dette er Cauchy-Schwarz' ulighed for fglgen.

Vi kan nu umiddelbart kopiere resten af de regninger, vi
udfgrte for Rn. Vi har séledes organiseret en msngde af talfgl-
ger med en geometrisk struktur, der i mange henseender minder
om geometrien pa R,

Definition 8,32, Det ovenfor omtalte normerede vektor-
rum, hvis punkter er talfglger a = (an), for hvilke rakken (an)
er konvergent, kaldes Hilberts talfglgerum og betegnes R®,

For kortheds skyld vil vi oftest blot kalde R™® Hilbert
rummet, men det exr ukorfekt, idet betegnelsen Hilbertrum anven-

des om cn meget mere omfattende klasse af normerede vektorrum.
otning 8.35., Hilberts talfglgerum er fuldstendigt.

Bevis, Lad (gn), hvor & = (anklk € ) vere en fundamen-

talfplge 1 Hilberirummet., Dette betyder, at fglgende betingelse
er opfyldt:

Ve > 0 3N € N vm,n > N(Hgm - qu < e).
Pa grunc. af uligheden

I&mk - al’];-‘ /3 “._a;m - ?’.n“
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far vi for ethvert k € N, at
Ve >0 3INe N vm,n 2 N(la, -a,l <e),

hvilket viser, at (ankln € N) er en fundamentalfglge, og derfor

konvergent med en graznsevasrdi 8y o

Lad nu e vare et positivt tal. Vi vzlger N € N siledes at
vm,n.2 N(lla, - 2.l < ),

hvilket mere udfgrligt skrives

vm,n 2 N( ; (a_, - a )2 < 82)
$ot k=1 mk nk 2 *
Lad p vere et naturligt tal. Vi har da
p 2 2
Vm,n > N( = (amk - ank) $ e%).

k=1
Lad n vere et naturligt tal., Uligheden i parentesen er da gyl-

dig for ethver m € N og vi kan foretage granseovergangen m — oo,

som giver

p
vo > N (3 (ak--ank)2 < %),
k=1

Da dette gmlder for alle p € N, kan vi mu lade p g& mod e, hvil-

ket giver

g 2 2
vn } N( = (ak—ank) < &%),
k=1

Heraf fglger, at for n » N er (ak—anklk € N) et punkt i Hilbert-
rummet, Da (a . |k € N) ogsd er et punkt i Hilbertrummet, er
summen a = (ak) et punkt i Hilbertrummet, og den sidste rela-
tion kan skrives

vn 2 N(lla - a |l < ).
Dermed har vi vist, at (a,) - a , altsd at R* er et fuldsten-

digt rum,
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Eksempel, Hvis a = (an) er et punkt i R® gér fglgen
(lanl) mod 0, og den har derfor et stgrste element [[a||'. Det er
let at vise, at ||la||' er en norm p& vektorrummet R®, og den sva-
rer abenbart til en afstandsfunktion analog med dist' for Rn.
Da |la]|' ¢ |lall giver ||al|" en grovere topologi pa R end ||all. Da
en ved [|x]] < & defineret kugle Abenbart ikke indeholder nogen
kugle defineret ved en ulighed af formen |[|x||' < e,, er den ved
lla]]' definerede topologi effektivt grovere end den ved [lal| de-
finerede., De to afstandsfunktioner er alts& ikke akvivalente,
Det skal tilfgjes, at ||a||' er defineret p& hele vektorrummet
af begransede reelle talfglger, og det vektorrum har jo aben-
bart R* som mgte underrum, En norm defineret ved |[al|" = Zlanl
eksisterer kun pd det mgte underrum af R, der omfatter de ab-
solut konvergente fglger, og pa dette underrum definerer ||a/|"
en topologli, der er effektivt finere end delrumstopologien., Ud-

arbejdelsen af beviser for de i dette eksempel fremsgtte pé-
stande vil blive stillet som @gvelsesopgaver.

Definition 8,34, Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum. En
afbildning ¢:T ind i T kaldes sterkt afstandsformindskende, hvis

der findes et tal k € 10,1[, saledes at
Vx,y € T(dist(p(x),e(y)) ¢ k dist(x,y)) .

Eksempel, De tidligere omtalte projektioner er afstands-
formindskende uden at vare sterkt afstandsformindskende,

Vi er interesserede i at bestemme lgsningerne til lignin-
gen ¢(x) = x, hvor ¢ er den i definition 8.3L omtalte afbildning.

Enhver ldsning til @(x) = X kaldes et fixpunkt for afbildningen

¢G
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Sammen med ¢ vil vi ogsd betragte de itererede afbild-
2
ninger o = 9% , ¢3 = 0% °,4.. 5 Det er klart, at et fixpunkt

for ¢ ogsa er fixpunkt for enhver af de itererede afbildninger,

Setning 8.3%5., En sterkt afstandsformindskende afbildning
T ind 1 T, hvor T er et fuldstezndigt metrisk rum, har netop
€t fiypunkt, og for y € T konvergerer fglgen (¢ (y)) mod dette
fixpunkt.

Bevis. Vi benytter betegnelserne fra definition 8,34, og
k € ]0,1[ tznkes valgt i overensstemmelse hermed. Lad nu a og b
vare fixpunkter for ¢, 84 er

dist(a,b) = dist(p(a),e(b)) ¢ k dist(a,b) ,
altsa
(1-k)dist(a,b) < O,

Heraf fglger imidlertid dist(a,b) ¢ 0, alts&d a = b. Dermed har

vi bevist, at ¢ hgjst har &t fixpunkt.
Lad nu y vaere et vilkarligt punkt af T, For n € N har vi

da

aist(p™ 1 (y),0™%(y)) = atst(p(e™(¥)),0(e™ () <

x dist(p™(y),0™  (¥)).

Ved pentagen anvendelse af dette resultat far vi

vn € Maist(e™(y),0o™  (v)) ¢ k¥ aist(y,0(y))).

Por n € N; RS N far vi heraf efter gentagen anvendelsc af tre-

kantsuligheden

p-1 . .
aist(p™(y),0™P(¥)) ¢ ,zoaist<¢n+3<y>,¢n+3+‘<y>> g
J=

p-1 . ’ [e%e} .
5 K Yaist(y,0(y)) ¢ ¥Maist(y,e(y)) kEOkJ =
k=0 =

o dist(y,e(y))
T-k ‘
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Det sidste udtryk konvergerér mod 0 for n » «» , Vi har siledes

vist, at
Ve >0 INEN vnd N ¥p e Maist(o™(y),0™ ' (y)) ¢ e).

Vi har dermed vist, at (¢(n)(y)) er en fundamentalfglge, Da T
er fuldstzndigt, konvergerer (¢(n)(y)) mod et grensepunkt a € T,

For n € N fandt vi ovenfor

aist(p™(¥),0" 1 (v)) < ¥Paist(y,0(y)),
hvilket ogs& kan skrives
(2) aist(p™(¥),0(e™(¥))) < Kaist(y,0(¥)).

Da ¢ er afstandsformindskende, er ¢ kontinuert, P4 TxT gzlder

derfor

((o™(),0(p"(¥)))) = (a,0(a)),
og da dist er kontinuert, gzlder
(aist(p™(y),0(p™(¥)))) ~ aist(a,p(a)).
Ved grenseovergangen n - o giver (2) derfor
dist(a,p(a)) = 0,
hvilket viser, at a er fixpunkt, Dermed er sztningen bevist,
Fksempel, For e € ]0,1[ betragter vi den ved

a-~- ¢ sin X

o(x)
definerede afbildning ¢:R ind i R. Vi har for x,y € R, at

e(sin x - sin y) =

It

o(y) - o(x)

2e cos E%M sin E%X ,

altsa

lo(y) - o(x)] g ely - x| .
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Alted er ¢:R ind i R starkt afstandsformindskende, Af satning

8,36 fglger derfor, at ligningen
X + e sinx=a

har en og kun €n lgsning, og at (p™(x)) konvergerer mod denne -
lgsning, Det er i dette tilfzlde let at vise, at ligningen har
netop €n lgsning, da funktionen p& venstre side er strengt vok-
dende og kontinuert og voksen fra -« til « , Det interessante
ep, at vi ogsd Ffar at vide, hvorledes vi kan danne en talfglge,

der konvergerer mod l@gsningen,
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8 Opgaver 1.

Lette opgaver,

Lad ¢:R ind i R vere en strengt voksende funktion. Vis, at

den ved dist(x,y) = |o(y) - o(x)| definerede afbildning er

en afstandsfunktion pé R.

Tegn skitser af kugleomegne i RZ svarende til hver af de tre

afstandsdefinitioner (hvor x = (X1,X2), y = (yﬂsy2)>:

dist(x,y) = VK(y1—X1)2 + (7,7%,)%)
diSt‘<.§9z) = Supily«l—x1ls‘y2—le}
dist"(x,y) = |y,=x, + lyo=x,]

Lad ¢:[0,0[ ind i [0,0[ vzre en voksende funktion, som til-

fredsstiller betingelserne
1), ¢(0) =0
2), Vx > 0 (p(x) > 0)
3)e V%,7 € [0,00] (p(x+y) § o(x) + o(y)) .

Lad M vere en vilkaérlig mengde, og lad dist:MxM ind i R vare

‘en afstandsfunktion p& M. Vis, at p°dist:MxM ind i R er en

afstandsfunktion pa M,

Undersgg, hvilke af betingelserne d1),...,d4) der tilfreds-
stilles af den ved dist(x,y) = |y-x| + %(y—x) definerede af-

bildning dist:RxR ind i R.

Vis, at det for hvilket som helst valg af 3 blandt betingel-

serne d1),,,,,dh) er muligt at finde en mmngde M og en af-
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bildning dist:MxM ind i ﬁ, s8ledes at de 3 valgte betingel-
ser er opfyldt, medens den fjerde ikke g&léer (opgave L4 gi-

ver en lgsning i det vanskeligste tilfzlde).

Lad dist', dist":MxM ind i R vere afstandsfunktioner p#& sam-

me mangde M. Vis, at den ved
dist(x,y) = sup{dist'(x,y), d-iSt”(ny)}

definerede afbildning dist:MxM ind i R er en afstandsfunk-
tion, Prgv at erstatte sup med inf og undersgg, om den der-

ved fremkomne pastand er rigtig,

Lad dist':MxM ind i R vmre en afbildning, som tilfredsstiller

at), d2) og d4). Vis, at den ved

dist(x,y) = sup{dist'(x,y), dist'(y,x)}

definerede afbildning er en afstandsfunktion,

En afbildning dist:Mxi ind i R, som tilfredsstiller di), d3).
og dl4), kaldes en praz-afstand. Vis, at betingeléén

dist(x,y) = 0 er en skvivalensrelation, og at dét for ®kvi-
valensklasser A og B galder at dist(x,y) for x € A, y € B
ikke afhznger af valget af'x\og v. Benyt dette til p& natur-
lig made at indfgre en afstqﬁdsfunktion pa mengden af xkvi-
valensklasser, En mangde me@ en pra-afstand kaldesﬁet pra-
metrisk rum, Et sadant fremﬁringer altsd altid et metrisk rum

p& klasserne i en passende klasseinddeling.

En afbildning dist':MxM ind i R, som tilfredsstiller

a1),...,44) kaldes en uegentlig afstandsfunktion, og
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10,

11,

12,

Opgaver 3

T = (M,dist') kaldes et uegentligt metrisk rum. Vis, at
dist'(x,y) < o er en zkvivalensrelation, at en restriktion
af dist' til en akvivalensklasse er en afstandsfunktion pa

demme, og at punkter fra forskellige =zkvivalensklasser har

uendelig stor afstand.

Lad ¢:[0,w] ind i [0, vare en voksende funktion, som til-
fredsstiller betingelserne 1), 2) og 3) i opgave 3, Lad
dist':MxM ind i R* vere en uegentlig afstandsfunktion (se

opgave 9). Vis, at g°dist':MxM ind i R er en afstandsfunk-

tion.,

Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum, hvis afstandsfunktion

tilfredsstiller den skerpede trekantsulighed
Vx,y,2 € T(dist(x,z)  dist(x,y) v dist(x,z) < dist(y,z)).

Vis, at (1idt uprzcist formuleret) alle trekanter i rummet
er ligebenede med benene mindst s& lange som grundlinien,
Vis, at det for ethvert r € ]0,o| gwmlder, at kugleomegnene
med radius r udggr en klasseinddeling af T, Vis ogséd, at
den klasseinddeling, der svarer til r, € Jo,r[, er en vide-

redeling af den, der svarer til r,

For n € N betegner vi med X(n) det stgrste naturlige tal p,

for hvilket p! er divisor .i n, For x,y € % sztter vi

O, hvis x =y
dist(x,y) = {
1

W,hvisx:}:y.

Vis, at dist er en afstandsfunktion, som tilfredsstiller den

skarpede ulighed (se opgave 11).
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13, Lad p vare et primtal, Ethvert tal g € Q\{0} kan pa en og

A

kun én made skrives pa formen g = p hvor N € 7 ,

69
a€ %, b €N, og hvor p hverken gdr op i a eller i b, Vi

setter lqlp :pf%bg IOIp = 0, Vis relationerne

IQ1q2l = lQ.1l |q2|
b b D

lag+a,l ¢ suplla,l Slal 5,
P p

og vis dernmst, at dist(x,y) = Iy—le definerer en afstands-

funktion pd ®, og at denne afstandsfunktion tilfredsstiller

den sksrpede trekantsulighed (se opgave 11).

1L, Lad M vaere en mengde og ¢:MxM ind i [0,o[ en afbildning, som

tilfredsstiller betingelserne
1) Vx € M(p(x,x) = 0)
2) vx,y € Mlo(x,y) = o(y,x)).
For x,y € M sstter vi
n . :
dist(x,y) = inf{ 3 @(zk_1,zk)|n€N; Zseees 2 EM; 2 =X; zn=y}.
k=1

Vis, at dist er en prmafstand pd M (se opgave 8),

15, Det antages, at dist' og dist" i opgave 6 er indbyrdes zk-

vivalente., Vis, at dist er skvivalent med dem,

16, Vis, at afstandsfunktionerne og ¢°dist i opgave 3 er indbyr-

des zkvivalente,
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17

180

19.

21,

22,

Opgaver 5

. '
Med arctg :R° ind i [—%ﬂ,%ﬂ] betegner vi den ved

-%W for x = o
arctg x ={ arctg x for x € R
%W for x = w

definerede afbildning. Vis, at dist(x,y) = larctg y-arcte x|

oJa
5

er en afstandsfunktion pa R , og at den frembringer den szd-

vanlige topologi pa P*. Udled heraf, at restriktionen af
dist til R er en afstandsfunktion skvivalent med den sd-

vanlige afstandsfunktion pd R,

Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum. Vis at afslutningen

af kugleomegnen K(a,r) er en delmsngde af {x€T|aist(a,x)sri,
Vis, at det kan vare en ®gte delm:ngde for passende valg af
T, Vis, at ethvert punkt i T har en omegnsbasis, der bestar
af afsluttede mengder, Vis, at det for a € T, A¢ T, a ¢ A
og A afsluttet gelder, at der findes &bne mengder O1 og 02,

saledes at a € 0,, A ¢ 0y, 0, n 0, = ¢ (adskillelsesaksiom

TE).

Vis, at en mengde A i et metrisk rum T er begranset, hvis og

kun hvis enhver numerabel delmszngde af A er begranset.

Er det rigtigt, at en fglge (an) i et metrisk rum T er be-
grenset, hvis og kun hvis enhver delfglge af (an) har en be-

granset delfglge?

Vis, at enhver punktfglge pa n* har en konvergent f¢glge,
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25,

2y,

25,

26,

27,

28.

Opgaver 6

Undersgg, om fglgende punktfglger i det i opgave 12 omtalte

rum er konvergente:

)

(en+3), (al), (2

Er det rigtigt, at et metrisk rum er fuldstsndigt, hvis og

kun hvis enhver afsluttet delmmngde er et fuldstendigt rum,

I det i opgave 13 omtalte rum betragter vi fglgen (an)9 hvor

2 n-1
a, =1 +Dp+Dp +.eet P .

Vie, at (an) er en fundamentalfglge. Er den konvergent ?

Som opgave 25 for det i1 opgave 12 omtalte rum og med

— 41
an = 1! + 2V + 3! 4,..4+ n! .,

Vis, at ligningssystemet
X = %(sinx + siny) + p

y = %(cosx + COBY) + Qq
hvor p og q er reelle tal, har netop €n reel l@gsning. (Vis,
at den ved
o(x,5) = (%(sinx + siny)+p, %(cosx + cosy)+q)
definerede afbildning @:RZ ind 1 R2 er stamrk afstandsfor
mindskende,
Vanskeligere opgaver,

Generaliser resultatet i opgave nr. 6 til en vilk&rlig meng-

de af afstandsfunktioner,
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30,

31.

32,

33,

3.

For ¢,y € 6([0,1},?) setter vi
aist(p,9) = supl[p(x) - (x| |x € ],

Vis, at dist er en afstandsfunktion, og at C([0,1],R) derved
bliver et fuldstmzndigt, metrisk rum, Vis, at en punktfglge
(¢n) p& C([0,1],R) er konvergent, hvis og kun hvis funktions-

fyleen (¢n) er ligelig konvergent pd intervallet [0,1].

Vis, at der findes en numerabel, overalt tet punktmsngde 1

ROO

Lad © vere et reelt tal, Vis, at den ved
Cg = {(cos@ cosp,cos@ sinp,sind cosy, sind sing)|e € R}

bestemte punktmangde i Ru er en cirkel med centrum i O (a,
v,s, den ligger 1 et 2-dimensionalt underrum, og alle dens
punkter har samme afstand fra ©), For hvilke 0,5 6, € R har

Cg oe Cy punkter fazlles ? Hvad er U Cy ?

4 2 och

Vis, at enhedskuglen i R® ikke kan dzkkes med endelig mange

kugler med radius % .

For a € R° og x € ]-1,1[ satter vi

o0
f(a,x) = 2 a S

n
n="1
Vis, at vi derved definerer en kontinuert afbildning

£:R® x ]-1,1[ ind i R.

Vis, at der findes en og kun én reel talfglge (xn), som til-

fredsstiller betingelserne
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2
1)2Xn<oo

3 _ o=n=1 n 1
2) Vn € N(Xn = 2 X e + n)’

35, Lad A, og A2 vere disjunkte, afsluttede mzngder i et metrislk

1
rum T. Vis, at der findes disjunkte, &bne masngder O1 og 02,

shledes at A, ¢ 0,5 Ay, ¢ 0, (adskillelsesaksiom TU4).,

36, Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum, Lad F vare mengden af
fundamentalfglger p& T, Lad (Xn) og (yn) vere elementer af
P, Vis, at fglgen (dist(xn,yn)) er konvergent. Vi betegner
graonsevardien med Dist((xn),(yn)), Vis, at Dist er en pra-
afstand (se opgave 8) pa F, Som i opgave 8 valger vi pd F
cn klasseinddeling, saledes at Dist bliver en afstandsfunk-
tion pé& mangden M af klasser. Derved defineres et metrisk
rum T = (M,Dist), Vis, at der findes en isometrisk afbildning
3:7 ind i T, stiledes at T kan opfattes som en udvidelse af
T. Vis, at T er et fuldstazndigt rum, Vis, at ethvert fuld-
stendigt metrisk rum, der har et delrum, som er isometrisk
med T ogsa indeholder et delrum, der er isometrisk med T,

Rummet T kaldes fuldstendigggrelsen af T,

37. Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum, og lad A og B vare

disjunkte, afsluttede punktmengder i T, Vis, at

(x) = dist(x,A)
4 = Tst(x,A) + dist(x,B)

definerer en kontinuert afbildning ¢:T ind i [0,1], og at

vx € Alp(x) = 0) og Vx € Blep(x) = 1),
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38.

39.

Lo,

L1,

!
Lad T vare et fuldstendigt metrisk rum, og lad (K(an,rn}6

vere en fglge af kugleomegne p& T, Det antages, at

Vn € N(an+1€K(ansPn)Arn+1<rn - dlSt(an’anﬁ))'

Endvidere antages det, at (rn) - 0, Vis, at kugleomegnene

har netop €t fslles punkt,

Lad (On) vare en fplge af &bne mzngder pd et fuldstendigt

metrisk rum T. Det antages, at [l 0 = @. Vis, at der findes
neN

en kugleomegn K(a,r) i T samt et tal n € N, sdledes at

n

K(a,r) n 0, n0,N.00n 0 = @,

(Forsgg at gennemfgre et indirekte bevis, idet opgave 38 be-
nyttes). Resultatet kan ogsd udtrykkes pa fglgende made:
Hvis en aftagende fglge af abne msngder i et fuldstesndigt
metrisk rum har tomt gennemsnit, er msngderne fra et vist
trin ikke overalt teztte 1 rummet., Overszt dette resultat til

en satning om afsluttede mmngder (Baires saztning).

Svaere opgaver,

Lad T vare et fuldstandigt metrisk rum uden isolerede punk-
ter. Lad (On) vare en aftagende fglge af abne mengder pa T
med en fellesmengde, som er overalt tet i T. Vis, at denne

fzllesmaengde ikke er numerabel (indirekte bevis, baseret pa

opgave 38).

Vis, at mengden af irrationale tal 1 et interval ikke er i-
dentisk med mmngden af diskontinuitetspunkter for nogen reel

funktion p& dette interval,
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