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Mal og integral.

9,1, I dette kapitel skal vi tage integralbegrehet op til
en mere omfattende drgftelse. Vi har i et tidligere kapitel om-
talt forskellige integrationsmetoder,og vi har ved flere andre
lejligheder udnyttet det fra gymnasieundervisningen velkendte
integralbegreb., Ved denne lejlighed vil vi beskgftige os ued
selve indfigrelsen af integralet, og semticdig borytte lejligheden
til at indfére nogle narliggende generalisationer, Disse gar 1
to retninger, idet vi dels ¢nsker at kanme integere visse diskon-
tinuerte funktioner, og dels ¢nsker at udvide integralbegrzbet
til funktioner af flerec variable, Det velkendbte integralbegreb
kan selvfglgelig godt udnyttes for funktioner ai flere wvariable,
idet vi kan give de variable pi nmr én faste vardier., For at
kumne udnytte integration pad denne médde, ma vi imidlertid shkaffe
os nzrmere oplysninger om virkningernesaf saddannc integrat’ rzel;
og disse spgrgsmal vil blive taget op i et fglgends kavitel,

Det fremgar afgymnasieundervisningens behandling al inte-
gration, at integralbegrebet er ngje knyttet til begreheric areal
0og vélumanoDet er mindre igjnefaldende, at begrebst interval-
lengde er af grundlazggendebetyvining ved indfgreiscen af int=s-
gralet. Dette skyldes. at begrebet intervallizngde sr s& primitivt
og s8 velkendt, ail dets heit Tardarsnials rolle 24 oreraca, el
tilsvarende begreb i n-dimensionale rum er pé& tilsvarende méde af
fundamental bhetydning, og vi rkal derFor indledningzvi- cmlial
dette simple begreb.

9.2, Pa den rcelle akse har w1 ellerveds indfprs et inbervel-
begreb, og vi vil benytte det umndret, idet vi doz i Aniifdlge:nto

ogsé vil betragte intervaller af Fformzn [a,a], altsd intervaller,
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der bestar af et eneste punkt. Nar vi taler om intervallet [a,b],
forudsatter vi altid, at a £ b, og nar vi taler om intervaller
[a,b[, la,b] eller Ja,b[, forudsatter vi, at a < b.

Et interval I = [a,b], Ja,b], [a,b[ eller la,b[ har

lzngden b~-a, der ogs& kaldes malet af I og betegnes m(I). Derved

LY

defineres en afbildning m:Il ind i R, hvor I betegner mazngden af
begrznsede intervaller pa R.

Ved en endelig inddeling af et interval I forstar vi en
fremstilling af I som en foreningsmangde I = I1 Ve aold Iq af ende-

lig mange disjunkte dlintervaller. Er I, og I, to forskellige

U %
af disse delintervaller, da vil ethvert element af et af dem,

f.eks, I# vere mindre end ethvert element af det andet, og vi

vil da sige, at %u kommer fgr Iv‘ Vi ken antage, at intervaller-

ne I1’°"’Iq er ordnet, saledes at Ik kommer fgr Ik+1 for k =
1,00053-1. P& hinanden f@glgende intervaller vil da have et falles
endepunkt, Efter et interval, der er abent til hgjre, folger et,
der er afsluttet til venstre, og efter et interval, der er af-
sluttet til h¢jre, folger et, der er abent til venstre.

Hvis vi med x, betegner det falles endepunkt for Ik og

k

Ik+1’ XK =15e.050=1, medens vi satter a = X b = X, far vi

m(Ik) = X=Xy s m(I) = b-a = Xq X

altsa

o(I) = ﬁ% m(I,).
k=1
Pa grund af denne egenskab, siger vi, at mdlet m er en

additiv intervalfunktion.

9.3, Ved et interval i talrummet RY forstar vi et kartesisk

produkt

I=I1 X eeeX In,
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hvor I1’°"’In er intervaller p& R, For intervaller i o indfgrer

vi det n—dimensionale mal ved definitionen

n

m(1) :I_[m(lv)o

v£1

Hvis vi for hvert v har en inddeling

:DU : Iv = Iv1 l-J LN I ) |J quv []
far vi deraf en fremstilling
a a4

D:I'—"-U ..oU

k1='1 kn=1

I X oee X I
1k1 nkn

af I som foreningsmazngde af disjunkte delintervaller, altsa en
inddeling af I. Vi siger, at inddelingen D er produkt af indde-
lingerne Dv’ og en inddeling af I, der s&ledes kan fremkomme
som produkt af inddelinger af koordinatinddelirren kaldes en

simpel inddeling af I,

Vi sastter

I poeopk =1 X.ooXI [
k1 n 1k1 nkn
og vi har da a
0 n n %Q
wi(1) = 2 m(T,) = )0 ) mlIyy ) =
v=1 v=1 kv=1
4 9n 9
< < _ n
Joove 2o ™Iy Jeeem(Iye )= mT seees k).
k1=1 kn:1 kn=1

For en simpel inddeling af I har vi sAledes bevist, at det

n-dimensionale médl af I er summen af de n-dimensionale mal af

delintervallerne.

9.4, S&ledes som det er antydet med de fuldt optrukne
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linier p& figuren, der svarer til det 2-dimensionale tilfa®lde,

kan et interval I =

TT ¥ ¢ ®" vere
! R

¢
fremstillet som en for- ! Yo
{ ) ‘ | | .
eningsmengde o j l
1= B Ty ! ! §~ B
k=1 ; = — = - -

af disjunkte delintervaller, uden at der foreligger en simpel
inddeling. Vi taler da om inddelingen

k=1

Hvert af intervallerne Ik er et produkt i

og hvis vi for hvert v ordner endepunkterne af intervallerne

v o o .
Ik ef'ter stgrrelse, altsa X0 < X, < aee < vav’ far vi for

hvert v en inddeling

x Julx

v,V _
Dv'I - [Xvo’ VO

vor Xy llx, % ) Ju

vpv-1’xvpv[“[xvpb’XVPv]’

%, 5% olue e culx
hvor det fgrste eller det sidste interval eventuelt skal ude-
lades, hvis IV er &bent til vedkommende side.

Den simple inddeling D', der fremkommer som produkt af

inddelingerne D; er en videredeling af inddelingen (1), og de

intervaller fra D', der er indeholdt i Ik udgegr en simpel ind-

deling Sy
(2) Dy :I, = U Ik,j ,
J=1
medens den simple inddeling D! er givet ved
k
'. — I 2 ©
(3) pte1=0 U X, j

k=1 J=1
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Vi kan nu let vise fglgende satning:
9.4.1. Sztning. Lad I vaere et interval i R%, For enhver
inddeling

D:I =U I

k=1 ¥

gelder relationen

mn(I) = < mn(Ik)u
k=1

Bevis, Vi gennemfgrer den forud for sztningen omtalte kon-

struktion, og %f¢1ge resultatet i Slutn%ngen alf 9.3%. har vi da
k

a4 F g
n <" n , D s x )
m (L) = L m (T g); m(T) = ) e, " (Ty, 30
J=1 k=1 J=

hvoraf sztningens rigtighed umiddelbart fremgar.

9.5. Efter ovenstaende resultater er det nzrrliggende, at
indfgre et mal for enhver mazngde i Rn, som er foreningsm&ngde
for endelig mange begrensede intervaller.,

9.5.1. Definition. Ved en trappemazngde i R forstar vi

en foreningsmengde af endelig mange disjunkte,'begrwnsede inter-
valler.

9.5.2, Smtning. Hvis A og B er trappemangder i R™, da er
AnB, Auw B, A\ B og B\ A trappemsngder,

Bevis. Det er velkendt, at fallesmzngden for 2 intervaller
er et interval. For et interval I gslder det endvidere at kom-
Plementazrmengden (I er foreningsmengde af endelig mange ubegran-
sede intervaller, og relationen I1 \ 12 = I1 N CI2 viser derfor,
at I, \ I, er fareningsmengde af disjunkte, begrensede inter-
valler, altsid en trappemsngde. Er nu A en trappemzngde og I et
interval, da findes der en fremstilling A = I1 W open W Iq, hvor

I1,...,Iq er disjunkte intervaller, og relationen A\ I =
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(Iq\I)u.o.u(Iq\I) viger, ab L\ £ er ma ‘rappsmengdo. A0 Lol
(A\I) u I fremgir derefser, at A W I er on trappemcngie. depal

plger ved gentagen anvendclse, at foreningonsnzdon ar 2 orappe--

mzEngder er cn trappenrngde. I'ot scs unidizivory. av fallemnangs-

den for to trappemaugdsy» er en wrappenxngde, For A =«
I
1

I 2A, hvor T er el interval, welaiicnen &N\ L — (75 L.) e

We ool Iq’ hver T430qosln er Giajunicte intevvallcr, T3> vi Tor
¥

(I \ Iq), ecn viser, at I \ A or en travoemdgle, Ivia A og B

er trappemsEngder. lLan 71 velgo et 1nserval ¥ o oA, og T

)

A N\ B er cn trappem&ayde, Derield er soualrngen Tuldslrening pevist,
9.6, 3o0m e forvercdsls: UL Sodtgvelisy ¢f et nal for cran-
pemaengder viser vi fglgacde sxbning:

c . A . 5 < -5t - -
9.6,1. Sztning, Tad A vers en itravpemcagdc 1R, o3 laa

vere fremstiliinger =Ff I som Toveningsmen,ds at dizjuukte insco-
valler, Da er
n, Ny o AP
(I Jeootrm (% ) = (T8 )aes, 28N,
] n = L
Bevis, AL bekvemmelighedshenoyi vil vi ciorive 7y, = O,
Vi har nu ved gentagne arnvendelser o2l cwtn’ns 5.4,

2, a < Q. o -

E 1 - )
T N owm (NI - . I RN G IR I 0y

m ( ) / VAR ] 1/ Los e o e S h
J_<1 k=1 b= 5-=n A

3;1
og derrned er sztninger ocvist., Letningen viser, as den {wigenic
definition er gntydig

9.6.2. Deriniticon. Lad A vmrs en trapponcosds 05
Lo Toul L, ul

en fremstilling af A s o on - Taf dosjunkte intervaller, Talizsi

kaldes detv n—dimmsicna’.e ri oal AL
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Vi ge¢r opmerksom p&, at m(A) afhenger vesentligt af n.

En trappemsngde A ¢ B? ken jo udmazrket ogsa vare en trappemengde

i Rn+1. For eksempel kan A vere indeholdt i et n-dimensionalt

1

koordira tunderrum i R°*', Vi har da mn+1(A) = 0., Vi vil imidler-

tid oftest vere i den situation, at tallet n er konstant gennem
lange undersggelser, og vi vil da udelade n som ¢vre index i m™

ligesom vi ogséd oftest vil undlade ordet n-dimensional.

9.7. Vi minder om, at vi for a € R og en punktmangde

A ¢ R™ anvender betegnelsen
a+h = fa+x|x € A},

9.7.1. Sztning. Lad ™ vare mengden af trappemzngder pa
k™, Den ved madlet m(A) definerede afbildning m+T" ind i R har
f¢lgende egenskaber:

m1) VA € ™(m(a) 3 0)

m2) VA,B € ™(A N B = ¥ = m(AuB) = m(A)+(B))

m3) Va € R™A € ™ (m(a+A) = m(A))

mh) m([0,1[x[0,1[x..x[0,1[, n faktorer) = 1.

Bevis. PAstandene m1) og m4k) er umiddelbare, medens m2)
fas ved fremstliling af A og B ©om foreningsmzngder af dis-
Jjunkte intervaller. For et interval I har vi direkte m(g+I) =
m(I), og af A = IpWoeeo Iq, hvor I1,...,Iq er disjunkte,
fas fremstillingen

yA:gyh)u...u(y{J,
hvor 9_+I1,.,.,Q+Iq er disjunkte intervaller, Derefter fas m3)
umiddelbart,

9.8. Vi skdl nu vise, at egenskaberne mi),...,m4) karak-
teriserer malet, Dette er indeholdt i fglgende s®tning

9.,8.1. S®tning., Lad ¢:Tn ind i R vere en afbildning med
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fglgende egenskaber:

1) v A € Tp(a) 2 0)

2) VA BE ™A NB =@ =¢(auB) =o9(a)+ o(B))

3) Vachk? vae M™p(ard) = o(4))

1) o([0,1[xe.ex[0,1[, n faktorer) = 1.
Da er ¢ identisk med m.

Bevis. Lad k vere et helt tal., Vi deler intervallet [0,1]
i k lige store dele, Ved at danne produkt af n sddanne indde--
linger, f&r vi enhedsterningen B = [0,1[x...x[0,1] inddelt i
kn terninger, der ifglge 3) aile afbildes ens ved ¢. Terningen
[O,k_ll[x.,,..x[o,k—il[ afbildes derfor ifglge 2) pa det reelle tal

-1l

k", Et interval [a1,b4[xﬂoqx[an;bn[, hvor vi for hvert v har

b -a, = pvk_1, hvor p, € N, kan pa tilsvarende made deles i
p1..cpn terninger, der hver afbildes i k—ne Altsa vil et inter-
val I = [a1,b1[xg°nx[an,bn{, hvor hvert b -a, er rationalt,

give ¢(I) = (b1—a1)o,.(bn~an)o P4 grund af 1) er ¢(I) for et
interval 2 ¢(I1) for ethvert I, ¢ I, men ¢ ¢(I2) for I ¢ I,.

Vi kan v&lge I1 og 12 med koordimatintervaller arf rational
lengde vilkarlig tet ved de tilsvarende langder for I. Det frem-—
gdr heraf, at ¢(I) = m(I) for ethvert interval. Men s& galder
p(A) = m(A) for enhver trappemazngde, idet en s&dan skrives som
foreningsmengde af disjunkte intervaller.

9.9. I mange anvendelser ai matematikken optrader der
afbildninger ¢:Tn ind i R, som er beslzgtede med mal uden dog
at have alle et méls egenskaber. I et fysisk rum, i hvilket der
befinder sig stof, vil enhver trappemsngde A € ™ {ndeholde en
vis masse y(A) og en vis elektricitetsmangde e(A). Afbildninger-

ne U og e tilfredsstiller betingelsen 2) fra sztning 9.8.1, og
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p tilfredsstiller ogsd 1). Smdvanligvis vil 3) og L) ikke vare
tilfredsstillede.
9.9.1, Definition: En afbildning ¢:Tn ind i R kaldes en

additiv intervalfunktion, hvis den tilfredsstiller betingelsen

2) fra satning 9.8.1. En additiv intervalfunktion kaldes posi-
tiv, hvis den tillige tilfredsstiller 1),

Vi skal understrege, at det s8ledes definerede begreb er
for generelt for de fleste praktiske anvendelser. De supplerende
betingelser, der ggr det praktisk anvendeligt, er imidlertid
noget uanskuelige, og vi vil udskyde en nzrmere omtale af dem
til et senere tidspunkt., Vi skal forelgbig bemzrke, at den
ovenfor omtalte additive intervalfunktion e er differens mellem
2 positive, additive intervalfunktioner, af hvilke den ene
hidrgrer fra den positive, medens den anden hidrgrer fra den ne-
gative elektricitet, I praksis er det kun differenser mellem
rceitive intervalfunktioner, der finder anvendel se,

9.10. Med ¥ vil vi betegne mangden af intervaller i R", Vi
vil da vise f¢léende sztning:

9.10.1. Sztning. Lad ¢:I ind i R vare en afbildning, s om
tilfredsstiller betingelsen

2*). For ethvert interval I og enhver sl mpel inddeling

D:I = I1u...qu er ¢(I) = «//(11)+.,..+¢(1q).

Der eksisterer da en additiv intervalfunktion ¢:Tn ind i R,
sdledes at ¢ er restriktionen af ¢ til m@ngden I (vi siger, at
¢ kan udvides til en additiv intervalfunktion),

Bevis, Vi kan erstatte m med ¢ i beviset for setning

% o .
15.,4.1., og féar derved bevist, atNZc)galder for vilkarlige ind-

delinger. Vi kan derefter kopiere beviset for satning 9.6.1 og
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derfor kan vi for A = I1u...qu, hvor I1"°"Ip er disjunkte
intervaller, definere
p(A) = (1 )+e.o+g(T ).
Det ses nu umiddelbart, at ¢ er en additiv intervalfunktion, og
at ¢(I) = ¢(I) for ethvert interval I,
9.11. Lad £:R ind i R vere en kontinuert afbildning. Hvis

I er et af intervallerne Ja,bl,la,b],[a,b[ eller [a,b] sztter vi

b

(1) =j £(x)dx.

a

Vi ved da, at ¢ tilfredsstiller 2*) i setning 9.10.1, og ¢ kan
derfor udvides til en additiv intervalfunktion.
Vi kunne ogs& have defineret
p(I) = £(p)-£(a),
og vi kunne da tilsvarende udvideg til en additiv interval-
funktion,
Vi opgiver forudswtningen om, at £ er kontinuert, og kraver
i stedet, at f er voksende. For ethvert x € R smtter vi
(x~) = sup £(J]-w,x[), £(x+) = inf £(]x,0),
og vi definerer
X(la,®[)
X([a,v[)

specielt

f(b-) - f(a+), X(la,b]) = £(b+) - £(a+)

£(b-) -f(a-), Xx([a,p]) = £(b+) - £(a-),

X([a,al) = £(a+) - £(a-).

Det er let at vise, at X er en positiv, additiv interval-
funktion, Vi bemarker, at X undertiden knytter en positiv ver-
di til et interval, der kun indeholder et enkelt punkt.

En afbildning £:2°% ind 1 R giver pa tilsvarende made anled-

ning til en additiv intervalfunktion, idet vi for I = [a1,b1] x
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[a2,b2] eller ethvert af de intervaller, der fis ved udeladelse
af et eller flere endepunkter definerer

e(I) = f(b1,bz)-f(b1,32)—f(a1,b2)+f(a1,a2).

P4 analog made kan man definerc additive intervalfunktioner i
rum med flere dimensioner,

9.12. Vi skal nu udlede nogle yderst simple regneregler
for additive intervalfunktioner,

9.12.1, Setning., Lad ¢:T" ind i R vare en additiv interval-
funktion, For A,B € ™ har vi da regnereglen

o 1w B)to(A n B) = o(A)+e(B),
og for A D> B gelder tillige
(A \ B) = ¢(A)-p(B).

Bevis., For A 2 B er A \ B og B disjunkte. P4 grund af
additiviteten har vi derfor ¢(A) = ¢(A \ B)+p(B). For vilkar-
lige A og Ber Bog A\ (A N B) disjunkte, Vi har derfor

(A W B) = o((A\N(A Nn B)) uB) =
(A \ (A n B)o(B) = o(A)-p(A n B)+e(B).
Dermed er s:tningen bevist.

9.13., Vi vil endnu anfgre et par sastninger om positive,
additive intervalfunkt oner.

9.13.7. Sztning. Lad ¢ vere en positiv additiv interval-
funktion. For vilkarlige trappemazngder A1,...,Aq gzlder da

¢(A1u.,.qu) < ¢(Aﬂ)+.o.+¢(Aq).

Bevis. For g = 2 fglger pastanden af satning 9.12.1. Det
generelle resultat s ved gentagen anvendelse af tilfaldet
qg = 2.

9.13.2, Satning. Lad ¢ vare en positiv additiv mangdefunk-

tion., Lad A vare en trappemangde og §I1,...,Iq} en overdazkning
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af A med intervaller, Da er
o(8) < o(Ty )+ uro(I).

Bevis., Af sidste pastand i satning 9.12.1 og af smtning

9.13.1 f4ds for B = I1u..oqu, at
p(8) = 9(B)=p(B\ ) < ¢(B) € o(I))+...+o(I)).

9.14, Lad nu f,g:I ind i R veradditive intervalfunktio-
ner pa Rn, og lad a og B vare reelle tal, Da er af+pg en additiv
intervalfunktion., Msngden af additive intervalfunktioner péa i
udggr saledes et vektorrum over de reelle tal.

De specielle additive intervalfunktioner, der kan skrives
som differens mellem positive, additive intervalfunktioner, ud-
ger et underrum i rummet af alle additive intervalfunktioner pa
&1,

9.15., Efter ovenstaende gennemgang af den meget elementare
malteori vil vi nu g over til integralteorien, idet vi fgrst
behandler et szrligt simpelt tilfmlde, der er nar knyttet til
den elementasre malteori, Bagefter vil vi s& generalisere inte-
gralbegrebet, s& det kommer til at omfatte alle kontinuerte og
visse diskontinuerte funktioner,

For & spare en del skrivearbejde vil vi udelukkende be-
skeftige os med funktioner, der er definerede i hele rummet,
altsé afbildninger £:R™ ind i R. Dette er ingen vasentlig- ind-
skrankning, idet en afbildning af en mangde A ¢ R™ ind i R kan
udvides til en afbildning af ™ ind i R, idet vi lader alle
punkter af (A afbildes i 0.

Afslutningen af mangden {x | £(x) + 0} kaldes stgtten for
funktionen £, BEn funktionsstgtte er sdledes en afsluttet mangde

og stgttens komplementermazngde er det indre af fm1(0)o
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9.16. Den funktionsklasse, vi i f¢rste omgang vil beskaf-
tige os med, indfgres ved fglgende definition:
9.16.1., Definition. En afbildning £:R™ ind i R kaldes en

trappefunkti on, hvis dens stgtte er en trappemengde A med en

fremstilling A = I1u..,qu som foreningsme&ngde af disjunkte inter-
valler, saledes at £ er konstant pa& hvert af intervallerne Ipo

Det fremgadr umiddelbart af definitionen, at f er en trappe-

funktion, hvis og kun hvis billedet F(R™) er en endelig mangde,

og det for hvert y € £{R™) gzlder, at f_1(y) er_en trappemazngde.

Heraf fremgar, at kravet i definition 15,16.1 om, at I1,...,Iq
skal vare disjunkte, er overflgdigt.

9.17. Lad f,g:Pn ind i R v@re trappefunktioner, og lad a og
[ vare reelle tal, Da er of+pBg &benbart igen en trappefunktion,

For at vise denne pastand behgver vi blot at betragte frem-
stillinger A = I1u...qu, B = I;u,..ulé af stgtterne for f og g,
sédledes at £ er konstant pad hvert Ik’ medens g er konstant pa
hvert Iﬁ’. Heraf fglger, at af+Bg kun antager endelig mange var-—
dier og er konstant p& hver af mazngderne Ik n Iﬁ,, og dermed er
setningen bevist.

Ganske det samme resonnement viser nu, at ogsd produktet
g er en trappefunktion.

Med ' v g og £ A g betegner vi de to afbildninger, som
afbilder x € R p& henholdsvis den stgrste og den mindste af
verdierne f£(x) og g(x), altsi

(f v g)(x) = supif(x),g(x)}, (£ A g)(x) = infif(x),8(x)}.

Stadig ved hjelp af det samme resonnement ser vi, at £ v g

og A g igen bliver trappefunktioner.

Operationerne v og A kan selvfglgelig udfdres pa vilkarlige
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afbildninger ind i R. De to regnccperationer er associative -og
kommutative. For a > 0O galder endvidere
af vag = a(f v g); af A ag = a(f A g).

Det er selvfglgelig uheldigt, at de her indf@grte opera-
tionstégn er identiske.med et par af de logisXe tegn. Sagen
kompliceres yderligere ved, at de samme tegn ofte anvendes for
visse operationer med vektorer, Vi vil derfor indskrznke den
her indfgrte specielle anvendelse af de to operationstegn til
de kapitler, der behandler indfgrelsen af integration.

9,18. Vi indfgrer nu integralet af en trappefunktion R
ind i R. Funktionen f antag er kun endelig mange fra O forskel-

lige verdier Yyseses¥y Og hver af mangderne qu(yk) er en trap-

P,
pemengde i R™ og har siledes et n-dimensionalt mal m(f_1(yk)).
9.18.1. Definition. Summen

(1) =5 mate ()
k=1

kaldes integralet af trappefunktionen f. Det betegnes ogsad mcre

fRnf =fRn £(x)ax =/f.

9.18.2. Satning. Hvis A er en trappemengdc, der indeholder

udfgrligt

stétten for £ og har fremstillingen A = I1 W oaeo W Iq, hvor
mangderne Ik er disjunkte, og f er konstant pa& hvert Ik’ og hvis

vi for hvert k velger et vilkarligt x, € I, da er
<
(2) £ o= ) m(I)r(x).
k=1

Bevis, For hwver vardi yj S 0, der antages ai £, blivsr
f—1(yj) foreningsmzengde af visce af intervallerne Ikg og

m(f-1(yj)) bliver summen af disse intervallers mal, og for
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X € Iy

ved i en sum af led fra (2), og de tiloversblevne led i (2) har

bliver tillige f(gk) = ¥p- Hvert led i (1) spaltes der-

alle verdien O. Altsa har summerne i (1) og (2) samme vardi.

9.19. Vi skal nu udlede regneregler for integraler af
trappefunkti oner., For kortheds skyld vil vi skrive £ { g 1 be-
tydningen vx (£(x) < g(x)).

9.19.1. S=:tning. For trappefunktioner f,g pa R™ og reelle
tal o og B har vi

S (af+pg) = aff+p[g.
Hvis £ £ g, da er ogsa jf Y /g.

Bevis, Foreningsmezngden for stgtterne for £ og g kan frem-
stilles pa formen I1u...qu, hvor I1’°°°’Iq er disjunkte inter-
valler, saledes at £ og g er konstante p& hvert Ik° Satningen
fas nu umiddelbart, idet integralerne skrives p& formen (2).

Den fgrste pastand i s®tning 9.19.1 udtrykker, at f er en
linear afbildning af mengden af trappefunktioner ind i de reelle
tal., Den sidste egenskab udtrykker, at afbildningen f tillige
er monoton,

9.20, Vi skal nu ggre rede for sammenhzngen mellem inte-
gral af trappefunktioner og mal af trappemazngder., Vi vil be-
tragte £:R" ind i R, og vi vil antage, at £ > 0. Vi vil tanke
0os, at £ har stgtten A = I1u°,oqu9 hvor I1,.,.,Iq er disjunkte,
og £ er konstant pa& hvert Ik° Sammen med f vil vi betragte en
punktmezngde B C Rn+1, defineret ved

B={(xy)x€Aa0<y<r(x)l.

9.20.1, Sztning. Punktm@ngden B er en trappemengde i Pn+1,

og dens n+1-dimensionale mal er /f,

Bevis, Idet vi valger X € Ik’ k =1,.0.5,49, har vi frem-
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stillingen

q
B :kg1 (1, x [0,£(x)[)

af B som foreningsmsangde af disjunkte intervaller, Altsad er B

en trappeme&ngde med det n+1-dimensionale mal

n(B) = %ﬂ m(I, x [0,£(x)[) = < m(I )f(x,) = f £,

,
S

k=1 k=1
og dermed ersastningen bevist,
Lad nu igen A ¢ R vare en trappemengde, og XA vere dens

karakteristiske funktion, altsa
1, hvis x € A
XA_(EC_) = {

Da er XA en trappefunktion, og definitionen 9.,18.1 viser, at

0, hvis x § A.

JxA = m(A).
9.21. Vi vil et gjeblik betragte R™P = & x &P, hvis

punkter vi betegner (x,y), hvor x € R, y € &P,

9.21.1. Sstning, Hvis £:R"P

ind i R er en trappefunktion,
da er for fast x € R™ den ved fx(y) = £(x,y) definerede afbild-
ning fx:Rp ind i R en trappefunktion, og dens integral

F(x) = ff;s - /ﬁp £(x,3)dy

er en trappefunktion pa R". Endvidere gmlder

jf = /Rn+P £(x,y)a(x,y) = f F = /Rn <]f(§,x)dz:> dx.

Bevis, Lad I = I' x I", I' c R, 1" c RP vare et interval,
som indeholder stgptten for f, Ifglge definition 9.16.1 og kon-
struktionen i 9.4 eksisterer der en simpel inddeling af I i
delintervaller Ijk = IS x Iy 3 = 1500005 K= 1,...,K, séledes

at f er konstant pad hvert Ijk med en vaerdi, som vi betegner fjk'

Vi har da



, J " J K
jf = z: ji m(nglk)fjk = Z; m(Is) Z: m(Iﬁ)fjk,

j=1 k=1 J=1 k=1
Vi valger nu Xy € 15, og Vi har da
K
Plx;) = m(I)f
k=1

hvilket viser, at F er konstant pa hvert Ié, altsad en trappe-

funktion, samt at 5

/f = %:1 m(Ij)F(gj) = f F,

og dermed er satningen bevist.

9.22, Vi gar nu over til den egentlige madl- og integral-
teori, idet vi udvider mal af trappemazngder til madl af en mere
omfattende klasse af mangder og integral af trappefunktioner til
integral af en mere omfattende klasse af funktioner. Den teknik
vi anvender er en slags approxomation ved trappefunktioner, og
denne approximation lwegges séledes til rette, at man kan tale
om approximation fra 2 sider. Derved far enhver mazngde et indre
og et ydre mdl, ligesom enhver funktion fér et nedre og et gvre
integral. Me&ngden har et m&l, hvis det indre og det ydre mal er
lige store, og funktionenhar et integral, hvis det nedre og
det ¢vre integral er 1lige store,

Selve approximationen med trappemsngder eller trappefunk-
tioner kan l:gges til rette pa forskellig vis, og derved bliver
klasserne af malelige mangder eller integrable funktioner mere
eller mindre omfattende, Vi skal i indevarende kursus i hoved-
sagen holde os til en simpel og n®rliggende fremgangsmade, der
fgrer til Riemann-integralet (B. Riemann 1826-66) og Riemann-
mélet. En langt mere dybsindig metode leder til Lebesgue-inte-

gralet (H. Lebesgue 1875-1941) og Lebesguemilet. Matematik 2 vil
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omfatte en grundig indfgrelse i Lebesgue's mal- og integral-

teori,

9.23, Vi vil nu fgrst definere nedre og #vre Riemann-inte-

gral.,

9.23.1, Definition. Lad £:R™ ind i R vare en begranset

funktion med begranset stgtte, Idet ™ ep mzngden af trappe-

7
.

De to vardier kaldeshenholdsvis nedre og gvre Riemann-integral

funktioner ¢:R" ind i R, satter vi

172N

/£ = sup{ ¢l¢ e ™Aoo

[1\Veg

f-f = inf{/¢‘¢ e ™ A ®

af £, Hvis /T‘::ijy kaldes f Riemann-integrabel, og stgrrelsen

£ == f'-f kaldes integralet af f.

Antagelserne, at f er begraznset og har begraznset stgtte
sikrer netop, at de to talmzngder, der optrader i definitionen,
ikke er tomme, For et P £ £ og et ?5 2 T gelder ifglge sztning

9.19.1, at P < 9o og af setning 4.9.1. fglger derfor

Iféff,

for emhver begranset funktion med begranset stgtte.
Ganske som for trappefunktionerne vil vi ogsd lejligheds-

vis benytte udfgrligere betegnelser, f.eks.

f =_.[Rnf =_[Rn f(?ﬁ)d-)_c

ogtilsvarende for gvre integral cog for integralet.

9.24., Vi vil nu udlede de elementzreste regneregler for
Riemann-integralet,

9.24.1. Sztning. Lad £:R" ind i R vere en begranset funk-

tion med begraenset stptte og lad a vaere et positivt tal, Da er

/‘af = aff; J[of = a]T; /(—af) = -aft; ]T-af) = —a/f.
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Bevis. Idet ¢ og ¢ betegner treppefunktioner, er
lplo ¢ —of} = {~ay|y 2 £},

hvilket medfgrer den tredie relation. De ¢gvrige vises analogt.

9.24.2, Sztning. Lad f,g:R"™ ind i R vere begrznsede funk-
tioner med begraznset stgtte. Da er

[T+

JEre < J(f+e) </ $ J(f+g) € [f+]e.
R el

Bevis. Idet ¢ og ¢ betegner trappefunktioner, er

_[f +_/g :sup:{ﬁl¢ < f} + sup{fsﬂ Y < g}

(sl < ) + (] < o))

sup {/(wﬂ) o ST AY K g} < [(f+g).

]

i1

Ved at anvende dette resultat pad f+g og -g far vi
£ = [((£+g)+(-g)) 2 [(f+g)+[(-g) = [(f+g)-]&,
hvor vi benyttede setning 9.2L.1, Dermed har vi bevist ulig-

heden

/(f-»g) S JE+ /"g.
De gvrige uligheder fas ved ombytning af betegnelser.
9.2L.3. Sztning., Hvis f£,g:R™ ind i R er Riemamn-integrable

og a er et reelt tal, er af og f+g Riemann-integrable, og

/‘ocf' = oc/f; /(f+g) ="/‘f + /8.
Setningen fglger umiddelbart af satning 9.24,1 og 9.24.2.

Den kan ogsé formuleres pé fglgende made.
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9.24.4. Sztning. Mzngden af Riemann-integrable funktioner
£:2" ind i R udggr et vektorrum over de reelle tal, og [ er en
linesr funkticnal pad dette vektorrum.

9.25. Det er klart, at £ 2 0 medfgrer f f 2 0. Mere gene-
relt har vi resultatet, B

9.25.1. Smtning. Hvis f,g:R" ind i } er begreznsede og har
begrenset stgtte, vil f ¢ g medfgre /T < [g og ]T < fé.

Bevis. For enhver trappefunktion ¢ £ f gzlder ¢ < g, altsé

/@ < /g, altsa
It = sup{/solso ¢ f} < fe.
Den anden relation vises analogt.

9.25.2, Definition., Ved en positiv Riemann'sk nulfunktion

forstas en positiv, Riemann-integrabel funktion, hvis Riemann-

integral er O, Ved en Ricmann'sk nulfunktion forstés en funktion,

der -kan skrives som differens mellem 2 positive Riemann'ske nul-

funkti oner,
Det er klart, at de Riemann'ske nulfunktioner udggr et vek-

torrum. Det er endvidere klart, at en funktion f er en Riemann'sk
nulfunktion, hvis og kun hvis jrlfl = 0,
9.25.2, S:tning, Hvis £:8% ind i R er begranset og har be-

granset stgtte, medens h:R™ ind i R er en Riemamn'sk nulfunktion,

da er
[(£+n) = [f; f('f+h) = T,
Bevis: Af satning 9.24.1 fés

_f(f+h) gjf+lh =_/f,

og

—/‘f =_f((f+h)-h) g_f(f+h)+_/(-h) =_f(f+h)- [ = f(f+h),
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hvormed den fgrste pastand er bevist., Den anden vises tilsvarende.
9.26, For begrenscde funktioner f:ﬁn ind i R med begrznset

stgtte indfgrer vi en binzr relation ;9 som lazses omtrent lig

med, og som defineres ved, at f = g skal vare ensbetydende med,

at g-f er en Riemann'sk nulfunktion. Det er klart, at = opfylder

be tingelserne
1) VE(£=f); relationen er altsi refleksiv
2) Vf,g(f;g = g;f); relationen er altsd symmetrisk
3) Vf,g,h((f;g A g;h) ﬂ»f;h); relationen er altsa

transitiv,
Relationen ; inducerer saledes en klasseinddeling pa meng-

den af begraznsede funktioner med begrasnset stgtte. FPunktioner i.

samme klasse er altsa omtrent identiske, og ifglge smtning

9.25.2 har de alle samme nedre og samme @gvre integral, Vi skal

efterhanden se, at omtrent identiske funktioner ogsd i andre hen-

seender forholder sig ens med hensyn til Riemann-integration.
Dette betyder ogséd, at Riemann-integrationen er for grov til at
skelne mellem funktioner, der er omtrent ens, et faznomen, som
har en ikke ringe betydning, da man of te gnsker at identificere
en funktion f pa basis af integraler, hvor f optrader i inte-
granden,

Lad f:Rn ind i R vare begraznset og lad h vaere en Riemann'sk
nulfunktion, Da er alh| en Riemann'sk nulfunktion for ethvert
a € R, Specielt er |h|sup|f| en nulfunktion og af 0 £ |hf| ¢
[h|sup|f| fglger ved s=ztning 9.19.1, at |hf| er en nulfunktion.
Altsd er hf en Riemann'sk nulfunktion,

Med 0 vil vi betegne klassen af Riemann'ske nulfunktioner,
Hver af de ved z inducerede klasser har da formen

£ + 0 = {f+h|h € 0},
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hvor f er begranset og har begrense. stgttemsngde. Vi har nu
abenbart ifglge det foregaende
6+0=0; £0 =0,

og vi far derfor

(£+0) + (g+0) = (f+g) + (0+0) = (£+g)+0

(£+0)(g+0) = £g+(£0+g0+00) = £g+0,
hvilket viser, at der er overensstemmelse mellem klasseinddelin-—
gen og regneopera

9.27. Vi vil nu ligesom i 9.21 betragte R™P = &% x ®P,
nvis punkter betegnes (x,y), hvor x € &%, y € ®RF,

9.27.1. S@tning. For en begrenset funktion £+R"F ind i R
med begrznset stgttemengde gelder ulighederne

JSE(x,x)dy)ax

£ < f(x,y)dy)dx < | . g—;f(_}_c_,)d ax ¢ 7 f
{ —-[@ (mr)de < Lﬂ_[f(zgx))dx)d.& 44 = /

Bevis., Vi satter F1(§) =_JT(£9X)dX’ F2(K) = jf(ﬁ,x)dy og
vi har da F1 < F2, altsa-[F1 g;[FZ og /F1 < jFZ. Dermmed har vi
vist gyldigheden af de ikke trivielle blandt de 4 midterste

uligheder. For en trappefunktion ¢ ¢ f gelder &(x) =

/m(g,x)dx < /T(§,g)d¥ = F1(§), hvor & er en trappefunktion. Altsé

er ifpglge sztning 9.21.1

Jo = o< Fy= [(e(x,y)ay)ax,

og da dette gmlder for alle valg af trappefunktionen ¢ § £, vil
/f = Sup{ ¢I¢ < f} tilfredsstille den samme ulighed., Dermed er
—éyldigheden ar det venstre ulighedstegn bevist, og det hg/ire
vises tilsvarende.

9.27.2. Setning. Lad £:R™P ind i R vere cn Riemann-~inte-

grabel funktion., De ved
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F(2) = ff(2y)dy, Folx) = T(x,¥)ag,

6, (x) = fr(xy)ax, 6,(x) = fFlxyax
definerede afbildninger F1,F2:Rn ind i R og G1,G2:RP til-
fredsstiller relationerne
G G

Fp=Fy » Gy = G,

Endvidere er disse funktioner Riemann-integrable, og
JE =B = [Fo =[O =[G
Bevis. Da f er Riemann-integrabel, er /f = ]T, hvilket be-
virker, at alle lighedstegnene i satning 9.27.1 kommer til at
gelde, og vi far derfor
ff:.;./'F1 =]ZE‘1 =_/F2=/"'F2,

hvilket viser, at F, og F2 er Riemann-integrable, og at

1
[(F,=F,) =0, altsd F, = F,. Ved at lade x og y bytte rolle i
setning 9.27.1 fas et nyt szt uligheder, der giver pastandene

om G1 og G

e

Betydningen af sztning 9.27.2 er, at en integration i
flere dimensioner kan udfgres ved gentagne integrationer i
1 dimension.,

9.28. Det viser sig, at klassen af Riemann-integrable
funktioner pa 1 ogsa er organiseret ved multiplikation, samt
operationerne v og A . Vi vil basere beviserne pad det trivielle
kriteriumse-

9.28.1. Riemamn's integrabilitetskriterium. Lad £:R" ind

i R vare en begrznset funktion med begrznset stgtte. En npd-
veﬁdig og tilstrskkelig betingelse, for at f er Riemann-inte-
grabel, er, at der for ethvert ¢ > 0 eksisterer trappefunktioner

¢1,¢2;Rn ind i R, som tilfredsstiller fglgende betingelser:
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inf £(R") < ¢, S T <9, ¢ sup £(RY);  (ppmpy) € e

Bevis.”HVis ?q og ¢, opfylder de anfgrte betingelser, giver
ulighederne [ ¢, g_ff < /'f < foo at ]"f -l‘f { e. Heraf fglger, al
betingelsen er tilstrakkelig. Hvis f er Riemann-integrabel, kan
vi ifglge definitionerne af nedre og ¢vre integral vzlge trappe-
funktionerne ¢1 og ¢2, sadledes at

by ST <Yy 5 Yy 2 ffzE, [P, & [Frze.

Hvis vi derefter satter ¢, = ¢, v inf £(RY), 95 = Yp A SUD £(R"),

™

bliver alle ulighederne opfyldt,
9.28.2., Sa&tning. Hvis f,g:Rn ind i R er Riemann-integrable
funktioner, er £ v g, £ A g, |f|, fg Riemann-integrable.
Bevis., Lad & vare et positivt tal. Vi kan valge trappefunk-
tioner ¢1,¢2,¢1,¢2, sdledes at
?4 < g Pos ‘/’1 £ 8¢ ‘/’2; ‘/(902'§01) < '12789 _/‘(31’2"‘)01) < 26,
Vi har da
P VY, STV ELO,V ¢y
og hvis vi for et x € R" har ¢,(x) 2 ¢,(x), far vi
(po v #5,)(2) = (o v 9 )(x) = o,(x) = (o, v ¥,)(x) ¢
o5(x) - 9,(x),
og helt generelt far vi derfor
altsa
f((§02 v ¢2)’(§01 v ‘/j1)) g/(¢1-¢1) + ‘/‘((/12-(/’1) S €y
og dermed har vi vist, at £ v g er Riemann-integrabel., Analogt
for £ A g. Af |Ff| = £ v -f fglger dernmst, at |f| er integrabel.
Af relationen fg = &((f+g)2-(f—g)2) fremgar, at vi kan vise, at fg
er integrabel ved at vise, at kvadratet pad en integrabel funk-

2

tion f er integrabelt. Da |[f| er integrabel og f° = lf|2, kan vi
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antage £ 2 0., Lad ¢ > 0 vuyre givet., Vi kan da bestemme trapps-

funktioner ¢y 08 Pos saledes at

BT, - N
0 ¢oy £ <o, <sup £(RY); [lo,-0y) =

og Vi har da
2 2 2
oy $ T <9,
og

J(02-07) = [(p 40, Mo p=0,) € 2[(p=p, )oup £(B®) € o,

og da @f 0g ¢§ er trappefunktioner, medfgrer dette, at f2 er
Riemann-integrabel, og dermed er beviset for sztning 9.28.2
fuldfgrt.

9.29, Vi vil nu gi over til at omtale Riemamn-malet. Vi
vil isar la:gge vaegt pa sammenhangen mellem Riemann--integralet
og Riemann-mélet, og det vil da vise sig, at médlets vigtigste
egenskaber let udledes af integralets.

9.29.1. Définition. For enhver begraznet mengde A ¢ R

setter vi (idet vi underforstir, at T betegner en vilkarlig
trappemaengde )

m(A) = sup{m(T) ™ A}; m(a) = inf{m(T)!T S A

| J
Herkaldes m(A) det indre og m(A) det ydre Riemann-mdl af A,

Hvis m(A) = m(A) = n(a),..siges A at.vaere Riemann.mdlel-s, og m(A)
kaldes malet af A,
9.29.2. Satning. For enhver begranset mangde A C B gwlder
m(A) = m(d), n(a) = m(x).
Bevis. For enhver trappemengde T ¢ A galder m(T) = n(@) og
% C ﬁu Heraf fglger den fgrste pastand, og den vises anilogi.
9.30, Vi gar nu over til sammenhsngen mellem mal og inte-

AT . s
gral, For A ¢ R betegner XA som sezdvanlig den karakuerlisticke
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funktion defineret ved

X

9.30.1, Smtning. For enhver begraznset punktmzngde A ¢ R7 geld

m(A) = /X, ; m(A) = 7X,.

Bevis, Hvis ¢ er en trappefunktion og ¢ { X,, da er B =
¢'1(]O,1]) en trappemengde og B ¢ A. Endvidere er ¢ £ Xp. Af
sztning 9.25.1 og definitionen 9.18.1 far vi da

Jo & Xy =mn(B) ¢ m(a),

hvilket viser, at /X, ¢ m(A). Hvis T ¢ A er en trappemengde, far

vi pa den anden side

SXa 2 o= Ko o on(r),
og da dette galder for alle T ¢ A, far vi fXA 2 m(A). Den sidste

pas tand fas analogt,

1

Vi inddrager nu R™"' i undersggelserne, og dets punkter.

betegnes (x,y), hvor x € R™.
9.30.2. Satning. Lad £ ind 1 R vare begreznset og positiv

Rn+1

og have den begransede stgtte A, Lad B ¢ betegne den be-

graznsede punktmangde

B = {(z,y) XE€EAAYE [O,f(z)[}.

Da er
m(B) = /£ ; m(B) = J L.

Bevis, Lad XB vere den karakteristiske funktion for B, Vi

har da m(B) = [Xgs hvor integralet udstrakkes over pn+

, altsa

ifplge sa&tning 9.27.1.
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n®) ¢ [ e = jrax - =

hvor X(&,y) for fast x er karakterlstisk funktion for interval-
let [0,£(x)[. For enhver positiv trappefunktion @ < f vil B
indeholde m®:ngden

f(Zyy)|x€ A aye [0,0(x)],

som ifglge stning 9.20.1. har mélet',¢. Altsé er m(B)> /@, og
da dette galder for ethvert ¢ £ f,far vi m(B) g;/f, og dermed
er setningen bevist. -

9.351. I integralregningen, som den behandledes i gymna-
siet, benyttedes et integral over et endeligt interval, og sva-
rende dertil vil vi definere et integral over en Riemann- male-
lig méngde. Vi vil stadig '"lade som om!'" integranderne- er de-
finerede i hele rummet, idet: vi kan udvide definitionsmengden
til hele rummet ved at satte funktionsverdien lig O for alle
punkter udenfor definitioasomradet.

9,31 .1. Definition.Lad A £ Rvare en Riemann-malelig

ol .
mengde med den karaskteristiske funktion Xps ©8 lad 'R ind 1 R

vaarce en vilkarelig funktion. Hvis XA: er begrznset gg Riemann-in-

tegrabel, siges f at vsre Riemann-integrabel over A, og vi satter

/A fQ&%@£==/me?)~

Vi bemsrker, at en Riemann-integrabel funktion ifglge sat-

ning 9.23.2 er Riemann-integrabel over enhver Riemann-malelig

mengde. Vi vil nu ga over til at anvende ordet Riemann-integrabel

om enhver funktion, som er Riemann-integrabel over enhver Riemann
malelig mengde.

9.31.2 Definition, For en Riemann-malelig mengde A ¢ R

og en funktion £:RP ind 1 R, som er begrznset pa A, indf¢ref vi
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¢t ncdre og ¢t ¢gvre Riemamn-inte;ral cver A ved definitionerne
] .
lAf(z)dé =l(fo); / £(x)ax f-(XA
9.3%32. Vi skal vise nogle flcrc sztninger om operationer
mcd Riemann-integrable funktioner.
9.32.1, Sztning. Hvis A og B cr Ricmann-milclige maengder
i R, daer A v B, A n B og A\ B Riemann-milslig
Bevis. Pastanden fglger umiddelbart af, at de karakteristi-

skc funktioncr

Xi n B = XaXBP Xa y B T XaATXBTXpXBP XA\B = Xa“XaXB
er Ricmann-integrable.

9.52.2., Satning. Hvis c¢n funktion f er Riemann-integrabel
over en mongde A, er f ogsd Riemann-integrabel over enhver Rie-
menn-malelig delmengde af A. Hvis £ er Riemann-integrabel over
A oz B, ¢cr £ ogsd Riemann-intcgrabel over A u B, A n B samt
A\ B.

Bevis. For B ¢ A, hvor B er Ricmann-malelig, og XAf cr
Riemann-integrabel, fés at XBf = XBXAf er Riemann-integrabel.
Dermcd cr fgrste pastand bevist. Da A n B og A \ B netop cr
Ricmann-integrablc delmsngdcer af A, kan vi slutte, at £ er Rie-
mann-integrabel over disse mangdcer. Da XA’XB’XAL 0og XBf er Rie-
mann-integrable, far vi endvidere, at XAU Bf = XAf+XBf XAXBf er
Riemann-intcgrabel. Dermed er sotningen bevist.

9.32.3. Smtning. Hvis A og B er Riemann-mélelige mengder
i R" golder

m(AUB) = m(A)+m(B)-m(ANB).
Hvis 4L og B er disjunkte fés m(AuB) = m(A)+m(B) og for B ¢ A
fas m(A\B) = m(A)-m(B).

Bevis., Sotningen T&s umiddelbart ved at skrive malcne
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som integraler af de karakteristiske funktioner.
9.32.4 Sztning. Hvis A og B er Riemann-milelige dis-
junkte mengder i Rﬂ; og f:RnLind ik ef begranset pad A u B,

g ®lder relationerne

_[AuBf<£)d3—‘=/Af(£))da£ + /Bf(g)dgz;,

7AU' ﬂé)d%{':/lf(&)dz + /Bf(ﬁ)di_i-

Bevis. Af sztning 9.2L.2 £as

_f.AuBf@d%‘- = _f Gy txp)t 2 fof * [xf - jAf(\z)dzc_ + /Bf(y?dzc..
- - -
Hvis ¢ < f er en trappefunktion, fir wi

/ AUB =/ e +/ 587 £ f Jleax + [B_f (x)ax,

og da dette gmlder for enhver trappefunktion @ é-f, kan vi
slutie, at
/ f(x)dx ¢ ff(es))dJ_H / £(x)dx.
JAUB - JA n

9.35 Vi har tidligere bemazrket, at malet for trappemsngder
var ¢ntydigt fastlagt ved betingelserne mi)-mh) i 15.7.4. Dette
medférer &benbart, at ogsd malet af enhver Riemann-mélelig mengde
er fastlagt, hvis man krasver at mdlet skal tilfredsstille de
Iy betingelser. Det er pd den anden side klart, at malet virke-

lig tilfredsstiller alle l} betingelser.
De L betingelser fastlagger altsad madlet fuldstendigt for

“alle R iemann-milelige mengder, men det er n¢dvén&i§ﬁ?§£%§i§§%§re
dem med en femte betingelse, hvis man ¢gnsker malet fastlagt

ogsa for visse andre mengder. T e

Integr alet kan ligesom milet Fastlmgges Ver,
tilfredsstille forholdsvis fa, simple betingelser. F.cks. vil =

additionsreglen f(f+g) = [f *—/g i forbindelse med s&tningen-oﬁc
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sammcnhengen mellcm m&l og integral ($.30.2) fuldstendig fast-
lzgge integralet.,

Vi skal ikke g& narmere ind pé‘disse énstydighedssp¢rgsmél,
idet det her anfgrte vil vaere tilstrakkeligt for vort formal.

9.3Lh. Betingelsen m3) i 9.7.1 viser, at Riemann-midlet ikke
zndres ved en forskydning af koordinatsystemet. Vi vil nu vise,
at Riemann-m&let og dermed Riema nn~integralet er helt uvafhangigt
af Koordinatsystemet. Dertil kra&ves dog nogle hjzlpesztninger,
som vi vil bevise i dette afsnit.

9.34.4% Smtning. Enhver begranset konveks m®&ngde er Rie-

mann-integrabel.

Ic k™ vere et interval og A c I en konveks mangde. Vi be%?ﬁ the
en félge af simple inddelinger af I, saledes at den g-te ind-
deling f&s ved, at hver projektion af I deles i 3q’lige store
abne intervaller samt et antal udartede intervaller. Alle ikke
abne delintervaller har da mdlet O, s& vi kan tillade os at
ignorere dem. De Abne delintervaller indeholdt i A udger en
trappemengde Sq, medens de delintervallerm der indeholder
punkter af A udggr en trappemsngde Tq. De 8bne delintervaller,
cer indeholder randpunkter af A, har malet m(Té\Sq), og hvis vi
kan vise,at m(Td\Sq)a 0 for q - «, vil s@tningen vere bevist.
Lad I fra den g-te inddeling vore et &bent delinterval, som
indeholder randpunkter af A, Ved overgangen til den ¢@+l-te ind-
deling falder I i 3nlébne delintervaller, og hvis vi kan vise,
at mindst et af disse altid vil vzre frit for randpunkter af A,
far vi

(T \ Sgeq) < 300 =0m(Z, \ 8,4 )s

og det vil netop medfgre, at m(Tq \ Sq)-a 0 for g » =.S2tning
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9.34+1 er dermed fgrt tilbage til fglgende hjmlpesaztning:
9.34.2. Lemma, Lad I = I1 XoeoX In vere et interval, og

lad i& = %y1 U 1&2 U IJ3"ﬁ = 1,eseyn v&re en inddeling af

hvert IJ i disjunkte delintervaller. Derved fas en inddeling
af T i delintervaller, blandt hvilke I = I, xeeex I, vil
blive betegnet som det midterste delinterval. Lad A.g Rn vere
en konveks mengde. Hvis det indre af hvert delinterval“undtagen
I' indeholder randpunkter af A gzlder I' c A.

Bevis. Vi benytter induktion efter n. For n = } er pastanden
triviel. Vi antager nu lemmaet opfyldt for intervallet I og

enhver konveks m@&ngde, og vi betragter I* =TI x I samt €n

m+1”
inddeling.1n+1 =fI1 U 12 U I3 og en konveks mangde A, hvis
ranc indeholder indre punkter af alle delintervaller af I* P2
nar I' x 12. Mangden & A (I x 11) er konveks, og dens projekticn
pd I er da ogsé konveks, og da den indeholder punkter af alle
delintervaller af I p& nar I' , vil A n(I x 11) for hvert

x € I' indeholde et punkt (Xx,y') med y € I1. Derved benyttedes
induktionsantagelsen. Tilsvarende ses, at A n (I x IB) inde-
holder et (x,y") med y" € IB. Da (x,y") og x,y") tilhgrer den

konvekse mazngde A, gelder x x [y';yHl A, og ved at anvende

dette for hvert x € I' far vi I' x 12

nn

A, og dermed er lemmact

i

fuldstendigt bevist.

9.35. Vi betragter nu et n-dimensionalt rum, p& hvilket
der er indfgrt to forskellige Koordinatsystemer. Vi far da to
forskellige slags intervaller, men da intervaller er konvekse,
og konveksitet er en egenskab, som ikk® er afhsngig af koordi-
natsystemet, vil intervaller i det ene system.ifglge satning
9431 vare malelige mengder i det andet system. Da en for-

eningsmengde af malelige mengder igen er malelig, vil trappe-—
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mengder 1 det ene system blive mélelige mangder i det andet
systeme.

Pa systemet af trappemszngder i det ene system vil malet m*
fra det andct system tilfredsstillc m1)-m3) fra 9.7 .1, men en-
hedsintervallet vil maske f4 et mdl k 4 41, men k bliver i hvert
fald positivt, og k_1m* bliver da netop det szdvanlige mal.
Overgang til et andet koordinatsystem vil altsd blot have il
f plge, at malet af enhver trappemzngde multipliceres ct og samme
tal k.

Heraf fremgar, at ogsad enhedskuglens mdl vil blive multipli-
cerct med k, men det er pa den anden side klart, at netop enheds-
kuglens m81l ikke kan ®ndres ved drejning af koordinatsystemet.

Vi behgver blot at dreje alle indre og ydre trappemzngdcr sammcn

mcd koordinatsystemet for at indse dette. Altsad er k =1, og vi

har vist, at Riemann-malet er uvafhezngigt af koordinatsystemet.

9.36. Vi betragter et begrensct interval I c R™. Med
P(I) (mezngden af partitioner of I) vil vi forstd den mangdc der
omfatter fglgende elementer:

1)  Alle inddelinger I = I, U...u I_ af I i disjunkte del

1 a
intervaller mcd et serlig udvalgt punkt u € kaor

hvert delinterval Ik.

2) Et yderligere clement P .

En inddeling med et szrlig udvalgt punkt i hvert delinter-—
val vil blive betegnet med P, cventuelt med cr index. In sadvan—
lig inddeling betegnes D; vi kan skrive P = (D,(u)), idet (u)
betegner saettet af udvalgte punkter. Vi skriver D2 2 D1, nar D2
fés som videredeling af D,» For P, = (Dm,ﬁg)) og P, =—(D2,X))

skriver vi P2 Q,P1 med helt samme betydning som D, o D1.

Vi indfgrer en topologi pa P(I), idet vi udnmvnier fgl-
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gende delmengder af P(I) til &bne memgder:

1) Alle delmsngdcr, som ikke indeholder P .

2) Alle delmsngder, der indeholder en inddeling P = (D,(u))

og alle videredelinger af denne.

Det er helt klart, at den sdledes definerede mengde af
inGCslinger tilfredsstiller de tre betingelscr, der kroves afl
mengden af abne mengder. Vi vil benytte betegnelsen P(I) ogsa
for det saledes definercde topologiske rum.

Vi vil benyttc betegnelsen P$(I) for det topologiske¢ rum,
der fas, nar mengden 2) erstattes med

2'). Alle delmangder, der for c¢t tal ¢ 3y O indeholder alle

inddelinger, hvis delintervaller har alle kantl&ngder
< Es

Det er klart, at topologien pa P(I) er den fineste af dc to
topologier. En funktion, som cr kontinuert pa P*(I) vil derfor
ogsé vare kontinuert pad P(I). Vi skal nu se, at et integral kan
defincres som en grenseverdi i nunktet Pw for en afbildning
P (I)\ {P } ind i R, idet én af dc her omtalte topologier be-
nyﬁtes.

Vi bemmrker, at begge topologier er diskrete pé.

B1) \ f?ml, og at ¢n funktion er kontinuert pa P(I) er derfor
énsbctydende med, at den er kontinuert i punktet me

15.37. Lad I vare et begranset interval og £:I ind i R en

begraensct funktion p&d I. Hvis P € P(I) er givet ved

1
P svarende middelsum for f ved definitionen

r(e2) = ) n(T e,

k=1

= eeon = / oo i i de tl
L I, u U Iq} samt U, € Ik,k (P »dy, indfgrer vi den ti
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og cndvidere til inddelingcn svarende undersum og oversum fam f

ved definitionerne

q q
s(7,P) = E: m(L) inf £(I), S(f,P) = E: m(I, )sup £(I,).
k=1 k= 15

Summerne s og S afhznger ikke af punkterne w, . De tre sum-

mcr tilfredsstiller abenbart ulighederne
S<f:P) :<_ T(\fyP) é S(f:P).\"
Svarende til inddelingen P, konstruerer vi to trappefunktioner
.. O ® idet vi setter
¢p,r B %p r *
O for x4 I 0 for xq I
(x) = {

pp (%) = { o
P,f inf f(Ik) for x € L P,T sup f(Ik>for xe L.

Vi har da

s(£,P) = fgop,f ;  s(£,P) = f@ P,

For en videredeling P1 P far vi &benbart

iy

§DE1 ,

£ 2 %,r ; @Pm,f $®p g
Derior bliver ogsa
S(fsP1) g S((f:P)3 S(f:P1) S_: S(pr)o
For ¢ > O kan vi velge en trappefunktion ¢ < T, sdledes at

j %) 2/ f(x)dx - €. Vi kan velge inddelingen P, s&ledes at ¢ er
- I

konstant pad hvert Iq, og vi har da ¢p o~ > @y altsé
,£ £
s(£,8) » [ g - e
41

For enhvcr videredeling P1 > P vil det samme da gzlde, sd i
har

ve > 0 3P € P(I) vP, 2 P (/f(z)dzrs < 8(f,P) ¢ /
: L1 L1

ﬂ(zc.)des>,

eller med andre ord



Mat. 1, 1962-63 MA 9.

N
Ul

1im  s(£,P) = / £(x) dx,
Pf?P L1

hvor granscovergangen cr foretaget pa P(I). Analog fas

1im S(f,P) =./ f(x)dx,

oz for ¢n Riemann-integrabel funktion £ far vi derfor
lim ¢ (f,P) =./ r(x)dx.
I
Lad os nu pa den anden sidc antage,at {f,P) gir mod en
gr @nscvaerdi A for PsPw. For ethvert ¢ > O har vi da en ind-
sdledes at

d.Clll’lg P:I ———qI1 Un .oU qu % € I

IA.— }2 m(I, ) () ’ < e

k.,

k=1
for alle valg af punkterne X . Nu er
q
inf{ Ei?(lk)f<§k) x €L,k =»1,...,q}:
k=1

inf< {m(I1)f(z%) X, €_I1}+...+ {m(Iq)fQ&q)lzq'g Iq}) =
inf{m(11)f(§4) |x1 €1, } $euot inf {m(lq)fﬁzq)[&q c Iq} -
i: m(Ik) inf f(Ik) = p(f,P).

k=1

Vi har derfor |A—s(f,P)|§85gfamﬂggt;LA-s(f,P)| < e,altsd
s(r,P)-s(f,P) ¢ 2¢,

hvilket p& grund af (2) og sztning 9.28.1 medfgrer, at f er

Ricmann—integrabel, og det fremgar da af det forcgaende. at A

nctop er Riemann-integralet. Vi kan sadledes definere Riemann-—

integralet som gr%nsevardi for middelsummer .

9.38. Lad 1 vere ¢t interval pa Rn‘og lad Ac I varc cn

vilkarlig mengde, Lad I = 11 UsesU Iq‘vare en inddeling af I i
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disjunkte intcrvaller. De af intervallcerne Ik’ som er delmangder
ar A, udggr en trappemengde T1, og de intervaller Ik’ som har

punkter faelles med A, udggr cn trappemeEngde TZ' Vi har da

m(T,) < m(a) ¢ m(&) ¢ m(Ty),

og vi vil nu visc satningen:
9.38.1. Setning. Til ¢ > O svarer 4§ > O, sdledes at det
for cnhver inddeling I = I1 Us s oU Iq, hvor alle kantlangder i

hvcrt Ik er < §, gmelder for dec tilsvarende trappemengder T, og

1

T at

29
m(Ty) > m(a)-e; m(T,) < m(A)+€ .
Bevis. Det cr nok at visc, at § kan valger, siledcs at den
fgrsic ulighed gelder, idet m(A) = m(I)-m(I\A). Vi velger en

1
trapnemengde S = I u...uIﬁ, hvor IJ,...,IP er disjunkte, sa-

1
ledes at S ¢ A og m(8) > m(A)- Le. Dernmst erstatter vi hvert
interval Ié med ¢t mindre intcrval IS, som c¢r ligedannct mcd

Is o, har samme centrum, og sdlcdes at

m(Iq)+...+m(I£) >m (8)- te > m(A) -e-
Vi velger nu § mindre end den mindstec afstand fra et Ig til
randcn af det tilsvarende Is. For c¢nhver inddcling af I 1 inter-
valler, hvis kantlengder alle ¢r < §, vil det da gelde, at
¢thvert delintervals som har punktcer felles med et IS’ hgrer

mcd til T1. 84 vil T1d&kke alle intcrvallerne IS, og derfor

bliver
m(m%) > m(T¥)+...+ m(Ig) > m(A) - e,

og dcrmed er pastandecn bevist.
Vi understreger, at afstanden fra et IS til randen af det
tilsvarende 15 bestemmes ganskc elementart, som i (1-x)A\, hvor

xcer formindskelsesfaktoren og A den mindste kantlsngdc i IS.
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9.39., Til setning 9.30.41 svarcr fglrende setning om inte-
graler:

9¢39.1. Sztning. Lad I g»Rn vaere et interval £:I ind i
R en begrsnset funktion. Der cksisterer svarcnde til g > O et
& > 0, sfledes at det for enhver inddeling P af I i delintcerval-

ler med kantlazngder ¢ 4§ gzlder, at

s(f,P) ;(/ £(x)dx-e; S(£,P) é./I £(x)dxte
L1

Bevis. Det cr mok at visc den forste ulighed. Hvis vi ad-
dcrer en konstant o til £, adderes am(I) til s(f,P) og til
/f(&)dﬁ. Vi kan derfor antage, at £ » 0. Vi valger et reelt

“tal M, s& T < M. Ifglge smtning 9.38.1 eksisterer der et & > 0,
saludus at det for enhver inddceling af I x [O,M] i delinterval-
ler med kantlangde < & gelder, at vi far mQT1) >

m({x,y)|x €I ogye [0,f(x) [}1)- €. Por en inddeling I =

I1 Ue ool Iq i delintervaller mcd kantlangde ¢ §', kan vi delc

hvert interval Ik x [0,inf £ (Ik)[ i delintervaller med kant-

langde < §, og det fglger af sztning 9.30.2, at
= q

. [ _
E: m(I, )inf £(I,) g>j f(x)dx - &,
k=1 I
og dcermed cr saztningen beviste.

Setningen udtrykkery at dcfinitionen af integralct som

. 0 . . . o sk - - . .
grenscvaerdl ogsd vil vere rigtig, nar rummet P (1) Iagses il
grund. Dette er et smukt, klassisk resultat, men i praksis er

dct ligce s& bekvemt at benytic definitionen af integralct som

gronsevaerdi 1 rummet P(I).
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Lette opgaver.

Angiv en afbildning ¢:T ind i R som opfylder 1), 3) og
L) i sztning 9.8.1, men ikke 2).
Samme problem, men siledss at det er 3), der ikke er op-
fyvldt.
Vis, at saztning 9.8.1 gzlder uwndret, hvis betingelse %)
erstattes med fglgende:
K e hyae ™ (le(A)] ¢ X m(a)).
En intervalfunktion ¢ pa delintervallerne af R defincres
ved |
¢(I)=O, hvis endepunkterne af I begge er rationalec el-
ler begge er irrationale.
¢(I)=%, hvis venstre endepunkt af I er irrationalt,
medens hgjre endepunkt er rationalt.
¢(I)=-1,hvis venstrc endepunkt er rationalt, medens
h@jre endepunkt er irrationalt.
Vis, at ¢ tilfredsstiller betingelsen 2* i setning 9.10.1
Undersgg, om ¢ er et specielt tilfalde af et i 9.11 anfgrt
eksempel. Vis, at den additive intervalfunktion, der fas
ved udvidelse af ¢, ikke er begranset pa trappemangder pa
[0,1].
En additiv intervalfunktion ¢ tilfredsstiller ¢ (I)=0 for et-
hvert &bent interval I, Vis, at ¢ er indentidk O.

Undecrsgg om der gelder distributive love for regneoperatio-

nerne vog Ae

7. In funktion f: [0,1] ind i R er defineret ved, at f(x) = O,

hvis x er irrational, men f(x) = 1, hvis x er rational. Vis,

at £ ikke er Riemann-integrabel, og bestem nedre og gvre

integral af f.

8. En funktion £:[0,1] ind i R er defineret ved £(x) '= 0,
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Hvis x er irrational, men f(x) = a~!. nvis x er den uforkorte-
lige brgk p/q.
Vis, at £ er en Riemann'sk nulfunktion.

9. Lad (éh vare en punktfglge i.Pm og ladAzan vere en absolut

konvergent rakke. For Ac Tn'smtter vi

p(A) = }3an

KA
Vis, at ¢ er en additiv me#ngdcfunktion. Vis, at definitionen
har en mening for enhver m&ng de A c i\ og at additiviteten
ogsi. gelder for sadanne mwngder.
10. Vis den for positive funktioncr f,g:Rm'ind i R gyldige rela-
tion |
fveg==~f+g - |f-g|.
11« Afbildningen £:8° ind i R er defineret ved
£(x) = sin (x,+ x,) for x € [0,m]x[0ym]
f(x) = 0 ellers.
Udregn jf ved hjelp af sztning 9.27.1, idet funktioner pd R
integreres ved de i kapitel 6 omtalte metoder.

2

12, Afbildningen £:R” ind i R defineret ved
2

f(x) =1 - Xy - xgvfof |x1|+|x2|§ 1
f(x) = 0 ellers.
Udrcgn ]f, idet funktioner pa& R bchandles ved de i kapitcl 6
omielic motoder. |
13. Lad I vere et interval med positivt mal, og lad f:I ind i R
vere en kontinuert afbildning, som ikke er konstant pa I.

Vis de skarpe uligheder

n(1) ing 7(1) ¢ | £(D)ax < n(1) ow (1)
I
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1h~19

1L.s Bestem det 3-dimensionale mal af den konvekse punktmazngde

16.

17

18,

19.

2

‘X e Z A
[ (@ @7 (9 5 )

hvor a, b og ¢ er positive tal ( udnyt, at et integral af en

2

172N

funktion pa R2 eventuelt udtrykker et kendt areal).
Lad A ¢ R™ og B ¢ ®° vzre Ricmann-maleligc punktmengder. Vis,
at A x B ¢ RP ep Riemann-malelig, og at

P (& x B) = n(a)nP(B).
Bevis direkte, at en monoton funktion p& et interval pad R er
Riemann-integrabel over dette interval.

Bevis, at

lim \ 1 = log 2.
n~® /_n+p
p=1

Vis, at

lim <lim sinqu! x) =.{O, hvis x er irrational
p o\ 1, hvis x er rational.

Riemann-integrabilitet bevares altsid ikke ved granseovergang.Den
fgrste gramnseovergang fdrer til en Riemann—-integrabel grense-
funktion for ethvert p. Fglgen af s&danne gransefunktioner er
voksende.,

Lad ¢:T ind i R vere en additiv intervalfunktion, som vi
antager er begrznset. Vi definerer nu 2 nye intervalfunktio-

ner, idet vi for enhver trappemengde T s:tter

p, (1) = sufp(8)] 8 1", 8¢ 1,
o (T) = sup{-p(S)| s e ™ . s c T,

Vis, at ¢1 og ¢Zer additive og positiw intervalfunktioner,

og at ¢ = ¢1-¢2.
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20. Lad f:R" og g:kP ind i R vare Riemann-integrable funktioner.
Vis, at den ved
nxy) = £(x)ely)

definerede funktion m:k™'P ind i R er Riemann-integrabel, og

/h =Jf /g.

21, For x € R™ vil vi benyttc betegnelserne

at

A(E) = ] ooy X1]x...x] oo o Xn] ; B(z) = [X'l;eo[x..-x[xngm
Lad f,g:Rn ind i R vere Riemann-integrable funktioner.

Vis rclationen

/(f(&)/A(x)g(x)dxda = /(8(.§)/B(X)f(x)d1)d§.-

Vis, at denne relation er cen generalisation afreglen om
dclt integration.
22, Bestem det n-dimensionale mal af punktmengden
fx | O L Xy & Xy & eee $X <Y
23%. Lad (In) vaere en fglge af disjunkte delintervaller af et
begrenset interval I. Vis, at
gg(UIn) = Zm(In)
m(I \ an) =m(I) - zm(‘In).
2L, Vis ved et eksempel, at foreningsmengden af en fglge (In)
af’ disjunkte delintervalller af et interval I kan vere
overalt tet pa I selv om summen af lsngderne af interval-

lerne In er mindre end lengden af I. Vis derved, at en

begreznset, aben mengde ikke altid er Riemann-malelig.
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25. Bevis,; f.cks. ved hjelp af s&tning 9.39.13 at ulighcden
| 2 "
(/[fl) < /f2
glder for enhver Riemann-integrabel funktion f.

Vanskelige opgaver,

26, Udregn maletaf enhedskuglen i Rn,

27. Ved en stykkevis konstant funktion R vil vi forstd en
funktion ¢, som 1) har begranset stgtte, 2) kun antager
eéndelig mange verdier y1,...,yn,og 3) for hver af disse
tilfredsstiller, at @_1(yk) er Riemann-malelig. Vis, at
@ er Riemannrinﬁegrabel, og at

fo=) wemle™ ()
k=1 '
Idet ¢ betegner mzngden af stykkevis konstante funktioner,
skal det vises, at det for enhver begrznset funktion f:R™”
ind i R med begranset stgite gelder, at

/f=sup{,/<pls0€@/\sogf}:

samt en analog relation ior det ¢gvre integral.
28. Beregn det 2~dimensional mdl af den begraznsede punktmengde,

der som rand har kurven

{(x,y) | 30 € R(x = cos3® AY = sin3®)}.

29, Lad f,g:R™ ind i [0;e[ vere Riemann—integrable funktioncr,
Bevis Schwarz'ulighed

</fg>2 é/fz fgz,

30. Udrcgn det 3—dimensionale mdl af punktmengden

2 2 2 2 2 2
i(.xsyyz)' |; X +Z é an y +z S—, a“{,

idet a er et positivt tal.
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Differentiabilitet.

10.1. I dette kapitel skal vi udvide det fra gymnasiet
kendte differentiabilitetsbegr eb, sé det bliver anvendeligt ogsa
i flcerdimensionale rum. Vanskelighederne ved en sadan gecnerali-
sation er vasentlig stgrre end ved den tilsvarende generalisation
af integralbegrebet, og vi kan i dette kapitel kun behandle be-
gynuelsesgrundene,

10.2-5. Disse afsnit er ved bearbejdelsen af forelzsnings-—
noterne 196L-65 indlemmede i tillsg til kapitel 8. Dette bevirker
tilligc, at side 10.2-5 udgar.

10.6. I dette kapitel vil vi udelukkende beskaftige os med
aibildninger af punktmengder i n-dimensionale reelle eller kom-—
plcksc talrum. Vi vil anvende de samme betegnelser som i 8.L.
Talrummet R bestar siledes af talsaet x = (x1,... xn) med de line-
@re regneoperationcr, der tillader os at danne ax+By, hvor o,8 €

R og x,y € R™, samt det indre produkt

£‘X = X1y’1 + ses Xnync
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Vi har normen

”ﬁ%fﬂ£2)=V@$+...+x@
og afstanden ||y - x|| mellem punkterne x og y. Det komplekse tal-
run C" bestdr af talszttene Z = (21""’Zn)’ hvor hver z, =
X, + iyv er et komplekst tal, Vi har nu en nzrliggende bijektiv
afbildning

o : O pa {2
defineret ved
P(Z4900eszy) = (XyyeeesX 5 Fyseees¥y)s

og vi indretter nu en norm pa Cn, sdledes at denne afbildning bli-
ver isometrisk,idet vi definerer

lzll = llo(z)ll = VC(lz, 1% + oo + 12 1°).
Alle sztninger om metrik og topologi for reelle talrum kan nu
uden vanskelighed overfgres til komplekse talrum., Bade i R og 1

0™ har vi de: n grundvektorer

(1,0,0,0,...,0,0)

=1

1

22 (0,1,0,0,...’0,0)

Qn = (090’010’0-01091>9

og vi har relationen

I ®" har vi desuden
X = Xe+€ ,
v ==V
10.7. I differentionsteorien far vi ofte brug for en af-

bildring g af en punktmazngde A ¢ k™ med fortmtningspunkt O ind i

0 i punktet 0. Vi vil reservere

kP, séledes at g har grenseverdi
bogstavet o med eller uden indices som betegnelse for saddanne af-
bildninger. Understreéningen udelades for p = 1. Vi vil ogs& for
disse specielle afbildninger anvende betegnelsen aq-afbildninger

eller g-funktioner.
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Vi vil lejlighedsvis f& brug for g-afbildninger, der tillige
afhanger af en parameter, f.eks. en afbildning a af en punktme&ng-
de B ¢ ™ « ®™ inad i kP, saledes at fglgende to betingelser er
opfyldtﬁ

1). For ethvert x € R™ vil mengden

A(x) = {n|(z,h) € B}
vere tom eller have O som fortatningspunkt.

2). For ethvert x € X", for hvilket A(x) 4 @ har den

gz(g) = g(x,h) definerede afbildning gX:A(g) ind i RP
granseverdien O i punktet O. -

Senere vil vi ogsd mgde andre former for g-funktioners afhzn-
gighed af en parameter, men vi vil foretrzkke at beskrive situ-
ationen i hvert enkelt tilfa:lde for sig.

10.8. Vi vil nu et @gjeblik beskaeftige os med kontinuitet
og differentiabilitet af funktioner af én reel variabel, og sam-
tidig omforme den fra gymnasiet kendte definition af differen-
tiabilitet, s& vi f&r den bragt pad en form, der umiddelbart
lader sig overfgre til generellere afbildninger.

Lad I ¢ R vere et interval, som har indre punkter, og lad
£:I ind i R vere en pa I defineret reel funktion. Lad a vare et
punkt af T; Vi anvender som szdvanlig betegnelsen

I -a={x-a | xeli.
Vi bemzrker, at mengden I-a for a € I har O som fortetnings-
punkt. Funktionsvaksten

Aaf‘(h) = f(a+h) - f(a)
definerer en afbildning Aaf:I—a ind i R. Vi bemerker, at Aa er
en operator, som til enhver afbildning f£:I ind i R knytter en
afbildning A f:I-a ind i R. Vi ser nu, at £ er kontinuert i a,

hvis og kun hvis tilvzksten Aaf har granseverdien O i punktet O,



altsd hvis og kun hvis vi kan skrive
r,f(n) = a(h).
Vi definerer en punktmsngde AI ¢ I x R ved
Al = {(x,h) | x€ I A x+th € I}.
vFiguren antyder, hvordan
Al scr ud, nadr I er et ende- 0

ligt interval. Det er indly-

sende AI opfylder betingel-

sen 1) i 10.7. Vi kan ind-
forc en funktionstilvakst

Af(x,h) = f£(x+h)-f(x)

som c¢n afbildning AT:AT

ind i R. At afbildningen f er kontinuert, er ensbetydende med,
at vi kan skrive
Af(x,h) = a(x,h)

hvor o{x,h) opfylder betingelsen 2) i 10.7. I virkeligheden gzl-
der der en smule mere, idet q(x,h) er defineret ogsi for x € I,
h = 0, og a(x,h) har verdien O i disse punkter og er kontinuert
1 hele definitionsmengden Al.

10.9. Vi bibeholder betegnelserne fra det foregdende af-
snit., At T er differentisbel i punktet a med differentialkvo-

tienten b betyder, at den ved

1
= A, f(h)

defincrede afbildning af (I-a) \ {O} ind i R har grenseverdien b
i punktet O, men det er ensbetydende med, at

% Aaf(h) = b + a(h)

eller
Aaf(h) = bh + a(h)h.
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At £ er differcentiabel i a er saledes ensbetydende med,
at tilvaksten Aaf(h) kan spaltes i 2 bidrag, af hvilke det ene
har formen bh, hvor b er uafhzngig af h, medens det andet led

har formen g(h)h, Konstanten b er differentialkvotienten (den af-

ledede) af £ i punktet a.

Den linezre funktion daf:R ind 1 R defineret ved

daf(h) = bh

kaldes differentialet af f i punktet a. For b # O er 4 T ikke
identisk O, og differentialet vil da for numerisk tilstrekkelig
sm& verdier af h vare det overvejende led i opspaltningen af
Aaf(h)° Til et vilkarligt ¢ > O svarer endda et 4§ > O, saledes

at vi for |h| < ¢ har |a(h)h| < e |4, f(h)|. Hvis vi for h skriver

x-a, far vi heraf, at £(x) i en tilstrszkkelig lille omegn af a
omtrent har verdien

f(a) + b(x-a),
altsd at £ i en tilstrazkkelig lille omegn '"nasten' er en lineazr
funktion. Det er denne kendsgerning, man udnytter ved linee&r
interpolation i tabeller.

Vi kan udvide definitionen af afbildningen o ved at sztte

O for h = 0O
a1(h) = {

a(h) for h 4 0 A h € I-a,
og opspaltningen

Aaf(h) = bh + a1(h)h

vil da vare gyldig for alle h € I-a. Her er o en afbildning
ayiI-a ind i R mea a1(o) = 0 og kontinuert i O. En g-funktion vil
altid pa denne made kunne udvides til en funktion, der har ver-
dien O i punktet O og er kontinuert i dette punkt. Vi vil i det

fglgende anvende betegnelsen g-funktion ogséd om en sadan udvidet

o—funktion. I d= fleste tilfeldzs vil det vere uvesentligt, om
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ordet forstds i den ene eller i den anden betydning. For en
oa—-funktion, der tillige afhaznger af en parameter, kan vi fore-
tage en lignende udvidelse for hver verdi af paramcteren, og den
resulterende funktion vil for hver fast verdi af paramcteren have
funktionsverdien O i punktet O og vere kontinuvert i dette punkt.

For tilvaksten Af far vi opspaltningen

Af(x,h) = b(x)h + a(x,h)h,
og her er o:AI ind i R en afbildning, som tilfredstiller betin-
gelsen q(x,0) = 0, og som cr kontinuert for hver fast vardi af X.
Den lineere funktion df:I x R ind i R defineret ved

(1) ar(x,h) = b(x)h
kaldes differentialet af x.

For den ved i(x) = x definerede identiske afbildning i:R
pa R far vi

Ai{x,h) =x +h -x=h
som giver os den trivielle opspaltning
Ai(x,h) = 1+h + osh,
sa vi har
di(x,h) = h.

Hvis vi nu anvender den ukorrekte betegnelse x for den iden-
tiskc afbildning i(x) (altsd skriver funktionsvardien i stedet for
funktionen), er det n®rliggende ogs& at skrive dx i stedet for di
eller di(x,h) og Ax i stedet for Al eller Ai(x,h), s& far vi

AX = dx = h.

I overensstemmelse hermed har det varet almindelig praksis
at betegne tilvaksten h med dx eller Ax. Samtidig har man skrevet
y = f(x), sdledes at y betcgner funktionsvardien, og (1) skrives

da
dy = df(x,dx) = b(x)ax,

hvoraf fglger
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b(x) = %% = Q£$%;Q§l .
Dette er begrundelsen for, at b kaldes differentialkvoticnten af
f. Vi vil systematisk anvende operatorbetegnelsen D, saledes at
Df cr differentialkvotienten af . I stedet for D skrives E%’
og dette er hensigtsmzssigt, nidr der anvendes et fast bogstav som
beteconclse for punkter af definitionsmengden. Det er ogsa alminde-
ligt 2t anvende betegnelsen f' for differentialkvotienten. Vi har

altsa felgende betegnelser for differentialkvotienten af f:

_ 4o _ oo _dy _
pr=Sr=r=oy

og for verdien af differentialkvotienten i et punkt a har vi be-

tegnelserne
d ol
Df(a = _fx = f = -l = ! .
(2) [@X ( )] £'(a) [dx] [y'],
X=a ’ X=8a
Udtrykket E% f(a) vil smdvanligvis blive opfattet som diffcrential-

kvotienten af konstanten f(a), og denne differentialkvotient har
abenbart verdien O,

Det skal understreges, at det traditionelle betegnelsessystem
med anvendelse af fast bogstavbctegnelse for den 'variable'', der
gennemlgbcer en bestemt mengde, cndnu er det hyppigst anvendte i
den matcmatiske litteratur. Det vil fremga af det fglgende, at det
har visse meget vaesentlige fordcle, men at der samtidig er situa-
tioncr, hvor dct er meget upraktisk. Det mé& tilrédes den studeren-
de at venne sig til savel det #ldre som det nyere betegnelsessy-
stem.

10,10.,Vi vil ganske kort minde om beviserne for, at visse
clementare funktioner er diffTercntiable. Vi begynder med den vcd
-1

£(z) = z  definerede afbildning £:0\{0} ind i &. For z 4 O,

z +h 4 O har vi

41 -h _ =h(z+h-h) _ _ 1 h
AF(z,h) = z+h z  z(z+h) ~ Z2(Z+h) B z2h Z2(Z+h) "
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Her er e kontinuert “or h = 0, og vi har saledes

2°( z+h)

fundev dén gnskede opspaltning. Vi har altsd bevist, at

a1 _
iz z =~ 2 °
V4

Vi minder endvidere om, at differentialkvotienterne af de
trigonomctriske funktioner sin og cos bestemmes pa basis af cen

forudgaende bestemmelse af differentialkvotienten af sin i punktet

/i

O. Dennc &8s af den for 0 ¢ h 5 gyldige vurdering
. sin h
sin h < h < tg h = cos h °

som giver
1 > Ei%—g > cos h.
Heraf fglger

0<1 - = a(h) <1 - cos h,

der viscr, at den séledes defincrede afbildning o virkelig er en
. w . . o
a-afbildning af ]0,5[ ind i R. Nu er a{(=h) = a(h), og o er sd-
ledcs en g-afbildning af R \ {0O}. Altsd har vi vist, at
Aosin(h) = sin h = 1.h-q(h)h,
og sin cr derfor differentiabel i O med Dsin(0) = 1. Derefter

far vi h

sins
_ ogin® B o /- 2 qip B

Aocos(h) = cosh - 1 = -2sin” 3 = < 7= sin 2) h,

2

og hcr cr stgrrelsen i parentescn en g~funktion. Altsé er
Dcos(0) = 0. Det generelle tilfalde gadr nu ganske enkelt, idet vi
har
Asin(x,h) = sin(x+h) - sinx =
cos X sin h + sin x (cos h - 1) =

(cosx)h + <§%QQ - 1> cos x - 1:%952 sinx\ h,
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hvor stgrrelsen i parentsen er en g-funktion. Vi har sdledecs be-
vist, at Dsinx = cosx., Beviset for, at Dcosx = -sinx gar ganske
tilsvarende.

10.11. Vi definerer nu differentiabilitet for en merc genercl
afbildning ganske analogt med differentiabilitet af en funktion

af 1 variabel:

LY

10.11+.14 Definition. Lad O ¢ R vszre en &ben mengdec og f:0

nn

ind i ®® en afbildning. Lad a € 0 vere et vilkarligt punkt. Vi
indfgrer da tilvasksten
s f(h) = £(a+h) - £(a).

Afhildningen f siges at vere differentiabel i punktet a, hvis

der ceksisistercr en opspaltning

(2) pE(h) = Ah, +.eoo + A b+ g(h) (],
hvor é1,..cjgn er talsat, som ikke afhanger af h, medens g er en
og-afbildning.

Vi bemazrker, at tilveksten definerer en afbildning
AL£:0 - a ind i ®P . og mea a(0) = O er ogs& g en afbildning
2:0 - a ind 1 BP,

Det vil ofte vere nyttigt at betragte de afbildninger, der
fremkommer af £, nir de variablc pa 1 ner holdes konstantc. Vi
vil benytte betegnelsen

gg,j(xk) = £(a1,...,aj_1,xj,aj+1,...,an),
og herved defineres en afbildning zg,j:I ind 1 kP, hvor I c k
er ¢t interval med a. som indre punkt. Hertil kreves blot, at
fa,‘ ;x---x{aj_1} x I x iaj+1 }x...x{ah} c O.

Idet vi udnytter grundvektorerne, kan vi skrive

f .la.+h.
=a,3( J J>

f{a+h .e.
f(a 393) )

og vi far da

l
>

v £ (h,) = A _f(h.e.
Laj ‘.@.,J( J) a= J=J
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og opspaltningen (2) giver
A (h.) =A.h. + alh.e. )h.

hvilket viser, at

1
— A £ .(h = A, h.e.),
iy aj—g,a( g) =4y + alhyey)
. 1 .
Dette viser, at A. er grasnsepunkt for —m A £ . 1 punktet 0,
€ ’ £ g Y] hj aj—Q,J p

Altsd er koefficienterne A,,...,4 1 (2) éntydig bestemt. Heraf
fglger
10.11.2. Smtning. Opspaltningen (2) er éntydig bestemt,
Hermed har vi vist berettigelsen af fglgende definition:
10.11.3. Definition. Idet A,,...,A er de i opspaltningen (2)
optradende talswt,kaldes den ved
(4) dﬂg(g) = A, +.00 + AR
definerede afbildning
a,£:R"™ ind 1 RP,
det totale differe;tial aff £ i punktet a.
Vi bemzrker, at dai er en line®r afbildning., Endvidere ved vi

fra kursus i1 algebra og geometri, at enhver linezr afbildning af

2™ ind i &P kan fremstilles p& formen (L), idet Ajgeeesh er

billederne af grundvektorerne EyseresS o
- T

10.11.3, Sztning, En afbildning, som er differentiabel i et
punkt a af en 8ben mangde 0, er kontinuert i punktet a.

Bevis. Af (2) ses, at Aag(g) har grznseverdien O i punktet 0,
men det betyder netop, at f ;f kontinuert i punktet a.

Af (3) fremgir, at ig’j(ﬁ) er differentiabel i punktet a
med differentialet defineret ved éjhj, Koefficienten Aj kaldes

den partielle differentialkvotient af f med hensyn til den jte

variabel.
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10.12, Svarende til en &ben mengde O ¢ R indfgrer vi en

mengde A 0 ¢ 0 x R™, idet vi satter

A0 = {(x,h) | x € 0 A x+h € 0},
Da de ved

o(x,h) = x ¢(x,h) = x+h
definerede afbildninger ¢,y x R? ina 1 ®R" begge er kontinuerte,
er AO = ¢_1(0) n ¢-1(O) &ben, og derfor vil den opfylde betingel-
sen 2) i 10.7. Vi har derfor en tilvakst

Af(x,h) = £(x+h) - £(x),
som er en afbildning Af:A0 ind i RF.

10.12.1. Definition. Hvis funktionen f i definition 10.1%.1
er differentiabel i ethvert punkt af 0, siger vi, at £ er diffe-
rentiabel i O.

Hvis T er differentiabel i hvert punkt af O, kan opspaltningen
(2) anvendes pa Af(x,h), idet Axf-(-h;) = Af(x,h), og vi far da en
opspal tning af formen B

(5) &f(xh) = A ()b, + ooo + & (x)D) + a(z,b) [0,
hvor d,,...,A er afbildninger af O ind i kP, medens a:A0 ind i RP

-

er en a~funktion, scm for hver fast verdl af x har granseverdien

0 i punktet Q.

Hvert éﬁ er differentialkvotient af den funktion gg’j, der
fads ved at give de variable med undtagelse af Xj faste verdier.,
Afbildningerne éﬁ kaldes de partielle differentialkvotienter arf I,

og vi anvender betegnelserne
2 -1

A =D.f = 3 -f =1 .
2 X, ™ =

Vi skriver eventuelt

:T_ = '_f:(X),
O
¢ oy,
A = D.f(%x) = — = £ (x) = y'x. .,
() = D2 = 5 = ') - ',
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Bemzrk det smrlige tegn 0 , som skal anvendes, nar der er tale om
partiel differentiation.

10.13. I specialtilfeldet p = 1 bliver partiel differentia-
tion let at udfere, idet alle de variable undtagen 1 skal holdes
fast, sd der blot bliver tale om differentiation af en funktion
af 1 variabel. Vi illustrerer dette ved nogle simple elsempler:

D2(x Xy +K X +X X ) = Xz + Xy,

273773
X +%, x1+x
D2(e sin(x1—X2)) = (sin(x1—x2)—cos(x1—xz))
.Jl X _ x2+V2—2x2 _ y2—x2
0x 2 2 - ‘
x4y (x%+y°)2 (x°+y%)?

Det skal imidlertid understreges, at eksistens af alle de
partielle differentialkvotienter ikke garanterer os, at afbild-
ningen er differentiabel, I et senere afsnit skal vi vise, at en
afbildning er differentiabel i en &ben mengde 0, hvis alle dens
partielle differentialkvotienter eksisterer og er kontinuerte i
O. P4 den anden side kan en differentiabel afbildning udmerket
have diskontinuerte partielle differentialkvotienter.

10.14. I tilslutning til opspaltningen (5) indferer vi det
totale differential df:0 x R™ ind i R defineret ved

af (x,h) = A1(§)h1 +.o.+ A ()b,

For projektionsafbildningen pj:Rn p3 R defineret ved pj(g)
Xj bliver tilvsksten

=X, + h, —x. =h.
Apj(g) X x
s& opspaltningen (5) far den trivielle form
) =

X,h + O+h.,
Pj(_ - J J

Altsd er

dp.(x,h) = h..
pJ(z,_) j
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P4 grund af denne sammenhing skrives ofte (men ukorrekt)
dx. 1 stedet for hj‘ Det er da naturligt ogséd at skrive dx i
stedet for dh. Skriver vi y = f(x) far vi da fglgende skrive-

méder for det totale differential:

dy = af(x,dx) = é: D.f(x)ax, =
3=1
£ (x)dx. = —~—— dx
EJ =%y J ZJ X 5 J
3=1 J=1

I tilfzldet p = 1 kan det totale differential umiddelbart
opskrives, idet de partielle afledede skal benyttes som koeffi-
cienter. Det totale differential bliver sum af differentialerne
af de n funktioner, der fas ved at holde alle de variable und-
tagen 1 konstante. Vi tydeligggr dette ved nogle eksempler:

A X, X, +X_X +x1x2) = (x2+x3)dx1+(x3+x1)dx2 + (x1+x2)dx3

273 73
y 2oy oy
d -5 = 75 773 -5 W
x“+y X +y°) (x"+y")

10.1?. Den i foregaende afsnit beskrevne differentiations-
proces er selvfglgelig fgrst nyttig, nadr den kombineres med
viden om, at den betragtede afbildning virkelig er differentia-
bel. Vi skal derfor vise, dels at visse fundamentale afbildninger
er differentiable, dels at visse operationer med differentiable
afbildninger igen fgrer til differentiable afbildninger. Vi be-

gynder at vise, at en linezr afbildning er differentiabel og

identisk med sit differential, hvilket udtrykkes mere pracist i

Tglgende satning:
10.15.1. S@tning. En linesr afbildning L:Rn ind i B er aif-
ferentiabel med differentialet dL(x,h) = L(h).
Bevis: Tilveksten bliver
AL(x,h) = L(x+h) - L(x) = L(h),

og vi far derfor den trivielle opspaltning
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A L(x,b) = L(k) + O+,

hvoraf pastanden umiddelbart felger.

10.15.2. Sztning. En konstant afbildning er differentiabel,
og dens differential er identisk O.
Bevis. Pastanden felger umiddelbart af, at tilvzksten bliver

identisk Q.

%X, definerede afbild-

10.15.%. Swtning. Den ved f(x1,x2) = X%,
ning f:R2 P& R er differentiabel, og df(x,h) = x2h1 + xyh,,
altsd med den &ldre skrivemade

d(x1x2) = X,dx, + x,dx,.

Bevig: Tilvwksten bliver

of (x,h) = (x1+h1)(x2+h2) - XX, =
X2h1 + X1h2 + alx,h) ki,

hvor

hyh,

a(x,h) = T

Vi mangler at vise, at o virkelig er en a-afbildning. Af
0 < (In,| = |ny)® = [|oIF - 2|h h,| felger imidlertid, at |hh,]
< ilB|F, altsd | olx,h) < Llhll, hvilket viser, at a virkelig har
grenseverdi O i punktet 0.

10.16, I dette afsnit beviser vi nogle simple sztninger, som
vil finde anvendelse i det folgende afsnit.

10.16,1. Lemma. Lad L:Rn ind i RP vare en linewr afbildning.
Der cksisterer da et positivt tal M, sdledes at ||[L(x) || <
K||x || for ethvert x € R".

Bevis. Enhedskuglefladen E = {x | ||x|l = 1] er en afsluttet
mengde., Altsd har M = sup L(E) en endelig verdi, som er positiv,
hvis L ikke er identisk Q. For ethvert x + 0O g&lder[ﬁéﬂ € B,

Vi far nu for x + 0, at
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LGl = Mgl = Il < il
I resterende tilfslde, hvor x = 0 eller L identisk O er péastanden
rigtig for enhver positiv vardi af M.,
10.16.2, Lemma. Lad 0 ¢ R™ vare en &ben mangde, a € 0 et
vilkarligt punkt og £:0 ind i'Rp en differentiabel afbildning.
Der eksisterer da en omegn U af 0 og et positivt tal M, siledes at
Pt
¢ M for ethvert h € U\ {0}.
Il
Bevis. Vi benytter opspaltningen (2), som vi skriver
A, £(8) = L(k) + a(n)nl,
hvor L;Rn ind—i RP er en differentiabel funktion. Heraf fglger nu

llagE@I ¢ L@+ eI I,
altsé
lag£@I - jincwll
T T llee(BIII

Ifglge lemma 10.16.1 eksisterer der et positivt tal M1, séledes
at det fgrste led pA hejre side er ¢ M, for alle h £ 0, Da g er

kontinuert i 0 og a(0) = 0, er o 1(K(O 1)) U en omegn af 0, og

vi har da
HA £(n)l

”Q” ’g My + 1 for h € U\ fol.

Dermed er pastanden bevist,

Hvis en afbildning 8:0 ind i ®, hvor 0 ¢ R™ er &ben og inde-
holder 0, har den egenskab, at der eksisterer ou umcgu T af () og
et positivt tal M, séledes at |B(h)| ¢ M for ethvert h € U\ {0},

vil vi kort, men ikke helt korrekt, sige, at g er begrsnset i en

omegn af 0. Lemma 10.16.2 udtrykker s&, at det for en afbildning f,
som er differentiabel i et punkt a gmzlder, at den ved p(h) =

HA £(h)|
Tl

omegn af 0O,

definerede arbildning gazlder, at den er begranset 1 en
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10,16.3. Lemma, Produktet af c¢un a-afbildning og en afbildning
der er begrsnset i en omegn af 0 er en a-afbildning.

Bevis: Lad :0 ind 1 RP, hvor 0 € 0 og 0 ¢ R™ vare en
a—-afbildzing og lad B:0 ind i R vare begrznset i en omegn af 0.
Vi ken da valge en omegn U af O, siledes at U ¢ 0, og siledes at
der eksisterer et positivt tal M, s& |B(h)| < M for alle h € U \
{0}, For a, = of gzlder da

lloy ) = lla(e@)| = lleta)li= ) ¢ Ko,

hvilket viser, at o, har grenseverdi 0 i punktet 0.

10.17. Vi indleder dett afsnit med en hjszlpesatning, der

er ret triviel,

10.17.1. Lemma, Lad 0, ¢ R1 og 0, ¢ 2P vare &bne mengder

1 2
Lad £:0, ind i 0, og g:0, ind i R vare afbildninger. For a €

0, og b = f(a) gzlder da
8, (E°E)- = ALEOALE.
Bevis, Med F = ge°f og
k = o,£(h)-= £(a+h) - £(a)
har vi

F(ath) - F(a) =

AQ(&".T?_)(Q) = A?_E_(T_l)
g(f(a+h)) - g(£)a)) = g(£(a)+k) . - g(£(a)) =
g(b+k) - g(b) = A_Q;g_(l-_:) = Apug,(ﬁgf.,(ﬂ)).-

og dermed er pastanden bevist,

Det er nu let at vise hovedsatning om differentiation af

sammensat funktion:

g 0, ¢ P vere 4bne mangder.

10.17.2. Satning. Lad 0, ¢ R
Lad £:0, ind i 0, og g:0, ind i R? vare afbildninger. Hvis £ er
differentiabel i et punkt a € O1 og g er differentiabel 1 punktet
b = f(a), da er F = gof differentiabel i a, og

dgfg°£) = dh§°dé£,
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Bevis., Idet vi har opspaltningerne

2,£(0) = Iy (B) + o f(Rllnll; 2pa0k) = L (k) + a, () ki,

hvor L1 0g L2 er linezre afbildninger, medens 31 og &, er o --funk-
tioner, far vi af lemma 10,17.1, at

0, Em) = mpal(atn)) =

L,(L, () + g IR + ap(8,20)) I8 LBl =
Lo(L; () + Ipfoy (W)IIBI + oy (4242w -

()
(L () + (Epley () + (0,2 () PE ) e
. i

Her er det forste led en linemr afbildning. Det forste led i pa-
rentesen er kontinuert i Q og har verdien QO i punktet O, og er
sdledes en a--afbildning. Den forste faktor i det sidste led i pa--
rentesen er sammensat af to a-afbildninger og er derfor en a-af-
bildning., Den sidste fakitor i det samme led er ifplge lemms
10.16,.2 begranset i en omegn af Q, og produktet er derfor en
a-~afbildning, Dermed har vi vist, at udtrykket i parentesen er en
o ~afbildning, og F er altsd differentiabel i a, Endvidere fremgir

det af resultatet, at

dg.E = .];’.2°—L_1 = dhgod_a:i"

Dermed er hovedsmtningen fuldstendig bevigt.

En afbildning £:0 ind i RY, hvor 0 ¢ R™, er bestemt ved ko-
ordinatafbildninger fj = pjai, hvor projektionen p.:Rq Pa, R er ve--
stemt ved p.(x) = x.. P4 den anden side er £ = f,e, +..,.+ f &,

3= J 1=1 a~q
hvor €1900098, CT grundvektorerne i RY, Ved siden af hovedsztningen
ovenfor far vi brug for felgende langt simplere smtning:

10.17.3., Setning. En afbildning £:0 ind i Rq, hvor O ¢ RY

er en aben mengde, er differentiabel i et punkt a € 0, hvis og

kun hvis hver af koordinatafbiidningerne fj = pj°£ er differen—
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tiabel i a. Endvidere har dai koordinatafbildningerne dafj'

Bevis. Hvis f er differentiabel i a, giver s®tning 10.,17.2
og sztning 10.15.1 umiddelbart, at fj = pjoi er differentiabel i

a. P4 den anden side er

q
Aéﬁ(h) = f(a+h) - £(a) = 2L1(fj(§+g) - £4(a))ey =
J=1

J=1
Hvies vi nu for hvert j har en opspaltning

a2 = af (@) + o @l

nvor dafj er en linemr afbildning (differentialet i a), og C% er

en @ -funktion, far vi umiddelbart

g
“atB) = stj%_fa-“l))% - @aj@gj) Il

J=1

hvilket viger, at f er differentiabel i a, og at dai har koordi=-

naterne d _f..
a J

10,18, Det er nu let at vise, at elementsre regneoperationer
wed differentiable funktiorer bortset fra division med nul ferer
til differentiable funktioner,

10.18.1, Smtning, Hvis afbildningerne f,,f,:0 ind i R, hvor
O er en Aben m®ngde, er differentiable i et punkt a €0, da er
f£,+f,,f,~f, og £,f, differentiable i punktet a., Hvis f,(a) # O,
er f, / f, ligeledes differentiabel i punktet a.

Bevis. Vi indferer afbildningen £ = (£,,,):0 ind i R°, de-
fineret ved f(x) = f,,(gg)g1 + QZ(z)gé,_FVOr e

og e, er

1 2
grundvelktorerne i R°. Ifelge s®mtning 10,17.3 er £ differentiabel i
punktet a. Lo ved

¢1\x) = X, + X,, ¢2(§) = X, = X, ¢3(§) = X,X,

definerede afbildninger ¢1,¢2,¢3:R2 P& R er differentiable, idet
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de to forste er linemre, og den tredie er differentiabel ifelge

setning 10.15.%. Derefter folger det af s®tning 10.17.2, at
f1+f2 = ¢1°i, f1 - f2 = ¢2°i og f1f2 :¢>3°i er differentiable i
punktet a, I 10,10 viste vi, at den ved f(x) = % definerede af-

bildning er differentiabel i R \ {0}, og det f@lger derefter af
setning 10.17.1, at 1/£, er differentisbel i a, hvis f,(a) % O.
Derefter giver det netop beviste resultat, at f2/f1 = f2-1/f1 er
differentiabel i a.

10.19, Alle de foregéende smtninger; der handler om opera-
tioner med funktioner, der er differentiable i et punkt, kan uden
videre anvendes pd funktioner, der er differentiable i en &ben
mengde, Vi vil ikke foretage de tilsvarende helt trivielle om-
formuleringer af setningerne. Ved udregning af partielle differen-
tialkvotienter holdes de variable fast med undtagelse af en eneste,
og ved differentiation af givne funktioner kan man derfor klare sig
med de fra gymnasieundervisningen kendte differentiationsregler,
sdledes som vi udferte det i eksemplerne i 10.13 og 10.14. Det
kan imidlertid vere nedvendigt,at differentiere ubekendte funk-
tioner, og det vil derfor vmre hensigtsmessigt at bringe resul-~
taterne 1 10,17 og 10.18 pd en mere eksplicit:form,

Vi bemerker feorst, et s®tring 10.17.3 udtrykker, at vi for
en afbildning £ = (f1,...,fp):o ind i RP har den simple differen-
tiationsregel

af = (df1,...,dfp),

altsd
D1i‘_(_}_c_)dx1 Feoot Di(g)dx1 =

(D1f1(§)dx1 Fouot an1(§)dxn,...,D1f g)dx1+...+anp(§)dXI

(
P
= (D1f1(gc_),...D1fp(_:g))dx1 Faeot (an1(z),...,anp(z))dxn,

s& vi far differentiationsreglen
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DJ£<§) = (DijI(_}S)" O,Djfp(_}.(_)),

som udtrykker, at partiel differentiation af et s&t (f1”°°’fn)

udfgres ved partiel differentiation af hvert element i sattet

for sig.

. s ~D
10.19.1. Satning. Lad 0, ¢ R" og 0, ¢ R

vare abne mengder
og £:0, ind i 0, og g:0, ind i 29 vere differentiable athilinir-
ger. Da er de partielle differentialkvotienter af den sammensatte
funktion F = g°f givet ved
D,E(x) = ka.g.(_i:(ﬁ) )D T (%),
k=1
Bevis, Af satning 10.17.2 fglger

Dy &(£(x))a, £ (ax) = 2, %D
J

= D, &(£(x)) £ (x)ax.) =
n 2#1 < - éEH « J)
Z (}& D &(£(x) ), 7, (x) Jax,
=1

E=1
hvilket viser, at de partielle differentialkvotienter netop har
den 1 sztningen anfgrte vardi.

10.20., Vi ﬁil udtrykke resultaterne fra de foregéende af-
snit i det traditionelle befegnelsessystem. En afbildning £:0 ind
iR , hvor O ¢ ﬁn, behandies da pa& den made, at vi velger et Jlast
bogstav x for det variable punkt i 0, og et andet fast bogstav y
for det variable punkt i RP, Vi har de sammenhangen y = £(x) =

(f1(§),,..,fp(§)), hvilket er ensbetydende med

y1 = f1()_C_),=..~,;y‘ fp<_>_(_‘)*

p:
Koordinaterne (X1,°.,,Xn) kaldes de uarhzngige variable, meders

N e e

(y1,,.,,yp) kaldes de afbhazngige variable. Vi har nu de totale

differentialer.
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N AL 0%y
ay1 = ax,] dx,] +e0at Y axn
(6)
oy oy.
_ D P
dyP = Ox1 dx1 tooot aXn dxn.

Her er det talsat, hvis elementer er tallene p& venstre side
netop talszttet dy, idet vi twnker pa dy som Tunkiicnsvardi. 3¢j-
lerne af koefficienter pad hgjre side bliver, hvis de opfattes som
talswt, netop de partielle differentialkvotienter af y. Skemaet
{6) er df opfattet som linear afbildning og skrevet ud i koordi-
nater. De variable X1""’Xn opirader i koefficienterne, men dette
er lkke udtrykt eksplicit. Selv om vi benytter de moderne beteg-
nelser, vil det ved konkrete anvendelser vaere prakitisk at skrive
differentialet ud i koordinater pa formen

df1(§,d§) = D1f1(§)dx1 +ooat an1(§)dxn

1l

dfp(gc_,d;_g) D1fp(;£)dx1 +oeet anp(g)dxn.

Nar situationen er som i satningerne. 10.17.2 og 19.19.1
foreligger der altsd to afbildninger definerede ved y = £(§) og
z = g(x). Den sidste afbildnings differential skrevet i koordi-

nater pd moderne form er

dg1(x,dz) = D1g1(z)dy1 Faeoet ng1(1)dyp
(8)
dgy(g,ay) = Dyg (gldy, +...+ Dyg (y)dy,.

Setning 10.17.2 udtrykker nu, at vi far differentialet
(skrevet ud i koordinater) af den sammensatte funktion z =
g(£(x)) ved i (8) pa hgjre side at indsmstte y = £(x) og dy, =

ar, (x,dx),...,dy_ = af (x,dx). I "gammeldags" hetegnelser far
1h=r= P p =
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(8) udseendet

dz, = Efl dy, + + ifl dy
173y, Tt Sy
(9) e
oz oz
az, = 55? Ay, +eeot 5§§dyp,

men nu er situationen den, at relationen y = £(x) forpligter os
til at tillazgge differentialerne dy1,...,dyp de ved (6) givne
vardier, og nu har vi netop set, at vi ved at indsztte disse
verdier og s&tte y = £(x) virkelig far differentialet af den
sammensatte funktion. S@tning 10.17.2 siger altsd netop, at ud-

trykket (9) er anvendeligt, selv om y1,...,yp er afhengige vari-

able.
Det 1 saztning 10.19.1 anfgrte udtryk bliver med de Hgammel-

dags" betegnelser

azk dzk dy1 azk oy
ox. _ 0y, Ox. Fooet oy ox. °
J 1773 p J

Denne regneregel er let at huske., Partiel differentiation af den
sammensatte funktion udfgres altsaved, at man differentierer
"gennem" hver af de variable yq o8 adderer resultaterne. Vi
noterer os, at det ikke gar an at opfatte de partielle differen-
tialkvotienter som '"rigtige'" kvotienter.

10.21. Det henderselvfglgelig ofte,at man i en afbild-
ning substituerer nye variable farvisse, men ikke alle, optrea-
dende uvafhengizs variable, men det betyder blot, at man udfgrer
den identiske substitution for de ¢vrige variables vedkommende,
og det er derfor ikke ngdvendig at gennemfdgre en sarlig under-
spgelse 1 dette tilflde. Hvis vi f.eks. ¢gnsker & differentiere
et sammensat udtryk af formen g(x,f(x,y)), satter vi

z = g(u,v), u=2x, v=gxy)

og vi far da
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¢z _cfzou 0397 0272 040Q7
ox 0 pre AV 9x ou OV 0
0z _ gz du 902 ¢ _ Az v

L dy ou oy T o7 hyr ov 5y ?

eller med nye betegnelser R(x,y) = g{x,f{x.3)):

D F(x,y,dx,dy) = Dy (X, (%, v) Jaxt, (e, £0x,y) Dy 8(x,x)dx
"‘._DZF(X&.}[,@.JL,-dy')”:\ Dz.g(.x,f('x_af(_x.; V) )sz.(zcgy)dy >

. Ligningssystemet (6) gelder altsi, . selv om de-variahla-
mxﬂymo-axn,ikke-alle er uafhengige.-Hvis det. specielt gelder, ~t.
~ ligningssystemet...~ .

(0) - 2(%) = Opeees £ (1) 2 0,
_hvor vi-et gjehblik antager, at n > p,.-har en.differentiabel.
lgsning af formen.. . ..
(1) x, = ¢1.(xw sonesX ) ooen TN (pp(_xpﬂr,_(,..,,_}XI'I);
.”da'vilhdisse.funktioner.substituarede.i (4Q). bevirke, at lig—
ningerne galder identdsk, altsi-at vi med.betegnelserne fra. (6) - - -
E far-dy, = e =~dyp»:-0«for-differantialﬁrnehaf.de“sammansatte--»-~~

v funktioncr . Nu.galdar uditryskene (6).imidlertid, selv om

XT,J,,,foer~afhmngige'variable,,og differenhialﬁrne«dx1,n..,dxp

éf-1¢sningsfunktionern&wﬁj1)"Vil.derforatilfredssiille»1igminger~
.ne.. . . ) -
T emee AR aa b g GX b e GX st see@X 0 =0
0 X, T ax§ s 0xp+1dxp+1 @Xn n
(12) . .- e et et e e e e e e e e et e e eteni
. oy oy Sy _ _ &y '
(q"—{l:‘l dx1 -t oo ot (?’5{;9. dax +3,.-"_E dx 1.1.1- Foentt (-i—s-c-g-d_};‘* EE O BN
s B _ 0%y R R e B Xy 0

Vi far sfledes et system af linesre ligninger, hvorval dif— -
'ferentialerne-dx?}m.o,d3p~eventuelt vil kunne beregnes,. Merc-
_dybtgéende .undersggelser, som vi ikle kan.gennemfgre her, vil_ ., .- -

vise,.at man endda kan slutte, at. legsningsfunktionerne {11).er—
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differentiable, hvis ligningssysteme. (12), hvor dx1,...,dxp op-
fattes som ubekendte, har én og kun én lgsning. Dette resultat
kan yderligere skarpes, sa det udtaler sig om eksistens og énty—
dighed af lgsningsfunktionerne (11).

Hvis vi f.eks. har, at x, y og t tilfredsstiller lignings-

systemet

2
X2 +y - utz =0

(13) 2

xy +t =0,

kan vi forudse, at x og y lokalt kan udtrykkes ved t ved hjalp af
element®re regneoperationer og kvadratrgdder, s& vi i et eller

andet interval far 2 eller 4 differentiable lgsningsfunktioner.

Ved differentiation far vi nu

2xdx + 2ydy - 8tdt = O
ydx + xdy - 2tdt = O
som har lgsningerne
_ (hx o+ 2y)t _ (ex - Ly)t
dx = 5 5 at, dy = > 5 at,
y - X X - ¥

og koefficienterne til 4t er séledes lgsningsfunktionernes dif-
ferentialkvotienter. Vi har faet dem udtrykt ved den uafhsngige
variabel t og de afhsngige variable x og y. Denne ulempe opvejes
af, at udtrykkene ikke bliver sa komplicerede. Metoden kaldes

implicit differentiation.

10.22, I gymnasiet vises en satning om differentiation af
et bestemt integral. For Riemann-integraler gmlder denne sztning
i f¢glgende form:

10.22.1. Setning. Lad f:[a,b] ind i R vare Riemann-integra-
bel, 6g lad X, € [a,b] vere et punkt, hvor f er kontinuert. Da er

den ved

F(x) = / * f{t)dt

o
a
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definerede afbildning F:[a,b] ind : R differentiabel i punktet
x, med differentialkvotient f(xo).
Bevis. Det er tilstrazkkeligt at vise, at den ved
aln) = £ (F(x +n) - P(x) - £lx)

definerede funktion er enEa-afbildning. Nu er

7 X h o
a(n) = 1 §/y+f<t)dt - /zf('t)dt> O
a
1 jx+?f<t> - £(x ) at,
X

s& f&r vi vurderingen

la(n)| ¢ sup{|£(t) - £(x )|t = I},
hvor I er det afsluttede interval med endepunkter X, 08 X + h.
Da f er kontinuert i X9 vil udtrykket pd hejre side have granse-
verdien O i punktet h = 0, og dermed er pastanden bevist,

10.23. De foregaende undersggelser med undtagelse af udle--
delsen af differentialkvotienterne af de trigonometriske funktio-
ner, eksempler der udnytter differentialkvotienter af eksponential-
eller logaritmefunktion, samt satning 10.22.1, gelder usndret for
afbildninger af &bne punktmmngder i komplekse rum. Vi kan saledes
anvende differentiationsreglerne umndret i det komplekse tilfzlde.
Polynomier og brudne rationale funktioner er sdledes differentiab-
le.

Det volder heller ingen vanskeligheder at anvende det fore-
giende p& afbildninger af en &ben mengde i et reelt rum ind 1 et
komplekst rum, En sadan afbildning kan =palteg i en realdel
og en imagiﬁmrdel, og det er let at vise (omtrent som beviset for
setning 10.17.3), at afbildningen differentieres ved at.realdel 0g
imaginzrdel differentieres hver for sig.

Differentiationsteorien kan selvfelgelig ogsé anvendes pa af-
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bildninger af &bne mengder i Xomplekse rum ind i reelle rum.
men en narmere undersggelse vil vise, at kun konstante afbild-
ninger bliver differentiable, si hele teorien bliver triviel.

10,24, At de trigonometriske funktioner og eksponential-
funktionen er differentiable ogsad som afbildninger af ¢ ind i
C kraver et sarligt bevis. Vi vil imidlertid bevise, at summen
af en potensrakke er en 1 rakkens konvérgenscirkel differentia-
bel funktion, og at differentialkvotienten f&s ved ledvis dif-
ferentiation af potensvakken, Vi viser fdrst en hjzlpesatning:

10,2L.1. Lemma. Evis potensrakken Eanzn har konvergensra-
dius R > 0, er

Zanhn =ag + ah + a(h)h,

hvor a(h) er en a-afbildning.

Bevis, Ved direkte udregning féas

B n~1 < n
a(h) = > ah =h ) a h",
n=z n=0

og her har den sidste potensrazkke abenbart konvergensradius R
og er derfor begranset i en omegn af 0, Dermed er pastanden be-

vieb,

<

10.24.2, Sztning. Lad 0 ¢ C vare den &bne cirkelskive med
centrum O og radius R. Lad f:0 ind i C vare en arbildning defi-

neret ved

T8

n
a_z 0
1l

=0

(z) =

o RAN

Da er f vilkarlig ofte differentiabel, og DPr er givet ved
D T n+p n
D*f(z) = p! ) (n ) Anep? 0
n=0

hvor potensrakken er konvergent i 0. For z € 0 og |h|] < R - |z]

vil f£(z+h) kunne fremstilles ved absolut konvergente rakke
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(o]
D
f(z+h) = E: Qng%él nP,

p=0
der kaldes Taylorrzkken for £,

Bevis, For dobbeltrakker med positive led har s=ztningen
om ombytning af summationsordenen uindskranket gyldighed, og vi

har derfor |z| +|h|<R, at

i'anl(lZIth)n:i i(g) la_|12|2P|n|? =
2;0 o n=0 p=0 o
p a1zl n]? < DN [z Pin|P =
%O o (5)leql 1217 21n] ;O ;O<P>l 1212 n|
g;; Z;;<i:>lanllzln—P|h|P _ z;g Zzg<n;p>lan+p|lzlnlh'p _
§j<:§i <n£p> Ian+pl|zln>|hlp,
p=0 n=0

Det andet og det fjerde lighedstegn kommer af, at <§> = 0 for

P > n. Det femte er fremkommet ved at sztte n = p+k og derefter
igen erstatte bogstavet k med n., Det fremglr, at vi kan satte

0.0_\

A (z) = n+Py g zn’
P D n+p

n=0
hvor rzkken pd hgjre side er absolut konvergent for |z] < R.
Det fremgar endvidere af udtrykket efter det andet lighedstegn

1 udregningen ovenfor, at dobbeltrzkken

~a

2, n-p.p
}: <p> anz h

n, p=0

er absolut konvergent, og ombytteligheden af summationerne med
hensyn til n og p gzlder derfor, selv om numerisktegnene slettes.
Men s& gwzlder hele udregningen uden numerisktegn, og den giver

os resultatet
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[o0]

£(z+h) = ZAP(Z) n®,

p=0
Nu ser vi direkte, at Ao(z) = f(z), og lemma 10,24.1 giver

derefter, at
f(z+h) - £(z) = A1(z)h + a(z,h)h,
hvilket viser, at f er differentiabel g at

pe(z) = A,(5) = i(m a,, 2,

hvor potensrazkken er konvergent for |z| < R. Dermed har vi vist,
at £ er differentiabel, og at differentialkvotienten fés ved
ledvis differentiation af potensrakken. Vi kan nu anvende dette

pa AP( z), hvilket giver

DA (z) Ei}n+1) n+p+1> 2 pa? 1 =

(p+1) }: <n+p+1> n+p+1 2" = (P+1)Ap+1(z)’

p+1

og en simpel induktionsslutning giver nu, at

A()——%Tl.

Dermed er sstningen fuldstendig bevist.

10.25. Det ses nu umiddelbart, at differentiationsreglerne

Z z d . d .
d_e” - ¢ ; 5= COosz = ~8inz; <> 81nz = COSZ
dz dz dz

ogsd gxlder for komplekse variable. Udledelsen er uafhzngig af
de trigonometriske funktioner i det reelle omrade, og den giver
0s mulighed for at indfgre de trigonometriske funktioner ved
hjzlp af potensrakkerne og saledes undgh den anvendelse af an-
skueligheden, der indgdr i gymnasieundervisningens indfgrelse
af de trigonometriske funktioner. Det er ikke svert pa grundlag
af de nye definitioner at vise, at ¢o(x) = eix definerer en

sur jektiv afbildning ¢:ﬁ pad v, hvor y er enhedscirklen i den
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komplekse plan, og derved indfgre argumentet for et komplekst

indfgres .
tal. Derved kan ogsa vinkelbegrebet/uafnanglgt af overvejelser,

der bygger p& geometrisk anskuelse.
10.26., Lad 0 ¢ & vere en aben mengde. En afbildning £:0 ind
i ¢ er bestemt ved sin realdel og imaginardel. Vi vil anvende

betegnelserne

LY

z = X+iy, w = u+iv, Xx,y,u,v € R

w=1£(z) = £(x+iy) = g,(x,¥) + ig,(x,¥).

. 2

0, = {(x,y) | x+iy € 0}; 0 c R,

.1

og g,,8, er da afbildninger af 0, ind i R. Idet vi sztter h =

1
h,+ih,, hvor h,,h, € R har vi tilvaksten

1 17772
Af(z,h) = £(z+h) - £(z) =
g, (x+h,,y+h,) + ig,(x+h,,y+h,) -~ g,(x,5) - igy(x,¥) =
0gy(%,55h,,h,) + i0g,(x,¥5h,,h,).
Hvis £ er differentiabel, har vi en opspaltning
(14) ar(z,h) = Df(z)h + a(z,h)h,
og her kan vi sstte
Df(z) = A1(X,y) + iAz(x,y)
a(z,h) = oc1(x,y;h1,h2) + iaz(X9Y5h1:h2):
og ved spaltning af (14) i realdel og imagin®mrdel far vi nu
Ogy(x,530y50,) = A 06y = A,06,¥)h, + ay(x,y3h,,h,) |l
(15)
88y (2,330, 5hy) = Ay (x,¥)hy + A (x,¥)h, + a (x,5;5h,,h0,)h,
hvor
1 hy
s TTET %4 T TRT %2 T TRT %+ *TmET %

er o-funktioner, idet

Det ses af (15), at g, og g, er differentiable, samt at

(16)
D -D
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Hvis g, og g, er differentiable og (16) er cpfyldt, har vi
opspaltningerne (15) med A1 = D1g1, A2 = D1g2. Ved multiplika-
tion af den sidste af ligningerne (15) med i og péfslgende
addition af ligningerne far vi

Af(z,h) = (A1(x,y)+iA2(x,y))(h1+ih2)+

(a5 (x,75hy 50, )+i0y(x,¥30,,0,)) bl

hvilket viser, at f er differentiabel. Vi har sédledes set, at T
er differentiabel, hvis og kun hvis recaldelen og imaginardelen
af £ er differentiable som funktioner af 2 reelle variable med
partielle differentialkvotienter, der tilfredsstiller (16),

Med gammeldags betegnclser rar (16) rglgende udsecnde

du _ OV 9ov __9u
9x dy ’ ox oy

Dette differentialligningssystem kaldes Cauchy-Riemann's dif-
ferentialligninger,

For den ved w = z, altsd u = X, Vv = -y definerede afbild-
ning galder kun den sidste af de to ligninger, og afbildningen
er derfor ikke differentiabel. Dette eksempel viser, at selv
overordentlig pzne funktioner af en kompleks variabel ikke be-
hgver at vare di fferentiable. Et mere indgaende studium af den
eksklusive klasse af differentiable funktioner af en kompleks

variabel er et bade interessant og nyttigt led i den hgjere

matematiske analyse.
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1. Angiv mengden af fortetningspunkter for fglgende maengder:
1) En &ben cirkelskive i R®

2) En afsluttet cirkelskive i R°

3) En cirkelperiferi i R?

4) Mengden af punkter med rationale koordinater i Rz

- - - 2
5) Foreningsmengden af kugleomegnene K(2 n,3 1.2 Ty 1 Re.

2. br rigtigheden af udsagnet
a € T er fortztningspunkt for A ¢ T
afhaengig af det topologiske rum T 1 den forstand, at udsag-
nets sandhedsverdi kan @ndres, nidr T erstattes med et delrum
af’ T indeholdende punktet a og delmengden A?

3. Angiv mzngden af fortetningspunkter for talmasngden

{2—p + 2794 27T p,q,r € N Ap < g < ri.

Angiv endvidere mengden af fortetningspurkter for mengden af

Tortetningspunkter o.s8.v.

Ly, Samme opgave for mengden
EOIU 52_p1 +.o¢+ 2—pn n,p ,u.o,p EN/\ngP <P < s e 0
1 n SRR 2
<P, i-
Omhu tilrades! Det vil vere fornuftigt at tegne en skitse af

mangden.,

5. In afbildning f:]a,b[ ind i R er monoton og begraznsct.

Vis, at £ har grensevaerdier 1 a og b,

6. Vis, at den ved f£(x) = x— definerede afbildning f£:]0,e[ ind

i JO,e[ har gr@nseverdi 1 i punktet O.

7. Vis, at de ved 1

£,(x) = e, 3 =1,2

definerede afbildninger f1:]—w,0[ ind i R* og fz:]O,m[ ind i
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10,

11,

12

13,

1h.

150

*
R" har grsnszverdier i punkterae O,+oo og -_ 08 angiv disse

gransevardier,

Samme opgave for de ved

1 -1/1
fj(x) =le* + 1 e* - 1

definerede afbildninger.

Vis, at den ved f(x) = (1+x)1/X definerede afbildning
f:]-1,0[w]o,8] ind i R definerede afbildning har gransevaer-
dien e i punktet 0., (Benyt den for x € ]0,1[ gyldige ulighed

.1
x-73 x° < log(4+x) < x, der let udledes af logaritmerazkken).

' 5
Vis, at udtrykket (1-cosh)vh kan bringes p& formen

a(h)h®, hvor a er en a-afbildning.

Bevis, at den ved a(h) = Hl_w___ll_zh1h2h3 definerede afbildning

a:k2 \ {0} inaiR er en q-afbildning.

-
Vis, at udtrykket e for ethvert n € N kan skrives pa

formen a(h)hn, hvor a er en a-afbildning,

Vig,at den ved g(h) = lh[-z(h2h3+h3h1+h1h2) definerede af-

bildning B:ﬁB \ {0} ind { R er begramnset i en omegn af O.
é‘

Setning 8.3%6.1 kan omforﬁes til en sztning, der giver en
ngdvendig og tilstrwkkelig betingelse for kontinuitet, s&-
ledes at betingelsen udeipkkende vedrgrer konvergens af fgl-
ger. Formuler denne swtniﬁg ngjagtigt. (Beviset for saztningen

bliver aAbenbart blot en del af beviset for saztning 8.36.1).

Vis direkte ud fra definitionen, at den ved f(x) = ¥ defi-

nerede afbildning f:R ind i R er differentiabel for x % O,

men ikke for x = O. ,

i

!
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Bevis, at den ved

£(x) = {

O for x =0

X sin X—1 for x F O
definerede afbildning £:R ind i R er kontinuert, men ikke

differentiabel i punktet O.

Bevis, at den ved

£(x) = {

1 for x = 0O
x 'sin x for x $+ O

definerede afbildning er differentiabel i punktet O.

Opskriv (ved anvendelse af de fra gymnasiet kendte differen-
tiationsregler) differentialet af den i opgave 17 indfgrte

Tfunktion.

Vis direkte, at den ved f£(x) = x12x92 definerede afbildning
£:R° ind i R er differentiabel og opskriv dens totale dif-

ferential.

Vis, at den ved
O for x = 0

£(x) = { 2 T 2

2\ -1 2
(x,7+x,") 'x,"x, for x 4 O
definerede afbildning f:R2 ind i R er differentiabel i punktet

O og angiv dens totale differential i dette punkt.
Angiv de partielle differentialkvotienter af
. 2 2y .
f(x,y) = sin(xy), e(x,y) =v(x"+y7),

h(x,y) = Arctg %

Vis, at den ved

£(x,y) = {iyfig+§gsyg = (0,0)

definerede afbildning £:R° ind i R har partielle differenti-
2

alkvotienter i ethvert punkt af R, skgnt den ikke er kon-
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tinuert i (Q,0).

23. Opskriv de totale differentialer af

2 2 -
£(x,y) = log(x"+y7), &(x,y) = 5%

h(x,y) = Arctg(x tg y),
idet de fra gymnasiet kendte differentiationsregler benyt-
tes, og det antages, at afbildningerne f,g,h er differen-

tiable i deres definitionsomraéder,

244 For u = xXcosy, Vv = xsiny ¢nskes udregnet

1 ou 9y _ ou 9v
* 0X 0y Oy 84X

2. (du)2 + (dv)z.

. - ,4
25, Hvilke funktiener u = f(x,y) tilfredsstille® betingelsen

-é-% = x2-y2?

Hvilke af de fundne lgsningsfunktioner har en partiel differen=
tialkvotient med hensyn til y? Undersgg, om der blandt

disse funktioner, der tilfredsstiller en af fglgende betin-—

gelser:
ou _ ou  _ _ ou _
55 = 22XV, 55 = 2XY~Y, 3y = XY e

26. Lad 0 ¢ R" vare en 4ben mengde, a € O et punkt og £:0 ind i
R en differentiabel afbildning. Vis, at
f(a) = sup £(0) = vh(daf(a,h) = 0).

27+ Opskriv differentialet af den ved u = xcosy, v = xsiny defi-

nerede afbildning af &2 pa Re,

28. En afbildning £:2° ind i ®° er givet ved
f1 (2{'._) = X
£,(x)

f3(§) = X, %50

CoB X

]
—
I

1
x1 sin x

2

e
o
il

2
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3

ind i R er givet ved

2 2
z = g(y) = y,7+v, 5" .

En afbildning g:R

Dan afbildningen g°§:R2 ind i R, udregn df, dg og d(g°f),
sdledes at det sidstnzvnte differential udregnes dels direkte,

dels ved hjzlp af hovedsstningen.

Z
29! Angiv det totale differential af den ved £(x,y,z) = = de-
finerede afbildning, og angiv differentialet af den ved

X
g(x) = ¥ definerede afbildning.

30, Vis, at det for den ved
X X

1
f1(§) = e cOoB X f2(§) =e |

sinx,
definerede afbildning Q:RZ ind 1 2 gelder, at udtrykket

”h”-1”d£(£,h)ﬂ er uafhangigt af h (og af xz).

31, I &> betragter vi kuglefladen K med centrum i (0,0,%) og
radius.z. En afbildning Q:Rz ind i &> defineres ved, at
f(x) er det fra (0,0,1) forskellige skaringspunkt mellem K
og den rette linie gennem (0,0,1) og (xﬂ,xz,o) (stereografisk
projektion)., Vis, at udtrykket ”hH-1Hd£,(§,Q)H er vafhsngigt

af h.

32, Undersgg (metode som i opgave nr., 25), om der eksisterer

differentiable afbildninger af R2 ind i R med fglgende totale

differentialer:
1), xdx + ydy. 2). xdx - ydy.
3). ydx + xdy. L), ydx - xdy.

33, Samme opgave for udtrykkene

yax-x4dy ydx-xdy ydx-xdy
] ]
x2 y2 x2+y2
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3Ly, Samme opgave for udtrykkene
X . X .
e" (cosydx + 31nydy), e (cosydx - sinydy).

35 Udled ud fra rekkeudviklingen

nye rokkeudviklinger ved afvekslende at differentiere og at

multiplicere med z(prg¢v 2 eller 3 gange).

36. Rzkkeudviklingen af funktionen (1—z)—1 ud fra punktet %,

altsad cn re#kkeudvikling af formen
-1 = n
(1-z) ' = 2J an(z—%)
n=0

far konvergensradius %. Hvorledes kan dette vises uden at

razkkens koefficienter fgrst udregnes?

37. Det i opgave 36 stillede spgrgsmdl kan ikke klares pa samme
simple madde for punktet —-i. Hvor stor bliver konvergensra-

dius 1 dette tilfslde.

38, Vis, at den ved
w = log z = log|z] + i Arg z
definerede afbildning log er differentiabel i det indre af

sin definitionsmengde i C.

39,. Udregn differentialkvotienten af

1+iz
w=—;—log1—_-i-§.

40, Lad O ¢ & vare 8ben. En afbildning £:0 ind i U definerer en
afbildnihg g:RZ ind 1 Rz P& naturlig made. Det antages, at £

er differentiabel. Vis, at HQH_1Hd£(§,Q)H er uvafhangig af h.
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Vanskeligere opgaver.

L1. En afbildning £:R" ind i R kaldes homogen af grad p, sifremt

v k >0vxeRr(kx) = x¥Pr(x)).
Bevis, at denne betingelsé er ensbetydende med, at lig-
ningen

x1D1f(§) +oeot annf(g) = pf(x)

er opfyldt identisk.

L2, En afbildning z = £(x,y) af en YA
. L2 .o P
aben m&ngde O - R2 ind 1 R I 74
. ~
kan ogsa beskrives p& grundlag v rff/ :
g
af polzre koordinater (r,®), idet : yd !
i/f\@)
P } S
X X

X = rcos@, y = rsin@,
sledes at afbildningen ogsé er defineret ved

z = g(r,®) = f(rcos®,rsing) .

Find de partielle differentialkvotienter %%, %% udtrykt ved

%%, g% s 0g Tind dernsst en formel til udregning af
2 2 ‘
<§§> + <§§> ved hjelp af polzre koordinater.

L3, Vis, at den ved

0 =
£(x) = { Eor % _10 5 .
X, 7+x5,7) 'x,7x, for x ¢ 0

definerede afbildning £:k° ind i R er differentiabel i
22\ {0}, men diskontinuert i Q. Vis, at det for ethvert
A€ R? gzlder, at den ved f(x1t,%2t) definerede afbildning
af R ind i R er differentiabel overalt.

L. En afbildning £:%° ind i R er defineret ved

£(x,y) = (x°-y)° - x°.
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Vis, at den ved

g(t) = £(\t,ut)
definerede afbildning g:R ind i R for ethvert (An,u) # (0,0)
har et relativt minimum for t = O, men at f(x,y) ikke har
rclativt minimum (definerct p& naturlig madde analogt med det

tilsvarende begreb fra gymnasieundervisningen) i punktet (0,0).

4b, Vis, at der ved lcdvis differentiation af en potensrzkke op-

star en ny potensrzkke med samme konvergensradius. Bestem

konvergensradius for rzkken

oo
— nl

n! .

n=1
Vis, at summen f(z)‘af den rakke, der fas af den givne ved
ledvis differentiathon antager numerisk vilkarligt store vaer—
dier indenfor enhver omegn af ethvert randpunkt. Vis dernsst
at Taylorrzkken i punktet z for den ved d en givne rgkke frem-
stillede fupktion er en potensrzkke, hvis konvergensradius

nctop er R - |z|, hvor R er konvergensradius for den givne

rakke.

46. Vis, at den ved
() =y 2
f(z) =
24 (n!)2
n=1

definerede funktion afbilder konvergenscirklen bijektivt pa

en begranset delmsngde af O°.

L47. Undersgg, om der eksisterer en afbildning gg:P2 ind i R,
sdlcdes at . )
f(x+iy) = ex(sinxcosycoshy—sinycosxsinhy) + igZ(X:Y)

definerer en differentiabel afbildning f£:C ind i C.
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L8.

L9.

Svere opgaver.

Laa

vere en potensrokke med konvergenscirkel U (&ben). Vis fgl-
gende pastand om d en ved raekkens sum definerede afbildning
f£:U ind i O:

(3z€UvneND(z) =0)) w Vvnela =0).

Vi benytter betegnelsernc fra opgave 48, og vi antager, at
betingelsen
In € N(an 4 0)
er opfyldt. Vis fglgende pastande:
v z € U(|£(z) | < supf|f(2)]|lz € U}

v z € U(|£(2)] = inf{|f(z) ||z € U} = £(z) = 0).

Udnyt dette t i1 et bevis for, at ethvert ikke konstant poly-
nomium har en rod i den komplekse plan (algebraens fundamen-—

talsztning) .

50. Vis, at en funktion f:U ind i T, der er defineret som sum

aff en potensrakkc med konvergehscirkel U, og som indeholder
mindst ét ikke konstant led, har den e genskab, at billedet

af en aben mengde i den komplekse plan er en a&ben mzngde.
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MA 10.7 Linie

10.8 Linie
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10.10 Linie

=

10.11 Linie

Ma 10.13 Linie

MA 10.15 Linie
Linie
Linie
Linie

Linie

MA 10.16 Linie
Linie
MA 40.17 Linie
Linie
MA 40.48 Linie
Linie
Linie
MA 10.19 Linie

Linie

Linie
MA 10.20 Linie
Linie
Linie
Linie
Ma 10.21 Linie
Linie

MA 10.22 Linie

13
12

12

13

f.o.
fe0e
f.o.

.00

f.n.

f.o.
.o
f.ne.
fen.

fene

f.ne

fene.

f.o.
fene

f.n.

‘Tane

fene

fe.0.

fono.

fone
f.o.
fa0e
fen.
fen.
f.o.
fe.o.

feOo

Efter "har den" tilfgjes "ved'.
Efter "er kontinuert" tilfgjes "pa I".
x rettes til f.

1 s t
[y'], rettes til [y ]x - a

£g,j(xk) rettes til gg’j(xj).

o x R rettes til .0 : BT x R%.

2) rettes til 1) og ordet "derfor'" slettes.
X, rettes i begge tilfmslde til xj.

d rettes til y.

£'(x) rettes til £'  (x).

X,
j J

A (x) rettes til aAp.(x,h).
Pj = Jd =
AP rettes til Ap.e.

3 J
Her slettes 4 foran h. .
Efter "Vi begynder" tilfgjes '"med".
K rettes til M. .
Efter Yafsluttet" tilfgjes "og begranset',

sup L(E) rettes til aup {|L(x)|l.
E

Ordet "differentiabel" rettes til line=r.
0 rettes i begge tilfslde til a. Ligeledes ret-
tes det ogséd i linie 6 og 4 fenee
"gelder, at den" slettes.
K rettes til M.
R rettes til &%,
Der skal std g(f(a)) i stedet for g(f)a))
A.gg(Ag_f_'_(Q)) rettes til Ahg(aé_g(g)).
| imellem g, og (h) slettes.
f£(h) ,
Over brgkstregen rettes |laa='=’|| til HAag(Q)H.

Der tilfgjes g; efter (h) .
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MA 10.23 Linie 4 f.n. Det sidste D;(E)dxﬁ rettes til Dng(g)dxn.
n

n
MA 10.24 Lipie 12 f.o0. Det sidste E: rettes til }: .
k=1 J=1

MA 10;25 Linie 11 f.n. 19.1901 rettes til 10.1901.
MA 10426 Linie 2 f.n. v = g(x,y) rettes til v = £(x,¥).

MA 40.27 Linie L4 f.0. Linie L-5-6-7 slettes;istedet skal st fglgende:

D,F(x,y) = Dy8(x,8(x,¥)) + Dya(x,f(x,y))D,f(x,y)

D,F(x,¥) = Dy&(x,£(x,¥))D,f(x,¥).
Hvis det gzlder, at sscee
Linie 10 f.o. "et ¢gjeblik" slettes.
Linie 14 f.o. "altsd" rettes til "og derfor",
MA 40.28 Linie 14 f.o. =~ rettes til +.
Linie 16 f.0. Under den fgrste brgkstreg rettes y2 -x2 til
x2 - y2 og over den sidste brgkstreg skal sta
(-2x - Ly)t.

Linie 3 f.n. Efter "Riemann-integrabel' tilfgjes "over [a,b]".

( Linie 1 f.n. Rettes til F(x) = f £(t)dt.
84X

MA 10,29 Linie 3 f.o. "er tilstrakkeligt" rettes til "kommer ud pa'.
Linie 4 f.o. De to x'er rettes til Xge
Linie 6 f.0. Linie 6-7 slettes;istedet skal stad fglgende:

a(h):% .y h]f(t)dt - f . £(t)at)- £(x_)
% f[xo,xo+h (£(t)-f(x,))dt for h > O
( . %.[[xc;+h,xo](f(t)_f(x°))dt oo

MA 10,30 Linie 14 f.o. Der tilfgjes'for |h| < R."
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MA 40,30
MA 10.31
MA 40432
MA 10.33

MA 40.34L

Linie
Linie
Linie
Linie
Linie

Linie

12 fan.
5 f.0.
12 fon.
7 Tene
5 fen.

5 fe0o

z rettes til 2 begge gange.

Efter "har derfor" tilfgjes '"for",
Over brekstregen skal std DPf(z).
ay rettes til oy, *

ay rettes til a, e

oy rettes til au.
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Kompakthedsteori.

11.1. De videregaende undersggelser af differentiable funk-
tioners egenskaber bygger wh de hovedsmtninger om kontinuerte
funktioner pd& afsluttede intervaller, som ogsa spiller en rolle
i gymnasieundervisningen. I det fglgende skal vi diskutere, i
hvilket omfang disse sathinger kan udvides til kontinuerte af-
bildninger af metriske rum ind i metriske rum. I virkeligheden
kan setningerne i et vist omfang oﬁerf¢res til kontinuerte af-
bildninger af topologiske rum ind i topologiske rum, men en sé-—
dan udvidelse vil ikke blive gennemfprt i dette kursus. |

Det viser sig, ° de omtalte hovedsatninger for s& vidt
angar afbildninger &ai samgder i ™ er gyldige, nar man i stedet
for afsluttet interval blot satter afsluttet, begranset mangde.
IForholdene bliver imidlcrtid 1idt mere.komplicerede for afbild-
ninger af vilkarlige metyiske rum, og deres formulering n¢dven—
digggr indfgrelser af »% vigtigt, nyt begreb, kompakthed.

11.2. Vi betragter et metrisk rum T = (M,dist) og en delQm
mengde A ¢ T. Vi vil interessere os for muligheden aff, at A ¢ T
har fglgende to egenskaber:

I. For ethvert r > 0 eksisterer der endelig mange punkter
€ T (eventuelt € A), sélecdes at A ¢ ﬁ K(a,,,r).

n
Kort udtrykt: for ethvert r > 0 kan A dzkkes med endelig

Ayseessd

mange kugler mcd radius r,
II. Znhver punktfglge (bn) pad A har en dclfglge, som er en
fundamentalfglge. |
11.3. Vi indleder vore undersggelser med fglgende hjzlpe-
satning:

11.3.1. Lemma. Hvis A ¢ T har egenskaben I, medens (bn) er
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en punktfglge pa .\, og r er et positivt tal, eksisterer der en

delmwngde B ¢ A med diam B ¢ 2r, som indeholder en delfglge af

(b ).
Der eksisterer nemlig punkter By5000sfy € T, saledes at
n n

Ac U K(av,r), hvilket medfgrer A = U A,, hvor A = An K(av,r).
v=1 V=1

For hvert v galder diam A < diam K(av,r) ¢ 2r, og da b for
hvert n € N tilhgrer en af mangderne \v’ vil en af disse inde-
holde en delfglge af (bn)°

11.3.2, Sztning. BEgenskaberne I og II er zkvivalente.

Vi viser fyrst, at egenskaben I implicerer egenskaben II,
og vi antager derfor, at A ¢ T har egenskaben I. Vi benytter
lemma 11,3.1. med r = %, o finder, at der eksisterer en mangde
A1 ¢ A med

diam A, < 1 og delfylge (a1n) arf (an) pa A1.
Vi anvender nu lemma 11.3.1 med r = & pa A1 c T og fglgen (a1n),
og vi far en mangde A2 c A1 med

diam &, < + og delfglge (a2n) af (a1n) P& A,
I nzste trin velger vi r = %—og anvender lemma 11.3.1 pa A2 og

fglgen (a Idet denne proces kan fortszttes i det uendelige

2n)°
(dette burde vises ved et induktionsbevis, som dog er helt tri-
vielt) far vi en fglge af delmzngder

A1 Q »!‘\-2 9 -"\- D LI J

3 =
med diam Aqu %, samt en fglge af fglger

(ayn)s (a5)s (ag)sens
hvor hver fglge har alle de fglgende som delfglger, og hvor (aqn)
for hvert g ligger i A . For fplgen (ann) gzlder da, at dens
elementer fira index q ligger i Aq, som har diameter ¢ %. Men
det viser netop, at (ann) er en fundamentalfglge. Dermed har vi

bevist, at I = II,

Beviset for II = I fgres indirekte, Vi antager altsa, at I
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ikke er opfyldt. Vi skriver betingelsen I et formelt sprog:
n

vr > 03 a,,...,a, €4 (A ng1 K(av,r)).
Antagelsen, at I ikke er opfyldt, er negationen af denne rela-
tion, altsé

n

Ir > 0Va,...,a < A (A ¢ vg1 K(av,r)),
Betingelsen i1 parentesen siger, at .\ omfatter punkter, der fal-
der udenfor alle kuglerne K(av,r), og betingelsen kan derfor
ogsa skrives

3r >0V a,...,a, €Ada, A (Aist(a,a) 4) 2T,

v = 190099n)l

Idet r > O velges i overensstemmelse med denne betingelse,
kan vi altsi et for ét valge punkter a1,a2,... i mengden A, sa-
ledes at hvert punkt har afstand 2 r fra alle de¢ forcgaende.
IMglgen (an) har den egens, », at dist(ap,aq) 2 r for alle
(p,q) med p £ q. Enhver delfglge af (an) vil da have den samme
egenskab og kan saledes ikke vaere en fundamentalfglge. Vor an-
tagelse medfgrer sdlecdes, at betingelsen II ikke er opfyldt.

M4, Vi vil belyse det foregaende med et par eksempler.,
Vi bemarker fgrst, at sztning 8.7.2 viser, at de ifglge satning
1.3.2 ®kvivalente betingelser I og II hgjst kan vere opfyldte
for begransede ma&ngder, P4 den anden side har vi

11.4.1. Smtning. ™n maengde A ¢ E" har egenskaberne I og
I, hvis og kun hvis den er begranset.,

Lad r > O vare givet. For p € Z" indfg¢rer vi ‘“kassen’ K(p)
defineret ved

_f . 2p,r
I((E) - 2{. 'X‘U v = 1,ooogm.} °

I‘ A d
L Verep U Ry ey
Det er klart, at hvert x € ¥" tilhgrer mindst én af disse kas-

ser, Vi behgver blot for hvert v at velge p, det (eller et af de)
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i definition 11.5.1 svarer overdskningen A' = {0. nA | j € J}

J
med mengder, som er abne relativt til A, og pd den anden side
kan enhver overdszkning af A med mmngder, som er &bne relativt
til A, fas pa denne mdde. Vi kan derfor erstatte studiet af
kompakte mengder i metriske rum med et studium af kompakte me-
triske rum.

11.6., Vi vil nu vise en s®tning, der i virkeligheden blot
er en overszttelse af definition 11.5.1 til et udsagn om afslut-
tede mengder i et kompakt rum.

11.6.1. Setning. Et metrisk rum T er kompakt, hvis og kun
hvis folgende pastand gzlder for ethvert system F = Fjlj € J}
af afsluttede delmzngder af T:

Hvis det for enhver endelig delm=z:ngde J1 c J gzelder, at

Jjed
1
da gzlder ogsid
n r. + 2.
€ Y

Bevis. Den i sstningen omtalte pastand er en implikation af
formen A = B, og en sddan er jo skvivalent med =B ="A, altsd
med folgende:

Hvis QFJ = 0, eksisterer der endelig mange Fj med tom felles-
mengde, Men at visse Fj har tom fsllesm®ngde er ensbetydende med,
at deres komplementsrmsngder udger en overdskning af T, og deraf
fremgdr, at pidstanden i s®tning 11.6.1 blot er en anden formule-
ring af betingelsen i definition 11.5.1.

11.6.2. Setning. Enhver pungtlege (an) i et kompakt metrisk
rum T har en konvergent delfelge. Et kompakt metrisk rum er et
fuldstendigt rum.

Bevis. TLad (bn) vere en fundamentalfelge pad T. Vi setter

B = {b

5 | p €N}, P = ﬁn’ og F = {Fn | n € N} er da et system

n+p
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af afsluttede punktmengder péd A. Da hver Fn indeholder alle bq
med q > n, vil endelig mange Fn altid have punkter fzlles. Af

setning 11.6.1 felger nu, at der eksisterer et punkt b € ON F -
Enhver af kuglerne K(b,%) indeholder derfor et element sz af felgen

og vi kan valge disse punkter i nummerorden, siledes at iﬁdexfﬂlgen
(qn) bliver strengt voksende. S8 gmlder (bqn) -+ b og af s®tning
8.37 .1 folger derefter, at (bn) - b, Altsd er T fuldstzndigt.

Da T er przkompakt, har T egenskaben II, og (an) har derfor en del-
felge, som er fundamentalfelge, men den er tillige konvergent, i-
det vi har vist, at T er fuldstmndigt. Dermed er s®tning 11.6.2 be~
vist.

1M1.7. Vi vil nu vise kompakthedrcteoriens hovedsmtning, som
vi formulerer pd felgende made:

11.7.1 Setning. Et metrisk rum T er kompakt, hvis og kun hvis
enhver punktfelge pd T har en konvergent delfelge.

Bevis. Af sa=tning 11.6.2 fremgdr, at "kun hvis" gmlder, og vi
skal derfor blot vise "hvis'". Da en konvergent folge tillige er en
fundamentalfelge, har T egenskaben II (se 11.2), og er sidledes pre-
kompakt. Lad os antage, at T ikke er kompakt (vi vil altsd fere et
indirekte bevis). Der findes da en overdskning A = {Oj[j € J}
af T med adbne mmngder, saledes at ingen endelig delmengde af A
dwkker T. Lad (en) vere en reel talfelge, som er aftagende og har
grenseverdien 0, For hvert n findes der en overdszkning af T med en-
delig mange kugler med radius €, 08 det er da klart, at hvis A
for bare en verdi af n indeholdt en endelig overdskning af hver
af disse endelig mange kugler, ville disse endelig mange endelige

overdskninger tilsammen udgere en overdxkning af T. Vi har imid-

lertid antaget, at en s&dan ikke findes, og vi kan derfor slutte,
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at vi for hvert n € N har en kugle K(a, ,e,), sdledes at A ikke
indeholder en endelig overdskning af K(an,an).

Nu har vi antaget, at enhver punktfelge p&d T har en konver-
gent delfelge, og felgen (K(an,sn)) af kugler pd T har derfor en
delfeolge (K(aﬁ,sg)), for hvilken (aﬁ) konvergerer mod et grense-—
punkt a € T. Da A er en overdmkning af T, eksisterer j € J, sa-
ledes at a € Oj’ og da Oj er &ben, eksisterer der et ¢ > 0, sé-
ledes at K(a,e) ¢ Oj' Da (aﬁ) ~ a og (SA) - 0, kan vi velge n,
sdledes at

dist(a,aﬁ) < %e, e! < %6,
og vi har da

K(ayse,) ¢ Kla,e) ¢ 045
hvilket viser, at {Oj] er en endelig overdskning af K(aﬁ,sﬁ)
i modstrid med, at vi havde valgt K(aﬁ,sﬁ) sdledes at en sddan
endelig overdzkning ikke eksisterede. Dermed er vi ndet frem
til en modstrid, og vor antagelse, at T ikke var kompakt, kan
sdledes ikke vmre rigtig.

11.7.2. Setning, En punktmengde A i et metrisk rum T er
kompakt, hvis og kun hvis enhver punktfplge pad A har en delfelge,
som konvergerer mod et grmnsepunkt, der tilherer A.

Bevis. Setningen fis umiddelbart ved anvendelse af smtning
11.7.1 pd delrummet A,

11.8. Vi sammenfétter nogle vigtige egenskaber ved kompakte
mengder i1 folgende setning:

11.8.1. Setning. Et kompakt rum er fuldstendigt. En kompakt
mengde i et metrisk rum er begrenset og afsluttet. En punktmengde
i et kompakt rum er kompakt, hvis og kun hvis den er afsluttet.

Bevis. Den ferste pdstand vistes i setning 11.6.2. Som tid-

ligere n®vnt, vil en kompakt mengde have egenskaben I og felgelig
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vere begranset. Lad nu A vere en kompakt mesngde i et metrisk rum
T. For a € & kan vi for hvert n € N valge a, € An K(a,%), og
vi har da (an) ~» a, Nu har (an) en delfolge (aﬂ), som konvergerer
mod et grsnsepunkt b € A. Men enhver delfelge af (an) har a som
enegte gransepunkt. Altsd gmlder a = b € A, Dermed har vi vist,
at A er afsluttet. Lad endelig A vere en afsluttet mengde i et
kompakt rum T, og lad A vare en overdskning af A med abne msngder.
S& er A u {CA}] en overdzkning af T og indeholder derfor en endelig
overdskning fa af T og Ay \ {CA] er da en endelig overdskning af A,
Altsad er A kompakt.,

11.9. For punktmengder i m-dimensionale rum har vi felgende
swtning:

11.9.1. Setning., En punktmzngde A C R" er kompakt, hvis og
kun hvis den er begranset og afsluttet.

Bevis. Smtning 10.8.71 medferer "kun hvis", Lad nu A ¢ R*
vere begranset og afsluttet, og lad (an) vere en punktfelge pd A.
Ifelge smtning 10.4.71 har (an) en delfolge (aﬁ), som er en funda-
mentalfelge, og ifelge sztning 8.10.2 konvergerer (aﬁ) mod et punkt
a € R, Da A er afsluttet gxlder a € A, Dermed er sstningen bevist.

Af s®tningen fremgidr, at en begrsnset punktfelge i R" har

en konvergent delfelge. Dette er Bolzano-Weilerstrass' smtning.

Desuden ses det, at_enhver overdskning af en begrenset, afsluttet

vunktmesngde i RO med &bne mengder indeholder en endelig overdsk-—

ning, Dette er Borel's overdskningssetning. De to s®tninger har
en central betydning som grundlag for den matematiske analyse.
11.11. For produktrum har vi felgende fundamentale s:tning:
11.17.1. Sgtning, TLad T1 og T2 vere metriske rum, Hvis T1
og T2 er kompakte, er produktrummet T = T1 X T2 kompakt.
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Begyndelsen af dette kapitel er omarbejdet, og derfor
kortere end det tilsvarende stykke af forelasningsnoterne

1961-62, Derfor mangler siderne 9-10.
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En fglge (xn) i T, hvor x, =(x£,xﬁ), xﬂ €T, x €T, har,
da T, er kompakt, en delfplge (yn), Yy, = (yﬂ,yﬁ), hvor (yﬂ) er
konvergent. Da T, er kompakt, har (yn) en delfglge (zn), z, =
(z%,zﬁ), hvor (zﬂ) er konvergent. Da (zﬂ) er en delfglge af (yﬂ)
er (zﬂ) konvergent, Da béade (zﬂ) og (zg) konvergerer er (zn) kon-
vergent,

11.12. Vi skal nu studere kompakthed i forbindelse med af-
bildninger, og vi indleder med kompakthedsteoriens fgrste hoved-
satning:

11.12.1. Satning. Lad S og T vare metriske rum og f:S ind
i T en kontinuert afbildning, Hvis S er kompakt, er billedmzng-
den f(S) kompakt.

Lad A = {Oj | 3 € 3} vare en overdakning af £(S) med &bne
maengder, Da er f_1(A) = {f-1(oj) | j € J} en overdzkning af S
med &bne mengder, og vi kenderfor finde endelig mange 0j med
Jj € J, sdledes at mazngderne f-1(Oj) dzgkker S, ogmengderne 0j
vil da dskke f(S).

Som eksempel kan vi nazvne, at vi ved at anvende satning 11.

12,1 pé& projektionsafbildningerne far, at en projektion af en

kompakt mengde er kompakt, altsé begranset og afsluttet., Det er

derimod ikke rigtigt, at en projektionaf en afsluttet mangde
altid er afsluttet. I planen udggr en gren af hyperblen XXy = 1
sdledes en afsluttet mzngde, men dens projektion pé x1—aksen er
intervallet ]0,0[, som ikke er afsluttet.

Setning 11.12,1 er kompakthedsteoriens f¢rste hovedsatning.
Dens forbindelse med gymnasieundervisningens hovedssatninger om
kontinuerte fmktioner ses klart af fglgende specielle tilfaelde:

11.12.2, Sstning. Lad S vare et metrisk rum og f:S ind i R



Mat. 1, 1961-62 MA 11.12.

en kontinuert, reel funktion pad S. Hvis S er kompakt, har mzngden
f(8) et stgrste element og et mindste element.

Ifglge satning 11.12.1 er £(S) kompakt, altsd ifglge sat-
ning 11.10.1 afsluttet og begraznset, Altsd er sup £(S) endelig.
Efter sin definition er sup f(S) ikke et ydre punkt for £(8S), og
da f(S) er afsluttet, har vi alts& sup f£(S) € £(S). Analogt for
inf £(8).

11.13. Kompakthedsteoriens anden hovedsastning udtaler sig

om en egenskab, der kaldes ligelig kontinuitet, Vi mgder her for

fgrste gang glosen ligelig, der benyttes i forbindelse med rela-
tioner, der indledes med Ve > 0 3 > 0 eller Ve > 0 3N € N, Hvis
der i en sadan relation indgér variable, kan det have betydning
om § > 0 kan valges, séledes at det pa engang kan benyttes for
alle vazrdier af de variable., Lad os betragte de metriske rum S
og Ty, hvor vi 1 begge rum betegner afstandsfunktionen med dist,
idet der ikke er fare for misforstaelse, At £:S ind i T er kon-
tinuert i et bestemt punkt x € S udtrykkes ved relationen

Ve > 0 3¢ > 0 Vy € K(x,48) (dist(£(x),f(y)) < ¢).
At £:5 ind 1 T er kontinuert udtrykkes ved relationen

Vx € 8 Ve > 0 3F > 0 Vy € K(x,8) (aist(f(x),f(y)) < &).

At £:8 ind 1 T er ligelig kontinuert betyder, at denne betingelse

er opfyldt i den skarpere form, at det.samme § > 0 kan benyttes
for alle x € S, For at udtrykke dette m&d vi flytte kvantoren
VX € S hen bag den eksistentielle kvantor, og relationen bliver
derfor

Ve > 038 > 0 Vx € 8 vy € K(x,8) (dist(f(x),f(y)) < €).
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Her udtrykker kvantorerne vx € o vy € K(x,8), at pastanden skal
vare opfyldt for alle x og y 1 S med dist(x,y) < &, og vi fore-
trazkker derfor at skrive relationen pa den mere symmetriske form
(1) Ve > 038 > 0vVxe S vye s(dist(x,y) < & = dist(£(x),£(y))
< e). Vi definerer derfor:

11.13.1. Definition. En afbildning £:S ind i T, hvor S og T

er metriske rum, kaldes liglig kontinuert, hvis og kun hvis den
tilfredsstiller betingelsen (1),

Som en Prberedelse til beviset for hovedsztningen vil vi
dreje betingelsen (1) pd den anden made. P4 grund af den logiske
relation

(A=B) = (B= A),
kan (1) ogs& skrives
Ve > 03¢ > 0Vx € S vy € s(aist(f(x),f(y)) 2 & = aist(x,y) > 4).

Vi indfgrer nu en punktmazngde M(e) ¢ S x S defineret ved
(2) M(e) = {(x,y) | aist(£(x),£(y)) 2 e}
og betingelsen kan da skrives pa den kortere form

Ve > 038 > 0 V(x,y) € M(e) (dist(x,y) 2 &).
Nu er dist jo en afbildning dist:S x S ind i R, og vi kan derfor
lige s& godt skrive

Ve > 0 3¢ > O(inf dist(M(e)) 3 &),
og mu er & blevet overflpgdig i betingelsen, som reduceres til
(3) Ve > O(inf dist(M(e)) > 0).
Vi skal nu vise kompakthedsteorims anden hovedsaztning.

11.13.2., Sztning. En kontinuert afbildning f£:8 ind 1 T af
et kompakt metrisk rum S ind i et metrisk rum T er ligelig konti-
nuert,

Afbildningen dist © (f x £):8 x 8 ind 1 R er kontinuert,

da den er sammensat af kontinuerte afbildninger. Mzngden M(e )
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(se (2)) er netop originalmangden ved denne afbildning til den
afsluttede mengde [e,0]. Af setning 8.27.2 fglger derfor, at
M(e) er afsluttet.'If¢lge satning 11.11.1 er S x S kompakt, og
derefter fglger af sztning 11.9.3, at M(e) ¢ S x S er kompakt.
Da dist er kontinuert p4 S x S, er dens restriktion til M(e)
ligeledes kontinuert, og ifglge satning 41.412.2 har dist(x,y) en
mindste verdi inf dist(m(e)) pad M(e). For (x,y) € M(e) gzlder

nu dist(f(x),f(y)) 2 e > 0, altsd £(x) & f(y), altsd x $ y, altsa
dist(x,y) > 0. Specielt gwzlder dette ogsa for den mindste funk-
tonsvadi, altsd inf dist(M{g)) > 0., Dermed har vi vist, at be-
tingelsen (3) er opfyldt.

Det specielle tilfalde af sztning 11.13.2, der handler om
en reel funktion af en reel variabel pa et interval, omtales i
en del af de i gymnasiet benyttede lzrebgger som en saztning om en
funktions oscillation,

11,14, Vi skal‘vise endnu en tredie hovedsztning om konti-
nuerte afbildninger éf kompakte rum., Vi indleder med en defini-
tion:

11.14.1. Definition. Lad S og T vare topologiske rum. En

afbildning £:5 ind i T kaldes en homeomorfi, hvis og kun hvis T

er bijektiv og sé&vel f som f-1 er kontinuerte. Rummene S og T
kaldes homeomorfe, hvis og kun hvis der eksisterer en homeomorfi
£:8 ind i T,

Det fremgér umiddelbart af denne definition, at bade f og
f_1 afbilder aben mazngde pa &ben mxngde, afsluttet mangde pad af-
sluttet maengde, kompakt mangde pa kompakt mengde. Af £(A) = B
rolger £(&) = B, £(E) = B og £(§A) = 6B, og analogt for £ |, Det

ses endvidere, at '"homeomorf med" er en zkvivalensrelation, Topo-



Mat, 1, 1961-62 MA 11.15.

logien beskaftiger sig netop med de egenskaber og begreber, der
bevares ved homeomorfe afbildninger.

Vi skal nu vise den tredie hovedsztning.

11.14.2. Sztning. Lad S og T vare metriske rum, og f:S ind i
T en kontinuert, bijektiv afbildning. Hvis S er kompakt, er f en
homeomorfi.

Lad F ¢ S vare en afsluttet mzngde. Da S er komapkt, er F
kompakt ifglge smtning 11.9.3, og £(F) er kompakt og dermed af-
sluttet ifglge satning 11.12.1. Sztning 8.27.2 viser nu, at f—1
er kontinuert, og dermed er beviset fuldfgrt.

Setning 11.14.2. er ikke umiddelbart en generalisation af
nogen af de fra gymnasiet kendte hovedsztninger om kontinuerte
funktion, Hvis en funktion f:[a,b] ind i R er kontinuert, og af-
bilder [a,b] bijektivt pd mengden M ¢ R, giver sztningen, at f
har en kontinuert, anvendt afbildning f-1:M pd R, Derimod far vi
ikke umiddelbart, at M er et interval, og det er netop det va-
sentligste punkt 1 den i gymnasieundervisningen behandlede sat-
ning. Vi skal vende tilbage til denne side af sagen i et senere
kapitel,

11.15. Vi har nu afsluttet vor gennemgang af den generelle
kompakthedsteori, og vi skal derefter g& over til nogle anvendel-
ser af teorien. Pgrst vil vi viee nogle satninger om afsluttede
mengders indbyrdes beliggenhed i metriske rum og specielt i
m-dimensionale rum, Vi antager hele tiden, at de optradende
punktme&ngder ikke er tomme.

11.15.1. Definition. Ved afstanden mellem punktmzngderne A

og B i detmetriske rum T fastar vi talvaerdien

aist(A,B) = inf{dist(x,y)|x € A A ¥y € B}.
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Hvis specielt A = fa} skriver vi dist(a,B) i stedet for adist(4,B),
og talverdien kaldes da afstanden mellem punktet a og mangden R,
11.15.2. Sztning. dist(a,A) = 0 <= a € A.
Af definitionen af ydre punkt ses umiddelbart, at
dist(a,A) > 0 = a ¢ Ca,
og s®tningen er blot den tilsvarende zkvivalens mellem negatio-
nerne,

11.15.3. Sztning. Hvis punktma&ngderne A og B i det metriske

rum T er kompakte, har vi
Ja€cA3Ib € B(dist(a,b) = dist(A,B)).

Den ved dist(x,y) definerede reelle funktion pa den ifglge
setning 11.11.1 kompakte mangde A x B antager ifglge sztning
11,.,12,2 en mindste vardi dist(a,b), som altsd netop er
inf{dist(x,y) | (x,¥y) € A x B}.

11,15.4. Sstning. Lad T vare et metrisk rum og A ¢ T en
punktmengde. Den ved ¢(x) = dist(x,A) definerede afbildning
¢:T ind 1 R er kontinuert.

For x €T, yE€T, ¢ >0, vil K(x,¢p(x)+e) indeholde punkter
af A, og af satning 8.2.4 fglger

K(x,0( )+e) ¢ K(y,dist(x,y)+p(x)+e),

s vi kan slutte, at den sidste kugle indeholder punkter af A,
Altsd har vi

o(¥) € p(x)+dist(x,y)+e,
og da dette gmlder for alle s > O, har vi

o(¥) € o(x)+dist(x,y).
Det samme rasonnement kan gennemfgres med x og y ombyttede.
Altsd gzlder almindeligt

| o(¥) = o(x) | ¢ aist(x,¥).
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Afbildningen er altsa afstandsformindskende og dermed konti-
nuert (se 8.16).

11.15.5. Satning., Lad A og B vare punktmazngder i et metrisk
rum T. Hvis A er kompakt, eksisterer der et punkt a € A, s8ledes
at dist(a,B) = dist(A,B).

Ifglge swtning 11.15.4 er den ved dist(x,B) definerede
reelle funktion kontinuert pd& den kompakte mangde A, og den har
derfor ifglge satning 11.12.2 en mindste vardi dist(a,B), hvor
a€ A, For x € A, y € B har vi nu

dist(a,B) ¢ dist(x,B) ¢ dist(x,y)
og p& den anden side er
dist(A,B) = infidist(x,y) | x € A A y € B} ¢
inf{dist(a,y) | y € B} = dist(a,B),
hvormed sztningen er bevist,

11.15.6. Satning. Lad F vare en afsluttet mazngde i R, og
lad a vare et punkt. Der eksisterer et punkt b € F, saledes at
dist(a,b) = dist(a,F).

Mzngden F1 =Fn K(ETFT er for et passende r > 0 kompakt
og ikke tom, Ifplge satning 11.15.3 eksisterer b € F1, sdledes at
dist(a,b) = dist(a1F1). P4 grund af definitionen af F, er
dist(a,b) { r, og for y € F \ F, er dist(a,y) 2 r. Dermed er
satningen bevist,

11.15.7. Smtning. Hvis A ¢ R™ er kompakt, medens B ¢ R" er
afsluttet, eksisterer a € A og t € B, siledes at dist(a,b) =
dist(A,B).

Ifglge satning 11.415.5 eksisterer a € A, siledes at
dist(a,B) = dist(A,B)., Ifglge s=tning 11.15.6 eksisterer b € B,

sdledes at dist(a,b) = dist(a,B). Dermed er satningen bevist.



Mat., 1, 1961-62 MA 11. Opgaver 1-~8

Lette opgaver.,

1. PA R benyttes den i MA 8 opgave 41 definerede afstandsfunktion,
Vis, at det saledes definerede metriske rum bliver begranset,
men at der for 0 < & < 1 ikke eksisterer et endeligt e-net

pa rummet.

2, Et diskret metrisk rum har egenskaben I (se 10.1), hvis og

kun hvis det er endeligt.

5. Vis, at kugleomegnene med centrum O og radius 1 i de i 8.7

indfgrt metriske rum 1a,og 1b ikke har egenskaberne I og II,

4. Vis, at det 1 MA 8 opgave 18 definerede rum (M,dist) er kom-

pakt,

5. Vi satter tg(-%) = = o OF tg% = . Vis, at afbildningen
tg ¢ [—%3%] pa ®* er kontinuert., Benyt dette til en anden

l¢sning af opgave nr, L,

6, Vis, at det delrum, der fas af det i MA 8, opgave 18 define-
rede rum ved at udelade » 0g - ~, har egenskaberne I og II,
skgnt det er szkvivalent med rummet R, der ikke har disse

egenskaber,

7. Vis, at den i opgave nr. 5 benyttede afbildning er en homeo-

morfi.

8, I Hilbertrummet betragter vi den afsluttede enhedskugle
K = {x | |lzl]] ¢ 1}. Vis pAstanden
va e R 3x ¢ K(||x-g]| = dist(a,k)),
hvor vi har brugt betegnelsen dist(x,y) for afstanden
ly-xll (prgv at efterligne det razsonnement, der benyttes i

3-dimensional geometri).
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9.

10

11.

12,

13.

I Hilbertrummet betragtes punktmengden

n _Hy n=1929.ao}n

Vis, at P er kompakt,
For x € K (se opgave 8) satter vi

( nlxyl N
£(x) = supL(1 - =5 ) l n e N}o

Vis, at £(x) er kontinuert i K, men ikke begranset.

Skriv et omhyggeligt bevis for, at en kontinuert reel funk-
tion pa& en kompakt mzngde er begranset pd grundlag af fgl-
gende vejledning:

Af g-definitionen for kontinuitet fremgar umiddelbart,
at ethvert punkt x af den kompakte me&ngde M har en omegh
U(x) p& hvilken funktionen f er begrznset. Omegnene U(x),

X € M udggr en overdazkning af M, og hvis vi valger dem &b-
ne, indeholder overdakningen en endelig overdszkning, etc.
Prgv at variere beviset fra opgave nr. 11, idet f@glgende
bemarkning udnyttes:

Vk € M 3y € M 3u(x) € U(x) vz € u(x) (£(z) ¢ £(y)).
Hvis £(x) er den styrste funktionsverdi, behgver vi nemlig
blot at vaelge y = x og U(x) vilkarligt, og hvis f£(x) ikke
er den stgrste funktionsverdi, kan vi valge y med
f(y) > f(x) og udnytte kontinuiteten, Ved at g& videre som
i opgave nr. 11 fés et bevis for, at f antager en stgrste
funktionsverdi,
Lad T vere et metrisk rum og i ¢ T en kompakt delmengde.
Vis péstanden

Ix € A 3y € A (dist(x,y) = diam A).
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14, I Hilbertrummet betragtes punktmengden {gn | n e N}, hvor

Q_n = (an‘l’an2"°°) og _
(n(n+1) for ¢ = n
a =
4 (o for q $ n.

Vis, at denne punktmzngde er afsluttet, samt at den i opgave
13 anfygrte betingelse ikke gzlder for den.
15, En afbildning £ : Ja,b[ ind i R er ligelig kontinuert. Vis,
at f har gransevardier i a og b,
16, En afbildning £ : R ind i R har grsnseverdier i - 08 1 +w.
Visy, at £ er ligelig kontinuert.
17. Undersgg om de ved
f(x) = ék, g(x) = x Arctg x, h(x) ='V(1+x2)
definerede afbildninger f,g,h:R ind 1 R er ligelig konti-
nuerte.
18. Undersgg, om de ved
£(x) = sin x2, g(x) = sin°x
definerede afbildninger f,g:R ind i R er ligelig kontinuerte,

19, Undersgg, om den ved

_ {0 for x =0

2 for x £0

definerede afbildning f:R ind i R er ligelig kontinuert.
20, Lad f:R ind i R vare en ligelig kontinuert afbildning, Vis
fplgende pastand:
3 a,b € ]0,w[ Vx,y € R (|£(y)-F(x)] ¢ aly-x| + b).
Vis fglgende skarpere pastand:
Vb€ 10,0l 32a€ 10,0l ¥x,5y€k (|£(y)-£(x)| ¢ aly-x|+Db).

4, Land f:C ind i C vzre en differentiabel afbildning med be-
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grenset differentialkvotient. Vis, at £ er ligelig konti-

nuert,

Lad A betegne den ved

A=fzel | - < Inz ¢ 7}
definerede strimmel i den komplekse plan. Vis, at f£(z) = e?
definerer en bijektiv, kontinuert afbildning f:A pa & \ fol.

1 ikke er kontinuert. Angiv en relativt aben del-

Vis, at £~
mengde O ¢ A, hvis billede ikke er en aben mangde. Tilsvarende

for afsluttet mengde.

Vanskeligere opgaver,

En afbilining p:¥ ind i N defineres ved, at p(n)! er divisor
i n, medens (p(n)+1)! ikke er divisor i N. Vi definerer nu
en afstandsfunktion p& %, idet vi satter
dist(x,y) = fO, hvis x = ¥
Lo(n))™T, nvis x & ¥.
Vis, at 7 med denne afstandsdefinition er et metrisk rum, Og

vis, at dette rum ikke er kompakt.

Prgv at fgre beviset for, at en kontinuert afbildning af et
kompakt rum er ligelig kontinuert ved hj®slp af Borels over-
dekningssetning. Vis fgrst, at hvert punkt har en kugleomegn,
i hvilken afbildningen er ligelig kontinuert, og overdazk med
endelig mange af disse omegne. Beviset lykkes ikke helt pa

denne méde, men det kan reddes ved en ret enkel finesse,

Lad £,g:T ind i R vare ligelig kontinuerte afbildninger, idet

T er et metrisk rum. Undersgg om f+g og fg er ligeligt kon-
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tinuerte, Prgv, hvis svaret er bens:gtende, at finde passende

ekstra betingelser, som bevirker, at svaret bliver bekrzftende.

26, En afbildning f:R® af Hilbertrummet ind i sig selv defineres
ved
(X, 5%X,,X ) = (x e 1x )
N A A 1727223732 0
Vis, at enhver begraznset mzngde afbildes pa en kompakt msngde.
Er afbildningen bijektiv?
Opgaven 27, 27, P4 mangden % af hele tal definerer vi en afstandsfunktion
er kasse-
2t af cen- ved

o wdlle, -1 1
dist(x,y) = (supin | n!” (y-x) € Z )7,

Vis, at % derved bliver en metrisk rum, og at topologien pa Z
netop bliver den i opgave 8.15 indfgrte. Vis, at dist har
den i opgave 8.47 indfgrte egenskab. Bliver % et kompakt

rum med denne afstandsdefinition?

28. Lad I ¢ R vare et interval, En afbildning f£:I ¢ R siges at
vaere voksende i et punkt x € I, safremt
In>0VyeIn Jx-bl(y #x= (y-x)"(£(y)-£(x)) 2 0).
Vis, at f er voksende p& intervalletI, hvis f er voksende

i ethvert punkt af I.

29, P& N indfgres afstanden
1 1,
dist = |=-=].
ist(x,y) = Iy - 3ls x £ 5.
Lad T vare et metrisk rum. Hvilke afbildninger £eNindai T

bliver kontinuerte, og hvilke bliver ligelig kontinuerte?

30, Lad T vare et kompakt, metrisk rum, Lad (An) vare en vok-
sende fglge af afsluttede mazngder pad T, altsa A1 c A2 C A2

C ese « Det antages at u An = T, Vis, at der eksisterer en
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dben mengde O ¢ T samt et tal n € N, sdledes at 0 ¢ A
(Baire's s®mtning). Det anbefales, at vise pastanden indirekte,
alts& at antage, at enhver &ben mangde O ¢ T for ethvert n

indeholder et punkt (og dermed en kugleomegn) i CA_.

%V; Ved beviset for Baire's saztning (opgave 30) er forudsztnin-
gen, at T er kompakt, overflgdig, nar det til gergzld an-
tages, at T er fuldstazndigt, Vis dette. Vis tillige, at for-
udsztningen, at (An) er voksende, er overflgdig, Omformuler
endelig sztningen, idet forudsaztningen, at An er afsluttet,
udelades, medens y A = T erstattes med GK; =Tog 0¢ Ay

med, at 0 ¢ An er overalt tet i O.

Sver opgave,

32, Lad M = {fj : [0,1) inai R | j € J}] vare en familie af kon-

tinuerte funktioner. Famili M kaldes ensartet ligelig kon-

tinuert, s&fremt fglgende betingelse er opfyldt.
Ve > 038 >0VjeTvxe [0,1] vy € [0,1]
(y-x| ¢ & = I£5(y) - £5(x)] < &)

FPamilien M kaldes ensartet begrsnset, safremt

IKE R Vi €T vx e [0,1] (lfj(x)l < K).
Vi indretter mengden M som et metrisk rum, idet vi sazt-
ter
dist(fj,fk) = sup{lfk(x) - fj(x)l x e [0,1]}.
Vis, at M virkelig bliver et metrisk rum ved denne afstands
definition. Vis, at M (som delmszngde af M) har egenskaberne
I og IT (se 10.2), hvis og kun hvis M er bade ensartet lige-

lig kontinuert og ensartet begrasnset.

33, Vis, at en numerabel, afsluttet punktmengde i et fuldstan-

digt, metrisk rum indeholder et isoleret punkt.
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Ligelig konvergens.

12,1. Vi skal i dette kapitel behandle begrebet ligelighed i for-
bindelse med konvergens. Vi har tidligere medt begrebet ligelig kon-
tinuitet, der kan opfattes som et specielt tilfelde af ligelig konver-
gens.

For at illustrere begrebet ligelig konvergens vil vi betragte en
familie af reelle talfelger, altsa (ain)’ j€d, n EjN, hvor J er en
indexmezngde og

ViedVne N(ajn € R).
At folgen er konvergent for enhver fagt index j € J mod en grsnsever-
di aj, som afhenger af index j € J, udtrykkes ved den logiske rela-

tion

VJer8>03N€NVn;N(|aj-a <e).

jn'
Tenkes & > O opgivet kan vi altsd for hvert j € J bestemme et naturligt
tal Nj’ sdledes at uligheden i parentesen er opfyldt for ethvert

n > N.. Vivil sige, at konvergensen er ligelig (eller ensartet) med
hensyn til j, hvis det for ethverte > 0O g®:lder at N kan vzlges uaf-
hsngigt af j, sdledes at uligheden i parentesen er opfyldt for ethvert
J € dJ og ethvert n > N. Dette udtrykkes ved den logiske relation

Vs>03N€f\TVj€JVngN(|aj—a. | < e).

Jjn
Vi minder i denne forbindelse om, at en relation med kvantorer
i almindelighed skasrpes, nir en V -kvantor og en 3I-kvantor byttes, sa
V-kvantoren kommer p& hejre side af 3-kvantoren.
12.2. Inden vi gér over til at omtale de generelle definitioner
af ligelig konvergens, vil vi betragte et specielt tilfzlde.

Tad (fn) vere en folge af afbildninger fn: I ind i R, hvor T

er et fast interval. Hvis det for hvert enkelt X € I gmlder, at
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felgen (fn(x)) konvergerer mod en grsnsevardi f(x), siger vi, at fol-
gen (fn) konvergerer punktvis mod f. Hvis konvergensen er ligelig med
hensyn til x, siger vi, at (fn) konvergerer ligeligt mod f. Det anbe-
fales, at illustrere de eftefolgende eksempler ved at skitsere graferne
af gransefunktionen og af de forste funktioner i folgen.

Eksempel A. Vi betragter I = [0,1] og afbildningerne f, define-

rede ved fn(x) = x%, I dette tilfmlde konvergerer (fn) punktvis mod

den ved
(0 for x € [0,1]

fn(x) = (4 for x = 1

definerede afbildning. P& den anden side vil uligheden
1£(x) - £.(x)] > %
vere opfyldt for ethvert x i det &bne interval ]2—1/n’ 10, og (fn)
er derfor ikke ligelig konvergent p& intervallet [0,1]. For
k € ]0,1[ gwlder det imidlertid at folgen af restriktionerne af fn
ti1l [0,k ] konvergerer ligeligt mod restriktionen af f til [0,k] altsid
mod nulfunktionen pd dette interval. Foré > 0 kan vi nemlig vzlge
N € N, séledes at KV < e , og for x € [0,k] og n 2 N gmlder da
0¢x® ¢k ¢kl <o,
hvormed pastanden er bevist.

Eksempel B. Vi betragter I = [0,0[ og afbildningerne fn defi-

nerede ved
(sin nx for x € [O,%]

fn(x) = (0 for x € ]%)w[.

Vi har fn(O) = 0 for enhver vsrdi af n og for x > 0 er fn(X) = 0, nir
n >‘% . Alts& konvergerer (fn) punktvis mod nulfunktionen. For re-
gtriktionerne til et interval [k,o[ , hvor k > O, bliver konvergensen

ligelig, men enhver af funktionerne fn(x) antager verdien 1, og kon-
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vergensen bliver derfor ikke ligelig p& [ O,cl. Vi ser séledes, at
konvergensen ikke behever at vere ligelig, selv om alle funktionerne

fn og gransefunktionen er kontinuerte og definitionsintervallet af-

sluttet.

I dette eksempel kan vi erstatte sin nX med n sin nx uden at de

emtalte konvergensforhold sndres. Vi far da

T
m b oy

fqr fn(x)dx = /‘Hn sin nx dx= r-cos nx? = 2,
0 0 L 4,

medens det tilsvarende integral af grsnsefunktionen bliver O . Ombyt-
ning af integration og granseovergang er altsd ikke altid uden ind-
virkning p& verdien af et udtryk.

Eksempel C. Vi betragter intervallet I = ]=w ,0[ samt funktions-
folgen (fn), hvor fn(zﬁz % sin rx, Det er nmsten trivielt, at (fn)
konvergerer ligeligt mod nulfunktionen. Fglgen (Dfn) er ikke engang
punktvis konvergent, da

Dfn(w) = cos nr = (-1)%,
12.3. Som et hjwmlpemiddel til brug i det folgende skal vi kort

omtale en ikke sarlig epokegerende generalisation af begrebet metrisk

rum:

12.3.1. Definition., Lad M vere en mengde, og lad dist: MxM ind i

ﬁ‘ vere en afbildning, som tilfredsstiller felgende betingelser
1)V xe M (dist(x,x) = 0),
2) V x,y € M(x £ y = dist(x,y) > 0).
3) ¥ x,y € M(dist(y,x) = dist(x,y)).
4) ¥V %,¥,2 € M(dist(x,2z) ¢ dist(x,y)+dist(y,z)).

Afbildningen dist kaldes da en uegentlig afstandsfunktion, og

T = (M, dist) kaldes et uegentligt metrisk rum.

Vor generalisation bestdr altsd blot i, at vi tillader dist at
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antage verdien o . I betingelsen 4) tillzgger vi summen péd hejre side
verdien « , hvis en af addenderne er .

I et uegentligt metrisk rum indferes kugleomegnene K(a;r) for po-
sitive vardier af r ganske som i sadvanlige metriske rum, og de far
ogsd de samme egenskaber. Kugleomegnene benyttes som omegnsbasis, og

derved indferes en topologi p& rummet T. Begrebet fundamentalfglge

indferes pd T ordret som for metriske rum, og begrebet fuldstzndigt
rum overfores derved ligeledes til uegentlige metriske rum.

Hvis vi definerer en ny afbildning dist': MM ind i R vead

dist'(x,y) = inf {dist (x,y), 11},

vil det let kunne vises, at dist' opfylder betingelserne 1) - 4), og
dist' er sdledes en afstandsfunktion pad M, og det er klart, at dist
og dist! éiver anledning til den samme topologi pd M og til det samme
fundamentalfelgebegreb., Ud fra denne betragtning er vor generalisation
faktisk overfledig og ikke bare som antydet ovenfor ikke szrlig epoke-
gorende .,

12.4. Tad nu S vere en vilkarlig mengde, og lad T vare et metrisk
rum med afstandsfunktionen dist. P4 msngden %(S,T) af afbildninger af
S ind i T definerer vi en uegentlig afstandsfunktion distu, idet vi
for vilkarlige afbildninger firf5s S ind i T setter

distu(f1,f2) = sup { dist (f1(x), f2(x)) X G;S.}.

Det er klart, at distu tilfredsstiller betingelserne 1) og 3).
AT £, + f, folger, at der eksisterer et x € §, for hvilket f, (x) + £,(x).
S4 er distu(f1,f2) > dist(f1(x), f2(x)) > 0. Altsd er 2) opfyldt.
For vilkarlige afbildninger f1,f2,f3: Si.d i T har vi
X € S} <

distu(f1,f3) = sup {»dist(f1(x), f3(x))
sup {dist(f, (x)),f,(x)) + dist (£,(x), f3(x)) | x e s} ¢

sup {dist(f1(x),f2(x))| x €81 + sup {dist(f2(x),f3(x))|x € S =

distu(f1,f2) + distu(f2,f3).



Mat. 1, 1964-65 MA 12.5

Det forste ulighedstegn gmlder p& grund af trekantsuligheden for af-
standsfunktionen dist p& rummet T, og det andet ulighedstegn felger
af setningen om supremum for en sum af to funktioner. Vi har dermed
vist, at 4) gzlder, altsd, at distu virkelig er en uegentlig afstands-
funktion.

12.4.1, Definition:Det uegentlige metriske rum %(S,T) med den

uegentlige afstandsdefinition distu kaldes det ligelige funktionsrum

af afbildningerne af S ind i det metriske rum T.
Lad nu (fn) vere en folge af afbildninger f :S ind 1 T. Vi
vil sige, at felgen (fn) konvergerer ligeligt mod grznseafbildningen
f: 8§ ind i T, s&fremt folgende betingelse er opfyldt
Ve > 03I NeNvny)y Nvzxes (dist(fn(x),f(x))g g).
Dette er ensbetydende med folgende betingelse:
Ve >03NeNvn} N(supfdist(fn(x),f(x)) x € 8} <e).
Den del af den forste betingelse, som indledes med Vx € S udtrykker
nemlig, at e er et overtal for mengden {dist (fn(x),f(x)) | x ¢ 8}.
Den sidste betingelse kan skrives
Ve >03INecNVn> N(distu(fn,f) < e)
og denne betingelse udtrykker, at punkt—folgen (fn) i rummet'f(S,T)
med den uegentlige afstandsfunktion distu er konvergent med grmnsepunk-
tet £f. Dette udtrykkes i felgende smtning:
12.4.2. Smtning. At felgen (fn) af afbildninger f : § ind i T,
hvor T er et metrisk rum, konvergercr ligeligt mod afbildningen
f: S ind i T er ensbetydende med, at punktfelgen (fn) i det ligelige
funktionsrum'?(S,T) konvergerer mod gransepunktet f.
12.5. Vi skal nu vise den forste (meget lette) hovedsztning om
ligelig konvergens:
12.5.1. Stning.lad S vere en punktmengde, og lad T vere et fuld-

stendigt metrisk rum. Da er det ligelige funktionsrum af afbildninger
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af § ind i T ligeledes fuldstandigt.

Bevis, Lad (fn) wvare en fundamentalfglge pad rummet P(S,T). Dette

betyder, at fglgende betingelse er opfyldt.
Ve>aa3d NNV mn) N (dist u(fm,fn) <e)e
Denne betingelse medfwrer (er faktisk ensbetydende med), at
(1) Ve>o3NeNvmn) NV xe s (aist (£ (x), £ (x)) (&),
Heraf fglger igen den svagere betingelse, som fa4s ved at flytte kvanto-
ren V x€ S helt hen til venstre, og som udtrykker at fglgen (fn(x)) for
ethvert x € 8§ er en fundamentalfslge paA T, Da T er fuldstandigt, fglger
heraf, at (fn(x)) fer ethvert x € T konvergerer mod et graznsepunkt
f(x) € T, Derved defineres en afbildning f: S ind i T. Lad nu g > O
vere givet., Vi valger ¥ € N, siledes at
Vmn3 NV x €8 (dist(fm(x), fn(x)) <€)
For ethvert fast x € S og ethvert fast n > N har vi altsa
vm} N(dist(fm(x), fn(x)) <e).
Far m - o fglger heraf, idet dist: T x T ind i R er kontinuert, at
dist(f(x), fn(x)) { &

for de betragtede verdier af n og x. Dermed har vi alt ialt vist, at

Ve>o3NelNvn) NV xe S (aist (£(x), fn(x)) <€)y
altsd at (fn) konvergerer ligeligt mod f, Sztningen fglger nu umiddei—
bart af sztning 12.4.2.

Det sa:dvanlige bevis for, at en konvergent punktf@glge i et metrisk
rum er en fundamentalfglge bevarer sin gyldighed i uegentlige metriske
rum. Betingelsen (1) er sfledes ngdvendig og tilstrazkkelig, for at afbild-
ningsfglgen (fn) er ligelig konvergent.

12,6, Vi vil nu tilfgje den antagelse, at punktmznden S er et
topologisk rum med en topologi U, For a € § vil vi med Ca(S,T) betegne

den delmmngde arf F(S,T), som omfatter netop de afbildninger f£:S ind i T,
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som er kortinuverte i punktet a. Vi har med disse betegnelser smtningen:
12.6.1. Swtning. Mengden éa(s,T) er afsluttet i rummet F(S,T).
Hvis T er fuldstendigt, er delrummet d;(S,T) fuldstendigt.
Bevis. Den sidste pastand feolger umiddelbart af den feorste, sa
det er tilstrzkkeligt at vise denne. Vi skallaltsé vise, at et vil-
karligt kontaktpunkt for @a(S,T) tilherer Gé(S,T), altsd, at f: S ind
i T er kontinuert i punktet a. ILad nu & vere et vilkarligt, positivt
tal. Vi behover da blot at vise, at f-1(K(f(a),a)) er en omegn af a.
Da f er kontaktpunkt for Ca(S,T), vil en kugleomegn i F(S,T) med cen-
trum f og radius §& indeholde en afbildning g € CA(S,T), og vi har da
(1) vxe s ( dist (£f(x) ,g(x)) < 4 e).
Da g er kontinuvert i a, gslder
(2) U= g (k(g(a), & &) € U(a),
og smtningen vil vare vist, nér det lykkes os at vise, at U c
£ (R(£(a) £ ), altsh, at ‘
V x€ U (aist(f(a), £(x)) < ¢).
For x € U har vi imidlertid vurleringen

dist(f(a), f£(x))

|

dist(f(a), gla)) + dist(gla), g(x)) + dist(g(x), £(x)) <¢ ,
idet (1) medferer, at summens forste og sidste led, hver er < # e,
medens x € U i forbindelse med (2) medforer, at det miAterste led er
< 5 €.,

12.6.2, Smtning., Lad S vaere et topologisk rum, og lad T vare et
metrisk rum. Mzngden &(S,T) af kontinuerte afbildninger af S ind i T
er en afsluttet delmsngde af ¥(S,T). Hvis T er fuidstwndigt, er del-
rummet O(S,T) fuldstendigt. |

Bevig. Idet
¢(s,T) =N C.(s,T).

acs
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folger smtningens ferste pastand umiddelbart af s®tning 12.6.1. Den
anden péstand felger umiddelbart af den feorste.

Af de to satninger folgey at grznseafbildningen for en ligelig

konvergent folge af kontinuerte afbildninger selv er kontinuert. Vi

kan s8ledes foje ligelig grznseovergang til den rzkke af operationer,
der vides at vsre kontinuitetsbevarende.

Eksemplerne i 12.2 viser, at en felge af kontinuerte afbildninger
kan konvergere mod en kontinuert grsnsefunktion uden at konvergere 1li-
geligt. Det er i gvrigt helt klart, at grznsefunktionen for en kon-
vergent folge (fn) af kontinuerte afbildninger vil vere kontinuert,
sédfremt (fn) har en delfelge, der konvergerer ligeligt.

12.7. Lad S1 vere et topologisk rum, A C S1 en punktmzngde og
a € S1 et fortatnings~ punkt for A. Tad 82 vere et topologisk rum,

T et metrisk rum og f: AxS2 ind i T en afbildning. For X € A vil vi
med f_: S, ind i T betegne den ved fx(y) = f(x,y) definerede afbild-
ning. Vi har nu en afbildning |

o: A ind i ?(32,1*)

defineret ved ¢ (x) = £ -

For fast y € 82 vil der eventuelt eksistere en granseverdi

g(y) = lim f(x,y)
X—8,

Hvis en sddan gransevardi eksisterer for ethvert y € S2’ defineres
derved en afbildning g: 82 ind i T.

Hvis afbildningen ¢ har g som gransepunkt for x—a pad A, vil vi
sige, at afbildningerne fx gar ligeligt mod afbildningen g for x—a
pad A,

Hvis yderligere fX er kontinuert for ethvert x € A, vil billedmeng-

den ¢ (A) tilhere den afsluttede mmngde @(SQ,T), og g vil da ogsé til-
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here denne mzngde. Altsd er ogsd denne generelle form for ligelig
gr=xnseovergang kontinuitetsbevarende,

12.8, Vi vil nu yderligere specialisere, idet vi vil g& over
til at undersage det specielle tilfmlde, hvor T ogséd har en algebra-
isk organisation. Vi vil behandle tilfsldet T = b, samt anfere en-
kelte resultater, der kiun vedrerer T = R. En del af undersogelserne
kan umiddelbart generaliseres +til T = Rn, men det vil vi ikke opholde
0os ved.

For f € P(S,0) sstter vi

I£ll = sup {I£(x){ x < s},

og vi har da for f,g € #(3,0) relationen
(3) aist (f,g) = llg - ¢ | .
Vi foretrmkker at benytte drt sidst anfeorte udtryk som betegnelse for
den uegentlige afstand mellem f og g.

For fast h € #(S,8) har vi en afbildning

Ty F(s,b) pa F(s,0)
defineret ved
Th(f) = f + h,.

og udtrykket for distu viser nu, at Ty, €T en isometrisk afbildning og
derfor kontinuert.

Udtrykket | £l] kaldes normen af f. Et punkts norm er siledes
dets afstand fra nulpunktet. De 4 betingelser, som afstandsfunktionen
distu tilfredsstiller, er ensbetydense med folgende 3 betingelser,
som normen tilfredsstiller

lof =o
ve (£40 = [|f]| > 0)
ve,g (| £+ &ll < Il + llell ).
Desuden tilfredsstiller normen betingelsen:

VEVaecl (faf]=]a ().
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Selve den omstmndighed, af afstandsfuntionen dist y T definere~

ved normen ved (3), medferer at
dist (f + h, g + h): dist (f, &),
og vi siger derfor, at afstandsfunktionen distu er invariant.

12.9. Vi skal udlede nogle fundamentale egenskaber ved rummet
?(s,t), samt delrummet B(S,0), som netop omfatter alle begrensede af-
bildninger f: S ind i . Vi viser forst swtningen:

12.9,1. Sstning. Den ved

p(f,g) =1 + g
definerede afbildning
o: B(s,8) x B(s,t) ind i P(s,T )
er kontinuert.
Bevis. Vi har Abenbart for > 0, at
o(K(f, 2 e) x K(g, $6)) ¢ K(f + ge.),
hvoraf pastanden folger.
12.9.2. Swtning. Iad hffﬁ(s,@) vere en begranset funktion.

~.

Da er den ved
o(f) = fh
definerede afbildning
9:P(s,L) ind i P(S,C)
kontinuert.
Bevis. For & > O sstter vi n=¢(sup {|h(x)| | x € 8§ Iyl os
vi har da
o(K(f, 1)) ¢ K(fh, &),
hvoraf pastanden felger. TFor h = 0 fis M= o , Men rasonnementet

bevarer sin gyldighed. Péastanden er isvrigt triviel for h = 0, ide%

¢ bliver konstant.
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12.9.3. Sstning. Den ved
o(f,g) = fg
definerede afbildning
o: B(S,C) x B(s,C) ind i B(S,C)
er kontinuert.
Bevis. At ¢ er kontinuert i punktet (0,0) folger umiddelbart af
den for & € ) 0, 1tgyldige trivielle relation
p(K (0,6) x K(Oye)) ¢ K(O,¢).
Iad nu f og g vere vilkarlige begrmnsede funktioner. At ¢ er konti-
nuert i (f,g) er ensbetydende med, at den ved
¢(h,k) = o (f+h, g+k)
definerede afbildning
g: B(s,t) x B(S8,C) ind i B(s,0)
er kontinuert i (0,0). Dette folger imidlertid umiddelbart af de
allerede viste sztninger, idet
¢(h,k) = fg + gh + £k + hk.

12.9.4.9%tning. Mengden B(S,0) er bade &ben og afsluttet i rum-
met B(S,q).

Bevis. Hvis f er begrsnset, er enhver funktion i K(f,1) ogsé
begranset. Altsd er B(S,0) &ben. Hvis g ikke er begrmnset indehol-
der K(g,1) slet ingen begransede funktioner. Altsi er ﬁ(S,é) lige-
ledes &ben og ﬁ(S,b) altsd afsluttet.

12.10. Af smtningen 12.9.1 og 12.9.2 felger umiddelbart felgen-
de to sstninger.

12.10.1. Sztning. Summen af to ligelig konvergente fglger er en
ligelig konvergent felge.

12.10.2. Sztning. Ved multiplikation af en ligelig konvergent
folge med en begranset funktion fis en ligelig konvergent felge.

Vi vil gennemfgre beviset for den forste sztning. ILad (fn) 08

Q%l) vere ligelig konvergente feolger med graznsefunktionerne f og g.
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S

s ¥ :
Vi betragter delrummet N = N 1 {co} af den udvidede reelle akse

R* . De ved
o(n) = £, y(n) = g,

¢ (m) = £ ey
W% A °
definerede afbildning ¢, ¢ : N ind i F(S,b) er da kontinuerte. Sa

i

g

er afbildningen (¢ ,¢ ) : N ind i #(8,0) x F(8,0) ligeledes kontinuert,
og af smtning 12.9.1 og smtningen om sammensstning af kontinuerte af-
bildninger folger, at ¢ + ¢: N*ind i F(8,0) er kontinuert. Dermed er
pastanden bevist.

Sztning 12.9.4. viser, at grensefunktionen for en ligelig konver-
gent folge af begrensede funktioner selv er begrznset, og ovenstiende
resonnement i forbindelse med s®tning 12.9.3 giver derfor folgende
swtning:

12.10.3. Sstning: Produktet af Lo ligelig konvergente folger
af begrsnsede funktioner er ligelig konvergent.

12.11., Lad(fn) vere en felge af funktioner fn: S ind i 6. Vi

kan da danne en uendelig rmkke 3 fn eller uvdfeorligt

0o
n§1 fn.
Summen
n
=2

er rmkkens n'® afsnit. Hvis Telgen (Sn) er ligelig konvergent med
graenseverdien S, siger vi at rzkken Efn er ligelig konvergent med
~sum S.

Nedvendigt og tilstrzkkeligt for at rzkken Efn er ligelig kon-
vergent er det, at feolgen (Sn) er en fundamentalfelge pa F(S, ),

altséd at felgende betingelse er opfyldt:
n+p

Ve>03 e NVny NVp>» 0, Vxc S(Iiz J‘I"k(x) l;ge;)n
k=n+1
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Dette er det almindelige konvergensprincip for ligelig konvergens.

Da det i praksis kan vsre ret tungt at arbejde med, skal vi angive

nogle simplere kriterier, som dog ikke altid er kraftige nok til at
fremtvinge en afgorelse.

12.12. Hvis der findes en rzkke ] a, med positive led, s8ledes

at
vanel vxes (£ (x) 1< a),

siger vi, at Elan majoriserer X2 fn, og vi siger at Elfn er majorisa-

bel (eller maioriserbar)
hvis der eksisterer en konvergent rxzkke med positive
led , som majOriserer E)fn.
12.12.1. Sstning. En majorisabel rzkke er ligelig konvergent.
Bevis. Lad Ean vere konvergent og majorisere Elfn, og lad & vzre

et positivt tal. Vi kan da velge N € N, sdledes at vi for allen > N

og alle p > O har

n+p <
A a, = €y
k=n+1
altsa for alle x € S
n+p ‘ n+p n+p
N fk(x) < = lfk(xc) ¢ 3 a <8,
k=n+1 k=n+1 k=n+1

og pastanden folger af det almindelige konvergensprincip for ligelig

-

konvergens.

Af sammenligningskriteriet folger, at en majorisabel rskke
for enhver verdi af x er absolut konvergent.

12.13. Vi skal ogsd angive to kriterier for ligelig konvergens,
som kan anvendes pa betinget konvergentc rakker.

12.13.1 Sstning: Iad (an) og (bn) vere f2lger af afbildninger
a: S ind i O og bn: S ind 1 P, sédledes at falgende betingelser er
opfyldt:
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U-3A€RVn€NVx€S(ﬁa@)+n.mgﬂlgAL
(x))

3). (bn) konvergerer ligeligt mod O,

2). A ,
) VnéNVXGS(bn(x)gan

Da er rzkken 2anbnligelig konvergent.

Bevis. Vi indfarer betingelserne

P
By, p(X) = k§1 a5 (%); Ap,o(%) = 0;
s, _(x) = % a_(x)b_(x)
n,p X - kiﬂ Btk X/ P\ X/

0og vi har da (Abelsk summation)

D
Sn,p(x) - k21 (An,k(x) —'An,k—1(x>) bn+k(X) =

D , . D1 ,
z An,k(x) bn+k(K) - 2 An,k(K) bn+k+1(x) =

k=1 k=0
p=1 \
k§1 An,k<xj (bn+kcx) - bn+k+1(x)) + An,p(x) bn+p(x)'

Lad nu g vere et positivt tal. Ifaolge 3) kan vi velge N € N,
sdledes at bn(x) < (2A)—m e for ethvert n > N og ethvert x € S. Nu
har vi for ethvert x €83, etﬁﬁert new og et hvert k > 0, at

n+k n '
A, ®] = 2 a,(x) - 2 o (=) | ¢ 24

og vi far derfor ved udnyttelse af 2) vurderingen
p-1

260 2 (b
k=1

A

lsn’p(X)l n+k ()= g (=D )+ ZA'bn+p<X) =

2A bn+1 (X> $ ¢
for ethvert n >N, ethvert p > O og ethvert x € 3. Pastanden filger nu
af det almindelige konvergensprincip for ligelig konvergens.
Setning 12.13.1 har adskillige varianter, der fremkommer, ved

at en af betingelserne 1), 2) eller 3) svekkes, medens en anden til -
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gengxld skzrpes. Vi vil nsjes med at anfare falgende:
12.13.2. Swtning. Gyldigheden af sstning 12.13.1 bevares, nér
betingelserne 1) og 3) erstattes med folgende:
1'). Rekken % a er ligelig konvergent.

21y, AIMER vnelvxe 8 (| bn(x) | < M.

Bevis. Vi benytter den samme anskrivning som i det foregiende
bevis. Iad € vare et positivt tal. Da E)an er ligelig konvergent,
kan vi velge N € 1, sdledes at vi for ethvert n > N, ethvert k¥ > O
og ethvert x € S8 har
(x)]< (3M)7" &

l n, k

og vi far derfor vurderingen
p-1

l,sn’p(ix)\ F<(am) ™ &1 k2-1 (0 (X) By g (%) + | bn_'_p(x)].) =
(3'M)— € (bn+1<K) - bn+ (X) lbn+ (X> l) g €
for ethvert n"2 N, ethverg)p > O 0g ethvert X € 8, Pastanden folger

nu af det almindelige konvergensprincip for ligelig konvergens.
12.14. Vi betragter en folge (an) af afbildninger an:S ind i C.
Hvis folgen (an) (rekken Z)an) konvergerer ligeligt, vil feolgen (rick-
ken), der dannes af restriktionerne af afbildningerne 2, til en del-
mengde A ¢ 8, ligeledes konvergerer ligeligt. Hvis felgen (rekken)
ikke konvergerer ligeligt, eksisterer der visse delmmngder A ¢ S
med den egenskab, at den feolge (rmkke), der dannes af restriktionerne
af afbildningerne &y til A, konvergerer ligeligt, og for enhver sa-
dan mzngde A siger vi da, at fvulgen (an)(rwkken zzan) konvergerer li-
geligt pad mangden A.
Hvis falgen (an) (rekken X an) konvergerer ligeligt p& hver af
mangderne A1, cee s An’ gxlder det samme pd foreningsmsngden
31,u oo IJAn. Et tilsvarende udsagn om foreningsmsngden af uendelig

mange mengder vil ikke vere rigtigt. For en mmngde, der bestar af et
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punkt, er der ingen forskel p&d punktvis konvergens og ligelig kon-
vergens, og det samme gmlder altsid for endelige mxngder. Ligelig
konvergens pa en mxngde bevarer, ndr endelig mange konvergenspunk-
ter falges til msmngden.

Specielt gmlder altsa, at en rwkke 3 2 der er ligelig konvergerts
p& et &bent interval ( a, 8) og konvergent i punkterne aog B, er
ligelig konvergent pa [ a,8].

12.15. Vi har tidligere set, at en potensrakke Elan z" har
en konvergensradius R med den egenskab, at |z] < R medfsrer, at rek-
ken er absolut konvergent, medens |z| > R medforer, at rmkken er di-
vergent. Punkterne med ]zl = R udgrr konvergenscirklen, punkterne med
Izl < R udgur konvergenscirkelskiven, og punkterne med |z| < R udgsr
den afsluttede konvergenscirkelskive. De udartede tilfmlde R = 0
0g R = okan forekomme. Vi skal nu vise en almindelig s®tning om li-
gelig konvergens af potensrskker.

12.15.1. Setning. En potensrmkke er ligelig konvergent pd enhver
kompakt delmengde af konvergenscirkelskiver, Hvis potensrzkken er absolut
konvergent i et punkt af konvergenscirklen, er den ligelig konvergent
péd den afsluttede konvergenscirkelskive og absolut konvergent i et-
hvert punkt af denne.

Bevis. Iad R vzre konvergensradius for 2 anzn, og lad A vare
en kompakt delmmngde af konvergenscirkelskiven. Vi kan da valge
r < R, siledes at den ved |z] < r bestemte cirkelskive har A som del-
maengde. I punktet r er potensrskken absolut konvergent. Altsi konver-—
gerer Zlah[rn. Denne rzkke majlriserer for |z| < r rxkken z)anzn 0g
denne rwkke konvergerer derfor ligeligt pa den ved |z| { r bestemte
cirkelskiver, og dermed ogsi pa mmngden A, som er delmsngde af cirkel-

skiven.,
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Hvis potensrzkken konvergerer absolut i et punkt af konvergens-
¢irklen, er Zlaann konvergent, og denne rzkke majoriserer potens-
rekken i hele den afsluttede konvergenscirkelskive. Altsa er potens-
rekken ligelig konvergent i hele den afsluttede konvergenscirkel-
skive.

Eksempler: zlzln konvergerer ligeligt p& enhver cirkelskive

|z] < r, hvor r < 1, men ikke p& enhedseirkelskiven. Det samme

n . -1_n . R -2 2 4.
gelder for %z og for 2n 'z . Derimod er 21 n “z° lige-
n-1 n-

lig konvergent pé& den afsluttede enhedscirkelskive, og deng konver-
gensradius er 1.

12.16. Lad Zanzn vere en potensrxzkke med en positiv konver-
gensradius R, og lad Z)aanlyare konvergent. For ethvert
x e [ O,R] vil b (x) = ( %)-opfylde betingelsen 2) i setning 12.13.1
og betingelsen 3') i smtning 12.13.2. Af denne sidste smtning fol-
ger sdledes, at Z)anzn er ligelig konvergent pa det reelle interval
[ O,R] . Dette medforer igen, at den ved rzkkens sum definerede af-
bildning £ - [ O,R ] ind i U er kontinuert. Dermed har vi bevist
folgende berpmte satning, der skyldes N.H. Abel:

12.16.1. Setning:. Iad K vere den ved |z] < R bestemte cirkel-
skive i den komplekse plan. TLad

o

f(z) = 2 a,2
n=1

vere en potensrzkke med konvergensradius R og konvergent for z = R

n

med sum b. Da har restriktionen £ : KX N R ind i U granseverdien b

i punktet R.

En nsrmere underspgelse viser, at f ikke behover at have grmnse-

verdien b for z - R pi K.

Som eksempel pd en (ganske vist ikke sarlig nyttig) anvendelse

af Abels sztning vil vi vise falgende:
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12.16.2. Setning. Hvis det for to konvergente uendelige rzkker

o o
nio ®p = ° ; nio Pp =%
g®lder, at
.
nEo(anbn +a,_ by + aobn)

er konvergent med sum u, da er u = st.

Bevis. Ved

n n

u(x) = Sa X, v(x) = Sb, x

_ n
w(x) = m(a b, +a, b+ ... +a b )x

defineres ifslge swtning 12.16.1 kontinuerte afbildninger u,v,W: [0,1]

ind i 8. For x€ [0,1 [er rmkkerne absolut konvergente, og vi har

derfor w(x) = u(x) v(x) for x € [0,1[. P& grund af kontinuiteten

gxlder denne ligning ogsd for x = 1, og dermed er pastanden bevist.
12.17. Vi betragter nu et begrsnset interval I ¢ k™. Mea

R(1,R) betegner vi mmngden af Riemann-integrable funktioner f:I

ind i R. Riemann-integralet kan da opfattes som en afbildning

f.:R(I,R) ind i R. Vi har nu folgende smtning:

12.17.1. Sstning. Mengden R(I,R) er en afsluttet delmmngde af
f(1,R). Afbildningen.ft R(I,R) ind i R er kontinuert.

Bevis: Iad f € F(I,R) vere kontaktpunkt for R(I,R), og lad
vere et positivt tal. Kuglen K(f,ﬁr%y) indehalder et punkt g € R(I,R).

Vi har da
V.&GI(g(.&)—j—f} < £(x) € glx) + _e ) r

m(1)

og da g: I ind i R er Riemann-integrabel, folger heraf

[r (e -gy) s [or < < f (v )



Mat, 1, 1964-65 MA.12,19

eller
/Ig - e £ l}f' < Jf £ fIg + €.

heraf folger

Da dette gm:lder for enhver positiv verdi af e, er f Riemann-
integrabel. Dermed er den farste del af sstningen bevist.

Lad nu f,g € R(I,R) vare vilkarlige punkter. Vi har da

|/ g = J£l = 1/ (e-2) Is/ile-2l < o lle-tll ¢ m(T) lle-£ll .
Heraf fremgar., at afbildningen ;3%3 .f er afstandsformindskende og

dermed kontinuvert. Det medforer igen, at afbildningen f er kontinuert,
og dermed er satningen bevist.

12.17.2. Sztning, ILad (fn) vere en fnlge af Riemann-integrable
funktioner fn: I ind i R. Hvis (fﬁ}» f ligeligt pa I, da er f Riemann-
integrabel og (ffn) - [r.

Dette folger umiddelbart af sstning 12.12.1.

12.17.3. Szitning. Lad (fn) vere en fulge af Riemann-integrable
funktioner fn: I ind i R. Hvis an er ligelig konvergent med sum
f, da er f Riemann-integrabel og./f = Effh.

Dette fas umiddelbart ved at anvende s®tning 12.17.2 pd rzkkens
afsnitsfolge.

Vi har set, at en folge af differentiable funktioner kan vare
ligelig konvergent mod en differentiabel funktion samtidig med at
folgen af differentialkvotienter ikke konvergerer punktvis. P& den
anden side vil ligelig konvergens af falgen af differentialkvotienter
sikre, at denne falge gar mod differentialkvotienten af den oprinde-

lige foljes gransefunktion. Idet partielle differentialkvotienter er
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differentialkvotienter af restriktioner, som kun afhsnger af én vari-

abel, er det tilstrazkkeligt af formulere resultatet for funktioner af

én varialel.

12.17.4. Sztning., Tad I C R vere et interval, og lad (fn) vere
en folge af differentialbe funktioner fn@ I ind i R. Hvis falgen
(Dfn) er ligelig konvergent pa ethvert kompakt delinterval af I, og
hvis (fn) konvergerer punktvis pd& I mod en grsnsefumktion f, da
konvergerer (fn) ligeligt mod f. Endvidere er f differentiabel og
(Dfn)—>Df.

Bevis. Lad [a,b ] vaere et vilkarligt kompakt delinterval af I.

Af setning 12.17.2 fas nu

X X
(£,(x)) = (£,(a) +[ Df ()at) » £(a) + [ g(t)at,

hvor g er grmnsefunktionen for (Dfn). Altsd er
x
f(x) = £(a) + [ g(t)at,

hvilket viser, at f er differentiabel med
Df(x) = g(x).

Dermed har vi bevist den sidste pastand i smtningen. Vi kar nu

£(x) - £,(x) = £(a) - £,(a) + /~ (g(t) - Df (t))ds.
a

Tad € vere et positivt tal. Vi valger N, sdledes at vi for n 2 N har

/’

|£(a) -£, (a)] < }oeav xels,n] (jalx) - pf (x) | ¢ 5(%_—5)* )s

N

og vi far da for n 2 N ogx €l a,b ]

| £(x) —fn(x)l < le + (x-a) —5%3:5) $ €,

N
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hvilket viser, at (fn)+f ligeligt pa [a,b ] . Dermed er smtningen
bevist,

12.18., Vi vil slutte dette kapitel med nogle s®tlig vigtige
anvendelser af ligelig konvergens. Disse anvendelser bygges pa en
hjslpesstning, der ikke direkte handler om ligelig konvergens.

12.18.1, Definition. Tad T vare en vilkarlig mengde. Et element
x € T siges at vere fixelement for en afbildning ¢ :T ind i T, sé-
fremt ¢ (x) = x. Hvis T er et topologisk eller metrisk rum siger vi
fixpunkt istedet for fixelement.

12.18.2. Definition. Lad T vare et metrisk rum. En afbildning

© : T ind 1 T kaldes sterkt afstandsformindskende, hvis der eksis-

terer et tal k €] 0,1[ , sdledes at
(5) VX, ¥ € T (dist (e(x), ¢ (y)) ¢ k dist (x,¥)).

Samtidig med at ¢ vil vi betragte de itererede afbildninger

= @= @2, P =9 3, ees o Nu kan vi formulere den omtalte

hj=lpesztning.

12.18.3. Sstning. Lad T vare et fuldstendige metrisk rum, Lad
¢ :T ind 1 T vere en sterkt afstandsformindskende afbildning. Der
eksisterer da et og kun et fixpunkt for T, og for ethvert punkt
X € T vil folgen ( ¢n(x)) konvergere med dette fixpunkt.

Bevis: Vi valger k€ ]0,1 [, sdledes at (5) gxlder. For x € T

setter vi
dist (%, ¢ (x)) = a(x).

Vi har da ifslge (5)
dist ( p(x), 9°(x)) < k dist (x, 9 (x)) = k a(x).

S&fremt vi har

(6) dist (o™(x), o™ (x)) ¢ K" a(x).
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giver (5), at

aist (o™ (x), o™2(x) < k dist(Fx), o™ (x)) ¢ ¥ a(x).

4

Dermed har vi bevist(6) ved induktion.

For vilkérlige n,p € N far vi nu ved trekantsuligheden og (6)

aist (9" (x), ¢""P(x)) ¢ 2 dist ( P (x), o™ (x) <
J=
p=1 . [0e) .
5 kKa(x) <a(x) = ¥ = %L:lE_ k",
p=0 - =0

Lad & vare et positivt tal. Vi velger N, sdledes at

n (1 -k)e
kW < N for n ; N.
og vi har da

Van >N Vp > 0 (dist( 9™(x), ¢"*P(x)) <&),

hvilket viser, at ( ¢"(x)) er en fundamentalfslge. Da T er fuld-

stendigt, konvergerer ( ¢"(x)) mod er gransepunkt b.

Da ¢ er afstandsformindskende, er ¢ kontinuert. Den ved
¢ (x) = dist (x, ¢(x))

definerede afbildning ¢ T ind i R er s&ledes kontinuert, og vi har

derfor

dist (b, ¢(b)) =¢(b) = lim¢(o"®) =
N0,

lim dist ( o™(x), o™ (x)),

n— oo
og ved (6) far vi derfor dist (b, ¢(b)) = 0, altsd ¢(b) = b. Dermed
har vi vist, at felgen ( o2 (x)) for ethvert x € T er konvergent mod
et grensepunkt, som er et fixpunkt. Sstningsn vil vere fuldstan-
digt vist, ndr vi har bevist, at ¢ ikke har flere fixpunkter.

Lad b og ¢ vare fixpunkter for @ . Vi har da ved (6)



dist(b,c) = dist (¢(b), ¢(c)) < k dist (b,c)

eller
(1 - k) dist (b,c) = O,
som giver dist (b,e) = O, altsd b = c. Dermed er smtningen bevist.
12.19. Vi vil nu vise fslgende s=tning:
12.19.1. Sstning. Tad O ¢ RZ vere en &ben mzngde. Iad A og B
vere positive tal og lad f:0 ind i R vere en kontinuert afbildning,

som tilfredsstiller betingelserne

v(x,y) € 0 (|£(x,¥)| ¢ A)

v(xy,) € 0 V(xy,) € 0 (I1£(xy,) - £(xy,)] < Blyy,-y, | .
Iad (a2,b) vare et punkt af 0, og lad h og k vare positive tal, som

tilfredsstiller folgende betingelser:
1). {(xy) | Ix-a]l ghalyv| ¢kl ¢ O
2). Ah<k
3). Bh < 1
Der findes da én og kun én kontinuert funktion g: [ a-h, a+h]
ind i R, som tilfredsstiller falgende betingelser-
i). V x€ [a-h, a+h] ((x,g(x)) € 0).

ii). V x € [a-h, a+h] (g(x) =b + fx £(t,g(t)) at),

Bevis. Med T vil vi betegne den delmsngde af G( [ a-h, a+h],R),
som omfatter alle afbildninger ¢ : [ a=h, a+h ]ind i R, der opfylder

betingelserne
(7) : Vv x € [a-h, a+h] (|p(x) - bl ¢ k)
(8) p(a) = b,

Vi viser forst, at T er en afsluttet mengde. Hvis ¢ tilhsrer komple-
mentsrmengden til T vil ¢ ikke opfylde bade (7) og (8). Hvis ¢ ikke
opfylder (8), er ¢(a) = b, + b og for ¢ €[O,|b1-bl] vil funktio-
nerne . K( ¢,e ) heller ikke tilfredsstille (8). Hvis ¢ ikke tilfreds-
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stiller (7), kan vi vslge X, €[ a-h, a+h Jog ¢ > 0, sdledes at
| o (%) - b|> k +¢ , og funktionerne i K( ¢, & ) vil da ikke til-
fredsstille (7). Dermed har vi vist, at T er en afsluttet delusmngde

af G( [a—h, a+h ],R) og da dette rum er fuldstendigt, er delrummet T

fuldstendigt.
Vi definerer nu en afbildning s - T ind i 6( [ a-h, ath ],R), idet

vi for ¢ € T definerer s¢ ved

sp(x) = b + /* £(t,0(t)) at.

a
Vi ser, at sp bliver kontinuert, at s¢ (a) = b, og at (fulge 2))

lsp(x) =b] ¢ |x-alsAghA(Kk

for alle x € [a-h, a+h]. Altsd gwlder sp € T og s er i virkeligheden
en afbildning s : T ind 1 T. For¢1, Po € T har vi ifelge den anden

betingelse i smtningen

oy (-tpy (2 | < | L (£(tap H(8)) = £(t, o, ()))at]

| 20, (8)) = 2t ()t | < | /5 Bloy(t) o (0)]at] <

IZ Blp, - oyl at | < llp, - ol
for alle x <l a-h, a+h ], altsa

”53702 - 3901” < Bh H@Z - 901”1
s& 3) viser, at s er sterkt afstandsformindskende. Ifzlge setning

12.18.3 har s séledes et fikspunkt g, som altsd tilfredsstiller sg = g
eller ‘
g(x) = b+ X £(t,8(t))dt.
a

Dermed har vi vist eksistensen af en lssning.
For at vise, at der ikke findes anden losning, betragter vi en

afbildning¢ : [ a-h, a+h Jind i R, som tilfredsstiller betingelsen
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(x, p(x)) € O for alle x. Vi definerer s¢ som ovenfor, og vi fir da
samme vurdering af |s ¢ (x) - b| som ovenfor. Altsd gelder s ¢ € T,
og skal betingelsen s ¢ = ¢ vare opfyldt, md vi i hvert fald have

¢ € T, Men indenfor T findes ifelge satning 12.18.3 kun et fixpunkt,

og dermed er entydigheden bevist.

12.20. Det er nu let at vise en grundleggende satning om eksisterns
af losningen til??ifferentialligning af forste orden.

12.20.1. Sztning. Lad 0C ®° vmre en &ben mangde. Tad f: O ind i R
vere en kontinuert afbildni:.g, som har en kontinuert partiel differen<
tialkvotient D,f med hensyn-til den anden variabel. Iad (a,b) vzre et
punkt af 0. Da eksisterer der et positivt tal h, sd&ledes at der findes

en og kun én differentiabel funktion g: [a~h, at+h ]ind i R, som til-
fredsstiller falgende betingelser:

1). V x € [a-h, a+h] ((x,g(x)) € 0).

2). g(a) =0b.

3). VvV x € [a-h, a+h] (Dg(x) = £(x,g(x)).

Bevis. Vi valger en cirkelskive U med centrum i (a,b), sdledes

. Punk-

at T ¢ 0. Med A og B betegner vi supremun pi U af |f]| og ID2f
tionen f vil da i U opfylde de i smtning 12.19.1 anforte betingelser.

Vi kan da vaelge h og k som anfort i sstningen. Det ses helt umiddelbart,
at betingelserne 2) og 3) i smtning 12.20.1 er ensbetydende med betin-
gelse 11) i swtning 12.19.1. Derefter felger det af smtning 12.19.1, at

funktionen g eksisterer, og at der ikke eksisterer andre funktioner,

der tilfredsstiller 2) og 3) samt

1') v x € [a-h, a+h] ((x,g(x))e U)
Iad nu g, vere en anden afbildning, der tilfredsstiller 1), 2) og

3) i sstning 12.20.1. Vi sstter
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hy = sup {n €la,h] | vx €la,a + 1], (g,(x) - &(x)) | .

1

Kontinuiteten giver straks g1(a+h1) = g(a+h1)._Vi kan nu benytte det
allerede beviste, idet (a+h1, g(a+h1)) indgdr istedet for (a,b), og
hvis h, < h folger det, at g1(x) = g(x) i en omegn af ath, . Det stri-
der imidlertid mod definitionen af h1. Dermed har vi vist, at g; 08
g stemmer overens pa [a,a+h] . Analogt for [a—h,a ]. Dermed er smt-
ningen bevist.

Setning 12.20.1 viser, at en differentialligning

d
a‘% = f(ny)y

hvor f er en tilstrekkelig "pan" funktion lokalt tror lesninger, som

fastlegges entydigt ved givne udgangsverdier. Vi bemsrker, at dette

altsd specielt vil gmlde for en Riccati-ligning

%% = a(x) + b(x)y + C(X)Y29

nar blot a,b og ¢ er kontinuerte. I differentialligningsteorien sé& vi,
at dette igen medfeorer, at en differentialoperator

2 0
D™ + a1D + azD

kan spaltes i to linesmre differentialoperatorer af farste orden. Dette
medforer igen eksistens af losninger til linemre differentialligninger
af anden orden, og det er let at se, at der blandt disse altid vil
vere losninger, som ikke antager vaerdien O i et givet punkt. Dermed
har vi bevist det eksistensudsagn, der 14 til grund for vor diskussion

af linemre differentialligninger af anden orden.
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1.

5

Lette opgaver,

En fglge (fn) af afbildninger fn:R ind i R defineres ved
fn(x) = Arctg (x+n).
Vis, at (fn) ikke er ligelig konvergent, men ved restriktion

til et interval [a,c[, a € Ryfas altid en ligelig konvergent

fglge.

En fglge (fn) af afbildninger fn:R \ {p7} ind i R hvor p € %,
Zefineres ved ‘

{ 5 \2
£ (x) = 1C§2_nx .
n n S1nr XX

Vis, at (fn) ikke er ligelig konvergent, men ved restriktion

til R\ Ja,al, a> 0,fas en ligelig konvergent fglge.

Vis, at den ved
fn(x) I Xn+1
definerede fglge (f_) af afbildninger fn:[0,1] ind 1 [0,1]

er ligelig konvergent,

Vis, at den ved

fn(x) = (coa(2m!ﬂx»2n
definerede fglge (fn) af afbildninger fn:R ind i R for et-
hvert fast m € N konvergerer ligeligt mod en Riemann-integra-
bel gransefunktion gm:P ind i R, og at fglgen (gm) konvergerer
punktvis, men ikke ligeligt mod en ikke Riemann-integrabel

gransefunktion,

Vis, at de ved

nx
£(x) = —ZF—5 , g(x) =
14+n"x% 1+n"x

n-x

N
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9.

10.

11,

afbildninger fn’ gn:
definerede fglger (fn) 0g (gn) af/[0,m] ind i [0,.| er
punktvis, men ikke ligeligt konvergente, medens restriktion

til [a,w[, a > O,giver ligeligt konvergente fglger.

Lad S vare en vilkarlig mzngde. Vis, at rummet P(S,Z) er

diskret.

I et uegentligt metrisk rum T kan man p& naturlig made indfgre
kugler K(a,w) med uendelig radius., Vis, at mengden af sadanne
kugler er en klasseinddeling af T. Angiv den tilsvarende &k-

vivalensrelation.

Vis, at en kugle K(a,x) (se opgave 7) er bade Aben og afslut-

tet.

Lad S vare et topologisk rum, A ¢ § en overalt taet punktmangde
og T et metrisk rum. Lad (fn) vare en fglge af afbildninger
fn:S ind i T. Det antages, at restriktion af hvert fn til A

giver en ligelig konvergent fglge. Vis, at (fn) er ligelig

'konvergent pa S,

En fglge (fn) af afbildninger fn:[a,b[ ind i R er ligelig
konvergent, og hvert fn har en grznsevardi cn i punktet b.

Vis, at fylgen (cn) er konvergent,

Lad S vare en vilka8rlig mengde. Til en fglge (gn) af afbild-

. . . s i
ninger £ :5 ind i R* svarer m koordinatfplger (f1n)""’(fmn)’
hvor f, = p,°f , idet p, er den ved pk(g) = %) definerede
projektionsafbildning. Vis, at (in) er ligelig konvergent,
hvis og kun hvis alle m koordinatfglger er ligelig konvergen-

te.
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12, Lad (in) og (gn) vere ligelig konvergente fglger af afbild-
ninger £ ,g S ind i R™ (sammenlign opgave 11). Lad a og g8

vere reelle tal., Vis, at (a§n+ﬁgn) er ligelig konvergent,

13. Punktionerne gn og g , der optrazder i fglgerne i opgave 12
n F¢&gerne
antages begransede for ethvert n € N. '/ antages desuden
ligelig konvergente., De indre produkter
p (%) = £,(x) g (x)
definerer en fglge (¢n) af afbildninger @n:S ind i R. Vis,

at (¢n) er ligelig konvergent,

14, Angiv de intervaller pa hvilke hver af de ved

-nx -n~1x?
fn(x) = e R gn(x) =e

definerede fglger (fn) og (gn) af afbildninger fn,gn:R ind

i R er ligelig konvergente.

15. Angiv de intervaller, pad hvilke den ved
X
fn(x) = n Arctg 3

definerede fglge (fn) af afbildninger fn:R ind i R er ligelig

konvergent.
16. Vis, at
o0
£(x) = E? Z-HCOSQnﬁ, g(x) = Eé (n!)_1 sin nx
n=0 n=0

definerer kontinuerte afbildninger fn,gn:R ind i R.

17. Vis, at
[o,0] 00 2
£(x) =3 Arctg 27, g(x) =3 o~ (x-n)
n=0 n=0

definerer kontinuerte afbildninger f ,g :R ind i R.
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18. Vis, at

00 o0
n - . i ’
£(x) = (-1)"n T sin®x, g(x) = > e Aretex ppotg =
n=1 n=1

definerer kontinuerte afbildninger f,g:R ind i 0.

00
19. Vis, at potensrzkken Zj n-1zn konvergerer ligeligt i enhver
n=1

kompakt delmazngde af m:ngden

{2z

af punkter, hvor razkken er konvergent,

[zl <1 A 2 ¢ 1}

20, Riemann's zetafunktion defineres ved

-zlogn ,

z(z) = §? n? =

| 2 e
1’1:1 n=

1
Vis, at rzkken er ligelig konvergent i enhver halvplan be-

stemt ved Rez 2 a, hvor a > 1, men ikke i hele den &bne halv-

plan bestemt ved Rez > 1.

21, Vis, at

f(Z) _ - sin nx
- log(n+1)
n=7,

definerer en afbildning f:R ind i R. Vis, at £ er kontinu-
ert i alle punkter af den &bne mangde A = R\ {2 | n e I},

Vis, at
COS_nx

g(z) = 5? n log(n+1)

definerer en kontinuert afbildning g:A ind i R, men at rak-
ken er divergent i alle punkter af R \ A. Vis, at f(z) =
-Dg(z) for alle z € A, Vis, at g har gransevaerdi o i punk-
terne af R \ A. Udled heraf, at f ikke er kontinuert i

punkterne af R \ A,
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I udledelsen af eksistenssatningen for differentialligninger
er indeholdt en metode til konstruktion af en funktionsfglge,
der konvergerer ligeligt mod l¢gsningsfunktionen. Udled rak-
keudviklingen for eksponentialfunktionen ved at benytte den
nzvnte konstruktion p& differentialligningen %% = y for ud-
gangsvardierne (0,1). Benyt en konstant funktion som fgrste

tilnsrmelse,

Lad K:[0,1] x [0,1] ind i R og £:[0,1] ind i R vare kontinu-
erte afbildninger. Vis, at der for ethvert A\ € R eksisterer
én og kun én afbildning ¢, :[0,1] ind i R, som tilfredstil-

ler ligningen (Volterras integralligning)

0y (%) + x'/z K(x,¥)oy (v)dy = £(x).

Efterlign beviset for eksistenssaztningen for differentialig-
ninger. Konstruktionsmetoden giver l@gsningen i form af en
potensrazkke i A, Dens kcefficienter bliver funktioner af x,
men for enhver fast vardi af x far potensrazkken konvergens-

radius w.

Opgave 23 med fglgende modifikationer: integrationsgranserne
zndres til 0 og 1. Afbildningen ¢, eksisterer for \ € [-h,h],
hvor h er et passende, positivt tal. Potensraskken far szd-
vanligvis endelig konvergensradius (Fredholms integrallig-
ning). I virkeligheden eksisterer lgsningen undtagen for
hgjst numerabelt mange vardier af A, men det kan fgrst vises

ved en ret dybtgdende undersggelse af integralligningen,

25, Forspg eksplicit at 1l¢gse integralligningen

-1 2 2
o5 (%) + A o (xy“+x y)wx(y)dy =1,
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Lidt vejledning: Man tenker sig opgaven 1lgst, og lignhingen
viser da, at 2N er givet ved et udtryk af formen

N (x) = 1 —%(ax+bx2),
hvor a = fé y2¢x(y)dy og b =‘/g y¢x(y)dy er konstanter,
Man behgver altsa blot at bestemme a og b ved indszttelse i
integralligningen. Derved kommer man til at lgse to linemsre
ligninger med to ubekendte, Det viser sig, at x kun optra-

der pa& hgjre side, medens determinanten afhaznger af A,

Vanskeligere opgaver,

26. Lad S vare et kompakt metrisk rum. Lad (fn) vare en fglge
af kontinterte afbildninger f :S ind i R. Det antages, at
funktionsvaerdifglgen (fn(x)) er monotont aftagende for et-
hvert x € S, samt at (fn) konvergerer punktvis mod en kon-
tinuert afbildning f£:S ind i R. Vis, at (£,) er ligelig

konvergent.

27. Angiv en fglge (fn) af kontinuerte afbildninger fn:[0,1]
ind i [0,1], sdledes at rskken an er ligelig konvergent,

men ikke majorisabel.

28. Omform ‘WUledelsen af potensrakkeudviklingerne for
log(1+x), Arctgx og Arcsinx, idet sztninger om ligelig kon-

vergens udnyttes.

29. Vis, at der eksisterer en kontinuert afbildning ¢:R ind i
R, som opfylder fglgende to betingelser
1NV xyeRrRxEy= loy)ox)] < |y-x/).
2) V x € Rp(x) £ x).
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Vis den for x € ]0,27[ gyldige formel

m .

NUsin nx | oo
: n

n=1

og tegn derefter det grafiske billede af den ved rakken de-
finerede afbildning af R ind i R. Vejledning: Ved differen-
tiation af razkkens afsnit An(x) og indsazttelse af coskx =
%(eikx+e€kx) med pafglgende summation af potensrakken

(eller -razkkerne) fés

: 1
An(x) = 3 (r-x)+L /X sin(n+z)t gt

- sinat

P4 integralet anvendes nu delt integration, s8ledes at
sin(n+$)t integreres og EE%gE-differentieres, og det ses der-
efter let, at integralet konvergerer mod nul for n = w.
Betragt den 1 opgave 30 omtalte rzkke for en lille, posi-
tiv verdi af x; vaelg for denne vardi af x det langst mu-
lige afsnit med lutter positive led, og vis ved en omhyg-
gelig vurdering, at summen af dette afsnit for tilstrakke-
lig 1lille x er vesentlig stgrre end Zw. Denne "skyden over

malet" er typisk for trigonometriske razkker i omegnen af

punkter, hvor summen er diskontinuert (Gibb's fznomen).
Vis, at den ved

1. <A n
w(x) = 5 ) cos bax,
on

n=0
hvor b er et positivt tal, definerede afbildning W:R ind
i R er kontinuert,

Funktionen W med b tilstrakkelig stor er det zldste

kendte eksempel pa en funktion, der er overalt kontinuert,
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33.

uden at vare differentiabel for nogen vardi af x. Eksemplet
er givet af Weierstrass.
For at vise, at W ikke er differentiabel for et vil-

karligt fast x € R, skal vi blot valge to passende fglger

af tilvakster (hn) og (hﬂ), som begge konvergerer mod O,

- og ikke sdledes at de tilsvarende fglger af differenskvo-

tienter

W(x+h )-W(x) W(x+h/)-W(x)
h o8 hy
n n

g&r mod « 0g - (eller omvendt).

Hertil valger vi B € Z, saledes at
n

og vi sztter sa

_1_'})
_ o0 __'n _ n
Yn = ax ﬁn’ hn - an 4 hn - ol ¢

Hvis vi nu udregner differenskvotienterne ledvis af den
uendelige rezkke, ser vi, at differenskvotienterne svarende
til hn alle far samme fortegn fra det nte led at regne
(tegn bplgelinjerne og husk, at b er ulige), og en vurde-
ring giver, at bidraget fra disse led for b tilstrazkkelig
stor langt overvejer bidraget fra de n-1 fgrste led.

Analogt for hﬂ .

Hvis wvurderingerne udfgres omhyggeligt nok, lykkes

beviset for b > 2 + 3.

Sver opgave.

Udregn

1 Arcsinx dx
fo \./-1 —Xz
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dels direkte, dels ved at indsstte potensrazkken for Arcsinx
og integrere ledvis., Derved fés w2 skrevet som sum af en

uendelig rekke med simple, rationale led.

Van der Waerdep.har givet et meget simpelt ekéempel pa en
funktion, som ikke er differentiabel for nogen vardi af
X. Han definerer fgrst ¢:R ind i R ved

p(x) = 3=|x| for |x| ¢ 3; Vvx€ RV ne€ Z(p(x+n) = o(x)).

Dernzst sztter han

S 14 n
V(X) = “—‘ T (0()4- X),
n=0
og V:R ind i R har de ¢nskede egenskaber., Valg h, = x 15
L
med bekvemt valg af fortegnet. Differenskvotienten bliver
da et helt tal og lige eller ulige eftersom n er lige eller

ulige.



Mat. 1, 1963-64 MA 13.1.

Videregaende differentialregning.

13.1. I dette kapitel skal vi fortsatte behandlingen af
differentiationsteorien, og vi vil fgrst og fremmest udnytte
kompakthedsteorien og iszr hovedsaztningerne om kontinuerte funk-
tioner. For funktioner, hvis definitionsmazngde er et interval
P4 den reelle akse, vil resultaterne i det store og hele vare
kendte fra gymnasieundervisningen. For funktioner af flere vari-
able vil resultaterne selvfglgelig vere nye, og her viser det
sig, at kompakthedsteorien spiller en afggrende rolle ved ind-
fgrclsen af partielle differentialkvotienter og totale differen-
tialecr af hgjere orden.

De i kapitel 10 benyttede betegnelser vil blive anvendt ogsa
i dette kapitel. Dette gzlder specielt befegnelsen o eller o
(eventuelt med en'index) for en g-funktion, d.v.s. en funktion,
der har granseverdi O eller O 1 punktet O eller Q.

13.2., Vi indleder mcd et fra gymnasieundervisningen vel-
kendt resultat:

13.2.1. Setning. Lad I ¢ R vere et interval og f:I ind i R
en afbildning. Hvis ©(x) antager sin stgrste eller mindste veordi
i ot punkt x_ € f, og £ er differentiabel i dette punkt, er
Df(x ) = O.

~ Bevis. Lad os antage, at £ er differentiabel i X, € %, og
at Df(x,) 4 O. Vi har opspaltningen

(1) op £(h) = (Df(x,) + @(h))h,
o)

‘"og da o har grsnseverdien O i punktet O, kan vi velge et tal
§ > 0, sédledes at
la(h)| < |Df(x )| for |h| < &.



Det fremgar da af (1), at

By £(h) = f(xo+h) -~ f(xo)

for |h| < § skifter fortegn, nir h skifter TFortegn. llen s& er
f(xo) hverken den stgrste eller den mindste funktionsverdi. Der-
med er s@tningen bevist.

Udnyttelsen af kompakthedsteorien sker nu gennem fglgcende
setning, der ogsa er kendt fra gymnasieundervisningen:

13.2.2. Rolles sztning. Lad [a,b] vare et begraznset inter-

val., Lad f:[a,b] ind i R verc en kontinuert afbildning, for hvil-
ken f(a) = £(b) = 0. Hvis restriktionen af f til Ja,b[ er dif-
ferentiabel, eksisterer der et punkt c € ]a,b[, sdledes at Df(c) =
0.

Bevis. Da [a,b] er en kompakt mengde, og f er kontinuert,
findes der punkter x,,X, € [a,b], sdledes at f(x1) er den mindste
og f(xz) den stegrste funktionsvardi. Hvis Xy eller X5 tilhgrer
}a,b[, bliver differentialkvotienten i vedkommende punkt O ifglge
sa@tning 13.2.1. I modsat fald bliver ba&de den stegrste og den
mindste funktionsvardi for £ lig med f(a) = £(b) = 0, og £ er da
identisk O og Df er identisk O. Dermed er sztningen bevist.

13.3. Den Tglgende satning er en generalisation af den fra
gymnasieundervisningen kendte middelverdisstning:

13.3%3.1. Den udvidede middelverdisastning. Lad [a,b] vare et

endeligt interval, og lad f,g:[a,b] ind i R vere kontinuerte af-
bildninger, hvis restriktioner til Ja,b[ er differentiable. Der
eksisterer da et punkt ¢ € Ja,b[, sfledes at
(£(b) - r(a))bg(c) = (g(b) ~ g(a))Dr(c).
Bevis. Den ved
o(x) =(£(v)-r(a))(g(x)-g(a,) - (g(b)-gla))(£(x)-£(a))

defincrede afbildning ¢:[a,b] ind i R er kontinuert og tilfreds-
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stiller betingelsen ¢(a) = ¢(b) = O. Endvidere er restriktionen
af ¢ til Ja,b[ differentiabel med
Dp(x) = (£(b)-f(a))Dg(x) - (g(b) - g(a))Df(x).
Ifglge Rolles satning cksisterer da ¢ € Ja,b[, sadledes at
Dp(c) = 0, og dermed er sztningen bevist.

13.3.2, Differentialregningens middelvardisztning., Lad [a,b]

vere ¢t endeligt interval, og lad f:[a,b] ind i R v@re en kon-
tinucrt afbildning, hvis restriktion til Ja,b[ er differentiabel.
Der cksisterer da et punkt ¢ € Ja,b[. sdledes at

f(b) - £(a) = (b-a)Df(c).

Bevis. Saztningen er et spccialtilfzlde af sztning 13.35.1
svarcnde til, at g er den ved g(x) = x definerede identiske af-
bildning.

13.4, Som en f¢grste anvendelse af middelvardisztningen ud-
lcder vi de velkendte resultater om sammenh®&ngen mellem differen-
tialkvotientens fortegn og funktionens monotonitet:

13.4.1. Sztning. Lad I ¢ R varc et vilkdrligt interval og
£:I ind i R en differentiabel afbildning. Hvis Df(x) = O for
ethvert x € I, er £ konstant. Hvis Df(x) > O for ethvert x € I,
er f voksende. Hvis det yderligere gzlder, at mengden
fx € T | Df(x) = O} ikke har indre punkter, er f strengt vok-
sendec. Analogt for Df(x) ¢ O.

Bevis. For [x1,x2] c I giver differentialregningens middel-
verdisatning, at der cksisterer et punkt £ € ]x1,x2[, saledes
at

f(xz) - f(x1) = (xz—x1)Df(§).
Heraf fglger de to fgrste pastande umiddelbart. Hvis f er vok-
sende pad I og f(x1) = f(xz), er £ konstant pa [x1,x2], og fgl-

gelig Df identisk O pa [zﬁszjj Dermed er saztningen bevist.
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13.5. Hvis £:I ind i R er en differentiabel afbildning af
et interval I ¢ R, giver middelvardisaztningen for Xy,%, € I en
relation

(1) £(x,) - £(xy) = (x,-x,)DF(&(x45%,)),
hvor §(x1,x2) for alle Xy ¥, € I tilhgrer det afsluttede inter-
val mcd endepunkter Xy 08 X5y 08 hvis x1 # X5 endda det abne
interval. For x1 < X, €r dette selve middelvardisstningen. For

X, > x2 gar relationen over i middelvardisaztningen ved omby:i~

ning af x, og Xye For Xy = X, €T relationen triviel. Punktet

1 2
§(x1,x2) vil s&dvanligvis kunne valges pa flere mader, men vi kan
tenke os, at vi for hvert par (x1,x2) har truffet et bestemt
valg af §(x1,x2), sdledes at (1) gelder. Derved har vi defineret
en afbildning £:1 x I ind i I. Vi gentager, at denne afbildning
sedvanligvis kan valges pa mange mader. Vi vil samtidig under-
strege, at det sazdvanligvis ikke lader sig ggre at valge & som.
en kontinuert afbildning. Vi viser dette ved et simpelt ceksempel.
Vi tenker os, at I er et afsluttet interval [a,b], og at
det grafiske billede af f ser ud som antydet pa figuren. Lad os
antage, at (1) er op-

fyldt for alle Xy 9%y €

[a;b], og at & er kon-

tinuert. Nu er alt-
s& Df(g(a,b)) = O,

s& £(a,b) er enten

maksimums- eller

minimumspunktet, lad os antage maksimumspunktet (den ander mulig-
hed kan behandles analogt). Nu er den ved ¢(x) = £(x,b) deline-
rede afbildning ¢:[a,b] ind i [a,b] kontinuert. Relationen (1)

giver
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pe(p(x)) = L

- X
Stgrrelsen pa hgjre side antager som sin mindste vaerdi haldnin-
gen af linien 1 for x = a,. For x € ]a1,b1[ er Df(x) mindre cnd
demne vardi, og ¢(x) antager derfor ikke vardier i intervallet
]a1,b1[. For x > a, gelder altsd o(x) € [b1,b[. Den kontinuerte
funktion ¢ antager sdledes verdier i ]a,a1] og 1 [b1,b], men
ikke i ]a1,b1[a . Dette strider mod
en fra gymnasieundervisningen kendt s®tning om kontinuerte funk-
tioner.

13.6. 1 det felgende vil vi systematisk anvende betegnelsen
a + @h for et punkt mellem a og a+h, idet ® skal betyde et tal i
intervallet ]0,1[. Middelverdisztningen giver da for en differen-
tiabel afbildning f:T ind i R, hvor I er et interval, en relation

Af(x,h) = Df(x+®h)h,
gom er gyldig for et (x,h) € AI. Tallet ® vil selvfelgelig af-
henge af x og h, og vi kan antyde dette ved at skrive relationen
pé den pracisere form

Af(x,h) = Df(x +® (x,h)h)h,
o8 her er ® altsd en afbildning af AL ind i ]0,1[ . Det fremgir
af overvejelserne 1 13.5, at ® ikke altid vil vere kontinuert.
P3 den anden side vil den ved @(x,h)h definerede afbildning vare
kontinuert i alle punkter (x,0), x € I.

Det vil ikke vmre hensigtsmessigt fuldt ud at reservere
bogstavet @ til den her omtalte ssrlige brug. I de nxrmest fol-
gende afsnit vil bogstavet ® dog ikke blive brugt til andet.

Som et eksempel vil vi vise smtningen:

13.6.1. Sgtning. Lad T ¢ R vare et interval og f:I ind i R

en kontinuert afbildning. Lad a € I vare et vilkarligt punkt.



Mat. 1, 1963-64 MA 13.6.

Hvis restriktionen af f ti1l I \ f{a} er differentiabel, og Df har
en grenseverdi b i punktet a, da er f differentiabel i punktet a
med differentialkvotienten b.

Bevis. Middelverdisstningen giver for h % 0, at

af(a,h) = Df(a + ®@(h)h)h.

For h —» 0 har Df(a + ®(h)h) grznseverdien b, og vi kan derfor
skrive

Df(a + @(h)h) = b + afh),
hvor ¢ er en o~funktion. Altsd er

Af(a,h) = bh + a(h)h,
og denne opspaltning viser netop, at f er differentiabel i punktet
a med differentialkvotienten b.

Vi har tidligere set, at differentialkvotienten af en funk-
tion, som er differentiabel i et interval I, kan have diskontinui-
tetspunkter i I. Det fremgdr af den netop viste sstning, at dif-
ferentialkvotienten ikke vil have nogen granseverdi i sine diskon-
tinuitetspunkter.

13.7. Vi vil nu vise et eksempel pa en ganske tilsvarende
anvendelse af den udvidede middelverdisztning.

13.7.1. L'Hospital's regel. Lad I ¢ R vare et interval,

a €1 et punkt og f,g:I ind i R kontinuerte afbildninger. Vi an-
tager, at f og g er differentiable pd I \ {al, at f(a) = g(a) =

0, og at Dg(x) £ 0 for alle x € I \ {a}. Da gelder

(2) lim 2% - b~ lin —f{l}g = b
X a 8 x> a ©
Pastanden gmlder, selvom b =e eller b = —co,

Bevis. Ifplge den udvidede middelvardismtning kan & h) velges,

s8ledes at

(f(a+h)-f(a))Dg(a+e(h)h) = (gla+h)-g(a))Df(a+€h)),
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og da f(a) = f(b) = 0, medens Dg(a + ®(h)h) £ 0 for h £ 0, far vi

for h+ 0, a + h €I, at

(3) f(at+h) _ Df(a+e(h)h)
gla+h) ~ Dg(a+r@h)h) °

Lad os nu antage, at betingelsen pi venstre side af medferings-

pilen i (2) er opfyldt. Udtrykket pd hojre side i (2) vil da have
graenseverdien b i punktet 0, og det samme gzlder da for udtrykket
péd venstre side. Dermed er pistanden bevist.
BEksempel. Vi veelger I = R, & = 0 og
f(x) = xsinx + cosx - 1, g(x) = sinzx,
hvilket giver
Df(x) = xcosx, Dg(x) = 2sinxcosx.
Vi bemsrker, at betingelsen Dg(x) + O ikke er opfyldt pad hele
R\ {0}, men vi kan indskrenke I til ]—g , %[, og betingelsen vil

da vare opfyldt. Vi kan da anvenie 1l'Hospital's regel, og vi far

Df(x) _ _x
Dg(x) =~ 2sinx

Den sdledes definerede funktion har granseverdien % i punktet O,

og ifplge 1'Hospital's regel har vi derfor

lim f(x) = 1.
Xx- 0 gix

o}

En alternativ behandlingsmetode af grensevardibestemmelse
bestdr i udnyttelse af udviklingerne af f(x) og g(x) i potensrek-
ker, hvis s&danne foreligger. Det vil da oftest vere hensigtsmss-
sigt at foretage en transformation, sdledes at problemet kommer
til at vedrore grsnseverdien i punktet O.

Eksempel., Vi velger I = ]0,=[, a = 1 og



e 1

- 5 e(x+1), g(x) =2(Vx - 1) - log x.

Ved at sztte x = 1+h og benytte potensrazkkeudviklingerne, far vi
3

f(41+h) = e(eh—1—h) = e(%T n® + %Th + ees)

g(1+h) = 2(/1+h=1) - log(1+h) =

L2 1.3 _ - L2 1,3 _
2< n - $h° + 5zh ...) <h sh” + 3h ...) =

f(x) = e

2 3

2 5.3
h. -2Ll.h T eee o

==

Heraf fglger 1 1

f(1+hl _ e(é' + ‘6'].’1 +...)
(1+h) ~ T - 5 . ’
g E - 2L|.h+ L

hvilket viser, at
lim £%£§ = 2€.,
x -1 8%

Vi har her benyttet, at potensrszkkerne er kontinuerte for
b = 0. Det er abenbart slet ikke ngdvendigt at udregne det nte
lecd i potensrekken for vilkérligt n. Ovenfor har vi endda udreg-
net et lecd mere end ngdvendigt. Ved ''praktisk" anvendelse af me-
toden bgr man selvfglgelig undgéd at udregne flere potensrzkke-
led ¢nd strengt ngdvendigt.

En raekke grensevardiproblemer af helt anden type kan om-
formes til problemer af den omtalte slags. Vi betragter f.cks.
I = ]O,g[ og den ved f(x) = (sinx)tgx definerede afbildning f:I
ind i R. Vi har da

t
log f(x) =——bEE—,
(logsinx)

og her har funktionerne i tmllercn og nmvneren begge gransevaerdi
O i punktet O. Vi kan da forsg¢gge at anvende 1l'Hospitals regel.

Tellercns differentialkvotient er cos-zx og har greznseverdien 1
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i punktet 0. Nevnerens differentialkvotient er - (logsinx)_2
cotx, og her gar den fgrste faktor mod O, medens den anden gir
mod «. Vi kunne forsgge at anvende 1'Hospital's regel igen, men
hver ny anvendelse vil bare ggre udtrykket mere kompliceret.

Det er bedre i dette tilfelde at benytte omskrivningen

- log —
_ sinx 1
log f(x) = p vl

sinx

og den i kapitel 2 omtalte regel om at en potensfunktion sejrer

ovef ¢n logaritmefunktion giver da umiddelbart, at log f£(x) har

gronsevaerdien 0 i punktet O,og det medfgrer, at f£(x) har'grmnse-
verdien 1 i punktet O.

Ingen af de her omtalte mctoder til gransevardibestecmmclse
er universelt anvendelige, men en stor del af de mere dagligdags
grnsevaerdiproblemer kan lgses ved mindst 1 af de 3 metoder, vi
her har peget pa.

13.8. Vi gar nu over til at anvende middelvardisztningen
pa funktioner af flere variable. Da vi i kapitel 10 omtalte dif-
ferentiation af funktioner af flere variable for fgrste gang,
lovede vi at vise, at en funktion er differentiabel, hvis den
har kontinuerte partielle differentialkvoticenter. Vi vil nu holde
dette lgfte, idet vi beviser fglgende sztning:

13.8.1. Sztning. Lad 0 ¢ R" vere en &ben mengde og £:0 ind
i R en afbildning, hvis partiellc differcntialkvotienter D1f,.,.,
Dn: cksisterer overalt i 0. Hvis D1f1,oe,,an alle er kontinuerte
i et punkt a € 0, da er f differcntiabel i punktet a.

Bevis. For n = 1 indeholder s&tningen intet nyt. Vi vil
fgrc beviset ved induktion efter n, og vi antager derfor, at den

satning, der fas af 13.8.1 ved at erstatte n med n-1 er rigtig

~
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for alle valg af 0 og f.
Vi vaelger § > 0, sdledes at
[8.1-6"8.1'*'(5‘1 X eoeeo X [an-d\,an'l'd‘] g Oo

Vi skal studere tilvekstfunktioncn Aaf defineret ved

s, £(h) = £(a+h) - £(a),
og det ¢r nok at undersgge den for

|h1l =<._d\’.°|’|hnl§_‘d‘o
Vi sxtter

h' = (by,..5h

n_1,0); h" = (O,...,O,hn),

og Vvi har da

Aéf(h) = (f(a+h') - £(2)) + (£f(a+h'+h") - f(at+h')).

Restriktionen af f til den ved X, = a, bestemte hyperplan
kan pd nsrliggende méde opfattes som en funktion af n-1 og
variable, og den er ifplge induktionsforudsstningen differentia-
bel i (a1,...,an_1), s& vi har opspaltningen

f(é"‘ll_') - f(g) = D,If(g,_)h,] R Dn—1f(§'-)hn—1 +OC1(E' )”.13“ ’

hvoroc1 er en o ~-funktion.
Restriktionen af f til den ved

= a

Xy = a1+h1,..., X 1

n-1
bestemte rette linie kan pd nwmrliggende mdde opfattes som en
funktion af én variabel, og da den er differentiabel, kan vi an-
vende middelverdisstningen, som giver

f(ath'+h") ~ f(a+h') = D f(arh'+e(h',h")h")h .
Nu er h' og h" projektioner af h pd 2 forskellige underrum af T
Endvidere er an kontinuert i punktet a. Deraf fplger, at

D,f(s+h'+e(h',a")b") = D £(a) + ay(h),

hvor o, er en a-funktion,
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Ved at sammenfatte de to opspaltninger far vi

A f(h) = Dyf(a)hy +...+ D f(a)h + a(h)|lhil,

hvor

alh) = a1(h') L] a5 (h) by .

Tl Tall

Da projektion er afstandsformindskende er

.Q' hn
- s meh

numerisk mindre end 1, hvilket medfeorer, ato er en q-funktion.
Dermed er smtningen bevist.

1%3.9. Ved gentagen partiel differentiation kan vi danne
partielle differentialkvotienter af hejere orden ligesom vi i
gymnasiet har medt szdvanlige differentialkvotienter af hejere
orden., Ved dannelsen af partielle differentialkvotienter af
hojere orden er det en vasentlig simplifikation, at differen-
tiationernes rzkkefeplge ingen rolle spiller, sid lm:nge de op-
tredende differentialkvotienter er kontinuerte., Vi viser dette
i det simpleste tilfelde, og vi skal bagefter se at det alminde-
lige tilfxlde udledes umiddelbart af det specielle.

13.9.1, Sstning, Lad 0 C R? vere en aben msngde og f:0 ind
iR en afbildning. Hvis de partielle afledede D1f, D2f 0g
D2D1f alle eksisterer i hele O, og D2D1f er kontinuert i et punkt
a € 0, da eksisterer D1D2f(g), og D1D2f(g) = D2D1f(§).

Bevis. Vi veslger & > 0, sdledes at

[a1 - J,a1 + 4] x [a2 -4, a, + d} co,
og for vilkirlige tal h1,h2 med |h1| é g, lh2I é 4§ indferer vi
udtrykket

A(h1,h2) = f(a1+h1,a2+h2) - f(a1+h1,a2) - f(a1,a2+h2)+f(a1,a2).
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Den ved

p(x) = f(x,a2+h2) - f(x,aZ)

definerede hjmlpefunktion - s2r differentiabel p& intervallet
[a1 -cf,a1 + &], og middelvsrdisstningen giver derfor
A(h»] 9h2) = ¢(a1+h1) - ¢(a1) = Dﬁo(a—]'l"@i (h1 rh2)h1 )h1 =
h1<D1f(a1 +@, (h, ,hy)h, ,ay+h,) = D £(a,+6 (hy,h,)h, ,a2)> .
Indforelsen af hjslpefunktionen ¢ var en snedighed, der havde
til formdl at sikre, at den feorste variabel fik samme verdi i
begge udtrykkene i den store parentes. Da D1f er forudsat par-
tielt differentiabel med hensyn til Xy kan vi anvende middelver-
disgtningen igen, idet den forste variabel tankes fast, Derved
far vi
ZKh1,h2) = h1h2 D2D1f(a1+(%(h1,h2)h1,a2+Cb(h1,h2)h2).
Da D2D1f er kontinuert i a, kan dette skrives
A(h1,h2) = D2D1f(g)h1h2 + a, (h1,h2)h1h2,
hvor a, er kontinuert i (0,0) og a1(0,0) = 0,
Den ved
P(x) = f(a1+h1,x) - f(a1,x) definerede hjzlpefunktion
er differentiabel i punktet 8o Altséd har vi en opspaltning
A(h»] 9h2) = ¢(32+h2) - 90(8«2) =
_ 1
Ag‘/’(hz) = D¢(a2)h2 + a (h1 9h2)h2’
hvor o for hver fast verdi af h1 er en kontinuert funktion af
hy, ogcx1(h1,0) = 0., Vi indsstter nu udtrykket for ¢ , og rela-
tionen bliver
1
A(h1,h2) = (sz(a1+h1,a2) - sz(a1,a2))h2 + a (h1,h2)h2.
For h, + 0, |h1| < 6 kan vi vslge a(h,), séledes at vi har

sz(a1+h1,a2) - D2f(a1,a2) = D2D1f(g_)h1 + a(h1)h1,
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og ved at sammenholde de to udtryk for ACh1,h2) far vi, at
-1 1
a(h1) = CX,1 (h»] yh2> + h1 o (h1 ,hg)y
ndr hverken h1 eller h2 er 0, Hvis vi holder h1 fast og foretager

grenseovergangen h, » O vil det sidste led gd mod O. Altsd er

a(h1) = llm(x1(h1 ;h2)-

hzaO

Heraf folger umiddelbart, at o er en e-funktion, Vi kan

nemlig for € > O velge n > O, séledes at
'a1(h1,h2)l < e for lh1, <Ny lh2, £,
og vl har da
la(hy) | ¢ e Ffor |h,| < 7.

Dermed er satningen bevist.

13.10. Lad O ¢ k™ vere en &ben mengde og £:0 ind i R en af-
bildning. Hvis det for et tal p € N gelder, at alle partielle
differentialkvotienter af f af orden ¢ p eksisterer og er konti-

nucrte, kaldes f en p gange kontinuert differentiabel funktion.

Af s@tning 13.8.1 fglger, at alle differentialkvotientér af £ af
orden ¢ p-1 er differentiable funktioner. Vi ser ogsé, at det

cr tilstrazkkeligt at forlange, at de partielle differentialkvo-
tienter af orden p alle er kontinuerte, idet satning 13.8.1
sikrer, at de partielle differentialkvotienter af orden p-1 er
kontinuverte o.s8.v.

Af s@tning 13.9.1 fglger nu, at en partiel differential-
kvotient af orden ¢ p forbliver uendret, nir to pd hinanden
fglgende differentiationer ombyttes. Fra permutationsteoricn ved
vi, at enhver raskkefglge kan fas ud fra den foreliggende ved
successiv ombytning af umiddelbart efter hinanden fglgende dif-

ferentiationer. En vilkarlig permutation af differentiationerne

vil altsé ikke @ndre den partielle differentialkvotient.
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Ved opskrivning af symbolet for en partiel differentialkvo-
tient kan man altséd i det foreliggende tilfalde skrive alle
differentiationerne med hensyn til samme variabel umiddelbart

efter hinanden, f.cks.

o D D
n 2 1
Dn ese D 5 D1 £,

hvor cksponenterne angiver antallet af differentiationer med
hensyn til hver variabel, og hvor altsé
Pyt ees +D, < Do

Hvis man skal udregne en partiel differentialkvotient af
hg jere orden, vil man selvfglgelig udfgre differentiationerne
i den gunstigste rekkefglge - altsa den rzkkefglge, der giver
mindst arbejde. Ved differentiation af et flerleddet udtryk kan
man differentiere ledvis og for hvert led for sig udfgre dif-
ferentiationerne 1 den gunstigste rzkkefglge. Man md sikre sig,
at resultatet virkelig er uaihzngigt af raskkefglgen, men hvis
det forelagte udtryk er opbygget af vilkarlig ofte differentiable
funktioner, gir dette ofte ret let.

Skal man udregne alle de partielle differentialkvotienter
af orden < b, er det mest hensigtsmaessigt fgrst at udregne alle
af fgrste orden, dernmst alle af anden orden o.s.v. Mange af de
hgjere differentialkvotienter vil kunne udregnes pa flere mader,
og man kan da i hvert tilfzlde velge den letteste metode, men
det vil vere hensigtsmessigt at udregne nogle af differential-
kvotienterne pé& flere mader for kontrollens skyld.

13.11. Lad O ¢ k™ visre en Aben mengde og £:0 ind i R en p
gange kontinuert differentiabel afbildning. Lad a € O og h € R"

vere vilkarligt valgt. Vi satter da
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£, (t) = £(a+th).

Derved har vi defineret ¢n afbildning fa n af’ et interval om-
&,
kring punktet O ind i de rcelle tal, For h 4 O er

fa + th | t € R} en ret linie i R®, og funktionen £, p siges

a,4
derfor at fremkommec ved at man betragter £ pd den rette linie
gennem a, hvis retning cr fastlagt ved h.

Al satningen om differentiation af en sammensat funktion

fas umiddelbart
n

Df . (t) =
a,h = ZJ Dkf(§+tg) h
k=1
altsd specielt
= ve et = .
Dfé,h(g) D1f(g)h1 + D f(a)h, af(a,h)
Det totale differential i et punkt kan s&ledes fortolkes som
en differentialkvotient af en funktion af én variabel.
I det specielle tilfzlde, hvor |[h|| = O, vil afstanden mel-
lem punkterne g + t,h og a + t,h netop vare |t2—t1|. Funktionen

T bliver da netop restriktionen af f til den rette linic gennem

a,h
=" pestemt ved
a / retningen h, og df(a,h) bliver da den sazdvanlige diffe-

rentialkvotient af denne restriktion. Stgrrelsen df(g,g) kaldes

derfor retningsdifferentialkvotienten af £ i punktet a i den ved

h bestemte retning.

De hgjere differentialkvotienter af £ , for h = O kaldes

ogs& 1 differcentialer af £ af hgjere orden, og vi skriver

D _ AP
D fg_,g(g) = a°f(a,h).

Det sdlcdes definerede differcntial af orden p er et polynomium,
som cr homogent af grad p i de variable h1""’hn°

Det skal understreges, at den bekvemme differentiations-
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regel for sammensatte funktioner ikke gwlder for differentialer
af hgjere orden. Disse er blot indfegrt, fordi de optrazder i
forskellige formler.
Vi skal nu udregne et eksplicit udtryk for a°f. Til det
formal viser vi fgrst formlen
n
qug,g(t) = Z . D, Dy «++ D, f(g+tg)hk1...hk ,
k,=1

- 1
]z{='|q a1 q
1 q

som gelder for @ = 1;6e0,0. Vi benytter induktion efter q. Fogrst
bem@rker vi, at formlen er rigtig for @ = 1. Dernzst antager vi,
at den anfgrte formel er rigtig, og vi skal da blot vise den

formel, der fés ved at erstatie g med g+1. Vi differenticrer med

hensyn til t og far

!

L X
fg,_l'_l<t) = Z ;:)(Dk ...Dk1f(g+t_11))hk1 ses By =
-

3 n, &
L L (1{21 DquDkq Dk1f(§_+th)hk(1+1>hk1-..hkq,

og resultatet fas ved ombytning af summationerne. Dermed er
formlen bevist.

Den netop beviste formel lidcr af den mangel, at der ikke
er taget hensyn til, at mange led pa& grund af ombytteligheden
af differentiationerne er identiske. Derfor vil vi undersgge,

hvor mange af summens led, der er identiske med

qn 4 q1 e
Dn s e e D1 f(_a=+t_ll)h1 e hn )
hvor

O=_<_q__1 S_p,...,ogq_ngp, q_1 +ooo+q_n=qo

Dette er et kombinatorisk problem, idet vi skal udregne,
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pad hvor mange mader Qy differentiationer med hensyn til den
fgrste variabel, 45 differentiationer med hensyn til den anden
variabel o.s8.v. kan ordnes 1 en rzkkefplge med g pladscr. Vi
kan da fgrst vaelge pladserne for differentiationerne med hensyn
til den f¢rste variabel, og dettc kan ggres pa ialt
[Q)::<%+.”+%Q:=<%+'”+%Q! .

\q1 q q1i(q2+...+qn)!

mader. Svarende til hvert af disse valg kan vi derefter valge

pladserne for de Py differentiationer med hensyn til den anden

variabel p& ialt
(q2+...+qn)1
| |
q2' (Q.3+"'+qn)'

mader. Nar vi gar viderc p& denne made og til sidst multipli-
cerer alle de fundne antal, far vi, at der ialt er
q_1'-ouq_11-

led, som er identisk med det anfgrte. Altséd er
q_-:(q_1 +e oo+q_11_2)

n  n-t
D, (%) = Z Z Y g! .
q,=0 @p=0 a,,_4=0 qyleeea o t(a-(ay+eeera )1
(4) (
D;!I"(q1+...+q_n_1 >Di_r::'.1f(ﬂ+tll_)h1 q1...hn_1qn-1' %q q1+...+qﬁ_1).

For t = O er dette udtryk netop dqf(g,g), og vi har sdledes
faect differentialet af vilkérlig orden udtrykt eksplicit ved de
partielle differentialkvotienter af samme orden.

I praksis kan fglgende huskeregel anbefales: Differentialet
af orden q dannes, idet det totale differential oplgftes til '

qte potens, hvorefter enhver potens (Dkf(g))v erstattes med
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vV
Dkf(g).
Differentialet af anden orden er sdledes en kvadratisk

form med koefficientmatrix (A ) y hvor
uv’n,n

AW = D#va(g) = DUDNf(_a_).

For en funktion af 2 variable har vi generelt

2 2

b
—'\ - —
&°f(a,h) = L (i) 03 % plr(a)nd ng7d
q=0
svarende til binomiglformlien.

For en funktion af 41 variabel har vi differentialet

aPr(x,n) = DPr(x)nP.
I traditionel skriveméde skrives
y = f(x), h = dax, &y = DPr(x)ax>,

og 1 overensstemmelse hermed skrives

b
pPr(x) = &
ax?

AT andre almindeligt benyttede betegnelser skal nzvnes

Dpf(x) = EE‘ £(x) = f(p)(x) = y(P),
dxP

I analogi hermed skrives for cn funktion af flere variable

med q,]+...+q,ﬁL = q:

Din D?’1 £(x) = ——2 £(x) =

(a) (a)
£ q, CJn(zs)=yq1 L a

‘1 ...xn X/] n

Hvor cksponenten er O, kan vedkommende faktor udelades. For en

funktion z = £(x,y) af 2 variable er siledes
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3

= 3 3 3
i’z = 9-% ax> + 3 9.2 ax®dy + 3 9—2—§ dxdy® + &2 ay°,
oxX ox oy 0X3y ay3

13.12. Vi vil et @¢jeblik beskaftige os med funktioner af
én variabel, idet vi vil visc Taylor's formel i en skikkelse,
der afviger vaesentligt fra den i kapitel 2 anfgrte, fgrst og
frcmmest ved, at der ikke indgar integraler.

13.12.1. Taylor's formel. Lad [a,b] ¢ R vare et interval

os f:[a,p] ind i R en n-1 gange kontinuert differentiabel afbild-

w

ning. Det antages, at restriktionen af Dn-1f til la,b[ er dif-

ferentiabel. Svarende til et vilkarligt tal p € N eksisterer der

da et punkt £ € Ja,b[, sldledes at

-1 n
f(b) = Sz inégl(b-a)k + 2-iifl»-(b-g)n'l’(b-a)p.
k=0

(n-1)ip

Bevis. Der findes i hvert fald et reelt tal K, sfledes at

=1 K
(5) £(b) = Ej D—-f;—fﬁ (b=a)% + K(b-8)P.
k=0

Mcd denne vaerdi af K betragter vi den ved

n-1
o) = 2) = ' EEEm* - k(omn)?
k=0

defincrede hjmlpefunktion ¢:[a,b] ind i R. Ifglge det givme er
¢ kontinuert, og restriktionen af ¢ til Ja,b[ er differentiabel

med Gifferentialkvotienten

n=1 x k=1 D=1 k1 _
Do(x) = D £(x) (b-x) -\ D f(x) (b—x)k+pK(b-x)p L
¢ () /), X
k=1 k=0
-1 DPr n-1
pK(p-x)P7" - 3 (p-x)"7

Ved indszttelse ses umiddelbart, at ¢(b) = O. Vort specielle

valg af konstanten K sikrer, at ¢(a) = O. S& eksisterer ifglge
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Rolles satning £ € Ja,b[, s&lcdes at Dp(g) = 0, altsa
n
-1 D -
pK(b-£)P7" = '(‘;%ﬂ (b-g)™",

Heraf bestemmes K og resultatet indsmttes i (5). Dermed er sate

ningen bevist.

I beviset har vi ikke benyttet, at a er venstre og b hgjre
intervalendepunkt. Vi kan derfor uden videre lade a og b bytte
rolle. Vi vil foretrazkke, at skrive x for a og x+h for b, og
vi kan da skrive x+@h for b, hvor ® eller pracisere @p(x,h) til~
hgrer intervallet ]0,1[. Taylors formel far da fglgende ud-

seende:

=1 k
£(x+h) = IZD £x) o+ LEGO) (1 g)nmyn,

hvor det alts&d mé erindres, at ® afhasnger af funktionen f, samt

af" n,p,x og h.

Den simpleste form af restleddet fas for p = n, og den

kaldes Lagrange's restled. For p = 1 fas en ligeledes ret be-

kvem form, der kaldes Cauchy's restled. Vi opskriver disse to

restled

D"f (x+@h) ET»= TH*TT_ DPe(x+0'h) (10" ) 102,

idet vi understreger, at ® og ®' er forskellige. Det er praktisk
talt aldrig ngdvendigt at inddrage restled svarende til andre
verdier af p.

Ved en restledsvurdering har man normalt ikke anden viden
om @, end at ® € ]0,1[, og derfor kan det meget vel indtraffe,
at det ene restled giver sksrpere resultat end det andet. Vi

vil illustrere dette med det specielle eksempel
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Her er
n n-1 (n-1)i
X

Lagrange's restled antager derfor formen

Fqu <1im>n’

Nar vi ikke ved andet om ®, end at ® € ]0,1[ m& vi &benbart an-

tage, at |1+@h| > |h| for at kunne slutte, at dette restled
konvergerer mod O. Det lykkes altsd at gennemfg¢re beviset for

h € [-%,1]. Cauchy's rcstled antager formen

-1
n-1 1 1-@! >n n
07" 1% <1+®'h b

FPor |h|l <1 er 0 < 1-@' ¢ 1 + @'h, og det ses umiddelbart, at

rcestleddet konvergerer mod O. For h = 1 far restleddet den

numcriske verdi
(1-9' >

(1+0') "

og nar vi kun ved, at ®' € ]0,1[, kan f.eks. muligheden
o' = % ikke udelukkes, og brgken vil med denne verdi af @' kon-
vergere mod e 2, Beviset lykkes s@ledes for h € ]-1,1[.
13.13. Differentialligningens middelvardisztning kan over-
fores til funktioner af flere variable i fglgende formulering:
13.13.1. Smtning. Lad O ¢ R" vare en &ben mengde, £:0 ind
1 R en differential afbildning, a € O et punkt og h € R et
punkt for hvilket betingelsen i
(6) v t € [0,1](a + th € 0)

cr opfyldt. Da eksisterer der et tal ® € ]0,1[, sdledes at

f(a+h) - f(a) = \ D.f(a+@h)h..
== = J ==
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Bevis. Hvis vi som i 13.11 indfgrer

fg,ll(t) = f(a+th)
cr reclationen, vi skal vise, cnsbetydende med

£, n(1) = 2, 1(0) = DF, ,(0),

og da fa n ©r differentiabel pa intervallet [0,1)] er dette blot
a4

¢t specielt tilfelde af differcentialregningens middelvardisst-

ning “or funktioner arf én variabcl.

P4 ganske tilsvarence méde overfgres Taylors formel til
funktioncr af flerc variable. Vi vil kun gennemfgre dette for
rakken med Lagrange's restled.

13.13.2, Setning. Lad O ¢ R" vere en Aben mengde, £:0 ind
i R en p gange kontinuert differentiabel afbildning, ae€ 0et
punkt og h € R™ et punkt, for hvilket (6) gezlder. Da eksisterer
der et tal ® € ]0,1[, siledes at ’

=1y x
(7)  f(a+h) - £(a) = 7T ¢ £(a,h) + DPr, . ().
a,
) k=1
Bevis. Den anfgrte formel er ensbetydende med
= 1 k
£4,n(1) = EJ iT D fg,n(0) Dpfg’h (®),
=0

men det er jo blot Taylors formel med Lagrange's restled anvendt

pad f_ , D& intervallet [0,1].
b

Taylor's formel kan ogsd fortolkes som en generalisation af
den opspaltning af funktionstilvaksten, der indgar i defini-
tionen af differentiabilitet. Dette kommer til udtryk i fglgende
setning:

15¢3+5. Taylor's grznseformel. Lad O c k™ vere en aben

mongde, £:0 ind i R en p gange kontinuert differentiabel funk-
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tion og a € O et punkt. Vi har da en opspaltning

D
o, (®) = ) L dt(a,n) + )l

k=1
hvor g er en g-funktion.

Bevis. For restleddet i (7) har vi udtrykket (4) i 13.11,

hvor t erstattes med ® og g med p. For hvert q1,...,qn med

q1 2 C,...,qng O,‘q1 teewt @ =D har vi en opspaltning
4 Y @ Y
D, +-sD, f(a+eh) = D “...D, f(a) + ocq1‘-;;qn(h),
hvor ¢ ..., er en g~funktion. Da lhv' < |IR|l for v = 1,400,n,

q1 ...qn

fglger heraf, at

T o

f(a+®h)h eeeh " =D

qn...D31f(g)h?n...hzn

...D
n

+ aé1...,qn(g)
I,

hvor
1

h a h
peem® = aq,, o O™ (18
er en g-funktion. Ved at anvende den her angivne opspaltning pa
hvert led i den endelige sum i (4) far vi
DPa, o(0) = DPe, \(0) + o' ()|l

hvor o' er en g-funktion. Heraf fglger umiddelbart den gnskede
omskrivning af formel (7).

13.14. Taylor's granseformel er et nyttigt hjslpemiddel
ved studiet af en funktions forhold i omegnen af et punkt. Vi
skal her kort omtale dens anvendelse ved bestemmelse af relative
maksima og minima. Fgrst md vi imidlertid kort diskutere homo-
gene polynomier og deres egenskaber.,

Vi minder om, at et udtryk af formen
Py p

: n
a h1 ces hn ’
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hvor P1,...,pn er ikke negative, hele tal, medens a er en reel

konstant, kaldes et monomium af grad p = P, teest pn i de vari-

able h ""’hn' Et udtryk P(g), der er en sum af endelig mange

1
mononier af samme grad p kaldes et homogent polynomium af grad

p. Udtrykket P(h) kan altid reduceres, s& der hgjst forekommer
€t monomium med hvert eksponentsat (p1,...,pn), hvor
Py teset D = Do Vi vil i dette afsnit skelne skarpt mellem det
homogene polynomium og den ved det homogene polynomium definerede
afbiléning P.

Differentialerne dkf(g,g) er eksempler p& homogene polyno-
mier. Graden er lig med ordenen k.

Vi bemzrker fgrst, at et homogent polynomium P af grad p
for alle h € R og alle t € R tilfredsstiller betingelsen

P(th) = t°P(n).

Herar fglger umiddelbart:

Hvis Qo er et nulpunkt for P (d.v.s. P(ho) = 0), da er et-

hvert punkt af den rette linie {th° | t € R} nulpunkt for P.

Mengden af nulpunkter for P er siledes foreningsmengden af
et system af rette linier gennem O, og den kaldes derfor poly-
nomie ts nulkegle.

IP'or et polynomium P(g), der er reduceret sa meget som
muligt, gelder det almindeligt, at polynomiet ikke bliver O for
alle h med mindre alle dets koefficienter er O. For polynomier
af' 1 variabel fglger dette af den fra gymnasieundervisningen
kendte sztning om, at et polynomium hgjst har sad mange rgdder
som graden angiver. For et polynomium af n variable vises péa-
standen ved induktion, idet polynomiet P(g) kan skrives pa formen

: a q q-1
B(Q) -— Ao(h2’n-o,hn)h1 + A1 (h2,...’hn)h1 +00'+ Aq(hZ"..’hn),
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hvor koefficienterne Ao,...,Aq er polynomier, blandt hvilke
mindst 1 ikke har alle koefficienterne lig nul. Hvis pastanden
er rigtig for n-1 variable, kan vi altsd valge h2""’hn’ sdledes
at mindst 1 af polynomierne Ak(hz""’hn) far en fra 0 forskel-
lig vardi, og ifglge det allerede viste for polynomier af 1
varichbel, kan vi derefter vilge h,, sdledes at P(h) ikke bliver
O.

&t homogent polynomium P(g) kaldes positivt semidefinit,

hvis det kun antager vaerdier i [O,~[. Analogt defineres negativt

semidefinit. Et positivt semidefinit homogent polynomium kaldes

positivt definit, hvis vardien O kun antages i1 punktet O. Ana-

logt defiineres negativt definit. Vi siger, at et homogent poly-

nomium er semidefinit hvis det er positivt semidefinit eller

negativt semidefinit. Tilsvarende for definit.

Det viser sig nu, at undersggelsen af, om en funktion har
et maksimum eller et minimum i et givet punkt, i det vasentlige
reduceres til spgrgsmélet, om et af dens differentialer i ved-
kommende punkt er definit eller eventuelt semidefinit. Gennem-
fgrelsen af en sddan diskussion kan vare meget vanskelig, og vi
ma ngjes med at anfgre noglelregler, der klarer problemet 1 de
simpleste tilfelde.

1. Hvis et homogent polynomium af ulige grad ikke forsvin-

der identisk, er det ikke semidefinit.

Et homogent polynomium P af ulige grad tilfredsstiller nem~
1ig relationen P(-h) = -P(h). Hvis det antager en vardi ¢ 4 O
vil det derfor ogsad antage veérdien -c.

2. Hvis et reduceret homogent polynomium indeholder led

ahz og bhg, hvor a > O og b <0, er det ikke semidefinit.
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Dette fglger af, at polynomiet for hﬂ = 1 og de g¢gvrige
variable lig O antager verdien a, medens det for hv = 1 og de
gvrige variable lig O antager vardien b.

3., Hvis et reduceret homogent polynomium af lige grad p er
positivt (negativt) definit, indeholder det alle leddene
ah®, v =1,...,n, og de har alle positive (negative)
koefficienter.

Hvis leddet ayhg mangler, antager polynomiet verdien O for
hv = 1 og de gvrige variable lig 0, og det er sadledes ikke defi-
nit. Derefter fglger pastanden af regel nr. 2.

Mere almindeligt kan man slutte, at en homogent polynomium,
der ikke forsvinder identisk, ikke er semidefinit, hvis fortegns-
skifte for visse variable bevirker, at polynomiet skifter fortegn.

Hvis de her anfgrte r egler ikke hindrer, at polynomiet er
positivt definit (eller semidefinit), kan man forsgge at skrive

polynomiet som en sum af kvadrater. Udfaldet af et saddant forsgg

den

vil i visse tilfazlde give svaret. For et polynomium af 2 grad

kan undersggelse altid gennemfgres pd denne médde. Vi illustrerer

me toden ved et eksempel'

P(h) = hS+2ho+6h5+7n ~2h, h ~2h, h,+2h,h ~2h, hs-8hh .

3774 1 173 717,
Da alle kvadratleddene har positive koeffic¢ienter, er der mulig-
hed for, at P er positivt definit. Vi fraspalter nu et kvadrat,

som indeholder alle de led i P, hvori h1 forekommer. Til det formal

m& vi abenbart vaelge
2
(h1 h, h3 + hu) =

-2h h -2h h_+2h h, +2h_h 2h h -2h._h
h h y Ry, .

h2 2 2
othz*h) VI M i Tt~

—‘*l\)

Vi far saledes
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P(n) = (n,-h, 3+hu)2+h +5h +6hu-uh B +2h,h -6hsh, .

Hvis restpolynomiet for passende valg af h2,h3 og hu kunne an-
tage bade positive og negative vardier, kunne vi supplere med

et h1, sdleces at kvadratet forsvinder, og vi ville sadledes kunne
slutte, at P ikke kunne vare semidefinit. Nu er der imidlertid
mulighed for, at restpolynomiet er positivt definit, og vi fra-—
spalter derfor et kvadrat, der indeholder alle led, i hvilke h2
foreckommer, Dertil mé& vi &benbart valge

2
(h2—2h +hu) = h +uh +hLL uh h +2hzhLL ~-4h hu

s4 vi far

P(h) = (h h2

3+hu)2 + (h2-2h3+hu)2+h§+5hi—2h3hu.

Nu afhenger restpolynomiet kun af 2 variable, og vi kan afggre
ved metoder, der er kendt fra gymnasiect, at det er positivt de-
finit. Vi kan imidlertid ogsa fuldfgre opspaltningsprocessen,

hvilket giver

P(h) = (h1—h2—h3+hu) + (hy=2hy u) + (hgs u) + uhu
Dette viser umiddelbart, at P er positivt semidefinit. For at
afgyre, om P er positivt definit, ma vi finde nulpunkterne for

P, Disse ma &benbart tilfredsstille ligningssystemet

~h,-h,+h = h,=2h,+h = =h =0
h,=h,=h +h) = h, +hy = hge=hy = hy ,

og dette system har kun lgsningen h = 0. Altsd er P positivt
definit.

Vi far endvidere brug for fglgende hjzlpesatning:

13.14+1. Lemma. Til et positivt definit homogent polynomium

P(g) af grad p svarer et reelt tal 3¢ > O, sidledes at uligheden

P(h) > - l®

er opfyldt for enhver vektor h.
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Bevis. Kugleoverfladen

K={a| llal =13

er en kompakt mangde, og afbildningen P:K ind i R antager derfor
en mindste funktionsvardi K pd K. Da P er positivt definit,

er £ > 0. Nu fas
h
P(h) = [P P(u—hﬂ) >« |nlP,

og cermed ¢r setningen bevist.

15.15. Vi g&r nu over til at omtale bestemmelse af maksi-
mumspunkter og minimumspunkter for funktioner af én eller flere
variablc. Vi indleder med definitionen af begreberne.

15415.1. Definition. Lad O ¢ ™ vere en aben mengde, og lad

£:0 ind i R vare en vilkarlig funktion. Et punkt a € O kaldes

et minimumspunkt for f og funktionsverdien f(a) en minimumsverdi

for f, safremt
U € U(a) vx € U\ fa} (£(x) > £(a)).
Hvis uligheden”g&lder med < i stcdet for >, kaldes a et maksi-

mumspunkt og f(g) en maksimumsvardi. Hvis uligheden gzlder med

>, kaldes g et svagt minimumspunkt og f£(a) en svag minimumsverdi.

Anglogt indfgres svagt maksimumspunkt og svag maksimumsvaerdi.

Bestemmelsen af maksimums—- og minimumspunkter kan i de
fleste tilfelde baseres pa fglgende setning:
13.5.2. Setning. Lad 0 ¢ R" vare en aben mengde, a € O
et punkt og £:0 ind i R en p gange differentiabel funktion, der
tilircdsstiller betingelserne
vh(df(a,h) = a°f(a,h) = «.. = &® '£(a,h) = 0). 3n(dPr(a,h) 4 0).
Hvis a er c¢t svagt minimums- eller maksimumspunkt for f, er

dpf(g,g) semidefinit (alts& p er lige og alle Dgf(g), V= 1yesesn
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har samme fortegn eller er 0). Hvis dpf(g,g) er positivt (nega-
tivt) definit, er a et minimumspunkt (maksimumspunkt) for f.
Bevis. Ifglge Taylor's grenseformel har vi under de givne

forudswtninger en opspaltning
.1
8,£(1) = 5,8°0(2,h) + a(b) 2P,
hvor ¢ er en g-funktion. Lad os nu antage, at dpf(g,g) ikke er

semidefinit. Vi kan da valge h' og h", siledes at

dpf(@.,h') > 0, dpf(él_,g“) < 0.

Vi kan nu velge & > 0, siledes at vi for alle t € ]0,8[ har

aCtn') | < 1B @e(ant); ja(mn)| < IR aPe(a,nm).
p! _ p!

Opspaltningen giver nu for t € ]0,6[, at

A E(tn') = <%T aPr(a,n') + a(tg')||g'||9> 2 > 0

Aaf(tg") (%T dpf(égh") + a(tgil)”ll-nllp> ‘tp < O,

hvilket viser, at a hverken er svagt minimums- eller maksimums-
punkt for f. Dermed er satningens f¢grste pastand bevist.

Lad os nu antage, at dpf(g,g) er positivt definit. Ifglge
lemma 13.14.1 kan vi valge £ > O, sdledes at dPf(a,h) >

KHQHP og dernzst kan vi valge § > O, sdledes at vi for alle
h med ||h|] < ¢ har |a(h)| < k. Opspaltningen giver da
a,f(@) 2 G+ al@|Bl® > o

for O < ||kl < §. Altsé er a et maksimumspunkt for f. Tilfazldet,
hvor dpf(g,g) er negativt definit, behandles analogt. Dérmed
er sa@tningen bevist.

Vi lagger mzrke til, at sztningen ikke giver sﬁar pé pro=

blemet, om der eventuelt er maksimum eller minimum i a, hvis
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dp(g,g) er semidefinit uden at vare definit. I dette tilfazlde
kan det eventuelt hjalpe, at inddrage differentialer af hgjere
orden i undersggelsen, sd3fremt de eksisterer, men det mad pareg-
nes, at diskussionen kan frembyde ganske store vanskeligheder.

Vi lagger endvidere mazrke til, at maksimum eller minimum
kun kan forekomme, hvis p er ulige. En ngdvendig betingelse for,
at a er minimums- eller maksimumspunkt for f, er det derfor, at
alle de partielle differentialkvotienter af fegrste orden har
verdien O i punktet a. Hvis man ¢gnsker at finde alle punkter,
der er minimums- eller maksimumspunkter for a, begynder man der-
for med at s@tte alle de partielle differentialkvotienter af f
af fyrste orden lig med O. Det giver n lignhinger med de n vari-
able som ubekendte, og diskussionen skal derfor blot gennemfgres
for lgsningerne til disse ligninger.

Eksempel. Vi betragter den ved

£(x,5) = (x°45%)% = 2(x~5°)
definerede funktion f:R2 ind i R. Ved at satte de partielle_
differentialkvotienter”af f¢rsté orden lig O, far vi ligningerne

hx(x2+y>-1) = 0, Ly(x“+y°+1) = O,
som har lgsningerne (0,0), (1,0) og (-1,0). Nu er

%€ (x,y;h,k) = 4(3xo+y2-1 )02+ 6xyhk+l(x2+3y°+1 )k,
sa vi far
(k2 -n%)

8(hZ+k)

a%r(0,0;h,k)

a°£(1,0;h,k)
a2F(-1,03h,k) = 8(h2+k?).
Heraf ses umiddelbart, at (1,0) og (-1,0) er minimumspunkter
for £, medens (0,0) hverken er minimums- eller maksimumspunkt.

15.15. For funktioner af 1 variabel er bestemmelsen af
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minimums- og maksimumspunkter ret enkel, idet den i foregdiende
afsnit beskrevne me tode nu kan praktiseres pd fglgende made:

Lad £:I ind i R vaere en p gange differentiabel afbildning
af et interval I C R. Minimums- og maksimumspunkterne for f ma
spges blandt nulpunkterne for Df. Er a € et sadant nulpunkt,
undersgges differentialkvotienterne qu(a), Q= 2,.0s,D. Hvis
den fyrste af Gisse, som er forskellig fra O, har ulige orden,
er a hverken minimums- eller maksimumspunkt. Hvis den fgrste
diiferentialkvotient, som er forskellig fra O, er af lige orden,
er a et minimumspunkt, hvis differentialkvotienten er positiv, og
et maksimumspunkt, hvis differentialkvotienten er negativ. Kun
hvis alle de eksisterende differentialkvotienter i punktet a
har verdien O, giver metoden intet svar. Vi har ikke gennemfgrt
noget bevis for, at kontinuitet af den sidste differentialkvo-
tient ikké er vesentlig for sagen, men det er ikke vanskeligt
at indse dette. Det skal tilfgjes, at endepunkterne af I kraver
en sarlig undersggelse, som dog i reglen ikke giver anledning
til vanskelighed.

Det er ofte lettere at gennemfgre diskussionen af minimums-—
og maksimumspunkter ved en fortegnsdiskussion for Df, idet en
sédan viser, i hvilke intervaller f er strengt voksende eller
strengt aftagende.

Opmarksomheden henledes pa, at a kan vare minimumspunkt for
£, uden at £ er aftagende i noget interval med a som hgjre ende-
punkt eller voksende i noget interval med a som venstre ende-
punkt,

1%.16. Vi vil ganske kort diskutere begrebet konveksitet

i forbindelse med funktioner af 41 variabel. Vi indleder med
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fglgende setning:

13.16.1. Sztning. Lad I ¢ R vere et interval og f£:I ind i
R en 2 gange differentiabel afbildning. Da er fglgende L pa-
stande skvivalente:

1) v x € 1(D°8(x) y 0).

2) Df er voksende pa I.

3) V a,x € I(f (x) » £(a) + Df(a)(x=a)).

L) v x,ye IV te Jo,a[(£((1-t)x+ty) ¢ (1=t)f(x)+tf(y)),

Bevis. At 2) = 1) er trivielt. At 1) = 2) fglger af szt~
ning 1>.4.1 anvendt p4d Df. At 1) = 3) fglger umiddelbart af
Taylors formel med Lagranges restled -

f(ath) = £(a) + Df(a)h + $D°F(a+6h)n’
f(a) + Df(a)h

for h = x-a. Vi viser, at 3) = 4) ved at vise, at "L4) = ~3),
At 74) gelder, betyder, at vi kan velge X,y € I, sdledes at
den ved

o(t) = £((1-t)x+ty) - ((1-t)f(x)+t£(y))
definerede funktion antager positive va&rdier i intervallet [0,1:
Der eksisterer da et punkt 7 € ]0,1[, som er maksimumspunkt for
¢s 0g vi har

o(z) > 0, Dp(z) = O.

Nu er

Dop(z) = (y-x)DE((1=-7)x+zy) - (£(y)-£(x)),
altsa

) = £(x)

DE( (1-7)x47y) = f(yy ~ Ll

Endvidere giver relationen ¢(z) > 0, at
£((1-1)x+ty) > (1=7)E(x)+7f(y).

Vi satter

a=(1-7)x + 7y,
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altsa
_ a=Xx - = -2
T—y_x ) 1T—y_xy

og vi far da
f(a) + Df(a)(x-a) >
y-a ¢ a-x X-a /. _ _
— (x) + % £(y) + o (£(y)-£(x)) = £(x),
hvilket viser, at 3) gezlder.
Sztningen vil vare fuldstendig, hvis det lykkes os at vise,

at 4) = 2). Hertil betragter vi x,y € I med x < y, og vi an-

tager, at L) gmlder. For h = t(y-x), t € ]0,1[ har vi

L (2(x+m)-1(x)) = f; (£((1-t)x+ty) - £(x)) ¢

L=t + we(y) - £(x)) = L=flx)

vy - X

For h - 0 fg¢lger heraf

DF(x) ¢ f(y) = £(x)
3 v - %

Den tilsvarende omregning af %(f(y+h) - £(x)) med h = t(x~y),

t € ]0,1] giver (idet h nu er negativ)

pe(y) > f(y) - £(x) ,

og dermed er satningen fuldstindig bevist.

15.16.2. Definition. En afbildning £:I ind i R, hvor I ¢ R

er et interval, kaldes konveks, hvis betingelsen 4) er opfyldt;
Hvis =f er konveks, kaldes f konkav.

Vi bemerker, at en konveks funktion ikke ngdvendigvis er
differentiabel, P34 den anden side er det ikke vanskeligt at
vise, at en konveks funktion er kontinuert. For to gange dif-
ferentiable funktioner giver setning 13.16.1, at enhver af

egenskaberne 1, - 4. implicerer konveksitet.
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13.17. Vi vil afslutte dette kapitel med beviset for en
klassisk s@tning om middeltal, idet beviset udnytter konvekse
funktioncrs egenskaber. Vi indleder med en setning om konvekse
funktioner.

12.17.1. Sztning, Lad £:I ind i R, hvor I er et interval,
vaere en konveks funktion. Lad c,],...,cn vare reelle tal, som
tilfredsstiller betingelserne

¢y 2 O,...,cn 2 0O; C; teset cp = 1.
Da golder relationen

V XyseeesX € I(f(c1x1 Touot cnxn) < c1f(x1) +oeot cnf(xn)).

Bevise. Vi bemazrker fgrst, at Xy > 8yeeeyX, > a medfgrer
c1x1 +evet Cnxn > (01 teeot cn)a = a, Tilsvarende fas nar > er-
stattes med », < eller (. Heraf slutter vi, at det for vilkarlige
XypeeesX, € I gelder, at CyXy teaet C X € I. Dermed har vi sik-
rect os, at den péstand, vi skal vise, i hvert fald har mening.

Vi antager nu, at padstanden allerede er vist for ethvert
talsot c{,...,c£_1, samt ethvert sat x%,...,x£_1, nir disse sat
blot opfylder de i satningen angivine betingelser.

Hvis Cy = ees =C = 0, er c, = 1 og pastanden triviel.

n—1
Vi antager derfor, at ¢ = c1 +eeot cn_1 > 0, og vi sztter

r_ ' _"'1 - ' 1 : -
¢y = C CypyeeesCp 4 = C Coo Talsattet ChpreeesCp 4 vil da op
fylde sztningens betingelser. Lad nu x1,o..,xn € I vere givne.

s t i _
Vi har da for CyXy Feeet Cp 4% 4 =V at

1 t
£(y) ¢ c1f(x1) toaot cn_1f(xn_1)

ifglge induktionsantagelsen. Desuden bevirker konveksisteten
af £, at

f(cy+cnxn) = f((1—cn)+cnxn) <

(1—cn)f(y) + cﬁf(xn) = cf(y) + cnf(xn).
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Kombination af de to viste uligheder giver nu umiddelbart den
pastand, vi skulle vise.
13.17+2. Definition. Lad 01,...,cn vere reelle tal, som
tilfredsstillar betingelserne
c, 2 O,...,cn > 0; 01 Toeeot C, = 1,
og lad y1,...,yn vere positive tal. Stgrrelsen

Ale,y) = Cq¥y Fewet C¥

kaldes det aritmetiske middeltal af Tyseees¥y, svarende til

vegtene CpreeesCpe Stgrrelsen

Cc C

Glerx) = ¥y | eee vy "

kaldes det geometriske middeltal af y1,...,yn svarende til

vegtene CysoeesCpo De s@dvanlige middeltal svarer til special-
1

seese = C = =

1= n n
13.17.3. Sztning. Med betegnelserne fra definition 13.17.2

tilfxldet c

er
A(c,x) 2 G(c,¥).
Bevis. Vi indfgrer
Xy = log y1,..o,xn = log Ve
Af 1. i sstning 13.16.1 fglger, at den ved f£(x) = e®* definerede
funktion f:R ind i R er konveks. Sztning 13.17.1 giver derfor

C,X, +eset C X X
1™ *e nn 1 Xn
€ < C'Ie toeeot cne ’

=

og heraf feglger sztningen umiddelbart.
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Lette opgaver.

Vis, at middelvardismtningen for et andengradspolynomium al-

tid gmlder med det specielle valg ® = z.

For en differentiabel afbildning f: [O,w[ ind i R gelder
£f(0) = 0 og f(x) @ » for x ? . Vis, at der eksisterer et

reelt tal & € ]0,w [, s@ledes at Df(E) = 0.

For en differentiabel afbildning f: [a,b] ind i R gelder

1. Df(a) > 0, Df(b) < O.

2. Vx € Ja,bl (DE(x) > 0).
Vis, at der eksisterer et reelt tal £ € la,b[, sdledes at
Df(E) = 0. (Konstruer en passende differentiabel hjzlpefunk-
tion g: [a1,b1] ind i R, sdledes at [a,b] ¢ [a,,b, ], medens
f er restriktionen af g til [a,bl, og sdledes at Rolles smt-

ning kan anvendes pa g).

Vis, at det for en differentiabel afbildning f: [a,b] ind i R
gxlder, at Df antager enhver reel verdi mellem Df(a) og

Df(b). (Udnyt resultatet fra opgave nr. 3).

Lad f,g,h:[a,b] ind i R vere kontinuerte afbildninger, hvis
restriktioner til Ja,b[ er differentiable. Vis, at der eksi-
sterer et reelt tal € € Ja,bl, for hvilket

f(a) f£(§) £(b)

g(a) g(£) g(b) | = 0.

h(a) n(§) h(b)
Vis, at den udvidede middelvardissetning er et specielt til-

feolde af dette resultat.
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Lad f,g: Ja,b] ind i R vere differentiable afbildninger, der

begge gar mod o eller -—o for x — a. Det antages, at bade

£ 0og Dt har en greznseverdi i punktet a. Vis, at disse graznse-

g Dg
verdier er identiske.

Bestem grsnseverdien

6 log % - (X—2)2 + 1

lim

=3 (x=3)(e¥0 - 1)

Bestem grznseverdien

1im Arctg(5 tg x) - Arctg(3 tg x)
T cos X ’
x5

Bestem grsnsevzrdien
lim (3tg 3x - tg x).
T

X7

Bestem grznsevsrdien

1im 2B 3% = tg X
T CcCOS X

5

Bestem grensevsrdien

lim (1+x2)(w—2 Arctg X)2.
X 00
Bestem grznsevsrdien

lim % log(a e X 4 be‘BX + GYYX)

X0
hvor @ > B > ¥, medens a, b 0g c er positive tal.

Afbildningerne f,g: 10,00[ ind i R er givet ved
f(x) = x° sin X-2; g(x) = log(1+x). .
Vis, at é har en grsnseverdi i 0, medens %é ikke har nogen

graenseverdi i O,
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14.

15,

16.

17.

18,

En afbildning f': Rz ind 1 R er givet ved
{O for (XyY) = (0,0)
)
f(x,y) =/
Y214yt .
[ (x Y sin x7' for (x,y) + (0,0) .,
Vis, at f er differentiabel, men at den ene af de partielie

differentialkvotienter af f er diskontinuert i (0,0).

En afbildning f: Rg ind i R er givet ved
. go for (x,y) = (0,0)

(e _i_(x2+y4)_1 y6 for (x,y) + (0,0).

Vis, at f er differentiabel, at Dyf er kontinuert, at DXf er

kontinuert undtagen i (0,0), at restriktionen af Dxf til den

ved y = O bestemte linier er kontinuert i (0,0), samt at D_f

er diskontinuert i (0,0).

Lad 0 C Rz ver en &ben mengde og f: O ind i R en afbildning,
som overalt har partielle differentialkvotienter D1f 0og sz.
Det antages endvidere, at D, f er kontinuert. Lad a € O vare

et punkt, i1 hvilket den ved D1f(x1,a2) definerede afbildning

er kontinuert. Vis, at f er differentiabel i punktet a.

Angiv samtlige partielle differentialkvotienter af vilkarlig
orden af hver af funktionerne
2 2
f(X’y):X4+3Xy+y’

2 2 2 2 2 ’ 2
g(x,y,2) =y 2 +yz + 2°x + 2x" + Xy + xy .

Vis, at den ved

£(x) = logllxll
definerede afbildning f: R° \ {0} ind i R tilfredsstiller be-
tingelsen

2#(x) = 0.

2
D1f(§) + D,
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19, Vis, at den ved
£(x) = [|z)°™
definerede afbildning f: R™ \ {0} ind i R tilfredsstiller
betingelsen

2 2 )

D1f(§) + ... + D f(x) = 0.

Dette er selvfeslgelig kun interessant for n > 3.

20. Lad I ¢ R vare et &bent interval og¢: I ind i R en vilkar-
lig ofte differentiabel afbildning. Vi indfegrer betegnelser-
ne

0, = {(x,y) | x+y €1}, 0, = {(x,5) | x-y € I.
Skitser punktmzngderne O1 0g O2 pd en figur. Afbildninger
f: O1 ind i R 0g &: O2 ind i R defineres ved

I(x,y) = o(xty), &(x,5) = p(x~y).
Vis relationen

Dngf(x,y) = Dp+q¢(x+y)

pEple(x,y) = (-1)%0P p(xry).

21. Vis, at en afbildning f: Rz ind i R tilfredsstiller diffe-
rentialligningen
D1D2f = 0,
hvis og kun hvis f kan defineres ved
£(xy,%,) = g, (x;)8,(x,),

\

hvor 81185¢ R ind i R er differentiable funktioner.

22, Opskriv det nte differential af den ved

- +P.4
f(X1,X2) = X]X5,
hvor p €N, q €N, definerede funktion.

2%5. Opskriv differentialet af anden orden af den ved z = xV defi-

nerede funktion.
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24, Vis, at det i kapitel 2 fundne restled i Taylors formel kan

omskrives til Lagrange's restled.

25. Opskriv Taylors formel for de i opgave nr. 17 anferte funk-
tioner, idet der medtages s& mange led, at restleddet for-

svinder identisk.

26. Underseg, om den ved
zZ = x3 + y3 - 3 axy, a > 0

definerede funktion har minimums- eller maksimumspunkter.

27. Underseg, om den ved
zZ = x4 + y4 - x2 - y2

definerede funktion har minimums- eller maksimumspunkter.

28. Vis, at den ved

O for x =0
7 {32(2—sin %) for x £ 0
definerede funktion er differentiabel overalt og har et mini-
mumspunkt i O, men at den ikke er monoton i noget interval

med endepunkt i O.

29. Vis felgende sztning: Blandt alle retvinklede, parallelopipe-
der med givet rumfang er terningen det, der har den mindste
overflade, og det, for hvilket summen af kantlsngderne er

nindst.

30. Bestem alle minimums- og maksimumspunkter for

2.2 2 2
) - x

2
z = (x"+y -y .

%
31. Vis, at den ved y = x definerede funktion ¢: ]O,w[ ind i
10,00[ er konveks for v < 0 og forv > 1, men konkav for

v e Jo,il.
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Lad a og b vare reelle tal, som tilfredsstiller betingelsen
b > al. Vis, at der eksisterer tre reelle tal o ,B,V

(< B <y), sdledes 2t den ved

£(x) = —5—T—
x"+2ax+b

' definerede funktion er konkav pa intervallerne ]"m,a[ og

33.

34.

35‘

18y[ og konveks p& intervallerne o, B og Iy,eol. Vi tenker
os f afbildet grafisk i et smdvanligt retvinklet koordinat-
system. Vis, at punkterne (a,f(a)), (B,f(8)) og (vy,f(y)) lig-

ger pd en ret linie.

Vanskeligere opgaver.
Iad I € R vare et interval, a € I et punkt og f: I ind i R
en to gange differentiabel afbildning med sz(a) + 0. Ifplge
middelverdisztningen kan vi velge ©(h), siledes at
f(a+h)-f(a) = Df(a+®h) )h.

Vis, at © har graznseverdi % i punktet O,

Tad x X, vere positive tal og CysoresCy reelle tal, som

1’..'
tilfredsstiller betingel serne

01 _2_ O""””an O; 01 Feveot Cn: 15

Vis, at

1
lim (01X$ teoot c x2P = x
p__)o nn

En afbildning £:R° ind i R er givet ved

(¢ -
flt,y) = \}0 forz‘ (x,:;f) = (0,0)

Ixy Z5==¥5 sor (x,5) & (0,0).

X+ y

Vis, at £ er kontinuert differentiabel i hele planen. Vis,
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36.

37

at de partielle differentialkvotienter af anden orden alle
eksisterer i hele planen. Vis, at restriktionen af Dxf
til en vilkarlig ret linie gennem (0,0) er differentiabel,
Vis, at det samme gzlder for Dyf. Vis, at Dnyf(0,0) i3

DXDyf(O,O).

Vis, at der blandt l¢gsningerne til differentialligningen

azz
o0xX0y

=0
findes netop én i hele planen defineret funktion £, som
tilfredsstiller opgivne betingel ser

£(x,0) = o(x), £(0,y) =¢(¥),
hvor ¢,¢:R ind i R er differentiable afbildninger, som
tilfredsstiller ¢(0) = ¢(0).

Samme opgave, idet de opgivne betingelser erstattes
med den ene betingelse

f(x,x) = o(x), D1f(x,x) + D2f(x,x) = ¢(x).

Vis, at differentialligningen szdvanligvis ikke vil
have en lgsning, som er defineret i den afsluttede enheds-—
cirkel skive og som pa randen af cirklen stemmer overens
med en given funktion, Det hjelper ikke at tilfgje krav

om, at denne funktion skal tilfredsstille skarpere differen-

tiabilitetsforudsztninger.

\2 o LY
Lad O ¢ R vere en aben mengde. Lad £:0 ind i R vaere en to
gange kontinuert differentiabel funktion, som tilfredsstil-

ler differentialligningen
32 0"z
dx oy
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Vis, at hvert punkt (a,b) € O har en omegn
§(a+h,b+k) | |n]+|x| < &1,
i hvilken f kan fremstilles pa formen
£(x,y) = o(x+y) + ¢ (x-¥),
hvor ¢ og ¢ er to gange kontinuert differentiable funktioner,

(Indfgr nye uafhangige variable u = X+y, V = X~¥).

Vis, at enhver partiel differentialligning

2 2 2
a 2—%-+ 2b %ng-+ Q—g =0
0x Y oy

med konstarte koefficienter ved en ikke singular linear

transformation x = au+Bv, y = yu+dv kXan cverfgres - en af

ligningerne
aZZ dzz 622 dzz
—5-—%=0, =5 =0, 37 =0.
0x oy 0x J

Idet (x,y) er retvinklede, og (r,®) polare koordinater til
punkter i Rz, sidledes at x = rcos®, y = rsin®, og z = (x,y)
er to gange kontinuert differentiabel i en aben msngde O,

gnskes

udtrykt ved de partielle differentialkvotienter af z med

hensyn til r og ®,

Lad I ¢ R vere et interval og ¢:I ind i R en n-1 gange dif-
ferentiabel afbildning. Lad a € T vaereet punkt, i hvilket

Dn—1

¢ er differentiabel, og hvor
2 n .
o(a) = Dp(a) = Dp(a) = ... = Dp(a) = 0,
Vis, at o(a+h) = a(h)h™, hvor a(h) er en o~funktion.

Lad f£:I ind i R vere en n-1 gange differentiabel afbildning,
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L.

L2,

1

for hvilken Dn_ f er differentiabel i a. Anvend ovenstaende

resultat pa den ved

(x) = £(x) -

n
— 1 k k
jj 71 D f(a)(x-a)

definerede afbildning, og vis derved, at Taylor's graznse-

formel gazlder under svagere forudsaztninger end de i teksten

benyttede.

Lad 0 ¢ %° vare en aben mengde og £:®° ind i R en differen-
tiabel afbildning. Lad a € 0 vere et punkt, i hvilket D1f
og D2f er differentiable. Omform udtrykket
a(h) = f(g&ﬁ)—f(a1+h1,a2)—f(a1,a2+h2)+f(g)
ved fgrst at anvende middelverdisstningen pa
o(y) = £(a,+h,,y)-f(a,,y)

og derefter differentiabiliteten af D,f og D2f i punktet a,

.1
og vis derved, at
2
oh = D,D,f(a)h,h, + a(h)hl®,
hvor o er en a-funktion, Lad de variable bytte roller, og

vis derved, at D1D2f(g) = D2D1f(g).

Lad ¢:[—a,a] ind i R vere en n gange differentiabel afbild-
ning og ¢ den ved ¢(x) = x_1¢(x) definerede afbildning
g:[-a,a]l \ {0} ind i R, Vis formlen

(_1)p n! Xn—pDn_p¢(x);

Dn()l,(x) = X—n—1 n-p) |

o s

0
Det antages, at ¢ er n+1 gange kontinuert differentiabel,
og at ¢(0). Vis, at ¢ kan udvides til en n gange differen-

tiabel afbildning ¢1:[-aya] ind i R, og at

D'y, (0) = E%T ™ p(0).
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Sammenh&ng .

1h.1. Nar visse punktmengder i topologiske rum kaldes sam-
menh@ngende, appellerer betegnelsen umiddelbart til anskuelsen,
idet interval, cirkelskive, cirkelperiferi og mange andre ner-
liggencie eksempler pad sammenha@ngende mengder straks tilbyder
sig. Det er vel ogsé oplagt, at foreningsmzngden af to afslut-
tede cirkelskiver, der rgrer hinanden udvendigt, m& anses som
en afsluttet mengde. Hvis den ene eller begge cirkelskiver er-
stattes med en A&ben cirkelskive, bliver sagen straks mere tvivl-
som. Vi vil i dette afsnit give en eksakt definition af begrcbet
sammenha@ng. Det skal dog straks indrgmmes, at vi ogsad vil ind-
fore sammenhzngsbegreber af forskellig styrke og med henblik pa
forskellige anvendelser.

Vi vil indlede afsnittet med en diskussion af den reelle
akse og intervaller pa den reelle akse. Denne diskussion skal
vere vejledende for valget af vor definition af sammenhazngshe-
grehet.,

14 .,2. Vi viser fgrst en simpel sztning, der karakteriserer
intervallerne blandt mzngden af delmezngder af R:

14.2.1. Sptning. En mengde A ¢ R er et interval, hvis og
kun hvis fglgende betingelse er opfyldt:

vE,yeER((xeAryeanxy) = [xy] ¢Aa)

Bevis. At ethvert interval har den anfgrte egenskab, fglger
umiddelbart af intervallets definition ved uligheder. Lad nu
A veére en mengde, som har den nzvnte egenskab. Hvis Acr tom, ¢r
A et uvdartet interval. Hvis A ikke er tom, eksisterer a = inf A,
b = sup A. Er @ = b, har vi &benbart A = [a,a], altsd igen et

udartet interval. Er a < b, kan vi for ethvert c € la,b[ ifglge
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definitionen af inf og sup velge x og y, slledes at X < ¢ < ¥y,

x € A, ¥ € A, og ifglge hver antagelse galder da [x,y] ¢ 4,

altsd ¢ € A. Vi har s8ledes vist, at la,b[ c A, og dette medfgrer,

at A er en af msngderne Ja,b[, Ja,b], [a,b[ .eller [a,b]. For

& = = c€ller b = o md 2 eller 3 af disse muligheder selvfglgelig

udclukkes, men i alle tilfwlde galdcer det altsd, at A bliver et

interval, der eventuelt kan vazre udartet eller ubegranset.
1l.2.2. Sztning. Lad {Ij J € 3] vere en mengde af inter-

valler. Hvis N I, 4 Per U I, et interval.
St jes J

Bevis. Af x,y € U Ij og x { y fglger, at der findes
- jed

indices k,1 € J, saledes at x € Ik’ y € Il' Da fallesmazngden
ikke er tom, har Ik 08 Il mindst 1 punkt felles, og Ik U I1 er
derfor et interval. Altsd gslder [x,y] - Ik U Il’ og pastanden
fglger derefter af satning 14.2.2.

14.2.3. Struktursetning for &bne mengder pa R. Lad O ¢ R

varc en aben mengde. Der cksisterer da en fglge (In) af abne
intervaller, saleues at

Vj,kEN(j#kéIjﬂIk=¢), o=!11n'

Bevis. For x € 0 er mgngden

M, = {I | I &bent interval A x € I A I ¢ O} ikke tom. Ifglge

setning 14.2.2. er

) I =y I
X
IEM,

et interval, og da hvert I € M, er dbent, er I, et abent inter-
val. Lad a vaere et endepunkt ar Ix' Af a € 0 ville f¢glge eksi-

stensen af et &bent interval I', siledes at a € I' og I' c O.
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i
"

Da I, ¢ 0, ville I'"u I ¢ 0. Mew 7y T, er et abent iitervsi,

som indeholder x, og mi derfor tilhgrc M i wcdsirid med, at

IX cr et &gte delinterval af I' y Iyu Vi ken alvea siutiz, at
eventuelle endepunkter af I ikke tilhgrer O. Hvad vi ind®il

nu har bevist, kan udtrykkes ved, et I,

PZs

er et maksimalt delinfer—

£ o -w Sy

val af O. For x,y € O gzlder eventuelt I LI Co I wodeet

fald er IX U Iy selv et abent interval, og d= Ix og IY cr mak-
i i = T = o £ i 5 1101 1 RO

simale, bliver IX IX U iy I;y Alternativet ti° L, N Ly G

cr altsé IX = Iy. Dermed har vi bevist, at de_maksimale delinter-
valler af O udgegr en klasseinddeling af O. Hvertmaksimalt del-
interval er abent og indeholéer derfor et ratioralt tel. Vi
valger ¢t rationalt tal fra hvert maksimalt delinterval. Disse
bliver alle indbyrdes forskellige. Da m&ngden af rationale tal
er numerabel, fglger det heraf, at mengden af maksimale delin-
tcrvaller er tom, endelig eller numcrabel. Hvis den ikke er
numcrabel, sa vi blot far de maksimale delintervallecr I1gnoo,Ip,
satter vi I 4 = I .5 = cve = ¢. Fglgen (I ) vil Ga under elle
betingelser havde de péstiede egenskaber.

14.2.4, Smtning, Den i struktursztningen 14.2.3 ontalte
fremstilling af en a4ben mangde som foreningsmengde af disjunkte,

abne intervaller er éntydigt besiemt ved mengden O.

Bevis. Lad os tmnke os, at O pa 2 mader er fremstillet som

o

foreningsmengde af disjunkte, &bne intervaller. altnj
! t
0 = U Ij J Ijo

Endepunkterne af ct interval Ij hgrer ikke til 0, aits& er hvert

i

interval Iﬁ indeholdt i et interval Ij¢ Da endepuniterne af I{

heller ikke hgrer til O, co Iﬁ identvich med T.. Tommal ov

3
J

stningen bevist.
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14.2.5. Sgtning. Lad I ¢ R vare et interval og O ¢ I en
aben mengde i delrummet I. Da er O foreningsmangde af/ﬂ%%%igbelt
mange disjunkte intervaller, som c¢r abne i delrummet I.

Bevis. I N O er en abecn mengde, og derfor foreningsmengde
alf” hgjst numerabelt mange disjunkte abne intervaller, altsa
T no=4 Ij' Hvis a € T er et endepunkt, og a € 0, vil et af
intcrvallernc Ij have a som endepunkt, og tilfgjelse éf a til
dette interval giver et interval, der er &bent i delrummet I.
Decrmed er péstanden bevist.

14.2.6. Sgtning. Lad I ¢ R vere et interval og O c Ien
vare &bne mengder pa

aben meéngde i delrumm:zt I. Lad O, og O

1 2

c¢elrummet I. Hvis O1 N O2 = ¢ og O1 U O2 = I er den ene af
mengderne 01, O2 den tomme mengde.

Bevis. Ifplge s@tning 14.2.5 er O, foreningsmengde af hgjst

1
numerabelt mange disjunkte intervaller. Hvis 01 hverken er hele
I cllcr den tomme mangde vil ¢t af disse intervaller 1I' have
et cndepunkt a € %, Punktet a tilhgrer ikke 01, og da O2 er
aben og O1 N O2 = w, kan det heller ikke tilhgre 02. Dette
strider mod, at 01 U O2 = I. Dermed er sa@tningen bevist,

14.2.7. Sa@tning. Lad I ¢ R vere et interval og f£:I ind i
R cn kontinuert afbildning. Da cr £(I) et interval.

Bevis. Hvis £(I) = R er pastanden rigtig. Lad os antage,
at der findes et reelt tal a ¢ £(I). Vi setter 0, = £ (l-w,al),
0, = f_1(]a,m[). 8& er 0, og O, &bne delmengder af delrummet
I. Desuden er O1 n O2 = L, O1 U O2 = I, Altsd er O1 = @ eller
0, = w. Altsd vil £(I) helt tilhgre ]J-w,al eller helt tilhgre

Ja,eo[ « Heraf fremgédr, at betingelsen i satning 1Lb.2.1 er op-

fyldt for f£(I), og £(I) er sdledes et interval.
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nctop intervallerne.

Bevis. S@tning 14.2.6 viscr, at ethvert intcrval er sammen-

hongende. Hvis en mengde A c R ikke cr ¢t interval, kan vi if¢lge
setning 14.2.1 velge a € R, sdledes at msngderne 0, = J~sal n

A og O2 = ]a,m[ n A ikke er tomme. De er &bne relativi til A,
disjunkte og har foreningsmengde A. Men det betyder netop, at
A ikke er sammenhangende .

Sammenhangsteoriens hovedseztning er nu ganske let at visc.
Denecr en generaliéation af s@tning 14.2.7.

h.3.4. Satning. Lad S og T vere topologiske rum og f:S pé
T ¢n kontinuert, surjektiv afbildning. Hvis 8 er sammenhsngende,
cr T sammenhsngende.,

Bevis. Lad ¢:T ind 1 {0,1}] vere en kontinuert afbildning.
S4 cr @of:8 ind i {0,1} en kontinuert afbildning, og da S er
samienh@ngende, er ¢of konstant. Det betyder, at mzngden ¢(T) =
o(r(8)) bestér af et eneste element, altsd, at ¢ er konstant.
Dermed er sztningen bevist,

14.4. Vi skal vise ¢t par afggrende satninger om opera-
tioncr med sammenh&ngende mengder:

14.4.1. Setning. Lad T vere et topologisk rum og fAj Jje J}

en familiec af sammenhazngende mangder pa& T. Hvis N Aj + @, er
JeT

er U A. sammenhangende.
jed
1Lh.4.2. Setning. Lad S og T vaere sammenhsngende topologiske
rum. Produktrummet S x T er da sammenh&ngende.
Bevis. For at vise s@tning 1lv.4.1. betragter vi ¢t punkt
a € Aj 0g en kontinuert afbildning F:U Aﬁ ind 3 f0,11, Pyic

vi for et vilkdrligt x € U A, kan vise, at (x) = £(a), vil sat-
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ningen vwere vist. Nu kan vi vaelge J, sdledes at x € A.. Restrike
tionen 2 £ til AJ er kxontinuert, og da Aj er gsammenhaingende, er
f konstant pa Aj° Altsa er £(x) = f£(a).

Vi vil dern@st vise setning 14.4.2, For 2 € S cg b e T
gelder, at {a} x T er homsomorft med T og derfor samienhzngesde.
Tilsvarende er S x {b] sammenhsengende. Da fa} » T og S in?
har punktet (a,b) fmlles, giver satning 14.l.7, a2t M 2.l T

(fa} x T) U (S x {b} er sammenhazngende. Nu er [ M =
AcS a,b

S x {b}, og ny anvendelse af satning 14.L4.1 giver derfor, at

SxT:U'V[
ac€s

Vi skal ogs& vise nogle sztninger om topologiske overationer

b er sammenhzngende.

pa sammenhs&ngende margder:

1L.4.3. Setning. Lad S vere et topologisk rum og A c S en
overalt tat mengde. Hvis A er sammenhongende, er S sammenhangende.

1.4 4. Sstning. Lad T vere et topologisk rum og A ¢ T
en sammenh@&ngende mengde. Enhver mengde B, som tilfredsstiller
AcBc¢ A er da sammenhe :ngende .

Bevis., Satning 14.4.4. fglger umiddelbart af satning 14.4.3,
idet A er overalt tzt i delrummet B. For at vise satning 14h.L.3
betragter vi en kontinuert afbildning £:S ind i {0,1{. Restrik-
tionen af £ til den sammenhangende mengde A er kontinuert og
derfor konstant. Af sztning 8.27.3 fglger derefier, at £ selv
er konstant, og dermed er sztningen bevist.

1he5. PA en punktmangde A i et topologisk rum T indfgrer
vi en relation sam wved definitionen

xsamy < 3 B ¢ A (B sommenhzngende 4 X € B A v € B).

s

14.5.1. Lemma. Relationen sam er en akvivalensrelation:
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Bevis. Ved at velge B = {x} ser vi, at x sam x cr opfyldt.
Dcfinitionen er abenbart symmetrisk i x og y. Af X sam y og
vy sam z fglger cksistensen af sammenhszngende mengder B og C,
som c¢r delmzngder af A, og sdlcdes at B indeholder x og y,
medens C indeholder y og z. Af satning 14.4.1 fglger, at B u C
og dermed

indeholder x og z /har vi v1st, at x sam z gzlder.

ihb.5.2, Definition. mlevalensklasserne svarende til re-

lationen sam kaldes komponenterne af A.
14.5.3. Sztning. Enhver komponent af A er en sammenhzngende
mengde, og enhver sammenhe&ngende delmongde af A er delmengde af
cn komponent af A.

Bevis. To vilkarlige x og y af en sammenhangende delmangde
af A tilfredsstiller x sam y og tilhgrer derfor samme komponent
af A. Dermed er den sidste pastand bevist. Lad K c A vere en
komponent og a € K et punkt. For hvert x ¢ K gelder x sam a,
og derfor kan vi for hvert x € K velge en sammenh@ngende maengde
BX ¢ K, sdledes at a € Bx og X € Bx' Men si er

K= U B

xeK x

og derfor sammenhzngende ifglge satning 14.4.1.

Setning 1h4.5.3 udtrykker, at komponenterne af a er dc
mest omfattende sammenhéngende delmaéngder af A,

14.5.4. Setning. Komponenterne af A er afsluttede relativt
til A

Bevis. Lad K vare en komponent af A. Ifglge setning 14.5.3
og swtning 1L.4.L e¢r K sammenhengende; altsa K ¢ K. Dermed er
otningen bevist.

14.5.5. Setning. Komponenternc af Q er de delmangder, der
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bestar af et eneste punkt,

Bevis. Da delmengderne af ¢ tillige er delmmngder af R,
fglger setningen umiddelbart af s@tning 14.3.3.

Komponenterne af et topologisk rum er altsd ikke altid
abne mongder.

1L.6. Det er anskueligt norliggende at sgge en forbindelse
mellcem begrebet sammenhsng og begrebet kurve. Nu anvendes ovdet
"kurve" i matematikken i flere forskellige betydninger, og vi
vil foretrakke at undgd at binde brugen af dette ord alt for
sterkt. Vi vil derfor i de fglgende definitioner anvende andre
benzvnelser i stedet for ordet kurve, men vi vil ogsd give
cksempler pé& lidt mindre precise formuleringer, hvor ordct 'kur-
ve'! indgér.

14.6.1. Definition., Lad T vere et metrisk rum, og [o,B]
¢t interval, som ikke mé& vaere udartet. En kontinuert afbildning

y:{ay,B) ind i T kaldes en bevagelse i T med parameterinterval-

lct [a,p). Billedet C = y([a,8]) kaldes bevmgelsens bane eller
banekurve. Hvis y er konstant (altsa, hvis C bestdr af et cneste
punkt), kaldes y en udartct bevagelse,

I mindre praécis formulering taler vi om kurven C med para-

neterfremstillingen .

Betegnelsen '"bevagelse' kommer af den anskuelige forestil-
ling, at t € [a,8]) er et tidspunkt (klokkeslwt), og y(t) er si
det sted, hvor et "bevageligt" punkt i T befinder sig til tids-
punktet t.

14 .6.2. Definition. Den i definition 14.6.1 indf¢rte bevegel-
se y siges at begynde i1 punktet p(a) og at ende i puuxtet (5.

Svarende hertil kaldes Y(a) bevagelsens begyndelsespunkts eller
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udgangspunkt, og y(b) kaldes dens endepunkt.
Da en kontinuert afbildning afbilder kompakt mangde pa kom-

pakt mangde og sammenhingende maengde pa sammenhengende mangde,
gelder fglgende satning:

14.6.3. Sztning. En bevigelses bane er en kompakt og sammen-—

angende mangde.

14.7. Kurvebegrebets anvendelse i sammenhsngsteorien beror
pa f¢lgendé definition:

14.7.1. Definition. Lad T vare et metrisk rum og A c T en
punktmengde. Vi siger, at to punkter a € A og b € A kan forbindes
1 A, hvis der eksisterer en bevagelse y:[a,ﬁ] ind 1 A, som be-
gynder i a og ender i b, altsd med y(a) = a, y(B) = b. Vi skri-
ver da a forb b (i mangden A).

11.7.2. Szining. Relationen a forb (i mmngden A) er en
@kvivalensrelation.

(Nar det ikke kan give anledning til misforstéelse, vil vi
blot skrive a forb b uden at anfgre msngden A).

Bevis. Por ethvert a € A og ethvert [a,B] eksisterer den
udartede bevigelse y:la,B] ind 1 A defineret ved y(t) = a for
ethvert t € [a,8]. Altsd gulder a forb a. Hvis a forb b gulder,
eksisterer [o,B] og ¢n kontinuert afbildning y:[a,B8] ind i A
mcd y(a) = a og y(B) = b. Den ved y'(t) = v(-t) definerede af-
bildning y':[-B,~al] ind i A vil da vere kontinuert og tilfreds-
stille betingelserne y(-8) = b, y(-a) = a. Altsd gelder
b fordb a.

Lad os nu antage, at a forb b og b forb ¢ gelder. Da eksi-
sterer der intervaller [a1,ﬁ1] og [a2,ﬁ2] samt kontinuerte af-

bildninger y1:[a1,ﬁ1] ind i A, y2:[a2,ﬁ2] ind i A, som tilfreds-—
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stiller betingelserne
vyloy) = 2, v (gy) = vyla,) = b, v,(B,) = c.

Nu er BytBy > aytagys s& intervallet [a1sﬁ1+ﬁ2-a2] eksisterer
og har indre punkter. Vi definerer en kontinuert afbildning
viloy sy +B,m0y] ved
() v1(t) for t € [ay,p,]
T tvz(t+ﬁ1-a2) for t € [By,8+By05].
Kontinuiteten 1 B, ses umiddelbart, idet originalmzngden til
cn omegn U af b vil indeholde ¢t interval ]ﬁ1-€,ﬁ1] pad grund af,
at vy, er kontinucrt i g,, samt ¢t interval [ﬁ1,ﬁ1+ﬂ[ p& grund af,
at y, er kontinuert i a,. Endvidere er y(a1) = a og y(51+@2—a2) =
c. Altsd gmlder a forb b. Dermcd er smtningen bevist.

1h.7.3. Satning. Lad A vere en mengde i et metrisk rum.
Sa galder pastanden:

v a,b € A (a forb b = a sam b).
Bevis. Pastanden fglger umiddelbart af sztning 14.6.3.
14.7.4. Definition. Lad A vre en punktmengde i et metrisk

rum. Klasserne, som svarer til skvivalensrelationen forb, kaldes

de kurvesammenhzngende komponenter af A. Hvis v a,b € A(a forb b),

kaldes A kurvesammenhzngende.

1L..7.5. Sztning. Enhver kurvesammenhzngends punktmengde er
sammenhangende .

Bevis,., Umiddelbar fglge af satning 14.7.3.

Det fremgidr, at inddelingen af A i kurvesammenha&ngende
komponenter er en videre inddeling af inddelingen af A i1 sammen-
hungende komponenter.,

14..8. Vi vil vise ved et ekscmpel, at sammenhsng og kurve-

sammcnhong virkelig er indbyrdes forskellige begreber. Som me-



Mat. 1, 1963-64 MA 1l, 12.

\2
trisk rum vil vi benytte R , og vi vil betragte en punktmzngde
A defineret ved

\2 —
A = {(x,y) € R X =07p(x>0Ay=-cos x 1#)}.

Vi vil nu fgrst vise, at A bcestdr af de to kurvesammen-

ongende komponenter

A

1 {(0,¥) l yER}

f(x,¥) l X >0, y = cos x_1w}.

Ay

Det‘scs umiddelbart, at A1 n A2 = W og A1 U A2 = A. Desuden
er det helt klart, at A1, som er y-aksen, er.kurvesammenhangende.
FPor to punktcr .
a = (x1, cos x1-1ﬁ), b = (Xz’ cos x2-1n), x, < X,

har vi den kontinuerte afbildning y:[x1,x2] ind 1 A, defi-
ncret ved

v(x) = (x,sin x—1w),
som viser, at a forb b er opfyldt. Vi mangler altsid blot at
visc, at to punkter

a = (O,yo), b = (xo,sin x;1n)
ikke kan forbindes i mzngden A. Vi viser dette indirekte, idet
vi antager, at der eksisterer et interval [a,B8] og en kontinuecrt
afbildning v : [a,B] ind 1 A, sdledes at y(a) = a og y(B) = b.
Mongden A1 er abenbart afsluttct, og y_1(A1) er derfor cecn af-
sluttct delmengde af [a,B8], altsd kompakt. Heraf fglger, at
y_1(A1) har et stgrste elcment to. Vi kan nu finde § > 0, sa-
ledes at

(1) (8) = (e )l § & for t <t

A

to + 4.
TFor t > to er y imidlertid en afbildning ind i A2, og for t > to
kan y derfor fremstilles pa formen

() = (v, (+), sin(y,(£))'m).
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Lad os nu antage, at y(to) = (O,yo), hvor y > O. Vi kan da
ifglge swtning 14.2.7 finde en vardi t' € ]to,to+§[, sdledes
at y1(t') = %, hvor n cr et helt ulige tal. S& bliver
(') = (& -1)
i modstrid med (1). Tilfmldet Yo < O behandles tilsvarendec,
Vi har saledes vist, at A1 og A2 c¢r de kurvesammentrazngende
komponenter af A. Nu er A2 dbenbart ikke en afsluttet delmszngde

af 4, og A, er derfor ifglge satning 14.5.4 ikke en komponent

2
af A. Heraf fglger umiddelbart, at A c¢r sammenhangende.,

14.9., Vi vil nu specielt studere sammenhsngsforhold i Rn.
Undersggelserne vil ogsd vare gyldige for n = w.

14.9.1. Definition. En afbildning y:[a,s] ind i k" kaldes

en Javn retlinet bevagelse, hvis ¢y er defineret ved en relation

af formen y(t) = ta + b, hvor a, b € R".

En bevogelse y:[a.8] ind i ®" kaldes polygonal, hvis der

findes cn inddeling a = t_ < t1 (ool ©

o = B, sdlecdes at det

a
Tfor hvert delinterval [tj—1’tj] gelder, at restriktionen af vy

til [t tj] er en javn, rctlinict bevegelse. Hvis A ¢ R er

=17
cn mongde, a, b € A to vilkarlige punkter, og der eksisterer
cn polygonal bevagelse y:i:la,B] ind i A med y(a) = a, y(B) = D,
siger vi, at a og b kan forbindes med en brudt linic i A,

14.9.2. Sztning. Relationen a og b kan forbindes med en
brudt linie i A" er en mkvivalensrelation p& mangden A.

Bevis. Ganske som s@tning 14.7.2.

14.9.3. Definition. Klasserne i den til den i sztning 14.9.2

omtalte zkvivalensrelation svarende klasseinddeling af A kaldes
de polygonalt sammenh@ngende komponenter af A.

Det er klart, at polygonal sammenhzng er det sterkeste
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af dec tre sammenhsngsbegreber, vi har indfgrt, idet vi har
polygonal sammenha&ng = kurvesammenhsang - sammenhang.,

fn cirkelperiferi i Rz er ¢gjensynligt kurvesammenhangende
uden at vere polygonalt sammenh®@ngende. Dens polygonalt sammen-
hengende komponenter omfatter hver kun et enkelt punkt.

114.9.4. Setning. Enhver kugleomegn i R" er polygonalt sam-
menhangende.,

Bevis. Lad

K(a,r) = {b € R"

[b-al| < r}, » >0
verc cn kugleomegn. For b, ¢ € K(a,r) har vi da en jevn retlinet
bevagelse fra b til a indenfor K(a,r) og en jevn retlinet be-
vegelse fra a til ¢ indenfor K(a,r). Heraf fglger, at K(a,r) er
polygonalt sammenhzngende.

Vi skal nu vise en struktursaztning for &bne mengder i R™:

14.9.5. Setning. Lad O ¢ R™ verc en aben mengde. Komponen-—
terne aff O er da &bne og de er identiske med de polygonalf sam-
menheangende komponenter af O. Meéngden af komponenter er endelig
ellcr numerabel.

Bevis. Lad C c O vzre en polygonalt sammenhangende kompo-
nent, og lad a € C vaere et vilkarligt punkt. Der findes cn

kugleomegn K(g,r) C O, og den vil va&re polygonalt sammenhs:ngende

ifglge setning 14.9.4. Heraf fglger, at K(a,r) ¢ C; altsa
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cr C &ben. Vi har dermed bevist, at de poiygonalt sammenhungends
komponenter af en aben mengde er abne.

Lad nu C vere e¢n polygonalt sammenh@ngende korconent af cn
sammenhaengende, &ben mengde 0. Da er C1 = 0 \ C foreningsmungds
alf de ¢gvrige polygonalt sammenhz@ngende komponenter af C, og da
disse alle er abne., er C1 dben. Men s& har vi en opspaltning
0=Cu C1 med C n C1 = ¢, og da O er sammenh@ngende, og C er
en komponent og derfor ikke tom, er C1 = Y, altea 0 = C. Dermed
har vi bevist, at cn &dben sammenhangende msngde er polygonalt
sammenhangende.

Lad nu C vzre ¢n komponent af en &ben mzngde O og o € C
¢t vilkarligt punkt. Lad C,| viere den polygonalt sammenhangende
komponent af O, som indeholder a. Da gazlder C1 ¢ C. Men a er
indre punkt i C,. Altsd er a indre punkt i C. Altsd cr C aben.

Lad O ¢ R™ vore en &ben mengde og n < w. For hver kompo-
nint C ¢ O kan vi valge r € C, hvor » = (r1,..,,rn) O T senasP
er rationale. Disse talsszt bliver indbyrdes forskellige, og da
der overhovedet kun findes numerabelt mange s&danne talsat, kan
der hgjst vere numerabelt mange komponenter.

I tilfeldet n = » kan vi i1 hver komponent velge et punkt
r = (r1,,..,rq,0,0,...), hvor r1,..o,rq er rationale, og da an-

tallet af sddanne talswet ogsd er numerabelt., gar bevisct pa

samme made.
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1.

9.

Lette opgaver.

Lad I ¢ R vere et interval, F, ¢ I og F, ¢ I afsluttcde mong-

der, som tilfredsstiller F, n F, = @, F, u F, = I. Vis, at

2 2

Lad I ¢ R vare et interval og f£:I ind i R en kontinuert af-

bildning. For et punkt a € I golder det, at £(I) \ f£(a) cor et

interval. Hvad fglger heraf om afbildningen f.

Vis, at ethvcrt polynomium af ulige grad og med reellec koeffi=-

cicnter har en reel rod.

Hvilke delmeéngder af en cirkclperiferi er sammenhéngende.

Overve]j om pastanden 'komplementormosngden til en sammen-—
@ngende mangde er sammenhongende! goelder for fglgende topo-

LY LY 2 . 3 >
logiske rum: R,R , en cirkelperiferi, en kuglecoverfladec.

Lad M vare en fuldstendigh ordnet m&ngde. Til hvert celcment

a € M knyttes en omegnsbasis B(a) bestéende af cen cneste
mangde, nemlig den mangde, der omfatter a og alle clementer,
som felger efter a i ordningen. Derved fas et topologisk

rum T = (M,B). Hvilke delmengder af T er 1) abne, 2) afslut-

tede, 3) sammenhongende.

Samme spgrgsmial for det topologiske rum T = (N,B), hvor

B(a) bestar af en enestec mengde, nemlig mangden af divisorer
ia.

Samme spgrgsmdl for det topologiske rum T = (N,B1), hvor
B1(a) bestar af en cneste mongde, nemlig mangden af multipla

af a.

Hvilke sammenhzngende mangder findes i1 det topologiske rum
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10.

11,

12.

13,

1}—1-0

15,

T = (%,B), hvor B(a) er m.ngden af differensrikker, som inde-

holder a og cr uendelige i begge retninger,

Lad A og B vare afsluitede mongder i det topologiske rum T.
Det antages, at A u B og A n B er sammenhz@ngende. Vis, at A

og B er sammenhsngende.

Lad A og B vere sammenhsngende maengder i det topologiske
rum T. Det antages, at A n B + w. Vis, at A y B er sammen-
ongende. Hvis betingelsen A n B 4 ¢ erstattes med & n B $ 9;

vil pastanden ikke mere vorc rigtig.

Vis ved et eksempel, at faellesmengden for en aftagende fglge
af (&bne) sammenhangende punktmengder i Rz ikke behgver at

vare sammenhongende.

Lad X og Y vare metriske rum og A ¢ X, B ¢ Y zgte delmangder.
Vis, at (X x ¥) \ (A x B) er en sammenh@ngendec delmzngde af

produktrummet X x Y.

Lad T vare et sammenhingende topologisk rum og £:T ind i R
(ellcr C) en kontinuert afbildning. Det antages, at hvert
punkt x € T har en omegn, i hvilken f er konstant. Vis, at

f c¢cr konstant pa T.

Det er let at angive et ekscmpel pad en sammenhengende mongde
A ¢ R2, sdlcdes at der eksistcrer et punkt a € A, for hvilket
A\ fa} falder 1 uendelig mange komponenter. Man kan for
ckscmpel lade A vore foreningsmongde af en fglge af rette
linier gennem a. Det er mcre overraskende, at det yderligere

kan indtroffe, at komponcnterne af A \ {a}l ikke alle har a



Mat. 1, 1963-64L MA 14. Opgaver 3.

som kontaktpunkt. Vis, at

A= {(x,0) | x€R}]u {(x,(n+1)"T) ‘ neWaAxel-wnlluy

gmm1%%mﬂfﬁtlneNAte[mﬂg

¢r ¢t ckscmpel pé& dette.

16. Lad A vere en cirkelskive med centrum a. Vis, at A \ fa} er

sammenhongende.

. 2
17. Lad B ¢ R vaere en sammenhingende mzngde og b € B et indre

punkt. Vis, at B \ {b} er sammerhongende. Benyt opgave 16.

2
18, Lad A ¢ R vore en punktmongde, som har et indre punkt. Vis,

at A ikke er homeomorf med et linicstykke.

19. Vis, at den ved

O for x =0
f(x)_—_{ »
sin x = for x 4 O
definerede afbildning f:R ind i R har fglgende egenskaber :
1. Billedet af et afsluttct interval er kompakt.
2., Billedet af en sammenhongende mangde er sammenhangende.

Dissc to egenskaber tilsammen cer altsd ikke nok til at sikre,

at afbildningen er kontinuert.

20, I ?2 betragtes en afsluttet mongde T af form som en retvinklet,
1iéebenet trekant. Denne deles ved hgjden 1 2 trekanter, der
nummereres 1 og 2. Disse deles pa samme made, og de L deltre-
kanter numereres 1,2,3 og 4. Denne proces fortsattes og efter
n trin er trekanten delt i 2" deltrekanter, som er numereret
fortlgbende., Vis, at det er muligt at velge deltrekantcrnes

numerering, séledes at pd hinanden fglgende trekanter har en
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side fxlles, og saledes at cn deltrckant, der har nummer g
ved den fg¢lgende inddeling deles i trekantecrne med numre
2q-1 og 2q.

Et kompakt interval I opdeles ved fortsat halvering, og
cfter hvert trin numereres delintervallerne fortligbende. Et
delinterval i den nte inddeling tilordnes derved en ganske
bestemt trekant (den med det samme nummer) i den nte opdeling
af T.

Lad t € I vare et vilkarligt punkt af I. Vi kan da vzlge
en fglge (In) af delintervaller, sadledes at In hidrgrer fra
den nte inddeling af I, og siledes at t € In for ethvert n.
Hertil svarer en fglge (Tn) af deltrekanter, idet T  er den til

% jnddeling. Vis, at

In svarende treckant i den n

1. Fallesmangden T, bestar af et eneste punkt.

2. Hvis fglgen (In) kan velges pa flere mader, vil
det 1 1. omtalte punkt ikke afhmnge af valget af
af fglgen.

Vi har sdledes for hvert t € I fastlagt en mectode til
bestemmelse af et tilsvarende punkt ¢(t) € T. Vis for den
sdledes definerede bevegelse ¢:I ind 1 T, at

1. ¢ er kontinuert.

2. ¢ er surjektiv.

3. ¢ er ikke injektiv (sml. opgave 18).

Eksemplet viser, at en bevaegelse udmerket kan passerer

gennem alle punkter af en plan mengde med indre punkter. En

bevigelse med denne egenskab kaldes e n Peanokurve efter den

italienske matematiker Peano, som f¢rst opdagede fonomenets.
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29 .

22.

23.

2l .

2h.

26 .

Vanskeligere opgaver.

Lad A ¢ %% vere defineret ved

A= 100,3) | o< Iyl 11Uy |[neda lyl ¢ 11
Angiv komponenterne af A. Bestem f&llesmahgden for de del-
mengder af A, som indeholder (0,1), er &bne relativt til A

og har komplementermengde, som er aben relativt til A.

I R” betegner vi med M mengden af punkter, som kun har ende-
lig mange koordinater 4 O. Bevis, at M og (M er sammen-—

hengende.

I R“

be tragtes mangden A af punkter (a,B8,v,d), for hvilke
den ved

B(x) = (om tpxy, yx,6x,)
definerede afbildning g:R2 ind i R° er bijek tiv. Vis, at

A er 4ben og overalt tet, men ikke sammenh@ngende.

Lad F vare en komponent af komplementermengden til en aben

mengde O c joaul Vis, at CF og Q u F er sammenhzngende.

Om en fplge (On) af abne meongder p4 R antages, at 0, 2
O2 D +eey Og at 0, er overalt tet. Vis, at N On ikke er
numerabel.

Vis, at ma&ngden af irrationale tal ikke kan fremstil-
les som foreningsmingde for en voksende fglge af afsluttede

delmangder af R.

Lad f:®R ind i R vore en afbildning. For x € R smttes

wa(x) = 1lim (sup £({x-h,x+h]) - inf £([x-h,x+h])),
£ 10

hvor h gennemlgber positive vsrdier. Vis, at wf(x) cksiste-
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rer (men wf(X) kan vore «). Vis, at
1. wf(X) = 0, hvis X er kontinuitetspunkt Tor f.
2. wf(X) > 0, hvis x er diskontinuitetspunkt for f.

3. §x wf(x) > e} er afsluttet, hvis ¢ > O,

Udled heraf, at f ikke kan valges sadan, at mengden
af diskontinuitetspunkter for f netop er me&ngden af irra-

tionale tal (benyt opgave 25).

Svaer opgave.

27. Konstruktionen i opgave nr. 20 @ndres, idet man i stedet
for i hvert skridt at halverc trekanten ved hgjden fjerner
en 8ben parallelstrimmel omkring hgjden fra trekanten og
forbinder de fremkomne deltrekanter ved et linie
punkter er de vinkelspidser i deltrekanterne, som er nzrmest
ved den vinkelspids, der blev skaret vaek. Ved den tilsvarende
opdeling af intervallet I udsk@res tilsvarende et interval
omkring midtpunktet og pad dette interval defineres ¢ som
en Joevn retlinet bevizgelse, der gennemlgber liniestykket, som
forbinder deltrekanterne, startende ved den trekant, der
har det laveste nummer.

Vis, at konstruktionen af ¢ lykkes som fgr, men at ¢ nu

bliver en injektiv Vis, at ¢ bliver en homeomorfi

af I pa ¢(I). Vis, at de parallelstrimler, der skares ud af

trekanterne, kan valges siledes, at det ydre Riemann-mal af
¢(I) bliver positivt.

Mongden ¢(I) kaldes Osgood-kurve. Eksemplet viser, at

en plan punktmengde; som er homeomorf med et interval, ikke

behgver at vaore en Riemann'sk nulmangde.
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Differentiation og integration.

15.1. Vi skal i dette kapitel omtale forskellige resulta-
ter, som angar den indbyrdes sammenhzng mellem differentiation
og integration samt forskecllige ners praktisk betonede spgrgsmal
i forbindelse med anvendelsen af disse operationer.

Vi vil i denne sammenheng forlade den meget omfattende
klasse af Riemann-integrable funktioner og i stedet arbejde med
en funktionsklasse, der blot er en forholdsvis beskeden udvidelse
af d e kontinuerte funktioners klasse. Det vil derfor gelde for
de fleste s@tninger.i dette kapitel, at en del af de betingelser,
der anfgres i sztningerne, 1 virkeligheden ikke er ngdvendige.
Lejlighedsvis vilvi uden bevis fortmzlle, at en anfgrt betingel-
se er overflgdig eller stoerkere end ngdvendigt. En mere til-
fredsstillende teori bygges becdst op p& basis af Lebesgue's
integrationsteori, men denne falder helt uden for rammerne af
det foreliggende kursus.

15.2. Kompakthedsteoricn satter os i stand til at bevise
feleecnde sztning:

15.2.1. Saztning. Lad I £ R vare et begranset interval og
f£:I ind i R en: begranset og.kontinuert funktioinw. . Da er .£ Rie= .
mann—-integrabel.

Bevis. Vi satter

M=supf|f(x)| | x € I}.
Lad ¢ vere et positivt tal. Lad a vere venstre og b hgjre ende-

punkt af I. Vi valger h > O, silcdes at

’1—18=

el

h < H(b-a), h g

fR— O\I.A

Restriktionen af £ til [a+h.b-h] er ligelig kontinuert (her
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benyttes, at [a+h,b-h] er kompakt, og vi kan derfor vaelge
¢ > 0, sdledes at
(1) v x',x" € [a+h,b-n] <|x"-x'l <6 = |e(xm)-£(x")] ¢ %(b-a)_1e>-

Vi vaelger nu en inddeling P af intervallet I i delintervallerne

eller [pb-h,p
[a,a+h] eller Ja,a+h], [b-h,b]/samt delintervaller af Ja+h,b-h|

af’ lengde ¢ 4. Hvis Ik er et af de sidstn®vnte delintervallcr,
gelder ifglge (1)

sup £(I,) - inf £(I) ¢ %(b-a)_1s.
Hvis Ij er et af de fgrstnovnte delintervaller, galder der helt
trivielt, at

sup £(I;) - inf £(I4) ¢ 2M.
For de i 15.37 indfgrte summer s og S gelder derfcr i dette
tilfzlde (de indskudte punkter i delintervallerne indgar slet
ikke i disse summer)

S(f,P) - s(f,P) < 2.h.21 + }: m(Ik).%(b—a)_1e <
Ikg]a+h,b-h[

2.% M_1e-2M + (b—a);%(b—a)_1g = €.

Heraf fglger

og da € var et vilkdrligt positivt tal, fglger heraf, at f er
Riemann-integrabel.

I det specielle tilfwzlde, hvor I = [a,b] er afsluttet, vil
enhver kontinuert funktion pa I vore begrsnset, og den ene forud-
sotning i sa@tningen vil derfor vare overflegdig i dette tilfelde.

15.2.2. Sztning. Lad £:R ind i R vere en begranset funktion
med begranset stotte og med hgjst endelig mange diskontinuitets-

punkter. Da eér f Riemann-integrabel. For enhver kontinuert
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funktion F:R ind i R, som tilfredsstiller betingelsen DF(x) =
f(x) 1 ethvert x € R, som ikke er diskontinuitetspunkt for £,

gzlder relationen
b

/' £(x)ax = B(b) - F(a)
a

for alle a,b € R.

Bevis. Lad c, < 5 {esd C vare diskontinuitetspunkterne

n-1
for f. Lad o < ¢y o8 cn > cn_1 vere valgt, saledes at ]co,cn[
indeholder stgtten for f. Da er f Riemann-integrabel over hvert
interval ]Ck—1’ck[ ifglge stning 15.2.1. Endvidere er f Riecmann-
integrabel over de udartede intervaller [ck,ck]. Af satning

9.32.1 fglger nu, at £ er Riemann-integrabel. Af sztning 10.22.1

fglger dernest, at den ved

(2) F (x) = /X £(t)at

¢
0

definerede funktion er differentiabel i alle kontinuitetspunkter

for £ med differentialkvotient f. Endvidere viser vurderingen

IFO(XZ) - Fo(x1)| < |x2—x1| igg |£(t) |,

at F_ er kontinuert. Er.nu F:R ind i R kontinuert og tilfredsstil-
ler DF(x) = f(x) = DFO(X) i alle kontinuitetspunkter, da er
D(F(X)—Fo(x)) = 0 og fglgelig F(x)—F(xo) konstant pd& hvert inter-
val ]ck_1,ck[, samt pa ]—w,co[ og ]cn,m[. Da F-F_ er kontinuert
ogsd i punkterne c,» f¢lger heraf, at F-F_ er konstant. Af (2)

fglger nu umiddelbart
X

| £wat = 7 (x) = By(x) - Fyle,) = Fx) - Re,),
CO

altsa
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b

/

Dermed er -saztningen bewist.

a

D
£(t)dat = [ £(4)dt -/ f(t)dt = F(b)~#a).
]

C
a o Q

15:.3. Ved de fglgende undersggelser beskmftiger-vi -os med
funktioner, der kan .have. diskontinviizeter i. visse punkter. Nar vi

siger, at en furktion -er- Giskontinuert.-i et eller andet. punkt,

..skal dette i de fleste tilfalde foywhis.pd den.mide, at funktionen

enten .virkelig vides at v2re diskontinuert.i punktet, . .eller at
- vi jkke ved, om funktionen er kontinuert i punktei.- Derfox.vil..

- det heller.ikke-skade,. hvis vi. ved anvendelser af resultaterne

bevidst M"udnmvner' visse kontinuitetspunkter til diskontinuitets--

~punkter -for at.f4 en satnings formulering til at passe.i.et fore-
liggende-tilfalde.

15.3.1, Sotning. Lad T vere et kompakt metrisk rum, og-lad. .
[a,b]ngP~vare»et,begranset-interval, Lad. gy :T -ind i la,bl, k =
1;...,n,vmrehkontinuerte.afbildninger,“Lad £:7 .+ R ind i R veve.

.en afbildning. som er begrinset, identisk nul udenfor T x [a,b]
_og kontinuert undtagen pa punkimengden

~fmmxyuemﬁmx=%onVnwx=wgwna'

" Da -er den ved

“Wu%=jﬂuﬁkm

. definerede_afbhildning ™T.ind i. R kontinuert.
.  Bevis...Lad c-vare et. vilkadrligt punkt af T. Vi kehgver
blot at vise, at F-er kontinuert i.c..Lad M € R -vare .valgt,
saledes.-at. .
LY uEe Ty x e REP(upx) ] M.
Lad. e vare.et positivt tal. For K-= 4, eee,n valger vi &bne inter—

valler-Ik.c.La,b14-séledes-atwwk(c) € Ikﬂog“
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m(I1 UseoU In) < E% .
Da ¢, er kontinuert er ¢ et indre punkt i U = ¢1—1(I1) Neosn
¢n—1(1n), og vi kan derfor vuolge en kugleomegn K = K(c,&o) c T,
sdledes at Eo ¢ U. Da Ké er en afsluttet delmengde af det kom-
pakte rum T er Kg kompakt. Da et produkt af kompakte rum igen er
kompakt, er

. x ([a0] \ (I, ueeou 1))
en kompakt mengde. Funktionen f er kontinuert pa denne mongde,
fglgelig ligelig kontinuert, og vi kan derfor vilge en kugleom-
egn K = K(ec,d) c K(c,&o), saledes at

Vv u € K(e,d) v x € [a,b] \ (I1 Use el In)

(1£(x,u) - £(x,0)] < %(b—ar%)o
\

Nu har vi omskrivningen

/f(u,x)dx - /f(c,x)dx = /(f(u,x) ~ f(c,x))dx =

i

(f(u,x)-f(c,x))dx + [ (f(u,x)-f(c,x))ax.
[a,0I\(I,u...UI))

Idet de sidste integraler vurderes i henhold til satning 15.25.1,

jI,I Ueoal In

far vi

./f(u,x)dx - /f(c,x)dx <

m(I1 UseaU In)-2M + (b—a)«%(b—a)—1e < €,

oz da dette gmlder for e thvert u € X er kontinuiteten af F dermed

bevist. N
Ved anvendel- B o)
{ —
serne af satning 15.3.1 Si;fé 1&\\h
1 S m = SN e
er situationen ofte den, | #ﬁ N
) L i
at en kontinuert funk- ey E
B 4 /
tion £(:. . er givet i S ‘
x_ﬁ_,._ﬁh‘n_*?‘lrw__ﬁ//
en afsluttet punkt- i i .
B ' o x
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mongde, der er indesluttet af en 'pan' kurve, siledes som det

er antydet pa figuren. Vi tonker os definitionen af £ udvidet,
idet vi satter f(x,y) = 0, ndr (x,y) ligger udenfor kurven. Vi
far da diskontinuiteter langs de grafiske billeder af go,l,,..,gal+
péd figuren. Vi kan nu udvide definitionen af disse funktioner
til [a,ﬂ], idet vi holder dem konstante, hvor de ikke i forvejen
er definerede, sadledes som det er antydet pé& figuren. S@tningen

kan da anvendes, og vi far, at /f(x,y)dy bliver en kontinuert

funktion af x.

15.L. I dette afsnit skal vi vise nogle satninger om Rie-
mann-integrabilitet af funktioner af flere variable.

15.4.1. Setning. Lad T vere en kompakt trappemongde og
£:7 ind i R en kontinuert funktion. Da er T Riemann-integrabel
over T,

Bevis. Da T er ligelig kontinuert, kan vi for £ > O valge

§ > 0, sadledes at det for enhver punktmmngde A ¢ T med diam

=
2N

{ ¢ gulder, at

sup £(A) - inf £(A) ( ﬁ%ﬁ) .

Hvis vi inddeler T i intervaller, som alle har diameter ¢ §, vil
de 1 9.37 indfgrte summer s og S tilfredsstille betingelsen

8 - 8 (e, s& vi kan slutte, at

/f—/‘fge.

T =T

Da dette gmlder for ethvert € > O, er f Riemann-integrabel.
15.4.2. Sztning. Lad A ¢ k™ vere en Riemann-malelig mongde

og f:A ind i R en begronset, kontinuert funktion. Da er f Rie-

mann-integrabel over A,

Bevis. Vi satter
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M = sup £(A) - inf f(4a).

Lad ¢ vore et positivt tal. Vi v@lger en trappemazngde T1 c A

med m(T1) > m(a) - €(2M)—1. Vi valger en kompakt trappemengde

1

T ¢ T, med m(T) > m(4) - eM . S& er

1

/A\T : __/_A\T Fee

AP satning 9.32.4 og sztning 15.4.1 fglger nu

og da ¢ var et vilkarligt positivt tal, fg¢lger heraf, at [ er Rie-

mann-integrabel over A. YA N
15.5. Vi vil - /\
illustrere anvendelsen af : v B ,
! ;\\ 903 »5 %
de foregaende resultater l ‘\) j P
! ; L
i tilelutning til hos- I e ' |
7 e | | P
stdende figur. Mazngden RN | 1 ; 0 Eoa ]
A T
L twnkes begrznset af . | | T i
a | f ' '
de med ¢1,...,¢u be teg- : l : ’ ‘&
X, Xy Xz X, Xs  Xg

nede kurvestykker, der

er definerede ved kontinuerte afbildninger ¢1:[x1,x6] ind i R
etc. En afbildning f:A ind i R tznkes begrenset i A og konti-
nuert i A bortset fra diskontinuiteter langs det med ?5 be teg-
neée kurvestykke, og @5:[x4,x5] ind i R antages kontinuert.

Ifplge saetning 9.30.2 er en punktmengde af formen
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{(,7) |x € [x55%5] Ay € [0,05(x)]]

en Riemann-milelig mangde. Ved satning 9.32.1 fas nu let, at A

er Riemann-mélelig. Selve kurven g5 €T en Riemann'sk nulmengde.
S& er f Riemann-integrabel over A ifglge satning 15.4.2. Vi kan
udvide definitonen af £ til hele R ved at smtte f(x,y) = 0O

for (x,y) ¢ A. Vi kan si benytte sztning 9.27.2 til udregning af
Riemann-integralet, idet vi fgrst for hver fast vardi af x in-
tegrerer med hensyn til y, og dcrefter integrerer den fremkomne
funktion af x. Nu har vi netop vist, at f£(x,y) er Riemann-inte-
grabel for hvert fast viurdl af x, og at den fremkomne funktion af
X bliver kontinuert.

Ved den praktiske udregning af integralet vil man dele
integrationsintervallerne ved alle diskontinuitetspunkterne, og
i fgrste omgang vil man forsgge i hvert kontinuitetsinterval at
bestemme en stamfunktion ved en af de 1 kapitel 6 omtalte meto-
der, idet s&tning 15.2.2. anvendes. I det foreliggende tilf@lde

vil man si@ledes opspalte integralet pa fglgende made:

/;f - /xz /¢2(x>f(x,y)dydx +

x1 ¢1(X)
Xz /P (x) oy, (%) X 9y, (x)
j 3 (/ : f(x,y)dy + /@h i f(x,y)dy)dx + / b / 4 f(x,y)dydx +
. ¢1<X) ¢3(X) X+ ¢1(x)
X , 9 (x) P (x) ,x6 ) (x)
/ 2 < / > £(x,y)dy + /‘u f(x,y)dy>dx + / / u £(x,y)dydx.
XL{. @1(x) §05(X) X5 §01 (X)

Hvis udregning af integralerne ved hjzlp af stamfunktionerne
ikke lykkes, er der en spinkel mulighed for, at de bestemte in-
tegraler kan udregnes ved et eller andet trick. Det kan f.eks.

onkes, hvor der optrzder en sum af to integraler, at en pas-
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sende substitution far integrationsintervallerne til at falde
sammen, og at summen af integralerne derefter viser sig at vare
simplere end de enkelte integraler. Kraftige metoder til ud-
regning af bestemte integraler udvikles i den videregaende mate-
matik, men den eksplicite udfgrelse vil dog stadig kun veare
mulig i yderst specielle tilfwlde. I numerisk analyse rader man
over metoder til tilnzrmest numerisk udregning af bestemte inte-
graler. En nogenlunde brugbar metode vil blive omtalt i slut-
ningen af dette kapitel.

De her omtalte metoder kan uden videre overfgres til
funktioner af flere end to variable. Skrivearbejdet bliver hur-
tigt meget omfattende, men der vil ikke opstd alvorligere prin-
cipielle vanskeligheder.

15.6. Vi viser nu en vigtig s@tning om ombytning af 4if-
ferentiation og integration.

15.6.1. S@tning. Lad f:[a1,b1] x [a,,b5] ind 1 R vere en
kontinuert afbildning, for hvilken D1f eksisterer og er konti-

nuert. Da cer
b2 )
D £(x, ,x,)dx, =
)%, = |

8 8o

2
D1f(x1 ,xz)dxz.

Bevis. Vi satter

b
G(x,) = /:2 £(x,,%,)d%,, &(x,) =/ 2D1f(x1,X2)dX2-
2

82
P4 grund af antagelsernc om kontinuitet, er g og G kontinuerte,
og T og D1f Riemann-integrable, sa vi far

JC1 x1 b
/ g(t)at =/ (/ 2 7 £(t,x,)dx,)at =
a,l 8.1 1
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LPRR -y
f (/ D1f(t,x2)dt)dx2 = / (f(x1,x2)-f(a1,x2))dx2 =
8.2 82 az
G(X.I ) - G(a/' ) !
hvilkct nctop viscr, at DG = g.
15.7. I fortss=ttelse af swtning 15.6.1 viser vi fglgende
setning:
15.7.1. Swtning. Lad f:[a1,b1] % [az,bZ] ind i R vare en
kontinuert afbildning. Lad F:[a1,b1J x [a,sb,] x [az;bz] ind i

R vore d en ved

"3
F(xys%Xp5%5) = /‘ £(x,,t)at

X5

definerede afbildning. Da er F kontinuert. Hvis D1f cksisterer
og cr kontinuert, er F kontinuert differentiabel med det totale
diffcrential
dF(x,dx) = (/X3 D1f(x1,t)dt)dx1 - f(x1,x2)dx2 + f(x1,x2)dx5.
*2
Bevis. Vi sztter

M= supf{|f(x)| | x € [a,,0,] x [a,,b5]3.

Lad e vere c¢t opgivet tal. Da f er ligelig kontinuert, kan vi
valge et tal

sel0, 5,
sé&ledes at

! ' -
v Xy 0%, € [a,]’b_,'] v X, € [a2’b2] HX1 X1| 46 =

If(x%,xz) - f(X19X2)| < §TB§:3;7 }e

For ethvert h = (h1,h2,h o0g X = (x1,x2,x3), som tilfreds-—

3)

stillcr betingelserne
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|ny|
$ 46y X% X,*h
In, | I X } € lagabpl s o] € lagsb,]
3l 3 X3+hs 2’2

far vi nu ved en grov vurdering

. 3+h3 x
|F(x+h)-F(x)]| = /x f(X1+h1,t)dt —‘[ 3 £(x,,t)at| ¢
: X,+h, X,
x3+h3 o+h,
/ |£(x +h,,t) - £(x,,t)]dt]| + f(x,,t)dt | +
X,+h 1 1 1
2772 X,
.x3+h3 .
. f(x1,t)dt| < (b2—a2) 3732?52 + |hy|M + |h3|M < €
3

Altsd er T kontinuert.

Hvis D1f eksisterer og er kontinuert har vi ifglge satning

-

15.6.1
X

3

.
D1F(5) = j D1f(x1,t)dt,

)

og den allerede viste del af sotning 15.7.1 fglger, at D1F er

kontinuert, Af omskrivningen
-x3 x3 X,
f(x1,t)dt = f(x1,t)dt - /, f(x1,t)dt
a a

ses umiddelbart, at
D,F(x) = ~T(x,%,), DaF(x) = £(x),x,),
og disse funktioner var forudsat kontinuerte. Dermed er sot-—

ningen bevist.

15.,8. Vi vil nu vise hovedsatningen om ombytning af inte-
gration og granscovergang:

15.8.1. Smtning. Lad I ¢ R" vere et interval, og lad (f,)

vare en fglge af\Riemann-integrable afbildninger fn:I inda i R.
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Hvis (fn) konvergerer ligeligt mod en afbildning f£:I ind i R,
er I Riemann-integrabel, og

1im /f =/fo
Nn — o n

I I
Bevis. Lad ¢ vare et positivt tal, og lad N € N vare sa-

ledes valgt, at
£
Vo2 Ny Vvxel (If(z) - fn(z)l < ETT7> .

For ethvert n > N og ethvert x € I har vi saledes

fn(é) - E%T) g £(x) S fn<x) * E%Tj )

Heral feglger

/ e i £ .
O g/Ifs/I@n * 5T

eller

Heraf fglger nu fgrst, at

e[ s

og da dette gulder for ethvert € > 0, kan vi slutte, at f er

Riemann-integrabel. Dernwest fglger det, at

NP

for ethvert n > N, og dermed er sztningen bevist.
15.9. Vi vil slutte dette kapitel med en metode til til-
nermet beregning af et bestemt integral. Vi vil kun interesse
os Tor det 1-dimensionale tilfolde, altsa for udregning af et

integral

/b f(x)ax.

a
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Hetoden beror pa, at intervallet [a,b] deles i et lige
1
antal 2p delintervaller af langde h = E;(b-a). P4 hvert interval
[a + 2(g-1)h, a + 2qh] erstattes £ med et andengradspolynomium,

der antaser samme vordi som f i de tre delepunkter, der falder

i det navnte interval. T
4fT’£;‘k%
P4 figuren har vi T i
'/. ‘
indtegnet en parabelbue, som er y '

det grafiske billede af det omtalte

andengradspolynomium. I gymnasiet vises,

at arealet af et parabelsegment |

er 2 af arcalet af det omskrevne - R :
3 X X x
2q-2 2g-1 2q
parallelogram. Dette har hgjde
2h og grundlinien bliver
1
f(x2q—1) z(f(xzq_z) + f(X2q))'

og for integralet over intervallet [X2q—2’x2q] far vi derfor
tilnsrmelsesvirdien

- L 1
h(i(xzq_2)+f(x2q))+3h(f(x2q_1)*— §(f(x2q_2) + f(xzq)) =
1 » .
3 h(f(xzq_z) + uf(x2q_1) + f(xzq)).
Ved addition over alle delintervallerne far vi tilnormelses-—
vordien

1 B(f(x,) + bE(x,) + 20(xy) + b(xg) + 20(x) +eeet £(x,)) =

)
(b-a)-g% (f(xo) + uf(x1) + 2f(x2) + uf(x3) + 2f(xu) FYooot f(xzp)).

2p

Dette kan fortolkes som intervallongden b-a multipliceret med
et vegtet middeltal af funktionsvaerdierne i delepunkterne, sa-
ledcs at endepunkterne far vegt 1, de ¢gvrige delepunkter med

lige nummer far vagt 2 og delepunkterne med ulige nummer far

vagt L.
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Det fundne resultat kaldes Simpsons formel. Den opnaede

ngjagtighed afhonger storkt af funktionen fo Indenfor rimelige
gronser opndr man stgrre ngjagtighed ved at inddele finere.

Ved i stedet for andengradspolynomier at approximere med
polynomier af hgjere grad kan man udlede andre tilnarmelsesform-
ler. Dertil kan man udnytte Lagrange's eller Newton's interpo-
lationsformler. Eventuelt kan man opna stgrre ngjagtighed, hvis
man i1 hvert delinterval approximerer med et polynomium, der cr
bestemt under hensyntagen ogsa til funktionsvardier udenfor

intervallet.
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Lette opgavcr.

Lad I ¢ R vore et begronset interval. Lad £:I ind i R vare
cn begronset funktion, som er kontinuert i alle punkfer af
I bortset fra punkterne af en mangde A ¢ I. Det antages, at
A ikke har noget fortetningspunkt i 1. Vis, at f er Riemann-

integrabel.

Om en afbildning f:[a,b] ind i R antages, at den i hvert
punkt har en gronseverdi fra venstre og en gronsevardi fra
hgjre (dog kun fra hgjre i a og kun fra venstre i b). Vis,

at f er begrenset og Riemann-integrabel.

Om en Ricmann-integrabel afbildning f:R ind i R antages, at
den i ¢t punkt a € R har en gronsevierdi fra venstre og en
gronsevordi fra hgjre. Vis, at den ved

F(x) = /X £(u)du

c

definerede afbildning f:R ind 1 R er differentiabel fra
vens tre og fra hgjre i a‘og mcd grensevardierne af £ som

differentialkvotienter.

Udregn

f xydxdy,
A

idet

A={(x,y)’ngAy20A1§x+y§2}.

Udregn

MA 15. Opgaver 1.
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idet

A= {(x,y) ' < + yLL <13,
Udregn

2. -2, Y .

/ x"y (y +y-siny)dxdy,

A
idet

A= {(xy) | x20A1 ¢ x+|y] < 28,
Udregn

‘ X

——imee—n, AXAY

[A(x2+y‘)2 ’

idet

X<A Ay St Aazty 210,

A = E(X’Y)

Lad A ¢ " vore en Riemann-malelig mengde og f:A ind i R en

" begronset funktion, som har den egenskab, at mangden

{xe A "f(zs).gkf

- for ethvert k¥ € R er Riemann-mdlelig. Vis, at f er Riemann-

integrabel (vurder forskellen mellem ¢vre og nedre integral
ved at inddele A i disjunkte mongder, definercde ved be-

tingelser af formen k < £(x) ¢ k + ¢).

Symmetrisk omkring midtpunktet af [6,1] lagges et abent in-
terval I1 af lengde %, Symmetrisk omkring midtpunkterne af
komponenterne af [0,1] \ I, legges intervaller I,y og I,

af longde T%-. Der er nu 4 komponenter i komplementormongden
til foreningsmangden af de abne intervaller, og om midt-
punkterne af disse logges intervaller af longde gﬁ-e Séledes

Tortsnttes 1 det uendelige. Med O betegner vi forenings-
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mengden af alle disse abme intervaller. Vis, at
n(0) = 5, W(0) = 1.
Vis, at der eksisterer en kontinuert funktion £:{0,1] ind i
R, som tilfredsstiller betingelserne
f(x) = 0 for x € [0,1] \ O,
£(x) > 0 for x € 0.
Udled heraf, at den i opgeve 8 anfgrte tilstraokkelige be-

tingelse for Ricmann-intcgrabilitet ikke er ngdvendig.

10, Udregn o
a | 8inxy v
e v .
ax J
11. Udregn pa to mader
: 2%
a dau
ax g X+u .
12. Udregn
_3 X
lim X f Arctg(xu)du,
X > O o

f.cks. ved hjelp af 1'Hospital's regel.

1%, ©n afbildning f£:]0,e[ ind i R er defineret ved

X .
£(x) =/ -S—%lll-‘i du.

O
Vis, at £(]0,»[) er et interval ]0,a]), hvor a > #w. Vis, at

ligningen £(x) = a er tilfredsstillet for netop én verdi af

X, og angiv denne vardi.

1L4. Udregn en tilnurmet vaerdi for

ar
/ sinxdx
o)



.
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15.

160

ved hjelp af Simsons formel.

Vanskeligere opgaver.

Lad T ¢ k™ vore en kompakt trappemsngde, £:T ind i R en be-
gronset funktion, og I mongden af intervaller, som er del-
mongder af T. Vi sgtter

wf(é) = inf{sup £(I) - inff(I) | I € T A x€ %}-

Det antages, at
K = sup wf(Rn)
har en endelig vordi. Lad ¢ %mre et positivt tal. Vis, at
der eksisterer et positivt tal 4, sdledes at
v I € f(diam I ¢ ¢ = sup £(I) - inf £(I) <k + €).
Vejledning: For x € R og r » 0 satter vi

I(x,r) = {X e " , |y1—x1| { T AeaeA th—xnl < r} .

'or x € T satter vi

sup £(I(x,r) n T) - inf £(Ix,r) N T) >

K:+€}a

Vis, at p:T ind 1 R er kontinuert. Studer den mindste

p(x) = inf{r >0

vordi, som antages af p.

Lad f:Rn ind i R vore en begronset funktion med begranset
stptte. Vis, at f er Riemann-integrabel, hvis og kun hvis

Vve>O0 <5({§ wf(ﬁ) > el) = 0):

idet wf(z) er defineret som i opgave nr. 15. (Resultatet fra

opgave nr. 15 anvendes ved beviset for '"hvis'').
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17. Laad £:8" ind i R vore en begronset funktion med begronset
stptte. Vis, at £ er Riemann-integrabel, hvis og kun hvis
Ger for ¢ thvert € > O cksistercr en fglge (Eh) af (ikke
ngdvendigvis disjunktc) intervaller, sdledes at UIn inde-
holder alle diskontinuitetspunkter for f, og sdledes at

Em(In) < €. (Benyt opgave nr. 16).

16, Om en fglge (An) af Riemann-malelige mengder i R antages,
it .

.t':\.3 g ssay

iD
g
=
N
mn

samt at

cr begronset. Vis, at (m(An)) -+ m(A). (Benyt at en kompakt
trappemengde T ¢ & er overdaskket af {%h n € N} og derfor

[o]

af endelig mange An)'

19. Om en fglge (f,) af Riemann-integrable funktioner fn:Rn ind
iR antages at funktioncrncs stgtter er indcholdt i et
faét, begrenset interval I, at

vaovx(f (x) ¢f (X)),
samt at fn konvergerer punktvis mod en begransct funktion
.
Vis, at
()]
20. For O ¢ a < b saetter vi I = ]0,1] x [a,b]. Udregn

/ xydxdy
I

pad to mdder, og vis derved formlen
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1 b a
x__:_X_ dx = 1og-2ﬂ o
0 logx a+1

Udregn for x > O

¢(X)—/ 1+y XY ay

ved fgrst at bestemme Do(x).

Bevis fglgende for O < x < 7 gyldige relationer

sin(n+i
1 + 2C08X + 2C0S2X +eee+ 2C08NX = ———L_JLEE

sinix
4Tsin(n+%x)
/ "". ="=_d = Tre
o sind

: . 1 s X +4)
sinx + %sin2x +...+ & sinnx = % sin(n+z)u
sinfu

= 0,

et
=
=5
T
]
]
I_l
E‘\
o]
+
[wrd
(o]
[
|

Den nostsidste relation vises enklest ved en delt integra-
tion, saledes at sin(n+%)u integreres. Derved kommer n+% i
nivneren og en grov vurdering vil give det gnskede resultat.
Bestem endelig summen af r&kken pa venstre side i den sidste
formel for alle X € )-—wjyeo[+ Tegn en grafisk fremstilling

af’ resultatet.

Integrer den i opgave 22 fundne rokke ledvis, f.eks. over
[x,7], og udled (ved at give x en passende speciel vordi)

rikkeudviklingen
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1 +‘1-é'+1'2"+1—2+ ..l—%ﬂ-
2 3 Y
1,1 _1 1

1 "_'+""""'7+ seoe = TN

Find derncst summen af rakken

N
COS NxX
) W

n=1

o af razkken

8

5|

sin nx.

o]
_I_l\

MA 15. Opgaver 7.
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Kurveteori.,.

16.1. I kapitel 14 indfgrte vi begrebet bevagelse, samt
bancn for en bevaegelse. I dette afsnit skal vi viderefgre tcori-
en for bevagelser, issr 1 det tilfzlde, hvor bevigelsen opfylder
diffcrentiabilitctsbetingelscr.

Bevegelser kan opfattes som bevogelser i fysisk forstand,
og hovecdvagten logges da pa afhongigheden af parameteren, der
opfatvcs som tiden. Studiet af bevagelser ud fra dette synspunkt
udger den celementore kinematik.

P4 den anden s ide kan man ogsa studere bevagelser ud fra
det synspunkt, at man strober cfter at skaffe sig oplysninger
om bancns rent geometriske egenskaber. Nu kan vidt forskellige
bevagelser have den samme bans, og det bliver derfor netop vig-
tigt i denne forbindelsec at finde frem til egenskaber ved be-
vogelser, som bibeholdes ved andringer af parameterfremstillin-
gen, Det er studiet af bevagelser ud fra dette synspunkt, der

cr emnet for kurvetecorien.

16.2., Vi vil fgrst forklare, under hvilke omstondigheder
vi vil opfatte to bevagelser som cns fra geometrisk synspunkt.

164241, Definition. Lad T vore et metrisk rum, og lad

y1:[a1,b1] ind i T og y2:[a2,b2] ind i T vare bevogelser (d.v.s.
'kontinuerte afbildninger). Bevagelserne Y4 98 Yo kaldes k-gkvi-
valente, og vi skriver y1ﬁ Yoo hvis der cksisterer en strengt
vokscnde, kontinucrt og bijektiv afbildning ¢:[a1,b1] pa [a2,b2],
salcdes at Y4 = Yo° Qe

Vi skal vise, at g 6T en ckvivalensrelation. Ved at vaelge

¢ som den identiske afbildning, scr vi, at Y4RY1 Da ¢—1:[a2,b2]
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pa [a1,b1] ligeledes er strengt voksende, kontinuert og bijektiv
Vil y,py, medfgre y, = y1°¢_1, altsd y,py,. Har vi en tredie
bevagelse y3:[a3,b3] ind i T, og er 72273’ cksisterer der en
strcngt voksende, bijektiv og kontinuert afbildning ¢:[a2,b2] pa
[33’b31’ sdledes at y, = v2°¢+ Vi har da den strengt voksende,
bijektive og kontinuerte afbildning yeop:[a,,b,] pa [aj,bB], og
vi har dcsudecn

vy = vpoe = (v3°9)op = v3o(yop),
hvoraf fglger, at YiRY3"

16.2.2., Definition. Hvis bevigeclserne Y, ©8 Y, i definition
10+241 opfylder de samme betingelser som i definition 16.2.1,
bortsct fra at ¢ er strengt aftagende, siges Y4 og v, at vare
modsatte.

To bevagelser, som cr k-zkvivalente eller modsatte, har
sammc bane. For to bevagelser, som cer modsatte, golder det at
den enc ender 1 det punkt, hvor den anden begynder og omvendt.
Det scs let, at Yy modsat Yo O8 yzﬁyj medfgrer Y4 modsat Y3 og
at Y4 98 Yo beggec modsatte Y3 medfeorer, at YIRY 0" Vi skal ikke
opholde os ved beviscrne for disse pastande.

16.3. Vi viser en hja2lpesstning:

16.3.1. Lemma. Hvis I, og I, er intervaller pa R og 91,
pa 12 cr ¢n bijektiv, kontinuert afbildning, da er ¢ c¢nten
strengt vokscnde eller strengt aftagende.

Bcvis. Det er &benbart nok for L forskellige punkter
X1""’Xu € I1 at vise, at

(xg <2y A xg <x) Ao(xy) <o) = olx3) < olx,)

(x1 <Xy A Xy <X A ¢(x1) > ¢(X?)) = ¢(X3) > ¢(Xu),

og det des umiddelbart, at dettc er ensbetydende med at visc,
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at dct for 4 forskellige punkter Tyreeesd) € I1 gelder at
vy <y <33 <y = (olyy) <olyy) <olyg) <olyy)) v
(p(3y) > o(3o) > oly3) > olyy)).

Nu cr [yj,y ] for j = 1,2,3 kompakt og sammenhéngende, Da €r

Jj+1
¢([yj,yj+1]) kompakt og sammenhangende, altséd et afsluttet in-

terval [a,b] ¢ I,. Endvidere er rcstriktionen ¢:[yj,y ] pa

J+1

[a,b] en homeomorfi, og indre punkter vil derfor svare til

indre punkter. Altsd er entcn ¢([yj,yj+1]) = [¢(yj,¢(yj+1)]
je11) = Loy,

ellcr ¢([yj,y ),¢(yj)]. Setningen fglger nu umid-
delbart.af, at billederne af intervallcrne [yj,y

j+1]’ J=1,2,3
kun kan have endepunkter folles.

16.3.2., Definition. Lad T vore et metrisk rum. En bevagelse

y:la,b] ind i T kaldes gimpel , hvis y er injektiv.

16.3.3. Satning. Lad y:[a,b] ind i T vaere en simpel be-
vogelse 1 det metriske rum T. Da er afbildningen y:[a,b] pa
y(la,b]) en homeomorfi.

Bevis. Saztningen fglger umiddelbart af, at y er kontinuert
og injektiv, og at [a,b] er kompakt.

16.3.4. Sutning. Lad T vore et metrisk rum. Hvis to simple
bevigelser y1:[a1,b1] ind 1 T og y2:[32,b2] ind i T har den
samme bane I' = y1([a1,b1] = yz([az,bz]), da er y, og v, enten
k-okvivalente eller modsatte.

Bevis. Ifglge sstning 16.3.2 er afbildningen ¢ = yz— 0y1:
[a1,b1] A [az,b2] bijektiv og kontinuert. Af lemma 16.3.1
fglger, at den tillige er enten strengt voksende eller strengt
aftagende. Desuden er Yy = y2°¢. Dermed er ssetningen bevist.

16.3.3. Definition. Banen for en simpel bevicgelse kaldes

en simpel kurve.
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En simpel kurve er saledes en punktmangde, altsid et rent
geonctrisk begreb. To ganske bestemte punkter af den simple
kurve vil svare til intervalendepunkterne, uvafhongigt af valget
af parameterfremstillingen. En simpel kurve har s&ledes to
endcpunkter. De simple bevagelser, der har d en simple kurve som
bane,falder i 2 klasser, sdledes at bevagelserne i den ene klasse
begynder 1 det ene af de to endepunkter og ender i det andet,
medens endepunkternes roller er byttede for bevaegelserne i den
anden klasse.

164, Vi vil nu specielt betragte bevsogelser i R'. Vi har
da de polygonale bevagelser som €t vigtigt hjmlpemiddel. En
jovn retlinet bevogelse er simpel, og da alle jovne retlinede
bevigclser, der begynder i PO og ender i P1, er indbyrdes okvi-
valcnte, vil dct ikke give anledning til misforstielser kort at
sigc "den retlinede bevagelse P0P1“, Ved at satte flere sadanne
eftcr hinanden far vi en brudt linie, som vi kort kan betegne
POP1P2'°°Pn' En brudt linie har en longde, som er summen af
lungderne af liniestykkerne POP1,P1P29.C,PH_1Pn,

16.4.1. Definition. Ved cn inddeling D af et interval [a,Db]
vil vi forstd en konfiguration af punkter tO,ooo’tq, sé&ledcs at

= t 60 t = o
B =ty ¢ by Cesol By <= b

1 q
ongden af alle inddelinger of [a,b] betegnes D[a,b].
Vi bemzrker, at definitioncn afviger en smule fra den i

kapitel 9 benyttede,

16.4.2. Definition. Lad y:[a,b] ind i k™ vare en bevigelse.

Hvis D er den i definition 16.4,.1.indfgrte inddeling og Pj

punktet z(tj), vil vi med A(y;D) betegne longden af d en brudte

linie POP1,.an, Endvidere sotter vi
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Ny;asb) = sup{A(y;D) | D € Dla,bl}.
For [a1,b1] c [a,b] anvender vi betegnelsen k(y;a1,b1) for den

tilsvarende stgrrelse for restriktionen af y til [a1,b1]. Hvis

Nysa,b) < «, kaldes y rektifiebel,og N(y;a,b) kaldes vejlongden
for beva xgelser . Hvis y specielt er en simpel bevaegelse og

Nysa,b) < «, kaldes N(y;a,b) longden af y eller longden af den

simple kurve y([a,b]).

Vi vil vise nogle simple satninger vedrgrende det saledes
indforte vejlangdebegreb.,

16.4.3. Sztning. Hvis to bevigelser er k~ckvivalente eller
modsatte, har de samme vejlongde.

- s . . . AN . . S S

Bevis. Lad 31.[a1,b1] ind i R og 32.[a2,b2] ind i R vere
k-ckvivalcente bevigelser. Vi har da en strengt voksende, konti-
nuert, bijektiv afbildning ¢:[a1,b1] Pa [az,bz], sdledes at
24 = 2,°¢. Til en inddeling D € D[a1,b1] bestiende af punkterne
a, = to <t

1 1
tilordner vi en inddeling ¢ (D) € D[az,bg] bestdende af punkterne

<ooo< tq = -b1

a, = p(t,) < o(t,) <ound p(t) =Dy
Derved defineres en bijektiv afbildning ¢*:D[a1,b1] pa D[az,bz].
Endvidere gmlder &benbart ' -
Nyy3D) = NxpoesD) = Aapie (D).
Da ¢" er bijektiv fglger heraf, at
iNgy3D) | D€ Dla,p]} = {N(2,:D) | D € Dla,,b,11,
og heraf fglger pastanden umiddelbart., Tilfoldet, hvor beviogel-
serne er modsatte gar pa omtrent samme made.
16.4.4. Sotning. Lad y:[a,b] ind i R™ vere en bevogelse.
For ¢ € Ja,b[ gmlder da
Nysarb) = Nysa,c) + Nyse,b).
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Bevis., Lad fgrst D vore en vilkdrlig inddeling af [a,b].
Lad D1 vaore den inddeling, der fas af D ved tilfgjelse af del-
punktect c¢. P4 grund af trekantsuligheden golder da

NysD) ¢ Mysdy).

Inddelingen D, kan tonkes sammensat af en inddeling D' af [a,c]

y
og cn inddeling D" af [c,b], idet delepunktet ¢ dog m& medregnes
1 begge inddelinger. Vi har da
NxsDy) = NxsD') + N(y;D").
Vi Tfar saledes vurderingen
NysD) < NMysa,e) + A(ysc,b).
Heraf fglger, at N(ysa,c) + A(y;c,b) er et overtal for mongden
{n(y;D) | D € Dla,b]}, og da supremum for en mzngde er defineret
som d ens mindste overtal, far vi
Nysa,o) ¢ NMysa,e) + Nxse,b).
En vilkarlig inddeling D' € D'[a,c] og en vilkarlig ind-
deling D" € D[c,b] udggr tilsammen en inddeling D ¢ D[a,b],
og vi har ) )
NysD') + My ;D) = NysD) ¢ Nysa,b).
Heraf fglger, at A(y;a,b) - A(y;D") er et overtal for mengden
{n(yx;D') | D' € Dla,c]}, og vi har derfor
’ Nysa,e) + Nyg;D*) ¢ NMysa,b).
Altsd er A(y;a,b) - AN(y;a,c) et overtal for {A(y;D") | D' €
ble,bli,
og vi har derfor , -
Nuysa,e) + Nyse,b) ¢ Nysa,b).
Dermcd cr sotningen bevist.
16.4.5. Definition. Lad D vore en inddeling af [a,b]. For

[a,sP,] ¢ D vil vi med D betegne den inddeling af [a, ,Db, ]
7P oy b, ] 172
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som ud over a, og b, omfatter de delepunkter fra D, som falder

1 1

i ]aJ’b1['
!
16.4.6. Lemma., Lad y:[a,b] ind i R™ vore en bevigelsce og €
et positivt tal. Der eksisterer da en inddeling D € D[a,b],
sadlcdes at
v [a,,0,] ¢ [a,p] (M(y5a450,) - %(x;D[a1 ,b1]) <€)
Bevis. Vi valger D, sdledes at
Nysa,b) = AgsD) ¢ €.
P4 grund af additiviteten er nu
Nysa,b) = NMysD) = (NMysa,a,) - %(x;D[a 0 1))
) 7
(Mxsaysby) - 7\(3¢;D[a1 ’b1])) + (n(gsbysP) - %(x;D[b1 ;]
hvor udtrykkene i en af parenteserne szttes til O, hvis vedkom-
mende interval udarter. Da stgrrelserne i hver parentes er » O,
kan vi slutte, at
7\(31;3-1 !bJI) = 7\(1’.;D[a1 ,b1]) g Eoe
Vi skal nu vise, at vejlongden har en vigtig kontinuitets-
egenskab.
16.4.7, Sotning. Lad x:[a,b] ind i ®™ vere en bevagelse.

Den ved
O for t = a
N t) ={
Ay;a,t) for t € Ja,b]
defincrcde funktion er monotont voksende og kontinuert.
Bevis. Vejlongden er ifglge sin definition altid > O. For

a ¢ t, <%, ¢ b gulder ifglge sztning 16.4.4, at

2
Nty) = Nty) + Nastyst,),

altsd, at '

NG WNCIOR

lLad ¢ vore et positivt tal og t et punkt af [a,b].
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For at vise kontinuiteten af A skal vi, idet A er monoton, blot
vise, at vi kan finde t, € [a,t] og t, € Jt,b], sdledes at
x(z;t1,t) < e

Nystst,)

Nt) = N(ty)
At5)= N(E)

idet dog den ene ulighed falder vek for t = a eller t = b. Vi

I

= 8’
vixlger D € D[a,b], sdledes at (lemma 16.4.6).
. - . ;1
V[a1,b1] c [ayb] (7\('_))_38-171)1) K(X,D[a.lyb.l]) é 28)0
Dernzst valger vi t, € [a,t] og t, € Jt,b], sadledes at ]t1,t[
og ]t,tz[ ikke indeholder delepunkter fra D, og sidledes at
le(t) = »Ce)ll < 2oy [re(t,) - (tdl<
Da ]t1,t[ ikke indeéholder delepunkterne fra D, er

Mystyst) € lle(t) - x(e)ll + 22 < e,

€

[MES

og analogt for %(x;t,tz). Dermed er satningen bevist.
For en bevzgelse y:[a,b] ind i R™ har vi for ethvert t €
[a,b] en koordinmatfremstilling y(t) = (y1(t),...,yn(t)). Derved

defineres de til v svarende koordinatbevagelser yk:[a,b] ind i

R k = 1,...,0.

16.4.8. Smtning. En bevagelse y:[a,b] ind i R" er rektifia-
bel, hvis og kun hvis hver af dens koorcinatbevagélser er
rektifiable,

Bevis., Vi betrag*zr en inddeling D med delepunkterne a =

to < t1 <eweo¥ tq =b, For j =1,...,9 har vi nu

n

og ved summation over j fglger heraf

n
MryysD) € NMysD) € > NaysD).
=1

Heraf fglger pastanden umiddel bart, Desuden finder vi ulig-
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hederne
2,
%=1

16.5. Vi vil nu g& over tilat studere det mere specielle

Nrysa,b) € Mysa,b) € Mrygsa,b).

tilfwelde, hvor vi oysé ge¢r antagelser om differentiabilitet af
bevegelsen Y. Det viser sig, at differentiabilitet af Y ikke i
sig selv er en interessant exenskab, men f or en kontinuert dif-
ferentiabel bevegelse fAr man interessante resultater. Vi vil

i fgrste omgang interesse os for vejlangsin for en kontinuert
differentiabel bevaegelse.

16.5.1. Sztning. En kontinuert differentiabel bevagelse er
rektifiabel.

Bevis. Ifglge setning 16.4.8 er det nok at bevise pastanden
for n = 1. Vi betragter derfor en bevegelse y:[a,b] ind i R, og
vi antager, at Dy er kontinuert, Da [a,b] er kompakt er Dy be-
grenset, og vi kan derfor valge M € R, s&ledes at

ve € [a,0](Iop(2) | < W)
For en vilkarlig inddeling D bestdende af punkterne

a =1t <t, <euu t_ =0
o q

1
har vi nu ifglge differentialregningens middelvardisatning

< <& .
Ay;D) = *félwtk) = (b0l {é(tk =t ) [Dy(7 )]

for passende valg af punkterne Ty € ]tk-1’tk[' Vi far saledes

vurderingen

A(y;D) € iﬁ(tk-tk_1)M = (b-a)M,
k=1

hvilket viser, at
Nysa,b) € (b-a)M.

Dermed er s&tningen bevist,
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16.5.2. Sstning. Lad y:[a,b] ind i R™ vaere en kontinuert
differentiabel bevaegelse, Den ved

{0 far t = a
At) =
‘IMysa,t) for t € Ja,b]
definerede funktion A:[a,b] ind i R er differentiabel, og
DA(t) = [[y(e)ll

for e thvert t € [a,b].

Bevis, Ifglge satning 16.5.2 eksisterer funktionen A, Ifglge
setning 16.4.7 er N monotont voksende. For a { x < y £ b galder

endvidere

Ny) = Mx) = N2y
For fast valg af x og y vil vi vurdere dette udtryk. Dertil be-
tragter vi en vilkarlig inddel ing D € D[x,y] bestiende af punkter-

ne

X'—‘-to< t1 <ou.< tq:yc

For j € {1,...,a} har vi m
n
N VA _ p)

Ifglge middelvardisatningen kan vi valge T1j"'°’Tnj €
]tj—1’tj[’ sfledes at
n
lheCey) - 2 Ceg Dl = 20 (Cymty )0y, (74))° =
2 2
(b=t _4) v 21(%(%)) ’
v

Idet vi indfgrer betegnelserne
inff|Dy, (t)] | t € [x,51}
sup|[Dy,,(t)] | t€ [x, 513

fér vi ved e n grov vurdering

Il

g,(x,¥)

f]

GD(X,,V)
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& S (e (x,))2
(t4-t5_q) v cay v X5y

Ved summation med hensyn til j fas heraf

(y-x) vV (g (%,5))% ¢ NMy;D) ¢ (y-x) V (G (x,¥))°.

U‘ =1

Vi har sdledes vist, at A(y;D) for enhver inddeling D € D[x,y]
ligger 1 et bestemt afsluttet interval, som er uafhzngigt af D.

S84 vilNy;x,y) ligge i det samme interval, og vi far derfor

vurderingen
v e ()P ¢ M =2 v S ()2,
'5-;1 Y y - X D= '1

Ved granseovergangen y — x fra hgjre gzlder

g,(x,5) = Dy, (x), G, (x,5) = Dy, (x),

og derfor ogsd ifglge vurderingen

My) = Mx) v V‘(Dy (x))?
y - x

=1

Tilsvarende fas for x —» y fra venstre, at

%Ly; = QQX) = llor(y)ll,

Vi s®@tter nu for t € [a,b] og h > 0 dels x = t, y = t+h,
dels y = t, x = t-h, og de fundne rem ltater viser da, at AN er

. For t = a eller

differentiabel i punktet t med DA(t) =
t = b benyttes kun den f¢grste, henholdsvis den anden granse-
overgang., Dermed er satningen bevist.

16,5.3. Sztning. Lad y:[a,b] ind i R™ vere en kontinuert

differentiabel bevagelse. For a ¢ a1 < b1 € b gelder da

b
Masagey) = Fir(ellas.
.1
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Bevis, Af sztning 16,5,2 fglger umiddel bart med betegnel.-

serne fra denne sztning

Ao = Iy (e)lla,

og pastanden fglger nu umiddelbart af, at

Mysaysby) = Mby) - NMay).
Vi har nu skaffet os e n metode til beregning arf vejlzngdes for
kontinuert differentiable bevagelser, For vilkarlig differen-
tiable bevagelser kan det indtraiiTe, at vejlaengdefunkiicnen A
ikke bliver daifferentiabel.

16.6. Ved en tangent til en kurve i et punkt P forstids groit
udtrykt graensestillingen for den rette linie gennem P og et 2ndet
kurvepunkt Q, idet Q ¥onvergerer mod P langs kurver. Det er na-
turligt, nar kurven er bane for en bevagelse, at opfatts dette
pa den méde, at P svarer til et tidspunkt to’ medens Q svarver
til tidspunktet t, og at Q konvergerer mod P langs Iurven, kom:-
mer da til at betyde t - to. Nu er det ¢gnskeligt, at tangent--
begrebet bliver et rent geometrisk begreb, altsa kun afhengigt
af bevaegelsens bane. Denne uafhangighed opnés naturligt, nar
kurven kan vare bane for en simpel bevegelse, idet de mulige
bevagelser da alle er indoyrdes skvivalente, eller indbyrdes
modsatte,

Lad nu xg{aﬂb] ind i R™ vere en bevagelse med de tilsva-
rende koordinathevagelser y1,.,uyn, Vi betragter et punkt to €
[a,b], hvor Dy(to) £ 0, Der vil da findes et y,, blandt koordinat-
bevegel serne med Dyv(to) % O, og der vil da findes et delinter-
val [a1,b1] c [a,b] med t, som et (relativt) indre punkt, sdledes

at Dy, (t) + 0 overalt pa fa1,b1]° S& har Dy, (t) konstanit forisgn
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pa [a1,b1] og v, er strengt monoton p& dette interval. Dette
medfgrer ¢jensynligt, at y er en injektiv afbildning af [a1,b1].
Restriktionen af y til [a1,b1] er sidledes en simpel bevagelse.

For t € [a1,b1] \ {to} fastlagger talsattet

I (2(t) - 2(t))

0

retningen af den rette linie gennem z(to) og Y(t). For t - tg
konvergerer talszttet mod Dx(to). Der vil siledes eksistere en
tangent i to til den simple bue, der er bane for restriktionen
af y til [a1,b1], Og retningen af denne tangent er bestemt ved
talsazttet Dz(to).
Af satning 16.5.3 fremgar, at
7\(')_’5 t, to)
t -t
o
7\('_)’_; toyt)
t -t
o

- “DY(to)“ for t - t  fra venstre

> lloy(s Il for t ~ t_ fra hejre.

De to forhold kan fortolkes som den gennemsnitlige fart i beva-
gelsen svarende til intervallet [t,to] i det fgrste tilfzlde og
til intervallet [tot] i det andet tilfelde, Det er derfor rime-
ligt at sige, at Hz(to)H er bevagelsens fart ved passage af
punktet to. Talsattet Dx(to) fastlegger ikke alene bevagelsens
fart, men ogsd banens tangent i punktet to.

Hvis Dx(to) = 0 er bevmgelsens fart O i punktet t_. Tal-
sazttet Dz(to) fastlegger i dette tilfzlde ikke nogen retning, og
bestemmer si8ledes ikke riogen kurvetangent. Dette udelukker ikke,
at kurven eventuelt har en tangent i to.

Ovenstdende betragtninger retferdigggr fglgende definition:

16.6.1, Definition. Lad y:[a,b] ind i R™ vare en kontinuert
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differentiabel bevasgelse. Afbildningen Dy kaldes hastigheden af

y og talsmttet Dy(t) kaldes hastigheden af y til tidspunktet t,
Tallet [[Dy(t)|| kaldes farten af y til tidspunktet t. Hvis

Dy(t) + 0 kaldes talsmttet

P.1(t) = WY%

bevagel sens tangentvektor til tidspunktet t, Hvis Dy(t) ¢ 0

for ethvert t € [a,b], kaldes bevagel sen en parameterfremstil-

ling for en differentiabel kurve, og den bane kaldes en differen-

tiabel kurve,

Tangenten i kurvepunktet x(t) har parameterfremstillingen
x =2(t) + p,(thu; u € R.
Den fremtrader her med en orientering"bestemt ved R1(t).

Selv om ¢ er en kontinuert differentiabel bevagelse, er det
ikke sikkert, at de med y k-zkvivalente bevegelser er kontinuert
differentiable. Vi indfgrer derfor et nyt skvivalensbegreb ved
fglgende definition:

16.6.,2, Definition. To kontinuert differentiable bevagel-

ser x1:[a1,b1] ind i R® og xzz[az,bz] ind i R™ kaldes d-skviva-
lente (d-modsatte), hvis der eksisterer en bijektiv afbildning
¢:[a1,b1] Pa [a2,b2], som er differentiabel med overalt positiv
(negativ) differentialkvotient, siledes at Yy o= Y500,

16.6.3. Satning. Hvis to bevagelser y1:[a1,b1] ind i R
og y2:[a2,b2] ind i R™, som er parameterfremstillinger for dif-
ferentiable kurver, er k-zkvivalente (modsatte), er de tillige
d-zkvivalente (d-modsatte).

Bevis., Vi betragter et t € [a1,b1]. Der findes et

v € §1,...,n}, séledes at Dyzv(¢(t)) £ 0, Funktionen Y, er da
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strengt monoton i en omegn af t og bade Yo, O8 y2;1 er differen-

tiable i ¢(t) med fra O forskellige differentialkvotienter. Nu

1°V1v‘ Heraf fglger,.-at ¢ -erpkoentinuer:

1

er Yy, = Vo, ° 9 8ltsd ¢ = v,
differentiabel. Ved at lade x1 og Yo bytte roller ses, at o
er kontinuert differentiabel. Af Dgngo—1 = 1 fglger, at Dp=% O,
Af kontinuiteten fglger nu, at Dp har konstant fortegn. Dermed
er pastanden bevist.

16.6.4. Swtning. Indbyrdes d-szkvivalente (d-modsatte) para-
meterfremstillinger for en differentiabel kurve har identiske

(modsatte) tangentvektorer.

Bevis. Pastanden fremgar umiddelbart af, at

D(Y,o0)(t)  Drple(t))  pocy
Dl (Ol Irylp(enll  TPP()]

Setningen viser, at tangen?vektoren i en vis forstand svarer
til kurvens orientering,
For en p gange kontinuert differentiabel bevagelse kan vi
tilsvarende indfgre begreberne aP-zkvivalent og dP-modsat.
16.7. For differentiable kurver er det muligt at udpege
en ganske bestemt parameterfremstilling, der i en vis forstand
er simplere end alle andre., Dette beror pa fplgende setning:
16.7.1. Sstning. Lad y:[a,b] ind i R" vere en p gange konti-
nuert differentiabel bevagelse. Lad A:[a,b] pd [0,N(y;a,b)] vare

den ved
O for t = a
ANt) =
Nysa,t) for t € Ja,b]
definerede afbildning. Da er N en p gange differentiabel funk-
tion. Hvis y er parameterfremstilling for en simpel kurve, er

DA(t) > 0 for alle t € [a,b], afbildningen A er en homeomorfi
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%_1

er ligeledes p gange differentiabel.
Bevis. Ifglge s®tning 16.5.2 er
DA(t) = [IDp(t)ll =

V(D (£))% +ir (v (£))P).
Den ved t - (Dy1(t))2+;;;+(1}yn(t))2 ar [a,b] ind i ]0,m[ er p-1
gange differentiabel, og den fgrste pastand fglger derfor af, at
kvadratroden er en vilkarlig ofte differentiabel afbildning af
J0,00[ p& sig selv, Hvis y er parameterfremstilling for en simpel
kurve, er Dy(t) £ 0, altsd DA(t) > O. Dette medfgrer, at A bliver
bijektiv, og da [a,b] er kompakt, bliver A en homeomorfi. Afbild-
ningen ™1 rar differentialkvotienten (Dk(t))-1, og denne bliver
abenbart p;1 gange differentiabel. Dermed er s@tningen bevist.

16.7.2. Definition. Lad y:[a,b] ind i R vare en parameter-

fremstilling for en differentiabel kurve, og lad A vare defineret
som i satning 16.7.1. Den med y akvivalente bevagelse 10%-1:

[0,M\(y;a,b)] ind i K™ kaldes den naturlige parameterfremstilling

for den ved y fremstillede differentiable kurve,

Vi vil s®dvanligvis ikke holde strengt pa&, at parameterinter-
vallet for den naturlige parameterfremstilling skal have 0 som
venstre endepunkt. Dette svarer til, at funktionen N erstattes
med A+c, hvor c¢ er en reel konstant.

16.7.3. Sstning, Lad y:[a,b] ind i R™ vare en parameterfrem-
stilling for en differentiabel kurve, Ngdvendigt og tilstrazkke-
ligt, for at y netop er den naturlige parameterfremstilling, er
det, at (a = 0, og at) |[Dy(t)|] = 1 for alle vardier af t.

Bevis, At y er den naturlige parameterfremstilling er &ben-
bart ensbetydende med, at N er den identiske afbildning, altsé

med DA(t) = 1 for alle vardier af t, Dermed er satningen bevist.
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I mere traditionel notation angives en bevagelse smdvanlig-
vis pa formen
r =y(t); t € [a,b].

Vejlangden betegnes szdvanligvis med s, saledes at

-3 -

Endvidere anvendes be tegnelserne

v = 38, 4 o, _.dz_r.w_d_zr
- ! o 3 - y = = °
t dt dt2 dt2

Vektoren w kaldes bevegelsens akceleration, Det er dog kun i til-
feldene n { 3, at der er grund til swzrligt at fremhzve den anden
differentialkvotient.

Hvis u er en af kurvepunktet afhs#ngig stgrrelse, sa vi har
u = ¢(t) = ¢(s), har vi

du du du, du 1 du

at = ds -~V ds’ ds — v at °
Hvis vi ¢nsker tilsvarende omregnsformer for de hgjere differen-
tialkvotienter, fa&r vi brug for differentialkvotienten af v. Ved

differentiation af' relationen

2 dr , dr

= at dat

med hensyn til t far vi

ov & _ 2 E% y E:E
- . s
at at dt2
altsa >
d r v *w
v __1dr, = _—=-__ =
dt v at dt2 v

Altsa er

IQ
c
[
<=
IQ
7N
—
o
o
N
|
|
RN
|_s.
Ifm
(ol
|...\
ot}
<
(o
S
]
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Ved anvendelserne i fysik pa virkelige bevagelser er det rimeligt
at trakke parameterfremstillingen med tiden som parameter helt
frem i fgrste rakke. Det er blevet almindeligt at understrege
dette ved at betegne differentialkvotienten af en variabel med
hensyn-til tiden ved en prik, som szttes over den variable,

Hvis t 1 den sidste formel ovenfor er tiden, vil man s&ledes

skrive formlen
2

g—% = V—B(Vﬁ - {’1.1).
ds

16.8. Vi skal nu vise et lemma, som nzrmest hgrer hjemme
i kursus i algebra og geometri og som muligvis optrader i dette
kursus.,

16,8.1. Lemma, Lad (51,...,£q) vere et ordnet sat af lineart
uafhengige vektorer i Rn. Der eksisterer da et og kun et sat
(21,...,Eq} af vektorer 1i Rn, som tilfredsstiller betingelserne:

1. Vektorerne p_q,...,pq er normerede og ortogonale, altsd

. (1 for j = k .
By Bk Z‘LP for j L x DR =Tt

2. For ethvert k € f1,...,qf;udspander vektorerne E1’°°"Rk

det samme underrum af R" som vektorerne TyseeesDye

3, For ethvert k € f1,...,q§ er r, Py > 0.

Bevis., Ifglge 2 skal 24 tilhgre det af r, udspandte under-

’
rum. Vi har derfor p, = Ar,, N\ € R. Ifglge 1 er %2H£1H2 =

Ry By = 1 og ifglge 3 er %H£1H2 =r,°Ry > O. Altsd er A = ”21”—1.
P4 den anden side er det klart, at p, = H£1H-1£1 vil tilfreds-
stille de dele af betingelserne 1,2 og 3, som kun vedrgrer Dye

Lad os nu antage, at det allerede er bevist, at vi pd én og kun

én made kan vazlge RyseeosBy_q» s8ledes at den del af betingelser-
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ne 1,2,3, der kun vedrgrer disse vektorer, er opfyldt. Ifglge 2
skal By ligge 1 det underrum, der udspzndes af E1""’£k’ men
dette underrum udspzndes af 31""’Ek-1’£k’ 08 Ry mé& derfor kunne
fremstilles pad formen
By = MZg = MBq =eeem N qByy)-

For jJ = 14e¢.,k=1 giver 1, at

= 2y B = Mz By =~ Ay).
Af 3 fglger, at N £ 0. Vi kan altsa slutte, at xj = £y "Ry
P4 den anden side vil dette valg sikre, at 1. er opfyldt for
j < k. Med N £ 0 vil desuden 2 vare opfyldt. Af 1 mangler vi blot
at sikre os, at

1= BB = N I - MRy meeem N B gl

Da Ty ikke tilhgrer det underrum, der udspandes af E1""’£k—1’
er den vektor, hvis langde optrader pad hgjre side, ikke nulvek-
tor, og det er derfor muligt at vaelge A, s@ledes at betingelsen
er opfyldt. Bortset fra fortegnet er A\ éntydigt bestemt. Det ses
nu umiddelbart, at det ene valg af fortegnet A vil sikre, at 3
er opfyldt. Derved er saetningen bevist.

16.8.2, Definition., Lad (r .,gq) vere et ordnet sat af

1’.e
line«rt uarfhzngige vektorer i r™ . Det i lemma 16.8.1 indfgrte

éntydigt bestemte st (21,...,Rq) kaldes det til (;1,...,£q)

gsvarende ortonormale szt af vektorer., Vi siger ogsa, at

(21,...,Eq) er opstaet ved ortonormalisering af (31,...,5 ).

16.8.3. Lemma, Lad’ (r1,...,r ) og" (31,...,5 ) vare ordnede
sat af line&rt uafh&nglge vektorer i /" Hv1s der g&lder et szt

af relationer

Sp T MqTy teeat Ay K =T1,000,0,
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hvor N, > O;k = 1,...,q, er det til (§1,...,§q) svarende orto-
normale s®t af vektorer identisk med det til (31,...,£q) sva-
rende sat.

Bevis. Lad (21,...,gq) vere det til <£1’°"’£q) svarende
ortonormale szt af vektorer, Vi ved da, at betingelserne 1,2 og
3 i lemma 16.8.1 er opfyldt, og ifglge entydighedsudsagnet i det
samme lemma vil pastanden vere bevist, hvis det lykkes os at
vise, at 1,2 og 3 bliver ved at vare opfyldt, nar <£1"°"£q)
erstattes med (§1"°°’§q)' For 1 er dette trivielt. IFor 2 fglger
det af, at (§1"'"’§k) og (31,...,£k) takket vaere betingelsen
Nex > O udspander det samme underrum. Da R, er ortogonal pa det
arf PyseoesDy 4 udspand te underrum er

83 By = My "Ry
og da xkk > 0, viser dette, at ogsd 3 bevarer sin gyldighed. Der-
med er hjalpesztningen bevist,

16.9. Ud over de i foregdende afsnit beviste hjzlpesatninger
om systemer af vektorer, far vi ogsa brug for en satning om dif-
ferentialkvotienter af variable ortonormale systemer af vektorer.
Setningen har stor interesse i sig selv, selv om den ikke ser
serlig nyttig ud ved fgrste blik, Vi vil dog udskyde de narmere
kommentarer, indtil beviset er fuldfgrt.

16.9.1. Sstning. Lad p,:[a,b] ind i R", k = 1,...,n vare

differentiable bevagelser, som tilfredsstiller betingelserne

1 for j =k
Vte€ [a,b] Bj(t)'gk(t) = 33K = 1ye0e,n
0 for j L+ k
Der eksisterer da for ethvert t € [a,b] en skavtsymmetrisk matrix
(Kjk(t)), sdledes at

Dp,(t) = kg (£)pg(t) +euur g ()R (%)5 5 = 1,..0,m.
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Bevis, For ethvert t € [a,b] danner vektorerne 21(t),...,
Rn(t) et ortonormalsystem, og da deres antal er lig med rummets
dimension, udspaznder de hele rummet, Heraf fglger eksistensen
af en matrix (Kjk(t)), siledes at ng kan udtrykkes som anfgrt,

Vi mangler at vise, at (Kjk(t)) er skavsymmetrisk. Nu er

Nu er
py(t)py(t)
konstant, og ved differentiation fé&s derfor

Ek(t).DEj(t) + Bj(t).DEk(t) =0
eller
Kjk(t) + Kkj(t) =0
hvilket netop viser, at (Kjk(t)) er skavsymmetrisk.

Lad os et @¢Jjeblik t®nke os hele RM opfyldt af et eller andet
stof, somer i bevagelse., Et punkt af stoffet, som for t = O
befinder sig i et punkt a vil til tidspunktet t befinde sig i et
punkt x = f(g;t). For hvert a < Rn har vi saledes en bevagelse
x = f(ajt), hvor t gennemlgber et af a uafhangigt interval. For
hvert t i dette interval definerer y = f(x;t ) en afbildning af
BT pa& sig selv, og det er rimeligt at krave, at denne afbildning
er injektiv.

Hvis den omtalte ved y = f(ﬁ;to) definerede afbildning for
ethvert to er isometrisk er det rimeligt at sige, at det stof,
der opfylder R™ bevager sig som et stift legeme, og vi vil i
dette tilfzlde tale om en bevagelse af R som et stift legeme.

Vi vil specielt interessere os for en bevagelse af % som

et stift legeme og med et fastholdt punkt O, De i satning 416.9.1
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be tragtede bevagelser 2, definerer fore thvert t € [a,b] et sat
(31(t),...,2n(t)) af indbyrdes ortogonale, normerede vektorer,
og disse udggr en basis for R™, Vi kan saledes tale om en be-
vagelse af en ortonormal basis for R, For fast valg af X =
(X1""’Xn) er X1E1(t) Fooot XnEn(t) et punkt, som er fast i
forhold til den omtalte basis, og de for hvert x € R™ ved
X1E1(t) oot ann(t) definerede bevagelser udggr séledes netop
en bevaegelse af &™ som et stift legeme, Omvendt er det klart,
at enhver bevegelse arf R™ som et stift legeme kan fremkomme D&
den her omtalte méade.

Hastigheden i den ved x121(t) +tooat Xan(t) givne bevagelse

er
n

x1Dg1(t) +teoot angn(t) = Z: Kjk(t)xjpk(t).
Js k=1

Eventuelle punkter med hastighed nul (punkteri gpjeblikkelig
hvile) til tidspunktet t € [a,b] bestemmes ved lgsning af lig-
ningerne

/ﬂﬁth1+udw%btﬂn=0,k=1“.”m
En skavsymmetrisk matrix af ulige orden har determinant O, Hvis
dimensionen n er ulige, vil der altsd altid findes andre punkter
end 0, som er i gjeblikkelig hvile, En vis ret linie gennem O
vil da vere i @gjeblikkelig hvile, For n = 3 vil eksistensen af
2 rette linier i g¢jeblikkelig hvile abenbart medfgre, at alle
punkter har hastighed O, Hvis dette ikke er tilfeldet, findes

ngjagtig én linie i @¢jeblikkelig hvile, den gjeblikkelige drej-

ningsakse. For n = 2 vil eksistensen af en ret linie i @jeblik-
kelig hvile medfgre, at alle punkter er i ¢gjeblikkelig hvile.

Det er jo ogséd anskueligt klart, at en rotation om 0 for n = 2
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har 0 som det eneste fikspunkt, For n = y kan der eksistere
en plan i1 ¢jeblikkelig hvile, men sadvanligvis er 0 det eneste
punkt, som er i ¢jeblikkelig hvile,

I det specielle tilfelde, hvor alle Kjk er konstante er

bevagelsen en jazvn rotation af Rn. For n = 2 kan vi tanke os

den bevagelig basis (21,22) valgt séledes, at vinklen fra D, til
P, €r + 37, og i et fast koordinatsystem kan R, og p, da fast-
lzgges ved koordinater pa formen
Ry = (cos®,sin®); D, = (cos(@+3m), sin(@+3m)) = (-sin®,cos0®),
Vi far da, idet vi benytter priknotationen for differentiation
med hensyn til tiden
51 = (-8in®,cos0)0, D, = (-cos®,-5in® )@,

eller, idet vi satter ® = w, hvor w er konstant (vinkelhastig-

heden)
:D-‘I = 22
ég = "CUE.I ’
og vi har saledes direkte fundet den skaevsymmetriske matrix, Dette
lader sig ikke s& let gennemfgre i rum af hgjere dimension.
For en jsvn rotation af RB afhanger den skevtsymme triske
matrix af 3 talstgrrelser w1,w2 og.w3, og det er da fristende

at indfgre vektoren w = W,By + WoRy + w325' Vi vaelger forteg-

nene, saledes at vi har

Ry = = W3Ry + Woks
Bp = “3By - “4B3

Disse ligninger kan skrives

hvor x er vektorproduktet. Pa grund af lineariteten far vi umid-
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delbart for et vilkarligt r € R, at

=wx L.

(el

Vektoren o kaldes rotationens vinkelhastighed.

b afhenger den skavtsymmetriske

For en jevn rotation af R
matrix af 6 talstgrrelser, og en simpel notation som i de to
foregidende tilfalde findes ikke, Det er dog ikke vanskeligt at
finde en generel notation, som er bekvem for alle vardier af n.
Det vil da vise sig, at den for n = 3 benytteue anskuelige frem-
stilling ikke passer ind i det generelle system. Tilfwldet n = 3
er imidlertid sa vigtigt, at en sarskilt behandling af dette
tilfalde m& anses for berettiget,

L

Som et eksempel pa en Jjevn rotation af R™ med 0 som eneste
fikspunkt skal navnes den ved
21(t) = (cos wt, sin wt, 0, 0)
B, (t)
23(t)
Eu<t> = (0, 0, -sinw't, cosw't),

(-sinwt, coswt, 0, 0)

(0, 0, cosw't, sinw't)

hvor w og w' er fra 0 forskellige reelle tal. Den skavsymmetri-

ske matrix bliveri dette tilfaelde

0 w 0 0
-~ 0 0 0
0 0 0 w!'
0 0 -w' O°

og den har @jensyniig fra 0O forskellig determinant,
16.10, Ved studiet af flere gange differentiable kurver
vil vi udnytte en vektoriel form af Taylors granseformel,
16.10.1. Satning. Lad x:[a,b] ind i R™ wvere parame terfrem-
stilling for en k gange differentiabel kurve, Vi har da for

t € [a,b], t+h € [a,b], at
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hvor a er en a-funktion.

Bevis. Resultatet f&s umiddelbart ved opskrivning af Taylor's
grensefunktion for hver af de til y h¢rende koordinatbevagelser,
multiplicere hver af disse formler med den tilsvarende basisvek-
tor og addition af de fremkomne formler.

16.10,2. Sztning. Lad y:[a,b] ind i R? vere parameterfrem-
stilling for en k gange differentiabel kurve. Lad to vere et
punkt [a,b]. Lad S ¢ R™ vwre et underrum, Hvis Djx(t) for
§ = 1,...,k-1 tilhgrer S, medens Dy(t) ikke tilhgrer S, eksi-
sterer der en omegn U af to’ samt to positive tal N, 98 Mo sé-
ledes at afstanden A(t) mellem S og punktet y(t) - x(to) for

t € U tilfredsstiller ulighederne

; k
gl =t 17 < at) < nylt-t 17,

Bevis, Vi skriver t = to+h. Af satning 16.10.1 fglger, at

k=1_5
DIy (t -

y(t +h) - p(t)) = 5 r(ty) hd + Dkz(to) n® + a(t_,h)n",

- 1 - o

J:O J‘ k!

Summen p& hgjre side tilhgrer S, og vi fAr derfor A(t) ved at

spalte de to sidste led i bidrag, som ligger i S og bidrag vinkel-

ret p&4 S, Hvis 1 er afstanden mellem S og punktet %T Dgz(to), far

vi saledes
(n = llaCt,m)DIn* < a(t) < (nella(s ,n)ll) |0l "

Vi kan nu v®lge U, saledes at

lle(t 0l < 2m
for t +h € U, og sztningen vil da va&re bevist med n1 = 37 og

0O
-2
N, =% M-

16.10.3. Definition. Lad y:[a,b] ind i R™ vere parameterfrem-
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stilling for en n gange differentiabel kurve., Hvis det far et-
hvert t € [a,b] galder, at vektorerne Dy(t), sz(t),...,Dnz(t) er
linexrt uafhangige, kaldes ¥ en monoton parameterfremstilling,
og banen for ¢ kaldes en monoton bue. For k = 1,...,n-1 kaldes
den k-dimensionale linezre mangfoldighed, der indeholder punktet
y(t) og er parallel med det af Dx(t),...,DKx(t),'kaldes den

oskulerende k-dimensionale lineazre mangfoldighed svarende til

parameterverdien t, For k = 2 kaldes den specielt oskulations-

planen og for n > 3, k = n-1 kaldes den oskulationshyperplanen.

Hvis ¥, = ¥°p er en med y d-zkvivalent parameterfremstilling

for en n ga:]ge differentiabel kurve, har vi
Dy, (u) = Dy(e(u))De(u)

Dy (p(u) )% (u) + D¥(p(u))(De(u))?

Dy (p(u))D%p(u) + 30%y(p(u))Dp(u)D%p(u) +
DOy (p(u))(Dp(u))’

og saledes videre. Generelt gzlder, at Dkz1(u) er en linezrkombi-

DY, (u)

Df1(u)

1l

nation af Dzﬂ¢(u)),...,Dkz(¢(u)), og koefficienten til D52(¢(u))

er (D¢(u))k. Dette vises let ved induktion. De gvrige koefficienter
bliver mere komplicerede polynomier i Dw(u),...,Dkw(u). Resulta-
tet viser, at d-akvivalente parameterfremstillinger har identiske
oskulerende linesre mangfoldigheder.

Af sstning 16.10.2 fglger, at der t il en parametervaerdi to
svarer en omegn U, saledes at afstanden fra det til to+h svarende
kurvepunkt til den k-dimensionale oskulerende linesre mangfoldig-
hed 1 det til to svarende kurvepunkt for to+h € U forholder sig

|k+1, medens den tilsvarende afstand til en vilkarlig anden

som |h
k-dimensional linear mangfoldighed gennem det til to svarende

kurvepunkt forholder sig som IhlJ med en vaerdi af j < k, Denne
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bemzrkning giver os en rent geometrisk karakterisering af de
oskulerende mangfoldigheder, Disse er saledes koordinatuafhangige.

16,10.4. Definition. Lad y:[a,b] ind i X" vere en monoton
parameterfremstilling. Lad (21(t),.,.,gn(t)) vare det til
(Dx(t),...,Dnz(t)) svarende ortonormale szt af vektorer. Szttet
(21(t),...,pn(t)) kaldes da den ledsagende ortonormale basis
for bevaegelsen Y.

Lemma 16.8.3 i forbindelse med bemarkningen efter defini-
tion 16.10.3 viser, at det for d-akvivalente monotone parameter-
fremstillinger gaelder, at de ledsagende ortonormale baser er
identiske for tilsvarende parametervardier, Det er desuden klart,
at den ledsagende ortonormale basis for y er koordinatuafhazngig.
Anskueligt kan man forestille sig den ledsagende ortqnormale
basis anbragt ud fra selve
kurvepunktet, sa den fglger med i

bevagelsen, saledes som vi har an-

tydet det pa figuren i tilfaldet
n =2,

16,10.5. Sztning. Med de i definition 16.10.L4 benyttede be-
tegnelser eksisterer der for hvert t € [a,b] et talsat

(%1(t),...,%n_1(t)), sdledes at

21 = }\1320
Pr = MNeoqBroq + NeRpeyqs ¥ = 2500001
Pn = kn—1En-1'

Bevis, Ifglge satning 16.9.1 eksisterer der en skavsymme-

trisk matrix (Kjk(t)), sadledes at

Ej = ’Cj121 +oeot ,Canno
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Da RyseessRy OF lineasrt uafhzngige, er (Kjk(t) éntydig bestemt.
Nu er p, en linearkombination af Dx,...,Dkx med koefficienter,
der ligeledes er udtrykt ved disse differentialkvotienter, Heraf

fglger, at ék bliver en linearkombination af Dz,...,Dk+1

Y. med
koefficient, som udtrykkes ved de samme differentialkvotienter.
Dette medfgrer, at ék er en linearkombination af ByseeesByiqr

altsa at kK.

sk = 0 for k¥ > j+1. Da (Kjk) er skevsymmetrisk fglger

heraf, at k,, = 0 fa j < k-1. Dermed har vi vist, at linearkom-

Jk
binationerne kcmmer til at se ud som péstéet i sztningen, idet
skavsymmetrien medfgrer, at diagonalleddene forsvinder.

For en monoton kurve 21 = Y%, som er d-zkvivalent med ¥,

far vi, idet vi skriver t = ¢(u), at

og alle kofficienterne %k vil derfor blive multipliceret med
Dp(u) pd grund af parameterskiftet. Et sat koefficienter, der
er vafhengige af parameterfremstillingen, far vi ved at valge den
naturlige parameterfremstilling, altsa ved at benytte buelazngden
s som parameter, Derved far vi et talsat (K1(t),.,.,Kn_1(t)) de-

finerede ved, at

d21

ds =~ ©1B2>

dp.

S L )
ds - Kk_12k—'1 + Kk2k+1’ k - 2,.».,1’1 1.

dp
._n -
ds ~ Kn—1£n—1°

16,10.6. Definition. De saledes definerede tdl K1(t),...,

Kn_1(t) kaldes kurvens krumninger i det til parametervardien t
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svarende kurvepunkt.

16.11. Vi vil nu specielt studere tilfaldet n = 3, altsa
de smdvanlige rumkuvers teori. Vi vil ngjes med at betragte
monotone parameterfremstillinger. I overensstemmelse med .den
swdvanlige praksis definerer vi den ledsagende basis 1idt ander-
ledes end i det generelle tilfelde, idet vi definerer 21 o8 Bo
som ovenfor men saztter 23 = By X Ro» s8ledes at (21,32,93) bliver

3

en hgjreorienteret ortonormal basis for R”., Vi far da et szt

differentiationsformler med fglgende udseende:

ds = KBpi g5 T By +"R3i g5 = TTRp-
Disse relationer kaldes Frenet's formler,

Lad nu x:[a,b] ind i R3 veére den monotone bevagelse., Vi har

da hastigheden v = i og akcelerationen w = v = ;. Endvidere er

v v
By =5 v T d
hvor v = ||lvl| er farten. For akcelerationen w har vi en fremstil-
ling

W o= W,D, + WD,

hvor W, er tangentialkomposanten og L normalkomposanten af

akcelerationen, Ved skalasr multiplikation med R4 far vi

3 _,1 .
w, = wp, =(vw.
Ved differentiation af ligningen V = vp, far vi

Her er

sd vi far
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Udtrykket sz er akcelerationens normalkomposant, som ogsa

kaldes centriretalakcelerationen. P& den anden side er nu

W - N _
WPy, =W-wp =w-(rwp =

w - -1—2~(z'w.)z,
v
og kvadratet pa l®ngden bliver
2 2 1 2 2 vy 2
woo=w + —5(rw)” - =5 (rw)” =
v v
vw® - (v*w)®
2 s

og dette er saledes vardien af (KV2)2. Vi far derfor

, YW - (vew)?
K- = %
Nu er z2y2 - (z'ﬂ)z = (v x E)Z, s& vi far
lly » wll
K = —= -

At Kk er positiv fglger af, at
KV2 = E-RZ >0

ifplge definitionen af Boe

Anskueligt kan krumningen Ko fortolkes som vinkelhastigheden
i tangentens drejning, nar kurven gennemlgbes med den konstante
fart 1. Vektorerne RysBp O8 R3 kaldes henholdsvis tangentvektor,
hovednormalvektor og binormalvektor,

Betingelsen w°p, > O sikrer, at ¥ x W er ensrettet med
21 % 22 = Ros OB vi har derfor

VX W

B Texul
Vi indfgrer den afkortede betegnelse

a = |l x wll,
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s4 vi har

Nu er
. dp
s& vi far

=TVR, + épﬁ =V x ﬁ.
Ved skalar multiplikation med p, far vi
Vo= .. =¥ X W'D, =V X Py°W

Ved multiplikation med kv far vi
3 .

KV-T = ¥ X szgz'ﬂ =¥V x (w - Gg1)’ﬁ

Da p, og ¥ er ensrettede, TAr vi -

hvoraf fglger

Vi har dermed fundet en formel til beregning af rumkurvens
anden krumning 7, som ogsé kaldes kurvens torsion. Den angiver
den fart, hvormed binormalvektor drejer, nar kurven gennemlgbes
med farten 41, Dette er det samme som dexn fart, hvormed kurvens
oskulationsplan drejer, og torsionen er sadledes et ma&l for, hvor
hurtig kurven '"vrider" bort fra oskulationsplanen,

16,12, Vi vil nu til sidst studere tilfeldet n = 3. Vi vil

ogsd 1 dette tilfazlde betragte en monoton parameterfremstilling
2

v sla,b] ind i R, Vi smtter som sadvanlig
. . y
V=Y V= “V“, E.] = '\7 v.

Vi definerer som fremkommer af ved en drejning pa +Z
Bo By 2
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Ved differentiation af relationen
.Y.=VE.1
far vi
W =Y = VD + VD,

Vi definerer krumningen x ved relationen

dg1
ds ~ KBo»
og vi har da
Ry = KVRyy

s& vi far fremstillingen af akcelerationen ved tangential- og
normalkomposant som for rumkurverne:

W = 531 + KV222.

(31,52) vil vi benytte

For plane vektorer r = (r1,r2) og s

planproduktet

og vi har da
[v o] = [ p4sRy) = vlpyspy] = v,

s4 vi far

[v w] = &v>,
altsa
[v wl
K =
v3

til beregning af krumning.

Vi har differentiationsformlerne

dR1 QE2
qs T ®B2 » Tas T*Eq»

som svarer til Frenet's formler for en rumkurve.
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Kurven y, kaldes en afvikler af kurven y. Vi ser, at at
afvikleren igen har en monoton parameterfremstilling bortset
fra de eventuelle punkter, hvor s+c = 0.

For en cirkelbe?agelse

y(t) = (rcost, rsint)

far vi
Dy(t) = (-rsint,rcost) = rp,
as
at = T
dp
= _ ; .4t _ 1
45 = (cost,sint) * = = o Bos

s& vi far « = %. I det generelle tilfzlde er p = % sdledes radius
i en cirkel med samme krumning som kurven, og den betegnes derfor

krumningsradius. Den er regnet med fortegn.

\ *
For bevagelsen y:[a,b] ind i 2 indfgrer vi evolutten y :[a,b]
ind i &° defineret ved

" (t) = 2(t) + op,.

Hvis vi nu antager, at k(t) og dermed p(t) er differentiable,

far vi *

———-—-—+

d
ds = s Tdas B2t PEs T
de , _ - R
By * qs By ~ PRRy = 35 Ro¢
%
Idet vi benytter betegnelserne p:, 2;, K  for de stgrrelser, der

angar xf, far vi for %§-> 0, at

%

B =Ry s Bp = "Ry

%
ds  _ do
ds ~ ds °

Ved integration af den sidste ligning far vi

¥*
8 =0 = Py

hvis P, er krumningsradius i det til a svarende kurvepunkt, og
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buelzngden pa evolutten regnes ud fra det tilsvarende punkt.
Resultatet viser, at en kurve med voksende krumningsradius er
afvikler af sin evolut, Ved overgang til en modsat kurve ses dew
samme at g®lde, nar krumningsradius er aftagende.

16.3. Vi vil ogsd tale om en bevagelse y:I ind i R™, hvor I
er et vilkarligt interval. Vi kan da regne buelangden s ud fra
et vilkarligt punkt. Alle begreber, som ovenfor er indfgrt, vil
da eksistere, hvis y opfylder de ngdvendige differentiabilitets-

betingelser.
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Lette opgaver,

1. Hvad er banen for den ved

X, = Arctg t

1
X, = 4rc cot t
X, = Arctg :
5 1 2 g2

definerede bevmgelseux;]-1;1[ ind i R3.

2, Lad T' vere en cirkelperiferi, Vi. kan taenke os I' givet ved en

parameterfremstilling
X=a+rcos®, y=>b+r sin®; 0 € R,
idet I' s& gennemlgbes uendel ig mange gange, Lad ¢:I' pd I' vare
bijektiv og kontinuert. Vis, at der.eksisterer en strengt
monoton, kontinuert afbildning ¢:R pa R, sdledes at
V @ € R(p(a+rcos®,b+r sin®) = (a+rcos ¢(®),b+rsin ¢(@)).
Vis, at denne betingelse éntydigt fastlagger ¢ bortset fra
en additiv konstant 2pm,p € R. Vis, at ¢ tilfredsstiller
betingelsen -
VO € R(y(e+2em) = ¢(0) ¥ on),

hvor det gverste fortegn gazlder, hvis ¢ er voksende, medens

det nederste fortegn gelder, hvis ¢ er aftagende.

3. BEn bevagelse y:[a,b] ind i R" kaldes lukket, hvis y(a) =

y(b). Vi indfgrer en bevaegelse 11:[a,b] ind 1 &% ved
27O .. 2m9
y1(t) = (cos 5 » sin b-é>'
Banen I'= 21([a,b]) er en cirkelperiferi, Vis, at der eksi-

sterer én og kun én kontinuert afbildning g:T ind i R", sa&-

ledes at y = Qﬁz1.
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Lad T' vare en cirkelperiferi, Det fremgadr af opgave 3, at
enhver lukket bevagelse kan t@nkes givet ved en kontinuert
afbildning B:T ind i k™. Lad nu 8,,B,:T ind i R” vere lukkede
bevagelser, Vi ékriver g1 5 Bos hvis der eksisterer en kon-
tinuert, bijektiv afbildning ¢:I' ind i T' , sdledes at

@1 = §2°¢, og den efter opgave 2 til ¢ svarende afbildning,
¢:R ind i R er voksende. Vis, at 3 er en gkvivalensrelation.

Indfgr ogsid modsatte lukkede bevaegelser i analogi hermed.

En lukket bevagelse Z:I' ind i R™ (se opgave 2,3 og L) kaldes
simpel, hvis B8 er injektiv. Vis, at to simple lukkede beve-
gelser g1,g2:r ind i R™ enten tilfredsstiller g1~3 B, eller

er nmcdsat,

En bevagelse v:[0,2] ind i R er bestemt ved
vY(t) = t(t=1)(t-2).

Udregn vejlangden.,

Bestem vejlazngden ud fra det til t = 0 svarende punkt som

funktion af t for den ved

v (8) = 87, (1) =

definerede bevagelse: y:R ind i Rz.

3

En plan kurve er givet i polere koordinater ved en ligning
r = (@), ©¢€ [a,8].

Vis, at kurven har lzngden

B e0))? + (or(0))? ao.

Opstil en formel til bestemmelse af buel®zngden af en parabel-

bue.
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En cirkel med radius a ruller uden at glide pé& en ret linie.
Vis, at bevagelsen for et punkt pd periferien (i et koordi-
natsystem med linien, hvorpéd cirklen ruller, som xXx-akse, og
med begyndelsespunkt et sted, hvor det bevagelige punkt er
pa x-aksen) er givet ved
x = a(t - sint), y = a(1 ~ cost),

idet cirklen under rulningen drejer med vinkelhastighed 1.
Bestem buelzngden som funktion af t. Kurven kaldes en (sad-

vanlig) cykloide.

Udregn vejlangden for den ved

5 4 -

s = asin

=

X = acos

definerede bevagelse y:[0,27] ind i 2,

Vis, at den ved
x = acost, y = asint, z = ht; a > 0, h $ O,
definerede bevagelse Y:R ind 1 t er simpel. Banen kaldes en

skruelinie. Udregn buelzngde, krumning og torsion.

Udregn buelasngde og krumninger ford en ved

a sin at

I

X, = a cos at, x

1 2

X b cos gt, xu

b sin gt
L

3

definerede bevaegelse: x:R ind 1 R™. Vis, at bevagelsen er

simpel, hvis og kun hvis a-1ﬁ er irrationel, men at banen

i dette tilfelde ikke er afsluttet.

Udregn buelengden og den ledsagende ortonormale basis for

den ved

X = acosjt, y = asin3t, Z = % a(t+sintcost)

definerede bevagelse y:]—%,%[ ind i RO.
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Vis, at normalen i et vilkarligt punkt af en sadvanlig
cykloide gér gennem den rullende cirkels rgringspunkt, og
at krumningsradius er dobbelt s& stor som afstanden til
rgringspunktet. Vis dernast, af evolutten er en sadvanlig

cykloide (se opgave nr. 10).

Opstil en formel til beregning af' buelangden for en cirkel-

afvikler.

En logaritmisk spiral er en kurve, som i polzre koordinater

er givet ved en ligning af formen
P = ea®+b’

hvor a og b er konstante. Opstil formel ti 1l beregning af

buelsngden for en logaritmisk spiral, Vis, at vinklen mel-

lem radiusvektor og kurvetangent er konstant, og undersgg,

om der findes andre kurver med denne egenskab. Vis, at en

logaritmisk spiral er kongruent med sin evolut.
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