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Mål og inte_gral. 

9.1" I dette kapitel skal vi tagE: integralbegrebet op tLL 

en mere omf'attende drØf'telse. Vi har> i et tidligere kapitel om

tal t f'or skellige integra t j. on:sme tod.e:r> ~og v i bar ved i') e re f1.nd.re 

lej ligheder udnyttet det f'ra gymnasieundervi ::mingen velkendte 

integralbegreb. Ved denne le j lighed vil vi be sl~æ:ft:i.ge os ilied 

selve jndf'ørelsen af' intep::.."P.let: og ssm~:.ic~.~~· b2Pytte !e.ll_:'gheden 

til a t indf'Øre nogle næraliggende generalisationer. Disse går i 

to retninger, idet vi dels ØnRker a t k1m"'1e :l.ntegere v~t ssP cU_ skon·

tinuerte f'unktioner, og dels ønsker at udvide integralbegrebet 

til f'unktione r af' f'lere variable. Det vellcendte integralbegreb 

kan sel vf'Ølgelig godt udnyttes f'or f'unktioner ai' f'lei'e va:r:-ie.ble s 

idet vi kan give de variable på nCJr en f'aste værdiero }fo:>:> e:-:t 

kunne udnytte integration på denne måde, må vi irnidJ.ertid p,l;:a:f:fe 

os nærmere oplysninger om vi I'kningerne af' sådanne j_nteg:::-·at:· ":'Le:.." r 

og di s se spørgsmål vil blive taget O:;? i e t fØlgende kay:i. te l. 

Det f'remgår a.f'gymnasieundervisningeno behandl:~Eg af' Jr.~.te

grati on, at integral begrebet er nøje knyttet tj_l begreberr1G e.real 

og vcl~e:o.,Det er mindre iØjnefaldende, at begre"bet j_nte:.."'v~~J.

længde er af' grundlæggendebetydning ved indf'Ørelson a:l.' :i_:,J.~:.'::)-· 

gralet. Dette skyldes~ at begrebet intervaJ.længd.e r;;r så p:."~_raitj_vt 

tilsvarende begreb i n-dimensionale rum er på tilsvarende Qåde af' 

fundamental 1-)etydning~ og ~r :i_ ;·.1"-:a:::._ der:::·o~ inc.~. edni.Dt;r.3V~ .. -- Cl1J~8: .. ~, 

dette simple begreb. 

9e 2o På den roell e akse har -:-v J ellereds L:1d f'7irJ~, e G :i ntr;;;~'Vf:l ... 

begreb, og vi vil "benyt te clct uændret" l det vi o.oz i r-;.n·:J~':\:Hgc .. -•s 

også vil betragte intervalle:;" af' i'c·rP.!3n. [a~aL a:!.tcft inter--/aL.ei:>, 
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der består af' et eneste punkt. Når vi taler om intervallet [a,b], 

f'orudsætter vi altid, at a ~ b, og når vi taler om intervaller 

[a,b[, ]a,b] eller ]a,b[, f'orudsætter vi, at a< bo 

Et interval I= [a,b], ]a,b], [a,b[ eller ]a,b[ har 

længden b-a, der også kaldes målet af' I og betegnes m(I). Derved 

defineres en afbildning m:i ind i R, hvor I betegner mængden af' 

begrænsede intervaller på R. 

Ved en endelig inddeling af' et interval I f'orstår vi en 

fremstilling af' I som en f'oreningsmængde I = I 1 IJ •• ciJ Iq af' ende

lig mange disjunkte&lintervaller. Er I~ og Iv to forskellige 

af' disse delintervaller, da vil ethvert element af' et af' dem, 

f'.eks. I~ være mindre end ethvert element af' det andet, og vi 

vil da sige, at I~ kommer f'Ør Iv• Vi km antage, at intervaller

ne I 1,.-.,Iq er ordnet, således at Ik kommer f'Ør Ik+1 f'or k= 

1, ••• ,q-1. På hinanden f'Ølgende intervaller vil da have et f'ælles 

endepunkt. Ef'ter et interval, der er åbent til hØjre, f'Ølger et, 

der er af'sluttet til venstre, og ef'ter et interval, der er af'-

sluttet til hØjre, f'Ølger et, der er åbent til venstre. 

Hvis vi med xk betegner det f'ælles endepunkt f'or Ik og 

Ik+1 , k= 1, ••• ,q-1, medens vi sætter a= x
0

, b= xn' f'år vi 

al t så 

b-a = x -x , q o 

På grund af' denne egenskab, siger vi, at målet m er en 

additiv intervalf'unktion. 

9.3. Ved et interval i talrummet Rn f'orstår vi et kartesisk 

produkt 



hvor I 1, ••• ,In er intervaller på R. F'or intervaller i :Rn indf'Ører 

vi det n-dimensionale mål ved def'initionen 

n 

mn(I) =n m(Iv). 

V=1 

Hvis vi f'or hvert v har en inddeling 

IV = I 1 IJ • • .. IJ I ' v . v9v 

f'år vi deraf' en f'remstilling 

q1 qlf 
D: I = u ••• u 

k1=1 k n =1 

af' I som f'oreningsmængde af' disjunkte delintervaller, altså en 

inddeling af' I. Vi si ger 9 a t inddelingen D er produkt af' indde-

lingerne Dv, og en inddeling af' I~ der således kan f'remkomme 

som produkt af' inddelinger af' koordinatinddelir-ren kRldes en 

simpel inddeling af' I. 

Vi sætter 

og vi har da 

V=1 

~. m(I1k1) ••• m(Ink ) = 
k =1 n 

n 

For en simpel inddeling af' I har vi således bevist 9 at det 

n-dimensionale mål af' I er summen af' de n-dimensionale mål af' 

delintervallerne. 

9~4. Således som det er antydet med de f'uldt optrukne 
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linier på figuren, der svarer til det 2-dimensionale tilfælde, 

kan et interval I = n IV <; Rn være 

fremstillet som en for-

eningsmængde 

I = 0 Ik 
lc=1 

l j 
1----,.---~1 -

l i 

l 

i l l l 
i l l 
• l l 

-~n-~~ ' l 

i ' 
-1 --

af disjunkte delintervaller, uden at der foreligger en simpel 

inddeling. Vi tale r da om inddelingen 

(1) D:I =U Ik. 
k::::1 

Hvert af intervallerne Ik er et produkt 

I
V 
k 9 

og hvis vi for hvert v ordner endepunkterne af intervallerne 

I~ efter størrelse, altså xvo < xv1 < ••• < xvp, får vi for 
v 

hvert v en inddeling 

D~ :Iv = [xvo'xvo]tJ]xvo'xv1 [tJ[xv1 ,xv1 ]tJ 

]xv1'xv2[tJ ••• tJ]Xv:P _1,xvp [tJfxvp' ,xvp ], 
v ' v v v 

hvor det første eller det sidste interval eventuelt skal ude-

lades, hvis Iv er åbent til vedkommende side. 

Den simple inddeling D', der fremkommer som produkt af 

inddelingerne D~ er en videredeling af inddelingen (1), og de 

interva~ler fra D', der er indeholdt i Ik udgør en simpel ind-

deling 

(2) 

s k 

Dk:Ik =.U 
J=1 

Ik . ' ,J 

medens de n simple ind de li~ D' er gi ve t ved 

( 3) D' :I = 0 U k I k · .. 
k::::1 j=1 ,J 
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Vi kan nu let vise ~Ølgende sætning~ 

·n 9o4.1. Sætning. Lad I være et interval i R • For enhver 

inddeling 

gælder rela ti onen 

mn(I) 

q 
D:I = U Ik 

k=1 

._9., 
= :_ mn(Ik). 

1c=1 

Bevis. Vi gennem~ører den ~orud ~or sætningen omtalte kon-

struktion, og i~Ølge resultatet i slutningen af 9.3. har vi da 
sk sk 

n ""' n n ~ \' n( ) m ( I 1 ) = L . . m ( Ik . ) ; m (I) = ; . l.-,-.~ m Ik J. , 
.{ . ' J /-~ . 1 ' 

j=1 k=1 J= 

hvora~ sætningens rigtighed umiddelbart fremgår. 

9o5. E~ter ovenstående resultater er det nærliggende, at 

indf'øre et mål ~or enhver mængde i :Rn, som er ~oreningsmængde 

for endelig mange begramsede intervallero 

'n . 9.5.1. Definition. Ved en trappemængde i R forstar vi 

en foreningsmængde af' endelig mange disjunkte, begrænsede inter-

valler. 

•n 9.5.2. Sætning. Hvis .A og B er trappemængder i R ~ da er 

A n B, A IJ B, :". \ B og B \ A trappemængder. 

Bevis. Det er velkendt, at fællesmængden f'or 2 intervaller 

er et interval. For et interval I gælder det endyjdere at kom-

plementærmængden CI er foreningsmængde af' endelig mange ubegræn

sede intervaller, og relationen I 1 \ I 2 = I 1 n CI
2 

viser derfor, 

a t I 1 \ I 2 er far ening srnængde af disjunkte, begrænsede in ter

valler, altså en trappemængde. Er nu A en trappemængde og I et 

interval, da findes der en fremstilling A = I 1 IJ ., o~ tJ Iq' hvor 

r 1, ••• ,Iq er disjunkte intervaller, og relationen A\ I= 



Lii. s .. C). 

(I
1
\I)tJ. o .IJ(Iq\I) vJcc~-·s c. t ic \ -~ e.-c ':I1 '· 'c.p·"'·e;,1&':..~1S:;c"!...;. }\ __ · r • 

(A\I) IJ I fremGår d.:;ref'-':.er 5 n~ A t.J I er ~n t:r.·R:Qpel;1;::·Jlf!:.:l8 .. 1-.ff,j'D·~· 

mængder e r en trappe:næ21[!,cl.c, 

den f'oi' to 

1· . .., J. 
L· U 

l . . -~- \ l ! ·,- \. . .- ' ) ~e,,:j _:t-~ · .:::."n.~..::_,_ l -· .L.'. -- \ __ \ ..L .• (" ~ ~C'' 
'l 

er trapperr.c:s:ngcier ,. l:s.!l Ti. 'U3lg() E: t J. n >.::1'':.3.='. Y ::J A 9 ,,:_.g ~,:._ 

A _: _ _ .1 i.J 

vaJ.l er. Da er 

n" I ) n. t·· ') -· n:1( .... t )-··. _,_,"n,--, ·, . Il l \ -~, + e ;) o ·-!-lll '\ ~;-T) ·- · l J ._ -L • 1 ,, ., : • --- \ ...L r• · ..._. 
' -t 

Bevis. 

Vi har nu veo_ 

def'ini tion er Gntydig, 

9.,6.2. Ldcl J.~ ·/~.._~.::.-·-s 

L'· I . t J.__ '.-.-1 ' ., <.J.L .. ) 
_,_ 

11r t ) · -::·.r~ · · n· T 1 m v· i ::: :n. \ .L -· ) ' . • ' -1-l~ ( ~ ') l 
' ' ,_ 

kaldes det !l·--cl~_:n~;~.l.3ic~J.JFl-·.e rr;~t-,_ a:f 
---~------.~ ... ~- ...... _. ___ . ~ -~-- ""' ·-----

t. I~ 
c 

• l / 
··I- •l 
•• !1..- • . 

.,1;..- .. : -1 .. \ .. l .. 
h 
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Vi gør opmærksom på, at mn( A) af:1ænger væsentligt af n. 

·n En trappemængde A ~ R kan jo udmærket også være en trappemængde 

. ,n+1 
1 R • For eksempel kan A være indeholdt i et n-dimensionalt 

koordinatunderrum i Rn+ 1• Vi har da mn+1 (A) =O. Vi vil imidler-

tid of'test være i den situation, a t tallet n er konstant gennem 

lange undersØgelser, og vi vil da udelade n som øvre index i mn 

ligesom vi også oftest vil undlade ordet n-dimensional. 

9. 7. Vi minder om, a t vi for §!. E Rn og en punktmængde 

•n A ~ R anvender betegnelsen 

~+A= f§!.+~~~ E Aj. 

9.7.1. Sætning. Lad~ være mængden af trappemængder på 

Rn. Den ved målet m(A) definerede af'bildning m+Tn ind i R har 

fØlgende egenskaber: 

m1) VA E ~(m(A) ~O) 

m2) VA,B E Tn(A n B = Ø =» m(AtJB) = m(A)+(B)) 

m3) Va E RnVA E Tn(m(~+A) = m(A)) 

m4) m([0,1[x[0,1[x ••• x[0,1[, n faktorer)= 1. 

Bevis. Påstandene m1) og m4) er umiddelbare, medens m2) 

f'ås ved frems t:iling af A og B s::> m f'oreningsrnængder af' dis

juructe intervaller. For et interval I har vi direkte m(§!.+I) = 

m(I), og af' A= r 1 tJ .... tJ Iq' hvor r 1 , ••• ,Iq er disjunkte, 

fås fremstillingen 

a+A = .§!.+I 1 ) tJ ••• tJ (~+I q), 

hvor a+I1, ••• ,a+I er disjunkte intervaller. Derefter fås m3) 
- - q 

umiddelbart. 

9.8. Vi skm nu vise, at egenskaberne m1), •• ~,m4) karak

teriserer målet. Dette er indeholdt i fØlgende sætning 

9.8.1. Sætning. Lad~:~ ind i R være en afbildning med 
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f'Ølgende egenskaber~ 

1) V A E ~PEep~A) ~ ~~ 

2) V A,B E ~n(A n B =Ø~~(~ u B) = ep(A)+ ep(B)) 

3) V .§!.E Rn, V A E Tn(ep(§.+A) = ep(A)) 

4) tp([0,1[xo •• x[0,1[, n f'aktorer) = 1. 

Da er ep identisk med m. 

Bevis. Lad k være et helt tal. Vi deler inter1rallet [0,1[ 

i k lige stor e dele. Ved a t dann.e produkt af' n sådanne indde-

linger, f'år vi enhedsterningen E= [0,1[x ••• x[0,1[ inddelt i 

kn terninger, der if'Ølge 3) alle afbildes ens ved ep. Terningen 

[0.9 k-1 [x •..• x[0 9 k-1 [ afbildes der:for if'Ølge 2) på det reelle tal 

k-n. Et interval [a 1 ~·o 1 [x .. ~.,x[a117 bn[, hvor vi f'or hvert v har 

b -a = p k - 1 , hvor p E N, lmn på tilsvarende måde dele s i v v v v 

p1 D. eP terninger, der hver a:fbildes i k-n~ Altså vil et inter
n 

val I= [a
1

,b1 [x. o .x[a 9 b. [, hvor hvert b --a er rationalt, 
n .n 1' v 

gi v e ep ( I ) = (b 1 -a 1 ) o " .. (b n -an) • På grund af' 1 ) e r tp ( I ) f'or e t 

interval ~ ep(I
1

) f'or ethvei't r 1 (.;: I, men ~ ep(I 2 ) f'or I c; I 2 • 

Vi kan vælge I
1 

og I 2 med koordinatintervaller af' rational 

længde villi:årlig tæt ved de tilsvarende længder f'or I, Det f'rem-

går heraf, at tp(I) = m(I) ror ethvert interval. Men så gælder 

tp(A) = m(A) :for enhver trappemængde, idet en sådan slcri ves som 

foreningsmængde af' disjunkte intervaller. 

9.9~ I mange anvendelser af' matematikken optræder der 
, n .. 

afbildninger tp!T ind i R, som er beslægtede med mål uden dog 

at have alle et måls egenskaber. I et f'ysisk rwn, i hvilket der 

befinder sig stof', vil enhver trappemængde A E~ indeholde en 

vis masse J.L(A) og en vis elektricitetsmængde e(A). Afbildninger

ne f.l og e tilfredsstiller betingelsen 2) f'ra sætning 9o8o1, og 
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fl. tilf'redsstiller også 1 ). Sædvanligv1s vil 3) og 4) ikke være 

tilf'redsstillede. 

9.9.1. Def'inition: En af'bildning ~:Tn ind i R kaldes en 

additiv intervalf'Unktion, hvis den tilf'redsstiller betingelsen 

2) f'ra sætning 9.8.1. En additiv intervalfunktion kaldes ~osi

tiv, hvis den tillige tilfredsstiller 1)o 

Vi skal understrege, at det således def'inerede begreb er 

f'or generel t f'or de f'le ste praktiske anvendelse!'<. De supplerende 

betingelser, der gør det praktisk anvendeligt, er imidlertid 

noget uanskuelige, og vi vil udskyde en nærmere omtale af dem 

til et senere tidspunkt. Vi skal f'orelØbig ·bemærke, at den 

ovenf'or om tal te additive inter·valfunktion e er dif'f'erens mellem 

2 positive, additive intervalfunktioner, af' hvilke den ene 

hidrører f'ra den positive, medens den anden hidrører f'l'a denne-

ga ti ve elektricitet. I praksis er det kun dif'f'erenser mellem 

fCcitive intervalf'unktioner, der f'inder anvendelse. 

9.10. Med.!: vil vi betegne mængden af' intervaller i :Rn. Vi 

vil da vise f'Ølgende sætning: 

9.10.1. Sætning. Lad t/J:I ind i R være en afbildning, som 

tilf'redsstiller betingelsen 
~-

2 ··). For ethvert interval I og enhver simpel inddeling 

D:I = I 11J ••• IJiq er t/J(I) = t/J(I 1 )+ ••• +t/J(Iq). 

Der eksisterer da en additiv intervalf'unktion ~: T11 ind. i R~ 

således at t/J er restriktionen Rf' ~ til mær~de~ I (7i siger, at 

t/! kan udvides til en add.i ti v intervalf'unktion) ., 

Bevis. Vi kan erstatte mn med t/J i beviset f'or sætning 

~() 15.4.1. og f'år derved bevist, a.t .. 2 ·gælder f'or villeårlige ind-· 

delinger. Vi kan deref'ter lcopiere beviset f'or sætning 9"6. 1 og 
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derf'or kan vi f'or A = I 1tJ ••• tJI:p' hvor I 1 , •.• ,I:P er disjunkte 

intervaller, def'ine re 

~(A)= ~(I 1 )+ ••• +~(I:p). 

De t se s nu umiddelbart, at ~ er en additiv intervalf'unkti on, og 

at ~(I) = Ø(I) f'or ethvert interval I. 

9.11. Lad f':R ind i R være en kontinuert af'bildning. Hvis 

I er et af' intervallerne ]a,b[,]a,b],[a,b[ eller [a,b] sætter vi 

b 

(I) =la f'(x)dx. 

~ 

Vi ved da, at Ø tilf'redsstiller 2") i sætning 9.10.1, og~ kan 

derf'or udvides til en additiv intervalf'unktion. 

Vi kunne også have def'ineret 

~(I) = r(b)-f'(a), 

og vi kunne da tilsvarende udvide~ til en additiv interval-

f'unkti on. 

Vi o:pgi ve r f'erudsætningen om, a t f' er kontinuert, og kræver 

i stedet, at f' er voksende. For ethvert x E R sætter vi 

f'(x-) = su:p f'(]-oo,x[), f'(x+) = inf' f'(]x,oo[), 

og vi def'inerer 

speciel t 

X(]a,b[) = f'(b-) - f'(a+), 

X([a,b[) =f'(b-) -f'(a-), 

X(]a,b]) = f'(b+)- f'(a+) 

X([a,b]) = f'(b+)- f'(a-), 

X([a,a]) = f'(a+) - f'(a-). 

Det er let at vise, at X er en :positiv, additiv interval-

funktion. Vi bemærker, at X undertiden knytter en :positiv vær-· 

di til et interval, der kun indeholder et enkelt :punkt. 

En af'bildning f':R 2 ind i R giver :på tilsvarende måde anled

ning til enadditiv intervalf'unktion, idet vi f'or I= [a1 ,b1 ] x 
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[a2,b 2 ] eller ethvert af' de interv8.ller, der fås ved udeladelse 

af' et eller flere endepunkter definerer 

~(I) = f'(b 1 ,b 2 )-f'(b 1,a2 )-f'(a1 ,b 2 )+f'(a1,a2 ). 

På analog måde kan man definere additive intervalfunktioner i 

rum med flere dimensioner. 

9.12. Vi skal nu udlede nogle yderst simple regneregler 

for additive intervalf'unktioner. 

9.12.1. Sætning. Lad ~:Tn ind i R være en additiv interval

funktion. For A~B E Tn har vi da regnereglen 

~(.A IJ B)+cp(A n B) = ~(A)+cp(B), 

og for A ~ B gælder tillige 

cp(A \B) = cp(A)-~(B). 

Bevis. For A ~ B er A \ B og B disjunkte. På grund af' 

additiviteten har vi derfor ~(A) =~(A\ B)+cp(B). For vilkår

lige A og B er B og A\ (A ~ B) disjunkte. Vi har derfor 

~ (A IJ B ) = ep ( (A\ (A n B ) ) IJ B ) = 

~(A\ (A n B)+cp(B) = cp(A)-~(A n B)+~(B). 

Dermed er sætningen bevist. 

9.13. Vi vil endnu anføre et par sætninger om positive, 

additive intervalfunkti. oner. 

9.13.1. Sætning. Lad~ være en positiv additiv interval-

funktion. For vilkårlige trappemængder A1 , ••• ,Aq gælder da 

~ ( A11J. o • IJA q ) ~ ~ ( A1 ) + • o • +~ (A q) • 

Bevis. For q= 2 fØlger påstanden af' sætning 9.12.1. Det 

generelle resultat :Lås ved gentagen anvendelEe af' tilfældet 

9.13.2. Sætning. Lad~ være en positiv additiv mængdefunk

tion. Lad A være en trappemængde og ! r 1, ••• , rq1 en overdækning 
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a~ A med intervalle~ Da er 

ep (A) ~ ep ( I 1 ) + •• o +ep ( I q) • 

Bevis. A~ sidste påstand i sætning 9.12o1 og a~ sætntng 

9~ 13o1 ~ås ~or B = I 1tJ. o,. tJiq' at 

ep ( A ) = ep ( B ) -ep ( B \ A ) ~ ep ( B ) ~ ep ( I 1 ) + ~ • • +ep ( I q ) • 

9.14. Lad nu ~,g:I ind i R væreadditive interval~unktio-

o 'n ncr paR , og lad. a og~ være reelle tal. Da er a~+~g en additiv 

interval~unktion. Mængden a~ additive intervalfunktioner på Rn 

udgør således et vektorrum over de reelle tal. 

De specielle additive interval~unktioner, der kan skrives 

som di~~erens mellem positive, additive intervalfunktioner, ud-

gør et underrum i rummet a~ alle additive intervalfunktioner på 

9.15o E~ter ovenstående gennemgang a~ den meget elementære 

målteori vil vi nu gå over til integralteorien, idet vi ~ørst 

behandler et særligt simpelt til~ælde, der er nær knyttet til 

den elementære målteori. Bage~ter vil vi så generalisere inte-

gralbegrebet, så det kommer til at om~atte alle kontinuerte og 

visse dislcontinuerte ~unlctioner. 

For æt spare en del slcri vearbe jde vil vi udelukkende b e-

skæ~tige os med funktioner, der er de~inerede i hele rummet, 

altså ~bildninger :r::R11 ind i :R:. Dette er ingen VeJsehtlig· .ind

skrænkning, idet en a~bildning a~ en mængde A ~ :Rn ind i R kan 

udvides til en af'bildning af' :Rn ind i R, idet vi lader alle 

punkter a~ CA af'bildes i o . 

..:li'slutningen af' mængden G_ l :r(~) ~ O 1 kaldes støtten ~or 

funktionen ~. En ~unkti ensstøtte er således en ~sluttet mængde 

og støttens komplementærmængde er det indre a~ :r~ 1 (o)o 
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9.16. Den funktionsklasse, vi i fØrste omgang vil beskæf-

tige os med, indføres ved fØlgerile definition: 

6 'n . , 9.1 .1. Definition. En afbildning f:R 2nd i R kaldes en 

trappefunkt:i. on, hvis dens støtte er en trappemængde A med en 

fremstilling A = I
1

tJ •• oiJiq som foreningsmængde af disjunkte inter

valler9 således at f er konstant på hvert af intervallerne Ik. 

Det fremgår umiddelbart af definitionen9 at f er en trap~e

funktion2 hvis og kun hvis billedet f(Rn) er en endelig mæng~~' 

og det for hvert y E f'(Rn) ,ili?lder2 at f- 1 (;>r) er en_ trappemængs:l:_~. 

Heraf fremgår 1 at kravet i definition 15.16.1 om 9 at r 1P •• ,Iq 

skal være disjunkte, er overflØdigt. 

9.17. Lad f,g:Rn ind i R være trappefunktioner, og lad a og 

fi være reelle tal. Da er af+fig åbenbart igen en trappefunktion. 

For at vise denne påstand behøver vi blot at betragte frem-

stillinger A= r 11J ••• 1JI , B= I11Jo •• IJiq' af støtterne for f og g, 
q 

således at f er konstant på hvert Ik~ medens g er konstant på 

hvert I~t· Heraf fØlger, at af+Øg kun antager endelig mange vær

dier og er konstant på hver af mængderne Ik n Ik'' og dermed er 

sætningen bevist. 

Ganske det samme ræsonnement viser nu, at også produktet 

fg er en trappefunktiono 

Med f' v g og f 1\ g betegner vi de to afbildninger 9 som 

·n • afbilder x E R pa henholdsvis den største og den mindste af 

værdierne f(x) og g(x) 9 altså - -

Stadig ved hjælp af d e t samme ræsonnement ser vi, a t i' v g 

og f 1\ g igen bliver trappefunktioner. 

Operationerne v og 1\ kan selvfølgelig udfØres på vilkårlige 



Mat. 1, 1962-63 MA 9.14. 

af'bildninger ind i R. De to regne;cperationer er asso.c.iative ·og 

kommutative. For a > O gælder endvidere 

af v ag = a(f v g); af Å ag = a(f Å g)~ 

Det er selvfØlgelig uheldigt, at de her indførte opera-

tionstegn er identiske med et par af de logiske tegn. Sagen 

kompliceres yderligere ved, at de samme tegn ofte anvendes for 

visse operationer med vektorer. Vi vil derfor indskrænke den 

her indførte specielle anvendelse af de to operationstegn til 

de kapitler, der behandler indfØrelsen af integration. 

9.18. Vi indfØrer nu integralet af en trappefunlction f:Rn 

ind i R. Funktionen f antag er kun ende lig mange f'ra O f'or skel-

lige værdier y 1, .... ,yp' og hver 

pemængde i Rn og har således et 

. •'l ( ) af mængderne f yk e~ e~ trap-

n-dimensional t mål m(f-1 (y1c)). 

( 1 ) 

9.18.1. Definition. Summen 

/f = I ykm(f-1 (yk)) 
k=1. 

kaldes integralet af trappefunktionen f. Det betegnes også mere 

udfør•ligt 

J 
f =j f(x)dx =j r. f{n :Rn - -

9.18.2. Sætning. Hvis A er en trappemængdc, der indeholder 

støtten fbr f og har fremstillingen A = r 1 IJ ., o o IJ Iq' hvor 

mængderne Ik er disjunkte, og f er konstant på hvert Ik' og hvis 

vi for hvert k vælger et vilkårligt ~k E Ik' da er 

(2) 

Bevis. For hver værdi y. ~ O, der antages a.:r f, blj_vsr 
J 

r-1 (y j) foreningsmængde af' v~;_ s se af' intervallerne r1>::~ og 

m(f'-1 (yj)) bliver summen af disse intervalle~s mål, og for 
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·xk EIk bliver tillige r(~)= yk. Hvert led i (1) spaltes der

ved i en sum ar led rra (2), og de tiloversblevne led i (2) har 

alle værdien o. Altså har summerne i (1) og (2) samme værdi. 

9.19. Vi skal nu ucll ede regneregler f'or integraler af' 

trappef'unktioner. For lcortheC.s skyld vil vi skrive f' ~ g i be_ 

tydningen Vx (f'(x) ~ g(~)). 

-n 9.19.1. Sætning. For trappefUnktioner f',g på R og reelle 

tal a og ~ har vi 

J (ar+~g) = a p+~ ;g. 
Hvis f' ~ g, da er også jE ~ jg• 

Bevis. Foreningsmængden for støtterne for f' og g kan frem-

stilles på formen 1 11J ••• 1Jiq, hvor r 1 , •• ~Piq er disjunkte inter

valler, således at f' og g er konstante på hvert Ik. Sætningen 

rås nu umiddelbart, idet integralerne skrives på rormen (2). 

Den f'Ørste påstand i sætning 9.19.1 udtrykker, at j er en 

lineær afbildning af' mængden af' trappefUnktioner ind i de reelle 

tal. Den sidste egenskab udtrykker, at afbildningen j tillige 

er monoton. 

9.20. Vi skal nu gøre rede f'or sammenhængen mellem inte-

gral af' trappefUnktioner og mål af' trappemængder. Vi vil be

tragte f':Rn ind i R, og vi vil antage, at f' ~ o. Vi vil tænke 

os, at f' har støtten A :::: r 11J ••• 1Jiq' hvor r 1, ••• ,Iq er disjunkte, 

og f' er konstant på hvert Ik. Sammen 

'n+1 punktmængde B ~ R , defineret ved 

B = f( x, y) l~ E A 1\ O ~ 

med f' vil vi betragte en 

Y < f'(~) L 
,n+1 

9" 20.1. SætnillB_. Punktmængden B er e n trappemængde i R , 

og dens n+1-dimensionale mål er Jf· 
Bevis. Idet vi vælger ]Sk E Ik' k = 1, ••• , q, har vi f'rem·-
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stillingen 
q 

B= U (Ik x [O,f(~)[) 
k=1 

af B som foren ings.m.:s:::J.gde af disjunkte intervaller. Al t så er B 

en trappemængde med det n+1-dimension~le mål 

~ m( B) = 1 
!-c-. 

k=1 

og dermed ersætningen bevist. 
. , n 

Lad nu 1gen A ~ R være en trappemængde~ og XA være dens 

karakteristiske funktion~ altså 

[

1, hvis 
XA(!,) = 

o, hvis 

x E: A 

Da er XA en trappef'unktion, og definitionen 9.,1e.1 viser, at 

/,>(A == m (A ) • 

9.21. Vi vil et Øjeblik betragte Rn+p = Rn x Rp~ hvis 

punkter vi betegner (~,,;z), hvor ~ E Rn, y_ E: RP. 

9.21.1. Sætning. Hvts f:Rn+p ind i R er en trappefunktion, 

da er for fast ~ E: Rn den ved fx(y) = f(~,~) definerede afbild

ning fx:Rp ind i R en trappefunktion, og dens integral 

F(~) = Jf~ = JRP f(Æ,z)d~ 
er en trappefunktion på Rn. Endvidere gælder 

jr = JRn+p f'(x,;[)d(:!,;)!:) = j F = JRn (Jr<:!•ll)d:il.) d:«:. 

Bevis. Lad I =I' x I"~ I' c Rn,I" c RP være et interval~ 

som indeholder støtten for :C. IfØlge definit ion 9.16 .1 og kon-

struktionen i 9.4 eksisterer der en simpel inddeling af I i 

delintervaller Ijk = Ij x Ik; j= 1, •• ~J; k= 1~ft•n 9 K, således 

at f er konstant på hvert Ijk med en værdi, som vi betegner f jk" 

Vi har da 
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Vi vælger nu x. E IJ!, og vi har da -J 

K 

F(~j) = }', m(Ik)~jk' 
k=1 

MA 9.17. 

hvilket viser 1 at F er konstant på hvert Ij, altså en trappe

~unktion, samt at 

J~=~ L 
j=1 

m(I!)F(x.) 
J -J 

og dermed er sætningen bevist. 

9.22. Vi går nu over til den egentlige mål- og integral-

teori, idet vi udvider mål a~ trappemængder til mål a~ en mere 

om~attende klasse a~ mængder og integral a~ trappefunktioner til 

integral a~ en mere o~attende klasse af funktioner. Den tel~ik 

vi anvender er en slags approxomation ved trappefunktioner, og 

denne approximation liligges således til rette, at man kan tale 

om approximation ~ra 2 sider. Derved får enhver mængde et indre 

og et ydre mål, ligesom enhver ftlnktion får et nedre og et øvre 

integral. Mængden har e t mål, hvis det i.ndre og det ydre mål er 

lige store, og funktionenhar et integral, hvis det nedre og 

det øvre integral er lige store. 

Selve approximationen med trappemængder eller trappefunk-

tioner kan lægges til rette på forskellig vis, og derved bliver 

klasserne af målelige mængder eller integrable funktioner mere 

eller mindre omfattende. Vi skal i indeværende kursus i hoved-

sagen holde os til en simpel og nærliggende fremgangsmåde, der 

fører til Riemann-integralet (B. Riernann 1826-66) og Riemann-

måleta En langt mere dybsindig metode leder til Lebesgue-inte-

gralet (H. Lebesgue 1875-1941) og Lebesguemålet. Matematik 2 vil 
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omfatte en grundig indfØrelse i Lebesgue's mål- og integral-

teori. 

9.23. Vi vil nu først definere nedre og øvre Riemann-inte-

gral. 

9.23.1. Definition. Lad r:Rn ind i R være en begrænset 

funktion med begrænset støtte. Idet 1n er mængden af trappe

runktioner ~:Rn ind i R, sætter vi 

Jf = sup[J~~~ E 1n ~ ~ ~ r] 
f r = inf[J~ l~ E 1n ~ ~ ~ r]. 

De to værdier knldeahenholdsvis ~~ og øvre Riemann-integral 

af r. Hvis jf =f f, kaldes r Riemann-integrabel, og størrelsen 

!r =j' = !-f kaldes integralet af' r. 
Antagelserne, at r er begrænset og har begrænset støtte 

sikrer netop, at de to talmængder, der optræder i definitionen, 

ikke er tomme. For et ~ 1 ~ r og et ~2 ~ r gælder ifØlge sætning 

9.19.1, at ~ 1 ~ ~ 2 , og ar sætning 4. 9.1. fØlger derfor 

ror e:chver ,begrænset runktion med begrænset støtte. 

Ganske som for trappefunktionerne vil vi også lejligheds-

vis benytte udfØrligere betegnelser, f.eks. 

ogtilsvarende for øvre integral og for integralet. 

9.24. Vi vil nu udlede de elementæreste regneregler for 

Riemann-integralet. 

4 •n . , 9.2 .1. Sætning. Lad f:R 1nd i R være en begrænset funk-

tion med begrænset støtte og lad a være et positivt tal. Da er 
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Bevis. Idet ep og t/J betegner trc:ppefunkti oner ~ er 

feplep ~ -a~1 = f-at/Jit/1 ~ ~1, 
hvilket meMØrer den tredie relation. De øvrige vises analogt. 

9.24.2. Sætning. Lad ~,g:Rn ind i R være begrænsede funk

tioner med begrænset støtte. Da er 

P+Jg ~ J<t:+g) ~ (+fg) ~ J(t:+g) ~ ft:+Jg. 
- - - }T+fg ? - ) 

Bevis. Idet ep og t/J betegner trappefunktioner, er 

j~ + jg = supl~~ep ~ r] + sup[ft/11 t/1 ~ g] = 

ouP([fr l \D ~ t: J + [.f'P l Ø ~ g]) ~ 
sup [J(ep+t/1) l ep ~ ~ 1\ t/1 ~ g J ~ J(~+g). 

Ved at anvende dette resultat på r+g og -g rår vi 

hvor vi benyttede sætning 9.24.1. Dermed har vi bevist ulig-

heden 

De øvrige uligheder fås ved ombytning af betegnelser. 

9.24.3. Sætningø Hvis f,g:Rn ind i R er Riemann-integrable 

og a er et reelt tal, er af og r+g Riemann-integrable, og 

SætningEn fØlger umiddelbart af sætning 9.24.1 og 9.24.2. 

Den kan også formuleres på ~Ølgende måde. 
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9.24.4. Sætning. Mængden a~ Riemann-integrable fUnktioner 

~:Rn ind i R udgør et vektorrum over de reelle tal, og J er en 
" 

lineær fUnkticnal på dette vektorrum. 

9.25. Det er klart, at ~ ~ O med~Ører J ~ ~ o. Mere gene

relt har vi resultatet. 
..n . . .. 9.25.1. Sætning. Hvis ~,g:R 1nd 1 R .er begrænsede og har 

begrænset støtte 1 vil ~ ~ g meMøre Jf ~ jg og p ~ Jg• 

Bevis. For enhver trappefUnktion ~ ~ ~ gælder ~ ~ g, altså 

altså 

Den anden relation vises analogt. 

9.25.2. De~inition. Ved en positiv Riemann'sk nulfunktion 

~arstås en positiv, Riemann-integrabel ~unktion, hvis Riemann

integral er o. Ved en Riemann'sk nulfUnktion ~orstås en fUnktion, 

der-kan skrives som di~~erens mellem 2 positive Riemann'ske nul-

~unkti oner. 

Det er klart, at de Riemann'ske nul~nktioner udgØr et vek-

torrum. Det er endvidere klart, at en fUnktion f er en Riemann'sk 

nulfUnktion, hvis og kun hvis J l~~ = O. 

9.25.2. Sætning. Hvi~ f:Rn ind i R er begrænset og har be-

grænset støtte, medens h:Rn ind i R er en Riemann'sk nulfunktion, 

da er 

Bevis: Af sætning 9.24.1 ~ås 

og 

jt: = jCCt:+h)-h) ~ JC~+h)+ j(-h) = JC~+h)- jh = JC~+h), 
-- --- --
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hvormed den rørste påstand er bevist. Den anden vises tilsvarende. 

9.26. For begrænsede funktioner f":Rn ind i R med begrænset 
• 

støtte indrører vi en binær relation =, som læses omtrent lig . 
med2 og som derineres ved, at r = g skal være ensbetydende med, 

• 
at g-r er en Riemann'sk nulfunktion. Det er klart, at= oprylder 

betingelserne 
• 

1) ~r(r=r); relationen er altså rerleksiv . .. 
2) ~r,g(r=g ~ g=r); relationen er altså symmetrisk . .. . 
3) ~r,g,h((r=g A g=h) ~ r=h); relationen er altså 

transitiv • 
• 

Relationen = inducerer således en klasseinddeling på mæng-

den ar begrænsede funktioner med begrænset støtte. Funktioner i. 

samme klasse er altså omtrent identiske, og irØlge sætning 

9.25.2 har de alle samme nedre og samme øvre integral. Vi skal 

efterhånden se, at omtrent identiske funktioner også i andre hen-

seender rorholder sig ens med hensyn til Riemann-integration. 

Dette betyder også, at Riemann-integrationen er ror grov til at 

skelne mellem fUnktioner, der er omtrent ens, et rænomen, som 

har en ikke ringe betydning, da man orte ønsker at identiricere 

en fUnktion r på basis ar integraler, hvor r optræder i inte-

granden. 

Lad r::Rn ind i R vare begrænset og lad h være en Riemann'sk 

nulrur.Uction. Da er alhl en Riemann'sk nulrunktion ror ethvert 

a E R. Specielt er lhl supjrl en nulfunktion og ar O ~ lhfl ~ 

lhlsuplrl rølger ved sætning 9.19.1, at lhrl er en nulrunktion. 

Altså er hr en Riemann'sk nulfunktion. 

Med d vil vi betegne klassen ar Riemann'ske nulrunktioner • 
.. 

Hver ar de ved = inducereue klasser har da formen 



Mat. 1, 1962-63 MA 9.22~ 

hvor f' er begrænset og har begrænse~ f,tøttemængde. Vi har nu 

åbenbart if'Ølge det f'oregående 

d + d = d; f'd = d, 

og vi f'år derfor 

(f'+d) + (g+d) = (f'+g) + (d-t-d) = (f'+g)+d 

(f'+d)(g+d) = fg+(f'd-t-gd-t-dd) = f'g+d, 

hvilket viser, at der er overensstemmelse mellem klasseinddelin-

gen og regneopera 

-n+p -n -p 9.27. Vi vil nu ligesom i 9.21 betragte R =R x R , 

( ) ,n 'P hvis punkter betegnes ~'~ , hvor ~E R , ~ E R • 
' 1'-L-p Sætning_ :Jor en bc:grænset. fur.Jct:i_on !'~R-' · j_nd_ i i.( 

med begrænset støttemængde gælder ulighederne 

Jf: ~ /p<x,~)d:y_)dx ~ /;<p_·- <.JS,y)d;_[)dx ~ f(r t:(:!_,~)dy \dx ~ r f 

- -~ Grr<:f.,yJ )d:y_)doJS \ J 
Bevise Vi sætter F1 (x) = _[f(~,~)dY-, F2 (~) = jT(~,y)dy og 

vi har da F1 ~ F2 , altså p
1 

~ p 2 og fFt ~ p 2 • Dermed har vi 

vist gyldigheden af' de ikke trivielle blandt de 4 midterste 

uligheder. For en trappefunktion ~ ~ f' gælder ~(x) = 

.f~(~,,if_)d-:t. ~ .JT(!_,~)dy = F1 (~), hvor~ er en trappef'unktion. Altså 

er if'Ølge sætning 9~21.1 

og da dette gælder f'or alle valg af' trappefunktionen ~ ~ f', vil 

jf' = sup[/~ l~ ~ f' J tilfredsstille den samme ulighed., Dermed er 

gyldigheden af' clct venst:--e ulighedstegn l1evist 9 O?, det hØ;)re 

vises tilsvarende. 

9.27.2. ~~tni~g. Lad f':Rn+p ind i R være en Riemann--inte

grabel funktion. De ved 
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F1 (~) =~(~~~)d~, F2(x) =}f(~,~)~, 

G1 (~) = jf(I:.~;t.)dx, G2 (;y:) = Jf.(!.,y_)dx 

MA 9.23~ 

definerede afbildninger F
1
,F2 :Rn ind i R og G1,G2 :Rp til

fredsstiller relationerne 
• 

Endvidere er disse ~nktioner Riemann-integrable~ og 

Bevis. Da f er Riemann-integrabel, er Jf = Jf~ hvilket be

virker, at alle lighedstegnene i sætning 9.27.1 kommer til at 

gælde, og vi får derfor 

hvilket viser, at F1 og F2 er Riemann-intcgrable, og at 

J(F2-F1 ) =O, altså F1 ~ F2o Ved at lade~ og~ bytte rolle i 

sætning 9.27.1 fås et nyt sæt uligheder, der giver påstandene 

om G1 og G2 • 

Betydningen ar sætning 9.27.2 er, at en integration i 

flere dimensioner kan udfØres ved gentagne integrationer i 

1 dimensiono 

9.28o Det viser sig, at klassen af Riemann-integrable 
, n • 

funktioner på R ogsa er organiseret ved multiplikation, samt 

operationerne v og Å • Vi vil basere beviserne på det trivielle 

kriterium: · 

' , n . 9.28.1. Riemann s integrabilitetskriterium. Lad f:R 1nd 

i R være en begrænset ~nktion med begrænset støtteo En nød-

vendig og tilstrækkelig betingelse~ for at f er Riemann-inte-

grabel, er, at der for ethvert e > O eksisterer trappefunktioner 

~ 1 ,~2 :Rn ind i R, som tilfredsstiller fØlgende betingelser: 
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l.·nr f'(~n) _/ / f' / / f'(~n) rt ~ ~ 1 ~ ~ ~2 ~ sup rt ; 

Bevis. Hvis ~ 1 og ~ 2 opf'ylder de anførte betingelser, giver 

ulighederne J ~ 1 ~ jf' ~ jf' ~ /~ 2 , at ]'f' -p ~ e. Heraf' f'Ølger, a1 

betingelsen er tilstrækkelig. Hvis f' er Riemann-integrabel, kan 

vi if'Ølge definitionerne af' nedre og øvre integral vælge trappe-

funktionerne ø1 og ø2 , således at 

Ø1 ~f'~ Ø2 ' JØ1 ~ Jf'-~e, JØ2 ~ jf'+~e. 

Hvis vi deref'ter sætter ~ 1 = ø1 v inf' f'(Rn), ~ 2 = ø2 Å sup f'(Rn), 

bliver alle ulighederne opf'yldt. 

9.28.2. Sætning. Hvis f',g:Rn ind i R er Riemann-integrable 

f'unktioner~ er f' v g, f' Å g, lf'l, f'g Riemann-integrable. 

Bevis. Lad e være et positivt tal. Vi kan vælge trappef'unk-

~1 ~f'~ ~2' ø1 ~g~ Ø2; J(~2-~1) ~ 

Vi har da 

~1 v ø1 ~ f' v g ~ ~2 v ø2' 

og hvis vi f'or et x E Rn har ~ 2 (~) ~ Ø 2 (~), f'år vi 

<~2 v ø2)(~) - <~1 v ø1 )(~) = ~2c~s) - <~1 v Ø1 H!.) ~ 

~ 2 ( ~) - ~ 1 ( ~) ' 

og hel t generel t f'år vi derfb r 

( ~ 2 v ø 2 )( ~) - ( ~ 1 v ø 1 )( ~) ~ ( ~ 2 ( ~) - ~ 1 ( ~) ) + (ø 2 ( ~) -t/1 1 (!.) ) 

altså 

og dermed har vi vist, at f' v g er Riemann-integrabel. Analogt 

f'or f' Å g. Af' lf'l = f' v -f' f'Ølger dernæst, at lf'l er integrabel. 

Af' relationen f'g = t((f'+g) 2-(f'-g) 2 ) f'remgår, at vi kan vise, at f'g 

er integrabel ved at vise, at kvadratet på en integrabel f'unk

tion f' er integrabelt. Da lf'l er integrabel og f'2 = 1~1 2 , kan vi 
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antage :f ~ O. Lad e > O v~.'T'e givet. Vi kct::l da bestemme trapp3-· 

:funktioner ~ 1 og ~ 2 , således at 

8 ------.. -~-,..--_--.-. .. 
2(sup:f(Rn) 

og vj_ har da 

og 

2 2 n 
JC~2-~1) = JC~2+~1 )(~2-~1) ~ 2J(~2-~1)sup :f(R ) ~e, 

og da ~; og ~~ er trappe:funktioner, medfØrer dette, at r 2 
er 

Riemann-integrabel, og dermed er beviset :for sætning 9"28.2 

:fuldfØrt. 

9.29. Vj_ vil nu gå over til at omtale Riemann-målet. Vi 

vil især lægge vægt på sammenhængen mellem Riemann~-j_ntegralet 

og Riemann-målet, og det vil da vise sig, at målets vigtigste 

egenskaber let udledes a:f integralets. 

-n 
9~ 29.1. Definition. For enhver begræns t mængde A <; R-

sætter vi (idet vi under:forstår, at T betegner en vilkå::>lig 

trappemængde) 

)!';(A)= sur:{m(T)I'I' <;A]; m(A) ::: in:f[m(T)!'f'! ]\_J. 

Htrkaldes m(A) det il!,~ og m(A) det ydre Ri.emaigl-IJiåJ:_ af A. 

Hvis m(A) = i;(A) ~:: n(.,:,.), ... siges .. \. at_._væ":'s. E_5 ~JlF'li!_1l:,~~§}.~1.:' .. :?:,- og m(A) 

kaldes målet a:f A. 

9.29.2. Sætning. For enhver begrænset mængde A c nn gUJld~:::> 

m(A) = m(Å) s ii(A) = m(A). 

Bevis. For enhver tr>appemængde T<; A gælder m('r) ::: 11('_"~') og 
o o 
T~ A. Hei'af :fØlger dm :fØrst8 påstand? og den visefl fl.nJ.l_ogc. 

9 .. 30. Vi går nu over til sammenhængen mellem mål og inte-

... m 
gral. For A c;: R betegner XA som sædvanlig den. kar3.k.~er·:·.sti:::;:~e 
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runktion defineret ved 

[

O for x~ A 
XA(x) = -

- 1 for .2f E A. 

9.30.1~ Sætnipg. For enhver begrænset punktmængde A~ Rn gæld 

Bevis. Hvis ~ er en trappefUnktion og ~ ~ XA' da er B = 
~ - 1 (]o, 1]) en trappemængde og B c; A. Endvidere er ~ ~ XB. M 

sætning 9.25.1 og definitionen 9.18.1 får vi da 

~~ ~ fXB = m(B) ~ ll(A), 

hvilket viser, a t JXA ~ m(A). Hvis T ~ A er en trappemængde, får 

vi på den anden side 

og da dette gælder for alle T ~ A, får vi JXA ~ ll(A). Den sidste 

påstand fås analogt. 

Vi inddrager nu Rn+1 i undersøgelserne, og dets punkter. 

betegnes (.2f,Y), hvor .2f E Rn. 

9.30.2. Sætning. Lad f:Rn ind i R V@re begrænset og positiv 

og have den begrænsede støtte A. Lad B ~ Rn+1 betegne den be

grænsede punktmængde 

B= [<_!,y)IÆ E A 1\ y E [O,f(~)[J. 

Da er 

m(B) =j f ; m(B) =j f. 

Beviso Lad XB være den karakteristiske funktion for B. Vi 

har da m(B) = JXB' hvor integralet udstrækkes over Rn+1 , altså 

ifØlge sætning 9.27.1. 
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hvor X(,!,y) for fast ~ er kar8.kteristisk funktion for interval

let [O ~f(2S.) [. For enhver p o si ti v trappefunktion ~ ~ f' vil B. 

indeholde mængden 

{(~,y),~€ A A y E [O,~(~)[}, 
som i :fØlge sætning 9. 20.1 • har måle t j ep~ Altså er m(B) > J~, og 

da dette gælder for ethvert ~ ~ f'~får v~ ~(B) L Jr, og dermed 

er sætningen bevist. 

9.31. I integralregningen, som den behandledes i gymna-

siet, benyttedes et integral over et endeligt interval, og sva-

rende dertil vil vi definere et integral over en Riema.nn- måle-

lig m&mgde. Vli vil stadig 11 lade som om 11 integranderne· er do-

finerede i hele rumnet, idet. vi kan udvide defini tionsri:tc.mgden 

til hele rummet ved at sætte funktionsværdien lig O for alle 

pun..l'Cter udenfol, uefini tio,!.sområdet. 

9 .31 .• 1. Defini tion.Lad A f Rnvære en Riemann-målelig 
, n , 

m&Jllgcle med den .karakteristiske f'unktion XA' og lad. f :R inc1 i R 

VD3I'C 8i1 vilkårelig funlction. Hvis xAf er begrænset gg Riemann~in

teg:rabel, siges f at være Riemann-integrabel over A, og vi sætter 

J A f(2f_)dx =J (xAf) • 

Vi bemærker~ at en Riemann-integrabel funktion ifØlge sæt-

ninc 9.23.2 er Riernann-integrabel over enhver Riemann-målelig 

mængde. Vi vil nu gå over til at anvende ordet Riernann-integrabe1. 

om enhver funktion, som er Riemann-integrabel over enhver Riernann 

målelig mængde. 

9.31.2 Definition. For en Riemann-målelig mængde A~ R11 

og en funktion f:Rn ind i :R, som er begrænset på A, indfØrer vi 
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c..:::t nedre og et øvre Riemo.nn-intetrnl over A ved definitionerne 

J t'(2f)~ = /(xAf); }-.- f(2S)~ = r (x f) • 
-A - A j A A 

9.32. Vi skal vise nogle flere s~tninger om operationer 

mcc1 Riemann-integrable fur1ktioner. 

9.32.1. Sætning. Hvis A og B er Ricmann-målelige m~ngder 
,n_ 

i R ~ da er A u B 9 A n B og A\ B Riemann-målr:;lige., 

Bevis. Påstanden fØlger umidelelbo.rt af~ at de karakteristi-

sko :I'unktioner 

er Ricmann-integrable. 

9.32.2. §Etning. Hvis en funktion f er Riemann-integrabel 

ov0r en mDmgde A1 er f også Riemann-integrabel over enhver Rie-

mam1-målclig delmongele af A. Hvis f' er Riemann-integrabel over 

A oc; D 9 er f også Riemann-inte;grabel over A u B, A n B samt 

A \ B. 

Bevis. Per B~ A, hvor B er Ricmann-målelig, og XA:f er 

Riemann-intcgrabel, fås at xBf = XBXAf er Riemann-integrabel. 

Derm8d er første påstand bevist. Da A n B og A\ B netop c..:::r 

Ricmann-integrablG delmongeler af A, kan vi slutte, at f er Rie-

mann-integrabel over disse m[Jngder. Da xA'XB'xA:f og xBf er Rie

mann-integrable, får vi endvidere 9 at XAuBf = xAf+xBf-xAXBf er 

Riemann-intcgrabel. Dermed er 8[Jtningen bevjst. 

9.32.3. Sætning. Hvis A og B er Riemann-målelige mængder 

-n i R gEJlder 

m(AuB) = m(A)+m(B)-m(AnB). 

Hvis h og B er disjunkte fås m(AuB) = m(A)+m(B) og for B s A. 

fås m(A\B) = m(A)-m(B). 

Bevis. Sc:Jtningen fås umiddelbart ved at skrive målene 
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som i11tegraler af' de karal<:teristiske funktioner. 

9.32.4 Sætning. Hvis A og B er Riemann-målelige dis-
'Il ,n_ ' 

junk te mængder i R , og f :R ind i_ R er begrænset på A u: B, 
.. 

g ælder re la ti.onerne 

jllull:l:(")dx = J Af(")jdx ~· JB f(x)~ 

J .r(~)dx ;: ~- :t'(x)dx ~-f( )dx 
AU'lB: A - - -n B ,!. ~· 

Bevis. Af sætning 9.24.2 fås 

[lluBrw~ = j<xA+xB):f' ~ jxA:r + jx1l = }/(;~)cJ.x +. }/(!!)'cJ.x. 
Hvis ~ ~ f er en· trappefUnktion, får v.d 

J q> =j XAW +j XBq> i f f(!)~ + J f(2f)d,!., 
AuB A B - A _B 

og Qa dette gælder for enhver trappefunktion w~ f, kan vi_ 

slutte, at 

J f(x)'dx ~ J f(2S)Jdx + J f(~)~. 
AuB - A 

- - -B 

9.33 Vi har tidligere bemærlwt, at målet for trappemængder 

var entydigt fastlagt ved betingelserne m1 )-m4)) i 15.7 ...... Dette 
.. 

medfØrer åbenbart, at også målet af enhver R~emann-målelig mængde 

er fastlagt, hvis man kræver at målet skal tilfredsstille de 

4 betingelser. Det er på den anden side klart~ at målet virke

lig tilfredsstiller alle 4 betingelser. 

De 4 betingelser fastlægger altså målet fuldstændigt for 

ai'lc R iemann-målelige mængder, men det er nødvena:±gt; ~t-cii~Jiift-er.-e 
- ' .,. ,_. ._,, .i-~.-._ -· . · ... 

dem med en femte betingelse, hvis man ønsker målet fastlagt 

også for visse andre mængder. - . _____ ,".,_, 

~-

Integr alet kan ligesom målet fastlægges· Y~K;_ ~~~~:u~~~ifB*~l 

tilfr8dsstille forholdsvis få, simple beting~lser. F.eks.-vil. 

adc1i t ionsreglen J (f+g) = J f -1t J g i forbindelse med sætningen. o~·~ 
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sammenhængen mellc:m mål og integral ( 9. 30. 2_) fulds trendig fas t-

lægge integralet. 

Vi skal ikke gå nærmere ind på disse enstydighedsspØrgsmål, 

idet det her anfØrte vil være tilstrækkeligt for vort formål. 

9.34. Betingelsen m3) i 9.7.1 viser, at Riemann-målet ikk~ 

ændres ved en forskydning af koordinatsystemet. Vi vil_ nu vise, 

a t Riemann-m~let og dermed Ri em a nn-integralet er hel t uaf'hz.mgigt 

af' Koordinatsystemet. Dertil kræves dog nogle hjælpesætninger, 

som vi vil bevise i dette afsnit. 

9.34.1 liætning. Enhver begrænset konveks mængde er Rie-

mann-integrabel. 

Bevis (kopieret efter Poul Hansen, NMT 9,2.6-2.8,19""*~d c-
._ 

,n 
I~ R være et interval og Ae I en konveks mængde. 

= .. 
en fØlge af simple inddelinger af I, således at den q-te ind-

deling fås ved, at hver projektion af I deles i 3q lige store 

åbne intervaller samt et antal udartede intervaller. Alle ikke 

åbne delintervaller har da målet O, så vi kan tillade os at 

ignorere dem. De åbne delintervaller indeholdt i A udgør en 

trappemængde S , medens de delintervallarm der indeholder q 

]_)Unlcter af' A udgØr en trappemrangde T • De åbne delintervaller, 
q 

~~er indeholder randpunkter af' A, har målet m(T \S ) , og hvis vi 
q q 

J.can vise,at m(Tq_\Sq)~ O for q~ oo, vil sætningen være bevist. 

Lad I fra den q-te. inddeling v:::Jre et åbent delinterval, som 

indeholder randpunkter af A. Ved overgangen til den q+1-te ind

deling falder I i 3m åbne delintervaller, og hvis vi kan vise, 

a t mindst et c:d' disse al tid vil være fri t f'or randpunkter af' A, 

får vi 

og 

m(Tq+1 \ S;q+1 ); s_ 3-n(3n-1 )m( 'lig_\ Sq-+t't )), 

det vil netop medfØre, at m(T \S)~ O for q~ =•Sætning q q 
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9.34 .1. er dermed før.1t ti l bage til fØlgende hjælpesætning :· 

9.34.2. Lemma. Lad I= I 1 X•••X In være et interval, og 

la<l ItJ = I-eri u ItJ2 u ItJ3 ' v- = 1 11 ••• ,n være en inddeling af 

hvert ItJ i disjunkte delintervaller. Derved fås en inddeling 
l 

af I i delintervaller, blandt hvilke I =- I 12 x ••• x In2 vil 
,n 

blive betegnet som det midterste delinterval. Lad A~ R være 

en lwnveks mængde. Hvis det indre af hvert delinterval undtagen 

I' indeholder randpunkter af A gælder I' ~A. 

Bevis. Vi benytter induktion efter n. For n = 1 er påstanden 

triviel. Vi antager nu lemmaet opfyldt for intervallet I og 

* enhver konveks mængde, og vi betragter I =I x Iim+1 ' samt en 
1 2 3 

inddeling I 
1 

=: I u I u I og en konveks mængde A, hvis . n+ 
.. på 

rane~ indeholder indre punkter af alle delintervaller af r· 

mJr I 1 x I 2 • Mængden .A h (I x I 1 ) e·'=' konveks, og dens pro jek ti_on 

på I er da også konveks, og da den indeholder punkter af alle 

delintervaller af I på nær I 1 
, vil A n(I x I 1 ) for hvert 

1 
_?f E I 1 indeholde et punkt (2S., y 1 ) med y E I • Derved bcnyt:.tedes 

indulttionsantagelsen. Tilsvarende ses, at A n (I x I 3} inde-
3 

holder et (by'') med y'' E I • Da (~,y'·),; og ~,y") tilhØrer den 

konvekse mængde A, gælder ~ x [y' . y"1 c A og ved a t anvende - , - ' 
dette for hvert ~ E I 1 får vi 1' x 1

2 ~ A, og dermed er lemmaet 

fuldstændigt bevist. 

9.35. Vi betragter nu et n-dimensionalt rum, på hvilket 

der er indført to forskellige kJordinatsystemer. Vi får da to 

forskellige slags intervaller, men da interva~ler er konvekse, 

og konveksitet er en egenskab, som ikk~ er afhængig af koordi-

natsystemet, vil intervaller i det ene system~ifØlge sætning 

9.34.1. være målelige mængder i det andet system .. Da en for-

eningsmængde af målelige mængder igen eF målelig, vil trappe-
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mwngder i det ene system blive målelige mængder i det andet 

system. 

* På systemet af trappemængder i det ene system vil målet m 

fra det andet system tilfredsstille m1)-m3) fra 9.7 .1, men en-

hedsintervallet vil måske :få et mål k f 1, men k bliver i hvert 

-1. * fald :positivt, og k m· bliver da netop det sædvanlige mål. 

Overgang til et andet koordinatsystem vil altså blot have til 

:fØlge, at målet·a:f enhver trappemængde multipliceres et og samme 

tal k. 

Heraf :fremgår, at også enhedskuglens mål vil blive multipli-

cerct med k, men det er :på den andc:m side klart, at neto:p enheds-

kuglens mål ikke kan ændres ved drejning af koordinatsystemet. 

Vi behøver blot at dreje alle indre og ydre trappemængd0r sammen 

med koordinatsystemet for at indse dette. Altså er k~ 1, og vi 

har vist, at Riemann-målet er uafhængigt af koordinatsystemet. 

9.36. Vi betragter et begrænset interval I c Rn. Med 

P(I) (mængden af :partitioner Q:f I) vil vi forstå den mængde der 
.. 
omfatter fØlgende elementer~ 

1) Alle inddelinger I= r 1 u ••• u IQ af I i disjunkte de~ 

intervaller med et s8rlig.udvalgt :punkt~ EIkfor 

hvert delinterval rk. 

2) Et yderligere el~ment P • 

En inddeling med et særlig udvalgt punkt i hvert delinter-

val vil blive betegnet med P, eventuelt med en indexr En sædvan-

lig inddeling betegnes D; vi kan skrive P= (D,(~)), idet (u) 

betegner sættet af udvalgte punkter. Vi skriver D2 ~ D1 , nåL' D2 

:fås som videredeling af D
1

• For P
1 

= (D
1 

,(u)), og P2 = (P2 ,y) ); 

skriver vi P2 ~· P1; mc::d hel t samme betydning som D2 2 n1 .. 

Vi indfØrer en topologi :på P(I), idet vi udnævnter føl-
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gende delmængder af P(I) til åbne mæ~~der: 

t) Alle delmængder, som ilcke indeholder P • 
00 

2) Alle delmængder, der indeholder en inddeling P= (D,(u)) 

og alle videredelinger af denne. 

Det er helt klart, at den således definerede mængde a~ 

in(~(_,;lingcr tilfredsstiller de tre betingelser, der kr[JV\:JS af 

mongdcn af åbne mængder. Vi vil benytte betegnelsen P(I) også 

for det således definert;de topologislce rum. 

Vi vil benytte betegnelsen :P*(I) for det topologislcc rum, 

der fås, når mængden 2) erstattes med 

2'). Alle delmængder, der for et tal E >O indeholder alle 

inddelinger, hvis delintervaller har alle kantlængder 

( E • 

Det er klart, at topologien på P(I) er den fineste af de to 

topologier. En funktion, som er kontinuert på P*(I) vil derfor 

oc;så være kontinuert på P(I). Vi skal nu se, at et integral kan 

defineres som en grænseværdi i punktet P for en afbildning 
ØG 

~:~ (I) \ (P l ind i ~' idet ~n af d~ her omtalte topologier be-
'"" 

nyttes. 

Vi bemærker, a t begge topologier er diskrete på 

~(I)\ (P J, og at en funktion er kontinuert på P(I) 0r derfor 
Cl>(). 

-
ensbetydende med, at den er kontinuert i punktet P • 

00· 

15.37. Lad I være et begrænset interval og f:I ind i~ en 

b~grEanset funktion på I. Hvis P E.: P(I) er givet v:e.d 

I_ = I
1 

u ••• u I q'· samt ~ E. Ik ,k = 1, ••• ,q, indfØrer vi den til 

P svarende middelsum for f ved definitionen 
.,-q 

~ (f, P) = L m ( Ik }f ( ~)), 

k=1 
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og endvidere til inddelingen svarende underrsurn~ og oversum færr ~ 

ved definitionerne 
q q_ 

s(:L,P) = L m(Ik} inf f(Ik), S (f, P) = L m( Ik) sup f ( Ik) • 

k=1 k=1i 

Summerne s og S afhænger ikke af punkterne ~· De tre sum-
-

m er tilfreds s tiller åbenbart ulighederne 

s(f,P) < ~(f,P) ~ S(f,P}. - -
Svarende til inddelingen P, konstruerer vi to trappefunlctioner 

Wp;:r og ~P,f , idet vi sætter 

O for x Ej: I 

= [sup r(Ik)ror ~E~· 
Vi har da 

s (f, p) = J <P. p' f'_ 
. 
' S(f,P) = ~~ P,f• 

For en videredeling P1 2 P får vi åbenbart·. 

~P f ~ Wp r · ~P r ~ ~ P r· '1 ' . - , ' 1t J- - , 

Derfor b li ve.r også 

For E > O kan vi vælge en trappefunktion ~ < f, således at 
= I ep fj

1 
f(~)d~ - E• Vi kan vælge inddelingen P, således at ep er 

lcons·tant på hvert Iq_' og vi har da ~P,f 2: ~~ altså. 

s(f,P) L J f(~)d~ - E• 
':""" I 

For enhver videredeling P
1 
~ P vil det samme da gælde, så w1 

har 

V<c > <'> 3P E: P( I) VP 1 'i1 P v ~(JS) clx-e " o,(r ,P) ~ li r(J0 clx)' 

eller med andre orQ 
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lim 
p~p 

: ex:> 

s(f,P) = I f(~) d!_. 

-I 

llvoT' gT'~cnscov0rgangen er foretaget på P( I). Analog fås 

lim S(f ,P) =-J.. f(2S_)d2S, 
P~Poo I 

og f'or Gn Riemann-integrabcl funlz:tion f får vi derfor 

lim o-(f,P) 
p_;_eco 

=-J f(!)d~o 
I 

Lad os nu på den anden side antage,at•:(f,P) går mod en 

gr ænsevæRdi A for P~P""'o For ethvert E:. > O har vi. da en ind-

deling P: I =qii u .... u I g_, ~ E Ik, således at 

lA - ~ m(Ik~f(~) l ~ E 

k=1 

for alle valg af punkterne ~o Nu er 
q 

i nf[ ~~ ( Ik) f ( ~). l ~ E Ik , k = 1 , ••• , q J= 

k= i 

inf( [m( I 1 )f(~) l x1 E I 1 ]+.o o+ [m( Iq)f(~) ~~ E I q J) = 

inf[m(I1 )f(~) lx1 E I 1 J -lrooo+ inf [m(Iq)f(~)~~ E IqJ = 

q 

" L m( Ik) inf f(Ik) = e( f ,P). 

k=1 

Vi har d0rfor IA-s(f,P) l~c;og målo.gt;··\A-S.(f,P) l < E, a~tså 

S(f,P)-s(f,P) ~ 2E, 

h vi llce t på grund af ( 2 J og sætning 9 o 2.8 .1 medfører, a t f er 

RiC;mann-integrabel, og dc;t fremgåT' da a.f det foregående. at A 

netop er Riemann-integralet. Vi kan således definere Riemann-

integralet som grænseværdi for middelsummc;r .. 

9.38. Lad I være et interval på :Rn og lad Ae I være en 
-

vilkårlig mængde. Lad I= r
1 

u.o.u Iq være en inddeling af I i 
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disjunkte intc::rvallE.::r. De; af' int...::PvAllcrne Ik' som er delmængder 

af' )._, udgØr en trappemængde T
1 

, og de intervaller Ik, som har 

:QUnlcter fælles med A, udgør en trappemængde T
2

• Vi har da 

og vi vil nu vise sætningen: 

9e38.1,. Sætnin&!_ Til c; > O svarer 6' > O, således at det 

for t;nhvt.-r inddeling I = I
1 

u ••• u I q_, hvor alle kantlæn~;der i 

hvo"rt Ik er < 6', gælder f'or de tilsvarende trappemængder T
1 

og 

T
2

, at 

Bevis. Det er nok at vise;, at 6' kan vælger, således at den 

:første ulighed gælder, idet m(A) = m(I)-!!!(I\A). Vi V8lgcr en 
l 

trap~emængde S= I 1·' u ••• ui 1
, hvor I 1' , ••• ,I er disjunkte, så-

P p 

h:cl;.;s at S c A og m(S) f m.(A)- ~c;. Dernæst erstatter vi hvert 

interval I'. med 6t mindre interval I 11 som er ligedanne;t med 
J j' 

I 1
• OL har samme centrum, og således a t 
J 

m(I~)+ ••• +m(I~) ~~(s)- te 2 m(A) -c;. 

Vi vælgc;r nu 6' mindre:: end den mindste af'stand f'ra et I'! til 
J 

randen af' det tilsvarende I 1 
... For c:nhver inddeling af' I i inter
J 

valler, hvis kantlængder alle 0r < 6', vil det da gælde, at 

othvC:;rt delinterval' som har punkter fælles med et I'!, hØrer 
J 

med til T
1

• Så vil T
1

dække alle intervallerne Ij, og derfor 

bliver 

m{'TI'
1

) ~ m(T11 )+ ••• + m(I~) z Q!(A)- c; 1 

og dermed er påstanden bevist. 

Vi understreger, at af'standen f'ra et I'! til randen af' det 
J 

tilsvarende I 1
• bestemmes ganske elementært, som ~ ( 1-K )'A, hvor 
J 

Ker formindskelsesfaktoren og 'A den mindste kantlængde i I'· j • 
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9.39. Til sc:atning 9.38.1 svarer :fØlr;cmdo sætning om intc-

graler: 
,n 

9.39.1. Sætning. Lad I s; R være et interval f':I ind i 

R en begrænset :funktion. Der eksisterer svarende til E > O et 

å > o, således at det :for enhver inddeling P af' I i delin·c-.;rval-

ler med kantlængder ~ å gælder, at 

s(f',P) ~j f'(~)dx~~; 
-I 

Bev~s. Det er nok at vis~ den :første u~ighed. Hvis vi ad

derer en konstant a til f', adderes am(I) ti.l a(f',P) og til 

Jf'(!:;,)C0:,. Vi kan deritor antage, at f' :f O. Vi vælgl;r et rcel.t 

-tal M, så f' ~ M. If'Ølge sætning 9.38~1 eksisterer d~r et å > O, 

sålvdvs at det :for enhver inddeling af' I x [o,Ml i delinterval~ 

ler m0d kantlængde < 6' gælder~ at vi :får m(T1 ) ~ 

m( f~,y) ~~E I og y E. [O,f'(~) [l')- E• For en inddeling I = 
r

1 
u ••• u I i delintervallGr med kantlængde ( 6', kan vi dele 

i q = 

hv-.;rt interval Ik x [O, inf'. f' (Ik) [ i. delintervaller· med kant-

lc:,mgde s å, og det :fØlger af sætning 9.30.2, at: 
q 

~ m(Ik)inf' f'(Ik) 

k=1 

og dermed er sætningen bevist. 

~ 1' f'(2f_)d!,_ - E, 

I 

Sætningen udtrykker,- at definitionen af' integralet som 

grDmse:;værdi også vil være rigtig, når rumme t P~ (J~) ~' æ[S;e·<'i t~', :l. 
grund. Dette er et smukt, klassisk resultat, men i pralesis er 

det lige så bekvemt at benytte definitionen af' integralet som 

grænseværdi i rummet P(I). 
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Le t te opg a ve_!.. 

1 .• lrngi v en afbildning <p :T;n. ind i R som opfylder 1), 3) og 

4) i sætning 9.8.1, men ikke 2)).. 

2"' Samme problem, men såled0s at det er 3l., der ikke er op

:fyldt. 

3. Vis, at sætning 9.8.1 gælder uændret, hvis betingelse i) 

erstattes med fØlgende: 

3K E. R '1/'A E. ~ (.j cp(,A_) l ~-. K m(A)). 

4. En intervalfunkt~on Ø på delintervallerne af R defineres 

ved 

Ø(I)=O, hvis endepuructerne af I begge er rationale el-

ler begge er irrationale. 

iJ (I) =1 , hvis venstre Emdepunkt af I er irrationalt, 

medens hØjre endepunkt er rationalt. 

Ø(I)=-1,hvis venstre endepunkt er rationalt, medens 

hØjre endepuruct er ~rationalt& 

Vis, at Ø tilfredsstiller betingelsen 2* i sætning 9.10.1 

Undersøg, om Ø er et specielt tilfælde af et i 9.11 anført 

el~sempel. Vis, at den additive intervalfunktion, der fås 

ved udvidelse af p, ikke er begrænset på trappemængder på 

[0,11. 

5. En additiv intervalfunktion ~ tilfredsstiller~ (I)=O for et

hvert åbent interval I. Vis, at ~ er indentiSlt o. 

6. Undersøg om der gælder distributive love for regneoperatiQ-

nerne v og 1\. 

7. En f'uruction f: [0,11 ind i R er defineret ved, at f(x) =o, 

hvis x er irrational, men f(x) ··= 1, hvis x er rational. Vis, 

at f ikke er Riemann-integrabel, og bestem nedre og øvre 

integral af f. 

8 .• En funktion f:[0,1] ind i R er defineret ved f(x) ' o, 
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Hvis x er irrational, men f(x) -1 
q • hvis x er den uforkorte-

lige brøle pjq. 

Vis, at f er en Riemann'sk nulfunktion. 

9. Lad (x. være 
~-n 

-m en punktfØlge i R og la<i ~an være en absolut 

lconvergent række. For AE. T11 sætter vi.. 

<p (A) =\a L n 

x EA 
-n 

Vis, at ep er en additiv mængdl:-funktion. Vis, at definitionen 

·n har en mening for enhver mæng de A c T og at additiviteten 

ogs[, gælder for sådanne mængder. 

-n 10. Vis den for positive funktioner f,g:R ind i R gyldige rela-

ti o n 

~v g = f+g - lf-gl. 

it. A:fbildningen f:R2 ind i :R er defineret 'led 

f(!,) =sin (x1+ ~) for x E [0,7T]:K[0·,7Tl 

f(~~} = O ellers .• 

Udregn }f ved hjælp af sætning 9.27.1, idet funktioner på R 

integreres ved de i kapitel 6 omtalte metoder. 

12o A:fbildnirigen f ::R2 
ind i :R defineret ved 

2 2 
f(~) = 1 - x1 - x2 for lx1 1+1x2 1~ 1 

f(x,1, = O ellers. 

Udrog~-}f, idet fururtioner på :R behandles ved de i kapitel 6 

om ·C.e.l te r.12 to der. 

13. Lad I være et interval med positivt mål, og lad f:I ind i R 

være en kontinuert afbildning, som ikke er konstant på I. 

ViB de; sl{arpe ulighecl.er 

m(I) inf. f(I) < J f~)dx < m(I) ·sup f(I) 
I 
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14. Bestem det 3-dimensionale mål af den konvekse punktmængde 
2 2 2 

A= [ (x,y,z) l (~) ~r (~) * (~) ~ 1 J' 
hvor a~ b og c er positive tal ( udnyt, at et integral af en 

funktion på :R2 
eventuelt udtrylcker et kendt areal). 

15. Lad A c Rn og B c RP være Ricmann-målelige punktmængder. Vis, 

B R, n_+.:g' R . o l ".;: at A x c · er. lemann-ma e~g, og at 

16. Bevis direkte, at en monoton funktion på et interval på R er 

Riemann-integrabel over dette interval. 

17. Bevis, at 

18. Vis, at 

,--l':!, 

lim \ 1 
n~ Ln+p 

P=1 

= log 2. 

l~~(~~ sin2~! x) = [~,' hvis x er irrational 
p ':L , hvis x er rational. 

Riemann-integrabilitet bevares altså ikke ved grænseovergang.Den 

første grænseovergang fØrer til en Riemann-integrabel grænse-

funktion for ethvert p. Følgen af sådanne grænsefunktioner er 

volcsende • 
. n • 

19. Lad p:T ind i R være en additiv intervalfunktion, som vi 

antager er begrænset. Vi definerer nu 2 nye intervalfunktio-

ner, idet vi for enhver trappemængde T sætter 

ljJ 
1 

(T) = s up~ <p (S~) l S E: Tn A S s T l , 
lj12 (T) = sup~-<p(S) l S E Tn 1\ S~ ~j, 

, Vis, at ø
1 

og ø2er additive og posi ti m intervalfunktioner, 

og at <p = ø1-1fJ 2 • 
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2D. Lad f:Rn og g:Rp ind i R være Riemann-integrabLe funktioner. 

Vis, at den ved 

h(~;z) = f(~)g(~) 

definerede funktion ffi:Rn+p ind i R er Riemann-integrabel? og 

at 

21,. For benytte betegnelserne 

Vis relationen 

Vis, at, denne relation er en generalisation afreglen om 

delt integration. 

22. Bestem det n-dimensionale mal af punktmængden 

f~ l O~ x1 ~ x2 ~ ••• ~ xn ~ 1 J. 
23. Lad (I ) være en fØlge af disjunkte delintervaller af et 

n 

begrænset interval I. Vis, at 

m (UI ) = ~m(I ) 
~ n n 

m( I \ Uin) = m( I) - ~m(In). 

24. Vis vedc et eksempel, at foreningsmængden af en fØlge (I } 
n 

af disjunkte delintervallier af et interval ] kan være 

overalt tæt på I selv om summen af længderne af interval-

lerne I ep mindne end længden a:f' I. Vis derved, at en 
I1 

begrænset, åben mængde ikke altid er Riemann-målelig. 
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25. Bevis, fl.eks. ved hjælp af s&tning 9.39.1) at ulighGden 

Ulr1)
2 

~ 
,, 

g::older for enhver Riemann-integrabel funktion f'. 

Vanskelige opgaver~ 

6 . , n 
2 • Udregn målet af' enhedskuglen J. R ,. 

27. Ved en stykkevis konstant f.unktion :Rn vil vi forstå en 

funktion rp 1 som 1) har begrænset støtte, 2) kun antager 

endelig mange værdier y
1

, ••• ,yn,og 3)\ for hver af disse 

tilfredsstiller~ at p,-i(yk) er R],emann-målelig. Vis, at 

ep er Riemann.-integrabel~ og at 
n 

Icp = I y k m~cp -1 (y k)))~ 
k=1 

Idet ep betegner mængden af' stykkevis konstante funktioner, 

. •n skal det vises, at det for enhvGr begrænset funktJ.on f:R 

ind i R med begrænset støtte gælder, at 

j f = s up tj <p l <p E q; A <p ~ r l , 

snmt en analog relation Ior d~t øvre integral. 

28. Beregn det 2-dimensional mål af den begrænsede punktmængde, 

der som rand har kurven 

f (x,y) l :3® E R(x = cos3e A y = sin3e) 1· 

29. Lad f',g::Rn ind i [o;~[ være Riemann-integrable fuructioner~ 

Bevis Schwarz "ulighed 

30. Udregn det 3-dimensionale mål af punktmængden 

2 2 2 2 2 2 
[(x,y~z.} l: x -trz ~a 1\ y -ft-Z ~a}, 

idet a er et positivt tal~ 
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Dhl'ferentiabilitet. 

10.1. I dette kapitel skal vi udvide det fra gymnasiet 

kendte differentiabilitetsbegreb, så det bliver anvendeligt også 

i flerdimensionale rum. Vanskelighederne ved en sådan generali-

sation er væsentlig større end ved den tilsvarende generalisation 

af intcgralbegrebct, og vi kan i dette kapitel kun behahdle be-

gynuelsesgrundene. 

1.0. 2-5. Di bSG afsnit er ved bearbejdelsen af forelæsnings-

noterne 1964-65 indlemmede i tillæg til kapitel 8. Dette bevirker 

tillige, at side 10.2-5 udgår. 

·1Q.6. I dette kapitel vil vi udelukkende beskæftige os med 

al~ildninger af punktmængder i n~dimensionale reelle eller kom-

plcksc talnum. Vi vil anvende de samme betegnelser som i 8.4. 

Talrummet Rn består således af talsEat lS. = (x
1 

,_ ••• x
11

) med de line

ære regneoperationcr, der tillader os at danne a~+~~' hvor a,~ E 

'Dl og ~'~ E R , samt det indre produkt 

-Ir ••• -h x y • n n 
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Vi har normen 

11~11 = v'(]i"2S) = v'(x~ + .... + 

og af'standen 11~ - Jill mellem punkterne ~ og -:f.o Det komplekse tal-
,n o 

rum C bestar af' talsættene ~ = (z1 , ••• ,zn)' hvor hver zv = 
xv + iyv er et komplekst tal. Vi har nu en nærliggende bijektiv 

afbildning 

definere t ved 

cp(z1, ••• ,zn) = (x1•••qxn; y1 90 ""'yn); 
o .. n og vi indretter nu en norm pa C , således at denne afbildning bli-

ver isometr·iak,idet vi definerer 

11.~11 = llcp(~)ll =v'( lz1 12 
+ ••• + lznl

2
). 

Alle sætninger om metrik og topologi for reelle talrum kan nu 

uden vanskelighed overføres til komplekse talrum. Både i Rn og i 

en har vi de: n grundvektorer 

~1 = (1,o,o,o, .•• ,o,o) 

e2 = (0,1,0,o, ••• ,o,o) 

en= (o,o,o,o, •.• ,o,1), 

og vi har relationen 

2S = x1~1 

I :Rn har vi desuden 

+ ••• +xe. n -n 

x = x•e • v - -v 
10.7. I dif'ferentionsteorien får vi ofte brug for en af-

bildriing g_ af en punktmængde A c; :Rn med fortætningspunkt .Q ind i 

:RP, således at~ har grænseværdi Q i punktet O. Vi vil reservere 

bogstavet g med eller uden indices som betegnelse for sådanne af'-
o 

bildninger. Understregningen udelades for p = 1. Vi vil også for 

disse specielle afbildninger anvende betegnelsen a-afbildninger 

eller a-funktioner. 
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Vi vil lejlighedsvis få brug for a-afbildninger, der tillige 

afh;:mger af en :parameter, f.eks. en afbildning a af en punktmæng-

,n R'n 'P de B~ R x ind i R , således at fØlgende to betingelser er 

opfyld t: 

) -n 1 • For ethvert Æ E R vil mængden 

A(~) = {h l (~,h) E B J 

være tom eller have Q som fortætningspunkt. 

2). For ethvert~ E Rn, for hvilket A(~)~ Ø har den 

~v(h) = ~(~,Q) definerede afbildning a :A(x) ind i R:p 
A. ~ -

grænseværdien Q i :punktet Q. 

Senere vil vi også møde anfu~e former for a-funktioners afhæn-

gighed af en :parameter, men vi vil foretrække at beskrive situ-

ationen i hvert enkelt tilfælde for sig. 

10.8. Vi vil nu et øjeblik beskæftige os med kontinuitet 

og differentiabilitet af funktioner af en reel variabel, og sam-

tidig omforme den fra gymnasiet kendte definition af differen-

tiabilitet, så vi får den bragt :på en form, der umiddelbart 

lader sig overføre til gener·ellere afbildninger. 

Lad I ~ R være et interval, som har indre :punkter, og lad 

f:I ind i R være en på I defineret reel funktion. Lad a være et 

-punkt af I. Vi anvender som sædvanlig betegnelsen 

I - a = {x-a x E Ij. 

Vi bemærker, at mængden I-a for a E I har O som fortætnings-

punkt. Funktionsvæksten 

6af(h) = f(a+h) - f(a) 

definerer en afbildning 6af:I-a ind i R. Vi bemærker, at 6a er 

en operator, som til enhver afbildning f:I ind i R knytter en 

afbildning 6 f:I-a ind i R. Vi ser nu, at f er kontinuert i a, a 

hvis og kun hvis tilvæksten 6 f har grænseværdien O i punktet O, a 
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altså hvis og kun hvis vi kan skrive 

6. f(h) = cx(h). a 
Vi definerer en punktmængde 6.I ~ I x R ved 

6.I = ((x,h) l x E I A x+h E I). 

Figuren antyder, hvordan 

6.I ser ud, når I er et ende-

ligt interval. Det er indly-

sende 6.I opfylder betingel

san 1) i 10.7. Vi kan ind-

fØre en funktionstilvækst 

6.f(x,h) = f(x+h)-f(x) 

som en afbildning 6.f:6.I 

MA 10.8. 

I 

ind i R. At afbildningen f er kontinuert, er ensbetydende med, 

at vi kan skrive 

6.f(x,h) = cx(x,h) 

hvor a(x,h) opfylder betingelsen 2) i 10.7. I virkeligheden gæl

der der en smule mere, idet cx(x,h) er defineret også for x E I, 

h = O, og cx(x,h) har værdien O i disse punkter og er kontinuert 

i hele definitionsmængden 6.I. 

10.9. Vi bibeholder betegnelserne fra det foregående af-

snit. At f er differentiabel i punktet a med differentialkvo-

tienten b betyder, at den ved 

~ 6af'(h) 

definerede afbildning af' (I-a) \ (O) ind i R har grænseværdien b 

i punlctet o, men det er ensbetydende med, at 

eller 

1 -1 6. f'(h) = b + ex (h) 
~ a 

6. f'(h) = bh + a(h)h. a 
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At f er differentiabel i a er således ensbetydende med, 

at tilvæksten 6. f(h) kan spaltes i 2 bidrag, af hvilke det ene 
a 

har formen bh, hvor b er uafhængig af h, medens det andet led 

har formen a(h)h. Konstanten b er differentialkvotienten (den af

ledede) af f i punktet a. 

Den lineære funktion d f•R ind i R defineret ved a . 

daf(h) = bh 

kaldes differentialet af f i punktet a. For b l O er daf ikke 

identisk O, og differentialet vil da for numerisk tilstrækkelig 

små v~rdier af h være det overvejende led i opspaltningen af 

6 f(h). Til et vilkårligt E> O svarer endda et o> O, således 
a 

at vi for lhl < o har la(h)hl < E ldaf(h) l. Hvis vi for h skriver 

x-a, f&r vi heraf, at f(x) i en tilstrækkelig lille omegn af a 

omtrent har værdien 

f( a) + b(x-a), 

altså at f i en tilstrækkelig lille omegn 11 næsten11 er en lineær 

furuction. Det er denne kendsgerning, man udnytter ved lineær 

interpolation i tabeller. 

Vi kan udvide definitionen af afbildningen a ved at sætte 

O for h = O 
a 1 (h) = [ 

a(h) for h f O A h E I-a, 

og opspaltningen 

6.af(h) =bh+ a 1 (h)h 

vil da være gyldig for alle h E I-a. Her er a 1 en afbildning 

a 1 :I-a ind i R med a 1 (O) = O og lcontinuert i O. En a-funktion vil 

altid på denne måde kunne udvides til en funktion, der har vær-

dien O i punktet O og er kontinuert i dette punkt. Vi vil i det 

følgende anvende betegnelsen a-funktion også om en sådan udvidet 

a-funktion. I d·3 fleste tilfæld3 vil det være uvæsentligt, orn 
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ordet forstås i den ene eller i den ffi1den betydning. For en 

a-furuction, der tillige afhænger af en parameter, kan vi fore-

tage en lignende udvidelse for hver værdi af parameteren, og den 

resulterende funktion vil for hver fast værdi af parameteren have 

funktionsveerdien O i punktet O og være kontinuert i dette punkt. 

For tilvæksten 6f får vi opspaltningen 

6f(x,h) = b(x)h + a(x,h)h, 

og her er a :6I ind i R en a:fbildning, som tilfredstiller betin

gelsen a(x,O) = O, og som er kontinuert for hver fast værdi af x. 

Den lineære fui~tion df:I x R ind i R defineret ved 

( 1 ) df(x,h) = b(x)h 

kaldes differentialet af x. 

For den ved i(x) =x definerede identiske afbildning i:R 

o R' ~o • pa rar Vl 

6i(x,h) = x + h - x = h 

som giver os den trivielle opspaltning 

6i(x,h) = 1oh + O•h, 

så vi har 

di(x,h) = h. 

Hvis vi nu anvender den ukorrelc te betegnels e x for d en i dcn

tislw afbildning i(x) (altså skriver funktionsværdien i stedet for 

f'uructionen), er det nærliggende også at skrive dx i stedet for di 

eller di(x,h) og 6X i stedet for 6i eller 6i(x,h), så får vi 

6X = dx = h. 

I overensstemmelse hermed har det været almindelig praksis 

at betegne tilvæksten h med dx eller ,6x. Samtidig har man slcrevet 

y= f(x), således at y betegner funktionsværdien, og (1) skrives 

da 

dy = df(x,dx) = b(x)dx, 

hvoraf fØlger 



; 
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b(x) _ ~ _ df(x,dx) 
-dx- dx • 

Dette er begrundelsen for, at b kaldes differentialkvotienten af 

f. Vi vil systematisk anvende operatorbetegnelsen D, således at 

Df er differentialkvotienten af f. I stedet for D skrives ~' 

og dette er hensigtsmæssigt, når der anvendes et fast bogstav som 

bl3tG2,'n.:..,lse for punkter af definitionsmængden. Det er også alminde-

ligt a-c anvende betegn0lsen f' for differentialkvotienten. Vi har 

al ts~1 fwlfSende betegnelser for differentialkvotienten af f: 

D f = .J!f = f' - ~ - y' dx - dx - ' 

og for værdien af differentialkvotienten i et punkt a har vi be-

tcgnelserne 

Df (a) = [ c&f (x) J = f ' (a) 
X= a 

= [~1 = [y']x • 
x= a 

Udtrykket ~ f(a) vil sædvanligvis blive opfattet som differential-

kvotienten af konstanten f(a) 1 og denne differentialkvotient har 

åbenbart værdien o. 

Det skal understreges, at det traditionelle betegnelsessystem 

med anvend(:;lse af fast bogstavbetegnelse for den ilvariable';, der 

gennemløber en bestemt mængde 1 endnu er det hyppigst anvendte i 

den matematiske litteratur. Det vil fremgå af det fØlgende, at det 

har visse meget væsentlige fordele, men at der samtidig er situa

tioner, hvor det er meget upraktisk o Det må tilrådes den s tuderen-

de at vænne sig til såvel det ældre som det nyere betegnelsessy-

stem. 

10.10.,Vi vil ganske kort minde om beviserne for, at visse 

elomentære funktioner er differentiable o Vi begynder med den ved 

f( z) -1 definerede afbildning f:C\fO} ind i c. For z + o, = z 

z + h + o har vi 

M(z,h) 
1 1 -h :h(z+h-h) 1 h+ h h. = ~- = z(z+h) = = -z+h z 2 2 2 

z (z+h) z z (z+h) 
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Her er h kontinuert ~or h = O, og vi har således 2 
z (z+h) 

1,unde·i:, den ønskede opspaltning. Vi har altså bevist, at 

d 1 1 
dz z= 2 • 

z 
Vi minder endvidere om 9 at differentialkvotienterne af de 

trigonometriske fUTiletioner sin og cos bestemmes på basis af en 

forudgående bestemmelse af differentiallcvotienten af sin i punktei 

O. Denne fås af den for O < h < ~gyldige vurdering 
2 

sin h < h < tg h 
sin h 

= cos h ' 

som giver 

sin h 
1 > h > cos h. 

Heraf følger 

O < 1 - si~ h = a(h) < 1 - cos h, 

der viser, at den således definerede afbildning a virkelig er en 

a-afbildning af ]o,;[ ind i R. Nu er a(-h) = a(h), og a er så

leJ<:;s en ·a-afbildning af R\ fOJ. Altså har vi vist, at 

60sin(h) =sin h= 1.h-a(h)h, 

og sin ur derfor differentiabel i O med Dsin(O) = 1. Derefter 

får vi 

60cos(h) = cosh- 1 = -2sin
2 ~ = (-

. h 
sln~ 

2 
"11 

2 

h\ 
sin 2) h, 

og her er størrelsen i p'arentesen en a-funktion. Altså er 

Dcos( O) = O. Det generelle tilfælde går nu ganske enlcel t 9 idet vi 

har 

6sin(x,h) = sin(x+h) - sinx = 
cos x sin h + sin x 

(cosx)h +«s~nh - 1) 
(cos h- 1) = 

1-cosh 
cos x - h si~ h, 



Mat. 1 y 1963-64 MA 10.13. 

hvor størrelsen i parentsen er en a-funktion. Vi har således be-

vist, at Dsinx = cosx. Beviset for, at Dcosx = -sinx går ganske 

tilsvarende. 

10.11 o Vi definerer nu differentiabilitet for en mere generel 

afbildning ganske analogt med differentiabilitet af en funktion 

af -1 variabel: 
.. n 

10.11.1 • Definition. Lad O~ R være en åben mængde og ~:O 

ind i Rp en afbildning. Lad ~E O være et vilkårligt punkt. Vi 

indfører da tilvæksten 

Afbildningen f siges a t være differentiabel i punktet .§; 1 hvis 

der eksisisterer en opspaltning 

(2) 6Q.f(h,) = ~h1 + ••• + an hn + ~(h) llhll, 
hvoP !i1 , o.-. 1~ er talsæt, som ikke afhænger af g, medens g, er en 

a-afbildning. 

Vi bemærker, at tilvæksten definerer en afbildning 

6af:O- ~ind i RP, og med ~(Q)= Q er også~ en afbildning 

~:O- a ind i RP. 
,_ 

Det vil ofte være nyttigt at betragte de afbildningerg der 

fremkommer af f, når de variable på 1 nær holdes konstante. Vi 

vil benytte betegnelsen 

f . (x. ) = f ( a
1 

, ••• g a . 
1 

, x . , a . 
1 

, ••• , a ) , 
-~,J K - J- J J+ n 

og herved defineres en afbildning f .:I ind i RP, hvor I~ R 
-.§1,, J 

er et interval med aj som indre punkt. Hertil kræves blot, at 

fa1 Jx ••• xfaj_1 ] x I x faj+1 Jx. • •x f ah] ~ O. 

Idet vi udnytter grundvektor>erne, kan vi skrive 

f .(a.+h.) = f(a+h.e.), 
~~,J J J - ~ J-J 

og vi :får da 

6 f .(h.)= 6 f(h.e.), 
·a J J _a- J-J aj -' 
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og opspaltningen (2) giver 

( 3) 6 f' . (h.) = A .h. + o:(h .e . )h., a.-a,J J -J J - J-J J 
J -

hvilket viser, at 

1 -h 6 f' .(hj) =A.+ o:(h.e.) • . a.-a J -J - J-J J J _, 

Dette viser, at A. er grænsepunkt f'or h1 6 f' . i punktet O. 
-J j a .-a, J 

J -

Altså er koef'f'icienterne A1 , ••• ,A i (2) entydig bestemtk Heraf' - -n 

f'Ølger 

1 O .11 • 2. Sætning. Op spaltningen ( 2) er entydig b e stemt. 

Hermed har vi vist berettigelsen af' f'Ølgende def'inition: 

10.11.3. Def'inition. Idet ~1 ~ ••• ,4n er de i opspaltninten (2) 

optrædende talsæt,kaldes den ved 

(4) 

def'inerede afbildning 

d f'·Rn ind i :RP. a-· 

det totale dif'f'erential af' f' i punktet ~· 

Vi bemærker, at d f' er en lineær af'bildning. Endvidere ved vi a-
f'ra kursus i algebra og geometri, at enhver lineær af'bildning af' 

:Rn ind i :RP kan f'remstilles på f'ormen (4), idet A1 p ••• ,A er - -n 
billederne af' grundvektorerne e 1,.,.,e • 

- ·-:n 

10.11.3. Sætning. En afbildning, som er dif'f'erentiabel i et 

punkt ~af' en åben mængde o, er kontinuert i punktet a. 

Bevis. Af' (2) ses, at 6 f'(h) har grænseværdien O i punktet O, a- ·- -

men det betyder netop, at r er kontinuert i punktet a. 

Af' (3) f'remgår, at f' .(x) er dif'f'erentiabel i punktet a. 
-~,J - J 

med dif'f'erentialet def'ineret ved A.h .• Koef'f'icienten A. kaldes_ 
-J J -J 

den partielle dif'f'erentialkvotient af' f' med hensyn til den jte 

variabel. 
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•11 10.12. Svarende til en åben mængde O c;: R indfører vi en 

·n mængde 6 O ~ O x R ~ idet vi sætter 

60 = f ( x, h ) l 2S_ E O 1\ x+ h E O 1 o 

Da de ved 

~(~,h) = E, W(Æ,g) = X+h 

definerede afbildninger ~Al >< :Rn ind i :Rn begge er kontinuerte 9 

er 60 = <P- 1 (o) n tJ;- 1(o) åben,, og derfor vil den opf'~rlde betingel

sen 2) i 10.7. Vi har derfor en tilvæks~ 

6f.(x.,!!_) = f_(x+h) ·- f.C~L 

som er en afbildning 6f:60 ind i R_P. 

1 O~ 12.1. Definit ion. Hvis funldi onen :f i def'i ni ti on 1 O. -11 • 1 

er differentiabel i ethvert punkt af O, siger vi 9 at f. er difi'e·· 

rentiabel i O~ 

Hvis f erdifferentiabel i hvert punkt af 0 9 lmn opspaltningen 

(2) anvendes på 6f.C~;,,h); idet L~x:f(h) = ~f_(~,b_);, og vi får da en 

opspaltning af formen 

(5) 6f(~,g) = A1(2S_)h1 + ø n o ·:- ~(,~)hn + cx(~,g) llhJI, 
hvor A1 ,.~.,An er afbildninger af O ind i :RP, medens ~:60 ind i R_P 

er en ex-fUnktion, som for hver fast værdi af x har grænseværdien 

O i punktet Q. 

Hvert A. er differentialkvotient Rf den funktion f J'' der 
--J 4!.9 

f'ås ved at give de variable med undtagelse af xj faste værdier. 

Ai'bildning·erne A. kaldes de partieJ .. le differentialkvotienter a:f f --J --' 

og vi anvender betegnelserne 

Vi skriver eventuelt 

og 

A. (x) = -J- D .f'( x) = J--

f~ 
·-·x -v 

J = f(x), 

=f..'(~\') = 
x j 

y'x. 
--- J 
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Bemærk det særlige tegn a , som skal anvendes, når der er tale om 

partiel differentiation. 

10.13. I specialtilfældet p= 1 bliver partiel differentia-

tion let at udføre, idet alle de variable undtagen 1 skal holdes 

fast, så der blot bliver tale om differentiation af en funktion 

af 1 variabel. Vi illustrerer dette ved nogle simple el':serrpl.er: 

D2(x2x3+x3x1+x1x2) = x3 + x1. 
x +x x1+x2 

n2 (e 1 2sin(x1-x2 )) =e (sin(x1-x2 )-cos(x
1
-x2 )) 

Det skal imidlertid understreges, at eksistens af alle de 

partielle differentialkvotienter ikke garanterer os, at afbild-

ningen er differentiabel. I et senere afsnit skal vi vise, at en 

afbildning er differentiabel i en åben mængde O, hvis alle dens 

partielle differentialkvotienter eksisterer og er kontinuerte i 

O. På den anden side kan en differentiabel afbildning udmærket 

have diskontinuerte partielle differentialkvotienter~ 

10.14. I tilslutning til opspaltningen (5) indfører vi det 

totale differential df:O x Rn ind i Rp defineret ved 

df(~,h) = A1(E)h1 + .•• + An(~)hn, 

For projektionsafbildningen pj:Rn på R defineret ved pj(~) = 

x. bliver tilvæksten 
J 

6p. (~) = x. + h. - x. = h.' 
J J J J J 

så opspaltningen (5) får den trivielle form 

'l•h. + O•h .• 
J J 

Al t så er 

dp. (x,h) = h .• 
J - - J 
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På grund af denne sammenhæng skrives ofte (men ukorrekt) 

dxj i stedet for hj. Det er da naturligt også at skrive d~ i 

stedet for dh· Skriver vi ;t.= f'(~) f'år vi da fØlgende skrive

måder f'or det totale differential: 

dx = df(x,~) 

~ 

2 f'' (x)dx. -x. J 
..J J 

j=1 

n -. 
= \ D .f'(x)dx. = 
~ J- J 
j=1 
n o v 

= .L 0·;j dxj 

J=1 

I tilfældet p = 1 kan det totale differential umiddelbart 

opskrives, idet de partielle afledede skal benyttes som koef'f'i-

cienter. Det totale differential bliver sum af' differentialerne 

af de n funktioner, der f'ås ved at holde alle de variable und-

tagen 1 konstante. Vi tydeliggør dette ved nogle eksempler: 

2 2 
d 

x y -x 
....."...-",....= 

2 2 ( 2 2)2 x +y x +y 
dx- 2xy 

2 2 2 dy. 
(x +y ) 

10.15. Den i foregående af'snit beskrevne differentiations-
' 

proces er selvfølgelig fØrst nyttig, når den kombineres med 

viden om, at den betragtede afbildning vj_rkelig er dif'ferentia-

bel. Vi skal derfor vi se, dels a t visse f' undamen tale afbildninger 

er differentiable, dels at visse operationer med differentiable 

afbildninger igen f'Ører til differentiable afbildninger. Vi be-

gynder at vise, at en lineær afbildning er differentiabel og 

identisk med sit differential, hvilket udtrykkes mere præcist i 

fØlgende sætning: 

1 O. 15.1 . Sætning. En lineær afbildning b,:Rn ind i :RP er dif'-· 

ferentiabel med dif':ferentialet j,b_(_!,g) =!!_(g). 

Bevis: Tilvæksten bliver 

og vi f'år derfor den trivielle opspaltning 
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hvoraf påstanden 11111iddel.bart følger. 

10.15.2. Sætning. En konstant afbildning er differentiabel, 

og dens differential er identisk Q. 

Bevis. Påstanden følger umiddelbart af, at tilvæksten bliver 

identisk Q. 

10.15.3. Sætning. Den ved f(x1 ,x2 ) = x1x2 definerede afbild

ning f:k2 på h er differentiabel, og df(E,h) = x 2h1 + x1h 2 , 

altså med den ældre skrivemåde 

d(x1x 2 ) = x2dx1 + x1dx2• 

Bevis: Tilvæksten bliver 

6f(E,h) = (x1+h1)(x2+h2)- x1x2 = 

x2h1 + x1h2 + ex(E,h) llhll, 

hvor 

Vi mangler at vise, at ex virkelig er en ex-afbildning. Af 

O~ (jh11- jh2 j) 2 = llhlf ·- 2jh1P.2 1 følger imidlertid, at jh1h2 1 
< ~l!hll2 , altså l ex(~,h) ~ ~llhll, hvilket viser, at ex virkelig har 

grænseværdi O i punktet Q. 

10.16. I dette afsnit beviser vi nogle simple sætninger, som 

vil finde anvendelse i det følgende afsnit. 

10.16.1. Lemma. Lad L:Rn ind i R_P være en lineær afbildning. 

Der eksisterer da et positivt tal M, således at 11~(~) 11 < 

KII2S 11 for ethvert !. E Rn. 

Bevis. Enhedskuglefladen E= f!. l 11~11 = 1 J er en afsluttet 

mængde. Altså har M = sup .f!(E) en endelig værdi, som er positiv, 
x 

hvis L ikke er identisk Q. For ethvert E f Q gælder II~TI E E. 

Vi får nu for !. f Q, at 
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. x x 
IIL(lf.)ll = 11112fJIL( ~~~~ )11 = IlL( ~~~~ )1111!.11 ~M 112fll·r 

I. res. terende tili'ælde, hvor ~ = O eller L i dentisk Q er påstande:.'l 

rigtig ~or enhver positiv værdi a~ M. 

10.16.2. Lemma. Lad O ~ Rn være en åben mængde, ~E O et 

vilkårligt punkt og ~:0 ind i Rp en di~~erentiabel a~ildning. 

Der eksisterer da en omegn U a~ Q og et positivt tal M, således at 

116af.(h)ll 
---- ~ M ~or ethvert h E U\ ro?. 

llhll - - l_J 

Bevis. Vi benytter opspaltningen (2), som vi skriver 

6a~(h) = L(h) + a(g)llhJI, 

hvor L:Rn ind i Rp er en di~~erentiabel fUnktion. Hera~ ~Ølger nu 

altså 

ll6af'(h)ll ~ IIL(h)ll + lla(h)ll 11!111, 

ll6af(h)ll 

llb.tl 
ll&(h)ll 

·-llhll 
+ llg_(g)ll. 

I~Ølge lemma 10.16.1 eksisterer der et positivt tal M1, således 

a t det ~ør s te le d på højre. side er ~ M
1 
~or alle h =l= O. Da a er 

-1 . . . 
kontinuert i O og a( O) = Q, er g_ (K( O; 1 ) ) = U en omegn a~ Q, og 

vi har da 

ll6af..(;QJ 11 

l l hil 
~ M1 + 1 ~or h E U \ f .Q] • 

Dermed er påstanden bevist. 

Hvis en a~bildning ~:0 ind i R, hvor O ~ Rn er åben og inde-

hOlder 0, har den egenskab !l a t deT' PkRi Rf.PT'P:r' Cl~ vUlGe)H U ~f' Q Og 

et positivt tal M, således at l~(h)l ~M ~or ethvert h E U\ foJ, 

vil vi kort, men ikke helt korrelct, sige, at~ er begrænset i en 

omegn a~ o. Lemma 10.16.2 udtrykker så, at det ~or en a~ildning ~, 

som er di~~erenti~bel_j. et_ pun)_c.i_ ~_gælder9 at den ved. ~(h) = 

ll6af.(h) 11 
de~inerede a~bildning gælder, at den er begrænset i en 

li hil 
omegn a~ o. 



Mat. 1, 1963-64 

10.16.3. Lemma. Produktet af' 011 ex-afbildning og en Rfbildninl 

der er be15rwnset i en omee:,n af' Q._ er en ex-afbildning. 

Bevis: Lad 9::0 ind i :RP 1 hvor Q E O og O ~ Rn være en 

ex-af'bild::::.ing og lad {3:0 ind i R være begrænset i en omegn af' Q. 

Vi km da vælge en omegn U af' O, således at U ~ O, og således at 

der eksisterer et positivt tal M, s_å lf3(h)l ~M f'or alle h E U\ 

fol. For ex1 = c:!:f3 gælder da 

llex1(g)ll = lla(h),e(g)ll = llø.(h)ll~j,S(g)l ~ Kjlc:x(P.JII, 
hvilket viser, at ex1 har grænseværdi Q i punktet Q. 

10.17. Vi indleder det~ af'snit med en hjælpesætning, der 

er ret triviel. 

··n , P 10.17.1. Le~~· Lad o1 G R og 02 ~R være åbne mængder. 

Lad f.:0 1 ind i 02 og _g:0 2 ind i R være afbildninger. For §._E 

o1 og ]L = f'(_s0 gælder dR 

6a (g_o,tJ-· ~ 6bgo6t/' • - _, 
Bevis. Med F = gof' og 

k = 6af'(h) ·~= f'( a+h) - f'( a) 

har vi 

6a (g_of')(h) = 6aF(h) = E(§l+h) - F(§_) = 
- --

g:(f'(&+g)) -· g(f)a)) = g(f(§J+k). - g(f(a)) = 

_g(b+;K) -· _g(b) = ~l?:g(~) ::: '\E:_(6gf.(g_))' 

og dermed er påstanden bevist. 

Det er nu let at vise hovedsætning om differentiation af' 

samrnensa t f'unkti on: 

10.17.2. Sætning_. Lad o1 G :Rn og 02 ~ :R_P være åbne mængder. 

Lad f':0 1 ind i 02 og _g_~o 2 ind :i.. :Rq være a:fbildn.i_nge:ro Hvis f' er 

differentiabel i ~punkt a E o1 og g er differentiabel i punktet 

b = f'(~), da er F = f!J..0 f~ di:fferentiabel i §_, og 



\ 
\ 

MA 10.2L 

Bevis. Idet vi har opspaltningarne 

hvor !!1 og L2 er lineære afbildninger, medens ~1 og <!2 er ex ·-funk

tioner, får vi af lemma 10,17.,1, at 

6gf (g) = L\.hg( 6gf (h)) = 

12 (11 (g) + g_1 (h) li h ID + g,2 (~a!.( h) )j~a!(b) li = 
• - ··- '-4'"">1 

~2(~1(h)) +:k!~Jg1(g))llhll +~2(~f(h))ll6§f(f!)ll = 

f(h) 
1!2 (11 (g)) + 1\h2 (.~1 (h)) + !!2 (6af (g)) llf1Q~l) li hil· 

- llhll 

Her er det første led en lineær afbildning. Det første led i pa-

rentesen er kontinuert i Q og har værdien Q. i punktet .Q 1 og er 

således en ex--afbildning. Den første faktor i det sidste led i pa·· 

rentesen er sammensat af to ex-afbildninger og er derfor en ex-af-

bildning. Den sidste faktor i det samme led er ifølge lemma 

10.16.2 begrænset i en omegn af Q, og produktet er derfor en 

ex--afbildning. Dermed har vi vist, at udtrykket i parentesen er en 

ex-afbildning, og E. er altså differentiabel i §• Endvidere fremgår 

det af resultatet, at 

Dermed er hovedsætningen fuldstændig bevist. 

En afbildning f-.:0 ind j_ Rq~ hvor O ~ Rn, er bestemt- ved ko-

ordinatafbildninger f. -
J 

stemt ved p. (x) = x., På 
J - J 

p j" f.~· hvor pro j aktionen p j :R q på R er be-

den anden side er f = f 1e
1 

+ ••• + f e , - - q·-q 

hvor ~1 , ••• ,.§.q er grundvektorerne i Rq. Ved siden af hovedsætningen 

ovenfor får vi brug for følgenne langt simplere sætning: 

10.17.3. §ætgi1~. En afbildning f:O ind i Rq, hvor O~ Rn 

e:;_" en E. ben mængde, e:r- differentiabel i et pilllkt g E O, hvis og 

kUll hvis hver af koordinatafbildningerne f.= p of er differerr-
J j -·· 
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tiabel i~· Endvidere har d f koordinatafbildningerne d f .• 
§r §:J 

Bevis. Hvis f er differentiabel i g, giver sætning 10.17.2 

og sætn:i_ng 1 O. 15. 1 umiddelbart, at f j 

~" På den anden side er 
_q 

6af(h) = f(Q+Q) - f(g) = ) (f'j(~+h) 

\IL, /', t:. (h J)· ~1 L a J--
J=1 -

= p.of er differentiabel i 
J -

- f'.(a))e. = 
J - -J 

Hvis vi nu for hvert j har en opspaltning 

6 f. (h) == d f. (h) + 0:. (h) lihll, 
g J - g J - J - -

nvor d f. er en lineær afbildning (differentialet i g), og o:. er 
g J J 

en o: -funktion, får vi. umiddelbart 

6 f(h) == \(d f' .(h) )_e· + ;f. o: .(h)e .) llhll 
g-· -· G ~ J J \~ J --J - ' 

J=1 J=1 

hvilket viser, at f er differentiabel i g, og at dgf har koordi-

nate!'ne dgfj. 

·1 O. 18. Det er nu let at vise, at elementære regneoperationer 

111ed differentiable funktiorer bortset fra division med nul fører 

til differentiable funktioner. 

10.18.1. Sætning. Hvis afbildningerne f 1 ,f2 :o ind i R, hvor 

O er en åben mængde, er differentiable i et punkt g E O, da er 

f 1+f2 ,f1-f2 og f 1f 2 differentiable i punktet g. Hvis f 1 (g) t O, 

er f 2 / f 1 ligeledes differentiabel i punktet g. 

Bevis. Vi indfører afbildningen f= (f1 ,f2 ):0 ind i :R2 , de

fineret ved f(~) = f 1 (~).~.1 + f2 (x)§..~, -~vor e 1 og :e2 ,er 

g~undvektorerne i :R2• Ifølge sætning 10.17.3 er f differentiabel i 

ep 1 (~_;J = x1 + x2~ <p2(~:.) == x1 - x2' <p3(,2S) = x1x2 

.~2 ~ def~nerede afbildninger <p1 ~<p2 ,<p3 .n på n er differentiable, idet 
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de to første er lineære, og den tredie er differentiabel ifølge 

sætning 10.15.3. Derefter følger det af sætning 10.17.2, at 

f1+f2 = <p1of, f1 f2 = <p2of og f1f2 =<p 
3 

o f er differentiable i 

punktet .§:• I 10.1 o viste vi, at den ved f(x) = l definerede af-.x 

bildning er differentiabel i R \ fo 1, og det følger derefter af 

sætning 10.17.1, at 1/f1 er differentiabel i g, hv~s f 1 (g) f O. 

Derefter giver det netop beviste resultat, at f 2/f1 = f 2 ·1/f1 er 

differentiabel i g. 

10.19. Alle de foregående sætninger~ der handler om opera-

tioner med funktioner, der er differentiable i et punkt, kan uden 

videre anvendes på funktioner, der er differentiable i en åben 

mængde. Vi vil ikke foretage de tilsvarende helt trivielle om

formuleringer af sætningerne. Ved udregning af partielle differen

tialkvotienter holdes de variable fast med undtagelse af en eneste, 

og ved differentiation af givne funktioner kan man derfor klare sig 

med de fra gymnasieundervisningen kendte differentiationsregler, 

således som vi udførte det i eksemplerne i 10.13 og 10.14. Det 

kan imidlertid være nødvendigt,at differentiere ubekendte funk-

tioner, og det vil derfor være hensigtsmæssigt at bringe resul-

taterne i 1 O. 17 og 1 O. 18 på en mere ekspli cil · f'orm-~ 

Vi bemærker først, 2~t sætning 10.17.3 udtrykker, at 'ri fo:!:' 

en afbildning f= (f1 , ••• ,fp):O ind i Rp har den simple differen

tjationsregel 

altså 

D 1 f(~)dx1 + ••• + Df(~)dx 1 = 

(D1f 1 (x)dx1 + ••• +D f 1 (x)dx , ••• ,D1f (x)dx1+ ••• +D f (x)dx - n --n p- np- Il 

= (D1f 1 (x), ••• D1f (x) )dx1 + ••• + (D f 1 (x), ••• ,D f (x) )dx , - p -- n - n p ·- n 

så vi får differentiationsreglen 



Mat. 1, 1963-64 

D.f'(x) = (D.f'
1
(x), . .,,D.f' (x)), J-- J - J p __ , 

som udtrykker, at m:rtiel C!ifi'erentiati_Q.-"2,._§1_[ et_sæt. (f'1' •• '}i'n) 

udf'øre~ed partiel dif'f'erentiation af' hvert ele~~!~i-~tt~~ 

f'or s~. 

10.19.1. Sætning. Lad o
1 
~ :Rn og o

2 
~ R_Il være åbne mængder 

og f.:O~ ind i o
2 

og _g_;o
2 

ind i Rq være dif':ferenti rt1.1:'.e> af-~"i.'.-:.ln:· r--

ger. Da er de :partielle dif'f'erentialkvotienter af' den sammensatte 

funktion F = g_ 0 f_ givet ved 

Djf(:J<:) ~ t Dk~(f'(!') )D /k( x). 
k=1 

Bevis. Af' sætning 10.17.2 f'Ølger 

hvilket viser, at de :partielle dJf'f'erentialkvotienter netop har 

den i sætning en anf'Ør te værdi • 

10.20. Vi vil udtrykke resultaterne f'ra de foregående af'-

snit i det traditionelle betegnelsessystem. En af'bildning f':O ind 

i R , hvor O ~ :Rn, behandle s d2. _på den må<le;) d"~ vi •Jælger· e-c ::..~a. s t 
:p 

bogstav .2f_ f'or det variable :punkt i O, og et andet f'ast bogstav y 

f'or det variable :punkt i Hil. Vi har da sa~nenhængen Y-= f(~) = 

(f'1 (x), ••• ,f':P(~)), hvilket er ensbetydende med 

y1 =-" f'1 (x ) " .. - ' y ::: f' (x) . -· :p :p --

Koordinaterne ( x 1 , o •• , xn) kaldes de _:g.~:fhæl'!.KiKE!. variable, meder s 

(y1 , ••• ,y:p) kaldes de a:f_;t]~~.tQ.ge_ variable. Vi h0.r nu de totaL:J 

dif'f'erentialer. 
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dx n 

(6) 

- oyP 
dy 

p - ox1 

Her er det talsæt, hvis elementer er tallene på venstre side 

netop tals2ttet d~, idet vi tr.BrJ-;.:er på c1.Y so1.r. runk~~io:ls""mrcl:i_ .. Sø j-

lerne af koefficienter på hØjre side bliver, hvis de opfattes som 

talsdt, n~top de partielle differ8ntialkvotienter af y. Skemaet 

{6) er df opfattet som lineær afbildning og skrevet ud i koordi-

nater. De variable x
1

, ••• ,xn opti'wder i lwefficienterne, men dette 

er ikke udtrykt eksplicit. Selv om vi benytter de moderne beteg-

nelser, vil det ved konkrete anvendelser være praktisk at okrive 

differentialet ud i koordinater på formen 

(7) 

df (x,dx) = D1f (x)dx1 +n •• + D f (x)dx • 
p -· - p ·~ n p - n 

Når situationen er som i sætningerne.10.17.2 og 19<.-i9.1 

foreligger der al t så to afbildninger definerede ved y _ .. f(2f) og 

~=g(~). Den sidste afbildnings differential skrevet i koordi-

na te1, på moderne form e r 

(8) 

dg ( :v, d~:) = D 1 g (il) dy1 + ••• + D g (il) dy • q- q p q p 

S&;tning 10.17.2 udtrykker nu~ at vi får differentialet 

(skrevet ud i koordinater) af den sammensatte funktion~ = 

g(f.(~)) ved i (8) på hØjre side at indsætte y_= f.(~) og dy1 = 

df1 (x,dx), ••• ,dy = df (x,dx). I 11 gammeldags 11 hetecnelser får 
- - p p - -
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(8) udseendet 

( 9) 

men nu er situationen den, at relationen~= f(x) forpligter os 

til at tillægge differentialerne d.y
1

, •• .,dyp de ved (6) givne 

værdier, og nu har vi netop set, at vi ved at indsætte disse 

værdier og sætte Y:.= f(x) virkelig får differentialet af' den 

sammensatte funktion. Sætning 10.17.2 siger altså netop, at ud

trykket (9) er anvendeligt, selv om y 1 , ••• ,yp er afhængige vari

able. 
li 

Det i sætning 10.19.1 anf'ørte udtryk bliver med de gammel-

dags" betegnelser 
ozk 
ax:j = • 

Denne regneregel er let at ~uake. Partiel differentiation af' den 

sammensatte funktion udføres al tsåved, at man differentierer 

"gennem" hver af de variable y og adderer resultaterne. Vi s 

noterer os, at det ikke går an at opfatte de partielle diff'eren-

tialkvotienter som "rigtige" kvotienter. 

10.21. Det hænderselvfØlgelig ofte,at man i en afbild-

ning substituerer nye variable fcrvisse, men ikke alle, optræ-

dende uafhængig~ variable, men det betyder blot 1 at man udfØrer 

den identiske substitution f'or de øvrig~ variables vedkommende~ 

og det er derfor ikke nØdvendig at gennemfØre en særlig under-

søgelse i dette til~lde. Hvis vi f.eks. ønsker~ differentiere 

et sammensat udtryk af' formen g(x)f'(x,y)), s&tter vi 

z = g(u,v), u = x, v = g(x,y), 

og vi får da 
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c z r z a u + 9~ ()..!. ax =au åX av ox 

MA 10.27. 

= a:~ o_;:; o ·r 
du + av a-=!( 

eller~ . .med .nye be te.gn..els er R(x ~_y)· =... .g.(.x_~.f.(.x-.l..:,0-l__ 
........... _._ 

... D.1.F{x~y,dx..,.dy}. = D_1 g(J4f' (.x~ Y,) )-dx+~g.(_x.,:.f_(X;"y_) )~g(~.~.) d.x_·~-,. 

__ ,_ .. p2F(x1...;y,dx,.dy) ·=- D2g(x,f(x,S(x.;~) )D::l{X.".Y).dy, 

. _ Ligningssystemet ·(6) gæJ~der .altsåp .selv om ·de--var-ia'bL:~~ 

x
1 

, •.• ,:xn .. i.kke alle er uafhængige .. HV-is det.. spec~~e~ L gæld.er ,_ ::-t.t. _ 

~_j,gn.Jngssystero-e~t .... -~· . 

.. (10) -.. · f
1 

(x) = 0~ ....... -~ (x\ ·=·-0, --- . P.--- ;::J 

hvor· vi- e.t øje:OJil~ antager, a t n > p.,._har en. dif.f'ereLt.iabel . 

. lØsning .af:. formen __ _ 

(11) · x1 =·<;o1.Cx'p+1 9 ,. •• ,xn)s···?,~.=-: <pP(."'P+t·'"""O>·!)-x~):~_ 

.da . vil .disse. funktioner. suosti tuerede. i (10.). bev.irk~ at. lig- · · 

ningerne gæld.er . .id.entj_s1c altså, a't yj: · me.d __ be-tegne.ls.erne -:fra .. (6) - .. _- .. 
. ·· .. 

få~-- dY.1' :::: .. "n·' :::.dyp- :-: o. f'or .differentj_al.f'J'ne. af de .sammensatte 

· · f'un.l\:t..iont3r v· Nu .. gæld~ .ud try:dceile-· ( 6) -.. imtdJ.e.rtid, selv om 

'·· ~xl, ........ }xp- er·. a.fbængige variable' -og dii'f'erent.i.al.e.rne -dx1 'o. a j dxp 

a:.f' ·1-øs.n.ingsfunktio.nerne_ "(.;11 ) vil der:fO"r · til:fredss:l~ille -Li..gp_j_uger-

ne. 

( 12) . . .. -~-..,_" _________ .•.. _________ ..... _________ .._ .. ,_ .. _______ .... -~· 

'f'er en tialerne d..~_i-J''". o-; dxp. eventucJ.t vil .. kunne ·beregne,c:;. S' .. • Niere~ 

_dybtgående .unders-øgelser) som. vi ikl<::e k.an .. genncm:f.øre· he~::-1-'·vi.l_._. 

vise,. at man endda .kan sl-utte, at. l~s.n:i,nv.c,-;-:unktioner::le. .. (·J 1 ) .. er-··· 
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differentiable, hvis ligningssysteme-., (12), hvor dx1 , ••• ,dxp op

f'attes som ubekendte, har Em og kun en løsning. Dette resultat 

kan yderligere skærpes, så det udtaler sig om eksistens og enty-

dighed af' løsningsf'uructionerne (11). 

Hvis vi f'.eks. har, at x, y og t tilfredsstiller lignings-

systemet 

( 13) 

2 2 2 
x + y - 4t = o 

2 
xy + t = o, 

kan vi forudse, at x og y lokalt kan udtrykkes ved t ved hjalp af' 

elementære regneoperationer og kvadratrødder, så vi i et eller 

andet interval får 2 eller 4 differentiable lØsningsf'unktioner. 

Ved differentiation får vi nu 

2xdx + 2ydy - 8tdt = O 

ydx + xdy - 2tdt = O 

som har løsningerne 

dx = (4x + 2y)t 
2 2 d t, dy = (2x - 4y)t 

2 2 dt, 
y - x x - y 

og koefficienterne til dt er således lØsningsfunktionernes dif'-

f'erentiallcvotienter. Vi har fået dem udtrylct ved den uafhængige 

variabel t og de afhængige variable x og y. Denne ulempe opvejes 

af', at udtrylckene ikke bliver så komplicerede. Metoden lcaldes 

irJD?.l.ici! dif'f'erentia tion. 

10.22. I g~nnasiet vises en sætning om dif'f'erentiation af' 

et bestemt integral. For Riemann-integraler gælder denne sætning 

i f'yJlgende f'orm: 

10.22.1. Sætni~. Lad f':[a,b] ind i R være Riemann-integra

bel, og lad x E [a,b] være et punkt, hvor f' er konti.nuert. Da er 
o 

den ved 

=.!
x 

F(x) f'(t)dt 

a 
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definerede afbildning F:[a,b] ind~ R differentiabel i punktet 

x med differentialkvotient f(x ). 
o o 

Bevis. Det er tilstrækkeligt at vise, at den ved 

1 
o:(h) =h CHx +h) - F(x)) - f(x

0
) 

definerede funktion er en a-afbildning. Nu er 

1 
h 

x+h J (f( t) - f(x
0
)) d t, 

x 

så får vi vurderingen 

lo:(h)l ~ supflf(t)- f(x
0
)ljt::: IJ, 

hvor I er det afsluttede interval med endepunkter x
0 

og x
0 

+ h. 

Da f er kontinuert i x
0

, vil udtrykket på højre side have grænse-

værdien O i punktet h= O, og dermed er påstanden bevist. 

10.23. De foregående undersøgelser med undtagelse af udle--

delsen af differentialkvotienterne af de trigonometriske funktio-

ner, eksempler der udnytter differentialkvotienter af eksponential-

eller logaritmefunktion, samt sætning 10.22.1.? gælder uændret for 

afbildninger af åbne punktmængder i komplekse rum. Vi kan således 

anvende differentiationsreglerne uændret i det komplekse tilfælde., 

Polynomier og brudne rationale funktioner er således differentiab-

le. 

Det volder heller ingen vanskeligheder at anvende det faTe

gående på afbildninger af en åben mængde i et reelt r1un ind i e+, 

komplekst rum. En sådan - afbildning kan 2paltes :~ en realde~'-

og en imaginærdel, og det er let at vise (omtrent som beviset for 

sætning 10.17.3), at afbildningen differentieres ved at realdel. og 

imaginærdel differentieres hver for sig. 

Differentiationsteorien kan selvfølgelig også anvend8s på af--· 
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bildninger af' åbne mangeJer i komplekse :"um ind i reelle ruin~ 

men en nærmere undersøgelse vil vise, at kun leonstante af'bild~· 

ninger bliver dif'f'erentiable, så hele teorien bliver triviel. 

10o24ø At de trigono~etriske funktioner og eksponential

f'unktionen er dif'f'erentiable også som af'bildninger af' b ind i 

C kræver et særligt oevis .. V~ vil imidlertid bevise? at summen 

af' en potensrække er en j ræ~-ckens lwnvergenscirkel dif'f'erenti a-

bel f'unktion, og at dif'f'erentialkvotienten f'ås ved ledvis dit'-

f'erentiation af' potenSl··æklæn. Vi viser f'Ørst en hjælpesætning: 

n 1 O. 24 .. 1. Lemm~. :Ev:!. s potensrækken ~anz har konvergensr3.-

dius R > O, er 

~a hn = a + a
1

h + a(h)h, n o 

hvor a(h) er en a-af'bildning~ 

Bevis. Ved direkte udregning f'ås 

( ) 'oo, n-·1 a h = , a h = 
.t. n 
n=Z 

~ n h 1 a h , _ n+z 
11.=0 

og her har den sidste potensrække åbenbart lconvergensradiua R 

og er derf'or begrænset i en omegn af' Oo Dermed er påstanden be--

vi s·t. 

1 O ø 24a 2. Sætning. Lad O <.;: C være den åbne cirkel sld ve med 

centrum O og radius R. Lad i'~O ind i C være en a!'bi2.dning defi-

neret ved 

f'( z) 

Da er f' vilkårlig of'te 

n a z 
n 

og Dpi' er givet ved 

hvor potensrækken er konvergent i Ou For z E O og !hl <R- lzl 

vil f'( z+h) kunne f'remstilles ved absolut konvergente ræklæ 
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00 p ( ) L D :f( z) hp 
:f Z+h = - ' p! ' 

p=O 

der kaldes Taylorrækken :for :f. 

Bevis. For dobbeltrækker med positive led har sætningen 

om ombytning a:f summationsordenen uindskrænket gyldighed, og vi 

har der:for l z l + jhj <R, at 

I JanJ(JzJ+JhJ)n ~ ~ t(~) 
n=O n=O P=O 

~ t 0)JaniJzJn-p!hJP ~ 
n=O p=O 
00 00 00 00 L L (~)lanllzln-plhlp =L [ (n;p)lan+pllzlnlhlp = 

p=O n=p p=O n=O 

~( ~ (n;p) Jan+pJJ zln)!hJP. 
p=O n=O 

Det andet og det :fjerde lighedstegn kommer af, at (~) = O :for 

p > n. Det :femte er :fremkommet ved at sætte n = p+k og dere:fter 

igen erstatte bogstavet k med n. Det :fremgår, at vi kan sætte 

.Ap(z) = ~ (n+p) a zn L p n+p ' 
n= O 

hvor rækken på hØjre side er absolut konvergent :for jzl <R. 
Det :fremgår endvidere a:f udtrykket e:fter det andet lighedstegn 

i udregningen oven:for, at dobbeltrækken 

~ (~) vn-php 
n,p=O 

er absolut konvergent, og ombytteligheden a:f summationerne med 

hensyn til n og p gælder der:for, selv om numerisktegnene slettes. 

Men så gælder hele udregningen uden numerisktegn, og den giver 

os resultatet 
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00 

f'( Z+h) = L Ap(z) h:P. 

p==O 

Nu ser vi direkte, at A (z) o = f'( z)~ og lemma 

deref'ter, a t 

f'(z+h) - f'(z) = A1(z)h + a(z,h)h, 

hvilket viser, at f' er dif'f'erentiabel cg at 
00 

Df'(z) = A1(z) ~ ~ (n+1)an+i zn, 

n:::O 

1 o. 24. 1 giver 

hvor :potensrækken er konvergent f'or lzl <R. Dermed har vi vist, 

at f' er dif'f'erentiabel, og at dif'f'erentialrvotienten f'ås ved 

ledvis dif'f'erentiation af' potensrækkano Vi kan nu anvende dette 

hvilke t giver 

DA (z)= ~(n+1)(n+:P+ 1)a zn = 
:p L :p n+:p+1 

n=O 

(:p+1) ~ (n+:p+1) a zn = (:p+1)An+1(z)~ L :p+1 n+:p+1 J:' 

n=O 

og en simpel induktionsslutning giver nu~ at 

Dermed e r sætningen f'uldstændig bevist. 

10.25. Det ses nu umiddelbart, at dif'f'erentiationBreglerne 

d z z d . d. 
dz e = e ; dz cosz = -s2nz; dz s2nz = cosz 

også gælder f'or komplekse variable o Udledel sen er uaf'hængig af' 

de trigonometriske f'unktioner i det reelle område, og den giver 

os mulighed f'or at indf'øre de trigonometriske .funktioner ved 

hjælp af' potensrækkerne og således ur1dgå den anvendelse af' an-

skueligheden, der indgår i gymnasieundervisningens indf'Ørelse 

af' cle trigonometriske f'unktionero Det er ikke svært :på grundlag 

af' de nye clef'initioner at vise, at ~(x) = eix def'inerer en 

surjektiv af'bildning cp:R :på y, hvor y er enhedscirklen i den 
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komplekse plan, og derved indføre argumentet for et komplekst 
indføres 

tal. Derved kan også vinkelbegrebet/uafHængigt af' overvejelser, 

der bygger på geometrisk anskuelse. 

' o 10.26. Lad O~ c være en aben mængde. En afbildning f:O ind 

i C er bestemt ved sin realdel og imaginærdel. Vi vil anvende 

betegnelserne 

z = x+iy, w = U+iv, x,y,u,v E R 

w= f'(z) = f(x+iy) = g1 (x,y) 

o1 = f(x,y) l x+iy E ol; 

+ ig2 (x,y). 
.. 2 

0 1 ~ R , 

og g1 ,g2 er da afbildninger af o1 ind i R. Idet vi sætter h= 

h 1 +ih2 , hvor h 1 , h2 E R ha r Vi ti l væksten 

6f'(z,h) = f(z+h) - f(z) = 
g1(x+h1,y+h2 ) + ig2 (x+h1 ,y+h2 ) - g1(x,y) - ig2(x,y) = 

6g1(x,y;h1,h2 ) + i6g2(x,y;h
1
,h2 ). 

Hvis f er differentiabel, har vi en opspaltning 

(14) 6f(z,h) = Df(z)h + a(z,h)h, 

og her kan vi sætte 

Df(z) = A1(x,y) + iA2(x,y) 

a(z,h) = a 1(x,y;h1,h2 ) + ia2(x,y;h1,h2 ), 

og ved spaltning af (14) i realdel og imaginærdel får vi nu 

6g1 (x,y;h1,h2 ) = A1(x,y)h1 - A2(x,y)h2 + a
3

(x,y;h1 ,h2 )11!lll 
(15) 

6g2(x,y;h1,h2 ) = A2(x,y)h1 + A1(x,y)h2 + ay(x,y;h1,h2 )llgll, 
hvor 

er a-funktioner, idet 
h. 

-1 ~ llhM ~ 1, j = 1,2. 

Det ses af' (15), at g 1 og g2 er differentiable, sQffit at 

( 16) 
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Hvis g
1 

og g2 er differentiable og (16) er opfYldt, har vi 

opspaltningerne (15) med A1 = D1g1, A2 = D1g2 • Ved multiplika

tion af den sidste af ligningerne (15) med i og p&fnlgende 

addition af ligningerne får vi 

~f(z,h) = (A
1

(x,y)+iA2(x,y))(h1+ih2 )+ 

(a
3
(x,y;h

1
,h2 )+iay(x,y;h1 ,h2 ))1hl, 

hvilket viser, at f er differentiabel. Vi bar således set, at f 

er differentiabel, hvis og kw1 hvis realdelen og imaginærdelen 

af f er differentiable som funktioner af 2 reelle variable med 

partielle differentialkvotienter, der tilfredsstiller (16). 

Med gammeldags b e tegnels er får ( 16) f'Ølgende udseende 

ou ov ov ou 
ox = oy ' ox = - JY. • 

Dette differentialligningssystem kaldes Cauchy-Riemann's dif-

ferentialligninger. 

For den ved w = z, altså u = x, v = -y definerede af'bild-

ning gælder kun den sidste af de to ligninger, og afbildningen 

er derfor ikke differentiabel. Dette eksempel viser, at selv 

overordentlig pæne f'unkti one r s.f en lwmpleks variabel ikke b e-

høver at være differentiable. Et mere indgående studium af den 

eksklusive klasse af differentiable funktioner af en kompleks 

variabel er et både interessant og nyttigt led i den hØjere 

matematiske analyse. 
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1 • Angiv mængden af fortætningspun1cter for fØlgende mængder: 

1) En åben cirkelskive i R2 

2) En afsluttet cirkelskive i R2 

3) En cirkelperiferi i R2 

4) Mængden af punkter med rationale koordinater i R2 

) ( -n -1 -n) , 2 5 Foreningsmængden af kugleomegnene K 2 ,3 .2- i R • 

2. Er rigtigheden af udsagnet 

a E T er fortætningspunkt for A ~ T 

afhængig af det topologiske rum T i den forstand, at udsag-

nets sandhedsvt:8rdi lcan candres, når T erstattes med et delrum 

af T indeholdende punktet a og delmængden A? 

3. Angiv mængden af fortætningspul~{ter for talmængden 

[2-p + 2-q + 2-r l p,g,r E N Å p < g< r}. 

Angiv endvidere mængden af' :fortætn~_ngspunkter for mwngden af 

fortætningspunkter o.s.v. 

4. Samme opgave for mængden 

~O } u f 2 -pi + ••• + 2 -p n l n, p 1 , ••• , p n E N Å n ~ p 1 < P 2 < •• o 

< p l. n 

Omhu tilrådes! Det vil være fornuftigt at tegne en skitse af 

m;:;:mgden. 

5. En afbildning f:]a,b[ ind i R er monoton og begrænset .. 

Vis, a t f har grænseværdier i a og b. 

6. Vis, at den ved :f(x) ~ xx definerede afbild~ing f:]o,~[ ind 

i ]o,~[ har grænseværdi 1 i punktet O. 

7. Vis, at de ved 1 

f . (x) = ex , j = 1 , 2 
J 

definerede afbildninger f
1

: ]-~,o[ ind i R~~ og f 2 : ]o~~[ ind i 
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:R* har græ:c3eværdier i punkter~le O,+ og og angiv disse 
00 00 

grænseværdie r. 

8. Samme opgave ~or de ved 

fj(x) =G~+ :t G~- 1) 
de~inerede afbildninger. 

9. Vis, at den ved ~(x) = (1+x) 1/x de~inerede a~bildning 
~: l-1 ,O[IJ]O,~[ ind i R definerede a~bildning har grænsevær

dien e i punktet O. (Benyt den ~or x E ]O~ 1 [ g;yldige ulighed 
1 2 

.x: - 2 x < log( 1+x) <x, der let udledes a~ logari tmerækken). 

3 
10. Vis, at udtrykket (1-cosh)Vh kan bringes på ~ormen 

2. a(h)h ,·hv9r a er en a-afbildning. 

' -2 
11. Bevis, at den ved. a(h) = i,lhi,l h1h 2h

3 
de~inerede afbildning 

a:R3 \fol ind.iR er en q'-a~bildning. 
' -2 ' 

12. Vis, at udtrykket e-h for ethvert n E N kan skrives på 

~ormen a(h)hn, hvor a er ,en a-afbildning. 

13. Vis,at den ved ~(h) = lhl-2(h2h
3

+h
3

h1+h1h2 ) de~inerede a~

bildning ~:R3 \ f~j ind i.R er begrænset i en omegn a~ O. 

\ 
l 

14. Sætning 8.36.1 lcan o~or#les til en sætning~ der giver en 

nødvendig og tilstrækkel~g betingelse ~or kontinuitet, så

ledes at betingelsen udel\llikende vedrØrer konvergens a~ ~Øl

ger. Formuler denne sætning nØjagtigt. (Beviset for sætningen 

bliVer åbenbart blot en del a~ beviset ~or sætning 8o36.1 ). 

' (; 15. Vis direkte ud ~ra de~initionen, at den ved f(x) = defi-

nerede a~bildning ~:R ind i R er di~~erentiabel ~or x ~ O, 

men ikke ~or x = O. 
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16. Bevis, at den ved 

f'(x) = [o :f~r x_~ o 
x Bln x :for x + O 

definerede afbildning :f:R ind i R er kontinuert, men ikke 

differentiabel i punktet o. 

17. Bevis, at den ved 

f'(x) [1 :for x = O 
= x-1 sin x :for x+ O 

definerede afbildning e r differentiabel i punktet O. 

18. Opskriv (ved anvendelse af de fra gymnasiet kendte diff'eren

tia tionsregler) differentiale t af d en i opgave 17 indfØrte 

funktion. 

19. Vis direkte, at den ved f'(x) = x1
2

x2
2 

definerede afbildning 

:f:R2 ind i R er differentiabel og opskriv dens totale dif-

:ferential. 

20. Vis, at den ved 

[
o :for 2S = Q 

= 2 2 -1 2 2 
(x1 +x2 ) x1 x2 :for x + O 

definerede afbildning :f:R2 ind i R er differentiabel i punktet 
.. 

Q og angiv dens totale differential i dette punkt. 

21. Angiv de partielle differentialkvotienter af' 

f'(x,y) = sin(xy), g(x,y) = ~(x2+y2 ); 

h(x,y) = Arctg ~ 

22. Vis, at den ved 

:f(x,y) = [o :ro~ (~,~1 = (o,o) 
xy(x +y ) 

definerede afbildning :f :R2 ind i R har partielle dif'f'erenti-
, 2 

all(votienter i ethvert punkt af' R , skønt den ikke er kon-
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tinuert i (o.a). 

23. Opskriv de totale differentialer af 

( ) ( 2 2 ) ( ) x-~ f x,y = log x +y , g x,y = x+y 

h(x,y) = Arctg(x tg y), 

idet de fra gymnasiet kendte differentiationsregler benyt

tes, og det antages, at afbildningerne f,g,h er differen-

tiable i deres definitionsområder. 

24. For u = xcosy, v = xsiny ønskes udregnet 

1 • 

2. 

~ (J v - Q.1! Q.Y. • 
ax ay aY ax· 

(du)
2 

+ (dv) 2
• 

25. Hvilke funkti~er 
~"..;;· 

u.= f(x,y) tilfredsstille~ betingelsen 

J 2 2 
!.l:! ;:: x -y ? a x 

Hvilke af de fundne løsningsfunktioner har en partiel differen-

tialkvotient med hensyn til y? Undersøg, om der blandt 

disse funktioner, der tilfredsstiller en af fØlgende betin-

gelser: 
Q1! ay = 2xy, .Q};! = 2xy-y, a Y 

au ay = xy. 

6 •n 2 • Lad O ~ R være en åben mængde, ~E O et punkt og f:O ind i 

R en differentiabel afbildning. Vis, at 

f(~)= sup f(O) ~ Vh(df(~1 h) =o). 

27. Opskriv differentialet af den ved u= xcosy, v= xsiny defi

nerede afbildning af R2 på R2 • 
.. 

28. En afbildning f:R2 ind i R3 er givet ved 

y1 = f1 (~) = x1 cos x2 

y2 = f2(~) = x1 sin x2 

y3 = f3(~) = x1x2. 
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En afbildning g:R3 ind i ~ er givet ved 
2 2 2 

z = g(y) = Y1 +Y2 +Y3 

Dan afbildningen gof:R2 ind i R, udregn dt, dg og d(g 0 f), 

således at det sidstnævnte differential_udregnes dels direkte, 

dels ved hjælp af hovedsætningen. 

29! Angiv det totale differential af den ved f(x,y,z) = x!z de-

finerede afbildning, og angiv differentialet af den ved 
x 

g(x) = xx definerede afbildning. 

30. Vis, at det ror den ved 
x

1 
x 

f1 (~) =e cos x2 , f2 (~) =e 1sinx2 

definerede afbildning f:R 2 ind i R2 gælder, at udtrykket 

llhJI-1 11df'(~,h)jj er uafhængigt af h (og af x2 ). 

31. I ~3 betragter vi kuglefladen K med centrum i (o,o,~) og 

radius,i. En afbildning f:R 2 ind i R3 defineres ved, at 

f(~) er det fra (0,0,1) forskellige skæringspunkt mellem K 

og den rette linie gennem (0,0,1) og (x
1
,x2,o) (stereografisk 

projektion). Vis, at udtrykket llhii-111M,(2S,,h)ll er uafhængigt 

ar h. 

32. Undersøg (metode som i opgave nr. 25), om der eksisterer 

differentiable afbildninger af R2 ind i R med fØlgende totale 

differentialer: 

1 ) • xdx + ydy. 

3 ) • ydx + xdy. 

33. Samme opgave ror udtrykkene 

ydx-xd.y 
2 ' x 

ydx-xdy 
2 J 

y 

ydx-xqy 
2 2 

x +Y 

2). xdx - ydy. 

4) • ydx - xdy .. 
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34. Samme opgave for udtrykkene 

ex(cosydx + sinydy), ex(cosydx- sinydy). 

35. Udled ud fra rækkeudviklingen 
00 

-L-\ n 
1-z - G z 

n= O 

nye r~kkeudviklinger ved afvekslende at differentiere og at 

multiplicere med z(prøv 2 eller 3 gange). 

36. Rækkeudviklingen af funktionen (1-z)-1 ud fra punktet ~' 

altså en rækkeudvikling af formen 

får konvergensradius ~~ Hvorledes kan dette vises uden at 

rækkens koefficienter fØrst udregnes? 

37. Det i opgave 36 stillede spørgsmål kan ikke klares på samme 

simple måde for punktet -~. Hvor stor bliver konvergensra

dius i dette tilfælde. 

38. Vis, at den ved 

w= log z = loglzl + i Arg z 

definerede afbildning log er differentiabel i det indre af 

sin definitionsmængde i c. 

39. Udregn differentialkvotienten af 

1 +iz 
w = ~ log :r:rz . 

40~ Lad O ~ C være åben. En afbildning f:O ind i C definerer en 

afbildning f:R2 ind i R2 på naturlig måde. Det antages, at f 

er differentiabel. Vis, at 11!:!11-1 lldf(!_,h_) 11 er uafhængig af h. 
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Vanskeligere opgaver. 

41. En afbildning f:Rn ind i R kaldes homogen af grad p, såfremt 

.. 
Bevis, at denne betingelse er ensbetydende med, at lig-

ningen 

x D1f(x) + ••• +x D f(x) = pf(x) 
1 - n n -

er opfyldt identiske 

42. En afbildning z = f(x,y) af en 

åben mængde O ~ R
2 

ind i R 

kan også beskrives på grundlag 

af polære koordinater (r,e), idet 

x = rcose, y = rsine, 

y 

således at afbildningen også er defineret ved 

z= g(r,e) = f(rcose,rsine). 

x 

Find de partielle differentialkvotienter %~~ ~ udtrykt ved 

~~ ~~ , og find dernæst en formel til udregning af 

(~)
2 

+ (~;)
2 

ved hjælp af polære koordinater. 

43. Vis, at den ved 

f(_x) [o for x = o = 4 '2' -1 2 x1 +x2 ) x1 x2 for ~ ~ O 

definerede afbildning f:R2 ind i R er differentiabel i 

R
2 

\ foj, men diskontinu~rt i Q. Vis, at det for ethvert 

A E R
2 

gælder, at den ved f(A1t,A2t) definerede afbildning 

af' R .. ind i R er differentiabel overalt. 
-· 

44. En afbildning f:R
2 

ind i R er defineret ved 

f(x~y) = (x
2-y) 2 

- x5. 
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Vis, at den ved 

g(t) = f('At,t.tt) 

definerede afbildning g:R ind i R for ethvert ('A,f.L) + (o,o) 

har et relativt minimum for t = O, men at f(x,y) ikke har 

relativt minimum (defineret på naturlig måde analogt med det 

tilsvarende begreb fra gymnasieundervisningen) i punktet (o,o). 

45. Vis~ at der ved ledvis differentiation af en potensrække op-

står en ny potensrække med samme konvergensradius. Bestem 

konvergensradius for rækken 

~
oo zn! 

--r n. • 
n=1 

Vis, at summen f(z) af den række, der fås af den givne ved 

ledvis differentiation antager numerisk vilkårligt store vær-

dier indenfor enhver omegn af ethvert randpunkt. Vis dernæst 

a t Taylorrækken i punktet z for den ved d en givne række frem-

stillede funktion er en potensrække, hvis konvergensradius 

netop er R- !z!, hvor R er konvergensradius for den givne 

række. 

46. Vis, at den ved 
00 

f(z) = [ 
n=1 

n! 
z 

definerede funktion afbilder konvergenscirklen bijektivt på 

'2 en begrænset delmængde af C • 

47. Undersøg, om der eksisterer en afbildning g 2 :R2 ind i R, 
således at 

f(x+iy) = ex(sinxcosycoshy-sinycosxsinhy) + ig2(x,y) 

definerer en differentiabel afbildning f:C ind i C. 
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48e Lad 

Svcare opgaver. 

00 

L
-:---~ n 

a z n 
n= O 

være en potensrække med konvergenscirkel U (åben). Vis ~Øl-

gende påstand om d en ved rækkens sum definerede afbildning 

~:u ind i b: 
.. n 

(3 z E U v n E ~(D f(z) = o)) ~ V n E N(a = O). n 

49. Vi benytter betegnelserne ~ra opgave 48, og vi antager, at 

betingelsen 

3 n E ~(an =+ o) 

er op~yldt. Vis ~Ølgende påstande: 

't z E: U ( l i' ( z ) l < s up ! l i' ( z ) l/ z E: U l 
V z E U( jf(z) l =in~~ j~(z) l lz E UJ ~~(z) =O). 

Udnyt dette t il et bevis for, at ethvert ikke konstant poly

nomium har en rod i den komplekse plan (algebraens ~undamen-

talsmtning). 

50. Vis, at en ~unktion ~:U ind i c, der er de~ineret som sum 

af en potensrække med konvergenscirkel U, og som indeholder 

mindst et ikke konstant led, har den e genskab' at billedet 

a~ en åben mængde i den komplekse plan er en åben mængde. 
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MA 10.7 Linie 8 ~.o. 

MA 10.8 Linie 13 ~.o. 

MA 10.10 Linie 12 r.o. 

MA 1 O .11 Li ni e 1 2 ~.o. 

Ma 10.13 Linie 8 ~.n. 

MA 10.15 Linie 6 ~.o. 

Linie 8 ~.o. 

Linie 5 ~.n. 

Linie 3 ~.n. 

Linie 1 ~.n. 

MA 10.16 Linie 5 ~.n. 

E~ter 11har den" til~Øjes "ved". 

E~ter "er kontinuert" til~Øjes "på I". 

x rettes til ~. 

[y']x rettes til [y']x =a· 

~ .(x.) rettes til ~ .(x.). 
-~,J K ~~J J 

~'~ x ~n ~ettes til ~~~ : ~n x ~n. 

2) rettes til 1) og ordet 11 der~or 11 slettes. 

x rettes i begge til~ælde til x .• 
v J 

J rettes til l_• 

f.'(!,) rettes til ~·x .C!.). 
xj J 

!J. (x) rettes til f:J.p . (x,h). 
p. - J - -

J 

Linie 3 ~.n. f:J.p. rettes til i:J.Pj• 
J 

MA 10.17 Linie 3 ~~o. Her slettes d ~oran h. 

Linie 8 ~.n. E~ter "Vi begynder" til~øjes "med;'. 

~~ 10.18 Linie 5 ~.n. K rettes til M. • 

Linie 4·~.n. 

Linie 3 ~.n. 

MA 10.19 Linie 10 ~.o. 

Linie 7 ~.n. 

Linie 2. ~.n. 

MA 10.20 Linie 8 ~.o. 

Linie 1.3 ~.o. 

Linie 10 ~.n. 

Linie 9 ~.n. 

Ma 10.21 Linie 2 ~.o. 

Linie 8 ~.o. 

MA 10.22 Linie 6 ~.o. 

E~ter 11 a~sluttet 11 til~Øjes ''og begrænset". 

sup L(E) rettes til aup IIL(lS)II• 
E 

Ordet 11 di~~erentiabel 11 rettes til lineær. 

Q rettes i begge til~ælde til ~· Ligeledes ret

tes det også i linie 6 og 4 ~.n •• 

"gælder, at den" slettes. 

K rettes til M. 

~ rettes til ~q. 

Der akal stå g(f(a)) i stedet ~or g(~)a)) 

f:J.llB:(i:J.g~(h)) rettes til f:J.b.B:(!:J.~~(g)). 

11 imellem ~1 og (g) slettes. 

Over brøks tregen rettes lltJ.af.(g) li til lltJ.af_(h) li• 

Der til~Øjes ~j e~ter (h). 
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MA 10.23 Linie 4 f.n. 

MA 10.24 L1:g.ie 12 f'.o. 

MA 10.25 Linie 11 f.n. 

MA 1i0 .26 Linie 2 f .n. 

MA 1;0 .27 Linie 4 f .o. 

Linie 1.0 f .o. 

Linie 14 f.o. 

MA 110.28 Linie 14 f .o. 

Linie 16 f.o. 

Linie 3 f.n. 

Linie 1 f.n. 

MA 110.29 Linie 3 f'.o. 

Linie 4 f.o. 

Linie 6 f.o .. 

MA 10,30 Linie 11 f.o. 

Det sidste D_f(x_)d~ rettes til D f(x)dx • 
1 n- - n 

n 

Det sidste I: 
k=1 

n 

rettes til I: . 
j=1 

19.19.1 rettes til 10.19.1. 

v= g(x,y) rettes til v= f(x,y). 

Linie 4-5-6-7 slettes;istedet skal stå følgende: 

n1F(x,y) = D1g(x,f(x,y)) + D2g(x,f(x,y))D1f(x,y) 

D2F(x,y) = D2g(x,f(x,y))D2f(x,y). 

Hvis det gælder, at ••••• 

"et øjeblik" slettes,. 

"altså" rettes til "og derfor 11
• 

- rettes til +. 

2 2 Under den første brøkstreg rettes y -x til 
2 2 x - y og over den sidste brøkstreg skal stå 

(-2x- 4y)t. 

Efter "Riemann-integrabel" tilfØjes "over [a,b]". 

Rettes til F(x) = /: f(t)dt. 
[a,x] 

"er t.ilstrækkeligt" rettes til "kommer ud på". 

De to x' er rettes til x
0

• 

Linie 6-7 slettes;istedet skal stå fØlgende: 

rx(h)=~/r :r( t)d t - J f( t) d~- f(x ) 
~[a,x0 + h] [a,x

0
] ;; 

0 

t j (f(t)-f(x ))dt 
[x ,x +h] 0 

o o 

for h > O 

-~J (f(t)-f(x ))dt 
[x +h,x ] 0 

o o 

for h < O 

Der tilføjes" for l hl < R." 
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MA 10.30 Linie 12 f.n. z rettes til 2 begge gange. 

MA 1,0 -31 Linie 5 f.o. Efter "har derfor" tilfØjes "for". 

MA 110.32 Linie 12 fGno Over brøkstregen skal stå Dpf(z). 

MA 10.33 Linie 7 f.n. a y rettes til a4. 
T • • ....... n1e 5 f.n. a y rettes til a4• 

MA 10.34 Linie 5 f.o. ay rettes til a4 .. 
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Kompakthedsteori. 

11.1. De videregående unders~~lser af differentiable funk-

tioners egenskaber bygger på de hovedsætninger om kontinuerte 

furu~tioner på afsluttede intervaller, som også spiller en rolle 

i gymngsieundervisningen. I det fØlgende skal vi diskutere, i 

hvilket omf'ang disse sætninger kan udvides til kontinuerte af'-

bildninger af metriske rum ind i metriske rum. I virkeligheden 

kan sætningerne i et vist omfang overføres til kontinuerte af-

bildninger af topologiske rum ind j topolo·giske rum, men en så-

dan udvidelse vil ik~P blive gennemf'ørt i dette kursus. 

Det viser sigF de omtalte hovedsætninger for så vidt 

angår afbildninger af ~~mgder i Rm er gyldige, når man i stedet 

f'er afsluttet interval blot sætter afsluttet, begrænset mængde. 

Forholdene bliver imidL:.;rtid lidt mere komplicerede f'er afbild-

ninger af vilkårlige met~·i ske rum, og deres formulering nød ven-

diggØr indførelse:. af }i vigtigt, nyt begreb, kompakthed. 

11.2. Vi betragter et metrisk rum T= (M,dist) og en del-

mængde A c; T. Vi vil interessere os for muligheden af, at A c; T 

har fØlgende to egenskaber: 

I. For ethvert r > O eksisterer der endelig mange punkter 
n 

a 1 , ••• ,an E T (eventuelt E A), således at A c; U K(av,r). 
v=1 

Kort udtrykt: for ethvert r > O kan A dækkes med endelig 

mange kugler med radius r. 

II. Znhver punktf'Ølgc (b ) på A har en delfØlge, som er en 
n 

f'UndamentalfØlgc. 

1j.~. Vi indleder vore undersøgelser med fØlgende hjælpe-

sætning: 

11. 3. 1. Lt..mma. Hvis A c; T har egenskaben I, medens (b n) er 
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en punktfØlge på ~\., og r er et pos i ti v t tal, eksister er der en 

delmwngde B ~ A med diam B ~ 2r, som indeholder en delfØlge af 

Der eksisterer nemlig punkter 
n 

a 1 , ••• ,an ~T, således at 
n 

A c U K( av, r), hvilket medfører J .. 
V=1 

= U Av, hvor Av = A n K( av, r). 
V=1 

For hvert v ~æl~er diam A ~ diam v ~ 
K(av,r) ~ 2r, og da bn for 

hvert n ~ N tilhØrer en af mængderne \v' vil en af disse inde

holde en delfØlge af (bn). 

11.3.~. Sætning. E~enskaberne I og II er ækvivalente. 

Vi viser først, at egenskaben I implicerer egenskaben II, 

oe:, vi antager derfor, åt A <; T har ef)enskaben I. Vi benytter 

lemma 11.3.1. med r= i, Ob finder, at der eksisterer en mængde 

diam A1 ~ 1 og delfØlge (a1n) af (an) på A
1

• 

Vi anvender nu lemma 11.3.1 med r= t på A1 <;T og fØlgen (a1n)' 

og vi får en mængde A2 <; A1 med 

diam A2 ~ ~ og 

I næste trin vælger vi r 

delfØlge (a2n) af (a1n) på A2• 

1 =b og anvender lemma 11.3.1 på A2 og 

fØlgen (a2n). Idet denne proces kan fortsættes i det uendelige 

(dette burde vises ved et induktionsbevis, som do6 er helt tri

vielt) får vi en fØlge af delmængder 

• 
med diam .A s q - en fØlge af fØlger 

( a2n)' (a 3n) ' • • • ' 

hvor hver fØlge har alle de fØlgende som delfØlger, og hvor (a ) 
qn 

:for hvert q ligger i An. For fØlgen (ann) gælder da, at dens 

elementer :Bra index q ligger i A , som har diameter s 1. Men q - q 

det viser netop, at (ann) er en fundamentalfØlge. Dermed har vi 

bevist, at I ~ II. 

Beviset for II ~ I føres indirekte. Vi antager altså, at I 

·, 

' 
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ikke er op~yldt. Vi skriver betingelsen I et formelt sprog: 
n 

Vr >o 3 a 1 ,ooo'an E A (A ~vU 1 K(av,r)). 

Antagelsen, at I ikke er opfyldt, er negationen af denne rela-

ti on, 9.1 t så 
n 

3r > O V a 1 , ••. ,an ~A(~ i v~1 K(av,r))o 

Betingelsen i parentesen siger, at ~\ omfatter punkter, der fal-

der ucle~or alle kuglerne K(av,r), og betingelsen kan derfor 

også skrives 

3r > O V a 1 , • o o , an E ~'\.. 3an+ 1 .\. (di s t (av, an+ 1 ) ~ r, 
v= 1,.oo 9 n). 

Iuet r > O vælges i overensstemmelse med denne betingelse, 

kan vi altså et for et vælge punkter a 1 ,a2 , •• o i mængden A, så

ledes at hvert punkt har afstand ~ r fra alle de ~oregående. 

Føl~en (an) har den egen~. }s at 

(p,q) med p t q. Enhver delfØlge 

dist(ap,aq) 

a~ (a ) vil 
n 

~ r for alle 

da have den samme 

egenskab og kan således ikke V@re en fundamentalfØlge. Vor an-

tagelse medf'Ører såleLles, at betingelsen II ikke er opfyldt. 

11o4o Vi vil belyse det foregående med et par eksempler. 

Vi bemærker fØrst, at sætning 8.7.2 viser, at cle ifØlge sætning 

11.3.2 ækvivalente betingelser I og II hØjst kan være opfyldte 

for begrænsede mængder. På den anden side har vi 

11 • 4o 1 • Sætning. ?.n mængde .:'\. c Rm har egenskaberne I og 

II, hvis og kun hvis don er begrænset. 

Lad r > O være gi ve t. For J2. E Zm indfØrer vi :;kassen1
; K(J2.) 

de~ineret ved 

K(n) ::: lx .(;;. l-
Det er klart, at 

l xv - 2pvr l r J 
\/(m+ 1 ) ~ \/(m+1 )~ v = 1,. o o ,m • 

hvert x E Rm tilhØrer'mindst en af disse kas-

ser. Vi behøver blot for hvert v at vælge pv det (eller et a~ de) 
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i definition 11.5.1 svarer overdækningen 6 1 = fO. n A l j E J} 
J 

med mængder, som er åbne relativt til A, og på den anden side 

kan enhver overdækning af A med mængder, som er åbne relativt 

til A, fås på denne måde. Vi kan derfor erstatte studiet af 

kompakte mængder i metriske rum med et studium af kompakte me-

triske rum. 

11.6. Vi vil nu vise en sætning, der i virkeligheden blot 

er en oversættelse af definition 11.5.1 til et udsagn om afslut-

tede mængder i et kompakt rum. 

11.6.1. Sætning. Et metrisk rum T er kompakt, hvis og kun 

hvis følgende påstand gælder for ethvert system F = 

af afsluttede delmængder af T: 

Hvis det for enhver endelig delmængde J 1 c J gælder, at 

da gælder også 

n FJ. ~ ø. 
j EJ 

Bevis. Den i sætningen omtalte påstand er en implikation af 

formen A =* B, og en sådan er jo ækvivalent med~ =* ~, altså 

med følgende: 

Hvis nF. = 0, eksisterer der endelig mange F. med tom fælles-
J J J 

mængde. Men at visse Fj har tom fællesmængde er ensbetydende med, 

at deres komplementærmængder udgør en overdækning af T, og deraf 

fremgår, at påstanden i sætning 11.6.1 blot er en anden formule-

ring af betingelsen i definition 11.5.1. 

11.6.2. Sætning. Enhver punktfølge (a ) i et kompakt metrisk n 

rum T har en konvergent delfølge. Et kompakt metrisk rum er et 

fuldstændigt rum. 

Bevis. Lad (bn) fundamentalfølge o T. Vi sætter være en p a 

B = fbn+p l p E N}, F = B ' og F = f F l n E N} er da et system n n n n 
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af afsluttede punktmængder på A. Da hver F indeholder alle b n q 

med q >n, vil endelig mange F altid have punkter fælles. Af 
n 

sætning 11.6.1 følger nu, at der eksisterer et punkt b E n F . 
nEN n 

Enhver af kuglerne K(b,~) indeholder derfo~ et element b af følgen 
q n 

og vi kan vælge disse punkter i nummerorden, således at indexfølgen 

(q ) bliver strengt voksende. Så gælder (b ) ~ b og af sætning 
n qn 

8.37. 1 følger derefter, at (b ) ~ b. Altså er T fuldstændigt. n 

Da T er prækompakt, har T egenskaben II, og (an) har derfor en del-

følge, som er fundamentalfølge, men den er tillige konvergent, i

det vi har vist, at T er fuldstændigt. Dermed er sætning 11.6.2 be-

vist. 

11.7. Vi vil nu vise kompakthedeteoriens hovedsætning, som 

vi formulerer på følgende måde: 

11.7.1 Sætning. Et metrisk rum T er kompakt, hvis og kun hvis 

enhver punktfølge på T har en konvergent delfølge. 

Bevis. Af sætning 11.6.2 fremgår, at "kun hvis" gælder, og vi 

skal derfor blot vise "hvis". Da en konvergent følge tillige er en 

fundamentalfølge, har T egenskaben II (se 11.2), og er således præ

kompakt. Lad os antage, at T ikke er kompakt (vi vil altså føre et 

indirekte bevis). Der findes da en overdækning~= fO.Ij E Jj 
J 

af T med åbne mængder, således at ingen endelig delmængde af ~ 

dækker T. Lad (en) være en reel talfølge, som er aftagende og har 

grænseværdien O. For hvert n findes der en overdækning af T med en-

delig mange kugler med radius en, og det er da klart, at hvis ~ 

for bare en værdi af n indeholdt en endelig overdækning af hver 

af disse endelig mange kugler, ville disse endelig mange endelige 

overdækninger tilsammen udgøre en overdækning af T. Vi har imid-

lertid antaget, at en sådan ikke findes, og vi kan derfor slutte, 
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at vi for hvert n E N har en kugle K(an,en)' således at 6 ikke 

indeholder en endelig overdækning af K(an,~n). 

Nu har vi antaget, at enhver punktfølge på T har en konver-

gent delfølge, og følgen (K(a ,e )) af kugler på T har derfor en n n 

delfølge (K(a' ,e')), for hvilken (a') konvergerer mod et grænse-n n n 

punkt a E T. Da 6 er en overdækning af T, eksisterer j EJ, så-

ledes at a E O., og da O. er åben, eksisterer der et e > O, så-
J J 

ledes at K(a,e) b= O j. Da (a~) -+ a og (e~) -+ O, kan vi vælge n, 

således at 

og vi har da 

dist(a,a~) < e ' < i e, n 

K(a' 1e') c K(a,e) c O., n n - - J 

hvilket viser, at fojj er en endelig overdækning af K(a~,~~) 

i modstrid med, at vi havde valgt K(a',e') således at en sådan n n 

endelig overdækning ikke eksisterede. Dermed er vi nået frem 

til en modstrid, og vor antagelse, at T ikke var kompakt, kan 

således ikke være rigtig. 

11.7.2. Sætning. En punktmængde A i et metrisk rum T er 

kompakt, hvis og kun hvis enhver punktfølge på A har en delfølge, 

som konvergerer mod et grænsepunkt, der tilhører A. 

Bevis. Sætningen fås umidd.elbart- ved anvendelse af sætning 

11.7.1 på delrummet A. 

11~8. Vi sammenfatter nogle vigtige egenskaber ved kompakte 

mængder i følgende sætning: 

11.8.1. Sætning. Et kompakt rum er fuldstændigt. En kompakt 

mængde i et metrisk rum er begrænset og afsluttet. En punktmængde 

i et kompakt rum er kompakt, hvis og kun hvis den er afsluttet. 

Bevis. Den første påstand vistes i sætning 11.6.2. Som tid

ligere nævnt, vil en kompakt.mængde have egenskaben I og følgelig 
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være begrænset. Lad nu A være en kompakt mængde i et metrisk rum 

T. For a E A kan vi for hvert n E N vælge a E A n K(a,l), og n n 

vi har da (an) -+ a. Nu 

mod et grænsepunkt b E 

har (a) en delfølge (a'), som n n 

A. Men enhver delfølge af (an) 

konvergerer 

har a som 

eneste grænsepunkt. Altså gælder a = b E A. Dermed har vi vist, 

at A er afsluttet. Lad endelig A være en afsluttet mængde i et 

kompakt rum T, og lad 6 være en overdækning af A med åbne mængder. 

Så er 6 IJ f cAj en overdækning af T og indeholder derfor en endelig 

overdækning ~ af T og 61 \ f CAj er da en endelig overdækning af A. 

Altså er A kompakt, 

11.9. For punktmængder i m-dimensionale rum har vi følgende 

sætning~ 

11.9.1. Sætning. En punktmængde A~ Rm er kompakt, hvis og 

kun hvis den er begrænset og afsluttet. 

Bevis. Sætning 1 O. 8. 1 medfører "kun hvis". Lad nu A ~ Rm 

være begrænset og afsluttet, og lad (an) være en punktfølge på A. 

Ifølge sætning 10.4.1 har (an) en delfølge (a~), som er en funda

mentalfølge, og ifølge sætning 8.10.2 konvergerer (a~) mod et punkt 

a E Rn. Da A er afsluttet gælder a E A. Dermed er sætningen bevist. 

Af sætningen fremgår, at en begrænset punktfølge i Rm har 

en konvergent delfølge. Dette er Bolzano-Weierstrass' sætning. 

Desuden ses det, at enhver overdækning af en begrænset, afsluttet 

punktmængde i Rm med åbne mængder indeholder en endelig overdæk

ning. Dette er Borel's overdækningssætning. De to sætninger har 

en central betydning som grundlag for den matematiske analyse. 

11.11. For produktrum har vi følgende fundamentale sætning: 

11.11.1. Sætning. Lad T1 og T2 være metriske rum. Hvis T1 
og T2 er kompakte, er produktrummet T = T1 x T2 kompakt. 
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Begyndelsen a~ dette kapitel er omarbejdet~ og der~or 

kortere end det tilsvarende stykke a~ ~orelæsningsnoterne 

1961-62. Der~or mangler siderne 9-10. 
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En f'Ølge (x ) i T, hvor x =(x' ,x"), x' E T1, x" E T2 har, n n n n n n 

da T1 er kompakt, en delf'Ølge (yn)' yn = (y~,y~), hvor (y~) er 

konvergent. Da T2 er kompakt, har (yn) en delf'Ølge (zn), zn = 
(2Z',z"), hvor (z") er konvergent. Da (z') er en delf'Ølge af' (y') n n n n n 
er (z~) konvergent. Da både (z') og (z") konvergerer er (z ) kan-n n n n 
vergent. 

11.12. Vi skal nu studere kompakthed i f'orbindelse med af'-

bildninger, og vi indleder med kompaktbedsteoriens f'Ørste hoved-

sætning: 

11.12.1. Sætning. Lad S og T være metriske rum og f':S ind 

i T en kontinuert af'bildning. Hvis S er kompakt, er billedmæng

den f'(S) kompakt. 

Lad~ = foj l j E Jj være en overdækning af' f'(S) med åbne 

mængder. Da er f'- 1 (~) = ff'- 1(oj) l j E J} en overdækning af' S 

med åbne mængder, og vi kenderf'er f'inde endelig mange Oj med 

j E J, således at mængderne f'- 1(oj) dækker S, ogmængderne Oj 

vil da dække f'(S). 

Som eksempel kan vi nævne, at vi ved at anvende sætning 11. 

12.1 på projektionsaf'bildningerne f'år, at en projektion af' en 

kompakt mængde er kompakt, altså begrænset og af'sluttet. Det er 

derimod ikke rigtigt, at en projektionaf' en af'sluttet mængde 

altid er af'sluttet. I planen udgør en gren af' hyperblen x1x 2 = 1 

således en af'sluttet mængde, men dens projektion på x1-aksen er 

intervallet ]O,oo[, som ikke er af'sluttet. 

Sætning 11.12.1 er kompaktbedsteoriens f'Ørste hovedsætning. 

Dens f'orbindelse med gymnasieundervisningens hovedsætninger om 

kontinuerte f'nktioner ses klart af' f'Ølgende specielle tilf'ælde: 

11.12.2. Sætning. Lad S være et metrisk rum og f':S ind i R 
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en kontinuert 9 reel fUnktion på s. Hvis S er kompakt, har mængden 

~(S) et største element og et mindste element. 

I~Ølge sætning 11.12.1 er ~(S) kompakt, altså i~Ølge sæt

ning 11.10.1 arsluttet og begrænset. Altså er sup ~(S) endelig. 

Erter sin derinition er sup ~(S) ikke et ydre punkt ~or r(s), og 

da r(s) er arsluttet 9 har vi altså sup r(s) E r(s). Analogt ror 

inr r( s). 

11.13. Kompakthedateoriens anden hovedsætning udtaler sig 

om en egenskab, der kaldes ligelig kontinuitet. Vi møder her ~or 

~ørste gang glosen ligelig, der benyttes i rorbindeise med rela

tioner, der indledes med ~e > O 3o > O eller ~e > o 3N E ~. Hvis 

der i en sådan relation indgår variable, kan det have betydning 

om o > O kan vælges, således at det på engang kan benyttes ror 

alle værdier ar de variable. Lad os betragte de metriske rum S 

og T, hvor vi i begge rum betegner arstandsrunktionen med dist, 

idet der ikke er rare ror misrorståelse. At r:s ind i T er kon

tinuert i et bestemt punkt x E S udtrykkes ved relationen 

~e > o 3o > o ~Y E K(x,o) (dist(r(x),r(y)) < e). 

At r:s ind i T er kontinuert udtr.ykkes ved relationen 

~x E s ~e > o 3o > o ~Y E K(x,o) (diat(r(x),r(y)) < e). 

At r:s ind i T er ligelig kontinuert betyder, at denne betingelse 

er opryldt i den skarpere rorm, at det samme o > O kan benyttes 

ror alle x E s. For at udtrykke dette må vi rlytte kvantoren 

~x E S hen bag den eksistentielle kvantor, og relationen bliver 

derror 

~e > o 3o > o ~x E s ~Y E K(x,o) (dist(r(x),r(y)) < e). 
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Her udtrykker kvantorerne Vx E 3 Vy E K(x~6'), at påstanden slml 

være opfyldt for alle x og y i S med dist(x,y) < 6', og vi fore

trækker derfor at skrive relationen på den mere syrnmetriske form 

(1) Ve> O 36' >O Vx E S Vy E S(dist(x,y) < 6' ~ dist(f(x),f(y)) 

<e). Vi definerer derfor: 

11.13.1. Definition. En afbildning f:S ind i T, hvor S og T 

er metriske rum, kaldes liglig kontinuert~ hvis og kun hvis den 

tilfredsstiller betingelsen (1). 

Som en~rberedelse til beviset for hovedsætningen vil vi 

dreje betingelsen (1) på den anden måde. På grund af den logiske 

relation 

(A=* B)~ (B~ A), 

kan (1) også skrives 

Ve > O 36' > O Vx E S Vy E S(dist(f(x) ,f(y)) ~ e ~ dist(x,;y·) ~ 6'). 

Vi indfØrer nu en punktmængde M(e) ~ S x S defineret ved 

( 2 ) M ( e ) = f ( x, y ) l di s t (f ( x ) , f (y) ) ~ e 1 

og betingelsen kan da skrives på den kortere form 

Ve > O 36' > O V(x,y) E M(e) (dist(x,y) 2 6'). 

Nu er diat jo en afbildning dist:S x S ind i :R, og vi kan derfor 

lige så godt skrive 

Ve > O 36' > O ( i nf di s t ( M ( e ) ) 2 6' ) , 

og nu er 6' blevet overflØdig i betingelsen, som reduceres til 

(3) Ve> O(inf dist(M(e)) >O). 

Vi skal nu vise kompakthedsteorias anden hovedsætning. 

11.13.2. Sætning. En kontinuert afbildning f':S ind i T af 

et kompakt metrisk rum S ind i et metrisk rum T er ligelig konti

nuert • 

. Afbildningen dist o (f x f) :S x S ind i R er kontinuert~ 

da den er sammensat af kontinuerte afbildninger. Mængden M(e) 
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(se (2)) er netop originalmængden ved denne afbildning til den 

afsluttede mængde [e,oo]. Af sætning 8.27.2 fØlger derfor, at 

M(e) er afsluttet. IfØlge sætning 11.11.1 er S x S kompakt, og 

derefter fØlger af sætning 11.9.3, at M(e) ~S x S er kompakt. 

Da dister kontinuert på S x s, er dens restriktion til M(e) 

ligeledes kontinuert, og ifØlge sætning 11.12.2 har dist(x,y) en 

mindste værdi inf dist(m(e)) på M(e). For (x,y) E M(e) gælder 

nu dist(f(x),f(y)) ~e > O, altså r(x) t f(y), altså x t- y, altså 

dist(x,y) > O. Specielt gælder dette også for den mindste funk

tlimsvæni, al t så inf dist(M(c)) > o. Dermed har vi vist, at be

tingelsen (3) er opfyldt. 

Det specielle tilfælde af sætning 11.13.2, der handler om 

en reel fUnktion af en reel variabel på et interval, omtales i 

en del af de i gymnasiet benyttede lærebØger som en sætning om en 

funktions oscillation. 

11.14. Vi skal vise endnu en tredie hovedsætning om konti-

nuerte afbildninger ar kompakte rum. Vi indleder med en defini-

tion: 

11.14.1. Definition. Lad S og T være topologiske rum. En 

afbildning f:S ind i T kaldes en homeomorri, hvis og kun hvis f 

er bijektiv og såvel r som f-1 er kontinuerte. Rummene S og T 

kaldes homeomorre, hvis og kun hvis der eksisterer en homeomorfi 

f: S ind i T. 

Det fremgår umiddelbart ar denne definition, at både f og 

f-1 afbilder åben mængde på åben mængde, afsluttet mængde på af

sluttet mængde, kompakt mængde på kompakt mængde. 1\f f(A) = B 
o o - - -1 

fØlger f(A) = B, f(A) = B og f(oA) = oB, og analogt ror r ~ Det 

ses endvidere, at "homeomorf med" er en ækvivalensrelation. Topo-
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logien beakæ~tiger sig netop meQ de egenskaber og begreber, der 

bevares ved homeomor~e a~ildninger. 

Vi skal nu vise den tredie hovedsætning. 

11o14.2. Sætning. Lad S og T være metriske rum, og ~:S ind i 

T en kontinuert, bijektiv n~ildning. Hvis S er kompakt~ er ~ en 

homeomor~i. 

Lad F ~ S være en a~sluttet mængde. Da S er komapkt, er F 

kompakt i~Ølge sætning 11.9.3, og ~(F) er kompakt og dermed a~

sluttet i~Ølge sætning 11.12.1. Sætning 8.27.2 viser nu, at ~- 1 

er kontinuert, og dermed er beviset ~ul~ørt. 

Sætning 11.14.2. er ikke umiddelbart en generalisation a~ 

nogen a~ de fra gymnasiet kendte hovedsætninger om kontinuerte 

~nktion. Hvis en ~nktion ~:[a~b] ind i R er kontinuert, og a~

bilder [a,b] bijektivt på mængden M~ R, giver sætningen, at ~ 

har en kontinuert, anvendt a~ildning ~- 1 :M på R. Derimod ~år vi 

ikke umiddelbart~ at M er et interval, og det er netop det væ

sentligste punkt i den i gymnasieundervisningen behandlede sæt

ning. Vi skal vende tilbage til denne side a~ sagen i et senere 

kapitel. 

11.15. Vi har· nu a~sluttet vor gennemgang a~ den generelle 

kompakthedsteori, og vi skal dere~ter gå over til nogle anvendel

ser a~ teorien. Først vil vi viae nogle sætninger om a~sluttede 

mængders indbyrdes beliggenhed i metriske rum og specielt i 

m-dimensionale rum. Vi antager hele tiden~ at de optrædende 

punktmængder ikke er tomme. 

11.15.1. De~inition. Ved a~standen mellem punktmængderne A 

og B i detmetriske rum T ~åBtår vi talværdien 

dist(A,B) = i~{dist(x,y)lx E A A y E B}. 
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Hvis specielt A = fa} skriver vi dist(a,B) i stedet for dist(A,B), 

og talværdien kaldes da afstanden mellem punktet a og mængden B, 

11.15.2. Sætning. dist(a,A) = O ~ a E A. 
Af definitionen af ydre punkt ses umiddelbart, at 

o 
dist(a,A) > O ~ a E CA, 

og sætningen er blot den tilsvarende ækvivalens mellem negatio-

nerne. 

11.15.3. Sætning. Hvis punktmængderne A og B i det metriske 

rum T er kompakte, har vi 

3 a E A 3 b E B(dist(a,b) = dist(A,B)). 

Den ved dist(x,y) definerede reelle funktion på den ifØlge 

sætning 11.11.1 kompakte mængde A x B antager ifØlge sætning 

11.12.2 en mindste værdi dist(a,b), som altså netop er 

i nf { di s t ( x, y ) j ( x, y ) E A x B } • 

11,15.4. Sætning. Lad T være et metrisk rum og A~ T en 

punktmængde. Den ved ~(x) = dist(x,A) definerede afbildning 

~:T ind i R er kontin~ert. 

For x E T, y E T, e> O, vil K(x,~(x)+e) indeholde punkter 

af A, og af sætning 8.2.4 fØlger 

K(x,~( )+e) ~ K(y,dist(x,y)+~(x)+e), 

så vi kan slutte, at den sidste kugle indeholder punkter af A. 

Altså har vi 

~(y) ~ ~(x)+dist(x,y)+e, 

og da dette gælder for alle e > O, har vi 

~(y) ~ ~(x)+dist(x,y). 

Det samme ræsonnement kan gennemføres med x og y ombyttede, 

Altså gælder almindeligt 

l ~(y) -~(x) ~ di s t (x' y) • 
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Afbildningen er altså afstandsformindskende og dermed konti-

nuert (se 8.16). 

11.15.5. Sætning. Lad A og B være punktmængder i et metrisk 

rum T. Hvis A er kompakt, eksisterer der et punkt a E A, således 

at dist(a~B) = dist(A,B). 

IfØlge sætning 11.15.4 er den ved dist(x,B) definerede 

reelle funktion kontinuert på den kompakte mængde A, og den har 

derfor ifØlge sætning 11.12.2 en mindste værdi dist(a,B)~ hvor 

a E A. For x E A, y E B har vi nu 

dist(a,B) ~ dist(x,B) ~ dist(x,y) 

og på den anden side er 

dist(A,B) = inffdist(x~y) l x E A A y E Bj ~ 

inffdist(a,y) l y E Bj = dist(a~B), 

hvormed sætningen er bevist. 

11.15.6. Sætning. Lad F være en afsluttet mængde i Rm, og 

lad a være et punkt. Der eksisterer et punkt b E F, således at 

dist(a,b) = dist(a,F). 

Mængden F1 =F n K(a,r) er for et passende r > O kompakt 

og ikke tom. IfØlge sætning 11.15.3 eksisterer b E F1 , således at 

dist(a,b) = dist(a1F1 ). På grund af definitionen af F1 er 

dist(a,b) ~ r, og for y E F\ F1 er dist(a,y) ~ r. Dermed er 

sætningen bevist. 

11.15.7. Sætning. Hvis A~ Rm er kompakt, medens B~ Rm er 

afsluttet, eksisterer a E A og t E B, således at dist(a,b) = 

dist(A,B). 

IfØlge sætning 11.15.5 eksisterer a E A, således at 

dist(a,B) = dist(A,B). IfØlge sætning 11.15.6 eksisterer b E B, 

således at dist(a,b) = dist(a,B). Dermed er sætningen bevist. 
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Lette opgaver. 

1. På R benyttes den i MA 8 opgave 1 definerede afstandsfUnktion. 

Vis, at det således definerede metriske rum bliver begrænset, 

men at der for O < e < 1 ikke eksisterer et endeligt e-net 

på rummet. 

2. Et diskret metrisk rum har egenskaben I (se 10.1), hvis og 

kun hvis det er endeligt. 

3. Vis~ at kugleomegnene med centrum O og radius 1 i de i 8.7 

indfØr m metriske rum la .og lb ikke har egenskaberne I og II. 

4. Vis~ at det i ~\ 8 opgave 18 definerede rum (M,dist) er kom-

pakt. 

5. Vi sætter tg(-~) = - ~ og tg~=~. Vis, at afbildningen 

[ 1T 1T] o ·* tg : -2, 2 pa R er kontinuert. Benyt dette til en anden 

lØsning af opgave nr. 4. 

6. Vis, at det delrum, der fås af det i MA 8, opgave 18 define-

rede rum ved at udelade oo og - oo, har egenskaberne I og II, 
.. 

skønt det er ækvivalent med rummet R, der ikke har disse 

egenskaber. 

7~ Vis, at den i opgave nr. 5 benyttede afbildning er en homeo-

morfi. 

8a I Hilbertrummet betragter vi den afsluttede enhedskugle 

K = f x_ l li !.li ~ 11. Vi s påstanden 

V a E R 3x E K( llx-~11 = di s t(_!!, K)), 

hvor vi har brugt betegnelsen dist(~,~) for afstanden 

IIY-~.11 (pr~v at eft6::-::!.igne det ræsonnement, der benyttes i 

3-dimensional geometri). 
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9.. I Hilbertrummet betragtes punktmængden 

P = f~ l l xn l ~ ~Y n = 1 , 2 Y ••• 1 • 
Vis, at P er kompakt. 

10. For ~E K (se opgave Bl s~tter vi 

r nlx l 1 l ~ r(~) = supl (1 - n+~ )- n E NJ. 

Vis, at r(~) er kontinuert i K, men ikke begrænseta 

11. Skriv et omhyggeligt bevis ror, at en kontinuert reel funk-

tion på en kompakt mængde er begrænset på grundlag ar røl-

gende vejledning: 

M e,-derini tionen ror kontinuitet rremgår umiddelbart, 

at ethvert punkt x ar den kompakte mængde M har en omegn 

U(x) på hvilken runktionen r er begrænset. Omegnene U(x), 

x E M ud,gør en overdækning ar M, og hvis vi vælger dem åb-

ney indeholder overdækningen en endelig overdækning, etc. 

12. Prøv at variere beviset rra opgave nr. 11, idet rølgende 

bemærkning udnyttes: 

Vx E M 3y E M 3U(x) E b(x) Vz E U(x) (r(z) ~ r(y)). 

Hvis r(x) er den st~rste runktionsværdi, behøver vi nemlig 

blot at vælge y = x og U(x) vilkårligt, og hvis r(x) ikke 

er den største runktionsværdi, kan vi vælge y med 

r(y) > r(x) og udnytte kontinuiteten. Ved at gå videre som 

i opgave nr. 11 rås et bevis ror, at r antager en største 

f'unktionsværdi. 

1 3. Lad T være et m e t ri s k rum og ;~.. c;: T en kompak t de l mængde. 

Vis påstanden 

3x E A 3y ~A (dist(x,y) = diam A). 
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14. I Hilbertrummet betragtes punktmængden fa l n E NJ~ hvor 
-n 

a = (an1'an2'""") og -n 
(n(n+1)-1 f' o r q = n 

a = l 

n, q lo f'or q t n. 

Vis, at denne punktmængde er af'sluttet, samt at den i opgave 

13 anf'ørte betingelse ikke gælder f'or den. 

15. En af'bildning f' : ]a,b[ ind i R er ligelig kontinuert. Vis, 

at f' har grænseværdier i a og b. 

16. En af'bildning f' : R ind i R har grænseværdier i -oo og i +oo. 

Vis, at f' er ligelig kontinuert. 

17. Undersøg om de ved 

f'(x) =~x, g(x) = x Arctg x, h(x) = v(1+x2 ) 

def'inerede af'bildninger f',g,h:R ind i R er ligelig konti-

nuerte. 

18. Undersøg, om de ved 

f'(x) =sin x2 , g(x) = . 2 s1n x 

def'inerede af'bildninger f',g:R ind i R er ligelig·kontinuerte. 

19. Undersøg, om den ved 

f'(x) = )O f'or x = O 
lx- 2sin x-2 f'or x ~ O 

def'inerede af'bildning f':R ind i R er ligelig kontinuert. 

20. Lad f':R ind i R være en ligelig kontinuert af'bildning. Vis 

f'Ølgende påstand: 

3 a,b E ]O,oo[ Vx,y E R (lf'(y)-f'(x)l ~ ajy-xj +b). 

Vis f'Ølgende skarpere påstand: 

V b E ]O,oo[ 3 a E ]O,oo[ V x,y E R (lf'(y)-f'(x)l ~ ajy-xj+ b)e 

21. Land f':C ind i C være en dif'f'erentiabel af'bildning med be-
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grænset differentialkvotient. Vis, at f er ligelig konti-

nuert. 

22. Lad A betegne den ved 

A = [z E C -'TT < I m z ~ 1T 1 

definerede str'immel i den komplekse plan. Vis, at f(z) = ez 

definerer en bijektiv, kontinuert afbildning f:A på~\ fol. 

Vis, at r-1 ikke er kontinuert. Angiv en relativt åben del-

mængde O ~ A, hvis billede ikke er en åben mængde. Tilsvarende 

for afsluttet mængde. 

Vanskeligere opgaver. 

23. En afbil-ming p:N· ind i N defineres ved, at p(n)! er divisor 

i n, medens (p(n)+1)! ikke er divisor i N. Vi definerer nu 

en afstandsfunktion på Z, idet vi sætter 

dist(x,y) = )O, hvis x = y 
C(p(n))-1 , hvis x~ y. 

Vis, at Z med denne afstandsdefinition er et metrisk rum, og 

vis, at dette rum ikke er kompakt. 

24. Prøv at føre beviset for, at en kontinuert afbildning af et 

kompakt rum er ligelig kontinuert ved hjælp af Borels over-

dækningssætning. Vis først, at hvert punkt har en kugleomegn, 

i hvilken afbildningen er ligelig kontinuert, og overdæk med 

endelig mange af disse omegne. Beviset lykkes ikke helt på 

denne måde, men det kan reddes ved en ret enkel finesse. 

25. Lad f,g:T ind i R være ligelig kontinuerte afbildninger, idet 

T er et metrisk rum. Undersøg om f+g og fg er ligeligt kon-
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tinuerte. Prøv, hvis svaret er benc.;gtende, a t f'inde passende 

ekstra betingelser, som bevirker, at svaret bliver bekræftende. 

26. En afbildning f':R00 af' Hilbertrummet ind i sig selv defineres 

ved 

f'(x1,x2,x3, ••• ) = (x1'~x2,;x3, ••• ). 

Vis, at enhver begrænset mængde afbildes på en kompakt mængde. 

Er afbildningen bijektiv? 

Opgaven 2~ 27. På mængden Z af' hele tal definerer vi en af'standsfunktion 
er kasse-
~~t af' cen- ved 
..... .1ren. 

dist(x,y) = (supfn [ n!-1(y-x) E~ )-1 • 

Vis, at ~ derved bliver en metrisk rum, og at topologien på Z 
netop bliver den i opgave 8.15 indførte. Vis, at dist har 

den i opgave 8.47 indf'Ørte egenskab. Bliver Z et kompakt 

rum med denne af'standsdef'inition? 

28. Lad I ~R være et inteTval. En afbildning f':I ~ R siges at 

være voksende i et punkt x E I, såf'remt 

3 h> o V y E I n ]x-h[(y t x~ (y-x)-1(f'(y)-f'(x)) ~ o). 

Vis, at f' er voksende på intervallati, hvis f' er voksende 

i ethvert punkt af' I. 

29. På N indføres af'standen 

dist(x,y) 
1 1 . 

= ly- xl; x~ y. 
Lad T være et metrisk rum. Hvilke afbildninger f':N ind i T 

bliver kontinuerte, og hvilke bliver ligelig kontinuerte? 

30. Lad T være et kompakt, metrisk rum. Lad (An) være en vok

sende f'Ølge af' afsluttede mængder på T, altså A1 ~ A2 ~ A2 

~ ... , Det antages at IJ A = T. Vis, a t der eksisterer en 
n 
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åben mængde O ~ T samt et tal n E N, således at O c A - n 

(Baire's sætning). Det anbefales 9 at vise påstanden indirekte, 

altså at antage, at enhver åben mængde O~ T for ethvert n 

indeholder et punkt (og dermed en kugleomegn) i CAn. 

-~1-~ Ved beviset for Baire 's sætning (opgave 30) er forudsætnin

gen, at T er kompakt, overflØdig, når det til ge~gæld an-

tages, at T er fUldstændigt. Vis dette. Vis tillige, at for

udsætningen, at (An) er voksende, er overflØdig. arnformuler 

endelig sætningen, idet forudsætningen, at An er afsluttet, 

udelades 9 medens !J An = T erstattes med i'jA = n 

med, at O c A er overalt tæt i O. - n 

Svær opgave. 

32. Lad M= ffj : [0,1] ind i R l j E Jj være en familie af kon

tinuerte fUnktioner. Famili M kaldes ensartet ligelig kon

tinuert, såfremt fØlgende betingelse er opfyldt. 

Ve> O 3o >O Vj E J Vx E [0,1] Vy E [0,1] 

( l y-x l ~ o "* l f j (Y) - f j (x) l ~ e ) • 

Familien M kaldes ensartet begrænset, såfremt 

3 K E R \1 j E J \lx E [ O , 1 ] ( l f/ x ) l ~ K) • 

Vi indretter mængden M som et metrisk rum, idet vi sæt-

ter 

dist(fj,fk) = supflfk(x)- fj(x)l l x E [0,1]1. 

Vis, at M virkelig bliver et metrisk rum ved denne afstands 

definition. Vis, at M (som delmængde af M) har egenskaberne 

I og II (se 10.2), hvis og kun hvis M er både ensartet lige-

lig kontinuert og ensartet begrænset. 

33. Vis, at en numerabel, afsluttet punktmængde i et fuldstæn-

digt, metrisk rum indeholder et isoleret punkt. 



MA 11 .2 Linie 5 f.n. An rettes til Aq• 

Linie 1 f.n. O:t;tdet "indirekte" rettes til "ved kontYie 

position". 

MA 11.4 Lini~ 7 f.n. 

MA 11 .8 Linie 10 f.n. ~n rettes til ~m, endvidere tilføjes e1-

ter"a E A''"iflg. sætn. 8.27.1'~ 

MA 1,1.12 Lini~ 4 f.o. 11.10.1 rettes til 111.8.1. 

Linie 10 f.o. Ordet "relationer" rettes til "udsagn"~ 

MA 11 .13 Linie 1 O f .o. "på den anden måde" rettes til "på en 

anden måde". 

Linie 12 f.o. (B"* A) rettes til (.,B"* 1 A). 

Linie 2 f.n. diet rettes til distT. 

MA 11.14 Linie 2 f.o. [e:,=] rettes til [e:,=[. 

Linie 4 f.o. 11.9.3. rettes til 11 .8.1. 

Linie 5 f~o· dist rettes til dist8 • 

Linie 6 f.o. dist rettes til dist8 • 

Linie 7 f.o. dist(m(e:)) rettes til dist8 (M(e:)). 

Linie 8 f.o. dist rettes til distT • 

Linie 9 f.o. dist rettes til dist8 • 

MA 11.15 Linie 8 f.o. 11 .9.3. rettes til 11.8.1. 
~ første tilfældsv 

Linie 13 f .o. Ordet ''funktion" retteMil 11funktioner 11 •• 

Linie 15 :f'.o. Ordet "anvendt" rettes til "omvendt". 

R rettes til [a,b]. 

MA 11.16 Linie 9 f.n. Der skal stå K(x,~(x)+e:) først. 

MA 11.17 Linie 9 f.n. dist(a1F1) rettes til dist(a,F1). 
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Ligelig konvergens. 

12.1. Vi skal i dette kapitel behandle begrebet ligelighed i for

bindelse med konvergens. -vr har tidligere mødt begrebet ligelig kon

tinuitet, der kan opfattes som et specielt tilfælde af ligelig konver-

gens. 

For at illustrere begrebet ligelig konvergens vil vi betragte en 

familie af reelle talfølger, al t så (a. ) , j E J, n E N, hvor J er en 
J n 

indexmængde og 

V j E J V n E N( a j·n E R) • 

At følgen er konvergent for enhver fast index j E J mod en grænsevær

di aj, som afhænger ~f index j E J, udtrykkes ved den logiske rela

tion 
V j E J V e > O 3 N E N V n L N( l a . -a . l ~- e ) • 

- J Jn 

Tænkes e > O opgivet kan vi altså for hvert j E J bestemme et naturligt 

tal Nj, således at uligheden i parentesen er opfyldt for ethvert 

n > Nj. Vi vil sige, at konvergensen er ligelig (eller ensartet) med 

hensyn til j, hvis det for ethvert e > O gælder at N kan vælges uaf

hængigt af j, således at uligheden i parentesen er opfyldt for ethvert 

j E J og ethvert n > N. Dette udtrykkes ved den logiske relation 

V e > O 3 N E N V j E J V n L N( l a .-a . l ~ e ) • 
- J Jn -

Vi minder i denne forbindelse om, at en relation med kvantorer 

i almindelighed skærpes, når en V-kvantor og en 3-kvantor byttes, så 

V-kvantoren kommer på højre side af 3 -kvantoren. 

12.2. Inden vi går over til at omtale de generelle definitioner 

af ligelig konvergens, vil vi betragte et specielt tilfælde. 

Lad (fn) være en følge af afbildninger fn: I ind i R, hvor I 

er et fast interval. Hvis det for hvert enkelt x E I gælder, at 
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følgen (f (x)) konvergerer mod en grænseværdi f(x), siger vi, at føln 

gen (f ) konvergerer punktvis mod f. Hvis konvergensen er ligelig med n 

hensyn til x, siger vi, at (fn) konvergerer ligeligt mod f. Det anbe-

fales, at illustrere de eftefølgende eksempler ved at skitsere graferne 

af grænsefunktionen og af de første funktioner i følgen. . 

Eksempel A. Vi betragter I = [0,1] og afbildningerne fn define-

rede ved f (x) - xn n - • 

den ved 

I dette tilfælde konvergerer (fn) punktvis mod 

jO f'or x E [O, 1 [ 
f'n(x) = l1 f'or x= 1 

definerede afbildning. På den anden side vil uligheden 

jf'(x) - f'n(x)l > ~ 

være opfyldt for ethvert x i det åbne interval ]2-1/n, 1[, og (fn) 

er derfor ikke ligelig konvergent på intervallet [0,1 ]. For 

k E ]0,1[ gælder det imidlertid at følgen af restriktionerne af fn 

til [O,k] konvergerer ligeligt mod restriktionen af f til [O,k] altså 

mod nulfunktionen på dette interval. For g > O kan vi nemlig vælge 

N E N, således at kN < g , og for x E [O,k] og n L N gælder da 

O ~ x n ~ k n < k N < g , 
- -

hvormed påstanden er bevist. 

Eksempel B. Vi betragter I = [0,00 [ og afbildningerne fn defi

nerede ved 
)sin nx f'or x E [O,~] 

= lo f'or x E ]~,oo[ • 

Vi har fn(O) =O for enhver værdi af n og for x > O er fn(x) =O, når 

n > ~ • Altså konvergerer (fn) punktvis mod nulfunktionen. For re

striktionerne til et interval [k,oo[ , hvor k > O, bliver konvergensen 

ligelig, men enhver af funktionerne f (x) antager værdien 1, og kon-n 
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vergensen blive r derfor ikke ligelig på [ O ,oo[. Vi ser således, at 

konvergensen ikke behøver at være ligelig, selv om alle funktionerne 

f og grænsefunktionen er kontinuerte og definitionsintervallet af
n 

sluttet. 

I dette eksempel kan vi erstatte sin nx med n sin nx uden at de 

arntalte konvergensforhold ændres. Vi får da 

1T 1T "'"1-

/,7T f' (x)dx = Jnn sin n'll.:dX: l-cos nxn = 2, 
O n O L Jo 

medens det tilsvarende integral af grænsefunktionen bliver O. Ombyt-

ning af integration og grænseovergang er altså ikke altid uden ind

virkning på værdien af et udtryk. 

Eksempel C. Vi betragter intervallet I = ]-oo ,oo[ samt funktions

følgen (fn)' hvor fn(~= *sin rz. Det er næsten trivielt, at (fn) 

konvergerer ligeligt mod nulfunktionen. Følgen (Dfn) er ikke engang 

punktvis konvergent, da 

Df' (1T) =cos n1r = (-1)n. n 

12.3. Som et hjælpemiddel til brug i det følgende skal vi kort 

omtale en ikke særlig epokegørende generalisation af begrebet metrisk 

rum: 

12.3.1. Definition. Lad M være en mængde, og lad dist: MXM ind.i 
~ 
~ være en afbildning, som tilfredsstiller følgende betingelser 

1) ~x E M (dist(x,x) =O). 

2 ) ~ x, y E M (x f y ~ di s t ( x , y) > O ) • 

3) ~ x,y E M(dist(y,x) = dist(x,y)). 

4) ~ x,y,z E M(dist(x,z) ~ dist(x,y)+dist(y,z)). 

Afbildningen dist kaldes da en uegentlig afstandsfunktion, og 

T = (M, dist) kaldes et uegentligt metrisk r~ 

Vor generalisation består altså blot i, at vi tillader dist at 
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antage værdien oo • I betingelsen 4) tillægger vi summen på højre side 

værdien oo , hvis en af addenderne er oo • 

I et uegentligt metrisk rum indføres kugleomegnene K(a;r) for po

sitive værdier af r ganske som i sædvanlige metriske rum, og de får 

også de samme egenskaber. Kugleomegnene benyttes som omegnsbasis, og 

derved indføres en topologi på rummet T. Begrebet fundamentalfølge 

indføres på T ordret som for metriske rum, og begrebet fuldstændigt 

~ overføres derved ligeledes til uegentlige metriske rum. 

Hvis vi definerer en ny afbildning dist': MXM ind i R ved 

dist' (x,y) = inf f dist (x,y), 1 1 , 
vil det let kunne vises, at dist' opfylder betingelserne 1) - 4), og 

dist' er således en afstandsfunktion på M, og Qet er klart, at dist 

og dist' giver anledning til den samme topologi på M og til det samme 

fundamentalfølgebegreb. Ud fra denne betragtning er vor generalisation 

faktisk overflødig og ikke bare som antydet ovenfor lkke særlig epoke-

gørende • 

12.4. Lad nu S være en vilkårlig mængde, og lad T være et metrisk 
..... 

rum med afstandsfunktionen dist. På mængden F(S,T) af afbildninger af 

S ind i T definerer vi en uegentlig afstandsfunktion dist , idet vi u 

for vilkårlige afbildninger f 1 ,f2 : S ind i T sætter 

distu(f1 ,f2 ) = sup [ dist (f1 (x), f 2 (x)) l x E S J. 
Det er klart, at distu tilfredsstiller betingelserne 1) og 3). 

Af f 1 f f 2 følger, at der eksisterer et x E S, for hvilket f 1 (x) t f 2 (x). 

Så er distu(f1 ,f2 ) ~ dist(f1 (x), f 2 (x)) > O. Altså er 2) opfyldt. 

For vilkårlige afbildninger f 1 ,f2,f
3

: S i.4d i T har vi 

distu(f1 ,f3 ) = sup [ dist(f1 (x), f 3 (x)) l x E s] < 

sup f dist (f1 (x)) ,f2 (x)) + dist (f2 (x), f 3 (x)) l x E S j < 

sup ~dist(f1 (x),f2 (x)) l x E Sj + sup fdist(f2(x),f3 (x)) jx E S f= 
distu(f1 ,f2 ) + distu(f2,f3). 
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Det første ulighedstegn gælder på grund af trekantsuligheden for af

standsfunktionen dist på rummet T, og det andet ulighedstegn følger 

af sætningen om supremum for en sum af to funktioner. Vi har dermed 

vist, at 4) gælder, altså, at distu virkelig er en uegentlig afstands

funktion. 

" 12.4.1. Definition:Det uegentlige metriske rum F(S,T) med den 

uegentlige afstandsdefinition dist kaldes det ligelige funktionsrum u . 

af afbildningerne af S ind i det metriske rum T. 

Lad nu (fn) være en følge af afbildninger f :S ind i T. Vi 
n 

vil sige, at følgen (fn) konvergerer ligeligt mod grænseafbildningen 

f: S ind i T, såfremt følgende betingelse er opfyldt 

'il e > O 3 N E N 'il n~ N 'i/ x E S (dist(f'n(x),f'(x» ~ e). 

Dette er ensbetydende med følgende betingelse: 

'il e > O 3 N E N 'il n~ N(supfdist(f'n(x),f'(x))lx E sJ ~e). 
Den del af den fØrste betingelse·, som indledes med 'il x E S ud trykker 

nemlig, at e er et overtal for mængden fdist (fn(x),f(x)) l x E Sj. 

Den sidste betingelse kan skrives 

/\ 
og denne betingelse udtrykker, at punkt-følgen (fn) i rummet F(S,T) 

med den uegentlige afstandsfunktion distu er konvergent med grænsepunk

tet f. Dette udtrykkes i følgende sætning: 

12.4.2. Sætning. At følgen (fn) af afbildningeF fn: S ind i T, 

hvor T er et metrisk rum, konvergerGr ligeligt mod afbildningen 

f: S ind i T er ensbetydende med, at punktfølgen (.f ) i det ligelige n 

funktionsrum ~(S,T) konvergerer mou grænsepunktet f. 

12.5. Vi skal nu vise den første (meget lette) hovedsætning om 

ligelig konvergens: 

12.5.1. Sætning.Lad S være en punktmængde, og lad T være et fuld

stændigt metrisk rum. Da er det ligelige funktionsrum af afbildninger 
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~ S ind i T ligeledes fUldstændigt. 

Bewia. Lad (:f' n} wære en f'undamentallø].ge på x>umrnet ~(s, T). Dette. 

betyder, at :f'Ø1gende betingelse er op:f'y~dt, 

V e > o 3 N E tf V m,n ~ N (diat u(:f'm,.1"n) ~e). 

Denne betingelse me~rer (er :f'ak~isk enabetydende med), at 

( 1 ) V e, > o 3 N E ~ V m, n ~ N V x € S ( di s t (f' m ( x ) , f' n (x ) ) ~ e ) • 

Heraf' f'Ølger igen den ~vagere betingelse, aom f'ås ved at f'lytte kvanto

ren V xE S helt hen til venstre,. og som udtX'ykker at f'Ø~gen (f'n(x)) :f'or 

ethvert. z E S er en fundamentalfØlge på T. Da T er fUldstændigt, f'ø,].geF 

heraf', at (f'n(x.)) fer ethvert z E T konvergerer mod et grænsepunkt 

f'(x} E T. Derved def'ineres en arbildning f': S ind i T. Lad_ nu e > O 

være givet. Vi vælger .N E N, således at 

V m,n ~N V x E S (dist(f'm(x), f'n(x)) ~e)~ 

For ethv-ert f'as:t x E S og ethvert :fast n > N har vi a1tså 

V m~ N(dist(f'm(x), f'n(x)) ~e). 

F~ m~~ f'Ølger heraf', idet diet: T x T ind i R er kontinuert~ at 

dist(f'(x), :f'n(x)) ~a 

:f'or de betragtede værdier af' n og x. Dermed har vi alt ialt vist, at 

V e > o 3 N E N V n ~ N V x E S ( di s t (f' ( x ) , f' n ( x ) ) ~ e ) , 

ali~så at (f'n) konvergerer ligeligt mod :r. Sætningen f'Ølger nu umiddel

bart af' sætning 12.4.2. 

Det sædvanlige bevis :f'or, at en konvergent punktf'Ølge i et metrisk 

rum er en f'undamentalf'Ølge bevarer sin gyldighed i uegentlige metriske 

rum. Betingelsen (1) er således nØdvendig og tilstrækkelig,.. f'or at a.f'bild

ningsf'Ølgen (f' ) er ligelig konvergent. 
n 

12.6. Vi vil nu tilf'Øje den antagelse, at ~unktmænden S er et 

topologisk rum med en topologi tr. For a E S vil vi med Ca(S,T) betegne 

den delmængde af' ~(S,T), som omf'atter netop de a.f'bildninger f':S ind i T,. 
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som er kortinuerte i punktet a. Vi har med disse betegnelser sætningen: 

12.6.1. Sætning. Mængden Ca(S,T) er afsluttet i rummet ff(S,T). 

Hvis T er fuldstændigt, er delrummet Ca(S,T) fuldstændigt. 

Bevis. Den sidste påstand følger umiddelbart af den første, så 

det er tilstrækkeligt at vise denne. Vi ska4 altså vise, at et vil

kårligt kontaktpunkt for Ca(S,T) tilhører ~a(S,T), altså, at f~ S ind 

i T er kontinuert i punktet a. Lad nu e være et vilkårligt, positivt 

tal. Vi behøver da blot at vise, at f-1 (K(f(a),e)) er en omegn af a. 

Da f er kontaktpunkt for C (S,T), vil en kugleomegn i P(S,T) med cen-a 
t rum f og radius 5 e: indeholde en afbildning g E (j (S, T) , og vi har da a 
( 1 ) V x E S ( di s t ( f' ( x ) , g ( x ) ) < § e ) • 

Da g er kontinuert i a, gælder 

(2) 

og sætningen vil være vist, når det lykkes os at vise, at U c 

f-1 (K(f(a)f )), altså, at 

V xE U (dist(f(a), f'(x)) <e). 

For x E U har vi imidlertid vurieringen 

dist(f(a), f(x)) < 

dist(f(a), g(a)) + dist(g(a), g(x)) + dist(g(x), f(x)) <e: , 

idet (1) medfører, at summens første og sidste led, hver er < :1. 
3 e, 

medens x EU i forbindelse med (2) medfører, at det midterste led er 

< § 8 • 

12.6.2. Sætning. Lad S være et topologisk rum, og lad T være et 

metrisk rum. Mængden C(S,T) af kontinuerte afbildninger af S ind i T 

er en afsluttet delmængde af ~(S,T). Hvis T er fuldstændigt, er del

rummet C(S,T) fuldstændigt. 

Bevis. Idet 

ces, T) =.n 
aE: S 

d
13

(S,T). 
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følger sætningens første påstand umiddelbart af sætning 12.6.1. Den 

anden påstand følger umiddelbart af den første. 

Af de to sætninger følgs; at grænseafbildningen for en ligelig 

konvergent følge af kontinuerte afbildninger selv er kontinuert. Vi 

kan således føje ligelig grænseovergang til den række af operationer, 

der vides at være kontinuitetsbevarende. 

Eksemplerne i 12.2 viser, at en følge af kontinuerte afbildninger 

kan konvergere mod en kontinuert grænsefunktion uden at konvergere li-

geligt. Det er i øvrigt helt klart, at grænsefunktionen for en kon

vergent følge (f ) af kontinuerte afbildninger vil være kontinuert, n 
såfremt (f ) har en delfølge, der konvergerer ligeligt. 

n 

12.7. Lad s1 være et topologisk rum, A~ s1 en punktmængde og 

a E S
1 

et fortætnings- punkt for A. Lad s
2 

være et topologisk rum, 

T et metrisk ruin og f: A x s
2 

ind i T en afbildning. For x E A vil vi 

med fx: s
2 

ind i T betegne den ved fx(y) = f(x,y) definerede afbild

ning. Vi har nu en afbildning 

~: A ind i l(s2,T) 

defineret ved ep (x) = f 
x 

For fast y E s2 vil der eventuelt eksistere en grænseværdi 

g(y) = lim f(x,y) 
x~ a 

Hvis en sådan grænseværdi eksisterer for ethvert yE s2 , defineres 

derved en afbildning g: s2 ind i T. 

Hvis afbildningen ~ har g som grænseptaikt for x~ a på A, vil vi 

sige, a t afbildningerne f x går ligeligt nn d afbildningen g for x~ a 

på A. 

Hvis yderligeFe f er kontinuert for ethvert x E A, vil billedmængx 
dencp(A) tilhøre den afsluttede mængde d'(s2 ,T), og g vil da også til-
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høre denne mængde. Altså er også denne generelle form for ligelig 

gr~nseovergang ko~tinuitetsbevarende. 

·;2.8. Vi vil nu yderligere specialisere, idet vi vil gå over 

til at undersage det specielle tilfælde, hvor T også har en algebra

isk organisation. Vi vil behandle tilfældet T = C, samt anføre en

kelte resultater, der kkn vedrører T = R. En del af undersøgelserne 

kan umiddelbart generaliseres til T = Rn, men det vil vi ikke opholde 

os ved. 

For f E P(S,C) sætter vi 

llf'll = sup {l f'( x:) l~ x E s J" 
og vi har da for f,g E P(S,C) relationen 

(3) 

Vi foretrækker at benytte drt sidst anførte udtryk som betegnelse for 

den uegentlige afstand mellem f og g. 

For fast h EP(s,c) l:ar vi en afbildning 

~h: F(s,c) på F(s,c) 

defineret ved 

~h(f) = f+ h. 

og udtrykket for distu viser nu, at ~h er enfuometrisk afbildning og 

derfor kontinuert. 

Udtrykket llfll kaldes normen af f. Et punkts norm er således 

dets afstand fra nulpunktet. De 4 betingelser, som afstandsfunktionen 

dist tilfredsstiller, er ensbetydense med følgende 3 betingelser, 
u 

som normen tilfredsstiller 

11 o 11 = o 

'Vi' (f':j:O ~ jjf'jj > O) 

Vf',g ([j f'+ g!l ~ llf'jj + !lgiJ ). 

Desuden tilfredsstiller normen betingelsen: 
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Selve den omstændighed, af afstandsfuntion~n dis t er dEfinc;:re-~ u 

ved normen ved (3), medfører at 

distu (f + h, g + !,_) = distu (f, g), 

og vi siger derfor, at afstandsfunktionen distu er invariant. 

12.9. Vi skal udlede nogle fundamentale egenskaber ved rummet 

F(S,C), samt delrummet B(S,C), som netop omfatter alle begrænsede af ... 

·~ bildninger f: S ind i u. Vi viser først sætningen: 

12.9.1. Sætning. Den ved 

9)(f,g) = f + g 

definerede afbildning 

9): P(s,c) x P(s,c) ind i P(s,c ) 
er kontinuert. 

Bevis. Vi har åbenbart for e> O, at 

9) ( K ( f', & e ) x K ( g, t e ) ) ~ K ( f' + g :-e • ) , 

hvoraf påstanden følger. 

1 2. 9. 2. Sæ"t_ging_~ Lad h E B( S, C) være en begrænset funktion. 

Da er den ved 

~(:r) = :fh 

definerede afbildning 

kontinuert~ 

Bevis. For e > O sætter vi YJ== c (sup f lh(x) l l x E S 1 )-1 , og. 

vi har da 

cp(K(f', T))) C: K(f'h 9 e), 

hvoraf påstanden følger. For h = O fås YJ = 00 , men ræsonnementet 

bevarer sin gyldighed. Påstanden er iøvrigt triviel for h = 0, ide~ 

9) bliver konstant. 
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12.9.3. Sætning. Den ved 

cp(:f,g) = :fg 

definerede afbildning 

ep: ~(s,c) x l3(s,c) ind :i l3(s,c) 

er kontinuert. 

Bevis. At ep er kontinuert i punktet (0,0) følger umiddelbart af 

den for & € J O, 1t gyldige trivielle relation 

<p(K (O,s) x K(O,s)) c; K(O,s). 

Lad nu f og g være vilkårlige begrænsede funktioner. At <p er konti

nuert i (f,g) er ensbetydende med, at den ved 

tjl(h,k) == <p(:f+h, g+k) 

definerede afbildning 

tjl: ~(s,b) x ]j(s,b) ind i acs,b) 

er kontinuert i (0,0). Dette følger imidlertid umiddelbart af de 

allerede viste sætninger, idet 

wCh,k) = :rg + gh + :rk + hk. 

12.9.4.Sætning. Mængden ~(S,C) er både åben og afsluttet i rum

met P(s,c). 
Bevis. Hvis f er begrænset, er enhver funktion i K(f,1) også 

begrænset. Altså er B(S,C) åben. Hvis g ikke er begrænset indehol

der K(g,1) slet ingen begrænsede funktioner. Altså er B(S,C) lige

ledes åben og B(S,C) altså afsluttet. 

12.10. Af sætningen 12.9.1 og 12.9.2 følger umiddelbart følgen-

de to sætninger. 

12.10.1. Sætning. Summen af to ligelig konvergente følger er en 

ligelig konvergent følge. 

12.10.2. Sætning. Ved multiplikation af en ligelig konvergent 

følge med en begrænset funktion fås en ligelig konvergent følge. 

Vi vil gennemføre beviset for den første sætning. Lad (fn) og 

(gn) være ligelig konvergente følger med grænsefunktionerne f og g. 
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Vi betragter delrummet 

R*' . De ved 

<p (n) = 

<p(m) = 

N-* = 

f n 

f 

N t) fooJ 

JVTA • 1 2 • 1 2 • 

af den udvidede reelle akse 

if;(n) = gn 

if;(oo) = g 

* definerede afbildning ep, !f;: N ind i F(S,C) er da kontinuerte. Så 

er afbildningen (ep ,!f;) :N"* ind i F'(S,C)xF(S,C) ligeledes kontinuert, 

og af sætning 12.9.1 og sætningen om sammensætning af kontinuerte af

bildninger følger, at ep +!f;: N"* ind :i.:F'(S,C) er kontinuert. Dermed er 

påstanden bevist. 

Sætning 12.9.4. viser, at grænsefunktionen for en ligelig konver

gent følge af begrænsede funktioner selv er begrænset, og ovenstående 

ræsonnement i forbindelse med sætning 12.9.3 giver derfor følgende 

sætning: 

12.10.3. Sætning: Produktet af Lo ligelig konvergente følger 

af begrænsede funktioner er ligelig konvergent. 

12.11. Lad ~n) være en følge af funktioner fn: S ind i 6. Vi 

kan da danne en uendelig række -~ f eller udførligt 
n 

Summen 

er rækkens n te afsnj_t. 

00 

~ 
n=1 

f' • n 

Hvis følgen (S ) er ligelig konvergent med 
n 

grænseværdien S, siger vi at rækken ~f er ligelig konvergent med 
n 

sum S. 

Nødvendigt og tilstrækkeligt for at rækken ~f er ligelig konn 

vergent er det, at følgen (S ) er en fundamentalfølge på F(S, C), 
n 

altså at følgende betingelse er opfyldt: 

( 
n+p 

V s: > O 3 N E: N V n 6 N V p > o, V x E S li ~ :llk( x) 
k=n+1 
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Dette er det almindelige konvergensprincip for ligelig konvergens. 

Da det i praksis kan være ret tungt at arbejde med, skal vi angive 

nogle simplere kriterier, som dog ikke altid er kraftige nok til at 

fremtvinge en afgørelse. 

12.12. Hvis der findes en række ~ an med positive led, således 

at 
'1/ n EN '1/XE S Cif' (x) l~ a), n - n 

siger vi, at ~a majoriserer ~ f , og vi siger at ~f er maj arisa-
n n n 

bel (eller majOriserbar~ 

hvis der eksisterer en konvergent række med positive 

led , som majOriserer ~f • 
n 

12.12.1. Sætning. En majarisabel række er ligelig konvergent. 

Bevis. Lad ~a være konvergent og majorisere ~ f , og lad e være n n 

et positivt tal. Vi kan da vælge N E N, således at vi for alle n > N 

og alle p > O har 

altså for alle x E S 

n+p 
~ 

k=n+1 

n+p 
~ 

k=n+1 

l ~ 
n+p n+p 
~ lf'k(x) l ~ ~ an~ e , 

k=n+1 k=n+1 

og påstandep. fr1lger af det almindelige konvergensprincip for ligelig 

konvergens. 

Af sammenligningskriteriet f,lger, at en majo!'isabel række 

for enhver værdi af x er absolut konvergent. 

12.13. Vi skal også angive to kriterier for ligelig konvergens, 

som kan anvendes på betinget konvergente rækker. 

12.13.1 Sætning: Lad (a ) og (b ) være f~lger af afbildninger 
n n 

an: S ind i C og bn: S ind i R, således at f~lgende betingelser er 

opfyldt: 
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1 ) • 3AE R \J n E :N v x E S u a
1 

(x) + ••• +an (x) l. 

2) • \InE N \J X: E s ( b (x) n ~ bn+.1 (x)) 

3) • (b ) konvergerer ligelit;t mod o. n 

Da er rækken ~ anbnligelig konvergent. 

Bevis. Vi indf~rer betingelserne 

p 
A (x) = ~ an+k(x); An,o(x) =O; n,p k=1 

S (x) 
p 

an+k(x)bn+k(x)' = ~ n,p k=1 

og vi har da (Abelsk summat ion) 

S (x) = n,p (A k(x) -A k 1(x)) b k(1K). = n, n, - n+ 

I> 
~ 

k;::1 
A k(x) b k(x) -n, n+ 

p-1 
~ A k(x) b k 1 (x) -

k=a n, n+ +. 

~ 

p-1 
~ + A (x) b _ (x) • n,p n+p k=1 
Lad nu e være et positivt tal. Ifølge 3) kan vi vælge N 

således at b (x) < n 
( 2A) -1' e for ethvert n > N og ethvert x E 

' 

A). 

E N, 

s. 
har vi for ethvert x E S, ethvert n EN og et hvert k > o, at 

= a (x) 
y 

a (x) 
y 

og vi får derfor ved udnyttelse af 2) vurder.ingen 

p-1 
~ 2A ~ 

k=1 

2A bn+i (x} ~ e 

2.A .• 

Nu 

for ethvert n ~N, ethvert p > O og ethvert x E S. Påstanden fjlger nu 

af det almindelige konvergensprincip for ligelig konvergens. 

Sætning 12.13.1 har adskillige varianter, der fremkommer, ved 

at en af betingelserne 1 ), 2) eller 3) svækkes, medens en anden til-
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gengæld skærpes. Vi vil nøjes med at anf3re folgende; 

12.13.2. Sætning. Gyldigheden af sætning 12.13.1 bevares, når 

betingelserne 1) og 3) erstattes med følgende: 

1 1 ). Rækken~ aner ligelig konvergent. 

3 1 ) • 3 M E R V n E: N V x E: S C l b n (x) ~ M. 

Bevis. Vi benytter den samme anskrivning som i det foregående 

bevis. Lad e være et positivt tal. Da ~ a er ligelig konvergent, n 

kan vi vælge N E: N, således at vi for ethvert n > N, ethvert k > O 

og ethvert x E: S har 

og vi får derfor vurderingen 

LSn
1
p(x) t ' (! M) -

1 
s ( 

(3M)-1e (b d- (x) - bn+p(x)' 
for ethvert nn~ 1N, ethvert p > 

p-1 
~ (bn+k(x) -bn+k+1 (x) + l bn+p(x) 1.1 = 

k=1 ) 
+ lbn+p(x) l) ~ e 
O og etlivert x E: S, Påstanden følger 

nu af det almindelige konvergensprincip for ligelig konvergens. 

' 12.14. Vi betragter en følge (a ) af afbildninger a ~s ind i C. n n 

Hvis følgen (an) (rækken ~an) konvergerer ligeligt, vil følgen (ræk-

ken), der dannes af restriktionerne af afbildningerne a til en del
n 

mængde A ~ S, ligeledes konvergerer ligeligt. Hvis følgen (rækken) 

ikke konvergere·r ligeligt, eksisterer der visse delmængder A c S 

med den egenskab, at den følge (række), der dannes af restriktionerne 

af afbildningerne an til A, konvergerer ligeligt, og for enhver så

dan mængde A siger vi da, at f'1lgen (a ) (rækken ~a ) konvergerer li-n n 

geligt på mængden A. 

Hvis f0lgen (an) (rækken ~ a ) konvergerer ligeligt på hver af n 

mængderne A1 , ••• , An' gælder det ~amme på foreningsmængden 

A
1 

,IJ IJAn. Et tilsvarende udsagn om foreningsmængden af uendelig 

mange mængder vil ikke være rigtigt. 
o , 

For en mængde, der bestar af et 
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punkt, er der ingen forskel på punktvis konvergens og ligelig kon

vergens, og det samme gælder altså for endelige mængder. Ligelig 

konvergens på en mængde bevarer, når endelig mange konvergenspunk-

ter fJlges til mængden. 

Specielt gælder altså, at en række ~an' der er ligelig konverge~ 

på et åbent interval ( ex, f3 ) og konvergent i punkterne ex og 13, er 

ligelig konvergent på [ ex ,f31. 

12.15. Vi har tidligere set, at en potensrække lj an zn hsr 

en konvergensradius R med den egenskab, at lzl < R medf~rer, at ræk

ken er absolut konvergent, medens lzl > R medfører, at rækken er di

vergent. Punkterne med lzl =R udg?r konvergenscirklen, punkterne med 

l z l < R udgcJr konvergenscirkelski ven, og punkterne med l z l ~ R udg 1r 

den afsluttede konvergenscirkelskive. De udartede tilfælde R = O 

og R = ~kan forekomme. Vi skal nu vise en alminde~ig sætning om li-

gelig konvergens af potensrækker. 

12.15.1. Sætning. En potensrække er ligelig konvergent på enhver 

kompakt delmængde af konvergenscirkelskiver. Hvis potensrækken er absolut 

konvergent i et punkt af konvergenscirklen, er den ligelig konvergent 

på den afsluttede konvergenscirkelskive og absolut konvergent i et

hvert punkt af denne. 

Bevis. Lad R være konvergensradius for n 
~ anz , og lad A være 

en kompakt delmængde af konvergenscirkelskiven. Vi kan da vælge 

r < R, således at den ved lzl ~r bestemte cirkelskive har A som del

mængde. I punktet r er potensrækken absolut konvergent. Altså konver-

gerer ~ lanlrn. Denne række maj~riserer for lzl ~ 

denne række konvergerer derfor ligeligt på den ved 

n r rækken ~ anz og 

lzl ~r bestemte 

cirkelskiver, og dermed også på mængden A, som er delmængde af cirkel-

skiven. 
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Hvis potensrækken konvergerer absolut i et punkt af konvergens-

cirklen, er ~lanjRn konvergent, og denne række ma;oriserer potens-

rækken i hele den afsluttede konvergenscirkelskive. Altså er pot8ns-

rækken ligelig konvergent i hele den afsluttede konvergenscirkel-

skive. 

Eksempler~ ~lzln konvergerer ligeligt på enhver cirkelskive 

lzl ~r, hvor r< 1, men 

gælder for ~zn og for 

ikke på enhedEcirkelskiven. Det samme 
-1 n 00 -2 2 · 

~ n z . Derj_mod er L: n z lige-
n-1 n-1 

lig konvergent på 

gensradius er 1 • 

1 2.1 6. Lad 

den afsluttede enhedscirkelskive, og dens konver-

n Ia z være en potensrække med en positiv konvern 

gensradius R, og lad n 
l:: a R være konvergent. For ethvert 

n n 

x E [ O,R] vil bn(x) = ( ~)opfylde betingelsen 2) i sætning 12.13.1 

og betingelsen 3•) i sætning 12.13.2. Af denne sidste sætning føl

ger således, at l::anzn er ligelig konvergent på det reelle interval 

[ O,R] . Dette medføre~ igen, at den ved rækkens sum definerede af

bildning f · [ O,R J ind i C er kontinuert. Dermed har vi bevist 

følgende berømte sætning, der skyldes N.H. Abel: 

12.16.1. Sætning:. Lad K være den ved lzl <R bestemte cirkel-

skive i den komplekse plan. Lad 

()() 

f ( z ) = L: an z n 
n=1 

være en potensrække med konvergensradius R og konvergent for z = R 

med sum b. Da har restriktionen f : K n R ind i C grænseværdien b 

i punktet R. 

En nærmere undersøgelse viser, at f ikke behøver at have grænse

værdien b for z ~ R på K. 

Som eksempel på en (ganske vist ikke særlig nyttig) anvendelse 

af Abels sætning vil vi vise f0lgende: 
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12.16.2. Sætning. Hvis det for to konvergente uendelige rækker 

00 

~ a =S 
n=O n 

gælder, at 

tro· 

~ b = t 
n=O n 

~ (a b + a 1b1 + a b ) 
n=O n n n- o n 

er konvergent med sum u, da er u = st. 

Bevis. Ved 

u(x) = v(x) = 

defineres ifølge sætning 12.16.1 kontinuerte afbildninger u,v,w~ [0,1 J 

ind i C. For x E [0,1 [er rækkerne absolut konvergente, og vi har 

derfor w(x) = u(x) v(x) for x E [0,1[. På grund af kontinuiteten 

gælder denne ligning også for x = 1, og dermed er påstanden bevist. 

12.17. Vi betragter nu et begrænset interval I c Rn. Med 

R(I,R) betegner vi mængden af Riemann-integrable funktioner f:I 

ind i R. Riemann-integralet kan da opfattes som en afbildning 

f ~R( I ,R) ind i R. Vi har nu f•?>lgende sætning; 

12.17.1. Sætning. Mængden R(I,R) er en afsluttet delmængde af 

F(I,R). Afbildningen/: ~(I,R) ind i R er kontinuert. 

Bevis~ Lad f E F(I,R) være kontaktpunkt for lt(I,R), og lad 

være et positivt tal. Kuglen K(f,m(~)) indehalder et punkt g E~(I,R). 

Vi har da 

+ 

og da g~ I ind i R er Riemann-integrabel, følger heraf 

E: 1 
m( r) J 
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eller 

heraf følger 

Da dette gælder for enhver positiv værdi af e, er f Riemann-

integrabel. Dermed er den første del af sætningen bevist. 

Lad nu f,g E R(I,R) være vilkårlige punkter. Vi har da 

Heraf fremgår. , at afbildningen m( I) f er afstandsformindskende og 

dermed kontinuert. Det medfører igen, at afbildningen J er kontinuert, 

og dermed er sætningen bevist. 

12.17.2. Sætning. Lad (fn) være en f0lge af Riemann-integrable 

funktioner fn~ I ind i R. Hvis (fn~ f ligeligt på I, da er f Riemann-

integrabel og 

Dette følger umiddelbart af sætning 12.12.1. 

12.17.3. Sætning. Lad (fn) være en følge af Riemann-integrable 

funktioner fn: I ind i R. Hvis ~fn er ligelig konvergent med sum 

f, da er f Riemann-integrabel og/~= ~/fn. 

Dette fås umiddelbart ved at anvende sætning 12.17.2 på rækkens 

afsnitsfølge. 

Vi har set, at en følge af differentiable funktioner kan være 

ligelig konvergent mod en differentiabel funktion samtidig med at 

følgen af differentialkvotienter ikke konvergerer punktvis. På den 

anden side vil ligelig konvergens af følgen af differentialkvotienter 

sikre, at denne fc?Jlge går mod differentialkvotienten af den oprinde

lige føljes grænsefunktion. Idet partielle differentialkvotienter er 
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, 
differentialkvotienter af restriktioner, som kun afhænger af en vari-

abel, er det tilstrækkeligt af formulere resultatet for funktioner af 
, 
en varialel. 

' 12.17.4. Sætning. Lad I c R være et interval, og lad (f ) være n 
.. 

en f0lge af differentialbe funktioner fn' I ind i E. Hvis følgen 

(Df ) er ligelig konvergent på ethvert kompakt delinterval af I, og n 

hvis (fn) konvergerer punktvis på I mod en grænsefunktion f, da 

konvergerer (fn) ligeligt ffiOd f. Endvidere er f differentiabel og 

(Dfn) ~ Df. 

Bevis. Lad [a, b J være et vilkårligt kompakt delinterval af I .. 

Af sætning 12.17.2 fås nu 

x x 
(f ( x ) ) = ( f (a ) + f Df ( t ) d t ) ~ f (a ) + f g ( t ) d t , 

n n a n t:n 

hvor g er grænsefunktionen for (Df ). Altså er n 

x 
f(x) = f(a) + [ g(t)dt, 

hvilket viser, at f er differentiabel med 

Df (x ) = g ( x ) • 

(~ Dermed har vi bevist den sidste påstand i sætningen. Vi har nu 
;l 

x 
f(x) -f (x) = f(a) -f (a) +f (g(t) - Df (t))dt. n n n a 

Lad e være et positivt tal. Vi vælger N, således at vi for n > N har 

l f(a) -f (a) l < l e A v x z[·!i,b] U&(x)).- Df ('xt) l ~ 2.(!-b} ), 
n = 2 . ' n 

og vi får da for n ~ N og x E[ a,b J 

lf(x) -f (x) l < l e + (x-a) 
n = 2 2(b-a) ~ e, 
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hvilket viser, at (fn)~f ligeligt på [a,b J. Dermed er sætningen 

bevist. 

12.18. Vi vil slutte dette kapitel med nogle sætlig vigtige 

anvendelser af ligelig konvergens. Disse anvendelser bygges på en 

hjælpesætning, der ikke direkte handler om ligelig konvergens. 

12.18.1. Definition. Lad T være en vilkårlig mængde. Et element 

x E T siges at være fixelement for en afbildning ~ :T ind i T, så

fremt ~(x) = x. Hvis T er et topologisk eller metrisk rum siger vi 

fixpunkt istedet for fixelement. 

12.18.2. Definition. Lad T være et metrisk rum. En afbildning 

~ T ind i T kaldes stærkt afstandsformindskende, hvis der eksis-

terer et tal k E] 0,1 [ , således at 

(5) Vx, y E T (dist (cp(x:), ~(y))~ k diæt (x:,y)). 

Samtidig med at ~ vil vi betragte de itererede afbildninger 

2 3 
~=~= ep, cp 0 cp 0 ~= q> , •••• Nu kan vi formulere den omtalte 

hjælpesætning. 

12.18.3. Sætning. Lad T være et fuldstændige metrisk rum. Lad 

q> :T ind i T være en stærkt afstandsformindskende afbildning. Der 

eksisterer da et og kun et fixpunkt for T, og for ethvert punkt 

x E T vil f0lgen ( ~n(x)) konvergere med dette fixpunkt. 

Bevis: Vi vælger k E J O, 1 [ , således at ( 5) gælder. For x E T 

sætter vi 

dist (x, q> (x)) = a(x). 

Vi har da ifølge (5) 

dist (~(x), ~ 2 (x)) ~k dist (x, ~(x))= k a(x). 

Såfremt vi har 

(6) 



... _ .. 
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giver (5), at 

dist ( <pn+1 (x), <pn+2 (x) ~k dist( <pn(x), <pn+1 (x)) ~ kn+1a(x). 

Dermed har vi bevist(6) ved induktion. 

For vilkårlige n,p €N får vi nu ved trekantsuligheden og (6) 

P=1 
dist ( <pn(x), <pn+p(x)) < ~ dist ( <pn+j(x), <pn+j+1 (x) ~ 

j=O 

a(x) 
= 1 - k 

Lad e være et positivt tal. Vi vælger N, således at 

og vi har da 

(1 - k)e 
a(x) for n > N. 

V n~ N V p> O (dist( <pn(x), <pn+p(x)) ~e), 
- -

hvilket viser, at ( <pn(x)) er en fundamentalfølge. Da T er fuld

stændigt, konvergerer ( <pn(x)) mod er grænsepunkt b. 

Da <p er afstandsformindskende, er <p kontinuert. Den ved 

tjl(x) = dist (x, <p(x)) 

definerede afbildning tjl ~T ind i R er således kontinuert, og vi har 

derfor 

dist (b, ~(b))= t/J(b) =lim Ø( <pn(x)) = 
n~ 

lim dist ( cpn(x), ~n+1 (x)), 
n~oo 

og ved (6) får vi derfor dist (b, <p(b)) =O, altså <p(b) =b. Dermed 

har vi vist, at følgen ( ~n(x)) for ethvert x E T er konvergent mod 

et grænsepunkt, som er et fixpunkt. Sætningen vil være fuldstæn

digt vist, når vi har bevist, at ~ ikke har flere fixpunkter. 

Lad b og c være fixpunkter for ~ • Vi har da ved (6) 
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dist(b,c) = dist (~(b), ~(c)) < k dist (b,c) 

eller 

(1 - k) dist (b,c) = O, 

som giver dist (b,c) = O, altså b = c. Dermed er sætningen bevist. 

12.19. Vi vil nu vise følgende sætning: 

12.19.1. Sætning. Lad O~ R2 være en åben mængde. Lad A og B 

være positive tal og lad f;O ind i R være en kontinuert afbildning, 

som tilfredsstiller betingelserne 

V(x,y) E O ([f(x,y)l ~A) 

V(x,,y1 ) E O V(x,y2 ) E O (lf(x,y2 ) - f(x,y
1
)!. ~ Bly2_-y

1
! • 

Lad (a,b) være et punkt af O, og lad h og k være positive tal, som 

tilfredsstiller f0lgende betingelser: 

1 ) • f (x, Y) l. l x-a l ~ h ~ l y-b l ~ k l ~ O. 

2). Ah< k 

3). Bh< 1 

Der findes da en og kun en kontinuert funktion g~ (a-h, a+h] 

ind i R, som tilfredsstiller f0lgende betingelser· 

i). V x E [a-h, a+h] ((x,g(x.)) E O). 

ii). V x E [a-h, a+h] (g(x) =b + ~ f(t,g(t)) dt). 
a 

Bevis. Med T vil vi betegne den delmængde af~( [a-h, a+h],R), 

som omfatter alle afbildninger ~ : [ a-h, a+h ] ind i R, der opfylder 

betingelserne 

(7) 

(8) 

V x E [a-h, a+h] 

~('a) =b. 

(lcp(x) - bl ~ k) 

Vi viser først, at T er en afsluttet mængde. Hvis t/1 tilh·:-Jrer komple

mentærmængden til T vil w ikke opfylde både (7) og (8). Hvis t/1 ikke 

opfylder (8), er ~J~( a) = b1 ~ b og for e E· [O, l b1-b l] vil funktio

nerne ·. K( t/J, e ) heller ikke tilfredsstille (A). Hvis t/J ikke tilfreds-
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stiller (7), kan vi vælge x
0 

E[ a-h, a+h] og e> O, således at 

l ep (x
0

) -bl~ k+ e , og funktionerne i K( if;, e ) vil da ikke til

fredsstille (7). Dermed har vi vist, at T er en afsluttet delwængde 

af C( [a-h, a+h J ,R) og da dette rum er fuldstændigt, er delrummet T 

fuldstændigt. 

Vi definerer nu en afbildning s - T ind i d'( [ a-h, a+h J ,R), idet 

vi for ep ~ T definerer sep ved 

sq>(x) = b + ~ f'(t,cp(t)) dt. 
a 

Vi ser, at sep bliver kontinuert, at sep (a) =b, og at ~f<1lge 2)) 

rsq>(x)-bf ~- jx-ai.-A~hA~k 

for alle x E [a-h, a+hJ. Altså gælder s~ E T og s er i virkeligheden 

en afbildning s : T ind i T. Forep1 , rp2 E T har vi ifølge den anden 

betingelse i sætningen 

l ~ 2 (x)-l!rq) 1(x:) l ~l ( (t'(t,ep 2.(t))- f'(t, cp 1(t.)))dtl ~ 

1 t:. jf'(t,rp2(t)) _ f'(t,ep1(t))ldt r ~ 1 t:. Bjcp2('t) _ep 1(t)ldtl ~ 

l;: Bl j ep 2. - ep 11T d t l ~ Bh Il ep 2 - ep 11T 
for alle x E[ a-h, a+h J, al t så 

li ~ 2 - &p 1 H ~- Bh I'I'SD 2 - ep 111 J 

så 3) viser, at s er stærkt afstandsformindskende. If,;>jlge sætning 

12.18.3 har s således et fikspunkt g, som altså tilfredsstiller sg =g 

eller 
g(x) =b+ /x f(t,g(t))dt. 

a 

Dermed har vi vist eksistensen af en lrjsning. 

For at vise, at der ikke findes anden l0sning, betragter vi en 

afbildningrp ~ [a-h, a+h J ind i R, som tilfredsstiller betingelsen 



Mat. 1 , 1 964-65 MA.12,25. 

(x, ~(x)) E O for alle x. Vi definerer s~ som ovenfor, og vi får da 

samme vurdering af Is~ (x) - bj som ovenfor. Altså gælder s~ E T, 

og skal betingelsen s ~ = ~være opfyldt, må vi i hvert fald have 

~ E T. Men indenfor T findes ifølge sætning 12.18.3 kun et fixpunkt, 

og dermed er entydigheden bevist. 

12.20. Det er nu let at vise en grundlæggende sætning om eksister.e 
en 

af løsningen til/differentialligning af første orden. 

12.20.1. Sætning. Lad Oc= R2 være en åben mængde. Lad f; O ind i R 
være en kontinuert afbildniLg, som har en kontinuert partiel differen..;.; 

~. tialkvotient D2f med hensyn·til den anden variabel. Lad (a,b) være et 

punkt af O. Da eksisterer der et positivt tal h, således at der findes 

' , [ ] ... en og kun en differentiabel funktion g: a-h, a+h ind i R, som til-

fredsstiller f0lgende betingelser: 

1). V x E [a-h" a+h] ( (x,g('x)) E O). 

2). g(a) =·b. 

3). 'i/ x E [a-h, a+h] (Dg(x:) = f'(x,g(x)). 

Bevis. Vi vælger en cirkelskive U med centrum i (a,b), således 

at U~ O. Med A og B betegner vi supremun på U af jfj og jD2fj. Funk-

-. '·' t ionen f vil da i U opfylde de i sætning 12.1 9.1 anførte betingelser. 

.· ~ 

Vi kan da vælge h og k som anført i sætningen. Det ses helt umiddelbart, 

at betingelserne 2) og 3) i sætning 12.20.1 er ensbetydende med betin

gelse 11) i sætning 12.19.1. Derefter f0lger det af sætning 12.19.1, at 

funktionen g eksisterer, og at der ikke eksisterer andre funktioner, 

der tilfredsstiller 2) og 3) samt 

1') V x E [a-h, a+h] ((x,g(x))E u). 

Lad nu g, være en anden afbildning, der tilfredsstiller 1 ), 2) og 

3) i sætning 12.20.1. Vi sætter 
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h1 = sup 11'1 E:[a,h] l Vx E:[a,a + Tj],. (g
1
(x) - g(x)) 1 ., 

Kontinuiteten giver straks g
1 

(a+h
1

) = g(a+h
1 
). Vi kan nu benytte det 

allerede beviste, idet (a+h
1

, g(a+h
1 

)) indgåristedet for (a,b), og 

hvis h1 < h følger det, at g
1 

(x) = g(x) i en omegn af a+h
1

• Dzt stri

der imidlertid mod definitionen af h
1

• Dermed har vi vist, at g
1 

og 

g stemmer overens på [a,a+h] . Analogt for [a-h,a ]. Dermed er sæt-

ningen bevist. 

Sætning 12.20.1 viser, at en differentialligning 

~~ = f( x,y), 

hvor f er en tilstrækkelig "pæn" funktion lokalt tror l0sninger, som 

fastlægges entydigt ved givne udgangsværdier. Vi bemærker, at dette 

altså specielt vil gælde for en Riccati-ligning 

~ 2 dx = a(x) + b(x)y + c(x)y , 

når blot a,b og c er kontinuerte. I differentialligningsteorien s~ vi, 

at dette igen medfører, at en differentialoperator 

kan spaltes i to lineære differentialoperatorer af første orden. Dette 

medfører igen eksistens af løsninger til lineære differentialligninger 

af anden orden, og det er let at se, at der blandt disse altid vil 

være l0sninger, som ikke antager værdien O i et givet punkt. Dermed 

har vi bevist det eksistensudsagn, der lå til grund for vor diskussion 

af lineære differentialligninger af anden orden. 
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Lette opgaver. 

1. En ~Ølge (~n) a~ a~bildninger ~n:R ind i R de~ineres ved 

~ (x) = Arctg (x+n). n 

Vis, at (~n) ikke er ligelig konvergent, men ved restriktion 

til et interval [a,oo[, a E :R,~ås altid en li6elie konvergent 

~ølge. 

2. En ~Ølge (~n) a~ afiildninger ~n:R \ fiJ7T} ind i R hvor l? E z, 
elefineres ved 

( ) 1 l :l1in nx'\2 

~n x = n\ sir_--7 • 

Vis, at (~n) ikke er li5elig konvergent, men ved restriktion 

til R \ ]a, a [, a> O ,~ås en ligelig konvergent ~Ølge. 

3. Vis, at den ved 

~n(x) = xn - xn+1 

de~inerede ~Ølge (~)a~ afiildninger ~ :[0,1] ind i [0,1] n n 

er ligelig konvergent. 

4. Vis, at den ved 

~ (x) = (cos, (2m !7TX)fn n 

de~inerede ~Ølge (~n) a~ a~bildninger ~n:R ind i R ~or et-

hvert ~ast m E N konvergerer li~eligt mOd en Riemann-integra

bel grænse~unktion gm:R ind i R, og at ~Ølgen (gm) konvergerer 

punktvis, men ikke ligeligt mod en ikke Riemann-integrabel 

grænse~tion. 

5. Vis, at de ved 
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afbildninger f , g : n n 
definerede fØlger (fn) og (gn) af/10,cn[ ind i [O,tro[ er 

punktvis, men ikke ligeligt konvergente, medens restriktion 

til [a,oo[, a > O,giver ligeligt konvergente fØlger. 

6. Lad S være en vilkårlig mængde. Vis, at rummet ~(s,z) er 

diskret. 

7. I et uegentligt metrisk rum T kan man på naturlig måde indføre 

kugler K(a,oo) med uendelig radius. Vis, at mængden af sådanne 

kugler er en klasseinddeling af T. Angiv den tilsvarende æk-

vivalensrelation. 

8. Vis, at en kugle K(a,oo) (se opgave 7) er både åben og afslut-

te t. 

9. Lad S være et topologisk rum, A~ S en overalt tæt punktmængde 

og T et metrisk rum. Lad (fn) være en fØlge af afbildninger 

fn:S ind i T. Det antages, at restriktion ar hvert rn til A 

giver en ligelig konvergent fØlge. Vis, at (rn) er ligelig 

konvergent på s. 

10. En rølge (fn) af afbildninger fn:[a,b[ ind i R er ligelig 

konvergent, og hvert fn har en grænseværdi en i punktet b. 

Vis, at fØlgen (en) er konvergent. 

1 1 • Lad S være en vilkårlig mængde. Til en fØlge (r ) af afbild--n 

ninger rn:S ind i Rm svarer m koordinatfølger (r1n), ••• ,(fmn), 

hvor rkn = pkorn' idet pk er den ved pk(~) = xk definerede 

projektionsafbildning. Vis, at (r ) er ligelig konvergent, -n 
hvis og kun hvis alle m koordinatfØlger er ligelig konvergen-

te. 
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12. Lad (fn) og (~n) være ligelig konvergente ~Ølger a~ afbild

ninger ~n'sn:S ind i Rm (sammenlign opgave 11). Lad a og ø 
være reelle tal. Vis, at (afn+Ø~n) er ligelig konvergent. 

13. Funktionerne ~n og ~n' der optræder i ~Ølgerne i opgave 12 
FØ,].gernc 

antages begrænsede ~or ethvert n E: N. · / antages desuden 

ligelig konvergente. De indre produkter 

ep n ( x) = f n ( x ) . ~n ( x ) 

de~inerer en ~Ølge (cpn) a~ afbildninger cpn:S ind i R. Vis, 

at (cpn) er ligelig konvergent. 

14. Angiv de intervaller på hvilke 
2 

( ) -nx 
~n x = e , 

de~inerede ~Ølger (~n) og (gn) 

i R er ligelig konvergente. 

hver a~ de ved 

( ) 
-n-1 x2 

gn x = e 

a~ afbildninger ~ ,g :R ind n n 

15. Angiv de intervaller, på hvilke den ved 

~n(x) = n Arctg ~ 

de~inerede ~Ølge (~n) a~ afbildninger ~n:R ind i R er ligelig 

konvergent .. 

16. Vis, at 
00 

~(x) = L 2-ncos~n~, 
n= O 

g(x) = 2 (n! )-1 sin nx 
n=O 

de~inerer kontinuerte afbildninger ~n,gn:R ind i R. 

17. Vis, at 

( ) - ~ -n ~ x - / Arctg 2 x, 
:n-;, o 

00 

g(x) =I 
n=O 

e 
2 -(x-n) 

de~inerer kontinuerte afbildninger ~ ,g :R ind i R. 
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18. Vi s, a t 

00 

f'( x) ~ ( )n -1 = / -1 n 
n=1 

g( x) 
00 

= ~ ein Arctgx f t x 2.. .d.rc g n 
n=1 

def'inerer kontinuerte afbildninger f',g:R ind i c. 

~ -1 n 19. Vis, at potensrækken L_ n z konvergerer ligeligt i enhver 

n=1 

kompakt delmængde af' mængden 

fz l lzl ~ 1 1\ z t 1} 

af' punkter, hvor rækken er konvergent. 

20. Riemann's zetaf'unktion def'ineres ved 

Y(z) _ ~ -z _ ~ -zlogn 
~ -_Ln -Le • 

n=1 n=1 

Vis, at rækken er ligelig konvergent i enhver halvplan be-

stemt ved Rez ~ a, hvor a > 1, men ikke i hele den åbne halv-

plan bestemt ved Rez > 1. 

21. Vi s, a t 
00 

f'(z) = L 
n=1 

sin nx 
log(n+1) 

def'inerer en afbildning f':R ind i R. Vis, at f' er kontinu-

ert i alle punkter af' den åbne mængde A =R\ f2~ l n E N1. 

Vis, at 

( ) ~ cos nx 
g z = ~ n log(n+1) 

n=1 

def'inerer en kontinuert afbildning g:A ind i R, men at ræk-

ken er divergent i alle punkter af' R\ A. Vis, at f'(z) = 

-Dg(z) f'or alle z E A. Vis, at g har grænseværdi oo i punk

terne af' R\ A. Udled heraf', at f' ikke er kontinuert i 

punkterne af' R \ A. 



--· 
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22. I udledelsen a~ eksistenssætningen ~or di~~erentialligninger 

er indeholdt en metode til konstruktion a~ en funktions~Ølge, 

der konvergerer ligeligt mod lØsningsfunktionen. Udled ræk-

keudviklingen ~or eksponential~unktionen ved at benytte den 

nævnte konstruktion på di~~erentialligningen ~ = y ~or ud

gangsværdierne (0,1). Benyt en konstant ~unktion som ~orste 

tilnærmelse. 

23. Lad K:[0,1] x [0,1] ind i R og ~:[0,1] ind i R være kontinu-

erte afbildninger. Vis, at der ~or ethvert A E R eksisterer 

en og kun en a~ildning ~A:[0,1] ind i R, som til~redstil

ler ligningen (Volterras integralligning) 

E~terlign beviset ~or eksistenssætningen ~or di~~erentialig-

ninger. Konstruktionsmetoden giver lØsningen i ~orm a~ en 

potensræ~ce i A. Dens koe~~icienter bliver flinktioner a~ x, 

men ~or enhver ~ast værdi a~ x ~år potensrækken konvergens-

radius oo. 

24. Opgave 23 med ~Ølgende modi~ikationer: integrationsgrænserne 

ændres til O og 1 •. A:fbildningen ~A eksisterer ~or A E [-h, h), 

hvor h er et passende, positivt tal. Potensrækken får sæd

vanligvis endelig konvergensradius (Fredholms integrallig

ning). I virkeligheden eksisterer løsningen undtagen ~or 

hØjst numerabelt mange værdier a~ A, men det kan ~ørst vises 

ved en ret dybtgående undersøgelse a~ integralligningen. 

25. Forsøg eksplicit at lØse integralligningen 

. 1 2 2 
~A(x) +A fo (xy +X y)~A(y)dy = 1. 
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Lidt vejledning: Man tænker sig opgaven lØst, og ligningen 

viser da, at ~~ er givet ved et udtryk a~ ~ormen 
2 

~'X (x) = 1 - f..(ax+bx ) , 

hvor a =J~ y2~~ (y)dy og b = 16 y~~ (y)dy er konstanter. 

Man behøver altså blot at bestemme a og b ved indsættelse i 

integralligningen. Derved kommer man til at løse to lineære 

ligninger med to ubekendte. Det viser sig, at x kun optræ-

der på hØjre side, medens determinanten a~hænger a~ A. 

Vanskeligere opgaver. 

26. Lad S være et kompakt metrisk rum. Lad (~n) være en ~Ølge 

a~ kontin~erte afbildninger ~ :S ind i R. Det antages, at n 

27. 

~nktionsværdi~Ølgen (~n(x)) er monotont a~tagende ror et-

hvert x E S, samt at (r ) konvergerer punktvis mod en kon
n 

tinuert afbildning ~:S ind i R. Vis, at (fn) er ligelig 

konvergent. 

Angiv en ~Ølge (~ ) a~ kontinuerte afbildninger~ :[0,1] n n 

ind i [0,1], således at rækken ~f er ligelig konvergent, n 

men ikke majorisabel. 

28. Om~orm ~ledelsen a~ potensrækkeudviklingerne ~or 

log(1+x), Arctgx og Arcsinx, idet sætninger om ligelig kon-

vergens udnyttes. 

29. Vis, at der eksisterer en kontinuert afbildning ~:R ind i 

~,som op~ylder ~Ølgende to betingelser 

1) V x,yE R(x ~y~ l~(y)-<p(x)l < jy-xj). 

2) V x E R(~(x) ~x). 
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30. Vis den f'or x E: ]o, 21r[ gyldige f'ermel 

00 

" sin nx ---- = 7T-X 
n=1 

n 

og tegn deref'ter det graf'iske billede af' den ved rækken de

f'inerede af'bildning af' R ind i R. Vejledning: VEd diff'eren

tiation af' rækkens af'snit A (x) og indsættelse af' coskx = n 
1 ( ikx -:ikx ) o 

2 e +e med paf'Ølgende summation af' potensrækken 

(eller -rækkerne) f'ås 

A (x) = ~(7T-x)4 1x 
n 7T 

sin(n+~)t dt. 
sin~t 

På integralet anvendes nu delt integration, således at 

sin(n~ )t in1Egreres og . 11 t dif'f'erentieres, og det ses der
S1Il2 

ef'ter let, at integralet konvergerer mod nul f'or n ~ oo. 

31. Betragt den i opgave30omtalte række f'or en lille, posi-

tiv værdi af' x; vælg f'or denne værdi af' x det længst mu-

lige af'snit med lutter positive led, og vis ved en omhyg-

gelig vurdering, at summen af' dette ar ..... sni t f'or tilstrælrke-

lig lille x er væsentlig større end ~1T. Denne i' skyden over 

målet" er tYP.i sk f'or trigonometri ske ræl{ker i omegnen af' 

punkter, hvor summen er diskontinuert (Gibb 1 s f'ænomen). 

32. Vis, at den ved 

W(x) = 1 
2n 

n 
COS b 1TX, 

hvor b er et positivt tal, def'inerede af'bildning W:R ind 

i R er kontinuert. 

Funktionen W med b tilstrækkelig stor er det ældste 

kendte eksempel på en funktion, der er overal t l·contin1~ert, 
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uden at være di~~erentiabel ~or nogen værdi a~ x. Eksemplet 

er givet a~ Weierstrass. 

For at vise, at W ikke er di~~erentiabel ~or et vil

kårligt ~ast x E R, skal vi blot vælge to passende ~Ølger 

a~ tilvæ~ster (hn) og (h~), som begge konvergerer mod O, 

og ikke således at de tilsvarende ~Ølger a~ di~~erenskvo-

ti en ter 

W(x+h )-W(x) n 
W(x+h~)-W(x) 

og 
hn h~ 

går mod oo og -oo (eller omvendt). 

Hertil vælger vi Øn E ~, således at 

4 < anx-ø ~ t ' n -

og vi sætter så 

1-yn -1-y 
h ' -- n =-n' a n an 

Hvis vi nu udregner dif~erenskvotienterne iedvis a~ den 

uendelige række, ser vi, at di~~erenskvotienterne svarende 

te til hn alle ~år samme ~ortegn ~ra det n led at regne 

(tegn bØlgelinjerne og husk, a t b er ulige), og en vurde-

ring giver, at bidraget ~ra disse led ~or b tilstrækkelig 

stor langt overvejer bidraget ~ra de n-1 ~ørste led. 

Analogt f'or h~ • 

Hvis vurderingerne udføres omhyggeligt nok~ lykkes 

beviset ~or b > 2 + ~. 

33. Udregn 

Svær opgave. 

Arcsinx dx 
\71 - x2 
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dels direkte, dels ved at indsætte potensrækken ror J\rcsinx 

og integrere ledvis. Derved rås ~2 skrevet som sum ar en 

uendelig række med simple, rationale led. 

34. Van der Waerden har givet et meget simpelt eksempel på en 
·r 

runktion, som ikke er differentiabel for nogen værdi ar 

x. Han definerer fØrst ~:R ind i R ved 

~(x) = i-lxl for lxl ~~;~x E R~ n E ~(~(x+n) =~(x)). 

Dernæst sætter han 

+ 1 og V:~ ind i R har de ønskede egenskaber. Vælg hn = - :n 
4 

med bekvemt valg ar fortegnet. Dirrerenskvotienten bliver 

da et helt tal og lige eller ulige eftersom n er lige eller 

ulige. 
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Videregående differentialregning. 

13.1. I dette kapitel skal vi fortsætte behandlingen af 

differentiationsteorien, og vi vil først og fremmest udnytte 

kompakthedeteorien og især hovedsætningerne om kontinuerte funk-

tioner. For funktioner, hvis definitionsmængde er et interval 

på den reelle akse, vil resultaterne i det store og hele være 

kendte fra gymnasieundervisningen. For funktioner af flere vari-

able vil resultaterne selvfØlgelig være nye, og her viser det 

sig, at kompakthedeteorien spiller en afgørende rolle ved ind-

fØrGlsen af partielle differentialkvotienter og totale differen-

tialer af højere orden. 

De i kapitel 10 benyttede betegnelser vil blive anvendt også 

i dette kapitel. Dette gælder specielt betegnelsen a eller~ 

(eventuelt med en index) for en a-funktion, dov.s. en funktion, 

der har grwnseværdi O eller O i punktet O eller O. 

13.2. Vi indleder med et fra gymnasieundervisningen vel-

kend t re sul ta t: 

13.2.1. Sætning. Lad I ~R være et interval og f:I ind i R 

en afbildning. Hvis f(x) antager sin største eller mindste værdi 
o 

i et punkt x
0 

E I, og f er differentiabel i dette punkt, er 

Df'(x ) = o. o 
o 

Bevis. Lad os antage, at f er differentiabel i x
0 

E I, og 

at Df(x
0

) i O. Vi har opspaltningen 

(1) ~x0f(h) = (Df(x
0

) + a(h))h, 

og da a har grænseværdien O i punktet o, kan vi vælge et tal 

o > O, således at 
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Det fremgår da af (1), at 

6 f(h) = f(x +h) - f(x ) 
xo o o 

for Ih l < o skifter for tegn, når h skifter fortegn. !lien så er 

f(x ) hverken den største eller den mindste funkt:lonsv<2rdie Dero 

med er m:: ... ~ningen bevist. 

Udnyttelsen af kompakthedsteol,ien sker nu gennem fØlgende 

sætning, der også er kendt fra gymnasieundervisningen: 

13.2.2. Rolles sætning. Lad [a,b] være et begrænset inter

val. Lad f:[a,b] ind i R være en kontinuert afbildning, for hvil-

ken f(a) = f(b) = O. Hvis restriktionen af f til ]asb[ er dif

ferentiabel, eksisterer der et puruct c E ]a,b[, således at Df(c) = 

o. 

Bevis. Da [a,b] er en lcompakt mængde, og f er kontinuert, 

findes der punkter x1 ,x2 E [a,b], således at f(x1 ) er den mindste 

og f(x2 ) den største funktiomwærdi. Hvis x1 eller x2 tilhører 

]a, b[, bliver differentiallcvotienten i vedkommende punkt O ifØlge 

sEatning 13.2.1. I modsat fald bliver både den største og den 

mindste funktionsværdi for f lig med f(a) = f(b) = O, og f er da 

identisk O og Df er identislc O. Dermed er sætningen bevist. 

13.3. Den følgende sætning er en generalisation af den fra 

gymnasieundervisningen kendte middelvwrdisætning~ 

13.3.1. ~n udyidede m_iddelværdisæt~g2-:l}.g_• Lad [a,b] V[are et 

endeligt interval, og lad f,g:[a,b] ind i R være kontinuerte af

bildninger, hvis restriktioner til ]ayb[ er differentiable. Der 

eksisterer da et punkt c E ]a,b[~ således at 

(f(b) - f(a))Dg(c) = (g(b) - g(a))Df(c). 

Be;vis. Den ved 

~(x) =(f(b)-f(a))(g(x)-g(a:)- (g(b)-E(a))(f(x)-~(a)) 

definerede afbildning ep: [a,b] ind i R er kont~Lnuert og tilf'!'eds-
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stiller betingelsen ~(a) = ~(b) = O. Endvidere er restriktionen 

af ~ til ]a,b[ differentiabel med 

D~(x) = (f(b)-f(a))Dg(x) - (g(b) - g(a))Df(x). 

IfØlge Rolles sætning eksisterer da c E ]a,b[, således at 

D~(c) = O, og dermed er sætningen bevist. 

13.3.2. Differentialregningens middelværdisætning. Lad [a,b] 

være et endeligt interval, og lad f:[a,b] ind i R være en kon

tinuurt afbildning, hvis restriktion til ]a,b[ er differentiabel. 

Der el{sisterer da et punkt c E ]a,b[, således at 

f(b) - f(a) = (b-a)Df(c). 

Bevis. Sætningen er et specialtilfælde af sætning 13.3.1 

svarende til, at g er den ved g(x) = x definerede identiske af-

bilc1ning. 

13.4. Som en første anvendelse af middelværdisætningen ud-

leder vi de velkendte resultater om sammenhængen mellem differen-

tialkvotientens fortegn og funktionens monotonitet: 

13.4.1. Sætning. Lad I ~ R være et vilkårligt interval og 

f:I ind i R en differentiabel afbildning. Hvis Df(x) = O for 

ethvert x E I, er f konstant. Hvis Df(x) ? O for ethvert x E I, 

er f voksende. Hvis det yderligere gælder, at mængden 

fx E I l Df(x) = Ol ikke har indre punkter, er f strengt vok

sende. J\nalogt for Df(x) ~ o. 

Bevis. For [x1 ,x2 ] ~I giver differentialregningens middel

værdis&;tning, a t der eksisterer et punkt f E ]x1 ,x2 [, således 

at 

f(x2)- f(x1 ) = (x2-x1 )Df(f). 

Heraf fØlger de to fØrste påstande umiddelbart. Hvis f er vok

sende på I og f(x1 ) = f(x2 ), er f konstant på [x1 ,x2 ], og føl

gelig Df identisk O på [;x:
1 

,x:2J . .Dermed er sætningen bevis t. 
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13.5. Hvis f:I ind i R er en differentiabel afbildning af 

et interval I~ R, giver middelværdisætningen for x1 ,x2 E I en 

relation 

(1) f(x2 ) - f(x1 ) = (x2-x1 )Df(f(x1 ,x2 )), 

hvor f(x
1 

,x2) for alle x1 ,x2 E I tilhØrer det afsluttede inter·

val m..;d endepunkter x1 og x2 , og hvis x
1 

4 x2 endda det åbne 

interval. For x
1 

< x2 er dette selve middelværdisætningen. For 

x1 > x2 går relationen over i middelværdisætningen ved omby~

ning af x
1 

og x2 ~ For x1 = x2 er relationen triviel. Punktet 

f(x1 ~x2 ) vil sædvanligvis kunne vælges på flere måder, men vi lcan 

tranke os, at vi for hvert par (x1 ,x2 ) har truffet et bestemt 

valg af f(x
1

,x2), således at (1) gælder. Derved har vi de:fineret 

en afbildning f: I x I ind i I. Vi gen tager, a t denne afbildning 

sædvanligvis kan vælges på mange måder. Vi vil samtidig under-

strege, a t det sædvanligvis ikke lader sig gøre at vælge <;; som 

en lcontinuert afbildning. Vi viser dette ved et simpelt ek:::-lempel. 

Vi tænker os, at I er et afsluttet interval [a,b], og at 

det grafiske billede af f ser ud som antydet på figuren. Lad os 

antage, at (1) er op-

fyldt for alle x1 ,x2 E 

[a,b], og at f er kon-

tinuort. Nu er alt-

så Df(f(a,b)) =o, 

så f(a,b) er enten 

maksimums- eller 

/~ 
\ --------,, -......._..__,_ 

' ............ b 

minimumspunktet ~ lad os an tage maksimumspunlctet (den ander. mulig-

hed kan behandles analogt). Nu er den ved ~(x)= f(x~b) defjne

rede afbildning ~:[a,b] ind i [a,b] kontinuert. Relationen (1) 

giver 
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( ( )) -f'(x) 
Df' ~ x = b - x • 

størrelsen på hØjre side antager som sin mindste værdi hældnin

gen af' linien l f'or x= a1 • For x E ]a1 ,b1 [ er Df'(x) mindre end 

denne værdi, og ~(x) antager derfor ikke værdier i intervallet 

Ja
1 

,b
1 
[.For x> a1 gælder altså ~(x) E [b1 ,b[. Den kontinuerte 

f'uru{tion ~antager således værdier i ]a,a1 ] og i [b1 ,b], men 

ikke i J a 1, b 1 [.,. • Dette strider mod 

en fra gymnasieundervisningen kendt sætning om kontinuerte funk-

t ioner. 

13.6. I det følgende vil vi systematisk anvende betegnelsen 

a + eh for et punkt mellem a og a+h, idet e skal betyde et tal i 

intervallet ]0,1 [. Middelværdisætningen give~ da for en differen

tiabel afbildning f:I ind i R, hvor I er et interval, en relation 

M' ( x, h) = D f ( X-l-®h) h, 

som er gyldig for et (x,h) E 6 I. Tallet e vil selvfølgelig af-

hænge af x og h, og vi kan antyde dette ved at skrive relationen 

på den præcisere form 

M(x,h) = Df(x +® (x,h)h)h, 

og her er ®altså en afbildning af 6I ind i J 0,1[. Det fremgår 

af overvejelserne i 13.5, at @ikke altid vil være kontinuerto 

På den anden side vil den ved e(x,h)h definerede afbildning være 

kontinuert i alle punkter (x,O), x E I. 

Det vil ikke være hensigtsmæssigt fuldt ud at reservere 

bogstavet ® til den her omtalte særlige brug. I de nærmest føl-

gende afsnit vil bogstavet e dog ikke blive brugt til andet. 

Som et eksempel vil vi vise sætningen: 

13.6.1. Sætning. Lad I <;R være et interva:. og f:I ind i R 

en kontinuert afbildning. Lad a E I være et vilkårligt punktn 
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Hvis restriktionen af f til I\ faJ er differentiabel, og Df har 

en grænseværdi b i punktet a, da er f differentiabel i punktet a 

med differentialkvotienten b. 

Bevis. Middelværdisætningen giver for h f O, at 

6f(a,h) = Df(a + ®(h)h)h. 

For h~ O har Df(a + ®(h)h) grænseværdien b, og vi kan derfor 

skrive 

Df(a + ®(h)h) = b + a(h), 

hvor a er en a-funktion. Altså er 

6f(a,h) = bh + a(h)h~ 

og denne opspaltning viser netop, at f er differentiabel i punktet 

a med differentialkvotienten b. 

Vi har tidligere set, at differentialkvotienten af e n funk-

tion, som er differentiabel i et interval I, kan have diskontinui-

tetspunkter i I. Det fremgår af den netop viste sætning, at dif-

ferentialkvotienten ikke vil have nogen grænseværdi i sine diskon-

tinuitetspunkter. 

13.7. Vi vil nu vise et eksempel på en ganske tilsvarende 

anvendelse af den udvidede middelværdisætning. 

13.7.1. ~'Hos_Qital's regel. Lad I~ R være et interval, 

a E I et punkt og f,g:I ind i R kontinuerte afbildninger. Vi an

tager, at f og g er differentiable på I\ fa}, at f(a) = g(a) = 

O, og at Dg(x) f O for alle x E I\ fa}. Da gælder 

(2) lim ~f~K} - b ~ lim DgW-
x ~ a x~ a 

Påstanden gælder, selvom b =oo eller b = -oo" 

Bevis. Ifølge den udvidede middelværdisætning kan ®(h) vælges, 

således at 

(f(a+h)-f(a) )Dg(a+®(h)h) = (g(a+h)-g(a) )Df(a+®(h)), 
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og da f(a) = f(b) = O, medens Dg(a + ®(h)h) + O for h f Ot får vi 

for h + O, a + h E I, a t 

(3) 

Lad os nu antage, at betingeleen på venstre side af medførings-

pilen i (2) er opfyldt. Udtrykket på højre side i (2) vil da have 

grænseværdien b i punktet O, og det samme gælder da for udtrykket 

på venstre side. Dermed er påstanden bevist. 

Eksempel. Vi vælger I = R, ~ = O og 

f(x) = xsinx + cosx - 1, 

hvilket giver 

Df(x) = xcosx, Dg(x) = 2sinxcosx. 

Vi bemærker, at betingelsen Dg(x) f O ikke er opfyldt på hele 

R\ foJ, men vi kan indskrænke I til ]-~ , ~[, og betingelsen vil 

da være opfyldt. Vi kan da anvende l'Hospital's regel, og vi får 

Dfi_xl x 
Dgrx} = 2sinx 

Den således definerede funktion har grænseværdien t i punktet O, 

og ifølge l'Hospital's regelhar vi derfor 

lim f(x) = t. 
x~ O grx} 

En al ternat i v behandlingsmetode af gramseværdibestemmelse 

består i udnyttelse af udviklingerne af f(x) og g(x) i potensræk-

ker, hvis sådanne foreligger. Det vil da oftest være hensigtsmæs

sigt at foretage en transformation, således at problemet kommer 

til at vedrøre grænseværdien i punktet O. 

Eksempel. Vi vælger I= ]o,~[, a= 1 og 
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f(x) = ex 
1 2 e(x+1), g(x) = 2(JX- 1) -log x. 

Ved at sætte x = 1+h og benytte potensrækkeudviklingerne, får vi 

h 1 2 1 3 ) 
f(1+h) = e(e -1-h) = e(2T h +3Th + ••• 

g(1+h) = 2(Ji+h-1) - log(1+h) = 

Heraf fØlger 

:rii±hl -g(l+h)-
( 1 1 

e 2 + 6h +. • •) 
1 .. ~ 

4- 24h+ ••• 

hvilket viser, at 

lim fhl = 2e • 
x~1 g(X) 

, 

Vi har her benyttet, at potensrækkerne er kontinuerte for 
te h = O. Det er åbenbart slet ikke nØdvendigt at udregne det n 

led i potensrækken for vilkårligt n. Ovenfor har vi endda udreg-

net et led mere end nødvendigt. Ved 11 praktisk 11 anvendelse af me-

toden bØr man selvfølgelig undgå at udregne flere potensrække-

led end strengt nødvendigt. 

En række grænseværdiproblemer af helt anden type kan om-

formes til problemer af den omtalte slags. Vi betragter f.eks. 

I= ]o,~[ og den ved f(x) = ~inx)tgx definerede afbildning f:I 

ind i R. Vi har da 

log f(x) tg x 
(logsinx)-1 ' 

og her har funktionerne i tælleren og nævneren begge grrJnsev<;.;rdi 

O i punktet O. Vi kan da forsøge at anvende l'Hospitals regel. 

Tæller~ns differentialkvotient er cos-2x og har grænseværdien 1 
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i punktet O. Nævnerens differentialkvotient er - (logsinx)-2 

cotx, og her går den første faktor mod o, medens den anden går 

mod=· Vi kunne forsøge at anvende l'Hospital's regel igen, men 

hver ny anvendelse vil bare gøre udtrykket mere kompliceret. 

Det er bedre i dette tilfælde at benytte omskrivningen 

log f(x) = 

1 - log -sinx 
• 

1 
-~ cosx 

og den i kapitel 2 omtalte regel om at en potensfunktion sejrer 

over en logaritmefunktion giver da umiddelbart, at log f(x) har 

grmnseværdien O i punktet o,og det medfører, at f(x) har grænse-

værdien 1 i punktet o. 

Ingen af de her omtalte metoder til grænseværdibestemmelse 

er universelt anvendelige, men en stor del af de mere dagligdags 

grænseværdiproblemer kan lØses ved mindst 1 af de 3 metoder, vi 

her har peget på. 

13.8. Vi går nu over til at anvende middelværdisætningen 

på funktioner af flere variable. Da vi i kapitel 10omtalte dif-

ferentiation af funktioner af flere variable for første gang, 

lovcuo vi at vise, at en funktion er differentiabel, hvis den 

har kontinuerte partielle differentialkvotienter. Vi vil nu holde / 

dette lØfte, idet vi beviser fØlgende sætning: 

13.8.1. ~tning. Lad O~ Rn være en åben mængde og f:O ind 

i R en afbildning, hvis partielle differentialkvotienter D1f, ••• , 

Dnf eksisterer overalt i O. Hvis D
1

f 1 ,o •• ,Dnf alle er kontinuerte 

i ot punkt ~E o, da er f differentiabel i punktet a. 

Bevis. For n = 1 indeholder s~tningen intet nyt. Vi vil 

fØre beviset ved induktion efter n, og vi antager derfor, at den 

sotning, der fås af 13.8.1 ved at erstatte n med n-1 er rigtig 
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for alle valg af O og f. 

Vi vælger o > O, således at 

[a1-o,a1+o] x ••• x [a -o,a +o] c o. 
n n = 

Vi slcal s tuder e ti l vækstfunktionen D. f 
.€! 

defineret ved 

og det L-r nok at undersøge d en for 

Vi sætter 

h' = (h1 , ••• ,hn_1 ,O), h" = (O, ••• ,O,hn), 

og vi har da 

t:. f(h) = (f(a+h') - f(a)) + (f(a+h'+h") - f(a+h' )). !2:.- -- - --- --

Restriktionen af f til den ved xn = an bestemte hyperplan 

kan på nærliggende måde opfattes som en funktion af n-1 og 

variable, og den er ifølge induktionsforudsætningen differentia

bel i (a1 , ••• ,an_1 ), så vi har opspaltningen 

f(g+h') - f(!2:.) = D1 f(.§Jh1 + ••• + Dn_1 f(.§Jhn_1 +ex 1 (h' )il bl!, 

hvor ex 1 er en ex -funktion. 

Restriktionen af f til den ved 

bestemte rette linie kan på nærliggende måde opfattes som en 
, 

funktion af en variabel, og da den er differentiabel, kan vi an-

vende middelværdisætningen, som giver 

f(!2:.+h'+h") - f(!2:.+h') = Dnf(!2:.+h'+B(h' ,h")h")hn. 

Nu er h' og h" projektioner af h på 2 forskellige underrum af Rn. 

Endvidere er Dnf kontinuert i punktet !2:.· Deraf følger, at 

Dnf(.§:+h'+B(h' ,g" )h") = Dnf(.§:) + o: 2 (h), 

hvor o:2 er en a-funktion. 
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Ved at sammenfatte de to opspaltninger får vi 

hvor 

ex(h) = ex 1 (h' ) 

Da projektion er afstandsformindskende er 

h 
n 

og fl1ill 

MA 13.11. 

numerisk mindre end 1, hvilket medfører, at ex er en ex -funktion. 

Dermed er sætningen bevist. 

13.9. Ved gentagen partiel differentiation kan vi danne 

partielle differentialkvotienter af højere orden ligesom vi i 

gymnasiet har mødt sædvanlige differentialkvotienter af højere 

orden. Ved dannelsen af partielle differentialkvotienter af 

højere orden er det en væsentlig simplifikation, at differen

tiationernes rækkefølge ingen rolle spiller, så længe de op

trædende differentialkvotienter er kontinuerte. Vi viser dette 

i det simpleste tilfælde, og vi skal bagefter se at det alminde-

lige tilfælde udledes umiddelbart af det specielle. 

'2 13.9.1. Sætning. Lad O ~R være en åben mængde og f:O ind 

i R en afbildning. Hvis de partielle afledede D1f, D2f og 

D2D1f alle eksisterer i hele O, og D2D1f er kontinuert i et punkt 

a E O, da eksisterer D1D2f(g), og D1D2f(§) = D2D1f(§). 

Bevis. Vi vælger å > O, således at 

[ a1 - å, a1 + å] x [ a 2 - å, a 2 + å J c O, 

og for vilkårlige tal h1 ,h2 med jh1 l ~å, jh2 1 < å indfører vi 

udtrykket 

6(p1 ,h2 ) = f(a1+h1 ,a2+h2 ) - f(a1+h1 ,a2 ) - f(a1 ,a2+h2 )+f(a1 ,a2 ). 
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Den ved 

definerede hjælpefunktion .. ·· er differentiabel på intervallet 

[a1 - 6', a1 + 6'], og middelværdisætningen giver derfor 

6(h1 ,h2 ) = r;o(a1+h1 ) - r;o(a1 ) = Drp(a1 +~ (h1 ,h2 )h1 )h1 = 

h1(D1f(a1+@1 (h1 ,h2)h1 ,a2+h2) - D1f(a1+®1 (h1 ,h2)h1 ,a2)) • 

Indførelsen af hjælpefunktionen t;o var en snedighed, der havde 

til formål at sikre, at den første variabel fik samme værdi i 

begge udtrykkene i den store parentes. Da D1f er forudsat par

tielt differentiabel med hensyn til x2 , kan vi anvende middelvær

disætningen igen, idet den første variabel tænkes fast. Derved 

får vi 

Da D2D1f er kontinuert i~~ kan dette skrives 

6(h1 ,h2 ) = D2D1 f(~)h1 h2 + a1 (h1 ,h2 )h1h2, 

hvor a 1 er kontinuert i (0,0) og a1 (0,0) = O. 

Den ved 

~(x) = f(a1+h1 ,x) - f(a1 ,x) definerede hjælpefunktion 

er differentiabel i punktet a2 • Altså har vi en opspaltning 

6(h1 ,h2 ) = ~(a2+h2 ) - ~(a2 ) = 

&g~(h2) = D~(a2)h2 + a1 (h1 ,h2)h2' 

hvor a 1 for hver fast værdi af h1 er en kontinuert funktion af 

h2 , oga 1 (h1 ,o) =O. Vi indsætter nu udtrykket for~, og rela

tionen bliver 
1 6(h1 ,h2 ) = (D2f(a1+h1 ,a2 ) - D2f(a1 ,a2 ))h2 +a (h1 ,h2 )h2 • 

For h1 t O, jh1 j ~ 6' kan vi vælge a(h1 ), således at vi har 

D2f(a1+h1 ,a2)- D2f(a1 ,a2 ) = D2D1f(g)h1 + a(h1 )h1 , 
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og ved at sammenholde de to udtryk for 6(h1 ,h2 ) får vi, at 

ex ( h1 ) = ex 1 ( h1 , h2 ) + h1 -
1 d ( h1 , h2 ) , 

når hverken h1 eller h2 er O. Hvis vi holder h1 fast og foretager 

grænseovergangen h2 ~ O vil det sidste led gå mod O. Altså er 

Heraf følger umiddelbart, at ex er en E-funktion. Vi kan 

nemlig for E > O vælge 11 > O, således at 

og vi har da 

De~med er sætningen bevist. 
,n , 

13.10. Lad O ~ R være en åben mængde og f:O ind i R en af-

bildning. Hvis det for et tal p E N gælder, at alle partielle 

differentialkvotienter af f af orden ~ p eksisterer og er konti

nuerte, kaldes f en p ~ kontinuert differentiabel funktion. 

Af sætning 13.8 .1 fØlger, a t alle differen tialkvo ti en ter af f af 

orden ~ p-1 er differentiable funktioner. Vi ser også, at det 

er tilstrækkeligt a t forlange, a t de partielle differenti alkvo

tienter af orden p alle er kontinuerte, idet sætning 13.8.1 

sikrer, at de partielle differentialkvotienter af orden p-1 er 

kontinuerte o.s.v. 

Af sætning 13.9~1 fØlger nu, at en partiel differential-

kvotient af orden ~ p forbliver uændret, når to på hinanden 

fØlgende di~ferentiationer ombyttes. Fra permutationsteorien ved 

vi, at enhver rækkefØlge kan fås ud fra den foreliggende ved 

successiv ombytning af umiddelbart efter hinanden fØlgende dif-

ferentiationer. En vilkårlig permutation af differentiationerne 

vil altså ikke ændre den partielle differentialkvotient. 
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Ved opslcri vning af syrnbole t for en partiel differentialkvo-

tient kan man altså i det foreliggende tilfælde skrive alle 

differentiationerne med hensyn til samme variabel umiddelbart 

efter hinanden, f.eks. 

hvor eksponenterne angiver antallet af differentiationer med 

hensyn til hver variabel, og hvor altså 

P1 + • • • +p n ~ P • 

Hvis man skal udregne en partiel differentialkvotient af 

hØjere orden, vil man selvfølgelig udføre differentiationerne 

i den gunstigste rækkefølge - altså den rækkefølge, der giver 

mindst arbejde. Ved di~ferentiation af et flerleddet udtryk kan 

man differentiere ledvis og for hvert led for sig udføre dif

ferentiationerne i den gunstigste rækkefØlge. Man må sikre sig, 

at resultatet virkelig er uafhængigt af rækkefØlgen, men hvis 

det forelagte udtryk er opbygget af vilkårlig ofte differentiable 

funktioner, går dette ofte ret let. 

Skal man udregne alle de partielle differentialkvotienter 

af orden ~ p, er det mest hensigtsmæssigt fØrst at udregne alle 

af' første orden, dernæst alle af anden orden o.s.v. Mange af de 

højere differentialkvotienter vil kunne udregnes på flere måder, 

og man kan da i hvert tilfælde vælge den letteste metode, men 

det vil være hensigtsmæssigt at udregne nogle af differential-

kvotienterne på flere måder for kontrollens skyld. 
,n , 

13.11. Lad O ~ R V@re en åben mængde og f':O ind i R en p 

gange kontinuert differentiabel afbildning. Lad ~ E O og h E Rn 

være vilkårligt valgt. Vi sætter da 
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fa h(t) = f(~+tg). 
-'-

Derved har vi defineret en afbildning f af et interval om-
~,g 

lcring punktet O ind i de reelle tal. For h 4 Q er 

f~ + tg l t E Rj en ret linie i :Rn, og funktionen f siges 
~,h 

derfor at fremkomme ved at man betragter f på den rette linie 

gennem ~' hvis retning er fastlagt ved h· 
Af s&tningen om differentiation af en sammensat funktion 

fZts umiddelbart 

altså speciel t 

Dfa h(o) = D1 f(~)h1 + ••• + Dnf(~)hn = df(~,g). 
-'-

Det totale differential i et punkt kan således fortolkes som 
, 

en differentialkvotient af en funktion af en variabel. 

I det specielle tilfælde, hvor llhll = O, vil afstanden mel

lem punkterne~+ t 1h og~+ t 2h netop være 1t2-t1 l. Funktionen 

f h bliver da netop restriktionen af f til den rette linie gennem 
a, 
- -:bestemt ved 
~ / retningen g, og df(~,h) bliver da den sædvanlige diffe-

rentialkvotient af denne restriktion. Størrelsen df(~,g) kaldes 

derfor retningsdifferentialkvotienten af f i punktet ~ i den ved 

h bestemte retning. 

De hØjere differentialkvotienter af fa h for h = Q kaldes _,_ 
også i differentialer af f af hØjere orden, og vi skriver 

Dpfa h (Q) = dpf(§.,g). 
-'~ 

Det således definerede differential af orden p er et polynomium, 

som er homogent af grad p i de variable h1 , ••• ,hn. 

Det skal understreges, at den bekvemme differentiations-
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regel for sammensatte fuructioner ikke gælder for differentialer 

af hØjere orden. Disse er blot indført, fordi de optræder i 

forslcellige formler. 

Vi skal nu udregne et eksplicit udtryk for dPf. Til det 

formål viser vi fØrst formlen 

e • • 

som gælder for q= 1 , ••• ,p. Vi benytter induktion efter q. Først 

bemærker vi, at formlen er rigtig for q= 1. Dernæst antager vi, 

at den anførte formel er rigtig, og vi skal da blot vise den 

formel, der fås ved at erstatte q med q+1 • Vi differentierer med 

hensyn til t og får 

~ (~ 
k =1 k =1 q q+1 

... ~ 
q 

og resultatet fås ved ombytning af summationerne. Dermed er 

:formlen bevist. 

= 

Den netop bevis te formel lider af d en mangel, a t der ikke 

er taget hensyn til, at mange led på grund af ombytteligheden 

af differentiationerne er identiske. Derfor vil vi undersøge, 

hvor mange af summens led, der er identiske med 

hvor 

D~ ••• n 
~ 

••• h ' n 

o ~ q1 ~ p' ••• ,o ~ ~ ~ p, q1 + ••• + ~ = q. 

Dette er et kombinatorisk problem, idet vi skal udregne, 
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på hvor mange måder q1 differentiationer med hensyn til den 

første variabel, q2 differentiationer med hensyn til den anden 

variabel o.s.v. kan ordnes i en rækkefØlge med q pladser. Vi 

kan da fØrst vælge pladserne for differentiationerne med hensyn 

til den første variabel, og dette kan gøres på ialt 

måder. Svarende til hvert af disse valg kan vi derefter vælge 

pladserne for de q2 differentiationer med hensyn til den anden 

variabel på ialt 

( q2+ ••• +~)i 

q2! (q3+ ••• +~)l 

måder. Når vi går videre på denne måde og til sidst multipli-

cerer alle de fundne antal, får vi, at der ialt er 

q i 
1 0 r q1 .••• -n. 

led, som er identisk med 
n n-1 

det anførte. Altså er 
q:(q1 + ••• +~-2) 

D~~,h(t) = L ~ ... 
q1=0 q2=0 

-L 
q 1 =0 ~ ! ••• ~-11 (q-(~+ ••• +~-1)) l 
n-

(4) 
Dq-( q1 +. • .+~-1 )D ~-1 :f( a+th)h q1 h ~-1. h q-( q1+ .. • • +~-1) 

n n-1 - - 1 ••• n-1 -~ • 

For t= O er dette udtryk netop d~(~,h), og vi har således 

fået differentialet af vilkårlig orden udtrykt eksplicit ved de 

partielle differentialkvotienter af samme orden. 

I praksis kan fØlgende huskeregel anbefales: Differentialet 

af orden q dannes, idet det totale differential oplØftes til 

qte potens, hvorefter enhver potens (Dkf(~))V erstattes med 
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D~f'(~). 

Differentialet af' anden orden er således en kvadratisk 

form med koefficientmatrix (A ) , hvor 
J-LV n,n 

A =D D f'(a) =D D f'(a). 
J-LV J-L V - V f.J, -

For en funktion af' 2 variable har vi generelt 

p 

dpf'(a h) = \' (p ) ~-q D~(a)hq hp-q 
~-'- L q 2 1 - 1 2 

q= O 

svGrende til binomialformlen. 

For en funktion af 1 variabel har vi differ0ntialet 

I traditionel skrivemåde skrives 

og i overensstemmelse hermed skrives 

= dpy 
p • 

dx 

Af' andre almindeligt benyttede b0tegnelser skal nævnes 

I analogi hermed Skrives for on funktion af flere variable 

DCln 
n ••• 

Q~ _ _...... __ __. __ f( x) = 

Hvor eksponenten er O, kan vedkommende faktor udelades. For en 

f'uru{tion z = f(x,y) af 2 variable er således 
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13.12. Vi vil et Øjeblik beskæftige os med funktioner af 
, 
en variabel, idet vi vil vise Taylor's formel i en skikkelse, 

der afviger væsentligt fra den i kapitel 2 anførte, først og 

fremmest ved, at der ikke indgår integraler. 

13.12.1. Taylor's formel. Lad [a,b] <;R være et interval 

o~ f:[a,b] ind i R en n-1 gange kontinuert differentiabel afbild

ning. Det antages, at restriktionen af Dn-1r til ]a,b[ er dif

ferentiabel. Svarende til et vilkårligt tal p E N eksisterer der 

da et punkt f E ]a, b[, således at 

n-1 
f(b) = .L 

k=O 

Bevis. Der findes i hvert fald et reelt tal K, således at 

(5) f(b) = D f(a) r1 k 

. kl 
k= O 

Med denne værdi af K betragter vi den ved 

n-1 k 
~(x) = f(b) - \' D f(x)(b-x)k - K(b-x)p 

L kt 
k=O 

definerede hjælpefunktion ~:[a,b] ind i :R. Ifølge det givue er 

~ kontinuert, og restriktionen af ~ til ]a,b[ er differentiabel 

med di~ferentialkvotienten 

n-1 k 
D (x) = \' D f(x) 
~ ~ (k-1)! 

k=1 

p-1 
pK(b-x) 

k-1 
(b-x) 

- ~1 Dk+1f(x) 
L k! 
k=O 

~nf()) 1 (b-x)n- • 
- n-1 ! 

k p-1 
(b-x) +pK(b-x) = 

Ved indsættelse ses umiddelbart, at ~(b) = O. Vort specielle 

valg af konstanten K sikrer, at ~(a) = O. Så eksisterer ifØlge 
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Rolles sætning f E ]a 1 b[ 1 såle~es at D~(f) =O, altså 

Heraf bestemmes K og resultatet indsættes i (5). Dermed er sæt-

ningen bevist. 

I beviset har vi ikke benyttet, at a er venstre og b hØjre 

intervalendepunkt. Vi kan derfor uden videre lade a og b bytte 

rolle. Vi vil foretrække, at skrive x for a og x+h for b, og 

vi kan da skrive x+eh for b, hvor e eller præcisere ep(x,h) til

hører intervallet ]0,1[. Taylors formel får da fØlgende ud-

seende: 

~1 k n 
f( +h) \ · Dkf( ) h D f(x+ehJL (1-Q)n-phn, 

x = ~ x kl + (n-1)i p o 

k= O 

hvor det altså må erindres, at e afhænger af funktionen f, samt 

nf n,p,x og h. 

Den simpleste form af restleddet fås for p = n, og den 

kaldes Lagrange 1..§. restled. For p = 1 fås en ligeledes re t be

lcvem form, der kaldes Cauchy 1 s restled. Vi opskriver disse to 

restled 

Dnf(x+eh) ~7 = (n~1 )! Dnf(x+e'h)(1-e')n-1hn, 

idet vi understreger, at e og e' er forskellige. Det er praktisk 

talt aldrig nØdvendigt at inddrage restled svarende til andre 

værdi er af p • 

Ved en restledsvurdering har man normalt ikke anden viden 

om e, end at e E ]0,1[, og derfor kan det meget vel indtræffe, 

at det ene restled giver skarpere resultat end det andet. Vi 

vil illustrere dette med det ~ecielle eksempel 
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f(x) = log x, x = 1 • 

Her er 

Lagrange's restled antager derfor formen 

( -1 )n-1 ( h ) n • 
n 1 +eh 

Når vi ikke ved andet om e, end at e E ]0,1[ må vi åbenbart an-

tage, at j1+ehl ~ !hl for at kunne slutte, at dette restled 

konvergerer mod O. Det lykkes altså at gennemføre beviset for 

h E [-t,1]. Cauchy's restled antager formen 

n-1 1 (1-e' )n-
1 

n 
(-1 ) 1+e 1h 1+e 1h h • 

For lhl < 1 er O < 1-e' < 1 + e'h, og det ses umiddelbart, at 

restleddet konvergerer mod O. Por h = 1 får restleddet den 

numeriske værdi 
(1-e')n-1 

h , 
(1+e') 

og når vi kun ved, at e' E ]0,1[, kan f.eks. muligheden 

e' = i ikke udelukkes, og brØken vil med denne værdi af e' konn 

vergere mod e-2 • Beviset lykkes således for h E ]-1,1[. 

13.13. Differentialligningens middelværdisætning kan over

føres til funktioner af flere variable i fØlgende formulering: 
,n 

13.13.1. Sætning. Lad O ~ R være en åben mængde, f:O ind 

i R en differential afbildning, ~ E O et punkt og h E Rn et 

punkt for hvilket betingelsen 

(6) v t E [o,1](a + th E o) - -
er opfyld t. Da eksister er der e t tal e E J O, 1 [, så le des a t 

n -. 
) D.f(a+eh)h .• G J - - J 
j=O 
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Bevis. Hvis vi som i 13.11 indfører 

fa h(t) = f(~+tg) _,_ 

er relationen, vi skal vise, ensbetydende med 

og da fa h er differentiabel på intervallet [0,1] er dette blot _,_ 
ut S.::J8Cielt tilfælde af differentialregningens middelværdisæt-

ning ~'or funktioner af en variabel. 

På ganske tilsvarenQe måde overføres Taylors formel til 

fuructioner af flere variable. Vi vil kun gennemføre dette for 

r[aklcen m0d Lagrange's restled. 

-n • 13.13.2. Sætning. Lad O ~ R være en aben mængde, f:O ind 

i R en p gange kontinuert differentiabel afbildning, a E O et 
.. , n 

punkt og h E R et punkt, for hvilket (6) gælder. Da eksisterer 

der et tal@ E ]0,1[, således at 

(7) ~1 
1 k f(~+g) - f(~) = ~ kT d f(~,h) 

k=1 

Bevis. Den anførte formel er ensbetydende med 

1 
kT 

men det er jo blot Taylors formel med Lagrange's restled anvendt 

på f på intervallet [0,1]. 
~,h 

Taylor's formel kan også fortolkes som en generalisation af 

den opspaltning af funktionstilvæksten, der indgår i defini-

tionen af differentiabilitet. Dette kommer til udtryk i fØlgende 

sutning: 

13.3.3. Taylor'~grænsef~rmel. Lad O~ Rn være en åben 

m<:angde, f:O ind i R en p gange kontinuert differentiabel funk-
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tion og a E: O et punkt. Vi har da en opspal tnj,ng 
- r>. 

6f' ~(h) = L ~l dk f' c~,n) + 0: (!!,) llhllp, 

k=1 

hvor o: er en a-funktion. 

Bevis. For restleddet i (7) har vi udtrykket (4) i 13.11, 

hvor t erstattes med® og q med p. For hvert q1 , ••• ,~ med 

q1 ~ C 1 ••• , ~~ O, c_t1 + .... + ~ =.p· har vi en opspaltning 

~ q1 qn q1 
D ••• D1 f'(a+®h) = D ••• D1 f'( a) + o: . . . (h), 

n - - m - q1 • • "~-

hvor o:q . , , a er en a-funktion. Da Ih l ~ llhll for v = 1 , ••• ,n, 
1···-n v - -

fØlger heraf', at 

hvor 

er en o:-f'unktion. Ved at anvende den her angivne opspaltning på 

hvert led i den endelige sum i (4) får vi 

nl'da h(e) = nl'f'a h(o) + o:'(h)llhiiP, _,_ _,_ 

hvor o:' er en a-funktion. Heraf fØlger umiddelbart den ønskede 

omskrivning af formel (7). 

13.14. Taylor's grænseformel er et nyttigt hjælpemiddel 

ved studiet af en funktions forhold i omegnen af et punkt. Vi 

skal her kort omtale dens anvendelse ved bestemmelse af' relative 

maksima og minima. Først må vi imidlertid kort diskutere homo-

gene polynomier og deres egenskaber. 

Vi minder om, at et udtryk af formen 

P1 Pn 
a hi ••• hn , 
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hvor P
1

, ••• ,pn er ikke negative, hele tal, medens a er en reel 

konstant, kaldes et rnonorniurn a~ grad p= p1 + ••• + pn i de vari

able h1 , ••• ,hn. Et udtryk P(h), der er en sum a~ endelig mange 

mononier af samme grad p kaldes et homogent polynomium a~ grad 

p. Udtrykket P(g) kan altid reduceres, så der hØjst forekommer 

et rnonornium med hvert eksponentsæt (p1, ••• ,pn), hvor 

p
1 

+ •• ~+ pn =p. Vi vil i dette a~snit skelne skarpt mellem det 

homogene polynomium og den ved det homogene polynomium de~inerede 

afiil0.ning P. 

Di~~erentialerne dk~(a,h) er eksempler på homogene polyno-

mier. Graden er lig med ordenen k. 

Vi bemærker først, at et homogent polynomium P a~ grad p 

~or alle h E Rn og alle t E R til~redsstiller betingelsen 

P( tg) = tpP(g). 

Hera:L' ~Ølger umiddelbart: 
o o 

Hvis h er et nulpunkt for P (d.v.s. P(h ) =o), da er et-

hvert punkt af den rette linie fth
0 l t E R} nulpunkt ~or P. 

Mængden a~ nulpunkter for P er således foreningsmængden af 

et systern a~ rette linier gennem Q, og den kaldes der~or poly

nomieta nulkegle. 

For et polynomium P(h), der er reduceret så meget som 

muligt, gælder det almindeligt, at polynomiet ikke bliver O ~or 

alle h med mindre alle dets koe~~icienter er O. For polynomier 

af 1 variabel ~Ølger dette af den fra gymnasieundervisningen 

kencl"\:.e swtning om, a t et polynomium hØjst har så mange rØdder 

som graden angiver. For et polynomium a~ n variable vises på-

standen ved induktion, idet polynomiet P(h) kan skrives på ~ormen 

~(h)= A
0

(h2 , ••• ,hn)h{ + A1 (h2 , ••• ,hn)h{-
1 

+ ••• + Aq(h2 , ••• ,hn)' 
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hvor koefficienterne A
0

, ••• ,Aq er polynomier, blandt hvilke 

mindst 1 ikke har alle koefficienterne lig nul. Hvis påstanden 

er rigtig for n-1 variable 1 kan vi altså vælge h2 , ••• ,hn' således 

at mindst 1 af polynomierne ~(h2 , ••• ,hn) får en fra O forskel

lig V<Jrdi, og ifØlge det allerede viste for polynomier af' 1 

vario~el, kan vi derefter v~lge h1 , således at P(h) ikke bliver 

:et homogent polynomium P(g) kaldes positivt semidefinit, 

hvis det kun antager vwrdier i [o,~[. Analogt defineres negativt 

semide{ipit. Et positivt semidefinit homogent polynomium kaldes 

~~t~vt definit, hvis værdien O kun antages i punktet Q; Ana

logt defineres nega~ivt definit. Vi siger, at et homogent poly-

nomium er semidefinit hvis det er positivt semidefinit eller 

neg;::_ ti vt semidefinit. Tilsvarende for definit. 

Det viser sig nu, at undersøgelsen af, om en funktion har 

et malcsimum eller et minimum i et givet punkt, i det væsentlige 

reduceres til spØrgsmålet, om et af dens differentialer i ved-

kommende punkt er definit eller eventuelt semidefinit. Gennem-

førelsen af en sådan diskussion kan være meget vanskelig, og vi 

må n~jes med at anføre nogle regler 1 der klarer problemet i de 

simpleste tilfælde. 

1 • Hvis et homogent polynomium af ulige grad ikke forsvin-

der identisk, er det ikke semidefinit. 

:Gt homogent polynomium P af ulige grad tilfredsstiller nem

lig relationen P(-h) = -P(h). Hvis det antager en værdi c~ O 

vil det derfor også antage værdien -c. 

2. Hvis et reduceret homogent polynomium indeholder led 

ahp og bhP, hvor a> O og b <O, er det ikke semidefinit. 
f.1 v 
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Dette fØlger af, at polynomiet for h ; 1 og de øvrige 
/J-

variable lig O antager værdien a, medens det for h = 1 og de 
v 

øvrige variable lig O antager værdien b. 

). Hvis et reduceret homogent polynomium af lige grad p er 

positivt (negativt) definit, indeholder det alle leddene 

a hP, v; 1 , ••• ,n, og de har alle positive (negative) v y 

koef'f'ici en ter. 

Hvis leddet a hp mangler, antager polynomiet værdien O for y y 

h = 1 og de øvrige variable lig O, og det er således ikke defi
v 

nit. Derefter f'Ølger påstanden af regel nr. 2. 

Mere almindeligt kan man slutte, at en homogent polynomium, 

der ikke rorsvinder identisk, ikke er semidefinit, hvis fortegns-

skifte for visse variable bevirker, at polynomiet skifter fortegn. 

Hvis de her anførte regler ikke hindrer, a t polynomiet er 

positivt def'init (eller semidefinit), kan man forsøge at skrive 

polynomiet som en sum af kvadrater. Udfaldet af et sådant forsøg 

vil i visse tilfælde give svaret. For et polynomium af 2den grad 

kan undersøgelse altid gennemføres på denne måde. Vi illustrerer 

me tocl.en ved et eksempel: 
2 2 2 2 P(g) = h1+2h2+6h.3+7h

4
-2h1h2-2h1h.3+2h1h

4
-2h2h3-8h

3
h

4
• 

Da alle kvadratleddene har positive koefficienter, er der mulig

hed for, at P er positivt definit. Vi f'raspalter nu et kvadrat, 

som indeholder alle de led i P, hvori h1 forekommer. Til·det formål 

må vi åbenbart vælge 

(h1 - h2 - h_, + h4)2 = 

Vi får således 
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Hvis restpolynomiet ror passende valg af h2 ,h
3 

og h
4 

kunne an

tage både positive og negative vwrdier, kunne vi supplere med 

et h
1

, således at kvadratet forsvinder, og vi ville således kunne 

slutte, at P ikke kunne være semidefinit. Nu er der imidlertid 

mulighed for, at restpolynomiet er positivt definit, og vi fra-

spalter derfor et kvadrat, der indeholder alle led, i hvilke h2 

rorekommer. Dertil må vi åbenbart vælge 

) 2 2 2 2 
(h2-2h3+h4 = h2+4h3+h4-4h2h3+2h2h4-4h3h4' 

så vi får 

P(g) 

Nu afh&nger restpolynomiet kun af 2 variable, og vi kan argøre 

ved metoder, der er kendt fra gymnasiet, at det er positivt de-

rinit. Vi kan imidlertid også fuldfØre opspaltningsprocessen, 

hvillæ t e, iver 

- 2 2 )2 2 P(h) = (h1-h2-h
3

+h
4

) + (h
2
-2h

3
+h

4
) + \h3.h4 + 4h4. 

Dette viser umiddelbart, at P er positivt semidefinit. For at 

afg1Jre, om P er positivt definit, må vi finde nulpunkterne ror 

P. Disse må åbenbart tilfredsstille ligningssystemet 

og dette system har kun løsningen g= o. Altså er P positivt 

derinit. 

Vi rår endvidere brug for fØlgende hjælpesætning: 

13.14.1. Lemma. Til et positivt definit homogent polynomium 

P(h) af grad p svarer et reelt tal)( > o, således at uligheden 

er opfyldt for enhver vektor h. 
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Bevis. Kugleoverfladen 

K ;: {h l Il hil = 1 l 
er en kompakt mængde, og afbildningen P:K ind i R antager derfor 

en mindste funktionsværdi K på K. Da P er positivt definit, 

er K > O • Nu få s 

og ~ormud er sætningen bevist. 

13.15. Vi går nu over til at omtale bestemmelse af maksi

mumspuructer og minimumspunkter for funktioner af en eller flere 

variable. Vi indleder med definitionen af begreberne. 
,n 

1).15.1. Definition. Lad O~ R være en åben mængde, og lad 

f:O ind i R være en vilkårlig funktion. Et punkt ~ € O kaldes 

et minimumspunkt for f og fuructions~rdien r(~) en minimumsværdi 

for f, såfremt 

3U € U(.§;) 't/X € u \ {.§;.}. (f(2f) > f(~)) • 
.. 

Hvis uligheden gælder med < i stedet for ), kaldes a et maksi-

mu~~punkt og f(§;.) en maksimumsværdi. Hvis uligheden gælder med 

~' kaldes ~ et svagt minimumspunkt og f(~) en svag minimumsværdi. 

Analogt indfØres svagt maksimumspunkt og svag maksimumsværdi. 

Bestemmelsen af maksimums- og minimumspuructer kan i de 

fleste tilfælde baseres på følgende sætning: 

L O 
, n • 13.5.2. Sætning. ad ~ R være en aben mængde, ~ € O 

et punkt og f:O ind i R en p gange differentiabel funktion, der 

tilfredsstiller betingelserne 

Hvis a er ~t svagt minimums- eller maksimumspunkt for f, er 

dpf(a,h) semidefinit (altså p er lige og alle nPf(a), v= 1 , ••• ,n 
-- v -



Mat. 1 , 1963-64 MA 13, 29. 

har samme fortegn eller er O). Hvis dpf(~,h) er positivt (nega

tivt) definit, er~ et minimumspunkt (maksimumspunkt) for f. 

Bevis. IfØlge Taylor's grænseformel har vi under de givne 

foru(Lswtninger en opspaltning 

hvor a er en a-funktion. Lad os nu antage, at dpf(~,g) ikke er 

semict.efini t. Vi kan da vælge h 1 og h", således a t 

dpf(t!,h') >o, dpf(~,g11 ) <o. 

Vi kan nu vælge å > o, således at vi for alle t E ]O,o[ har 

Op spaltningen giver nu for t E ]O,å[, at 

6. f(th') = (L dpf'(a h') + a (tg' ) llh' l lp) t p > o 
~ - p! _,_ 

6. f'(th") = (L d p f' (a h 11 ) + a(th")llh"IIP) t P < o, a - p! _,_ -
hvilket viser, at ~ hverken er svagt minimums- eller maksimums-

punkt for f'. Dermed er sætningens første påstand bevist. 

Lad os nu antage, at dpf'(a,h) er positivt definit. IfØlge 

lemma 13.14.1 kan vi vælge K > O, således at dpf'(a,h) > -- = 
Kllhllp og dernæst kan vi vælge å > o, således at vi for alle 

h med llhll < å har lcx.(h) l < K. Opspal tningen giver da 

6.af(g) f' (K + a (g) llhllp > O 

for O < llhll < å. Altså er~ et maksimumspunkt for f'. Tilfældet, 

hvor dpf(a,h) er negativt definit, behandles analogt. Dermed 

er s~tningen bevist. 

Vi lægger mærke til, at sætningen ikke giver svar på proæ 

blemet, om der eventuelt er maksimum eller minimum i ~ 9 hvis 
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dp(~,h) er semidefinit uden at være definit. I dette tilfælde 

kan det eventuelt hjælpe, at inddrage differentialer af højere 

orden i undersøgelsen, såfremt de eksisterer, men det må påreg

nes, at diskussionen kan frembyde ganske store vanskeligheder. 

Vi lægger endvidere mærke til, at maksimum eller minimum 

kun l~an forel{omme, hvis p er ulige. En nødvendig betingelse for, 

at a er minimwns- eller maksimumspunkt for f, er det derfor, at 

alle de partielle differentialkvotienter af første orden har 

vwrdien O i punktet ~· Hvis man ønsker at finde alle punkter, 

der er minimums- eller maksimumspunkter for ~' begynder man der-

for med at s~tte alle de partielle differentialkvotienter af f 

af fwrste orden lig med o. Det giver n ligninger med de n vari-

able som ubekendte, og diskussionen skal derfor blot gennemføres 

for lØsningerne til disse ligninger. 

Eksempel. Vi betragter den ved 

f(x,y) = (x2+y2)2 - 2(x2-y2) 

definerede funktion f:R 2 ind i R. Ved at sætte de partielle 

differentialkvotienter af første orden lig o, får vi ligningerne 

4x(x2+y2-1) =o, 4y(x
2

+y
2

+1) =o, 

som har lØsningerne (o,o), (1 ,o) og (-1 ,o). Nu er 

2 2 2 2 (2 2 2 d f(x,y;h,k) = 4(3x +y -1)h +16xyhk+4 x +3y +1)k, 

så vi får 

d2f(O,O;h,k) = 4(k
2
-h

2
) 

d2f(1,0;h,k) = 8(h
2

+k
2

) 
2 2 2 

d f(-1 ,O;h,k) = 8(h +k ). 

Heraf ses umiddelbart, at (1,0) og (-1 ,o) er minimumspunkter 

for f, medens (o,o) hverken er minimums- eller maksimumspunkt. 

1~.15. For funktioner af 1 variabel er bestemmelsen af 
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minimums- og maksimumspunkter ret enkel, idet den i foregående 

afsnit beskrevne metode nu kan praktiseres på fØlgende måde: 

Lad f:I ind i R være en p gange differentiabel afbildning 

af et interval I ~ R. Minimums- og maksimumspunkterne for f må 

søges blandt nulpunkterne for Df. Er a E ~ et sådant nulpunkt, 

undersøges differentialkvotienterne Dqf(a), q= 2, ••• ,p. Hvis 

den fyrste af disse, som er forskellig fra O, har ulige orden, 

er a hverken minimums- eller maksimumspunkt. Hvis den første 

diiferentialkvotient, som er forskellig fra O, er af lige orden, 

er a et minimumspunkt, hvis differentialkvotienten er positiv, og 

et maksimumspunkt, hvis differentialkvotienten er negativ. Kun 

hvis alle de eksisterende differentialkvotienter i punktet a 

har V[Jrdien O, giver metoden intet svar. Vi har ikke gennemført 

noget bevis for, at kontinuitet af den sidste differentialkvo

tient ikke er væsentlig for sagen, men det er ikke vanskeligt 

at indse dette. Det skal tilfØjes, at endepunkterne af I kræver 

en S@rlig undersøgelse, som dog i reglen ikke giver anledning 

til vanskelighed. 

Det er ofte lettere at gennemføre diskussionen af minimums-

og maksimumspunkter ved en fortegnsdiskussion for Df, idet en 

sådan viser, i hvilke intervaller f er strengt voksende eller 

strengt aftagende. 

Opmærksomheden henledes på, at a kan være minimumspuruct for 

f, uden c.t f er aftagende i noget interval med a som hØjre ende

puluct eller voksende i noget interval med a som venstre ende-

punkt. 

13.16. Vi vil ganske kort diskutere begrebet konveksitet 

i forbindelse med funktioner af 1 variabel. Vi indleder med 
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fØlgende sGtning: 

13.16.1. Sætning. Lad I ~R være et interval og f:I ind i 

R en 2 gange differentiabel afbildning. Da er fØlgende 4 på-

stande wkvivalente: 

1) V x E I(D
2
f(x) ~O). 

2) Df er voksende på r. 

3) V a,x E I(f (x) ~ f(a) + Df'(a) (x ... a)). 

4) V x,y E I V t E ]0,1 [(f((1-t)x+ty) ~ (1-t)f(x)+tf(y)). 

Bevis. At 2) ~ 1) er trivielt. At 1) ~ 2) fØlger af sæt-

ning 1~.4.1 anvendt på Df. At 1) ~ 3) fØlger umiddelbart af 

Taylors formel med Lagranges restled 
2 2 f(a+h) = f(a) + Df(a)h + ~D f(a+Bh)h ~ 

f(a) + Df(a)h 

for h= x-a. Vi viser, at 3) ~ 4) ved at vise, at ~4) ~ -3). 

At -4) gælder, betyder, a t vi kan vælge x,y E I, således at 

den ved 

~(t) = f((1-t)x+ty) - ((1-t)f(x)+tf(y)) 

definerede funktion antager positive værdier i intervallet [0,1: 

Der elcsisterer da et punkt '!' E: ]0,1 [, som er maksimumspunkt for 

~~ og vi har 

Nu er 

altså 

~('!') > O, D~('!') = O. 

D~('!') = (y-x)Df((1-'!')X+'!'y) - (f(y)-f(x)), 

Df((1-"r)X+"ry) = f(y) - f(x) • 
y - x 

Endvidere giver relationen ~('!') > o, at 

f((1-'!')X+'!'y) > (1-'!')f(x)+'!'f(y). 

Vi sætter 

a = (1-'!')X + '!'Y, 
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altså 

'r = 

og vi :Lår da 

a-x 
y-x , 1-rr = y-a 

y-x , 

f(a) + Df(a)(x-a) > 

MA 13, 33. 

y-a f(x) + ~ f(y) + ~ (f(y)-f(x)) = f(x), 
y-x y-x y-x 

hvilket viser, at ~3) gælder. 

Sætningen vil være fuldstændig, hvis det lykkes os at vise, 

at 4) ~ 2)- Hertil betragter vi x,y E I med x< y, og vi an

tager, at 4) gælder. For h= t(y-x), t E ]0,1[ har vi 

h
1 (:L(x+h)-f(x)) = 1 (f((1-t)x+ty) - f(x)) ~ 

h -

1((1-t)f(x) + tf(y) - f(x)) = f(y)-f(x) 
h y- x 

For h ~ O fØlger heraf 

Df(x) < f(y) - f(x) • 
- y - x 

Den tilsvarende omregning af t(f(y+h) - f(x)) med h= t(x~y), 

t E ]0,1[ giver (idet h nu er negativ) 

Df(y) L f(y) - f(x) , 
- y - x 

og clerrned er sætningen fuldstwndig bevist. 

1j.16.2o Definition. En afbildning f:I ind i R, hvor I ~ R 

er e t in terval, kaldes konveks, hvis betingelsen 4) er opfyld t-. 

Hvis -f er konveks, lcaldes f konkav. 

Vi bemærker, at en konveks funktion ikke nødvendigvis er 

differentiabel .• På den anden side er det ikke vanskeligt at 

vise, at en konveks funktion er kontinuert. For to gange dif-

ferentiable funktioner giver sætning 13.16.1, at enhver af 

egenfficaberne 1 • - 4. implicerer konveksitet. 
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13.17. Vi vil afslutte dette kapitel med beviset f'or en 

klassisk s~tning om middeltal, idet beviset udnytter konvekse 

funlci:.ioncrs egenskaber. Vi indleder med en sætning om konvekse 

funktioner. 

13.17.1. Sætningo Lad f':I ind i R, hvor I er et interva~, 

v~re en konveks f'unktion. Lad c_
1 

, ••• , en være reelle tal, som 

tilfredsstiller betingelserne 

Da g::;lder relationen 

V x1 , ••• ,xn E I(f'(c1x1 + ••• + cnxn) ~ c1f'(x1 ) + •• e+ cnf'(xn)). 

Bevis. Vi bemærker f'Ørst, at x1 > a, ••• ,xn >a medf'Ører 

c1x1 + ••• + cnxn > (c1 + •• o+ cn)a = a8 Tilsvarende fås når >er

stattes med~' < eller ~· Heraf slutter vi, at det f'or vilkårlige 

x1 , ••• ,xn E I gælder, at c1x1 + ••• + cnxn E I. Dermed har vi sik

ret os, at den påstand, vi skal vise, i hvert f'ald har meningo 

Vi antager nu, at påstanden allerede er vist f'or ethvert 

tals;_Jt c1, ••• ,c~_ 1 , samt ethvert sæt x1, ••• ,x~_ 1 , når disse sæt 

blot oyf'ylder de i sætningen angivne betingelser. 

Hvis c1 = ••• = c 1 =O, er c = 1 og påstru1den triviel. n- n 
Vi antager derfor, at c= c1 + ••• + cn_1 >o, og vi sætter 

l -1 l -1 l l c1 =c c1 , ••• ,cn_1 =c en. Talsættet c1 , ••• ,cn_1 vil da op-

fylde sætningens betingelser. Lad nu x1 ,o •• ,xn E I være givne. 

Vi har da for c1x1 + ••• + c~_1 xn_1 =y, at 

f'(y) ~ c1f'(x1) + ••• + c~-1f'(xn-1) 

if'Ølge induktionsantagelsen. Desuden bevirker konveksisteten 

af' f', a t 

f'(cy+c x ) = f'((1-c )+c x ) < nn n nn "' 

(1-cn)f'(y) + cnf'(xn) = cf'(y) + cnf'(xn). 
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Kombination af de to viste uligheder giver nu umiddelbart den 

påstand, vi skulle vise. 

13.17.2. Definition. Lad c1 , ••• ,cn være reelle tal, som 

tilfredsstiller betingelserne 

c1 f O, • o. , en f O; c 1 + ••• + en = 1 , 

og lad y1 , ••• ,yn være positive tal. størrelsen 

A(Q,~) = c1y1 + ••• + cnyn 

kaldes det aritmetiske middeltal af y1 , ••• ,yn svarende til 

Vc-Jgtene c1 , ••• , en. Størrelsen 

c1 
G(2_,~) = y1 

c n 

kaldes det geometriske middel tal af y1 , ••• ,y n svarende til 

V[agtene c1 ~ ••• ,en. De sædvanlige middel tal svarer til special-

tilfældet c1 = ••• =en 1 
n 

13.17.3. Sætning. Med betegnelserne fra definition 13.17.2 

er 

Bevis. Vi indfører 

x1 =log y1 , •• ~,xn =log Yn· 

Af 1 o i sætning 13.16.1 fØlger, at den ved f(x) = ex definerede 

funktion f:R ind i R er konveks. Sætning 13.17.1 giver derfor 

+ ••• + 

og heraf fØlger sætningen umiddelbart. 
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Lette opgaver. 

1. Vis, at middelværdisætningen for et andengradspolynomium al

tid gælder med det specielle valg e = ~. 

2. For en differentiabel afbildning f: [o,oo[ ind i R gælder 

f(O) = O og f(x) ~ oo for x~ oo. Vis, at der eksisterer et 

reelt tal~ E ]O,oo [, således at Df(~) = O. 

3. For en differentiabel afbildning f: [a,b] ind i R gælder 

1 • D f ( a) > O , Df ( b ) < O . 

2 • V x E J a , b [ (D f ( x ) > O ) • 

Vis, at der eksisterer et reelt tal~ E ]a,b[, således at 

D~(~) = O. (Konstruer en passende differentiabel hjælpefunk

tion g: [a1 ,b1] ind i R, således at [a,b] ~ [a1 ,b1 ], medens 

f er restriktionen af g til [a,b], og således at Rolles sæt

ning kan anvendes på g). 

4. Vis, at det for en differentiabel afbildning f: [a,b] ind i R 
gælder, at Df antager enhver reel værdi mellem Df(a) og 

Df(b). (Udnyt resultatet ~ra opgave nr. 3). 

5. Lad f,g,h:[a,b] ind i R være kontinuerte afbildninger, hvis 

restriktioner til ]a,b[ er differentiable. Vis, at der eksi

sterer et reelt tal~ E ]a,b[, for hvilket 

f(a) f(~) f(b) 

g(a) g(~) g(b) = O. 

h(a) h(~) h(b) 

Vis, at den udvidede middelværdisætning er et specielt til

fælde af dette resultat. 
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6. Lad f,g: ]a,b] ind i R være differentiable afbildninger, der 

begge går mod oo eller -oo for x ~a. Det antages, at både 

f og DDf har en grænseværdi i punktet a. Vis, at disse grænse-
g g 

7. 

8. 

9. 

værdier er identiske. 

Bestem 

Bestem 

Bestem 

grænseværdien 

6 log E- (x-2) 2 + 1 
3 lim 

x-t3 (x-3)(ex-3 - 1) 

grænseværdien 

lim Arctg(5 tg x2 - Arctg~3 
7T cos x 

x-t-2 

grænseværdien 

lim (3tg 3x - tg x). 
7T r-2 

10. Bestem grænseværdien 

lim )tg 3x - tg x 
7T cos x 

r2 

11. Bestem grænseværdien 

lim (1+x2 )(7T-2 Arctg x) 2 • 
:x_-too 

12. Bestem grænseværdien 

tg 

lim 1 log(a e o:x + bef3x + cY Yx) 
x x.-too 

x2 

hvor a > f3 >Y, medens a, b og c er positive tal. 

13. Afbildningerne f,g: ]O,oo[ ind i R er givet ved 

f(x) = x2 sin x-2 g(x) = log(1+x). • 
Vis, at ! har en grænseværdi i O, medens ~~ ikke har nogen 

grænseværdi i O. 
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14. En afbildning f: k2 ind i h er givet ved 
/ 

(O for (x,y) = (0,0) 

f(x,y) = ) 
\ 2 
!. (x2 ) 1+Y s_i_n x-·1 for ( ) _L (O O) - x,y f , -~ ", 

Vis, at f er differentiabel, men at den ene s.f de paTtielle 

differentialkvotienter af f er diskontinuert i (0)0). 

15. En afbildning f: k2 ind i k er givet ved 

(O for (x,y) = (0,0) 
f(x,y) -; 6 - ' ( 2 4 )-1 ( ) _L ( ) ;' x +y y for x, y 'f O, O . 

'-

Vis, at f er differentiabel, at D f er kontinuert, at D f er y x 

kontinuert undtagen i (0,0), at restriktionen af D f til den x 
ved y= O bestemte linier er kontinuert i (0,0), samt at D f x 

er diskontinuert i (0,0). 

16. Lad O~ R2 vær en åben mængde og f: O ind i R en afbildning, 

som overalt har partielle differentialkvotienter D1f og D2f. 

Det antages endvidere, at D2f er kontinuert. Lad a E O være 

et punkt, i hvilket den ved D1f(x1 ,a2 ) definerede afbildning 

er kontinuert. Vis, at f er differentiabel i punktet ~· 

17. Angiv samtlige partielle differentialkvotienter af vilkårlig 

orden af hver af funktionerne 

f(x,y) = x4 + 3x2y + y2 , 
2 2 2 2 2, 2 

g(x,y,z) = y z + yz + z x + zx + x y + xy . 

18. Vis, at den ved 

f(~) = logll!.ll 

definerede afbildning f: R2 \ fQ} ind i R tilfredsstiller be-

tingelsen 
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19. Vis, at den ved 

f(~)= 1!:;::1 2-n 

definerede afbildning f: R_n \ ~01 ind i R tilfredsstiller 

betingelsen 
2 2 

D1 f(~) + ... + Dnf(~) =O. 

Dette er selvfølgelig kun interessant for n ~ 3. 

20. Lad I ~ R være et åbent interval og ep: I ind i R en vilkår-· 

lig ofte differentiabel afbildning. Vi indfører betegnelser-

n e 

01 = Hx,y) l x+y E: I j, 02 = ~ (x,y) l x-y E: I J. 
Skitser punktmængderne 01 og 02 på en figur. Afbildninger 

f: 01 ind i R og g: 02 ind i R defineres ved 

f(x,y) = cp(x+y), g(x,y) = cp(x-y). 

Vis relationen 

D~Dif(x,y) = Dp+qcp(x+y) 

D~Dif(x,y) = (-1 )qDp+qcp(x+y). 

21. Vis, at en afbildning f: R.2 ind i R tilfredsstiller diffe-

rentialligningen 

D1D2f = O, 

hvis og kun hvis f kan defineres ved 

• 

' ' hvor g1 ,g2 : R ind i R er differentiable funktioner. 

22. Opskriv det nte differential af den ved 

f ( x1 , x2 ) _ xP.,rq 
- 1 ·~2' 

hvor p E N' q 
'\ 

E: N' definerede funktion. 

23. Opskriv differentialet af anden orden af den ved z = xY defi-

nerede funktion. 
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24. Vis, at det i kapitel 2 fundne restled i Taylors formel kan 

omskrives til Lagrange's restled. 

25. Opskriv Taylors formel for de i opgave nr. 17 anførte funk

tioner, idet der medtages så mange led, at restleddet for-

svinder identisk. 

26. Undersøg, om den ved 

z = x3 + y 3 - 3 axy, a > O 

definerede funktion har minimums- eller maksimumspunkter. 

27. Undersøg, om den ved 

z = x4 + Y4 _ x2 _ y2 

definerede funktion har minimums- eller maksimumspunkter. 

28. Vis, at den ved 

fo for x = o 
y = ) 2 "1 

}x (2-sin -)for x~ O .... x 

definerede funktion er differentiabel overalt og har et mini-

mumspunkt i O, men at den ikke er monoton i noget interval 

med endepunkt i O. 

29. Vis følgende sætning: Blandt alle retvinklede, parallelopipe-

der med givet rumfang er terningen det, der har den mindste 

overflade, og det, for hvilket summen af kantlængderne er 

mindst. 

30. Bestem alle minimums- og maksimumspunkter for 

( 2 2)2 2 2 z = x +y - x - y o 

31. Vis, at den ved y = xv definerede funktion ~= ]O,oo[ ind i 

]O ,oo[ er konveks for v < O og for v > 1 , men konkav for 

v E: ]o, 1 [ • 
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32. Lad a og b være reelle tal, som tilfredsstjller betingelsen 

b > a 2
• Vis, at der eksisterer tre reelle tal a ,{3, i' 

(ex < {3 < y), således e.t den ved 

f(x) = 2.-2..-. 
x -:-2ax+b 

definerede funktion er konkav på intervallerne J-~oo, ex[ og 

]Ay[ og konveks på intervallerne ]ex,f3IT og Jy ,oo[. V"i tænker 

os f afbildet grafisk i et sædvanligt retvinklet koordinat-

system. Vis, at punkterne (ex,f(cx)), (f3,f(f3)) og (y,f(y)) lig-

ger på en ret linie. 

Vanskeligere opgaver. 

33. Lad I ~ R være et interval, a E I et punkt og f: I ind i R 
en to gange differentiabel afbildning med D2f(a) * O. Ifølge 

middelværdisætningen kan vi vælge 8(h)r således at 

f(a+h)-f(a) = Df(a+e(h) )h. 

Vis, at 8 har grænseværdi ~ i punktet O. 

34. Lad x1 , ••. ,xn være positive tal og c 1 , •.• ,en reelle tal, som 

tilf'reds stiller betingelserne 

Vis, a t 

lim 
p -+ o 

1 

( c xP + + c xP~P = x
1

°1 1 1 ·o • n n' 
c x i1. n 

35. En af'bildning f':R 2 ind i R er givet ved 

f'( x, y) 
f\o f'or ( ) (o o) x,y =:: , 

= ) 2 2 
1 xy =x~2 -·--· _y? f' o r (x, y) ~ ( O , O ) " 

x + y-

Vis, at f' er kontinuert dif'f'erentiabel i hele planen, Vis, 
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at de partielle differentialkvotienter af anden orden alle 

eksisterer i hele planen •. Vis, at restriktionen af D f x 

til en vilkårlig ret linie gennem (o,o) er dif:ferentiabel. 

Vis, at det samme gælder for Dyf. Vis, at DyDxf(O,O) t 

DxDyf(O,O). 

36. Vis, at der blandt løsningerne til differentialligningen 

37. 

a2z 
axay = o 

findes netop en i hele planen de:fineret :funktion f, som 

til:fredsstiller opgivne betingelser 

:f(x,o) = cp(x), :f(O,y) = 1/J(y), 

hvor cp,t/J:R ind i R er dif:ferentiable afbildninger, som 

tilfredsstiller cp(O) = t/1(0). 

Samme opgave, idet de opgivne betingelser erstattes 

med den ene betingelse 

:f(x,x) = cp(x), D1f(x,x) + D2:f(x,x) = 1/J(x). 

Vis, at differentialligningen sædvanligvis ikke vil 

have en løsning, som er defineret i den afsluttede enheds-

cirkelskive og som på randen a:f cirklen stemmer overens 

med en given :funktion. Det hjælper ikke at tilfØje krav 

om, at denne :funktion skal tilfredsstille skarpere dif:feren-

tiabilitetsforudsætninger • 

• 2 • 
Lad O ~ R være en åben mængde. Lad :f:O ind i R v~re en to 

gange kontinuert di:f:ferentiabel :funktion, som til:fredsstil-

ler differentialligningen 

~2 a2z 
.:._~- -2 = o .• 2 o 

ox vy 
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38. 

Vis, at hvert punkt (a,b) E o har en omegn 

~ ( a+h, b+l~) 
l lhl+lkl < 8l 

. ' 
i hvilken f kan fremstilles på formAl 

f(x,y) = ~(x+y) + ~(x-y), 

hvor ~ og ~ er to gang e kontinuert differen ti ab ~.e f'\]nl\:t;_oner" 

(IndfØr nye uafhængige variable u = X+ Y, v = x--y). 

Vi s, at enhver 

<)2x 
a--+ 

ox2 

partiel differentialligning 

a2z o2z 
2b ---·· + -· = o axoy oy2 

med kanstarte koefficienter ved en ikke singulær lineær 

transformation x = cxu+{3v, y = yu+åv kan C\"erf'øres :~ en af' 

ligningerne 

a2z o2z 
ox2 - oy2 = o, 

39. Idet (x,y) er retvin.lclede, og (r,e) polære koordinater til 

-2 punkter i R , således at x = rcose, y = rsinB, og ~ = f(x,y) 

er to gange kontinuert cif'f'erentiabel i en åben mængde O, 

ønskes 

udtrykt ved de partielle differentialkvotienter af' z med 

hensyn til r og e. 

40. Lad I~ R være et interval og ~:I ind i R en n-1 gange dif-

ferentiabel afbildning. Lad a E I V<Bre e t pun~Kt:. i hvilket 

n-1 D ~ er differentiabel, og hvor 

~(a) = ~(a) = n2~(a) = n ( , = D ~ a) = O. 

Vis, at ~(a+h) = a(h)hn, hvor a(h) er en 0.:·-·f'Unl{tio::J.c 

Lad f:I ind i R være en n-1 gange differentiabel afbildningJ 
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f'or hvilken Dn-1f' er dif'f'erentiabel i a. Anvend ovenstående 

re sul ta t på den ved 

def'inerede af'bildning, o~ vis derved, at Taylor's grænse-

f'ormel gælder under svagere f'erudsætninger end de i teksten 

benyttede. 

~2 o '2 ' '+'+' 41 • Lad O <; rt være en aben mængde og f' :R ind i R en dl.1...1.. eren-

tiabel afbildning. Lad a E O v~re et punkt, i hvilket D1f' 

og D2f' er dif'f'erentiable. Omf'orm udtrykket 

6(h) = f'(~+h)-f'(a 1 +h 1 ,a 2 )-f'(a 1 ,a2+h2 )+f'(a) 

ved f'ørst at anvende middelværdisætningen på 

~(y) = f'(a1+h1,y)-f'(a1,y) 

og deref'ter dif'f'erentiabili teten af' n1f' og D2f' i punktet ~' 

og vi s derved, a t 

6h = D1D2f'(.§!.)h1h2 + a(h)l!hjj
2

, 

hvor a er en a-f'unktion. Lad de variable bytte roller, og 

42. Lad ~: [ -a,a] ind i R være en n gange dif'f'erentiabel af'bild

ning og Ø den ved Ø (x) = x - 1 ~ (x) def'ine rede af'bildning 

ljJ: [-a,a] \ ~ol ind i R. Vis f'ormlen 

Det antages, a t ~ er n+1 gange kontinuert dif'f'erentiabel, 

og at ~(o). Vis, at ljJ kan udvides til en n gange dif'f'eren

tiabel af'bildning ø1 :[-a,a] ind i R, og at 

Dnljl1(o) = n11 Dn+1~(o). 
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Sammenhæng. 

1L!- .1 • Når visse punktmo:mgder i topologiske rum kaldes sam·

menhængende, appellerer betegnelsen umiddelbart til anskuelsen, 

idet interval, cirkel ski ve, cirkelperiferi og mange andre nær·

liggenc~.e eksempler på sammenhængende mængder Gtraks tilbyder 

sig. Det er vel også oplagt, at foreningsmængden af to afslut

tede cirkelskiver, der rører hinanden udvendigt, må anses som 

en af'sluttet mængde. Hvis den ene eller begge cirlcelski ver er

stattes med en åben cirkelskive, bliver sagen straks mere tvivl

som. Vi vil i dette af'snit give en eksakt definition af begrebet 

sammenhæng. Det skal dog straks indrømmes, at vi også vil ind

fØre sammenhængsbegreber af forskellig styrke og med henblik på 

forskellige anvendelser. 

Vi vil indlede af'snittet med en diskussion af' den reelle 

akse og intervaller på den reelle akse. Denne diskussion skal 

være vejledende for valget af vor def'ini tion af sammenhængslJe

grobet. 

14.2. Vi viser først en simpel sætning, der karakteriserer 

intervallerne blandt mængden af delmængder af R: 
14.2.1. Sætnin~. En mængde A~ R er et interval, hvis og 

kun hvis fØlgende betingelse er opfyldt: 

V x,y E R((x E A A y E A A x~ y)~ [x,y] S A). 

Bevis. At ethvert interval har den anførte egenskab, fØlger 

umiddelbart af intervallets aefinition ved uligheder. Lad nu 

A være en mængde, som har den nævnte egenskab. Hvis A er tom, 0 r 

A et udartet interval. Hvis A ikke er tom, eksisterer a = inf' AJ 

b = sup A. Er e = b, har vi åbenbart A= [a,a], al_tså igen et 

udartet interval. Er a <b, kan vi for ethvert c E ]a,b[ ifØlge 
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definitionen af inf og sup vælge x og y, således at x < c < y, 

x E A, y E A, og ifØlge hver antagelse gælder da [x,y] ~ A, 

altså c E A. Vi har således vist, at Ja,b[ ~ A, og dette medførerJ 

a t A er en af mængderne J a, b [ , J a, b J , [a, b [ . eller [a, b] • For 

a = -~ eller b = ~ må 2 eller 3 af disse muligheder selvfølgelig 

udelukkes, men i alle tilfælde gælder det altså, at A bliver et 

interval, der eventuelt kan være udartet eller ubegrænset. 

1L~.2.2. Sætning. Lad fij l j E J} være en mængde af inter

valler. Hvis n I . f Ø er U I . et interval. 
jEJ J jEJ J 

Bevis. Af x,y E U I. og x~ y fØlger, at der findes 
jEJ J 

indices k,l E J, således at x E Ik, y E I
1

• Da fællesmængden 

iklce er tom, har I k og I 1 mindst 1 punkt fælles, og Ik u I 1 er 

derfor et interval. Altså gælder [x,y] ~ Ik u I 1 , og påstanden 

f0lger derefter af sætning 14.2.2. 

14.2.3. Strukt~ætning for ~bne mængder på R. Lad· O ~ R 
vDre en åben mængde. Der eksisterer da en følge (In) af åbne 

intervaller, såle~es at 
~ 

Bevis. For x E O er mængden 

Mx = fi l I åbent interval A x E I A I~ O} ikke tom. IfØlge 

sotning 14.2.2. er 

I = x 

et interval, og da hvert I E Mx er åbent, er Ix et åbent inter-

val. Lad a være et endcpuruet af I • Af a E O ville fØlge eksix 
stensen af et åbent interval I' 1 således at a E I' og I' c O. 
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Da I c O, ville I 1 u I c O" 1\Ie:;I-, .1: u j~ Gr et Gt.bcn:-.. Ltcr~io.~i-:, x = y ~ ~ 

som indeholder x, og m§. derfor t3.1hørc M:<. :i .• iwdsi.,.r~.l"L rr.c;dJ :::t. 

Ix er et ægte delintePval af It u Jx" V.-i. Le.:a ~J.l~~,{t s=-..utt.,~, a~ 

eventuelle endepunkter af I ikke ti lhØrE::l' O- ~lvad ~_··7_ ind·'~j- :'_ 
,..\.. 

nu har bevist, kan udtryldces ved., 2.t I_,_ E.r et !J~1§]_j-I_!l.2:~.:t ___ ~-~~--~-~J.!._~ez-
.-.. 

val af O. For x,y E O gæ1der eventuelt =::: r~ :t x y 

fald er Ix u Iy selv et åbent interval, og d~ :tx 

I lfX1S?.t 

o .c:: _,_ c 2 111a1.\: · ·-
~ y 

simale, bliver I =I u I,~-- I • Alternativet t:~l :L n J: :c:~· x x ~ y x y 

er altså Ix = Iy. Dermed har vi bevist, at .d~=!Q_13.l<:s)._!I'~J.S..~"'~-t2.!~.:-~ 

valler af O udgØr en !f1.~,§~~1i.n.B_§:f O. Hvert-.makoirr.al t del-

interval er åbent og indeholder derfor et ratio1:al t tel ,, y-:._ 

V@lger et rationalt tal fra hvert maksimalt delinterval. Disse 

bliv~r alle indbyrdes forskellige. Da m@ngden af rationale tal 

er numerabel, fØlger det heraf, a t mængden af mal(sima:e C.e"i.:.n-

tervaller er tom, endelig elJ.er ~umurabel. Hvis den 5.kke er 

numcrabel, så vi blot får de maksimale delintervaller :'.: 1 "o o o 9I , '. . p' 

s@ttcr vi Ip+1 = Ip+2 = aoo =C- Følgen (In) vil da under elle 

betingelser havde de påståede egenskaber. 

14.2 ø4. ~~.!P;iDB.· Den j_ struktursætningen 1 1-t. 2. 3 o r. tal te 

fremstilling af en åben mængde som foreni.ngsmcsngde af cU_sjunlcte,, 

åbne intervaller er entydigt beetemt ved mængden On 

Bevis. Lad os tænke os, at O på 2 måder er fremstilJet som 

foreningsmængde af disjunkte, åbne intervaller" alt8~ 

O o·: U I . = U I '· " 
J J 

Endepunkterne af et interval I j hØrer ikke til O, aJ. tså er t.•.·ert 

interval Ik indehold t i et j_nterva1 I j., Da fmdepu:.'h:tei'ne af IJ:~ 

heller iklce hører til O r G:.:' I 1 ilienti;:;~-;_ ·--"'·l ' ~~~=:'~~-, l{ . .1.1\..1 -·-j.-. 

s@tningen bevist. 
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1L~.2.5. Scatning. Lad I ~ R vcare et interval og O ~ I en 
hØjst 

åben mongde i delrummet I. Da er O foreningsmængde af/numerabelt 

mange disjunkte intervaller, som er åbne i delrummet I. 
o 

Bevis. I n O er en åben mængde, og derfor foreningsmængde 

af hØjst numerabelt mange disjunkte åbne intervaller, altså 
o 
I n O= U I .• Hvis a E I er et endepuruct, og a E o, vil et af 

J 

intervallerne Ij have a som endepunkt, og tilfØjelse af a til 

dette interval giver et interval, der er åbent i delrummet I. 

Dermed er påstanden bevist. 

14.2~6. Sætning. Lad I ~ R være et interval og O ~ I en 

åben mængde i delrumm3t I. Lad o
1 

og 02 være åbne mongder på 

~elrummet I. Hvis o1 n 02 = Ø og o1 u 0 2 = I er den ene af 

mc:angderne o1 , 0 2 den tomme mc:angde. 

Bevis. IfØlge sætning 14.2.5 er o1 foreningsm@ngde af hØjst 

nwn0rabelt mange disjunkte intervaller. Hvis O~ hverken er hele 
l 

I ell~r den tomme mængde vil et af disse intervaller I' have 
o 

et endepunkt a E I. Punktet a tilhører ikke o1 , og da 0 2 er 

åben og o
1 

n 02 = ~~ kan det heller ikke tilhØre 02 • Dette 

strider mod, at o
1 

u o2 = I. Dermed er sætningen bevist. 

14.2.7. Sæ~ning. Lad I~ R være et interval og f:I ind i 

R en kontinuert afbildning. Da· er f(I) et interval. 

Bevis. Hvis f(I) = R er påstanden rigtig. Lad os antage, 

at der findes et reelt tal a~ f(I). Vi sætter o1 = f-1 (]-oo,a[), 

0
2 

= f-1 (]a 1oo[). Så er o1 og 0 2 åbne delmængder af delrummet 

r. Desuden er o1 n o2 = ~, o1 u o2 = I. Altså er o1 = ~ eller 

02 = \u. Altså vil f(I) helt tilhØre ]-oo,a[ eller helt tilhØre 

]a,oo[. Heraf fremgår, at betingelsen i sætning 14.2.1 er op-·· 

fyldt for f(I), og f(I) er således et interval. 
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n0top intervallerne. 

Bevis. Sætning 14.2.6 visur$ at ethvert interval er sammc:;n·-

hwngende. Hvis en mwngde A<; R ikke er ot int\Jrval~. kan y.!_ :i.f~·Jge 

sætning 14.2.1 vælge a E R, således at mængderne o1 = ]-~,a[ n 

A og 02 = ]a,oo[ n A ikke er tomme. De er åbne relativt til A, 

disjunkte og har foreningsmængde A. Men det betyder netop, at 

A ikke er sammenhængende. 

Sammenhængsteoriens hovedsætning er nu ganske let at vise. 

Den G r en generalisation af scatning 14.2. 7. 

14.3.4. Sotning. Lad S og T være topologiske rum og f:S på 

T en kontinuert, surjektiv afbildning. Hvis S er sammenhE:mgende, 

er T sammenhængende. 

Bevis. Lad ~:T ind i [0,1 J være en kontinuert afbildning. 

Så er ~o f: S ind i [O, 1 J en lcontinuert afbildning} og da S er 

sammenhængende, er ~of konstant. Det betyder, at mængden ~(T) = 
~(f(S)) består af et eneste element, altså, at~ er konstant. 

Dermed er sætningen bevist. 

14.4. Vi skal vise et par afgørende sætninger om opera-

tioner med sammenhmngcnde mængder: 

14.4.1. Sætning. Lad T vcare et topologisk rum og fA. l j E Jj 
J 

en familie af sammenhængende mængder på T. Hvis n A. =!= 0, er 
jE:.T J 

er U A. sammenhængendec 
jEJ J 

14.4.2. Sr.:Jtni:t_:!B. Lad S og T være sammenhængende topologiske 

rum. Produktrummet S x T er da sammenhEmgende. 

Bevis. For at -rise sætning 11L .4 .1 • betragter vi et punkt 

a c n AJ. og en kon+i nue .. ··- __,.(->1..;, di ... ~ Y\1}' f' ·U " · ; .,.,,.:l C.. v~.. _ V G~~ I.J- .J... ......... J..I..0 -- · .l ..J_·. ·j -- .... ; . ....t. 

vi for et vilkårligt x E U A. kan vise, at. f(;c) .- f'( a), vil sæt-· 
J 
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nin-:_;en vi.0re vist. J.\Tu kan vi V[Jlge j, således at x E. A.:• :Lt:.:~tl~lk··· 

t ionen c:.f f ti l A j er kontinuert, og da A. er 
J 

f lcons tant på A. o Altså er f( x) ~ f'( a). 
J 

tJ 

Vi vil derru.;st v:i.se sotning 14o4o2. For 2. E: 8 og -b E:: T 

g<Jlcler, a t f a J x T er homeomori't med T og derfor 3ari1-Jien8osDg-c;~de, 

Tilsvarende er S x f o J samme::1h0mgende" D s f a l x T og S :x ~b] 

har punktet (a~b) fælless gi•rer sætning 14-.L: .• i ~ at M b :c: 
a~ 

(f a l x T) U (S ~< f b l er sammenhængende. Nu er n TI,; -= 
;.la' b 

R.E:S 

S x fbJ, og ny anvendelse af sratning 14.4.1 giver derfor, at 

S x T = U M b er sammenhængende. 
aE: S a: 

Vi skal også vise nogle sætninger om topologiRke o~erationer 

på sammenhrJngende mærgdP-r: 

1~-o4o3• §§_:ltning. Lad S være et topologisk rum og A<;:: S en 

ove!'al t trut mængde. Hvis A er sammenhr;mgende, er S 8B.mmP-nhængende. 

1L:- .4 .4. Sætning. Lad T v<Jre et topologisk rum og A <;; S: 

en sammenh<.:Jngende mængde o Enhver m<Jngde B, som tilfreds s t:Lller 

A ~ B ~A er da sammenhængende. 

Bevis o SDtning 1 L~ .4 .4 o fØlger umiddelbart af sætninc; 14,4. 3, 

idet A er overalt t&:Jt i delrummet B. For at vise sætning 14.4.3 

betragter vi en kontinuert afbildning J:':S ind i. f0_,1J ~ Re9trik-

tionen af f til den sammenhongende mængde A er kontinuert og 

derfor konstant. Af sætning 8.27.3 fØlger derefter, at f selv 

er konstant, og dermed er sætningen bevist., 

14.5. På en punktmongde A i et topologisk rum T indfØrer 

vi en relation sam yed definitionen 

xsamy ~ 3 B ~ :\. (:S ::;nrncenhongende ;, x ~ B J\ y F.:. B} , 

14.5.1. L~Æ~" Relationen sam er en ækvivalensrelation, 
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Bevis. Ved at vælge B = {xJ ser vi, at x sam x Gr opfyldt. 

DGfinitionen er åbenbart symmetrisk i x og y. Af x sam y og 

y sam z fØlger eksistensen af sammenhongende mængder B og c, 

som er delmængder af A, og således at B indeholder x og y, 

medens C indeholder y og z. Af sætning 14.4.1 fØlger, at B u C 
og dermed 

indeholder x og z,/har vi vist, at x sam z gælder. 

14.5.2. Definition. ,Jkvivalensklasserne svarende til re-

lationen snm kaldes komponenterne af A. 

14.5.3. Sætning. Enhver komponent af A Gr en sammenhængende 

mængdG, og enhver sammenhængende delmongde af A er delmængde af 

en lcomponen t af A. 

Bevis. To vilkårlige x og y af en sammenhængende delmongde 

af A tilfrGdsstiller x sam y og tilhØrer derfor samme komponent 

af A. Dermed er den sidste påstand bevist. Lad K ~ A være en 

komponent og a E K et punkt. For hvert x E K gælder x sam a, 

og derfor kan vi for hvert x E K V1:Jlge en sammenhængende mængde 

Bx ~ K, således at a E Bx og x E Bx. Men så er 

K = u 
X E.: K 

B x 

og derfor sammenhængende ifØlge sætning 14.4.1. 

Sætning 14.5.3 udtrykker~ at komponenterne af a er dG 

mGst omfattende sammenhængende delmængder af A. 

14.5.4. Sætning. Kompon0nterne af A er afsluttede relativt 

til J.io 

Bevis. Lad K vore en komponent af A. IfØlge sætning 14.5.3 

og sotning 14.4.4 er K sammenhængende; altså K~ K. Dermed er 

s2tningen bevist. 

14.5.5. Sætning. Komponenterne af Q er de delmængder, der 
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bes·cår af et eneste punkt. 

Bevis. Da delmængderne af 0. tillige er delmc.mgdE:e af Rs 

fØlger swtningen umiddelbart af swtning 14.3.3, 

Komponenterne af et topologisk rum er altså j_kke altiC. 

åbne m[Jngder • 

14.6. Det er anskueligt norliggende at søge en forbindelse 

mellem begrebet sammenhæng og begrebet kurve. Nu anvendes o:edet 

'
1kurve 11 i matematikken i flere forskellige betydninger~ og vi 

vil foretrække at undgå at binde brugen af dette ord alt for 

stærkt. Vi vil derfor i de fØlgende definitioner anvende andre 

benævnelser i stedet for ordet kurve, men vi vil også give 

eksempler på lid t mindre præcise formuleringer, hvor ordet ·'kur

ve· 1 indgår • 

14.6.1. Definition. Lad T være et metrisk rum, og [a,~] 

et interval, som ikke må være udartet. En kontinuert afbildning 

y:[a,~] ind i T kaldes en bevægelse i T med parameter~nt~rval-

12! [a,~]. Billedet C= y([a,~]) kaldes bevægelsens oane eller 

banelcurve. Hvis y er konstant (altså, hvis C består af et eneste 

punkt), kaldes y en udartet bev[Jgelse. 

I mindre præcis formulering taler vi om kur~ C med Ear~

moterfremstillingen y. 

Betegnelsen 11bevægelse 11 kommer af den anskuelige forestil

ling, at t E [a,~] er et tidspuru{t (klokkeslæt), og y(t) er så 

det sted, hvor et 11bevægeligt 11 punkt i T befinder sig til tids

punl{tet t. 

14.6.2. Definition. Den i definition 14.6.1 indfØrte bevwgel

se y siges a t begynde i punktet y( a) og a t ende i pw.UC te t y ([3) ~ 

Svarende ~ertil kaldes y(a) bevægelsens be~y~delsespunkt eller 
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~~' og y(b) kaldes dens endepunkt. 

Da en kontinuert afbildning afbilder kompakt mængde på kom-

pak. t mCJngde og sammenhc:angende m@ngde på sammenhængende m:.:mgde, 

gE3lder fØlgende sotning: 

14.6.3. Swtning. En bevc:agelses bane er en kompakt og sammen-

hDngende m<:mgde • 

14.7. Kurvebegrebets anvendelse i sammenhængsteorien beror 

på fØlgende definition: 

14.7.1. Definition. Lad T være et metrisk rum og A~ T en 

punktmængde. Vi siger, at to punkter a E A og b E A kan forbindes 

i A, hvis der eksisterer en bevægelse y:[a,~] ind i A, som be

gynder i a og ender i b, altså med y(a) =a, y(~) =b. Vi skri

ver da a forb b (i mCJngden A). 

11-!-·7.2. Sætnin_g. Relationen a forb (i me.Jngden A) er en 

wkvivalcnsrelation. 

(Når det ikke kan give anledning til misforståelse, vil vi 

blot skrive a forb b uc_en at anføre mængden A). 

Bevis. For ethvert a E A og ethvert [a,~] eksisterer den 

udartede bevægelse y: [a,~] ind i A defineret ved y( t) = a for 

e -~hvert t E [a,~]. Altså gulder a forb a. Hvis a forb b gulder, 

eksisterer [a,~] og ~n lcontinuert afbildning y:[a,~] ind i A 

med y(a) =a og y(~) =b. Den ved y'(t) = y(-t) definerede af

bildning y' :[-~,-a] ind i A vil da vore kontinuert og tilfreds

stille betingelserne y(-~) =b, y(-a) = a. Altså gælder 

b forb a. 

Lad os nu antage, at a forb b og b forb c gælder. Da eksi

sterer der intervaller [a1 ,~1 ] og [a2 ,~2 ] samt kontinuerte af

bildninger y1 :[a1 ,~1 ] ind i A, y2 :[a2 ,~2 ] ind i A, som tilfreds-
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stiller betingelserne 

y1(a1) =a, y1(~1) = y2(a2) =b, y2(~2) =c. 

Nu er ~1 +~2 > a1+a2 , så intervallet [a1 ,~1 +~2-a2 ] eksisterer 

og har indre punkter. Vi definerer en kontinuert afbildning 

y:[a1 ,~1 +~2 -a2 ] ved 

y( t) 
(y1(t) for t E [a 1 ,~1 J 

= Ly2 (t+~1 -a2 ) for t E [~1 ,~ 1 +~2-a 2 ]. 
Kontinuiteten i ~1 ses umiddelbart, idet originalmængden til 

en om0gn U af b vil indeholde et interval ]~1 -a,~1 ] på grund af, 

at y1 0r kontinuert i ~1 , samt et interval [~1 ,[31 +n[ på grund af, 

at y2 er kontinuE!rt i a 2 • Endvidere er y(a1 ) =a og y([31+{3_ 2-a2) = 

c •• \.1 tså g1:3lder a forb b. Dermed er sEJtningen bevist. 

14.7.3. Sntning. Lad A vDre en mrJngde i et metrisk rum. 

Så golder påstanden: 

~ a,b E A (a forb b~ a sam b). 

Bevis. Påstanden fØlger umiddelbart af sætning 14.6.3. 

14.7.4. Definition. Lad A være en punktmængde i et metrisk 

rum. Klasserne, som svarer til ækvivalensrelationen forb, kaldes 

de kurvesammenhængende komponenter af A. Hvis~ a,b E A(a forb b), 

kaldes A kurvesammenhængende. 

14.7.5. Swtning. Enhver kurvesammenhængend:::l punktmrangde er 

sammenhængende. 

Bevis. Umiddelbar fØlge af sætning 14.7.3. 

Det fremgår, at inddelingen af A i kurvesammenhængende 

komponenter er en videre inddeling af inddelingen af A i sammen-

hwngcnde komponE;nter. 

1~ .• 8. Vi vil vise ved et eksempel, at sammenhæng og kurve-

samme11h~ng virkelig er indbyrdes forskellige begreber. Som me-
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'2 trisk rum vil vi benytte R , og vi vil betragte en punktmængde 

A defineret ved 

A = { x,y E R x = O v x > O A y = cos x 1T J. r ( ) , 2 l ( -1 ) 

Vi vil nu f'Ørst vise, at A består af' de to kurvesammen-

hDngende komponenter 

A1 = f(O,y) y E RJ 

A2 = ~ (x,y) x > o, y = cos -1 
x 1T J. 

Det ses umiddelbart, at A1 n A2 = ~ og A1 u A2 = A. Desuden 

er dut helt klart, at A1 , som er y-aksen, er.kurvesammenhængende. 

For to punkter 
-1 -1 

a= (x1 , cos x1 'IT), b= (x2 , cos x2 'IT), x1 < x2 

har vi den kontinuerte afbildning y:[x
1

,x2 ] ind i A
2 

defi

neret ved 

y(x) = (x,sin x-1'TT), 

som viser, at a f'orb b er opf'yldt. Vi mangler altså blot at 

vise, at to punkter 

a = ( ) . -1 o,y ' b = (x ,sln x 'IT) o o o 

ikke kan forbindes i mængden A. Vi viser dette indirekte, idet 

vi antager, at der eksisterer et interval [a,~] og en kontinuert 

afbildning y : [a,~] ind i A, således at y(a) = a og y(~) = b. 

Mongdcn A1 er åbenbart afsluttet, og y-1 (A1 ) er derf'or en af'

sluttot delmængde af' [a,~], altså kompakt. Heraf' f'Ølger, at 

y-1 (A1 ) har et største element t
0

• Vi kan nu f'inde 6' >o, så

ledes a t 

( 1 ) t < t < t + 6'. o = = o 
For t > t

0 
er y imidlertid en afbildning ind i A2 , og f'or t > t

0 

kan y derf'or fremstilles på f'ormen 

y(t) = (y1 (t), sin(y1(t))-1'TT)• 
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Lad os nu antage, at y(t) = (O,y ), hvor y
0 

>O. Vi kan da o o 

ifØlge sCJtning 14.2. 7 finde en Vcardi t' E J t
0

, t
0 

+6' [ , således 

at y1 (t') =~'hvor n er et 

y( t l) 

helt ulige tal. Så bliver 

1 = en' -1) 

i modstrid med (1). Tilfwldet y <O behandles tilsvarende. o 

Vi har således vist, at A1 og A2 er de kurvesammentrængende 

komponenter af A. Nu er A2 åbenbart ikke en afsluttet delm~ngde 

af A, og A2 er derfor ifØlge sætning 14.5.4 ikke en komponent 

af A. Heraf fØlger umiddelbart, at A er sammenhængende. 

·n 14.9. Vi vil nu specielt studere sammenhwngsforhold i R • 

Undersøgelserne vil også VEJre gyldige for n = ~. 

1L~.9.1. Definition. En afbildning y:[a,~] ind i Rn kaldes 

en jwvn retlinet bevægelse, hvis y er defineret ved en relation 

af formen y(t) = t~ +g, hvor~' Q E Rn. 

En bevngelse y: [a!'~] ind i Rn kaldes ~gonal, hvis der 

findes en inddeling a = t
0 

< t 1 < •• •< tq = ~' således at det 

for hvert delinterval [t. 1 ,t.] gnlder, at restriktionen af y 
J- J 

til [t. 
1

, t. J er en javn, retliniet bevogelse. Hvis A <;_ Rn er 
J- J 

en mongde, a, b E A to vilkårlige punkter, og der eksisterer 

en polygonal bevægelse y:[a,~] ind i A med y(a) =a, y(~) =b, 

siger vi, at a og b kan forbindes med en brudt linie i A. 

14.9~2. ?@tning. Relationen a og b kan forbindes med en 

brudt linie i A" er en ækvivalensrelation på mc.'3ngden A. 

Bevis. Ganske som sætning 14.7.2. 

14.9.3. Definition. Klasserne i den til den i sætning 14.9.2 

omtalte ækvivalensrelation svarende klasseinddeling af A kaldes 

de polygonal t sammenhængende komponenter af A,, 

Det er klart, at polygonal sammenhæng er det stærkeste 
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af de tre sammenhængsbegreber, vi har indfØrt, idet vi har 

polygonal sammenhæng ~ kurvesammenhæng ~ sammenhæng. 

En cirkelperiferi i R2 er Øjensynligt kurvesammenhængende 

uden at være polygonalt sammenhængende. Dens polygonalt sammen-

hængende komponenter omfatter hver kun et enkelt punkt. 

-n 14.9.4. Sætnigg. Enhver kugleomegn i R er polygonalt sam-

menhE.mgende. 

Bevis. Lad 

K(~, r) = n~. E Rn l 1112.-all < r l' r > o 
være en kugleomegn. For b, c E K(a,r) har vi da en jævn retlinet - - -
bev~gelse fra Q til ~ indenfor K(~,r) og en jævn retlinet be

vægelse fra §. til Q indenfor K(.fi, r). Heraf fØlger, a t K(.§.,, r) er 

polygonalt sammenhængende. 
. , n 

Vi skal nu vise en struktursætning for abne mængder i R : 

-n 14.9.5. Sætning. Lad O ~ R være en åben mængde. Komponen-

terne af O er da åbne og de er identiske med de polygonalt sam-

menhEangende komponenter af o. Mængden af komponenter er endelig 

eller numerab el. 

Bevis. Lad C~ O være en polygonalt sammenhængende kompo

nent, og lad§. E C være et vilkårligt punkt. Der findes en 

kugl e omegn K (a, r) c O, og den vi l v ære polygonal t sammenhængende - = 
ifØlge sætning 14.9.4. Heraf fØlger, at K(§_,r) ~ C; altså 
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er C åben. Vi har dermed bevist 9 at de :;;>o:tygo.naJt sc:mmenl1L'l!gC;~ld.; 

komponenter af en åben mængde er åbne. 

Lad nu C v<:are en polygonal t sammenhænger .. G..e koYr-;:-onen t &f Lr. 

sammenh<:angende, åben mængde O. Da er c
1 

= O \ C foreningcm::2'J.gde 

af de øvrige polygonalt sammenhængende komponen~er sf C, og da 

dis3e alle er åbne s er c
1 

åben. Men så har vi en opspal tnj_ng 

O = C u c1 med C n c1 = Ø, og da O er sammenhr.mgende, og c er 

en komponent og derfor ikke tom~ er c
1 

= ~, altea O = C. Dermed 

har vi bevist 9 at en åben sammenh;:Jngcnde mc:mgde er polygonalt 

sammenhc:0ngende. 

Lad nu C v::Jre en komponent af en åben mængde O og .?:. E. C 

~t vilkårligt punkt. Lad c
1 

vwrc den polygonalt sammenhængende 

kom:pon~.:;nt af o, som indeholder .§;.· Da gælder c1 S C. Men a er 

indre punkt i c1 . Altså er a indre punkt i C u Altså er c åben. 

Lad o -n 
åben m<Jngde For hver kompo-~ c R vwre en og n < <>o o = 

n-.:: n t c ~ o kan vi vwlge r E c, hvor r = (r1 ' •• • ,r n) og r 1:••o'Pn 

er rationale. Disse tal sæt bliver indbyrdes forskelli.ge, og da 

der overhovedet kun findes numerabelt mange sådanne talsDt 9 kan 

der hØjst være numerabelt mange komponenter" 

I tilfc~ldet n = .,., kan vi i hver komponent vcalge et punkt 

r= (r
1 

, ••• ,rq,o,o, ••• ), hvor r
1 

, •• n,rq er rationale, og da an

tallet af sådanne talswt også er numerabel t? går beviset på 

samme måde. 
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Lette OJ2gaver. 

1 • Lad I s; R vnre et interval, F1 ~ I og F2 <;: I afsluttede mong

der, som tilfredsstiller F1 n F2 = Ø, F1 u F2 = I. Vis, at 

F1 = Ø v F2 = Ø. 

2. Lad I c R vore et interval og f:I ind i R en kontinuert af-

bildning. For et punkt a E I golder det, at f(I) \ f(a) or et 

interval. Hvad fØlger hernf om afbildningen f. 

3. Vis, at ethvert polynomium af ulige grad og med reelle koeffi-

ci~nter har en reel rod. 

4. Hvilke delmongder af en cirkelperiferi er sammenh~ngende. 

5. Overvej om påstanden 11 komplement~rmr.mgden til en sammen

hrJngende m&.lngde er sammenhongende 11 golder for fØlgende topo

logislce rum: R,R2
, en cirkelperiferi, en kugleoverflade. 

6. Lad .M vnre en fuldst1:3ndigt ordnet mængde. Til hvert element 

a E M knyttes en omegnsbasis B(a) bestående af en eneste 

mDngde, nemlig den mrJngde, der omfatter a og alle elementer, 

som fØlger efter a i ordningen. Derved fås et topologiffic 

rum T= (M,B). Hvilke delmongder af T er 1) åbne, 2) afslut

tede, 3) sammenhongende. 

7. Samme spørgsmål for det topologiske rum T= (N,B), hvor 

B(a) består af en eneste mrmgde, nemlig mongden af divisorer 

i a. 

8. Samme spørgsmål for det topologiske rum T= (N,B1 ), hvor 

:B
1 

(a) består af en eneste mongde, nemlig mængden af multipla 

af' a. 

9. Hvilke sammenhængende mængder findes i det topologiske rum 
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T = (Z ,B), hvor B (a) e;r m::Jngden af differensrL.]k~cer, som inde

holder a og er uendelige i begge retninger. 

1 O. Lad .A og B v~e afslu·i:.tede mrmgder i det topologiske rum T. 

Det antages, a t A u B og A n B er sammenhængende. Vis, at A 

og B er sammenhængende. 

11 • Lad A og B være sarnmenh8ngende m[,mgder i det topologiske 

rum T. Det antages, at A n B + ~. Vis, at A u B er sammen

hongende. Hvis betingelsen A n B + ~ erstattes med A n B + Ø; 

vil påstanden ikke mere vore rigtig. 

12. Vis ved et eksempel, at fDllesm<:mgden for en aftagende f'Ølge 

af (åbne) sammenhængende punktmængder i R2 ikke behøver at 

V@re sammenhængende. 

13. Lad X og Y vore metriske rum og A c X, B c Y ægte delmængder. 

Vis, at (X x Y) \ (A x B) er en sammenhængende dclmnngde af 

produktrummet X x Y. 

14. Lad T være et sammenhnngende topologisk rum og f:T ind i R 

(eller C) en kontinuert afbildning. Det antages, at hvert 

punkt x E: T har en omegn, i hvilken f er konstant. Vis, at 

f 0r konstant på T. 

15. Det er let at angive et eksumpcl på en sammenhængende mængde 

A~ R2
, sålc~es at der eksisterer et punkt a E A, for hvilket 

A \ ~a J falder i uendelig mange komponenter. Man kan for 

eks;_;mpel lade A V[Jre foreningsmf;Jngde af en fØlge af rette 

linier gennem a. Det er m0re overraskende, at det yderligere 

kan ind troffe, a t lcompon0n terne af A \ ~a J ikke alle har a 
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som leontaktpunkt. Vis, at 

A= f(x,o) l x € RJ u {(x,(n+1)-1 ) n E N A x E ]-~,n]} U 

f(nt, 1-(1-(n+1)-1)t l n E N A t E [0,1]J 

0r ot eksempel på dette. 

16. Lad A vore en cirkelskive med centrum a. Vis, at A\ faJ er 

sarnrnenhongende. 

'2 17. Lad B ~ R VG3re en sarnrnenhnngende rncmgde og b E B et indre 

punkt. Vis, at B\ fbJ er sarnrner!Jnngende. Benyt opgave 16. 

8 -2 
1 • Lad A ~ R vore en punktrnongde, som har et indre puruct. Vis, 

at A ikke er horneamorf med et linicstykke. 

19. Vis, at den ved 

[
o for x = o 

f(x) = _1 sin x for x 4 O 

definerede afbildning f:R ind i R har fØlgende egenskaber: 

1 • Billedet af et afsluttet interval. er kompakt. 

2. Billedet af en sarnrnenh<.Jngende rn[.;lngde er sarnrnenhLmgende. 

Disse to egenskaber tilsammen er altså ikke nok til at sikre, 

at afbildningen er kontinuert. 

,2 
20. I R betragtes en afsluttet mc:mgde T af form som en retvinklet, 

ligebenet trekant. Denne del0s ved hØjden i 2 trekanter, der 

nummereres 1 og 2. Disse deles på samme måde, og de 4 deltre-

kanter numereres 1 ,2,3 og 4. Denne proces fortsDttes og efter 

n n tri :c. er trekanten del t i 2 del trekanter, som er numereret 

fortlØbende. Vis, at det er muligt at volge deltrekanternes 

numerering, således at på hinanden fØlgende trekanter har en 
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side folles, og således at en deltre;kant, der lm2 nummer q 

ved den fØlgende inddeling deles i trekantC;rne med numre 

2g_-1 og 2g_. 

Et kompakt interval I opdeles ved fortsat halvering~ og 

efter hvert trin munercres delintervallerne fortløbende. Et 

d l . t l · d te · dd 1· t'l d d d k e 1n erva 1 en n 1n e 1ng 1 or nes erve en ga.ns e 

bestemt trekant (den med det samme nummer) i den ntc opdeling 

af T. 

Lad t E I VDre et vilkårligt punkt af I. Vi kan da volge 

en fØlge (I ) af delintervaller, således at I hidrøre~ fra n n 
den nte inddeling af I, og således at t E In for ethvert n. 

Hertil svarer en følge (Tn) af deltrekanter, idet T er den til n 

In svarende trekant i den nte inddeling. Vis, at 

1 • FrJllesmrJngden n Tn består af et eneste punkt~ 

2. Hvis fØlgen (In) kan VDlges på flere måder, vil 

det i 1. omtalte punkt ikke afhænge af valget af 

af fØlgen. 

Vi har således for hvert t E I fastlagt en metode til 

bestemmelse af et tilsvarende punkt ~(t) E T. Vis for den 

således definerede bevDgelse ~:I ind i T, at 

1. ~ er kontinuert. 

2. ~ er surjektiv. 

3. ~er ikke injektiv (sml. opgave 18)o 

Eksemplet viser, at en bevrJgelse udmærket kan passerer 

gennem alle punkter af e n plF.tn mengde med indre punkter. En 

bev<Jgelse med denne egenskab kaldes e n Pe~okurve efter den 

italienske matematiker Peano, som fØrst opdagede f\Jn.owenet. 
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21 • 

Vanskeligere opgaver • 

• 2 . 
Lad A ~ R vrare def'ineret ved 

A = ~ (O,y) l O < IYI ~ 11 Uf;,y) l n E N A lY l ~ 1j. 

Angiv komponenterne af' A. Bestem fællesmængden f'or de del

mongder af' A, som indeholder (0,1), er åbne relativt til A 

og har komplement~rmængde, som er åben relativt til A. 

22. I Roo betegner vi m e d M mrmgden af' punkter, s om kun har ende

lig mange koordinater ~ O. Bevis, at M og CM er sammen-

hængende. 

23. I R4 betragtes m<:angden A af' punkter (cx.,(3,y,å), for hvilke 

den ved 

g(~) = ( cx.x1 +(3X2, Y x1 -+U x2) 
,2 .2 

definerede afbildning g:R ind i R er bijektiv. Vis, at 

A er åben og overalt tæt, men ikke sammenhængende. 

2L~. Lad F være en komponent af' komplementærmængden til en åben 

•n mængde O ~ R • Vis, at CF og Q u F er sammenhængende. 

25. Om en fØlge (on) af' åbne mængder på R antages, at o1 ~ 

0 2 ~ ••• , og at nOn er overalt tæt. Vis, at nOn ikke er 

numerabel. 

Vis, at mængden af' irrationale tal ikke kan fremstil-

les som foreningsmængde for en voksende fØlge af' afsluttede 

delmængder af' R. 

26. Lad f':R ind i R vore en afbildning. For x E R sættes 

lim (sup f'([x-h,x+h]) - inf f'([x-h,x+h])), 
h~O 

hvor h gennemlØber positive værdier. Vis, at wf'(x) eksiste-
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rer (men wf(x) lwn vcrc oo) ~ Vis; at 

1. wf(x) = O, hvis x er kontinuitetspunkt ro~ f" 

2. wf(x) > o, hvis x er diskontinuitetspunkt for f'. 

3. {x l wf(x) d E l er afsluttet, hvis E > O o 

Udled heraf, a t f ikke kan vælges sådan, o. t mr2ngden 

af diskontinuitetspuru{ter for f netop er mængden af irra

tionale tal (benyt opgave 25). 

SvDr o12gave. 

27. Konstruktionen i opgave nr. 20 ondres, idet man i stedet 

for i hvert skridt at halvere trekanten ved hØjden fjerner 

en åben parallelstrimmel omkring hØjden fra trekanten og 

forbinder de fremkomne deltrekanter ved et linie 

punkter er de vinkelspidser i deltrekanterne, som er nærmest 

ved den vinkelspids, der blev skåret V<:3ko Ved den ttlsvarende 

opdeling af intervallet I udskæres tilsvarende et interval 

omkring midtpunktet og på dette interval defineres ~ som 

en juvn retlinet bev;::::gelse, der gennemlØber liniestykket, som 

forbinder deltrekanterne, startende ved den trekant, der 

h&r det laveste nummerc 

Vis, at konstruktionen af ~lykkes som før, men at~ nu 

bliver en injektiv Vis, at ~bliver en homeomorfi 

af I på ~(I). Vis~ a t de parallelstrimler, d er skores ud af 

trekanterne, kan v<:Jlges således, a t det ydre Riemann-·mål af 

~(I) bliver positivt. 

Mwngden ~ (I) kaldes !)sgood-kur~. Eksemplet viser, a t 

en plan punktmwngde~ som er borneomorf med et interval, ikke 

behøver at vDre en Riemann'sk nulmwngdeo 
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Differentiation og integration. 

15.1. Vi skal i dette kapitel omtale forskellige resulta-

ter Y som angår den indbyrdes sammenhæng mellem differentiation 

og integration samt forskc:;llige nem praktisk betonede spørgsmål 

i forbindelse med anvendelsen af disse operationer. 

Vi vil i denne sammenhong forlade den meget omfattende 

klasse af Riemann-integrable funktioner og i stedet arbejde med 

en funktionsklassey der blot er en forholdsvis beskeden udvidelse 

af d e kontinuerte funktioners klasse. Det vil derfor g<'Jlde for 

de fleste matninger i dette kapitel, at e n del af de betingelser, 

der anføres i &~tningerne, i virkeligheden ikke er nødvendige. 

Lejlighedsvis vil v i uden bevis fortælle, at en anført betingel-

se er overflØdig eller storkere end nØdvendigt. En mere til

fredsstillende teori bygges bedst op på basis af Lcbesgue 1 s 

integrationsteori, men denne falder helt uden for rammerne af 

det foreliggende kursus. 

15.2. Kompakthedsteoricm sotter os i stand til at bevise 

fØl& ~,;;nc~e s8tning: 

15.2.1. Sætning.• Lad I.~ R være et begrænset interval og 

f:I ind i R en:bee,ræ·nset.og,kontinae-.r. .. t f.l'll1.ktiotr:... .. Da er.f Rie·::..:·,-,:;o·,,· ... 

mann-intee,rabel. 

Bevis. Vi sotter 

M = s up ~ j f (x) l l x E I J • 

Lad c være et positivt tal. Lad a vc8re venstre og b hØjre ende-

punkt af I. Vi vælger h > o, således at 

1 
h < 2(b-a) ~ 

-1 M Co 

Restriktionen af f til [a+h,b-h] cr ligelig kontinuert (her 
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b0nyttes, at [a+h,b-h] er kompakt, og vi kan derfor v~lge 

å > O, således at 

(·i) V x' ,x" E [a+h,b-h] ( lx''-x' l ~ 6' ~ lf'(x")-:f(x') l ~ ~(b-a)-1 E) 

Vi v~lger nu en inddeling P af intervallet I i delintervallerne 
eller [b-h b r 

[a,a+h] eller ]a,a+h], [b-h,b]/samt Aetintervaller af ]a+h,b-h[ 

a:f lc:,mgde ~ 6'. Hvis Ik er et af de sidstnævnte delintervall0r, 

geJlder if'Ølge ( 1 ) 

sup :f(Ik) - inf :f(Ik) ~ ~(b-a)-1 E. 

Hvis I. er et a:f de :førstnovnte delintervaller, gwlder der helt 
J 

trivielt, at 

sup :f( I.) - in:f :f(I .) < 2M. 
J J = 

For de i 15.37 indf'Ørte summer s og S gælder derf'er i dette 

til:fwlde (de indskudte punkter i delintervallerne indgår slet 

ikke i disse summer) 
-, l 1 1 

S(:f,P) - s(:f,P) ~ 2.h.2M + L m(Ik).3(b-a)- E < 

Ik<;] a.+h, b-h[ 
1 -1 1 -1 

2.b M E·2M + (b-a).3(b-a) E = E· 

Heraf fØlger 

og da E varet vilkårligt positivt tal, :fØlger heraf', at f er 

Riemann-integrabel. 

I det specielle tilfwlde, hvor I = [a,b] er afsluttet, vil 

enhver kontinuert funktion på I vDre begr-cBnset, og den ene forud-

sr.:Jtning i sc::atningen v il derfor vrJre overflØdig i dette til:fc:alde. 

15.2.2. §.~!J-ing. Lad f:R ind i R vwre en begrcJnset funktion 

med begrænset støtte og med hØjst endelig mange diskontinuitets-

punkter. Da er f Riemann-integrabel. For enhver kontinuert 
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funktion F:R ind i R, som tilfredsstiller betingelsen DF(x) = 
f(x) i ethvert x E R, som ikke er diskontinuitetspunkt for f, 

gulder relationen 

for alle a,b E R. 

b 

J f(x)dx = F(b) - F(a) 
a 

Bevis. Lad c1 < c2 < ••• < cn_1 vDre diskontinuitetspunk terne 

for f. Lad c0 < c1 og en > cn_1 V@re valgt, således at ]c
0

,cn[ 

indeholder støtten for f. Da er f Riemann-integrabel over hvert 

interval ]ck_1 ,ck[ ifØlge sotning 15.2.1. Endvidere er f Riemann

integrabel over de udartede intervaller [ck,ck]. A:f S@tning 

9.32.1 fØlger nu, at f er Riemann-integrabel. Af sCJtning 10.22.1 

følg~r dern@st, at den ved 

(2) F (x) 
o 

·X 

=J f(t)dt 
c 

o 

definerede funktion er differentiabel.i alle kontinuitetspunkter 

for f med differentialkvotient f. Endvidere viser vurderingen 

IF (x2 ) -F (x
1

) l ~ lx2-x
1

1 su:p j f( t) l, 
0 0 tER 

at F er kontinuert. Er.nu F:R ind i R kontinuert og tilfredsstil
o 

ler DF(x) = f(x) = DF (x) i aile kontinuitetspunkter, da er o 

D(F(x)-F (x))= O og fØlgelig F(x)-F(x) konstant på hvert inter-
o . o 

val ]ck 1 ,ck[, samt på ]-~,c [ og ]c ,~[.Da F-F er kontinuert - o n o 

også i punkterne ck, fØlger heraf, at F-F
0 

er konstant. Af (2) 

fØlger nu umiddelbart 
,x 

}c f(t)dt = F
0

(x) = F
0

(x) - F
0

(c
0

) = F(x) - F(c
0
), 

o 

altså 
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f'(t)dt .. f:r(t)dt -la f'(t)dt = F(b)-·F(a). 
C c

0 o -' 

Dermed er -sætnj..ngen ·be-vis t. 

15 .. 3 ... Ve-d de- :fØ).ge.nde under·søgeJ.s-er beskæftl.ger-·-vi -o-s med 

funktioner P der- kan .have.- diskontinlJj_teter L vi..s..'3e __ ;pwik-ter. Når vi 

siger,. at en fw:,kt.ion -.er· CiskonU.nuert .j ___ et . .eller_ ande.t. punkt, 

sl{:al de t.te i d.e .f le s te . tilfilide .J~a.l·'Ut!~.-på. den .måde 1' a t .fnnktiClllf'.n 

enten .. virkeli.g. yj_des a t ··.riJre dLsJ<.ontinuert. :L pu.nkt.e.t?. BJ_ler a t 

vi. ikke. ved, _.om funk tio:;.J.en er lc.on tinuert .i punktet :o- Der·fm:' ·-vil ... 

det .heller-... ikke- skade,.. hvis vi. ved .anvendelser- a:f .. re:=ml taterne 

b e v-i dat -"ucln.æ.vner''- visse kan tinui.tetspunk.ter til diskantinu:i. te t s-·-

_ ,PUnkter --f'or at.f'å en sætnings formulering. ttl a-t passe. :i. --et f.ore-

liggende -tilfmlde.", 

__ . 15.-.3 .1 q--~.!illillilc-- Lad· T ·vr.;re et kompakt me-·trisk. rum,- og ·lad._. 

[a,?J. <; .. R· ·-være.. et_ b~gronset intervaL .. Lad..'71c!T .ind .i ].a, b[, k = 

1, ••• ,n være. kontinuerte a:fhi.ldning(3r ..... IÆd f'.~T --~.R ind i E Vc:Si'e _ 

. en af'b.ildningt- som er--begrc:.mset, identisk nul udenfor .. T x [al-b] 

. og .kontinuert undt.agen på .. punktrnon.gden 

{(.u,x) _,.u E. T/-_· {x. = cp1 (u.)- ·y .. ""'v x = q:~n_(u}) j a . 

·· Da ·e-r -den .v-ed ·-

··?(u)- = Jf(~x).dx 

- def'iner.ede_af'bildning F: T. ind i. R _kon-tinuert • 

. _Bevis ... ---Lad· c- vmPe et .. vilkårligt· punkt af' T. ·-vi behøver 

blot at viae".at·F -er· kontinuert i- c. Lad. M E- R -være -valgt, 

således- -a.t __ '" 

Lad. e: ·være .. e-t· posi.ti.v:t .tal."_ For- k-= ·1." ....... -,n ·vCJlge!"·· vi....åbne inter--- ·· · 
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. -1 Da q:>k er kontinuert er c et indre punkt l U ::.: q:>1 ( I 1 ) n o. ,,f'l 

-1 
<p (I ), og vi kan derfor VDlge en kugleomegn K = K(c,6' ) c m n n o o '" .~., 

således at K
0 

S: U. Da K
0 

er en afsluttet delmangde af det lwm·

:pal{te rum T er K kompakt. Da et produkt af kompakte rum igen er o 

lcompakt, er 

K
0 

x ([a,b] \ (I1 u ••• u In)) 

en kompakt mængde. Funktionen f er kontinuert på de1me m[Jngde, 

fØlgelig ligelig kontinuert, og vi kan derfor vDlge en kugleom-

egn K= K(c,6') c K(c,6'
0
), således at 

V u E K(c,6') V x E [a,b] \ (I1 u ••• u In) 

(lf(x,u) - f(x,c)l ~ ~(b-a)-1 E)· 

Nu har vi omskrivningen 

jf(u,x)dx- /f(c,x)dx = J(f(u,x) - f(c,x))dx = 

' j (f (u, x) -f ( c , x) ) dx + J (f (u, x) -f ( c , x) ) dx. 
I 1 u ••• u I [ ]\( ) n a,b I 1u ••• uin 

Idet de sidste integraler vurderes i henhold til sDtning 15.25.1, 

får vi 

1/f(u,x)dx - jf(c,x)dxj ~ 

m(I1 u ••• u In).2M + (b-a).~(b-a)-1 E ~E, 

og da dette gælder for ethvert u E K er kontinuiteten af F dermed 

bevist. 

Ved anvendel-

serne af sotning 15.3.1 

er situationen ofte den, 

at en kontinuert funk-

tion f(:. ~:< er givet :i. 

en afsluttet punkt-

y P'. 
l 
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mongde, der er indesluttet af en 11:pæn11 kurve, således som det 

er antydet på figuren. Vi tunker os definitionen af f udvidet, 

idet vi sutter f(x,y) = O, når (x,y) ligger udenfor kurven. Vi 

får da diskontinuiteter langs de grafiske billeder af ~ 1 , ••• ,~4 
på figuren. Vi kan nu udvide definitionen af disse funktioner 

til [a,~], idet vi holder dem konstante, hvor de ikke i forvejen 

er definerede, således som det er antydet på figuren. SEJtningen 

kan da anvendes, og vi får, at Jr(x,y)dy bliver en kontinuert 

funktion af' x. 

15.4. I dette afsnit skal vi vise nogle sætninger om Rie-

mann-integrabili tet af funktioner af flere variable. 

15.4.1. Sætning. Lad T være en kompakt trappem~ngde og 

f:T ind i R en kontinuert furuction. Da er f Riemann-integrabel 

over T. 

Bevis. Da f er ligelig kontinuert, kan vi for E > O vælge 

o > o, således at det for enhver punktmængde A ~ T med diam 

A ~ o gælder, at 

sup f(A) - inf f(A) ~ E 
iiifT) • 

Hvis vi inddeler T i intervaller, som alle har diameter ~ o, vil 

de i 9.37 indfØrte summer s og S tilfredsstille betingelsen 

S -- s ~ E, så vi kan slutte, at 

1 f -l f ~ E• 
T -T 

Da dette gælder for ethvert E > O, er f Riemann-integrabel. 
,n 

15.482. SQtning. Lad A~ R være en Riemann-målelig mungde 

og f:A ind i R en begronset, kontinuert funktion. Da er f Rie-

mann-integrabel over A. 

Bevis. Vi sætter 
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M = sup f'(A) - inf' f'(A). 

Lad E v~re et positivt tal. Vi vælger en trappemængde T
1 
~A 

med m(T1 ) ~ m(A) - E(2M)-1 • Vi vwlger en kompakt trappemwngde 

T ~ T1 med m(T) ~ m(A) - EM-1 • Så er 

-
t\T :f- /A\T :f~ E• 

Af ScJtning 9.32.4 og sratning 15.4.1 f'Ølger nu 

/r-J f'= 
A -A 

!T f' 
-]/ +~\T -'~:j A\T 

f' = 

j A\T 
f 

-jA\T 
f' ~ E, 

og da E var e t vilkårligt pos i ti v t tal, f'Ølger heraf:, a t· f' e:(' .. Rie-

mann-integrabel over A. 

15.5. Vi vil 

illustrere anvendelsen af' 

de f'oregående resultater 

i tilslutning til hos-

stående f'igur. M~ngden 

A tænkes begrwnset af' 

de med q,1 , ••• , q;
4 

be teg·

nede kurvestykker, der 

Y ,~ r 
l 
l 

/ 
( .. A ,. 
: '- (/)3 (/)5 
f ~ 

_L-----"'~ 
.-~---- j (/)2 l ' ' 
:~ l ~ : i 
! --~-~--- i l (/)1 ___..;-. 

i ~------ i 
• ' l 

-----'----l-l l 

·-' •. 

·, 
l 

i 
'l 

l 
l 
l 
J 

/ 

er def'inerede ved kontinuerte af'bildninger q;1 :[x1 ,x6 ] ind i R 
etc. En afbildning f':A ind i R tænkes begrænset i A og konti

nuert i Å bortset f'ra diskontinuiteter langs det med q;5 beteg

neQe kurvestykke, og q;
5

:[x
4

,x
5

] ind i R antages kontinuert~ 

r:rølge sratning 9.30 .2 er en punktmrangde af' f'ormen 
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en Riemann-målelig mrJngde. Ved sDtning 9.32.1 fås nu let, at A 

er Riemann-målelig. Selve kurven ~5 er en Riemann'sk nulmængde. 

Så. er f Riemann-integrabel over A ifØlge srJtning 15.4.2. Vi kan 

udvide definitenen af f til hele R2 ved at sætte f(x,y) = O 

for (x,y) ~A. Vi kan så benytte swtning 9.27.2 til udregning af 

Riemann-integralet, idet vi først for hver fast wJrdi af x in-

tegrerer med hensyn til y, og derefter integrerer den fremkomne 

furnetion af x. Nu har vi netop vist, at f(x,y) er Riemann-inte-

grabel for hvert fast v~rdi af x, og at den fremkomne funktion af 

x bliver lcontinuert. 

Ved den praktiske udregning af integralet vil man dele 

integrationsintervallerne ved alle diskontinuitetspunlcterne, og 

i første omgang vil man forsøge i hvert kontinuitetsinterval at 

bestemme en stamfunktion ved en af de i kapitel 6 omtalte meto-

der, idet s::Jtning 15.2.2. anvendes. I det foreliggende tilfE3lde 

vil man således op~alte integralet på fØlgende måde: 

J f -
- J-x2 Jq;2(x) 

f(x,y)dydx + 
A x1 <p1 (x) 

x u··<p2(x) -<p4 (x) -X4 <p4 (x) j 3 
( f(x,y)dy + J f(x,y)dy )dx + J J f(x,y)dydx + 

. x2 <p1(x) <p3(x) x3 <p1(x) 

x5 , .<p5(x) jq>4 (x) .x6 J<p4 (x) 
J (J f(x,y)dy + f(x,y)dy)dx +J f(x,y)dydx. 

x4 ~1(x) <p5(x) x5 <p1(x) 

Hvis udregning af integralerne ved hjælp af stamfunktionerne 

ildce lykkes, er der en spink0l mulighed for, a t de bestemte in

tegraler kan udregnes ved et eller andet trick. Det lcan f.eks. 

t[.;nkes, hvor der op træder en sum af to integraler, a t en pas-
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sende substitution får integrationsintervallerne til at falde 

sammen, og a t swnmen af integralerne derefter viser sig a t VeJre 

simplere end de enkelte integraler. Kraftige metoder til ud-

regning af bestemte integraler udvikles i den videregående mate-

matik, men den eksplicite udførelse vil dog stadig kun VDre 

mulig i yderst specielle tilf<:Jlde. I numerisk analyse råder man 

over metoder til tilnwrmest numerisk udregning af bestemte inte-

graler. En nogenlunde brugbar metode vil blive omtalt i slut-

ningen af dette kapitel. 

De her omtalte metoder kan uden videre overføres til 

funktioner af flere end to variable. Skrivearbejdet bliver hur-

tigt meget omfattende, men der vil ikke opstå alvorligere prin-

cipielle vanskeligheder. 

15.6. Vi viser nu en vigtig sDtning om omby.tning af dif-

ferentiation og integration. 

15.6.1. Sratning. Lad f:[a1 ,b1 ] x [a2 ,b2 ] ind i R vore en 

lcontinuert afbildning, for hvilken D1 f eksisterer og er konti-

nuert. Da er 

Bevis. Vi S@tter 

På grund af antagelserne om kontinuitet, er g og G kontinuerte, 

og f og D
1

f Riemann-integrable, så vi får 
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"b2 =j (f(x1 ,x2 )-f(a1 ,x2 ))dx2 = 
a2 

G(x1 )- G(a
1
), 

hvilleet n8 top viser, at DG = g. 

15.7. I fort&"8ttelse af sntning 15.6.1 viser vi fØlgende 

sDtning: 

15.7.1. s~.:tning_. Lad f:[a1 ,b1 J x [a2,b2] ind i R VeJre en 

kontinuert afbildning. Lad F:[a
1 

,b
1 

J x [a2 ,b2 J x [a2 ,b2 J ind i 

R VDre d en ved 

definerede a:rb ildning. Da er F kontinuer t. Hvis n1 f eksistere r 

og er kontinuert, er F kontinuert differentiabel med det totale 

dil'f\;rl3ntial 

Bevis. Vi sutter 

Lad E v~re et opgivet tal. Da f er ligelig kontinuert, kan vi 

VLJlge et tal 

6' E J O, 3~ [, 

således at 

V x1 ,x~ E [a1 ,b1 ] V x2 E [a2 ,b
2
J l jx~- x1 l ~ 6' ~ 

lf(x1,x2)- f(x1,x2) l ~ 3(bE -a:T J. 
- 2 2 

For ethvert h = (h
1 

,h2 ,h
3

) og !_ = (x1 ,x2 ,x
3
), som tilfreds-

stiller betingelserne 
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jh1 l l x
1 

E [a
1

,b
1

] x
1

+h1 E [a
1

,b
1

] l 

1 ' i 

jh21 1. 

"l ~ 6', x2 x2+h2 

jh31 x3] E [a2,b2] ' x3+h3J E [a2,b2] 
-· ,l 

f'år vi nu ved en grov vurdering 

Altså er f' kontinuert. 

Hvis D1f' eksisterer og er kontinuert har vi ifØlge sLJtning 

15.6.1 
[x3 

= jx D1f'(x1 ,t)dt, 

2 

og den allerede viste del af S[Jtning 15.7 .1 fØlger, a t D1 F er 

kontinuert, Af' omskrivningen 

·X 

} 
3 

f'(x
1 
,t)dt = 

~ 

ses umiddelbart, at 

og disse funktioner var forudsat kontinuerte. Dermed er swt-

ningen bevist. 

15.8. Vi vil nu vise hovedsQtningen om ombytning af' inte-

gration og gr@nseovergang: 

v<:Jre 

15.8.1. s~tning. Lad I ~ Rm vwre et interval, og lad (f'n) 

en fØlge af' '-Riema:rm-integrable afbildninger f' :I ind i R. n 
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Hvis (fn) konvergerer ligeligt mod en afbildning f:I ind i R, 
er f Riemann-integrabel, og 

lim 
n~oo 

Bevis. Lad E v~re et positivt tal, og lad N E ~ VQre så-

ledes valgt, at 

vn ~N, v~ E I (Ir(~) - fn(~) l ~m(~)) • 

For ethvert n ~ N og ethvert x E I har vi således 

H0raf fØlger 
( 

}I (fn- m(r)>~ j f~ j f~ j (fn + mCI)). 
-r I I 

eller 

j f - E 
JI n 

Heraf fØlger nu først~ at 

fif- J f~ 2E 1 

og da dette golder for ethvert E > O, kan vi slutte, at f er 

Riemann-integrabel. Dernust følger det, at 

for ethvert n ~ N, og dermed er sEJtningen bevist. 

15.9. Vi vil slutte dette kapitel med en metode til til-

m..:rmct beregning af et b0stemt integral. Vi vil kun interesse 

os for det i-dimensionale tilfEJlde, altså for udregning af et 

integral 

/b f(x)dx. 
a 
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M~toden beror på, at intervallet [a,b] deles i et lige 
1 

antal 2p delintervaller af lungde h= 2p(b-a). På hvert interval 

[a + 2(g_-1 )h, a + 2g_h] erstattes f med e t andengradspolynomium, 

der anta:;er samme VcJrdi som f i de tre delepunkter, der falder 

i det mJvnte interval. 

På figuren har vi 

indtegnet en parabelbue, som er 

det grafiske billede af det omtalte 

andengradspolynomium. I gymnasiet vises, 

at arealet af et parabelsegment 
2 

er 3 af arealet af det omskrevne 

parallelogram. Dette har hØjde 

2h og grundlinien bliver 

f(x2q-1) 

x h x x 
2q-2 2q-1 2q 

og for integralet over intervallet [x2q_2 ,x2q] får vi derfor 

ti ln[Jrmel s esvur die n 

h(r(x2q_2 )+f(x2q))+~h(f(x2q_1 )-- 1(f(x2q_2 ) + f(x2q)) = 

1 h(f(x2q_2) + 4f(x2q_1 ) + f(x2q)). 

Ved adel i t ion over alle delintervallerne får vi tiln<:Jrmelses-

YDrelien 

~ h(f(x
0

) + 4f(x1 ) + 2f(x2 ) + 4f(x
3

) + 2f(x
4

) + ••• + f(x2P)) = 

(b-a). 6; (f(x
0

) + 4f(x1 ) + 2f(x2 ) + 4f(x
3

) + 2f(x
4

) + ••• + f(x2P)). 

Dette kan fortolkes som intervall~ngden b-a multipliceret med 

e t vug te t middel tal af funk ti o ns vDrdi erne i del e punk terne, så-

ledes at endepunkterne får v~gt 1, de øvrige delepunkter med 

lige nummer får v~gt 2 og delepunkterne med ulige nummer får 

VDgt 4. 
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Det fundne resultat kaldes oimEsons formel. Den opnåede 

nøjagtighed afh<:Jnger st<:3rkt af funktionen f. Indenfor rimelige 

grr.mser opnår man s tørre nøjagtighed ved at inddele finere. 

Ved i stedet for andengradspolynomier at approximere med 

polynomier af hØjere grad kan man udlede andre tilnQrmelsesform

ler. Dertil ksn man udnytte Lagrange's eller Newton's interpo

lationsformler. Eventuelt kan man opnå større nøjagtighed, hvis 

man i hvert delinterval approximerer med et polynomium, der er 

bestemt under hensyntagen også til funktionsvQrdier udenfor 

intervallet. 
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Lette opgaver. 

1. Lad I ~R V[Jre et begrEJnset interval. Lad f:I ind i R vwre 
--

en begrwnset fUnktion, som er kontinuert i alle punkter af 

I bortset fra punkterne af en mDngde A c I. Det antages, at 
o 

A ikke har noget fort~tningspunkt i I. Vis, at f er Riemann-

integrabel. 

2. Om en afbildning f:[a,b] ind i R antages, at den i hvert 

punk t har en grt:JnsevEJrdi fra v ens tre og en grr.msevwrdi fra 

hØjre (dog kun fra hØjre i a og kun fra venstre i b)o Vis, 

at f er begr[Jnset og Riemann-integrabel. 

3. Om en Riemann-integrabel afbildning f:R ind i R antages, at 

den i \;j t punkt a E: R har en grunsevrJrdi fra vens tre og en 

4. 

s. 

grunsevordi fra hØjre. Vis, at den ved 

F(x) = fx f( u) du 
c 

definerede afbildning f:R ind i R er differentiabel fra 

venstre og fra hØjre i a og med gronsev&rdierne af f som 

differentialkvotienter. 

Udregn 

J xydxdy, 
A 

idet 

A = f(x,y) j x ~ o 1\ y ~ o 1\ 1 ~ x+y ~ 2j. 

Udregn 
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idet 

6. Udregn 

J
- 2 -2 4 

x y (y +y-siny)dxdy, 
A 

id. et 

A= j(x,y) x~ O A 1 ~ x+IYI ~ 2). 

7. Udregn 

idet 

A = { (X, Y) l X ~ 1 A y ~ 1· A X+y ~ 1 J" 

8. Lad A <;;;: Rn ve-Jre en Riemann-målelig mr:mgde og f' :A ind i R en 

begrnnset f'illLktion, som har den egenskab, at m~ngden 

· ror ethvert k E: R e:r Riemann-målelig. Vis, at f' er Riemann-

integrabel (vurder forskellen mellem øvre og nedre integral 

ved at inddele A i disjunkte mongder, definerode ved b-e-· 

tingel ser af' form~ n k < j~ (2f) ~ k + s) • 

9" Symmetrisk omkring midtpunktet af [G,1] logges et åbent. in-
1 

terval r 1 af longde 6· Symmetrisk omkring midtpunkterne af' 

komponenterne af' [O~ 1. J \ r1 logges intervaller 121 og I 22 

&f longde 1 ~ • Der er nu 4 lcomponen ter i komplementEJrmongden 

til toreningsmongden_ af de åbne intervaller, og om midt

punkterne af disse l<Jgges intervaller af' longde s& ~ Således 

f'ortsDttes i Q.et uendelige. Med O betegner vi forenings-
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1 o. 

mongden af alle d:sse åb~e intervaLler. Vis, at 

1 -m(O) = 2 , m(O) = 1. 

Vis, at der eksisterer en kontinuert funktion f:[0,1 J ind i 

R, som tilfredsstiller betingelserne 

f(x) =O for x E [0,1] \O, 

f(x) > O for x E O. 

UL~_led heraf, a t den i opge.ve 8 anførte tilstrokkelige be-

tingelse for Ricmann-integrabilitet ikke er nødvendig. 

Udregn 

d 
dx 

j1T sinxy 
J y 

o 
dy. 

11. Udregn på to måder 
2x 

12. Udregn 

lim 
x ~ o 

d J du 
dx xX'+'ll • 

x 
x-3~ Arctg(xu)du, 

o 

:f.eks. ved hjnlp af l;Hospital's regel. 

13. ~n afbildning f:]o,~[ ind i R er defineret ved 

,X . 
f(x) = J s~nu du. 

o 

Vis, at f(]o,~[) er et interval ]o,a], hvor a>~. Vis, at 

liuningen f(x) = a er tilfredsstillet for netop en vardi af 

x, og angiv denne vordi. 

14. Udregn en tilru:.3rmet vordi for 

tn-fo sinxdx 
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15. 

ved hjolp af Simsans formel. 

Vanskeligere __ opgaver • 

.. n • Lad T <;: R vnre en kompakt trappemDngde, f:T ind i R en be-

gronset funktion, og I mongden af intervaller, som er del-

m::Jngder af T. Vi sotter 

[ l 
ol 

wf(~) = inf sup f(I) - inff(I) I E I A x E Ij• 

Dot antages, a t 

K = sup wf(:Rn) 

har en endelig vurdi. Lad Evnreet positivt tal. Vis, at 

der eksisterer et positivt tal o, således at 

V I E I(diam I~ o~ sup f(I) - inf f(I) <K+ E). 

Vejledning: For ~ E R og r > O sotter vi 

I(_!,r) = [il. E .Rn l ly1-x1 1 < r A•• .A IYn-xnl < r] • 

For x E T sotter vi 

p(~) = inf[r > O l sup f(I(x,r) n T) - inf 

K + 

f(Ix,r) n T) > 

EJ• 
Vis, ~t p:T ind i R er kontinuert. Studer den mindste 

vurdi, som antages af p • 

• n . .. 
Lad f :R lnd i R vDre en bcgr[Jnset funktion med begrDnset 

støtteG Vis, at f er Riemann-integrabel, hvis og kun hvis 

V E > o (mCf2S l w:r(.!) ~ E n = 0), 
idet w:r(Jf) er defineret som i opgave nr. 15. (Re sul ta te t fra 

opgave nr. 15 anvendes ved beviset for 11hvis 11 ). 
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17. 

18. 

, n , 
Lad f:R ind i R V[.Jre cm begr~:mset funktion med begrunset 

stgjtte. Vis, at f er Riemann-integrabel, hvis og kun hvis 

(~er for c thvcrt E > O eksisterer en fØlge (.ø; ) af (ikke n 

nødvendigvis disjunkte) intervaller, således at UI inden 

holder alle diskontinuitetspunkter for f, og således at 

~m(I ) ~E· (Benyt opgave nr. 16). 
n -

) -n Om en fØlge (A af Riemann-målelige mængder i R antages, 
n 

at 

samt at 

A = lJA n 

er begrcmset. Vis, at (m(An)) ~ m(A). (Benyt at en kompakt 

trappemcngde T ~ Å er ovcrdwklcet af f Ån l n E: N j og derfor 

af endelig mange Å). n 

19. Om en følge (fn) af Riemann-integrable funktioner fn ::Rn ind 

i R antages at funktionernGs støtter er indeholdt i et 

fast, begr~nset interval I, at 

v n V ~(fn(~) ~ fn+1 (~)), 
samt at f konvergerer punktvis mod en begronset funktion n 

f. 

Vis, at 

20. For O< a< b sottor vi I= ]0,1] x [a,b]. Udregn 

Ir xydxdy 

på to måder, og vis derved formlen 
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b a 
x -x 

logx 

21 • Udregn ~or x > O 

dx = log :!?.!1 a+1 

q>( x) = Jx log( b +x;y) dy 
o 1 +y 

vod først at bestemme Drp(x). 

22. Bevis fØlgende ~or O < x < ~ gyldige relationer 

1 + 2cosx + 2cos2x + ••• + 2cosnx = sin(n+i)x 
sintx 

J-~ sin(n+tx) ___ .:::;_.;..dx = ~. 
• 1 

0 s1n2 

• 

sinx + ~sin2x + ••• + ~ sinnx = ~(/0,x sin(n+!)u). 
V sin~u 

lim 
n-+oo !~ sin(n+~)u du = o. 

• 1 x s1n2 u 
00 

~ ~ sinnx = ~(~-x). 
n=1 

Den nostsidste relation vises enklest ved en delt integra

tion, således at sin(n+~)u integreres. Derved kommer n+t i 

novneren og en grov vurdering vil give det ønskede resultat. 

Bestem endelig summen a~ rokken på venstre side i den sidste 

formel for alle x E ]-oo,oo[. Tegn en grafisk fremstilling 

af resultatet. 

23. Integrer den i opgave 22 fundne rokke ledvis, ~.eks. over 

[x,~], og udled (ved at give x en passende speciel V::Jrdi) 

rulckeudviklingen 
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1 1 1 1 2 +?+52+ .•. =87T· 

Udled heraf rokkeudviklingerne 

1 +L +L +L + 1 2 
••• = -1T 

22 32 42 6 

1 1 1 1 +L -7 32 
-~+ ••• = 121T 

4 

Find dernost 

og af rc::::kken 

summen af rækken 

\'1 
~ ~ cos nx 

n=1 

00 ,-----. 

L 
n=1 

~ sin nx. 
n ..J 

MA 15. Opgaver 7. 

• 

2 
• 
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Kurveteori. 

16.1. I kapitel 14 indfØrte vi begrebet bevogelse, samt 

banc11 for en bovrJgelse. I dette afsnit skal vi videreføre teori

en for bevngelser, isor i det tilfolde, hvor bevogelsen opfylder 

diffcrentiabilitctsbetingelscr. 

Dcv~gels0r kan opfattes som bev~gclser i fysisk forstand, 

og hovedvugten lugges da på afhongigheden af parameteren, der 

opfa t·Gcs som tiden. Studie t af bevDgelser ud fra dette synspunkt 

udgør den elementure kinematik. 

På dem anden s ide kan man også studere bevr.;gelser ud fra 

det synspunkt, at man struber efter at skaffe sig oplysninger 

om banens rent geometriske egenskaber. Nu kan vidt forskellige 

bevngelser have den samme bane, og det bliver derfor nctop vig-

tigt i denne forbindelse at finde frem til egenskaber ved be-

vngclser, som bibeholdes ved Dndringer af parameterfremstillin-

gen. Det er studiet af bevEJgelser ud fra dette synspunkt, dor 

er emnet for kurveteorien. 

16.2. Vi vil først forklare, under hvilke omstr.:mdigheder 

vi vil opfatte to bevogelser som ons fra geometrisk synspunkt. 

1~.2.1. Definition. Lad T vure et metrisk rum, og lad 

y1 : [a1 ,b1 J ind i T og y 2 : [a2 ,b2 J ind i T vDre bevrJgelser (d4v.s. 

!kontinuerte afbildninger). BevDgelserne y 1 og y 2 kaldes k-~

valcntc, og vi skriver y1 ~ y 2 , hvis der eksisterer en strengt 

volcsvnde, kontinuert og bijelctiv afbildning ep: [a1 sb1 J på [a2 ,b2J, 
således at y1 = y 2 oep. 

Vi slcal vise, at K er en okvivalensrelation. Ved at VEJlge 

ep som den identiske afbildning, ser vi, at y1Ky1 • Da ep-1 :[a2 ,b2J 
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på [a
1

,b
1

] ligeledes 

vil y1KY2 medføre y2 

er strengt voksende, kontinuert og bijektiv 

- 1 lt o H . t d' = y1 o~ , a sa y2Ky1 • ar v1 en re 1e 

bevcJgelse y
3

: [a
3

,b
3

] ind i T, og er y 21{y
3

, eksisterer der en 

strengt voksende, bijektiv og kontinuert afbildning lj!:[a2 ,b2] på 

[a
3

,b
3
], således at y2 = y 3°1j!. Vi har da den strengt voksende, 

bijoktive og kontinuerte afbildning I/J 0 ~:[a1 ,b 1 ] på [a
3

,b
3
], og 

vi h2,r desuden 

Y1 = y2o~ = (y3olj!)o~ = y3o(lj!o~), 
hvoraf fØlger, at y

1
1{y

3
• 

16.2.2. Definition. Hvis beV[Jgelserne y1 og y 2 i definition 

1G.2.1 opfylder de samme betingelser som i definition 16.2.1, 

bortset fra at ~ er strengt aftagende, siges y1 og y 2 at VrJre 

modsatte. 

To bevogelser, som er k-c3kvivalente eller modsatte, har 

samme bane. For to bevogelser, som er modsatte, golder det at 

den ene ender i det punkt, hvor den anden begynder og omvendt. 

Det ses lut, at y 1 modsat y2 og y 21{y
3 

medfører y1 modsat y
3

, og 

at y 1 og y 2 begge modsatte y
3 

medfo;tirer, at y1:Ky2 • Vi skal ikke 

opholde os ved beviserne for disse påstande. 

19.3. Vi viser en hjolpeSGtning: 

·16.3.1. Lemma. Hvis r1 og r 2 er intervaller på R og ~:r1 
på r 2 vr en bijuktiv, kontinuert afbildning, da er ~ enten 

strcngt voksond0 eller strengt aftagende. 

Bevis. Det er åbenbart nok for 4 forskellige punkter 

x1 , ••• ,x
4 

E r
1 

at vise, at 

(x1 < x2 1\ x3 < x4 1\ ~(x1) < ~(x2)) ~ ~(x3) < ~(x4) 

(x1 < x2 1\ x3 < x4 1\ ~(x1) > ~(x2)) => ~(x3) > ~ (x4)' 

og det des umiddelbart, at dette er ensbetydende med at vise, 
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at det for 4 forskellige punkter y1 , ••• ,y
4 

E 11 golder at 

y1 < y2 < y3 < y4 ~ (~(y1) < ~(y2) < ~(y3) < ~(y4)) v 

(~(y1) > ~(y2) > ~(y3) > ~(y4)). 
Nu er [yj,yj+1 J for j= 1 ,2,3 kompakt og sammenhongende. Da er 

~([yj,yj+1 J) kompakt og sammenhongende, altså et afsluttet in

terval [a,b] ~ 12 • Endvidere er restriktionen ~:[yj,yj+1 ] på 

[a,b] en homeomorfi, og indre punkter vil derfor svare til 

indre punkter. Altså er enten ~([yj,yj+1 J) = [~(yj,~(yj+1 )J 

eller ~([yj,yj+1 J) = [~(yj+1 ),~(yj)]. Sotningen følger nu umid

delbart af, at billederne af intervallerne [yj,yj+1 ], j= 1,2,3 

kun kan have endepunkter folles. 

16.3.2. Definition. Lad T vDre et metrisk rum~. En bevDgelse 

y:[a,b] ind i T kaldes eimpel , hvis y er injektiv. 

16.3.3. SEJtning. Lad y:[a,b] ind i T VEJre en simpel be

vogclse i det metriske rum T. Da er afbildningen y:[a,b] på 

y([a,b]) en homeomorfi. 

Bevis. SEJtningen følger umiddelbart af, at y er kontinuert 

og injektiv, og at [a,b] er kompakt. 

·1G.3.4. Sotning. Lad T vDre et metrisk rum. Hvis to simple 

bev.-:Jgelser y1 :[a
1

,b
1

] ind i T og y2 :[a2 ,b2 ] ind i T har den 

samme bane r= y1 ([a
1 

,b1 ] = y 2([a2 ,b2 ]), da er y1 og y2 enten 

k-okvivalente eller modsatte. 

-1 Bevis. IfØlge SDtning 16.3.2 er afbildningen ~ = y 2 oy1 : 

[a
1

,b
1

] på [a2 ,b
2

] bijektiv og kontinuert. At: lemma 16 .. 3.1 

fØlger, at den tillige er enten strengt voksende eller strengt 

aftagende. Desuden er y1 = y2 o~. Dermed er sotningen bevist. 

16.3.3. Definition. Banen for en simpel bevDgelse kaldes 

en simpel kurve. 
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En simpel kurve er således en punktmc.:mgde, altså et rent 

geometrisl{ begreb. To ganske bestemte punkter af den simple 

kurve vil svare til intervalendepunkterne, uafh<angigt af valget 

af parameterfremstillingen. En simpel kurve har således to 

endepunkter. De simple bevogelsei', der har d en simple kurve som 

bane,falder i 2 klasser, således at bevogelserne i den ene klasse 

begynder i det ene af de to endepunkter og ender i det andet, 

medens endepunkternes roller er byttede for bev~gelserne i den 

anden klasse. 

16.4. Vi vil nu specielt betragte bevCJgelser i :Rn. Vi har 

da de polygonale bevCJgelser som et vigtigt hjolpemiddel. En 

jovn retlinet bevngelse er simpel, og da alle jnvne retlinede 

bevuge;lser, der begynder i P
0 

og ender i P
1

, er indbyrdes okvi

vale:ate, vil det ikke give anledning til misforståelser kort at 

sige "den retlinede bevLJgeJ..se P 
0
P 

1
,;. Ved a t s<Jtte flere sådanne 

eft0r hinanden får vi en brudt linie, som vi kort kan betegne 

P P_.P2 .e.P • En brudt linie har en lDngde, som er summen a:f o , n 

lDn[j<lerne af linie s tyklwrne P 
0 

P 1 ~P 1 P 2 • • c 'P n-1 P n· 

16.4.1. pefinition. Ved en inddeling D ar et interval [a,b] 

vil vi forstå en konfiguration af punkter t 'a".,t, således at o q 

a = t o 
= b. 

MDngG.cn af alle 1nddelinger af [a,b] betegnes :b[a,b]. 

Vi bem~rker, at definitionen afviger en smule fra den i 

kapitel 9 benyttede. 

16.4.2. Definitio11;. Lad y_:[a,b] ind i .:Rn vore en bev[Jgelse. 

Hvis D er den i definition 16.4.1 .indfØrte inddeling og Pj 

punlctet y( t j), vil vi med 'A()::;D) betegne longden af d en brudte 

linie P P1 •• "P • Endvidere sotter vi o q 
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A(~;a~b) = supfA(y;D) l D E D[a,b]J. 

For [a
1

,b
1

] ~ [a,b] anvender vi betognelsen A(y;a1 ,b1 ) ~orden 

tilsv~rende størrelse ~or restriktionen a~~ til [a1 ,b1 ]. Hvis 

A(~;a,b) < ~, kaldes~ re~~~f~+~og A(~;a,b) kaldes vejlangden 

~or bev~gelser æ· Hvis y specielt er en simpel bevwgelse og 

A(~;a,b) < =, kaldes A(~;a,b) longden a~ ~ eller lwngden a~ den 

~i~JL~~kurve ~([a,b]). 

Vi vil vise nogle simple sDtninger vedrØrende det således 

indf0rte vejlDngdebegreb. 

i6.4.3. Sutning. Hvis to bevDgelser er k-okvivalente eller 

modsatte, har de samme vejlongde. 

Bevis. Lad ~1 :[a1 ,b1 ] ind i Rn og ~2 :[a2 ,b 2 ] ind i Rn vore 

k-Dkvi valen te bevc;gc.lser. Vi har ct.a en strengt voksende, konti-

nucrt, bijektiv a~bildning cp:[a1 ,b1 J på [a2 ,b2 ], således at 

~1 = ~2 ocp. Til en inddeling D E D[a
1

,b1 ] bestående a~ punkterne 

a1 = t 
0 

< t 1 < .... < t q = b 1 
tilordnor vi en inddeling <p~~(D) E D[a2 ,b2] bestående a~ punkterne 

a2 = cp(t
0

) < cp(t1 ) (o·-< cp(tq) = b2 • 

Derved de~ineres en bijektiv a~ildning cp*:b[a
1

,b
1

] på D[a2 ,b2 ]. 

Endvidere golder åbenbart 

•.. .•. 
Da ep er bijektiv ~Ølger hera~, at 

fA(y_1 ;D) l D E D[a,b]J = fA(:z:2 ;D) l D E D[a2 ,b2 ]1, 

og hera~ ~Ølger påstanden umiddelbart. Til~oldet, hvor bevogel-

serne er modsatte går på omtrent samme måde. 

16 .4 .4. Sotning. Lad Y..: [a, b J ind i Rn vc.3re en bevDgel se. 

For c E ]a,b[ golder da 

A(~;a,b) = A(~;a,c) + A(~;c,b). 
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Bevis. Lad fØrst D vore en vilkårlig inddeling af [a,bJ. 

Lad D
1 

vore den inddeling, der fås af D ved tilfØjelse af del

punlctet c. På grund af trekantsuligheden golder da 

A(~;D) ~ A(~;D1 ). 

Inddelingen D1 kan tonkes sammensat af en inddeling D' af [a,cJ 

og en inddeling D" af [c,bJ, idet delepunktet c dog må medregnes 

i begge inddelinger. Vi har da 

Vi f~r således vurderingen 

A(~;D) ~ A(~;a,c) + A(~;c,b). 

Heraf fØlger, at A(~;a,c) + A(J;:.;c,b) er et overtal for mongden 

fA(~;D) l D E D[a,bJ}, og da supremum for en mongde er defineret 

som d ens mindste overtal, får vi 

A(~;a,b) ~ A(~;a,c) + A(~;c,b)8 

En vilkårlig inddeling D' E D'[a,cJ og en vilkårlig ind

deling D11 E D[c,bJ udgØr tilsammen en inddeling D E D[a,bJ, 

og vi har 

A(~;D') + A(~ ;D") = A(~;D) ~ A(~;a,b). 

Heraf fØlger, at A(l!,;a,b) - A(~;Dn) er et overtal for m:::ngden 

fA(~;D') l D' E D[a,cJJ, og vi har derfor 

A(~;a,c) + A(J:::;Dii) ~ A(~;a,b). 

Altså er A( :l; a, b) - A():!.; a, c) et overtal for f A(~;D 11 ) l D;r E 

D[c,b]}, 

og vi har derfor 

Dermed er sotningen bevist. 

16 .4. 5. p_ef'ini t~~. Lad D vDre en inddeling af [a, b J ~ For 

[a.
1 
,b1 J ~ D vil vi med D[a

1 
,b

1 
J betegne den inddeling af [a1 ,b1 J 
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som ud over a1 og b1 omfatter de delepunkter fra D, som falder 

i ]a
1

,b
1
[. 

16.4 .6. Lemma. Lad l:.: [a, b J ind i Rn vore en bev<Jgelsc og e: 

et positivt tal. Der eksisterer da en inddeling D E: :b[a,b], 

således at 

v [a1 ,b1 ] ~ [a,b] (A(~;a1 ,b 1 ) - A(~;D[a1 ,b 1 ]) ~e:). 

Bevis. Vi Vi..)lger D, således at 

På grund af additivit8ten er nu 

A(~;a,b) - A(~;D) = (A(~;a,a1 )- A(~;D[ ])) + a,a1 
(A(~;a1,b1) - A(~;D[a1,b1])) + (A(~;b1'~)- A(~;D(b1,b])), 
hvor udtrykkene i en af parenteserne sottes til o, hvis vedkom-

mende interval udarter. Da størrelserne i hver parentes er ~ O, 

kan vi slutte, at 

A(~;a1,b1) - A(~;D[a1,b1]) ~ E• 

Vi skal nu vise, at vejlongden har en vigtig kontinuitets-

egenskab. 

16.4.7. Sotning. Lad ~:[a,b] ind i Rn vore en bevogelse. 

Den ved 
O for t = a 

A(t) = [ 
A(y;a,t) for t E: ]a,b] 

def'int::rcde funktion er monotont voksende og kontinuert. 

Bevis. VejlDngden er ifØlge sin definition altid ~ O. For 

a ~ t
1 

< t 2 ~b golder ifØlge sotning 16.4.4, at 

A(t
2

) = A(t
1

) + A(~;t1 ,t2 ), 

al t så, a t 

A(t2 ) ~ A(t1 ). 

Lad e: vore et positivt tal og t et punkt af [a,b]. 
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For at vise kontinuiteten af' 1\ sl{al vi, idet 1\ er monoton, blot 

vise, at vi kan f'inde t1 E [a, t[ og t 2 E ]t,b], således at 

/\(t) - 'A( t1 ) = /\()::;t1,t) ~ E 

/\(t2)- /\(t) = 'A(~;t,t2) ~ E, 

idet dog den ene ulighed f'alder vc:Jk f'or t = a eller t = b. Vi 

vDlger D E: ::b[a,b], således at (lemma 16.4.6). 

'lf[a1,b1] <;; [a,b] ('A(y_;a1,b1)- 'A(r._;D[a1,b1]) ~~e). 

Dernæst vælger vi t 1 E: [a,t[ og t 2 E: ]t,b], således at ]t1 ,t[ 

og ]t,t2 [ ikke indeholder delepunkter f'ra D, og således at 

Ily( t) - y(t1 )11 ~ te, lh~(t 2 ) - ~(t~l ~ te 
Da ]t

1
, t[ ikke indmolder delepunkterne f'ra D, er 

'A(r._;t1,t) ~ IIY(t)- y(t1 )11 +te~ e, 

og analogt f'er /\(y;t,t2 ). Dermed er sætningen bevist. 

For en bevægelse ~:[a,b] ind i Rn har vi f'or ethvert t E: 

[a,b] en koordinatfremstilling ~(t)= (y1 (t), ••• ,yn(t)). Derved 

defineres de til y svarende koordinatbevægelser yk:[a,b] ind i 

~n 
.t< , k= 1, ••• ,n. 

16.4.8. Sætning. En bevægelse ~:[a,b] ind i Rn er rektif'ia-

bel, hvis og kun hvis hver af' dens koord:natbevægelser er 

rektif'iable. 

Bevis. Vi betragt3r en inddeling D med delepunkterne a = 

t
0 

< t 1 < ••• < t q = b. For j = 1, ••• , q har vi nu 

n 

jyk(tj)-yk(tj-1)1 ~ IIY(tj)-y(tj-1)11 ~ ~ IYk(tj)-yk(tj-1)1, 
Jr-1 

og ved summation over j f'Ølger heraf' 
n 

/\( yk;D) ~ 1\(y_;D) ~ ~/'Ctk;D). 

Heraf' f'Ølger påstanden umiddelbart. Desuden f'inder vi ulig-
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hederne 

16.5. Vi vil nu gå over til a t studere det mere specielle 

tilfælde, hvor vi også gør antagelser om differentiabilitet af 

bevægelsen y. Det viser sig, at differentiabilitet af y ikke i 

sig se l v er en interessant ec,enskab, menfor en kontinuert dif-

ferentiabel bevæ~else får man interessante resultater. Vi vil 

i fØr s te omgang interesse os for vejlæz:.,s-etin for e n kontinuert 

differentiabel bevægelse. 

16.5.1. Sætning. En kontinuert differentiabel bevægelse er 

rektifiabel. 

Bevis. IfØlge sætning 16.4.8 er det nok at bevise påstanden 

for n= 1. Vi betragter derfor en bevægelse y:[a,b] ind i R, og 

vi antager, at Dy er kontinuert. Da [a,b] er kompakt er Dybe

grænset, og vi kan derfor vælge M E R, således at 

Vt E [a,b]( jDy(t) l ~ M). 

For en vilkårlig inddeling D bestående af punkterne 

a = t < t 1 < ••• < t =b o q 

har vi nu ifØlge differentialregningens middelværdisætning 
~,, ~ 

A(y;D) = ~ y(tk)- y(tk_1 )1 ~ (tk- tk_ 1 )jDy(~k)l 
k=1 K=1 

for passende valg af punkterne ~k E ]tk_1, tk[. Vi får således 

vurderingen 
n 

A(y;D) ~ ~(tk-tk_1 )M = (b-a)M, 
k=1 

hvilket viser, at 

A(y;a,b) ~ (b-a)M. 

Dermed er sætningen bevist. 
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16.5.2. Sætning. Lad y:[a,b] ind i Rn være en kontinuert 

differentiabel bevægelse. Den ved 

1--(t) :r fæ t = a 

=. 0 (Y ; a, t ) f o r t E J a, b J 

definerede funktion 1--:[a,b] ind i R er differentiabel, og 

Dl--(t) = IIDL:.(t)ll 

for ethvert t E [a, b L 

Bevis. IfØl~e sætning 16.5.2 eksisterer funktionen 1--. IfØlge 

sætning 16.4.7 er)\ monotont voksende. For a~ x< y~ b gælder 

endvidere 

1--(y) - 1--(x) = 1--(y;x,y). 

For fast valg a f x og y vil v i vurdere dette udtryk. Dertil be

tragter vi en vilkårlig inddeling D E :b[x,y] bestående af punkter-· 

n e 

x = 
For j E f 1 , ••• , qJ har vi nu 

IfØlge middelværdisætningen kan vi vælge ~ 1 j'""o'~nj 

]t. 
1
,t.[, således at 

J- J 

Idet vi indfører betegnelserne 

gv(x,y) = irrQjDyv(t)l 

Gv(x,y) = supfjnyv(t)l 

t E [x,y]J 

t E [x,yJ1 

får vi ved e n grov vurdering 
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Ved summation med hensyn til j fås heraf 

A 2 
~ /\(y;D) ~ (y-x) v t~~Gv(x,y)) • 

Vi har således vist, at /\(~;D) for enhver inddeling D E D[x,y] 

ligger i et bestemt afsluttet interval, som er uafhængigt af D. 

Så vil/\(1::_;x,y) ligge i det samme interval, og vi får derfor 

vurderingen 

v f:. (g v (x, Y) ) 2 ~ /\ (Y) = ~ ( x ) 
v~1 Y 

Ved grænseovergangen y ~ x fra hØjre gælder 

gv(x,y) ~ Dyv(x), Gv(x,y) ~ Dyv(x), 

og derfor også ifØlge vurderingen 

/\(y) - /\(x) ~v f' (Dy (x) )2 = IIDy(x)ll. 
Y x ~ v - v=1 

Tilsvarende fås for x~ y fra venstre, at 

hlll - /\(x) ~ IIDY(y)ll. 
y- x -

Vi sætter nu for t E [a,b] og h > O dels x = t, y = t+h, 

dels y= t, x= t-h, og de fundne rerultater viser da, at/\ er 

differentiabel i :punktet t med D/\(t) = jjDy(t)jj. For t =a eller 

t = b benyttes kun den første, henholdsvis den anden grænse-

overgang. Dermed er sætningen bevist. 

16.5.3. Sætning. Lad y:[a,b] ind i Rn være en kontinuert 

differentiabel bevægelse. For a ~ a 1 < b 1 ~ b gælder da 

b~ 
/\(~;a 1 ,b 1 ) = jll~(t)lldt. 

a1 
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Bevis. Af' sætning 16.5.2 :fØlger umiddeLbart med betegneJ.--

serne fra denne sætning 

og påstanden fØlger nu umiddelbart a:fl at 

Vi har nu skaffet os e n metode til be::..•egning a:f vej laon..r;dc f'or 

kontinuert differentiable bevægelser. For vilkårlig d:i_fferen-

tiable bevægelser kan det indtræiTe, at vejlængdefunk~ic::J.en \ 

ikke bliver Gifferentiabel. 

16.6. Ved en tangent til en kurve i et punkt P fo.l'st2.3 r7o:Ci 

udtrykt grænsestillingen for da1 rette linie gennem P og et endet 

kurvepunkt Q, idet Q konvergerer mod P lan..gs kur·ve~. Det er na--

turligt, når kurven er bane for en bevægelse, at opfatte d.e·;~te 

på den måde, at P svarer til et tidspur.L.l{t t
0

, medenB Q s·.rm:e:: 

til tidspunktet t, og a t Q konvergerer mod P langs l~:x~.rven~ lwm·-

mer da til at betyde t -> -t
0

• Nu er det ønskeligt, at tangent·· 

begrebet bliver et rent geometrisk begreb, altså k'~n afhæ;:Jgigt 

af bevægelsens bane. Denne uafhængighed opnås naturligt~ når 

kurven kan være bane for en simpel bevægelse, idet de :mulige 

bevægelser da alle e:.." ind'oyrd.'3s æJ.cvivalente, eller ind"'..,yrden 

modsatte. 

Lad nu :t_: [a~ b J ind i Rn være en bevægelse med de tilsve.-

rende koordinatbevægelser y 1 , •• ol'n· Vi betragter et :punlct t
0 

E 

[a, b L hvor Dy( t ) t O. Der vi l da findes et y bland t koordinat-o -- v 

bevægel serne rne d Dy v (t 
0

) ~ O, og der vi l da fi nde s e t dellnter--

val [a
1

,b
1

] <; [a,b] med t
0 

som et (relativt) indre punkt~ såledeo 

at Dyv(t) =l= O overalt på fa
1 

,b
1 

]. Så har Dyv(t) konstan~ :::'orl:.'3gn 
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på [a
1

,b1 ] og Yver strengt monoton på dette interval. Dette 

medfØrer Øjensynligt, at y er en injektiv afbildning af [a1gb1 ]. 

Restriktionen af y til [a1,b1 ] er således en simpel bevægelse. 

For t E [a1,b1 ] \ ~t0 1 fastlægger talsættet 

t1- to (:t(t) - :t(to)) 

retni~en af den rette linie gennem y(t) og v(t). For t-+ t - o .L- o 

konvergerer talsættet mod Dy(t ). Der vil således eksistere en o 

tangent i t
0 

til den simple bue, der er bane for restriktionen 

af y til [a1,b1], 0 0 retni~en af denne tangent er bestemt ved 

talsættet Dy(t ). - o 
Af sætning 16.5.3 fremgår, at 

'A(y;t,t
0

) 

t - t o 

'A(y;t ,t) - o 
t - t o 

for t -+ t fra vens tre 
o 

-+ jjDy(t )11 for t-+ t fra hØjre. o o 

De to forhold kan fortolkes som den gennemsnitlige fart i bevæ

gelsen sv3rende til intervallet [t,t
0

] i det første tilfælde og 

til intervallet [t t] i det andet tilfælde. Det er derfor rime-o 

ligt at sige, at IIY(t )11 er bevægelsens fart ved passage af - o 

punktet t
0

• Talsættet D:t(t
0

) fastlægger ikke alene bevægelsens 

fart, men også banens tangent i punktet t • 
o 

Hvis Dy(t
0

) =Q er bevægelsens fart O i punktet t
0

• Tal-

sættet Dt(t
0

) fastlægger i dette tilfælde ikke nogen retning, og 

bestemmer således ikke nogen kurvetangent. Dette udelukker ikkeg 

at kurven eventuelt har en tangent i t
0

• 

Ovenstående betragtninger retfærdiggØr fØlgende definition: 

16.6.1. Definition. Lad y:[a,b] ind i Rn være en kontinuert 
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differentiabel bevægelse. Afbildningen ~kaldes hastigheden af 

~og talsættet ~(t) kaldes hastigheden af~ til tidspunktet t. 

Tallet jjDy( t )li kaldes farten af ~ til tidspunktet t. Hvis 

~(t) ~ O kaldes talsættet 

bevægelsens tangentvektor til tidspunktet t. Hvis Dz(t) +-Q 
for ethvert t E (a, b J, kaldes bevægelsen en parameterfremstil

ling for en differentiabel kurve, og den bane kaldes en ~if~~~

tiabel kurve., 

Tangenten i kurvepunktet ~(t) har parameterfremstillingen 

~=~(t) + E1(t)u; u E R . 
.. 

Den fremtræder her med en orientering bestemt ved ~1 (t). 
Selv om ~ er en kontinuert differentiabel bevægelse, er det 

ikke sikkert, at de med ~ k-ækvivalente bevægelser er kontinuert 

diffe~entiable. Vi indfører d§rfor et nyt ækvivalensbegreb ved 

fØlgende definit ion: 

16.6.2. Definition. To kontinuert differentiable bevægel

ser ~1 :(a1,b1 ] ind i Rn og ~2 :[a2 ,b 2 ] ind i Rn kaldes d-ækviva

lente (d-modsatte), hvis der eksisterer en bijektiv afbildning 

q>:[a1,b1 ] på [a2,b2], som er differentiabel med overalt positiv 

(negativ) differentialkvotient, således at y1 = y2 o~. 
16.6.3. Sætning. Hvis to bevægelser y 1 :[a1,b1 ] ind i Rn 

og y 2 :[a2,b2 ] ind i Rn, som er parameterfremstillinger for dif

ferentiable kurver, er k-ækvivalente (modsatte), er de tillige 

d-ækvivalente (d-modsatte). 

Bevis. Vi betragter et t E [a1,b1 ]. Der findes et 

v E {1, ••• ,n1, således at ny21J(q>(tD) +-O. FunktionenYver da 
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strengt monoton i en omegn a~ t og både y 2v og y 2~ 1 er di~~eren

tiable i cp(t) med ~ra O ~orskellige di~~erentialkvotienter. Nu 

er ')' 1 V 
= y

2
v., m al t så m = y - 1 oy • Hera~ ~Øl ger . -a t. ep "er-r..k..ontinuer· 

r' r 2v 1 V · ' · · -~•· 

di~~erentiabel. Ved at lade ~1 og ~2 bytte roller ses, at cp-1 

er kontinuert di~~erentiabel. Af DcpDcp- 1 = 1 ~Ølger, at Dcp~~ O. 

Af kontinuiteten ~Ølger nu, at Dcp har konstant ~ortegn. Dermed 

er påstanden bevist. 

16.6.4. Sætning. Indbyrdes d-ækvivalente (d-modsatte) para-

meter~remstillinger ~or e n di~~erentiabel kurve har identiske 

(modsatte) tangentvektorer. 

Bevis. Påstanden ~remgår umiddelbart a~, at 

D( 'Y 2 o ep) (t) 

liD( 'Y 2 °(/)) (t) Il = 
Dy2(cp(t)) 

llny2(cp(t))ll 
-~ TJ)q)(t)l . 

Sætningen viser, at tangentvektoren i en vis ~orstand svarer 

til kurvens orientering$ 

For en p gange kontinuert di~~erentiabel bevægelse kan vi 

tilsvarende ind~Øre begreberne dp-ækvivalent og dP-modsat. 

16.7. For di~~erentiable kurver er det muligt at udpege 

en ganske bestemt parameter~remstilling, der i en vis ~orstand 

er simplere end alle andre. Dette beror på fØlgende sætning: 

16.7.1. s~tning. Lad y:[a,b] ind i Rn være en p gange konti

nuert di~~erentiabel bevægelse. Lad A:[a,b] på [O,A(~;a,b)] være 

dm ved 

O ~or t = a 
A(t) = 

A(y_;a,t) ~or t E ]a,b] 

definerede afbildning. Da er A en p gange di~~erentiabel funk-

tion. Hvis z er parameterfremstilling for en simpel kurve, er 

"-..-· DA( t) > O :for alle t E [a, b], af'b ildningen A er en homeomor:fi 
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f....- 1 er ligeledes p gange differentiabel. 

Bevis. If'Ølge sætning 16.5.2 er 

Df...(t) = IID):(t)ll = 
v((Dy1(t))2 + ••• + (Dyn(t))2). 

Den ved t~ (ny 1 (t))
2+~;~+(Dyn(t)) 2 af' [a,b] ind i ]O,oo[ er p-1 

gange differentiabel, og den første påstand f'Ølger derf'er af', at 

kvadratroden er en vilkårlig of'te differentiabel af'bildning af' 

]O,oo[ på sig selv. Hvis y er parameterfremstilling f'or en simpel 

kurve, er Dy(t) ~ Q9 altså Df...(t) > o. Dette medfører, at f... bliver 

bijektiv, og da [a,b] er kompakt, bliver f... en homeomorf'i. Afbild

ni~en f....- 1 f'år differentialkvotienten (Df...(t))- 1, og denne bliver 

åbenbart p-1 gange dif'f'erenti a bel. Dermed er sætningen b e vi st. 

16.7.2. Definition. Lad y:[a,b] ind i Rn være en parameter

fremstilling f'or en differentiabel kurve, og lad f... være defineret 

som i sætning 16.7.1. Den med y ækvivalente bevægelse y 0f...- 1 : 

[O,f...(y;a,b)] ind i :Rn kaldes d~:Q2lBturlige parameterfremstilling 

f'or den ved y fremstillede differentiable kurve. 

Vi vil sædvanligvis ikke holde strengt på, at parameterinter-

vallet f'or den naturlige parameterfremstilling skal hRve O som 

venstre endepunkt. Dette svarer til, at funktionen f... erstattes 

med f...+c, hvor c er en reel konstant. 

16.7.3. Sætnina. Lad y:[a,b] ind i Rn være en parameterfrem

stilling f'or en differentiabel kurve. NØdvendigt og tilstrække-

ligt, f'or at y netop er den naturlige parameterfremstilling, er 

det, at (a= o, og at) IID):(t)ll = 1 f'or alle værdier af' t. 

Bevis. At y er den naturlige parameterfremstilling er åben-

bart ensbetydende med, at f... er den identiske afbildning, altså 

med Df...(t) = 1 f'or alle værdier af' t. Dermed er sætningen bevist. 



Mat. 1, 1 963-64 MA 16, 17. 

I mere traditionel notation angives en bevægelse sædvanlig-

vis på f'ermen 

~ = z(t); t E [a,b]. 

Vejlængden betegnes sædvanligvis med s, således at 

~~ = 11:11 . 
Endvidere anvendes betegnelserne 

Vektoren w kaldes bevægelsens akceleration. Det er dog kun i til-

f'ældene n ~ 3, at der er grund til s&rligt at fremhæve den anden 

dif'f'erentialkvotient. 

Hvis u er en af' kurvepunktet afhængig størrelse, så vi har 

u = ~(t) =~(s), har vi 

du du du du 1 du 
dt = ds = v ds; de = v dt • 

Hvis vi ønsker tilsvarende omregnsformer f'or de højere dif'f'eren-

tialkvotienter, f'år vi brug f'or dif'f'erentialkvotienten af' v. Ved 

differentiation af' relationen 

v2 = dr • dr 
dt dt 

med hensyn til t f'år vi 

altså 

Altså er 

d
2
u 1 d (1 du) 

ds2 = v dt v dt 

d v 
2v dt 

dv 1 dr 
dt = v dt 

= 1 (1·, d 
2
u _ 1 • 

v v dt2 ~2 

v • w 

v 

dv • d~\ 
dt dt) = 
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Ved anvendelserne i ~ysik på virkelige bevægelser er det rimeligt 

at trække parameter~remstillingen med tiden som parameter helt 

~rem i ~ørste række. Det er blevet almindeligt at understrege 

dette ved at betegne di~~erentialkvotienten a~ en variabel med 

hensyn til tiden ved en prik, som sættes over den variable. 

Hvis t i den sidste ~ormel oven~or er tiden, vil man således 

skrive ~ormlen 

16.8. Vi skal nu vise et lemma, som nærmest hØrer hjemme 

i kursus i algebra og geometri og som muligvis optræder i dette 

kursus. 

16.8.1. Lemma. Lad (~1 , ••• ,rq) v~re et ordnet sæt a~ lineært 

ua~hængige vektorer i Rn. Der eksisterer da et og kun et sæt 

(Q1 , ••• ,Qq) a~ vektorer i Rn, som til~redsstiller betingelserne: 

1. Vektorerne Q.1, ••• ,Qq er normerede og ortogonale, altså 

(1 ~or j = k 
J2. .• Qk = / ; j' k = 1 ' ••• 'q. 

J Lo ~or j ~ k 

2. For ethvert k E f1, ••• ,qJ;udspænder vektorerne Q1 , ••• ,J2.k 

'n det samme underrum a~ R som vektorerne r 1 , ••• ,rk. 

3. For ethvert k E f1, ••• ,qJ er ~k.J2.k > O. 

Bevis. I~Ølge 2 skal Q1 tilhøre det a~ ~1 udspændte under

rum. Vi har der~or 12.1 = /\r1, A E R. I~Ølge 1 er A211r111
2 

= 

121 Et,= 1 og i~Ølge 3 er All~1 11 2 = ~1 ·12.1 >O. Altså er A= llr 111-1 • 

På den anden side er det klart, at 12.
1 

= 11!:1 11-
1 ~1 vil til~reds

stille de dele a~ betingelserne 1,2 og 3, som kun vedrører 12.1• 

Lad os nu antage, at det allerede er bevist, at vi på en og kun 

en måde kan vælge E.1, ••• ,Qk-1' således at dendel a~ betingelser-
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ne 1,2,3, der kun vedrører disse vektorer, er opfyldt. IfØlge 2 

skal ~k ligge i det underrum, der udspændes af ~1 , ••• ,rk, men 

dette underrum udspændes af ~1 , ••• ,Ek_ 1 ,~k' og Ek må derfor kunne 

fremstilles på formen 

For j= 1, ••• ,k-1 giver 1, at 

O =Ej Ek = 'A(~k Qj - 'Aj). 

Af 3 fØlger, at 'A~ O. Vi kan altså slutte, at 'A.= rk•n .• 
J - .. J 

På den anden side vil dette valg sikre, at 1. er opfyldt for 

j < k. Med A ~ O vil desuden 2 v~re opfyldt. Af 1 mangler vi blot 

a t si kr e os, a t 

1 = Ek.J2.k = 'A
2 

rk- 'A1J2.1 -. • .- "-k-1Ek-111
2 

• 

Da ~k ikke tilhører det underrum, der udspændes af J2.1 , ••• ,J2.k_1 , 

er den vektor, hvis længde optræder på hØjre side, ikke nulvek-

tor, og det er derfor muligt at vælge 'A, således at betingelsen 

er opfyldt. Bortset fra fortegnet er 'A entydigt bestemt. Det ses 

nu umiddelbart, at det ene valg af fortegnet 'A vil sikre, at 3 

er opfyldt. Derved er sætningen bevist. 

16.8.2. Definition. Lad (~1 , ••• ,~q) være et ordnet sæt af 

line~rt uafhængige vektorer i Rn. Det i lemma 16.8.1 indførte 

entydigt bestemte sæt (J2.1 , ••• ,J2.q) kaldes det til (~1 , ••• ,~q) 

svarende ortonormale sæt af vektorer. Vi siger også, at 

(J2.1 , ••• ,Eq) er opstået ved ortonormalisering af (~1 , ••• ,~q). 

16.8.3. Lemma. Ladt(r1 ;.~.,r )·og·Cs1 , ••• ,s) være ordnede - -q - -q 
s<.Jt af i ineært :.ua:f:hærig;i·~~· ve.ktor~·:r. i·. -Rn:· livis·.·:a.e~':::~ælder et sæt 

af' relationer 
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hvor Akk > O;k = 1, ••• ,q, er det til (~1 , ••• ,~q) svarende crto

normale sæt a~ vektorer identisk med det til (r
1

, ••• ,r ) sva-- -q 

rende sæt. 

Bevis. Lad (J2.1, .•• ,Eq) være det til (~1 ,o •• '~q) svarende 

ortonormale sæt a~ vektorer. Vi ved da, at betingelserne 1,2 og 

3 i lemma 16.8.1 er op~yldt, og i~Ølge entydigbedsudsagnet i det 

samme lemma vil påstanden være bevist, hvis det lykkes os at 

vise, at 1,2 og 3 bliver ved at være op~yldt, når (r1, •.• ,r ) - -q 

erstattes med (s
1

, ••• ,s ). For 1 er dette trivielt. For 2 ~Ølger 
- -q 

det a~, at (~1 , •• ~,~k) og (r
1

, ••• ,rk) takket være betingelsen 

Akk > O udspænder det samme underrum. Da Qk er ortogonal på det 

a~ ~1 , ••• ,rk_1 , udspændte underrum er 

sk •Ek = Akkrk "E:k, 
og da Akk > O, viser dette, at også 3 bevarer sin gyldighed. Der-

med er hjælpesætningen bevist. 

16.9. Ud over de i ~ore5ående a~snit beviste hjælpesætninger 

om systemer a~ vektorer, ~år vi også brug ~or en sætning om di~-

~erentialkvotienter a~ variable ortonormale systemer a~ vektorer. 

Sætningen har stor interesse i sig selv, selv om den ikke ser 

særlig nyttig ud ved ~Ørste blik. Vi vil dog udskyde de nærmere 

kommentarer, indtil beviset er ~uld~Ørt. 

16.9.1. Sætning. Lad Qk:[a,b] ind i Rn, k= 1, ••• ,n være 

di~~erentiable bevægelser, som til~redsstiller betingelserne 

'V t E [a,b] 
{ 

1 ~or j = k 
Q . ( t ) · J2.k ( t ) = ; j , k = 1 , ••• , n 

J O ~or j t k 

Der eksisterer da ~or ethvert t E [a,b] en skævtsymmetrisk matrix 

(x:-jk(t)), således at 

DQj(t) = x:-j 1 (t)J2.1(t) + ••• + Kjn(t)J2.n(t); j = 1, ••• ,n. 
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Bevis. For ethvert t E [a,b] danner vektorerne Q1(t), ••• , 

12. (t) et ortonormalsystem, og da deres antal er lig med rummets 
n 

dimension, udspænder de hele rummet. Heraf fØlger eksistensen 

af en matrix (Kjk(t)), således at DJ2.j kan udtrykkes som anført. 

Vi mangler at vise, at (Kjk(t)) er skævsymmetrisk. Nu er 

Nu er 

E/ t) "J2.k( t) 

konstant, og ved differentiation fås derfor 

eller 

Kjk(t) + Kkj(t) = 0 

hvilket netop viser, at (Kjk(t)) er skævsymmetrisk. 

'n Lad os et Øjeblik tænke os hele R opfyldt af et eller andet 

stof, som e r i bevægelse. Et punkt af stoffet, som for t = O 

befinder sig i et punkt ~ vil til tidspunktet t befinde sig i et 

punkt x = f(~;t). For hvert a E Rn har vi således en bevægelse 

~ = f(~;t), hvor t gennemløber et af~ uafhængigt interval. For 

hvert t
0 

i dette interval definerer ~ = f(~;t0 ) en afbildning af 

Rn på sig selv, og det er rimeligt at kræve, at denne afbildning 

er injektiv. 

Hvis den omtalte ved v= f(x;t ) definerede afbildning for 
IL. - o 

ethvert t er isometrisk er det rimeligt at sige, at det stof, o 

der opfylder Rn bevæger sig som et stift legeme, og vi vil i 

dette tilfælde tale om en bevlligelse af Rn som et stift legeme. 

Vi vil specielt interessere os for en bevægelse af Rn som 

et stift legeme og med e t fastholdt punkt o. De i sætning 16. 9.1 
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betragtede bevægelser E_. definerer f'ore thvert t E: [a,b] et sæt 
J 

(Q
1
(t), ••• ,~(t)) af' indbyrdes ortogonale, normerede vektorer, 

og disse udgØr en basis f'or Rn. Vi kan således tale om en be-

'n vægelse af' en ortonormal basis f'or R • For f'ast valg af' Æ = 

(x1, ••• ,xn) er x1Q1(t) + ••• + XnQn(t) et punkt, som er f'ast i 

f'erhold til den omtalte basis, og de f'or hvert x E: Rn ved 

x1E1(t) + ••• + xn~n(t) uef'inereue bevægelser udgØr således netop 

en bevaJgelse af' Rn som et stif't legeme. Omvendt er det klart, 

at enhver bevægelse af' Rn som et stif't legeme kan f'remko~me på 

den her omtalte måde. 

er 

Eventuelle punkter med hastighed nul (punkteri Øjeblikkelig 

hvile) til tidspunktet t E: [a,b] bestemmes ved lØsning af' lig-

ningerne 

K1k(t)x1 + ••• + Knk(t)xn =O, k= 1, ••• ,n. 

En skævsymmetrisk matrix af' ulige orden har determinant o. Hvis 

dimensionen n er ulige, vil der altså altid f'indes andre punkter 

end O, som er i Øjeblikkelig hvile. En vis ret linie gennem O 

vil da være i Øjeblikkelig hvile. For n = 3 vil eksistensen af' 

2 rette linier i Øjeblikkelig hvile åbenbart medf'Øre, at alle 

punkter har hs.stighed O. Hvis dette ikke er tilfældet, f'indes 

nøjagtig en linie i Øjeblikkelig hvile, den Øjeblikkelige drej-

ningsakse. For n = 2 vil eksistensen af' en ret linie i Øjeblik-

kelig hvile medf'Øre, at alle punkter er i Øjeblikkelig hvile. 

Det er jo også anskueligt klart, at en rotation om Q f'or n = 2 
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har O som det eneste ~ikspunkt. For n = y kan der eksistere 

en plan i Øjeblikkelig hvile, men sædvanligvis er O det eneste 

punkt~ som er i Øjeblikkelig hvile. 

I det specielle til~ælde, hvor alle Kjk er konstante er 

bevægelsen en jævn rotation a~ Rn. For n = 2 kan vi tænke os 

den bevægelig basis (Q1,Q2 ) valgt således, at vinklen ~ra E1 til 

122 er + ~~, og i et ~ast koordinatsystern kan 121 og E2 da ~ast

lægges ved koordinater på ~ormen 

121 = (cos®,sin®); Q2 = (cos(®+~~), sin(®+~~)) = (-sin®,cos®). 

Vi ~år da~ idet vi benytter priknotationen ~or di~~erentiation 

med hensyn til tiden 

p1 = (-sin®,cos®)e, E2 = (-cos®,-sin®)e, . 
eller, idet vi sætter ® = w, hvor w er konstant (vinkelhastig-

heden) 
• 

121 = 122 

:2.2 = -W:Q.1 

og vi har således direkte ~undet den skævsymmetriske matrix. Dette 

lader sig ikke så let genne~øre i rum a~ hØjere dimension. 

For en jævn rotation a~ R3 a~hænger den skævtsymmetriske 

matrix a~ 3 talstørrelser w
1

,w2 og w
3

, og det er da ~ristende 

at in~øre vektoren w = w1:2,1 + w2122 + w
3

Q
3

• Vi vælger ~orteg

nene, således at vi har 

- .:tl3:Q.2 + W2E3 

E3 = W2Q1 + W1E2 

Disse ligninger kan skrives 
• 

- W1]23 

Ej =w x Qj' j = 1,2,3, 

hvor x er vektorproduktet. På grund a~ lineariteten ~år vi umid-
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del bart f'or et vilkårligt r ~ :R_3, a t 

Vektoren N kaldes rotationens vinkelhastighed. 

For en jævn rotation af' :R4 af'hænger den skævtsymmetriske 

matrix af' 6 talstørrelser, og en simpel notation som i de to 

f'oregående tilf'ælde f'indes ikke. Det er dog ikke vanskeligt at 

f'inde en generel notation, som er bekvem f'or alle værdier af' n. 

Det vil da vise sig, at den f'or n= 3 benytte~e anskuelige f'rem-

stilling ikke passer ind i det generelle system. Tilf'ældet n = 3 

er imidlertid så vigtigt, at en særskilt behandling af' dette 

tilfælde må an ses f'or berettiget. 

Som et eksempel på en jævn rotation af' :R_4 med O som eneste 

f'ikspunkt skal nævnes den ved 

J2.1(t) = (cos wt, sin wt, o, O) 

1?.2(t) = (-sinwt, coswt, o, o) 

;.:3 (t) = (O, o, cosw't, sinw't) 

1?.4(t) = (o, o, -sinw't, cosw't), 

hvor w og w' er f'ra O f'erskellige reelle tal. Den skæv symmetri-

ske matrix bliveri dette tilfælde 

o w o o 
-~w o o o 
o o o w' 
o o -w' o 

og den har Øjensynlig f'ra O f'erskellig determinant. 

16.10. Ved studiet af' flere gange differentiable kurver 

vil vi udnytte en vektoriel form af' Taylors grænsef'ormel. 

16.10.1. Sætning. Lad y:[a,b] ind i :Rn være parameterf'rem-

stilling for en k gange differentiabel kurve. Vi har da for 

t E [a,b], t+h E [a,b], at 
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:r(t+h) h j ( ) k + ~ t,h h , 

hvor a er en a-funktion. 

Bevis. Resultatet f'ås umiddelbart ved opskrivning af' Taylor's 

grænsefUnktion f'or hver af' de til y hørende koordinatbevægelser, 

multiplicere hver af' disse f'ormler med den tilsvarende basisvek-

tor og addition af' de f'remkomne f'ormler. 

16.10.2. s~tnina. Lad ~:[a,b] ind i Rn være parameterf'rem-

stilling f'or en k gange dif'f'erentiabel kurve. Lad t
0 

være et 

punkt [a,b]. Lad S ~ Rn Vllire et underrum. Hvis Djz(t) f'or 

j= 1~ ••• ,k-1 tilhører s, medens Dkz(t) ikke tilhØrer s, eksi-

sterer der en omegn U af' t
0

, samt to positive tal ~ 1 og ~2 , så

ledes at af'standen 6(t) mellem s og punktet y(t) - z(to) f'or 

t E U tilfredsstiller ulighederne 

~ 1 1 ;-t
0

lk ~ 6(t) ~ ~2 1t-t0 lk. 

Bevis. Vi skriver t = t
0

+h. Af' 

k=1 . 
"\' DJY(t ) 

z(to+h)- y_(to) = L.o -j, o 
J= . 

sætning 16.10.1 f'Ølger, at 

Summen på hØjre side tilhører S, og vi f'år derf'or 6(t) ved at 

spalte de to sidste led i bidrag, som ligger i S og bidrag vinkel-

1 k ) ret på s. Hvis ~ er af'standen mellem S og punktet kf D y(t
0 

, f'år 

vi således 

Vi kan nu vælge U, således at 

11 ~ ( t o , h ) li ~ t~ 

f'or t
0 

+h E U, og sætningen vi l da være bevis t med ~ 1 = t~ og 

~2 = ~ ~. 
16.10.3. Def'inition. Lad y:(a,b] ind i Rn være parameterf'rem-
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stilling ror en n gange dirferentiabel kurve. Hvis det rar et

hvert t E [a,b] gælder, at vektorerne Dy(t), D2y(t), ••• ,Dny(t) er 

lineært uarhængige, kaldes y en monoton parameterrremstilling, 

og banen ror~ kaldes en monoton bue. For k= 1, ••• ,n-1 kaldes 

den k-dimensionale lineære mangroldighed, der indeholder punktet 

~(t) og er parallel med det ar Dz(t), ••• ,Dky(t), kaldes den 

oskulerende k-dimensionale lineære mangroldighed svarende til 

parameterværdien t. For k = 2 kaldes den specielt oskulations-

planen og ror n > 3, k = n-1 kaldes den oskulationshyPerplanen. 

Hvis y 1 = yo~ er en med y d-ækvivalent parameterrremstilling 

ror en n gange dirrerentiabel kurve, har vi 

= Dy ( ~ (u) )D~ (u) ~(u) 
2 

D!_1 (u) = Dy(~(u))D2~(u) + D2y(~(u))(D~(u)) 2 

nt1 (u) = + 3D2y(~(u))D~(u)D2~(u) + 

D3y(~(u) )(Dcp(u) )3 

og således videre. Generelt gælder, at Dkr1(u) er en lineærkombi

nation ar Dy(~(u)), ••• ,Dky(~(u)), og koerricienten til Dky(~(u)) 

er (D~(u))k. Dette vises let ved induktion. De øvrige koerricienter 

bliver mere komplicerede polynomier i D~(u), ••• ,Dk~(u). Resulta-

tet viser, at d-ækvivalente parameterrremstillinger har identiske 

oskulerende lineære mangroldigheder • 

. \.r sætning 16.10.2 rølger, at der t il en parameterværdi t
0 

svarer en omegn U, således at afstanden rra det til t +h svarende o 

kurvepunkt til den k-dimensionale oskulerende lineære mangfoldig-

hed i det til t
0 

svarende kurvepunkt ror t
0

+h E U forholder sig 

som jhjk+1, medens den tilsvarende arstand til en vilkårlig anden 

k-dimensional lineær mangroldighed gennem det til t svarende o 

kurvepunkt rorholder sig som jhjj med en værdi af j< k. Denne 
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bemærkning giver os en rent geometrisk karakterisering a~ de 

oskulerende mang~oldigheder. Disse er således koordinatua~hængige. 

16.10.4. De~inition. Lad y:[a,b] ind i Rn være en monoton 

parameter~remstilling. Lad (E1(t), ••• ,Qn(t)) være det til 

(~(t), ••• ,Dny(t)) svarende ortonormale sæt a~ vektorer. Sættet 

(E1(t), ••• ,En(t)) kaldes da den ledsagende ortonormale basis 

~or bevægelsen ~· 

Lemma 16.8.3 i ~orbindelse med bemærkningen e~ter de~ini-

tion 16.10.3 viser, at det ~ord-ækvivalente monotone parameter-

~remstillinger g~lder, at de ledsagende ortonormale baser er 

identiske ~or tilsvarende parameterværdier. Det er desuden klart, 

at den ledsagende ortonormale basis ~or ~ er koordinatua~ngig. 

Anskueligt kan man ~orestille 

basis anbragt ud ~ra selve 

kurvepunktet, så den ~Ølger 

bevægelsen, således som vi har an-

tydet det på ~iguren i til~ældet 

n = 2. 

16.10.5. Sætning. Med de i de~inition 16.10.4 benyttede be

tegnelser eksisterer der ~or hvert t E [a,b] et talsæt 

('A1(t), ••• ,'An_1(t)), således at . 
:!2.1 = "-1E2· 

Ek =-~-1Ek-1 + 'AkQk+1; k= 2, ••• ,n-1. 

Pn = "- 1I2. 1• n- n-

Bevis. I~Ølge sætning 16.9.1 eksisterer der en skævsymme

trisk matrix (Kjk(t)), således at 

J2.j = Kj1E1 + ••• + Kjnl2.n• 
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Da Q , ..• ,E er lineært uafhængige, er (K.k(t) entydig bestemt. 
1 n J 

Nu er Qk en linearkombination af Dy, ••• ,Dky med koefficienter, 

der ligeledes er udtrykt ved disse differentialkvotienter. Heraf 

følger, at Ek bliver en linearkombination af Dl, •.• ,Dk+1y med 

koefficient, som udtrykkes ved de samme differentialkvotienter • . 
Dette medfører, at Ek er en linearkombination af E1 , ••• ,Ek+1 ' 

altså at Kjk ~O for k > j+1. Da (Kjk) er skævsymmetrisk fØlger 

heraf, at Kjk =O fer j < k-1. Dermed har vi vist, at linearkom

binationerne kommer til at se ud som påstået i sætningen, idet 

skævsymmetrien medfører, at diagonalleddene forsvinder. 

For en monoton kurve y 1 = yo~, som er d-ækvivalent med y, 

får vi, idet vi skriver t =~(u), at 

og alle kofficienterne Ak vil derfor blive multipliceret med 

~(u) på grund af parameterskiftet. Et sæt koefficienter, der 

er uafhængige af parameterfremstillingen, får vi ved at vælge den 

naturlige parameterfremstilling, altså ved at benytte buelængden 

s som parameter. Derved får vi et talsæt (K1(t), ••• ,Kn_1(t)) de

finerede ved, at 

dQk = 
d s -K p +K n ·k= 2, ••• ,n-1. k-1-k-1 k~k+1' 

dpn 
--- -K p ds - n-1-n-1" 

16.10.6. Definition. De således definerede tal K1(t), ••• , 

Kn_1(t) kaldes kurvens kr~ninger i det til parameterværdien t 
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svarende kurvepunkt. 

16.11. Vi vil nu specielt studere til~ældet n= 3, altså 

de sædvanli~e rumkuvers teori. Vi vil nøjes med at betragte 

monotone parameter~remstillinger. I overensstemmelse ~ed .den 

sædvanlige praksis de~inerer vi den ledsagende basis lidt ander-

ledes end i det gene~elle til~ælde, idet vi de~inerer Q
1 

og ~2 
som ove~or men sætter Q3 = Q1 x J2.21 således at (Q

1
,Q2 ,J2.3 ) bliver 

en hØjreorienteret ortonormal basis for R3o Vi ~år da et sæt 

di~~erentiationsformler med ~Ølgende udseende: 

d:E.1 d:Q.2 dp3 
d s = K]2.2; ds = -KJ2.1 + 'r .!2.3; d s = -'i"J2.2 • 

Disse relationer kaldes Fr•enet 1 s ~ormler. 

Lad nu y:[a,b] ind i R3 være den monotone bevægelse. Vi har 
.. 

da hastigheden v = ~ og akcelerationen w = v = y. Endvidere er 

v v 

v =- = v ds ' 

hvor v = llvll er ~arten. For akcelerationen w har vi en ~remstil-

ling 

hvor wt er tangentialkomposanten og wn normalkomposanten a~ 

akcelerationen. Ved skalær multiplikation med 12.1 får vi 

w = w·n = 1(v•w). t - .!:::.1 v -- -

Ved di~~erentiation a~ ligningen ~ = v12.
1 

~år vi 

w = VE1 + VJ2.1 • 

Her er 

så vi ~år 
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Udtrykket Kv
2 

er akcelerationens normalkomposant, som også 

kaldes centri;etalakcelerationen. På den an~en side er nu 

wn~2 = ~ - WtE1 = w - ;c~·~)E1 = 
w - L(v•w)v 2-- _, 

v 

og kvadratet på længden bliver 
2 2 1 2 2 2 

wn =.! + 2(:!'~) - 2 (v·~) = 
v v 

2 2 2 
~ ~ - <:~·!!J 

v2 
, 

og dette er således værdien af (Kv2 )2 • Vi får derfor 

2 
:x = 

v2w2 _ (y·~)2 

v6 

Nu er v 2w2 - (~·~) 2 = (y x .!) 2 , så vi får 

Ily x :.!11 
K = 

At K er positiv fØlger af, at 

Kv
2 

= .!"1?.2 ) 0 

ifØlge definitionen af 1?.2• 

.tnskueligt kan krumningen K2 fortolkes som vinkelhastigheden 

i tangentens drejning, når kurven gennemlØbes med den konstante 

fart 1. Vektorerne I?.1 ,Q2 og E
3 

kaldes henholdsvis tangentvektor, 

hovednormalvektor og binormalvektor. 

Betingelsen .!•1?.2 > O sikrer, at v x w er ensrettet med 

1?.1 x E
2 

= 1?.2 , og vi har derfor 

y x :tY 

E3 = 11~ x .!11 • 

Vi indfØrer den afkortede betegnelse 

q = IlY x .!11, 
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så vi har 

• 

cm3 = Y x ~· 

Di~~erentiation giver 
• • 

cm3 + <J.E.3 = v x w+ v x w = v x !!· 

Nu er 
• d12 
123 = v ds = -'"l"V122' 

så vi ~år 

-'"l"v~2 + cm3 = v x !!· 

Ved skalar multiplikation med 122 ~år vi 
• 

'"l"V = . . . -v x Y!•E2 = v x 122 "!! 

Ved multiplikation med Kv2 ~år vi 

Da E
1 

og v er ensrettede, rår vi -

KV37: = V X W • ;., _, 

hvora~ ~Ølger • v x w•w 
7: = .,.,..llv_x_w.,.,.ll • 

Vi har dermed ~undet en ~ormel til beregning a~ rumkurvens 

anden krumning~, som også kaldes kurvens torsion. Den angiver 

den ~art, hvormed binormalvektor drejer, når kurven gennemlØbes 

med ~arten 1. Dette er det samme som dm ~art, hvormed kurvens 

oskulationsplan drejer, og torsionen er således et mål ~or, hvor 

hurtig kurven "vrider'' bort ~ra oskulationsplanen. 

16.12. Vi vil nu til sidst studere til~ældet n= 3. Vi vil 

også i dette til~ælde betragte en monoton parameter~remstilling 

..J::':[a,b] ind i :R2• Vi sætter som sædvanlig 

v = z, v = llvll, E.1 = ~ y. 

Vi de~inerer Q2 som ~remkommer a~ 121 ved en drejning på 1T +- o 
2 
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Ved dirferentiation af relationen 

'l = 

får vi 
• • • 

w= v= v~1 + vE1• 

Vi derinerer krumningen K ved relationen 

og vi har da 

så vi får fremstillingen ar akcelerationen ved tangential- og 

normalkomposant som for rumkurverne: 
2 

W = VJ2.1 + KV J2.2 • 

For plane vektorer r = (r1,r2 ) og s = (s1,s2 ) vil vi benytte 

planproduktet 

' 
og vi har da 

[y J2.2] = [ l21'E2] = v [ l?.1 , 122 J = v, 

så vi får 

L~ :!J 3 
=KV , 

altså 

K = 

til beregning af krumning. 

Vi har dirrerentiationsformlerne 

som svarer til Frenet's formler ror en rumkurve. 
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Kurven ~1 kaldes en afvikler af kurven ~· Vi ser, at at 

afvikleren igen har en monoton parameterfremstilling bortset 

fra de eventuelle punkter, hvor s+c = o. 

For en cirkelbevægelse 

får vi 

dQ1 = 
d s 

~(t) = (rcost, rsint) 

~(t) = (-rsint,rcost) = rQ1 
da 
dt =r 

(cost,sint) • ~~ = 

så vi får K = ~· I det generelle tilfælde er p = ~ således radius 

i en cirkel med samme krumning som kurven, og den betegnes derfor 

krumningsradius. Den er regnet med fortegn. 

For bevægelsen ~:[a,b] ind i R2 indfØrer vi evelutten ~*:[a,b] 

ind i R2 defineret ved 

* Y (t) =~(t) + PQ2 • 

Hvis vi nu antager, at K(t) og dermed p(t) er differentiable, 

får vi 
* d~ 

d s 

Idet vi benytter 

* angår y , får vi 

d ~ dn dQ2 
= ~ + ~ E2 + P ds = 

E1 + ~ E2 - PKQ1 = ~ E2· 
* betegnelserne Q1, 

for ~~ > o, at 

* * 

* * Q2' K 

E1 = ~2 ' Q2 = -Q1 

ds* _ ~ 
ds - ds • 

for de størrelser, der 

Ved integration af den sidste ligning får vi 

* s = p - p ' o 

hvis p er krumningsradius i det til a svarende kurvepunkt, og 
o 
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buelængden på evalutten regnes ud fra det tilsvarende punkt. 

Resultatet viser, at en kurve med voksende krumningsradius er 

afvikler af sin evolut. Ved overgang til en modsat kurve ses de-:~ 

samme at gælde, når krumningsradius er aftagende. 
,n 

16.3. Vi vil også tale om en bevægelse y:I ind i R ~ hvor I 

er et vilkårligt interval. Vi kan da regne buelængden s ud fra 

et vilkårligt punkt. Alle begreber, som ovenfor er indført, vil 

da eksistere, hvis y opfylder de nødvendige differentiabilitets

betingelser. 
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Lette opgaver. 

1. Hvad er banen f'or den ved 

x1 = ..o:'i.rctg t 

x2 = Are cot t 

= Arctg 2t 
x3 t2 1 -

definerede be":'"ægelae <lU ]-1; 1.[ ind i :R3 • 

2. Lad r være en cirkelperif'eri. Vi kan tænke os r givet ved en 

parameterf'remstilling 

x = a + r cose 9 y = b + r sine; e E R, 

idet r så gennemlØbeB uendelig mange gange. Lad ep :r på r være 

bijektiv og kontinuert. Vis, at der.eksisterer en strengt 

monoton, kontinuert af'bildning Ø:R på R, således at 

v e E R(cp(a+rcose,b+r sine) = (a+rcos Ø(e),b+rsin Ø(e)). 

Vis, at denne betingelse entydigt f'astlægger Ø bortset f'ra 

en additiv konstant 2prr,p E R. Vis, at Ø tilf'redsstiller 

betingelsen 

v e E R(Ø(8+2rr) = ø(e) ~ 2w), 

hvor det øverste f'ertegn gælder, hvis Ø er voksende, medens 

det nederste f'ortegn g~lder, hvis Ø er af'tagende. 

3. En bevægelse y:[a,b] ind i Rn kaldes lukket, hvis y(a) = 

~(b). Vi indf'ører en bevægels e ~1 : [a, b] ind i :R2 ved 

y 1(t) = (cos~:: , sin~~:). 

Banen r= ~1 ([a,b]) er en cirkelperif'eri. Vis, at der eksi-

' ' . -n o sterer en og kgn en kontinuert af'bildning ~:r ind 1 R , sa-

ledes at~= ~oy 1 • 
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4. Lad r være en cirkelperi~eri. Det ~remgår a~ opgave 3, at 

enhver lukket bevægelse kan tænkes givet ved en kontinuert 

a~ildning ~:r ind i Rn. Lad nu ~1 ,~2 :r ind i Rn være lukkede 

bevægelser. Vi skriver ~1 c ~2 , hvis der eksisterer en kon

tinuert, bijektiv afbildning ~:r ind i r , således at 

~1 = ~2 o~, og den e~ter opgave 2 til ~ svarende afbildning. 

~:R ind i R er voksende. Vis, at~ er en ækvivalensrelation. 
c 

Ind~Ør også modsatte lukkede bevægelser i analogi hermed. 

5. En lukket bevægelse ~:r ind i Rn (se opgave 2,3 og 4) kaldes 

simpel, hvis ~er injektiv. Vis, at to simple lukkede bevæ

gelser [11 ,~2 :r ind i Rn enten til~redsstiller ~1 ~-~ ~2 eller 

er modsat. 

6. En bevægelse y:[0,2] ind i R er bestemt ved 

y(t) = t(t-1)(t-2). 

Udregn vejlængden. 

7. Bestem vejlængden ud ~ra det til t =O svarende punkt som 

fUnktion a~ t ~or den ved 

y1(t) = t2 , y2(t) = t3 

de~inerede bevægelse: y:R ind i R2• 

8. En plan kUrve er givet i polære koordinater ved en ligning 

r = ~(®), ® E [a,~]. 

Vis, at kurven har længden 

9. Opstil en ~ormel til bestemmelse a~ buelængden a~ en parabel-

bue • 
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10. En cirkel med radius a ruller uden at glide på en ret linie. 

Vis, at bevægelsen f'or et punkt på perif'erien (i et koordi-

natsystem med linien, hvorpå cirklen ruller, som x-akse, og 

med begyndelsespunkt et sted, hvor det bevægelige punkt er 

på x-aksen) er givet ved 

x = a(t - sint), y = a(1 - cost), 

idet cirklen under rulningen drejer med vinkelhastighed 1. 

Bestem buelængden som f'unktion af' t. Kurven kaldes en ( s~d

vanlig) cykloide. 

11. Udregn vejlængden f'or den ved 

- 3 3 x - acos t, y = asin t 

def'inerede bevægelse ~:[0,2~] ind i R2 • 

12. Vis, at den ved 

x = acost, y = asint, z = ht; a > o, h ~ O, 

def'inerede bevægelse ~:R ind i t er simpel. Banen kaldes en 

skruelinie. Udregn buelængde, krumning og torsion. 

13. Udregn buelængde og krumninger f'or d en ved 

x1 = a cos at, x2 _ = a sin at 

x3 = b cos ~t, x
4 

= b sin ~t 

def'inerede bevægelse: ~:R ind i R4. Vis, at bevægelsen er 

simpel, hvis og kun hvis a- 1 ~ er irrationel, men at banen 

i dette tilf'ælde ikke er af'sluttet. 

14. Udregn buelængden og den ledsagende ortonormale basis f'or 

den ved 

x = acos3t, y = asin3t, z = ~ a(t+sintcost) 

def'inerede bevægelse y:]-~,~[ ind i R3. 
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15. Vis, at normalen i et vilkårligt punkt ar en sædvanlig 

cykloide går gennem den rullende cirkels røringspunkt, og 

at krumningsradius er dobbelt så stor som arstanden til 

røringspunktet. Vis dernæst, at evelutten er en sædvanlig 

cykleide (se opgave nr. 10). 

16. Opstil en rormel til beregning ar buelængden ror en cirkel-

arvikler. 

17. En logaritmisk spiral er en kurve, som i polære koordinater 

er givet ved en ligning ar rormen 

r = ea®+b, 

hvor a og b er konstante. Opstil f'ermel til beregning ar 

buelængden ror en logaritmisk spiral. Vis, at vinklen mel-

lem radiusvektor og kurvetangent er konstant, og undersøg, 

om der rindes andre kurver med denne egenskab. Vis, at en 

logaritmisk spiral er kongruent med sin evolut. 

/ 
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