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HT 1965-66 Rettelser 1. 

Fra J. Garsoux: Espaces vectoriels topologiques et distri-

butions, side 4-9 9 har vi fØlgende betegnelser: 

Li mængden af Lebesgue integrable funktioner på ~n. 

Li mængden af Lebesgue integrable funktioner på K. 

~.m mængden af komplekse funktioner på ~ng for hvilke alle par-

tielIe differentialkvotienter indtil orden m eksisterer og 

er kontinuerte i ~n, og hvis støtte er kompakt i :Rn • 

~~ det samme; blot er støtten indeholdt i K. 
tf) D'i o 
I():x , dvs. mængden af kontinuerte komplekse furk tioner på 

~n, rt hvis støtte er kompakt • 

.2;0 
K 

,rjjoo 

",,00 
<>L-'K 

mængden af vilkårlig ofte differentiable komplekse funktioner 

på ~n (der er her intet krav til støtten). 

Der gælder fØlgende relationer mellem disse rum: 

·2'lK c ,~ c ~2 m c ~ c L 1 

Endvidere er 

U .. ;x.m 
~IK 

K 

cx m = !",.() , 
e-

...... 
< " o,J.I(,: 

U ,.j'; - ('/i) -.-K - ',.(..-' , 
K 

9:D 
U ,t''' .. ,' K 
K m 

c· 
=~/) 

1 0 En distribution er et element i.2J '; en distribution er al t­

så en kontinuert linearfo rm på;2) • 

20 En distribution ef orden ~ m er et element i (~Z! m),; den er 

altså en kontinuert linearform på ~~m. 

30 Et mål er et element i ~;l; et mål er således en kontinuert 

linearform på f. 



Forelæsning til 2. del, 1965-66, 1 • 

Distributioner, 

En gennemgang af den matematiske analyse afslører på et 

ret tidligt tidspunkt, at begrebet "differential" ikke er sær" 

lig tilfra.daS:t1Uellde. For det fØrste er klassen af differen ... 

tiable funktioner lovlig eksklusiv. For det andet viser det sig, 

at en funktions differentialkvotient ikke bestemmer funktionen 

på nær en konstant, men kun på nær en singulær fUnktion, og 

diskontioJli tete!' beherskes slet ikke i denne sammenhæng. 

Tidligt i dette århundrede viste Hadamard, at det var mu­

ligt at forbedre differentiationsbegrebet, således at stamfunk­

tioner kunne fastlægges på nær en konstant også i omegnen af 

visse singulari teter. Hadamard gennemfø·rte dette ved at benytte 

en særlig definition for differentialkvotienten af den uendeli-

ge del af fUnktionen, idet han trak den uendelige del ud som et 

additivt led. Et meget specielt tilfælde af denne ide kan m dda 

føres tilbage til Cauchy, 

Fysikeren Dir.ak indfØrte i sin lærebog i kvantemekanik 

den såkaldte o-funktion. Han betragtede integral transformationer; 

Vi betragter klassen af kontinuerte afbildninger ~: [-1,1] ind i 

~, samt integraltransformationenJt, hvor K:[-1,1]x[-1,1] ind i 

~ er en kontinuert afbildning, idet 

~~(xl = 1: K(x,yl~(yldy. 
Disse integraltransformationer er organiserede ved sammensætning 

J(1 o J<~, og vi har 

:k1o~~(xl = 11 k1(X,yl!.1 K2(y,zl~(zldZdy = 

1 ~ /1 -1 (. K
1 

(x,y)K2 (y, z.)dy)~ (z )dz, 
t .-1 



2. 

1 
således at·J<1°~~ modsvarer I K1(x,Y)K2(y,~)dY. Derved organi­

-1 

seres klassen a~ afbildninger K åbenbart som en ikke kommutativ 

ring. Denne ring har ikke ~oget i-element. Hvis 6(X,y) var 1-

element, havde vi 
1 

VK(X,y) : I 6(x,y)K(y,z)dy = K(x,z), 
-1 

altså specielt ~or o(y) = 6(X,0), at 
1 

VK(x,y) : I o(y)K(y,z)dy = K(O,z) 
-1 

eller - endnu mere specielt: 

1 
V,: I o(x),(x)dx = ,(O). 

-1 

Vælger vi nu , med et gra~isk billede som antydet pA. ~igu-

ren, ~år vi åbenbart 
1 '11 o(x),(x)dxl ~ 2a suplo(x)l, 

og vælger vi ,(O) > 2a suplo(x)l, ~år vi 
1 

I/o(x),(x)dxl < ,(O). 
-1 

Hera~ ~ølger, at ringen ikke har 1-

element. -(3 (I CJ 

Det er selv~Ølgelig en enkel sag at adjungere et 1-element 

til ringen, og dette i-element har endda en konkret betydning -

nemlig som den operator, der tilordner enhver ~unktion til sig 

selv. Dette svarer da også til, hvad man sædvanligvis gør i in-

tegralligningsteori. 

Dirak ind~Ørte imidlertid en tI'ideal ~unktion" o(x), som 

~or ethvert , til~redsstiller betingelsen 
00 

I o(x),(x)dx = ,(O), 
""bo 

Bemærkning: Om o(t), se H. Bremermann: Distributions, 

Complex Variables, and Fourier Trans~orms, side 31 og 515 



idet vi nu betragter at'bildninger cp: :R ind i C. "Funktionen" 

o må have f'ølgenmE egenskaber: 

o(x) ~ O f'or alle x 

o(x) = O f'or x t O 
co 

1 o(x)dx = 1. 
00 

Dirak antog brutalt disse egenskaber og han kunne da slut-

te 
00 00 00 

.L,o(x)cp(x)dx = looo(x)cp(O)dx + [ooo(x)(cp(x) - cp(O»dx = cp(Q), 

idet den sidste integrand er O f'or alle x. Endvidere f'ås 
00 00 

~o(x-y)cp(y)dy = [ooo(u)cp(X-U)dU = cp(x), 

så o(x-y) giver den savnede enhedsoperator. 

Sætter vi 

{

O f'or x < o 
e(x) -

- 1 f'or x > O, 

da har vi Stieltjes-integralet 
00 

.L,Cp(x)de(x) = (1-0)cp(0) = cp(O). 

Vi ser såled~s, at de(x) = o(x)~, så o er en slags diff'eren-

tialkvotient af' e. Ulykken er blot, at o ikke eksisterer, og at 

dens postulerede egenskaber er indbyrdes modstridende. 

Laplaces dif'f'erentialligning 
2 2 

Q..J:!.+o~_O 
ox2 Oy2-

har som løsning netop enhver f'unktion g(x,y), f'or hvilken der 

eksisterer h(x,y), således at f'(z) = g(x,y) + i h(x,y) er en 

analytisk f'unktion af' z = x + iy. Enhver lØsning til dif'f'eren­

tialligningen er en vilkårlig of'te dif'f'erentiabel f'unktion. Ved 

studiet af' Laplaces dif'f'erentialligning mØder man derf'or ikke 

Bemærkning: e kaldes også Heavysidef'unktionen (se H. Bre­

mermann~ side 1) 



vanskeligheder med differentiabilitet. 

Forholdene er ganske anderledes for den analoge differen-

tialligning 

02u 

ox
2 

Enhver funktion af formen ~(x+y) + ø(x-y), hvor ~ og ø er vil-

kårlige to gange differentiable funktioner af 1 variabel, til-

fredsstiller åbenbart ligningerne. Lad og prØve transformattonen 

f = x~y , n = x-y. 

Vi får åbenbart 

au ~+ Ql!. 2l!- au 21! ox = af an' --oy - af an 
2 2 02u 2 02u o2u o2u 2 

o u Q...l!. + 2 + a u. + o u 
~ = Oy2 :; Of2 -

2
ofon ~, of2 ofon Ol?' ox on 

så ligningen bliver til 

02u 
ofon = O. 

Denne ligning har åbenbart den fuldstændige løsning 

~(f) + øen), hvor ~ og ø er vilkårlige differentiable funktioner, 

Dermed har vi faktisk bevist, at den oprindelige differential-

ligning ikke har andre to gange differentiable løsninger end de 

allerede anfØrte. 

Overgangen fra (x,y) til (f,n) er et uskyldigt koordinat-

skifte i planen. Dette skifte 

således differentialoperatoren 

0
2 

i differentialoperatoren ofon. For en to 

gange differentiabel funktion giver de 

to differentiationsprocesser altid sam-

me resultat. 



Det fremgår imidlertid også, at vi opnår en generalisat~on 
2 2 

af operatoren a 2 - o 2 ved simpelthen at foretage koordinat­
ox oy 

skiftet før differentiationen. Derved bliver operatorens defini-

tionsmængde udvidet ganske væsentligt. 

Funktionen Ix-yl er ikke en lØsning til den oprindelige 

differentialligning, men den transformerede lØsning Inl kan ud-

mærket accepteres som løsning til den transformerede ligning. 

For Ix-yfr eller . (x_y)4/3 gælder det endda, at de transforme­

rede funktioner In1 3/ 2 og n4/ 3 har de relevante differential-

kvotienter for begge valg af differentiationernes rækkefølge. 

Af hensyn til anvendelserne er det i hØj grad ønskeligt, at ope-

0 2 2 
ratoren ~ - d:- er defineret for de her nævnte fUnktioner, og 

oX Oy2 

dette har man blandt andet netop opnået ved fortolkninger som 

de her antydede. 

Materialet er langt fra udtØmt. Siden 1880 er utallige ge-

neralisationer af funktionsbegrebet blevet indfØrt som hjælpe-

middel ved snart en snart en anden opgave. De fleste af disse 

hentet fra differentialligningsteori. De af Laurent Schwarz 

indførte distributioner er en universel generalisation af funk-

tionsbegrebet, omfattende størstedelen af de tidligere benyttede. 

Inden vi går i gang med distributionerne, må vi dog indføte 

nogle hjælpemidler, og i fØrste omgang vil vi kort omtale en me-

re speciel generalisation af funktionsbegrebet. 



6. 

1. kapitel. 

Abstrakt mål- og integralteori. 

Vi ~år brug ~or et a~snit a~ teorien ~or Lebesgue-8tieltjes-

integraler, og vi vil udvikle denne teori i det omfang, der vil 

vise sig nØdvendigt. Vi vil selv~ølgelig lægge vægt på netop de 

egenskaber, der kan bidrage til at kaste lys over distributions-

teorien. Det kommer til at dreje sig om ~lere ~orskellige a~-

snit a~ teorien. 

~~fin1~ion 1. Lad M være en mængde. Et system !:P ~ D(M) 

~:aldes et er-legeme på M, hvis 
00 

(A' c (P , 1 2 ) U' c (P 
J
, <:. LJ , J = , ,... ~ A, <:. '"~o 

j=1 J 

Disse betingelser med~ører umiddelbart, at foreningsmængden 
(1) fj::' 

af' endelig mange mængder ~ra ... .' tilhører <...J , idet 

A
1

U •.• uJ~ = h
1

U ••• u~ul1cuj~U •••• 
r' ~ ~ ,/J Ir . \? 

Hvis li. E .. J vil al t~å også Au (M\A) = M t:i,lhØre '-" • HviS .ti. j E ,_I , 

(p 
j = 1,2, ••• ~ølger umiddelbart, at nA.j E.",. ,'_, 

f ' . 

~~figj. tion 2. Lad M være en mængde, og lad ... 1' 
o 10 >. legeme pa M. En a~ildning jJ.: ,_ ind i Li kaldes et 

mål på M, så~remt 

00 

~~J1(A.) 
j=1 J 

00 

=J1(UA j ). 
j=1 

Dette gælder ~or endelige summer, da 0 E,~ 

være et er-

endeligt 

Vi har en triviel opspaltning i realdel og imaginærdel 

Bemærkning: Det er implicit givet i ~ormuleringen, at 
00 

summen ~ J1(A j ) er konvergent. 
j=1 



og ~i og ~2 er åbenbart reelle, endelige mål på M. Omvendt vil 

to reelle endelige mål definere et komplekst, endeligt målo 

§~tning, 1. Et endeligt mål er begrænset. 

6) (7J 
Bevis: Vi betragter fØrst A E j • Sål gælder M\A E .. j • For 

enhver mængde B E ':1) har vi en opspaltning 

B = (AnB) u((M\A)nB), 

hvilket viser, at enhver mængde B E,!;P har en opspaltning 

B=B1u B2 , hvor Bi E!J , B2 E_tf og Bi c A, B2 c M\A. Heraf føl­

ger, at ~ er begrænset, hvis ~ blot er begrænset såvel for del­

mængder af A som for delmængder af M\A. 

Vi beviser nu sætning 1 indirekte. Vi antager altså, at ~ 

ikke er begrænset. Vi kan da vælge A.E~, således at 

I~(A)I ~ I~(M)I + 1, og vi har da 

I ~ ( M\A) I = I ~ ( M) -~ (li.) I ~ 1 o 

Vi har således spaltet M i mængderne li. og M\A, der begge har 

mål numerisk ~ 1. Endvidere er M ikke begrænset på begge de to 

mængder. Med ændrede betegnelser har vi således en opspaltning 

M = B1uM
i

, Bi nM1 = øj Bi ,Mi E g 
IM(Bi ) I ~ 1, M ubegrænset på Mi'· 

Vi vælger nu Ai ~ Mi' Ai E!J, således at IM(Ai )1 ~ IM(Mi )1 + 1, 

og vi får da I M (M\Ai ) I ~ 1i, så vi får en opspal tning 

M = Bi uB2uM2 , Bi nB2 = ø; (Bi uB2 )nM2 = ø; Bi ,B2 ,M2 E!l 
IM(Bi ) I ~ 1, IM(B2 ) I ~ 1, M ubegrænset på M2 " 

Fortsættelse af processen giver en følge af disjunkte mængder 

Bi ,B2 ,."·, som alle tilhører!? , og som alle har I~ (B j ) I ~ 1. 

Dette strider mod ligningen 



8. 

som kræver, at række~ på hØjre side er konvergent (endda absolut). 

Det er klart, at summen af to endelige mål på M er et en-

deligt mål på M. Det er ligeledes klart, at et komplekst tal 

gange et endeligt mål giver et endeligt mål. Ved disse operationer 

er mængden af endelige mål på M org~niseret som et vektorrum på 

M. Der er her tale om et vektorrum over de komplekse tal. Mængden 

af reelle, endelige mål på M er selvfølgelig et vektorrum over 

rl.p' reelle tal o 

Mere specielt kan vi tale om positive, endelige mål på M. 

Det er klart, at et positivt tal gange et positivt endeligt mål 

giver et positivt mål. Det er også klart, at summen af to posi-

tive, endelige mål giver et positivt endeligt mål. Mængden af 

positive endelige mål er derfor en kegle i vektorrummet af reel-

le, endelige mål - den positive kegle. 

Hvis ~1 og ~2 er reel~e endelige mål på M, vil vi sige, at 

~1 ~ ~2' hvis ~2-~1 er et positivt mål. Dette er en ordensrela­

tion på vektorrummet af reelle, endelig mål på M.·Den er invari-

ant, og vektorrummet er derfor et ordnet vektorrum. 

(j) 
Sre;tnigg go Lad ~ være et ~el t, endeligt mål på et o--legeme ... .1 

(;;j" på en mængde M. For ethvert A ~ M med A €~. sætter vi 

~~(A) = sup[~(B)IB r;: A A B E!:? 1. 
D + +, t' o l o Q o a er ~o og ~o = ~o-~ pos~ ~ve ma pa ~ • Malet ~ kan skrives 

+ - + - Q på formen ~ ==~ -~ , hvor ~ og ~ er posi tive mål påJ , og for 

enhver sådan fremstilling gælder ~+ ~ ~~ og ~ ~ ~o. 

for 

Bevis: Af sætning 1 fØlger, at ~~(A) har en endelig værdi 
(I) 

ethvert A EJ . Lad os nu antage, at vi har en fpe.~stilling 



( 
\ 

00 

A =. U A , 
n=1 n 

9 .. 

hvor mængderne An er dis junk te IO Vi har da f'or B E .... ? , B ~ A, a:'l 

~(B) = h~(AnnB) ~ h~~(An). 
(;' 

På de)~ anden side kan vi vælge Bn E:J..J, Bn ~ An' således at 

og heraf f'Ølger nu, at 

~~ (A) = h~~ (An) , 

': hJ/+(A ) - E, 
t:.; 1-"'0 n 

+ + så ~o er et positivt endeligt mål. Så er ~o-~ = ~o også et po-

sitivt, endeligt mål, og vi har f'remstillingen 

+ 
~ = ~o -~o· 

+ 
~ = ~ -~ , 

+ hvor ~ og ~ er positive mål, f'ølger generelt f'or B ~ 
(7'. 

A, B,AE....;.J 

at 

~ +(11.) ~ ~ +(B) l ~(B), 
+ + så vi har ~ f ~oo Dermed er hele sætningen bevist. 

P"3_:fj'!J.j:!-L<?_l!~2.p Lad !P være et er-legeme på en mængde M~ En af'bild­

ning f': M ind i R* kalde8 ~? -målelig, såf'remt 

'Ila E R* 
'-;-. 

fxlf'(x) < aJ E.:././ /\ 

/\ fxlf'(x) > aJ E JU /\ 
fx I f'(x) ~ aJ E ~'? /\ 
fxl f'(x) f al E_? 

~E~nB-2o Fuructionen i def'inition 3 er ~-målelig, hvis blot 

en af' de f'ire betingelser er opf'yldt f'or alle rationale værdier 

af' a. 



10. 

Bevis: Lad os antage, at den ~ørste betingelse er opfyldt for 

rationale værdier af a. Da vi har 

[xlf(X) < al = U [xlf(x) < rl 
rEQ 

[xlf(x) ~ al = 

r<a 

n [xlf(x) < rI 
rEQ 
r>a 

vil de to første betingelser være opfyldt. De andre to fås ved 

overgang til komplementærmængder. 

sætning bt. Lad f være g-målelig. For a, b E ~* gælder 

[xla < f'(x) < bl E: ~ 
(=) (=) 

Bevis. Klart. 

Lemma 1 .• Lad f' og g være g-målelige. Da gælder 

[xlt(x) < g(x) 1 E: ~p 
(=) 

Bevis. Vi har 

og 

[xlf(x) < g(x)l = U ([xlf'(x) < rln[xlg(x) > rl) 
rE Q. 

[xl f'(x) ~ g(x) l = M\{ xl g(x) < f(x)}, 

hvoraf' sætningen umiddelbapt følger. 

Sætning 5. Lad f være _':P-målelig og lad k være et reel t tal. Vi 

sætter 0.00 = c, hvor c ~ ~* er fast valgt. Med denne definition 

er kf' J)-målelig. f+k er ..... rp-målelig. 

Beviset er trivielt. 



S~tnin~. Lad f og g være JP-måleligeo Vi sætter 

c E f(* er fast valgt. Da er g-f \..?-målelig. 

Bevis. Vi har 

iii. 

= c, hvor 

!xlg(x)-f(x) > al = !xlg(x) > f(x) + al U !xlf(x) = g(x):~±x'l 

hvor det sidste led kun medtlages for a < co 

Sæ.tning 7. Lad f være 'yJ-målelig. Da er f'2~·-målelig. 

Bevis: For lID < o er [xl(f'(x))2 > al = M. For a f O er 

[ x I (f' (x) ) 2 > a j = f x I f ( x) > va l u f x I f ( x) < ... / a l • 

Defini tion 4. Lad [f'.1 j EJjvære en familie af reelle funktioner 
J 

på M. Lad f
1 

og f 2 være reelle funktioner på M. Værdi + 00 til-

lad t. Vi definerer funktioner \J f'., f1vf'2.' 1\ f. og f
1
/\f2 "\led 

jEJ J jEJ J 

V f'.(x) = sup[f'.(x)lj E Jj, (f
1
vf'2)(x) = SUP[f

1
(x),f'2(X)j, 

jEJ J J 

og de to sidste analogt med inf i stedet f'or sup. 

Sæ;tnine; 8. Lad [f.1 j E Jl være en hØjst numerabel familie af j:J­
J 

målelige funktioner. Da er \/ f'. og /\ f. ligeledes.P -målelige e 

jEJ J jEJ J 

Bevis: 

fxl V f'/x) > aj = U [xlf.(x) > aj. 
jEJ jEJ J 

[xl /\ f .(x) ~ al = n [xl:C.(x) f a 10 
jEJ J jEJ J 

Heraf følger påstanden umiddelbart. 

Hvis (f j) er en følge af reelle fUnktioner, kan vi på na-



turlig måde indfØre lim sup f j og lim inf 

(lim sup fj)(X) = lim sup(fj(X)), 

(lim inf fj)(x) = lim inf(fj(x)). 

Vi har da 

lim sup f. = /\ \j f'k' lim inf f. 
J ·E~ k) . J J =J 

Altså har vi følgende sætning: 

~ 

12., 

f. definerede ved 
J 

'Ir ..... 
Sætning 9. Lad (f.) være en følge af ~-målelige funktioner~ Da 
~--- - - J 

</>0 er lim sup f j og lim inf f j ligeledes ~ ~malelige. 

pefiniti2~_5. Lad 

på Mo Med Erp vil 

(j) 
M være en mængde, og lad~! være et er-legeme 

(J 
vi betegne mængden af .:.; -målelige funktioner, 

'-" 

hvis værdimængde er en endelig delmængde af R. Hvis f E E~ har 

værdimængden [bi' •• o 1bq), mens fJ, er et mål på "rp , kaldes udtr;yl~­

ket 

for fJ,-integralet af f. 

Hvis vi har en fremstilling 

M = .h.1u ••• uAn 

af M som foreningsmængde af disjUnkte mængder, der tilh0t'8t' 'T-

f} legemet ~ 1 mens c1 ' ••• ,cn er vilkårlige reelle tal, da vil den 

vEd 

f(x) = c for x E A , v = 1, ••• ,n v v 
definerede funktion tilhØre E~ , og vi har 

. n 
\fdj.t = b c fJ,(A ) 
o v=i v v 

Hvis c1 , ••• ,cn er indbyrdes forskellige, er dette blo~ en Rnde:D 



formulering af definition 5. Hvis nogle af tallene c er ens, v 

følger det umiddelbart af målets additivitet, at det nye udtryk 

for integralet er identisk med det gamle. 

Sætning 10. For k E R; f~f1,f2 E E~ gælder 

kf E E,jD ~ f'1+f2 E E,.7-> , f 1f 2 E EJ> ' f 1vf'2 E EJ:' ' f 1J\f2 E.: E,? 

'~kfdp, = k~fdf.l~ ~(f'1+f'2)dp, = \ f 1df-L + ) f 2df-L o 

Hvis f.l,f.l1,f.l2 er mål på ~)gælder endvidere 

S fdkf.l = k ~ 1:df-L, }fd(f.l1 +f.l2) = J f'df.l1 + ~ fdp, 2' 

Bevis :Næsten helt indlysende,. 

Sætning 11. Lad f.l være et posi ti vt mål på:J • Den ved 

jJ.(f') = ~fdf.l 

definerede afbildning 

j1.: E:1 ind i R 

er da monotont voksendeD 

Bevis: Næsten h~lt indlysende. 

Vi vil nu indfØre ~t generelt til ~-målet svarende inte-

gral. Metoden er en kopi af den fra Riemann-målet kendte. Det 

vil vise sig, at alle ~-måle]ige funktioner bliver integr@ble~ 

Takket' være, at målet er fuldstændigt aadi tivt, 'hli vel'samrnen-
~ lkkere end for Riemann-integra­

hænge n mellem mål og jntP8~~~ pID1 

let. Sædvanligvis vi~ også visse ikke~)-målelige funktioner 

blive integrable således, og derved fører integralet til en vis 

udvidelse af' målet f.lo Det vil vise sig, at den fremkomne udvide~ 
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se er et engangs-fænomen, idet et integral indført på basis af 

det udvidede mål ikke giver anledning til yderligere udvidelse 

af målet. Dette giver anledning til indførelse af betegnelsen 

fuldstæn2igt mål for et mål, der ikke udvides ved overgang til 

det tilsvarende integralbegreb. 

Definition 6. Lad ~p være et ~-legeme på en mængde M. Lad ~ væ­

re et positivt, endeligt mål på M. Lad f: M ind i :R være en be-

grænset funktion. StØrrelserne 

lfdj.t = sup {! q>d~ I q> E EJ' /\ q> S f 1 
!fd~ = inf t! q>dp, I q> E Ey /\ q> ~ f 1 

kaldes det nedre og Øvre ~-integral af f. Hvis [f~ = lfd~ kal­

des den fælles værdi ~-integralet af f og betegnes !fqu, og 

funktionen f siges at være ~-integrabel. 

Definitionen af ~-integralet og af ~-integrabilitet vil blive 

udvidet til også at omfatte visse ikke begrænsede funktioner. 

Bevis: Det følger umiddelbart af sætning 11 • 

Sætning 13. For k ~O gælder 

l.kfd~ = k.l.f~, lkfd~ = kffd~, !..-kfd~ = -klfdp" l-kf~ = -k[fd~. 
Hvis f er ~-integrabel, er kf ligeledes ~-integrabel, og 

Jkf~ = k!f~ 

Beviset er umiddelbart. 



Sætning 14. For vilkårlige begrænsede funktioner f i og f 2 gælde]' 

Hvis f 2 er ~-integrabel~ fås specielt 

[(f
1 
+f2)d~ ::; [f1 d~+!f2d~; J(f1 +f2)d~ ::; Jf1 d~+!f2d~ o 

Hvis f
1 

og f
2 

begge er ~-integrable, er f 1+f2 ligeledes ~-inte-

grabel, og 

Bevi§: Vi har for ~1 ~ f 1 , ~2 ~ f 2 , ~1'~2 E EJj , at 

!~1d~ + !~2d~ ~ !(~1+~2)~ ~ [(f1+f2)d~, 

altså 

supf!~1d~1 + supf!~2d~1 ~ L(f1+f2)d~, 

hvilket medfører,at 

[f1d~ + Lf2d~ ~ 1(f1+f2)d~o 

Heraf følger igen 

De øvrige uligheder vises analogt. De sidste dele af sætningen 

følger umiddelbart. 

Mængden af ~-integrable!, begræ:n.seo.e :funktioner udgØr såle-

des et vektorrum lover de reelle tal. 
~ 

§~ging 150 Enhver begrænset ~-målelig funktion f; M ind i R 

er ~ målelig.-~ 

~6vi~: Vi vælger a,b E R, således at f(jD) ~ [a,b]. Lad nu € være 



et positivt tal. Vi vælger en inddeling 

a = Yo < Y1 < ••• < Yn = b, 

således at 

Idet vi sætter 

Ak = fx E MIYk-1 ~ f(x) < yk l, 
får vi en inddeling 

M = A1u ..• uAn 
af M i disjunkte delmængder. Vi definerer ~1~~2 E E~ ved 

-
Yk-1

J
l for x E ~, k = 

= Yk _ 
1, ••• ~n 

Vi har da 

W1(X) ~ f(x) ~ ~2(x) 

for ethvert x E M. Altså har vi 

Tf~-lfd~ ~ J~2d~-J~1d~ = J(~2-~1)d~ ~ J~~ = ~fM)~(M) = E, 

hvilket viser, at f er integrabel. 

§~ng 16. For en begrænset ~-målelig funktion gælder 

[vx(f(x) ~ O) A Jfd~ = O] ~ ~(fx E Mlf(x) > 01) = o. 

Bevis: Lad os antage betingelserne på venstre side af pi-

len opfyldt. Vi har nu for ethvert E > 0, at 

altså 

Nu er 
~ 1 1 

~(fx E Mlf(x) > O~) = ~( U fx E Min ~ f(x) < ~1) = 
n=1 
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n§1 tl ([X E MI* ~ 1'(x) < n~1}) ~ n~/L({X E MI f(x) ~ *D = O, 

h~or & skal læses som ~. Dermed er påstanden bevist. Vi under­

streger, at den fuldstændige additivitet af målet er væsentlig 

for beviset. Sætningen gælder da heller ikke for Riemann-inte-

graler. 

Sætning 11. Den ved ~(f) = If~ definerede afbildning ~: I ind j.L 
i ~ er monoton. 

Bevis: Af f ~ g følger I(g-f)~ ~ O, altså Ig~ ~ If~. 

Sætning 18. For en begrænset funktion f: M ind i ~ gælder 

[3E ~ M : j.L(E) = O A {x E Mlf(x) f O} ~ EJ ~ If~ = O. 

Bevis: Vi vælger a og b, således at feM) ~ [a,b]. Så er 

O = j.L(E)a ~ Ifdj.L ~ j.L(E)b = O. 

Sætnine 19. En begrænset funktion f: M ind i ~ er j.L-integrabel, 

hvis og kun hvis der eksisterer en mængde E ~ M med j.L(E) = O 

samt en begrænset ~-målelig fUnktion 1'1: M ind i ~, således at 

f(x) = f 1 (X) for ethvert x E M\E. Hvis f er j.L-integrabel kan ~i 

med den nævnte egenskab endda vælges således at VX E M : 1'1 (x) ~ f(x) 

~åledes at Vx E M: 1'1 (X) , f(x). 

Bevis: Vi beviser fØrst "hvis"'. Vi tænker os 1'1 og E valgt såle-' 

des at j.L(E) = O og vx E E : 1'1 (X) = f(x). Så er 1'1 j.L-integrabel 

ifølge sætning 15. Endvidere er 1'-1'1 j.L-integrabel ifØlge sætning 

18; altsa er f = 1'1+(1'-1'1) ligeledes j.L-integrabel. 
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Lad os dernæst antage, at f er ~-integrabel. For ethvert 

n E: ~ vælger vi ep' ,ep" E: E , således a t 
n n ~ 

ep~ ~ f ~ ep~ og jep~d~ ? jfd~ - ~ og jep~dp. ~ jfdp. 
1 + -. n 

Vi sætter 
00 00 

ep' = V ep' og ep" = !\ep", 
n=1 n n=1 n 

og vi har da 

(1) ep'~f~ep". 

Af sætning 8 følger, at ep' og ep" er J>-målelige. Af ep' ~ ep~, 

ep" ~ ep~ følger nu 

jep , d~ ? jfd~ - *, j ep"dtJ, ~ jfdfJ. + * for alle n E ~. 
Ved udnyttelse af (1) og monotoniteten sluttes heraf 

j ep I dp. = j fd~ = j ep"d~, 
altså 

j(ep"-ep')dj.J. = O, ep "-ep , ? O. 

Af sætning 16 følger nu, at E = {x E Mlep I (x) < q>"(x) 1 tilfreds­

stiller ~(E) = O. For x Ej: E gælder q>' (x) = f(x) = ep"(X). Dermf 

er sætningen bevist. 

Sætning 20. Lad {Eklk E ~j være mængder, der tilhØrer jP. Da gæl­

der 

k-1 (1) 
Bevis: Mængden Ek = Ek\.U Ej tilhører J , og da Ek ~ Ek, gælder 

J=1 
~(Ek) = O. Da mængderne Ek er disjunkte, får vi 

~(UEk) = ~(UEk) = ~ ~(Ek) = O. 

Dermed er sætningen vist. 
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Sætning 21. Lad E E!J være en mængde med j.l(E) = O. Lad (f j) 

være en følge af ~-målelige afbildninger f j: M ind i [O,a], 

hvor a er et fast tal. Da gælder 

Bevis: Vi antager, a t (f j (x» ~ ° for ethvert x E M\E. Lad c 

være et positivt tal. Vi sætter 

~ = fxl3j ~ k : fj(X) ~ 2j.l(M)1, k = 1,2, ••• 

Vi har da 
00 

l~ = .U {xlfJ.(X) ~ 2 CM)}' 
J=k J.l 

hvilket viser, at Ak E.!J • For x E M\E gælder (f' j(X» ~ 0, hvil-

ket viser, at der eksisterer et k, således at x ~ ~. Endelig er 

Ai ~ A2 ~ A3 ~ •••• 

Da vi har nl~ ~ E, er J.l(n~) = O. Ar 

er 

00 

Ai = ( .U(1~'j\Aj+1 ) )u(n~), 
J=1 

00 00 

J.l(A1 ) = j~1J.l(Aj\Aj+1) = j~1 (J.l(A j )-J.l(A j +1 » = ~::(J.l(A1)-J.l(~» 

så vi har (J.l(J'}r» ~ O. Vi vælger N E Itr, således at 

J.l(~) ~ ~ for k ~ N. 

For k ~ N får vi da 

!fkdtJ. ~ J.l(M\(1\UE».2J.l(M) + J.l(l~\E).a + J.l(E).a ~ c, 

og dermed er sætningen bevist. 

Af sætning 19 og 20 følger umiddelbart, at vektorrummet 

I er afsluttet over for operationerne J\ og \I' anvendt på hØjst 
J.l 

numerable, ensartet begrænsede funktionsmængder. Derfor er I J.l 

ligeledes afsluttet over for grænseovergang med ensartet begræn-
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sede funktionsfølger. Da vi har Ifl = f v (-f)~ vil Ifl være~­

integrabel, hvis f er det. Endvidere er f2 ~-integrabel, hvis f 

er det. Heraf følger, at I er afsluttet over for multiplikatio~ø 
~ 

Af sætning 17 får vi umiddelbart vurderings reglen 

Sætning 22. Lad (f j) være en følge af ~-integrable afbildninger 

f j: M ind i [a,b], hvor a og b er faste tal. Hvis (f j) konver­

gerer punktvis mod en grænsefunktion f, har vi 

Bevis: IfØlge bemærkningen forud for sætning 22 i forbindelse 

med sætning 19 kan vi for hvert j E ~ vælge en mængde Ej E ..... P 
med ~(Ej) = O samt en ~-målelig, begrænset funktion gj! M ind 

i R, således at Vx E M\E j : gj(X) = Ifj(x)-f(x)l. For ethvert 

x ~ UE j = E har vi da (gj(x)) = (lfj(X)-f(x)l) ~ O, og da ~(E) = 

O ifølge sætning 20, giver sætning 21, at (Jgj~) ~ O, altså at 

(J I f j -f I ~) ~ O. 

Dette medfører umiddelbart, at 

og resten kommer umiddelbart af lineariteteno 

Definition 7. Lad M være en mængde,~ et ~-legeme på M og ~ et 

posi ti vt mål på:J • Med.7 betegner vi mongden af delmængder 

A ~ M, hvi s karakteristiske funktion XA er ~-integrabel. Disse 

mængder kaldes ~*-målelige, og for enhver sådan mængde sætter 

vi ~*(A) = JX.\~ • 
.i-l. 
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For A E:P ser vi umiddelbart, a t A E :J *, og a t jJ. * (A) = f-l CA) • 

Vi ser således, at målet jJ. er restriktionen til~ af den på ~* 

definerede mængdefunktion f-l*o 

Sætning 22,- Mængden !jJ* er e.t o--legeme. 

Af 
Lad (A j) være en følge af mængder, som "W..lhØrer Y * ~ela tionen 

XU" o = lim(XA v 
.a. J ~ 1 

••• v XA ) 
n 

al o U c ,t;* følger umiddelbart, at X, er integ~abel, tsa at AJo ~ v • 
U.H. j 

For A E 9 *' har vi endvidere XM\A = XM - X A' hvilket viser, a t 

XM\A er integrabel, altså M\A E Y* o Dermed er sætningen bevist. 

* Smtning 24. Mængdefunktionen f-l er et positivt mål. 

~vis:Vi skal blot vise, at j.l* er fuldstændig additiv. Lad (A j ) 

være en følge af disjunkte mængder, som tilhØrer ~*. Vi har da 

J/'~(UA o) = !lim(X
A 

+. oe+X
A 

)df-l = lim.!(XA + •• ,,+XA )df-l = 
J Il-+oo 1 -11 Il:-+oo 1 n 

lim(!XA djJ.+ ••• +!XA df-l) 
Il-+oo 1 n 
~ 
00 

, m* * Sæ;tnipg 25. For en mængde A ~ .. M gælder A E J og f-l (A) = Q, hvi s 

o B 0) f h· lk A B og kun hvis der eks1sterer en mængde E~, or V1 en ~ 

og jJ.(B) = Q. 

Bevis: Lad os fØrst antage, at B E~ , f-l(B) = O og A ~ B. Da 

gælder 



1x A dJ-L ~ !XBdfJ, = O, 

altså J-L*(A) = O. 

22. 

Lad os dernæst antage, at A E ~~* og J-L*(A) = O. Vi har da 

!XAdJ-L = O. I~ølge sætning 19 eksisterer der da en ~-målelig 
~unktion ~~ som til~redsstiller betingelserne 

Vx: ~(x) ~ XA(x) og!~djJ, =!XAdJ-L = O. 

Vi sætter B = {xl~(x) > 01, og vi har da B ~ A og B EP .. At: 

ning 16 følger nu, at J-L(B) = O. Dermed er sætningen beviq+,~ 

Målet J-L * giver anledning til begreberne 9*-målelighed og 

J-L* -integrabili tet, som al:'erede er definerede. Det er nu inter'­

essant at sammenholde disse begreber med !J> -målelighed og M-i::'" 

tegrabilitet. 

Sætning 26. En begrænset afbildning ~: M ind i R er J-L*-integra-­

bel, hvis og kun hvis den er J-L-integrabel. 

Bevis: Lad os fØrst antage~ at f er J-L-integrabel. Der eksisterer 

da en mængde E E~ med J-L(E) = O, samt en ~-målelig funktion g, 

(J) * ... således at Vx E M\E : ~(x) = g(x). Nu gælder E E v og J-L"'(E) :o: O!, 

og desuden er g åbenbart 9* -målelig. Altså er f også J-L * -inte­

grabel. Lad os nu antage, af f er J-L*-integrabel, og lad E være 

et posi tivt tal. Der ~indes da funktioner g1 ~g2 E ~* ~ således at 

gi ~ ~ ~ g2 og !(g2-g1)~* ~ E. 

Nu er en funktion i E * linearkombinationer af karakteri--
7> 

stiske ~unktioner for mæn~der i 9* og som ~ølge dera~ J-L-inte'-

grabe1. Altså er 
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hvilket viser, at 

Altså er f en M-integrabel funktionø 

Sætning 27. En begrænset funktion f: M ind i ~ er M*-integrabel, 

hvis og kun hvis den er M*-målelig. 

Bev!.§.: Vi har tidligere vist "hvis ll for vilkårlige mål. Lad os 

antage~ at f er M*-integrabel, og lad a være et reelt tal. Da 

* er X {x I f(x) > all en M -int'egrabel fUnktion, altså M-integrabel. 

l~tså gælder {xlf(x) > al E ~~* • 

Af sætning 27 fremgår~ at den proces, der fØrte os fra må­

let ~ til målet ~*~ anvendt på målet ~* ikke fØrer til yderlige­

* re udvidelse af systemet af målelige mængder. Målet ~ kaldes 

derfor fuldstændigt. Et fuldstændigt mål er netop karakteriseret 

ved, at sætning 27 gælder. Men også den egenskab, at enhver del­

mængde af en mængde med målet nul selv er en mængde med målet 0, 

karakteriserer et fuldstændigt mål. 

Det er nu vigtigt for os, at et positivt mål på et ~-legeme 

frembringes af en mængdefunktion, hvis definitionsmængde er langt 

mindre omfattende end et ~-legeme. Vi foretrækker imidlertid i 

stedet at underSØge, hvorledes et Lebesgue-8tieltjes integral 

frembringes af en funktional, der kun er defineret på en del-

mængde af de integrable funktioner. 



Derinit~on 8. En mængde S ar afbildninger r: M ind i ~* (den ud­

videde reelle akse) kaldes et runktionsgitter, hvis S er afslut-

tet over ror operationerne /\ og v anvendt på endeligt mange funk·-

tioner. Mængden S kaldes et ~-gitter, hvis den er arsluttet over 

for operationerne /\ og v anvendt på rølger af funktioner. 

Vi vil i det følgende afsnit svarende til et funktionsgit-

ter S betragte en mængde S bestående af mængden af overf~tioner 

til S, dvs. de runktioner~ der er grænseværdi for voksende fØI-

ger af funktioner fra S. Analogt indfører vi mængden ~ af under­

funktioner til S. 

Definition 9. Ved en ~ation på et funktionsgitter S forstår 

vi en afbildning l: S ind i ~, som opfylder betingelserne: 

1) l er voksende 

2) Hvis (g ) er en voksende og (f ) en aftagende følge 
n n 

fra S og lim(gn) f lim(fn ) gælder lim(l(gn))flim(l(fn ))· 

3) For f,g E S gælder 

l(fvg) + l(f/\g) = l(f) + leg) 

Beting~lsen 3) er inspireret af den trivielle relation 

(fvg) + (fAg) = f + g. 

Betingelsen 2) implicerer en vis form for kontinuit~t af afbild-

ningen l, idet vi får: 

Sætning 2~. Hvis (fn) er en voksende (aftagende) fØlge på S og 

(fn) ~ f E S, gælder (l(fn )) ~ l(f) 
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Bevis: Lad (fn) være voksende. Af (1) fØlger I(fn ) ~ I(f) for al­

le n~ altså lim(I(f )) ~ I(f). Da (f) er aftagende og lim(f ) __ > n - n 
lim(f), giver (2), at lim(I(fn )) ~ lim(I(f)) = I(f). Dermed er 

sætningen bevist. 

Sætning 29. Hvis 2 voksende følger (f ) og (g ) på S konvergerer 
=...;.;;;:.=.:-...;;~- n n 

mod grænsefunktioner f,g E S og f ~ gg gælder lim(I(fn )) ~ 

lim(I(gn))~ Analogt gælder for aftagende følger. 

Bevis: Lad p være et fast, naturligt tal. Vi har åbenbart 

(f Ag ) -+ f for n -+ co, p n p 

altså 

lim(I(gn)) ~ lim(I(fpAgn )) = I(fp )' 

og da dette gælder for ethvert p E N, følger påstanden umiddel-

bart. 

Definition 10. For f E S sættes I(f) = lim(I(f )), hvor (f ) er n n 

en voksende følge på S og (f ) -+ f. Analogt indfØres I(f) for 
n -

f E S. 

Defini tionen har mening~ da lim(I(f )) ifEJlge sætning 29 
n 

får samme værdi for alle voksende følger på S~ som går mod f. 

Sætning 30. Afbildningerne I: S ind i ~* og I: ~ ind i R* er 

voksende. Endvidere gælder S ~ SnS og restriktionerne af l og I 

til ~nS er identiske. For f E ~, g E S gælder, at f ~ g medfØ­

rer If ~ Ig, og at f ~ g medfØrer If ~ Ig. 



-Bevis:At r og r er voksende ~ølger umiddelbart a~ sætning 29. 

En ~unktion ~ E S er grænse~unktion ~or ~ølgen (~)~ som e~. bå-

de voksende cg a~tagende .. For ~ E ~ og g E S har vi en a~tag':'n-

de ~ølge (~n) og en voksende ~Ølge (gn) ~ra S, således at (~n) ~ :~ 

og (gn) ~ g. Af ~ ~ g ~ølger da, at ~n f gn ~or ethvert n, alt­

så l(~n) f regn) ~or ethvert n. For n ~ = ~ås l(~) ~ leg). Er 

derimod ~ ~ g, har vi lim(~n) ~ lim(gn) og betingelsen 2) i de-­

~inition 9 giver l(~) ~ l(g). For g = ~ E ~nS ~ølger altså spe­

cielt r(~) = I(~)e Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 31. Mængderne § og S er funktionsgitreo Afbildningerne 

l og I til~redsstiller betingelsen 3) ~ra de~inition 9. 

Bevis: For ~ ~g E S har vi voksende ~ølger (f'n) ~ f' og (gn) -)o g 

på mængden S. Vi har nu (~nVgn) ~ (~Vg) og (f'nA~) ~ (f'Ag) o Al t­

så er S et ~unktionsgittero Endvidere ~år vi 

l(~Vg)+I(~Ag) = lim(r(f' vg )+r(~ Ag ) )=lim(l(~ )+l(g )) --n n n n n n 

l(~) + l(g). 

Analogt ~or .§.. 

_Sæ~~~tn~i~ng~~3~2. Lad (~ ) ~ f' være en voksende f'ølge på S. Da gælder . n 

f' E S og (I(~n)) ~ l(~). 

Bevis: For ethvert n E~ vælger vi en voksende ~ølge (f'nk) ~ ~n 

på S. Vi sætter g = (f'i vo·.v~ ). Så er (g ) en voksende f'Ølge n n nn n 

på S. For k = 1,.o.~n har vi ~kn ~ ~k ~ ~n' altså gn ~ ~n ~ ~. 

·, . .. 



Dermed har vi vist, at lim(gn) ~ r. På den anden side har vi ror 

k in, at ~.~ f nk , altså lim(gk) ~ lim(rnk ) = f n , og da dette 

gælder ror ethvert n E ~, rår vi lim(gk) ~ li~(rn) = r. Dermed 

har vi vist, at lim(gn) = ,;r. Altså gælder f' E S. Vi så, at 

gn ~ f'n·Altså gælder I(f') = lim(I(gn» ~ lim(I(f'n». Dette vi­

ser, at I(f') ~ lim(I(f'n». På den anden side er I voksende, alt­

så I(f ) ~ I(f) for alle n E ~. Dermed har vi vist, at 
n -

(I(f' » -+ I(f). 
n 

S~tni~ 33. De delmængder af ~ og S, som omf'atter funktioner 

g E S med I(g) < 00 og funktioner r E.: S med .!.(f') > -=, er runk-

tionsgitre. 

Bevis: Vi "betragter gi,g2 E.: S. Vi har så voksende f'ølger (g~) og 

(g~) på S, således at (g~) -+ gi og (g~) -+ g2. Så gælder 

(g~Vg~) -+ (giVg2). Nu er 

I(g'vg") + I(g'/\g") = I(gn') + I(gn")' n n n n 
og da (g1/\g;') ~(g~/\g~), rølger harar 

I(g~Vg~) ~ I(g~) + I(g~) ... I(gil\gi)' 

så n -+ 00 giver vurderingen 

I(giVg2) ~ I(g1) + I(g2) - I(gi/\gt)· 

Heraf'fremgår, at I(gi) < 00, I(g2) < 00 medf'ører I(g1 Vg2) < 00, 

og dermed er påstanden vist for S. Beviset går analogt ror §j 

Sætning 34. Vi betragter f'unktioner f'i,f'2 E S, gi,g2 E S, som 

tilf'redsstiller f i ~ gi' f'2 ~ g2 8 Vi har da vurderingen 

I(giVg2) - I(f'i v f'2) ~ (I(g1) - I(f'1» + (I(g2) - I(r2» 

I(g1/\g2) - I(f1/\f'2) ~ (I(g1) - l(f'i» + (I(g2) - I(f'2»· 
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~~:C~.Q.~IiviB l(f1 ) = - 00 eller I(f2 ) = - 00, er den første ulighed 

trivielt oJ?fyldt~ Vi antager nu .l(fi ) > - OOg 1(f'2) > - 00, Da 

dels f
i 

og f 29 dels gi og g2 tilfredsstiller 3) i definition 9 • 

. ha:!." vi 

1'( K1 Vg2) +r(f il\f 2) ~ r( gi Vg2 ) +I( gil\g2) = r(gi) +I(g2) 

~ l(fivf2)+1(fil\f2) = 1(f1 )+!(f2 )· 

Ifølge sætning 33 er !(fi l\f'2) > - 00 og ved subtraktion får vi 

ccrTor den første af relationerne i sætning 34. Den anden vises 

på t,j.lsvarende måde. 

}?~[1.3i.li2,~_.1io Med S betegner vi mængden af funktioner f: M ind 

j~ 1{*:'~ Lor hvilke der eksisterer ({J E S, tjJ E S, således at ({Y~f'~tjJ. 

Fo~ e~hver sådan funktion kaldes 

I (l:') 
d. 
'.' og 

I*(f) 

= 

--

sup f 1. ( ({J) I ({J E g 1\ ({J ~ f 1 
inffr(tjJ) I tjJ ES 1\ tjJ ~ fI 

d.e4~ nedre og Øvre Daniell~integral af f svarende til valuationen 

I J?å S" Hvis 

yderlJgere I(f) E R9 kaldes f Daniell-integrabel med hensyn til 

valuat~,-onen Io 

.J~f 
Det er klart, a t Li er et funktionsgi tter. 

~2~2~_2.5..ø For ethvert f E::9 er 1* (f) ~ 1* (f). Afbildningerne 

* q.J * I:i< :' I : -.:.1 ind i R er volcsende o 

sæ'tni.ng 30 o Heraf følger den fØrs te pås tand. Den anden er umid-

QeliJart 1ndlysendeo 



29. 
. "j) Sætnipe; ,26.!. Mængden H af funktloner f E t,] , som er Daniell-inte-

grable med hensyn til I udgør et funktionsgitter. Afbildningen 

I: H ind i ~ er voksende. 

~~ -Bevis: For f'i,f2 EJ og E > o kan vi vælge <"Pi'<"P2 E §. og tJi1,tp2E ,S, 

således at 

<"Pi ~ f i ~ tJi i , 

I(tJi1 )-1(<"Pi) ~ ;, 

Af sætning 34 følger nu, at 

<"P2 ~ f 2 ~ tJi 2 

I(tJi 2 )-!(<"P2) ~ E , 
2' 

I(tJi i v tJi 2 ) - 1(<"Pi
v <"P 2 ) ~ E, I(tJi1Atp2) - 1(<"PiA<"P2) ~ E, 

og da 

<"P1 v <"P2 ~ f i v f'2 ~ tJi 1v tJi 2 , <"Pi A<"P 2 ~ f 1Af2 ~ tJi i
AtJi 2 

medfØrer dette, at 

I*(fivf2)-I*(f1vf2) ~ E, I*(f'iAf2)-I*(f'iAf2) ~ E. 

Da dette gælder for ethvert positivt E, viser disse uligheder, 

at f'i vf'2 cg f'iAf2 er Daniell-integrable med hensyn til I. Der­

med er sætningens første ~åstand bevist. Den anden følger umid-

delbart af' sætning 35. 
-o 

Af' I(f') = 00, g E ~"f kan Sluttes, at I(fvg) = 00. Men f'Ag be-

hØver ikke at være Daniell-integrabel med hensyn til I, selvom 

g er det. JDlaloge resultater gælder, hvis I(f) = - 000 

~) 

Sætning 37.Lad, (fn) ~ f' være en vOksende fØlge på J • Hvis I(fn ) 

eksisterer og er > - DO f'or ethvert n E ~, da gælder f E:-9 • End­

videre eksisterer I(f), og (I(f )) ~ I(f). Analogt for aftagende 
n 

f'Ølger. 



30. 
ej) 

Bevis :Da f' E: ..... 7 kan vi f'or hvert f' vælge t/J L f' med t/J E: S. n n n- n n 
Vi sætter t/J' = t/J1v ••• vt/J , og vi har da t/Jr > f' og t/J' E: S. Vi sæt-n n n= n n 
ter ø = lim(t/J ), og vi har da t/J E: S if'ølge sætning 32, og desu-n 

den ø ~ f'. Det er trivielt~ at der eksisterer en f'unktion ~ E: ~ 

med <p ~ f'. Dermed har vi vist~ at f' E::!J • Ar sætning 35 f'ølger 

nu, at 1* (f') ~ 1* (f'n) = I (f'n) , altså 

lim I(f' ) < I (f'). 
n = * 

Hvis lim I(f'n) = =, viser dette resultat allerede, at I(f') = =, 

og sætningen gælder derf'or i dette tilf'ælde. Vi kan derf'or i re-

sten af' beviset antage, at 

lim I(f'n) = c < =. 
I dette tilf'ælde er hver af' f'unktionerne f' Daniell-integrable n 

med hensyn til I. 

Lad E være et positivt tale Den i bevisets begyndelse ind­

f'ørte f'unktion t/J n vælges specielt, således at 

I(t/Jn) - I(f'n) ~ 2-
n

E, n = 1,2, ••• 

Vi vil vise, at vi for hvert n E: ~ har 

(2) I(t/J~) - I(f'n) ~ (1-2-n )Ee 

Dette er øjensynlig opf'yldt f'or n = 1, idet t/J1 = t/J1. Vi viser 

påstanden ved induktion, idet vi forudsætter, at (2) er opfyldt 

f'or et fast no Vi har nu, idet t/J~+1 = t/J~vØn+1' at 

I(Ø~+1) + I(ø~Åøn+1) = I(ø~) + I(Øn+1 ), 

altså, idet f < ø'Åø l' at n = n n+ 

I(Ø~+1)-I(fn+1) = I(t/J~)-I(Ø~Øn+1)+I(Øn+1)-I(f'n+1) ~ 
I(ø' )-I(f' )+I(t/J 1 )-I(f' 1) < (1-2-n )s+2-n- 1E = (1_2-n- 1 )E, n n n+ n+ = 

og dermed er induktiOnsbeviset for (2) f'ørt. Ar sætning 32 f'Øl-

ger nu, at 

I(ø) = lim I(Ø~) ~ lim I(f'n) + lim(1-2-n )E = c + E. 
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Herar rår vi nu I*(r) ~ c + E. Da dette gælder for ethvert E > o~ 

har vi I*(f) ~ c. Ovenfor randt vi I*(f) f c. Ved sætning 35 

rås nu, at r er Daniell-integrabel med hensyn til I, og at I(r) = 
c. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 3§. Lad (fn) ~ f være en følge på H .. Hvis der findes 

funktioner F, .~ Ef H, således at 'l/n : F ~ r n . ~ d , da gælder r E: H 

og (I(rn )) ~ I(f). 

Bevis: Funktionerne f p = r A"'Af og g = n, n n+p n,p 

hører H irØlge sætning 36. Ifølge sætning 37 vil 

r v ••• vf til-
n n+p 

f~ = lim f'n,p 
IH= 

og g* = lim g ligeledes tilhØre H. Ifølge samme sætning vil 
n n~p 

~oo 

lim inf(f ) = r tilhøre H, og endvidere gælder 
n 

* I(f) og (I(gn)) ~ I (Z.) • For hvert n E: N er imidlertid 

r~ ~ f n ~ g~, og derfor også I(f~) ~ I(rn ) ~ I(g~). Altså gælder 

(I(fn )) ~ I(r). Dermed er sætningen bevist. 

Definition 12. Lad S være et funktionsgitter, som tillige er et 

vektorrum over de reelle tal. En lineær arbildning I: S ind i R 

kaldes en lineær valuation s hvis følgende betingelser er opryldt: 

1) I er voksende 

2) Hvis en aftagende følge (f ) på S konvergerer mod 0-
n 

funktionen, gælder (I(f' )) ~ o. n 

Sætni3S 39. En lineær valuation er en valuation. 

Bevis: Da (fvg) + (fAg) = f+g gælder 3) i definition 9, fordi I 
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er lineær. Lad nu (~n) være en a~tagende ~ølge på S og lad (gn) 

være en voksende ~Ølge på S, og lad os antage~ at lim(~n) ~ 

lim(gn). Vi har da lim(~n-gn) ~ O og (~n-gn) er a~tagendeo Alt­

så gælder 

lim I(~n)-lim I(gn) = lim(I(~n)-I(gn)) = lim(I(~n-gn)) ~ 

lim(I«~n-gn)Vo)) = O~ 
i~Ølge 2) i de~inition 12, idet «~ -g )vO) ~ O og er aftagende. n n 

Sætning 40. Det til en lineær valuation I: S ind i R svarende 

Daniell-integral er en lineær afbildning I; H ind i R. 

Bevis: Det er klart, at ! og I afbilder vektorrummene 

[~ E ~ Il (~) > - 00 l og [f' E S I I (~) < 00 1 
lineært. Dernæst vises ~or a > O relationerne 

I*(a~) = aI*(~), I*(a~) = aI*(~)~ I*(-a~) = -aI*(~), 
I* (-a~) = -aI* (~) 

på samme måde som Riemann-integralet. Ligeledes kan man på sam-

me måde som ~or Riemann-integralet bevise relationerne 

hvoraf resten af påstanden ~ølger. 

De~inition 1}. En mængde A ~ M kaldes Daniell-målelig med hensyn 

til en lineær valuation I~ hvis den karakteristiske ~unktion XA 

er Daniell-integrabel med hensyn til I~ og ved Daniell-målet a~ 

A f'orstås da størrelsen }(A) = I(XA). 
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Sætning 41. Hvis vektorrummet S indeholder de konstante funktioner, 

er Daniell-målet et positivt mål~ og Daniell-integralet er for u 

begrænsede funktioner netop det til målet ] svarende j -inte­

gral. Målet :7 er fuldstændigt. 

Bevis. Lad (A ) være en følge af 
n 

A1U ••• UAn fås XB = XA v ••• vXA ' 
n 1 n 

7 -målelige mængder. For Bn 

altså Bn er Jf-målelig • Da 

~ 1 giver sætning 38~ at lim(XB ) = 
n 

= 

grabel~ altså at A
1

UA
2
u •.• er Y-målelig. .. '~ 

Lad k være j-målelig. J'I.f: XM\A = 1-XA fØlger da at M\A er Y-må­

lelig. Dermed har vi vist, at de t-målelige mængder udgØr et ~-
c 

legeme. Lad nu (A ) være en følge af disjunkte 7 -målelige mæng-n j 

der. Da er 

lim(I(XA + ••• +XA )) = lim(I(XA )+ ••• +I(XA )) = 
1 n 1 n 

lim(J(A1 ) +.oe+ ](J-'..n)) = 7(A1 ) + '](A2 ) + ••• 

Dermed har vi vist~ at 7(A) er et mål. Det er klart~ at 'lU';.) 
er positivt. 

Funktionerne i den i Definition 5 indfØrte klasse E~: , hvor 
-.J 

~) er ~-legemet af }l-målelige mængder~ er åbenbart Daniell-in-

tegrable, idet de er linearkombinationer af karakteristiske funk­

tioner for Y-målelige mængder. For funktionerne fra E~ stemmer 

Daniell-integralet overens med 7 -integralet. Lad nu f være en 

]-integrabel funktion, og lad E være et positivt tal. Vi vælger 

qJ ,ø E E!p' således at qJ ~ f ~ ø og således at fød] -f qJdY ~ E. 
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Da !tjld» = I(t/J) og !cpd1 = I(cp), følger herqf g at I*(f)-I*(f) ~ E, 
() 

altså at f er Daniell~integrabel. Samtidig så vig at både I(~) 

og !fdl ligger mellem I(cp) og I(tjI), og da E var et vilkårligt 

positivt tal, giver dette 9 at I(f) = !fdl • Vi har således vist, 

at enhver J -målelig funktion har et Daniell-integral~ der stem-

er . t mer overens med dens It -ln egral. 

Lad nu f være en Daniell-integrabel funktion, og la-·d a væ-

re et reelt talo For mængden 

har vi 

A = fx E Mlf(x) > al 

XA = lim«n(f-a)vO)A1), 
:r:Hoo 

hvoraf følger, at 'XA er l-integrabel, altså at A er l-målelig. 

Vi har dermed vist, at enhver 7 -integrabel, begrænset funktion 

er t-målelig, altså at l-målet er fuldstændigt. Hvis f er Da­

niell-målelig og begrænset, er f også y -målelig og begrænset g 

altså "1-integrabel, og det fremgår da af et tidligere afsnit 

af beviset, at !fdl = I(f). Dermed er sætningen bevisto 

Vi vender et øjeblik tilbage til studiet af generelle mål. 

Vi vil altså i det følgende studere en mængde M med et ~-legeme 

rD o o'f f d ,Jo og et posi ti vt mal f.J,o p.a~ o. Der eksisterer da netop et ul-

stændigt mål f.J,* på et ~-legeme g* 9 som er en udvidelse af f.J, o o o o 

14 
~efinition ~. Et mål f.J, på et ~-legeme ~~ ~;; kaldes absolut 

kontinuert med hensyn til f.J,o' hvis 

q. r7! ( ) 'tf A E :.-/ ... ~ 'tf B E J./: B ~ A A f.J, o A = o ~ f.J,(B) = O. 



Sætni~ 42. Hvis J-t er et endeligt mål~ som er absolut kontinuert 

med hensyn til J-t , da er det i sætning 2 omtalte mål J-t+ defineret 
o 

ved 

ligeledes absolut kontinuert. Det samme gælder for målet J-t de­

fineret ved 

J-t -(A) = supf -J-t(B) IB ~ A A B E .... rt 1 = J-t +(~~j.) - J-t(A). 

Et endeligt mål~ som er absolut kontinuert med hensyn til J-t o $ 

kan således fremstil~es som differens mellem positive mål, der 

er absolut kontinuerte med hensyn til J-t • 
o 

Beviset er helt trivielt. 

Mængden af J-t -integrable funktioner er et gitter og tillige 
o 

et vektorrum. Integralet er kun defineret for begrænsede funktion-

er~ men ved overgang til Daniell-integralet får vi en udvidelse 

til visse ubegrænsede funktioner. En funktion f er åbenbart Da-

niell-integrabel, hvis og kun hvis fvO og fAO begge er Daniell-­

integrable. En positiv funktion f er Daniell-integrabel, hvis og 

kun hvis den er grænsefunktion for en voksende fØlge (f ) af in-
n 

tegrable funktioner og (!fndfJ,o) konvergerer .. At "hvis" gælder, 

følger umiddelbart af sætning 37. Hvis f er Daniell-integrabel, 

er f n = fAn ligeledes Daniell-integrabel, altså J-to-integrabel, 

og (!f dJ.l ) konvergerer mod !fdjJ. • Dermed er IIkun hvis ll bevist. n o o 

I det fØlgende vil vi bruge ordet J-t -integrabel som ensbe­
o 

tydende med Daniell-integrabel, således som beskrevet ovenfor. 

Om absolut kontinuert integral, se Loomis: An Introduc-

tion to Abstract Harrnonie Analysis~ side 40. 
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Sætning 4}. Lad ~ være en ~o-integrabel ~unktion. For enhver 

~*-målelig mængde A sætter vi 
o 

P, (A) = 11 ~df.1. = I Xi ~dp, • t o l o 

Da er ~ et endeligt~ absolut kontinuert målo 

Bevis: La.d (A) være en følge af disjunkte p, -målelige m@ngdero 
~ n o 

Da er 

P, (A
1
uA

2
U oo .. ) = l(x

A 
~ + X ,. ~ + o •• )d~ = 

1 J1.2 o 

lim!(X
A 

~ +. 0.+ X ~ ~)d~ = lim (Ix A ~d~ + 
~oo 1 .an o ~oo 1 o 

lim(~(Ai) + •• 0+ ~(An)) = ~(Ai) + p,(A2 ) + .8& 

11-700 

Dermed har vi vist, at ~ er et endeligt mål. Hvis ~ (A) = 0, o 

~år vi 

~(A) = lim!«XA~An)v-n)d~o = O. 
~oo 

Altså er ~ absolut kontinuert med hensyn til ~ o o 

Sætni~ 44 .. Lad ~ være et positivt endeligt mål på et ~-legeme 

~.~ ~. Blandt mængden a~ positive ~unktioner 

:;: = ~~:M ind i [o~oo]l~ er,~~-målelig A \jA E~:/Afd~o~y(A)n 
~indes der en (ikke entydigt bestemt), ~or hvilken Ifd~ er størst o 

mulig 8 

[-

Bevis: For to vilkårlige funktioner f ,g E Y tilhØrer mængderne 
-.---

Mi = ~x E Mlg(x)-f(x) f 01, M2 = {x E Mlf(x)-g(x) > °1 

og vi har ~or A E :]J, a t 
o 

IA(~vg)d~ = lA M gdp. + lA M ~d~ ~ ~(J\nMi )+~(AnM2) = ~(A) ~ 
o ni o n 2 0-

(-(~. 

hvilket viser, at fyg E c;:. Vi kan nu vælge en ~ølge (fn) på ...j- 9 



således at 

CJ, 
Vi sætter g = f

1
v ••• vf • Da er (g ) en voksende følge ~å ~~ 

n n n 

og går mod en grænsefunktion f. Vi har nu 

Dermed er sætningen bevisto 

/;) 

Lemma 42. Lad ~ være et mål ~å et ~-legeme .J • Der findes da en 

mængde A E y, således a t 

~(A) = ~ +(A) ~ ~~ +(M) o 

Bevis: Hvis ~+(M) = O, behØver vi blot at vælge A = ø. Vi kan 
r;-" 

altså antage, at ~+(M) > O .. Vi vælger Ai E.:...F, således at ~(l~ ~ 

t~ +(M). Hvis ~(A1) = ~ +(A1 ), behøver vi blot at vælge A = Ai c 

I modsat fald er 

o < ~+(A1) - ~(A1) ~ t~+(M). 

Vi vælger da A2 E!l, A~ ~ Ai' således at ~(A2) ~ t(~(A1 )+~ +(A1 )) > 

~~+(M). Er nu ~(A2) = ~+(A2)' behØver vi blot at vælge A = A2 0 

I modsat fald er 

O < ~ +(A
2

) - ~(A2) ~ t(~ +(A1 )-~(A1)) ~ ~~ +(M) o 

Ved at fortsætte denne ~roces vil vi enten efter endelig mange 

skridt få en mængde Ah' som o~fylder de ønskede betingelser, el­

ler vi vil få en aftagende følge (An)' der tilfredsstiller be-

tingelserne: 

(~(J~)) voksende, ~(j~) > t~ +(M), O < ~ +(An)-~(J~) ~ 1n ~ +(M). 
2 

Vi har nu 
00 

n~ = A1\( U(A \An +1 )), 
n=1 n 

altså 



00 

E (!l (An) -!l (An+i )) = lim !l (I~n) , 
n=i ~ 

+ og analogt for M • Heraf fø~ger for A = nA : n 

Dermed er vort lemma bevist. 

38. 

Le!!!!!!a ~.§.e Lad M være et positivt mål, som er absolut kontinuert 

med hensyn til Mo ' og som ikke er identisk 00 Der findes da en 

Positiv,~~-må16lig funktion f:M ind i R, som tilfredsstiller 

betingelserne 

! fd!lo > 0, 'ilA E.!Po : ! Afd!lo ~ M (lI.) o 

Bevi~: Et nyt mål Mi på ~ defineres ved 

!li (A) = M(A)-kMo(A), hvor k = 2~~rrlr ~ 

Ifølge lemma 45 kan TI vælge A E ~, således at 

Mi (A) = J.L~(A) f ~M~(M) ~ ~M1 (M) = ~f.l(M) > O 

For B E .Jo' B ~ A har vi 

!li (A) = Mi (B)+M1 (A\B) = M~(J~) = M~(B)+f.lt(iI.\B), 
og da !li (B) ~ M~(B) og !li (A\B) ~ M~(A\B), finder vi, at 

!li (B) = M;(B) ~ ° 
(i) for ethvert B E ~o med B ~ A. For et sådan B har vi derfor 

f.l(B) ~ k Mo(B). 

Vi definerer nu 

rk for x E A 
f(x) =-' lO for x E M\A, 

og vi har da for C E ~ , at o 

!Cf~o = k !lo(AnC) ~ M(AnC) ~ M(C). 

Endvidere er !leA) > 0, altså f.lo(A) > 0, da !l er absolut kontinuerto 



Altså er 

I fdf.1 = k fJ, (A) > O. o o 

Dermed er sætningen bevist. 

Sætnins-~. Lad fJ, være et positivt mål~ som er absolut kontinuert 

med hensyn til f.1
0

• Der eksisterer da en ~-målelig, positiv 

funktion f: M ind i R*~ således at 

'1/ A E: Y o :fJ, (A) = lA fdfJ,o· 

Bevi~: Ifølge sætning 44 kan vi vælge en ~0Vo-målelig positiv 

funktion f:M ind i R*, således at 

\;fA E: :Jo : I Afdf.1 o ~ fJ, (A) 

samtidig med
Sl 

a t I fdp,o er så s tort som muligt o ~\0d dette valg af 

f definerer 

fJ,i(A) = f.1(A) - IAfdfJ,o 

et positivt mål. Hvis f.1i(M) var positiv, kunne vi ifølge lemma 

46 vælge en positiv funktion f i : M ind i R*, således at 

I f
i 

dfJ,o > O, \;fA E:~ : lA f i df.1o ~ fJ,i (A) , 

og vi får da 

I(f+f
i 

)dfJ,o > I fdf.1 o ' 'ilA E:!Po : lA (f+f1 )df.1o ~ fJ,(A) 

i strid med, at f var valgt, så Ifdp,o var størst muligo Dermed 

har vi bevist, at 

og da 

lA fdp,o ~ f.1 (A), I M\Afdp, o ~ fJ, (M\A) 

slutter vi, at IAfdp,o = fJ,(A). Dermed er sætningen bevist. 



40. 

Satning 48. Et mål ~ er absolut kontinuert med hensyn til ~o' 

r'j) °l 1° °l 1° hvis og kun hvis der eksisterer en J -ma e 19 og ~ -ma e 19 o o 

funktion f: M ind i ~*~ således at ~ er defineret ved ~(A) = IAfd~on 

Bevis: Sætning 43 implicerer "hvisll. Af sætning 42 følger, at ~ 

+ - + kan skrives på formen ~ -~ , hvor ~ og ~ er positive og abso-

lut kontinuerte. Sætning 47 implicerer derefter "kun hvis"o 

Sætning 49. Lad ~ være et mål på ~~~ ,)bo. Der findes 

AE:Po ' for hvilken~(A) = ~+(-M). For enhver mængfte B 

B ~ A er ~(B) ~ O. 

en mængde 

? med B E .... o' 

Bevis: Et mål ~ I på !P defineres ved o o 
~ "(A) = ~ (A)+~ +(A)+j.C-(A). Bemærkning: ~o er et posi tivt mål 

o o 

Det ses, at ~~(A) = O medfØrer ~+(A) = ~-(A) = O. Altså er ~ 

absolut kontinuert med hensyn til ~~, og ~ kan derfor fremstilles 

på formen 

~(A) = IAfd.f-1-~, 
hvor f 

ri:> 
er ~ -målelig og H'-integrabel. Vi har åbenbart o "-0 

~+(A) = IA(fvO)d~~, ~-(J-l.) == IA(-fvO)d.f-1-~ø 

Vælger vi sIlecielt A= fxlf(x) > 01, har vi åbenbart~(A) = ~+(A) = 
, (j) 

~ +(M) og ~(B) ~ O for B E ,~jo' B ~ A. Dermed er sætningen bevist. 

15 (/) (7J 
Defini tion l4.. Vi siger, a t e t mål ~ på .:J;; J o er singulært 

med hensyn til ~o' hvis der eksisterer en mængde E E ~o med 

~o(E) = O, således at ~(A) = O for enhver mængde A E~, for 

hvilken AnE == Rfo 
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Betingelsen kan også udtrykkes på den måde, at M kan deles 

i to mængder A~B E~o' således at M* forsvinder på alle delmæng­

der af A og M~ forsvinder på alle delmængder af Bo Ud fra dette 

synspunkt var det bedre at sige, at M og Mo er indbyrdes singu­

lære .. 

rp. 0 ' 
~~in~2Q. Et positivt mål på ~ ~ ~~ har en entydigt bestemt 

opspaltning M = M +M ~ hvor M er et positivt mål, som er abso-
a s a 

lut kontinuert med hensyn til Mo~ mens Ms er ~t positivt mål, 

som er singulært med hensyn til MoG 

~.evis: Lad os fØrst antage, at vi har to opspaltninger 
, , 

M = Ma +M s = Ma +Msf' 

som tilfredsstiller de anfØrte betingelser. Lad os antage~ at 

A E :;j)0:J og at M~(A) > Ma(A). Vi har da M~(A) > 0, altså Mo(A) > 0, 

da M' er absolut kontinuert. Endvidere vælger vi E E ~ ~ såle-
a 15 o 

des at Mo(E) = ° og Ms(M\E) = ° (definition ~), Vi har da 

Ma(A\E) = Ma(A) og J.L~(A\E) = M~(A)o Altså er Ms(A\E) = M~(A\E) 

Ma(A\E)+M~(A\E) > 0, hvilket strider mod, at Ms er singulær med 

hensyn til Mo • Altså kan antagelsen M~(A) > Ma(A) ikke være rig­

tig .. Heraf slutter vi, at M~(A) = Ma(A), og dermed har vi vist, 

at der hØjst findes en spaltning af den omtalte art. 

Sætning 44 kombineret med sætning 48 viser, at der blandt 

de posi tive mål, der er mindre end M findes et mål M , for hvil-a 

ket J.La(M) er stØrst mulig .. Med dette vnlg af Ma sætter vi 

Ms "= M-Ma og Ms er da et positivt målo Vi betragter nu for n E ~ 

målet 
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Ifølge sætning 49 findes der en mængde En E ~)o~ for hvilken 

= IL+(M). Endnu et mål Jl.' defineres ved rn n 

fJ-~ (A) = Jl.a (A) + ~ f.1. o (AnEn) • 

Vi har nu 

Jl.(A)-Jl.~(A) = Jl.s(A)- ~o(AnEn) ~ Jl.s(AnEn )- ~o(AnEn) = f.1.n(AnEn)~ 
og den sidste påstand i sætning 49 viser nu, at Jl.n(AnEn ) ~ o. 

Altså er f.1.~ et positivt~ absolut kontinuert mål~ som er mindre 

end f.1.. På grund af fJ-a'S maksimalegenskab har vi nu Jl.~(M) ~ f.1.a (M), 

altså O > II'(M)-IL (M) = i II (E ). Altså er II (E ) = O. Vi sætter = rn ra n ro n ro n 

E = UEn~ og vi har da Jl.o(E) = O. For A~ M\E har vi for n E N~ 

at f.1.n (A) ~ O, altså fJ-s(A) ~ ~ f.1.o (A), og da dette gælder for et­

hvert n E N, får vi Jl.s(A) = O. Dermed har vi vist, at f.1. s er singu­

lær, og dermed er sætningen bevist. 

Sætni~. Lad f være en positiv f.1.o-integrabel funktion og f.1. 

det ved f.1.(A) = !Afdf.1.o definerede mål. Lad g: M ind i ~* være en 

vilkårlig funktion. Da vil gf være Jl.o-integrabel, hvis og kun 

hvis g er fJ--integrabel, og da gælder relationen !g~ = !gf~o. 

Bevis: For A E~ har vi 

fXAdJl. = Jl.(A) = fA
fdf.1.o = !XAfdf.1.o o 

For ~ E EjD (se definition 5) har vi derfor 
o 

f ~dfJ- = ! ~fdp,o' 
og da enhver ~)-målelig funktion er grænseværdi for en voksende 

o 

følge af funktioner fra E~~~ har vi for en ~-målelig funktion 

g , at 

!g~ = !gf~o· 

42 9 
Bemærkning: Jl.o er et positivt mål (se side 345) 



Lad nu g være en begrænset, M-integrabel funktion. Ifølge 

sætning 19 eksisterer E E: y} med Il (E) = ° samt en J -målelig o ~o o 

funktion gi: M ind i ~, således at g(x) = g1(x) for ethvert 

x E: M\E. Vi har nu M(E) = 0, altså 

!g~ = !g1~ = !g1f~o = !M\Eg1f~o = !M\EgfdMo = !Mgf~o· 
Dermed har vi bevist relationen for enhver begrænset M-målelig 

fUnktion, og ved grænseovergang fås relationen for vilkårlige 

fl.-integrable funktioner. 

Lad os nu antage, at gf er fl.o-integrabelo For n E: ~, a E: ~ 

'. er da 

en Mo-integrabel fUnktion. For n ~ = går venstre side monotont 

mod XAf, hvor A = ~xlg(x) > al. Altså er XAf en Mo-integrabel 

funktion. Vi har nu 

Dermed har vi vist, at A er fl.-målelig, og dermed er sætningen 

bevist. 

Sætnigg 520 Lad Mi og M2 være positive mål på samme ~-legeme ~SV 
på mængden M. En funktion f: M ind i ~ er integrabel med hensyn 

til fl.1+fl.2' hvis og ku~ hvis f er integrabel med hensyn til fl.1 og 

,med hensyn til fl.2' og d~_er ! fd(M1 +M2) = ! fdfl.1 + ! fdfl.2· 

Bevis: Hvis vi sætter ~1(f) = ! fdM1' ~2(f) = !f~2 og 

(~1+~2)(f) = !fd(M1+M2), er ~1 og ~2 lineære operatorer, 
" , . 
for hvilke der gælder (se matematik 6, K III, M 1) 

D(~1+~2) = D(~1) n D(~2) 

j og for f E: D(,u1) n D(J1 2 ) gælder 

= 

tså 



(~1+~2)(E1nE2) = 0, og den ved 

r f 1 (x) for x E: M\E1 
f 3 (X) =, 

L f'2 (x) for x E: E1 

44. 

definerede funktion er ~~-målelig, og vi har f 3 (X) = f(x) for 

ethvert x E: M\(E1nE2 ). Altså er f en ~1+~2-integrabel funktion. 

Lad f være en begrænset funktion, som er integrabel med hen-

syn til ~1+~2g Da giver sætning 19 umiddelbart, at f er integra­

bel med hensyn til ~1 og med hensyn til ~2. Relationen 

Ifd(~1+~2) = Ifd~1 + Ifd~2 gælder trivielt for funktionerne i ~1) 

og ved voksende grænseovergang fås relationen for~)-målelige 

funktioner. Dernæst fås relationen for begrænsede (~1+~2)-inte­

grable funktiuner, idet en sådan funktion er identisk med en~­
målelig fUnktion uden for en mængde E med (~1+~2)(E) = O, altså 

~1(E) = ~2(E) = O~ Endelig fås sætningen i det almindelige til­

fælde ved monoton grænseovergang. 

Sæ~plgg 2~. Lad ~1 og ~2 være positive mål på samme ~-legeme 

på mængden M. Hvis ~1 < ~2' vil enhver ~2-integrabel funktion og­

så være ~1-integrabel. 

~vis: Følger umiddelbart af sætning 19. 

Qefini tion +i. Lad ~ være et mål på et ~-legeme P på en mængde 

Mo En funktion f: M ind i R* kaldes ~-integrabel, hvis den er 

~-- og ~+-integrabel, og vi sætter da If'd~ = Ifdj.l+ - Ifd~-. 

Vi kan også på naturlig måde definere If~ = + = eller 

If~ = - =, men det får vi ikke brug for. 



45. 

Sm,tning 54. Lad J.li og J.l2 være posi ti ve mål på samme o--legeme P 
på en mængde M. En funktion f: M ind i R*, som er J.l1- og J.l2-

integrabel, er også integrabel med hensyn til J.l = j.l2-J.l1' og 

!fdjl. = !fdjl.2-!fdjl.1. 

~.i§.: Da J.l + ~ J.l2 og j.l ~ J.l1' er f in t(Jgrabal re d hensyn ti l J.l + 

-og J.l , altså med hensyn til J.le IfØlge sætning 52 er f også in-

+ tegrabel med hensyn til J.l2+j.l = J.l1+J.l , og vi har 

! fdJ.l2 + !fdjl.- = ! fd/11 +! fdjl. + , 

hvoraf påstanden følger. 

(/) 
§~~ng 55. Lad J.li og J.l2 være mål på samme o--legeme J på M. 

Hvis f: M ind i R* er J.l1- og J.l2-integrabel, er f også (J.li+J.l2)­

integrabel, og !fd(/11+/12) = !fdjl.1 + !fdjl.2· 

~vi§: Da f er integrabel med hensyn til J.l~~ J.li' /1; og J.l2' er f 

også integrabel med hensyn til J.l~+J.l; og /1~+J.l;. Sætningen følger 

derefter af sætning 54. 

Sætning .22,. Lad f.l. være et mål på et o--legeme !? på M, og lad k 

være et reelt talo Hvis f: M ind i R* er integrabel med hensyn 

til f.l., er f også integrabel med hensyn til kf.l.' og !fdk/1 = kJfdjl.. 

Beviset er næsten helt trivielt. 

Sætning 27.Lad f.l. være et mål på et o--legeme ~)på M. Hvis f i ,f2 : M 

ind i R* er integrable med hensyn til f.l., og k i og k2 er reelle t 

tal, da er k1f
1

+k2f 2 integrabel med hensyn til f.l., og 

!(k1f 1+k2f 2 )d/1 = k1!f1d/1 + kzlf2dJ.lO 
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Beviset fås ved opspaltningen ~ 

de sætninger for positive mål. 

17 

46. 

af de tilsvaren-

Definition ~. Lad ~ = ~1+i~2~ hvor ~1 og ~2 er reelle mål på 

samme ~-legeme!? på M. Hvis f 1 ,f2 : M ind i R er integrable med 

hensyn til ~1 og ~2; siges f = f 1 +if2 : M ind i C at være inte­

grabal med hensyn til ~~ og vi sætter 

Sætningerne 55~ 56.og 57 ses umiddelbart at gælde uændret 

i det komplekse tilfælde. 
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Bevis: Lad f: ~m ind i ~ være kontinuert. Da er {~If(~) > al 

for ethvert a E ~ en åben mængde. Altså er f en Borelfunktion. 

~tning 3. Enhver trappefunktion er en Borelfunktion. 

Bevis. Trivielt. 

Definition 2. Lad S være et system af mængder på ~m. Lad ~: S 

ind i C (eller ~) være en m@ngdefunktion, og lad M ~ ~m være en 

Vilkårlig mængde. Ved restriktionen ~IM vil vi forstå ~1(Sn~(M», 

hvor ~(M) er mængden af delmængder af M. 

Sætning 4. Hvis ~ er et ~-legeme på ~m og M E jV, da er ~n~(M) - , 

et CT-Iegem~ og Yn~(M) = {AnMIA E !ll. Er ~ et ~-legeme på 
~ m ~ m M, da er --'2 = {A ~ ~ IAnM E: --' 1 1 et ~-legeme på ~ , og 

Y1 = ~n~(M). 

Beviset er helt trivielt. 

Definition }. Lad O ~ ~m være en åben mængde, og lad ~ være et 

~-legeme på O omfattende alle Borelmængder på o. Lad ~' være 

mængden af de mængder fra~, som er delmængder af kompakte del­

mængder af O. En afbildning f.1,: :.iJ I ind i C kaldes et mål på !J' 
(eller O), hvis det for enhver kompakt mængde K c O gælder, ,at-

= 

p,IK er et endeligt målo 

Vi bemærker, at ::P" ikke er et ~-legeme, idet g.>" for ek-

sempel indeholder en følge af kompakte delmængder Kn med O som 



foreningsmængde. Vi behøver blot at vælge 

1 
Kn = t~E: 0l 11281 ~ nj\ K(!.,n) ~ 01~ 

hvor K(x,i) er kuglen med centrum ~ og radius n1 
o -n 

49" 

For hver kompakt mængde K c 0, har vi et endeligt mål ~IK~ 

der giver anledning til et integralbegreh ffd~IK~ Hvis målet ~ 

specielt er positivt, defineres integralet ud fra et Øvre og et 

nedre integral, der fås som beskrevet i definition 6 ud fra 

integralerne af funktionerne i E~nK. Er nu K1 c K en anden 

kompakt mængde, er funktionerne i E (VnK netop restrilctionerne 
~I 1 

til K af funktionerne i E o Heraf følger umiddelbart, at re-
PnK 

striktionen fiK af en funktion f:K ind i R, som er integrabel 
1 

med hensyn til ~IK, er integrabel med hensyn til ~IK1' og at 

fflK1d~IK1 = f K fd~IK. 
1 

Endvidere ses det umiddelbart Jl at en funktion f: K ind i R, hvis 

støtte er indeholdt i K1 , vil være integrabel med hensyn til ~IK, 

hvis den er integrabel med hensyn til ~IK1. Dette viser beret­

tigheden af fØlgende definition. 

Defini tion 4. Lad ° ~ Rm være en åben mængde, og lc .. d ~ være et 

mål på et a--legeme ..... ep på ° o Det antages 9 !J> omfa tter alle Borel­

mængder på O o En afbildning f; O ind i C IcaIdes ~-integrabel, 

hvis det for enhver kompakt mængde K ~ O gælder, at fiK er in­

tegrabel med hensyn til ~IK. En mængde A tr O kaldes ~-målelig, 

hvis XA er M-integrabel. Er A tillige indeholdt i en kompakt 

mængde K ~ O, sætter vi 

og 
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Det er let at vise, at mængden af t-t-målelige mængder er et 

o--legeme ..9) *'" Af f\ ::- .{li uA2u n o. følger nemlig KnA = (KnA1 )u(KnA2 )U o •• , 

og endvidere er ICn(O\A) = K\(KnA). Målet /1-* er defineret på de 

begrænsede f../-·målelige mængder. Målet t-t* er det til målet /1- sva-

rende fulds tænd1ge TI&~'- o 

~~fj.~l-G~?g 5~ Lad O ~ Rn 
være en åben mængde og lad TO betegne 

TIlm,..'l3den o.:f tr'aPL>8.n .. ",='.~:' T med kompakt afslutning T ~ o. En posi­

t:Lv :f.unJrtion v ~ ':LO ind i :R kaldes et indhold på O, hvis den er 

nddj.t:i.v, alts:l, hvis det for Ti ,T2 E: TO' T1 nT2 = ø gælder, at 

~)(T"i) '!~v'(~:2) ,'": v('l'1 UT2) o Indholdet v kaldes kontinuert, hvi s det 

er fuldst~ndigt adCitivt, altså hvis 

mængdel'D.3 T er d t;] J'UM te" gr:lder a t 
n -

det for T = T1uT2U ••• , 

v(T) = v(T
1

) + v(T2 ) + 

hvor 

• • o 

AnaJ.osti.ndi'Øres en irt.ervalfunktion Vi på O defineret på mæng­

dE ' . .J.:f oegrrensede del~_ntervaller, hvis afslutning er indeholdt 

i O _, De:;:). LaIdeS e.dd:.!. ttv, når det for et interval I, der er del t 

i to d10junkte delintervaller Ii og 12 , gælder at v1 (I) = V1(I1)+ 

V1(12 )., Uan kon de. vise, at det for enhver inddeling I = 11u •.• uln 

af I i disj1.7..nltte delj_ntervaller gælder, at Vi (I) = Vi (Ii )+ •• o+vt(In ). 

For en t:rs:ppe;nængde T == I'i u." o ouln , hvor Ii ,. o. ,In er disjunkte 

c1eliYLJ~erva1le::::'! def:inerer vi v(T) = V1(I
1

)+ ••• +v
1
(In ). derved 

udvides [Len addi. ti ve intervalfunktion ~ til et indhold v på O. 

Vi slG".l lkke o)!hslde os ved detaljerne i denne konstruktion, 

som er velkenc'l. t~ Derimod vil vi et øjeblik dvæle ved spørgsmå-

let on tilfltrækkelige betingelser vedrørende Vi for at det ved 

udvidelse f'remkoI'Ele indhold bliver kontinuert. Dette problem er 

helt centl'alt i teorien for Lebesgue-Btieltjes integraler i Jim. 
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Sætning 5. Det antages, at den positive, additive interval~unktion 

vi på O op~ylder ~ølgende betingelse : Til et E > O og et begræn­

set interval I med I ~ O svarer et a~sluttet interval I' og et 

åbent interval I", således at Ir ~ I ~ I" ~ F<;; O og 

vi(I tI )-Vi(II) ~ E. Da er det ved udvidelse a~ Vi ~remkomne ind­

hold v kontinuert. 

Bevis: Lad os fØrst betragte en trappemængde T = I1u ••• uIn, hvor 

I i , ••• ,In er disjunkte intervaller. Lad E være et positivt tal. 

For k = 1, •• o~n kan vi da vælge a~sluttede mængder I~ og åbne 

mængder I~, således at I~ ~ Ik ~ Ik ~ ~ ~ O og vi(Ik)-V1(I~) ~ ~. 

Så er TI. = Ii u., .uI~ en afsluttet trappemængde og Til = :q'u ••• uI~ 

en åben trappemængde o Vi har T I ~ T ~ Til ~T" <;; O. Endvidere er 

v ( Til) -v ( T I) ~ V ( T;' ) + ••• +v ( T~) - (v (Ti) + •• o +v ( T~)) ~ E. 

Lad os nu betragte en begrænset trappemængde T med T ~ O, 
.----- -I 

T kompakt.!samt en fremstilling T = T1uT2U o •• , hvor Ti ,T2 , ••• er disjunkte 

trappemængder. Vi har da T ~ T1u ••• uTm, altså v(T) ~ v(T1 )+ ••• +v(Tm), 

altzå v(T) ~ v(T1 ) + v(T2 ) -I- o ••• I~ølge den fØrste del a~ be­

viset kan vi vælge en afsluttet trappemængde TI ~ T, således at 

v(T) ~ V(T')+E. Af samme årsag kan vi for k = 1~2, ••• vælge en 

åben trapJ;))emængde Tl~ med Tk ~ Tk ~ Tl~ ~ O, således at v(Tk) ~ 
-k v (Tk ) +2 E. Mængderne Tk dækker den kompakte mængde T I" og i~Øl-

ge Borels overdækningssætning kan vi derfor vælge n, således at 

T I ~ T;'u ... o UT~: Vi har da 

v(T') ~ v(Ti')+ •• • +v(T~) ~ V(T;')+V(T~P+ ••• ~ v(T1 )+v(T2 )+ •• • +E, 

altså 
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Dette gælder for ethvert positivt €e Sammenholdt med resultatet 

ovenfor giver uligheden derfor 

Dermed er sætningen bevist. 

Definition 6. En funktion f: O ind i ~ kaldes en trappefunktion, 

hvis værdimængden f(O) er en endelig mængde 1 og hyrs vi desuden 

for hvert a E f(O) med a + O har f-i (a) E TO. Vi betegner mæng­

den af sådanne trappefunktioner med TO. Hvis v er et kontinuert 

indhold på O, sætter vi 

af in 

ersta 

!fdv = ~ av(f-i (a)). 
aEf( O )\{ O 1 

Bemærkning til definition 6: Vi kan sætte 

I så fald får vi 

n 1 
!fdv = ~ ak v (f- (ak)) 

k=1 

Sætning 6. Mængden TO er et funktionsgitter og et vektorrum over 

de reelle tal. Afbildningen I: TO ind i ~ defineret ved I(f)=!fdv 

er en lineær valuation på TO. 

Bevis: Den eneste betingelse, som ikke helt trivielt er opfyldt, 

er følgende: Hvis (fn) ~ O er en aftagende følge på TO' da gæl­

der (!fndv) ~.O. Vi viser 1 at dette er opfyldt. Mængden 

T = f~lf1 (~) > 01 er en trappemængde med T ~ o. Hvis v(T) = O 

er påstanden trivielt opfyldt. Vi antager v(T) > O. Vi sætter 

Ti = f~E: Tlfi(~) ~ 2v(T)1, Tn = f!. E: Tlfn_i(~) >2v(T) /\ 
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Da (f'n(~)) ~ O f'or ethvert:! E T er T ::: T1uT2u ••. , altså 

v(T) = vCT1 )+v(T2 )+ .. o o 

Vi'vælger n, således at 
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v('l\(T1u.·. oUTn)) = v(T) - (v(T1 )+0. o+v(Tn )) ~ 2"SUp1'.j10) o 

Vi har da 

~ E ~ 

og dermed er sætningen bevist. 

Lad nu K c O være en kompakt trappemængde .. I leapi tel 1 så 

vi~ at valuationen I på funktionsgi tret S = TO kan udvj.c188 tll 

et integral med hensyn til et fuldstændigt mål~ og det ~liver 

netop det ovenfor indfØrte mål Jl* IK .. Hvis K s: O er en villeårlig 

kompakt mængde, kan vi dække K med de i beviset f'or sætning 1, 

udnyttede åbne intervaller, altså med endelig mange af disse 

Ii ' • • a, In" Vi kan vælge afsluttede intervaller Ik c Ile 9 således 
o o 

at vi stadig har K ~ T, hvor T ::: 11U ••• uI~o Vi har da K s: 'I s: 
T ~ O. Vi får derfor integralet og målet på K som restriktion E.f 

målet og integralet på T. Vi bemærker, at mængden c(rr,R) af lwn-

tinuerte funktioner på den kompakte trappemængde T bliver en del-o 

mængde af §.nS, idet en kontinuert funktion på en ko:npaJet trappe--

mængde er grænsefunktion for såvel en aft83lgende som en vot:s81Ae 

fØlge af trappefunktioner. 

Sætning 7 o En kontinuert furie tion på en kompakt mængde K er j.n­

tegrabel med hensyn til ethvert mål på en åben mængde O ~ K u 
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Bevis: En kontinuert funktion f: K ind i R er integrabel, fordi 

f ~I f(~) ~ aJ er afsluttet for ethvert a E R, og derfor en Borelmængde.' 

~tning 8. Mængden C(T,R) af kontinuerte funktioner på en kom­

pakt trappemængde T er et lineært funktionsgitter. Enhver vok­

sende~ lineær, kontinuert valuation på C(T,R) k;~ udvides til 

et integral svarende til et mål defineret på et &--legeme ~ der 

omfatter alle Borel-mængder på T. 

Bevis: Den eneste ikke trivielle påstand er, at ~-legemet om-

fatter alle Borelmængder. Dertil er det nok at vise 9 at ~-legemet 

omfatter alle intervaller. Nu er det imidlertid klart, at den 

karakteristiske funktion for et afsluttet interval er grænsevær-

di for en aftagende følge af kontinuerte funktioner mens den 

karakteristiske funkt:ion for et åbent interwal er grænseværdi 

for en voksende følge af kontinuerte funktioner. Andre interval-

ler kan fås ud fra de afsluttede og de åbne ved foreningsmængde-

dannelse. 

På mængden C(T,C) (eller C(T,R)) indfØres den ligelige 

norm ved Bemærkning: Almindeligt gælder der, at 

Ilj indre produkt => norm 

og rumme' 
norm => metrik 

om norrnej 
metrik ~ topologi 

lIvIlu - v, II.I.IU / ~ ---

II f +gllu ~ II f UU + IIgllu• 

1 
Ilfll = (fl f)2: 

di s t (f ,g) = II g-fil 

B(x) = f fyl dist(x,y) ~ ~11 n E ~1 
"U ···· .. u 

- I 

Ved a t benytte IIg-fllu som afstand mellem f og g organiseres 

C(T,C) som et metrisk rum og derved som et topologisk rum. Det 
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metriske rum C(T,C) er fuldstændigt. Et Banachrum er netop et 

fuldstændigt normeret vektorrum. 

Vi får ofte brug for at arbejde med flere forskellige topo-

logier på samme vektorrum. Vi vil derfor foretrække at lade 

C(T,C) være betegnelse for det algebraiske vektorrum, og vi kan 

så tale om konvergens og om kontinuitet rred hensyn til (eller 

"i") en bestemt topologi eller en bestemt norm. 

Sætning 2. Lad I: C(T9~) ind i ~ være en lineær valuation på 

C(T,R) •. FØlgende egenskaber er da ækvivalent.e: 

1) I er voksende 

2) I er voksende og kontinuert 

3) Afbildningen I er voksende og kontinuert med hensyn 

Bemærkning: Ifølge definition 12 side 31 er en lineær va-

~luation voksende, dvs. det fØrste kraver overflØdigt. • 

I tun 
(Endvidere er . X T E C(T,R), dvs. I(XT) < 00) l 9 

kommer det ud pa at. vlse, at. U\Jt. .LV.L" ca.L1J.v<J"'" ~~ov~~o .n.VUV~.LO~~~" 

fØlge (fn) ~ f gælder, at (I(fn )) ~ I(f). På grund af linearite­

ten er det nok at vise dette for f = O. For € > O kan vi vælge 

N 9 således a t 

IIfnllu ~ I(~T) for alle n ~ N. Vi har da 

II(fn)1 = !I((Ovfn ) - (Ov-f n ))! = !I(Ovfn ) - I(Ov-f n )/ ~ 

II(Ovfn )! + !I(Ov-fn )! = I(Ovfn ) + I(Ov-fn ) = I(!fn !) ~ 

( E X) € () I I(X
T

) T ; I(X
T

) I XT = E 9 

og dermed er påstanden bevist .. Sætningen vil være fUldstændigt 

bevist, når det lykkes os at vise, at 3) ~ 2). Lad (fn) ~ f 
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være voksende. Vi skal vise~ at (I(fn )) ~ I(f). Dette fØlger 

umiddelbart af 3), hvis (fn) er ligelig konvergent. Altså fØl­

ger påstanden umiddelbart af følgende sætning: 

Sætning 10. Lad T være et komparot topologisk rum~ og lad (fn) 

være en monoton følge af funktioner f n : T ind i R. Hvis (fn) 

konvergerer mod en kontinuert funktion f: T ind i R~ konverge-
" rer (fn) ligeligt. Sætning 10 kaldes ogs~ Dinis sætning. 

Bevis: Vi sætter g = !f-f ! o Såt er (g ) aftagende og går mod 0-. 
--- n n n 

Lad E være et positivt tal. Vi sætter 

An = ~x E Tlgn(x) < EJ. 
Sål er mængderne Ah åbne og ~ ~ ~ ~ A3 ~ " .•• Da (gn) ~ 0, vil 

mængderne An dække hele To Altså vil endelig mange af disse mæng­

der dække T. Den sidste af disse endelig mange mængder ~ er da 

identisk med T, og vi har gN(X) < E for alle x E T~ og dermed 

gn(X) < E for n ~ N, x E To Dermed er sætningen bevist. 

~ing ile Enhver lineær afbildning I: e(T,R) ind i R, som er 

kontinuert med hensyn til den ligelige norm, kan skrives som en 

differens I = 1+-1- mellem to voksende, lineære afbildninger 1+, 

1-: a(T~R) ind i R, som begge er lcontinuerte med hensyn til den 

ligelige norm. 

~evis: Lad a+(T,R) betegne mængden af positive (ikke strengt) 

funktioner i a(T,R). For f E a+(T,R) sætter vi 

I;(f) = supfI(g)lg E a+(T,R) /\ g ~ f J, 
I1·(f) = supf -I(g) I g E a+(T,R) /\ g ~ flo 
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Af den trivJelle relatlo::l 

fås fØrst 

[l(g)!g E C+(T,R) !\ g ~ fl == l(f) + f-l(g) Ig E e+(T,R) !\ g ~' f J 

al tså Bemærkning: DaJ. f l(g)! g E e+(T,R) !\ g ~ 1'1 
(1 ) l(f) 

:;]1or et . 
gælder specielt sup{l(g)I.·.l == l(f) + sup-I-l(g)!···I, 

I~- (kf' 

For f 1 ,f'2 E 

måde) 

dvs. 

sup f I (grj+g2) Io ~ 

[lUp f I (g) I O ~ g ~ 

Ps. den anden ::d de er 

sup f I (g'j ) I O ~ gi 5 f 1 1 + 

RUJ2Jf I (g2) I O ~ g2 ~ f 2) = 

Kj ~ f 1 !\ O ~ g2 ~ f 21 ~ 

f 1+f 21 ~ I;(f1+f2 ) n 

I~-(f'.1+f'2) = supfl(g)lo ~ g ~ f'j+ f 2 1 = supf l (gl\f1 )+l(g-(gI\f1 )) IQ~g~f1+f2 

:5 CU.9ft(g·1 )+l(g2) Io ~ gi ~ :Li !\ O ~ g2 ~ 1'21 == I~(f1) + l~(f2) o 

Altså e:;:-

I1(f1 -I-f2 ) == 11(f1 ) + I1(f2 ) og 11"(f1+f2 ) = l 1(f1 ) + I1"(f2 ) !I 

idet den sidste relation fås ~f den :Lørste ved hjælp af (1). 
'Lad-der være-givet j 

"En vilkarlig funktion :C E e(TsR) o li'or f = f1-1'~- = 1'; - f 2 f. 

al-cr.:å 

_.{" _ + + - \ -:- I .r.> -I- +-
..L1 (f.

1
) .- I.j(f.j ) = 11 'oJ- 2 ) -~ 11 (f2 )o 

Analogt for r;. For f == f+_{o.; f-,f+ E a+(T~:R) kan v.i derfor de·· 

finere 



I+(f) = I;(f+) - I~(f-) og I-ef) = I~(f+) - I~(f-). 

Ved anvendelse af (1) får vi 

I(f) = I(f+)-I(f--) = I~(f+)-I~(f+)-I;(f-)+I~(f-) = I+(f)-I-(f)& 

Det ses umiddelbart~ at I+(f
1

+f2) = I+(f1 )+I+(f2 ), at I+(-f) = 
+ + ' --I (f)~ samt at I (kf) = kIT(f) for k > 00 A-Itså er I lineæro 

Det fremgår umiddelbart 9 at I+(f) ~ O for f ~ O~ altså~ at 1+ 

er voksende~ Dernæst viser sætning 9~ at r+ er kontinuert med 

hensyn til den ligelige norma Analogt for I • Dermed er sætning 

11 bevisto 

Hvis fTf.gd~ opfattes som et indre produkt (flg), er dette 

blot Holders ulighed, idet II II U = II 11 00 og ~(A) = lix Aili: 

I (g-f lxi\.) I ~ Ig-f IIJlxA"1 = IIg-fllu·~(i~)· 

~gt 
, 

lR 

for ethvert f E e(T,R) (eller e(T;C))e Målet ~ er entydigt be-

stemt ved afbildningen I~ Den derved definerede afbildning I ~ ~ 

er lineæro 

1?_!~YJ-~: Lad f.l være et reel t mål på To Ifølge sætning 49 fi ndes 

der en opspaltning T = AuB, AnB = ø, således at ~(A) = f.l+(T) o 

Så er f.l positivt for enhver ~-målelig delmængde af A og negativ 

for enhver ~~målelig delmE,mgde af B o Vi har da 

altså 

IfTgdf.l - !Tfd~1 ~ (~(A) + ~(B))llg-fllu. 

hvoraf følger, at den ved I(f) = JTfd~ definerede afbildning ~ 

er kontinuert. Dermed har vi vist "tilstrækkeligt" i det reelle 

tilft'Jlde., Det komplekse tilfælde følger umiddelbart" 
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Lad dernæst I: C(T,~) ind i ~ være en lineær afbildning, 

som er kontinuert i den uniforme norm. Af sætning 11 og 9 følger, 

+ - +-at vi har en fremstilling I = I -I , hvor I og I er voksende 

og kontinuerte valuationer. Udvidelserne af 1+ og I til Daniel~­

integraler svarer til mål ~+ og ~-, således at I+(f) = JTfd~+ 
og I-(f) = JTfd~- for enhver funktion f E C(T,~). Vi sætter 

~ = ~ + -~ , og vi har da I(f) = J Tf~. Dermed er "nødvendigt tl be­

vist i det reelle tilfælde, og det komplekse tilfælde fØlger u-

middelbart ved opspaltning i realdel og imaginærdel. 

Lad ~ være et reelt mål, som ikke er identisk nul. Vi sætter 

I(r) = JTfdjJ, for ethvert f E C(T,~). Der findes da et åbent in-' 

terval ~~ T med ~(A) + 0, lad os antage> O. Så er JTXAd~ > o. 
Der findes en voksende følge (fn) af afbildninger fn:T ind i ~ 

med (fn) -+ XA, f n ~ O. Så gælder ( I(fn )) -7 I(XA) = JTXAdjJ" alt­

så I(fn ) + ° for passende n. Altså er nul-målet det eneste mål, 

der giver nulafbildningen. Nu er afbildningen ~ -7 I lineær, og 

da vi har set, at dens kerne er 0, har vi, at den er injektiv, 

altså bijektiv, og deraf følger igen, at I -7'~ er lineær. Udvi­

delsen til det komplekse tilfælde er triviel. Dermed er sætningen 

bevist. 

Lad os nu med E betegne Banachrummet C(T,C) med den lige-

lige norm. Med E' betegner vi mængden af kontinuerte lineære af­

bildninger I: E ind i C. For enhver sådan afbildning definerer 

vi en norm 

II III = sup f I I (f) II f E E /\ IIfllu ~ 1 j o 
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For en vilkårlig lineær af~ildning I gælder det, at den amførte 

stØrrelse bliver endeligt hvis og kun hvis f er kontinuert. Hvis 

~ er kontinuert, kan vi nemlig vælge p, således at II(f)1 ~ 1, 

når blot lIfllu ~ p, men det giver umiddelbart, at I I(f) I ~ ; for 

lif Hu ~ 1, al tså lilli ~ ~. På den anden side har vi generel t 

f 
II(f)1 ~ IIflluII(lIfl/U)I .~ II I lIlI f ll u ' 

hvilket medfører, at I er kontinuert i O, og på grund af lineari­

teten medfØrer dette, at I er kontinuert~ Rummet El med den an­

givne norm kaldes det til E duale normerede vektorrum$ Rummet Et 

er fuldstændigt .. For at vise dette betragter vi en fundamental­

følge (In) på E I,. For E > O kan vi altså vælge N, således at 

IIIp-Iqll ~ E for alle p,q ~ N. For ethvert f med IIfll ~ 1 har vi da 

IIp(f)-Iq(f)I ~ E? og vi har derfor (Iq(f)) ~ I(f) for ethvert 

f, idet I er en vis grænseafbildning I: E ind i C. Grænseover-

gangen q -7 00 giver nu IIp(f)-I(f)1 ~ E for :Q) ~ N og ethvert f 

med I/fllu ~ 1. Heraf fØlger nu, at II(f)1 ~ III II + E for ethvert p 

f med lIfllu ~ 1" Al tså er II IÅ~II ~ II Ip II + E, og vi har dermed 

set, at I E El. Endvidere har vi fundet, at IIIp-III ~ E.Dermed 

har vi vist, at (Ip) konvergerer, altså at El er fuldstændigt~ 

Idet f..l er e t mål på T og f E C(T,C) skriver vi også 

<f..l , f> = fTf df..l = I ( f ) = < I , f> o 

På grund af isomorfien f..l ~ I er det ligegyldigt om elementet 

af det duale vektorrrum betegnes f..l eller I, og vi vil tillade os 

at anvende betegnelserne i flæng. Operationen <f..l,f> eller <I,f> 

kaldes det indre produkt~ Den er en afbildning af ElxE ind i de 

komplekse talo Den er lineær i hver variabelo Vi har 



i analogi med Cauchy-Schwarz' s u:ighed .. Vi får således vurc1cr2.nge:1. 

1<12 ,1'2> - <11 ,1'1>1 ~ I<I2-I1,f2>+<I1,f20"f'1>1 ~ 

1<12-11 ,1'2>1 + I<I1~f2o"f'1>1 5 III2-111111f211u + III1llllf2-f'11Iu' 

hvilke t viser~ a t det indre produli:t er en kont:inuert afbild:rdng., 

Hvert f E C(T,C) definerer en lineær lwntinuert afbi.1ccning 

I':E' ind i C~ idet vi sætter l'(r) = <1,1'> c Da El, for ethvert. 

a E T indeholder den specielle af"'bildning 6' a (f) = :\:'(0.) $ viJ. for"­

skellige f give forslcellige I'. Det duale rum El! til E omfatter 

alle afbildninger r", Vj. HAr l:;!lU8de,q 0n naturlig indlejring af' 

E i Eli. På den anden side er det let at se, at ElI omfatter i'1ere 

afbildninger end afbildningerne r. Vi id8ntificerer E n:ed s:Ln 

indle jring i Eli og skriver E c Eli ~ Da E er e t fulds tæncUgt vel:r~. 

torrum, er E et afsluttet underrum af Eli. 

Til en Lebesgue-integrabel funk tio.n g: T ind J. C svarer et 

absolut lwntinuert mål I-l defineret ved /-L(A) = fAgd?S,o For f E Q('f,C) 

har vi 

Ethvert absolu t kontinuert mål kan fremkomme på denne måde ~ i,~å-

let /-L bestemmer g bortset fra en nulfunlction. Til en klasse af' 

funlctioner, der indbyrdes kun afvlger ved en nulf-lJ_n_"kt~Lor..s svarer 

således et mål og omvendto Vi vil under disse omstændigheder og-~ 

så, skrive 

1(1') = ~(f) = ~(f) = <1,1'> = <g,f> = </-L,f)c 

Produktet <g,f) for alle f E C(T,C) bestemmer g bortset fra en 

nulfunktion» altså g som p-\[n:::'..kt i L i-rummeto Vi vi l i det følgen-­

de altid opfatte funktioner på denne måde~ 

Vi kan nu benytte afbildningen g som en erstatning for sel-' 

ve funktionen g. Derved får vi mængd.en af Lebesgue~-integrab].e 



~unktioner g: T ind i C indlejDet i Ef, og elementerne i E' bli-

ver således generaliserede ~unktioner. 

For a E T vil den ved 0a(~) = ~(a) de~inerede afbildning 

~ : E ind 1 C tilhØre E h
, og denne afbildning er således en ge­

a 

neraliseret ~unktion. Den svarer til .et mål 6 de~ineret ved a 

1, hvis a E A 

0, hvis a Et A.~ 

og dette mål er ikke absolut kontinuert. Vi ser således at 0a er 

en generaliseret ~unktion. 

Vi ønsker imidlertid et generaliseret f'unktionsbegreb, som 

sikrer, at alle generaliserede ~unktioner er di~~erentiableo Til 

en sådan udvidelse synes udnyttelse a~ duale Banachrum ikke at 

være ~yldestgØrende~ Der~or skal vi heller ikke gå nærmere ind 

på Banachrummenes teori. Vi skal dog ~remhæve en vigtig egenskab 

ved topologien på et Banachrum i almindelighed, idet denne egen­

skab senere vil blive benyttet, når vi viser, at visse topologi-

ske vektorrum ikke er Banachrum. 

7 
~e~initio~. Lad A og B være punktmængder i et vektorrum E over 

R eller C. Vi siger, at A absorberer B, hvis der ~indes et poai-

tivt tal k, således at B ~ kAG At A absorberer et punkt b E E be­

tyder~ at A absorberer mængden fbl. En mængde A kaldes absorbe-

rende, hvis den absorberer ethvert punkt a~ E. 

Sætnina.J.2. I et normeret vektorrum ~indes en omegn a~ Q.~ som ab-

sorberes a~ enhver omegn a~ O. 

~~!is: Enhedskuglen U er en omegn a~ nul. En vilkårlig omegn V 

indeholder en kugle med cenj6rum 2. og en posi ti v radius r o Altså!. 

vil ~V indeholde enhedskuglen. Dermed er sætningen bevist. 
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3. kapi tele 

Om vilkårlig ofte differentiable funktioner med kompakt støtte. 

Lad E være et vektorrum af kontinuerte funktioner på en åben 

mængde O~ Lad f: O ind i C være en integrabel funktion. Vi Ønsker 

at indlejre mængden af sådanne funktioner i et vektorrum E~ dualt 

til E på lignende måde som omtalt i slutningen af foregående ka-

pitel. Vi behØver hertil at danne 

<f,ep> = fofepd:!:. 

for ethvert ep E E. Vi må fØrs-t og fre.mmest sikre os, at integra-

let eksisterer. Hvis vi vil undgå at stille yderligere betingel-

ser til f, bliver det nødvendigt at forlange, at funktionerne 

ep E E har kompakt støtte indeholdt i O. Ved udregningen af inte­

gralet kan vi tænke os f og ep definerede i hele Rm, idet vi sæt-

ter funktionsværdierne til O uden for O. 

Hvis f specielt har en partiel differentialkvotient D
i

f med 

hensyn til xi~ og denne differentialkvotient er integrabel, kan 

vi danne 

co co 

i · ··i ([fep]~i=""t>o - CfDi epdxi )dx2 o .. dxm = - <f,Di ep>, 

idet vi har forudsat, at Di ep eksisterer og er kontinuert. Vi har 

aJLtså 
'""'"-""' 

D1f(ep) = -r(D1ep)· 

For e t element T: E ind i C· fra dualrummet Et kan vi da generel t 

definere en partiel differentialkvotient DiT: E ind i C ved at 

sætte 



Denne definition af differentialkvotienten er den grundlæg-

gende ide i distributionsteorien. Vi ser nu, at anvendeligheden 

af denne definition kræver, at ethvert ~ E E har en kontinuert 

partiel differentialkvotient D1~ E E, altså at ~ E E er vilkår­

ligt ofte differentiabel med hensyn til x1 ' og at alle differen­

tialkvotienterne er kontinuerte og tilhØrer E. Vi må selvfølge-

lig kræve tilsvarende for alle de variable x1 , ••• ,xm, og vi ender 

derfor med kravet om, at samtlige funktioner i E skal være vil-

kårligt ofte kontinuert differentiable med differentialkvotien-

ter, som igen tilhØrer E. Det vil derfor være naturligt som E 

at benytte vektorrummet af vilkårligt ofte kontinuert differen-

tiable funktioner med konstant støtte, som er indeholdt i o. Det 

er klart, at E bliver et vektorrum. 

FØP vi kan tale om dualrummet til E må vi have indfØrt en 

topologi på E~ I fØrste omgang vil vi imidlertid studere vektor­

rummets algebraiske struktur. Vi vil betegne det med ~O' og 

hvis O specielt er hele rummet Hm, vil vi betegne det med &6. 

Disse betegnelser skal benyttes for rummet med den topologi, som 

senere vil blive indført, men vi vil bruge dem allerede nu. 

Kravet om kontinuert differentiabilitet vilkårligt ofte le-

der tanken hen på analytiske funktioner. Sætningen om entydig 

analytisk fortsættelse giver imidlertid,-at en analytisk funktion 

med kompakt støtte er identisk O. Vektorrummet ~O indeholder 

altså slet ikke andre analytiske funktioner end nulfunktionen. 

Vi må derfor først vise, at ~O overhovedet indeholder ikke tri­

vielle funktioner. 



Bemærkning: Se H. Bremermann: Distributions, Complex Va-

riables, and Fourier Transforms g side 13. 

Sætning 1. Lad [a,b] være et interval på R. Den ved 

o for x Ej: [a, b] 

1 
e- (x-a)(b-x) for x E [a,b] 

64. 

er strengt positiv på ]a,b[ og vilkårlig ofte differentiabel på 

hele R. 

Bevis: Det ses umidd~bart ved induktion, at den n te afledede af 

p b på ]a,b[ har formen ,Bemærkning: R(x) har formen ( )~Ax) 2n 
a, x-a (b-x) , 

1 hvor p(x) er et eller andet 
Dnp b(x) = R(x) e- (x-a)(b-x) 

a, ' polynomium. 
og på ]a,b[ får vi derfor en vurdering af formen 

1 
IDnp (x)1 < - A e- (x-aHb-X), 

a,b = (x-a)P(b-x)P 

hlor p er et helt tal og A en konstant (begge afhænger af n). 

Heraf ses umiddelbart, at Dnp b har grænseværdi O i punkterne a, 

a og b. Påstanden følger derefter af en kendt sætning. 

Hermed har vi bevist, at rummet ~ indeholder ikke triv~el1e 

funktioner i det 1-dimensionale tilfælde. Vi understreger, at 

funk tionerne i f]) ikke kan være al t for tlpæne " uden a t forsvinde 

identisk. 

Sætning 2. Hvis ~ E~ (1-dimensionale tilfælde), og der findes 

et reelt tal r, således at IDn~(x)1 ~ nlr-n for alle x og n, da 

er ~ = O. 

Bevis: Vi kan antage, at ~ er reel. Vi har da Taylors formel 
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n-i p ) 
m(X+h) -_ ~ D ø(x hP 1 Dn ( h)hn 
y L.J p! + ilT ep xt@ , 

p=O 

og vi har vurderingen 

I ~1 Dnep (Xt@h)hnl ~ (L~)n, 
som viser, at restleddet går mod O for Ihl < r. Altså har vi 

potensrækkeudviklingen 
00 1 

ep (x+h) = ~ I DPep (x)hP , 
P=O p. 

som viser, at ep er analytisk. Da ep yderligere har kompakt støtte, 

medfører dette, at ep forsvinder identisk. 

Det fremgår af sætning 2, at sup I Dnep (x) I = IIDnepllu må vokse 

meget hurtigt med n, når ep er en ikke triviel funktion fra 9) • 

Sætning .2~ Hvis ep E: f}) (i.-dimensionale tilfælde), og Dnep(x) ~ O 

for alle x og n, da er ep = O. 

~~: Vi betragter et interval [a,b]. !i'or x E: [a,b[ har vi 

Her er alle led på hØjre side positive. Altså får vi vurderingen 

hvor vi får restledsvurderingen 

x C x n-i 
O ~ (n~i)!~ Dnep(t) (x_t)n-i dt ~ n~_~)~ (~=~) dt ~ nep(b)~=~(~::)n-i, idet 

der Viser, at restleddet går mod O for x E: [a,b[. Funktionen ep er 
vi har vurderingen 

'. nØ Cblr
x

(x-t)n-1 lli2 (bl x-t n-i 
b-x 08. b=t dt ~ b-x -su~ (b-'t) • (x-a) 

tEla,x] i 
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altså analytisk i dette interval - men det var et ganske vilkår-

ligt interval. Altså er q; analytisk og derf'or identisk O. 

Sætning 4. Hvis q; E <..-;/) (i-dimensionale tilf'ælde) er reel, og der 

eksisterer et tal r > O, således at Dnq;(x) ~ -nlr-n f'or alle x 

og n, da er q; identisk O. 

Bevis: Lad a være et reelt tal. På intervallet [a,a+r[ sætter vi 
00 n 

g(x) = ~ (~~) = a+~-x. 
n=O 

n -n 
Vi har D g(a) = n!r ,og g har åbenbart samtlige dif'ferential-

kvotienter posi ti ve på [a,a..+r[. Altså gælder Dng(x) ~ n!r-n for 

alle n og alle x E [a,a+r[. Funktionen g er analytisk på [a,a+r[. 

Vi sætter h(x) = f'(x)+g(x) f'or x E [a,a+r[. Så er h en f'uru{tion, 

hvis diff'erentialkvotienter alle er positive på [a,a+r[ og beviset 

f'or sætning 3 viser da, at h er analytisk. Altså er f' = h-g ana­

lytisk på Ja,a+r[. Men da a var et vilkårligt reelt tal, giver 

dette, at f er analytisk på R, altså identisk O. 

Det kan udmærket lade sig gøre at konstruere en funktion, 

der tilhØrer fJ5 , og som ikke er analytisk i noget punk t af' sin 

støtte. Dette vil vi dog ikke gennemfØre. Det er en udmærket ø-

velse selv at gennemf'øre konstruktionen. 

Sætning 5. Lad I = [a
i

,bi Jx ••• x[am,bmJ være et interval i RID. 

Den ved 

P I (;&) = p b (xi)'·· P b (x ) 
a1 1 am m m 

(sr~tning 1) 

def'inerede afbildning PI: Rm ind i R er vilkårligt of'te dif'feren­

tiabel, strengt positiv overalt i ~ og identisk O uden f'or I. 



Bevis:Da PI er produkt af vilkårlig ofte differentiable funktioner~ 

er PI vilkårlig ofte differentiabel. For ~ E: I ~ er PI(~) produkt 
o 

af positive faktorer~ altså positiv. For ~ ~ I er mindst en af 

faktorerne nul. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 6. Lad f: Rm ind i C være en kontinuert funktion med kom-
o o 

pakt støtte K. Lad K1 være en kompakt mængde, saledes at K ~ K1~ 

og lad E være et posi ti vt tal. Der eksisterer da en vi lkårlig 

ofte differentiabel funktion f 1 med støtte indeholdt i K1 , således 

at Ilf-f1 "U ~ E. 

~~is: Vi vælger r > O, måleaes at ni; er mindre end afstanden 

fra K til randen af K
1

• Vi sætter I = [-r~r]x •• 'x[-r~r] og 

p(~) = API(~)' hvor A er et positivt tal valgt således at jp = 1. 

Vi s@tter 

Det er nok at udstrække integrationen over et fast interval, der 

indeholder K1 o Integranden er da vilkårlig ofte differentiabel 

med hensyn til x1, ••• ,xm~ og samtlige differentialkvotienter bli­

ver kontinuerte funktioner af (~,~)o Altså er f1(~) vilkårlig 

ofte kontinuert differentiabel. Det er klart, at f 1 har sin støtte 

indeholdt i K1 ~ Ved at erstatte ~ i integranden med y+~ får vi 

f 1 (~) = jf(!f:.+l:)p (l)dl~ 

altså 

sup 
lYv I,}r 
v=1 , ••• ~m 

Vi vælger nu yderligere r så lille, at If(~+~)-f(~)1 S E for 

6717 B emærkning: Se L. Hormander: Linear Partial Differential 

Operators, side 3~ formel (1.2.2)~ 
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1Y1 I ~ r, ••• ,IYml ~ r og alle ~. Dermed er sætningen bevist. 

Sætningen udtrykker~ at mængden af vilkårlig ofte differen-

tiable funktioner med kompakt støtte i en vis forstand er tæt i 

mængden af kontinuerte funktioner med kompakt støtte. 

Det er ikke vanskeligt at karakterisere de kompakte mængder 

i Rm
, som kan være støtte for funktioner fra ~ • Lad K ~ Rm være 

støtte for ~ EJD • Vi har da åbenbart f~I~(~) t- 01 ~ K. EndVide­

re har vi definitionsmæssigt K = r~l~r~) t 01. Altså har vi K ~ K. 
o 

På den anden side har vi K ~ K, og da K er afsluttet, fØlger her-
o o 

af K ~ K. Altså gælder K = K. Vi skal se, at enhver kompakt mæng-

de med denne egenskab er støtte for en posi ti v funktion fra ~Q; " 

Dertil behØver vi imidlertid nogle hjælpesætninger. 

Sætning 7. Lad ° ~ Rm 
være en ikke tom åben mængde. Der findes 

da en fØlge (K ) af kompakte mængder med fØlgende egenskaber: 
n 

1) K
1 

=1= ø 
o 

2) Kn ~ Kn+1 ~ 0, n=1,2, ••• 

3) For enhver kompakt mængde K ~ ° eksisterer der et tal 
o 

n, således at K c K • :: n 

Bevis: Vi vælger 

Kn = [2.S E 0" I 2!S1 I ~ n /\ di s t (2f, CO) ~ ~ 1 • 
Det er da klart, at mængderne K er kompakte, og at følgen (K ) 

n n 

tilfredsstiller 2) og 3). Ved at udelade de eventuelle tomme 

mængder, der optræder i begyndelsen af følgen og ved at omnummere­

re de tiloversblevne led opnår vi, at også 1) bliver opfyldt. 



Sætning 8. Lad O ~ Rm være en ikke tom åben mængde. Der findes 

da en følge (I ) af begrænsede, åbne intervaller~ således at n 

1) In ~ O, n= 1 ,2 11 ••• 

2) Ul = O. n 

3) For enhver kompakt mængde K ~ O gælder det ll at kun en-

-delig mange af intervallerne I har punkter fælles med Ke 
n 

Bevi~:Vi vælger fØlgen (K ) i overensstemmelse med sætning 7. n 
o 

For n L 3 betragter vi et punkt ~ E Kn\~-:-1: Da l!. El: Kn_211 ~kan vi 

vælge et åbent interval I , således at a E I , I c O og IanK 2~~. a - a a = n-
Da K \K 1 er kompaktIl kan vi dække K \K 1 med endelig mange så--

n ~ n ~ 

danne intervaller. Vi dækker ligeledes K2 med endelig mange in-

tervaller, hvis afslutning er indeholdt i O. Derved får vi alt i 

alt en følge af intervaller, der tilfredsstiller 1) og 2). For en 

kompakt mængde K ~ O gælder det~ at vi kan vælge n, således at 

K ~_ K • Men K kan hØjst have punkter fælles med de intervaller 11 n n 

der dækker K2 , K3\K2,.e.,Kn+1\Kn~ altså hØjst med endelig mange 

af intervallerne i fØlgen. A~tså er 3) opfyldt, og dermed er sæt-

ningen bevist. 

Sætning 90 Lad O ~ Rm 
være en ikke tom åben mængde. De~ findes 

da en vilkårlig ofte differentiabel fUnktion, som er strengt po­

sitiv overalt på O og identisk O uden for O. 

Bemærknin~: Se L.Hormander, side 4 11 Theorem 1.2.2.i 

Bevis: Lad følgen (In) af intervaller være valgt i overensstem­

melse med sætning 8. For hvert n E ~ vælger vi ~ > Oll således 
n 

at funktionen ArfI tillige med dens partiel.le differentialkvo-
n -n 

tienter af orden ~ n numerisk ikke overstiger 2 • Vi sætter 
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(j) .•. ~ ')·'n.Pr ., 
I).:::·1 n 

Det C~ da klart, at vi får ~(~) > O for ~E O og ~(~) = O for 

~ ~: ()" På intervallet In forsvinder ledd?:9ne i summen på nær ende­

li.g ;i1allge og summen bll ver derfor vilkårlig ofte differentiabel 

overalt :i. 0" De'~ er endvidere' klart, at ~ bliver vilkårlig ofte 

d:Lf':Ceren U.obel overal t l.~deJll for O. Tilbage er spørgsmålet om dif-

.feI'enti[~·b:Ll:J. "Let j. randpunkter af o. Vi viser dette ved induktion, 

idet vi mltager r at det allerede er vist, at ~ er overalt n gange 

lwn.thmert dif'f'erentiabel~ og at de partielle differentialkvotien-

Ler' ':.~;J og med orden n "bestemmes ved ledvis differentiation af 

r::skl<::en '. I,ad D~ bc::tegne en af de partielle differentialoperatorer 

o l 'if' h d aL Ol~C e.::n Yl.o l oL Ell' a 

'" /~~ 

]):::.1 

.\ T) n* 
I,. ".' PT 

iJ J .. - p. 

kOl1ve.i."gerer ligc11gt!) da I\P jD* PI (!.) I ~ 2-P for p ~ n+1 og alle 
p 

~~~" Idet. vi g:l'-'ler alle J){ undtagen X j faste værdier, giver en kendt 

sen.niJlg, at. ledvis\c1'~·f'ferentiat1qnrækken (2.) er tilladt, og vi 

f' :L nde J.' ~, a t 

Dermed er j.1Jdul<:t:i.onsbeviset fuldf\2t' t, og sætning 9 er bevist. 

~~~~g';!:~B,",~Q.~ Lad O s: R
lTI 

være en åben mængde, og lad l::. = {Ojlj E Jl 
'vEJre en ovenlækl1j.l1g af O med åbne mængder. Der eksisterer da en 

numerabel o-'lerdæl{ning l::. I = f O I I n E ~1 af O med åbne mængder, så-n 
lecle~ a'~; j"Ø:Lgende betingelser er opfyldt: 
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1) \In E N 3 j E J : o;;. ~ ° j 
2) For enhver kompakt mængde K c ° vil hØjst endelig mange 

= 

af mængderne O' have punkter fælles med K. 
n 

Bevis: Lad (K ) være den i sætning 7 indførte følge af kompakte 
n 

mængder. Mængden K2 overdækkes med endelig mange mængder O. , ••• ,0. 
J1 Jk1 

taget fra overdækningen 6. Mængden O. indeholder den kompakte 
J1 

mængde K
2
\(0. U ••• uO. ), 

. J2 Jk 
og vi kan derfor vælge 01 således at 

1 

K2\(OiUOj U.UUO j ) ~ O~ ~ 02 ~ 0j • Efter endelig mange skridt 
3 .k1 2 

får vi en overdækning af K2 med 01' , o •• ,O~ , hvor QT ~ O. , v=1, ••• ,k1 o 

1 v Jv 
o 

Dernæst overdækker vi K
3

\K2 med mængder O. , ••• ,0. fra 6. 
Jk +1 Jk2 1 

Så er K
3

\K2 også overdækket med de åbne mængder 

Ok +1 = O. \K1,···, Ok = o. \K1 • 
1 Jk +1 2 Jk 1 2 

På samme måde som i fØrste trin reducerer vi denne overdækning 

til en overdækning med åbne mængder O~ +1' ••• 'O~ , hvor ~ ~ O~, 
1 2 

o 
v=k1+1, ••• ,k2 • Dernæst overdækker vi på samme måde K4\K

3 
med åb-

ne mængder Ok +1' •• o,o~ , hvor hver af mængderne v er indeholdt 
2 3 

i en af mængderne 0j og ligger helt uden for K2• Ved fortsættel-

se af denne proces får vi åbenbart en overdækning med de ønskede 

egenskaber •. 
. ---~--'----

Bemærknin~: Se L. Hormander, side 4, Theorem 1.2.3. 

Sætning 1:1. Lad ° ~ Rm 
være en åben mængde, og lad 6 = [0.1 j E Jj 

J 
være en overdækning af ° med åbne mængder. Der eksisterer da en 

følge CD ) af positive, vilkårligt ofte differentiable funktioner 
n 

~ : O ind i [0,=[, som tilfredsstiller følgende betingelser: n. 

{'/ K2\(0. U·.· ·uO. )~01'~01'~0'. Tilsvarende vælges °2', således at 
V J2 Jk - - - J1 

1 
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00 

1) 't:/"!:,. E ° : ~ T)n (lS) = 1 
n=1 ~emærkning: Se H. Bremermann, side 23. , 

c-'~-

2) For ethvert n E N er støtten ~or T) delmængde a~ et 0~6. 
n J 

3) Lad K c ° være kompakt. Da antager hØjst endelig mange = 
T)n positive værdier på K. 

Bevis: Vi ind~Ører overdækningen 6' ~ra sætning 10, og vi vælger 

~ørst T)~: ° ind i [O,oo[ i overensstemmelse med sætning 9, således 

at T)' er vilkårlig o~te di~~erentiabel overalt, strengt positiv - n 

overalt i O' og identisk ° uden ~or O'. Dermed vil ~ølgen (T)') n n n 
til~redsstille alle sætningens betingelser undtagen betingelse 1). 

Nu er imidlertid ~T)~ positiv overalt i O, og vi kan 
, 

= ~T) 9 Så vil (T) ) opfylde alle betingelserne. n n 

der~or sætte 

Definition 1. FØlgen (T)n) i sætning 11 kaldes en opspaltning af 

enheds~unktionen svarende til overdækningen 6. 

Sætning 12. Idet vi benytter betegnelserne ~ra sætning 11, gælder 

det, at vektorrummene fJJ O ' j E J udspænder gy O· 
j 

Bevis: En ~unktion ~ E ~- kan nemlig skrives - O 

q> = T)1 ~+T)2~+· Ile 

og her vil hver a~ ~unktionerne T)n~n tilhøre et a~ vektorrummene 

(.J/J O .• Da kun endelige mange a~ ~unktionerne T)n antager fra O 
J 

~orskellige værdier på den kompakte støtte ~or ~, bliver summen 

endelig. Dermed er sætningen bevist. 
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D~inition 2. Lad O ~ Rm 'lære en åben mængde .. Ved en generali­

seret funktion på O forstår vi en lineær afbildning T: &bo ind i 

C. En L1-funlktion f: ° ind i R identifj.ceres med den generalise­

rede funktion r defineret ved rep) = JnE~o 

Denne identifikation bliver en injektiv indlejring af 

~ funktionsklasserne, thi hvis r(~) = ° for ethvert ~ E f~o' 
ti 

er f(x) = O næsten overalt. 
dE.. -

Bemærkning: L. Hormander: Linear Partial Differential 

Operators, side 8~ definition 1.4.1., hvor der dog er 

in defineret 

.. 

P 
I 

D" D 1 o .0 b. = 
J k = r OX

k 
= -J.oXk 

(sammenlign matematik 6, K III 10, 1964-65 eller M 1.35, 

så: 1965-66). Se endvidere H. Bremermann: Distributions, Com- r-
lil 

plex Variables, and Fourier Transforms, side 4 og 11. b 
1 - Vi v 

T: [j) ° ind i C har derfor på na turlig ~nåde en restriktion 

T I 01 : rJ) ° ind i C. En generaliseret fur.k tion på ° er i denne 
1 

forstand også lokal t bestemt på delmængder af O. Det er imidler-

tid ikke hel t oplagt~ at en generelis8re-c furk tion på ° kan be-

stemmes ud fra sine restriktioner til delmængder, der dækker O. 

Vi viser derfor følgende sætning: 

Sætning 1,3,. Lad ° ~ Rm 
være en åben mæilgcle" :~~ad 6. = io j I j E.: J 1 

være en overdækning af ° med åbne mængder o l,ad 1'0 r hvert j E.: J 

en generaliseret funktion T. på O. være gj.vet .. HviG det for hvert 
J J 

par j,k E J med 0j(l0k :/: ø gældeI', at rest:,n~tionerne af T j og Tk 

til 0j(l0k er identiske, da elcsisterel' der en og kun en @enerali­

seret funktion T på 0, hvis restrlkt:i.ol1 tilO. er identislc med 
J 

T. for ethvert j E J. 
J 
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Bevis: Lad (11 ) være en opspaltning af enhedsfunktionen svarende 
n 

til inddelingen 6. Til hvert n E N svarer et jen), således at 

støtten for l1n er indeholdt i O j (n) ft En generaliseret funktion T 

med de forlangte egenskaber tilfredsstiller de fØlgende for ~ E~O: 

T(<p) = hT(<Pl1n ) = hT j (n) (~l1n) , 
, 

hvilket viser, at T er entydigt bestemt. Vi definerer T som an-

ført. For k E C får vi da 

T (k<p) = h T o ( ) (k~l1 ) == k Oh T ° ( ) (<p Y) ) == k T (<p ) J n n J n n 

og for <P1'<P2 E ~O: 

T(~1+<P2) = hTj(n)(~111n+~2Y)n) == h(Tj(n)(<P1Y)n)+Tj(n)(~2Y)n)) == 

hTj(n) (<P111n) + hTj(n) (~2Y)n) = T(<P1) + T(<P2)· 

Dermed har vi vist, at T defineret på den foreskrevne måde bliver 

en lineær afbildning, og dermed er sætningen bevist. 

'Vi vil slutte med nogle eksempler på differentiation af ge-

neraliserede funktioner i det i-dimensionale tilfælde. Vi begyn-

der med funktionen 6 defineret ved a 

f), (x) 
a 

for x ~ a 

for x < a 

Vi får 

Så er 

00 = 
6 a (<P) == ~ ~(x)dx; D6a (<P) == -~ D~(x)dx == ~(a) == 0a(~) 

Do (<p) = -Oa(D<p) == -D<p(a),ooo~ DnC (~) == (-1 )~n<p(a)~~ •• a a 

Vi betragter dernæst en funktion f: R ind i R defineret ved 

= i O for x ~ O 
f(x) -a 

x for x > o; a E JO~1[n 

= 
r(<p) = ~ xIX<p(X)dX, 



altså 
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Di'(<p) = -.( x -aD<p (x)dx = lime [ -x -a <p (x)];r - a.f.oo x -u-i <p (x) dX) = 
. o~O' 

JLim(o-a<p(o) - al;x-a - i <p(X)dX). 
o~O 

Funktionen _ax-a-i er ikke Li og bestemmer derfor ikke selv 

en generaliseret funktion. Derfor optræder tillægsleddet~ og en 

grænseovergang bliver nØdvendig~ Vi kan pynte en smule på resul-

tatet: 00 00 
Di'(<p) = lim(o-a<p(o) - alox-a- i <p(O)dX - alox-a-i'(<p(x)-<p(O)dX)= 

o~O 
00 

lim(O-a<p(o)+<p(O)[x-a]~-alox-a-i(<p(x)_<p(O»dX) = 
O~O 

lim(O-a(<p(o)_<p(o»-al;x-a-1(<p(x)-<p(O»dX) = 
O~O 

-af 0:C -a -1 (<p ( x ) -ep ( O ) ) dx • 
u 

Hvis støtten for <p tilhØrer et interval [a,b], får vi yder-

ligere 
rb -a 1 )/00 -a-1 

Dr(<p) = -a~ x - (<p(x)-<p(O»dx + a<p(O bX dx = 

<pC O)b -a I-a.b'b x -a-i (ep (x)-<p (O) ) dx 

og her er afhængigheden af tallet b selvfølgelig kun tilsyneladende. 

For 
(O for x < O 

f(x.) = lJLOg x f o: x > O 

får vi ved tilsvarende regninger 
00 

?(<p) = l <p(x)log x dx 

og 

= -lOOlOg x D<p(x)dx = lim([-<p(x)log x]~p+I;~x) = 
o~o -v X Di'(<p) 

lim(<p(o)log o + I; ~dX). 
O~O 



Hvis støtten for ~ er indeholdt i [a,b], får vi 

Dr(~) = lim(~(o)log o + Job ci2.lo.x + Job~(xl::p(Ob) = 
o~O x x 

b 
~(O)log b + i ~i~dX. 

For f(x) = loglxi får vi 
00 

r(~) = ~~(x)loglxldx 

og 
00 
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Dr(~) = -~loglxID~(X)dX = 

lim(-[~(x)loglxl ]-O_[~(x)loglxl ]000 + r-°illlruc + J=o~)= 
~O ~ ~ x x 

-o 00 

lim«(~(o)-~(-o))log o +.t ili2.o.x + Jo ili2.o.x) = 
~O x x 

-o 00 

lim([ ili2.o.x + J ili2.o.x). 
o~O 00 x o x 

Funktionen ~ er ikke L1, men for differentiabelt ~ kan J~ jo 

dannes som en Cauchy-hovedværdi, og derved fås en generaliseret 

funktion, der altså faktisk er differentialkvotient af loglxl-
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4. kapitel. 

Topologien på vektorrummet fJ) K" 

Med K ~ Rm betegner vi en ~ast kompakt mængde. Vektorrummet 

~K omfatter alle vilkårlig ofte differentiable funktioner ~:Rm 

ind i C med kompakt støtte, som er en delmængde af K. 

Topologien på cØK må vælges således, a t de generaliserede 

funktioner, der fås ved differentiation af en målelig'funktion 

f bliver kontinuerte på K. For m = 1 får vi specielt Dnr(~) = 
(-1)nJf(x)Dn~(x)dx, og vi ønsker altså, at denne lineære afbild-

ning skal være kontinuert. Det er derfor naturligt at vælge to­

pol~gien sådan, at konvergens af en følge (~ ) betyder ligelig n, 

konvergens ikke bIo t a1 selve følgen (~ ), men også af enhver 
n 

fØlge, der fås ved gentagen ledvis differentiation af følgen ~n. 

Vi indfører nogle afkortede betegnelser for at undgå skri-

veri: 

~ = (p 1 ' • • • , p m)' DE. = D ~ 1 
" o I) D ~ m, xl2. = x~ 1 

•• "x~ m , 112.1 = p 1 + • • • +p m • 

For P E ~, r > O indfØrer vi en omegn U af O defineret ved P,r 
Up,r = f~ E ~ KIIID~lIu < r for ethvert E. med lE.' ~ Pj. 

a 
Her regner vi D-~ = ~. En omegn U a~ O-~unktionen er en mængde, 

der indeholder en a~ omegnene Up • Mængden af sådanne omegne ,r 
betegnes ft. For ~ E ~K er u(~) = f~ + ulu E ul m@ngden af omegne 

af W, altså specielt U = U(O)o Enhver omegn U E ft(~) indeholder 

således en mængde af formen 

!ø E goK"Inl2-(Ø-~)lIu < r f'or ethvert 12. med IE.I ~ Pl. 
De fire første omegnsbetingelser 

1) ft(q» + ø 
2 ) For U E U ( ~) er q> € U 

3) Ar U E U(~) og V ~ U f'95lger V E U(~) 

4) Af U,V E U(~) fØlger UnV E U(~) 

Bemærkning,: U P,r 
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er trivielt opfyldte. Det er endvidere let at se, at omegnen U P,r 
er omegn af ethvert af sine ~unkter, og deraf følger, at den 

femte omegnsbetingelse også er opfyldt. 

Af relationen (ep+Up ir) + (t/J+Up ir) ~ ep + t/J + Up r følger, 
'2 '2 - , 

r/\ C/'\ 
at addi tionen ep+t/J er en kontinuert afbildning af c-'-'Kx cL.k ind i 

[]y K. Dermed har vi bevist, a t "J5
K 

er en topologisk gruppe. F'or 

at vise, at ~)K er et topologisk vektorrum, må vi endnu vise, at 

('A,ep) ~ "Aep er en kontinuert afbildning af Cxc2}K ind i ..2'J Ko For 

at vise kontinuiteten i punktet (A ,ep ) skal vi se på o o 

(A +'A)(ep +ep) = 'A ep +'A ep+Aep +"Aep, o o o o o o 

og det er derfor nok at vise, at afbildningerne ep ~ 'Aoep, 'A ~ AepO 

er kontinuerte i 0, samt at 'Aep er kontinuert i (0,0). Nu er 

'AoUp,r = Up,lIAolr' og derfor er ep ~ AOC{) kontinuert i ° re.:J'J K• 

Hvis E er enhedscirklen i den komplekse plan, har vi åbenbart 

E-Up = Up • Altså er (A,ep) ~ "Aep kontinuert i (0,0). ,r ,r 

Vi mangler således at vise, at afbildningen "A ~ 'Aepo er kon-

tinuert i ° re. C. Dette kommer ud på at vise, at det for enhver 

omegn Up gælder, at 'Aep re. Up for I"AI ~ O, hvor o er et passen-,Ir o,r-
1 

de tal. Dette er ensbetydende med; at epo re. AUp,r for lAl ~ ~, 

altså, at Up absorberer punktet ep G ,r o Dette gælder imidlertid, 
1 o 1 ' idet vi blot behØver at vælge ~ saledes at 6-r overstiger 

IIDl2.epo llu for ethvert l2. med 1l2.1 ~ P. Dermed har vi bevist, at ,;:DK 

er et topologisk vektorrum. 

Vi unders treger , a t topologien på .ø K ikke kan frembringeiill 

af en norm. Enhver omegn U re. O indeholder nemlig en omegn Up , ,r 
som igen indeholder omegnen Up 1 ,der ikke + ,r 
derfor heller ikke U. Sætning 13 i kapitel 2 

ikke er et normeret vektorrum~ 

absorberer Up og ,r 
viser nu, at ~:0K 
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Lad r < 1 være et positivt 
-p 

tal, og lad P være et positivt 

helt tal. For ~ E K(o,2 r) har vi for I~ol ~ p, at 

2"'I:Q.olinff1,SupfIID~llul I~/ = /Eo/n < 2-
P
r, 

altså 

"DRo:~"U < r. 

Altså gælder Up ~ K(o,2-Pr). Dermed er påstanden bev.i. st. ,r -

9ætnin~. Enhver af de partielle differentialoperatorer Dj = JOK 

ind i JOK er en kontinuer~ afbildning~ Det samme gælder for de 

partielle differentialoperatorer af højere orden. 

Bevis: Vi har D .(Up 1 ) c Up • Dette viser, at D. er kontinuert" 
J + ,r = ,r J 

Sætningens sidste påstand følger af t at en partiel differential-

operator af højere orden fås ved sammensætning af operatorer af 

første orden. 

~~g 2. At en følge (~n) på ·~K konvergerer mod ~ E ~K bety­

der, at det for ethvert Q = (P1, ••• ,Pm) gælder, at funktionsfølge:l 

(DP..~n) konvergerer ligeligt mod nJ2.~. At følgen ~j er fundamentIElI-­

følge, betyder, at hver af følgerne (~~ ) er fundamentalfølge i n 
den ligelige topologi. 

~evis: Umiddelbart. 

Sæ~ning d. Rummet ~~K er fuldstændigt. 

BeYi~: Lad (~n) være en fundamentalfølge på ~K. For ethvert P­

er (D~~n) en fundamentalfølge på det ligelige funktionsrum, alt­

så ligelig konvergent mod en grænsefunktion ~~. Det er klart, at 
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~~har støtten indeholdt i KD Vi fastholder de variable undtagen 

X.ø Følgen (D.DP-~ ) konvergerer ligeligt, og ifølge en kendt 
J J n 

sætning konvergerer den derfor mod Dj~~. Ved gentagen anvendelse 

af dette resultat får vi, at ~p = D~Q. Dermed er sætningen bevist. 

Angående pseudonormer se endvidere opgaverne til T 3 ii matematik 6. 

Vi vil et kort øjeblik betragte et vilkårligt vektorrum E. 

En afbildning p: E ind i ~ kaldes en pseudonorm, når den tilfreds­

stiller betingelserne 

1) p(O) = O 

2) p(x) ~ O 

3) p(AX) = IAlp(x) 

4) p(x+y) ~ p(x) + p(y) 

Hvis pseudonormen tillige tilfredsstiller betingelsen p(x) > O 

for ethvert x =I: O, er den en norma I det alminde; ige tilf$lde er 

p-'1(0) et underrum af E, nulrummet for p, og p kan på naturlig må­

de opfattes som en norm på restklasserurnmet E/p-1(O). 

En pseudonorm definerer en p_seudometrik og dermed en topologi 

på E ganske som en norm gør det, men E bliver ikke et Hausdorffrurn. 

Lad fpjlj E Jl være en familie af pseudonormer på vektorrummet 

Eo Hver af pseudonormerne definerer en topologi på. E. Den groveste 

topologi, som er finere end alle de ved p_seudonormerne definerede 

topologi er kaldes den ved familien fp .Ij E Jl definerede topologi. 
J 

Hvis betingelsen 

f/!. E E\ f QJ3 j E J : p. ( x) t o 
J 

er opfyldt s bliver E et Hausdorffrum. 

Som basis for omegnene af O kan vi bruge alle mængder, der 

kan fås som fællesmængder for hØjst endelig mange af de ved pseu-

donormerne definerede kugler, altså mængder af formen 
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[2.C-IPj1 (2f,) < ri J\ .,. J\ Pjn(~) < rnl· 

I rummet ~K har vi for hvert ~ = (P1, ••• ,Pm) en pseudonorm 

p : ~ ind i R defineret ved 
12. K 

PE(cp) = IID~lIu" 
I virkeligheden er Pp en norm i dette tilfælde~ da Pl2.(cp) = O vil-

le kræve, at cp var et pOLYnomium, altså en analytisk funktion, og 

vi ved jo, at ~K ikke indeholder alidre analytiske funktioner end 

nulfunktionen .. Det gælder alment, at til enhver kontinuert pseudonorm 
- 11 - ! 

I PJ svarer en og kun en konveks omegn U af O, nemliglu = [~I p (2f) ~ 11., 
Sætning 4. Basisomegnene Up er konvelcse o 

- ,r 

Bevis: Hver basisomegn er fællesmængde for endelig mange kugler i 
....... c= 

topologi er svarende til normerne PEo Sætningen følger derfor af, 

at en kugle i et normeret v~ktorrum er konveks. Dette vises på 

fØlgende måde: MIlxii < r, 11;v11 < r, A E [0,1] følger 

11M + (1-A)yll ~ II~II + II (1-A)yll = AlIxlI + (i-A) lIyll < 
Ar + (1-A)r = r. 

r,'-
Ved de følgende undersØgelser af rummet /J) K vil følgende sæt-

ning om generelle fuldstændige metriske rum vise sig nyttig. 

Sætning 5 kaldes også Baires sætning .1/ 
§Ætning 5. Lad E være et ikke tomt fuldstændigt metrisk rum, og 

lad (A ) være en voksende følge af afsluttede delmængder af E. n 

Hvis U~ = E, har en af mængderne Å et indre ~unkt~ . 
n n 

Bevi s: Lad os an tage. a t ingen af mængderne A har indr'e purk ter ft 
--' n 
Vi vælger a1 E E\A1 ~ og da E\A1i er åben, kan vi vælge r 1 > O ~ så-

ledes at K(a1 ,r1 ) ~ E\A1 • Da a
1 

ikke er et indre punkt i Å2 , kan 



vi vælge 1Bl2 E,K(a
1 
,~r 1 )\A2, og da denne mængde er åben, kan vi 

vælge r 2 EJO,~~[, således at K(a2 ,r2 ) ~ ~(a1,~r1)\A2. Ved at 

fortsætte denne proces får vi en fØlge 

K(a
1
,r1 ) ~ K(a2 ,r2 ) ~ K(a

3
,r

3
) ~ ooe, 
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således at r 1 < ~r , n = 1,2, ••• og K(a ,r )nA = ø. For p > O n+ = n n n n 
gælder a E K(a ,r ), altså dist(a ,a ) < r = 2-n+1r1 .. A~tså n+p n n n n+p = n . 

er (a ) en fundamentalfølge, og derfor konvergent mod et grænse­
n 

punkt æl. For ethvert n er dette grænsepurll{t indeholdt i afslutning'· 

en af K(a ,~r ), altså i K(a ,r ), som ikke har punkter fælles med n n n n 
Å • kltså gælder a ~ UA i modstrid med UA = E. Dermed er sæt-n n n 
ningen bevisto 

Daf!pition 1. En mængde Å i et vektorrum E over de komplekse tal 

kaldes rund, såfremt 

VaEAV"AE C: I"AI ~ 1 =>"AaE A. 
E *' , 
~rund mængde kaldes hos Bourbaki equilibre; i matematik 
6 kaldes mængden s-tJerneI'ormet. i 

Basisomegnene Up er åbenbart runde. ,r 

Sætning 6. Hvis en punktmængde i ~K er rund, konveks, absorberen~ 

< ... _ .. 4-Le~og afsluttet, er den en omegn af O. _ 
~ærknins.: En rund, konv~ks, absorberende og afsluttetjmgangde kaldes_ 

':"-'~-;-blok (hos-Bourbaki"tonneau"). ~]K erietblokrum .. 1 '::'- \U 

Bevis: Lad U være en punktmængde med de nævnte egenskaber .. Da er 
00 

absorbere lild e , er U nU = .;DK" Da U er afsluttet~ er hver af mæng'· 
n=1 

derne nU afsluttet. Af sætning 5 følger da, at en mængde nU inde--

holder et indre punkt ø E ~ K. Men så er ep =~ n 
et indre pUMt 1 

U. Da U er rund, er også -ep et indre pu~t i U. Vi har derfor et 

r > 0, således at kuglerne K(-ep,r) og K(ep,r) er indeholdt i U~ D~ 

U er konveks, fØlger heraf, at K(O,r) ~ U. Altså er U en omegn af 
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O. Dermed er sætningen bevist. 

Den me trik, vi har indfØrt på .... 0 K' er blot en af mange mulig8, 

og det er således også en tilfældighed, at hele 6D
K 

er blevet be­

grænset ved denne metrik. Vi understreger, at det er yderst vigtigt 

for os, at rummet ~K er metriserbart, men at selve den indfØrte 

metrik er uden stØrre betydning - og vi har da heller ikke brugt 

den til noget. Det er helt væsentligt, at vi glemmer den, når vi 

nu skal indfØre begrebet "begrænset mængde" på .Q5K-

Et Banach-rum er normeret og fuldstændigt. 

Et Frechet-rum er metrisabelt og fuldstændigt. 

En mængde i et Banachrum er begrænset, hvis den er indeholdt 

i en kugleomegn, og da enhver kugleomegn (om O) i et Ba-

nachrum absorberes af enhver anden kugleomegn (om O), er 

en mængde i et Banachrum begrænset, hvis den absorberes 

i 

bgræn-

• 

.at 
I 

af en kugleomegn (o~ O). __ ~ .......... u .......... u.u '-'-'-'.I. U.L.J.. vp ove .... '-'.1. 1t -p,r -- ------- • ,r 

positivt tal A, således at A~ AUp ,og denne betingelse er ens-- ,r 
betydende med betingelsen 

(1) 'l/ep E: A 'I/~ : IE.I ~ p=> IIDIl.q;lIu ~ Ar. 

Heraf fremgår umiddelbart, at 1) => 2). Er på den anden side 2) 

opfyldt, kan vi vælge A E: R, 

og alle ~ med IQI ~ P. Så er 

vist, at 2) => 1). 

således a t IlnEtpllu ~ A for alle ep E: A 

(1) opfyldt med A = 1. Dermed har vi 
r 

~llitioll 2. En punktmængde A ~.2;K kaldes begrænset, hvis den 

tilfredsstiller betinge1serne i sætning 7. 



Vi bemærker, at ingen omegn af O E cdJ K er begrænset. Vi be­

mærkergyderliger~,at betingelsen 1) anvendt på et Banachrum (eller 

blot et normeret vektorrum) giver begrænsethed i sædvanlig forstaLdo 

~ning 8~ Enhver delmængde af en begrænset mængde A ~ ~K er be­

grænset. Mængden A.er begrænset~ hvis og kun hvis enhver numera-

bel delmængde af A er begrænset. 

~:y!.§.: Den fØrste påstand er triviel 1 og d ermed er også "kun hvis" 

i den anden påstand triviel. Lad os antage, a t A ikke er begrænset" 

Der findes da en omegn U af O, som ikke abSorberer A. For ethvert 

h E ~ kari vi derfor vælge <Pn E A\nU. Punktmængden {<pn l n E ~J ab­

sorberes ikke af U og er derfor ikke begrænset. 

Hvis A og B er begrænsede, og U er en vilkårlig omegn, 

kan vi, da vi befinder og i et t.v .. r., finde en omegn V, 

så a t V +V ~ U. Vi kan derefter vælge A
1 

,A2 E J 0,00 [, ~å 

at A ~ "V for /,,/ ~ A1 og B f "V for /,,/ ~ A2 • Hvi s nu 

! /,,1 ~ A1 v A2 , gælder der 

1: 
lidB ~ "V + "V = ,,(V+V) ~ "U Q.E.D. 

så. at A E "U t"or"" ~ A1 cg ]j E. l\U ror l\ ~ 1\.2. VJ. nar aa aJlj C; 

for ,,~ max(A1 ,A2 ) og A+B C; "U for" ~ A1+A2 • Dermed er sætningen 

bevist~ 

SætninEL1.Q. Enhver endelig mængde er begrænset. 

Bevis. Dal enhver omegn er absorberende, er en mængde, der består 

af et enkelt punkt, begrænset. Sætningen fø··-3..~er derefter af sæt-

ning 9. 
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11 

Sætning g. En nødvendig og tilstrækkelig betingelse :forg at en 
, 

:følge (q>n) går mod O på .:ØK, er, at vi har en :fremstilling q>n z: "ntPn' 

n = 1,2, ••• , hvor ("n) er en :fØlge a:f positive tal, som går mod O~ 

mens (ø n ) er en begrænset :fØlge på &bK • 

~~vis: vi viser først tilst~ækkelig~ Lad (An)~O være en :følge a:f 

positive tai, lad (ørt) være eri begrænset :fØlge på ~K og lad U 

være en omegn at O P~ bDK~ Vi kan da vælge p E ]O,~[, således at 

~ Øn l ~ o-U for ethvert (T ~ p. 'Vi hsr da " t/l n E U :for" S i, altså - n n - p 
"nØn E U fra et vist n a.,t regne~ Dermed er "tilstrækkelig" bevist. 

For et vise "nødvendigt" må vi Udflytte, at der :findes en numerabel 

basis for omegnehe af o. Såm en sådan ba~ia kan vi benytte omegnene 

U l' q = 1,2, ••• Disse danner endda en monotont a:ftagende :følge. 
q'q 

Lad (q>n) være en :fØlge, som går mod 00 For 

W'n E U 2. 1 \ U 2 1 
q '""2 (q+1) , 2 

sætter vi 

= 1 q , 

q (q+1 ) 

ø n = qq>n E U 1 o 

q'q 

For q>n 4 u1 ,1 sætter vi "n = 1, øn = q>n 0 For ~n = O sætter vi 
1 

" = -, ,I, = O. Derved har vi åbenbarit sikret os, a t ("n) ~ O o n n 'fn 

Men :for ethvert q har vi øn E U 1 :fra et vist trin, altså gælder 
q'q 

(øn ) ~ O og :fØlgen øn er'der:for begrænset. Dermed er sætningen be-

vist .. 

1:1-
Sætning No En lineær a:fbildning T: ..jK ind i C er kontinuert, 

hvis og kun hvis det :for enhver begrænset mængde A ~ {J) K gælder, 

at billedmængden T(A) er begrænset. 
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Bevi~: Vi antager først, at T er lineær og kontinuert, og at A ~~K 

er begrænset. Lad E c C være enhedscirkelskiven:~ Da er T-1 (E) en 

omegn af O og absorberer derfor A, Vi kan altså vælge A E ]O;~[~ 

således at .Ae ~ ~T-1(E), men dette medfører, at T(A) ~ AE, altså 

at T(A) er begrænset. Lad os dernæst omvendt antage, at billedet 

ved T af enhver begrænset mærigde er begrænset, samt at T er lineært 

Da ~K er et metri~abelt rum, kan vi vise kontinuiteten af T i 

punktet O ved at vise 1 at det for enhver følge ('Pn)....j,. O på!1J K 
11 '. 

gælder, at (T(Wn )) ~, O. Nu har vi ifølge sætning ~ en fremstilling 

(~n) = (An~n)' hvor (~n) er begrænset og (An) går mod O på R. Så 

er T(<pn) = AnT(~n)g og ifølge antagelsen er (T(~n)) en begrænset 

følge på C. Men heraf fØlger netop, at (T(<p )) ~ O, og dermed er 
n 

sætningen bevist. 

De foregående resultater kan også udledes af visse generelle 

egenskaber ved metrisable topologiske vektorrum. Vi bemærlcer fØrst 

at det gælder helt generelt, at enhver omegn af ~ er absorberendeD 

Vi definerer generelt en begrænset mængde som en mængde, der ab-

sorberes I?-f enhver omegn. Sætningerne 8 g 9,1, O og 11 gælder da uæn·-

dret. Vi har endvidere følgende sætning: 

13 
Sætning ~. Lad E være et metrisabelt vektorrum over C. Hvis en 

mængde A absorberer enhver punktfølge, som går mod nul, er A en 

omegn af O i E. 

Bevis: Da E er metrisabelt, eksisterer der en numerabel basis fUnl 

for omegnene af O. Lad Æ ~ E være en mængde, som.ikke er en omegn 

af O~ For ethvert n E N gælder da, at nA heller ikke er en omegn 

, 
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~r g, og derror er Un\nA t ø ror ethvert n. Vi vælger xn E Un\nA, 

og (Xn ) er då en punktrølge, der går mod O, men (Xn ) absorberes 

ikke af A. Dermed er sætningen bevist. 

14 
~}ni~ ~. I et metrisabelt vektorrum E over C vil en mængde være 

en omegn af Q, hvis og kun hvis den absorberer enhver begrænset 

mængde. 

~evis: "Kun hvis" følger umiddelbart af definitionen af begrænset 
'3 

mængde. "Hvis ti rølger umiddelbart af sætning ~. 

14 I~ 
Af sætning lQ. kan "hvisl! i sætning ~ umiddelbart udledes ror 

generelle metrisable vektorrum. Lad U være en cirkelomegn ar O i 

C, og lad A~ E være begrænseto Hvis T: E ind i C afbilder enhver 

begrænset mængde på en begrænset mængde, er T(A) begrænset. Vi 

har derror et positivt tal ~, således at T(A) ~ ~U. Dette medfØrer 

imidlertid, at A ~ ~T-1 (U) o Vi har således vist, at T-i (U) absor-
f~ 

berer enhver begrænset mængde, og irØlge sætning ~medrører det, 
-1 at T (U) er en omegn af o. Altså er T kontinuert. 

Vi vil vise, at de kompakte mængder på ~ K netop er de begræn­

sede, arsluttede mængder. Dette bygger på Ascolis sætning, som vi 

derror rørst vil rormulere og bevise. 

3 
Derini tion '1'& .. Lad E1 og E2 være metriske rum. En familie f f j I j E Jl 
af afbildninger f j: E

1 
ind i E2 kaldes equikontinuert (ensartet 

ligelig kontinuert), hvis fØlgende betingelse er opfyldt: 

VE :f O 30 :f O Vx,y E: E1'r1 j E: J : dist1 (x,y) ~ o '* 
di s t 2 (f . ( x) ,f . ( y)) ~ E 

J J 
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Sætning ~. Lad E1 være et prækompakt, metrisk rum og E2 et metrisk 

rum og lad A ~ E1 være en overalt tæt punktmængde. Lad {fnln E ~1 

være en equikontinuert familie af afbildninger f n : E1 ind i E2 • 

Hvis det for hvert x E A gælder, at følgen (fn(X» er en fundamen­

talfølge på E2 , da er (fn) en fundamentalfølge i det ligelige funk­

tionsrum e(E1gE2). 

;BEiVis: Lad E være et posi tivt tal og lad x være et vilkårligt punkt 

af E1 • Vi vælger 6' > 0, således at det for alle xgY E E., og alle 

n E ~ gælder, atdist1 (y,z) ~ å ~ dist2 (fn (y) ,fn(z)) ~ ~ EYi vælger 

z E AnK (X ,tå) o Da følgen et' n ( z » er en fundamen talfØlge , kan vi 

vælge N(x), således at det for p,q ~ N(x) gælder, at 

dist2(fp (z),fq(z» ~ ~. For et vilkårligt y E K(x,tå) . 

har vi da 

di s t 2 ( f (y), t' (z })+di s t 2 ( f (z), f' (z») p p p q 

+ dist2 (fq(z),t'q(Y» ~ E. 

Da E1 er prækompakt, kan vi vælge x1' ••• '~' således at kuglerne 

K(x1,tå), ••• ,K(xk,tå) dækker,E1 o Med N = max{N(x j ) I j =1, ••• ,kl 

har vi da, at p,q 2 N medfører, at dist2(f (y),f (y» __ < E for et-- p q 

hvert y E E1 , og dermed er sætningen bevist. 

16 
S!tning l§. (Ascoli). Lad E1 og E2 være prækompakte metriske rum, 

og lad {f In E ~1 være en equikontinuert familie af afbildninger 
n 

t'n: E
1 

ind i E2 • Da har fØlgen (fn) en delfølge, som er en funda-

mentalfølge i det ligelige funktionsrum C(E
1

,E2 )o 

Bevi~: ,lI'or ethvert n kan E
1 

overdækkes med endelige mange kugler 

med radius 2-n • For n = 1,2 g.oo får vi en følge af kuglecentre, 
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som er overalt tæt i E
1

• Altså eksisterer der en numerabel mængde 

A = {x
1

,x2 , ••• I, som er overalt tæt i E1 • V~d ~uccessive fortyndinger 

af følgen fn~år vi funktionsfølger (fn1 ),(fn2 ), ••• , hvor (fnp(X j )) 

er en fundamentalfølge for j = 1,2, ••• ,p. Diagonalfølgen (fnn ) op­

fylder da den betingelse, at (f (x)) er en fundamentalfølge for nn
lS 

ethvert x E A, og ifØlge sætning ~ er (f ) så en fundamentalfølge nn 

i CCE1,E2). Dermed er sætningen bevist. 

~ ~m 
Si!3tning ~, Hvis det for en familie ff j I j E Jl af funktioner f j: .ti: 

ind i C gælder, at der eksisterer en konstant A, således at 

"Iv E [1, ••• ,m 1 V j E J : IID~f j II ~ A, 

da er familien equikontinuert. 

Bevis: Det er nok at vise sætningen i det specielle tilfælde, hvor 

funktionerne f j er reelle. Middelværdisætningen giver da en rela­

tion af formen 
m 

f . (J!) -f . (x) = ~ D~f. (~ . )( y -x ), 
J J - v=1 J J,v v v 

og heraf fås vurder~ngen 

I f j (~) -f j (2&) I ~ mAlI;[-~II, 

hvilket medfører, at familien er equikontinuert. Dermed er sætningen 

bevist. 

- 18 et. 
oætning ]S. I rummet ouK er enhver begrænset mængde prækompakt. 

Bevis: Det er nok at vise, at enhver begrænset følge på ~K har en 

delfølge, som er fundamentalfølge. Lad (~ ) være en begrænset følge. 
n 

For ethvert ~ tilfredsstiller følgen (D~~ ) betingelsen i sætning 
17 n 
~ og ifØlge ~scolis sætning har (D~~ ) således en delfølge, som n 
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er en fundamentalfølge i det ligelige funktionsrum a(Rm,C)o Ved 

f'ortsa tte for tyndinger får vi en fØlge (q.>n1)' (q.>n2) , ••• , således a,t 

det for (q.>nP) gælder, at (~q.>nP) er fundamentalfølge i det lige­

lige funktionsrum. Men så er (q.>~n) en fundamentalfølge i ~K' og 

dermed er sætningen bevist~ 

" 
.§~~"hl].l:ng~. I rummet,2 K er enhver prækompakt mængde begrænset e 

~~yi~: Lad A c;. r2J K være en prækompakt mængde o Lad R. = (Pi!'·· e 'Pm) 

være fast valgt~ Vi betragter mængden kP- = fD~Iq.> E Ajo bnhver 

~ølge (q.> ) på A har en delfølge (ø ), som er funåamentalfølge i 
n n 

funlctionsrummet Ag. med den ligelige metrik. Dette viser, at AV.· er 

:r:r2i'.kompakt i den ligelige metrik, al tså at AJl- er begrænset i \~<J K" 

Dermed er sætningen bevist • 

.!!in mængde i 62>K er kompakt, hvis og kun hvis den er af'--

Rluttet og begrænset~ 

:r?§.:y.i.§.: Da 2) IC er et fuldstændigt rum, er en punktmængde i .J0 K kom­

pakt r hvis og kun hvis den er prækompakt og afsluttet. Derefter 
1& " 

følger sætningen umiddelbart af sætningerne ~ og ~ o 

De topologislee vektorrum, for hvilke det gæJ,der, at kOffiPl-akt 

er ensbetydende med afsluttet og begrænset, kaldes Montelrum. Rum­

met ~SK er således et Montelrum. De endeligdimensionale, normerede 

vektorrum er ligeledes Montelrum .. Et andet eksempel er rum af holo­

morfe funktioner i et o~åde i den komplekse plan med en topologi~ 

der svarer til ligelig konvergens på enhver kompakt delmængde af' 

Bemærkning: Et Montelrum skal også være et blokrum.\ ' 
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området. Dette resultat skyldes netop Montel og er begrundelsen for 

navnet Montelr~l. I et uendelig dimensionalt Banachrum er den af-

sluttede enhedskugle aldrig kompakt y og da den altid er begrænf:1liet, 

er disse rum aldrig Montelrumc 

Et metrisabelt vektorrum, som er fuldstændigt, kaldes et 

Frechetrumo Rummene fJ5
K 

er altså Frechetrumo 
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5. kapi tel·. 

Topologisk vektorrum. Rummet rØK• 

I det ~ølgende kommer vi til at beskæ~tige os med adskillige 

topologiske vektorrum, som ikke engang er metrisable. Vanskelig­

heden melder sig ved det duale vektorrum ~K til rummet ~K og se­

nere ved vektorrummet ~ a~ alle vilkårlig o~te di~~erentiable 

~unktioner med kompakt støtte. Vi vil der~or behandle teorien ~or 

generelle topologiske vektorrum i dette og de ~ølgende kapitler, 

og vi vil så e~terhånden illustrere teorien ved anvendelser på vek­

torrummene 1) K' ;J) K' c!)) og andre rum, der spiller en rolle i di­

stributionsteorien. 

De~ini tion 1. Et topologisk vektorrum (E,.!Jl er et vektorrum E 

over C (eller ~) med en topologi ~ således beska~~en; at a~­

bildningerne a : ExE ind i E og~: CxE (eller ~xE) ind i E de~i­

nerede ved a(x,y) = x+y og ~(A,X) = AX er kontinuerte. 

~ de~initionen ~ølger, at afbildningen x ~ a+x ~or ethvert 

a E E er en homeomorfi. Heraf følger, at mængden ~(a) a~ omegne af 

a er givet ved Q(a) = a+O, hvor Q er mængden af omegne af O. 

For A E C, A f O er x~ AX en homeomorfi. Altså gælder rela­

tionen A~ = ~. 
Da ~ er kontinuert, kan vi for U E Q vælge r > O og U1 ~ U, 

U1 E U, således at {A E Cl lAl ~ rj.U1 = U2 ~ U.Her er rU1 ~ U2 , 

altså er U2 E U. Endvidere er U2 en rund omegn. De runde omegne a~ 

O udgør således en basis ~or omegnene af O. 

For ethvert xE E er den ved A ~ AX definerede afbildning ~~ E 
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kontinuert. For enhver omegn U E n kan vi derfor vælge r > O, så­

ledes at AX E U for lAl ~ r. Dette er ensbetydende med, at x E AU 

for A f ~. Altså er enhver omegn af O absorberende. 

Da a er kontinuert i Q, vil der til enhver omegn U E ~ svare 

en omegn V E n, således at V+V ~ U. 

Hvis U er en rund omegn af O, er ~U også en rund omegn. 

Vi vil sædvanligvis indfØre topologien på E ved at angive en 

basis for mængden ~ af omegne af O. En sådan basis må selvfølgelig 

opfylde en række betingelser for at kunne benyttes. Ovenstående 

overvejelser skal være vejledende med hensyn til valget af betingel­

ser. Vi må imidlertid også kræve, at ~ tilfredsstiller de betingel-

ser, som kræves opfyldt af omegnene af et punkt i et topologisk rum. 

Disse betingelser udtrykker i det væsentlige, at O er et filter: 

~efinition.g. Lad M være en vilkårlig mængde. Et system~ af del­

mængder af M kaldes et filter på M, hvis følgende betingelser er 

opfyldt: 

1)'y ~ ø 
2) ø<t§ 

3) \;JA E 7 \;JB ~ A : B E r 
4) \;JA,B E§ : AnB E:;; 

ri" r;-
En delmængde -.13 ~.:f kaldes en basis for ~, såfremt 

\;JA E:;: 3B E..J3 : B ~ A. 

På den tomme mængde findes der ingen filtre. For a E M vil 

systemet af delmængder, der indeholder a, udgøre et filter på M. 

Hvis M er uendelig, vil systemet af delmængder med endelig komple-

" mentærmængde udgØre et fil ter. På enhver mængde M eksisterer et 
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trivielt filter med M som eneste element. Dette filter er delmæng-

de af ethvert andet filter på M. 

Sætning 1. Et system ~ af delmængder af M er en filterbasis~ hvis 

og kun hvis følgende betingelser er opfyldt: 

~) .J] ~ ø 
2) ø ti $ 
3) VA,B E J3 3C EJ3 c c AnB. = 

En filterbasis J3 på M er basis for netop 1 filter ~Jpå M og 

J = {A~ MI3BE:J3 : B~ Aj 

Bevis: Det ses umiddelbart 9 at en basis ~ for et filter tilfreds­

stiller betingelserne 1) ,2) og 3). Hvis:J3 er basis for-J- , vil en­

hver mængde~ der indeholder en mængde fraJ3 på grund af 3) i de­

fini tion 2 tilhøre.T og på den anden side skal enhver mængde fra 

]: have en delmængde, der tilhører:iS. Altså erJ netop det i sæt':' 

ning 1 anførte mængdesystem. Tilbage er så blot at vise, at det 

nævnte mængdesystem virkelig er et filter, når~ er en vilkårlig 

filterbasis, men det ses umiddelbart, at mængdesystemet tilfreds­

stiller betingelserne 1.),2)93) og 4) i definition 2. 

Sætning 2. I ethvert topologisk vektorrum (E,~ har s~stemet O 

af omegn~ af ° en basis B, der er en filterbasis bestående af run­

de, absorberende mængder, der alle indeholder 0, og således at fØl-

gende betingelser er opfyldt: 
O 

1) V A*E :R 'ri U E B : AU E B 

2) 'ri UE B3 VE B v+v~ u. 

:. Hvis ]j er en filterbasis bestående af runde absorberende mængder!' 
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der alle indeholder 0, og således at 1) og 2) er op~yldt, da vil 
, 

det ved ~ bestemte ~ilter U være systemet a~ omegne af ° i en en-

tydig bestemt topologi på vektorrummet E. 

Bevis: Bemærkningerne e~ter definition 1 viser netop p at systemet 

~ af alle a~rundede omegne er en basis for U og tilfredsstiller 1) 

og 2). Dermed er den ~ørste halvdel af sætningen bevist. 

Lad os nu på den anden side ~orudsætte, at ~ er en ~ilterba-

sis bestående a~ runde p absorberende mængder, der alle indeholder 

0, samt at 1) og 2) er opfyldt. En topologi, ~or hvilken filtret 

af omegne af ° har B som basis er da bestemt ved, at ~iltret U 

med B som basis er mængden af omegne af 0, og at U(a) = a+U for 

ethvert a E E. Sætningen vil være ~uldstændig bevist, når vi har 

vist, at U(a) virkelig definerer en topologi på vektorrummet E. 

Det er ~oreløbig klart p at de 4 ~ørste omegnsbetingelser er op~yldt. 

Den ~emte betingelse siger, at 

'1/ a E E '1/ U E U 3 V E U V x E a+V : a+U E x+U. 

Vi vælger en basisomegn U
i 
~ U og ifølge betingelsen 2) kan vi væl­

ge V E U, således atV+V ~ U
i 
~ U. §or x E a+V gælder da x+V E x+U 

og x+V ~ a+V+V ~ a+U, altså a;+U E x+U. Dermed har vi bevist, a t om~ 

egnssystemet U(a) de~inerer en topologi på- punktmængden E. Vi mang-

ler endnu at vise, at regneoperationerne er kontinuerte. Betingel­

serne 2) sikrer~ at additionen er kontinuert i (0,0). Definitionen 

U(a) = a+U sikrer dere~ter~ at additionen er kontinuert. Betingel-

se 1 sikrer, at afbildningen x ~ AX er kontinuert i ° for ethvert 

A. Da enhver omegn a~ ° er absorberende, er den ved A ~ AX de~i­

nerede afbildning C ~ E kontinuert i ° for ethvert fast x E E. 

Hvis S er enhedscirkelskiven i C og U en rund omegn a~ ° i E, da 



gælder SD ~ U. ~ltså er den ved (A,X) ~ Ax definerede afbildning 

exE ind i E kontinuert i (0,0). På grund af relati~nen (A+6A)(X+6X) = 
Ax+A6x+6AX+6A6X kan vi nu slutte, at multiplikationen er kontinuert 

overalt. Dermed er sætningen bevist. 

Definition 3. Et topologisk vektorrum kaldes lokalkonvekst, hvis 

mængden O af omegne af o har en basis bestående af konvekse mængder. 

3 
Sætnins \.. I et lokalkonvekst vektorrum har mængden U af omegne af o 

en basis bestående af runde, konvekse mængder. 

Bevis: En vilkårlig omegn af o indeholder en konveks omegn U af o, 

og denne indeholder en rund omegn W af o. Så gælder 

V = n eiyu ~ n eiyw = W, 
yE}{ = YE~ 

så V er en omegn af o. For alle y E ~ er eiyU = U. Da U er fællesmæng­

de af konvekse mængder, er U konveks, og derfor er AU ~ U for A E [0,1] 

Dermed er sætningen bevist. 

4 
Sætning '5.. Hvis den i sætning 2 omtalte filt.erbasis :A består af kon-

vekse mængder, er betingelsen 2) overflødig, idet ~u+iu = U. 

Bevis: Fremgår umiddelbart af den følgende sætningD 

5 
Sætning ~o En mængde U i et vektorrum E er konveks, hvis og kun hvis 

det for ethvert t E [0,1] gælder, at tU+(1-t)U = U. 

Bevis: Trivielt gælder tU+(1-t)U ~ U .. A.t U er konveks betyder 

V x, Y E U V tE: [ O ,1] : tx + ( 1 - t ) Y E U 
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men det er netop ensbetydende med, at tU+(1-t)U ~ U. Dermed er sæt-

ningen bevist. 

6 
Sætning l. Afslutningen af en konveks mængde U i et topologisk vek-

torrum E er en konveks mængde. 

Bevis: Den ved ~(x,y) = tX+(1-t)y definerede afbildning ~: ExE ind i 

E er kontinuert. At U er konveks er ensbetydende med, at ~(UxU) ~ U. 

Men så gælder ~(UxU) = ~(UxU) ~ ~(UxU) ~ U, hvilket viser, at IT er 

konveks. 

7 
Sætnigg N. Afslutningen af en rund omegn U af o i et topologisk vek-

torrum E er en rund omegn af o. 

Bevis: Det er klart, at U er en omegn af o. Lad S være den afsluttede 

enhedscirkelskive i C. At U er rund er ensbetydende med, at afbild-

ningen (A,x) ~ AX afbilder (S,U) ind i U. Men så vil den samme af­

bilde (S,U) ind i U. Altså er U rpnd. 

& 
Sætning ~. Lad B være en basis for omegne af o i det topologiske vek-

torrum E. Afslutningerne af mængderne i B vil da ligeledes udgØre en 

basis for E. 

Bevis: Lad U være en omegn af o. Vi kan da vælge en rund omegn V af 

o, således at V+V ~ U. Lad x E E være et punkt uden for U. For et 

punkt y E Vn(x+V) får vi nu y-x E V, og da V er rund, altså også 

x-y E V, altså x = x-y+y E V+V ~ U. Dette er i modstrid med antagel­

sen om x. For ethvert x E E\U har vi således Vn(x+V) = ø. Altså er x 
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ikke kontaktpunkt for V. Vi har derfor V ~ U. Men V har en delmæng­

de W E B, og så gælder W ~ U. Dermed er sætningen bevist. 

9 
Sætning }S. I et topologisk vektorrum har systemet af omegne af o en 

basis, der består af runde, absorberende, afsluttede omegne. Hvis 

vektorrummet yderligere er lokalkonvekst~ kan basisomegnene tillige 

vælges konvekse. 

67 8 
Bevis: Følger umiddelbart af sætningerne 2,~~~ og ~. 

IO 
Sætning li. I et topologisk vektorrum er fællesmængden for alle omegne 

af o et afsluttet underrum. 

Bevis: For ethvert A E l;\{ O 1 er n u = n AU. Altså gælder, Ia)t 

UEU UEU 

x E nu ~ AX E nu. Hvis x,y E li for ethvert U E U, benytter vi, at 

der til hvert U E U svarer V E U med V+V ~ U. Da nu x,y E V, har vi 

x+y EU. Heraf fØlger, at x,y E nu ~ x+y E nu. Altså er fællesmængden 

af omegne af o et underrum. Da fællesmængden af ~le omegne af 
8 . 

o ifølge sætning ~ er identisk med fællesmængden af afsluttede omegne 

af o, er fællesmængden afslutteto Dermed er sætningen bevist. 

Hvis det topologiske vektorrum E er et Hausdorff-rum, vil det i 
IO 

sætning ~ omtalte underrum være reduceret til punktet o. Hvis det 

på den anden side for ethvert punkt x E E\[ o 1 gæJd er, at ent6'n x har 
th, 

en omegn, der ikke indeholder o, eller at o har en o~gn, der ikke 

indeholder x, får vi i det første tilfælde ved forskydningen -x, at 

o har en omegn, der ikke indeholder -x, og da denne omegn indeholder 

en symmetrisk omegn, har o altså altid en omegn, der ikke indeholder 



Bemærkniga: Hvis vi indfØrer adskillelsesaksiomet To 

(se K Tilf'): 

x f y => [3 U E: TI ( x): y Ej: U ]v [3 V E: TI ( y) : x Ej: V], 

ser vi, at T , der er svagere end Hausdorf'f's adskillel­o 

sesaksiom (T2 ), medfØrer T2 , dvs. To og T2 er her ensbe-

100,. 

og vi 

• Dette 

å er E 

tydende. 
Uv VG~ lJV.LTWn, aer nar interesse i !"orOinaeJ.se mea distri-

butioner, vil være lokalkonvekse Hausdorf'frum. Vi vil i det f'ølgende 

bruge ordet vektorrum i denne mere specielle betydning. Det i kapi­

teJi 4 indførte rum g K er et eksempel på et topologisk vektorrum i 

den her indf'ørte f'orstand. 

Def'inition 40 En mængde A i et topologisk vektorrum E kaldes beggræn­
O 

set, hvis den absorberes af' enhver omegn af' ~. 

Dette er i overensstemmelse med begrebet "begrænset", som vi ind­

f'ørte det på ~K. Vi kan kopiere beviserne f'or, at en delmængde af' en 

begrænset mængde er begrænset, og at sum og f'oreningsmængde af' to 

begrænsede mængder igen er begrænset. 

Def'inition 5. Et system B af' begrænsede mængder på et vektorrum E 

kaldes en basis f'or de begrænsede mængder på E, hvis enhver begrænset 

mængde på E er delmængde af en af' mængderne f'ra B. 

Dette begreb er i en vis f'orstand dualt til begrebet omegnsbasis. 

11 
Sætning ~. Lqd A betegne mængden af' alle voksende f'Ølger A = (Ao ,A1 , ••• ) 

af' positive tal. For hvert A E: A betegner vi med B(A) mængden af' 

funktioner ep E: cØ K, som for P = 0,1,2, •• o tilf'redsstiller betingelsen 

1Inl2rpllu ~ Ap f'or ethvert J2. med 112.1 = P. Mængdesystemet B = [B(A) lA E: Al 
er en basis f'or de begrænsede mængder på c:t3 K- Hver af' mængderne B(A) 

er afsluttet i <Q)K. 
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Bevis: De begrænsede mængder på 9)K er karakteriserede ved be-
g~ 

tingeIse 2 i sætning 7, kapi tel 4 (side~). Hera:f :fØlger, at ]j 

er en basis. Da cp --+ IIDl?cpllu er en kontinuert afbildning SZlCR, 

er hvert B(A) :fællesmængde :for afsluttede mængder, altså afslut-

tet .. Dermed er sætningen bevist~ 

Lemma 12 • Lad E. = (P1''' •• 'Pm) samt A > 1 være givne. Der eksi­

sterer da en :fumktion cp E ~K' som til:fredsstiller betingelserne 

IlnEcpllu = A, II D9wllu ~ 1 for ethvert SÅ med 1.9.1 < IE.I-, 

Bevis: Uden at indskrænke a~mindeligheden kan vi antage, at 

° E K. Der :findes da en funktion I/J E 9-)K' hvis støtte er et in­

terval med centrum i Q.. For k E ]O,ooL, "E [1.,oo[ vi!!» den ved 

cp(~) = k<jJ(,,!) tilhØre c2)K. For ethvert .9L er da "lAp1lu = k"lsl "D~llu. 
Betingelserne vil dere:fter være opfyldt, når k og " vælges såle-

des at" ~ 1, og 

k"I32.IIID~llu=A, k"IE.I-1max{IID~llull~1 < 132.11 ~ 1, 

'og dette er øjensynligt muligto Dermed er sætningen bevist. 

13 
~tning ~. Systemet af begrænsede mængder på ~K har ingen nu-

merabel bas is. 

Bevis: Lad" (A (n)) være en følge af tal:fØlger A (n) = (A (n) ,A
1
(n) , ••• ) • 

- o 

Vi vil vise, at {B(A(n)) In E N1 ikke er bBuis for systemet a:f 

begrænsede mængder i JZ5K.. På grundlag af L'~;m~. 1-2 II vælger vi 

CPn E c~~6K' således a t IIDl?rpnllu ~ 1 for alle E. IJled 132.1 < n, mens 

der findes et ~ med IQI = n, for hvilket 
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IIDPrpnllu == max~A~'1);eoo,A~n)1 + 10 Mængden fcpn1nE::&1 er da en 

begrænset mængde i ~K' men ingen af mængderne B(A (n)) har den­

ne mængde som delmængden Dermed er påstanden bevisto Men så kan 

en vilkårlig følge B(n) af begr@nsede mængder heller ikke være 

basis for de begrænsede mængder på 66
K 

o Vi kan nemlig vælge fØl-­

gen A(n) således at B(n) ~ B(A(n)) for ethvert n E: No Dermed er 

sætningen bevista 

Defini tlon 6 o Lad E være et topologisl{ vektorrum over C (R) o "," __ ~""",~=--~~=,,,,, •. ,,c:;.. 

Ved det duale vektorrum El tj.l E forstår vi mængden af' kontinuer-
."e, n.u. CVl,.ot 
teYafbildninger T ~ E ind i C (R) med operationerne T

1
+T2 og aT, 

hvor a E C (R), og hypr operationerne defineres på naturlig mådeo 

~~f~p~~~~Z~ Elementerne i det duale vektorrum {~~ til ~K er 

mængden af distribFtioner på den kompakte mængde K. 
Bemærkning: L~ __ HormanderL side 4, Defini tion 1.3.1; 
side 5, Theorem 1.3.1; side 6 ~ Theorem 1.3.2 ~ -- I 

Det duale vektorrum er '.~:. delrum af det algebraiske duale 

vektorrum., Det er i første omgang ilelee et topologisk vektorrum. 

Vi kan imidlertid på naturllg måde indfØre en topologi på ~bK' 

nemlig den topologi ~ der svar'er til ligelig konvergens på be·~· 

grænsede mængder" Det er åben~bart nok at kræve ligelig konver-

gens på en basis for de begrænsede mængder, og da der findes en 

bac'~ .0 som består 0.1' afslutted.e mængder, bliver der tale om 

ligelig konvergens på begrænsede ai>sJ.u ttede mængder, altså på 

kompakte mængdero 
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Sætning 14. 
Definition fro For B E Bog r > O,sætter vi 

"VtB,r) = f T E J25~h'<;o E B : IT<;oI < rJ. 

Mængden V' ,= ~v' (B,r) IB E B og r E ]O,oo[ J er basis for filtret 

T .... ' 0'.:0' u af omegne af l rummet K. 

Vi skylder at vise, at V' virkelig er basis for et omegns­

filter~ der definerer en topologi på ~K. Det er klart, at der 

findes mængder Vil(B,r), og at alle indeholder O-distributionen. 

Endvidere er det klart, at 

V' (B1 ,r1 )nv' (B2,r2 ) ~ V' (B1UB2, min(r1 ,r2 )). 

Altså er V' en filterbasis~ Mængderne V' er åbenbart runde og 

konvekse. L~d To være en vilkårlig distribution og V'(B,r) en 
,~ 

(r.:.d.R g,,) vilkårlig basisomegn. Da To ifølge sætning ~ i kapi tel 4 er 

begrænset på begrænsede mængder, eksisterer der et A E R, så at 

I To <;o I ~ A for ethvert <;o E Bo Vælger vi nu A E R, så at Ar > A, 

har vi To E AV' (B,r) = Vi (B,Ar). Dermed har vi 'bevis t, at V' vir­

kelig er omegnsbasis for en topologi på ~ K. 

14 
~Elng ~. Filtret U' af omegne af o i vektorrummet ~K har in-

gen numerabel basis, og ~K er således ikke metrisabelt. 

~vis: Vi skal vise, at en følge (Un ) fra U' ikke kan udgØre em 

basis. Hvert U indeholder en basismængde Vi (B ,r ), og hvert 
n 1/ n n 

Bn er indeholdt i en af de i sætning ~ omtalte basismængder 

B(A(n)), så vi har V'(B(4(n),r ) ikke udgØr en basis. Ifølge 
=., 0_0 n 

lemma 12 kan vi for n = 1,2, ••• vælge <;On E~ K' så a t 1I:0I2-<;Onllu-'< 1 

for ethvert R med Ip-I < n, mens der eksisterer et ~ = ~(n) med 

I 12.(n) I == n, samt et :punkt an E K, så at I#(n)<;o (a) I=L A (n). n r n n 
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Mængden B = {~ In E NJ er da begrænset. Den ved T (~) = r n _D(n) (a' 
n n (n):U-'" 

2An 

definerede distribution tilhØrer åbenbart V'(B(~(n1,rn)' men 

den tilhØrer ikke V'(B,t). Omegnen V'(B,t) indeholder altså 

ingen omegn V'(B(A(n)),rn ) som delmængde, og disse mængder ud­

gør derfor ikke en basiso 

At filtret O' ikke har numerabel basis giver anledning til 

forskellige vanskeligheder~ Således vil et bevis for en afbild-

nings kontinuitet ikke kunne fØres ved hjælp af følger. Ligelig-

hed er ikke umiddelbart defineret og det samme gælder begrebet 

fundamentalfølge_ Det er dog let at overvinde en del af disse 

vanskeligheder. 

Definition 9. Lad E være et vektorrum, hvis topologi er bestemt 

ved omegnssystemet O. En omegn U
i af a i E E siges at være uniform 

med en omegn U2 af a2 E E, såfremt der findes en omegn U E O,. så 

at Ui = a +U 
1 

og U2 = a2+U. Et system f a+U I a E El, hvor U E O, 

kaldes et system af uniforme omegne. 

Uniforme omegne er altså omegne, der fremgår af hinanden ved 

parallelforskydning. Uniformiteten vedrører blot omegneneo Da pa-

rallelforskydning er en homeomorfi, vil det for to uniforme omeg-
o o 

ne Ui og U2 også gælde, at U1 og U2 fremgår af hinanden ved den 
o 

samme parallelforskydning. Det indre Ui af Ui er netop mængden a~ 

de punkter, der har Ui som omegn. Det vil ofte være naturligt at 

tale om et system af uniforme åbne mængder, men det bliver selv-

følgelig helt det samme begreb som et system af åbne omegne. 



HT 1965-66 105. 

De forskellige "ligelighedsbegreber" kan nu uden videre over­

fØres til vilkårlige vektorrum, idet systemer af uniforme omegne 

erstatter systemer af kugler med samme radius. Således vil det væ-

re naturligt at kalde en af'bil~ning f : E1 ind i E2 ligelig kon­

tinuert, hvis der til ethvert system fa+U2la E E2 J, hvor U2 E ~2' 

svarer et system {b+U1 Ib E E11, således at det for ethvert x E E1 

gælder, at f(x+U1 ) ~ f(x) + U2 ' altså kort udtrykt: 

'IIU2 E 0i3U1 E 01 'lix E E1 : f(X+U1 ) tr f(x) + U2 • 

Omegnssystemerne optræder altså ikke explicit i definitionen. 

At en følge (xn ) på vektorrummet E er en fundamentalfølge, 

kommer til at betyde, at følgende betingelse er opfyldt: 

'II U E O ::3 N E ~ ::3 a re E V n > N : x E a+U. = n 
Dette er ækvivalent med fØlgende betingelse: 

'II U E O ::3 N E~ V m, n 6 N : xn -xm E U, 

og den minder jo mere om den sædvanlige definition af en funda-

mentalfølge. 

En fundamentalfølge (Tn ) på G7.\~ bliver altså speciel t defi­

neret ved: 

VE > O V B E ]j ::3 N E ~ 'ri m,n ~ N V ({J E B 

For hvert ({J E .&:b ~ har vi en begrænset mængde B = f ({J 1, og defini­

tionen implicerer derfor, at (T «((J)) er en kompleks fundamental-n 

fØlge, og denne vil have en grænseværdi T«({J) .. Derved defineres en 

afbildning T -.h~K ind i t, og for hvert fast ({J gælder (Tn«({J)) ..... T(<P). 

For fast E og B vælger vi nu N, således at vi f'or hvert ({J E B har 

V m, n f N : I Tn ( ({J ) -Tm ( ({J ) I ~ E, 

og heraf fØlger for m ~ =, at 
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A~ relationen Tn(A1~1+A2~2) = A1Tn(~1)+A2Tn(~2) ~ås ved grænse­

overgangen n ~~, at T(A1~1+A2~2) = A1T(~1)+A2T(~2). Altså er T 

en lineær afbildning. Da T er kontinuert, er T begrænset på en--
n n 

hver begrænset mængde, og (1) med~ører der~or, at T er begrænset 

på enhver begrænset mængde, altså kontinuert. Dermed har vi vist, 

at T er en distribution, og (1) udtrykker netop, at (Tn ) ~ T på 

rummet ~K. Dermed har vi vist, at enhver ~undamental~ølge på ~K 

er konvergent. Det er dog ikke rimeligt at kalde ~~uldstændigt 

under disse omstændigheder, da konvergensforhold på ~~kke generalt 

kan beskrives ved hjælp af følger. 
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6 •. Kapitel. 

Konvergens af filtre. Fuldstændighed af ~Kc 

Systemet af filtre på en mængde M er ordnet ved inklusiono 

Hvis ~1 og ~2 er filtre på M og F1 ~ F2 , siger vi, at F2 er finere 

end F1, eller at F1 er grovere end F2 - Denne sprogbrug er helt 

analog med den tilsvarende for topologi er. A t en topologi er fine"·' 

re end en anden betyder altså, at dens omegnsfilter er finere end 

den andens .. 

Definition 1. Et filter F på et topologisk rum E siges at konver­

gere mod et punkt a E t, hvis det er finere end omegnsfil tret uCa) o 

En filterbasis B på E siges at konvergere mod a, hvis det ved B 

bestemte filter konvergerer mod a. 

Hvis (an) er en ~unktfølge på E, udgØr mængderne {anln ~ NS c 

N E ~ en filterbasis på E~ Det derved bestemte fil ter kaldes fØl-· 

gefiltret. Det konvergerer mod a E E, hvis og kun hvis enhver om-

egn U E U(a) indeholder en af mængderne ~anln ~ Nl, altså hvis 

og kun hvis (a ) ~ a. Begrebet "konvergent fil terbasis lf er således 
n 

en naturlig generalisation af begrebet "konvergent følgello 

Sætning 1. NØdvendigt og tilstrækkeligt for, at et topologisk rum 

E er et Hausdorff-rum, er, at intet filter på E konvergerer mod 
, 

mere end et punkt_ 

Bevis: Lad E være et Hausdorff-rum og F et filter på E~ For a~b E E 

kan vi vælge U E U(a), V E U(b), således at UnV = ~o Heraf følger 

at hØjst en af mængderne U og V kan tilhØre Fo .li'i l tret kan derf'or 
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ikke være finere end både D(a) og D(b). Lad os dernæst antage, at 

E ikke er et Hausdorff-rum. Vi kan da vælge a,b E E, således at 

'ri U E D ( a) V V E D (b ) : Un V :/= ø. 
Men så er {UnVIU E D(a) og V E D(b) l .en filterbasis, og det ved 

denne basis bestemte filter vil indeholde D(a) og D(b), og altså 

konvergere mod både a og b. 

Definition 2. Et ~ilter ~ på et metrisk rum E kaldes et fundamen-

talfilter, hvis der for hvert r > O findes en kugle med radius r, 

som tilhører ~. 

En følge Ca ) på E er en fundamentalfølge, hvis og'kun hvis n 

der for hvert r > O eksisterer en kugle med radius r, som indehol-

der en mængde {anln l Nl. Dette er ensbetydende med, at kuglen 

hØrer til følgefiltret. Altså er (an) en fundamentalfØlge, hvis og 

kun hvis det tilsvarende følgefilter er et fundamentalfilter. 

~ning 2: Et metrisk rum E er fuldstændigt, hvis og kun hvis et­

hvert fundamentalfilter på E er konvergent. 

~evis: Hvis ethvert fundamentalfilter på E er konvergent, er spe­

cielt enhver fundamentalfølge på E konvergent, og E er således 

fuldstændigt. Lad nu E være fuldstændigt, og lad ~ være et funda-o 

mentalfilter på E. For hvert n E N eksisterer da et punkt an E E, 

således at kuglen K(an'~) tilhØrer ~. For p > O gælder da 

K(an,*)nK(an+p'n!p) f ø, altså dist(an,an +p ) < *+n!p < ~. Altså 

er (an) en fundamentalfølge. Da E er fuldstændigt, eksisterer 
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~ E E, således at (an) ~ a. Lad F være et positivt tal. Der fin­

des da et n E N, så at an E K(a,~r) og ~ < ~re Så gælder 

K(an'~) ~ K(a,r), altså K(a,r) E F. Dermed har vi vist, at F inde-­

holder enhver kugle med centrum a, altså enhver omegn af a. Altså. 

konvergerer F mod a. Dermed er sætningen bevist. 

Vi ~l nu i analogi med definition 2 indfØre begrebet funda­

mentalfilter på et vilkårligt topologisk vektorrumo 

Definition 3. Lad E være et topologisk vektorrum med filtret U af --
omegne af O. Et filter F på E kaldes et fundamentalfilter, når 

følgende betingelse er opfyldt 

I/UEU:3aEE a+U E F. 

Det ses umiddelbart, at denne definition stemmer overens med 

definition 2, hvis E specielt er metrisabelt. 

~f1nition 4. Et topologisk vektorrum E kaldes fuldstændigt, hvis 

ethvert fundamentalfilter på E er konvergent. 
Bemærkni~: Vi ser, at denJ:le betingelse er stærkere end deIll 
sædvanlige, nem-lig-: - enhver fundamen talfØIge-- er konvergen t I 

\~ 
.§!?tning 30 Vektorrummet 22J~ er fulstændigt. 

Bevis: Lad F være et fundamentalfilter på ~Ko Filtret F består af 

mængder f T j! j E J 1 af distributioner. For hvert ep E c::o K vil de til-

svarende mængder fTj(ep)!j E Jl være basis for et filter F(ep) på C~ 

At F er et fundamentalfilter betyder 

1/ B E:B 1/ r > 0:3 T E!;/)K : T + U'(B,r) E F. 

~mærkning: B er systemet af begrænsede mængder i s.?K o 
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Lad B E ~ være fast valgt; og lad ~ E B være et vilkårligt ele­

men·t.. Vi har da 

(1) V r > 0:3 Ti E~ K : fTi~ + T~IT E U'(B lI r)l E ~(~). 

For T E U'(B,r) er IT(~)I < r. Altså siger relationen, at en del·· 

mængde af cirkelskiven K(T1~,r) og dermed selve K(T1~,r) tilhører 

F(~)9 Altså er ~(~) et fundamentalfilter på C, altså ifØlge sætning 

2 konvergent mod en grænseværdi T ~o Anvender vi dette på ethvert 
o 

~ E B og derefter på ethvert B E B får vi defineret en afbildning 

To: 2K ind i C. Vi tænker os nu igen, at B,r og Ti er fast valgt .. 

Filtret :F(~) er finere end omegnsfiltret i To~ E Co Altså er enhveI' 

cirkel med centrum T (~) element af F(~), og har derfor punkter 
o 

fælles med fT1~ + T~ I T E U'(B,r)l. Dette kræver åbenbart, at 

ITo~ - T1~1 ~ r. Vi har således 

(2) ilBEBilr>0:3T1E"'-~~: ITo~""T1~I~rb 

For ~1§~2 E ~K udgør ~1~~2' ~1+~2 en begrænset mængdej og da 

T1~1+T1~2 = T1(~1+Ø2)' kan vi slutte, at 

ITo(~1+~2) - To(~1) - To(~2)1 ~ 3r. 

Da dette gælder for ethvert r > 0, følger det, at To er en lineær 

afbildnings Af (2) følger , at To er begrænset på begrænsede mæng­

der, da To er det. Altså er To en distribution~ Endelig viser (2) 

og (1), at 

il B E B 'ri r > ° : T + U' (B, 2r) E F o o 

Altså konvergerer F mod T • Dermed er sætningen bevist. o 

Ved overgang til en finere topologi bliver kravene større båt­

de til fundamentalfilter og til konvergent filter. Det er derfor 

ikk på forhånd indlysende, hvad der sker ved overgang til en finer 

re topologi o· Vi har imidlertid følgende sætning. 
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Bemærkning=- sætning 4 ur svagere end sætning 6 på side 11,2 
Sætning 4: Lad E være et vektorrum med to forskellige topologier .......--

bestemt ved omegnssystemerne U og U1 af o. Vi antager, at U1 er fi­

nere end U, men at 01 har en basis Bi bestJende af mængder, der er 

afsluttede i den ved U bestemte topologi. Hvis E er fuldstændigt 

i den ved ° bestemte topologi, er E også fuldstændigt i den ved 01 

bestemte topologi. 

Bevis: Vi antager, at E er fuldstændigt i den ved U bestemte topo­

logi, og at et filter F på E er fundamentalfilter i den ved U1 

bestemte topologi, altså også i den ved U bestemte topplogi, alt­

så i denne topologi konverge~t mod.,et punkt a E E. Lad V E Bi 
c>gfad W E B"I- være valgt, 

være vilkårligt---valgt';Vså at W"'W C;;-V. Da F er fundamentalfil ter i 

ui -topologien, kan vi vælge b E E, så at b+W E F. Nu er C(b+W) 

fuben i U-topologien og hører ikke til F. Altså har ethvert punkt 

c E C(b+W) en omegn i u-topologien, der ikke tilhØrer F. Altså gæl-

der a E b+W og derfor b+W c a-W+W c a+V. Vi har således vist, at = = 
a+V E F, altså at F ~ a i den ved U

1 
bestemte topologi. Dermed er 

sætningen bevist. 

5 
Defini~o~: Lad E være et topologisk vektorrum, og lad A være en 

punktmængde på E. Et filter F på A kaldes et fundamentalfilter, hvis 

v U E "() 3 a E E : (a +U) nA E F ~ 

og punktmængden A kaldes fuldstændig, hvis ethvert fUndamentalfil­

ter på A er konvergent mod et grænsepunkt, der tilhØrer A. 

Sætning 5~ Hvis det topologiske vektorrum E er et Hausdorff-rum, 

er enhver fuldstændig delmængde af E afsluttet. 
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Bevis: Lad A være en fuldstændig delmængde af E, og lad a være et 
U 

vilkårligt punkt af A. Mængdesystemet F = fUnAI~E ~(a)l er et fil-

ter på A, og da ~(a) = fa+UIU E ~l, er F et fundamentalfilter på 

A, altså konvergent mod et grænsepunkt b E A. Men F er basis for 

et filter på E finere end ~(a), altså konvergent mod både a og b. 

Altså er a = b, altså a E Ao Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 6. Lad E være et vektorrum med to forskellige topologier 
-=----~-

bestemt ved omegnssystemerne U og ~1 af O. Vi antager, at U1 er 

finere end D, men at Di har en basis B1 bestående af mængder,· som 

er afsluttede i den ved D bestemte topologi. Da vil enhver punkt­

mængde A ~ E, som er fuldstændig i den ved D bestemte topologi 

også være fuldstændig i den ved U
1 

bestemte topologi. 

Bevis: Vi antager, at A ~ E er fuldstændig i den ved D bestemte 

topologi. Lad F være et filter på A og fundamentalfilter i den ved 

U1 bestemte topologi. Da er F også fundamentalfilter i den ved ~ 

bestemte topologi, altså i denne topologi konvergent mod et punkt 

a E AG Lad V E Bi være vilkårligt valgt, og lad W E B
1 

være valgt 

så at w-w ~ V. Da F er et filter i Di-topologien, kan vi vælge 

b E E, så at (b+W)nA E F. Nu er b+W afsluttet i ~-topologien, og 

da A.\ (b+W) Et. F, og er rela ti vt åben på A i U-topologien, gælder 

a E b+W, altså b+W ~ a-W+W ~ a+V, så vi har (a+V)nA E F. Da dette 

gælder for ethvert V EB
1

, har vi F ~ a også i dem ved ~1 bestemte 

topologi. Altså er A fuldstændig i denne topologi. Dermed er sæt-

ningen bevist. 
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7. Kapitel. 

§.y:ag t012010gi.B8)TIEarkning: L. H5rmander~ side 6
6 

Det er et foreløbigt mål for disse undersøgelser at vise, at 

~K netop er det duale vektorrum til &D~, således at ~K og ~~ 
kan siges at være indbyrdes duale. Dette resultat er temmelig 

dybtliggende og kræver en del forberedelser. Det viser sig imidler-

tid, at den indbyrdes dualitet let opnås ved at indføre grovere 

topologier på ~K og ~~. En nærmere undersøgelse af sammenspillet 

mellem de grovere topologier og de oprindelige topologier vil se-

nere afsløre, at den indbyrdes dualitet var til stede i forvejen. 

Vi vil indfØre den gensidige dualitet under meget generelle forud-

sætninger, idet vi vil indfØre denne for to vilkårlige vektorrum, 

som er knyttede sammen ved et indre produkt, der tilfredsstiller 

en simpel betingelse. 
Bemærknins: Den svage topologi indføres, fordi der i di- li 

Defj stributionsteorien ikke er væsentlig forskel på den svagelua­

litE og den stærke topologi, og de forskellige beviser forlø- f C 
(:R), Illi-

ber som regel lettest i den svage topologi. l 
neær·v al. ~J.VV.L YtA..L...l.C4U'V..L., U e lJ...L...J...L..I.vu,,&.;Jov ..... .J....vJ,J.Uv .J..'P.L5V.l..l.\.AoV U\.JV..LJ..LiSC..Ltie: 

For enhver fast værdi + O af en af de variable kan den anden 

vælges, så det indre produkt bliver forskelligt fra O. 

Et element x2 E E2 dæfinerer en lineær afbildning Xi ~<x1,x2> af 

E1 ind i C (:R). Den sidste betingelse i definitionen sikrer, at 

rummet E2 derved indlejres i det algebraiske duale rum til E1 o 

Analogt indlejEes E
1 

i det algebraisk duale rum til E2 0 Grovere 

udtrykt: et element i E2 kan opfattes som en linearform på E1 og 

omwendta 



ET 1965-66 11,4 ... 

~erinition 2. Lad E1 og E2 være to vektorrum i dualitet ved det 

indre produkt <X
1

'X2>. Ved den svage topologi på E
i 

rorstås da den 

groveste topologi, som sikrer, at det ror hvert x2 E E2 gælder, a~~ 

den ved xi ~ <x1 'x2> derinerede afbildning er kontinuert. Analogt 

derineres den svage topologi på E2~ 
8 . . « 1 ) . (p) ) f (k) 

11,4 Bemærknlns:- U x2 ,,,.,x2 jr = lXi E Eilsu:QJI<Xi'X2 >I<rj' 
. k (1) (p) 

For ethvert r > O og ethvert endellgt punktsæt x2 ~øo.~x2 E E2 

rår vi en omegn aft O i Ei derineret ved 

(1) U(x~1), •• o,x~p);r) = tX1 E Ei,,<x1,x~k»1 < r, le = 1,ooo,pj" 

Det er klart, at en sådan omegn er rund, absorberende og konveks" 

Det er også klart, at mængden af alle sådanne omegne udgØr en ril··· 

terbasis, samt at 

( (1) (p).) « 1 ) (p) ) AU x 2 ,ooo~x2 ,r = U x2 ~ooo,x2 ,IAlr o 

Altså er mængden ar omegnene (1) bams ror et rilter U1 ar omegne 

ar O, som derinerer en topologi på E1 " For ethvert x1 E Ei\fOj kan 

vi vælge x2 E U2 , så at <x1 'x2> f o. Vi kan da vælge r > O, så at 

r < l<xi ,x2>1, og Xi vil da ikke tilhØre u(x2,r)oE
1 

er altså et 

Hausdorrr-rum med den svage topologi. 

Hvis vi opratter elementerne i E2 som linearrormer p~ Ei , 

kommer den svage topologi i E2 netop til a t svare til punk tvis kon·­

vergens ar linearrormerneo 

Hvis Ei er et topologisk vektorrum, som er et Hausdorfr-rum 

og E
2 

er det duale vektorrum, altså bestående ar linearrormer x2 E'l 
ind i C (R), da er hvert x2 en kontinuert afbildning. Nu er 

<Xi ,x2> = x 2(xi ) et indre produkt. x 2 4 O betyder netop !I at der 

rindes et Xi med <Xi ,x2> =f O o Hvis Ei tilrredsstiller den betingel·­

se, at der ror hvert x1 E Ei\fOj rindes en kontinuert linearform:: 

der antager en rra O rorskellig værdi i x1 ' vil det indre produkt 
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definerel' en juali tet mellem E1 og E2 og derre d tillige svage to­

pologier på E
1 

og EZ - Den oprindelige topologi på E1 kaldes nu inj­

tialtopologien g hvis der kan være risiko for forveksling_ Da line-

arformerne x2 er kontinuerte i initialtopologien, er denne finere 

end den svage topologi. Hvis E
1 

udstyrea med en topologi, der er 

effektivt grovere end den svage topologi, vil der til det således 

fremkomne topologiske vektorrum svare et dualrum, der or at 

ægte delrum af E
2

" 

For ep E: [J) K og ep =I: O findes a E K med ep (a) forskellig fra O 

og distributionen 0a afbilder altså ep på en fra O forskellig værdio 

Al tså er ~ K og 621 ~ i duali tet ved det indre produkt <ep, T> = T(ep) Cl 

Vi foretrækker dog at skrive <T,ep> i stedet for <ep,T>. Vi har så­

ledes en svag topologi på fJJ K og på ;;/.) ~ .. Ea ,2)~ svarer den svage 

topologi til konvergens for hvert ep E ~K. På~K svarer den svage 

topologi til konvergens for hvert T E: ~~, altså specielt for hvert 

t a og for alle differentialkvottenter af· hvert 0a' Svag konvergens 

medfØ~er altså punktvis konvergens på K ikke bare af funktionerne 

selv, men også af deres differentialkvotienter af vilkårlig orden. 

Til et nærmere studium af den svage topologi får vi brug for 

følgende rent algebraiske hjælpesætning: 
, 

Sætning 1 er et lemma, der bruges præcis en gang.: 
I 

Sætning 1: Lad E være et vilkårligt vektorrum over C (R) og lad 

T -,Ti' ••• ,Tp : E ind i C (R) være lineære afbildntnger ... Hvis be­

tingelsen 

( 2 ) V x E: E : Ti (x) = • o. = Tp ( x) = O ~ T (x) = O, 

da eksisterer komplekse (reelle) konstanter "1 " •• '!p' så at 

T = "1T1 + ••• +" T ~ P P 
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~evis: Vi fører beviset for det komplekse tilfælde. Lad T E ind 

i tp være defineret ved 

T(x) = (T1 'x), ••• ,Tp (X)). 

Så er T en lineær afbildning? og !(E) er derfor et underrum 2f eP. 

For Y.. E I(E) er 1-1 (;y) en punktmængde i E. For xi ,x2 E 1.-1 (~) er 

T(X1 ) = T(X2 ) =~, altså !(x2-x1 ) = 0, men ifølge (2) gælder så 

T(x2-x1 ) = 0, altså T(X1 ) = T(X2). Heraf fremgår, at T afbilder 

hele T-i (y) på et enkelt punkt T(y) E e. Derved defineres en afbild·· 

ning ~ : I(E) ind i e? og vi har åbenbart ~oT = T. Det endeligdi­

mensionale vektorrum T(E) har en basis (e
1 

,.oo,e ), der kan udvide.s 
- --q 

til en basis (e1·· , ••• ,e ) for eP. Den lineæra afbildning ~ har nu 
- -p 

formen 

't(Z1~+··o+Zq~q) = J.L1z1+uo+J.LqZq' 

hvor J.L1" •• ,J.Lq er komplekse tal. Den udvides til en lineær afbild-

ning ~ : cl' ind i C defineret ved 

~(Z1~ +. ~ o+Zp~) = J.L1 z1 + •• o+J.LqZq~ 

og vi har nu stadig T = ~oX. Den lineære afbildning ~ har imidler­

tid også formen 

~ ( y 1 ' • o • ,y p) = "1 Y 1 +. eo + lp y p , 

og heraf følger nu, at T = "1Ti+o •• +"pTpo DerIæd er sætningen be·­

vist. 

Sætning 2. Lad E1 og E2 være to vektorrum over e (R) i duali·~jet 

ved et indre produkt <Xi ,x2>. Enhver lineær afbildning T : E1 j.nd 

i C (R), som er kontinuert i den svage topologi på E1 , kan da frem­

stilles på formen T(x1 ) = <x1 'x2> for et x2 E E2 -
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Be~ærknin~: E

1 
og E2 er ikke nØdvendigvis i dualitet. 

Bevis: At T er kontinuert i den svage topologi betyder, at 
_.....--

'1/ E > ° :3 r > O :3 Y1'. o • ,Yp E E2 : (I <x'Y1 > I ~ r A o •• A I <x,Yp> I ~ r 

~ I T(X) I ~ E 

r Idet vi erstatter Yk med ~k fæ k = 1, ••• ,p, ser vi, at betingel-

sen kan skrives 

( I <X'Y1 > I ~E A ••• A I <X,Yp> I ~E )~ I T(X) I :}E .. 

Lad E være fast valgt, og lad n være et vilkårligt positivt tal. 

Vi har da 

(I<X'Y1>1 ~ n A ••• AI<X,Yp>1 ~ n) ~ 

(1<~X'Y1>1 ~ E A ••• AI<~~'Yp>1 ~ E) ~ 

IT(~)I ~ E ~ IT(x)1 ~ n· 
Vi har således at 

<X'Y1> = ••• = <x,Yp> = ° ~ T(x) = 0, 

og a~ sætning 1 ~ølger der~or, at der eksisterer komplekse (reelle) 

tal A1'.o.,~, således at 

T(x) = A
1

<X'Y1> + ••• + Ap<x,Yp> = <x,A1Y1+···+~YP>· 
Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 3. Hvis E
1 

og E2 er vektorrum i dualitet ved et indre pro­

dukt <x
1

,x
2
>' da har E

1 
med den svage topologi netop E2 som sit 

duale rum. 

Bevis: Følger umiddelbart a~ sætning 2. 

Sætning 4. Lad E
1 

og E2 være vektorrum i dualitet ved et indre pro­

dukt <x
1

,x
2
>' og lad E2 c E2 være et ægte delrum. Den svage topo­

logi på E
1 

svarende til restriktionen a~ det indre produkt til E1xE2 

er e~~ektivt grovere end den svage topologi svarende til dualiteten 
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Bevis: De to topologier er ~orskellige, da mængderne af kontinuer-

te lineære afbildninger for de to topologier er ~orskellige ifølge 

sætning 2. Dermed er sætningen bevist. 

Bemærkning: En topologi på E1 , der er ~orenelig med dua-

liteten, er en topologi, der er finere end den svage to­

tOP'pologi på E1 , men dog ikke ~inere end, t a E2 = E1 stadig 
vi I 

er det topologisk duale rum. 
II> K og oLlE: pri::U\. u.LO~ \Jo.~ u -.-.1. ~~------""--~ 

lIe 

dl 

disse mængder. Vi forbereder dette temmelig omfattende projekt med 

nogle hjælPesætninger. 

Sætning 5. Lad E være et ~uldstændigt topologisk vektorrum, som an­

tages lokalkonvekst og Hausdorff. Lad W ~ E være en delmængde, som 

er rund, konveks, absorberende og afsluttet. Lad A ~ E være en del-

mængde, som er rund, konveks, begrænset og a~sluttet. Da vil W 
__ ... ~~ .',< 0_ .4_ 

absorbere A. Bemærkning: W'kaldes en blok. Sammenlign side 83 og 91.1 

00 
Bevis: Vi danner E1 = U nA. Da A er rund, er AE1 ~ E1 for ethvert 

n=1 
A E C. Da A er konveks, er E1+E1 ~ E1 • Altså er E1 et underrum a~ 

E, og.fA. ~ E1 er absorberende. For x E E1 sætter vi 

Ilxll = i~{J.L E [ O ,00 [ I x E J.LA}. 

Vi ser, a.t 11011 = O. For x + O findes en rund omegn V af O~ SO]J1l ik~ 

ke indeholder x, og da A er begrænset, eksisterer A E ]0,00[, så at 

A Q AV, altså tA ~ V, hvilket medfØrer x .~ J.LA ~or J.L ~ t. Altså er 

IIxll>O for x E: E
1

, x + O. For x E E1 , I-.-E C gælder trivielt lI"xll=I~llIxl.l. 

For Xi ,x2 E E1 ~ås at Xi E J.L1 A, x2E fJ-2A medfØrer Xi +x2 E: J.L1 A+J.Li"- = 

(fJ-1+J.L2)A, idet A er konveks. Altså er IIx1+x211 ~ J.Li+J.L2' og hera~ 
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sluttes rutinemæssigt, at IIx1+x2" ~ IIx1I1+lIx211. Vi har således vist, 

at E1 er et normeret vektorrum med normen lIxII. Men E1 har også en 

topologi som delrum af E. Lad V være en vilkårlig omegn af ° i rum­

met E1 • Vi har da et A E: ]O,co[, så at 1:A ~ V • .AS x E l:A følger umid-
11 1 1 

delbart IIxll ~ A. Ar x Ej; ;:A følger IIxll ~ K. Altså indeholder V en 

kugleomegn i normtopologien. Normtopologien er således en finere 

topologi på E
1 

end den inducerede topologi. Mængder Ak; A E ]O,co[ 

udgør en basis for omegnene af O i normtopologien; og de er afslut-

tede og fuldstændige i den inducerede topologi. Af sætning 6 fra 

kapitel 6 (side lil) følger nu, at mængder AA er fuldstændige i norm-

topologien. Nu vil en følge på E1 , som er fundamentalfølge i norm­

topologien, være begrænset i norm, altså indeholdt i et AA, som vi-

des fuldstændigt, a:,J.tså konvergent på Ef- Altså er E1 et Banach­

rum. (Først nu kan vi slutte, at E1 er afsluttet i E, og nu har vi 

ikke brug for det.) Mængden E
1

nW er nu rund, konveks og absorberen­

de i E1 , og den er afsluttet i den inducerede topologi, altså også 
co 

i normtopologien, som er finere. Da U n(WnE
1

) = E1 , giver sætning 
(~.g~) n=1 

5 i kapitel 4, at en af mængderne n(WnE
1

) indeholder indre punkter 

i henhold til normtopologien på E1 • Men i denne topologi har WnE1 

så et indre punnt x, dermed også -x og derfor på grund af konvek-

siteten tillige O. Men så er WnE1 en omegn af O, og absorberer der­

for enhver mængde, som er begrænset i normtopologien, specielt mæng-

den A. Derre d er sætningen bevist. 

I et topologisk vektorrum vil vi for kortheds skyld betegne 

enhver mængde, der er rund, konveks, absorberende og afsluttet, som 

en ~. Vi vil kalde et topologisk vektorrum et blok-rum, hvis en­

hver blok er en omegn af O. Rummet ~K er altså et blok-rum. Det 
, , o 

samme gælder ethvert Frechet-rum, altsa specielt ethvert Banach-rum. 
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Sætning 6. Lad E være et fuldstændigt, topologisk vektorrum, som 

er lokalkonvekst og Hausdorff'-rum. Lad Ef. være aet duale vektorrumø 

Hvis E og Et. er i dualitet, vil enhver svagt begrænset mængde på 

E t., også være stærkt begrænset. 

Vi minder om, at svag begrænsning blot betyder punktvis 

~begrænsning, og stærk begrænsning betyder ensartet begræne- ~" 

For. o b t d nlng pa en egrænse mæng e. 

/ <x,xj> / .~ A(x) for ethvert j E J. For hvert x E E skriver vi 

Tj(X) = <x,xj>. Vi har da A(X}{Tj(X)/ j E Jl ~ S, hvor S er enheds­

cirkelskiven i den komplekse plan. Dette er ensbetydende med, at 
-1 - a -1 -x E A(X) n T. (s), altsa, at W = n T. (s) er en absorberende 

jEJ J jEJ J 

mængde i E. Det er imidlertid kiart, at W også er rund, konveks og 

afsluttet. Af' sætning 5 følger nu, at det for enhver rund, konveks, 

begrænset og afsluttet mængde A. ~ E gælder, at W absorberer A~ alt-

så, at der eksisterer et A E ]o,~[, således at A c 'AW. For ethvert 
= 

x E A og ethvert j E J har'vi da f'j(x) E Afj(W) ~ AS. Dermed har 

vi vist, at {Tj/j E Jl er ensartet begrænset på enhver rund, kon­

veks, begrænset og afsluttet mængde. Sætningen følger derefter umid-

delbart af følgende sætning: 

Sætning 7: Lad E være et lokalkonvekst topologisk vektorrum og til­

lige et Hausdorff'-rum. Systemet af runde, konvekse. afsluttede og 

begrænsede mængder er en basis for d6 begrænsede mængder på Ec 

Bevis: Lad A være en begrænset mængde på E, lad S være enhedscir-

kelskiven i den komplekse plan, og lad U være en rund, konveks, 

afsluttet omegn af O. Vi har da et ~ E Jo,~[, således at A ~ ~U. 
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Men da AU er rund!) lndeholder' AU også den runde mængde SÅ:= A1 ;, 

og denne mængde er altså begrænseto Da AU er konveks og afsluttet, 

indeholder den også 

så er 

det afsluttede, konvekse hylster A1 af Å1 0 Alt­

; 'Y"" Da e~ Ai er konveks og af'sluttet, har vi 

Heraf fØlger umiddelbart, at Ai også er rundo 

Dermed er sætningen bevistQ 

Bemærkning: Det er ikke ligegyldigt, i hvilken rækkefølge 

~ vi foretager ~rocesserne: I ~lanen (vektorrum over R) har :er 
, 

pu vi givet en konveks mængde som vist ~å figur 1. Når denne 
Bet 

mre 
rundes af (foreningsmængde af to trekanter), får vi ikke 

Ji~ 
en konveks mængde. 

Figur 2 
I pe= 

fl~niE,S' ~r. Lad E være et blokrum,9 som tillige er Hausdorf!f-rwn og 

f'uldstændigt .. Hvis en mængde B' = fTjlj E Jj af' kontinuerte!) line~' 

ære af'bj.ldninger 'll~j ~ E ind i C er en begrænset mængde i dualrummet9 

er B I, eQuikon"tinuert" og der f'indes en omegn U af' ° i Es på hvilken 

mængden BI er ensartet begrænseto 

Bevis: At B I er equilwntinuert betyder, at der til hvert r > O sval.~ 
~ .... -
rer en o~egn U af 0 9 så at ITj(x)1 ~ r f'or alle x E U og alle j E Jø 

Altså er B? ensartet begrænset på omegnen U. Hvis på den anden side 

Il er en omegn af' O,q og der findes et A, således at ITj(X)! f il for 
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aJ.le x E V og alle j EJ, så er IT j(X) I ~ r for alle x E fv og alle 

j E J. Lad nu B' være begrænset i dual rumme t, og lad S c C være en-.. 
hedscirkelskiven~ Så er Bt pumtvis begrænset, og heraf følger gan­

ske som i beviset for sætning 6, at U = n T-
J

o

1 (s) er absorberende, 
jEJ 

rund, konveks og afsluttet, altså en blok, og følgelig en omegn af 

0, og på denne omegn er B' ensartet begrænset. Dermed er sætningen 

bevist. 

Sætning 10. Enhver begrænset mængde af distrihutioner er ensartet 

begrænset på en eller anden omegn af ° i ~Ko 

Bevis: Specialtilfælde af sætning 9. 

Et filter kaldes begrænset, hvis mindst en begrænset mængde 

hØrer med til det. Det til en følge svarende filter er efter denne 

de~inition begrænset, hvis og kun hvis følgen er det. 

I I 
Sætning ~. Lad E være et blokrum, som tillige er Hausdorff-rum og 

fuldstændigt, og hvis duale rum Et er fuldstændigt. Hvis et begræn­

set fil ter eller en følge på E l, er konvergent pu:r1ktvis på en over­

alt tæt delmængde af E, er filtret eller følgen ligelig konvergent 

på enhver kompak t pUlk tmængde i E. 
Bemærkning: Hvis E er et Hausdorffrum, er A ~ -

E kompakt III 
! 

Bevis: Lhvis enhver overdækning af A med åbne mængder indeholder!e_ 

grænset· en endelig overdækning. Hvis E ikke er et Hausdorffrum, I 

positivt 

omegn U 
siges A at være prækompakt, dvs. 

Se endvidere side 154 

, C 
.H. = 

n 
U(a +U) 

v=1 v 
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'ri x E: U 'ri T E: ]jl: I T(x) 1 ~ ~. 
På grund af lineariteten følger heraf umiddelbart 

'ri a E: E " x,y E: a+U " T E: BI: 1 T(y)-T(x) 1 ~ ~. 
n 

Da A er kompakt, kan vi vælge a1 , ••• ,an , så at A ~ v~~av+U). For 

v = 1, ••• ,n vælger vi y E: a +U, så at ~ konvergerer i ~ • I filtret v v . v 
~ findes da for hvert v en mængde F , så at 

v 

'ri T1 ,T2 E: Fv : tT2(Yv)-T1 (yv)1 ~ ~. 
Vi betragter nu mængden F = F1 n~., nFnnB I E: ~. For T1 ,T2 E: F og x E A 

kan vi vælge v, så x E: a +U, og vi har da v 
1 T2(x)-T1 (x) I ~ I T2(X)-T2(Yv) 1+1 T2 (Yv )-'F1 (Yv) 1 +1 T1 (Yv )-T1 (x)t ~ E!J 

altså 

" T 1 ' T 2 E: F 'ri x E: A : I T 2 (x) -T 1 (x) I ~ E. 

Dette viser, at ~ er fundamentalfilter i den topologi, der svarer 

til ligelig konvergens på kompakte mængder, og da E I, er fuldstæn­

digt, medfØrer dette, at F er ligelig konvergent på enhver kompakt 

mængde. 

En følge, der konvergerer punktvis på E, er punktvis begrænset 

på E og derfor ifØlge sætning 9 ensartet begrænset på en omegn af 

0, og derfor ensartet begrænset på enhver kompakt mængde. Det sam­

me gælder da for det tilsvarende filter, og resultatet for rølgen 

bliver derfor en umiddelbar konsekvens af resultatet ~or riltreo 

Dermed er sætningen bevist. 

12-
Sætning l$. Hvis et begrænset fi~ter eller en følge af distribu-

tioner er konvergent for ethvert ~ E: ~K' er filtret eller følgen 

ligelig konvergent på enhver begrænset mængde i dOK' altså konver­

gen t på c:2>~. 
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" Bevis: Af sætning ~'fremgårp at filtret eller følgen konvergerer 

ligeligt på enhver kompakt mængde i'.aK~ Men en begrænset mængde i 

.:ØK har kompakt 'afslutning. Dermed er sætningen bevist. 
.' 

Det er'nu vanskeligt at nå væsentligt videre med den alminde';' 

lige teor,ifordistributionerneUdenkraftigepe hj~lp'emidler, 'bi.a~ 

udvalgsaksiomet. Inden vi skrider til udnyt~else af sådanne hjæl-

pemidler, vil det dog være' ~en$igtsmæssigt at vi frigør os fra den 

kompakte mængde K, der hidtil har været det fast definitionsområde 

for både funktioner og distributioner. 

: ,-: 

" 

. , 
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8. kapitel. 

gumme t eo• 

125. 

Med ~ betegner vi vektorrummet af funktioner, som er kon­

tinuerte på den kompakte mængde K ~ ~m og har støtte indeholdt i 

K~ udstyret med den ligelige topologi. Med ~O betegner vi vektor­

rummet af funktioner, som er kontinuerte i O og ha~~~tten inde-

holdt i O, udstyret med en topologi, som skal beskrives nærmere i 

det f'ølgende .. 

Hvis K1 og K2 er kompakte mængder på ~m og K1 ~ K2 , er ~K1 

et delrum af' ~K ' og topologien på 
2 

Her er tale om normerede vektorrum, 

striktionen af' normen på ~K • Hvis 
2 

qqK er netop delrumstopologien. 
1 

og normen på ~K er netop re-
1 

ep E <tr K \ 1?K ' f'indes der et 
2 1 

a E K2\K1 , hvor ep(a) f O, og ep har derf'or en omegn, der intet har 

f'ælles med ~ K • Altså er 'tf, et afsluttet underrum ajlo cf K • 
1 K1 2 

Vi Ønsker at vælge topologien på ~O' så at hvert ~K med K ~ O 

bliver et afsluttet delrum af' ~ med delrumstopologien. Enhver kon­

tinuert af'bildning af' <t?o ind i et topologisk J?um vil da have kon­

tinuerte restriktioner til hvert ~K. 

Det vil på den anden side være en f'ordel, hvis det gælder, at 

en afbildning af c:(?o ind i et topologisk rum er kontinuert, hvis (, 

det for hvert K ~ O gælder, a t restriktionen til i'K er kontinuert. 

Vi skal vise, at det er muligt at opnå dette i hvert f'ald f'or line-

ære af'bildninger ind i et andet vektorrum. Vi vil vise dette under 

noget mere generelle forudsætninger, men f'ørst må vi udlede et par 

hjælpesætninger. 



\ 
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Sætning 1. Lad A og B være konvekse mængder i et vektorrum E. Det 

konvekse hylster ~or AuB er da identisk med mængden 

Q = {tx + ( 1 - t ) y I x E: A A Y E: B /\ t E: [ O , 1 ] } • 

Bevis: Det er på ~orhånd klart, at den angivne punktmængde er del 

af det konvekse hylster. Der er derfor nok at vise, a t mængden selv 

er konveks. Dette ~remgår a~ ~ølgende udregning, hvor x1 ,x2 E: A; 

Y 1 ' Y 2 E: B; ti' t 2 , u E: [0,1] 

u(tix1+(1-t1)Y1)+(1-u)(t2x2+(1-t2)Y2) = 
uti (1-u)t2 

(uti+(ii-U)t2)(ut1+(1-u)t2 xi + ut
1
+(1-u)t

2 
x2 ) + 

u(1-t1 ) (1-u)(1-t2 ) 
(1-(ut1+(1-U)t2 ))(U(i_t

1 
)+(1-u)(1-t

2
) Y1 + u(1-t

1 
)+(1-U)(1-t

2
) Y2) 

Dermed er sætningen bevist. 

~tning 2. Lad E være et lokalkonvekst topologisk vektorrum, lad H 

være et a~sluttet delrum, og lad a være et punkt a~ E\H. For enhver 

konveks omegn V a~ O i delrummet H eksisterer der da en konveks 

omegn U a~ O i rummet E, så at V = UnH og a ~ U. 

Bevis: Da x ~ a+x er en homeomor~i a~ E på sig selv, er a+H a~slut­

tet i E. ~ a ~ H ~ølger O ~ a+H. Der ~indes derfor en konveks omegn 

W1 a~ O i E, som ikke har punkter ~ælles med a+H. Da V ~ H er en 

omegn af O i delrumstopologien, ~indes der en konveks mmegn W2 af 

O i E, så at W2nH ~ V. Vi sætter W = w1nw2 , og med U betegner vi 

det konvekse hylster af WuV. Lad os betragte et punkt x E: U. Ifølge 

sætning 1 kan vi da vælge y E: V, z E: W, t E: [0,1 ], så a t 
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x = ty+(1-t)z. 

Jj10r z E H har yi z E V, al tså x E V, da V er konveks. For z Ef: H og 

t = 1, er x = y E V. For z Ej: H, t =1= 1, har vi 
t 1 t H y E H, N x - 1-t y Ej: H 

altså 1~t x Ef: H, hvilket medfØrer x Ej: H. Dermed har vi vist, at 

UnH = V. Af a E U ville f'ølge eksistensen af en fremstilling 

a = ty+ ( 1 - t) z; t E [ ° , 1 ], y E V, z E W, 

altså (1-t)z = a-ty E a+H. Nu er imidlertid (1-t)z = t.O+(1-t)z E W 

og Wn(a+H) = ø. Vi er således kommet til en modstrid, og vi kan der-

for slutte, at a Ef: U. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 3. Lad E være et vektorrum. Lad (En) være en voksende f'ølge 

af delrum, alle organiserede som lokalkonvekse vektorrum, alle Haus­

dorff'-rum, og således at det for n E ~ gælder, at topologien på En 

netop er delrumstopologien svarende til, at En opfattes som delrum 

af En+1 , samt at En er afsluttet i En+1 • Det antages endvidere, at 
00 

E = U E • Der findes da en og kun en lokalkonveks topologi på E, 
n=1 n 

f'or hvilken det gælder, at U ~ E er omegn af 0, hvis og kun hvlis 

UnE er omegn af ° i E f'or n = 1,2, ••• n n 

Bevis: Da den sidste betingelse giVer et klart signalement af omegne-

ne af 0, er "kun an" l klart. For hver voksende fØlge U1 ~ U2 ~ Ol. ~ , 

hvor det for hvert n E ~ gælder, at Un er konveks omegn af ° i En' 

bruger vi U = U1uU2u ••• som omegn af' ° i E. Vi vil vise, at de så­

ledes def'inerede omegne udgØr en omegnsbasis D i E, og at E med den 

således definerede topologi bliver et topologisk vektorrum, og at 
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den sidst i sætningen anførte betingelse er opfyldt. Det er nu 

for det første klart, at U er en filterbasis. Det er også klart, 

at denne filterbasis er invariant over for multiplikation med et 

tal. En omegn U = U1UU2u ••• ·er absorberende, fordi hvert x E E 

tilhører et E , og som fØlge deraf absorberes af et U • Hver omegn n n 
U er konveks. Af x,y E U fØlger nemlig x,y E U for et passende n, 

n 

og liniestykket med x og y som endepunkter vil derfor tilhØre Un 

og dermed U. Vi har nu vist, at U definerer en topologi på E, og 

at E bliver et lokalkonvekst vektorrum. For en basisomegn 

U = U1UU2u ••• gælder EnnU ~ Un ' så EnnU er omegn af O i En 8 Hvis 

en mængde U ~ E tilfredsstiller den betingelse, at UnEn for hvert 

n er en omegn af O i En' da kan vi for hvert n vælge en konveks 

omegn Un ~ UnEn af O i En' og U vil da indeholde basisomegnen 

U1UU2u ••• og derfor selv være en omegn af O. 

Sætning 4. Med de i sætning 3 benyttede betegnelser og betingelser 

vil yderligere følgende gælde: Hvis U er en konveks omegn af O i n 

En' eksisterer der en konveks omegn U af O i E, så at UnEn = Une 

Hvis hvert E er et Hausdorff-rum, er E et Hausdorff-rum. n 

Bevis: Ifølge sætning 2 kan vi for k = n+1,n+2, ••• successivt 

vælge konvekse omegne Uk' så at Uk +1nEk = Uk' k = n,n+1, ••• Vi 

sætt§r Uk = UnnEk for k = 1,2, ••• ,n-1 og U = U1UU2u ••• Vi bar da 

Un~ = (u1nEk)u(u2nEk)u ••• = Uk i alle tilfælde. Lad nu hvert En 

være et Hausdorff-rum. For a E E eksisterer et n, således at a E E , 
n 

og da En er et Hausdorff-rum, kan vi vælge U , som omegn af O i E , n n 
så a ~ Une Den ovenfor beskrevne proces fØrer da til en omegn U, 

der ikke indeholder ao Dermed er sætningen bevist. 
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Sætning 5. Med de i sætning 3 benyttede betegnelser og betingelser 

vil hvert af rummene En være afsluttede delrum af E. 

Bevis: Vi betragter a E E\En - Der findes da et p > O, så at 

a E En+p\En+p_1. Da En+p- 1 er 
V 

et afsluttet underrum af En+p ' findes 

der en konveks omegn af O i E + ~ n p så at (a+V)nE + 1 = ø. Der n p-

findes da en konveks omegn U af O i E, så at UnEn+p = V. Så er 

a+V = a+(UnE + ) = (a+U)n(a+E + ) = (a+U)nE + ' altså np np np 

(a+U)nE = (a+U)nE + nE = (a+V)nE k (a+V)nE + 1 = ø. Altså er n n p n n - n p-
E afsluttet i E. 

n 

Sætning 6. Med de i sætning 3 benyttede betegnelser og betingelser 

gælder følgende~ Hvis hvert E er et blokrum, er E et blokrum. n 

Bevis: Lad U ~ E være en blok. Da er UnE for hvert n E N en blok, 
:o-

altså en omegn af O i En. Men det medfører netop~ at U er en omegn 

af O i E. 

Definition 1. Under de i sætning 3 beskrevne omstændigheder siges 

rummet E at være eksakt grænserum for den voksende følge (En). 

Definition 2. Lad O ~ RID være en åben mængde. Lad K1 c K2 c ... 

være en voksende følge af kompakte delmængder af O, så at der for 

enhver kompakt mængde K c O findes et n E N så K ~ Kn° Ved ~O 
forstås vektorrummet af kontinuerte funktioner med kompakt støtte 

inden for O med den topologi det får som eksakt grænserum for 

følgen (~K ). 
n 
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00 

Vi har netop ~O = U ~K ' og hvert ~K er et lokalkonvekst 
n=1 n n 

vektorrum og afsluttet i ~K 9 så definitionen kan anvendes. Det 
n+1 

er imidlertid også rigtigt, at topologien på 0.?0 bliver uafhængig 

af valget af fØlgen (Kn ). Vi viser følgende sætning: 

Sætning 71 Topologien på rummet ~O bliver uafhængig af valget af 

følgen (Kn ). For hver kompakt mængde K ~ O er ~K et afsluttet un­

derrum af ~O og topologien på ~K er netop delrumstopologien. 

Bevis: For hvert K c - = 
tet underrum af ~K 

n 

o findes et n, så K ~ Kne Så er ~K et afslut­

og topologien på ~K er netop den af ~ in­
n 

ducerede delrumstopologio Endvidere er ~K et afsluttet delrum 
n 

af q?o og topologien er delrumstopologien. Dermed er sætningens 

sidste påstand bevisto Hvis U er en omegn af O i ~O' vil det i­

følge det allerede viste for ethvert kompakt K ~ O gælde, at Un f~ 

er en omegn af O i rg K. Hvis på den anden side U ~ ego har den egen­

skab, at det for hvert kom~akt K c O gælder, at Un ~K er en omegn 

af O i ~K' da gælder dette specielt for hvert Kn , og deraf fØlger, 

at U er en omegn af O i (~O& Vi har derved fået omegnene af O i ~o 

karakteriseret ved en egenskab, der er uafhængig af følgen ~K' 

og dermed er sætningens fØrste påstand bevist. 
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l\:n = f! E O III !oll ~ n 1\ di s t ( !. , CO) f ~ J 
§ætl?-~o Lad O være en åben mængde. Lad K1 c K2 c··· være en 

voksende følge af kompakte delmængder af O, for hvilken det gælder 

V n E N ~ 
o K

n 
c K

n
+
1

, samt at der for hver kompakt delmængde K ~ O 

findes et n E N, så K ~ KnG Lad E være mængden af aftagende reelle 

talfølger (En) med grænseværdien o. For (En) E E sætter vi 

U((En)) = fep E ~olV x E Kn\Kn- 1 lep(x)1 ~ En' n = 1,2, .... }, 

idet vi har sat K = Øo Mængden 
o 

[u( (En)) I (En) E EJ 
er da en basis !'oY' omegnene Fif O i ct?r O___ -'~ ~-T=., . 

Iv x E Kn\Kn- 1 • lep(x)1 ~ En' n = j~.!~·"!l.kan .of{Sa slcr.J.!V~}3) 
-' I v n ~ ~ V ~ E Kn '\Kn- 1 : I ep (X!") I _~ E l, 

n' 1 --- -;.-- -: ,----- - -- ---

~evis.:Da U( (En))n <t
Kn 

;) f ep E t Kn I IIlepllu ~ EnI' . " . er 

U«E )) i hvert fald en omegn af O i 
TI 

omegn ,af O i (~Oo For hvert n E N er 

"( • Lad nu U være en konveks 
o 

Un 'f K en omegn af O i cf K ' 
n n 

og der eksisterer derfor et ~n > O, således at 

un(G'K 2 fep E rfK Iv x E Kn : lep(x)1 ~ 'I1n l, 
n 

og vi har derfor også 
00 - lt--__ _ 

U;? U f<p E 1] K- 1-\1 JE C Kn o I~(x) I ~ ~n.J· 
n=1 n (tWk b~) 

Ifølge sætning 9 i kapitel 3 eksisterer der for hvert n E N en af-
o 

bildning a : O ind i R, som er strengt positiv overalt i K 2\K . n ~ n 

og O overalt i O uden for denne mængde. Endvidere eksisterer 

a : O ind i R~ som er strengt positiv i *2 og O overalt i O uden 
o 00 a 

for denne mængde~ Sq er ~a strengt positiv overalt i O, og ø = ~ n_ o n n LJan 

giver en opspaltning af enhedsfunktionen 1 = øo+ø1+. G • Vi sætter 

nu for hvert il E N 

En = n(~+rr mine 1 '~1 p. q~n+2)· 
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Lad ep værtj en vilkårlig funktion~ der tilhører D( (En)). Lad os sæt-, 

te ep = n(n+1)ø ep. Vi har da øjensynligt ep E Dn ~K ~ D. Men 
n n n n+2 -

da D er konveks, følger heraf, at 

1 
ep = ~ n(n+1) epn 

tilhØrer D. (Summen er i virkeligheden endelig, og ~ n(~+1) = 1). 

Dermed har vi vist, at D ~ D«En )), og dermed er sætningen bevist. 

Sætning 98 Lad ° ~ ~m være en åben mængde og lad K ~ O være en 

kom~t mængde. Der findes da en kontinuert afbildning ep : Rm ind 

i [0,1], som er konstant lig 1 på K, og som har kompakt støtte in-

deholdt i O. 

Bevis: Lad r være et positivt tal, som er mindre end afstanden 

mellem K og 

ep (x) = 

have der.Bemærkning: Hvis vi definerer pK(ep) 

afhængeI K E KI har vi 

For dis1 o 
1 

en delma 
20 

o 
Sætning 3 

p (O) = ° K 

= sup .. ~xJJ for 
.xE:O KTxJ , 

;) = 1 .• 
I 

kontinul o 
4 

overalt 
= supl~(x)+~(x)l 

K(X 
e 

~ sup~JxJ I + supHL(x) I = Ir - KTxJ KTxJ vi 

pK(ep) + pK(tjJ) 
I 

I 

I 

Da er B (side 81), dvs. PK er en seminorm. Heraf fØlger, at 

er konveks. 
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~evis: Lad (Kn ) være en følge af kompakte delmængder med de i sæt-

'" ning 8 forlangte egenskaber. For et K E K sætter vi 

E n = inf ~ K (x) I x E Kn 1 • 
Så er En en aftagende følge af positive tal. Den behøver ikke at 

gå mod 0, men vi kan eventuelt erstatte En med min!En,~l o~ derved 

opnå, at (E ) ~ O. Så gælder U(K) ~ U«E )), og dermed har vi vist, , n - n 

at U(K) er en omegn af O. Lad nu (En) være en aftagende følge, 

som går mod O. Ifølge sætning 9 eksisterer der en kontinuert af­

bildning Kn = Rm ind i [O,EnJ, som er konstant = En på Kn- 1 og har 
00 

kompakt støtte, som er indeholdt i K • Vi danner \vIK = K. For 
n n=1 n 

restriktioneneaf K til Kn har vi KIK = K1v••• vKn+1 IK ' idet Kn+1 
n n 

er konstant = En på hele Kn og alle de følgende Kp er overalt ~Et+1 

Altså er K kontinuert på hwert K og dermed på hele O. For n 

'x E Kn\Kn- 1 er K(X) ~ En .1>..ltså gælaer U(K) ~U«En)).Derræd har 

vi vist, at O er en omegnsbasiso 
- . ----- --.. - _. 

'Bemærkning: Q.Øi. talfølgen (an) gælder det,. at em + an for 

Sætning 11. Lad ° ~ Rm være en åben mængde, lad (an) være en punkt­

følge på ° uden fortætningspULkter i 0, og lad (En) være en afta­

gende fØlge af strengt positive tal. Der eksisterer da en kontinuert 

afbildning K : ° ind i ]O,oo[ ,(altså strengt positiv), som for 

hvert n E N tilfredastiller betingelsen K(a ) < E • n ::: n 

Bevis: Vi sætter 

00 

K = 1\ K n • 
n=O 

Lad x~ E ° være et vilkårligt punkt. Vi sætter r = ; dist(Xo'(O). 
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For Ilx-xoll < .r, lIan-xolI > 2r har vi ICn(x) > IIx-a II > Ila -x 1I-lIx-x II n = n o o > r 
og vi har " Ko(X) ~ 4 4r = r. Vi kan vælge N, så at an for n > N 

ligger uden for den ved Ila ";'x II 
" o 

= 2r bestemte kugle, og for Ilx-xoll < r 
får vi da IC = KOA."AKN• Altså er K kontinuert og strengt positiv 

i en omegn af det vilkårlige punkt Xo E O. At betingelsen IC( an) ~ En 

bliver opfyldt, er klart. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 12. Rummet ~ er fuldstændigt. 

Bevis: Lad ~ v~re et fundamentalfilter på ~O. På ~O har vi den 

ligelige norm, og denne giver anledning til en topologi, som er 

grovere end topologien på ~O' Derfor er F et fundamentalfilter i 

den ligelige norm, altså ligelig konvergent mod en kontinuert af­

bildning ~ : O ind i C. Vi betragter nu et K E KD Filtret F inde-o 

holder da en mængde ~1+ 1U(IC) for et ~1 E cgOo Idet vi bruger om-

egnene fra t også i vektorrummet af alle på O kontinuerte funktioner 

(som dog ikke bliver et top~logisk vektorrum med den den derved 

1 indførte topologi), vil filtret ~o + 3U(IC) for hvert fast x tilhØre 

F(x), altså have punkter fælles med ~1 + 1U(IC) så vi kan slutte, 

at ~o + U(IC) ~ ~1 + 5u(IC) , altså ~o + U(IC) E F. Vi mangler nu blot 

at vise, at ~o E l1o;.jlfpi,1 at ~ Ydre- har kompakt støtte. Der fin-
~ .~_ o 

des -6:&- en følge (a ) af punk ter i O uden fortætningspunkter i O, n 

så at 't;j n E ~ ~o(an) + o. Vi sætter En = ~min{ l~o(a1) I, ... , I~Q(an) ll. 
Så er (En) en aftagende følge af s~rengt positive tal. I henhold 

til sætning 11 vælges IC E K, så at V n E ~ : K(an ) ~ En' Vi har nu 

~o + U(IC) E F. Men for ~ E ~o + U(IC) gælder da 't;j n E ~ : I~(an) I ~ En' 

Altså har ~ ikke kompakt støtte, men dette strider mod, at ~ E ~K~ 

{ Dermed er sætningen bevist. 
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De:tblte er Tietzes udvidelsessætning med visse modif' ... ilvatii:oh"6 t1
1 

Sætning U- {ad -()-~ ~ .. Rm v~re en åben mængd~ og K ~ ° en komp~.I.l~t 
mængde, og lad ~ : K ind i C være en kontinuert funktion. Der eksi­

sterer da en kontinuert funktion ep : ° ind i C med kompakt støtte 

indeholdt i ° og identisk med ~ på K. Endvidere er suplepl ~ v2supl~l. 

Bevis: Lad os først betragte det specielle tilfælde, hvor ~ er en 

positiv funktion. Vi sætter sup ~ = a. Vi kan antage, at ~ ikke er 

2 identisk 0, altså at a >~lO .. Mængden K1 = !x E: KI~(x) ~ 3 al er 

kompakt, og mængden 01 = {x E: olx ~ K v ~(x) > ~ al er åben. Ifølge 

sætning ,9 eksisterer der en kontinuert afbildning ep1: Rm ind -

[ ° 1 ] k t t l' 1 o K h t tt . d h ldt '3 a , som er ons an 19 3 a pa 1 og som ar s ø en ln e o 
2 2 

i °1 0 Vi sætter ~1 = ~-ep1IK, og vi har da ° ~ ~1 ~ 3 a og sup ~1 = 3 8 

Vi anvender den samme proces på ~1' og får derved en afbildn~ng 

ep2: Rm 
ird i [0,22 a], så18des at ~2 = ~1-ep2IK tilfredsstiller 

3 
2 2 2 2 ° ~ ~2 ~ (3) a og sup ~2 = (3) a o Ved at fortsætte denne proces 

f~r vi to funktionsfØlger (epn) og (~n)' hvor epn afbilder Rm ind i 
n-i 

[0,2n~] og ~n afbilder K ind i [O,(~)na] og ~n = ~n_1-epnIKo Rækken 
3 

~ epn er ligelig konvergent på hele Rm og ep = ~ epn : Rm ind i R er 

derfor en kontinuert 
n-i 2 

~-a 

3
n 

afbildning. Endvidere er sup ep ~ ~ sup)epn = 
n n 

aD ndvidere er ~ - ~ ep IK = ~ - ~(~ -~ -1) = 
o k=1 k k=1 k k 

n 
~n' idet vi har sat ~o = ~. Altså er ° ~ ~ - ~ epklK ~ (3

2
)nao Heraf 

- k=1 -

følger, at epiK = ~. Dermed er sætningen vist i det specielle til­

fælde, endda med ep(O) ~ [O,sup ~]o For ~ : K ind i [a,b] ~ R, hvor 

a < 0, b > 0, sætter vi ~+ = ~vO, ~ = -~vO. Vi kan da danne ep+:O 

ind i [O,b] og ep : ° ind i [O,-a], således at ep+ og ep er kontinu­

erte og har kompakt støtte og ep+IK = ~+; ep-IK = ~ • Så er ep = ep+-ep 
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en kontinuert afbildning af O ind i [a,b] med kompakt støtte mndeh 

holdt i O og ~IK = ø. Resultatet i det komplekse tilfælde følger 

nu umiddelbart ved spaltning i realdel og imaginærdel. Dermed er 

sætningen bevist~ 

Sætning 14. Hvis en monoton følge (~n) på ~O konvergerer purk t­

vis mod ~ E: i'o' konvergerer (~n) mod ~ i topologien på t'o· 

Bevi~: på grund af lineariteten er det nok at se på det tilfælde, 

hvor (~n) går aftagRnde mod O. Lad K være støtten for ~1·. Så er 

støtten for hvert ~ indeholdt i K, og if~lge sætning 10 i kapitel 
5b n 

2 (side 3~) går (~n) så ligeligt mod O på K, men det medfører u-

middelbart, at ·(~n) ~ ~ i topologien på ~O· 

5b 
Sætning 15. Sætningerne 9 og 10 i kapitel 2 (side ~8,3~~ gælder 

for kontinuert reelle valuationer på gitret af reelle funktioner 

på q?o. En kontinuert lineær valuation på' ~O kan udvides til et 

Daniell-integral. Enhver kontinuert funktion bliver integrabel over 

enhver kompakt mængde med hensyn til det fremkomne mål. ·Dualrummet 

cflo til i'o består af alle (ikke blot de endelige) mål på ~. 

Bevis: Beviserne for sætningerne 9 og 11 i kapitel 2 overfØres 

uændret, og dermed har vi også vist, at enhver konti nuert, lineær 

valuation kan udvides til et Daniell-integral. Lad K c O være kom­

pakt. Med Kn betegner vi mængden af punkter af Rm med afstand ~ ~ 

fra K. Hvert K bliver en kompakt mængde, og der findes et N E: N, n 

således at Kn c O for n :? N.Ifølge sætning 9 eksisterer der for 
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hvert n ~ N en kontinuert afbildning ~n : ° ind i [O,1]~ som er 
o 

identisk 1 på K og har sin støtte indeholdt i KnCl Følgen 

(~NA~N+1A ••. A~N+P) bliver en aftagende følge på ~O og konvergerer 

punktvis mod den karakteristiske funktion X
K 

for K. Altså bliver 

K målelig. En kontinuert afbildning ~ : K ind i R kan udvides til 

en kontinuert afbildning ~ : O ind i R med støtten indeholdt i O 

og ~XK bliver integrabel, men det betyder netop~ at ~ er integrabel. 

Lad nu T : 1f0 ind i G være en kontinuert linearform. Den har en 

udvidelse til et Daniell-integral~ som giver en kontinuert linear-

form defineret på alle kontinuerte funktioner på K, og heraf fØl­

ger, at restriktionen af T til 1?K er et integral med hensyn til 

et mål, som er entydigt bestemt ved T. Dette gælder for ethvert 

kompakt K ~ O, og T er derfor netop et integral med hensyn til e t ! I 
mål på hele O .. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 1§. Vektorrummet goo af funktioner ~ : O ind i G, som er 

vilkårlig ofte differentiabel i O, og som har kompakt støtte inde­

holdt i O, er som delmængde af det topologiske rum ~ overalt tæto 

Bevis: FØlger umiddelbart af sætningerne 7 og 6 i kapitel 3 ( side 
~S)'7 
~8,~), Vi har endnu ikke indfØrt en topologi på ~O; det vil ske 

i næste kapite1 9 og topologien vil blive forskellig fra delrums­

topologien induceret fra ~O. 
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9. ka12itel. 

Rummet fl) O. iBemærkn~~g~~emermann, side" 13 

Definiti0ll-i.Lad O ~ Rm være en åben mængde og lad K1 c K2 c··· 
være en følge af kompakte delmængder af O, således at der for enhver 

kompakt mængde K c O findes et n E ~, så K ~ Kn 8 Ved ~O forstås 

vektorrummet af vilkårlig ofte differentiable funktioner ~ :0 ind 

i C med kompakt støtte inden for O med den topologi, det får som 

eksakt grænserum for fØlgen ( c2l K ) ~ 
n 

Sætning 1. Topologien på ~O bliver uafhængig af valget af følgen 

(Kn ). For hver kompakt mængde K ~ O er ~K et afsluttet underrum 

af ~O' og topologien på ~K er netop delrumstopologien. 

Bevis: Defini tion 1 og sætning 1 er analoge med defini tion 2 og 

sætning 7 i kapitel 8 ( side 12~, og bemærkningerne til definitionen 

og beviset for sætningen gælder uændrede i det foreliggende til-

fælde. 

Sætning 2. Lad O være en åben mængde. Lad Ko = ø c K1 c K2 c.·· 
være en voksende følge af kompakte delmængder af O, for hvilken det 

gælder, at V n E ~ : Kn- 1 c Kn , samt at der for enhver kompakt 

mængde K c O findes et n E N, så at K ~ Kn • Lad P være mængden 

af voksende følger (Pn ) af naturlige tal og divergerende mod =, og 

lad E være mængden af aftagende reelle t~følger (En) med grænse­

værdien O. For (p ) E P, (E ) E E sætter vi n n 

U«Pn),(En )) = fep E.;D oIVnE:~Vl2. med IE..I~Pn\fxEKn\Kn_1 

Mængden 

B = [U«Pri-h(En )) I (Pn ) E P A (En) E El 
er da en basis for omegnene af O i ~ O. 
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Bevis: Vi har 

U((Pn),(En»nJ.)K ~{epEcØ1(I\fl2.. med IE.I~ Pn \fXEKn : ID~(x)1 < EnI, 
n '" 

og ved sammenligning med indledningen til kapi tel 4 (side 77 ) ser 

vi, at udtrykket på hØjre side af inElusionstegnet netop er omegnen 

UPn'En af O i rummet ~K o Dermed har vi bevist, at B virkelig er 
n 

er en mængde af omegne af O i ;000 Lad nu U være en vilkårlig kon-

veks omegn af o i ~Oo Sætningen vil være vist,'når det lykkes os 

at vælge følgen (Pn ) og følgen (En)' så at U((Pn),(E n » ~ U. Vi 

ved om U, at det for hvert n E ~ gælder, at un~K er en omegn af 
n 

° i c9 K ' altså at vi for hvert n E ~ kan vælge ~ E ~ og 'YJn > 0, 
n 

så at 

u ~ {ep E ~ K Ivp" med LE. I ~ Qn Vx E Kn : IDErp(x) I ~ 'YJn l. 
n 

Ifølge sætning 11 i kapi tel 3 (side 71 ) kan vi vælge en fØlgE:; 

(an) af vilkårlig ofte differentiable funktioner an: ° ind i [0,1], 

så at det for hvert n gælder, at a har sin støtte indeholdt i 
Dl. 

Kn +1\Kn - 1 , og så at \fx E ° : ~ an(x) = 1. Vi vælger følgen (an) 

fast en gang for alle. Vi betragter nu en vilkårlig furktion ep E Jao' 

og vi vil søge et sæt tilstrækkelige betingelser, for at ep E U. 

Vi sætter Pn = max(Q1'~OG,Qn+1)' og (Pn ) er da en voksende følge. 

Vi vil nu søge at bestemme en følge (En)' så at 

ep E U((Pn),(En » ~ ep E U. 

Vi vil da have vist, at U((Pn),(En » ~ U, altså at U er basis for 

omegnene af ° i ~o' og dermed vil sætninge~ære bevist. 

Vi betragter altså fØlgen (En) som en ubekendt, vi skal bestemme. 

For ep E U((P ),(E » sætter vi n n • 

ep = n(n+1)a ep. n n 
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Vi har da 

Dæ ~ har kompakt støtte, er ~n = O fra et vist trin, og da U er 

konveks, vil ~ E U, hvis ~n E U for ethvert n. Denne betingelse 

vil for et n E ~ være opfyldt, såfremt 

V l2. med 1l2.1 ~ Pn V x E O : ID~n(x) 1 ~ 'Yln e 

Her har vi benyttet, at støtten for ~n er indeholdt i Kn+1\Kn- 1 • 

Nu har vi imidlertid 

V l2. med 1l2.1 ~ Pn ,V x E Kn+1 \Kn- 1 : IDE;p(x) 1 ~ En. 

Nu giver formlen for differentiation af et produkt et udt:r'yk af for- _ 
men Bemærknins: 1 DJ2.(an (!.)~ (~) ) 1 = 1 ~ 'Y clSlan (~)DE.-.9v> (~) I' 

~l2.-

D~n = n(n+1) 

hvor koefficienterne en vur-

dering af formen 

hvor An afhænger af n, an og Pn' altså i virkeligheden kun af n. 
'Yln Vi behØver altså blot for hvert n E ~ at vælge En = ~. Dermed er 

n 
er sætningen bevist. 

Sætning ;. Lad (Pn ) og(p~) være voksende fØlger af naturlige tal, 

og lad (E ) og (E') være aftagende følger, som går mod nul. For de n n 

i sætning 2 omtalte basisomegne gælder da 

Bevis: Lad n E ~ være valgt, så at Pn < P~ eller En > 
o 

en kompakt mængde K c Kn\Kn- 1 •· Vi har da 

E' • 
n 

Vi vælger 
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U((PnL,(En))n,Q)K = fq> E:6l3 KI'iJ2, med'lld ~ Pn I;jx E: K : InP-rp(x) I ~ En~' 

og analogt for U((P~),(E~)). Af I lemma 12 i kapitel 5 (side IOD 
følger nu, at der eksisterer en funktion q> E: ~K' som tilfredsstil­

ler betingelserne 

max IIDE,pllu = A~ IIDg,q>lI u ~ E~ for 19.1 ~ p~, 
112.1 =P~ 

hvor vi vcalger A = 1+E~, hvis Pn < P~, og A = En' hvis Pn = P~. 

Vi har da i begge tilfælde q> E: U((Pn),(En))\U((P~),(E~)). 

Groft udtrykt siger sætning 3, at de i sætning 2 indførte ba-

sisomegne virkelig alle er indbyrdes forskellige~ Derefter er det 

let at vise følgende 

Sætning 4. Mængden O af omegne af O i rummet ~O har ingen numera­

bel basis~ 

Bevi~: Lad (Uk) være en vilkårlig følge af omegne af O i ~Oo For 

hvert k E: N indeholder Uk en basisomegn Uk = U((P~)'(E~)). Vi sæt­

ter 

Pn = 1+max(p~,~ •• ,p~), En = ~min(E~, •• ,E~). 
Omegnen U((Pn),(En )) vil da ifølge sætning 3 ikke være delmængde 

af U((P~),(E~)) for nogen værdi af Ko Dermed har vi vist, at {Ukl 

ikke er basis for omegnene af O, og dermed er sætningen bevist. 

Sætning 5. Rumme t e7J er fulds tamdigt • 
~ = O 

Bevi~: Lad F være et fundamentalfilter i ~O. For hvert J2. er 

~ = {D~Iq> E: FJ en f'ilterbasis, og det tilsvarende filter er 
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fundamentalfilter på ~O' altså konvergent på ~O med en græn­

sefunk tion epl2. E :.:I; O e Heraf følger nu, a t hvert epl2. har kompakt 

støtte, som er indeholdt i O. Vi har nu for hvert l2., at .~~ p~ 

i den ligelige topologi. Lad nu E være et naturligt talu For 

ø E &Do sætter vi 

IIØll p = max IIDEøllu. 
1l2.1 ~p 

Med denne norm er r;z50 et normeret vektorrum .. For ethvert n 

findes der en kugle (i normen II II p ) med ~ som radius, der 

tilhØrer F. Centrerne af kuglerne giver en følge (epn) ~ ep og 

her bliver konvergensen ligelig i alle differentialkvotienter 

af ordener 12. med 112.1 ~ P. Heraf fØlger, at (~n) ~ epl2. lige­

ligt i O, altså epE = Dl2.rp, hvor ep = ep2.. Lad nu U være en vil­

kårlig basisomegn af O i rummet :lJ O II Der findes da et ø E dO' 

så at ø + ~u E F. Da F er punktvis konvergent tillige med alle 

F(l2.), vil det gæ~d.e for hvert x E O, a t ø + ~u og ep + !U har 

fælles elementer ,. al tså gælder generel t ep + U ~ ø + ~U, al tså 

ep + U E F. Dermed har vi vist, at F ~ ep i topologien på ~~K' 

og dermed er sætningen bevist. 

Sætning 6. Lad A" ~ ~O være en begrænset mængde. Der eksisterer 

da en kompakt mængde K c O, så at hvert ep E A har sin støtte 

indeholdt i K. 

Bevis: Indirekte. Lad' være den i sætning 2 optrædende 
n 

f~lge af kompakte mængder. Hvis en kompakt mængde K med den 

ønskede egenskab ikke eksisterer, kan vi for hvert n vælge 

an E 0\Kn_1 og ep E A med ep(an ) + O ; vælger vi nu en aftagende 
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i JO o på en begrænset mængde. Så er f-1 (S) en konveks mængde. 

Lad A ~ ~O være begrænset. Så er T(A) begrænset. Altså fin­

des der et A E ]O,~[, så T(A) ~ AS~ altså 

A ~ T-1 (T(A)) = T-1 (AS) = AT-1 (S). 

Altså absorberer T-1 (S) enhver be§rænset mængde~ og deraf fØl­

ger~ at T-1 (S) er en omegn af O i ~O. Altså er T kontinuert. 

Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 10. En lineær afbildning T : JOo ind i C er konti­

nuert, hvis og kun hvis det for enhver kompakt mængde K c O 

gælder, at restriktionen TI~K er kontinuer~. 

Bevis: "Kun hvis" er trivielt. Lad os nu antage, at TI.:ØK er 

kontinuert for ethvert kompakt K ~ O. Vi har da for K ~ 0, at 

T-i (s)ncØK = (TI ~K)-1 (S), 

-1 <"X altså at T (S)n~)K er en omegn af O. -1 Da T (S) er konveks, 

medfører dette, at T-1 (S) er en omegn af O i dOo. Dermed er 

sætningen bevistu 

Definition~. Ved en distribution på den åbne mængde O ~ Rm 

forstås en kontinuert lineær afbildning T :~O ind i C. Mæng­

den af sådanne distributioner udstyret ,med den topologi 1 der 

svarer til ligelig konvergens på enhver begrænset mængde er 
(")! ("' 

det duale vektorrum ~JO tilOLb. 

Bemærkning: Hvis vi sætter PB(T) = 
(>--J 

er PB en seminorm, og 

supIT(~)1 for B f ø, 
~EB 

V(B,E) = f T E .-.!I).OlpB(If) ~ E 1 er konveks. 

Mængdesystemet fV(B~E)IE > O A B E Bl er da en basis for omegne 

af' O i ;!J O ~ 
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følge (En)' som konvergerer mod 0, så at nEn < 1~(an)1 9 vil 

en omegn U«p ),(E )) ikke absorbere A, og A er således ikke n n 

begrænset. Dermed er sætningen bevist& 

'Bem'drkning.-Pll~tvis begrænset <==* ensartet begrænset på 

S'begrænsede m@ngder <==* ensartet begremset på en eller anden
l 

d ~-
omegn af' O<==> equikontinuitet. 

s 
Punktvis begrænset på en overalt tæx mængde <==> ligelig 

BEkonvergens på enhver kompakt mængde 

Sætning~o En konveks mængde U ~ ~O er en omegn af 0, hvis 

og kun hvis den absorberer enhver begrænset delmængde af ~O. 

Bevis: "Kun hvis" er trivielt. Hvis U absorberer enhver be­

grænset delmængde af c2J O' vil un~K for kompakt K c O absor­

bere enhver begrænset delmængde af ~K' altså, ifølge sætning 
Iii 
'1~ i lcapi tel 4 (side 88 ) være en omegn af O i ~ K e Men da:lJ O 

- er det eksakte grænserum for følgen ~K ' følger heraf, at U 
n 

er en omegn af O i ~Oo Dermed er sætningen bevist. 

Sætning~. En lineær afbildning T : &00 ind i C er kontinuert, 

hvis og kun hvis e~~ver begrænset mængde i ~O af T afbildes 

på en begrænset mængde. 

Bevis: Lad T være kontinuert-og A ~ c:2>0 begrænset" Lad 8; være 

ennedscirkelski ven i C o Så e"r T-1 (S) en omegn af ° i ,Q)0,,1 og 

der findes et A E ]0,=[, så at Jh~ AT-1 (S), altså T(A) S ASo 

Lad os dernæst antage, at T afbilder enhver begrænset mængde 
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Bevis: Indlysende. 

~tning 12. Rummet ~~ er fuldstændigt. 

Bevis: Lad F være et fundamental~lter på ~Oo Lad K ~ ° være 

en kompakt mængde. For hver mængde A E F danner vi ~ bestående 

af restriktionerne af alle T E A.til '~Ko Mængderne ~ udgør 

da en filterbasis på 6b~, og det er klart, at det tilsvarende 

filter bliver et fundamentalfilter på 6D~, altså konvergent~ 

da ~~ er fUldstændigt. Heraf følger, at F konvergerer l~gelggt 

på begrænsede mængder i goK' men da enhver begrænset mængde i 

:!J~ er indeholdt i et c.0~ med kompakt K c 0, er sætningen bevisto 

Sætning-12. Rummene ~ og dD~ er i dualitet ved det indre pro­

dukt (Tl'<;D> = Te). Den svage topologi på !J)o svarer til punkt­

vis konvergens, og svagt begrænset på ~o bliver punktvis be­

grænset. 

Bevis:Indlysende .. Bemærkn~: Om dualitet,. se definitio_n~-:i.: 
kapitel 7(side 1113)1 - -

~ning 14. Begrænset på SJ~ betyder ensartet begrænset på 

enhver begrænset mængde. En punktvis begrænset mængde på ~o 

er begrænset, og der findes en omegn af ° i JUo' på hvilken 

den er ensartet begrænset. 

Bevis: Den fØrste påstand er indlysende. Den anden påstand 

gælder ifølge sætning 6 i kapite~ 7 (side 120) for dualrummet 
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til et hvilket som helst fuldstændigt, lokalkonvekst topolo-

gisk vektorrum. Den tredje påstand gælder ifØlge sætning 9 i 

kapitel 7 (side 121), da ~o tillige er et blokrum. 

Sætning 15. Hvis et begrænset filter eller en følge sf distri­

butioner er konvergent for ethvert ~ E ~O' er filtret eller 

følgen ligelig konvergent på enhver· kompakt mængde i cØo• 

Bevis: Specialtilfælde af sætning 12 i kapitel 7 ( side122 ~. 

En nærmere diskussion af kompakthed i vilkårlige topolo-

giske vektorrum vil nu være nødvendig. Desuden får vi brug for 

mere dybtliggende egenskaber ved konvekse mængder. I begge til-

fælde kommer velordningssætningen til at spille en væsentlig 

rolle. Vi vil ofre et kapitel på diskussion af velordningssæt-

ningen og Zorns lemma. Derefter går vi videre med den generelle 

te,ori for kompakthed • 



HT 1965-66 147.: 

1.0.., k2,~" 

Udvalgsaksiomet, Vielordningssætningen, ZO~.D'L~.~1!!!l},a o 

Definition 1. En fUldstændig ordnet mængde kaldes velordnet p hvis 

enhver ikke tom delmængde har et fØrste element" En delmængde~ 

der med et element a:~tld indeholder alle -J'O~1f1 l{sldes et 

af'sni t. Lad A og B være velordnede mængdero EnYvoksende af'bild-

ning f : A ind i B kaldes en velordningsisomorfi, hvis det ~or 

ethvert afsni t ~ c A gælder, at det fØrste elemen.t ar"' A\A'j a~f'··· 

bildes på det fØrste element af B\f(A1 ). 

Sætning 1. En velordningsisomorfi er en injekti v af'bi~dnj~ __ 

For givne velordnede mængder A og B findes der hØjst en Ø#ld5t!å ' 

ningsisomorfi, og ved denne bliver billedet ~(A) et afsnit af Be 

Den omvendte afbildning f'~1: f(A) på A bliver også en. velordning~-

isomorfi. 

Bevis: Den første påstand følger af, at A og B er fuldstændig D 

ordnede, og afbildningen er voksende.. Lad f' ~ g ~ A ind i B være 

velordningsisornoI'fier .. Hvis f' og g ~"kke er ldentisl{e!f er mængde::.') 

fx E AI f(x) + g(x) 1 ikke torn og har derfor et fØrste element x1 • 

Elementerne forud for x1 (eksklusive) udgør et af'sni t Å.1 af' At) 

og vi har f(A1 ) = g(A1 ). Men både f(x1 ) og g(x1 ) er det fØrste 

element af B\f(A1 ) == B\g(A1 ) I) altså f(x1 ) :-:: g(x1 )" Vi. har så= 
.. '-. ~ "'-': .. ::" - .~-~ 

ledes indirekte 'b:evist;;'~at f: og g er identiske Q 
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Sætning_g. Lad A være en velordnet mængde o Til ethvert af'snit 

A1 c A f'indes et element x E A~ så at Ai netop er mængden af' ele­

menter, der kommer f'ør x (eksklusive). En f'oreningsmængde af' af'-

snit af' A. er et af'snit af' A. 

Bevis: Vi vælger x som det fØrste element i A\A1 • Ethvert ele­

ment f'orud for x vil da tilhøre A. Et element y > x kan ikke 

tilhøre A, da det ville medf'ø·re, a t x E A. Lad {A j I j E Jl være 

en mængde af' af'snit af A. Af x E UA~ f'ølger, at der eksisterer 
ol 

et j E J, så at x E Aj , men så vil alle elementer f'orud f'or x 

tilhøre Aj og dermed UA j • Dermed er sætningen bevist. 

~ning 3. Lad A og B være velordnede mængder. Der f'indes da 

en velordningsisomorfi, som afbilder den ene af' mængderne på et 

af'snit af' den anden. 

Bevis: For visse afsnit Aj ~ A findes velordningsisomorf'ier 

f'j: Aj ind i Bo Vi sætter A* = foreningsmængden af' alle sådanne 

A
J 
.• For x E A* har vi visse (mindst et) A. ,A j , som indeholder 

J1 2 . 
x. Ved restriktioner af'~. og~. til af'snittet bestående af' 

J1 J 2 
elementerne f'ør x (inklusive) får vi if'ølge sætning 1 samme or -

densisomorf'i ,altså~. (x) =~. (x). Vi kan derf'or def'inere 
J1 . J2 

en afbildning f' : A* ind i B ved f'or hvert x E A* at vælge j, 

så x E Aj og sætte f'(x) = fj(x)~ idet denne værdi ikke af'hænger 

af' valget af j. Det f'ølger umiddelbart af' denne def'inition, af' 

f' bliver en ordensisomorf'i. Sætningen vil være bevist, når vi 

har vist, at A* = A eller f(A*) = B. I modsat f'ald ville A\A* 

have et fØrste element x* og B\f'(A*) et første element y*, og 
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Vi kunne def'inere en velordningsisomorf'i f'*:' A*u{x*l ind i B 

ved at sætte f'*(x) = tex) ror x E A* og f'*(x*) = y*' Det ville 

medf'øre_ at A*u{x*I var en af' mængderne Aj , men det er i mod~ 

strid med def'initionen af' k*. Dermed er sætningen bevist. 

Def'inition 2. Lad k være en vilkårlig mængde. Ved en udvalgs-

f'unktion ~A A f'orstås en af'bildning u : ~(A)\{ØJ ind i A, som 

tilf'redsstiller betingelsen 

'ri B E ~(A)\{ øj u(B) E B. 

Def'inition 3. Et element i en (partielt) ordnet mængde kaldes 

maksimalt, h~s det er sin eneste ef'terf'ølger. 

Def'inition~~. En (partielt) ordnet mængde kaldes induktivt ord-

net, hvis enhver f'uldstændig ordnet delmængde har en majorant 

(dvs. et element, der følger efter ethvert element i delmængden) 

. .. '. 

Satning 4.Følgende påstande er indbyrdes ækvivalente: 

1) Udvalgsaksiomet. på enhver mængde findes en udvalgsfunk-

tion. 

2) Velordningssætningen~ Enhver mængde kan velordnes. 

3) Zorns lemma. I enhver ikke tom, induktivt ordnet mængde 

findes et maksimalt element. 

Bevis: 2) ~ 1). Lad A være en vilkårlig mængde. Vi velordner k. 

For enhver ikke tom delmængde B ~ A betegner vi med u(B) det 

første element i B. Derved har vi defineret en udvalgsfunktion 

på A~ og dermed er påstanden bevist. 
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3) '* 2). Lad A. være en vilkårlig mængde. Med m betegner vi 

mængden af alle par M = (B,<), hvor B er en delmængde af Aog 

< en velordning på B. Mængden ?Ytindeholder i det mindste ø og 

er således ikke tom. For M1 , M2 E: enG skri ver vi M1-< M2 " hvis Mi 

er et afsnit af M2 • Så er -< en ordningsrelation på~, som der­

ved bliver en partiel t ordnet mængde. Lad 'Ctt c 'd<rt vær~ fuldstæn-
= 

digt ordnet ved -<, og lad M være foreningsmængden af alle mæng­

der Mj E: 9t. For x,y E: M eksisterer M1 ,M2 E: n, så x E M1 , Y E M2 o 

Men så er den ene, lad os sige M1 , afsnit af den anden M2 , og ~i 

har x,y E: M2 = (B2 , <2)' så vi får en relation x <2 y. Har vi 

tillige x,y E: M3, er M2 afsnit af M
3 

eller omvendt, og M3 giver 

derfor samme rækkefølge af x og y. Også 3 punkter x,y,z vil 

tilhØre en mængde fraJt, og M vil derfor blive en ordnet mængde. 

Lad M t ~ M være en de lmængde. Der finde s e t M j E: J1), så M j inde­

holder elementer af M' og MjnM t har da et første element x. Hvis 

det for ~ E: Jt ligeledes gælder, at Mk indeholder elementer af 

Mt, vil x også være første element i MknM t • Altså er M velordnet, 

og i ordningen -< er M majorant for:tG. Så følger af Zorns lemma., 

at WGhar et maksimalt element (Bo'<o). Eksisterer a E A\Bo ' kan 

vi tilfØje a som et sidste element til Bo med ordningen <o' og 

derved fås en mere omfattende velordnet mængde i modstrid med, 

at (Bo'<o) var maksimal. A:Btså er Bo = A, og A er således vel­

ordnet. Dermed er påstanden bevist. 

1) '* 3). Lad A være en vilkårlig ikke tom, partielt ordnet mæng­

de. Vi vælger en udvalgsfunktion u på A. Lad K være en velord­

net delmængde af A. For x E K betegner vi med K(x) det afsnit 

af K, som består af elementerne forud for x (eksklusive), og 
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,tt(~f =- {Y~'E2 'jl.fv'· z€: K(x~~~,~~_:,yl 
med tf(xT-b·~t~gner· vi'de" e·lement~~- i A, som f'ølger ef'ter ethvert 

element i K(x) uden at tilhØre K(x). Den velordnede delmængde K 

kaldes nu en kæde, hvis V'Kx : x = u(K(x». Hvis x er det f'ørste 

element i K, er K(x) = ø, R(x) = A, altså x = u(A). Alle kæder 

begynder derf'or med samme element. Hvis K1 og K2 er kæder, f'in­

des der en ordensisomorf'i, som af'bilder den ene, lad os sige K1 
på et af'snit af den anden, altså f' : K1 ind i K2 • Hvis mængden 

{x E K11f'(x) f xl ikke er tom, har den et f'ørste element xo' 

men så er x = u(R(x » og f'(x ) = u(R(x », så vi f'år en mod-o o o o 
strid. Altså er K1 et af'snit af' K2 • Lad K* være f'oreningsmængden 

af' alle kæder. For x,y E K* har vi kæder K1 og K2 , så x E K1 , 

Y E K2 , men da K1 er et af'snit af' K2 , f'indes der en kæde, som 

indeholder både x og y. Altså er K* f'uldstændigt ordnet. For en 

ikke tom mængde B ~ K* f'indes der en kæde K, så BnK f ø. Ele­

menterne i B\K f'ølger ef'ter elementerne i BnK, og det f'ørste e­

lement i BnK bliver derf'or det f'ørste element i B. Altså er K* 

* * velordnet. Det er nu klart, at K er en kæde, og at K har en-

hver anden kæde som af'snit. Antager vi nu, at ordningen på A er 

induktiv, har den fUldstændigt ordnede mængde K* en majorant æE A. 

Hvis der f'and~es elementer, som f'Ulgte ef'ter hvert element i K* 

uden at høre til K*, ville man ved at f'øje det udvalgte element 

f'ra mængden af' sådanne til K* f'å en kæde med K* som ægte del-

* mængde i modstrid med, at K var f'oreningsmængden af' alle kæder. 

Altså har a ingen ef'terf'ølger undtagen a selv, og a er således 

et maksimalt element. Dermed er påstanden bevist, og sætning 4 

er f'uldstændig bevist. 

Vi antager nu udvalgsaksiomet, og dermed har vi tillige 

velordningssætningen og Zorns lemma til rådighed i det f'ølgende. 
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110 ka..pitel. 

Ultrafiltre. Kompakthed. 

Sætning 1. Mængden af filtre på en mængde M er induktivt o~dnet 

ved inklusion. 

Bevis: Lad [Fjlj E Jl være en mængde af filtre på M, som er fuld­

stændig ordnet ved inklusion. Om F = U Fj gælder da trivielt, at 

F f ø og ø ~ F. Af A,B E F følger, at der findes et j, så A,B E Fj 

Altså vil enhver mængde, der indeholder A tilhøre P, og AnB vil 

tilhØre F. Altså er F et filter. Dermed er sætningen bevist. 

Definition 1. Et maksimalt filter på en mængde M kaldes et ultra-

fil ter. 

For a E M vil systemet af alle delmængder, der indeholder a, 

udgøre et ultrafilter. 

Sætning 2. Til ethvert filter F på en mængde M svarer et ultrafil­

ter Fu ' som er finere end F. 

Bevis: Af sætning 1 følger umiddelbart, at mængden af filtre, som 

er finere end F, er induktivt ordnet ved inklusion. Altså findes 

der ifølge Zorns lemma et maksimalt element, altså et ultrafilter 

i denne mængde. 

Sætning 3. Nødvendigt og tilstrækkeligt for at et filter F på en 

mængde M er et Ultrafilter, er det, at der for enhver mængde A ~ M 

gælder A E F eller CA E F. 
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Bev~: Først tilstrækkeligt. Lad os antage, at P opfylder den 

stillede betingelse, og at P er ægte delfilter af et filter Go Så 

findes der en mængde A E G\P, men så gælder CA E P, altså CA E G 

i modstrid med, at AnCA = Øo Lad os nu på den anden side antage, 

at P er et filter, og at der findes en mængde A ~ M, for hvilken 

A Ej: P og CA Ej: P. Vi danner nu G = {B ~ M I BuCA E Pl. Vi har da G =1= ø 
og ø Ej: G. Ar BuCA E P og C ~ B følger CuCA E P. Af BuCA E P og 

auCA E P følger (BnC)uCA = (BuCA)n(CuCA) E P. Altså er G et filter. 

Af B E P følger åbenbart BuCA E P, altså B E G. Altså er G finere 

end P. Endvidere ser vi, at A E G, men A Ej: P. Altså er P et ægte 

delfilter af G, og P er altså ikke et ultrafilter. Dermed er sæt-

ningen bevist. 

Sætning~. For en mængde A i et topologisk vektorrum E over C (eller 

~) er følgende betingelser ensbetydende: 

1) Til enhver omegn U af O i E svarer punkter a1, ••• ,a E E, 
q q , 

så at Ae U (ak+U) 
k=1 

2) Ethvert ultrafilter på A er et fundamentalfilter i E. 

~vis: 

1) ~ 2). Lad P være et ultrafilter på A, og lad U være en omegn af 

O i E. Vi vælger a1 , ••• ,aq E E, så at mængderne a1+U,.o.,aq+U ud­

gør en overdækning af A. Vi sætter ~ = An(~+U), k = 1, ••• ,q~ 

Lad os antage, at ingen af mængderne ~ tilhører P. Af sætning 3 
følger da, at hver af mængderne A\~ tilhØrer P, altså vil 

q 
n (A\~) E P, men det går ikke, da n(A\~) = ø. Altså vil en af 

k=1 

mængderne ~ E P, men det betyder, at P er et fundamentalfilter. 
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2) ~ 1). Lad os antage; at U er en omegn af O i E, og at der 

ikke findes purk ter a1P~O;aq E: E, så at A ~ U(~+U). Vi indfører 

nu betegnelsen A(x) = A\(X+U), og vi har da 
n 

A(x1)n~ •• nA(x ) = A\ U (Xk+U) t- Øb 
n k:='1 

Altså udgØr mængderne A(X1)O·.enA(Xn), hvor x1,~~o'Xn gennemløber 

alle endelige punktsæt fra E en basis for et filter, der kan udvi­

des.til et ultrafilter ~. For x E: E har vi A(X) t: A\(x+U)E ~, alt...; 

så An(x+U) El: ~ .. Altså er ~ ikke et fundamentalfilter. Dermed er 

sætningen bevist. 

Definition 2. En mængde A i et topologisk vektorrum E over t (eller 

R) kaldes prækompakt, hvis den opfylder betingelserne 1) og 2) i 

sætning 4. 

Definition 30 Lad E være et topologisk rum, og lad ~ være et filter 

på E. Et punk t a E: E kaldes et kontaktpurk t for ~, hvi s 

'ri A E: ~ : a E: Ao 

Sætning ~. Lad E være et topologisk rum, og lad O(a) betegne omegns­

filtret for punktet a i E. Nødvendigt og tilstrækkeligt for, at 

a E:E er kontaktpunkt for et filter F på E~ er det, at 

tUnA I U E: U(a)$1 A E: Fj = G er et filter :på Ep 

Bevis: Hvis G er et filter og A E: F , er UnA + ø for e thvert U E: O(a). 

altså aE: A. Altså er a kontaktpunkt for ~. Lad os nu antage, at F 
er et filter, og at a er kontaktpu~t for ~. Det er da klart, at 

ingen af mængderne i G er tommeu Det er også klart, at fællesmæng­

den af to mængder fra G igen tilhØrer Go hf' M ~ UnA fØlger 

M = (UuM)u (AuM), altså M E: G. Dermed er sætningen bevist. 
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Bevis: Det i sætning 5 indfØrte filter G er finel:>e end F; altså 

identisk med F, da F er et ultrafiltero Men G er også finere end 

O(a), altså konvergent mod a. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 7. For et topologisk rum E er følgende betingelser ind-

byrdes ækvivalente: 

1) Enhver overdækning af E med åbne mængder indeholder en 

endelig overdækning" 

2) Hvis det for et system af afsluttede mængder på E gælder, 

at intet endeligt delsystem har tom fællesmængde, da er 

fællesmængden for hele systemet heller ikke tom. 

3) Ethvert filter på E har et kontaktpurikt. 

4) Ethvert ultrafilter på E er konvergent. 

Bevis: 1) ~ 2). Lad H være et system af afsluttede mængder på E, 

og lad Hi være systemet af komplementærmængder til mængderne i H. 

Hvis mængderne i H har tom fællesmængde, er Hi en overdækning af 

E med åbne mængder~ og hvis 1) gælder v vil en vis endelig delmæng­

de Hr c Hi udgøre en overdækning? og det endelige sY3tem B* af 

komplementærmængder bliver et endeligt delsystem af H med tom fæl-

lesmængde. Dermed er påstanden bevist. 

2) ~ 1)" Lad 6 være en overdækning af E med åbne mængder. Lad 6 1 
være systemet af komplementærmængder o Disse har tom fællesmængde. 

Hvis 2) gælder, kan vi deraf slutte, at der findes et endeligt 

delsystem 6~ med tom fælleElnængde, og systemet 6
1 

af komplementær­

mængder bliver da en endelig delm;;angde af b. og en overdækning af 

E. Dermed er påstanden bevist~ 
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3) ~ 4)" Dette følger t1.mldd.elbart af' sætning 6f. 

4) ~ 3) .. Et. filter F på E 1{8n ·~1O.v::.des til et ultrafllter G kon­

vergent mod et punkt '3..$ som e2~ kontakt]?unkt for G og derfor også 

for F. 

2) ~ 3) Q Lad F være et f'llter på E, AfsJ:uthingerne af mængderne 

i F vil ifølge 2) have et :fælles punkt, som åbenbart vil være 

kontaktpunkt for F9 

3) ~ 2) .. Lad 13 være eje mængdes~Tstem med den i 2) omtalte egenskab. 

Systemet af mængder, der fås som fæilesmængde for vilkårlig ende­

lige delsystemer af S er en filterbasis B, der består af afslut ... 

tede mængder. Det tilsvarende filter har et kontaktpunkt$ og det­

te vil være et fælles puru{t for alle mængderne i B og derfor også 

for alle mængderne i S. Dermed er sætningen bevist. 

Defini.:!!iQE-=~" Et topologisk rum kaldes guasikompakt, hvis det har 

egenskaberne 1)- 4) i sætning 7. Hvis rummet tillige er et Haus-

dorff-rum, kaldes det kOlflPE'-kto En pur.l{ tmængde A i et topologisk 

rum .E kaldes l:ompat:t (:.;;.uasilwmpalct), hvis A med delrumstopologien 

er et kompakt (Quasikompakt) topologisk rum. 

Sætning 80 Lad E og E
1 

være topologiske rum og f : ~ ind i E
1 

en 

kontinuert afbildnlng o Hvis E er guasE:or-npakt, er f(E) guasikom­

pakt. Hvis E
1 

er et Hausdorff .. rum og E Quasikompakt, er f(E) kom­

pakt. 

~: Lad 6 ~ fOjlj E Jl være en overdækning af f(E) med åbne 

-1) -1 ) mængder.. Så er f (6 ::: f:c>. (O j ~ j E J 1 en overdækning af E med 

åbne mængder, og der :findes d.erfor en endelig overdækning 

f f"-1 (°
1 

), ft .. o ,9f-"'j (on) 1 af E med. nogle af disse mængder. For y E f(E) 
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~indes x E E med ~(x) = y, og der findes et v~ så at x E f-1 (O ), v 
altså y = ~(x) E o~o Altså er {01, •• o'On 1 en overdækning af f(E), 

og vi har således vist, at E er quasikompakt. Resten er klart. 

Sætnins 9. En reel funk-::'_on på en quasikompakt mængde antager en 

mindste og en største værdi. 

~evis: Følger umiddeibart af, at billedmængden i~ølge sætning 8 

er en kompakt delmængde af R. 

Hausdor~f-egenskaben kan opstå eller forsvinde ved kontinuert 

afbildning. Vi vil nok mØde eksempler på dette. 

Sætning 10. Lad E være et topologisk vektorrum over C (R)o En mæng­

de A c E er quasikompakt, hvis og, kun hvis A er prækompakt og fuld-
~ 

stændig. 

Bevis: Lad os antage, at A ~ E er ~uasikompakt. Det er da klart, 

at A er prækompakt. Lad nu F være et fundamentalfilter på Ao Da 

A er quasikompakt, h·":> F et kontaktpunkt a, E: A. Lad U være en om-

egn a~ O. Vi vælger en rund omegn V af 0, så at V+V+V ~ Uo Vi kan 

vælge b E E, så at (b+V)nA E F~ og vi har da (a+V)n(b+V) + 0, så 

vi kan vælge x E (a+V)n(b+V)o Vi har nu b E x+V, X E (a+V), altså 

b+V ~ a+V+V+V ~ a+U, hvoraf vi kan slutte~ at (a+U)nAE F, men 

dermed har vi vist, at F ~ ao Altså er A fuldstændig. Lad nu Avæ-

re prækompakt og fuldstændig. Da er et ultrafilter på A et fU:_~.la­

mentalfilter og derfor konvergent. Altså er A quasikompaktG 
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Sætning 11. En prækomlJaikt mængde i et lokalkonvekst vektorrum er 

begrænset~ 

Bevis: Lad E være et lokalkonvekst vektorrum, lad A ~ E være en 

prækompakt .mængde og lad U være en konveks omegn af O. Vi vælger 

a1, ••• ,an E E, så at A~ U(av+U). Da enhver endelig mængde er be­

grænset~ kan vi vælge ~ E ]O_~[, så at fa1~ ••• ,anl ~ ~U. Men da U 

er konveks_ er U(a +U) ~ ~u+u ~ (~+1)U. Altså er A begrænset. v -

Sætning 12. En mængde i ~O er prækompakt~ hvis og kun hvis den er 

begrænset,og kompakt, hvis og kun hvis den er begrænset og afslut-

tete 

Bevis: "Kun hvisu er klart for begg3 påstande. En begrænset mængde 

A ~ ~O er indeholdt i et afsluttet delrum ~K' hvor K c O er kom­

pakt. Men så er A prækompakt på ~K' og det medfØrer umiddelbart, 

at· A er prækomgakt på ~O. Hvis A tillige er afsluttet, bliver A 

kompakt i dlJ
K

, men det medfØrer igen" at A er kompakt i .20 ' fx. 

på grund af sætning 8 anvendt på inklusionsafbildningen. 

Sætning 1.2. Lad f : M1 ind i M2 være en Vilkårlig afbildning af 

en mængde M1 ind i en mængde M2 • Billedet af et filter ~ på M1 vil 

være en filterbasis på M2 • Det tilsvarende filter kaldes det til 

P svarende billedfilter. Hvis ~ er et ultrafilter, er billedet af 

~ et ultrafilter påf(M1 ). 

Bevis: Den fØrste påstand følger umiddelbart af, at f(AnB) ~ f(A)nf(B~ 

Hvis F er et ultrafilter, og A en vilkårlig delmængde af f(M1 ), 
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vil f-1(A) eller f-1 (f(M1 )\A) tilhØre P ifølge sætning 3, og der­

for vil A_ eller f(M1 )\A tilhØre billedet af P. Deraf følger umid­

delbart ved sætning 3, at billedet af P er et ultrafilter på f(M1 ). 

Sætning 14. Lad M være en vilkårlig mængde, og lad M1 c M være en 

vilkårlig 1elmængde. Et ultrafilter på M1 er da basis for et ul­

trafil ter på M. 

Bevi§: Følger umiddelbart af sætning 3. 

Sætnipg 15. En mængde i ~O er prækompakt, hvis og kun hvis den c 

er begrænset, og kompakt, hvis og kun h~ s den er begrænset og 

afsluttet. 

Bevis: I begge påstande er "kun hvis" trivielt. Lad B ~ t/)o være 

en begrænset mængde, og lad P være et ultrafilter på B. For cp E~ O 

er T ~ Tcp en afbildning af' B ind i C, og af sætning 13 og 14 fØl­

ger nu,' at fTCPIT E PI er et ultrafilter på en begrænset delmængde 

af b • Altså er F pUnktvis konvergent. Af sætning 15 i kapitel 9 

(side 146' ) følger derefter, at P konvergerer ligeligt på enhver 

kompakt mængde mod et element af600. Altså er P et fundamental­

filter på B ifølge sætning 10. Den sidste påstand følger umiddel­

bart, da dJ O er fuldstændigt. Dermed er sætningen bevist. 
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Lidt elementær vektorrumsteori. 

§~tnins 1e Lad M være en vilkårlig mængde, lad T være et topolo~ 

gisk rum, og lad f : T ind i M være en afbildning. En topologi på 

M bestemmes da ved, at O ~ M skal være åben, hvis og kun hvis 

f~1(0) er åben., 

-1 (.) -1 ) Bev~: Påstanden følger umiddelbart af, at f UO. = Uf (O. 
J. J j J 

~ ~ ~~ og f (01n02) = f (01)n~ (02). 

Definition 1. Lad E være et topologisk vektorrum over C eller li c' 

og lad H c E være et underrum. Lad k : E på E/H "ære den kanoni.ske 

afbildning. Vi fastlægger da topologien på falttoIirtitnmet E/H ved~, 

at ° c E/H skal være åben, hvis og kun hvis k-1 (0) er åben& .. 

Det fremgår netop af sætning 1 11 at E/H bliver et topologlsk 

rum ved denne defini tione Vi ved endnu ikke, om E/H bliver et to=' 

pologi~k vektorrum. 

Sætnins... 2 o Afbildningen k i definition 1 er med den der indførte 

topologi på E/H en åben afbildning~ 

Bevis: Lad ° ~ E være åben. Vi får da k-1(k(0»= {x E Elk(X) E k(a)! 

= {x E EI3 a E H : a+x E 01 = U (-a+O), og dette er en åben 
aEH 

mængde. 

Sæjæi.n8 3. Med den i definition 1, indførte topologi bliver E/H et 

topologisk vektorrum. 
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Bevis ~ Lad U være en åben omegn af O i E/H. Da k -1 (U) er absor­

berf~'~e, er U absorberende. Det er klart, at AU igen er en åben 

omegn af O. Vi kan vælge en åben omegn "'fif af O i E, så at 

-1 ( VuV ~ k (U). Så er k V) en åben omegn af O i E/H og 

k(V)Uk(V) ~ U. Dermed er sætningen bevist. 

§~1~. Med den idefini tion 1 indfØrte topologi bliver E/H 

et Hausdorff-rum, hvis og kun hu s underrummet H er afsluttet. 

~~vi~; At E/H er et Hau3dorff-rum er ensbetydende med, at O er 

afsluttet i E/H, altså at E/H\{Oj er åben, men på grund af sæt­

~ing 2 og definition 1 er det ensbetydende med, at E/H er åben. 

Dermed er sætn~ngen bevist~ 

Sætning 5. Hvis det topologiske vektorrum E over O eller R er 

et Hausdorff-rum, er ethvert 1-dimensionalt underrum i E afslut-

tete> 

~~~: Vi minder om, at et 1-dimensionalt underrum i E er bille­

det af C (R) ved en ikke konstant lineær afbildning f : t (R) 

ind i E. Vi sætter f(1) = a. Da E er et HausdorfE-rum, findes 

der en rund cme]n U af O, som ikke indeholder a. Vi betragter 

et x E C (R) med f(x) E U. For lAl ~ 1 har vi da f(Ax) = Af(X) E U, 

idet U er rund .. Heraf følger nu f(Y) Ef: U for I yl ~ 1. Altså gæl­

der f-1(U) E {xl Ixl>< 1 jo På grund af lineariteten følger heraf 

umiddelbart, at f-1 : f(t) på C (eller feR) på li) er en konti-

nuert afbildningw ~tså er f(O) (eller feR»~ vektorrumsisomorf 

med C (R), altså et fuldstændigt rum, altså afsluttet. 



HT 1965-66 t62 

Definition 2. Lad E være et vektorrum over t (~), og lad H ~ E 

være et underrum. Hvis E/H er n-dimensionalt, nE N, siges H at 

have codimensionen n (i E), og vi siger, at H har endelig co­

dimensLon.. Hvis H har codimensionen 1" kaldes sideklasserne a+H 

hyperplaner. 

Sætning 2. En hyperplan i et vektorrum-E over C (~) er nulpunkt~ 

mængden for en vis ligning '](x) = a, hvor T : E ind i t 'R) er 

en lineær afbildning og a E t (~). Omv.endt gælder det også, at 

løsningsmængden for enhver sådan ligning er en hyperplan. 

Bevis: En hyperplan har formen a+H, hvor ~E E, og H er et under­

rum med codimension 1. Vi kan identificere E/H med t (~), og vi 

har således den kanoniske afbildning k : E ind i C (~), og a+H 

er netop løsningsmængden for k(X) ~ k(a). Dermed er den første 

påstand bevist. 

Definit~on 3. En sideklasse til et lineært underrum i et vektor­

rum kaldes en lineær mangfoldighed. Denne tillægges samme dimen­

sion og codimension som underrummet. En lineær mangfolåighed af 

dimension 1 kaldes en plan i et vektorrum over t og en ret li­

nie i et vektorrum over ~. 

Hyperplanerne er maksimale ægte lineære delmangfolnigheder, 

idet en lineær mangfoldighed, der indeholder en hyperplan~ må 

have codimension 1 eller 0, altså være hyperplanen selv eller 

hele rummet~ 

Sætning 7. En hyperpaln i et topologisk vektorrum er afsluttet 

eller overalt tæt. 
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Bevis: Følger umiddelbart a~ den ~orudgående bemærkning, idet 

a~slutningen a~ en lineær mang~oldighed er en lineær mang~oldig-

hed. 

Sætning 8. Lad E være et topologisk vektorrum over C (li). En li­

nearform T E ind i ~ (li) er kontinuert, hvis og kun hvis 

T-1 (0) er et a~sluttet underrum. 

Bevis: Hvis T er kontinuert, er T-1 (0) a~sluttet, altså gælder 

"kun hvis"'. Hvis T-i (O) er a~sluttet, er E/T-1 (O) et Hausdor~~­

rum. Endvidere er T-1 (O) et underrum med codimensionen 1, altså 

E!T-1 (0) et i-dimensionalt topologisk vektorrum, og da det er 

et Hausdor~f-Fum, er det isomorft med C (R) og enhver lineær af­

bildning ~ : E/T-1 (O) ind i C (li) er kontinuert. Lad k : E pA 

E/T-1(0) være den kanoniske afbildning. Vi kan da vælge den li-

neære afbildning ~, så at T = pok, og dermed er sætningen bevist. 

Lad E
1 

og E2 være underrum af vektor~ummet E. Underrummet E1+E2 

består af alle xi +x2 med Xi E E
1

, x2 E E2 • Hvis et element 

x E E1+E2 har to ~remstillinger x = x1+x2 = Y1+Y2' er 

Y1-x1 = X2-Y2 E E1nE2 - Fremstillingen bliver således entydig, 

hvis og kun hvis E1nE2 er reduceret tilO-elementet. Når. dette 

er til~ældet, siges som bekendt,E1+E2 at være direkte sum af E1 
og E2 • Hvis E er direkte sum a~ E1 og E2 , findes der således 

entydigt bestemte lineære afbildninger P1: E på E1 og P2: E pæ 

E2 , så at V x E E : x = P1(x)+P2(x). 
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Definition 4. Lad E1 og E2 være underrum af et topologisk vek­

torrum Eg så at E er direkte sum af E1 og E2 , og lad ti og 02 

være filtrene af omegne af O i E
1 

og E2 0 Hvis mængdesystemet 

f U 1 +U 2/ U 1 E: ° 1 A U 2 E: t 2 j 

er en basis for omegne af O i E~ siges E at være topologisk di-

rekte sum af E1 og E2~ 

Det bemærkes,æt det angivne mængdesystem under alle om­

stændigheder er en filterbasis på E$ og at mængderne i denne 

filterbasis alle indeholder 00 

Sætning 9. Lad E være et topologisk underrum, som er direkte sum 

af underrummene Ei og E2, så at vi for hvert x E E har fremstil­

lingem x = Pi (x) +P2 (x) med Pi (x) E E1 og P2(x) E E2• NØdvendigt 

og tilstrækkeligt for a·t E er topologisk direkte sum af E1 og , 

E2 er, at afbildningerne Pi: E på Ei og P2: E på E2 er kontinuerte& 

~~: Inklusionsafbildningerne j1: E1 ind i E og j2: E2 ind i E 

er kontinuerte. Så er den ved j(x1 ,x2 ) = ji(x
1

)+j2(X2 ) definerede 

afbildning j : E1xE2 ind i E kontinuert, idet E tænkes udstyret 

med produktrumstopologien. Hvis U er en omegn af O i E, findes 

der altså o.megne U1 og U2 af O i E
i 

og E2 , så at f-i (U) -:;;J U
1

xU2 

eller f(Ui xU2 ) ~ U.. G Nu er f(U1 xU2 ) = Ui +U2 ' og vi har såle­

des vist, at enhver omegn af O i E indeholder en mængde af for­

men U1+U2 , U1 E 01' U2 E °2 ° Dette gælder endda uafhængigt af 

af antagelsen, atpi og P2 er kontinuerte~ Sætningen bliver der­

for ensbetydende med, at enhver mængde Ui +U2 ' Ui E: 01' U2 E: U2 
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er en omegn af ° i E, hvis og kun hvis Pi og P2 er kontinuert.e. 

Dette følger imidlertid umiddelbart af, at U1 +U2 = p~1 (U1 )np;:1 (U2 ~ 

Dermed er sætningen bevistø 

Sæ,}.ning tO .. Lad E være et vektorrum og E1 c E et underrum med 

codimension 18 Der eksisterer da et i-dimensionalt underrum 

E2 , så at E er direkte sum af E1 og E2 0 

~is: Ifølge sætning 6 eksisterer der en lineær afbildning 

T : E på C (R)~ så at E1 = T~1(0). Vi vælger a E T-1 (1) vil­

kårligt, og vi sætter P2(x) = T(x)a. Derved defineres en li­

neær afbildning P2 : E på E2 , hvor E2 er det 1.-dimensionale 

underrum Ca (eller Ra)o Vi sætter P1(x) = x-P 2(x), og vi har 

da T(P1(X» :::I T(X)-T(T(x)a) = T(x)-T(x)T(a) :::I O" altså Pi (x) E El 

Altså er E == E1 +E2 " Af x E E1nE2 følger P2(x) E: P2 (E1 ) ~ T(E1 )a 

foj og P1(x) E P1(E2 ) = fOl" Altså eJ!" E1nE2 = foj, og derfor 

er E direkte sum af' E1 og E2 • 

§æt~tng 11~ Lad E være et topologisk vektorrum, som er et 

Hausdorff-rum, og lad E1 c E være et underrum med codimension 

10 Lad det i-dimensionale underrum E2 være valgt, så at E er 

direkte sum af E1 og E2 0 NØdvendigt og tilstrækkeligt for at 

E er topologisk direkte sum af E1 og E2 er, at E
1 

er afsluttet. 

Bevis: Hvis E er topologisk direkte sum af E1 og E2 , er P2: E 

på E2 kontinuert, og da E er et Hausdorff-rum, er {Oj afslut­

tet i EZ' altså E1 = p;1(O) afsluttet. Altså er betingelsen 
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nødvendig. Lad os nu antage, at E1 er arsluttet. Så er E/E1 
isomorrt med t (R) altså med E2 , og af'bildningen P2 kan sammec:l.­

s~ttes på rormen P2 = ~ok, hvor k : E på E/E1 er den kanonisk3 

af'bildning, som er kontinuert, mens ~ : E/E1 på t (R) er en 

lineæ r afbildning, og derror kontinuert. Altså er P2 konti­

nuert. Da Pi er--deTinBre-t--ved-_P1 (x) = x - P2 (x), er Pi også 

kontinuert. 

Sætning 12 .. Hvis det n-dimensionale topologiske vektorrum E 

er et Hausdorrf-rum, er det isomorft med t n (Rn ). 

Bevis: Påstanden er bevist ror n = 1. Lad os antage, a t sæt­

ningen gælder ror (n-l)-dimensionale vektorrum. Da vil et (n-1)­

dimensionalt underrum E1 af E være isomorft med t n- 1 (Rn- 1 ) 

altså et fuldstændigt rum, og derror arsluttet i E. Men så har 

vi irølge sætning 111 en fremstilling af E som topologisk di-

rekte sum E = E1+ E2 , h~lket medfører, at E er isomorrt med 

E1xE2 , altså med t n- 1xt (Rn- 1xR)o Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 13. Hvis et topologisk vektorrum er et Hausdorrr-rum, 

er ethvert endelig-dimensionalt underrum afsluttet. 

Bevis: Fremgår ar sætning 12. 

Definition 5. Lad E være et vektorrum over t. Ved den reelle 

vektorrumsstruktur på E forstår vi den vektorrumsstruktur, 

der rremkomæer , når produktaf'bildningen ar txE ind i E er­

stattes med sin restriktion til Rx~o Ved en ret linie på E 

rorstås en ret linie i vektorrummet E med den reelle vektor-

rumsstruktur~ Ved en reel hyperplan på E rorstås en hyperplan 

i E med den reelle vektorrumsstrukturo 
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Sætning ~. Lad E være et vektorrum over t. Enhver ret linie 

i E er indeholdt i netop en plan i E. Enhver reel hyperplan i 

e indeholder netop en hyperpaln gennem hvert punkt i den re-

elle hyperplan. 

Bevis: En ret linie i E er en punktmængde af' f'ormen a+Rb, h'l-,or 

a E E og b E E\{ol. Den er indeholdt i planen a+tb, og det 

er klart, at den kun er indeholdt i denne eneplan. Der f'indes 

nanlig kun en plan gennem a og a+b. En reel hyperplan er gi­

vet en ligning T(x) = a, hvor a E R og T : E ind i R er en af'·-

bildning, som er lineær i den reelle vektorrumsstruktur. En 

hyperplan er givet ved en ligning T1 (X) = a+ib, hvor T1 er 

en lineær af'bildning T
i

"!- E ind i t og a,b E R. Den vil være 

indeholdt i den reelle hyperpaln, hvis og kun hvis T(x) = 
Re(T1 (x)), altså T1 (X) = T(x)+iT'(x), hvor T,T' : E ind i R 

er lineære i den reelle vektorrumsstrukturo Nu er 

-T'(x)+iT(x) = iT1 (X) = T1 (ix) = T(ix)+iT'(ix). 

Vi må sålede s vælge T l, (x) = -T (ix), men så bliver 

T'(ix) = -T(-x) = T(x), og det ses nu let, at T1 (X) = T(x)+iT'(x) 

med dette valg af' T" bliver lineær. Kravet om, at hyperplanen 

skal indeholde et bestemt punkt af' den reelle hyperplan, f'ast-

lægger netop konstanten b. Dermed er sætningen bevisto 

En reel hyperplan, som er givet ved en ligning T(x) = a 

-1 ] -1 bestemmer to halvrum T (-oo,a[) og T (]a,oo[). De er konvekse 

mængder og f'Ølgelig sammenhængende. Er hyperplanen af'sluttet, 

er T kontinuer t, og halvrrummene bliver åbne mængder .. En af'slu t·-

tet reel hyperplan deler således vektorrummet i to komponenter. 
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En hyperplan, der ikke er afsluttet, deler ikke rummet. De 

to komponenter sammen med et punkt af den afsluttede hyperplan 

udgør en sammenhængande mængde. Heraf følger, at en hyperplan 

i et vektorrum over de komplekse tal ikke deler rummet. 

Begrebet "liniestykke'" er hel t det samme i et vektorrum 

E over C og i rummet E med den reelle vektorrumsstruktur& Der­

for bliver begrebet "konveks'" også hel t det samme, og det er 

derfor berettiget, når vi i det følgende nærmere skal stude­

re de konvekse mængder,. at vi udelukkende beskæftiger os med 

vektorrum over R. 

.. 
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130 kapi tel 

~onvekse mængder i vektorrumo 

'1 dette afsnit skal vi mere indgående beskæftige os med 

teorien for konvekse m@ngder.,i et vektorrum E over Ro En mæng" 

de A ~ E kaldes som bekendt konveks, hvis den med punkterne 

a og b indeholder liniestykket med endepunkter a og b s altså 

hvis 'il t E [0~1] : tA + (1-t)A c Ao For en konveks mængde Ps. 

gælder da generelt for A~~ E [0900[~ at AA+~A = (A+~)Ao Vi 

minder også om, at en fællesmængde for konvekse mængder selv 

er konveks, og som følge deraf er enhver mængde B indeholdt i 

i en mindste konveks mængde, der kaldes mængdens konvekse 

hylster, og er fællesmængden for alle konvekse mængder, der 

indeholder Bft Enhver lineær mangfoldighed er en konveks mæng-

de, og ethvert halvrum er en konveks mængde. En fællesmængde 

for halvrum er således konveks. En voksende følge af konvekse 

mængder vil have konveks foreningsmængde. 

2~init~2n 1. En konveks mængde A kaldes en konveks ~egle, hvis 

'il A E ]O,oo[ : M = A. 
B,(;}jllærkning.: llltåiW3lsen 'il ~E ]o~.,:,,( AA ~ A er -tilstræk-

§kelig, thi A E ]O,oo[~ A.A ~ A, og A E ]O,oo[ ~ ~ E ]O$oo[ s 

A 1 
.=} A A ~ .A =} A ~ All. Man ser, at vi idefini tion 1 kræver 

konveksi1 e t af mængden A. 
Bev1&: Den sJ.Qs'te De'tJ.nge.L!:Ie rneuTører A = U 'AA 9 altså 

AE]O ~oo[ . 
M = A for ethvert posi tivt A~ Den er således ækvivalent med 

betingelsen i definition 110 Hvis A er en konveks kegle, gælder 

A+A.= 2A = A; altså er den fØrste betingelse nØdvendig~ Hvis 

begge betingelser er op~yldt, fås for t E ]0,1[, at 
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tA + (1-t)A = A+A ~ Ao For t = O eller 1 er den samme relation 

trivielt opfyldt. DeF,med er sætningen bevist. 

s~riing 2. Hvis A er en konveks kegle, er An-A et underrum. 

Bevis: For x,y E.: An-A har vi åbenbart x+y E.: An-A. Endvidere 

er A(An-A) = An-A for A > O og -(An-A) = An-A. Dermed er sæt-

ningen bevist. 

Sætning 2. Hvis A er en konveks kegle, og O Ef: A, er M-A = ø. 

Bevis: Følger umiddelbart af sætning 20 

Sætning 4. Hvis A er en konveks kegle og An-A = {ol, da er 

A\{ol en konveks kegle. 

Bevi~: Af x,y E.: A og x+y = O følger x = -y, altså x E.: -A, alt­

så x E.: An-A, hvilket medfØ,rer x = y = O. Altså er 

(A\{oJ)+(A\{OJ) ~ A\{ol. Pt A(A\{Ol) ~ A\{ol for A E.: JO,~[, 

er klart. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 5. Hvis A er en konveks mængde i et topologisk vektor­

rum E, da er Å og A konvekse mængder~ 

~evis: For a,b E.: Å kan vi vælge en omegn U af 0, så at a+U ~ Å, 

b+U ~ Å8 For x E.: U og A E.: [0,1] har vi da 

Aa+(1-A)b+x = A(a+x)+(1-A)(b+x) E.: A, 

altså Aa+(1-A)b+U ~ A, hvilket viser, at Aa+(1-A)b E.: Å. Dermed 
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er den første påstand bevist. Der ved ~(X,y,A) = AX+(1-A)y 

definerede funktion afbilder mængden M = AxAx[O,1] ind i k, 

altså M = AxAx[O,1] ind i A. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 6. Lad A være en konveks mængde i et topologisk vek­

torrum E. Af a E A, b E Å, A E [O,1[ følger da Aa+(1-A)b E Åo 

Bevis: For A = O er påstanden triviel. For A + O er 

a + 1~~ - 1~AÅ en åben mængde, der indeholder a, og den vil 

da også indeholde et punkt c af A. Vi kan da vælge x E A, så 

at c = a + 1~A(b_X). Så er den åbne mængde O = AC + (1-A)Å en 

delmængde af A, og den indeholder punktet Ac+(1-A)X = 'Aa+(1-A)b" 

Dette punkt tilhører altså Å. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 7. Hvis en konveks mængde A" i et topologisk vektorrum 
o 

E har indre punkter, gælder Å = A og A = Å. 

Bevis: Sætning 6 viser, at ethvert kontaktpUnkt for A også er 

kontaktpunkt for A, altså Ae Å. Den omvendte inklusion er 

triviel. Endvidere viser sætning 6, at intet punkt af A\Å er 

et indre punkt af A. Dermed er sætningen bevist. 

Fællesmængden for en ret linie og en konveks mængde ~ 

er et liniestykke. Hvis der foreligger en topologi på vektor-

rummet, vil liniestykkets eventuelle endepunkter al-tid være 

randpunkter for A.. Sætning 6 viser, at hvis A har indre punk-

tery vil randpunkterne for k netop være de pu~ter, der er 

endepunkter for sådanne liniestykker. Derved får vi en rent 
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algebraisk karakteri8~ring af randpurkterEe for A. Hvis to-

pologien blot vælges, så A har indre punkter, er randen af A 

altså uafhængig af topologien. 

Sætnina~. Hvis A er en konveks kegle i et topologisk vektor­

rum E, da er Å og A konvekse kegler. 

Bevis: For ~ ~ O er x ~ ~x en homeomorfi af E på sig selv. 
c' 

Altså er XA = AÅ og AA = AA, og sætningen følger derfor umid-

delbart af sætning 50 

§!tndng .9. Lad Å og B være afsluttede, konvekse mængder i et 

topologisk vektorrum Eo Hvis Å =1: ø, B :~ ø, AuB = E, ÅnB = ø, 
da er AnB en afsluttet hyperplan p og A og B er de ved denne 

hyperplan bestemte afsluttede halvrum. 

Bevist Da E er sammehhængendej er AnB 4 ø. D~ en translation 

i E ikke ændrer forudsætningerne eller påstanden, kan vi uden 

at indskrænke almindeligheden antage, at O E AnBo Dette med­

fører, at O er et randpunkt for A~ Hvis x E A og -x E Aj vil 

ifØlge sætning 6 både x og "·x være randpurk ter t'or A' Hvis x_ 

er indrd punkt for Ap vil -x være ydre punk t for A, altså in-

dre punkt for B. En ret linie gennem O og et indre punkt for 

A skærer Å og B hver i et liniestykke4 De to liniestykker ud-

gør tilsammen hele linien, og de har O som endepunkt. Dette 
o o 

viser, at A og B er konvekse kegler. bf sætning 7 følger nu, 

at A og B er afsluttede konvekse kegler. Da ÅnB = ø, er O 

randpuBkt for både A og Bo Vi kan derfor Slutte, at hvis x eF 

et indre punkt i B, er _·x et indre punkt i A.. Ael tså er B = -Å, 
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men det medfører B = -A~ og af sætning 2 følger nu, at AnB er 

et afsluttet underrum. Lad nu H ~ E være det underrum~ der 

udspændeS aæ AnB samt et indre punkt x E ~. Lad os antage; 

a t H c E j. Vi har -x E: B, og der findes derfor e t punk t y E: ~\H. 

Lad l være den re~te linie gennem x og y~ Vi har da lnH = fx}. 

NU har 1 et afsluttet interval fælles med A og et afsluttet 

interval fælles med B'j~g de to intervaller udgØr tilsammen 

hele l og har følgelig fælles punkter •. Altså indeholder l et 

punk. t af AnB i modstrid med, at AnB ~ H • .Altså er H = E. Der­

med har vi vist, at E er direkte sum af AnB og det i-dimensio­

nale underrum f~xl~ E: RI. Altså er AnB en hyperplan. V~ vid­

ste i. forvejen~. at AnB var afsluttet. Dermed er sætningen be-

vist .. 

~niti2n 2. Et par (A,B) af konvekse mængder i et vektor­

rum E kaldes maksimalt, hvis ÅnB ~ ø~ og hvis det for ethvert 

par (A1~Bi) af konvekse mængder i E, som tilfredsstiller, at 

A1nB1 = ø; Ai ~ Ag Bi :;;] B gælder~ at ~ t: A og Bi = B. 

Sætnin.g:-1Q. Hvis det for et maksimalt par CAjB) af konvekse 

mængder på et top01ogisk vektorrum ,E gæ1derJ at k. er åben 

og ikke tom,. B er afsluttet og ikke tom~ da er AnB en afslut ..... 

tet hyperpaln og A og B er de ved denne hyperplan bestemte 

afsluttede halvrum. 

Bevis: Sætningen følger umiddelbart af sætning 9, hvis AuB : E. 

Vi kan derfor nøjes med at betragte tilfældet AuB c E, og da 

en parallelforskydning af E er uden indflydelse på de i sæt-
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ningen omtalte forhold, kan vi antage, at ° ~ AuB. For a E E 

vil halvlinien ~AaIA E [O,oo[ J eventuelt skære både A og B, 

og den vil da skære A- og B i dis.o.unkte intervaller. Hvis det 

er tilfældet, bevirker konveksiteten, at den modsatte halv~ 

linie {~AaIA E [o,oo[ 1 hverken skærer A eller B. For hver halv­

linie [Aa} kan vi nu afgøre, hvilket af de to skæringsinter­

valler, der ligger nærmest ved Oe Lad os tænke os, at dette 

spørgsmål besvares modsat for ~Aal og {Ab}, altså at vi har 

Aia E A, A2a E B, Ai < A2' men A3b E B, A4b E A, A3 < A40 Nu 

udspænder ~Aal og [Ab} en plan; der er isomorf med R2, og der­

af følger, at liniestykket fra Aia iil A4b vil skære linie­

stykket fre A2a til A3b, og dette skær-ingspunkt vil tilhØre 

AnB. AUtså vil det for halvlinierne [Aal gælde, at de enten 

alle skærer A fØrst, eller at de aile skærer B fØrst. I det 

første tilfælde kan vi udvide A til det indre af det konveks~ 

hylster for Au[Oj, som ikke kan have purk ter fælles med B, 

og det strider mOd, at parret (A,B) Var et maksimalt par. I 

det andet tilfælde kan vi erstatte B med det konvekse hylster 

af Bu[Ol med Samme virkning. Antagelsen ° ~ AuB fører altså 

i alle tilfælde til en modstrid. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 11.. Lad A og B være konvekse, ikke tomme mængder i 

et topologisk vektorFum E. Hvis ~ er åben og AnB = ø, eksi-

sterer der en afsluttet hyperpaln H ~ E, så at A og B er inde­

holdt i hvert sit af de ved H bestemte halvrum. 

Bevis: Vi betragter mængde M af par (AI ,BI) af konvekse mæng­

der på E, som tilfredsstiller betingelserne AI ;t A, BI -;; B, 
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A' nB t = ø, A t åben,~ B ti afsluttet. Mængden M er ordnet ved in­

klusionen (A I f B t) ~ (A" ,B"), som defineres ved A l, ~ A" og 

B' ~ Bil .. ~ad {(Aj,B j ) I j E J} være en fuldstændig ordnet del­

.. '*-mængde af M. Vi sætter A = UA j , B = UB j • Det er da klart o 

at A* bliver en åben konveks mængde, og at B* bliver en af-

l * * s uttet konveks mængde, samt at A ~ A og B ~ Bo Det er end-

* ø c* ~ * videre klart, at A nUB j = ,og det medfører, at A ~ UB j = B , 

altså A*nB* = ø. Mængden M er således induktivt ordnet, og af 

Zorns lemma følger nu" a t M har et maksimal t element,,- Derefter 

fØlger sætningen umiddelbart af sætning 10. 

Sætning 12. Lad E være et topologisk vektorrum 9 og lad A være 

en konveks mængde, som har indre punkter. Hvis a er et vilkår-

ligt punkt af E\A, eksisterer der en afsluttet hyperplan, so~ 

skiller a fra Ao 

Bevi&~ Specielt tilfælde af sætning 111. 

Definition 3,:. En hyperplan..H i et topologisk vektorrum E kal­

des støttehyperplM t:i:l en mængde A.~ E, hvis AnH:f øp og A 

er indeholdt i et af de ved H bestemte'halvrum • 

. Sætning 1)_ er !lahn-Banachs srot.Iiing~!; 

§ætning 13. Lad E"være et to:pologisk vektorrum og A ~ E en af­

sluttet konveks mængde med indre punkter. For ethvert randpunkt 

a f'or A eksisterer der da en afsluttet stø,ttehyperplan H gC~Jr 

nem ao For ethvert punk t b Ej: A eksiste:ver der 'en; støtteh;YIJer­

p~an H, så at b er indre punkt i det ved H bestemte halvrum~ 

som ikke indeholder A. En afsluttet konveks mængde med indre 

punkter er fællesmængde for de afsluttede halvrum, den er in-

deholdt i. 
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Bevis: Den fØrste påstand er et specielt tilfælde af sætning 

1,2. For b Ej: A vælger vi vilkårligt c E. Å og liniestykket med 

endepunkter b og C vil da indeholde et randputikt a af A. Lad 

H være en stØ_ttehyperplan til A. i purk tet a. Da c tilhØrer 

det en6 af de ved H bestemte åbne halvrum, vil b tilhøre det 

andeto Dermed er den anden påstand bevist, og den medfØrer u-

middelbart, at intet punkt uden for A tilhØrer fællesmængden 

af de afsluttede halvrum, der indeholder A. Dermed er sætnin-

gen bevist. 

Variant af Hahn-Banachs sætning: Lad E væ~e et lokalkon-

~vekst t.v.r., og lad A ~ E være en afsluttet konveks mæng- e 

l1. cl- o l (d t It de og b 9- A. Der findes sa en hyperp an er even ue 

se 
indeholder A, da A ikke behøver at have indre punkter), 

dE 

'der skiller b og A (dvs. b ligger i de~ åbne halvrum) • 

. Bevis: Der findes nemlig en konveks omegn af b, der ikke 

af har fælles punkter med A. 

ningen af det konvekse hy1stero Derimod er det konvekse hyl-

ster af en afsluttet mængde ikke altid afsluttet j ikke engang 

i et 2-dimensionalt vektorrum. I et uendelig dimensionalt vek-

torrum kan det endda indtræffe, at det konvekse hylster for 
, "-

~, 

en komp~t mængde ikke er afsluttet, og. dette fænomen kan end­

dæ indtræffe i et fuldstændigt rum. 

DefiniSion_2o Ved det runde, afsluttede, konvekse hylster for 

en mængde A forstås fællesmængden af alle runde, afslut~ede, 

konvekse mængder, der indeholder A., altså den mindste runde, 

konvekse, afsluttede mængde, der indeholder A. 
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Det (afsluttede) konvekse hylster af en rund mængde er 

en rund mængde. Derimod vil den mindste runde mængde, som in-

deholder en konveks mængde, sædvanligvis ikke være konveks, 

og det gør ikke sagen bedre, hvis den konvekse mængde tillige 

er afsluttet. Man kan a~tså danne det runde, afsluttede, kon-

vekse hylster af A i tre trin ved fØrst at danne den mindste 

runde mængde U AA, som indeholder A, dernæst danne det kon-
1~1~1 

vekse hylster af den fremkomne mængde og til sidst danne af­

slutningen. , men det går altså ikke, at bytte om på rækkefØl-

gen af disse processer. 

Vi får ikke brug for yderligere finesser fra teorien for 

konveksitet i vektorrum. Vi gør opmærksom på, at den videre­

gående teori byder på mange fælder og overraskelser. 

Som en anvendelse af ovenstående teori vil vi vise nog-

le sætninger om punktmængder i et par vektorrum, som er i du-

alitet. 

Defini tion 6. Lad E og E ,. være to vektorrum over R, som er i 

dualitet ved et indre produkt <x,y>. Ved polaren til en mængde 

A~ E forstås punktmængdenA
O = fyE E'lv xE A: <x,y> ~ 1j~ 

Hvi s E og E ,. er vek torrum over C, defineres polaren ti l A ved 
o 

A = f y E E 1 I V x E A : Re< x, y> ~ 1 j • 

Hvis E og E t, er vektorrum over C, vil E og E " med deres 

reelle vektorrumsstruktur være i dualitet ved det indre pro-

dukt Re<x,y>. Det ses umiddelbart, at dette indre prodllict gi­

ver anledning til den samme topologi på E (og på E') som det 

indre produkt <x,y>, idet <x,y> er konti~uert for fast y, hvis 
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og kun hvis Re<x,y> og Im<x,y> er kontinuerte for fast y, men 

da Im<x,y> = -Re<x,iy>, er kravet om kontinuitet af imaginær-

delen overflødigt~ 

o 
Sætning 14. Polaren A til A- indeholder O, og er konveks, og 

o 
afsluttet i den svage topologi på E'i. Hvis It- er rund, er A 

rund, og A
O 

= fy E Eilv x E A : l<x,y>1 ~ 11. M Ae B følger - = 
o o ) A ~ B • Polaren til A er identisk med polaren til det (svagt 

afsluttede konvekse hylster af A~ 

. o 
Bevis: Definitionen af A kan også skrives på formen 

A o::: n f y E E I I <x, y> ~ 11, 
xEA -

o 
hvilket viser# at A er fællesmængde for et system af afslut-

tede halvrum, der alle indeholder 00 Heraf følger den første 

påstand umiddelbart i det reelle tilfælde~ Det komplekse til­

fælde går på samme måde med <x~y> erstattet med Re<x,y>. Hvi~ 

A er rund, kan betingelsen i definitionen erstattes med 

'ri x E A : < +x , y> < 1 - :::: 
i det reelle tilfælde 

v x E A V Y E R : Re<eiyx,y> ~ 1 i det komplekse til­

fælde, og i begge tilfælde bliver betingelsen ækvtvalent med 
o 

den i sætning 14 anførte~ og den viser umiddelbart, at A er 

rund. Den tredje påstand er indlysende. Den sidste påstand 

fØlger umiddelbart af~ at den ved x ~ <x,y> definerede afbild-

ning er kontinuert og lineær, så den afbilder det afsluttede, 

konvekse hylster af A over i det afsluttede konvekse hylster 

af billedmængden, som for y E A
O 

er indeholdt i ]-00,1]. Der-

med er sætningen bevist~ 
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Def'ini tion 7. Lad E og E l, være to vektorrum over ~ (eller R), 

som er i dualitet ved et indre produkt (x,y). Hvis E er et 
, 

topologisk vektorFUIIl, siges topologien på E at være f'orene.lig 

med dualiteten mellem de to vektorrum, såf'remt de ved T(x) = 
(x,y), y E E' def'inerede linearformer netop er alle i den nævn-

te topologi kontinuerte linearformer på E. Analogt f'or en to­

pologi på E l, o 

Den svage topologi er netop def'ineret som den groveste 

topologi, der er f'orenelig med dualiteten mellem E og ELo Hvis 

E er et topologisk vektornum og E' det duale rum, er initial-

topologien på E selvfølgelig f'orenelig ~d dualiteten mellem 

E og E". 

Sætning 15. Lad E og E' være to vektorrum i dualitet. Alle 

topologien på E (eller E'), som er forenelig med dualiteten~ 

vil da give anledning til de samme systemer af' afsluttede hy-

perplaner, af' afsluttede halvrum og af' afsluttede konvekse 

mængder. En mængde A ~ E vil i de nævnte topologier få det 

samme af'sluttede konvekse hylster. 

Bevis: Påstanden vedrørende hyperplaner og halvrum f'ølger u-

middelO.art af def'inition 7. Påstanden om de af'sluttede kon-

vekse mængder følger umiddelbart af den sidste påstand i sæt-

ning 13, og beror således på den dybtliggende sætning 11. 

Den sidste påstand f'ølger umiddelbart. 
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Sætning 1§~ Lad E og El være to vektorrum over ~ i dualitet, 
o o~ 

og lad H ~ E være et underrum. Da er H et underrum, og H = H. 
o 

Hvis H er et afsluttet underrum med codimension 1, er H et 

i-dimensionalt underrum. 

~~: Et underrum er en rund mængde, og vi har derfor 
o 

H = f y E. E I I V x E. H : I <x, y) I ~ 11, men betingelsen medfø,rer 

umiddelbart 

I <AX,y) I ~ 1, 
o 

så vif'år H = ~ y E. E I I V x E. H <xyy) = 01. Heraf ses, at 

H
O 

bliver fællesmængde for afsluttede underrum med codimen-

1 
o o o o 

sion ,altsa et afsluttet underrum~ Så, bliver H ligeledes 
00 00 

et afsluttet underrum, og da H ~ H ,får vi H ~ H. Hvis 

H er et afsluttet underrum med codimension 1, har H en ligning 
o 

T(x) = 0, hvor T(x) = <x,b> for et b E El, Hvis nu yE H , er 

<X9Y> = ° for ethvert x E H, og der eksisterer derfor et reelt 

tal A, så at <x,y) = AT(x) = <x,Ab) for ethvert x E E, men 

det medfører, at y 
o o 

= Ab. Al tsa er H = ~AbIA E R} = Rb. Heraf 
00 

følger nu umiddelbart, at H = ~x E EI<x,.b) = O} = H. Lad 

nu H være et afsluttet underrum i E, og lad k : E på E/H være 

den kanoniske afbildning. Lad 8) ~~ H være et punk t af E. Vi 

har kea) =I: 0, og da E/H er et Hausdorff-rum, eksisterer der en 

kontinuert linearform g E/H ind i R med g(k(a» + O. Så 

er T = gok : E ind i R en kontinuert linearform med T(a) l 0, 

og hyperplanen Hi med ligningen T(x) = ° indeholder H, men 
00 00 o d 00 

ikke Øl. Vi har derfor H ~ Hi = Hi' altsa a ~ H • Vi har 

der:1 BO' 
6 

o o • H 

o o _~ _ ~ _ . __ .... _.... _ -L":IoO 

g(k(a» + ° : E/H er lokalkonvekst, dvs. vikan finde en 

konveks omegn af kea), der ikke indeholder O. Hvis vi der-

efter bruger Hahn-Banachs sætning, finder vi, at g(k(a» > o. 

I 
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Sætning 17. Lad E og E t, være to vektorrum over ti. i duali tete 
\E 

Lad A~ være et af'sluttet halvrum, som indeholder O. Da er 
00 

k = A. 

Bevis: Vi ved allerede, at A ~ AO~. Hvis O E Å, f'indes der en 

kontinuert linearf'orm T(x) = <x,b), så at A = ~x E EIT(x) ~ 11, 
o 00 

idet vi har valgt b passende. Så gælder b E A , og A er der-

f'or indeholdt i det ve~ T(x) ~ 1 bestemte halvrum, me~ det 
00" 

IlBdf'Ører netop, at li ~ A. Hvis O er randpunkt for A, er Al. 

o 
bestemt ved en ulighed af' f'ormen <x,b) ~ O, og A vil da in-

deholde ethvert purk t 

ethvert halvrum <x,b) 

o o o 
Ab med A ) O. Altsa er A indeholdt i 

1 
~ ~, hvor A ) O, men f'ællesmængden f'or 

disse halvrum er netop A. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 18. Lad E og Ef, være to vektorrum i dualitet. Lad A ~ E 
00 

være en punktmængde, som indeholder O. Da er A netop det af'-

sluttede konvekse hylster af' k. 

Bevis: Da påstanden kun vedrØrer den reelle vektorrumsstruktur, 
f .:-.. o o kan vi antage, at E og E ' er vektorrum over rt. Da A ikke 

ændres, når Å erstættes med sit af'sluttede konvekse hylster" 
• • 00 

kan V1 antage, at A er af'sluttet og konveks. V1 ved, at A ~ A • 

For a Ej: A eksisterer der if'ølge sætning 13 et af'sluttet halv­

rum B, så at A ~ B og a Ej: B. Da O E B, giver sætning 17, at 

,,_.00 B OO do 00 
~ ~ = B, altså a ~ A $ Dermed er sætningen bevist. 

Vi vil til sidst se på f'orholdene i det specielle par 

<250' d:l5o af' vektorrum i dualitet. Her er:?Jo netop det duale 
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vektorrum til ~O' og initialtopologien på ~O er derfor for­

enelig med dualiteten. I rummet Æ.Oo bliver de afsluttede kon­

vekse mængder de samme i den svage topologi og initialtopolo-

gien. Derimod ved vi ikke på indeværende tidspurkt, om den 

indf'ørte stærke topologi på c25 O er forenelig med dual i teteno 

Den kunne tænkes at være for stærk, og i så fald vil dualrum­

met til 2) a være mere omfattelDde end ~O· 

Hvis U er en omegn af O i ;00' er U
O 

en mængde af funk­

tioner, som er ensartet begrænset på U, og dermed på enhver 

begrænset mængde, idet en sådan absorberes af U. ~tså er U
O 

en begrænset mængde. Hvis B ~ JO o er rund og begrænset, om-
o 

f'atter B alle distributioner, som er numerisk ~ 1 på Bo Alt-

så er BO rund, konveks, af'sluttet omegn af O i JOa. Hvis BI 

er en begrænset mængde i JOa' findes der en omegn U af O, på 

hvilken distrihutionerne i BI er ensartet begrænsede, altså 

IO o IO (). en omegn AU ~ B .. Altsa er B en omegn af O i aoOft 

Sætning 19. Lad BI være systemet af begrænsede mængder i ~ao 

For B E BI og E > O sætter vi 

U(B,e:) = f<p E [)j olV T E B : IT(<p)1 ~ El. 

Da er {U(B,E) IB E B' /\ E > 01 en basis for omegnene af O i\~Oo 
" 'H;i~ ~i sætter P~ (<p) = sup I T(<p) l· (sammenlign b emærkniI)gen [ 
~, . " rn::B 

Bevis 
til, 144

3
), er p~ en seminorm, og 

artet 

. ~ .. -,-

U(B,E) = [<p E ,2)olp~(<p) ~ El er konveks. o : 

er et J.-oO.J.U UCI, ..... u~ ............ "''P~OoJ.·, al; AU ~ U(B,E), altsa at U(B,E) 

er en omegn af O. Lad dernæst U være en rund, afsluttet, kon-
. 00 o 

veks omegn af O i lJ O. Vi har da U = U ,og U ~ ~ a er be-

grænset. Men nu er U
OO = U(U

o 
~1), idet U

O 
er rundD Dermed er 

sætningen bevist. 
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Hvis vi ~ille udnytte dualiteten mellem ~o og J3~ til 

at indføre en stærk topologi på 660 , skulle vi netop benytte 

den i sætning 19 omtalte omegnsbasis. Sætning 19 viser derfQ~, 

at vor initialtopologi på 600 netop er den stærke topologi. 

Hvis det også lykkes os at vise, at bOo netop omfatter alle 

kontinuerte linearformer på 660~ vil vi have vist, at ~o er 

det duale rum til ~o med den stærke topologio Dertil behøver 

vi lidt flere hjælpemidler, og vi vil derfor udskyde sagen 

til et nyt kapitel. 
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11";'. ka;pi tele 

Kom;pakte konvekse mængder. Refleksive vektorrum. 

~ychonovls sætning siger, at et ;produktrum af kompakte 

rum selv er kompakt. Sætningen kan vises ret elementært ~or et 

produkt af endelig mange rum, men den kræver udvalgsaksiomet 

i det generelle tilfælde. Det er let at vise sætningen i dette 

tilfælde ved at udnytte ultrafilt~e, og ~ vil benytte denne 

metode her. 

Lad {Ejlj E Jl være en familie af topologiske rum, og 

lad E = II E. være produktrummet. Lad () .(a.) for a. E E. være 
jEJ J J J J J 

systemet af omegne af laj • Et purk t x E E er en afbildning 

x : J ind i UE j , men vi foretrækker at skrive x j i stedet for 

x(j) for koordinaten med index jo Af x kræves yderligere, at 

x j E Ej for ethvert j. Vi har projektionsafbildninger Pj :E 

på Ej' givne ved Pj(x) = x j for ethvert j. Topologien på ~ 

er den svageste topologi, der sikrer, at alle Pj er kontinuerte. 

Systemet af mængder af formen p~1(u. )n ••• np. (U. ), n E N, 
"i J1 Jn Jn 

U
J
. E~. (x. ) er basis for omegnene af x i E. Vi viser nu 
v Jv Jv 

Tychonav I· S sætning: 

Sætning 1. Hvis {Ejlj E Jl er en familie af quasikompakte 

(kompakte) topologiske rum, er produktrummet E quasikompakt 

(kompakt) • 

Bevis: Lad F være et ultrafilter på E. For hvert j E J er pro-
11 158 

jektionen Fj af F på Ej et ultrafilter (kap. ~, sætn. 13, s. ~), 
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al tså konvergent mod et grænsepunkt a'j 

punktet med koordinaterne ajO For Uj E: 

E: E... Lad a E: E være 
J 

nj(a j ) gælder Uj E: Pje 

Heraf fremgår, at F indeholder en mængde, 

U., men deraf følger, at p-:-1(u.) E: Pe Men 
J J J 

der projiceres på 

så indeholder F 

også enhver mængde, som er fællesmængde for endelig mange 
-1 mængder af formen Pj (U j ), altså en basis for omegne af ao 

Al tså gælder F -+ a. Dermed har vi vist, at E er q.uasikompakt. 

Det ses umiddelbart, at E er et Hausdorff-rum, hvis og kun 

hvis hvert Ej er et Hausdorff-rum& Dermed er sætningen beviat~ 

Sætn~gg~. Hvis Å1~ •• ~,An er kompakte konvekse mængder i et 

topologisk vektorrum E, som er et Hausdorff-rum, da er det 

konvekse hylster A af foreningsmængden A1u ••• uAn en ko~pakt 

mængde. 

Bevis: Vi kan danne det konvekse hylster af ~1U •• GUAn ved suc­

cessivt at danne det konvekse hylster A2 af J~UA2' det konvekse 

hylster A3 af A2UA3'~.o osv. Det er derfor nok at ~se sæt­

ningen for n = 2. Af sætning 1 følger, at B = A1xA2x[O,1] er 

en kompakt mængde. Vi sætter 

~(x,y,t) = tx+(1-t)y, 

og definerer derved en kontinuert afbildning ~ : B ind i Es 

Billedmængden ~(B) er netop det konvekse hylster af A
1

uA2 , og 

den er derfor kompakt, 

Sætni~ 3. I et lokalkonvekst, fuldstændigt vektorrum, som er 

et Hausdorff-rum,. er det afsluttede konvekse hylster af en 

kompakt mængde kompaIct .. 
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Bevis: Lad E være et lokalkonvekst, fuldstændigt Hausdorff-

rum, der også er et vektorrum,. og lad A ~ E være en kompakt 

mængde med det afsluttede konvekse hylster Ao Lad U være en 

omegn af O i E, og lad V være en konveks omegn af O i E, så 

at V + V ~ U. Der findes da en endelig mængde k1 = {a1, ••• ,anl ~ A, 

så at A1+V ~A, da A er prækompakt. Da Ai er kompakt, er det 

konvekse hylster Ai af J~ kompakt, og da A1+V er konveks, har 

vi Ai +v ~ A. Da Ai er kOJIlIlakt, kan vi fi nde en endelig mængde 
. . 

B = fb1,øeo,bnl, så at Ai ~ B+V, og vi har da A ~ B+V+V ~ B+U, 

hvilket viser, at A er p~ækompakt. Da rummet E er et fuldstæn­

digt rum og et Hausdorff-rum, og da A er afsluttet, følger det 

umiddelbart, at A er kompakt. 

SætninaJl. I et lokalkonvekst, fuldstændigt vektorrum, som er 

et Hausdorff-rum, er det runde afsluttede, konvekse hylster af 

en kompakt mængde kompakt. 

~: Lad S være enhedscirkelskiven i den komplekse plan, og 

lad A være en kompakt mængde i vektorrummet E. Vi sætter Ai = SA, 

og &1 er da den mindste runde mængde, der indeholder A. Pro­

duktrummet SxA er kompakt~ og da den ved ~(A,X) = AX definerede 

afbildning ~ : SxA ind i E er kontinuert, er billedmængden 

SA. = Ai kompakt. Sætningen fØlger nu af sætning 3, idet det 

runde afsluttede konvekse hylster af A er det afsluttede kon-

vekse hylster af k 1 /J 

SætninÆL!2. Lad E og E' være to vektorrum over C i dualitet. 

Den topologi på E", som svarer til ligelig konvergens på svagt 

kompakte delmængder i E, er forenelig med dualiteten mellem 

E og E' n 
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!2,evi..§..: På grund af sætning 4 er den omtalte topologi på E l, 

identisk med den~ som svarer til ligelig konvergens på rundes 

konvekse, svagt kompakte delmængder af E. Lad JP betegne sy­

s terne t af alle sådanne mængder. For K E.P , E > ° sæt ter vi 

U' (K l1 E) == f T E E' 1'1 qJ E K : I<T~qJ> I ~ E 1- Så er ' 

fUt(K?E) IK E:f ~ E > 01 en basis for omegne af ° i Et. i den 

nævnte topologi. Dualrummet Eli til E " består af alle lineære 

afbildninger @ : Et ind i C, som er kontinuerte i den omtalte 

topologi. Rummet E er på naturlig måde indlejret i E'~, idet 

qJ E E identificeres med den ved ((J(T) == <qJ,T> definereae af­

bildning qJ : E I ind i C .. For en afbildning @ E Eli gælder nu" 

hvis S betegner enhedscirkelskiven i C, at @-1(S) er en omegn 

af 0, altså, at der findes et K
1 

E :f og et E > Q, o at sa 

@ -1 (S) :;} f T E E" 'v' qJ E K
1 

. I<T,qJ>1 ~ El., . 
Sætter vi 1 

K == - K
1

0 E . kan dette også skrives 

@-1 (S) ;:{ f TE E ' I'1 qJ E K • I <T ,qJ> I ~ 1 1 !I . 
eller ganske kort 

@ -1 (S) ;t KO" 

hvilket er ensbetydende med~ at @(Ko) ~ S, hvilket medfører 9 

o 
at If? tilhØrer polaren til K i rummet Eli, og det medfører igen, 

at If? E K, hvor afslutningen skal tages i den svage togologi 

på Eli., Den svage topologi på E er efter sin definition netop 

delrumstopologien, idet E opfattes som delrum af Eli med den 

svage topologi. Men K er kompakt i E og da også kompakt i En 

og derfor afsluttet, altsa K == K. Dermed har vi vist~ at 

If? E K, altså If? E E, og dermed at E H == E. DerIrBd er sætningen 

bevist ~ 
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Sætning 6. Lad E og E l, være to vektorrum over t i duali te t. 

Lad U være en rund omegn af O i E. Da er UO en kompakt mængde 

i E' o 

Bevis: Et element T E UO tilfredsstiller betingelsen 

v (() E U : ! <ep, T>! ~ 1, 
° eller !T(ep)! ~ 1 for ep E U. Heraf følger, at U er begrænset 

° og equikontinuert. Da U ligeledes er afsluttet, giver Asco-
. • o 

l~s Bætn~ng, at U er kompakt. 

Sætning Z.Lad E og E l, være to vektorrum over t i dualitet. 

Enhver lokalkonveks topologi på E", som er forenelig med du­

ali teten mellem E og E l" er en topologi, som svarer til lige-

lig konvergens på et system af kompakte mængder, som udg~ en 

overdækning af E. 

Bevis: Lad O I være en basis for omegnene af O på E 'I, beståen­

de af runde, konvekse afsluttede mængder. For U E O' bliver 

° U kompakt i den stærke topologi på E og derfor prækompakt i 

. o ° den svage topolog~~ Da U er svagt afsluttet, bliver U også 

svagt kompakt. Da afslutningen af en konveks mængde er ens for 
00 

alle topologier, som er forenelig med dualiteten, er U = U. 

Altså består vor omegnsbasis af omegne af formen 
o 

[T E E'!V qJ E U : !<T,ep>! ~ 11, og det medfØrer igen, at en-

hver mængde V(Uo ,E), E > O defineret ved 

V(Uo,E) = !T E E'!V ep E UO : !<T,ep>! ~ Ej 

e r en omegn af O i E". Derme d har vi vi s t, a t topologi en på 

E' stemmer overens med ligelig konvergens på systemet af de 
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de kom~akte mængder 
o o 

U • For a E E' er [al en omegn af O i 

E (endda i den svage to~ologi), og for U indeholdt i denne 

omegn vil U
O 

indeholde a. Altså udgØr mængderne U
O 

en over-

dækning af E' • Dermed er sætningen bevist. 

Sliittningerne 5 og 7 udgØr ti lsammen Mackey "s sætning, 

som har en central stilling i den generelle teori for topo-

logiske vektorrum. Vi ved nu, at begrebet "begrænset" i duale 

vektorrum er helt uafhængigt af topologien, så længe vi hol-

der os til to~ologier, der er forenelige med dualiteten. 

I rummene ~O og ~O er begrænset og afsluttet ensbe­

tydende med kom~akt i den stærke to~ologi. For konvekse mæng­

der er "afsluttet" uafhængigt af to~ologien og It~rækom~aktlt i 

den stærke to~ologi m6dfØrer It'svagt ~rækompakt'l'., .Ar sætning 5 

følger derfor, at den stærke to~ologi ~å ~o er forenelig 

med dualiteten mellem ~O og ~o. Dette indebærer, at det du­

ale rum til Cbo med den stærke topologi netop er rummet ~O. 

Vi har tidligere set, at to~ologien ~ dOo neto~ er den stær­

ke topologi, der svarer til dualiteten med ~O. Altså har vi 

SætniBS 8. Rummene ~O og ~o med stærk topologi er indbyrdes~ 

duale. 

Alle sædvanlige Lebesgue-integrable funktioner er ~å 

naturlig måde elementer af !)jO. Specielt er flJ o en delmængde 

af 6/J O' læ n :!Jo er selvfølgelig ikke et topologisk",- delrum 

af .2f O' idet to~ologien ~å ~o er meget finere end delrums­

topologien. 

Sætning 9. Delmængden 600 er overalt tæt i ~o. 
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Bevis: Med A ~ ~O betegner vi afslutningen af ~OD Vi skal 

da vise, at A = ~Oe Vi fØrer beviset indirekte, idet vi an­

tager, at der findes et element To E ~O\A. Lad k være den 

kanoniske afbildning k : [}j~ på 3J~/A. Da ..JJ~/A er et lokal­

konvekst Hausdorff-rum 1 findes der en lineær afbildning 

g : :JJ~/A ind i C med g(k(To » :~ o. Vi har således en konti-

nuert linearform epO = gok: :JJO ind i C med epo(To ) + O. IfØL~ 

ge sa: tning 8 er ep o et element af JOo' og vi har da To (ep o) :r- O o 

For ep E ~o kan vi også opfatte ep som element af ~O~ og med 

denne opfattelse får vi 

ep (epo) = i epoep = o, 
fordi epo afbilder A på o. Nu er o/Q et specielt element af ~O~ 

så vi får specielt ilepo l2 = O, men det medfø·rer, at epo er 0-· 

elementet i ~O i modstrid med, at T (ep ) f o. Dermed er sæt-o o 

ningen bevist. 

Sætn~ng 10. En mængde A~ ~O er begrænset, hvis og kun hvlis 

det for enhver distribution T E ~O gælder, at T(A) ~ C er 

begrænset. 

~vis: Vi ved allerede, at "kun hvisl! gælder" At T(A) er be-

grænset for enhver distribution T betyder, at A er begrænset 

i den svage topologi, og det medfører igen, at A er begrænsetu 

Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 11. Rummet /lJ O eret blokrum .. 

Bevis: Lad U være en blok i !)) O" Så er U en blok også i den 

svage topologi, og det medfør er, a t U
O 

o = U. Lad V ~ /)J O være 
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en basisomegn af O i den svage topologi~ altså 

o 
o 

sa vi har V = [T1 ,···, Tn l · Denne endelige mængde absorberes 
o 

af U, da U er absorberende. Heraf følger umiddelbart, at U 

absorberes af V, og da dette gælder for ethvert V, er U
O svagt 

begrænset, altså begrænset og derfor også kompakt. Men så er 

UOo = U en omegn af O i 60 0, og dermed er sætningen bevist~ 
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Forskydningsoperator, differentiation, stamdistribution. 

Vi vil i dette kapitel beskæftige og med rummet ~ af 

vilkårlig ofte differentiable funktioner på :Rm med kompakt 

støtte og med det duale vektorrum ~t af distributioner på Rm
• 

Med ~, ••• ,~ betegner vi enhedsvektorerne (1,0, ••• ,0),000, 

( ) ~m. 0'00.,0,1 i rt 

For h E: :Rm har vi en forskydningsopera tor 1: h : ~ }2E :ZJ 

defineret ved 1:h~(~) = ~(~+h). For en funktion f opfattet som 

elemen t af ~ t. har vi 

Det er derfor rimeligt at definere forskydningsoperatoren 

1: h : ~' på ,;()' ved 

<1:hT,1:~> = <T,~> 

eller 

<1:hT,~> = <T,1:_h~>' -
så vi altså generelt definerer 

ningsvektorerne for hvert rum udgØr en abelsk gruppe. Vi kan 

også indfØre tilvækstoperatorerne 6h ::IJ ind i c2J og 6~ : ~ , 

ind i ~t definerede ved 

6h~ = 1:h~ - ~ 
. 6 ' T = 1:'T - T, , h h -

altså 

6~T(q» = T(1: -h~) - T(~) = T(1: -hg; - g;) = T(6_h~) o -
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Vi bemærker, at 

6Ifkep = 6h 'r'f.ep - 6 h
ep = 'rh 'rkep - 'r"i! - 'r-t.l + ep = 6!fhep, 

hvilket viser, at tilvækstoperatorer på ;:b og derlBor også på 

c~' er ombyttelige. 

Lad ~i, •• o'~n være hele tal mellem 1 og m og lad h1 ,···,hn 

være reelle tal, som alle er forskellige fra O. Vi vil betrag-

te ud trykket 

6 (hi ' • • • , hn ) = 6h e·· .6h e ep • 
1 f.t 1 nf.tn 

konvergere mod D ••• D ep i topologien på.9J • 
J.Li ~n 

Bevis: Lad ~ = (P1, ••• ,Pm) være et talsæt. På grund af line­

ariteten er 

D%h e·· .6h e ep = 6 h e·· .6h e Dl2.<p • 
1-!-L1 n-~n 1 f.t1 n-~n 

For et vilkårligt ~ E Rm giver middelværdisætning' 

nJ2.6h e·· .6h e ep (~) = 6 h e • o o6h e DErp (~) = 
i-~1 nf.ln i-~1 nf.L n 

6
h 
e·· o6h e Dl2.ep (~+h1 ~ ) - 6 h e·· o6h e nl2-cp (;[) = 

2f.t2 n-~n 7-l1 2f.L2 nf.tn 

h
1
6 h e ••• 6h e D Dl2.ep (X-t@1 h1 ~ ) , 

2-~2 n-~n ~1 7-l1 

hvor ®1 er et tal i ]0,1[. Ved gentagen anvendelse af det 

samme ræsonnement fås 

Dl2.6h e ••• 6 h e ep(~) = 
1-~1 nfJ,n 

h
i 

•.• h D D o. oD DI?ep(X-t®1h1 e +eo.-+® h e ), 
n ~n ~n-1 !-Li - -~1 n n-f-Ln 



( 

HT 1965-66 194 .. 

hvor ®1' ••• '®n tilhører intervallet ]0,1[. Da alle di~~eren-

tialkvotienter er ligelig kontinuerte, 

~erentiationerne uden betydning, og vi 

konvergerer ligeligt mod D~D •• oD ~~ og da alle di~~eren­
J.L 1 J.Ln 

tialkvotienterne har samme støtte 

gangen på et -ØK ~ c:2)0' og vi ser 

som ~, ~oregår grænseover­
~(h1 , •• ..,h ) 

således, at = h li n 
1 • • o n 

konvergerer mod D o.oD ~ i topologien på ~K og dermed og-
J.L1 J.Ln 

så i topologien på .::2>00 Dermed er sætningen bevist. 

~nip'g 2. Lad T E ~' være en vilkårlig distribution. Lad 

J.L1, •• o'J.Ln være hele tal mellem ° og m, og lad h1 , ••• ,hn være 

~ra O ~orskellige reelle tal. Så er i den stærke topologi på ~, 
-1 -1 I I 

lim hi ••• hn ~h e ···~h e T = D •• 0D To 
hi ' • o • , hn -io O 1-J.L1 n-J.Ln J.L1 f.L n 

~~: For et vilkårligt ~ E ~ er 
-1 -1 

hi o o • hn ~h e·· ·D.h e T (~) = 
1-f.L1 nJ.tn 

(-1 )nT« -hi) -1 000 (-hn)~-h e·· ·~-h e ~), 
1fl1 nfkn 

og da T :.;;j ind i C er kontinuert, giver sætning 1, at 
-1 -1. • 

hi o •• hn ~h e " • ·~h e T ( ~) = 
1fL1 nj.J.n 

og dermed har vi vist, at den påståe~e relation gælder i den 

svage topologi på dOt. Indskrænker vi h
1

, ••• ,hn til interval­

let [-1,1], ~ølger det hera~, at værdimængden, a~ den ~urktion 

a~ h1 , •• o,hn , der optræder under lim-tegnet, er begrænset. 
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Der er der~or tale om konvergens a~ et svagt begrænset ~ilter. 

Men svagt begrænset er ensbetydende med stærkt begrænset, og 

et stærkt begrænset ~il ter på ø I. konvergerer stærkt, hvis 

det konvergerer svagt. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 3. For ep E: tlJ ~ T E: cJJ I vi l den ved 

F(h) = ~hT(cp) = T(~_hep) 
de~inerede a~ildning F : Rm ind i ~ være vilkårligt o~te di~-

~erentiabel, og 

Bevis: For k 4 O er 

k-1 (F(h+ke.) - F(h)) 
- -J -: 

-1 
= k T(~-h-ke.ep - ~-hep) = 

- -J -

T(k-1(~_h(~_ke.cp - ep))) = T(~_h(k-1(~_ke.ep - ep))) = 
- -J --J 

I ( -1 ( ) ) () I () I () ~hT k ~-ke.ep - ep -+ -~h? D.ep = D ·'t'hT ep = ~hD.T ep • -J - J J _ _ J 

De~inition 1. En distribution T E: ~ l siges at være ua~hængig 

a~ x
J
., hvis ~' T = T ~or ethvert reelt h. En distribution, he. 

-J 
som er ua~hængig a~ enhver ær de variable, kaldes konstant. 

Sæt~~. En distribution T E:~ I er ua~hængig a~ x j ' hvis 

og kun hvis DjT = O, og den er konstant, hvis og kun hvis 

D.T = O ~or j = 1, ••• ,m. 
J 

~~v!g: At T er ua~hængig a~ x j er ensbetydende med, at ~unktion­

en F i sætning 3 til~redsstiller D.F = O ~or ethvert ep E: ~, 
J 

altså i~ølge sætning 3, at DjT(ep) = O ~or ethvert ep E:~. 

Dermed er den ~ørste påstand bevist, og den anden ~ølger umid-

delbart. 
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Sætning--'2. Lad epo 
. :R ind i C være en vilkårlig of'te dif'f'eren-. 

tiabel f'unk tion med kompakt støtte og med Jep = o 1. Ethvert 
, 

<p E:.ø kan da på 
, o o 

en og kun en made spaltes pa f'ormen 

<p (Xi ' " • • ,xm) = <p * (xi ' " • • ,xm) + <p o (xi ) <p 1 (x2 , • o • , xm ) , 

hvor alle de optrædende f'unktioner er vilkårlig ofte dif'feren-

tiable, og har kompakt støtte (epo i det i-dimensionale og <Pi 

i det (m-i. )-dimensionale rum), og hvor 
00 

~ep*(x1,···,Xm)dX1 = ° 
( ~ f'or alle værdier af' x2 '''''· ,xm• 

Bevis: Betingelsen vil åbenbart være opf'yldt, hvis vi vælger 
00 

<Pi (x2 ,··· ,Xm) = L<p(X1 'O". ;Xm)dX1 , 

og dette valg er på den anden side også nødvendigt. Dermed er 

sætningen bevist. 

Sætning 60 Lad <P E: JlJ være en f'uIk tion, som for alle x2 '··· ,xm 

tilf'redsstiller betingelsen 
00 

(1 ) L<p(x
1

, ••• ,Xm)dx
1 

= o. 

Der eksisterer da en og kun en f'unktion t/1 E: ø, som tilf'reds­

stiller betingelsen D1t/1 = <P, og denne f'unktion t/1 er def'ineret 

1fied 
xi 

= [ <p(t,x2 , ••• ,x )dt. 
00 m 

Bevis: Betingelsen (1) sikrer, at t/1 f'år kompakt støtte. Det 

f'ølger af kendte sætninger om dif'f'erentiation af' bestemte in-

tegraler, at t/1 bliver vilkårlig of'te dif'f'erentiabel, og at 

Dit/1 = <po Hvis t/1
i 

er en anden f'unktion med de samme egenskaber, 

vil X = t/1 - t/1
1 

tilf'redsstille betingelsen D1X = 0, altså være 
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ua~hængig a~ xi ø Men ~or lXi I til~trækkelig stor er X(~) = O~ 
da X har ko~~+støtteo Altså er X = O. Dermed er sætningen 

beviste 

Sætning 7. For j = 1,ooo,m betegner vi med H. underrummet af 
J 

~unktioner ~ E tlJ med 
00 

1 ~(x1'o •• ,x )dx. = O -= m J 

~or alle x
1

, ••• ,x. 1'x. 1'ooo,x • Summen H1+~o.+}[ er netop 
J- J+ m m 

underrummet H a~ ~unktioner ~ E tlJ, ~or hvilke I~ = Oe Under-· 

rummet H er a~sluttet og har codimension 1 ~ 

~vi~: Det er klart, at H1+ooo+Hm ~ H. For ~ E H er I~ = OQ 

Vi vælger ~ ~ast i overensstemmelse med sætning 5, og vi sæt­
o 

ter 
00 

~1(x2,···,xm) = [00~(x1,o •• ~Xm)dX19 

så vi har opspaltningen 

W(x1 ,··qXm) = CP*(X1 'DoD'Xm) + ~o(X1)~1(X2!)Oo.~Xm)17 
* I hvor ~ E H1 ° Nu er qJ1 = O~ Antager vi nu, at sætningen gæl-

der ~or (m-1)-dimensionale rum, har vi en opspaltning 

~1 = ~2 + ••• + ~m' hvor ~j E Hj , j = 2, ••• ,mo Nu gælder også 

* ~j = ~o~j E Hj , j = 2, ••• ,m, og vi ~år således opspaltningen 

~ = ~* + ~~ + D •• + ~:. Da den ~ørste påstand i sætningen er 

triviel ~or m = 1, er denne påstand nu b8vist ved induktion. 

De sidste påstande følger umiddelbart a~, at I :~ ind i C 

er en distribution. Vi har med en tidligere indfØrt notation i :~.I 
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~tning 8D De konstante distributioner er netop distributioner­

ne ej : .ø ind i C, hvor c E C, altså netop de konstante funk-

tioner~ Det er netop de distributioner, der har det i sætning 

7 indførte underrum H (eller hele !]j) som nulrum. 

Bevi~: Lad T være en konstant distribution. For ~ E H
j 

har vi 

ifØlge sætning 6 en funktion t/J E ~ , så a t ~ = D.t/J, og ifølge 
J 

sætning 4 får vi så 

o = D. T(t/I) :: -T(D.t/I) :: -T(~), 
J J 

så H
j 

er indeholdt i nulrummet for To Altså forsvinder T på H, 

og hvis T ikke forsvinder identisk, har T altså netop H som 

nulruijlo Nu er J: ,J/) ind i C en distribution med H som nUlrum, 

og enhver anden distribution med H som nulrum har derfor for­

men ej med c E e. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 9. For ethvert T E ~' vil differentialligningen 

DjX :: T have løsninger, og hvis Xo er en Vilkårlig løsning, 

vil mængden af løsninger netop omfatte alle Xo+Y' hvor Y E JQ' 
er uafhængig af XjD 

~~vis: Den i sætning 5 omtalte opspaltning definerer en ope-
• 00 

rator ~ ~ ~*, som afbild.er.flJ ind i $J • Da ~ ••• dX1 er en kon-

tinuert afbildning af ~ (på Rm) ind i ~ (på Rm- 1 ), er ~ ~ ~* 

kontinuert. Afbildningen ~ ~ ~* afbilder~ på H1 • For ~* E H1 
har vi netop et t/I E: ~ med D1t/1 = ~ *, og vi sætter nu 'X(~) = 

-T(t/I). Så bliver X en distribution, da den er ssmmensat af 

kontinuerte lineære af-bildninger. For t/I E.ø har vi D1t/J = q;* E H1 , 

altså D1X(t/J) = -}«(D1t/J) = -'X(~*) = Tt/J. Dermed er eksistensen af 

en lØsning bevist for j = 1. For j + 1 går beviset på samme 

måde~ Den sidste påstand fØlger umiddelbart af sætning 4. 
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I ~:mærkning: H. Br~mermann, s_~~e '29_: 
Defini tion 2. Med &'J og ~' vil vi betegne rummet af vilkår-m m 

l o ..... m lig ofte differentiab e funktioner med kompakt støtte pa rt 

og det duale rum af distributioner på Rm• Vi vil benytte disae 

betegnelser i stedet for c2J og ()j " når vi samtidigt betragter 

forskellige 

ning p JO m, 

værdier af m."Med p . vil vi betegne m, J 

~ på ~ l' som bestemmes ved m m-
00 

p .m(x) = 1. m(x)dx., m, J't' - ool:' - J 

den afbild-

og med p' J' vil vi betegne den ved p' . T = Top o definerede m, m, J m, J 

afbildning P~, j : /)j ~-1 ind i cØ~. Vi vil tillade os at ude-

lade index j, hvis j er den laveste af de benyttede indices. 

Hvis punkter i Rm betegnes (x
i

, ••• ,xm), og vi anvender 

p . på c::ø , "forsvinder tl x o ved integrationen, og purk terne 
m, J m J 

m-i ) i R betegnes derefter (x1 , ••• ,x. 1'x. i' ••• 'x • Det har 
J- J+ m 

således mening at danne p 1 kOP o, men kun for k f j. m-, m, J 

Sætning 1,0. Afbildningerne p . er kontinuerte og surjektive. 
~~--~-~-~ m,J 
Afbildningerne P~,j er kontinuerte og injektive. 

Bevis: Lad K~ være den ved /~/ ~ n, k = 1, ••• ,m bestemte 

mængde. For en voksende fØlge (~) af naturlige tal og en af­

tagende fØlge (En) af positive tal har vi basisomegne 

U«~),(En)) = ~q; E:c.7)/ID~(;~S)/ ~ En for /E./ ~ ~ og!.E!: K:lo 
Vi har da åbenbart 

-1 En 
Pm,j(u«qn),(En ))) ~ u«~)'(2:n))' 

hvilket viser, at p o er kontinuert. Som basis for begrænsede m,J 
mængder kan benyttes mængderne 

B(N,(~)) = {q; E: !l) IlIrAp(~)lIu ~ ~ for /l2./ = n og støtten for q; <; ~; 
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Vi har da 

Pm,j(B(N,(~)) ~ B(N,(2n~)). 

Al tså afbi,lder p . begrænset mængde på begrænset mængde. Lad m, J 

ep o E !li 1 være valgt, så a t J ep o = 1. For ep E (j) m-i definerer v;i 

,,, E!2) ved ,,,(x) = m (x.)m(x
1

, ••• ,X. 1'x. 1' ••• 'X ), og vi har 
't' m 't' - r O J 't" J- J+ m 

da p J.(tp) = ep. Altså er~Jsurjektiv. Som basisomegne i~' kan m, 

vi benytte omegnen U(B,E) = {T E d'J 'IvepE B. : IT(ep)1 ~ Ej, 

hvor B er en begrænset mængde i ;O og E er et positivt tal. Vi 

har nu 

P~,j(u(Pm,j(B)'E)) ~ U(B,E), 

og da p J.(B) er begrænset~ hvis B er begrænset, følger heraf, m, 

at p' . er kontinuert. Hvis p' .T er nUldistributionen, forsvin-m,J m,J 
der T på værdimængden for p J.' og da p . er surjektiv Sl kan vi mSl m, J 

heraf slutte, at p' J' er injektiv. Dermed er sætningen bevist. m, 

Sætning 111. Billedmængden p' J. ( 9)' 1) er netop mængden af distri-m, m-

bu tioner i [lJ ~, 

ring af JJ ~-i i 

som er uafhængige af x., og p' . er en indlej-
J m, J 

to ~._ Bem~r~ning: __ P~~, j.T(ep) = T(Pm~ jep) _= T(Pm Sl j'h h~j ep)j 

dvs. 'hh~. (p~, jT) = P~, jT (uafhængig af ~j).: ' 
J ' .. _ .'-

Bevis: Dap .ep(x+he.) =p .ep(x), erp' .Tfor ethvert TE'c2J' 1 
m, J - -J m, J - m, J m-

uafhængig af x .• Hvis Ti E db er uafhængig af x., er ~1 = O, 
J . m J uX j 

hvilket igen medfører, at Ti forsvinder på underrummet Hi SI og 

det betyder netop, at Ti kun afhænger af p .ep. ~~rmed er den 
, m,J ~ 

fØrste påstand bevist. Lad epo E c2J 1 være en rdistpibution med 

1. For ep E Jl ~i indfØrer vi tp ep ved 

= ep (X!)CP(xi ,o.o,x. i'x. i'···'x). For o ~! J- J+ m 
vi /CT E .:!J' ved ICT(ep) = T(tp ). Det er klart, m ep 

T E J?)~. ~ndf'ører 

a t IC : SJ' ind i 
m; 

dJ' I 
m.~1 er en kontinuert ~.' a±~ft~ft.~. På grund af den i sætning 5 

. 1:v.:M\A.~f" 
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omtalte opspaltning~ bliver K en surjektiv afbildning. Vi betrag­

ter nu T E ~~-1' og vi har da 

KP' .T(cp) = pi .T(tjl ) = T(p 4) = T(cp). m,J mlJ ep m,J cp 

Al tså er restriktionen af K til p}f . ( fl) ,. 1) netop den omvendte m, J m-

afbildning til P~,..j~ og da den er kontinuert~ har vi vist, at P~, j 

indle jrer ..53 ~-1 i .Q) ~ ø 

~~tg!~g~~ De partielle differentialkvotienter af pi, .T er gi­
m~ J 

vet ved 

D .p I . T = 0, DkP I • T = p' .DkT for k f j. 
J m,J m~J m~J 

;[2.evi§.: Den første påstand følger af sætning 11, og den anden 

får vi ved direkte Udregning: 

n.p' .T(ep) = _pi .T(Dkep) = -T(p .DkCP) = -T(DkP .ep) = 
-le m, J m, J m, J m, J 

DkT(p .ep) = pi .DkT(ep), m,J m,J 
hvor det tredje lighedstegn beror på sætningen om ombytning af 

differentiation og integration: 
00 00 

DkPm,jCP(~) = Dk loocp(~)dXj = ~DkCP(~)dXj = P J.DkCP (x) • m, -
,- Dermed er sætningen bevist o-

.Pm .T( ep \ 
J ' J ' 

Sætningerne 10, 11 og 12 viser, at en distribution i ~~, 

som er uafhængig af Xj ' kan behandles fuldstændig som en distri­

bution i c!lJ' 1 ø m-

Sætning 13. Lad j1, ••• ,j være indbyrdes forskellige elementer 
~ v 

af mængden ~ 1, ••• ,ml o Så er p' = p' . op' 1 . o ••• op' 1. 
m, J1 m-, J2 m-v+ ,Jv 

uafhængig af rækkefØlgen af j1,···,jv. Endvidere er p'(~ ~-v) 

netop mængden af distributtoner i ~~, som er uafhængig af 
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X. ,. o • ,X. , og det er netop de distributioner, som kun afhænger 
J1 Jv . 

00 00 

af 1. ••. r cD(!Jdx. o .. dx. .. 
00 ~r J1 Jv 

Bevis: Uafhængigh~den af ~~kkefølgen fØlger umiddelbart af~ at ,I 

hvor 

For T 

" , ( ) _ (ip " o .... .01' _ -I. o P '. . ep\ 
Pm, j p m-i, j •• oPm-v+1 ~ j T ep - T 1 m-v~t, Jv ' m i1'tJ~ m'j J1 'I 

1 2 v -~----'-, - -----=--- --- --- ---~.- - _ 

00 00 

pm,j1pm-1 ;j2 .... pm- v +1 ,jvep(lS) == 100 •• ·.LepC~.) 

E p'(&) , ) giver sætning 12 umiddelbart, at m-v 
== ••• == D. T == o~ altså~ at T er uafhængig af x. ,ooc9X. o 

Jv J1 Jv 

Hvis T er uafhængig af x. 'Cl ~ .. ~x. , kan vi finde Ti E .2J~-1' så 
J1 Jv 

at T == pm,jT
i

, og sætning 12 kombineret med sætning 10 giver~ at 

Ti er uafhængig af x. ,.oO. ,"JL , hvorefter fortsat anvendelse af 
J 2 Jv 

det samme ræsonnernen t giver, a t T har formen p f'T . o Vi har alle,­
J 

rede set, at T E p'e ~ I ) kun afhænger af m-v 
00 IX> 

. ',t .. · ·LCP(X);dX' .••• dx. , og det er klart, at dette omvendt med:fØ-
- J1 Jn 

rer, at D. T == 000 == D. T == OoO Dermed er sætningen bevist~ 
Ji Jv 

Sætning 1k. Lad j1,oOoo,jv være indbyrdes forskellige elementer 

af mængden f 1 so o • ,m 1. Lad Ti" o o "Tv være di s tri bu tioner fra.Q) ~" 

Nødvendigt og tilstrækkeligt for, at ligningssystemet 

D . X == Ti'.".' D. X == T 
J1 Jv v 

har en løsning, er, at D
J
. Tf3 == D. T for ex,f3 == 1, ... o ,v o Hvis 

" ex J{3 ex 

Xo er en løsning, vil mængden af løsninger netop omfatte alle 

distributioner X +Y, hvor Y er en vilkårlig distribution, som er 
o 

uafhængig af 
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Bevis: Uden at indskrænke almindeligheden kan vi antage~ at 

j = cx, ex = 1,. o • ,v o For v = 1 reduceres sætningen til sætning 9 r cx 
si Lad os antage, at sætning 14 allerede er bevist for et sy tem af 

v-i ligninger. Vi ved~ at ligningen D1X = Ti har en løsningX1~ 

og at mængden af lØsninger omfatter alle distributioner X
1

+Y, 

hvor Y er en distribution, som er uafhængig af xi o NØdvendigt og 

tilstrækkeligt for, at X1+Y er løsning til alle ligningerne er 

det nu, at 

= T - D Xl o v v· 
Nu er 

Di T ~. D D
i

)(.., = 
cx o: i 

cx = 2, •• o,v. 

Altså er funktionerne på hØjre side i (1) uafhængige af xi. Vi 

kan de~for behandle systemet (1) som et system Då JO' l' og det m-

vil ifølge induktionsantagelsen have lØsningers da betingelsen 

Do:(T13-D;<1) = DI3(Tcx··DcxX1) 

ses at være opfyldt. Dermed er påstanden om eksistens af lØsninger 

bevist. Resten er indlysende. 

= O 

Sætning 15~ Lad f~g : Rm ind i C være Lebesgue-integrablefunktion­

er, så at det for næsten alle (X2~~o.9X ) gælder, at 
m b 

tf a~b E R : g(b,X2.poo :,Xm) - g(a,x2 ,ooo,xm) = ~ f(!.)dxi <. 

Da vil de ved r(~) = !f~s g(p) = !g~ definerede distributioner 

r og g tilfredsstille betingelsen Dig = ~o 

Bevis: Vi får ved direkte udregning 
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NU er 

/g(a,x2,. ~. ,xm)D1~(~)dX = J •• • /(g(a,x2~ ••• ,Xm)JD{P(~)dx1 )dx2o .cl 
'. 00 

= J ••• J (g(a,x2,. • .,x )[q>(x) J )dX2 o •• dx = o. 
m - xi ='""00 m 

Vi tænker os nu ved den ~ortsatte udregning a valgt, så at q>(~) er 

O ~or alle ~ med xi ~ a. Vi ~år da 

Di g(cp) = -l·· ·/(f (ix 1 ~(t, x2' ••• , xm )D19'> (~)dt )dx1 )dx2o o o dXm = 

-J···J(f(~~(t'X2' ••• 'Xm)D1CP(Xi, ••• ,Xm)dX1)dt)dx2 ••• dxm = 

J . ... Jef ~ e t, x2' ••• , Xm )q> ( t, x2' o •• , Xm ) d t) dX2 • o o dXm = r (q> ) • 

Dermed er sætningen b evi st. 

Sætning 15 viser stort set, at distributionsteorien benytter 

de klassiske di~~erentialkvotienter, når disse overhovedet kan bru­

ges. Der gælder også en slags omvendt sætning: 

Sætning 16. Lad ~,g : Rm ind i e være Lebe sgue-integrable funk-

tioner, og Ja d r og g være de tilsvarende distributioner. Hvis 

Dig = r, eksisterer der en fUnktion gi : Rm ind i e, som er næsten 

identisk med g, så at det ~or næsten alle x2, •• o,xm gælder, at 

b 
V a,b E R : g1eb,x2, ••• ,xm) - gi(a,x2,.oo,xm) = i ~e~)dX1. 

Bevis: For næsten alle ~2' ••• 'Xm eksisterer 

g~(xi' ••• 'x ) = J 1 ~(t,x2'.o.,x )dt, 
m O m 

og ifølge sætning 15 er Dig' = r. For h = g_gt gælder altså 

Din = 0, så distributionen li er ua~hængig a~ Xi. Vi vælger 

q>o E cØ 1 med Jcpo = 1, og vi sætter 

h1(x) = ~cp (x1+t)h(t,x2,ooo,x )dt. - ~ o m 
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Vi har nu for cp E.:1J m~ a t 

!i.1 (9' 0) = jo .• j (C:','p o (x 1 +t )h( t,x2 , • o o, X~1' o o o 'Xm )dx1 )dx2o • odxm 

Jo .. J(~h(t~X2~Oo.,Xm)(~~o(X1+t)CP(X1' •• O,Xm)dX1)dt)dX2 •• odxm = 
n(CP1)' Ved ombytning af xi og t får vi 

... 00 00, . 

hvor /. • 01
00 

h (2f)[Lcp o (X1+t)~ (t 'X2 ' o o .. 'Jem) d t]d?S = E(cp 1 ) . 

cp 1 (~J = .(cp o ( ~i + t )cp ( t s x2 ' o •• , xm ) d t" 

Nu er 

~CPi(~)dXi = L:(J,:CPO(Xi+t)dXiCP(t~x21 ••• ,Xm»dt = L:ep(~)dX1' 
fX1 "*) 

og da li er uafhængig af xi' afhænger n(cp) kun af ~ep(~)dXi' aå vi 

får ni (~.~) = E(q» for ethvert cp E ~ , altså n = ni o Vi sæt ter 

gi = g'+h1, og vi har da for b,a E R og næsten alle x2, ••• ,xm' at 

b 
gi(b,x2,ooo,Xm) - g1(a,x2,~o.,xm) - ~ f(~)dX1 = 

hi (b, X2' B • t. , Xm) - hi (a, x2' Ol •• , xm ) o 

Fuw{tionen hi har overalt en partiel differentialkvotient 

D1hi (x) = L:~O(Xi+t)h(t,x2'O •• ,Xm)dt, 

og af sætning 15 fØlger, at D~h1 er den partielle differentialkvo­

tient af ni = n~ altså nuldistributionen. Vi skal [traks vise et 

lemma, der siger, at en f'Qnktion, der svarer til nuldistributioBn 

en, er nul næsten overalt. Da Dihi(~) er nul næsten overalt og 

hi for næsten alle x2,.oo,xm er diff'erentiabel f'or alle xi E R, 
kan vi slutte, at h i (xi ,ooo,Xm) er konstant som f'ulli{tion af' xi 

f'or næsten alle x2, ••• ,xm• For ep E Q5 gælder nu endvidere 

g(cp) = n(ep)+g I (ep) = gi (ep), altså if'ølge det endnu ikke bevi-

ste lemma, at gi er næsten identisk med g. Dermed er sætningen be-

vi st. 

*) thi il er uaf'hængig af xi' dvs .. n(cp) = 
- - "' - ~. --- __ o 

n(CP1) .=_~1 (CP)'I 
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Lemma 170 Lad f : Rm ind i C være en Lebesgue-integrabel ftm.ktior... 

Hvis r er nuldistributionen~ er f næsten ide~tisk o. 

Bevi~: Afbildningen f(~) defineret ved r(~) = Jf~ er kontinuert 

på rummet ~ af kontinuerte funktioner med kompakt støtte. Nu er 

cØ overal t tæt i ~, og hvis distributHJnen i' er nuldistributionens 

kan vi således slutte, at r : (ind i C er nulafbildningeno Nu er 

den karakteristiske funktion for et afsluttet interval I grænsefuru:­

tion for en aftagende fØlge af funktioner fra ~o Sætningen om 

majoriseret grænseovergang giver derfor, at ~f(~)d~ = o~ Så er 

~(A) = ~f(~)d! et mål~ der forsvinder på ethvert afsluttet lnter-

val, altså nul-målet3 Dermed er lemma 17 bevist. 

§ætning 1 §. o Hvi s alle parttelle differentlalkvotienter lEIJf før ste 

orden af en distributlon T E: f)) r~ er kontinuerte funktioner, er T 

selv en kontinuert :di-fferentiabel funktion~ 

]evis: Vi benytter induktion efter m. For m = 1 følger sætningen 

umiddelbart af sætning 15~ Vi antager, at sætningen gælder for en­

hver distribution i:lJ ~-1 o Lad nu f 1 l'? o o ~fm : Rm ind i C være kon­

tinueribe funktioner, og "lad T E2 ! være en distribution, som til-m 

fredsstiller 

D T = r ~ v = 1~~oo~m. v ·v 

Funkt ionen x 
-I x 

gi (!) = ~ f \ (x, ~ 1 f1< t, x 2 ' ••• , xm ) d t 

er kontinuert og tilfredsstiller betingelsen Di gi = f
1

, og derfor 

er ~ - gi en ilistribution, som er uafhængig af Xi. Endvidere gælder 

for v = 2, ••• ,m 9 at 
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D (T-gi) = r -D gi. v v v 

For <p E [/Jm får vi ~~ 

D (T-g1 )(<P) = r (<p)-D gi(~) = r (<p) + gi(n <p). v v v v v 
Vi sætter specielt <p(2f) = <po(X1 )<Pi(X2 ' ••• 'Xm)' og idet vi sætter 

h
v
( xi) = j ~ • • j (f v ~ 2S) <p 1 (X2 , • • • ,xm ) + gi (2S) D v <p 1 (X2 , • • • , Xm) ))dx2 o • dXm 

får vi, at 

(1 ) D
V 

(T-g
i

)(<P) = /hJXi )<po (xi )dXi -=.0) i 
Nu er Vi har D

v
\T-g1)(<P) =nv(<po)' hvor D

V
.(T-gi )(<p) er uafhængig 

Dv(T- af xi' og n (<p ) kun afhænger af xi. Heraf slutter vi, at 
v, o 

for ethve rt anv (<p o) er kons tan t: 

følger, at n"h = h (O) = j •.. jf (0,x2 , ••• ,x )<P1(X2 ' •• ·'x )dx2···dx v v v m m m 
valgt. For xi = O finder vi, at den konstante værdi af ~er (idet 

g1(0'X2 ' ••• 'Xm) = O) 

/ ••• /fv(0'X2,·&O'Xm)<P1(X2,···,Xm)dX2···dXm' 

og ,( 1) giver derfor 

D
v

(T-g
1 

)(<p) = j ... jfv (O,X2 , o •• ,Xm)<po(Xi )<P1 (x2 ' ••• ,Xm)dx1 ••• dxm• 

Vi vælger nu specielt <p , så at j<p = 1, og D (T-g1 )(<p) afhænger o o v 

derefter kun af <Pi. Vi får 

Dv(T-g1)(~1) = j ... jfv(0,x2,·o.,xm)<P1(x2,···,Xm)dx2···dXm' 

altså strengt taget har vi 

D v (T-gi) = r v'' v = 2,. e e , m, 

idet D
v 

(T-gi) opfattes som en distribution fra :J) ~-i' og af induk-

tionsantagelsen følger nu, at T-gi er en differentiabel funktion. 

Det medfører, at T er en kontinuert funktion. Da T har kontinuerte 

partielle differentialkvotienter, er T en diffbrentiabel funktion. 

Dermed er sætningen bevist. 
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En differentialform 

f
1

dx1 + o •• + fmdXm, 

hvor f
i 

,.oo,f
m 

er kontinuerte funktioner, er altså et totalt diffe-

rential, hvis og kun hvis distributionerne r i , ••• ,rm tilfredsstil­

ler integrabilitetsbetingelserne Djrk = Dk?j for alle j og k, og 

hvis dette er opfyldt vil et kurveintegral af differentialformen 

kun afhænge af vejens begyndelses- og endepunkt, og kurveintegra­

let kan benyttes til bestemmelse af en stamfunktion til differen-

tialet~ 
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16. kapitel. 

Positive, distributioner. 
--~-------,-------------

Vi indleder med en generel sætning om topologiske vektorrumo 

Sætning 1. Lad E
1 

være et topologisk vektorrum, H ~ E1 et overalt 

tæt underrum, E2 et fUldstændigt topologisk Hausdorff-vektorrum og 

f : H ind i E2 en kontinuert, lineær afbildning. Der eksisterer åa 
, 

en og kun en kontinuert lineær afbildning g : E1 ind i E2 , så at f 

er restriktionen af g til Ho 

Bevis: Hvis g1,g2 : E1 ind i E2 er kontinuerte afbildninger og 

g1 IH = g21H, bliver g2-g1 : E1 ind i E2 en kontinuert afbildning~ 

som afbilder H på fOj, altså H ind i TOT = [oj. Dermed har vi vist 

"kun en" .. Hvis g : E1 ind i E2 er kontinuert og glH = f, har vi for 

a E H, at den ved h(x) = g(x) + g(a) - g(x+a) definerede afbildning 

h : E1 ind i E2 afbilder H på [01 og dermed hele E1 på f 010 Deraf 

fØlger igen, at det også for a ~ H vil gælde , at h afbilder H på 

~01 og dermed hele E1 på {ol. Dermed har vi vist, at g(x+y) = g(x)+gL 

for vilkårlige x,y E E1 • For A E C er den ved h(x) = g(AX)-Ag(X) 

definerede afbildning g : E1 ind i E2 kontinuert, og den afbilder 

H på [01 og dermed hele E
1 

på [Oj. Altså erg(Ax) = Ag(X) for A E C, 

x E E
1

• En eventuel kontinuert udvidelse af f til hele E
1 

vil såle­

des automatisk blive lineær, og vi mangler således blot at vise 

eksistensen af en kontinuert udvidelse. 

Lad U1 og U2 være filtrene af omegne af O på E
1 

og E2 • Lad 

x være et vilkårligt puffit af E1 0 For U E U
1 

er (x+U)nH ~ ø, da H 

er overal t tæt. Altså er [f( (x+U)nH) I U E U
1 

j basi s for et fil ter 

Fx på E2 • For V E U2 er f-1 (V) en omegn af O i H, og der findes 

derfor en rund omegn W af O i E1 , så at (W+W)nH ~ f-1 (V). 
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2102 . ~x+W)nH ~ (",y+W",,_ ~ y+,(~~).,thi hvis x E (y+W+W)nH, 

j 

et underrum~ og da y E H, gælder w1+w2 E H, dvs. 

j W
1

+W
2 

E (W+W)nH. Men så er x E y+(W+W)nH. Q.E.D. 

Vi har nu 

l f'( (x+W)nH) ~ f'( (y+W+W)nH) ~ f'(y+(W+W)nH) ~ f'(y+f-
1 

(V») 
I 

~ f(y)+V. 

lad V E U
2 

være en rund~ afsluttet omegn af O i E2 valgt, så at 

V+V ~ U. Vi vælger en rund, åben omegn W af O i E1 , så at 

(W+W) nH ~ f-i (V) ~ og endelig vælger vi y E (x+W)nH. Vi har da som 

ovenfor, at f'«x+W)nH) ~ f(Y) + V. Da f(y) + V er en af'sluttet 

mængde og tilhører Fx~ har vi g(x) E f(Y) + V, altså f(Y) + V ~ g(x)+T 

For z E x+W er x+W en omegn af z, og vi har derfor f(Y) + V E F p z 

men da f(y)+V er afsluttet, medfører dette, at g(z) E ~(y)+V ~ g(x)+U 

Altså har vi bevist, at g-i (g(x)+U) ~ x+W, altså at g er kontinuert 

i x, og dermed er sætningen bevist. 

I'efini tion 10 En distribution T E ..!} O kaldes positiv, så~remt 

V ~ E ~O : ~ ~ O ~ T(~) ~ O. 

S~nin,g.2o Mængden af positive distributioner udgØr en afsluttet 

konveks kegle i <.;..:2) ~. 

Bevis: Det er klart, at mængden af positive distributioner udgør 

en konveks kegle~ og det ses umiddelbart, at denne er svagt a~slut­

tet , al tså også stærlet af'sluttet. 
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Sætning ~ Mængden af positive distributioner er identisk med mæng­

den af positive mål. 

B~v~: Lad T E: ~ O være en posi tiv distribution. Lad K ~ ° være en 

kompakt mængde. Der eksisterer en positiv funktion ~o E: ~O' som 

overalt på K har den konstante vær~di 1. For en vilkårlig reel 

N. funktion ~ E: 0.0 O har vi 

I T (~) I = +T (~) ~ T ( I ~ I ) , 

og for vilkårligt ep E: c2>0 kan vi vælge 'Y E: Rl' så at 

IT(~)I = ei'YT(~) = T(ei'Y~) = ReT(ei'Y~) = T(Reei'Y~) ~ TCI~I). 

For ~E:~K' I~I ~ il' har vi således IT(~I ~ T(~o). Dette betyder, 

at T er kontinuert på ~K med den fra (~K stammende delrumstopologi r 

og dette gælder for ethvert kompakt K ~ O. Heraf følger, at T er 
;'. 

kontinuert på ~ O med delrumstopologien fra «fo. Nu er So overal t 

tæt i i o og ifølge sætning 1 har vi derfor en kontinuert lineær af-

bildning /f1 : <?2;~ ind i C, så at T netop er restriktionen af Ff1 til ~O. 
Nu har vi tidligere vist, at dualrummet ~o netop omfatter alle mål, 

på OD Der eksisterer altså et mål ~ på 0, således at 

~(~) = !~d~ 

for ethvert ~ E: 110. Specielt er så T(~) = !~dp, for ethvert ~ E: ~O. 
Mængden af positive funktioner i J6 0 er overalt tæt i mængden af 

positive funktioner i ef/o. Heraf følger, at T(~) er positiv, når 

~ E: f o er positiv. Vi kan nu slutte, at ~(I) er positiv for ethvert 

interval I c 0, og det medfører, at målet ~ er positivt. Dermed 

er sætningen bevist. 
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1.l..:-kapitel. 

Distributioner på R. 

En voksende funktion f : R ind i R har som bekendt hØjst 

en numerabel mængde af diskontinui tetspunkter. I hvert diskontinu:i.­

tetspunk t X E R har f grænseværdier f(x-O) og f(x+O) fra venstre og 

højre. Selve funktionsværdien er uden betydning for den til f sva'-· 

rende di$tribution ri I et kontinuitetspunkt er begge grænseværdi­

erne lig med fullktionsværdien..Til funktionen f svarer et indhold 

defineret på alle begrænsede intervaller ved 

It Ja,b[) = f(b-O)-f(a+O), I(]a,b]) :::: f (b +0 ) -f ( a +0 ) 

I([a.b[) = f(b .... O) .... :r(a-O), I([a,b]) :::: f(b+O) -fe a-O) • 
, 

Dette indhold er kontinuert, og det udvides derfor på naturlig o ma:-

de til et positivt mål Pr' To voksende funktioner svarer til samme 

mål, hvis og kun hvis de har bortset fra diskontinuitetspunkterne 

konstant differens. For en mængde fx} bestående af et enkelt punkt, 

er PfOxJ) > O, hvis x er diskontinuitetspunkt for f, men PfUx1)=O$' 

hvis x er kontinuitetspunkt for f. Et positivt mål ~ på R vil hØjst 

for en numerabel mængda af punkter x E R tilfredsstille ~(~x}) > 00 

Vælger vi a, så at ~(~al) = O og sætter vi 
x 

f(x) = ~ 1.d~ = ~([a,x]), 

da er P = ~f. 
Et vilkårligt reelt mål kan skrives som differens mellem 

to positive mål. Disse svarer hver til en familie af voksende funk~ 

tioner, der bortset fra diskontinuitetspunkterne afviger indbyrdes 

ved konstanter. Det oprindelige mål svarer således til en familie 

af differenser mellem voksende funktioner altså til en familie af 

funktioner med begrænset variation, som to og to har næsten konstant 

differens. Omvendt er en funktion med begrænset variation differens 
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mellem to voksende funktioner og svarer således til et mål. En kom-

pleks funktion har begrænset variation~ hvis og kun hvis dens re-

al del og dens imaginærdel har begrænset variation. Vi har således 

en generel tilordningslov, som til en funktion f med begrænset 

variation tilordner et mål ~f. Ethvert mål på ~ kan fremkomme på 

denne måde, og ~f bestemmer f næsten entydigt bortset, fra en addi­

tiv konstant. 

Sætni~l. Lad f være en funktion med begrænset variation~ og lad 

~f være det tilsvarende mål. Lad g være en Lebesgue-integrabel 
x 

funktion, og G(x) = l g(t)dto For et vilkårligt interval [a,b] 

gælder da 
b b 

(1) ~ G(x)d~f = f(b)G(b) 

hvis f er kontinuert i a og 

- f(a)G(a) - ~ f(x)g(x)dx, 
d.,W- . 

b. Hvis f er kontinuert i b, skrives 

f(b+O), når b medregnes til integrationsintervallet, og f(b-O), 

når b ikke medregnes. Analogt for a. 

Bev~: For g = O og G konstant er sætningen triviel. For g(x) = 1, 

G(x) = x er påstanden 
b b 
~ x~f = bf(b) - af(a) - ~ f(x)dX. 

For at have noget bestemt at holde os til vil ~ antage, at integra­

tionsintervallet er [a~b[, og vi vil indføre en inddeling 

hvor 

a = Xo < x1 < ••• < xn = b, 

delintervallerne [x. 1'x.[ er lige lange. Vi får da 
b n J- J 

~ x~f = lim ~ x.(f(x.-0)-f(X·_1-0 )) = 
~oo j=1 J J J 

n n-1 
lime ~ x.f(x.-O) - ~ X j +1f(X j -0)) = 
~ j=1 J J j=O 

n-1 
lim(x f(x -o )-x1 f(x -O) - ~ f(x .-O)(x. 1-x.)) = 
~ n n o j=O J J+ J 

b 
bf(b-Q)-af(a-O) - ~ f(x)dx, 
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idet vi benytter, at en voksende funktion er Riemann-integrabel. 

Lad os dernæst antage, at g er karakteristisk funktion for et in-

terv-al [a1 ,b1[ ~ [a,b[, og at G(x) = x for x E [ai ,b1[, altså 

konstant = a1 på [a,a1[ og konstant = bi på [b1,b[, så påstanden 

får formen 
a1 bi b bi 

a1 ~ ~f+ ~ xdMf+b1 ~~f = b1f(b-o)-a1f(a-O)- ~ f(x)dx, 
1 1 1 

og det ses umiddelabrt at være 'opfyldt. Mængden af funktioner g, 

for hvilke (11) gælder, er et lineært vek,torrum, og vi kan derfor 

slutte, at (1) gælder, når g er en trappefUnktion. Nu svarer ma-

joriseret grænseovergang for g til ligelig grænseovergang for G, 

og den.omtalte mængde af funktioner er derfor afsluttet overfor 

majoriseret grænseovergang. Formel (1.) gælder derfor for alle be-

grænsede Baire-funktioner~ Ændring af g på en mængde med Lebesgue·­

målet nul er uden virkning på leddene i (1) • Heraf følger, at (1) 

er opfyldt for Lebesgue-integrable funktioner. 

Sætning 2. Lad f : R ind i C være en fUnktion med begrænset varia-

tion. Differentialkvotienten af den til f svarende distribution er 

den til målet Mf svarende distribution. En distribution, som svarer 

til et mål er differentialltvotient af en- distribution, som svarer til 

en funktion med begrænset variation. 

12~: For ep E 00 fås ifØlge sætning 1 

Dermed er den fØrste påstand bevist. Den anden påstand fØlger umid-

delbart .. 

Definition i. En distribution T på R kaldes voksende, hvis det for 
.. --.0.- --- --.01-- 1 

i l *=6 Ti 
ethvert h > O gælder, athun--~her en positiv distribution o 
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§ætninB-20 En distribution er voksende, hvis og kun hvis den svarer 

til en voksende furuction~ og hvis og kun h~ s dens differential-

kvotient er en positiv distribution. 

]~§.: Det er klart s at en distribution T er voksende, hvis den 

svarer til en voksende funktion~ Hvis T er vOksende, er det klart, 

at DT er en positiv distribution~ da DT = lim h-1(~hT T). Men 
~O 

så er DT et positivt mål ifØlge sætning 2. Der findes så en 

( voksende funktion :t, så at Di" = DTo Så ·er T-I' en konstant distri-

bution, og dermed har vi vist, at T svarer til en voksende funktion. 

Vi fik samtidig bevist, at T er en voksende distribution, hvis DT 

er en positiv distribution~ Dermed er sætningen bevist. 

Analogt med definition 1 kan vi definere en konveks di-

stributj.on T ved s at det f'or alle hi > O, h2 > O gælder, at 

6 h 6 h T er en posj.tiv distribution. Selvom denne betingelse kun 
2 1 2 -2 

kræves opfyldt for hi = h2~ vil den medfØre, at D T = limh 6h0hT 

er en positiv distribution, altså et positivt mål, altså, at DT er 

em voksende funktion, og vi får således, at T selv er en kor.veks-

' .. funlction" 

J2efinjti2.!l2. .. En distI'ibution T på R kaldes totalt voksende, hvis 

det for ethvert. n E: l~ og ethvert h > O gælder, at A~T er en posi­

tiv distributionQ 

![,_.:ling.J±. En total t voksende distribution er en analytisk funktion. 
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n Bevis: Af bemærkningen forud for definition 2 ses, at D T er en 

positiv konveks funktion for ethvert n. Altså er T en funktion, 

som er vilkårligt ofte differentiabel, og hvis differentialkvotien-

ter alle er positive. I kapitel 3 viste vi, at dette medfører, at 

T er en analytisk funktion. Dermed er sætningen bevist. 

Det fremgår af beviset for sætning 3 i kapitel 3, at po-

tensrækken for T endda får konvergensradius 00, altså at T er en 

hel fUnktion. 

Vi vil nu ved et eksempel vise, at ikke enhver distribution 

på en åben mængde ° c H fremkommer som restriktion af en distribu­

tion på ~. Dertil betragter vi den ved 

f(x) 
i 
x = e 

definerede afbildning f : ]O,oo[ ind i H og den tilsvarende distri­

bution r på den åbne mængde ]0,00[. Vi sætter 

for x E: ]0,1 [ 
ep(x) = 

f or x Ej: ] ° ,1 [ • 

For h >0 har vi da '7:_hep E: ~ ]Q,oo[- Hvis r var restriktion af en di­

stribution T på H, ville vi få 
1 00 x 

= lim ~ e ep (x-h)o.x = 
!HO 

hvilket er mmuligt. Distributionen T kan altså ikke eksistere. 
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For ° c ~m kan vi på den anden side vælge 01 med 01 c 0, 

og der vil eksistere en vilkårlig ofte differentiabel funktion 

p, som er identisk 1 på 01' og som har sin støtte indeholdt i O. 

Hvis 01 er valgt, så den har positiv afstand fra randen af O, kan 

p konstrueres ved den i kapitel 3 sætning 6 benyttede metode. Hvis 

T er en distribution på 0, kan vi definere en distribution Ti på 

~m ved at sætte T1(~) = T(p~), og Ti og T er da indbyrdes identiske 

på °
1

• Dette giver os mulighed for.,at udnytte sætningen om lokale 

egenskaber, selvom disse kun er bevist for distributioner på hele 

rummet. 
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'7-8 l . ' -

2,19 Bemærkning: rwe-e Radon-Nikodylnss@tning-: Hvis det be-' 

f 
grænsede integral J er absolut kontinuert med hensyn til 

t 

E 
det begrænsede integral I, så findes der en og kun en I-

[, summabel fUnktion f , så at ff er I-summabel, og o o 

I J(f) = I(ffo ) for ethvert f E L1 (J). (Se Loomis: Abstract 

Harmonic Analysis, side 41, eller 1. kapitel, Abstrakt 
II 

. ._ mål- og integral teori , sætning 47, HT 39) . 
l.ll vvt:).L LlUv~ ..1.~.I.L\. U.l..V~.L .&., '-'J1...A. '-" v /.AI " .. _/ - tf A- ---~ - .. ".. ...... ....,. -_ ...... ....,J..J01o.4.\.J- ...... ,~..Lo\,J..I.. ..... g 

mængde A. For ethvert y E R er fA(IITII, - Re(eiYf») = IITllflo(A)-Re(eiYIl(A)) 

6 O for enhveJ? Lebesgue-målelig mængde A, altså Re(eiYf(~~)) ~ IITII 

for næsten alle ~ E O. Lad r være en numerabel mængJe af reelle tal, 

så a t f e iy 11' E: r 1 er en overal t tæt mængde på enhe"dscirklen. Så "er 

betingelsen V Y E r : Re( e
iy 

f(!.)) ~ IITII 

opfyldt for næsten alle ~ E O. Vi ser således, at hvert element i 

det duale rum til L1 er en begrænset, Lebesgue-integrabel funktion. 

Er omvendt f begrænset og Lebesgue-integrabel på O, er r(~) = ff~ 

åbenbart en kontinuert linearform på L1 ~ 

Vi minder om, at det mindste positive tal, som If(~)1 hØjst 

overstiger på en nulmængde, kaldes det essentielle supremum ~or Ifl. 

Vi har vist ovenfor, at restriktionerne til ~O af de kontinuerte 

linearformer på Li er begrænsede L~besgue-integrable funktioner på o. 

Nu er ~O en overalt tæt delmængde af Li, og'derfor er en kontinuert 

linearform på Li bestemt VE.d sin restriktion til ~O. AJ.tså omfatter 

dualrummet til L1 netop de begrænsede, Lebesgue-integrable funktioner, 

og det fremgår yderligere af overvejelserne ovenfov, at normen af en 

funktion f i dualrummet er ~ det essentielle supremum af I~I. Er på 

den anden side 1I~1I1 ~ 1, får vi 

1i'(~)1 ~ flfll~/ ~ f/~Isup~. ess./fl = 1I~II1sup.ess./f/, 
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og dermed har vi vist, at normen af f som element af dualrummet til 

Li netop er sup.ess.If'I. Vi vil betegne denne norm med IIfll og dual-
00 

rummet til Li med Loo
• Det ses umiddelbart, at Loo er et Banachrum~ 

Vi har således følgende række af vektorrum 

g, O c t:?o c L
co 

eL
i 

c <B f C ø'. 
Da t:25 er overal t tæt i JO ", er Li overal t tæt i &b I •• For K c O kom­

pakt er topologien på ~K den fra Loo inducerede delrumstopologi. Til­

svarende gælder" for L 1 og rt I, men i alle de and:ce tilfælde er del-

rumstopologien forskellig fra den inducerede. Alle vektorrummene er 

nemlig fuldstændige, og bortset fra de to anførte tilfælde er ethvert 

af vektorrummene overalt tæt i det følgende. Specielt understreger 

• o ri) 00 1 1? .p l t v~, at bade ~o og L er overalt tætte i L , mens 00 er et a~s u -

tet delrum af Lco
• 

De "klassiske~b Banachrum, LP -rummene, hØrer hjemme mellem Loo 

og Li i vor kæde af rum med Hilbertrummet L2 i den centrale position. 

Konvergens i et LP-rum implicerer konvergens som distributioner. 

Vi får brug for en klassisk sætning om Banachrum, Hahn-Banachs 

sætning. Vi har tidligere vist den i en geometrisk formulering: En 

åben konveks mængde O og en vilkårlig konveks mængde A uden punkter 

fælles med O kan skilles ved hjælp af en hyperplan. 

".~~B8itærkning: Angående sætning 1 med bevis. Se fx L_~oInis~1 

Sætning 1. Lad E være et Banachrum over tJ, og lad H være et vilkår­

ligt underrum. Lad T : H ind i tJ være en kontinuert linearform (i 
o 

delrumstopo~ogien på H). Der eksisterer da en kontinuert linearform 

T: E ind i tJ, så at TIH = To og IITII = 11Toll. 

Bevis: Hvis To er nUlafbildningen, er påstanden triviel. Vi an­

tager derfor, at To ikke er identisk O, altså 11Toll > O. Med O "oe-

! 
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tegner vi den åbne kugleomegn [x E: EIlIxII <lIi
o

I1 1, og med A. betegner 

vi den ved T (x) = 1 bestemte lineære mangfoldighed i H. Ifølge den 
o 

geometriske formulering af Hahn-Banachs sætning (side 1758 ) findes 

der en reel hyperplan, som skiller O og A- Vi parallelforskyder den-

ne hyperplan, så den kommer til at indeholde et punkt af lL. Derved 

får den ikke punkter fælles med O, da O og A lå i modsatte halvpla­

ner. Efter parallelforskydningen indeholder den reelle hyperplan he-

le A, og den vil indeholde en kompleks hyperplan B, som indeholder 
, 

A, og som i Øvrigt er afsluttet. Der findes nu netop en kontinuert 

linearform T: E ind .i C, som er identisk 1 på hele B, og denne line-

arform vil tilfredsstille TIH = To. Endvidere er IT(x)1 ~ 1 for alle 

x E: O, og derfor er IITII ~ 11To". Da T er en forsættelse af T , er o 

IITII L liT II. Dermed er sætningen bevist. - o 

Sætning 2. Tiili en distribution T på Rm og en begrænset åben mængde 

tionen 

IIcpll = 

svarer· en differentiationsorden ~ = (P1, ••• ,Pm)' så at 

af T til ~O er kontinuert på vektorrummet gao med den 

restrik-

ved 

IIDl2,pllu definerede norm .. 

~mærkning: Hvis p(cp) = max IID~lIu' er p klart en semi-
ISlI~Q 

Bevis: 
. norm, og endda en norm, og 
~ndeholder 

U(Q,r) 

Vi vil visE er konveks. Rummet er fuldstændigt, altså et Banachrum& 

Ønskede ege 
Vi minder om: 

deholdt.i e 
Frechetrum: metrisabelt, fuldstændigt rum, 

A ~ 1. Lad 

tilfredsstiBanachrum: normeret, fuldstændigt rum 

Hilbertrum: fuldstændigt rum med et indre produkt, 

'dvs. et Hilbertrum er et Banachrum, der atter er et 

, , 
Frechetrum. 
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Bemærknin~i ... Sætning~i-går ud pJ-at vis. -a~--restrik-':'-

tionen af' en distribution til en begrænset åben mæng­

For 1/1 de ligger i fJj p' .. Da topologien i 25 er f'inere end 

topologien i.G P, vil det være sværere at være konti-
I 

nuert i~:0P, (kræver f'lere omegne ved originalmængae-
så vi 

afbildningen) end i 2> ' • 
Lad T €,2>'. Hvis '];I er kontinuert i delrums-

EnhveJ . fA n (")r P 0\ P i,n-topologJ.en fra ,y'.i.l;', er T E dl II. Her er.;!--, mængden af' 
tagne' . 

p gange kontJ.nuerte dif'ferentiable f'unktioner, og frår 

derfo: ø c c2!P, hvor .;o "s topologi er f'inere end delrumsto-

pologien. En sådan distribution siges at have orden p. 

altså 
En basisomegn i ::o p er givet ved IVist, 

at T <U( (En)}' 

med eJ 

I 

= {'P E ,2JP II rAp (2S) I ~ En f'or I !fol ~ p og ! E Kn\Kn - l li-
i 

= f'P E ,J) p I max I D~ (~) I ~ En f'or ! E Kn\Kn- 1.1. I 

I~I ~ p ~' 
SætniJ . . . 0 

TJ.+ sammcnlJ.gnJ.ng kan nævnes, at en basisomegn i ..:.() 
O C ~J • h-

er gJ.vet ved I 
I 

ti~J I 

U«En)'(~)) = I 

f'P E cSDIID~(!)1 ~ En f'or Ikl ~ ~ og ! E Kn\Kn _1 1. I 
Bevls: Irølge sætning 2 eksisterer der en differentiationsorden 

l2.' = (pi'··· ,p~), så a t T lOer kontinuert på $l; O med den ved 

_'D' " n. I/<pII = I/D- <PI/u definerede norm. For ]2." = (pi +1, ... 'P~ +1) er nl2. : 0.00 

ind i ~o en kontinuert afbildning, og billedmængden H er et lineært 

" underrum af ~O. Nu er nE. injektiv, og den omvendte afbildning 

l2." -1 rY (D ) : H ind i &)0 er en lineær af'bildning. Vi har således en li-

neær afbildning To (~ .. ) -1: H ind i t. Lad E være et posi ti vt tal. 

Vi kan bestemme 6' > O, så at IT(<p)1 ~ E f'or enhver funktion <P E ~O' , 
som tilfredsstiller betingelsen I/nE. <PI/u ~ 6'. 
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Lad nu ø E H være en funktion, som tilfredsstiller betingelsen 

"Øiii ~ 6' eller udførligt Ilø I ~ 6'. Lad q; være den funktion i RJo' 
" for hvilken D~ q; = ø. Vi har da 

l2.' x1 · xm 
D q;(2i) = .( • •• ,t ø(t1 , ••• ,tm)dt1 ···dtm, 

hvilket implicerer, at 

, co co 

linE- q;llu ~ ,t. uL IØ(t1 ,··.,tm)ldt1 .··dtm ~ 6', 

altså at ITo(Dl2.")-1(ø)1 = IT(q;)1 ~ E. Vi har således vist, at To(nJ2,")-1 

er kontinuert på H med Li-normen, altså på. H som underrum af Li. Men 

så følger af Hahn-Banachs sætning, at der findes en kontinuert line-

1 l2." -1 arform T1 : L ind i t, så at To (D ) = T1IH. Da T1 er et element 

af dualrummet Lco til L1 ; findes der en begrænset Lebesgue-integrabel 

" funktion g: O ind i t, så at Ti = g, altså T = gOD~ • Vi har således 

T(q;) = g(DI?"q;) = (-1)Il2."I DE."g(q;). Vi sætter 

I "I x1 x· 
f(2i) = (-1) I? L ae·Lm g(t1 ,.·.,tm)dt1 ••• dtm, 

og f er da en kontinuert funktion, som næsten overalt 

D1 ••• Dmf = (-1)1l2."l g , og med differentia:tionsordenen 

l2. = (P1+2, ••• ,P~+2) har vi derfor T = nI?rft Dermed er 

tilfredsstiller 

--,., .. , 

sætningen bevist. 

Sætning 4. Til en begrænset mængde A c ~ , og en begrænset åben mæng­

de O c ~m svarer en differentiationsorden ~ samt en ensartet begræn­

set mængde B af kontinuerte afbildninger f: O ind i t, så at hver 

distribution T E A er differentialkvotient af orden ~ af en funktion 

f E B. 

Bevis: Da mængden Aer begrænset, findes der en omegn af O i 

så at distributionerne i A er ensartet begrænse ,de på denne omegn. 

Heraf fØlger, at omegnen U(Q,r) i beviset for sætning 2 kan vælges, 
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så at T-1 (S) ~ U(Q,r) for alle T E A. Tallet o i beviset ~or sætning 
... 

2 kan da også vælges ~ælles tor alle T E A. Men distributionen T1 = g 

har L1-norm ~ }, og f i sætning 4 tilfredsstiller derfor It(x)1 ~ ~ 
for alle x E O. Dermed er sætningen bevist. 

Ovenstående resultater kon forbedres yderligere, men dertil 

bliver det nødvendigt at inddrage Hilbertrummet ~ undersøgelserne. 

Et Hilbertrum er et Banachrum E over t med et indre produkt ~: ExE 

ind i C (vi vil skrive [x,y] = ~(x,y», som tilfredsstiller betingel-

serne : 

't;j a,/3 E C V X,y,z E E : [ax+/3Y,z] = a[x,z] + /3[y,z] 

'V x,y E E : [y,x] = Ix,y] 
2 

'V x E E [x,x] = IIxll • 

Det følger af de to fØrste betingelser, at 

[z ,ax+/3y] = ~[z ,x] + j3'[ z, y] , 

og det indre produkt er således ikke lineært i den sidste faktor. 

Hvis vi et øjeblik glemmer, at E er et Banachrum og erstatter den 

tredie betingelse med [x,x] > O for x t O, har vi for a,/3 E R, at 

O ~ [ax+/3y,ax+/3y] = [x,x]a2 + 2Re[x,y]a/3 + [y,y]/32, 

hvilket viser, at (Re[x,y])2 ~ [x,x][y,y], og da dette gælder uændret, 

når x erstattes med eiyx, y E R, kan vi Slutte, at Cauchy-Schwarzhs 

ulighed l[x,y]1 2 ~ [x,x][y,y] er opfyldt. Den medfører umiddelbart, at 

[x+y,x+y] = [x,x] + 2Re[x,y] + [y,y] S (v[x,x] + v[y,y])2, 

så at IIxll = v[x,x] bliver en norm. Et vektorrum med et indre produkt, 

der opfylder de to første betingelser samt V x t O : [x,x] > O til-

lader således altid en organisation som normeret vektorrum, et så-

kaldt præ-Hilbertrum~ Bliver rummet tillige fuldstændigt, er det et 

Hilbertrum. 
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En familie fejlj E Jl af punkter af E kaldes et ortonormalsy-

stem på E, såfremt 

~{ O 
for j :/= k 

[ej'~] 
'. 1 for j = k. 

Lad {e1 , ••• , en l være et endeligt ortonormalsystem. For x E E og 

c1'··.'c~ E ~ har vi den velkendte relation 

/Ix - ~cve)12 = 
[x - ~[x,e]e + Z([x,e J-c )e ,x - ~[x,e]e + z([x,e J-c )e ] = v v n v vv n v v v v v 
/lx-Z[x,e ]e 11

2
+Re Z([x,e J-C-) [x- z[x,e ]e ,e ] + 

v v v=1 v v ~=1 ~ ~ v 
n 
Z ([x,e J-c )([x,e ]-o-)[e ,e J = 

~,v=1 v v ~ ~ v ~ 

lix - z[x,e ]e ,,2 + zl [x,e ] - c 12 • v v v v 

Heraf fremgår, at det af e
1

, ••• ,en ,udspændte underrum indeholder 

netop et punkt, nemlig Z[x,e ]e , der ligger nærmest ved x. For v v 
c1 = ••• = cn = O giver relationen Bessels ligning 

IIx ll
2 

- Z I [x,e ] 1
2 

= lix - z[x,e ]e 11
2 • v v v 

] 2 2 
Heraf fØlger, a t Z I [x, ev I ~ lix II for ethvert sæt e

1
, ••• , en taget 

fra et ortonormalsystem fejl, altså at mængden {j E JI[x,e j ] :/= 01 
2 er endelig eller numerabel, samt at Z l[x,e.]1 eksisterer for et-

jEJ J 

hvert x E E og er < 
= 

2 
II xII • 

Lad nu {c j I j E JJ være en familie af' 

{ j E JI a j :/= O 1 er endelig eller numerabel 

komplekse tal, for hvilken 
2 

og Z I a ·1 < 00. Lad (jn) 
JEJ J 

være en f'ølge af' f'orskellige elementer ,fra J omf'attende alle elemen­

ter med aJo t O. Vi vil vise, at Za. e. konvergerer på E. Dette f'øl­
Jn Jn 

imidlertid umiddelbart af, at 

n+p 2 
II Z a.e.II 
k=n+1 Jk Jk 

n+p 2 
= Z I a. I • 

k=n+1 Jk 
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Ortonormalsystemet fejl bestemmer således et underrum H ~ E 

bestående a~ alle summer ~ajej med ~læjl2 konvergent. For en sådan 

sum ~ajej og et punkt x E E har vi den umiddelbare generalisation a~ 

relationen ove~or 
2 2 2 

lix - ~ajejll = lix - ~[x,ej]ejll ~+ ~I [x,ev ] - avl, 

hvilket viser, at punktet ~[x,e .]e. er det punkt a~ H, der ligger 
J J 

nærmest ved x, og det med~ører, at x E H, eller x er ydre punkt ~or 

H. Altså er H et a~sluttet underrum, og da ethvert punkt i H er græn-

sepunkt ~or en ~ølge a~ endelige linearkombinationer a~ elementerne 

ej' er H det mindste a~sluttede underrum, der indeholder fejl. Vi si­

ger, at H er det a~ fejl udspændte a~sluttede underrum. For H = E 

siger vi, at ortonormalsystemet fe.} er et ~uldstændigt ortonormal-
J 

system i E. I dette til~ælde vil x E E og V j : [x,e j ] = O med~Øre 

x = ~[x,ej]ej = O, og et ~ldstændigt ortonormalsystem er der~or 

maksimalt. For x E H vil på den anden side y = x - ~[x,ej]ej være 

+ O og [y,e j ] = O for alle j, og ortonormalsystemet kan da udvides 

ved til~~jelse ~ e = -1 lIylI y. Heraf ~ølger, at et maksimalt orto-

normalsystem er fUldstændigt. 

For en mængde a~ ortonormalsystemer, som er fuldstændigt ordnet 

ved inklusion, gælder det åbenbart, at ~oreningsmængden igen er et 

ortonormalsystem. 

Thad nu [ejlj E Jj være et ~ldstændigt ortonormalsystem på En 

Med E1 betegner vi mængden af ~amilier ~ = fajlj E Jl, for hvilke 

~ I a j 1
2 

er konvergent. For ~ c {a j I j E Jl, b, = [b j I j E Jl eksisterer 

[!!,E.] = ~ajbj i~ølge Cauchy-Sch:warz.';·s ulighed, og !!+!L =: {aj+bjl j E Jl 
vil: igen tilhøre E1 • Det fremgår hera~, at E

1 
er et vektorrum med et 

indre produkt [~,~], som giver anledning til en norm på E1 • Til x E E 

tilordner vi nu I(x) = ~ = [[x,ej]1 j E Jj, og I: E på E1 er da en 
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isomorfi og åbenbart tillige en isometri. Endvidere er 

[x,yJ = [~[x,ejJej,YJ = ~[x,ejJ[ej,YJ = ~[x,ejJ[y,ej] = 
Afbildningen bevarer således det indre produkt. Talrummet E1 

227. 

[I ( x) , I ( y) J 

er så-

ledes en nøjagtig kopi af E. Vi siger, at E1 er en fremstilling af E 

i retvinklede koordinater. 

Et afsluttet underrum H ~ E er fuldstændigt og derfor et Hil­

bertrum. Der findes derfor et fuldstændigt ortonormalsystem fejl j E J1l 

på H. Ifølge Zorns lemma eksisterer en udvidelse fejlj E Jl med J 1 ~ J 

og ej = ej for j E J 1 , som er ~t fuldstændigt ortonormalsystem på E. 

Et punkt af E har en fremstilling x = ~ a.e., og p(x) = ~ a.e. er 
jEJ J J jEJ

1 
J J 

pro~ktioner af x på H. Ortonormalsystemet fejlj E J\J1l udspænder 

et afsluttet underrum H1 , som netop omfatter alle vektorer, der er 

ortogonale på H. Endvidere fremgår det af koordinatfremstillingen, 

at E er topologisk direkte sum af H og H
1 

• 

Når vi har valgt et fuldstændigt ortonormalsystem fejl på Hil­

bertrummet E, har hvert punkt x et koordinatsæt fa.l, og vi kan der-
J 

for indføre det konjugerede punkt x med koordinatsæt fajl. Vi må dog 

notere os~ at dette begreb på væsentlig måde afhænger af det valgte 

ortonormalsystem. Ved det indre produkt 

<x,y> = [x,y] 

etableres en dualitet mellem E og E. Svarende til denne dualitet kan 

vi indfØre den svage topologi på E. 

§!tning 5. De afsluttede kugleomegne af O i normtopologien på E er 

svagt afsluttede. 

Bevis: Lad fe.l være et fuldstændigt ortonormalsystem på E. Den 
J 

afsluttede kugleomegn med radius r omfatter netop de punkter x E E, 
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2 2 for hvilke ~1[x,ej]1 .~ r o A.t x Ej: E er derfor ensbetydende med~ at 

der findes et endeligt ortonormalsystem [e1,eo.,enl, samt et tal 8 > 0, 

så at n 2 2 
~ 1 [x, e ] 1 > (r-+tE) • 

v=1 v 

Nu er 

u = [yE EII[y,e ]1 v 
-1. 

~ n 2 8 , V = 1 n 1 
- 9 • • ., 5 

en svag omegn af O, og for y E U er 
n 2 1 Jlll. 2 1 

( ~I [x+y,e ]1 )"2 2 ( ~I [x,e ]1 )"2 -
v=1 v - v=1 v 

hvilket viser, at x også i den svage topologi er et ydre punkt for 

kugleomegnen • Dermed er sætningen bevist. 

Vi bemærker, at det for ethver fuldstændigt ortonormalsystem 

på E gælder, at den derved definerede af'bildning y -+ y af E på sig 

selv er isometrisk og derfor kontinuert i norm. Vi kan derfor uden 

videre direkte benytte [x,y] i stedet for <x,y) ved definition af 

den svage topologi. Den omstændighed, at [x,y] er konjugeret lineær 

i Y bevirker trivielle ændringer i visse sætninger. 

Lad P være et filter på E, og lad a være et punkt af Eo Af ~1 -+ a 

i den svage topologi følger nu for ethver y E E, st af'bildningen 

x -+ [x,y] af'bilder P på et filter P , som konvergerer mod [a,y]o 
y 

Hvis det omvendt gælder, at enhver afbildning x -+ [x,y] afbilder F 
på et filter, som konvergerer mod [a,y], kan vi slutte, at enhver 

mængde [æ+xl[x,y] < rl tilhører P for r ) O, og det samme gælder da 

for enhver fællesmængde af endelig mange sådanne mængder, men det 

betyder netop, at P -+ a i den svage topologi. 

Sætning 6. De afsluttede kugleomegne i normtopologien på E er svagt 

kompakte. 
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! 

Hvis x E: K, er x = ~ e. e ., h vo r e. = [x, e .] 
J J J J 

2 
og ~ le j I ~ 1., 

Vi betragter nu projektionsafbildningerne Pj : K ~ C 

givet ved Pj(X) = ej- Så vil billedfiltret kOnvergere, 

idet det er (basis for) et ultrafilter på enhedscirklen, 

dvs It e j vi l konvergere mod y j. 

Vi betragter nu en afbildning q K ~ C gi-

vet ved 
2 2 

x ~ If· I +. •• + lej I ~ 1, 
J1 n 

hvor j1 ' - • • ,jn E: J er fast valgt. Billedfiltret bli-

ver atter et ultrafilter, denne gang på [0,1]. 

Men så slutter vi, at Il' . 1
2 

+ .... + Il' . 1
2 

~ 1 for 
J1 Jn 

. ' I 1
2 

alle J1' ••• ' Jn € J, dvs. ~ Y j ~ 1. 

Vor påstand er nu, at F~ ~Yjej = z_ 

Vi vælger et vilkårligt W E E og skal så vise, at 

[x,y]~· [z,y], hvilket berettiger os til at betragte 

afbildningen x ~ [x,y]. 
2 

Nu er y = ~ ~ .e
J
., hvor ~I~.I er konvergent, dvs. vi 

J J 
2 1 2 

kan vælge j 1 ' - - • , jn' så a t ~ . I ~ j I ~ (3 E) , 
j t J1'···' Jn 

for E > O. 

Restsummen vurderes nu ved 

I ~ e . ~I ~ (~I e . I 2 y!- ( ~ f • I ~ j I 2) t ~ ~ E, 
j t j1'''.·' jn J J J j t J1"'···' Jn 

altså er 
- 1 I ~ . y j~ j I ~ 3' E • 

j =1= J 1 ' • • • , Jn 

Nu viw e j ~ y j for ethvert j EJ, dvs. billedfil tret 

indeholder en omegn defineret ved 
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Bevis: Lad ~ være et ultrafilter på kugleomegnen 

K = fx E: El II xII ~ r 1 , 
hvor r er et positivt tal. For ethvert y E: E vil x ~ [x,yJ 'afbilde 

~ på et ultrafilter ~ på billedet af K, og da dette er en begrænset 
y 

mængde i den komplekse plan, vil ~ konvergere mod et grænsepur.kt 
y 

T(y) E: C. Derved defineres en afbildning T : E ind i C. Af 

[x,aY1+ØY2] - å1x'Y1] - Ø[x'Y2] = O fØlger ved grænseovergangen, at 

T(aY1+~Y2) = ~T(Y1) + 1T(Y2)' altså at T er en konjugeret lineær af­

bildning • .Af lIyll ~ 1 følger for x E: K, at I [x,y] I ~ IlxllllylI ~ r, al t­

så IT(y)1 ~ r. Heraf følger, at T(y) er kontinuert i normtopologien 

og dermed svagt kontinuert. Dette medfører, at T har formen T(y) = 
[a,y] for et a E: E, og af bemærkningen forud for sætningen fremgår 

derefter, at P ~ a i den svage topologi. ~ sætning 5 følger nu, æt 

a E: K. Dermed er sætningen bevist. 

Den stærkeste topologi, der er forenelig med dualiteten mellem 

E og E er den, der svarer til ligelig konvergens på sVagt kompakte 

mængder. Heraf følger umiddelbart, at normtopologien er forenelig 

med dualiteten. Men det medfØrer igen, at en svagt begrænset mængde 

er begrænset ~ norm, altså at normtopologien er den stærke topologi. 

Dermed har vi også bevist, at E er stærkt dual med sig selv. 

Hvis E ikke er endeligdimensionalt, vil den afsluttede enheds­

kugleomegn indeholde en fØlge (e ) af vektorer, som udgør et orto­
n 

normalsystem, og denne har åbenbart ingen delfølge, der er konver-

gent i norm. Kugleomegnen er altså ikke kompakt i normtopologien. Vi 

ser også, at der i Hilbertrummet med uendelig mange dimensioner er 

væsentlig forskel på stærkt og svagt konvergente fØlger. Forholdene 

er således i flere henseender mere komplicerede end for rummene ~ 

og !2J I • 
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Bemærkning: Hvis H c E :er et afsluttet underrum, e~II9Qlv~ G~t Hilb-ertrum.1 = ----, - --- - ----.~, " 

Det fremgår af ovenstående, at ethvert Hilbertrum er isomorft 

med et tal-Hilbertrum. S~rukturen på et tal-Hilbertrum afhænger selv~ 

følgelig kun af kn~dinaltallet for indexmængden J. Der findes altså 

i det væsentlige for hvert kardinaltal netop et Hilbertrum med dette 

kardinaltal som dimension. Et endeligt dimensionalt Hilbertrum er et 

sædvanligt endeligdimensionalt rum. 

Rummet L2 bestående af klasser af funktioner f : O ind i C for 

hvilke Jlfl 2 < =, organiseres som Hilbertrum ved det indre produkt 

[f,g] = ~f(~)g(x)~ 
hvor integralet konvergerer ifølge CGauchy-Schwarz,"s ulighed. Riesz" 

Fischer"s sætning siger netop, at L2 er fuldstændigt. Det fremgår 

af ovenstående, at L2 er dualt med sig selv& 

Vi vender nu tilbage til vore undersØgelser af distributioner-

nes lokale egenskaber. Vi vil udnytte Hilbertrumsteorien i beviset 

for følgende sætning. 

Sætning 7. Lad F være et begrænset filter, som konvergerer mod O på 

~ " og lad O c ~m være en begrænset åben mængde. Der eksisterer da = 
en differentiationsorden ~ = (P1, ••• ,Pm) og et begrænset filter G, 

som konvergerer mod O på ~, så at D~ afbilder G på et ~ilter, der 

stemmer overens med F på mængden O. 

Bevis: Lad B E F være et begrænset filtermængde på f)5 ". Svarende til 

denne mængde vælger vi tallet Q i overensstemmelse æd smtn~ng 4. 

For Q'= (Q,.oe,Q) gælder da, at ethvert T E B er kontinuert i den 

ved 1I~'<pllu definerede norm på .-Øo ifølge sætning 2 .. Som i sætOing 3 

indfører vi 31" = (Q+1, ••• , Q+1) og 1?illedet H af S/J O ved afbildnirttgen 

~D". r;( \A II 1 
v- .~O ind i ~)O. For T E B bliver TO(~ )- : H ind i C en lineæ~ 
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afbildning, som bliver kontinuert på H i den topologi, der inducere~ 

1 på H som delrum af L , men nu vil vi benytte den svagere påstand, at 

To(:oJ2,")-1 bliver kontinuert på H med dm topologi, der induceres på 

H som delrum af L2 • Lad nu H være afslutningen af H i rummet L2 • For 

ethvert T E B udvider vi To(:oJ2,")-1 til en kontinuert lineær afbild­

ning Ti: H ind i C. Afslutningen af værdi mængden ændres ikke ved en 
2 sådan udvidelse. Ethver punkt ~ E L har en ortogonal projektion 

ff(~) på H, og ff: L2 på H er en lineær, kontinuert afbildning. Så er 

T1
0 ff en kontinuert lineær udvidelse af TO(DI2.")-1 til hele L2 , og 

T1
0 ff tilhører dualrummet til L2 , altså L2 • Heller ikke den nye ud­

videlse ændrer værdimængdens afslutning. Ved at foretage denne ud-

videIse for alle T E B får vi til filtrets restriktion til B knyttet 

en filterbasis på L2 , og da det for hver enkelt distribution gælder, 

at afslutningen af værdimængden ikke er mere omfattende for den til-

ordnede distribution, ~l den således opståede filterbasis være ba­

sis for et filter ~1' som går mod O. Som i beviset for sætning 4 ser 

l2.11 

vi, at D overfØrer ~1 i F. Der står nu blot tilbage at udfØre en 

integration efter hver variabel for at komme til et filter af kon-

(, tinuerte funktioner. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 8. Lad (Tn ) være en følge, som går mod O på .Q5 " og lad O ~ t?m 

være en begrænset åben mængde. Der findes da en differentiationsor-

den Q = (P1, ••• ,Pm) og en følge (fn) af kontinuerte funktioner, som 

går ligeligt mod O, så at det for ethvert n E N g@lder, at restrik­

tionen tilO af Tn er identisk med restriktionen tilO af D~fn. 

Bevis: Da en konvergent følge er begrænset, er sætningen et 

specialtilfælde af sætning 7. 



HT 1965-66 

19. kaJ;2i tele 

Rummene {; og fZ t •• 

232. 

Definition 1: Med G vil vi betegne vektorrummet af vilkårlig ofte 

differentiable funktioner ep: Hm ind i C med den topologi~ der defi­

neres ved at mængden O· af omegne af O som basis har 

]j = {U(E ,q,K)IE > 0, g E: N, K ~ Hm kompakt], 

hvor U(E,g,K) =-{ep E: g Isup sup ID~C~)I- ~ EJ = fepE: G IPK,-q"(cpf~ EJ" 
xEK I 1 ~ g -- -_ E._ 

U(E ,g,K) = {ep E: & lY/x E: K 'ri 12. : 112.1 ~ q ~ ID~(~) I ~ E 10 
hvor PK,q-er_ en seminorm. Altså er U(E,q,K) konyeks. 

Vi ser, at konvergens på g betyder ligelig konvergens på en-

hver kompakt mængde af samtlige partielle differentialkvotienter. 

o ' , Sætning 1. G er et lokalkonvekst topologisk vektorrum, et Frechet-

rum, et blokrum og et Montelrum. 
. et H~SdoT't' -- _____ -

Da g er et FreO:letrum, er det speclel t \ -f'.~um--:t 

Bevis: Det er klart, at B er en filterbasis, at U(E,q,K) er rund) 

afsluttet og konveks, samt at AU(E,q,K) = U(AE,q,K) for A > OG Det 

ses umiddelbart, at U(E,g,K) er absorberende. Dermed har vi vist, 

at !? er et topologisk vektorrum. Idet vi vælger K {2S E: R
m II ! ?fil ~ nL \.~ = n 

udgØr mængderne U(E,g,Kn ) en basis for O, og for ethvert n og Cl er 

lIeplln,g = sup{ IDI4p(2f) 11112.1 ~ g, xE K J n 
en pseudonorm. De til alle disse pseudonormer svarende kugleomegne 

udgør en basis for O, men det samme gælder for de specielIere pseudo­

normer !!epll , og udtrykket [ep] = ~2-nmin{1,lIepll 1 er en længde~ n,n n,n 

der giver anledning til en invariant metrik defineret ved • 

dist( ep1 ,ep2) = [ep2-ep1]· Ganske som for '~K kan vi. nu vise, a t dette 

er en metrisering af det topologiske vektorrum fl.:. Lad an være en 

vilkårligt ofte differentiabel funktion, som er identisk 1~ på Kn og 

har sin støtte indeholdt i K 1- Lad (ep ) være en fundamentalfølge n+ n 

Bemærkning: Vi kunne speciel t vælge U(E ,q,K ) ::= u(L,n,K )\ 
n n n 
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:på e. For ethvert p E: N er (ex ep ) en fundamentalfølge :på ci:1 K p n n+1' 

altså konvergent. Heraf følger, at der findes en vilkårlig ofte dif-

ferentiabel funktion ep, så at det for ethvert ~ og q gælder, at 

(DE.cp ) ~ .. Dl2rp ligeligt på K • Dermed har vi vist, at G er fuldstæn-
n n 

digt, altså et Frechet-rum. Dette medfører, at & er et blokrum. For 

at vise, at e er et Montel-rum, skal vi vise, at enhver begrænset 

følge (epn) :på ~ har en konvergent delfølge. At (epn) er begrænset, 

betyder, at (epn) absorberes af enhver af omegnene U(E,q,K), og det 

medfører, at D~epnfor ethvert ~ og n er begrænset :på enhver kompakt 

mængde. For ethvert fast q medfører dette, at (exqepn) er en begrænset 

følge :på ~K ,og den har derfor en konvergent delfølge. Dette vi-
n+1 

ser, at (ep ) for ethvert ~har en delfØlge, der konvergerer ligeligt n 

:på Kq mod en grænsefunktion ep, og således at (D~n) ~ D~ ligeligt 

:på Kq for ethvert ep. Ved gentagne fortyndinger får vi dette opfyldt 

efterhånden:på K1 ,K2 , ••• , og diagonalfØlgen vil da have den nævnte 

egenskab for ethvert K , men det betyder neto:p, at den konvergerer 
q 

:på ~ • Dermed er sætningen bevist. 

Vi indfører nu dualrummet 8. t til ~ • Et element T E: S t er en 

kontinuert linearform T : e ind i C. At T er kontinuert er ensbe­

tydende med, at T er begrænset :på enhver begrænset mængde (se kap.4, 

sætning 14 og den efterfølgende ,bemærkning side 88). Beviset for 

sætning 3 i kapitel 6 (side 109) kan da umiddelbart ko:pieres, og vi 

finder, at (; t. er fuldstændigt. Det ses umiddelbart, at e og &,ti 

er i dualitet ved <ep, T> = T(ep), idet 6' a defineret ved 6' a (ep) = ep (~) 

åbenbart tilhører f{'. Ini tial topologien l2-å G er forenelig med tlua­

li teten mellem G og El, " og derfor vil begreberne svagt begrænset, 

stærkt begrænset og equikontinuert stemme overens :på 8: t. og for føl-
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ger og begrænsede :fil tre på g I. bliver der ingen :forskel mellem 

stærk og svag konvergens. Da en svagt kompakt mængde på e er svagt 

begrænset, er den begrænset i initialtopologien og der:for prækompakt. 

Men den er også svagt afsluttet, altså tillige a:fsluttet i initial­

topologien. Heraf :følger, at den stærke topologi på G IL netop svarer 

til ligelig konvergens på svagt kompakte mængder i ~, og den er der~ 

:for :forenelig med dualiteten. Endvidere ser vi, at en begrænset og 

a:fsluttet mængde i [; Il er kompakt ved ganske samme ræsonnement som 

:for ~tL. Heraf :følger igen, at &" = C~ • At ini tial topologien på (~ 

netop svarer til ligelig konvergens på begrænst;c1e mængder på g l. 

:følg8r dere:fter på samme måde som :for.ø, og samtidig :fås, a t f:k I; er 

et blokrum, altså et Montelrum. Vi har dermed vist :følgende sætning: 

Sætning 2. Rummet g t. er ]Okalkonvekst, :fuldstændigt, blokrum og 

Montelrurrn. Endvidere er G og &" hinandens stærke dualrum. 

Vl skal nu nærmere studere den indre struktur a:f rummene 8,' og 

Ef II, og vi indleder med :følgende sætning: 

Sætnigg 30 Nødvendigt og tilstrækkeligt :for at en mængde fcpjl j E Jl ~ ~ 

er begrænset, er, at :for enhver kompakt mængde K c Rm og enhver di:f-

:ferentiationsorden l2. = (P1,.··,Pm) er mængden fcpj(~)I~E K,j E Jl 

en begrænset mængde i C. 

B~vis: Det ses umiddelbart, at den anf'ørte betingelse netop er 
~ absorberes 

ensbetydende med, at mængden af enhver a:f mængderne i ]j i de:finition 1~ 
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Sæ.!:ning J± .. [JJ er en overal t tæt delmængde af e. og topologien på .I25 

er effektivt finere end den fra & inducerede delrumstopologi. 

Devis: Lad a være de i beviset for sætning 1 benyttede hjæl-
--~ p 

Defunktioner, og lad ep E g være 

topologien på &,':. gælder trivielt 

vi lkårlig .. Da gælder a ep E SJ og i p 

(a ep) ~ ep_ Altså er ~ overalt tæt 
p 

Q 
i ~.::-. o Det er klart, at enhver af de idefini tion 1 indfØrte basis-

omegne indeholder en omegn af O i ~ .. Altså er tODologien 'på Z fi­

nere end delrumstoDologien. Hvis topologien på ~ var identisk med 

delrumstopologien, ville ~J) være et fuldstændigt delrum i ~ og der­

f'or afsluttet~ men det er umuligt, da ~ er et ægte delrum og over-
r;. 

al t tæt t c:- .. Dermed er sætningen bevist .. 

!=~!!lr~o :Lad T v@re en distribution på Rm• Der eksisterer da en mak­

simal åban mængde O ~ Rm med den egenskab, at T(ep) = O for enhver 

funktion ep E ~ med støtte indeholdt i O. 

B~yi~: Lad fOjl j E J1 være systemet af alle åbne mængder med 

den egenskab~ at Tep = O~ når ep har sin støtte indeholdt i et O .• Vi 
J 

sætter O = UO., og mængderne O. udgør da en overdækning af o. Der 
J J 

eksisterer da en følge (T)n) af funktioner fra $f, så at hveTt T)n 

har sin støtte indeholdt i et O., og Då hvert kompakt K c O antager 
J 

hØjst endelig mange T) fra O forskellige værdier~ og så at LiT) (J(.) = 1 n n-
for ethvert ~ E 00 Lad nu ep E ~~ have sin støtte indeholdt i 00 Vi 

har da ep = ~T)nep, og da hØjst endelig mange led på højre side ikke 

forsvinder identisk, er T(ep) = LiT(T)nep) = 00 Altså hØrer O selv med 

til systemet f 0·1 og er således den maksimale åbne mængde med den 
J 

omtalte egenskabo 
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Definition 2~ Komplementærmængden til den i lemma 5 omtalte mængde 
---,~.~---

o kaldes støtten for distributionen T~ 

§§~i~~ng 60 Rummet g r omfatter netop alle distributioner med kom­

J)akt støtte o 

~.~V:~: Lad T være en distribution med den kompakte støtte K. 
o 

fj~ed betegnelserne fra beviset for sætning 1 vælger vi n, så K c K • n 

Ved cP-+ ancp defineres åbenbart en kontinuert afbildning: G ind 9J i \ , 

og ved Ti (cp) = T(anep) defineres derfor en kontinuert linearform på 

T(a ep+(i-a )ep) = T(ep), idet (1-a n )cp har sin støtte indeholdt i (K. n n 

Altså stemmer T og Ti overens J)å~, så at Ti er en kontinuert fort-

sættelse af T~ Da...f'6 er overal t tæt i fÆ I er Ti entydigt fastlagt ved 

To På den anden side har en kontinuert linearform Ti på Et en restrik­

tion til./15, som er en kontinuert linearform, idet topologien på S! 

3r finere end delrumstopologien. Altså er T = Ti /~ en distribution, 

og Ti er entydigt bestemt ved T. Da Ti er kontinuert, findes der en 

omegn U(E ,q,K), så at / Ti (ep) / ~ 1, hvis /Dl2w(2S,) / ~ E for alle x E K 

og alleJ2.med /l2./ ~ q. SJ)ecielt er /Ti (ep)! ~ 1, hvis støtten for cp 

ikke indeholder J)unkter af K, Men da nep har samme støtte som ep, med­

fører dette, at / Ti (ep)! ~ ~ for ethvert n E ~, altså at Ti (ep) = O. 

Altså er T1 en distribution med støtten indeholdt i K. Dermed er sæt-

ningen bevist .. 

D~f1.Pi tion 3 .. Ved.D5 i, hvor p er et hel t tal og K c Rm en kompakt 

mængde~. forstås vektorrummet af p gange kontinuert differentiable 

funktioner med støtte indeholdt i K og med normen /I /Ii defineret ved 
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II<plli = supf ID~C~s) II~ E: K, 112.1 ~ pl· 

Ved ~~ ~orstår vi vektorrummet af p gange kontinuert differentiable 

funktioner med støtte indeholdt i den åbne mængde ° og med den topo­

logi, der fremkommer veCil, at !J) ~ opfattes som eksakt grænserum for 

en fØlge (~.~ ) svarende til en voksende følge (Kn ) af kompakte mæng-
n 

der, der ud tømmer O. Ved :Jj p fors tås $Z) ~ med ° = Rm• Ved g p fors tås. 

vektorrummet af p gange differentiable funktioner på Rm med en topo­

logi bestemt ved den omegnsbasis, der består af mængderne {<p 111<plli ~ r J 

for r > ° og K c Rm 
kompakt. 

TODologien på ;DS i svarer til ligelig konvergens af alle differen­

tialkvotienter af orden ~ De Det er klart, at II Iii er en norm på ~i. 

For en fundamenta.lfølge på mi gælder, at følgen selv og enhver dif­

ferentieret fØlge indtil orden p er fundamentalfølge i den ligelige 

norm og derfor ligelig konvergent. Sætningen om ledvis differentia-

tion af en funktionsfØlge giver derefter, at fundamentalfØlgen er 

konvergent i topologien på fJ) i. Altså er cØi et Banachrum. Rummet 

:J K er et underrum i::ø i, og dets topologi er effektivt finere end 

delrumstoDOlogien. Topologien på ,;o~ bliver uafhængig af valget af 

følgen (K ) n Rummet bliver ikke metrisabel t. Ved "det sædvanlige ræ-
n 

sonnement" får vi, at ep er et Frechet-rum, men vi vil ikke opholde 

os ved det" 

~e~inition ~~ En distribution T på en åben mængde ° siges at have 

orden p, hvis den er kontinuert Då D5 ° med delrumstopologien fra ~:~~. 

Den siges at have orden p på den åbne mængde 01 c 0, hvis dens re­

str'iktion til 01 hW orden p. 
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Hvis ~ er kompakt og c O, viser sætning 2 i kapitel 18, at T 

har endelig orden på 01' og sætning 3 i kapitel 18 viser, at T er 

differentialkvotient af en eller anden orden ,af en kontinuert funktion 

på °1 • 

Hvis T sDeciel t har kompakt støtte K, og ° :::> K er en åben mæng-o 

de, følger heraf, at T har endelig orden på Rm, og at T er differen-

tialkvotient af en eller anden orden af en kontinuert funktion f : ° 
-ind i to Vælger vi nu en åben mængde 01' så at K c 01 og 01 c 0, ek-

sisterer der en kontinuert funktion a, som er identisk 1. på 01 og 

har sin støtte indeholdt i O, og på K vil T da være en differential­

kvotient af af. Vi kan endda vælge a som en vilkårlig ofte differen-

tiabel funktione 

Vi bemærker imidlertid, at den således dannede funktion af sæd-

vanligvis vil have den omhandlede differentialkvotient afvigende 

fra T på mængden O\K. Vi skal nu forbedre det fundne resultat, så at 

vi oDnår lighedstegn på hele Rm, men på bekostning af, at T bliver 

fremstillet som en endelig sum af differentialkvotienter i stedet for 

som en enkel t differen"tiallcvotient. Dernæst skal vi vise, at vi kan 

nøjes med differentiationsordener mindre eller lig ordenen af T, hVis 

vi vil lade os nøje med at betragte differentialkvotienter af mål. 

Sætn!gg~e Lad T være en distribution med den kompakte støtte K, og 

lad ° :::> K være en åben mængdeD Da kan T på hele Rm skrives som en 

endelig sum' af differentialkvotienter af kontinuerte funktioner, der 

alle har kompakt støtte indeholdt i O. 

-D~yi~: Vi kan antage p at ° er komDakt. Der findes da en diffe-

rentiationsorden ~ og en kontinuert funktion f : ° ind i ~, så at 
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Tlo = D~. Endvidere ~indes der en vilkårlig o~te di~~erentiabel ~unk­

tion a: Rm ind i e, som er identisk 11 IJå en åben mængde, der indehol-

der K, og som har sin støtte indeholdt i O. Vi kan oIJ~atte a~ som en 

a~bildning a~: Rm 
ind i C, idet vi sætter a~(~) = O ~or ~ ~ O. For 

ep E G har vi nu 

T(cp) = T(aep) = DE.r(aep) = (-1) IlLlr(~(aep) ) , 
og ~ormlen for differentiation af et IJrodukt giver os en udvikling 

~ hvor Eoef~icienterne Y'q er ~ositive hele tal. Altså er 

og her er 

T(ep) = (-1) I l?. I ~ Y' r(Dl2.-%~ep), 
~l2. .9. 

gq(D~ep), så vi ~år og med gq = ~D~-~a bliver dette neto~ 

T(ep) = (-1)1~1 ~ Y' g (D.9.ep) 
q~l? !l q 

= ~ (-1) I ~-SlIY' qD!lgn (ep) , 
~l2. _ ... 

hvilket viser, at 

T = ~ (-1) I Q:-SlI Y' D!lg • 
q~~ 50 q 

Hver af ~unktionerne gq har støtten indeholdt i o. Dermed er sætningen 

bevist. 

Sætning 8. Lad T være en distribution med orden IJ og med den komIJakte 

støtte K, og lad O ~ K være en åben mængde. Da kan T IJå hele Rm skri-

ves som en endelig sum af di~~erentialkvotienter af orden < IJ a~ mål, = 
der alle har komIJakt støtte indeholdt i O. 

Bevis: Lad A-være en kom~akt traIJpemængde, der er valgt således, 
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at K c Å og 11- c O .. Lad J2.1 'o. ~ ~J2N være alle differentiat10nsordener 

med I~jl ~ p ordnet i en eller anden vilkårlig rækkefØlge~ Lad ~N 

være :produktrummet 15Ax ~ •• )( e A af N eksem:plarer af 1] A ~ normere t 

således at ~ = (~1,o.~'~N) har normen 

liVLIl = maxf II~ jllu l j = 1 ~ o. o. 9 NJ ~ 
AJN Så el" 't6 åbenbart et Banachrum, En afbildning 

neres ved 

K~ fl ind i vg N defi-· 

Det er klartvat K er llneær og lwntinuert v og billedmængden 

KC/;) S .gN er et lineært. underrum .. A~ K(qy) = Q. fplger,? at ep har 

sin støtte i (,Å., altså at T(qy) :-:: O. Da T således a:fb11der hele K-i (Q) 

over 1 O, eksisterer der en ent~Tdig bestemt lineær ai'bildning Ti : 

K( g) ind i C, så at T == Ti °lCo Lad nu (t/Ln ) være en følge på {(jN~ som 

konvergerer mod O i normtopologien~ Vi kan da vælge (~n) på df 9 så 

at K(ep ) = dl o Vi vælger en vilkårlig ofte differentiabel funkt10n n ~n 

CX:, som er ldentisk 11 :pål. en åben mængde.- der lndeholder K, og som 

har sin støtte indeholdt i Åo Da gælder åbenbart 

Ti (tJLn ) == T(epn) == T (cxqyn) :' og desuden (DSl.-(aepn)) --+ O l1gellgt på hele 

rum:-net for enhver differentiationsorden Si med lS!.I :; p" Heraf følgel"' , 

at (Ti (YLn )) --+, O. Altså er Ti kontinuert i den fra normto:pologien :gå 

<gN inducerede to:pologi" .Altså kan T1 ifølge Hahn-Banachs sæt.ni:ng 

udvides til hele rummet 9 og det medfØrer, at T1 kan fremstilles på 

formen 

/1 
hvor hvert S j er en kontinuert lineær afbildning S j : 7:; A ind i Ce> 

Men så er hvert Sj evt element af dualrummet f! A og svarer således 

til et mål jl,j :på tra:ppemængden A, og dette kan o:pfattes som et mål 

·m :på R med støtte indeholdt i A,~ Med denne opfatt@lse har vi da f'or 
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ethvert ep E: g , at 
N ~. 
~ jJ, . (D Jep) ::: 
. 1 J J::: 

og dermed er sætningen beviste 

2LJ·1 o 

Det er nærliggende at spørge, om ikke de i sætning 8 omtalte 

mål kunne vælges med støtte K. Det er ikke væsentligt far beviset~ i. 

at A netop er en trappemængde, idet dualrummet til ~ K for en vil·~­

kårlig kompakt mængde K c Rm netop er mængden af endelige mål på K <, 

Hvis vi vælger li. = K i beviset ovenfor, svigter beviset for, at T 

afbilder /C-i (O) over i O. Af JC(ep) ::: O følger nu blot, at ep har sin 

støtte i CK., samt at D~ for 19.1 ~ p opfylder den samme betingels8ry 

men det er iklce på forhånd indlysende!) at dette medfører, at T(ep) -- C'. 

Det er jo fxo ikke sikkert, at et randpunkt for K er kontaktpu~~t for 
o o 
Kn Det kan endda tænkes, at K = 00 Vi skal imidlertid vise i sætning 

9, at denne del af beviset kan repareres. Værre er det med beviset 

for, at Ti .er kontinuert i O. Dette bevis holder, hvis enhver p gm-::.-­

ge kontinuert differenticrbel funktion på K kan udvides til en p gan-' 

gege kontinuert differentiabel funkt ion på en åben mængde O ::) K5 og 

så at,0t;-normen ikke bliver alt for meget større end.2~-normen,> 

Det viser sig imidlertid, at en sådan udvidelse ikke altid ek~isterero 

For En ret generel klasse af kompakte mængder er det dog muligt at 

gennemfØre beviset. Vi skal vende tilbage til dette sP9rgsmåll i næ-o 

ste kapitel. 

-TIl §ætnins_9o Lad T være en distribution med den kompakte støtte K c n 

og med den endelige orden p. Lad ep: Rm ind i C være en vilkårlig ofte 

differentiabel funktion, som tilfredsstiller betingelsen D51ep (,2f) ::: O 

for alle x E K og alle ~ med Igl ~ po Da er T(ep) = O. 
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Bevis: For r > O betegner vi med Kr mængden af ]!unkter, hvis 

afstand fra K er < r. For hvert r vil vi vælge en ]!assende funktion 

ar: Rm ind i [0,00[, som er identisk 1 ]!å Kr' er vilkårlig ofte dif­

ferentiabel og har sin støtte indeholdt i K4r - Hvis det yderligere 

lykkes os at vælge ar' så at D~(ar~) går ligeligt mod O for r ~ O 

for enhver differentiationsorden med Iql ~ ]!, får vi umiddelbart 

T(~) = T(ar~) ~ O for r ~ O, altså T(~) = O, og sætningen vil være 

bevist. 

Lad os analysere ,. hvad der kræves af ar. Vi har en differentia­

tionsformel 

og her er koefficienterne Yq k absolutte konstanter, og for I~I ~ p -,-
forekommer kun endelig mange af dem, så de vil ikke volde vanskelig-· 

heder. Vi sætter 

( 2 ) n ( r) = sup f I D~ (~) I I 1l2.1 = p 1\ ! E K4r 1 • 
Da Dl2.~(~) er O for ethvert x E K og I~I = p, og da ~ yderligere 

er kontinuert, har vi n(r) ~ O for r ~ O. Lad nu et øjeblik ø: Rm 

ind i C være en kontinuert differentiabel funk.tion, som tilfredsstil-

ler betingelserne 

'ri 2f E K : ø C!i:) = O, V ~ E K4r : I D jø (!) I ~ n for j = 1,.. q m ø 

fuad os for ~ E K4r med l~ betegne et liniestykke fra et ]!urkt af K 

til punktet x og valgt således, at længden af lx er ~ 4r. Vi får da 

lø(~)1 = Il D1Ø(~)dX1 + ••• + DmØ(~)dXml ~ 4/mrn· 
x -

Ved gentagen anvendelse af denne vurdering giver (2), at 

11:oI?,p"u ~ (4/mr)I>-ISLl n (r), 

så (1) giver vurderingen 

IID9.(ar~)"u ~ ( ~ y "D~" (4/m r)I>-(lql-IJsj))n(r)o 
I~I~I~I ~,k r U 
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k -Ikl Hvis det nu lykkes os, at vælge ar' så at IIDIXrllu ~ Cr - for alle 

~ med I!I ~ p og med konstant C, får vi en vurdering af formen 

IID~(a qJ) Ilu ~ ( ~ 'Y Cl kC(4/iii) I!SI ) (4/m r )p-I.g,1 11 (r) < C1 xJ?-1 ~ll1 (r) , 
r - 1~1~1.g,1 _'_ I: 

og dermed vil sætningen være bevist. 

Vi mangler nu blot at vise, at vi kan vælge ar' så at IID!farll u ~ 
Cr-I~I for alle k med I~I ~ p og med konstant C. Vi vælger fØrst en 

kontinuert funktion ~ : Rm ind i [0,1], som er identisk 1 på K2r og 

har sin støtte indeholdt i K3r • Desuden væ~ger vi en vilkårlig ofte 

differentiabel funktion p E(~ , som er positiv, har sin støtte inde­

holdt i enhedskuglen og tilfredsstiller betingelsen!p = 1. Vi sætter 

11 I' ~-;L 1_, ~-~) 
a(~) = ;;; .. /~(;L)P(~)d;L = ~ 1I~-~II~r ~(y)p(r d~ 

For !.. E Kr bliver y E K2r for ~lle Y... i integrationsområdet, og vi 

får d.erfor a(~) = 1. For ~ Ej: K4r fer svinder ~(~) i integrationISlområ­

det, og vi får a(x) = o. Endvidere er a vilkårlig ofte integrabel, og 
k -m-Ikl i k ~-Y...~ 

Irtx (~) = r - J ~ (~) D-p ( -r-) dy ~ 

Vi får nu vurderingen 

I D!\x(~) I ~ r~m-I~I!~(~) ID~p (~~) I d;Z ~ r-m- I kl!1 D~P (~~) l,dY 

= r-lkl!ID-kp(~_~)ld~ = r-lkl!IDkp(;z)ld~~ 
Dermed er sætning~n bevist. 

~ning 10. En distribution af den endelige orden p og med støtten 

reduceret til et enkelt punkt a er en endelig linearkombination af 

differentialkvotienter af orden < p af distributionen o • = a 

Bevis: Lad T være en distribution med støtte fa1. Lad qJ være 

en vilkårlig ofte differentiabel funktion. Ifplge sætning 9 er T(qJ) 
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entydigt bestemt ved differentialkvotienterne Dg~(a), I~I ~ ~, og 

det er klart, at T er en lineær fUnktion af disse variable, som uaf-

hængig af hinanden kan gennemløbe alle komplekse værdier. Heraf fØl·­

ger nu, at der findes komplekse konstanter A~' I~I ~ p, så at 

og dermed er sætningen bevist. 

Hvis det for en distribution T på R gælder, at en eller anden 

differentialkvotient af T har støtte fOl, er T åbenbart identisk med 

et polynomium på R\fOI. Hvis T har kompakt støtte~ kan dette poly-

nomium kun være nulpolynomiet. Sætning 10 viser derfor, at en line-

arkombination af differentialkvotienter af distributionen o ikke har 

andre stamdistributioner med kompakt støtte end eventuelle linear-

kombinationer af differentialkvotienter af o. Specielt er o og li-o 

near~ombinationer af differentialkvotienter af o ikke differential-

kvotient af nogen som helst fUnktion med kompakt støtte~ En linear~ 

kombination af differentialkvotienter af forskellig orden af o er 

heller ikke differentialkvotient af noget mål med kompakt støtteo 

Sætningerne 7 og 8 kan altså ikke skærpes, så æt "en linearkombina­

tion af differentialkvotienter" erstattes med "en differentialkvotient". 

Hvis T er en distribution af orden p~ og med kompakt støtte K~ 

og (~n) er en fØlge på & , for hv.ilken D~ går ligeligt mod O på K 

for ethvert ~ med I~I ~ p, kan man ikke umiddelbart slutte, at 

(T(~n)) ~ O. Vi vi.:J. "Ilise dette ved et eksempel. 

Vi vælger ro = 1 og K = fOluf!ln E NI, samt 

T(~) = lime ~ ~(~) - ~(o) - (log n)D~(O)) 
IHoo k~n 

Vi må selvfØlgelig først vise, at T er en distribution& Idet (® )Og 
n 
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(@') er passende af ~ afhængige følger af tal fra ]0,1 [, har vi 
n 

T(~) == lim( h(~(~) - ~(O)) - (log n)~(O)) == 
IHoo k<n = 

hvor y er Eulers konstant~ Heraf fremgår, at T er en distribution af 

orden ~ 2 .. Vi lægger mærk3 til, at ~(x) == O for alle x E K medfØrer, 

at D~(O) == O, og derfor også, at T(~) = O i overen~3temmelse med 

sætning 9. Vi kan imidlertid vælge ~ E t , så a t ~ (x) == O for alle n n 
1 () 1 1 () x ~ n+1 og <Pn x == vn for alle x ~ ile Vi har da ~n ~/ O ligeligt 

på K, og desuden er D' .q~ (x) == O for alle Cl E N og alle x E Ko Ikke 
n 

desto mindre er T(~n) == vn, så vi få r (T (~ )) ~ 00. n 

Eksemplet viser, at en distribution T af orden p og _med den 

kompakte støtte K ikke nødvendigvis er kontinuert på rummet ti af 

restriktionEr til K af funktioner fra el' og med den topologi~ der 

svarer til ligelig konvergens på K af hver differentialkvotient af' 

ortfuen ~ p. 
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Naturlige k~pakte mængd~r. 

De~inition 1. En kompakt mængde K kaldes naturlig, hvis det ~or alle 

p E N gælder, at enhver distribution a~ orden ~ p og med stø"tte in·'· 

deholdt i K er en endelig sum a~ di~~erentialkvotienter a~ mål med 

støtte indeholdt i K. 

Det er vort mål i dette kapi tel a t vi se.9 a t alle "pæne" kompakte 

mængder er naturlige. Det vides at den ved _ l-
x 

f (xi ,x2 ) I xi E [ O , 1 J /\ ( x2 = O v ( xi =1= O /\ x2 = e 1 ) ) 1 
de~inerede kompakte mængde i R2 ikke er naturlig. Vi skal se, at alle 

trappemængder og alle konvekse mængder er naturlige. Foreningsmængden 

a~ to naturlige mængder behøver ikke at være naturlig. Fællesmængden 

~or en ~Ølge a~ naturlige mængder behøver ikke at være naturlig. Det 

er derfor ikke rimeligt at vente, at de naturlige kompakte mængder 

udgØr et rimeligt a~grænset systemo Vi vil lade os nøje med at give 

tilstrækkelige betingelser ~or, at en kompakt mængde er naturlig, idet 

vi vil vise ~ølgende sætning: 

Sætning 1. En kompakt mængde K er naturlig, hvis der ~indes to posi­

ti ve tal 6 og A, så a t det ~or to vilkårlige pulk ter ~,;y E: K med af­

stand ~ 6, gælder at de kan forbindes ved en rekti~iabel vej, der 

~orløber i K, og hvis længde hØjst er A gange afstanden mellem ~ og 

Beviset f'or denne sætning er ret kompliceret, og vi vil ~orsøge 

at gøre det mere overskueligt ved at indskyde en række hjælpesætningere 

Vi begynder med en udvidelse af Taylors formelo Vi vil benytte a~kor-
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tede betegnelser, idet vi for k = (k
1 , ••• ,k ), x = (x

1 , ••• ,xm) skri-
k - k m 

I k I l k 1 m ver k. = l' .~.km og ~- = xi ••• xm • 

Lemma 2. Lad O ~ Rm være en åben mængde og lad~: O ind i R være 

en p gange kontinuert differentiabel funktion. Lad ~ = (av1 , ••• ,avm )' 

v = i,e •• ,n være punkter af 0, så at foreningsmængden r af de n-1 

liniestykker med endepunkter a og a 1 tilhØrer O. Vi sætter -v -v+ 

Da gælder 

(1 ) 

hvor 

(2) 

M = sup[ I ~ (2S) II Le. I = p /\ ~ E r 1 
m n-i ,,= ~ ~ I a -a I • 

p.=1 v=1 v +1 ,J-l v,j.l 
Taylors formel 

Bevis: For n = 2 giver Taylors formel i den sædvanlige form, at 

(1) gælder med 

R = 
P 

hvor E er et punkt 

IR I p 

1 k k 
~ i,TDIp (e:) (~2 -~ ) -, 

1~I=p 

af r. Heraf får vi vurderingen 
1 1 k 1 km 

S I M ~ kl21-1 a21 -ai1 I ···1 a2 -ai I 
- p. I k I =p _ . m m 

1 p = pr M (la2i -a11 I + ••• + la2m-a1ml) , 

hvilket netop er vurderingen (2). Vi viser nu lemma ved induktion 

efter ~ idet vi antager, at den i sætningen fremsatte påstand er 

opfyldt for en fast værdi af n og for enhver værdi af p~ så at vi 

imke blot har en formel (1), men tillige for enhver differentiations~ 

orden !l med l!ll < p en tilsvarende udvikling 

Q ( ) 1 g, +k ( ) ( ) k S D-rp §.n = ~ kID -ep a1 a -~ - + R ., 
1~I<p-I!l1 -' - -n p 



\, 
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hvor 

(4) IR,g,1 1 M,\p-I!ll" 
p ~ (p_I,g,I)! 1\ 

Vi til~øjer nu endnu et punkt an+1 E 0, og r udvides derved til 

r I ~ O, mens M, " og R
p 

bliver til M', ,,'og R;. Vi har nu en "gam­

meldags Ut Taylorudvikling 

( ) ~ i. D~f) (a ) (a -a)!l + R" 
~ an+1 = n' r n n+1 n p 13.1 <p .;a,' - - -

med restledsvurderingen 

I R~ I ~ fr M',,"P, 

hvor 

altså 

,,'=,,+,,". 
Vi indsætter (3) i (5) og får 

~ (~n+1) = ~ ~! I I ~ I IrrD,g,+~(~ )(~n-a1 )!s(an+1 -!!n).9. + 
1.9.1 <p.;a. k <p- Sl -

~ i R,g, (a -a)!Jo + R". 
I gi <p.9.! p -n+1 -Il p 

I dobbeltsummen indfØrer vi h = .9.+f. som summationsindex i stedet fer' 

!S, og dere~ter skriver vi igen ~ i stedet for h. Derved ændres dob­

beltsummen til 

, ,. 

') 
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og dermed har vi fundet Taylorudviklingen 

hvor 

R' = ~ ..LR<1(a -a)9. -I- RI! 
J? 1.9.1 <p .9.' J? -n+1 -n l? ' 

så vi får vurderingen 

Dermed er induktionsbeviset gennemført. 
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Lemma }. Lad K vær~ en kompækt mængde~ der til~redsstiller den i sæt­

ning 1 an~ørte betingelse, og lad 6 og A VæPe valgt i overensstemmel­

se med denne betingelse. Lad ° ~ K være en åben mængde, og lad ~: ° 
ind i ~ være en p gange kontinuert di~~erentiabel ~unktion. For 

gælder Taylors ~ormel 

( 5) 

hvor vi har restledsvurderingen 

Bevis: Lad 01 være en begrænset åben mængde, så at K ~ 01 ~ O. Lad 

r være en vej, der ~Ører ~ra ~ til b inden ~or K~ og hvis længde er 

~ A"b-~II. I r indskriver vi en brud t linie ~1 ~2' .. ·~n med ~1 = ~, 

a = b. Vi har da Taylors ~ormel (1), som er identisk med (5), og -n 
vi har tillige restledsvurderingen (2). Her er 

n-i m n-i ,,= ~ ~ I a -a I ~ vm ~ "-v a +1-~J II ~ vm A IIb-~1I 
v=1 j.l=1 v +1 ,j.l V,j.l v=1 v 

Dermed har vi den Ønskede vurdering bortset ~ray at vi har ~ået su­

premum over 01 i stedet ~or Ko Vi kan imidlertid vælge 01' så at su­

premum over 01 er vilkårlig lidt større end supremum ~ver Ko Hera~ 

~ølger sætningen umiddelbart. 

De~inition 2. Lad K ~ Rm være en kompakt mængde, og lad p være et 

naturligt tal. For hver di~~erentiationsorden ~ med I~I < p tænkes 

givet en a~bildning ~k: K ind i R. Funl{tionssystemet f~kll~1 < pj 

kaldes et Taylorsystem på K a~ orden Pt så~remt der eksisterer po-

sitive tal 6 og M, så at vi ~or 
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har udviklingen 

(6) 

med restledsvurderingen 

(7) I R9.I" 1 M Ilb_-_aIIP-I!l1 • 
p a (p-I9.I)! 

251 • 

Lemma 4. I ethvert indre punkt ~ af K tilfredsstiller det i defini­

tion 2 indfØrte Taylorsystem betingelserne D~~Q = ~k, Ikl < p. Alle 

~k er kontinuerte på K. Hvis K tilfredsstiller den i sætning 1 anfør-, 

te betingelse, og O ~ K er en åben mængde og~: O ind i R en p gange 

kontinuert differentiabel afbildning, er fD~ I I !f. I < p 1 et Taylorsy­

stem på K, og tallet 6 i definition 2 kan vælges lig med tallet 6 i 

sætning 1. 

Bevis: Relationen (6) og vurderingen (7) giver umiddelbart, at ~~ er 

differentiabel for 19.1 ~ p-2 med Dj~g,(~) = ~,g,+~j (~) for ~ E It, samt 

at hver afbildning ~~ er kontinuert på K. Den sidste påstand i sæt­

ningen fØlger umiddelbart af lemma 3. 

Den kompakte mængde K behøver ikke at indeholde indre punkter, 

og det er derfor ikke oplagt, at et Taylorsystem er et system af dif-

ferentialkvotienter af en funktion. Det viser sig imidlertid,. at det-

te virkelig er tilfældet, endda således at funktionen er defineret 

i hele rummet og vilkårlig ofte differentiabel i hele kompJementær-

mængden til K. Det er bemærkelsesværdigt, at dette gælder for enhver 

kompakt mængde i Rm• Dette resultat er indholdet af den følgende 

sætning, som skyldes H. Whitney (1934). 
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Sætning 5. Lad K ~ Rm være en kompakt mængde, og lad p være et na­

turligt tal. Der findes da en åben mængde O ~ K og et positivt tal 

P, så at følgende gælder: 

Lad [~~I I!I < pj være et Taylorsystem på K af orden p, Der ek­

sisterer da en afbildning ~: Rm ind i R, som er p-1 gange kontinuer-~ 

dif~erentiabel overalt og vilkårligt ofte differentiabel på (K, og 

som for enhver differentiationsorden k med I!I < p tilfredsstiller 

betingelserne 

D;IK = ~!f og sup[ ID~(~)II?S. E oj ~ p(sup[ ID~(~)II!. E K} + M), 

hvor M er den i definition ~ optrædende konstant. 

Bevis: For ethvert ~ E (K vælger vi blandt de punkter af K, der 

ligger nærmest ved z et bestemt punkt 1T(Z). Derved bestemmes en (sæd·" - -
vanligvis diskontinuert) afbildning 1T: (K ind i K. Til hvert ~E (K 

tilordner vi dernæst et polynomium 

q; (x) = 
z -

1 k k 
~ k~-(1T(Z)) (x-n-(z) )-. 

Ikl<p _0 - - -

For I 111 < P er 

D5lw (x) = ~ J!lpk~.g(1T(.!))(tf-p'c.~~); 
~ - Ikl <p-I 111 

Vi vil benytte funktionerne q; som byggesten ved konstruktionen 
~ 

af funktionen ~. Sammenkitningen vil ske ved en opspaltning af en-

heden, men det vil være nødvendigt at vælge denne ganske særligt om-

hyggeligt. Vi indleder programmet med en vurdering af forskellen mel-

lem differentialkvotienter af samme orden af to af funktionerne q; z 

under anvendelse af (6) og (7). Vi får først ved (6), at 
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D~Z2(~) - ~Z (~) = - ~ 

253 .. 

~ rr 'PS.+~(1T( Z2) ) (~-U-( Z2))~ - ~ ~! <p9.+k(1T(~ )) (~-U-(bt ))k 
I k I (p-I !lI I !SI (p-I Sll 

idet den første sum i det næstsidste udtryk netop er TaylorudviklingeL 

af polynomiet D~ ud fra pUnktet 1T(~2). Ved hjælp af (7) får vi nu 
~1 

vurderingen 

(8) 

Det skyldes vore ubehændige regninger, at resultatet ikke er blevet 

symmetrisk i z1 og ~2' men det vil ikke komme til at genere i an­

vendelserne .. 

Til brug ved konstruktionen af vor specielle opspaltning af en­

heden vælger vi en gang for alle en vilkårlig ofte differentiabel 

funktion er: Rm ind i [0,1], som er identisk 1 i den ved I xJ.l I ~ t, 



( 

( 

HT 1965-66 254. 

~ = 1, ••• ~m bestemte kasse, strengt positiv overalt i den ved Ix~l, Æ, 
~ = i,o •• ,m bestemte kasse og O uden for denne kasse. 

Dernæst får vi brug for et net på ~m. Maskerne af første orden 

i dette net skal være de kasser med kantlængder 1~ hvis hjØrner har 

heltallige koordinater. Maskerne af n te orden i nettet skal være de 

-n+i kasser med kantlængder 2 , som f'ås ved opdeling af maskerne af' 

fØrste orden. Vi brolægger (K med en følge (I ) af netmasker omfatten­
n 

de uendelig mange masker af f'ørste orden og endelig mange af hver 

fØlgende orden~ Maskerne i (I ) udvælges således, at vi f'or hver or­n 

den medtager alle masker, der ikke er delmængder af medtagne masker 

af lavere orden~ og hvis centrum har afstand fra K større end 3 gange 

te længden af maskens diagonal~ For en maske af n orden, som tages 

med~ vil det da gælde, at enhver nabomaske, som ikke tages med, de-

les i masker af n+i-ste orden, som alle tages med. Brolægningen har 

derfor den egenskab, at enhver maske kun stØder op til masker af sam­

me størrelse samt til masker, der enten alle er halvt så store eller 

alle dobbelt så storeo Heraf følger, at de konfigurationer bestående 

af en maske i brolægningen samt alle masker i brolægningen, som har 

randpunkter fælles med dem, falder i endelig mange klasser af ind-

byrdes ligedannede figurer. 

Med I' og I" betegner vi de åbne intervaller, der fås af I ved n n n 

ligedannethedstransformation ud fra centrum af I og med ligedannet-
n 

hedsf'orhold i og ao Vi har altså I~ ~ In ~ I~, og [I~l er en over-

dækning af (K. Denne overdækning er lokalt endelig, og for ethvert 

n E N er I~ helt dækket af' I~ og ror v + n er I~ n I~ = ø. Med ~n 

betegner vi centrum af In' og med K n betegner vi den halve kan tlæng­

de af' I • Vi sætt~r n 
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er n (~) 
= p (~)' 

255. 

og ~Ølgen (P n ) udgØr da en opspaltning a~ enheden på (K svarende til 

overdækningen {I~l. Vi bemærker, a t Pn (~) = 1 ~or alle ~ E: I~. 

Vi vil vurdere de p ~ørste di~~erentialkvotienter a~ Pn • Vi vil 

~ørst tænke os I tillige med alle sine nabomasker I. , ••• ,1. ~or-
n J1 Jv 

skudt og ~orstørret op, så In ~år centrum i Q og kantlængde 2. Da der 

bortset ~ra ligedannethed kun er endelig mange ~orskellige kon~igu-

rationer bestående a~ en maske og dens naboer, bliver der e~ter denne 

operation kun endelig mange ~orskellige muligheder ~or ~unkti~nen Pn ' 

og vi kan der~or e~ter trans~ormationen vurdere den numeriske værdi 

a~ dif~erentialkvoti~nterne af Pn indtil orden p ved en og samme 

konstant, der kan bruges ~or alle n. Parallel~orskydningen ødelægger 

ikke denne vurdering, men ved ~orstørrelsen multipliceres hver di~­

~erentialkvotient af orden q med en ~aktor K~. Der eksisterer såle­

des e~ positivt tal Mi' så at 

(9) ID~Pn(!)1 ~ K~I~IM1 
~or alle n E: N, aI13!E: (K og alle k med Ikl ~ p. Vi vælger endvi­

dere N E N, så at det ~or hvert n E N gælder, at hØjst N a~ funktion-

erne pv(~) antager fra O ~orskellige værdier pa I • n 

Vi er nu i stand til at definere den afbildning~: RID ind i .R, 

hvis eksistens vi påstOd i sætning 5. Vi sætter 

J~2.(x) for ~E: K 

<p(x) =t = 
(~) - ~ Pn (!.) @z for ~E (K 

n=i -n 

Det er da klart, at ~ bliver vilkårlig ofte di~ferentiabel i hele (K. 

For x E I har vi nu 
- n 

00 
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så vi får 

(10) DSLep (~) - D~ z (!) = 
-n 

Lad O være mængden af punkter med afstand < k 6 (6 antages < 1) til 

K. Diagonalen i In har længden 2vm Kn , og da In ikke er indeholdt i 

en maske af dobbelt størrelse, som er taget med i brolægningen, er 

lI~n-n-(zn)11 ~ 12 vm KID: 

Det tilsvarende udtryk for en nabomaske er hØjst det dobbelte, og 

vurderingen (8) giver derfor en vurdering af formen 

IDSl.-~(q;z (2f) -q;z (2f)) I ~ M2MK~-lgl+I~I, 
""1J -n 

hvor M2 er en konstant, og vurderingen gælder ligeligt for I q-k I < p, 

n € ~, 2f€ In og alle v, for hvilke Iv stØder op til Ine Dette i for­

bindelse med (9) og (10) fØrer til en vurdering 

(11) IrAp(~) -D%z (~)I ~ M3MK~-ISJ.I. 
-n 

For I !lI < p er eksponenten på hØjre side ~ 1. Udtrykket på højre si-­

de går derfor mod O, når ~ konvergerer mod et randpunkt for K. Når 

2f konvergerer mod et ralldpunkt il af' ~'l vil masken In' der indeholder 

x konvergere mod randpunktet, og rr(z -) vil konvergere mod det samme 
- -n 
randpunkt, men det medfører, at D~z (~) ~ ep~(~). Dermed har vi for 

-n 

enhver diff'erentiationsorden SL med Iql < p vist, at den ved 

SJ. (D~(X) for x € (K 
q; (x) = -( n -

- l ep.;a,(~) for x € K 

definerede afbildning q;SJ.: Rm ind i R er kontinuert. Vi har åbenbart 

o q;- = ep. 

V· . l· SJ. ( ) SJ.+e. 1 V1 nu v1se, at D.q; ~ = q; -J(x) for Iql < p-2. Dette er 
J - - ::: 

imidlertid uden videre opfyldt for ~ € (KuK, og vi behØver kun at 
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gennemføre beviset, når ~ er et randpunkt af K. Påstqnden vedrØrer 

kun en fast værdi af x1 , ••• ,x. 1'x. 1' ••• 'x , og vi kan derfor ved 
J- J+ m 

beviset antage,at m = 1. For kortheds skyld vil vi skrive ~~ =~. 

Lad a være et randpunkt for den kompakte mængde Ko For x E K har vi 

da (definition 2) 

~(x) = 

hvor 

og derfor gælder 

I/J (x):t/J (a) ~ 
x - a 

<p<1+1 (a) for x ~ a på K. 

Vi vil nu antage, at x > a og x E (K. Den komponent af (K, som inde­

holder x, er et åbent interval ]y,z[. Vi har nu 

I/J(x)=t/J(a) = y-a. p (yl-t/J(a) + ~.l/J{x~-I/J(y) = 
x - a x-a y - a x-a x - y 

ifØlge middelværdi sætningen. Udtrykket på hØjre side er et vægtet 

aritmetisk middeltal mellem to størrelser, der begge konvergerer 

mod <p <1+1 (a) for x ~ a på (K. 

Hermed har vi vist, at !(Jo er overalt p-i gange differentiabel, 

og a t D!!<p = <r>SL for 1.9.1 < p. For 2f E O giver (11) endelig en vurdering 

af formen 

1~9.(!)1 ~ M4 sup{I<p3.(!)III.9.1 < p og ~E KJ + M3M, 

og dermed er sætningen fuldstændig bevist. 
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Lemma 6. Lad K c Rm være en kompakt mængde, som opfylder den i sæt-

ning 11 anførte betingelse, Der findes da en åben mængde O ::::> K, for 

hvilken følgende betingelse er opfyldt: Lad (~n) være en følge af 

p+1 gange dif~erentiable funktioner ~n: Rm ind i e, som for 

1.9.1 ~ p+1 tilfredsstiller betingelsen (D~n) ~ O ligeligt på K. Der 

eksisterer da en følge (t/Jn) af p gange differentiable fum tioner 

t/J n : Rm ind i e, som for ethvert n tilfredsstiller betingelsen 

t/Jnl K = ~nIK, og således at det for Igl ~ p gælder, at (D~n) ~ O 

ligeligt på o. 

~vis: FØlger umiddelbart af lemma 4 og sætning 5. 

Bevis for sætning 1. Vi kopierer beviset for sætning 8 i kapitel 19 

(side 239), idet vi vælger A = K. Distributionen T kan udvides til 

en kontinuert afbildning T ~ ~p ind i C. Ved konstruktion af pro­

duktrummet f5'N benytter vi alle differentiationsordener med ll2.j 1 ~ p+1 

Vi definerer afbildningen K som i beviset for sætning 8. At ~(~) kun 

afhænger af K(~) følger af sætning 9 i kapitel 19 (side 241), idet 

beviset for denne sætning kun udnyttes p gange differentiabilitet 

af ~. At en fØlge (g? ) konvergerer mod O i normtopologien på 15 N be--n 

tyder, at g? = a(~ ), hvor (DQ~ ) ~ O ligeligt på K for alle ~ med -n n n 
1.9.1 ~ p+1. Vi vælger (t/Jn) i overensstemmelse med lemma 6, og vi har 

da ved fornyet anvendelse af sætning 9 i kapitel 19, at (T(t/Jn)) = 
('r(~ )), altså (T(~ )) ~,O. Derefter går resten af beviset helt uden n n 

ændringer. 

Vi fik brug for differentialkvotienter ind til orden p+11 i bevi­

set. Dette kan skyldes, at vi et eller andet sted ikke har vm'ret helt 

~konomiske nok. Resultatet kan udvides på forskellig vis. Således 
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kan kravene til K slækkes en hel del, men så vil det blive nØdven­

digt at medtage differentialkvotienter af endnu højere orden. Det 

ser ikke ud til at resultatet kan bevises ret meget lettere for et 

interval eller for en konveks mængde. 
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21" kapi~.l6 

Tensorprod~te!o 

260. 

Vi skal beskæftige os med en regneoperation, der for sædvanlige 

funktioner er for triviel til at påkalde sig ret megen opmærksomhed Q 

Lad os fØrst definere begreberne for sædvanlige funktionero 

Definition 10 Lad Mi og M2 være vilkårlige mængder, og lad f'1 ~ Mi 

ind i C; og f' 2: M2 ind i C være vilkårlige afbildninger f) \fj. definerer 

da tensorproduktet f 1@f2 : M1xM2 ind i t ved 

(f1@f2 )(X3Y) ~ f'1(X)f2 (y)· 

Hvis Ei er et vektorrum af afbildninger f: Mi ind i C og E2 et vek­

torrum af afbildninger gg M2 ind i ep da udgØr mængden af alle a~oild~ 

ninger af formen 

c1 (f1G?1g1 )+ooo+cn(fn@gn) ~ M
1

xM2 1nd i t p 

hvor n E ~, f 1 9 0øo g i'n E Ei og g'19uollgn E EZ 

tensorproduktet E1ØE2 af E
1 

og E2 Q 

For rummene ~m og J6p af' vilkårlige ofte differentiable fUnktion~ 

er på henholdsvis ~m og ~p bli ver,~ ø ~ åbenbart et underx'um i m p 

!;1 m+p. Analogt bliver $m@ ~p et underrum i g'"m+p .... Det er klart!? 

at Gm@ Gp omfatter alle polynomier!> Af <f> E GmG?l ~p9 <Pi E Gm!! 

<f>2 E <Sp fØlger åbenbart <f>1<f><f>2 E G m@Gp • Hv.is <;D '1 og <f>2 yderligere 

har kompakt støtte, gælder endda !f>1<;D<;D2 E .Qf møq o Speciel t ind.ehol-

der {»m®f))p alle funktioner <;D1 P<;D2J) hvor <f>1 E: .2m ' <f>2 E ~p~ ~ens P 

er et polynomiumo 

Vi vil nu vise II a t [b" ®.:2) er overal t tæt i ~ + ø og at 6'mø &~ m p mp ~ 

er overalt tæt i ~ + ~ Den fØrste påstand vil blive afledt af den m p " 

Sidste, og for at vise den sidste påstand vil vi vise den stærkere 
O påstand, at underrummet af polynomier er overal t tæt i 0 m+p (I Dette 



\ 

HT 1965-66 261. 
\det 

er i væsentlige Weierstr$ss' approksomationssætning, og den kendes 

fra metematik 2 for en reel funktion af en reel variabel. Vi skal 

bruge den for en kompleks funktion af flere reelle variable. Da en 

kompleks funktion approksimeres ved at realdel og imaginærdel approk-

simeres hver for sig, behøver vi ikke at opholde os ved overgangen 

til komplekse funktioner. Vi vil derfor udnytte, at approksimations­

sætningen gælder for enhver kontinuert afbildning f: [a,b] ind i C. 

Sætning 1. Lad K c ~m være en kompakt mængde, lad f: K ind i C være 

en kontinuert afbildning, og lad e: være et posi ti vt tal. Der findes 

da et polynomium P: ~m ind i C, så at 

Bevis: Lad o være et positivt tal, hvis værdi vi senere vil fastsætte& 

En kontinuert afbildning a: ~ ind i [0,1] defineres ved, at a(x) = ° 
for lxi ~ o, a(O) = 1, og at a er lineær på hvert af intervallerne 

[-0,0] og [0,0]. For j E N sætter vi a.(x) = a(x-jo), og derved får 
J 

vi 

(1 ) 
00 

1 = ~ a .(x). 
j=""'bo J 

Dette er en opspaltning af enheden. For hver værdi af x er hØjst to 

led forskellige fra O. Ved at multiplioere m eksemplarer af relation­

en (1) får vi en opspaltning af enheden på ~m 
00 

~eddet a j ••• a. har som støtte intervallet 
1 Jm 

I J. = [(' j1-1 )0, ( j1 +1 )o]x •• .. x [ ( jm -1 )0, ( jm +1 )0] 

Da f er ligelig kontinuert, kan vi vælge o så lille, at der til hvert 
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1 svarer et komplekst tal c., så at If(x)-c.1 S i E for alle 
l. - l -

~ E I.nK. Hvis I.nK = ø? smtter vi c. = O. Vi sætter 
l ~ l 

00 

(2) 

og vi har da for 2f. E K, at 

00 

00 

Vi vælger nu et kompakt interval IO = I~x ••• xI~ ~ K. Summen (2) har 

kun endelig mange fra O forskellige led, og sætningen er vist, når 

det lykkes os a t vise l' a t hver led i sU . .tmen kan approksimeres i in­

tervallet rO med vilkårlig given nøjagtighed ved hjælp af et poly-

nomium. Dertil er det imidlertid tilstrækkeligt at approksimere hver 

faktor a. (x ) tilstrækkelig godt på IvO ved hj~lp af et polynomium, 
Jv v 

men det er netop muligt ifølge Weierstrass l. approksimationssætning 

for funktioner af en variabel~ 

Sætning 2. Lad I = [a1,b1]xn •• x[am~bm] være et kompakt interval i ~m. 

Lad ~: ~m ind i C være en vilkårlig ofte differentiabel funktion med 

støtte indeholdt i Ift Lad p være et naturligt tal, og lad E være et 

positivt tal. Der eksisterer da et polynomium P: ~m ind i t, som for 

enhver differentiati~sorden ~_ med Ikl ~ p tilfredsstiller betingel-

sen 't;j ISE I : ID~(~) - D~P(.!)I ~ E. 



HT 1965-66 

Bevis: Vi sætter 
~-~ 

A = max(1,b1-a1'Øeo,bn-anl, 

og vælger i henhold til sætning 1 et polynomium Q.: Rm ind i C ~ Bom 

~or ethvert ~ E I til~redsstiller 

Vi sætter 

dX1 • • • dX1 1 •• ' dx G • o dx 1 o sP , m,p m, 

For en vilkårlig di~f'erentiationsorden 9. med 19.1 ~ p har 'li da (med 

en triviel ændr~ng, hvis et q. = p og de Øvrige = O) 
J 

xx x Xx· x 
9... q 1i 1 ,~+1. r 1, p -1 m m , ~ +1 TIl J P 

D rp (2f)"'D-P(~) = i i'· "a o .. i ~ o .,,~ 
1 11m m m 

D~. • e DP (/\ ( x
1 

~ ••• ,x ) - Q (x1 , •• _, X ) ) mr p m,p p mp 

og vurderingen (3) f'ører til den ønskede vurdering ~or ?f. E. I" Dermed 

er sætningen vist. 

~I].E.....:2.0 Polynomierne i g m udgØr et overal t tæt underrum .. 

Bev~.: Lad IC c Rm være en kompakt mængde, og lad ep: Rm ind i C til­

hØre 8mo Vi skal vise, at der eksisterer et polynomium P t som ap­

proksimerer ep og di~f'erentialkvotienter a~ ep ind til orden IL med vil-o 

kårlig given nøjagtighedo Vi vælger en vilkårlig o~te di~~erentiabel 

~urk tion a: Rm i~;l i [0,1], identisk 1 på en åben mængde:- der inde~ 

holder' K, og med støtte indeholdt i et kompakt interval I~., Vi behØ­

ver nu blot at vælge P i henhold til sætning 2: så at P approk;;;imereI' 
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a~ og di~ferentialkvotienterne indtil orden p med den. ønskede nøjag-' 

tighed på l. Dermed er sæxningen bevist. 

Sætning 4. Underrumme t ~<J.3 @./2; er overal t tæt i 2S • m p m+p 

Bevj.s: Vi betragter ep E: c2J "Vi vælger begrænsede åbne mængder 
-~- m+:p 

01 G Rm
, 02 c RP , så at 01x02 indeholder støtten ~or ep. Vi vælger 

a1 E:.!)) m identisk 1 på 01 og a 2 E: D5 p identisk 1. på 02 It Vi har da 

~(~,~) = a1(~)ep(~,~)a2(~)Ø Vi vælger nu i henhold til sætning 3 en 

~ølge (Pn ) a~ polynomier, som konvergerer mod ep på rummet f~m+p. Men 

så vil også ~ølgen (a10X 2 )P n konvergere mod (a 10:'t 2 )ep på G
Itl

+p ' og da 

~unktionerne i dEn nye følge har støtten indeholdt i en ~ast, komp~kt 

mængde, konvergerer den på ,,::-0 o Dermed er sætningen bevist. m+p 

En funkt ion ~ E: ~?5 definerer ~or hvert 2S.. E: Rm en af'bildning m+p 

epx E: [i ved epx ey) 
- p -

= ep(~,~), og analogt for hvert Z E: RP en afbildning 

(fl E: 51 ved (fl (x) 't'il. m 't'l. - = ep(~,~)ø Disse betegnelser er ikke helt konsekvente, 

men de er gode nok til vort formål. 

Sætning 5. For vil den ved 

de~inerede funktion ø: Rm ind i t tilhØre ~0 , og for enhver dif~eren­m 
gælder med k* = (k,Q) og ep~ defineret tiationsorden k = {k1 , ••• ,k ) -* . m 

k k 
ved SPi(il.) = D- ~ (~,y.), a t 

- D~Ø (!.) = 

Bevis: Vi har for ethvert k, at 
k k 

~x+he . - ep-
1'(T( k ) k x 

(4) T(~-) ) = T( _- -J ) , li epx+he. x h - -J 
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og her er 

k k 
epj{+he. - CPj{ 

- -J 
h 

og dette udtryk konvergerer ligeligt mod ep~+h~j(~), og enhver differen-

.n. 

tialkvotient med hensyn til ~ udviser den samme ligelige konvergens. Da: 
q 

støtten er indeholdt i en kompakt mængde under grænseovergangen, betyder 

dette konvergens i ~ for hvert fast ~, og (4) giver derfor 
p 

k k+e. 
D .T(ep-) = T(ep - -J), 

J ~ ~ 

hvilket medi'ø·rer, at ø E: [2; , og at differentialkvotienterne har den på m 
ståede værdi. Det er klart, at ø får kompakt støtte. Dermed er sætningen 

bevist. 

Det vil være hensigtsmæssigt at skrive T (ep) i stedet for T(cp ). 
"Y:. ~ 

Dette forudsætter, at ~ og ~ anvendes konsekvent som betegnelse for de 

variable. Vi kan da også skrive den sidste relation i sætning 5 på 

formen 

( 5) 

sætning 6. Afbildningen T : ~ ind i ~ er lineær og kontinuert. 
"Y:. m+p m 

Bevis: Det er klart, at T er lineær. Med K' , K" og K = K'xK" beteg-
~ n n n n n 

ner vi de kompakte mængder i henholdsvis 1{m, t?P og t?m+p , som beatemmes 

ved, at alle koordinater er numerisk mindre end n. Vi sætter 

K~ = K~ = KO = ø. 
En basisomegn af O i ~m er da givet ved en voksende følge (~) af he-

le tal og en aftagende følge (E ) af positive tal, idet?:> E:.9J tilhØ-
n ru 

rer omegnen, hvis og kun hvis det for ethvert n E: ~ gælder for ethvert 

~ E: K~\K~_1' a t 
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ID~(!.) I ~ En f'or alle k med Ikl ~ ~. 
For hvert n har vi da f'ølger (~j) og (E~j)' så at den anf'ørte betin-

gelse er opf'yldt f'or et f'ast n E: ~ og et f'ast 2S E: K~\K~_1 f'or cp = T;:L(l/J) 

såf'remt 
k 

'V j E ~ 'ri k'V æ: E: Kj'\Kj_1 : Ikl ~ ~j => ID? (!,æ:)I ~ E~j. 

Nu betegner vi med Clj det stø,rste af' tallene Cl j og Cl1j , ••• ,Clj j og med 

E 'J! det mindste af' tallene E . og E1 ., ••• ,E ..• Den ved f'ølgerne (K ), 
J J JJ n 

(a") og (Eli) bestemte omegn af' O i Qj vil da ved T afbildes ind 
~ n ~ æ: 

i den betragtede omegn af' O i !O • Dermed er sætningen bevist. m 

sætning 7. For S E: ~', T E: cØ' er den ved m p 

U(cp) = S(T~(cp)) 
def'inerede afbildning U: ~ ind i C en distribution. For cp E: ~ m+p m+p 

gclder tillige 

U(cp) = T(Sx(cp»). 

For CP1 E: c2J m' CP2 E: ~p gælder -

\e 
og U er den enste distribution i (~~+p' som har denne egenskab for 

~vis: Det f'ølger umiddelbart af' sætning 6, at U er lineær og kon­

tinuert, altså en distribution. For CP1 E: ~m' CP2 E: JOp er 

Ty-(CP1~2) = T~(CP1(!)CP2(Y-» = CP1(!)T(CP2)' 

altså 

U(CP1~2) = s(CP1(~)T(CP2» = S(CP1)T(CP2)· 

På den anden side f'astlægger denne egenskab U på ~mø2>p' og da dette 

underrum er overal t tæt i :JJ • altså i hele fJ.5 • Da den ved m+p' m+p 
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T(S (ep)) def'inerede distribution har den samme egenskab~ er den iden­
x 

tisk med U. Dermed er sGtningen bevist. 

~nition 2. Den i sætning 7 indf'ørte distribution U kaldes tensor­

produktet af' S og r, og vi skriver U = SeT .. Det underrum af'.2J ~+pll 

der udspændes af' alle tensorprodukter SeT, S E ~j " T E ~ " kaldes m p 

tensorproduktet af':J)' og.2J' og betegnes :2 'ø-9 r .. m p m p 

For Lebesgue-integrable f'unktioner f': Rm ind i C og g: RI> ind i 

C med tensorproduktet h = f'@g : Rm+p ind i C f'år vi f'or ep1 E ~m$ 

ep2 E .QJ p' at 

n(CP1Øcp2) = !h(~,~)ep1(!)ep2(~)d~dl = !f'(!)g(~)CP1(~)ep2(~)dXd~ 

= !f'(~)ep1(~)d~g(l)ep2(X)d~ = r(ep1)g(CP2)' 

hvilket viser~ at tensorproduktet af' distributioner er en generali-

sation af' tensorproduktet af' f'unktionern 

Sætnin.8_§" Hvis S Ec21~ har støtte K1 og T E 2>~ har støtte K2s har 

SeT støtte K1xK2 o 

~~: Vi betragter f'ørst (~,~) ~ K1xK2 - Vi kan f'x. antage, at ~~ K1 .. 

Så er O = CK
1 

en ~ben mængde, og f'or ep E~)m+p med støtte i OxRP f'år 

vi da 

Dermed har vi vist., at støtten f'or SeT er indeholdt i K1xK2 " Vi be­

tragter dernæst (2S1'~) E K1xK
2

" En hver omegn af' (!,~) indeholder en 

______ omegn U1xU2 , hvor U1 er en omegn af' ~ i Rm, og U2 er en omegn af' ~ 

\ i RP • Vi kan da vælge ep1 E c0"m med støtte indehold t i U1 og ep2 E.21 p 

med støtte indeholdt i U2 ' så at S(ep1) + O og T(ep2) f 00 Så er 
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(SØT)(~1~2) = S(~1)T(~2) + O, hvilket viser, at (~,~) tilhører støt­

ten for SøT~ Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 9. Tensorproduktet 2 f ø2' er over'lJ. t tæt i ~, • m p m+p 

Bevis: Vi har tidligere set, at 2J + er indlejret i.:;ø '+ som et - mp mp 
overal t tæt underrum. Nu er.,2) ø2> ifælge sætning 4 overal t tæt i 

"m p 

~ ,og det gælder så meget desto mere i den fra ~, inducerede m+p m+p 

del rums topologi på ~ , idet denne er grovere end topologien på m+p 

9.J + o Heraf fØlger, a t .2J ø.2> er indle jre t overal t tæt i ~'+ ' og " m p m p ro p 

sætningen følger derefter umiddelbart af, at ~ ~ø~; indeholder bil-

ledet ved indlejringen af:J ø-2 i ~ l • m p m+p 
Vi beviser nu en hjælpesætning, der ikke direkte ve rØrer tensor-

produktet. 

Lemma 10. Lad (B ) være en følge af begrænsede mængder på ~ • Hvis n m 
der findes en kompakt mængde K c Rm, som indeholder støtten for en-

hver funktion ~ E UB , findes der en begrænset mængde B c /}) , som n ro 

absorberer enhver af mængderne B • n 

Bev:is: For hvert n E :N findes der en voksende talfølge (Anj ) , o at sa 

I !f. I k 
V ~ E B 'ti k • = j ~ IID-rp II U ~ A .• . n - nJ 

Vi sætter A'. = max(A
lI 

., .... ,A .. ) og 
J J JJ 
B = f~ E cØmlv • 'V k . Ikl = j ~ IID!\Pllu ~ Aj} J _ . 

er da en begrænset mængde. For ethvert n E :N har vi da A . < A~ for nJ::: J 

j ~ n, og vi kan derfor vælge A , så at A . < A A~ for alle j, men 
n nJ = n J 

det medfØrer netop, at B c A Bo Dermed er sætningen bevist. 
n= n 
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Sætning 11,. Den ved 1T(S,T) = SøT bestemte af'bildning 1T: c.Ø~x.z~ ind 

i <'x I er bilineær og kontinuert o 
00 m+p " 

Bevis: Det er indlysende, at ~ er en bilineær afbildning. Vi betrag­

ter nu f'ørst den lineære afbildning 1T
1 

: ~fJ I ind i [)) I bestemt ved m m+p 

1T1 (S) = S@T for et f'ast T E ~~e Den vil være kontinuert, hvis den 

blot er kontinuert i O ... En basisomegn i JJ) I er givet ved m+p 

U = f R E r0~+pIV cp·E B ~ IR(cp)1 ~ El, 
idet B ~_ ~ er begrænset og E > 00 Nu er mængden m+p 

en begrænset mængde i!O f'or enhver differentiationsorden k, og det 
p 

medf'Ører, at billedmængden ved T bliver begrænset f'or ethvert ~, alt-

så at 

B2 = f T~cp I cp E Bl 

er en begrænset mængde i ~ o Heraf' fØlger, at m 

Ui = f S E .2)~lv cp E B2 : IS(cp)1 ~ El 
er en omegn af O i 53~, og at 1T

1 
åbenbant afbilder den ind i U~ Der­

med har vi vist, at 1T1, er kontinuert, og det medf'ører, at 1T er kon­

tinuert i hver variabel f'or sig" For at vise, at 1T er kontinuert, er 

det nu nok at vise, at 1T er kontinuert i (O~O). Vi betragter igen 

basisomegnen U og indf'Ører mængderne Bk som ovenf'or. If'ølge lemma 10 

eksisterer der en begrænset mængde A C-~p' som absorberer enhver af' 

mængderne Bk • Vi har da en talfØlge A
O

,A1 , ••• , så at 

11c ~ AqA 

Vi sætter nu 

Vi har da 

f'or alle k med Ikl = q~ 
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'V q> E B'V T E U' 'V k 
2 

hvilket viser, at 

Bi = [T (q»Iq> E B /\ 
Y.. 

T E U21 
er en begrænset mængde på :]J m o Så er 

U' = [S ES) 11'V q> E Bi • IS(q»1 • 1 m ~ E l 
en omegn af' O i,2l~o For S E Ui ' TE U2' q> E B har vi nu 

1 (SØT) (q> ) I = 1 S (Ty (q> ) ) 1 ~ E, 

270. 

hvilket viser, at 1T(U1XU~) ~ Uo Dermed har vi bevist, at 'Tf er konti­

nuert i (0,0), og dermed er sætning 11 bevist. 

Vi understreger, at sætning 11 er bevist i den stærke topologi 

i overensstemmelse med vor sædvane. Sætningen er f'aktisk ikke rigtig 

i svag topologi. 

Vore resultater vedrØrende tensorproduktet på ~l-rummene kan med 

ret trivielle ændringer overf'øres til ~ '-rummene. Det vil vi dog ikke 

opholde os ved. 

Tensorprodukter med f'lere f'aktorer kan indf'Øres analogt, men de 

kan også dannes successivt o Det er klart, at tensorproduktet bliver 

associativt. 

Til slut skal vi udlede nogle specielIere resultater, der kny t-

ter f'orbindelse til de f'oregående kapitler. 

Sætnipg 12. En distribution i <:>~6~+p er uaf'hængig af' '3"-, hvis og kun 

hvis den kan skrives som et tensorprodukt af' en distribution S E ~~ 

med en konstant distribution. 

Bevi s : Lad T E.: .;]) , være uaf'hængig m+p 

vil T(q>1Øq>2) kun af'hænge af' !q>1Øq>2dX 

T = cS(q>1)' hvor S E ~~n Dermed har vi bevist "kun hvis". Resten 

er trivielt. 
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Sætning il. En distribution i ~~+p har kompakt støtte indeholdt i 

underrummet ~m, hvis og kun hvis den kan skrives som et tensorprodukt 

s @ T, hvor T er en endelig linearkombination af differentialkvotien~ 

ter af o-funktionen på ~p, mens aE ~I har kompakt støtte. 
m 

Bevis: Ogs'å i dette tilfælde er "hvis" indlysende. Lad U E .ø I væne m+p 

en distribution med sin støtte indeholdt i et interval r c ~m. Vi ved 

da, at U har endelig orden p. Da r er en naturlig kompakt mængde, kan 

U skrives som en sum af differentialkvotienter af orden ~ p+1 af mål 

med støtte indeholdt i r. Men et sådant mål kan skrives som ~ ~ o, 
hvor ~ er et mål på ~m. Nu er for <Pi E 2"m' <P2 E ..sop 

" k / "/+/k/ " k D~D~(~ ~ 0)(<P1 @ <P2) = (-1).J. - (~ ~ 0)(Di~(<P1 60 <P2) = 

(_1)/1/+/k/(~ @ o)(D~ @ D~ ) = (-1)/1/+/!S/~(~ )o(~ ) = 
~1 ~2 ~1 ~2 

"k "k ~(<P1)D~(<P2) = (D~ ~ D~)(<P1 @ <P2)· 

Aatså kan hvert led i summen skrives på formen 

og dermed er sætningen bevist. 
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22. ka;pi telt 

Sædvanlig multiplikation. 

272. 

1 Da rummet L ikke er afsluttet overfor multiplikation, er det 

ikke rimeligt at vente, at det sædvanlige produkt af to funktioner 

kan generaliseres til distributioner. Vi kan imidlertid helt generelt 

definere sædvanlig multiplikation med en vilkårlig ofte differentia-

bel funktion .. 

Lad f; ~ml ind i C være Lebesgue-integrabel og lad a: ~m ind i O 

være vilkårlig ofte differentiabel. For ~ ESb har vi da .. 
fa(~) = !fa~ = r(a~). 

Dette retfærdiggør følgende definition: 

Defini tion 1. For a E <3 , T E ~, defineres a T ved 

aT(~) = T(a~). 

Det er klart, at aT E ~ t. Det således definerede sædvanlige produkt 

er åbenbart en bilineær afbildning af G x SJ' ind i ~'.. De t kan 

vises, at den er kontinuert i hver variabel for sig og afbilder be-

grænsede mængder på begrænsede mængder, men det vil vi ikke opholde 

og ved, da beviset ikke er særlig interessant. 

Bevis: Vi får ved di~ekte udregning for ~ E~, at 

Dj(aT)(~) = - aT(Dj~) :;:: - T(aDj~) = - T(Dj(a~) - (Dja)~) = 
- T(D.(a~)) + T«D.a)~) = D.T(a~) + T«D.a)~) = 

J J J J 

aDjT(~) + (Dja)T(~), 

og dermed er sætningen bevist. 



HT 1965-66 273. 

Sætning 2" For a E g m' {3 E g p' S E 9J ~, 

(a 6ll {3)(S 6ll T) = aS 6ll {3T. 

T E ,.;o I gælder relationen 
p 

Bevi s: For q>1 E 95 m' CP2 E 0.91' får vi ved direkte udregning 

(a ø(3)(S 6ll T)(CP1 ø CP2) = (S ~ T)«a ø (3)(q>1 6ll q>2)) = 

(S ø T) (aq>1 ø (3CP2) = S(aCP1 )T({3CP2) = aS(cp1 )(3T(CP2) = 

(aS ø (3T)(q>1 ø q>2)· 

Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 3. For a, (3 E G , T E 2) I gælder 

(a{3)T = a({3T). 

'~~: ( (a{3 ) T)( ce) = {3T (a-cp )i =a T({3q» = a ((3T)( q> ) • -
Det fØlgende eksempel illustrerer, ath_vi_syil:>lot]: fQI'-:Langer,-~~tl 

sociati ve lov ikke. 

Produkter ned flere faktorer kan være definerede, selvom mere 

end en faktor er en distribution, som ikke er en vilkårlig ofte dif-

ferentiabel fUnktion, men under disse omstændigheder kan det ske, a"t 

produktet ikke bliver associativt. Vi betegner med T den ved 

-h 00 

T(q» = lim(L + /' .1:. cp(x)dX) 
h-+O rh x 

definerede distribution. For funktionen x får vi da 

-h 
xT(q> y = T(cpx) = lim<.( 

:n-.o 

altså xT = 1, så vi får 

o(xT) = o. 
På den anden side er 

(ox)T = OT = o. 
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§.~tninU. For ex E g m og en vilkårlig diff'erentiationsorden l2. = 

(P1, ••• ,Pm) gælder formlen 

~vi.§.: For ep E 50 m fås 

(exW)(ep) = n1?v (exep) = (-1) I E.l å (#(exep )) = 

hvoraf sætningen umiddelbart fØlgere 

Sætning 5. Lad T E ~~ være en distribution og lad {Ojl j E Jl være 

en overdækning af Rm med åbne mængder. Der eksisterer da en fremstil-

ling 
00 

T = ~ T SI 

n:::: 1 n. 

hvor hvert T
n 

er en distributionp hvis støtte er indehoJdit i en af 

mængderne 0j" 

Bevis: Der findes en opspaltning af enheden 
00 

hvor hvert ex er en vilkårlig ofte differentiabel funktion med sin 
n 
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., 
støtte indeholdt i en af mængderne 0j' Vi sætter T = ex T, og Tn er n 1ill 

da en distribution med støtte i O., Vi 
J 

T(ep) = T(~exnep) = ~T(exnep) = ~exnT(ep) 
og dermed er sætningen bevist. 

har nu for ep E~ m' a:fiJ 

= ~T (ep), 
n 

Sætning~, Enhver distribution T E LD~ har en fremstilling af formen 

00 

T = ~ 
n=1 

k 
-n D f, n 

hvor hvert f n er en kontinuert funktion. 

Bevis: Vi benytter sætning 5, idet vi specielt vælger en overdækning 

af Rm 
med begrænsede åbne mængder. Vi har tidligere set, at hvert Tn 

da bliver en differentialkvotient af en kontinuert funktion. 

~ning 7. Lad fAjlj E Nl være en overdækning af Rm med en følge af 

afsluttede mængder. En distribution T E <D t kan da skrives som en sum 
o.:> m 

00 

T = ~ T., 
j=1 J 

hvor hvert T
j 

har sin støtte indeholdt i Aj
• 

Bevis: I den i sætning 6 angivne fremstilling af T har hver af funktio-

nerne f n en triviel opspaltning 

f = n 

00 

~ f ., 
. 1 nJ J= 

hvor f . er identisk med f på A.\(A1 U ••• U A. 1) og identisk O 
nJ n J J-

uden for denne mængde. Funktionerne er L1-integrable og rækken er 
1 L -konvergent, og derfor er enhver differentieret række konvergent 

i /2 I. Vi får således fremstillingen 
m 
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Den fØrste sum er lokalt endelig, og summationsordenen kan derfor OL-

byttes, hvilket giver 

T = 
o::> 

~ T., hvor 
j=1 J 

Dermed er sætningen bevist. 
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23. kapitel. 

Division. 

Problemet at bestemme en distribution X E .~ t, som tilfred3-
m 

stiller ligningen 

cM = T, 
r::. 

hvor a E G m og T E E!)~, er umiddelbart løseligt, hvi s a ikke 

1.c° 1 ant~ger værdien O. I dette tilfælde gælder a E l~m' og X - a T 

er ligningens eneste lØsning. 

Det er ikke så oplagt, hvordan det går, hvis a antRger vær·~ 

dien 0, og dette spørgsmål synes ikke fuldt opklaret. Vi vil føI':Jt 

undersØge det 1-dimensionale tilfælde, som er væsentligt lettere 

end det generelle. 

Hvi s a E R er nul punk. t for a E G1 , eksi s terer der en okon­

tinuert funktion ~ R ind i C, så at 

(x - a)/? (x), 
° , 

og det er klart, at ~ er entydigt bestemt, og at ~ er vilkårlig 

ofte differentiabel for x ~ a. Det er ikke på forhånd klart, at 

{3 tilhører 81, men dette viser sig dog at gælde. Mere præcist 

har vi fØlgende "middelværdisætning ll
: 

Sætning 1: Af' a E R, a E f:?1' a : R ind i R, a(a) = 0, 

a(x) = (x - a)~(x), følger, at ~ E G1, og for hvert n E N og 

hvert x E R\fal findes et tal ~ i det åbne interval med ende-

purk ter a og x, så at 

Dn~(x) = ..L. Dn+1a(~). 
n+1 

Desuden er 

Dn~(a) = _1_ Dn+1a(a) 
n+1 • 
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Bevi s: Da f3 er konti nuert på R og vi lkårli g of'te dif'f'erentiabel 

IJå R\fal, er 
1 

f3(x) =! Da(a+t(x-a))dt, 

° 
hvilket viser, at f3 E (?1' og at 

1 
Dnf3(x) = f Dn+1a(a+t(x-a))tndt. 

° 
Da t n er posi ti v i integrationsintervnllet, og D

n
+

1 
a er konti·-

nuert~ f'indes der et tal @ E ]0,1[, så at 

Dermed er den f'ørste af' de i sætningen anf'ørte relationer bevist" 

Den anden f'ås umiddelbart ved grænseovergangen x ~ ae 

Sætning 2: Af a E R, a E gi' a(a) = 0, a(x) = (x-a)f3(x) f'ølger~ 

a t f3 E G l' og f'or ethvert interval I c;: R med a E I gælder 

Bevis: Af' sætning 1 f'ås umiddelbart f'or ethvert y E R, at 

suprRe DneiYf3(x)} ~ -1-
1 

suplRe Dn+1e iYa(x)I ~ ~ sup ID
n

+
1
a(x)l, 

xEI n+ xEI n+ xEI 

og sætningen f'ølger umiddelbart, idet y vælges, så at D
n

e
iY

f3(x) 

er positiV, i det punkt, hvor 1f3(x)1 antager sin maksimale vær­

di på r. Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 3: Den ved J(gl) = X<p bestemte afbildning J :.$?1 ind i 

~751 er en homeomorf'i af' $'1 på underrummet X ~1 c:2'J 1. Underrum­

met .X '~1 hqr codimension 1 i ,2')1 og er af'sluttete 
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Bevis: Ved induktion ~år vi, at 

Dn(X<P) = nDn- 1<p + xnn<p, 

2790 

Da J er en lineær afbildning meMØrer dette, at J er lcontinuer·:·., 

Vi har allered.e set, at J er injektiv o Ar sætning 2 fØlg81" dGI'-' 

-1 ''\ o næst umiddelbart, at J er kontinuert. Vi vælger <Po E,;;;.s-.\s 8a 

at <po(O) = 1. Vi har da <po(O) E -2S 1\X'!:"å1 , altså X·s'o1 ~'":010 li'or 

'""o . 
<P c.:: !:J) sæt ter vi <P 1 = <P - <P (O )<p o' og vi har da <P 1 E X ~)1 og 

<P = <p(O)<po + <P1' hvilket Viser, at b3 er direkte sum af' X!Zf1 

oe:, det at' 'Po udspændte underrum a~ ~1. Altså h'lrX:~)1 codimen-"' 

sion 1. Da J er en lineær homeomori'i mellem ,SJ 1 og.x ,,2>1' er 

X .051 ~uldstændigt, og der~or' afsluttet i ~ 1. Dermed er sætning­

en bevist. 

Sætning 4: Ligningen 

(1) ~ = O, 

hvor X E S01 er en ubekendt distribution, har som lØsninger 

netop alle distributioner co, c E C. 

Bevis: For T E 9)1' <P E ~1 gælder xT(<p) = T(X<P),9 og hera~ 

fremgår, at T er lØsning til (1), hvis og kun hvis T afbilder 
.-,( 

hele x .: .. ,01 ind i O. Med den i bevi set ~or sætning 3 benyttede 

spaltning <P = <p(O)<po + <P1' <P1 E x~1 får vi derfor 

T(<p) = <p(O)T(<po) =T(<po)o(<p), 

hvis T er lØsning til (1). Dermed har vi vist, at enhver lØS­

ning til (1) har formen co, c E C. Da xo = O, er enhver sådan 

distribution lØsning til (1). Dermed er sætningen bevisto 
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Sætning 5: Enhver ligning 

(2) xx = Tg 

hvor TE ,;751, og hvor X E ~~~ er en ubekendt distribution 

har løsninger. Hvis T er løsning til (2), omfatter løs-o . 

ningsmængden netop alle distributioner To+c O, c E Ca 

Bevis: En afbildning S ni ;.. 
x,.-.i! 1 ind i Li defineres ved 

S(cp) =T(~cp). 
Så er S lineær, og af sætning 3 følger, at S er kontinuert 

på x21 • Med den i de foregående sætninger anvendte spalt­

ning af cp = cp(O)cpo + CP1 definerer vi nu 

To(cp) = 8( IP 1)' 

og T vil da tilfredsstille (2). Den sidste påstand fås o 

umiddelbart af sætning 4, da ligningen er lineær. 

Lad os fx. betragte ligningen 

x )( = Dno. 
("", "-"1.. 

Vi vælger cp o E d-~1 med cp o (O) = 1 og for cp E :::[)1 har vi da 

løsningen 

T(cp) = Dno(~(cp - cp(O)cpo)) 

= (_1)no(Dn(~(cp - cp(O)cpo)). 

Den sidste formel i sætning 1 ses umiddelbart at gælde og-

så for komplekse a og ~. I det foreliggende tilfælde giver 

formlen 

T(cp) = ~~~)nO(Dn+1(cp - cp(O)cpo)) = 

~-:)~(Dn+1cp(O) _ cp(0)Dn +1cpo(0)), 

hvilket viser, at 
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behandlede. I dette tilfælde får vi som kvotient en over­

al t l-ORalt d e.f'lne-r e-t distribution. I omegnen af hvert nul­

punkt får vi uendelig mange forskellige kvotienter~ men 

disse afvi/?3r kun i nulpunktet" Vrolger vi nu samtlige omeg­

ne sådan, at den valgte omegn af hvert x E R er et åb~nt 

interval, som ikke indeholder noget fra x forskelligt nul­

punkt for a, vil fast valgte kvotienter i omegne af to for­

skellige punkte.r al tid stemme overens i de to omegnes f'ffil·­

lesmængde, og de lokalp. kvotienter vil da definere en kvo­

tient på hele rummet. 

Division er således altid mulig, når divisor tilhØ­

rer gi og kun har nulpunkter af endelig orden. Det skader 

ikke p hvis divisor har uendelig mange nulpunkter. 

Lad os nu på den anden side betragte en funktion a E ti 
med et isoleret nulpunkt af uendelig hØj orden i O. For 

8 E [2; r er 0:8(<p) = 8(0:<p), og her er DCl(o:<p) (O) = O for 

Cl = o,1,2~ ••• Heraf følger, at a8(<p) = O for ethvert <p~ hyis 

8 har støtte f O]. Men ligningen 

o: X = 6' 

kan som løsning kun have distributioner, hvis restriktioner 

til en passende omegn af O har støtte f O], men for en så­

dan distribution 8 fås ifØlge ovenstående, at a8 forsvin­

der på en omegn af O. Altså har ligningen o: X = 6' ingen IØs-

ning. 
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For 
-2 

(e 
-x 

for 4 ° x 

a(x) =i 1..0 for x = ° 
har ligninen a X = 1 ingen lØsninger. på R\fOl er den til 

-2 
eX svarende distribution nemlig den eneste løsning~ og 

den kan ikke udviaes til en distribution på hele Ro 

Vi skal ikke her amtale divisionsproblemet for m > -l 9 

men blot nævne~ at det giver anledning til væsentlige kom-

plikationer, og at det ikke kan siges at være fuldt opkJ.a-
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~anlige differe~ialligning~. 

Vi vil indledningsvis studere en lineær differential-

ligning af formen 

( 1 ) DX + exX = T!I 

~" ,-,( ) hvor ex E G 1 , T E ,~fl~, mens X er en ubekendt distribution. 

Hvis T specielt er en kontinuert funktion, kender vi den 

fuldstændige lØsning fra den klassiske teori, men vi må 

sikre os, at ligningen ikke også får andre distributioner 

som løsningero 

Ligningen (1) er ensbetydende med, at vi for alle 

({) E Q} har 

DX(({)) + exX(({)) = 'r(({)) 
eller 

(2) X(D({) - ex({)) = -T(({)) o 

Den ved E(({)) = ])<p - excp bestemte operator E : ,r~'1 ind 

i .,,01 er lineær og kontinuert,. Ligningen (2) fastlægger 

fuldstændigt lØsningen til (1) på underrummet E(~11) ~ '~~1. 

At bestemme underrummet E(~1) kommer ud på at be­

stemme de ~ E '~1' for hvilke der eksisterer (() E~V1' som 

tilfr~sstiller ligningen 

Vi ved fre den klassiske teori, at (3) har den fuld-

stændige løsning bestemt ved 

~ ef3 (X).( e -f3(X)~ (x)dx + cef3 (x) I c E ~q, 

hvor f3 er en stamt'unktion til ex o Nu kræver ({) E'7Y1 imidler­

tid, at ({) har kompakt støtte, og det sker hØjst for c = 0, 

så vi har 
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Af nu~ at E : .2'1 ind i ,.9')1 er injektiv, samt 

Altså er E en indlej-

Af: (5) J:'remgår, at E("",0
1

) er den mængde, som er polar 

til det 1.-dimensionale underrum af' ,,-2) 1 ~ som udspændes af 

den til e-P svarende distributiono 

En lØsning til den homogene ligning 

(6) DX + (XX = O 

er altså if'Ølge (2) en distribution der afbilder E(~S01) på 

O." altså en distribution, der tilhører det polare underrum 

til E( 2
1 

) ~ men det er det af' e -{3 udspændte underrum af' -125 i" 
Dermed har vi bevist~ at (6) har den fuldstændige løsning 

(~.JP' I c E: en, altså den samme som i det klassiske tilf'ælde. 

Det er nu let at bestemme den fuldstændige løsning 

til ('1) n Vi vælger ej; o E: 0.0
1

!' således a t 

! e"'f3ej; o "~ 1 ~ 

F d, r l-;{ ·1 d or 'f' c. ,v .. 1'1 Vl a 

p(ej;) = ej; -ej;o!e'-{3q; 

være et element af' E(J7)1)) og den ved 

(7) S(ej;) = -T(E-1(p(ej;))) 

vil tilfredsstille (2) og dermed (1), idet 

S(E(Ø)) = -T(E-1(p(E(ej;)))) 

= '~T(E--1 (E(~l!) - ej; o! e -(3E(ej; ) )) 

__ .-T(E"-1 (E (ej; ))) 

= -T (ej; ), 
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hvor vi har udnyttet p at !e-'f3E(tf;) ::: 0, da E(tf;) E E(~1) n 

I udtrykket (7) er 

E ~1 (p (if! ) ) (x) ::: ef3 ( x) l e ~'f3 ( t) (tf; ( t) -tf; o ( t)! e -[3 tf; ) d t" 

Vi sætter 

@ (x) ;:: l~ e . -13 ( t) (tf; ( t ) -tf; o ( t )! e -13 tf; ) d t 9 

og vi vælger en stamdistribution Ti til e f3 To Derved får vi 

sCø) ;:: --T( ef3{t)) = -ef3 T(@) = -DT1 (<1?) = T1(Dp) = 

Ti (e'·',8(tf;--tf;o!e"·f3VJ ) = e-f3T
1 

(tf;-tf;je-
f3

tf;) = 

e--f3T'j (tf;) '- e-f3 T
1 

(tf;o)!e-f3tf; = 

e"'f3 T
1 

(~u) + c U (tf; ), 

hvor c betegner konstanten e-f3 Ti (tf;o)' og u betegner e-13
ft 

Dermed har vi vist, at 

(8) S = e -f3T1, + ce -13 ~ 

hvor DT1 = e f3T" 

Udtrykket (8) stemmer helt overens med lØsningen i 

det klassiske tilfælde. Ovenfor benyttede vi den udwej at 

gå over i dualrummet ~1 i stedet for at løse ligningen i 

~)1 o Det er i virkeligheden lettere at lØse ligningen di­

rekte i <~1 ved at kopiere de arbitrære koefficienters va­

viationsmetode, altså sætte 

X = e -f3y " 

hvor Y er en ny ubekendt distribution. Ved at indsætte 

dette i (1) får vi 

e-f3DY ::: T altså DY = ef3T, 

og opgaven er reduceret til bestemmelse af en stamdistri-

bution" 
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Den i (1) optrædende differentialoperator D + a af~ 

bilder ,.Qq in d i sig selv, og den i (2) og (3) optrædende 

operator D - a afbilder ,,~1>1 på sig selv. De to operatorer 

kaldes indbyrdes adjungerede. Vi vil indføre begrebet ad-

jungeret under mere generelle omstændigheder. 

Lad (E,E f) og (E
1

,E1) være to par af vektorrum i du­

alitet over C, og lad A : E ind i E
1 

være en lineær afbild­

ning~ Et element T1 E E1 definerer en afbildning T1 : E1 

ind i C ved T1(~1) = <~1 ,T1>. Ved den til A adjungerede li­

neære afbildning A*: E1 ind i E I. forstår vi den ved 

A*(T
1

) = T10A 

definerede afbildning. Her er T10A : E ind i C virkelig en 

lineær afbildning, men vi må forlange, at T1uA yderligere 

er et element af El,,, Dette vil imidlertid være opfyldt, hvis 

blot det er muligt på E og El at vælge topologier forenelige 

med dualiteten, så A bliver kontinuert~ Det vil nemlig sikre 

at T10A bliver kontinuert i en topologi, der er forenelig 

med dualiteten, og det medfører netop, at T10A E Efo 

Vi lægger mærke til, at de ac1jungerede afbildninger 

går hver sin vej: 

* Et. E~ A : E ind i E1 , men A.: 1 2nd i -

Definitionen ~(T1) = T10A giver 

A*(T1)(~) = T1(A(~)), 

eller udtrykt ved indre produkt 

<~,A*(T1» = <A(~),T1>· 

* Denne relation fastlægger fuldstændigt A • Den viser også., 

at A er den adjungerede til A~, hvilket berettiger os til 

at sige, at A og ili* er indbyrdes adjungerede. 
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'-X(~ - C(,cp) ::: DX(cp) + C(,X(cp) 

vlser netop ~ a t dif'f'erentialopera t ~'rerne 

--D + C(, ~~:01 ind i '75 '>-0... 1 og 

D + C(, 
,"-r; I ind i ~751 ""j 1 

er indbyrdes adjungerede. 

Den tilsvarende teori for simultane lineære diffe-

rentialligninger får 8n bekvem form ved en passende anven-

delse af matrixregning. Vi starter med nogle forberedelser~ 

;Q~fil?-1.ti~n_1 ft Lad I ~ R være et interval og a E I et punkt" 

Lad ex ::: (a ) værG en n 2·-matrix. hvis elementer er konti-
'-" PCl ' 

nuerte afbildninger a 
PCl 

I ind i Co Ved den til ~ svarende 

Neumann·-fØlge forstår vi følgen (~k)' hvor ~o er enhedsma-

tricen og t t t 
X l{ k-1 2 

Øk(X) ::: ~ (~(tl{)"- (e: (tk - 1 )"- ( ••• (~(t2)"- ~(t1 )dt1 }, .. )dt1t_ 1 )d~~ 

Vi integrerer og c1if'f'erent,ierel' IllD. ty'iCB1' 1.Advis ~ Vi 

bemærker.') at 

§~.tQiniL.1.0 Hvis M er valgt således, at lapCl"u < M for alle 

p og Cl~ da vil Øk = a~Cl tilfredsstille betingelsen 

k 1 k IO:pCl" u ~ kr (nMlx-al) ~ for alle p~q og k? 

Bevis Betingelsen er opfyld t for k = O o Vi an tager den op_· 

fyldt for en værdi af le" Vi har nu 
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x 
~k+1 (x) =.{ Ø(t)~k(t)dt, 

al tså 
k+1 fX n ( k ( 

a pq (x) = ~ r~1apr t)a rq t)dt$ 

hvilket medfØrer vurderingen 

k+1 1 ( k fX k 1 )k+1 
lapq (x) I ~ nMkT nM) 1-8. I t-al dtl ~ (k+1 )T(nMI x-al J 

og dermed er sætnin~en bevisto 

Definit!2g~o Med betegnelserne fra definition 1 kaldes 
00 

den til a .svarende resolventmatrixo 
a 

Rækken konvergerer ifØlge sætning 2. Vi erindrer omr 

at ~k og ~ afhænger på væsentlig måde af punktet a E I, men 

det har vi ikke givet udtryk for i betegnelserneo 

~~~~ Resolventmatricen ~ tilfredsstiller betingelsen 

Da = 

~ev!~~ Af (9) og sætning 1 fØlger først, at ~ kan differen-

tieres ved ledvis differentiation af rækken, og derefter 

følger sætning 2 umiduelbart. 

Sætni,gg 3. Resolven"tmatricen ~ er regulær (dvs. har fra O 

forskellig determinant) for ethvert x E I. Ligningen 

~ 

har som lØsning netop alle matricer ~ R~ hvor c er en vil-

kårlig konstant matrix6 
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Bemærkni;g.g: Nulpunktsmængdep' er afsluttet, da funk­

tionerne i'det'" og~ I'~ ,-, er' kontinuerte. 
-~~~ 

~~: Da & (a) e'r en enhedsmatrix~ og & er kontinuert~ er 

I~ (x) 1 =1= O for alle x E: 11 , hvor 11 c I er et åbent inter'" 

val" Hvis nu ~ er en lØsning på en omegn af a, kan {;' i e'~ 

vist interval 1 2 med a som indre p1.::~J.kt skrives på formen 

~ = ~ ~, hvor c er en eller anden differentiabel matrixø 

Vi skal vise, at c er konstant. Ved indsættelse i ligningen 

får vi nu 

(D ~) D 
~ 

ex c + ~ c = ~ ~ [i9 ~ ::: 

da D ~ ~ 

følger heraf, at 
~ 

D f}, altså D 9, og ~ = ~ ~, ~ c = c = -
...,. 

hvilleet medfører, at 2 er konstanto Nu vil ~ = ~ ~ tilfreds-

stille ligningen på hele I. Vi har således også vist~ at en--

hver lØsning på et interval omkring a er restriktion af en 

løsning på hele I~ Lad nu b E: I være et vilkårligt punkto 

I puructet b får vi en anden resolventmatrix @, hvor @(b) er 

en enhedsmatrixo Da @ er løsning på hele I, findes der en 

konstant matrix [i1' så at @ = & 21 på intervallet 11 0 Lad 

nu Ii være det maksimale interval om a, hvor 1~(x)1 f 0 0 

Hvis 1
1 
+ I, kan vi specielt vælge b som et endepunkt af 

1
1

, der er et indre punkt af lA Vi får da @(b) = ~(b) c 

på grund af kontinuiteten, altså 1 -- I@(b) 1 = I&(b) 1121, 

hvilket medfØrer, at 1~(b)1 =1= 00 Men så er 1~(x)1 =1= O i 

en omegn af b i modstrid med, at Ii var maksimalt" Altså 

er Ii = I. Dermed er sætningen bevisto 

Det er nu let at behandle et system af differential-

ligninger 

DX 
P 

n 
~ ex X 

<1.=1 P<1 Cl 
= 1;., e o ,ns» 
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hvor T1 , ••• ,Tn er givne, og X
1

, ••• ,Xn er ubekendte distri­

butioner, menS a er vilkårlig o~te di~~erentiable ~unk­pg 

tioner. Vi benytter en vektornotation T = (T
1

, ••• ,T ), 
- n 

X = (X1 , ••• ,X ) og skriver ligningssystemet på ~ormen 
- n 
(10) DX - aX = T .. - =-

Vi bemærker ~ørst, at den til ~ svarende resolvent­

matrix a er vilkårlig o~te di~~erentiabel, i~ølge relationen = 
i sætning 2. Vi kan der~or benytte de arbitrære koe~~icien­

ters variationsmetode, idet vi prØver X = ~Y i ligningen & 

Indsættelse giver på grund a~ sætning 2, at a Y er en løs-= -
ning, hvis og kun hvis 

a DY = T. 
= -

D N( ) l ~ Il N-i "Ika l" ~t a ~ x er regu ær .!.or a e x, er ~ en Vl. ar l.g o.!. e 

di~ferBntiabel matrix, og ligningen er ensbetydende med 
.... -1 

DY = a TI> 
- = -

Hvis S er en stamdistribution til ~-1!, har, (10) den ~uld­

stændige løsning 

aS + aC, =c:a. =~ 

hvor C = (C1 , ••• ,C ) er konstant. 
- n 

d. . 0\ (/\ (n) 
Rumm ene (;1../1 x· .. • x .".u 1 = C;/J 1 

C~, rx , O( ,n 
og ~o1 x ••• x~.u+ = .. .01 

er i dualitet ved det indre produkt 

T(~) = T1(~1) + ••• + Tn(~n)' 

og vi ~år 

Her er 
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= 

t hvor ~ er den trans90~erede a~ ~o Altså er 

(DX - ~!) (~) = -~(D1!. + ~ t p) , 

hvilket viser, at D - ~ har en ~adjungeret operator 

t 
-D-~ li 

Di~~erentialligningen 

IL n-i 
D x + an_iD X + 00. + a1 DX + aoX = T 

er ækvivalent med systemet (X = X1 ) 

DX1 - X2 = O 

• • • o • o • • • • • o 

DX
n

_
i 

- X
n 

= O 

DXn + an-iXn + "O o + a t X2 + a oX1 = T, 

292.,. 

og hera~ fØlger umiddelbart, nt den klassiske eksistenssæt~ 

ning gælder uændret også i dette til~ælde. 

Af udregningen 

n.. n-1 (D x + a 1 D X + ••• + a 1 DX + a X) (cp) = n- o 
D~(cp) + Dn- i x(an_1CP) + 08. + DX(a1CP) 

TIL n n-i n-i 
X((-i) D cp + (-1) D (an-1CP) + oeo 

~remgår, at di~~erentialoperatoren 

n.. n-i 
X ~ D x + an_iD X + o.· + a 1DX + aoX 

har den adjungerede operator 

+ X(a cp) = 
o 

- D(a i CP) + aocp) 

TIL n n-1 n-1 ) cp~ (-1) 1) cp + (-1) D (a n_iCP)+ ••• -D(a i CP +aocp" 
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Vi afslutter kapitlet med to meget simple eksemplerp 

der illustrerer virkningen af singularitetero 

Ligningen 

x3
DX + 2X = ° -

har på hvert af intervallerne ]- ~,O[ og ]0,=[ som fuldstæn­
-2 

dig løsning de sædvanlige funktioner ce t x • og af' druooe løs-

ningor kan 1mn nullØsningen udvides til en distribution på 

hele aksen, En sådan udvidelse kan kun blive en linearkom-

udtrykket + O, men forsvinder for alle lavere værdier af 

n. Heraf følger, at ingen linearkombination af differenti-

alkvotienter af 6' er løsning til ligningen .. Denne har alt-

så de samme løsninger, som i det klassiske tilfælde. 

Ligningen 

xDX - X = ° 
har funktionerne cx, c E C som løsninger. Vi indsætter 

X = xY og får Fx. 
I 

eri 

. [ c
1 

e ? for 
II 

f(x) =) ° .:L for 

1... c
2

e-
2 x for 

2 
x DY = 0, 

SOffi! er ensbetydende med 

eller 

x < 
x ::. 

x > 
. ~; 

en god iøsnirig~1 

altså 

Bemærkning: Da x 6' = 0, får vi, at 

I stedet for X]O,=[ kan man naturligvis skrive 1]0,=[ 

O) 
I 
I 

:r 
~ 
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idet xo er nuldistributionen. Som løsning får vi således 

udelukkende sædvanlige funktioner. Den almindelige løsning 

kan skrives fex + e
1 

[xl le,e1 E CJ. Singulariteten bevirker 

altså, at løsningerne ikke behØver at være differentiable 

i o. 

Ligningen 

xDX + X = O 

har i klassisk forstand lØsningen i, e E C på hvert af in­

tervallerne J- =,O[ og JO,=[. Ligningen er ensbetydende med 

D(xX) = o, 

altså med 

x X = c, e E C. 

Denne ligning har som løsning 
-h = 

T (~) = lim 1 + f 
o ~O = 11 

eT
o

' hvor To er defineret ved 

1 j(P(X)dX, 

og den fuldstændige løsning bliver 

eT
o 

+ e1o: e,e1 E C. 

Bortset fra nullØsningen er der ingen sædvanlige funktioner 

blandt løsningerne .. 
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25. kap i tele 

Partielle differentialligninger. 

Forberedende undersØgelser. 

Vi vil beskæftige os med partielle differentialope-

ratorer af formen 

(1 ) k ep = ~ ex D-, 
I !s. I ~p ~ 

n f"'lC I hvor hver koefficient ak tilhØrer G m e For T ~ .Jim' q> E: $t; m -
er 

<i? T (q> ) = 

* Heraf følger, at den adjungerede operator ~ er givet ved 

* Det er klart, at <i? og <i? er kontinuert~ afbildninger 

<i? : tD~ ind i ~; eJ?* = -:Ø.m ind i cØm• 

Løsningsmængden til den homogene differentialligning 

<1? X ::: O 

er netop polarrnmmet til billedrummet eJ?*(.I~m) ~ ..øme ],ø®­

ningsmængden til en inhomogen differentialligning 

er en lineær mmngfoldighed parallel med dette polarrum fQ;r-

udsat, at der overhovedet findes løsninger. 

~ætnipg 1. Løsningsmængden til <i? X = T er en afsluttet li­

neær mangfoldighed i ~~o 
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Bpvis: Sætningen følger umiddelbart af, at ~ er lineær og 

kontinuert. 

Smtning 2. De p gange kontinuert differentiable fUnktioner, 

som er lØsninger til ~ X = T udgør en afsluttet lineær mang­

foldighed i vektorrummet af' p gange kontinuert differentiable 

funktioner udstyret med den topologi, der svarer til ligolgg 

konvergens på kompakte mængder • 
. v~~~_· J.xE .2Ju t (x E G~. /\ q, x: = T 1 = G p n ~ -1 (T) c ft' p 
.lllleii gelrums topologien :fra e o. = \~, 
~evi~: Sætningen følger umiddelbart af sætning 1, idet det 

nævnte vektorrum er et underrum i ~~, og den nævnte topo­

logi er finere end delrumstopologien. 

Selvom en følge af løsningsfunktioner til ø X = T 

konvergerer ligeligt på enhver kompakt mængde mod en græn-

sefunktion f, behøver f ikke at være en løsning i klassisk 

forstand, da f ikke behøver at være differentiabel, men sæt­

ning 2 fortæller os netop, at en sådan grænsefunktion vil 

være en løsning, hvis den er p gange kontinuert differenti~ 

abel. Det mærkelige er, at det ikke er nødvendigt at forud-

sætte, at differentialkvotienterne konvergerer. 

Lad f : ~m ind i t være en p gange kontinuert diffe-

rentiabel funktion. Vi indfører g 

{

f'(X) , 
g(20 = -

O, 

: ~m ind i C defineret ved 

hvis ~ ~ O 

hvis xm < o. 
Vi vil forsøge at anvende differentialoperatoren (1) på di­

stributionen g. Vi får for ({J E .7J, at 

296;'· Dette svarer til et begyndelsesværdiproblem på hyper­

f'ladenzrn '.= o. 
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= ~ a D~ g(q» = ~ D!fo g (akq> ) 
I k I ~p ;[ I !fol ~p -

= ~ (-1)I~I~(D!fo(a q») 
Ikl~p !S 

= ~ (-1) I !sI f gD!i(a q». 
l!sl~p !s 

For et led med k > O har vi nuved anvendelse af delt in­
m 

tegration 

f gD!fo(akp ) 

k-e 
f··./ g(x1 ,··· 'Xm- 1 ,O)D- -ID(a!s(x1 ,··· 'Xm-1 ,0) 

w(x1'·· .'Xm- 1 ,O) )dx1••• dxm- 1 • 

For at kunne skrive dette bekvemt indfører vi betegnelsen 

n!sg for den til D!sg svarende distribution, idet Dkg er re­

striktionen af D~ til det ved xm ~ ° bestemte halvrum. 

Endvidere vil vi for x = (x
i

' ••• ,x ) sætte x' = (xi , ••• ,x 1~0) _ m - m-

og dx' = dxi ••• dxm- 1 • Formlen bliver da 
k-e k-e 

Dkg(akq» = D- -mnmg(akq» + (-1)1~1-1fg(~')D- -m(ak(~')q>(~'))dx'e - - . 

Vi indfører nu betegnelsen r j for den ved 

i'.(q» =!Djf(X')q>(x')dx' 
J m - - -

definerede distribution, og vi får da 

k k-e k-e 
--ro ( --nl ( D-g(akq» = D !>mg a!.q» + D ro akq»· 

Nu kan det første led på højre side omskrives på tilsvaren-

de måde. 
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Vi får således 

(2) 

k 
m 

g + ~ ak ~ D~-j~ r
j
_

1 I !f.1 ~p - j=1 

298. 

Det klassiske Cauchyproblem drejer ~ig om, at bestem­

me en p gange kontinuert differentiabel funktion f, så at 

(l? r = F, 

hvor F er en given funktion, idet det samtidig kræves, at 

Djf for j = O, ••• ,p-1 stemmer overens med givne funktioner m 

for x = O. Dette betyder netop, at r , ... ,r 1 er kendte m o p-

distributioner. Idet vi nu søger at bestemme en løsning for 

xm ~O, bemærker vi, at den fØrste sum på højre side i (2) 

netop er restriktionen til x ~ O af den til (l? f svarende m -
distribution. I den sidste sum kender vi alle leddene. På_ 

distributionsform bliver Cauchyproblemet således: 

Bestem en distribution T, så at 
o 1 (l? T = H, hvor H er summen af F og den sidste 

(kendte) sum i (2). 
~ 

20 T har sin støtte i hal~ ~ o. 

30 T er en p gange kontinuert differentiabel funk-

tion for xm > O, og differentialkvotienterne kan 

udvides kontinuert til halvrummet x ~ O. m -
Det fremgår af vore overvejelser, at enhver funktion, 

der er lØsning til det klassiske Cauchyproblem svarer til an 

distribution, der er løsning til Cauchyproblemet på distri-

butionsform. Det omvendte er ikke ganske indlysende, og det 

er heller ikke helt rigtigt. Ved diskussionen vil vi antage, 

at det for j = O, ••• ,p-1 gælder, at de givne randværdier 
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njf(X') er p-j gange differentiable. Vi har da, at 
m -
k-je 

n- -~j-1 er en distribution, hvis orden er lnetop km-j. 

Vi ordner den sidste sum i (2) efter leddenes orden og får 

k'+je - -m 
D I'k -j-1 = 

m 

p-1 
~ 

j=O 

k'+je 
~ a D- ~ 

1~I~p ~ 
k - . m> J 

Hvis g er en funktion, som er p gange kontinuert differen-

tiabel for xm ~ O og tilfredsstiller differentialligningen 

i distributionsforstand, vil g selvfølgelig have et sæt 

randværdien for xm = O, og disse randværdier vil da indsat 

i summen (3) give samme distribution som randværdierne for 

f. Hvis vi nu ved, at forskellige randværdier giver forskel­

lige distributioner (3), kan ~ slutte, at g = f, altså at 

det klassiske Cauchyproblem er ækvivalent med problemet på 

distributionsform. Da (3) afhænger lineært af randværdierne, 

er det netop nok at kunne slutte, at (3) er nUldistributionen, 

hvis og kun hvis t j = O, j = 0, ••• ,p-1. Nu har leddene i 

den yderste sum på hØjre side af lighedstegnet indbyrdes 

forskellig orden, og det medfØrer, at summen kun forsvinder, 

såfremt 
k'+je 
- -m 

~ ex D 
Ikl~p ~ 

O, ••• ,p-1 • 

k >. m J 

I den anførte sum har leddet med højest index på r formen 

je 
-ro 

aeD r '1. p P-J--m 

Hvis vi allerede ved, at alle r med lavere index forsvinder, 

kan vi åbenbart Slutte, at 
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= 0, hvis a e (x') ikke antager værdien O. Men p --m 

så. er også rp _ j _1 = 00 Vi ser således, at de to Cauchypro-

blemer er ækvivalente, hvis ape ikke har nulpunkter for 
-m 

xm = O. Dette vil specielt være opfyldt, hvis ~ har formen 

~ = DP:-l- ~ a Dk. 
m Ikl.~P k 

km<p 

Almindeligere kan vi slutte, at de to problemer er ækviva-

lente i en omegn af ethvert punkt af x = 0, som ikke er m 

nulpunkt for koefficienten til D~. 

Eksempel: For differentialligningen 

DXDyf(X,y) = ° 
får summen (3) formen 

D r " x o 
Summen bliver 0, hvis blot ro forsvinder, og 11 influerer 

derfor slet ikke på 11g~1ngens lØsning på distributionsform. 

Dette er nu slet ikke så trist, idet det klassiske Cauchy­

problem netop ikke er løseligt for den pågældende ligning. 

Et mere generelt Cauchyproblem fremkommer, når der 

er givet begyndelsesværdier på en krum flade i Rm• Hvis den-

ne flade er differentiabel, kan problemet omformes på distri-

butionsform omtrent som beskrevet ovenfor. Vi skal nøjes 

med at vise dette for differentialoperatorer af fØrste og 

anden orden. 

Lad os fØrst tænke os~ at ~ er en differentialope-

rator 
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hvor koefficienterne aj er vilkårlig ofte differentiable 

funktioner i et område ° ~ Rm
• Lad S være en differentia­

bel flade, som deler ° i 01 og 02. Lad f o : S ind i C være 

en given kontinuert funktion, og lad f : ° ind i C være en 

lØsning til differentialligningen 

q; f + aof = a, 

hvor a o er en vilkårlig ofte differentiable funktion, og a 

er en kontinuert funktion, og hvor f tilfredsstiller rand-

betingelsen f/S = f o • 

Vi definerer g : ° ind i ~m ved 

{

f(X) 
g(!) = ° -

-for x E 01 

for x E 02' 
... 

og vi vil udregne q; g. Vi vil fØrst behandle et specielt 

tilfælde, idet vi antager, at f er en kontinuert differen­

tiabel afbildning f : Rm ind i C med kompakt støtte indeholdt 

i en omegn U af et punkt ~ E S. Vi vil endvidere tænke os, 

at UnS for hvert j E fi, •.. ,ml kan fremstilles på formen 

fX/X'. E U. /\ X. = J: .(x' .) 1, 
l_ -J J J \:, J - J 

hvor ~j = (xi' ••• ,x j _1 ,x~+1' ••• ,xm) og f j:U j ind i R er kon-

tinuert differentiabel. Vi har da, hvis 01 ligger på den si­

de af S, hvor x j -> f j(!.j), at 

00 

Djg(~) = - g(Dj~) = - J ... J(tj(~j) gDj~dXj)dxj 

= njg(~) + ~g~dxj. 

1 m Idet vi betegner grundvektorerne med ~ , ••• ,~ , den mod 01 

rettede normal vektor til S med ~ og overfladeelementet med 

dr, kan resultatet skrives 
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Idet vi har 

= ~ a: .D .'g(<;o) = ~ DJ.g(a:.<;o), 
J J J 

får vi således 

Resultatet er udledt under forudsætning af, at SnU 

opfylder en speciel betingelse. Vi bemærker, at vi for et­

hvert ~ € S kan dreje koordinatsystemet i ~m om i en ny 

stilling, så betingelsen bliver opfyldt for passende valg 

af Uo Hertil kræves blot, at ingen af koordinatakserne er 

parallelle med tangentplanen til S i punktet a. Hvis vi nu 

viser, at de enkelte led i (3) er invariante over for drej­

ning i koordinatsystemet, kan vi derfor slutte, at (3) gæl-

der lokalt uafhængigt af de anfØrte særlige betingelser. 

For nemheds skyld vil vi benytte tensorregningens 

konvention, at der altid skal summeres fra 1 til m over in-

dices, der forekommer to gange i et led. Et koordinatskifte 

er givet ved en ortogonal matrix (~~) og dens inverse (Y~)' 
k . . 

hvor Yj = ~~, og vi har de nye grundvektorer ~~ og de nye 

de gamle 
k I 

x j = ~j~. 

Idet vi med D~ betegner differentiation med hensyn til de 
J 

nye variable, får vi 
o~ j 

Dj' = --- D = ~kDk. ox. k 
J 

Da operatoren ~ er invariant over for koordinatskiftet, er 
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har vi transformationen 

Af omskrivningerne 

- g(D. (a .<p)) 
J J 

.- ".6 <pa .D .g 
-l J J 

fremgår nu umiddelbart invariansen af de to første led i 

303" 

og heraf fØlger invariansen af det sidste led i (3) .. Dermed 

har vi bevist, at (3) altid gælder lokalto 

Til sidst udnytter vi en spaltning af enheden for 

at vise~ at (.3) også gælder global to Hvert punkt af O har 

en omegn!, i hvilken (3) gælder ( triviel t, hvis omegnen ikke 

incieholdeI' punkter af S) (l Vi lean da finde en følge (f) ) .~ O n 

inel. j. [O,1].? så at hvert f)n bar sin støtte i en af de valgte 

omegne~ og så at ~ Dn = 1, og så at det for enhver kompakt 

mængde K c O gælder, at hØjst endelig mange af funktionerne 

Dn antager fra O forskellige værdier på K. Lad <p : O ind i 

C være en vilkårlig ofte differentiabel funktion med kom-

pakt støtte" Så gælder (3) for hver af funktionerne <Pn = 11 n <{! 

og dermed for summen <po Æltså gælder (3) globalt~ 

Vi ser~ at det sidste led i (3) er en distribution 

med støtte indeholdt i S. Den svarer til et mål, som på S 

~ar tæthed f(~.~aj~j)o Den er bestemt ved randværdierne for 

fo Det gælder altså også i dette tilfælde, at de givne 

randværdier kan indregnes i ligningens hØjre side, når lig-

ningen skrives på dj_stributionsform" 
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Det kan dog ske, at tillægsleddet forsvinder, selv 

om f ikke forsvinder på S, nemlig hvis faktoren ~.~ ajQj 

forsvinder, hvor f ikke forsvinder. 

Operatoren ~ kan fortolkes som en retningsdifferen-

tialkvotient, og netop i den ved 

At ~.~ ajQj forsvinder, betyder, 

S.Retningen ~ a .e j beatammer et 
J-

~ a.e j bestemte retningo 
J-

at ~ a .e
j 

er tangent til 
J-

retningsfelt i O, og dette 

retningsfelt bestemmer et system af kurver, som overalt går 

i feltets retning. Disse kurver kaldes karakteristikkerne 

for ill, og en flade, der frembringes af en skare af karak~-

teristikker, kaldes karakteristisk. 

På klassisk vis lØses differentialligningen ved, at 

man fØrst bestemmer karakteristikkerne ved at lØse differen-

tialligningssystemet 

dx. 
dtJ=aj(~)' j=1, •• .,m. 

Differentialligningen bestemmer derefter variationen af lØs-

ningsfunktionen langs hver karakteristik, og løsningen fast-
, 

lægges, hvis man har givet en begyndelsesværdi i et punkt 

af hver karakteristik. Det er derfor klart, at Cauchyproblem-

et i almindelighed ikke har løsninger, h~s en karakteristik 

er indeholdt i S, og i dette tilfælde vil overgangen til di-

stributionsform netop bevirke, at der ses bort fra sådanne 

begyndelsesværdier. 

På den anden side kan Cauchyproblemet også være uden 

løsninger, hvis en lcarakteristik slcærer S i mere end et punkt, 

og vi må derfor regne 1IB d, at et Cauchyproblem på distribu-

tionsform ikke nødvendigvis har lØsninger. 
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26. kapi tele 

E,0ldninfj_ 

Ved behandling af lineære partielle differential­

ligninger er foldning et vigtigt hjælpemiddel. Dette er 

tilfældet i den klassiske behandling, og anvendelsen af di­

stributioner understreger yderligere foldningens betydning. 

I dette kapitel skal vi indfØre foldning af distributioner 

og diskutere dens grundlæggende egenskaber. 

Definition 1. Lad f og g være kontinuerte funktioner, f,g: 

~m ind i ep Det antages, at en af funktionerne har kompakt 

støtte. Foldningen h = f*g : ~m ind i C er defineret ved 

Vi præciserer ikke, hvilken af funktionerne, der 

skulle have kompakt støtte. Dette hænger sammen 11led følgen­

de sætning = 

Dermed er sætningen bevist. 

m Definition 2. Med ~p eller ~p vil ~ betegne den ved 

~p (~ , ••• J~) = 2SJ + ••• + .. ~ 

definerede afbildning ~p; ~mp på ~m. For p = 2 vil vi ude­

lade index p. 



( , 

( , 

( 

HT 1965-66 

B~Yili: ~(~) ~ Ih(~)~(~)d! = !!r(~-~)g(~)~(~)d!d~ 

= Ilr(~)g(~)~(~+~)dXdl ~ (r ~ g)(~o~) 

Det rjerde udtryk rremkommer ved, at integrationen erter ,;': 

tænkes udfØrt rørst, og vi udfører translationen ~ ~ ! + ;::: 

som ikke ændres resultatet af denne f~ste integration" Der-

med er sætningen vist. 

Vi understreger, at funktionen ~o~ i sætning 2 selv'" 

følgelig tilhØrer G, men den tilhØrer ikke!ZJ. Hvis .Q:. hØ 'y, 

rer til støtten for ~, vil hele den ved! + ~ ~ ~ bestem~e 

lineære mangfo~dighed i ~2m hØre til støtten for ~o~, og 

denne vil således ikke være kompakt. 

§ætning 3. Lad Ti E ~Z)', T2 E ff' være distributioner, af 

hvilke den sidste har den kompakte støtte K. Lad ex E fA hmlC 

værdien 1 overalt på en åben mængde, der indeholder K. For 

q> E .j-) sætter vi 

Da er S en ar ex uarhængig distribution. 

Bevis: Mere udførligt siger definitionen, at 

Da ex er identisk 1. på en åben mængde, der indeholder støtten 

for T2 , er T2Y(ex(y)~(x+y)) uarhængig af ex, og dermed har vi 

vist". at S er uafhængig af a. Det er klart, at S : L!) ind .~l 
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6 er en lineær afbildning, og vi mangler derfor kun at vise, 

at S er kontinuert. Dertil er det nok at vise, at det for 

~m enhver kompakt mængde K
i 

C.t{ ga:Hder, at restriktionen af 

B til ~7.JK er kontinuert. Nu er ,:.:SQ'~ et Frechetrum, og det 
1 1 

er derfor nok at vise, at S(q>n) -t O, når (q>n) er en følge, 

der går mod O på .s.0
K • Lad K2 være støtten for a. Vi ser da, 

1 
at a(y)q>n(x+y) f O kræver, at y E: K2 ,· x+y E: Ki , altså 

(x, y) E: (Ki -K2 )xK2 , så a (Y)q>n(x+y) har sin støtte indeholdt 

i den kompakte mængde (K
1

-K2 )xK2 • Endvidere går a (y)q>n(X+Y) 

samt alle dens partielle differentialkvotienter ligeligt 

mod O. Da Ti ~ T2 er 'en distribution, medfØrer dette, at 

B(q> ) -t O. Dermed er sætningen bevist. n 

~finition 2. Den i sætning 3 indfØrte distribution ~ ~al­

des foldningen af Ti og T2 , og vi skriver S = Ti *T2 • 

Bevis: Det fremgår umiddelbart af definitionen .. 

På grund af sætning 4 vil vi også i den generelle 

tilfælde anvende skrivemåden B = T2*T
i 

som ensbetydende med 

S = T1*T2 • Vi bemærker i Øvrigt, at (1) giver mening, selv 

om faktoren a(y) udelades, og at vi har 

(2) S (q» = ':i'i (T2 (<p (x+y)) = T2 (Ti (q> (x+y) ) • x y y x 

Sætning 5·. Hvis Ti har støtte K
i 

og T2 har støtte K2 og K1 
eller K2 er kompakt, da har T1*T2 støtte indeholdt i K

1
+K2 o 
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Bevis: Lad os antage, at K
1 

er kompakt. Lad os antage, at 

p er identisk ° på en åben mængde ° ~ K1 +K2 • For y E K2 har 

K
1

+Y positiv a~stand ~ra (0, og vi kan der~or ~inde en åben 

omegn U(y) a~ y, så at K1+U(Y)'~ O. Vi sætter 

02 = U U(y), 
;yEK2 

og 02 er da en åben mængde, som til~redsstiller betingel­

serne 02 ~ K2 og K1+02 ~ O. Lad nu y være valgt, så at 

T1x(p(x+y)) f o. Det kræver, at der ~indes et x, så at x E K1/ 

x+y E (O, men det med~ører, at y E (02 , altså at T1x(~(x+y))' 

har sin støtte indeholdt i (02' men så er 

S(p) = T2y(T1x(~(x+y)) = O. 

Dermed er sætningen bevist. 

§ætnlng 6. Hvis Ti' T2 og T
3 

er distributioner, a~ hvilke 

mindst to har kompakt støtte, er T1*(T2*T3 ) = (T1*T2 )*T3 o 

Bevis: Vi sætter T2*T3 ::: Si' T1.* T2 = S3' og vi r:ar da 

(T1*S1)(~) = T1x(S1Y(~(x+y))) = T1x(T2y(T3Z(~(x+y+z))))~ 

(S3*T3)(~) = S3x(T3Z(~(X+Z))) ::: T1x(T2y(T3Z(~(x+y+z)))). 

Dermed er sætningen bevist. 

Sætning 7. Lad K c Hm være en kompakt mængde. Det underrum 

a~ {;' x .Qj', som består a~ par (Ti ,T2 ), hvor Ti har støtte 

indeholdt i K, afbildes kontinuert ind i i1' ved afiildning-

en (Ti' T 2) ~ T 1 =IC T 2 • 
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Bevis: Vi vælger ex E: .$!J identisk 1 på en åben mængde:1 80::'" 

indeholder K. Så er 

(T1*T2 )(q» = (Ti @ T2 )«ex ~ 1)(q>o~)). 

Afbildningen q> ~ (ex ø 1 ) (q>o~) afbilder begrænset mængde ~)å 

begrænset mængde. At (Ti ,T2 ) ~ 0, betyder, at Ti og T2 

ligeligt mod ° på enhver begrænset mængdg(Hera~ ~ØlgGr 
ningen umiddelbart. 

På tilsvarende måde ses~ at (T1 ,T2 ) ~ T1*T2 afbilder 

2: I kontinuert ind i .s I,. De:;:>imod bliver afbildningen 

a~ c." I·X c,., I ind i r~ r i almindelighed kun kontinuert i .i1.-, er t.l~. oL} 

variabel ~or sig. 

Det er klart, at foldningen er en bilineær af'bJld­

ning. Ved addi tion og foldning er g I. organi seret som en 

ring·. Vi har 

Altså er o neutralt element for ~oldningen. Endvidere er 

= T (q> ( x+a ) ) x .--

så vi har relati~nen 

'1*0 a = 

End vi dere er 

(T*DEo)q> = T~«DEo)~(q>(!+~)) = (-1)IEIT(D~(~») 

= DE.T(q», 

så vi har relationen 

Hera~ ~Ølger nu umiddelbart 

*/ Da. ø er kontinuert ~ medfører dette 9 a t T
1

f2)T2 går li.geligt 

mod ° på enh~er begrænset mængde. 
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D.I;.( T 1 * T 2) = ( T 'I * T 2 ) * IP'6' = T 1 ~) (T 2 * D-o ) 

så vi har 

hvis en af distributionerne Ti og T2 har kompakt fjC~·~.'·~';., 

På ordret samme måde får vi 

Hvis 

er en dif'ferentialoperator med konstante lwef'fici.e~'lGe;~'7 

har vi relationerne 

iPT=iP6'*T 

iP(T
1

*T2 ) = iPT1*T2 = T1*iPT2 • 

Defin:L tlon 3 .. Ved en fundamental] '"-ning til en different:i.n~!",··· 
~iI=-~=~~ 

operator Qi med konstante lwefficienter f'o!'står vi en d:i,8·~:;.'J.u, 

bution Up som tilfredsstiller betingelsen 

w U = 0" 

~1:.!!~. Hvis en differentialoperator iP med konatante ko'" 

efficienter har en fundamentalløsning U 9 og T er en distl"~l~' 

bution med kompakt støtte, har differentialligningen {gI: :C', "l' 

B(3;,:i ~,: Vi får 
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Sætning 9. Hvis en differentialoperator <P med konstante ko­

efficienter har en fundamentalløsning U, og T er en vilkår-
" 

lig distribution, har differentialligningen <PX = T hØjst en 

løsning med kompakt støtte. 

Bevis: Hvis X har kompakt støtte, og <PX = T, får vi 

X = X*o = X*<PU = <p(X*U) = <PX*U = 'l*U. 

Her har T = <PX selvfølgelig sin støtte indeholdt 1 støtten 

for X. 
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27. kapi te, l. 

L~laees 0Eerator. 

Lad E være et tal i intervallet ]0 ~ 1 [ o. Det træf'f'er 

sig så uheldigt, at det bliver vigtigt for os at kende vær-

dien af integralet 

1m (v ,12.) = / II !II v xJ2.~, 
E ~ II xII ~ 1 

hvor v E: C, !. = (xi"· OjIxm), 12. = (Pi'·· -,Pm), og hvor Pf.1 er 

et ikke negativt helt tal. 

Vi bemærker først, at 

1m(v,~) = 0, hvis mindst et Pf.1 er ulige. 

Det vil være en fordel at regne i polære koordinater. 

Vi sætter altså 

Xi = reos Bi • •• cos B 3 cos €D 2 cos B 1 m- m- m-

x2 = reos Bi · ... cos e 3 cos B 2 sin B 1 m- m- m-

x
3 = reos @1 • • • cos @ 3 sin @ 2 m- m-

••••••• ti ••••••••••••••••••••••••.•• 

'IT 'IT 
- 2 ~ @fJ, ~ 2' f.1 = 1, ••• ,m-2, -rr ~ @m-1 ~ 'IT .. 

Vi skal udregne funktionaldeterminanten for denne transf'or-

mation. Hver af dens sØjler på nær den f'ørste indeholder en 

f'aktor r, som vi sætter udenfor. Endvidere fremmer det over-

skueligheden, hvis vi i de to fØrste rækker sætter 

cos @1, •• eos Bm- 1 udenfor, og i den fJ,-te række cos 8 1 ••• eos@fJ,_1v 

I alt har vi deref'ter trukket en faktor 
m-i m m-i 2 

r cos @1eos @2··.eos Bm- 1 

ud af' funktionaldeterminanten. Det forudsætter, at ingen af 
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vinklerne er - ~ eller w~, men vi ved på forhånd, at funk­

tionaldeterminanten er en analytisk funktion af r'@1' It. · '@m-1 ' 

så undtagelsesværdierne får ingen betydning. 

Den resterende faktor af funktionaldeterminanten bli-

ver 

1 -tg@1 -tg®2 • •• -tg® 2 m-

tg@m-1 -tg@1 tgBm-1 -tgB2 toom_1 • •• -tg® 2 tg@ 1 m- m-

tgB)m-2 -tg®1 toom_2 -tg® 2 toom_2 • • • 1 

• • " 
.. 

~ • • • • = m 
• • • • , 

tg @2 -tg@1 tg@2 1 ••• O 

,tg @1 1 O ••• O 

Ved at udvilcle efter den sidste søjle får vi 

6 = (-1 )m+1 (-tg® 1. tg® 1-6 1) + (-1 )mT26 .1 m m- m- m- m-

og denne rekursionsformel giver ved gentagen anvendelse 

( )im(m+1)( -2 6m = - -~ 2 cos @1 ••• cos @m-1) , 

så funktionaldeterminantens værdi bliver 

cos @ 2·. m-

.... too 

1 

O 

o 

• 

• 

O 

O 

m-i 

Funktionaldeterminantens fortegn vedrØrer kun oriente­

ringen af parameterområdet. Vi ved, at I (v,n) er L O,og vi kan ID ~ -

derfor tillade os at glemme alt om fortegnet. Vi får således 
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Alle integralerne lean udregnes ved elementære metoder. 

I det foreliggende tilfælde er det dog bekvemmere at skyde 

gråspurve med en lille kanon. Vi inddrager 

rO<> -t x-i 
rex) = v e t dt, 

og vi minder om dens helt elementære egenskaber 

r(x+1) = xr(x), V n E N r (n) = (n-i)!. 

Gammafunktionen er for Re x > O en analytisk funktion, og vi 

kan derfor analytisk fortsættelse i vore beviser. Vi er in~ 

teresserede i udtrykket 

Vi benytter substitutionen 

t 2 .2 O O 1 = rcos@, u=- rSln@, < r < <so, ~ @ ~~, 

som øjensynligt etablerer en bijektiv sammenhæng mellem den 

åbnø halvstrimmel i (r,@)-planen og den positive kvadrant i 

(x,y)-planen. FUnktionaldeterminanten bliver 

a(t,u) = 
a(r,@) 

2 

I 
cos e -2rsin @cos @ 

. 2 2' = 2rsin @ cos @, 
s~n @ rs~n @cos @ 

så substitutionen giver 

r (x)r (y) 2
' rO<> f21T1 -r x+y'-1 2x-1 . 2y-1 = tb -6 e r cos @sin @d0dr 

= 2r (x+y) ~1T cos2x-1@sin2y ..... 1@d@, 

og vi har derfor 

~ 2x-1 . 2y-1 
-6 2 cos @sln @de = r.L:~d:rJx) " 

2Mx+Y) 
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For x = y = ~ får vi heraf de~velkendte resultat 

r (~) = v';;. 

Idet vi nu antager, at P1' ••• 'Pm alle er lige, få2 ~ti 

Efter a t vi således har fundet et nogenlunde sim]?el t udtI'~.;l[ 

for integralet, kan det være rart med en kontrol~ For v ~ O 

og ~ = O får vi specielt 

2(..;;)m i-Em = _~L ,,(1- Em) 
r(~m) m r(~m+1) 

For E = O giver dette rumfanget af enhedskugleomegnen. For 

værdierne m = 1,2,3,4 får vi efterhånden 2'1T,~,tn-2. 

flå er 

For ikke at glem~_~~~_~1, ••• ,Pm er lige tal, sætte~i 

p = 2q , ~ = 1,o •• ,m. 
~ ]J, 

(2q -1 )(2q ·-3) n a ~ 3., 1 0 v'';­
= r ('\t ~) = ~-~--~/;;;;.g-q~-----

2 ~ 

(2q ) Iv'; (2q ) Iv'; 
.~ ___ . . u.~c _~ __ ~~ _ --"l~-~ 

- q 2q .. 
2 ~ e 2q (2q '·2)., n u 4" 2 2 ~ (q )! 

]J, M ]J, 

Med 6,1 9.1 vil vi betegne Laplaces operator i tereret I g,j 

gange .. For <p(~) = ?EP bllver 6, L9. I <p en konstant" I udviklingen 

af 6,19.1 efter polynomialformlen får vi brug for leddet 
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1~ll <lt ~ 
, , D11· .. ·Dmm' ~ •••• <lxn. 

og vi ~år der~or 

Idet vi ind~Ører dette udtryk i vort resultat, ~år vi endelig 

Vi bemærker nu, at dette resultat kan skrives 

00 1 - m 
Im(v,~) = ~ ( 'rv+2k+m-1dr '2k_~/v) 6k~(0», 

k=O 2 1k !r(im+k) 

idet vi har 6k~(0) = O ~or alle k f I~I & Den ~remkomne ~or­

mel er lineær i ~(~), og vi har der~or mere generelt, når 

p(~) er et vilkårligt polynomium 

00 1 (-m ! IIxllvp(x)dx = ~(l rv+2k+m-1dr/1T) 6~(0».· 
E~lIxll~1 - - - k=O 22k-1 k ! r (im+k) -- - -
Vi har nu 

{

. ( -1 v+2k+m 

[
1 +2k+ -1 v+2k+m) (1 - E ) , 

r V m dr = 
-log E, 

v+2k+m f O 

v+2k+m = o. 
-1 c 

For bekvemmeligheds skyld vedtager vi, at c E skal fortol-

kes som log E, hvis c = O. Med denne vedtagelse viser resul-

tatet, at 

har en endelig af E ua~hængig værdi. 

Hvis P er enhedspolynomiet, ~år vi specielt 
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og dette udtryk konvergerer for E ->0, hvis og kun hvis tl > -m .. 

For v > -m er funktionen 112fllv således L 1-integrabel over be-

grænsede målelige mængder og svarer således til en distribu-

tiQn. For v ~ -m svarer funktionen ikke til nogen distribu­

tion, men vi vil skaffe os en erstatning for en sådan distri­

bution. Vi kan svarende til <p E.[lj betragte polynomierne 

1· . 
Pn( x) = Z il D~ ( O ) xl.. 

- 1.j.I~n .1/..' - -

udstrakt over enhedskugleomegnen. På den anden side eksi­

sterer JII2fll v <p (~) d2f udstrakt over området uden for enhedskug­

len al tid. Hvis vi nu defin,erer Jllxllvp n (~) d~ over enhedskug­

leomegnen ved det særlige udtryk, som vi ovenfor fandt var 

uafhængigt af E, får vi alt i alt defineret en slags erstat-

ning for JII!llv<p(!)dx. For 2k ~ n har vi åbenbart 6
k

<p(0) = 6kpn(0), 

Vi betegner den fremkomne distribution med (Pfll2fII V
) (Pi' = 

partie finie)~ og den er altså defineret ved 

q I)-)m v+m+2k 
~ 2k-1 \, n - E 6 k <p ( O ) ) , 

k=O 2 klr(im+k) (v+m+2k) 

hvor q må være valgt, så at 2q+2 > -v-m. Alle led i summen 

med 2k > -v-m går mod O~ og de er derfor uden indflydelse 

på distributionens værdi. I det eventuelle led med 2k = -v-m 

udelades faktoren v+m+2k i nævneren og E-potensen i tælleren 

erstattes med log E. 
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Før v:L kan «sl'Utt~, at (Pt'II!llv ) er en distribution, 

må vi vise, Il t (,:r\l~lv) (<;O, at'hrenger ltont:inuert at: g> ~ Dertil 

~r det nok ~t vi~e$ at (Pfll!/IV)(CPd) ~ o for en følge <Pj på 

et ø l{ 11 hvol' K eB gp vilkårlig 1t6m:tiåkt måjhgde. Det er hU for 

det første klart~ at 

! II xII Vep j (~) dx ~ o j 
11!l1~1 - -

Det er derfor nok at vise, ~t Udtrykket (1) går mod O. når 

g> ge:n:nemlØ'ber' en fØlge a.f vilkårliit ofte differentiåble 

f'm"l{tioner (g> j)' Bom går mod O tillige med sa.mtlige ditfe" 

rentialkvotienter ligeligt på den afsluttede enhedskugle­

omegnv idet integralet tænkeø ud~trakt over den ved E~II2SII~1 

~estemte kugleskal. Dertil spalter vi g>j på formen 

I'fIlj(X) = P.(x) + m'.(x), 
Y' - J- 1'J-

hvor Pj(~) er et polynomium og q>j(~) har sine differential-

~votienter lig O i punktet Q indtil orden 2~. Så vil (P j ) 

og (g>j) hver for sig gå ligeligt mod O tillige med samtlige 

differentialkvotienter, For cpj(!) gælder nu, at m~llvg>j(~) 

bliver en L1~funktion på hele enhedskuglen. og integralet kan 

da udstrækkes. over hele enhedskuglen og grænSeovergan~ ~ndep 

:i.ntegral tegnet vil være tilladt. For bidraget fra P .(x) så 
J -

vi ovenfor, at det samlede bidrag bliver uafhængigt af Et 

nå vi kan foretage grænseovergangen for et fast posi tivt E. 

nac-:·.~~rl. har vi Vist, at (Pf'II2SII V
) el' en distribution. 

V+ vil nu. top~øie at anVende Laplaoes operator på 

cl!,str:i<b1.ft~pp.en (~fll~IV) f Vt t.r cUrekte af (1) . 
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(2) b, ( Pf ll2S11 v ) (<p ) 

Cl , (_I.1T .... )m.c- v +m,+2k. ~ 2k-1 Y' - c. b,k+1<p(Q)). 
k=O 2 kIr (~m+k) (v+m+2k) 

For v > -m er (prll ~IIv) den til funktionen "~IIv sva~ 

rende distribution~ For v ~ 2 er denne funktion overalt to 

gange differentiabel~ og vi får 

og 
v v-2 rf.-L.) 2 v-4 

D. ·II!.II = vll2S.11 + v ~v-2 XJ.II~II 1 JJ 
altså 

v v-2 ( ) v-2 ( ) v-2 b, II 2fll = mv II ~" + v v - 2 II ~II = v m +v - 2 II 2S.11 " 
For tilstræhlcelig store værdier af v har vi derfor 

, 

(3) b,(Pfll~IIv) = v(m+v-2)(Pfll~lIv-2) 

For fast <p er den ved g(v) = (pf'lIxll V)(<p) definerede 

afbildning g : l: ind i l: analytisk undtagen i punkterne -m~ 

-m-2, ·-m-l4t, ••• Dette fremgår af (1) ved den tidligere benyt-

tede fraspaltning af et polynomium. fra <p inden for enheds-

kuglen, idet det fra polynomiet stammende bidrag bliver uaf­

hængigt af E n Af (2) ser vi, at b,(Pfll!lIV) under de samme be'-

tingeIser er en analytisk funktion af v~ Ved analytisk fort­

sættelse får vi derfor, at (3) gælder, når både v og v-2 til·­

fredsstiller betingelserne. Altså gælder (3) undtagen p når 

v har en af værdierne 

For et fast E > O og P E Nu~01 vil brØken 
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have grænseværdien log E for v ~ -m-2p. Heraf følger, at 

er en analytisk funktion af v også for v = -m-2p_ Af ligning 

(3) får vi nu 

På venstre side kan et 6 ombyttes med distributionerne, så 

vi får 6~ ind i stedet for ~. Ved grænseovergangen v ~ -m-2p 

får vi derf'or 

6(Pfll~ll-m-2P) (~) = lim (v(m-tv-2) (Pfll~IV-2)(~) 
'j.H-m-2p 

Leddene i parentesen på højre side vil sædvanligvis 

divergere hver for sig, idet (Pfll!Jlv-2)(~) indeholder et led~ 

som går mod 00. Vi kan imidlertid også her trække den singu-

lære del ud, og derved får vi 
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hvilket viser, at 

(4) l). (P:fIl~II-m-2p) = (m+2p) (2p+2) (P:fII!.II-
m

-
2p

-
2

) 

-m _ ~m+4J?+2) C@} __ I\p+1 f' 

2p+1 u u , 
2 (p+1 ) !r (-~m+p+1 ) 

Vi mangler endnu at undersØge tilfældet p = -1, idet 

der i dette til:fælde optræder en pol på højre side, men ikke 

på venstre. Vi har i dette tilfælde 

I).(P:fIl!.11
2

- m)cp = lim I).(P:fIl2SlI v )cp 
v---+2-m 

= lim v(m+v-2)(P:fIl~IIJJ-2)(cp) 
v---+2-m 
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altså 

( 5) 6(PfllxI12-m) = ~(2-m) (vw) m 6'. 
- r (~m) 

Heraf fremgår, at Laplaceoperatoren 6 for m ) 2 har 

fundamentalløsningen 

--..rllm) _ m II !1I 2
-

m
, 

2 (2-m) (V1T) 

idet (Pfll2S11 2- m) er den til funktionen IIxll
2

-
m 

svareiide distri­

bution. Resultatet gælder også for m = 1;. Planen (m = 2) ud­

gør et virkeligt undtagelsestilfælde6 

For alle m er logll~II en funktion i Li. For m ) 1 har 

logIlxII også sine partielle differentialkvotienter i Li, og vi 

har 
-2 

D ologl~ II = IIxll x o • 
J - - J 

For m > 2 vil også de partielle differentialkvotienter af an­

den orden tilhØre Li, og vi får 
-2 -4 2 

D o ologll2Sl1 = II!II - 211 !II xJo, 
JJ 

så vi får 

(6) m > 2. 

For m = 2 må Djlo~I!11 differentieres som en distribu­

t:ii.on Djlogll!II, og vi får da 

(6logll2.S11 )( <p) = ~!II!." -2 (Xi Di <p + x2D2<P)" 

Vi indfØrer polære koordinater, idet vi sætter 

o 11~11-2 __ r-2 
xi = rcos @, x2 = rSln @, , 

Xi D
i

<P+X
2

D2<P = rDr<p, dx1dX2 = rdrd®, 

og vi f'år da 



( 

( 
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og vi har derfor 

/::'logll!ll = 211'0' ~ 

hvilket viser, at /::, for m = 2 har -i:- logll2S11 som fundamental-

løsning. 

For m t4 giver (3), at 

/::, (Pfll!l14-m) = 2 (4-m) (Pfll~1I2-m) , 

som for m = 4 ifØlge (6) erstattes med 

/::'logll~1I = 211!81-
2

• 

For m t 2,4 får vi ved (5), at 

og for m = 4 
2 2 

/::, logll!.11 = -&r 6'. 

Nu er 

altså 

hvilket for m = 2 giver 

/::, (1I2S112logll~lI) = 4 + 4logl12f.lI, 

så vi får 

/::, 2 (II ~1I2l0gll!lI) = &rå. 
2 Operatoren 6 har derfor fundamentalløsningen 

1 2 
t"l1!1I logll~1I for m = 2, 

1 - ~2 logIlxII for m = 4, 
811' -

2 ' r (trm) . _ m (PfIl2Sl1 4- m) for m t 2,4, .. 
2 (2-m) (4-m) (';11') 



Vi kan uden vanskeligheder føre processen videreb og 

således finde fUhdatrtental1øsninger $Vapcmde til hødere poten"" 

ser af 6. It 

Vi kan nu vi se føJ,gende sætn~,ng: 

,~æJnAng;~1>" Hvis 6.
n

T j. en åbe:a mængde O er en vj.lkåvllg ofte 

dj.fi'erelltiabel (analytisk) fmlkt:ton, er T en vilkårlig ofte 

d:',i':,:'erent~.abel (analytisk) funktioh på b .. 

]:)8.V:'.S,; Det er åbenbart nol;;: a t vise sætningen for n = 1. Lad 

. .., "­

.', " ° være ·v·algt l' så 

2r o Vi vælger a E:lJ , 

mængde; der er åben ø med 01 c o, og lad 

at afstanden fra 01 til Co er større end 

så at a(~) = 1, hvis ~ har afstand ~ r 

~~a 01~ og så at a(~) = O~ hvis ~ har afstand? 2r fra °1 • 

!;::~\ 8::7 aT og 6.(aT) distributioner med kompakt støtte indeholdt 

:~, Op og på mængden af punkter med afstand < r fra 01 er 6.(aT) 

~dentisk med 6.Tø Idet vi sætter 

for m ~ 2 

for m ') 2 

':;.::.r vi Lfølge beviset for sætning 9 i kap i tel 26, at 

~.,~c1 ~::>.'J. Yj være en Vilkårlig ofte differentiabel funktion t- som 

-::1.'" 7,d.e:.".tisl-.: 1 på 01 og ° i alle punkter med afstand ~ r fra 

..:;.~ -j':'. ;-:::.etter 8'1 := Yj6.(aT), og 8
1 

er da en di~stribution,' som 

,'J7a;:o G l" til en vilkårlig ofte differentiabel funktion. g ~ Vi 

sætter 82 := (1-Yj)6.(aT), og 8
2 

er da en distribution, som har 

f3~,n s tøJvte indeholdt i mængden U at' punkter, hvis afstand fra 



< 
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° er > Omen < 2r. Vi har nu 

a T = f* g + f* S 2 • 

Her er f*g' en vilkårlig ofte differentiabel fUnktion, da g 

er det. Lad f 1 være overalt vilkårlig ofte differentiabel og 

identisk med f for II~II ~ r. Vi har da 

(S2*f1)(~) = s2X(r1Y(~(X+~») = S2x(!f1(~)~(~+~)d~) -- "- -
= S2~(!f1(-~+~)~(~)d~) 

= !S2x(f1(-~+l»~(l)d~, 

hvilket viser, at S2x*f1 er den vilkårlig ofte differentiable 

funktion S2x(f1(-~+~». Det resterende bidrag (f-f1 )*S2 får 

ingen indflydelse for de punkter af 01' som har'afstand > r 

fra randen. Da r var et vilkårligt positivt tal, har vi så-

ledes fået vist, at aT og dermed T er en vilkårlig ofte dif­

ferentiabel funktion i 01' og da 01 var en vilkårlig delmæng­

de af 0, følger det, at lØsningen T er en funktion, som er 

vilkårlig ofte differentiabel i O. I det analytiske tilfælde 

udnytter vi ligeledes (7), men nu er 6(aT) en funktion og 

analytisk i °1 • Erstatter vi f med fAn (fv-n for m = 2), gi-­

ver foldningen et integral af en analytisk funktion med hen-

syn til en parameter, og påstanden følger ved grænseovergang'-

en n --t 00. 
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