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HT 1965-66 Rettelser 1.

Fra J. Garsoux: Espaces vectoriels topologiques et distri-—
butions, side 4~9, har vi fglgende betegnelser:
L1 mszngden af Lebesgue integrable funktioner pa R7,
mengden af Lebesgue integrable funktioner pa K.
™ mengden af komplekse funktioner pd RT, for hvilke alle par-
tielle differentialkvotienter indtil orden m eksisterer og

er kontinuerte i R®, og hvis stgtte er kompakt i R%.

ézg det samme; blot er stgtten indeholdt i K.

o -§50, dvs. mazngden af kontinuerte komplekse furk tioner pa
R%, nvis stgtte er kompakt.

by Q‘K

O 0, 00

‘f mengden af vilka8rlig ofte differentiable komplekse funktioner

pa R™ (der er her intet krav til stgtten).

Der gelder fglgende relationer mellem disse rum:

&3
91‘2 c A"
%kc: €
Endvidere er
Uzt = " UL =D, U B, =€, nD" -9
K K K m

4© En distribution er et element i </ ';s en distribution er alt-

s& en kontinuert linearform pa of .

2°  En distribution ef orden { mer et element i (™' den er
altsd en kontinuert linearform pa Si'.
3°  Et mal er et element i #'; et mdl er siledes en kontinuert

linearform pa %;.




Forelasning til 2, del, 1965-66, - 1,

Distributioner.

En gennemgang af den matematiske analyse afslgrer pa et
ret tidligt tidspunkt, at begrebet "differential' ikke er sar-
lig tilfredagtillends.. For det fgrste er klassen af differen-
tiable funktioner lovlig eksklusive For det andet viser det sig,
at en funktions differentialkvotient ikke bestemmer funktionen
P4 nzr en konstant, men kun pd nzr en singuler funktion, og
di skontinuiteter beherskes slet ikke i denne sammenhzng.

Tidligt 1 dette arhundrede viste Hadamard, at det var mu-
ligt at forbedre differentiationsbegrebet, saledes at stamfunk—
tioner kunne fastlagges pa n®r en konstant ogsd 1 omegnen af
visse singulariteter. Hadamard gennemfgrte dette ved at henytte
en szrlig definition for differentialkvotienten af den uendeliw~
ge del af funktionen, idet han trak den uendelige del ud som et
additivt led. Et meget specielt tilfwlde af denne ide kan e dda
fgres tilbage til Cauchy,

Fysikeren Dirak indfgrte i sin l=zrebog i kvantemekanik
den sdkaldte §-funktion. Han betragtede integraltransformationer:
Vi betragter klassen af kontinuerte afbildninger ¢: [-1,1] ind i
e; s samt integraltransformationen X, hvor Ki[=1,1]x[-1,4] ind i
¥ er en kontinuert afbildning, idet

Ho(x) = [1 K(x,¥)o(y)dy.
1

Disse integraltransformationer er organiserede ved sammensztning

gf(1° 2, og vi har
Ko Fo0(x) =[ K, (x,y)/ K,(y,2)p(2)dzdy =

1 -
[ (f K, (x,5)K,(y,2)ay)9(2)dz,

=




2.
—~ — 1
sdledes atxJ{1°:ké modsvarer [ K1(x,y)K2(y,z)dy. Derved organi-
-1

seres klassen af afbildninger K abenbart som en ikke kommutativ
ring. Denne ring har ikke mpoget 1-element. Hvis A(x,y) var 1-

element, havde vi .
vK(x,y) : /}A(x,y)K(y,Z)dy = K(x,3),
altsid specielt for &(y) = A(x,0), at

1
vK(x,y) 3 JAJ(Y)K(y,Z)dy = K(0,z)

eller - endnu mere specielt:
_ 1
Vo f16‘(x)go(x)dx = 9(0).

Velger vi nu ¢ med et grafisk billede som antydet pa figu-

ren, far vi abenbart

Y
|Ly 6(x)o(x)ax| ¢ 2a sup|6(x)],

og valger vi ¢(0) > 2a sup|d(x)|, far vi

1
1/ sGp(x)axl < p(0) J

i

Heraf fglger, at ringen ikke har 14- /

element, -a G a

Det er selvfglgelig en enkel sag at adjungere et 1-element
til ringen, og dette 4-element har endda en konkret betydning -
nemlig som den operator, der tilordner enhver funktion til sig
selve Dette svarer da ogsd til, hvad man sadvanligvis g¢r i in—
tegralligningsteori.

Dirak indfgrte imidlertid en "ideal funktion" &(x), som

for ethvert ¢ tilfredsstiller betingelsen
[ &(x)p(x)ax = ¢(0),
o

Bemazrkning: Om §(t), se H. Bremermann: Distributions, |

Complex Variables, and Fourier Transforms, side 31 og 515 }
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idet vi nu betragter afbildninger ¢: R ind i C. "Funktionen"
& md& have fglgende egenskaber:

d(x) » 0 for alle x

§(x) =0 for x £ 0

L[ 6(x)ax = 4.
Dirak antog brutalt disse egenskaber og han kunne da slut-

te
Ls@exax = [6(x)p(0)ax + [ 6(x)(p(x) - 9(0))ax = #(0),

idet den sidate integrand er O for alle x. Endvidere fas

LGy = [6(p(x-u)an = o(x),

8& & (x-y) giver den savnede enhedsoperator.

Satter vi

0 for x < O
®(x) =
1 for x > O,

da har vi Stieltjes—integralet

(=~

Lo(x)®(x) = (1-0)p(0) = ¢(0).
Vi ser sdledes, at d®(x) = §(x)dx, sd § er en slags differen—
tialkvotient af ®. Ulykken er blot, at § ikke eksisterer, og at
dens postulerede egenskaber er indbyrdes modstridende.

Laplaces differentialligning

o%u , 2% _
2 2 -
ox oy

har som lgsning netop enhver funktion g(x,y), for hvilken der
eksisterer h(x,y), siledes at £(z) = g(x,y) + i h(x,y) er en
analytisk funktion af z = x + iy. Enhver lgsning til differen—
tialligningen er en vilkarlig ofte differentiabel funktion. Ved
studiet af Laplaces differentialligning mgder man derfor ikke

|

Bemerkning: ©® kaldes ogsd Heavysidefunktionen (se He. Bre-

mermann, side 1)
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vanskeligheder med differentiabilitet.

Forholdene c¢r ganske anderledes for den analoge differenw

tialligning
62u - 62u =0
T2 T 2% Ve
0x oy

Enhver funktion af formen ¢(x+y) + ¢(x~y), hvor ¢‘og g er vil-

karlige to gange differentiéble funktioner af 1 variabel, til=

fredsstiller abenbart ligningerne. Lad og prgve transformationen
E = X+Y 5 1 = X=Yo

Vi far abenbart

S Qu _ou _gu

) ) aazr a§2 an2
Q._‘.J:._.O_._‘él.+262u +02u; g u _Q9u_ ,9u +azu’
% o ogom anz o5° 052 ogon an2

84 ligningen bliver til

2
g u_ _ g
o *

Denne ligning har abenbart den fuldstzndige lgsning
¢(§) + ¢(n), hvor ¢ og ¢ er vilkarlige differentiable funktioner,
Dermed har vi faktisk bevist, at den oprindelige differential-
ligning ikke har andre to gange differentiable lgsninger end de
allerede anfgrte.

Overgangen fra (x,y) til (&,n) er et uskyidigt koordinat—

skifte 1 planen. Dette skifte overfgrer

2 2
sadledes differentialoperatoren Q—§ - 9—5 In
0X oy
62 2
i differentialoperatoren 3o For en to ///_ﬁ
o>
gange differentiabel funktion giver de "\\~ >

to differentiationsprocesser altid sam-

me resultat.
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Det fremgdr imidlertid ogsa, at vi opndr en generalisation

2 2
af operatoren Q~§ - Q—§ ved simpelthen at foretage koordinat—
ox oy

skiftet fagrdifferentiationen. Derved bliver operatorens defini-
tionsmzngde udvidet ganske vasentligte.

Funktionen |x-y| er ikke en lgsning til den oprindelige
differentialligning, men den transformerede lgsning |n| kan ud-
merket accepteres som lgsning til den transformerede ligninge.
For Ix-yﬁ? eller ,(x-y)u/j gelder det endda, at de transforme-
rede funktioner |n|3/2 og nu/B har de relevante differential-
kvotienter for begge valg af differentiationernes razkkefglge.

AT hensyn til anvendelserne er det i hg¢j grad ¢gnskeligt, at ope-

2 2

ratoren -3 - Q—§ er defineret for de her navnte funktioner, og

0X oy

dette har man blandt andet netop opniet ved fortolkninger som
de her antydede.

Materialet er langt fra udtgmt. Siden 41880 er utallige ge~
neralisationer af funktionsbegrebet blevet indfgrt som hjzlpe-
middel ved snart en snart en anden opgave. De fleste af disse
hentet fra differentialligningsteori. De af Laurent Schwarz
indfgrte distributioner er en universel generalisation af funk~
tionsbegrebet, omfattende stgrstedelen af de tidligere benytiede,

Inden vi gadr 1 gang med distributionerne, mad vi dog indfgpe
nogle hjzlpemidler, og i fgrste omgang vil vi kort omtale en me-

re speciel generalisation af funktionsbegrebet.

N




1. kapi tel.

Abstrakt mal- og integralteori.

Vi far brug for et afsnit af teorien for Lebesgue-Stieltjes-
integraler, og vi vil udvikle denne teori i det omfang, der vil
vise sig ngdvendigt. Vi vil selvfglgelig lmgge vegt pé& netop de
egenskaber, der kan bidrage til at kaste lys over distributions—
teorien. Det kommer til at dreje sig om flere forskellige af-

snit af teoriene.

Definition 1. Lad M vare en mzngde. Et system fﬁ’g D(M)

aldes et g-legeme p& M, hvis
N g o3
(h. €T, 3 = 152,000) = U 4, € P
J §=1 J
s 7
ael o ma el
Disse betingelser medfgrer umiddelbart, at for eningsmaengden

(_\
af endelig mange mengder fra J7

%i:--u%§=A¢;u-u%y%y%y veeo | | -
Hvis A € o/  vil altsd ogsa AU(M\A) = M tilh¢rexyj. Hvis Aj el

. a0
tilhgrer .+ , idet

i

17
Definition 2. Lad M vare en mangde, og lad ./ vare et o=
2
legeme p& M. En afbildning pt ./ ind i & kaldes et endeligt
madl pa M, sa&fremt

s . ) O . . s .
v{Aj|3 e N} (vj(Aj el IanwikeN: jFk= A gnby = @)
) u(Aj) =u( U Aj).

=1 J=1

Dette gzlder for endelige summer, da ¥ e\ﬁp

Vi har en triviel opspaltning i realdel og imaginzrdel

p(A) = p (&) + 1uy(a),

Bemzrkning: Det er implicit givet i formuleringen, at

summen ﬂ(Aj) er konvergent. ' ‘




Te
o8 4 08 “2 er abenbart reelle, endelige mal pad M. Omvendt vil

to reelle endelige mal definere et komplekst, endeligt mal.

Setning 1. Et endeligt mdl er begrznset.

Bevis: Vi betragter fgrst A €k73. S& gelder M\AGZSP . For

enhver mangde B Ef?> har vi en opspaltning
B = (4nB) u((M\A&)nB),

hvilket viser, at enhver mezngde B E:?D har en opspaltning
B=B1u B,, hvor B1 612), B2 €f7) og B1 c 4y B, C M\A. Heraf fgl-
ger, at N-er begrenset, hvis uy blot er begraznset sadvel for del—
mengder af A som for delmasngder af M\A.

Vi beviser nu sztning 1 indirekte. Vi antager altsa, at pu
ikke er begraznset. Vi kan da vazlge A_e\ya, sdledes at
lu(a)] > |u(M)] + 1, og vi har da

lw(N&) | = (M) (a)) 2 1.

Vi har sdledes spaltet M i mezngderne A og M\A, der begge har
mal numerisk 2 1+ Endvidere er p ikke begrznset pi begge de to
mengder. Med @ndrede betegnelser har vi sdledes en opspaltning

2

|u(By)1 2 1, p ubegrenset pa M,

M = ByuM,, B,nl, = 25 B

Vi velger nu A, ¢ M, , A, 61?), sédledes at |#(A1)| 2 I#(M1)| + 1,
og vi far da Iu(M\A1)| > 4, s& vi f&r en opspaltning
M = B,uBoulMys BynB, = ¥; (B,uB,)nM, = 9; B,,B,,M, P
I#(B1)l > 1, lu(BZ)I > 15 u ubegranset pa M,
Fortsazttelse af processen giver en fglge af disjunkte mzngder
B1,B2,..., som alle tilh¢rerhgp, og som alle har |H(Bj)| 2 1.

Dette strider mod ligningen

/-L(UBJ) = E/-1*(283)9
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som kraver, at r%kkeﬁ pa hgjre side er konvergent (endda absolut) .

Det er klart, at summen af to endelige madl p4d M er et en—
deligt madl p&4 M. Det er ligeledes klart, at et komplekst tal
gange et endeligt madl giver et endeligt madl. Ved disse operationer
er mengden af endelige md&l p& M organiseret som et vektorrum pé
M. Der er her tale om et vektorrum over de komplekse tal. Mazngden
af reelle, endelige midl pa M er selvfglgelig et vektorrum over
Ae reelle tal.

Mére specielt kan vi tale om positive, endelige mdl pa M.
Det er klart, at et positivt tal gange et positivt endeligt mal
giver et positivt médl. Det er ogsd klart, at summen af to posi-
tive, endelige mal giver et positivt endeligt mdl. Mzngden af
positive endelige médl er derfor en kegle i vektorrummet af reel—
le, endelige mal - den positive kegle.

Hvis g O8 Uy er reelle endelige m&l pa M, vil vi sige, at
By S HBoo hvis HoTly €T et positivt mdl, Dette er en ordensrela-—
tion p4 vektorrummet af reelle, endelig m&l p& M. Den er invari-

ant, og vektorrummet er derfor et ordnet vektorrum,

Setning 2. Lad 4 vare et reelt, endeligt mal pd et m-legeme.f

P4 en mengde M. For ethvert A ¢ M med A 6*9: setter vi

sup{u(B)|B ¢ A A Béj)}.

/J»;(A)

Da er M; og U

+ s g . o o O 2
o = Hgo—H Positive mal p&d -/ . Malet ¢ kan skrives

. +_ - + - Ces oq o (1 '
pa formen y ==u —u , hvor y og u er positive md&l padJ , og for

enhver sddan fremstilling gzlder N+ 2 #; og M- 2 u;.

Bevis: Af satning 1 fglger, at “:(A) har en endelig verdi

(‘::
for ethvert A € [ . Lad os nu antage, at vi har en frsustilling




9,
A= UA, A cd,

b4

n=1 -

hvor mazngderne An er disjunkte. Vi har da for B E\QD, B¢ A, ait
\ +

u(B) = su(B0B) < sud(a,) .

2 .
P34 dem anden side kan vi vaelge Bn 6\/ ’ Bn < Ah’ saledes at

N(Bn) 2 u:(An)—Z_ng, og vi far da
- +
piB) =) 3 Bug(a) - e
og heraf fglger nu, at
+, +
po(h) = Zp (Ay),
sé “: er et positivt endeligt mdl. S4 er #;—“ = fg ogsd et po—

sitivt, endeligt mdl, og vi har fremstillingen

+ —
b= gy

+-—
po=pons

hvor M+ og 14 er positive mdl, fglger generelt for B c Ay B,A.€\;

-
7

at
pFa) » u(B) » u(B),

s& vi har N+ 2 u;o Dermed er hele satningen bevist.

Definition 3. Lad :P vere et o-legeme pad en mazngde M. En afbild-
ning £: M ind i ®” kaldes ./ -malelig, safremt
]
va € R @ {x|f£(x) < a} €27 A {x|f(x) ¢ a] A

€ o
A fx|£(x) > a} G‘SD A fx|f(x) > al €

RN

Satning 3. Funktionen i definition 3 er.lilmélelig, hvis blot
en af de fire betingelser er opfyldt for alle rationale vasrdier

af a.




10.
Bevig: Lad os antage, at den fgrste betingelse er opfyldt for

rationale vardier af a. Da vi har

U {x|f(x) < r}
red
ria

n {x|£(x) < r}
red
r>a

fx|£(x) < a}

it

ix|£(x) ¢ al

vil de to fgrste betingelser vare opfyldt. De andre to fas ved

overgang til komplementermangder.

Satning L. Lad f vare\g)—mélelig. For a,b € R* gzlder
lea(<)f(x>(<)b; e P

Bevis. Klart.

Lemma 1.. Lad f og g vere l?tmélelige. Da gzlder

[xl2(x) < ()] € F

Bevise. Vi har

{x|£(x) < g(x)} U (Ix|£(x) < rinfx|a(x) > r})

red

o8

1

ix]£(x) < g(x)} = Wixla(x) < £(x)},

hvoraf setningen umiddelbart fglger.
Satning 5. Lad f vare_ﬂa-mélelig og lad k vare et reelt tal. Vi
setter Oewo = c, hvor c & ?* er fast valgt. Med denne definition

er kf :P-mélelig. f+k er~£;Lmélelig.

Beviset er trivielt.




'11‘-
. P, . .
Satning 6. Lad £ og g vere o -malelige. Vi saztter o—w = ¢, hvor

c € R* er fast valgt. Da er g-ijp-mélelig‘

Bevig. Vi har
fx|g(x)-f(x) > a} = {x]g(x) > £(x) + a} u {x|F(x) = g(x)=+o}
hvor det sidste led kun medtmges for a < c.

Famt

Satning 7. Lad £ vare ‘J—mélelig. Da er fQ:F

-malelig.

Bevis: For a < o er {xl(f(x))2 > a} = M. For a 0 er

(x| (£(x))2 > a} = [x|£(x) > VEJUix|£(x) < ~/5}.

Definition 4. Lad {fjlj €J}vere en familie af reelle funktioner

pa M. Lad f, og f2 vare reelle funktioner pad M. Vaerdi + ~ til-

JI
ladt. Vi definerer funktioner \/ ., f1vf2} /\ f. og f1Af2 ved

jeg d s J |
\/ £.(x) = supff (x)|je€ I}, (Ff vfz)(x) = sup{f, (x),f.(x)},
og de to sidste analogt med inf i stedet for sup.

S@tning 8. Lad {fjlj € J} vaere en hgjst numerabel familie af,ﬁa—

malelige funktioner. Da er \/ ., og ,/\ . 1igeledes=9}—mélelige.
j€g s

Bevis:
fx| \/ fj(x) >a}l = U ixlfj(x) > aj.
€J JjeJ
{xl/x\ £.(x) y al = 0O {x|£,(x) » al.
S I Y

Heraf fglger pastanden umiddelbart.

Hvis (fj) er en fglge af reelle funktioner, kan vi p& na-
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turlig made indfgre lim sup fj og lim inf fj definerede ved

(1im sup fj)(x) lim sup(fj(x)),

(1im inf fj)(x) lim inf(fj(x)).

Vi har da

lim sup f. = /\ \v/ fk, lim inf £, = \J/ /\ fk.
JEN k> Nk

Altsd har vi fglgende satning:

NAD
S@tning 9. Lad (fj) vare en fglge af / -mdlelige funktioner. Da

D
er lim sup fj og lim inf fj 1igeledes,~/vmélelige.

[

Definition 5. Lad M vare en mengde, og lad . vare et o-legeme

P
pa M, Med Ep vil vi betegne mzngden af _/ -madlelige funktioner,
hvis vzrdimsngde er en endelig delmzngde af R. Hvis f € EEP har
verdimengden {b1,...,bq}, mens y er et mal pé.ﬁD, kaldes udtryk—
ket ,
\ray = 3 (e (v,))
AL k

for p-integralet af f.

Hvis vi har en fremstilling

M= A,UseeUh
1 n

af M som foreningsmazngde af disjunkte mangder, der tilhdrer g-

(w
1egemetﬁjj, mens C1"°”Cn er vilkarlige reelle tal, da vil den

vel
f(X) = C'U fOI‘ XE A’U’ v = 1,...,10.

definerede funktion tilhgre ?71 s 0g Vvi har

. n
\fdﬂ = 3 Cu“(Av)

v=1
er indbyrdes forskellige, er dette blot en anden

Hvis 01""’Cn
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formulering af definition 5. Hvis nogle af tallene c, er ensy
fglger det umiddelbart af milets additivitet, at det nye udtryk

for integralet er identisk med det gamle.

Sztning 10. For k € R; £,8,55, € E gelder
kf € By 5 £+, € Eoy s £,f, € By » f,vE, € By 5 Tynf, € By
D (\ u
\ergy = kifau, S(f’1+f2)d/_/, - \f1d1u, + \£ 0.
HVis psuyspho €T madl pé A4,gwlder endvidere
o~ { ("
{racu = k| fdu, \ealuytup) = |Fauy + &fd,uz.

Bevis:Nzsten helt indlysende.

Swtning 1. Led u vere et positivt mal pa [ . Den ved

i(f) = {fau

definerede afbildning

E Ep 1ind iR

er da monotont voksende.

Bevis: Nesten helt indlysende.

Vi vil nu indfgre et generelt til-jp-mélet svarende inte—
gral. Metoden er en kopi af den fra Riemann-malet kendte. Det
~
vil vise sig, at alle f-mdlelige funktioner bliver integrable.

Takket vere, at mdlet er fuldstendigt additivt, hlijrersammen—
hsngen mellem mal og integrat gmikkere end for Riemann—-integra—

wo, . .
let, S®dvanligvis vil ogsa visse ikke\/ -malelige funktioner

blive integrable saledes, og derved fgrer integralet til en vis ¢

udvidelse af midlet L. Det vil vise sig, at den fremkomne udvidel-
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se er et engangs-fmnomen, idet et integral indfgrt p& basis af
det udvidede mal ikke giver anledning til yderligere udvidelse

af mdlet. Dette giver anledning til indfgrelse af betegnelsen

fuldstendigt mal for et mal, der ikke udvides ved overgang til

det tilsvarende integralbegreb.

Definition 6. Lad jp vare et o-legeme pa en mengde M. Lad py va-

re et positivt, endeligt m&l pd& M. Lad £: M ind i R vare en be-

granset funktion. Stgrrelserne

[fau = sup {Jodulp € B 9 ¢ ]
Jtap = Anf {[pdulp € BEpn o 2 £

kaldes det nedre og gvre py-integral af f. Hvis [fdu B 7fdﬂ kal-

des den falles verdi u-integralet af £ og betegnes ffdu, og

funktionen f siges at vare p-integrabel.

Definitionen af py-integralet og af y-integrabilitet vil Dblive

udvidet til ogsé at omfatte visse ikke begrznsede funktioner.

Swtning 12. [fdu ¢ Jfau.

Bevis: Det fglger umiddelbart af sstning 11.

Satning 1%. For k 20 gxelder
[efdy = x[fau, Jefdy = k[fdy, [-kfdy = —kJfdy, [-kfdy = -k/Fdy.
Hvis f er p-integrabel, er kf ligeledes py-integrabel, og

Jxfau = k/rau

Beviset er umiddelbarte.
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Setning 14. For vilkarlige begransede funktioner f1 og f2 gzlder
f.l - 2
v £, du+/f,du ]
Lo aur[To0u ¢ [(£4+E,)du g) 1 2 {l < 7‘(f1+f2)du < 7’f1du+7 2
| | T2, qu+/f0u )
Hvis f2 er p-integrabel, f&s specielt
[(f1+f2)dﬂ = -[f,ldwffzdu; T(£,+5,)au = 7f_1dﬂ+ff2dﬂo
Hvis f1 og f2 begge er py-integrable, er f1+f2 ligeledes p-inte-

grabel, og
Sz +2,)au = JE au + ST

Bevis: Vi har for ¢,

A

f‘1, q)2_§_ f2, FRLP € Ejl s at

Joq0u + Josdn < J(pyrox)dn ¢ L(£+5,) s

A\

altsa

sup{/p,du} + sup{/o,du} ¢ L(£,+55)du,
hvilket medfgrer,at

[eydu + [£,u ¢ [(f1+f2)du,.
Heraf fglger igen _
[(e,+2,)au - Tepau = [(£,42,) 0 + [(=p)du ¢ [240u.

De gvrige uligheder vises analogt. De sidste dele af saztningen

fglger umiddelbart.

Mengden af p-integrable, begraznsede funktioner udggr séle—

des et vektorrum I# over de reelle tal.

Sztning 15. Enhver begrmnset_jp-mélelig\funktion f: M ind i R
er u—mé%e&égu‘Vnﬁkghnjkdz

Bevis: Vi velger a,b € R, sdledes at £(F) ¢ [a,b]. Lad nu e vere
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et positivt tal. Vi valger en inddeling
a =y, < y1 { vee < Ip = by

siledes at

LFaN

‘ZLTS-I-\;ITS k = 1,.»-,1‘1.

|9~V |
Idet vi satter
far vi en inddeling

M = A1U-~-UAn .
af M i disjunkte delmszngder. Vi definerer Py 295 € EM ved

.

(%) = We_q

Yk J

—

fOI‘ XE }kak = 1,-..911

¢2(X)
Vi har da
’ qp1(X) < £(x) < po(%)
for ethvert x € M. Altsd har vi

Jtau-[fau < /¢2du-/qo1du = f(s02-901)du < ./.;f‘NTS'd/.L = E%TW‘(M) = g,

hvilket viser, at £ er integrabel.

Setning 16. For en begranset Sp—mélélig funktion gzlder

[vx(£(x) > 0) A Jfau = 0] = u(fx € uj£(x) > 0}) = 0.

Bevis: Lad os antage betingelserne pa venstre side af pi-

len opfyldt. Vi har nu for ethvert ¢ > 0, at
E;) 2 O,

N/

0 = /tau » ep(ix € M|£(x)
altsa
ve>O0: #({x € le(x) 2 s}) = 0O,

Nu er

L(fx e ule(x) > 0f) = ul @15;( el « 25 -
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5 uixe ml ¢ ex) « =) ¢ ;1/.L({X el £x) 3 I = o,
- N=

hvor % skal lzses sSOm ~e. Dermed er pastanden beviste. Vi under—
streger, at den fuldstendige additivitet af madlet er vasentlig

for beviset. Sztningen gelder da heller ikke for Riemann-inte—

graler.

Satning 17. Den ved L(f) = /fd# definerede afbildning [i: Iﬂ ina

i R er monoton.
Bevis: Af £ ¢ g fplger [(g—£)dau ) O, altsé Sgdau ) [fau.

Sztning 18. For en begrsnset funktion f: M ind i R gzlder
[3B ¢ M : u(B) = 0 A fx€ M|f(x) $ 0} ¢ E] = ffdu = O.

Bevis: Vi vmlger a og b, sdledes at £(M) ¢ [a,b]. S& er

0 = u(E)a ¢ [fau ¢ u(E)b = 0.

Setni 19. En begrenset funktion f: M ind i R er p-integrabel,

hvis og kun hvis der eksisterer en mangde E ¢ M med u(B) =0

samt en begrznset JF-milelig funktion £, M ind 4 R, sdledes at

£(x) = f1(x) for ethvert x € M\E. Hvis f er py-integrabel kan £,

med den nmvnte egenskab endda vaelges séledes at VX € M : f1(x) < £(x)

z{?&h/o
og siledes at vx € M: f1(x) > £(x).

Bevis: Vi beviser fgrst "hvis'". Vi teznker os £, og E valgt séle-
des at u(E) = 0 og vx € E : £,(x) = £(x). 8& er f, p-integrabel
ifglge satn;ng 15. Endvidere er f-f1 u-integrabel ifglge sztning
18; altsd er f = f1+(f—f1) ligeledes p-integrabel.
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Lad os dernzst antage, at £ er u-integrabel. For e thvert

ne N velger vi ¢/s0, € E#, sdledes at

1
ol < £ < b ogfold 2 [T -1 og foldu ¢ Srau + g

Vi s:tter
t > 1 1" N 1"
o' = \V ol og 9" = /ol
n=1 n n=1n
og vi har da
(1) p' < £ & 0"

Af smtning 8 fglger, at o' og o' er :P?mélelige. AE o' 2 ¢£,
9" § ¢ Télger nu

/@'dﬂ 2 /Tdu - % ’ /@"du < /Td# + % for alle n € N.
Ved udnyttelse af (1) og monotoniteten sluttes heraf

Jotdu = [fau = [o"du,
altsé

J(p"-p")au = 0, p"-p' > O.
Af smtning 16 fglger nu, at E = {x € Mlo"'(x) < o"(x)} tilfreds-
stiller u(E) = O. For x ¢ E gslder ' (x) = £(x) = ¢"(x). Derme

er sztningen beviste

Setning 20. Lad {Eklk € N} vare msngder, der tilhgrer F. pa gal-

der
[ & u(B,) = 0] » p(UB,) =0.
X~
Bevis: Mangden Eﬁ = Ek\ U Ej tilh¢rer.9p, og da Eﬁ ¢ Eps galder
J=1 -

#(Eﬁ) = 0, Da mangderne Eé er disjunkte, far vi

u(UE) = p(UE) = 2 u(Br) = 0.

Dermed er saztningen vist.
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-
Setning 21. Lad E €l vare en mengde med y(E) = 0. Lad (fj)

vere en fglge af~jp-mélelige afbildninger fj: M ina i [0,al,
hvor a er et fast tal. Da gzlder

[vx € M\E @ (£4(x)) - 0] a(/fjdp) > 0.

Bevig: Vi antager, at (fj(x)) - 0 for ethvert x € M\E, Lad ¢

vere et positivt tal. Vi satter

A = [x[33 2 k fj(x) > 5ﬁ%ﬁ7;’ K = 1525000

Vi har da

by = U [xlt4(x) 3 550

s =k 2u{M
hvilket viser, at A, €.§P. For x € M\E gzlder (fj(x))-+ 0, hvil-
ket viser, at der cksisterer eﬁ k, sdledes at x ¢ Ak‘ Endelig er

AH 2 A2 2 A3 D e
Da vi har N4, ¢ B, er p(Na ) =

Ay = ( E§Aj\Aj+1))U(nAk)’
er

ulhy) = 331“(A3\A3+1) = 2, (u(ag)-u(asq)) = lLicxz(u(ﬁ.1)-u(Ak))
sd vi har (“(Ak)) - 0. Vi vaelger N € N, sdledes at

M(Ak) < 2a for k > N.
or k 2 N far vi da

Jeeau ¢ p(N(UE) )5ty + p(4\E)-a + u(E)-a ¢ e,

og dermed er sstningen bevist.

AT s=tning 19 og 20 fglger umiddelbart, at vektorrummet

I er afsluttet over for operationerne /\ og \/ anvendt pd hgjst

numerable, enBartet begransede funktionsmzngder. Derfor er I#

ligeledes afsluttet over for granseovergang med ensartet begran-
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sede funktionsfglger. Da vi har |f| = £v (-f), vil |f] vare u-
integrabel, hvis f er det. Endvidere er f2 pu-integrabel, hvis [
er det. Heraf fglger, at I er afsluttet over for multiplikation.

Af smtning 417 far vi umiddelbart vurderingsreglen

|/faul ¢ J1Tldu.

A

Setning 22. Lad (fj) vere en fglge af py-integrable afbildninger

fj: M ind i [a,b], hvor a og b er faste tal. Hvis (fj) konver—

gerer punktvis mod en gransefunktion f, har vi

(ffjdll) g ./‘fdﬂ‘

Bevis: Ifglge bemzrkningen forud for satning 22 i forbindelse
med saztning 419 kan vi for hvert j € N valge en mangde Ej €l?>
med M(Ej) = O samt en.jp-mélelig, begranset funktion gj: M ind
i R, s&ledes at Vx € M\Ej : gj(x) = Ifj(x)-f(x)l . For ethvert
x4 UEj = B har vi da (gj(x)) = (Ifj(x)—f(x)l) - 0, og da u(E) =
0 ifglge s&tning 20, giver saztning 21, at L/gjdu) - 0, altsa at
(/1£5-flap) ~ o.
Dette medfgrer umiddelbhart, at
(f(£-f)au) - o,

og resten kommer umiddelbart af lineariteten.

72
Definition 7. Lad M vere en m&ngde,u/ et o-legeme pad M og u et

. . . (P .
positivt mal pak/ . Med‘jp* betegner vi mangden af delmengder
A ¢ M, hvis karakteristiske funktion X, er p-integrabel. Disse

mangder kaldes.fp*-mélelige, og for enhver siddan mangde smtter
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For A €~7) ser vi umiddelbart, at A cP*, og at p*(A) = p(a).

Vi ser sadledes, at madlet p er restriktionen tilgD af den pa kﬁb*

definerede mengdefunktion u*o

Satning 23. Mangden.ﬂp* er et o-legemee.

Af
%\

Lad (Aj) vare en fglge af mengder, som tilhgrer /2 «“relationen

X = 1im(X, v ses v X, )
Ul A, A
fplger uniddelbart, at X , er integrabel, altsd at Uhj € PF.

J
p* . _ _ :
For A € 'f har vi endvidere XM\A = XM XA’ hvilket viser, at

XM\A er integrabel, altsa M\A G\ja*. Dermed er satningen beviste.

Sztning 24. Msngdefunktionen M* er et positivt mal.

Bevis:Vi skal blot vise, at u* er fuldstmndig additiv. Lad (&)

vere en fglge af disjunkte mangder, som tilh¢rer\g3*. Vi har da

* N - . \ _ .
U (Unj) = film(XA1+.°.fon,qu = 11m/(xA

+o-o+XA )d‘:u' =
oo N0 1 n

lim(fxA @u+...ﬁﬁ¥A du) = 1im(u*(A1)+-°-ﬁu*(An)) =
n oo

oo 1
4
3 u(Aj).
j=1

Smtning 25. For en mzngde A ¢. M galder A e P* og u*(a) = 0, hvis

-
og kun hvis der eksisterer en mangde B €;/>, for hvilken A ¢ B

og u(B) = 0.

Bevis: Lad os fgrst antage, at B 6:79, u(B) = 0 og Ag B. Da

gelder
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Tx,au ¢ [xgdu = o,
altsa p*(A) = 0,

Lad os dernmst antage, at A € (PF og u¥(A) = 0. Vi har da
/kAdﬂ = 0. Ifglge smtning 19 eksisterer der da en\sp—mélelig
funktion £, som tilfredsstiller betingclserne

vx i £(x) 3 x,(x) og [rdu = [x,du = oO.
Vi satter B = {x|f(x) > 0}, og vi har da B3 A og B Ekgag AL s@.-

ning 16 fglger nu, at p(B) = O. Dermed er smtningen bevist,

Malet u* giver anledning til begreberne [ -milelighed og
p*-integrabilitet, som allerede er definerede. Det er nu inter-

essant at sammenholde disse begreber med\gb-mélelighed og p—in-

tegrabilitet.

Smtning 26. En begrznset afbildning £: M ind i R er u*-integram

bel, hvis og kun hvis den er pu-integrabel.

Bevig: Lad os fgrst antage, at £ er y-integrabel. Der eksisterer
da en mzngde E G.SD med u(E) = 0, samt en,SP-mélelig funktion g,
sledes at vx € M\E : f(x) = g(x). Nu gzlder E cP* og u*(E) =0,
og desuden er g ébenbart.fp*-mélelig. Altséd er f ogsa u*—inte—
grabel. Lad os nu antage, af f er u*-integrabel, og lad & vere
et positivt tal. Der findes da funktioner g1,g2 € ?7*, sdledes at
8 < T ¢ g o8 [leg)d™ < e

Nu er en funktion i Ep* linearkombinationer af karakteri- .

stiske funktioner for m&néder 1\53* og som fglge derafl py-inte—

grabel. Altsa er
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fg']d,u,* = fg,ld,u < [fd,u, < .7.fdl/' < fgzdu = ,/82(1/1.*,
hvilket viser, at

Ttap = [fau g «.
Altsd er £ en pu—integrabel funktion.

Sztning 27. En begrenset funktion f: M ind i R er p*-integrabel,

hvis og kun hvis den er u*—mélelig.

Bevis: Vi har tidligere vist "hvis" for vilkarlige mdl. Lad os
antage, at £ er p*-integrabel, og lad a vare et reelt tal. Da

X{XIf(X) > a} = 1:‘L}ii;z(('n(f--a)/\’l WvO)

* 3 ‘ ] Q -
°r X{le(x) > &l en u —integrabel funktion, altsid py-integrabel.

Altsa gmlder {x|f(x) > a} € JP¥.

Af smtning 27 fremgédr, at den proces, der fgrte os fra ma—
let y til malet p*, anvendt p& malet #* ikke fgrer til yderlige-
re udvidelse af systemet af malelige mazngder. Malet N* kaldes
derfor fuldstendigt. Et fuldstendigt mal er netop karakteriseret
ved, at satning 27 gmzlder. Men ogsd den egenskab, at enhver del-
maengde af en mangde med mélet nul selv er en mengde med malet O,
karakteriserer et fuldstmzndigt mal.

Det er nu vigtigt for os, at et positivt mdl pad et o -legeme
frembringes af en mangdefunktion, hvis definitionsmzngde er langt
mindre omfattende end et g-legeme. Vi foretrskker imidlertid i
stedet at undersgge, hvorledes et Lebesgue-Stieltjes integral
frembringes af en funktional, der kun er defineret p& en del-—

mengde af de integrable funktioner.
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Definition 8. En mzngde S af afbildninger f£: M ind i R* (den ud~-

videde reelle akse) kaldes et funktionsgitter, hvis S er afslut—
tet over for operationerne A og v anvendt pd endeligt mange funk-
tioner. Mzngden S kaldes et g-gitter, hvis den er afsluttet over

for operationerne A og v anvendt pa fglger af funktioner.

Vi vil i det fglgende afsnit svarende til et funktionsgit—

ter S betragte en mangde S bestéende af mengden af overfunktioner

til 8, dvs. de funktioner, der er graznseverdi for voksende fgl-
ger af funktioner fra S. Analogt indfgrer vi masngden S af under-

funktioner til S.

Definition 9. Ved en valuation pa et funktionsgitter S forstar

vi en afbildning I: S ind i R, som opfylder betingelserne:
1) I er voksende
2) Hvis (gn) er en voksende og (fn) en aftagende fglge
fra S og lim(gn) > 1im(fn) gzlder 1im(I(gn))glim(I(fn)).
3) For f,g € S g=lder
I(fvg) + I(fag) = I(f) + I(g)

Betingelsen 3) er inspireret af den trivielle relation

(fvg) + (fag) = £ + g.

Betingelsen 2) implicerer en vis form for kontinuitet af afbild-

ningen I, idet vi far:

Setning 28. Hvis (fn) er en voksende (aftagende) fglge pad S og

(fn) - f € 8, gzlder (I(fn)) - I(f)
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Bevis: Lad (fn) vere voksende. Af (1) fglger I(fn) < I(f) for al-
le n, altsé lim(I(fn)) < I(f). Da (f) er aftagende og lim(fn) >
lim(f), giver (2), at 1im(I(f )) > 1im(I(f)) = I(f). Dermed er

satningen bevist.,

Smtning 29. Hvis 2 voksende fglger (fn) og (gn) pa4 S konvergerer
mod grensefunktioner f,g € § og f ¢ g, g@lder 1im(I(fn)) <
1im(I(gn)). Analogt gmlder for aftagende fglger.

Bevis: Lad p vare et fast, naturligt tal. Vi har abenbart
(prgn)-+ fp fOr N - ooy

altsé
1in(I(gy)) 2 1im(I(f Agy)) = I(£ ),
og da dette gmlder for ethvert p € N, fglger pastanden umiddel-—

bart.

Definition 10. For f € § smttes I(f) = 1im(I(f )), hvor (£ ) er

en voksende fglge pd S og (fn) - f. Analogt indfgres I(f) for

fes.

Definitionen har mening, da 1im(I(fn)) ifzmlge s@tning 29

far samme verdi for alle voksende fglger pd S, som gar mod f.

Setning 30. Afbildningerne 1: S ind i R og I: S ind i B* er

voksende. Endvidere galder S ¢ §n§ og restriktionerne af I og I
til SnS er identiske. For £ € S, g € § gzlder, at £ ¢ g medfg~

rer If < Tg, og at £ > g medfgrer If > Tg.
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Bevis:At I og I er voksende fglger umiddelbart af saztning 29.

En funktion f € S er gransefunktion for fglgen (f), som er. ba-

de voksende g aftagende. For £ € S og g € S har vi en aftagrn-

de fglge (fn) og en voksende fglge (gn) fra S, saledes at (fn)-aif
og (gn) ~ g. Af f > g fglger da, at £ > g for ethvert n, alt-
s I(fn) > I(gn) for ethvert n. For n - « fas I(f) > I(g). Br
derimod f g, har vi 1im(fn) < 1im(gn) og betingelsen 2) i de-
finition 9 giver I(f) ¢ I(g). For g = £ € §n§ fglger altsd spe-

cielt I(f) = I(f). Dermed er satningen bevist.

Sstning 31. Mzngderne S bg S er funktionsgitre. Afbildningerne

I og I tilfredsstiller betingelsen 3) fra definition 9.

Bevis: For f,g € S har vi voksende fglger (fn)-e f og (gn)-+ g
pd mmngden S. Vi har nu (fnvgn)-e (fvg) og (angn)-+ (fAg) . Alt-
s& er S et funktionsgitter. Endvidere far vi
I(tvg)+I(frg) = 1im(I(f ve )+I(f ng,))=1in(I(f )+I(g,)) =
I(f) + I(g).

Analogt for S.

Satning 32. Lad (fn) - T vare en voksende fglge p& S. Da gzlder

fesog (f(fn)) - I(f).

Bevis: For ethvert n €N valger vi en voksende fglge (fnk) - £
pa S. Vi satter g = (f1nv'°'vfnn)' S& er (gn) en voksende fglge

< f < fn’ altsa gn < fn < fe.

pé So FOI‘k=1,..e,nhaP Vi fk k=

n

A . A
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Dermed har vi vist, at lim(g ) < f. P& den anden side har vi for
k gn,baﬁ g 2 fﬁk; altsa lim(gk) > lim(fnk) = fn, og da dette
gelder for ethvert n € N, far vi lim(g ) » lim(f ) = f. Dermed
har vi vist, at 1im(gn) = f. Altsd gelder £ € S. Vi s&, at
g, § £+ Altsd gelder I(f) = 1im(1(g,)) ¢ 1im(T(f,)). Dette vi-
ser, at I(f) < 1im(f(fn)). P4 den anden side er I voksende, alt-

sé‘f(fn) < I(f) for alle n € N. Dermed har vi vist, at

(T(£)) - T(2).

Satning 33. De delmzngder af S og §,’som omfatter funktioner
g € S med I(g) < = og funktioner £ € 8 med I(f) > =, er funk-

tionsgitre.

Bevis: Vi betragter 81985 € S. Vi har s& voksende fglger (gﬁ) og
(gﬂ) P4 S, sdledes at'(gﬁ) - g, o8 (gﬁ) - g,+ 54 galder
] 1
(gpvey) = (gyvey)e Nu er
. t 1" ' tt —_ Y it
I(g,vey) + I(giney) = I(g)) + I(g}),
og da (84Ag$) g(gﬁAgﬁ), fglger heraf
I(gvep) € I(gy) + I(gp) - I(gjney),
.88 n - c giver vurderingen
I(gyvey) < Tgy) + Iey) - I(gjrey).
Heraf fremgar, at f(g1) < ooy f(gz) < » medfgrer f(g1vg2) < ooy

og dermed er pastanden vist for S. Beviset gar analogt for S.

Setning 34. Vi betragter funktioner_f1,f2 € S, g1,g2 € §, som

tilfredsstiller f1 < g1, f2 < 85 e Vi har da vurderingen
T(egyvey) = L(£,vE,) < (T(gy) - I(£))) + (I(g,) - I(£,))
I(gyney) = L(f4afy) < (T(gy) - 1(£))) + (T(e,) - I(£,)).




28
Berig:Hvis I(f,) = - « eller I(f,) = = =, er den fgrste ulighed
trivielt opfyldt. Vi antager nu l_(f,l) > =y I(f,) > = =¢ Da

del.s f,1 og f,, dels gy °g &, tilfredsstiller 3) i definition 9,

nar vi

I(g,)+I(sy,)

i(g1vg2)+£(f1Af2) < f(g1v82)+f(g1Ag2)

RN [ iCAC IV (C IS

Ifplge zatning 33 er l(f1Af2) > = o« 0g ved subtraktion far vi

cerror den T¢rste af relationerne i sm:tning 34. Den anden vises

pa tilsvarende maéde.

Definition 11. Med 5 betegner vi mengden af funktioner £: M ind

i R$ﬁ; for hvilke der eksisterer ¢ € S, ¢ € §, s&ledes at pgIYq

For enhver sédan funktion kaldes
I$(f) = supfI(p)lp € S A ¢ < T}

1°(f) = inf{I(y)| ¢ €S A ¢ £}

[ 74N

og

de’ nedre og ¢vre Daniell-integral af f svarende til valuationen
I pa 8. Hvis I (f) = I(f) skriver vi I(f) = I (£) = I"(f), Er
yderligere I(f) € R, kaldes f Daniell-integrabel med hensyn til

valuationen I.
<,
Det er klart, at « er et funktionsgitter.

Setning_35. For ethvert £ € & er I (f) ¢ I*(f). Afbildningerne

_ £ D, . A
I..I7: % ind i R° er voksende.

Bevis: For 9 € 8, Y € 8, ¢ < T ¢ ¢ gelder I(p) < I(y) ifglge

[ESTHPHASNE

satning 30. Heraf fglger den fgrste padstand. Den anden er umid—

aglbart indlysendes,
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Sztning %6. Mazngden H af funktioner f € E?, som er Daniell-inte~-

grable med hensyn til I udgegr et funktionsgitter. Afbildningen

I: H ind i R er voksende.

N, -
Bevis: For f,,f, €. oge > 0kan vi valge 94995 € 8 08 Y.L Sy

sdledes at

H
V'
=

—
g
|
-~
Py
h S
—
S’
A
9y

L)

H
7~
=S

N
S
t

H

Ve
s

N

N’
A
Vim

Af satning 34 fglger nu, at
T(y,wy) - Iove,) £ €, T, ) = Liogne,)

N
m
-

og da
P4VPs £ f1vf2 < ¢1V¢29 PYNP, £ f1Af2 < ¢1A¢2
medfgrer dette, at
% %
T (£gvEy) =T (£vE,) ¢ e, T (f,Af,)-T (£)A1,) ¢ €.
Da dette gwlder for ethvert positivt e, viser disse uligheder,

at f1 vf2 1/\f2 er Daniell-integrable med hensyn til I. Der-

med er satningens fgrste padstand bevist. Den anden fglger umid-

cg

delbart af sztning 35.
o)
Af I(f) = w, g € 7 kan sluttes, at I(R g) = w. Men fog be-

hgver ikke at vare Daniell-integrabel med hensyn til I, selvom

g er det. Analoge resultater gelder, hvis I(f) = = oo

&
Sztning BZ.Lad'(fn) - £ vsre en voksende fglge pad J . Hvis I(fn)

eksisterer og er > — « for ethvert n € N, da gzlder fe:S? o End-

videre eksisterer I(f), og (I(fn)) - I(f). Analogt for aftagende

folger.
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. il . -
Bevis :Da fn € 7 kan vi for hvert fn velge ¢n 2 fn med ¢n<z S.
: m | . e s r H o _
Vi satter ¢ = ¢,v v¢n, og vi har da ¢ 2 f, o8 ¢, € S. Vi szt

ter ¢ 1im(¢n), 0og vi har da ¢ € S ifplge s:tning 32, og desu-

il

den ¢ > f. Det er trivielt, at der eksisterer en funktion ¢ € 8

med ¢ ¢ fo Dermed har vi vist, at * €=S?. Af saztning 35 fglger

nu, at I, (f) > I*(fn) = I(fn), altséd
lim I(f ) ¢ I ().
Hvis lim I(fn) = wy viser dette resultat allerede, at I(f) = oo,

og satningen gelder derfor i dette tilfelde. Vi kan derfor i re-

sten af beviset antage, at
lim I(fn) = C < e
I dette tilfslde er hver af funktionerne fn Daniell-integrable

med hensyn til I.

Lad € vaere et positivt tal. Den i bevisets begyndelse ind-

fgrte funktion ¢n velges specielt, sdledes at
Ip,) - 1(£) ¢ 27, n=1,2,...
Vi vil vise, at vi for hvert n € N har
(2)  T(pp) - 1(r) ¢ (1-27")e.
Dette er gjensynlig opfyldt for n = 1, idet ¢; = ¢1. Vi viser
pastanden ved induktion, idet vi forudsmtter, at (2) er opfyldt
for et fast n. Vi har nu, idet ¢£+1 = ¢£Y¢n+1’ at
TWhay) * Tppey) = Tg) + Tl
alts&, idet fn < ¢£A¢n+1’ at
TWgq )7 ) = TR Ty g 4T (W)= ) <
T()-1(e 4Ty, )-1(f_ ) ¢ (1=2)er2™ e = (1-2

og dermed er induktionsbeviset for (2) fgrt. AP sztning 32 fgl-

"1’1"1 )8 .

ger nu, at

T(y) = lim I(p)) ¢ 1im I(£) + lim(1-27™e = ¢ + ¢
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Heraf far vi nu I*(f) g ¢ + g. Da dette gmlder for ethvert e > O,
har vi I*(f) < c. Ovenfor fandt vi I*(f) > c. Ved sztning 35

féds nu, at £ er Daniell~-integrabel med hensyn til I, og at I(f) =

c. Dermed er sztningen bevist,.

Smtning 3%8. Lad (fn) - f vaere en fglge pd H. Hvis der findes

funktioner F, @ € H, sdledes at ¥yn : F ¢ fnéé s da gazlder £ € H

og (I(£)) - 1(£).

Bevis ¢ Funktionerne fn,p = an---Afn+p og gn’p = fny...vfn+p til-
hgrer H ifglge sztning 36. Ifglge satning 37 vil fz = 1lim fn D
9

P

og gz = 1lim gn ligeledes tilhgre H. Ifglge samme satning vil
. Do Y
lim(f;) = 1lim inf(f ) = T tilhgre H, og endvidere glder
(I(fz)) - I(f) og (I(g;))-e I(£). For hvert n € N er imidlertid
% ® o % L o
£, ¢ £, < 8,5 og derfor ogsi I(fn) < I(fn) < I(gn). Altsa gzlder
(I(fn)) -+ I(f). Dermed er smtningen bevist.

Definition 12. Lad S vaere et funktionsgitter, som tillige er et

vektorrum over de reelle tal. En linesr afbildning I: S ind i R
kaldes en lineamr valuation,; hvis fglgende betingelser er opfyldt:

1) I er voksende

2) Hvis en aftagende fglge (fﬁ) pad S konvergerer mod O-

funktionen, gszlder (I(fn)) - 0.

Sztning 39. En linexr valuation er en valuation.

Bevis: Da (fvg) + (fag) = f+g gelder 3) i definition 9, fordi I
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er linezr. Lad nu (fn) vare en aftagende fglge pd S og lad (gn)
vere en voksende fglge pa S, og lad os antage, at 1im(fn) <
11m(gn). Vi har da llm(fn-gn) < 0 og (fn—gn) er aftagende., Alt—

s& golder
lim I(f )-lim I(g ) = lim(I(£ )-I(g )) = Lim(I(f g )) ¢

1im(I((£ g )vo)) = 0,
ifplge 2) i definition 12, idet ((fn-gn)vo)-+ 0 og er aftagende.

Setning LO. Det til en line=r valuation I: S8 ind i R svarende

Daniell-integral er en lineszr afbildning I; H ind i R.
Bevis: Det er klart, at I og T afbilder vektorrummene
{f € S|I(f) > = ] og {f € S|T(£) < =}
lineazrt. Dernmst vises for a > O relationerne
I (af) = aI (£), I*(af) = aI*(£), I (-af) = -aI*(f),
I*(=af) = —aI, (f)
pa samme mdde som Riemann-integralet. Ligeledes kan man pa sam—
me méde som for Riemann-integralet bevise relationerne
(1_(£)+I*(g))

1, (£)+1, (2)4T, (F+g)< 3 (ST* (£+e)< ¥ (£)+1%(g) s
oo (o)

hvoraf resten af pastanden fglger.

Definition 13. En mangde A < M kaldes Daniell-médlelig med hensyn

til en linesr valuation I, hvis den karakteristiske funktion XA
er Daniell-integrabel med hensyn til I, og ved Daniell-malet af

A Fforstis da stgrrelsen ‘}(A) = I(XA)'
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Swtning,u1. Hvis vektorrummet S indeholder de konstante funktioner,

er Daniell-médlet et positivt madl, og Daniell-integralet er for .
begransede funktioner netop det til malet } svarende }[—inte—

gral. Malet j} er fuldstendigt.

Bevis. Lad (Ah) vere en fglge af 3Z-mé1elige mengder. For Bn =

A1U...UAn fas XBn = XAﬂv...VXAn’ altsa Bn er gy-malellg. Da

0 [ XB < 1 giver s®mtning 38, at 1im(XB ) = XA1UA2us-- er inte-
n n

o
grabel, altsa at A1UA2U'-° er j—malellg. S N 5
Lad A. vare ;Z—malellg. AL XM\& =1 X fglger da at M\A er c?-ma«

!

lelig. Dermed har vi vist, at de ;Z—malellge mengder udggr et g-—
14}

legeme., Lad nu (An) vere en fglge af disjunkte ;Z—mélelige mang-

der. Da er

§ (aquagues-) = 1(x, 1UA2U,,,,) = 1im(1(xA1UmuAn)) =

lim(I(xA1+...+xA )) = 11m(1(><A )+...+I(x )) =
n

1im<}<A1) tooot 7(An)) = ’;(A ) + }(A ) +eee
Dermed har vi vist, at }Y(A) er et mal. Det er klart, at ;Z(ia)

er positivte

Funktionerne i den i Definition 5 indfgrte klasse E. » hvor
7
:FJer oc-legemet af éz-mélelige mazngder, er dbenbart Daniell-in-
tegrable, idet de ef linearkombinationer af karakteristiske funk-
tioner for }Z-mélelige mengder., For funktionerne fra Eb; stemmer
Daniell~integralet overens medk;7-integralet. Lad nu f vare en
;[—integrabel funktion, og lad & vare et positivt tal. Vi valger

P € By, , shledes at ¢ ¢ T g ¢ og shledes at fydf -/pad < e.
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<

Da fydy= I(y) og /¢dg = I(p), fglger heraf, at I'(£)-I (f) < &,
8]

altsd at £ er Daniell-integrabel. Samtidig s& vi, at bade I(£)
og ffd‘éf ligger mellem I(p) og I(y), og da e var et vilkarligt
positivt tal, giver dette, at I(f) = /fdy e Vi har siledes vist,
at enhver j—-mélelig funktion har et Daniell-integral, der stem-
mer overens med dens ?-integral. ‘

Lad nu £ vare en Daniell-integrabel funktion, og la-d a va-
re et reelt tal. For mzngden

A= fx e M|f(x) > a}

har vi

Xy = lim((n(f-a)vO)al),
Ti-s00

hvoraf fglger, at XA er }—integrabel, altsd at A er (}Z—mélelig.
Vi har dermed vist, at enhver y--integrabel, begraznset funktion
er }‘T-ﬂnélelig, altsd at ?—mélet er fuldstzndigt. Hvis T er Da-
niell-malelig og begranset, er f ogséa 7i-mélelig og begrenset,
altsa } -integrabel, og det fremgar da'af et tidligere afsnit

af beviset, at ‘/'fd}' = I(f). Dermed er smtningen bevista

Vi vender et ¢gjeblik tilbage til studiet af generelle mal.
Vi vil altsa i det fglgende studere en mzngde M med et g—legeme
.\j‘g og et positivt mal Ho pé.f/i. Der eksisterer da netop et fuld-

stendigt mal /f; P& et g—legeme \(]c))*, som er en udvidelse af Boo

1y D D
Definition 1¥. Et mdl u p& et o—legeme J 2 _‘/O kaldes absolut

kontinuert med hensyn til Pos hvis

vae A yBeF:Bg hnp (A)=0=uB) =0
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Setning 42. Hvis 4 er et endeligt madl, som er absolut kontinuert

med hensyn til hoe da er det i smtning 2 omtalte mil #+ defineret
ved

pt(a) = sup{p(B)|B c A Be P}
ligeledes absolut kontinuert. Det samme gzlder for malet #— de-
fineret ved '

p(a) = sup{-u(B)|Bc A A BT} = u¥(a) - ua).
Et endeligt mdl, som er absolut kontinuert med hensyn til Bo?

kan séledes fremstilles som differens mellem positive mal, der

er absolut kontinuerte med hensyn til B

Beviset er helt trivielt.

Mengden af #O-integrable funktioner er et gitter og tillige
et vektorrum. Integralet er kun defineret for begrensede funktion-
er, men ved overgang til Daniell-integralet fé&r vi en udvidelse
til visse ubegransede funktioner. En funktion f er &benbart Da-
niell-integrabel, hvis og kun hvis fvO og fAO begge er Daniell-
integrable. En positiv funktion f er Daniell-integrabel, hvis 0g
kun hvis den er gransefunktion for en voksende fglge (fn) af in-
tegrable funktioner og (/fnduo) konvergerer. At '"hvis' gmlder,
fglger umiddelbart af satning 37. Hvis f er Daniell-integrabel,
er fn = fAn ligeledes Daniell-integrabel, altsa Mo—integrabel,
og (/fndﬂo) konvergerer mod ff@MO' Dermed er "kun hvis" bevist.

I det fglgende vil vi bruge ordet uo-integrabel som ensbe-

- tydende med Daniell-integrabel, sédledes som beskrevet ovenfor.

Om absolut kontinuert integral, se Loomis: An Introduc—

tion to Abstract Harmonic Analysis, side LO.




36

Sstning 43. Lad £ vare en uo—integrabel funktion. For enhver

uz—mélelig mezngde A setter vi

w(8) = [y fau, = Jx,fa

Da er u et endeligt, absolut kontinuert mal.

Bevis: Laﬂ.(An) verc en fglge af disjunkte pu -malelige meangder

Da er

u@ﬂW&wod =/&Af‘+&%f+ “.m&)=

112/(XA f toeoot X.A_nf)dﬂo = I]i;z(/XA1fd'L[,o + e00 T /XAnfduo) =

g 1

lim(u(A1) tooot M(An)) = M(A1) + M(Ag) + veo
Tiso0

Dermed har vi vist, at u er et endeligt mdl. Hvis #O(A) = 0,
far vi

p(a) = 1in/((x Ean)v-n)dy, = O.
oo

Altsa er pu absolut kontinuert med hensyn til p e

Setning Uli. Lad p vere et positivt endeligt mdl p& et g-legeme

Fo j?g. Blandt mengden af positive furnktioner
A

“~ =

¢ ']
{£:M ind 1 [0,e][f er. /) -malelig A vA €/ i/, Tdu <u(a))]
findes der én (ikke entydigt bestemt), for hvilken /fquo er stgrst

mulig,

p—
Bevis: For to vilkérlige funktioner f,g.€~JL tilhgrer mengderne

M, = {X € M|g(x)-£(x) » 0}, M, = {x € M[f(x)-g(x) > O]
:FL, og vi har for A € :7%, at

/A(fvg)q“o = /AnM1gd#o * /AnMZfd“o < u(AnM1)ﬁu(AnM2) = “(A)’

o

hvilket viser, at fvg &€ SZ} Vi kan nu valge en fglge (fn) Pa S,
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séledes at
/fndu,o —» C = sup{ffd,uolf clly.
Vi smtter g, = PAVERRAVE Da er (gn) en voksende fglge pa fl;
og gar mod en grensefunktion f. Vi har nu
Jtau, = linfg dug = c.

Dermed er satningen bevist.

9>

Lemma L5. Lad p vere et mdl pad et o-legeme /", Der findes da en
I

mengde A € S, saledes at

p(a) = pt(a) » g0,

[1\4

Bevis: Hvis ' (M) = 0, behgver vi blot at velge A = $. Vi kan
. + . 2
altsd antage, at p (M) > O. Vi valger A, €/ , saledes at u(AP >
1, (). Hvis p(a,) = u'(a,), behgver vi blot at valge A = Ay«
zH HA sy K 4 4
I modsat fald er
+ ‘ 4+
0 < pi(ay) = ula) ¢ gu ().
Vi velger da A, €~SP9 Ap € Aﬂ, siledes at N(A2) > %(N(A4)+#+(A1)) >
sut (). Br nu p(ay) = ' (Ay), behgver vi blot at velge 4 = Aye
I modsat fald er
+ . + 1+
0 < ut(ay) = ulay) g £ (a)u(ay)) ¢ gu ().
Ved at fortsatte denne proces vil vi enten efter endelig mange
skridt f& en mangde An’ som opfylder de ¢gnskede betingelser, el—
ler vi vil f4 en aftagende fglge (An), der tilfredsstiller be-
tingelserne:
+ + . g +
(/"(An)) voksende, ”(An) > duT(M), O < p (An)—y,(nn) < ;’f{/-‘ (M) .
Vi har nu

Ny, = &4\ G§f*n\An+1 )5
In=

altsé
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pw(na,) = p(ay) - JE%(M(AH)-u(An+1)) = lin plag),
og analogt for M+- Heraf fglger for A = ﬂAn:
pa) = pt(a) > & utm).

Dermed er vort lemma bevist.

Lemma 6. Lad y vere et positivt m&l, som er absolut kontinuert
med hensyn til Koe 08 sSOm ikke er identisk O. Der findes da en
positiv,\gz—mélelig funktion f:M ind i R, som tilfredsstiller
betingelserne

/f@%;>O,VA€la):/Lﬁ%og;ﬂﬂh

Bevis: Et nyt mal g pa :72 defineres ved

uy(8) = p(@)kug (4), bvor x = A%y .

Ifglge lemma L5 kan vi valge A € l72, sidledes at
() = uf(8) 3 BufO0 3 a0 = gu(0) >0
For B € £72, B ¢ A har vi ’
By (8) = by (B)tug (A\B) = 7 (8) = puy(B)wuy(a\B),
og da u1(B) < u:(B) og u1(A\B) < MI(A\B), finder vi, at

+
u(8) = ui(®) 3 0
for ethvert B € JF_ med B ¢ A. For ot sidan B har vi derfor

It

u(B) 2 k p (B).
Vi definerer nu
{k for x € A
£f(x) =
|0 for x € M4,
og vi har da for C € :72, at
/Cféuo = k u (AnC) ¢ u(anG) u(C).

Endvidere er p(A) > 0, altsa p (4) > O, da u er absolut kontinuert.

A
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Altsd er
ffd,uo =k /,LO(A) > 0.

Dermed er s®tningen bevist.

Setning L7. Lad p vere et positivt madl, som er absolut kontinuert

med hensyn til . Der eksistercr da en \gj—mélelig, positiv
Ko o

funktion f£: M ind i R¥, s&ledes at
D) VY
VA € Jo s u(a) = /Afd“o'

Bevigs: Ifglge s=ztning L4 kan vi valge en :72

-malelig positiv
Punktion F:M ind i R¥, siledes at
P
va e ) s [ faug < u(a)
samtidig med, at /Eﬁ#o er sd stort som muligt. Med dette valg af

f definerer
py(A) = p(a) - /AfdMO
et positivt mal. Hvis ”1(M) var positiv, kunne vi ifglge lemma
L6 valge en positiv funktion f1: M ind i R*, sdledes at
>,
/f1dﬂo > 0, vA €‘/o ‘ /A f’ldu’o S Hq (&),
og vi far da
o a
S(e+£)apy > [Edug, vA e, ¢ Ju(eee)aug < uln)
i strid med, at £ var valgt, s /fquo var stgrst mulig. Dermed
har vi bevist, at
u(M) = [fay .
) .
FPor A € \/o har vi nu
/«L(M) = /«L(A)'W(M\A) = ffdﬂo = /Afdﬂo+ M\Afdﬂo9
og da
/Afd#o < ,LL(A)9 fM\Afdﬂo < N(M\A>
slutter vi, at /Afduo = u(A). Dermed er s@tningen bevist.
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Satning L8. Et mdl y er absolut kontinuert med hensyn til oo

hvis og kun hvis der eksisterer en Q72-mélelig og ﬂo-mélelig

funktion £: M ind i R*, sdledes at y er defineret ved p(4) = fAfdﬂon

Bevis: Sztning 43 implicerer "hvis". Af satning 42 fglger, at u
kan skrives pad formen M+‘#—9 hvor u+ og u_ er positive og abso-

lut kontinuerte. Sztning L7 implicerer derefter "kun hvis".

Sztning 49. Lad u vare et mal pa :732 L?g. Der findes en mangde
g
A4€:?%, for hvilken u(A) = u (M). For enhver msngie B med B EKJO,

B¢ i er pu(B) » 0.

—

Bevis: Bt mal u! p& . defineres ved
+ -— - . . » o “‘
ﬂg(A) = MO(A)+ﬂ (A)+u (A). Bemarkning: py  er et positivt mal\

Det ses, at u!(A) = 0 medfgrer 4" (4) = p (4) = 0. Altsa er u

(se side 3u5)

absolut kontinuert med hensyn til Més og u kan derfor fremstilles

pa formen
u(h) = [ faul,
hvor f er £7L—mélelig og ué—integrabel. Vi har abenbart
pa) = [ (80)au!, pT(a) = S (-80)au! .
Velger vi specielt A = {x|f(x) > O}, har vi &benbart p(a) = M+(A) =

+ ' op . . .
p (M) og u(B) » O for B e\j;, B ¢ A. Dermed er s®tningen bevist.

15 |
Definition M. Vi siger, at et madl , pa \Sp; :72 er singulart

p
med hensyn til p s hvis der eksisterer en mszngde B € ‘Jo med

>
“o(E) = 0, saledes at u(A) = O for enhver mzngde A € Y, for

hvilken ANE = &,




.

Betingelsen kan ogs& udtrykkes pad den méde, at M kan deles
i to msngder A,B Esz, s8ledes at M* forsvinder p& alle delmzng-
der af A og #: forsvinder pa alle delm@ngder af B. Ud fra dette

synspunkt var det bedre at sige, at u og Ko €T indbyrdes singu—

lzre.

Setning 50. Et positivt mal pa :752 :72 har en éntydigt bestemt

opspaltning py = pgtihgs hvor g €T et positivt m&l, som er abso-
lut kontinuert med hensyn til Pos MENS i €T et positivt mal,

som er singulart med hensyn til u .

Bevig: Lad os fgrst antage, at vi har to opspaltninger

b= pgtig = pltugs
som tilfredsstiller de anfgrte betingelser. Lad os antage, at
A e'.f/)o, og at ul(a) > p (A). Vi har da pl)(A) > O, altsa p (4) > O,
da Mé er absolut kontinuert. Endvidere valgefsvi E e i?%, sdle-
des at “O(E) = 0 og ,IJ,S(M\E) = 0 (definition M), Vi har da
ﬂa(A\E) = ﬂa(A) og Né(A\E) = #é(A)e Altsa er MS(A\E) = ué(A\E) -
Ma(A\E)+ﬂé(A\E) > 0, hvilket strider mod, at u, er singulsr med
hensyn til u_. Alts& kan antagelsen #é(A) > “a(A) ikke vere rig-
tig. Heraf slutter vi, at #é(A) = ”a(A)’ og dermed har vi vist,
at der hgjst findes én spaltning af den omtalte art.

Setning L4 kombineret med smtning 48 viser, at der blandt
de positive mdl, der er mindre end p findes et mal T for hvil-
ket “a(M) er stgrst mulig. Med dette valg af p, satter vi
Kg = U™Hg O8 g €r da et positivt madl. Vi betragter nu for n € N

malet




L2,

Ifplge setning 49 findes der en mengde En € jpo, for hvilken
“n(En) = M;(M)' Endnu et mal #é defineres ved
1
pp(8) = p (8) + 2 u (AnE ).

Vi har nu

p(A)=pp (B) = p (8)- Jﬁuo(AnEn) > pg(ANE )~ %po(AnEn) = py(ANE, )

og den sidste pastand i s@tning L9 viser nu, at un(AnEn) 2 0.
Altsa er Mﬁ et positivt, absolut kontinuert mal, som er mindre
end p. P4 grund af “a's maksimalegenskab har vi nu ﬂA(M) < Ua(M)9
alted 0 y p! (M- (M) =1, (8 ). alted er u_(B) = 0. Vi sstter
E = UE_, og vi har da y_(E) = O. For 4 ¢ M\E har vi for n€ N,
at ﬂn(A) < 0, altsd #S(A) < %-MO(A), og da dette gzlder for et—

hvert n € N, far vi “s(A) = 0. Dermed har vi vist, at u  er singu-

lar, og dermed er smtningen bevist,

Satning H51. Lad f vare en positiv “O—integrabel funktion og u

det ved p(A) = /g:dﬂo definerede mal. Lad g: M ind i R vere en
vilkarlig funktion. Da vil gf vare uo—integrabel, hvis og kun

hvis g er u-integrabel, og da g=zlder relationen,fg@u =.fgfdu0.

Bevis: For A e(j% har vi
Jx,qu = p(a) = [ fau = fofdu,O.

For ¢ € E,, (se definition 5) har vi derfor

5
Joau = [otau s

og da enhver :72—mélelig funktion er graznseverdi for en voksende

fglge af funktioner fra %7}, har vi for en :7Z—mélelig funktion
o

g , at
[edu = [etau -

M29 Bemezrkning : 4y er et positivt mal (se side 3u5)
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Lad nu g vare en begranset, p-integrabel funktion. Ifglge
sztning 19 eksisterer E €\§2 med UO(E) = 0 samt en :7Z—mélelig
funktion g,: M ind i R, séledes at g(x) = g1(x) for ethvert
'x € M\E. Vi har nu y(E) = 0, altsa
/gdu = fg»ldﬂ = fgqfdﬂo = M\Eg1fdﬂo = M\ngdﬂo = Mgfdﬂo'
Dermed har vi bevist relationen for enhver begrznset y-milelig
funktion, og ved granseovergang fas relationen for vilkarlige

p=integrable funktioner.
Lad os nu antage, at gf er p -integrabel. For n € N, a € R

~4

er da

((n(g=a)v0)A1)f = (n(gf-af)vO)Af
en Mo—integrabel funktion. For n - « gé&r venstre side monotont
mod X,f, hvor A = fx|g(x) > a}. Altsa er X,f en p_-integrabel
funktion. Vi har nu

Jx fau = [ fau, = p(a).
Dermed har vi vist, at A er p-milelig, og dermed er satningen
beviste.

7

Sgtning 52. Lad pu, og u, vaere positive médl pad samme ¢g-legeme _

pa mengden M. En funktion f£: M ind i R er integrabel med hensyn

til Kqtpos hvis og kun hvis £ cr integrabel med hensyn til py og

-med hensyn til pp, og da er JEa(uyuy) = [Eau, + ST,
Bevis: Hvis vi satter J,(f) = [fdu,, i (f) = [fdu, og

% (ﬁ1+ﬁ2)(f) =~/fd(ﬂ1ﬁ“2)’ er ﬁ1 og i, linesre operatorer,

for hvilke der gelder (se matematik 6, K III, M 1)
1

D(ﬁ1+ﬁ2) = D(ﬁ1) n D(ﬁz) =

1 og for f € D(ﬁ1) n D(ﬂz) gzlder

(ﬁ1+ﬁ2)(f) = ﬁ1(f) + ﬂ'z(f) .




Ly,

(u1+u2)(E1nE2) = 0, og den ved
(f,(x) for x € M\E
| 1
fj(x) ='}
| {T,(x) for x € B,
definerede funktion er \gi:mélelig, og vi har fj(x) = f(x) for
ethvert x € M\(E nEy). Altsd er f en u,+u,-integrabel funktion.
Lad f vare en begraznset funktion, som er integrabel med hen—
syn til u1+ﬂ20 Da giver sa&tning 19 umiddelbart, at £ er integra-—
bel med hensyn til By ©8 med hensyn til Yoo Relationen
ffd(u1+u2) = ffd./,L1 +,/fqu2 gelder trivielt for funktionerne i Eq)
og ved voksende grznseovergang fas relationen forn£7{ﬂmélelige
funktioner. Dernmst f4s relationen for begrsnsede (#1+u2)—inte—

Iy
grable funktiuner, idet en sadan funktion er identisk med en\j

malelig funktion uden for en mengde E med (#1+M2)(E) = 0, altsé
' #1(E) = u,(E) = O. Endelig fhs smtningen i det almindelige til-

felde ved monoton granseovergang.

(1
Setning 53%. Lad Ky OB pp, vere positive mAdl p& samme g-legeme s

pad mangden M. Hvis Ly < Pos vil enhver uz—integrabel funktion og-

s& vare u1—integrabel.

Bevis: Fglger umiddelbart af sztning 19.

16
Definition . Lad u vere et mal pa et o*—legeme\gD pa& en mangde

M. En funktion f£: M ind i R* kaldes py-integrabel, hvis den er

u_— og u+—integrabel, og vi smtter da,/fqu = ffqu+ - /fqu-.

Vi kan ogsd p& naturlig made definere./fdu = + o eller

ffdu = = «w, men det far vi ikke brug for.
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Saztning Sh. Lad u, 0g p, vere positive mil pd samme w—legeme.gD
pa en mzngde M. En funktion £: M ind i R*, SOM €r p,= 08 o™

integrabel, er ogs& integrabel med hensyn til u = HoTlys OB

Jtau = [fau,-/tau,.

Bevig: Da #+ < Mo 08 p— $ bys 6T f integrabel m d hensyn til H+
og M_s altsd med hensyn til p. Ifglge sztning 52 er f ogsd in-
tegrabel med hensyn til u2+u- = M1fu+9 og vi har
- +
/fdﬂg +ffdﬂ =./de1 +ffd# 9

hvoraf paéstanden fglger.

Setning 55. Lad [ty O Lo VETE mal pa samme o--legemefj> péa M,

Hvis £: M ind i R* er pq= 08 u2—integrabel, er £ ogsé (M1+ﬂ2)”

integrabel, og [Td(u,+uy) = [T, + JEdu .

Bevis: Da f er integrabel med hensyn til u:, ﬂ;s M; og ﬂ;s er T
ogsé& integrabel med hensyn til MIﬁU; 0g #;+M;° Sztningen fglger

derefter af sztning 54.

Setning 56. Lad p vare et midl pa et(r-legeme\gp p&d M, og lad k

vere et reelt tal. Hvis f£: M ind i R* er integrabel med hensyn

til uy er £ ogsé integrabel med hensyn til ku, og /Tdk# = k/f@u.
Beviset er nmsten helt trivielt,

o G .
Setning 57.Lad U vere et mal pad et o-legeme V/)pa M. Hvis f1,f2: M

ind i R¥ er integrable med hensyn til py, og k1 og k2 er recells ¢

tal, da er k1f1+k2f2 integrabel med hensyn til u, og

SOyt ,T5) 8 = K, [f,0u + k,[f,du.
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Beviset fis ved opspaltningen y = M+ - #- af de tilsvaren-

de saztninger for positive mal.

|7
Definition M6, Lad u = M1+1M29 hvor Ly ©8 p, er reelle mal pa

samme w-iegeme\SD pa M. Hvis f1,f2: M ind i R er integrable med
hensyn til Ky ©8 uzg siges I = £,+1f,: M ind i € at vare inte-
grabel med hensyn til p, og vi sztter

Jtau = [£,0u, - [edu, + i([ed, + [E,du,)

Sztningerne 55, 56.0g 57 ses umiddelbart at g@lde uzndret

i det komplekse tilfalde.
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Bevis: Lad f£: R" ind i R vare kontinuert. Da er {x|f(x) > al
for ethvert a € R en &ben mzngde. Altsd er f en Borelfunktion.

Sztning 5. Enhver trappefunktion er en Borelfunktion.

Bevis. Trivielte.

Definition 2. Lad 8 vere et system af mengder pd R'. Lad ¢@: S

ind i ¢ (eller R) vazre en mengdefunktion, og lad M ¢ 2" vere en
vilkarlig mengde. Ved restriktionen ¢|M vil vi forstd ¢|(SnD(M)),

hvor D(M) er mmngden af delmszngder af M.

Satning L. Hvis\SD er et oc-legeme pa " og M E‘QD, da er J7%D(M)
et o—legemd og JPnD(M) = {AnM|A 6\90}‘ Er :71 eﬁ o-legeme pa
M, da er J?Z = {A ¢ R"|anM € :72} et o-legeme pa R™, og

F, = Fadw).

Beviset er helt trivielt.

s m . :73
Definition 3. Lad O < R vere en &ben mazngde, og lad vere et

oc-legeme pa O omfattende alle Borelmzngder pd O. Lad J>!' vere
mengden af de mangder fra\jzl som er delmazngder af kompakte del-
mengder af O. Bn afbildning y: 7°' ind i & kaldes et mal pa 57)
(eller 0), hvis det for enhver kompakt mangde K ¢ O galder, at

p]K er et endeligt mal.

Vi bemzrker, at J°'" ikke er et g-legeme, idet " for ek-—

sempel indeholder en fglge af kompakte delmazngder Kn med O som




foreningsmazngde. Vi behgver blot at vaelge

K, = {x€ 0| Izl ¢ nn KD g ol
hvor K(§,%) er kuglen med centrum X og radius %o

For hver kompakt m@ngde K ¢ 0, har vi et endeligt mal pl|X,
der giver anledning til et integralbegreh /Td#IK. Hvis mé&let p
specielt er positivt, defineres integralet ud fra et gvre og et
nedre integral, der fas som beskrevet i definition 6 ud fra

integralerne af funktionerne i Eﬁana Er nu K1 c X en anden

kompakt mengde, er funktionerne i E(DnK netop restriktionerne

1

til K af funktionerne i ECPnKo Heraf fglger umiddelbart, at re—

striktionen f]K1 af en funktion f:K ind i R, som er integrabel

med hensyn til y|K, er integrabel med hensyn til u|K19 og at

ff|K1du|K1 = /K1fdﬂ|K°
Endvidere ses det umiddelbart, at en funktion f: K ind i R, hvis
stotte er indeholdt i K1, vil vere integrabel med hensyn til p|K,
hvis den er integrabel med hensyn til #|K1' Dette viser beret-

tigheden af fglgende definition.

Definition L. Lad O c R™ vzre en dben mangde, og led u vare et

S

mal pd et g-legeme -/ pad 0. Det antages, £;>omfatter alle Borel-

mengder pd O, En afbildning f: 0 ind i C kaldes p-integrabel,
hvis det for enhver kompakt mzngde K ¢ O galder, at f|K er in-
tegrabel med hensyn til u|K. En mengde A ¢ O kaldes p-mélelig,

hvis XA er y-integrabel. Er A tillige indeholdt i en kompakt

mengde K ¢ 0, satter vi

f =/, T|K du|K
o fAdﬂ' /Al Nl’

u*(8) = [x,dulK.




o
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Det er let at vise, at mengden af p-midlelige mazngder er et
o-legeme F . AF A = Ajub u-- - folger nemlig KnA = (KnAﬂ)u(KnAz)u...,
oz endvidere er Zn(O\A) = K\(XKni). Malet M* er definerct pa de
begransede M$wmélelige mengder. Malet #* er det til malet u sva-
rende Tuldstendige nals
" vare en &ben mengde og lad T, betegne

Definition H. Lad O ¢

nanzden of trappen.~-Cor T med kompakt afslutning T ¢ 0. En posi-
tiv funktion vi y ind i R kaldes et indhold pd O, hvis den er
additiv, altsd, nvis det for TysTp € Tys T1nT2 = ¢ gzlder, at
(T, ) (T, = U(T1UT2>D Indholdet v kaldes kontinuert, hvis det

er fuldstzndigt additivt, altsd hvis det for T = T1UT2uq--, hvor

mengderne T cr disjunkie, golder at v(T) = v(T1) + v(TZ) + eae

Analogt indfgres en intervalfunktion vy pad 0 defineret pa mang—~
de~ 2f begrensede delintervaller, hvis afslutning er indeholdt

i 0. Den kaldes additiv, nar det for et interval I, der er delt

i to disjunkte delintervaller I, og I,, gelder at v1(I) = u1(I1)+
yﬁ(Iz)o lan kon da vise, at det for enhver inddeling I = I,u...ul

af I i disjunkte delintervaller gmlder, at u1(I) = ”1(I1)+"'+vt(ln)‘

For en trappemszngde T = IﬁUnanIng hvor I1"°"In er disjunkte
delintervaller,. definerer vi p(7T) = v1(I1)+--o+v1(In)- derved

udvides den additive intervalfunktion Y til et indhold p pa O.

Vi skal ikke ophclde os ved detaljerne i denne konstruktion,
som ¢1 velkenGt~. Derimod vil vi et ¢jeblik dvaele ved spgrgsmé-—
let on tilstrekkelige betingelser vedrgrende v, for at det ved
udvidelse fremkomne indhold bliver kontinuert. Dette problem er

helt centralt i teorien for Lebesgue-Stieltjes integraler i Rm.
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Sztning 5. Det antages, at den positive, additive intervalfunktion
vy pad O opfylder fglgende betingelse ¢ Til et ¢ > 0 og et begran-
set interval I med T ¢ O svarer et afsluttet interval I' og et
dbent interval I", s&ledes at I' ¢ I ¢ I" ¢ Tﬁ'g 0 og

v1(I")—y1(I') < e+ Da er det ved udvidelse af v, fremkomne ind—

hold vy kontinuert.

Bevis: Lad os fgrst betragte en trappemazngde T = I1ua--uIn, hvor
IjseeesI er disjunkte intervaller. Lad e vare et positivt tal.

For K = 14.+05n kan vi da vaelge afsluttede mengder Iﬁ og &bne

mangder Iﬁ, sdledes at I ¢ I, ¢ Iﬁ c Iﬂ c 0 og v1(Iﬂ)-v1(I£) < %E-

S& er T" = I;UO--Ulﬁ en afsluttet trappemszngde og T'" = i#u---uI;

en &ben trappemzngde. Vi har T' ¢ Tg U gﬁﬁ"g O. Endvidere er

v(T")=u(T') < v(T)+eeetw(Ty) = (W(T))+eeetw(T)) < e

Lad os nu betragte en begranset trappemazngde T med T c O,

T kompaktjsamt en fremstilling T = T1UT2U"°9 hvor T1,T2,... er disjunkte
b trappemengder. Vi har da T p Tyu-.-UT , altsé y(T) > v(T1)+---+v(Tm),
altzéd v(T) v(T1) + V(Tz) + oses « Ifglge den Fgrste del af be—
viset kan vi vzlge en afsluttet trappemazngde T' g'T, saledes at
v(T) ¢ v(T')+e. AT samme &rsag kan vi for k = 1,2,... valge en
&ben trappemsngde Ty med T, ¢ T ¢ Eg’g 0, sdledes at v(Tﬁ) <
u($k)+2_ks. Mzngderne TE daekker denbkompakte mengde T"', og if¢gl-
ge Borels overdskningssatning kan vi derfor vaelge n, sidledes at
T' ¢ T?Uc--UTHf Vi har da

v(T') < w(TP +ee et (T8) < v (TR (T Feus < 1(T,)+(T) 400 ke,

altsd

v(T) ¢ 2e+v(Ty )+ (T,)+.o.
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Dette gelder for ethvert positivt €. Sammenholdt med resultatet

ovenfor giver uligheden derfor
V(T) = V(T1) + 'U(Tz) tooe

Dermed er sztningen bevist.

Definition 6. En funktion f: 0 ind i R kaldes en trappefunktion,

hvis verdimzngden £(0) er en endelig mzngde, og hvis vi desuden
for hvert a € £(0) med a %+ O har f-1(a) € Tye Vi betegner mang-
den af s&danne trappefunktioner med TO‘ Hvis v er et kontinuert

indhold pa 0, s®tter vi

ffdv = av(f_1(a)).

S
ac£(0)\{0}

Bemsrkning til definition 6: Vi kan sette

jf(o) = {a1,..-,an} (evte {O,a1,...,an}, hvis 0 € £(0))»
af in
I s34 fald far vi
ersta n »
Jtaw = 2 8 v(f (g))
k=1

Setning 6. Mmngden TO er et funktionsgitter og et vektorrum over

de reelle tal. Afbildningen I: TO ind i R defineret ved I(f)=/fdv

er en linear valuation p& TO.

Bevis: Den eneste betingelse, som ikke helt trivielt er opfyldt,
er fglgende: Hvis (fn) - 0 er en aftagende fglge pa Ta, da gel-
der (/fndy) -.0. Vi viser, at dette er opfyldt. Mzngden

T = {§|f1(§) > 0} er en trappemmngde med E'g 0. Hvis v(T) = ©

er pastanden trivielt opfyldt. Vi antager p(T) > O. Vi sztter

= : € - €
o= lze NN ¢ gl T = e T (@) S5y A

£.(x) < 5;%57}, Nn=2,3500
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Da (fn(ﬁ)) ~ O for ethvert x € T er T = T,uT,u+-., altsd
v(T) = v(Ty )+ (Ty)+...

Vi valger n, sdledeg at
£

< 1 e

V(N (TyueseuTy)) = w(T) - (AT +e e (T)) < 5555 O
Vi har da
Je,@0 ¢ (D) 4o (T ))5057 + ((T)=(0(T))+anin(T,))ou

[L7aN

€y

og dermed er satningen bevist.

Lad nu X ¢ O vare en kompakt trappemzngde. I kapitel 1 sa
vi, at valuationen I pad funktionsgitret S = TO kan udvides til
et integral med hensyn til et fuldstsndigt mél, og det Dbliver
netop det ovenfor indfgrte mal M*|K° Hvis K ¢ O er en vilkarlig
kompakt mengde, kan vi dakke K med de 1 beviset for setning 1
udnyttede a&bne intervaller, altsd med endelig mange af disse
I1,.o.,In. Vi kan velge afsluttede intervaller Iﬁ c Ik’ saledes
at vi stadig har K ¢ %, hvor T = I{u-eoulgo Vi har da K ¢ i c
T - O. Vi far derfor integralet og mdlet pa K som restriktion =f
malet og integralet pad T. Vi bemsrker, at mszngden C(T,R) af kon-
tinuerte funktioner p& den kompakte trappemengde T bliver en del-
mengde af §n§, idet en kontinuert funktion pa& en kompakt trappe-
mengdae er gransefunktion for sivel en aftagende som en voksende

fglge af trappefunktioner.

Sstning 7. En kontinuert furk tion bé en kompakt mengde K er in—

tegrabel med hensyn til ethvert midl p&4 en &ben mengde 0 > K.

T
n
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Bevis: En kontinuert funktion f: K ind i R er integrabel, fordi

fx|£(x) > a} er afsluttet for ethvert a € R, og derfor en Borelmzngde.

Samtning 8. Mengden G(T,R) af kontinuerte funktioner pa en kom-
pakt trappemzngde T'er et linezrt funktionsgitter. Enhver vok-
sende, linesr, kontinuert valuation pa C(T,R) kan udvides til

et integral svarende til et mal definerét péd et s—legeme , der

omfatter alle Borel-maengder pa T.

Bevis: Den eneste ikke trivielle pastand er, at o-legemet  om—
fatter alle Borelmazngder. Dertil er det nok af vise, at o-legemet
omfatter alle intervaller. Nu er det imidlertid klart, at den
karakteristiske funktion for et afsluttet interval er gransevar-—
di for en aftagende fglge af kontinuerte funktioner mens den
karakteristiske funktion for et &bent interval er gransevardi
for en voksende fglge af kontinuerte funktioner. Andre intervalF
ler kan f4s ud fra de afsluttede og de &bne ved foreningsmazngde-
dannelse.

Pa maengden C(T,C) (eller G(T,R)) indfgres den ligelige

norm vea Bemarkning: Almindeligt gzlder der, at |

l1 indre produkt - norm £l = (flf)%
og rumme . }
norm = metrik dist(f,g) = ||g-f|
om norme; %
metrik = topologi B(x) = {{y|aist(x,y) < %}ID.E N}

g Wy ! U v

Ie+glly < Uglly + lelly.
Ved at benytte Hg—fHU som afstand mellem f og g organiseres

~ \
C(T,C) som et metrisk rum og derved som et topologisk rum. Det




55.
metriske rum &(T,) er fuldstmzndigt. Et Banachrum er netop et
fuldstendigt hormeret vektorrum,.

Vi far ofte brug for at arbejde med flere forskellige topo-
logier pa samme vektorrum. Vi vil derfor foretrakke at lade
@(T,C) vare betegnelse for det algebraiske vektorrum, og vi kan
éé tale om konvergens og om kontinuitet med hensyn til (eller

"i") en bestemt topologi eller en bestemt norm.

Setning 9. Lad I: 8(T,R) ind i R vere en linemr valuation pa
C(T,R). Fglgende egenskaber er da zkvivalente:

1) I er voksende

2) I er voksende og kontinuert

3) Afbildningen I er voksende og kontinuert med hensyn
+41 Aan T4 o0214cae narm.

Bemerkning: Ifglge definition 12 side 31 er en linezr va-—

Bluation voksende, dvs. det fgrste krav er overflgdigt. .

IfCEndvidere er  Xp € 8(T,R), dvs. I(XT) < oo) ufs

kommer det ud pa At VIEE; &L USUL LUl Sluivel LigGiai Duliives owesd
folge (fn) -» f gzlder, at (I(fn)).a I(f). P& grund af linearite-—
ten er det nok at vise dette for £ = 0. For ¢ > O kan vi vzlge
N, s8ledes at

£ |l < =72 for alle n > N, Vi har da
n''u = IZXTS

|2(£,) | = 1((ovey) - (ov-£,))| = |I(ovE,) - T(Ov-f,)] ¢
|z(ove, )| + |T(ov-f )| = I(ovE,) + I(ov-f ) = I(|£ |) ¢

— € —
ey ™ = ooy o) = €5
og dermed er péstanden'bevist. Sztningen vil vare fuldstmndigt

bevist, ndr det lykkes os at vise, at 3) = 2). Lad (fn) - f
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vare voksende. Vi skal vise, at (I(fn)) - I(f). Dette fglger
umiddelbart af 3), hvis (fn) er ligelig konvergent. Altsad fgl-

ger pastanden umiddelbart af fglgende satning:

Setning 10. Lad T vare et kompakt topologisk rum, og lad (fn)
vere en monoton fplge af funktioner £ : T ind i R, Hvis (fn)
konvergerer mod en kontinuert funktion f: T ind i R, konverge—

rer (fn) ligeligt. Smtning 10 kaldes ogsd Dinis sztning.

Bevis: Vi sztter g, = If—fnl. S& er (gn) aftagende og gir mod O.
Lad ¢ vare et positivt tal. Vi smtter

s, =[x e Tlg,(x) <e}.
S& er mengderne A, &bne og Ay c By g A3 C e+o. Da (gh) - 0, vil
mengderne Ah-dwkke hele T. Altsd vil endelig mange af disse mzng—
der dzkke T. Den sidste af disse endelig mange ma@ngder AN er da

identisk med T, og vi har gN(x) { g for alle x € T, og dermed

gn(x) < e forn) N, x€ T. Dermed er sztningen bevist.

Setning 41. Enhver linesr afbildning I: G(T,R) ind i R, som er

kontinuert med hensyn til den ligelige norm, kan skrives som en
differens I = I+—I_ mellem to voksende, linemre afbildninger I+,

I : 6(T,R) ind i R, som begge er kontinuerte med hensyn til den

ligeiige norm.

Bevis: Lad &*(T,R) betegne mmngden af positive (ikke strengt)
funktioner i G(T,R). For f € &7 (T,R) smtter vi

AF
sup{I(g)lg € C(T,R) A & K T},

sup{~I(g)|g € E'(T,R) A g < T},

Iy (£)
1,(f)

]
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Af den trivielle relation
fge 6"(mR)jgg fl =7+ {-g| g€ 8(T,R) A g g T}
fags Tegrst . '
(I(g)|g e (TR A g g £} = I(£) + [-I(g)|g € ET(T,R) A g ¢ 1]
altsd Bemsrkning: Da {I(g)lg€ CT(T,R) A & ¢ £}
1(f) + {-1(g)|lg € CT(T,R) A &8 ¢ T1,

gwlder specielt sup{I(g)|ess} = I(£) + sup{-I(g)le--},

+ -
Tor f1 sz € dvse I'll(f) I(f) + Ill(f)’ -

nade )

sup{I(g,+8,)[0 ¢ &) < £, A 0 < gy < T}
sup{I(g)!0 < g ¢ f1+f2} < Id(f1+f2)n

P4 den anden side er

_1(f +£,) = sup{I(g)]0 ¢ g g T,40,8 = sup{I(gAf1)+I(g"(8Af1))!@§g§f1+f2

<8 ¢ Fo) = Ii(£,) + I;(£,).

;ii( )+I(g5) |0 ¢ 8y £ T4 A0
Altsa ex
-t/ r—7 —
L1(¢1+f2) - I¢(f1) + IT(fZ) og IJ(fy+f,) = I7(f,) + I7(fy),

idet den sidste relation fés al den Tgrste ved hijelp af (1)

Lad der vare giygt1 . N
En vilk&rlig funktion © € G(7,R). For f = fy_f;‘= f; - £,

T S T .
hver £,,f,,T5,f, € C (T,R), har vi

ot by Foob - ot o ot +, -
(e Yo7y = 1R(eTerl) = 1heterT) - :
1T(W1) + I1(m2) ' I,](l_1 2) 11\f24¢1) Iﬂ(fQ) F 11(f1),
alooé

- ;+ -+ AN _ +/.m+ - + -

Lj(fq) - Iﬁ(fﬁ} = 11&;2) I1(f2)u
Aralogt for I;. For f = £y £7,87 ¢ 87(7,R) kan vi derfor de-

finere
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17(f) = I:;'(f+) - I;’(f‘) og I (f) = I,]-(f+) I, (£7).

Ved anvendelse af (1) far vi

I(f) = I(£9)-1(£7) = IT(f+)—I;(f+)—IT(f-)+I;(f_) = IT(£)-TI7(£)s
Det ses umiddelbart, at I (f,+f,) = I+(f1)+I+(f2), at I"(-f) =
~1*(£), samt at IT(kf) = kI'(f) for k > 0. Altsd er I linear.
Det fremgar umiddelbart, at I'(f) » O for £ » 0, altsk, at It
er voksende. Dernmst viser satning 9, at I+ er kontinuert med

hensyn til den ligelige norm. Analogt for I . Dermed er sztning

11 beviste.

ract |/, (-0l ¢ 1 plla=rllydel = le-tliyfxyd = p@lstlly-

Hvis fo-gqu opfattes som et indre produkt (flg), er dette }gt
. R

blot HSlders ulighed, idet || |l = |l Il og u(a) = Iixylly: |

?I‘me

a-tlx, )] € Ne=tll lxglly = letligu(a). |

-

for ethvert £ € G(T,R) (eller &(T;8)). Malet pu er entydigt be-

stemt ved afbildningen I. Den derved definerede afbildning I - 4

er linea:r.

Bevig: Lad pu vere et reelt mal pd T. Ifglge smztning 49 findes
der en opspaltning T = AUB, AnB = ¥, shledes at u(A) = 5 (1),
S& er p positivt for enhver u—mélelig delmzngde af A og negativ
for enhver pu~mdlelig delmangde af B, Vi har da

gy = [pfau = [y(e=0)au - [ple-£)alu),
altsé

S pedn = Jofdul < (u(a) + pn(B))lletlly:
nvoraf fglger, at den ved I(f) = [ fdu definerede afbildning I
er kontinuert. Dermed har vi vist "tilstrakkeligt" i det reelle

tilfwlde- Det komplekse tilfmlde fglger umiddelbarte.
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Lad dernzst I: G(T,R) ind i R vere en linemr afbildning,

som er kontinuert i den uniforme norm. Af satning 11 og 9 fglger,

at vi har en fremstilling I = I+-I-, hvor I og I er voksende

og kontinuerte valuationer. Udvidelserne af 1" og I til Daniell-

integraler svarer til mal p" og u , sdledes at I (f) = f&fdu+

og I (f) = foqu' for enhver funktion £ € &(T,R). Vi satter

U= y+-u_, og vi har da I(f) = fo@u. Dermed er "ngdvendigt" be-
vist 1 det reelle tilfalde, og det komplekse tilfzlde fglger u-

middelbart ved opspaltning i1 realdel og imaginzrdel.

Lad u vere et reelt mdl, som ikke er identisk nul. Vi sztter
I(f) = j&fdu for ethvert £ € C(T,R). Der findes da et &bent in-
terval A ¢ T med p(A) # O, 1ad os antage > O. S& er /EXAdM > O
Der findes en voksende fglge (fn) af afbildninger £ :T ind i R
med (£,) -» X,» £ » O. 8& gelder ( I(£.)) » I(x,) = /px,du, alt-
83 I(fn) $ O for passende n. Altsd er nul-midlet det eneste mal,
der giver nulafbildningen. Nu er afbildningen py —» I linesr, og
da vi har sety, at dens kerne er O, har vi, at den er injektiv,
altsd bijektiv, og deraf fglger igen, at I - u er linezr. Udvi-

delsen til det komplekse tilfelde er triviel. Dermed er sztningen

bevist.

Lad os nu med E betegne Banachrummet C(T,l) med den lige-
lige norm. Med E' betegner vi mzngden af kontinuerte lineszre af-
bildninger I: E ind i €. For enhver sidan afbildning definerer

vi en norm

1Tl = sup{ |I(£)||f € BE A il < 13
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For en vilkérlig linemr afbildning I gzlder det, at den amfgrte

stgrrelse bliver endelig, hvis og kun hvis f er kontinuert. Hvis

T er kontinuert, kan vi nemlig wlge p, shledes at |I(f)]| 15,

for

he) I._\ A

nar blot ||f|l,, < p, men det giver umiddelbart, at |I(f)| <
usP 2

Hf“U <1, altsd ||I]| ¢ 1, Pa den anden side har vi generelt

©

f
I(f)]| < |If Iy It
12601 < el | Q) | s il

hvilket medfgrer, at I er kontinuert i O, og pad grund af lineari-
teten medfgrer dette, at I er kontinuert. Rummet E' med den an-
givne norm kaldes det til B duale normerede vektorrum. Rummet E'
er fuldstendigt. For at vise dette betragter vi en fundamental-—
folge (In) pd E". For ¢ > O kan vi altsi valge N, sdledes at
HIP*IqH < € for alle p,q » N. For ethvert £ med ||f]] ¢ 1 har vi da
IIP(f)—Iq(f)I < €, 0g vi har derfor (Iq(f)) - I(f) for ethvert
f, idet I er en vis graznseafbildning I: E ind i C. Graznseover-
gangen q - « giver nu |Ip(f)—I(f)| e for p > N og ethvert T
med [[f|l; ¢ 1. Heraf fglger nu, at |I(£)] < “IP” + ¢ for ethvert
£ med ||f]ly ¢ 1. Altsé er B < IZ,ll + €5 og vi har dermed
set, at I € E', Endvidere har vi fundet, at HIP—IH < €.+ -Dermed
har vi vist, at (Ip) konvergerer, altsd at B' er fuldstasndigta

Idet u er et md3l p& T og £ € C(T,8) skriver vi ogsd

ity = [ofdy = I(£) = CI,E>.

P4 grund af isomorfien p «» I er det ligegyldigt om elementet
af det duale vektormum betegnes y eller I, og vi vil tillade os
at anvende betegnelsernc i flang. Operationen <{u,f> eller <(I,f>
kaldes det indre produkt. Den er en afbildning af E'xE ind i de

komplekse tal. Den er linezr i hver variabel., Vi har

I<T, &> < WTIHIEly
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i analogi med Cauchy-Schwarz's ulighed. Vi far sdledes vurderingen
|<T50To> = <Tysfy>i & IKIp=T, s> KT, T E, 5]
|<12"I1’f2>! + |<I-19f2'"f1>| ¢ HIQ—IJI ””-PQHU + ”I~1 II”fg—“lHIU?

hvilket viser, at det indre produkt er en kontinuert afbildning.

Hvert £ € &(7,0) definerer en linemr kontinuert afbildning
T:E' inda 1 G, idet vi smtter (1) = <I,f>. Da E' for ethvert
a € T indeholder den specielle afbildning &a(f) = ©(a), vil for-
skellige £ give forskellige Ts Det duale rum E" til B omfatier
alle gfbildninger T. Vi Har s&ledes c¢cn naturlig indlejring af
E i E". P4 den anden side er det let at se, at E'" omfatter fliere
afbildninger end afbildningerne . Vi idsntificerer E red sin
indlejring i E" og skriver E c B'". Da B er et fuldstendigt velk-
torrum, er E et afsluttet underrum af E".

Til en Lebesgue—integrabel funktion g: T ind i C svarer et
absolut kontinuert mal p defineret ved pu(A) = ngdgg For © € ({7,0)
har vi .

<pot> = [pfay = [ fedx.

Ethvert absolut kontinuert mal kan fremkomme pé denne made., MA-—
let y bestemmer g bortset fra en nulfunktion. Til en klasse af
funktioner, der indbyrdes kun afviger ved en nulfunktior, svarer
sledes et mdl og omvendt. Vi vil under disse omstendigheder og-
sé. skrive

I(f) = B(£) = G(F) = <KI, > = <g,f> = <u,>e

Produktet <g,f> for alle £ € C(T,0) bestemmer g bortset fra en

nulfunktion, altséd g som punkt i Lﬂ—rummeto Vi vil i det fglgen-
de altid opfatte funktioner pa denne mide.

Vi kan nu benytte afbildningen & som en erstatning for sel-

ve funktionen g. Derved far vi mezngden af Lebesgue-integrable
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funktioner g: T ind i ¢ indlejtet i E', og elementerne i E' bli-
ver sadledes generaliserede funktioner.

For a € T vil den ved &a(f) = f(a) definerede afbildning
& ¢+ E ind i C tilhgre E', og denne afbildning er sf&ledes en ge—
neraiiseret funktion. Den svarer til .et mal Aa defineret ved

1, hvis a € A
B, (4) = .
7 O, hvis a 4 A,
og dette mal er ikke absolut kontinuert. Vi ser saledes at Ja er
en generaliseret funktion.

Vi ¢gnsker imidlertid et generaliseret funktionsbegreb, som
sikrer, at alle generaliserede funktioner er differentiable. Til
en sadan udvidelse synes udnyttelse af duale Banachrum ikke at
vere fyldestggrende. Derfor skal vi heller ikke g& narmere ind
p& Banachrummenes teori. Vi skal dog fremhmve en vigtig egenskab
ved topologien p&d et Banachrum i almindelighed, idet denne egen-

skab senere vil blive benyttet, nir vi viser, at visse topologi-

ske vektorrum ikke er Banachrume.

7

Definition . Lad A og B vare punktmengder i et vektorrum E over

R eller . Vi siger, at A absorberer B, hvis der findes et posi-—
tivt tal k, sdledes at B ¢ kA. At A absorberer et punkt b € E be-
tyder, at A absorberer mzngden {b}. En mzngde A kaldes absorbe-

rende, hvis den absorberer ethvert punkt af E.

Setning 13. I et normeret vektorrum findes en omegn af 0, som ab-

sorberes af enhver omegn af Q.

Bevis: Enhedskuglen U er en omegn af nul. En vilkéflig omegn V
indeholder en kugle med cenprum Q og en positiv radius r. Alts&

vil %V indeholde enhedskuglen. Dermed er sztningen bevist,.
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3. kapitel.

Om vilkarlig ofte differentiable funktioner med kompakt stgtte.

Lad E vare et vektorrum af kontinuerte funktioner pd en aben
mengde Oy Lad £: 0 ind i ¢ vere en integrabel funktion. Vi gnsker
at indlejre mmngden af sAdanne funktioner i et vektorrum E' dualt
til E p& lignende mlde som omtalt i slutningen af foregéende ka-
pitels Vi behgver hertil at danne

<Ly0> = /Ofﬁod?&

for ethvert ¢ € E. Vi md& fgrst og fremmest sikre os, at integra-
let eksisterer. Hvis vi vil undgd at stille yderligere betingel-
ser til £, bliver det ngdvendigt at forlange, at funktionerne
¢ € E har kompakt stgtte indeholdt»i 0. Ved udregningen af inte-
gralet kan vi tznke os f og ¢ definerede i hele Rm, idet vi s&t-
ter funktionsvaerdierne til O uden for O.

Hvis f specielt har en partiel differentialkvotient D1f med

hensyn til x1, og denne differentialkvotient er integrabel, kan

vi danne
<D, fy0> = [ D,Tpdx = L ...Z:(_[:D1fgodx_1)dx2-..dxm =

VATV ([f¢]§1=_w- [7fD pax, Jax, e e edx = - <F,D,05,
idet vi har forudsat, at D1¢ eksisterer og er kontinuert. Vi har
altsé

5;§(¢) = -2(Dyp).
For et element T: E ind i & fra dualrummet Ef kan vi da generelt
definere en partiel differentialkvotient D1T: E ind i ¢ ved at

satte

D1T(§0) = = T(D1§0)‘
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Denne definition af differentialkvotienten er den grundlsg-
gende ide i distributionsteorien. Vi ser nu, at anvendeligheden
af denne definition kraver, at ethvert ¢ € E har en kontinuert
partiel differentialkvotient D1¢ € E, altsd at ¢ € E er vilkar-
ligt ofte differentiabel med hensyn til xi, og at alle differen-
tialkvotienterne er kontinuerte og tilhgrer E. Vi mad selvfglge-
lig krave tilsvarende for alle de variable x1,...,xm, og vi ender
derfor med kravet om, at samtlige funktioner i E skal vare vil-
kdrligt ofte kontinuert differentiable med differentialkvotien-
ter, som igen tilhgrer E. Det vil derfor vaere naturligt som E
at benytte vektorrummet af vilkarligt ofte kontinuert differen-
tiable funktioner med konstant stgtte, som er indéholdt i O. Det
er klart, at E bliver et vektorrum.

Fgr vi kan tale om dualrummet til E mi vi have indfgrt en
topologi pad E. I fgrste omgang vil vi imidlertid studere vektor-
rummets algebraiske struktur . Vi vil betegne det med éﬁog og
hvis 0 specielt er hele rummet Rm, vil vi betegne det med 53.
Disse betegnelser skal benyttes for rummet med den topologi, som
senere vil blive indfgrt, men vi vil bruge dem allerede nu.

Kravet om kontinuert differentiabilitet vilkarligt ofte le-—
der tanken hen pa analytiske funktioner. Smtningen om entydig
analytisk fortszttelse giver imidlertid, at en analytisk funktion
med kompakt stgtte er identisk O. Vektorrummet 530 indeholder
altsd slet ikke andre analytiske funktioner end nulfunktionen.

Vi m& derfor fgrst vise, at ébo overhovedet indeholder ikke tri-

vielle funktioner.




Bemzrkning: Se H. Bremermann: Distributions, Complex Va-

riables, and Fourier Transforms, side 13. 6l .
Setning 1. Lad [a,b] vere et interval p4 R. Den ved

0 for x4 [a,b]
Pa p(x) = - -———fr———y
’ e (x=a)(b=x) g0 4 ¢ [a,b]

er strengt positiv p& Ja,b[ og vilkadrlig ofte differentiabel pa

hele R.

Bevis: Det ses umiddelbart ved induktion, at den nte afledede af
P(x)

(X_a)ZéSPTX)Zn s

Pa.b pd Ja,b[ har formen  Bemszrkning: R(x) har formen
’

I hvor P(x) ap o o1 r
- - = er et eller andet,

ana H(x) = R(x) e x-a)(b x)’ —
’ polynomium.,

og pa ]a,b[ far vi derfor en vurdering af formen

_ 1
A P
IDnPa,b(x)l < YT o (x-a)(b-x)

hror p er et helt tal og A en konstant (begge afhznger af n).

Heraf ses umiddelbart, at ana b har grenseverdi O i punkterne
9

a og b. Pastanden fglger derefter af en kendt smztning.

Hermed har vi bevist, at rummet & indeholder ikke trivielle
funktioner i det 1-dimensionale tilfzlde. Vi understreger, at

funktionerne i & ikke kan vere alt for "pzne" uden at forsvinde

identisk.

Setning 2. Hvis ¢ € ) (1-dimensionale tilfmlde), og der findes

et reelt tal r, sdledes at |Dn¢(x)| < nlr ® for alle x og n, da

eI'qD:Oo

Bevis: Vi kan antage, at ¢ er reel. Vi har da Taylors formel
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n-—
p(x+h) = 3 -—L-(X) n? :T:’an(X*‘@h)hn:
p=0

og vi har vurderingen
n n [h]yn
| 2% (xien)n®| ¢ (BB,
som viser, at restleddet gir mod O for |h| < r. Altsd har vi
potensrakkeudviklingen

o(x+h) = zo gT-Dp¢(x)hp,
p:

som viser, at ¢ er analytisk. Da ¢ yderligere har kompakt stgtte,

medfgrer dette, at ¢ forsvinder identisk.

Det fremghr af sztning 2, at sup | D (x)| = HDn¢”U mé VoKse

meget hurtigt med n, nir ¢ er en ikke triviel funktion fra < .

Setning 3. Hvis ¢ € &) (4-dimensionale tilfslde), og D (x) > O

for alle x og n, da er ¢ = O.

Bevig: Vi betragter et interval [a,b]. For x € [a,b[ har vi

o(b) = ZdJﬁ—kap Gﬁnﬂﬁ”¢@)wﬂqm4 g e 1x,m[.
b=

Her er alle led pa hpjre side positive. Altsd fér vi vurderingen
\
\
O=<- qu)(x)g P!ig-.b_'Lp’ p:o,1’looyno}
(b-x) ,
Vi har nu Taylorr&kken

X
n n-1
p(x) = —-ﬁiel(x ~a)? + reyr £ Do (8) (k1) at
p= 0 (=177
hvor vi far restledsvurderingen

X n-1
0 ¢ z—f%77¥ Dn¢(t)(x-t)n_1dt < nw(bXé (X"t at ¢ n¢(b)x—a %:g)n 1’ idet

= (n
der viser, at restleddet gar mod O for x € [a,b[. Funktionen ¢ er
vl har vurderingen

ma(b) (X't)n' t ¢ 2Pl gy EHD (4|
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altsd analytisk i dette interval ~ men det var et ganske vilkar-

ligt interval. Altsd er ¢ analytisk og derfor identisk O.

Sstning L. Hvis ¢ € & (41-dimensionale tilfzlde) er reel, og der
eksisterer et tal r » O, si&ledes at Dn¢(x) 2 -nlr % for alle x

og n, da er ¢ identisk O.

Bevis: Lad a vere et reelt tal. P4 intervallet [a,a+r[ satter vi

oo n
_ X-ay _ T &
g(x) = nio( 7 ) = o
Vi har Dg(a) = n!r =, og g har &benbart samtlige differential—

kvotienter positive pad [a,at+r[. Altsd gs=lder ng(x) > nlr ™ for

alle n og alle x € [a,a+r[. Funktionen g er analytisk pad [a,a+r[.
Vi satter h(x) = f(x)+g(x) for x € [a,a+r{. S& er h en funktion,
hvis differentialkvotienter alle er positive pa [a,a+r[ og beviset
for s@tning 3% viser da, at h er analytisk. Altsd er f = h—-g ana-
lytisk pa Ja,a+r[. Men da a var et vilkarligt reelt tal, giver

dette, at £ er analytisk p& R, altsd identisk O.

Det kan udmarket lade sig ggre at konstruere en funk tion,
der tilh¢rep§§, og som ikke er analytisk i noget punkt af sin
stgtte. Dette vil vi dog ikke gennemfgrc. Det er en udmzrket ¢-

velse selv at gennemfgre konstruktionen.

Setning 5. Lad I = [a19b1]x---x[am,bm] vere et interval i R™.
Den ved
p-(x) =p (x,)eeep (x ) (satning 1)
I a1b1 1 ambm m
definerede afbildning PI: R" ind i R er vilkarligt ofte differen-

tiabel, strengt positiv overalt i ¢ og identisk O uden for I.




67

Bevisg :Da pI er produkt af vilkarlig ofte differentiable funktioner,
er pp vilkérlig ofte differentiabel. For x € %, er pI(E) produkt
af positive faktorer, altsd positiv. For x ¢ % er mindst en af

faktorerne nul. Dermed er satningen bevist.

Setning 6. Lad £: BT ind i & vare en kontinuert funktion med kom-
rakt stptte K. Lad K1 vare en kompakt mengde, sdledes at K c ﬁ1,
og lad e vere et positivt tal. Der eksisterer da en vi lkarlig

ofte differentiabel funktion f1'med stptte indeholdt i K1, siledes

at “f-f1“U $ Eo

Bevis: Vi v@lger r > O, sAledes at n/ﬁ er mindre end afstanden
fra K til randen af K, Vi sstter I = [-ry,r]xe-«x[-r,r] og

1
p(x) = %pl(g), hvor N\ er et positivt tal valgt s&ledes at [p = 4.

Vi satter

£,(x) = /o(xg - x)r(y)ag.
Det er nok at udstrakke integrationen over et fast interval, der
indeholder K1o Integranden er da vilkarlig ofte differentiabel

med hensyn til x1,...,xm, og samtlige differentialkvotienter bli-
ver kontinuerte funktioner af (x,y). Altsd er £, (x) vilkarlig
ofte kontinuert differentiabel. Det er klart, at f1 har sin stgtte

indeholdt i LX) Ved at erstatte y i integranden med y+x far vi

Il

£,(x) = [e(z+g)p (g)ay,

altsa
£(x)-7, (x)|

sup | £(x+y)-£(x)|
|y, isr

V=1geaee,

|/ (£(x+y)-£(x) ) (x)ay]| < J1£(x+y)-£(x)lp(x)dy <

Vi velger nu yderligere r si lille, at |f(§+l)-f(§)| £ e for

17

67 Bemerkning: Se L. HOrmander: Linear Partial Differential

Operators, side 3, formel (1.2.2).
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|y1| r,...,lyhl < r og alle x. Dermed er smtningen bevist.

[[PaN

S@tningen udtrykker, at mengden af vilkérlig ofte differen-
tiable funktioner med kompakt stgtte i en vis forstand er tet i

mengden af kontinuerte funktioner med kompakt stgtte.

Det er ikke vanskeligt at karakterisere de kompakte mazngder
i Rm, som kan vare stgtte for funktioner fra D . Lad K c 2" vere

stette for ¢ €&) . Vi har da &benbart {x|p(x) + 0} ¢ K. Endvide-

re har vi definitionsmsssigt K = 1X|¢(X) ¥ Ol. Altsd har vi K ¢ K.

P4 den anden side har vi K K, og da K er afsluttet, fglger her-

af K c K. Altsé gmlder K =

o N

. Vi skal se, at enhver kompakt meng-

de med denne egenskab er stgtte for en positiv funktion fra &,

Dertil behgver vi imidlertid nogle hjzlpesatninger.

Sgtning 7. Lad O - Rm vere en ikke tom &ben mmngde. Der findes
da en fglge (Kn) af’ kompakte mzngder med f@glgende egenskaber:

1) K, 49

[o]
2) Kng Kn go, n=192,o-o

+1
3) For enhver kompakt mmzngde K ¢ O eksisterer der et tal

n, saledes at K ¢ ﬁno

Bevis: Vi velger
1

K, = {x € o|llzl ¢ nA aist(x,€0) » 1.

Det er da klart, at me&ngderne Kn er kompakte, og at fglgen (Kn)
tilfredsstiller 2) og 3). Ved at udelade de eventuelle tomme

mengder, der optrzder i begyndelsen af fglgen og ved at omnummere-

re de tiloversblevne led opnidr vi, at ogsd 1) bliver opfyldt.




69.

S&tnigg 8. Lad O c R vere en ikke tom &ben mongde. Der findes
da en fglge (I_) af begransede, &bne intervaller, siledes at
n
- 1) Tn - O’ n=132,000
2) UI = Ou
3) For enhver kompakt mengde K ¢ 0 gelder det, at kun en-

delig mange af intervallerne In har punkter fazlles med K.

Bevis:iVi valger fglgen (K ) i overensstemmelse med s@ stning 7.

For n > 3 betragter vi et punkt a € K \Kn 1. Da a 4 K "y kan vi

velge et abent interval I a’ sdledes at a € I P I c 0 og T nK o~ e

Da‘Kn\Kn-1 er kompakt, kan vi dekke K \K -1 med gﬁdellg mange sa-
danne intervaller. Vi dmskker ligeledes K2 med endelig mange in—
tervaller, hvis afslutning er indeholdt i 0. Derved far vi alt i
alt en fglge af intervaller, der tilfredsstiller 1) og 2). For en
kompakt mangde K ¢ O gmlder det, at vi kan welge n, siledes at

K c K « Men K kan h¢gjst have punkter fuelles med de intervaller,
der dzkker K2, KB\KZ"°°’K 1\ﬁn’ altsd hgjst med endelig mange
af intervallerne i f¢lgen. Altsd er 3) opfyldt, og dermed er szi-

ningen bevist.

Setning 9. Lad O ¢ R" vare en ikke tom Aben me :ngde, Der findes
da en vilkirlig ofte differentiabel funktion, som er strengt po-
sitiv overalt pa 0 og identisk O uden for O,

Bemerkning: Se L.HOormander, side 4, Theorem 1422,

Bevis: Lad fglgen (I ) af intervaller vare valgt i overensstem—

melse med satning 8. For hvert n € N valger vi % > 0, saledes

at funktionen %an tillige med dens partielle differentialkvo-
n

tienter af orden < n numerisk ikke overstiger 2™, Vi satter
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(1) o = = NPT
I]:1
Det cr da klart, at vi fAr ¢(x) > O for x € 0 og ¢(x) = O for
X ¢ O, P4 intervallet I, forsvinder leddgne i summen pd nzr ende-

lig mange og summen bliver derfor vilkdrlig ofte differentiabel
overalt i O. Det er endvidere ~klart, at ¢ bliver vilkarlig ofte
Gifferentiabel overalt uden for O. Tilbage er spgrgsmiélet om Aif-
ferenvicbilitet 1 randpunkter af O. Vi viser dette ved induktion,
idet vi antager, at det allerede er vist, at ¢ er overalt n gange
rentinuert differentiabel, og at de partielle differentialkvotien-
ter wil og wed orden n bestemmes ved ledvis differentiation af
rokken - Tad DO betegne en af de partielle differentialoperatorer

ail orden n. Vi har da

)
PN n % - Ds::
N g A (/j o 21 }\ p ]
el B I
Ralkizer
o -
» AND.Dp .
4 P L
D= D

konvergerer ligeligt, da [mijD*pI (§)| < 2—p for p 2 n+} og alle

X« Ldet vi giver alle X undtagen Xj faste vardier, giver en kendt
S . .

gatning, at Lcdv1é\6’“ferentlatg%nrwkken (2) er tilladt, og vi

Tinder, at

DjD*@ - y D D 0

Nz In

Dermed er induktionsbeviset fuldfer t, og sztning 9 er bevist,

Lad O ¢ R" vare en aben msngde, og lad A = {O |3 € J}

vare en overdakning af O med Abne mangder. Der eksisterer da en

numerapel overdzkning A' = {OAIn.E N} af O med &bne mmngder, si-

ledes at fyligende betingelser er opfyldt:




1

. -~
1) vne N3je d :0) ¢ op
2) For enhver kompakt mazngde K ¢ 0 vil hgjst endelig mange

af mengderne Oﬂ have punkter fazlles med K.

Bevis: Lad (Kn) vere den i smtning 7 indfgrte fglge af kompakte

mengder. Mangden K2 overdzkkes med endelig mange mangder 0j1,...,0jk
1

taget fra overdzkningen A. Msngden Oj indeholder den kompakte

1 -

mengde K2\(0j u---uOj ), og vi kan derfor valge O; s8ledes at b/
2 k
1

' L N ) P ! -T .E i i
K2\(01u0j U uOj ) ¢ 0y ¢ 05 ¢ Oj2 fter endelig mange skridt

{ ] k,
. . ol 1 ' o I .
far vi en overdskning af K2 med O1’°"’Ok1’ hvor Ov < Ojv, v=1, ,k1
Dernzst overdskker vi K \ﬁz med msngder O se0es0. fra A,
3 Jic, +1 I
1 2
sS4 er K3\ﬁ2 ogsé overdzkket med de abne mangder
O" "—‘O. \K 9000y O" =O. \Ko
k1+1 I +1 1 k2 Iy 1
1 2
Pa. samme made som i fgrste trin reducerer vi denne overdskning
R . o ' ' el "
til en overdzkning med ahne mengder Op ,4see+s0, , hvor Ov c Ov’

1 2
v=k1+1,...,k2. Dernsst overdwmkker vi p& samme made KL#\I%'_5 med ab-
( ~ ne mzngder Oﬁ +1,...,0£ s hvor hver af mazngderne v er indeholdt
2 >
i en af mmngderne Oj og ligger helt uden for Kz. Ved fortsattel=—

se af denne proces Tar vi Abenbart en overdakning med de g¢gnskede

egenskaber. .

I BN -

Bemzrkning: Se L. HOrmander, side 4, Theorem 1.2.3.J

Sztning 41. Lad O ¢ ™ vare en dben mengde, og lad A = {Ojlj € J}

vere en overdsmkning af O med abne mangder. Der eksisterer da en
fplge (nn) af positive, vilkarligt ofte differentiable funktioner

n,¢ 0 ind i [Oyo[, som tilfredsstiller fglgende betingelser:

, <>/K \(O. Usseeu0, )c0'!cO}cO, . Tilsvarende velges 0!, siledes at
( 2 32-,Jk1=1=1=31 2




T2

1) vxe 0 : 3 n,(x) =1 )
Bemzrkning: Se H. Bremermann, side 23%.

e
2) For ethvert n€ N er stgtten for n  delmengde af et 0€A.

2 J—

3) Lad K c O vare kompakt. Da antager hgjst endelig mange

Ny positive vardier pa K.

Bevis: Vi indfgrer overdskningen A' fra sztning 10, og vi valger

| forst ﬂﬁ‘ 0 ind i [0y0[ i overensstemmelse med sztning 9, saledes
at ﬂﬁ er vilkdrlig ofte differentiabel overalt, strengt positiv
overalt i O£ og identisk O uden for OA. Dermed vil fglgen (ﬂﬂ)
tilfredsstille alle sztningens betingelser undtagen betingelse 1)

Nu er imidlertid znﬂ positiv overalt i 0, og vi kan derfor satte

!

g = v

sy, 0 53 vil (nn) opfylde alle betingelserne.

Definition 1. Fglgen (”n) i s®ztning 11 kaldes en opspaltning af

enhedsfunktionen svarende til overdzkningen Ae.

Sztning 12. Idet vi benytter betegnelserne fra saztning 11 gzlder

det, at vektorrummene éDO s J € J udspander 550.
J

Bevis: En funktion ¢ € éfo kan nemlig skrives

¢ = n1(p+’l’;;%t?+ooo |
0og her vil hver af funktionerne nn¢£ filh¢re et af vektorrummene
zébo‘. Da kun endelige mange af funktionerne Ny antager fra O
forsﬁellige verdier pad den kompakte stgtte for ¢, bliver summen

endelig. Dermed er smtningen bevist.
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Définition 2. Lad O ¢ o vere en aben mesngde. Ved en generali-

seret furk tion p& O forstidr vi en linezr afbildning T: &50 ind i
. En L1—funktion f£: 0 ind i R identificeres med den generalise-
rede funktion ¥ defineret ved (o) :‘fnf¢,

Denne identifikation bliver en injektiv indlejring af
De . . . ¢ 1
= funktionsklasserne, thi hvis ¥(p) = O for ethvert ¢ € QDO,
ti

er £(x) = O nmsten overalt.

de.
Bemzrkning: L. Hormander: Linear Partial Differential

Operators, side 8, definition 1.4.1., hvor der dog er b

in defineret

D, _lo . _sd .

J Dk_i - lax h
k

(sammenlign matematik 6, K III 10, 1964-65 eller M 1.35,

Qo

séa. -
1965-66) . Se endvidere H. Bremermann: Distributions, Com- F
1is

plex Varisbles, and Fourier Transforms, side 4 og 1. h
1 = U1 v ‘
T: ébo ind i ¢ har derfor p& naturlig mide en restriktion
T|O1= éDO ind i C. En generaliseret furk tion pa O er i denne
1

forstand ogsad lokalt bestemt p& delmzngder af 0., Det er imidler-
tid ikke helt oplagt, at en generaliseretv furk tion pad O kan be-—
stemmes ud fra sine restriktiorer il delm@ngder, der daekker O.

Vi viser derfor fglgende satning:

Setning 13. Lad O ¢ R™ vare en aben ma@agde. ad A = {Ojlj € J}

vare en overdskning af O med Abre mzngder. Lad for hvert jJ &€ J

en generaliserct funktion Tj pa Oj vare givet. Hvig det for hvert

par jsk € J med Ojnok + ¢ gelder, at restriktionerne af Tj og T,

k er identiske, da eksisterer der en og kun én gﬁnerali-

seret funktion T p& O, hvis restriktion til Oj er identisk med

til 0.n0
%5

Tj for ethvert j € J.




The
Bevis: Lad (nn) vere en opspaltning af enhedsfunktionen svarende
til inddelingen A. Til hvert n € N svarer et j(n), sdledes at
stgtten for Ny er indeholdt i Oj(n)’ En generaliseret funktion T

med de forlangte egenskaber tilfredsstiller de fglgende for ¢ Eéaa.

o) = 2T(pny) = 3T50,y(ony)s
hvilket viser, at T er éntydigt bestemt. Vi definerer T som an—
fgrte For k € C fAr vi da

k = T, k = k' T. = kT

T(kp) = 275, (Kony) = k2T, y(on,) (p)
og for 949905 € éDO:

Toy*tep) = 3Ty (oymproony) = 350y (oyn )40 50y (oony)) =

ETj(n)(¢1nn) + ETj(n)(ann) = T<(P1) + T<§02)°

Dermed har vi vist, at T defineret pa den foreskrevne made bliver

en lineazr afbildning, og dermed er satningen bevist.

Vi vil slutte med nogle eksempler pa differentiation af ge-

neraliserede funktioner i det 41-dimensionale tilfzlde. Vi begyn-

der med furnktionen Aa defineret ved
1 for x > a
A (x) =
0O for x < a
Vi far
2,(0) = [ o(x)ax; DA (p) = = Dp(x)ax = ¢(a) =& (p)

D&a(¢) = ﬂfa(D¢) = =Dp(a),eeas Dnﬁa(w) = (“1)nDn¢(a)so..

Vi betragter dernmst en funktion f: R ind i R defineret ved

0O for x g 0
£(x) =1 _,

X for x > 0; a € ]O,’l[n

84 er

2(p) = § x % (x)ax,
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altsé

D¥(p) = 1g”xﬂaD¢(x)dx = ;ig([—ij¢(x)]; - a&yxj“-1¢(x)dx) =

1imn(d % (8) - af;x-a—1go(x)dx),.
-0

Funktionen —ax-a_1 er ikke L1 og bestemmer derfor ikke selv

en generaliseret funktion. Derfor optrader tillegsleddety 0g €n
grenseovergang bliver ngdvendig. Vi kan pynte en smule p& resul-

tatet:
Dﬂ¢)=;ﬂﬂfuﬂ6)-m&®m4¢ﬂﬂmc-m@iu4%MXF¢w)MXF
1im(6 p(¢) 9 (0) <" %121 (p(x)=p(0) )ax) =
Lin(8™ (p(6)-0(0))-a/ g2 (o (x)=p(0))ax) =
§-0

ﬂmf <1 (p(x)=p(0))ax.

Hvis stgtten for ¢ tilhgrer et interval [a,b], far vi yder-

ligere

-a—1dx _

D2 (p) = o 0,701 (5 (x)-p(0))ax + ap(0)/ %

b
p(0)0™ | x (g (x)-p(0))ax

og her er afhangigheden af tallet b selvfglgelig kun tilsyneladende.

For
(0 for x ¢ O
£(x) = -
log x for x > O
far vi ved tilsvarende regninger

() =,£”¢(x)log x dx

og
D¥(p) = 14”108 x Dp(x)dx = ;im([-¢(x)log X]T§+J:9%§ldx) =

;1g(¢(§)log iy +.f 2‘('“’ldX)




Hvis stgtten for ¢ er indeholdt 1 [a,b], far vi

D2(s) = 1nlp(6)108 ¢ * /5 el0day o [elxlzo(Oay) -

X

b
¢(0)log b +£ M}%QLO—)CIX.

For f(x) = log|x| far vi
P() = [ p(x)log|x|ax
og
DE(p) = 12:10gIXID¢(X)dx =

§-0
- -
0 ¢+ el 7] o
- o
;ig(l; Qégldx + /& S‘3-%:51(1};).

76

. - ""(5‘ o
im(-Lp (x)10g|x| 1 ~[p (x)Log| x| Ty + [ eEhax + [ 28 ax)=

Funktionen % er ikke L1, men for differentiabelt ¢ kan,/%¢ Jo

dannes som en Cauchy-hovedverdi, og derved fas en generaliserct

funktion, der altsd faktisk er differentialkvotient af log|x|.
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L. kapitel.

Topologien pa vektorrummet ébe
Med K ¢ Rm betegner vi en fast kompakt mezngde. Vektorrummet

551( omfatter alle vilkarlig ofte differentiable funktioner ¢:Rm
ind i & med kompakt stgtte, som er en delmzngde af K.

Topologien pa éDK ma valges sdledes, at de generaliserede

funktioner, der fas ved differentiation af en malelig funktion

f bliver kontinuerte pa K. For m = 1 far vi specielt DnT(¢) =

(-1)n/f(x)Dn¢(x)dx, og vi ¢gnsker altsd, at denne linemre afbild-
ning skal vere kontinuert. Det er derfor naturligt at valge to-—
pologien saddan, at konvergens af en fglge (¢n} betyder ligelig
konvergens ikke blot af seive fglgen (@n), men ogsa af enhver
fglge, der fas ved gentagen ledvis differentiation af fglgen Pne
Vi indfgrer nogle afkortede betegnelser for at undgé skri-

veri:

Y Y b P

B = (p1""9pm)9 DB'—'- D11oooDmm, ‘.'Z_C_P’ = X11onoxmm, |B| = P1+ooc+Pmo

For P € N, r > 0 indfgrer vi en omegn UP P af 0 defineret ved
3

UP,r = {p € @KHID%HU < r for ethvert p med [p} < P}

., 0
Her regner vi D=¢p = pe En omegn U af O-funktionen er en mengde,

der indeholder en af omegnene UP e Mszngden af s&danne omegne
g

betegnes U, For ¢ € gKK er U(p) = {p + U|U € U} mzngden af omegne
af ¢, altsd specielt U = U(0). Enhver omegn U € U(p) indeholder
siledes en mzngde af formen

fy € 8 [IP™(y=p)ll, < r for ethvert p med |p| ¢ Pe
De fire fgrste omegnsbetingelser

1) Ulp) # ¢

2) For Ue U(p) er 9 € U

3) Af Ue 0(p) og V5 U falger V€ U(p)

L) Af U,V € U(p) fplger UnV e U(p)

$ 1

77yo Bemmrkning: U, . = {¢p € & KllgTig.HDpwﬂU < r}

o
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er trivielt opfyldte. Det er endvidere let at se, at omegnen UP r
?
er omegn af ethvert af sine punkter, og deraf fglger, at den

femte omegnsbetingelse ogsad er opfyldt.
Af relationen (¢+UP,%r) + (¢+UP,%r) c oty + UP,r fplger,
P A . 3
at additionen ¢+) er en kontinuert afbildning affﬂngéZk ind 1
ﬁﬁK. Dermed har vi bevist, at;gﬁK er en topologisk gruppe. For
at vise, at ;DK er et topologisk vektorrum, m& vi endnu vise, at

(%9¢) - Np er en kontinuert afbildning af CxézK ind i éﬁK. For

at vise kontinuiteten i punktet (xo,¢o) skal vi se pa
(NN (@ t0) = N @ NP NP s
og det er derfor nok at vise, at afbildningerne ¢ - %O¢, A - %wo

er kontinuerte i O, samt at N¢ er kontinuert i (0,0). Nu er

%oUP,r = UPslxolr’ og derfor er ¢ —» N ¢ kontinuert i O €t§bK'

Hvis E er enhedscirklen i den komplekse plan, har vi a&benbart

E'Up,r = Up,r° Altsa er (Nn;9) » Np kontinuert i (0,0).

Vi mangler siledes at vise, at afbildningen N\ - Np  er kon-
tinuert i 0 € C. Dette kommer ud pa at vise, at det for enhver

omegn UP,r gulder, at N € UP,r for |N| ¢ &, hvor § er et passen-

de tal. Dette er ensbetydende med; at 0y € AUP r for |Al > %3
, Py

altsa, at UP - absorberer punktet Pqe Dette gmlder imidlertid,
9
idet vi blot behgver at velge % sidledes at %-r overstiger
S

P. Dermed har vi bevist, at éDK

HDE¢O“U for ethvert p med |p]

er et topologisk vektorrum.

Vi understreger, at topologien pé-éﬁK ikke kan frcembringes

af en norm. Enhver omegn U € U indeholder nemlig en omegn UP P’
H

som igen indeholder omegnhen UP+1,r’ der ikke absorberer UP,r og

derfor heller ikke U. Sztning 13 i kapitel 2 viser nu, at JDK

ikke er et normeret vektorrum.
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Lad r < 1 vere et positivt tal, og lad P vere et positivt

P, at

V4N

helt tal. For ¢ € K(o,z'Pr) har vi for |Eo|
- . -P
2712l ine (1, supf Dl |2l = lp I3} < 27Fr,

altsa

Hﬁgop

Altsd gzlder U

”U < r.

p.p 2 K(o,2—Pr). Dermed er péstanden bevi st.

,r =

Sgtning 1. Enhver af de partielle differentialoperatorer Dj:'ébK
ind i-ébK er en kontinuert afbildning. Det samme gzlder for de
partielle differentialoperatorer af hgjere orden.

Bevis: Vi har Dj(UP+1,r) C UP,r' Dette viser, at Dj er kontinuert.

Setningens sidste pastand fglger af, at en partiel differential-

operator af hgjere orden fa&s ved sammensztning af operatorer af

fgrste ordene.

Setning 2. At en fglge (¢n) pé;QDK konvergerer mod ¢ € ;bK bety-
der, at det for ethvert p = (p1,...,pm) gelder, at funktionsfglgen
(ngn) konvergerer ligeligt mod Dem. At fglgen ¢j er fundamentgl-

fglge, betyder, at hver af fglgerne (DE¢n) er fundamentalfglge 1

den ligelige topologi.

Bevis: Umiddelbart.

Satninglj. Rumme t éZK er fuldstendigt.

Bevis: Lad (¢n) vere en fundamentalfglge pa ébK' For ethvert p

er (DE¢n) en fundamentalfglge pad det ligelige funktionsrum, alt-

sa ligelig konvergent mod en gransefunktion ¢B; Det er klart, at

’
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¢E'har stgtten indeholdt i K. Vi fastholder de variable undtagen
X.o Fglgen (D.DB¢n) konvergerer ligeligt, og ifglge en kendt

J J

setning konvergerer den derfor mod Dj¢E. Vedé gentagen anvendelse

o - O . .
af dette resultat far vi, at ¢p = Dpw-. Dermed er satningen bevist.
Angaende pseudonormer se endvidere opgaverne til T 3 ijmatematik 6
Vi vil et kort ¢jeblik betragte et vilkérligt vektorrum E.

En afbildning p: E ind i R kaldes en pseudonorm, nir den tilfreds-

stiller betingelserne
1) p(0) =0
2) p(x) >0
3) p(Nx) = [Np(x)
L) p(x+y) < p(x) + p(y)

Hvis pseudonormen tillige tilfredsstiller betingelsen p(x) > 0
for ethvert x 4 0, er den en norm. I det alminde; ige tilfalde er
p”1(o) et underrum af E, nulrummet for p, og p kan pd naturlig ma-
de opfattes som en norm pa restklasserummet E/p-1(0).

En pseudonorm definerer en pseudometrik og dermed en topologi
péd E ganske som en norm ggr det, men E bliver ikke et Hausdorffrum.

Lad {pjlj € J} vare en familie af pseudonormer p& vektorrummet
E. Hver af pseudonormerne definerer en topologi pa E. Den groveste
topologi, som er finere end alle de ved pseudonormerne definerede
topologier kaldes den ved familien {pj|j € J} definerede topologi.
Hvis betingelsen

v € B3I € 7t py(0) 4 o
er opfyldt, bliver E et Hausdorffrum.

Som basis for omegnene af O kan vi bruge alle mengder, der
kan fas som fallesmazngder for hgjst endelig mange af de ved pseu~

donormerne definerede kugler, altsd mengder af formen
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{§|Pj1(.}£) < I‘,] N sre A Pjn(?_;.) < I‘nf.

I rummet ébK har vi for hvert p = (p1,.,.,pm) en pseudonorm
: QDK ind i R defineret ved

pp(9) = 1Dl

I virkeligheden er pp en norm i dette tilfazlde, da pR(w) = 0 vil-

Pp

le krave, at ¢ var et polynomium, altsd en analytisk funktion, og

vi ved jo, at éEK ikke indeholder andre analytiske funktioner end

nulfunktionenhDet'gwlder alment, at til enhver kontinuert pseudonorm

1p\svarer en og kun én konveks omegn U af O, neMligb = {§|p(§) L 1}4

Sé%ning Ly, Basisomegnene UP P er konvekse.
H

Bevis: Hver basisomegn er fmllesmengde for endelig mange kugler i
topologier svérende til normerne pB. Setningen fglger derfor af,
at en kugle i et normeret vektorrum er konveks. Dette vises pé
fglgende mide: AF ||x|] < z, |lv]]| < r, N € [0,1] fplger

Ine + (=Nl < IIxxll + (1N gl = Azl + (=N il <

Ar + (1-N)r = r.

Ved de fglgende undersggelser af rummetcﬂ5K vil fglgende sat-

ning om generelle fuldstezndige metriske rum vise sig nyttig.

Smtning 5 kaldes ogséd Baires satning.|-

Setning 5. Lad B vaere et ikke tomt fuldstsndigt metrisk rum, og
laa (Ah) vere en voksende fglge af afsluttede delmzngder af E.

Hvis UAh = E, har en af mazngderne Ah et indre punkt.

Bevig: Lad os antage, at ingen af mengderne Ah har indre purk ter.
Vi valger a, € E\A1, og da E\A1 er aben, kan vi valge r, > 0, sa-

ledes at K(a1gr1) ¢ E\A, Da a, ikke er et indre purkt i A,, kan
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“en blok (hos Bourbaki "tonneau"). ;WK
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vi valge a, 6K(a1,%r5)\A2, og da denne mzngde er a&ben, kan vi
velge r, €]O,%q[, séledes at K(az,rz) c K(a - 1)\A . Ved at
fortsatte denne proces fAr vi en fglge

K(a19r1) 2 K(azgrz) Q K(ajyrj) 2 cee,

< %Pn, n = 1,2,«-. og K(an,P )ﬂAn = Q. FOP P > 0

n+ S
-n-+1 - o

= o A
gelder Bp4p € K(a ST ), altsa dlst(an,an+p) r, = 2 r, 1ts8
er (an) en fundamentalfglge, og derfor konvergent mod et grense—

sdledes at r

I~ s

punkt @a. For ethvert n er dette graensepunkt indeholdt i afslutning:-

en af K(a_sir ), altsa i K(an,rn), som ikke har punkter fzlles med
Ah. Altsa gmlder a 4 UAn i modstrid med UAh = E. Dermed er sat—

ningen beviste.

Definition 1. En mengde A i et vektorrum E over de komplekse tal

kaldes rund, sé&fremt

va € AVAE C : [N ¢ 1= na€ A,
En rund mengde kaldes hos Bourbaki équilibré; i matematik
6 kaldes mengden stjerneformet.

Basisomegnene UP » oF abenbart runde.
H

Setning 6. Hvis en punktmengde i 43 er rund, konveks, absorberen-

.de og afsluttet, er den en omegn af O. -
Bemarknlng, En rund, konvoks, absorberende og afsluttet{m engde kaldes|

eriet blokrum.| - \U

Bev1s Lad U vare en punktmwngde med de navnte egenskaber. Da er

absorberende, er U nU =
n=1
derne nU afsluttet. Af saztning 5 fglger da, at en mengde nU inde--

éﬁK. Da U er afsluttety; er hver af maeng:-

holder et indre punkt ¢ EZéij Men si er ¢ = %w et indre punkt i
U. Da U er rund, er ogsd -9 et indre purk t i U. Vi har derfor et
r > O, sdledes at kuglerne K(-p,r) og K(p,r) er indeholdt i U. Da

U er konveks, fglger heraf, at K(O,r) ¢ U. Altsé& er U en omegn af
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8l .
O, Dermed er saztningen bevist.

Den metrik, vi har indfgrt pé:QSK, er blot en af mange muligs,
og det er séledes ogsd en tilfaldighed, at hele &5K er blevet be-
granset ved denne metrik. Vi understreger, at det er yderst vigtigt
for os, at rummet<§5K er metriserbart, men at selve den indfgrte
metrik er uden stgrre betydning - og vi har da heller ikke brugt

den til noget. Det er helt vesentligt, at vi glemmer den, nar vi

nu skal indfgre begrebet "begraznset mzngde' pé éﬁK-

"Bt Banach-rum er normeret og fuldstmndigt.

- . O
Et Frechét-rum er metrisabelt og fuldstaendigts . | i
En mzngde i et Banachrum er begranset, hvis den er indeholdt
i en kugleomegn, og da enhver kugleomegn (om 0) i et Ba- bgrwn—
| nachrum absorberes af enhver anden kugleomegn (om O), er ;
|
en mengde i et Banachrum begranset, hvis den absorberes :
at
af en kugleomegn (om 0). Lt
- ,P,r Rt dh i S g -y A ke URILA A W A RN A UL L UP’P DV AL L -
positivt tal A\, saledes at A c %UP p? ©8 denne betingelse er ens-—
= L]
betydende med betingelsen
(1) Vo € Avp : |p| { P= HDE¢HU < nr.

Heraf fremg&r umiddelbart, at 1) = 2). Er pd den anden side 2)
opfyldt, kan vi valge A € R, slledes at HDE¢HU < A for alle ¢ € A
og alle p med |EJ £ P. S& er (1) opfyldt med N = %. Dermed har vi

vist, at 2) = 1),

Definition 2. En punktmengde A.g‘ﬁbK kaldes begraznset, hvis den

tilfredsstiller betingelserne i satning 7.
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Vi bémmrker, at ingen omegn af 0 € éﬁK er begranset. Vi be-
mwrkergyderiiger@,at betingelsen 1) anvendt p& et Banachrum (eller

blot et normeret vektorrum) giver begransethed i sa:dvanlig forstard.

Satning 8. Enhver delmasngde af en begraznset mangde A ¢ &ZK er be-

graenset. Mengden A.er begranset, hvis og kun hvis enhver numera-—

bel delmzngde af A er begrmnset;

Bevis: Den fgrste pastand er triviel, ogdermed er ogs& "kun hvis"
i den anden pastand triviel. Lad os antage, at;A.iﬁke er begraznset,
Der findes da en omegn U af 0, som ikke absorberer A. For ethvert
n € N kan vi derfor valge ¢ € A\nU. Punktmengden {p_|n € N} ab-

sorberes ikke af U og er derfor ikke begranset.

Hvis A og B er begraznsede, og U er en vilkarlig omegn,

{ it
" kan vi, da vi befinder og i et t.v.r., finde en omegn Vy §
1 iunkt_
: s at V+V ¢ U. Vi kan derefter valge Apshy € JOso[, 88 ;
at A ¢ AV for |N] 2 Ay 0g B g NV for |N| > A,e Hvis nu
er

| o]

IND 2 Ay v Ays gelder der
T ,°°[9

A+B ¢ AV + AV = N(V4V) ¢ AU Q.E.D.
s& at A € N\U for A 2 Ay @@ BE AU IO A 2 Aje VI har 0a AUD ¢ AU

for N\ 2 max(Ayshy) 0g A+B ¢ NU for N\ > Ay+A,. Dermed er sstningen

bevist.

Satning 10. Enhver endelig mzngde er begranset.

Bevis. Dai enhver omegn er absorberende, er en mengde, der bestar

af et enkelt punkt, begranset. S@&tningen fg dger derefter af sat—

ning 9.
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11
Sptning M. En ngdvendig og tilstrazkkelig betingelse for; at en

f¢1ge (wn) gdr mod O pd &bK’ er, at vi har en fremstillihg on = N¥ne
n=192,e0es hOr (kn) er en fpglge af positive tal, som gér mod O,

mens (y.) er en begranset fglge pa & .
n K

Bevis: Vi viser fgret tilstfakkelig: Lad (xn)»o vere en fglge af
poéitive tai; lad (¢ﬁ) vere en Begrwnset fglge pé &ZK og lad U
vere en omegn af O pé gbKl Vi‘kan da valge p € ]040[, sdledes at
(g} g oU for ethvert o 2 pé Vi har da Ng € U for N\ ¢ %—, altsé
Ny, €U fra ¢t vist n 8t regnei Dermed er "tilstrakkelig'" bevist.
For et vise "Mgdvendigt" ma vi udhytte, at der findes en numerabel
basis for omegnehe af 0. SOm en sadan badie kan vi benytte omegnene

U 19 4 = 1525¢.. Disse danner endda en monotont aftagende fglge.
s

No)

- Lad (¢n) vaere en fglge, som g&r mod O. For

P € Uo \U 2
% 5 (at1)%,—1—
q (a+1)
sztter vi
i
M= fp = ppc U 4-
Dy
‘ a
For (pnq: U1’1 setter vi 7\1'1 = 1, ¢In = gon. For pn = 0 satter vi
%n = %, ¢n = O. Derved har vi a&benbart sikret os, at (%n)-a 0.
Men for ethvert g har vi ¢y € U , fra et vist trin, altsd gazlder
A=
a

(¢n)-4 0 og fglgen Uy er derfor begranset. Dermed er sztningen be-

vist..

12
Setning Ng. En linesr afbildning T:AééK ind i ¢ er kontinuert,
hvis og kun hvis det for enhver begraznset m&zngde A'§<§DK gelder,

at billedmzngden T(A) er begrznset.
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Bevis: Vi antager fgrst, at T er linesr og kbhtinuert, og at A §;Q%
er begreznset. Lad E c & vere enhedscirkelskiven. Da er T—1(E> en
omegn af O og absorberer derfor A; Vi kan_altéé velge N € 0ol
sdledes at A ¢ ‘M‘*’“"(E), inen dette medfgrer; at T(A) ¢ NE, altsd

at T(A) er begrensets Lad os dern&éf_omvendt antage, at billedet
ved T af enhver begr&hset mengde er begranset, samt at T er linezri
Da éZK er et metrisabelt rum, kan vi vise kontinuiteten af T i
punktet O ved at vise, at det for enhver fglge (¢n)-4 0 pa QSK
gelder, at <T(Wn))'* O. Nu har vi ifglge s®tning %é en fremstilling
(@n) = (%n¢n), hvor (¢n) er begrznset og (%n) gar mod O pad R. S&

er T(¢n) = %nT(¢n), og ifglge antagelsen er (T(¢n)) en begrznset
fglge pd C. Men heraf fglger netop, at (T(¢n)) - 0, og dermed er

setningen bevist.

De foregidende resultater kan ogsd udledes af visse generelle
egenskaber ved metrisable topologiske vektorrum. Vi bemzrker fgrst
at det gmelder helt generelt, at enhver omegn af O er absorberende.
Vi definerer generelt en begraznset mengde som en mangde, der ab—
sorberes af enhver omegn. Sztningerne 8,9,10 og 14 gzlder da usn-

drets. Vi har endvidere fglgende satning:

13

Setning M. Lad E vere et metrisabelt vektorrum over C. Hvis en

mengde A absorberer enhver punktfglge, som gar mod nul, er A en

omegn af O i E.

Bevis: Da E er metrisabelt, eksisterer der en numerabel basis {Un}
for omegnene af 0. Lad A ¢ E vere en mengde, som ikke er en omegn

af 0. For ethvert n € N gazlder da, at nA heller ikke er en omegn
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af 0, og derfor er Uﬁ\nA + ¢ for ethvert n. Vi valger x, € Uﬁ\nA,
og (xn) er da en punktfglge, der gar mod O, men (xn) absorberes

ikke af A, Dermed er s®tningen bevist.

Iy

§§thin + I et metrisabelt vektorrum E over € vil en mangde vare

en omegn af O, hvis og kun hvis den absorberer enhver begrenset

mengde .,

Bevis: "Kun hvis'" fglger umiddelbart af definitionen af begranset
13
mengde., "Hvis" fglger umiddelbart af sztning M.

Af smtning 4g~kan "hvis" i s®tning #g:umiddelbart udledes for
generelle metrisable vektorrum. Lad U vare en cirkelomegn af O i
é, og lad A ¢ E vare begranset. Hvis T: E ind 1 C afbilder enhver
begrenset mengde p& en begraznset msngde, er T(A) begrznset. Vi
har derfor et positivi tal A, sdledes at T(A) ¢ AU. Dette medfgrer
imidlertid, at A ¢ kT_1(U)e Vi har siledes vist, at T—1(U) absor~
berer enhver begranset msngde, og ifglge satning 4g~medf¢rer det,
at T—1(U) er en omegn af 0. Altsd er T kontinuert.

Vi vil vise, at de kompakte mzngder pééZ'K netop er de begren-~

sede, afsluttede mengder. Dette bygger pa Ascolis satning, som vi

derfor fg¢grst vil formulere og bevise.

3

Definition M. Lad E, og E, vere metriske rum. En familie {fjlj € J}

af afbildninger fj: E1 ind i E2 kaldes equikontinuert (ensartet
ligelig kontinuert), hvis fglgende betingelse er opfyldt:
Ve > 036 > Ovx,y € B,Wje€ J 2 dist,(x,5) (6 =
disty(£4(x),f45(3)) < e
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\5

Setning . Lad E1 vere et prakompekt, metrisk rum og E2 et metrisk

rum og lad A ¢ E1 vere en overalt tet punktmengde., Lad {fnln.e N3
vere en equikontinuert familie af afbildninger fn: E1 ind i E2.
Hvis det for hvert X € A gmlder, at fglgen (fn(x)) er en fundamen-
talfglge pa E2§ da er (fn) en fundamentalfglge i det ligelige funk-

tionsrum C(Eﬁ,Eg)s

Bevig: Lad e vare et positivt tal og lad x vere et vilkarligt punkt

af Eq' Vi valger § > 0, saledes at det for alle x,y € E, og alle

n e N gelder, atdist,(y,z) < & = dist, (£, (y),£,(2)) ¢ % eyl valger
z € ANK(x,46). Da fglgen (fn(z)) er en fundamentalfplge, kan vi

velge N(x), sdledes at det for p,q > N(x) gelder, at
disty (£, (2),f (2)) ¢ %e. For et vilkarligt y € K(x,1¢)
har vi da
aiaty (2, ()£ (y)) § aety(e (9,2 (haisty(e (2),2 (=)
+ dist2(fq(z),fq(y)) < €

A

Da E, er przkompakt, kan vi velge x1,...,xk, sadledes at kuglerne

1
K(%y9%6) 50 00,K(x, 9308) dekker E,. Med N = max{N(xj)Ij = 15000k}

har vi da, at p,q > N medfgrer, at distz(fp(y),fq(y)) < € for et-

hvert y € E1, og dermed er s:tningen bevist.

[
Setning N8. (Ascoli). Lad E1 og E2 vere prekompakte metriske rum,

og lad {fnln € N} vere en equikontinuert familie af afbildninger

fn: E1 ind i E2

mentalfglge i det ligelige funktionsrum C(E1,E2).

« Da har fglgen (fn) en delfglge, som er en funda-

Bevis s ¥or ethvert n kan E1 overdakkes med endelige mange kugler

med radius 2—n. For n = 1;2,... far vi en fglge af kuglecentre,
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som er overalt tet 1 E1. Altsd eksisterer der en numerabel mengde

A = §x1,x2,...}, som er overalt tet i E,. Vad successive fortyndinger
af fplgen £ far vi funktionsfglger (fm),(fnz),._.., hvor (fnp(xj))
er en fundamentalf¢lge for J = 14250050« Diagonalfglgen (fnn) op-
fyider da den betingelse, at (fnngg)) er en fundamentalfglge for
ethvert x € A, og ifglge satning N er (fnn) s en fundamentalfglge

i @(Eq,EZ); Dermed er saztningen bevist.

\7 |
Setning 194 Hvis det for en familie gfjlj € J} af funktioner f: RM

ind i ¢ gmlder, at der eksisterer en konstant A, siledes at
W0 € [1yeve,m] VIE T 1 ||D3fj|| < A,

da er familien equikontinuert.

Bevist Det er nok at vise sztningen i det specielle tilfelde, hvor

funktionerne fj er reelle. Middelvardisztningen giver da en rela-—

tion af formen
m

N
f. L. = Do, (£, -
5@t 4(x) v§-1 pTs(gy ) (3,x ),
og heraf fas vurderingen

Ifa(l)-f:}(?_{.)l < mA |l y-xll 5

hvilket medfgrer, at familien er equikontinuert. Dermed er sztningen

beviste.

. 18 :
Sptning Q. I rummet éZK er enhver begranset mengde prakompakt.

Bevis: Det er nok at vise, at enhver begranset fglge pé<§5K har en
delfglge, som er fundamentalfglge. Lad (¢n) vere en begraznset fglge.
For ethvert p tilfredsstiller fglgen (ann) betingelsen i satning

7
*Q og ifglge Ascolis s@tning har (Dp'cpn) s&ledes en delfglge, som
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er en fundamentalfglge i det ligelige funktionsrum @(f{m,C)o Ved
fortsatte for tyndinger fir vi en fglge (¢n1),(¢n2),;.., sdledes at
det for (¢nP) gelder, at (DE¢nP) er fundamentalfglge i det lige-
lige funktionsrum. Men s& er (wnn) en fundamentalfglge i éﬁK’ og

dermed er satningen bevist.

¥

Setning XN . I rummet &5K er enhver prekompakt mangde begrenset.

Bevis: Lad A ¢ J g vere en prakompakt mengde. Lad p = (p,se- e oD )
vare fast valgt. Vi betragter mengden A% = {DByp|p € A}. fnhver
felge (@n) P4 A har en delfglge (¢n), som er fundamentalfglge i
funk tionsrummet AR med den ligelige metrik. Dette viser, at AR er

prakompakt 1 den ligelige metrik, altsd at AR er begrenset i éXKo

Dermed er sztningen bevist.

20

Bptning DR« fn mengde i éﬁK er kompakt, hvis og kun hvis den er af-

sluttet og begreanset.

er et fuldstendigt rum, er en punktm@&ngde i ééK kom—
pakt, hvis og kun hvis den er przkompakt og afsluttet. Derefter

18 19

fglger se@tningen umiddelbart af sztningerne 2Q og M.

De topologiske vektorrum, for hvilke det gelder, at kompakt
er enshbetydende med afsluttet og begranset, kaldes Montelrum. Rum—
met ézK er sédledes et Montelrum. De endeligdimensionale, normerede
vektorrum er ligeledes Montelrum. Et andet eksempel er rum af holo-
morfe funktioner i et omrdde i den komplekse plan mecd en topologi,

der svarer til ligelig konvergens pa enhver kompakt delmengde af

Bemgrkning: Et Montelrum skal ogsd vare et blokrumﬁ,
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omradet. Dette resultat skyldes netop Montel og er begrundelsen for
navnet Montelrum. I et uendeli'g dimensionalt Banachrum er den af-—
sluttede enhedskugle aldrig kompakt, og da den altid er begrznaect,

er disse rum aldrig Montelrum.

Et metrisabelt vektorrum, som e€r fuldstsndigt, kaldes et

Fréchetrum. Rummene ng er alts& Fréchetrum.
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5« kapitel.

Topologisk vektorrum. Rummet &bﬁw

I det fglgende kommer vi til at beskaftige os med adskillige
topologiske vektorrum, som ikke engang er metrisable. Vanskelig-
heden melder sig ved det duale vektorrum ébﬁ til rummet &DK og se-
nere ved vektorrummet D af alle vilkarlig ofte differentiable
funktioner med kompakt stgtte. Vi vil derfor behandle teorien for

( generelle topologiske vektorrum i dette og de fglgende kapitler,
og vi vil sa éfterhénden illustrere teorien ved anvendelser pa& vek-

torrummene &2 K? 021'{’ D og andre rum, der spiller en rolle i di-

stributionsteoriene.

Definition 4. &t topologisk vektorrum (E,.S77 er et vektorrum E

over ¢ (eller R) med en topologi :T: sdledes beskaffen, at af-
bildningerne o ¢ ExE ind i E og u: CxE (eller RxE) ind i E defi~-

nerede ved a(x,y) = x+y og u{N,;x) = A\x er kontinuerte.

Af definitionen fglger, at afbildningen x -» a+x for ethvert
a € E er en homeomorfi. Heraf fglger, at mengden 0(a) af omegne af
a er givet ved U(a) = a+0, hvor U er mzngden af omegne af O.

For € 6, N $ 0 er x » A\x en homeomorfi. Altsd gmlder rela-

tionen N\U = U.
U,

N

Da u er kontinuert, kan vi for U € U valge r > O og U,
Uy € U, saledes at [N € & |n| ¢ r}+U, = U, ¢ Us Her er rU, ¢ Uy,
altsd er U2 € 0. Endvidere er U2 en rund omegn. De runde omegne af

0 udggr sdledes en basis for omegnene af O.

( For ethvert x € E er den ved A\ » Ax definerede afbildning R - E
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kontinuert. For enhver omegn U € U kan vi derfor valge r > 0, si-
ledes at \Xx € U for |A\| ¢ r. Dette er ensbetydende med, at x € AU
for A %. Altséd er enhver omegn af O absorberende.

Da o er kontinuert i O, vil der til enhver omegn U € U svare
en omegn V € U, sdledes at V+V ¢ U.

Hvis U er en rund omegn af 0, er AU ogsd en rund omegn.

Vi vil szdvanligvis indfgre topologien pa E ved at angive en
basis for msngden U af omegne af O. En sidan basis mé& selvfglgelig
opfylde en rakke betingelser for at kunne benyttes. Ovenstéende
overve jelser skal vare vejledende med hensyn til valget af betingel-
ser. Vi md imidlertid ogs& krmve, at U tilfredsstiller de betingel-
ser, som krazves opfyldt af omegnene af et pumkt i et topologisk rum,

Disse betingelser udtrykker i det vmsentlige, at U er et filter:

(%—
Definition 2. Lad M vare en vilkarlig mazngde. Et system\JL af del-

mengder af M kaldes et filter p&d M, hvis fglgende betingelser er
opfyldt:

DN N

2) p& L

3) VAESZVBQA:BG?

4) vA,B eF 1 anB e F
En delmangde\jg ggjzskaldes en basis for~5Z; safremt

vacY 3BeB : B A

P4 den tomme mzngde findes der ingen filtre. For a € M vil
systemet af delmazngder, der indeholder a, udggre et filter pa M.
Hvis M er uendelig, vil systemet af delmmngder med endelig komple-

mentzrmengde udggre et filter. PA enhver mengde M eksisterer et
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trivielt filter med M som eneste element. Dette filter er delmang-—-

de af ethvert andet filter pa M.

Setning 1. Et system ngaf delmengder af M er en filterbasis, hvis
og kun hvis fglgende betingelser er opfyldt:
I'e

) B g

2) p¢ B

3)va,Be Bace3 : ¢ AnB.

7 .

En filterbasis-jg pad M er basis for netop 1 filter \ﬁ‘pa M og

j:iAc____‘_ M|33€ﬁ:BgA;

-
Bevis: Det ses umiddelbart, at en basis \é)for et filter tilfreds-—

ey o
stiller betingelserne 1),2) og 3). Hvis /3 er basis for A, vil en-

3

hver mzngde, der indeholder en mangde fra\J5 pa grund af 3) i de-
finition 2 tilh¢re*;c'og péa den anden side skal enhver mengde fra
7 nprer B mtes oo f L sat?
_# have en delmengde, der tilhgrer . Altsa er netop det i sat-
ning 1 anfgrte mangdesystem. Tilbage er s& blot at vise, at det
nzvnte mangdesystem virkelig er et filter, nér~jg er en vilkarlig

filterbasis, men det ses umiddelbart, at mzngdesystemet tilfreds-—

stiller betingelserne 1),2),3) og L4) i definition 2.

Setning 2. I ethvert topologisk vektorrum (E,iT) har systemet U

af omegne af O en basis B, der er en filterbasis bestiende af run-
de, absorberende mengder, der alle indeholder O, og sidledes at fyl-
gende betingelseg er opfyldt:

1) v NeRVvUeB : € B

2) vUe B3 veB: ViV U,

Hvis B er en filterbasis bestlende af runde absorberende mengders,
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der alle indeholder O, og sdledes at 1) og 2) er opfyldt, da vil
det ved B bestemte filter U vwré systemet af omegne af 0 1 en én-

tydig bestemt topologi pad vektorrummet E,

Bevis: Bemsrkningerne efter definition 4 viser netop, at systemet
B af alle afrundede omegne er en basis for U og tilfredsstiller 1)
og 2). Dermed er den fgrste halvdel af s@tningen bevist.

Lad os nu p& den anden side forudsztte, at B er en filterba-
sis bestiende af runde, absorberende mengder, der alle indeholder
0, samt at 1) og 2) er opfyldt. En topologi, for hvilken filtret
af omegne af O har B som basis er da bestemt ved, at filtret U
med B som basis er maengden af omegne af O, og at U(a) = a+0 for
ethvert a € E. Sztningen vil vere fuldstzndig bevist, nadr vi har
vist, at U(a) virkelig definerer en topologi pa vektorrummet E.

Det er forelgbig klart, at de L fgrste omegnsbetingelser er opfyldt.
Den fewmte betingelse siger, at

VaeBEVvUeU0avelv xe a+tV : a+U € x+0.
c U og ifplge betingelsen 2) kan vi val-

Vi valger en basisomegn U

4 € Us For x € a+V gelder da x+V € x+0

og Xx+V c a+V+V c a+U, altsé a+U € x+U. Dermed har vi bevist, at om-

U

n -

ge V€ U, sdledes at V+V

egnssystemet U(a) definerer en topologi p& punktmzngden E. Vi mang-
ler endnu at vise, at regneoperationerne er kontinuerte. Betingel-
serne 2) sikrer, at additionen er kontinuert i (0,0). Definitionen
U(a) = a+0 sikrer derefter, at additionen er kontinuert. Betingel-
se 1 sikrer, at afbildningen x -» AX er kontinuert i O for ethvert
Ne Da enhver omegn af O er absorberende, er den ved N —» Ax defi-
nerede afbildning ¢ —» E kontinuert i O for ethvert fast x € E.

Hvis S er enhedscirkelskiven i ¢ og U en rund omegn af O i E, da
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gelder SU ¢ U. Altsad er den ved (A\;x) - Ax definerede afbildning
CxE ind i E kontinuert i (0,0). P4 grund af relationen (A\+a\)(x+Ax) =
AX+FMNIXHANXHAMNMIE kan vi nu slutte, at multiplikationen er kontinuert

overalt. Dermed er satningen bevist.

Definition 3. Et topologisk vektorrum kaldes lokalkonvekst, hvis

mzngden U af omegne af o har en basis bestdende af konvekse m@ngder.

3
Setning X I et lokalkonvekst vektorrum har mangden U af omegne af o

en basis bestiende af runde, konvekse mangder.,

Bevis: En vilkarlig omegn af o indeholder en konveks omegn U af o,
og denne indeholder en rund omegn W af o. 84 galder

V = n el'yU 2 ﬂ elyW = W’

yeER veR

s4 V er en omegn af o. For alle y € R er elyU = U, Da U er fxllesmzng-
de af konvekse mengder, er U konveks, og derfor er AU ¢ U for N € [0,1]

Dermed er sztningen bevist.

q
Setning R. Hvis den i sztning 2 omtalte filterbasis B bestar af kon-

vekse mangder, er betingelsen 2) overflgdig, idet 2U+5U = U,

Bevis: Fremgdr umiddelbart af den fglgende sztning.

5
Sztning §. En mengde U i et vektorrum E er konveks, hvis og kun hvis

det for ethvert t € [0,1] gzlder, at tU+(1-t)U = U.

Bevis: Trivielt gmlder tU+(1-t)U 2 U. At U er konveks betyder

VX, y € U vte[0,4] ¢ tx+(1=t)y € U
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men det er netop ensbetydende med, at tU+(1-t)U ¢ U. Dermed er szt-

ningen bevist.

6 .
Sztning X. Afslutningen af en konveks mezngde U i et topologisk vek-

torrum E er en konveks mengdee.

Bevis: Den ved ¢(x,y) = tx+(41-t)y definerede afbildning ¢: ExE ind i

E er kontinuert. At U er konveks er ensbetydende med, at ¢(Uxu) c U.

Men s& gzlder o(UxU) = o(Bx0) c ¢(UxU) ¢ U, hvilket viser, at U er

konveks.

7
Setning §. Afslutningen af en rund omegn U af o i et topologisk vek-

torrum E er en rund omegn af o.

Bevis: Det er klart, at U er en omegn af o. Lad S vare den afsluttede
enhedscirkelskive i . At U er rund er ensbetydende med, at afbild-
ningen (A\,x) - Ax afbilder (S,U) ind i U. Men s& vil den samme af-
bilde (S,U0) ind i Ue Altsd er U rmnd.

8

Setning 3. lad B vazre en basis for omegne af o i det topologiske vek-

torrum E. Afslutningerne af msmngderne i B vil da ligeledes udggre en

basis for Ee.

Bevig: Lad U vere en omegn af o. Vi kan da valge en rund omegn V af
0, sledes at V+V ¢ U. Lad x € E vare et punkt uden for U. For et
punkt y € Vn(x+V) far vi nu y-x € V, og da V er rund, altsd ogsi

x-y € V, altsd x = x-y+y € V+V ¢ Ue. Dette er i modstrid med antagel-

sen om X, For ethvert x € E\U har vi s@ledes Vn(x+V) = @¥. Altsd er =
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ikke kontaktpunkt for V. Vi har derfor v < U. Men V har en delmang-—

de W € B, og si gzlder W ¢ U. Dermed er sztningen bevist.

Sztning Q. I et topologisk vektorrum har systemet af omegne af o en

basis, der bestdr af runde, absorberende, afsluttede omegne. Hvis

vektorrummet yderligere er lokalkonvekst, kan basisomegnene tillige

vaelges konvekse,

67 8§

Beviss: Fglger umiddelbart af satningerne 2,X,8% og Q.

|0
Setning M. I et topologisk vektorrum er fzllesmzngden for alle omegne

aff o0 et afsluttet underrum.

Bevis: For ethvert A € O\f0} er N U = N AU. Altsd gzlder, at
Uel el

% € U = A\x € NU. Hvis x,y € U for ethvert U € U, benytter vi, at
der til hvert U € U svarer V€ U med V+V ¢ U. Da nu x,y € V, har vi
x+y €U, Heraf fglger, at x,y € NU = x+y € [(1U. Altsd er fazllesmzngden
af omegne af o et underrum. Da fzllesmazngden af slle *  omegne af
o ifglge satning | er identisk med fxllesmengden af afsluttede omegne

af o, er fallesmengden afsluttet. Dermed er sztningen bevist.

Hvis det topologiske vektorrum E er et Hausdorff-rum, vil det i
setning #2 omtalte underrum vare reduceret til punktet o. Hvis det
pa den anden side for ethvert punkt x € E\{o] gzlder, at enten x har
en omegn, der ikke indeholder o, eller at o har en gégn, der ikke
indeholder x, far vi i det fgrste tilfxlde ved forskydningen -x, at

o har en omegn, der ikke indeholder -x, og da denne omegn indeholder

en symmetrisk omegn, har o altsd altid en omegn, der ikke indeholder




Bemszrkning: Hvis vi indfgrer adskillelsesaksiomet TO

(se K Tilf): 100.

VXY i xkye BUEN(R): y4 UNEVEUy) : xd V], ogvi

ser vi, at T, der er svagere end Hausdorffs adskillel- » Dette
A er E

sesaksiom (Tz), medfgrer T,, dvs. T  og T, er her ensbe—~

tydende. = . iorrum, aer nar interesse i rorbindelse med distri—

butioner, vil vare lokalkonvekse Hausdorffrum. Vi vil i det fglgende
bruge ordet vektorrum i denne mere specielle betydning. Det i kapi-

tel 4 indfgrte rum &, er et eksempel pd et topologisk vektorrum i
X

den her indfgrte forstand.

Definition 4. En mezngde A i et topologisk vektorrum E kaldes beggran—

set, hvis den absorberes af enhver omegn af A.

Dette er i overensstemmelse med begrebet "begraznset', som vi ind-
fgrte det pa ébK' Vi kan kopiere beviserne for, at en delm@zngde af en
begrenset mengde er begranset, og at sum og foreningsmesngde af to

begraensede mengder igen er begranset.

Definition 5. Et system B af begrmhsede maengder pa et vektorrum E

kaldes en basis for de begraznsede mmngder pad E, hvis enhver begrznset

mengde pa E er delmmngde af en af mangderne fra B.

Dette begreb er i en vis forstand dualt til begrebet omegnsbasise.

Bemerkning: B(A) = {¢ € Dy |vp : D%l < Alp,l

1
Samtning M. Lad A betegne mzngden af alle voksende fglger A= (Ao’A1"")

af positive tal. For hvert A € A betegner vi med B(A) mengden af
funktioner ¢ €=l ,, som for P = 0,1,2,... tilfredsstiller betingelsen
”DQ¢HU ¢ Ap Tor ethvert p med |p| = P. Mmngdesystemet B = {B(A) A € A}
er en basis for de begrznsede mzngder pé'éﬁK. Hver af mzngderne B(a)

er afsluttet itibK.
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Bevis: De begrznsede mengder pa SﬁK er karakteriserede ved be-

tingelse 2 i satning 7, kapitel L4 (side ). Heraf fglger, at B

er en basis. Da ¢ - HD?¢HU er en kontinuert afbildning ébK»R,
er hvert B(A) fellesmengde for afsluttede mangder, altsa afslut-
tets. Dermed er s:tningen bevist.

:Légﬁé 12 » Lad p = (p1,a..,pm) samt A > 1 vaere givne. Der eksi-

sterer da en fumktion ¢ € & som tilfredsstiller betingelserne

K’
ID%ll; = &5 [ID%lly; ¢ 4 for ethvert g mea |g| < |pl..

Bevig: Uden at indskraznke almindeligheden kan vi antage, at
0 € K. Der findes da en funktion ¢ € By, hvis stgtte er et in-
terval med centrum i Q. For k € ]JO,x[, N € [1,0[ vid den ved
o(x) = ky(n\x) tilhgre ‘Q)K' For ethvert g er da [[D¥p[l; = k7\|9*|||D9¢||U.
Betingelserne vil derefter vaere opfyldt, nidr k¥ og N\ velges sdle-
des at N 2 1, og

iRy =a, Bl maxg oSy gl < 1213 < 1,
‘og dette er ¢gjensynligt muligt. Dermed er s@tningen bevist.

13

Sztning M. Systemet af begraznsede mzngder pa ébK har ingen nu-

merabel basis.

Bevis: Lad (A(n)) vare en fglge af talfglger A‘n)= (Agn),Agn),...).
Vi vil vise, at {B(A(n))ln € N} ikke er basis for systemet af
begrensede mengder i éZKo Pa grundlag af ﬂé@@a {2 | velger vi

¢pn € &BK’ sdledes at HDE¢ < 1 for alle p ped |p| < n, mens

n”U
der findes et p med |p| = n, for hvilket
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HDpwnHU = max{A£1);c°opA§n)} + 1. Mengden {@nln € N} er da en
begranset maengde i éﬁKp men ingen af mengderne B(Aﬂn)) har den-
ne mengde som delmengde. Dermed er pastanden bevist. Men s& kan
en vilkarlig fglge B(n) af begraensede mengder heller ikke vare

basis for de begransede mengder pa £EK° Vi kan nemlig valge £gl-

(

0
) saledes at B(W) c B(A(n)) for ethvert n € N. Dermed er

S

gen A

gs@tningen bevist.

Definition 6. Lad E vare et topologisk vektorrum over ¢ (R)o

Ved det duale vektorrum E' til E forstidr vi mengden af kontinuer—

L ant ,
teYarfbildninger T : B ind i ¢ (R) med operationerne T,+T, og aT,

hvor o € ¢ (R), og hvor operationerne defineres pa naturlig mide.

Definition 7. Elementerne i det duale vektorrum<25‘ til ;ZK er

=

mengden af distributioner pad den kompakte mengde K.
- Bemzrkning: L.fHormander, side L, Definition 1.3. 13
side 5, Theorem 1.3.1; side 6, Theorem 1.3. 24 |

Det duale vektorrum er «* delrum af det algebraiske duale

vektorrum. Det er i fgrste omgang ikke et topologisk vektorrum,.
Vi kan imidlertid pa naturlig mdde indfgre en topologi pév&bk,
nemlig den topologi, der svarer til ligelig konvergens pa be--
gransede mengder. Det er abenbert nok at krave ligelig konver-
gens pa en basis for de vegrmnsede mengder, og da der flndes en
bac’s , som bestar af alsluttede mzngder, bliver der tale om
ligelig konvergens pa begransede afsluttede msngder, altsd pa

kompakte mengder.
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Definition 8. For B € B og r > O satter vi

v{B,r) = {Te &Bllvp € B : |Tp]| < r}.
Mzngden V' = {V'(B,r)|B € B og r € ]0,x[} er basis for filtret

U' af omegne af 0 i rummet 55%.

Vi skylder at vise, at V' virkelig er basis for et omegns-
filter, der definerer en topologi pa éﬂﬁ. Det er klart, at der
findes mengder VY(B,r), og at alle indeholder O-distributionen.
Endvidere er det klart, at

V'(B1,r1)nV‘(B2,r2) 2 V’(B1uB2, min(r1,r2)).

Altsé er V' en filterbasis. Mzngderne V' er &benbart runde og
konvekse. Lad T vaere en vilkarlig dlstrlbutlon og V! (B,r) en
vilkarlig basisomegn. Da T ifglge satning Tﬁ i kapltel L er (GMJ& 86)
begrenset pad begrznsede mzngder, eksisterer der et A € R, si at

|T,pl ¢ A for ethvert ¢ € Bo. Valger vi nu A€ R, s& at Ar > A,

har vi T € AN (B,r) =V'(B,Ar). Dermed har vi bevist, at V' vir-
kelig er omegnsbasis for en topologi pa ébﬁf

iy

Sztning MNg. Filtret U' af omegne af o i vektorrummet Qﬁé har in-

gen numerabel basis, og<§5ﬁ er saledes ikke metrisabelt.

Bevis: Vi skal vise, at en fglge (Un) fra U' ikke kan udggre en
basis. Hvert Un indeﬁolder en basismangde V'(Bn,rn), og hvert

BIl er indeholdt i en af de i sa&tning 4& omtalte basismengder
B(A(n))y s& vi har V'(B(A(n),rn) ikke udggr en basis. Ifglge
lemma 12 kan vi for n = 1,2,... velge ¢n_€£3K, s at HDpwnHU;< 1

for ethvert p med |p| < n, mens der eksisterer et p = p(n) med

lp(n)] = n, samt et punkt a, € K, s& at IDE(n)¢n(a)|=%—zA£n).
n
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r
Mmsngden B = {¢n|n € N} er da begranset. Den ved Tn(¢) = E Dpjn)p(a:

ZAn

definerede distribution tilhgrer Abenbart V'(B(A(n»,rn), men
den tilhgrer ikke V'(B,L). Omegnen V'(B,%) indeholder altsi
ingen omegn V'(B(A(n)),rn) som delmzngde, og disse mangder ud-~
gor derfor ikke en basis,

At filtret U' ikke har numerabel basis giver anledning til
forskellige vanskeligheder, Saledes vil et bevis for en afbild-~-
nings kontinuitet ikke kunne fgres ved hjelp af fglger. Ligelig-
hed er ikke umiddelbart defineret og det samme galder begrebet

fundaméntalf¢lgeh Det er dog let at overvinde en del af disse

vanskeligheder.

Definition 9. Lad E vare et vektorrum, hvis topologi er bestemt

ved omegnssystemet U. En omegn U1 af ay € E siges at vere uniform
med en omegn U2 af a5 € E, sifremt der findes en omegn Ue€ U,. s
at U, = a,+U og U, = a,+U. Et system {a+U|a € B}, hvor U € U,

1
kaldes et system af uniforme omegnee.

Uniforme omegne er altsd omegne, der fremglr af hinanden ved
parallelforskydning. Uniformiteten vedrgrer blot omegnene. Da pa-
rallelforskydning er en homeomorfi, vil det for to uniforme omeg-
ne U1 og U2 ogsé gmlde, at ﬁ1 og 62 fremgdr af hinanden ved den
samme parallelforskydning. Det indre ﬁ1 af U1 er netop mzngden af
de punkter, der har U1 som omegn. Det vil ofte vare naturligt at
tale om et system af uniforme a&bne mengder, men det bliver selv-

fplgelig helt det samme begreb som et system af dbne omegne.
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De forskellige "ligelighedsbegreber" kan nu uden videre over-
fgres til vilkarlige vektorrum, idet systemer af uniforme omegne
erstatter systemer af kugler med samme radius. Siledes vil det ve~-
re naturligt at kalde en afbiléning £ : E1 ind i E2 ligelig kon-—
tinuert, hvis der til ethvert system {a+U,|a € E2}, hvor U, € ﬁzg
svarer et system {b+U1|b € E1}, séledes at det for ethvert x € E1
gelder, at f(x+U1) c £(x) + U,s altsé kort udtrykt:

vUy, € 0,30, € 0, vx € B, : £(x+U,) ¢ £(x) + U,.
Omegnssystemerne optreder altsa ikke explicit i definitionen.

At en fglge (xn) p& vektorrummet E er en fundamentalfglge,
kommer til at befyde, at fgplgende betingelse er opfyldt:

vUelaNeN3agEVn)YN:x € atl.
Dette er zkvivalent med fglgende betingelse:

VUe03INe NV mn YN : x "X € Uy
og den minder jo mere om den szdvanlige definition af en funda-

mentalfglge.
- BEn fundamentalfglge (Tn) pa gaﬁ bliver altsa specielt defi-

neret veds:
ve>0OVYBeBINecNVvmn) NV pe B : ITn(go)-Tm(go)I < €

For hvert ¢ €.§6% har vi en begranset mengde B = {9}, og defini-—

tionen implicerer derfor, at (Tn(w)) er en kdmpleks fundamental-

fglge, og denne vil have en granseverdil T(¢)» Derved defineres en
_ - e '
afbildning T -3 ind i &, og for hvert fast ¢ gazlder (Tn(¢))»T(¢)
For fast ¢ og B valger vi nu N, sdledes at vi for hvert ¢ € B har
vmn N [T (p)-T (p)| < &5
og heraf fglger for m — ~, at
(1) Yve>0vBeBaNelNvnyNVoeB: [T(p)-T (p)] < es
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Af relationen Tn(%1¢1+%2¢2) = %1Tn(¢1)+%2Tn(¢2) f4s ved grense-
overgangen n o w, at T(x1¢1+x2¢2) = %1T(¢1)+%2T(¢2). Altsa er T
en lineezr afbildning. Da Tn er kontinuert, er Tn begraenset pa en--
hver begranset mzngde, og (1) medfgrer derfor, at T er begranset
p& enhver begranset maengde, altsd kontinuert. Dermed har vi vist,
at T er en distribution, og (1) udtrykker netop, at (Tn)-a T pa
rummet éZﬁ. Dermed har vi vist, at enhver fundamentalfglge pa 55%
er konvergent. Det er dog ikke rimeligt at kalde'@;?uldstmndigt

under disse omstendigheder, da konvergensforhold pé ggekke generdls

kan beskrives ved hjelp af fglger.
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6..Kapitel.
Konvergens af filtre. Fuldstzndighed af éZ%c

Systemet af filtre pad en mzngde M er ordnet ved inklusion.
Hvis F1 og F2 er filtre p& M og F1 c F2, siger vi, at F2 er finere
end F1, eller at F1 er grovere end Fz. Denne sprogbrug er helt
analog med den tilsvarende for topologier. At en topologl er fine-

re end en anden betyder altsd, at dens omegnsfilter er finere end

den andens.

Definition 1. Bt filter ¥ pd et topologisk rum E siges at konver—
gere mod et punkt a € B, hvis det er finere end omegnsfiltret U(a).
En filterbasis B p& E siges at konvergere mod a, hvis det ved B

bestemte filter konvergerer mod a.

Hvis (an) er en punktfglge pad E, udggr mengderne {an}n > Ni.
N € N en filterbasis p& E. Det derved bestemte filter kaldes fgl--
gefiltret., Det konvergerer mod a € E, hvis og kun hvis enhver om-
egn U € U(a) indeholder en af mmngderne {a |n > N}, altsé hvis
og kun hvis (an) - a. Begrebet "konvergent filterbasis' er saledes

en naturlig generalisation af begrebet "konvergent fglge'.

Setning 1. Ngdvendigt og tilstrazkkeligt for, at et topologisk run

E er et Hausdorff-rum, er, at intet filter pad E konvergerer mod

mere end et punkt.

Bevis: Lad E vaere et Hausdorff-rum og F et filter pd E. for a,b € B
kan vi vaelge U € U(a), Ve U(b), sdledes at UnV = . Heraf fglger

at hgjst én af mengderne U og V kan tilhgre F. ¥iltret kan derfor
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ikke vare finere end bade U(a) og U(b). Lad os dernzst antage, at
E ikke er et Hausdorff-rum. Vi kan da valge a,b € E, sledes at

v Ue O(a) v Ve U(b) : UnV § ¥,
Men s& er {UnV|U € U(a) og V€ U(b)} en filterbasis, og det ved
denne basis bestemte filter vil indecholde U(a) og U(b), og altsa

konvergere mod bade a og b.

Definition 2. Et filter ¥ pd et metrisk rum E kaldes et fundamen—

talfilter, hvis der for hvert r » O findes en kugle med radius r,

som tilhgrer .

En fglge (an) P& E er en fundamentalfglge, hvis og'kun hvis
der for hvert r > O eksisterer en kugle med radius r, som indehol-
der en mengde {anln > N}. Dette er ensbetydende med, at kuglen
hgrer til fglgefiltret. Altsa er (an) en fundamentalfglge, hvis og

kun hvis det tilsvarende fglgefilter er et fundamentalfilter.

S@tning 2: Bt metrisk rum E er fuldstendigt, hvis og kun hvis et-

hvert fundamentalfilter pa E er konvergent.

Bevis: Hvis ethvert fundamentalfilter pad E er konvergent, er spe-
cielt enhver fundamentalfglge pd E konvergent, og E er saledes

fuldstendigt. Lad nu E vere fuldstendigt, og lad P vszre et funda—
mentalfilter pd E. For hvert n € N eksisterer da et pumkt a, € B,

sdledes at kuglen K(an,%) tilhgrer F. For p > O gzlder da

1 . . 42
K(an’n)nK(an+p’n+p) + J, altsd dlst(an,an+p) <ot <Ee Altsa

er (an) en fundamentalfglge. Da E er fuldstzndigt, eksisterer
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@m € B, siledes at (an) - a. Lad r vare et positivt tal. Der fin-
des da et n € N, s& at a, € K(a,ir) og % < tr. Sa4 gmlder

K(a ,%) ¢ K(a,r), altsid K(a,r) € ¥. Dermed har vi vist, at P inde--
holder enhver kugle med centrum a, altsd enhver omegn af a. Altsé.

konvergerer F mod a. Dermed er satningen bevist.

Vi vil nu i analogi med definition 2 indfgre begrebet funda-—

mentalfilter p4 et vilkarligt topologisk vektorrum.

Definition 3. Lad E vare et topologisk vektorrum med filtret U af

omegne af 0. Et filter F p& E kaldes et fundamentalfilter, niar

fglgende betingelse er opfyldt
VUe U3 ackE: atlUe F.

Det ses umiddelbart, at denne definition stemmer overens med

definition 2, hvis E specielt er metrisabelt.

Definition L. Et topologisk vektorrum E kal des fuldstmndigt, hvis

ethvert fundamentalfilter p& E er konvergent.
Bemwrknlng. Vi ser, at denne betingelse er starkere end den‘

s@dvanlige, nemlig: enhver fundamentalf¢lger er konvergent |

Sstning 3. Vektorrummet éb' er fur/fmndlgt.

Bevis: Lad F vaere et fundamentalfilter pa éﬁﬁ. Filtret P bestar af

mengder {le J € J} af distributioner. For hvert ¢ €of , vil de til-

svarende mangder {Tj(¢)|j € J} vare basis for et filter #(¢p) pa C.
At P er et fundamentalfilter betyder

VB€BVP>OET€§Z§I'{:T+U'(B,r)€F‘.

Bemmfkning; B er systemet af begraznsede mangder 1 S}k.
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Léd B € B vare fast valgt, og lad ¢ € B vafe et vilkarligt ele—
men%., Vi har da | |
(1) ve>03mT €L : {Tyo + Tp|T€ U'(Byr)} € Fp).

For T € U'(B,r) er |T(p)| < r. Altsd siger relatiohen, at en del-
mengde af cirkelskiven K(T1¢,r) og dermed selve K(T1¢,r) tilhgrer
#(p), Altsd er F(p) et fundamentalfilter pad C, altsd ifglge smtning
2 konvergent mod en gransevardi TO¢. Anvender vi dette pa ethvert
¢ € B og derefter pd ethvert B € B far vi defineret en afbildning
TO:CZK ind i C. Vi t&hker 08 nu igen, at B,r og T1‘er fast valgt.
Filtret F(¢) er finere end omegnsfiltret i To¢ € C, Altsd er enhver
cirkel med ceﬁtruﬁ-To(¢) element af ¥(p), og har derfor punkter

felles med {T,9 + Tp | T € U'(B,r)}. Dette kraver abenbart, at

1
ITO¢ - WH¢I { r. Vi har»séledes
(2) vBeByvry 03 T € t T = Typl g 7
For Py 4Ps € &ZK udggr ¢1,¢25 ¢1+¢2 en begranset mengdey og da
T 04+ T,0, = Ty (0449,) s kan vi slutte, at
ITO(¢1+¢2) —'To(¢1) B To<¢2)' g dr.

Da dette gzlder for ethvert r > 0, fglger det, at TO er en linear
afbildning. Af (2) fglger , at TO er begrznset pa begransede meng-—
der, da T  er det. Alts& er T  en distribution. Endelig viser (2)
og (1), at

vBeBvr>o: T, + U'(B,2r) € F.

Altsd konvergerer ¥ mod T, Dermed er saztningen bevist.

Ved overgang til en finere topologi bliver kravene stgrre bé-
de til fundamentalfilter og til konvergent filter. Det er derfor
ikk p& forh&nd indlysende, hvad der sker ved overgang til en finer

re topologi. Vi har imidlertid fglgende s®tning.
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Bemsrkning: setning L er svagerc end smtning 6 p& side 142
Sztning L: Lad E vare et vektorrum med to forskellige topologier

bestemt ved omegnssystemerne U og U1 af 0. Vi antager, at U1 er fi-
nere end U, men at 01 har en basis B1 best@iende af mezngder, der er
afsluttede i den ved U bestemte topologi. Hvis E er fuldstandigt

i den ved U bestemte topologi, er E ogsd fuldstzndigt i den ved U1

bestemte topologi.

Bevis: Vi antager, at E er fuldstendigt i den ved U bestemte topo-
logi, og at et filter ¥ p4d E er fundamentalfilter i den ved ﬁ1
bestemte topologi, alts& ogsd i den ved U bestemte topplogi, alt-
s& 1 denne topologi konvergent mod _.et punkt a € E. Lad V& B

og lad W € B, v@re'valgt,
vere vilkarligt valgt\véa at W=W - ~"V. Da } er fundamentalfilter i
U1-t0pologien, kan vi velge b € E, s& at b+W € F. Nu er C(b+W)
adben i U-topologien og hgrer ikke til F. Altsd har ethvert punkt
c € ((b+W) en omegn i U-topologien, der ikke tilhgrer F. Altsd gel-
der a € b+W og derfor b+W ¢ a-W+W ¢ a+V. Vi har sdledes vist, at

atV € P, altsd at P » a i den ved ﬁ1 bestemte topologi. Dermed er

setningen bevist,.

)

Definition Y: Lad E vare et topologisk vektorrum, og lad A vare en

punktmengde pad E. Bt filter P pa& A kaldes et fundamentalfilter, hvis
vUe U3 ackE : (atU)nA € B,
0og punkimsngden A kaldes fuldstendig, hvis ethvert fundamentalfil-

ter pd A er konvergent mod et graznsepunkt, der tilhgrer A.

Setning 5. Hvis det topolbgiske vektorrum E er et Hausdorff-rum,

er enhver fuldstandig delmzngde af E afsluttet.
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Bevis: Lad A vare en fuldstandig delmazngde af E, og lad a vere et
vilkadrligt punkt af A. Mzngdesystemet P = {UnAlge U(a)} er et fil-
ter p& A, og da U(a) = {a+U|U € U}, er } et fundamentalfilter pa
A, altsd konvergent mod et graznsepunkt b € A. Men P er basis for
et filter p& E finere end U(a), altsi konvergent mod bade a og b

Altséd er a = b, altsd a € A. Dermed er saztningen bevist.,

Sztning 6. Lad E vare et vektorrum med to forskellige topologier
bestent ved omegnssystemerne U og U1 af 0. Vi antager, at ﬁ1 er
finere end U, men at U1 har en basis B1 bestadende af mengder, som
er afsluttede i den ved U bestemte topologi. Da vil enhver punkt-
mengde A ¢ E, som er fuldstzndig i den ved U bestemte topologi

ogsé vmre fuldstzndig i den ved U1 bestemte topologi.

Bevis: Vi antager, at A ¢ E er fuldstendig i den ved U bestemte
topologi. Lad ¥ vaere et filter p& A og fundamentalfilter i den ved
U1 bestemte topologi. Da er I ogsa fundamentalfilter i den ved 0
bestemte topologi, altsd i denne topologi konvergent mod et purkt
a € A. Lad V& B1 vere vilkadrligt valgt, og lad W € B1 vere valgt
sd at W-W ¢ V. Da F er et filter i U1-topologien, kan vi valge

b € E, s& at (b+W)nA € ¥. Nu er b+W afsluttet i U~topologien, og
da A\ (b+W) § ¥, og er relativt &ben p& A i U-topologien, gmlder

a € bW, alts& b+W ¢ a-W+W ¢ a+V, s& vi har (a+V)nA € ¥. Da dette
gzlder for ethvert V €B1, har vi  » a ogsd i dem ved U1 bestemte
topologi. Altsd er A fuldstmndig i denne topologi. Dermed er szt—

ningen beviste.
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7. Kapitel,

[

Svag topologi.Bemerkning: L, HOrmander, side 6¢

Det er et forelgbigt mdl for disse undersggelser at vise, at
gDK netop er det duale vektorrum til gbﬁ, sdledes at éDK og ébﬁ
kan siges at vaere indbyrdes duale. Dette resultat er temmelig
dybtliggende og kraver en del forberedelser. Det viser sig imidler-
tid, at den indbyrdes dualitet let opnas ved at indfgre grovere
topologiér pa ébK og ébk. En nermere undersggelse af sammenspillet
mellem de grovere topologier og de oprindelige topologier vil se-—
nere afslgre, at den indbyrdes dualitet var til stede i forvejen.
Vi vil indfgre den gensidige dualitet under meget generelle forud-

s@tninger, idet vi vil indfgre denne for to vilkarlige vektorrum,

som er knyttede sammen ved et indre produkt, der tilfredsstiller

en simpel betingelse.
Bem@zrkning: Den svage topologi indfgres, fordi der i di-}

Defj stributionsteorien ikke er vmsentlig forskel p& den svageLur—

1iteog den stazrke topologi, og de forskellige beviscr forlg- } ¢

(%), 11—

ber som regel lettest i den svage topologi.

- s .
NEBL U L LIVUL VUl d6iUL ) U Uddll UUWPD UL llUllUG LYLlguitev wo vLUgTLBE .

For enhver fast vaerdi 4+ O af en af de variable kan den anden

vielges, sd det indre produkt bliver forskelligt fra O.

Et element X5 € E2 définerer en linemr afbildning x1 +<x1,x2> af
E, ind i ¢ (R). Den sidste betingelse i definitionen sikrer, at
rummet E2 derved indlejres i det algebraiske duale rum til E1o
Analogt indlejkes EH i det algebraisk duale rum til E2, Grovere

udtrykt: et element i E2 kan opfattes som en linearform pa E1 og

omwendt.
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Definition 2. Lad E1 og E2 vare to vektorrum i dualitet ved det

indre produkt <x1,x2>. Ved den svage topologi pa E1 forstas da den
groveste topologli, som sikrer, at det for hvert Xo € E2 gelder, at

den ved X1 - <X1,X2> definerede afbildning er kontinuert. Analogt

defineres den svage topologi pa E2a

11&8 Bemerkning : U(xé1),...,xép);r) = {x1 € E1|su94<x1,x§k)>|<r}
k

For ethvert r > O og ethvert endeligt punktszt xé1)

9 e o Dgxép)E E2

fa&r vi en omegn aff 0 i E1 defineret ved

1 : k ‘
(1) U(xé ),...,xép);r) = ix, € E1||<x1,xé )>| { Ty kK ="1g000y5D}0
Det er klart, at en saddan omegn er rund, absorberende og konveks.

Det er ogsd klart, at mezngden af alle saddanne omegne udggr en fil-
terbvasis, samt at

%U(xéq),.,.gxép);r) = U(xéq)9000,xép),|%|r).

Alts& er mzngden af omegnene (1) basi s for et filter U1 af omegne
af 0, som definerer en topologi pa E,. For ethvert x, € E1\{O} kan
vi velge x, € Uy, s8 at <Ky 2Xp» + 0. Vi kan da velge r > 0, si at
r < ]<x1,x2>|, og x, vil da ikke tilhgre U(xz,r‘)-.,.E1 er altsd et
Hausdorff-rum med den svage topologil.

Hvis vi opfatter elementerne i E2 som linearformer pé E1,
kommer den svage topologi i E2 netop til at svare til purk tvis kon-
vergens af linearformerne.

Hvis E1 er et topologisk vektorrum, som er et Hausdorff-rum
og E_ er det duale vektorrum, altsid bestiende af linearformer X, 3 E_1

2

ind i ¢ (R), da er hvert x, en kontinuert afbildning. Nu er

<X, 9%p> = x2(x1) et indre produkt. x, 4 O betyder netop, at der
findes et x1 med <X1,X2> + O, Hvis E1 tilfredsstiller den betingel-
se, at der for hvert x, € E1\{O} findes en kontinuert linearform.

der antager en fra 0 forskellig veardi i,x1, vil det indre produkt
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definere: en dualitet mellem E1 og E2 og dermed tillige svage tq-
pologier pa E1 og Ez. Den oprindelige topologi pa E1 kaldes nu ini-
tialtopologien, hvis der kan vare risiko for forveksling. Da line-
arformerne X, er kontinuerte i initialtopologien; er denne finere
end den svage topologi. Hvis E1 udstyres med en topologi, der er
effektivt grovere end den svage topologi, vil der til det s&ledes

fremkomne topologiske vektorrum svare et dualrum, der c¢r et

zgte delrum gf E2'

For ¢ € gﬁK:og ¢ + 0 findes a € K med ¢(a) forskellig fra O
og distributionen Ja afbilder altsd ¢ pad en fra O forskellig vardi.
Altsa er éﬁK og éZé i dualitet ved det indre produkt <¢,T> = T(p).
Vi foretrakker dog at skrive <(T,p> i stedet for <p,T>. Vi har sé-
ledes en svag topologi pé.gbK og pa ;5£s P3 ébﬁ svarer den svage
topologi til konvergens for hvert p € ;BK‘ PéyébK svarer den svage
topologi til konvergens for hvert T €¢§béy altsa specielt for hvert
5a og for alle differentialkvotienter af~hver£ ﬁa; Svag konvergens
medfgrer alﬁsé purk tvis konvergens pa K ikke bare af funktionerne
selv, men ogsad af deres differentiaikvotienter af vilkérlig orden.

Til et nmrmere studium af den svage topologi far vi brug for
fglgende rent algebraiske hjelpeseztnihg:

éatﬂgﬁg 1 er et lemma, der bruges pr&cis én gangJ
Smtning 1: Lad E vare et vilkarligt vektorrum over & (R) og lad

T'9T1g-ao,Tp ¢ B ind 1 ¢ (R) vere linemre afbildninger. Hvis be-

tingelsen

(2) v x€ E

.0

T1(x) = eee = Tp(x) = 0= T™(x) = 0,
da eksisterer kompleksé (reelle) konstanter %1,.,.,xp, sd at

T = ?\1T1 + eoo0 +7\pT

bd

p




HT 1965-66 1160

Bevis: Vi fgrer beviset for det komplekse tilfmlde. Lad T : E ind
i &P vare defineret ved
D(x) = (T44x) 5000y, (x)).

S& er T en linesr afbildning, og g(E) er derfor et undefrum af &P,
For y € T(E) er 2—1(X> en punktmengde i E. For Xy 9%, € z—q(z) er
g(xﬂ) = g(xz) =y, altsa 2(x2-x1) = 0, men ifglge (2) gzlder si
T(xz-x1) = 0, altsa T(X1) = T(xz). Heraf fremgir, at T afbilder
hele 2-1(y) pd et enkelt punkt T(y) € &. Derved defineres en afbild-
ning ¢ ¢ T(E) ind i €, og vi har &benbart 7°T = T. Det endeligdi~
mensionale vektorrum T(E) har en basis (94"°”9q)’ der kan udvides
til en basis (gﬁ,...,gp) for 0P, Den linemre afbildning T har nu
formen .

T(z1g1+...+zq§q) = M1z1+..;ﬁuqzq,
hvor N1""’#q er komplekse tal. Den udvides til en linesr afbild-
ning % ¢ ¢ ina i & defineret ved

%(z1§4+’;°+zp§p) = hyByteeeti Bos

og vi har nu stadig T = F°T. Den linemre afbildning 7 har imidler-

It

tid ogsad formen
T(y,],...,yp) = 7\1y1+...+7\pyp,
og heraf fglger nu, at T = 7\1T1+°..+7\PTPo Dermed er satningen be-

vist,

Smtning 2. Lad E, og E, vare to vektorrum over & (R) i dualitet
ved et indre produkt <X1,X2>‘ Enhver linemr afbildning T : E1 ind
i ¢ (R), som er kontinuert i den svage topologi p& Ey» kan da frem-

stilles p& formen T(X1) = <X,,%,> for et x, € E,.
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[T

Bemzrkning ¢ E, og B, er ikke ngdvendigvis i dualitets.

;Qevis: At T er'kbntinuert i den svage topologi betyder, at
v e > O3r > 013 y1,'...,yp € E2 H ('(x,y1>| __§ er..A|<X,yp>| é T
= |T(x)]| < e
Idet vi erstatter Vi med %yk fa Kk = 15404305 86T Vi, at betingel—~

sen kan skrives

v e > 03 y1’ooo,yp € E2 . (|<X9y1>|=<_€ /\.-./\|<X,.Vp>|§€)=>|T(X)lgﬁc

Lad & vere fast valgt, og lad n vare et vilkarligt positivt tals

Vi har da

(1<xsy4>] ¢ moaseenl<xy >l g ) =
£ £

(|<nx9y1>| € A“'A|<nx’yp>| $ €)=

128x)] ¢ & = |T(X)] < e
Vi har siledes at

<X,.V1> = see = <X,yp> = 0= T(x) = 0,
og af sztning 1 fglger derfor, at der eksisterer komplekse (reelle)
tal %1"°"%p’ sdledes at

™(x) = A\ <K 94> + eoe + 7\P<x,yp> = <x,7\1y1+...+7\pyp>-

1
Dermed er satningen bevist.

Setning 3. Hvis E, og E, er vektorrum i dualitet ved et indre pro-

dukt <X1,X2>, da har E1 med den svage topologi netop E2 som sit

duale rum.
Bevis: Fglger umiddelbart af sztning 2.

Satning 4. Lad E1 og E2 vere vektorrum i dualitet ved et indre pro~
dukt <xysX5>s 08 lad E2 c E, vare et agte delrum. Den svage topo-—
logi pa E, svarende til restriktionen af det indre produkt til E1xE2

er effektivt grovere end den svage topologi svarende til dualiteten

mellem E1 og E2;




Bevis: De to topologier er forskellige, da mezngderne af kontinuer-
te linezre afbildninger for de to topologier er forskellige ifglge

sztning 2. Dermed er s@tningen bevist.
Bemzrkning: En topologi pa E1, der er forenelig med dua-—

liteten, er en topologi, der er finere end den svage to- \Le
topipologi pa E1, men dog ikke finere end, at E2 = E1 stadig ul

{
er det topologisk dualec rum.

QK og QUK Pranvishn vaa v vi  weeoee— o, - _ _ , _ L

disse mangder. Vi forbereder dette temmelig omfattende projekt med

nogle hjzlpesatninger.

Setning 5. Lad E vere et fuldstandigt topologisk vektorrum, som an-
tages lokalkonvekst og Hausdorff. Lad W ¢ E vare en delma&ngde, som
er rund, konveks, absorberende og afsluttet. Lad A ¢ E vare en del-

mazngde, som er rund, konveks, begr@nset og afsluttet, Da vil W

absorbere A.”Eﬁﬂﬁﬁkéiﬁgﬁ W kaldes en blok. Sammenlign side 83 og 91

Bevis: Vi danner E1 = U nA. Da A er rund, er %E1 < E1 for ethvert
n=1
AN € Co Da A er konveks, er E1+E1 C Eﬂ. Altsa er E1 et underrum af

-

E, og & ¢ E,1 er absorberende. For x € E1 setter vi
inf{y € [0y |x € pAl.

O« for x $ O findes en rund omegn V af O, som ike

1l

Vi ser, at ||O]

ke indeholder x, og da A er begrenset, eksisterer A € ]O,[, 82 at

A g AV, altsa %A ¢ V, hvilket medfgrer x «{ pA Por g §.%. Altsa er

[|%][>0 for x € Eys X 4 0, For x € Ej9 M€ ¢ gelder trivielt |[ax|l=|n|lx]e

For Xy9%, € E fas at Xy € uﬂA? XL U A medfgrer X, +X, € u1Afu2A =

1
(u1f#2)Ao idet A er konveks. Altsd er Hx1+x2H $ MBytups og heraf
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sluttes rutinemszssigt, at Hx1+x2H < ”X1“+HX2”. Vi har s&ledes vist,

at E, er et normeret vektorrum med normen llx||« Men E, har ogsé en
topologi som delrum af E, Lad V vare en vilklrlig omegn af O i rum-
met Bye Vi har da et A € ]Oy0[y 88 at %A c Ve Af x € %A fglger umid-—
delbart ([x| ¢ %3 Af x ¢ %A fglger (x| » %u Altsd indeholder V en
kugleomegn i normtopologien; Normtopologien er siledes en finere
topologi pa E_1 end den inducerede topologi. Mzngder NA4 A € ]O,eof
udggr en basis for omegnene af O i normtopologieny og de er afslut-
tede og fuldstendige i den inducerede topologi. Af sztning 6 fra
kapitel 6 (side ||Q) fglger nu, at mengder NA er fuldstzndige i norm-
topologien. Nu vil en fglge pa E1, som er fundamentalfglge 1 norm-
topologien, vare begraznset i norm, altsad indeholdt i et NA, som vi-
des fuldstendigt, altsd konvergent pa E1. Altsa er E1 et Banach—
rume. (Fgrst nu kan vi slutte, at E1 er afsluttet i E, og nu har vi
ikke brug for det.) Mmngden E1nW er nu rund, konveks og absorberen-
de i E1, og den er afsluttet i den inducerede topologi, altsd ogsa

i normtopologien, som er finere. Da G n(WnE1) = E1, giver satning
5 i kapitel usbéiagn af mengderne n($:£1) indeholder indre punkter

i henhold til normtopologien pa E1. Men i denne topologi har WnE1

s& et indre punkt x, dermed ogsd =-x og derfor pad grund af konvek—
siteten tillige O. Men sa er WnE1 en omegh af O, og absorberer der-

for enhver mmngde, som er begraznset i normtopologien, specielt mzng-

den A. Dermed er satningen beviste

I et topologisk vektorrum vil vi for kortheds skyld betegne
enhver mzngde, der er rund, konveks, absorberende og afsluttet, som
en blok. Vi vil kalde et topologisk vektorrum et blok-rum, hvis en-
hver blok er en omegn af O. Rummet SZK er altsd et blok—rum. Det

samme gzlder ethvert Fréchét—rum, altsd specielt ethvert Banach-rum.
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Sztning 6. Lad E vare et fuldstandigt, topologisk vektorrum, som
er lokalkonvekst og Hausdorff-rum. Lad E" vare éet duale vektorrum.
Hvis E og E" er i dualitet, vil enhver svagt begrznset mangde pa.
E" ogsd vare sterkt begranset.

Vi minder om, at svag begransning blot betyder punktvisg
Bevbegresnsning, og stzrk begransaing betyder ensartet begrmnﬂ-#”
l'or.ning pa en begraznset mengde.
|<x,x3>| < A(x) for ethvert j € J. For hvert x € E skriver vi

 exox'S. Vi 1 . = _
Tj(x) = <Xy X3 Vi har da KTET{TJ(X)la € J} ¢ S, hvor S er enheds
cirkelskiven i den komplekse plan. Dette er ensbetydende med, at

x € A(x) N TT1(§), altsd, at W = TT1(§) er en absorberende
€J 9 g d

mengde i Ee« Det er imidlertid klart, at W ogsd er rund, konveks og
afsluttet. A satning 5 fglger nu, at det for enhver rund, konveks,
begranset og afsluttet mangde A ¢ E gmlder, at W absorberer A, alt-
sd, at der eksisterer et A € ]O,w[, sdledes at A c AW. For ethvert
X € A og ethvert j € J har vi da fj(x) € Afj(W) ¢ AS. Dermed har

vi vist, at {Tj|j € J} er ensartet begranset pd enhver rund, kon-
veks, begrenset og afsluttet mengde. Smtningen fgplger derefter umid-

delbart af fglgende satning:

Setning 7: Lad E vaere et lokalkonvekst topologisk vektorrum og til-
lige et Hausdorff-rum. Systcmet af runde, konvekse, afsluttede og

begrensede mazngder er en basis for de begraznsede mangder pa Ee

Bevig: Lad A vesre en begreznset mangde pd E, lad S vare enhedscir-
kelskiven i den komplekse plan, og lad U vere en rund, konveks,

afsluttet omegn af O. Vi har da et A € ]O,w[, shledes at A ¢ AU.
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Men da AU er rund, indeholder NU ogs& den runde mzngde BA = By o

og denne mangde er altsd begrsznset. Da NU er konveks og afsluttet,

indeholder den ogsd det afsluttede, konvekse hylster K1 af Aﬂo Alo-

4 er ﬁ1 begrenset. Da e YR, er konveks og afsluttet, har vi

s& ’
i L4 ’ /u\ LAl ) ”~
elyA,1 ») el'YA‘1 = A1o Heraf fglger umiddelbart, at A1 ogsa er rund.

Derﬁed er satningen bevisto.
Bemerkning: Det er ikke ligegyldigt, i hvilken rmkkefplge |

Sz Vi foretager processerne: I planen (vektorrum over R) har | ©°

pv =4
a
ct

PU vi givet en konveks mengde som vist pd figur 1. Nar denne
rundes af (foreningsmmngde af’ to trekanter), far vi ikke
en konveks mengde.

Figur 1 Figur 2

i
!

s | d oS
¢ // ,\<
| ' /’

Satning 9. Lad E vare et blokrum, som tillige er Hausdorff-rum og

fuldstendigt., Hvie en mazngde B' = {lej € J} af kontinuerte, line=

@re afbildninger T.: B ind i ¢ er en begrenset mengde i dualrummets
L2

er B" equikontinuert, og der findes en omegn U af 0 i E, p& hvilken

mzngden B' er ensartet begrmnset.

Bevig: At B' er equikontinuert betyder, at der til hvert r > O sva-
rer en omegn U af O, s& at }Tj(x)l § r for alle x € U og alle j &€ Jo
Altsd er B' ensartet begranset p& omegnen U. Hvis p& den anden side

¥ er en omegn af 0, og der findes et A, sl@ledes at lTj(x)[ % A for
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alle x € V og alle j€ J, 84 er |Tj(x)| { r for alle x € fv og alle

j € J. Lad nu B' vare begraznset i dualrummet, og lad S ¢ C vare en-
hedscirkelskiven. S& er B' purk tvis begranset, og heraf fglger gan-

ske som i beviset for smtning 6, at U = T31(§) er absorberende,
' jed

rund, konveks og afsluttet, altsa en blok, og fglgelig en omegn af

O, og pa denne omegn er B' ensartet begranset. Dermed er saztningen

beviste.

Smtning 10. Enhver begraznset mangde af distributioner er ensartet

begraznset p& en eller anden omegn af O i éDKo

Bevis: Specialtilfelde af satning 9.

Et filter kaldes begraznset, hvis mindst én begranset mangde
hgrer med til det. Det til en fglge svarende filter er efter denne

deffinition begrznset, hvis og kun hvis fglgen er det.

i

Setning M. Lad E vere et blokrum, som tillige er Hausdorff-rum og

fuldstendigt, og hvis duale rum E* er fuldstendigt. Hvis et begren-
set filter eller en fglge pad E" er konvergent punktvis p& en over-
alt tat delmszngde af E, er filtret eller fglgen ligelig konvergent

p& enhver koﬁpakt purk tmazngde i E. 7 |
Bemsrkning: Hvis E er et Hausdorffrum, er A ¢ E kompaktﬂ
|

Bevig: Lhvis enhver overdzkning af A med &bne mzngder indeholdere_

gr&nset.en endelig overdskning. Hvis E ikke er et Hausdorffrum,

positivt
siges A at vmre przkompakt, dvs.

omegn U

n
vU€ETUT ayseeesa, € Bt AC vggavw)

Se endvidere side 154
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vxeUv Te B': |T(x)] g%e.

Pa grund af lineariteten fglger heraf umiddelbart

Va€EEV Xx,y€ atU v Te B': | T(y)-T(x)| ¢ :‘1‘80

W
ta”

Da A er kompakt, kan vi vzlge 8ysevesBys s& at A ¢

nc

(a +U)o FOP
v=1 Y

V = 1yeeeyn velger vi v, € av+U, s& at ¥ konvergerer 1 Mv. I filtret
I findes da for hvert p en mzngde F s s4 at

v T,eT, € F) o [ To(y)) -1y (3))] ¢ %e
Vi betragter nu mengden F = F1nowvnanB' € P. For T)»T, € F og x € A
kan vi valge v, 84 X € av+U, og vi har da

|To(x) =Ty (x)| ¢ |To(x)=To(y, ) [+]T5(y, ) -2y (v )1+ Ty (5,,)-Ty (x)]| < &
altsa

'/ T1,T2 €FVXEA: |T2(x)-T1(x)| < €.
Dette viser, at I er fundamentalfilter i den topologi, der svarer
til ligelig konvergens p& kompakte mazngder, og da E" er fuldstesn—
digt, medfgrer dette, at } er ligelig konvergent p& enhver kompakt
mangde.

En fglge, der konvergerer punktvis pd E, er punktvis begranset
pad E og derfor ifglge smtning 9 ensartet begrmnset pad en omegn af
O, og derfor ensartet begrznset pid enhver kompakt mzngdd. Det sam~-
me gxlder da for det tilsvarende filter, og resultatet for f@glgen
bliver derfor en umiddelbar konsekvens af resultatet for filtre.

Dermed er smtningen beviste.

2
Sgtning Mg. Hvis et begranset filter eller en fglge af distribu~

tioner er konvergent for ethvert ¢ € ébK, er filtret eller fglgen

ligelig konvergent p& enhver begraznset mangde i ébK’ altsd konver=-

gent pa é@ﬁ.
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Bevig: Af setning R’ fremgar, at filtret eller fglgen konvergerer
ligeligt pa enhver kompakt mengde iJQZk;'Mén en begrenset mengde i

ébK har kompaktfafslutning.'Défmed erVSétningen bevist;

Det er nu vanskeligt at nd vesentligt videre med dén é1mihde;
ligeltgori.forvdistributionernewudénfkraftigefe hjélpémidlef§'bi.é}
udVaigsaksioﬁet. Inden vi skrider til udnytgelse af sddanne hjel—
pemidler,~vil det dog'vare'nénsigtsmaSSigt at vi friggr os fra den
kompakte mzngde K, der hidtil har varet det fast definitionsomrade

for béde funktioner og distributioner.
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8. kapitel.
Rummet ﬁg;
¢7 s .
Med betegner vi vektorrummet af funktioner, som er kon-

“K
tinuerte p4 den kompakte mzngde K < R™ og har stgtte indeholdt i

K, udstyret med den ligelige topologi. Med %% betegner vi vektor-
rummet af funktioner, som er kontinuerte i O og ha%eggg%%en,inde—
holdt i 0, udstyret med en topologi, som skal beskrives nzrmere i

det fglgende.

Hvis K, og K, er kompekte mengder pa R og K, ¢ Ky, er Q%K
- 1

et delrum af ‘é& s og topologien pa QQK er netop delrumstopologien.
2 1

Her er tale om normerede vektorrum, og normen pa %ZK er netop re-

striktionen af normen pa fg)K « Hvis ¢ € %QK \ %QK s Tindes der et
2 2 1

a € Ké\K1, hvor ¢(a) ¥ 0, og ¢ har derfor en omegn, der intet har

felles med %H(. Altsé er %% et afsluttet underrum af %% .
1 1 2

Vi ¢gnsker at velge topologien péa gog sd at hvert %}K med K ¢ O
bliver et afsluttet delrum af %% med delrumstopologien. Enhver kon-
tinuert afbildning af ng ind i et topologisk rum vil da have kon-—

tinuerte restriktioner til hvert %;.

Det vil pa den anden side vazre en fordel, hvis det gslder, at

en afbildning af ‘éb ind i et topologisk rum er kontinuert, hvis
det for hvert K ¢ O gzlder, at restriktionen til CgK er kontinuerte.
Vi skal vise, at det er muligt at opnid dette i hvert fald for line-

sre afbildninger ind i et andet vektorrum. Vi vil vise dette under

noget mere generelle forudsatninger, men fgrst m& vi udlede et par

hjelpesztninger.
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Sstning 1. Lad A og B vaere konvekse mzngder i et vektorrum E., Det
konvekse hylster for AuB er da identisk med mazngden

Q= {tx+(1-t)y|x € AAy€ BA te [0,1]},

Bevis: Det er péd forhdnd klart, at den angivne punkimzngde er del
af det konvekse hylster. Der er derfor nok at vise, a t mangden selv
er konveks. Dette fremgidr af fglgende udregning, hvor x1,x2 € Aj;
Y13¥5 € B; tystyu € [0,1]

u(ty Xy +(1-%, )y )+ (1-u) (1254 (1-85)y,) =

ut, (1—u)t2
<ut1"(1"‘1)"’2)(ut1 +(1-0)t, Xy wt, F(1-a) €, X5

) +

u(1—t1) (1-u)(1-t2)
(1’(ut1+<1-u)t2))(u(1-t1)+(1-u7(1—t2) M EMETC R EI CET I C IR ) Vo)

Dermed er s@tningen bevist.

Sztning 2. Lad E vare et lokalkonvekst topologisk vektorrum, lad H
vaere et afsluttet delrum, og lad a vare et purkt af E\H. For enhver
konveks omegn V af O i delrummet H eksisterer der da en konveks

omegn U af O i rummet B, s& at V = UnH og a § U.

Bevis: Da x -» a+x er en homeomorfi af E pd sig selv, er a+H afslut-
tet 1 E« Af a § H fglger O § a+H. Der findes derfor en konveks omegn
W1 af 0 i B, som ikke har punkter fglles med a+He. Da V ¢ H er en
omegn af O i delrumstopologien, findes der en konveks mmegn W2 af
O0iE, sa& at Wan c V. Vi smtter W = W1nW2, og med U betegner vi

det konvekse hylster af WuV. Lad os betragte et punkt x € U. Ifglge

setning 1 kan vi da valge y € V, z€ W, t €[0,1], s& at




—
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x = ty+(1-t)z.
¥or z € Hhar vi z2€ V, altsd x € V, da V er konveks. For z4 H og

t=1,erx=y¢€ V. For 24 Hy, t § 1, har vi

t 1 t
TTYEH Tgrx-ygY4E
altsé T%€ x ¢ H, hvilket medfgrer x ¢ H. Dermed har vi vist, at
UnH = Ve Af a € U ville fglge eksistensen af en fremstilling

a = ty+(1=-t)z; t € [0,1], y€ V, z€ W,
altsd (1-t)z = a-ty € a+H. Nu er imidlertid (1-t)z = teO+(1-t)z € W

og Wn(a+H) = P. Vi er sdledes kommet til en modstrid, og vi kan der-

for slutte, at a § U. Dermed er smtningen bevist.

Setning 3. Lad E vare et vektorrum. Lad (En) vare en voksende fglge

af delrum, alle organiserede som lokalkonvekse vektorrum, alle Haus-
dorff-rum, og sdledes at det for n € N gmzlder, at topologien pa En
netop er delrumstopologien svarende til, at En opfattes som delrum

af E samt at En er afsluttet i En+1‘ Det antages endvidere, at

n+1?

E= U En' Der findes da en og kun en lokalkonveks topologi pad E,
n=1,

for hvilken det gzlder, at U ¢ E er omegn af O, hvis og kun hvis

, UnEn er omegn af 0 i En for n = 1,256

Bevig: Da den sidste betingelse giver et klart signalement af omegne-

ne af 0, er "kun en"™ klart. For hver voksende fglge Uy g Usog ooy

hvor det for hvert n € N gzlder, at Un er konveks omegn af 0 i En’

bruger vi U = U1uU2u-o- som omegn af 0 i E., Vi vil vise, at de sa-
ledes definerede omegne udger en omegnsbasis U i E, og at E med den

séledes definerede topologi bliver et topologisk vektorrum, og &t




den sidst i smtningen anfgrte betingelse er opfyldt. Det er nu

for det fgrste klart, at U er en filterbasis. Det er ogsd klart,
at denne filterbasis er invariant over for multiplikation med et
tal. En omegn U = U1uU2u...-er absorberende, fordi hvert x € E
tilhgrer et En’ og som fglge deraf absorberes af et Un’ Hver omegn
U er konveks. Af x,y € U fglger nemlig X,y € Un for et passende n,
og liniestykket med x og y som endepurk ter vil derfor tilhgre Un
og dermed U, Vi har nu vist, at U definerer en topologi pa E, og
at E bliver et lokalkonvekst vektorrum. For en basisomegn

U= U1UU2U--0 galder EnnU 2 Un’ sé E,NU er omegn af 0 i E . Hvis
en mengde U ¢ E tilfredsstiller den betingelse, at UnEn for hvert
n er en omegn af 0 i En’ da kan vi for hvert n vazlge en konveks
omegn Un c UnEn af 0 i En’ og U vil da indeholde basisomegnen

U1UU2u--- og derfor selv vzre en omegn af O.

Satning L. Med de i satning 3 benyttede betegnelser og betingelser
vil yderligere fglgende gelde: Hvis Un er en konveks omegn af 0 1
En’ eksisterer der en konveks omegn U af 0 i E, sd at UnEn = Un'

Hvis hvert En er et Hausdorff-rum, er E et Hausdorf{-rum.

Bevig! Ifglge satning 2 kan vi for k = nt1,n+2,... successivt

velge konvekse omegne Up s sé at IJanEk = Uy k =nyn+fyeee Vi
settér Uk = UnnEk for k = 1,2540e3n=1 0g U = U1UU2U--- Vi har da
UnEk = (U1nEk)U(U2nEk)u--- = Uk i alle tilfazlde. Lad nu hvert En
vere et Hausdorff-rum. For a € E eksisterer et n, sidledes at a € En’
og da En er et Hausdorff-rum, kan vi velge Un’ som omegn af O i En’
s a ¢ Un' Den ovenfor beskrevne proces fgrer da til en omegn U,

der ikke indeholder a. Dermed er sztningen bevist.




HT 1965-66 129,

Sztning 5. Med de 1 sa@tning 3 benyttede betegnelser og betingelser

vil hvert af rummene En vaere afsluttede delrum af E.

Bevis: Vi betragter a € E\En’ Der findes da et p > 0, s& at

a € En+p\En+p-1' Da E . _4 er et afsluttet underrum af En+p’ findes

A : 2 -
der en konveks omegn VY af O i En+p’ sd at (a+V)nEn_’_P_,I = @o Der

findes da en konveks omegn U af O i E, sd at Ur‘nEn_'_.p = V. S8 er

a+V = a+(UnEn+ ) = (a+U)n(a+En+ ) = (a+U)nEn s altsa

1 +D
= (a+V)nEn ¢ (a+V)nE

P

(a+U)nEn = (a+U)nE = Po Altsd er

n+ann n+p=-1

En afsluttet i E.

Sztning 6. Med de i sztning 3 benyttede betegnelser og betingelser

gzlder fglgendes: Hvis hvert En er et blokrum, er E et blokrum.

Bevis: Lad U ¢ E vare en blok. Da er UnEn for hvert n € N en blok,

altsd en omegn af O i En' Men det medfgrer netop, at U er en omegn

af 0 i E,

Definition 1. Under de i setning 3 beskrevne omstzndigheder siges

rummet E at vare eksakt graznserum for den voksende fglge (En).

Definition 2. Lad O ¢ 2™ vare en aben mangde. Lad K1 c K2 C oeee

vere en voksende fglge af kompakte delmangder af O, si at der for
enhver kompakt mezngde K ¢ O findes et n€ N s8 K - Kn' Ved %%
forstas vektorrummet af kontinuerte funktioner med kompakt stgtte

inden for O med den topologi det far som eksakt greznserum for

i

folgen (G ).
n




HT 1965-66 130

Vi har netop %b = U %?K s 08 hvert Z?K er et lokalkonvekst
n=1 n n

vektorrum og afsluttet i %QK s, 884 definitionen kan anvendes. Det

n+1

er imidlertid ogsa rigtigt, at topologien pa %% bliver uvafhangig

af valget af fglgen (Kn). Vi viser fglgende sztning:

Setning 7: Topologien péd rummet 420 bliver uafhengig af valget af
fglgen (Kn)' For hver kompakt mzngde K ¢ O er é% et afsluttet un-

derrum af %?O og topologien pa %ZK er netop delrumstopologien.

Bevig: For hvert K ¢ O findes et n, s K ¢ Kn' S84 er %; et afslut-

tet underrum af %?K og topologien pé %?K er netop den af %; in-
n n

ducerede delrumstopologi. Endvidere er ifK et afsluttet delrum
n

af %?O og topologien er delrumstopologien. Dermed er satningens
sidste pastand bevist. Hvis U er en omegn af O i ‘%B, vil det i—
fplge det allerede viste for ethvert kompakt K c O gelde, at Un @%
er en omegn af 0 i %%K' Hvis pa4 den anden side U - QQO har den egen-
skab, at det for hverﬁ kompakt K ¢ O gmlder, at Un %% er en omegn
af O i K* da gmlder dette specielt for hvert Kn’ og deraf fglger,
at U er en omegn af 0 i QQO. Vi har derved faet omegnene af O i @%
karakteriseret ved en egenskab, der er uafhzngig af fglgen qu’

og dermed er satningens fgrste pastand bevist.
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. 1
K, = {x€ 0]llzl < na dist(x,C0) 2 3
Setning 8. Lad O vare cn aben mzngde. Lad K1 c K, c ¢s+ vare en
voksende fglge af kompakte delmzngder af 0, for hvilken det gzlder
vneN: K c IO{DH, samt at der for hver kompakt delmzngde K ¢ O

findes et n € N, s& X c Kn. Lad ¢ vere mengden af aftagende reelle

talfglger (gn) med grenseverdien 0. For (sn) € £ satter vi

U((Sn)) = {gD 3 'éolv X € Kn\Kn_1 H |¢(X)| =_<- Sn, n = 1,2,.0.},
idet vi har sat KO = Y. Mzngden

fu((e N (ey) € 5}
er da en basis for omggnene af 0 i O :
lv x < Kn\ n-1 ° lo(x)] £ €n 1W,j;:sf kan og§g~§grlve&

|v 7§Vx€K\£ |MM|<€M
Y

‘Bevisg:Da U((e ))n‘%’n 2 {p € ‘gK | |”¢”U < En} "er

U((s )) i hvert fald en omegn af O i gy Lad nu U vsre en konveks

omegn ,af 0 i %?Oo For hvert n € N er U?l?? en omegn af O i Q?% ’
Kn

og der eksisterer derfor et nn > 0, saledes at

n%, 2 o€ cwKnlv xe K ¢ lo(x)] g nn}
og vi har derfor ogsé

T
U > goeﬁﬁ? Vﬂee—K—IT—wJ&é*H—ﬁﬁ}

=
1 (aukl(ﬁ?)
Ifplge s=tning 9 i kapltel 3 eksisterer der for hvert n € N en af-

blldnlng an: 0 ind i R, som er strengt positiv overalt i Kn+2\Kn
og O overalt i O uden for denne mengde. Endvidere eksisterer

a,t O ind 1 R, som er strengt positiv i ﬁz og O overalt i O uden

oo o
for denne msngde. SA er zan strengt positiv overalt i O, og ﬁn = Eag-
o} n

giver en opspaltning af enhedsfunktionen 1 = B _+B,*e-. Vi satter
nu for hvert n € N

g = e min( )
n n(n+1) sNqoecslingn/
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Lad ¢ varc en vilkarlig funktion, der tilhgrer U((sn)). Lad os sa@t-

g U. Men

te Pp = n(n+1)ﬁn¢. Vi har da ¢jensynligt Pn € Un %% 5
n+

da U er konveks, fglger heraf, at

.1
¢ =3 FaT Pn
tilhgrer U. (Summen er i virkeligheden endelig, og = -TE:TT 1)

Dermed har vi vist, at U 3 U((sn)), og dermed er satningen bevist.

S@tning 9., Lad O g 2™ vsre en &dben mengde og lad K ¢ O vare en
kompakt mengde. Der findes da en kontinuert afbildning ¢ : RT ind

i [0,1], som er konstant lig 1 p& K, og som har kompakt stgtte in-

deholdt 1 O.

Bevis: Lad r vare et positivt tal, som er mindre end afstanden

mellem K og randen af O. Da vil
. 2dist{x,K
X) = - min
p(x) =1 i1, +dlStZX,K5;

have derBemsrkning: Hvis vi definerer p (p) = sup,LQ%E%L for
K y KX

%0 -
afhangex/C c E, har vi P = 1.
For disi ' r
o
1 p.(0) =0 |
en delms
o
2” ple) 20 |
Setning 3° (hp) = supllelX X Jaf
Letning P \Np) = sup==r- = I%lsuplﬂéagl = lxlp (o)
kontinu o '
L P (§D+¢) = SUPJ‘Q(X)-H//(X)I < sup + sup =
overalt é g % ; fr vi
u( P (p) + b ()

Da er B (side 81), dvs. P, ©r en seminorm. Heraf fglger, at [

Ulk) = fp e Bolvre 0t Jo(x)| < r(x)} |

b e €yl (o) 5 1] |

er konveks.
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Bevis: Lad (Kn) vare en fglge af kompakte delmengder med de i sat—
ning 8 forlangte egenskaber. For et gk € K s:tter vi

e, = infie(x)|x € K .
84 er g_ en aftagende fg¢glge af positive tal. Den behgver ikke at

n
gd mod O, men vi kan eventuslt erstatte e, Meé min{sn,%} og derved
opné, at (en)-+ 0. S& gélder u(k) 2 U((sn)), og dermed har vi vist,
at U(k) er en omegn af 0. Lad nu (an) viere en aftagende fglge,
som gir mod O. Ifglge satning 9 eksisterer der en kontinuert af-

bildning Kn: ™ ind i [O’Sn]’ som er konstant = €n pa Kn—1 og har

kompakt stgtte, som er indeholdt i ﬁn' Vi danner \V/Kn.= Ko For
n=1

restriktionencaf x til Kn har vi KIKn = K1V"'VKn+1|an idet K+

er konstant = e, Pa hele Kn og alle de fglgende Kp er overalt §8%4|
Altsd er x kontinuert pé& hwert Kn og dermed pa hele 0. For

X € Kn\KI'l_1 er k(x) ¢ e,+ ~ltsd gelder U(k) gU((sn)).‘Dermed har
vi vist, at U er en omegnsbasis.

‘Bemsrkning: O talfplgen (én) gwiaéfidet, at ém7+ an'fbr‘

Setning 14. Lad 0 ¢ A" vere en Aben mmngde, lad (an) vere en punkt-

f¢1gé pa O uden fortztningspurk ter i 0, og lad (sn) vare en afta-
gende fglge af strengt positive tal. Der eksisterer da en kontinuetrt
afbildning « : O ind i JO,e[ _(alts& strengt positiv), som for

hvert n € N tilfredsstiller betingelsen /c(an) < €0

Bevig: Vi saztter

Ko(x) = & dist(x,C0); Kn(x) = e, + Hx—an“, Nn=1"725000
K= /K, o
n=0 n

Lad x, € O vare et vilkarligt purkt. Vi satter r = % dist(xo,CO).




For ||x-x || < r, |la =% |l > 2r har vi Kn(x) > llx-a |l 2 Han—xo”-Hx—xOH >
og vi har Ko(x) < % Lr = r. Vi kan velge N, s& at a, forn > N

ligger uden for den ved ||a *xO” = 2r bestemte kugle, og for Hx-xOH <r

far vi da g = KA\®* s NGy e Altsd er x kontinuert og strengt positiv

i en omegn af det vilkdrlige punkt x € O. At betingelsen.x(an) < ey

bliver opfyldt, er klart. Dermed er smtningen bevist.

Setning 12. Rummet %Z er fuldstendigt.

Bevig: Lad F vare et fundamentalfiltef pa %z. Pa %% har vi den
ligelige norm, og denne giver anledning til en topologi, som er
grovere end topologien pa %20. Derfor er P et fundamentalfilter i
den ligelige norm, altsd ligelig konvergent mod en kontinuert af—
bildning ¢_: O ind i C. Vi betragter nu et k € Ko Filtret I inde—

holder da en mengde ¢,+ %U(K) for et ¢, € %%3. Idet vi bruger om—
egnene fra ﬁ ogséd i vektorrummet af alle pad O kontinuerte funktioner
(som dog ikke bliver et topélogisk vektorrum med den den derved
indfgrte topologi), vil filtret 9, * %U(K) for hvert fast x tilhgre
(x), altsd have punkter fmlles med o4 * %U(x) 84 vi kan slutte,

at g  + Ulk) 2 g+ %U(K), altsd pg * U(@) € F. Vi mangler nu blot
at vise, at ?6 €b «O{éiiEéJat ¢O-ikke-har kompakt stgtte, Der fin-
des @& en fglge (an) af punkter i O uden fortztningspunkter i O,

s& at ¥ ne N g;an) $ 0. Vi swtter e =l%min{|g,a1)|,...,h%(an)|}.
Sa er (sn) en aftagende fglge af strengt positive tal. I henhold

til sm:tning 11 velges K € K, sk at Vv ne€ N : K(an) < €y Vi har nu
P, U(k) € P Men for ¢ € Py * U(x) gelder da ¥ ne N :’|¢(an)| 2 €pe
Altsd har ¢ ikke kompakt stgtte, men dette strider mod, at ¢ € gK..

Dermed er sztningen beviste.
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o Kihria amewe

Deﬂﬁe er Tletzes udv1delsessmtn1ng med v1sse modifikataoﬂ%r \

' Satnlng 13 Lad O c R vare en aben mangde og K¢ O en kompakt

mengde, og lad ¢ : K ind 1 ¢ vere en kontinuert funktion. Der eksi-
sterer da en kontinuert funktion ¢ : O ind i ¢ med kompakt stgtte

indeholdt i O og identisk med ¢ pad K. Endvidere er sup|e| < vZsupl|y|.

Bevis: Lad os fgrst betragte det specielle tilfzlde, hvor ¢ er en
positiv funktion. Vi smtter sup ¢ = a. Vi kan antage, at ¢/ikke er
identisk O, altsé at a >10. Mengden K, = {x € Klg(x) > 5 a}l er
kompakt, og mangden 0, = fxe olxd Kv g(x) > % a} er &ben. Ifglge

s@tning 9 eksisterer der en kontinuert afbildning Qg ™ ina

[o,% 2], som er konstant lig % a pa K1 og som har stgtten indeholdt
i 01, Vi sztter ¢1 = ¢-¢1|K, og vi har da 0 ¢ ¢1 < % a og sup ¢1 = % g

Vi anvender den samme proces pa ¢1, og far derved en afbildning

m . . 2 o . .
pot R imd i [O,;g-a], sdledes at ¢, = ¢y, =¢,|K tilfredsstiller

2
0 < 9o g (%) a og sup ¢, = (%)Za. Ved at fortsmtte denne proces

f&r vi to funktionsfglger (¢n) og (¢n), hvor ¢ afbilder R™ ind i
-1
ol a , . . 2\n
[0,5—] og ¢, afbilder K ind i [O,(g) al og ¢, = ¢,_4-¢,|K. Rekken

% ¢, er ligelig konvergent p& hele " og o =3¢, ¢ 2™ ind i R er
derfor en kontinuert afbildning. Endvidere er sup ¢ <= sup. g, =
n

o1~ ] 4 | ( )
8 == a === 8, ndvidere er ¢ - 2 o (K =y - IS¢ =Y _ =

n -3 a 1_@
h 2\h
Yps idet vi har sat ¢ = ¢ Altsd er O ¢ ¢ - k§1¢k|K < (§) a. Heraf

P
3

fglger, at ¢|K = ¢ Dermed er satningen vist i det specielle til-
fzlde, endda med ¢(0) ¢ [O,sup ¢]. For ¢ : K ind i [a,b] ¢ R, hvor
a <0, b> 0, setter vi y* = yv0, ¢y~ = —fv0. Vi kan da damne ¢ :0
ind i [0,b] og ¢ : O ind i [0,-a], sAledes at ¢+ og ¢ er kontinu-
+

erte og har kompakt stgtte og ¢+]K = ;o |K = w-- B4 er ¢ = ¢+"¢—
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en kontinuert afbildning af O ind i [a,b] med kompakt stgtte tndes
holdt i O og ¢|K = ¢ Resultatet i det komplekse tilfmlde fglger

nu umiddelbart ved spaltning i realdel og imaginazrdel. Dermed er

setningen bevistea

Seztning 14. Hvis en monoton fglge (¢n) pa ‘%B konvergerer purk t—

vis mod ¢ € ‘éb, konvergerer (¢n) mod ¢ i topologien pa {%Z-

Bevis: P4 grund af lineariteten er det nok at se pd det tilfmlde,
hvor (¢n) gdr aftagande mod O. Lad K vare stgtten for Py S& er
stgtten for hvert Pn indeholdt i K, og ifglge saztning 10 i kapitel
2 (side g&; gar (¢n) s& ligeligt mod O p& K, men det medfgrer u-

middelbart, at'(¢n) - ¢ i topologien pa ﬁgo.

Sztning 15. Setningerne 9 og 10 i kapitel 2 (side 3833%9 gz:lder

for kontinuert reelle valuationer pa gitret af reelle funktioner
pa q?o. En kontinuert linesr valuation pé"%% kan udvides til et
Daniell-~integral.. Enhver kontinuert funktion bliver integrabel over
enhver kompakt mazngde med hensyn til det fremkomne mil.  Dualrummet
¢,

@} i1 ¥, bestar af alle (ikke blot de endelige) mal pa &,

Bevis?! Beviserne for sztningerne 9 og 11 i kapitel 2 overfgres
uendret, og dermed har vi ogsad vist, at enhver konﬁ:nuert, linear
valuation kan udvides til et Daniell-integral. Lad K ¢ 0 va&re kom-
pakt. Med Kn betegner vi ma&ngden af punkter af X med afstand < Y
fra K. Hvert Kn bliver en kompakt mezngde, og der findes et N € N,

saledes at Kn c 0 for n » N. Ifglge satning 9 eksisterer der for
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hvert n ) N en kontinuert afbildning ¢ : O ind i [0,1], som er
identisk 1 p4 K og har sin st@gtte indeholdt i ﬁne Fglgen
(¢NA¢N+1A'"’A¢N+9) bliver en aftagende fglge pa %?O og konvergerer
punktvis mod den karakteristiske funktion'XK for K. Altsa bliver
K mdlelig. En kontinuert afbildning ¢ : K ind i R kan udvides til
en kontinuert afbildning 6 ¢ 0 ind i R med stgtten indeholdt i O
og &xK bliver integrabel, men det betyder netop, at ¢ er integrabel.
Lad nu T : Q?O ind i ¢ vazre en kontinuert linearform. Den har en
udvidelse til et Daniell-integral, som giver en kontinuert linear-
form defineret pa alle kontinuerte funktioner pa K, og heraf fgl-—
ger, at restriktionen af T til Q?KAer et integral med hensyn til
et madl, som er entydigt bestemt ved T. Dette gmlder for ethvert
kompakt K ¢ O, og T er derfor netop et integral med hensyn til et

mal p4 hele 0. Dermed er satningen beviste.

Sztning 16. Vektorrummet &, af funktioner ¢ : O ind i 8, som er

vilkadrlig ofte differentiabel i 0, 02 som har kompakt stptte inde-

holdt i 0, er som delmsngde af det topologiske rum %% overalt tat.

Bevis: Pglger umiddelbart af s@tningerne 7 og 6 i kapitel 3 ( side
2s8,c7 |
4B8H2), Vi har endnu ikke indfgrt en topologi pa $250 ; det vil ske

i nzste kapitel, og topologien vil blive forskellig fra delrums-

topologien induceret fra };ﬂo.
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9. kapitel.

Rummet gyo_iBemarKn;Eg};i{T“emermann, side-13

Definition 1.Lad O ¢ R™ vzre en aben mengde og lad Ky c K, oo

vere en fglge af kompakte delmmngder af O, sdledes at der for enhver
kompakt mangde K ¢ O findes et n € ﬁ, sd K ¢ Kno Ved ébo forstas
vektorrummet af vilkdrlig ofte differentiable funktioner ¢ :0 ind
i ﬁed kompakt stgtte inden for O med den topologi, det far som
eksakt graznserum for fglgen (cﬁDK )e

n
Stning 1. Topologien pé<§ﬁo bliver uvafhsngig af valget af fglgen
(Kn). For hver kompakt mengde K ¢ Oer éﬁK et afsluttet underrum

af 550, og topologien pa SBK er netop delrumstopologien.

Bevisg: Definition 1 og sztning 1 er an@loge med definition 2 og
setning 7 1 kapitel 8 ( side 129), og bemzrkningerne til definitionen

og beviget for sztningen gzlder uazndrede i det foreliggende til—

faelde.,

Setning 2. Lad O vare en aben mengde. Lad KO =g c K1 c K2 C oo
vere en voksende fglge af kompakte delmangder af 0, for hvilken det
gelder, at v n € N : Kpeq C ﬁn’ samt at der for enhver kompakt
mengde K ¢ O findes et n € N, s& at X ¢ K+ Lad P vmsre mangden
af voksende fglger (Pn) af naturlige tal og divefgerende mod wy 0O
lad £ vere mengden af aftagende reelle tglfglger (en) med granse-—
verdien 0. For (Pn) € P, (en) € £ satter vi

U((R,)s(ey)) = {9 €3 o|vneNvp med |p|¢P vxeK \K _q |DR¢(x)|§sn}
Mengden
B = IU((Pﬁ’)W(En))_I(Pn) € PA(e)€e]

er da en basis for omegnene af 0O i 550.
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Bevis: Vi har

U((By) s ()N Dy 2lpeDylvp med |plg Py vaek, : [DRp(x)] < epls
n 3

og ved sammenligning med indledningen til kapitel L (side77 ) ser

vi, at udtrykket p& hgjre side af inKlusionstegnet netop er omegnen

U

P En af 0 1 rummet éZK o Dermed har vi bevist, at B virkelig er

n9

n
er en mengde af omegne af O 1 éﬁoo Lad nu U vere en vilkarlig kon-
veks omegn af o 1 ;ZOo Sztningen vil vere vist, nar det lykkes os
at velge fglgen (Pn) og fglgen (en), sa at U((Pn),(en)) c U. Vi

ved om U, at det for hvert n € N gzlder, at UnéZK er en omegn af
n

0 i éZK.’ altsd at vi for hvert n € N kan vslge Q€ N og n, > Os
n

o

sa at

U fpc€ £8Kn|vQ med |p| & Q, vx € K ¢ |DRp(x)]| < n,le

Ifplge s=tning 11 i kapitel 3 (side 71 ) kan vi veslge en fglge

(o) af vilkarlig ofte differentiable funktioner a, ¢ 0 ind i [0,1],
s& at det for hvert n gmlder, at an'har sin stgtte indeholdt i

o ) o -

Kntq\Ep_qs 08 88 at vx € 0 : S a,(x) = 1. Vi valger fglgen (o)

fast en gang for alle. Vi betragter nu en vilkarlig furk tion ¢ € JQO,

og vi vil sgge et szt tilstrazkkelige betingelser, for at ¢ € U.

Vi smtter P, = max(Q1,o.o,Qn+1), og (Pn) er da en voksende fglges.
Vi vil nu s¢ge at bestemme en fglge (sn), sd at

o€ U((B,),(e,)) = ¢ € U.
Vi vil da have vist, at U((Pn),(en)) c U, altséd at U er basis for
omegnene af 0 1 ébo, og dermed vil s%tningenw&re beviste.

Vi betragter altsa fglgen (an) som en ubekendt, vi skal bestemme.

For ¢ € U((Pn),(sn)) satter vi

.

o = n(n+1)anp.
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Vi har da

- 1

¢ = n§1 n(n+1) ’n°
D& ¢ har kompakt stgtte, er Pp = O fra et vist trin, og da U er
konveks, vil ¢ € U, hvis o € U for ethvert n. Denne betingelse
vil for et n € N vare opfyldt, sifremt

v pmed |p| P,V x€EO: |02, (x)] ¢ npe
Her har vi benyttet, at stgtten for ¢ €T indeholdt i Kn+1\Kn-1°
Nu har vi imidlertid

vpmed |p| Py v x€ K K, ¢ [DRp(x)] S e o

Nu giver formlen for differentiation af et produkt et udtryk af for-
Bemerkning: |DE(a, (x)e(x))] = | = v D (x)DR "y (x)|
men nt='ri= ap g n'= =

D ) =
Bwn n(n+1)] < epq B yqngan(ﬁ)I < Lna
‘ Qe =

hvor koefficienterne yg,k er faste hele tal. Vi far derfor en vur-

n-1

dering af formen
IDR o (x)] & Neps
hvor %n afhanger af n, o, 08 Pn’ altsd i virkeligheden kun af n.
!
Vi behgver altsd blot for hvert n € N at valge €n = XE' Dermed er

n
er sztningen beviste.

Sztning 3. Lad (Pn) og(Pﬁ) vaere voksende fglger af naturlige tal,

og lad (sn) og (sﬂ) vere aftagende fglger, som gdr mod nul. For de
1 smtning 2 omtalte basisomegne gmlder da

(Ine N : Pn<Pﬂ \Y en>e£) = U((Pn),(en))\U((Pﬂ),(eﬂ)) £ D

Bevis: Lad n € N vare valgt, si at Pn < Pﬂ eller €y > eﬁ. Vi velger

en kompakt mengde K c ﬁn\Kn_1.-Vi har da

o
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U((Pn),(sﬁ))rnﬁK = {o EéZKIVE mgd"lgl ¢ P ovxe K : | DRy (x)] < egls
og analogt for U((Pﬁ),(gﬁ)). Af | lemma 12 i kapitel 5 (side |0))
fglger nu, at der eksisterer en funktion ¢ € &DK’ som tilfredsstil-

ler betingelserne

max _ ||DRy]l;

lpl=P,

hvor vi valger A

. .
As |ID%lly < ep for gl ¢ B,

i

1+€£9 hvis Pn < Pﬂ, og A = g,s hvis Pn = Pﬁ.

Vi har da i begge tilfwlde ¢ € U((P, ), (e, ) N\U((P})s(e))).

Groft udtrykt siger satning 3, at de i sastning 2 indfgrte ba-

sisomegne virkelig alle er indbyrdes forskellige. Derefter er det

let at vise fglgende

Sztning L. Mangden U af omegne af 0 i rummet ébo har ingen numera-

bel basis.,

Bevig: Lad (Uk) vare en vilka&rlig fglge af omegne af O i 330. For
hvert k € N indeholder U, en basisomegn Uy = U((Pﬁ),(gﬁ)). Vi szt-

ter

n . n
Pn = 1+maX(Plgooo,Pn), Sn = %mln(e:l;oo,gn)t
Omegnen U((Pn),(an)) vil da ifglge sztning 3 ikke vare delmangde
af U((Pi),(eﬁ)) for nogen vardi af K. Dermed har vi vist, at {Uk}

ikke er basis for omegnene af O, og dermed er satningen bevist.

Satning 5. Rummet ;ZO er fuldstendigt.

Bevis: Lad ¥ vaere et fundamentalfilter i SDO. For hvert p er

RR {DE¢|¢ € P} en filterbasis, og det tilsvarende filter er
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fundamentalfilter pé éﬁo, alts& konvergent pa 530 med en gren-
sefurk tion @E-Ecﬁﬁoe Heraf fglger nu, at hvert ¢E'har kompakt
stgtte, som er indeholdt i O. Vi har nu for hvert p;, at M @2

i den ligelige topologi. Lad nu P vzre et naturligt tal. For

g € 8, satter vi
lWllp = max [/

felg
Med denne norm er 550 et normeret vektorrum., For ethvert n
findes der en kugle (i normen || “P) med % som radius, der

tilhgrer F. Centrerne af kuglerne giver en fglge (¢n)-+ 9 og
her bliver konvergensen ligelig i alle differentialkvotienter
af ordener p med |p| ¢ P. Heraf fglger, at (D9¢n)-a o2 lige-
ligt 1 0, altsé ¢R = DE¢, hvor ¢ = ¢9. Lad nu U vare en vil—
kadrlig basisomegn af O i rummet éao. Der findes da et ¢ € gﬁb,
sl at ¢ + 1U € P, Da I er punk tvis konvergent tillige med alle

3
F(R), vil det gmzlde for hvert x € 0, at ¢ + %U og ¢ + %U har

feelles elementer, altsd galder generelt ¢ + Uo ¢ + %U, altsa
¢ + U € P. Dermed har vi vist, at F ¢ i topologicn pé éZK’

og dermed er s»tningen bevist.

Setning 6. Lad A ¢ éZO vere en begrznset msngde. Der eksisterer
da en kompakt mzngde K ¢ 0, s& at hvert ¢ € A har sin stgtte

indeholdt i K.

Bevis: Indirekte. Lad Kn vere den i satning 2 optradende
fplge af kompakte m@&ngder. Hvis en kompakt mangde K med den
gnskede egenskab ikke eksisterer, kan vi for hvert n valge

a, € O\Kn-1 og ¢ € A med ¢(an) 4 0 ; valger vi nu en aftagende
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i 550 pad en begranset mazngde. S& ér'f—ﬂ(s) en konveks mangde.
Lad A ¢ ;ZO vere begranset. S& er T(A) begrznset. Altsd fin-
des der et N\ € ]O,0[, 58 T(A) ¢ NS, altsh

Ac 1 h(ra)) = T (n8) = ar7(s).
Altsd absorberer T_1(S) enhver begrznset mangde, og deraf fgl-

ger, at T—1(S) er en omegn af 0 i &DO. Alts& er T kontinuert.

Dermed er sstningen beviste

Sztning 10, En linesr afbildning T : é@o ind i ¢ er konti-

nuert, hvis og kun hvis det for enhver kompakt mangde K ¢ O

gelder, at restriktionen TIéDK er kontinuert.

Bevig: "Kun hvis" er trivielt. Lad os nu antage, at T|&Dy er

kontinuert for ethvert kompakt K ¢ O. Vi har da for K ¢ 0, at
()0, = (01D (s),

altsa at T—1(S)nd3K er en omegn af 0. Da T-1(S) er konveks,

medfgrer dette, at T-1(S) er en omegn af 0 i éz%. Dermed er

s®tningen bevist.

Definition 2. Ved en distribution pad den abne mzngde O C R

forstds en kontinuert linezr afbildning T :cQB ind i &. Meng-
den af s&danne distributioner udstyret med den topologi, der
svarer til ligelig konvergens pa enhver begrsznset mzngde er

det duale vektorrum <J) til éZb.

— — _— A

Bemsmrkning: Hvis vi sstter pB(T) = sup|T(p)| for B &,
& PEB ‘

1&43

€r pg en seminorm, og

It
I

V(Bye) = {T €,§§6|pB(T) < €} er konveks. |
|

Mazngdesystemet §{V(Bse)|e > O A B € B} er da en basis for omegne

af 0 i 536;
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fglge (an), som konvergerer mod O, s& at ne < |¢(an)], vil
en omegn U((Pn),(sn)) ikke absorbere A, og A er siledes ikke
begreanset. Dermed er satningen beviste.

Bem@rknlggz Punktvis begranset ensartet begranset pa
J

Sbegrwnsede mengder «= ensartet begrznset pd en eller anden!
d . I S
omegn af O equikontinuitet. .

S
Punktvis begrenset pd en overalt tet mangde = ligelig

Bekonvergens p& enhver kompakt mengde

Setning 8. En konveks mazngde U ¢ ébo er en omegn af 0, hvis

og kun hvis den absorberer enhver begranset delmangde af éZO.

Bevis: "Kun hvig" er trivielt. Hvis U absorberer enhver be-—

granset delmangde af o 0’ vil Unéb for kompakt K ¢ O absor-—

bere enhver begre@nset delmengde af éb K? altsé. ifglge satning

42\1 kapitel 4 (side gg ) vare en omegn af O i ébK' Men da‘ébo

er det eksakte granserum for fglgen E)K s fglger heraf, at U
n

er en omegn af 0 i ézoo Dermed er ss:tningen bevist.

Setning 9. En linemsr afbildning T : gbo ind i ¢ er kontinuert,
hvis og kun hvis enhver begranset mangde i 530 af T afbildes

pad en begranset m@ngde.

Bevis: Lad T vare kontinuertfog A ¢ ébo begrenset. Lad S vsre
enhedscirkelskiven i . S& er T~1(S) en omegn af 0 i ébow 0g
der findes et N € ]O,[, 88 at A¢ 7\T_1(S), altsd T(A) ¢ NS

Lad os dernmzst antage, at T afbilder enhver begraznset mengde
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Bevis: Indlysende.

Setning 12. Rummet &Dé er fuldstzndigt.

Bevis: Lad F vare et fundamentalfilter pad §)). Lad K ¢ O vare
en kompakt mezngde. For hver mzngde A € ¥ danner vi AK bestiaende
af restriktionerne af alle T € A til ;aK. Mangderne AK udggr

da en filterbasis pécﬁbﬁ, og det er klart, at det tilsvarende
filter bliver et fundamentalfilter pa éb%, altsd konvergent,

da é}ﬁ er fuldstendigt. Heraf fglger, at ¥ konvergerer ligeligt
péd begraznsede mengder i éDK’ men da enhver begranset mengde i

;ﬁé er indeholdt i et ébﬁ med kompakt K ¢ 0, er smtningen bevist.

Setning 13. Rummens éé) og ébg er i dualitet ved det indre pro-
dukt <T,p> = T(+). Den svage topologi DA ADS svarer til punkt-
vis konvergens, og svagt begraznset pa ébé bliver punktvis be-

grznset,

Bevis:Indlysende.Bemerkning: Om dualitet, se definition g i|
kapitel 7(side 143) ) '

Sztning 14. Begranset péwgﬂé betyder ensartet begrsnset pa

enhver begranset mangde. En punktvis begraznset mengde pa ébé
er begranset, og der findes en omegn af O i 426, pa& hvilken

den er ensartet begransekl,

Bevis: Den fgrste pastand er indlysende. Den anden pastand

gwlder ifglge satning 6 i kapitel 7 (side 120) for dualrummet
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til et hvilket som helst fuldstendigt, lokalkonvekst topolo-
gisk vektorrum. Den tredje pastand gmzlder ifglge sztning 9 i

kapitel 7 (side 121), da ;30 tillige er et blokrum.

Sztning 15. Hvis et begrmnset filter eller en fglge af distri-

‘butioner er konvergent for ethvert ¢ € ézo, er filtret eller

fglgen ligelig konvergent pé& enhver kompakt mzngde 1 526.
Bevis: Specialtilfzlde af satning 12 i kapitel 7 ( sideq22 ).

En narmere diskussion af kompakthed i vilkarlige topolo-
giske vektorrum vil nu vere ngdvendig. Desuden far vi brug for
mere dybtliggende egenskaber ved konvekse mangder. I begge til-
felde kommer velordningssztningen til at spille en vaesentlig
rolle., Vi vil ofre et kapitel pa& diskussion af velordningssst-

ningen og Zorns lemma. Derefter gar vi videre med den generelle

teori for kompakthed.

/.
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10. kapitel.

Udvalgsaksiomet, welordningssatningen, Zorns lemme-.

Definition 1. En fuldstendig ordnet mengde kaldes velordnet, hvig

enhver'ikke tom delmsngde har et fgrste element. En delmsngde.
der med et element aitid indeholder alle forudgldenge, kaldes et
afsnit. Lad A og B vare velordnede mengder. EnYv8ksende afbild-
ning £ : A ind 1 B kaldes en velordningsisomorfi, hvis det for

ethvert afsnit A§1 c A gmlder, ai det fgrste element ar Aqu af -

bildes pa det fgrste element af B\f(A1).

Setning 1. En velordningsisomorfi er en injektiv afbildning.
For givne velordnede mangder A og B findes der hgjst 5n:a§b&i§;:
ningsisomorfi, og ved denne bliver billedet £(A) et afsnit af B.
Den‘omvendte afbildning £y f(A) pad A bliver ogsa en velordningé~

isomorfi.

Bevis: Den fgrste padstand fglger af, at A og B er fuldsimndig v
ordnede, og afbildningen er voksende. Lad Ty,g ¢ A ind i B vare
velordningsisomorfier. Hvis f og g ikke er identiske, er mengden
{x € A]f(x) + g(x)}] ikke tom og har derfor et fgrste element Xy o
Elementerne forud for X, (eksklusive) udggr et afsnit 4, af A,
og vi har f(A1) = g(A1). Men bade f(x1) og g(xi) er det fgrste
element af B\f(Aj) = B\g(A1), altsé f(x1) o g(xﬂ)n Vi har =&~

ledes indirekte bevist, at £ og g er identiske.
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Sztning 2. Lad A vare en velordnet mangde. Til ethvert afsnit
A1 c A findes et element x € A, s& at A1 netop er mengden af ele-

menter, der kommer fgr x (eksklusive). En foreningsmangde af af-

snit af A er et afsnit af A,

Bevis: Vi valger x som det fgrste element i ANA,. Ethvert ele-
ment forud for x vil da tilhgre A. Et element y > x kan ikke

tilhgre A, da det ville medfgre, at x € A. Lad {Ajlj € J} vere
en mengde af afsnit af A. AF x € UAj fglger, at der eksisterer

et je€ J, 84 at x € Aj, men s& vil alle elementer forud for x

tilhgre Aj og dermed UAj. Dermed er satningen bevist.

Setning 3, Lad A og B vare velordnede mazngder. Der findes da

en velordningsisomorfi, som afbilder den ene af mangderne pd et

afsnit af den anden.

Bevis: For visse afsnit Aj ¢ A findes velordningsisomorfier

fj: A, ind i B. Vi sastter A¥ = foreningsmengden af alle saddanne
Age For x € A% har vi visse (mindst et) Aﬁ1,A32, som indeholder
X+ Ved restriktioner af 935, ©8 ¢32 til afsnittet bestlende af
elementerne fgr x (inklusive) far vi ifglge sztning 1 samme or -
densisomorfi , altsa 95 (x) = gojz(x)o Vi kan derfor definere
en afpildning £ : A* ind i B ved for hvert x € A* at velge J,

84 X € Aj og samtte f(x) = fj(x), idet demne vardi ikke afhsnger
af valget af j. Det fglger umiddelbart af denne definition, af
f bliver en ordensisomorfi. Smtningen vil vare bevist, nar vi

har vist, at A* = A eller £(4*) = B. I modsat fald ville A\&®

have et fgrste element x° og B\f(A?) et fgrste element y*, og




HT 1965-66 149,

Vi kunne definere en velordningsisomorfi £¥: A*u{x*} ind i B
ved at sette £¥*(x) = £(x) for x € A* og f*(x*) = y*i Det ville
medfgre; at Afu{x*} var en af msngderne Aj’ men det er i mod-

strid med definitionen af A*. Dermed er s@tningen bevist.

Definition 2. Lad A vere en vilkirlig mzngde. Ved en udvalgs-~

funktion p& A forstds en afbildning u : D(A)\{#¥] ind i A, som
tilfredsstiller betingelsen
v B € D(A)\{@} : u(B) € B.

Definition 3. Et element i en (partielt) ordnet m@zngde kaldes

maksimalt, hvi s det er sin eneste efterfglger.

Definition«4. En (partielt) ordnet mazngde kaldes induktivt ord-

net, hvis enhver fuldstezndig ordnet delmzngde har en majorant

(dvs. et element, der fglger efter ethvert element i delmangden)

1 .

Satning 4.Fglgende pastande er indbyrdes skvivalente:
1) Udvalgsaksiomet. P4 enhver mazngde findes en udvalgsfunk-

tion.

2) Velordningss®tningen, Enhver mazngde kan velordnes,
3) Zorns lemma. I enhver ikke tom, induktivt ordnet mszngde

findes et maksilalt element.

Bevis: 2) = 1). Lad A vazre en vilkarlig mengde. Vi velordner A.
For enhver ikke tom delmmsngde B ¢ A betegner vi med u(B) det
fgrste element i B. Derved har vi defineret en udvalgsfunktion

pa A, og dermed er pastanden bevist.
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3) = 2). Lad A vare en vilkarlig mzngde. Med 77Cbetegner vi
mzngden af alle par M = (B,<), hvor B er en delmzngde af A og

¢ en velordning pa B. M&ngden‘zytindeholder i det mindste ¥ og
er sdledes ikke tom. For M1,M2 € d7't, skriver vi M1—< MZ,,hviB M1
er et afsnit af M2. S& er — en ordningsrelation p& 377, som der-
ved bliver en partielt ordnet mengde. Lad 9% ¢ Q¢ veré fuldsten-
digt ordnet ved —, og lad M vaere foreningsmangden af alle meng-
der M:j € %. For x,y € M eksisterer M,.‘,M2 69'((,, 88 X € M'l’ v € M2.
Men s& er den ene, lad os sige M1, afsnit af den anden M2, og wi
har x,y € M, = (B2, <2), sd vi far en relation x <, y. Har vi
tillige x,¥y € M3, er M2 afsnit af M3 eller omvendt, og M3 giver
derfor samme razkkefglge af x og vy« Ogsd 3 punkter x,y,z vil
tilhgre en mangde fra;yt, og M vil derfor blive en ordnet mzngde.
Lad M' ¢ M vere en delmazngde. Der findes et Mjezgﬁﬂ, sa Mj inde-
holder elementer af M' og MjnM' har da et fgrste element x. Hvis
det for Mk € yt ligeledes ga:lder, at Mk indeholder elementer af
M', vil x ogsd vere fgrste element i Man'. Altsd er M velordnet,
og 1 ordningen — er M majorant for;?Z. 84 fglger af Zorns lemma,
ai;?gzhar et maksimalt element (Bo,<o). Eksisterer a € A\Bo,’kan
vi tilfgje a som et sidste element til Bo med ordningen <o’ og
derved fas en mere omfattende velordnet mzngde i modstrid med,

at (B ,< ) var meksimal. ALts& er B = A, og A er sledes vel-

ordnet. Dermed er pastanden bevist.

1) = 3). Lad A vere en vilkarlig ikke tom, partielt ordnet msng-
de. Vi vzlger en udvalgsfunktion u pad A. Lad K vare en velord-—
net delmengde af A. For x € K betegner vi med K(x) det afsnit :

af K, som bestdr af elementerne forud for x (eksklusive), og

- -

K(x) = (v € Kly < xa v £ 5]




HT 1965-66 151

;K(x) #ﬁi_yﬁe AIV 7€ K(x)mw %\“Zﬂ* yi

med X(x) betegner vi de elementer i A, som fglger efter ethvert

element i K(x) uden at tilhgre K(x). Den velordnede delmangde K
kaldes nu en kazde, hvis VpX $ X = u(X(x))., Hvis x er det fgrste
element i K, er K(x) = @, K(x) = A, altsd x = u(A). Alle kader
begynder derfor med samme element. Hvis K1 og K2 er kader, fin-
des der en ordensisomorfi, som afbilder den ene, lad os sige K1
p& et afsnit af den anden, altsad f @ K1 ind i K2. Hvis mzngden
fx € K1|f(x) $ x} ikke er tom, har den et fgrste element x_,
men sa er X, = u(K(xo)) og f(xo) = u(K(xo)), s4 vi far en mod-
strid. Altsa er K‘1 et afsnit af K2. Lad K* vare foreningsmangden
af alle kaeder. For x,y € K* har vi kader K1 og K2, 84 X € K1,
y € K2, men da K1 er et afsnit af K2, findes der en kazde, som
indeholder béde x og y. Altsa er K* fuldstzndigt ordnet. For en
ikke tom mengde B ¢ K* findes der en kmde K, sa BnK # @. Ele-
menterne i B\K fglger efter elementerne i BnK, og det fgrste e-
lement i BNK bliver derfor det fgrste element i B. Altsad er K*
velordnet, Det er nu klart, at K* er en kzde, og at K* har en~
hver anden kade som afsnit. Antager vi nu, at ordningen pad A er
induktiv, har den fuldstmzndigt ordnede mzngde K*¥ en ma jorant & € A.
Hvis der fandtes elementer, som fulgte efter hvert element i K
uden at hgre til K*, ville man ved at fgje det udvalgte element
fra msngden af si&danne til K* 3 en kede med K* som zgte del-
mengde i modstrid med, at K* var foreningsmangden af alle kzder.
Altsd har a ingen efterfglger undtagen a selv, og a er saledes
et maksimalt element. Dermed er pastanden bevist, og smtning L
er fuldstzndig bevista.

Vi éntager nu udvalgsaksiomet, og dermed har vi tillige

velordningssastningen og Zorns lemma til radighed i det fglgende.
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14. kapitel.

Ultra_filtre° Kompakthed.

Smtning 1. M&ngden‘af filgEé“pé en msengde M er induktivt opdnet

je T i Fe sz,

ved inklusione.

Bevisg: Lad {Fjlj € J} vasre en mzngde af filtre pad M, som er fuld-
stendig ordnet ved inklusion. Om ¥ = U P, gelder da trivielt, at
FdPog pdqg Fo AF A,B € F fglger, at der findes et j, s& A,B € Fj
Altsd vil enhver m®ngde, der indeholder A tilhgre I, og AnB vil

tilhgre F. Altsd er ¥ et filter. Dermed er smtningen beviste

Definition 1. Et maksimalt filter pd& en mengde M kaldes et ultra-—

filter,

For a € M vil systemet af alle delmmngder, der indeholder a,

udggre et ultrafilter.

Setning 2. Til ethvert filter F pa en mengde M svarer et ultrafil

ter Fu’ som er finere end ¥,

Bevig: Af s®tning 1 fglger umiddelbart, at mszngden af filtre, som
er finere end ¥}, er induktivt ordnet ved inklusion. Alts& findes

der ifglge Zorns lemma et maksimalt element, altsid et ultrafilter

i denne mzngde.

Sztning 3. Ngdvendigt og tilstraskkeligt for at et filter I pa en

mengde M er et ultrafilter, er det, at der for enhver mangde A ¢ M

gelder A € P eller CA € F.
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Bevig: Fgrst tilstrzkkeligt. Lad os antage, at P opfylder den
stillede betingelse, og at I er mgte delfilter af et filter G. S&
findes der en mengde A € \F, men s& gmlder CA € ¥, altsd CA € &

i modstrid med, at AnCA = @. Lad os nu pd den anden side antage,

at F er et filter, og at der findes en m@ngde A ¢ M, for hvilken
Ad P ogCrd Fo Vi darmer nu & = {B ¢ M|BUCA € ¥}, Vi har da & + ¢
og ¥ ¢ & Af BUCA€ P og C o B fglger CuCA € F. Af BuCA € F og
CuCA € F fglger (BnC)uChA = (BuCA)n(CuCA) € F. Altsd er & et filter.
Af B € P fglger &benbart BuCA € ¥, altsd B € . Altsd er & finere
end ¥, Endvidere ser vi, at A€ @, men A d F. Altsd er F et mgte

delfilter af &, og I er altsd ikke et ultrafilter. Dermed sr sz:t—

ningen bevist.

Sztning L. For en mzngde A i et topologisk vektorrum E over ¢ (eller
R) er fglgende betingelser ensbetydende:
1) Til enhver omegn U af 0 i E svarer punkter a1,...,aq‘€ E,

84 at A c U (a +U)
k=1

2) Ethvert ultrafilter pi A er et fundamentalfilter i E.

Bevis:

1) = 2). Lad ¥ vare et ultrafilter pa4 A, og lad U vare en omegn af

0 i E. Vi valger a1,...,aq € B, s& at mengderne aﬂ+U,...,aq+U ud-

gor en overdskning af A. Vi satter A = An(ak+U), K = 15e005Q0

Lad os antage, at ingen af msngderne Ay tilhgrer Pe Af sztning 3

f¢1ger da, at hver af mengderne ANA, tilhgrer F, altsi vil
(A\Ak) € P, men det gar ikke, da ﬂ(A\Ak) Yo Altsd vil en af

mengderne A € P, men det betyder, at I er et fundamentalfilter.
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2) = 41). Lad os antage, at U er en omegn af O 1 E, og at der
ikke findes purk ter aﬂg;;ogéq.G E, 84 at A ¢ U(ak+U)a Vi indfgrer
nu betegnelsen A(zx) = A\(x+U), og vi har da

A(x1)n»-~nA(xn) = A\kgg(xk+U) & B

Altsa udggr mengderne A(x1)n-4enA(xn), hvor x1,;;.§xn genneml¢ber
alle endelige punktset fra E en basis fof et.filter, der kaﬁ.udvia
des til et ultrafilter Mo For x € E har vi A(x%) = A\(x+U)'é b, alt-
s& An(x+U) & F. Altsd er ¥ ikke et fundamentalfilter. Dermed er

setningen béViSto

Definition 2. En mazngde A i et topologisk vek torrum E over C (eller

R) kaldes prskompakt, hvis den opfylder betingelserne 1) og 2) i

setning L.

Definition 3. Lad E vere et topologisk rum, og lad P vere et filter

P4 E. Bt purkt a € B kaldes et kontaktpurk t for ¥, hvis

VAe® :ach,

Smtning 5. Lad E vaere et topologisk rum, og lad U(a) betegne omegns-
filtret for punktet a 1 E. Ngdvendigt og tilstrazkkeligt for, at
a € E er kontaktpunkt for et filter ¥ pd E, er det, at

funalue U(a), A€ ¥} = & er et filter pa E.

_l;e_g_iﬁg_:-Hvis G er et filter og A € F , er UnA 4 @ for ethvert U € U(a).
altsd a € A, Altsd er a kontaktpunkt for ®. Lad os nu antége, at ¥

er et filter, og at a er kontaktpurk t for P. Det er da klart, at
ingen af mengderne i & er tomme., Det er ogsé.klart, at fellesmeng-
den af to mzngder fra ¢ igen tilhgrer G. Af M o UnA fglger

M = (UuM)u(AuM), altsd M € &. Dermed er satningen beviste.
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Sztning 6. Hvis P er et ultrafiiter pa =% topologisk rum E, og a

VV&G\ .
er et fortedningspunkt for I, da konvergerer F mod a.

Bevis: Det i smtning 5 indfgrte filter & er finere end P, altsd
identisk med ¥, da I er et ultrafilter. Men G er ogsd finere end

0(a), altsd konvergent mod a. Dermed er smtningen bevist

Setning 7. For et topologisk rum E er fglgende betingelser ind-
byrdes skvivalente:

1) Enhver overdzkning af E med &bne mangder indeholder en
endelig overdskning,.

2) Hvis det for et system af afsluttede mgngder pad E gmlder,
at intet endeligt delsystem har tom fazllesmzngde, da er
fellesmengden for hele systemet heller ikke tome.

3) Ethvert filter p& E har et kontaktpurkt.

L) Ethvert ultrafilter pd E er konvergent.

Bevis: 1) = 2). Lad H vere et system af afsluttede mangder pa E,
og lad H1 vaere systemet af komplementmrmengder til mengderne i H.
Hvis mezngderne i H har tom fellesmezngde, er H1 en overdskning af
E med abne mzngder, og hvis 1) gzlder, vil en vis endelig delmang-
de H: c H,1 udg¢re en overdzkning, og det endelige system H* af
komplementermengder bliver et endeligt delsystem af H med tom f&l-
lesmengde. Dermed er pastanden bevist.

2) = 1), Lad A vare en overdskning af E med &bne mzngder. Lad A1
vaere systemet af komplementermengder. Disse har tom fezllesmeEngde.
Hvis 2) gzlder, kan vi deraf slutte, at der findes et endeligt
delsystem Aj med tom fxllesmzngde, og systemet A1 af komplementer-

msngder bliver da en endelig delmszngde af A og en overdskning af

E. Dermed er pastanden bevist,
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3) = U4). Dette fglger umiddelbart af szining 64

L) = 3). Bt filter F pad E kan uavides 5il et uitfafilter & kon-—
vergent mod et punkt a, som er kontaktpunkt for & og derfor ogsé
for P.

2) = 3). Lad I vaere et filter pd E. Afsluthingerne af mzngderne

i P vil ifglge 2) have et fmlles punkt, som Abenbart vil vere
kontaktpunkt for F, |

3) = 2). Lad 8 vere et mengdesystem med den i 2) omtalte egenskab.
Systemet af mengder, der fas som fzllesmwngde for vilkarlig ende~
lige delsystemer af 8§ er en filterbasis B, der bestir af afslut-
tede mzngder. Det tilsvarende filter har et kontaktpunkt, og det-
te vil vere et fmlles punkt for alle mamngderne i B og derfor ogsa

for alle mangderns i 8. Dermed er sztningen bevist.

Definition L. Bt topologisk rum kaldes gquasikompakt, hvis det har

egenskaberne 4)- L4) i smtning 7. Hvis rummet tillige er et Haus-
dorff-rum, kaldes det koupekt. En purk tmzngde A i et topologisk
rum E kaldes kompakt (4uasikompakt), hvis A med delrumstopologien

er et kompakt (quasikompakt) topologisk rum.

Smtning 8. Lad E og E, vare topologiske rum og £ ¢ & ind i E1 en
kontinuert afbildning. Hvis B er quasilompakt, er f£(E) quasikom~

pakt. Hvis E, er et Hausdorff.rum og E quasikompakt, er f(E) kom-

pakte.

Bevis: Lad A = {Oj!j € J} vare en overdskning af f(E) med &bne
mengder. S& er f“1(A) = {A~1(Oj)!j € J} en overdskning af E med
abne mzngder, og der findes derfor en endelig overdskning

i£7(0y)s4+2077(0,)1 2t B med mogle af disse mengder. For y € £(E)
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findes x € E med £(x) = y, og der findes et v, 88 at x € f_1(0v)’
altsd y = £(x) € Op® Altsd er {015..,,On} en overdzkning af f£(B),

og vi har sdledes vist, at E er quasikompakt. Resten er klart.

Sztning 9. En reel funk*lon pd en quasikompakt mangde antager en

mindste og en stgrste vardi.

Bevis: Fglger umiddelbart af, at billedmsngden ifglge sztning 8

er en kompakt delmangde af R.

Hausdorff-egenskaben kan opstd eller forsvinde ved kontinuert

afbildning. Vi vil nok mgde eksempler pa dette.

Sztning 10. Lad E vare et topologisk vektorrum over C (R). En meng-

de A.g E er quasikompakt, hvis og kun hvis A er prszkompakt og fuld-

stendig.,.

Bevis: Lad os antage; at A - E er quasikompakt. Det er da klart,
at A er przkompakte. Lad nu ¥ vere et fundamentalfilter p& A. Da

A er quasikompakt, h~~ ¥ et kontaktpunkt a. € A. Lad U vare en om-
egn af O. Vi valger en rund omegn V af O, s& at V+V+V ¢ U. Vi kan
valge b € E, 88 at (b+V)nA € P, og vi har da (a+V)n(b+V) 4 9, s&
vi kan wvelge x € (a+V)n(b+V). Vi har nu b € x+V, x € (a+V), altsa
b+V ¢ a+V+V+V ¢ a+U, hvoraf vi kan slutte, at (a+U)nA € ¥, men
dermed har vi vist, at - a., Altsd er A fuldstendig. Lad nu A ve-
re przkompakt og fuldstzndig. Da er et ultrafilter pad A et funla-

mentalfilter og derfor konvergent. Altsé& er A quasikompakt.




Satning 41. En prekompakt mengde i et lokalkonvekst vektorrum er

begrznsete

Bevis: Lad E vawre et lokalkonvekst vektorrum, lad A ¢ E vare en
przkompakt mengde og lad U vare en konveks omegn af 0. Vi vaelger
ayseersa, € E, 88 at A ¢ U(av+U). Da enhver endelig mzngde er be-
grenset, kan vi valge N € ]0;=[, 84 at {a1,...,an} c NU. Men da U
er konveks, er U(av+U) c NU+U = (%+1)UQ Altsa or A begraznset.

Sztning 12. En mangde 1 ébo er prekompakt, hvis og kun hvis den er

begransetyog kompakt, hvis og kun hvis den er begraznset og afslut-

tet.

Bevis: "Kun hvis" er klart for beggs pastande. En begrznset mzngde
A.g éZo er indeholdt i et afsluftet delfum éb K? hvor K c O er kom-
pakt. Men s& er A prakompakt pé &DK, og det medfgrer umiddelbart,
at A er prazkompekt pa éZb. Hvis A tillige er afsluttet, bllver.A
kompakt 1<;b s Mmen det medfgrer igen, at A er kompakt i ;Z s IXoe

pa grund af sztning 8 anvendt pa inklusionsafbildningen.

Setning 13, Lad £ : M1 ind i M2 vere en vilkarlig afbildning af

en maengde M1 ind i en mzngde M2. Billedet af et filter P pa M1 vil
vere en filterbasis pa M2.’Det tilsvarende filter kaldes det til

P svarende billedfilter. Hvis P er et ultrafilter, er billedet af

P et ultrafilter pé.f(M1),

Bevis: Den fgrste pdstand fglger umiddelbart af, at £(AnB) ¢ f£(A)nf(B’

Hvis ¥ er et ultrafilter, og A en vilkérlig delmmngde af f(M1), \
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vil f"1(A) eller f—1(f(M1)\A) tilhgre F ifglge satning 3, og der-
for vil A eller f(M1)\A tilhgre billedet af F. Deraf fglger umid-

delbart ved satning 3, at billedet af I} er et ultrafilter pa f(M1).V

Setning 14. Lad M vare en vilkarlig mangde, og lad M1 c M vare en

vilkarlig delmzngde. Et ultrafilter pa M1 er da basis for et ul-

trafilter pa M.
Bevis: Pglger umiddelbart af sstning 3.

S@tning 15. En mzngde i éﬁé er przkompakt, hvis og kun hvis den o

er begraznset, og kompakt, hvis og kun hvi s den er begrasnset og

afsluttet.

Bevis: I begge pastande er "kun hvis" trivielt. Lad B ¢ ébé vere

en begrénset meEngde, og lad P vere et ultrafilter p& B. For ¢€Zéz<3
er T » Ty en afbildning af B ind i C, og af saztning 13 og 14 fgl-
ger nus at {Te|T € I} er et ultrafilter p& en begrznset delmsngde
af 0. o+ Altsd er P punktvis konvergent. Af sztning 15 i kapitel 9
(side 146 ) fglger derefter, at I konvergerer ligeligt pd enhver
kompakt mengde mod et element af‘§36. Altsd er F et fundamental-
filter pa B ifglge saztning 10. Den sidste pastand fglger umiddel-

bart,<ha$bé er fuldstendigt. Dermed er satningen bevist.
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124 kaﬂi telis

Lidt elementsr vektorrumsteori.

-

Setning 1. Lad M vare en vilkirlig mengde, lad T vare et topolo~-
gisk rum, og lad £ : T ind i M vare en afbildning. En topologi pé

M bestemmes da ved, at 0 ¢ M skal vare &ben, hvis og kun hvis

f_1(0) er &bena,

Bevis: Pastanden fglger umiddelbart af, at f—1(UOj) = Uf-1(oj)
og f 1(o1n02) =f 1(01)nf'1(02).

Definition 4. Lad E vere et topologisk vektorrum over ¢ eller R,

og lad H ¢ E vare et underrum. Lad k : E pA E/H vare den kanonigke
afbildning. Vi fastlmgger da topologien p& faktorrummet E/H ved,

at 0 ¢ E/H skal vare &ben, hvis og kun hvis k-j(o) er aben.

Det fremgAr netop af smtning 1, at E/H bliver et topologisk

rum ved denne definition. Vi ved endnu ikke, om E/H bliver et to=-

pologisk vektorrume.

Sztning 2, Afbildningen k i1 definition 4 er med den der indfgrte

topologi pa E/H en aben afbildning.

Bevis: Lad O ¢ E vere &ben. Vi far da k' (k(0)) = {x € E|kx(x) € k(0)]
= {x€E|3acH:a+txe 0} = U (-a+0); og dette er en aben

acll
maengde.

Sztning 3. Med den i definition 4 indfgrte topologi bliver E/H et

topologisk vektorrum.




Bevis: Lad U vare en aben omegn af O i E/H. Da k‘1(U) er absor—
berenie, er U absorberende. Det er klart, at AU igen er en &ben
omegn af O. Vi kan valge en &ben omegn Vaf O i E, 84 at

VUV ¢ k-1(U). S84 er k(V) en aben omegn af 0 i E/H og

k(V)uk(V) ¢ U. Dermed er smtningen bevist.

Sztning 4. Med den i definition 1 indfgrte topologi bliver E/H

et Hausdorff-rum, hvis og kun hvi s underrummet H er afsluttet.

Bevis: At E/H er et Hausdorff-rum er ensbetydende med, at O er
afsluttet i E/H, altsd at E/H\{0} er 8ben, men pad grund af sat-

~ing 2 og definition 1 er det ensbetydende med, at E/H er aben.

Dermed er s®tniagen bevist.

Setning 5. Hvis det topologiske vektorrum E over ¢ eller R er

et Hausdorff-rum, er ethvert 1-dimensionalt underrum i E afslut-

tete

Bevis: Vi minder om, at et 1-dimensionalt underrum i E er bille-
det af & (R) ved en ikke konstant linesr afbildning £ : & (R)

ind i E. Vi setter £(1) = a. Da E er et Hausdorff-rum, findes

der en rund cmezn U af O, som ikke indehglder a. Vi betragter

et x € ¢ (R) med £(x) € U. For IN] € 1 har vi da £(\x) = Nf(x) € U,
idet U er rund. Heraf fglger nu £(y) ¢ U for |y| > 1. Altsd ga=l-
der f-1(U) € {x|]|x|>< 1}. P& grund af lineariteten fglger heraf
umiddelbart, at Tl £(8) pa ¢ (eller £(R) pa R) er en konti-
nuert afbildning. Altsd er () (eller f£(R)) vektorrumsisomorf

med & (R), altsd et fuldstendigt rum, altsd afsluttet.
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Definition 2. Lad E vere et vektorrum over ¢ (R), og lad H ¢ E

veére et underrum. Hvis E/H er n-dimensionalt, n € N, siges H at
have codimensionen n (i E), og vi siger, at H har endelig co-

dimension, Hvis H har codimensionen 1; kaldes sideklasserne a+H

hyperplaner.

Setning 6. En hyperplan i et vektorrum E over { (R) er nulpunkts~
mengden for en vis ligning T(x) = a, hvor T ¢ E ind i & (R) er
en linesr afbildning og a € & (R). Omvendt gzlder det ogsa, at

lgsningsmengden for enhver sddan ligning er en hyperplan.

Bevis: En hyperplén har formen a+H, hvor ai € E, og H er et under-
rum med codimension 4. Vi kan identificere E/H med ¢ (R), og vi
har saledes den kanoniske afbildning k¥ ¢ E ind i ¢ (R), og a+H

er netop lgsningsmengden for k(x) = k(a). Dermed er den fgrste

pastand bevist.

Definition 3. En sideklasse til et linezrt underrum i et vektor-

rum kaldes en line&r mangfoldighed. Denne tills:gges samme dimen-
sion og codimension som underrummet. En line®r mangfoldighed af
dimension 1 kaldes en plan i et vektorrum over & og en ret li-

nie i et vektorrum over R.

Hyperplanerne er maksimale zgte linexzre delmangfoldighedler,
idet en linez:r mangfoldighed, der indeholder en hyperplan, mé
have codimension 1 eller O, altsid vare hyperplanen selv eller

hele rummet.

Setning 7. En hyperpaln i et topologisk vektorrum er afsluttet

eller overalt tat,
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Bevis: Fglger umiddelbart af den forudgiende bemarkning, idet

afslutningen af en linezr mangfoldighed er en lineasr mangfoldig-

hede.

Setning 8. Lad E vere et topologisk vektorrum over & (R). En 1li-
nearform T ¢ E ind i ¢ (R) er kontinuert, hvis og kun hvis

T~1(O) er et afsluttet underrum.

Bevig: Hvis T er kontinuert, er T—1(O) afdluttet, altsd gzlder
"kun hvis'". Hvis T-1(O) er afsluttet, er E/T~1(O) et Hausdorff-
rume. Endvidere er T*1(O) et underrum med codimensionen 4, altsa
E/T-1(O) et 1-dimensionalt topologisk vektorrum, og da det er
et Hausdorff-rum, er det isomorft med & (R) og enhver linemr af-
bildning ¢ E/T_1(O) ind i ¢ (R) er kontinuert. Lad k : E p&
E/T-1(O) vere den kanoniske afbildning. Vi kan da vzlge den 1li-

nexzre afbildning ¢, sd at T = ¢ok, og dermed er smstningen beviste.

4 og E2 vare underrum af vektorrummet E., Underrummet E1+E

bestar af alle x1+x2 med Xy € E1, X, € E2. Hvis et element

Lad B

X € E1+E2 har to fremstillinger x = Xy+x, = y1+y2, er
Yi~Ky = X7V, € E1nE2. Fremstillingen bliver s8ledes entydig,
hvis og kun hvis E10E276P reduceret til O-elementet. Nar dette
er tilfzldet, siges som bekendtyE1+E2 at vere direkte sum af E1
og Ez, Hvis E er direkte sum af E1 og E2, findes der sdledes
entydigt bestemte linezre afbildninger Dyt E pa E1 0g Do} E p&

Eyy 88 at ¥ X € B 3 x = p1(X)+p2(X)-
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Definition L. Lad E1 og E2 vere underrum af et topologisk vek-—

torrum E, s& at E er direkte sum af E, og E,, og lad ﬁ1 og U2

vere filtrene af omegne af O i E,1 og E2. Hvis mzngdesystemet
{U1+U2|U1 € ﬁ1 A Uy € U,

er en basis for omegne af 0 i E, siges E at vare topologisk di-

rekte sum af E1 og E20

Det bemmsrkes,at det angivne mengdesystem under alle om=
stendigheder er en fi lterbasis pd& E, og at mesngderne i denne

filterbasis alle indeholder O,

Setning 9. Lad E vare et topologisk underrum, som er direkte sum
af underrummene E,1 og E2, s& at vi for hvert x € E har fremstil-
lingem x = p1(x)+p2(x) med. p1(x) € By og pz(x) € E,. Ngdvendigt
og tilstrakkeligt for at E er topologisk direkte sum af E1 og

E2 er, at afbildningerne p1: B pa E1 0g Dy E pa E2 er kontinuerte.

Bevis: Inklusionsafbildningerne 31: E1 ind i E og j2: E2 ind 1 E
er kontinuerte. S& er den ved j(x1,x2) = j1(x1)+j2(x2) definerede
afbildning j ¢ E1xE2 ind i E kontinuert, idet E tenkes udstyret
med produktrumstopologien. Hvis U er en omegn af O i E, findes
der alts& omegne U1 og U2 af 0 i E1 og E2, 884 at f—1(U) 2 U1xU2
eller f(U1xU2) cU. - Nuer f(U1xU2) = U,+U,, og vi har sale-
des visty, at enhver omegn af O i E indeholder en mangde af for-
men Uy+Uys Uy € 01, U, € ﬁz. Dette gmlder endda uafhesngigt af

af’ antagelsen, at_p,1 0g p, €er kontinuerte. Sztningen bliver der-

for ensbetydende med, at enhver mangde U, +U,, U, € U1, U, € ﬁ2
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er en omegn af O i E, hvis og kun hvis Dy °g p, er kontinuerte.
Dette fglger imidlertid umiddelbart af, at U,+U, = p;1(U1)npg1(U2f

Dermed er sztningen beviste.

Setning 10. Lad E vere et vektorrum og E1 c B et underrum med

codimension 1. Der eksisterer da et 1-dimensionalt underrum

E2, sd at E er direkte sum af E1 og B,

Bevig: Ifglge smztning 6 eksisterer der en lineszr afbildning

T : Epd ¢ (R), s& at By = T“1(o). Vi velger a € T'1(1) vil-
kidrligt, og vi sztter pz(x) = T(x)a. Derved defineres en 1li-
nexzr afbildning PR E pa E2, hvor E2 er det 1—-dimensionale
underrum Ca (eller Ra). Vi smtter p1(x) = x—pz(x), og vi har

aa (p;(x)) = T(x)-2(Xx)a) = H(x)-1(x)T(a) = 0, altsa p,(x) € E,
Altsd er B = By +By e AT x € E,NE, fglger pz(k) € pz(E1) = T(E1)a =
{0} og p1(x) € p1(E2) = {0}, Altsa er E,nE, = {0}, og derfor

er B direkte sum af E1 og E2.

Sztning 11, Lad E vere et topologisk vektorrum, som er et

Hausdorff—rum, og lad E1 c E vere et underrum med codimension
1. Lad det 1-dimensionale underrum E, vare valgt, s& at E er
direkte sum af E1 o0& E?o Ngdvendigt og tilstrzkkeligt for at

E er topologisk direkte sum af E1 0g E2 er, at E1 er afsluttet.

Bevis: Hvis E er topologisk direkte sum af E1 og E2, er Dyt E
pa E2 kontinuert, og da E er et Hausdorff-rum, er {O} afslut-

tet 1 By, altsé B, = p;1(0) afsluttet. Altsd er betingelsen
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ngdvendig. Lad 0s nu antage, at E1 er afsluttet. Sa er E/E1
isomorft med & (R) altsd med E,, og afbildningen P, kan sammen-
sattes pad formen Py = pck, hvor k ¢ E p& E/E1 er den kanonisks
afbildning, som er kontinuert, mens ¢ E/E1 p& & (R) er en
linez r afbildning, og derfor'k'ontinuertc Altsa er Py konti-—
nuert. Da pa.éf“défineretw§6d5p1(x) =X - p2(x), er py ogsa

kontinuert.

Satning 12. Hvis det n-dimensionale topologiske vektorrum E

er et Hausdorff-rum, er det isomorft med & (RD).

Bevis: Pastanden er bevist for n = 1. Lad os antage, at sat-
ningen gmlder for (n-1)-dimensionale vektorrum. Da vil et (n-1,-
dimensionalt underrum E, af E vere isomorft med o (Rn-1)
altsé et fuldstendigt rum, og derfor afsluttet i E. Men sd har
vi ifglge satning 44 en fremstilling af E som topologisk di-

rekte sum E = E1+ E2, hvi 1ket medfgrer, at E er isomorft med

E,xEy, altsd med Cn—1xC (Rn_qu)° Dermed er saztningen bevist.

Satning 13%. Hvis et topologisk vektorrum er et Hausdorff—rum,

er ethvert endelig—dimensionalt underrum afsluttet.

Bevisgs: Fremgar af satning 12.

Definition 5. Lad E vare et vektorrum over (. Ved den reelle

vektorrumsstruktur pd E forstidr vi den vektorrumsstruktur,
der fremkommer , nir produktafbildningen af OxE ind i E er-
stattes med sin restriktion til Rx8. Ved en ret linie pa E
forstds en ret linie i vektorrummet E med den reelle vektor—
rumnsstruktur. Ved en reel hyperplan p& E forstids en hyperplan

i E med den reelle vektorrumsstruktur.




HT 41965-66 N 167«

Setning 1Lk. Lad E vare et vek torrum over C. Enhver ret linie

i E er indeholdt i netop en plan i E. Enhver reel hyperplan i
¢ indeholder netop én hyperpaln gennem hvert punkt i den re-—

elle hyperplane.

Bevig: En ret linie 1 E er en punktm®ngde af formen a+Rb, hror
a € BEogbe E\fO}]. Den er indeholdt i planen a+Cb, og det
er klart, at den kun er indeholdt i denne eneplan. Der findes
nanlig kun en plan gennem a og a+b. En reel hyperplan er gi-
vet en ligning T(x) = a, hvor a € Rog T : E ind i R er en af-
bildning, som er linemr i den reelle vektorrumsstruktur. En
hyperplan er givet ved en lifning T1(x) = a+ib, hvor T, er
en linemr afbildning T1% E ind i & og a,b € R. Den vil vare
indeholdt i den reelle hyperpaln, hvis og kun hvis T(x) =
Re(T, (x)), altsd T,(x) = T(x)+iT'(x), hvor T,T' : E ind i R
er linemre i den reelle vektorrumsstruktur. Nu er

~T'(x)+iT(x) = iT, (x) = T1(ix) = T(ix)+iT'(ix).
Vi m& sdledes velge T"(x) = -T(ix), men s& bliver
T'(ix) = -T(-x) = T(x), og det ses nu let, at T1(X) = T(x)+iT'(x)
med dette valg af T" bliver linezr. Kravet om, at hyperplanen
skal indeholde et bestemt punkt af den reelle hyperplan, fast-—

lzgger netop konstanten b. Dermed er s:tningen beviste.

En reel hyperplan, som er givet ved en ligning T(x) = a
bestemmer to halvrum T-1(]ww,a[) og T-1(]a,m[). De er konvekse
mengder og fglgelig sammenh&ngende. Er hyperplanen afsluttet,
er T kontinuert, og halvrummene bliver abne mzngder. En afslut-

tet reel hyperplan deler s&ledes vektorrummet i to komponenter.




HT 1965-66 168,

En hyperplan, der ikke er afsluttet, deler ikke rummet. De
to komponenter sammen med et purkt af den afsluttede hyperplan
udggr en sammenhzngénde mangde. Heraf fglger, at en hyperplan
i et vektorrum over de komplekse tal ikke deler rummet.
Begrebet "liniestykke™ er helt det samme i et vektorrum
E over C og i rummet E med den reelle vektorrumsstruktur. Der—
for bliver begrebet "konveks'" ogsd helt det samme, og det er
derfor berettiget, nidr vi i det fglgende nzrmere skal stude-
re de konvekse mezngder, at vi udelukkende beskaftiger os med

vektorrum over R.
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13, kapitel

Konvekse maengder i vektorrum.

'I dette afsnit skal vi mere indgfende beskaftige os med
teorien for konvekse mangdergi et vektorrum E over R. En mang--
de A ¢ E kaldes som bekendt konveks, hvis den med punkterns
a og b indeholder liniestykket med endepurk ter a og b; altsa
hvis v t € [0,1] ¢ tA + (1-t)A c A. For en konveks mangde A
gelder da generelt for A,y € [Oyel, at NA+pA = (Au)A. Vi
minder ogs& om, at en fallesmazngde for konvekse mengder selv
er konveks, og som fglge deraf er enhver mengde B indeholdt i

i en mindste konveks mzngde, der kaldes mangdens konvekse
hylster, og er fzllesmazngden for alle konvekse m@ngder, der
indeholder B. Enhver linezr mangfoldighed er en konveks mang—
de, og ethvert halvrum er en konveks mazngde. En fzllesmangde
for halvrum er saledes konveks. En voksende fglge af konvekse

mengder vil have konveks foreningsmangde.

Definition 1. En konveks mazngde A kaldes en konveks kegle, hvis

VANE JO,e[ ¢ NA = A,

B,Qmearkn'ing,wélsen v Q€ 10,e[ ¢ NA ¢ A er tilstrak-
gkelig, thi A € ]Ose[. = ML ¢ A, 0g N E ]0400[ = %e']o,oo[; 5

&, %-A;g A= Ac Nie Man sery, at vi 1 definition 1 krzver
konveksilet af msngden A

Bevis: Den siaste betlngelsc mearprer A = U
' N J0 e[

|
M, altséd
N = A for ethvert positivt Ae Den er siledes zkvivalent med
betingelsen i definition 1. Hvis A er en konveks kegle, galder
A+A = 2A = A; altsd er den fgrste betingelse ngdvendig. Hvis

begge betingelser er opfyldt, fis for t € ]0,1[, at




tA + (1-t)A = A+A ¢ A. For t = 0 eller 4 er den samme relation

trivielt opfyldt. Dermed er sztningen bevist.
Setning 2. Hvis A er en konveks kegle, er An-A et underrume.

Bevis: For X,y € An—-A har vi &benbart x+y € An-A. Endvidere
er N(An=A) = An-A for N > O og -(An-A) = An-A. Dermed er s®:t-—

ningen bevist.

Sztning 3. Hvis A er en konveks kegle, og 0 § A, er An-A = Q.-
Bevis: Fglger umiddelbart af satning 2.

Setning L. Hvis A er en konveks kegle og An-A = {0}, da er

A\{0} en konveks kegle.

Bevisé Af X,y € A og x+y = 0 fglger X = -y, altsd x € =A, alt-
s X € An-A, hvilket medfgrer x = y = 0. Altsd er
(A\fo})+(a\{0}) ¢ A\[0}. £t  A(A\[O}) ¢ A\[O} for N\ € ]O,[,

er klart. Dermed er s:tningen bevist.

un

Sztning 5. Hvis A er en konveks m&ngde i1 et topologisk vektor-

rum E, da er i og A& konvekse mangder .

Bevig: For a;b € A kan vi velge en omegn U af 0, si at a+U ¢ 4,
b+U ¢ A, For x € U og A € [0,1] har vi da

Aa+(1=-N)b+x = A(a+x)+{(1-7\) (b+x) € A,

altsé na+(1-N\)b+U ¢ A, hvilket viser, at ha+(1-A)b € A. Dermed
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er den fgrste pastand bevist. Der ved o(x,y,\) = Ax+(1-N)y
definerede funktion afbilder mzngden M = AxAx[0,1] ind i A,

altsa M = Kxﬂ%[0,1] ind i A. Dermed er satningen beviste.

Satning 6. Lad A vaere en konveks mengde i et topologisk vek-
torrum E. Af a € &, b € A, N € [0,1[ fglger da na+(1-\)b € L.

Bevis: For N = O er pastanden triviel. For \ + O er

a + 1;%b - 1; A en &ben mengde, der indeholder a, og den vil
da ogs& indeholde et punkt ¢ af Ae. Vi kan da vaelge x € A, sa

at ¢ = a + 1§L(b-x). S84 er den &bne mmngde 0 = Ac + (1-A)4 en
delmzngde af A, og den indeholder punktet Ae+(1-A)x = na+(1-N\)be

Dette punkt tilhgrer altsé A. Dermed er satningen bevist.

Sstning 7. Hvis en konveks mangde A i et topologisk vektorrum

L d Q
E har indre punkter, gmlder A = A og & = R,

Bevig: S=tning 6 viser, at ethvert kontaktpurk t for A ogsa er
kontaktpunkt for A, altsa Elg A. Den omvendte inkilusion er
triviel. Endvidere viser saztning 6, at intet punkt af E\A er

et indre punkt af A. Dermed er s@tningen beviste

Fellesm@ngden for en ret linie og en konveks miengde A
er et liniestykke. Hvis dér foreligger en topologi pa vektor-
rummet, vil liniestykkets eventuelle endepunkter al-tid vzre
randpunk ter for A. S@tning 6 viser, at hvis A har indre punk-
tery vil randpunkterne for A netop vere de purk ter, der er

endepunkter for sa&danne liniestykker. Derved far vi en rent
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algebraisk karakterissring af randpurk terme for A. Hvis to-

pologien blot velges, sa A har indre punkter, er randen af A

altsd uafhangig af topologien.

Satningag; Hvis A er en konveks kegle i et topologisk vektor-

rum E, da er A og A konvekse kegler.

Bevis: For A 4 O er x - A\x en homeomorfi af E pa sig selv.
Altsa er Xh =N og N = %E; og smtningen fglger derfor umid-

delbart af satning 5.

Setning 9. Lad & og B vare afsluttede; konvekse mengder i et
topologisk vektorrum E. Hvis A 4 ¢, B + @, AUB = B, AnB = &,
da er ANB en afsluttet hyperplan, og A og B er de ved denne

hyperplan bestemte afsluttede halvrum.

Bevig! Da E er sammenhzngende, er AnB ¢ @. Da en tranélation
i BE ikke @ndrer forudsztningerne eller pastanden, kan vi uden
at indskranke almindeligheden antage, at 0 € ANB. Dette med—
fgrer, at 0 er et randpurkt for &. Hvis x € A og =x € Aj vil
ifglge smtning 6 bade x og =~x vare randpurk ter for A: Hvis =
er indre punkt for A, vil ~x vare ydre punkt for A, altsi in-
dre punkt for B. En ret linie gennem O og et indre punkt for
A skerer & og B hver 1 et liniestykke. De to liniestykker ud-
gor tilsammen hele linien, og de har O som endepurkt. Dette
viser, at A og B er konvekse kegler., Af sztning 7 fglger nu,
at A og B er afsluttede konvekse kegler. Da AnB = @y er O
randpunkt for bade A og B. Vi kan derfor slutte, at hvis x er

et indre punkt i B, er ~x et indre punkt i A. Alts& er B = -4,
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men det medfgrer B = -A, og af satning 2 fglger nu, at &nB er
et afsluttet underrum. Lad nu H ¢ E vere det underrum, der
udspwndeé af ANB samt et indre punkt x € f. Lad os éntage;

at H c B« Vi har -x € B, og der findes deérfor et punkt y € B\He
Lad i vere den red&te linie gennem x og y; Vi har daylnH = {x}.
Nu har 1 et afsluttet interval fmlles med A og et afsluttet
interval falles med B,,2g de to intervaller udggr tilsammen
hele 1 og har fglgelig fxlles punktef;,Altsé indeholder 1 et
purkt af AnB i modstrid med, at AnB ¢ H. Altsh er H = E. Der—
med har vi vist, at E er direkte sum éf ANB og det {1-dimensio-
nale underrum fax|N € Rl. Altsa er ANB en hyperplan. Vi vid—
ste i1 forvejen, at AnB var afsluttet. Dermed er satningen be-

viste

Definition 2. Et par (A,B) af konvekse mengder i1 et vektor—

rum E kaldes maksimalt, hvis ANB =.¢, og hvis det for ethvert

par (A19B1) af konvekse mzngder i E, som tilfredsstiller, at

A1nBﬂ = Py Aﬁ 2 A B1 2 B galder, at Aﬂ = A og B-.1 = B,

Setning 10. Hvis det for et maksimalt par (A;B) af konvekse

m&ngder pad et topologisk vektorrum -E g&iderj at L er aben
og ikke tom, B er afsluttet og ikke tom, da er EnB en afslut=
tet hyperpaln og E.og B er de ved denne hyperplan bestemte

afsluttede halvrum.

Bevig: Setningen fglger umiddelbart af setning 9, hvis AUB = E.
Vi kan derfor ngjes med at betragte tilfzldet EbB c E, og da

en parallelforskydning af E er uden indflydelse pa de i sat-—
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ningen omtalte fofhold, kan vi antage, at O ¢ AUB. For a € E
vil ha1€1inien {%aix € [0;00[ } eventuelt skzre bdde A og B,

og den Vii da skafé.A_og B i disﬁunkte intervaller. Hvis det
er tilf%idet, beyirker konveksiteten, at den modsatte halv—
linie {“na|N € [Oyo[ ] nverken skazrer A eller B. For hver halv-
linie {Na} kan vi nu afggre, hvilket af de to skaringsinter-
valler, der ligger nzrmest ved‘Oa Lad os tanke os, at dette
spgrgsmadl besvares modsat for {%a? og {N\b}, altsd at vi har
%13 € A, %28 € B, %1 < %2, meniij € B, %ub € A, %3 < %40 Nu
udspander {Aa} og {Ab} en plan, der er isomorf med R2, og der-
af fglger, at liniestykket fra x1a il %ﬁb vil skwfe linie—
stykket fra N,2 til b, og dette skar-ingspurkt vil tilhgre
AnB: Altsd vil det for halvlinierne {n\a] gelde, at de enten
alle skarer A f@grst, eller at de alle skarer B fgrst: I det
fgrste tilfzlde kan vi udvide 4 til det indre af det konvekse
hylster for AufO}, som ikke kan have purk ter fzlles med B,

og det strider mod, at parret (A,B) var et maksimalt par. I
det andet tilfmlde kan vi erstatte B med det konvekse hylster
aff Bu{oO} med samme virkning. Antagelsen O ¢ AUB fgrer altsa

i alle tilfzlde til en modstrid. Dermed er satningen bevist.

Sgtning 141. Lad A og B vare konvekse, ikke tomme mangder i

et topologisk wektorrum E. Hvis A er aben og ANB = @, eksi-
sterer der en afsluttet hyperpaln H ¢ E, s& at A og B er inde-

holdt i hvert sit af de ved H bestemte halvrum.

Bevig: Vi betragter mazngde M af par (A',B') af konvekse meng-

der p& E, som tilfredsstiller betingelserne A' A, B' 2 B,

i)
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A'nB' = 9, A' &ben, B" afsluttet,.angden M er ordnet ved in-
klusionen (A';B') ¢ (A",B"), som defineres ved A" ¢ A" og

B' ¢ B'. Lad {(Aj,Bj)Ij € J} vere en fuldstendig ordnet del—
mengde af M. Vi sstter A® = UAy, B* = B . Det or da Klart,

at A¥ bliver en &ben konveks mmngde, og at B* pliver en af-
sluttet konveks mzngde, samt at AF 2 Aog B* 2 B. Det er end-
videre klart, at A?nUBj = @, og det medfgrer, at CA® 2 Uﬁg's B,
altsa A*nB* = ¢, Mengden M er siledes induktivt ordnet, og af

Zorns lemma fglger nu, at M har et maksimalt element. Derefter

fglger sztningen umiddelbart af satning 10.

Setning 12. Lad E vare et topologisk vektorrum, og lad A vare

en konveks m&ngde, som har indre punkter. Hvis a er et vilkar-
ligt punkt af E\A, eksisterer der en afsluttet hyperplan, som

skiller a fra Ae.

Bevig! Specielt tilfzlde af sztning 114

Definition 3+ En hyperplan H i et topologisk vektorrum E kal-
des stgttehyperplan til en mengde A ¢ E, hvis AnH 4 @, og A
er indeholdt i et af de ved H bestemte halvrum.

'Smtning 13 er Hahn-Banachs s@tning.

Setning 13. Lad E-vasre et topologisk vektorrum og A ¢ E en af-

sluttet konveks mangde med indre punkter. For ethvert randpunkt
a for A eksisterer der da en afsluttet stgttehyperplan H gemn-
nem a. For ethvert purkt b § A eksistever der -en;stgttehyper-
plan Hy, s8 at b er indre punkt i det ved H bestemte halvrum,
som ikke indeholder A., En afsluttet konveks mwhgde med indre

punkter er fzllesmengde for de afsluttede halvrum, den er in-

deholdt i.
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Bevis: Den fgrste pastand er et specielt tilfmlde af smtning
12. For b ¢ A vaslger vi vilkarligt ¢ € A og liniestykket med
endepunkter b og ¢ vil da indehoide et‘randpunkt a af A, Lad
H vare en stgttehyperplan til A*i puﬂctet a. Da ¢ tilhgrer

det ene af de ved H bestemte &bne halvfum; vil b tilhgre det
andet., Dermed er den anden pastand beviSt, og den medfgrer u-
middelbart, at intet purkt uden for A ti1h¢rer fzllesmangden

af de afsluttede halvrum, der indeholder A. Dermed er satnin-

gen bevist.
Variant af Hahn-Banachs sztning: Lad E vare et lokalkon—

Devekst tevers, og lad A ¢ E vare en afsluttet konveks mz&ng- |e

A"de og b § 4. Der findes s& en hyperplan (der eventuelt

8¢
indeholder A, da A ikke behgver at have indre punkter),
de

der skiller b og A (dvs. b ligger i det 8bne halvrum),

.Bevis: Der findes nemlig en konveks omegﬁ af b, der ikke
aihar folles punkter med A.
ningen af det kKonvekse hylster. Derimod er det konvekse hyl-
ster af en afsluttet m&ngde.ikke altid afsiuttet; ikke engang
i et 2-dimensionalt vektorrum. I et uendelig dimensionalt vek-
torrum kan det gndgé indtreffe, at det konvekse hylster for

en kompakt mengde ikke er afsluttet, og dette fznomen kan end-

de indtraffe i et fuldst&ndigt rum, .

Definition 5. Ved det runde, afsluttede, konvekse hylster for

en msngde A forstas fellesmmzngden af alle runde, afsluttede,
konvekse mazngder, der indeholder A, altsa den mindste runde,

konvekse, afsluttede mengde, der indeholder A.
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Det (afsluttede) konvekse hylster af en rund mzngde er
en rund mangde. Derimod vil den mindste runde mengde, som in-
deholder en konveks mzngde, sadvanligvis ikke vare konveks,
og det ggr ikke sagen bedre, hvis den konvekse mzngde tillige
er afsluttet. Man kan altsd danne det runde, afsluttede, kon-
vekse hylster af A 1 tre trin ved fgrst at danne den mindste

runde ma&ngde | ? NA, som indeholder A, dernzst danne det kon-
Ni<1

vekse hylster af den fremkomne meéngde og til sidst danne af-—
slutningen , men det gar altsd ikke, at bytte om pd rakkelpl-
gen af disse processer.

Vi far ikke brug for yderligere finesser fra teorien for
konveksitet i vektorrum. Vi ggr opmezrksom pa, at den videre-
géende teori byder pa mange fzlder og overraskelser.

Som en anvendelse af ovenstdende teori vil vi vise nog-

le satningef om punktmasngder i et par vektorrum, som er i du-

alitet.

Definition 6. Lad E og E* vare to vektorrum over R, som er i

dualitet ved et indre produkt <x,y>. Ved polaren til en mangde
A ¢ E forstds punktmazngden A° = fye B'lv x€ A : <x,9> < 1}o
Hvis E og E" er vektorrum over {, defineres polaren til A ved

A’ = {y€ B'|V x € A : Re<x,y> < 11,

Hvis E og E" er vektorrum over C, vil E og B" med deres
reelle vektorrumsstruktur vere i dualitet ved det indre pro-—
dukt Re<x,y>. Det ses umiddelbart, at dette indre produkt gi-
ver anledning til den samme topologi pad E (og p& E') som det

indre produkt <x,y>, idet <x,y> er kontiguert for fast y, hvis
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og kun hvis Re<x,y> og Im{x,y> er kontinuerte for fast y, men

da 1m<x,y> = -Re<x,1y>, er kravet om Kontinuitet &af imaginmr—

delen overflgdigt.

Sztning 14. Polaren A° til A indeholder 0, og er konveks, og

afsluttet i den svage topologi pa EY. Hvis A er rund, er A°
rund, og A = {y € E'Iv X € A |Kx, 3| £ 1}e &F A ¢ B fglger
A° 2 B°,. Polaren til A er identisk med polaren til det (svagt)

afsluttede konvekse hylster af A.

Bevis: Definitionen af A kan ogsd skrives p& formen

A = N {ye B,y ¢ 11,
XEA

hvilket viser; at A° er fmllesmmngde for et system af afslut-
tede halvrum, der alle indeholder O., Heraf fglger den fgrste
pastand umiddelbart i det reelle tilfzlde. Det komplekse til-
felde gar pad samme madde med <x,y> erstattet med Re<x,y>. Hvis
A er rund, kan betingelsen i definitionen erstattes med

V x €A ¢ <{tx,y> £ 1 i det reelle tilfwmlde

VXEAVYER: Re<eiyx,y> < 1 i det komplekse til-—
felde, og 1 begge tilfalde bliver betingelsen &kvivalent med
den i sa:tning 14 anfgrte, og den viser umiddelbart, at A° er
rund. Den tredje pastand er indlysende. Den sidste pastand
fplger umiddelbart af, at den ved x - <x,y> definerede afbild-
ning er kontinuert og line=r, si den afbilder det afsluttede,
konvekse hylster af A over 1 det afsluttede konvekse hylster

af billedmsngden, som for y € A° er indeholdt i ]-we,1]. Der-

med er satningen beviste
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Definition 7. Lad E og E" vere to vektorrum over { (eller R),

som er i dualitet ved et indre produkt <x,y>. Hvis E er et
topologisk vektorrum, siges topologieﬁ pa E at vere forenelig
med dualiteten mellem de to vektorrum, sifremt de ved T(x) =
{Xy¥>s ¥ € B' definerede linearformer netop er alle i den n@vn-
te topologi kontinuerte linearformer pé& E. Analogt for en to-

pologi pa E".

Den svage topologi er netop defineret som den groveste
topologi, der er forenelig med dualiteten mellem E og E%, Hvis
E er et topologisk vektormum og E' det duale rum, er initial-

topologien pad E selvfglgelig forenelig msd dualiteten mellem

E og B,

Sztning 15. Lad E og B' vare to vektorrum i dualitet. Alle

topologien pd E (eller E'), som er forenelig med dualiteten,
vil da give anledning til de samme systemer af afsluttede hy-
perplaner, af afsluttede halvrum og af afsluttede konvekse
mengder. En mengde A ¢ E vil i de navnte topologier fa det

samme afsluttede konvekse hylstere.

Bevis: Pistanden vedrgrende hyperplaner og halvrum fglger u-
middelbart af definition 7. Padstanden om de afsluttede kon-
vekse mengder f@glger umiddelbart af den sidste pastand i smt-
ning 13, og beror sidledes pad den dybtliggende sztning 11.

Den sidste pastand fglger umiddelbart.
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Sztning 16. Lad E og B' vare to vektorrum over R i dualitet,

og lad H ¢ E vare et underrum. Da er H® et underrum, og H = = He

Hvis H er et afsluttet underrum med codimension 41, er H et

1-dimensionalt underrum.

Bevig: Et underrum er en rund maengde, og vi har derfor

H = {ye€ B'|vx€ H : |<x,y>] < 4}, men betingelsen medfgrer

umiddelbart

VEHVNE 0,0 ¢ [<Nx,9>] ¢ 1y
8d vi far H = f{y € B'|V x € H : <X,y> = 0}. Heraf ses, at
H° bliver fzllesmmngde for afsluttede underrum med codimen-—
sion 1, altsid et afsluttet underrum. S& bliver 1°° ligeledes
et afsluttet underfum, og da H ¢ Hoo, far vi g°° 2 H. Hvis
H er et afsluttet underrum med codimension 4, har H en ligning
T(x) = 0, hvor T(x) = <x,b> for et b € E'y Hvis nu y € Ho, er
{x,y> = 0 for ethvert x € H, og der eksisterer derfor et reelt
AT(x) = <x,\b> for ethvert x € E, men
Rb. Heraf

I

tal N, s& at <x,y>

det medfgrer, at y = Ab. Altsd er H = {Ab|\ € R}
H. Lad

f¢lger nu umiddelbart, at H = = {x € B|<x,b> = O}
nu H vere et afsluttet underrum i E, og lad k ¢ E pd E/H vare
den kanoniske afbildning. Lad @& € H vare et purkt af E. Vi

har k(a) 4 0, og da E/H er et Hausdorff—rum, eksisterer der en
kontinuert linearform g : E/H ind i R med g(k(a)) $ 0. 84 -
er T = gok ¢ E ind i R en kontinuert linearform med T(a) 4 O,
og hyperplanen H1 med ligningen T(x) = O indeholder H, men

o0

ikke @ Vi har derfor H° - H1 = H1, altsé a ¢ H°°. Vi har

. . o0 — _ F S . - . mo .
deI‘51806 g(k(a)) # 0 : B/H er lokalkonvekst, dvs. vi kan finde en
oo !

H
konveks omegn af k(a), der ikke indeholder O. Hvis vi der-

efter bruger Hahn-Banachs satning, finder vi, at g(x(a)) > O.
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Sztning 17. Lad E og BE" vare to vektorrum over R i dualitet.

\E

Lad A ¢ vare et afsluttet halvrum, som indeholder O. Da er

.A.‘_ =Ao

Bevis! Vi ved allerede, at A ¢ A’ . Hvis O € A, findes der en
kontinuert linearform T(x) = <X,b>, s& at A = {x € E|T(x) < 1},
idet vi har valgt b passende. S84 gmzlder b € Ao, og A°° er der-
for indeholdt i det ved& T(x) $ 1 bestemte halvrum, mem det

me dfgrer netop, at A?a ¢ A. Hvis O er randpurkt for A, er A
bestemt ved en ulighed af formen <x,b> { 0, og &% vil da in-
deholde ethvert purkt A\b med A\ > O. Altsa er A°° indeholdt i
ethvert halvrum <x,b> ¢ %} hvor \ > 0O, men fazllesmengden for

disse halvrum er netop A. Dermed er satningen beviste.

Setning 18. Lad E og BE* vare to vektorrum i dualitet. Lad A.é E

vere en punktmangde, som indeholder O. Da er A°° netop det arf-

sluttede konvekse hylster af A,

Bevis: Da pastanden kun vedrgrer den reelle vektorrumsstruktur,
kan vi antage, at E og E" er vektorrum over R. Da A°° ikke
ezndres, nar A erstattes med sit afsluttede konvekse hylster,
kan vi antage, at A er afsluttet og konveks. Vi ved, at & ¢ A°°,
For a § A eksisterer der ifglge smtning 13 et afsluttet halv-
rum B, sd at A ¢ Boga ¢ Be. Da O € B, giver saztning 17, at

A°° c B°® = B, altsa a 4 A°°, Dermed er satningen bevist.

Vi vil til sidst se p& forholdene i det specielle par

&509 &56 af’ vektorrum i dualitet. Her er<596 netop det duale
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vektorrum til éﬁo, og initialtopologien pa ébo er derfor for;
enelig med dualiteten. I rummet 560 bliver de afsluttede kon-
vekse mzngder de samme 1 den svage topologi og initialtopolo-
'gien, Derimod ved vi ikke p& indevsrende tidspurk t, om den
indfgrte starke topoiogi pé‘QSS er forénelig med dualitetene.
Den kunne tsnkes at vare for stérk, og 1 s& fald vil dualrum-
met tiléZS(') vere mere omfattemde end AZO

Hvis U er en omegn af 0 i ébo, er Uo en mangde af funk-
tioner, som er ensartet begrmnset p& U, og dermed pad enhver
begranset mengde, idet en saddan absorberes af U, Altsd er v’
en‘begrmnset mzngde. Hvis B ¢ &50 er rund og begraznset, om-
fatter B® alle distributioner, som er numerisk ¢ 1 p& B. Alt-—
s& er B’ rund, konveks, afsluttet omégn af 0 i 556. Hvis B'
er en begraznset mengde 1i ébé, findes der en omegn U af 0, pa
hvilken distrihutionerne i B' er ensartet begransede, altsa

en omegn AU ¢ B'®, Altsd er B'® en omegn af O i ﬁbo

Satning 19. Lad B! vare systemet al begrmnsede mazngder i ébéo

For B€ B' oge > O satter vi
U(Bse) = fpedylv TeB ¢ |T(p)] €}

Da er {U(B,a)IB € B' A e > 0} en basis for omegnene af 0 i éb

Hvis vi setter pB(¢) = sup|T(p)| (sammenlign bem%rknlngen

til?1””3)’ er pé en seminorm, og
artet

U(B - c 55 (o) < er konveks,
(Bs¢) var E? Ip 4 5 a % =U ¢ U(B,e), altsd at U(B,e)

er et J.UU.LU “u.'.u.x. a.yJ.l.éGJ. A

er en omegn af O. Lad dernzst U vere en rund, afsluttet, kon-

veks omegn af O iogo. Vi har da U = Uoo, og u’ ggzsc') er be-
oo [o] [o]

grenset. Men nu er U = U(U ,1), idet U er rund. Dermed er

setningen bevist,.
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Hvis vi wvwille udnytte dualiteten mellem ébo og 556 til
at indfgre en stmrk topologi pa géo, skulle vi netop benytte
den i s:tning 19 omtalte omegnsbasis. Sztning 19 viser derfor,
at vor initialtopologi pé ébo netop er den staerke topologie.
Hvis det ogsa lykkes os at vise, at ébo netop omfatter alle
kontinuerte linearformer pa 555, vil vi have vist, at 530 er
det duale rum til éZS med den stazrke topologi. Dertil behgver
vi 1lidt flere hjzlpemidler, og vi vil derfor udskyde sagen

til et nyt kapitel.




11-4‘-. kapitel.

Kompakte konvekse mosngder. Refleksive vektorrum.

Tychonov's satning siger, at et produktrum af kompakte
rum selv er kompaskt. Smtningen kan vises ret elementazrt for et
produkt af endelig mange rum, men den krazver udvalgsaksiomet
i det generelle tilfzlde. Det er let at vise sa@tningen i dette

tilfelde ved at udnytte ultrafiltee, og vi vil benytte denne

metode her.
Lad {Ejlj € J] vaere en familie af topologiske rum, og

lad E = I E, vere produktrummet. Lad U0.(a.) for a., € E, vare
: J J J J J
Jjed

systemet af omegne af &j’ Et purkt x € E er en afbildning

X ¢ dJd ind i UEj’ men vi foretrzkker at skrive xj i stedet for

x(j) for koordinaten med index j. Af % kraves yderligere, at

xj € E. for ethvert j. Vi har projektionsafbildninger pj s B

pa Ej

er den svageste topologi, der sikrer, at alle pj er kontinuerte.

s givne ved p.(x) = x. for ethvert j. Topologien pa E,
J J y.4

Systemet af mzngder af formen p71(U. JAeesenp, (U, )y, ne N,
31 31 Jy Jn

U, € U, (x, ) er basis for omegnene af x i E. Vi viser nu
4 b Iy

Tychonov's satning:

Sztning 1. Hvis {Ejlj € J} er en familie af quasikompakte
(kompakte) topologiske rum, er produktrummet E quasikompakt

(kompakt)

Bevis: Lad F vere et ultrafilter pd E. For hvert j € J er pro-

1 158
jektionen Fj af ¥ pa Ej et ultrafilter (kap. T, sztne. 13, 5. 40F),
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altsa konvergent mod et graznsepunkt aj € Ejo Lad a € E vare

punktet med koordinaterne aje For Uj € ﬁj(aj) gelder Uj € Fj.
Heraf fremgdr, at ¥ indeholder en mzngde, der projiceres _pé
Uys men deraf fglger, at p51(Uj) € P. Men s& indeholder F
ogsd enhver mzngde, som er fzllesmangde for endelig mange
mengder af formen p51(Uj), alts& en basis for omeghe af a.
Altsd gmlder P - a. Dermed har vi vist, at E er quasikompakt.

Det ses umiddelbart, at E er et Hausdorff-rum, hvis og kun

hvis hvert E. er et Hausdorff-rum. Dermed er saztningen bevist.

Setning 2. Hvis AﬂgooﬂyAn er kompakte konvekse mangder 1 et
topologisk vektorrum E, som er et Hausdorff-rum, da er det

konvekse hylster A af foreningsmangden.AHU--~UAh en kompakt

mengde.

Bevis: Vi kan danne det konvekse hylster af AﬁuaoeuAh ved suc-
cessivt at danne det konvekse hylster Kz af AHUAQ’ det konvekse
hylster KB af ﬁQUAB,..o osv. Det er deffor nok at vi se sat-
ningen for n =I2. Af sztning 1 fglger, at B = A1xA2x[O,1] er
en kompakt mengde. Vi smtter

o(X,y,t) = tx+(1-t)y,
og definerer derved en kontinuert afbildning ¢ ¢ B ind i E.
Billedmangden ¢(B) er netop det konvekse hylster af AﬂuAE, og

den er derfor kompakt.

Setning 3. I et lokalkonvekst, fuldstendigt vektorrum, som er

et Hausdorff-rum, er det afsluttede konveékse hylster af en

kompakt mezngde kompakt.
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Bevis: Lad E vare et lokalkonvekst, fuldstendigt Hausdorff-

rum, der ogsa er et vektorrum, og lad A.g E vare en kompekt

mengde med det afsluttede konvekse hylster A. Lad U vare en

omegn af 0 1 E, og lad V vare en konveks omégn af 0 1 B, sa

at vV + V ¢ U. Der findes da en endelig mazngde Ay = {a1,...,an} c A,
sd at A1+V DA, da A er przkompakt. Da.A1 er kompakt, er det

konvekse hylster §1 af Aﬂ kompakt, og da ﬁ1+V er konveks, har

vi AW+V > A. Da EH er kompakt, kan vi {inde en endelig mmngde

B =4{b1,....,bn}, s& at A, ¢ B+V, og vi har da & ¢ B+V+V ¢ BT,

hvilket viser, at A er ﬁr&kompakt. Da rummet E.er et fuldstan-

digt rum og et Hauédorff—rum, og da A er afsluttet, fglger det

umiddelbart, at A er kompakt.

Setning L. I et lokalkonvekst, fuldstandigt vektorrum, som er

et Hausdorff-rum, er det runde afsluttede, konvekse hylster af

en kompakt mengde kompakt.

Bevis: Lad S vaere enhedscirkelskiven 1 den komplekse plan, og
lad A vaere en kompakt mengde i vektorrummet E. Vi saztter Aﬂ = SA,
og Aﬂ er da den mindste runde ma&ngde, der indeholder A. Pro-
duktrummet SxA er kompakt, og da den ved ¢(x,x) = Ax definerede
afbildning ¢ ¢ SxA ind i B er kontinuert, er billedmangden

BA = A1 kompakt. Sztningen fglger nu af saztning 3, idet det

runde afsluttede konvekse hylster af A er det afsluttede kon-

vekse hylster af Aﬂo

Sztning 5. Lad E og E' vare to vektorrum over € i dualitet.

Den topologi p&d E", som svarer til ligelig konvergens pa& svagt

kompakte delmezngder i E, er forenelig med dualiteten mellem

E og E'.
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Bevig: P4 grund af satning L4 er den omtalte topologi p& E*"
identisk med den, som svarer til ligelig konvergens pa runde;
konvekse, svagt kompskte delmzngder af E. Lad JP betegne sy-
stemet af alle sddanne mengder. For K Etyg, e > 0 smtter vi
U'(Kye) = {TE€ E'|V 9o € K ¢ [<T,p>| { £} 84 er’
(UN(K,e)|K €, ¢ > O] en basis for omegne af 0 i E' i den
nevnte topologi. Dualrummet E" til E" besté&r af alle lineare
afbildninger & : E' ind i C, som er kontinuerte i den omtalte
topologi. Rummet E er pa naturlig made indlejret i E'", idet
¢ € E identificeres med den ved ¢(T) = <¢,T> definerede af-
bildning ¢ : E' ind i C» For en afbildning & € E" gzlder nu,
hvis S betegner enhedscirkelskiven i C, at ©_1(S) er en omegn
af 0, altsd, at der findes et K1 € Saog et e > 0, s& at

@"1(3) 2 {TEE'|V ¢ € K, * I<Ty0>] < €
Setter vi K = % K19 kan dette ogséd skrives

@"J‘(s) > {TEE"|V g€ K ¢ |<KTyo>| <1},
eller ganske kort

2™ (s) 2 x°,
hvilket er ensbetydende med, at @(Ko) ¢ S, hvilket medfgrer,
at ® tilhgrer polaren til K° i rummet E", og det medfgrer igen,
at & € E, hvor afslutningen skal tages i den svage topologi
pad E", Den svage topologi pd E er efter sin definition netop
delrumstopologien, idet B opfattes som delrum af E" med den
svage topologi. Men K er kompakt i E og da ogsd kompakt i E'"
og derfor afsluttet, alts& K = K. Dermed har vi vist, at

® € K, altsd o € E, og dermed at E" = E, Dermed er satningen

bevist.
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Satning 6. Lad E og E* vare to vektorrum over C i dualitet.

Lad U vare en rund omegn af O i E, Da er U° en kompakt msngde

i&g',

Bevis: Et element T € U’ tilfredsstiller betingelsen
Vo€U: |, ™| <1,

eller |T(p)| < 1 for ¢ € U. Heraf fglger, at U° er begrenset

og equikontinuert. Da Uo ligeledes er afsluttet, giver Asco-

lis sztning, at U’ er kompakte

Setning 7.Lad E og E" vare to vektorrum over ¢ i dualitet.
Enhver lokalkonveks topologi p& E', som er forenelig med du~—
aliteten mellem E og E", er en topologi, som svarer til lige-

lig konvergens p& et system af kompakte mazngder, som udggr en

overdskning af E.

Bevig: Lad U' vare en basis for omegnene af O pd E", bestden~-
de af runde, konvekse afsluttede mengder. For U € U' bliver
Uo kompakt i den sterke topologi pa B og derfor prakompakt i
den svage topologi. Da Uo er svagt afsluttet, bliver U° ogsa
svagt kompakt. Da afslutningen af en konveks me&ngde er ens for
alle topologier, som er forenelig med dualiteten, er u’° = U,
Altsd& bestar vor omegnsbasis af omegne af formen
{Te€ BV ge U : |<T,p>| < 1}, og det medfgrer igen, at en-
hver mengde V(Uo,e), g > O defineret ved

V(U ,e) = {T€ BV o€ U & |<Tyo>| €}
er en omegn af 0 i E%, Dermed har vi vist, at topologien pa

E' stemmer overens med ligelig konvergens pé& systemet af de
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de kompakte mzngder U°. For a € E' er {a}o en omegn af O i
E (endda i den svage topologi), og for U indeholdt i denne
omegn vil UO indeholde a. Altsa udggr mzngderne U° en over-—
dzkning af E'. Dermed er satningen bevist.

Satningerne 5 og 7 udggr tilsammen Mackey's satning,
som har en central stilling i den generelle teori for topo-—
logiske vektorrum. Vi ved nu, at begrebet "begranset'" i duale
vektorrum er helt uafhmngigt af topologien, si& lange vi hol=-
der os til topologier, der er forenelige med dualiteten.

I rummene ébo og éb% er begrznset og afsluttet ensbe—
tydende med kompakt 1 den stzrke topologi. For konvekse ma&ng-
der er "afsluttet" uafhangigt af topologien og "prakompakt" i
den stmrke topologi medfgrer "svagt prskompakt'., Af sztning 5
fglger derfor, at den sterke topologi pa &56 er forenelig
med dualiteten mellem Sbo og &Dé. Dette indebzrer, at det du-
ale rum til ébé med den stazrke topologi netop er rummet ;DO‘
Vi har tidligere set, at topologien pékébo netop er den staer-

ke topologi, der svarer til dualiteten med ébé. Altsd har vi

Setning 8. Rummene éDO og 5@6 med sterk topologli er indbyrdes

duale.

Alle szdvanlige Lebesgue~-integrable funktioner er pa
naturlig médde elementer af éﬁé. Specielt er ;DO en delm=ngde
af é)é, nen Jﬁo er selvfglgelig ikke et topologisk + delrum
ai’&}é, idet topologien pa ch er meget finere end delrums—

topologien.

Sstning 9. Delmzngden 520 er overalt tat i éaé.
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Bevis: Med A ¢ ) betegner vi afslutmingen af «Jj. Vi skal
da vise, at A = 556. Vi fgrer beviset indirekte, idet vi an—
tager, at der findes et element TO € ébé\A. Lad k vare den
kanoniske afbildning k ébé pa ébé/A. Da éaé/A er et lokal-
konvekst Hausdorff-rum, findes der en linesmr afbildning
gt ad}/A ind i & med g(k(T_)) + 0. Vi har siledes en konti-
nuert linearform ¢, = gok : ) ind i ¢ med ¢O(TO) + 0, Ifgl-
ge s¥tning 8 er ¢_ et element af Jbo, og vi har da To(¢o) + 0.
For ¢ € éDO kan vi ogsd opfatte ¢ som element af ébé, og med
denne opfattelse far vi

olpy) = § o0 = 0,
fordi ?s afbilder A p4 O. Nu er g5 et specielt element at ébo,
s vi far specielt,£|¢0|2 = 0, men det medfgrer, at o _ er O-

i modstrid med, at TO(¢O) £ 0. Dermed er sat-

/

elementet 1 AZO

ningen bevist.

Setning 10. En maengde A ¢ ébo er begraznset, hvis og kun hviis

det for enhver distribution T € D} gelder, at T(A) ¢ & er

begraznsete.

Bevis: Vi ved allerede, at "kun hvis" gzlder. At T(A) er be-—
grenset for enhver distribution T betyder, at A er begrznset
i den svage topologi, og det medfgrer igen, at A er begranset.

Dermed er s@tningen bevist.

Satning 11. Rummet;ébé er et blokrum.

Bevis: Lad U vare en blok i §) ). S& er U en blok ogs& i den

svage topologi, og det medf¢rer,‘at U°° = U. Lad Vv c é)o vare
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en basisomegn af O i den svage topologi, altsa

V= {pe Dol (el g 1seaeslTple)l < 115
s& vi har V = {T1,o..,Tn}°. Denne endelige mangde absorberes
af U, da U er absorberende. Heraf fglger umiddelbart, at Uo
absorberes af V, og da dette gzlder for ethvert V, er u° svagt
begreznset, altsd begranset og derfor ogsd kompakt. Men s& er

u’® = U en omegn af 0 i 458, og dermed er smtningen beviste
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Forskydningsoperator, differentiation, stamdistributione.

Vi vil 1 dette kapitel beskaftige og med rummet & af
vilkarlig ofte differentiable funktioner pé& &™ med kompakt
stgtte og med det duale vektorrum &' af distributioner pé r™,

Med g,5e++52 Dbetegner vi enhedsvektorerne (190500090) 5000y

i\

(050..50,1) 1 R",
For h € R™ har vi en forskydningsoperator T, : O pa D

defineret ved Th¢(§) = ¢(x+h). For en funktion f opfattet som

element af & " har vi
£(p) = JE(x)o(x)ax = /£ (x+h)p(x+h)ax.

Det er derfor rimeligt at definere forskydningsoperatoren

Tﬁ : 3 pAd Q' ved

<TﬁT,th> = <Typ>
eller
<ty Te9> = <TyT_y 0>
s vi altsa generelt definerer

p Tlp) = Tlr_p0).

Vi har 7, °T, =T, .y ©8 Tﬁ °T£ = T} 4, » s& forskyd-

by "By hth, Ly "L, Tyt
ningsvektorerne for hvert rum udggr en abelsk gruppe. Vi kan

ogsa indfgre tilvakstoperatorerne Ay :od ind i &a og Ay D!

ind i @' definerede ved

— - . 'mo_ ot
Ah¢ = TQ? Q 3 AhT = ThT T,

altsa

AﬁT(w) = T(T_b?) - o) = Tz - 9) = T(a_0)-
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Vi bemzrker, at
A N A U A e '
hvilket viser, at tilvazkstoperatorer pé‘gb og derfor ogsd pa

D' er ombyttelige.
Lad u1,...,un_vare hele tal mellem 41 og m og lad h1’°"’hn

vere reelle tal, som alle er forskellige fra 0. Vi vil betrag-

te udtrykket

A(h yooo,h ) = A ..OA ¢0
h, € h e
! " 174 T
A(h,l,...,hn)

S&tning 10 For (h1,o-oyhn) - (O,doo,o) vil h1“'ﬁn

konvergere mod D eseD ¢ 1 topologien pééﬁ .

Bevis: Lad p = (P1"°”pm) vere et talsmt. P& grund af line—

ariteten er
9] _ 2
DAh1§ oooAh-e— §0—Ah1e o-oAhg DqDo .
Hq T Hy D Hy
For et vilkarligt x € R" giver middelverdis@tning

DRAh19/J ..‘Ah @(&) = Ah e oo.Ah e DE(P(EC_) =
1

nm‘“n 1'ﬂ1 Tn
2 - =
Ahze ve .Ah e D (4] (2{_+h1 9_# ) Ahze oo .Ah e Dngo (E) =
“Ho Sl 1 “Ho n

DE,
Dby o tBy e DMD ¢(x+®1h1eu1)s

hvor ®1 er et tal i ]0,1[+. Ved gentagen anvendelse af det

samme rasonnement fas

DA, o eeehy o () =
1 ”1 I]".-7“‘n

h esesn D D oe sl D X+0 +oo-+@h
1 Fn Fn—q Ky p(x 1 1 Hq n 4 ALn),
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hvor @,se+«+,0, tilhgrer intervallet 10,1 . Da alle differen-

tialkvotienter er ligelig kontinuerte, er razkkefplgen af dif-
A(h1 s °°9hn)

ferentiationerne uden betydning, og vi ser, at Dg T i
1°9ln

konvergerer ligeligt mod DED# ...D/J ¢y 0og da alle differen-
1 n

tialkvotienterne har samme stgtte som ¢, foregdr graznseover—
A(h1 9 oo-,hn)

gangen pa et & c ) s 0g vi ser saledes, at
K - O h1.idﬁn

konvergerer mod D o+«eD ¢ i topologien pa Y og dermed og-
Hq Hn , K

s& i topologien pé ;Doo Dermed er sztningen beviste.

Smtning 2. Lad T € ' vere en vilkérlig distribution. Lad
Myseeesll, VETE hele tal mellem O og m, og lad h1"°°’hn vare
fra 0 forskellige reelle tal. 84 er i den starke topologi pa éZ'

i =1 N l -
1lm h1 .oahn Ah ...Ah e T - D '.oD‘LL TQ

&
h1 9 o.- ° ,hn—->0 1"#1 n—/,Ln 'u'1 n

Bevig: For et vilkarligt ¢ € &) er

-1 -1
h oooh A ...Ahe T(q)) =

“Hy Hy

()220 e (BB, o eeeby o #)s

og da T :<J ind i ¢ er kontinuert, giver smtning 1, at

. -1 (N |
1lim h ool Ah e °"Ah e T((P) =

h1,...,hn-—>0 1 n 1'711 . n"ll,n

n
"1 TD OOOD =D OooD T
(=1)71( iy un¢) s by (¢)9

og dermed har vi vist, at den pastéede relation gzlder i den
svage topologi pa K '. Indskrenker vi h1’°°"hn til interval-
let [-1,1], fplger det heraf, at vardimsngden. af den furk tion

af h1’°"’hn’ der optrazder under lim-tegnet, er begrznset.
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Der er derfor tale om konverB8ens af et svagt begranset filter.
Men svagt begraznset er ensbetydende med staerkt begranset, og
et sterkt begraznset filter pad " konvergerer starkt, hvis

det konvergerer svagt. Dermed er sztningen bevist.,.

Setning 3. For ¢ € éa, T € &b' vil den ved

F(h) = Til_T(so) = T(v_ye)
definerede afbildning F : &" ind i ¢ vere vilkarligt ofte dif-

ferentiabel, og

DjF(g) = Dj'z:l'lT(qo) = TéDjT(¢).

Bevis: For k 4 O er

k7 (P(nrke,) - F(0) = K 0oy o 0 - Tpp) =
. n-ke, o

T(k‘1<f_h<¢_kej¢ - o)) = Mo (kN (z_ 0 - 9))) =
= = - =d

-1
TéT(k (T_kg:i(p -9)) - 'T-I'E"'T(ngo) = DjTéT(go) = TiDjT(go).

Definition 1. En distribution T € ' siges at vare uafhangig

af X3 hvis Tﬂe T = T for ethvert reelt h. En distribution,

som er uafhangig af enhver af de variable, kaldes konstante.

Sstning L. En distribution T € ) ' er uafhangig af Xy hvis

og kun hvis D.T = O, og den er konstant, hvis og kun hvis
DjT =0 for jJ = "1,es05Me

Bevis: At T er uvafhangig af xj er ensbetydende med, at funktion-
en F i smtning 3 tilfredsstiller DjF = 0 for ethvert ¢ € ) P
altsd ifglge smtning 3, at DjT(¢) = 0 for ethvert ¢ €od .
Dermed er den fgrste pastand bevist, og den anden fglger umid-

delbart,
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Satning 5. Lad ¢o ¢ R ind i ¢ vare en vilkirlig ofte differen-

tiabel funktion med kompakt stgtte og med f¢0 = 1., Ethvert

[0) e D kan da pa én og kun én made spaltes pa formen
@(x1,...,xm) = ¢*(x1,o..,xm) + ¢O(X1)¢1(X2,...,Xm),

hvor alle de optrezdende furk tioner er vilkarlig ofte differen-

tiable, og har kompakt stgtte (¢O i det 1-dimensionale og P4

i det (m-1)-dimensionale rum), og hvor

'Logo*(x1 90 .,Xm)dx1 = O

for alle vardier af X2’°°”Xm’

Bevis: Betingelsen vil &benbart vare opfyldt, hvis vi valger

§01 (X29--o o,.xm) = Logo(x1 900 .5)Xm)dx1 ’

og dette valg er p& den anden side ogsi ngdvendigt. Dermed er

saztningen bevist.

Sstning 6. Lad ¢ € &) vVare en furk tion, som for alle X,sesssX
tilfredsstiller betingelsen

(1) Z;¢(X19-"9Xm)dx1 = 0.

Der eksisterer da én og kun én funktion ¢ € &, som tilfreds-
stiller betingelsen D1¢ = ¢, og denne funktion ¢ er defineret
wed x

1
l/J(X1po-o,Xm) = [mQD(t,ngo-o,Xm)dtn

Bevis: Betingelsen (1) sikrer, at ¢ far kompakt stgtte. Det
fplger af kendte smtninger om differentiation af bestemte in-
tegraler, at ¢ bliver vilkarlig ofte differentiabel, og at
D1¢ = ¢. Hvis ¢1 er en anden funktion med de samme egenskaber,

vil X = ¢ - ¢, tilfredsstille betingelsen Dy = 0O, altsd vare
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uafhengig af x1. Men for |x | tilstrekkelig stor er Xx(x) =
da X har ko nJi&&% stptte. Altsd er X = 0. Dermed er saztningen

bevist.

Satning 7. For j = 15,...,m betegner vi med Hj underrummet af

funktioner ¢ €o® med
[m(p(x ,o..,Xm)dxj =0

,;..,xm. Summen H1+,..+h% er netop

for alle X,]s--oyx 193( +
underrummet H af funktioner ¢ € &5, for hvilke fb = 0. Under-

rummet H er afsluttet og har codimension 1.

Bevis: Det er klart, at H1+°°°+Hm ¢ He For 9o € H er f@ = O,

Vi velger 5 fast i overensstemmelse med sstning 5, og vi sat-

ter
901(X290009Xm) = [w¢(x1,o-.,Xm)dX1g

s& vi har opspaltningen

%

q‘)(x_"’oooyxm) = go (X1,ooogxm) +§DO(X1)(p1(X290009Xm)9

hvor ¢* € Hy. Nu er /@1 = 0. Antager vi nu, at sztningen gzl-
der for (m—-1)-dimensionale rum, har vi en opspaltning
Qg = Qo F oeee t Qo hvor P € Hj’ J = 2500e,mo Nu gwlder ogsa
? 0] ¢j € Hj’ Jj= 2,.0.,m, og vi far saledes opspaltningen
Q = ¢* + ¢Z T eee + ¢ » Da den fgrste pdstand i sztningen er

triviel for m = 41, er denne péstand nu bevist ved induktion.

2

De sidste pastande f¢1ger umiddelbart af, at / ;Z ind i C

er en distribution. Vi har med en tidligere indfgrt notation f T
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Setning 8., De konstante distributioner er netop distributioner-
ne ¢/ + & ind i &, hvor c € &, altsd netop de konstante funk-
tioner. Det er netop de distributioner, der har det i satning

7 indfgrte underrum H (eller hele &) som nulrum.

Bevisg: Lad T vare en konstant distributione. For ¢ € Hj har vi
ifplge smtning 6 en funktion ¢ € B, s& at ¢ = Dy, og ifplge
setning 4 far vi sa
0 =D,0y) = -T(Dy) = -T(p),

s& Hj er indeholdt i nulrummet for T, Altsd forsvinder T pa H,
og hvis T ikke forsvinder identisk, har T altsad netop H som
nulrugp. Nu er /E &bind i ¢ en distribution med H som nulrum,
0og enhver anden distribution med H som nulrum har derfor for-

men Qf med ¢ € €. Dermed er saztningen bevist.

Setning 9. For ethvert T € L)' vil differentialligningen

D.X = T have lgsninger, og hvis XO er en vilkarlig lgsning,
vil mengden af lgsninger netop omfatte alle XO+Y, hvor Y € én'

er uafhengig af Xj’

Bevis: Den i sztning 5 omtalte opspaltning definerer en ope-
rator ¢ - ¢*,'som afbilder &0 ind i D . Da l:.-.dx1 er en kon-
tinuert afbildning af <) (p& R™) ind i <0 (pa 2™ 1), er ¢ o o*
kontinuert. Afbildningen ¢ - ¢° afbilder &) pa H,. For o* ¢ H,

har vi netop ét ¢ € & med Dy = 0¥, og vi smtter nu X(p) =
~T(y )+ S84 bliver X en distribution, da den er sammensat af
kontinuerte lineszre afbildninger. For ¢ €& har vi Iﬁ¢ = ¢* € H1,
altsa D1)((¢/) = -X(D1gl/) = X(¢¥) = Ty. Dermed er cksistensen af

en 1¢sning bevist for j = 1. For j + 1 glr beviset pad samme

médde. Den sidste pastand fglger umiddelbart af satning L.
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{Eéﬁmrkning: H. Bféﬁéfméhn;'s;g§‘29?-

e

Definition 2. Med & og ¢ vil vi betegne rummet af vilkar-

lig ofte differentiable funktioner med kompakt stgtte pa R
og det duale rum af distributioner pa R". Vi vil benytte disse
betegnelser i stedet for od og o0 ', nir vi samtidigt betragter

forskellige vardier af m. Med Pn, vil vi betegne den afbild-
9

ning Pm,j H ébm pa éam-1’ som bestemmes ved

Py, $0(E) = ,[:cp(;_c_)dxj,

og med pﬁsj vil vi betegne den ved p$’jT = T0pm’j definerede

‘afbildning Pﬁ j $_1 ind i éb&. Vi vil tillade os at ude-
H

lade index j, hvis Jj er den laveste af de benyttede indicese.

Hvis punkter i Rm betegnes (x1,...,xm), og vi anvender

Pp, pé.&bm, "forsvinder" Xj ved integrationen, og purk terne
H

. am=1
iR betegnes derefter (x4,...,xj_ﬁ,xj+1,...,xm). Det har

sdledes mening at danne Pn-1.x°Pp 5 men kun for k + j.
9 H

Setning 10. Afbildningerne o j er kontinuerte og surjektive.
b

Afbildningerne pé j er kontinuerte og injektive.
9

Bevig: Lad Kﬁ vere den ved [X.| ¢ ny k = 1,..0,m bestemte
mangde. For en voksende fglge (qn) af naturlige tal og en af-
tagende fglge (sn) af positive tal har vi basisomegne
m
U((q,)s(e)) = fp € D|ID%p(x)] ¢ &, for |p| ¢ o 08 x4 K]
Vi har da &benbart

- Sn
2t S(U(an)s (e))) 2 U((ay)s (B,

hvilket viser, at Py j er kontinuert. Som basis for begraznsede
H

mengder kan benyttes mengderne

B(N,(q)) = {¢ € @IIIDBso(zs)HU < q, for |p| = n og stetten for ¢ ¢ KNm)
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Vi har da
Py, 3B, (ay)) ¢ BN, (2ng))).
Altsad afbilder Py j begranset mengde pa begrenset mengde. Lad
9
?s € &51 vere valgt, s& at /bo = 1. For ¢ €‘§5m_1 definercr vi.
s _ .
¢ € QZ)m ved ¢I(2{_) = cpo(xj)go('x,],...,xj_,] ng+1pooo,xm), og Vv1 har
da < j(g[/) = pe. Altsd ethdsurjektiv. Som basisomegne i .Z2' kan
9
vi benytte omegnen U(B,e) = {T€ D'|V o€ B : |T(p)] < €}s
hvor B er en begraznset mengde i ;ﬁ og € er et positivt tal. Vi

har nu
T
Pm’ j(U(pm, J(B) se)) c U(B,e) )
og da pm,j(B) er begraznset, hvis B er begranset, fglger heraf,

at p! . er kontinuert. Hvis pé jT er nuldistributionen, forsvin-
H

der T pad verdimsngden for P, 30 og da Py 3 er surjektiv, kan vi
E 1

heraf slutte; at pé j er injektiv. Dermed er satningen bevist.
H

Saztning 414+ Billedmzngden pé j( ébé 1) er netop maengden af distri-

butloner i éb', som er uafhangige af XJ’ og pm j er en indlej-

ring af D, i éDm. Bem&rknlng Pm JT(go) = T(pm J¢) = T(pm he. 9)
=3

dvs. T ﬁga( m, j ) = pm JT (uafh&nglg af e. )

J

- _ '
Bevis: Da pm’j¢(§+hgj) = m,j@(g), er pm,jT for ethvert T € éﬁm y
uafhangig af x.,. Hvis T, € &D_ er uafhangig af x., er R O,

J 1 -5 "m j axj L
hvilket igen medfgrer, at T1 forsvinder pé underrummet H1, og

det betyder netop, at T1 kun afhaznger af pm J¢ «?ZZT?d er den
fgrste pastand bevist. Lad P, € &D vare en r&dsbpibution med

/@O = 1. For ¢ EZJZ g indfgrer vi ¢

= h ee 0 ! i
v (x) = ¢O(§¥¢(Xﬁ,,..,xj_1,xj+1, ,xm). For T e,éam_}ndf¢rer
vi kT € I ved kT(p) = T(%). Det er klart, at x @ 'j)xﬁ ind i

?/ ‘%@w‘\.n\?b

!  er en kontinuert P4 grund af den i sztning 5

m=1
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omtalte opspaltning, bliver x en surjektiv afbildning. Vi betrag-
ter nu T € 55&_1, og vi har da
'.T =".T = T . =T .
kpg 5T(e) =y (%w) (b, #,) = Tp)
Alts& er restriktionen af x til pﬁ j( §§$_1) netop den omvendte
H
afbildning til pémj, og da den er kontinuert, har vi vist, at p$ j
4 2
. . [ s t
indlejrer ébm-ﬂ i gbmo

Setning 12. De partielle differentialkvotienter af pé jT er gi-
H

vet ved

(
? — 1
D.p. .T = O, kam,j

- H .
PR T=p' DT for k + j.

meyJj k
Bevis: Den fgrste pastand fglger af sztning 11, og den anden
far vi ved direkte udregning:
! e = ! . e —
Deey T(e) =y sT(De) = -T(p, D) = ~T(Dp, s0) =

ot
D T(p, s0) = py D, T(e),

m’qu
hvor det tredje lighedstegn beror pa& saztningen om ombytning af
differentiation og integration:
DyPp, #(8) = D Loo(x)axy = [ Dyo(x)ax; = oy Do (x).
- - . Dermed er sztningen bevist.
Pm, 5T
S@tningerne 10, 11 og 12 viser, at en distribution i ébé,

gsom er uvafhzngig af Xj’ kan behandles fuldstendig som en distri-

. . t
bution i B,

Sztning 13%. Lad j1""’jv vere indbyrdes forskellige elementer

° +15 3
m~
v¥ils d,

° I 1
af mengden {1;...,m}. S& er p' = Pm,j1 pm_19320...0p

uafhsngig af razkkefglgen af j1""’jv' Endvidere er p'( D é-v)

: netop mazngden af distributioner j.;blg, som er uafhzngig af
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Xj s00e9X. o 0g det er netop de distributioner, som kun afha@nger
1 v | :

af [ - .-'L?(ydxj1 o..dxjvo

Bevig: Uafhzngigheden af =»zkkefglgen fglger umiddelbart af, at

! ! ee o0 ! = i ‘b 3 o'.",op—-. ,.op}- "QD
P, 302 ety 3, Pueyed 3, T = TEnmvat, 3y TR0y T 3y )
hvor
. v . ®00 . = o8 a X ax. ooodX. °
me 3.1 pm"'] ) 32 pm-v+1 9 ngo ('}’{') ‘[Do !/_;090 (‘=’) XJ1 JI}

For T € p' () I;l_v) giver setning 12 umiddelbart, at

D. T = aee =D. T =0, altsa, at T er vafhengig af X, soeesX, o
I 4 ‘ J4 )

Hvis T er uafhazngig af Xj 9oeong s kan vi finde T1 € 555_1, sé
1 % :

at T = Py jT1’ og se&tning 12 kombineret med saetning 10 giver, at

T, er uvafhzngig af x. ,...,xj s hvorefter fortsat anvendelse af

1 J
2 ) }
det samme razsonnement giver, at T har formen p“Tjo Vi har alle-

rede set , at T € p'(ébrbwj kun afhenger af

l7l;...[;y(§)ﬁxﬁ ...dxj s og det er klart, at dette omvendt medfg-
1 n

rer, at D, T = e0s = D, T = O. Dermed er saztningen beviste.

J4 Jv

Satning 14. Lad j1p-oogjv vaere indbyrdes forskellige elementer

af mzngden {1,...,m}s Lad T1’ocopTv vere distributioner fr-aQQjI;n
Ngdvendigt og tilstrakkeligt for, at ligningssystemet

D. =T L D =T
har en lgsning, er, at D. T, = D, T foroa,8 = 15600500 Hvis
L A J B Jdo o
o B
Xb er en lgsning, vil mengden af lgsninger netop omfatte alle
distributioner XO+Y, hvor Y er en vilkarlig distribution, som er

vafhzngig af X, seeesX. o
J Jdy,
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Bevig: Uden at indskraznke almindeligheden kan vi antage, at

ja =y O = 15e0e9Ve FOr p = 1 reduceres szthingen til sa:tning 9.
Lad os antage, at s@tning 14 allerede er bevist for et sf%em af
v=1 ligninger. Vi ved, at ligningen D1X = T’l har en lgsning X1,
og at msngden af lgsninger omfatter alle»distributioner‘X1+Yg

hvor Y er enidistribution, som er uafhangig af Zy o Ngdvendigt og

tilstrakkeligt for, at X1+Y er lgsning til alle ligningerne er

det nu, at

(1) DY =T

2 2 ~D2X/190009DVY= T'l) -D'Ux'ia

Nu er
haad = D - D = fad = D o -

D1(?a Q£K1) 11& 1Ddx1 D1?x DaD1x1 1qa 21T1

o = 2,..0,7}.

Altsd er funktionerne pd hgjre side i (1) uafhzngige af Xy o Vi

kan derfor behandle systemet (4) som et system pé éD%“1, og det

vil ifglge induktionsantagelsen have lgsninger, da betingelsen
Doc(Tﬁ_Dﬁx'l) = D,B(Toc“DaX’l)

ses at vere opfyldt. Dermed er pastanden om eksistens af lgsninger

bevist. Resten er indlysende,

Sotning 15. Lad T,g ¢ &™ ind i O vere Lebesgue-integrable funktion-

er, s& at det for nmsten alle (ngouogxm) gwlder, at
V a,b E R M g(b,ngo.o:yxm) - g(a,xzycoegxm) = 'g f(z{_)dx_1 <
Da vil de ved P(¢p) = [fo, &(p) = [gp definerede distributioner

T og § tilfredsstille betingelsen D1§ = ¥,

Bevig: Vi far ved direkte udregning

D, 8(p) = -&(D,9) = -fg(,ig)D1£(_J§)d§, = -%é-g(-aﬁ?-ﬁ.u.a_axm-—

Se(arxyseesny) + [ 8,300 05% )a)D, 0 (x)dxs
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NU er
c/g(a,ngoaoyxm)D1¢(2£)d2(_ = f-o;-j(g(a,x2,...,Xm)fD1§D(2C_)dX1 )dng .d
= ./"'/(g(a,xzy-.-,Xm)[¢(z)]x1=_m)dxzo--de = 0,

Vi tanker os nu ved den fortsatte udregning a valgt, s at o(x) er

0 for alle x med Xy < a, Vi far da

D,&(p) = = "'/([Q [ £(tyXpyee0s% )D,p(x)dt)Ax, )AX,000dx, =
-./"'f(.ém({of(t,xz,...,xm)D1go(x1,...,xm)dx1)dt)dx:z ceodx =
Joood (L2t %0 e 5% )9 (8y%0 0nesx )a)ax s edxn = E(p).

Dermed er satningen bevist,

Saetning 15 viser stort set, at distributionsteorien benytter
de klassiske differentialkvotienter, nar disse overhovedet kan bru-

ges. Der gzlder ogsé en slags omvendt satning:

Setning 16, Lad f,g : R" ind i { vere Lebesgue-integrable funk-

tioner, og lad f og g vere de tilsvarende distributioner, Hvis
D,& = T, eksisterer der en funktion g, : R™ inda i &, som er nasten

identisk med g, s& at det for nmzsten alle XpseeosXy gelder, at

b
V a,b € R : g1(b,x2,...,xm) - g1(a,x2,..,,xm) = é f(z)dx1.

Bevis: For nmsten alle XppooesX, eksisterer

X
_ 1
g' (Xy500esXy) = g £(tsXnp 003Xy )b,

og ifglge sztning 15 er D1§' =¥, Por h = g-g' g®lder altsa
D1ﬁ = 0, s& distributionen h er uafhangig af X4 Vi velger

?5 € &31 med.f@o =1, og vi satter

h1 (.}E) = C¢O(X1+t)h(tyxzp e oo ,.X.m)dt.
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Vi har nu for ¢ erm, at
. oo | \ %f,
ﬁ1(¢) =‘/.,of(émpo(x1+t)h(t,xz,,..,Xm) x1,...,xm)dx1)dx2...dxm

Joond (L 05 s m 0 (2, 8 )0 (2 g% )i, )aE) AR e =

Ved ombytning af x, og t far vi
B(p,)s &8

nvor S 0@ g (x,+8)p(tsxp0 e msx)at]ax = o))
0, (x) = .£¢o<g<1+t><o<t,x2, ceesX )dt,

Nu er
o] .
l:}1(§)dx1 = l;(zz}o(x1+t)dx1¢(t,x2,...,xm))dt = Z:}(E)dx1,
*
og da A er uafhzngig af x,, afhanger A(p ) kun af.£:¢(§)dx1, sl vi
far ﬁ1(¢) = Ii(p) for ethvert ¢ €. , altsd B = ﬁ1, Vi sztter

gy = g’+h1, og vi har da for b,a € R og nazsten alle XpsoossXpys at

b
g1(b,X29,..9Xm) - g1(asX2900-’Xm) - é f(ﬁ)dx1 =
h1(bax2’oaeaxm) - h1(asx2soocpxm)°

Funktionen h1 har overalt en partiel differentialkvotient

Dby (x) = [::Dgoo(x1+t)h(t,x2,.,,.,xm)dt,
og af sztning 15 fglger, at D}'h1 er den partielle differentialkvo-
tient af ﬁ1 = h, altsd nuldistributionen., Vi skal ctraks vise et
lemma, der siger, at en funktion, der svarer til nuldistributioam
en, er nul nzsten overalt, Da D h1(§) er nul nassten overalt og

1

h1 for nzsten alle XpseeepX 6T differentiabel for alle Xy € R,
kan vi slutte, at h1(x1,,o,,xm) er konstant som funktion af x,

for nesten alle XpseoosX o For ¢ 6155 gxelder nu endvidere

B(p) = Blp)+&'(p) = 8,(p), altsd ifglge det endnu ikke bevi-

ste lemma, at g, er nesten identisk med g. Dermed er saztningen be-

vist,

*) thi K er uafhangig af x;, 4ve.R(p) = (p,) = By (p)
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Lemma 417. Lad £ ¢ R™ ind i & vare en Lebesgue—-integrabel funktior..

Hvis T er nuldistributionen, er f nzsten identisk 0.

Bevis: Afbildningen #(¢) defineret ved ¥(¢) = [fo er kontinuert
pad rummet ‘%?af'koniinuerte funktioner med kompakt stgtte. Nu er
;Z overalt tet i %? og hvis distributibnen T er nuldistributionern;
kan vi s8ledes slutte, at T %? ind i C er nulafbildningen. Nu er
den karakteristiske funktion for et afsluttet interval I gransefunlk-
tion for en aftagende fglge af funktioner fra g?D Setningen om

ma joriseret graznseovergang giver derfor, at 4T(x)dx = 0, 54 er

u(A) = !/f(x)dx et mil, der forsvinder p& ethvert afsluttet inter-

val, altsd nul-mdlet. Dermed er lemma 17 bevist.

Setning 18, Hvis alle partielle differentialkvotienter af fgrste

orden af en distribution T E:;b]% er kontinuerte funktioner, er T

selv en kontinuert{differentiabelihnktiOni_

Bevis: Vi benytter induktion efter me For m = 1 fglger satningen

umiddelbart af s®tning 15. Vi antager, at smstningen gzlder for en—

hver distribution IAZIn 40 Lad nu f1goaogfm s B ind i ¢ vere kon—

tinuerte funktioner, og lad T € 5 vare en distribution, som til-—
fredsstiller
DT Vvﬂv-—'lpnoogmo

Funkt ionen - ,
x,l x |
gJI (y) = -6 f*(x é f('t X ,.oo,X )dt

er kontinuert og tllfredsstlller betingelsen D1g1 = f1, og derfor

er T - g1 en d stribution, som er uwafhazngig af Xy e Endvidere gmlder

fOl" v = Zgooogmg at
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Dv(T_g1) = i',v-Dvg’l'
For ¢ € ébm far vi 34!51‘

D, (1-E,)(e) = T, (p)-D & (¢) =, (o) + & (Dy0).
Vi smtter specielt ¢(x) = ¢O(x1)@1(x2,...,xm), og idet vi smtter

hv(x1 ) = f' * 'f(fv(zc_)¢1 (Xz’ oes ’Xm)+g.1 (_}E)DU§D1 (Xz’ LA °$xm) ))d-xz“ ode
far vi, at '

- _ ,=q]|§5QW

(1) D, (T g1)(§0,,), —'fhv(x“,,‘)»cpo(ﬁ)dxm b ,.19? | 7
Nu er Vi har Dng'§1>(¢) = Bv(¢o)’ hvor DV(T—§1)(¢) er uafhengig

Dv(Tfaf Xy 08 ﬁv(¢o) kun afhenger af x, » Heraf slutter vi, at

for ethvert aﬁv(¢o) er konstant:

il

fglger, at ﬁvhv hV(O) = /;--/fv(o,xz,...,xm)¢ﬂ(xz,...,xm)dxzooodxm
valgt. For x, = 0 finder vi, at den konstante verdi af hver (idet
g1(0,x2,...,xm) = 0)
/l../fb(o,x2,...,xm)¢1(xz,...,xm)dxzw..dxm,
og (1) giver derfor '
DV(T—§1)(¢) = f.../fv(o,xz,...?xm)¢o(x1)¢1(x2,...,xm)dx1...dxm.
Vi velger nu specielt ¢ _, s at,f¢o =1, og DU(T-§1)(¢) afhaznger
derefter kun af Qg Vi far
DV(T-§1)(¢1) = /"'/TL(O’XZ"“"Xm)¢1(xz"'°’xm)dX2°°'dxm’
altsd . Strengt taget har vi'f;(xz;l.};xm) = fv(Q;xz;::f,x )Aig
DU(T-§1) = fv, V = 250000, Dv(T-§1) %w?ét
idet Dv(T-éH) opfattes som en distribution fra.ébé_1, og af induk-
tionsantagelsen fglger nu, at T-§1 er en differentiabel funktione.
Det medfgrer, at T er en kontinuert funktion. Da T har kontinuerte

partielle differentialkvotienter, er T en differentiabel funktion.

Dermed er satningen bevist.
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En differentialform

f1dx1

hvor f1,...,fm er kontinuerte funktioner, er altsi et totalt diffe-

+ .« + dx
o fm m’

rential, hvis og kun hvis distributionerne f1,...,fm tilfredsstil-
ler integrabilitetsbetingelserne Dka = Dij for alle j og k, og
hvis dette er opfyldt vil et kurveintegral af differentialformen
kun afhange af vejens begyndelses— 0g endepunkt , og kurveintegra-

let kan benyttes til bestemmelse af en stamfunktion til differen-

tialet.
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16. kapitel.

Positive distributionsere.

Vi indleder med en generel sztning om topologiske vektorrum.

Sztning 1. Lad E1 vare et topologisk vektorrum, H ¢ E1 et overalt

tet underrum, E2 et fuldstendigt topologisk Hausdorff-vektorrum og
f ¢+ Hind i E2 en kontinuert, linemr afbildning. Der eksisterer da
en og kun én kontinuert linesr afpildning g : E1 ind i E2, s at

er restriktionen af g til H.

Bevis: Hvis g1,g2 H E1 ind i E2 er kontinuerte afbildninger og
g1|H = g2|H, bliver g,-g, : E1 ind i E, en kontinuert afbildning;
som afbilder H p& {O}, altsd H ind i [0} = {[O}. Dermed har vi vist
"kun én". Hvis g @ E1 ind 1 E, er kontinuert og g|H = £, har vi for
a € Hy, at den ved h(x) = g(x) + g(a) - g(x+a) definerede afbildning
ind i E

h : E afbilder H p&4 {0} og dermed hele E, pé {01+ Deraf

1 2
fglger igen, at det ogsé for a § H vil gzlde , at h afbilder H pa
{0} og dermed hele E, p4 {0}. Dermed har vi vist, at g(x+y) = g(x)+g(;
for vilkarlige x,y € B, For X\ € ¢ er den ved hi(x) = g(nx)-ng(x)
definerede afbildning g E1 ind i E2 kontinuert, og den afbilder
H p4 {0} og dermed hele E, p& {0}. Altsd er g(hx) = ng(x) for A € C,
X € E1. En eventuel kontinuert udvidelse af £ til hele E1 vil sale-
des automatisk blive linear, og vi mangler sdledes blot at vise
eksistensen af en kontinuert udvidelse.

Lad U1 og ﬁz vazre filtrene af omegne af O pa E, og E,. Lad
x vere et vilkarligt purkt af E,. For U € U1 er (x+U)nH ¢ ¢, da H
er overalt tet. Altsd er {f((x#U)nH)IU € 01} basis for et filter
FX pa E2. For V € U2 er f—1(V) en omegn af 0 i Hy; og der findes

derfor en rund omegn W af 0 i Eyo s at (W+W)nH ¢ f-1(V).
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210° (W) ¢ (y WA ¢ y+@wnw&mﬂ‘.thi nvis x € (y+W+W)nH,

.
findes der W,,W, € W, sd at x = yt+w,+W, € H; men da H er

et underrum, og da y € H, gazlder w,+w, € H, dvs.

1 Wy W, € (W+W)nH. Men sd er x € y+(W+W)NHe QeEeDo -

I Vi har nu

£((x+W)nH) ¢ £((y+W+W)nH) ¢ £(y+(W+W)nH) ¢ f(y+f_1(V))
e

VLARALLLg U PULB Uy Shw © v T mms oo - - —
lad V € U2 vere en rund, afsluttet omegn af O 1 E2 valgt, s& at
V+V ¢ U. Vi velger en rund, aben omegn W af O 1 E1, sa at
(W+W)nH ¢ £ (), og endelig valger vi y € (x#W)nH. Vi har da som
ovenfor, at f£((x+W)nH) ¢ £(y) + V. Da f(y) + V er en afsluttet

mzngde og tilhgrer FX, har vi g(x) € £(y) + V, altsd £(y) + V¢ g(x)+
For z € x+W er x+W en omegn af z, og vi har derfor f(y) + V€ Fz;

men da £(y)+V er afsluttet, medfgrer dette, at g(z) € £(y)+V ¢ g(x)+U

Altsa har vi bevist, at g_1(g(x)+U) o x+W, altsd at g er xontinuert

i x, og dermed er mmtningen bevist.

Definition 1. En distribution T € 536 kaldes positiv, sdfremt

V¢€<SZ02¢;O=~T(¢)20.

Sstning 2. Mzngden af positive distributioner udggr en afsluttet

konveks kegle ic§bg.

Bevis: Det er klart, at mesngden af positive distributioner udggr
en konveks kegle, og det ses umiddelbart, at denne er svagt afslut-

tet , alts& ogséd stamrkt afsluttet.




Swtning 3. Mzngden af positive distributioner er identisk med mang-

den af positive mal.

Bevis: Lad T €<336 vere en positiv distribution. Lad K ¢ O vare en
kompakt mzngde. Der eksisterer en positiv funktion 5 € ébo, som
overalt p& K har den konstante varedi 1. For en vilkarlig reel
funktion ¢ € &, har vi

| T(p) | = +T(e) < T(lg|)s
og for vilkarligt ¢ €«§50 kan vi vslge y € R, si at

1T(p)] = e¥¥1(p) = T(e™p) = ReT(el¥p) = T(Rec™p) ¢ T(lo]).

For ¢ E(iﬁK, el < 1, har vi saledes |T(9] ¢ T(¢O). Dette betyder,
at T er kontinuert pégﬁﬁK med den fra (é; stammende delrumstopologi,
og dette gzlder for ethvert kompskt K ¢ O. Heraf fgplger, at T er
kontinuert pé<{50 med delrumstopologien fra %;. Nu ercgﬁo overalt
tet i ‘fo og ifglge swtning 1 har vi derfor en kontinuert lineszr af-
bildning T :‘%z ind i G, s& at T netop er restriktionen af T til ébo.
Nu har vi tidligere vist, at dualrummet,‘éé netop omfatter alle mal;
P4 O, Der eksisterer altsd et madl y pd O, s@ledes at

T(p) = Sodu
for ethvert ¢ € =é%. Specielt er s& T(p) = fpdu for ethvert ¢ € éﬁo.
Mengden af positive funktioner i 550 er overalt tet i mengden af
positive funktioner i 2?0. Heraf fglger, at T(p) er positiv, nar
P € ‘%% er positiv. Vi kan nu slutte, at ﬂ(I) er positiv for ethvert

interval I ¢ O, og det medfgrer, at malet p er positivt. Dermed

er saztningen bevist.
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] 17. kapitel.

Distributioner pa R.

En voksende fﬁnktion f : R ind i R har som bekendt hgjst
en numerabel mezngde af diskontinuitetspunkter. I hvert diskontinui-
tetspunkt x € R har £ grznsevaerdier f£(x-0) og f(x+0) fra venstre og
h¢jrei Selve funktionsvmrdien er uden betydning for den til £ sva:
rende diétribﬁﬁioh fﬁ I et kontinuitetspunkt er begge gransevardi-
erne iig med fﬁhktiohévwrdieha Ti1l funktionen f svarer et indhold
defineret pa alle begr&nsedé intervaller ved

1(Ja,bl) = £(b-0)~r(a+0), I(Ja,b])

I([a,bl) = £(b-0)=£(a~0), I([a,b])

Dette indhold er kontinuert, og det udvides derfor p& naturlig mi-

ik

f(b+o)-f(g+o)

£(b+0)~f(a-0).

]
13

de til et positivt mal pgs To voksende funktioner svarer til samme
mal, hvis og kun hvis de har bortset fra diskontinuitetspunkterne
konstant differens. For en mengde {x] bestiende af et enkelt punkt,
er Mf(iX}) > 0, hvis x er diskontinuitetspunkt for f, men Mf(ixg)=0$
hvis x er kontinuitetspunkt for f. Et positivt m&1 px pd R vil hgjst
for en numerabel masngde af punkter x € R tilfredsstille p(fx}) > O.
Velger vi a, s& at p({a}) = 0 og satter vi

£(x) = [ 4+du = p(la,x]),
da er py = Ko

Et vilkarligt reelt mal kan skrives som differens mellem
to positive mdl. Disse svarer hver til en familie af voksende funk%
tioner, der bortset fra diskontinuitetspunkterne afviger indbyrdes
ved konstanter. Det oprindelige mal svarer sdledes til en familie
af differenser mellem voksende funktioner altsd til en familie af
funk tioner med begranset variation,‘som to og to har nzsten konstant

differens. Omvendt er en funktion med begrznset variation differens
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mellem to voksende funktioner og svarer séledes til et madl. En kom-
pleks funktion har begraznset variation, hvis og kun hvis dens re-—
aldel og dens imaginamrdel har begranset variation. Vi har siledes
en generel tilordningslov, som til en funktion f med begrznset
variation tilordner et mal ppeo Ethvert madl pd R kan fremkomme p&

denne made, og Bp bestemmer £ nmzsten entydigt bortset. fra en addi-

tiv konstant.

Sztning 1. Lad £ vare en funktion med begranset variation, og lad

pg VETE det tilsvarende mal. Lad g vere en Lebesgue-integrabel

X
funktion, og @(x) é g(t)dt. For et vilkarligt interval [a,b]

golder dab b
(1) L a(x)aue = £(0)a(p) - £(a)e(a) - [ £(x)g(x)ax,

hvis f er kontinuert i a og be Hvis f er kontinuert i b, skrives

£(b+0), ndr b medregnes til integrationsintervallet, og f£(b-0),

nar b ikke medregnes. Analogt for a.

Bevis: For g = 0 og G konstant er satningen triviel. For g(x) =1,
@(x) = x er pastanden
b b
[ xdue = vf(b) - af(a) - [ £(x)ax.
For at have noget bestemt at holde os til vil vi antage, at integra-
tionsintervallet er [a,b[, og vi vil indfgre en inddeling
a = Xo < x1 C oee ( Xn = b,

hvor delintervallerne [Xj-1’xj[ er lige lange, Vi far da
b n
xduo = 1im 5 x (£(x,~0)-f(x, 4-0)) =

‘é h i o =1 J J j=1

(3 ) -5 )
lim( § x.£(x.-0) - 8 =x. ,f(x.-0)) =
Nwo j=1 9 9 j=o 9¥17 73

(x £( S
lim(x £(x_-0)-x,f(x -0) - 5 f£(x.,-0)(x. ,~-x.)) =
s B D 1 ; 320 J it 7

bf (=0 )-af(a-0) —,é £(x)ax,
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idet vi benytter, at en voksende funktion er Riemann-integrabel.
Lad os dernzst antage, at g er karakteristisk funktion for et in-

terval [a1,b1[ ¢ [asb[, og at &G(x) = x for x € [a1,b1[, altsa
b, pa [b1,b[, s& pastanden

konstant = a, pa [a,a1[ og konstant y

far formen
a b b

1 1 b 1
a1,£ Gt 41 Xy o+, é?uf = b, £(b-0)-a,f(a0)- 41 £(x)dax,
og det ses umid@elabrt at vere opfyldt. Mzngden af funktioner g,
for hvilke (1) galder, er et linemrt vektorrum, og vi kan derfor
slutte, at (1) gmlder, nar g er en trappefunktion. Nu svarer ma-—
joriseret granseovergang for g til ligelig grmnseovergang for G,
og den.omtalte mangde af funktioner er derfor afsluttet overfor
majoriseret grznseovergang. Formel (4) gzlder derfor for alle be-
graensede Baire-funktioner. Andring af g pa& en mangde med Lebesgue-—
malet nul er uden virkning p& leddene i (1) . Heraf fglger, at (1)

er opfyldt for Lebesgue—integrable funktioner.

Smtning 2. Lad £ : R ind i ¢ vere en funktion med begranset varia-
tion. Differentialkvotienten af den til f svarende distribution er

den til malet o svarende distribution. En distribution, som svarer
til et mdl er differentialkvotient af en distribution, som svarer til
en funktion med begranset variation.
Bevis: For ¢ Eg&ﬁ fas ifglge satning 1

DE(p) = ~F(Dp) = ~/tDp = [odu. = ha(p)e
Dermed er den fgrste pastand bevist. Den anden pé&stand fglger umid-

delbarte.

Definition 1. En distribution T p& R kaldes voksende, hvis det for

I = AT

ethvert h > 0 gzlder, at UHW-.f,hbr en positiv distribution.
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Sztning 3. En distribution er voksende, hvis og kun hvis den svarer
til en voksende funktion, og hvis og kun hvi s dehs differential—

kvotient er en positiv distribution.

Bevis: Det er klart, at en distribution T er voksende, hvis den
svarer til en voksende funktion. Hvis T er voksende, er det klart,

at DT er en positiv distribution, da DT = 1im h-1(¢hT - T). Men
hs0

g4 er DT et positivt midl ifglge saztning 2. Der findes si en
voksende funktion I', s& at DI' = DT. S& er T-F en konstant distri-
bution, og dermed har vi vist, at T svarer til en wvoksende funktion.
Vi fik samtidig bevist, at T er en voksende distribution, hvis DT

er en positiv distribution. Dermed er sztningen bevist.

Analogt med definition 1 kan vi definere en konveks di-
stribution T ved, at det for alle h1 > 0O, h2 > O gzlder, at
Ahéah1T er en positiv distribution. Selv om denne2betingelsz kun
kreves opfyldt for h1 = hzg vil den medfgre, at DT = limh AHAhT
er en positiv distribution, altsl et positivt mdl, altsa, at DT er

em voksende funktion, og vi far sdledes, at T selv er en korveks

. Tunktion.

Definition 2. En distribution T pd R kaldes totalt voksende, hvis

det for ethvert n € N og ethvert h > 0 galder, at AET er en posi-

tiv distribution.

Sa_aing L. En totalt voksende distribution er en analytisk funktion.




Bevis: Af bemarkningen forud for definition 2 ses, at D U1 er en
positiv konveks funktion for ethvert n. Altsd er T en funktion,

som er vilkidrligt ofte differentiabel, og hvis differentialkvotien-
ter alle er positive. I kapitel 3 viste vi, at dette medfgrer, at

T er en analytisk funktion. Dermed er sztningen bevists

Det fremgar af beviset for sztning 3 i kapitel 3, at po-
tensraekken for T endda far konvergensradius «, altséd at T er en
hel funktion.

Vi vil nu ved et eksempel vise, at ikke enhver distribution
pé& en adben mengde O c R fremkommer som restriktion af en distribu-—

tion p& R. Dertil betragter vi den ved
y

£(x) = "

definerede afbildning £ : ]O,[ ind i R og den tilsvarende distri-

bution ¥ pa den dbne mangde [0,~[. Vi sztter

f’ Xz1 = for x €]0,1[

plx) = for x § ]0,1[.

For h >0 har vi da T_p? € Lﬁ]o [ Hvis T var restriktion af en di-
+ 9%

stribution T pad R, ville vi fa
1

T(p) = 1lim T(T_hw) = lim T(T_h@) = 1im,é ex¢(x-h)dx =
h-0 hoeo h»0

y A ( 4 1

oo =

1
é e¥o (x)ax =,é e=* " 2(1=x) ax > é e“Xax = oo

hvilket er mmuligt. Distributionen T kan altsi ikke eksistere.
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For O c R™ kan vi pd den anden side valge 0, med 5;'c O,
og der vil eksistere en vilkadrlig ofte differentiabel funktion
o, som er identisk 4 pa 01, og som har sin stgtte indeholdt i O.

Hvis O, er valgt, s& den har positiv afstand fra randen af 0, kan

1
p konstrueres ved den i kapitel 3 satning 6 benyttede metode. Hvis

T er en distribution pad 0, kan vi definere en distribution T1 pa
" ved at smtte T1(¢) = T(pp), 08 T, 08 T er da indbyrdes identiske
pa 01. Dette giver os mulighed for.at udnytte setningen om lokale

egenskaber, selv om disse kun er bevist for distributioner pa hele

rummet.
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2197-8LBémérkning: Iffage Radon-Nikodyms sztning: Hvis det be-

j gransede integral J er absolut kontiﬁuert med hensyn til

; det begrznsede integral I, sa findes der en og kun én I- ?1’
€ summabel funktion fo’ sa at ffo er I-summabel, og

I J(f) = I(ffo) for ethvert f € L1(J). (Se Loomis: Abstract

o

Harmonic Analysis, side 41, eller 1. kapitel, Abstrakt
1 1

lllucgr‘auv; 4 WD ULWJLL &g D LY o \emy WEILE Y W h A T RIE AN

médl- og integralteori, s=tning L7, HT 39) g
p— l, A— AW LCA \D e e

mengde L. For ethvert y € R er fA(HTH.- Re(eiyf)) = HTHuO(A)—Re(eiyy(A))
> O for enhver Lebesgue-malelig mzngde A, altsi Re(eiyf(z)) < Tl

for n®sten alle x € 0. Lad I' veére en numerabel mzngle af reelle tal,

s& at {eiyly € r} er en overalt tet mzngde p&d enhedscirklen. S& .er
betingelsen VYyeET: Re(eiyf(é)) < il

opfyldt for nmsten alle x € 0. Vi ser sdledes, at hvert element i

éet duale rum til L1 er en begraznset, Lebesgue-integrabel funktion.

Er omvendt f begraznset og Lebesgue-integrabel pa 0, er T(¢) = /T¢
abenbart en kontinuert linearform pa L1.

Vi minder om, at det mindste positive tal, som |f(x)| hgjst
overstiger pa en nulmzngde, kaldes det essentielle supremum for |£] .
Vi har vist ovenfor, at restriktionerne til &ﬂj aff de kontinuerte
linearformer pa L1 er begraznsede Lebesgue-integrable funktioner pa O.
Nu er %?g en overalt tazt delmszngde af L1, og derfor er en kontinuert
linearform pa L'1 bestemt ved sin restriktion til %%V Al ts&d omfatter
dualrummet til L1 netop de begraznsede, Lebesgue—integrable funktioner,
og det fremgar yderligere af overvejelserne ovenfop, at normen af en
funktion £ i dualrummet er > det essentielle supremum af |£|+ Er pa
den anden side [lplly ¢ 1, far vi

12(e)| s SIgllel ¢ [lplsup. ess.|f| = |lpll,sup.ess.|£],




HT 1965-66 ' 220,

og dermed har vi vist, at normen af £ éom element af dvalrummet til
L] netop er sup.ess.|f|. Vi vil betegne denne norm med |[[f|| og dual-
rummet til L1 med L™, Det ses umiddelbart, at L” er et Banachrum.
Vi har siledes fglgende rokke af vektorrum

éﬁo c ??B cL” c L] c ?2'<: .
Da & er overalt tet i S, er 1] overalt tet i & *s For K ¢ O kom—
pakt er topologien pa %gK den fra L inducerede delrumstopologi. Til-
svarende gmlder for L1 0og %?', men i alle de andee tilfzlde er del-—
rumstopologien forskellig fra den inducerede. Alle vektorrummene er
nemlig fuldstendige, og bortset fra de to anfgrte tilfazlde er ethvert
af vektorrummene overalt tet i det fglgende. Specielt understreger

,[)

50 er et afslqt—

vi, at bade %?O og L™ er overalt tmtte i L1, mens
tet delrum af L™,

De "klassiske™ Banachrum, Lp—rummene, hgrer hjemme mellem L™
og L1 i vor kede af rum med Hilbertrummet L2 i den centrale position.
Konvergens i et 1P-rum implicerer konvergens som distributioner.

Vi far brug for en klassisk satning om Banachrum, Hahn-Banachs
setning., Vi har tidligere vist den i en geometrisk formulering: En
aben konveks mzngde 0 og en vilkarlig konveks msngde A uden punkter

felles med O kan skilles ved hjslp af en hyperplan.

*Befizrkning: Angiende s@tning 1 med bevis. Se fx Loomis,|

S mtning 1. Lad E vere et Banachrum over (, og lad H vare et vilkar-

ligt underrum. Lad TO: H ind i ¢ vare en kontinuert linearform (i
delrumstopologien pa H). Der eksisterer da en kontinuert linearform

T: E ind i &, s8 at T|H = T. og ||T|| = Tl

o]

Bevis: Hvis TO er nulafbildningen, er pastanden triviel. Vi an-

tager derfor, at T, ikke er identisk O, altsd [|T [l > O. Med O De-
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tegner vi den &bne kugleomegn {x € E||x|| <ﬂéLW}’ og med A betegner
o

vi den ved To(x) = 1 bestemte linezre mangfoldighed i He. Ifplge den
geometriske formulering af Hahn-Banachs s®@tning (side 1758) findes
der en reel hyperplan, som skiller 0 og A. Vi parallelforskyder den-
ne hyperplan, si den kommer til at indeholde et punkt af A. Derved
far den ikke punkter felles med 0, da 0 og A 14 i modsatte halvpla-
ner., Efter parallelforskydningen indeholder den reelle hyperplan he-
le A, 0og den vil indeholde en kompleks hyperplan B, som indeholder
Ay, 0og som 1 ¢gvrigt er afsluttet. Der findes nu netop én kontinuert
linearform T: E ind i C, som er identisk 1 pa& hele B, og denne line-
arform vil tilfredsstille T|H = T_. Endvidere er |T(x)| ¢ 1 for alle

x € 0, og derfor er ||T|| ¢ HTOH. Da T er en forsattelse af T , er

Tl > HTOH. Dermed er smtningen beviste

Sztning 2. Tik en distribution T pi R® og en begranset &ben mengde

0 ¢ K™ svarer en differentiationsorden P = (p1,...,pm), s& at restrik-

tionen af T til 550 er kontinuert pa vektorrummet 550 med den ved

lell = HDE¢HU definerede norm.
Bemerkning: Hvis p(p) = lmeQHDgwnU, er p klart en semi—|
als

|
\
l

Bevis ! _
dda en norm, Of
indeholdep DOTMs 08 endca !
U(Q,r) u(Q,r) = {p-e Fplele) < v

Vi vil vis€gy gonveks. Rummet er fuldstendigt, altsé et Banachrum.

pnskede ege
Vi minder om:?

deholdt.i e
Fréchétrum: metrisabelt, fuldstzndigt rum,

A2 1. Lad )
tilfredsstiBanachrums: normeret, fuldstzndigt rum

Hilbertrum: fuldstzndigt rum med et indre produkt,

- dvs. et Hilbertrum er et Banachrum, der alter er et

4 Fd
Frechetrum,.
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Bemzrkning: Setning 2 gar ud DAnal Visgy at restrik- =
tionen af en distribution til en begrenset dben mang-

For ¢ ge 1igger i @p’. Da topologien i &J er finere end
‘topologien iQSp, vil det vaere svsrere at vere konti-

miert i 32" (krever flere omegne ved originalmengde—

sad vi
afbildningen) end i D'

Lad T € <D', Hvis T er kontinuert i delrums-
Enhve;
topologien fra 3P, er T c P, Her er NP mengden af

tagne . c s : .
p gange kontinuerte differcentiable funktioner, og

derfo: ‘
Q)c O(Z-‘p, hvor &2 's topologl er finere end delrumsto- |

pologien. En sadan distribution siges at have orden p. :
vist,

alts
& En basisomegn i 2% er givet ved
at T ¢ X o
U((e)) = {p € DP||DFp(x)| < e, Tor |kl < p og x€ KN\K ]
med e - i
_ AP k ‘
{p € DP| max |DHp(x)] g e, for x € K\K__,}e |

Ikl < p
Smtniy . L .
Til sammenligning kan nmvnes, at en basisomegn 1i 55
0c X ) he
er givet ved |
|
|

tinue: |
|

U((Sn)’(qn)) =

< k ‘
o € DID%p(x)] ¢ e, for |k| ¢ g 08 x€ KN\K _,]. |
Bevig: Ifglge sztning 2 eksisterer der en differentiationsorden

p' = (p,{,...,pﬁl), s& at T|0 er kontinuert pa @O med den ved

lloll = HDR)¢”U definerede norme For p" = (p;+1,.,.,pé+1) er DR ébo
ind i 530 en kontinuert afbildning, og billedm@mngden H er et linesrt
underrum af 550. Nu er DR injektiv, og den omvendte afbildning
(DR")_1: H ind i 550 er en lineszr afbildning. Vi har siledes en li-—
nemr afbildning To(DR )™t H ind i G. Lad e vere et positivt tal.
Vi kan bestemme & > 0, s& at |T(p)]| § e for enhver funktion ¢ € ébop

!
som tilfredsstiller betingelsen |D& olly < 6
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Lad nu ¢y € H vare en funktion, som tilfredsstiller betingelsen
H¢H1 § & eller udfgrligt arl ¢ 6+ Lad ¢ vere den funktion i §bo,

"
for hvilken D2 ¢ = ¢. Vi har da

R' x.1 .xm
D (0(_}_{_) = [m ...'[bo S[I(t']’."’tm)dtJ'."dtm’

hvilket implicerer, at

DR glly ¢ Lovedl 19(tysenerty)]atyemndt, < 6,
altsd at ITO(DB")-1(¢)| = [T(p)| § €+ Vi har siledes vist, at o (DR )™
er kontinuert pad H med L1-normen, altsad pa&. H som underrum af L1. Men
s& fglger af Hahn-Banachs satning, at der findes en kontinuert line-
arform Ty ! ind i €, s& at TO(DR")-1 = T1|H. Da T,1 er et element
af dualrummet L~ til L1; findes der en begranset Lebesgue-integrabel

~ R ~ 1" o
funktion g: O ind i C, s& at T, = &, altsd T = BoDR , Vi har s&ledes

T(p) = é(Dgnw) = (-1)|E"|Dané(¢). Vi sztter

X X
_ (=g 2" m |
£(x) = (DRI Tee [P g(tygeneyty)at, euedt ,
og f er da en kontinuert funktion, som nmsten overalt tilfredsstiller

t
D1"°Dmf = (-1)'2 lg, og med differentiationsordenen .- —y e

R = (p;+2,...,pé+2) har vi derfor T = DE¥, Dermed er smtningen bevist.

Sstning 4. Til en begrznset mengde A c Q' og en begranset &ben mazng-

de 0 c R" svarer en differentiationsorden p. samt en ensartet begran—
set m@sngde B af kontinuerte afbildninger £: 0 ind i {, sd at hver

distribution T € A er differentialkvotient af orden p af en funktion

f € B,

Bevis: Da mzngden A er begrznset, findes der en omegn af O i

884 at distributionerne i A er ensartet begraznse.de pa denne omegne

Heraf fglger, at omegnen U(Q,r) i beviset for smtning 2 kan velges,
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s& at T—1(S) 2 U(Q,r) for alle T € A. Tallet § i beviset for saztning
g

I

2 kan da ogsd vzlges f®lles for alle T € A. Men distributionen T1

O5pm

har L1-norm < %3 og £ i satning 4 tilfredsstiller derfor |f(x)] <

for alle x € O+ Dermed er sztningen beviste.

Ovenstidende resultater kon forbedres yderligere, men dertil
bliver det ngdvendigt at inddrage Hilbertrummet 1 undersggelserne.
Et Hilbertrum er et Banachrum E over C med et indre produkt ¢: ExE
ind i € (vi vil skrive [x,y] = go(x,y‘)), som tilfredsstiller betingel-
serne $
VasBe€ CV x,5,2€ E ¢ [ax+8y,5] = alx,z] + gly,z]
vV x,5y€ E : [y,x] = [x,¥y]
vxeEE: [x,x] = HXHZ.
Det fglger af de to fgrste betingelser, at
[Zyax"'ﬁ.V] = O.C—[pr] + ﬁ—[zle]s
og det indre produkt er sdledes ikke linemrt i den sidste faktor.
Hvis vi et ¢jeblik glemmer, at E er et Banachrum og erstatter den
tredie betingelse med [x,x] > O for x £ O, har vi for a,8 € R, at
0 ¢ [ax+pysax+py] = [x,x]a” + 2Re[x,ylap + [y,¥16°,
hvilket viser, at (Re[x,y])2 < [x,x][y,y], 0g da dette gmlder uzndret,

nar x erstattes med eiyx, y € R, kan vi slutte, at Cauchy-Schwarz's

ulighed |[x,y]|2 < [x,x][y,y] er opfyldt. Den medfgrer umiddelbart, at
[x+y,x+y] = [x,x] + 2Re[x,5] + [¥,5) ¢ WIx,x] + V[y,7])%,

s8 at [|x|| = v[x,x] bliver en norm. Et vektorrum med et indre produkt,

der opfylder de to fgrste betingelser samt v x £ O ¢ [x,x] > O til-

lader sadledes altid en organisation som normeret vektorrum, et s&—

kaldt prz-Hilbertrum. Bliver rummet tillige fuldstzndigt, er det et

Hilbertrum,
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En familie {ejlj € J} af punkter af E kaldes et ortonormalsy-

stem pd E, safremt
O for j +k

[ej’ek] =

.1 for j = k.
Lad {e1,...,en} vere et endeligt ortonormalsystem. For x € E og
CyresesC, € C har vi den velkendte relation
I - 58 (1% =
[x - s[x,e ]ev + 2([x,e ]-C )e ’X - E[X,e ]e + E([x,e ]—c )e ] =

”x—E[x,e ]e H +Re 2(|x e, l-c ) [x- Z[X €, ]e e, ] +
U=

3 ([x,e,]-c )(Tx, e, ]-c )e, e ]l =

uav=1
lx - s[x,e Je H2 + 3|[x,e ] - ¢ |2
MV RY v v
Heraf fremgér, at det af e1,...,enhudspwndte underrum indeholder

netop ét punkt, nemlig E[X’ev]ev’ der ligger nmrmest ved x. For

Cy = oo =0 = O giver relationen Bessels ligning

2 ‘ 2 2
=" = 21[=,e, 117 = llx - =[x,e e |
Heraf fglger, at Zl[x,ev]l2 < HX”2 for ethvert smt e,sv..se, taget
fra et ortonormalsystem {eJ}, altséd at mmngden {j € Jl[x,ej] £ 0}

er endelig eller numerabel, samt at 3 |[x,e. ]I eksisterer for et-
jed

hvert x € E og er ¢ Hx”2
Lad nu {cjlj € J{ vere en familie af komplekse tal, for hvilken

{i€ Jla, £ 0} er endelig eller numerabel og 3 la.|2 { we Lad (3j.)
J J J n

vere en fglge af forskellige elementer fra J omfattende alle elemen—

ter med a5 # Os Vi vil vise, at Zaj ej konvergerer pa E. Dette fgl-
n “n

imidlertid umiddelbart af, at
n+p o n+p ,2

I 2 a,e. "= = |a,
k=n+1 % Yk k=n+1 Jk
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Ortonormalsystemet [ej} bestemmer sdledes et underrum H ¢ E

bestdende af alle summer Ta 48y med 2[&3[2 konvergent. For en sidan

sum Eajej og et punkt x € E har vi den umiddelbare generalisation af

relationen ovenfor

I = saje ll® = Ix - 3lx,0,]e4l1%,+ 5i(x,6,] - a1,

J 7 v v

hvilket viser, at punktet z‘,[x,ej]ej er det punkt af H, der ligger
nzrmest ved x, og det medfgrer, at x € H, eller x er ydre punkt for
He Altsd er H et afsluttet underrum, og da ethvert punkt i H er gran-
sepunkt for en fglge af endelige linearkombinationer af elementerne
€.y er H det mindste afsluttede underrum, der indeholder {ej]. Vi si-~
ger, at H er det af {ej} udspandte afsluttede underrum. For H = E
siger vi, at ortonormalsystemet {ej} er et fuldstmzndigt ortonormal—
system 1 Es I dette tilfzlde vil x € EogV j @ [x,ej] = 0 medfgre
X = z[x,ej]e:j = 0y, og et fuldstendigt ortonormalsystem er derfor
maksimalte. For x € H vil pa den anden side y = x - z[x,ej]ej vare
¥ O og [y,ej] = 0 for alle Jj, og ortonormalsystemet kan da udvides
ved tilfgjelse af e = ”yu-1y. Heraf fglger, at et maksimalt orto-
normalsystem er fuldstzndigt.

For en mz=ngde af ortonormalsystemer, som er fuldstzndigt ordnet

ved inklusion, g®lder det &benbart, at foreningsmzngden igen er et

ortonormalsystem.

Lad nu {ejlj € J} vere et fuldstzndigt ortonormalsystem pa E.
Med E,1 betegner vi mengden af familier a = {ajlj € J}, for hvilke
zlajlz er konvergent. For a = {ajlj € I}y, b= {bjlj € J} eksisterer
[Q,E] = Eajf;'if¢lge Cauchy—Schwarzﬁs ulighed, og atb = {aj+bj|j € J}
vil igen tilhgre E1. Det fremgdr heraf, at E1 er et vektorrum med et
indre produkt [a,b], som giver anledning til en norm pa Bys Til x € E

tilordner vi nu I(x) = g = {[x,ej]lj € J}, og It Epa E, er da en
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isomorfi og &benbart tillige en isometri. Endvidere er
[x,5] = [slx,e le5sy] = 5lx,e51[e v] = 2[x,ej]ﬁ75;j'= [1(x),I(y)]
Afbildningen bevarer sdledes det indre produkt. Talrummet E1 er si- |
ledes en ngjagtig kopi af E. Vi siger, at E1 er en fremstilling af E
i retvinklede koordinater.,
Et afsluttet underrum H ¢ E er fuldstsndigt og derfor et Hil-
bertrum. Der findes derfor et fuldstendigt ortonormalsystem {éjlj € J1}7

pa He Ifgplge Zorns lemma eksisterer en udvidelse {ejlj € J} med J1 cd

og e:j = éj for j € J1, som er et fuldstendigt ortonormalsystem pa E.
Et punkt af E har en fremstilling x = 3 a.e., og p(x) = 3 a.e, er
j€JJ J £J1J J

projektioner af x p& H. Ortonormalsystemet {ejlj € J\J1} udspender
et afsluttet underrum-H1, som netop omfatter alle vektorer, der er
ortogonale p4 He Endvidere fremgar det af koordinatfremstillingen,
at E er topologisk direkte sum af H og H1.

Nar vi har valgt et fuldstendigt ortonormalsystem {ej} pad Hil-
bertrummet E, har hvert punkt x et koordinatsat {aj}, og vi kan der-
for indfgre det konjugerede punkt X med koordinatset {5;}. Vi ma dog
notere osy, at dette begreb pd vaesentlig madde afhanger af det valgte
ortonormalsystem. Ved det indre produkt

<x, 7> = [%,¥]
etableres en dualitet mellem E og E. Svarende til denne dualitet kan

vi indfgre den svage topologi pa E.

Sztning 5. De afsluttede kugleomegne af O i normtopologien pad E er

svagt afsluttede.

Bevigs: Lad {e,} vare et fuldstzndigt ortonormalsystem p& E. Den

afsluttede kugleomegn med radius r omfatter netop de punkter x € E,
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for hvilke El[x,ej]lz.g r2, At x ¢ E er derfor ensbetydende med, at
der findes et endeligt ortonormalsystem {e1,.o.,en}, samt et tal ¢ > O,

sa at n 5 5
2l[xsev]| > (I"HE:) .
v=1] -
Nu er
-l
U = {ye Ell[y’ev]l § n 28, v = 19.0.,11}

en svag omegn af 0, og for y € U er

n o n o1 n o1
( 2|[x+y,ev]] )2 > ( El[x,ev]l 2 - ( El[y,ev]l 2 > r,
v=1 T p= v=1

hvilket viser, at x ogsd i den svage topologi er et ydre punkt for

kugleomegnen « Dermed er sztningen bevist.

Vi bemerker, at det for ethver fuldstendigt ortonormalsystem

p& E gelder, at den derved definerede afbildning y - 5 af B pa sig
selv er isometrisk og derfor kontinuert i norm. Vi kan derfor uden
videre direkte benytte [x,y] i stedet for <x,y> ved definition af
den svage topologi. Den omstmndighed, at [x,y] er konjugeret linear
i y bevirker trivielle @andringer i visse satninger.

Lad I vere et filter pa E, og lad a vaere et punkt af E. AT ¥ —» a
i den svage topologi fglger nu for ethver y € E, at afbildningen
X -» [x,y] afbilder } pd et filter Fy, som konvergerer mod [a,y].
Hvis det omvendt gmlder, at enhver afbildning x - [x,y] afbilder F
pa et filter, som konvergerer mod [a,y], kan vi slutte, at enhver
mengde {e+x|[x,y] < r] tilhgrer P for r > 0, og det samme gmlder da
for enhver fzllesmzngde af endelig mange s&danne mengder, men det

betyder netop, at P - a i den svage topologi.

Setning 6. De afsluttede kugleomegne i normtopologien pd E er svagt

kompakte.
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Hvis x € K, er x = 3 £464, hvor £, = [X,Gj]
og 2}|§j|2 < 1o
Vi betragter nu projektionsafbildningerns py : K- &
givet ved pj(x) =& S& vil billedfiltret konvergere,
idet det er (basis for) et ultrafilter p& enhedscirklen,

dvse §j vil konvergere mod yj.

Vi betragter nu en afbildning q : K- & gi-

vet ved

‘ 2
Faeet lgg 1P 515

n

2
X = l§j1|

hvor j1,...,jn_€ J er fast valgt. Billedfiltret bli-

ver atter et ultrafilter, denne gang pa [0,1].

Men s& slutter vi, at |vy. |2 + eee + |V, |2 < 1 for
31 Jn =

. : 2
alle J'l""’Jné J, dvs. El')/jl _g Te

Vor pastand er nu, at F - Zyjej = Ze

Vi vaelger et vilkadrligt w € E og skal s& vise, at
[x,y] = [z,y], hvilket berettiger os til at betragte
afbildningen X —» [X,¥]e

Nuery =23 njej’ hvor Zlnj|2 er konvergent, dvs. vi

. . o 2 2
kan valge Jysesssdy, s& at 3 Injl < (% £) s

j + j19°'°!jn
for ¢ > O,

Restsummen vurderes nu ved

1 2.1
Gle PP 5 InglDE g3
J ¥ Jjaeeesdy

A

| £.n;l
j + j1’°",3n J7d

altsa er

Myl £ 580

W=

. Y
J + 31900'93n

Nu vi&)gj - Y5 for ethvert j € J, dvs. billedfiltret

<

indeholder en omegn defineret ved
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Bevis: Lad F vare et ultrafilter pé kugleomegnen
K = {x € E|llx]| g r},

hvor r er et positivt tal. For ethvert y € E vil x - [x,y] afbilde
P pd et ultrafilter Fy p& billedet af K, og da dette er en begrznset
me&ngde i den komplekse plan, vil Fy konvergere mod et gransepurkt
T(y) € 0. Derved defineres en afbildning T : E ind i C. AF
[x,ayﬁ+ﬁy2] - ETx,y1] - EIx,yz] = 0 fglger ved granseovergangen, at
T(ay1+ﬁy2) = &T(y1) + Eﬁ(yz), altsd at T er en konjugeret linemr af-
bildning. &F ||ly|| ¢ 1 fplger for x € K, at |[x,y]] < lIxllllyl] ¢ vy alt-
s& |T(y)| ¢ r. Heraf fglger, at T(y) er kontinuert i normtopologien
og dermed svagt kontinuert. Dette medfgrer, at T har formen T(y) =
[a,y] for et a € B, og af bemzrkningen forud for smtningen fremgir
derefter, at P> aiden svage topologi. Af s®tning 5 fglger nu, at
a € Ke Dermed er satningen beviste.

Den stmrkeste topologi, der er forenelig med dualiteten mellem
E og E er den, der svarer til ligelig konvergens p& sV¥agt kompakte
mangder. Heraf fglger umiddelbart, at normtopologien er forenelig
med dualiteten. Men det medfgrer igen, at en svagt begranset mzngde
er begrznset I norm, alts& at normtopologien er den stmrke topologie.
Dermed har vi ogséd bevist, at E er staerkt dual med sig selv.

Hvis E ikke er endeligdimensionalt, vil den afsluttede enheds-
kugleomegn indeholde en fglge (en) af vektorer, som udggr et orto-
normalsystem, og denne har abenbart ingen delfglge, der er konver-—
gent i norm. Kugleomegnen er altsd ikke kompakt i normtopologien. Vi
ser ogsid, at der i Hilbertrummet med uendelig mange dimensioner er
vaesentlig forskel pa sterkt og svagt konvergente fglger. Forholdene

o] . ) (
er saledes i flere henseender mere komplicerede end for rummene.ib

og '
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Bemerkning: Hvis H ¢ E er et afsluttet underrum, er Hselv ct Hilbertrum,

Det fremgdr af ovenstidende, at ethvert Hilbertrum er isomorft
med et tal-Hilbertrum, Strukturen pa et tal-Hilbertrum afhsnger selv-
fplgelig kun af kardinaltallet for indexm@zngden J. Der findés altsa |
i det vazsentlige for hvert kardinaltal netop et Hilbertrum med dette
kardinaltal som dimension. Et endeligt dimensionalt Hilbertrum er et
s®lvanligt endeligdimensionalt rum.

Rummet L2 bestdende af klasser af funktioner £ : 0 ind i C for
hvilke/lfl2 { =, organiseres som Hilbertrum ved det indre produkt

[£,e] = [f(x)e(®ax,
hvor integralet konvergerer ifglge Cauchy-Schwarz's ulighed. Riesz~
Fischer's smtning siger netop, at L2 er fuldstendigt. Det fremgar
af ovenstiende, at L2 er dualt med sig selva.

Vi vender nu tilbage til vore undersggelser af distributioner-—

nes lokale egenskaber., Vi vil udnytte Hilbertrumsteorien i beviset

for fglgende sztning.

Setning 7. Lad P vare et begrenset filter, som konvergerer mod O pa
55', og lad O ¢ 2™ vere en begrenset 8ben mengde. Der eksisterer da
en differentiationsorden p = (p1,...,pm) og et begranset filter &,
som konvergerer mod O pa €, s& at DE afbilder & p& et filter, der

stemmer overens med B pa mzngden O.

Bevis: Lad B € I vare et begrsnset filtermmngde pad & *. Swvarende til
denne mazngde vaelger vi tallet Q i overensstemmelse me d smtning L.
For p'= (Qye0.,Q) golder da, at ethvert T € B er kontinuert I den
ved HDRj¢“U definerede norm pa ézb ifglge smtning 2. Som i satraing 3
indfgrer vi p" = (Q+1,...,Q+1) og billedet H af ébo ved afbildnirggen

t || -
DR : LB, ind 1 D, For T € B bliver To(DR)™1: H ind 1 ¢ en linear

’
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afbildning, som bliver kontinuert pad H i den topologi, der induceres
pA H som delrum af L1, men nu vil vi benytte den svagere pastand, at
TO(DR")-1 bliver kontinuert p4 H med den topologl, der induceres pa
H som delrum af L2. Lad nu H vare afslutningen af H i rummet L2. For
ethvert T € B udvider vi TO(DB")-1 til en kontinuert linesr afbild-
ning T1: H ina i &. Afslutningen af vardimsngden &ndres ikke ved en
s8dan udvidelse. Ethver punkt ¢ € L2 har en ortogonal projektion
w(p) pa Hy og m: L° P& H er en linexr, kontinuert afbildning. S& er
Tyow en kontinuert linear udvidelse af TO(DE”)—1 til hele L2, og
T1°w tilhgrer dualrummet til L2, altsa L2. Heller ikke den nye ud-
videlse @&ndrer vardimsngdens afslutnimg. Ved at foretage denne ud-
videlse for alle T € B far vi til filtrets restriktion til B knyttet
en filterbasis pa L2, og da det for hver enkelt distribution gzlder,
at afslutningen af vaerdimsngden ikke er mere omfattende for den til-
ordnede distribution, vil den saledes opstdede filterbasis vaere ba-
sis for et filter &,, som gdr mod O. Som i beviset for satning 4 ser
vi, at pR" overfgrer G1 i P. Der star nu blot tilbage at udfgre en
integration efter hver variabel for at komme til et filter af kon—

tinuerte funktioner. Dermed er sztningen bevist.

Setning 8. Lad (Tn) vare en fglge, som gdr mod O p&d /X', og lad O ¢ R
vere en begranset Aben maengde. Der findes da en differentiationsor-—
den p =‘(p1,...,pm) og en fglge (fn) af kontinuerte funktioner, som
gdr ligeligt mod O, s& at det for ethvert n € N gelder, at restrik-

tionen til O af Tn er identisk med restriktionen til 0 af DEfn.

Bevis: Da en konvergent f@glge er begranset, er smtningen et

specialtilfslde af saztning 7.
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19, kapitel .

Rummene & og &',

Definition 1: Med & wvil vi betegne vektorrummet af vilkarlig ofte

differentiable funktioner ¢: ™ ina i ¢ med den topologi, der defi-

neres ved at mangden U ar omegne af O som basis har
B = {U(e,a,K)|e > O, ae N, K¢ o kompakt}, -
hvor U(e,4,K) = {¢ € éflsup sup |DPp(x)| ¢ €} ={¢,€ é;Ingq(¢) el
xK |pl<a o
U(e,asK) = fp€ §lvxe Kvp ¢ [pl ¢ a= [Do(x)]| & o
nypf Py o ©F en seminorm. Altsi er U(e,q,K) konveks.

Vi ser, at konvergens pa 8 betyder ligelig konvergens pa en—

hver kompakt mezngde af samtlige partielle differentialkvotienter.

Sstning 1. :S er et 1okalk6nvekst topologisk vektorrum, et Fréchét~

rum, et blokrum og et Montelrume. et Hy
, — Le1t] Sdorfrpy—
: Da <g7¢p et Frépaetrum, er det specield) e g

o/

Bevis: Det er klart, at B er en filterbasis, at U(e,;q,K) er rund,

afsluttet og konveks, samt at AU(e,q,K) = U(Ae,q,K) for N > 0. Det
ses umiddelbart, at U(e,q,K) er absorberende. Dermed har vi vist,
at & er et topologisk vektorrum. Idet vi valger K, = {xe€ 2™ 1| < nj,

{2

udggr mengderne U(s,q,Kn) en basis for U, og for ethvert n og @ er
lolly,q = supl D% ()] 12l ¢ @ x € K]
en pseudonorm. De til alle disse pseudonormer svarende kugleomegne

udggr en basis for U, men det samme gzlder for de speciellere pseudo-

normer |||l ., og udtrykket [p] = 52 min{1,|lo|| } er en langde,
9 n,n

der giver anledning til en invariant metrik defineret ved ’

dist(¢1,¢2) = [¢2—¢1]. Ganske som for éﬁK kan vi nu vise, at dette

er en metrisering af det topologiske vektorrum é;. Lad o vere en

vilkdrligt ofte differentiabel funktion, som er identisk % pa Kn og

har sin stgtte indeholdt i Kn+1‘ Lac (¢n) vare en fundamentalfglge

232{7 Bemzrkning: Vi kunne specielt valge U(s,q,Kn) = U(%,n,Knﬂ
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pa éf. For ethvert p € N er (ap¢n) en fundamentalfglge pa §6K ,
n+1

alts& konvergent. Heraf fglger, at der findes en vilkarlig ofte dif-
ferentiabel funktion ¢, s& at det for ethvert p og q gzlder, at
(DE(pn) - DBy ligeligt pa K_» Dermed har vi vist, at & er fuldsten-
digt, altsd et Fréghét—rum. Dette medfgrer, at {; ér et blokrum. For
at vise, at é; er et Montel-rum, skal vi vise, at enhver begrznset
fglge (¢n) pa éf har en konvergent delfglge. At (¢n) er begranset,
betyder, at (¢n) absorberes af enhver af omegnene U(e,q,K), og det

medfgrer, at D2¢n'for ethvert p og n er begranset pad enhver kompakt

mengde. For ethvert fast q medfgrer dette, at (aqpn) er en begrenset

fglge pa gbK 1, og den har derfor en konvergent delfglge. Dette vi-
n+

ser, at (¢n) for ethvert g har en delfglge, der konvergerer ligeligt
pa Kq mod en gransefunktion ¢, og siledes at (DE¢n)-ﬁ DR¢ ligeligt
pa Kq for ethvert ¢. Ved gentagne fortyndinger far vi dette opfyldt
efterhanden pa K1,K2,..., og diagonalfglgen vil da have den n@vnte
egenskab for ethvert Kq, men det betyder netop, at den konvergerer
pa éf. Dermed er satningen bevist.

Vi indfgrer nu dualrummet £' til € . Et clement T€ &' er en
kontinuert linearform T : E? ind i C. At T er kontinuert er ensbe-
tydende med, at T er begrsnset pd enhver begranset mengde (se kapel,
sztning 14 og den efterfglgende bemarkning side 88). Beviset for
smtning 3 i kapitel 6 (side 109) kan da umiddelbart kopieres, og vi
finder, at &' er fuldstzndigt. Det ses umiddelbart, at & og &"
er i dualitet ved <¢,T> = T(p), idet ¢, defineret ved §a(¢) = ¢(a)
&benbart tilhgrer £'. Initialtopologiéh pa é§ er forengiig med dua-—
liteten mellem & og &' og derfor vil begreberne svagt begranset,

sterkt begrenset og equikontinuert stemme overens pad & " og for fgl-




HT 1965-66 234

ger og begransede filtre pé 5?“ bliver der ingen forskel mellem

sterk og svag konvergens. Da en svagt kompakt me&ngde pa 8 er svagt
begrenset, er den begraznset i initialtopologien og derfor prakompakte.
Men den er ogsé svagt afsluttet, altsd tillige afsluttet i initial-
topologien. Heraf fglger, at den stmrke topologi pa é?“ netop svarer
til ligelig konvergens pa svagt kompakte mezngder i é?, og den er der-
for forenelig med dualiteten. Endvidere ser vi, at en begranset og
afsluttet mengde i é;“ er kompakt ved ganske samme rasonnement som
for &*. Heraf fglger igen, at g”'=:~:. At initialtopologien pa &
netop svarer til ligelig konvergens p& begranscde mzngder pa £
fglger derefter pa samme made som for <) , og samtidig fas, at ég“ er

et blokrum, altsa et Montelrum. Vi har dermed vist fglgende satning:

Satning 2. Rummet E" er lokalkonvekst, fuldstazndigt, blokrum og

3}

og &' hinandens starke dualrume

Wit

Montelrum. Endvidere er

3

Vi skal nu nzrmere studere den indre struktur af rummene 63 og
E", og vi indleder med fglgende smtning:
Sztning 3. Ngdvendigt og tilstrakkeligt for at en mengde {gojl j€ J} c E
er begranset, er, at for enhver kompakt mengde K ¢ R™ og enhver dif-
ferentiationsorden p = (P1""’pm) er mengden {wj(§)|§_€ K,j€ J}

en begranset mengde i (.

Bevis: Det ses umiddelbart, at den anfgrte betingelse netop er
absorberes
ensbetydende med, at mzngden af enhver af mangderne i B i definition 1.
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§§§glggwgo§ﬁ'er en overalt tat delmzngde af é: og topologien pa &4

er effektivt finere end den fra E: inducerede delrumstopologie

Bevis: Lad ap vere de i beviset for s®tning 1 benyttede hjel-
pefunktioner, og lad ¢ € é? vere vilkarlig . Da gelder ap¢ e og i
topologien pd & gelder trivielt (apw) 5 pe Altsd er <D overalt tet
i & . Det er klart, at enhver af de i definition 1 indfgrte basis—
omegne indeholder en omegn af O i o8 . Altsa er topologien pa & fi-
nere end delrumstopologien. Hvis topologien pé 55 var identisk med
delrumstopologien, ville B vere et fuldstendigt delrum i éf og der-
for afsluttet, men det er umuligt, da /) er et mgte delrum og over-—

(=
alt tet 1 G « Dermed er satningen beviste.

Lemna 5. Lad T vaere en distribution pé R™. Der eksisterer da en mak-
simal &ben mengde O ¢ R™ med den egenskab, at T(p) = O for enhver

funktion ¢ € & med stgtte indeholdt i O.

Bevis: Lad {Ojlj € J] vare systemet af alle abne mengder med
den egenskab, at Tp = O, nir ¢ har sin stgtte indeholdt i et Oj' Vi
setter 0 = UOj, og meEngderne Oj udggr da en overdskning af O. Der
eksisterer da en fglge (nn) af funktioner fraﬁﬁﬁ, s at hvert ™
har sin stgtte indeholdt i et Oj’ og pa hvert kompakt K ¢ O antager
hgjst endelig mange Ny fra O forskellige vardier, og s& at Znn(gﬁ = 1
for ethvert x € O, Lad nu ¢ € <J have sin stegtte indeholdt i 0. Vi
har da ¢ = Ennp, og da hgjst endelig mange led pad hgjre side ikke
forsvinder identisk, er T(p) = zT(nn¢) = 0., Altsd hgrer O selv med

til systemet {Oj} og er s8ledes den maksimale &bne mzngde med den

omtalte egenskab o
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Definition 2. Komplementasrmasngden til den 1 lemma 5 omtalte mangde

O kxaldes stgtten for distributionen T.

Sztning 6. Rummet & ' omfatter netop alle distributioner med kom—

pakt stgtte.

Bevis: Lad T vare en distribution med den kompakte stgtte K.
[¢}

tied betegnelserne fra beviset for satning 1 velger vi n, s& K c Kn'

Ved ¢ - Oy defineres abenbart en kontinuert afbildning: é? ind i éb,

og ved T1(¢) = T(anw) defineres derfor en kontinuert linearform pa

o

]

1%

« For ¢ € &b far vi T1(¢) = T(an@) = T(anw) + T((1'an)¢) =

(o p+(1-0 )p) = T(p), idet (1-a )¢ har sin stptte indeholdt i (K.
A1ts8 stemmer T og T1 overens pé.gw,‘sé at T,1 er en kontinuert fort-
settelse af T. Da «f er overalt tat i &, er T, entydigt fastlagt ved
T, P4 den anden side har en kontinuert linearform T1 pa 5? en restrik-
tion tilcﬁﬁ, som er en kontinuert linearform, idet topologien pa
er finere end delrumstopologien. Altsd er T = T1|&5 en distribution,
og T1 er entydigt bestemt ved T. Da T1 er kontinuert, findes der en
omegn U(e,q,K), sa at |T1(¢)| {1, hvis |D2¢(§)| < e for alle x € K
og alle p med |p| < g. Specielt er |T1(¢)| < 1, hvis stgtten for ¢
ikke indeholder punkter af K, Men da ng har samme stgtte som ¢, med-
ferer dette, at |T1(¢)| < % for ethvert n € N, altsd at T1(¢) = O,
Altséd er T1en distribution med stgtten indeholdt i K. Dermed er sat-

ningen bevist.

Definition 3. Védwﬁ§§, hvor p er et helt tal og K ¢ R™ en kompakt

mengde, forstads vektorrummet af p gange kontinuert differentiable

funk tioner med stgtte indeholdt i K og med normen || “E defineret ved
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lolly = sup{ D% (x)||x € K, |p| < p}-
Ved 568 forstdr vi vektorrummet af p gange kontinuert differentiable
funktioner med stgtte indeholdt i den adbne mangde 0 og med den topo-
logi, der fremkommer ved, eﬂ:ébg opfattes som eksakt grznserum for

en fglge CQ?E ) svarende til en voksende fglge (Kn) af kompakte mang-
n

der, der udtgmmer O. Ved JDP forstas @8 med O = Rm. Ved gp forstas
vektorrummet af p gange differentistle funktioner pa ™ med en topo-

logi bestemt ved den omegnsbasis, der bestdr af mengderne {¢|H¢H§ < r}

for r » 0 og K ¢ ™" kxompakt.

Topologien péeQ5§ svarer til ligelig konvergens af alle differen-
tialkvotienter af orden ¢ p. Det er klart, at || HE er en norm pé=§5§o
For en fundamentalfglge pé<§§§ gwlder, at fglgen selv og enhver dif-
ferentieret fglge indtil orden p er fundamentalfplge i den ligelige
norm og derfor ligelig konvergent. Setningen om ledvis differentia-
tion af en funktionsfglge giver derefter, at fundamentalfglgen er
konvergent i1 topologien pétﬂ)ﬁ. Altsa er<§a§ et Banachrum. Rummet
iZK'er ¢t underrum i<§5§, og dets topologi er effektivt finere end
delrumstopologien. Topologien pétébg bliver uvafhengig af valget af
fglgen (Kn)o Rummet bliver ikke metrisabelt. Ved '"“det szdvanlige re-

sonnement" far vi, at é?p er et Fréchét-rum, men vi vi 1 ikke opholde

os ved dete.

Definition 4, En distribution T p4 en &ben mangde O siges at have

orden p, hvis den er kontinuert pé 550 med delrumstopologien frar§58-
Den siges at have orden p pa den aAbne mangde O,1 c 0, hvis dens re—

striktion til O1 har orden pe.
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D cand

Hvis O1

har endelig orden pa 01,,og setning 3 i kapitel 18 viser, at T er

er kompakt og ¢ O, viser smtning 2 i kapitel 18, at T

differentialkvotient af en eller anden orden af en kontinuert funktion
pa 01. |

Hvis T specielt har kompakt stgtte K, og 0 > K er en &ben mang-
de, fglger heraf, at T har endelig orden pa Rm, og at T er differen-
tialkvotient af en eller anden orden af en kontinuert funktion f ¢ O
ind i . Velger vi nu en &ben mzngde 01, sa at K c O,1 og 6;'c 0, ek-
sisterer der en kontinuert funktion o, som er identisk 1 pa 6; og
har sin stgtte indeholdt i 0, og pa K vil T da vare en differential-
kvotient af of. Vi kan endda valge o som en vilkarlig ofte differen-
tiabel funktion.

Vi bem@rker imidlertid, at den si@ledes dannede funktion of sad-
vanligvis vil have den omhandlede differentialkvotient afvigende
fra T p4d mangden O\K. Vi skal nu forbedre det fundne resultat, si at
vi opnar lighedstegn péa hele Rm, men pé& bekostning af, at T bliver
fremstillet som en endelig sum af differentialkvotienter i stedet for
som en enkelt differentialkvotient. Dernzst skal vi vise, at vi kan
ngjes med differentiationsordener mindre eller 1lig ordenen af T, h¥is

vi vil lade os ngje med at betragte differentialkvotienter af mal,

Sztning 7. Lad T vare en distribution med den kompakte stgtte K, og
lad O > K vare en &ben mengde. Da kan T pd hele X" skrives som en
endelig sum af differentialkvotienter af kontinuerte funktioner, der

alle har kompakt stgtte indeholdt i O.

Beviss: Vi kan antage, at 0 er kompakt. Der findes da en diffe-

rentiationsorden p og en kontinuert funktion £ : O ind i &, s& at




HT 1965-66 239.

T|O = DEf. Endvidere findes der en vilkarlig ofte differentiabel funk-
tion o ™ ina i C, som er identisk 4 p& en &ben mangde, der indehol-

der K, og som har sin stgtte indeholdt i 0. Vi kan opfatte aof som en
afbildning of: X" ind i 8, idet vi smtter af(x) = O for x ¢ 0. For
S éf har vi nu

T(p) = Tap) = Dor(ap) = (-1)|RI2(DR(ap)),

og formlen for differentiation af et produkt giver os en udvikling

hvor Roefficienterne Yq er positive hele tal. Alts& er

T(o) = (-1)I2l 5 y 202 R%),
ieel

og her er .
P(D22aD%) = J£(x) D % (x)D% (x)ax,
og med g8q = D23y pliver dette netop éq(Dgw), s& vi far

(o) = (012 5y 5 0%) = 5 (-nlegl, 0% (),
Kp * = e i 2

hvilket viser, at

T= 3 (-1)leal, Dg'éq.
asp 4 2
Hver af funktionerne g_ har stgtten indeholdt i 0. Dermed er s®tningen

4

beviste.

Setning 8. Lad T vaere en distribution med orden p og med den kompakte

stgtte K, og lad 0 o K vaere en adben mengde., Da kan T pa hele 2™ skri-

ves som en endelig sum af differentialkvotienter af orden < p af mdl,

der alle har kompakt stgtte indeholdt i O.

Bevis: Lad A. vere en kompakt trappemmsngde, der er valgt sadledes,
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at K ¢ A og & c 0. Lad Py o+ esPy Vere alle differentiationsordener
med |py| < p ordnet i en eller anden vilkérlig rakkefglge. Lad @gN

vere produktrummet %%Y“°">< %Z.af N eksemplarer aof ?gﬂg normeret

siledes at ¢ = (¢1,o..,¢N) har normen
lgll = max{llg ;13 = 1eneesNEs
U

84 er %Zh abenbart et Banachrum. En afbildning k3 é; ind i ?gN defi-

neres ved
45)

(o) = (0 plasene,D Tp]a).
Det er klart, at x er linezmr og kontinuvert, og billedmengden
k(&) ¢ igN.er et linemrt . underrum. Af x(¢) = O fplger, at ¢ har
sin stgtte i CA, altsa at T(¢) = O. Da T sdledes afbilder hele KN1(Q)
over i 0O, eksisterer der en entydig bestemt linezr afbildning T1:
(E) ind 1 ¢, 88 at T = Tyorc. Lad nu (%n) vere en fglge pa %gN; som
konvergerer mod O i normtopologien. Vi kan da velge (@n) pa &, =4
at K(@ﬁ) = ¢ o Vi valger en vilkadrlig ofte differentiabel funktion
Ol » soﬁ er identisk 14 pé.en dben mengde, der indeholder K, og som
har sin stgtte indeholdt i A. Da gzlder Abenbart
T, (g,) = o) = Plap,), og desuden (Dg(a¢n))-+ 0 ligeligt pa hele
rummet for enhver differentiationsorden g med ]gl £ po Heraf fglger,
at (T1(gﬁ))-+ O. Altsd er T, kontinuert i den fra normtopologien DA
éﬂﬂ inducerede topologi. Altsé kan T,l ifglge Hahn-Banachs satning

udvides tll hele rummet, og det medfgrer, at T1 kan fremstilles pé

formen

T1(@) = 81(¢1) + vee *+ SN(¢N)9
/7 .
hvor hvert S, er en kontinuert linezr afbildning Sj : ?EA ind i C,

Men s& er hvert Sj &t element af dualrummedv ﬁ?A og svarer saledes
til et mal ﬁj pa trappemasngden A, og dette kan opfattes som et mal

pa e med stgtte indeholdt i A. Med denne opfattglse har vi da Tor
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e

ethvert ¢ € & , at

T(p) = Ty(elp)) =

. Ry leyl 25,
By %) = 3 (~1) D%

1

n M =

. j(‘QD),

J=1

M=

J
og dermed er sztningen bevist.

Det er n&rliggende at spgrge, om ikke de i smtning 8 omtalte
mal kunne velges med stgtte K. Det ef ikke vasentligt far beviset,
at A netop er en trappemengde, idet dualrummet til %?K for en vil-
karlig kompakt mengde K c e netop er msngden af endelige mal pa X.
Hvis vi velger A = K i beviset ovenfor, svigter beviset for, at T
afbilder m“1(9) over i 0. Af k(p) = O felger nu blot, at ¢ har sin
stgtte i Cﬁ, samt at Dgw for |gj < p opfylder den samme betingelse,
men det er ikke p& forh&nd indlysende, at dette medfgrer, at T(¢) = U
Det er jo fx. ikke sikkert, at et randpunkt for K er kontaktpunkt for
ﬁn Det kan endda tenkes, at ﬁ = P Vi skal imidlertid vise i sztning

9, at denne del af beviset kan repareres. Vaerre er det med beviset

for, at T, er kontinuert i 0. Dette bevis holder, hvis enhver p gan-

1
ge kontinuert differentisbel funktion pa K kan udvides til en p gan-
gege kontinuert differentiabel funktion p& en &ben mangde 0 o K, og
sa at«ﬂbg—normen ikke bliver alt for meget stgrre end:ﬂfﬁ—normeno

Det viser sig imidlertid, at en sidan udvidelse ikke altid ekoisterer.
For en ret generel klasse af kompakte mzngder er det dog muligt at

gennemfgre beviset. Vi skal vende tilbage til dette spgrgsmé&l i ne-
ste kapitel.

Setning 9. Lad T vere en distribution med den kompakte stgtte K c it

og med den endelige orden p. Lad ¢: R™ ina 1 & vere en vilkarlig ofte
differentiabel funktion, som tilfredsstiller betingelsen Dg¢(§) = 0

for alle x € K og alle g med |g| ¢ p. Da er T(p) = O.
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Bevis: For r > O betegner vi med Kr mengden af punkter, hvis
afstand fra K er < r. For hvert r vil vi valge en passende funktion
a,t R ind i [0,e[, som er identisk 1 p& K., er vilkdrlig ofte dif-
ferentiabel og har sin stgtte indeholdt i Kur' Hvis det yderligere
lykkes os at valge a,, s& at Dg(ar¢) gdr ligeligt mod O for r —» O
for enhver differentiationsorden med |g| < Dy far vi umiddelbart
T(g) = T(ar¢)-ﬁ O for r » 0, altsd T(p) = 0, og satningen vil vare
bevist.

Lad os analysere, hvad der kraves af Oy Vi har en differentia-

tionsformel

(1) o p) = % v, DudiE,
T lklglgl #= 7

og her er koefficienterne Yq,k absolutte konstanter, og for |g| < p
qs& =

forekommer kun endelig mange af dem, s& de vil ikke volde vanskelig-

heder. Vi satter
(2) n(r) = sw{|D%(x)||lpl =2 A x€ K ].
Da DE¢(§) er O for ethvert x € K og |p| = p, og da me yderligere
er kontinuert, har vi n(r) » O for r » O. Lad nu et @jeblik y: K"
ind i ¢ vere en kontinuert differentiabel funktion, som tilfredsstil-
ler betingelserne

VxeK:yg(x)=0, VXE€E K)p |Dj¢(3_;_)| {m Tor J = 15ee0,mo
Lad os for x € K r med lx betegne et liniestykke fra et purkt af K
til punktet X og valgt s;iedes, at lazngden af lx er ¢ Lr. Vi far da

|4;P1¢(§)dx1 + eee + D g(x)ax | gcﬁ/ﬁfn.

Hl

ly ()|
Ved gentagen anvendelse af denne vurdering giver (2), at
— :)—
IoRyll, ¢ (w/me)P il (e),
s& (1) giver vurderingen

020l < ¢ y g Pl (/i )P~ ED )y o)

3
lki<lal




Hvis det nu lykkes os, at valge a,, s8 at HD&erU < cr &l por ai1e
k med |k| ¢ p og med konstant C, fAr vi en vurdering af formen

g x| »-|g 2-lal (.,
I8l § €2 g O/ ED O P18l e) ¢ 0,18l

og dermed vil satningen vare bevist.

Vi mangler nu blot at vise, at vi kan valge a,, s& at HDKarHU <
Cr—|5| for alle k med |k| ¢ p og med konstant C. Vi valger fgrst en
Kontinuert funktion g : R™ ind i [0,1], som er identisk 1 pa Ky OB
har sin stgtte indeholdt i KBr' Desuden valger vi en vilkarlig ofte
differentiabel funktion p €4) , som er positiv, har sin stgtte inde-

holdt i enhedskuglen og tilfredsstiller betingelsen /b = 1. Vi satter
4 =y -y
a(x) = ;ﬁ»/ﬁ(l)P(T)dI = fﬁfllx—xllsr B()e (=) dy

For x € Kr bliver y € K2r for @alle y i integrationsomradet, og vi
far derfor oa(x) = 1. For x 4 k) Ta svinder p(y) i integrationsomri-
det, og vi far a(x) = O. Endvidere er a vilkarlig ofte integrabel, og
| k -m-| k| g EL
Du(x) = v =/p(g)D% () ay.

Vi far nu vurderingen

105 ()| ¢ v () 105 (B0 g ¢ » IRl 0 (2D |ag

u

= v El s (xmp) ag = = VED /05D (1) age

Dermed er satningen bevist.

Satning 10. En distribution af den endelige orden p og med stgtten
reduceret til et enkelt punkt a er en endelig linearkombination af

differentialkvotienter af orden g v af distributionend‘a

Bevis: Lad T vare en distribution med stgtte {a}. Lad ¢ vere

en vilkarlig ofte differentiabel funktion. Ifglge smtning 9 er T(¢)




HT 1965-66 2Ll .

entydigt bestemt ved differentialkvotienterne D3p(a), |a| < p, og
det er klart, at T er en linear funktion af disse variable, som uaf-
hengig af hinanden kan gennemlgbe alle komplekse vardier. Heraf fgl-

ger nu, at der findes komplekse konstanter %gf lal < py s& at

T(p) = 5 AD&(a) = = ASDH = -1)|9|7\qu6"61(90),

5 (
lal¢p 4 lalgp 2 ® lalgp
og dermed er sztningen bevist.
Hvis det for en distribution T pad R gzlder, at en eller anden
differentialkvotient af T har stgtte {0}, er T &benbart identisk med
et polynomium pa R\{O}. Hvis T har kompakt stgtte, kan dette poly-
ﬁomium kun vare nulpolynomiet. Sztning 10 viser derfor, at en line-—
arkombination af differentialkvotienter af distributionen § ikke har
andre stamdistributioner med kompakt stgtte end eventuelle linear-
kombinationer af differentialkvotienter af §. Specielt er § og 1li-
nearkombinationer af differentialkvotienter af § ikke differential—
kvotient af nogen som helst funktion med kompakt stgtte. En linear-
kombination af differentialkvotienter af forskellig orden af § er
heller ikke differentialkvotient af noget mal med kompakt stgttes
Setningerne 7 og 8 kan altsd ikke skarpes, sd at "en linearkombina-
tion af differentialkvotienter" erstattes med 'en differentialkvotient".
Hvis T er en distribution af orden p og med kompakt stgtte K.,
og (@n) er en fglge pa & , for hvilken Dgw gdr ligeligt mod O pa K
for ethvert g med |g| < p, kan man ikke umiddelbart slutte, at
(T(¢n))-+ O Vi vi]l vi se dette ved et eksempel.

Vi velger m = 1 og K = {O}u{%ln.e N}, samt

(p) = Lin( 3 ¢(I) - mp(0) - (log n)Dp(0))
Noeo k<N

Vi m& selvfglgelig fgrst vise, at T er en distribution. Idet (@n)-Og
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(®1:1) er passende af ¢ afhsngige fglger af tal fra ]Jo,1[, har vi

2(p) = 1in( 3(p(d) - 9(0)) = (log n)Dy(0)) =
oo kén

ipo(de,) - (1og n)Dp(0)) =

lim( 3 ™

vin( 3 L(op(e,)De(0)) + (5 g - log n)Dp(0)) =
oo k<N k<n

s 1o p2p(d0!) + vDp(0),

n=in> B nn )

hvor y er Eulers konstant. Heraf fremgdr, at T er en distribution af
orden 2. Vi lzgger merk:s til, at go(x) = 0 for alle x € K medfgrer,
at Dp(0) = O, og derfor ogsd, at T(p) = O i overensstemmelse med
setning 9. Vi kan imidlertid valge ¢ € £, sa at gon(x) = 0 for alle
x Ej:T og qon(x) = 71‘1‘1 for alle x %e Vi har da (gon) - 0 ligeligt
p4d K, og desuden er D -qgon(x) = O for alle g € N og alle x € K. Ikke

desto mindre er 'I'(gon) =n, s& vi far (T(gon)) - oo
Eksemplet viser, at en distribution T af orden p og med den
kompakte stgtte K ikke ngdvendigvis er kontinuert pé& rummet é;}é af

restriktioner til K af funktioner fra E;P og med den topologi, der

svarer til ligelig konvergens p& K af hver differentialkvotient af

orden < Pe




HT 1965-~66 2L6.
20, kapi tel.,

Naturlige kompakte mengder.

. Definition 1. En kompakt mzngde K kaldes naturlig, hvis det for alle

pP € N gelder, at enhver distribution af orden { P og med stgtte in-

deholdt i K er en endelig sum af differentialkvotienter af mal med

stgtte indeholdt i XK.

Det er vort mdl i dette kapitel at vise, at alle "pzne" kompakte

me&ngder er naturlige. Det vides at den ved -1
[(x555) |2y € [0,1] A(xy =0V (x) $0A %, =6 X1));

definerede kompakte mangde 1 R2 ikke er naturlig. Vi skal se, at alle
trappemengder og alle konvekse m&ngder er naturlige. Foreningsmgngdan
af to naturlige mazngder behgver ikke at vaere naturlig. Fellesmangden
for en fglge af naturlige mengder behgver ikke at vaere naturlige. Det
er derfor ikke rimeligt at vente, at de naturlige kompakte mangder
udggr et rimeligt afgrsnset system., Vi vil lade os ngje med at give
tilstrakkelige betingelser for, at en kompakt mengde er naturlig, idet

vi vil vise fglgende sstning:

Sztning 1. En kompakt mengde K er naturlig, hvis der findes to posi-
tive tal A og A, s& at det for to vilkérlige purk ter X,y € K med af-
stand { A, gelder at de kan forbindes ved en rektifiabel vej, der

forlgber i XK, og hvis lzngde hgjst er A gange afstanden mellem X 0g

p

Beviset for denne satning er ret kompliceret, og vi vil forsgge
at ggre det mere overskueligt ved at indskyde en razkke hjslpesatninger.

Vi begynder med en udvidelse af Taylors formel. Vi vil benytte afkor=-
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tede betegnelser, idet vi for k = (k1,...,km), X = (X1""’Xm) skri-
k k
k 1 m
b e L . .
ver k! = k1..¢.kml 0g X= = X, "eeeX

m
Lemma 2. Lad O ¢ R vere en dben maengde og lad ¢: O ind i R vare
en p gange kontinuert differentiabel funktion. Lad a, = (av1,...,avm),
v = 19e0e,n vaEre punkter af O, s& at foreningsmzngden r af de n—l

liniestykker med endepunkter gv og 2v+1 tilhgrer 0, Vi sztter

M = sup{ [D%(x)|||p] = p A x€ I}
m n-i
= P
AL ool
Da gelder Taylors formel
1 Lk
(1) p(a ) = 5 5 D%(g,) (g, )— + R
hvor
1.~P
2 R - O
(2) IR, < S7N

Bevis: For n = 2 giver Taylors formel 1 den sazdvanlige form, at

(1) gzlder med

k
R = % |D-¢(§)(a )
P gl &
hvor £ er et punkt af r. Heraf far vi vurderingen
k
a pl - 1 - m

IRpl < T ¥ ]2 718178 eeelagy ey,

_ 4 _ D

....P M(Ia 11' +oo.+|a2m a1ml) N

hvilket netop er vurderingen (2). Vi viser nu lemma ved induktion
efter Iy, idet vi antager; at den i satningen fremsatte pastand er
opfyldt for en fast vardi af n og for enhver vardi af p, 84 at vi
ikke blot har en formel (1), men tillige for enhver differentiatign&—

orden g med|g] < p en tilsvarende udvikling

(3) php(a, ) =

|kl <p-1g| k' ey 2" 3
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hvor

q p-|gl
(4) IRPI < ZI):'EETTT M N »

Vi tilfgjer nu endnu et punkt 8p 44 € 0, og I udvides derved til
' ¢ 0, mens My; N\ og RP bliver til M', A' og Ré. Vi har nu en "gam-

meldags" Taylorudvikling

(5) plagg) = = éT pdy (a,) (8, ,4~8n)% + R

med restledsvurderingen

IRgl § 5'1,7_ M'—}\uP’

hvor

_an’1l + aee + Ia

1"
= -a
A 'an+1,1 n+l,m “n,m'’?

altsa
7\1 =7\ +7\H.

Vi indsatter (3) i (5) og far

_1 J_ el
ola .,) = = ) D—so(a)(a-a)(g —a )= +
e lal<® &' |kl-lgl® 17 e

2 g R% (2n+1-§n)g}+ Rpe

I dobbeltsummen indfgrer vi h = g+k som summationsindex i stedet fer

k, og derefter skriver vi igen k i stedet for h. DerVed e#ndres dob-

beltsummen til
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}j ar }j (—=§7fDﬂ¢(a1)(a -2,)5 a2 )% =
lal<p  k>g,
Ik]<p
}j Lo (a,) }j“-(—=~7“ a )5 e, a,)% =
TP k-q r( & 8n+178n
|k|<p™ ggk
S
Z “¢(a1 J qu'(k -qﬂ)l(anu-a'lu) o " n,u) =
lkl<p =1 ¢,=0
m__
‘ | u
le_.ga(a ) ( n+1 ’lu"anu) 9
lk|<p~ pu=1

el t
90(?',114_1) = lk2'<p E|D_§D(21)(an+1 an) + pr
hvor
' 114 ea Y2 . pw
7 gl gTRp(Bnit8n)% *+ B

s& vi far vurderingen

! A pl b= SJ - 4 n| —
IRyl < oM lq?<P SRR | k2n+1 &) l* IRP' =

-1
A7 _,TEL,_w p—a - )3 " o=
p!M 2 a!(p-q)! N Iq?z (mn+1 an) * IRpl -

q=0

p-1
A pP—q, nd " .,.,_, A P-q, wQ _ WP
pt" Q§o al (p- QS'” R IR} g pr! 2 '*TR“ETT‘A R p'M A

Dermed er induktionsbeviset gennemfgrt.
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Lemma 3. Lad K vere en kompakt mengde, der tilfredsstiller den 1 sa&t-
ning 1 anfgrte betingelse, og lad A og A vare valgt 1 overensstemmel-
se med denne betingelse. Lad 0 2 K vare en &ben mangde, og lad ¢: O
ind i R vere en p gange kontinuert differentiabel funktion. For

8,0 € K, [l-all < A
gelder Taylors formel

(5) o® = 3 2% (a) (b-a)= + R,

k|<p

hvor vi har restledsvurderingen

IR,| < gr@/m)PaPlp-alPeupl D% (2) | &l = p, x€ K}

Bevis: Lad O1 vere en begranset &ben mengde, s& at K ¢ 01 c 0. Lad

I vere en vej, der fgrer fra a til b inden for K, og hvis l&ngde er

¢ Allb-afle I r indskriver vi en brudt linie g 8,s.+3 med a, = a,
a, = be Vi har da Taylors formel (1), som er identisk med (5), og

vi har tillige restledsvurderingen (2)., Her er

n-1 m _n-14 -
Ao B Mi*'la”” ol \/mv§1ll.@_u+1-évl| ¢ vm A |le-all

Dermed har vi den ¢gnskede vurdering bortset fra, at vi har faet su-—
premum over O1 i stedet for K. Vi kan imidlertid vzlge 01, s& at su-
premum over 01 er vilkarlig 1lidt stgrre end supremum ever K. Heraf

fglger sztningen umiddelbart.

Definition 2. Lad K ¢ R™ vare en kompakt mengde, og lad p vare et

naturligt tal. For hver differentiationsorden k med |k| < p tankes
givet en afbildning gok': K ind i R. Punktionssystemet {go-]L{-I k] < p}
kaldes et Taylorsystem pé& K af orden p, safremt der eksisterer'po—

sitive tal A og M, s& at vi for
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a,b € K, |lb-ajl < Ay gl < p

har udviklingen

(6) odp) = 3 fr o3E(a) (p-a)E + &S

med restledsvurderingen

(7) R3] ¢ yaryr M le-alPmlel.

Lemma L. I ethvert indre punkt x af K tilfredsstiller det i defini-
tion 2 indfgrte Taylorsystem betingelserne D—¢— = ¢- |kl < pe Alle
¢§ er kontinuerte p4d K. Hvis K tilfredsstiller den i satning 1 anfgr-
te betingelse, og O 2 Keren aben mengde og ¢: O ind i R en p gange
kontinuert differentiabel afbildning, er {DE¢||§| < p} et Taylorsy-
stem pd K, og tallet A i definition 2 kan valges lig med tallet A i

satning 1.

Bevis: Relationen (6) og vurderingen (7) giver umiddelbart, at ¢ er
differentiabel for |g| ¢ p-2 med ngog‘(_}_c_) = ¢3"€J(x) for x € &, samt
at hver afbildning ﬁl er kontinuert pad K. Den sidste pastand i s&t-
ningen f¢lger umiddelbart af lemma 3.

Den kompakte mazngde K behgver ikke at indeholde indre punkter,
og det er derfor ikke oplagt, at et Taylorsystem er et system af dif-
ferentialkvbtienter af en funktion. Det viser sig imidlertid, at det-
te virkelig er tilfzldet, endda s8ledes at funktionen er defineret
i1 hele rummet og vilkarlig ofte differentiabel i hele komplementar-
mengden til K. Det er bemzrkelsesvaerdigt, at dette gelder for enhver

kompakt mengde i Rm. Dette resultat er indholdet af den fglgende

setning, som skyldes H. Whitney (1934).
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Setning 5. Tad K ¢ 2™ vaere en kompakt mengde, og lad p vare et na—
turligt tale. Der findes da en aben mangde O > K og et positivt tal
P, s& at fglgende gzlder:

Lad {¢£||5| < p} vare et Taylorsystem pa K af orden p, Der ek-
sisterer da en afbildning ¢ R™ ind i R, som er p-1 gange kontinuers:
differentiabel overalt og vilkarligt ofte differentiabel pa (K, og
som for enhver differentiationsorden k med |£| { p tilfredsstiller
betingelserne

DKo 1K = o og sup{ D% (x)||x € 0} < P(sup{ |5 (x)||x € K} + M),

hvor M er den i definition 2 optr:dende konstant.

Bevis: For ethvert z € (K vaelger vi blandt de punkter af K, der
ligger nazrmest ved z et bestemt punkt w(z). Derved bestemmes en (szd-
vanligvis diskontinuert) afbildning #: CK ind i K. Til hvert S CK
tilordner vi dernzst et polynomium

1k k
5 (x) = 3 gfe(a) (zw(z)E
= lk|<p =
For |g| < p er

k
e, (x) = £ r(2) (2 (2))”

|k|<p-lgl =
Vi vil bpenytte funktionerne @z som byggesten ved konstruktionen
af funktionen ¢ . Sammenkitningen vzl ske ved en opspaltning af en-
heden, men det vil vere ngdvendigt at valge denne ganske szrligt om-
hyggeligt. Vi indleder programmet med en vurdering af forskellen mel-

len differentialkvotienter af samme orden af to af funktionerne @Z

under anvendelse af (6) og (7). Vi fAr fgrst ved (6), at
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Dgéée(g) - D9¢g1(§) =

I 08 (2,)) (zm (20))% - 9K (7 (2,)) (zm(24))5

)
el el € 01 &e1al B
= -1-._. _1__ g+l£._+z n l_i _
xl<o-lal EMpl<o-Tal-lxl 2¥° (m(24)) (r(zp) - (29) Pz (25))

1,9tk 1 La+k

P = )_ A etk JE _

I1£|<p-IQIE-¢ frie)emlen) ull_tl<p-|gl BT Rp (&7 ()
R =T(2,)*>

2 gr 0¥ e (w<;“§33(tfgag (x) + 5 o RAHE (e (2,))E
kl<p-lg] & T 2= |glp-lg) B POT
- 1 g
= 3 e k

el o-lgl B P Ham (),

idet den fgrste sum i det nestsidste udtryk netop er Taylorudviklinger
af polynomiet Ddp_ ud fra punktet w(z,). Ved hjzlp af (7) far vi nu
=

vurderingen

|D9® (x)—Dgi (x)l

p-| gl -1
! i p! (P"FQJ"Vﬁ II"T(EQ)‘?T(E»] )“p-lgl-v Z % |(§'77(.z_2))£' <
v=0 HE

-lgl-1
e W’“ri ety (2 (2 )IP 1 Pl ()1 <

=0

P i

Det skyldes vore ubeh®zndige regninger, at resultatet ikke er blevet
symmetrisk i z, og zp, men det vil ikke komme til at genere i an-
vendelserne.

Til brug ved konstruktionen af vor specielle opspaltning af en-
heden velger vi en gang for alle en vilkarlig ofte differentiabel

funktion o: & ind i [0,1], som er identisk 1 i den ved |§u| < %,
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U = 15eee,m bestemte kasse, strengt positiv overalt i den ved l%ulé E,

190e0ym bestemte kasse og O uden for denne kasse.

r®
1

Dernazst far vi brug for et net pa Rm, Maskerne af fgrste orden
i dette net skal vmere de kasser med kantlengder 41, hvis hjgrner har
heltallige koordinater. Maskerne af nte orden i1 nettet skal vazre de
kasser med kantlangder 2—n+1’ som fas ved opdeling af maskerne af
fgrste orden. Vi brolaéger (X med en fglge (In) af netmasker omfatten-
de uendelig mange masker af fgrste orden og endelig mange af hver
fglgende orden. Maskerne i (In) udvelges sd8ledes, at vi for hver or-
den medtager alle masker, der ikke er delmzngder af medtagne masker
af lavere orden, og hvis centrum har afstand fra K stgrre end 3 gange
lzngden af maskens diagonal. For en maske af nte orden, som tages
med, vil det da gmlde, at enhver nabomaske, som ikke tages med, de-—
les i masker af n+1-ste orden, som alle tages med. Brolagningen har
derfor den egenskab, at enhver maske kun stgder op til masker af sam-
me stgrrelse samt til masker, der enten alle er halvt sd store eller
alle dobbelt s& store. Heraf fglger, at de konfigurationer bestdende
af en maske 1 brolagningen samt alle masker i brol®gningen, som har
randpunkter felles med dem, falder i endelig mange klasser af ind—
byrdes ligedammede figurer.

Med Iﬁ og Iﬁ betegner vi de &bne intervaller, der fas af In ved
ligedannethedstransformation wud fra centrum af In og med ligedannet—
hedsforhold % og EO Vi har altsdé I > I > I', og {I}] er en over- |
dzkning af (K. Denne overdskning er lokalt endelig, og for ethvert
ne N er Ié helt dakket af IH og for v & n er Iﬂ n IS = Jo Med 2z,
betegner vi centrum af In’ 0g med Kn betegner vi den halve kan tlang-=

de af In' Vi szttdr
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- oo Un(ﬁ)
on(E) = oley (227))s p(2) = 2 op(x)s pp(2) = o5y

n=1
og fglgen (pn) udggr da en opspaltning af enheden pa (K svarende til
overdzkningen {I'}. Vi bemarker, at pn(g) = 1 for alle x € Ié.
Vi vil vurdere de p f¢rste differentialkvotienter af [ Vi vil

fgrst tenke os In tillige med alle sine nabomasker Ij ,...,Ij for-

1 v

skudt og forstgrret op, sa In far centrum i QO og kantlazngde 2. Da der
bortset fra ligedannethed kun er endelig mange forskellige konfigu—
rationer bestiende af en maske og dens nabcer, bliver der efter denne
operation kun endelig mange forskellige muligheder for funktiénen Pp?
og vi kan derfor efter transformationen vurdere den numeriske vasrdi
af differentialkvotienterne af p  indtil orden p ved en og samme
konstant, der kan bruges for alle n. Parallelforskydningen gdelagger
ikke denne vurdéring, men ved forstgrrelsen multipliceres hﬁer dif-
ferentialkvotient af orden q med en faktor Kg‘ Der eksisterer sdle-
des e positivt tal M1, sad at
(9) 0% (x)] ¢ ] Bl
for alle n € N, alls x € (K og alle k med |k| < pe Vi valger endvi-
dere N € Ny, s&4 at det for hvert n € N gelder, at hgjst N af funktion-
erne pv(§) antager fra O forskellige vaerdier p& I .

Vi er nu i stand til at definere den afbildning ¢: ™ ind 1 . R,
hvis eksistens vi pastod i satning 5. Vi saztter
J'sog(zs) for x € K

¢(£) =1

% p (%) &, (x) for x€ (K
n=1 -n

Det er da klart, at ¢ bliver vilkirlig ofte differentiabel i hele (K.

For x € I har vi nu

@ e, () = 3@, @ -9, (),
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s& vi far _
g k -k
(10) Ddo(x) - D% (x) = 5 = c_ . D% (x)D¥ (. (x) -a_ (x)).
P Zn v=1 k¢aq g’]‘:‘- Py 2y Zn

Lad 0 vare mzngden af punk ter med afstand < ):'TA (A antages < 1) til

K. Diagonalen i In har langden 2/m Kps 08 da In ikke er indeholdt i

en maske af dobbelt stgrrelse, som er taget med i brolagningen, er
“En-”(g-n)“ < 12 vm Kp.*

Det tilsvarende udtryk for en nabomaske er hgjst det dobbelte, og

vurderingen (8) giver derfor en vurdering af formen

D9 (x) -5, (2))] ¢ mm ,BlallEl
- =n

hvor M2 er en konstant, og vurderingen gzlder ligeligt for IQ."IEI < P,
ne N, X € In og alle y, for hvilke Iv stgder op til In' Dette i for-

bindelse med (9) og (10) fgrer til en vurdering
(11) Ip%(x) - 0%, (x)| < mm 271Gl
Zn

For Igl < p er eksponenten pad hgjre side 2 1. Udtrykket pa hgjre si-

de gér derfor mod O, nar x konvergerer mod et randpunkt for K. Nar

X konvergerer mod et randpunkt y af ;li,l vil masken I , der indeholder

X konvergere mod randpunk tet, og w(_z_n) vil konvergere mod det samme

randpunkt, men det medfgrer, at Dg@Z (5) - gog(g). Dermed har vi for
-n

enhver differentiationsorden g med |g| < p vist, at den ved

{ D% (x) for xe (K
od(x) = 1
{ p2(x) for x€ K
definerede afbildning 8d; 2™ ind i R er kontinuert. Vi har &benbart
@‘o— = SOQ
. s . +€ . :
Vi vil nu vise, at Dj@g(i) = o2 =J(x) for |g| < p-2. Dette er

imidlertid uden videre opfyldt for x € CKUIO{, og vi behgver kun at
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gennemfgre beviset, nar x er et randpunkt af K. Pastgnden vedrgrer
kun en fast vardi af x1,...,xj_1,xj+1,...,xm, og vi kan derfor ved
beviset antage,at m = 4., For kortheds skyld vil vi skrive @g =Y

Lad a vare et randpunkt for den kompakte mengde K. For x € K har vi

da (definition 2)
-1

g(x) = 2 5T ¢Q+k(a)(x-a)k + Rq,

o & b

hvor

1 —
IRl ¢ Gmgyr M 1xal®

og derfor gzmlder

Qiflgaéél-e ¢Q+1(a) for x - a pa K.

Vi vil nu antage, at x > a og x € (K. Den komponent af (K, som inde-

holder x, er et &bent interval ]y,z[. Vi har nu

roe y(Wy(a) 4 2V 1y (c), sc ])x,:}[

X-a y - a X-a
ifglge middelverdisatningen. Udtrykket pa hgjre side er et vagtet

aritmetisk middeltal mellem to stgrrelser, der begge konvergerer
mod ¢Q+1(a) for x —» a pa (K.

Hermed har vi vist, at ¢ er overalt p~1 gange differentiabel,
og at Dg¢ = % ror la] < pe For x € 0 giver (11) endelig en vurdering
aff formen

l23(x)| < M), suplleHx)|llal < p og x € K} + MM,

og dermed er satningen fuldstendig beviste.
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Lemma 6. Lad K c R™ vere en kompakt mengde, som opfylder den i szt~
ning 1 anfgrte betingelse, Der findes da en &ben mengde 0 > K, for
hvilken fglgende betingelse er opfyldt: Lad (¢n) vere en fglge af
p+1 gange differentiable funktioner P’ B™ ind i ¢, som for

|a] < p+1 tilfredsstiller betingelsen (Dgwn).ﬁ O ligeligt pad K. Der
eksisterer da en fglge (¢n) af’ p gange differentiable furk tioner

[ 2™ ind i &, som for ethvert n tilfredsstiller betingelsen

¢n|K = ¢ |K, og siledes at det for |g| ¢ p gelder, at (Dg¢n) - 0

ligeligt pé& O.
Bevis: Pglger umiddelbart af lemma 4 og s&tning 5.

Bevis for smtning 1. Vi kopierer beviset for setning 8 i kapitel 19

(side 239), idet vi valger A = K. Distributionen T kan udvides til
en kontinuert afbildning T : 9F ind i . Ved konstruktion af pro-
duk trummet gmlbenytter vi alle differentiationsordener med Ile < p+l
Vi definerer afbildningen xk som i beviset for satning 8. At T(¢) kun
afhznger af k(p) fglger af satning 9 i kapitel 19 (side 241), idet
beviset for denne smtning kun udnyttes p gange differentiabilitet
af ¢« At en fglge (gn) konvergerer mod O i normtopologien pa ??N be-
tyder, at & = a(¢n), hvor (ngn) - 0 ligeligt p& K for alle g med
lal < p+1. Vi valger (¢n) i overensstemmelse med lemma 6, og vi har
da ved fornyet anvendelse af satning 9 i kapitel 19, at (T(¢n)) =
(T(¢n)), altsd (T(¢n)) - 0. Derefter gar resten af beviset helt uden
endringer.

Vi fik brug for differentialkvotienter indtil orden p+1 i bevi-
sete Dette kan skyldes, at vi et eller andet sted ikke har veret heilt

gkonomiske nok. Resultatet kan udvides pa forskellig vis. Saledes
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kan kravene til K slzkkes en hel del, men s& vil det blive ngdven-—
digt at medtage differentialkvotienter af endnu hg¢jere orden. Det
ser ikke ud til at resultatet kan bevises ret meget lettere for et

interval eller for en konveks mangde.
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21. kapitel.

Tensorproduktete

Vi skal beskaftige os med en regneoperation, der for sz:dvanlige
funktioner er for triviel til at pakalde sig ret megen opmzrksomhed.

Lad os fgrset definere begreberne for smdvanlige funktioners.

Definition 1. Lad M,, og M2 vere vilkérlige mangder, og lad f,ls M‘i
ind 1 ¢ og £, M, ind 1 C vere vilkarlige afbildninger. Vi definerer
da tensorproduktet f,@f,: M,;xM, ind i & ved
(£40f,) (x,5) = £4(x)E,(y).

Hvis E, er et vektorrum af afbildninger f£i M, ind i ¢ og E, et vek-
torrum af afbildninger g: M2 ind 1 0, da udggr mangden af alle afbild-
ninger af formen

01(f1®g,|)+°“+cn(fn®gn)z M1>"M2 ind 1 G,
hvor n € N, fysoeosTy € Ej 08 Gyoov098y € By
tensorproduktet E,1 ®E2 af E,1 og EZ::

For rummene Q)m og &_ af vilkdrlige ofte differentiable furk tion~

er pa henholdsvis R™ og RP bliver rgbm@) cgp &benbart et underrum i
2 m+p

®

at & e ¢, |

$s € é‘fp fglger &benbart 9499, € E,fm@,) é;"p. Hvi g ¢y 08 95 yderligere

o Analogt bliver £m® é:p et underrum i gm_,_Po Det er klart,

omfatter alle polynomier. Af ¢ € é’m@» 8p, ?q € §m9

har kompakt stgtte, gelder endda p4pp, € 9] m@épre Specielt indehol~
der 9m®@P alle funktioner §01P§029 hvor Py € Qm, 9o € l?)pp mens P
er et polynomiume

Vi vil nu vise, at (';?Sm@-lsp er overalt tat i @m"'P’ og at ém®ép
er overalt tat 1 §_ 4p° Den fgrste pastand vil blive afledt af den
sidste, og for at vise den sidste padstand vil vi vise den stzrkere

pastand, at underrummet af polynomier er overalt tat i £m+pa Dette




\det
er i vmsentlige Weierstrass' approksomationssatning, og den kendes

fra metematik 2 for en reel funktion af en reel variabel. Vi skal
bruge den for en kompleks funk tion af flere reelle variable. Da en
kompleks funktion approksimeres ved at realdel og imaginzrdel approk-
simeres hver for sig, behgver vi ikke at opholde os ved overgangen
til komplekse funktioner. Vi vil derfor udnytte, at spproksimations-

setningen gm:lder for enhver kontinuert afbildning f: [a,b] ind i C.

Sztning 1. Lad K c 2" vore en kompakt mzngde, lad £f: K ind i C vare
en kontinuert afbildning, og lad € vare et positivt tal. Der findes
da et polynomium P: R™ ind i &, s& at

vxeK:: |f(x) -P(x)| e

Bevis: Lad 4§ vare et positivt tal, hvis verdi vi senere vil fastsztte,
En kontinuert afbildning o: R ind i [0,1] defineres ved, at d(x) =0
for |x| 2 Gy a(0) = 1, og at o er linemr pa hvert af intervallerne
[-8,0] og [04,6]s For j€ N satter vi aj(x) = a(x-j6), og derved far

vi

(1) 1= 3 al(x)

J="0e J
Dette er en opspaltning af enheden. For hver verdi af x er hgjst to
led forskellige fra O. Ved at multipliosre m eksemplarer af relation-

en (1) far vi en opspaltning af enheden p& R

4 =

s

O« (X )...oc (X )
j1s°°°:jm —~ 91 1 Jm n

Leddet “j ...aj har som stgtte intervallet
4 m

Iy = (€308, (3 #1)6 Do e ox[ (3,108 (3,+1)6]

Da f er ligelig kontinuert, kan vi velge 4§ s& lille, at der til hvert




4 svarer et komplekst tal c.» s& at |f(§)-cl| < ¥ e for alle

X € I.nK. Hvis I nK = ¢, satter vi Ci = 0., Vi sztter

(2) g(zg_) = ; Cc.a. (x )...Oc. (x ),
TR E-Se i e ket e

0g vi har da for x € K, at

[=-]

|£(x)-g(x) =] Sy sen jmz_egf(z_)-ci)ocj1 (x,). --ocjm(xm) | <

3 |£(x)=c.la. (x,)eesa, (x ) ¢
Jqpeeerd = 479y e

b OC-(X )o-oa. (X)-':go
Jpacessdy=me 94 1 dp W2

ol fy]

Vi valger nu et kompakt interval 1° = I?x-..xlg 2 K. Summen (2) nar
kun endelig mange fra O forskellige led, og sztningen er vist, nar
det lykkes os at vise, at hver led i suumen kan approksimeres i in-
tervallet I° med vilkarlig given ngjagtighed ved hjezlp af et poly-—
nomium. Dertil er det imidlertid tilstrakkeligt at approksimere hver
faktor o, (Xb) tilstrakkelig godt pa IS ved hjwlp af et polynomium,
men det er netop muligt ifglge Weierstrass' approksimationssztning

for funktioner af én variabel.

Swtning 2. Lad I = [a1gb1]X°'°X[ampbm] vere et kompakt interval i RT.

Lad ¢: ™ ind 1 © vere en vilkdrlig ofte differentiabel funktion med

stptte indeholdt i I. Lad p vare et naturligt tal, og 1lad & vare et

positivt tal. Der eksisterer da et polynomium P: R™ ind i &, =om for

enhver differentiati@nsorden k med |k| ¢ p tilfredsstiller betingel-
| < e

sen v xeI: IDK¢(§) - DEP(E)

A
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Bevig: Vi satter
A = max{1,b1-a1 9 ooogbn"an}’
og velger i henhold til sztning 1 et polynomium Q: R™ ina i G, som
for ethvert x € I tilfredsstiller
-
(3) DY ee-DRo(x) - @(x)] g AT

Vi sm:tter
X X X
'1 X1¢71 ,p"1 m,p"']

m m,
P = £ L L T ey

dX'] gpa-QdX'I’1ao-dxm,pnoodxm,1o

For en vilkarlig differentiationsorden g med |g| ¢ p her vi da (meé

en triviel @ndriéng, hvis et g, = p og de gvrige = 0)

J
=
HIEY

X1i X']: +'] '19 1 Q.+
T ORI ggmqm .

m

DQ...DII:I¢(X1P’...’X P) - Q(x,lp,...,xmp))

dX1 ’p°.'dx1,q_1+1”.dxm,p...dxmpqm+1’

og vurderingen (3) fgrer til den gnskede vurdering for x e I, Dermed

er satningen vista.
Satning 3. Polynomierne 1 é?m udggr et overalt tet underrum.

Bevis: Lad K ¢ R™ vere en kompakt mengde, og lad ¢: R ind i C til-
hgre éfmo Vi skal vise, at der eksisterer et polynomium P, som ap-

proksimerer ¢ og differentialkvotienter af ¢ indtil orden p med vile
karlig given ngjagtighed. Vi vaelger en vilkarlig ofte differentiabel
furk tion ot R™ inl i [0,1], identisk 1 p& en &ben mzngde, der inde-
holder X, og med stgtte indeholdt i et kompakt interval. I. Vi behg-

ver nu blot at valge P i henhold til satning 2, s& at P approksimerer
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ap og differentialkvotienterne indtil orden p med den, gnskede ngjag-

tighed p& I. Dermed er sztningen bevist.

Szmtning L. Underrummet B @50 er overalt tet i A .

LSzining o m §o) m+p

Bevig: Vi betragter ¢ € @mﬂ)u Vi velger begrznsede dbne masngder

m
0, c R, 0,
ay € &  identisk 1 pa 0, og a, € é?Sp identisk 4 p& O,. Vi har da

C Rp, s& at O,le2 indeholder stgtten for ¢. Vi valger

o(%x,y) = ay (§)¢(§,_X)a2(x)a Vi velger nu i henhold til smtning 3 en
folge (Pn) af polynomier, som konvergerer mod ¢ pa rummet (Em+p' Men
Q"

88 vil ogsé fglgen (oc1®oc2)Pn konvergere mod (oc1®x2)go Ppa an+p’ og da
funktionerne i den nye fglge har stgtten indeholdt i en fast, kompakt
mengde, konvergerer den pa ‘:®m+p° Dermed er satningen bevist.

En furktion ¢ € J __ definerer for hvert x € R" en afbildning

m+p
¢(x,y), og analogt for hvert y € RP en afbildning

i

¢£ € JZP ved ¢§_(X)

¢X € ‘@m ved ¢X(§> ¢(x,y). Disse betegnelser er ikke helt konsekvente,

men de er gode nok til vort formél.

Smtning 5. For ¢ € ‘2m+p’ T€E @I; vil den ved
| p(x) = T(soz)
definerede funktion ¢ : &" ind i ¢ tilhgre u@m, og for enhver differen—

- tiationsorden k = (.'k,l 9o ..,km) gelder med ]z_c_* = (l_c_,g) og gol;c{' defineret

k %
ved o2 (y) = DX o(x,y), at

¥y (x) = T(so%) .

Bevig: Vi har for ethvert k, at

g05c-+he. - go;

W) HrE, ) - 1) = p( =2,
—— —J -
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0og her er
ko k
x+he . X ) * %
== @ = 50 (xrreop) = D p(xp)),

og dette udtryk konvergerer ligeligt mod ¢§+h93(x), og enhver differen-

tialkvotient med hensyn til y udviser den samme ligelige konvergens. Da
ol
stgtten er ;ndeholdt i en kompakt mmngde under granseovergangen, betyder

dette konvergens i ébp for hvert fast x, og (4) giver derfor

k lﬁ."’gj
DyTley) = Tloy ),
hvilket medfgrer, at y € éZh, og at differentialkvotienterne har den pa-

stdede verdi. Det er klart, at ¢ far kompakt stgtte. Dermed er sztningen

bevist.

Det vil vere hensigtsmessigt at skrive Tx(¢) i stedet for T(¢X).

Dette forudsmtter, at X 0og y anvendes konsekvent som betegnelse for de

variable. Vi kan da ogsd skrive den sidste relation i satning 5 pé

formen
k k
(5) D=(T_(p)) = T_( .
(Tyle)) = Ty(Dyp)
Sztning 6. Afbildningen TX: ébmfp ind i ;2% er linemr og kontinuerte.

Bevis: Det er klart, at T. er lineszr. Med K', K" og K. = K'xK" beteg-
—_—— ha n' "n n n" ' n

ner vi de kompakte mmngder i henholdsvis R, &% og R™'P, som bestemmes
ved, at alle koordinater er numerisk mindre end n. Vi sztter
| I / o | B .
KO = KO = Ko = (.
En basisomegn af O i éZ% er da givet ved en voksende fglge (qn) af he—
le tal og en aftagende fglge (an) al’ positive tal, idet ¢ € ébm tilhg—

rer omegnen, hvis og kun hvis det for ethvert n € N gzlder for ethvert

2] ?
X € Kn\Kn-1 9 at
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k
|D% (x)| ¢ &, for alle k med |k| < q -
For hvert n har vi da fglger (gﬁj) og (Eéj)’ s& at den anfgrte betin-

gelse er opfyldt for et fast n€ N og et fast x € K;\K£_1 for ¢ = TX(¢)

s&fremt
1

k
} " . 1 .
vieNv kv ge KN, ¢ |kl ¢ gy = IDY (@D < ey
Nu betegner vi med qg det stgrste af tallene g o8 qgj,---,qgj og med
sg det mindste af tallene €4 OB €4 490029 4 0 Den ved fglgerne (Kn),
" " i 3 3 i
(qn) og (sn) bestemte omegn af O i g5m+p vil da ved TX afbildes ind

i den betragtede omegn af O i gbm' Dermed er satningen beviste.

S@tni e For Se€ &'y, T€ D! er den ved
m D

U(p) = 8(T_(p))
NA o
. . . . C . . . .
definerede afbildning U: ;Zm+p ind i C en distribution. For ¢ € £ 4

gzlder tillige
Ulp) = (8,(p)).
For 4 € ;bm’ ?5 € ézg gelder
U(p,®p,) = S(py)T(p,)
\e 175res 1 277

og U er den enste distribution i(;D$+p, som har denne egenskab for

alle FELPY

Bevis ¢ Det fglger umiddelbart af sztning 6, at U er linear og kon—
tinuert, altsé en distribution. For ¢, € < , 9, € éZP er
=T =
Tx(qo1®so2) X(qo1 (2o, (x)) = 9, (2)T(0,) s

altsa
U(p,0,) = 8(p, (2)2(0,)) = 8(p,)Tp,)-
P4 den anden side fastlm:gger denne egenskab U pa ébm@iép, og da dette
underrum er overalt tat i gb » altsd 1 hele<§7 « Da den ved
m+p m+p




HT 1965-66 267 .

T(SX(¢)) definerede distribution har den samme egenskab, er den iden-

tisk med U. Dermed er sotningen bevist.

Definition 2. Den i satning 7 indfgrte distribution U kaldes tensor—

produktet af § og T, og vi skriver U = S@T. Det underrum af —'$+p’
der udspzndes af alle tensorprodukter ST, S e<§,$, P €<§5£, kaldes

tensorproduktet afzébé og ;bé og betegnes<§3é®§2§o

For Lebesgue~integrable funktioner f: B ind i € og g RP ind i
& med tensorproduktet h = fog : RO'P ind i & far vi for oy € éam,
@269:99 at
hlp,@p,) = /0(x,x)eq (Do (p)axay = [2(x)e()e, (x)e,(x)axdy
= [t(x)o, (2)ax/e(x)e,(2)dY = T(p,)E(0,),

hvilket viser, at tensorproduktet af distributioner er en generali-

sation af tensorproduktet af funktioner.

Sztning 8., Hvis S €¢;Dé_har stptte K1 og T 6:555 har stgtte K29 har

S@T stotte K,xK,o

Bevis: Vi betragter fgrst (x,y) € K1XK2' Vi kan fx. antage, at x 4 K1°
S8 er O = CK1 en &ben maengde, og for ¢ €ébm+p med stgtte i OxRP far

vi da

(8@T)e = T(Sx(¢)) = T(0) = O.
Dermed har vi vist, at st¢€£en for ST er indeholdt i K1XK20 Vi be-
tragter dernmst (x,y) € K1xK20 En hver omegn af (x,y) indeholder en
______ omegn U1xU2, hvor U1 er en omegn af x i Rm, og U2 er en omegn af y
i ®P, Vi kan aa valge ¢, € éb; med stgtte indeholdt i U, og ¢, €¢ibp

med stgtte indeholdt i U,, s& at s(¢1) + 0 og T(¢2) + 0. 88 er
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(ng)(¢1®¢2) = s(¢1)T(¢2) + 0, hvilket viser, at (x,y) tilhgrer stgt-

ten for ST. Dermed er s®tningen bevist.

[ 2

. . C
Seztning 9. Tensorproduktet ;7)1;1@21') er overglt tet i JI;H_p

. . ') . 0) . » Y 4 ' _t
Bevis?! Vi har tidligere set, at ‘Q)mﬂg er indlejret i ‘Q’m+p som e
overalt tet underrum. Nu er Jm ®®p ifelge sztning 4 overalt taet i
,Q} s 0g det gmlder si meget desto mere i den fra JDI;H.p inducerede

m+p
delrumstopologi pa ‘Q)m+p’ idet denne er grovere end topologien pé

Pr
s@tningen fglger derefter umiddelbart af, at Jé@@é indeholder bil=

o Heraf fglger, at JZ)m@@p er indlejret overalt tat i gl;wp’ og

1

ledet ved indlejringen af ng‘@p i Qfm+p'

Vi beviser nu en hjelpesztning, der ikke direkte vergrer tensor-

produktet,

Lemma 10. Lad (Bn) vere en fglge af begraznsede mzngder paé @m' Hvis
der findes en kompakt m:ngde K c Rm, som indeholder stgtten for en—

hver funktion ¢ € VUBn, findes der en begrenset mesngde B c *'Zm’ som

absorberer enhver af ma&ngderne Bn.

Bevis: For hvert n € N findes der en voksende talfglge (Anj)’ s at

) o K
VeeB VE: |kl = 3= D%, < A,

Vi tt ! max i9oeesl..) O
setter AJ a (A'ﬁJ’ ’AJJ) g

. ok
fpelDylv vk |kl = 3= D%l g all

B

it

er da en begranset mangde. For ethvert n € N har vi da Anj < A;'j for
J > n, og vi kan derfor valge Ny sa at Anj < %nA;j for alle j, men

det medfgrer netop, at Bn - '}\nB, Dermed er satningen bevist.
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S@tning 14. Den ved w(S,T) = ST bestemte afbildning-nzcgbéxézg ind

ifAh! er biline®mr og kontinuert.

m+p N
Bevigs: Det er indlysende, at # er en biline=r afbildning. Vi betrag—
ter nu fgrst den linemre afbildning Ty : é?’l;l ind i @n'wp bestemt ved

”1(8) = S8QT for et fast T ¢ ébée Den vil vare kontinuert, hvis den
blot er kontinuert i O. En basisomegn i<§Dé+p er givet ved
— (_‘-.' ' o 3
U={rReD IVoeB: (R g el,
idet B c £Dm+p er begraznset og € > 0. Nu er mengden

B, = {Dk ¢ € B ax € R}

i = Dbyl
en begraznset mengde 1 i&p for enhver differentiationsorden k, og det

medfgrer, at billedmaengden ved T bliver begraznset for ethvert k, alt-

o

sa at
B2 = {T;Zgolgo € B}
er en begransct mangde i ;bmo Heraf fglger, at
%:{SE@MV¢€B2:B®H§S}
er en omegn af O i=§5é, og at m, dbenbant afbilder den ind i U. Der-
med har vi vist, at my T kontinuert, og det medfgrer, at = er kon—
tinuert i hver variabel for sig. For at vise, at 7 er kontinuert, er
det nu nok at vise, at # er kontinuert i (0,0). Vi betragter igen
basisomegnen U og indfgrer mengderne B, som ovenfor. Ifglge lemma 10

k
eksisterer der en begranset maengde A c JZP, som absorberer enhver af

mengderne B. « Vi har da en talfglge %09%19-o~, sd at

W

c %qA for alle k med |k| = q.

!

Vi sztter nu

'
U2

iTe@yV¢€AﬁlﬂM|§ﬂ-

Vi har da
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' . |DE
VoEBYTEU VL : |D§TX(¢)| $ Ng|?
hvilket viser, at
_ 1
B, = {Tl(go)lqo € Ba TE Uy}

er en begraznset mangde pa ;Dmo 84 er

ul ={seD!lvoeB ¢80 g e}
en omegn af O i-;aéf For 8 € U%, T € Ué, ¢ € B har vi nu
| (s@T)(¢)] = IS(Ty(qo))I < €

hvilket viser, at W(U;xUé) ¢ U. Dermed har vi bevist, at 7 er konti-

nuert i (0,0), og dermed er satning 11 bevist.

Vi understreger, at sztning 11 er.bevist i den sterke topologi
i overensstemmelse med vor sazdvane. Sztningen er faktisk ikke rigtig
1 svag topologi.
Vore resultater vedrgrende tensorproduktet pa ) '-rummene kan med

ret trivielle @ndringer overfgres til é;'—rummene. Det vil vi dog ikke

opholde os vede.

Tensorprodukter med flere faktorer kan indfgres analogt, men de

kan ogsé dannes successivt. Det er klart, at tensorproduktet bliver

associativte.

Til slut skal vi udlede nogle speciellere resultater, der knyt-

ter forbindelse til de foregaende kapitler,

Setning 412. En distribution i éﬁ$+p er uafhzngig af y, hvis og kun
hvis den kan skrives som et tensorprodukt af en distribution S €‘§5$

med en konstant distribution.

3 . 1 2 ) (’-\f
Bevis: Lad T €,§bm+p vere uafhangig af y. For ?y € :brn’ ?o € tép
vil T(¢1®¢2) kun afhange af!/¢1®¢2dx = Cpy s hvor ¢ =.f¢2. Altsé er
T = cS(¢1), hvor S € ibén Dermed har vi bevist "kun hvis". Resten

er trivielt.
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Sstning 13. En distribution i £U$+p har kompakt stgtte indeholdt i

underrummet Rm, hvis og kun hvis den kan skrives som et tensorprodukt
S ® Ty, hvor T er en endelig linearkombination af differentialkvotien=
ter af §-funktionen pa RY, mens § € gbé har kompakt stgtte,
Bevis: Cgsd i dette tilfalde er "hvis" indlysende. Lad U € £§$+p vare
en distribution med sin stgtte indeholdt i et interval I c Rm. Vi ved
da, at U har endelig orden p. Da I er en naturlig kompakt mzngde, kan
U skrives som en sum af differentialkvotienter af orden < p+1 af mal
med stgtte indeholdt i I. Men et saddant midl kan skrives som u ® &',
hvor u er et mal pad R". Nu er for » €<§5m, PSS éEp
ks = (=)l dl+lxl dk _
Db @ §)(py © 9;) = (1) (u ® &) (DeDo(oy ® 95)
~) 1 dl+1El ] k oy o (o) ldl+lEl pd £y =

j Iz _ ] k
D§P(¢1)D£§(¢2) = (DZH ® D&?)(¢1 ® ¢2)-
Altsd kan hvert led i summen skrives pd formen

og dermed er smtningen beviste.
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22, kapitela

Sedvanlig multiplikatione

Da rummet L1 ikke er afsluttet overfor multiplikation, er det
ikke rimeligt at vente, at det s&dvanlige produkt af to funktioner
kan generaliseres til distributioner. Vi kan imidlertid helt generelt

definere szdvanlig multiplikation med en vilkérlig ofte differentia-

bel funktions
Lad £3 R™ ind i & vsre Lebesgue-integrabel og lad o: BT ind i &

vere vilkarlig ofte differentiabel. For ¢ € & har vi da
fa(go) =,,/.foc§0 = T‘(ago).
Dette retfzrdiggpr fplgende definition:

Definition 1. For a Eié§ , TE &J' defineres aT ved

aT(p) = T(ap)e

Det er klart, at aT € £ '. Det sdledes definerede sadvanlige produkt
er &benbart en bilinemr afbildning af G x D' ind 1 J'. Det kan
vises, at den er kontinuert i hver variabel for sig og afbilder be-
grensede mengder pd begransede mengder, men det vil vi ikke opholde

og ved, da beviset ikke er sarlig interessante.

Satning 1. Dj(aT) = (Djx)T + aDjTo

Bevis: Vi far ved divekte udregning for ¢ € &, at
Dy(aT)(p) = - aT(Dyp) = = T(aDyp) = = T(Dylap) = (Da)p) =
- T(Dslag)) + T((Djale) = DyTlap) + T((Djade) =
aDjT(¢) + (Dja)T(w),

og dermed er satningen beviste
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Sztning 2, For o € (-C;m, B € SP’ S e@l;l, T ED(DI') gelder relationen

(o @ B)(S®T) =aS ® BT.

Beviss For ®q € éﬁnﬁ ?o € JZE far vi ved direkte udregning
(@ p)(Semip e, = (80 T)((aep)ey ®e,y)) =
(8 @ T)(apy ® Bp,) = Slapy)2(Be,) = aslpy)BT(e,) =

(a8 ® gT)(py @ 9p)-

Dermed er satningen beviste.

Setning 3. For a, B etgl, Te ol gmlder
(0B8)T = a(BT) e

Bevist ((a8)T)(p) = AT(ap) = aT(p) = a(BT)(p). o
Det fglgende eksempel illustrerer, at hvis vi plotj;fgg;angeryﬁ%ﬁ}
sociative lov ikke.

Produkter med flere faktorer kan vare definerede, selv>om mere
end en faktor er en distribution, som ikke er en vilkarlig ofte dif-—
ferentiabel funktion, men under disse omstmndigheder kan det ske, at

produktet ikke bliver associativte. Vi betegner med T den ved
oy
T(p) = Lig(L + L 3 oe(x)ax)
definerede distribution. For funktionen x far vi da
-h oo
xT(p) = T(px) = :}1_1:81(‘[; + £ p(x)ax) = [o,

altsd xT = 1, s& vi far
d‘(XT) =(5\.
P4 den anden side er

(6x)T = OT = O.




Setning L. For a € éim og en vilkirlig differentiationsorden p =

(p1,o--,pm) gzlder formlen

DR¢ = —1yle-gl p2~4 (0)pds.
o Q?E( ) -—r"“'yr 5, (0)

Bevig: For ¢ elgﬁm féas

(aDB6) (p) = DR¢(ap) = <-1>'E'a<nﬁ<a¢>> -

(—1)|EJ§( 5 -=T=—§jT DR Zundy) =

Il

(--1)'«”-'92E m D a(o)D%(o)

(--1)'19—| 3 -—-(————TDP-'%(O)&(D—go)

5 (~1)“9-‘qI —r———Dﬁ‘ﬂu(O)D-"w( ) s
6] i

hvoraf sztningen umiddelbart fglgere.

Setning 5 Lad T E‘;Dé vere en distribution og lad {Ojlj € J} vare

en overdskning af ok med &bne mengder. Der eksisterer da en fremstil-

ling

hvor hvert Tn er en distribution, hvis stgtte er indeholdt i en af

nmezngderne Ojo

Bevis: Der findes en opspaltning af enheden
1 = 3 Otng
n=1

hvor hvert Oy er en vilkarlig ofte differentiabel funktion med sin
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stgtte indeholdt i én af msngderne Oje Vi smtter T = o Ty og T, er
da en distribution med stgtte i Oj‘ Vi har nu for ¢ €425m, ab
T(¢) = T(Sa,p) = 2T(a 9) = 3a T(p) = 3T _(¢)

og dermed er satningen bevist.

Sztning 6. Enhver distribution T € &)! har en fremstilling af formen

nm
-k
T= 3 D. T 9
n
n=1

hvor hvert fn er en kontinuert funktion.

Bevist: Vi benytter smtning 5, idet vi specielt velger en overdskning
af Rm med begraznsede abne msngder. Vi har tidligere set, at hvert Tn

da bliver en differentialkvotient af en kontinuert funktione.

Setning 7. Lad {Ajlj € N} vare en overdskning af A" med en fglge af

afsluttede msngder. En distribution T € &6; kan da skrives som en sum

T—"'- ET.,
j=1 ¢

hvor hvert Tj har sin stgtte indeholdt i Aj‘

Bevis: I den i s®tning 6 angivne fremstilling af T har hver af funktio~
nerne fn en triviel opspaltning

f

f = .
1 2’

n

YR

J
hvor fnj er identisk med f D& Aj\(A1 U ese U Aj-1) og identisk O
uden for denne mengde. Funktionerne er L1—integrable og rzkken er

L1—konvergent, og derfor er enhver differentieret rskke konvergent

i P'. Vi far sdledes fremstillingen
m
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T= 3 5D L Lo
n=1 j=1 nJ

Den fgrste sum er lokalt endelig, og summationsordenen kan derfor or-

byttes, hvilket giver

[>=]

T= % T,y hvor T. = X
j=1 ¢ J n=o

%n
D rp e

Dermed er saztningen beviste
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25, kapitel,

Division.

Problemet at bestemme en distribution X € ibé, som tilfreds-

stiller ligningen

oX =T,
hvor a € éim og T € gné, er umiddelbart lgseligt, hvis o ikke
antnger vaerdien 0., I dette tilfmlde gzlder % € éim, og X = % T
er ligningens eneste lgsning,

Det er ikke s& oplagt, hvordan det gér, hvis o antager var-
dien O, og dette spgrgsmé&l synes ikke fuldt opklaret, Vi vil fgrst
undersgge det 1-dimensionale tilfzlde, som er vsmsentligt lettere
end det generelle,

Hvis a € R er nulpurkt for a € <£}, eksisterer der en kon-
tinuert funktion g : R ind i &, s& at

alx) = (x - a)g(x),
og det er klart, at ﬁ er entydigt bestemt, og at B er vilkérlig
ofte differentiabel for x #+ a, Det er ikke p& forh&nd klart, at
B tilhgrer (§1, men dette viser sig dog at gzlde. Mere precist

har vi fglgende "middelvaerdisstning':

Setning 1: Af a € R, a € (gy, o : Rind i R, a(a) = O,
a(x) = (x - a)B(x), felger, at B € 551, og for hvert n € N og
hvert x € M{a} findes et tal £ i det &bne interval med ende-
purk ter a og x, sd at
DB(x) = o1z D™ a(e).
n+1
Desuden er

p"g(a) = E%T Dn+1a(a).
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Bevis: Da B er kontinuert pé R og vilkarlig ofte differentiabel

pa R\la}, er
]
B(x) = é Do(a+t(x-a))dt,

hvilket viser, at g € 651, og at
n 1 n+1 n
ps(x) = J D*la(art(x-a))t at,
0

Da £ er positiv i integrationsintervallet, og Dn+1a er konti-

nuert, findes der et tal ® € ]0,1[, s& at
1
pa(x) = 0™ la(ast0(x-a))/ that = 5&7 D o (as@(x-a)).
0

Dermed er den f¢rste af de i smtningen anfgrte relationer bevist.

Den anden fas umiddelbart ved granseovergangen X — .

Smtning 2: Af a € R, a € 631, ala) = 0, a(x) = (x-a)p(x) fglger,
at B € 531, og for ethvert interval I ¢ R med a € I gzlder

vnel: sup|dD(x)| ¢ E&T supIDn+1a(x)|.
XET x€T

Bevis: Af smtning 1 f&s umiddelbart for ethvert y € R, at

sup’Re Dnelyﬁ(x))g E%T sup|Re e (x)] ¢ E%T sup IDn*1a(x)l,
x<I xel : xcT

og saztningen fglger umiddelbart, idet y valges, sa at Dnelyﬁ(x)
er positiv, i det punkt, hvor Iﬁ(x)l antager sin maksimale var-

di pa I. Dermed er sztningen bevist,

Setning 3: Den ved J(p) = Xp bestemte afbildning J : 531 ind i
£E1 er en homeomorfi af J21 pad underrummet Xcﬂ1 c 551. Underrum-

ex

metyxiﬁ1 har codimension 1 i <%, og er afsluttet.
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Bevis: Ved induktion far vi, at

p(Xp) = nD™ Ty + XD,
Da J er en linesr afbildning medfgrer dette,rat J er kontinuer:.
Vi har allerede set, at J er injektiv, Af setning 2 fglger der-
nzst umiddelbart, at J;1 er kontinuert., Vi valger ¢ €h§519 c&
at ¢ (0) = 1. Vi har da ¢ _(0) 6.551\x£51, altsd X 2, £4J,, For
o = Ui smtter vi ©y =9 - ¢(O)¢O, og vi har da P4 €4X;Qa og
¢(O)¢O + ¢45 hvilket viser, at 55 er direkte sum ai’Xé@}

f

@
og det ar P, wispzndte underrum ar 531. Altsa harAX§31 codimen--

sion 1, Da J er en linemr homeomorfi mellem\-@1 ogfxéb&, er

X£ZH fuldstendigt, og derfor afsluttet i 551. Dermed er sztning-

en bevist,

Setning L: Ligningen
(1) X)(=O:
hvor X € 554 er en ubekendt distribution, har som lgsninger

netop alle distributioner cf, ¢ € C.

Bevig: For T € Qﬁ;, ¢ € &5{ galder xT(p) = T(xp), og heraf
fremgir, at T er lgsning til (1), hvis og kun hvis T afbilder
hele xﬁza ind i O. Med den i beviset for setning 3% benyttede
spaltning ¢ = ¢(O)¢O + Pys Py € XJZ1 far vi derfor

T(p) = 9(0)(e ) =T(p ) (e),
hvis T er lgsning til (1). Dermed har vi vist, at enhver lgs-
ning til (1) har formen cd, ¢ € ., Da x§ = 0, er enhver s&dan

distribution lgsning til (1). Dermed er satningen bevist,
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Sztning 5: Enhver ligning

(2) XX = T,

hvor Tc 554, og hvor X € JD; er en ubekendt distribution
har lgsninger. Hvis T er lgsning til (2), omfatter lps—

ningsmengden netop alle distributioner To+c §, ce Ca

Bevis: En afbildning S : x§§1 ind i C defineres ved

8(p) = (% 9).
84 er S linemr, og af sa@tning 3 fglger, at S er kontinuert
pa x£31. Med den i de foregiende satninger anvendte spalt-
ning af ¢ = ¢(O)¢O + ¢, definerer vi nu

T, (p) = 8(p ),
og T, vil da tilfredsstille (2). Den sidste pastand fas
umiddelbart af sstning L, da ligningen er linezr.

Lad os fx. betragte ligningen

x X = p's.
Vi velger ¢ € éE1 med ¢O(O) = 1 og for ¢ € £51 har vi da
lgsningen

T(p) = D% (X(p - ¢(0)p,))

|

(-7 (0%Lp - (0)p,))-

Den sidste formel i satning 4 ses umiddelbart at gzlde og-

s for komplekse o og B. I det foreliggende tilfzlde giver

formlen

r(p) = L6 (p - 6(0)p,)) =

T n+

%—‘—}-)-Tn(Dn”go(o) - 9(0)p™p (0)),

hvilket viser, at
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behandlede, I dette tilf®lde far vi som kvotient en over-
alt lokalt defineret distribution. I omegnen af hvert nul-
punkt fadr vi uendelig mange forskellige kvotienter, men
disse afvif€er kun i nulpunktet. Volger vi nu samtlige omeg-
ne sadan, at den valgte omegn af hvert x € R er et abent
interval, som ikke indeholder noget fra x forskelligt nul-
punkt for a, vil fast valgte kvotienter i omegne af to for-
skellige punkter altid stemme overens 1 de to omegnes frl--
lesmangde, og de lokale kvotienter vil da definere en kvo-
tient p& hele rummet.

Division er sadledes altid mulig, nar divisor tilhg-
rer (§1 og kun har nulpunkter af endelig orden. Det skader

ikke, hvis divisor har uendelig mange nulpunkter.

Lad os nu p& den anden side betragte en funktion « 6'5
med et isoleret nulpunkt af uendelig hgj orden i O, For
Se€ &' er aS(p) = S(ap), og her er DY ap)(0) = 0 for
Q@ = 05142,44s Heraf fplger, at aS(p) = O for ethvert ¢, h¥is
S har stgtte {O}. Men ligningen

a X =46

kan som lgsning kun have distributioner, hvis restriktioner
til en passende omegn af O har stgtte {0}, men for en si-
dan distribution S fas ifglge ovenstiende, at qS forsvin-

der p&4 en omegn af O. Altsd har ligningen o X = § ingen lgs-

ninge.




HT 1965-66 237

For
{e for x 4 O

a(x) =‘§O

for x = 0
har ligninen o X = 1 ingen lgsninger. P& R\{0}] er den til

-2
e* svarende distribution nemlig den eneste lgsning, og

den kan ikke udvides til en distribution pd hele R.

Vi skal ikke her omtale divisionsproblemet for m > 1,
men blot nevne, at det giver anledning til vesentlige kom-—
plikationer, og at det ikke kan siges at vere fuldt opkla-

ret,
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S@dvanlige differentialligninger.

Vi vil indledningsvis studere en 1ine$r differential-
ligning af formen
(1) DX + aX = T,
hvor o € ffﬂ, T € éﬁ%ﬁ mens X er en ubekendt distribution.
Hvis T specielt er en kontinuert funktion, kender vi den
fuldstendige lgsning fra den klassiske teori, men vi mé
sikre os, at ligningen ikke ogsad fér andre distributioner
som lgsninger.

Ligningen (1) er ensbetydende med, at vi for alle
P € A nar

DX(p) + aX(p) = T(p)

eller
(2) X(Dp = ap) = ~T(p).

Den ved E(p) = Do - ap bestemte operator E : £31 ind
i 431 er linemr og kontinuert. Ligningen (2) fastlaguer
fuldstendigt lgsningen til (1) pd underrummet E(b?j,‘) ¢ Y.

At bestemme underrummet E(§31) kommer ud pa at be-—
stemme de ¢ €,£§1, for hvilke der eksisterer ¢ 6431, som
tilff§SStiller ligningen
(3) DX ~ aX = o

Vi ved frs den klassiske teori, at (3) har den fuld-
stendige lgsning bestemt ved

{eﬁ(xlﬁxehﬂ(x)¢(x)dx + ceﬁ(x)l ce &,
hvor g er en stamfunktion til a. Nu kraver ¢ € §§1 imidler~
tid, at ¢ har kompakt stgtte, og det sker hgjst for c¢c = O,

84 vi har
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() oy BN By (x)ax,

gom har Lcrnest oigtte, hvis og kun hvis
A
(5) Je Py = 0,
£ (L) ses nu, at B : qu ind i $ﬁ1 er injektiv, samt
RO na L4, er kontinuert. Altsd er E en indlej-—

ring af .4, com mgte delrum af Qﬁqo
AP (5) Fremgdr, at E(431) er den mengde, som er polar
til det 1-dimensionale underrum afiQ}J, som udspandes af
den til e P gvarende distribution.
En l¢gsning til den homogene ligning
(6) DX + qX = 0
er altsd ifglge (2) en distribution der afbilder E(§Z1) pa
O, altsad en distribution, der tilhgrer det polare underrum
til E($Z1)9 men det er det af e P udspazndte underrum af;ﬁ,{o
Dermed har vi bevist, at (6) har den fuldstendige lgsning
“-3Plec e ©}, altsd den samme som i det klassiske tilfmlde.

Det er nu iet at bestemme den fuldstzndige lgsning
t11 (1). Vi valger ¢ € ;319 séledes at
By -
fe ¢O = 1
For ¢ € §51 vil da
o) =y -y S Py

vere et element af E(&51)9 og den ved

(7) s(y) = ~1(8  (p(y)))
vil tilfredsstille (2) og dermed (1), idet
S(E()) = -1(&" (p(2(@))))

:MMEACM¢)-¢J%$EW)D
= ~T(E“1(E(¢)))
= 'T(¢)p
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hvor vi har udnyttet, at Je PE(y) = 0, da E(y) € E(LD,) .
I udtrykket (7) er
5 () () = BV () (8)/ By )at
Vi sztter
X
2(x) = [P @ (0)p (6)/ePy)as,
og vi valger en stamdistribution T1 til eﬁT, Derved far vi
() = -1(Pe) = ~Fr(e) = -v1,(0) = T, (D2) =
2, (6P ymy e Py) = 0Py (py 0™ y) -
ePr, () ~ ePr, (y ) e Py =
e“ﬁT4(¢) + ¢ u(y),
hvor ¢ betegner konstanten e*ﬁT1(¢o), og u betegner eﬁﬁn
Dermed har vi vist, at
(8) S = e”ﬁT1 + ce P,
hvor DT,1 = eﬁTc
Udtrykket (8) stemmer helt overens med lgsningen i
det klassiske tilfzlde. Ovenfor benyttede vi den udwvej at
g over i dualrummet £§1 i stedet for at lgse ligningen i
;§40 Det er i virkeligheden lettere at lgse ligningen di-
rekte 1 ;5% ved at kopiere de arbitrazre koefficienters va-
viationsmetode, altsa satte
X = e—ﬁY_n
hvor Y er en ny ubekendt distribution. Ved at indsztte
dette 1 (1) far vi
ePpy =7 altsa DY = &P,
og opgaven er reduceret til bestemmelse af en stamdistri-

bution.
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Den i (1) optredende differentialoperator D + g af-
bilder ;b{ indi sig selv, og den i (2) og (3) optrazdende
operator D - o afbilder $D1 p& sig selv. De to operatorer
kaldes indbyrdes adjungerede. Vi vil indfgre begrebet ad-—
Jjungeret under mere generelle omstendigheder.

Lad (E,E") og (E1,E4) vere to par af vektorrum i du-
alitet over C, og lad A : E ind i E, vere en linesr afbild-
ning. Et element T, € E; definerer en afbildning T, : E1
ind i ¢ vead T1(<p1) = <p,»Ty>. Ved den til A adjungerede li-
ne@re afbildning A” : Ei ind i E" forstar vi den ved

A*(T1) = T,°A
definerede afbildning. Her er T,°A : E ind i ¢ virkelig en
line®r afbildning, men vi ma& forlange, at T10A yderligere
er et element af E". Dette vil imidlertid vere opfyldt, hvis
blot det er muligt pad E og E' at vaelge topologier forenelige
med dualiteten, s& A bliver kontinuert. Det vil nemlig sikre
at T1°A bliver kontinuert i en topologi, der er forenelig
med dualiteten, og det medfgrer netop, at T1°A.€ E',

Vi lagger merke til, at de adjungerede afbildninger
gar hver sin vej:

A :Eind i By, men A%: B] ind i E!

Definitionen A?(T1) = T,°A giver
A*(7,)(p) = 7, (alp)),
eller udtrykt ved indre produkt
<¢,A*(T1)> = <Ap)sT,> .
Denne relation fastlmgger fuldstendigt A*. Den viser ogsé,

at A er den adjungerede til Aﬁ, hvilket berettiger os til

at sige, at A og A* er indbyrdes adjungercde.
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Relationen
~X(Dp ~ ap) = DX(p) + aX(p)
viser netop, at differentialoperat "rerne
D + o : .;;?_5‘1 ind i &3, og
D +a :) ind i D)
cr indbyrdes adjungerede,
Den tilsvarende teori for simultane linemre diffe-
rentialligninger f4r en bekvem form ved en passende anven-—

delse af matrixregning. Vi starter med nogle forberedelser.

Definition 1. Lad I ¢ R vere et interval og a € I et punkte

Lad ¢ = (apq) vEre en n2~matrix, hvis elementer er konti-

nuerte afbildninger apq: I ind i €. Ved den til o svarende
Neumann—-fglge forstiar vi fglgen (gk), hvor a, er enhedsma—
tricen og t £ t

X k k-1 2 \ _
o (1) = @)L (ot L (e (@) a(y)at, yo)an as,

Vi integrerer og differentierer matricer ledvis. Vi

bemzrker, at

(9) DO:CKCX) = Q__C(X)(zlk__.i (X)s kK =1525000

Smtning 1. Hvis M er valgt sdledes, at HaquU < M for alle

P og q, da vil U = agq tilfredsstille betingelsen

k 1

k
HaquU < ET (nM|x-a] )", for alle p.,q og k-

Bevis Betingelsen er opfyldt for k = 0. Vi antager den op-

fyldt for en verdi af k. Vi har nu




%) = [ a(tg (Das,

it

k+1(

altsé
X n
k+1 k
= t t)d
apq (x) ér§1apr( )OCI'q< )at,
hvilket medfgrer vurderingen

k k, /* k k
Iap51(X)| < nME% (nM) Lé | t-al7at| < (kETTT(nM|X~a|) +1p

og dermed er ssatningen bevist.

Definition 2. Med betegnelserne fra definition 1 kaldes

)
ng(x

ok
1
=
™8

den til gksvarende resolventmatrix.

Rekken konvergerer ifglge setning 2. Vi erindrer om,
at %y 08 é afheznger pa vaesentlig mdde af punktet a € I, men

det har vi ikke givet udtryk for i betegnelserne.

Setning 2. Resolventmatricen é tilfredsstiller betingelsen
D& =g g

Bevis: Af (9) og saetning 1 fglger fgrst, at g kan differen-
tieres ved ledvis differentiation af ra&kken, og derefter

fglger sxetning 2 umiddelbart.

Satning 3. Resolventmatricen é er regular (dvs° har fra O
forskellig determinant) for ethvert x € I. Ligningen

Dg=qa¢

har som lgsning netop alle matricer c, hvor ¢ er en vil-

192

karlig konstant matrix.
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Bemgrkning: Nulpunktsmengdep er afsluttet, da funk-—
tionerne "det'" og "g" er kontinuerte.

Bevis: Da g(a) er en enhedsmatrix, og g er kontinuert, er

|a(x)| £ O for alle x € I,o hvor I, ¢ I er et &bent inter-

. WL
1l Cu

val. Hvis nu £ er en lgsning p& en omegn af a, kan &
vist interval 12 med a som indre punkt skrives pa formen

(g:

Vi skal vise, at ¢ er konstant., Ved indsattelse 1 ligningen

, hvor ¢ er en eller anden differentiabel matrix.

R
no

far vi nu

Q1
193]
ne

(pg)e +

, fglger heraf, at

Dec=q 9

HQ 2

Dec =0, alts& D c = O,

12

OgdaD(_S'(,:Q:c
hvilket medfgrer, at ¢ er konstant. Nu vil £ =g ¢ tilfreds-
stille ligningen p& hele I, Vi har s&ledes ogsé vist, at en-
hver lgsning p& et interval omkring a er restriktion af en
lgsning p& hele I. Lad nu b € I vare et vilkarligt punkte.

I punktet b far vi en anden resolventmatrix B, hvor j(b) er
en enhedsmatrix. Da @ er lgsning pa hele I, findes der en
konstant matrix Sy s at B =qa ¢, pd intervallet I1o Lad
nu I, vere det maksimale interval om a, hvor @ (x)] + O
Hvis I1 + I, kan vi specielt valge b som et endepunkt af
I, der er et indre punkt af I. Vi rar da g(b) = a(b) ¢
p4 grund af kontinuiteten, altsd 1 = [g(b)| = la(®)|lc],
hvilket medfgrer, at |g(b)|  O. Men s8 er |g(x)| # 0 1
en omegn af b i modstrid med, at I1 var maksimalt. Altsa

er I,1 = I. Dermed e¢r s®tningen bevist.

Det er nu let at behandle et system af differential-

ligninger
n

- X = T M = 1 % e o0 Il
DXP q§1o¢pq a ps b ¢ sile
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hvor T1""’Tn er givne, og X1’°"’Xn er ubekendte distri-
butioner, mensS « q er vilkarlig ofte differentiable funk-—
tioner. Vi benytter en vektornotation T = <T1""’Tn)’

X = (X1"°"Xn) og skriver ligningssystemet pa formen

(10) DX - oX = I.

Vi bemarker fgrst, at den til g svarende resolvent—
matrix @ er vilkarlig ofte differentiabel, ifglge relationen
i sztning 2. Vi kan derfor benytte de arbitrare koefficien-
ters variationsmetode, idet vi prgver X = Q»X i ligningens
Indszttelse giver pad grund af satning 2, at é Y er en-l¢s—
ning, hvis og kun hvis

g DY = I.
Da g(x) er regulsr for alle x, er §_1 en vilkarlig ofte
differantiabel matrix, og ligningen er ensbetydende med

-1

DY =& Te

o}

Hvis 8 er en stamdistribution til ¢ 'T, har (10) den fuld-

stendige lgsning

+ g,

o3}
o]
i},

hvor C = (C,j54.45C_) er konstant.
= 1 n
Rummene e%1x-"-x$1 =_@1(n) 08 B4 x o XQS,;_ =35afn
er 1 dualitet ved det indre produkt
2(2) = T1(§01) + eee + Tn(gl)n)’
og vi far

(DX - aX)(e) = DX(g) - (aX)(g).

Her er
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n n 1.
= = X
@@ - G0, 0, = 3 3 agFley)
5 3 X (ag0) = 2a’e)
= 3% 2 X (a0 ) =Xa e
g=1 p=1 & PP ’

t o
hvor ¢ er den transponerede af g. Altsa er

(DX - ¢%)(p) = -X(Dg + a"2),

hvilket viser, at D - g har en sedwad jungeret operator

Differentialligningen

n—1 _
DX + “n-qD X+ ooe t a1DX + aoX =T

er zkvivalent med systemet (X = X1)

DX, - X, =0

1 2

906 0000080000

DX - X =0
n

n-1
DX, + oy g Xy *oeee v Xy ta Xy =T
og heraf fglger umiddelbart, at den klassiske eksistenssat-
ning.gmlder uendret ogsé 1 dette tilfzlde.
Af udregningen
(0% + DK + vee + aDX +a X)(p) =
DnX(¢) + Dn—1X(an_1¢) + coe + DX(a1¢) + X(aow) =
X((-1)"% + ()" 'D" oy _y0) + oeo = Dlage) +agp)
fremgdr, at differentialoperatoren
n-1

X DX +oa_ D

n—1 X+,“+aPX+a§

har den adjungerede operator

¢ - (—1)nDn¢ +’(—1)n_1Dn_1(an_1¢)+...—D(a1¢)h+ a9




HT 1965-66 293.

Vi afslutter kapitlet med to meget simple c¢ksempler,
der illustrerer virkningen af singulariteter.
Ligningen
x7DX + 2X = O
har p& hvert af intervallerne J— «,0[ og JOso[ som fuldsten-

_ 2
dig lgsning de smzdvanlige funktioner ce+X . {&%{H;%MHEK+QﬁH¥j)ﬁ

hole—aksens En sidan udvidelse kan kun blive en linearkom-—

bination af differentialkvotieﬁffr af §-funktionen. Nu er
S))
D6 (p) + 207 (p) = X ¢ (0™ (%) - 2D%)
, YNt o
=§\5~(Dn(x3n¢ + (3x%-2)p)

Velger vi ¢, sd at Dk¢@k Oy Kk = 15000yn-1; Dn¢@# O, bliver

n+1

udtrykket.+ O, men forsvinder for alle lavere vardier af
n. Heraf fglger, at ingen linearkombination af differenti-
alkvotienter af § er lgsning til ligningen. Denne har alt-

s& de samme l¢sningér, som i det klassiske tilfelde.

Ligningen '
XX - X =0
har funktionerne cx, ¢ € ¢ som lgsninger. Vi indsstter \W//
X = xY og far “Fx. er
X2DY = Oy - %z ‘
: '(C1e for x < O
som er ensbetydende med i
f(x) =4 0 _ 1 for x=
DY = c,8 + c, D x© \
‘ cze for X > O
eller . " .
Y=c+eXip,f * cols en god lgsning.
altsa
X =

cx + C1XX]O,m[’

Bemerkning: Da x § = 0, far vi, at

IX =xY = cx + cqxfx]o,w[ +t eX ¢ = cx + X X100 *

I stedet for X]O,w[ kan man naturligvis skrive 1]0

:“[!_
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idet x& er nuldistributionen. Som lgsning far vi sdledes
udelukkende smdvanlige funktioner. Den almindelige lgsning
kan skrives {cx + c1!x||c,01 € C}. Singulariteten bevirker
altsd, at lgsningerne ikke behgver at vare differentiable
i 0.
Ligningen
xDX + X =0
har i klassisk forstand lgsningen %, ¢ € & p& hvert af in-
tervallerne |- «,0[ og ]Ose[. Ligningen er ensbetydende meéd
D(xX) = O,
altsad med
xX=c, c € C.

Denne ligning har som lgsning cTo, hvor To er defineret ved

~h 0o
. 1
TO(¢) = 113 [; + £ Ew(x)dx,

og den fuldstendige lgsning bliver
CTO + 016‘; 0901 E C.
Bortset fra nullgsningen er der ingen szdvanlige funk tioner

blandt lgsningerne,
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Rartielle differentialligningere.

Forberedende undersggelsere.

Vi vil beskaftige os med partielle differentialope~

ratorer af formen
k

(1) & = % o, D=,
lklgp =

hvor hver koefficient ) tilhprer g e For TeQ!, 9 €S

er

oT(p) = 3 aDET(p) = 3 DEn(ayp) =
klgp = llgp =

] e ).
M )

Heraf fglger, at den adjungerede operator o* er givet ved

e“(p) = 3 (-1r)'15—|Dl-5(ock<o)o
. le|<p =

Det er klart, at & og 5" er kontinuerte afbildninger
@+ D) inda i Pl @ By ind i D,
Lgsningsmaengden til den homogene differentialligning
$ X =0
er netop polarrm mmet til billedrummet @*(;2%) < ;ﬁm. Lo
ningsmengden til en inhomogen differentialligning
X ="T
er en linezr mangfoldighed parallel med dette polarrum for=

udsat, at der overhovedet findes lgsninger.

Setning 1. Lgsningsmengden til & X = T er en afsluttet 1li-

nesr mangfoldighed i D 1;1 0
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Bevis: Sztningen fglger umiddelbart af, at & er linesr og

kontinuert.

Sztning 2. De p gange kontinuert differentiable funktioner,
som er lgsninger til & X = T udggr en afsluttet linemr mang-
foldighed i vektorrummet af p gange kontinuert differentiable

funk tioner udsﬁyrét med den topologi, der svarer til ligelig

konvergens p4 kompakte mangder.
@ar,{xeg'lx € (g? A OX = T} = gp n @—1(11) c %‘P
med delrumstopologien fra”éfo. o
Bevis: Satningen fglger umiddelbart af satning 1, idet det

nzvnte vektorrum er et underrum i.&bé, og den nzvnte topo-
logi er finere end delrumstopologiene.

Selv om en fglge af lgsningsfunktioner til & X =YT
konvergerer ligeligt pa& enhver kompakt mengde mod en gran—
sefunktion f, behgver f ikke at vere eh 1¢sning i klassisk
forstand, da f ikke behgver at vere differentiabel, men sat—
ning 2 fortaller os netop, at en sédam grensefunktion vil
vaere en lgsning, hvis den er p gange kontinuert differentis
abel. Det maerkelige er, at det ikke er ngdvendigt at forud-
satte, at differentialkvotienterne konvergerer,

Lad £ : R™ ind 1 & vere en p gange kontinuert diffe-
rentiabel funktion. Vi indfgrer g : R™ ind i ¢ defineret ved

e(x) ='{f(§), hvis x_ > O
0, hvis x, < O
Vi vil forsgge at anvende differentialoperatoren (1) pa di-

stributionen g, Vi far for ¢ € I, at

295;“ Dette svarer til et begyndelsesvasrdiproblem pé hyper—

_ fladen z,.= O.
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. X - k .
3 Blp) = = a D= E(p) = 3 D= Eloyp)
lklgp = |kl gp =
= 3 (-0 Elg(0Ea0))
|klgp

1y lEl gk
A S ()

For et led med km > 0 har vi nuwed anvendelse af delt in-

tegration

S ngi(aliso) = =/pE>

-e-m< 1290) -

k-¢
f.../g(x1,..-,xm_1,O)D -m(ocl-c(x,l,u.,xm_,",O)
W(X1’000,Xm_1,0))d}(1-oo d_}(m_'] °

For at kunne skrive dette bekvemt indfgrer vi betegnelsen
ng for den til Dgg svarende distribution, idet DEg er re-—

striktionen af Dgf til det ved xm 2 0 bestemte halvrum.

Endvidere vil vi for x = (x1,..-,xm) sette x' = (x1,...,xm_150)

og dx' = dx1...dxm_1. Formlen bliver da

Kes 1'{"- = ,k' -1 -'m 1
DE(agp) =D 7D n&loge) + (=1) Je(x")D (ock(X Jo(x'))ax'.

Vi indfgrer nu betegnelsen Tj for den ved
£i(p) = /Dgr(x" )o(x")ax’

definerede distribution, og vi far da
K ke ke,
D‘g(ocligo) =D f)mg(ocligo) + D To (ocl_{-go) .

Nu kan det fgrste led pd hgjre side omskrives pd tilsvaren-—

de mdde. Ved gentagen anvendelse far vi med k' = (k1""’km—1’o)

k km k-Jje

'D—g(ockso) = D-D " glop) + 3 D "

2, Tj_1(ag?).
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Vi far s&ledes
k km
k

t -
(2) ©&= soDP g+ sa 3 DFEM i
lklgp = lklgp = J=1

Det klassiske Cauchyproblem drejer sig om, at bestem-
me en p gange kontinuert differentiabel funktion £, si at
£ =F,
hvor F er en given funktion, idet det samtidig kraves, at
Dif for j = Oyee.yp~1 stemmer overens med givne funktioner
for x_ = O. Dette betyder netop, at To""’fb-1 er kendte
-distributioner. Idet vi nu s¢gger at bestemme en lgsning for
X 20, bemzrker vi, at den fgrste sum pa hgjre side i (2)
netop er restriktionen til X0 2 0 af den til & f svarende
distribution. I denvsidste sum kender vi alle leddene. Pa.
distributionsform bliver Cauchyproblemet siledes:
Bestem en distribution T, s at
4° % T = H, hvor H er summen af F og den sidste
(kendte) sum i (2).

2° T har sin stgtte i halygggg%ﬁdgmg O

30 T er en p gange kontinuert differentiabel funk-—
tion for X, > 0, og differentialkvotienterne kan
udvides kontinuert til halvrummet X, 2 O«

Det fremgar af vore overvejelser, at enhver funktiom,
der er lgsning til det klassiske Cauchyproblem svarer til an
distribution, der er l1lgsning til Cauchyproblémet pa distri-
butionsforms. Det omvendte er ikke ganske indlysende, og det
er heller ikke helt rigtigt. Ved diskussionen vil vi antage,

at det for j = Oyse.49p-1 gelder, at de givne randvszrdier
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Déf(&') er p-j gange differentiable. Vi har da, at

k~je
D mTj_1 er en distribution, hvis orden er .netop km~j.

Vi ordner den sidste sum i (2) efter leddenes orden og far

k1 k'+je p—1 k'+je
(3) 2o 3 D m Tk —imq = 2 3 akD - %k —ed
. lklgp = 3=0 m~ J=0 |k|<p = m
>3

H&is g er en funktion, som er p gange kontinuert differen-
tiabel for X 2 0 og tilfredsstiller differentialligningen
1 distributionsforstand, vil g selvfglgelig have et sat
randverdiet for X, = O, og disse randverdier vil da indsat

i summen (3) give samme distribution som randvzrdierne for
fs Hvis vi nu ved, at forskellige randvardier giver forskel-
lige distributioner (3), kan vi slutte, at g = £, altsd at
det klassiske Cauchyproblem er skvivalent med problemet pa
distributionsform. Da (3) afhaznger lineszrt af randvardierne,
er det netop nok at kunne slutte, at (3) er nuldistributionen,
hvis og kun hvis Tj =0y J = Oyeeeyp=1e Nu har leddene i

den yderste sum pa hgjre side af lighedstegnet indbyrdes

forskellig orden, og det medfgrer, at summen kun forsvinder,

safremt
k'+je,
E(XD f _-_-',Oj:O,...,p"'lo
lk|¢p £ Ky =3=177
km>j
I den anfgrte sum har leddet med hgjest index p& I formen

je

b 11}
D .
“pe, fp-3-1

Hvis vi allerede ved, at alle I med lavere index forsvinder,

kan vi abenbart slutte, at
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e
D g (x') ikke antager vardiem O. Men

p=j=1 = O, hvis «

pey

sé. er ogsi Tp—j~1 = 0., Vi ser s&ledes, at de to Cauchypro-

blemer er ®kvivalente, hvis “pe ikke har nulpunkter for
=m

Xy = O. Dette vil specielt vare opfyldt, hvis & har formen

Almindeligere kan vi slutte, at de to problemer er zkviva-
lente i en omegn af ethvert punkt af X, = 0, som ikke er

nulpunkt for koefficienten til Dg.

Eksempel: For differentialligningen

DXDyf(x,y) =0
far summen (3) formen

Dxfoe
Summen bliver O, hvis blot TO forsvinder, og T1 influerer
derfor slet ikke pa ligrlngens lgsning pad distributionsform.
Dette er nu slet ikke s& trist, idet det klassiske Cauchy-—
problem netop ikke er lgseligt for den pag®ldende ligninge.

Et mere generelt Cauchyproblem fremkommer? nar der

er givet begyndelsesvaerdier pa en krum flade i Rm. Hvis den-
ne flade er differentiabel, kan problemet omformes pa distri—
butionsform omtrent som beskrevet ovenfor. Vi skal ngjes
med at vise dette for differentialoperatorer af fgrste og

anden ordene.

Lad os fgrst tenke os, at & er en differentialope~

rator
m

® = 3 a.Dys
j=1 99
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hvor koefficienterne ay er vilkarlig ofte differentiable

funktioner i et omréde O ¢ R™. Lad § vare en differentia-
bel flade, som deler O i O, og Oy« Lad £ : 8 ind i ¢ vere
en given kontinuert funktion, og lad £ ¢ O ind i ¢ vere en
lgsning til differentialligningen
® £ + aof =y
hvor o, er en vilkarlig ofte differentiable funktion, og o
er en kontinuert funktion, og hvor f tilfredsstiller rand-—
betingelsen £|8 = £ .
Vi definerer g : O ind i R™ ved
f(x) for x¢€ 5?
g(x) ={
0 for x € Oy,
og vi vil udreghe & g. Vi vil fgrst behandle et specielt
tilfelde, idet vi antager, at £ er en kontinuert differen—
tiabel afbildning £ : R ind i ¢ med kompakt stgtte indeholdt
i en omegn U af et punkt a € S. Vi vil endvidere tznke os,
at UnS for hvert j € {1,e0e,m} kan—fremstilles pd formen
ix|xle U, A x,; = §j(_15'j)},

Jd J J
. ind i R er kon-

| - .
. = (X,I,.oo,.xj_,l,xj_l_/l,oou,xm) og EjoUJ

J
tinuert differentiabels. Vi har da, hvis O1 ligger pa den si-

hvor X

de af S, hvor xju> 53(55), at

D) = = BOp) = = [oou /U (1) D pax;)ax]

Bale) + Lepax)e.

U

Idet vi betegner grundvektorerne med gﬁ,...,g@, den mod O1
rettede normalvektor til S med y og overfladeelementet med

dos kan resultatet skrives
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D E(p) = Dyglp) + frp(ehu)ar.

Idet vi har

% DB = (o .
o g(p) =2 oy Jg(¢) by DJg(aJ¢),

far vi saledes

(3) o Bo) = 8 g(p) +§ Toluenase’)ar,

Resultatet er udledt under forudsstning af, at SnU
opfylder en speciel Dbetingelse. Vi bemezrker, at vi for et-
hvert a € S kan dreje koordinatsystemet i Rm om i en ny
stilling, s& betingelsen bliver opfyldt for passende valg
af U. Hertil krmves blot, at ingen af koordinatakserne er
parallelle med tangentplanen til S i punktet a. Hvis vi nu
viser, at dc enkelte led i (3) er invariante over for drej-
ning i koordinatsystemet, kan vi derfor slutte, at (3) gel—
der lokalt uafhengigt af de anfgrte sarlige betingelser.

For nemheds skyld vil vi benytte tensorregningens
konvention, at der altid skal summeres fra 4 til m over in-—
dices, der forekommer to gange i et led. Et koordinatskifte
er givet ved en ortogonal matrix.(ﬁ?) og dens inverse (y?),
hvor y? = ﬁg, og vi har de nye grundvektorer gg og de nye
koordinater x! i fglgende relationer til de gamle

of - Al ol v, x - x - A
Idet vi med Dé betegner differentiation med hensyn til de

nye variable, far vi
axk :
t — nd
Dy = 5% Dy = Pyl

Da operatoren ® er invariant over for koordinatskiftet, er

Nt o ledn -
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har vi transformationen
_ k _ .k
O‘:‘l"‘B:'i(xl«: ? A3 =Y Pk
Af omskrivningerne

¢ B(p) = - B(D (0 0)) = —.gg(Dj(ajw))

) g(go) = - L oa.D.g
61 Jd J

fremgar nu umiddelbart invariansen af de to fgrste led i

(3)0 Endvidere er

“3§$ = V?“kﬁfgl = klakﬁl = “k9?9
ng heraf fglger invariansen af det sidste led i (3). Dermed
har vi bevist, at (3) altid gzlder lokalt.

Til sidst udnytter vi en spaltning af enheden for
at vise, at (3) ogsé gelder glohalt. Hvert punkt af O har
en omegn, i hvilken (3) gelder (trivielt, hvis omegnen ikke
indeholder punkter af 8). Vi kan da finde en fglge (nn) s O
ind i [0.1], s& at hvert n, bar sin stgtte i en af de valgte

omegne, og sa at % Ny = 1, og s& at det for enhver kompakt

mEngde K ¢ 0 gelder, at hgjst endelig mange af funktionerne

Ny antager fra O forskellige verdier pad K. Lad ¢ : 0 ind 1
¢ vere en vilkéarlig ofte differentiabel funktion med kom-—
pakt stgtte, S& gelder (3) for hver af funktionerne P = NP
og dermed for summen ¢. Altsd gelder (3) globalt.

Vi ser, at det sidste led i (3) er en distribution
med stgtte indeholdt i S. Den svarer til et mal, som pa S
har vathed f(gazaqu)o Den er bestemt ved randvardierne for
fo Det gwlder altsd ogsad i dette tilfzlde, at de givne
randverdier kan indregnes i ligningens hgjre side, nar lig-

ningen skrives pa distributionsforms.
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Det kan dog ske, at tillzgsleddet forsvinder, selv
om f ikke forsvinder p&4 S, nemlig hvis faktoren p.3 ajga

forsvinder, hvor f ikke forsvinder.

Operatoren & kan fortolkes som en retningsdifferen—

tialkvotient, og netop i1 den ved 3 ajga bestemte retning.

J
Se Retningen % ajga bestemmer et retningsfelt i O, og dette

At pe3 ajgj forsvinder, betyder, at & a.ga er tangent til
retningsfelt bestemmer et system af kurver, som overalt gar
i feltets retning. Disse kurver kaldes karakteristikkerne
for &, o8 en flade, der frembringes af en skare af karak-
teristikker, kaldes karakteristisk.

P4 klassisk vis lgses differentialligningen ved, at
man fgrst bestemmer karakteristikkerne ved at lgse differen-

tialligningssystemet

dx .,

af'—:aj(‘&), j='1,.-o,mo

Differentialligningen bestemmer derefter variationen af lgs-
ningsfunktionen langs hver karakteristik, og lgsningen fast-
lxegges, hvis man har givet en begyndelsesverdi i &t punkt
af’ hver karakteristik. Det er derfor klart, at Cauchyproblem-
et 1 almindelighed ikke har lgsninger, hvi s en karakteristik
er indeholdt i S, og i dette tilfelde vil overgangen til di-
stributionsform netop bevirke, at der ses bort fra saddanne
begyndelsesvaerdier,

P4 den anden side kan Cauchyproblemet ogsi vasre uden
lgsninger, hvis en karakteristik skerer S i mere end et punkt,
og vi m& derfor regne med, at et Cauchyproblem pa distribu-—

tionsform ikke ngdvendigvis har lgsninger.
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26« kapitel,

Foldninge.
Ved behandling af linesre partielle differential-

ligninger er foldning et vigtigt hj®lpemiddel. Dette er

tilfzldet i den klassiske behandling, og anvendelsen af di-
8tributioner understreger yderligere.foldningens betydning.
I dette kapitel skal vi indfgre foldning af distributioner'

og diskutere dens grundlzggende egenskabers.

Definition 1. Lad f og g vare kontinuerte funktioner, f,g:

A" ind i ¢, Det antages, at en af funktionerne har kompakt
stgtte. Foldningen h = fxg ¢ X" ind i ¢ er defineret ved
n(x) = /f(z-y)e(y)dy.

Vi prazciserer ikke, hvilken af funktionerne, der

skulle have kompakt stgttc. Dette hanger sammen med f¢1gen—

de sgtning:

Satning 1: f*g = gxf.

Bevis: /f(z-pe(p)ay = /e(xpe(-pay = [t(Pe(z-y)ag.

Dermed er sztningen bevists.

Definition 2. Med 2; eller zp vil ¥ Dbetegne den ved

Ep(zﬂ!??23§p) =Xyt oeee +;§p

definerede afbildning 3! R™ pa ™. For p = 2 vil vi ude-

lade index p.
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Setning 2. Hvis h = £%g og ¢ €<§b, er

hip) = (£ @ g)(pox).

Bevis: h(p) = /h(x)e(x)ax = //t(x-y)e(y)e(x)axdy
= J/t(x)e(y)e(x+y)dxdy = (£ @ g)(pez)

Det fjerde udtryk fremkommer ved, at integrationen efter .
tenkes udfegrt farst, og vi udfgrer translationen X — X + Y.
son ikke @ndres resultatet af denre f@r ste integration. Der-
med er satningen viste.

Vi understreger, at funktionen ¢o3 i sztning 2 selv~
fglgelig tilhgrer & , men den tilhgrer ikke <. Hvis a hg-
rer til stgtten for ¢, vil hele den ved x + y = a bestemle
linesre mangfo.dighed i p2m hgre til stgtten for ¢°%, og

denne vil sadledes ikke vare kompakt.

Setning 3. Lad T, € 2's T, € &' vere distributioner, af
hvilke den sidste har den kompakte stgtte K. Lad o € £A have
verdien 1 overalt pd en &ben mangde, der indeholder K. For
90 € % smtter vi

S(p) = (T, @ T,)((1 ® a)(pez)).

Da er S en af o uafhengig distribution.

Bevis: Mere udfgrligt siger definitionen, at

(1) S(p) = Tyx(Ty la(yle (x+3))).

Da o er identisk 1 p& en aben mangde, der indeholder stgtten
for T,, er sz(a(y)¢(x+y)) uafhengig af o, og dermed har vi

vist, at S er uafhsngig af a. Det er klart, at S :=£5 ind 31
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& er en linear afbildning, og vi mangler derfor kun at vise,
at S er kontinuert. Dertil er det nok at vise, at det for
enhver kompakt m&ngde K1 c & g&¥lder, at restriktionen af

S tii‘éﬁK er kontinuert. Nu er,ﬁﬁk et Fréchétrum, og det
1 X

er derfor nok at vise, at S(¢n) - 0, nar (¢n) er en fglge,

der gar mod O pé.ﬂﬁK » Lad K2 vere stgtten for a. Vi ser da,
1 o

at a(y)¢n(x+y) o0 kr&ver, at y € K ». X4y € K1, altsa
(x,¥y) €'(Kﬁ-K2)xK2, sé;a(y)¢n(x¥y) har sin stgtte indeholdt
i den kompakte mzngde (K1-K2)xK2.-Endvidere gar a(y)¢n(x+y)
samt alle dens partielle differentiaslkvotienter ligeligt
mod O. Da T, ® T, er en distribution, medfgrer dette, at

S(¢n)<e O. Dermed er s®@tningen bevist.

Definition 2. Den i satning 3 indfgrte distribution § kal-—-

des foldningen af T, o8& T,, og vi skriver S = T %Tye
. . . f&' = R
Sgtning L. Hvis T,].,_'I‘2 € £, er T1*T2 TZ*T1
Bevis: Det fremgir umiddelbart af definitionen.
‘P4 grund af satning 4 vil vi ogsd i den generelie

tilfelde anvende skrivemaden S = T2=R4T,1 som ensbetydende med

8 = T,#T,s Vi bemerker i gvrigt, at (1) giver mening, selv

1
om faktoren a(y) udelades, og at vi har
(2) 8(p) = Tyx(Thulo(x+y)) = T, (T, (p(x+y)).
Sztning 5. Hvis T{ har stgtte K1 og T2 har stgtte K, og K1

eller K. er kompakt, da har T,*T, stptte indeholdt i K,+K .

2
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Bevis: Lad os antage, at K, er kompakt. Lad os antage, at
¢ er identisk 0 pa en aben mangde 0o K1+K2. For y € K har

K,+y positiv afstand fra (O, og v1 kan derfor finde en &ben

1
omegn U(y) af y,'sézat K1+U(y) ¢ 0. Vi setter

og O2 er da en aben mangde, som tilfredsstiller betingel—
serne 0, > K, og K,+0, ¢ 0. Lad nu y vare valgt, sa at
T x(go(x+y)) £ 0. Det kraver, at der findes et x, s& at x € K1!
x+y € (0, men det medf¢rér, at y € COZ’ altsd at T1X(¢(X+y))g
har sin stgtte indeholdt i COZ’ men si er

S(p) = Tgy(T1x(¢(X+y)) = 0.

Dermed er satningen beviste.

Setning 6. Hvis T,, T, og T, er distributioner, af hvilke
mindst to har kompakt.st¢tte, er T1*(T2*T3) = (T1*T2)*T3a

_Bev;s_ Vi sastter T2*T3 = S1, T1*T2 = 83, og vi par da
(1,#8,) (9) = T, (8, (o (x43))) = Ty (T, (T; (p(x+y+2))))s

(55#15) (9) = 55,(T5,(p(x+2))) = Ty (T (T3, (p (x4y42))))

Dermed er sstningen bevist.

Satning /. Lad K c'Rm vere en kompakt mengde, Det underrum
af £'x ', som bestdr af par (T1’T2)’ hvor T, har stgtte-
indeholdt i K, afbildes kontinuert ind i $A' ved afbildning-

en (T1,T2) - T,*T,e
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[~ ¥ aSas]

Bevis: Vi valger a € B identisk 1 p& en &ben mangde, som
indeholder K+ S& er

(1,31,)(9) = (1, @ T,)((a ® 1)(po3)) -
Afbildningen ¢ » (a ® 1)(pos) afbilder begraznset mengde na

G s

begranset mengde . At (T1,T2)-+ 0, betyder, at T, og T, gl

ningen umiddelbart.
P4 tilsvarende made ses, at (T1,T2)-e T,#T, afbilder
g"x &' kontinuert ind i £ ". Derimod bliver afbildningen

af £'x @' ind 1 Z" i almindelighed kun kontinuert i nver

variabel for sig.

Det er klart, at foldningen er en bilinezr afbild-—
ning. Ved addition og foldning er & organiseret som en
ring. Vi har

() () = T, (g5(p(x+3))) = T, (e(x)) = T(p).

Altsd er 4§ neutralt element for foldningen. Endvidere er

(s6,)(9) = T, (6, (1) (o (x41))) = T (e(x+a)) = Tvz9)

ZaT(¢)’

s& vi har relatidnen

Endvidere er

(DB )

T ((088)_(p(x+ry)) = (-1) 1Bl2 (0B ()

1§

DET(¢)9
sé vi har relationen

™DES = DRp,

Heraf fglger nu umiddelbart
*/ D& @ er kontinuert, medfgrer dette, at T1®T2 gar lLigeligse

mod O pa enh¥er begrenset mengde,




Y
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P- — l:. - — :_.-,‘{ d \ —— i :':);i o
D (T1*T2) = (T,]$T2)€.~D&d‘ = T,% \TQ*DR(S‘) = T,#DT,,
s&4 vi har
_ DR w7 = T.sb2
Dp(T,lsr.Tz) =D 41'1.T2 = T, DFT

B e R

hvis en af distributionerne T1 og T2 har kompakt Gozihen
P4 ordret samme madde far vi

TQ(T1*T2) = T2T1$T2 = T1$TaT20

: 1
o= 2 oc1{D:‘3
k< =

er en differentialoperator med konstante koefficiencer,

har vi relationerne

6T=04 % T |
8(T,#T,) = BT, *T, = T #0T,.

Definition 3. Ved en fundamentall ing til en differentinl-

operator & med konstante koefficienter forstiar vi en &lstri~
bution U, som tilfredsstiller betingelsen

@U=d‘e
Setning 8. Hvis en differentialoperator & med konstante ko~

efficienter har en fundamentallgsning U, og T er en distri-

1
",

bution med kompakt stgtte, har differentialligningen ©X =
lgsningen X = T%U.

Bevis: Vi far

[t Ser = =}

3{TU) = ™0U = Ts+d = T.




Sztning 9. Hvis en differentialoperator & med konstante ko-
efficienter har en fundamenhtallgsning U, og T er en vilkar-
lig distribution, har differentialligningen &X = T hgjst én

lgsning med kompakt stgtte.

Bevia: Hvis X har kompakt stgtte, og X = T, far vi
X = X6 = X#oU = &(X#U) = 0X%U = T«U.
Her har T = 0X selvfglgelig sin stgtte indeholdt 1 stgtten

for X.
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Laplaces operator.

Lad ¢ vere et tal i intervallet ]O,1[..Det traffer

sig s& uheldigt, at det bliver vigtigt for os at kende vasr-

dien af integralet

I,(wse) =/ I xPax,
e g =l <1

hvor v € €, x =‘(X1"°"Xm)’ D ='(p1,...,pm), og hvor 2, er
et ikke negativt helt tal.

Vi bem&rker fgrst, at

Im(v,g) = 0, hvis mindst €t p, er ulige.

Det vil vzre en fordel at regne i polzre koordinater.
Vi setter altsa

= IrCO8 @y +-+ COB @ _5 COS @ 5 COS @1

X, = ICOS @y -+ COS ®m-3 cos @, _» sin ® 1

X3 = I'COS @1 sese COS @m-3 Sin @m_2
X, = rsin @1,
w m
8§I‘§1, —‘-2-§®'u§>-2',,u,='l,...,m—2,"’n’§®m_1__§7T.

Vi skal udregne funktionaldeterminanten for denne transfor-
mation. Hver af dens sgjler pd n®r den fgrste indeholder en
faktor r, som vi setter udenfor. Endvidere fremmer det over-—

skueligheden, hvis vi i de to fgrstec rakker sztter

COS @y sesco8 O 4 udenfor, og i den u-te raekke cos @1...cos®u

I alt har vi derefter trukket en faktor

m-1 m m-1 , 2
r COS @1 CcOS @250-008 @m_1

ud af funktionaldeterminanten. Det forudsatter, at ingen af

._']“
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vinklerne er - % eller 7}, men vi ved pa4 forhadnd, at funk-
tionaldeterminanten er en analytisk funktion af r,®1,...,®m_1,

s& undtagelsesverdierne fa&r ingen betydning.

Den resterende faktor af funktionaldeterminanten bli-

ver
1 ~t80, ~tgd, R L “t&0
te0pp —tE0,tEd o ~tEd,tEd 5 ... 1 0
By = ) |
tg @2 -tg®1t9®2 1 cos Q 0
'tg @1 1 0 Cfo 0 0

Ved at udvikle efter den sidste sgjle far vi

m+2

m+1
By = (=17 (=tey g te®y_qey g) + (=170,

m 2 m -2
(=1)7(1 + tg ®mf1)Am—1 = (=1)"cos On-1Pm—1 *

og denne rekursionsformel giver ved gentagen anvendelse

4 -2
s, = _(_m)zm(m+1)(cos ®, +++ cOS ®m—1) P

s& funktionaldeterminantens vsrdi bliver

1
o fm(m+1> m-1 m-2 m-3 . .
( 1) r cos ®1cos @2 *+ COS ®m—2

Funktionaldeterminantens fortegn vedrgrer kun oriente-
ringen af parameteromradet. Vi ved, at Im(v,g) er > 0, og vi kan

derfor tillade os at glemme alt om fortegnet. Vi far si&ledes
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1
I, (vsp) = ! wHelmtg,

m"’2 1
se s - —'"] P_. o p
([ BT Bytesctmy U S 1
COS ® sln [ _CcOB
p=t —mw p ®u®u L

Py
®sin “OdO.

Alle integralerne kan udregnes ved elemehtmre metoders
I det foreliggende tilf®mlde er det dog bekvemmere at skyde

graspurve med en lille kanon. Vi inddrager
r(x) = ot gy,

og vi minder om dens helt elementsre egenskaber
r(x+1) = xr(x), vne N :r(n) = (n-1)t.
Gammafunk tionen er for Re x > O en analytisk funktion, og vi

kan derfor analytisk fortsmttelse i vore beviser. Vi er in-—

teresserede i udtrykket
r(x)r(y) =,g,é e—(t+u)tX“1uym1dtdu.

Vi benytter substitutionen

t = rcos%J, u = rsin%j, 0<Kr<cey; 0B®L i,
som ¢gjensynligt etablerer en bijektiv.sammenhéng mellem den
3pne halvstrimmel i (r,®)-planen og den positive kvadrant iv

(x,y)-planen. Furktionaldeterminanten bliver

2 .
cos ® ~2rsin @cos 6
a(t,u) _ 5 = 2rsin ® cos @,
a(r,o) sin“® orsin ®cos ©

884 substitutionen giver

o oA - - - , -
aé,éﬁwe rrx+y 1cos2X 1@Sin2y 1@dodr

i

r(x)r(y)

i

1 - -
2r (x+y) é?WCOSZX 1®sin2y 1@d@,

og vi har derfor

1 L —
Fcoszx 1osin2Y Toas = grgx})cz;s(r%)
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For x = y = &+ far vi heraf defvelkendte resultat
Pt = Vi

Idet vi nu antager, at p1,...,pm_alle er lige, f&r i

1 -
Im(st) _ zg I;u+|;9_|+m 1dr-

\‘

r( (py+eeepy +m—u))r(i(p ot1)) r( (p1+1))rkg&“ })
p=1 r((pfh“'mmﬁi1ﬂm“+1) T r@%p1h? YT

m
1 m r(t(p, +1))
_ 2{ v+pD|+m— ar &= K

T (% (p1koao+b +m))

Efter at vi siledes har fundet et nogenlunde simpelt udtryx
for integralet, kan det vere rart med en kontrol. For v = U
og p =0 far vi specielt
—\1 m —\n
- m
ZM'IT)‘ 1-€ = (\/’lT) n(1_ e )

r(im) mn I (Fm+1)

0 giver dette rumfanget af enhedskugleomegnen. For

verdierne m = 41,2,3,4 far vi efterhinden Z,W,%#,%wz.

For ¢ =

For ikke at glemme, 775711;”1_)71,...,pm er lige tal, saetter!hri

b =2qlu',/.['=1,oa¢,mo

L
5 e (20 ~1)(2q ~3) i
2q ~1)(2q ~3)aec 310
PG, 1)) = rlg ) = it i
o M
_ (oI S;.%Q,'ﬁ_,

q
'u'o i a0o a /J' !
2 2%u(2%u 2)soolia 2 2 (%u)

Med.Algl vil vi betegne Laplaces operator itereret |gj

gange. For ¢(x) = £Q bliver Alg|¢ en konstant. I udviklingen

af Algl efter polynomialformlen far vi brug for leddet
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(2q1)!o.,.(2qm)! .

Idet vi indfgrer dette udtryk i vort resultat, far vi endelig

1 -\ 1
I (v,p) = [ pvtiRl+m=14 (/) Alal (x).
m VD ‘é‘ r 7 r ZTEI_,,L%I !r(-;-m+|gl) 1AW

Vi bemzrker nu, at dette resultat kan skrives

o0 1 - m
- k
I (v,p) = 3 ([ oV¥em=lg, 0/ 250 (0))
m*? k=0 é‘ %K 1k!r(%m+k) =

idet vi har Ak¢(g) = 0 for alle k # |g|» Den fremkomne for-
mel er linesr i ¢(§), og vi har derfor mere generelt, nar

P(x) er et vilkarligt polynomium

/o lPR(x)ax = ([ e o () 2*p(0)).
egllxllg k=0 25T IRIT ($mk)
Vi har nu
' -1 v+2k-+m
( (p+2k+m) (1 - ¢ s v+2k+m $ O
é'r”+2k+m—1dr - ’
-log €, p+2k+m = O,

For bekvemmeligheds skyld vedtager vi, at 0-180 skal fortol-

kes som log €, hvis ¢ = O. Med denne vedtagelse viser resul-

tatet, at

m p+2k+m k

(/) e A P(o)
k!T ($m+k) (v+2k+m) e

S lzlYP(x)ax + = =
e<[lxll4 | oo 22K

har en endelig af ¢ uvafhengig vardi.

Hvis P er enhedspolynomiet, far vi specielt
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i

-m 1
J ldlax = EME- [ =7 e,
e<||zlI< = Tlem

og dette udtryk konvergerer fdf‘e -0, hvis og kun hvis 5y > -m.
For v > -m er funktionen [|x||¥ s&ledes L1~integrabel over be-
grensede malelige mengder og svarer sadledes til en distribu-
tion. For v ¢ -m svarer funktionen ikke til nogen distribu—

tion, men vi vil skaffe os en erstatning for en siddan distri-

bution. Vi kan svarende til ¢ e betragte polynomisrne

.y .
P (x) = §n 37 D% (Q)xd.

| 3l
For n tilstrakkelig stor eksisterer ngHv(¢(§)-Pn(§))d§

udstrakt over enhedskugleomegnen. P4 den anden side eksi-

sterer f”&“v¢(§)d§ udstrakt over omriddet uden for enhedskug-
len al tid. Hvis vi nu defiqerer;fﬂﬁﬂan(E)dz over enhedskug-
leomegnen ved det s&flige udtryk, som vi ovenfor fandt var

uafhengigt af €, far vi alt i alt defineret en slags erstat-
ning for.fH§HU¢(§)d§. For 2k ¢ n har vi &benbart Akw(g) = AkPn(Q),‘
Vi betogner den fremkomne distribution med (Prlxl|Y) (Pf =

partie finie), og den er altsd defineret ved

(1) @) () = 1im(/  x)Ye(x)ax +
‘ , e-0 ||xf[>e
q = m y+m+2k

k=0 2 k!T (dm+k ) (v+m+2k)
hvor g m& vare valgt, si at 2q+2 > =p-m. Alle led i summen
med 2k > =-y-m gar mod O, og de er derfor uden indflydelse
p& distributionens vaerdi. I det eventuelle led med 2k = -y-m
udelades faktoren v+m+2k i nzvneren og s—-potensen i ta®lleren

erstattes med log .
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Fgr vi kan sluttes at (Pfxl|¥) er en distribution,
mé vi vise, at (Prig|")(p) afhenger Kontinuert af ¢4 Dertil
er det nok at Visej at (Pf“é“ﬁ)(¢j) 5 0 for en fglge 94 P&
et £5K9 hvor K ef 6n vilkérlig Kohpakt mshgdes Det er nu for

det fgrate klarti at

4

Tlxll21

Det er derfor nok at visejy at udtrykket (1) gar mod Oy nar

II§IIV¢3(§)d§ - 04

¢ gennemlgber en fglge af vilkarligt ofte differentiable
furttioner (¢j), som gAr mod O tillige med samtlige diffe~
- rentialkvotienter ligeligt pa den afsluttede énhedskugle—
omegn, idet integralet tsnkes udptrakt over den ved eglx]lg1
bestemte kugleskal + Dertil spalter vi ¢ péd formen
¢j(§) = Pj(ﬁ) + ¢3(§);

hvor Pj(g) er et polynomium og ¢5(§) har sine differential—
kvotienter 1lig O i punktet O indtil orden 2q. Sa vil (Pj)
og (@5) hver for sig gi ligeligt mod O tillige med samtlige
differentialkvetienter, For ¢5(§) gelder nu, at m§nv¢3(§)
bliver en L1Hfunktion ﬁé hele enhedskuglen, og integralet kan
da udstrazkkes over hele enhedskuglen og grenssovergang under
integraltegnet vil vmre tilladt, For bidraget fra Pj(g) s&
vi ovenfor, at det samlede bidrag bliver uafhsngigt af e,
né vi kan foretage granseovergangen for et fast positivt e.
Narzed har vi vist, at (Pf”g”u) er en distribution.

Vi vil ny forsgge at anvends Laplaces operator pa
d! stributionet (Pf”g”v)g Vi f4r direkte af (1)
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(2) aleelEl’) (o) = Erlxl”) (ap) = 1im(/  lall¥ap(x)ax +
en0 Jlzllze

: (\/;;)mev+m+2k . Ak+1g0(o.))
k=0 225 kit (mek) (v+m+2k) =

M

For v > -m er (Bf[|x||V) den til funktionen |zl|” sva-
rende distribution. For v 2 2 er denne funktion overalt to

gange differentiabel, og vi far

2.1 2Ekp-1 =2
DIl = D(llxl %)Y = o (el =7 2y = vl

og
v V-2 2 v=l
Dyl = vl x| + v@v~2)xjH§H 5
altsa
v V-2 p=2 p =2
allgll” = mllxl + v(v-2)xll = v(m+w=-2)||x[]” "

For tilstrzkkelig store vaerdier af v har vi derfor
(3)  a@el¥) = v(nw-2) (el ")

For fast ¢ er den ved g(v) = (pr]|x]|V)(p) definerede
afbildning g ¢ € ind i ¢ analytisk undtagen i punkterne -m,
-m-2, -m-lj;+.. Dette fremgér af (1) ved den tidligere benyt-
tede fraspaltning af et polynomium fra ¢ inden for enheds—
kuglen, idet det fra polynomiet stammende bidrag bliver uaf-
hengigt af e. Af (2) ser vi, at A(Pel|x)|Y) under de samme Dbe-
tingelser er en analytisk funktion af v. Ved analytisk fort-
s@ttelse far vi derfor, at (3) gmlder, nar badde v og v-2 til-
fredsstiller betingelserne. Altsad gelder (3) undtagen, nar
v har en af vardierne

-m+2, -m, —m=2,-Mm=Lgeae

For et fast € > O og p € NMf0} vil brgken




HT 1965-66 | 322,

('l}+m+2p>"1 (8v+m+2p_1 ) )

have gransevardien log € for v - -m-2p. Heraf fglger, at
-
(/m)

v I - b /.
(]| x][”) (¢) N N v arPo (0)

er en analytisk funktion af v ogsé for v = -m-2p« Af ligning

(3) far vi nu

y ) (izfn Ap+'1 0) =
A (Pl ) (¢) 22P“Tb;r(%m+p)(v+m+2p) (0

_ p=2 L - (x/;)m p+1 0
v(m+y-2) (PF)| x| )e 229”1pgr(%m+p)(v+m+2p) o e (o)

P4 venstre side kan et A ombyttes med distributionerne, sa
vi f&r Agp ind i stedet for ¢. Ved granseovergangen v - -m-2p

far vi derfor

AEElE] TP (p) = 1im  (u(mww-2) @V ) (0) -
P> -M—2p

(\/7-;_-)111 AP+1(p(O))o
p!T (4m+p) (v+m+2p)

22p—1

Leddene i parentesen pé& hgjre side vil sedvanligvis

divergere hver for sig, idet (PngHv_z)(¢) indeholder et led,

som gir mod «e Vi kan imidlertid ogsa her trzkke den singu-—

lzre del ud, og derved far vi




.
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APell 0 () =

- m 1
1i (m+p=-2) ((Pf]|x V=2 ) - : (/) e O
‘l)—)"nl:l"zpv Y “-“ )(qo 22P+1 (p+1 ) T (-;—Hl+p+‘1 )(y»{-m»{-Zp)
: ()" v(my=-2) P+
+ 1 = - 1)A (0) =
v—>-J--II;11—2p 22p 1]:_)!I' (m+p) (v+m+2p) L(p+1) (3m+p) ) ¢

(m+2p) (2p+2) (el =l ™2 TE) (p) +

=,

2p+)
2 P l(p+’])!r(%m+p+1) V==2D

(m+lp+2) (V)" p+1
A6 (9) s
222 (L) T (mtp+1)

(m+2p) (2p+2) (el ™ 22 72) (p) -

hvilket viser, at

W) a@elx ™ %®) = (me2p) (2p+2) (P[P

. m
) el \2*p, p =012,
2 (p+1)!T (Fm+p+1)

Vi mangler endnu at undersgge tilfazldet p = -1, idet
der i dette tilfmlde optrader en pol pd hgjre side, men ikke

pa venstre. Vi har i dette tilfelde

1im A(PE] x|V )e

2~m
A(PE|[]T e
P 2=

= lim v(m+-2) (P2 =l”72) (p)

V21
. -2 2"
= vi.;lfmv(m‘*'v"z)((Pf”?.{“v )((D)"'I,(%m)(75+m_2) 9(0))
. 2(/m)"
+ vi;?mu(m+v—2) ffgm)(Z+m-2) 9(0)

=\ Il
- 2l (),
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altsa

(5)  a(Pfllx 2(2-m) (/)" &

T (zm)

=™

Heraf fremgir, at Laplaceoperatoren A for m > 2 har

fundamentallgsningen

idet (Pf”§”2_m) er den til funktionen H§H2'm svarende distri-
2) ud-

1l

bution. Resultatet g®lder ogsad for m = 4. Planen (m
ggr et virkeligt undtagelsestilfelde.

For alle m er logl||x|| en funktion i 1. Por m s> 1 har

log||x|| ogs& sine partielle diff erentialkvotienter i L1, og Vi

har
-2
D loglk|l = [zl "%,
J J
For m > 2 vil ogsa de partielle differentialkvotienter af an-

den orden tilhgre L1, og vi far

-2 - 2
b togllall = Izl ™ - 2l T,

(6) aloglxl = (m-2)[Ixl™%, m > 2.

For m = 2 mé DjlogH§H differentieres som en distribu-
tion Dlegﬂéﬂ, og vi far da

(a15glzll) () = /Il ™2 (xD4p + %50

Vi indfgrer polare koordinater,‘idet vi satter

. -2 -2
x, = rcos @, x, = rsin @, JIzxll T =1r 7

X1D1¢+X2D2¢ = rDr¢, dx1dx2 = rdrde,

og vi far da

2r oo
(a15gligll) (9) = = o Dypara® = 2mp(0),
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og vi har derfor

ploglxll = 2né,

32bs

hvilket viser, at A for m = 2 har J”’log”&” som fundamental—

ar

lgsning.
For m 4 giver (3), at |
A@e)E)*™) = 2(u-m) (el 5T,
som for m = 4 ifglge (6) erstattes med
atogldll = 2llz) ™. q

For m £ 2,4 far vi ved (5), at

AZ(Pf”?_S.”u—m) = 22(2‘”112&5131)(\/77)'“ 5,
og for m = 4
A1oglzl = ~8r°6 -
Nu er
Dj(llsgl|2loguyl) = 2xlogllx| + x4
altsa

D (llll *Logliz) = 2xlzl ™ + 210glizll + 1,
hvilket for m = 2 giver
a(lxl|*1ogllzll) = b + 4logllxl,
s4 vi far
2 (1=l P 10gllxl) = &S

Operatoren.A2 har derfor fundamentallgsningen

2
%;“ﬁ“ logllx|| for m = 2,
- wig-logH§H for m = U,
8
1 -
c@En) (e )* ™) for m 4 2,k

2% (2-m) (L=m) (/)"
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Vi kan uden vanskeligheder f¢re processen videre; )
saledes Finde fuhdamentallgsninget sVarende til hgjere poten~
ser af As ‘

Vi kan nu vise fglgende smtnings

Smtning 1. Hvis A%T 1 en aven mengde 0 er en vilkirlig ofte

differentisbel (analytisk) funktion, er T en vilkérlig ofte

dtfferentiabel (analytisk) funktion p& O

Bevis: Det er &benbart nok atb;isé;éétningen for n = 1. Lad
01 vaere og bggranset‘ﬁéﬁgde: der er aben, med 8: c 0, og lad
g }}O‘vgre félgt, s at afstanden fra O1 til CO er stgrre end
2r. Vi valger o €S, s4 at a(x) = 1, hvis x har afstand {r
g 0,0 og s at a(x) = 0, hvis x har afstand > 2r fra 01.

28 er o og A(aT) distributioner med'kompakt stgtte indeholdt
Y 0, dgrpé mengden af puhkter med afstand < r fra 01 er A(aT)

Jdentisk med AT, Idet vi smiter

[ Zﬁf-logﬂin form = 2

Sl TS
{ 2(2-m) (/o)

har vi ifglge beviset for satning 9 i kapitel 26, at

(7) aT = FsA(aT) .

Tod o vaere en vilkarlig ofte differentiabel funktion, som

g iﬁentisk 1 pa O1 og O i alle punkter med afstand 2 r fra

Doa L aatter:81 = nA(aT),Vog Sqref dafenidiSﬁribution;som

svarer til en vilkarlig ofte differentiabel fdnkfion go{Vi

setter S, = (1=n)a(aT), og 8, er da en distribution, som har

sin atgitte indeholdt 1 mmngden U af punkter, hvis afstand fra




HT 1965-66 327 »

O er > O men < 2r., Vi har nu

aT = fxg + f*Sz.
Her er f#g en vilkérlig ofte differentiabel funktion, da g
er det. Lad f1 vare overalf vilkarlig ofte differentiabel og
identisk med f for [|x|| > r« Vi har da

(34£,)(9) = 85, (B, (p(x+))) = 822(_</f1 (2o (x+y)ay)

= 8, (/T, (~x+3)e () ay)

= fs2£(f4(—5+g))¢(z)dz,

hvilket viser, at SZX*f1 er den vilkarlig ofte differentiable
funktion st(f1(-§+g§). Det resterende bidrag (f-f1)*82 far
ingen indfl;ﬁelse for de punkter af 01, som har-afstand > r
fra randen. Da r var et vilkarligt positivt tgl, har vi sa-
ledes faet vist, at oT og dermed T er en vilkirlig ofte dif-
ferentiabel funktion i 01, og da O1 var en vilkarlig delmang-
de af O, fglger det, at lgsningen T er en funktion, som er
vilkarlig ofte differentiabel i 0. I det analytiske tilfmlde
udnytter vi ligeledes (7), men nu er A(qT) en funktion og
analytisk i O, Erstatter vi f med fan (fv-n for m = 2), gi-
ver foldningen et integral af en analytisk funktion med hen—
syn til en parameter, og pastanden fglger ved gr&nseovergang-

€Il NN — ooe
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