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Kapitel 1.

Mængdelære.

T. 1.1.

1.1. Vi skal i dette afsnit beskæftige os med en idekreds,

som har principiel betydning for udviklingen af den abstrakte

mængdelære, og som har mange anvendelser i den videregående ma

tematik. Vi begynder med at minde om begrebet ordensrelation

på en mængde A.

En relation på A er som bekendt givet ved en mængde

R ~ A x A, og man benytter et relationstegn, f .eks. -< " således

at (a,b) E: R skrives a ..:.< b. Relationen er en ordensrelation,.
o den har fØlgende egenskaber:nar

1 ) \fa E: A (a -< a). Beflexivitet.

2) \fa,b E: A «a -< b I\b -< a) =t a = b) ~

3) \fa ,b , c E: A « a -< b 1\ b -< c) =t a -< c). Transivitet.

Eksempler på ordensrelationer er relationen < på R og re-=
lationen ~ på mængden b(M) af delmængder af en mængde M. I ste-

det for a -< b vil vi skrive b )- a og derved defineres en ny

ordensrelation )-,som er den omvendte til -<o Af 2) fremgår,

at a -< b samtidig med a )- b kun finder sted for a = b. Rela

tionen a -< b læses Ila kommer fØr bil eller "a minoriserer bil.

"Tilsvarende sige.s ogB8 "h kommer efter a" eller "b majoriserer

a". En mængde A med en ordensrelation kaldes en ordnet mængde.

Den kaldes en fulg.st??n~~.JL9T9c11~:tJ}lænK~~1når- betingelsen

\fa ,b E: A (a -< b v b -< a)

er opfyldt. Hvis man vil understrege, at en mængde blot er ord

net, men ikke nØdve~digvis fuldstændigt ordnet, kalder vi den

:l2§-rtielt ordnet. F.eks. er Rfuldstændig ordnet ved ~, medens

p(M) er partielt ordnet ved c.=
1 412. Vi får brug for endnu en række begreber i tilslutning
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tilordnede mængder. Vi betragter fØrst en ordnet mængde A med

ordensrelationen -<, og vi definerer da:

a E A kaldes det fØrste element i A, såfremt

Vb E A (a -< b).

Det fremgår af betingelsen 2) i 1.1, at der virkelig hØjst

findes 1 element af A, som tilfredsstiller denne betingelse.

Analogt definerer vi

a E A kaldes det sidste element i A,. såfremt

Vb E A (b -< a).

Vi understreger, at det fØrste element og det sidste ele

ment ifØlge definitionerne står i relationen -< eller )- (er

sammenlignelige med) alle elementerne i A. Det er let at angive

ordensrelationer, hvor intet element er sammenligneligt med alle

andre, og der vil da ikke findes fØrste eller sidste element.

a E A kaldes ~t minimalt element i A, såfremt

Vb E A (b -< a ~ b == a).

a E A kaldes et maximalt element i A, såfremt

Vb E A (a -< b ~ b == a).

En mængde kan have mange maximale elementer, men 2 af dis

se vil aldrig være sammenlignelige. Et element, der ikke er

sammenligneligt med noget andet element, er efter definitioner

ne på en gang minimalt og maximalt. Hvis det fØrste element i

A eksisterer, er det tillige det eneste minimale element i A,

og tilsvarende for det sidste element. Hvis A er fuldstændigt

ordnet og a et minimalt element i A, da er a det fØrste element

i A. Analogt for maximalt element.

1.3. Lad A være en fuldstændig ordnet mængde. Ethvert x E

definerer et venstre afsnit VA(x) bestående af de elementer,

er forskellige fra x og går forud for x. Analogt defineres et

hØjre afsnit HA(X). Altså
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Vi bemærker, a t VA er en af'bildning af A ind i D(A) •.

1.3.1. pefinition. En fuldstændig ordnet mængde A kaldes

~~lordnet, hvis enhver ikke tom delmængde af A har et fØrste

element. Ved et venstro afsn.it i A f'vrstås et aI'snit VA(X) som

ovenfor defineret eller hele mængden A.

Mængden Naf naturlige tal er velordnet ved relationen ~,

men Q og R er ikke velordnede ved denne relation.

1.3.2. ~tning. En foreningsmængde af venstre afsnit i en

velordnet mængde er selvet venstre afsnit.

Bevis. Lad A være en velordnet mængde og fUj I j E J} en

mængde af venstre afsnit. Vi sætter U = U U.• Hvis U ikke er
j J

hele A, har A \ U et fØrste element x, og vi har da VA(x) ~ U.

For et y med x -( y ville y E Uj medfØre x E Uj ' hvilket ikke

gælder. Altså er U = VA(x).

1 .3.3. Sætning. Lad A være en velordnet mængde og B ~ A en

delmængde med fØlgende egenskab:

Da er B = A.

Bevis. Ellers fandtes der et fØrste element x E A \ B og

det.te ville medfØre VA(x) ~ B, altsa erter antagelsen J. SWl.l.tlJ.1gGH

X E B i modstrid med x E A \ B.

Sætning 1.3.3 er grundlaget for en bevismetode, der kaldes

transfinit induktion. Vi skal se eksempler på denne bevismetode

i det fØlgende.

1 .4. Lad A og B være ordnede mængder med ordensrelationer,

som vi vil betegne med -( for begge mængder. En afbildning

~: A ind i B kaldes vo~s~nd~, såfremt

\fx, y E: A (x -( y =* ~ ( x) -( ep ( y) ) •
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-1Hvis ~ tillige er bijektiv og ~ voksende, kaldes ~ en Q~~~~~§-

isomorfi, og A og B kaldes ordensisomorfe. Det er klart, at 2F-

densisomorf med er en ækvivalensrelation.

En ordensisomorfi afbilder fØrste element på fØrste element)

minimalt element på minimalt element, venstre afsnit på venstre

afsnit, fuldstændig ordnet mængde på fuldstændig ordnet mængde,

velordnet mængde på velordnet mængde o.s.v.

Hvis A er fuldstændig ordnet, medens B er ordnet og~: A

ind i B er voksende og bijektiv, da er B åbenbart fuldstændig

ordnet og ~ en ordensisomorfi.

1.4.1. Sætning. Lad A og B være ordensisomorfe velordnede

mængder. Der eksisterer da kun 1 ordensisomorfi ~: A på B.

Bevis. Vi benytter transfinit induktion. Lad ~: A pa B og

ø: A på B være ordensisomorfier. Vi betragter

E = fx E: A I ~(x) == ø(x)j.

For x E: A og VA(X) ~ E bliver x det fØrste element i A \ VA(x),

altså ~(x) og ø(x) begge det fØrste element i B \ ~(VA(x») ==

B \ ø(vA(x). Af sætning 1.3.3 fØlger nu E == A og sætningen er

bevist.

1.4.2. Sætning. En velordnet mængde A er ikke ordensiso

morf med noget venstre afsnit VA(x) c A.

Bevis. Vi benytter atter transfinit induktion. Lad ~: A på

VA(x) være en ordensisomorfi. Vi sætter

E == fy E: A I ~(y) == yj.

For y E: A og VA(Y) ~ E bliver y det fØrste element i A \ VA(Y)

og ~(y) fØlgelig det fØrste element i ~(A \ VA(y»/!il~\ VA(Y)"
1.1.'2.

får vi ((f(Y) == y, hvilket medfører y E: E, og påstanden fØlger nu ar

sætning 1 .3.3.

1 .4.3. Sætning. Lad A og B være velordnede mængder og .q>-.~ A
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ind i B og ø: A ind i B ordensisomorfier, der begge afbilder h

på et venstre afsnit af B. Da er ~ og ø identiske.

Bevis. I specialtilfældet ~(A) :::: Ø(A) fØlger det af sæt

ning 1.4.1, at ~ og ø er identiske" Af x E Ø(A), x ~ ~D(A) fØlgE'!~

~(A) ~ VA(x) c ø(A), og afbildningen ~oø -1: ~lj (A) på rp(A) 1;')}!

en ordensisomorfi mellem den velordnede mængde Ø(A) og afsnl~

tet ~(A) i modstrid med sætning 1.4.2.

1 .4.4. Sætning. Af 2 velordnede mængder A og B vil en altJ,c;

være ordensisomorf med et venstre afsnit af den anden.

Bevi s., Lad ~ °j I j E JJ yære mængden af Vel').!;) tIl'e

A, for hvilke der eksisterer ordensisomorfier (j)j: ej lnd i 1:;9

således at ~j(Oj) er et afsnit af B. For x E 0j n Ok gælcter

~fØlge 1 .4.3, da 0j n Ok åbenbart er et afsni t af A~ at 9'):5(.x) "

~k(x). For °:::: U O. kan vi derfor definere ~: ° ind 1 B, :J.c1ct
j J

vi for x E 0j sætter ~(x) :::: (j)j(x). IfØlge sætning 1 a3c2 er C 8~

venstre afsnit af A. Vi vil vise, at enten er C::-: A alleT' \(J(~;') '"

B. I modsat fald eksisterede nemlig et fØrste element f E A \ G

og et fØrste element n E B \ (j)(0) , og

::::
[

)I)(x) for x E C
([J~:~ (x)

n for x :::: f

definerer da en ordensisomorfi af ° U ffJ på afsnittet

([J(O) U fnJ af B, men så er °U ffJ en af mængderne 0j i mod,"'

strid med definitionen af 0 1

1 .5. Af sætning 1 QL~~~. fremgår, at de velordnede mængder eI'

omtrent ens, således at afsni ttene af en eneste velord:n~t lImc)·'

delmængde" vil være tilstrækkelige til alle formål, hvi.n ':llot

'\r ',r"\Imo"dellen" er lang nolt. Det er nærliggende a t starte med L 'I c.o"

plejer man at medtage 0, idet man derved opnår, at hvert tal i

rækk~n netop er antallet af de forudgående. Hvis mængden b,::x

flere elementer, findes der blandt dem et fØrsteo Et sådant 00-
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tegner vi w og de fØlgende med w+1, w+2, ••• • Hvis det stadig

ikke er nok, fortsættes med 2w, 2w+1, ••• o.s.v. Når dette hel-o
2 2 2ler ikke er nok ~ fortsættes med w , w +1, ••• , w +w, • .. ,

2 3 w2w j ••• , w , ••• , w ,... • Når sammenbygning på denne måde ikke

giver mere, kan vi gå videre med et w1 ' derefter med et w2 o.s~

v. Således kommer vi til den transfinite talrække

2 2 2
0,1,2,3 ••• ,w,w+1,w+2, ••• ,2w,2w+1, ••• ,w ,w +1, ••• ,w +W,

2 2 2 3 ww +w+1, ••• ,w +2w, ••• , 2w , ••• ,w , ••• ,w , ••• ,w1 ,w
1

+1 , •• t· ,

W
w1 +w, • • • ,w1 +w , •••• ,w2 ' • •• •

Der er altid mulighed for at bygge videre på denne række 9

og den kan således bringes til at indeholde en kopi af enhver

velordnet mængde, man mØder. Afsnittet V(q), hvor q er et syrn·'

bol fra rækken, siges at have ordningstypen q. Enhver velordnet

mængde får således tillagt en ordningstype, og velordnede mæng r •

der er ordensisomorfe , hvis og kun hvis de har samme ordnings'"

type.

1 .6. I de fØlgende undersØgelser får vi brug for det så

kaldte udvalgsaksiom, som fØrst blev fremsat af E. Zermelo i

1904.

1.6.1.' l!dvalgsaksi~. Svarende til en mængde Iv.'[ findes

der altid en afbildning u: b(M) \ fØl ind i M, således at

u(A) E A for ethvert A E b(M) \ fØl. Afbildningen u kaldes en

udvalgsfunktion.

Udvalgsfunktionen u knytter således til enhver ikke tom del·,·

mængde A c M et element af denne mængde. At en sådan udvalgsfurJ.c·~·
=

tion virkelig eksisterer, forekommer i fØrste omgang næsten ind'"

lysende. Zermelo benyttede sit udvalgsaksiom til beviset for

fØlgende sætning.

1.6.2. Velordnings~ætnigg~.På enhver mængde M kan der

indfØres en ordningsrelation~ således at M bliver velordnet.
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Bevis. Lad u: D(M) \ fØJ ind i M være en udvalgsfunktion.

Vi sætter u(M) = ao • Ved en kæde vil vi forstå en delm8ngde

K c M med en velordningsrelation -(, således at ethvert x E K
::::

tilfredsstiller betingelsen

(1 )

hvor VK(x) er det ved x bestemte venstre afsnit af K. Lad nu K

og L være to sådanne kæder. Vi ved da fra sætning 1.4.4 at 1 af

dem, lad os sige K, er ordensisomorf med et venstre afsnit af

den anden, og vi har således en ordensisomorfi ~: K ind i L, og

~(K) er et venstre afsnit af L. Vi indfØrer punktmængden

E = fx E: K I ~x) = xJ.

Hvis x E: K er et element, for hvilket VK(x) ~ E, har vi ifØlge

definitionen af E, at VK(x) = ~(VK(x)), og da ~(VK(x)) er et

afsnit af L eksisterer y E: L, således at ~(VK(x)) = VK(x) = VL(y).

Af (1) fØlger da

y = u(M \ VL(y)) = u(M \ VK(x)) = x,

altså x E: E. Transfinit induktion giver altså E = K, så vi ser,

at K er et afsnit af L.

Lad nu fKj I j E: KJ være mængden af alle kæder i M. Vi sæt-

ter K
lli

= U K.. For x, y E: K* har vi da kæder K1 og K2 som inde-
j J

holder x og y, og da den ene kæde er et afsnit af den anden,

findes der en kæde, der indeholder både x og y, og denne kæde

giver os en relation x -( y. De foregående overvejelser viser,

at denne relation er ens for alle kæder, der indeholder x og y.

modsat fald findes K , såledess

af Ks og dermed

*K har elementer

Heraf fremgår, at x -( y og y -( x medfØrer x = y. Af x -( Y og

Y -( z fås,' idet der findes en kæde, som indeholder x, y og z,
"1

at x -( z. Altså er K~ en fuldstændig ordnet mængde. En mængde Kj

er eventuelt identisk med K*. I

at Kj c Ks ~ K*, og Kj er da et venstre afsnit

*også et venstre afsnit af K • En delmængde A c
::::
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fælles med en mængde K., og det første element i A n K. bliver
J J

åbenbart det fØrste element i A. Altså er K* velordnet.

*Vi har således fundet en kæde K , der indeholder alle an-

*dre kæder. Er nu K c M en ægte delmængde, kan vi sætte

u(M \ K*) ~ a. Ved at tilfØje a efter alle elementerne i K* får

vi en ny velordnet mængde, og den er åbenbart en kæde. Men det

etrider mod, at K* indeholder a+le andre kæder. Altså er K* ~ M,

og M er velordnet ved relationen -<o

1.7. Til enhver velordnet mængde svarer en ordningstype. I

stedet for ordningstype siger man ofte ordenstal. En abstrakt

mængde kan (hvis den er uendelig) organiseres på flere måder som

velordnet mængde, og den har derfor ikke nogen bestemt ordnings

trPe. Imidlertid falder de abstrakte mængder i ækvivalenskategori

ef ved den sædvanlige mængdeækvivalens og hver sådan kategori

tilordnes et kardinaltal. Af velordningssætningen fØlger, at

4et for to mængder A og B altid gælder, at 1 af dem kan afbildes

på en delmængde af den anden. Hvis A kan afbildes på en delmængde

af B, vil vi skrive kard A ~ kard B, hvor "kardIt betyder kardinal

tal forll, og det er da klart, at relationen ~ bliver reflexiv og

transitiv. At < er en ordningsrelation fremgår af fØlgende sæt-
=

ning, F. Bernsteins ækvivalenssætning (1897):

1.7.1. Sætning. Hvis 2 mængder A og B tilfredsstiller både

kard A ~ kard B og kard B ~ kard A, da er A og B ækvivalente.

Bevis. Beviset er helt elementært, og det benytter hverken

udvalgsaksiomet eller velordning•.Efter forudsætningerne har vi

injektive afbildninger f: A ind i B og g: B ind i A. Vi bemærker,

at elementerne i A og B er ordnede i kæder, hvis elementer skif-

tevis tilhØrer A og B, og hvor ethvert element er billede af det

foregående, altså
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• • • ~ ." .
Kæden er entydigt bestemt ved ethvert af sine elementer. Den kan

bryde af til venstre, idet den kan have et fØrste element, som

ikke tilhØrer billedet af den anden mængde, og den vil da være

uendelig og uden gentagelser. Kæden kan også være periodisk, og

den kan strække sig i det uendelige i begge retninger uden gen

tagelser.

Ethvert element i A eller B tilhØrer præcis 1 kæde, og vi

får således klasseinddelinger af A og B. Til hver klasse i A er

knyttet en klasse i B (den, der stammer fra samme kæde), og

klasser, der svarer til hinanden, har lige mange (evt. numerabelt

mange) elementer. Vi kan altså for hver klasse i A vælge en bi

jektiv afbildning på den tilsvarende klasse i B, og disse bijek

tive afbildninger definerer da åbenbart en bijektiv afbildning

af A på B. Dermed er Bernsteins sætning vist.

Imidlertid må vi indrØmme, at vi ikke, som vi lovede i be

gyndelsen, har vist sætningen uden brug af udvalgsaksiomet. Vi

har jo for hver af klasserne i A valgt 1 af de mulige afbildnin~

ger, og det synes at være en stiltiende anvendelse af udvalgs

aksiomet. En nærmere undersØgelse afslØrer dog hurtigt, at vi

kan angive en ganske bestemt afbildning for hver klasse, så det

ikke bliver nØdvendigt at vælge. Hvis klassen stammer fra en pe

riodisk kæde eller en kæde, der er uendelig i begge retninger,

er restriktionen af f selv bijektiv og således anvendelig. Det

samme gælder, hvis kæden har et fØrste element, som tilhØrer A.

Hvis kæden derimod har et fØrste element, som tilhØrer B, vil re

striktionen af g-1 være bijektiv. Vi har således angivet et kon

kret valg af afbildning for hver enkelt klasse. Vi understreger

endnu engang, at sammenligneligheden af vilkårlige kardinaltal
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ikke har kunnet vises uden brug af velordning og dermed af ud

valgsaksiomet.

Det her benyttede bevis for F. Bernsteins ækvivalenssæt-

ning stammer fra Bø Jessens forelæsninger.

Vi bemærker, at enhver mængde af kardinaltal er velordnet

ved relationen ~. Hvis vi nemlig velordner mængder med de omtal

te kardinaltal vil en af disse få mindst ordningstype, da en

mængde af ordningstyper er velordnet, og den vil da også have

det laveste kardinaltal.

1.8. De fleste anvendelser af velordningssætningen vedrØ-

rer mængder med mere sammensat organisation. Det er oftest nØd-

vendigt at kombinere velordningssætningen med transfinit induk
et

tion, men anvendelserne har~ist ensartet præg, og det er der-

for muligt en gang for alle at udpræparere et lemma, som i de

fleste tilfælde overflØdiggØr den længere bevisfØrelse. Det

nævnte lemma kaldes sædvanligvis Zorn's lemma efter M. Zorn (A

remark on method in transfinite algebra, Bull. Arner. Math. Soe.

41(1935), 667-670), men det er omtalt af K. Kuratowski allerede

i 1922.

1.8.1. pefiniti2U' Lad A være en ordnet mængde. Et element

a E A kaldes en majorant for en delmængde B ~ A, såfremt

"/x E B (x -< a).

Mængden A kaldes induktivt ordnet, såfremt enhver fuld~~æEdjJi

ordnet delmængde af A har en majorant.

1.8.2. Born's lem~a. Enhver induktivt ordnet mængde har et

maximalt element.

Bevis. Lad A være induktivt ordnet ved relationen -<o For

B c A vil vi med H(B) betegne mængden af ll ægte 1f majoranter til
=

B, altså

H(B) = {x E A l Vy E B(y -< x Å Y ~ x)}.
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Lad u: D(A) / fØJ ind i A være en udvalgsfunktion. En velordnet

delmængde K ~ A kaldes en kæde, såfremt

Vx E K (x == U(H(VK(X)))).

specielt er kædens fØrste element u(H(Ø)) == u(A), således at al-

le kæder begynder med samme element. For 2 kæder K og L gælder,

at den ene, lad os sige K, er ordensisomorf med et afsnit af den

anden. Der eksisterer altså en ordensisomorfi ~: K ind i L, og

vi kan betragte mængden

E == fx E K I ~(x) == xl.

For y E K, VK(Y) ~ E får vi VK(Y) == VL(Y) , altså

~(y) == u(H(VL(Y))) == u(H(VK(y))) == y,

og transfinit induktion giver, at K er identisk med et afsnit

af L. Ganske som i beviset for velordningssætningen ser vi, at

foreningsmængden af alle kæder selv er en kæde, og det bliver

den mest omfattende af alle kæder, idet den har enhver anden

kæde som afsnit. Hvis denne kæde havde ægte majoranter, kunne

vi danne en ny kæde ved tilfØjelse af et element i modstrid med

dens majorantegenskab. Da A er induktivt ordnet, har den maksi-

male kæde et sidste element, og det er et element uden ægte

majoranter, altså netop et maximalt element. Dermed er beviset

færdigt.

1.9. Vi vil illustrere Zorn's lemma med en vigtig anvendel-

se indenfor vektorrummenes teori. Vi minder om, at et vektor

rum over et legeme K (med elementer a,~, ••• ) er en Abelsk grup

pe E med K som operatorring, således at vi for a,b, ••• E E.kan

danne udtryk af formen aa, og således at

1.a == a,

En mængde

afhængig,

(Ji.(~a) == (aj3)a, a(a+b) == aa + ab, (a+~)a == aa + ~a.

fej I j E Jl af elementer af E siges at være lineært

hvis der gælder en relation
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bvor koe~ficienterne a 1 ,ø .. ,am ikke alle er Q. At fej I j E JJ

er lineært afhængig er således ensbetydende med, at et a~ ele

menterne ej kan udtrykkes som en linearkombination a~ endelig

mange andre.

Omvendt siges fej I j E J} at være lineært afhængigt (eller

~rit), såfremt systemet ikke er a~hængigt. De lineært uafhæn-

gige systemer i E udgØr en partielt. ordnet mængde med ordensrela

t'ionen ~. Hvis vi har en fuldstændig ordnet mængde fUk I k E KJ

af lineært ua~hængige systemer Uk = fej I j E JkJ, hvor altså

mængderne Jk er elementer af en mængde I, som er ~uldstændig

ordnet ved inklusion. Det er klart, at foreningsmængden

er lineært uafhængig, da endelig mange elementer ~ra UUk er in

deholdt i endelig mange Uk og derfor i den mest omfattende af

disse, og derfor er lineært uafhængige. Men så er UUk en majorant

for fUk I k E KJ og mængden a~ lineært uafhængige systemer er

således fuldstændigt ordnet ved c. Altså giver Zorn's lemma p at
=

der eksisterer et maksimalt uafhængigt system fej I j E JJ.

Det ses, at anvendelsen af Zorn's lemma i dette typiske

tilfælde var næsten umiddelbar. Vi har beskrevet ~remgangsmå-

den så bredt, fordi det var ~Ørste gang, og i det ~Ølgende vil

vi være mindre grundige.

Et maksimalt ua~~ængigt system fej I j E JJ kaldes en ba

sis ~or vektorrummet. For a E E gælder det altså, at a sammen

med systemet fej I j E JJ udgØr et lineært ua~hængigt system,

og vi har der~or en relation

hvor ikke alle koe~~i~ien~erne er O. Da e. , .... ,
JJ..

e. er lineært
Jm
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uafhængige, medfØrer dette ~ t O, og vi har derfor en fremstil

ling

a = (Xi e. + ••• + (X e. •
J1 rm Jm

To forskellige fremstillinger af denne form ville give en rela-

tion mellem endelig mange basiselementer. Altså er fremstillin-
, .

gen entydlg bestemt ved elementet a.

1.10. Ovenstående overvejelser afviger kun på et eneste

punkt fra tilsvarende overvejelser i matematik 2~ nemlig ved vort

uindskrænkede bevis for eksistensen af en basis.

Lad os f.eks. vælge K = Q og E = Rmed de sædvanlige regne-

regler. Sætningen giver da, at der eksisterer en mængde B =

fb j I j E Jl af reelle tal, således at ethvert reelt tal a på
, ,
en og kun en måde kan skrives på formen

a = gi b j1 + ••• + CImb jm •

Eksistensen af en sådan basis for de reelle tal er fØrst vist

af Hamel.

Af den elementære teori for lineære operatorer fØlger nu,

at enhver afbildning ~~ B ind i R giver anledning til en lineær

afbildning f~ R ind i R, idet vi for

x = x1b .
J1

+ ••• +

med rationale Xi , •• "xm sætter

f(x) = x1~(b. ) +••• + x ~(b. ).
J1 m Jm

Funktionen f tilfredsstiller linenritetsbetingelsen

f(px+gy) = pf(x) + gf(y)

for rationale p og g.

Dette viser eksistensen af diskontinuerte lØsninger til

funktionalligningen

f(x+y) = f(x) + f(y).

1.11. Det vil være urimeligt at slutte dette kapitel uden
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a t nævne den diskussion Zermelos resul ta ter gav anledning til.,

Ved fØrste blik synes ovenstående overvejelser vel meget usk;y-l-

dige, og selve udvalgsaksiomet må forekomme overordentlig rime--

ligt.

Ved nærmere eftertanke må man dog erkende, at f.eks. en

udvalgsfunktion på R slet ikke er så omtalt et begreb o Intet

menneske har kunnet angive nogen algoritme, som ved anvendelse

på en vilkårlig delmængde ar R altid giver et element af R som

resultat. Det har med andre ord i:~ke været mul:Lgt at angive et

eksplici t udtryk for udvalgsfunl{tionen. Tilsvarende gælder det ~

at man ikke eksplicit kan angive en basis for de reelle tal~ og

man har heller ikke eksplicit kunnet angive andre lØsll:Lnger til

funktionalligningen

f(x+y) = f(x) + f(y)

end netop de trivielle kontinuerte lØsninger f(x) =
Vi bemærker, a t de t fo r en velordne t mmngcte er l et a t angi ,.

ve en udvalgsfunktion, idet man blot til enhver i}l;:l{e tom elel··

mængde knytter dens fØrste element, hvis eksistens jo netop er

sikret ved velordningen. Udvalgsaksiomet er således virkelig en

nØdvendig forudsætning for velordningssætningen.

Det er også klart, at Zorn I s lemma medfØrer velordningssæt·-

ningen og dermed udvalgsaksiomet. Lad nemlig A være en mongde<

Vi kan betragte mængden A* = (Kj I j E J) af alle mulige velord

nede mængder, der er delmængder af A udstyrede med passende ord-

ningsrelation. For disse har vi ordningsrelationen K..~ K~ )
Ji. J2

hvor -< betyder: II er e t afsni t af". Denne ordning er åbenbart

induktiv, og Zorn's lemma sikrer os, at der el::sisteJ'er et malz""

simalt element. Men det er klart, at et element kun kan blive

maksimalt ved~t omfatte hele A, og dermed er velordningssæt-
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ningen bevist.

To 1. 15~

Vi må altså indrØmme, at det kritiserede udvalgsaksiom er

grundlæggende for alle de foregående undersØgelser. Den omstæn-

dighed, at udvalgsaksiomet giver eksistensbeviser for ting, der

ikke kan konstrueres eksplicit, har fØrt til at eksistensbeviser

på grundlag af udvalgsaksiomet i en vis forstand anses for mindre

tilfredsstillende af mange matematikere. En nærmere gennemgang

af den matematiske analyses grundlag har imidlertid vist, at

stiltiende anvendelser af udvalgsaksiomerne forekommer ret hyp-

pigt.

1.12. En medvirkende årsag til matematikernes skepsis over-

for udvalgsaksiomet var en række paradoxer, som opstod ved ufor-

sigtig omgang med mængdelæren. Her er det berØmteste:

For mængden il af alle mængder gælder åbenbart

il E: il,

og der er derfor rimelighed i at definere en mængde af mængder

på fØlgende måde:

M ::: ~A I A El: AJ.

Det ses da 9 at

M E: M~ M El: M,

så vi er nået fremtil en modstrid, skØnt vi ikke har gjort nogen

som helst antagelse.

Men vi har jo også ordens typerne

2 w
O,1 ,2, ••• , w,w+1 , •• o, 2w, ••• , w , ••• , w , ••• , w1 ' • • • ,w2 ' • ." •

Lad il være mængden af alle ordenstyper. Nu er hver ordenstype

jo netop ordenstypen af det forudgående afsnit. Men efter af

snittet il skulle således stå ordenstypen for il. Det er klart, at

det kan der ikke blive mening i.

1.13. Det har været kendt siden oldtiden, at også den rene

logik stØder på vanskeligheder af lignende art som de ovenfor
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omtalte. En påstand, der udtaler sig om, hvorvidt den selv er

sand eller falsk, kan sædvanligvis ikke tillægges en af sand

hedsværdierne "sandI! eller "falskl!. Hvis matematikkens grundlag

skal opbygges over en formel logik, må denne tage disse fæno

mener i betragtning, således at påstande af den nævnte art i en

eller anden forstand "holdes udenfor".

1 .14. Vi skal ikke her indlade os på en nærmere diskussion

af de ovenfor omtalte problemer, men finder det dog rimeligt at

sige lidt om den senere udvikling. Den matematiske grundlags

forskning, som har til formål at opstille et modsigelsesfrit

grundlag for logik og matematik, har udviklet sig i flere retnin

ger. Vi skal fØrst nævne den intuitionistiske retning, som bestræ

ber sig på at opbygge mest muligt af matematikken efter særlig

strenge principper, således at der ikke skulle blive fare for

modsigelser. Intuitionisterne anerkender kun strengt konstruk

tive eksistensbeviser. Lad os f.eks. antage, at vi Ønsker at be

vise, at uendelig mange hele tal har en vis egenskab Ab Vi kunne

da antage

3N 'l/n ~ N Cn har egenskaben non A),

og hvis denne antagelse fØrer til en modstrid, ville vi have et

indiJtekte bevis for påstanden om, at der eksisterer vil1{årlig

store hele tal med egenekaber A. Fra intuitionistisk SYIlspunkt

ville et bevis af den anførte form ikke blive godtaget. Derimod

ville intuitionisterne godtage et bevis, som angiver et tal med

egenskaben A og en metode til ud fra et tal med egenskaben A at

konstuere et stØrre tal med egenskaben A.

Det fremgår heraf, at store og centrale dele af matematisk

analyse fra intuitionistisk synspunkt må forkastes og mange an

dre afsnit af matematikken bliver meget besværlige.
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1.15. I modsætning til intuitionisterne har formaldisterne

søgt at opbygge hele matematikken inklusive de ovenfor benytte

de metoder på et solidt grundlag ved hjælp af en fælles aksioma

tisk opbygning af logisk matematik. Det er dog ikke lykkedes at

vise, at et sådant grundlag er modsigelsesfrit. Det har tværti

mod vist sig, at et logisk system, der er kraftigt nok til at

begrunde indfØrelsen af mængden Naf naturlige tal, nØdvendigvis

må omfatte udsagn, der ikke kan karakteriseres som sande eller

falske. Dette udelukker dog ikke, at det logiske grundlag kan

være anvendeligt. Nyere undersØgelser tyder på, at vanskelighe

derne overhovedet indtræder ved indfØrelsen af N, og at udvalgs

aksiomet ikke derefter giver anledning til nye vanskeligheder.

1.16. I de sædvanlige fremstillinger undgår man de mængde

teoretiske paradoxer ved kun at udvikle mængdelæren for delmæng

der af et fast valgt univers U. Som det vil være bekendt, kom~

mer man dog til at betragte mængder af mængder af delmængder el

ler endnu mere komplicerede begreber. Man er derfor ikke fuldt

sikret mod paradoxer som det, der var baseret på ordenstyperne.

Endelig skal vi fremhæve, at man uden risiko kan fremsætte

generelle udtalelser om alle mængder, enhver ordenstype etc.

Det er således ikke farligt at benytte alkvantoren V, selvom

den refererer til lIalIe mængdertf • Det er symbolet fx J ••• J,
der giver anledning til paradoxer, når man ikke nøjes med at

anvende det i situationer, hvor x kun gennemlØber et univers.
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1. Vis, at der eksisterer en velordnet mængde A med den egen

skab, at ethvert venstreafsnit VA(x) for x E A er en nume

rabel mængde, medens A selv ikke er nummerabel. Vis, at alle

mængder med denne egehskab har samme ordningstype. (Kontinuum

hypotesen udtaler, at den således indfØrte mængde A er ækvi

valent med et interval. Nyere undersØgelser tyder på, at

kontinuumhypotesen ikke strider mod logikkens og mængdelærens

Øvrige aksiomer, men at den heller ikke kan sfledes af disse).

2. Lad fA j I j E J} være en mængde af mængder blandt hvilke in

gen er indbyrdes ækvivalente, og blandt hvilke ingen har

stØrre kardinaltal end alle de Øvrige. Vis, at UA j har stØrre

kardinaltal endenhver af mængderne A .•
J

3. Vis, at det for enhver mængde M gælder, at

kard M< kard D(M).

Indirekte. Antag, at f: M på D(M) er bijektiv og betragt

A = fx E M I x i f(x)}.

Der findes da et a E M, således at f(a) = A. UndersØg, om

aE A. Læg mærke til, hvordan ræsonnementet minder påfaldende

om et af paradoxerne.

4. Vis ved hjælp af' resultaterne f'ra opgaverne 2 og 3, at "mæng

den af alle kardinaltal" vil give anledning til et paradox

ganske som "mængden af alle ordenstyper".

5. Vis, at enhver lineæ~t uafhængig mængde af vektorer f'ra et

vektorrum kan udvides til en bqRis for vektorrummet.

6. Vis, at mængden af alle fØlger af reelle ~~l fra intervallet

JO,1 [ er ækvivalent med et interval. Beny't:.. ilp(·.~ ......... ,.p'Y'Amstil

ling og lconstrue.r af'bildning efter skemae"t-,
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0,a1a 2a3•·• ~ (0,a1a3a5···, 0,a2a6a10 ••• , 0,a4a12a20···'···)

Glem ikke, at visse tal på to måder kan fremstilles som de

cimalbrØk. Udnyt Bernsteins ækvivalenssætning.

7. Udvid resultatet fra opgave nr. 6 til vilkårlige reelle tal

fØlger.

8. Vis, at mængden af kontinuerte afbildninger f: [0,1] ind i

R er ækvivalent med [0,1]. Benyt, at f er helt bestemt ved

sin restriktion til [0,1] n Q og anvend derefter resultatet

fra opgave nr. 7.

9. Vis, at mængden af afbildninger f: [O,1J ind i R har større

kardinaltal end [0,1]. Benyt resultatet fra opgave nr. 3.

10. Vi betragter en vilkårlig afbildning g: [O,1J ind i R. Kan

vi da altid konstruere en kontinuert afbildning f: [0,1 J ind

i R, således at Vx E [0,1] (f(x) t g(x))? Svaret er benæg

tende på grund af fØlgende konstruktion:

Lad 0([0,1 ],R) være mængden af kontinuerte afbildninger

f: [0,1] ind i R. IfØlge opgave nr. 8 eksisterer en bijektiv

afbildning~: [0,1] ind i 0([0,1 J,R) og for x E [O,1J er

~(x): [0,1 J ind i R en kontinuert afbildning, som til

y E [O,1J lader svare ~(x)(y) E Ro Det er nu let at vise,

at der til afbildningen g: [O,1J ind i R defineret ved g(x) ~

~(x)(x) ikke svarer noget kontinuert x med den Ønskede egen

skab.

Dette er et andet eksempel på et rent eksistensbevis,

der ikke kan udformes til et konstruktivt bevis.

11. Vis, at enhver ordnet mængde kan fremstilles som forenings

mængde af 2 disjuructe mængder, således at den ene af disse

er velordnet, og den anden ikke har et fØrste element.
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12. Lad M være en vilkårl~g mængde, og lad u:t(M) \ {øj ind i

M være en udvalgsf'unktion. En mængde A~ :D'(M) kaldes komplet,
. f'Ølgende betingelser er opf'yldt:nar

ø E
"-

i • A.
"-

2. For enhver mængde K E A gælder, at
"'-

KtM~Ku {u(M \ K) l E A.
"'- j E J tølger yK j E

""
", 3. Af' Kj E A f'or A.

Vis, a t der eksisterer en komple t mængde, og at f'ælles-

mængden f'or komplette mængder igen er komplet. Vis,

at f'ællesmængden f'or alle komplette mængder er velord-

net ved relationen ~. Find derved et andet bevis f'or

velordningssætningen.
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T 1.4. Formlen i linie 4 ~.no rettes til ~(A \ VA(Y» =

VA(x) \ VA(Y). Det er klart, at y er det ~ørste element

i denne mængde, så vi ~år ~(y) = y.

T 107. Midt på siden optræder a~snittet ~(VK(x» a~ Lp og det

benyttes på a1'gØrende måde, at ~(VK(x) =I: L. Dette ~ølger

umiddelbart a~p at ~(x) E L men ~(x) ~ ~(VK(x)o

I linie 12 ~.n. skal der stå fKJ I j E J}.

A~snittet ~ra det sidste punktum i linie 4 ~.n. til

side 1.8 linie 2 erstattes med ~Ølgende:

Lad A være en vilkårlig p ilcke tom delmængde a~ K*.

Vi kan vælge j E J p således at A n Kj =I: ø. Da Kj er vel

ordnet, har A n Kj et ~ørste element w. Lad v E A være et

~ra u ~orskelligt element. Hvis v E Kj gælder w -< v, ~or

di w er det ~ørste element i A n Kj. For v ~ Kj kan vi

vælge s E J p således at v E K • Men så er K. et a~snit
s J

a~ Ks ' og da w, men ikke v, tilhØrer Kj' kan vi igen

slutte, at w -< v. Altså er w det ~ørste element i A.

Dermed har vi bevist, at K* er velordnet ved -<ø For et

hvert element x E K* eksisterer j E J p således at

og (1) gælder således ~or x, idet a~snittet

~~ikke a~h@nger a~ j. Altså er K en kæde.

T 1.14.Linie 6 ~.o. ilomtalt l
! rettes til "enkelt"
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2. Om topologi.

T. 2. 1.

2.1. Vi vil kort repetere de topologiske grundbegreber og

indfØre enkelte nye synspunkter. En udfØrlig omtale findes i

no terne ti l ma tema tik 1.

2.2. En mængde M organiseres som et topologisk rum T =
(M,O), ved hjælp af en mængde O~ DeM) af delmængder af M, idet

fØlgende betingelser kræves opfyldt:

å1). M E Oog ø E O.
å2). O. E O for j E J medfØrer UO . E O.

J j J

å3). (01 E O A 02 E O) ~ 01 n 02 E O.

Mængderne, der tilhØrer Okaldes åbne mængder.

En mængde M kan også organiseres som et topologisk rum

T = (M,t) ved en afbildning t: Mind i n(n(M)), som til hvert

x E M knytter en mængde U(x) af delmængder af M. Disse kaldes

omegne af x, og fØlgende betingelser kræves opfyldt:

01 ). U(x) f ø.
02). For D E tex) gælder x E D.

03). Af D E tex) og V ~ D fØlger V E tex).

04). Af D~V E tex) fØlger D n V E U(x).

05). Til D E U(x) svarer V E tex), således at

Vy E V(D E tr(y)).

Den sidste betingelse udtrykker, at en omegn af x også er

omegn af ethvert punkt, der ligger tilstrækkelig nær ved x. Af

03) fremgår, at det ikke er nødvendigt at kende hele tex), idet

tex) er helt bestemt ved en delmængde B(x) ~ tex), når blot en

hver mængde i tr(x) har en delmængde, der tilhØrer B(x). Mængden

B(x) kaldes da en omegnsbasis for x, og når en sådan er givet

for alle x E M, har vi T = (M,B), hvor E: Mind i n(n(M)) nu må
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tilfredsstille betingelserne:

bi). B(x) +ø.
b2). For U E B(x) gælder x E u.

b3). Til U,V E B(x) svarer WE t(x), således at W E U n V.

b4). Til U E B(x) svarer V E t(x), således at ethvert

y E V har et W E B(y) med W c U.

Det er indlysende, at der ved

U(x) = fU E D(M)13V E B(x)(U ~ V)J

defineres en afbildning U, som tilfredsstiller 01 ), ••• ,05).

2.3. Vi vil kort vise, at overgangene mellem T = (M,a) og

T = (M,U) sker ved definitionerne:

(1) O = [O E D(M)IVx E 0(0 E U(x))J

(2) U(x) = rU E D(M)130 E a(x E o A o ~ u)l,

idet vi dog bemærker, at (2) kan erstattes med

(2') B(x) = f O E aix E oJ.

Lad os fØrst antage, at T = (M,U), og at a er defineret

ved (1). Det er da klart, at O tilfredsstiller å1 , ••• ,å3. Defi

nerer vi nu B(x) ved (2'), ses det umiddelbart, at B(x) ~ U(x).

Lad os nu omvendt antage, at U E U(x). Vi definerer

V = fy E ulu E U(yn.

Af 05) ses nu, ,at ethvert y E U har en omegn, som også tilhØrer

V, altså V E a. Trivielt er V ~ U. Altså gælder V ~ U og

V E B(x). Altså vil U(x) tilfredsstille (2).

Hvis omvendt T = (M,O), definerer vi B(x) ved (2'), og det

ses umiddelbart, at b1), ••• ,b4) er opfyldt. Det er da klart, at

alle O ~ a tilfredsstiller Vx E 0(0 E U(x)). Hvis omvendt O til

fredsstiller dette, har vi for ethvert x E O en basismængde

U(x) E B(x) med U(x) E 0, og med U(x) ~ O. Vi får da O =
U U(x), altså U E a på grund af å2).

Ja:.: U
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= (M.,o.,u.)1 j E i være en mængde af topolo-
J J J ~

være en mængde og f.: S ind i T. være afbild-
J J

2.4. Et topologisk rum T = (M,U) = (M,O) betegnes også T =
(M,D,O). Mængden M kaldes den underliggende mængde for T. Det er

ofte overflØdigt at have en særlig betegnelse for denne mængde.

r stedet for x E M, A ~ M skrives x E T, A ~ T etc.

Vi betragter S = (M,U,O) og T = (Mi 'U1 '01). En afbildning

f: S ind i T kaldes kontinuert i a E S med f(a) = b E T, så

fremt

Endvidere kaldes f kontinuert, hvis den er kontinuert i ethvert

a E S. Dette er ensbetydende med, at betingelsen

VO E 01(f-1 (O) E O)

2.5. For nemheds skyld vil vi ofte tale om et topologisk

rum T uden at specificere mængden °af åbne mængder eller af

bildningen D. Vi vil også ofte bruge bogstaverne °og U i for-

bindeIse med flere forskellige topologiske rum, når det ikke

giver fare for misforståelse.

Det er dog undertiden nyttigt samtidigt at studere flere

topologier på samme underliggende mængde, og vi må da skrive

Ti = (M'01 ,Di)' T2 = (M,02'U2 ) etc. Vi bemærker, at uligheden

01 ~ 02 er ensbetydende med Vx E M(D1 (X) ~ U2 (x)). Hvis disse

uligheder er opfyldt, siger vi, at topologien 02 (eller U2 ) er

~nere end topologien 01 (eller Di). Den finere topologi har så

ledes flere omegne af ethvert punkt og flere åbne mængder end

den grovere.

For Ti = (M,01'U1 ), T2 = (M,02'U2 ) er en afbildning i: T2

ind i Ti givet ved i(x) = x for alle x E M (den identiske af

bildning). Det ses, at i er kontinuert, hvis og kun hvis T2 er

finere end Ti •

2.6. Lad [T j

giske rum. Lad S
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ninger. Hvis vi nu Ønsker at indf'Øre en topologi på S, således

at alle f j blivBr kontinuerte, må vi sørge for, at alle

fj1 (Oj)' hvor 0j E: Oj' kommer med blandt de åbne mængder. Vi er

da også nØd til at medtage alle fællesmængder

( 1 )

hvor j1 ,· •• ,jm er indbyrdes forskellige" På grund af relationen

f -i (O l) n f-i (O" ) f-i (O; O")• J' J' .::: • ,n J'J J J J

vil fællesmængden af endelig mange mængder af formen (1) igen

være en mængde af formen (1). Mellem de åbne mængder i S må vj_

i hvert fald inkludere alle foreningsmængder af mængder af formsL,

(1) blandt de åbne m8ngder. Men derved bliver netop å1), ••• ,å3)

opfyldt. Vi har således fundet den groveste topologi på S, som

sikrer, at alle f j bliver kontinuerte. For alle finere topolo

gier vil det ligeledes gælde, at alle f j bliver kontinuerte.

2.7. Som et specielt eksempel på den i 2.6 omtalte metode

til indfØrelse af topologi på en mængde vil vi betragte et pro-

dukt af uendelig mange topologiske rum.

Lad T. :::: (M., b ., U.), j E: J være topologisl{e rum. Proclukt-
J J J J

mængden TIM j består af alle afbildninger a: J ind i LJM j med

a(j) E: Mj for allej. Vi har afbildninger (projektioner) Pk:

TIM j på Tk definerede ved Pk (a) ::: a (k). Produktrummet T ::: TIT j

fås ved at udstyre TIM j med den groveste topologi, for hvilken

alle projektionerne Pk bliver kontinuerte. Som åbne mængder må

vi da indfØre alle foreningsmængder af mængder af formeT)

(2)

Vi ser, at ethvert p, afbilder mængden (2) i en åben mæng
J

de, og da foreningsmængde afbildes i foreningsmængde, vil hvert

p j afbilde åben mængde på åben mængde. Pro j~!J-onerne J2 j _b~"_""",~""""",,.
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~t~~ åbne_llfPildnigger.,:

Som basis for omegne ai' o: E T kan vi ålJen1Jart benytte de

ved

Heraf fremgår, at en :fØlge (Pn ) rå T konvergerer mod ex. E: T,

fremt der til m; j1,""o;jm; U. (C((j1))'"'~)U-: (c~(j )) altid
J'i (Jm m

rer et N, således at vi for alle il ~ N har

f3n (j/l) E: U
J
. (c:( j )), l), ::; 1 J' ,o (, Jm o

r (, /),

Dette er imidlertid ensbetydende med,. at 8 (j) ~ ex.(j) for hvert
'n

fast j E J.

Produktrumstopologien, 30m v:i. il.etop har indfØl" t 9 ar O.8r:.

groveste topologi, for hvilken alle pro jektionerne lJljver leon'"

tinuerte, og den modsvarer altså ~?or~.v~~g§~for

:fØlger. Det er ofte hensj.gtomæE';sigt at udstyre mængdeprod1..1kter

med en finere topologi ene:' produktrlDnstop"logien, men vi sl;:al

dog senere se, a t produk Grums tO~9010gien har meget 1Jekvemme

egenskaber.

2.8. Begrebet f5.1~~r indfØres som et hjælpemiddel, der gi-

ver os mulighed for at samle en mængde forskellige konvergens-

begreber i en fælles generalisation.,

Lad M være en mængde o En delmængde F af b(M) kaldes et

filter, når fØlgende betingelser er opfyldt.

f1 ) • M E Fo

f2) o ø ~ Fo

1'3). "lA E ~, VB E: F(A n B E F) o

f4) • "lA E F VB E b(M)(B"2 A => B E: F),.

Hvis T ::; (M, u) er e t topologislc rum, er mængden U(x) for

ethvert x E M et fil ter ifØlge betingelserne 01), o • p ~ 04). Hvis
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M er en uendelig mængde, vil de delmængder af M, som har endelig

komplementærmængde, udgØre et filter. Hvis M er uendelig og

ikke nume rabel, vi l de delmængder, som har numerabel komplemen-'

tærmængde, udgØre et filter.

2.9. Hvis F1 og F2 er filtre på samme mængde M foretrækker

man at læse relationen F1 ~ F2 som F2 ~E-fiE~E~~~gg F2 eller

.F1 ~.-B1:0~~end F2 • Filtret, der blot består af mængden M1 ?

er de t groves te fi l ter på M. Hvi s a E: M, er mængden af' de1-·

mængder, der indeholder a, et filter, og vi bemærker, at der

ikke kan eksistere noget finere filter. Dette filter er således

et maximalt element i mængden af filtre på M.

2.9.1. Definit~. Et maximal t fi l ter kaldes e t u~~f1.1.t_~~ ,.

2.9.2. Sætning. Ethvertfilter på Mkan udvides til et

ultrafilter på M.

Bevis. Lad fF. I j E: Jj være en mængde af filtre på M?
J at

fuldstændig ordnet ved c;. Det er da umiddelbart;UF. er et
j J

filter på M. Enhver fuldstændig ordnet mængde af filtre kan

således majoriseres. Derfor vil mængden af filtre finere end et

forelagt filter F være induktivt ordnet, og ifØlge Zorn1s lemma

indeholder den således et maksimalt element, altså et ultra-

fil ter.

Vi skal tilfØje, at det ovenfor anførte eksempel på et

maksimalt filter, nemlig filtret bestående af alle mængder, som

indeholder et punkt a E: M er det eneste kendte eksempel på e~

ultrafilter, der er givet eksplicit. Der findes dog andre ul

trafiltre. På N vil således mængderne med endelig lcomplementDI'-

mængde udgØre et filter, men disse mængder har intet fælles

punkt, og udvide~se af filtret til et ultrafilter må derfor

give et ultrafilter, der ikke er af den ovenfor omtalte slagso
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2.10. Vi skal angive et bekvemt kriterium for, om et fore

lagt filter et ultrafilter.

2.10.1. Lemma. Et filter F på en mængde M er et ultra

filter, hvis og kun hvis fØlgende betingelse er opfyldt:

V A ~ M(A E F v C A E F).

Bevis. Vi antager fØrst, at betingelsen ikke er opfyldt.

Der findes da en mængde A ~ M, således at A ~ F og CA ~ F.
Vi danner

G == fB ~ M I A u B E F~.
Det er klart, at M E (J. Af A ~ F følger ø~ G. Relationen

(A U B1 ) n (A U B2 ) == A U (Bi n B2)

viser, at B1 ,B2 E' G medfØrer Bi n B2 E G. Det ses heraf, at G

er et filter. Trivielt gælder G J F, men da CA åbenhart til-
::

hØrer G, men ikke F, kan lighedstegnet ikke gælde. Altså 8l'" F

ikke et ultrafilter.

Lad os dernæst antage, at betingelsen er opfyldt for

filtret F. Vi ved, at F kan udvides til et ultrafilter (J. For

A E G gælder nu ifølge f2) og f3), at CA ~ F, men betingelsen

viser så, at A E F. Da dette gælder for ethvert A E G, kan vi

altså slutte, at G~ ~, altså G == F. Dermed er beviset fuldfØrt.

2.11. En mængde B af delmængder af en mængde M kaldes en

filterbasis på M, når fØlgende betingelser er opfyldt.

fbi ). B =F ø.
fb2). ø Ej: 13.

fb3). "lU, V E B 3W E B(W ~ U n V).

Vi udvider filterbasis til en mængde B*, idet vi sætter

B == fU~ MI3V E 13(V ~ U)J,
~*og vi ser da, at n er et filter og åbenbart det groveste filter

med B som delmængde. Vi kalder 13* det ved basis B bestemte fil-

ter.
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Vi vil kalde ~ en ultrafilterbasis, hvis ~* er et ultra-

filter.

2.12. Vi betragter 2 mængder Mi og M2 , samt en afbildning

f: Mi ind i M2 • Lad B være en filterbasis på Mi. Da f inducerer

en afbildning f: D(n(M1 )) ind i n(n(M2)), vil f afbilde B i en

mængde f(B) ~ n(n(M2 )), og det er klart, at f(B) tilfredsstiller

fb1), ••• ,fb3), idet den sidstnævnte fØlger af relationen

f(U n V) ~ f(U) n f(V).

Da der sædvanligvis ikke gælder lighedstegn i denne relation,

vil billedet af et filter sædvanligvis ikke være et filter, men

kun en filterbasis.

Lad os antage, at' er et ultrafilter på Mi. Vi betragter

en mængde A ~ M2 • Da f-i (A) og f-i (CA) er komplementærmængder,

vil en af dem ifØlge lemmaet 2.10.1 tilhØre F, og billedet af

den, f.eks. f(f-1 (A)) vil tilhØre f(F). Men da f(f-1 (A)) ~ A,

medfØre dette, at A eller CA tilhØrer det ved filterbasis f(F)

bestemte filter. Vi har således bevist sætningen:

2.12.1. Sætning. Enhver afbildning vil afbilde filter el

ler filterbasis på filterbasis og ultrafilter på basis for ultra-

filter.

2.13. Vi vender nu tilbage til studiet af topologiske rum,

og vi indleder med fØlgende definition:

2.13.1. Definition. Et filter F på et topologisk rum T =
(M,U) siges at have grænsepunktet a E T eller at konvergere

ill22 a, såfremt det er finere end filtret D(a) af omegne af a. En

filterbasis på T siges at konvergere mod a, hvis den bestemmer

et filter, som konvergerer mod a.

Et filter eller en filterbasis kan eventuelt have flere

grænsepunkter. Lad Ti = (Mi ,U1 ) være et andet topologisk rum,

og lad f: T ind i Ti være an afbildning, der er kontinuert i a.
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1-

Da vil f-1 (U1 (f(a))) ~ D(a), altså f(U(a)) ~ D1(f(a)). Af

F ~ D(a) fØlger således f(F) ~ D1 (f(a)). Det ses, at en konti

nuert funktion afbilder et filter (eller en filterbasis) med

grænsepunkt a i en filterbasis med grænsepunkt fea).

2.14. Inden vi går videre med studiet af filtre på topolo-

giske rum, skal vi kort repetere endnu et par afsnit af den

mængdeteoretiske topologi. Vi vil ved denne lejlighed give en

ganske kortfattet indfØrelse af begreberne med udnyttelse af

kraftige metoder.

2.14.1. Definition. En mængde A på et topologisk rum T kal-'

des afsluttet, hvis O = CA er åbne.

Vi skal ikke indfØre en særlig betegnelse for afsluttede

mængder. Vi skal minde om, at en fællesmængde for afsluttE:/.e

er afsluttet, og at en foreningsmængde af 2 afsluttede mængder

er afsluttet. Rummet T samt den tomme mængde ø er afsluttede.

En afbildning f: S ind i T er kontinuert, hvis og kun hvis enhver

afsluttet mængde i T har afsluttet originalmængde.

2.14.2. Defini~ion. Lad T = (M,O) være et topologisk rum.

For A E T indfØrer vi det ind~

Å = U' O
OEO; O~A

samt ~fslutningen

A = n CO.
GEO ,CO:>A

:::

Vi ser, at Å er den stØrste åbne delmængde i A. Punkterne

i Å kaldes !ngre punkter i A. Det er netop de punkter, der har

A som omegn. De indre punkter i CA kaldes lQre punkter for A.

Afslutningen A er den mindste afsluttede mængde, der har A som

delmængde. Den består af netop de punkter, der ikke er ydre

punkter for A. Disse punkter kaldes kontaktEunkter for A. Hvis

vi inddrager omegnene får vi fØlgende karakterisering af kontakt-
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punkterne:

T. 2. 10.

x E A~ VU E U(x)(U n A f Ø).

2.15. Vi betragter nu igen et filter F på et topologisk rum

T ;:: (M,O,U). Et punkt x E T kaldes kontaktEunkt for~, hvis

det er kontaktpunkt for ethvert A E F. Dette er udtrykt i rela-

tionen

VA E F vU E U(x) (A n U +Ø) ~

som viser, at x er kontaktpunkt for F, hvis og kun hvis

B ;:: fA n UIA E F A U E b(x)J

er en filterbasis. Vi bemærker, at det filter~ der svarer til B
er finere end både F og U(x).

Af disse overvejelser ses, hvis F specielt er et ultrafil

ter, at F er finere end U(x), altså konvergent med x som grænse

punkt. Der med har vi vist fØlgende sætning:

2.15.1. Sætning. Hvis et ultrafilter har et kontaktpunkt

er det konvergent med kontaktpunktet som grænsepunkt.

2.16. Vi behØver endnu en vigtig hjælpesætning om filtre.

Formuleringen af denne sætning må desværre blive ret kompliceret,

men beviset er ganske enkelt.

2.16.1. Lemma. Lad F være et filter på et topologisk rum T

;:: (M,o,tr). Lad {T j = (Mj,bj,trJ}1 j E JJ være en mængde af topolo

giske rum, og lad for hvert j E J endvidere t.: T ind i T. være
, J J

en afbildning. Lad a være et punkt af T. Hvis topologien på T

netop er den groveste topologi, for hvilken alle f j er kontinuer

te; ogdet for hvert j E J gætder, at filterbasis fj(P) har

fj(a) som grænsepunkt, d~ er ~ konvergent med a som grænsepunkt.

Bevis. Vi skriver a j ;:: r;Ca). Vi betragter en vilkårlig om

egn U E: U( a). På grund af kravet til topologien på T kan vi væl--

ge fl1"'" ~ E J; UJ' E: tI J' ( a, ), ••• , Uj E UJ' ( a J' ), således a t
1 '1.)1 m m m
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f-J.1(~J' HIIJ~) n •••n f~1(~. ~~..A. ) t U.
1 . 1 ~'f Jm Jm Iq'~

Da f'j(F) har a j 50m grænsepunkt~ eksisterer der mængder Aj E F,
p,

således a t f. (A. ) ~ ti'. ti , Jl, ;::: 1, ••• ,m, og vi har da
Jj.l Jj.l - Jj.l

A j n •••n A. ~ U,
1 Jm -

hvilket viser, at U E F~ Dermed har vi vist, at F ~ n(a), og

beviset er fuldfØrt~

Som et specielt tilfælde kan T være produktrummet TIT
j

, me

dena afbildningerne f j er projektionerne Pj' Dermed får vi sæt

ningen.

2 .1 6 .2. Lemma. ~~l_i~!:.L~ ..~~_~(') 2-E.~t!,u~~~5)1lV:.~l:ger~1:L~hY:l:~

jektioner

2.• 17.. Vi unders treger endnu engang, a t de i de foregående

afsnit omtalte grænsepunkter ikke behØver at være entydigt be

stemte. Vi skal nu omtale visse sider af kompakthedsteorien,

men på grund af den omstændighed, at grænsepunkter ikke er en

tydigt bestemte, vil vi i stedet for "kompakt" sige iiquasikom

pakt" •

2.17.1. Definition. Et topologisk rum T kaldes guasikompakt,

hvis enhver overdækning af T med åbne mængder indeholder en en-

deligoverdækning.

Vi kan også sige, at T er quasikompakt, hvis det gælder,

at en samling af åbne mængder, som ikke indeholder nager- endelig

overdækning af T, ikke kan dække T. Hvis vi oversætter dette til
\

en udtalelse om komplementærmængderne, får vi sætningen:

2.17.2. SætniUE. Et topologisk rum T er quasikompakt, hvis

og kun hvis det for enhver filterbasis, der består af ~fslutte:"'.

de delmængder af T, gælder, at den består af mængder, hvis fæl-

lesmængde ikke er tom.
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Hvis F er et vilkårligt ~ilter på T, vil afslutningerne

af mængderne i F udgØre en filterbasis. Derved får vi sætnin-

gen:

2.17.3. Sætning. Et topologisk rum T er quasikompakt, hvis
kun

og/hvis ethvert filter på T har et kontaktpunkt.

Denne betingelse er imidlertid opfyldt for alle filtre på

T, hvis den blot er op~yldt fo~ alle ultrafiltre på T (derved

benytter vi på afgØrende måde, at ethvert filter på T kan ud

vides ti l et ultrafilter på T). Vi får derved sætningen:

2.17.4. ~tning. Et topologisk rum T er quasikompakt, hvis

og kun hVis ethvert ultrafilter på T er konvergent.

2.1$. Om forplantning at quasikompakthed ved afbildninger

har vi hovedsætnin~en:

2.18.1. Sætni~. Lad f:S på T være en kontinuert, surjek

tiv afbildning af et quasikompakt, topologisk rum S på et topo

logisk rum T. Da er T quasikompakt.

Bevis. Lad 6 = fOjlj E J} være en overdækning af T med

åbne mængder. Så er ff-1 (Oj)1 j E J} en overdækning af S med

åbne mængder, og da S er kompakt, indeholder den en endelig

overdækning, der f.eks. kan bestå af ~-1(01 ), ••• ,f-1 (Om). Men

så vil 01 , ••• ,Om dække T, og dermed er påstanden bevist.

2.19. Vi skal nu vise en hovedsætning, ~Y3~onoff~

sætning (1930) om kompakthed af produktrum.

2.19.1. Sætni~. Et topologisk produktrum T = ITT
j

er quam

kompakt, hvis og kun hvis hvert af rummene Tj er quasikom

pakt.

Bevis. Lad os fØrst antage, at T er quasikompakt. Da

hver projektion Pj=T på Tj er surjektiv og kontinuert, er hvert

Tj quasikompakt ifØlge sætning 2.18.1. Lad os dernæst antage,

at hvert Tj er quasikompakt, og lad F være et ultrafilter på T.
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2.12.1.
IfØlge sætning/er hver projektion Pj(F) ultrafilterbasis, og

vi kan derfor ifØlge sætning 2.17.4. vælge a j E Tj~ således at

Pj(F) konvergerer mod ajO Af sætning 2.16.2 fØlger nu, at F
konvergent og ved fornyet anvehdelse af sætning 2.17.4 får vi,

at T er quasikompakt.

Vi gØr opmærksom på, at Tychono.ff's sætning :på afgØrende

vis bygger på udvalgsaksiomet. Den karl sagtens vises ved mere

direkte metoder, men sådanne beviser bliver ret tunge. Den her

benyttede metode er udviklet af Henry CartQP.

2.20. De ovenfor omtalte topologiske rum har en meget

generel karakt~r~ og det er rimeligt at tilfØje flere forud

sætninger for derved at nå til rum med behageligere egenSkaber.

Vi vil fØrst og fremmest udelUkke de groveste topologier~ idet

disse har særlig patologiske egenskaber. Vi prØver fØrst med

fØlgende to rudsætning •

2.2°:
1
.1. t=dskillels~§~!f~ipm Ti' Fob vilkårlige punkter

å,b E T e~sisterer en omegh U E b(b), således at a ~ U.

Aksiomet udtrykker, at komplementærmængdeh C(faj) er åben?

altså at en mængde som består af et enkelt punkt er afsluttet.

Dette er igen ensbetydende med, at alle endelige mængder på T

er afsluttede. Aksiomet udtrykker også, at samtlig~ omegne af

b har b som eneste fællespunkt.

2.21. Adskillelsesaksiomet 2.20.1 vil oftest vise sig ikke

være kraftigt nok til at have større interesse. Derimod er det

følgende en meget væsentlig forbedring.

2.21.1. Adskillels~saksiomT2. For vilkårlige punkter
ef

a,b E: T eksisterer omegne U E U(a), V E U(b), således at

U n V = ø.
Et topologisk rum med dette adskillelsesaksiom kaldes

et Hausdorff-rum. Vi bemærker, at et topologisk rum med uende-
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lig mange punkter, og i hvilket netop mængder med endelig

komplementærmængde er åbne, tilfredsstiller Ti, men ikke T2.

Heraf fremgår, at T2 ikke fØlger af Ti. Betydningen af T2 lig,,:,

ger fØrst ,og fremmest i fØlgende sætning:

2.21.2. §ætning. Et konvergent filter på et Hausdorff-rum

har kun 1 grænsepunkt •

Bevis. Lad F være et filter på et Hausdorff-rum T, lad a

og b være punkter af T. Vi betragter filtrene U(a) og tr(b). Da

der findes omegne U E bea), V E tr(b) med U n V = ø vil U og V

ikke begge tilhØre F og F er derfor ikke fihere end begge

filtrene U(a) og tr(b).

2.22. Det er klart, at et produktrum T = TIT j er et Haus

dorff-rum, hvis og kun hvis hvert Tj er et Hausdorff-rum.

2.22.1. Qefi~iti2g. Ved et kompakt r~ forstås et quasi

kompakt Hausdorff-rum.

Sætning 2.19.1 giver umiddelbart en anden udgave af

Tychonoff's sætning.

2.22.2. §ætning. Et produktrum T = TIT j er kompakt, hvis

og kun hvis hvert' af rummene Tj er kompakt.

Billedet af et Hausdorff-rum ved en kontinuert afbildning,

behØver ikke igen at være et Hausdorff-rum, og et Hausdorff-rum

kan være billede ved en kontinuert afbildning af et rum, der

ikke er et Hausdorff-rum. Tilsvarende gælder for rum med egen-

skaben Ti •

2.23. Inden vi går videre, skal vi kort omtale begrebet

delrum. Lad T være et topologisk rum. Til en delmængde A ~ T

svarer I'injekti onen" i:A ind i T defineret ved i (x) = x for

alle x E A. Vi forsyner nu A med den groveste topologi, for

hvilken i bliver kontinue rt, o6dderved/få r) e t topologisk rum,

delrummet A af T. Det vil kun i sjældne tilfælde være nØdven-
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digt at skelne mellem delmængden A af T og delrummet A af T.

For en delmængde B ~ A gælder det, at den også er delmængde af

T, og ved omtale af egenskaber ved A er det nØdvendigt at præ....

cisere, om disse skal opfattes i forhold til A eller T.

En mængde B på A er åben (afsluttet), hvis den er fælles~

mængde for A og en åben (afsluttet) mængde på T. Hvis vi med

Bog Bbetegner det indre og afslutningen i forhold til T,
o l..I.

bliver B n A og B n A det indre og afslutningeh i forhold til

A. HVls b(x) er mængden af omegne af x i T, får vi for x E A, at

fU n A I U E b(x) J

er mængden af omegne af x på A.

Vi bemærker, at delrum af Hausdorff ....pum (Ti-rum) igen er

Hausdorff~rum (T
1

....rum). Spørgsmålet om delrum af kompakte rum er

ikke hel t så enkel t. Vi vi l sige, a t en delmængde A c T er kom-=,

pakt, såfremt delrummet A er kompakt.

2.23.1. §!tning. En kompakt delmængde af et Hausdorff-rum

er afsluttet.

Bevis. Lad T være et Hausdorff-rum og A ~ T en kompakt del

mængde. For a E: A. og U ~Vl/~ E: V(a) gælder A n U t ø. Altså er

F = fA n V I VE V(a) l
et filter på delrummet A. På A eksisterer der da et ultrafilter

G, som er finere end F. Da A er kompakt konvergerer Gmed et

grænsepunkt b E A. Nu er G filterbasis på T og finere end både

U(a) og U(b). Da T er et Hausdorff-rum medfØrer dette, at a = b.

Dermed har vi vist, at a E: A, altså A~ A. Dette viser, at A er

afsluttet.

2.23.2. §ætning. En delmængde A af et kompakt rum T er

kompakt, hvis og kun hvis den er afsluttet.

Bevis. Sætning 2.23.1 medfØrer "kun hvis". Lad nu A være

afsluttet, og lad F være et ultrafilter på A. Vi udvider F til



Mat. 6, 1962 T.2.16.

et ultra~ilter Gpå T. Dette konvergerer mod et grænsepunkt a E T.

Da a tilhØrer alle a~sluttede mængder i G og nogle af disse er

delmængder af A (da A er afsluttet), ligg~r a i A. Ethvert.
/-: e'l~

U E U(a) tilhØrer G, og U n A vil da tilhØre~~

at F korivergerer mod 13.. Dermed har vi vist, at 1'1 er quas:tkom-'

pakt, og vi ved allerede, at A er et Hausdorff-rum.

2.24. Vi skal ehdnU kort omtale nogle resultater, der under~"

streger betydningen af' Hausdorf~'s forudsætnJ.ng T2.> Vi betragter

kontinuerte afbildninger f, g: S ind i T, hv or S og T er '001')0]0

giske rum. For A c S gælder
::l

~-1(;{A») ~. ~-1(f(A)) ~ Ap

og da f-i (fW)er afsluttet, indeholder den A og vi f'år den al""

mengyldige sætning f(A) ~ fTAT.
Vi antager nu, at T er et Hausdorff-rum. Lad os antage, at

a E S er et punkt, for hvilket f(a) ~ g(a). Vi kan da -finde

omegne U og V af f(a) og g(a), således at U n V = ø. For

x E f-i (U) n g-i (V) gælder da f(4) +g(x). Dette viser, at

fx E S I ~(x) = g(4)} er en afsluttet delmængde af 8. Hermed har

vi vi st, a t hvis f(x) = g(x) er opfyldt for alle x E .A f S, do.

gælder f(x) = g(x) for alle x E A.
2.25. Vi indfØrer nu igen et adskillelsesaksiom stærkere

end de foregående. En mængde U c T kaldes en Q~,!!~§.f' eE~D~9~g,

A ~ T, hvis der eks is terer en åben mængde ° ~ T, således at

A c °C U.
:::l =

2.25.1. Msk~llel~~~~si2!!lT3. Et punkt a E T og en a:fnlut..·

tet mængde A, som ikke indeholder a, har omegne uden twl1er.:;

punkter.

Vi forudsætter med andre ord, at der for a Et: A og .A afslut--

tet eksisterer åbne mængder 01 og 02' således at a E 01 1 02 ~ A~
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01 n 02. Nu er ° ::: CA en vilkårlig åben mængde, der indeholder

~, og T3 er da ensbetydende med, at en sådan åben omegn O altid

indeholder en afsluttet omegn CO2 • Vi har derfor:

2.25.2. S~tnirg. Adskillelsesaksiomet T3 er opfyldt, hvis

og kun hvis der findes en omegnsbasis B:T ind i D(D(~)), for

hvilken alle B(x) er afsluttede.

Det er klart, at T1 og T3 i forening medfØrer T2, men T3

kan godt være opfyldt uden a t T1 gælder. Hvis både 'I2 (og dermed

T1) og T3 gælder, kaldes T et regu~ri rum. Vi har sætningen

2.25.3. s~t~lEao Et kompakt rUm er regulært.

Bevis. Lad A ~ T være afsluttet og a ~ A et punkt af T.

For hvert x i A kan vi finde åbne mængder O'(x) og O" (x) med

a E: O' (x), x E: O"(X), O' (x) n O"(X) :::: ø. Da T er kompakt og A

afsluttet er A kbmpakt; og overdæknihgen fO"(x) , x E: AJ af A

med åbhe mængder indeholder derfor en endelig overdækning, så

vi har A ~ 01l(x1 )u ...uO"(xm) ::: O". Vi sætter 0'(x1 )n.08nO'(xm) 

Ot, og °t og O" er da åbne omegne af a og A uden fælles punkter.

2.26. Det er nærliggende at skærpe aksiomet T3 endnu

engang. Derved får vi fØlgende antagelse:

2.26.1. ~skillelsesaf~mT4. To disjunkte afsluttede

mængder på T har al tid disjunkte åbne omegne.

Et Hausdorff-rum på hvilke t T4 gælder, kaldes et normal t

rum. Vi bemærker i Øvrigt, at T4 åbenbart er ensbetydende med,

a t fØlgende gælder i T4:'

Til A c: i O,hvor A er afsluttet og ° åben svarer al tid en
Ila

åben mængde °1 , således at A ~ 01 ~ 01 ~ O.

Vi ser, at denne proces med indskydning af åbne mængder

kan fortsættes i det uendelige. Vi skriver 01 cc 02 i stede~\ for
c

01 ~ 02. Vi skriver 0(1) i stedet for ° og 0(0) i stedet for A

og me d særligt val g a f b etegnel ser kan vi efte rhånden få
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0(0) cc: O(-~) cc 0(1)

0(0) cc O(~ ) cc: O(:t) c:c O(~) cc 0(1)

0(0) cc O(t) cc: DCt) cc O(~)cc • o. c:c O(~) cc 0(1).

Ved at fortsætte denne proces får vi svarende til hver

ægte brØk q, hvis nævner er en totalspotens, knyttet en mængde

0('1), der vokser med '1. Vi definerer nu en afbildning f:T ind

i [0,1], idet vi sætter

f'(x) =~ <J. I x <t: 0('1) l
for x ~ 0(0) og f(x) = O for x E 0(0).

Et punkt y E [0,1] har en omegnsbasis bestående af cmegne

af formen ['11 ,'12 ], hvor y E ]'11 ,'12[ o Nu gælder

f ....1 ([ '11 ' <12 ]) ;tO ( '12 ) \ 0"(<11)'

og et x med f(x) ~ ~ må tilhØre denne overskudsmængde. Der kom~

mer mbdifikatiofier for y ~ ° og for y =1, men disse tilfælde

overlades til læseren. Det ses, at f bliver kontinuert. Dermed

har vi vis t den vanskelige del af sætningen:

2.26.2. ~tning. Aksiomet T4 gælder, hvis og kun hvis T

har fØlgende egenskab: Hvis A og B er afsluttede, disjunkte

mængder, eksisterer der en kontinuert afbildning f:T ind i

[0,1], således at
O for x E A

f(x) = [
1 for x E B.

Vi mangler at vise, at den her anfØrte betingelse medfØrer
. blot -1 1 -1 2 J

T4. Vi behØver imidlertid/at benytte f' ([O,3'[) og f (]'3,1 )

som de åbne mængder.

Det er klart, at interva11et [0,1] i sætning 2.26.2 kan

erstattes med e t vilkårligt andet afsluttet interval.

2.26.3. ~. Lad T være et topologisk rum, for hvilket

T4 gælder, og lad A ~ T være en afsluttet delmængde. Lad f:A

ind i [-1,1] være en kontinuert afbildning. Der eksisterer en
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kontinuert afbildning g:T ind i [~,;J, således at

If(x) -g(x) I ~ ~ for alle x E A.

Bevis: Vi behøver blot at vælge g(x) = ~~ for f(x) ~ ~~ og

g(x) = .~ for f(X) , ~ og udvide g(x) i henhold til,s@tning 2.26.2.

2.26.4. ~~~ing. Lad T være et topologisk rum, for hvilket

T4 gælder, og lad A ~ T være en afsluttet delmængde. En konti

nuert afbildning ftA ind i [-1,1J kan udvides til en kontinuert

afbildning af T ihd i [-1,1J.

Bevis. IfØlge lemma 2.26.3. kan vi vælge en kontinuert

afbildning g1:T ind i [-~,~J, således at vi får den kontinuerte

afbildning

hi = f-g1 :A ind i [-~,!J.

Vi vælger nu g2:T ind i [~g2,g2Jj således at
3 3

huerte afbildning

vi får den kanti -

Således får vi en fØlge (gn) af afbildninger gn:T ind i
n-i n-i

[-~, ~J, og en fØlge (hn ) af afbildninger A ind i
3n 3n

[~2n 2n J--, -- • Afbildningen f = g1+ ••• +gn er en kontinuert af-
3n 3n n

bildning

fn:T ind i [-1 +L, i_LJ
3n 3n

'

og vi har h = f-f , samt f -f = g • Det ses, at fØlgen (fn)n n n n-i n
konvergerer ligeligt på T, og græns efunk ti anerne er derfor kon-'

tinuert. Det ses tillige, at grænsefunktionen afbilder på

[-1,1J og er identisk med f på A. Dermed er sætningen vist.

2.27. Et rum kan tilfredsstille T4 uden at tilfredsstille

Ti, men dette ti lfælde har ikke større interesse. Et Hausdorff.

rum, for hvilke t T4 gælder, kaldes et !.l:2rmal~ rum. Vi har sæt-
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ningerne

T.2.20.

2.27.1. Sætning. Et kompakt rum er normalt.

2.27.2. Sætning. Et metriSk rum er normalt.

Den første sætning bevises på ganske lignende måde som

sætning 2.25.3, og vi behØver ikke a t opholde os ved det. Lad

A og B være disjunkte af~luttede mængder i et metrisk rum T.

Ved

p(x) ti dist(x,A); q (.x:) ::: dis t ( X , B) ,

defineres kontinuerte afbildninger p,q:T ind i (0,00[, og vi be

mærker, at p(x) og q(x) ikke bliver O for samme værdi af x.

Den ved

f(x) = 2 . 2(p(x)) +(q(x))

definerede afbildning f:T ind i [O,1J er kontinuert og afbilder

hele A i O og hele B i 1. Dermed er sætningen vi st.

De her omtalte sætninger om fortsættelse af kontinuerte

funktioner skyldes P. Urysohn (1925). Han har også beskæftiget

sig med muligheden af, at indfØre en metrik på et topologisk

rum. Det fremgår af det foregående, at dette i hvert fald kun

er muligt, hvis rummet tillige med ethvert af dets delrum er

normalt. Det er imidlertid også nødvendigt at kræve, at mængden

af omegne af ethvert punkt har en numerabel basis, men selv

dette er endnu ikke helt tilstrækkeligt. Urysohn beviste sæt-

ningen under den ekstra antagelse, at der for samtlige omegne

var en basis bestående af numerabelt mange åbne mængder. Det

er dog helt indlysende, at dette krav ikke er nØdvendigt.
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1. Om et filter F på en uendelig mængde M gælder, at fælles

mængden for mængderne i F er tom. Vis, at F er finere end

det filter, der består af alle mængder med endelig komple

mentærmængde.

2. Vis, at fællesmængden for alle mængder i et ultrafilter

hØjst indeholder 1 punkt, og at filtret i så fald består af

alle mængder, som indeholder d~tte punkt.

3. En mængde A hØrer ikke til ultrafiltret F. Vis, at

fA n BIB E Fj = D(A).

4. Lad T1 = (M,b1 ) og T2 = (M,02) være topologiske rum med sam~'

me underliggende mængde. Vis, at Ti er finere end T2 , hvis

og kun hvis ethvert fil ter på M, som konvergerer på Ti' kon"

vergerer på T2 mod det samme punkt.

5. Et topologisk rum S består af intervallet [O,1J samt et elG~

ment 1*. For punkterne på [0,1] benyttes den sædvanlige om~

egnsbasis, medens B(1*) består af alle mængder

{1*j u [h,1[ med h E [0,1[. Vis, at S tilfredsstiller Ti'

men ikke T2 •

6. Konstruer et topologisk rum med 3 elementer, således at T3 ,

men ikke Ti er opfyldt.

7. (Vanskelig). Lad X være en mængde. Alle topologier, som gør

X til et regulært rum uden isolerede punkter (d.v.Sb uden

åbne mængder, der kun indeholder 1 punkt) ordnes ved rela~·

tionen grovere. Vis, at der i denne ordning findes maximale

elementer. Disse kaldes ultraregulære topologier på X. Vis p

at fØlgende gælder for ultraregulære topologier. Enhver
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mængde uden isolerede punkter og med komplementærmængde uden

isolerede punkter er både åben og afsluttet. En mængde uden

isolerede punkter har åben afslutning. Det indre at en

overalt tæt mængde er overalt tæt. Fællesmængden for 2

overalt tætte mængder er 6vera1t tæt.

8. Vis, at et delrum af et regulært rum er regulært.

9. Lad S være et topologisk rUm, og lad M være en mængde. Lad

f: S ind i M være en afbiidning. Gør rede for, at der eksi-
rJ l

(Jo" ;,'\
sterer en fineste topologi, for hvilken f er kontinuert.

10. Lad S være et topologisk rum og ~ en ækvivalensrelation på

S. Benyt metoden fra opgave nr. 9 til at indføre en topolo~

gi på klassemængden.

11. På intervallet ]O,1[ indfØres den groveste topologi, for

hvilken de åbne intervaller, mængden af rationale tal med

potens af 2 i nævneren samt mængden af rationale tal med I
potens af 3 i nævneren er åbne. Vis, at det således definerei

de rum er et Hausdorff-rum~ men ikke regulært.



\ '.l. . op

d·v,s.

-= C(t=1()···r)f:' \
"'V\ )

Lad & være el() moen9d vY) d cÅ n n

~o plevV) ncærm rt9de l all Q'2 J'" J OM

11.\ t nt F I F E F~ -= ø bet~ d r '.

VQEM 3FfF lQtF<l.
Lad F1 )F2 )'''"FM være ro n9cler \ fi1te

som ikke lndeholder h nholdsvis Q1""" QliA. •

9æ1de : C
al G Fi l'" I OM, E CFI\I\

lGi. , ... OM ~ ~ C1=1 u .. , lJ CFM

og dermed

F1n, .. n FM Cl 01 , ,.. ) CAM ~ -= ~

Men dett V\~er 'tl9 ~g) og ~ll) Gt ~

T~ 0P9.

d vloldt r
......

1\ C~a'! ~ F eri.a
I!ltraf.i l t ef.'

F DQ(M)= ~A~ (M)\Q~A!
)

LAltra~i l m& U9h d 't

LAlle V

Anto9 rY} Cl n Q t nl F \ F E: F
a ville fa~ ~ F

'"med at F

:Det er lort ot
e~ da ~Q(M} er et

net 9

aps,
De t lo.rt (At t I~ n E: F ~ Vi b

brC\Cjter nu en VY) Y'gd M A (ol.V.S. I~ r) j\I'l) .

F tA1t r (l~ i l t do A ~ F 9 r CA ~ p) o

,d..
~ (A)

, '"
CA u tvl <= F . Vi ~Qn lf\lA

vi"1) lr\vi l Ve t vi

Al

der

M=



Lo.d 't-:: tOet \ d' E: J J være n tuldstdand ig ord

net mængde af topoLogl.er p8 X m d den ang'
"-

ne egen kab) og lo.d O v r n gro t to-

pOLog1 for \t\vil. ri., det I o.t otte de iden-

t \s Clt .l d \911 LJ' ~ X po. 1j:: (X I OJ' ) e.r k o n-

tinu 25 be t o alt 8. af m ng af tor-

men: " "Ov n··· n O'J 0" O,,) ... } 01 € 0lt
(114m (li di Om (J t""

50fY\t CAlle forenin ngder af 8dann. 'Da

1- er flAlds.toeY' d igt ordnet vil n m gde af. for-
"men (1) ti Vhøre a~ m ngd n Od' HerC\f

" oat O bestnr af QYY'tlcbg VY)

p8 tormen

uOi{ nvor J.
JE;Jf

o. t Cl E: 01 J Cof ~ 0'2 09
"- "-

'Dem rker ab Drt ~ O og A ~ COl1

\t)()f egen klo.'oen TT

og dermed:

dette Iv\

CA:; U 0J! )
J'E: J.

"Der ti ndes do et tE J ..

do. CDJ er otsluttet ti.nde
"-

01 ){)2. E. 0j således

01 n o~ ': ø· Idet v',

"Vi v i. L Y\ U v i s e at O VYl aj o r

__~: V, nar trivielt I at O Od for 0.11 J J. H

af følger umiddelbart I o.t T= (x,O) ho.r egen,

5Kaben T2.

Lad nu A ~ T være afsllAttet J og a 4A et plAnkt

1. T: 1) o. er CA Qben, og vi Kan s\t<ri

A ~ j~1 .. COJ
såled at a 4 COJ I og

de 8. bne gder



Endvidere viser (r),) umidde\ bo.rt j at åer ,kke

tindes i50terede punkter i T - \t rYY'\ed r

vi t lA ld ført.

Yf/ Ved onvendel af rn le n'\ yr)O 11 r Vt hLA J

at der find LAltro- to o to 9"'
o Xpc),

'" o (x,O)Lad O være en adOlf) °9 lad /~ CA Te-
J

",;,-

J

E navl,'-o~ ('"O
"'~at O er en topologi

hU crt T}\t "'~ (X,O~) nar

" llI- "O'~ :: O.

Vi. bemoer~er, CAt

dere det let,

på X I og ( ) VI

eg \Æoben T2.

Lad nu B ~TJt vær Q~ lutt I og

tud Q +B være et punKt 't T *. Vi K.an ri

B ~ ~ U F1. ) n (A u F2 ) n I hvor Fil

09 Vl. vil vise at

af tutt de pun~t ngd ~ (x,OJ,
(1) nvi CA ~ F3 \,(an vi - OD T vH).r g n ~,kQ \o

o ..... .....~ c
Ta3 - tinde obne m ngd r °11 °2 O O SCL-

ted at OEOl I 02 ~ B og 01()02

(12) hvis OE F5 vil vi onto at a E A (bi l f 1-

det CA E Ci~ belAand onaLogt ). <Da Q 4B medfø-

r dette at CA 4 CA u F1 og derm d at Q 4 F1-

o ' '.Vi ~a.n derfor t\nde o.bne 'fY) ngder 0.1.,02 EO O



o
so.led at o.. E 11 °1 , F1 ~ og Di f) O2 = Vi.

bero rker nu at CA, lA E O~. Hvis vi nu

ter 0ifl<:: A (\ 01 og 02*" "'" CA LJ 01 hor vi at )
02 It E O" J a E: ot l 0./' CA u F1 B °9 ot tl 0/' ....~
ø.

merl da T

D.f CAt O~ ~" og
" .....0·= O)\! dq...

o
r alt o.t

r-
/

I tøtg r

( giV

p8 o·
lÅn\<

t (1.) og (f1)

n T

isoudet ru

Betragtning

T It :: (X I O4t) nar eg

Af deFinitionen

et ultra reg LAloer t r

dette i for i d

..... 'Ilt CA
.... .- ~ od

Da A O og € O er \'! e rY) VI o.t A o .•.. e
c eX o).aben og oF ll,tt t t r I



Mat. 6, 1962

301. Vi vil i dette afsnit beskæftige os med vektorrum over

Ro Et sådant er en Abelsk gruppe E med de reelle tal som opera

torer, således a t vi for a,bc, •• E E og ex(3, • •• E R har regne

operationen exa med reglerne

1a = a, ex((3a) = (ex(3)a, ex(a+b) = exa+exb, (ex+(3)a = exa+(3a.

Desuden gælder O.a = exQ = Q og exa bliver kun Q, hvis ex = O

eller a = O. Vi har tidligere omtalt lineært uafhængigt system.

Vi minder om, at ethvert vektorrum har en basis med et ganske

bestemt antal elementer, eventuelt uendelig mange. Hvis basis er

endelig, kaldes antallet af elementer i den vektorrummets dimen-

sion. Ethvert lineært uafhængigt system af vektorer kan udvides

til en basis.

Et underrum S ~. E har således en basis, der ved tilfØjelse

af nye elementer kan udvides til en basis for E. De tilføjede

elementer er basis for et underrum T og vi har E = S+T, hvor

S n T = f2l, altså en fremstilling af E som direkte sum af 2

vektorrum. Vi siger, at vektorrummet T er algebraisk komple

mentært til So Ethvert underrum har således mindst et algebra-
m

isk komplementært underrum.

3.20 Hvis E og F er vektorrum over R, kan vi tale om en

lineær afbildning f:E ind i F, d.v.so en afbildning, der op-

fylder linearitetsbetingelserne

f(a+b) = f(a)+f(b); f(exa) = exf(a).

Hvis E har en basis (ej) vil billederne f(e j ) fuldstændig

bestemme den lineære afbildning f, og vi kan konstruere en

lineær afbildning, hvor alle f(e j ) har givne værdier ved at

udvide definitionen efter formlen
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f' (ex1e1+• • •+ex e ) = ex1f' (e1 )+••• +ex f (e ).m m . m m

En lineær afbildning f':E ind i R kaldes ~ecielt en line-

arf'orm eller en f'unkti onal.
E3.3. Hvis S~E er et underrum, bliver f'aktorgruppen S

på naturlig måde et vektorrum over R. Hvis T er algebraisk kom-

plementært til S, bliver sideklasserne til S netop mængderne

t+S, hvor t gennemlØber S, og ~ bliver isomorf't med T.

Et i-dimensionalt underrum S, der indeholder 8 +2, be

s tår ne top af' alle exa med ex E It.

~.~~~derrum S, der har et algebraisk komElementært undeE=

rum med dimension m s s at have codimen on m. Et underrum

med codimensionen 1 eller en sideklasse til et sådant underrum

kal~es en hyperplan.

3.4. Lad H ~ E være en hyperplan~ Den har et algebraisk

komplementært underrum S = fexela E. RJ, hvor e er et vilkårligt

element af E \ H. For ethvert x E E har vi da ne top 1 frems til

ling x = h + ex(x)e,hvor bE:H og ex(x)E:R.Derved har vi def'ineret en

linearform ex:E ind i R, og vi ser, at ligningen ex(x) = k f'or

hvert k E It bestemmer en sideklasse til H, og at ex(x) = O be-

stemmer selve H.

Lad nu omvendt ex:E ind i R være en linearform, der ikke er

identisk O. Det er klart at ex-i (O) er en lineær mangfoldighed.

Vi vælger e E E \ ex-i (O), og for x E E sætter vi

() ex(x). ( ) ex(x)
Pi x = aTe) e, P2 x = x - are) e.

Vi har da x = P1(X) + P2(x). Det ses, at P1(E) er et i-dimensio

nalt underrum, medens P2(E) ~ ex-1 (0). Da P2(E) har codimension 1,

må lighedstegnet gæld~. Vi ser således, at ex(x) = O er ligning

for en hyperplan.
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3.5. Vi vil nu antage, at vektorrummet E over R tillige er

organiseret som et topologisk rum, så vi har E = (E,O,U). Vi

vil ikke ofre en særskilt betegnelse på E som underliggende

mængde. Hvis nu afbildningerne

p:E x E ind i E,

som e r define rede ved

cp(x,y) = x+y,

p:R x E ind i E,

øC'A,x) = i\x

begge er kontinuerte overalt, siger vi, at E er et topologisk

vektorrum over R.
Specielt vil den ved g(x) = a+x definerede afbildning g:E

på E for ethvert a E E være en homeomorfi. Idet a = g(Q), vil
C/c

den afbilde mængden U(Q) på U(~), så vi får

U(a) = fa+ulu E u(o) l:
Heraf fremgår, at topologien på E er fuldstændig bestemt ved

mængden af omegne af O. Vi kan endda gå et skridt videre, idet

topologien på E er bestemt ved en basis for mængden af omegne

af O.

3.6. Vi skal et Øjeblik se nærmere på de betingelser, som

mængden af omegne U(Q) eller en basis B(Q) for denne må tilfreds

stille for at sikre, at E virkelig bliver et topologisk rum, og

at regneoperationerne virkelig bliver kontinuerte. Samtidig har

vi jo en s tor frihed i valget af en omegnsbasis for en given

topologi, og det er derfor ikke helt urimeligt at tilfØje ekstra-

betingelser, som sikrer, at vor omegnsbasis bliver hensigtsmæs
vi

sigt valgt. Endelig er/kun interesseret i topologiske 'vektorrum,

hvis topologi tilfredsstiller noget mere specielle betingelser.

Vi vil således altid kræve at Y'1Jmmet E er e t

I et vektorrum har begrebet liniestykke en fornuftig me

ning. Ved en lineær afbildning cp:R ind i E fås et 1-dimensio-
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nalt underrum. Ved addition ar et vilkårligt a E E til alle.

billederne rås en afbildning t/J:R ind i E givet ved en ligning

ar rormen

t/J('"A) = a + "e,

hvor e er et element af e. Billedet ar et interval ved denne

afbildning er et liniestykke. Et liniestykke med endepunkter

a,b E E er specielt givet ved

f(1-")a+,,b I "E [O,1Jl.

En punktmængde i vektorrummet E kaldes som sædvanlig kon

veks, hvis den altid med 2 punkter indeholder liniestykket med

a og b som endepunkter.

Vi vil nu forlange, at omegnsbasis B(Q) kan vælges således,

at den består af konvekse pUnktmængde~ Et topologisk vektorrum

med en omegnsbasis, der består af konvekse punktmængder, kaldes

lokalkonvekst.

Vort rorelØbige program vilomratte en diskussion ar om

egnsbasers egenskaber på det her skitserede grundlag.

3.7. Vi tager rØrst som udgangspunkt, at vektorrummet E

over :R har den egenskab, at regneoperationerne er kontinuerte.

Dette kombineret med lokalkonveksiteten og kravet, at E skal

være et Hausdorff-rum, gør det muligt for os at vise, at der

eksisterer en omegnsbasis ar Q med visse nærmere angivne egen-

skaber. Bagefter skal vi godtgøre, at vi ved vilkårligt valg ar

en omegnsbasis, der tilrredsstiller alle betingelserne, organi

serer E som topologiSk vektorrum over R.
Erter det anrørte er det på forhånd klart, at vor specielt

valgte omegnsbasis B(Q) skal være en filterbasis. Desuden skal

den bestå af konvekse mængder.

Det fremgår umiddelbart af definitionen, at enhver rælles

mængde af konvekse mængder selv er konveks. Da ~(x) = -x de-
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finerer en kontinuert afbildning ~:Epå E, vil V E U(~) medfØre

-V E U(g) og derfor V Il - V E U(g). Hvis V E B(2), kan vi altså

erstatte V med delmængden W = V Il - V uden at ændre topologien.

Derved opnår vi, at alle mængder i 13(2) får o som symmetripunkt.

~r A E R, A +° er den ved ~(x) == AX define rede afbild-

ning ~:E på E en homeomorfi, og V E U(2) afbildes ved ~ på

A V E U(2)' Det er e nd videre klart, a t ~ afbilder linies tykke

på liniestykke, således at endepunkter svarer til endepunkter.

Derfor vil ~ afbilde konveks mængde på konveks mængde. Heraf

fremgår, at vi yderligere kan vælge 13(2), således at den samti

dig med V indeholder alle AV, A E R, A +O.

For e thvert a E E er den ved ~(A) == Aa definerede afbildning

~:R ind i E kontinuert i 0, og for enhver omegn U af Q gælder

det derfor, at Aa E U, hvis A er tilstrækkelig nær ved o. Dette

er ensbetydende med, at ~U indeholder a, når I~I er tilstrække

lig stor. For en konveks symmetrisk omegn V har vi derfor

E == U nV.
rEN

Da den ved ~(x,y) == x+y definerede afbildning ~:E x E ind

i E er kontinuert, kan vi for enhver basisomegn V finde en

basisomegn W, således at W+W c V. Da E er et Hausdorff-rum, vil
;::

fællesmængden for alle basisomegne af Q bestå af punktet ~

alene.

Vi advarer mod et par nærliggende fejltagelser. Mængden

W+W er ikke det samme som 2W, idet

W+W == fx+yIx E W ;\ Y E Wl

2W == f2x I x E Wl ,
altså 2W ~ W+W. Hvis V er basisomegn, vil alle AV, hvor A E V
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være basisomegn, men det vil sædvanligvis ikke være muligt at

vælge V, således at fællesmængden for alle disse omegne kun

indeholder O.-
3.8. Idet vi resumerer ovenstående resultater, ser vi at

basismængden :6(2) for et topologisk vektorrum kan vælges, så den

opfylder fØlgende beti ngels er:

vi ). :B ) er en filterbasis.

v2). tf UE: :B (g) (U er k(~rt'J.veks og symmetrisk om 9.~ •
v3) .. tf UE: B tf A E: R(AU E: B( ).
v4) • tf UE: B( ) ( U nU = E)a:

nE:N

v5). tf U E: B ):3 V E: B

v6). n· U = f2.1 •
UE:B(.s:) ---

) (v+v ~ U).

Vi vil nu vise, at disse betingelser omvendt sikrer os~ at

E bliver et topologisk vektorrum over R, når vi i et vilkårligt

punkt af E definerer en omegnsbasis ved

B(x) = x+U

Idet vi for U E: B(2) i

I U E: B(9)}·

henhold til v5)

således at V+V U, får vi for x E: E, at x+V ~ x+V+V ~ x+U, og

endvidere

tf y E: x+V(y+V ~x+V+V ~x+u) ,

hvilket viser, at x+U er omegn af ethvert y E: x + V. Dermed

har vi vist at aksiomet b4 (fra 2.2.) er opfyldt, og dermed er

E i hvert fal d et topologisk rum.

Med den samme betydning af U og V har vi for vilkårlige

punkter x,y E: E, at

(x+V)+(y+V) ~ (x+y)+U.

For den ved ~(x,y) = x+y definerede afbildning ~:E x E ind i E

medfØrer dette, at
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~-1(x+y+U) ~ (x+V)x(y+V),

altså at ~ er kontinuert. Af -(x+U) = -x-U = -x+U fØlger end

videre, at den ved ~(x) = -x definerede afbildning er en homeo

morfi. Vi har derved vist, at addition og subtraktion er kon-

tinuerte på E.

For IAI ~ 1 vi l d en ved ~ (x) = AX definerede afbildning

~:E ind i E afbilde ethvert liniestykke med ~ som endepunkt

ind i sig selv. På grund af v2) fØlger heraf

(1 ) V A E: [-1,1] V U E: :B(~) (AU ~ U) •

Lad nu A E: R, x E: E og U E: B(g) være givet. Af v5) anvend t

to gange får vi, a t der eksis terer en basisomegn V E: 13(2), så-
. -1ledes a t V+V+V cU. Vi vælger W = V, hVl S A = O, med W = VnA V,

;::

411
hvis A ~ O. Endelig vælger vi et positivt tal o~ således at

]-o,o[ x V, og °~ 1. Vi får da

(A+ ]-o,o[)(x+W) = AX+]-O,O[X+AW+]-O,o[W ~

AX+V+V+V ~ AX+U,

hvilket viser, at den ved ~(A,X) = AX definerede afbildning

~:R x E ind i E er kontinuert.

Lad x,y E: E være 2 forskellige punkter. IfØlge v6) eksi

sterer U E: 13(0) med y-x ~ U, altså ifØlge v5) en omegn B(~)

med y-x El: V+V; af z E: (x+v) n (y+v) ville fØlge z-x E: V,

z-y E: V, altså ifølge v2) tillige y-z E: V, så vi får y-x =
(y-z)+(z-x) E: V+V. Altså gælder (x+V) n (y+v) = ø. Dermed har

vi bevist, at E er e t Hausdorff-rum.

Vi har dermed tillige fuldendt beviset for, at betingelser

ne vi ), ••• ,v6) sikrer, at E bliver et topologisk vektorrum over

R.
3.9. Lad E være et topologisk vektorrum over R. Et underrum

F ~E kan også betragtes som et delrum af det topologiske rum E,

og bliver derved et topologisk vektorrum. I det fØlgende skal

[j /..L~{([l·'1 L/. v2,
L o
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underrum af E altid opfattes på denne måde.

Hvis E1 og E2 er vektorrum over R vil vi ved en isomorfi

~:E1 på E2 forstå en bijektiv lineær afbildning, der tillige

med s in om vendte afbildning er kontinue rt, altså en lineær

homeomorfi. Rummene E1 og E2 kaldes ~2!fe, hvis der findes

en isomorfi af E1 på E2 • Det er lclart, at lIisomorf med ll er en

ækvivalensrelation.

Vi bemærker, at R selv på indlysende måde kan opfattes

som et vektorrum over R. Fra algebraisk synspunkt er R et

i-dimensionalt vektorrum. På den anden side vil et i-dimensio

nal t vektorrum E med basis e be stå af alle Ae, A E R, og vi

har derfor en lineær afbildning ep:E på R defineret ved

~(Ae) = A, og denne afbildning er åbenbart bijektiv.

3.9.1. ~t~ing. Et i-dimensionalt vektorrum E over R er

isomorft med R.

Bevis: Vi ved allerede, at den ved ep -1 CA) = Ae definerede

afbildning ep-1: R ind i E er kontinuert. Af v2), v3) og v6) frem-
(iii

går, at basisomegnene B(g)'.'for E netop er alle mængder
\1)1([1

]-o,6'[e, hvor o er posi tty';) Deraf fØlger umiddelbart, at også

ep:E på R er kontinuert.

3.10. Vi betragter igen det topologiske vektorrum E over

R samt e t underrum F ~ E. Fra algebraisk synspunkt har det en

mening at tale om faktorrummet ~ som et vek torrum over Ro Det

består af alle sideklasserne x+F, x E E, og vi har den såkaldte

!s~onisk~8:r:bi:l;~ingk:E

rummet F er nulelementet

o E
pa ]i

. E
l F.

defineret ved k(x) = x+'F. Under-

Vi vil nu indfØre en topologi på faktorrummet. Vi vil

indrette denne topologi, således at den kanoniske afbildning

k bliver kontinuert, og vi vi l ne top vælge den fine ste topologi,

for hvilken dette krav bliver o~fyldt.

'; ,
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En mængde A ~ ~ kan kun være åben, hvis k-1 (A) er åbena

På grund af relationerne

"'1 ) . -1 ) --i "'1 -1k (UA j = uk (A j ; k (A~B) = k (A) n k (B)

vil betingelserne å1), ••• ,å3) netop være ?pfYldt, hvis vi de-

finerer J kun hvis k-i O er åben

altså hvis og kun hvis foreningsmængden af de sideklasser, der

tilhØrer O, er en åben mængde i E. Derved bliver ~ altså et

topologisk rum. Vi ved imidlertid ikke endnu, om ~ også bliver

et topologisk vektorrum. Dertil kræves, at regneoperationerhe

er kontinuerte. Vi beviser fØrst sætningen:

3.10.1. ~ætning. Afbildning k er åben (d.v.s. afbilder

åben mæhgde på åben mængde).

Bevis. Lad O ~ E være åberiJ Fo~ ethvert x E E er x+O en

åben mængde. Altså er

U (x+O) = 01
xEF

-1 ) ( )en åben mængde. Men 01 er netop k (k( O) , og k O er derfor'

åben i henhold til definitionen af åben mængde i ~ •

Vi kan nu let vise, at regneoperationerne på Jbliver

kontinuerte. Vi be tragter fØrst x,y E ~ og en omegn U af x+Y'~

Vi kan vælge Xi 'Yi E E med k(X1 ) = x, k(Y1 ) = y, altså

k(Xi +Y1) = x+y. Da k er kontinuert, er k-1 (U) en omegn af

Xi +Y1 E E, og vi kan finde en åben mængde O E U(g) , således at

(xi+O)+(Yi+0) ~ k-i (U). Da k er åben, bliver k(Xi +O) og

k(Y
i

+O) omegne af x, og Yt' og deres sum bliver indeholdt i U.

Dermed har vi vist, at additionen på ~ bliver kontinuert~

Vi betragter nu A E R og x E J samt en omegn U af x.

Vi kan vælge Xi E E med k(X1 ) = x og k-i (U) bliver en omegn af

x1 • Der eksisterer en omegn W af A og en omegn V af xi' således

at WV ~ k-i (U), altså Wk(V) ~ U. Da k(V) er enomegn af x,
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har vi dermed vist, at multiplikationen er kontinuert.

Den lineære afbildning k afbilder liniestykke på liniestyk

ke eller punkt, og i det fØrste tilfælde afbildes endepunkt

på endepunkt. Heraf fØlger umiddelbart, at konveks mængde af

bildes på konveks mængde. Det gælder også, at midtpunkt af

liniestykke afbildes på midtpunkt af liniestykke. Det er dermed

godtgjort, at ~ med den her indfØrte topologi vil tilfreds

stille betingelserne v1), ••• ,vS) ovenfor. Derimod behØver v6)

ikke at være opfyldt.

Vi bemærker, at v6) er opfyldt, hvis og kun hvis ~ er et

Hausdorff-rum. Hvis dette er tilfældet er fFJ ~ ~ afsluttet,

altså F afsluttet. Hvis F er afsluttet, vil Ti gælde for j,
og deraf fØlger v6) umiddelbart.

Derme d ba r vi vis t sætningen:

3.10.2. Sætning. Faktorrummet ~ bliver et topologisk vek-

torrum kun hvi s F er afsluttet.

3.11. Lad S og T være topologiske vektorrum over R. Mæng-
-.

den S x T bliver et vektorrum over ~ hvis vi definerer

(s1,t1 )+(s2,t2 ) = (s1+s2,t1+t2 ); A(S,t) = (AS,At).

Det ses umiddelbart, at det topologiske produktrum S x T med

disse regneoperationer bliver et topologisk vektorrum over R.
"-

Lad nu E være et topologisk vektorrum over E, og lad g:S

ind i E og h:T ind i E være kontinuerte, lineære afbildninger.

Vi kan da definere en lineær afbildning f:S x T ind i E, idet

vi sætter

f(s,t) = g(s)+h(t).

Da denne afbildning er sum af to kontinuerte afbildninger,

bliver den selv kontinuert.

Vi antager nu, at S og T specielt er underrum af E og at

" ..
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S n T :::: f2}. Som g og h kan vi da vælge inklusionsafbildninger

af S og T ind i E~ altså g(s) :::: s, h(t) :::: t. Vi får da den ved

f(s,t) :::: s+t

definerede lineære, injektive afbildning f:S x T ind i E, for

hvilken billedmængden bliver summen S+T. Da f er kontinuert,

kan vi slutte, at delrumstopologien på S+T er grovere end pro

duktrumstopologien, som overfØres til S+T, idet vi identifice

rer s+t med (s,t). Hvis de to topologier stemmer overens, siger

vi, at S+T er ~opologisk direkte sum af S og To

Nu er produktrumstopologien netop den groveste topologi,

der sikrer, at projektionerne på S og T bliver kontinuerte.

Heraf fremgår, at vi har sætningen

3.11.1. Sæ~ningo En algebraisk direkte sum S+T af 2 topo-

logiske vektorrum S og T er en topologisk direkte sum, hvis og

kun hvis projektionerne p:S+T på S og q:S+T på T er kontinuerte.

3.12. Lad E være et topologisk vektorrum over R. En af

bildning p:E ind i E kaldes idem~otent, hvis p2 :::: pop:::: p. En

id~~ent ~eærafbildni~ p:E ind i E kaldes en projektions

afbildning eller en projektion (den korte betegnelse kan under-

tiden virke forvirrende, da den har været brugt også som be-

tegneIse for billedet af et punkt eller en mængde ved en pro

jektionsafbildning). Vi har nu sætningen:

3.12.1. §ætning. Hvis p:E ind i E er en kontinuert pro

jektionsafbildning, er E topologisk direkte sum af l?(El og

p-1(Q).

Bevis: Lad i:E på E være den identiske afbildning. Af

bildningen q :::: i-p:E er da kontinuert. For x E: E har vi frem-

stillingen

(1) x:::: p(x)+q(x).
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2
Ved anvendelse a:f p :får vi, idet p = p, at

p(x) = p(x)+p(q(x)),

altså p(q(x)) = Q, hvilket viser~ at q(x) E p-i (2). Relationen

(1) viser således, at ethvert x E E kan skrives som sum a:f et

element :fra p(E) og et element :fra p-i (g).

Hvis vi nu på den anden side har en fremstilling

x = x1 +x2 '

da eksisterer y E E,

Vi :får derf'o r

Xi E p(E), x2 E p-i (2),

så Xi = p(y), altså p(x1 ) =
2

P (y) =

p(x) = P(x1+x2) = p(x1 )+p(x2 ) = xi'

hvilket viser, at Xi netop er p(x). Altså er Xi og dermed

x2 = x-xi entydig bestemt ved x, og dermed er sætning 3.12.1

bevist.

3.13. Sætning 3.12.1 :fortæller os, hvornår en lineær a:f

bildning a:f E på et del rum gi ver anIe dning ti l en :fremsti Iling

a:f E som topologisk direkte sum. Sætningen kan også gives :fØI-

gende interessante :formulering.

3.13.1. Sæ~ning. Et underrum S a:f et topologisk vektorrum

E over R giver anledning til en :fremstilling E = S+T a:f E som

en UV_Lv,",-,-sk di rekte sum kun hvi s den identiske a:f-

bildning i:S kan udvides til en ko~tinuert afbildning p:E på S.

Bevis. A:fbildningen p:E på S kan :fortolkes som en a:fbild-

ning p:E ind i E, og hvis den er en udvidelse af' i:S på S, :fås

p2 = p, og sætning 3.12.1 kan an vendes. Den anden halvdel a:f

sætningen ses umiddelbart.

3.14. Vi indskyder en hjælpesætning, der o:fte vil være os

til nytte:

3.14.1. ~!~ing. Lad E og F være topologiske vektorrum

over R. En lineæra:fbildning f:E ind i F er kontinuert, hvis og

kun hvi s :f er kontinuert i O.
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Bevis. Det er klart, at "kun hvisl! gælder. Lad U være en

omegn af Q E F. Da f er kontinuert i Q, er f-1 (U) en omegn af

Q E E, og for a E E får vi

f(a+f-1 (u)) = f(a)+f(f-1 (U)) ~ f(a) + U,

hvilket viser, at originalmængden til omegnen f(a)+U er en om-

egn af a.

3.15. Lad E være et vektorrum over R. Vi Ønsker at studere

hype rplane r' H ~ E. Vi minder om, at enhver hyperplan H ~ E

er givet ved en ligning ~(x) = O, hvor ~:E ind i R er en lineær

afbildning (linearform). Vi har nu sætningen

3.15.1. §'~ing. FØlgende påstande vedrørende en hyperplan

.!!. ~ E og dens ligning ep ex) = o er ensbetydende:

1 H er ikke overalt tæt i E

2 • H er afsluttet.

3). ~ er kontinuert.

4). H giver anledning til en spaltning af E i en direkte

sum.
- H H

Bevis. Af H c H følger, at der findes et punkt e t Q i
~'

li \ H, og da H har codimension 1, fØlger heraf, at H~ H+fAe} =

E, altså at H er overal t tæt. Dermed har vi vist 1) => 2).

Hvis H er afsluttet, bliver ~ ifØlge sætning 3.10.2 et

topologisk vektorrum over R, og da det bliver i-dimensionalt,

bliver det ifØlge sætning 3.9.1 isomorft med R, og enhver ikke
t,

t * H . .konstan , lineær afbildning ~ :E bl~ver en isomorf~. Nu kan ~

sammensættes af to afbildninger

k
E- ~

*E ~li - ~ R,

hvor k er den kanoniske afbildning, som vides at være kontinu-

*ert, medens ~ er en algebraisk isomorfi og derfor kontinuert.

Dermed har vi vist, at 2) => 3).
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Hvis ~ er kontinuert ligning for en hyperplan, kan vi

vælge e E: E, således at ~(e) = 1; vi definerer en afbildning

p:E ind i E, idet vi sætter p(x) = ~(x)e. Det er da klart, at

p bliver kontinuert 2
Endvidere er H -1og p = p. = p (O), og vi

kan benytte sætning 3.1201. Dermed har vi vi st, at 3) => L~). Det

er klart, at 4) => 1), og dermed er ækvivalensen af de 4 påstande

fuldstændi g bevist.

3.16. Vi skal nu betragte et filter F på et topologisk

vektorrum E over R. Filtret F kaldes et f~~et~~, så

fremt fØlgende betingelse er opfyldt:

\;f U E: U O 3 a E: E a+U E: F •

Et topologisk vektorrum E på Rkaldes fuI1~~~gQiB!, såfremt

ethvert fundamentalfilter på E er konvergent.

Det fØlger umiddelbart af definitionerne, at ethvert kon

vergent filter er et fundamentalfilter.

Vi har nu sætningen:

. ·n3.16.1. Sætnigg. Det topologlSke vektorrum R er fUldstæn-

digt.-
Bevis. For afstanden mellem x E: Rn og y E: Rn benytter vi

betegnelsen ily-xII. At F er et fundamentalfilter betyder nu, at

det indeholder mængder med vilkårlig lille diameter. Vi kan

får vi en

konvergen t mod et

radius 1 indeholdern

F. Men deraf fØlger, at

derfor vælge en fØlge (A ) af mængder A E: F, således at dia-n n

meteren af A er mindre end l. Sætter vi nu B = A
1

n.o.n A ,n n n n
element af F og har diameter mindre end 1. Vinda er B også

n

vælger for hvert n et el ement a E: B , og dervedn n

punktfølge (an)' som tilfredsstiller betingelsen

1
Ilan+p-anll < Ti ' n E: N, p > O.

en fundamentalfølge og derforAltså er (a )n

grænsepunkt a E: Rn • Kuglen 'med centrum a og

da hele ~. Altså tilhØrer denne kugle
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enhver omegn af a tilhØrer ~, altså, at F er konvergent med a

so m græns epunkt •

3.16.20 Sætning. Hvis E er et lokalkonvekst topologisk

vektorrum over R, og et delrum S c E er isomorft med Rn , da er
--------~...;;;;;..-----_.= ----------~---
S afsluttet.

Bevis. Vi betragter a E S samt filtret b(a). Da ethvert

U E tea) har ikke tom fællesmængde med S, er

~ = fU n S I U E b(a)}

et filter på S. I underrummet S betragter vi en konveks, symme

trisk omegn V af 2. Vi har V = Vi n S, hvor Vi E beo). IfØlge

v6) eksisterer der en konveks, symmetrisk omegn Wi E b(2), så

ledes a t W1+Wi ~ Vi. Da a E S og a+Wi E b(a), kan vi vælge et

punkt b E S n (a+Wi ). Af b-a E W1 fØlger a-b E W1 , altså

a E b+Wi • Altså gælder

a+Wi ~ b+Wi +Wi ~ b+Vi '

hvilket viser, at b+V1 E b(a). Altså gælder

(b+Vi ) n S EF,

men dette er ensbetydende med, at

b +V E ]f. 'Y) b t :;

For enhver omegn V af o i rummet S eksisterer der altså et

b E S, .således a t b+V E F. Det be tyder ne top, a t ~ er et funda-
·nmentalfilter på S. Da S er isomorft med R , som er fuldstændigt,

medfØrer dette, at F konvergerer mod et grænsepunkt ai E So

Filtret F er filterbasis på E og bestemmer et filter Gpå E.

Dette filter er konvergent mod grænsepunktet a1 • Det er desuden

finere end t(a) og derfor konvergent mod a. Altså gælder a = a1 ,

og dermed har vi vist, at a E S; al tså er S afsluttet.

3.17. På basis af de i foregående afsnit beviste sætninger

skal vi nu udlede sætningen:
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3.17.1. ~ætgi~. Lad E være et lokalkonvekst topologisk

vektorrum over ~. Et m-dimensionalt underrum S ~. E er a~sluttet

og isomor~t med Rm•

Bevi s. Vi benytter indu.ktion. For m = 1 ~Ølger sæ tningen

a~ sætningerne 3.9.1 og 3.16.2. Vi antager, at påstanden er

rigtig f'or et m-i-dimensionalt underrum, og vi betragter nu det

m-dimensionale underrum S. Vi vælger en basis fe1, ••• ,em} f'or S,

og med Si ~ S betragter vi det af' f e1 , ••• ,em-i} ~rembragte un

derrum. Det er en hyperplan i S, og på grund af' induktions~or

udsætningen er den a~sluttet. Men i~Ølge sætning 3.15.1. er S

~m-1så topologisk direkte sum af' Si' som er isomorf't med ~ ,og

fAem}, som er isomor~t med R. Hera~ f'ølger, at S er isomor~t med

~m, altså ~uldstændigt i~ølge sætning 3.16.1 og a~sluttet if'Ølge

sætning 3.16.2.

3.17.2. Sæt~!g~. Lad E være et lokalkonvekst topologisk

vektorrum, lad S være et af'sluttet underru~~,ikt~t endelig di

mensionalt underrum. Da er S+T et endelig dimensionalt underrum.

Bevis. If'ølge sætning 3017.1 er T isomorf't med Rm, og der-

f'or kan T skrives som en direkte sum T = T1+T2 , hvor Ti ~ S og

S n T2 = fQ}. Vi har da S+T = S+T2 , hvor S+T
2

er en algebraisk

direkte sum. Da S er et af'sluttet underrum af' E, bliver ~.et

topologisk vektorrum 9 og den kanon~iske afbildning k:E på ~

bliver kontinuert. Nu bliver k(S+T2 ) isomor~t med T2 , altså et

endelig dimensionalt underrum a~ ~, altså af'sluttet i~ølge sæt

ning 3.17.1. Men så er S+T2 originalmængde ved k til k(S+T2 ) og

derfor af'sluttet.

3.17.3. ~tni~. Lad E VaTe et lokalkonvekst topologisk

vektorrum og lad S være et af'sluttet underrum med endelig codi-

mension. Da eksisterer der en f'remstilling af' E som en topolo-

gisk direkte sum E = S+T.
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Bevis. Lad T være det algebraiske komplement til S. Pro

jektionen p:E på T er sammensat af afbildningerne

k
E--)

E ep
--~T
S '

hvor ep er en algebraisk isomorfi. Da ~ og T er endelig dimensio

nale, bliver ep e&-4~om~rf4-og p kontinuert. Sætningen fØlger nu

af sætning 3.12.1.

for

og a

3.18. Vi forlader et Øjeblik de oo-dimensionale vektorrum
.2

at vise en elementær sætning om konvekse mængder i R •

3.18.1. Sætning. Lad O c R2 være en åben, konveks mængde-......- :::::

2
E R \ O et punkt. Der eksisterer en ret linie gennem a,

u =

som ikke indeholder noget punkt af O.

Bevis. Uden at indskrænke almindeligheden, kan vi antage,

at a = Q. Vi betragter punktmængden

P = fAX I O < A < 00 1\ X E OJ = U AO,
O<A<oo

som er åben, da hver mængde AO er åben. Hvis A1x1 og A2x2 er

punkter af P, får vi

hvor

( 1-t )A1 +tA2 '

hvilket viser, at P er konveks. Da ethvert punkt i P har formen

AX, hvor A t O og x t Q, gælder Q~ P. Af x E P, -x E P ville på

grund af konveksiteten følge O E P. Vi kan derfor finde e t punkt

b E R2 med b f Q, b ~ P. Da P er åben indeholder P et punkt c,

der ikke ligger på den rette linie gennem O og b. Den rette

linie gennem b og c indeholder punkter af P og af ep, og derfor

tillige et randpunkt x for P. Punktmængden P har den egenskab,

at den samtidig med y indeholder alle AY med A E JO,oo[. Heraf

fØlger, at den rette linie gennem x (som ikke tilhØrer P, da P
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er åben) og Q ikke kan ind~~~i~d~,ll~~tie~ af'

og da vil en omegn U af -x~~dføre, at Q E P i modstrid med det

ovenfor viste. Altså kan den rette lin:i.8 gennem x og Q i};::}æ LJ.c1e--

holde punkter af P og dermed heller jJ{ke punkter af O, som e r en

delmængde af P o

3018 02. ~!ng. Lad E være et lokalkonvekst vektorrum over

R og mindst 2-dimensionalt. Lad O ~ E være en åben, konveks

_m_æ_n-:;g.::.d.;;.,e_.;.o";;;g:-.,;;,a;;,,..,;;E;;..-.;E;;;;;.-,;;;,e~t_p~u,;;;;n;;;;;k;;;.t~,~d;.;,e;;;.r....;i;,;;;k;;.;k.;.e_-,t._i,;;;;;J";.."h~Ø,;;;;;r_e_r__O~. D_e_r_e._k_~_s_i_s_t~.e.Ea.

da en ret linie gennem al som ikke indeholder_punkter af 00

Bevis. Da E er mindst 2-dimensionalt, eksisterer der 2 li-

neært uafhængi ge punkter e
1

, e 2 E E, Disse punkter bes temmel" et

2-dimensionalt underrum B, og vi ved, at dette er a:fsJuttet 0[;

isomorft med :R2 • Fællesmængden B n O er åben rela ti vt ti l S:. og

ifØlge sætning 3.18.1 eksisterer der de:n.for en ret liDie ~;er.mem

O i B, som ikke indeholder puru{ter af S n O og derfor heller

ikke af O.

3.19. Hovedsætningen i dette kapitel er kendt under navnet

Halm-Banach I §. sætning. Den kan formuleres på flere måder, oe; vi

skal nu fØrst vise den i en geometrisk formulering.

3.19.1. Hahn-Banach's sætning. Lad E være et lokalkonvekst-....... -~_..._--~=~ _.------~~",;,...,.....,;;,.~-_.-.-
topologisk vek to r rum over R. Lad O c E være en åben, konveks--.;;;;;......-.;;;;:..--------------- :. ----"..,;;;;~--'------

mængde, og lad B være et underrum. Hvis O n B :=: ø, eksistere~

_d_e_r_e_n_a_f_s_l_u_t_t_-e_t_~=----= ~_s_å_l_e_d_e_p_:J __~_8 ~ H og O n H :=: 10~

Bevis. Lad M være mængden. af alle underrum af E, som inde·-·

holder S og ikke har punkter fælles med O. Denne mængde er

ordnet vedrelationen~. Hvis fTjljE JJ eren fUldstæncligordnet

delmængde af M, vil UT j åbenbart også tilhØre Mø Der eksisterer

derfor ifØlge Zorn' s lemma et maksimal t element H E: IvI o Det er

klart, at II E M, altså H

den k antmisk e afbildning

F
= H afsluttet. Vi betragter F - TI og

k;E på F; Da k-1 (Q) = li og H n O :=: ø,
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gælder 2~ k(O). Det er klart, at k(O) er konveks. Lad os nu an-

tage, at F er mindst 2-dimensionalt. Af sætning 3.18.2 fØlger da?

at der eksisterer en ret linie l ~ F gennem Q og med l n k(O) =

ø. Heraf fØlger k-1 (l) n O = ø, men k-1(1) er et underrum, der

bar H som ægte delmængde. Desuden gælder k-1(1) E M. Men så har

vi fået et resultat, der strider mod definitionen af H som mak-

simalt element" Antagelsen om, at F er mindst 2-dimensionalt,

kan således ikke vær e rigtig. Da F er 1-dimensi anal, er H en

hyperplan. Vi ved allerede? at H er afsluttet, og beviset er

således fuldfør t.

3.20. Vi betragter igen et lokalkonvekst topologisk vektor-
hyperplan

rum E over R. En afsluttet/H ~ E er defineret ved en ligning

~(x) = 0, hvor ~:E ind i R er en kontinuert funktional, sam ikke

er i den ti sk O. I det fØlgende vi l vi bruge ordet Ithyperplanl' ,
idet hver af sideklasserne ~-1(A) også vil blive kaldt en hyper

plan. Når vi vil præcisere? at vi mener en hyperplan i den tid-

ligere betydning, vil vi kalde den en hyperplan gennem O.

Mere generelt kommer vi også til at betragte sideklasser

til vilkårlige underrum. Vi vil kalde disse sideklasser l!~eære

Lad H vær e en hype rp lan, s om ikke går g ennem Q. Den e r

givet ved ligningen ~(x) = a. Lad e E H være vilkårlig valgt,

* -1 ( )og lad Ir være hyperplanen ~ O. For x E E har vi 1 og kun 1

fremstilling x = Ae+h, hvor h E h*, og vi bar da ~(x) = A~(e) =
aA. Heraf fremgår, at ~ er entydig bestemt ved hyperplanen H og

den konstante værdi d. Det ses tillige, at der til en hyperplan

H og en reel konstant a altid svarer en funktional ~, således at
-1

H = ~ (a)? og vi har tidligere set, at denne funktional bliver

kontinuert, hvis og kun hvis H er afsluttet.

Vi bemærker, at Hahn-Banach's sætning også kan formuleres
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på ~Ølgende måde:

3.20.1. Hagn-Banach~s sæigi~. Lad E være et lokalkonvekst

vektorrum over R, lad M være et underrum og O en åben konveks

mængde, som ikke bar punkter ~ælles med M. Der eksisterer en

kontinuert ~unktional ep:E ind i R, som til~redsstiller

V xE: M(ep(x):=: O); V xE: O(ep(x) > O).

3.21. Til brug ved en ny ~ormulering a~ Hahn-Banach's sæt

ning ind~Ører vi et særlig klasse a~ reelle ~unktioner på topo

logiek vektorrum.

3.21.1. ~~:i;.[1ition. En reel funktion p på et vektorrum E

over R kaldes en semi-norm, når den til~redsstiller:

1) V 'AE: RV xE: E(p('Ax):=: 1'Alp(x))

2) V x,y E: E (p(x+y) ~ p(x)+p(y).

Vi udleder straks nogle simple resultater.

3.21.2. Sætning. En semi-norm p på et vektorrum E over R

til~redsstiller betingelserne

3) p(o) :=: O

L~) V x E: E(p(x) ~ O)

5) V x,y E: E V 'A E: [O,1](p«1-'A)x+'AY) ~ (1-'A)p(x)+'Ap(y).

Bevis: A~ 1) ~ås 3) ved at sætte 'A :=: O. Desuden ~ås

pC-x) :::: p(x), altså p(x) :=: i(p(x)+p(-x)) ~ i p(Q) :=: O ifØlge 2).

Endvidere ~ås a~ 2) og 1), at

p«1-'A)x+'AY) ~ p«1-'A)x)+p('AY) ~

11-'Alp(x)+I'Alp(y) :::: (1-'A)p(x)+'AP(Y)

~o r A E: [0,1 J•

~ 5) og 1) ~Ølger umiddelbart ~Ølgende sætning.

3.21 .3. ~!n!~. Lad p være en semi-norm på et vektorrum E

over R. Punktmængden fx E: E I p(x) < il er konveks og symmetrisk.

3.22. Vi skal nu studere semi-normer på lokal-konvekse, to

pologiske vektorrum. Vi vi l vise sætningen:
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3.22.1. Sæig!~. En semi-norm p på et lokakonvekst topolo

gisk vektorrum E over R er kontinuert~ hvisd en er begrænset i

en ome gn af' Q.

Bevis. Af p(x) < ex for alle x E U~ hvor U E U(O)~ fØlger= -
umiddelbart p(x) ~'E:, hvor E: > O, for alle xE ex-i E: U. Altså er

p kontinuert i O. Af 1) og 2) fås

p(x+h) ~ p(x)+p(h)

og

p(x) = ~(X+h)+(-h)) ~ p(x+h)+p(-h) == p(x+h)+p(h),

altså

Ip(X+h)-p(x)1 ~ p(h),

hvilket viser, at p er kontinuert overalt (endda ligeligt), hvis

p er kontinuert i o.

3.23. Vi vil nu vise endnu en form for Hahn-Banach's sæt-

ning.

3.23.1. Hahn-Banact 's sætning. Lad p være en kontinuert
~~ ... --

semi-norm på et lokalkonvekst topologisk vektorrum E over R.
Lad M ~ E være et underrum og f':M ind i R konti nuert funktional,

som tilfredsstiller If(x)1 ~ p(x) på M. Der eksisterer da en

kontinuert udvidelse f'i:E ind i R af f, således f i (x) == f'(x)

f'or alle x E M og \f'i(x)1 ~ p(x) for alle x E E.

Bevis. Hvis f er identisk nul behØver vi blot at vælge f i
identisk nul. I modsat fald e r f'(x) = 1 ligning for en hyperplan

L i underrummet M. Mængden O == fx E E p(x) < 1 l er åben og

konveks, og vi har L n O == ø. Efter en forskydning af Q-punktet

til et punkt af L, kan vi benytte den fØrste udgave af Hahn-

Banach's sætning, som fortæller os, at der findes en hyperplan

H gennem L med H n O == ø. IfØlge 3.20 eksisterer der netop en

kontinuert funktional f i :E ind i R, for hvilken f 1 - i (i) == H.

Tilsvarende findes der på M kun en kontinuert :funktional f:M
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ind i R med ~-1(1) = L. Altså er ~(x) = ~1(x) ~or x E M. Lad

nu x E E være et vilkårligt punkt" Hvis ~1(x) = O gælder

~1(x) ~ p(x). Er ~1(x) +0 9 kan vi ~inde et reelt tal A, så

ledes at ~1(Ax) = A~1(x) = 1, altså AX E H. Men a~ H n O = ø
~Ølger p(AX) > 1, altså ~1(Ax) ~ p(AX). Dette med~Ører imidler

tid

og dermed er beviset ~ærdigt.

3.24. Som eksempel på anvendelsen a~ Hahn-Banach's sæt-

ning skal vi vise ~Ølgende sætning.

3.24.1. Sætning. Lad E være et lokalkonvekst topologisk

vektorrum over R. Lad (x ) være en punkt~Ølge på E med denn
egenskab J a t der ~indes et punkt x E E, således a t enhver kon-

tinuert ~urJktional ep:E ind i R til~redsstiller betingelsen

ep(xn ) ~ ep(x). Lad M~ E være det underrum 9 der består a~ alle

endelige lineærkombinationer A1x1+ ••• +Anxn med koe~~icienter ~ra

R. Da gælder x E 'KiL

Bevis. Ellers var x ydre punkt ~or MJ og vi kunne da vælge

en åben mængde O, således at x E O og O n M = ø. I~Ølge

Hahn-Banach's sætning ville der da eksistere en kontinuert

funktional ep:E ind i R med ep (x) = O for alle x E M og med

ep(x) > O. For denne funktional vil betingelsen ep (Xn ) -+ ep(x)

ikke være opfyldt.
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Singul~riteter for sædvanlig~ reelle

differen~1B.lliS1}iES.~rat' fØrste og anden orden.

4.1. Differentialligningsteorien er stærkt præget af sin

nære kontakt ved matematikkens anvendelser. Dette har medfØrt,

at der er udviklet et stort antal meget specielle metoder med

henblik på specielle anvendelsesområder. Fra den rene matematiks

synspunkt har mere generelle metoder selvfØlgelig størst inte

resse, men disse generelIere metoder er ofte udviklet på basis

af en af de mere specielle me toder, der s tammer fra anvendel-

serne, og det er ofte hændt, at en terminologi, der stammer fra

de mere specielle anvendelser, er fØrt med over i generalisa

tionerne. De særlige undersØgelser, der beskæftiger o~ i dette

og det følgende kapitel, er indledning til en gren af teorien,

der sædvanligvis betegnes som svingningsteori.

4.2. Vi vil beskæftige os med ligninger i tre variable,

som vi betegner x,y og t. Den variable t indtager en særstil

ling, og vi vil betegne den som tiden. De variable x og y op

fattes som koordinater til punkter i en plan, i hvilken vi har

et sædvanlig retvinklet koordinatsystem. Lad I , R være et vil

kårligt endeligt eller uendeligt interval. To differentiable

afbildninger ~,Ø:I ind i ~ definerer en differentiabel bevægelse

i (x,y)-planen, idet vi sætter x = ~(t), Y = ljJ(t). For nemheds

skyld taler vi da simpelthen om bevægelsen x ~. ~(t), y = ø(t),

men også om bevægelsen (~,ø).

Vi vi l systemati sk benytte de afkorted6_b_ei:{egne.laer

i og y for dif'ferentialkvoti-ent.erne

J =__~~= D<{}.(~?, y =~ = DØ ( t) , __

og analogt x og y for d:1'f't'erentialkvotienterne-<af"an-clen orden.

...---~'
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Dette er en praksis, der er udbredt i de fysiske og tekniske

anvendelser, og vi vil følge den her, hvor den ikke vil kunne

give anledning til misforståelser.

4.3. Vi vil studere to sammenhørende differentialligninger

af formen

(1) x'= p(x,y), y=Q(x,y),

hvor P og Q er !2!1ti!lU_E?J:'1!t funktioner i et område 11 i (x,y)

planen.

En løsning til (1) vil være en bevægelse x = ~(t), y = ø(t),

og vektoren med koordinater x= D~(t), Y= DØ(t) (vi siger kort

vektoren (x,y)) er hastigheden i denne bevægelse. Ligningen (1)

angiver således hastighedsvektor i ethvert punkt af 11, og vi

siger derfor også, at (1) er et hastighedsfelt i området 11.

Banekurverne for de bevægelser, der er løsninger til (1),er de

ved hastighedsfeltet (1) bestemte banekurver.

Den omstændighed, at tiden t er uafhængig variabel i (1)

udelukker selvfølgelig ikke, at resultaterne kan anvendes på lig

ninger med en anden uafhængig variabel. Man vil da tale om vek

torfelt i stedet for hastighedsfelt, og om feltlinier i stedet

for banekurver.

4.4. Ifølge eksistenssætningen vil der for ethvert værdisæt

(to'Xo'yo) eksistere en løsning x = ~(xo,yo,to;t), y =

ø(xo,yo,to;t), for hvilken

Xo ; ~(xo,yo,tojto)' Yo = ø(xo,yo,tojto)' i
iog løsningen er entydig bestemt ved (to'xo'yo)' såfremt P og q

er pæne nok (tilfredsstiller en lokal Lipschitz-betingelse).

Lad x = ~(t),y = ø(t) være en løsning. Den omstændighed, at

t ikke optræder på højre side i (1), bevirker åbenbart, at

x = ~(t-to)' y =ø(t-to) ligeledes er en løsning. D~?ovenf'or
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omtalte partikulære løsning tilfredsstiller derfor betingelsen

~(xo,yo,to;t) = ~(xo,yo,o;t-to);ø(xo,yo,to;t) = ø(xo,yo,o;t-to)'

forudsat, at P og Q er tilstrækkelig pæne.

Løsningsmængden til (1) er således invariant overfor for

skydninger i tid. Et punkt (xo'Yo) E n bestemmer derfor en

løsningskurve bortset fra en sådan forskydning.

Hvis x =g(u), y = h(u) er parameterfremstilling for en

banekurve for en løsning, fås ved indsættelse i (1)

(3) Dg(u)u = P(g(u),h(u), Dh(u)u = Q(g(u),h(u».

Heraf fås let, at x = g(u), y = h(u) er en løsningskurve, hvis

og kun hvis

-Q(g(u),h(u»Dg(u)+P(g(u),h(u»Dh(u) = O,

og det plejer vi at udtrykke ved at sige, at banekurverne er

løsningskurverne til differentialligningen

(4) -Q(x,y)dx+P(x,y)dy = O.

Når banekurverne først kendes, kan sammenhængen mellem u og

t fås af en af de 2 ensbetydende ligninger (3), og da de variable

kan adskilles, kræver dette blot ert integration. Bestemmelsen af

banekurverne er således den væsentligste del af problemet.

4.5. Differentialligningen

() .9..Y-~-5 dx - 'PTX';YT

er for p(x,y) +O ensbetydende med (4), og dens løsningskurver

er derfor netop banekurverne for løsningerne til (1) bortset

fra de punkter, hvor P(x,y) = O. Ved overgangen til (5) vil så

ledes alle de punkter af løsningskurverne, hvor tangenten er

lodret, gå tabt. Ved overgangen fra (5) til (1) er der en vis

frihed, idet brøken på højre side i (5) kan fQrlænges eller

forkortes.
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4.6. Differentialligningen

T 4.4.

(6) .. (. )x = f x,x

er ækvivalent med systemet

(7) x= y, y = f(x,y),

som er specielIere end (1).

En løsning x = erJ.. t) til (6) er en bevægelse på en ret linie,

og x= y er bevægelsens hastighed, medens x er dens acceleration.

I dette tilfælde betyder overgangen til (6) altså, at man stu

derer den plane bevægelse, der fremkommer, når sted og hastighed

benyttes som retvinklede koordinater. Parret (x,y) angiver den

øjeblikkelige bevægelsestilstand og kaldes derfor bevægelsens

~, ligesom (x,y)-planen også kaldes faseplanen, og de ved (7)

bestemte banekurver kaldes fasekurverne.

4.7. I de punkter (xo'Yo)' hvor P og Q i (1) begge bliver O,

vil eksistenssætningen gælde for (1), men sædvanligvis ikke for

(5). På samme måde går det med entydighedssætning, hvis P og Q er

pæne nok. De punkter, hvor eksistens- og eksistenssætningen ikke

kan anvendes på ligningen (5), kaldes singulære punkter for (1)

og tillige for (5). De falder således umiddelbart i følgende 2

kategorier:

1). Punkter, hvor P og Q tilfredsstiller en Lipschitz

betingelse, men begge antager værdien O.

2). Punkter, hvor P og Q ikke begge tilfredsstiller en

Lipschitzbetingelse.

I tilfælde 2) kan man ikke vente særlig fine resultater ved

rørende singulariteternes art, hvis vi ikke indfører begrænsninger

med hensyn til arten af singulariteterne for P og Q. Vi vil kon

centrere os om tilfældet 1), og vi vil studere forholdene i om

egnen af et fælles nulpunkt for P og Q. Da en parallelforskydning

af koordinatsystemet blot betyder addition af konstanter til
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x og y, kan vi antage, at det fælles nulpunkt falder i (0,0).

4.8. Hvis p og Q er differentiable og antager værdien ° i

(0,0) har vi fremstillinger af formen

(8) p(x,y); Ax+BY+O(x,yA/(X2+y2)

Q(x,'y) = CX+Dy+g(X,yA/(x2+y2),

hvor o og e har grænseværdien O i (0,0), og hvor A,B,C og D er
! .

konstanter. Vi må selvfØlgelig ikke forveksle D med et differen

tiationstegn.

Det er nærliggende ~ fØrste tilnærmelse at se bort fra de

to restled, og således erstatte (1) med de sammenhØrende lignin-

ger

(9) x = Ax+By, Y;= Cx+Dy.
I

Man kan så håbe at studiet af løsningerne !til (9) i omegnen af

(0,0) giver resultater,; som også giver en forestilling om situa

tionen i det generelle tilfælde. Det vise:r sig nu, at det

virkelig går sådan, og vi går derfor optimistisk i gang med at

lØse (9) for at studere dens lØsninger i omegnen af singulari

teten i (0,0).

4.9. Ligningerne (9)løses selvfØlgelig iet ved elementære

metoder, og det er måske strengt 'taget unØdvehdigt i,denne sam

menhæng at gå alle detaljer af lØsningsproce~sen igennem. Dis

kussionen af resultatet er imidlertid vævet så intimt sammen

med selve lØsningsprocessen, at vi finder det ret hensigtsmæs-

sigt at tage alle detaljerne med.

Ligningerne (9) kan lØses ved flere af de elementær~ metoder,
\

som omtaltes i matematik 1. Vi vil vælge en metode, der giver os

lØsningerne på en sådan form, at vi også let når til en forestil

ling om banekurvernes udseende. Når man har en forhåndsviden om'""
~.,.

at løsningerne ved passende lineære afbildninger fØres over i

simple og velkendte kurver, er det nærliggende at indlede lØs-
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ningsprocessen med at udfØre en lineær afbildning, således at

ligningen får en simplere form.

4.10. Vi vil altså forsØge, om vi i (9) kan indfØre nye

variable e og n, der udtrykkes ved x og y ved relationer

(10) e == ax+~y, n = yx+oy; ao-~y +O.

På matrix form har vi

r.el. == fa ~l. .fxl r~] == rA BJt n' y o.' y' t y t c D
[;] ,

og ved differentiation af den fØrste ligning og indsættelse af

den anden, får vi

W [~ ~l fA Bl [xl= y.1 •Oj C D

Vi prØver fØrst, at transfo rmere ligningssys ternet, o detsa

nye system får formen

(11 ) •
T) = f.Ln·

Hertil kræves, at

eller

(12) [: ~H;J = A[~l r~ gJ [~J =Il r}} ·
hvilket er ensbet~dende med, at (a,~) og (y,o) er egenvektorer

for dens transponerede koefficientmatrix. Da transformationens

determinant ikke må være nul, må vi kræve, at de 2 egenvekt~rer

er lineært uafhængige. Det ses umiddelbart, at transformati2P~B

virkelig l~kkes~ hvis den transEonerede koefficientmatrix ha~

2 lineær t uafh~ngige.~s~!!ye~orf!. Det spiller ingen rolle, om

disse hØrer til samme egenværdi eller til forskellige egenværdier.

4.11. Egenværdierne for den transponerede koefficientma

trix for ligningssys temet (1) fås af ligningen

(A-A) (D-A)-BC == O

eller
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2A -(A+D)A+AD-BO = 0,

T. 4.7

og vi må derfor dele i flere tilfælde eftersom diskriminanten

6 = (A+D)2_4 (AD-BC) = (A-D)2~BC

er positiv, nul eller negativ.

4.12. Vi vil fØrst undersøge tilfældet 6 > O. I dette til

fælde har den transponerede matrix 2 reelle egenVærdi~~~Og til
~

disse svarer selvfØlgelig 2 lineært uafhængige egenvektorer ~

og 4. Hvis (a,(3) og (y,o) vælges som egentlige lØsninger til

(12) vi l transformationen (1) overfØre (1) i (11), hvor

AM = t~ ~r = AD-BO.

Ligningssystemet (11) har den fuldstændige lØsning

fe = c1eAt, T] = c2eMt l c1 , c 2 E Rl.
For c1 = c2 = ° fås nulløsningen. Ingen af de andre løsninger

passerer (0,0). For A > 0, M > ° vil samtlige lØsninger konver

gere mod (0,0) for t ~ -~. For A < 0, M < ° vil samtlige lØs

ninger konvergere mod (0,0) for t ~ 00. LØsningerne er altså i

det fØrste tilfælde bevægelser, der startede i (0,0) for uende-

lig længe siden, og i det andet tilfælde bevægelser, der styrer

ind mod (0,0), som de dog fØrst vil nå efter uendelig lang tid.

For c1 = ° fås bevægelser med e = ° som banekurve og for c2 = O

fås bevægelser med T] = ° som banekurve. For A > M > ° gælder

e. = c1 eCi\-M) t ~ ° for t ~ -00, og heraf fØlger, at vi for
T] c 2
c1c2 +° får banekurver, der udgår fra (0,0) og rØrer linien

e = ° i dette punkt. Også for andre stØrrelsesrel&tione.r mellem

i\,M og ° vil banekurverne·røre tI = ° eller T] = ° i (0,0).

På figuren har vi skitseret

systerne t af lØsningskurver i om

egnen af (0,0). Et singulært punkt

af denne type kaldes et knudepunk,t.
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Ved et knudepunkt forstår vi præcist udtrykt et punkt, der er

udgangspunkt svarende til t = -00 eller end~unkt svarende til

t = +00 for uendelig mange integralkurver, der alle har en

tangent i knudepunktet. Vi kan yderligere klassificere knude-
'til

punkterne efter antallet af forskellige tangenter/integralkurver

gennem knudepunkt. I det her foreliggende tilfælde drejer det

sig altså om et knudepunkt med 2 taB[enter.

Vi mangler endnu at omtale de tilfælde, hvor A~ ~ O. Til

fældet ~ = O svarende til Ad-BO = ° har kun ringe betydning.

Systemet af banekurver bliver et system af parallelle rette

linier. For Af-t < °bliver IfI1f.l1In,IAI konstant langs hver inte-

gralkurve, og ingen integralkurve med c1c2 f ° kommer i nærheden

af (0,0). Som fØr er f = ° og n = °banekurver, men denne gang

således, at bevægelsen på den ene af disse linier er startet i

(0,0) for t = ""bo, medens den på den anden går mod (0,0), som

dog ikke nås :W> r t = 00.

Vi har på figuren skitseret

sys teme t af integralkurver, og i dette

sade~~~. Et sadelpunkt er præcist formuleret et punkt gennem·

hvilket der går endelig mange, men mindst 2 int egralkurver , som

har indbyrdes forskellige tangenter, og således at ingen anden

integralkurve kommer vilkårligt nær det singulære punkt.

4.13. Vi vil nu undersØge tilfældet 6 < O svarende til

komplekse egenværdier A1 = ~+iv og A2 = f.l-iv. Til disse svarer

komplekse egenvektorer, som også er indbyrdes konjugerede. I

rela tionen
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m= [~ ~J [~ ~J (;J =[~~J
er der kun 1 ikke reel ~aktor i det midterste udtryk, og vi

kan derfor 6pa~te i real- imaginærdel, idet vi sætte~

a == p+iq, ø = r+is, y == p-iq, o == r-is

~ = X+iY, ~ = X-iY,

og vi ~å r derved ligningerne

jt = {p r} [~ :J [;1 = j.tX-vY

t == fq s} [~ ~J [;J == vX+j.tY

eller samle t i 1 ligning

[~J = [~ :J [~ ~l :J [~J •

Nu er

altså

[
X+iY{ [P+iq
X-iyj = p-iq

, ".

r~ = [~ :J [;J.
Endelig er

1~ /1 = I::~~ ::~:I = 1~;1q ;;181= I~:~:I = -21 I~ :1,
hvilket viser, at ps-qr +O. Vi har dermed-v:tBtt at_ syst_emet (1)

i dette til~ælde kan over~Øres i
•
~ = f.LX-vY

( 13)
t == vX+f.LY.

Betingelsen 6 < O medfØrer AD-BC > O, BO < O. Desuden er

2f.L == A+D, f.L
2

+v2 == AD-BC.

4.14. Vi vil nu lØse systemet (13) og det gør vi ved at

indfØre polære koordinater i (X, y)_....planen,-.altså ved at indfØre
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nye variable r og e ved transformationen

x =: r case, y =: r sire ,

som fØrer ligningerne (13) over i systemet

rcose-rØsi1li9 = r (f.lcose-V sire )

rsil1@+r@cose = r(VCOS@+f.lsin8)

eller

(r-f.lr)cose-r(@-v)sin® = O

(r-f.lr)sin8+r(®-v)coS@ =: O.

T. 4.10

Dette kan opfattes som et ligningssystem til bestemme:Lse

af r-f.lr og r(®-v), og da dets determinant ikke er O, bliver detB

lØsning

Dette ligningssys tem kan umiddelba~t integreres, og den :fuld~'

stændi ge lØsning bliver givet ved

r = c1ef.lt, e = v(t-to )'

og da vi ha r v f O, bliver bane kurverne bestemt v~d

; (e+9o )
r=c1e ;eo=vto •

Banekurverne bliver for f.l f O logaritmiske spiraler, og i

(x,y)-planen ser systeme t af banekurver

ud omtrent som vist på figuren, idet de

logaritmiske spiraler forvrænges ved den

lineære' tran-s.f'orma-tion. Selve det singu-

lære punkt er for f.l > O udgangspunkt., for bevægelsen svarende

til t =: -00 og for f.l > O endepunkt svarende til t =: 00. Et singu. p

lær t punkt af denne type kaldes et spiralpunkt. f'or·,-di f'.:fe rent i a 1-"

ligningen. Et spiralpunkt er udgangs- eller endepunkt for uende'-

lig mange bevægelser svarende til t = -00 eller t =: ~o, og
o.sa-·

ledes at e. varierer monotont-og-ubegrænset med t i en omegn ar
det singulære punkt.
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f., < O. For c1 =

får vi for alle

tilfælde .får vi

I specialtilfældet ~ = O bliver banekurverne i (XY)-planen

cirkler, som ved den lineære transformation overfØres i lige

dannede ellipser. Disse gennemlØbes alle samme vej, og bevægel

serne bliver periodiske med periode 2v-1~. I dette tilfælde

kaldes det singulære punkt et centralpunk~. Et centralpunkt er

et singulært punkt, der har en omegn, i hvilken alle banekurverne

er lukkede kurver, der omkredser det singulære punkt. Der går

altså ingen integralkurver gennem et centralpunkt.

4.15. Vi mangler endnu det tilfælde, hvor 6 = O. Der findes

da 1 egenværdi

,,=~(A+D),

og vi kan da ved en lineær substitution, som ikke er entydig be

stemt, bringe ligningssystemet på formen

Den sidste ligning har den fuldstændige lØsning

fn = c1e"tl c1 E nJ '
og hvis en lØsning fra denne mængde indsættes i den fØrste lig

ning, får vi den lineære differentialligning

~-f{; = bC1 e"t,

hvis fuldstændige lØsning er givet ved

~ = (bc1t+c2 )e"t,

så den fuldstændige lØsning til systemet er givet ved

( )"t "t ~~ = bC1 t+c2 e , n = c1e ; c1 , c2 E .t{.

Det s es, a t bevægelserne også i dette tilfælde begynder i

(0,0), for t = -~, hvis" > ° og ender i (0,0) for t =_, hvis

° fås en bevægelse på linien 11 = O. Hvis b f 0,
-i/

andre bevægelser, at e.~"' ° for t -+ :t 00. I dette
n

altså et knudepunkt med kun 1 tangent.
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I undtagelsestilfældet b = O har ligningssystemet den

simple form

og denne form bevares uændret ved enhver ikke singulær lineær

transformation. Dette tilfælde kan altså kun indtræde, når

A = D; B = C = O.

Den ru ldstænd ige lØsning er i dette tilfælde givet ved

f = c eAt At 01 ,c2 E: R2 , Y) = c1e ;

og det ses, at alle bevægelserne foregår på rette linier gennem

(0,0). Vi får altså et knudepunkt i (0,0) og alle rette linier

gennem knudepunktet bliver tangenter til lØsningskurver. Et

knudepunkt med denne egenskab kaldes et stjerneformet knudep:m~!:"

4 .16. Vi samle r resultatet af de foregående afsnit veuIØ

rende singularitet i (0,0) for systemet af banekurver for lØs

ninger til differentialligningssystemet

• A •x = x+By, Y = Cx+Dy ,

hvor vi har sat

og vi når derved til fØlgende resume:

1).6>0.

a). AD-BC > O. Knudepunkt, 2 tangenter.

~). AD-BO < O. Sadelpunkt.

y). AD-BC = O. Ingen singularitet.

2).6<0.

a). A+D +O. Spiralpunkt.

~). A+D = O. Centralpunkt.

3).6=0.

a). -a(A=D/\B=C=O). KnudepUnkt, 1 tangent.

~). A=D/\B=C=O. Stjerneformet knudepunkt.
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4.17. Vi vender nu tilbage til det generelle system

(14) x = P(XIY)I y = Q(X,y); (XIY) E n,

hvor (x,y) tilfredsstiller en Lipschitz-betingelse i området n,

således at eksistens- og entydighedssætningen gælder overalt

i n. Et differentialligningssystem af denne specielle form kaldes

a};ttonomt.

Lad (xo,yo,to ) være et sæt udgangsværdier og

x = ~(t), Y = ø(t)

en dertil svarende lØsning, som altså er defineret i et interval

I ~ R og tilfredsstiller ligningen i dette interval. Vi vil

tænke os, at intervallet I er valgt så stort som muligtlog det

vil da være åbent l idet vi for ti E I ved, a t der findes en og

kun en lØsning i et åbent interval omkring t 1 , og den vil da

være identisk med (15). Vi vil nu fØrst undersøge det tilfælde,

hvor I er opad begrænset.

4.18. Lad T være hØjre endepunkt af I. Mængden

F= fJtlT[ltE Il

er en filterbasis på II og ved afbildning (~IØ) går den over i

en filterbasis a på n. Vi vil vise fØlgende påstand:

Filterbasis a har intet fortætningspunkt i n.

Bevis. For (a,b) E n kan vi vælge en afsluttet cirkelskive C

med centrum i (a,b) og indeholdt in. Ifølge eksistens- og en

tydighedssætningen eksisterer der et h > 0, således at den ved

udgangsværdier (x,y,t), hvor (x,y) E C, bestemte lØsning er de

fineret i intervallet [t,t+hJ. Dette viser, at (~(t),ø(t») for

t E ]T-hIT[ ikke kan tilhØre Cl og (a,b) er derfor ikke kontakt

punkt for billedet ved (~,t/J) af JT-h,T[. Dermed er påstanden

bevist.

Anskueligt betyder påstanden, at bevægelsen (~,t/J) enten
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ender i et randpunkt for n for t = T eller nærmer sig asymptotisk

mod randen eller en del af denne

for t ~ T. Figuren vi ser, hvor-

ledes dette kan indtræffe, men

der kan s elvfØlgelig tænkes

andre muligheder.

Der gælder selvfØlgelig et tilsvarende resultat, hvis I er

begrænset nedad. Det fremgår af disse resultater, at det tilfælde,

hvor I er begrænset, kun har ringe interesse. Vi vil derfor i

det fØlgende holde os til det tilfælde, hvor I er ubegrænset,

f.eks. opad, og vi vil studere forholdene for t ~ 00.

4.19. Vi må nu studere de bevægelser, der begyndte for

t = -00 eller fortsætter til t = 00. Der er selvfølgelig intet i

vejen for, at disse bevægelser kan begynde eller ende i rand

punkter for n eller gå asymptotisk mod en del af randen af n.
Disse tilfælde vil ikke have særlig stor interesse i vore gene-

relle undersøgelser.

Vore undersøgelser i det lineære tilfælde har vist, at en

bevægelse også kan begynde eller ende i et indre punkt ,afJL.

Som en anden interessant mulighed skal vi nævne, at en bevægelse

kan forlØbe langs en lukket kurve, og den vil da blive periodisk.

Tilbage er så blot det mest spændende tilfælde, hvor bevægelsen

"flakker rurdt il i .o. uden at konvergere mod e t bestemt :punkt

ug uden at gentage sig selv. Vi skal senere se, at den ikke

kan flakke rundt helt uden mål og med.

p(x ,y ) +O. Der eksisterero o

U af (x ,y), således ato o

IP(x,y)1 ~ k for (x,y) E U.

Lad (x ,y ) være et punkt, hvor, o o

et positivt tal k og en kugleomegn
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Hvis en løsning (~ø) til (14) nu var en bevægelse, der for

t ~ ~ konvergerede mod (xo'Yo)' ville der eksistere et T E k,
således at det for alle t > To ville gælde, at (cp( t), ifJ( t» EU.

For t 1 ,t2 > T får vi derved anvendelse af middelværdisætningen, at

Icp(t2 )-cp(t1 ) I = Icp'('r) II t 2 - t11 ~ kl t 2 - t 1 1,
i modstrid med, at Icp(t 2 )-cp(t 1 )1 for t 1,t2 > T ifølge antagelsen

aldrig må overstige det dobbelte af radius for kugleomegnen U.

Vi kan derfor drage følgende konklusion:

Hvis en løsning (cp,ø) !il (14) er en bevægelse, som for

t ~ 00 e.ller for t ~ -00 , da er

'P(xo'Yo) = Q(xo'yo) = o.
De punkter af n , der er grænsepunkter for løsninger til (14)

er således punkter, for hvilke systemet af banekurver, altså sy-
I

stemet af lØsninger til ligningen

P(x,y)dx + Q(x,y)dy

kan forventes at have singulariteter.

4.20. Vi vil nu på den anden side betragte et punkt

(x ,y ) E D. , hvor p(x ,y ) = Q(x ,y ). = O. Svarende til udgangs-o o o o o~ o
værdier (xo,yo,to ) har vi da den trivielle løsning x = xo ' y = Yo'

og da Lipschitzbetingelsen gælder, er dette den eneste løsning.

Vi ser således, at ingen bevægelser, som er løsninger til (14),

passerer de singulære punkter eller anderledes udtrykt:

Hvis en banekurve for en løsning til.. (14) går gennem et

singulært punkt, kan dette kun være udgangspunkt for løsningen

svarende til t = - 00 eller endepunkt svarende til t = 00 •

I resten af dette kapitel vil vi beskæftige os med løs

ningernes forhold i omegnen af et singulært punkt. I det følgende

kapitel vil vi studere de løsninger, der "flakker rundt Il i.

og i denne forbindelse tillige diskutere spørgsmålet om eksistens
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af periodiske løsninger.

4.21. Vi skal nu bevise en sætning af ~~111i~2n_U2011

om løsningskuvernes forhold i omegnen af et singulært punkt, som

vi for simpeltheds skyld tænker os anbragt i (0,0). Vi vil an

vende betegnelsen p = yI(x2+y2).

4.21.1. ~ætnj~. Lad n være et område, som indeholder (0,0).

I,ad P,Q:n ind i R være funktioner, som har en fremstilling af

formen

p(x,y) = H(X,y)+pmo(x,y), Q(x,y) = K(X,y)+pmE(x,y),

hvor o og E er kontinuerte i n ,og 0(0,0) = o, medens m er et

naturligt tal, og H og K er homogene polynomier af grad m. Lad

M være det homogene polynomium defineret ved

M(x,y) = xK(x,y)-yH(x,y).

Lad bevægelsen (~,~) være en lØsning til differentiallignings-

sys teme t

x = p(x,y), y = Q(x,y),

og således at (~(t) ,~(t)) --t (0,0) for t --t +00 (eller for t --t ~'bo)"

Da gælder fØlgende:

1) Hvis (0,0) er det eneste nulpunkt for M, vil (~(t),~(t))

nærme sig (0,0) langes en spiral.

2) Hvis M ikke er identisl{ nul, og (~(t),~(t)) i~,e ,nærmer ..

sig (0,0) langs en spiral, har banekurven en nullinie for M som

tangent.

3) Hvis M antager både positive og negative værdier, vil

ingen lØsning nærme sig (0,0) langs en spiral.
~)
Beviset for Bendixsons sætning er ikke så vanskeligt, som

den besværlige formulering antyder. For a t undgå for lange af-

snit, vil vi dog dele beviset i flere afsnit.

idet vi

~~
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sætter x = (leos@, y = ps in@, P ~ 0, hvilke t bringer dii'ferential·

ligningerne på formen

pece@ - p®sin@ = pm(R( cos@,sin@}+o(ocos@ ,psin@) )

psin@ + p@eos@ = pm(K(eos@,sine)+s(pcos@,psin9))"

Vi indfØrer de afkortede betegnelser

w(@) = H(eos@,sin@)eos@ + K(eos@,sin@)sin@

':Y(@) = K(eos@,sin@)cos@ - H(eos@,sin@)sin@ :::: M(cos@~f3iJ:j8)

6(p ,@) = o(peos@,psin@)eos@ + s(peos@,psin@)sin@

E(p,@) = s(pcos@,psin@)cos@ -"'o(pcos@ ~psi n@) sin@,

og differentialligningssystemet er da ensbetydende med fØlgende

system:

(16) p-mp = w(@) + 6(p,@)

-m+1 .' ~ () ( )p @ = y @ + E p,@ •

Her vil funktionerne 6 og E for p ~ ° konvergere mod °
ligeligt i ®.

Lad os et Øjeblik betragte en lØsning (cp,cjJ), som g!'rr' moel .

(0,0) for t -> =. Idet vi sætter x = cp(t), y = cjJ(t) og lader p

og @ være de polære koordina ter for (x,y), således at ® af'hængeT

kontinuert af t J ~Brvi sammenhængen

.
x
fl.. = 91~..tl.2. _ IU.9~~s@., sine L2'lleeos@..t,Qsin®).

p(x,y) - H(cose,sin®)+o(pcos®,psine)

Hvis banekurven har en bestem t

tangent i (0,0) (se skitsen), går ® mod

en bestemt grænseværdi @ for t ~ =, ogo

tæller og nævner i (17) vil da gå mod K(eos@o,siTI®o) og

R(cos@ .sin@ ). Da både ~ og l går mod tangenthældningen i
o' o x·x

og y = tg@, kan vi slutte atx
K(eos@ ,sine )eos@ - H(eos @ ,sine )sin® = °o o o o o o

eller
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M(cos@ ,sine) = O,o o

hvilket viser, at tangenten i (0,0) er en nullinie ror M.

4.23. Vi vil nu betragte det specielle tilf'ælde, hvor

Y(@) > O ror alle @.

Der eksisterer da et reelt tal k > O, således at

Y(@) ~ 2k > O,

og da E(p,@) ~ O ror p ~ O ligel'igt i @, kan vi vælge Po > O,

således at

IE(p,@) I ~ k for P ~ Po og alle @.

Endelig vælger vi T, således at P ~ Po ror t ~T. For t ~ T
-1t1'1+1

får v i da irØlge den s ids te ar ligningerne (16), a t p ·

® ~ k > O ror t ~ T. Herar rØlger, at @ vokser med t ror t ~ T

og a t @~ 00 ro r

positivt .tal.

Dette vil være

Specialtilrældet, hvor Y(@) < O ror alle ® behandles ganske
\

analogt. Dermed er punkt 1) i sætning 4.21.1 behandlet færdigt.

4.24. Lad os nu antage, at M har p nullinier. Da har lig

ningen y(@) = O netop 2 p lØsninger i hvert interval af længde

2ffø I hvert ar de 2 p rorskellige intervaller mellem på ,hinanden

fØlgende nulpunkter for y har 1~(x)1 et rra O forskellig maksi

num. Lad k betegne det mindste ar disse maxima.

Lad '@10g'@2 være på hinanden rØlgende nulpunkter ror Y,

og lads os an tage, a t Y(@) > O ror @ E ]@1 '@2[' Lad o- være et

p~sitivt tal, således at

K(a-) = supf IE(p,®) Ile E /\ O < P ~ 0-1 < k.

opryld t ro r o- E ]o,p , ], hvor -P er et passende
o o

Mængden

f®ly(®) > K(o-) 1

er foreningsmængde ar hØjst numerahelt mange di·s-junkte, åbne

intervaller, og blandt disse vil vi med ]1.3'1 (0-), 0'2(0-) [ betegne
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det, som indeholder et fast valgt punkt af ]®1 '®2[' hvorJ~(®~
antager sin største værdi i dette interval. Funktionen ~1 er

voksende og har grænseværdi ®1 for er -t O, medens ~2 er aftagende

og har grænseværdi ®2 for er ~ O o

,
"

Vi har illu-
er=po

streret situationen på

skitsen. Når (p,®)

ligger i området mel-

lem ® = ~1 (er) og ®= cr=O

~2(er), eller mere præcist, for

O < p ~ Po' ~1(P) < ® < ~2(P)

er ifØlge den sidste af ligningerne (16) altid e > O, hvilket

"be tyder, at punktet (p,®) på skitsen vil "bevæge sig mod hØjre,

når punktet med polære koordinater (p,®) fØlger "b8nekurven for

en lØsning. IfØlge "bemærkningen sidst i 4.22 vil (p,®) ikke

kunne nå e-aksen tidligere end ~ ®2'

på den næste skitse har vi tegnet et længere stykke af

e-aksen med flere på hinanden følgende nulpunkter for ~. Om hver

har vi skraveret det kileformede område, hvor

<&3 <84
om fortegnet for ®, I resten af strim-

<81
vi ikke kan sige

lerne mellem nullinierne for p & Po har ® "bestemt fortegn,

f. eks. som antydet på figuren o For en lØsning, der for t -t <Xl

konvergerer mod (0,0) vil (p,®) fra et vist tidspunkt at regne
'.

for"blive i striml~n p < Po' Hvis \P,®) på et vist tidspunkt er

i det fØrste_af fi~rens felter,_ nlå (p,®) "bevæge sig mod hØjre,
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og dette kan kun ende med, a t (p ,®) for t -+ 00 går mod (O'®2)
værdi

eller ved, at (p,®) for en endeli~f t passerer ind i det skra-

verede område, Derefter har punktet stadig chance for at konver

gere mod (0'®2)' men det kan også tænkes, at det slipper ud i

positivitetsområdet mellem ®2 og ®3' Hvis dette sker må punktet

fortsætte tværs over dette område og konvergere mod (0'®3)

eller vandre ind i det næste skraverede område. Denne gang er

situationen imidlertid anderledes end fØr, idet det bevægelige

punkt nu er "fanget" i det skraverede område. Hvis det smutter

ud over randen, tvinges det til at bevæge sig tilbage mod d.et

skraverede område igen, og (p,®) må derfor i dette tilfæld~~nOj.

(0'®3)'

Det fremgår af denne udredning, at fortegnsskift for M

medfØrer, at alle lØsninger, der konvergerer mod (0,0), har e~n

bestemt tangent i dette punkt, og at denne tangent er en n1.1.1·-

linie for M,

Hvis M har nullin1er men ingen fortegnsskift, kan en løs···

ning gå i spiral mod (O, O). Hvis Lipschitz-betingelsen er op"-

fyldt. t kan løsningskurver ikke.møde.s ,. og vi kan da se: at hvif~

en løsning går mod (0,0) og har en tangent i (O,O)~ kan andre

løsninger ikke gå i spiral mod (0,0),

Hermed er beviset for Bendixsons sætning færdigt"

4,25. Vi kan nu kombinere Bendixsons sætning med den de-o

talj erede diskussion, vi har gennemført for m = 1, men vi får 1>;:1:(

helt umiddelbart et fuldstændigt svar, da Bendixsons sætning ~~D

udtaler sig om løsninger, der starter i eller går mod det singu~,

lære punkt. Det er derfor nødvendigt i hvert enkelt tilfælde at

nverve j e, om alle løsninger eller visse løsninger virkelig [)8--

gynder eller ender i det singQlære punkt.
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+ paC;, n)

+ psC;,n),

Da vi kun skal undersøge om løsningerne konvergerer mod

det singulære punkt eller ikke, kan vi alle tilfælde udnytte de

samme lineære transformationer som ved studiet af de specielle

ligninger. Vi vil derfor umiddelbart starte undersøgelsen i

(f,n)-planen eller (X,Y)-planen, uden at dette bliver uddybet

nærmere. Vi vil sædvanligvis indføre polære koordinater, men det

må ikke glemmes, at dette polære koordinatsystem indføres i dens

transformerede plan, og at de fundne løsninger må underkastes en

lineær transformation for at blive ført over i de virkelige løs-

ninger.

4.26. Vi vil altså nu gå over til at undersøge et lignings·"

system
.
x = Ax+By+pa(x,y)

y = Ox+Dy+ps(x,y),

og vi sætter som før

6 = (A+D) 2_4 (AD-BO) = (A-D)2+4BO ,

for efterhånden at diskutere mulighederne 6 > 0, 6 < ° og 6 = Or,.

4.27. Vi betragter først tilfældet

6 > 0, AD-BO > O.

Det transformerede ligningssystem har da formen

•
n = /ln

( 2 2)hvor p =v f +n , og hvor o og s ikke er de samme funktioner,

som ovenfor, men de er stadig kontinuerte og ° i (0,0). Idet A

og /l har samme fortegn, og vi eventuelt kan lade f og n bytte

rolle, kan vi antage, at

°< A < fl.

Når vi indfører polære koordinater, går ligningerne over i

p -1 P = A + (/l-A) Sin2e+E1 (p,@)
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hvor E1 og E2 går mod O ligeligt i ® for P -) O. Af den første

ligning følger, at der eksisterer positive tal Po og k, således at

For P < Po

p-1 p ? k for P < po.

gælder derfor

når tvil P aftage,

t < t haro

d -1.
dt logo = P P ~ k.

Hvis det for t = to gælder, at p < Po'

aftager, og uligheden viser, at vi for

logp ~o - k(to-t),

og heraf fremgår, at P -) O for t -) _oc • For O >i\ > fJ giver et

lignende ræsonnement, at P -) O for t -) oc.

Vi ser således, at enhver bevægelse, der kommer indenfor

kuglen med radius Po om det singulære punkt vil konvergere mod

dette punkt. Derefter giver Bendixsons sætning, at vi i dette

tilfælde har et knudepunkt med f = O og n = o som tangentret

ninger. Det må ~og tilfØjes, at v~r fået oplysninger om an-

tallet af IØsningffi~urver svarende til hver af de 2 tangentret-

ninger, ligesom vi heller ikke har bevist, at hver akse virkelig

bliver tangent til mindst en lØsningskurve. Det gælder i dette

tilfælde ligesom i de tilfælde, vi vil omtale i de fØlgende af-

snit j at vi kan opnå et positivt udsagn om eksistons a~ netop

en integralkurve med den ene tangentretning j medens alle de andre

har den anden tangent~etning, hvis vi indfØrer lidt skarpere an

tagelser vedrØrende restleddene å og s. Vi vil dog ikke gå ind

på denne side af sagen.

4.28. Vi går nu over til tilfældet

6 > 0, AD - BG < °
svarende til det transformerede ligningssystem
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p-1 p = Acos2@-~sin2@+E1(P'@)

® = -i (A+~)sin2@+E2 (p,@) •

StØrrelsen Acos2@-~sin2@ bliver ° f'or

f = Af + po(~,n)

n='1ln + pE(f,n),

hvor A > O, ~ > O, medens o og E tilfredsstiller de samme betin

gelser som i f'oregående af'snit. I polære koordinater f'år vi

tg2@ =~ , har altså
~

et nulpunkt i hver kvadrant. Vi kan derf'or i (r,@)-planen omgive

hver af' de ved tg2@ = :c: be stem te halvlinier med e t kilefo rme t
~

2område, og udenfo r disse områder bestemmer f'ortegnet for ACOS @..

~sin2@ om p vok~er eller aftager. Dette sammenholdes med den

for tegnsdiskussion f'or ®, som vi gennemf'ørte i f'o rb inde Ise med.

beviset f'or Bendixsons sætning. Derved f'år vi den på f'iguren

antydede oversigt over bevægelsesretningen f'or punktet med de

retvinklede koordinater (r,@).
p 1'1\.

--r Il J J
I J I

! \ / \ I '\ / \ /J '\
O ~ 11" f 211"

@

Figuren skal fa rstås på den måde, a t pilen i hvert vinkelm

rum angiver om såvel r som @ vokser eller aftager. Vi ved fra

Bendixsons sætning, at p ~ ° kun kan indtræffe, hvis @ samtidig

går mod et multiplum af ~. Altså vil ingen be vægeIse , der over-'

hovedet kommer udenfor de kileformede områder, kunne konvergere

mod (0,0) for t ~ -00 eller for t ~ 00.

Vi ser, a t forholdene virkelig i det s tore og hele er som i

et sadelpunkt bortset fra at vi ikke har fået oplysninger om

eksistensen af lØsninger, der passerer gennem (0,0). Vi vil et
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Øjeblik opholde os ved dette spØrgsmål.

på figuren har vi skit-

seret det kileformede område,

der svarer til @ = O. En linie

parallel med e-aksen skærer

randene i A og B. Gennem

A og B passerer de fuldt op-

•
@ >

------------1:'------.trukne banekurver for lØsninger

til differentialligningen. Læg mærke til, at en løsning, der

har bevæget sig ind i det kileformede område må blive der, ind

til den overskrider områdets begrænsning opad til.

Til venstre for A er ® > O og til hØjre for B er ® <: O.

Mellem A og B findes derfor et punkt P, hvor ®= O. En lØsning

gennem P bevæger sig lodret opad ved passagen af P og må efter

passagen af P forblive i mellemrummet mellem integralkurverne

O
~---_._-+------

Q, som skiller M1 og M2 •

Hvis integralkurvel1.gennem

gennem A og B.

På liniestykket AB betragter vi to punktmængder M1 og M2 , så

ledes at et punkt Q1 E AB regnes til M1 , hvis og kun hvis inte

gralkurven gennem Q1 skærer den venstre rand af det kileformede

område, medens Q2 E AB regnes til M2 , hvis og kun hvis integral-

kurven gennem Q2 skærer den hØjre rand af det kileformede område.

Da integralkurverne ikke kan skære hinanden, kræver dette, at Q1

ligger til venstre for Q2· T
Der eksistererdapå AB et punkt P2 ----------\-~--+-

A B

Q som antydet på den næste figur
p .-_._-------

skærer venstre rand af det kile- 1

formede område i et punkt S, vil

integralkurven, der skærer det
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kileformede områdes venstre rand i et punkt 8
1

nedenfor S ikke

kUl'll1e skære AB i et punkt af M
1

• Integralkurverne kan nemlig

fremstilles på formen @:= ~1(P) (gennem S) og ® := ~2(P) (gen

nem S1)' og funktionen ~2(P) - ~1(P) ville under de anførte bo,,·

tingelser være positiv i P1 og negativ i P2' og da den er ken ..·

tinuert i [P1,P2]' medfører dette, at den antager værdien O i

modstrid med, at integralkurver ikke skærer hinanden. Antage}·"

sen om] at integralkurven gennem Q skærer venstre rand af: de-c

kileformede område fører således til en modstrid. Det vil g{;,

på samme måde, hvis integralkurven gennem Q skærer :1øjro ran~~

af det kileformede område • Altså vil integralkurven gel1ne~!l o. l.JC:~ .. '

gå fra (O, O) •

s(pcos®, psin®)cos® - o(pcos®, p sin®)sin®~

E
1

(p,®)

E
2

(p ,®) :=

f]3anekurverne i (p ,@ )-planen er bestemt ved differentiallig,·
\ / -

.....-----\...-.t
j
-r-,_/I__' --'!'

: i j, l .
II 'l i

I II i_______l ;_~\ C

O

:= o(pcos@, psin@)cos@ + s(pcos@, psin®)sin®

ningen

Her er

og hvis vi til de betingelser vi hidtil har krævet opfyldt, :(:'0·-

j er den antagelse, at funktionerne 6' og s har begrænsede pa:ctiel,

le differentialkvotienter med hensyn til f og n, ser vi) at do

partielle differentialkvotienter af E
1

og E2 med hensyn til®

går mod O ligeligt i @ for p ~ O. Dette medfører, at fortegnet

for den partielle differentialkvotient med hensyn til @ :L omeg··

nen af (O, O) bliver bestemt ved fortegnet af :® (~·~(A+f.L)sin2@) "

Vi kan derfor som antydet på skitsen lægge et rektangel

Ie I < ex, O < P < f3 indenfor hvilket p~ for fast p er en s-cro:;:gt
('i

aftagende funktion af ®. Lad nu ® := cp(p) være en løsningskurve
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er givet ved
gennem (0,0). En løsningskurve, de;;ve= CP1 (p) med CP1 ({3) < cp({3)

vil forløbe helt til venstre for @ ::= cp(p) , og CP-CP1 vil da have

negativ differentialkvotient. Funkt:ibhen CP-CP1 er således

strengt aftagende, og for p ~ O vil @ =CP1(P) derfor fjerne

sig mere og mere fra @ :::: cp( p). Derfor vil @ = CP1 (p), når p er

aftaget med under en vis værdi, bevæge sig ud af det kilefor

mede område, og @ ::= CP1 (p) kan således ikke passere (O,O)~ Der

med har vi bevist, at kun 1 løsningskurve udgår fra (0,0).

Vi understreger, at det sidste resultat er baseret på en

stærkere antagelse om restleddene o og s. Vi har ikke gjort no

get forsøg på at klare sagen med den svagest mulige antagelse.1

4.29. Vi går nu over til tilfældet

6 < O,

svarende til det transformerede ligningssystem

f :::: f-lf - VY) + po(f, Y))

~ :::: vf + ~Y) + ps(f,Y)),

hvor vi har brugt samme betegnelser som i de to foregående til~

fælde, hvilket ikke er i overensstemmelse med vore betegnelser

ved behandlingen af det lineære tilfælde. I polære koordinater

får vi ligningen af formen

-1. ()P P = P, + E1 p,@

e = v + E2 (p,®),

hvor E
1

(p,®) og E2 (p ,®) går mod O ligeligt i @ for p....,) O. Der

findes således for ~ +O et Po' således at p-1p har samme for

tegn som p, og numerisk overstiger ~I~I for p< po. Dette med

fører, at p ....,) O for t ....,) -= eller for t ~ =, og det følger der

efter af Bendixson's sætning, at (0,0) i dette tilfælde er et

spiralpunkt:

For 6< O, A + D::= O får vi ~ = O, og det fremgår af op-
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gaverne 2-4, at det ikke i dette tilfælde umiddelbart kan af

gøres, om (0,0) er centralpunkt eller spiralpunkt eller endog

en mærkelig mellemting således som det indtræffer i opgave 4.

4.30. Vi har set, at den diskussion af singulariteterne~

som vi gennemførte i det lineære tilfælde, har almindelig gyl

dighed i alle de tilfælde, der er afgrænsede ved skarpe ulighe··

der. I de udartede tilfælde, som kun indtræder, når en ligning

er tilfredsstillet, befinder den lineære ligning sig i et græn·"

setilfælde, og restleddet kan da få ligningen til at falde in~

denfor et af de tilstødende områder.

Det udartede tilfælde, hvor determinanten AD-BO bliver O,

giver anledning til særlige komplikationer, som vi ikke skal gå

nærmere ind på.

En kurvefamilie, der er givet ved

f(x,y) ::;:: c, c E li

er familie af banekurver for løsninger til systemet

hvor

x=P(x,y), y = Q(x,y),

P(x,y) = -D f(x,y); Q(x,y) = D f(x,y).y x

Heraf følger, at vi, såfremt P og Q er kontinuert differentiablG 9

har relationen

D P + D Q = 0,x y

hvoraf fremgår, at A+D i dette tilfælde forsvinder identisk, Nu

har systemet f(x,y) = c jo åbenbart centralpunkter, hvor f har

relative maxima eller minima, og centralpunkter vil derfor nor-

malt optræde for kurvesystemer af denne specielle slags, men det

stemmer jo netop med, at betingelsen A+D = o er opfyldt identisk.
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1 • Gennemfør en diskussion af forholdene i omegnen af det

singulære punkt i faseplanen for hver af de to differenti-

alligninger
.. • 2 .. 2
x+2kx+h x = 0, x+2kx-h x = 0,

hvor h og k er kons tante.

2. Bestem barekurverne for løsningerne til systeme t

. 3· 2 3x = y+2y , Y = -x- x •

UndersØg arten af det singulære punkt i (0,0), og se efter,

om denne helt eller delvis kunne forudsiges ud fra den al-

mindelige teori.

3. Samme spørgsmål for ligningssystemet

~2 2 2x = y + x(x + y ),~ y = -x + y(x + y ).

(Her vil polære koordinater være bekvemme).

4. Angiv det fuldstændige system af banekurver for lØsninger

(regn i polære koordinater). Skitser systemet af banekur

ver på en figur. Nu glemte De vel ikke de cirkulære bane-

kurver?

5. Bestem banekurverne for lØsningerne til systemet
.22x = x - y , y = -2xy.

Det går lettestyed at opstille banekurvernes differential

ligning som en differentialform (der bliver et totalt dif

ferential) sat lig med nul. Diskuter arten af singularite-

ten i (0,0).

6. Samme opgave for

• 2 2 . 2x = x - y, y = xy,
men denne gang går det nok lettere med polære koordinater.
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7. Bestem alle de singulære punkter for differentiallignings

systemet
.22 222x = -x + y + (X + Y ) ;

li
Y = -2xy,

og forsØg om arten af disse singulariteter kan bestemmes

uden at lØse ligningen. LØs derefter ligningen (når højre-o

siderne multipliceres med (x2 + y2)-2, bliver differential

formen et totalt differential. Systemet lØses også ret let

i polære koordinater).

8. Hvilken ændring sker der med lØsningerne (bevægelserne) til

differentialligningssystemet

x = -y, •y = x,

når begge højre sider multipliceres med x, og når de mul

tipliceres med x2
?

9. Samme spørgsmål for differentialligningssystemet

x = x, .
y = -y.

10. Konstruer et differentialligningssystem, hvis eneste sin

gularitet er et centralpunkt i (0,0), og hvis løsninger

som banekurver har kurverne x4 + y4 = a 2 , a E: :R.

11. Konstruer et differentialligningssystem, hvis løsninger

som banekurver har Cassinis ovaler med brændpunkter 1 og

-1 (disse kurver er defineret ved, at hver oval består af

netop de punkter i planen, hvis afstande fra brændpunkter

ne har et givet produkt). Gør rede for singulariteternes

art både ved at studere banekurverne og ved at studere cif-

ferentialligningssystemet.

12. En kugle med radius ~ stilles på den komplekse plan, som

den tangerer i puw{tet z = O. Punkterne i planen projiceres

over på kuglen fra. dennes øverste punkt (stereografisk pro~

jektion). Kuglen drejes aomgang om den diameter, der er

parallel med den imaginære akse, således at det punkt, der
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w == ep(z) ==

før lå i z :::: O, kommer til at ligge lodret over z == !. Deref-

ter projiceres kuglens punkter tilbage i den komplekse plan

fra kuglens øverste punkt.

Vis, at punktet z i den komplekse plan ved de tre på_hin:-.

anden følgende afbildninger går over i punktet

1 + z
1 - z

Systemet af banekurver for løsninger til differential

ligningssystemet
•
x :::: X - y,

.
y == x + y

overføres ved afbildningen ep i et nyt kurvesystem. Bestem et

differentialligningssystem, hvis løsninger har det nye kur

vesystem som banekurver og diskuter det nye ligningssystems

singulariteter.

13. En tung partikel med masse m, som

beværer sig på en fast, glat cir-

kel i en lodret plan, har akcele

ration med komposanten ma ei tan
.. 2gentens retning og ma@ rettet

ind mod centrum. Hvis vi udtryk-

~er, at akcelerationens komposant

i tangentretningen er lig med tyngdekraftens komposant i

samme retning, får vi bevægelsens differentialligning

ma@ = -mg sin®.
-1 2Idet vi sætter a g:::: h og skriver x i stedet for ®, når vi

således tl'l l' ,19n1.ngen
.• 2
x :::: -h sin x,

som på "lineariseret" form bliver x == _h2x. Diskuter singu-

lariteterne i faseplanen for disse differentialligninger, og
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.
y =

bestem tillige banekurverne. BesteID~elsen af selve bevægel

sen i faseplanen og dermed af partiklens bevægelse på cirk·~

len fører til et elliptisk integral, som ikke kan udregnes

elementært.

14c Hvilken ændring sker der i opgave 13, hvis partiklen til,,~

lige påvirkes af en luftmodstand proportional med hastig

heden~ således at differentialligningen bliver

· 2x = -2k x - h sin x,

hvor k er en positiv konstant.

15. Prøv på grundlag af bevægelsesretningen forskellige steder

i planen at lave en oversigt over banekurverne for løsnin-

ger til systemet

x = -,x + Xy2(v(x2+y2) r-i
y _ x2y(v(x2+y2))-1~
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F-_ettelse@lad til...!.dt.

L~.18. Den i formlen linie 6 f.n. optreJdende mængde skal YDre

fE(P?®) I I ® E J®1 '®2[ /\ O < p ~ o-j,

4.22. I linie 13 f .n. e r e t il ikke II faldet ud. Det skal ind-

Lj.• 25. Slutningen af afsnit L~.28. regnet fra liniebruddet midt

på side 4.25. kan overspringes.
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Relaxationssv}ngginger.

5.1. De i følgende kapitel omtalte differentialligninger

optræder i anvendelserne, hvor de især benyttes til forklaring

af mekaniske og elektriske svingninger, således som det f.eks.

er antydet i opgave 4.13 og 4.14. I praksis hindrer de modstands

kræfter, som altid vil være til stede, at situationen i 4.13

indtræder, altså at der kan optræde svingninger med vilkårlig,

fast svingningsamplitude (indenfor rimelige grænser) omkring en

singularitet, som altså er et centralpunkt. Når der, som i 4.14

optræder modstandskræfter, ændres centralpunktet ved små modstands

kræfter sædvanligvis til et spiralpunkt med indadgående bevægelses

retning,men ved'større modstand til et knudepunkt. Bevægelsen om

et spiralpunkt er den velkendte dæmpede svingning.

En svingning kan holdes i gang af en anden svingning, og i

det tilfælde taler man om en tvungen svingning. Dette indebærer,

at systemet modtager en påvirkning, som er en periodisk funktion

af t, og ligningssystemet kan da ikke være autonomt. Problemet

har meget betydelig interesse, men vi vil i første omgang holde

os til autonome systemer.

Vi skal altså interessere os for systemer, som udefra mod

tager en påvirkning, som blot afhænger af systemets egen til

stand. Denne påvirkning skal tilføre systemet energi, således at

der opstår svingninger. Det er let at angive eksempler på syste

mer, der udfører svingninger under konstant påvirkning udefra.

Et standur holdes i gang af tyngdekraften, altså af en meget

konstant påvirkning. Tilsvarende holdes et elektrisk ringeapparat
".

i gang af en konstant elektromotorisk kraft.
--"""-

Selvom systemets påvirkning udefra er konstant, gælder

det samme i~e om energitilførslen til systemet. Således regU1ere~
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Relaxationa§vin~ipger.

5.1. De i følgende kapitel omtalte differentialligninger

optræder i anvendelserne, hvor de især benyttes til forklaring

af mekaniske og elektriske svingninger, således som det f.eks.

er antydet i opgave 4.13 og 4.14. I praksis hindrer de modstands.

kræfter, som altid vil være til stede, at situationen i 4.13

indtræder, altså at der kan optræde svingninger med vilkårlig,

fast svingningsamplitude (indenfor rimelige grænser) omkring en

singularitet, som altså er et centralpunkt. Når der, som i 4.14

optræder modstandskræfter, ændres centralpunktet ved små modstands~

kræfter sædvanligvis til et spiralpunkt med indadgående bevægelses

r€tning, -men ved··-større·-modstandtiT- Bt knudepunkt. Bevægelsen om

et spiralpunkt er den velkendte dæmpede svingning.

En svingning kan holdes i gang af en anden svingning, og i

det tilfælde taler man om en tvungen svingning. Dette indebærer,

at systemet modtager en påvirkning, som er en periodisk funktion

af t, og ligningssystemet kan da ikke være autonomt. Problemet

har meget betydelig interesse, men vi vil i første omgang holde

os til autonome systemer.

Vi skal altså interessere os for systemer, som udefra mod

tager en påvirkning, som blot afhænger af systemets egen til

stand. Denne påvirkning skal tilføre systemet energi, således at

der opstår svingninger. Det er let at angive e~sempler på syste

mer, der udfører svingninger under konstant påvirkning udefra.

Et standur holdes i gang af tyngdekraften, altså af en meget

konstant påvirkning. Tilsvarende holdes et elektrisk ringeapparat
-~.

i gang af en konstant elektromotorisk kraft.

Selvom systemets påvirkning udefra er konstant, gælder

det samme ikke om energitilførslen til systemet. Således regulere»
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ringeapparatet selv energitilføralen, som det modtager i små

doser, og noget lignende gælder for staridure~, hvis hjul bevæger

sig i små ryk.

Det er iøjnefaldende, at svingninger af den her omtalte

slags er væsentlig forskellige fra svingningerne omkring et cen

tralpunkt,først og fremmest derved at svingningerne er bundet

til at foregå med en ganske bestemt amplitude. Der er tale om, en.

bevægelse, der meget hurtigt konvergerer mod en periodisk bevæ

gelse, og denne periodiske bevægelse er uafhængig af begyndelses

betingelserne bortset fra den forskydning i tiden t, der altid er
,

mulig.

Betegnelsen relaxatibnssvingniug'anvendes netop om disse

specielle svingninger, som visse af et autonomt systems løsninger

konvergerer asymptotisk mod.

5.2. 'Vi skal i det følgende forsøge at opstille kriterier,

der udtaler sig om eksistens eller ikke-eksistens af periodiske

løsninger til autonome systemer. Det vil sædvanligvis dreje sig

om relaxationssvinger.

Vi står her overfor et problem, ær er væsentlig vanskeligere

end det i kapitel 5 behandlede. Problemet vedrørende eksistens

af periodiske løsninger kræver nemliget studium af løsningskur

vernes forløb indenfor et område, der ikke kan være vilkårlig

lille. Det er således et globalt problem i modsætning til de

ovenfor behandlede lokale problemer.

Ved behandlingen af det globale problem vil metoder fra den

videregående teori kunne være til stor nytte. Det drejer sig om

visse resultater vedrørende lukkede kurver i almindelighed samt

om sådanne kurvers komplementærmængde. I denne sammenhæng vil be

grebet om~øbstal være til stor nytte. Ved siden af selve studiet
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af l~erne skal vi også bringe disse i forbindelse med det ved

differentialligningssystemet definerede retningsfelt.

5*3. Ved studiet af den ved

(1) x = <p(t), y = tjJ(t), t E [a,b]

definerede kurve, sætter vi z == x+iy og y(t) = <p(t)+itjJ(t), så-

ledes at kurven bliver givet ved

(1 ' )

Billedet

z =y(t), t E: [a~b].

r = y([ a, b ])

er kompakt og sammenhængende; og komplementærmængden er er der

for åben~ For ~ E Cr kan vi bestemme en kontinuert funktion

argsy, således at arg~y(t) for hver værdi af t er en argument

værdi for y(t)-~. Vi skriver for nemheds skyld arg~y(t) ==

arg(y(t)-~). Differensen arg (y(b)-~) - arg(y(a)-~) er uafhængig

af valget af arg~ og kaldes argumentvariationen langs kurven (1)

(eller (1' ». Argumentvariationen langs (1) er en kontinuert

funktion af ~ for ~ E Cr. Hvis

z == y(u,t), tE [a,b], u E [e,d]

er en kontinuert familie af kurver, og ~ ikke tilhører billedet

af [a,b] x [e,d] ved y, får vi for hvert fast u en argumentva-

riation langs den tilsvarende kurve, og denne argumentvariation

vil være en kontinuert funktion af u.

Hvis kurverne speeielt er lukkede, altså y(a) == y(b), hen

holdsvis y(u,a) == y(u,b) for hvert u E [e,d] bliver alle argu-

mentvariationerne heltallige multipler af 2rr og argumentvaria

tionen divideret med 2rr kaldes da kurvens omløbstal omkring ~ og

betegnes I(y,~). Det bliver uafhængigt af u, og som funktion af

~ bliver det konstant i hver komponent i den åbne komplementær

mængde til banekurven, henholdsvis til foreningsmængden af fa-
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miliens banekurver.

T 5. 4

Vi henviser iøvrigt til omtalen af begrebet omløbstal i

kursus i matematik 2 (Cartan 11,1,8).

5.4. Vi vil nu udnytte begrebet omløbstal til et bevis for

"den lette halvdel" af Jordan's kurvesætning.

5.4.1. Sætning. Lad r være en simpel lukket banekurve i pla

nen R2• Komplementærmængden er har mindst 2 komponenter, nemlig

en ubegrænset komponent, om hvis punkter den bevægelse, der de-
,

finerer r, har omløbstal O, samt en begrænset komponent, om hvis

punkter det tilsvarende omløbstal er 1 eller -1.

Bevis. Vi tænker os kurven givet på kompleks form ved para

meterfremstillingen (1 t), og da kurven er simpel og lukket, har

vi altså, at y(a) = y(b), men bortset fra dette specielle til

fælde vil t 1 +t 2 medføre y( t 1 ) +y( t 2 ). Vi minder om, at para

meterfremstillingen kan ændres, således at endepunktet y(a) =

y(b) bliver et vilkårligt forelagt punkt på kurven, og at en så

dan ændring ikke vil forandre omløbstallet om noget punkt.

Da r er kompakt, er r begrænset, og vi kan derfor vælge en

ret linie m, således at r helt tilhører en af de ved m bestemte

åbne halvplaner. I den

anden åbne halvplan væl-

ges et punkt A. Det er

nu klart, at omløbstal

let om A er O, og at A

ligger i en ubegrænset

komponent. Vi skal så

ledes blot vise, at der

eksisterer et punkt, om

hvilket kurven har omløbs-

s



Mat. 6, 1962-63

tal 1 eller -1. Vi bemærker først, at banekurven ikke kan være

indeholdt i en ret linie, da hvert punkt kun må passeres 1 gang

af bevægelsen y(t). Vi kan derfor gennem A lægge to halvlinier,

som skærer kurven. Da kurven r er en afsluttet punktmængde, kan

vi på hver af de to halvlinier vælge det skæringspunkt med kur

ven, som ligger nærmest ved A. på den måde får vi liniestykker

ne AP og AQ, hvor P og Q er kurvepunkter , medens liniestykkerne

iøvrigt ikke skærer r. Da P og Q begge er skilt fra A ved m, vil

AP skære m i et punkt B og AQ vil skære m i et punkt C.

Randen af trekant ABC er en simpel lukket kurve, idet vi

let kan vælge en passende bevægelse langs trekantens rand. Vi

kan tænke os AP og AQ valgt således, at denne bevægelse får om

løbstal 1 om punkter i trekantens indre, når vinkelspidserne pas-

seres i alfabetisk orden.

Jordankurven r bestemmer to veje r
1

og r2 fra P til Q. Vi

vil senere fastlægge, hvilken af de to veje vi vil give beteg

nelsenr1 • Kurven r fås ved at addere (d.v.s. sætte i forlængelse

af hinanden) de to veje, dog en af dem med modsat gennemløbsret

ning, altså ~ == r 1-r2 eller r == r 2-r1 •

Vi indfører endnu to Jordankurver, nemlig

1) Kurven J 1 bestående af AP, ri' QA i den nævnte rækkeføl-

2) Kurven J 2 bestående af AP, r
2

, QA i den nævnte rækkeføl·

geo

Kurven J 1 kan opfattes som sammensat af CA, AB, BC, CB, BP,

ri' QC, og den giver derfor omløbstal 1 om et punkt i det indre

af trekanten ABC. Det samme gælder om J 2• Vi betragter nu en

halvlinie s, som udgår fra A og skærer gennem trekanten. Kurver

ne J 1 og J 2 har omløbstal 1 om punkter af s tæt ved A, men om-
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lØbstal O om tilstrækkelig fjerne puW{ter af s. Heraf fØlger,

at s skærer 'både J i og J
2

, altså åbenbart både ri og r 2. Vi

tænker os beteghelserne valgt, således at det skæringspunkt S

mellem 1 og S, som ligger nærmest A~ er et punkt af ri ~ Lad U

være det skæringspunkt mellem ri og s, som ligger fjernest fra

A. Den delbue at r i, som har endepunkter S og U, skærer ikke J
2

•

Altså tilhører S og U samme komponent af (J2, og vi kan derfor

slutte, at J 2 har omlØbstallet 1 OB U. Heraf følge.r, .at

s \ AU hår pun1der fælles med J2 , altså med r 2. Lad V være det

blandt disse skæringspunkter l som ligger nærmest ved A. Linie~

stykket DY har da kun endepunkterne fælles med r. For midtpunktet

T af UV gælder nu, at J 1 har omlØbs tallet O om T, medens V2 har

omlØbstallet i om T. Hvis vi nu gennemlØber J 2 og derefter -J1,

altså i rækkefØlge

r2 , QA, AP, PA, AQ, -ri'

har vi ialt gennemlØbet r 2 - ri' altså enten r eller -ro Heraf

følger, at r eller -r har omlØbs tal i om T, og T vil derfor

tilhøre en komponent af Cr, om hvilken r har omlØbstal 1 eller

"'1 •

Det ses umiddelbart, at alle punkter udenfor en cirke1, der

helt omslutter r, tilhØrer samme komponent som A af er. Dette

medfører, at alle de andre komponenter af Cr er begrænsedeo
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Med henblik på anvendelser i det fØlgende bemærker vi~ at vi

tillige har bevist fØlgende lemma:

5.4.2. Lemma. På en Jordankurve r kan vælges punkter P, Q,

U, V, således at U og V ligger på hver sin. af de buer, hvori P

og Q deler Jordankurven, og således at P og Q kan forbindes med

en brudt linie, der kun har P og Q fælles med kurven, og som lig

ger i den ubegrænsede komponent af (r, medens lihiestykket UV

bortset fra endepunkterne tilhØrer en komponent af (r, om hvilken

r har omlØbstal 1 eller -1 •

5.5 Beviset for, at mængden er kun har en komponent, er væ

sentlig vanskeligere, og vi vil forberede det med nogle simplere

resultater, der også lejlighedsvis vil vise sig nyttige. I fØr

ste omgang vil vi undersØge tilsvarende spørgsmål for brudte li

nier og for polygoner.

Vi minder om, at en sammenhængende åben mængde i 02 er po

lygonalt sammenhængende, altså at 2 punkter af en sådan mængde

altid kan forbindes ved hjælp af en brudt linie i mængden. En

brudt linie uden dobbeltpunkter kaldes simpel.

5.5.1. Sætning. Lad o være en åben, sammenhængende mængde i

C. Lad r være en simpel som enteh helt eller bortset

fra et endepUnkt tilhører o. Da er O \ r sammenhængende,

Bevis. Hvis vi kan vise sætningen i det specielle tilfælde,

hvor r er et liniestykke, fås det almindelige tilfælde umiddelbart

ved et induktionsbevis. Lad altså r være et liniestykke og y : [0,1 ]

ind i O være en parameterfremstilling for r, således at y(1) E O~

Lad A og B være to punkter af O \ r. Sætningen vil være bevist,

når det lykkes os at vise, at A og B kan forbindes med en brudt

linie i O \ r. Da O er sammenhængende, kan A og B forbindes med

en brudt linie ~ ~ 00 Hvis ri ikke skærer r, er vi allerede fær-
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dige. Hvis ri skærer r, vil vi med ~ betegne den mindste parame

terværdi, for hvilken y(~) er et skæringspunkt. Liniestykket

y([~,1]) er afsluttet og ligger i O. Det har derfor en positiv

(eller uendelig stor) afstand fra randen o~ kan derfor om-
%->if I C) ;{:/ 1;// 4+:(

s", c, '! <9""

sluttes med et åbent rektangel," hvis rand k tilhØ:rer o \ f a,b J•

Nu er k \ r polygonalt sammenhængende, Og Vi får en brudt linie,

der forbinder A og B uden at skære r ved at gå fra A langs ~i til

det fØrste skæringspunkt med k, derefter langs k til et punkt,

hvor ri sidste gang skærer k og endelig langs ri til punktet B.

I beviset har vi benyttet, at et rektangel deler planen, men

~et vises helt umiddelbart.

5.5.2. Sæt~n~ Lad O være en åpen,$ammenbængende m~ngde i

b. ;i:Jad r væve en simpel, lukket, brudt linie i Q eller Efn §impe.l

brudt linie, der bortset fra endepunkterne t.ilhØrer Q~ :Qa har

O \ r hØjst 2 komponenter.

Bevis. På det indre af' en side af r vælgev vi ~t afsluttet

liniestykke ST. Der eksisterer da

et rektangel, der har ST som syrn...

metriakse, og som ikke har punkter

fælle.s med r \ ST. Dette rektangel

dele§ af ST i to komponenter Ri og

R~. IfØlge sætningen 5.5.1 er

q \ (r \ST) $ammenhængende, og et vilkårJ.ig~ PU.:r.kt A E:" O \ r kan

derfor forbindE:ls med midtpunktet af ST ved hjælp af en brudt li

nie ri ~ Q, der ikke skærer r \ ST, og ved at gå fra A langs ri
~il det fØrste skæringspunkt med rektanglE:lts omkreds, får vi en

prUdt linie, der forbinder A med et punkt af Ri ell($r R2 • Altså

ligger A i en kqmponent, som indeholder enten Ri ell~r R
2

• Dermed

er sætningen bevist.
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5.5.3. Sætning. Lad r være en simpel polygon i C. Da har

er netop 2 komponenter.

Bevis. Af sætning 5.4.1. følger, at er har mindst 2 kompo

nenter, og af sætning 5.5.2. fØlger, at er har hØjst 2 kompo~n

ter.

Vi får endvidere brug for følgende meget enkle resultat:

5.5.4. Sætring. En brudt linie, der forbinder punkterne A

og B, indeholder en simpel brudt linie med A og B som endepunk

ter.

Bevis. Lad r være en brudt linie, som forbinder A og B.

Når vi går langs r fra A til B gennemløber vi måske ikke hele r,
og vi udelader da den del af r, som ikke gennemlØbes. Den reste

rende del r' er en brudt linie med endepunkter A og B, men r'

gennemlØbes måske sådan, at samme punkt passeres flere gange. Så

danne dobbeltpunkter kan være isolerede, f.eks. hvis 2 sider af

r' skærer hinanden, men det kan også indtræffe, at 2 sider rager

ind over hinanden, og et helt stykke af r' vil da gennemlØbes fle

re gange. Ved gennemlØb af r' fra A til B vil der i hvert fald

være et fØrste dobbeltpunkt, hvis der overhovedet er dobbeltpunk

ter. Vi kan da udelade hele den del af r', der gennemlØbes mel

lem fØrste og sidste passage af dette dobbeltpunkt, og derved får

vi en ny brudt linie r ll
, som forbinder A og B og har mindst 1 si

de færre end r'. Da r' kun har endelig mange sider, når vi ved

endelig mange gentagelser af processen til en brudt linie uden

dobbeltpunkter. Dermed er sætningen bevist.

5.6. Det vanskeligste afsnit af beviset for Jordans sæt

ning er beviset for, at en simpel bue ikke kan dele den komplek

se plan i flere komponenter. Dette bevis udformes bekvemmest som

et indirekte bevis opbygget af en standardslutning, der forlØber

rutinemæssigt, samt et konstruktivt afsnit. Vi foretrækker, at
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behandle det konstruktive afsnit se~vstændigt, idet vi udskiller

fØlgende hjælpesætning.

5.6.1. Lemm~ Lad y: [O,1J ind i C være en parameterfrem

stilling for en simpel kurve r, og lad A og B være 2 punkter af

Cr. Hvis det for ethvert T E [O,1[ gælder, at A og B kan forbin

des med en brudt linie, som ikke skærer y([O,TJ), da kan A og B

forbindes med en brudt linie i cr.
Bevis. Med Q = y(1) som centrum vælger vi et afsluttet kva

drat, der hverken indehOldef)A eller B. Vi betegner randen af

dette kvadrat med k1 • Vi vælger nu E > 0, således at y([1-E, 1J)

hel t tilhØrer kvadratets indre. Da [0,1 J er kompakt, og y : [0,1 J

på r er bijektiv og kontinuert, er r kompakt og y-i kontinuert.

Vi kan derfor vælge et afsluttet kvadrat med centrum i Q, således

at dette kvadrat kun indeholder kurvepunkter svarende til para

meterværdier i J1-E, 1J. Vi betegner randen af dette kvadrat med

Idet punkterne på r tænkes ordnet efter parameterværdierne,

eksisterer der et fØrste skæringspunkt F mellem r og k 2 • Vi har

valgt k 2 således at r efter at have passeret F ikke mere kan nå

randen k~J af det fØrste kvadrat, og det sidste skæringspunkt 81

mellem r og k1 kommer derfor fØr F. Lad 82 være det sidste skæ

ringspunkt mellem r og k 2 • Kurvestykket 82Q ligger da hel t i det

lille kvadrat og bortset fra punktet 82 endda i kvadratets indre.

IfØlge antagelserne har r \·82Q sammenhængende komplemeE:tær

.mængde,og(V"~/kaI~>q,erf'.or trække en brudt linie 6 fra A til B, så

ledes at 6 hØjst skærer stykket 82Q af r. Ifølge sætning 5.5.4

kan vi endda vælge 6 som en simpel brudt linie. Vi kan endvidere

altid ændre en lille smule på 6, således at betingelserne forbli

ver opfyldt, og derved kan vi opnå, at 6 ikke går gennem vinkel-

spidsen af kr eller -k2 , og at i~tet knæk på 6 ligger på k1 eller
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k 2 • Alle fællespunkter mellem 6 og k1 eller k2 vil da være simp

le skæringspunkter mellem liniestykker.

Idet vi

gennemlØber 6

fra A til B,

stØder vi even-

tuel t på et fØr-

ste skærings-

punkt U mellem

6 og S2 Q• Lad

Ai være det

sidste skærings-

punkt fØr U mel-

lem k1 og 6, og

lad Bi være det

fØrste skærings-

punkt efter U

mellem 6 og k
i

•

Stykket A
1

B
1

af

6 repræsenterer

således den brud-

te linies fØrste

"afstikker" til

det farlige område, hvor skæringspunkter mellem 6 og r kan fore

komme. Der kan hØjst være endelig mange af den slags "afstikkereII,

men hver af disse kan skære r uendelig mange gange. Vort program

er nu, at konstruere en ny brudt linie~ der går fra Ai til Bi u

den at skære r. Derefter vil vi behandle de Øvrige "afstikkere"

på tilsvarende måde. Derved erstattes 6 med en ny brudt linie fra
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A til B, og denne nye, brudte linie vil ikke mere skære r. Den

vil muligvis ikke være simpel, men det var jo heller ikke Ønsket.

Vi går nu i gang med dette program.

Punkterne Ai og Bi deler k 1 i 2 segmenter. Det af disse, som

ikke indeholder Si' udgØr sammen med stykket Å1B1 af 6 en simpel

polygon p. IfØlge sætning 5.5.3. består ep af netop 2 komponenter,

og den ene afl disse K er begrænset og ligger indenfor k 1 • Punktet

Si tilhØrer altså den ubegrænsede komponent.

Stykket 8182 af r kan ikke skære p og indeholder derfor in

gen puructer af K. Men vi har valgt k 1 ,k2 ,81 og 82 sådan, at alle

skæringspuructer mellem r og k 2 ligger på buen 8182 • Herved ~år vi

det afgØrende resultat:

Kuryeu r skærer ikke k 2 n K.

Den brudte linie Ai U begynder udenfor k 2 og ender indenfor

k 2 • Den skærer derfor k 2 et ulige antal gange. Tilsvarende vil

UB1 skære k 2 et ulige antal gange. Hvert skæringspunkt mellem Ai

Bi og k 2 er imidlertid endepunkt af netop et segment af k 2 n K,

og alle skæringspunkterne falder derfor i par af endepuru{ter.. af

disse segmenter. Heraf i'ø:iger" .at minclst 1 .§§gmEint .. a.f'.1.t 2 K har

sit ene C g ogCi§t ?nCiEi'tPp?' TJ:Bi o Vi erstatter

stykket CD af den brudte linie med segmentet CD af k 2 n K, og der

med har vi fået en ny brudt linie 6', og skæringspunktet U er e

limineret. Vi modificerer 6' ved at ændre stykket CD, så det kom

mer til at ligge ganske lidt udenfor k 2 • Den brudte linie 6' er

simpel, og den skærer k 2 mindst 2 gange færre end 6. Hvis 6' har

et skæringspunkt V med 8 2Q, kan vi gentage processen, og da antal

let af skæringspunkter med k 0 falder med mindst 2 ved hver genta-
<:.

gelse, får vi efter endelig mange trin Ai Bi erstattet med en IvtM\,~>(l

brudt linie, som ikke skærer r .
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Dermed er beviset ~uldfØrt.

T 5.12

5.6.2. Sætning. En simpel bue deler ikke planen.

Bevis. Lad y:[O,1] ind i C være parameter~remstilling~or

en simpel kurve r. Lad A og B være to punkter i er. Hvis det ~or

et t E [0,1] gælder, at A og B ikke kan ~orbindes med nogen brudt

linie, der ikke skærer y([O,t]), vil vi sige, at y([O,t]) skil-

ler A og B. Vi sætter nu

rr ::: sup f t E [0,1] I y ([ 0, t]) skiller ikke A og BJ•

Det er klart, at mængden på hØjre side ikke er tom. ~ lemma 5.

6.1. ~Ølger nu, at y([O,rr]) ikke skiller A og B. Lad 6 være en

brudt linie, som ~orbinder A og B uden at skære y([O,rr]). Er

rr < 1, kan vi vælge E > 0, således at y ( [O ,rr + E]) E e {,.; hvilket

strider mod de~initionen a~ rr. Altså rr ::: 1, og dermed er sætnin-

gen bevist.

Vi er nu nået så vidt, at et ikke alt ~or specieJ.t.til~æl-

de a~ Jordans sætning kan vises meget let.

5.6.3. Lemma. Lad r være en J~~~~p1SY~1YltJi/d~'~'it;t,rt<trlJ~l~etl')('~'i':"
,':,ec; I2c(!d'ltf){)!!(I'I!; tNI" j • ..

liniestykke. Komplementærmængden ervnar omlØbstal ° om punkter

i den ubegrænsede komponent og omlØbstal +1 eller -10m punkter

i den begrænsede komponent.

Bevis. Lad AB være et liniestykke, som tilhØrer r. Om midt

punktet a~ AB lægger vi en a~sluttet cirkelskive K, der kun har

sin diameter CD ~ælles med r. Vi borttager det indre af diamete-
o

ren ~ra r og ~år derved en simpel kurve r f
::: r \ K. Lad P være et

vilkårligt punkt a~ er\ .Vi kan ~orbinde P med centrum a~ K ved

hjælp a~ en brudt linie i e (r\ K}. Stykket a~ den~e brudte li

nie ~ra P til dens ~Ørste skæringspunkt med K ~orbinder P med en

a~ de to komponenter, hvori AB deler K, ved hjælp a~ en brudt li

nie i er, og P tilhØrer der~or samme komponent a~ er som en a~
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disse halvcirkelskiver. Dermed har vi bevist, at Cr hØjst har 2

komponenter. Resten af sætningen følger umiddelbart af sætning

5.7. Det er nu ikke mere særlig vanskeligt at vise den van-

skelige del af Jordans sætning.

5.7.1. Jordans__sætning. Lad r være en simpel, lukket kur

ve ie. Komplementærmængden Cr har netop 2 kompdnenter, af hvil

ke netop 1 er begrænset. Kurven r har omlØbstal O om et punkt i

den ubegrænsede komponent og omlØbstal +1 eller -10m et punkt i

den begrænsede komponent. Begge komponen~er er åbne og har r som

rand.

Bevis. Vi knytter beviset til figuren på side 5.4., og vi

benytter betegnelserne fra beviset for sætning 5.4.1. Vi indfør

te ved den lejlighed Jordankurverne J
i

og J 2 • Vi bemærker, at dis

se indeholder rette liniestykker og derfor ifØlge lemma 5.6.3.

hver deler planen i et begrænset og ubegrænset område. Vi vil be

tegne disse 4 områder I(J1), Y(J1 ), I(J2), Y(J2 ), hvor de med I

betegnede er begrænsede. Da U ligger i I(J2 ), vil bu~n ri på nær

endepunkterne P og Q tilhØre I(J2 ). Heraf fremgår, at Y(J2 ) over-

l;~y~<!~ijJ~El~~9:€3]1J,)±clEl~:pulilt~eraf. J 1 .~<2f~. vi har der:for

~(~2) .~~~~(:J"1l· Heraf fØlger I(J1 ) n Y(J2 ) ~ I(J1 ) n Y(J1 ) ;:: ø,
altså I(J1 ) ~ I(J2). Nu kan ethvert punkt i I(J1 ) og ethvert

punkt i Y(J2 ) fo~binåes med A ved en brudt linie i henholdsvis

X(J1 ) og y(u2 ). Disse brudte linier vil ikke kunne skære r. Men

heraf fØlger, at

y (r) ;:: PA u AQ u I ( J 1) u Y( J 2) \ !P, Q1
er sammenhængende. Dermed har vi gjort rede for alle punkter af

er undtagen punkterne af mængden
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Kurven J1 har omløbstal O om punkterne I(r), medens J 2 har

omløbstallet +1 eller -10m disse punkter, Heraf følger, at r

har omløbstallet +1 eller -10m disse punkter,

Punkterne U og V delerl~ i to buer, og hver af disse udgør

samrrien med UV en Jordankurve ; der indeholder et_J.iniestykke, Vi

vil betegne dis~e kurvet J
3

og J4, For åE I(r) \ UV har vi nu,

at r har omløbstal 1 eller ~1 bID a. Men dette omløbstal er ved

passende orientering af J) og J 4 sum af disse kurve~s omløPstal

om a, Da disse omløbstal har værdierne +1, -1 eller O, kan vi slut

te, at den ene kurve, f,eks. J
3

har omløbstal O om å, J4 vil da

have omløbstal 1 eller -10m a. Altså tilhører a den begrænsede

komponent afl(J4, Heraf følger, at a kan forbindes med et punkt

af UV med en brudt linie, der bortset fra punktet på UV tilhører

I(J4). Punkterne af J 3 \ UV tilhører Y(J4). Altså vil den brudte

linie ikke have punkter fælles med r, Vi har dermed bevist, at

I(r) er polygonalt sammenhængende, og er har således kun 2 kompo-

nenter.

Påstanden om omløbstallene er allerede bevist. Da er er en

afsluttet mængde i b er dens komponenter åbne, Heraf følger, at

I(r) u r og y(r) u r er afsluttede. Altså er randene af I(r) og

y(r) indeholdt i r • Lad nu a E r være vilkårlig valgt, og lad K

være en cirkelskive med centrum i a. Lad rI være en Jordanbue, der

fremkommer ved at borttage en bue omkring a og indeholdt i K fra

kurven r . Lad b være et punkt af ICJ'), Da er I er sammenhængende,

kan vi trække en brudt linie fra b til a uden at skære r'. Den

første side af den brudte linie, som når indenfor K, vil indehol

de punkter af K n I ( r) • Altså er a randpunkt for I (r ). Tilsvaren

de vises, at a er randpunkt for y(r).
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K = l ( r) • ' V;i. har da Jordankurver J 1 = r1 U 6. , J 2 = f 2 u

som vi tænker os orienteret, således at orienteringen på

5.8. Vi.vil supplere JordanIs sætning med nogle sætninger

om mere komplicerede p~tmængders deling af planen. l det føl

gende vil vi for en Jordan kurve r altid betegne den begrænsede

komponent af Cr med ler) og den ubegrænsede med Y(f).

5.8.1'. Sætning. Lad r være en Jordankurve, og lad 6. være en
. . 4 ..

simpel bue med endepunkter på r , men med alle sine øvrige punkter

i er • D;L,l::1se punkter vil da alle tilhøre samme komponent K af

er , og K \ 6. vil bestå af netop 2 komponenter.,Et4vert punkt

af 6. er randpunkt for begge disse komponenter.

Bevis. En~epunkterne A og B af 6. deler r i 2 Jordanbuerr1

og r2. Da ~6. \ ~ A, Bl er sammenhængende vil D. \ fA, Bl helt til-

høre en komponent K af Cr • Vi vil gennemføre beviset i tilfældet

L,

stykkern~

I
r 1 og r 2 stemmer med orienteringen af r , og vi kan tænke os, at I

r har omløbstal 1 om punkter af l (r). Da,Y( r) er sammenhængende

og ikke indeholder punkter af J 1 U J 2 gælder y(r) f Y(J1) og

y (r) ~ y (J2) , alt så l (J1) ~ l (r) og l (J2) ~ l ( r) • Nu ,er r l s om

løbstal om et punkt Q E: l (r) \ D. summen af omløbstallene for

J 1 og J 2, og dette kræver, at et af disse omløbstal er 1, medens

det andet er O~ Heraf følger, at,

ler) \ 6. = l(J1) u l(J2) og I(J1) n l(J2) = 0.

Heraf fremgår, atl(r) \ 6. netop har komponenterne l(J1) og

I(J2) .. Af Jordan I s sætning følger, at .hver punkt af 6. er rand

punkt for både l(J1) og I(J2).

5.8.2. Sætning. Lad r 1 og r 2 være Jordankurver og r 1 c I(r2)~

Da har e(r1 u r 2) de tre komponenter

I(r
1

), Y(F 2 ), I{r
2

) n y(r
1

).

Bevis. Det følger umiddelbart af Jordants sætning, at

I(r1 ) og y(r2 ) er komponenter af C(r1 U r
2

), og vi behøver derfor
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blot at vise, at I(r2 ) n y(r1 ) er en sammenhængende mængde.

Vi vil antage, at r 2 har

omlØbstal 1 om punkter a~ I(r2),

medens ri har omlØbstal -10m

punkter af I(r i ). En orienteret ]Ds=rl1~~r-ptr~;'L-IL_~1

ret linie gennem et punkt P E I(r1 )

har et fØrste skæringspunkt A og

et sidste skæringspunkt C med ri'

samt et sidste skæringspunk~ B

fØr A med r2 og et fØrste skæringspunkt D e~ter C med r2 "

Vi får nu en Jordankurve J
1

ved at gå ~ra A til B langs 1,

fra B til D langs r
2

i den ved orienteringen bestemte retning,

fra D til C langs l og endelig fra C til A langs ri i den ved

orienteringen bestemte retning. Vi får en anden Jordankurve

J
2

ved at gå fra B til A langs 1, fra A til C langs ri i orien

teringens retning, fra C til D langs l og endelig fra D til B

langs r 2 i orienteringens retning. For e thvert punkt Q E C

(ri u r 2 u CD u AB) gælder nu, at summen af omlØbs tallene for

ri og r2 om Q er lig med summen af omlØbs tallene for J
i

og J 2
om Q. Nu gælder åbenbart I(Ji ) ~ I(r2) og I(J2 ) ~ I(r2 ). Da

midtpunktet af AB tilhØrer I(F2 ) n y(r i ) og samtidig er rand

punktet for både I(J1 ) og I(J2), kan vi slutte, at J 1 og J 2 har

omløbstal 1 om henholdsvis I(J1 ) og I(J2). Heraf følger igen,

at I(J1 ) ~ y(r1 ) og I(J2 ) ~ y(r1 ). Men så får vi netop, at

I(r2 ) n y(r1 ) = AB u CD u I(J1 ) u I(J2 ) \ fA,B,C,Dl,

og da ethvert punkt af I(J1 ) eller I(J2 ) kan forbindes med midt

punkterne af AB og CD ved brudte linier, der bortset fra ende

punkterne helt tilhØrer I(Ji ) eller I(J2), kan vi slutte, at

I(r2 ) n y(r1 ) er sammenhængende. Dermed er beviset fuldfØrt.
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5.8.3. Sætning. Lad r være en Jordankurve, A et ~unkt af

denne, K en kom~onent af er og U en omegn af A. Der eksisterer

da en brudt linie 6, der bortset fra endepunkterne B og C på r

helt ligger i K n U, samtidig med at den bue af r, som har ende

punkter B og C og indeholder A? helt ligger i U.

Bevis. Vi kan antage? at U netop er mængden af punkter

indenfor et kvadrat k1 med centrum i A, og at dette kvadrat er

så lille, at r indeholder en bue Y1? der ligger udenfor k1 • Lad

E være et ~unkt af K. Da r \ Y1 ikke deler ~lanen, kan E for

bindes med et punkt P E Yi ved en brudt linie 6 1 , som bortset

fra P tilhØrer K. Vi kan nu vælge en bue af r, som indeholder A

og helt ligger indenfor k1 , og dernæst kan vi vælge et kvadrat k2

med centrum i A, således at det indre af k2 ikke indeholder

punkter af r bortset fra dele af den valgte bue. Lad Y2 være en

bue af r, som indeholder A og ligger indenfor k2 " Da r u 6 1 \ Y2

ifØlge sætningerne 5.6.2 og 5.5.2 ikke deler planen, kan E for

bindes med et punkt Q E Y2 ved en brudt linie 6 2 , der bortset

fra Q helt tilhØrer K \ 6 1 • Den brudte linie 6 = 6 1 u 6 2 har

ingen dobbeltpunkter? og bortset fra endepunkterne P og Q til

hØrer den K, Vi orienterer 6, således at den gennemløbes fra P

til Q. Da vi kan ændre 6 en lille smule indenfor K, kan vi an

tage, at 6 ikke passerer gennem nogen vinkelspids af k 2, og at

6 ikke har nogen vinkelspids liggende på k2 " Ifølge sætning 5.8.1

deler 6 komponenten K i to komponenter Ki og K2 , Randen af Ki
består af 6 samt en bue ri ~ r med ende~unkter P og Q, medens

randen af K2 består af 6 og den resterende del r
2

af r.
Mængden k2 n K er åben relativt til k2 og består således

af hØjst numerabelt mange sammenhængende stykker af k2 • Da 6

skærer disse stykker i et ulige antal punkter, vil 6 skære mindst
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et sådant stykke I/~t ulige antal punkter. Stykket I har ende

punkter S og T på E Idet vi går langs I fra S til T~ vil vi ved

hver passage af et skæringspunkt med 6 gå fra K1 til K2 eller

omvendt. Heraf fØlger~ at S og T er randpunkter for hver sit af

områderne K1 og K2 , altså at S og T ligger på hver sin af buerne

ri og T2 • Lad os antage~ at S E ri og T E r 2 •

Idet vi gennemlØber ri fra P til Q vil vi efter passagen af

S være nået kvadratet k2 , og vi kan derefter ikke mere nå ud til

ki' så stykket SQ af ri ligger helt indenfor k1 • Tilsvarende

ligger buen TQ af r
2

helt indenfor k1 0 Men så vil I sammen med

buen SQT udgØre en Jordankurve, som ligger indenfor k1 • Da buen

SQT indeholder Q og når randen af k2~ vil A ligge på denne bue.

Dermed er sætningen bevist.

5.8.4. Sætning. Lad r være en Jordankurve, A et punkt af

denne og B et punkt af en komponent K af Cr. Der eksisterer da

en kurve, som består af numerabelt mange liniestykker, har ende-

punkter A og B og ligger i K bortset fra punkterne A og B.

Bevis. Lad U1 være en cirkelskive om A, så B ~ U1.Vi lægger

(s@tning 5.803) en brudt linie 6 1 , således at 6 1 sammen med en

bue af r omkring A udgØr en Jordankurve, der helt ligger i

Ui n K. Vi vælger nu cirkelskiven U2 om A, således at 6 1 ligger

udenfor U2 og således at U2 hØjst har halvt så stor radius som

U1 • Ved hjælp af en brudt linie 6 2 får vi en Jordankurve i

U2 n K, o.s.v. Vi kan nu fra B trække en brudt linie i K til et

punkt af 6 1 , og således at den ikke har andre punkter fælles med

61 • Fra endepunktet på 6 1 kan vi trække en brudt linie, som for

lØber indenfor den fØrste Jordankurve i den konstruerede følge

og ender i e t punkt af 6 2 uden at have andre punkter fælles med

6 2 , Ved at fortsætte denne proces i det uendelige får vi den

Ønskede kurve fra B til A.
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Dermed..er sætningen fuldstændig .bevist.

5.9. Som en anvendelse af Jordans sætning vil vi nu vise

en sætning om eksistens af periodiske løsninger til differential

ligninger. Vi vender således igen tilbage til differentiallignings

systemet

(1) i = f(x,y),y = g(x,y),

hvor vi vil antage, at f(x,y) og g(x,y) er kontinuerte og til

fredsstiller Lipschitz-betingelser i et ringformet område D, samt

på dettes rand, som antages at bestå af 2 Jordankurve~.

5,.9._ 1. Sætning. Lad D være et ringformet område, begrænset

af 2 Jordankurver. Lad f,g:D ind i li være afbildninger, som til

fredsstiller Lipschitzbetingelser og ikke begge antager værdien O.

Hvis vektoren med koordinatsættet (f(x,y),g(x,y)) afsat ud fra

randpunktet (x,y) altid peger ind i D (randkurverne antages til

strækkelig regulære, så dette har mening), har ligningssystemet

(1) en periodisk løsning.

Sætningen skyldes Bendixson.

Bevis. Lad

(2) x = <p(t), y = ~(t), t? a

være en løsning til (1). Mængderne

A(t) = f(<p(u) '~(u)) Iu ~ tl

udgør en filterbasis på D og har derfor et fælles fortætnings-

punkt (x , y ) E: D. Lado o

(3) x = w( t), y = i'( t), t ~ b

være den løsning til (1), som svarer til begyndelsesværdierne

t = O, x = xo ' y = Yo'

Vi minder om, at løsningerne afhænger kontinuert af udgangs-

betingelserne •. l det foreliggende tilfælde formuleres dette peæ

cist på følgende måde:
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Lad c:; > O og T > O være givet. Der e ksisterer da et 6' > O,

således at det for en løsning x =~(t), Y = n(t) til (1) svarende

til udgangsværdierne

t = 'T: , X = x1 , y = y1 '

hvor Ix1-xo ' -;: 6' ~ IY1-yol -;: 6', gælder, at

I~(t )- ~(t--r ) I -;: €, I n( t )- i( t4" ) I ;: c:;

for

'T: < t < 'T: + T.

Heraf følger, at alle til t ~ O svarende punkter af bane

kurven for løsningen (3) er fortætningspunkt for mængderne A(t).

Vi vil nu vise, at løsningen (3) er periodisk. Vi bemærker,

at (3) er periodisk, hvis og kun hvis afbildningen (~,~): [b,oo[

ind i R2 ikke er injektiv. Vi fører beviset indirekte, idet vi nu

antager, at ( m,'f) er en injektiv afbildning. Mængderne

B( t) = Hw( u) , t<u)) lu ~ t l
udgør en filterbasis i TI og har derfor et fælles fortætningspunkt

(X, y) E D, og ganske som ovenfor ser vi, at ethvert punkt af en

løsningskurve gennem (X,Y) ligeledes er fælles fortætningspunkt

for mængderne B(t). Vi kan derfor træffe valget af (X,Y)~ således

at (X, y) E D.

Vi kan nu vælge et liniestykke L med (X,Y) som midtpunkt

og vinkelret på den ved (f(X,Y), g(X,Y)) bestemte retning i R2,

således at alle løsningskurver gennem punkter af L skærer samme

vej gennem L.

Nu vil løsningen (3) skære

l for en værdi t = t 1 > 0, og den til

t > t 1 svarende del af (3) vil igen

skære l, således som antydet på fi

guren. Stykket af løsningskurven mellem
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2 på hinanden følgende skæringspunkter t 1 og t 2 sammen med styk

ket l af L mellem skæringspunkterne danner en Jordankurve, hvis

komplementærmængde har netop 2 komponenter D1 og D2• Lad D1 være

den komponent, som kurven går ind i efter passage af det sidste

skæringspunkt. Det ses da let, at den til t < t 1 svarende del af

løsningens banekurve er i D2, medens den til t > t 2 svarende del

af banekurven for (3) er i D1•

Som nævnt ovenfor er ethvert punkt svarende til t ? O af

løsningen (3) fælles fortætningspunkt for alle A(t). Heraf følger,

at A(t) indeholder punkter af D1, altså, at løsningen (2) bevæger

sig ind i D1- Men da banekurver for løsninger ikke kan skære hin

anden og løsninger kun kan krydse l i den retning, der fører ind

i D1, medfører dette, at løsningen (2) fra en vis værdi af t at

regne er henvist til at bevæge sig omkring i det indre af D1•

Altså er en af mængderne A(t) en delmængde af D1 i modstrid med,

at de punkter af løsningen (3), der svarer til t E [o,t1 [,er

fortætningspunkter for alle mængderne A(t) og ligger i området D2-

Vi er således nået til en modstrid, og vi kan derfor slutte,

at løsningen (3) er periodisk.

5~10~ For overskueligheds skyld valgte vi en ret simpel for

mulering af sætning 5.9.1. Allerede beviset i foregående afsnit

viste jo, at det for den helt tilfældigt valgte løsning (2)

gjaldt f at den nærmere sig asymptotisk til den periodiske løsning

(3)~ Vi har derfor følgende skærpelse:

5~10.1~ Sætning. Under de samme forudsætninger som i sætning

5.9.1. gælder, at enhver ikke periodisk løsning til (1) i IT nærmer

sig asymptotisk til en periodisk løsning i D.
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Banekurven for en periodisk

løsning er en Jor4ankurve k. Enhver

anden løsning forløber helt i et af de

områder, hvori k deler planen. Som

antydet på figuren vil en løsning, der

asymptotisk nærmer sig k skære 2 gange

gennem en normal til k. Derved opstår som i beviset for sætning

5.9,1. en Jordankurve og vi kan slutte, at k ligger i det af de

ved Jordankurven bestemte områder, som løsningen bevæger sig ind

i. Lad (xo,y ) være et punkt af løsningskurven. Vi kan da finde, o

en omegn U af (xo'Yo)' således at enhver løsningskurve, der

starter i et punkt af U, ledsager den allerede betragtede løs

ningskurve ind i det område, der indeholder k. Den nye løsnings

kurve bliver da "klemt inde" mellem vindingerne i den gamle, og

den må derfor ligeledes asymptotisk nærme sig k. Vi har dermed

bevist, at mængden af udgangspunkter for løsninger, der asympto

tisk nærmer sig k, er en åben mængde. Mængden af.udgangspunkter

for løsninger, der asymptotisk nærmer sig en anden periodisk løs

ning end k, er da også åben. Heraf følger:

5.10.~. Sætning. Under de samme forudsætninger som i sæt

ning 5~9.1 gælder, a~ løsninger med udgangspunkt i en komponent

K af kom~lementærmængdenmed hensyn til Dtil foreningsmængden

af banekurverne for de periodiske løsninger, alle vil nærme sig

asymptotisk til samme periodiske løsning. Specielt vil alle løs

ninger med udgangspunkt på den ydre randkurve for D nærme s ig

asymptotisk til den samme periodiske løsning. Tilsvarende for

løsninger med udgangspunkt på den indre randkurve for D"

Hvis komplementærmængden med hensyn til D af foreningsmængden

af banekurverne for de periodiske løsninger har mere end 2 kom-
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ponenter, vil den have en komponent K, der ikke indeholder rand

punkter for D. For løsningskurver i K kan det ræsonnementr der

benyttedes i beviset for sætning 5.9.1, med trivielle ændringer

benyttes også for t ~ - =, og vi får da, at løsninger i en sådan

komponent også for t ~ ~ asymptotisk vil nærme sig til periodi

ske løsninger.

5.11. Lad nu igen D være et område i R2 og lad f,g:D ind i

li være afbildninger, som tilfredsstiller en Lipschitzbetingelse,

og som kun i isolerede punkter bliver O samtidig. Med D* betegner

vi det område, der fås af D, når de fælles nulpunkter for f og g

udelades.

Den komplekse funktion

F(z) = f(x,y)+ig(x,y), z = x+iy
...

er kontinuert og uden nulpunkter i D~ • Lad k være en orienteret,

lukket kurve i D*. lIrgumentvariationen af F (z) langs k er et

tal af formen 2 n, og tallet n kaldes Poin~~~s in~~ for ret

ningsfeltet (f,g) med hensyn til kurven k. Vi vil i denne forbin

delse altid tænke os, at k er en Jordankurve med omløbstal 1 om

punkterne af I(k).

Det følger af definitionen, at (f,g) har samme ~n~

index med hensyn til kurver, som er isomorfe i n*'~0
Hvis k suppleres med et tværsnit som antydet j/k1 /! t k

2
på figuren, således at der opstår to JOrdankurver~

*k1 og k2 i D ,bliver Poincare index for (f,g) med

hensyn til k lig med summen af de tilsvarende indices med hensyn

til k1 og k2* Hvis k specielt er nulhomotop i D, følger heraf,

at Poincare index for (f,g) med hensyn til k kan fås som sum af

Poincare indices for (f,g) med hensyn til små cirkler, som hver

omkredser et af de singulære punkter (fælles nulpunkter for f og g)
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indenfor k.

Vi skriver nu

f(x,y) = Ax+By+ro(x,y)

) 22g(x,y) = Cx+Dy+re(x,y , r = v (x +y ),

hvor 0(0,0) = e(O,O) = 0, og hvor o og e er kontinuerte. Vi

sætter her x = r cos @, y = r sin® ,Y) = o+ie , og en elementær

udregning giver

1 F(z) = i( (A+D)+i(C-B) )ei ®+i( (A-D)+i(C+B) )e-i®+y)(rcos@,rsin @),
r
altså et udtryk af formen

pe i @+qe-i @+y)(r, @).

For Ipl > Iql får vi, når r er tilstrækkelig lille, at

Ipeiel > Iqe-i@+Y)(r,~I,

og udtrykket

vil da ikke antage værdien ° for °~ A~ 1. Dette medfører, at

argumentvariationen, når @ løber fra ° til 2rr, ikke afhænger

af A, og vi får den altså bestemt ved at vælge A = 0, og den

bliver derfor 21T • For Ip I<I q I lader vi p og q bytt e roller i

ræsonnementet, og argumentvaritionen bliver da -21T.

Vi finder således, at Poincare index bliver +1, såfremt

I i((A+D)+i(C-B»1 2_1 ~(A-D)+i(C+B)12 > °
eller

AD - BC > 0,

og at Poincare index bliver -1, såfremt AD - BC < O. Dermed har

vi bevist følgende sætning.

5.11. Sæyning. Lad (f,g) være et retningsfelt, som opfylder

en Lipschitzbetingelse i et område D. Lad k være en Jordankurve

. D *l , som er nulhomotop i D og har omløbstal 1 om punkterne af

I(k). Hvis der i I(k) ikke findes andre singulære punkter end
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knudepunkter, spiralpunkter, centralpunkter og sadelpunkter, da

er Poincare index for (f,g) med hensyn til k lig med antallet

af knudepunkter, spiralpunkter og centralpunkter i I(k) minus

antallet af sadelpunkter i I(k).

5.12. Nytten af Poincare index beror på en topologisk sæt-

ning af global karakter, som vi nu vil vise. Beviset stammer

fra en afhandling af H. Hopf (1935).

5.12.1. Sætning. Lad y:[0,1] ind i b være parameterfrem

stilling for en differentiabel Jordankurve r (altså Dy konti

nuert og forskellig fra O). Hvis r har omløbstallet +1 om

punkterne af I ( ty, har Dy: [0,1] ind i bomløbstallet +1 om punktet

O.

Bevis. Vi deler beviset i 2 afsnit, af hvilke det første

ved hjælp af et kunstgreb reducerer bestemmelser af omløbstallet

for Do'til bestemmelse af en argumentvariation, der er bekvemmere

at arbejde med. I den anden del af beviset bestemmes derpå denne

argumentvariation.

1. Vi betragter kvadratet K = [0,1] x[O, 1], samt en afbild

ning w:K ind i b defineret ved

w(t,t) = D y(t),

w(0,1) = w(1,0) = -Dy(O),

w(t,u) = (y(u)-y(t))(u-t)-1 (1-1u-t/ )-1

for t +u, (t,u) +(0,1) og (1,0). Vi har ~(u,t) = w(t,u). Da

'Y er injektiv er w(t,u) +°overalt i K. For °< lu-ti < 1

giver middelværdisætningen

w(t,u) = DY("f(t,u))(1-lu-tl )-1,

hvor "f(t,u) tilhører det åbne interval med endepunkter t og u.

Da Dyer kontinuert, viser denne relation, at w er kontinuert

også for t = u. For u = 1--·k, °:::; k < 1, O:; t < 1-k, u+k > ° er
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~ (t,u) ::: (1'(1-k)-1'(t))(1-k-t)-1(k+t)-1.

Hvis vi udvider definitionen af y til intervallet ]-1,1] ved

at sætte Y(-k) ::: 1'(1-k), bliver y differentiabel på hele dette

interval, og vi får

~(t,u) ::: D1'(~(k,t)) (1-k-t)-1,

hvor ~(k,t) tilhører intervallet med endepunkter -k og t. Heraf

fremgår, at ej? er kontinuert i (O, 1). Af symmetrigrunde er ~

da også kontinuert i (1,0), altså i hele K.

Argumentvariationen af Dy:

[0,1] ind i C er nu argumentvariationen

af ~ langs diagonalen i den retning,

som er antydet på figuren. Da ~ er

kontinuert og forskellig fra O i hele K, It

eksisterer der en kontinuert argumentfunktion arg~ i hele K.

Den søgte argumentvariation kan derfor også bestemmes som argu

mentvariationea langs 2 af kvadratets sider som antydet på fi-

gureri.

Nu er

~(O,u) ::: (1'(u)-y(0))u-1(1_u)-1

og

~ (t, 1) ::: (y (1 )-y (t ) ) (1-t )-1 t -1 ,

men af 1'(0) ::: 1'(1) følger nu

~ (O, t ~ ::: .~( t , 1 ) ,

hvilket viser, at de 2 kvadratsider giver samme bidrag til argu-

mentvariationen.

2. Sætningen vil være bevist, når det lykkes os at vise,

at funktionen

~(t) ::: ~(O,t) ::: t-1(1_t)-1(1'(t)_1'(0)).
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har argumentvariationen ~ på intervallet [0,1 J. Da den søgte

argumentvariation af Dy åbenbart er afhængig af, hvilket kurve

punkt der svarer til endepunkterne af parameterintervallet, og

da en flytning af kurven i den komplekse plan heller ikke kan

spille nogen rolle, kan vi tænke os, at punktet y(O) = y(1) på

kurven er valgt sådan, at tangenten i dette punkt er støttelinie,

og desuden kan vi antage, at selve denne tangent er den reelle

akse og at y(O) = y(1) = O (se figuren).

ohar antaget, at k har omløbstal 1

om I(k), medfører dette, at k ligger

over den reelle akse. Argumentet af

~(t) bliver da for t +O og 1 identisk

med argumentet af y(t), og som kontinuert argument kan vi derfor

Vi kan endvidere antage, at

kurvetangenten i O er rettet i den

reelle akses positive retning. Da vi

bruge hovedværdien, som altid ligger mellem O og ~ • Det går

åbenbart mod O for t ~ O og mod w for t ~ 1. Dermed er sætnin

gen fuldstændig bevist.

5.13. Vi kan umiddelbart anvende sætning 5.12.1 på bane-

kurven for en periodisk løsning til en differentialligning

(4) x= f(x,y), y = g(x,y),

hvor f og g tilfredsstiller Lipschitzbetingelser i et område D.

Ved bestemmelsen af Poincare index skal banekurven r orienteres,

således at den får omløbstal 1 om punkterne af I(r). Det er

ganske uden betydning om denne orientering er med eller mod

gennemløbsretningen af r . Vi har altså følgende sætning.

5.13.1. Sætning. Retningsfeltet (f,g) i området D har

Poincare index 1 med hensyn til enhver banekurve for periodiske



Mat. 6, 1962-63

løsninger til (4).

Hvis vi kombinerer dette resultat med sætning 5.11.1 får

vi følgende sætning.

5.13.2. Sætning. Banekurven r for en periodisk løsning

til (4) i området D vil ikke passere gennem singulære punkter.

Hvis r er nulhomotop iD, og der ikke findes andre singulari

teter i I(r) end knudepunkter, spiralpunkter, centralpunkter

og sadelpunkter, vil antallet af knudepunkter, spiralpunkter

og centralpunkter i I( ty være 1 plus antallet af sadelpunkter i

I(r). Hvis en banekurve for en periodisk løsning til (4) er

nulhomotop i D, vil der altid i I(n findes et singulært punkt,

som ikke er et sadelpunkt.

5.14. Vi vil vise endnu en sætning om Jordankurver til

brug i det følgende.

5.14.1. Sætning. For en Jordankurve r gælder altid, at

I (ty er enkelt sammenhængende.

Bevis. Vi skal blot vise, at enhver lukket trappelinie

(brudt linie, hvis sider er parallelle med en af koordinatakserne)

er nulhomotop. Vi minder om, at en nulhomotop kurve kan ændres

kontinuert til en kurve, der er udartet til et punkt, og at det

endda er muligt at vælge dette punkt vilkårligt på selve kurven,

og at den kontinuerte ændring da kan udføres, således at det

udvalgte punkt bliver liggende. Hvis en i sig selv tilbagelø

bende sløjfe på kurven er nulhomotop, kan den altså trækkes sam

men, således at det punkt, hvor den begynder og ender, bliver

liggende. Heraf følger, at det er nok at vise påstanden for en

simpel lukket trappelinie.

Hvis en simpel, lukket trappelinie er konveks, er den et

kvadrat og derfor nulhomotop. Hvis en simpel lukket trappelinie
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ikke er konveks, vil man ved at gennemløbe den engang komme til

en side, hvis forlængelse går ind i området indenfor trappe

linien. Denne er da åbenbart homotop med den nye trappelinie,

man får ved at forlænge en sådan side ind i det indre indtil

den første gang rammer trappelinien igen. Den nye trappelinie

gennemløbes, således, at man efter den nævnte side gennemløber

forlængelsen og går tilbage igen langs denne og derefter fort

sætter som før. Den nye trappelinie består af 2 lukkede sløjfer,

der hver har færre sider end den oprindelige. Hvis vi nu alle

rede har vist, at en trappelinie med færre sider end den givne,

er nulhomotop, følger det af bemærkningerne i begyndelsen af

dette bevis, at den givne også er det. Da nu en trappelinie med

4 sider er nulhomotop, er vi nået til et induktionsbevis for

sætningen.

Beviset bygger på, at området indenfor en simpel, lukket

trappelinie i I (r) er en delmængde af I ( r). Da dette er den

eneste egenskab ved I(r), vi har benyttet, har vi samtidig fået

bevist følgende sætning:

5.14.2. Sætning. Et område D er enkelt sammenhængende, hvis

og kun hvis det for enhver simpel, lukket trappelinie r c D

gælder, at I(r) c D.

Vi vil nu vise følgende sætning:

5.14.3. Sætning. Lad D være et område, og lad r c D være

en Jordankurve, for hvilken I (r) c D. For en Jordankurve ri'

som er homotop med r i D gælder I (ri) c D.

Bevis. Vi betragter et vilkårligt punkt a E I ( ri ), og vi

skal da blot vise, at a ED. Hvis a E~ er dette på forhånd

givet .. Hvis a E y( r) vil r have omløbstal O om a, medens ri

har omløbstal 1 eller -10m a. Heraf følger imidlertid, at en
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kontinuert kurvefamilie 6(t) c D, hvor 6(0) = r og 6(1) =

~' indeholder en kurve gennem a, og da denne kurve ligger i D,

kan slutte, at a E D.

5.14.4. Sætning. Lad r være en differentiabel Jordankurve

i et område D. Hvis I( r) c D, er r nulhomotop i D.

Bevis. Idet vi tænker os D ti~ørende (x,y)-planen, kan vi

inddele r i endelig mange buer, som hver kan fremstilles ved

en ligning af formen y = ~(x) eller x = ~(y). Efter tur erstat-

ter vi hver af disse buer med en med buen homotop trappelinie

uden skæringspunkter med den øvrige del af r og homotop med

den oprindelige bue. Derved får vi r erstattet med e n simpel

trappelinie r 1 homotop i D med r . Ifølge sætning 5.14.2 gæl

der I( r1 ) c D og sætning 5.14.1 medfører derfor, at r 1 er nul

homotop i D. Dermed er sætningen bevist.

5.15. De i foregående afsnit udledte topologiske resulta-

ter giver os yderligere en del oplysninger om de periodiske in

tegralkurver til differentialligninger. For det første ser vi,

at der ikke kan findes periodiske løsninger i et enkelt sammen

hængende område uden singulære punkter.

For en differentialligning i et ringformet område mellem

en Jordankurve r 2 og en Jordankurve r 1 c I (r2 ) og uden singu

lære punkter i dette område, får vi, at periodiske løsninger

ikke kan have nulhomotope banekurver • Hvis 6 er banekurve

for en periodisk løsning, gælder I(~ cI(r 2 ), men da 1(6) c

I( 12) n y(r1 ) ville medføre, at 6 var nulhomotop, gælder

1(6) n I ( T
1

) +ø, men da I ( 11) er sammenhængende, medfører dette,

at r 1 c 1(6). Vi ser således, at banekurven 6 må omslutte r 1•

Hvis der er flere periodiske løsning viser det samme ræsonne-

ment, at det for 2 vilkårlige blandt dem vil gælde, at den
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ene banekurve omslutter den anden.

5.16. Vi kan ikke vente, at de ovenfor omtalte topologiske

betragtninger i konkrete tilfælde vil give tilstrækkelige op

lysninger. Først og fremmest giver metoderne kun svar på spørgs

målet om eksistens af periodiske løsninger uden at oplyse om

antallet af sådanne. Et noget mere .;l1'dgående studium af differen-

tialligningen vil dog ofte kunne give præcisere oplysninger.

Vi skal i det følgende gennemføre en sådan behandling af

en mere speciel differentialligning, idet vi skal vise følgende

sætning, som skyldes N. Levinson og O.K. Smith.

5.16.1. Sætning. Lad f,g~R ind i R være kontinuerte funk

tioner, der tilfredsstiller følgende betingelser~

1). f(-x) :::: f(x), g(-x) :::: -g(x)~

2)~ .g(x) > O for x 4O og g(x) tilfredsstiller Lipschitz

betingelse.
x

3) •. Funktionen F(x):::: i f(t)dt antager værdien O for 1

og kun 1 positiv værdi a af x, og F(x) er negativ i

hele intervallet ]O,a[A

4). F (x) er voksende for x ? a og går mod 00 for x -t 00.

Da vil differentialligningen (den generaliserede Lien;ard

ligning)

(5) x + f(x)x + g(x) :::: O

have 1 og bortset fra forskydninger i t kun 1 periodisk løsning.

Bevis. Vi indfører den nye variable

y :::: X + F(x),

som har differentialkvotienten

il :::: X + f(x)x,

og vi ser da, at ligningen (5) transformeres til ligningssyste

met
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(6) x = y - F(x)

y =:-g(x), 2.'
som har sit eneste singulære punkt i (0,0)0 Dette singulære

punkt kan i hvert fald ikke være et sadelpunkt~ og der er såle-

des mulighed for eksis tens af periodiske lØsninger, hvis bane
Y .M

/
V

Y, == .. F(x)
~

--..,-'--+---,-'-'---W~--+-----x
/1\

På figuren har vi

antydet bevægelsesretningerne

i hvert af de 4 områder, hvori

kurve omkredser (0,0).

planen deles af y-aksen og kur

ven y = F(x). Hastighedsfeltet

i (6) er på grund af betingelsen

2) symmetrisk om (0,0).

En b anekurve , der starter i et punkt (O,~) af y-aksen, hvor

~ > O, vil fortsætte mod hØjre og nedad. Da f(x) > ~ fra en eller

anden værdi at regne, vil banekurven altid nå kurven y == F(x) i

lØbet af endelig lang tid~ E~ter passage af y = F(x) fortsætter

banekurven nedad og mod venstre. Lige under kurven y == F(x) for

x > O kan vi afgrænse et bælte af varierende positiv bredde, som

gennemskæres af de nedadgående løsninger. Til hØjre for det

punkt, hvor y == F(x) antager sin mindste værdi for x > O vil vi

derfor fra et vist tidspunkt have i < ~ k, hvor k er et positivt

tal. LØsningskurven vil derfor bevæge sig mod venstre under

y == F(x) og i hvert fald passere minimumspunktet. Til venstre

for dette vil xvære endnu mindre, og vi kan derfor slutte, at

kurven igen når y-aksen, som den rammer i et punkt (O,-~(~»,

hvor ~(~) > O. Derved har vi defineret en afbildning ~:JO,oo[ ind

i J0,00 [ •

Funktionen M er strengt voksende. Banekurven fra (O,~)
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til (O,-p(~» sammen med stykket på y-aksen mellem disse punkter

udgør nemlig en Jordankurve, og en banekurve, der starter i

(0'~1)' hvor ~1 >~, må forløbe i det ydre område, og den ram

mer y-aksen igen i (O,-p(~», som altså ligger udenfor Jordan

kurven. Derfor er P(~1) > p(~).

Lad os nu antage, at løsningen med udgangsværdier t = O,

x ::::: O, Y ::::: ~ er givet ved

x ::::: ~(~,t), y ::::: ~(~,t),

så vi har

O = ~(~,O), ~::::: ~(~,O).

Idet t* ::::: t*(~) betegner tidspunktet for den næste passage af

y-aksen, har vi

O ::::: ep (~ , t *), - p ( ~) ::::: ~ ( ~, t *) •

Idet vi med r betegner banekurven fra (O,~) til (O,-p(~»,

har vi ifølge (6)

t*1F(x)dy ::::: - 1 F(~(~,t»g(~(~,t»dt:::::
r o

*t re'

I ld ~ ~
(dt~(~,tj-t/t(~,t~ g(~(~,t»dt:::::

O \J

t* t*
.fa g(q>(tJ,t))dq>(tJ,t) + fa Ø(tJ,t)dØ(tJ,t).

Her bliver det første integral lig med O, fordi ~(ø,O) ::::: ~(ø,t*)

::::: o. Altså får vi

Ved udregningen af kurveintegralet kan vi udnytte~ at kur

ven r kan fremstilles på formen x ::::: y(y), og deraf følger, at

integralet i (7) bliver positivt, hvis F(x) er negativ overalt
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langs r, altså hvis skæringspunktet mellem r og y = F(x) har

abscisse ~ a. Heraf fremgår, at integralet i (7) er positivt for

små, positive værdier af f3. Ved at forfølge en banekurve .. for 1::sn

løsning fra et punkt på y = F(x) og i den retning, der svarer

til aftagende t, ser vi nemlig ved en betragtning, der ganske

ligner den tilsvarende ovenfor, at enhver sådan banekurve kommer

Y1'
13i1---
{3

fra et punkt (O, f3) med {3 > O.

Vi vil nu nærmere

undersøge, hvordan udtryk

ket (7) varierer, når r
skærer y = F(x) i et punkt,

dersøgeIse deler vi som

hvor x >a. Ved denne un-

antydet på figuren r i

stykkerne r1 , r2 og r 3'

således at r 1 og r
3

er de -p, ({3)

stykker, der ligger mellem -P,({31) I
Iy-aksen og linien x = a.

På stykket r
1

kan vi

bruge x som variabel, ogm det (6) giver

Q.;z - _~.
dx - y:FTX')'

får vi derved

hvor vi i nævneren skal indsætte ligningen y = h(x) for r 1 " Ved

overgang til løsningen, der starter i f31 > {3, sker der blot en

forøgelse af nævneren, som altid er positiv. Da -F(x)g(x) lige

ledes er positiv, vil hele udtrykket formindskes. En helt tilsva-
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rende overvejelse giver, at integralet langs r
3

ligeledes afta

ger, når ~ vokser.

Langs den resterende del af integrationsvejen er F(x) > O,

og udtrykket i (7) derfor negativt. Ved overgangen fra ~ til ~1

vokser F(x) for hver enkelt værdi af y, og desuden fås et par

nye bidrag, fordi intervallet bliver længere. Bidraget fra den

ne del af integrationsvejen er altså også aftagende, og det går

åbenbart mod -00 for ~ ~ 00.

Vi har dermed vist, at udtrykket i (7) er positivt for

små værdier af~, og at udtrykket fra en værdi af ~ at regne,

for hvilken udtrykket endnu er positivt, er en monotont aftagen

de funktion, som går mod - 00 for ~ ~ 00'.

Vi vil nu vise, at afbildningen ~ er kontinuert for værdi

en ø. Vi betragter et vilkårligt tal E E 10'~(~1)-~(~)[' Vi kan

da forfølge løsningerne fra punkterne (O,~(~)+E) og fra

(O,-~(~)-E) i retning af aftagende tid, og da deres banekurver

ikke kan skære de fra (O,~) og (O,Ø1) udgående banekurver, vil

de ramme y-aksen i punkter (0,~-6'1) og (O,~+6'2)' hvor 01 og 02

er positive. På grund af monotoniteten gælder nu

~(]j3-01 ,f3+02[) ~ lf.l(j3-01),~(~+02)[ =

] ~(f3)- E, ~(~)+ sE,
og dermed er kontinuiteten bevist.

Da udtrykket (~(f3))2_~2 i (7) således er kontinuert, posi

tivt for små f3 og aftagende fra et f3, der endnu svarer til en

positiv værdi af udtrykket, medens det er negativt for store vær

dier af f3, kan vi slutte, at betingelsen

er opfyldt for netop 1 positiv værdi af ~.

Hvis løsningen, som starter i (O,~) er periodisk, vil der
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på grund af banekurvens symmetri om (0,0) netop gælde ~(ø) = ø.
Omvendt vil ~(ø) = ø netop sikre, at den integralkurve, der star

ter i (O,Ø) er periodisk.

Vi har dermed vist eksistensen af netop 1 positivt øo' så

ledes at løsningen med udgangspunkt (O,øo) er periodisk, og der

med er sætningen endelig bevist.

For ø >ø gælder ~(ø) < ø, og efter et helt omløb er kur-
o

ven i ~(~(ø)) < ø, og kurven løber indad i spiral mod den perio-

diske løsningskurve. For ø < Øo villøsningskurven løbe udad i

spiral.

Inden vi forlader problemstillingen, at vi ganske vist har

bevist, at alle integralkurver, der starter på y-aksen, går asymp

totisk mod den periodiske løsning i indad- eller udadgående spi

raler. Det er imidlertid ikke rigtigt, at løsningerne altid går

i spiraler, også når man følger dem i retning af aftagende t-vær

dier. Hvis vi starter på y-aksen og følger banekurven i den nævn

te retning, vil det eventuelt indtræffe, at banekurven aldrig

når kurven y = F(x), og den bliver da ikke spiralformet.

5.17. Som eksempel på den i sætning 5.16.1 omtalte genera

liserede Lienardligning skal vi særlig nævne ligningen

( ) .. ( 2)' 28 x - 2k 1-qx x + h x = 0,

som opfylder alle betingelserne, hvis de 3 koefficienter alle er

positive.

Ligningen (8) kaldes Van der Polls ligning efter den schwei-

ziske matematiker, som først gennemførte en indgående undersøgel-

se af den. Van der Pol behandlede ligningen ved ret primitive

metoder, idet han ved en grafisk integrationsmetode konstruerede

løsningskurverne i faseplanen med tilnærmelse, og derved nåede

han netop til den opfattelse, at ligningen har 1 og kun 1 perio-
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disk løsning, som alle de andre løsninger går aymptotisk mod.

Det lykkedes ham dog ikke at bevise dette.

Motiveringen for Van der Palls interesse for ligningen (8)

var netop, at ligningen med tilnærmelse beskriver de processer,

der foregår i visse former for svingningsgeneratorer.
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1. Beviset for, at en Jordankurve deler planen, kan simpliciferes

meget væsentligt, når Jordankurven indeholder et liniestykke.

Prøv at udføre sådan et simplificeret bevis.

2. Beviset for, at en simpel polygon deler planen, kan udformes

simplere på grundlag af følgende ide ~ Et punkt a" der ikke

ligger på polygonen 9 siges a~ ligge udenfor eller indenfor po

lygonen skærer en halvlinie med endepunkt a i et ulige eller

lige antal skæringspunkter.Denne definition må selvfølgelig

præciceres ganske væsentligt. Vis, at Jordans sætning for po

lygoner kan bevises lettere på grundlag af der her anførte •

. 3. Gennemfør et simplere bevis for sætning3n om, at en simpel bue

ikke deler planen, idet det specielt antages, at buen er dif

ferentiabel.

4. Prøv at udføre beviset for, at Jordans sætning gælder for en

differentiabel Jordankurve, så enkelt som muligt.

5. Udnyt Jordan's sætning til bevis for, at en Jordankurve ikke

kan udfylde et område i planen. Heraf fremgår, at et interval

af R ikke er homeomorft med nogen delmængde afR2, som har in

dre punkter. Vis, at et interval af R heller ikke er isomorft

med nogen delmængde af Rm, m > 2, som har indre punkter. Disse

resultater antyder, at egenskaben "1-dimensional" er topologisk

invariant.

6. Det er anskueligt klart, at en kontinuert kurve fra a til b

. indeholder en delmængde 9 som er en simpel bue fra a til b. End

videre kan denne bue vælges således, at dens punkter gennemlø

bes i samme rækkefølge, som de tilsvarende på den kontinuerte

kurve (med forbehold overfor dobbeltpunkter). Prøv at præcice-

re og vise dette. Det er temmelig svært.
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• 2 2
Y = x + y - y (x +y )

7. Bestem Poincare index for retningsfeltet

x= _y(x2+y2_1 ) ; y = x(x2+y2+1 )

med hensyn til en kurve, der omkredser en eller flere sin

gulariteter. Sammenfold resultatet med banekurverne for de

periodiske løsninger.

8. Lad p,Q:k2 ind i li være kontinuerte afbildninger, som til-

fredsstiller betingelserne

P(-x,-y) = P(x,y); Q(-x,-y) = Q(x,y); p(O,O) = Q(O,O) = O.

Vis, at differentialligningssystemet

x= 2pxy + P(x,y)(x2+y2)

y = ~(x2_y2) + Q(x,y)(x2+y2),

hvor p og ~ er reelle tal, ikke har periodiske løsninger,

som omkredser (0,0).

9. Vis, at differentialligningssystemet
• 2 2· 2 2x = a1x +b1xy+c1y; y = a2x +b2xy+c2y

hvor koefficienterne er reelle tal, ikke har periodiske

løsninger. Gennemfør først beviset direkte, f.eks. ved at

undersøge, om der forekommer rette linier som banekurver for

løsningerne. Undersøg dernæst, hvilke værdier Poincare index

for (i,y) med hensyn til en lukket kurve omkring (0,0)

overhovedet kan antage, og udled resultatet heraf.

10. Diskuter spørgsmålet om eksistens af periodiske løsninger

til ligningssystemet

x= x - y - x(x2+y2);

dels ved topologiske metoder, dels ved eksplicit at løse

ligningssystemet.

11. Vis, at der eksisterer et autonomt differentialligningssy-

stem, hvis løsninger som banekurver har koordinatakserne,
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samt alle kurver, der er ligedan beliggende med kurven med

ligningen

xy(x2+y2_1 ) + 2(x+y).

Hvilken værdi får Poincare index for det tilsvarende ret-

ningsfelt med hensyn til en Jordankurve , ær omkredser O?

12. Vis, at der for a > 0, b > °eksisterer netop 1 periodisk

løsning tilligningssystemet

x= x - y - xt~ <~); y = X+ Y - Y(~ + ~ )

13. Vis, at differentialligningen
:: (. 2 ) • 2x - a i-x x + h x = O

for a > O har 1 og bortset fra parallelforskydning kun 1

periodisk løsning.
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Rettel~ygblad. til T.5.

5.2. I linie 4.n. rettes IIteori" til topologi".

5.8. Påstanden i linie 8.7. f.n. følger af~ at i hvert fald

den sidste side~ der gennemlØbes fØr den sidste passage

af dobbeltpunktet~ udelades i sin helhed.

5.11. Linie 2. f.o. udgår.

Læg godt mærke til ræsonnementet i linie 16-10 f.n. Det

er trods sit uskyldige udseende af ganske afgØrende be-

tydning for beviset.

Sidst i linie 2 f.n. tilfØjes "simpel".

5.12. I anden linie i lemma 5.6.3 er nogle ord faldet ud:

Komplementærmængden er består af netop 1 begrænset og 1

ubegrænset komponent og r har omlØbstal O om •••

I linie 5 f.n. rettes Cl' til Cl' \ K.

5.13. Linie 14 f.n. Der slcal selvfØlgelig stå: "et begrænset og

et ubegrænset område\(o

Linie 8 f.n. Idet vi drager slutningen I(J1 ) ~ I(J2)~ be

nytter vi~ at r 2 c Y(J1 ), men det fØlger af~ at 1'2 er

sammenhængende~ og at V E Y(J1 ).

5.14. Linie 1 f. o. Der skal s tå IIpunkterne af I (r) •

Linie 14 f.o. At punkterne af J
3

\ UV tilhØrer Y(J4 ) fØl

ger af~ at J3 \ UV er sammenhængende og ikke har punkter

fælles m0d J4~ samt at et purutt af J3 \ UV er forbundet

med A ved et liniGstykke~ der ikke har punkter fælles

med J4 •

5.19. Den fØrste linie på siden udgår.

5.23. Linie 14 f.n. Der skal stå 2~n.

5.27. Linie 2 .fo. rettes Ilafhængig lf til ituafhængigll.
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5.28.

5.31 .

5.33.

5036.

Afsnit 5.14 og 5.15 er ikke eksamensstof.

Linie 10 f.n. Der er et e for meget i Lienard.
d

Linie 8 f.n. Der skal sættes parentes om dt~(~1t).

Linie 11 foo. Ordene IIbemærker ViiI er faldet ud.
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Sætninger om homogene , lineære

differentialligninger af 2. orden.

SA .1.Vi skal i dette kapitel studere løsningerne til en
"..\

homogen lineær differentialligning

(1) A(t) x + B(t) x + c(t)x = O,
hvor funktionerne A,B,C er kontinuerte i et interval I, og

og hvor A ikke antager værdienO.

Fra den almindelige teori for lineære differentiallig

ninger ved vi ,.at der eksisterer 2 funktioner <Pit: I ind i "tt,
således at den fuldstændige løsning til(1) er givet ved

(2) x ::;: 01 <pet) + 02 y(t), c1,·, 02 ~G!t.

Løsningsmængden udgør således et vektorrum med <P og y

som basis.At <P og y er lineært uafhængige er ensbetydende

med, at Wronski-determinanten

(3)
" ) .

w (t)= I·· <pet)
<P ,Y D<p ( t)

y( t)

W'(t)

ikke er O. Da Wronski-determinanten er løsning til

A(t) :,~ + B(t) x =0

,
-/ f t~~~dtgælder

w 'T'( t) = ° e<p,-r.

hvilket )lledt'ører, at Wronski-determinanten er identisk O,

hvis den overhovedet [:.:"'.'::::'::':'" værdien O på intervallet I ...

5A.2._Af (2) følger

(5) x ::;: ~1D<p(t)+ c2Dt(t)

Hvis x egil: bliver O for samme værdi af t, giver (2) og (S)
·41&lJtW

for denne værdi af t, at C'j :.~ 02'= Q, altså at l'øsn~netop er
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lØsning

er nullØsningen. Hvis en løsning x =X(t) bliver O for t = to'

vil alle lØsninger x =c X(t) have den samme egenskab. Da

~ og Y ikke har fælles nulpunkter, findes der ikke flere lØs

ninger med nulpunkt i tO' Vi sammenfatter dette i en sætning:

5A.2.1. §ætn2RÆ. Egentlige løsninger til (1) har ingen

multiple nulpunkter-. Egentlige løsninger med et fælles nul

punkt fremgår af hinanden ved multiplikation med konstant.

5A.3. For den specielle differentialligning

x+ 2k x + h2x =O

får vi for Ikr > Ihl den fuldstændige

x = c eAt + c ~t.
12 '

hvor A og ~ er rødder i ligningen
2 2R + 2kR + h = O.

For Ikl < Ihl har denne ligning komplekse rØdder -k f iy, og

differentialligningen har da den fuldstændige lØsning
~t ~x = e (c1 cosyt + 02 sinyt)j 01'02 € ~o

Vi ser således, at lØsningerne i tilfældet Ikl > Ihl hØjst

har 1 nulpunkt hver, medens lØsningerne for Ikl < Ihl bliver

svingninger, som skifter fortegn uendelig mange gange.

]lor den almindelige ligning (1) vil det undertiden ind

træffe, at lØsningerne får karakter af svingninger, idet de

hyppigt og mere eller mindre regelmæssigt skifter fortegn. Vi

vil i det følgende forsøge at finde kriterier, der gør det mu

ligt ud fra viden om koefficienterne A,B og C at afgøre, om

lØsninger til (1) har karakter af svingninger, og i bekræftende

fald finde vurderingen af intervallængden mellem på hinanden

følgende nulpunkter.

5A.4. Vi vil bringe ligningen (1) på en form, der er mere

hensigtsmæssig. Vi sætter (sml. (4»

p(t) = ev(t), pet) =~f:f ev(t)
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altså,hvor v er en stam+unktion tik B/A,

DV( t) ='~+~t ." .
Vi får da, hvis (1) tænkes opfyldt

D(p(t)x)=p(t)x+p(t)Dv(t)X =
xt~ (A(t)x + B(t)x) = - I?:t C(t)x =

så vi får differentialligningen

- p(t)x,

(6) D(p~t)X) + p(t)x.= o.
. .

Det fremgår også af omrGgningen, at (6; rned~Ø~

rer (1).

Det fremgår af definitionen af funktionen p,

at den ikke antager værdien O.

5A.5. Undertiden kam man med fordel yderli

gere simplificere (6) ved at indføre

(7) u =J:Ct)
som en ny uafhængig variabel.Da u afhænger

strængt monotont af t,er dette altid muligt.

Af (7) følger

d
2

X
~ +Q(u)x=o,
du

definE.'!"8t ved, at

(8)

pet) h = ~ ,

så (6) vil efter multiplikation gå over i

ligningen

hvor Q er

(9) Q(u)=p(t)P(t).

Da udregningen af integralet i (7) kan vol

de vanskeligheder, vil vi i det følgende oftesG

behandle differentialligningen på formen (6).

5A.6. Vi vil nu bevise en sætning for løsnin

gerne til (6) i et specielt tilfælde:
t

5A.6.1.Sætning. Hvis pet) >'0 og pet)

hvert t indeholdt i l,da har en

et-

til (6) højst et i intervallet I og
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T5,A.4

:1 ind i k konti-
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differentiabel funktion

nuerte~!b2:ldn.ing~!,.~ad for j=1, 2 funktionen 3J _
være ~~sn~ng til differentialligningen

~ vil ikke begge have~er i L

Bevis: Da ~ tilfredsstiller (6), fås

D (y (t) ~ (t) D~ (t) )==p (t) (D ~ (t )~ p (t) (~ (t) t ,
hvilket viser, at den ved p (t )~ (t)D<;o (t) de·f'ine:re-·

de funktion er monoton.Da ~ ~~enbart ikke kan

være konstant på noget intervali~bliver pet)

~( t )D~ ( t) endda s trengt mono ton, og har

derfor højst et nulpunkt i intervallet I.Heraf

følger alle påstande umiddelbart.

5A.7•• Vi skal nu vise en sætning,der kan ud

nyttes til påvisning af,at en løsning til en dif

ferentialligning af formen (6) er svingende:

5A.7.1.Sturms Sammenligningssætning. Lad I ~ R
være et interval, p:I ind iR en strengt positiv
~ " "~---'--------------

(10) ~(p(t)X)~P:J t x=O.

Lad a og b være på hinanden følgende nulpunkter
.~ .. _ ..... -------------

~or S24 i.~n.tEl:r'va.:':let I.Hvis_~ ~t)_ ~ ~1 .:..~ --=:..-
[a, b] ,da har <;02~ et nulp~t i fa.,b], og

~I2~~ ~kke er_iden.t ~ske2 . har_~2 endda et

nulpunkt i] El" b [ !
~='~'_',=,~"~."-."".,."."",""",,,.-=-"""""'~~"'-,,-,-,

Bevis:Vi viser den første påstand ved at vise

den med påstanden ækvivalente implikation:

('lit E:~ , b] (<;02 (t )=1=0) ) ~ :3 t E: [a, b] (p2 ( t ) <Pt( t ) ) •

Da vi kan multiplicere hver af lØsningerne ~j

med en fra O forskellig konstant uden at ændre

dens nulpunkter,kan vi antage .. at~1 og<J2er positive

på Ja~ b[ ~Da ~ og lf2 endvidere tilfredsstiller (10)
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J: (P2(t)D(P(t) DP1(t)) - P.1(t)D(P(t)DP2(t)))dt ~

b
Ja D(P(t)(<P2(t)Dso1 (t) - S01(t)DS02(t)))dt::::

P(b)<P2(b)D<P1(b) - p(a) S0 2(a)Dso1 (a).

At: antagelserne fØlger imidlertid .

p(a) > 0, p(b) > 0, P2(a) > 0, P2(b) >° l~ (J.

D<P1(a) > o, D<P1(b) < o,
hvor vi har benyttet~ at <P2 ikke har multiple nUlpUID{ter. Vi

har således vist, at

(11) lab (P2(t) - P1(t))P1(t)P2(t)dt < 0,

og integranden er dert:or ikke ~ O i hele intervallet [a,bJ o D01'"

med er den fØrste påstarld i sætningen bevist.

Hvis S02 ikke har nulpunkter i Ja,b[, men eventuelt i det

ene eller begge endepuIDcter, fØrer regningen ovenfor til (11)

med ~ i stedet for <. Da integranden er ~ O i hele intervallet,

kan vi slutte, at integranden er identisk O, altså at Pi og P2

er identiske.

Sætning 5.A.7.1. kan anvendes i det specielle tilfælde,

hvor Pi og P2 er identiske, og vi får da sætningen:

5.A.7 .2. Sætni!1&: Mellem?J2å-.hinab1Q.~~f'4J.gen.d.i2 nulpuIDcter

f02'__~l}_1.Ø.Jm,ing_~il~ge~j6~~~~netop_i- nu1Eunkt ~Q::''l.

hver lØ~ng til (6), som e r lineærj;~ll-flfb$ngig.~f~tp .•~ ..
_-===~~"U"'" __ .. _ •.. " ..•..•......._,.."., , _ " "" _ ~~~;~~~

5A.8. Vi vil vise endnu en sammenligningssætning, som

slutter sig nØje til Sturm's sammenligningssætning:

5A.8.1. ~g. Hvis vi til forudsætningerne
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i sætning5A.7.1 føjer at P2(t»~(t) for alle

tE: [a, b J, samt at <J1 og ({i2 svarer til samme begyndel

sesværdier i et punkt tD~a,b],altså at:

<Pi (to) = ({i2(tO) = xo ' D<Pi ( ) =D({i2(tO) = yO!
tj' ..l fl,'··?",!··,/··l./;}.(,/1F'+f {:?.,

da vil forholdet ({ii/({i2 være monotortt af~agende på

[~,b ],altså også 1({i2(t) I < I({ii (t) I for alle t E: ]to,b •

Bevis. For

a ~ to < ti ~ b

får vi vedat kopiere regningerne i beviset for

sætning 5A.7.1 at:

ti .1 (P2(t)-Pi(t~<P1(t)<P2(t)dt =
to !

~ (t) ('P2( t)D'P1 (t)-'P1 (t)D'P2 (t))f1 =
't

O

p(ti )(({i2(ti )D({ii (ti )-<Pi (ti )D({i2(ti » =

2 <Pi
p(ti )(<P2(ti » ~(ti)'

idet indsættelse af nedre grænse i det ubestemte integral giver

o på grund af udgangsbetingelserne. Vi har således vist, at

n!1 er positiv i ]to,b], og dermed er sætningen fuldstændig be
({i2

vist for to > a. For to = a behØver vi plot at bemærke, at

<Pi / <P2 på grund af I'Hopital's regel har grænseværdi 1 i a.

5A.9. Hvis en løsning til (6) har svil1gningskaralcGer vil dens

grafiske billede i almindelighed bestå af en række uensartede

bØlgetoppe og bØlgedale, således at svingsamplitaden varierer

fra udsving til udsving. Imidlertid gælder følgende sætning:

5A.9.i. Sætning. Lad I ~ R være et interval, p,P:I ind i

R differentiable afbildninger, af hvilke p er positiv, medens P
./..

ikke antager værdien O på I. Lad <P være en lØsning til differen-

tialligningen
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(12) D(p(t)x) + p(t)x =O,

og lad t 1 < t 2 < t
3

< ••• være de punkter af I, hvor~ antager en

ekstremumsværdi~ Hvis produktet pP er en på I aftagende (voksende)

funktion, vil følgen (I~(t )I)være voksende (aftagende).n

Bevis. Funktionen ~:I ind i k, hvor
2

~(t) = (~(t»2 + (p~t)Dø(t)
p(t)p(t)

antager i hvert t værdien (~(t »2, og sætningen vil derfor væren n
bevist, hvis vi viser, at D~ og D(pP) altid har modsat fortegn. I-

det vi erindrer, at ~ er en løsning til (12), får vi

D~(t) = 2~(t)D~(t) + 2 D~(t)D(p(t)D~(t))
pet)

(~(~J») 2 D(p(t)P(t» =

- (~r~J») 2 D(p(t)P(t»,

og dermed er sætningen bevist.
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1. Bring Bessels differentialligning

2.. • (2 2)t x + tx + t - n x = O,

. samt hver. af differentialligningerne

ti - 2px - c2tx = O

T5A. Opgaver o

tx + •x + (t+p)x = O,

hvor n,c og p er reelle tal, på formen (8).

2. Bring den hypergeometriske differentialligning

t(1-t)i + (c-(a+b+1)t)x -.abx = O,

hvor a$lb og c er, reelle tal, på formen (6)0

3. Vis, at sætnipg 5A.6~1 gælder i en skarpere form for diffe-
"

rentialligningen (8).

i
4. Find for n heJ- og ikke ne,gativ alle løsninger til Bessels

,

differentialligning (opgave nr. 1), der kan udvikles i en

potensrække ~ ant U
•

5. Vis, at enhver af de i (4) fundne egentlige løsninger er po

sitiv og konveks ell~r negativ og konkav på [o,n].

6. Undersøg dels for t > O og dels for t < O om løsningerne til

de 2 sidste differentialligninger i opgave nr.1 har karakter

af svingninger.

7. Vis, at afstanden mellem på hinanden følgende nulpunkter for

løsninger til Bessels differenti,alligninglconvergerer mod 1T

for t ~ <x>.

8. Vis, at de numeriske værdier af en løsning ep til Bessels dif-·

ferentialligning i ekstremumspunkterne'fort > O danner en

aftagende følge.
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Sturm-Liouville-problemet.

T 5B.1 ..

5 B.i. Vi skal også i dette kapitel studere en lineær

differentialligning af 2. orden, som vi vil tænke os bragt på

formen

(1 ) D(p(t)x) + p(t)x = O,

hvor p er positiv og kontinuert differentiabel på et interval

[a,b] ~ R,medens p er kontinuert på I.

Lad ~1 og ~2 være lineært uafhængige lØshinger til (1).

Den fuldstændige løsning er da

fC1Ø1 + c2~2 I °1'°2 E Rl·
Et rimeligt randværdiproblem for (1) består i at bestemme

en lØsning til (1), som i endepunkterne a og b antager givne

værdier. Det har imidlertid også ofte interesse at bestemme en

lØsning, hvis differentialkvotienter i a og b antager givne

værdier. Endelig får man undertiden brug for en mellemting mel

lem 2 problemer. Alle disse problemer er imidlertid specielle

tilfælde at det randvæ~diproblem, der består i at bestemme en

1øsnihg ~ til (1), således at

(2) h1~(a) + h2D~(a) = A,

hvor h1 ,h2 ,k1 ,k2,A og B er givne reelle tal.

Opgaven er altså at bestemme 01 og c2,således at C1~1~02~2

tilfredsstiller (2), altså således at
,('"t

c1 (~~(a)+f5~1 (a» + 02(/~2(a)~ID~2(a» =.A·,

c1 (Cf4 (b)+D~1 (b» + C3(~2(b)+D~2(b» = Bo

Dette ligningssystem vil have 1 og kun 1 løsning, hvis og kun

hvis

~1(a D~1(a),

~1(b) + D~1(b) ,

~2(a) + D~2(a)

~2 (b) + D~2 (b )
+O.
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Hvis denne determinant har værdien O, er randværdiproble-

met (1), (2) kun lØseligt for specielle valg af A og B, men det

vil da have uendelig mange lØsninger. Vi ser, at dette ind

træffer, hvis og kun hvis ligning (1) har en egentlig lØsning,

der tilfredsstiller de homogene randbetingelser

(3) h1 CP(a) + h2Dcp (a) = k
1

ep (b) + k2Dcp(b) = O.

Det system, der består af differentialligningen (1) med

randbetingelserne (3) kaldes et Sturm-Liouville-system.

Sturm-Liouville-systemet giver selvfØlgelig ikke anledning

til vanskeligheder, hvis man kender 2 lineært uafhængige lØs

ninger til (1), men det forekommer selvfØlgelig ofte, at lØs

ninger til (1) ikke kan udtrykkes ved elementære funktioner.

5 B.2. Idet vi indfører en ny variabel

y = p(t):k,

~r differentialligningen (1) ensbetydende med ditferentiallig~

ningssys terne t

(4) :k :::: 1trir y , y = -p(t)x~

og Sturm-Liouville-problemet er ækvivalent med (4) kombineret

mod randbetingelserne
h

2
k 2

(5) h1 CP(a) + PraT y(a) = k1ep(b) + p(b)~(b) = O,

som kræves opfyldt for den søgte lØsning (cp,~) til (4).

Vi vil nu indfØre polære koordinater i (4), idet vi sætter

x = P cos@ , y = P sine,

og den partikulære løsning, der optræder i (5), vil derefter

kunne fremstilles på formen

p = 0-( t) , @ = tJ (t) .

Ligningerne (4) går nu over i

P cos@ - P ® sine

p sine + p ® cos@

1
= PrET p sine

= -p(t)p cose,
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og heraf finder vi

Vi ser, at løsning af (4) er reduceret til lØsning af den

sidste af ligningerne (6), samt en integration. I matematik 1

blev det bevist, at løsningen af en lineær differentialligning

kan reduceres til lØsning af en Riccatti-ligning og løsning

af lineære differentialligninger af fØrste ordeno Det er dette

resultat vi har genfundet i en ny skikkelse.

Randbetingelserne (5) får nu formen

~(a)(h1 co~(a) + ;(a) sin ~(a)) ~ O

~(b)(k1 co~(b) + ~) sin ~(b)) ~ O.

Da x og x ikke samtidig bliver ° undtagen for nulløsningen, som

vi ikke interesserer os for, kan ~(a) og ~(b) bortforkortes.

Vi indfØrer nu reelle tal H,K,a,~, således at
h

hi ~ Hsina, p{~) = -H cosa, k1 = K sin~;

og randbetingelserne bliver da

sin(,J(a) - a) = sin(,J(b) - ~) = O.

Den sidste af ligningerne (6) ændres ikke, når @ erstattes

med @ + ~, n E Z. Randbetingelserne bliver derfor ensbetydende

med

(7) Ji'(a) = a, 1J(b)::: ~ + n7T, n E Z,

hvor vi kan tænke os a og ~ valgt i intervallet [O,7T[o

Nu vil begyndelsesbetingelsen 1J(a) ::: a fuldstændig bestem

me en lØsning til den sidste ligning (6) og en sådan lØsning

vil altid eksistere. Det vil selvfølgelig kun undtagelsesvis

indtræffe, at den således fastlagte lØsning tilfredsstiller
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den anden betingelse (7) ~or en eller anden værdi a~ n. Der-

~or vil et Sturn-Liouville-system sædvanligvis ikke have egent

lige lØsninger. Hvis den sidste ligning (6) sammen med rand

betingelserne (7) har en lØsning, giver den ~ørste a~ ligninger

ne (6) et tilsvarende ~(t), der kun bliver bestemt bortset ~ra

en konstant ~aktor, og vi får da åbenbart en familie af indbyr-

des proportionale lØsninger til Sturm-Liouville-systemet.

5 B.3. For ligninger af form som den sidste ligning (6)

gælder en sammenligningssætning, som er nær beslægtet med

Sturm's sammenligningssætning:

5 B.3.1. Sætning. Lad p:[a,b] ind i R være en positiv,

di~~erentiabel funktion, lad P1'P2:[a,b] ind i R være kontinu

erte ~unktioner. Lad for j = 1,2 ~unktionen tJ j -: [a,b] ind i It

være løsning til

®= -~ sin
2e - Pj(t)cos

2
@o

Hvis betingelserne

da gælder

~ t E ]a,b] (tJ1 (t) > tJ2(t».

Bevis. Lad to E [a,b] være et punkt, hvor tJ1 (tO) = tJ2(tO).

Nu er

(8)

og for t = to ~ås specielt

D ~1(tO) - ~2(tO) = (P2(tO)-P1 (tO» cos
2
tJ1 (tO)'

og denne stØrrelse vil være positiv, hvis ~1(tO) ikke er et

ulige multiplum af ~ •
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Hvis ~1(tO) er et ulige multiplum af ~ får vi, at

~1(tO) - ~2(tO) = O. Ved fornyet differentiation a~ (8) får

vi D2~1(tO) - D2~2(tO) = O. Hvis vi differentierer endnu en

gang, får vi selvfølgelig et særdeles kompliceret udtryk, men

vi kan forudse, at differentiationen af det fØrste led i (8)

giver en differens mellem et udtryk, der afhænger af ~1' ~1'

D2~i og et udtryk, der fås af dette ved at erstatte ~1 med ~2.

For t = to vil de 2 udtryk altså antage samme værdi og således

hæve hinanden. I differentialkvotienterne af de sidste led 1

(8) forsvinder alle led, der indeholder mindst en faktor med en

cosinus, for t = to' hvis ~1(tO) er et ulige multiplum af~.

Altså får vi ganske simpelt

D3~1 (tO) - D3~2(tO) = 2(P2(tO) - Pi (to»sin2~1(tO)(DtJ1 (tO»2 =
2(P2(tO) - P1 (tO»(W

1
(tO»2.

Af selve differentialligningen fås nu

~1(tO) = - pet) 4 o
3 o 3

og vi kan derfor slutte, at D ~1(tO) - D ~2(tO) > o.

I et punkt to' hvor ~1(tO) =~2(tO)' gælder det altså, at

den fØrste fra O forskellige dif:t'erentialkvotient af ~1 - ~2 er

af ulige orden og positiv, og det medfØrer, at ~1(t) - ~2(t) er

negativ i et vist åbent interval med to som hØjre endepunkt og

positiv i et vist åbent interval med to som venstre endepunkt.

Specielt følger heraf, at uligheden ~1(t) > ~2(t) er opfyldt i

et vist åbent interval med a som venstre endepunkt. Hvie betin-

gelsen ~1(t) =~2(t) er opfyldt i et punkt af Ja,bJ, kan vi med

to betegne det fØrste nulpunkt for ~1 - ~2 på ]a,b]. Funktionen

~1 - ~2 er da positiv overalt på Ja,tO[' men vi har netop bevist,

at den er negativ på et vist åbent interval med to som højre

endepunkt. Antagelsen om~ at ~1(t) = ~2(t) gælder i et punkt
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a~ Ja,b] ~Ører således til en modstrid. Da ~1 og ~2 er konti

nuerte, har tJ1 - ~2 konstant ~ortegn på ]a,b]. Dermed er sæt

ningen bevist.

5 B.4. Vi har set, at et Sturm-Liouville-system sædvanlig

vis ikke har egentlige lØsninger. Hvis et Sturm-Liouville-sy-
, .

stem har egentlige lØsninger, har det i ~Ølge entydlghedssæt-

ningen et i-dimensionalt løsningsrum.

Vi vil nu antage, at funktionen P har ~ormen

P ::: q + Ar,

hvor q og r er kontinuerte ~unktioner, medens A er en reel

konstant. Vi vil antage, at r er positiv overalt i det betrag

tede interval. Det er da rimeligt at vente, at det ved (1),

(3) og (9) givne Sturm-Liouville-system vil have lØsninger ~or

visse specielt valgte værdier a~ A. Disse værdier kaldes

Sturm-Liouville-systemets egelfværdier, og hvis A er egenværdi,

kaldes systemets løsningsrum det til A svarende egen~unktions-

rum, og enhver egentlig vektor i dette rum kaldes en til A sva-

rende ege~unktion.

På rummet af kontinuerte funktioner på [a,b] indfØrer vi

et indre produkt, idet vi sætter

b
~,g'> ::: L ret) f(t) g(t)dt,

hvor r er den i (9) optrædende funktion. Det er klart, at vi

har regnereglerne

<f,g> ::: <g,f>

<a1~1 + a 2f 2 ,g> ::: a1<f1 ,g> + a2<f2,g>·

Endvidere er

<f,f> ~ 0,

og h~r gælder lighedstegnet kun, hvis f er identisk O. Vi ind-
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fører normen

IIfll = v<f,f>.

Af den for vilkårlige reelle tal u,v gyldige ulighed

O ~ Iluf + vgl1
2

= IIfl1
2
u

2
+ 2<f ,g>uv + IIg112v2

fØlger, at den kvadratiske form i det sidste udtryk har diskri
c{

minant f'O. Heraf får vi Schwarz's ulighed

Af relationen

Ilf+gl1
2 = IIfl1

2
+ 2<f ,g> + IIgll

2

fØlger ved Schwarz's ulighed, at

Heraf fremgår, at vi med den indfØrte norm har organiseret vek

torrummet af kontinuerte funktioner på [a,b] som et normeret

vektorrum. Det er ikke et Banach-rum, idet det ikke er fuld-

stændigt.

5 B.5. Den operator, som til en 2 gange kontinuert

tion ~ på intervallet [a,b] lader svare den på [a,b] kontinuerte

funktion T~, som er defineret ved

vil afbilde den delmængde A af på [a,b] to gange differentiable

funktioner, som tilfredsstiller randbetingelserne (3), altså

h1~(a) + h2D~(a) = k1~(b} + k2D~(b) = O,

ind i mængden af på [a,b] kontinuerte funktioner. At A er egen-

værdi for Sturm-Liouville problemet betyder nu, at der eksiste-

rer en 2 gange differentiabel funktion ~' som ikke er identisk

O på [a,b], og som tilfredsstiller ligningen

Med denne formulering bliver begreberne egenværdi og egen-

funktion specielle tilfælde af egenværdi og egenvektor for en



Matematik 6, 1963-64 T 5 B.8.

lineær operator på et vektorrrum. Vi skal ikke gennem~Øre un-

dersøgelserne ~ra dette synspunkt, idet de vil ~orudsætte mere

indgående kendskab til teorien ~or topologiske vektorrum. Denne

teori vil blive behandlet i det andet a~-

snit a~ denne ~orelæsningsrække. Her vil vi indskræw{e os til

at udlede to ~undamentale resultater vedrØrende egenværdier og

egen~unktioner ~or et Sturm-Liouville system.

5 B.6. Vi vil ~ørst vise en sætning~ der generaliserer en

kendt sætning ~ra teorien ~or endelig-dimensionale vektorrum:

5 B.6.1. Sætning. Hvis ~1 og ~2 er ege~unktioner svarende

til 2 forskellige egenværdier Ai 'A2 ~or et Sturm-Liouville sy

stem, da er <~1~~2> = o. Vi siger, at ~1 og ~2 er indbyrdes

Q.rtogonale.

Bevis. I~ølge det givne er

D(P(t)D~1(t)) + q(t)~1(t) = - A1r(t)~1(t)

D(p(t)D~2(t)) + Q(t)~2(t) = - A2r(t)~2(t),

og heraf ~ås

b
(A2-A1)L r(t)~1(t)~2(t)dt =

lab (~2(t)D(P(t)D~1(t)) - ~1(t)D(P(t)D~2(t))) =

b
fa D(P(t)(~2(t)D~1(t) - ~1(t)D~2(t)))dt =

~(t)(~2(t)D~1(t) - ~1(t)D~2(t))r ·
a

Da ~1 og ~2 tillige tilfredsstiller randbetingelserne, er

h1~1(a) + h2D~1(a) = O k1~1(b) + k2D~1(b) = O

h1~2(a) + h2D~2(a) = O , k1~2(b) + k2D~2(b) = O.

Disse ligninger kan op~attes som lineære ligningssystemer med

h1 ,h2 ,k1 og k 2 som ubekendte. Da såvel de to ligninger i

venstre kolonne som de to i hØjre kolonne har egentlige lØs-
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ninger~ kan vi slutte~ at hvert system har determinanten 0,

al tså, at

~2(a)D~1(a)-~1(a)D~2(a) := ~2(b)D~1(b)-~1(b)D~2(b) := O.

Heraf fremgår~ at integralet ovenfor bliver O, og da ~ +A2'

får vi

og dermed er sætningen bevist.

5 B.7. Angående mængden af egenværdier for et Sturm-

Liouville system har vi følgende sætning:

5 B.7.1. sætning. Egenværdierne for et Sturm-Liouville

system kan ordnes som en strengt voksende følge AO < ~ < A2 < .~~,

som divergerer mod 00.

Bevis. Vi betragter Sturm-Liouville systemet

(10) D(p(t)x) + (q(t) + Ar(t))x := O

h1~(a) + h2D~(a) := k1~(b) + k2D~(b) = 0,

som ved den i 5 Bo2 omtalte transformation

x = P cas@, p( t)x := p sin@

går over i ligningerne

(11) p-ip := (p(t) - q(t) - Ar(t)) sin@ cos@

(12) e := PTtr sin2
® - (q(t)+Ar(t))cos2@

med randbetingelserne

~(a) := a~ ~(b) = ~ + ~ ~ n E Z

for en lØsning @ := ~(t) til den sidste ligning.

Vi vil nu fØrst antage~ at

•

Ligningen

(13) tg2e := p(t)(q(t) + Ar(t))
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vil da med hensyn til @ have en løsning af formen

@ ::: net), t E: [a,b],

hvor n:[a,b] ind i R er kontinuert, og net) E: ]o,~[. Mængden af

nulpunkter i (t,@)-planen

for højre side i (12) består

da af alle kurverne

+ ( ) N' •@ ::: - n t + nw, n E:

En del af dette kurve system er

indtegnet på figuren. Kurverne

deler den ved a ~ t ~ b define

rede strimmel i tværgående bæl-

ter. Hvert andet af disse bælter

er positivitetsområde fore og

indeholder et rektangel defi-

noret ved en ulighed af formen

(14) a ~ t ~ b, !@-(2n+1 )~I ~ k(A),
I

hvor keA) ifØlge (13) kan vælges, således ~t

keA) ~ ~ for A ~ -00,
og positivitetsbælterne for @vil således for A ~ 00 efterhånden

opsluge hele strimlen undtagen liniestykkerne, hvor @ er et

heltalligt multiplum af u. De Øvrige bælter er negativitets

områder for @, og hver af dem indeholder et rektangelformet

bælte tværs over strimlen omkring de punkter, hvor @ er et ulige

multiplum af ~ •

Vi betragter nu en lØsning @ ::: ~(t) med ~(a) ::: a. Hvis

A blot er lille nok, kan vi åbenbart være sikker på, at linien

@ ::: a skærer gennem et af de ovenfor omtalte rektangler, der

ligger i et positivitetsbælte eller i et negativitetsbælte, og

lØsningen @ ::: ~(t) vil da aldrig kunne nå ind i et af de rektang-
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•

ler, der ligger i et af nabobælterne.

For a :.:;; O starter løsningen i et negativitetsbælte og er

derfor fØrst aftagende. Derfor vil ~(b) altid blive negativ.

Det bliver derfor nØdvendigt at kræve, at ~ + n~ E ]-~,O[. Men

så kan vi finde et Ai' således at linien @ = ø + ~ for A ~ Ai

skærer gennem rektanglet i den tilgrænsede positivitetsstrirnmel.

Nu kan lØsningen imidlertid ikke nå ind i dette rektangel. På

grund af periodiciteten i $ gælder ræsonnementet med samme Ai'

når a er et vilkårligt heltalligt multiplum af ~.

Hvis a E JO,~[ kan vi vælge A2, således at linien ® = a

for A ~ A2 skærer gennem rektanglet i positivitetsbæltet omkring

@ :.:;; ~. For løsningen gælder da altid ~(b) E Ja,#[. For

'. ø+~ E ]a,~[ kan vi imidlertid vælge A3 således at vi i hele

rektanglet [a,b] x (a,ø+nuJ for A ~ A3 har uligheden

I@I > B+P1T:<X
b-a

for lØsningen @ :.:;; ~(t) med ~(a) :.:;; a, ~(b) :.:;; ø+~ giver middel

værdisætningen, at der eksisterer et ti E Ja,b[ med

w( t ) :.:;; {3+np:-a
1 b-a

En lØsning med disse egenskaber eksisterer altså ikke for

A ~ A3 ,

Det vil altså under alle omstændigheder gælde for Sturm

Liouville systemet, at der eksisterer et AO' så systemet ikke

har lØsninger for A ~ AO'

Vi burde egentlig have betegnet den ovenfor betragtede lØs

ning med @ = ~(A,t), da den tillige afhænger af AD I det fØI

gonde kommer vi til at benytte, at lØsningen @ :.:;; ~(A,t) er kon

tinuort som funktion af begge de to variable. Vi vil udskyde

beviset for denne påstand til et senere tidspunkt og fØrst af-
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slutte beviset for sætning 5 B.7.1.

Vi betragter nu lØsningen @ = ~(A,t) svarende til udgangs-

værdien

Vi vælger nu k,K,A E R, således at

p{t) ~ k > 0, q(t) + Ar(t) ~ K > O for A ~ A, t E [a,b],

og vi har da for løsning @ = ~(A,t), at

~ k' 2 K 21!:9 ~ - s~n @ - cos El.

Vi vil lØse differentialligningen

®= -k sin2
@ - K cos

2
@.

Vi sætter tg e = u og får

li = -ku
2

- K,

som har lØsningen

lUt - - d v

tg et K+k
2v

så (15) får løsningen

__ V'--Ki{1 (Ir; \k' )Arctg VK tg ex - Arctg V'K u ,

@ = Arctg v'i tg (Arctg ifj tg " - V(Kk) t) ,

idet vi dog bemærker, at lØsningsmetoden forudsætter, at e ikke

er et ulige multiplum af ~ • Dette stemmer med, at den fundne

lØsningsfunktion ikke er defineret, når

Arctg Vi tg et - V(Kk) t

er et ulige multiplum af ~ • Det ses umiddelbart, at @ springer

~ hver gang t passerer en af de kritiske værdier. Det ses

endvidere, at intervallerne mellem på hinanden fØlgende kri-

tiske værdier har længden ~/V(Kk). Endvidere er lØsningen

monotont aftagende. Efter korrektion for springene vil lØs-

ningen således aftage med mindst
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hvor den firkantede parentes betegner det største hele tal, som

er mindre eller lig tallet i parentesen. Heraf følger nu ved

sammenligning, at

tJ(A,b) ~ -00 for A ~ -00.

Af sammenligningssætningen 5 B.3.1 følger, at tJ(A,b) er en

aftagende funktion af A. Da den tillige er kontinuert, kan vi

slutte, at der eksisterer en diskret følge af værdier AO<~1<A3<••• "

sålo(,es at tJ(A,b) netop for disse værdier bliver lig med

~+nff for passende valgt n. Dermed er sætningen bevist.

5 B.8. Vi mangler endnu at vise, at lØsningen tJ(/\,t) er

kontinuert som funktion af to ~ariable. Dette følger imidlertid

af, at differentialligningssystemet

@= - pet) sin
2

@ - (Q(t) + zr(t))cos
2
@

z = O

har lØsningen @ =tJ(A,t), z = A svarende til udgangsværdierne

tJ(a) = a, ~(a) = A, og vi ved, at lØsningen til et differential-

ligningssystem afhænger kontinuert af begyndelsesværdierne.
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( 2)

hvor c(y) er

Partielle differentialligninger af første ordeno

6.1. Den helt simple partielle differentialligning

(1) .. ~=f(X,y),

hvor f : ~2 ind i ~ er en overalt kontinuert f unktj..oP ;; har åben

bart den fuldstændige løsning

\

:' z = jf(X,Y)dX + c(y),

\
ed arbitrær funktion.

l
\

Vi må altså vente, at den fuldstændige løsning til en par

tiel differenti~ligningindehO~der en eller flere arbitrære

funktioner. Ved'}astlæggelSe af en partikulær løsning må man alt-
. I

så bestemme diSS~ funktioner, og begyndelses~rdi ... og randværdi-

problemer vil der'tor ofte frembyde alvorlige vanskeligheder8 Un,,,,
\ I
\
\ .

dertiden er man i 'qen situation, at en kendt fuldstændig løsning

til en partiel dif~erentialligningSletikke er egnet som grundlag
. I,

for løsning af et randværdiproblem~"
\ J

6.. 2 w 'r:" -':~.j0r.' 1jendOmmelighed er, at den arbitrære funktion

o(y) ikke behøver at være differentiabel og endda ikke at være

kontinuert; Dette f~nomen har en vis sammenhæng med begyndelses

værdiproblemet for (1).
i

Lad x = a(s), y =~(s), s € [a,b] være parameterfremstilling
'..,

for en differenti8belkurvA k '.l.. (x;y) ....planen~ idet s er buelængden

på kurven, således at

(Da(s»2 + (D~(s»2 :;: 1~

Lad ~ : [a,b] ind i R. være en kontinuert funktiono Vi kan da

spørge om ligningen (1) har en løsning z :;: ~(x,y), som tilfreds~. .
s'tiller betingelsen <;p'(cds) , ~(s» :;: ø(s) for s E: [as b]" Dette

vil være et typisk begyndelsesværdiproblem.for.. ligningen (1).
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Nu viser (2}~-at--ken~l~~ab til løsningen i 1 ptmj.-+'et (x~J?Yu )

fastlægger løsningen fuldstændigt påliel::e--linien y ::::; y .9 Jdet--.-.. o

indsættelse af de kendte begyndelsesværdier i (2) giver en ligning

til bestemmelse af o (;\T
O

) o Hvert punkt af k bestemme:r' således løs·"

ningen langs en ret linie parallel med x····aksen" Hvl.s en ret l~n:Le

parallel med :x:·~'aksen skærer k i mere end 1 punkt 9 :fåc vi flero

bestemmelser af løsningen langs denne rette linie, og d:isse v:LI

sædvanligvis ikke stemme overens" En entydig fastlæggelse af en

partikulær løsnj.ng får vi således kun p hvis begyndel.se~3'værdi,er er

givet langs en kurve, som har netop 1 skæringspunkt med hver reti

linie parallel med x-,aksen<

Et randværdi~o. eller begyndelsesværdiproblem for en partiel

differentialligning eller et system af sådannG sigs,:;,; d.~ væ:r-e

;:;k~o.-;;.r.-;;.r.;;e.;:.:k;.;;t __.;:;s.,....;,.l:t,.;;;:i:-11.!i11 hvis det har netop 1 løsning for alle valg af
(

rand- e:ller begyndelsesværdierne, således at forstå; at systemet
,

af kurver ~ langs hvilke disse er opgivet, samt se111 bet~TCl.n:i.ngen

af rand- og begyndelsesværdierne holdes fast. Det viser sig netop

at være en hovedvanskelighed, at man sædvanligvis ikke på foX'=

hånd kan afgøre 9 om et forelagt problem er korrekt stilletQ Mere

forbavsende er det 9 at praktiske problemer undert.L::'en fører til

randværdiproblemer 9 der ikke er korrekt stillede.

Vore overve;j eIser har også gj art klart, at de rette linie:c

parallelle med x~"ak-gen spiller en særlig rolle for differential,~·

ligningen (1)r idet ligningen åbenbart løses langs hver af disse

rette linie.c for sj.g~, og til gengæld kan man altså netop langs dts,",

se rette linier ikke fastlægge randværdier helt vilkårligte,

60 30 Vi skal nu vise, hvorledes ovenstående betragtninger

overføres til den almindeligere ligning
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n

I ~(!)~ = b(~E'Y)'
k=1

hvor b er en afbildning af et område O c Rn+1 ind i R, medens
=

a1, ••• ,an er afbildninger af projektionen ot af O på det n-dimen

sionale x@underrum ind i R. Vi vil antage, at a1, ••• ,an og b til

fredsstiller en Lipschitz betingelse.

Det autonome differentialligningssystem

(4) x1 = a1(!), .• ,.,xn :::: an(!), il :::: b(!,y)

har for hvert sæt (tO,!o,yo) af begyndelsesværdier i O netop 1

løsning, og da det tilsvarende gælder for det ligningssystem i O",

der fås ved at stryge den sidste ligning i (4), vil projektionen

ned i O' af banekurven for den omtalte løsning netop give bane

kurven for løsningen med begyndelsesværdier (tO,~o) til systemet

'-(~5~ x1 = a1 (~J, · · "Xn = an (!).

Gennem hVB;r~t. punkt af O går netop 1 (eventuelt udartet) ba

nekurve for en lØs~~~g-'tiJ::-(4), og gennem hvert punkt af Ot går

ligeledes netop 1 (eventuelt udartet) banekurve for en løsning

til (5). De såiedes definerede banekurver i O kaldes karakte~'~

stikker for differentialligningen (3), og deres projektioner på

ot kaldes projicerøde karakteristikker for (3).

Lad nu

x1 :::: 9'1 (t ) , • •• ,xn :::: 9'n (t ), y :::: t/J ( t ), t E: [a, bJ
være en karakteristik for (3) gennem et punkt <!o,yo) E O, hvor

a1(~O),••• ,an(!o~ ikke alle forsvinder. For ethvert t E: [a,b] har

vi nu

D~(t) ~ ~<~1(t)""'9'n(t», k:::: 1, ••• ,n,

Dt/J (t) =\b(9'1 (t), .... ,9'n(t),t/J(t» ..

Lad nu y :::: f(!) 'være en vilkårlig funktion, som er differen

'tiabel i en omegn af !b og tilfredsstiller yO :::: f(!o)o. Vi har da



n

rt·f (CP1(t)""'CPn(t)) = L Dkf(CP1(t),·,·,cpn(t))DCPk(t)-.

k=1

nL~ (cp 1 ( t ) , L , • ,CP n ( t) )Dkf ( CP1 (t) , • • • , CPn ( t) ) ,

k=1

hvilket blot \.ldtrykker den velkendte kendsgerning~ at udtrykltet

på venstre side i (3) er en retningsdifferentialkvotient med heTh

syn til det ikke normerede talsæt (a1(~), ••• ,an(~))c

Det følger, at y = f(~;) tilfredsstiller (3) i a~_I() punkter

af baneku:rven for x 1 = {()1 (x)., •••• x = (1\ (x). hvis og kM. tr7.L8
y -' 'n Yn .-. ,

~tf (CP1 (t) , • • '" ]CPn ( t )) :c;; b ( CP1 (t) , ~ .. , CPn ( t), f (CP1 (t) i" .' , ;I (PUl: t ) ) <I ;.

hvilket netop udtrykker, at

x1 = CP1 (t) , • H ,xn =- 'fl.) t), y = f ( CP1 (t) , • ~ o JCP n (t) )

tilfredsstiller ligningen

y = b (~> ~T) o

Da ligningen (4) har netop 1 løsning med begyna.v.l.sesværd::'.i-;;X'."

( o o o)ne t ,~,y 7 følger heraf, at

f ( cP 1 (t ) , • • ., CPn (t)) = 1-( t),

Vi har dermed bevist følgende sætning.

6.3. L §_~tl1;.=bgg. JiY+E; an :t.øElJ:l:i.ngEllll@gfQ:t.cl:iglled y .". +'

Jdm:in,g§K1J3J:incl€l1Q:Lcl€:r'€} p1.lJ:llf} ~J' €nlfRl:r'Sllf};€:ri,s}; ik

g~§nh§:t,E3.....lf.Rl:rRllf-lJ €:r:i$} ;i"lflf€n ~

6.4. For en differentiabel afbildning f : O' :i.nd i ICJ h\OT

O' har samme betydning som i 6.3 har vi differentialet

df(x dx)~., _.
n

=L
k=1

og for ~ = (a1r •••• a ) har vi._. , n
n

=\
LJ
k=1

= df (2S,.§:) ,
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så ligningen (3) kan skrives på formen

(6) [ltf(!+.§:(!)t] = b(!,y),
t=O

hvor §(!) = (a1(!), ••• ,an (!)), og hvor f er den ubekendte funk-

tion.

Det bemærkes, ~t udtrykket på venstre side i (6) kan eksi

stere, selvom f ikke har partielle differentialkvotienter. På

den anden side kan f eventuelt have partielle differentialkvo

tienter med hensyn til alle de variable, uden at udtrykket (6) ek

sisterer. Hvis f er differentiabel, stemmer (6) altid overens med

(3). Hvis den partielle differentialligning stammer fra et eller

andet problem i anvendt matematik, vil den ofte være opstået netop

på formen (6), og det vil da være urimeligt at forlange, at løs

ningsfunktionen skal have partielle differentialkvotienter. Re

sultatet i 6.3 giver da umiddelbart følgende sætning.

6.4.1. Sætning. Den ved y = f(!) bestemte mangfoldighed er

løsning til (6), hvis og kun hvis den kan frembringes af en skare

af karakteristikker.

6.5. Lad os antage, at vi har fundet den fuldstændige løs

ning til (4) på formen

(7) xk = <Pk(t-to,c1, ••• ,cn ),k % 1, ••• ,n; y = q;(t-to,c1, ••• ,cn ),

idet (4) er autonomt. Vi tænkes os efter elimination af t-to i

ligningssystemet (7) dette ligningssystem løst på formen

ck = ck(!,y), k = 1, ••• ,n,

og vi får da en n-1-dobbelt mangfoldighed af karakteristikker,

altså en løsning, ved at kræve en ligning tilfredsstillet af

c1' ••• ,cn • Vi får derfor den fuldstændige løsning på formen

<r>(c1 (!,y), ••• ,cn (!,y)) = 0,

hvor ~ er en arbitrær funktion.

Det er klart, at den her omtalte proces frembyder væsentlige
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vanskeligheder, og at man ikke kan regne med, at eliminations

processerne kan gennemføres, 'uden at løsninger går tabt eller der

indføres fremmede løsninger.

6.6. Et begyndelsesværdiproblem løses ganske enkelt, idet

hvert sæt af de givne begyndelsesværdier er udgangspunkt for en

karakteristik, og foreningsmængden af disse karakteristikker skal

ligge på løsningsmangfoldigheden. De krav, som derved stilles

til løsningen kan selvfølgelig være modstridende, ligesom det

også kan indtræffe, at de ikke fastlægger løsningen fuldstændigt.

6.7. Vi vil illustrere ovenstående undersøgelser med nogle

simple eksempler. Først vil vi undersøge ligningen

~ __ nZ
xox + Y7iY = z,

hvis karakteristikker bestemmes af
• • •x = x, y = y, z = z,

som har den almindelige løsning
t t tx = c1e , y = c2e , z = c3e •

Vi ser, at karakteristikkerne og derfor også de projicerede

karakteristikker er halvlinier ud fra Q. For c1 +O kan vi skrive

karakteristikkerne på formen

t-t
x = e o,

så vi får den fuldstændige

t-to t-to
y = c2e ,z = c

3
e ,

løsning på formen

\Il(:t. ~) = O
x'x '

hvor \Il er en arbitrær funktion. Dermed har vi dog tabt de dele

af løsninger, hvor x = O gælder. Vi kan imidlertid skrive den

fuldstændige løsning på formen

z=y(x,y),

hvor y er homogen af grad 1.

For at konstruere en løsning, som er konstant lig med 1 på
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enhedscirklen~ benytter vi udgangsværdierne

t ::; O, x ::; oase, y = sine, z = 1,

som giver

0 1 = case, c2 = sine, c3 = 1,

så vi får parameterfremstillingen

t t.::\ t . t.::\ tx ::; e oos~" y = e s1n~, z = e •

T, 6. 7

t
e "

Ved elimination af t og e får vi den søgte partikulære løs-

ning

( 22z = v X +y ) ~

Hvis vi vil bestemme en løsning, der er konstant lig 1 for

x= 1, må vi benytte udgangsværdierne

t = O~ x ::; 1, y::; u" z = 1,

som giver

c'l ::; 1, O2 = u, c3 ::; 1 ,.

så vi får parameterfremstillingen
t t tx ::; e ~ y ::; ue ~ z ::; e ~

Heraf følger imidlertid x > O~ så løsningen fastlægges kun i en

halvplan., Ved elimination af t og u får vi iøvrigt den simple

løsningsfunktion M = X.
\ .

Hvis vi vil bestemme en løsning" der er konstant lig 1 for

Ix I+Iy I = 1" kan vi benytte udgangsværdierne

t ::; O, x ::; u, y = ±(1-/ u I), z = 1, u E [-1 ,.1]

hvor begge fortegn skal benyttes., Vi får

c1 ::; u" O2 ±(1..,./ul )" c3 ::; 1,

som __gi.v-er~parameterfremstillingen

x == uet" y ::; ±(1~ Iu I)et, z =

som giver løsningen

z = Ixl+/YI."
Vi lægger mærke til, at singulariteterne på kurven Ix/+IYI ::; 1
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breder sig langs karakteristikkerne ud over den partikulære lØs

ning. Derfor bliver denne heller ikke differentiabel på koordi-

natakserne.

For differentialligningen

oz ~z
X--y~::zox ox

bliver karakteristikkernes differentialligningen

• • •x :: x, y :: -y, Z :: z,

og karakteristikkerne bliver
t -t tx :: c1e , y :: c2e ,z:: c

3
e •

Famil~en af banekurver for karakteristikker, der ikke er

parallelle med z-aksen, er givet ved

xy:: C1 ' z :: C2x,
I

og vi får differentialligningens almindelige lØsning ved at

sætte C2 ::: <f?(C1 ), hvor Wer en arbitrær funktion, altså

z :: x<f?(xy).

En partikulær lØsning, som er identisk 1 for y :: X og for

y = -x fås ved at benytte udgangsværdierne

t :: O, x:: u, y:: tu, Z :: 1,

som giver

c
1

:: u, c2 :: ±u, c
3

:: 1,

så vi får parameterfremstillingen
t -t tx :: U e , y :: ±u e ,z:: e ,

som giver

altså

z :: vil ~I' y f O.

Vi ser, at lØsningen bliver singulær på y-aksen, hvilket

hænger sammen med, at Q er singulært punkt for differentiallig-
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(8)

ningssystemet for de projicerede karakteristikker. Derved bli-

ver den til x = y = ° svarende karakteristik i den partikulære

lØsning en lodret linie 1 som derfor vil savnes i løsningsfla

den skrevet på formen z = w(x,y).

6.8. Den generelIere differentialligning
n

~ ~(~1Y)O~; = b(~,y),
k=1

hvor a 1 , ••• ,an , b er afbildninger af et område ° ~ Rn+1 ind i

R, er åbenbart ækvivalent med ligningssystemet
n+1

~ ak(~,Xn+1)o~~ = 0,

k=1

y = xn+1 ,

hvor an+1 = -b, og det er derfor ikke nØdvendigt at gennemfØre

en særlig teori for denne ligning.

Det skal dog bemærkes, at de metoder, vi gennemgik i 6ø3-5

uden videre kan anvendes uændret. Der er blot en væsentlig for-

skel, som vi skal omtale mere udfØrligt, selvom den ikke influe

rer på selve løsningsmetoden.

For det i 6.3-5 behandlede tilfælde gjaldt, at enhver lØs-

ningsmangfoldighed frembragtes af karakteristikker, hvis pro

jektioner på =-rummet var lØsningerne tilligningssystemet (5)

og derfor nØjagtigt det samme kurvesystem for alle lØsnings

mangfoldighederne.

For ligningen (8) bestemmes karakteristikkerne af diffe-

rentialligningssystemet

Xi = a1 (~'Y)' ••• 'Xn = an(~'Y)' y = b(~,y),

og vi ~år ikke noget til (5) analogt system til bestemmelse af

projicerede karakteristikker. Derimod vil en partikulær :Øsning
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y = ~(!) være ~rembragt a~ en ~amilie a~ karakteristikker, og

disses projektioner på ~-rummet vil være lØsninger til di~fe

rentialligningssystemet

Xi = a1(~,~(~)),···,xn = an(~'~(~))'

men dette system a~hænger på væsentlig måde a~ den partikulære

lØsning f.

For ligningen (3) gælder det, at man kan ~orudsige, om et

begyndelsesværdiproblem er korrekt stillet, ved at studere de

projicerede karakteristikkers ~orlØb i forhold til de mang~ol

digheder, på hvilke begyndelsesværdier er givet, og det vil der

~or ikke a~hænge a~ selve begyndelsesværdierne, om problemet er

korrekt stillet eller ikke. Denne behagelige situation forelig

ger ikke ~or ligningen (8).

Vi skelner mellem de 2 situationer, idet vi vil kalde lig

ningen (3) lineær, medens vi vil kalde (8) guasilineær.

6.9. Som eksempel betragter vi ligningen

oz + ozz0i ay = O,

hvis karakteristikker har di~~erentialligningssystemet

x = z, y = 1, z = °
med den ~uldstændige lØsning

(10) x = a + ct, y = t + b, z = c.

Her kan vi tænkes os begyndelsestidspunktet valgt, således

at b = 0, og ligningerne giver da

a = x - yz, c = z,

og den ~uldstændige lØsning til (9) kan der~or skrives på den

implicite ~orm

ø(x-yz,z) = 0,

hvor ø er en arbitrær ~unktion.

Vi bemærker, at karakteristikkerne (10) er rette linier~
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at enhver ret linie i (x,y)-planen, som ikke er parallel med

x-aksen, er en projiceret karakteristik.

For udgangsværdierne

t ::: 0, y ::: O, X ::: u, Z ::: -u

får vi af (10) , at

a = u, b :::: O, c ::: -u,

hvilket giver

x = u(1 - t), Y ::: t, z ::: -u

eller

De projicerede karakteristikker er de rette lini~r

x ::: u( 1 - y),

som alle går gennem (0,1). Ingen karakteirstik passerer punkter

(x,1) med x +O. Dette stemmer med, at løsningen ikke kan fort-

sættes forbi linien y ::: 1.

For udgangsværdierne

t 0, 0, 2
::: y ::: X ::: u, Z ::: -u

får vi

b O, 2a ::: u, ::: C ::: -u ,
hvilket giver

x ::: u(1 - ut), y ::: t, z =
2-u .

Ved elimination af t og u fås heraf den søgte partikulære

lØsning

z ::: 1 - 2xy + V~ - 4XY' •

Vi ser, at lØsningen eksisterer i det område, der indeholder (0),0)

og har. derved 2xy ::: 1 defin~rede hyperbel som rand. De projicere-

de karakteristikker er netop y-aksen samt denne hyperbels ~~~~en-

ter.



Mat. 6, 1962-63

Vi har antydet på fi-

guren, hvorledes de proji

cerede karakteristikker dæk....

ker området under hyperbel-

grenen i fØrste kvadrant. De

kommer slet ikke op over hy-

perbelgrenen, og ved forlæn-

T 6. 12

identisk giver F(x,y,Z,p,q) = O.

gelse ud over røringspunkterne vil karakteristikkerne skære hin-

anden.

6.10 Vi vil nu gå over til at betragte en generel partiel

differentialligning af fØrste orden, idet vi dog for nemheds skyld

vil indskrænke os til det forholdsvis simple tilfælde, hvor den

ubekendte funktion afhænger af 2 variable. Vi betragter et områ·

de D i det 5-dimensionale (x,y,z,p,q)-rum, samt en differentia-'

bel afbildning

F : D ind i R.
Vi vil da forsØge at lØse den partielle differentialligning

() ( oz oz )11 F x,y,z, oX 'Oy = O,

altså at bestemme funktionen z = f(x,y), således at x,y,z = r(x,yb.

oz oz
p = dX' q = dY

Lad os nu antage, at vi Ønsker at lØse et begyndelsesværdi-

problem, idet vi har givet en differentiabel kurve

x = ~(t), Y = ~(t), t E [a,b]

samt funktionsværdier z = X(t) langs denne kurve. Lad z = f(x,y)

være en lØsning til dette problem. Vi har da

og vi kender derfor differentialkvotienten

() dZ dZ
DX t = OX D~ + dY D~

Kendskab til begyndelsesværdier langs en kurve giver såle-
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des mulighed for bestemmelse af en linearkombination af ~ og ~;,

altså en retningsdifferentis lkvotient i hvert punkt af kurven.

Ligningen (11) giver en anden ligning mellem ~ og ~, og vi har

således ligningssystemet

pD<p + qDtjJ = DX (t)
(12 )

F(x,y,z,p,q) = O

til bestemmelse af p =~ og q = ~;

Hvis funtionaldeterminanten

Dip DtjJ

D F D F
P q

for ligningssystemet (12) er forskellig fra O i et punkt, vil en

lØsning til (12) kunne fortsættes i en omegn af punktet og være

differentiabel i en sådan omegn.

Nu viser funktionaldeterminanten (13), at det i ethvert punkt

(x,y,z,p,q), hvor (D F, D F) + (0,0) er muligt at vælge en ret-p q

ning, således at determinanten (13) forsvinder, hvis og kun hvis

kurven (<p,tjJ) går i den valgte retning eller den modsatte. For

hvert (x,y,z,p,q) eksisterer der derfor en særlig udmærket ret

ning i (x,y)-planen bestemt ved

x = D F, il =p

For en given lØsning z =

D F.
q

f(x,y) til (11) er (14) et autonomt

differentialligningssystem i definitionsområdet for f, når z =

() az aZf x,y , p = ax' q = ay indsættes i hØjre side. LØsningerne til

(14) kaldes de til lØsningen z = f(x,y) svarende projicerede ka-

rakteris tikker.

Ved differentiation af z = f(x,y) får vi,
az
ay ~ at

idet p

z=pD F+qD F,p q
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hvor vi har udnyttet 14. Endvidere er

(15) ~ = QQ D F + ~ D F A::: ~ D F + ~ D F,
.l:' oX P oy q' ':.1. oX P uy q

hvor p og q tænkes udtrykt ved x og y. Idet z, p og q udtrykt ved

x og y tilfredsstiller ligningen F(x,y,z,p,q) ::: O identisk, får

vi ved differentiation

D F + pD F + .Ql2. D F + 2.9. D F ::: OX Z oX p oX q
(16 )

+ .il?- D F + Q.9.D FD F + qD F ::: O •
Y z oy p oy q

Hvis lØsningen f er 2 gange differentiabel, har vi desuden

Q.9.-ili2.
oX - Oy'

og hvis vi udnytter dette til at eliminere differentialkvotien-

ten af q fra den fØrste og differentialkvotienten af p fra den

sidste af ligningerne (16), kan da resulterende ligninger udnyt-

tes til elimination af differentialkvotienterne af p og q på hØj

residerne i (15). Derved får vi

p ::: -D F - pD F,x z q = -D F' - qD F.y z

Vi ser således, at x,y,z,p,q som funktioner af parameteren

i den projicerede karakteristik tilfredsstiller differentiallig-

ningssystemet

• D F, Y = D F, z pD F + qD F,x = :::

(17 ) p q p q
• -D F - pD F • -D F - qD F.P ::: (J. =X Z ' Y z

Dette er et autonomt differentialligningssystem i området

D i det 5-dimensionale rum. Dets lØsningskurver kaldes karakte

ristikker for differentialligningen (11). Det fremgår af ovenstå

ende regninger, at en vilkårlig lØsning z = F(x,y), P = ~~, q :::

~; til (11) kan frembringes af en skare af karakteristikker.

6.11. Lad os nu på den anden side betragte en skare af ka-

rakteristikker, som vi tænker os givet på formen

(18) x ::: X(t,u), y = y(t,u), z ::: Z(t,u), p ::: P(t,U)9
q ::: Q( t,u)
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h (t) lØb t Od" ~2 h funk t " fvor ,u gennem er e omra e ~ rt , og vor ~onerne or

hvert fast u er lØsninger til (17) • Vi betragter en omegn af et

punkt, hvor funktionaldete rminanten o(x 2 Y) ikke er 0, og hvor t
o(t,u)

og u derfor kan elimineres mellem de 3 fØrste af relationerne

(18), hvilket giver en fremstilling

z = f(x,y).

Vi må nu yderligere antage, at karakteristikkerne (18) star

ter i punkter, hvor betingelsen F(x,y,z,p,q) = ° er opfyldt.

Af

gt F(x,y,z,p,q) = XDxF + YDyF + ~DzF + PDpF + QDqF

fås ved indsættelse af (17), at

:t F(x,y,z,p,q) = 0,

hvilket viser, at F er konstant langs karakteristikkerne. Da hve~

karakteristik starter i et punkt, hvor F = 0, har vi således

F(x,y,z,p,q) = O.

For at vise, at z = f(x,y) er en lØsning til (11) skal vi nu

blot vise, at p =~ og q = ~ • Nu er

oZ oZ ox + .@. f}Jl. • ~ _ oZ ox + ~ AV
2i t = ox at oy ot ' au' - ox au oy ati- ,
QLx~_y-l

ogdaarr;uy +O, bestemme~ disse ligninger ~ og ~ entydigt o

Påstanden vil derfor være be"l"jnt, når det lykkes at vise, at

oZ _ pQ! + nM
au - au ';Lou •

Differentialkvotienterne i den fØrste af disse ligninger er

netop z,x og y fra (17) og indsættelse af' disse værdier giver u

middelbart, at ligningen er opfyldt.

Den anden ligning giver ved differentia..ion med hensyn til

t, at
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ft (%~ - p ~~ - Q ~ ) ;:

~ - p' Qi - 2i - p. ~ - ,!, 2l. =
au au Q au au ~ au

~u (pD F + QD F) - P *- D F - Q~ D F +
v P Q vU P vU Q

(D F + pD F) ~ + (D F + QD F) ~ =x z vU y Z vU

ox D F + Qil. D F + ~ D F + ~ D F + Q.g. D F
AU x AU y AU z AU p' AU Q

~(~ ~ p Q2f - Q ~ ) D F ;:
AU au au z

Z! - (oz __ Q.! - Q;i.) D F .
AU: AU P AU Q dU ~~.,

idet vi har indsat værdierne fra (17). Som funktion af t og u er

F imidlertid identisk med O~ og vi får derfor differentiallig~

ningen

(\A) 2-.( Oz - p Q2S - ri. Q:i. ) - _ (~ ':'" P Q2S - " Q.l ) D F c-, at au au ~ oti -. au au ~ au z

Vi tænker os nu, at alle karakteristikkerne for t ;: O star-

ter ud fra givne udgangsværdier x,y,z. De tilsvarende p og Q må

da vælges~ således at F(x,y~z,P,Q) ;: O og desuden således at ret-

ningskoefficienten langs udgangskurven har den rigtige værdi,

hvilket kræver, at

oZ ":"' p .Q1f _ " Ql = O
au: au' ~ au

og lØsningen til (1~) bliver da nulløsningen.

Vi kan sammenfatte de opnåede resultater

E~hv~r& lØsnJn~ til. (jJl~an~~:frenlQring~~ 8;:f_!f§.r8Jfteristikker~. Hv,~

::ler la~~~_~L;:iJ1!1_J.:2r~L!EE~l::.1d~~~.E

!o~ J~,~, ~~ledes at

~~"lcaraJ:fteristL~t,.som_st~r~er i~~ :!;1dg~~J221~.
~~n~llB:-~:l1_Ctllt~~_u9:sa1" "~.Y )~cuFyen x = ;e(u),J

~~~~~''''''-'"''''==''~'"~~~~.--''"'--'';~''""'" .-. --

y = ~~u) "~kk;ern~rØ~E!lr~"~9&J!~~~~9:~lE~.;r~~er,~t~~~e1:.
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6. 12. Som et simpelt eksempel til illustration af ovenstå..o

ende overvejelser vil vi studere differentialligningen

(20) p2 + q2 - z = O, P =~, q =E-i.
Ligningerne (17) til bestemmelse af karakteristikkerne bliver j

dette tilfælde

(21) * = 2p, Y = 2q, ~ = 2(p2+ q2), P = p, q ~ qv

Da relationen z = p2+ q2 vides at være opfyldt langs karak+e:>'Y"_,",

stikkerne., kan vi spare at løse den miderste ligning. Vi beiJterG:'"

mer først p og q, derefter x og Y. Karakteristikkerne bliv(.;r d'3":'

efter

(22) x = 2c1et + c3'
tp = c 1e ~

Ved at "snyde II for løsning af den midt~rste ligning (21) har --:.1.

fået en integrationskonstant mindre end der optræder i den fu2.d."·

stændige løsning til (21). Derfor har vi heller ikke fundet al18

karakteristikkerne~ men undersøgelserne ovenfor viste jo også; ~t

11dgangsværdierne for x.7Y,z,P og q måtte tilfredsstille vj.sse r 0',.

lationer, og derfor er det kun en del af karakteristikkerne) der

kan optræde i løsninger til (20) •
.f>'

Hvis vi har givet udgangsværdierne

t = O, x = x (u), y = y (u), z = z (u),o o o

ser vi ved differentiation langs den ved x =
stemte kurve~ at

p = po (u) 9 Cl == / (u) "

x (u), y = y . ,J be·",
o r

(23) Dzo(u) = po(u) Dxo(u) + qo(u) Dyo(u)~

0g (20) medfører desuden~ at

(24) z (u) = p (u)2 + qo(u)2.o o
Hår udgangsværdierne er valgt i overensstemmelse med lisse betin~·

gelse r 7 får vi en skare af karakteristikker bestemi 'ved

x = xo (u) + 2po (u) (et_i ) , y = Yo (u) + ',qo (u) (et - ..,)
(25)

z = zo(u)e2t
1 p = po(u)et , q = qo(u\e

t
•
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Ligningerne (23), (24) og (25) er en slags parameterfremstil

ling for den fuldstændige løsning til (20 ).• Det må dog bemærkes?

at flere sæt udgangsværdier giver samme løsning.

For udgangsværdierne

xo(u) = cos u, Yo(u) == sin u, zo(u) == *
får vi (23) og (24) opfyldt ved at vælge

Po (u) == ~ cos u, qo (u) = ~ sin u.,

og vi får følgende parameterfremstilling for løsningen
t t . 1 2tx = e cos u, y = e S1n u, z = ~ e ,

og ved elimination af t og u får vi

1 (2 2z == '4 x + y ).

I overensstemmelse med netop denne løsning er også udgangs~·

værdierne

xo(u) = 0, Yo{u) = u, zo(u) = ~ u2 po(u) = 0, qo(u) == ~ u?

men parameterfremstillingen (25) giver i dette tilfælde

x = 0, y = u et, z = ~ u2e2t ,

og alle disse kurver falder sammen. Dette skyldes selvfølgelig,

at vi har været så uheldige at vælge udgangsværdierne langs en..
karakteristik.

Til udgangsværdierne

xo(u) = 0, Yo(u) = u, zo(u) = ~ u2, po(u) = qo(u) =~ u,

som er i overensstemmelse med (23) og (24), svarer parameterfrem·=

stillingen

1 (tx=2 ue -1),

for løsningen

z = ~ (x + y)2.

Vi understreger, at regningerne er forløbet tilfredsstillende

udelukkende, fordi vi har valgt særlig venlige udgangsværdiel'~ I

~lmindelighed vil den praktiske udførelse af regningerne frembyde
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uoverstigelige praktiske vanskeligheder. Det gælder derfor, at par

tielle differentialligninger i praksis næsten altid må behandles

ved numerisk tilnærmelsesmetode. Imidlertid er karakteristikme

toden anvendelig også til numerisk regning, idet man regner i

skridt langs karakteristikkerne ved hjælp af de metoder, der be

nyttes til løsning af systemer af sædvanlige differentialligninger.
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T. 6. Opgaver 1-6

1. Find den fuldstændige løsning til differentialligningen

oz oZYox + xoy = 2xyz.

Angiv også det fuldstændige system af karakteristikker. Un

dersøg, om der eksisterer en eller flere løsninger; som på

y-aksen stemmer overens med funktionen z = y2.

2~ Samme spørgsmål for differentialligningen

yz~ + zx~; + xy ::= O.

3. Undersøg, om differentialligningen'

(x+y)~ + (y-x)Q§ = zax oY

har en partikulær løsning, som er konstant = 1 på randen

af det ved lxi ~ 1, lyl ~ 1 bestemte kvadrat.- - ,

4. Bestem karakteristikkerne for den partielle differentiallig-

ning

. oz oz
-~-- + x- ::= 1ox oy •

Har differentiallignihgen en løsning, som er kontinuert i

hele k 2
\ fOl?

5. Undersøg, om differentialligningen

(1+z)~~ + (1-Z)~ = x+y

har løsninger, som forsvinder identisk på y-aksen.

6. Bestem karakteristikkerne for differentialligningen

pq - xy == O

og bestem en løsning, som på y-aksen stemmer overens med

funktionen z ::= y.
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7. Find en lØsning til differentialligningen

x2 dz + y2 2.! :::: z2ox oy

svarende til udgangsværdierne z :::: 1 for y :::: -x. I hvilken

del af planen er løsningen fastlagt ved disse betingelser.

8. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen

oz oz. Oox cosy + ay Slnx:::: •

9. Bestem en lØsning til differentialligningen

2 2 dz 2 2 oz 2 2x(x +3Y ) di + y(3x +y ) ay = 2z(x +y ),

som på cirklen x2+y2 = r 2 har den konstante værdi a.

10. Bestem en lØsning til differentialligningen

( i-z)p + (1 +z )q,

som f'or ethvert y i punktet (O,y) antager værdien y.

11. Bestem en flade, som indeholder den ved
2 2

Y + z = 5, x - z = 9

bestemte hyperbel, og som i ethvert punkt, i omegnen af

hvilket fladen kan fremstilles på formen z = f(x,y), til

fredsstiller differentialligningen

p - 4xzq :::: 2x.

(Det er enklest først at bestemme den fuldstændige ,løsning

og dernæst at vælge den arbitrære funktion, så løsningens

ligning tilfredsstilles af punkterne på hyperblen).

12. UndersØg, om differentialligningen
2

p +q+z*x::::O

har en løsning, som forsvinder identisk på den rette linie
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med ligningen x = y.

T.6. Opgaver 12 - 13.

13. UndersØg, om dirrerentialligningen

pq + xp + yq - z = O

har en løsning, som er konstant = 1 på enhedscirklen.
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KI~ssifikation af partielle

differentialligninger af anden orden.

7.1. Vi vil i dette kapitel studere den partielle differen

tialligning

hvor a,b,c og g i det almindeligste tilfælde kan afhænge af x,y,

oz ozz, ox og oy • For enkelheds skyld vil vi systematisk anvende for-

kortelserne
oz

p = Si'
oz

q = oy
2

= o z
2 •oy

Vi må ~erfor huske, at vi ikke må anvende t som kurveparameter i

det følgende.

7.2, Ligningen (1) er en differentialligning af anden orden.

Den kaldes lineær, hvis a, b og c kun afhænger af x og Y', medens g

er af første grad i z, ~~ og ~;.

Det er rimeligt at vente, at der kræves væsentlig flere be

tingelser til fastlæggelse af en partikulær løsning til (1), end

det var tilfældet for ligningen af første orden. Ud fra en sam

menligning med teorien for sædvanlige differentialligninger er det

rimeligt at vente, at kendskab til en løsning og dennes partielle

differentialkvotienter af første orden i punkter af en kurve "sæd-

vanligvis" vil være tilstrækkeligt til at fastlægge løonj,ngen i nær-

heden af kurven. Denne problemstilling er et typisk .Qggyndel,l?"§'§'

værdiprobleÆ eller 9~uch~~~roblem for differentialligningen.

Man kunne også tænke sig at erstatte kendskabet til differen-

tialkvotienterne af løsningen med kendskab til selve løsningens

værdier langs en anden kurve. Specielt skal nævnes den situation,

hvor selve løsningens værdier er kendt langs en Jordankurve, og
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der søges en lØsning til ligningen i området indenfor kurven og

med de givne randværdier • Dette er et typisk randværdiproblem el-o

ler Dirichlet-problem.

I fØrste omgang er'-eauchy-problemet af lokal natur, medens

Dirichlet-problemet er globalt. Vi vil derfor i fØrste omgang

koncentrere os om Cauchy-problemet for ligningen (1).

7.3. I overensstemmelse med det anfØrte program, vil vi tæll~>

ke os, at koefficienterne til (1) er differentiable funktioner i

et område D i (x,y,z,p,q)-rummet, og at vi i dette område har gi

vet begyndelsesværdier

(2) x =f(u), y = n(u), z = ~(u), p = ff(U), q = K(U), U E [a,~],

hvor alle funktionerne antages differentiable, og hvor den ved

(f,n) bestemte kurve i (x,y)-planen er en differentiabel Jordan

bue •

Lad z = f(x,y) være en lØsning til (1) svarende til de an

fØrte begyndelsesværdier. Ved at differentiere denne lØsning langs

kurven (2) får vi relationen

(3) D~(u) = ff(u)Df(u) + K(u)Dn(u),

som altså må kræves opfyldt, hvis en lØsning med de givne begyn

delsesværdier skal eksistere.

Vi vil nu undersØge, om vi på grundlag af det givne kan be

stemme

r = p(u), s = ~(u), t = ~(u)

langs kurven. Ved differentiation langs kurven af p og q får vi

~(u) = p(u)Df(u) + ~(u)Dn(u)

DK(U) = ~(u)Df(u) + ~(u)Dn(u),

og da r, s og t desuden skal tilfredsstille (1), ser vi, at r, s

og t i punkterne af kurven (2) tilfredsstiller ligningssystemet

D;r + Dns = O

(Lf) Dfs + Dnt = O

ar + 2bs + et = g,
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som vil bestemme r, s, t entydigt, såfremt determinanten ikke er

o.
Determinanten for (4) har værdien

c(D~)2 _ 2b~D~ + a(D~)2,

og differentialligningen

(5) cdx2 - 2bdxdy + ady2 ~ O

bestemmer således de værdisæt (D~,D~), for hvilke begyndelsesvær

dierne ikke kan fastlægge r, s og t enty~igt

Løsningerne til (5) vil således for den givne løsning z =

f(x,y) være de kurver, for hvilke det gælder, at løsningen z =

f(x,y) ikke kan fastlægges ved begyndelsesværdier langs nogen del

af disse kurver.

I overensstemmelse med teorien for partielle differentiallig

ninger af 1. orden kaldes løsningskurverne til (5) de til løsnin

gen z = f(x,y) svarende projicerede karakteristikker.

Hvis a, b og c kun afhænger af x og y, er (5) en differential

ligning til bestemmelse af de projicerede karakteristikker, uden

at GU løsning til (1) tages i betragtning. I dette tilfælde bli-

ver systemet af projicerede karakteristikker ~afhængigt af løsnin

gen z = f(x,y).

Nu er (5) af anden grad i (dx,dy), og den vil derfor give 2

reelle eller komplekse, eventuelt sammenfaldende tangentretninger

for karakteristikkerne. Dette giver anledning til en klassifikation

efter skemaet:

reelle rødder hyperbolsk

sammenfaldende rødder parabolsk

komplekse rødder elliptisk •

Således vil vi f.eks. sige, at differentialligningen (1) med hen

syn til løsningen z = f(x,y) er elJiptisk i punktet (xo'Yo)' hvis
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(5) har komplekse rødder i dette punkt, når z = f(x,y) og dens par

tielle differentialkvotienter af første orden indsættes i lignin

gens koefficienter. Vi vil sige, at (1) er elliptisk i en punkt

mængde, hvis den er elliptisk i ethvert punkt af mængden.

Den sædvanlige situation for en partiel differentialligning

af formen (1) er, at (x,y)-planen for en løsning z = f(x,y) til

(1) indeholder en eller flere kurver, hvor ligningen er parabolsk 1

og at disse kurver inddeler planen i områder, hvor ligningen er

elliptisk, og områder, hvor ligningen er hyperbolsk. Hvis a, b og

c kun afhænger af x og y bliver den omtalte inddeling af planen ens

for alle løsninger.

7.4. Det er sædvanligvis kun den reelle teori for partielle

differentialligninger, der har interesse, og derfor får karakte

ristikkerne ingen betydning i det elliptiske ~ .~lfælde. Til gen

€~ld er de et ganske afgørende hjælpemiddel for de hyperbolske dif·

ferentialligninger.

Næsten alle hidtil gennemførte mere dybtgående undersøgelser

over partielle differentialligninger behandler kun de 3 tilfælde

hver for sig, og det generelle tilfælde, hvor alle 3 muligheder op

træder samtidigt, frembyder overordentlig store vanskelighadar~

Manglen på karakteristikker i det elliptiske tilfælde bevir

ker, at dette tilfælde må behandles ved helt andre metoder. Det vi

ser sig imidlertid, at også løsningsmængden selv er af helt for

skellig karakter i de tre tilfælde. Vi vil illustrere dette ved en

diskussion af det simpleste tilfælde, nemlig ligningen

(6) ar + 2bs + et = 0,

hvor a, b og c er konstanter.

Det er nærliggende i dette tilfælde at benytte en lineær sub

stitution
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Xi = o:x + (3Y

Y1 = yx + OY,

som giver

T 7. 5

Q.&oX -
oZay=

2r = o: ri

s = o:(3r1
2

t = (3 ri

så vi ser, at ligningen

Idet (r, s, t) ved substitutionen overfØres i (r1 ,s1,t1 ), får vi

ved fornyet differentiation
2

+ 20:ys1 + y ti

+ (o:o+(3y)s1 + yo t 1
2 ~

+ 2(30s 1 + o ti'

(6) går over i en ligning, hvis kC8~f~~

cienter (ai ,b1 ,c1 ) bestemmes ved matrixligningen

Hvis vi vælger den lineære substitution ortogonal, ka~ vi

bringe ligningen på diagonalformo Da vi her blot skal vælge sub-

stitutionen ikke singulær, kan vi endda opnå, at diagonalleddene

har en af værdierne +1, -1, 00 Vi får derfor fØlgende 3 tilfæl-

de at betragte

ellipsetilfældet r+t = O

parabeltilfældet r = O

hyperbeltilfældet r-t = O eller s = O.

Her har vi udeladt indices på r, s og t. Formen s = O i hyperbel

tilfældet fås som bekendt af formen r-t = O ved at dreje koordi~

natsystemet en vinkel f.
7.5. I hyperbeltilfældet er det lettest at behandle lignin-

gen på formen s = O. En integration giver

p = <Pi (x),

hvor <Pi er en arbitrær funktion. En fornyet integration giver
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z ::: ~(x) + I/J(y),

T. 7. 6

hvor ~ er en stamfunktion til ~1' medens ø er en ny arbitrær

funktion. Det er klart), at vi dermed har fundet den fuldstæn-

dige lØsning til differentialligningen.

Karakteristikkernes differentialligning (5) viser, at karak-

teristikkerne i det foreliggende tilfælde netop er de akseparal-

lelle rette liniero

Lad os nu tæ~J{e os, at vi har

opgivet udsaGn8væ~dierne (2), hvor

den ved (f ,ll) "bestemte Jordanbue ,

hverlten har lodrette elIer vand'-

~(X,y)

__J_--)
rette tangenter. Den lØsning, som

svarer til de søgte udgangsværcUer er givet ved z :::,<p(x) + ø(y),

og vi har differentialkvotienterne

];J (x ) ::: D~ ( x) ,

som hver kun afhænger af 1 variabel. Her kan p(x) og q(y) bestem

mes ved. lØsning af x := f(u) og y ::: Y)(u) med hensyn til u og ind

sættelse af resultaterne i p = ff(U), g = K(U). Hvis vi vælger

~ og I/J som vj.lkårlige stamfunktioner til p og g, har vi derefter

z := ~(x) + I/J(y) + k,

hvor It er en konstant, hvis værdi fastlægges, når en af begyn-

delsesværdierne for z indsættes, Det kunne her se ud, som om

opgaven var overbestemt j men de givne udgangsværdier for p og

g er bundet ved betingelsen (3), og det er let at se, at denne

betingelse sikrer, at værdien for k ikke afhænger af, hvilken

af de givne udgangsværdier man benytter.

7.6. Den hyperbolclce differentialligning

r-·t = O

hår den f'uldstændige lØs:o.ing
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(8) z = ~(x+y) + ~(x-y),

hvor ~ og ~ er arbitrære funktioner. Karakteristikkerne er rette

linier parallelle med halveringslinierne til vinklerne mellem

koordinatakserne.

Vi vil nu søge at bestemme en løsning til (7), som for

y = O reduceres til

f(x,O) = ~(x)

hvor ~ er en given funktion. Vi må da have

(10) 7T(X) = D~ (x),

men vi kan endnu opgive begyndelsesværdier for qe Vi vil vælge

(11 ) K(X) = kD~ (x),

hvor k er en konstant.

Ved at indsætte den almindelige lØsning (8) i udgangsbe

tingelserne (10) og (11) får vi

D~(X) + D~(x) = D~(x), D~(x) - D~(x) = kD~(x),

al tså

D~(x) = !(1+k)D~(x), D~(x) = !(1-k)D~(x),

og ved integration og sammenligning med udgangsbetingelsen (9)

får vi derefter C
~(x) = !(1+k)~(x), ~(x) = !(1-k)~(x),

og endelig

(12) z = !(1+k)~(x+y) + !(1-k)~(x-y).

Det fØrste led i dette udtryk er for fast y identisk med

funktionen (9) multipliceret med en konstant faktor og forskudt

stykket y til venstre. Tilsvarende gælder for det andet led,

men forskydningen går her mod hØjre. Hvis y opfattes som tiden,

vil de to funktioner i (12) opfattet som funktioner af rumkoor

dinaten x simpelthen forskydes med hastighed 1 til hver sin side.

En funktion af formen f(x-At), hvor t er tiden, kaldes en bØlge,
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og A er dens bØlgehastighed. For et lodret snit gennem en vand-

overflade med bØlger vil overfladens bevægelse netop kunne be~

skrives på denne måde. r anvendelserne vil det åbenbart være

nØdvendigt at arbejde med generelIere bØlger, der afhænger af

2 eller 3 rumkoordinater.

Vi skal fremhæve, at den fundne lØsning har en mening,

selvom funktionen ~ ikke er differentiabel, men det er da nØd

vendigt at fortolke selve begrebet Itløsninglt på en egnet måde.

r nyere tid har indfØrelsen af generaliserede funktioner (Lau~

rent Schwartz's distributioner), som altid er vilkårlig ofte diffe-

rentiabl~ skaffet vanskelighederne i forbindelse med de ikke

differentiable lØsninger af vejen på en særdeles elegant mådeh

Det skal endvidere fremhæves, at (12) viser, at begyndel

sesværdierne svarende til x E ]a,b[ bestemmer lØsningen entydigt

inden for kvadratet med intervallet ]a,b[ som diagonal. Dette

kan "populært ll forklares ved, at bØlgehastigheden er 1, og virk

ningen af begyndelsesværdier uden for ]a,b[ kan derfor ikke nå

ind i kvadratet.

7.7. Vi vil nu gå over til en nærmere undersøgelse af den

elliptiske differentialligning

r+t .::: O.

Lad z
, 2

.::: f(xJy), (x,y) E D, D ~ R være en lØsning til (13). For

oz .::: ~
p .::: ax' q oy

gælder da

hvilket viser, at

-qdx + pdy

er en lukket differentialform, og hvis vi antager, at D er en-
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kelt sammenhængende, har denne differentialform en stamfunktion

g(x,y). Vi sætter nu

Z ::: X + iy, F(z) ::: f(x,y) + ig(x,y),

u ::: f(x,y), v ::: g(x,y) ;

og vi har da

( 14) aU aV q aU - Q:Lp - - -- ::: :::- aX - ay , ay aX

Hvis vi nu antager, at p og q er kontinuerte, ser vi, at F'

er en analytisk funktion, idet (14) netop er Cauchy-Riemann's

differentialligninger.

Lad nu omvendt F:D ind i C være en ~alytisk furu{tion. Vi

kan da skrive

og Cauchy-Riemannts differentialligninger giver da

~ _ aV aU aV
aX - aY' ay::: - aX •

Da f og g er vilkårlig ofte differentiable, får vi ved differen-

tiation af den fØrste ligning med hensyn til x og den anden med

hensyn til y, og addition af de fremkomne ligninger, at

02 u 02 v
ax2 + aY'2 ::: O.

Af disse overvejelser kan vi slutte, at mængden af 1 &~g

?ontinuert differentiable lØsninger til (13) er identisk med m23ng·

~naIYtis~ funktioner.

Specielt kan vi slutte, at en lØsning til (13), ~om ~r 1 g~~~

~inuert differentiabel er vilkårlig ofte diffe~~Den

er endda en analytisk funktion af 2 reelle variable.

7.8. Lad nu f 1 og f 2 være lØsninger til (13) i et enkelt

sammenhængende område D. Der eksisterer da analytiske funktioner

F1 og F2 på D, således at f 1 ::: Re]'1 og f 2 ::: ReF2 •

l,ad os nu envidere antage, at f 1 og f 2 er identiske o etpa

delområde Di c D. j~ Cauchy-Riemann's differentialligninger fØl-
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ger da, at F2 - F
1

er en ren imaginær konstant på området D1 , og

identitetssætningen for analytiske funktioner medfØrer derefter,

at det samme gælder i hele D, men deraf fØlger, at realdelene af

F
1

og F2 , altså f 1 cg f 2 , er identiske på hele D.

Lad os nu antage, at vi ud

fra kendskab til begyndelsesvær-

dier langs en kurve y har bestemt

en lØsning til (13) i et tilgræn-

sende område n som antydet på fi-

gurerne. Hvis vi nu ændrer begyndel

sesbetingelserne på en bue af y, vil lØsningerne ændres nærhe-

den af denne bue, men ifØlge ræsonnementet ovenfor kan den ændre-

de lØsning ikke være identisk med den gamle i noget delområde af

n.
Vi er således i den kedelige situation, at begyndelsesvær-

dierne på ethvert lille stykke af den kurve,hyor begyndelsesvær-

dierne er givet, effektivt influerer på lØsningen i hele dens de-

finitionsområde. Dette betyder, at bestemmelsen af en partikulær

lØsning principielt bliver et globalt problem, og det er derfor

rimeligt at vente, at behandlingen af elliptiske differentiallig

ninger frembyder ganske betydelige vanskeligheder. For ligningen

(13) gælder det dog, at de analytiske fuructioner er et effektivt

hjælpemiddel, som overvinder mange af vanskelighederne.

Den omstændighed, at en lokalændring af en lØsning omgående

gØr sin indflydelse gældende i hele lØsningens definitionsområde,

viser, at der ikke kan være tale om fænomener med endelig udbre-

delseshastighed. Derimod finder elliptiske differentialligninger

anvendelse til beskrivelse af stationære fænomener i rummet.
"

7.9. Vi mangler endnu at diskutere den parabolske differen-

tialligning r = 0, men dette tilfælde er så trivielt, at vi ikke
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vil spilde tid på det. Vi skal senere diskutere en noget

mere general parabolsk differentialligning.
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l. Bestem de områder j_ hvordiffe~entialligningen

2y;a r + 4xs + xt ::: o

er elliptisk, og de områder, hvor den er hyperbolsk.

2. Differentialligningen

pr + qt ::: o

har åbenbart lØsningen z = xy. Bestem de til denne løsning sva-

rende familier af lcarakteristikker.

3. Bes tem den fuldstændige lØsning ti l d en parabolske differential

ligning

r + 2s + t = z.

4. Bestem den fuldstændige lØsning til den hyperbolske differen-

tialligning

og undersøg, om ligningen har en eller flere lØsninger, som er

konstante lig 1 på koordinatakserne.

5. Bestem den lØsning z = f(x,y) til differentialligningen

r -t = o,

i den ved lxi ~ 1, Y ~ o bestemte punktmængde, som-for y = 0,

lxi ~ 1 tilfredsstiller

f(x,o) = 1 - lxi, D f(x,o) = o,y

og som desuden opfylder betingelserne

f(-1,y) = f(1,y) = o

for alle y > o.

Tegn det grafiske billede af løsningen for forskellige

fa.s te værdier af x og prØv a t fortolk e løsningen som en sum af

to bØlgebevægelser (y opfattes som tiden), der tilbagekastes fra

endepunkterne ~.f intervallet [-1,1] efter bestemte regler.
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6. Vis 9 at den elliptiske differentialligning

hvor k > O er konstant 9 har en lØsning, som forsvinder iden-

tisk på en given ellipse med ligningen

Vis dernæst, at der kun er en lØsning (benyt maksimumsprincip

pet for analytiske funktioner).

7. Vis, at den elliptiske differentialligning

r + t = k

har en og kun en f or O < x 2 + y2 < 00 to gange lwntinuert dif

ferentiabel lØsnirg,som tilfredsstiller fØlgende betingelser:

2 21. LØsningen går mod O for x +y ~ 00.

2. Forskellen mellem lØsningen og den ved x(x2+y2)-1 de

finerede furuction har en grænseværdi i (0 9 0).

8. Lad

ar + 2bs + ct = f(x,y)

være en hyperbolsk differentialligning med konstante koeffi-

cienter a 9 b og c. Funktionen f antages kontinuert i hele pla

ne. Vis 9 at differentialligningen har netop 1 løsning svarende

til givne kontinuerte begyndelsesværdier på foreningsmængden

af en karakteristik fra hvert system.

9. ForsØg at overfØre karakteristikbegrebet til differentiallig-

ningen

2rt - s = g(x,y).

Der bliver her tale om at bestemme r 9 s og t af en andengrads-
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ligning og to førstegradsligninger, men andengradsleddene

forsvinder, når r og t elimineres. Det viser sig dernæst, at

ligningen ikke har lØsninger for alle valg af hØjresiderne.

Dette giver en betingelsesligning, som er af fØrste grad.

Hvis betingelsen er opfyldt, må ligningens højre side opfylde

en speciel betingelse, for at lØsninger alligevel skal kunne

eksistere. Denne betingelse viser sig at være af anden grad,

og den giver således anledning til en klassifikation.

10. Undersøg, om differentialligningen

2 2
r - 2rs + t = O

har en lØsning z = f(x,y), som tilfredsstiller betingelserne

v x,y (f(x,O) ~ x A f(O,y) = -y).
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Hyperbolske differentialligninger.

8. 1. Vi vender nu tilbage til differentialligningen

ar + 26s + ct = g,

T 8. 1.

hvor a, b, c og g er differentiale funktioner af X 1 y, Z, p,

q i et område D c R5. Vi vil søge at bestemme en løsning

z = f(x 1 y) ud fra givne begyndelsesværdier, og vi vil antage,

at disse begyndelsesværdier er valgt, således at
:3

ac~·- b < O,

så differentialligningen er hyperbolsk med hensyn til den søgte

løsning i de givne begyndelsesværdier.

Vi vil indlede med en analvse af problemet, idet vi for

udsætter løsningen z = f(x,y) bekendt. I et hvert punkt, hvor

ligningen (1) er hyperbolsk med hensyn til denne lesning, be "

stemmer differentialligningen.

(2)
:3 :3

cdx - 2bdxdy + ady = o

2 karakteristikretninger i (x,y)-planen, idet vi tænker os

z = f(x,y) og P = D (x,y), q= Dbf(x,y) indsat i koefficien
J

terne a, b og c.

Vi tænker os nU 9 at ligninge~ (2} er løst på formen

U(x,y) = u, V(x,y) = v,

hvor U og V 1';:1" differential'~'e , og hvor det for hver af funk

tionerne U og V gælder, at de partielle differentialkvotienter

ikke samtidig bliver O. Da de to projicerede. ka,~a.l.tteri8tikk6r

rører hver sin af de ved (2) bestemte karakteristikretninger i

(x,y), kan vi slutte, at

~laTi";Y) T O.

og vi kan derfor løse ligningerne (3) på formen

(4 ) x=X(u,v), y = Y(u,v).

For fastholdt værdi··;· f den ene variable er (4 ) altid
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parameterfremstilling for en bevægelse langs en karakteri

stik, og (4) giver os således parameterfremstillinger for

2 forskellige familier af

projicere karakteristikker.

på figuren har vi antydet,

hvorledes et punkt i (x,y)-

planen fastlægges ved parame

terværdierne (u,v) for de 2

projicerede karakteristikker

gennem punktet. Vi siger, at

(u,v) er krumlinede koordi

nater. Sædvanligvis forelig

ger de krumlinede (u,v) koor-
1.1

dinater kun i et område i

(x,y)-planen, og kun talsæt (u,v) fra et område i (u,v)-

planen figurerer som koordinat sæt for punkter.

O oz f O •

g av' ar Vl

8. 2. Vi vil nu tænke os, at vi ved hjælp af trans

formationen (4) med den omvendte transformation (3) ind

fører u og v som variable i (1) og (2) samt i løsningen

z = f(x,y). Idet vi skriver

z = f(x,y) = f,(u,v),

a. som betegnelse for oz
"1 oi.

~~

og anvender p -log

ved differention

p -~=~~ + æ .i:JY. = p.ill1+ qiJ:L- ox au ox av ox 1 0X 1 0X

(5 )

q oZ .Q1! . qæL
oy = p oy + ,

1 1 0Y

hvor differentialkvotienterne på højre side stammer fra

funktionerne (3). Udtrykt ved differentialer er (5) blot

udtryk for, at

dz = pdx + qdy = P du + q dv.
1 1

Ved indførelserne af u og v som variable får vi og-

så brug for de nye værdier ri' Si og ~ for r, s og t. Vi
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finder disse ved differentiation af (5) med hensyn til x

og y, idet vi benytter, at

,

og analogt for partiGl differentiation med hensyn til y.

Differentiaionen giver derefter

2 . \2
r = r, (~) r 2'1;;Ji ~ + t/ai) + P, a~i. + q a~~

(6) s = "-ti ~ + s,(~ 1f+ ~ ~ + \ ~a-'i + P'a~Uy + d~~y

~ = r1(~)2 + 2~~ ~ + t1(:#)2 + P1~;~ + ~ :~v .
Ved indsættelse af disse udtryk i (1) får vi en ny

ligning

og her er

men

for

~ = a(~~)2+ 2b~ ~ + C(t#)2
= ( OV)2 2b.dY.ær. c (~)~~ a\Ox + oX oY + ~

talsættene ('_.~ , ~) og (_ Q:!.. .&.\ er tangentretninger
\ v,y XI \ oy , oxj

projicerede karakteristikker, og derfor får a og mbegge

værdien O. Den ~ducerede ligning får derfor formen

8. 3. For den specielle partielle differentialligning

2x2 r + 3xys + y 2 t = O

bestemmes de projicerede karakteristikker af

;r dx2 - 3xydxdy + 2X 2 dy 2 = Q

som spaltes i

ydx - 2xdy = O og ydx - xdy = O,

som giver de 2 systemer af karakteristikker

r f = u og xy...:l. = v,
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som løses på formen

x = uvB , y = uv.

T 8. 4.

Ved indsættelse af (6) i differentialligningen får vi

efter udregning af de partielle differentialkvotienter, idet

vi udnytter, at ~ = 0:1. = O, den transformerede ligning

11 (2X3 •2r y9 + 3xy· -2x-~y + y2. 2x..- i ) +

eller efter reduktion

3ys:l. - xy_:I. gi = O.

Efter indsættelse af x og y udtrykt ved u og v får vi den

transformerede ligning
1Si - -g:l. = O.3u

Denne ligning kan skrives

ill4. _ -1
ou - 3ug:i.1

som har den fuldstændige løsning

g:l. = cp( v)o/11 e

Heraf fås

som igen giver

pi = W(V)3~ U2 + ø(u),

hvor w er en stamfunktion tilcp , medens øer en ny arbitrær

funktion. Ved integration får vi nu

z =w(v) o/u +i" (u),
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hvor Y er en stamfunktion til~ • Ved at indsætte udtrykkene

for u og v ved x og y får vi endelig den fuldstændige løsning

til den oprindelige ligning på formen

2

Z =q) (:)~~ + y(;f).

8. 4. Vi vender nu tilbage til den generelle differenti

alligning (1). Lad

(9) p = 1T(U), q =/<; (u)

være en parameterfremstilling, der beskriver variation~n af
t

de 5 koordinater x, y, z, p og q langs en karakteristik. Vi

minder om at disse givne størrelser er bundet til at tilfreds-

stille betingelsen

(10)

Endvidere minder vi om, at r, s og t langs kurven bestemmes

af ligningerne

Df(u) r + DY) ( u) S = Dn< u)

D~~ (u) s + D11(u) t = Dd u)

ar + 2bs ct = g.

Hvis (9) er har dette lignings-

system determinanten O. vil en vis lin~arkombination

af ligningernes venstre side forsvinde indentisk. En sådan

line9.rkombinat:Lon må i hvert fald vælges, således at koeffi

cienterne til r og t forsvinder, og dette opnås kun, når de

tre ligninger multipliceres med faktorer proportionale med

aD1J( u) , cDf(u) , -D f{ u)D ri. u) ,

og da vi på den anden side ved, at en passende linearkombi

nation af ligningerne forsvinder, kan vi slutte, at netop de

tre anførte faktorer vil bevirke, at venstre side af line3r-

kombinationen forsvinder. Da ligningssystemet skal være løse

ligt, må højre side også. forsvinde, og vi ser således, at
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Nu ved vi imidlertid, at de projicerede karakteristikker

tilfredsstiller ligningen (2), og da differentialligningen er

hyperbolsk, kan venstre side af (2) spaltes i 2 faktorer. Hvis

a f o, kan vi først dividere med a, og (2) opløses derefter i lignin-

gerne

dy
::: X1

dx

dy :::

dx
X2 '

hvor Xi og X2 afhænger af x, y, z, p og q.

Hvis vi har bestemt de projicerede karakteristikker på for

men (4), får vi en sammenfattende fremstilling

x ::: X(u,v), y ::: Y(u,v), Z ::: Z(u,v), p ::: p(u,v), q ::: Q(u,v)

for selve karakteristikkerne. Ligningerne (13) får da forrren.;,

(14) oy _ oX
ou - X1 ou

og (10) får formen

Oz:::p O{+qoy
cu ou ou

medens (12) giver

oY = v. Qx:
/\'2-oV CN

oZ=pOX+qoY
aV aV aV

som efter indsættelse af (14) og division med den fælles faktor

reduceres til

(16) a op + c oq :::
X1 ou ou

ox
ou

a OP+ c dl:::X2-oV oV

Vi har således de 6 ligninger (14), (15) og (16) med de 5

ubekendte funktioner X, Y,Z,P,Q. Ligningerne (15) er til dels ens-

betydende, idet den ligning, der fås ved differentiation af den

første med hensyn til v, er'indentisk med den, der fås ved.diffe
It\,;

rentiation af den anden med hensyn til. Det nye'ligningssystem

er lineært, men til gengæld,er antallet af ligninger og ubekendte

øget til 5.

Ligningerne (14), (15), (16) er ligningen (1) på karakteristik-

form. Det nye ligningssystem lader sig ikke altid behandle ved

elementære metoder.
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8.5. Lad os nu antage, at vi har bestemt x,y,z,p og q som

funktioner af u og v, således at (13), (14) og (15) er opfyldt.

Hvis (ox , oy \ f (0,0) og / oX , ay;~ f (~,O), sikrer (13) i for-
\aU Gu) \oV av

bindelse med Xj f X 2 1 at u og v loka t kan bestemmes som f nktioner

af x og y, og dermed bliver også z,p og q funktioner af x og y. DE;

partielle afledede r 1 s og t vil tilfredsstille ligningerne

rdx + siy = dp

sdx + tdy' = dq,

der for fast v er ensbetydende med de 2 første af ligningerne

(11). For fast v tilfredsstiller x og y imidlertid differential

lignihgen for karakteristikkerne og (12) bevirker da, at den

sidste ligning bliver en følge af de 2 første. Endelig sikrer

(15) , at p og q virkelig er de partielle differentialkvoti-

enter af z.

Vi vil nu behandle nogle eksempler på mere specielle

hyperbolske differentialligninger under anvendelse af mindre

generelle metoder. Vi'~rll indlede med en diskussion af diffe

rentialligningen for en svingende streng, og vi vil først kort

omtale den fysiske baggrund for denne ligning o

Vi tænker os

en streng stramt ud-

spændt mellem punk~

terne (A,O) og (B,~)

af x-aksen. Spændingen

i strengen vil vi betegne med S. Vi vil antage, at strengen

er inhomogen med en massetæthed p(x), således at der på

intervallet [X:t ,:xQ Jfindes massen

m(x1 ,x2 ) = JX:;(X)dX.
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på den anden figur

Vi tæ~ker os nu strengen deformeret en lille smule,

således som det er antydet på figuren, idet hvert punkt fjernes

et stykke z = ~(x) fra x-aksen, og når strengen slippes løs,

vil den derefter give sig til at svinge ... Ved deformationen

bliver strengen en lille smule ængere, men vi vil antag~, at

den forlænges så lidt, at vi i~ke begår nogen væsenlig fejl

ved stadig at give spændingen den konstante værdi 9. Vi antager

desuden t at strengens bevægelse foregår, således at hvert punkt

bevæger sig på en ret linie parallel med x-aksen. Strengens

bevægelse beskrives da ved en funktion

z = f(x,t),

som i udgangsstillingen for t = O er indentisk medr(x), altså

f ( x ~ o) :::: ~ (x) ~.
): Il-

har vi skitseret det til

intervallet [X:l. ,x2 J svaren

de stykke af strengen med

stærkt forstørrede z·-koor...·

dinater. Med e og e har vi betegnet de vinkler, som tangen-
1 2

terne i endepunkterne danner med x-aksen. Det omhandledestyk-

ke af strengen påvirkes som antydet af snorspændingerne i de

to endepunkter, og de lodrette komposanter af disse kræfter

udgør ialt Ssin C\ - Ssin r,; Da vinklerne ei og 8 2 er små, vil

vi uden at tabe alt for meget i nøjagtighed kunne erstatte

dette udtryk med

Det omhandlede stykke af strengen har bevægelses-

mængden
"X2Lp(x) Dt f(x, t )dx,
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og dennes differentialkvotient med hensyn til t er lig med den

ovenfor anførte kraftkomposant. Altså er

x
_..:.-1_, r 2,t? (x)D2 f(x t )dx ~ S Ae f(~ ,t )-Dxf(:?S, •t).

X2 - Xi Xi / tt ' ~ -X:t.

Her foretager vi græn;~jeovergangenx2-...+ x i og skriver x i stedet

for ~ Derved får vi den svingende strengs differentialligning

med randbetingelserne

f(x,o) ::= ~(x) f(A,t) ::= f(B,t) ::= o.
På grund af problemets natur (x) og S positive,

og differentialligningen derfor hyperbolsk" Ved den følgende

behandling skriver vi y i stedet for t og sætter

SpCi) ::= (c(x));

så det fremgår af betegnelserne, at dette forhold ikke er

negativt c

8. 6. Vi vil altså studere den partielle differential-

ligning

hvor c kun afhænger af x o Vi indfører en stamfunktion a til 1,
c

og dennes omvendte funktion f3 ~ så vi har

(18 ) Da(x) ::= C1x)

Differentialligningens projicerede karakteristikker

bestemmes af

,-dx 2 + c 2dy 2, O

så de 2 skarer af projicerede karakteristikker har formen

eller

(20)

y::= a(x) ,-·2u y ::= 2v - dx)

y ::= V -u.
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Ved opstilling af ligningerne (16) må vi huske,

at koefficienten c~i disse ligninger her har værdien -1,

medens a har værdien c 2 med den nye betydning af c. Desuden

er Xi = ~ og X2 = _1-. Vi får derfor ligningerne
c

c,012 .1IL .Q9. = ° c' <2l2 ~ Æ - Oau Ilf au. ',av CJJ" - ...

Her er imidlertid

c(x) = c(~(u + v)) = D~(u + v),

og ligningerne kan derfor skrives

Vi indfører nu de nye variable

(21) H = pD~(u + v)- q, K = pD~(u + v) + q ,

og ligningerne viser, at der eksisterer en funktion L af u

og v, således at

(22) dL = -Kdu + Hdv.

Ligningerne (21) giver nu

oL oL
2pD~(u + v) = K + H = av - GU '

og de 2 sammenhørende differentialligninger reduceres derved

til den fælles form

( 23) 02L D2p(U + y) (..aL ~\-
ouov + 2D~(u + v) \ou - ov-J - 0"

Vi har således reduceret problemet til løsning

af ligning (23).
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8. 7. Vi har nu mødt 2 eksempler på partielle dif-

ferertJialligninger, der ved karakteristikmetoden i den ene

eller den anden omtalte form overføres i en partiel differen-

tialligning af den specielle form

(24) S = Ap + Bq + Cz,

og vi skal derfor nærmere omtale ligninger af denne specielle

form. For det første fremhæver vi, at ligningen (24) kan løses

explicit, såfremt koe.fficienterne A9 B og C er funktioner af

x Qg y Qg tilfredsstiller betingelsen

eller betingelsen

(26) C=oB_ ABoy

For at vise dette indfører vi

(27) oz
~ = q - Az = - Azoy

(28)

Hvis betingelsen

som ny variabel, og vi får da ved anvendelse af (24)

..2.S oA oA
o x = S - Ap - ox"z ,,= Bq + Cz - ox z

eller, idet q elimineres ved hjælp af (27)

ovbA
~ = B~ + (AB + a -ox)Z.

(25) er opfyldt, reduceres (28) til

ill';.,= BC';;oX
med den fuldstændige løsning

, =~(y) e4J~(X,Y)dX,
og dette resultat indsættes i (27), der ligeledes kan løses

som en sædvanlig differentialligning~
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Hvis (26) er opfyldt går det på tilsvarende måde,

idet den nye variable 4;:1. = P - Bz indfører og ~ udregnes.

Hvis (25) ikke ~ opfyldt fås ~ differentiation

af (28) med hensyn til y iill differentialligning af samme form .

.§..Q.ill (24).

For at fremme overskueligheden sætter vi

°AAB + C - ox = E,

og partiel differentiation af (28) med hensyn til y giver

~ = B~ + Eq + ~yB, + 4-yE z =oxoy oy u u

_AY OB d~
~ + (E + oy)4; + (EA + ~)z,

idet vi eliminerede q ved hjælp af (27). Vi eliminerer nu z

ved (28), som giver
1 04; B

z = E Oi - E'4; ,
og ved indsættelse får vi den nye differentialligning

i:..L- 1 ~oxoY - (A + E oy) ~ + B c&. + (E _ AB + oB - -EB .dÆ) yox: o y oy oY <o

8.8. Vi vil nu undersØge det specielle tilfælde, hvor c specielt

er givet ved
2

c(x) = .ff
I dette tilfælde bliver y-aksen en singulær linie·, og vi må .

indskrænke os til at studere lØsningerne i hver'" af· de ved

x > O og x < O bestemte halvplaner.

Vi får nu kurakteristikhældningerne

Xi (x) = x--t- X2 (x)

og de to systemer af projicerede karakteristikker er givet ved
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y :::: 3o/x - 2u,

som lØses på formen

x ::::(V;U)3 ,

y :::: 2v - :R!x,

y :::: v~u.

T 8. 13.

Differentialligningerne til bestemmelse af p og q får

formen

og her eliminerer vi q ved

( V+U)2 QE. t Q.9. - °3 av' av - ,

at differentiere den fØrste ligning

med hensyn til v og den anden med hensyn til q og addere de frem-

komne ligninger. Derved får vi
2

g(U+V)2 ~ + ~(u+v)QE + 92(u+v)~v :::: 0,9 ouav 9 oU v

hvilket efter bortdivision af den fælles faktor ~(u+v) kan

skrives

-2((u+v)Qg + p) :::: 0,
oV oU

som har integralet

(30) (u+v)~ + p :::: ~(u),

hvor ~ er en arbitrær funktion.

Lad os tænke os, at vi har opgivet udgangsværdier,

f. eks. , at

z = ° , q = x for y :::: O.

Vi får da også

p = r :::: t = 0, s = 1 for y :::: o.
Nu er

så vi får

Qp
GU

For y

-1,. W)2
3 - s.

= Q er v :::: U og (30) giver derfor

~(u) = 2u~ -h'p :::: -2u,ou
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og (30) får lØsningen

( 31 ) - U +
2JjJ (v)

p :::: V U ~ V '

T 8. 14.

hvor p er en ny arbitrær fulliction, og 9-tallet er tilføjet

af bekvemmelighedshensyn. Ligningerne (29) gjver nu

Qsl :::: (u + V)2 -It t/J (v)au, 3 , ~.:::: (u ; V )~; _ tf! (v) + (u + v) DI/;: <:v) ,

og ved integration fås

(32) q :::: (u ; vJ" + ut/!(v) + k,

hvor k er en arbitrær konstant.

Foy; v := U er s :::: O og q :::: X :::: C~U)3 •

hvilket indsat i (31) og (32) f~rer til

t/J (v) :::: O , k :::: O ,

som ved en triviel integration giver

z :::: xy ,

idet integrationskonstanten bestemmes ved udgangsværdierne.

8. 9. Vi vil nu studere en anden speciel differenti

alligning, der ligeledes stammer fra fysikken. Vi skal igen

kort gennemgå ligningens fysiske baggrund, idet vi dog ikke

kan diskutere alle detaljer. Vi betragter en luftmasse inde

spærret i et cylin-

drisk rør. Vi vil

tænke os luftmassen

i bøvægelse på en

sådan måde, at hastigheden overalt går i rørets længderetning

og har samme værdi i alle punkter af et normalsnit i cylin-

deren. Denne situation er kun tilnærmelsesvis realisabel,

idet hastigheden (hvis cylinderen er i hvile) altid afta-

ger gradVist mod nul ud mod cylinderens vægge., Vi vil end

videre antage, at luftmassens tæthed og tryk er ens i alle
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punkter af hvert 'tværsnit i røret.

Heraf fremgår, at den øjeblikkelige situation kan

beskrives ved, at hastighed, tæthed og tryk er givet som

funktionen
v = V(x,t), P = R(x,t), P = P(X,t)a

Rørets tværsnitsareal kommer til at indgå som en fælles fak

tor i alle de følgende ligninger, og for simpelhea.sskyJd

sætter vi det lig 1. Den luftmængde, der tilhører intervallet

[xi ,x
2

] har massen

J x2pex,t)dX,
Xi

som for faste Xi og x
2

har ændringshastigheden

jX 2 X2

D R(x,t)dx = J DtR(x,t)dxe
Xi Xi '

Idet lUftmængden kun ændres Ved, at en vis luftmængde strøw=·

mer gehhem de til Xi og x2 sVårende norinalsnit e:!:' den ~1amme

ændringshastighed også givet ved

R(x1 ,t)V(x1 ,t) .~ R(x2 ,t)V(x2 ,t),

og vi får derfor relationen
x

1 . .j' 2DtR(x, t )dx + R(x2 , t )V(x2 , t )-R0f~tl'll,~}ln:,{)
x2 - Xi x

1
. x2 - x1

For x2~ Xi får vi, idet vi skriver X i stedet for x1~ at

så vi har den partielle differentialligning

() 9.E. ,.Qi2.. Ov33 at + v ax + rr;;x = Oe

Denne ligning kaldes traditionelt kontinuitetsligningeno

Bevægelsesmængden af den til .x
1

,x2 svarende luft-o

masse er givet ved x

J
, 2

R(x,t)V(x,t)d:x.
Xi
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Ved udregning af ændringshastigheden for dehne bev~

gelsesmængde må det tages i betragtning, at luftmassen er i

bevægelse, således at grænsefladerne ved Xi og x2 selv bevæ

ger sig med hastighederne V(x
1
,t) og V(x2,t), så ændrings

hastigheden bliver
x

D! 2R(x,tjV(x,t)dx =
xi

J
x2 '2 2

Dt(R(x,t)Y(x,t»dx + l(x2,t)V(x2,t) - R(x1,t)V(x1 ,t)o

.~ '.

Den kraft, der påvirker luftmassen, er resultant af trykkene

i de 2 grænseflader og har således værdien

P(x1 ,t) - P(x2,t).

Vi sætter igen de 2 udtryk lig med hinåndeh t dividerer med

x2 ..; xi og fox-etager græn~ebvergahg~n :k2 04 ~1-. Derved får vi

iigningen, hvor vi har skrevet x i stedet for xi

Dt(R(x,t)V(X,t)) + Dx(R(x,t)V(x,t)2) =

så v_o får den partielle differentialligning

-D P(x, t),x ."

p *+ ~ + 2~ + v2~ +a~ =. O.•

Vi multiplicerer nu (33) med v og subtraherer den fra den nye

ligning. Derved får vi bevægelse~ligningen

( 34) p.Qy + p~ +..QJ2 = O.at Ox Ox

I ligningerne (33) og (34) indgåa de 3 ubekendte

funktioner v, p og p. Vi har således brug for endnu en lign· .

ning, og det første, der i denne sammenhæng falder os ind,

er luftartens tilstandsligning, som udtrykker, at p og p er

proportionale ved sammentrykning, og vi finder det rimeligst

at studere problemet ud fra den forudsætning, at der ikke
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tilføres eller bortføres nogen form af energi, altså heller

ikke varme, fra systemet.

Det er rimeligt at antage, at luften i røret er ho

mogen i den forstand, at hve~; :ille luftrumfangs temperatur

og tryk er en og samme funktion af tætheden. Temperaturen

behøver da slet ikke at indgå i ligningerne og det er da kendt

resultat fra termodynamikken, at

p==Ap'Y,

hvor y er en karakteristisk konstant for luftblandingen i

røret som stof betragtet, medens A er en konstant,som er

knyttet til den samlede luftmasse, og som ændres, hvis der

tilføres varme til systemet. Ligningen (35) vil også gælde

indenfor visse grænser, selvom luftmassen er indesluttet

mellem stempler, der in~fluerer på luftsttømningen.

8. 10. Idette tilfælde vil vi bibeholde de fra fysik-

ken stammende betegnelser. Vi tænker os, at vi langs en kurve

i (x,t)~planen har opgivet værdier af p og v. Vi har da lig

ningssystemet

.Q.Qdt + .Q.Qdx
at aX

+ Q.p.vaX

== dp

.Q!dt + ~x == dvat aX

+ irLp == o
aX

ilI:L 0Apy-1 + avp + avpv == oaiY at ax

Dette ligningssystem til besteJr:melse af de parti

elle differentialkvotienter af p og v har determinanten
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dt

O

1

dx

°
v

°
dt

O

°
dx

p

T 8. 18.

Vi se~ at ligningssystemets determinant bliver 0, hvis

(36) dx = (v + c)dt eller dx = (v - c)dt

hvor vi har sat
" ~,jo~ ":'.

gelsen

Størrelsen c, der således er en funktion af tætheden,

kaldes lydhastigheden. De ved (36) bestemte retninger er

retningerne for de projicerede karakteristikkerl

Hvis ligningssystemet til bestemmelse af de 4 par

tielle differentialkvotienter skal være løseligt, nqr deter-

minanten er 0, skal den linearkombination af ligningerne~ der

fås ved multiplikation med komplementer til determinantens

anden søjle og addition, forsvinde indentisk.'Bette kræver,

at størelserne d og dv på højre side tilfredsstiller bet in-

(pdx - pvdt )dp + p2dtdv.,

Heri indsætter vi de to udtryk fra (36), og derved får

vi de to andre ligninger på karakteristikform

cdp + pdv = O eller -cdp + pdv = O.

Vi tænker os nu som sædvanlig de projicerede karakteri

stikker givet på parameterform

,
hvor vi for fast n får de karill{ter1stikker~der svarer til de

ligninger~ vi har skrevet til venstre for lteller", medens faste

værdier af f giver de andre karakteristikker. Vi får da hele

11gningssystemet på karakteristikform
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v og c som funk-

= (v - c) ..Q1
Gf)~ == (v + c) ~ '

(38)

c ~== -p~ C QIJ. = p dJ:
Gf) Gf)·'

Dette ligningssystem sammen med (37) bestemmer p,

tioner af f og Y).

8.11. Vi skal ikke gennemføre nogen fuldstændig diskussion

af metoder til løsning af ligningssystemet (38), men derimod om-

tale en speciel klasse af løsninger. Det drejer sig om løsninger

med den egenskab, -at p er konstant langs hver karakteristik i det

ene system. Lad os f.eks. antage, at

G-k = °
identisk i f og Y) ...Af (38) følger da, .at vi også har

GV
~ == 0,

og vi har derfor

p == R ( f) ) , c = C( f)),. v = V( Y)), .

og den første af ligningerne (38) viser, at de karakteristikker"

langs hvilke Y) har en konstant værdi, er rette linier med ligning

x = (v + c)t + xo •

Endvidere viser den sidste af ligningerne (38), at

dv = ~ dp == \JyAp Y23
. dp ,p

så vi får relationen

(39) v =~1 \IYA p~ + k

eller

20
v = y-1 + k,

hvor k er en konstant. Hældningen af det andet sæt karakteristik~

ker er nu

v - c = k - 3-Y
1

cy-

og er således en lineær funktion af c. Det første sæt karakteri-
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stikker har hældningen

k + ~c.
'Y - 1

I alle praktisk forekommende til~ælde er y en konstant

med værdi mellen 1 og 3. Med voksende t$thed ~år vi der~or

voksende c og voksende hastighed. Endvidere vokser hældningen

a~ karakteristikkerne a~ det ~ørste system, men hældningen a~

karakteristikkerne af det andet system aftager.

Pa figuren

har vi skitseret for-

lØbet af de projice-

rede karakteristikker

for en lØsning af den

her omtalte specielle
j

type. Vi minder om, at p~

linede karakteristikker, s.amt at c og v er lineære voksefide

funktioner af de retlinede karakteristikkers hældning mod

t-aksen. For den på figuren skitserede lØsning gælder det alt

så, at vi for t = O har voksende tæthed på [x1 ,x2 ] men afta

gende tæthed på [x2 ,x3 ]. Desuden fremgår det, at "tætheds

profilen1f bevæger sig mod hØ jre som en bølge, når t vokser,

ffiGn under denne bevægelse mod hØjre vil intervaller med

voksende tæthed blive

længere, medens inter-

valler med aftagende

tæthed b livey' kQ-rtere ,

og tæthedsprofilen vil

derfor ændres som antydet på hosstående skitse.

En løsning af den her omtalte form kaldes en simpel
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bØlge. StØrrelsen c er ligesom p en tilstandsfui1ktion for luft

massen.· Den kaldes 1z9:Qas;tigheden •. Ved de strØmninger, vi mØ

der i dagliglivet, ~r ændringerne i p og c fra sted til sted

ret u~etydelige; og v er meget mindre end c. For eksempel er

en orkans hastighed omkring en tiendedel af lydhastigheden.

8. 12. Vi vil supplere ovenstående studium af de simp-

le bølger med en undersØgelse, derviser, at visse begyndelses~

værdirroblemer al tid har simple bØlger som lØsninger. Til det

formål betragter vi den ved en lØsning

p = R(x,t) , v = V(x,t)

definerede afbildning ~ af (x,t)-planen ind i (p,v)-planen.

De projicerede karakteristikker afbildes ved Wpå

2 kurversystemer, der tilfredsstiller hver sin af de 2 neder

ste af ligningerne (38), altså på systemerne med dif~erential-

ligningerne
cdv = --dp
P

og cdv = -dpI,p.

Vi lØste den sidste af disse ligninger ovenfor og lØsningen

til den fØrste fås af lØsningen (39) ved et fortegnsskifte.

Derved får vi karakteristikkernes billeder i (p,v)-planen.

Fremstillingen bliver enklere, når vi benytter v og c som vari-

able, idet vi så får

(40) 2c
v = ry _. 1 + k1 og 2c

v = - y-i + k 2

som ligninger for de 2 familier af karakteristikker. Det dre-

jer sig om 2 skarer af paralelle rette linier eller rettere

halvlinier.,. da kun halvp.lanen 'O > O kommer i betragtning. De

2 skarer er indbyrdes symmetriske om en vilkårlig akse pare1-

lel med v-aksen.

Vi vil nu antage, at vi i (x,t)-rummet har et
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område n, hvor

T. 8. 22.

",'

er konstante. Dette område afbildes, ved <tf på punktet (co,vo )

i (c,v)-planen og derfor vil enhver projiceret karateristik,

der skærer gennem fI.. ved <p afbildes på en af' kurverne (40)

gennem (c ,v ).r fI..' er karakteristikkerne rette linier.o o

På figuren har vi tegnet

1 projiceret karateristik

af hvert system, og såle-

des at de skærer hinanden

udenfor Sl. Skæringspunktet vil da også afbildes på, (co,vo ).

Men alle projioerede karakteristikker gennem pu~{ter i det

skraverede område vil da skære gennem fI.., og vi kan Slutte,

at hele det skraverede område afbild.es på (c ,v ) og at de
o o

projicerede karakteristikker også i det skraverede område er

rette linier. Heraf fØlger, at området il!. hvor~._Q-2,g [}.. er

konstante kanu~vides til et Qarallelelogram Qegrænset ~f

QR9jicere4e karakteristi~_ihvilket d~tad~~der2

at v 9 ~ og p er konstante.

Midt på hos-

stående figur findes

et parallelogram be

grænset af de kraftigt

optrukne karakteristik

ker, indenfor hvilket

v, c og p er konstante.

De 2 karakteristikker, der indeholder et par mod

stående sider af parallelogrammet, afgrænser et bælte, som

udfyldes af karakteristikker af den ene familie. Ved ~ af-
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bildes hele dette bælte i en ret linie gennem (Vo,co~. For

projicerede karakteristikker af det andet system gælder det

nu, at W afbilder dem på rette linier af det andet system,

og den del af en projiceret karakteristik, der ligger i det

ovenfor omtalte bælte, vil derfor afbildes i et enkelt

punkt. Altså er v, c og p konstante langs de stykker af ka~

rakteristikker, der forlØber tværs over det omtalte bælte,

Heraf fØlger, at bevægelsen svarende til de dele af bæltet,

der ligger udenfor parallelogrammet~ er en simpel bØlge~

Parallelogrammet forlænges således ud over alle fire sider i

bælter, indenfor hvilke bevægelsen er en simpel bØlge. De

projicerede karakteristikker er retlinede på de stykker,

der skærer tværs gennem et af bælterne. Udenfor bælterne

findes fire vinkelrum, hvor bevægelsen sædvanligvis er af

mere kompliceret natur.

8. 13. Det er let at konstruere lØsninger af den

i 8. 12. omtalte art. Vi behØver blot at gå ud fra en vil-

kårlig simpel bØlge, som vi anvender på den ene [ide af en

af dens retlinede karakteristikker. På den anden side af

denne kan vi da altid fortsætte lØsningen ved at lade vo ,

ren viste forlØb af de

projicerede karakteri-

ledes have det på figu-

så-Vi kan

Co og Po beholde de samme konstante værdier, som de har på

karakteristikken.

•

stikker. Det drejer sig her om en fortynding, der som en

simpel bØlge breder sig mod hØjre ind i en hvilende luft-

masse. Vi kan imidlertid også have den på den fØlgende situ~
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atioh viste situation,

hvor fortyndingsbØlgen

lØber mod venstre og

efterlader luften bag

sig i hvile.

8. 14, For fortætningsbØlger har vi ganske

tilsvarende muligheder, men den komplikation, vi allerede

i 8. 11. har antydet, gør sig nu gældende på helt afgØrende

vis. Som antydet på figu-

ren, vil de retlihede ka

rakteristikker i dette

tilfælde skære hinanden.

Der er her tale om en for-

tætningsbØlge, der breder sig ind i en i en hvilende luft-

masse. Skæringen mellem karakteristikkerne viser, at luft

med større tæthed efter nogen tid indhenter luft med rin-

gere tæthed, og fra matematisk synspunkt kan lØsningen da

ikke fortsætte for højere værdier af t. De virkelige karak

teristikker i (t,x,p.,v)-rummet ligger da i flere lag over

visse dele af (t,x)-planen~ så vi :får f'le~e J(1\suingeY' Flt

vælge imellem i et vist område.

Situationen kan virkelig indtræffe i praksis~ og
,

der sker da det, at der opstår en grænseflade~ således at en

lØsning bI'uges på den ene e-ide af grænsefladen~ medens en

anden lØsning bruges på den anden side af grænsefladen. Ved

passage gennem grænsefladen ændres p, c og v diskontinuert.

Grænsefladen af denne art kaldes chokbØlger. Det er ikke

vanskeligt at opstille et ligningssystem til beskrivelse

af selve chokbØlgens bevægelse, men løsning af dette lig
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ningssystem sammen med de partielle differentialligninger

bliver let en kdmpliceret sag.

Behandlingen af en chokbØlge som en ren diskon

tinuitet er selvfølgelig ikke helt realistisk, men i prak~

sis viser det sig, at chokbØlgens længde er så ringe, at

processerne i selve chokbØlgen bØr diskuteres under hensyn

til luftrnassens partikelstruktur. Den egentlige risiko ved

de her anvendte simplifikationer ligger i, at der i selve

chokbØlgen sker en betydelig omsætning af bevægelsesenergi

og potentielenergi til varme, som delvis ledes væk. Dette

medfører, at den oVerfor med A betegnede konstant ikke mere

forbliver konstant.

8. 15. Ved den praktiske lØshing af ligningerne

(38) wil det være hensigtsmæssigt at behandle simple bølger

for sig~ I de resterende områder kan vi derefter bruge c og

v som uafhængige, idet vi har

og vi kan forudsætte c og v kendt fra (40), hvor vi har ind-

sat f og n for k1 ~g k 2 , giver indsættelse af dette i den fØr

ste ligning (38) en lineær ligning med de partielle d.::~f'eren-·

tialkvotienter af x og t som ubekendte. Den anden ligning (38)

behandles tilsvarende, og vi får derved et lineært lignings~

system. Vi skal ikke gå nærmere ind på behandlingen af dette

problem, der er af ganske samme art som det, vi kender fra

varmeledningsligningen.

8.· 16 .. Vi skal tilfØj~, at definitionen af simpel

bØlge uden videre kan anvendes for andre hyperbolske diffe-

rentialligninger,og at sætningen, om at et område, hvor
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lØsningen er konstant, begrænses af karakteristikker, og

at lØsningen i tilgrænsende bælter er en simpel bølge, vil

gælde uændEet. Dertmod vil det selvfølgelig ikke være rig

tigt, at det ene system af karakteristikker i sådanne bæl

ter reduceres til slfstem af rette liniestykker.
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En eksistenssætning.

T. 9. 1

Lad

9.1. For hyperbolske differentialligninger gælder eksistens

sætninger, der både med hensyn til formulering og med hehsyh

til bevis ligner de for sædvanlige differentialligninger gyldige

sætninger. Vi vil fØrst vise en meget speciel sætningj

9.1.1. ~ing. Lad n ~ R5 være et område i (x,y,z,p,q)

rummet og lad g:n ind i R vær~ en funktion, som tilfredsstiller

en Lipschitz-betingelse med hensyn til z, p og g, idet der ek

sisterer et positivt tal A, således at

Ig(x,y,z2,P2,g2) - g(x,y,z1'P1,~)1 ~

A(lz2- z1 1 + Ip2-P11 + Ig2-~I).

~:(a,b] ind i R være en differentiabel funktion, ~or hvilken

(x,~(x),o,O,O) E n for alle x E [a,b], og hvis di~ferentialkvo

tient ikke antager værdien O. Ethvert punkt (xo'Yo) med

Xo E ]a,b[, Yo = ~(xo) har da en omegn U, i hvilken der eksiste

rer en lØsning z = ~(x,y) til den partielle differentialligning

(2)

således at

f(x,~(x)) = Dxf(x,~(x)) = Dyf(x,~(x)) = O,

når (x,~(x)) E U.

Bevis. Punk,tmængden

6 = f(x1 ,x2 )la ~ Xi < x2 ~ bj

er sammenhængende, og den ved

~(x1,x2) = (X2-X1)-1(~(x2)-~(X1))

definerede afbildning ~:6 ind i R er kontinuert. Værdimængden
.-

~(6) er altså sammenhængende. IfØlge differentialligningens mid-

delværdisætning antager D~ værdien ~(x1'x2) i et punkt af

]x1 ,x2[. Altså gælder O ~ ~(6), og vi kan således Slutte, at
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----·-------,r
I

·-b+!--~ x

(x,y)
~....._-

. 6(:XIV)
(xo'Yo .

I_-l.. _
El

y

~(b) .

Ø(6) er et delinterval af ]O,~[ eller af ]-~,O[. Vi vil antage,

at Ø(6) ~ ]-~,O[, idet den anden mulighed kan behandles analogt.

Funktionen ~ er da strengt aftagende. Vi vil endvidere antage,

at intervallet [e,b] er valgt så lille, at det afsluttende rekt

angel med vinkelspidser (a,~(a» og (b,~(b» tilhØrer fællesmæng

den for n og (x,y)-planen. Vi kan da vælge k > O, således at

(3) [a,b]x[~(b),~(a)]x[-k,k]x[-k,k]x[-k,k]c n.

For ethvert (x, y) E

[a,b)x[~(b);~(a)] afgræh~

ser kurven y :;: ~(x) sam~

men med akseparallelle

linier gennem (x,y) et

trekantet område 6(X,y),

der specielt bliver tomt,

hvis y:;: ~(x).

Inden for et passen

de mindre rektangel

[Xo-o,xo+o]x[~(xo+o),~(xo-o)],

hvor o er et positivt tal, som vi senere vil fastlægge

nærmere, vil vi konstruere en følge (fn) af reelle funktioner ved

fØlgende iterationsproces:

f (x,y) :;: O
o

(4) f n+1 (X,y):;: II g(t,u,fn(t,u),Dxfn(t,U)Dyfn(t,U»dt du.
6(X,y)

Vi må fØrst vælge o så lille, at integralet altid er define

ret. Med B betegner vi supremum for Igl på punktmængden (3). Vi

har da, såfremt integralet er defineret, at
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samt

T. 9. 3

(5) Dxf n+1 eX,y) ~ JYgeX,U,fneX'U),DxfneX,U),DyfneX,U»dU
cp(x)

og

(6)
x

Dyf n+1 (x,y) ~ J g(t~y~fn(t,y),Dxfn(t,y),Dyfn(t,Y))dY,
(P '"-t (y)

som giver vUl>deringerne

IDxf n+1 (x,y) I 5 (cp(x -o)-cp(x +o))Bo o

IDyf n+1 (x,y) I ~ 20B.

Det fremgår heraf, at iterationen vil kunne fortsættes i

det uendelige, hvis blot o er valgt så lille, at

20 < 1, 20B < k, (cp(x -o)-cp(x +o))B < k,o o

idet disse betingeIrer sikrer, at

(X,y,fn+1 (X,y),Dxf n+1 (X,y),Dyf n +1 (x,y))

vil tilhØre punktmængden (3).

Vi indfØrer for kortheds skyld betegnelserne u ,v og wn n n

for supremerne af Ifn+1-fn ', IDxf n+1 - Dxfnl og IDyf n+1 - Dyfnl

på rektanglet [x -o,x +o]x[cp(x +o),cp(x -o)]. Vi subtraherer (4),o o o o
(5) og (6) fra de tilsvarende relationer med n+1 i stedet for

n og vurderer højresiderne ved (1)h Derved får vi vurderingerne

un+1 ~ 20(cp(x -o)-cp(x +o))A(u +v +w )o o n n n

vn+1 ~ (cp(x -o)-cp(x +o))A(u +v +w )o o n n n

wn+1 ~ 20A(u +v +w ).n n n

Vi vælger o så lille, at (7) er opfyldt, og yderligere så-

ledes at der eksisterer et s E ]0,1[, således at

og vurderingen giver da

u 1 + v 1 + w 1 ~ s(u +v +w ),n+ n+ D+ n n n
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hvilket medfører, at rækken

T. 9. 4

L(un+vn+wn )
n=1

er konvergent. Denne række majoriserer imidlertid hver af ræk-

kerne

~ (fn+1(x,y) - fn(X,y»,

n=O

L(Dxf n+1 (y..y) - Dxfn (x,y»
n=O .

og disse rækker konvergerer derfor

, L (Dyf n+1 (X,y) - Dyfn(X,y»
n=O

alle ligeligt. Da rækkernes

afsnitsfølger netop er (f (x,y», (D f (x,y» og (D f (x,y» følgern x n y n
heraf, at (fn) konvergerer ligeligt mod en grænsefunktion f, og at

(Dxfn ) og (D f ) konvergerer ligeligt mod D f og D f. Vi kan day n x y

også i (4) foretage grænseovergangen n -4 co, hvilket giver

hvoraf vi får ved differentiation

DXyf(x,y) = g(x,y,f(x,y), Dxf(x,y) Dyf(X,y»,

hvilket viser, at f tilfredsstiller differentialligningen. Af (8)

fremgår umiddelbart, at f(x,~(x» = O. Af (5) og (6) ses, at

Dxf n+1 (x, w(x),) = Dy f n+1 (x, qi.,x» = O

og for n~.oo fås heraf

Dxf(x~(x»= Dyf(X,~(x» ~ O,

og dermed er beviset fuldført.

9.2: Vi supplerer sætning 9.1.1 med følgende entydigheds-

sætning:

9.2~1. SætningA Under samme forudsætninger, so~ i sætning

9.1.1 ar løsningen f entydigt bestemt i en omegn U af (x ,y).o o
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Bevis~ Med betegnelserne fra beviset for sætning 9.1.1

har vi ~or to lØsninger f 1 og f 2 relationen (8), som ved (1) gi-

ver

If2 (x,y)-f1 (x,y) I =

Iff (g(t p u,f2 (t,U), Dxf 2 (t,u), Dyf 2 (t,u» .~
6(x,y)

g(t,u,f1 (t,u), Dxf 1 (t,u), Dyf 1 (t,U»)dt duj ~

AfJ (If 2 (t, u) -f1 (t,u) I + IDxf2(t, u) -Dxf1 (t, u) 1+
6(x,y)

ID f 2 (t,u)-D f 1 (t,u)l)dt du,y y

eller

If 2(x~Y)~-':f_1 (x,y) I ~ 20A(q> (xo-o)-<p(xo+0) )su1{ /f2 (x,y)-f1 (x~y) l +

ID",~f2(xpy)-.DV"f1 (x,y)I+ID f 2 (x,y)-D f 1 (x,Y)I)\.
~. .l). , Y Y

Ved differentiation af (8) fås relationerne

x
Dxf(x)y) =! g(x 7 u,f(x,u), Dxf(x,u), Dyf(x,U»du

<p(X)

og af disse får vi på tilsvarende måde vurderingerne

hvor prikkerne i parentesen står for den treleddede sum, der ind-o

går i den første vurdering~ Stadig med betegnelserne fra beviset

for sætning 9.1.1 får vi nu ved addition af de tre vurderinger
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If2(x,y)-f1(x,y)I+I~xf2(X,Y)-Dxf1(x,y)I+IDyf2(X,y)-Dyf1(x,y)1 <

E SUP(lf2 (x,Y)-f
1

(x,Y) 1+1 Dxf 2 (x,y)-Dxf1 (x,Y)I+IDyf2 (x,Y)-Dyf(X'Y)0'

og dette kræver, da E < 1, at den treleddede sum forsvinder iden

tisk. Dermed er påstanden bevist.

903, Vi vil nu udvide sætning 9.1.1 til det tilfælde, hvor

udgangsværdier er opgivet langs kurven y = W(x).



Mat. 6, 1962-63 T. 9. 6

9.3.1. Sælll.i~g. Med betegnelserne fra sætning 9.1.1 tænker

vi os givet afbildninger '("rr, K: [a,b] ind i.R, af hvilke '(, ':3r

differentiabel, medens de to andre er kontinuerte. Hvis (" ff og K

tilfredsstiller betingels:n

D'(, = 11 + KDep,

har den partielle differentialligning (2) en losning z = f 1 (x,y)~

som tilfredsstiller udgangsbetingelserne

f(x,ep(x)) = '(,(x), Dxf(x, ep(x)) = rr(x), Dyf(x,ep(x)) = K(X)o

Bevis. Funktionen

ses umiddelbart at tilfredsstille alle udgangsbetingelserne, og

vi indfører en ny variabel z1' idet vi sætter

0:>:1.. oZ1
z = z1 + 1: , p = ax + DAt/J, <l::: aY:- + Dyp,

Derved overføres begyndelsesværdiet i et problem af den type, for

hvilken sætning 9.1.1 og 9.1.2 gælder. Vi fik altså med det sam-

me bevist, at løsningen er entydig bestemt.

9.4. Den vilkårlige lineære differentialligning

ar + 2bs + et = g,

hvor a, b og c kun afhænger af x og y, overføres ved de i kapitel

8 behandlede metoder i en ligning af den her behandlede form, og

vi kan derfor anvende sætningerne på enhver hyperbolsk, lineær

differentialligning, når udgangsværdierne er givet langs en kurve,

der ikke rører nogen projiceret karakteristik.

9.5. Som for sædvanlige differentialligninger kan det vi-

ses, at løsningen i en vis forstand afhænger kontinuert af ~d

gangsværdierne. Nu består disse imidlertid af funktioner, og vi

må således indføre en topologi på funktionsrummet for at defi

nere den omtalte kontinuitet. Af beviset for sætning 9.3.1 frem-
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går; at en ændring t udgangsværdien kan erstattes med en ændring

af funktionen g. Vi må nu vælge topologien sådan, at Lipschitzbe

tingeIsen bliver opfyldt ligeligt på en omegn i funktionsrummet.

Vi får da ligelig konvergens af iteratibnen, og kontinuiteten vil.

da følge af, at hvert trin i iterationen afhænger kontinuert af

udgangsvæ~dierne. vi skal ikke gettnemføre detaljerne, da en gene

rel sætning ikke har stor topologi. Hvis funktionen g er Ilpæn Il ,

vil kontinuiteten ofte kunne vises for en ret grov topologi på

funktionsrummet, og det er skærpede resultater af denne art, der har

praktisk interesse.

9.6. For den specielle differentialligning

(9) s = Ap + Bq + Cz + E,

I
I
'--~x
b

der tilfredsstiller lignende bet in-

entydigt fastlægger en løsning i

hvor A,B, C og E kun afhænger af x og y, kan vi vise en global

eksistenssætning , idet udgangsvær- (y Ifi'.
ep b) - ~~·----r-------I

dier på kurven y = ep(x), x E [a, bJ ,

l
gelser som i de ovenfor viste sæt- I .

ep (a) l-.,----------"
ninger, for en ligning af formen (9)' I."~I~~.

a

det mindste akseparallelle rektangel, der indeholder kurven.

Dette beror på, at højre side i (9) er defineret for alle p, q og z,

således at betingelsen for, at z, p og q bliver indenfor området

automatisk er opfyldt. Endvidere kan konstanten i Lipschitzbetingel

sen vælges fast som det største af supremerne for lAl, IBI og Icl
i rektanglet. Dette medfører, at den positive konstant 6' i eksistens

beviset kan vælges ens for alle punkter i rektanglet for udgangs

værdier på kurver, hvis hældning ligger mellem faste grænser.

Dette medfører, at udgangsværdierne på kurven sikrer eksistens og
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entydighed af løsningerne i et bælte af fast bredde som det på

figuren antydede. En kurve tæt ved bæltets rand giver nu anledning

til en løsning i et nyt bælte af samme bredde o.s.v.
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Adskillelse af de variable.

T. 10. 1

10.1. Hvis en partiel differentialligning er lineær i så

vel den ubekendte funktion sOm alle de optrædende differential

kvotienter, bliver løsningsmængden et lineært funktionsrum, og

det kan da være formålstjenligt at forsøge at bestemme visse spe

cielle løsninger, som frembringer hele løsningsmængden.

I visse simple tilfælde har løsningsrummet en basis, be

stående af produkter af funktioner, der hver kun afhænger af 1

variabel, og det vil da i reglen være let at bestemme disse basis

funktioner. En partikulær løsning svarende til givne udgangsværdier

kan da bestemmes, idet de givne udgangsværdier rækkeudvikles efter

basisfunktionerne. I mange tilfælde kan løsningen af opgaven til

rettelægges, ~åledes at basisfunktionerne kan bestemmes som egen

vektorer for en operator i et Hilbert~ eller Banach-rum, og ræk

keudviklingen fås ved hjælp åf spektralsætnihgen. Vi Skåf her blot

beskæftige os med et særligt simpelt eksempel, nemlig den svingen

de strengs differentialligning.

10.2. Vi tænker os den svingende strengs differentiallig
ning givet på formen

2 2
~ - ex: (x)2 ~ = O.
ox2 ot 2

hvor ex: er en kontinuert, strengt positiv funktion. Vi indsætter

z = f(x)g(t),
hvor f og g er 2 gange differentiable funktioner. Derved får vi

g(t)D2f(X) - ex: (x)2f (x)D2g(t) = O.

eller bortset fra nulpunkter for f og g

D
2f(x) _ ~~lU_

ex: (x)2f (x) -~

og den fælles-værdi for disse 2 kvotienter er således uafhængig

af såvel x som y og har derfor en konstant værdi -~, og f og g

må således være løsninger til hver sin af de 2 differentiallig-
ninger

(2)

Den sidste af disse ligninger kan løses ved elementære

metoder, medens behandlingen af den første ligning er mere kompl~

ceret.
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10.3. Der knytter sig størst interesse til det special
tilfælde, hvor den svingende streng har sine endepunkter fæstnet
i to punkter. Svarende hertil vil vi kun interessere os for de
løsninger, der tilfredsstiller betingelsen z = O for x = O og for
x = l. Idet vi erindrer, at dette gælder for alle t, ser' vi, at be
tingelsen reduceres til f(O) :=: f(l) :=: O. Tallet l > O er den svin
gende strengs længde. Vi ser, at tilføjelsen af den anførte udgangs
betingelse fører os til et randværdiprobl~m for den første af de
sædvanlige differentialligninger (2).

Vi vil i det følgende antage, at koefficienten ex i (1)

er en afbildning ex: k ind i R. Heri ligger der intet specielt, idet
vi altid kan tænke os funktionen ex fortsat på hele den reelle
akse som en kontinuert funktion. Den fuldstændige løsning til den
første af ligningerne (2) har da formen

(3) u = c
1

f 1 (x) + c
2

f 2 (x),
hvor c

1
og c2 er arbitrære konstanter, medens f

1
,f

2
: R ind i R er

partikulære løsninger, som tilfredsstiller betingelsen

(4) W(x) :=: + O

for enhver værdi af x. Determinanten kaldes som bekendt Wronski
determinanten. Betingelsen (4) sikrer som bekendt, at begyndelses
værdier for f(x) og Df(x) i et punkt x altid entydigt fastlægger

o
en løsning til den første li@1ing (2).

I det foreliggende tilfælde er problemet imidlertid et
randværdiproblem. Hvis vi har givne randværdier f(O) :=: u, og
f(l) :=: u2 fører løsning af randværdiproblemet tilligningssystemet

c 1f 1 (O) + c 2f 2(0) = u1
(5) c 1f 1 (l) + c 2f 2(1) :=: u 2
til bestemmelse af de arbitrære konstanter. Randværdiproblemet
får 1 og kun 1 løsning undtagen i det specielle tilfælde, hvor
det til (5) svarende homogene ligningssystem

c 1f 1 (0) + c 2f 2(0) :=: O
c

1
f

1
(1) + c

2
f

2
(O) :=: O

har egentlige løsninger. Men det svarer netop til, at det specielle
randværdiproblem f(O) = f(l) :=: O har egentlige løsninger. Det vil
da netop have uendelig mange indbyrdes proportionale løsninger.
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(6)

10.4. Vi skal således finde løsningerne til

d 2
u 2--2' + "l\, cx (x) u = ° , u = ° for x= ° og for x = l ,

dx

idet l er et givet positivt tal, medens ~ er et ubekendt tal. Vi

vil først-undersøge forholdene for ~ < 0, og vi vil vise, at i

dette tilfælde har differentialligningen slet ikke løsninger med

flere end 1 nulpunkt.

Hvis løsningen f, som ikke er identisk 0, har mere end

1 nulpunkt, kan vi finde et interval ]x1 ,x
2

[ mellem på hinanden

følgende nulpunkter for f. Heraf følger, at f har konstant fortegn

på ]x1'~(' og da -f også er løsning, kan vi antage, at f er positiv.

Af middelværdisætningen følger nu umiddelbart, at der findes et

punkt x
3

E ]x1,x2[ med Df(x
3

) > O. Af (6) følger, at D2f er positiv

i ethvert interval, hvor f er positiv. Altså er Df strengt voksende

på ]x1,x2[, altså positiv på] x3'x~[ • Heraf følger, at f er strengt

voksende på[ x
3

,x2 ] i modstrid med, at f(x
3

) > 0, men f(x
2

) = O.

~d~rJiQIgblem~!-h~~sål~-?ldrig egentlige løsning~

fo~ A. < O.

For ~ = °har randværdiproblemet heller ikke egentlig løs

ninger, idet alle løsninger til differentialligningen i dette til-

fælde er lineære~

10.50 Vi går nu over til at betragte det vanskeligere til

fælde ~ > OP Vi vil indføre den antagelse, at

(7) .[(cx(x) )2dx = ({J.

O

Lad nu f være en løsning, og lad x være et nulpunkt for f. Da
o

Wronskideterminanten aldrig forsvinder, er Df(x ) +O. Lad oso
antage, at Df(xo ) > O. Vi kan vælge h > 0, således at f er strengt

voksende i [x ,x +h] • Vi har da på grund af differentialligningeno o
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og vi sætter

Df(x +h) < Df(x ),o o

T. 10. 4

Lad os nu antage, at x1 > Xo + 2h er valgt, således at

f(x) ~ k for xE [xo+h,x~.

For x E [xo+h,x1J får vi da ifølge differentialligningen

Df(x) = Df(xo+h) -A fXCX(f)2f (f)df ~
x +h

o

Df(xo ) - Ak fX a(f)2df ,
x +ho

hvilket igen medfører

'x 1')
k + Df(xo ) (X1-Xo ) -. Ak J 1 (f a(f)2df)d1').

X +h x +ho o
Ved delt integration omskrives det sidste integral til

så vi får uligheden

Xi
Ak f (x1-f)a (f) 2df ~ Df (x

o
) (x1-xO),

x +h
o

og da integranden er positiv, gælder uligheden stadig, hvis vi

erstatter øvre grænse med ~(xO+x1)' og vi har derfor

så vi sluttelig får vurderingen
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Af (7) følger nu, at x1 ikke kan være vilkårlig stor. Altså kan

vi vælge x
1

, således at vi netop har f(x
1

) = k. På intervallet

JXo+h'X1 [ er f(x) > k, og da Df er monotont aftagende for f(x) > O,

kan vi slutte, at Df(x
1

) < O. For x > x
1

har vi da, så længe f(x)

bliver ved at være positiv, at f(x) < k - (x-x1 )Df(x1 ), og heraf

fremgår, at f har et nulpunkt for x > x
1

•

Vi har således

vist, at løsningsfunk-

tionens grafiske billede

(8)

svarende til

har en bølgetop som antydet på figuren. Da -f også er løsning, kan

vi gentage ræsonnementet og påvise eksistensen af en følgende bøl

gedal. Løsningsfunktionen har altså form som en bølge, der strækker

sig i det uendelige, men det vil sædvanligvis være en noget ure

gelmæssig bølge, hvis toppe og dale har varierende længde og

hØjde. Vi bemærker, at kurvens vendepunkter altid falder nøj-

agtigt i skæringspuru(terne med x-aksen.

10.6 Det er let at vise, at lØsningen til differential-

ligningen
2

d u + 'Aa(x)2u = O
dx2

givne udgangsværdier

O O du
x = , u = , dx = ~

på ethvert fast endeligt interval afhænger kontinuert af 'Ao

Vi erstatter 'A med 'A + 6'A og lØsningen bliver derefter u + u1 '

hvor
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Ved subtraktion af den oprindelige ligning fås
2

d u 1 2 2
~-2 + 'Acx (x) u1 + 6'Acdx) (U+Li.j ) ::: O.
dx

Hvis (8) har de lineært uafhængige lØsninger f 1 (x) ~b

f'2(x) med Wronskideterminanten W(x) giver de arbt\,r:·are kOT1""

stanters variationsmetode lØsning u
1

(x) på formen

BetragtGI' vi nu et fast interval [x ,x +lJ 9 giveT' denne ="igllL:.c;
o o

umiddelbart en vurdering af formen

som for tilstrækkelig små 16'A1 giver

Ksun 'L"':
sup 1u 1 1 ~ 1~~:~ tlL}:-j- 16'A I .

Heraf fremgår.9 at lØsningen afhænger lwntinuert e,r Ao

IJact f værG en lØsning til (8) og lad [x ,x" J V2U'C
o I

et interval mellem 2 nulpunkter for fo På figuren har vi ant~dGt

lØsningen i dette

interval, idet vi har

antaget, at det drejer

sig om en bØlgetop. Vi hiJ.r desuden tegnet et styl<;:ke ar en 19;5--

ning, der startd'" licl t til V<3ns tl"'O for x med samme hældnj.l1g < 1o

x er dems hældning formindskes noget og til hØ jre :C'or x vj.l
o o

]'l~81dningen formindskes hurtigere end for den oprindelige lpening,
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Den nye hØlge:: vil deri'o.L' nave sin top til venstre for den gamle

bØlges. Vi kan nu multiplicere den nye lØsning med en konstant~

så de to bØlgetoppe bliver lige høje. Det er da klart, at den

nye kurve skær.er den gamle. Den kan imidlertid kun skær.e bØlg~~

. . "

toppen 1 gang, da randværdiproblemet er entydigt løseligt for

ægte delintervaller af [X~)X1]. Vi ser således at den nye bØlge

ligger således i forhold til den gamle, at alle skæringspunkter

med x-aksen er forskudt mod venstre.

10. 8. Vi vil nu betragte 2 eksemplarer af lignin~

gen (8) svarende til forskellige værdier af A1 altså

d
2

p ( )2 a2
u 2(9) d~ + A1a.)C u::;: O , CIJc2 + A2cx (x) u ::;: O,

hvor vi vil antage, at Ai (_A~. Vi betragter en lØsning f 1 til

den fØrste ligning og en løsning f 2 til 4en anden ligning, og

vi antager, at det i et punkt x gælder, ato

Begge løsninger vil da have bØlgetop, som begynder i xo. Af dif

ferentialligningen fremgår umiddelbart, at

2D f i (xo ) ::;:

D2f 2 (Xo ) ==

-A1CX(XO)2f1 (xo ) ::;: O,

2
-AZCX(Xo ) f 2 (Xo ) = O,

samt ved differentiation af differeIltialligningen, at

(10) D3f i (Xo )::;: -A1CX(Xo)2Dfi(XO)' D3f 2 (XO) == -~a(xo)2Df2(XO)'

hvilket viser, at D3f i (X
O

) > D3f 2(X
O
).Heraf følger, at der eksi

sterer et interval ]xo,xo+h[, h > O, hvor f i (x) > f 2(x).

Lad nu Xi være-det første nulpunkt for f i efter xo. Vi vil

vise, at ligningen f i (x) == f 2(x) ikke kan være opfyldt i inter

vallet ]xo 'xi ]. Vi fører beviset indirekte, idet vi antager, at

f 1 (x2 ) == f 2(x2) og x2 E ]xo,x i]. Vi betragter først tilfældet
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X2 < 1~ I dette tilfælde er f 1 (X)(f2 (X))-1 kontinuert på ]xo ,x2 ]

og har grænseværdien 1 i venstre endepunkt. Den vil derfor i

et punkt x
3

E: ]xo ,x2 [ antage sin størsteværdi -I<: > 1. Vi betrag

ter lØsningen f
3

(X) = Kf
2

(X) til den sidste af ligningerne (9).

Den tilfredsstiller betingelsen f
3

(x
3

) = f 1 (x
3

), men f
3

(X) f

f i (x) i en omegn af x
3

• Nu er imidlertid

Df
3

(x
3

) = Df1 (x
3

) , D2f3(x3) < D
2
f 1 (x

3
)·

Det fØrste fOlger af, at f
3

(X) - f
1

(X) f O i en omegn af x
3

' og

det sidste fØlger af, at f i og f
3

tilfredsstiller hver sin af

ligningerne (9). Men denne ulighed ville netop medføre, at

f
3

(X) < f i (X) i en omegn af x
3

bortset fra selve punktet x
3

•

I tilfældet x2 = Xi får f 1 (X)(f2 (X))-i en grænseværdi

i xi' da Df2 (xi ) f 0, og den antager derfor sin størsteværdi

K > i i et punkt x
3

E: Jxo,xiJ. For x
3

< Xi gælder ræsonnementet

uændret. POl' x
3

= Xi benytter vi (10) med Xi i stedet for Xo og

f
3

i stedet for f
2

for at få

Df1 (xi ) = Df
3

(xi ), D
2
f
1

(xi ) = D2f
3

(x1 ), D3fi (xi) < D3f 3 (x1 )

i modstrid med, at f
3

(X) > f 1 (x) i et interval til venstre for

Af ovenstående

overvejelser fØlger, at alle

lØsningskurvens skærings-

punkter med x-aksen til

hØjre for x bevæger sigo

mod venstre, når A vokser.

10.9. Vi vender nu tilbage til det oprindelige prob-

lem, som er et specielt tilfælde af det såkaldte Sturm-Liouville-

problem. Vi søger altså lØsningen til
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(10)

'r. 10. 9

D2 2
~ + Aa(x) u = o
dx

med randbetingelserne

u = O for x = O og x = l.

For A ~ O har dette problem ingen lØsninger. For A > O

vil en lØsning u = f(x) med f(O) = O til ligningen (10) være en

bØlge, der skærer x-aksen uendelig mange gange. Når A vokser vil

alle disse sk@ringspunkter "bevæge sig mod vens tre. Det ses også

umiddelbart af det foregående, at man ved at vælge A tilstrække-

lig stor kan opnå, at den samlede længde af de fØrste n bølger

bliver vilkårlig lille. Af resultatet i 10.6 fremgår, at abscis-

Sbrne til ski0:Jringspunkterne med x-al<sen afhænger kontinuert af A.

Heraf fØlger~ at det for uendelig mange værdier af A indtræffer,

at 0t skwringspunkt med x-aksen falder i x = l, og randbetingel

sen (11) er da opfyldt. Vi ser således~ at Sturm-Liouville-prob

lemet (10),(11) har lØsninger for en voksende følge Ai < A2 < •••

af vi.Jrdier af A. Det ses også~ at denne fØlge går mod 00.

10.10. Sturm-Liouville-problemet kan formuleres som et

egenværdiproblem. Lad a2[0~lJ være klassen af 2 gange differenti

able funktioner f : [O,lJ ind i R med f(O) = f(l) = O, organiseret

som et vel<torrum med en passende topologi. Vi har da en operator

L : 02[0,lJ ind i P[O,lJ~

hvor P[O,lJ er mængden af funktioner på [O,lJ, og hvor L er de-

fineret ved

Det ses da, at de sØgte værdier af A netop er egenværdier for L,

medens lØsningerne er de tilsvarendo egenvektorer.
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Det ses, at L ikke afbilder sit definitionsrum på sig

selv, men ind i et langt mere omfattende rum. Dette giver anled-

ning til principielle vanskeligheder ved anvendelsen af den al-

mind01ige teori for operatorer i Banach-rum. Vi skal ikke gå

nærmere ind på dette spørgsmål.

10.11. For den partielle differentialligning for den

svingende streng får vi nu umiddelbsrt løsninger ved at supplere

lØsningerne til Sturm-Liouville-problemet med lØsninger til

differentialligningen
2

d v-- + AV = O
dt2

for SCi.HliTIe værdier af A. Vore fundamentale lØsninger får således

formen

f(x)cos(wt-<p) ,
2hvor w = Ao Her er f(x) en furuction, hvis grafiske billede er

bØlgeformet. Denne bølge vandrer ikke henad x-aksen, som de tid-

ligere omtalte, men bliver på samme sted, således at alle dens

knuder er faste, men amplituden varierer altså periodisk i ti-

dens lØb. Vi taler derfor om en stående bØlge.

Vi får en voksende følge O < w1 < w2 <••• af værdier af

konstanten w i lØsningen, når l er fast valgt. Svarende hertil får

vi stående bØlger med svingningstider

Hvis strengen er homogen, bliver disse indbyrdes harmoniske, men

i det almind61ige tilfælde vil de sædvanligvis være disharmoniske.

Hvis vi nu søger en lØsning svarende til givne udgsngs-



lVIat. 6, 1962-63

1'(x,O) = g(x),

hvor

T. 10. 11

geO) = gel) = O, h(O) = hel) = O,

tænker vi os denne skrevet som en sum af fundamentallØsninger

f(x,t)

00

-----,

= ) f (x)(a cosw t+b sinw t),
L_In n n n n
n=1

og vi s0r, at vi blot b0hØver at vælge koef1'icienterne an og bn'

såledt;;s at
00

00

L
n=1

a f' (x) = g(x),
n n

b w f' (x) = h(x),n n n

og denne opgave reduceres således til problemet om udvikling af

f og g i række e1'ter egenvektorerne f' og en passende spektral
n

sætning vil eventuelt klare sagen. Vi skal ikke her gå nærmere

ind på dette spØrgsmål.
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Varmeledningsligningen.

T. 11. 1

11.1. Hvis de to sider af en tyk metalvæg holdes på hver

sin faste temperatur, vil der i tidens løb indstille sig en li

gevægtstilstand, således at temperaturen varierer lineært gennem

væggen, og der vil da ved varmeledning transporteres energi gen-

nem væggen med en hastighed, der viser sig, at være proportional

med forskellen mellem temperaturen på væggens to sider. Energi

transporten går i retning af den side, hvor temperaturen er lavest.

Vi kan derfor skrive

( ) aE aT
1 at = -k ax '

hvor g~ er energitransport en pr. tidsenhed,

raturændringen pr. længdeenhed vinkelret på

aTmedens ax er tempe-

vægfladen. Minustegnet

antyder, at energitransporten går i retning af aftagende temperatur,

og k er en konstant, som er karakteristisk for det materiale, væggen

består af. I virkeligheden er k ikke helt uafhængig af temperaturen.

11.2. Den ovenfor omtalte situation kan uden videre efter-

prøves eksperimentelt. Fra matematisk synspunkt kan man naturlig-

vis ikke ud fra det ovenfor anførte slutte noget som helst om

forholdene, når den omtalte ligevægtstilstand endnu ikke har ind

stillet sig, så temperaturfordelingen endnu varierer i tidens løb.

For at komme videre gør vi nu den antagelse, at ligningen (1) er

almengyldig. Vi vil kun beskæftige os med det i-dimensionale til-

fælde, hvor tempereturen er funktion af t og den ene rumkoordinat-

x, men uafhængig af de 2 andre rumkoordinater.

Vi betragter nu stykket [x1 ,x2 ] af x-aksen. Den varmemængde,

der findes i et ror af tværsnit 1 langs dette interval er givet ved
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X2I y (x)T(x,t)dx,

Xi

T. 11. 2

oA(X) Gt T(x,t)dx,

hvory er varmefylden og T temperaturen. I varmemængden indgår

en additiv 1 arbitrær konstant, ~om er uden betydning for os •.Æn-

dringen af energiindholdet i det betragtede rumelement er givet

ved

.x2

jx
1

men også ved den ifølge (1) tilførte energi

Altså er

Vi foretager grænseovergangen x2 ~ x1 og skriver x i stedet for

x1• Derved får vi den 1-dimensionale varmeledningsligning

(2) y(x)~~ = o: (k(X)~).

I denne form er ligningen anvendelig også for inhomogent

stof, idet y og k kan variere fra sted til sted. Vi minder om, at

(2) ikke følger umiddelbart af det først omtalte til grund liggen

de eksperiment, ~igningen (2) er ikke umiddelbart egnet til efter

prøvning ved eksperiment. Den egentlige eksperimentelle verifi

kation af (2) må således være" en verifikation af løsninger til (2),

idet disse ofte lader sig efterprøve ved eksperiment.

11.3 Vi vil nu først forsøge at finde fundmnentalløsninger

til (2) ved at adskille de variable. Vi sætter

T = uv, u = f(x), v = g(t),
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og vi får

T. 11. 3

dv d ( du)
YUdt = vdx k dx '

og efter division med yuv bliver venstre side uafhængig af x og

højre side uafhængig af t, så begge sider får en konstant værdi

Vi får derved ligningerne

~ (k ~~ ) + 1\')/ u = O
dv
dt + /\v = O.

Den første af disse ligninger giver anledning til et Sturm-Liou

ville-problem i lighed med det, vi mødte i forbindelse med den

svingende strengs differentialligning.

11.4 Vi vil nu nærmere studere det specielle tilfælde, hvor

y og k er konstante. Ved et variabelskift t = Kt1 , K > O kan vi

vilkårligt ændre værdien af den konstante faktor y-1 k , og det vil

derfor være tilstrækkeligt at betragte ligningen

Denne ligning er ligesom den generellere ligning (2) en parabolsk

differentialligning, og karakteristikkerne er rette linier paral

lelle med x-aksen~ Ved adskillelse af de variable får vi ligningerne

ov + "'v = Oo t /\ •

Vi vil nu specielt søge at bestemme fundamentalløsninger

svarende til randværdierne

u = O for x = O og x = l, l > O.

Da vi straks kunne have indført en ny uafhængig variabel ved

x =M x1 , er det nok at studere en speciel værdi af l. Vi vil fore

trække at vælge l = 1T •

Om den første af ligningerne (3) gælder det, at løsningerne

for /\ < O har højst 1 nulpunkt, og de kan derfor ikke tilfreds-
(=1
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stille de foreliggende randbetingelser. For i\:::: w 2 får den. første

ligning (3) løsningerne asin(wx+~)J hvor a og~ er arbitrære kon

stanter. Det ses, at randbetingelserne kan opfyldes, hvis og kun

hvis w er et helt tal, og vi kan da vælge ~:::: O. Svarende til løs-

ningen

u :::: sin nx

har vi i\:::: n2 , og den sidste ligning (3) får derfor løsningen

_n2t
v = e

så vi får fundamentalløsningerne
2

T = e-n t sin nx, n = 1,2, ••.•

Vi ser, at temperaturen i ethvert punkt af væggen går eksp~

nentielt mod O. Det interessante er, at dette sker, således at

sinusform af temperaturfordelingen bevares under nedkølingen.

11.5. Vi vil nu antage, at vi har opgivet temperaturforde-

lingen

T(x,O) :::: f(x)

til tidspunktet t = O. Funktionen f : [O,ffJ ind i R antages diffe

rentiabel, og desuden forudsætter vi, at f(O) = f(1T) ;::: O. Vi kan

da tænke os f fortsat som en ulige kontinuert funktion med periode

21f. Vi vil anvende betegnelsen f også for den udvidede funktion. Vi

ved da fra mat. 1 og mat. 2, at funktionen f kan udvikles i en kon-

vergent Fourierrække

00

f(x) ;::: \'
~

n=1

b sin nx.
n

Det følger umiddelbart, at rækken
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(4)
00

T(x,t) = L
n;::1

er ligelig konvergent for t ~ O, idet rækken ~bnSin nx er lige",--
lig konvergent, medens de tilføjede faktorer e-n~t for enhver fast

vær~i af t > O varierer monotont med n.
=

Heraf følger, at T(x,t) er kontinuert for t ~ O, og det

ses derefter umiddelbart, at T tilfredsstiller randbetingelserne.

For t ~ to' hvor to er positiv, er også de rækker, der fås ved led

vis differentiation 2 gange med hensyn til x eller t ligelig kon

vergente, og vi kan derfor slutte, at T tilfredsstiller differenti

alligningen for t ~to uden at stille flere krav til funktionen f(x).

Vi må i hvert fald kræve 2 gange differentiabilitet, før problemet

overhovedet har mening. Hvis vi kræver, at f er 3 gange kontinuert

differentiabel, kan vi differentiere (4) ledvis for t = O, og lig

ningen vil da være tilfredsstillet for t = O.

For f > O er (4) vilkårlig ofte differentiabel. Det ses

umiddelbart, at (4) konvergerer ligeligt, også for komplekse vær

dier af x og t i det ved Ret ~ to' IImxl ~ A, hvor tDog A er positive

tal. Heraf følger, at løsningen (4) endda er en analytisk funktion.

Vi ser således, at randværdiproblemet er løseligt, selvom

f har visse former for singulariteter, men disse singulariteter ud-

glattes øjeblikkeligt, så løsningen bliver analytisk for t > O•..
11.6. Vi betragter en løsning T(x,t) til varmelednings

ledningen i et rektangel

a ~ x ~ b, ti ~ t ~ t 2 ,

således a~ forstå, at T er kontinuert i hele rektanglet, og i rekt-

anglets indre 2 gange differentiabel med hensyn til x og 1 gang
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med hensyn til t, således at

T.11.6

(6) D T = DtT.xx
Vi vil nu vise sætningen:

Funkt~2ll§~ T antager sin størsteværdi i et punkt (xo,to )'

hvor enten Xo = a eller b ~~to = t
1

• ~t samme gælder for

mindsteværdien af_T.

Bevis. Da -T også er løsning, er det nok at vise påstanden

for størsteværdiens vedkommende. Vi vil først indirekte vise, at

størsteværdien antages på rektanglets rand. I modsat fald var

T(xo,to ) effektivt større end størsteværdien af T på rektanglets

rand, og vi kunne vælge E > 0, således at det for

(7) U(x,t) = T(x,t) + E(X-X )2o
ligeledes gælder, at U(x ,t ) er større end enhver værdi, som Uo o
antager på rektanglets rand. Lad (x*,t*) være det punkt, hvor U

antager sin størsteværdi. Vi har da

(8)

men ved

(9)

anvendelse af (6) og (7) følger

2 E = D T (x~'; , t ~~) - D
t

T (x *,t >};)
xx

D U( ~~ t *) - D U( * t )~;)xx x, t x,

heraf'

+ 2 E =

~ O,

i modstrid med, at E var positiv.

Ved en simpel modifikation af dette ræsonnement får vi nu

et bevis for påstanden i sætningen. Hvis denne påstand ikke var

rigtig, kunne vi i henhold til det ovenfor anførte vælge (xo,t2)

på rektanglets øverste side, således at T(xo,t2) var effektivt

større end funktionens størsteværdi på de øvrige 3 sider. Dette

ville imidlertid stadig gælde, hvis vi erstattede t 2 med t 2-h,

hvor h > ° er til strækkelig lille. Vi kan derfor antage, at (6)

er opfyldt$ også på rektanglets øverste side. Vi kan da gennem-

føre ordret samme arrangement som ovenfor med den ene ændring, at

(x:;;,t~:;) eventuelt falder på rektanglets øverste side, og (8)

\
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må da erstattes med

T. 11. 70v

* ~ ~ ~ * *DxU(x ',t ") = 0, DtU(x "~t ') f, 0, DxxU(x ,t ) < O,

men det vil ikke ødelægge vurderingen (9).

11.7. Vi vender et øjeblik tilbage til problemstillingens

fysiske baggrund. Begyndelsesværdierne f(x) er en given tempera

turfordeling for t = O. Det fremgår af vort resultat ovenfor, at

temperaturfordelingen derved er fastlagt for ethvert senere tids

punkt. Ved hjælp af varmeledningsligningen kan vi således forudsige,
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hvordan temperaturfordelingen vil være på ethvert tidspunkt i

fremtiden.

På den anden side ser vi også, at den fundne rækkeud-

vikling ikke kan forventes at konvergere for alle negative vær-

dier af t. Det fremgår endda, at visse løsninger for t ~ -to '

to > O vil konvergere mod en grænse-funktion, der ikke er wil

l{årlig ofte differentiabel, ja måske ikke 2 gange differentia

bel~ Så kan vi ikke følge lØsningen længere tilbage i tiden.

Hvis den nemlig kunne fØre lØsningen tilbage til tidspuruttet

",·ti < -t som en 2 gange differentiabel funktion, kunne vi også, o

forfØlge den frem i tiden fra tidspunktet -t1 ved den overfor

benyttede metode, og vi v.dlle få en analytisk lØsning i modstrid

med 9 at lØsningen ikke var 2 gange differentiabel for t = -to.

Disse forhold stemmer med, at varmeledning er en irre-o
,

vercibel proces. Dermed menes, at den altid vil forlØbe i en be-

stemt retning, så vi ikke som ved så mange andre processer kan

tillade os at sIdf te retning på tidsaksen.

1.1. 8. Den anfØrte metode l{an anvende's , selvom de givne

begyndelsesværdier har ret kraftige singulariteter. Lad os f.eka.

antage 9 at vi har givet, at

, x E: J o 91T [.
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Vi får da

bn = g ~in nx dx - ..!-
1r Jo"'" - n1T'

så vi får løsningen

T. 11. 8

T(x,t)
00

1 -n2 t.e Sln nx,n

"v
og det ses let, at denne løsning er kontinuert undtagen i (O~O)

og (1T,0). Diskontinuiteterne i endepunkterne glattes altså ud

øjeblikkeligt.

11.9. Vi vil forsøge at løse et randværdiproblem af en helt

anden karakter. Vi betragter de givne randværdier

T(x,O) = 0, T(O,t) = T(ff.,t) = t,

svarende til, at vi til tidspunktet t = ° begynder at opvarme væg~~

gens sider, så deres temperatur øges med jævn hastighed.

Vi sætter

f (x, t) = t-ix( 1T - x),

og vi ser da, at f tilfredsstiller varmeledningsligningen, og at

f(O,t) = f(1T,t) = t.

For den søgte løsning T gælder altså, åt T = f + g, hvor g til

fredsstiller varmeledningsligningen, og

g (x, O) = i x ( 1T - x), g(O,t) :;:; g(mt) = 0,

så problemet er reduC0ret til en randværdiopgave af den ovenfor

behandlede form.

I dette tilfælde får vi

x( 'ir - x)sin nx dx 1
:;:; -

1T n 2x)cos nx dx

så vi får
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g(x,t)

00

T. 11. 9

e-nZ t sin nx,

og lØsningen til vort problem bliver

T(x,t) = t - -21X(ff - x) + ~ ~ 1
ff ~ nS

n=1

-nZ te sin nx.

Her er ledvis differentiation tilladt, da den resulterende

række bliver ligelig konvergent. Vi får
00

DtT(x, t) = 1 - ~ L~ e':':"n2 t sin nx,

n=1

hvor rækken netop er lØsningen til det ovenfor behandlede pro~

blem. Det fremgår heraf, at lØsningen for x E ]O,rr[ starter med

partiel differentialkvotient O med hensyn til t. Vi får altså

også i dette tilfælde en udglatning af singulariteten.

11.10 Laplacetransformationer er et Vigtigt hjælpemiddel

i teorien for såvel sædvanlige som partielle differentiallignin':':"

ger. For en afbildning f:[O,oo[ ind i C, hvor f er stykkevis kon,:,:"

tinuert differentiabel, sætter vi

Lf(s) J: -sx= e
_ o

f(x)dx,

hvor s = ~ + i~ er en kompleks variabel.

Lad os antage, at det uegentlige integral er konvergent i

punktet So = ~ + i~ • Vi betragter nu et nabopunkto o

s = So + re ie , r > O, IA I < A < 1I.v ::: V o 2

Vi får da

J
b -sx l -rxeie')e f(x)dx = e

a a

e-sox f(x)dx :::

F( ) -areie ie
- a e + re

ta

-rxeie')
e dF(x) :::

ta

-rxeie
F(x)e- dx,
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hvor vi har sat

F(x) ~ r e-8etf(f)df; •

o

T. 11. 10

Funktionen F(x) er begrænset, og vi vælger K, således at

!F(x)1 ~ K, og vi får således vurderingen

Ij
ob sx I. e- f(x)dx

a

(
-brcos6 -arcos,(0 )

~ K e o ~ e +

(
-brcos6 -arcOS6o).JllL -arcos6

e o + e < .. E:; Oll
= coseo

Heraf fremgår, at Laplace-integralet (11) konvergere!'

ligeligt i fællesmængden for det ved Arg(s-ao )' ~ eo bestemte vin

kelrum og en halvplan rr ~ 00; f hvor rr 1 >.0; .Da dette gælder for ethvert

rr1 > eTo og ethverteo < ~1T har vi tillige bevist,. at (11)

konvergerer i halvplanen eT > eT •o

Af det netop viste fremgår nu, at intergralet (111) har

en konvergenshalvplan, der eventuelt kan være tom eller hele

planen, og at (11) konvergerer i alle halvplanens indre ~unkter

og divergerer i alle halvplanens ydre punkter. Integralet (11)

konvergerer ligeligt i ethvert afsluttet vinkelrum, der er in-

deholdt i den åbne konvergenshalvplan. På halvplanens begræns-

ningslinie kan der findes punkter, hvor integralet konvergerer,

og punkter, hvor det divergerer.

11 .11. La~lace-integralet (11) er nDrt beslægtet med de

velkendte Fouriertransformerede. For et v, der tilhØrer kon-

vergenshalvplanen, sætter vi

F (x) = e-crx f(x).
v

Denne funktion tælllcer vi os defineret for alle x, idet vi givel'

elen funktionsv@rdien O for ethvert negntivt x. Den får da den
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eksponentialtransformerede

co

T.11.11

(12 ) EF (t)
a- =/

o

så vi for ethvert o- i konvergenshalvplanen har

LF(s) ::: EF (-t).
a-

Hvis vi nu antager, at F (x) er absolut integrabel, hvilketa-
er ensbetydende med, at Laph ce~integralet (11) konvergerer abso-

lut, har vi omvendingsformlen

F (x) = _1 )-00 EF (t)e-ixtdt
a- 2rr a- '

-co

hvilket også kan skrives

f(x) o-X::: e • 1
21T

r ixtj _ooLF(a-+i t)e dt =

hvor det sidste integral er udstrakt over en lodret linie i den

komplekse plan.

Hvis LF(s) konvergerer med O ligeligt i o- for o- > a-
1

, når

t ~ 00 eller t ~ -00, fØlger umiddelbart af Cauchy' s integralsæt

ning, at det sidste integral i (13) er uafhængigt af o- for o- > 0-1 •

11.12. To afbildninger f, g: [o,oo[ ind i C, som begge er

stykkevis kontinuert differentiable har en foldning

f
x ,x

f~lg(x) = f(t)g(x-t)dt = J f(x-u)g(u)du ::: g~~f(x).

o o
For tre afbildninger f, g og h med de samme egenskaher får vi
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(f'" g )*h(x) = (f* g)( t )h(x-t )d~ =tf1'(u)g( t-u)!t,~'f,-:;)dV.ij~ =
-x x o . () o

) J f(u)g(t-u)h(x-t)dtdu := jXf (u)!X-4g (x-U-V)h(V)dVdU -
o u o o

Endvidere har vi umiddelbart regnereglen

og mængden af afbildninger er således organiseret som en ring~

Det kan vises 9 at denne ring ikke har nul-divisorer, men dette

resultat er meget dybtliggende; og vi får ikke brug for det.

Hvis f og g er begrænsede og absolut intergrable 9 er f*g

også kontinuert og absolut intergrahel. Vi kan da udregne

Laplacetransformationen

! ex> ! 00 fX-sx -sxL(f*g)(s):= e f*g(x)dx:= e f(t)g(x-t)dtdx:=

o o o

Lf(s)Lg(s).

Vi ser således, at foldning af to funtionep modsvarer mul-

tiplikation af deres Laplacetransformerede.

11.13. Lad nu T(x,t) være en lØsning til varmelednings-

ligningen

svarende til randværdierne

'l'(X 9 ) := 0, TC ,t) := 0, T(?T,t):= <p(t).

Med U(x,s) betegner vi den LapJ..acetransformerede af T(x,t) for

hver fast værdi af x 9 altså

(H~) U(x, s) := J 00 T(x, t) e-s t d t •
, o

Vi wil foreløbig antage 9 at T(x,t) forholder sig således, at

intergralet konverg~rer absolut for tilstrækkelig store ~.



Mat. 6, 1962-63 T. 11. 13.

Vi har da omvendingsformlen

1 r+i~ ts(15) T(x,t) = 2ffi . U(x,s)e ds.
cr-~~

Under passende skærpede forudsætninger giver (14)

Joo o ( ) -stat T x,t e dt =
o

J
O<) -st

s o T(x,t)e dt = sU(x,s),

og ved differentiation af (15) får vi tilsvarende omvendings-

formler. Vi ser, at varmeledningsligningen modsvarer relationen

(16) ~~U(x,s) = sU(x,s)

for den Laplacetransformerede U. Dette er imidlertid en sædvan-

lig differentialligning for hver fast værdi af s.

For reelle værdier af s lØses (16) umiddelbart, og vi får

for s ) ° lØsmngen

U(x,s) = 01(s)eV; x + c2(s)eVS x.

Af T(O,t) = ° fØlger U(o,s) = 0, så vi får c 2(x) = -01 (x), og

lØsningen har derfor formen

(17 ) U(x,. s) = c ( S )( oVs x _ e-ve x) •

For fast x er U anafrytisk. Dette medfØrer, at c(s) er en analy

tisk furuttion af x.

LØsningen (17) kan nu anvendes for alle s undtagen på den

negative reelle aks, idetvs eksisterer som analytisk funktion

i hele dette område. De arbitrære kons~anters variationemetode

kan anvendes ganske som i det reelle bortset fra nulpunkterne

for Wronski-determinanten. Denne bliver imidlertid
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eVSX e-vs x,
= -2vs

'.Ise/S x - -'.Is x, -v's e

'1'.11.14

og løsningen (17) vil derfor kunne anvendes for alle de nævnte

v@rdier af s. Vi foretrækker at skrive (17)

U(x~s) = 2c(x) sinh '.Is x.

Randbetingelsen T(1T,t) = cp(t) medfgjrer, at

/00 -s t
= L<p(s) = I ep(t)e dt~

j o

og vi får således

Omvendingsformlen giver nu

(18 ) T(x,t)

og vi har således lØst den stillede randværdiopgave, forudsQt j

at visse ikke nøjagtigt formulerede konvergensbetingelsGl' er

opfyldt. Nu viser (18) imidlertid~ at den LaplacetransformerecLe

af T er prodillct af de to fullictioner

L<p sinh /S2Log
sinh /S1T

Vi indfØrer nu en fulliction w(x,t)~ hvis Laplacetransforme-

rede netop er den sidste af disse fullictioner, altså

w(x,t) 1
= 21Ti

ts
eds,

forudsat, at en sådEl.n f"e-lliction eksisterer. Hvis dette er tilf'E3l·-

det, er T(x,t) en foldning af ep og VI, så vi har
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(20)
t

T(x,t) :::; J ep(-r)w(x,t-'t)d'7:.

o

(21 )

Nu ser vi imidlertid, at lØsningen i et rektangel

[ o ,'ff J x [o, ti ] kun afhænger af restriktionen af ep til [o,t
1

], og

ved udledeIsen af (20) for et sådant rektangel kan vi derfor an-

tage, at <pet) ::: O for alle t over en vis grænse. Heraf fØlger,

at antagelsen om, at <p ikke vokser alt for hurtigt for t ~ ~, er

helt uden betydning for gyldigheden af (20). Dette er grunden til,

at vi ikke har præciseret disse forudsætninger. Det må erindres,

at (18) ikke har den samme almene gyldighed som (20).

11.14. Vi mangler endnu at vise, at (19) virkelig definerer

en funktion, og at denne funktion virkelig har

~~.n.~ v's x
sinh /S'ff

som Laplacetransformeret for hvert fast x E [o,'ffJ.

Hvis vi i (21) indsætter potensrækkerne for de hyperbolske

sinusser i tæller og nævner, kan v's bortforkortes, og vi får

potensrækker i s både i tælleren og nævneren. Altså er (21) en

i hele planen meromorf funktion. Vi ser, at nævneren har nul

punkter netop i de negative hele tal, og bortset fra disse værdier

af s er (19) altså en analytisk funktion.

Vi sætter s :::; ~ + i'7: og (21) er da analytisk for ~ > o.

For en fast værdi af ~ er

hvor e('t) ~ O for '7: ~~. For negative '7: fås et tilsvarende

udtryk med A og 1 - i. Vi får
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hvor €1(~) ~ O for ~ ~ 00. Heraf fØlger

r .siJ1h~~2t1 ~ i e(1+€(~)A1(x-rr)(1+€2(rd),
sinh VS11'

hvor €2 (~) ~ O for ~ ~ 00. Tilsvarende vurdering fås for ~ ~ - 00.

Dette viser, at integranden i (19) går eksponentielt mod O.

Dette sikrer~ at Fourier's omvendingsformel kan anvendes og

w(x,t) eksisterer i hvert fald for x E [0,11'[. Det må imidlertid

erkendes, at den grove undersØgelse ikke fortæller noget om

w(x,t) for x i nærheden af 11', og vi må derfor særskilt undersØge

dette tilfælde. Det viser sig dog, at denne und~rsøgelse kan spa

res, idet vi ad anden vej kan vise, at (20) er løsning til var

meledningsligning og tilfredsstiller randbetingelserne.

11.15. At (20) tilfredsstiller varmeledningsligning fØl

ger umiddelbart af, at w(x,t) gØr det. Dette fØlger af, at in

tegranden i (19) går ligeligt og eksponentielt mod O, så vi kan

differentiere under integraltegnet.

Det ses ligeledes af (19) og (20), at den. fundne lØsning

tilfredsstiller T(o,t) == O for alle t. For t == O og x E [0,11'[

får vi

Vi sætter her

w(x~o)
1

== 211'i [

+i oo

sinh v'sx ds.
o--i 00 sinh /8' 11'

s == o-@(cos@+isin@)==er+io-tg@,@E J-'lL
2

,1L2[~cos H

og vi får
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w(X.,o)

'iL

1 /2
.= 2; _1L

2

'nJi Jer ( 1 ,,1)~SL_\ _- . ~ cos '2 @ + J.sJ.n 2 @ x
_~~~,.,;:;c_..:;,os..fl .~..,-.~ ~_

sinhf- ~; - (cos~ ® + iSin~ ®»)rr
-\ vcos@

0-00
~r~r- ·
cos ®

For en passende konstant K har vi vurderingen

hvil1{et viser, at integranden går mod O for @ 7'. :t ~ og for

() -t 00. Da integralet er uafhængigt af (), har det således vær-

dien O.

11.16. Vi vælger nu specielt <p(t) .= t n , n E: N. Vi får

da for () > O ved gentagen delt integration

L<p(s) .= ~ tne-stdt = ~ J~ t n- 1e-stdt .= ~
o o

[
e-stdt.= ni

n+1
so

Her går integranden eksponentielt mod O, og omvendingsformlen

kan anvendes. I (18) er faktoren til L<p(s) begrænset for

t E: [o,t1 J, og vurderingen IL<p(s)1 ~ nt Isl-2 sil{rer, at in

tegralet konvergerer ligeligt. I dette tilfælde får vi derfor

lØsningen ved hjælp af (18). For x E: [o,rr[ har både <p og w

de rigtige Laplacetransformerede, og derfor stemmer (18) og

(20) overens. Altså lØser (20) randværdiproblemet for <p(t) = t
n

VeCL udnyttelse af lineari teten får vi nu umiddelbart,

at (20) lØser randværdiprobleme~når<p specielt er et poly-

nomium
2 np(t) = a1 t + a2t + ••• + an

t •

Lad nu <p være en vilkårlig kontinuert funktion

<p:[o,oo[ ind i R med <p(o) = O, og lad € og ti være positive

tal. På grund af Weierstrass' approksimationssætning findes
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der et polynomium

Q(t) ::: ao + a 1 t + ••• + antn •

som tilfredsstiller betingelsen

T. 11.18

l<p(t) - Q(t)1 ~ ~8 for

For t ::: O får vi specielt laol

derfor

x E: [o,t
1
].

1
~ 2'8, og for P ::: Q - a o

får vi

l<p(t) - p(t)1 ~ 8 for x E: [o,t
1

].

Heraf fremgår, at vi kan vælge en fØlge (p ) af polyn
nomier uden konstantled, som på [o,t

1
] konvergerer ligeligt

mod <p. For hvert P giver (20) en lØsning T til randværdi-n n

problemot. Af maksimumsprincippet fØlger, at (T ) konvergerer
n

ligeligt på [o,~J x [o,t
1

] mod en grænsefunktion T, og denne

vil åbenbart have de givne randværdier. For (x,t) E: [o,~[

x [o,t
1

J stemmer den overens med (20), idet vi for x E [o,~[

kan foretage grænseovergangen under integraltegnet. Heraf

fØlger, at T tilfredsstiller varmeledningsligningen. Vi har

dermed bevist, at (20) virkelig lØser det stillede randværdi-

problem.

Det modsvarende randværdiproblem

T(x,o) ::: O, T(o,t)::: <pet), T(~,t) ::: O

lØses selvfØlgelig på ganske analog vis. Ved addition får vi

lØsninger til det randværdiproblem, hvor der er givet rand-

værdier på de 3 sido!' af rektanglet. Vi har allerede tidli-

gere vist, at dette problem hØjst har 1 lØsning.

11.17. Andre typer af randværdiproblemer for varmeleQ-

ningsligningen frembyder også en del interesse. Vi kan således

søge en lØsning T(x,t) svarende til givne begyndelsesværdier

T(x,o) ::: <p(x), x E ]-=,=[. Hvis <p er absolut integrabel og

stykkevis differentiabol, har vi en fremstilling af <p ved
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hjælp af den eksponentialtransformerede E~~ idet

og svarende hertil får vi lØsningen

T(x,t) 1=2;

idet integranden her for hver fast værdi af A er en af de 0-

venfor fundne fundamentallØsninger. I dette tilfælde får vi al

så et egenværdiproblem med et kontinuert spektrum.
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Opgaver til T3. 

Ved vektorrum forstås vektorrum over R (uden topologi). 

Ved et topologisk vektorrum (t.v.r.) forstås et vektorrum 

som samtidig er et topologisk rum, og hvor addition og skalær 

multiplikation er kontinuerte. Dersom et t.v.r. skal for-

udsættes lokalkonvekst eller Hausdorff, vil dette blive an-

ført. 

1. Formuler og bevis en sætning om, at summen af to konvekse 

mængder er konveks. 

2. Formuler og bevis en sætning om, at et produkt TIA. af>kon: 
J 

V€ilti&e mængj.er A. (j E J) er konvekst, hvis og kun hvis hver 
J 

A j er konveks. 

3. (Konveks funktion). Lad A betegne en konveks delmængde af 

et vektorrum E. En funktion f: A~ R kaldes konveks dersom 

det for ethvert A E [0,1] og x1 ,x2 E A gælder, at 

f ((1-A)x1 + Ax2 ) ~ (1-A)f(x1 ) + Af(x2 ). 

Bevis, at definitionen er ensbetydend~ med kravet om, at 

''overgrafenH 

f(x,y)EfAxRI y~f(x)J 

er en konveks delmængde af E x R. (~ &t-edet-i'.oo:>~~(--fl·(-x) 

-k:~~~~-k~~%~~. 

4. Lad A betegne en konveks delmængde af et vektorrum E. 

Idet x. E A og A. E [0,1] for j= 1, •.. ,m 9 og idet ~A·= 1, 
J J ' J 

skal man vise, at ~A.X. E A. Lad endvidere f: A~ R være 
J J 

konveks. Vis, at f(~A.X.) <~A. f(x.). 
J J = J J 
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5. Gør rede for, at det har mening at definere det konvekse 

hylster, conv A, af en delmængde A af et vektorrum E som 
;.;;R; 

den mindste konvekse delmængde af E, der omfatter A. Bevis, 

at conv 

endelig 

A består af samtlige konvekse kombinationer ~A .x. af 
J J 

mange :punkter xj E A (hvorved A j E [0,1 J, ~Aj = 1). 

6. Lad A og B betegne to konvekse delmængder af et vektorrum E~ 

7 
l o 

og lad A n B = 0. Bevis at der eksisterer to konvekse mængder 

U og V, således at A c U, B ~ V, U n V = Ø og U u V = E. 

(Benyt Zorn~lemma). 

..2 
Giv et eksempel på en mængde A~ R , som er afsluttet, men 

hvor conv A ikke er afsluttet. 

8. Lad A betegne en delmængde af et t.v.r. Bevis: 

a) A åben ~ conv A åben. 

b) A er et underrum~ A er et underrum. 

c) A konveks~ A konveks. 
o 

d) A konveks~. A konveks. 

o 
af et t.v.r. Lad x 0 E A, x E A. 

Bevis, at samtlige punkter y + x på liniestykket med ende-
o 

puru~ter X0 og x er indre punkter af A, altså y E A. 

(Betragt f.eks. først tilfældet x E A). 

10. Lad A betegne en konveks delmængde af et t.v.r., og lad 
o 

o o ~ - o 
A~ Ø. Vis, at A= A og A= A. (Benyt opgave 9). 

11 • Lad f: A ~ R betegne en konveks funktion defineret i en 

konveks, åben delmængde A f Ø af et t.v.r. 
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Bevis~ at f er kontinuert~ hvis og ~un hvis f er opadtil 

begrænset i en passende~ ikke tom~ åben delmæn~CJ.e af A.C"_;;) 

(Ve j ledning vedr. "hvis 11 : Vis før s t~ a t f er kontinuert 

i X0 E A dersom f er opadtil begrænset i en omegn af x o 
o 

Vis dernæst~ at f er opadtil begrænset i en passende omegn 

af et vilkårligt punkt af A). 

12 .J Lad f: A ~ R være en konveks funktion defineret i en kon-
' 

veks 9 åben delmængde A+ Ø af Rn. Bevis~ at f er kontinuert. 

(Benyt opgave 11 og det forhold, at filtret af arnegne af et 
' 

punkt i Rn har en basis bestående af mængder~ som hver er 

det konvekse hylster af en endelig mængde). 

13. Lad p betegne en seminorm på et t.v.r. E9 og antag 

at p er kontinuert i Q. Bevis 9 at 

a) p er ligelig kontinuert i E. 

b) Mængden A = fXEE lp(x) ~ 1 1 er konveks, symmetrisk om O 

og afsluttet. 

c) Å= fXEE l p(x) < 1 J. 
' 

d) p(x)= inf fp E R+ l x E pAJ for ethvert ~E. 

14. Lad A betegne en konveks, symmetrisk (om Q) og afsluttet 
o 

delmængder af et t.v.r. E 5 og lad A t ø. Bevis, at der ek-

sisterer præcis en seminorm p på E for hvilken A = 
{XEE l p(x) ~11. Vis endvidereJ at denne seminorm er kon

tinuert. (Benyt opgave 13). 

15. Lad E betegne et vektorrum (over R 9 uden topologi), og lad 

B(Q) betegne mængden af alle konvekse delmængder U af E 

som er symmetriske om Q9 og absorberende, (d.v.s. U nU= E)e 
DEN -

Bevis 5 at B(~) udgør en basis for filtret af arnegne af Q 
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i den fineste topologi på E~ hvorved E er et lokalkonvekst 

t.v.r. Bevis tillige, at E herved bliver et Hausdorff rum. 

(Vejledning til dette sidste: Lad e E E, e + Q, og lad H 

betegne en hyper:plan i E gennem Q9 som ikke indeholder e. 

Da vil H+ ]-1,1(e E B(Q)). 

16. Lad E være et vektorrum udstyret med den i opg. 15 cmtalte 

l 
ri 

fineste lokalkonvekse topologi. ~evis følgende: 

a) Enhver seminorm :på E er kontinu8rt. 

b) Enhver linearform :på E er kontinuert. 

c) Ethvert underrum af E er afsluttet. 

d) Et :punkt X0 E E er et indre :punkt af en konveks mængde 

A ~ E hvis og kun hvis der :på enhver linie gennem X0 

findes et i A indeholdt liniestykke, hvortil x hører o 

uden at være endepunkt for liniestykket. 

17. Lad f:pj l j E J1 være en (ikke tom) mængde af seminormer 

på et vektorrum E. For ethvert j E J og p E R+ sættes 

V. = f XE E j :pJ.(x)< p J. 
~,p 

(Man kunne ligeså gerne skrive~ i stedet for<). 

a) Bevis, at mængden B (Q) af alle fællesmængder af endelig 

, mange V. er basis for fil tre t af omegne af Q i en to:po:gg:i_ 
J,p 

~ :på E , som gør E til et lokalkonvekst t.v.r. 

b) Bevis, at den fundne topologi er den groveste topologi 

:på E, der gør E til et t.v.r., og for hvilken alle :pj er 

kontinuerte. 

c) Vis, at den fundne topologi er Hausdorff, hvis og kun 

hvis der for ethvert x E E, x =f Q findes j E J så at 

IJ/X) f O. 
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d) Idet det nu antages, at J er endelig, skal man vise, 

at den omtalte topologi kan defineres ved hjælp af en 

enkelt seminorm p, f.eks. 

p(x) = sup p .(x) , eller p(x)= ~ p.(x). 
~J J ~J J 

Det tilføjes, at en seminorm p på et vektorrum E kaldes 

en ~' dersom p(x) = O ~ x = o. 
Ved et normeret (vektor-)rum(E,p)forstås et vektorrum E 

hvorpå er defineret en norm p. 

Et normeret rum er således specielt et lokalkonvekst 

Hausdorff t.v.r., idet topologien defineres ved den ene 

(semi-)norm p. Samtidig er et normeret rum et metrisk rum~ 

idet afstandsfunktionen defineres ved 

dist(x,y) = p(x-y) (XE.:E, YE: E). 

Den ved denne afstandsfunktion bestemte topologi på E 

er åbenbart identisk med den omtalte ved p definerede 

lokalkonvekse topologi på E. 

/ 

! 

18.\/~ad A være en konveks delmængde af et vektorrum. Vis, at 

A + A = 2A. 

19. Lad A være en symmetrisk omegn af Q et tov.r •• Vis 9 at 

20. Vis under benyttelse af opg.19, at ethvert t.v.r. opfylder 

adskillelsesaksiom T3. -Det følger heraf, at man i kravet 

v2 til B(O) kan tilfØ.je: 11 .... og afsluttet". Det følger end-

videre, at ethvert Hausdorff t.v.r. er ~lært. 

21. Lad E betegne et lokalkonvekst t.v.r •• Bevis, at topologien 

på E kan defineres på den i opg.17 omtalte måde. 
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(Benyt o:pg. 14 og o:pg. 20.) -Hvorledes kan den i o:pg.15 

omtalte fineste lokalkonvekse topologi :på et vektorrum E 

defineres ved seminormer? 

22e Bevis, at ethvert 1-dimensionalt Hausdorff t.v.r. er ieo

morft med a (uden, som i noterne, at benytte lokalkonvek-

sitet). 

23. · Bevis, at en filter"basis F :på et t.v.r. bestemmer et fLL11·-

damentalfilter, hvis og kun hvis 

V U E U (O) 3A E F (A - A ~ U) • 

Formuler specielt dette resultat i tilfælde af et norweret 

rum E under benyttelse af den tilhørende afstandsfunktion 

(jvf. o:pg.17, tilfØjelse). Inddrag sluttelig begrebet dia-

meter af en punktmængde i et metrisk rum (specielt i et 

normeret vektorrum). 

24. Lad (an)nEN være en punktfølge i et t.v.r. E, og lad F 
betegne filterbasen :på E bestående af samtlige mængder 

(n E l~). 

Bevis, at F er en fundamentalfilterbasis, hvis og kun hvis 

(an):rEN er en fundamentalfølge i den forstand, at der til 

enhver omegn U E U(Q.) findes et nummer N E N, således at 

a -a E U n+:p n for alle n>N~:p)O. 

Formuler specielt dette resultat i tilfælde af et normeret 

rum. - I øvrigt henledes opmærksomheden :på, at beviset for' 

sætn. 3.16.1 kan overføres :på flg. sætning: Et normeret 

vektorrum E er fuldstændigt hvis (og kun hvis) enhver fun ·" 
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damentalfØlge på E er konvergent. (Et tilsvarende resul

tat gælder for vilkårlige metriske rum). 

25. Bevis, at et lokallconvekst t.v.r. E er metriserbart~ hvis 

og kun hvis E er Hausdorff og topologien på E kan definerer-

ved en numera~ mængde af seminormer 

(Vejledning til 11hvis 11 delen: Sæt 

dist(x~y) = d(x-y)~ hvor 

d(x) = ~ 2-n pn(x) / (1+pn(x)). 
nEN 

Eftervis og benyt dernæst følgende uligheder: 

a) (/\+fL)/(1+/\+,u) ~ 'A/(1+/\) + ,u/(1+,u) for l\ 9 fL E R+. 

b) 'A/ ( 1 +/\) ~ 2/\ for 1\ E [O, 1 J • 

c) p (x) < Egælder for ethvert 
n = 

hvilke d(x) ~ s/2n+1
G 

+ 
E E R , :r:E:N, XE:E ~ for 

26. Lad E og F betegne to lokalkonvekse t.v.r •• Lad topologieu 

på E være defineret ved en mængde {pi l i E IJ af seminor

roer på E, og lad topologien på F være defineret ved en m20:. _, 

de f q_j l j E JJ af seminormer på F. Bevis, at en lin~!'"l: a:::'-~ 

bildni!lg f: E -l- F er -~oll,!i~~rt hvis og kun hvis der til en.--

hver af seminarroerne g_. svarer endelig mange seminormer 
J. ~ . -

pi (i = i1 ~-~2.' ._ •• ,im) og et tal a > O, således at der for 

alle x E E gælder 
',,, 

Find derved i tilfældet E = F en nødvendig og tilstrækl{elig 

betingelse for, at den ved fpi l i E IJdefinerede topologi 

er finere end, henholdsvis identisk med, den ved ~g_ilj ~J] 

definerede topologi. 
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Formuler endelig de fundne resultater i s:pecialtilfældet 9 

hvor E og F er normerede rum (o:pg.17). 

27. Lad T betegne en mængde (ikke tom), og RT mængden af alle 

funktioner f: T~ R. Gør rede for, at RT bliver et vel\:tOI'"-

rum ved :punktvis addition og :punktvis multi:plikation med 

skalarer .. Med B(T) betegnes mængden af ~grænsede funktionG:>~' 

f: T~ Ro Gør rede for, at B(T) er et underrum af :RT. Bevis) 

at den ved 

llfll = s u :p l f(x) l (fE B(T)) 
xET 

definerede funktion li [ler en norm :på vektorrummet B(T)) u~-

at B(T) herved bliver et fuldstændigt normeret rum. 

28o Lad T betegne et Hausd2,rffrum, og lad C(T) betegne mængden 

af alle ~nti:æder.te funktioner f: T __. R. Gør rede for, a t 

C(T) er et underrum af RT (og tillige af B(T), dersom T er 

kom:pakt). For enhver kom:pakt mængde K~ T sættes 

s u :p 
xEK 

lf(x) l (f E C( T)). 

a) Påvis, at :pK er en seminorm :på C(T). -Den ved systernet 

af alle :pK ( K kom:pakt ) definerede lokalkonvekse to:po

logi :på C(T) (jvf.o:pg.17) kaldes to:pologien for ligelig 
'•'-~"""' C'"S~--.;:~,,-c~Y'"~~"_ -,-~- ~~~~~~~ 

konvers:eD:~ ,l;2å ___ ~()m}2a:l{ te _delmængder (eller kort: kompakt 

konvergens). 

b) Lad [Kj l j E J) betegne en vilkårlig &v~~kftiR~~ffi'~·,m:ra· 
' ' 

l ~ --\ kompakte delmængder. Vis, at seminormerne :p .=:pK \J E .J 1 
J j 

definerer den omtalte topologi :på C(T). S:pecielt bliver 

C(T) metriserbart, dersom J er numerabel (opg.25). 

c) Bevis, at C(T) er et fuldstændigt Hausdorff t.v.r. 
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d) Gør rede for, at hvis T er kompakt~ er den her betragtede 

topologi :på C(T) identisk med delrumstopologien :på 

C(T) ~ B(T), idet B(T) udstyres med den i opg. 27om

talte topologi. 

e) I tilfældet T = R skal det vises, at n~+ AU f- [Q~ 
AE :r<.. 

enhver omegn U af Q i C(R). 

for 

29. Lad T betegne et lokalko~~~ (Hausdorff-)rum~ og lad c0 (T) 

betegne mængden af alle kontinuerte funktioner f: T ~ R med 

!f.2I!!Eakt.....§.tØtt~ st(f) o Gør rede for, at c0 (T) er et underrum ,) 

såvel af B(T) som af C(T). For enhver funktion ep E: C(T) med 

ep(x)>O for alle x E: T sættes 

:p (f) = su:p (l f(x) l/ep(x)) 
ep xE:Xrr' 

(Man kunne ligeså gerne skrive jf(x)jep(x) ). 

a) Påvis, at :pep er en seminorm :på c0 (T), og at den ved mæng

den af alle disse seminormer :p definerede lokalkonvekse 
ep 

topologi :på c0 (T) er Hausdorff. 

b) For enhver kompakt mængde K ~ T indføres underrummet 

af c0 (T). Dette er ligeledes et underrum af C(K) og af 

B(K). Vis~ at C(K) ~ B(K) og c0 (K) alle inducerer dt:on sam

me topologi :på underrummet c0 (T~K). 

c) Bevis, at c0 (T) er fuldstændigt. 

d) I tilfældet T = R skal det vises, at c0 (R) ikke er me

triserbart. (Bevis og benyt~ a t de r for enhver følge af 

funktioner ep E: C(T), med ep> O overalt~ findes en funk-· n n 
tion ep E: C(T)~ ligeledes med ep > O overalt, således at 

der :for ethvert n E: fr gælder 

for lxl ~ oo) 

r 
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For f E oC(R) sættes 
"" 

p(f) =LJf(x)ldx. 

For f E J;0 (:R) sættes 
"" 

p (f) = [ lf(x)l~(x)dx, 
~ -= 

hvor ep E c(.R), ~(x) > O for alle x E R. 

a) Påvis, at p 9 p og p er seminormer på de respektive vek-
n ~ 

torrum cl10c(:R), c['(:R) og oC0 (R), som herved bliver lokal-

konvekse t.v .. r .. 

b) For ethvert interval [-n, n], n E N, indf\ZI' es underrummet 

c{0 (R, [ -n~n]) = f f E L0 (R) l s t( f) ~ [ -n,n]1 

at de tre rum J 10c(R), ol(R) og cl_;0 (R) .. 

Viss at disse sidste alle tre inducerer den samme topologi 

på J (R , [ -n, n J ) ~ 
o 

c) Find afslutningen N af fQ1 i hvert af de tre t.v•r .. 

([loc(.R), o[(:R) og d,o(.R). 

d) Idet man sætter 

tloc(.R) 

L(R) 

Lo(.R) 

::: oLloc(R)/N4 

= cl(R)/N, 

= oC0 (R)/N, 

skal man vise~ at disse Hausdorff t.v.r. er fuldstændige. 

(Det samme gælder for øvrigt om de oprindelige rum ~oc' 

oL og d~ . ) Herved tage a Ries!Z..-Fischer 1 s sætning for be-o 

kendt .. 

e) Bevis, at L10c(R) er metriserbart, L0 (R) derimod ikke. 

(L(R) er jo endda et normeret rum.) 
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32.. Lad E o~ F betegne to Hausdorff tøv.r. Vi skriver i denne 

o:pgave.4'K c ,F~ dersom nedenstående tre betingelser er opfyldt: 

a) F er et ægte underrum af Eo 

b) Som delmængde af E er F overalt tæt i E. 

c) Delrumstopologien :på F er strengt grovere end den givne 

top o logi :på F. (..tmderledes ud trykt: injektionen i F~ E 

er kontinuert, men ikke åben, i de givne topologier på E 

og F.) Det ses, at F ikke kan være fuldstændigt i delrums~ 

topologien for E. 

Vis, at relationen c er transitiv .. Eftervisf/dernæst nogle af 

nedenstående relationer mellem de i opgaverne 28~31 indførte 

fuldstændige lokalkonveksa Hausdorff tev.r. (idet vi tager 

T = :R i op gø 28 og 29) ~ 

~ c 00 c L0 C" 
n (l L 
Coo c d c L1 "'? o c 

(Vejledning til punkt b: For at a:p:proximere en funktion f E C 

med funktioner fra d , multipliceres f med 
o 

funktioner 

tj;n E d0 ; hvor lfln(x) :: 1 for x E [-n,n]. En analog fremgangs

måde kan benyttes ved relationerne C~ c CF og L0 c L c Lloc' 

For at approximere en funktion f E C med funktioner fn E C: 

benyttes regularisering (udglatning) ved foldning med funk~ 

tioner Wn E ~& for hvilke 

lfln ~ Og st(lfln) ~ [-~,~]b c~·n(!*:)d.X = 1 l , 

idet man sætter fn = lfln*f 9 dvso 
00 00 

:t: (x) = L''' (x-y )f(y) dy = [ f(x-y )d, (y) dy .. n '~-'n · = 't'n 

Det første udtryk benyttes til at vise, at f E er, og det n 

andet til at vise~ at f ~f i er for n~.oo. Samme fremgangs
n 

måde kan benyttes ved de resterende relationer.) 
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