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Kapitel 1.

Mengdelere.

1.1, Vi skal i dette afsnit besksftige os med en idkreds,
som har principiel betydning for udviklingen af den abstrakte
mzngdelsre, og som har mange anvendelser i den videregiende ma-
tematik, Vi begynder med at minde om begrebet ordensrelation
P& en mengde A

En relation pd A er som bekendt givet ved en mazngde
R ¢ A x A, og man benytter et relationstegn, f.eks, —<, séledes
at (a,b) € R skrives a =< b. Relationen er en ordensrelation,
nar den har fglgende egenskaber:

1) va € A (a =< a), Reflexivitet.

2) va,b € A ((a < D AD < a) =a=">).

3) va,b,e € A ({(a < b A D = ¢c) = a“-{ é); Transivitet.

Eksempler pa ordensrelationer er relationen ¢ pénR og re-
l;ationen c pa mengden b(u) af delm&ngder af en mzngde M. I ste-
det for a =< b vil vi skrive b > a og derved defineres en ny
ordensrelation »-, som er den omvendte til -<. Af 2) fremgir,
at a - b samtidig med a >~ b kun finder sted for a = b. Rela-
tionen a < b lm:ses 'a kommer fgr b" eller "a minoriserer b'.
Tilsvarenda siges ogad "b komuer efter a"reller l>'bt'ma,jor'ise.rer

a". En mengde A med en ordensrelation kaldes en brdnet.maggde.

‘Den kaldes en fuldstendig ordnet mesngde, nar betingelsen
va,b € A (a =< D vb =< a)

er opfyldt. Hvis man vil understrege, aﬁ en mengde blot er ord-
net, men ikke ngdvepdigvis fuldst&ndigt.ordnet, kalder vi den
partielt ordnet. F.eks. er R fuldstsndig ordnet ved $» medens

D(M) er partielt ordnet ved c.

1.2, Vi far brug for endnu en rskke begreber i tilslutning
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til ordnede m®mngder. Vi betragter fgrst en ordnet mzngde A med

ordensrelationen -¢,; og vi definerer da:

a € A kaldes det fgrste element 1 A, safremt

vb € A (a =< D).
Det fremgdr af betingelsen 2) i 1.1, at der virkelig hgjst
findes 1 element af A, som tilfredsstiller denne betingelse,

Analogt definerer vi
a € A kaldes det sidste element i A, sa&fremt

vb € A (b < a).

Vi understreger, at det fgrste element og det sidste ele-
ment ifglge definitionerne stér i relationen —<¢ eller >~ (er
sammenlignelige med) alle elementerne i A. Det er let at angive
ordensrelationer, hvor intet element er sammenligneligt med alle
andre, og der vil da ikke findes f¢rste eller sidste element,

a € A kaldes et minimalt element i A, safremt

vbe A(b <a=b=a).

a € A kaldes et maximalt element i A, safremt

Vb € A (a~<Db=Db=a).

En mengde kan have mange maximale elementer, men 2 af dis-
se vil aldrig v®#re sammenlignelige., Et element, der ikke er
sammenligneligt med noget andet element, er efter definitioner-
ne pa en gang minimalt og maximalt. Hvis det fogrste element i
A eksisterer, er det tillige det eneste minimale element 1 A,
og tilsvarende for det sidste element. Hvis A er fuldstendigt
ordnet og a et minimalt element i A, da er a det fgrste element
i A, Analogt for maximalt element.

1.3, Lad A vere en fuldstendig ordnet mzngde. Ethvert x € A

definerer et venstre afsnit VA(X) begtéende af de elementer, der

er forskellige fra x og gir forud for x. Analogt defineres et

héjre afsnit HA(X). Altsa
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Vy(x) = fyearalytxay-<xl

Vi bemerker, at V, er en afbildning af A ind i D(4).

14341, Definition. En fuldstendig ordnet mengde A kaldes
velordnet, hvis enhver ikke tom delmzngde af A har et fgrste
element. Ved el venstrc afsnit i A fursths et afanit VA(x) som
ovenfor defineret eller hele mzngden A.

Mzngden N af naturlige tal er velordnet ved relationen ¢,
men § og R er ikke velordnede ved denne relation.

1.3.2, Sstning. En foreningsmengde af venstre afsnit i en
velordnet mazngde er selv et venstre afsnit.

Bevis. Lad A vare en velordnet mzngde og {Uj | 3€ J1 en
mengde af venstre afsnit., Vi satter U = u Uj‘ Hvis U ikke er
hele A, har A \ U et fo¢rste element x, oé vi har da VA(X) c U.
For et y med x -¢ y ville y € Uj medfgre x € Uj’ hvilket ikke
gelder, Altsd er U = V,(x).

1.3.3. Sztning. Lad A vere en velordnet mengde og B ¢ A en
delmengde med f@glgende egensksb:

VX € A (VA(X) c B=x€ B).

Da er B = A,
Bevis. Ellers fandtes der et fgrste element x € A \ B og

dette ville medfgre VA(X) ¢ B, altsa erter antagelsen 1 Swtiulugou

x € B i modstrid med x € A \ B.

Setning 1.3.3 er grundlaget for en bevismetode, der kaldes
transfinit induktion. Vi skal se eksempler pa& denne bevismetode
i det fglgende.

1.4. Lad A og B vere ordnede mangder med ordensrelationer,
som vi vil betegne med -< for begge mazngder, En afbildning
p: A ind 1 B kaldes voksende, safremt

VX, € A (2 < y = o(x) < o(y)).
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Hvis ¢ tillige er bijektiv og ¢-1 voksende, kaldes ¢ en grdens-

isomorfi, og A og B kaldes ordensisomorfe. Det er klart, at or-

densisomorf med er en skvivalensrelation.

En ordensisomorfi afbilder fgrste element pa forste element,
minimalt element p& minimalt element, venstre afsnit pa venstre
afsnit, fuldstzndig ordnet mmngde pé fuldstendig ordnet mmngde,
velordnet mengde pa velordnet maengde 0.8.V.

Hvis A er fuldstendig ordnet, medens B er ordnet og ¢: A
ind 1 B er voksende og bijektiv, da er B &benbart fuldstendig
ordnet og ¢ en ordensisomorfi.

1.4.1. Setning. Lad A og B vare ordensisomorfe velordnede
maengder. Der eksisterer da kun 1 ordensisomorfi ¢: A pa B.

Bevis., Vi benytter transfinit induktion. Lad ¢: A p& B og
¢: A p& B vare ordensisomorfier. Vi betragter

E=fxeh| p(x) = ¢(x)}.
For x € A og VA(X) ¢ E bliver x det fgrste element i A \ VA(X),
altsd ¢(x) og ¢(x) begge det fgrste element i B \ @(VA(X)) =
B\ ¢(VA(X)). Af smtning 1.3.3 fglger nu E = A og satningen er
bevist,

1.4,2., Setning. En velordnet msngde A er ikke ordensiso-
morf med noget venstre afsnit VA(x) c A.

Bevis, Vi benytter atter transfinit induktion, Lad ¢: A pa
VA(X) vere en ordensisomorfi. Vi satter

E={yea]| oly) = 5yl
For y € A og VA(y) c E bliver y det fgrste element i 4 \ VA(y)
og ¢(y) folgelig det férste element i (A \ VA(y)}gX&\ V’A(y)o Altesd

192
far vi ¢(y) = y, hvilket medfgrer y € E, og pistanden fglger nu ar

s@tning 1.3.3.
1.4.3, Sztning., Lad A og B vare velordnede mmngder og ¢: A
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ind 1 B og ¢: A ind i B ordensisomorfier, der begge afblilder A
rd et venstre afsnit af B, Da er ¢ og ¢ identiske,

Bevis. I specialtilfeldet ¢(A) = ¢(A) folger det af szt
ning 1.4.1, at ¢ og ¢ er identiske., Af x € ¢(A), x & »(A) £plgen
o(8) ¢ VA(X) c ¢(A), og afbildningen ¢°¢~1: W (A) p& oll) er A
en ordensisomorfi mellem den velordnede mangde ¢ (A) og afsnit—
tet ¢(A) 1 modstrid med s®tning 1.4.2.

1.4.4, Sztning. Af 2 velordnede mengder A og B vil en altid

vare ordensisomorf med et venstre afsnit af den anden.

da Yol

Bevis., Lad {C. | J € J} vmre msngden af venutro oienlt o

5 |
A, Tor hvilke der eksisterer ordensisomorfier ¢j: Cj ind i &,
sfledes at ¢j(Cj) er et afsnit af B, For x € Cj n O, gelder
ifplge 1.L.3, da Cy n O, 8benbart er et afsnit af A, at gz =

¢k(x). For ¢ = U C, kan vi derfor definere ¢: C ind i B, idei

AP

vi for x € Cj sgtter p(x) = ¢j(x). Ifglge setning 1.3.2 or O =v
venstre afsnit af A. Vi vil vise, at enten er C = A gliler @{G} e
B. I modsat fald eksisterede nemlig et fgrste element & € A %\ U
og et fgrste element n € B \ ¢(C), og

| " o(x) for x € C

o (%) ={

! for x = &

definerer da en ordensisomorfi af C u {£} p& afsnitter

o(C) u §n} af B, men sd er C U {€1 en af mangderne C, 1 mod
strid med definitionen af C,

1.5. Af stning 1.4.4 fremgir, at de velordnede mengder =i
omtrent ens, sdledes at afsnittene af en eneste velordnst "mo-
delmengde" vil vare tilstrékkelige til alle formdl, hvis hlot
"modellen" er lang nok. Det ef nerliggende at starte med N, dog
plejer man at medtage O, idet man derved opndr, at hvert ial i

rekken netop er antallet af de forudgidende. Hvis mengden harp

flere elementer, findes der blandt dem et fgrste. Bt sfdant wo-




Mat., 6, 1962 T. 1. 6.

tegner vi w og de fglgende med wtl, w+2,... . Hvis det stadig
ikke er nok, fortsmttes med 2w, 2w+1,... 0.,8.v., Nir dette hel-
ler ikke er nok, fortszttes med wz, w2+1,..., wzﬁﬂ,or.,
2w2,..., w3,..., ww,... » Nar sammenbygning pa& denne made ikke
giver mere, kan vi ga videre med et Wy s derefter med et Wo Oe8s
v, S8ledes kommer vi til den transfinite talrakke

O,1,2,3...,w,w+1,w+2,...,2w,2w+1,...,wg,w2+1,eoo,w2ﬁw,

w2+w+1,..,,w2+2w,,..,2w2,...,w ,...,ww,.o.,w1,w1+1,,oe,

w1+w,o..,w1ﬁww,.oo.,w2,... °

Der er altid mulighed for at bygge videre pa denne rakke,
og den kan sdledes bringes til at indeholde en kopi af enhver
velordnet me&ngde, man mgder. Afsnittet V(q), hvor g er et sym=-
bol fra rzkken, siges at have ordningstypen gq. Enhver velordnet
mezngde far sdledes tillagt en ordningstype, og velordnede meng-
der er ordensisomorfe, hvis og kun hvis de har samme ordnings-
type.

1.6, I de fglgende undersggelser far vi brug for det sa-

kaldte udvalgsaksiom, som f¢rst blev fremsat af E. Zermelo i

190L.

1.6.1+ Udvalgsaksiomet, Svarende til en mesngde M findes

der altid en afbildning u: D(M) \ {#} ind i M, slledes at
u(A) € A for ethvert A € D(M) \ {@#}. Afbildningen u kaldes en

udvalgsfunktion.

Udvalgsfunktionen u knytter séledesvtil enhver ikke tom del~
mengde A - M et element af denne mengde. At en sddan udvalgsfunik-
tion virkelig eksisterer, forekommer 1 f¢rste omgang nazsten ind-
lysende., Zermelo benyttede sit udvalgsaksiom til beviset for

fglgende smtning.

1.6.2, Velordningssstningen. P4 enhver mmngde M kan der

indfgres en ordningsrelation, sdledes at M bliver velordnet.,
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Bevis. Lad u: D(M) \ {#} ind i M vare en udvalgsfunktion,
Vi satter u(M) = 8o Ved en kade vil vi forstd en delmangde
K ¢ M med en velordningsrelation -<, s&ledes at ethvert x € K
tilfredsstiller betingelsen
(1) x = (M \ Ve(x)),
hvor VK(X) er det ved x bestemte venstre afsnit af K. Lad nu K
og L vere to séddanne kazder., Vi ved da fra satning 1.4.4 at 1 af
dem, lad os sige K, er ordensisomorf med et venstre afsnit af
den anden, og vi har sdledes en ordensisomorfi ¢: K ind i L, og
@(K) er et venstre afsnit af L. Vi indfgrer punktmzngden
| E={xeK|ox)=x}.
Hvis x € K er et element, for hvilket VK(X) c E, har vi ifglge
definitionen af E, at VK(X) = ¢(VK(X)), og da ¢(VK(X)) er et
afsnit af L eksisterer y € L, s8ledes at ¢(VK(X)) = VK(X) = Vi(y).
Af (1) fglger da

y=uM\ V(y)) = uM \ Vp(x)) = x,

a}téé X € E. Transfinit induktion giver altsd E = K, s& vi sér,
at K er et afsnit af L.
| iad nu in | J € K} vare mezngden af alle kader i M. Vi sat-
ter K* = U K. For x,y € K* har vi da keder K, og K, som inde-
holdér X og y, og da den ene k@de er et afsnit af den anden,
findeé der en kxde, der indeholder bade x og y, og denne kade
giver os en relation x -< y. De foregdende overvejelser viser,
at dénne reiation er ens for alle kader, der indeholder x og y.
vHeraf fremgar, at x =< y og y =< x medfgrer x = y. AT x < y og
y =< z fas, idet der findes en k@de, som indeholder x, y og z,
at x =< z, Altsé er K* en fuldstendig ordnet mengde. En mengde Kj
er eventuelt identisk med K*. I modsat fald findes KS, séledes
ét Kj é KS c K*, og Kj er da et venstre afsnit af Ks og dermed

ogsé et venstre afsnit af K*. En delmzngde A ¢ K* har elementer
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felles med en mangde Kj’ og det fgrste element i A n Kj bliver
fbenbart det fgrste element i A, Altsd er K* velordnet.

Vi har sdledes fundet en kade K*, der indeholder alle an-
dre kmder., Er nu K* ¢ M en mgte delmsngde, kan vi sstte
u(M \ K*) = a., Ved at tilfgje a efter alle elementerne i K© far
vl en ny velordnet mazngde, og den er &benbart en kade, Men det
gtrider mod, at k¥ indeholder alle andre kzder, Altsa er K" = M,
og M er velordnet ved relationen =<,

1.7. Til enhver velordnet msngde svarer en ordningstype, 1
stedet for ordningstype siger man ofte ordenstal. En abstrakt
msngde kan (hvis den er uendelig) organiseres pd flere mdder som
velordnet m#ngde, og den har derfor ikke nogen bestemt ordnings-
type. Imidlertid falder de sbstrakte mengder i skvivalenskategori-
er ved den szdvanlige mangdexkvivalens og hver sadan kategori
tilordnes et kardinaltal., Af velordningssetningen f¢lger, at
det for to maengder A og B altid gzlder, at 1 af dem kan afbildes
pa en delmazngde af den anden. Hvis A kan afbildes p& en delmsngde

af B, vil vi skrive kard A < kard B, hvor "kard" betyder kardinal-

=

tal for', og det er da klart, at relationen < bliver reflexiv og
transitiv. At { er en ordningsrelation fremgar af fglgende set-
ning, F. Bernsteins zkvivalenssztning (1897):

1.7.1. Setning. Hvis 2 mangder A og B tilfredsstiller bade
kard A ¢ kard B og kard B ¢ kard A, da er A og B zkvivalente.

Bevis, Beviset er helt elementert, og det benytter hverken
udvalgsaksioﬁet eller velordning. Efter forudsstiningerne har vi
injektive afbildninger f: A ind i B og g: B ind i A, Vi bemzrker,

at elementerne i A og B er ordnede i ka:der, hvis elementer skif-

tevis tilhgrer A og B, og hvor ethvert element er billede af det -

foregéende, altsd
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...§a1—>b -%a £b ga —-)b §vooa

Ksden er éntydigt bestemt ved ethvert af sine elementer., Den kan
bryde af til venstre, idet den kan have et fgrste element, som
ikke tilhgrer billedet af den anden mzngde, og den vil da vare
uendelig og uden gentagelser. Kzden kan ogsid vere periodisk, og
den kan strakke sig i det uendelige 1 begge retninger uden gen-
tagelser,

Ethvert element i A eller B tilhgrer przcis 1 ka:de, og vi
far sdledes klasseinddelinger af A og B. Til hver klasse i A er
knyttet en klasse i B (den, der stammer fra samme k@de), og
klasser, der svarer til hinanden, har lige mange (evt. numerabelt
mange) elementer., Vi kan altsd for hver klasse i A valge en bi-
jektiv afbildning pa den tilsvarende klasse i B, og disse bijek-
tive afbildninger definerer da abenbart en bijektiv afbildning
af A p&d B. Dermed er Bernsteins sastning vist.

Imidlertid m& vi indrgmme, at vi ikke, som vi lovede i be-
gyndelsen, har vist satningen uden brug af udvalgsaksiomet. Vi
har jo for hver af klasserne i A valgt 1 af de mulige afbildnin-
ger, og det synes at vere en stiltiende anvendelse af udvalgs-
aksiomet., En n®srmere undersggelse afslgrer dog hurtigt, at vi
kan angive en ganske bestemt afbildning for hver klasse, sd det
ikke bliver ngdvendigt at vaelge. Hvis klassen stammer fra en pe-
riodisk ka&de eller en kazde, der er uendelig i begge retninger,
er restriktionen af f selv bijektiv og sé&ledes anvendelig. Det
samme gzlder, hvis kzden har et fgrste element, som tilhgrer A.
Hvis ka&den derimod har et fgrste element, som tilhgrer B, vil re-
striktionen af g_1 vere bijektiv. Vi har sdledes angivet et kon-
kret valg af afbildning for hver enkelt klasse., Vi understreger

endnu engang, at sammenligneligheden af vilkarlige kardinaltal
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ikke har kunnet vises uden brug af velordning og dermed af ud~
valgsaksiomet.

Det her benyttede bevis for F. Bernsteins skvivalensset-
ning stammer fra B., Jessens forel@sninger.

Vi bemzrker, at enhver mzngde af kardinaltal er velordnet
ved relationen . Hvis vi nemlig velordner mangder med de omtal-
te kardinaltal vil en af disse fa mindst ordningstype, da en
mengde af ordningstyper er velordnet, og den vil da ogsad have
~det laveste kardinaltal,

1.8. De fleste anvendelser af velordningsssztningen vedrg-
rer mengder med mere sammensat érganisation. Det er oftest ngd-
vendigt at kombinere velordn%ngss&tningen med transfinit induk-
tion, men anvendelserne hafggist ensartet preg, og det er der-~
for muligt én gang for alle at udpraparere et lemma, som i de
fleste tilfelde overflgdiggegr den lmngere bevisfgrelse., Det
nevnte lemma kaldes szdvanligvis Zorn's lemma efter M. Zorn (A
remark on method in transfinite algebra, Bull. Amer, Math. Soc,
u1(1935); 667-670), men det er omtalt af K, Kuratowski allerede
1 1922,

1.8.1, Definition. Lad A va@re en ordnet mengde, Et element

a € A kaldes en majorant for en delmmngde B ¢ A, s&fremt
vx € B (x =< a).

Msngden A kaldes induktivi ordnet, safremt enhver fuldstendig

ordnet delm:ngde af A har en majorant.

1.8.2, Zorn's lemma. Enhver induktivt ordnet mengde har et

maximalt element.

Bevis, Lad A vere induktivt ordnet ved relationen <. For

B ¢ A vil vi med H(B) betegne mengden af "mgte" majoranter til

B, altsa
H(B) = {x € Al vy e Bly < x Ay * x)}.
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Lad u: D(A) / {#} ind 1 A vare en udvalgsfunktion. En velordnet
delmzngde K ¢ A kaldes en kade, sifremt

vVx € K (x = u(H(VK(X)))).
specielt er kadens fgrste element u(H(?)) = u(A), sdledes at al-
le kader begynder med samme element. For 2 kader K og L gzlder,
at den ene, lad os sige K, er ordensisomorf med et afsnit af den
anden, Der eksisterer altsd en ordensisomorfi ¢: XK ind i L, og
vi kan betragte mengden

E=f{xe€ K| o(x) = xi.

For y € K, VK(y) c E far vi VK(y) = VL(y), altsa
p(y) = w(B(V (¥))) = w(i(Ve(¥))) = v,

og transfinit induktion giver, at K er identisk med et afsnit
af L, Ganske som 1 beviset for velordningss#tningen ser vi, at
foreningsmengden af alle kader selv er en kade, og det bliver
den mest omfattende af alle kader, idet den har enhver anden
kede som afsnit. Hvis denne k&de havde zgte majoranter, kunne
vi danne en ny kzde ved tilfgjelse af et element i modstrid med
dens majorantegenskab., Da A er induktivt ordnét, har den maksi-
male kede et sidste element, og det er et element uden @gte

ma joranter, altsd netop et maximalt element., Dermed er beviset
ferdigt.

1.9, Vi vil illustrere Zorn's lemma med en vigtig anvendel~
se indenfor vektorrummenes teori. Vi minder om, at et vektor- |
rum over et legeme K (med elementer a,ﬁ,...) er en Abelsk grup-
pe E med K som operatorring, sdledes at vi for a,b,... € E kan
danne udtryk af formen qa, og siledes at
1.2 = a, o(Ba) = (apla, ala+b) = aa + ab, (a+g)a = aa + pa.
En mzngde iej | J € Jd} af elementer af E siges at vare linesrt
afhsngig, hvis der gmlder en relation

S toost e . = O
OC,] Ji L4 me Jm =3
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hvor koefficienterne a,;...;a  ikke alle er 0. At {ej | Je
er linezrt afhengig er siledes ensbetydende med, at et af ele-
menterne ej kan udtrykkes som en linearkombination af endelig

mange andre.,

Omvendt siges f{e. | J € J} at vere linesrt afhengigt (eller

J
frit), sAdfremt systemet ikke er afhzngigt. De linemrt uafhsn-
gige systemer i E udggr en partielt ordnet mengde med ordensrela-
tionen ¢. Hvis vi har en fuldstendig ordnet mangde {Uk | ¥ € K}
af lineert uafhangige systemer U, = {ej | 3 € .}, hvor altsé

mengderne J, er elementer af en mengde I, som er fuldstendig

k
ordnet ved inklusion. Det er klart, at foreningsmzngden
LliUk:: EGJ I JGUJk}

er linezrt uafhsngig, da endelig mange elementer fra UUk er in-
deholdt i endelig mange Uk og derfor i den mest omfattende af
disse, og derfor er linesrt uafhsngige. Men s& er UUk en majorant
for {Uk | ¥ € K{ og mengden af linemrt uafhangige systemer er
séledes fuldstendigt ordnet ved ¢. Altsé giver Zorn's lemma, at
der eksisterer et maksimalt uafhzngigt system iej | 3 € Ji.

Det ses, at anvendelsen af Zorn's lemma 1 dette typiske
tilfelde var nmsten umiddelbar. Vi har beskrevet fremgangsma-
den s& bredt, fordi det var fgrste gang, og i det fglgende vil
vi vere mindre grundige.

Et maksimalt uafasngigt system §ej | J € J} kaldes en ba-
sis for vektorrummet. For a € E gzlder det altsd, at a sammen
med systemet {ej | j € J} udggr et linemrt uafhengigt system,
og vi har derfor en relation

pBa + ﬂ4eji teest prey

1
1o
-

m

e, er lineart

hvor ikke alle koeffizienterne er 0O, Da e%.’.." j
m
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uvafhengige, medfgrer dette g 4+ 0, og vi har derfor en fremstil-
ling

a = (S + ot .
a1 Ji o O(,rm Jm

To forskellige fremstillinger af denne form ville give en rela-

tion mellem endelig mange basiselementer. Alts& er fremstillin-
gen éntydig bestemt ved elementet a,

1.10., Ovenstéende overvejelser afviger kun pa et eneste
punkt fra tilsvarende overvejelser i matematik 2, nemlig ved vort

uindskrenkede bevis for eksistensen af en basis.

Lad os f.eks. velge K = Q og E = R med de szdvanlige regne-

regler. S:tningen giver da, at der eksisterer en mzngde B =

fo. | € J} af reelle tal, sdledes at ethvert reelt tal a pé

J
én og kun én mide kan skrives p& formen
a = b- +¢o-+ b .
Yoy 3
Fksistensen af en sddan basis for de reelle tal er fgrst vist

af Hamel,

Af den elementere teori for line=mre operatorer fglger nu,
at enhver afbildning ¢: B ind i R giver anledning til en linear
afbildning £: R ind i R, idet vi for

X:X,lb.

+teewnt X DL
Ji . » m

I
med rationale XygesosXy setter

f(x) = X1¢(bji) tooat xm¢(bjm).

Funktionen £ tilfredsstiller linenritetsbetingelsen
f(px+qy) = pf(x) + af(y)

for rationale p og q.

Dette viser eksistensen af diskontinuerte lgsninger til

funktionalligningen
f(x+y) = £(x) + £(y).

1411, Det vil vare urimeligt at slutte dette kapitel uden
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at navne den diskussion Zermelos resultater gav anledning til.
Ved fg¢rste blik synes ovenstéende overvejelser vel meget uskyl-
dige, og selve udvalgsaksiomet m& forekomme overordentlig rime-
ligt.

Ved nzrmere eftertanke m& man dog erkende, at f£.eks. en
udvalgsfunktion p& R slet ikke er s& omtalt et begreb. Intet
menneske har kunnet angive nogen algoritme, som ved anvendelse
pd en vilkarlig delm@ngde atf R altid giver et element af R som
resultat. Det har med andre ord ii'ke varet muligt at angive et
eksplicit udtryk for udvalgsfunktionen. Tilsvarende gmlder detb,
at man ikke eksplicit kan angive en basis for de reelle tal, og
man har heller ikke eksplicit kunnet angive andre lgsuninger til
funktionalligningen

f(x+y) = £(x) + £(y)
end netop de trivielle kontinuerte lgsninger f(x) = kx.

Vi bem@srker, at det for en velordnet mozngde er let at angi-
ve en udvalgsfunktion, idet man blot til enhver ikke wvom del-
mengde knytter dens fgrste element, hvis eksistens Jo netop er
gikret ved velordningen. Udvalgsaksiomet er sdledes virkellg en
ngdvendig forudsetning for velordningssaitningen.

Det er ogsa klart, at Zorn's lemma medfgrer velordningssaei-
ningen og dermed udvalgsaksiomet. Lad nemlig A vere en mongde.
Vi kan betragte msngden A¥ = {Kj | j € J} af alle mulige velord-
nede mengder, der er delmsngder af A udstyrede med passende ord-

ningsrelation. For disse har vi ordningsrelationen Kj g Kj .
3.4} 2

X

hvor ~< betyder: "er et afsnit af". Denne ordning er &benbars
induktiv, og Zorn's lemma sikrer os, at der cksisterer etv mak-
simalt element., Men det er klart, at et element kun kan blive

maksimalt ved at omfatte hele A, og dermed er velordningsssi-
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ningen bevist.

Vi m& altsd indrgmme, at det kritiserede udvalgsaksiom er
grundlzggende for alle de foregiende unders¢gélser. Den onmsten—
dighed, at udvalgsaksiomet giver eksistensbeviser for ting, der
ikke kan konstrueres eksplicit, har fgrt til at eksistensbeviser
pa grundlag af udvalgsaksiomet i en vis forstand anses for mindre
tilfredsstillende af mange matematikere. En nsrmere gennemgang
af’ den matematiske analyses grundlag har imidlertid wvist, at
stiltiende anvendelser af udvalgsaksiomerne forekommer ret hyp-
pigt.

1.12; En medvirkende &rsag til matematikernes skepsis o?er»
for udvalgsaksiomet var en rakke paradoxer, som opstod ved ufor-
sigtig omgang med mmngdelaren, Her er det ber¢mtesté:

For mengden 0 af alle mengder gzlder abenbart

nen,

og der er derfor rimelighed 1 at definere en mangde af mengder
pad f@glgende méde:

M= {A] Ag A].
Det ses da, at

MeEMe MdM,
s4 vi er nlet fremtil en modstrid, sk¢nt vi ikke har gjort nogen
som helst antagelse.

Men vi har Jjo ogsé& ordenstyperne

03152 00sy WeWHl yovoy 2Wyanoy w2,...,aﬁ%...,aﬂ,-o-,wgp--o»
Lad Q0 vare mmsngden af alle ordenstyper. Nu er hver ordenstype
jo netop ordenstypen af det forudgaende afsnit. Men efter af-
snittet O skulle sdledes st8 ordenstypen for (. Det er klart, at
det kan der ikke blive mening 1.
1¢13. Det har varet kendt siden oldtiden, at ogs& den rene

logik stgder pad vanskeligheder af lignende art som de ovenfor
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omtalte, En padstand, der udtaler sig om, hvorvidt den selv er
sand eller falsk, kan ssdvanligvis ikke tillsgges en af sand-
hedsvaerdierne "sand" eller "falsk". Hvis matematikkens grundlag
skal opbygges over en fofmel logik, m& denne tage disse fzno-
mener 1 betragtning, séledes at pastande af den navnte art 1 en
eller anden forstand '"holdes udenfor'.

1.14, Vi skal ikke her indlade os pad en nermere diskussion
af de ovenfor omtalte problemer, men finder det dog rimeligt at
sige 1idt om den senere udvikling. Den matematiske grundlags-
forskning, som har til formal at opstille et modsigelsesfrit
grundlag for logik og matematik, har udviklet sig i flere retnin-
ger. Vi skal f¢rst nevne den intuitionistiske retning, som bestra-
ber sig pa at opbygge mest muligt af matematikken efter sarlig
strenge principper, saledes at der lkke skulle blive fare for
modsigelser. Intuitionisterne anerkender kun strengt konstruk-
tive eksistensbeviser. Lad os f.eks. antage, at vi ¢gnsker at be-
vise, at uendelig mange hele tal har en vis egenskab A, Vi kunne
da antage

IN vn > N (n har egenskaben non A),
og hvis denne antagelse fgrer til en modstrid, ville vi have et
indikekte bevis for pastanden om, at der eksisterer vilkarlig
store hele tal med egenskaber A. Fra intuitionistisk synspunkt
ville et bevis af den anfgrte form ikke blive godtaget. Derimod
ville intuitionisterne godtage et bevis, som angiver et tal med
egenskaben A og en metode til ud fra et tal med egenskaben A at
konstuere et stgrre tal med egenskaben A,

Det fremgdr heraf, at store og centrale dele af matematisk
analyse fra intuitionistisk synspunkt mé& forkastes og mange an-

dre afsnit af matematikken bliver meget besverlige.
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115, I mods@tning til intuitionisterne har formaldisterne
spgt at opbygge hele matematikken inklusive de ovenfor benytte-
de metoder pa et solidt grundlag ved hjslp af en fzlles aksioma-—
tisk opbygning af logisk matematik. Det er dog ikke lykkedes at
vise, at et sddant grundlag er modsigelsesfrit., Det har tverti-
mod vist sig, at et logisk system, der er kraftigt nok til at
begrunde indfgrelsen af mangden N af naturlige tal, ngdvendigvis
mé& omfatte udsagn, der ikke kan karakteriseres som sande eller
falske, Dette udelukker dog ikke, at det logiske grundlag kan
vere anvendeligt., Nyere undersggelser tyder pa, at vanskelighe-
derne overhovedet indtrazder ved indfgrelsen af N, og at udvalgs-
aksiomet ikke derefter giver anledning til nye vanskeligheder.

1.16, I de smdvanlige fremstillinger undgdr man de m@ngde-—
teoretiske paradoxer ved kun at udvikle mmngdel®ren for delmzng-
der af et fast valgt univers U. Som det vil vsre bekendt, kom~
mer man dog til at betragte mazngder af mengder af delmengder el-
ler endnu mere komplicerede begreber. Man er derfor ikke fuldt
sikret mod paradoxer som det, der var baseret pa ordenstyperne.

Endelig skal vi fremh:sve, at man uden risiko kan fremsatte
generelle udtalelser om alle mengder, enhver ordenstype etc.

Det er siledes ikke farligt at benytte alkvantoren Vv, selvom
den refererer til "alle m@ngder'". Det er symbolet {x | +oo |,
der giver anledning til paradoxer, nir man ikke n¢gjes med at

anvende det i1 situationer, hvor x kun gennemlgber et univers.
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2

Vis, at der eksisterer en velordnet mengde A med den egen-
skab, at ethvert venstreafsnit VA(X) for x € A er en nume-
rabel mzngde, medens A selv ikke er nummerabel, Vis, at alle
mengder med denne egenskab har samme ordningstype. (Kontinuum~
hypotesen udtaler, at den saledes indfgrte mzngde A er &kvi-
valent med et interval. Nyere undersggelser tyder pa, at
kontinuumhypotesen ikke strider mod logikkens og m&ngdelzrens

gvrige aksiomer, men at den heller ikke kan efledes af disse).

Lad fA. | J € J} vere en msngde af mengder blandt hvilke in-

J
gen er indbyrdes gkvivalente, og blandt hvilke ingen har
stgrre kardinaltal end alle de gvrige., Vis, at UAj har stgrre

kardinaltal end enhver af mangderne Aj‘

Vis, at det for enhver mangde M gelder, at
kard M < kard D(M).

Indirekte. Antag, at £: M pa D(M) er bijektiv og bétragt
A=fxeM]| xdqg r£(x)}.

Der findes da et a € M, sfledes at f(a) = A. Undersgg, om

a € A. Leg merke til, hvordan r@sonnementet minder pafaldende

om et af paradoxerne,

Vis ved hjelp af resultaterne fra opgaverne 2 og 3, at '"mzng-
den af alle kardinaltal" vil give anledning til et paradox

ganske som "msngden af alle ordenstyper'.

Vis, at enhver lineart uafhsngig msngde af vektorer fra et

vektorrum kan udvides til en waasis for vektorrummet.

Vis, at mengden af alle fglger af reelle +g1 fra intervallet
]0,1[ er @kvivalent med et interval. Benyn recim~lframstil-

ling og konstruer afbildning ef'ter skemaen
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T

10.

11,

0,8.13.28.3.-0 L d (0’313335000, 0,8.28.6310.0‘9 O,aua1282oooo,oot)c
Glem ikke, at visse tal p& to mader kan fremstilles som de-

cimalbrgk. Udnyt Bernsteins skvivalenssatning.

Udvid resultatet fra opgave nr. 6 til vilkarlige reelle tal-

fglger,

Vis, at mengden af kontinuerte afbildninger f£: [0,1] ind i
R er mkvivalent med [0,1]. Benyt, at f er helt bestemt ved

sin restriktion til [0,1] n § og anvend derefter resultatet

fra opgave nr. 7.

Vis, at m@ngden af afbildninger f: [0,1] ind i R har stdrre

kardinaltal end [O,1].\Benyt resultatet fra opgave nr. 3.

Vi betragter en vilkérlig afbildning g: [0,1] ind i R. Kan
vi da altid konstruere en kontinuert afbildning f: [0,1] ind
i R, sdledes at vx ¢ [0,1] (£f(x) 4 g(x))? Svaret er benzg-
tende pa grund af fglgende konstrukition:

Lad G([0,1],R) vare msngden af kontinuerte afbildninger
f: [0,1] ind i R. Ifglge opgave nr. 8 cksisterer en bijektiv
afbildning ¢: [0,1] ind i &([0,1],R) og for x € [0,1] er
p(x): [0,1] ind i R en kontinuert afbildning, som til
y € [0,1] lader svare ¢(x)(y) € R. Det er nu let at vise,
at der til afbildningen g: [0,1] ind i R defineret ved g(x) =
o(x)(x) ikke svarer noget kontinuert x med den gnskede egen-
skab,

Dette er et andet eksempel pa et rent eksistensbevis,

der ikke kan udformes til et konstruktivt bevis.

Vis, at enhver ordnet mzngde kan fremstilles som forenings-
mengde af 2 disjunkte mazngder, siledes at den ene af disse

er velordnet, og den anden ikke har et fdrste element.
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12, Lad M vere en vilkirlig mengde, og lad u:D(M) \ ¢} ind i
M vere en udvalgsfunktion. En mengde E < D(M) kaldes komplet,
nar fglgende betingelser er opfyldt: ‘
1. 9 e K,
2., For enhver msngde K € Z gelder, at
K$+M-Ku fulM\ K)} € £.
34 AT Kj € E for j € dJ f¢1ger ng € K.
Vis, a t der eksisterer en komplet mengde, og at fzlles-
mengden for komplette mengder igen er komplet. Vis,
at fellesmengden for alle komplette mengder er velord-

net ved relationen ¢. Find derved et andet bevis for

velordningssetningen.




T. 4. opo. 4

Vi teenker os de reelle tal velordnct.
Om en vis m@@hgd@ af elementer M g% na
det nu geelde, at de har nunme rable <€;Ll€:r
@mde:lig@) venetre afbevitt. |

Antog man nu at M var AumEraloel (oq
dermed ot FQ\M:HZ) ville det Ctarste eclement
i R\M have numerabelt  vensbre afenit | ag
dermeod selv tithgre ™M, hillkket er umuligt.

Alte geelder; ot M Lkke er AUMErabbel

Lad A og R vere to mengder med den-
ne egenskab. Da er den enc, feks. A or-
densicomorf med et vensbre afenit 1 B; wmen
da alle @&gte venstreafenit © & er AUMErab -
le oq A ikke selv er numwerabel M

A vere ordengicovmort med selve 1B %_e.cf.




T 4. opg- 2

Vi oantager at dpen [&Qt UA% = kY Ap;l
det betyder at der findes en bij. atb. ¢ Uay=~> Ap
For ethvert jel wr geelder det  at recbrilkCi -
onen af ¢ btul Aé, L 'c@:/i\(} > Ap er /wié,@%%t‘\\/
og derfor REAy < KEAp for p+4 1 wodetrid
meod  forudseetningerne.

Alteq geelder = W pe) | kt Ua, » Rt Ap]

T 4. opQ. K

Antogelee : & ™M —> (M) er surjckbiv,

Vi ecetbter A=§{xe™M|x¢ £(%) 3 ( denne
moevxgd@ er itkke tom doa B e @(M\) Da § ar
bitek surjelctiv findes der et G e™ Cor hvil-
‘é%t; L@ =A. Vi har nu:

0¢ AL neA
willket ec nogeb vOS




Lad V veere den givne mengde af Ln.uafh. vek-
torer og lad 2 wveere en bosie for  vrumw et
Mc@.mgd@gﬁ M=3§Bedd |VuB er Un wafh. § er poar-
fielt ordnet ved & . Endvidere er ™M induktivt

fuldsteendig ord-

ordnet, thi er {By|jed§ en
;€ M. ((Endeligt

net delmoeengde har man UQ»
&
mange vektorer 1+ Vu Uif?z% vi nemiig tillhare
| ¢y o
en of weengderne Vuby og derfor wvere lin.

nafn.). M har derfor et wmaximalt ele-
ment BX

En ViL&arlig vektor b e 5\ ¥ vil kunne
cskrives com en Lnearkomlbbination af vekterer fra
Vo ® (ell@rg ville BF ikke veere maximalt cle-
m@mt). Da enhver vektor i vekbtorrumwmet kave
ckrives som en linearkembinobion ol vekt@r’*@r ¢ 9%
kon den ogel elkrives som lincarkomb. af velk-

borevr € VubBk¥® alts G er vior® en basis.




Ti. Opar 1l
Lad (A,=<) veere den givhe meengde. En del-
moeengde X< A vil vi Ralde en keede hvie < e&r
en velordningsrelation pa K og der geeldec:
(1) WxekK \V’@EA\W(%)EXM y |
Lad K og L vere to keeder. Vi ved da at dern
en , feks. K, er ordencicomort med et venstreaf -
enit af den oanden; der eksicterer altsG en ordeng-
icomort  afbilning @ K = L hwor ¢(K) er et
venetre afenit af L, og vi betragter nu moeng-

clevt

E=fxek | @&)=1uxf

For xeKk og UV (x)SE setbter vi @X)=1y og
bemeerker at ¢ (V)= Y0 =¥ (y). Vi an-
vender nu (1) to gange og Car X<y og y-=<X
hvilket vicer ot x =y , d.vs. xek ; og transfinit
indulketion vieer nu at ¢ (K) =K, due. at WK er et
venstre afenit af .

l_od %Mﬂge?} veere meengden af Keder i
A.og ccet K*= U Ky . Det ses nu et at K *

el
celv er en Reede.

Amta@ enu ot b er det foste @l@mémti, B=ANK®
alted (@) VzeB b=zl Er xek® war vi
xe Ky, o0g b eA\K*S.A\‘U{(g(X) og dermed x <l
hvilket vieer ot 1=K* U (b} er velordnet. Do
'U’L_(b)-—-b("t viser (2): WV ye A\"Ui(b)[z_b«gj. Alted
er L en l@@éd@ i modetrid med at K* indeholder al-

le keeder. AN K*  har olted ke noget farcke

element.
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T 1.4, Formlen i linie 4 f.n. rettes til (A \ VA(y)) =
VA(X) \ VA(y)° Det er klart, at y er det fgrste element

i denne mazngde, si vi far ¢(y) = y.

T 1.7, Midt p& siden optrader afsnittet ¢(VK(X>) af L, og det
benyttes pa afggrende made, at ¢(Vk(x)) 4+ L. Dette fplger
umiddelbart af, at ¢(x) € I men ¢(x) 4 go(V‘K(x))°
I linie 12 f.n. skal der std {K;| J € J}.

Afsnittet fra det sidste punktum i linie U4 f.n. til
side 1.8 linie 2 erstattes med fglgende:

Lad A vaere en vilkirlig, ikke tom delmazngde af K,
Vi kan velge j € J, séledés at A N Kj + #. Da Kj er vel-
ordnety har A n Kj et fgrste element w. Lad v € A vaere et
fra u forskelligt element. Hvis v € Kj gaelder w -¢ v, for-
di w er det fgrste element i A n Kj,.For v 4 Kj kan vi
velge s € J, séledes at v € KSe Men s& er Kj et afsnit
af Ks’ og da w, men ikke v, tilhgrer Kj’ kan vi igen
slutte, at w =< v, Altséd er w det fgrste element i A.
Dermed har vi bevist, at K* er velordnet ved -<. For et-
hvert element x € K* eksisterer j € J, sdledes at
X € Kj og (1) gmlder siledes for x, idet afsnittet

Vi (x) ikke afhsnger af j. Altsd er K® en kade.
J

T 1.14.Linie 6 f.o. ‘'omtalt"' rettes til "enkelt"
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2., Om topologi.

2,1. Vi vil kort repetere de topologiske grundbegreber og
indfgre enkelte nye synspunkter. En udfegrlig omtale findes 1

noterne til matematik 1.

2.2, En mengde M organiseres som et topologisk rum T =
(M,0), ved hjelp af en msngde O ¢ D(M) af delmsmngder af M, idet
fglgende betingelser kraves opfyldt:

81). M€ b og ¥ € 0.

a2). oj € 0 for j € J medfgrer UOj € 0.
J

a3). (o1 0 A 0, € 0) = 0, n 0, € 0.

Mengderne, der tilhgrer O kaldes &bne mangder.

En mengde M kan ogsé organiseres som et topologisk rum
T = (M,U) ved en afbildning U: M ind i D(D(M)), som til hvert
X € M knytter en mengde U(x) af delmzngder af M. Disse kaldes
omegne af x, og fdlgende betingelser kraves opfyldts:

o1). U(x) # &.

02). For U € U(x) gzlder x € U.

03). Af U € U(x) og Vo U fplger V€ U(x).

oly) . Af U,V € U(x) fglger U n V€ U(x).,

05). Til U € U(x) svarer V € U(x), sfledes at

vy € V(U e U(y)).

Den sidste betingelse udtrykker, at en omegn af x ogsé er
omegn af ethvert punkt, der ligger tilstrekkelig nz:r ved x. AT
03) fremgir, at det ikke er ngdvendigt at kende hele U(x), idet
U(x) er helt bestemt ved en delmangde B(x) ¢ U(x), nar blot en-
hver mazngde i U(x) har en delmsngde, der tilhgrer B(x). Mzngden
B(x) kaldes da en omegnsbasis for x, og nar en sidan er givet

for alle x € M, har vi T = (M,B), hvor B: M ind i D(D(M)) nu mé
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tilfredsstille betingelserne:

b1). B(x) + @.

b2). For U € B(x) gelder x € U.

b3). Til U,V € B(x) svarer W € B(x), s&ledes at We U n V.,

bl). Til U € B(x) svarer V € B(x), séledes at ethvert

y € V har et W€ B(y) med W ¢ U,
Det er indlysende, at der ved
U(x) = {U € D(M) |3V € B(x)(U o V)]
defineres en afbildning U, som tilfredsstiller o1),...,05).

2.3. Vi vil kort vise, at overgangene mellem T = (M,D) og

T = (M,U) sker ved definitionerne:

(1) 0 = fo e D(M)|vx € 0(0 € U(x))}

(2) U(x) = {ue D(M)|30 € O(x € 0 A O ¢ )Y,
idet vi dog bemzrker, at (2) kan erstattes med

(2') B(x) = {0 € d|x € 0}.

Lad os f¢rst antage, at T = (M,U), og at O er defineret
ved (1). Det er da klart, at O tilfredsstiller &1,...,43., Defi-
nerer vi nu B(x) ved (2'), ses det umiddelbart, at B(x) ¢ U(x).
Lad os nu omvendt antage, at U € U(x). Vi definerer

V={ycUlue Uyl
Af o05) ses nu, at ethvert y € U har en omegn, som ogsd tilhgrer
V, altsd V € O, Trivielt er V ¢ U. Alts& gaelder V ¢ U og
Ve B(x). Altsd vil U(x) tilfredsstille (2).

Hvis omvendt T = (M,0), definerer vi B(x) ved (2'), og det
ses umiddelbart, at b1),...,bl) er opfyldt. Det er da klart, at
alle 0 ¢ 0 tilfredsstiller vx € 0(0 € U(x)). Hvis omvendt O til-
fredsstiller dette, har vi for ethvert x € O en basismangde
U(x) € B(x) med U(x) € 0, og med U(x) ¢ O. Vi fér da O =

U U(x), altsd U € O pd grund af a2).
x<U
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2.4, Et topologisk rum T = (M,U) = (M,D) betegnes ogsd T =
(M,U,0). Mezngden M kaldes den underliggende msngde for T. Det er
ofte overflgdigt at have en sarlig betegnelse for denne mzngde.,
I stedet for x € M, A ¢ M skrives x € T, A ¢ T etc.

Vi betragter S = (M,U,0) og T = (M1,U1,©1). En afbildning
£: 8 ind i T kaldes kontinuert i a € S med f(a) = b € T, s&~
fremt

vu € U, (0)(£7 () € B(a)).
Endvidere kaldes f kontinuert, hvis den er kontinuert i ethvert

a € 8., Dette er ensbetydende med, at betingelsen

6 1o
s AL AL

YO € b1(f_1(0) € O) v B

2.5. For nemheds skyld vil vi ofte tale om et topologisk

rum T uden at specificere mengden O af &bne mengder eller af-

I

bildningen U. Vi vil ogs& ofte bruge bogstaverne O og U i for
bindelse med flere forskellige topologiske rum, nar det ikke

giver fare for misforstéelse.

Det er dog undertiden nyttigt samtidigt at studere flere

topologier pé& samme underliggende mzngde, og vi md da skrive

T, = (M,b1,ﬁ1), T, = (M,Oz,Uz) etc., Vi bemzrker, at uligheden
0, ¢ 02 er ensbetydende med Vx € M(U1(X) < ﬂz(x)). Hvis disse

1
uligheder er opfyldt, siger vi, at topologien O, (eller UZ) er

finere end topologien 61 (eller ﬁ1), Den finere topologi har sé-
ledes flere omegne af ethvert punkt og flere abne mengder end
den grovere.,

For T, = (M,b1,ﬁ1>, T, = (M,C29U2) er en afbildning i: T,
ind i T, givet ved i(x) = x for alle x € M (den identiske af-

bildning). Det ses, at 1 er kontinuert, hvis og kun hvis T2 er

finere end T1o

giske rum. Lad S vare en mangde og fj: S ind 1 Tj vere afbild-

,Oj,Uj)‘ j€ %}vwre en mengde af topolo-
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ninger. Hvis vi nu g¢gnsker at indfgre en topologi pa S, siledes
at alle £, bliver kontinuerte, mad vi sgrge for, at alle

-
fj (Oj), hvor 04 € Oj, kommer med blandt de &bne mmngder. Vi er

da ogsad ngd til at medtage alle faellesmangder

(1) £ (05 ) Aven 71 (0. ),

4 1 In Im
hvor j1,...,jm er indbyrdes forskellige. Pa grund af relationen
ff1(ot) n ff1(ow) = ff1(ot n 0')
J J J J J J J
vil fellesmengden af endelig mange mmngder af formen (1) igen
vaere en mengde af formen (1). Mellem de &bne mengder i S md vi
i hvert fald inkludere alle foreningsmengder af msngder af formesin
(1) blandt de &bne mengder. Men derved bliver netop &81),...,a3)
opfyldt. Vi har s8ledes fundet den groveste topologi pé& S, som
sikrer, at alle fj bliver kontinuerte. For alle finere topolo-
gier vil det ligeledes gaslde, at alle fj bliver kontinuerte.
2.7. Som et specielt ecksempel pad den i 2.6 omtalte metode
til indfgrelse af topologi pa en msngde vil vi betragte et pro-
dukt af uendelig mange topologiske rum,

Lad Ty = (Mj,bj,ﬁj), j € J vere topologiske rum. Produkt-

mengden HMj bestdr af alle afbildninger o: J ind i UMj med
al(j) € My for alle j. Vi har afbildninger (projektioner) p, :
HMj p& T, definerede ved pk(a) = a(k), Produktrummet T = HTj
fé&s ved at udstyre HMj med den groveste topologi, for hvilken
alle projektionerne Dy bliver kontinuerte, Som abne mengder mé
vi da indfgre alle foreningsmengder af mengder af formen

i 3 6 0 o 3 O- »
(2> §OC|OC(J1) € 0319 9OC(Jm> € sz

Vi ser, at ethvert D afbilder mengden (2) i en aben meng-
de, og da foreningsmsngde afbildes 1 foreningsmengde, vil hvert

afbilde &ben mengde pa &ben mengde. Projektionernc pj bliver

Py
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N Bewgoerte 2l ol clefleo KQ@@%{

Loy A ) A é%ca@ﬁ; afsder
altSé ébne aﬂoildniﬁg% ﬁ%?d g@% @éé{g’@ %zﬁ&

s

Som basis for omegne ai o € T kan vi abenbart benytte de

ved

{ﬁlﬁ(l}) € U31<C5(j~1))9°ﬂ‘9,8( ) € U (OC(J ))

Heraf fremgér, at en fglge (ﬁm> pa T konvergerer mod g € T, s&-

fremt der til m; Jyseecsd; Uj](a(jq))?aza,Uj (a(jm)) altid sva-
tJ {m

rer et N, sdledes at vi for alle n > N har
s (ol 4 . 4
ﬁn(aﬂ) € Ujp\a(au)); o= 4.,

Dette er imidlertid ensbetydende med, at Gq(j) - a(3) for hvert
4
fast J € dJ.
Produktrumstopologien, som vi netor har indf¢grt, or den

groveste topologi, for hvilken alle projekiionerne bliver kon-

tinuerte, og den modsvarcr altséd koordinstvis konvergeng for

folger., Det er ofte hensigitomessigt at udstyre mengdeprodukter
med en Tinere topologl end produkitrumstop- logien, men vi skal
dog senere se, at produkcirumstopologien har meget bekvemme
egenskaber.,

2.8, Begrebet filter indfgres som et hjmlpemiddel, der gi-
ver os mulighed for at samle en msngde forskellige konvergens-
begreber i en felles generalisation.

Léd M vare en mangde, En delmengde F af D(M) kaldes et
filter, nar fglgende betingelser er opfyldi.,

1), M€ ¥,

£2). p & F.

f3). vVAe P vBec F(An3Bek).

fh), VA€ FvBe D(M)(Bo A= Be ),

Hvis T = (M,U) er et topologisk rum, er mmngden U(x) Tor

ethvert x € M et filter ifglge betingelserne o1),...,o0l). Hvis
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M er en uendelig me&ngde, vil de delmengder af M, som har endelig
komplementermengde, udggre et filter. Hvis M er uendelig og
ikke numerabel, vil de delmsngder, som har numerabel komplemen-

termangde, udggre et filter,

2,9, Hvis F1 og FZ er filtre pad samme mzngde M foretrokker

men at lese relationen ¥, ¢ ¥, som F, er finere end ¥, eller

JF1 er grovere end FZ’ Filtret, der blot bestér af mangden M1,
er det groveste filter p& M., Hvis a € M, er m®ngden af del-
mengder, der indeholder a, et filter, og vi bemsrker, at der
ikke kan eksistere noget finere filter., Dette filter er =iledes

et maximalt element i1 mengden af filtre pa M.

2.,9.1. Definition. Et maximalt filter kaldes et ultrafilter.

2.9.2, Satning. Bthvertfilter p& M kan udvides til et

ultrafilter pa M.

Bevis. Lad {Fj | J € J} vere en mengde af filtre pa M,
at
fuldstendig ordnet ved ¢. Det er da umiddelbart)’UFj er et

J
filter p& M. Enhver fuldstendig ordnet mezngde af filtre kan

séledes majoriseres., Derfor vil mengden af filtre finere end et
forelagt filter F vesre induktivt ordnet, og ifglge Zorn's lemma
indeholder den siledes et maksimalt element, altsd et ultra-
filter.

Vi skal tilf¢je, at det ovenfor anfgrte eksempel péa et
maksimalt filter, nemlig filtret bestdende af alle mengder, som
indeholder et punkt a € M er det eneste kendte eksempel pa el
ultrafilter, der er givet eksplicit. Der findes dog andre ul-
trafiltre. P4 N vil sfledes mengderne med endelig komplementor-—
mengde udggre et filter, men disse msngder har intet falles

punkt, og udvidelse af filtret til et ultrafilter mé& derfor

give et ultrafilter, der ikke cr af den ovenfor omtal te slags.
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2,10, Vi skal angive et bekvemt kriterium for, om et fore-
lagt filter et ultrafilter.
2.10.,1, Lemma. Bt filter F pd en mangde M er et ultra-
filter, hvis og kun hvis fglgende betingelse er opfyldt:
VAcMAe v (AR,
Bevis. Vi antager fgrst, at betingelsen ikke er opfyldt,
Der findes da en mzngde A ¢ M, sidledes at A4 ¥ og CA.¢ B,

Vi danner

\

G=[{BcM [ Ay Be .
Det er klart, at M€ &. Af A4 ¥ f¢1gér % ¢ &. Relationen
(A v B1) n (AU By) = Au(B, n B,)

viser, at B,,B, € & medfgrer B, n B, € &, Det ses heraf, at &
er et filter. Trivielt gslder G o ¥, men da (A éﬁenhart til-
hgrer &, men ikke ¥, kan lighedstegnet ikke g®lde. Altsd er ¥
ikke et ultrafilter. |

Lad os dernszst antage, at betingelsen er opfyldt for
filtret ¥. Vi ved, at P kan udvides til et ultrafilter &. For
A ¢ & gelder nu ifglge £2) og £3), at CA ¢ ¥, men betingelsen
viser sd, at A € P. Da dette gmlder for ethvert A€ &, kan vi
altsd slutte, at & ¢ ¥, altsd & = ¥. Dermed er beviset fuldfgrt.

2,11. En mzngde B af:de1m$ngder af en mangde M kaldes en
filterbasis p& M, nar f¢lgende betingelser er opfyldt.

fb1). B 4 4. |

fb2)., @ 4 B.

fb3). YU,V € B 3w e B(W ¢ U n V).

Vi udvider filterhasis til en mangde B*, idet vi satter

B = {Ugu|ave B(VcuUi,

og vi ser da, at B* er et filter og Abenbart det groveste filter

med B som delmsngde. Vi kalder B* det ved basis B bestemte f£il-

ter,
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Vi vil kalde B en ultrafilterbasis, hvis B* er et ultra-

filter,

2.12., Vi betragter 2 mzngder M1 og M,, samt en afbildning
£: M, ind 1 M,. Lad B vare en filterbasis pi M,. Da T inducerer
en afbildning f: D(D(M1)) ind i D(D(M2)), vil f afbilde B i en
mengde £(B) ¢ D(D(Mz)), og det er klart, at £(B) tilfredsstiller
fP1)4e00,fb3), idet den sidstnmvnte fglger af relationen

£(U n V) ¢ £(U) n £(V).
Da der sadvanligvis ikke gzlder lighedstegn i1 denne relation,
vil billedet af et filter sadvanligvis ikke vare et filter, men
kun en filterbasis,

Lad os antage, at } er et ultrafilter pa M, . Vi betragter
en mengde A ¢ M,. Da f~1(A) og f—1(CA) er komplementzrmengder,
vil én af dem ifglge lemmaet 2.10.1 tilhgre ¥, og billedet af
den, f.eks. £(£71(A)) vil tilhgre £(¥). Men da £(£71(4)) ¢ 4,
medfgre dette, at A eller CA tilhgrer det ved filterbasis £(F)
bestemte filter. Vi har sdledes bevist sztningen:

2.,12.1. Sw@ning. Enhver afbildning vil afbilde filter el-
ler filterbasis p& filterbasis og ultrafilter p& basis for ultra-
filter,

2,13, Vi vender nu tilbage til studiet af topologiske rum,
og vi indleder med fglgende definition:

2.,13.1. Definition, Et filter F pd et topologisk rum T =

(M,U) siges at have gransepunktet a € T eller at konvergere

mod a, safremt det er finereend filtret U(a) af omegne af a. En
filterbasis p& T siges at konvergere mod a, hvis den bestemmer
et filter, som konvergerer mod a.

Et filter eller en filterbasis kan eventuelt have flere
grensepunkter. Lad T, = (M1,ﬁ1) vere et andet topologisk rum,

og lad £: T ind i T1 vere an afbildning, der er kontinuert i a.
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Da vil f_1(U1(f(a))) c U(a), altsd £(U(a)) Z U, (£(a)). Ar

F o U(a) felger sdledes £(F) 3 ﬁ1(f(a)). Det ses, at en konti-
nuert funktion afbilder et filter (eller en filterbasis) med
gransepunkt a i en filterbasis med gransepunkt f(a).

2.14. Inden vi gar videre med studiet af filtre p& topolo~-
giske rum, skal vi kort repetere endnu et par afsnit af den
mengdeteoretiske topologi. Vi vil ved denne lejlighed give en
ganske kortfattet indfgrelse af begreberne med udnyttelse af
kraftige metoder.

2.,14.1, Definition. En mengde A pad et topologisk rum T kal-
des afsluttet, hvis O = CA er &bne.

Vi skal ikke indf¢re en sarlig betegnelse for afsluttede
mengder. Vi skal minde om, at en fellesmazngde for afsluttec’ie
er afsluttet, og at en foreningsmengde af 2 afsluttede mengler
er afsluttet. Rummet T samt den tomme mazngde @ er afsluttede.

En afbildning £: S ind 1 T er kontinuert, hvis og kun hvis enhver
afsluttet mengde i T har afsluttet originalmangde.

2.14.2, Definition. Lad T = (M,0) vere et topologisk rum.

For A € T indfgrer vi det indre

A= \U' 0
0€0;0cA
samt afslutningen
K = ﬂ Cot
0c0,CooA

Vi ser, at K er den stgrste abne delmzngde i A. Punkterne

i A kaldes indre punkter i A, Det er netop de punkter, der har

A som omegn., De indre punkter i CA kaldes ydre punkter for A.
Afslutningen A er den mindste afsluttede mzngde, der har A som
delmzngde, Den bestar af netop de punkter, der ikke er ydre
punkter for A. Disse punkter kaldes kontaktpunkter for A. Hvis

vi inddrager omegnene far vi fglgende karakterisering af kontakt-
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pﬁnkterne:
x €K e vUeUx)(Unaitg.
2.15, Vi betragter nu igen et filter F pd et topologisk rum
T = (M,0,U). Bt punkt x € T kaldes kontaktpunkt for ¥, hvis

det er kontaktpunkt for ethvert A € F, Dette er udtrykt i rela-
tionen
vA€ Fvue U(x)(anvU4 9,
som viser, at x er kontaktpunkt for ¥, hvis og kun hvis
B=fanuUlaeFAUuetl(x)]l
er eh filterbasis. Vi bemmrker, at det filter, der svarer til B
er finere end bade ¥ og u(x).

Ar disse overvejelser ses, hvis ¥ specielt er et ultrafil-
ter, at P er finere end U(x), alts& konvergent med X som grense-
punkt. Der med har vi vist f¢1gende setning:

2.15.7 Swtning.fﬁvis et ultrafilter har et kontaktpunkt
er det konvergent med:kontaktpunktet som gransepunkt.

2.16. Vi beh¢yér endnu en vigtig hjmlpesstning om filtre..
Formuleringen af denne smtniﬁg mé& desverre blive ret kompliceret,
men beviset er ganéke enkeit°

2.,16.1. Lemma., Lad ¥ vare et filter pa et topologisk rum T
=‘(M,C,U). Lad {Tj = (Mjéoj’ﬁf|j € J} vere en mengde af topolo-
giske rum, og lad fof hvert j € J endvidere fj: T ind i Tj vere
en afbildning. Lad a vare et ﬁunkt af T. Hvis topologien pa T
netop er den groveste topologl, for hvilken alle fj er kontinuer-
te, ogdet for hvert j € J gelder, at filterbasis fj(F) har
fj(a) som grznsepunkt, d% er ? konvergent med a som gransepunkt.,

Bevis. Vi skriver ay = fj(a). Vi betragter en vilkarlig om-
egn U € U(a). P& grund af krayet til topologien pd& T kan vi val-

. 00 M a 0y K T ] - » olede—sa
ge B, B, € I3 U31 € ﬁ31(§d1), ,Ujm € Uam(aJm), s& b
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-1 ) =1 /,
fj1(ﬁj1£%g%?) Neeen fjm(ﬁjmg%é%g) ¢ U,

Da fj(F) har a, som grensepunkt, eksisterer der mengder Aj

U
saledes at £, (A, ) ¢ 0. ggy s = 1yeis,m, 0og vi har da
Jﬂ JI-L—JM Y |

€ ¥,

¢ Us
m

AJ1 Noees Aj
hvilket viser, at U € ¥, Dermed har vi vist, at P 3 U(a), og
beviset er fuldfgrt. |

Som et specielt tilfalde kan T vare produktrummet HTj, me-
dens afbildningerne fj er projektionerne Pj’ Dermed far vi set-
ningen.

2.16.2. Lemma. Bt filter p& et produktrum konvergerer, hvis

Q%téggaélewdets projektiener konvergérer,

T 2417. Vi understreger endnu engang, at de i de foregéende
afsnit omtalte grznsepunkter ikke behgver at vare éentydigt be-
gstemte, Vi skal nu omﬁalé vigsse sider af kompakthedsteorien,
men pa grund af den omstendighed, at gransepunkter ikke er én-
tydigt bestemte, vil vi i stedet for "kompakt" sige "quasikom-
pakt'. |

2,17.1. Definition. Et topologisk rum T kaldes gquasikompakt,

hvis enhver overdzkning af T med &dbne mzngder indeholder en en-
delig overdskning.
Vi kan ogséa sige, at T er quasikompakt, hvis det gzlder,

- at en samling af abne mengder, som ikke indeholder nogep endelig
overdsgkning af T, ikke kan dazkke T. Hvis vi oversaztter degte til
en thalelse om komplementarmengderne, far vi swtningeﬁ' X

2.,17.2. Satning. Et topologisk rum T er qua81kompakt thS
og kun hvis det for enhver filterbasis, der bestar af afslutte«

de delmengder af T, gazlder, at den bestar af mangder, hvis\fwl-

lesmangde ikke er tom. i
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Hvis F er et vilkdrligt filter p& T, vil afslutningerne
af mmngdérne i ¥ udggre en filterbasis. Derved far vi satnin-
gen:

2.17.3. Sztning. Et topologisk rum T er quasikompakt, hvis
og/ﬁgf% ethvert filter pad T har et kontaktpunkt.

Denne betingelse er imidler tid opfyldt for alle filtre pa
T, hvis den blot er opfyldt for alle ultrafiltre pad T (derved
benytter vi pad afggrende méde, at ethveért filter pa T kan ud-
vides til et ultrafilter p& T). Vi far derved smtningen:

2.17.4. Sstning. Bt topoiogisk rum T er quasikompakt, hvis
og kun hvis ethvert ultrafilter pé T er konvergent.

2.18. Om forplantning af quasikompakthed ved afbildninger
har vi hovedsmstningen:

2,18.1. Sztning. Lad £:8 pa T vare en kontinuert, surjek-
tiv afbildning af et quasikompakt, topologisk rum S p& et topo-
logisk rum T. Da er T quasikompakt.

Bevis. Lad A = {Ojlj € J} vmre en overdskning af T med
Abne mengder. S& er {f—1(Oj)|j € J} en overdskning af S med
dbne mengder, og da S er kompakt, indeholder den en endelig
overdskning, der f.cks. kan bestd af £ (0,),...,f (0 ). Men
sd vil 01""’Om dzkke T, og dermed er pastanden bevist.

2,19, Vi skal nu vise en hoveds®tning, A. Tychonoff's

s@tning (1930) om kompakthed af produktrum.
2.19.1. Satning. Et topologisk produktrum T = HTj er quasi-
kompakt, hvis og kun hvis hvert af rummene Tj er quasikom-
pakt.
Bevis. Lad os f¢rst antage, at T er quasikompakt, Da
hver projektion Pj:T pa Tj er sur jektiv og kontinuert, er hvert
Tj quasikompakt ifglge saztning 2.18.1. Lad os dernmst antage,

at hvert Tj er quasikompakt, og lad P vare et ultrafilter pa T.
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2.12.1,
Ifglge sztning /er hver projektion pj(F) ultrafilterbasis, og

vi kan derfor ifglge sztning 2.17.L. valge a5 € Tj; sdledes at
pj(F) konvergerer mod aj. Af stning 2.16.2 fglger nu, at P o1
konvergent og ved fornyet anvendelse af s®tning 2.17.4 far vi;
at T er quasikompakt.,

Vi ggr opmzrksom pd, at Tychonuff's s&tning pad afggrende
vis bygger pé udvalgsaksiomet. Den kan sagtens vises ved mere
direkte metoder, men sidanne beviser bliver ret tunge. Den her
benyttede me tode er udviklet af Henry Curton.

2.20. De ovenfor omtalte topologiske rum har en meget
generel karakter, og det er rimeligt at tilfgje flere forud-
setninger for derved at nad til rum med behageligere egensgk gdber ,
Vi vil fgrst og fremmest udelukke de groveste tbbologier; idet

disse har s&rlig patologiske egenskaber. Vi prgver fgrst med

fglgende forudsztning.

2,20.1. Adskillelsesaksiom T1. For vilkarlige punkter
o ot
i

a,;be T éﬁéisterer en omegn U e U(B), saledes af adq U,

Aksiomet udtrykker, at komplementermengden C({a}) er &ben,
altsd at en mangde som bestar af et enkelt punkt er afsluttet.
Dette er igen ensbetydende med, at alle endelige m$ngder pa T
er afsluttede. Aksiomet udtrykker ogsi, at samtlige omegne af
b har b som eneste fazllespunkt.

221+ Adskillelsesaksiomet 2.,20,1 vil oftest vise sig ikke at
vare kraftigt nok til at have stgrre interesse. Derimod er det
fplgende en meget vasentlig forbedring. |

2.21.1. Adskillelsesakgiom T2, For vilkarlige punkter
!

e

o .,
a,b € T eksisterer omegne U € U(a), Ve U(b), saledes at
U(\V:@.

Et topologisk rum med dette adskillelsessksiom kaldes

et Hausdorff-rum. Vi bemsrker, at et topologisk rum med uende-
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lig mange punkter, og i hvilket netop mangder med endelig
komplementazrmengde er &bne, tilfredsstiller T1, men ikke T2.
Heraf fremgir, at T2 ikke fglger af T1. Betydningen af T2 lig-
ger fgrst og fremmest 1 fglgende satning: |

2.21.2. Smtning. Et konvergent filter pd et Hausdorff-rum
har kun 1 graznsepunkt.

Bevis, Lad ¥ vere et filter pd et Hausdorff-rum T, lad a
og b vare punkter af T, Vi betragter filtrene U(a) og U(b). Da
der findes omegne U € U(a), Ve U(b) med Un V=0 vil U og V
ikke begge tilhgre F og I er derfor ikke finere end begge
filtrene U(a) og U(b).

2.22, Det er klart, at et produktrum T = nTj er et Haus-

dorff~rum, hvis og kun hvis hvert 'I‘j er et Hausdorff-rum.

2.22.1., Definition. Ved et kompakt rum forstas et quasi-

kompakt Hausdorff-rum.

Setning 2.19.1 giver umiddelbart en anden udgave af
Tychonoff's S$tning.

2.22.2, S&tn;ng. Et produktrum T = HTj.er kompakt, hvis
og kun hvis hvert’af rummene Tj er kompakt.

Billedet af et Hausdorff-rum ved en kontinuert afbildning,
behpver ikke igen at vaere et Hausdorff-rum, og et Hausdorff-rum
kan vare billede ved en kontinuert afbildning af et rum, der
ikke er et Hausgdorff-rum. Tilsvarenie gazlder for rum med egen-
skaben T1,

2.23, Inden vi gar videre, skal vi kort omtale begrebet
delrum. Lad T vere et topologisk rum. Til en delmsngde A.g T
gsvarer ”injektionen” i:A ind i T defineret ved i(x) = x for
alle x € A, Vi forsyner nu A med den groveste topologi, for
hvilken i biiver kontinue rt, og(@epyedj%éféet topologisk rum,

delrummet A af T. Det vil kun i sjeldne tilfelde vaere ngdven-—
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digt at skelne mellem delmengden A af T og delrummet A af T.
For en delmsngde B ¢ A galder det, at den ogsa er delmsngde af
T, og ved omtale af egenskaber ved A er det ngdvendigt at pra-
cisere, om disse skal opfattes i forhold til A eller T,

En mengde B pd A er aben (afsluttet), hvis den er fmlles-
mengde for A og en &ben (afsluttet) mengde pad T. Hvis vi med
ﬁ og B betegner det indre og afslutningen i forhold til T,
bliver B n A og ﬁ N A det indre og afslutningen i forhold tii
A. Hvis U(x) er mengden af omegne af x 1 T, far vi for x € A, at

fUnaA | Ue t(x)}
er mengden af omegne af x pa A.

Vi bemerker, at delrum af Hausdorff-rum (T4-rum) igen er
Haﬁsdorffmfum (T1hrum). Sp¢rgsméle£ om delrum af kompakte rum er
ikke helt s& enkelt. Vi vil sige, at en delmangde A ¢ T er kom-
pakt, s&fremt delrummet A er kompakt.

2.23.1. Sztning. En kompakt delmzngde af et Hausdorff-rum
er afsluttet. |

Bevis. Lad T vere et Hausdorff-rum og A o T en kompskt del-
mengde. For a € & og U &l € U(a) gelder A n U & @, Altsd er

P=fanv] vel(a)}
et filter p& delrummet A, P4 A eksisterer der da et ultrafilter
&, som er finere end ¥. Da A er kompakt konvergerecr & med et
gransepunkt b € A, Nu er @ filterbasis pd T og finere end bade
U(a) og U(b). Da T er et Hausdorff-rum medfgrer dette, at a = b.
Dermed har vi vist, at a € A, altsd A ¢ A. Dette viser, at A er
afsluttet.

2.23.2. Setning, En delmangde A af et kompakt rum T er
kompakt, hvis og kun hvis den er afsluttet.

Bevis. S#tning 2.23.1 medfgrer '"kun hvis'", Lad nu A vazre

afsluttet, og lad I vere et ultrafilter pd A. Vi udvider ¥ til
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et ultrafilter & pa T. Dette konvergerer mod et gransepunkt a ¢ T,
Da a tilhgrer alle afsluttede mangder i & og nogle af disse er

delmangder af A (da A er afsluttet), ligger a i A. Ethvert

f—r . # v $ A P
Lo S per 2 i Aera LG

Ue U(a) tilhgrer &, og U n A vil da tilhgre M. Heraf fglger,
at ¥ konvergerer mod a. Dermed har vi vist, at A er quasikom-
pakt, og vi ved allerede, at A er et Hausdorff-rum.

2,24, Vi skal endnu kort omtale nogle resultater, der under-
streger be tydningen af Hausdorff's forudsstning T2. Vi betragter
kontinuerte afbildninger f£,g:S ind i T, hvor S og T er HOPO0lo—
giske rumi For A ¢ S gzlder

+ (T o £ (e () 5 &,
og da f-1(fTKT)er afsluttet, indeholder den A og vi fAr den al-
mengyldige satning £(X) ¢ F(A).

Vi antager nu, at T er et Hausdorff-rum, Lad os antage, at
a € S er et punkt, for hvilket f(a) % g(a). Vi kan da finde
omegne U og V af f(a) og gla), sdledes at Un V = @, For
X e f“1(U) N g_1(V) gelder da £(x) ¢ g(x). Dette viser, at
fx € 3] £(x) = g(x)} er en afsluttet delmzngde af S. Hermed hav
vi vist, at hvis f(x) = g(x) er opfyldt for alle x € A ¢ S, dn
gelder f(x) = g(x) for alle x € A&.

2.25. Vi indfgrer nu igen et adskillelsesaksiom starkere

end de foregaende., En ms&ngde U ¢ T kaldes en omegn af en mangde
A ¢ T, hvis der eksis terer en &ben mengde O ¢ T, sdledes at

Ac O0¢ U,
2.25.1, Adskillelsesaksiom T3. Et punkt a € T og en afglut-

tet mengde A, som ikke indeholder a, har omegne uden Iwiles

punkter.,
Vi forudsatter med andre ord, at der for a & A og A afslut-
tet eksisterer &bne mazngder 0, og 0, séledes at a € 0,, 0, o 4,




S
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Oy N 05s Nu er O = CA en vilkirlig aben m®ngde, der indeholder

1

&, og T3 er da ensbhetydende med, at en sidan Aben omegn O altid

indeholder en afsluttet omegn Co, . Vi har derfor:

2.25.2, Satning. Adskillelsesaksiomet T3 er opfyldt, hvis
og kun hvis der findes en omegnsbasis B:T ind i D(D(1)), for
nvilken alle B(x) er afsluttede.

Det er klart, at T1 og T3 i forening medfdrer T2, men T3
kan godt vare opfyldt uden at T1 gslder. Hvis vade ™ (og dermed
1) og T3 gmlder, kaldes T ot regulgrt rum. Vi har sétniﬁgen

2.25,%, Satning. Et kompakt rum er regulaert.

Bevis. Lad A ¢ T vare afsluttet og a d A et punkﬁ al T,

For hvert x i A kan vi finde Abne msngder 0'(x) og 0"(x) med
aec 0'(x), xe 0'(x), 0'(x) n O"(x) = @, Da T er kompakt og A
afsluttet er A kompakt; og overdskningen [0'"(x) | x € A} af A
med &bne mazngder indeholder derfor en endelig overdskning, si
vi har A ¢ O”(x1)u...u0”(xm) = 0", Vi sastter O'(X1)n..,no'(xm) =
0', og O' og O" er da &bne omegne af a og A uden fzlles punkter.

2.26., Det er nmrliggende at skarpe aksiomet T3 endnu

engang. Derved far vi fglgende antagelse:

2.26.1. Adskillelsesaksiom ThL. To disjunkte afsluttede

mangder p4 T har altid disjunkte abne omegne.

Et Hausdorff-rum pad hvilket T4 gzlder, kaldes et normalt
rum. Vi bemsrker i ¢vrigt, at T4 abenbart er ensbetydende med,
at fglgende gelder 1 ThL:

Til A ¢’ O,hvor A er afsluttet og O aben svarer altid en
&ben mengde 0,, sdledes at A ¢ O, ¢ 51 c 0.

Vi ser, at denne proces med indskydning af &bne mengder
kan fortsmttes 1 det uendelige. Vi skriver‘o1 cc 02 i stedet\for

51 ¢ O,. Vi skriver 0(1) i stedet for O og 0(0) i stedet for A

og med serligt valg af betegnelser kan vi efterhanden f&
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a(o) cc 0(%) «c 0o(1)

0(0) cc 0(f) cc 0(4) ec OF) cc 0(1)

0(o0) cc 0(%) cc 0(&) cc 0(§)cc voe CC O(%) cc 0(1).

Ved at fortsaztte denne proces far vi svarende til hver
ggte brgk q, hvis ngvner er en totalspotens, knyttet en me:ngde
0(q), der vokser med q. Vi definerer nu en afbildning f:T ind
i [0,1], idet vi smtter

| £(x) = fi?}q I x ¢ 0(a)}
for x ¢ 0(o) og £(x) = 0 for x € 0(o).

Et punkt & a [0,1] har en omegnsbasis bestidende af omegne
af formen [q1;q2], hvor y € ]q1,q2[o Nu gzlder

£ ([e,,9,]) 20(a,) \ B(q,),
og et x med f(x) % y m& tilhgre denne overskudsmengde. Der kom=-
mer modifikatiofier for y = 0 og fof y=1, meﬁ disse tilfwmlde
overlades til l®seren. Det ses, at £ bliver kontinuert. Dermed
har vi vist den vanskelige del af sztningen:

2.26.2. Setning. Aksiomet Th gzlder, hvis og kun hvis T
har fglgende egenskab: Hvis A og B er afsluttede, disjunkte

mazngder, eksisterer der en kontinuert afbildning £:T ind 1

[0,1], siledes at
O for x € A

f(X) = {
1 for x € B.
Vi mengler at vise, at den her anfgrte betingelse medfgrer
. blot -1 1 -1, 2

Th. Vi behgver imidlertid/at benytte £ ([0,3[) og T (}3,1])
som de abne mazngder,

Det er klart, at intervallet [0,1] i s®tning 2.26.2 kan
erstattes med et vilkarligt andet afsluttet interval.

2.26.3., Lemma. Lad T vere et topologisk rum, for hvilket
T gelder, og lad A ¢ T vare en afsluttet delmsngde. Lad f:A

ind 1 [-1,1] vere en kontinuert afbildning. Der cksisterer en
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kontinuert afbildning g:T ind i [-%;%], saledes at
| £(x)-g(x)| ¢ % for alle x € A.
| o
Bevis: Vi behgver blot at valge g(x) = ~% for £(x) ¢ ~3 08
1

g(x) =-% for £(x) 5 08 udvide g(x) 1 henhold til.sstning 2.26.2.

2.26.4., Sztning, Lad T vare et topologisk rum, for hvilket
Th g®lder, og lad A c T vere en afsluttet delmsngde. En konti-
nuert afbildning £iA ind i [41,1] kan udvides til en kontinuert
afbildning af T ind 1 [-1,1].

Bevis. Ifglge lemma 2.26.,3. kan vi valge en kontinuert

afbildning g, :T ind i [—%,%J, sdledes at vi fAr den kontinuerte

afbildning

. 3 -22
h1 = f-g,:A ind i [3,3 .

Vi velger nu gé:T ind i [hgg,gz]; sdledes at vi Par den konti-
373

nuerte afbildning |
02 52

h, = h,-g,:A ind i [--5,—5].
33

S&ledes far vi en fglge (gn) af afbildninger g :T ind i

n-1 2n-1

[ 23n y TR ]y og en folge (hn) af afbildninger A ind i

[0 o8 ] -
5 TE Afbildningen fn = g1+...+gn er en kontinuvert af-
3 3

bildning

. . 1 1
£ :7T ind i [_1+_-, 1__,]’
n 311 31&

og vi har h = f-f , samt f -f _, = g . Det ses, at fglgen (fn)
konvergerer ligeligt p&d T, og grmnsefunktionerne er derfor kon-
tinuert. Det ses tillige, at grensefunktionen afbilder pa
[-1,1] og er identisk med f pa A. Dermed er sztningen vist.
2,27, Et rum kan tilfredsstille T4 uden at tilfredsstille
™, men dette tilfelde har ikke stgrre interesse, Et Hausdorff-

rum, for hvilket T4 galder, kaldes et normalt rum. Vi har sat-
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ningerne

2.27.1, Sztning., Et kompakt rum er normalt,

2i27’2’ Satning. Bt metrisk rum er normalt.

Den fgrste satning bevises pad ganske lignende made som
smtning 2525.3, og vi behgver ikke at opholde os ved det. Lad
A og B vare disjunkte afsluttede mmngder i et metrisk rum T.
Ved

p(x) = dist(x,A); q(¥) = dist(x,B),
defineres kontinuerte afbildninger p,q:T ind i [0,e[, og vi be-

maerker, at p(x) og q(x) ikke bliver O for samme vardi af X,

Den ved »
(p(x))< .~

£(x) = —

5 = o Erta )

definerede afbildning £:T ind i [0,1] er kontinuert og afbilder

hele A1 O og hele B 1 1. Dermed er sziningen vist.

De her omtalte satninger om fortssttelse af kontinuerte
funktioner skyldes P. Urysohn (1925), Han har ogsé beskaftiget
sig med muligheden af, at indfgre en metrik pa et topologisk
rum. Det fremgar af det foregiende, at dette i hvert fald kun
er muligt, hvis rummet tillige med ethvert af dets delrum er
normalt. Det er imidlertid ogsid ngdvendigt at krzve, at mengden
af omegne af ethvert punkt har en numerabel basis, men selv
dette er endnu ikke helt tilstrmkkeligt. Urysohn beviste szt-
ningen under den ekstra antagelse, at der for samtlige omegne
var en basis bestiéende af numerabelt mange &bne mzngder. Det

er dog helt indlysende, at dette krav ikke er ngdvendigt.
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Om et filter F p& en uendelig mmngde M gelder, at felles-
m@ngden for mengderne i F er tom. Vis, at F er finere end
det filter, der bestar af alle msngder med endelig komple-

mentarmengde.

Vis, at faellesmazngden for alle mengder i et ultrafilter
hgjst indeholder 1 punkt, og at filtret i s& fald bestar afl

alle mengder, som indeholder dette punkt.

En mengde A hgrer ikke til ultrafiltret F. Vis, at
fA n B|Bc F} = D(4).

Lad Ty = (M,b1) og T, = (M,Oz) vere topologiske rum med sam-
me underliggende mengde. Vis, at T1 er finere end T2, hvisg
og kun hvis ethvert filter pa M, som konvergerer pa T1, kon-

vergerer pa T2 mod det samme punkt.

Et topologisk rum S bestér af intervallet [0,1] samt et ele-
ment 1%. For punkterne p& [0,1] benyttes den ssdvanlige om-
cgnsbasis, medens B(1¥) bestar af alle mengder

1%} u [h,1[ meda h e [0,1[. Vis, at 8 tilfredsstiller T,

men ikke T2.

Konstruer et topologisk rum med 3 elementer, sidledes at TB’

men ikke T1 er opfyldt.

(Vanskelig). Lad X vare en mengde., Alle topologier, som gov
X til et regulzrt rum uden isolerede punkter (d.v.s. uden

dbne mangder, der kun indehoider 1 punkt) ordnes ved rela-
tionen grovere. Vis, at der i1 denne ordning findes maximale
elementer. Disse kaldes ultraregulmre topologier pa X. Vis,

at fglgende gxlder for ultraregulere topologier. Enhver
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mengde uden isolerede punkter og med komplementarmengde uden
isolerede punkter er bade &ben og afsluttet. En mengde uden
isolerede punkter har &ben afslutning. Det indre af en
overalt t&t msngde er overalt t2t, Pellesmengden for 2

overalt tmtte mangder er overalt tat.
Vis, at et delrum af et regulzrt rum er regulart.

Lad S vare et topologisk rum, og lad M vere en mzngde. Lad

f: S ind i M v#re en afbildning. G¢r rede for, at der eksi-

) .

o 1 .
sterer en fineste topologi, for hvilken f er kontinuert.

Lad 8 vare et topologisk rum og ~ en skvivalensrelation pé
S. Benyt metoden fra opgave nr. 9 til at indfgre en topolo~

gi p& klassemangden.

P& intervallet ]0,1[ indfgres den groveste topologi, for
hvilken de abne intervaller, mezngden af rationale tal med
potens af 2 1 nmvneren samt mengden af rationale tal med
potens af 3 i navneren er Abne., Vis, at det saledes definere-

de rum er et Hausdorff-rum, men ikke regulert.




V2. op%. a

komplementeermoeengde $05,0,,, 04, L.
At [1{F|FeFi=g béﬁ:tgd@r-
Vaem JFeF [a¢F ]
Lad  Fy, Ry, -, Fy vere mecengder @ filbe e of
som ikke indeholder henholdsvis Gg, -, Q. . Tog

oelder : :
E ape GF, |-, a, ¢ CFy,  duwvs.

%Gi,---,OMES C.f:i V- u CFM = C(@iﬁ-..ﬁ F‘%\)
og dermed

Fl.ﬁ"'ﬁFm g C%Gi\"')am% = G
Men dette vieer iflyg  §3) 0 £4) ot G ¢ =

T2 opg. o
Antog mon ab ﬂ‘%F\FéF@ wdeholdt mmere o
et punkb a ville {Q;@éi: N Q%Qidﬂm \oode g
med at F sgkulle veere et ultrafilten
Det er klart ot F & Dy(m)= ?AeD(M3\QcA§
men da D, (M) er et ultrafilter ma quhedet@g@

neb gcﬁl@\e

T2 opg.
Det er Rlart at AR |BeF 3§ € D(A). be .

bragter nu en meengde ™ME A (dve Aapi M) Do

F ec witrobilter (::»% aa AME goetder CAW%, oq

dermed CA UM eF. Vi Ron nu skrive

M= A0 (CaumM) hilket viser &t;vbm)g%/;\wl@@é
Alted geelcler:

%Ah@l Be £? = D(A) qed



Lod %= §0,l4eJ§ veere en fuldsteendig oral-
net meengde of topologier pa X wmed den angiv-
he egenskab , og lad G veere den groveste to-
pology for Whrilken det geelder, ot alle de iden -
tieke afbildninger i,é,z X po T{;g (X,@A) er kon-
tinverte. O bestir altsd af meengder okt Cor-

men: (1) © 0 o o
L A P T S R ARSI

sambt alle @@r@miif\g%m@@ﬁ%d@r ot eBadanne. Da

Y er fuldetoendigt ordnet vil en meengde ak for-

o

men (1)  tivhgre en abk wmeengderne @(),. Herak

™, s} .
. O
kan clrives pa @@r‘w\@m

(2) U Oy  vor 1¥¢ 1 og 0, éé);
yel* o

Vi vil nu viee at O wajorerer Pk
Bevis: Vi whar trivielt, ot 020, for alle jed. Her-
of felger umiddelbart, at T= (X,0) war egen -
skaben T2.
Lad nu AST veere atsluttet, og a¢A et punkt

i . Da er CA Gben, og vi kan ekrive:

U 0, , o9 dermed: A= () C.O
yel* et o

Der findee da et A/éj* saledes at a¢ Loy, og
da Coj er afsluttet findes der Gbne moengder
0y,0, € O, sGledes at ae0y , Copa s 0, og
0pn0, =@. Ldet vi bemerker ab %%C\) cg AsCo,
viser dette, at T har egenskoben T35,




(2) umiddelbart, at der ikke

Herrmead er be-

Endvidere viser

findee isolerede punkter i T .

vieet fuldfert.
%W Ved onvendelee af Zorn's lemwo , S€r vi nu,
at der Findes ultra-requleere topologier pa X

c T= (X.é)

=]
=

Lad O veere en %gd@m, og lad A, CA
veere uden isolerede punkter: Vi betragter nu:

C\)*: {(AﬁOA)U(CAﬁO@)UQQ l OJ,O%,Qg € ég )

. . \* N\
og vi vilviee at O = 0.
Bevis: Vi bemcecerker, at odgco* (§> Endvi-
at 0% er en bopologi

dere cee det let,
pé X, og () vieer nu ot T*= (X,6*) har

egew%kmyém T2,

Lad nu
lod a¢B veere et punkt it T

R = @uF1>ﬁ(Au?Q>ﬁ?5

er ofslubtede punkbtmeengder 1 T*&(‘X,@\),
(1) wis a¢ F, kan vi - do T hoar cgenskalen
T2 - Finde Gbone moeoengder 04,0, cGeO* ca-

=k 2B o9 0,00, =&

ledes at 0eOp , O 2
nwis 0eF, vil vi ontage, ot aeA (Eilfeel-

afsluttet , og

B <cT* veere
Vi kan skrive:

(2)
ae CA behandlce Cmm@gt.) Do a¢B medts-

det
ad¢ CAuFy o0g dermed at ad Fy.

rer dette at
Vi kan derfor finde abne wmaengder 0,,0,€0¢ 0"




- goledes ot 0. e# 0, F{ 20, og 0100y =2 Vi
bemcerker nu at CA, A e 0¥ Hvie vi nu soet-
ter 0 = An 0y 0q 0, =(Auv0, har vi 0,

Q; € O* Qe Qi* ) Q; 2 Cavk 20 0q Ol"’ﬁ@;

@.

}

%%tt”‘@@tﬁiﬁ@@i’“‘ﬁ@i (1) 0q (1) vicer altsa at
T = (K,@*) har egenskaben Ta.
Af  definitionen péoi O ser vi, at T% er
et rum uden isolerede punkter, wmen da T er
et uLtmreguL@@rt CUM @@‘L%Qr herat ot O* ¢ é, 0q
dette i Forbindelee med (2) giver 0=0* q.c.d.
Da Aed® og CAe0¥ er héfned viet at A bdde er
’g&b@m og afsluttet i T = (x,0).
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3. Topologiske vektorrum.,

3,1, Vi vil i dette afsnit beskeftige os med vektorrum over
R. Et s&dant er en Abelsk gruppe E med de reelle tal som opera-
torer, sdledes at vi for a,bc,.. € E og af,... € R har regne-

operationen oa med reglerne

1a = a, a(pa) = (ap)a, ala+b) = aatab, (a+B)a = aa+pa.

Desuden g®lder O.a = 00 = 0 og aqa bliver kun O, hvis g = O
eller a = 0. Vi har tidligere omtalt lineart uafhasngigt system.
Vi minder om, at ethvert vektorrum har en basis med et ganske
bestemt antal elementer, eventuelt uendelig mange. Hvis basis er
endelig, kaldes antallet af elementer i den vektorrummets dimen-
sion. Ethvert linezrt uafhzngigt system af vektorer kan udvides
til en basis.

Et underrum S ¢. E har s&ledes en basis, der ved tilfgjelse
af nye elementer kan udvides til en basis for E. De tilfg¢gjede

elementer er basis for et underrum T og vi har E = S+T, hvor

SNnT= {0}, altsd en fremstilling af E som direkte sum af 2

vektorrum, Vi siger, at vektorrummet T er algebraisk komple-

ment@rt til S, Ethvert underrum har siledes mindst &t algebra-

isk komplement®srt underrum.

3.2, Hvis E og F er vektorrum over R, kan vi tale om en
linezr afbildning f:E ind 1 ¥, d.v.s. en afbildning, der op-
fylder linearitetsbetingelserne

£(a+b) = £(a)+f(p); £laa) = af(a).

Hvis B har en basis (ej) vil billederne f(ej) fuldstendig
bestemme den linezre afbildning f, og vi kan konstruere en
linesr afbildning, hvor alle f(ej) har givne verdier ved at

udvide definitionen efter formlen
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f(a1e1+,°.+amem) = oc1f(e1)+...+ocmf(em)o
En linesr afbildning f:E ind i R kaldes specielt en line-

arform eller en funktional.
3.3, Hvis Sg;E er et underrum, bliver faktorgruppen %

p& naturlig méde et vektorrum over R. Hvis T er algebraisk kom-
plementert til S, bliver sideklasserne til S netop mengderne
t+5, hvor t gennemlgber S, og % bliver isomorft med T.

Et 1-dimensionalt underrum S, der indeholder a # 0, be-
stdr netop af alle oa med a € R.

Et underrum S, der har et algebraisk komplementert under-—

rum med dimension m siges at have codimension m. Bt underrum

med codimensionen 1 eller en sideklasse til et sddant underrum

kaldes en hyperplan.

A v 01

3.4, Lad H ¢ E vare en hyperplan. Den hér”et algebraisk
komplementert underrum S = {ae|a € R}, hvor e er et vilkarligt
element af B\ H. For ethvert x € E har vi da ne top 1 frems til~
ling x = h + a(x)e,hvor heH og alx)eR.Derved har vi defineret en
linearform :% ind i R, og vi ser, at ligningen «(x) = k for
hvert k € R bestemmer en sideklasse til H, og at o(x) = O be-

stemmer selve H,

Lad nu omvendt ¢:E ind i R vere en linearform, der ikke er
identisk O. Det er klart at a"1(o) er en line=r mangfoldighed.

Vi velger e € E \ a—j(o), og for x € E satter vi

p, (x) = %%%% e ; py(x) = x - %%%% e.
Vi har da x = p4(x) + pz(x). Det ses, at p1(E) er et 1-dimensio-
nalt underrum, medens P2<E) c a_q(O). Da pz(E) har codimension 1,
m& lighedstegnet gmlde., Vi ser sadledes, at a(x) = O er ligning

for en hyperplan.

=
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3.5, Vi vil nu antage, at vektorrummet E over R tillige er
organiseret som et topologisk rum, sd vi har E = (E,0,U). Vi
vil ikke ofre en ssrskilt betegnelse pd E som underliggende

mengde. Hvis nu afbildningerne

¢:E% x E ind i E, $:R x E ind 1 E,

gsom er definerede ved

§D(X9y) = X+y, l,l/(?\,X) = AX

begge er kontinuer te overalt, siger vi, at E er et topologisk

vektorrum over R.

Specielt vil den ved g(x) = a+x definerede afbildning g:E
p&d E for ethvert a € B vere en homeomorfi. Idet a = g(g), vil

s
den afbilde mazngden U(Q) pa U(Q), s& vi far
U(a) = {a+U|U € U(0)}.
1

Heraf fremgar, at topologien p& B er fuldstendig bestemt ved
mengden af omegne af O. Vi kan endda ga et skridt videre, idet
topologien p& E er bestemt ved en basis for mengden af omegne
aff O,

3.6. Vi skal et ¢jeblik se nzrmere pad de betingelser, som
mengden af omegne U(Q) eller en basis B(O) for denne mé tilffeds—
stille for at sikre, at E virkelig bliver et topologisk rum, og
at regneoperationerne virkelig bliver kontinuerte., Samtidig har
vi jo en stor frihed i valget af en omegnsbasis for en given
topologi, og det er derfor ikke helt urimeligt at tilfgje ekstra-
betingelser, som sikrer, at vor omegnsbasis bliver hensigtsmes-—
gigt valgt. Endelig‘er/ﬁii interesseret i topologiske -vektorrum,

hvis topologi tilfredsstiller noget mere specielle betingelser,

Vi vil séledes altid kreve, at rummet E er et Hausdorff-rum,

I et vektorrum har begrebet liniestykke en fornuftig me-

ning. Ved en linesr afbildning ¢:R ind i E fis et 1-dimensio-
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nalt underrum. Ved addition af et wvilkarligt a € E til alle.
billederne fé&s en afbildning ¢:R ind i E givet ved en ligning
af formen
g(N) = a + Ne,
hvor e er et element af e. Billedet af et interval ved denne
afbildning er et liniestykke. Bt liniestykke med endepunkter
a,b € E er specielt givet ved
{(1-N)a#xb | A€ [0,1]].
En punktmzngde i vektorrummet E kaldes som s&dvanlig kon-

veks, hvis den altid med 2 punkter indeholder liniestykket med

a og b som endepunkter.

Vi vil nu forlange, at omegnsbasis B(g) kan velges saledes,

at den bestar af konvekse punktmazngder. Et topologisk vektorrum

med en omegnsbasis, der bestar af konvekse punktmengder, kaldes

lokalkonvekst.

Vort forelgbige program vil omfatte en diskussion af om-
egnsbasers egenskaber pd det her skitserede grundlag.

5.7, Vi tager fogrst som udgangspunkt, at vektorrummet E
over R har den egenskab, at regneoperationerne er kontinuerte .
Dette kombineret med lokalkonveksiteten og kravet, at B skal
vere et Hausdorff-rum, g¢r det muligt for os at vise, at der
eksisterer en omegnsbasis af 0 med visse narmere angivne egen-
skaber, Bagefter skal vi godtggre, at vi ved vilkarligt valg af
en omegnsbasis, der tilfredsstiller alle betingelserne, organi-
serer E som topologisk vektorrum over R.

Efter det anfgrte er det pé& forhand klart, at vor specielt
valgte omegnsbasis B(g) skal vere en filterbasis. Desuden skal
den bestd af konvekse mangder.

Det fremglr umiddelbart af definitionen, at enhver fazlles-

mengde af konvekse m@ngder selv er konveks. Da ¢(x) = -x de-

—
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finerer en kontinvert afbildning ¢:E p& E, vil V € U(o) medfgre
-V € U(0) og derfor Vn - V& U(o). Hvis V€ B(o), kan vi altsd
erstatte V med delmezngden W = V. n - V uden at &ndre topologien.
Derved opnar vi, at alle mengder i B(g) far o som symmetripunkt,

Por ) € R, N £ 0 er den ved ¢(x) = A\x definerede afbild-
ning ¢:E p4 E en homeomorfi, og V € U(o) afbildes ved ¢ pa
N Ve U(g). Det er endvidere klart, at ¢ afbilder liniestykke
p8& liniestykke, séledes at endepunkter gvarer til endepunkter.
Derfor vil ¢ afbilde konveks mzngde pa konveks mmngde. Heraf
fremgar, at vi yderligere kan valge B(Q), sdledes at den samti-
dig med V indeholder alle AV, N € R, A $ O,

For ethvert a € B er den ved ¢(N\) = Aa definerede afbildning
¢:R ind i E kontinuert i O, og for enhver omegn U af o gzlder
det derfor, at Na € U, hvis N\ er tilstrazkkelig nzr ved o. Dette
er ensbetydende med, at pU indeholder a, nar |u| er tilstrakke-
lig stor., For en konveks symmetrisk omegn V har vi derfor

E=U_ nV,
neN

Da den ved ¢(x,y) = x+y definerede afbildning ¢:E x E ind
i E er kontinuert, kan vi for enhver basisomegn V finde en
basisomegn W, sdledes at W+W ¢ V. Da E er ¢t Haugsdorff—rum, vil
fzllesmengden for alle basisomegne af o bestd af punktet o
alene.

Vi advarer mod et par nerliggende fejltagelser. Mamngden
W+W er ikke det samme som 2W, idet

WAW = {x+y|{x € WA y € W}

i

oW = {2x | x € W},

altsd 2W ¢ W+W. Hvis V er basisomegn, vil alle AV, hvor N € V
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vare basisomegn, men det vil szdvanligvis ikke vere muligt at
vaelge V, sédledes at fallesmengden for alle disse omegne kun

indeholder Q.

3.8. Idet vi resumerer ovenstiende resultater, ser vi at
basismangden B(o) for et topologisk vektorrum kan velges, si den
opfylder fglgende betingelser:

v1). B(o) er en filterbasis.

v2). v U € B(o) (U er konveks og symmetrisk om 0).

v3). ¥ Ue B(o) Vv N € R(Xﬁ € B(o)).

vh). v U e B(o) <' U nU = E).
"\ neN -

it

v5). Vv Ue B(o) 3 Ve B(o)(V+V ¢ U).

V6).ﬂA U = {2}.
— Wb(g) ——

Vi vil nu vise, at disse betingelser omvendt sikrer os, at

E bliver et topologisk vektorrum over R, ndr vi i et vilkarligt
punkt af E definerer en omegnsbasis ved

B(x) = { xtU | U e B(a)}.

Idet vi for U € B(o) i henhold til v5) valger V € B(o),
séledes at V+V € U, f&r vi for x € E, at x+V ¢ x+V+V c x+U, og
endvidere

V y € x+V(y+V CXHVHV gx+U),
hvilket viser, at x+U er omegn af ethvert y € x + V., Dermed
har vi vist at aksiomet bl (fra 2.2.) er opfyldt, og dermed er
E i hvert fald et topologisk rum.
Med den samme betydning af U og V har vi for vilkarlige
punkter x,y € E, at
(x+V)+(y+V) ¢ (x+y)+U.

For den ved ¢(x,y) = x+y definerede afbildning ¢:E x E ind i E

medfgrer dette, at
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o (rry+U) o (x+V)x (y+V),
altsd at ¢ er kontinuert. Af -(x+U) = -x-U = -x+U fglger end-
videre, at den ved ¢(x) = ~X definerede afbildning er en homeo-
morfi, Vi har derved vist, at addition og subtraktion er kon-
tinuerte pa E.
For |A| ¢ 1 vilden ved ¢(x) = A\x definerede afbildning

¢p:E ind i E afbilde ethvert liniestykke med o som endepunkt

anvd {9500
ind i sig selv. P& grund af v2) fglger heraf
(1) vane [-1,1) v Ue B(o) (WU ¢ U).

Lad nu N € R, x € E og U € B(o) vere givet. Af v5) anvendt
to gange TAr vi, at der eksisterer en basisomegn V € B(o), s&-
ledes at V+V+V cU., Vi velger W = V, hvis A = 0, med W = Vn™ 1V,
hvis N\ & O. Endelig valger vi et positivt tal &:gséledes at
16,61 XEV, og § < 1. Vi far da

Ozt 1=6,80) (x+W) = ax+]1-6,8[x+NW+]=6,6[W ¢

NXAVAVHV ¢ Nx+U,
hvilket viser, at den ved ¢(h\,x) = A\x definerede afbildning
¢:R x B ind i B er kontinuert.

Lad x,y € E vare 2 forskellige punkter. Ifglge v6) eksi-
sterer U € B(o) med y-x § U, altséd ifglge v5) en omegn VéaB(g)
med y-x § V+V; af z € (x+V) n (y+V) ville fglge z-x € V,
z-y € V, altsd ifglge v2) tillige y-z € V, s& vi far y-x =
(y-z)+(2-x) € V+V., Altsa gzlder (x+V) n (y+V) = @. Dermed har
vi bevist, at E er et Hausdorff-rum.

Vi har dermed tillige fuldendt beviset for, at betingelser-

ne v1),...,v6) sikrer, at E bliver et topologisk vektorrum over

k.

3.9. Lad E vmre et topologisk vektorrum over R. Et underrum
F ¢E kan ogsl betragtes som et delrum af det topologiske rum E,

" og bliver derved et topologisk vektorrum, I det fglgende skal

W) €1 B 5 chsivion oflyvH g VY,
4
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underrum af E altid opfattes pa denne méde,

Hvis E, og B, er vektorrum over R vil vi ved en isomorfi
go:E1 pa E2 forstd en bijektiv lineer afbildning, der tillige
med sinomvendte afbildning er kontinuert, altsd en linesr
homeomorfi. Rummene E, og B, kaldes isomorf®, hvis der findes
en isomorfi af E1 pa Ese Det er klart, at '"isomorf med" er en
gkvivalensrelation.

Vi bemsrker, at R selv p&d indlysende made kan opfattes
som et vektorrum over R. Fra algebraisk synspunkt er R et
1~dimensionalt vektorrum. P& den anden side vil et 1-dimensio-
nalt vektorrum E med basis e bestd af alle ne, N € R, og vi
har derfor en line®r afbildning ¢:E pd R defineret ved
p(ne) = N, og denne afbildning er Abenbart bijektiv.

%.9.1. Setning. Bt 1-dimensionalt vektorrum E over R er

isomorft med R.

Bevis: Vi ved allerede, at den ved ¢_1(%) = Ne definerede
afbildning ¢-1:§ ind i E er kontinuert. Af v2), v3) og v6) frem-
gir, at basisomegnene B(giﬂfor E netop er alle mazngder
1-¢,6[e, hvor & er positf%%)Deraf fglger umiddelbart, at ogsé
¢:E pd R er kontinuert.

3.10. Vi betragter igen det topologiske vektorrum K over
R samt et underrum F ¢ E. Fra algebraisk synspunkt har det en
mening at tale om faktorrummet % som et vek torrum over R. Det

bestdr af alle sideklasserne x+F, x € E, og vi har den sékaldte

kanoniske afbildning k:E pé % defineret ved k(x) = x+F, Under-

runmet F er nulelementet i %.
Vi vil nu indfgre en topologi pa faktorrummet. Vi vil
indrette denne topologi, siledes at den kanoniske afbildning

k bliver kontinuert, og vi vil netop vmlge den fineste topologi,

for hvilken dette krav bliver opfyldt.

i o F [T Vil o [ ey (0 F
Y ; ) i fad 1 L P : . 1 : J

P i % A L
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En mengde A ¢ % kan kun vare &ben, hvis k_1(A) er dben.

Pa grund af relationerne
k“1(uAj) = Uk_1(Aj); 7 (anB) = xNa) n T (B)
vil betingelserne &1),+..,83) netop vare @pfyldt, Hvis vi de-

finerer, at 0 ¢ % er 8ben, hvis og kun hvis k~1(0) er &ben,

altsid hvis og kun hvis foreningsmzngden af de sideklasser, der
tilhgrer O, er en aben mengde i E. Derved bliver % altsad et
topologisk rum. Vi ved imidlertid ikke endnu, om % ogsé bliver
et topologisk vektorrum. Dertil krsves, at regneoperationerne

er kontinuerte. Vi beviser fgrst satningen:

3:10.1, Setning. Afbildning k er &ben (d.v.s. afbilder

Aben m%hédé p& &ben mangde).

Bevig., Lad O ¢ E vare dbeni For ethvert x € E er x+0 en

&ben mengde, Altsa er

U (x+0) =0
x P

en &ben mzngde. Men 0, er netop k—1(k(0)), og k(0) er derfor

1

Sben i henhold til definitionen af &ben mengde i £ .

Vi kan nu let vise, at regheoperationerne pa % bliver
kontinuerte. Vi betragter fgrst x,y € % og en omegn U af x+y.
Vi kan valge x,,y, € E med k(x1) = X, k(y1) =y, altsd
k(x1+y1) = x+y. Da k er kontinuert, er k—1(U) en omegn af
x,+y, € E, og vi ken finde en &dben mengde O € U(o), séledes at
(x,+0)+(y,+0) ¢ ™1 (U). Da k er &ben, bliver k(x,+0) og
k(y1+o) omegne af Xy O8 ¥ys 08 deres sum bliver indeholdt i U.
Dermed har vi vist, at additionen pa % bliver kontinuerte.

Vi betragter nu N\ € R og x € % samt en omegn U af x.

Vi ken valge x, € E med k(x1) = x og k1 (U) bliver en omegn af
Xy Der eksisterer en omegn W af N\ og en omegn V af Xy séledes

at WV ¢ k_1(U), altsh Wk(V) ¢ U. Da k(V) er en omegn af I,

TR
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har vi dermed vist, at multiplikationen er kontinuert.

Den linemsre afbildning k afbilder liniestykke p& liniestyk-
ke eller punkt, og i det fgrste tilfazlde afbildes endepunkt
pa endepunkt. Heraf fglger umiddelbart, at konveks mangde af-
bildes p& konveks me@ngde. Det g&ldef ogsa, at midtpunkt af
liniestykke afbildes pa midtpunkt af liniestykke., Det er dermed
godtgjort, at E med den her indfgrte topologi vil tilfreds-

F
stille betingelserne v1),...,V5) ovenfor. Derimod behgver v6)

ikke at vere opfyldt.
Vi bemmrker, at v6) er opfyldt, hvis og kun hvis % er et
Hausdorff-rum. Hvis dette er tilfeldet er {F] ¢ % afsluttet,

o

altsd F afsluttet, Hvis F er afsluttet, vil T1 g®lde for F

og deraf fglger v6) umiddelbart.
Dermed har vi vist satningen:

5:10.2. §wﬁning, Faktorrummet % bliver et topologisk vek-

torrum, hvis og kun hvis F er afsluttet.

3.11. Lad S og T vere topologiske vektorrum over R. Mazng-
den 8 x T bliver et vektorrum over %& hvis vi definerer

(s1,t1)+(32,t2) = (s1+32,t1+t2); Ns,t) = (n\s,\t).
Det ses umiddelbart, at det topologiske produktrum S x T med
disse regneoperationer bliver et topologisk vektorfum over R.

Lad nu E vare et topologisk vektorrum over ﬁ, og lad g:8
ind i B og h:T ind 1 E vere kontinuerte, linemre afbildninger.
Vi kan da definere en linemr afbildning £:8 x T ind i E, idet
vi satter

f(s,t) = g(s)+h(t).

Da denne afbildning er sum af to kontinuerte afbildninger,

bliver den selv kontinuert.

Vi gntager nu, at 8 og T specielt er underrum af E og at
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SnT= {0}, Som g og h kan vi da velge inklusionsafbildninger
af S og T ind 1 E, altsd g(s) = s, h(t) = t. Vi far da den ved
f(s,t) = s+t

definerede linezre, injektive afbildning £:S x T ind 1 E, for
hvilken billedmsngden bliver summen S+T. Da f er kontinuert,

kan vi slutte, at delrumstopologien p& S+T er grovere end pro-
duktrumstopologien, som overfgres til S+T, idet vi identifice-
rer s+t med (s,t). Hvis de to topologier stemmer overens, siger

vi, at S+T er topologisk direkte sum af S og T.

Nu er produktrumstopologien netop den groveste topologi,
der sikrer, at projektionerne pa S og T bliver kontinuerte.

Heraf fremgdr, at vi har s@tningen

3.11.1. S®tning. En algebraisk direkte sum S+T af 2 topo-

logiske vektorrum S og T er en topologisk direkte sum, hvis og

kun hvis projektionerne p:S+T pd S og q:S+T pa T er kontinuerte.

3.12., Lad E vare et topologisk vektorrum over R. En af-
bildning p:E ind i E kaldes idempotent, hvis p2 = p°p = p. En

idempotent linezrafbildning p:E ind i E kaldes en projektions-

afbildning eller en projektion (den korte betegnelse kan under-
tiden virke forvirrende, da den har varet brugt ogséd som be-
tegnelse for billedet af et punkt eller en m&ngde ved en pro-

jektionsafbildning). Vi har nu sztningen:

3.,12.1. Sgtning. Hvis p:E ind 1 E er en kontinuert pro-

jek tionsafbildning, er B topologisk direkte sum af p(E) og

~1
p (9).
Bevis: Lad i:E p& E vere den identiske afbildning. Af-

bildningen g = i-p:E er da kontinuert. For x € E har vi frem-
stillingen
(1) x = p(x)+a(x).
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Ved anvendelse af p far vi, idet p2 = p, at
p(x) = p(x)+p(a(x)),

altsd p(a(x)) = 0, hvilket viser, at g(x) € p~1(9). Relationen
(1) viser gdledes, at ethvert x € B kan skrives som sum af et
element fra p(E) og et element fra p"1(g).

Hvis vi nu p& den anden side har en fremstilling

X = X 4%y, X € p(E), x, € p—1(9),
da eksisterer y € B, 84 x, = p(y), altsd p(x1) = pz(y) = Xy
Vi f&r derfor
p(x) = p(x,+x5) = p(x,)+p(x,) = x,,

hvilket viser, at x, netop er p(x). Altsd er x, og dermed
X, = X=X, éntydig bestemt ved x, og dermed er sstning 3.12.1
bevist.

%3.1%. Sztning 3.12.1 fortazller os, hvornar en lineasr af-
bildning af E p&a et delrum giver anledning til en fremstilling
af E som topologisk direkte sum. Satningen kan ogsd gives fg@l-

gende interessante formulering.

3.13.,1. Setning., Et underrum S af et topologisk vektorrum

E over R giver anledning til en fremstilling E = S+T af E som

en topologisk direkte sum, hvis og kun hvis den identiske af-

bildning i:S kan udvides til en kontinuert afbildning p:E pa S.

Bevis. Afbildningen p:E p& S kan fortolkes som en afbild-
ning p:E ind i E, og hvis den er en udvidelse af i:S pa S, fés
p2 = p, og setning 3.12.1 kan anvendes., Den anden halvdel af
setningen ses umiddelbart.

3.14,. Vi indskyder en hjslpesztning, der ofte vil vare os
til nytte:

3.1l .1, Setning. Lad E og F vaere topologiske vektorrum

over R. En linezrafbildning f:E ind i F er kontinuert, hvis og

kun hvis f er kontinuert i O.
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Bevis., Det er klart, at "kun hvis" gelder. Lad U vare en
omegn af O € F. Da £ er kontinuert i 0, er fhﬁ(U) en omegn af
O€ E, og for a € E far vi

£(a+f ™1 (U)) = £(a)+e( (V) ¢ £(a) + U,
hvilke t viser, at originalmezngden til omegnen f(a)+U er en om-
egn af a,

3:15., Lad E vere et vektorrum over R. Vi gnsker at studere
hyperplaner H ¢ E. Vi minder om, at enhver hyperplan H ¢ E
er givet ved en ligning ¢(x) = 0, hvor ¢:E ind i R er en linear
afbildning (linearform). Vi har nu s=ztningen

3.15.1. B®tning. Fglgende pastande vedrgrende en hyperplan

Hc B og dens ligning ¢(x) = o er enshetydende:

1), H er ikke overalt tet i E.

2). H er afsluttet.

3). ¢ er kontinuert.,

L), H giver anledning til en spaltning af E i en direkte

sum.

Bevis. AT % < % fglger, at der findes et punkt e § 0 1
H\ H, og da H har codimension 1, fglger heraf, at H ) H+{nel =
E, altsd at H er overalt tet. Dermed har vi vist 1) = 2).
Hvis H er afsluttet, bliver % ifglge satning 3.710.2 et
topologisk vektorrum over R, og da det bliver 1-dimensionalt,
bliver det if¢1gesS$tning 3.9.1 isomorft med R, og enhver ikke

konstant, line®r afbildning ¢*:% bliver en isomorfi, Nu kan ¢

sammensattes af to afbildninger

Ed

B a1
hvor k er den kanoniske afbildning, som vides at vaere kontinu-
ert, medens ¢* er en algebraisk isomorfi og derfor kontinuert.

Dermed har vi vist, at 2) = 3).
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Hvis ¢ er kontinuert ligning for en hyperplan, kan vi
velge € € E, séledes at ¢(e) = 1; vi definerer en afbildning
p:E ind i E, idet vi satter p(x) = ¢(x)e. Det er da klart, at
p bliver kontinuert og p2 = p. Endvidere er H = P_1(9>5 og vi
kan benytte satning 3.12.1. Dermed har vi vist, at 3) = 4). Det
er klart, at 4) = 1), og dermed er skvivalensen af de L pastande
fuldstendi g bevist.

3.16., Vi skal nu betragte et filter ¥ pad et topologisk

vektorrum E over R. Filtret ¥ kaldes et fundamentalfilter, si-

fremt fglgende betingelse er opfyldt:
vy Ue U(0) 3 a€ E(atU € F).

Et topologisk vektorrum E p4 R kaldes fuldstendigt, s&fremt

ethvert fundamentalfilter p&d B er konvergent.,

Det fglger umiddelbart af definitionerne, at ethvert kon-
vergent filter er et fundamentalfilter,

Vi har nu s@tningen:

3.76.1. S®tning. Det topologiske vektorrum R er fuldsten-

Bevis. For afstanden mellem x € R° og ¥ € ?n benytter vi
betegnelsen |ly-x|l. At } er et fundamentalfilter betyder nu, at
det indeholder mengder med vilkarlig lille diameter. Vi kan
derfor velge en fglge (An) af mengder An € F, sdledes at dia-
meteren af A.Il er mindre end %, Satter vi nu Bn = A,| Neoof Ah’
da er Bn ogsa element af ¥ og har diameter min@re end %. Vi
valger for hvert n et el ement a, € Bn’ og derved far vi en
punktfglge (an), som tilfredsstiller betingelsen

1 .
Han+p—anH <z ,neN, p>o0.

Altsd er (an) en fundamentalfglge og derfor konvergent mod et

grensepunkt a € Pn. Kuglen med centrum a og radius % indeholder

da hele A . Alts&d tilhgrer denne kugle F. Men deraf fglger, at
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enhver omegn af a tilhgrer ¥, altsd, at ¥ er konvergent med a

som gransepunkt.

3.,16.2. Setning. Hvis E er et lokalkonvekst topologisk

vektorrum over R, og et delrum § ¢ E er isomorft med k%, da er

S afsluttet.

Bevis. Vi betragter a € § samt filtret U(a). Da ethvert
U € U(a) har ikke tom fzllesmangde med S, er
F={uns| Ue U(a)}

et filter p&d S. I underrummet S betragter vi en konveks, symme-
trisk omegn V af o. Vi har V = V, n 8, hvor V, € U(o). Ifplge
v6) eksisterer der en konveks, symmetrisk omegn w, € U(o), sa-
ledes at W,+W, ¢ V,. Da a € 5 og a+W, € U(a), kan vi velge et
punkt b € 8 n (a+W1). Af b-a € W, fglger a-b € W,, altsd
a € b+, . Altsd gmlder

a+W1 c b+W’1+W1 < b+V1,
hvilket viser, at b+V, € U(a). Altsd gmlder

(b+v,) n s € F,

men dette er ensbetydende med, at

G e LeanCepytt rndenirist

b+v € B, ) e beG ooy s
For enhver omegn V af o i rummet S eksisterer der altsi et
b € 8, sdledes at b+V € ¥. Det be tyder netop, at F er et funda-
mentalfilter pd S. Da S er isomorft med Rn, som er fuldstazndigt,
medfgrer dette, at ¥ konvergerer mod et gransepunkt a, € 8.
Filtret } er filterbasis p& E og bestemmer et filter & pa E.
Dette filter er konvergent mod greznsepunktet 8y Det er desuden
finere end U(a) og derfor konvergent mod a. Altsd gmlder a = ays
og dermed har vi vist, at a € 8; altsd er S afsluttet.

3.17. P4 basis af de i foreghende afsnit beviste sstninger

skal vi nu udlede sztningen:
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3.17.1. Sztning. Lad E vere et lokalkonvekst topologisk

vek torrum over R. Et m-dimensionalt underrum S g.E er afsluttet

og isomorft med R,

Bevis, Vi benytter induktion. For m = 1 fglger sz thingen
af satningerne 3%.9.1 og 3.16.2. Vi antager, at péstanden er
rigtig for et m-1-dimensionalt underrum, og vi betragter nu det
m-dimensionale underrum S. Vi valger en basis {eq,...,em} for S,
og med 8, ¢ 8 betragter vi det af 561,...,em_1} frembragte un-
derrum. Det er en hyperplan i S, og pa grund af induktionsfor-
udsaztningen er den afsluttet. Men ifglge satning 3215.1, er S
s& topologisk direkte sum af 8,, som er isomorft med Rm—1, og
f%em}, som er isomorft med R, Heraf fglger, at S er isomorft med
R™, altsd fuldstendigt ifglge s@tning 3.16.1 og afsluttet ifslge

setning 3%.16.2.
3.17.2., Setning. Lad E vaere et lokalkonvekst topologisk

vek torrum, lad S vare et afsluttet underrum og T et endelig di-
Coddp

mensionalt underrum. Da er S+T et endelig dimensionalt underrum.

Bevis. Ifglge s®tning 3.17.1 er T isomorft med Rm, og der-
for kan T skrives som en direkte sum T = T1+T2, hvor T1 ¢ S og

Sn T, = {0}. Vi har da 8+T = S+T,, hvor S+T2 er en algebraisk

2
direkte sum. Da S er et afsluttet underrum af E, bliver g et

B

P

topologisk vektorrum, og den kanonfiske afbildning k:E p& S
bliver kontinuert. Nu bliver k(S+T,) isomorft med T,, altsd et
endelig dimensionalt underrum af g, altsa afsluttet ifglge sat-
ning 3.17.1. Men s& er 8+T,, originalmengde ved k til k(S+T2) og
derfor afsluttet.

3.17.3. Satning. Lad E vaere et lokalkonvekst topologisk
vektorrum og lad S vare et afgsluttet underrum med endelig codi-

mension. Da eksisterer der en fremstilling af E som en topolo-

gisk direkte sum E = S+T,.
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Bevis. Lad T vare det algebraiske komplement til S. Pro-

jektionen p:E pd T er sammensat af afbildningerne

k
PRLENG SN

hvor ¢ er en algebraisk isomorfi, Da g og T er endelig dimensio-
nale, bliver ¢ eﬂ%iﬁomégf%mog p kontinuert. Sstningen fglger nu
aff satning 3%.12.71.
3,18. Vi forlader et ¢jeblik de —dimensionale vektorrum
for at vise en elementar s@tning om konvekse mengder i RZ.
3.18.1. Smtning. Lad O ¢ %% vere en &ben, konveks mmngde
og a &€ P2 \ O et punkt. Der eksisterer en ret linie gennen a,
gom ikke indeholder noget punkt af 0. |

Bevis. Uden at indskrznke almindeligheden, kan vi antage,

at a = 0. Vi betragter punktmengden

P={xx ]| 0K AN<ewnanx€ O} = U N0,
O NLeo

som er aben, da hver mazngde NO er &ben, Hvis %1X1 og %2x2 er
punkter af P, fér vi
(1-t)n 2, +EN,%, = ((1—t)7\1+t7\2)((1—u)x1+ux2),
hvor
. t%z
- — s
(1 t)%1+t%2

hvilket viser, at P er konveks. Da ethvert punkt i P har formen
Nk, hvor N\ £ O og x £ O, gelder 0 ¢ P. Af x € P, -x € P ville pa
grund af konveksiteten fglge O € P, Vi kan derfor finde et punkt
b € k° med b $ 0, b¢ P. Da P er &ben indeholder P et punkt c,
der ikke ligger pd den rette linie gennem O og b. Den rette
linie gennem b og ¢ indeholder punkter af P og af CP, og derfor
tillige et randpunkt x for P. Punktmengden P har den egenskab,
at den samtidig med y indeholder alle Ay med N\ € ]O,e[. Heraf

fglger, at den rette linie gennem x (som ikke tilhgrer P, da P
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er &ben) og O ikke kan indeholde punkter af P uden at -x € P,

wee andibinlt 3 7 oy difds ok

og da vil en omegn U af -x ‘medfgre, at 0 € P i modstrid med det
ovenfor viste. Altsd kan den rette limie gennem x og O ikke inde-
holde punkter af P og dermed heller ikke punkter af O, somer en

delmangde af P.

3,18.2. Satning. Lad B vare et lokalkonvekst vektorrum over

R og mindst 2-dimensionalt. Lad O ¢ E vare en &ben, konveks

mengde og a € B et punkt, der ikke tilhgrer O. Der ekgisterer

da en ret linie gennem a, som ikke indeholder punkter af O,

Bevis, Da E er mindst 2-dimensionalt, eksisterer der 2 1i-
nesrt vafhengi ge punkter €438, € B, Disse punkter bestemmer et
2-dimensionalt underrum S, og vi ved, at dette er afsluttet og
isomorft med PZ, Fellesmengden S n O er é&pen relativt il S, og
ifglge s®tning 3.18.1 eksisterer der derfor en ret linle gemnem
0 i 8, som ikke indeholder punkter af S n O og derfor heller

ikke af O.

3.19, Hovedsatningen 1 dette kapitel er kendt under navnet

Hahn-Banach's satning. Den kan formuleres p& flere mader, og Vi

skal nu fgrst vise den i en geometrisk formulering.

3.19.1. Hahn-Banach's setning. Lad E vere et lokalkonvekst

topologisk vektorrum over R, Lad O ¢ B vere en dben, konveks

mengde, og lad S vaere et underrum. Hvis O n 8 = @, eksisterer

der en afsluttet hyperplan H, sfledes at 8 ¢ Hog O n H = @,

Bevis., Lad M vzre me&ngden af alle underrum af B, som inde-
holder S og ikke har punkter fzlles med 0. Denne mzngde er
ordnet ved relationen ¢. Hvis {lej € J} er en fuldstmndig ordnet
delmsngde af M, vil UTj dbenbart oged tilhgre M. Der eksisterer

derfor ifglge Zorn's lemma et maksimalt element H € M. Det er
i

klart, at He M, altsd H = H afsluttet. Vi betragber P = i 0g

den kangniske afbildning k:E p& F. Da k_1(9) =HogHn 0= @,
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gelder O ¢ k(0). Det er klart, at k(0) er konveks. Lad os nu an-
tage, at F er mindst 2-dimensionalt. Af sstning 3.18.2 fglger da,
at der eksisterer en ret linie 1 ¢ F gemnem O og med 1 n k(0) =
. Heraf folger k-1(1) n O =@, men kn1(1) er et underrum, der
har H som :gte delmengde. Desuden gmlder k—1(1) € M. Men s& har
vi fadet et resultat, der strider mod definitionen af H som mak-
simalt element. Antagelsen om, at F er mindst 2-dimensionalt,
kan séledes ikke vare rigtig. Da F er 1-dimensional, er H en
hyperplan. Vi ved allerede, at H er afsluttet, og beviset er

saledes fuldfgrt.

3.20. Vi betragter igen et lokalkonvekst topologisk vektor-

hyperplan

rum E over R. En afsluttet/H ¢ E er defineret ved en ligning
¢o(x) = 0, hvor ¢:E ind i R er en kontinuert funktional, som ikke
er identisk O, I det fglgende vil vi bruge ordet "hyperplan®,
idet hver af sideklasserne ¢_1(%) ogsd vil blive kaldt en hyper-
plan. Nar vi vil przcisere, at vi mener en hyperplan i den tid-
ligere betydning, vil vi kalde den en hyperplan gennem Q.

Mere generelt kommer vi ogsd til at betragte sideklasser

til vilkérlige underrum., Vi vil kalde disse sideklasser lincazre

man gfoldigheder.

Lad H vere en hyperplan, som ikke gir gennem Q. Den er
givet ved ligningen ¢(x) = o, Lad e € H vare vilkidrlig valgt,
og lad H* vere hyperplanen ¢~1(O), For x € E har vi 1 og kun 1
frems tilling x = he+h, hvor h € h*, og vi har da o(x) = np(e) =
an. Heraf fremgar, at ¢ er éntydig bestemt ved hyperplanen H og
den konstante verdi d. Det ses tillige, at der til en hyperplan
H og en reel konstant o altid svarer en funktional ¢, sdledes at
H = ¢~1(a), og vi har tidligere set, at denne funktional bliver
kontinuert, hvis og kun hvis H er afsluttet.

Vi bemsrker, at Hahn-Banach's s@tning ogsd kan formuleres
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pa fglgende made:
%.20.1. Hahn-Banach's satning. Lad E vare et lokalkonvekst

vektorrum over P, lad M vere et underrum og O en &ben konveks
mangde, som ikke har punkter falles med M. Der eksisterer en
kontinuert funktional ¢:E ind i R, som tilfredsstiller

v x € M(p(x) = 0); Vv x € 0(p(x) > 0).

5.21, Til brug ved en ny formulering af Hahn-Banach's set-
ning indfgrer vi et sarlig klasse af reelle funktioner pa topo-
logisk wvektorrum,

3.21.1. Definition. En reel funktion p pad et vektorrum E
over R kaldes en semi-norm, nidr den tilfredsstiller:

1) v neE Ry xe Blp(hx) = |7|p(x))

2) v x,y € B (p(x+y) < p(x)+p(¥y).

Vi udleder strasks nogle simple resultater.

3.21.2, Setning. Bn semi-norm p pA et vektorrum E over R
tilfredsstiller betingelserne

3) p(Q) =0

L) v x € E(p(x) » 0)

5) V x,y € BEv Ne [0,1](a((1-N)xy) ¢ (1-N)p(x)+N\p(y).

Bevis: Af 1) féas 3) ved at s@tte N = 0. Desuden fas
p(-x) = p(x), altsh p(x) = L(p(x)+p(-x)) > + p(0) = 0 ifplge 2).
Endvidere f&s af 2) og 1), at

p((1-N)xy) ¢ p((1=-N)x)+p(ny) ¢
=N p(x)+ N p(y) = (1-N)p(x)Hp(y)
for n € [0,1],

Af 5) og 1) fglger umiddelbart fglgende sztning.

3.21.3. Setning. Lad p vere en semi-norm p& et vektorrum E
over R, Punktmengden {x € B | p(x) < 1} er konveks og symmetrisk.

%.22., Vi skal nu studere semi-normer pé lokal-konvekse, to-

pologiske vektorrum. Vi vil vise satningen:
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3.22.1. Setning. En semi-norm p p& et lokakonvekst topolo-
gisk vek torrum E over R er kontinuert, hvisd en er begranset i

en omegn af O.

Bevis. Af p(x) ¢ a for alle x € U, hvor U € U(0), folger

1

umiddelbart p(x) €, hwor e > 0, for alle x € o ' & U, Altsd er

p kontinuert i 0. Af 1) og 2) fés
p(x+h) ¢ p(x)+p(h)

og
p(x) = H(x+h)+(-h)) ¢ p(x+h)+p(-h) = p(x+h)+p(h),

|p(x+h)-p(x)| < p(h),

hvilket viser, at p er kontinuert overalt (endda ligeligt), hvis

p er kontinuert i O,

3,23, Vi vil nu vise endnu en form for Hahn-Banach's sat-

ning,

%.23,1. Hahn-Banack 's s&tning. Lad p vare en kontinuert

semi-norm p& et lokalkonvekst topologisk vektorrum E over R.
Lad M ¢ E vare et underrum og f:M ind 1 R kontinuert funktional,

< p(x) p& M. Der eksisterer da en

som tilfredsstiller |f(x)]
kontinuert udvidelse £,:% ind i R af £, s&ledes f1(x) = f(x)
for alle x € M og |f1(x)| ¢ p(x) for alle x € E.

Bevis, Hvis f er identisk nul behgver vi blot at valge f1
identisk nul. I modsat falder f(x) = 1 ligning for en hyperplan
L i underrummet M. Mazngden O = {x € B | p(x) < 1} er &ben og
konveks, og vi har L n 0 = ¢, Efter en forskydning af O-punktet
til et punkt af L, kan vi benytte den fgrste udgave af Hahn-
Banach's setning, som fortzller os, at der findes en hyperplan
H gennem L med Hn O = @, Ifplge 3.20 eksisterer der netop en
kontinuert funktional f1:E ind 1 R, for hvilken f1—1(1) = H.

Tilsvarende findes der péd M kun en kontinuert funktional f:M
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ind i R med f_1(1) = L. Altsd er £(x) = f1(x) for x € M. Lad
nu x € E vere et vilkdrligt punkt. Hvis fq(x) = 0 gzlder
£,(x) ¢ p(x). BEr £,(x) % O, kan vi finde et reelt tal A, si-
ledes at £,(Ax) = Nf,(x) =1, altsd Ax € H. Men af Hn O = ¢
fglger p(nx) > 1, altsd f1(xx) ¢ p(Ax). Dette medfgrer imidler-
tia

12,1 = N7 () ¢ 1N TR = p(x),
og dermed er beviset fardigt.

3.2, Som eksempel pa anvendelsen af Hahn-Banach's sat-
ning skal vi vise fglgende satning.

3.2l..,1. Setning. Lad E vare et lokalkonvek st topologisk
vektorrum over R. Lad (Xn) vere en punktfglge pa E med den
egenskab, at der findes et punkt x € E, sdledes at enhver kon-
tinuert funktional ¢:E ind i R tilfredsstiller betingelsen
@(Xn)-» p(x). Lad M ¢ E vere det underrum, der bestdr af alle
endelige linemrkombinationer %1X1+.,o+xnxn med koefficienter fra
R. Da gelder x € W.

Bevis. Fllers var x ydre punkt for M, og vi kunne da valge
en &ben mengde O, slledes at x € 0 og O n M = @, Ifplge
Hahn-Banach's sztning ville der da eksistere en kontinuert
funktional ¢:E ind i R med ¢(x) = O for alle x € M og med
¢p(x) > 0. For denne funktional vil betingelsén ¢(Xn)-+ o (x)

ikke vare opfyldt.
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Singulgriteter'for gmdvanlige reelle

differentialligninger af forste og anden orden.

Lo, Differentiéllignihgsteorien er sterkt preget af sin
nere kontakt ved matematikkens anvendelser. Dette har medfgrt,
at der er udviklet et stort antal meget specielle me toder med
henblik p& specielle snvendelsesomrider. Fra den rene matematiks
synspunkt har mere generelle metoder selvfglgelig stgrst inte-
resse, men disse generellere metoder er ofte udviklet pé& basis
af en af de mere specielle metoder, der stammer fra anvendel-
serne, og det er ofte hendt, at en terminologi, der stammer fra
de mere speclelle anvendelser, er fgrt med over i generalisa-
tionerne. De sa@rlige undersggelser, der beskaftiger og i dette

og det fglgende kapitel, er indledning til en gren af teorien,

der smadvanligvis betegnes som svingningsteori.

Lh.2, Vi vil beskaftige os med ligninger i tre variable,
som vi betegner x,y og t. Den variable t indtager en sarstil-
ling, og vi vil betegne den som tiden. De varisable x og y”op-
fattes som koordinater til punkter i en plan, i hvilken vi)héra
et smdvanlig retvinklet koordinatsystem. Lad I ¢ R vare et vil- \
kadrligt endeligt eller uendeligt interval. To differentiable
afbildninger ¢,f:I ind i R definerer en differentiabel bev&gelsex

i (x,y)-planen, idet vi smtter x = ¢(t), y = ¢(t). For nemheds

skyld taler vi da simpelthen om bevagelsen x = ¢(t), ¥y = ¢(t),

men ogsé om bevagelsen (p,¢).
Vi vil systematisk benytte de afkortede/betegnelser

X og ¥ for differentialkvotienterne

.

. dx . a o
X =3t = D‘P<t)y y = a% = Dgﬁ(t):

og analogt X og y for dffﬁerentialkvotienterne“éf“andenhorden.
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Dette er en praksis, der er udbredt i de fysiske og tekniske
anvendelser, og vi vil felge den her, hvor den ikke vil kunne

give anledning til misforstaelser,

4,3, Vi vil studere to sammenhsrende differentialligninger
af formen
(1) X'= P(x,y), 3‘7 = Q(X’y)9

hvor P og Q ex Fontinuerte funktioner i et omrdde 0 i (x,y)=-

prlanen, .
" En lesning til (1) vil vere en bevegelse x = ¢(t), y = ¢(£),
og vektoren med koordinater x = Do(t), ¥ = Dy(t) (vi siger kort
vektoren (x,y)) er hastigheden i denne bevmgelse. Ligningen (1)
angiver sdledes hastighedsvektor i ethvert punkt af 0, og vi

giger derfor oged, at (1) er et hastighedsfelt i omrddet 0 .

Banekurverne for de bevsgelser, der er lesninger til (1), er de
ved hastighedsfeltet (1) bestemte banekurver,

. Den omstendighed, at tiden t er uafhsngig variabel i (1)
udelukker selvfelgelig ikke, at resuitaterne kan anvendes pa lig-
ninger med en anden uvafhsngig variabel, Man vil da tale om vek-
torfelt i stedet for hastighedsfelt, og om feltlinier i stedef

for banekurver.

4,4, Ifplge eksistenssmtningen vil der for ethvert vardisst
(to,xo,yo) eksistere en leosning x = ¢(x_,¥,,t,it), ¥ = ‘
¢(xo,yo,to;t), for hvilken

Xy = 9(XoiTorb0ite)s ¥o = (xg,55,8,3%,), f
0g lesningen er éntydig bestemt ved (to,xo,yo), sé&fremt P og d
er pene nok (tilfréedsstiller en lokal Lipschitz-~betingelse). }

Lad x = ¢(t),y = ¢(t) vere en lesning. Den omstandighed, at
t ikke optrmder pd hejre side i (1), bevirker &benbart, at

X = ¢(t-to), v = ¢(t-t,) ligeledes er en lesning, ng_ovenfbr*-
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omtalte partikulwre lesning tilfredsstiller derfor betingelsen
(X 0Vt it) = o(x 7,058 )ig(x v ,t.5t) = ¢(x,,5,,058-%,),
forudsat, at P og Q er tilstrmkkelig pane,

Losningsmsngden til (1) er sdledes invarianf overfor for-
skydninger i tid. Et punkt (xo,yb) €0 bestemmer derfor en
losningskurve bortset fra‘en séddan forskydning,

Hvis x = g(u), y = h(u) er parameterfremstilling for en
banekurve for en lesning, f4s ved indswmttelse i (1)

(3) De(u)i = P(g(w),h(n), Dh(u)d = Q(glw),n(w)),

Heraf fés let, at x = g(u), y = h(u) er en lesningskurve, hvib
og kun hvis 3 |
~Q(g(w) ,h(w))Dg(w)+P(g(w) ,u(u))Da(u) = 0,

og det plejer vi at udtrykke wved ét sige, at banekurVerne er
losningskurverne til differentialligningen |

(4)  -Q(x,y)ax+B(x,y)dy = 0.

Nar banekurverne forst kendeg, kan sammenhsngen mellem U og
t f4s af en af de 2 ensbetydende ligninger (3), og da de variable
kan adskilles, krever dette blot eg integration, Bestemmeisen af

banekurverne er séledeg den v&sentiigste del af problemet.

4,5, Differentialligningen

dy _ Q{x
(5) a'}% e P X,y

er for P(x,y) + O ensbetydende med (4), og dens lzsningskﬁrver
er derfor netop banekurverne for legsningerne til (1) bortset
fra de punkter, hvor P(x,y) = O. Ved overgangen til (5) vil sé-
ledes alle de punkter af lmsningskurverne, hvor tangenten er
lodret, g3 tabt. Ved overgangen fra (5) til (1) er der en vis

frihed, idet broken pé hejre side i (5) kan forlmnges eller

forkortes., S T
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4,6, Differentialligningen
(6) % = £(x,x)
er skvivalent med systemet
(1 x=y, 5==£x7y),
som er speciellere end (1).

En lpsning x = ¢{t) til (6) er en bevmgelse pd en ret linie,
og X = ¥y er bevmgelsens hastighed, medens X er dens acceleration.
I dette tilfmlde betyder overgangen til (6) altsd, at man stu-
derer den plane bevzgelse, der fremkommer, ndr sted og hastighed
benyttes som retvinklede koordinater, Parret (x,y) angiver den
gjeblikkelige bevegelsestilstand og kaldes derfor bevmgelsens
fage, ligesom (x,y)-planen ogsd kaldes faseplanen, og de ved (7)
beatemte banekurver kaldes fasekurverne,

4,7, I de punkter (xo,yo), hvor P og Q i (1) begge bliver O,
vil eksistenssstningen gmlde for (1), men szdvanligvis ikke for
(5)., P4 samme mdde gir det med éntydighedssmitning, hvie P og Q er
pene nok, De punkter, hvor eksistens- og eksistenssmtningen ikke
kan anvendes pa ligningen (5), kaldes singulsre punkter for (1)
og tillige for (5). De falder sdledes umiddelbart i felgende 2
kategorier:

1)+ Punkter, hvor P og Q tilfredsstiller en Lipschitz-
betingelse, men begge antager vardien O,

2). Punkter, hvor P og Q ikke begge tilfredsstiller en
Lipschitzbetingelse,

I tilfelde 2) kan man ikke vente smrlig fine resultater ved-
rerende singulariteternes art, hvis vi ikke indferer begransninger
med hensyn til arten af singulariteterne for P og Q. Vi vil kon-
- centrere os om tilf®ldet 1), og vi vil étudere forholdene i om—
egnen af et fxlles nulpunkt for P og Q. Da en parallelforskydning

af koordinatsystemet blot betyder éddition af konstanter til
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X og ¥, kan vi antage, at det f@lles nulpunkt falder i (0,0). .
L.8. Hvis P og Q er differentiable og antager vardien O i
(0,0) har vi fremstillinger af formen
(8)  P(x,y) = AxtBy+6(x,y\ (x°+3°)

Q( X Q‘Y)
hvor § og g har gransevasprdien O 1 (0,0), og hvor A,B,C og D er

{

Hl

2
Cx+Dy+e(x,y%/(x2+y )s

konstanter. Vi mé selvféhgelig ikke forveksle D med et differen-
tiationstegn. | % :

Det er nwrliggendeii fgrste tilnmrmelse at se bort fra de
to restled, og sdledes erstatte (1) med de sammenhgrende lignin-
ger ’

(9) X = Ax+By, ¥ = Cx+Dy.
Man kan s& hébe at studiet af 1¢sningerne?til (9) i omegnen af
(0,0) giver resultater,fsom ogsa giver en forestilling om situa-
tionen 1 det generelleftilfwlde. Det Visér éig nu, at det
virkelig gar sédan, og vi éér derfor optimistisk i gang med at
1gse (9) for at studere‘den8‘1¢sninger i oﬁegnen af singulari-
teten i (0,0).

L.9. Ligningerne (9)1¢ses selviglgelig iet ved elementz:re
metoder, og det er maske strengt taget un¢d?ehdigt i\denne sam-
menhzng at g8 alle detaljer af 1¢sningsproce§sen igenﬁem. Dis=—-
kussionen af resultatet er imidlertid vevet éé infimt éémmen
med selve lgsningsprocessen, at vi finder det ret hansigésm%s~

sigt at tage alle detaljerne med.

Ligningerne (9) kan lgses ved flere af de elementmré\metoder,

som omtaltes i matematik 1. Vi vil valde en metode, der giver os

lgsningerne p& en shdan form, at vi ogsd let nir til en forestil-

ling om banekurvernes udseende. Nar man har en forhdndsviden omy.
_

at lgsningerne ved passende linezre afbildninger fgres over i

simple--og-velkend te kurver, er det nerliggende at indlede 1lgs-
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ningsprocessen med at udfgre en lineszr afbildning, sédledes at
ligningen far en simplere form. |
4.10. Vi vil alts& forsgge, om vi i (9) kan indfgre nye
variable & og n, der udtrykkes ved x og y ved relationer
(10) & = ax+By, n = yx+dy; ad-By * O.
P& matrix form har vi
| {5 {a B {xq {k} {A B} {x}
pt Ty 60 ly?ty)7lC D y) !
og ved differentiation af den fe¢rste ligning og indsattelse af

den anden, far vi

HE RPN

Vi prgver fgrst, at transformere ligningssystemet, si& det

nye system far formen

(1) & =%, 0 =un.
Hertil kraves, at
{a 5‘2 {A B‘s_g’m NG
y &) (¢ Do luy wudo

eller

oo (A O [l (58 ) -

hvilket er ensbe tydende med, at (a,3) og (y,§) er egenvektorer
for dens transponerede koefficientmatrix. Da transformationens
determinant ikke mé vsre nul, md vi krave, at de 2 egenvektorer

er lineart uafhsngige. Det ses umiddelbart, at transformationen

virkelig lykkes, hvis den transponerede koefficientmatrix har

2 linexrt uafhangige egenvek torer. Det spiller ingen rolle, om

disse hgrer til samme egenvaérdi eller til forskellige egenverdier,

L4.11. Egenvaerdierne for den transponerede koefficientma-

trix for ligningssystemet (1) fas af ligningen
(A-N\)(D-N)-BC = O

eller
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%2—(A+D)%+AD-BC =0,
og vi md derfor dele i flere tilfwlde eftersom diskriminanten
A = (A+D)%-4(AD-BC) = (A-D)2{BC
er positiv, nul eller negativ.

L.,12, Vi vil fgrst undersgge tilfeldet A > 0. I dette til-
fzlde har den transponerede matrix 2 reelle egenv&rdieﬁ, og til
disse svarer selvfglgelig 2 lineart uafha:ngige egenvektoreré%
og,@n Hvis (a,B) og (y,§) valges som egentlige lgsninger til

(12) vil transformationen (1) overfgre (1) i (11), hvor

{A B
7\” = C D = AD"BC.
Ligningssys temet (141) har den fuldstmndige lgsning
At t s
(€ = c,e”’y, n = czeu CysCp € Ri.

For ¢y = Cp = 0 fas nullgsningen. Ingen af de andre lgsninger
passerer (0,0). For N\ > O, y > O vil samtlige lg¢sninger konver-
gere mod (0,0) for t — —w. For A\ < O, y < O vil samtlige lgs-
ninger konvergere mod (0,0) for t — ~. Lgsningerne er altsd i
det fgrste tilfzlde bevagelser, der startede i (0,0) for uende-
lig l#nge siden, og i det andet tilfelde bevegelser, der styrer
ind mod (0,0), som de dog f¢rst vil nd efter uendelig lang tid.
For c, = 0 fas bevagelser med & = 0 som banekurve og for C, = 0

fés bevagelser med n = O som banekurve, For N > y > O galder

(¢]
A Ot L 5 fop t o -, og heraf fglger, at vi for

c
2102 i 0 far banekurver, der udgdr fra (0,0) og rgrer linien
& = 0 1 dette punkt. Ogsid for andre stgrrelsesrelationer mellem
Nyik 0 O vil banekurverne. rgre £ = O eller n = 0 i (0,0). :
Pa figuren har vi skitseret ’
systemet af l1l¢gsningskurver i om-

egnen af (0,0). Bt singul®rt punkt

af denne type kaldes et knudepunkt.




Ved et knudepunkt forstir vi prscist udtrykt et punkt, der er
vdgangspunkt svarende til t = - eller endepunkt svarende til

t = +0 for uendelig mange integralkurver, der alle har en
tangent i knudepunktet. Vi ken yderligere klassificere knude-
punkterne efter antallet af forskellige tangenten/gﬁgégralkurver
gennem knudepunkt., I det her foreliggende tilfmlde drejer det

slg alted om et knudepunkt med 2 tangenter.

Vi mangler endnu at omtale de tilfelde, hvor )y ¢ 0. Til-
feldet Ny = O svarende til Ad-BC = O har kun ringe betydning.
Systemet af banekurver bliver et system af parallelle rette
linier. For Ny < O bliver |§|'“||n|'%| konstant langs hver inte-
gralkurve, og ingen integralkurve med 4o + O kommer i nzrheden
af (0,0). Som fgr er & = 0 og n = 0 banekurver, men denne gang
saledes, at bevegelsen pa den ene af disse linier er startet i
(0,0) for t = =, medens den p& den anden gdr mod (0,0), som

dog ikke nas ffr t = oo,
Vi har p& figuren skitseret \§§§:\%%

systemet af integralkurver, og i dette e N gt
‘__csvé“"_f S A . ',:”"'
i .
tilfzlde har vi antydet bevagelsesret- w“‘%«Zjigzﬁk%fi%
o

sadelpunkt. Et sadelpunkt er prazcist formuleret et punkt gennem -
hvilket der gar endelig mange, men mindst 2 integralkurver, som
har indbyrdes forskellige tangenter, og s8ledes at ingen anden
integralkurve kommer vilkarligt ner det singulsre punkt.

L.,13., Vi vil nu undersgge tilfzldet A ¢ O svarende til
komplekse egenv&rdier %1 = u+iv og %2 = y-ip. Til disse svarer
komplekse egenvektorer, som ogsd er indbyrdes konjugerede. I

rela tionen
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G- a6 -G
- vy & C D y oM
er der kun 1 ikke reel faktor i det midterste udtryk, og vi
kan derfor spalte i real- imaginmrdel, idet vi satter
o = pfiq, B = r+is, y = p=iq, 4 = r-is
‘§ = X+iY, n = X-iY,

og vi far derved ligningerne

t-t o 4 20

rete o o)

gller samlet i 1 ligning

HRHRIARE AR

L L
e,

i}

uX=-vY

vX+uY

1]

Nu er

alteé

Endelig er
a B p+iq r+is p+igq w+is)| _ lid‘wis oy |2 T
- - H
vy & p~iq r-is 2p 2r 2p 2r q 8

nvilket viser, at ps-qr # O. Vi har dermed vist, at systemet (1)

i dette tilfzlde kan overfgres i

*

X = uX-vY
(13) |
Y = ‘UX+/,LYO
Betingelsen A < O medfgrer AD-BC > 0, BC < 0. Desuden er

2, = A+D, p2+° = AD-BC.

.14, Vi vil nu lgse systemet (13) og det gor vi ved at

indfgre polsre koordinater 1 (X,¥)fplanen,maltsé ved at indfgre
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nye variable r og ® ved transformationen
X=rcos®@ , y=r sim ,
som fgrer ligningerne (13) over i systemet
| Pcosp-rdsin® = r(ucos®—ysing)
Psin®+rdcos® = r(vcosP+yusing)
eller

0

i

(r-yr)cos®@-r(d-v)sing
0.

it

(P-ur)sin®+r(d-v )cose
Dette kan opfattes som et ligningssystem til bestemmelse
af bP-ur og r(b~v), og da dets determinant ikke er O, bliver dets
l¢sning ‘
P-yr = r(@-y) = O.
Dette ligningssystem kan umiddelbart;integreres, og den fuld~

stendi ge l¢gsning bliver givet ved

r = c1e“t , 0 = v(t—to), |
og da vi har v $ 0, bliver banekurverne bestemt “ved

> (e+0,)
P = c1e : @o = vto.

Banekurverne bliver for , + O logaritmiske spiraler, og i
(x,y)-planen ser systemet af banekurver

ud omtrent som vist pa& figuren, idet de

logaritmiske spiraler forvranges ved den

linezre transformation. Selve det singu-
lere punkt er for u4 > O uagangspunktwfor bevagelsen svarende
til t = = og for y > O endepunkt svarende til t = . Et singu-

lert punkt af denne type kaldes et spiralpunkt. for--differemtial-

ligningen. Et spiralpunkt er udgangs- eller endepunkt for uende-
lig mange bevagelser svarende til t = —» eller t = +ew, 0g EELS

ledes at ® varierer monotont-og ubegranset med t i en omegn af

det eingulwfe punkt.
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I specialtilfeldet y = O bliver banekurverne i (XY)-planen
cirkler, som ved den lineare transformation overfgres i1 1lige-
dannede ellipser. Disse gennemlgbes alle samme ve]j, og bevagel-
serne bliver periodiske med periode 2v_1w. I dette tilfzlde

kaldes det singulezre punkt et centralpunkt. Et centralpunkt er

et singulert punkt, der har en omegn, i hvilken alle banekurverne
er lukkede kurver, der omkredser det singul@re punkt. Der gar
altsd ingen integralkurver gennem et centralpunkt.
L.15. Vi mangler endnu det tilfmlde, hvor A = O, Der findes
da 1 egenvardil
N = £(A+D),
og vi kan da ved en line@r substitution, som ikke er éntydig be-

stemt, bringe ligningssystemet pad formen

& = N+
n= e
Den sidste ligning har den fuldstendige lgsning
N ~}
{n~c1e C1€R ’

og hvis en l¢gsning fra denne msngde indszttes i den fegrste lig-

ning, far vi den linemre differentialligning
E-Ne = be, et
hvis fuldstendige lgsning er givet ved
g = (bc1t+02)é%t,
sé den fuldstandige lgsning til systemet er givet ved
£ = (bc1t+c2)e%t, n = c1e%t; c, 90y € k. |
Det ses, at bevaegelserne ogsd i dette tilfxlde begynder i
(0,0), for t = =, hvis N\ > O og ender i (0,0) for t = e, hvis

A< 0. For e, =0 fs en bevagelse pd linien n = O. Hvis b 4 O,

Z.
f&r vi for alle andre bevagelser, at %E» 0 for t - = e, I dette
/

tilfelde. far vi altsa et knudepunkt me& kun 41 tangent. B —
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I undtagelsestilfaeldet D = O har ligningssystemet den

simple form
5 = N, ﬁ = NN
og denne form bevares uendret ved enhver ikke singulsr linezsr-
transformation. Dette tilfelde kan altsd kun indtrede, nar
A=D; B=20C=0,
Den fuldstendige lgsning er i dette tilfaslde givet ved
g = oty m= ol o0, €k
og det ses, at alle bevagelserne foregir pa rette linier gennem
(0,0). Vi far alts& et knudepunkt i (0,0) og alle rette linier

gennem knudepunktet bliver tangenter til lgsningskurver. Et

knudepunkt med denne egenskab kaldes et stjerneformet knudepunkt.

L.16., Vi samler resultatet af de foregidende afsnit vearg-
rende singularitet i (0,0) for systemet af banekurver for lgs-—
ninger til differentialligningssystemet

X

1

Ax+By , ¥ = Cx+Dy ,
hvor vi har sat

A = (A-D)2+4BC,

i

og vi ndr derved til fglgende resume:
1). 8 > 0.
a). AD-BC > O. Knudepunkt, 2 tangenter.
B). AD-BC ¢ 0. Sadelpunkt.

¥). AD-BC = 0. Ingen singularitet.

!

2). A < O,
o). A+D 4 0. Spiralpunkt.
B)+ A+D = O, Centralpunkt.
3). A = O,
a)e. “YA=DAB=C=0). Knudepunkt, 1 tangent.

B)+ A=DAB=C=0, Stjerneformet knudepunkt.
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L.17. Vi vender nu tilbage til det generelle system
(14) X = P(x,y), ¥ = o(x,¥); (x,¥) € 0,
hvor (x,y) tilfredsstiller en Lipschitz-betingelse i omraddet 0,
sdledes at eksistens- og éntydighedssstningen gelder overalt

1 0. Bt differentialligningssystem af denne specielle form kaldes

autonomt,

Lad (xo,yo,to) vaere et s@t udgangsverdier og

(15) x = o(t), vy = ¢(t)
en dertil svarende lgsning, som altsd er defineret 1 et interval
I ¢ R og tilfredsstiller ligningen i dette interval. Vi vil
tenke os, at intervallet I er valgt sd stort som muligt, og det
vil da vare dbent, idet vi for t, € I ved, at der findes én og
kun én 1lgsning i et &bent interval omkring t,, og den vil da
vere identisk med (15). Vi vil nu fgrst undersgge det tilfmlde,
hvor I er opad begrsnset.

L.,18, Lad T vere hgjre endepunkt af I. M@sngden

B = {1t,7[|t € I}

er en filterbasis pd I, og ved afbildning (¢,¢) gadr den over i

en filterbasis G pad N. Vi vil vise fglgende pastand:

Filterbasis & har intet fortetningspunkt i Q.

Bevis. For (a,b) € Q kan vi valge en afsluttet cirkelskive C
med centrum i (a,b) og indeholdt i Q. Ifglge eksistens— og én-
tydighedssstningen eksisterer der et h > 0, s@ledes at den ved
udgangsverdier (x,y,t), hvor (x,y) € C, bestemte lgsning er de-
fineret i intervallet [t,t+h]. Dette viser, at (o(t),y(t)) for
t € ]7-h,T[ ikke kan tilhgre C, og (a,b) er derfor ikke kontakt-
punkt for billedet ved (¢,y) af ]T-h,T[. Dermed er pidstanden

bevist.

Anskueligt betyder padstanden, at bevagelsen (¢p,) enten
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ender i et randpunkt for (O for t = T eller nsrmer sig asymptotisk
mod randen eller en del af denne
for t - T, Figuren viser, hvor-
ledes dette kan indtraffe, men

der kan selvfglgelig tenkes

andre muligheder,

Der g®lder selvfglgelig et tilsvarende resultat, hvis I er
begrenset nedad. Det fremgir af disse resultater, at det tilfmlde,.
hvor I er begrenset, kun har ringe interesse, Vi vil derfor i
det fglgende holde os til det tilf@lde, hvor I er ubegranset,
f.eks. opad, og vi vil studere forholdene for t - .

L.19, Vi m& nu studere de bevmgelser, der begyndte for
t = =~ eller fortsgtter til t = . Der er selvfglgelig intet i
vejen for, at disse bevagelser kan begynde eller ende i rand-
punkter for O eller gé& asymptotisk mod en del af randen af Q.
Disse tilfelde vil ikke have s@rlig stor interesse i vore gene-
relle undersggelser.

Vore undersggelser i det linesre tilfmlde har vist, at en
bevagelse ogsl kan begynde eller ende i et indre punkt af Ji,

Som en anden interessant mulighed skal vi navne, at en bevaegelse
kan forlgbe langs en lukket kurve, og den vil da blive periodisk.
Tilbage er s& blot det mest spendende tilfalde, hvor bevegelsen
"flakker rundt” i n uden at konvergere mod et bestemt punkt

vg uden at gentage sig selv. Vi skal senere se, at den ikke
kan flakke rundt helt uden mal og med.

Lad (xo,yo) vere et punkt, hvor P(xo,yo) $ 0. Der eksisterer
et positivt tal k og en kugleomegn U af (xo,yo), sdledes at

|P(x,y)| > k for (x,y) € U.
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Hvis en lesning (¢»¢) til (14) nu var en bevegelse, der for
t - e konvergerede mod (Xo,yo), ville der eksistere et T € R,
sdledes at det for alle t > To ville gwlde, at (¢(t),y(t)) € U.
For t1,t2 > T far vi derved anvendelse af middelverdisstningen, at

I¢(t2)"¢(t1)| = |¢’(T>'It2 - t-}l 2 kltg—tv]ls

i modstrid med, at l¢(t2)—¢(t1)| for t,,t, > T ifelge antagelsen
aldrig md overstige det dobbelte af radius for kugleomegnen U,
Vi kan derfor drage fwolgende konklusion:

Hvis en lgsning (p,0) til (14) er en bevmgelge, som for

t o o eller for t— =-w konvergerer mod (Xo,yo) €n , daer

P(x,,7,) = Qlxg,¥,) = 0.

De punkter af 0 , der er gransepunkter for lesninger til (14)
er sdledes punkter, for hvilke systemet af banekurver, altsd sy-
stemet af lésninger til ligningen

P(x,y)ax + Q(x,y)dy
kan forvenfes at have singulariteter,

4,20, Vi vil nu pd den anden side betragte et punkt
(Xo,yo) €0 , hvor P(xo,yo) = Q(XO,yO) = 0, Svarende til udgangs-
verdier (xo,yo,to) har vi da den trivielle lesning x = X_, ¥ = ¥,
og da Lipschitzbetingelsen gmlder, er dette den eneste lesning.

Vi ser sdledes, at ingen bevagelser, som er lgsninger til (14),

pasgerer de singulsre punkter eller anderledes udtrykt:

Hvis en banekurve for en legsning til (14) glr gennem et

gingulert punkt, kan dette kun vere vwdgangspunkt for lesningen

gvarende til t = —» eller endepunkt svarende til t = o .,

I resten af dette kapitel vil vi beskeftige os med les-
ningernes forhold i omegnen af et singulert punkt, I det felgende
kapitel vil vi studere de lesninger, der "flakker rundt" i

og i denne forbindelse tillige diskutere spergsmdlet om eksistens
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af periodiske lesninger.,

4,21, Vi skal nu bevise en swtning af I. Bendixson (1901)
om lgsningskuvernes forhold i omegnen af et singulmrt punkt, som
vi for simpeltheds skyld tsnker os anbragt i (0,0), Vi vil an-
vende betegnelsen p =\/(X2+y2),

4,21,1, Switning, Lad q vaere et omrédde, som indeholder (0,0),
Lad P,Q:0 ind i R vere funktioner, som har en fremstilling af
formen

P(x,y) = H(x,y)+p ¢ (x,¥), Q(x,¥y) = K(x,y)+p"e(x,y),
hvor § og ¢ er kontinuerte i 0 ,og 4§(0,0) = 0, medens m er et
naturligt tal, og H og K er homogene polynomier af grad m. Lad
M vaere det homogene polynomium defineret ved

M(x,y) = xK(x,y)-yH(x,y).
Lad bevaegelsen (¢,¢) vere en 1¢sning til differentiallignings-
systemet
X = P(x,y), ¥ = Qx,¥),
og saledes at (p(t),y(t)) » (0,0) for t » +w= (eller for t — -w).
Da gazlder fglgende:

1) Hvis (0,0) er det eneste nulpunkt for M, vil (o(t),y(t))
narme sig (0,0) langes en spiral.

2) Hvis M ikke er identisk nul, og (¢(t),y(t)) ikke nmrmer.
sig (0,0) langs en spiral, har banekurven en nullinie for M som
tangent .

3) Hvis M antager b&de positive og negative vardier, vil
ingen l¢sning nsrme sig (0,0) langs en spiral.

Beviset for Bendixsons s@tning er ikke sd vanskeligt, som
den bésv&rlige formulering antyder. Forat undgd for lange af-
snit, vil vi dog dele beviset i flere afsnit,

.22, Vi ghr over til polamre koordlnater (p,®), idet vi
‘// %@M CM/DLLM 3@@ a0 el (0,0) am@m
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setter x = pcos®, y = psin®, p » 0, hvilket bringer differential-
ligningerne pa formen

pecs® — pBsin® pm(H(cos®,sin®)+§(§oos®,psin@))

1t

psin® + pOcosd@ = pm(K(COS®,Sin@)+g(pCOS@,pSiR@))5

Vi indfg¢rer de afkoriede betegnelser

®{®) = H(cos®,sin®)cos® + K(cos®,sin®)sin®

(®) = K(cos®,sin®)cos®@ - H(cos®,sin®)sin® = M(cos®,sind)
Ap,®@) = §(pcos®,psin®)cos® + e(pcosO,psind)sing
E(p,0) = eg(pcos®,psing)cos® —-&(pcos®,psind)sing,

og differentialligningssystemet er da ensbetydende med fglgende
system:

-
(16) p p = a(e) + alp,0)

—m+1@? ¥(@) + E(p,@).

i

i

Her vil funktionerne A og E for p -» O konvergere mod O
ligeligt i @.

Lad os et ¢jeblik betragte en lgsning (@,ﬁ), som‘gér-mod_
(0,0) for t — . Idet vi satter x = ¢(t), vy = ¢(t) og lader p
og ® vaere de polzre koordinater for (X,y), sdledes at ® alfhenger

kontinuert af t, har vi sammenh@ngen

(17) ¥ oalx,y) _ K(cos®,sin®)+e(pcosd,psing) ) /
5 P(x,y) = H(cos0,s8in0 )+ (pcos®,psind) /
Hvis banekurven har en bestemt .

tangent i (0,0) (se skitsen), gir ® mod
(0,0)
en bestemt granseverdi @O for t - «, og ’

teller og navner i (17) vil da g& mod K(cos@oysin®o) og

H(cos@o,sin®o). Da bade % og & gar mod tangenthseldningen i (0.0},
X
og % = tg®, kan vi slutte at
K(cos®0,81n®o)oos®o ~ H(cos ®0,51n@o)81n@o = 0

eller
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M(cos@o,sin®o) = 0,
hvilket viser, at tangenten i (0,0) er en nullinie for M.
L.23%3. Vi vil nu betragte det specielle tilfelde, hvor
¥(®) > 0 for alle @.
Der eksisterer da et reelt tal k > O, s8ledes at
r(®) > 2k > O,
og da E(p,®) » 0 for p » O ligeligt i @, kan vi wvelge p_ > O,
séledes at '
|E(p,®)| ¢ k for p ¢ p, og alle @.
Endelig velger vi T, shledes at p ¢ p, for t >T, For t > T
far vi da ifglge den sidste af ligningerne (16), at FJWW*{
@ » k > 0 for t » T. Heraf fglger, at ® vokser med t for t > T
og at ® » o for t - w.%
Specialtilfaeldet, hvor ¥(®) < O for alle ® behandles ganske
analogt. Sermed er punkt 1) i smtning 4.21.1 behandlet fardigt.
L.24., Lad os nu antage, at M har p nullinier. Da har lig-
ningen ¥(®) = O netop 2 p lgsninger i hvert interval af langde
2. I hvert af de 2 p forskellige intervaller mellem pé& hinanden
f¢lgende nulpunkter for ¥ har iy(x)| et fra O forskellig méksi-
num., Lad k betegne det mindste af disse maxima .
Lad @, bg»@z vere pa& hinanden f¢lgende nulpunkter for ¥,
og lads os antage, at ¥+(®) > 0 for ® € ]@19®2[. Lad o vare et
positivt tal, séledes at '
= k(o) = sup{|E(p,0)]|®@ € A 0 < p ¢ o} < k.
Dette vil vere opfyldt for o € ]O,pé], hvor p = er et passende
positivt tal. Mangden
folr(@) > k()]

er foreningsmengde af hgjst numerahelt mange disjunkte, &bne

intervaller, og blandt disse vil vi med‘]vﬁ(aﬂ, 0é(¢)[ be tegne




P
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det, som indeholder et fast valgt punkt af ]@1,®2[, hvor}?@Dﬁ

antager sin stgrste verdi i dette interval. Funktione:nq}1 er
voksende og har grznsevardi ®1 for ¢ - O, medens 02 er aftagende

0og har greznsevasrdil ®5 for ¢ » O,

Vi har illu- !
' . . . TP, , |
streret situationen pa i
e ®='L}1 (0_)
skitsen. Nar (p,®) :
ligger i omrédet mel- 3‘ ®=Ué(¢) \ !
] b
lem @ = v, (o) og 0= =0 Ji
v, (o), eller mere przcist, for @1 85

0 < p g pyr vylp) <O Cuylp)

er ifglge den sidste af ligningerne (16) altid & > 0, hvilket
be tyder, at punktet (p,®) pa skitsen vil bevege sig mod hgjre,
nar punktet med polasre koordinatér (p,@) fglger banekurven for
en lgsning. Ifglge bemazrkningen sidst i k.22 vil (p,®) ikke
kunne nd ®-aksen tidligere end 11@2.

Pg’den neste skitse har vi fegnet et langere stykke af
@-aksen med flere p& hinanden fglgende nulpunkter for ¥, Om hver

af nullinierne har vi skraveret det kileformede omrdde, hvor

F%' - "
o % [/
7 %ﬁég
+ + 5% - %?f
% 1
S N ! . .
o1 ® 03 ol " @

vi ikke kan sige noget om fortegnet for ®. I resten af strim-

_ lerne mellem nullinierne»forjp < p, har ® bestemt fortegn,

f.eks. ébm'antydet p& figuren. For en lgsning, der for t - «

konvergerer mod (0,0) vil (p,®) fra et vist tidspunkt at regne

\

forblive i strimlqn p < pgye Hvis (p,@) pa et vist tidspunkt er

1 det fgrste_af figurens felter,.ﬁé (p,@) bevage sig mod hgjre,
| . ‘

\1
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og dette kem kun ende med, at (p,®) for t — e gir mod (O,®2>
verdi
eller ved, at (p,®) for en endelig af t passerer ind i det skra-
verede omréde., Derefter har punktet stadig chance for at konver-
gere mod (O’®2)’ men det kan ogsa tmnkes, at det slipper ud i
positivitetsomréddet mellem ®, ©8 ®3' Hvis dette sker ma punktet
fortsmtte tvers over dette omrade og konvergere mod (O’@3>
eller vandre ind i det n®ste skraverede omréde.‘Denne gang er
situationen imidlertid anderledes end f¢r, idet det bevegelige
punkt nu er "fanget!" 1 det skraverede omrade. Hvis det smutter
ud over randen, tvinges det til at bevasge sig tilbage mod dit
skraverede omréde igen, og (p,0) mé derfor i dette tilf%ldggﬁod
(O’®3)°
Det fremgidr af denne udredning, at fortegnsskift for M
medfgrer, at alle lgsninger, der konvergerer mod (0,0), har en
bestemt tangent i dette punkt, og at denne tangent er en nul-
linie for M.

Hvis M har nullinier men ingen fortegnsskift, kan en log-
ning g& i spiral mod (0,0). Hvis Lipschitz-betingelsen er op-
fyldf, kan lesningskurver ikke medes, og vi kan da se, at hvis
en lesning gdr mod (0,0) og har en tangent i (0,0), kan and»e
 losninger ikke g8 i spiral mod (0,0).

Hermed er beviset for Bendixsong sstning ferdigt.
4,25, Vi kan nu kombinere Bendixsons setning med den de-

.'L}

taljerede diskussion, vi har gennemfert for m = 1, men vi fér I

)

Aok

helt umiddelbart et fuldstendigt svar, da Bendixsons sstning kun
udtaler sig om lesninger, der starter i eller gir mod det singu~
lwre punkt. Det er derfor nedvendigt i hvert enkelt tilfelde at
overveje, om alle lesninger eller visse losninger virkelig be-~

gynder eller ender i det singulsre punkt,
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Da vi kun skal undersege om le@sningerne konvergerer mod
det singulmre punkt eller ikke, kan vi alle tilfxlde udnytte de
samme linesmre transformationer som ved studiet af de specieile
ligninger, Vi vil derfor umiddelbart starte undersggelsen i
(&,n)-planen eller (X,Y)-planen, uden at dette bliver uddybet
nermere, Vi vil sedvanligvis indfere polsre koordinater, men det
mé ikke glemmes, at dette polmre koordinatsystem indferes i dens
transformerede plan, og at de fundne lesninger md underkastes en
linesr transformation for at blive feort over i de virkelige los-
ninger,

4,26, Vi vil altsd nu gi over til at undersege et lignings-

systenm

x = Ax+By+pd(x,y)

It

y

Cx+Dy+pe(x,y),
og vi sgtter som for
A = (A+D)?~4(AD-BC) = (A-D)°+43C,
for efterhinden at diskutere mulighederne A > 0, A< O og A =0,
4.27. Vi betragter forst tilfwldet
A > 0, AD-BC > 0,
Det transformerede ligningssystem har da formen
E=xN + p8(&, )

no=un + pelm),
hvor p =\/(§2+n2), og hvor ¢ og € ikke er de samme funktioner,

i

Il

som ovenfor, men de er stadig kontinuerte og 0 i (0,0). Idet )
0g u har samme fortegn, og vi eventuelt kan lade & og n bytte
rolle, kan vi antage, at
0< A< L
N&r vi indferer poi&re koordinater, gér ligningerne over i

I 1123 =N + (ﬂ-%)sin2®+E1 (p,®)
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L]

O = —;-(u-x)sin2®+E2(p ,0),

hvor E1 og E, gdr mod O ligeligt 1 ® for p » 0. Af den forste

2
ligning felger, at der eksisterer positive tal Py 08 k, sdledes at

=15 >k for p < pye

For p < pg golder derfor

%E logo = p p 2 k.
Hvis det for t = to gelder, at p < p,sy vil p aftage, nar t
aftager, og uvligheden viser, at vi for t <Ito har
logp < P, — k(B -t),
og heraf fremgér, at p - O for t - -« , For 0 >N > 4 giver et
lignende rmsonnement, at p » 0 for £t — o
Vi ser sdledes, at enhver bev&gelse; der kommer indenfor
kuglen med radius p, om det singulzre punkt vil konvergere mod
dette punkt., Derefter giver Bendixsons sztning, af vi i dette
tilfelde har et knudepunkt med & = 0 og n = 0 som tangentret-
ninger, Det md -dog tilfgjes, at éﬂgﬁﬁ} faet oplysninger om an-
tallet af lgsningskurver svarende til hver af de 2 tangentret-
ninger, ligesom vi heller ikke har bevist, at hver akse virkelig
bliver tangent til mindst én lgsningskurve. Det gelder i dette
tilfelde ligesom i de tilfzlde, vi vil omtale i de fglgende af-
snit, at vi kan opnd et positivt udsagn om cksistens af netop.
én integralkurve med den ene tangentretning, medens alle de andre
har den anden tangentfétning, hvis vi indfgrer 1lidt skarpere an-
tagelser vedrgrende restleddene § og e. Vi vil dog ikke g& ind
p& denne side af sagen.
L.,28, Vi gar nu over til tilf®ldet
A > O, AD~-BC <O

svarende til det transformerede ligningssystem
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& =2 + pd(g,m)
n =-un + Ps(f?'ﬂ)’

hvor A > O, u4 > 0, medens § og ¢ tilfredsstiller de samme betin-

gelser som i foregiende afsnit. I polsre koordinater far vi

-.'].
p P

®
2 .. 2 s 2 A s
Stgrrelsen Acos @=-usin ® bliver O for tg @ = ﬁ , har altsa

1

%cosz®—usin2®+E1(p,@)
~% (W) 81in20+E, (p,0) .

i

et nulpunkt i hver kvadrant. Vi kan derfor i (r,®)-planen omgive
hver af de ved tg?@ = % bestemte halvlinier medet kileformet
omrade, og udenfdf disse omrader bestemmer fortegnet for xcosz®w
usin2® om p vok#er eller aftager. Dette sammenholdes med den
fortegnsdiskussion for @, som vi gennemfgrte i forbindelse med
beviset for Benﬁixsons setning. Derved far vi den pd figuren

antydede oversigt over bevagelsesretningen for punktet med de

retvinklede koordinater (r,®).
o/

—

NN & N V8 AN P

) 2 !
0 . 2 ™ % 2
Piguren skal forstds p& den médde, at pilen 1 hvert vinkel-

®

rum angiver om sdvel r som ® vokser eller aftager. Vi ved fra
Bendixsons sztning, at p - O kun kan indtreffe, hvis © samtidig
gdr mod et multiplum af %. Altsé vil ingen bevagelse, der over-
hovedet kommer udenfor de kileformede omréder, kunne konvergere
mod (0,0) for t - = eller for t — oo,

Vi ser, at forholdene virkelig i det store og hele er som 1
et sadelpunkt bortset fra at vi ikke har faet oplysninger om

cksi stensen af lgsninger, der passerer gennem (0,0). Vi vil et
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pjeblik opholde os ved dette spgrgsmal.

P4 figuren har vi skit- )T \
> > 0\/ Ip| \® <O

seret det kileformede omrade, ®

der svarer til ® = 0., En linie
rarallel med @-aksen skerer ey
randene 1 A og B. Gennem ' \\

]

trukne banekurver for lgsninger D

A og B passerer de fuldt op-

til differentialligningen. Lzg merke til, at en lgsning, der
har bevaget sig ind i det kileformede omrade m&d blive der, ind-
til den overskrider omrédets begraznsning opad til.

Til venstre for A er ® > O og til hgjre for B er & ¢ O.
Mellem A og B findes derfor et punkt P, hvor & = 0. En lgsning
gennem P bevager sig lodret opad ved paséagen af P og md efter
passagen af P forblive i mellemrummet mellem integralkurverne
gennem A og B.

P4 liniestykket AB betragter vi to punktmangder M1 og M2, sé-
ledes at et punkt Q1 € AB regnes til M1, hvis og kun hvis ihte—
gralkurven gennem Q1 skerer den venstre rand af det kileformede
omrdde, medens Q2 € AB regnes til M2, hvis og kun hvis integral-
kurven gennem Q2 skerer den hgjre rand af det kileformede omrade,
Da integralkurverne ikke kan ske&re hinanden, kraver dette, at{Q1

ligger til venstre for QZ’ T

Der eksistererdépé AB et punkt #o
Q, som skiller M1 og M2.

Hvis integralkurven.gennem
Q som antydet pd& den nmste figur

skerer venstre rand af det klle_,% T T T T T T

formede omrade i et punkt S, vil

integralkurven, der sksrer det
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kileformede omrades venstre rand i et punkt 31 nedenfor S ikke
kunne sksre AB i et punkt af Mj. Integralkurverne kan nemlig
fremstilles pd formen @ = 01(p) (gennem S) og @ = ué(p) (gen-—
nem 81), og funktionen Ué(p) - ﬁﬁ(p) ville under de anferte be-
tingelser vmre positiv i pq 08 negativ i Pos 08 da den er kcne
tinvert i [pj,og], medforer dette, at den antager verdien O 1L
modstrid med, at integralkurver ikke sksrer hinanden. Antagel.-
gen om, at integralkurven gennem Q skzrer venstre rand af dew
kileformede omréde forer sdledes $il en modstrid. Det vil g&
pé& samme made, hvis integralkurven gennem Q skarer hgjre rasl
af det kileformede omrdde. Altsd vil integralkurven gennem Q uc.--
g& fra (0,0),

rzémekurverne i (0,@)-planen er bestemt ved differentiallig-

\ |/ e

ningen i
H ?
pQ@ _ -%Ow¢nsin2®w+-E2 (p,®) i %/ é
do xcos2® ~/¢Siﬂ2® + E1(p,®> Z/ ;
Her er 0 C

E1(p,®) = §(pcos®, psin®)cos® + £(pcos®, psin®)sine

Ez(p,®) = e(pcos®, psin®)cos® ~ & (pcosd®, p sin®)sine,

og hvis vi til de betingelser vi hidtil har krevet opfylidt, fo-
jer den antagelse, at funktionerne § og & har begransede pariiel.
le differentialkvotienter med hensyn til & og n, ser vi, at de
partielle differentialkvotienter af E1 0g E2 med hensyn til @

gér mod O ligeligt i ® for p - 0. Dette medferer, at fortegnet
Tor den partielle differentialkvotient med hensyn til ©® 1 cmeg-
nen af (0,0) bliver bestemt ved fortegnet af g%(né(%+u)sin2®)c

Vi kan derfor som antydet pd skitsen lmgge et rektangel

®

aftagende funktion af ®. ILad nu ® = ¢(p) vere en legsningskurve

< ay 0 < p <pindenfor hvilketfgg% for fast p er en strengt
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er givet ved
gennem (0,0). En losningskurve, der'® = ¢1(p) med. ¢1(ﬁ) < o(p)
vil forlgbe helt il venstre for @ = ¢(p), og p-¢, vil da have
negativ differentialkvotient, Funktiodnen Q-9 er sdledes
strengt aftagende, og for p » 0 vil o = ¢1(p) derfor fjerne
sig mere og mere fra ® = ¢(p). Derfor vil ® = ¢1(p), nédr p er
aftaget med under en vis verdi, bevege sig ud af det kilefor-
mede omréde, og ® = ¢1(p) kan sé&ledes ikke passere (0;0): Der-
med har vi bevist, at kun 1 lesningskurve udgér fra (0,0).

Vi understreger, at det sidste resultat er baseret pd en
sterkere antagelse om restleddene ¢ og e. Vi har ikke gjort no«
get forseg pad at klare sagen med den svagest mulige antage%gg;l

4,29, Vi glr nu over til tilfmldet

A<O0, A+D#$0
svarende til det transformerede ligningssystem

& = p& - vn + pdlg,n)

n =vE + un + pelgn),
hvor vi har brugt samme betegnelser som i de to foreglende tils
fwlde, hvilket ikke er i overensstemmelse med vore betegnelser
ved behandlingen af det linemre tilfmlde. I polzre koordinater
fadr vi ligningen af formen

P-1f.7 =H ot E1 (p,0)

é) =P + Ez(p,®)?
hvor E1(p,®) og E,(p,®) glr mod O ligeligt i @ for p —»0. Der
1

findes séledes for u £ 0 et p,» séledes atb o 'p har samme for-

tegn som y og numerisk overstiger I|u| for p< Po* Dette med-

ferer, at p » 0 for ¥ - - eller for t - «, 0og det folger der-
efter af Bendixson's swtning, at (0,0) i dette tilfslde er et
spiralpunkt:

For A< 0, A+ D=0 far vi u = 0, og det fremgdr af op-




Mat., 6, 1962-63 T 4, 27.

gaverne 2-4, at det ikke i dette tilfslde umiddelbart kan af-
geres, om (0,0) er centralpunkt eller gpiralpunkt eller endog
en merkelig mellemting sdledes som det indtreffer i opgave 4,

4,30, Vi har set, at den diskussion af singulariteterne,
som vi gennemfeorte i det linemre tilfslde, har almindelig gyl-
dighed i alle de tilfmlde, der er afgrsnsede ved skarpe ulighe--
der, I de udartede tilfelde, som kun indtrsder, ndr en ligning
er tilfredsstillet, befinder den linexre ligning sig i et grem-
setilfwlde, og restleddet kan da f& ligningen til at falde in-
denfor et af de tilstedende omrader.

Det udartede tilfslde, hvor determinanten AD-BC bliver O,
giver anledning til serlige komplikationer, som vi ikke skal gd
nermere ind pa.

En kurvefamilie, der er givet ved

f(x,y) = ¢, cekR
er familie af banekurver for legsninger til systemet

x = P(x,y), v = Q(x,y),
hvor

P(x,y) = -Dyf(x,y); Q(x,y) = D_f(x,y).
Heraf felger, at vi, s&fremt P og Q er kontinuert differentiable,
har relationen

DXP + DyQ = 0,
hvoraf fremgar, at A+D i dette tilfwlde forsvinder identisk. Nu
har systemet f(x,y) = ¢ jo 8benbart centralpunkter, hvor f har
relative maxima eller minima, og centralpunkter vil derfor nor~
malt optrsde for kurvesystemer af denne specielleslags, men det

stemmer jo netop med, at betingelsen A+D = o er opfyldt identisk.
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Gennemfgr en diskussion af forholdene i omegnen af det
singulere punkt i faseplanen for hver af de to differenti-~
alligninger

R42kk+hx = o, %4+2Kkx-h"x = 0,

hvor h og k er kons tante.

Bestem barnskurverne for lgsningerne til systemet
X = y+2y3 , ¥V = —x—2x3.
Undersgg arten af det singulsre punkt i (0,0), og se efter,
om denne helt eller delvis kunne forudsiges ud fra den al-
mindelige teori.
Samme spgrgsmdl for ligningssystemet
Xk =y + x(x2 + yz),# o= —-x + y(x2 + yz).
(Her vil polmre koordinater vsre bekvemme).
Angiv det fuldstendlge system af banekurver for lgsninger

til systemet

X

1!

v - n/ (x> + ¥°) sin C:——%—e_.27_

(x° +y
Y
V(x5 + yF)

(regn i polare koordinater). Skitser systemet af banekur-

-X - yvfxxz + y2) sin

]

¥

ver pad en figur. Nu glemte De vel ikke de cirkulzre bane-

kurver?

Bestem banekurverne for lgsningerne til systemet

. 2 2 .

X=X -y, ¥ o= =2XV.
Det gér lettest ved at opstille banekurvernes differential-
ligning som en differentialform (der bliver et totalt dif-

ferential) sat lig med nul. Diskuter arten af singularite-
ten i (0,0).
Samme opgave for

L3

2 2 .
x=x" -y, y = 2xy,
men denne gang gar det nok lettere med polare koordinater.
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I

8.

10.

1.

12,

Bestem alle de singulsre punkter for differentiallignings-

systemet

K= -xt 4 g0+ (x° 4y ¥ = -oxy,
og forsgg om arten af disse singulariteter kan bestemmes
uden at lgse ligningen. Lgs derefter ligningen (ndr hpjre--
siderne multipliceres med (x2 + yz)_z, bliver differential-
formen et totalt differential. Systemet lgses ogséd ret let
i pol@re koordinater).
Hvilken sndring sker der med lgsningerne (bevagelserne) til
differentiglligningssystemet

X=-y, ¥=x,
nar begge hgjre side? multipliceres med x, og nar de mul-
tipliceres med x2?
Samme spgrgsmal fof differentialligningssystemet

X = x, V= ~Ya
Konstruer et differentialligningssystem, hvis eneste sin-
gularitet er et centralpunkt i (0,0), og hvis lgsninger
som banekurver har kurverne xu + y}‘L = a2, a € R,
Konstruer et differentialligningssystem, hvis lgsninger
som banekurver har Cassinis ovaler med brandpunkter 1 og
-1 (disse kurver er defineret ved, at hver oval bestar af
netop de punkter i planen, hvis afstande fra brendpunkter-
ne har et givet produkt). Ggr rede for singulariteterncs
art badde ved at studere banekurverne og ved at studere 4if-
ferentialligningssystemet,
En kugle med radius %1 stilles pa& den komplekse plan, som
den tangerer 1 punktet z = 0, Punkterne i1 planen projiceres
over p& kuglen fre dennes gverste punkt (stereografisk pro-

jektion)f Kuglen drejes & omgang om den diameter, der er

parallel med den imaginzre akse, saledes at det punkt, der
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13,

fer 14 i z = 0, kommer til at ligge lodret over z = 4. Deref-
ter projiceres kuglens punkter tilbage i den komplekse plan
fra kuglens gverste punkt,
Vis, at punktet z i den komplekse plan ved de tre pd hin-
anden felgende afbildninger gér over i punkpet
1+ 2
1 -z °
Systemet af banekurver for lesninger til diffeféntial—
ligningssystemet
X =% -7y, y =X +y
overfeores ved afbildningen ¢ i et nyt kurvesystem, Bestem et
differentialligningssystem, hvis lgsninger har det nye kur-

vesystem som banekurver og diskuter det nye ligningssystems

singulariteter.

En tung partikel med masse m, som

beverer sig pad en fast, glat cir- ////
kel i en lodret plan, har akcele~

ration med komposanten ma ®i tan- K z;\\\\j///
gentens retning og mad® rettet \\\\\ /xij:mg

ind mod centrum, Hvis vi udtryk-

ker, at akcelerationens komposant

i tangentretningen er lig med tyngdekraftens komposant i

samme retning, far vi bevmgelsens differentialligning
ma® = -mg sina@,

1g = n° og skriver x i stedet for ®, ndr vi

Idet vi smtter a~
s8ledes til ligningen

¥ = -h°gsin X,
som pé& "lineariseret" form bliver X = —hgx. Diskuter singu-

lariteterne i faseplanen for disse differentialligninger, og
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14\3

15,

bestem tillige banekurverne. Bestemmelsen af selve bevegel~
sen 1 faseplanen og dermed af partiklens bevmgelse pd cirke

len ferer til et elliptisk integral, som ikke kan udregnes

elementsry,

Hvilken sndring sker der i opgave 13, hvig partiklen til--
lige pavirkes af en luftmodstand proportional med hastig-
heden, siledes at differentialligningen bliver

¥ = =2k % ~ hin X,

hvor k er en positiv konstant.

Prov pad grundlag af bev&gelsesretningen forskellige steder

i planen at lave en oversigt over banekurverne for lesnin-

ger til systemet
2 24\
e+ xy ((x%Hy)) T

y o~ X2y6/(X2+y2))"1.

X

il

il

v
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Rettelsesblad til T.L.

4.18. Den i formlen linie 6 f.n. optradende mengde skal vore

{B(p,0)| | @€ Jo 0,0 A O <p o],

L.22, I linie 413 f.n. cr et 'ikke" faldet ud. Det skal ind-

fgjes mellem '"har' og "faet',

L.25., Slutningen af afsnit 4.28. regnet fra liniebruddet midt

pa& side L.25. kan overspringes.
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Relaxationssvingninger.

5.1. De i folgende kapitel omtalte differentialligninger
‘optrwder i anvendelsérne, hvor de issmr benyttes til forklaring

af mekaniske og elektriske svingninger, s8ledes som deg f,eks,

er antydet i opgave 4.13 og 4.14. I praksis hindrerlde modstands~
krefter, som altid vil vere til stéde, at situationeh i4.13
indtrmdef, altsd at der kan optrmde svingninger med vilkarlig,

fast svingningsamplitude (indenfor rimelige grenser) omkring en
singularitet, som altséd er et centralpunkt. Nar der, som i 4.14
optreder modstandskr&fter, sndres centralpunktet ved smd modstands-
krefter sedvanligvis til et spiralpunkt med indadgéende bevmgelses-
refning,‘men’ved*stﬁrre modstand til et knudepunkt. Bev&gélsen om
et spiralpunkt er den velkendte dempede svingning.

En svingning kan holdes i gang af en anden svingning, og i
dét tilfelde faler man om en tvungen svingning. Dette indebarer,
at systemet modtager en pavirkning, som er en periodisk funktion
.af t, og ligningssystemet kan da ikke vere autonomt. Problemet
har meget betydelig interesse, men vi vil i ferste omgang holde
os til autonome systemer.

Vi skal altsd interessere os fdr systemer, som udefra mod-

tager en pévirkning,‘som blot afhsnger af systemets egen til-
stand. Denne pavirkning skal tilfere systemet energi, sdledes at
der opstdr svingninger. Det er let at angive eksempler p& syste-
mer, der udferer svingninger under konstaht pavirkning udefra,
Et standur holdes i gang af tyngdekraften, altséd af en meget
konstant pévirkning. Tilsvarende holdes et elektrisk ringeapparat
i gang af en kbnetanﬁ elektromotorisk kraft., ”

Selv om systemeté\pévirkning udefra er konstant, gmlder

det samme ikke om energitilfzrslén til gystemet. Sdledes regulerer




Mato 6, 1962“‘63 51‘19

Relaxationsgvingninger.

5.1, De i folgende kapitel omtalte differentialligninger
optreder i anvendelserne, hvor de iser benyttesﬂtil forklaring
af mekaniske og elektriske svingninger, séledes som det f.eks.
er antydet i opgave 4.13 og 4.14. I praksis hindrer de modstandse
krefter, som altid vil vere til stede, at situationen i 4.13
indtr&def, altsd at der kan optrmde svingninger med vilkérlig,
fast svingningsamplitude (indenfor rimelige grmnser) omkring en
gingularitet, som altsd er et centralpunkt. Nar der, som i 4.14
optreder modstandskrafter, =ndres centralpunktet ved sméd modstands~
kroafter smdvanligvis til et spiralpunkt med indadgéende bevegelsesw
retning, men ved-storre-modstand til et kmudepunkt., Bevmgelsen om
et spiralpunkt er den velkendte dempede svingning.

En svingning kan holdes i gang af en anden svingning, og i
det tilfzlde taler man om en tvungen svingning. Dette indebwrer,
at systemet modtager en pavirkning, som er en periodisk funktion
af t, og ligningssystemet kan da ikke vare autonomt, Problemet
har meget betydelig interesse, men vi vil i ferste omgang holde
os til autonome systemer.

Vi skal altsad interessere os for systemer, som udefra mod-
tager en pavirkning, som blot afhsnger af systemets egen til-
stand. Denne pdvirkning skal tilfere systemet energi, sdledes at
der opstér svingninger. Det er let at angive eksempler péd syste-
mer, der udferer svingninger under konstant pévirkning udefra,

Et standur holdes i gang af tyngdekraften, altsd af en meget

konstant pév;rkning. Tilsvarende holdes et elektrisk ringeapparat

i gang af enlkbnstant elektromotorisk kraff, . h
Selv om systemets‘pévirkning udefra er konstant, gwlder

det samme ikke om energitilferslen +til systemet, Sdledes regulerew
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ringeapparatet selv energitilforslen, som det modtager‘i smé.
doser, og noget lignende gwlder for standuret, hvis hjul beveger
sig i sméd ryk. |

Det er isjnefaldende, at svingninger éf deh her omtélte
slags er vwsentlig forskellige fra svingningerne omkring‘et cen-
tralpunkt, forst og fremmest derved at svingningerne er bundet
til at foregd med en ganske bestemt amplitude. Der er tale om en
bevegelse, der meget hurtigt konvergerer mod en périodisk bevee-
gelse, og denne periodiéke bevegelse er uvafhengig af begyndelses-
betingelserne bortset fra den forskydning i tiden t,vder altid er
muiig;

Betegnelsen relaxationssvingning anvendes netop om disse

gpecielle svingninger, som visse af et autonomt systems lesninger
konvergerer asymptotisk mod.

5.2, Vi skal i det folgende forsege at opstille kriterier,
der udtaler sig om eksisfens eller ikke-ecksistens af periodiske
lgsninger til autonome systemer.vDet vil s&dvanligvis‘dreje sig
om relaxationssvihger.

Vi st&r her overfor et problem,(%r er vesentlig vanskeligere
end det i kapitel 5 behandlede. Problemet vedrgrende eksistens
af periodiske lesninger kr&ver nemliget studium af lasﬁingskur-
vernes forlgb indenfor et omrade, der ikke kan vere vilkirlig
lille. Det er siledes et globalt problem i modsstning til de
ovenfor behandlede lokale problemer. ‘ A

Ved behandlingen af det globale problem vil metoder fra den
videregéende teori kunne vere til stor nytte. Dét drejer sig om
visse resultater vedrerende lukkede kurver i almindelighed sant
om sédanne kurvers komplementermengde. I denne sammenhsng vil be-

grebet omlebstal vere til stor nytte. Ved siden af selve studiet
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af kurverne skal vi ogsd bringe disse i forbindelse med det ved
-differentialligningssystemet definerede retningsfelt.

5¢3. Ved studiet af den ved
(1) x = o(t), vy = ¢(t), t € [a,b]
definerede kurve, smtter vi z = x+iy og y(t) = o(t)+iy(t), sé-
ledes at kurven bliver givet ved
(11) 7z =y(t), t e [abl.
Billedet

I

it

v([a,b])
er kompakt og sammenh&ngendei og komplementermsngden (I' er der-
for &ben., For g € (I kan vi bestemme en kontinuert funktion
argzy, gdledes at arggy(t) for hver verdi af t er en argument-
verdi for y(t)-z. Vi skriver for nemheds skyld argzy(t) =
arg(y(t)~g). Differensen arg (y(b)-z) - arg(y(a)-¥) er uafhmngig
af valget af argé og kaldes argumentvariationen langs kurven (1)
(eller (1')). Argumentvariationen langs (1) er en kontinuert
funktion af g for y € (r. Hvis

z = y(u,t), te [a,b], u e [c,d]
er en kontinuert familie af kurver, og yz ikke tilherer billedet
af [a,b] x [c,d] ved.y, fér vi for hvert fast u en argumentva-
riation langs den tilsvarende kurve, og denne argumentvariation
vil vere en kontinuert funktion af u.

Hvis kurverne specielt er lukkede, altsd y(a) = y(b), hen-
holdsvis y(u,a) = y(u,b) for hvert u € [c,d] bliver alle argu-
mentvariationerne heltallige multipler af 27 og argumentvaria-
tionen divideret med 27 kaldes da kurvens omlgbstal omkring & o0g
betegnes I(y,g). Det bliver uvafhsngigt af u, og som funktion af
¢ bliver det konstant i hver komponent i den &bne komplementer-

mengde til banekurven, henholdsvis til foreningsmengden af fa-
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miliens banekurver.

Vi henviser igvrigt til omtalen af begrebet omlebstal i
kursus i matematik 2 (Cartan II,1,8).

5.4, Vi vil nu udnytte begrebet omlebstal til et bevis for
"den lette halvdel" af Jordan's kurvesstning.

5.4.1, Setning., Lad I vere en simpel lukket banekurve i pla-
nen Rz. Komplementermengden (I har mindst 2 komponenter, nemlig
en ubegranset komponent, om hvis punkter den bevmgelse, der de-
finerer I', har omlegbstal 0, samt én begrznset komponent, om hvis
punkter det tilsvarende omlebstal er 1 eller -1.

Bevig, Vi tenker os kurven givet péd kompleks form ved para-
meterfremstillingen (1'), og da kurven er simpel og lukket, har
vi altsd, at y(a) = y(b), men bortset fra dette specielle til-
felde vil t, # t, medfere y(t,) f y(t,). Vi minder om, at para-
meterfremstillingen kan mndres, s&ledes at endepunktet y(a) = |
v(b) bliver et vilkarligt forelagt punkt pd kurven,og at en sé-
dan sndring ikke vil forandre omlgbstallet om noget punkt,

Da ' er kompakt, er I begranset, og vi kan derfor vslge en
ret linie m, sdledes at I helt tilherer en af de ved mAbestemte

dbne halvplaner, I den .

anden &bne halvplan vel- //1\\\
e

ges et punkt A, Det er mwmmwﬁ?xw iMWL§L~MW~MN. m
/ S
nu klart, at omlegbstal- - PK f/~*“”:>£i
let om A er 0, og at A Tzf/fﬁ£:%§ ,ﬁi’wﬁﬂ /)
Fard ! _ﬂ.‘-r"’"v‘f
ligger i en ubegrsnset ;//Z el N
i ™
komponent. Vi skal sé~ /M kwd;f”[““my \
ledes blot vise, at der \ \\ EU ,j /
~_
eksisterer et punkt, om i
! /
hvilket kurven har omlsbs- vmfixﬁf“f///
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tal 1 eller -1. Vi bemsmrker forst, at banekurven ikke kan vere
indeholdt i en ret linie, da hvert punkt kun méd passeres 1 gang
af bevegelsen y(t). Vi kan derfor gennem A lzgge to halvlinier,
som skerer kurven., Da kurven I' er en afsluttet punktmsngde, kan
vi Pa hver'af de to halvlinier velge det sksringspunkt med kur-
ven, som ligger nsmrmest ved A, P4 den mAde fir vi liniestykker-
ne AP og AQ, hvor P og Q er kurvepunkter, medens liniestykkerne
ievrigt ikke sksrer '« Da P og Q begge er skilt fra A ved m, vil
AP skxre m i et punkt B og AQ vil skare m i et punkt C.,

Randen af trekant ABC er en gimpel lukket kurve, idet vi
let kan vwlge en passende bevegelse langs trekantens rand., Vi
kan tmnke os AP og AQ valgt sdledes, at denne bevsgelse fir om=
lebstal 1 om punkter i trekantens indre, nidr vinkelspidserne pas-
seres 1 alfabetisk orden,

Jordankurven I' bestemmer to veje P1 og I', fra P til Q. Vi
vil senere fastlsgge, hvilken af de to veje vi vil give beteg-~
nelsen.F1. Kurven I' f4s ved at addere (d.v.s. s®tte i forlmngelse
af hinanden) de to veje, dog én af dem med modsat gennemlebsret-
ning, altsd r =TI,-T, ellerT =TI,-T,.

Vi indfbrer endnu to Jordankurver, nemlig

1) Kurven J, bestdende af AP, I', QA 1 den n=vnte rekkefol-

ge.“
2) Kurven J2 bestdende af AP, T',, QA i den n=mvnte rwkkele;
g€ |

Kurven J1 kan opfattes som sammensat af CA, AB, BC, CB, BP,
F1, QC, og den giver derfor omlgbstal 1 om et punkt i det indre
af trekanten ABC, Det samme gzlder om J2. Vi betragter nu en
halvlinie s, som udgdr fra A og skmrer gennem trekanten, Kurver-—

ne J1 og J2 har omlgbstal 1 om punkter af s t®t ved A, men om-
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lgbstal O om tilstrzkkelig fjerne punkter af s. Heraf fglger,

at s skarer bade J1 og ng altsa aberbart bade T1 og T2‘ Vi
anker os beteghelserhe valgt, sdledes at det skaringspunkt S

mellem I' og s, som ligger ngrmest A} er et punkt af I, Lad U
vere det skaringspunkt me;lem F1 og s, som ligger fjernest fra

A, Den delbue af T1, som har endepunkter S og U, skaerer ikke J2.

Altsd tilhgrer S og U samme komponent af CJZ' og vi kan derfor

“

slutte, at J2 har omlgbstallet 1 om U; Heraf felger, at
s \ AU har punkter fmlles med Jo altsd med T'ye Lad V vare det
blandt disse skaringspunkter; som ligger narmest ved A. Linie-
stykket UV har da kun endepunkterne fmlles med I'. For midtpunktet
T af UV gelder nu, at J1 har omlgbstallet O om T, medens J2 har
omlgbstallet 1 om T. Hvis vi nu gennemlgber J2 og derefter —J1,
altsd 1 rakkefglge

I‘ QA., AP; PA, AQ, ~P,1’

2’
har vi ialt gennemlgbet I'y - I'y, altsd enten I' eller -I'. Heraf
felger, at I' eller -I' har omlgbstal 1 om T, og T vil derfor
tilhgre en komponent af (I'; om hvilken I' har omlgbstal 1 eller
=1,

Det ses umiddelbart, at alle punkter udenfor en cirkel, der

helt omslutter I', tilhgrer samme komponent som A af (I'. Dette

medfgrer, at alle de andre komponenter af (I' er begraznsede.
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Med henblik pa anvendelser i det fglgende bemsrker vi, at vi
tillige har bevist fglgende lemma:

5.4.2., Lemma. P& en Jordankurve I’ kan valges punkter P, Q,
U, V, sdledes at U og V ligger p& hver sin. af de buer, hvori P
og @ deler Jordankurven, og s8ledeés at P og Q kan forbindes med
en brudt linie, der kun har P og Q faelles med kurven, og som lig-
ger i den ubegrsnsede komponent af CI', medens liniestykket UV
bortset fra endepunkterne tilhgrer en komponeht aff (I', om hvilken
I' har omlgbstal 1 eller -1.

5.5 Beviset for, at mzngden (I kun har en komponent, er vae-
sentlig vanskeligere, og vi vil forberede det med nogle simplere
resultater, der ogsa lejlighedsvis vil vise sig nyttige. I fgr-
ste omgang vil vi undersgge tiisvarende spprgsmal for brudte 1i-
nier og for polygoner.

Vi minder om, at en sammenhzngende &ben mangde 1 5% er po-
lygonalt sammenhangende, altsid at 2 punkter af en sédan msngde
altid kan forbindes ved hjelp af en brudt linie i masngden. En
brudt linie uden dobbeltpunkter kaldes simpel.

5.5.1. S@tning. Lad O vere en &ben, sammenhzngende mangde 1
. Lad T vere en simpel g?ggg@iinie, som enteh helt eller bortset
fra et endepunkt tilhgrer O. Da er O \ I' sammenhengende.

Bevis. Hvis vi kan vise sstningen i det specielle tilfmlde,
hvor I' er et liniestykke, fas det almindelige tilfmlde umiddelbart
ved et induktionsbevis. Lad altsd I’ vare et liniestykke og y :[0,1]
ind i 0 vare en parameterfremstilling for I', sdledes at y(1) € O.
Lad A og B vare to punkter af 0 \ I'. S:tningen vil vere bevist,
nar det lykkes os at vise, at A og B kan forbindes med en brudt
linie 1 O \ I'» Da O er sammenhsngende, kan A og B forbindes med

en brudt linie q ¢ O. Hvis P1 ikke skarer I'y er vi allerede far-—
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dige. Hvis T1 skerer I'y vil vi med 7 betegne den mindste parame-
terverdi, for hvilken y(tr) er et skwringspunkt. Liniestykket

v([{t,1]) er afsluttet og ligger i 0. Det har derfor en positiv

iy e ) i
NZonv AL

(eller uendelig stor) afstand fra randen!gf %«8%/kan derfor om-
sluttes med et &bent rektangel, hvis raﬁdjkkﬁéﬁﬁ%rer o\ {a,b}.
Nu er k \ I' polygonalt sammenhsngende, og vi f4r en brudt linie;?
der forbinder A og B uden at skare I' ved at g& fra A langs Iy til
det fgrste skeringspunkt med k, derefter langs k til et punkt,
hvor T1 sidste gang sk@rer k og endelig langs T1 til punktet B.

I beviset har vi benyttet, at et rektangel deler planen, men
det vises helt umiddelbart.

5.5.2, S®tning, Lad O vare en aben,sammenhzngende mengde i
8. Lad I vere en simpel, lukket, brudt linie i 0 eller en simpel
brudt linie, der bortset fra endepunkterne tilhgrer O, Da har
0\ I" hgjst 2 komponenter.

Bevis. P4 det indre af en side af I' valger vi et afsluttet
liniestykke ST. Der eksisterer da
et rektangel, der har ST som sym-

~— S
metriakse, og som ikke har punkter ///// 7(\\\\,,

felles med I' \ ST. Dette rektangel
deles af ST i1 to komponenter R1 og ,f"/f
RZ’ Ifglge satningen 5.5.1 er

0 \ {7 N\ ST) sammenhzngende, og et vilkarligt punkt A€ O \ I' kan
derfor forbindes med midtpunktet af ST ved hjelp af en brudt li-
nie r, ¢ 0, der ikke skzrer I \ ST, og ved at gi fra A langs r,
til det fgrste skeringspunkt med rektanglets omkreds, fAr vi en
brudt linie, der forbinder A med et punkt af R, eller R,. Altsh

ligger A i en komponent, som indeholder enten R1 eller R2. Dermed

er sztningen bevist.
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5.5.3. S@tning. Lad I' vare en simpel polygon i C. Da har
(I' netop 2 komponenter.,

Bevis. Af sztning 5.4.1. fglger, at (I'" har mindst 2 kompo-~
nenter, og af satning 5.5.2. fglger, at (I' har h@¢jst 2 komponen—
ter. |

Vi far endvidere brug for fglgende meget enkle resultat:

5.5.4. S@tning. En brudt linie, der forbinder punkterne A
0og B, indeholder en simpel brudt linie med A og B som endepunk-
ter.

Bevis. Lad I' vere en brudt linie, som forbinder A og B.

Nar vi gar langs I fra A til B gennemlgber vi méske ikke hele I,
og vi udelader da den del af I', som ikke gennemlgbes. Den reste-—
rende del I'' er en brudt linie med endepunkter A og B, men I''
gennemlgbes maske sadan, at samme punkt passeres flere gange. Sa-
dahne dobbeltpunkter kan vere isolerede, f.eks. hvis 2 sider af
I'' sksrer hinanden, men det kan ogsd indtraffe, at 2 sider rager
ind over hinanden, og et helt stykke af I'' vil da gennemlgbes fle-
re gange. Ved gennemlgb af I'' fra A til B vil der i hvert fald
vare et fgrste dobbeltpunkt, hvis der overhovedet er dobbeltpunk-
ter. Vi kan da udelade hele den del af I'', der gennemlgbes mel-
lem fgrste og sidste passage af dette dobbeltpunkt, og derved far
vi en ny brudt linie I''", som forbinder A og B og har mindst 1 si-
de fmrre end I''. Da I'' kun har endelig mange sider, nar vi ved
endelig mange gentagelser af processen til en brudt linie uden
dobbeltpunkter. Dermed er smtningen bevist.

5.6. Det vanskeligste afsnit af beviset for Jordans s@t-
ning er beviset for, at en simpel bue ikke kan dele den komplek-
se plan 1 flere komponenter. Dette bevis udformes bekvemmest som
et indirekte bevis opbygget af en standardslutning, der forlgber

rutinemessigt, samt et konstruktivt afsnit. Vi foretrskker, at
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behandle det konstruktive afsnit selvstendigt, idet vi udskiller
fglgende hjelpesatning.

5.6.1., Lemma. Lad y: [0,1] ind i O vaere en parameterfrem-
stilling for en simpel kurve I', og lad A og B vere 2 punkter af
Cr. Hvis det for ethvert ¢ € [0,1[ gelder, at A og B kan forbin-
des med en brudt linie, som ikke skarer y([O,T]), da kan A og B
forbindes med en brudt linie i (CT.

Bevis. Med Q = y(1) som centrum valger vi et afsluttet kva-
drat, der hverken indeholdeézA.eller B. Vi betegner randen af
dette kvadrat med k,. Vi velger nu e > 0, siledes at y([1-e, 11)
helt tilhgrer kvadratets indre. Da [0,1] er kompakt, og y ¢ [0,1]
pad I' er bijektiv og kontinuert, er I' kompakt og y~1 kontinuert.
Vi kan derfor vazlge et afsluttet kvadrat med centrum i Q, saledes
at dette kvadrat kun indeholder kurvepunkter svarende til para-

meterverdier i ]1—8, 1]. Vi betegner randen af dette kvadrat med

k2.
Idet punkterne p& I' tenkes ordnet efter parameterverdierne,
eksisterer der et fgrste skeringspunkt F mellem I' og k2. Vi har
valgt ko, sdledes at I' efter at have passeret P ikke mere kan nd
randen kgjaf det fg¢rste kvadrat, og det sidste skaringspunkt S1
mellem I' og k1 kommer derfor fér F. Lad 82 vere det sidste ska-
ringspunkt mellem I og k2. Kurvestykket SZQ ligger da helt i det
1lille kvadrat og bortset fra punktet S2 endda i kvadratets indre.
Ifglge antagelserne har F'\f82Q~sammenhwngendewkomplementwr—
.m%ngde,;og{yi¢£aﬁ\@epfor trakke en brudt linie A fra A til B, sa-
ledes at A h¢jst skerer stykket $,Q af I'. Ifglge sztning 5.5.4
kan vi endda vaelge A som en simpel brudt linie. Vi kan endvidere
altid @sndre en lille smule pa A, s@ledes at betingelserne forbli-

ver opfyldt, og derved kan vi opnd, at A ikke glr gennem vinkel-

spidsen af kp eller k,, og at intet knezk pad A ligger pa k1 eller




k Alle fellespunkter mellem A og k1 eller k2 vil da vzre simp-

2.

le skzringspunkter mellem liniestykker,
Idet vi

gennemlgber A

fra A til B,

stgder vi even-
tuelt pa et fgr-

ste skarings-

punkt U mellem

A og SZQ' Lad

-A1 vere det

gsidste skerings-

punkt fgr U mel-
lem k1 og Ay, 08
lad B1 vare det
forste skerings-

punkt efter U
mellem A og k1o
Stykket A1B1 af
A reprzsenterer
sédledes den brud-
te linies fgrste
"afgtikker'" til
det farlige omrdde, hvor skaringspunkter mellem A og I' kan fore-
komme. Der kan hgjst vere endelig mange af den slags "afstikkere',
men hver af disse kan skere I' uendelig mange gange. Vort program
er nu, at konstruere en ny brudt linie, der gar fra .A.4 til B1 u-
den at skzre I'e Derefter vil vi behandle de g¢gvrige "afstikkere'

pad tilsvarende made. Derved erstattes A med en ny brudt linie fra
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A til B, og denne nye, brudte linie vil ikke mere skare I'. Den
vil muligvis ikke vare simpel, men det var jo heller ikke ¢gnsket.
Vi gr nu i gang med dette program.

Punkterne A1 og B1 deler k1 i 2 segmenter. Det af disse, som
ikke indeholder 81, udgpr sammen med stykket A1B1 aff A en simpel
polygon p. Ifglge satning 5.5.3. bestar (p af netop 2 komponenter,
og den ene afi disse K er begrenset og ligger indenfor k1. Punktet

S, tilhgrer altsd den ubegrznsede komponent.

1
Stykket 81
gen punkter af K. Men vi har valgt k1,k2,S1 og 82 saddan, at alle

82 aff I' kan ikke sk@re p og indeholder derfor in-

skaeringspunkter mellem I' og k2 ligger p& buen 8182. Herved far vi

det afgdgrende resultat:

Kurven I" skarer ikke k, N K.
Den brudte linie Aﬂllbegynder udenfor k2 og ender indenfor

kg. Den skazrer derfor k2 et ulige antal gange. Tilsvarende vil

UB1 skere k2

B1 og k2 er imidlertid endepunkt af netop et segment af k2 N K,

et ulige antal gange. Hvert skesringspunkt mellem A1

og alle skeringspunkterne falder derfor 1 par af endepunkter af
disse segmenter. Heraf f¢lger, at mindst 1 segment af kg.ﬂ K har
8it ene endepunkt C p& A,U og det andet D pa UB,. Vi erstatter
stykket CD af den brudte linie med segmentet CD af k2 N XK, og der-

med har vi faet en ny brudt linie A', og sksringspunktet U er e-
limineret. Vi modificerer A' ved at ®mndre stykket CD, si det kom-
mer til at ligge ganske lidt udenfor k,. Den brudte linie A' er
simpel, og den skerer k2 mindst 2 gange fmrre end A. Hvis A' har
et skaringspunkt V med SZQ’ kan vi gentage processen, og da antal-
let af skaringspunkter med k2 falder med mindst 2 ved hver genta-
gelse, far vi efter endelig mange trin A.1B1 erstattet med en AAWW@%
brudt linie, som ikke sksrer [ .
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Dermed er beviset fuldfgrt.

5.6.2, Sztning. En simpel bue deler ikke planen.

Bevis. Lad y:[0,1] ind i { vare parameterfremstilling for
en simpel kurve I'. Lad A og B vare to punkter i (CI's Hvis det for
et t € [0,1] gelder, at A og B ikke kan forbindes med nogen brudt
linie, der ikke skerer y([0,t]), vil vi sige, at y([0,t]) skil-
ler A og B. Vi satter nu

v = sup{t € [0,1]| v([0,t]) skiller ikke A og B}.

Det er klart, at mzngden pad hgjre side ikke er tom. Af lemma 5.
6.1. fglger nu, at y([0,7]) ikke skiller A og B. Lad A vere en
brudt linie, som forbinder A og B uden at skzre ¢([0,7z]). Er

T <1, kan vi velge ¢ > O, saledes at y([0,7 + ¢]) € Céjihvilket
strider mod definitionen af 7. Altsd 7 = 1, og dermed er satnin-
gen bevist.

Vi er nu naet s& vidt, at et ikke alt for specielt tilf®l-

de af Jordans s:tning kan vises meget let.

5.6+3. Lemma. Lad I" vere en J%rdankyrve

/\L( Je i ot

liniestykke. Komplementermengden (IVhar om1¢bsta1 O om punkter

derbaneholder et i

i den ubegransede komponent og omlgbstal +1 eller -1 om punkter
i den begrsnsede kompoﬁent‘

Bevis. Lad AB vare et liniestykke, som tilhgrer I's Om midt-
punktet aff AB lagger vi en afsluttet cirkelskive K, der kun har
8in diameter CD fzlles med I'. Vi borttager det indre af diamete~
ren fra I' og far derved en simpel kurve I''= I \ K Lad P vaere et
vilkarligt punkt af Cr\K. Vi kan forbinde P med centrum af K ved
hjelp af en brudt linie i C (I \ K). Stykket af denns brudte li-
nie fra P til dens fg¢rste skaringspunkt med K forbinder P med en
af de to komponenter, hvori AB deler K, ved hj=lp af en brudt 1li-

nie i CI'; og P tilhgrer derfor samme komponent af (I' som én af
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disse halvcirkelskiver. Dermed har vi bevist, at (I hgjst har 2
komponenter. Resten af sztningen f¢lger umiddelbart af satning
5:4.1.

5.7+ Det er nu ikke mere serlig vanskeligt at vise den van-

skelige del af Jordans satning.
5e7s1+« dJordans satning. Lad I' vere en simpel, lukket kur-

ve i_C. Komplementermengden CI' har netop 2 komponenter, af hvil-
ke netop 1 er begranset. Kurven I' har omlgbstal O om et punkt i
den ubegraensede komponent og omlgbstal +1 eller -1 om et punkt i
den begraznsede komponent. Begge komponenter er &bne og har I' som
rand.

Bevis. Vi knytter beviset til figuren p& side 5.4., og vi
benytter betegnelserne fra beviset for sstning 5.4.,1. Vi indfgr-
te ved den lejlighed Jordankurverne J og Iy Vi bemarker, at dis-
se indeholder rette liniestykker og derfor ifglge lemma 5.6.3.
hver deler planen i et begraenset og;ubegranset omrédde. Vi vil be-
tegne disse 4 omrader I(J1), Y(J1), I(JZ), Y(Jé), hvor de med I
betegnede er begraznsede. Da U ligger i I(Jé), vil buen P1 pa ner
endepunkterne P 6g Q tilhgre I(JZ)' Heraf fremgar, at gfgz)WQYQQT
hovedet ikke indeholder punkter af J,, og vi har derfor
¥(3,) ¢ ¥(3,). Heraf folger I1(J,) n ¥(J,) ¢ i(J1) nY(J,) = ¢,
altsd I(J,) ¢ I(Jz). Nu kan ethvert punkt i I(J,) og ethvert
punkt i Y(Jz) forbindes med A ved en brudt linie i henholdsvis
I(J1) og Y(JZ). Disse brudte linier vil ikke kunne sksre I'. Men
heraf f¢glger, at

Y(I') = PAuU AQ u I(J1) U Y(Jé) \ {P,Q}
er sammenh&ngende. Dermed har vi gjort rede for alle punkter af

(I undtagen punkterne af mmngden

(r) = 1(a,) \ (r, v 1(3))).
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4

A L ‘ o
r )
Kurven J, har omlgbstal O om punkterne I(r), medens J, har

omlebstallet +1 eller -1 om disse punkter, Heraf folger, at r
har omlgbstallet +1 eller -1 om disse punkter,

Punkterne U og V deler y» i to buer, og hver af disse udger
gsamnen med UV en Jordankurve, der indeholder et liniestykke., Vi
vil betegne diske kurver I 08 Jy0 For a ¢ I(I') \ UV har vi nu,
at I har omlebstal 1 eller =1 om as; Men dette omlobstal er ved
passende orientering af J; og 54 sum af disse kurvers omlebstal
om a, Da disse omlgbstal har verdierne +1; -1 eller 0, kan vi élut-
te, at den ene kurve, f.eks. J3 har omlgbstal O om ay J4 vil da
have omlegbstal 1 eller -1 om a, Altsd tilherer a den begransede
komponent af(CJ4. Heraf fplger, at a kan forbindes med et punkt
af UV med en brudt linie, der bortset fra punktet pa UV tilherer
I(J,). Punkterne af I \ UV tilhorer Y(J,). Altsé vil den brudte
linie ikke have punkter fmlles med o', Vi har dermed bevist, at
I(I') er polygonalt sammenhszngende, og (I' har sdledes kun 2 kompo-
nenter,

Pdstanden om omlgbstallene er allerede bevist, Da (I' er en
afsluttet mengde i & er dens komponenter &bne, Heraf folger, at
I(F')u Tl og Y(I') u I er afsluttede, Altsd er randene af I(I') og
Y(I') indeholdt i I' , Lad nu a € I vere vilkdrlig valgt, og lad K
vere en cirkelskive med oentfum i a, Lad I" vere en Jordanbue, der
fremkommer ved at borttage en bue omkring a og indeholdt i K fra
kurven I' , Lad b vere et punkt af I(F), Da (I'' er sammenhmngende,
kan vi trekke en brudt linie fra b til a uden at skare I''s Den
ferste side af den brudte linie, som nédr indenfor K, vil indehol-
de punkter af X n I(I). Altsd er a randpunkt for I(I'). Tilsvaren-

de vises, at a er randpunkt for Y(I').
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5,8, Vi vil supplere Jordan's smtning med nogle smtninger
om mere komplicerede punktmengders deling af planen. I det fol-
gende vil vi for en Jordan kurve I' altid betegne den begrensede
komponent af (I med I(I') og den ubegrensede med Y(I').

5.8.14 Satning., Lad I' vere en Jordankurve, og lad A vere en
simpel bue med endepunkter pd I' , men med alle sine evrige punkter
i (I . Disse punkter vil da alle tilhere samme komponent K af

(r , og X\ A vil bestd af netop 2 komponenter, . Ethvert punkt
af A er randpunkt for begge disse komponenter.

Bevis., Endepunkterne A og B af A deler I i 2 Jordanbuer"l’1
og I'ye Da A\ {A,B} er sammenhmngende vil A \ {A,B helt til-

here en komponent K af (I' ., Vi vil gennemfeore beviset i tilfeldet

K = I(rI),.Vi har da Jordankurver Jy =Ty u A ,J,=T, UL,
som vi tenker os orienteret, sdledes at orilenteringen pé stykkerne
T1 0g P2 stemmer med orienteringen af I' , og vi kan tenke os, at
I har omlsbstal 1 om punkter af I(I'). Da Y(I) er sammenhmngende
og ikke indeholder punkter af J, U J, gelder Y(I') ¢ Y(J1) og
Y(r) ¢ ¥(J,), altsd I(J,) ¢ I(I) og 1(J,) ¢ I(D. Mu er I''s om-
lobstal om et punkt Q€ I(I) \ A summen af omlebstallene for
J1 0g J2, og dette kramver, at et af disse omlebstal er 1, medens
det andet er 0, Heraf felger, at.
() \a =1I(3y) v I(d,) og I(Jy) nI(J,) = A,

Heraf fremgir, at I(I') \ A netop har komponenterne I(J1) o8
I(Jz). Af Jordan's swtning felger; at hver punkt af A er rand-
punkt for bade I(J1) 0g I(J2).

5.8.2, Setping. Lad 'y og I', vere Jordankurver og I, C I(l’z):."
Da har C(IH U PZ) de tre komponenter

I(r)), 1(Ir,), 1(1‘2) n ¥(r,).
Bevisg, Det folger umiddelbart af Jordan's sstning, at

I(r,) og Y(fé) ér komponenter af C(Z’1 U T2), og vi behever derfor
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‘blot at vise, at I(fz) A Y(T1) er en sammenhzngende mangde.
Vi vil antage, at P2 har
omlgbstal 1 om punkter af I(I,),

medens T1 har omlgbstal -1 om

D

punkter af I(T1). En orienteret
ret linie gennem et punkt P € I(Iy) \\

har et fgrste skzringspunkt A og

\J

fér A med T2 og et fgrste skeringspunkt D efter C med P2.

et sidste skaringspunkt C med T1,

samt et sidste skaeringspunktd B

Vi f&r nu en Jordankurve J1 ved at g fra A til B langs 1,
fra B til D langs T2 i den ved orienteringen bestemte retning,
fra D til C langs 1 og endelig fra C til A langs T1 i den ved
orienteringen bestemte retning. Vi far en anden Jordankurve
J2 ved at g4 fra B til A langs 1, fra A til C langs T1 i orien-
teringens retning, fra C til D langs 1 og endelig fra D til B
langs I', i orienteringens retning. For ethvert punkt Q € C
(F1 url,uChu AB) gmlder nu, at summen af omlgbstallene for
f1 og P2 om Q er lig med summen af omlgbstallene for J1 og J2
I(ry) og I(J,) ¢ I(r,). Da

om Q. Nu gelder &benbart I(J,) ¢
)

midtpunktet af AB tilhgrer I(I';) n Y(Z’1) og samtidig er rand-
punktet for bade I(J1) og I(Jz), kan vi slutte, at J, og J, har
omlgbstal 1 om henholdsvis I(J1) og I(JZ)' Heraf fglger igen,
at I(Jy) ¢ Y(r,) og I(Jg) c Y(F1). Men s& f&r vi netop, at

I(r,) nY(ry) = AB u CD u I(J,) v I(J,) \ {4,B,C,D},
og da ethvert punkt af I(J1) eller I(J2) kan forbindes med midt-
punkterne af AB og CD ved brudte linier, der bortset fra ende-
punkterne helt tilhgrer I(J1) eller I(JZ), kan vi slutte, at

I(Tz) n Y(P1) er sammenhzngende. Dermed er beviset fuldfgrt.
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5.8.3. Sztning. Lad I' vere én Jordankurve, A et punkt af
denne, K en komponent af (I' og U en omegn af A. Der eksisterer
da en brudt linie A, der bortset fra endepunkterne B og C pa I
helt ligger i XK n U, samtidig med at den bue af I', som har cnde-
punkter B og C og indcholder A, helt ligger i U.

Bevis. Vi kan antage, at U netop er msngden af punkter
indenfor et kvadrat k1 med centrum i A, og at dette kvadrat er
s& 1lille, at I' indeholder en bue Yy der ligger udenfor k1. Lad
B vere et punkt af K. Da I' \ v, ikke deler planen, kan E for-
bindes med et punkt P € Y4 ved en brudt linie Ay sOM bortset
fra P tilhgrer K. Vi kan nu velge en bue af ', som indeholder A
og helt ligger indenfor k1, og dernest kan vi vaelge et kvadrat k2
med centrum i A, séledes at det indre af K, ikke indeholder
punkter af I’ bortset fra dele af den valgte bue. Lad Yo V&re en
bue af I', som indeholder A og ligger indenfor k,. Da I' U A, \ Yo
ifgplge satningerne 5.6.2 og 5.5.2 ikke deler planen, kan E for-
bindes med et punkt Q € Yo ved en brudt linie Doy der bortset
fra Q helt tilhgrer K \ Ay Den brudte linie A = A, U A, har
ingen dobbeltpunkter, og bortset fra endepunkterne P og Q til-
hgrer den K. Vi orienterer A, siledes at den gennemlgbes fra P
til Q. Da vi kan #ndre A en 1lille smule indenfor X, kan vi an-
tage, at A ikke passerer gennem nogen vinkelspids af k2’ og at
A ikke har nogen vinkelspids liggende pa ky. Ifplge swtning 5.841
deler A komponenten K i to komponenter K1 og K2. Randen af K1
bestdr af A samt en bue F1 ¢ I' med endepunkter P og Q, medens
randen af K, bestdr af A og den resterende del Ir, af I'.

Mengden k2 n K er aben relativt til k2 og bestar saledes
af’ hgjst numerabelt mange sammenhazngende stykker af k2. Da A

skarer disse stykker i et ulige antal punkter, vil A sk@re mindst
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et saddant stykke I/gt ulige antal punkter. Stykket I har ende-
punkter S og T pad I Idet vi gar langs I fra S til T, vil vi ved
hver passage af et skaringspunkt med A g& fra K1 til K2 eller

omvendt. Heraf fglger, at S og T er randpunkter for hver sit af
omraderne K1 og K2, altsd at S og T ligger pad hver sin af buerne

I, og f2. Lad os antage, at S € T1 og T ¢ Fz'

1

Idet vi gennemlgber T1 fra P til Q vil vi efter passagen af
S vere naet kvadratet kz, og vi kan derefter ikke mere nad ud til
k1, s& stykket 8@ af F1 ligger helt indenfor k1o Tilsvarende
ligger buen TQ af T2 helt indenfor k1° Men s& vil I sammen med
buen SQT udggre en Jordankurve, som ligger indenfor k1. Da buen
SQT indeholder @ og nar randen af k2, vil A ligge pa& denne bue.,
Dermed er satningen bevist,

5.8.4, Smtning, Lad I' vere en Jordankurve, A et punkt af
denne og B et punkt af en komponent K af (I's Der eksisterer da
en kurve, som bestdr af numerabelt mange liniestykker, har ende-
punkter A og B og ligger i K bortset fra punkterne A og B.

Bevis. Lad U1 vere en cirkelskive om A, s& B { U1.Vi laegger
(sztning 5.8.3) en brudt linie Dys sdledes at A, sammen med en
bue af I' omkring A udggr en Jordankurve, der helt ligger i
U1 n K. Vi vaelger nu cirkelskiven U2 om A, sédledes at A1 ligger

udenfor U, og saledes at U2 hgjst har halvt s& stor radius som

2
U1. Ved hjelp af en brudt linie A, far vi en Jordankurve i

2
U2 Nn K, oes.ve Vi kan nu fra B trzkke en brudt linie i K til et
punkt af A1, og sdledes at den ikke har andre punkter fslles med
Dy e Fra endepunktet pé& Ay kan vi trzkke en brudt linie, som for-
lgber indenfor den fg¢rste Jordankurve i den konstruerede fglge
og ender 1 et punkt af A2 uden at have andre punkter fazlles med

Do Ved at fortsztte denne proces i det uendelige féar vi den

pnskede kurve fra B til A.
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Dermed er setningen-fuldstendig bevist,
5.9. Som en anvendelse af Jordans satning vil vi nu vise
en getning om eksistens af periodigke lesninger til differential-~

ligninger, Vi vender séledes igen tilbage til differentiallignings-

systemet

(1) x = £(x,y), v = &(x,y),
hvor vi vil antage, at f(x,y) og g(x,y) er kontinuerte og til-
fredsstiller Lipschitz-betingelser i et ringformet omrade D, samt
péd dettes rand, som antages at bestd af 2 Jordankurver.

5.9.1. Swtning, Lad D vere et ringformet omrade, begranset
af 2 Jordankurver., Lad f,g:D ind i R vere afbildninger, som til-
fredsstiller Lipschitzbetingelser og ikke begge antager verdien O,
Hvis vektoren med koordinatssttet (f(x,y),g(x,y)) afsat ud fra
randpunktet (x,y) altid peger ind i D (randkurverne antages til-
strekkelig regulmre, s& dette har mening), har ligningssystemet
(1) en periodisk lesning.

Swtningen skyldes Bendixson,
Bevis, Lad
(2) x=9(t), y=y¢(), t=>a
veere en lesning til (1). Mzngderne
Alt) = {(p(w),p(u)) | u = ¥H} .

udger en filterbasis p& D og har derfor et felles fortetnings—

punkt (x_,¥ ) € D. Lad
(3) x = o(t), y=¥t), t+>0b

vere den lesning til (1), som svarer til begyndelsesverdierne
t =0, x = Xys ¥ = Ve
Vi minder om, at legsningerne afhsnger kontinuert af udgangs-

betingelserne. I det foreliggende tilfmzlde formuleres dette pesm-

cist pa felgende méde:
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Lad ¢ >0 08 T >0 vere givet, Der eksisterer da et § > 0,
sdledes at det for en lesning x = £(t), y = n(t) til (1) svarende
$il udgangsverdierne

t=7, x= Xg5 ¥ =Yy

hvor ]x1-xo| < &, |y1—yo| < ¢, gwlder, at

|e(8)-a(t—7)] < &, | n(t)-Ht=)| < e

for
T git §I T + T,

Heraf felger, at alle til t = O svarende punkter af bane-
kurven fof lesningen (3) er fortwmtningspunkt for mengderne A(%).

Vi vil nu vise, at lesningen (3) er periodisk. Vi bemsmrker,
at (3) er periodisk, hvis og kun hvis afbildningen (&,%¥): [b, el
ind i Rz ikke er injektiv., Vi forer beviset indirekte, idet vi nu
antager, at ( &% er en injektiv afbildning. Mmngderne

B(t) = {(a(u),dw)) |u>41

udger en filterbasis i D 0g har derfor et felles fortetningspunkt
(X,Y) € D, og ganske som ovenfor ser vi, at ethvert punkt af en
losningskurve gennem (X,Y) ligeledes er fmlles fortmtningspunkt
for mengderne B(t). Vi kan derfor traffe valget af (X,Y), sdledes
at (X,Y) € D.

Vi kan nu velge et liniestykke L med (X,Y) som midtpunkt
og vinkelret pd den ved (£(X,Y), &(X,Y)) bestemte retning i R,
sdledes at alle leosningskurver gennem punkter af L skserer samme
vej gennem L,

Nu vil lesningen (3) sksre
1l for en verdi t = t1 >0, og den til

t > t, svarende del af (3) vil igen

1
skere 1, sdledes som antydet pd fi-

guren, Stykket af losningskurven mellem
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2 pd hinanden folgende skzringspunkter t, og ¥, sammen med styk~
ket 1 af L mellem sksringspunkterne danner en Jordankurve, hvis
komplementarmsngde har netop 2 komponenter D, og D,. Lad D, vere
den komponent, som kurven gir ind i efter passage af det sidste
skeringspunkt, Det ses da let, at den til ¢ <21;1 svarende del af
lesningens banekurve er i D2, medens den til % >>t2 svarende del
af banekurven for (3) er i Dy

Som ngvnt ovenfor er ethvert punkt svarende til t > 0 af
lgsningen (3) fmzlles fortwmtningspunkt for alle A(t)., Heraf fwolger,
at A(t) indeholder punkter af D,, altsd, at lesningen (2) vevemger
gig ind i D1. Men da banekurver for lgsninger ikke kan sk&re hin-
anden og legsninger kun kan krydse 1 i den retning, der ferer ind
i D,, medforer dette, at lesningen (2) fra en vis verdi af t at
regne er henvist til at bevege sig omkring i det indre af D1.
Altsd er en af mengderne A(t) en delmmngde af D, i modstrid med,
at de punkter af lesningen (3), der svarer til t € [O,t1[, er
fortwtningspunkter for alle msmngderne A(t) og ligger i omrddet D2.

Vi er sdledes ndet til en modstrid, og vi kan derfor slutte,
at lesningen (3) er periodisk.,

5,10, For overskueligheds skyld valgte vi en ret simpel for-
mulering af s®tning 5.,9.1. Allerede beviset i foreglende afsnit
viste jo, at det for den helt tilfsldigt valgte lesning (2)
gjaldt, at den nmrmere sig asymptotisk til den periodiske lsesning
(3)1 Vi har derfor fplgende skzrpelse:

5510.11 Setning. Under de samme forudsstninger som i setning
5.9.1. gwlder, at enhver ikke periodisk lesning til (1) i D nsrmer

sig asymptotisk til en periodisk lesning i D.
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Banekurven for en periodisk
losning er en Jordankurve k. Enhver
anden lgsning forleber helt i et af de

omrader, hvori k deler planen. Som

antydet pé figuren vil en lesning, der
asynptotisk nermer sig k skzre 2 gange
gennem en normal til k. Derved opstdr som i beviset for swtning
5.9,1. en Jordankurve og vi kan slutte, at k ligger i det af de
ved qudankurven besteﬁte omrader, som lesningen beveger sig ind
i, Lad (Xo?yo) vare et punkt af legsningskurven, Vi kan da finde
en omegn U af (Xo’yo)? sdledes at enhver lesningskurve, der
gtarter i et punkt af U, ledsager den allerede betragtede los-
ningskurve ind i det omréde, der indeholder k, Den nye lgsnings-—
kurve bliver da "klemt inde" mellem vindingerne i den gamle, og
den m& derfor ligeledes agymptotisk nmrme sig k, Vi har dermed
bevist, at mxngden qf udgangspunkter for lesninger, der asympto-
tisk n®rmer sig k, er en dben msngde, Mxngden af udgangspunkter
for lesninger, der asymptotisk nsrmer sig en anden periodisk les-
ning end k, er da ogsé dben, Heraf folger:

5.10.2, Smtning, Under de samme forudsstninger som i s&t-
ning 5;9.] gxlder, at losninger med udgangspunkt i en komponent
K af kdmplemént&rméﬁgden med hensyn til D til foreningsmsngden
af banékﬁrverne fér de periodiske lesninger, alle vil nserme sig
asymptotisk til samme periodiske lzsning.,Specielt vil alle les-~
ninger med udgangspunkt pd den ydre randkurve for D n:rme sig
asymptotisk til den samme periodiske lesning. Tilsvarende for
lesninger med udgangspunkt pd den indre randkurve for D.

Hvis komplementzrmsngden med hensyn til D af foreningsmengden

af banekurverne for de periodiske lesninger har mere end 2 kom~
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ponenter, vil den have en komponent XK, der ikke indeholder rand-
punkter for D, For lesningskurver i K kan det rssonnement, der
benyttedes i beviset for smtning 5.9;1, med trivielle sndringer
benyttes ogsd for t - =, 0og vi far da, at lesninger i en séddan
komponent ogsd for t -» = asymptotisk vil nsrme sig til periodi-
gke legsninger. .

5,11, Lad nu igen D vere et omréde i R° og lad f,g:D ind i
R vare afbildninger, som tilfredsstiller en Lipschitzbetingelse,
og som kun i isolerede punkter bliver 0 samtidig. Med p* betegner
vi det omrade, der fas af D, ndr de f®lles nulpunkter for f og g
udelades.

Den komplekse funktion

F(z) = £(x,y)+ig(x,y), 2 = x+iy

er kontinuert og uden nulpunkter i D$ . Lad k vere en orienteret,
lukket kurve i ng. Argumentvariationen af F(z) langs k er et

tal af formen 2//n, og tallet n kaldes Poincarés index for ret-

ningsfeltet (f,g) med hensyn til kurven k, Vi vil i denne forbin-
delse altid twnke os, at k er en Jordankurve med omlsbstal 1 om

punkterne af I(k),

Det folger af definitionen, at (f,g) har samme Poincaré

index med hensyn til kurver, som er isomorfe i ¥, =
DN
Hvis k suppleres med et tversnit som antydet y k1 }é' k
j
/
/

2
péa figuren, séledes at der opstidr to Jordankurver ™.

k, og k, i Dsa, bliver Poincaré index for (f,g) med

hensyn til k lig med summen af de tilsvarende indices med hensyn
til k1 0g k2. Hvis k specielt er nulhomotop i D, felger heraf,
at Poincaré index for (f,g) med hensyn til k kan fis som sum af
Poincaré indices for (f,g) med hensyn til sm& cirkler, som hver

omkredser et af de singulmre punkter (fmlles nulpunkter for f og g)
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indenfor k.
Vi skriver nu v
f(x,y) = Ax+By+rg(x,y)
g(x,y) = Cx+Dy+re(x,y), r =y (x%45°),
hvor 6(0,0) = €(0,0) = 0, og hvor § og ¢ er kontinuerte, Vi
setter her x = r cos®, y =r sin®, nn = §+ie , og en elementer
udregning giver
1F(2) = 1((4+D)+1(C-B))et © + 4 (A-D)+i(C+B))e ™ Cin(rcose, rsin 6),
altsd et udtryk af formen
pei® +qe_i®+n(r, 0 .
For |p| > |q| far vi, ndr r er tilstrmkkelig lille, at
lpei® | > lqe—i®+n(r, 9,
og udtrykket
pei® + 7\(qe-1®+n(r;®))
vil da ikke antage verdien O for O < N< 1. Dette medferer, at
argumentvariationen, nadr ® Ilgber fra O til 2m, ikke afhsnger
af N, og vi far den altsd bestemt ved at velge N = 0, og den
bliver derfor 2w . For |p|<|q| lader vi p og q bytte roller i
resonnementet, og argumentvaritionen bliver da -2 .
Vi finder sdledes, at Poincaré index bliver +1, sdfremt

| 40 (A+D)+1(C=B))|%~] % (a-D)+i(C+B))!2 > 0

eller
AD - BC > 0,
og at Poincaré index bliver -1, s&fremt AD - BC < 0. Dermed har
vi bevist folgende sztning.
5.11. Swtning. Lad (f,g) vere et retningsfelt, som opfylder
en Lipschitzbetingelse i et omrade D. Iad k vere en Jordankurve
iD *, som er nulhomotop i D og har omlgbstal 1 om punkterne af

I(k)., Hvis der i I(k) ikke findes andre singulmre punkter end
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knudepunkter, spiralpunkter, centralpunkter og sadelpunkter, da
er Poincaré index for (f,g) med hensyn til k lig med antallet
af knudepunkter, spiralpunkter og centralpunkter i I(k) minus
antallet af sadelpunkter i I(k).

5.12. Nytten af Poincaré index beror pi en topologisk szt-
ning af global karakter, som vi nu vil vise. Beviset stammer
fra en afhandling af H. Hopf (1935).

5.12.1. Swtning. Lad y:[0,1] ind i C vere parameterfrem-
stilling for en differentiabel Jordankurve T (altsd Dy konti-~
nuert og forskellig fra 0). Hvis I har omlebstallet +1 om
punkterne af I(I), har Dy: [0,1] ind i ¢ omlebstallet +1 om punktet
O.

Bevis, Vi deler beviset i 2 afsnit, af hvilke det forste
ved hj®lp af et kunstgreb reducerer bestemmelser af omlsbstallet
for Dy'til bestemmelse af en argumentvariation, der er bekvemmere
at arbejde med, I den anden del af beviset bestemmes derpd denne
argumentvariation, | |

1. Vi betragter kvadratet K = [0,1] x0,1], samt en afbild-
ning &K ind i U defineret ved

&(t,t) = D v(t),
8(0,1) = a(1,0) = -Dy(0),
2(t,u) = (p(w)=9(+)) (u=t)"" (1=|u-t])™"
for t + u, (t,u) % (0,1) og (1,0). Vi har ®u,t) = &(t,u). Da

y er injektiv er &(t,u) *+ O overalt i K., For 0 < |ju~t| <1

Il

giver middelverdisstningen

a(t,u) = Dy(=(t,u)) (1=|u=t])"",
hvor 7(+t,u) tilhorer det 8bne interval med endepunkter t og u.
Da Dy er kontinuert, viser denne relation, at & er kontinuert

ogsd for £ = u. Foru = 1-k, 0 <k <1, 0<t <1-k, utk >0 er
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@ (t,u) = (y(1-K)=y(t)) (1=k=t)"" (i) 7",
Hvis vi udvider definitionen af y til intervallet ]-1,1] ved
at swtte v(-k) = y(1-k), bliver y differentiabel pd hele dette
interval, og vi fér

2(t,u) = Dy(c(k,t)) (1-k-t)7",
hvor 4(k,t) tilherer intervallet med endepunkter -k og t. Heraf
fremgdr, at & er kontinuert i (0,1). Af symmetrigrunde er &
da ogsd kontinuert i (1,0), altsd i hele K.

Argumentvariationen af Dy:

~N

[0,1] ind i T er nu argumentvariationen
af ® langs diagonalen i den retning, A

gsom er antydet pd figuren, Da & er

kontinuert og forskellig fra O i hele K, - vt
eksisterer der en kontinuert argumentfunktion arg® i hele K,
Den seogte argumentvariation kan derfor ogsé& bestemmes som argu-
mentvariationen langs 2 af kvadratets sider som antydet pad fi-
guren, |

Nu er -

i

80,u) = (y(u)=40))u~ " (1-u)~"

og
2(,1) = (p(1)= () (1-t)7157",
men’af y(0) = v(1) folger nu
o e(0,8) = a(t,1),
hvilket viser, at de 2 kvadratsider giver samme bidrag til argu-

mentvariationen,

2. Swtningen vil vere bevist, ndr dét lykkes os at vise,

at funktionen

o(t) = 3(0,%) = 7 (1=5)" 1 (y()=p(0)).
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har argumentvariationen & pad intervallet [0,1]. Da den sagte
argumentvariation af Dy A&benbart er afhengig af, hvilket kurve-
punkt der svarer til endepunkterne af parameterintervallet, og
da en flytning af kurven i den komplekse plan heller ikke kan
spille nogen rolle, kan vi tanke os, at punktet y(0) = v(1) pé
kurven er valgt sédan, at tangenten i dette punkt er stettelinie,

og desuden kan vi antage, at selve denne tangent er den reelle

akse og at y(0) = y(1) = 0 (se figuren).

Vi kan endvidere antage, at f&R

//} \‘\ P

kurvetangenten i 0 er rettet i den d P
e g:" N Y

reelle akses positive retning., Da vi T “”j*»xggg

e -~ i N
har antaget, at k har omlebstal 1 0 !
om I(k), medferer dette, at k ligger

over den reelle akse, Argumentet af
o(t) bliver da for t + O og 1 identisk
med argumentet af Y(t), og som kontinuert argument kan vi derfor
bruge hovedvardien, som altid ligger mellem O og 7 . Det gir
dbenbart mod O for t - 0 og mod # for t - 1. Dermed er sztnin-
gen fuldstendig bevist.

5.13. Vi kan umiddelbart anvende s®tning 5.12,1 pd bane-
kurven for en periodisk lesning til en differentialligning

(4) x = £(x,y), v = &lx,y),
hvor f og g tilfredsstiller Lipschitzbetingelser i et omrédde D,
Ved bestemmelsen af Poincaré index skal banekurven I' orienteres,
s8ledes at den fér omlgbstal 1 om punkterne af I(I). Det er
ganske uden betydning om denne orientering er med eller mod
gennemlebsretningen af I' , Vi har altsd feolgende smtning.

5.13.1. S®tning. Retningsfeltet (f,g) i omrddet D har

Poincaré index 1 med hensyn til enhver banekurve for periodiske
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legsninger til (4).

Hvis vi kombinerer dette resultat med s®tning 5.711.1 far
vi felgende s®tning.

5.13.2, Sstning, Banekurven I for en periodisk lesning
til (4) i omrddet D vil ikke passere gennem singulsre punkter,
Hvis I' er nulhomotop i D, og der ikke findes andre singulari-
teter i I(I') end knudepunkter, spiralpunkter, centralpunkter
og sadelpunkter, vil antallet af knudepunkter, spiralpunkter
og centralpunkter i I(I) vere 1 plus antallet af sadelpunkter i
I(I). Hvis en banekurve for en periodisk lesning til (4) er
nulhomotop i D, vil der altid i I(I) findes et singulsrt punkt,
somrikke er et sadelpunkt,

Pestissaresn

5.14, Vi vil vise endnu en swtning om Jordankurver til

Ao
ii\, ,ﬁ/ (A A
P

brug 1 det felgende.

5.14,1., Setning, For en Jordankurve I gwlder altid, at
I(I) er enkelt sammenhmngende,

Bevis, Vi skal blot vise, at enhver lukket trappelinie
(brudt linie, hvis sider er parallelle med en af koordinatakserne)
er nulhomotop., Vi minder om, at en nulhomotop kurve kan sndres
kontinuert til en kurve, der er udartet til et punkt, og at det
endda er muligt at velge dette punkt vilkérligt pd selve kurven,
og at den kontinuverte mndring da kan udferes, sdledes at det
udvalgte punkt bliver liggende. Hvis en i sig selv tilbagelo-~
bende sleojfe pad kurven er nulhomotop, kan den altsd trzkkes sam-
men, sdledes at det punkt, hvor den begynder og ender, bliver
liggende, Heraf folger, at det er nok at vise pastanden for en
simpel lukket trappelinie.

Hvis en simpel, lukket trappelinie er konveks, er den et

kvadrat og derfor nulhomotop. Hvis en simpel lukket trappelinie
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ikke er konveks, vil man ved at gennemlgbe den engang komme til
en side, hvis forlsngelse gdr ind i omradet indenfor trappe-
linien, Denne er da abenbart homotop med den nye trappelinie,
man far ved at forlsnge en sédan side ind i det indre indtil
den ferste gang rammer trappelinien igen., Den nye trappelinie
gennemlpbes, sdledes, at man efter den nmvnte side gennemlgber
forlmngelsen og gar tilbage igen langs denne og derefter fort-
setter som for. Den nye trappelinie bestdr af 2 lukkede slojfer,
der hver har ferre sider end den oprindelige. Hvig vi nu alle-
rede har vist, at en trappelinie med f®rre sider end den givne,
er nulhomotop, felger det af bemwrkningerne i begyndelsen af
dette bevis, at den givne ogsd er det. Da nu en trappelinie med
4 gider er nulhomotop, er vi ndet til et induktionsbevis for
setningen,

Beviset bygger pd, at omradet indenfor en simpel, lukket
trappelinie i I(I) er en delmsngde af I(I). Da dette er den
eneste egenskab ved I(I), vi har benyttet, har vi samtidig féet
bevist felgende swtning:

5.14.2, Setning, Et omréde D er enkelt sammenhmngende, hvis
og kun hvis det for enhver simpel, lukket trappelinie I' ¢ D
gwlder, at I(I') c D.

Vi vil nu vise fplgende setning:

5.14,3. Swtning, Lad D vere et omrédde, og lad I' ¢ D wvare
en Jordankurve, for hvilken I(I) ¢ D, For en Jordankurve r,,
som er homotop med I' i D gelder I(T1) c D,

Bevis., Vi betragter et vilkédrligt punkt a € I(IH), og Vi
gkal da blot vise, at a €D, Hvis a € I(I) er dette pid forhdnd
givet. Hvis a € Y(I) vil I have omlsbstal O om a, medens P1.

har omlebstal 1 eller ~1 om a, Heraf felger imidlertid, at en
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kontinuert kurvefamilie A+t) ¢ D, hvor A(0) =T og A(1) =

I,, indeholder en kurve gennem a, og da denne kurve ligger i D,

1
kan slutte, at a € D,

5.14,4, Swtning, Lad I' vere en differentiabel Jordankurve
i et omrédde D. Hvis I(I) ¢ D, er I' nulhomotop i D.

Bevis., Idet vi tmnker os D tilherende (x,y)-planen, kan vi
inddele I' i endelig mange buer, som hver kan fremgtilles ved
en ligning af formen y = ¢(x) eller X = ¢(y). Efter tur erstat-
ter vi hver af disse buer med en med buen homotop trappelinie
uden sksringspunkter med den eovrige del af I' og homotop med
den oprindelige bue, Derved far vi I' erstattet med en simpel
trappelinie I, homotop i D med I' . Ifelge swtning 5.14.2 gxl~-
der I(IH) c D og s=tning 5.14.1 medfgrer derfor, at I', er nul-
homotop i D. Dermed er smtningen bevist.

5.15. De i1 foregdende afgnit udledte topologiske resulta-
ter giver os yderligere en del oplysninger om de periodiske in-
tegralkurver til differentialligninger, For det forste ser vi,
at der ikke kan findes periodiske losninger i et enkelt sammen-
hengende omrade uden singul®re punkter,

For en differentialligning i et ringformet omréde mellem
en Jordankurve 1‘2 og en Jordankurve I’1 - I(TQ) og uden singu-
lere punkter i dette omrdde, far vi, at periodiske l@sninger
ikke kan have nulhomotope banekurver, Hvis A er banekurve
for en periodisk lesning, gzlder I( A c I(I‘g), men da I(A) c
(1) n'Y(IH) ville medfore, at A var nulhomotop, gwlder

2
I(n) n I(Ia) 1 @, men da I(Ia) er sammenhsngende, medferer dette,
at I', c I(n). Vi ser sdledes, at banekurven A md omslutte T1.
Hvis der er flere periodiske lgsning viser det samme resonne-

ment, at det for 2 vilkdrlige blandt dem vil gmlde, at den
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ene banekurve omslutter den anden,

5.16., Vi kan ikke vente, at de ovenfor omtalte topologiske
betragtninger i konkrete tilfslde vil give tilstrskkelige op~
lysninger., Forst og fremmest giver metoderne kun svar pé sporgs—
mdlet om eksistens af periodiske leosninger uden at oplyse om
antallet af sédanne, Et noget mere jrdgiende studium af differen-
tialligningen vil dog ofte kunne give prscisere oplysninger,

Vi skal 1 det folgende gennemfeore en saddan behandling af
en mere speciel differentialligning, idet vi skal vise felgende
setning, som skyldeg N, Levinson og 0.K. Smith, %

5.16.1, Smtning., Lad f,g:R ind 1 R v&re’£ﬁﬁ£inuerte funk-
tioner, der tilfredsstiller folgende betingelser:

1), £(=x) = £(x), gl-x) = -g(x).

2). &g(x) > 0 for x £ 0 og g(x) tilfredsstiller Lipschitz

betingelse.

3). .Funktionen F(x) = /Jc f(t)dt antager verdien O for 1

og kun 1 positiv v&;ai o af x, og F(x) er negativ i
hele intervallet Jo,ol.

4), F(x) er voksende for x > a 0g gir mod « fOr X - ce.

Da vil differentialligningen (den generaliserede Liénéard—
ligning)

(5) 4+ flx)x + glx) =0
have 1 og bortset fra forskydninger i t kun 1 periodisk lesning.

Bevis, Vi indferer den nye variable

y =x + F(x),
som har differentialkvotienten
y =% + f(X)}.C,
og vi ser da, at ligningen (5) transformeres til ligningssyste-

met
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(6) =y - P(x)
¥ =:e(x), 2
som har sit eneste singulsmre punkt i (0,0). Dette singulare
punkt kan i hvert fald ikke vere et sadelpunkt? og der er sale-

des mulighed for eksistens af periodiske l¢s%}nger, hvis bane-
N

kurve omkredser (0,0). g = F(x)

P& figuren har vi ; \$'
antydet bevegelsesretningerne //iA

i hvert af de L omrader, hvori . s %
A TN e
planen deles af y~aksen og kur-— y
Foer =
ven y = F(x). Hastighedsfeltet ZH

i (6) er p& grund af betingelsen

2) symmetrisk om (0,0).

En banekurve, der starter i et punkt (O,ﬁ) af’ y—-aksen, hvor
B > 0, vil fortsaette mod hgjre og nedad. Da £(x) > B fra en eller
anden verdi at regne, vil banekurven altid n& kurven y = F(x).i-
lgbet af’ endelig lang tid? ﬁfter passage af y = F(x) fortsztter
banekurven nedad og mod venstre. Lige under kurven y = F(x) for
X > 0 kan vi afgrense et balte af varierende positiv bredde, som
gennemskaeres af de nedadgiende lgsninger. Til hgjre for det
punkt, hvor y = F(x) antager sin mindste vardi for x » O vil vi
derfor fra et vist tidspunkt have X < = k, hvor k er ¢t positivt
tal. Lgsningskurven vil derfor bevage sig mod venstre under
y = P(x) og i hvert fald passere minimumspunktet. Til venstre
for dette vil X vere endnu mindre, og vi kan derfor slutte, at
kurven igen nir y-sksen, som den rammer i ct punkt (0,-u(p)),
hvor p(B) > O. Derved har vi defineret en afbildning p:]O,e[ ind
i JOyee[.

Funktionen y cr strengt vokscnde. Baneckurven fra (0,8)




til (0,-u(p)) sammen med stykket p& y-aksen mellem disse punkter
udger nemlig en Jordankurve, og en banekurve, der starter i
(0,8,), hvor g, > g, m& forlebe i det ydre omréde, og den ram-

mer y=-aksen igen i (O,-u(ﬁp), som altsd ligger udenfor Jordan

kurven. Derfor er u(g,) > u(p).

Lad os nu antage, at lgsningen med udgangsverdier t = O,

x =0, y= pger givet ved

1

X = <p(,8,t), y ‘//(ﬂ’t)’

s& vi har
0 = ¢(gs0), g =y(p0).
Tdet t* = t*(ﬁ) betegner tidspunktet for den nmste passage af

y-aksen, har vi
0 = o(g,t%), =ulp) = p(pt™.
Idet vi med I' betegner banekurven fra (0,8) til (0,-u(B)),

har vi ifelge (6)

3

£*
/Fumy=—/memnammwMu
ks 0)

t* 4 2 .

[ (@ees)uet) elolpe)ar

A 2

p—
v

¥ t*
f g(p(B,4))do(B,t) + / W8, 5)au(B,t).
"0

0
Her bliver det ferste integral lig med 0, fordi ¢(g,0) = ¢(ﬁ,t*)

= 0. Alted far vi
%

t
= 1((w(p)? - 5°).

(7) fF&My=%WwﬁD1
T 0
Ved udregningen af kurveintegralet kan vi udnytte, at kur-

ven I' kan fremstilles pd formen x = y(y), og deraf felger, at

integralet i (7) bliver positivt, hvis F(x) er negativ overalt
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langs I', altsd hvis skeringspunktet mellem I' og y = F(x) har
abscisse ¢ o. Heraf fremgdr, at integralet i (7) er positivt for
smé, positive verdier af g. Ved at forfslge en banekurve.forwen
lesning fra et punkt p& y = F(x) og i den retning, der svarer
til aftagende t, ser vi nemlig ved en betragtning, der ganske

ligner den tilsvarende ovenfor, at enhver s&dan banekurve kommer

fra et punkt (0,pB) med p> O.
Y
Vi vil nu nsrmere

undersegge, hvordan udtryk-

Ba
B

ket (7) varierer, nir I

sksrer y = F(x) i et punkt, I j
2
hvor x > ¢, Ved denne un- )

dersggelse deler vi som o
antydet pa figuren I'i
stykkerne I, T2 Og.PB,

Iy
sdledes at T1 0g Ié er de Wu(ﬁ) ::::::::::::::j

stykker, der ligger mellem Wu(ﬂ1)

y—-aksen og linien x = o.

P3 stykket 1} kan vi

bruge x som variabel, ogm det (6) giver

si_x___a%c)_y
dx =~ y=-F(x)?
Nod
_ Pix)glx)dx
[ meouy - - [“Relglmer
11‘ 0

hvor vi i nmvneren skal indsstte ligningen y = h(x) for T'y. Ved

far vi derved

overgang til lesningen, der starter i ﬂ1 > B, sker der blot en
foregelse af nmvneren, som altid er positiv. Da -F(x)g(x) lige=-

ledes er positiv, vil hele udtrykket formindskes., En helt tilsva-
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rende overvejelse giver, at integralet langs T3 ligeledes afta~-
ger, ndr p vokser,

Langs den resterende del af integrationsvejen er F(x) > O,
og udtrykket i (7) derfor negativt. Ved overgangen fra B til 51
vokser F(x) for hver enkelt verdi af y, 0g desuden fas et par
nye bidrag, fordi intervallet bliver lsngere. Bidraget fra den-
ne del af integrationsvejen er altsd ogséd aftagende, og det gar
abenbart mod -e for g - .

Vi har dermed vist, at udtrykket i (7) er positivt for
smd verdier af g, og at udtrykket fra en vardi af g at regne,
for hvilken udtrykket endnu er positivt, er en monotont aftagen-
de funktion, som gir mod =c fOr f — .

Vi vil nu vise, at afbildningen p er kontinuert for verdi-
en B. Vi betragter et vilkdrligt tal ¢ € lO:M(ﬁ1)“M(ﬁ)[° Vi kan
da forfelge lesningerne fra punkterne (0,u(p)+e) og fra
(0,~u(B)=€) i retning af aftagende tid; og da deres banekurver
ikke kan sksre de fra (0,8) og (O,ﬁ1) udgéende banekurver, vil
de ramme y-aksen i punkter (O,ﬁ—d}) og (O,ﬁ+&2), hvor ¢, og 4,
er positive, P4 grund af monotoniteten gmlder nu

ullp=6y,pt6,0) ¢ lulp6,), u(ptd,)[ =

1 u(B)=e, ul p)+ €l
og dermed er kontinuiteten bevist.

Da udtrykket (M(ﬁ))z-ﬁz i (7) sdledes er kontinuert, posi-
tivt for smé g og aftagende fra et g, der endnu svarer til en
positiv verdi af udtrykket, medens det er negativt for store ver-—
dier af g, kan vi slutte, at betingelsen

wip) = p
er opfyldt for netop 1 positiv verdi af g.

Hvis lesningen, som starter i (0,8) er periodisk, vil der




pd grund af banekurvens symmetri om (0,0) netop gwlde u(B) = gB.
Onvendt vil u(B) = B netop sikre, at den integralkurve, der star-
ter i (0,B) er periodisk,

Vi har dermed vist eksistensen af netop 1 positivtﬁso, sé-
ledes at logsningen med udgangspunkt (O,ﬁo) er periodisk, og der-
med er sztningen endelig bevist.

For g > B, gwlder u(B) < B, og efter et helt omleb er kur-

ven i u(u(B)) < B, og kurven leber indad i spiral mod den perio-

diske legsningskurve, For g < ﬁo vil lesningskurven lgbe udad i

spiral. / / "
/l}V {/Lf?/?/{‘ﬁ A A e ?

XA AL

Inden vi forlader problemstillingen, at vi ganske vigt har
bevist, at alle integralkurver, der starter pad y-aksen, gir asymp-
totisk mod den periodiske lssning i indad- eller udadgiende spi-
raler, Det er imidlertid ikke rigtigt, at lesningerne altid gar
i spiraler, ogséd ndr man felger dem i retning af aftagende t-ver-
dier, Hvis vi starter pd y-aksen og felger banekurven i den nzvn-
te retning, vil det eventuelt indtrzffe, at banekurven aldrig
ndr kurven y = F(x), og den bliver da ikke spiralformet.

5.17. Som eksempel pa den i setning 5.16.1 omtalte genera-
liserede Liénardligning skal vi swrlig nsvne ligningen
(8) % - 2k(1-gx°)% + h°x = 0,
som opfylder alle betingelserne, hvis de 3 koefficienter alle er
positive.

Ligningen (8) kaldes Van der Pol's ligning efter den schwei-
ziske matematiker, som ferst gennemferte en indgdende underssgel-
se af den. Van der Pol behandlede ligningen ved ret primitive
metoder, idet han ved en grafisk integrationsmetode konstruerede

lesningskurverne i faseplanen med tilnsrmelse, og derved ndede

han netop til den opfattelse, at ligningen har 1 og kun 1 perio-
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disk legsning, som alle de andre lesninger gir aymptotisk mod.

Det lykkedes ham dog ikke at bevige dette.

Motiveringen for Van der Pol's interesse for ligningen (8)
var netop, at ligningen med tilnsrmelse beskriver de processer,

der foregdr 1 visse former for svingningsgeneratorer.
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T

Beviset for, at en Jordankurve deler planen, kan simpliciferes
meget vesentligt, ndr Jordankurven indeholder et liniestykke,

Prov at udfere s&dan et simplificeret bevis.

Beviset for, at en simpel polygon deler planen, kan udformes
simplere pi grundlag af felgende idé: Et punkt a, der ikke
ligger p& polygonen, siges at ligge udenfor eller indenfor po-
lygonen skerer en halvlinie med endepunkt a 1 et ulige eller
lige antal sksringspunkter.Denne definition mé selvfslgelig
praciceres ganske vmsentligt. Vis, at Jordans sztning for po-

lygoner kan bevises lettere pd grundlag af der her anforte.

Gennemfor et simplere bevis for sstningen om, at en simpel bue

- ikke deler planen, idet det specielt antages, at buen er dif-

ferentiabel,

Prov at udfere beviset for, at Jordans smtning gmlder for en

- differentiabel Jordankurve, s& enkelt som muligt.

Udnyt Jordan's smtning til bevis for, at en Jordankurve ikke
kan udfylde et omrade i planen, Heraf fremgar, at et interval
af R ikke er homeomorft med nogen delmmngde af‘R2, som har in-
dre punkter, Vis, at et interval af R heller ikke er isomorft
med nogen delmsngde af Rm, m > 2, som har indre punkter, Disse

resultater antyder, at egenskaben "1-dimensional" er topologisk
invariant.

Det er anskueligt klart, at en kontinuert kurve fra a til b

_indeholder en delmsngde, som er en simpel bue fra a til b. End-

videre kan denne bue velges séledes, at dens punkter gennemlg-
bes i samme rmkkefslge, som de tilsvarende pa den kontinuerte
kurve (med forbehold overfor dobbeltpunkter). Preov at prmcice-

re og vise dette, Det er temmelig svert.
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Te Bestem Poincaré index for retningsfeltet

2

X = -y(x2+y2-1) sy = x(x +y2+1)

med hensyn til en kurve, der omkredser en eller flere sin-
gulariteter. Sammenfold resultatet med banekurverne for de
periodiske lesninger.
8. Iad P,Q:R° ind i R vere kontinuerte afbildninger, som til-
fredsstiller betingelserne
P(-x,-y) = P(x,y); Q(-x,-y) = Q(x,y); P(0,0) = Q(0,0) = 0.
Vis, at differentialligningssystemet

X

it

2pxy + P(X,y)(x2+y2)

a(x°=7°) + Q(x,¥) (x°+y°)

’

il

y
hvor p og q er reelle tal, ikke har periodiske lgsninger,

som omkredser (0,0).

9. Vis, at differentialligningssystemet
X = a1X2+b1xy+c1y2; y = a2x2+b2xy+c2y2 ,
hvor koefficienterne er reelle tal, ikke har periodiske
lesninger. Gennemfor feorst beviset direkte, f.eks. ved at
undersege, om der forekommer rette linier som banekurver for
losningerne. Underseg dernzst, hvilke verdier Poincaré index
for (x,y) med hensyn til en lukket kurve omkring (0,0)

overhovedet kan antage, og udled resultatet heraf.

10. Diskuter spergsmiélet om eksistens af periodiske lesninger
til ligningssystemet
X=x-y-x(x4y°); F=x+y -y (x4y°)

dels ved topologiske metoder, d els ved eksplicit at lese
ligningssystemet.

11} Vis, at der eksisterer et autonomt differentialligningssy-

stem, hvis lesninger som banekurver har koordinatakserne,
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12.

13.

samt alle kurver, der er ligedan beliggende med kurven med
ligningen
2 .2 :
xy(x“4+y°=1) + 2(x+y).
Hvilken verdi far Poincaré index for det tilsvarende ret-

ningsfelt med hensyn til en Jordankurve, dr omkredser 07

Vis, at der for a > 0, b > Q eksisterer netop 1 periodisk

losning til ligningssystemet

2 2
a ,

Vis, at differentialligningen
% - a(1-x2)% + h°x = 0
for a > 0 har 1 og bortset fra parallelforskydning kun 1

periodisk lesning.
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502.
5.8,

5.12,

5eile

5019a
5.23.

5.27.

Rettelsegblad til T.H.

I linie L.n. rettes “teori' til topologi".

Pastanden i linie 8.7. f.n. fglger af, at i hvert fald
den sidste side, der gennemlgbes fgr den sidste passage
af dobbeltpunktet, udelades 1 sin helhed.

Linie 2. f.0. udgéar.

Leg godt msrke til resonnementet i linie 16-10 f.n. Det
er trods sit uskyldige udsecnde af ganske afggrende be-
tydning for beviset.

Sidst i linie 2 f.n. tilfgjes "simpel".

I anden linie i lemma 5.6.3 er nogle ord faldet ud:
Komplementermengden (I' bestar af netop 1 begranset og 1
ubegranset komponent og I' har omlgbstal O om ...

I linie 5 f.n. rettes (I til (I \ XK.

Linie 14 f.n. Der skal seclvfglgelig sta: "et begraznset og
et ubegrenset omrade't.

Linie 8 f.n. Idet vi drager slutningen I(J1) ¢ I(J,), be-
nytter vi, at I', ¢ Y(Jﬁ), men det fglger af, at I'; er
sammenhsngende, og at V € Y(J1).

Linie 1 f.o. Der skal st& ‘punkterne af I(I').

Linie 14 f.o0. At punkterne af I+ \ UV tilhgrer Y(Ju) fpl-
ger af, at J3 \ UV er sammenhzngende og ikke har punkter
felles mod J, , samt at et punkt af J3 \ UV er forbundet
med A ved et linicstykke, der ikke har punkter felles

med Jﬁ.

Den fgrste linie p& siden udgar.

Linie 14 f.n. Der skal std 29n.

Linie 2.fo., rettes "afhengig" til ‘uafhengig''.




Matematik 6 Rettelsesblad 2

5.28, Afsnit 5.14 og 5.15 er ikke cksamensstof.

5.%1. Linie 10 f.n. Der er et e¢ for meget i Liénard.
5.33, Linie 8 f.n. Der skal s@:ttes parentes om %?¢(5,t)o
5.36. Linie 11 f.o. Ordene '"bemmrker vi' er faldet ud.
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Sstninger om homogene ,line=re
differentialligninger af 2, orden,
5A ,1,Vi skal i dette kapitel studere lesningerne til en
homogen linesr differentialligning
(1) A(t) X + B(t) X + ¢(t)x = 0,
hvor funktionerne A,B,C er kontinuerte i et interval I, og

og hvor A  ikke antager vsrdienO.

Fra den almindelige teori for linemre differentiallig-
ninger ved vi,at der eksisterer 2 funktioner ¢,%:I ind i R,
sdledes at den fuldstsndige lesning til(1) er givet ved
(2) X = c, o(t) + c, ¥(t), cpe Gy e k.

Lesningsmengden udger séledes et vektorrum med ¢ og ¥
som basis.At ¢ og ¥ er linesmrt uafhsngige er ensbetydende
med, at Wronski-determinanten
p(t)  T(t)

(3) W .
Dp(t) D¥(t)

) po¥

ikke er 0, Da Wronski-determinanten er lesning til

A(t) i + B(t) x =0
_ [ B(t
gelder / A%t%dt
(4) W(p’\y(t) = C € 2

hvilket medigrer, at Wronski-determinanten er identisk O,

hvis den overhovedet cii*~~>r» verdien O pad intervallet I.

5A.2,. Af (2) felger
(5) x = 4 Dp(t)+ ¢,D¥ (%)
Hvis x og X bliver O for samme verdi af t, giver (2) og (5)

for denne verdi af t, at Cqp o Gy = Q, altsé& at l‘¢sni}l”¥1%%p er




Mat, 6’ 1963"6“- To5oA‘.2n

er nullgsningen. Hvis en 1l¢gsning x = y(t) bliver O for t = oo
vil alle lgsninger x = ¢ x(t) have den samme egenskab., Da
¢ og ¥ ikke har fmlles nulpunkter, findes der ikke flere lgs-
ninger med nulpunkt i to. Vi gammenfatter dette i en saetning:
5A.2.1., Smtning. Egentlige lgeninger til (1) har ingen
multiple nulpunkter. Egentlige l¢gsninger med et fzlles nul-
punkt fremgar af hinanden ved multiplikation med konstant.
5A+3. For den specielle differentialligning
X+ 2k % +h% =0
far vi for |k| > |h| den fuldstendige lgsning
X = c, eht o ¢ e“t; cysC, € R
hvor N\ og u er rgdder i1 ligningen
R® + 2kR + h° = O.
For |k| < |h| har demne ligning komplekse rgdder -k % iy, og
differentialligningen har da den fuldstendige lgsning

-kt
e " "(cy cosyt + o, sinyt); c,,c, € R,

X =

Vi ser sdledes, at lgsningerne i tilfmldet |k| > |h| hgjst
har 1 nulpunkt hver, medens lgsningerne for |k| < |h| bliver
svingninger, som skifter fortegn uendelig mange gange.

For den almindelige ligning (1) vil det undertiden ind-
trmffe, at lgsningerne far karakter af svingninger, idet de
hyppigt og mere eller mindre regelma:ssigt skifter fortegn. Vi
vil i det fglgende forsgge at finde kriterier, der g¢r det mu-
ligt ud fra viden om koefficienterne A,B og C at afggre, om
lgsninger til (1) har karakter af svingninger, og i bekraftende
fald finde vurderingen af intervallzngden mellem p& hinanden
fglgende nulpunkter,

B5A.4. Vi vil bringe ligningen (1) pé en form, der er mere

hensigtsmmsgig. Vi sstter (sml. (4))

p(t) = "V, p(r) = G VY
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hvor v er en stamfunktion tik B/A altsé |
Dv(t) = i.z, .
Vi far da, hvis (1) ténkes opfyldt
D(p(t)x)=p(t)x+p(t)Dv(t)%k =
% (a(t)% + B(t)%) = - _g-é;g- o(t)x = - P(t)x,
s& vi fr differentialligningen
(6) D(p(t)%) + P(t)x.= O.
Det fremgdr ogsd af omrcgningen, at (6) medfp-
rer (1). .
Det fremgdr af definitionen af funktionen p,
at den ikke antager verdien O,
5A.,5. Undertiden kam man med fordel yderli-
gere simplificere (6) ved at indfere
(7) = fdt
som en ny uafhsngig variggzg.Da u afhsnger

strengt monotont af t,er dette altid muligt,

Af (7) fglger
d da
() 3=

gd (6) vil efter multiplikation g over i

ligningen

2
(8) -j—% +Q(u)x=0,
u
hvor Q er definerst ved,at
(9) Q(u)=p(t)P(t).

Da udregningen af integralet i (7) kan vol-
de vanskeligheder, vil vi i det folgende oftes;
behandle differentialligningen pa formen (6).
5A.6, Vi vil nu bevise en smtning for lesnin-
gerne til (6) i et specielt tilfmlde:
54.6,1,8¢tning, Hvis p(t) ::O o8 P(t) ¢ O for et-

hvert ¢ 1ndeholdt i I,da har en l@snlng X= ¢(t)

T i

til (6) hejst et nulpunkt i intervallet I,og
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¢ og Dp vil ikke begge have nulpunkter i I.
Bevig: Da ¢ tilfredsstiller (6), fés
D(5(t) p(4) Do (4))=p(t) (D p(1))= 2(8) (o (+)F,
hvilket viser,at den ved p(t)e(t)Dg(t) definere-

de funktion er monoton.Da ¢ {oenbart ikke kan
vere konstant pa noget intervai%bliver p(t)
o(t)Dp(t) endda strengt monoton, og har
derfor hejst et nulpunkt i intervallet I,Heraf
felger alle pastande umiddelbart.

54,7, « Vi skal nu vise en sztning,der kan ud-
nyttes til pa&visning af,at en lesning til en dif-
ferentialligning af formen (6) er svingende:

5A,7.1.8turms Sammenligningssmtning, Iad I ¢ R

—-“""‘——"'-"M
vere et interval, p:I ind iR en strengt positiv

differgntiabel funktion,ogPL{EZ:I ind i R konti-

nuerte afbildninger,lad for j=1,2 funktionendgg_ﬂ

vere lesning til differentialligningen

(10) D(p(6)%)+P, (+)x=0.

Lad a 08 b vare pd hinanden felgende nulpunkter

for ¢,i intervallet I .Hvis B(t) » Py(t) for'alle t €

[a’,b] ,da har ¢,

hvis P og % ikke er identiske, har ¢, endda et clef Lt pi la,

M T

mulpunks la,bl,

Bevig:Vi viser den ferste pdstand ved at vise
den med péstanden skvivalente implikation:

(vt €l abl(p, ($)40)) = 3t€la,b] (P2(t)<Pf(t)).

Da vi kan multiplicere hver af lgsningerne 95
med en fra O forskellig konstant uden et andre
dens nulpunktey,kan vi antage,at¢1oggzer pogitive
pé]azb[,Daq% 0g g, endvidere tilfredsstiller (10)

far vi:
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b
[ (Ba(8) = 2 (90)g, (8)p,(8)at -

a

b ‘
/; <¢z(t)D§p§t)D¢1§t)) - @1(t)D(p§t)D¢2(t))>dt =

b
. (2(6) (o (1)Dy (1) - w(t)D@z(t)))dt -

p(0)p,(b)Dp, (b) - p(a)p,(a)De,(a).
AT antagelserne fglger imidlertid )
p(a) > 0, p(b) > 0, py(a) > 0, g,(b) >0 )‘222%%;%222%%2%&&36,
D§o1(a) > 0, D§D1(b) < 0,
hvor vi har benyttet, at Po ikke har multiple nulpunkter. Vi

har s&ledes vist, at

b
A0 [T (2,00 - By (9)g, (g, (0)at < O

og integranden er derfor ikke » 0 i hele intervallet [a,b]. Der-
med er den fgrste pastand i sstningen bevist.
Hvis ¢, ikke har nulpunkter i Ja,b[, men eventuelt i det

ene eller begge endepunkter, fgrer regningen ovenfor til (11)

med < i stedet for <. Da integranden er > 0 i hele intervallet,

= =

kan vi slutte, at integranden er identisk O, altsa at P1 og P2

cr identiske.

Saetning 5.A.7.1. kan anvendeg i det specielle tilfalde,

hvor P1 og P2 er identiske, og vi far da setningen:

5.A.7.2. Satning: Mellem 2 pad hinanden-fglgende nulpunkter

for en lgsning ¢ til ligningen (6) ligger netop 1 nulpunkt Zor

[P

hver lgsning til (6), som er linesrt uafhasngig af ¢..

bA.8. Vi vil vise endnu en sammenligningssatning, som
slutter sig ngje til Sturm's sammenligningssetning:

bA.8.1. Setning. Hvis vi til forudsztningerne
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i setning5A.7.1 fojer at Pé(t)>%(t) for alle
t€[a,b ], samt at g og ¢, svarer til samme begyndel-
sesverdier i et punkt tﬁia,b],altsé ats

01 (55) = 95(ty) = x4 D¢1(t ) —D<p2(t ) = Yoo

y 71/;,{
da vil forholdet ¢1/¢2 vare monotont aftagende pa

[t,,b ],alts8 ogsd |p,(t)] < o, (t)] for alle t € ]t ,bl. e
fb 2 ‘1. 275 0 bonw /& Q{f?/} z,»g,m) ol
Bevis., For (E‘ bowr ol 4@4a5?¢#vé 1
a ¢ty < by gD Jo e[
far vi ved at kopiere regningerne i beviset for )
swtning 54.7.1 at: | . 7
; ¢ oA

/; (Pz(t)~1>1(t?}¢1<t)¢2(t)dt=__
0 ,

208 (8109, (8179, (1100, (4) ) i
,, I,
P(t«l )((P2<t1 )D§01 (t»] >'§01 (t1 )D</>2(t1 )) =

®
p(t,) (pp(ty))° D;,;;-m),

idet indsattelse af nedre grznse 1 det ubestémte integral giver
0 pé& grund af udgangsbetingelserne. Vi har sdledes vist, at

90 N =
Dgl er positiv i ]to,b], og dermed er s@tningen fuldstsndig be-
2

vist for tO > a. For to = a behgver vi blot at bemzrke, at
99 / ?o p& grund af 1'Hopital's regel har granseverdi 1 i a.
5A.9. Hvis en 1¢sning 11 (6) har svingningskarskter vil dens
grafiske billede i almindelighed bestd af en rskke uensartede
bglgetoppe og bglgedale, sdledes at svingsamplitaden varierer
fra udsving til udsving. Imidlertid gelder fglgende satning:
54.9.1. Setning. Lad I ¢ R vere et interval, p,P:I ind i
R differentiable afbildninger, af hvilke p er positiv, medens P

ikke antager verdien O p4d I. Lad ¢ vere en lgsning til differen-

tialligningen
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(12) D(p(%)x) + P(%)x = O,
og lad t1 < t2 < t3 < »e¢ yre de punkter af I, hvor ¢ antager en
ekstremumsverdi, Hvis produktet pP er en pd I aftagende (voksende)
funktioh, vil folgen ([¢(tn)])vare voksende (aftagende).

Bevis, PFunktionen &I ind i R, hvor

2
2, (p(t)De(t))
o(t) = (p(t))° +
p(t)P(t)
antager i hvert t verdien (¢(tn)) , og setningen vil derfor vare

bevist, hvis vi viser, at D& og D(pP) altid har modsat fortegn. I-

det vi erindrer, at ¢ er en lesning til (12), fér vi

D&(t) = 2¢p(t)Dp(t) + 2 DY (£)D(p(+)DP(t))
P(t)

<§ tt > i D(p(t)P(t)) =

- (g i )2 D(p()P(t)),

og dermed er smtningen bevisgt,
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1.

2.

5

4.,

5-

Te

8e

Bring Begsels differentialligning

£%% + tx + (32 = n%)x = 0,
gant hver, af differentialligningerne

t% - 2px - cotx = O

tX + x 4+ (t+p)x = O,
hvor n,c og p er reelle tal, p& formen (8).
Bring den hypergeometriske differentialligning
t(1-t)% + (c=(a+b+1)t)x - abx = 0O,
hvor a,b og ¢ er reelle tal, pad formen (6),
Vis, at swtning 5A.6,.1 gelder i en skarpere form for diffe-
rentialligningen (8).
FPind for n hel og ikke negativ allellbsninger til Bessels
differentialligning (opgave nr. 1), der kan udvikles i en
potensrzkke 3 antn.
Vie, at enhver af de i (4) fundne égentlige losninger er po-
sitiv og konveks ellér negativ og konkav p& [O,ﬂ]n
Underseg dels for + 5 0 bg dels for t < O om legsningerne til
de 2 sidste differentialligninger i opgave nr,1 har karakter
af svingninger.
Vis, at afstanden mellem pé& hinanden felgende nulpunkter for
lesninger til Bessels differentialligning-konvergerer mod o
for t = o,
Vis, at de numeriske vaerdier af en legsning ¢ til Bessels dif-
ferentialligning i ekstremumspunkterne for t > O danner en

aftagende folge,
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Sturm=Liouville-problemet.

5 B.1. Vi skal ogsid 1 dette kapitel studere en linezr
differentialligning af 2. orden, som vi vil tenke os bragt pa
formen

(1) D(p(t)%) + B(t)x = O,
hvor p er positiv og kontinuert differentiabel pad et interval
[a,b] ¢ Rymedens P er kontinuert p& I.

Lad ¢4 o0& ¢, vere linesrt uafhengige lgsninger til (1).

Den fuldstezndige lgsning er da
fcioy + cop, | cysc, € RYW

Et rimeligt randverdiproblem for (1)”bestér i at bestemme
en lgsning fil (1), som i endepunkterne a og b antager givne
verdier. Det har imidlertid ogsd ofte interesse at bestemme en
lgsning, hvis differentialkvotienter i a og b antager givne
verdier. Endelig far man undertiden brug for cen mellemting nmel-
lem 2 problemer. Alle dissé problemer er imidlertid specielle
tilfelde af det randverdiproblem, der bestdr i at bestemme en
lgsning ¢ til (1), sdlcdes at

(2)  nyep(a) + nyDe(a) = 4, kyp(b) + k,Dp(b) =
hvdf h1,h2,k1,k2,A og B er givne reeile tal.

Opgaven er altsd at bestemme c, og c2,'séiedes at Gy 94 *Cups
tllfredsstlllcr (2), altsa saledes at

e, (5 ()45, ()) + 0,Chy ()50, ()
¢y (g (0)+Dg, (b)) + c5(p,(b)+De,(0))

A

"

B,
Dette ligningssystem vil have 1 og kun 1 l¢gsning, hvis og kun
hvis ﬁ

@1(a§%+ D¢1(a), ¢2(a) + D¢2(a)
94 (®) + Do, (), ¢ (b) + Do, (D)
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Hvis denne determinant har verdien 0, er randvardiproble-
met (1), (2) kun 1lgseligt for specielle valg af A og B, men det
vil da have uendelig mange lgsninger. Vi ser, at dette ind-
treffer, hvis og kun hvis ligning (1) har en egentlig lgsning,
der tilfredsstiller de homogene randbetingelser

(3) h1¢(a) + h2D¢>(a) = k1¢>(b) + k2D¢(b) = 0.
Det system, der bestir af differentialligningen (1) med

randbetingelserne (3) kaldes et Sturm-Liouville-system.

Sturm~-Liouville-systemet giver selvfglgelig ikke anledning
til vanskeligheder, hvis man kender 2 linesrt uafhengige lgs-
ninger til (1), men det forekommer selvfglgelig 6fte, at lgs—
ninger til (1) ikke kan udtrykkes ved elementsre funktioner.

5 B.2., Idet vi indfgrer en ny varisbel

y = p(t)x,
er differentiallighingen (1) ensbetydende med differentiallig-
ningssystemet
(W) =gy v, ¥ = -R(t)x
og Sturm-Liouville-problemet er skvivalent med (4) kombineret
mcd randbetingelserne
By s
(5) h,p(a) + 505y (a) = k,0(b) + Erg)w(b) = 0,
som kraves opfyldt for den sggte 1lgsning (¢,¥) til (4).
Vi vil nu indfgre polmre koordinater i (L), idet vi satter
X = p cos@® , y = p sine,
og den partikulzre lgsning, der optreder i (5), vil derefter
kunne fremstilles p& formen
p=a(t), @ =uv(t).
Ligningerne (L) gdr nu over i
p cos® - p ® sing = 5%%7 p 5ing
p sin® + p & cos® = -P(t)p cose,
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og heraf finder vi
. -1 1 .

(6\\ o p = <§T%)— P(t)) sin@cos®

® = - 5%%7 sin‘e - P(t) cos<.

Vi ser, at lgsning af (4) er reduceret til lgsning af den
sidste af ligningernc (6), samt en integration. I matematik 1
blev det bevist, at lgsningen af en linemr differentialligning
kan reduceres til l¢sning af en Riccatti-ligning og lgsning
af’ linemre differentialligninger af f¢rste orden. Det er dette
resultat vi har genfundet 1 on ny skikkelse.

Randbetingelserne (5) far nu formen

h
cr(a)(h,' comr(a) + 5.%5)- sin 0(a)> 0

1

0.

H

k
o*(b)(k1 cos(b) + E%g) sinfy(b)>

Da x og X ikke samtidig bliver O undtagen for nullgsningen, som
vi ikke interessesrer os for, kan og(a) og o(b) bortforkortes.
Vi indfgrer nu reelle tal H,K,a,3, siledes at
h, = Hsine, ;%37 = -H cosa, k, = K sing, g%ET = K cosg,
og randbetingelserne bliver da
sin(v(a) - a) = sin(w(d) - g) = O.
Den sidste af ligningerne (6) =ndres ikke, nldr ® crstattes

med ® + mr, n € 7 Randbctingelserne bliver derfor ensbetydende

med
(7) v(a) =a, v() =p+owm, ne i,
hvor vi kan tanke os @ og B valgt i intervallet [O,r[.
Nu vil begyndelsesbetingelsen v(a) = o fuldstendig bestem-
me en lgsning til den sidste ligning (6) og en sadan lgsning
vil altid eksistere. Det vil sclvfglgelig kun undtagelsesvis

indtreffe, at den silecdes fastlagte lgsning tilfredsstiller
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den anden betingelse (7) for en eller anden verdi af n. Der-
for vil ¢t Sturn-Liocuville-system szdvanligvis ikke have cgent-
lige lgsninger. Hvis den sidste ligning (6) sammen med rand-
betingelserne (7) har en lgsning, giver den fgrste af ligninger-
ne (6) et tilsvarende ¢(t), der kun bliver bestemt bortset fra
en konstant faktor, og vi far da abenbart en familie af indbyr-
des proportionale lgsninger til Sturm-Liocuville-systemet.

5 B.3. Por ligninger af form som den sidste ligning (6)
geldcer en sammenligningssstning, som er ner beslsgtet med
Sturm's sammenligningss:tning:

5 B.3.1. Sztning., Lad p:[a,b] ind i R vmre en positiv,
differentiabel funktion, lad P1,P2:[a,b] ind i R vere kontinu-
erte funktioner. Lad for j = 1,2 funktionen odE[a,b] ind i R
vere lgsning til

& = - -%hj- sin2® - P.(t)cosz(@°
p(t J
Hvis betingelserne
vy (a) = vy(a), vt e [a,p] (B(t) < Py(t)),
da gelder
vt e Ja,b] (wy (1) > (1))

Bevis. Lad t; € [a,b] vere et punkt, hvor 01(to) = Ué(to).

Nu er |
Dy, (t) = Du,y(t) =
(8) { ‘2 2 2
STE) = (sin &z(t)—sin 1}1(1:)) + Pz(t)cos 1yz(t) -
P, ()oos®, (1),

og for t = t, fas specielt '

D oy (1) = Doy (ty) = (By(t)-P, (£,)) cos®, (t,),
og denne stgrrelse vil vare positiv, hvis ﬁﬁ(to) ikke er et

ulige multiplum af % .
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Hvis ”ﬁ(to) er et ulige multiplum af % far vi, at

Doa(to) - Dy, (ty) = O. Ved fornyet differentiation af (8) far
vi D201(to) - Dzaz(to) = 0, Hvis vi differentierer endnu en
gang, far vi selvfglgelig et smrdeles kompliceret udtryk, men
vi kan forudse, at differentiationen af det fgrste led i (8)
giver en differens mellem et udtryk, der afhenger af 01, DJ1,
Dzuﬁ og et udtryk, der f&s af dette ved at erstatte vy med Upe
For t = to vil de 2 udtryk altsa antage samme vardi og saledes
have hinanden. I differentialkvotienterne af de sidste led i
(8) forsvinder alle led, der indeholder mindst en faktor med en
cosinus, for t = t,, hvis uﬁ(to) er et ulige multiplum af %.
Altsd f&r vi ganske simpelt

D70, (8,) = DPry(ty) = 2(By(t,) = B, (t,))sinw, (35) (D, (£,))% =

2(B,(t,) = B, (t5)) (Dw, (t,))°.

Af selve differentialligningen fé&s nu

D, (8) = = 575y # O
og vi kan derfor slutte, at Dja&(to) - Djaz(to) 5> 0.

I et punkt t,, hvor a1(to) = dé(to), gelder det altsé, at
den fgrste fra O forskellige differentialkvotient af oﬁ - VU, er
af ulige orden og positiv, og det medfgrer, at 01(t) ~1}2(t) er
negativ i et vist &bent interval med to som hgjre endepunkt og
positiv i et vist &bent interval med to som venstre endepunkt.
Specielt fglger heraf, at uligheden 01(t) >102(t) er opfyldt i
et vist abent interval med a som venstre endepunkt. Hvis betin=
gelsen4a1(t) = Uy(t) er opfyldt i et punkt af Ja,b], kan vi med
ty betegne det fgrste nulpunkt for v, = o, P& la,b]. Funktionen
vy = U, er da positiv overalt pa ]a,to[, men vi har netop bevist,
at den er negativ p& et vist &bent interval med to som h¢gjre

endepunkt. Antagelsen om, at oﬁ(t) = 02(t) gelder i et punkt
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af Ja,b] fgrer sdledes til en modstrid. Da vy Of v, er konti-
nuerte, har v, = 1, konstant fortegn pa Ja,b]. Dermed er smt-
ningen bevist.

5 BJs4e Vi har set, at et Sturm-Liouville-system sadvanlig-
vis ikke har egentlige lgsninger., Hvis et Sturm-Liouville~sy-
stem har egentlige lgsninger, har det i fglge éntydighedssat—
ningen et 1~dimensionalt lgsningsrum.

Vi vil nu antage, at funktionen P har formen

(9) P = q+ Ar;
hvor q og r er kontinucrte funktioner, medens N\ er en reel
konstant. Vi vil antage, at r cr positiv overalt i det betrag-
tede interval. Det er da rimeligt at vente, at det ved (1),
(3) og (9) givne Sturm-Liouville-system vil have lgsninger for
visse specielt valgte verdier af N. Disse vardier kaldes

Sturm-Liouville-systemets egenvardier, og hvis N\ er egenverdi,

kaldes systemets lgsningsrum det til N\ svarende egenfunktions-
rum, og enhver egentlig vektor 1 dette rum kaldes en til N sva-

rende egenfunktion.

P4 rummet af kontinuerte funktioner pad [a,b] indfgrer vi

¢t indre produkt, idet vi setter
{f,8 =/ r(t) £(t) g(t)as,
a

hvor r er den i (9) optramdende funktion. Det er klart, at vi
har regnereglerne
<F,8> = <g,T>
oty + ayT5,8> = 0y <y 8> + ap<fsye8>.
Endvidere er
<E,£> > 0,
og her galder lighedstegnet kun, hvis £ er identisk 0., Vi ind-
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fgrer normen
]l = v<E, >,

Af den for vilkarlige reelle tal u,v gyldige ulighed

0 < [juf + VgH2 = HfH2u2 + 2<f,g>uv + Hg”2v2
fglger, at den kvadratiske form i det sidste udtryk har diskri-
minant g“o. Heraf far vi Schwarz's ulighed

|<f8>| < Il llell

Af relationen

Iesgll® = iel® + 2<t,e> + gl
fglger ved Schwarz's ulighed, at

HIEH - lelll ¢ lie+ell < NIEl + llell
Heraf fremgar, at vi med den indfgrte norm har organiseret vek-
torrummet af kontinuerte funktioner p& [a,b] som et normeret

vektorrum. Det er ikke et Banach-rum, idet det ikke er fuld-

St%ndlgt o f’f"{ {ff' ,f<m{ g e} 5

4

5 B.b. Den operator, som til en 2 gange kontinuert ' funk-
tion ¢ p& intervallet [a,b] lader svare den p& [a,b] kontinuerte

funktion Tp, som er defineret ved

Tp(t) ==y PR(EDAE)) + alt)p(t))
vil afbilde den delmengde A af pa [a,b] to gange differentiable
funktioner, som tilfredsstiller randbetingelserne (3), altsd

h1¢(a) + h2D¢(a) = k1¢(b) + k2D¢(b) = 0,
ind i mzngden af pa [a,b)] kontinuerte funktioner. At N\ er egen-
vardl for Sturm~Liouville problemet betyder nu, at der eksiste-
rer en 2 gange differentiabel funktion ¢, som ikke er identisk
0 pa [a,b], og som tilfredsstiller ligningen

Te(t) = rp(t).
Med denne formulering bliver begreberne egenverdl og egen-—

funktion specielle tilfslde af egenvardi og egenvektor for en
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line®r operator pa et vektorrrum. Vi skal ikke gennemfgre un-
dersggelserne fra dette synspunkt, idet de vil forudsatte mere
indgaende kendskab til teorien for topologiske vektorrum. Denne
teori vil blive behandlet i . det andet af-
snit af denne forelesningsrzkke. Her vil vi indskrsnke os til
at udlede to fundamentale resultater vedrgrende egenvmrdier og
egenfunktioner for et Sturm-Liouville system.

5 B.6. Vi vil fgrst vise en setning, der generaliserer en
kendt smtning fra teorien for endelig~dimensionale vektorrum:

5 B.6.1. BSmtning. Hvis ¢, og ¢, er egenfunktioner svarende
til 2 forskellige egenvaerdier %19%2 for et Sturm-Liouville sy-

stem, da er <¢1,¢2> = 0. Vi siger, at P4 08 ¢, €T indbyrdes

ortogonale.
| Bevis. Ifglge det givne er
D(p(t)Dp, (t)) + alt)p,(t)
D(p(t)Dp,(t)) + a(t)e,(t)

11

- = (8 ()
- %2r(t)¢2(t)’

i

og heraf fas
b
Ogm) [ #(8)py (D, (v)as =

b
/; <¢2(t)D(P(t)D¢1(t)) - ¢1(t)D(p(t)D¢2(t))> -

b
/;_ D(p(t)(¢2<t>D¢1(t) - ¢1(t)D¢2(t)>>dt =

- b
p(t)(p, (t)Dp, () - ¢1<t>D¢2(t>>} :
- 3

Da ¢, og ¢, tillige tilfredsstiller randbetingelserne, ecr

1
o

h1<p1(a) + h2Dgo1(a) =0, k1¢1(b) + kchp,](b) =
o, k1¢2(b) + k2D¢2(b) =

|
O
.

il

h1¢2(a) + h2D¢2(a)
Dissc ligninger kan opfattes som linezre ligningssystemer med
h1’h2’k1 og k, som ubekendtc. Da savel de to ligninger i

venstre kolonne som de to i hgjre kolonne har egentlige lgs-—
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ninger, kan vi slutte, at hvert system har determinanten O,
altsd, at

¢,(2)Dp, (a)=p,(2)Dp,(a) = ¢,()Dp, (P)~¢, (b)Dp,(b) = O.
Heraf fremgir, at integralet ovenfor bliver 0, og da N + Nos

far vi

fﬂww%<w%gwat:o,
a

og dermed er satningen bevist.

5 B.7. Angéende msngden af egenverdier for et Sturm-—
Liouville system har vi fglgende setning:

5 B.7.1. Setning. Egenvardierne for et Sturm-Liouville
system kan ordnes som en strengt voksende fglge %O < %ﬂ < %2 { ss0y

som divergerer mod .

Bevis. Vi betragter Sturm-Liouville systemet
(10) D(p(t)x) + (a(t) + ar(t))x = O
hye(a) + thq)(a) = k1¢(b) + k2D¢(b) = 0,
som ved den i 5 B.2 omtalte transformation
X = p cos®@, p(t)x = p sine
gar over i ligningerne

(11) pqu = < §%€7 - q(t) - kr(t)) s8in® cos®

-

(12) &

i

5%-%7 sin2® - (q(t)"‘?\‘-"(t))COSZ@

med randbetingelserne
v(a) =a, vd)=p+np , nei
for en lgsning ® = ¢(t) til den sidste ligning.

Vi vil nu f¢rst antage, at
-q(t
A < inf - -9—(—-} .
t<[a,b] r{t

Ligningen
(13)  tg“@ = p(t)(a(t) + ar(t))
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vil da med hensyn til @ have en lgsning af formen
® = n(t), te [a,p],

hvor ni:[a,b] ind 1 R er kontinuert, og n(t) € ]O,% . Mengden af

nulpunkter i (t,®)-planen

for hgjre side i (12) bestar

da af alle kurverne @4
@ = & n(t) + mr, n e N. ‘ |

En del af dette kurvesystem er e ———

indtegnet pa figuren. Kurverne : -
R i o

deler den ved a < t [ define~-

rede strimmel 1 tvergécnde bal-
ter. Hvert andet af disse bzlter

er positivitetsomrédde for ® og

indeholder et rektangel defi- -0 O ——— =

necret ved en ulighed af formen {

R

(14) a ¢ tgb, Jo-(2n+1)%] (N,

hvor k(\) ifglge (13) kan volges, siledes at
k(nN) - g FOr N = ooy

og positivitetsb@lterne for @ vil sdledes for N — « efterhinden
opsluge hele strimlen undtagen liniestykkerne, hvor ® er ct
heltalligt multiplum af . De ¢gvrige bslter er negativitets-
omrader for @, og hver af dem indeholder et rektangelformetb
belte tvaers over strimlen omkring de punkter, hvor ® er et ulige
multiplum af % .

Vi betragter nu en lgsning ® = o (t) med v(a) = a. Hvis
N blot er 1lille nok, kan vi &benbart vere sikker pa, at linien
® = o sksrcr gennem et af de ovenfor omtalte rektangler, der
ligger 1 et positivitetsbzrlte eller i et negativitetsbazlte, og

lgsningen ® = ¢(t) vil da aldrig kunne nd ind i et af de rektang-
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ler, der ligger i et af nabobzlterne.

For ¢ = O starter lgsningen i et negativitetsbzlte og er
derfor fgrst aftagende. Derfor vil ¢(b) altid blive negativ.
Det bliver derfor ngdvendigt at kreve, at b + nr € ]*w,O[. Men
s& kan vi finde et Ay, sdledes at linien ® = g + ny for X < A1
skerer gennem rektanglet i den tilgrensede positivitetsstrimmel,
Nu kan lgsningen imidlertid ikke n& ind 1 dette rektangel., P&
grund af periodiciteten i ® gmlder resonnementet med samme A1,
nar o er et vilkarligt heltalligt multiplum af 7.

Hvis a € ]O0,r[ kan vi velge Aps sfledes at linien @ = a
for A $ A skarer gennem rektanglet i positivitetsbzltet omkring
@ = &. For 1lgeningen gelder da altid v(b) € Ja,w[. For
" oping € Jo,wl ken vi imidlertid velge As sdledes at vi i hele

rektanglet [a,b] x [o,p+mr] for A ¢ A har uligheden

giom-o.
I@' > b"’a 14
for lgsningen ® = v(t) med v(a) = a, v(b) = B+ giver middel~

verdisstningen, at der cksisterer et t, € Ja,b[ med

D (ty) = ginm=a
b-a

En l¢gsning med disse egenskaber eksisterer altsé ikke for
N g A3o

Det vil alts& under alle omstazndigheder galde for Sturm-
Liouville systemet, at der eksisterer et Ay 88 systemet ikke
har lgsninger for N $ Age

Vi burde egentlig have betegnet den ovenfor betragtede lgs-
ning med ® = v(\,t), da den tillige afhasnger af A. I det fgl~-
gonde kommer vi til at benytte, at lgsningen ® = o(\,t) er kon-
tinucrt som funktion af begge de to variable. Vi vil udskyde

beviset for denne pastand til et senere tidspunkt og fgrst af-
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slutte bevisct for saztning 5 B.7.1.
Vi betragter nu lgsningen @ = (A,t) svarende til udgangs-
verdien
I(ns2) =
Vi velger nu k,K,A € R, sdledes at

5%57 >k >0, q(t) + ar(t) ) K> 0 for A ) A, t € [a,0],

og vi har da for 1lgsning @ = v(\,t), at
® ¢ -k 8in%® - K cos-®.
Vi vil l¢se differentialligningen
® = -k sin2® - K 0082®.
Vi sztter tg ® = u og far
B o= ku® - K,

som har lgsningen
-

U ~
1 K i
t = _/ d V2 = v}ﬁf (Arctg V;—tg a - Arctg VK g),

thﬁK+kv

s (15) fAr lgsningen

.

~
® = Arctg v% tg (Arctg QJ;]% tg o - \/(Kk)t> ,

idet vi dog bemzrker, at lgsningsmetoden forudsztter, at @ ikke

er et ulige multiplum arf % +» Dette stemmer med, at den fundne

lgsningsfunktion ikke er defineret, nar

tg o - V(Kk)t

er ¢t ulige multiplum af % . Det ses umiddelbart, at ® springer

~r hver gang t passerer en af de kritiske verdier. Det ses

Arctg

=)

endvidere, at intervallerne mellem pé& hinanden fglgende kri-
tiske vaerdier har langden z/A/(Kk). Endvidere er lgsningen
monotont aftagende. ZEfter korrektion for springene vil lgs-—~

ningen saledes aftage med mindst
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’: (b-aq)r\/(qu -

hvor den firkantede parentes betegner det stdgrste hele tal, som
er mindre eller lig tallet i parcentesen. Heraf fglger nu ved
sammenligning, at

P(NyD) = = fOr A o =w.

Af sammenligningssmtningen 5 B.3.1 fglger, at v(\,b) er en
aftagende funktion af N. Da den tillige er kontinuert, kan vi
slutte, at der eksisterer en diskret fglge af vardier %o<k1<%3<...,
sadleces at v(\,b) netop for disse vardier bliver lig med
ptng for passende valgt n. Dermed er s@tningen bevist.

5 B.8. Vi mangler endnu at vise, at lgsningen v(\,t) er
kontinuert som funktion af to variable. Dette f¢1ger‘imidlertid
af, at differentialligningssystemet

O = ~ E%ET sin2® - (q(t) + zr(t))cosz®
z2 =0 |
har lgsningen @ =-J(%,t), z = N svarende til udgangsverdierne
v(a) = a, £(a) = N, og vi ved, at lgsningen til et differential-

ligningssystem afh&nger kontinuert af begyndelsesvardierne.
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Partielle differentialligninger af ferste orden.

6.1, Den helt simple partielle differentialligning

(1) : 2 - £(x,y),

- ox
hvor £ : R% ind 1 R er en overalt kontinuert funktion, har &ben-

bart den fuldgtwndige losning

\\
(2) \‘. z = ff(x,y)dx + e(y),

hvor c(y) er eﬁ!arbitr&r funktion,

Vi mé altsé vente, at den fuldstendige losning til en pare
tiel differentiplligning indeholder én eller flere arbitrsre
funktioner, Ved %astl&ggelse af en partikulsr lesning md man altfe
s& bestemme diss% funktioner; og begyndelsesverdi~ og randverdi-
problemer vil def?pr ofte frembyde alvorlige vanskeligheder. Un-
dertiden er man i\den situation, at en kendt fuldstmndig lesning
til en partiel diféfrentialligning,slet ikke er egnet som grundlag

for lesning af et réndv&rdiproblem;f
6.2, Tr =miom ¥jendommelighed er, at den arbitrsre funktion

c(y) ikke behover at( vere differentiabel og endda ikke at vere
konfinuert; Dette féhomen har en vis sammenhwmng med begyndelses-
v&rdiproblemet for (1).

Lad x = a(s), ¥ = p(s), s € [a,b] vere parameterfremstilling

for en differentiabel\kurve ¥ 4 (x,y)«planen; idet s er buelsngden

p& kurven, sdledes at f ’
(Dafs))? + (Dp(8))? = 1
Iad ¢ : [a,b] ind i R vere en kontinuert funktion., Vi kan da

sperge om ligningen (1) har en lesning z = 3(x,y), som tilfreds~

stiller betingelsen éka(s), B(s)) = ¢(s) for s € [a,b]. Dette
vil vere et‘typisk begyndelsesverdiproblem.for: ligningen (1).
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Nu viser (Z)ywaimkenﬁﬁk§?'til lesningen i 1 punitet (xd?vu}
fastlsgger lesningen fuldstandiéf\bénﬁélewiinienﬁyxbyoy idet
inds®ttelse af de kendte begyndelsesverdier i (2) giver en ligning
til bestemmelse af c(yo)o Hvert punkt af k bestemmer sdledes log-
ningen langs en ret linie parallel med x-—-aksen. Hvis en ret linie =
parallel med x-aksen sksrer k i mere end 1 punkt, fér vi fleroc
bestemmelser af losningen langs denne rette linie, og disse vil
sedvanligvis ikke stemme overens. En éntydig fastlmggelse af en
partikuler lesning f8r vi sdledes kun, hvig begyndelsesvardier er
givet langs en kurve, som har netop 1 skmringspunkt med hver ret
linie parallel med x-aksen.

Et randverdi- eller begyndelsesverdiproblem for en partiel

differentialiigning eller et system af sldanne siges al vare

korrekt stillet, hvis det har netop 1 lesning for alle valg af
rand— elier begyndelsesvaerdierne, sdledes at forstd, at systemet

af kurvef, langs hvilke disse er opgivet, samt éelv hetydningen

af rand- 5g begyndelsesverdierne holdes fast. Det viser sig netop
at vere en hovedvanskelighed, at man smdvanligvis ikke pa fors

h&nd kan gfgere, om et forelagt problem er korrekt sgtillet. Mere
forbavsende er det, at praktiske problemer undertilen feorer til
randverdiproblemer, der ikke er korrekt stillede,

Vqre overvejelser har ogséd gjort klart, at de rette linier
parallelle med x-aksen spiller en ssrlig rolle for differential
ligningent(1)s idet ligningen &benbart lgses langs hver af disse
rette linier for sig, og til gengxld kan man altsd netop langs dis-
se rette linier ikke fastlmgge randverdier helt vilkarligh.

6,3, Vi skal nu vise, hvorledes ovenstdende betragtninger

overfeores til den almindeligere ligning
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' n
(3) z o @52 = v(x,9),
k=1

Rn+1

hvor b er en afbildning af et omrdde 0 ¢ ind i R, medens

BysesegBy €T afbildninger af projektionen O' af 0 pa det n~dimen~-
sionale x-underrum ind i R. Vi vil antage, at 8qsesesty 08 b til-
fredsstiller en Lipschitz betingelse,

Det autonome differentialligningssystem
(4) i1 = a1(§),,.,,in = an(g), ¥y = b(x,y)
har for hvert swt (+°,x°,y°) af begyndelsesverdier i O netop 1
losning, og da det tilsvarende gwlder for det ligningssystem i 0',
der fés ved at stryge den sidste ligning i (4), vil projektionen

ned i 0' af banekurven for den omtalte lesning netop give bane-

kurven for lesningen med begyndelsesverdier (+°,x°) til systemet

*

R “\(‘5)‘ . X.] J a1 (_)_c_)’,..,,;(n = n(z)'

Geﬁﬁém hvert punkt af O gir netop 1 (eventuelt udartet) ba-
nekurve for en l@snigé\fil\(4), 0g gennem hvert punkt af O' gir
ligeledes netop 1 (eventuelt udartet) banekurve for en lesning
til (5). De sdledes definerede banekurver i O kaldes karakteri-
stikker for differentialligningen (3), og deres projektioner pa

0! kaldes projicerede karakteristikker for (3).

Lad nu _
X, = ¢1(t5,...,xn = ¢n(t)’ y = y(t), t €[a,b]
vere en karakteristik for (3) gennem et punkt (x°,y°) € 0, hvor
a1(§o),...,ah(§°l ikke alle forsvinder. For ethvert t ¢ [a,b] har
vi nu
Doy (£) = 2, (pq (840 enyp (8)), k = 1,.00,m,
Dy (%) =[P(¢1(t),*.,,wn(t),¢(t))‘

Iad nu y = £(x) vere en vilkérlig funktion, som er differen-

“tiabel i en omegn af x° og tilfredsstiller y° = £(x°), Vi har da
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n
T3 (9, (1) 009, (8)) = ;{j D E gy (8),40 0,0, (£))Dp, (1) =
k=1

n
Z 2 (9 (8)5 e (8)IDE( g (£),0eusp (%)),
k=1

hvilket blot wdtrykker den velkendte kendsgerning, at udtrykket
P4 venstre side i (3) er en retningsdifferentialkvotient med hen
syn til det ikke normerede talszt (a1(§)?,,,,an(gc_))r

Det feolger, at y = £(x) tilfredsstiller (3) i alle punkter
af banekurven for x, = ¢1(§)?‘°”Xn = ¢n(§), hvis og kun avig

Lot (0 (1) o0 es, (8)) = Doy (8)40n g (8), (0, (6),. 0y (6730,
hvilket netop udtrykker, at

x; = 9 (8)y.eyxy = 2 (8), 7= £(g (£),000,0, (1))
tilfredsstiller ligningen

y = b(x,7).

Da ligningen (4) har netop 1 leosning med begyndoelsesverdier-

ne (%°,x°,y°), felger heraf, at
£log(t),eeerp, (1)) = ¢(£).

Vi har dermed bevist felgende s®tning,

6.3.1. Smtning., Hvils en lesningsmangfoldighed v = #{x' i,

ligningen (3) indeholder et punkt af en karakteristik, indehoider

den hele karakteristikken,

6.4, For en differentiabel afbildning £ : O' ind i k., hwvor

0' har samme betydning som i 6.3 har vi differentialet
n

af(x,dx) = ;Z: Dkf(g)dxk,
k=1

og for 5 = (a1,¢ﬁg,an) har vi

n
el ] - =
{@tf(§+ﬁt)] = E: & Dkf(ﬁ) = af(x,a),
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88 ligningen (3) kan skrives pd formen

(6) [Bea@t] = vy,
t=0
hvor a(x) = (a1(§),*..,an(§)), og hvor f er den ubekendte funk-

tion.

Det bemmrkes, at udtrykket pi venstre side i (6) kan eksi-
stere, selv om f ikke har partielle differentialkvotienter, Pa
den anden side kan f eventuelt have partielle differentialkvo-
tienter med hensyn til alle de variable, uden at udtrykket (6) ek-
sisterer, Hvis f er differentiabel, stemmer (6) altid overens med
(3). Hvis den partielle differentialligning stammer fra et eller
andet problem i anvendt matematik, vil den ofte vere opstéet netop
pd formen (6), og det vil da vsre urimeligt at forlange, at les-
ningsfunktionen skal have partielle differentialkvotienter. Re=-
sultatet i 6,3 giver da umiddelbart felgende swtning.

6.4.1. Setning, Den ved y = f(x) bestemte mangfoldighed er
lesning til (6), hvie og kun hvis den kan frembringes af en skare

af karakteristikker.
6.5. Lad os antage, at vi har fundet den fuldstendige los—~

ning til (4) p& formen
(7) 3 =@ (b=t ,0,,000pe )k = 1,000ym; 7 = t=5,00,000,0,),
idet (4) er autonomt. Vi tenkes os efter elimination af t=t, 1
ligningssystemet (7) dette ligningssystem lost pd formen

ey = ck(z,y), K =1,...,0,
og vi far da en n~1-dobbelt mangfoldighed af karakteristikker,
altséven lesning, ved at kreve en ligning tilfredsstillet af
CysoansCpo Vi far derfor den fuldstendige lesning péd formen

@ (c, (%,7)50000,(x,5)) = 0,
hvor & er en arbitrsr funktion,

Det er klart, at den her omtalte proces frembyder vssentlige
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vanskeligheder, og at man ikke kan regne med, at eliminations—
processerne kan gennemferes, uden at lesninger gdr tabt eller der
indferes fremmede l@sninger.

6.6. Bt begyndelsesvasrdiproblem leoses ganske enkelt, idet
hvert szt af de givne begyndelsesverdier er udgangspunkt for en
karakteristik, og foreningsmengden af disse karakteristikker skal
ligge pd leosningsmangfoldigheden. De krav, som derved stilles
til lssningen kan selvfelgelig vere modstridende, ligesom det
ogsd kan indtreffe, at de ikke fastlegger lesningen fuldstendigt,

6.7. Vi vil illustrere ovenstdende undersegelser med nogle

simple eksempler, Feorst vil vi underssge ligningen

22z zZ _
X%t 5 = Z,

hvis karakteristikker bestemmes af
X=%X,y=y, %= 3,
som har den almindelige lesning
t t t
X =cqe’y, y =0Cpe, 2 =036,

Vi ser, at karakteristikkerne og derfor ogsd de projicerede
karakteristikker er halvlinier ud fra Q. For c, + 0 kan vi skrive
karakteristikkerne pa formen

t-to t~t t-1t

_ _ ol _ 0
X =e y ¥ = cye ) 2 = 00 ’

s vi far den fuldstmndige lesning pé formen

o(%,2) = o,
hvor & er en arbitrsr funktion, Dermed har vi dog tabt de dele
af lesninger, hvor x = 0 gzlder, Vi kan imidlertid skrive den
fuldstendige lesning pad formen

z =¥ (x,y),

hvor ¥ er homogen af grad 1.

For at konstruere en lesning, som er konstant lig med 1 pa




enhedscirklen, benytter vi udgangsverdierne
t =0, x =cos0, y = sing z =1,
som giver
¢y = co8@, ¢, = 8in@, Cq = 1,
s& vi far parameterfremstillingen
X = etcos®, vy = etsin®, zZ = et.‘
Ved elimination af t og ® far vi den segte partikulsre los-—
ning
7 = /(x%+3°),
Hvis vi vil bestemme en lesning, der er konstant lig 1 for
x= 1, m8 vi benytte udgangsvardierne
t=0,x=1,y=u, z=1,
som giver
cy = 1, Cp =, Cx = T,
884 vi far parameterfremstillingen
X = eta y = uet% Z = etg

Heraf fplger imidlertid x > O, sd lesningen fastlwgges kun i en

halvplan, Ved elimination af t og u far vi ievrigt den simple
Z.
losningsfunktion y = x.

Hvis vi vil bestemme en leosning, der er konstant lig 1 for
|x|+|y| = 1, kan vi benytte udgangsverdierne
t =0, x=u, y=+01-|ul), 2 =1, u € [-1,1]
hvor begge fortegn skal benyttes. Vi far
c, =1, ¢, i(1~1ul),,03 =1,
som giver parameterfremstillingen
t

X = ueti}y = i(1ﬁ|ul)et, z=e,

som giver lesningen

z = |x|+|y

Vi legger mwrke til, at singulariteterne pd kurven |x|+|y| = 1
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breder sig langs karakteristikkerne ud over den partikulsre lgs-—

ning. Derfor bliver denne heller ikke differentiabel pa koordi-

natakserne.

For differentialligningen

0z _ 02 _
X33 e = Z

bliver karakteristikkernes differentialligningen
X=X, §=~y, 2=z,
og karakteristikkerne bliver
X = c1et, y = cze"t, z = c3et.
Familiien af banekurver for karakteristikker, der ikke er
parallelle med z-aksen, c¢r givet ved
| xy = 01, zZ = sz,
og vi far differentialligningens almindelige l¢gsning ved at
sette C, = @(01),‘hvor ¢ er en arbitrar funktion, altsd
z = x5(xy).
En partikuler lgsning, som er identisk 1 for y = x og for
y = =x fas ved at benytte udgangsvardierne
t =0, x'= u, y = tu, z = 1,
som giver

c, = Uy Cp = iU, Cg = 1,

1
s& vi far parameterfremstillingen

X =1 et, y = +u e»t, zZ = et,
som giver

/|yl = Vixl,
altsé

z = v@%%, y ¥+ 0.

Vi ser, at lgsningen bliver singulsr pa& y-sksen, hvilket

henger sammen med, at O er singulert punkt for differentiallig-




ningssystemet for de projicerede karakteristikker. Derved bli-
ver den til x = y = 0 svarende karakteristik i den partikulere
lgsning eén lodret linie, som derfor vil savnes 1 lgsningsfla-

den skrevet pa formen z = &(x,y).

6.8. Den generellere differentialligning

n

(8) zg:ak(E:Y)g%X = b(Xs¥)
| K= -

hvor &,,es.,8 , b er afbildninger af et omrdde O ¢ R ina i
R, er Abenbart skvivalent med ligningssystemet

n+1 :

zz:ak(ﬁ’xn+1)5%§ = 0y

=1

I = Ene?
hvor 81 = -b, og det er derfor ikke ngdvendigt at gennemfgre

en serlig teori for denne ligning.

Det skal dog bemmrkes, at de metoder, vi gennemgik i 6.,3-5
uden videre kan anvendes uzndret. Der er blot en vesentlig for-
skel, som vi skal omtale mere udfgrligt, selv om den ikke influe-
rer pad selve lgsningsmetoden.

For det i 6.3-5 behandlede tilfmlde gjaldt, at enhver lgs-
ningsmangfoldighed frembragtes af karakteristikker, hvis pro-
jektioner pd -rummet var lgsningerne til ligningssystemet (5)
og derfor ngjagtigt det samme kurvesystem for alle lgsnings-
mangfoldighederne.

For ligningen (8) bestemmes karakteristikkerne af diffe-
rentialligningssystemet
k1 = 31(§;Y),‘°~:kn = an(ﬁ’y): v = b(ﬁ)Y):
og vi far ikke noget til (5) analogt system til bestemmelse af

projicerede karakteristikker. Derimod vil en partikuler ldsning
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vy = £(x) vere frembragt af en familie af karakteristikker, og

disses projektioner pa x-rummet vil vere lgsninger til diffe-

rentialligningssystemet

*

X1 = a1(_}_c_,f(_)_c_)),...,}'c = an(_-x_yf(zc_))’

n
men dette system afhsnger pad vasentlig made af den partikulere

lgsning f.

For ligningen (3) g®lder det, at man kan forudsige, om et
begyndelsesverdiproblem er korrekt stillet, ved at studere de
projicerede karakteristikkers forlgb i forhold til de mangfol-~
digheder, pad hvilke begyndelsesvardier er givet, og det vil der=—
for ikke afhznge af selve begyndelsesvardierne, om problemet er
korrekt stillet eller ikke. Denne behagelige situation forelig-
ger ikke for ligningen (8).

Vi skelner mellem de 2 situationer, idet vi vil kalde lig-

ningen (3) linemr, medens vi vil kalde (8) guasilinezr,

6.9. Som eksempel betragter vi ligningen

(9) z.g-%+§§:o,

hvis karakteristikker har differentialligningssystemet
X=12,y=1,%2=0
med den fuldstendige l¢gsning
(10) X=a+ct, y=1t+Db, z=c.
Her kan vi tenkes os begyndelsestidspunktet valgt, siledes
at b = 0, og ligningerne giver da
a = X-YZ, C = Z,
og den fuldstzndige lgsning til (9) kan derfor skrives p& den
implicite form
o(x-yz,z) = O,
hvor & er en arbitrezr funktion.

Vi bemzrker, at karakteristikkerne (10) er rette linier, ¢z
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at enhver ret linie i (x,y)-planen, som ikke er parallel med
x-aksen, er en projiceret karakteristik.
For udgangsvardierne

t =0, y=0, x =1, 2 = ~u

il

far vi af (10), at

a=1u,b=0,c=-u

hvilket giver

eller

1-v
De projicerede karakteristikker er de rette linicr
x =u(1 - y),
som alle gar gennem (0;1). Ingen karakteirstik passerer punkter
(x,1) med x 4 O. Dette stemmer med, at lgsningen ikke kan fort-
settes forbi linien y = 1.
For udgangsverdierne

t:O9y=09X:u’Z:—‘u

hvilket giver

u(4 —ut), y=t, z = —u?.

il

X

Ved elimination af t og u fas heraf den sggte partikulzre

lgsning
—2X2

- 2xy + 1T7= Lxy

-

Z2 =7
Vi ser, at lgsningen eksisterer i det omradde, der indeholder (0,0)
og har derved 2xy = 1 definerede hyperbel som rand. De projicere-
de karakteristikker er netop y-aksen samt denne hyperbels *t-moen-

ter,




Vi har antydet pa fi-

>

guren, hvorledes de proji-

cerede karakteristikker dsk- \§

ker omrddet under hyperbel— ,\\

grenen i fgrste kvadrant. De i \QT?QQ?de L

kommer slet ikke op over hy- [
perbelgrenen, og ved forlen-

gelse ud over rgringspunkterne vil karakteristikkerne sk&re hin-
anden.

6.10 Vi vil nu ga over til at betragte en generel partiel
differentialligning af f¢grste orden, idet vi dog for nemheds skyld
vil indskrenke os til det forholdsvis simple tilfslde, hvor den
ubekendte funktion afhznger af 2 variéble. Vi betragter et omra-
de D i det 5-dimensionale (x,y,z,p,q)-rum, samt en differentia-
bel afbildning

F : D ind i R.
Vi vil da forsgge at lgse den partielle differentialligning

oz 3z
(11) F<X9Y9za '5;{' ) 5;) = 0,

altsd at bestemme funktionen z = f(x,y), saledes at x,y,z = £(x,y)

p = %%, q = %ﬁ- identisk giver F(x,y,z,p,q) = O.

Lad os nu antage, at vi ¢gnsker at 1¢sé et begyndelsesvardi-
problem, idet vi har givet en differentiabel kurve

| x = o(t), ¥ = ¢(t), te [ap]
samt funktionsverdier z = x(t) langs denne kurve. Lad z = £(x,y)
vere en lgsning til dette problem. Vi har da
o x(8) = £lp(t), (1)),

og vi kender derfor differentialkvotienten

Dx(t) = %&£ Dy + 32

Kendskab til begyndelsesverdier langs en kurve giver sile-
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Q
N
Q

4
y,

!
I

des mulighed for bestemmelse af en linearkombination af og

%
™
oY

altsd en retningsdifferentis lkvotient i hvert punkt af kurven.

Ligningen (11) giver en anden ligning mellem g% og %?, og vi har

sdledes ligningssystemet

pDo + gDy = Dy (t)
(12)
| P(x,¥,2,05q9) = O

til bestemmelse af p = %% og q = %? ’

Hvis funtionaldeterminanten

Dp Dy

(13)
DF DF
D q

for ligningssystemet (42) er forskellig fra O i et punkt, vil en
lgsning til (12) kunne forts@ttes i en omegn af punktet og vare
differentiabel i en sddan omegn.

Nu viser funktionaldeterminanten (13), at det i ethvert punkt
(x,¥752,0,3), hvor <DPF’ Dq?) 4 (0,0) er muligt at valge en ret-
ning, sdledes at determinanten (13) forsvinder, hvis og kun hvis
kurven (¢,¢) gar i den valgte retning eller den modsatte. For

hvert (x,y,%Z,p,q) eksisterer der derfor en szrlig udmarket ret-

ning i (x,y)-planen bestemt ved

[

(1}-|~) }o{:D Fg ySDqFa

P
For en given lgsning z = f(x,y) til (11) er (14) et autonomt

I

differentialligningssystem i definitionsomradet for f, nadr z =

f(X9Y)’ P = %%, q = %? indsettes i h¢jre side. Lgsningerne til

(14) kaldes de til lgsningen z = £(x,y) svarende projicerede ka-

fakteristikker.

Ved differentiation af z = f(x,y) far vi, idet p = %%, q =

Q
N

at

!

5

Q
e

2 = prF+ quF,




hvor vi har udnyttet 14. Endvidere er

(15)ﬁ=§§DPF+§§DqF’ (j_:-a-gDF.{.Q.g.DF’

hvor p og g tenkes udtrykt ved x og y. Idet z, p og g udtrykt ved
X og y tilfredsstiller ligningen P(x,y,z,p,q) = O identisk, fAr

vi ved differentiation

DF +pDF + RLpr+ oy F=0
X Z 0X X q

D
(16) N 5
DF+DF+LpF+Q8Uprp=o0.
y Z oy P oy a4
Hvis lgsningen f er 2 gange differentisbel, har vi desuden
99 _ v
ox ~ oy’

og hvis vi udnytter dette til at eliminere differentialkvotien-
ten af q fra den f¢rste og differentialkvotienten af p fra den
sidste af ligningerne (16), kan da resulterende ligninger udnyt-
tes til elimination af differentialkvotienterne af p og q péd hgj
residerne i (15). Derved far vi
D = —DXF - pDZF, § = —DyF - qDZF.
Vi ser sdledes, at x,¥,z,p,q som funktioner af parameteren

i den projicerede karakteristik tilfredsstiller differentiallig-

ningssystemet
x =DPF v = DF 2 = DF + gD P
(17) o ? ¥ q? p D a. g’

It

= -D F -~ i 5 ~-D ¥ - gD F.
P DX PDZ 9 o] Dy-“ g ZF

Dette er et autonomt differentialligningssystem i omradet
D i det b-dimensionale rum. Dets lgsningskurver kaldes karakte-
ristikker for differentialligningen (11). Det fremgir af ovensté-
ende regninger, at en vilkirlig lgsning z = F(x,y), p = s
2% 149 (11) kan frembringes af en skare af karakteristikker.

oy
6.11. Lad os nu p& den anden side betragte en skare af ka-

rakteristikker, som vi tenker os givet pa formen

X(t,u), y = ¥(t,u), z = 2(t,u), p = P(t,u).
a(t,u)

i

(18) x
q

I}
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hvor (t,u) gennemlgber et omrdde i RZ, og hvor funktionerne for
hvert fast u er lgsninger til (17). Vi betragter en omegn af et
punkt, hvor funktionaldeterminanten Qi&LXl ikke er O, og hvor t
og u derfor kan elimineres mellem deagtf;zste af relationerne
(18), hvilket giver en fremstilling
z = P(X,5).

Vi m& nu yderligere antage, at karakteristikkerne (18) star-
ter i punkter, hvor betingelsen F(x,y,z,p,a) = O er opfyldt.
Af

& F(x,7,2,0,q) = D F + $D.F + £DF + PDF + 4D F

fas ved inds@ttelse af (17), at
£ F(x,y,2,0,a) = O,
hvilket viser, at F er konstant langs karakteristikkerne. Da hver
karakteristik starter i et punkt, hvor F = O, har vi sdledes
P(x,¥,2sp,9) = O.

For at vise, at z = £(x,y) er en lgsning til (11) skal vi nu
oz A%

blot vise, at p = 5% 0g q = 5; « Nu er
03 _ 9z 9X | 9z QY , Q% _ 9% 9X , 33 ¥
ot ox ot o0y ot ? ou dX du oy ou '’
a{x : : . .02 02 - .
og da Y€ + O, bestemmer disse ligninger 5% ©8 5y entydigt.

Padstanden vil derfor vare beviat, nar det lykkes at vise, at

9z _ 90X ., _9OF 22 20X o
5t - 5% T %Y 0 ou pau Ay

Differentialkvotienterne i den fgrste af disse ligninger er
netop Z,%x og ¥ fra (17) og indszttelse af disse vmrdier giver u-
middelbart, at ligningen er opfyldt.

Den anden ligning giver ved differentiation med hensyn til

t, at




o (o2 _,ox_ , 0x ).

at<au P~ %%u /=

Q% _ 3% _ 0¥ _ 59X _ & ¥ _

i 2 il B il il B el

2 (pD.F + QD F) - p L= D F - q & DF +

ou Pop q du “p 3u g
(DF+-pDF)%}-§-+(DyF+qDF).—X=

ox oy 2z ...R + 24

== D P+ D +

ou su OyF *5u PaF 5w Bt Gu OfF

oz _ o % _ . o }
< ou P ou % 3 ) DzF -

OF _ (22 ., 9% _ _x>
ou < ou P ou e ka
idet vi har indsat verdierne fra (17). Som funktion af + og u er

F imidlertid identisk med 0, og vi f4r derfor differentiallig-
ningen
m ge(E-r o) (-0 g-al)on
Vi tenker os nu, at alle karakteristikkerne for t = 0 star-
ter ud fra givne udgangsvardier x,y,z. De tilsvarende p og ¢ ma
da velges, sdledes at F(X,y,2,p,d) = O og desuden sadledes at ret-
ningskoefficienten langs udgangskurven har den rigtige verdi,

hvilket krazver, at
9% _ 5 9% _ o _ g [ fotunkdets ©5O
aU.‘ ou ou
éd Q" )
og lgsningen til (19) bliver da nullgsningen. 2 4.7 Pa@ Téu &

Vi kan sammenfatte de opnéede resultater pa fglgende made:

Enhver 1gsning til (411) kan frembringes af karakteristikker. Hvis

der langs en kurve x = o(u), ¥.= y(u) foreligger udgangsverdier

for z,p,q, saledes at

H

F<XsY9ZyP9Q.) = 0, %5' =P ox + q g‘z

@
o

da vil de karakteristikker, som starter 1 disse udgangspunkter,

frembringe en lgsning til (11), forudsat, at kurven x = o(u),

e

y = (u) ikke rgrer de proglcerede karakterlstlkker.

B e
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6.12, Som et simpelt eksempel til illustration af ovensté-

ende overvejelser vil vi studere differentialligningen

2 2 _ _ 0% _ 92
(20) P°+a°-2=0, p=%5, a=57.

Ligningerne (17) til bestemmelse af karakteristikkerne bliver i

dette tilfelde

£

(21) £=2p, ¥y=2q, t=20d%), b=p, q4=aq

Da relationen z = p2+ q2 vides at vere opfyldt langs karakter -

stikkerne, kan vi spare at lose den miderste ligning. Vi bestem-

mer forst p og q, derefter x og y. Karakteristikkerne bliver dew-

efter
—~ i _ t _ .2 2y 2%
(22) x = 2c1e +Cgy V= 2c e '+ Cps B = (c1 + 02)9 ,
t b
p =cye’, q = c,e.
Ved at "snyde" for lgsning af den midterste ligning (21) har -1
fédet en integrationskonstant mindre end der optreder i den fuld-

stendige lesning til (21). Derfor har vi heller ikke fundet alle

karakteristikkerne, men undersegelserne ovenfor viste jo ogsad, ot

ndgangsverdierne for x,y,z,p og ¢ madtte tilfredsstille visse r=-

lationer, og derfor er det kun en del af karakteristikkerne, der

kan optrede i lesninger til (20),

Hvis vi har givet udgangsvsrdierne

620, x = x5, (0), ¥ =y, 7= By, B = p,G), 0=,

ser vi ved differentiation langs den ved x = xo(u), y=v.' be-

stemte kurve, at
— {14\
(23) Dz (u) = p (u) Dx (u) + q_(u) Dy (u),
ng (20) medferer desuden, at
~ 2 2
(24) z,(w) = p (W + q (W),
i&r udgangsverdierne er valgt i overensstemmelse med disse betin-

gelser, far vi en skare af karakteristikker bestemt ved

x =x (u) + ZpO(u)(et« 1), v = yo(u) +~fqo(u)(et~ )
t

(25)
z = zo(u)eZt, p = po(u)et, q = qo(u‘e .
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Ligningerne (23), (24) og (25) er en slags parameterfremstil~
ling for den fuldstmndige lesning til (20)., Det md dog bememrkes,
at flere set udgangsverdier giver samme lesning.

For udgangsverdierne
- o = ]
xo(u) = cos u, yo(u) = gin u, zo(u) =7
far vi (23) og (24) opfyldt ved at velge
1 1
po(u) = 5 €08 U, qo(u) = 5 sin u,
og vi far felgende parameterfremstilling for legsningen
X = étoos u, ¥y = etsin w, z = % eZt,
0g ved elimination af t og u far vi
7 = % (X2 + y2),
I overensstemmelse med netop denne lesning er ogséd udgangs-—

verdierne

?, p (u) =0, q (u) = 5,

)

_ ‘ _ _1
Xo(u) = 0, yo(u) = u, zo(u) =z u
men parameterfremstillingen (25) giver i dette tilfmlde
x=0, y=u et, Z = % uZeZt,
og alle disse kurver falder sammen. Dette skyldes selvfeolgelig,

at vi har veret s8 uheldige at vwlge udgangsverdierne langs en
4*

karakteristik.

Til udgangsverdierne

1

2, p (u) = q (u) = F u,

_ _ 1
xo(u) = 0, yo(u) = u, zo(u) =g u
som er i overensstemmelse med (23) og (24), svarer parameterfremn~

stillingen

% u(els 1), 2= % u2e??

I

1 t
x =5ule’=1), y
for legsningen
1 2
z =g (x + y)°,
Vi uvnderstreger, at regningerne er forlebet tilfredsstillende
udelukkende, fordi vi har valgt serlig venlige udgangsverdier, I

almindelighed vil den praktiske udferelse af regningerne frembyde
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uoverstigelige praktiske vanskeligheder, Det gwlder derfor, at par-
tielle differentialligninger i praksis nmsten altid md behandles
ved numerisk tilnsrmelsesmetode, Imidlertid er karakteristikme-
toden anvendelig ogsé til numerisk regning, idet man regner i
skridt langs karakteristikkerne ved hj=lp af de metoder, der be~

nyttes til lesning af systemer af smdvanlige differentialligninger.




y
|

Mat. 6, 1962-63 T, 6. Opgaver 1-6

1e

Find den fuldstendige lesning til differentialligningen

0z , 24 _
3% + Xay = 2XYZ,.

Angiv ogsd det fuldstmndige system af karakteristikker., Un-

derspg, om der eksisterer én eller flere lgsninger, som pa

y—aksen gtemmer overens med funktionen z = y2.

Samme speorgsmdl for differentialligningen

0z , , 0% _
yzsy + zxay + xy = 0,

Undersog, om differentialligningen:
e —x)9Z _
(xy) g + (32055 = 2

har en partikulsr lesning, som er konstant = 1 pd randen B

af det ved |x| < 1, |y| < 1 bestemte kvadrat.

Bestem karakteristikkerne for den partielle differentiallig=-
ning

Q% L QB _ 4

Yzt Xdy = 1.
Har differentialligningen en lgsning, som er kontinuert i

hele R%\ [0}?
Undersog, om differentialligningen
0z -z)82Z _ y.
(1+z)6X + (1 z)ay X+y
har lesninger, som forsvinder identisk pd y-aksen,

Bestem karakteristikkerne for differentialligningen

pg - xy = 0

og bestem en losning, som pd y-sksen stemmer overens med

funktionen z = y.
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7. Find en lgsning til differentialligningen

2 0z 2 0z 2
X 'é"}—c'-l-y 5-5:2

svarende til udgangsverdierne z = 1 for y = -x, I hvilken

del af planen er lgsningen fastlagt ved disse betingelser,

8. Angiv den fuldstzndige lgsning til differentialligningen

sinx = O,

QJIQJ
XN
o1®
<N

cosy +

9, Bestem en lgsning til differentialligningen
2 2, 9z 2 2, 0z 2 .2
x(x%43y%) 53 + y(3x"4y") 55 = 22(x7+y%),

som pa cirklen x2+y2 = r2 har den konstante vardi a.

10. Bestem en lgsning til differentialligningen

(1-z)p + (1+z)q,
som for ethvert y i punktet (0,y) antager vardien y.

11. Bestem en flade, som indeholder den ved
V+2 =5 x2 - 22.2 9
bestemte hyperbel, og som i ethvert punkt, i omegnen af
hvilket fladen kan fremstilles pd formen z = £(x,y), til-
fredsstiller differentialligningen
p - Lxzq = 2x.
(Det er enklest fyrst at bestemme den fuldstzndige lgsning

og dernzst at valge den arbitrsre funktion, s& lgsningens

ligning tilfredsstilles af punkterne pd hyperblen).

12, Undersgg, om differentialligningen
2
P + g9+ Z24+4x=0

har en lgsning, som forsvinder identisk pa den rette linie




Mat., 6, 1963-6L

med ligningen x = y.

13, Undersgpg, om differentialligningen

pqg + xp + yq - 2 =0

har en lgsning, som er konstant = 1 pa

T.6., Opgaver 12 - 13,

enhedscirklen.,




Klassifikation af partielle

differentialligninger af anden orden.

7.1. Vi vil i dette kapitel studere den partielle differen-

tialligning
2 2 2
02 Q_Z o %
(1) a =% + 2b ==== + ¢ —5 = &,
aX2 0X oy ay2

hvor a,b,c og g i det almindeligste tilfelde kan afhsnge af X,y,

2y %f og %% . For enkelheds skyld vil vi systematisk anvende for-

kortelserne
po02 o9z o 2% 2% . _ o
= 9 = P = 9 = =< [} - »
0x oy aXQ IOy 6y2

Vi m& derfor husgke, at vi ikke m& anvende t som kurveparameter i
det feolgende,

7.2, Ligningen (1) er en differentialligning af anden orden,

Den kaldes linewr, hvis a,b og ¢ kun afhsnger af x og y, medens g

¥4 07

er af forste grad i z, 5% og‘gy .

Det er rimeligt at vente, at der krmves vesentlig flere be-
tingelser til fastlmggelse af en partikuler lesning til (1), end
det var tilfsldet for ligningen af ferste orden, Ud fra en sam-
menligning med teorien for smdvanlige differentialligninger er det
rimeligt at vente, at kendskab til en lesning og dennes partielle
differentialkvotienter af forste orden i punkter af en kurve "sed-

vanligvig" vil vesre tilstrekkeligttil at fastlmgge l¢geningen i ner-

heden af kurven. Denne problemstilling er et typisk begyndelsges-

verdiproblem eller Cauchy-problem for differentialligningen.

Man kunne ogsd twnke sig at erstatte kendskabet til differen-
tialkvotienterne af lesningen med kendskab til selve lesningens
verdier langs en anden kurve, Specielt skal n:vnes den situation,

hvor selve lesningens vardier er kendt langs en Jordankurve, o0g




der s¢gges en ldsning til ligningen i omradet indenfor kurven og

med de givne randverdier. Dette er et typisk randverdiproblem el-

ler Dirichlet-problem.
I fgrste omgang er Camuchy-problemet af lokal natur, medens

Dirichlet-problemet er globalt., Vi vil derfor i f¢grste omgang
kéncentrere os om Cauchy-problemet for ligningen (1).
7.3, I overensstemmelse med det anférte program, vil vi tan-
ke os, at koefficienterne til (1) er differentiable funktioner i
et omrade D i (x,y,z,p,q)-rummet, og at vi i dette omréde har gi-
vet begyndelsesverdier
(2) x =g, y=nl), z=2¢), p=mu), g=«), uwe [a,8],
hvor alle funktionerne antages differentiable, og hvor den ved
(¢,m) bestemte kurve i (x,y)-planen er en differentisbel Jordan-
bue.
Lad z = f(x,y) vere en lgsning til (1) svarende til de an-
ferte begyndelsesvardier. Ved at differentiere denne lgsning langs
kurven (2) fa&r vi relationen
(3) Dz(u) = w(w)Dg(uw) + k(u)dp(u),
som altsd mé kraves opfyldt, hvis en lgsning med de givne begyn-
delsesverdier skal eksistere.
Vi vil nu undersgge, om vi pad grundlag af det givne kan be-
stemme
r=p(a), s=c(u), t=a(u)

langs kurven. Ved differentiation langs kurven éf p og q far vi
Drr(u)
Drc(u)

og da r, s og t desuden skal tilfredsstille (1), ser vi, at r, s

Il

p(u)Dg(u) + o(u)dnlu)
o(u)Dg(u) + 7(u)dn(u),

1l

og t i punkterne af kurven (2) tilfredsstiller ligningssystemet

¢ ;
[

Dfr + Dns =0 b
(€f> Dgs + Dpt = 0 o (7

ar + 2Zbs + ot = g,

it
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som vil bestemme r, s, t éntydigt, s&fremt determinanten ikke er

0.

Determinanten for (4) har verdien
¢(DE)2 ~ 26DEDN + a(Dn)?,

og differentialligningen
(5) cdx? - 2bdxdy + ady2 =0
bestemmer sdledes de vsrdisst (DE,Dn), for hvilke begyndelsesver-

dierne ikke kan fastlmgge r, s og t éntydtigt

Losningerne til (5) vil sdledes for den givne lssning z
f(x,y) vere de kurver, for hvilke det gmlder, at lesningen z =
f(x,y) ikke kan fastlwgges ved begyndelsesverdier langs nogen del
af disse kurver,

I overensstemmelse med teorien for partielle differentiallig—-

ninger af 1. orden kaldes lgsningskurverne til (5) de il lgsnin-

gen z = f(x,y) svarende projicerede karakteristikker.

Hvis a, b og ¢ kun afhsnger af x og y, er (5) en differential-
ligning til bestemmelse af de projicerede karakteristikker, uden
at en lesning til (1) tages i betragtning. I dette tilfmlde bli-
ver systemet af projicerede karakteristikker uafhengigt af lesnin-
gen z = f(x,y).

Nu er (5) af anden grad i (dx,dy), og den vil derfor give 2
reelle eller komplekse, eventuelt sammenfaldende tangentretninger

for karakteristikkerne. Dette giver anledning til en klassifikation

efter skemaet:

reelle redder ~ hyperbolsk
sammenfaldende redder parabolsk
komplekse redder elliptisk .

S&ledes vil vi f.eks. sige, at differentialligningen (1) med hen-

syn til lesningen z = f(x,y) er elliptisk i punktet (x_,y,), hvis
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(5) har komplekse rodder i dette punkt, ndr z = f£(x,y) og dens par-—
tielle differentialkvotienter af forste orden indsettes i lignin-
gens koefficienter. Vi vil sige, at (1) er elliptisk i en punkt-
mengde, hvis den er elliptisk i ethvert punkt af msngden.,

Den szdvanlige situation for en partiel differentialligning
af formen (1) er, at (x,y)-planen for en loening z = f(x,y) til
(1) indeholder en eller flere kurver, hvor ligningen er parabolsk,
og at disse kurver inddeler planen i omrader, hvor ligningen er
elliptisk, og omrader, hvor ligningen er hyperbolsk, Hvis a, b og
¢ kun afhsnger af x og y bliver den omtalte inddeling af planen ens
for alle lgsninger,

T.4. Det er ssmdvanligvis kun den reelle teori for partielle
differentialligninger, der har interesse, og derfor far karakte-
ristikkerne ingen betydning i det elliptiske . lfelde., Til gen~
gnld er de et ganske afgerende hjmlpemiddel for de hyperbolske dif--
ferentialligninger,

Nesten alle hidtil gennemforte mere dybtgdende underseggelser
over partielle differentialligninger behandler kun de 3 tilfwlde
hver for sig, og det generelle tilfmlde, hvor alle 3 muligheder op-
treder samtidigt, frembyder overordentlig store vanskelighedsr,

Manglen pa karakteristikker i det elliptiske tilfelde bevir-—
ker, at dette tilfelde mé& behandles ved helt andre metoder. Det vi~
ser sig imidlertid, at ogsd lesningsmengden selv er af helt for-
skellig karakter i de tre tilfmlde, Vi vil illustrere dette ved en
diskussion af det simpleste tilfslde, nemlig ligningen
(6) ar + 2bs + ¢t = O,
hvor a, b og ¢ er konstanter.

Det er nmrliggende i dette tilfmlde at benytte en linesr sub-

stitution




Mat. 6, 1962-63 T 7.5

X1=cxx+ﬁy

vy = vx + 4V,
som giver

0z _ 9% , .92

ox aax1 * yay1

0z _ 27 . c9Z

oy = Pox, +§ay1‘

Idet (r, s, t) ved substitutionen overfgres i (r1,s1,t1), far vi
ved fornyet differentiation

2 2
ar, + Zays1 + v t1

r =

8 = apr, *+ (a§+ﬁy)s1 + y§t1
2 2.b

t=p1r, + 2ﬁ§s1 + & tyy

s& vi ser, at ligningen (6) gar over i en ligning, hvis kcelfi-
cienter (a1,b1,c1) bestemmes ved matrixligningen
a, by a P~e@ by Y
{bﬂ 01} ) {y 8}{b c}{ﬁ 6}.

Hvis vi vzlger den linexre substitution ortogonal, kaa vi
bringe ligningen p& diagonalform. Da vi her blot skal valge sub-
stitutionen ikke singul®r, kan vi endda opné, at diagonalleddene
har en af vsrdierne +1, -1, 0. Vi fér derfor fglgende 3 tilfel-
de at betragte

ellipsetilfeldet r+t = O

parabeltilfeldet r = O

hyperbeltilfaldet r-=t = 0 eller s = O.
Her har vi udeladt indices pa r, s og t. Formen s = O i hyperbel-
tilfwldet f4s som bekendt af formen r-t = O ved at dreje koordis=
natsystemet en vinkel E.

756 I hyperbeltilfmldet er det 1ettest at behandle lignin-
gen p& formen s = O. En integration giver

p = ¢4(x),

hvor ¢4 €r en arbitrer funktion. En fornyet integration giver




Mat. 6, 1962"63 T 7. 6

z = o(x) + y(y),
hvor ¢ er en stamfunktion til Py medens ¢ er en ny arbitrar
funktion. Det er klart, at vi dermed har fundet den fuldstan-
dige lgsning til differentialligningen.
Karakteristikkernes differentialligning (5) viser, at karak-

teristikkerne 1 det foreliggende tilfelde netop er de akseparal-

lelle rette linier.

Lad os nu tznke os, at vi har n
opgivet udsagnsverdierne (2), hvor %R\\\\ (x,y)
den ved (£,n) bestemte Jordanbue, N
hverken har lodrette eller vand- .
>

rette tangenter. Den ldgsning, som
svarer til de sggie udgangsverdier er givet ved z = ¢(x) + y(y),
og vi har differentialkvotienterne

p(x) = Dp(x), aly) = Dy(y),
som hver kun afhznger af 1 variabel. Her kan p(x) og q(y) bestem-
mes ved lgsning af x = &(u) og v = n(uw) med hensyn til u og ind-
settelse af resultaterne i p = ¢#(u), q = k(u). Hvis vi valger
¢ og ¢ som vilkidrlige stamfunktioner til p og g, har vi derefter

z = ¢o(x) + ¢(y) + k,
hvor k er en konstant, hvis vardi fastlegges, nar en af begyn-
delsesvardierne for z indsattes. Det kunne her se ud, som om
opgaven var overbestemt, men de givne udgangsverdier for p og
g er bundet ved bevingelsen (3), og det er let at se, at denne
betingelse sikrer, at verdien for k ikke afh®nger af, hvilken
af' de givne udgaengsverdier man benytter.
7.6, Den hyperbolcke differentialligning

(7) r-t = 0

har den fuldstezndige ldaning
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(8) z = o(x+y) + ¢(x-y),
hvor ¢ og ¢ er arbitrzre funktioner. Karskteristikkerne er rette
linier parallelle med halveringslinierne til vinklerne mellem
koordinatakserne,

Vi vil nu sgge at bestemme en lgsning til (7), som for
y = O reduceres til
(9) - £(x,0) = g(x)

hvor ¢ er en given funktion. Vi ma da have

(10) w(x) = Dg(x),
men vi kan endnu opgive begyndelsesverdier for q. Vi vil valge
(11) k(x) = kDz(x),

hvor k er en konstant.
Ved at indsatte den almindelige lgsning (8) i udgangsbe-
tingelserne (10) og (411) far vi
Dp(x) + Dy(x) = Dg(x), Dg(x) - Dy(x) = kDz(x),
altsa
Dp(x) = $(1+k)Dg(x), Dy(x) = £(1-k)Dg(x),
og ved integration og sammenligning med udgangsbetingelsen (9)
far vi derefter é,G L
. p(x) = $(1+k)z(x), ¢(x) = $(1-K)z(x),
og endelig
(12) z = $(1+k)g(x+y) + £(1-k)z(x-y).

Det fgrste led i dette udtryk er for fast y identisk med
funktionen (9) multipliceret med en konstant faktor og forskudt
stykket y til venstre. Tilsvarende g®lder for det andet led,
men forskydningen gar her mod hgjre. Hvis y opfattes som tiden,
vil de to funktioner i (12) opfattet som funktioner af rumkoor-
dinaten x simpelthen forskydes med hastighed 1 til hver sin side.

En funktion af formen f£(x-At), hvor t er tiden, kaldes en bglge,
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og N er dens bglgehastighed. qu et lodret snit gennem en vand-
overflade med bglger vil overfladens‘bevagelee netop kunne bee‘
skrives p& denne mide.: I anvendelserne vil det &benbart vare
ngdvendigt at arbejde med genereiiere bglger, der afhmnger af
2 eller 3 rumkoordinater. |

Vi skal fremh&ve, at den fundne l¢sning har en mening,
selv om funktionen 7 ikke er differentiabel, men det er da ngd-
vendigt at fortolke selve begrebet "1¢sning“ p4 en egnet made.
I nyere tid har indfgrelsen af generaliserede funktioner (Lau-
rent Sehwartz's distributioner), som altid er vilkarlig ofte diffe-
rentiable, skaffet vanskelighedefne i forbindelse med de ikke
differentiable lgsninger af vejen pd en ssrdeles elegant méde.

Det skal endvidere fremhszves, at (12) viser, at begyndel-
segverdierne svarende til x € ]a,B[ bestemmer lgsningen éntydigt
inden for kvadratet med intervallet ]a}b[ som diagonal. Dette
kan "populert" forklares ved, at bglgehastigheden er 1, og virk-
ningen af begyndelsesvardier uden for Ja,b[ kan derfor'ikke na
ind i kvadratet.

7.7« Vi vil nu g& over til en n®rmere undersggelse af den
elliptiske differentialligning
(13) r+t = O,
Lad z = £(x,y), (X,y) €D, D¢ ®° vare en lgsning til (13). For

p=§;z;,q=§-§-
gelder da

9p _ ... 29

ox ~ oy’
hvilket viser, at

—qdx + pdy

er en lukket differentialform, og hvis vi antager, at D er en-
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kelt sammenhzngende, har denne differentialform en stamfunktion

g(x,y). Vi s@tter nu

f(XySf) + ig(x:Y) »

l

z = x + iy, F(z)

u = £(x,y), v = g(x,¥),
og vi har da
_ ou _ 9v - ou_ _9ov
(14) P=5% "%y %75y ox °

Hvis vi nu antager, at p og q er kontinuerte, ser vi, at F
er en analytisk funktion, idet (14) netop er Cauchy-Riemann's
differentialligninger.

Lad nu omvendt F:D ind i C vere en ahalytisk funktion. Vi
kan da skrive

u + iv = F(z) = £(x,y) + ig(x,y),

og Cauchy-Riemann's differentialligninger giver da

ou _ ov gu _ _ 9V
dx ~ oy ° oy ox °

Da f og g er vilkérlig ofte differentiable, far vi ved differen-
tiation af den fgrste ligning med hensyn til x og den anden med
hensyn til y, og addition af de fremkomne ligninger, at

Ru , Pv
o Toy = O

Af disse overvejelser kan vi slutte, at mengden af 1 gang

kontinuert differentiable lgsninger til (413) er identisk med mzng-

den af analytiske funktioner.

N

Specielt kan vi slutte, at en lgsning til (13), som er 1 gang

kontinuert differentiabel er vilkarlig ofte differentiabel. Den

er endda en analytisk funktion af 2 reelle variable.

7.8. Lad nu f, og f, vere lgsninger til (13) i et enkelt
sammenhazngende omréde D. Der eksisterer da analytiske funktioner
F1 og F2 pa D, sadledes at f1 = ReI*1 og f2 = Rer.

Lad os nu envidere antage, at f1 og f2 er identiske p& et

delomréade D1 c D. Af Cauchy-Riemann's differentialligninger f¢l-
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ger da, at F2 - F1 er en ren imaginer konstant pa omradet D1, og
identitetssaetningen for analytiske funktioner medfgrer derefter,
at det samme gelder 1 hele D, men deraf fglger, at realdelene af

F, og F altsa f

] cg f2, er identiske pa& hele D.

27 1
Lad os nu antage, at vi ud

fra kendskab til begyndelsesvar- /,///,»~*w\\

dier langs en kurve ¢y har bestemt

en lgsning til (13) i et tilgran-
sende omrade ( som antydet pa fi-
gurerne. Hvis vi nu @&ndrer begyndel-
sesbetingelserne p& en bue af v, vil l@gsningerne #ndres nerhe-
den af denne bue, men ifglge resonnementet ovenfor kan den sndre-
de 1lgsning ikke vare identisk med den gamle i noget delomréde af
[ol

Vi er sédledes i den kedelige situation, at begyndelsesver-
dierne p& ethvert lille stykke af den kurve,hvor begyndelsesvaer-
dierne er givet, effektivt influerer pa lgsningen i hele dens de-
finitionsomrade. Dette betyder, at bestemmelsen af en partikular
ldsning principielt bliver et globalt problem, og det er derfor
rimeligt at vente, at behandlingen af elliptiske differentiallig-
ninger frembyder ganske betydelige vanskeligheder. For ligningen
(13) gmlder det dog, at de analytiske funktioner er et effektivt
hjezlpemiddel, som overvinder mange af vanskelighederne.

Den omstendighed, at en lokalasndring af en lgsning omgéende
gor sin indflydelse gmldende i hele l¢gsningens definitionsomrade,
viser, at der ikke kan vere tale om fznomener med endelig udbre-
delseshastighed. Derimod finder elliptiske differentialligninger
anvendelse til beskrivelse af stationzre fenomener i rummet.

7+:9. Vi mangler éhdnu at diskutere den parabolske differen-

tialligning r = O, men dette tilfelde er s& trivielt, at vi ikke
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vil spilde tid pd det, Vi skal senere diskutere en noget

mere general parabolsk differentialligning.
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1. Bestem de omrader, hvor differentialligningen
2y r + Lxs 4+ xt = o
er elliptisk, og de omrédér, hvor den er hyperbolsk.
2s Differentialligningen
pr + gt = o
har abenbart l¢snihgen Z = X¥. Bestém de til denne 1¢shing sva~-
rende familier af karakteristikker.
3. Bestem den fuldstendige lgsning til den parabolsks differential-
ligning
r+ 2s + t = 2z,
L. Bestem den fuldstendige ldgsning til den hyperbolske differen-
tialligning
s =p+q-~-2
og undersgg, om ligningen har en eller flere lgsninger, som er
konstante lig 1 pa koordinatakserne.
5. Bestem den lgsning z = £(x,y) til differentialligningen
r -t = 0,
i den ved |x| ¢ 1, ¥ > o bestemte punktmengde, som for y = o,
|x] ¢ 1 tilfredsstiller
f(x,0) =1 - |x|, Dyf(x,o) = o;
og som desuden opfylder betingelserne
£(~1,y) = £(1,y) = o
Tor alle y > o,
Tegn det grafiske bhillede af lgsningen for forskellige
faste verdier af x og pre¢v at fortolke lgsningen som en sum af
to bglgebevegelser (y opfattes som tiden), der tilbagekastes fra

endepunk terne ..f intervallet [-1,1] efter bestemte regler,.
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. 6
- .
{

7o

9.

Vis, at den elliptiske differentialligning
r+ t =%k,
hvor k¥ > 0 er konstant, har en lgsning, som forsvinder iden-

tisk pa en given ellipse med ligningen

2 2 - °°
a b

Vis dernszst, at der kun er én lgsning (benyt maksimumsprincip-

pet for analytiske funktioner).

Vis, at den elliptiske differentialligning

r+t=2Xk
har €n og kun enfor 0 < %% + y2 < o to gange kontinuert dif-
ferentiabel ldgsnirg,som tilfredsstiller fglgende betingelser:
1. Lgsningen gar mod O for X2+y2 - oo,

2, Forskellen mellem l@gsningen og den ved X(x2+y2)'1 de-

finerede funktion har en grenseverdi i (0,0).

Lad

ar + 2bs + ¢t = £(x,y)
vare en hyperbolsk differentialligning med konstante koeffi-
cienter a, b og c. Funktionen f antages kontinuert i hele pla-
ne, Vis, at differentialligningen har netop 1 lgsning svarende
til givne kontinuerte begyndelsesvardier pa foreningsmzngden

af en karakteristik fra hvert system, N

Forsgg at overfgre karakteristikbegzrebet til differentiallig-
ningen
2
rt - s° = g(x,y).

Der bliver her tale om at bestemme r, s og t af en andengrads-
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10.

ligning og to fgrstegradsligninger, men andengradsleddene
forsvinder, nir r og t elimineres. Det viser sig dernmst, at
ligningen ikke har lgsninger for alle valg af hgjresiderne.
Dette giver en betingelsesligning, som er af fgrste grad.
Hvis betingelsen er opfyldt, ma ligningens hgjre side opfylde
en speciel betingelse, for at lgsninger alligevel skal kunne
eksistere, Denne betingelse viser sig at vare af anden grad,

og den giver saledes anledning til en klassifikation,

Undersgg, om differential ligningen

r2 -~ 278 + t2 = 0

har en lgsning z = f(x,y), som tilfredsstiller betingelserne

vV x,y (£(x,0) = x A £(0,y) = -y).
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Hyperbolske differentialligninger.

8. 1. Vi vender nu tilbage til differentialligningen

(1) ar + 26s + ct = g,
hvor a, b, ¢ og g er differentiale funktioner af x, y, 2z, p,
g 1 et omrade D - R5° Vi vil sege at bestemme en leosning
z = f(x,y) ud fra givne begyndelsesvxrdier, og vi vil antage,
at disse begyndelsesverdier er valgt, séledes at ac-- b2< 0,
s& differentialligningen er hyperbolsk med hensyn til den segte
lgsning i de givne begyndelsesvsrdier,

Vi vil indlede med en analvse af problemet, idet vi for-
udswtter lesningen z = f(x,y) bekendt. I et hvert punkt, hvor
ligningen (1) er hyperbolsk med hensyn til denne lesning, be -
stemmer differentialligningen.

(2) cdxz— 2bdxdy + ady2= o)
2 karakteristikretninger i (x,y)-planen, idet vi tsnker os
z = f(x,y) og p = Dxf(x,y), q= D?f(x,y) indsat i koefficien~
terne a, b og c. | !
Vi tenker os nu, at ligningen (2) er lest pid formen

(3) U(x,y) = u, V(x,y) = v,
hvor U og V er differentiat™e , og hvor det for hver af funk-
tionerne U og V gmlder, at de partielle differentialkvotienter
ikke samtidig bliver 0. Da de to projicerede karaxteristikker
rorer hver sin af de ved (2) bestemte karakteristikretninger i

(x,y), kan vi slutte, at

olu,v
'Ha =7 + 0,

og vi kan derfor lese ligningerne (3) p& formen
(4) x = X(u,v), y=7Y(u,v).

For fastholdt verdi +f den ene variable er (4) altid
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parameterfremstilling for en bevmgelse langs en karakteri-
stik, og (4) giver os silédes parameterfremstillinger for
2 forskellige familier af
projicere karakteristikker.
P4 figuren har vi antydet,
hvorledes et punkt i (x,y)-
planen fastlegges ved parame-
terverdierne (u,v) for de 2
projicerede karakteristikker
gennem punktet, Vi siger, at
(u,v) er krumlinede koordi-

nater. Smdvanligvis forelig-

ger de krumlinede (u,v) koor-
dinater kun i et omrade i
(x,y)-planen, og kun talszt (u,v) fra et omrdde i (u,v)-
planen figurerer som koordinat st for punkter.

8. 2. Vi vil nu tenke os, at vi ved hjslp af trans-
formationen (4) med den omvendte transformation (%) ind-
forer u og v som variable i (1) og (2) samt i lesningen
z = f(x,y). Idet vi skriver

z = f(x,y) = £,(u,v),
0z Oz

og anvender p1 0g q1 som betegnelse for % 0g 3 far vi
ved differention w
— Q% _ 9%Z ¥ |, A% 5v _ . Y Nol'A
P=bx Touoxtovox =8 ax* %L 'x
(5) \
-9z _ Qu 9V
9= %y Poy t Yay

hvor differentialkvotienterne p& hejre side stammer fra
funktionerne (3). Udtrykt ved differentialer er (5) blot
udtryk for, at
dz = pdx + qdy = p du + g dv,
Ved indferelserne af u og v ;om var;able far vi og-

s8 brug for de nye vardier r,, s, og t for r, s og t. Vi
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finder disse ved differentiation af (5) med hensyn til x

og y, idet vi benytter, at

0Py, QU ov ! =14
ox ~ Tiax TP ox 9 %JrsiaxJ’tiaX

og analogt for particl differentiation med hensyn til y.

Differentiaionen giver derefter

2

= ou QU oV Fu o
r= I3(@;}{) P28 5% ox * tl(axj 4’£&“§5@‘* a *‘;;
Fu

(6) s

i
L3
Q

Al au au 7 au
X +s<axay ayag EaXaerpimﬁy’Lqiaxay

o \? AU AV av 32V
k T1<6y> ToRyy eyt 1(ay * piayz ey 2

Ved indszttelse af disse udtryk i (1) far vi en ny

ligning
a4,y + 2b131 -+ Citi = gii

og her er ) 5
- oE) Ry

oxX oX oy oy
= of 2XV? oV Ay AT \?
o a\aX 4 2bax Py + c<ay>,

men talswttene{-n R op-/ gv  gv\ er tangentretninger
\ a%/ oy ! oox)

for projicerede karakterlstikker, og derfor far a og b begge

verdien O. Den peducerede ligning fdr derfor formen

e

8. 3. For den specielle partielle differentialligning
2x°r 4+ 3xys 4+ y2t = 0
bestemmes de projicerede karakteristikker af
Fdx? ~ 3xydxdy + 2x=2dy=z = Q
gom spaltes i
ydx - 2xdy = O og ydx - xdy = O,
som giver de 2 systemer af karakteristikker

xty¥ =u og xy L=,
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som lgses pd formen
X =uv , ¥y = uv,
Ved indssttelse af (6) i differentialligningen fir vi
efter udregning af de partielle differentialkvotienter, idet

vi udnytter, at a4 = ¢ = 0, den transformerede ligning

(4){'_3 R yB ey +3X37("X"’2 g _qu2+2x=.1ye y_..ﬂ.)+2y 2e 2X”‘1Y' ..Xyb_S)q. +
n (22 +2x2 P 4+ 3xy*-2x-2y + y2+2x~1) +

g (222 +0 + 3xy*=y=2 + y2+2xy-8) = 0
eller efter reduktion
5ysy - Xy=tqy = 0.
Efter indssttelse af x og y udtrykt ved u og v far vi den

transformerede ligning

= -'31'{1'(11 = 0.

Denne ligning kan skrives

oq, _ 1
au - BU.qi,

som har den fuldstendige lesning

q‘i = (p(V)\B/ll °
Heraf fas

opr _ Qo _ _1
ov. . ou = 3u o(v)¥ u ,

som igen giver

no= (Vs 4y (u),

hvor g er en stamfunktion tile , medens ¢ er en ny arbitrer

funktion, Ved integration fér vi nu

z =¢(v) ¥u +v (u),
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hvor ¥ er en stamfunktion tily . Ved at indsmtte udtrykkene

for u og v ved x og y far vi endelig den fuldstendige lesning

til den oprindelige ligning pd formen

z =0 (297 + v (%),

8. 4., Vi vender nu tilbage til den generelle differentiw
alligning (1). Lad

(9) x =& (u), =n(u), z=y¢w), p=a), q=x(u)
vere en parameterfremstilling, der beskriver variationen af
de 5 koordinater x, y, 2z, P 0g q langs en karakterlstlk. Vi

e B e

minder om at disse givne storrelser er bundet til at tilfreds-

stille betingelsen

o

a4
.
(10) DZ(u) = pDo(u) + qDilu)e -

Endvidere minder vi om, at r, s og t langs kurven bestemmes
af ligningerne
DE(u)r + Dn(u)s = Dgu)
(11) De(u)s + Dp(u)t = Dyfu)
ar + 2b8 + ct ;%\g. g
Hvis (9) er enzkarakterlstlk xhar dette lignings-
gystem determinanten O Derfor vil en vis linearkombination
af ligningernes venstre gide forsvinde indentisk. En sédan
linearkombination m& i hvert fald velges, séledes at koeffi-
cienterne til r og t forsvinder, og dette opnas kun, nar de
tre ligninger multipliceres med faktorer proportionale med
aDn(u), cDg(u), -Du)Ddf{u),
og da vi pd den anden side ved, at en passende linearkombi-
nation af ligningerne forsvinder, kan vi slutte, at netop de
tre anferte faktorer vil bevirke, at venstre side af linear-
kombinationen forsvinder, Da ligningssystemet skal vsre lese—

ligt, m& hejre side ogsa. forsvinde, og vi ser sdledes, at

(12) aM(MDNu)+CMdMDﬁu) gDg(u)D n(u).
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Nu ved vi imidlertid, at de projicerede karakteristikker
tilfredsstiller ligningen (2), og da differentialligningen er
hyperbolsk, kan venstre side af (2) spaltes i 2 faktorer. Hvis
a + 0, kan vi forst dividere med a, og (2) opleses derefter i lignin-
gerne

(13) dy _ dy _

—_ X1 P — T X2
dx dx
hvor X, og X, afhmnger af x,y,z,p 08 q.

Hvis vi har bestemt de projicerede karakteristikker pad for-
men (4), fér vi en sammenfattende fremstilling

x = X(u,v), y = Y(u,v), z = Z(u,v), p = P(u,v), q = Q(u,v)

for selve karsakteristikkerne. Ligningerne (13) far da formen .,

(14) d ox 3
_Z:X1__ 9 ._y:XQ_?)E
ou ou ov oy’
og (10) far formen
1 oz
(A5) &y &, q0¥ 0% 50X, qoF
o1 ou ou ov ov &
medens (12) giver
8«ayf+ca__x_a_l.=gi_)ffz,a9299+0_afﬁq_=g§_§]_,
du ou u ou ou ou N oy oV o o

som efter indszttelse af (14) og division med den felles faktor

reduceres til

(6) [axy v o Bmgp 2, ap@ye g,
| ou ou  Mou oV o o

i

[

Vi har séiédés de 6 ligninger (14), (15) og (16) med de 5
ubekendte funktioner X, Y,Z,P,Q. Ligningerne (15) er til dels ens-
betydende, idet den ligning, der fas ved differentiation af den
forste med hensyn til v, er’ indentisk med den, der fas ved.diffe-
rentiation af den anden med hensyn tif% Det nye ' ligningssystem
er linesmrt, men til gengsld er antallet af ligninger og ubekendte -
pgget til 5.

Iigningerne (14), (15), (16) er ligningen (1) pd karakteristik-
form. Det nye ligningssystem lader sig ikke altid behandle ved

elementsre metoder,
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8.5. Lad os nu antage, at vi har bestemt x,y,z,p og g som
funktioner af u og v, sdledes at (13), (14) og (15) er opfyldt.
Hvis/ %% , 99 & (0,0) og/ox , EZ2 £ (0,0), sikrer (13) i for-

\au ou ov oV
NRSTC med;a +;<2, at uw og v lokalt kan begtemmes som f nktioner

binde
af x og y, og dermed bliver ogsé z,p og q funktioner af x og y. De
partielle afledede r,s og t vil tilfredsstille ligningerne

rdx + sdy = dp

sdx + tdy = dq,

der for fast v er ensbetydende med de 2 forste af ligningerne
(11)+ For fast v tilfredsstiller x og y imidlertid differential-
ligningen for karakteristikkerne og (12) bevirker da, at den
gidste ligning bliver en felge af de 2 forste. Endelig sikrer
(15) , at p og q virkelig er de partielle differentialkvoti-
enter af z,.

Vi vil nu behandle nogle eksempler pd mere speciellé
hyperbolske differentialligninger under anvendelse af mindre
generelle metoder, Vi 71l indlede med en diskussion af diffe~
rentialligningen for en svingende streng, og vi vil feorst kort
omtale den fysiske baggrund for denne ligning.

Vi tenker os Z
en streng stramt ud-
spendt mellem punk=

e s TN N

terne (4,0) og (B,?) A &8

af x-aksen. Spzndingen
i strengen vil vi betegne med S. Vi vil antage, at strengen
er inhomogen med en massetmthed p(x), s8ledes at der pé

intervallet [x; ,x, ] findes massen
Xz

m(x, ,x,) = xip(x)dx.




Mat 6, 1962-63. T 8. 8.

Vi tsaker os nu strengen deformeret en lille smule,
sdledes som det er antydet pa figuren, idet hvert punkt fjernes
et stykke z = ¢(x) fra x—aksen, og nir strengen slippes los,
vil den derefter give gig til at svinge..Ved deformationen
bliver strengen en lille smule &ngere, men vi vil antage, at
den forlenges s& 1lidt, at vi ikke begdr nogen vassenlig fejl
ved stadig at give spszndingen den konstante verdi S. Vi antager
desuden, at strengens bevmgelse foregar, séledes at hvert punkt
beveger sig pd en ret linie parallel med x-aksen. Strengens
bevegelse beskrives da ved en funktion

7z = f(x,t),
som i udgangsstillingen for t = 0 er indentisk med?ﬁ(x), altsé

T(x,0) = o(x).

E
P4 den anden figur

har vi skitseret det til

intervallet [x, ,x, ] svaren-

de stykke af strengen med e

sterkt forsterrede z-koor- B

¥

dinater, Med & og ® har vi betegnet de vinkler, som tangen-
i 2 .

>

=~

terne 1 endepunkterne danner med x-aksen, Det omhandledestyk-—
ke af strengen pavirkes som antydet af snorspsndingerne i de
to endepunkter, og de lodrette komposanter af disse krsfter
udger ialt Ssin & - Ssin &, Da vinklerne &, 0g €;er smé, vil
vi uden at tabe alt for meget i nejagtighed kunne erstatte

dette udtryk med
S tg g,~ 8 tg o= S(D,T(x,,t) - DXf(Xi,t)).

Det omhandlede stykke af strengen har bevsgelses-—

maéngden o
.Lip(x) D13f(x,t)dx,
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og dennes differentialkvotient med hensyn til + er lig med den

ovenfor anferte kraftkomposant. Altsd er

o D)Cf(Xn 9t)"':va(X1 9t)
= i P (x)D2 £(x,t)dx = 8 Ty .

Her foretager vi grsnisovergangen Xs— x,08 skriver x i stedet

If

for x Derved fér vi den svingende strengs differentialligning

Pz _ o Fz
P(X)”é‘t’é' =8 O 2
med randbetingelserne
f(x,0) = o(x) , £(A,t) = £(B,t) = 0.

P4 grund af problemets natur erg (x) og S positive,
Vi
og differentialligningen derfor hyperbolsk., Ved den fglgende

behandling skriver vi y 1 stedet for t og smtter

S 2
iz = (e(x)
sé det fremgar af betegnelserne, at dette forhold ikke er
negativt,
8, 6. Vi vil altsd studere den partielle differential-
ligning

hvor ¢ kun afhsnger af x, Vi indfsrer en stamfunktion o til %,
og dennes omvendte funktion B, si vi har
(18) Dax) = 577+ DAX) = e (x)).
Differentialligningens projicerede karakteristikker
bestemmes af
~dx® + cRdy?®, "= ()
séd de 2 skarer af projicerede karakterigtikker har formen
(19) y=oalx) -20 , y=2v- x)
eller

(20) x=plu+v) , y=v-u
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Ved opstilling af ligningerne (16) mé& vi huske,
at koefficienten c®i disse ligninger her har verdien -1,

medens a har verdien c2 med den nye betydning af c. Desuden

er Xy ::%-og Xg = ~%~. Vi fér derfor ligningerne
op , 94 _ Y I :
“ou * ou T O ey~ %= Qo

Her er imidlertid
c(x) = c(plu + v)) = Dplu + V),

og ligningerne kan derfor skrives
o) 0
L(ppB(u + v)-a) = G5(pDA(u + v)+a) = pD°A(u + V).

Vi indferer nu de nye variable
(21) H=pDB(u + v)- q , K =pDpu+v) +a ,
og ligningerne viser, at der eksisterer en funktion L af u
og v, sdledes at
(22) 4L = -Kdu + Hdv.,

Tigningerne (21) giver nu

oL ok
epDp(u + v) =K+ H= -2 = "2

og de 2 sammenhgrende differentialligninger reduceres derved

£il den felles form

L 2 (AL
23) B+ BEAET (& 5)- o

Vi har sdledes reduceret problemet til lesning

af ligning (23).




8., 7. Vi har nu medt 2 eksempler pa partielle dif-
ferertialligninger, der ved karakteristikmetoden i den ene
eller den anden omtalte form overfeores i en partiel differen-
tialligning af den specielle form

(24) S = Ap + Bq + Cz,

og vi gkal derfor nmrmere omtale ligninger af denne specielle
form, For det forste fremhsver vi, at ligningen (24) kan lgses

explicit, s&fremt koefficienterne A, B og C er funktioner af

X 0g y og Ltilfredgstiller betingelsen

b
eller betingelsen
oB
26 C == - AB
(26) <

For at vise dette indforer vi
_ _ 9z
(27) Z =q - Az = oy " Az

som ny variabel, og vi fir da ved anvendelse af (24)

9L _ o _ _9A _ 94
vl S - Ap S5t5:= Bg + Cz ox 2
eller, idet q elimineres ved hjelp af (27)

v ?
(28) 2L =Bz 4+ (4B 4+ C - B)g,

Hvis betingelsen (25} er opfyldt, reduceres (28) til

9L~ BY

0X

med den fuldstsndige losning

7z =o(y) e%/B(X’y>dX,

og dette resultat indsmttes i (27), der ligeledes kan leoses

som en swdvanlig differentialligning.
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Hvis (26) er opfyldt gér det pd tilsvarende méde,

idet den nye variable y, = p - Bz indferer og %"udregnes.

Hvig (25) ikke er opfyldt fis ved differentiation

af (28) med hensyn til y en differentialligning af samme form

som (24).,
For at fremme overskueligheden sztter vi
0
B + C - 5= = E,

og partiel differentiation af (28) med hensyn til y giver

Pr_ g o By LB, _

XY oy oy oy 2
OB OB
Bg? + (B + ay)g + (BA + 3;)2,

idet vi eliminerede q ved hjzlp af (27). Vi eliminerer nu z
ved (28), som giver
19 B
z=F %~ E° .
og ved indsmttelse far vi éen nye differentialligning

Py - 1 o8 d B oE
9%y (4 + 5 ay)-gcé+B(3-§r-+(E-—AB+§—§~§g§)g

8.8, Vi vil nu undersgge det specielle tilfazlde, hvor c specielt

er givet ved
2

c(x) = &
I dette tilfmlde bliver y-aksen en singulsr linie, og vi m& -
indskrsnke os til at studere lgsningerne i hverJaflde ved
x > 0 og x < O pestemte halvplaner. H

Vi far nu karakteristikhsldningerne

: 2
X1 (x) = x Xz (X) = -2 5

og de to systemer af projicerede karskteristikker er givet ved
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y = 3X - 2u, y = 2v - %/x,

som lgses pa formen
+ 3
X =<y"3'1-1'> ’ y = Vrlle

Differentialligningerne til bestemmelse af p og ¢ far

formen
(29) (Y.il&.)z.@.'&*_‘l:o (m)z.@.ﬁ%gg:o
3 ou - ou ’ 3 av oV ’ '

og her eliminerer vi g ved at differentiere den f¢rste ligning
med hensyn til v og den anden med hensyn til q og addere de frem-

komne ligninger. Derved far vi

2
Som Sk + §umB e - o

hvilket efter bortdivision af den fmlles faktor %(u+v) kan
skrives
o] op _

som har integralet

B

(30)  (wv) + p = g(u),

hvor ¢ er en arbitrer funktion, .

Lad os tmnke os, at vi har opgivet udgangsvsrdier,

f. eks. , at

z=0, qg=X fory=0.
Vi far da ogsé

p=r=t=0,8=1 fory=0., !
Nu er

ﬁ=<u+") o _

ou 3 ? s 1,

s& vi far

i

For y = Qer v = u og (30) giver derfor

p(u) = 211%% + p = -2u,
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og (30) far lgsningen

Wv)

hvor ¢ er en ny arbitrer funktion, og 9-tallet er tilfgjet

af bekvemmelighedshensyn. Ligningerne (29) giver nu

%%’= <q %‘X> + ¢ (v) %%‘: <u g L >2 - ¢(v) + (u + v)Dg(v),

og ved integration fés
3
(32)  a-= (u 3 V> +ug(v) + K,

hvor k¥ er en arbitrsr konstant.

o .3
Tt v = uer s =0o0g q=2%= ( 3u) :

hvilket indsat i (31) og (32) fgrer til

¢ (v) =0 , k=0,
som ved en triviel integration giver

zZ = XY
idet integrationskonstanten bestemmes ved'udgangsv&rdierne.‘

8¢ 9. Vi vil nu studere en anden speciel differenti-

alligning, der ligeledes stammer fra fysikken, Vi skal igen
kort gennemgd ligningens fysiske baggrund, idet vi dog ikke
kan diskutere alle detaljer., Vi betragter en luftmasse inde-

sperret i et cylin-

drisk rer, Vi vil

tenke os Juftmassen

> X
i bBvegelse pé en ){, Xg,

séddan méde, at hastigheden overalt gir i rerets lwmngderetning
og har samme vaerdi i alle punkter af et normalsnit i cylin-
deren., Denne situation er kun tilnsrmelsesvis realisabel,
idet hastigheden (hvis cylinderen er i hvile) altid afta-

ger gradvigt mod nul ud mod cylinderens vegge. Vi vil end-

videre antage, at luftmassens tethed og tryk er ens i alle
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punkter af hvert tversnit i roret.
Heraf fremgér, at den pjeblikkelige situation kan
beskrives ved, at hastighed, tsthed og tryk er givet som

funktionen
VvV = V(X,t),"y P = R(X,t) y b= P(th)o

Rorets tversnitsareal kommer til at indgd som en fmlles fak-
tor i alle de fplgende ligninger, og for sinmpelhedsskyld

swetter vi det lig 1. Den iuftmwngde, der tilherer intervallet
[x1,x2] har massen
X, °
P(x,t)dx,
X
1
som for faste X, 08 X, har sndringshastigheden
p | “R(x,t)ax = / D,R(x, t)dx.
X x
1 1 -
Idet luftmsngden kun sndres ved, at en vis luftmengde strome
tler genhem de til X, 08 %, svarende normalsnit er den samme
sndringshastighed ogséd givet ved
R(xo8)V(xy5%) = R(x,,8)V(x,%),
og vi f8r derfor relationen
X
1 . / 2 R(Xq,t)V(Xﬁ9t>"'R(}\.d91‘)V(X‘4' .I_ ,\/)

D,R(x,t)dx + -
X5 = X‘I x, t 4 XZ X1

For X5 Xy féar vi, idet vi skriver x i stedet for Xy at
D R(x,t) + DX(R(x,t)V(x,t)) = 0,
88 vi har den partielle differentialligning

(3%) 5‘%+V—‘Q+p-5§'—0q

Denne ligning kaldes traditionelt kontinuitetsligningen.
Bevagelsesmsngden af den til RIS svarende luft-

masse er givet ved x

%5
/ R(x,t)V(x,t)dx.
%1
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Ved udregning af :ndringshastigheden for denhne beve
gelsesmengde mé det tages i betragtning, at luftmassen er i
bevegelse, sdledes at grensefladerne ved X, og X, selv beve-

ger sig med hastighederne V(x1,t) og V(xg,t), s& endrings-

nastigheden bliver
X

2 ; ‘
D[ R(x,t)V(x,t)dx =
1

x S :
X, 3
Denykraft, der pavirker luftmassen, er resultant af trykkene

i de 2 granseflader og har sdledes verdien
P(X,','t) - P(X2?t)'
Vi swtter igen de 2 udtryk lig med hinandsn, dividerer med
X5 - xi og foretager grangedvergangen Xy ;sx1, Derved far vi
iighiﬁgen, hvor vi har skrevet x i stedet for Xy
‘ ol : 2
Dy (R(x,)V(x,t)) + D _(R(x,%)V(x,%)) = -D_P(x,%),

s& v.. TAr den partielle differentialligning

v Vo 290, R _
pat*""%““z xt Vg tegx =0-

Vi multiplicerer nu (33) med v og subtraherer den fra den nye

ligning. Derved fir vi bevmgelsesligningen

(34) p %% + pvgi +-f§ = 0.

I ligningerne (33) og (34) indgis de 3 ubekendte
funktioner v, p og p. Vi har sdledes brug for endnu en lign. -
ning, og det ferste, der i denne sammenh®ng falder os ind,
er luftartens tilstandsligning, som udtrykker, at p ogp er
proportionale ved sammentrykning, og vi finder det rimeligst

at studere problemet ud fra den forudsstning, at der ikke
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tilferes eller bortferes nogen form af energi, altsd heller
ikke varme, fra systemet.

Det er rimeligt at antage, at luften i reret er ho-
mogen i den forstand, at hve:: 2ille luftrumfangs temperatur
og tryk er en og samme funktion af tmtheden. Temperaturen
bohover da slet ikke at indgd i ligningerne og det er da kendt

resultat fra termodynamikken, at

(35) p = Ap?
hvor y er en karakteristisk konstant for luftblandingen i
roret som stof betragtet, medens A er en konstant, som er
knyttet til den samlede luftmasse, og som éndres, hvis der
tilferes varme til systemet. Ligningen (35) vil ogsd gmlde
indenfor visse grsnser, selv om luftmassen er indesluttet
mellem gtempler, der ingfluerer péd luftstremningen.

8., 10. Idette tilfmzlde vil vi bibeholde de fra fysik-

ken stammende betegnelser, Vi tenker os, at vi langs en kurve

i (x,tﬁaplanen har opgivet vsrdier af p og v. Vi har da lig-

ningssystemet
20 90 =
a‘bdt + OXdX dp
oV, Vix =
Tat + Lax = av
20 4 Qav ‘ + X P = 0
ot X X

0 a1 L Xy, Wy =
SRrhe’T g P = 0

Dette ligningssystem til bestermelse af de parti-

elle differentialkvotienter af p og v har determinanten
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dt dx 0 o)
0 0 dt ax
1 v 0 P
o vao" 1 p

--,odx2 + 2ovdxdt - (pv2 - yApy) dtz.

Vi ser, at ligningssystemets determinant bliver O, hvis
(36) dx = (v + c)d% eller dx = (v - ¢)dt
hvor vi har sat | {
(37) o /i B
Sterrelsen c, der sdledes er en/funktion af twtheden,
kaldes lydhastigheden. De ved (36) bestemte retninger er
retningerne for de projicerede karakteristikkeri
Hvis ligningssystemet til bestemmelse af de 4 par-
tielle differentialkvotienter skal vemre leseligt, ndr deter- :
minanten er 0, skal den linearkombination af ligningerne; der
fads ved multiplikation med komplementer til determinantens
anden s¢jle og addition, forsvinde indentisk, Dette kraver,

at sterelserne d og dv pd hejre side tilfredsstiller betin-

gelsen o
(pdx - pvdt)dp + P dtdv,.

Heri indsetter vi de to udtryk fra (36), og derved fér
vi de to andre ligninger pad karakteristikform

cdp + pdv = 0O eller =-cdp 4+ pdv = 0.

Vi tenker os nu som smdvanlig de projicerede karakteri-
stikker givet pé parameterform

x = X(gym) , ¥ = Y(Em)

hvor vi for fast n far de karakteristikker, der svarer til de
ligninger, vi har skrevet til venstre for "eller"'", medens faste
verdier af & giver de andre karakteristikker. Vi f&r da hele

ligningssystemet p& karakteristikform
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F=t+raf, E-Gw-of
(38)

B - X -, ¥
C-C%v—‘—pja§ ’ Cg'%—pan~.

Dette ligningssystem sammen med (37) bestemmer ps Vv 0g ¢ som funk-
tioner af & og 7.

8.11., Vi skal ikke gennemfere nogen fuldstendig diskussion
af metoder til lesning af ligningssystemet (38), men derimod om-
tale en speciel klasse af logsninger, Det drejer sig om lgsninger

med den egenskab, at 0 er konstant langs hver karakteristik i det

ene system, Lad os f.eks. antage, at

% =0

identisk i & og n.-Af (38) felger da, .at vi ogsi har
%:o
og vi har derfor
=R(n), ¢ =0C(n), v=71V(n),

og den feorste af ligningerne (38) viser, at de karakteristikker,
langs hvilke n har en konstant verdi, er rette linier med ligning

x = (v +c)t + Xge

Endvidere viser den 81dste af ligningerne (38),‘at
dv = Z dp =\IvEp eE %,

88 vi fa&r relationen

(39) v = == Bk pX%l + k

it

eller

v = ;%h + k,
hvor k er en konstant. Heldningen af det andet smt karakteristik-

ker er nu

3=y .
v-1

og er sdledes en linemr funktion af c. Det forste smt karakteri-

vV -¢ =k -
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stikKer har hzldningen
+
k + %~:—}c.

I alle praktisk forekommende tilfwlde er ¥ en konstant
med verdi mellen 1 og 3. Med voksende tethed far vi derfor
voksénde ¢ og voksende hastighed. Endvidere vokser hwldﬁingen
af karakteristikkerne af det fgrste system, men hzldningen af
karakteristikkerne af det andet system af'tdager.

P4 figuren
har vi skitseret for- #
lgbet af de projice-
rede karakteristikker
for en lgsning af den

her omtalte specielle X AT »wj;¢‘«w?x

{
type. Vi minder om, at p; ¢c og v er konstante 1angs de ret-

£

linede karakteristikker, samt at ¢ o6g v er linesre voksetide
Tunktioner af de retlinede karakteristikkers haldning mod
t—-aksen. For den pa figuren skitserede lgsning gelder det alt-
sd, at vi for t = O har voksende t®thed pa [x1,x2] men afta—
gende t®:thed pa [XZ’XB]' Desuden fremgar det, at "tztheds—
profilen" bevagep sig mod hgjre som en bglge, nadr t vokser,
men under denne bevegelse mod hgjre vil intervaller med

voksende tethed blive

lengere, medens inter- ——— e——

valler med aftagende

tethed blivgpfkartere, ~wﬁ¥~5;%w“wﬂw H\wmmz
og tathedsprofilen vil
derfor sndres som antydet pa hosstaende skitse.

En lgsning af den her omtalte form kaldes en simpel




Mat. 6, 1962-63 ' Te 8421,

bglges Stgrrelsen c¢ er ligesom p en tilstandsfunktion for luft—

massen, Den kaldes lydhastighedens Ved de strgmninger, vi mg-

der i dagliglivet, ér @ndringerne i p og c¢ fra sted til sted
ret ubetydelige; og v er meget miﬁdre end c. For cksempel er
en orkans hastighed omkring en tiendedel af lydhastigheden.

8¢ 12. Vi vil supplere ovenstiende studium af de simp=~
le bglger med en undersggelse, derviser, at visse begyndelses=
verdirroblemer altid har simple bglger som lgsninger. Til det

formdl betragter vi den ved en lgsning

p = R(x,t) , v = V(x,t)
definerede afbildning ¢ af (x,t)-planen ind i (p,v)-planen.
De projicerede karakteristikker afbildes ved ¢ pa
2 kurversystemer, der tilfredsstiller hver sin af de 2 neder-
ste af ligningerne (38), altsd p& systemerne med differential-—
ligningerne

dv = ~2d o av = Sdn,
pP o8 p F

Vi 1gste den sidste af disse ligninger ovenfor og lgsningen
til den fgrste fas af lgsningen (39) ved et fortegnsskifte.
Derved far vi karakteristikkernes bhilleder i (p,v)—planen.
Fremstillingen bliver enklere, nar vi benytter v og ¢ som vari-

able, idet vi s& fér

(LO) v = ;«%%T—+ k, og v=- 5 301 + k,
som ligninger for de 2 familier af karakteristikker. Det dre—
jer sig om 2 skarer af paralelle rette linier eller rettere
halvlinier, da kun halvplanen < > O kommer 1 betragtning. De
2 skarer er indbyrdes symmetriske om en vilkarlig akse parel—
lel med v-aksen.

Vi vil nu antage, at vi i (x,t)-rummet har et
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omrade ), hvor
V:vo,c=co,p=po
er konstante. Dette omrédde afbildes ved ¢ p& punktet (co,vo)
i (c,v)-planen og derfor vil enhver projiceret karateristik,
der skarer genncm () ved ¢ afbildes p& en af kurverne (4O)
gennem (co,vo).I O er karakteristikkerné rette linier,
Pa figuren har vi tegnet
1 projiceret karateristik

af hvert system, og séle-

des at de sks#rer hinanden

udenfor 0. Skeringspunktet vil da ogs& afbildes pé.(co,vo).‘
Men alle projiccrede karakteristikker gennem punkter i det
skraverede omrdde vil da skere gennem 0, og vi kan sluite,
at hele det gkraverede omrade afbildes pa (co,vo) og at deu
projicerede karakteristikker ogsa i det skraverede omrade er

rette linier. Heraf fg¢lger, at omradet 0, hvor v, c og p er

konstante _kan udvides til et parallelelogram begrsnsct af

projicercde karakteristikker, i hvilket det stadig gmlder,

at v, ¢ og p er konstante,

Midt pa hos-
stldende figur findes
et parallelogram be~
grenset af de kraftigt ;
optrukne karakteristik- ;

b/
ker, indenfor hvilket A

vy C 08 p er konstante.

De 2 karakteristikker, der indeholder et par mod-—
stidende sider af parallelogrammet, afgranser et balte, som

udfyldes af karakteristikker af den ene familie, Ved ¢ af-
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bildes hele dette belte 1 en ret linie gennem (vs,co). For
projicerede keraskteristikker af det andet system gazlder det:
nu, at ¢ afbilder dem p& rette linier af det andet system,
og den del af en projiceret karakteristik, der ligger i det
ovenfor omtalte belte, vil derfor afbildes i et enkelt
punkt. Altsd er v, c og p konstante langs de stykker af kas=
rakteristikker? der forlgber tvers over det omtalte bzlte,
Heraf fg¢glger, at bevegelsen svarende til de dele af baltet,
der ligger udenfor parallelogrammet, er en simpel bglge,
Parallelogrammet forlenges siledes ud over alle fire sider i
belter, indenfor hvilke bevagelsen er en simpel bglge, De
projicerede karakteristikker er retlinede p& de stykker,
der skarer tvaers gennem et af bzlterne. Udenfor balterne
findes fire vinkelrum, hvor bevegelsen sedvanligvis er af
mere kompliceret natur.

8¢ 13« Det er let at konstruere lgsninger af den
i 8. 12, omtalte art. Vi behgver blot at g ud fra en vil-
karlig simpel bglge, som vi anvender pé& den ene g£ide af en
af dens retlinede karakteristikker. P4 den anden side af

denne kan vi da altid fortsmtte lgsningen ved at lade Vs
?

Cy ©8 Py beholde de samme konstante verdier, som de har pa

karakteristikken. - :
: I
Vi kan s&- /% / //
ledes have det pa figu- // %\ , / N/
h
N/ /
ren viste forlgb af de / \ b4
projicerede karakteri- T T T e '*/

stikker., Det drejer sig her om en fortynding, der som en
simpel bglge breder sig mod h¢jre ind i en hvilende luft-

masse. Vi kan imidlertid ogsd have den pa den fglgende situ-
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ation viste situation,

A, K . /‘ . R 5, .
) S RN \ 7 Y ,'/ \
hvor fortyndingsbglgen \,/ Ny )< X )(\ XX
S INC S T SN
! ~ / \\ / v -:\ / N
lgber mod venstre og N AN /“\ /\\ /%\
;/‘4 K N ',r(‘ r} N . \/ N \\{/
/ N . ; '\u s ‘\_.‘ o, AN
efterlader luften bag «g f\\/%\ﬁ/ SN
i S/ AN / \)(
T . x\\\\ S S AN
8ig 1 hvile. FoorNy LNy

8+ 14, Por fortmtningsbglger har vi ganske
tilsvarende muligheder, men den komplikation, vi allercde
i 8. 114 har antydet, g¢r sig nu geldende pa helt afggrende
vis. Som antydet pa4 figu-
ren, vil de retlihede ka-
rakteristikker i dette

tilfxelde skwore hinanden.,

Der er her tale om en for—-
tetningsbglge, der breder sig ind i en 1 en hvilende luft~—
masse. Skeringen mellem karakteristikkerne viser, at luft
med stgrre tazthed efter nogen tid indhenter luft med rin-
gere tethed, og fra matematisk synspunkt kan l¢gsningen da
ikke fortsette for hgjere verdier af t. De virkelige karak-
teristikker i (t,X,p,v)-rummet ligger da i flere lag over
vigse dele af (t,x)-planen, sA vi f4r flere lgsninger at
veelge imellem i1 et vist omrade.

Situationen kan virkelig indtreffe i praksis, og
der sker da det, at der opstar en graznseflade, sdlecdes at én
lgsning bruges pa den ene eide af gransefladen, medcns en
anden l¢gsning bruges pa den anden side af grensefladen. Ved
passage gennem grensefladen andres p, ¢ og v diskontinuert.
Grensefladen af denne art kaldes chokbglger. Det er ikke
vanskeligt at opstille et ligningssystem til beskrivelse

af’ seclve chokbglgens bevagelse, men lgsning af dette lig
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ningssystem sammen med de partielle differentialligninger
bliver let en kdmpliceret sag.

Behandlingen af en g¢hokbglge som en ren diskon=
tinuitet er selvfglgelig ikke helt realistisk, men i1 prak=
sis viser det sig, at chokbglgens lmngdc er si& ringe, at
processerne 1 selve chokbglgen bgr diskuteres under hensyn
til luftmassens partikelstruktur. Den edentlige risiko ved
de her anvendte simplifikationer ligger i, at der 1 selve
chokbglgen sker en betydelig Qmswtning af bevegelsesenergil
og potentielenergi til varme, som delvis ledes vaek. Dette

medfgrer, at den overfor med A beteghede konstant ikke mere

forbliver konstant.

8. 15. Ved den praktiske lgshing af ligningerne
(38) wil det vare hensigtsmmssigt at behandle simplec bglger
for sig. I de resterende omréder kan vi derefter bruge c og

v som uafhzngige, idet vi har

QX _ QX 90 | 9Z Qv % _ 2t dc , At Ov

O T OC dE OV A ? o T ac of = ov of’
og vi kan forudsztte ¢ og v kendt fra (40), hvor vi har ind-
sat & og n for k1 L g k2, giver indsattelse af dette i den fgr=—
ste ligning (38) en linemr ligning med de partielle di feren=
tialkvotienter af x og t som ubekendte. Den anden ligning (38)
behandles tilsvarende, og vi far derved et linesrt lignings—
system. Vi skal ikke g& n:rmerc ind p& behandlingen af dette
problem, der er af ganske samme art som det, vi kender fra

varmeledningsligningene.

8¢ 16+ Vi skal tilfgje, at definitionen af simpél
b¢glge uden videre kan anvendes for andre hyperbolske diffe-

rentialligninger,og at sztningen, om at et omrade, hvor




lgsningen er konstant, begrenses af karakteristikker, og

at lgsningen i tilgrwnsende belter er en simpel bglge, vil
gelde usndret. Derimod vil det sel%f¢1gelig ikke vere rig-—
tigt, at det ene system af karakteristikker i s&danne bsl-

ter reduceres til system af rette liniestykker.
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En eksistenssztning.

9.1, For hyperbolske differentialligninger g®lder eksistens~
sstninger, der bade med hensyn til formulering og med hensyh
til bevis ligner de for sadvanlige differentialligninger gyldige
sstninger. Vi vil fgrst vise en meget speciel sztning.

9.1.1. Smtning. Lad O ¢ R° vere et omrade i (X,¥,2,D,a)-
rummet og lad g:in ind i R vare en funktion, som tilfredsstiller
en Lipschitz-betingelse med hensyn til z, p og q, idet der ek~
gisterer et positivt tal A, sdledes at
(1) le(%,5525005005) = &8(%,5,2,504,94)] ¢

A(IZQ"‘Z1| + IPQ”P—H + lqg'q']l)’
Lad ¢:[a,b] ind i R vere en differentiabel funktion, for hvilken
(x,0(x),0,0,0) € 0 for alle x € [a,b], og hvis differentialkvo~
tient ikke antager vsrdien O. Ethvert punkt (xo,yo) med
X, € la,pl, Yy = ¢(xo) har da en omegn U, i hvilken der eksiste-
rer en lgsning z = £(x,y) til den partielle differentialligning
(2) s = g(x,¥,2,0,9),
s@ledes at
£(x,0(x)) = D, f(xy0(x)) = D f(xy0(x)) = 0,
nar (x,p(x)) € U.
Bevis. Punktmengden
A = {(x1,x2)|a < Xy < %, g Y
er sammenhsngende, og den ved
o(x,5%,) = (x,=%,) 7 (p ()9 (x,))
definerede afbildning ®:A ind i R er kontinuert. Verdimengden
a(A) er altsa sammenhzngende ., If@lge differentialligningens mid~-

delvardisatning antager Dy verdien @(x1,x2) i et punkt af
]x1,x2[. Altsd gaelder O ¢ &(A), og vi kan sdledes slutte, at
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8(A) er &t delinterval af ]Q,.[ eller af J]=»,0[. Vi vil antage,
at #(A) ¢ ]-~,0[, idet den anden mulighed kan behandles analogt.
Funktionen ¢ er da strengt aftagende. Vi vil endvidere antage,
at intervallet [a,b] er valgt sd lille, at det afsluttende rekt—
angel med vinkelspidser (a,¢(a)) og (b,p(b)) tilhdrer fallesmang-
den for 0 og (X,y)-planen. Vi kan da valge k > 0, sdledes at
(3) (2,0 ]x[o(0),p(a) Ix[-k,k]x[~k,k]x[-k,k] < 0.

For ethvert (x,y) €
[2/b]x[o(b)sp(a)] afgrane

ser kurven y = o(x) sam=

pla) -
men med akseparallelle

(=)
) ~u A(Xy )
trekantet omrade A(x,y), (Xo,yo

linier gennem (%,y) et

der specielt bliver tomt,

hvis y = go(X)o q)(b) I | !

N/
W

Inden for et passen- a b
de mindre rektangel
[x,-6»x +6 Ixlp (x +6) 0 (x ~6) ],
hvor § er et positivt fal, som vi senere vil fastlaegge
nermere, vil vi konstruere en fglge (fn) af reelle funktioner ved
fplgende iterationsproces:

fo(x,y) = 0

(4) fn+1(x,Y) = // ?(t,?,fn(t,u),Dxfn(t,u)Dyfn(t,u))dt du.
DX,y

Vi méd forst velge 4§ sa lille, at integralet altid er define~-
ret. Med B betegner vi supfemum for |g| p& punktmzngden (3). Vi
har da, sadfremt integralet er defineret, at

101 (£:9) | g 28 (p(x ~6)~p(x +8))B
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samt

(5) Dyfen (69) = [ 82, (), D8, Goom) D2, ()
o(x)

cg

(6) ‘D f

X
¥ n+1(XsY) = g(t9Y9fn(t9Y)9Dan(t9Y)9Dyfn(t9Y))dY9

o ()
som giver vurderingerne
1D, L (29| ¢ (p(x =6)=p(x +6))B

X n+
}Dyf 20B.

UA

n+1 (ng) !
Det fremgar heraf, at iterationen vil kunne fortsattes i
det uendelige, hvis blot § er valgt sad lille, at
(7) 26 < 1, 26B < k, (p(x =6)=p(x_+6))B < k,
idet disse betingelrer sikrér, at
<X9Y9fn+1<XyY)9Dan+1(X3Y)’Dyfn+1(x,Y))
vil tilhgre punktmazngden (3).
Vi indfgrer for kortheds skyld betegnelserne u, v, o8 W,
for supremerne af |fn+1—fn|, IDan+1 - Dxfnl og ]Dyfn+1 - Dyfnl
p& rektanglet [xo—ﬁ,xo+§]x[¢(xo+§),¢(xo-§)]. Vi subtraherer (4),

(5) og (6) fra de tilsvarende relationer med n+1 i stedet for
n og vurderer hgjresiderne ved (1), Derved far vi vurderingerne
2§(¢(xo~§)~¢(xo+§))A(un+vn+wn)

(¢(XO—§)—¢(XO+§))A(un+vn+wn)

u

HVAN

n+1

v

HAN

n+1

W 2§A(un+vn+wn).

174N

n+1
Vi vaelger § s& lille, at (7) er opfyldt, og yderligere si-

ledes at der eksisterer et ¢ € ]0,1[, saledes at
£ £
268 < 55 (p(x 0)-p(x 10))A < 5,

og vurderingen giver da

u + v

+ W u +v_ +w
n+1 n+1 n+1 S ?( n n n)’
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hvilket medfgrer, at rskken

er konvergent. Denne rskke majoriserer imidlertid hver af rek-

kerne
) (B (500) = £,(5,3),
oo n=0
) Dt ) = B ) Z (Dy 2y pq (127) = D2, (5,5))
n=0

og disse r&kker konvergerer derfor alle llgellgt. Da rskkernes
afsnitsfolger netop er (fn(x,y)), (Dxfn(x,y)) 08 (Dyfn(x,y)) felger
heraf, at (fn) konvergerer ligeligt mod en grsmsefunktion f, og at
(Dxfn) og (Dyfn) konvergerer ligeligh mod D f og Dyf. Vi kan da

ogsd i (4) foretage granseovergangen n - ., hvilket giver

(8)- f(x,y) ~/yw g(t,u,f(t,u), D £(t,u), Dyf(t,u)) dtdu,
A Xay
hvoraf vi far ved differentiation
nyf(XyY) = g(X,yyf(X9y')9 DXf(X,y) Dyf(x,y)),
hvilket viser, at f tilfredsstiller differentialligningen., Af (8)
fremgdr umiddelbart, at £f(x,¢(x)) = 0. Af (5) og (6) ses, at
| Dl (3, 0(x)) = Dot o (x, olx)) =
og for n-w £is heraf
D T (xpp(x)) = Dyf(x,<ﬂ(x)) = 0,
og dermed er beviset fuldfert.
9.2, Vi supplerer smtning 9.71.1 med folgende entydigheds~
sstning:
9.2,1, Swtning. Under samme forudsmtninger, som i setning

9.1.1 er lesningen T éntydigt bestemt i en omegn U af (Xo,yo)'
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Bevig., Med betegnelserne fra beviset for satning 9.1.1

har vi Tor to lgsninger f, og f, relationen (8), som ved (1) gi-

ver
!f2<X9y)”f1(X9Y)' =
,// <g(tpu,f2(t,u), DXfZ(tau)p Dyfg(t,u)) -
A(xz,y)
g(tyu,f, (t,u), DI, (t,u), Dyf1(t,u))>dt du‘ <
%[[ (|f2(t,u)~f1(t,u)|+-1DXf2(t,u)—DXf1(t,u)l+
A(X9Y>
|Dyf2(t9u)—Dyf1(t,u)[)dt du,
eller ‘

£, (x3)-F, (2,5) | ¢ 28A(¢(XO~§)~¢(XO+§))sup<Ifg(x,y)~f1(ny)§+

'Dxfz(xpy>”DXf1(Xpy)|+’Dyf2(XJY)—Dyf1(Xiy)‘>°

Ved differentiation af (8) fis relationerne
x
DKf(X,y) :(/ g(x,u,f(x,u), DXf(X,u), Dyf(x,u))du
X
Dfey) = [ ety E(6,y) DY), DE(s,y)at,

Yo (y)

og af disse far vi pd tilsvarende mdde vurderingerne

|D, £ (x,y)-D 2, (x,7)|

1FAN

<@(XO~57—QXXO+69)A sup <,o,>

28 A sup <aoq>,

hvor prikkerne i1 parentesen star for den treleddede sum, der ind-

| D%, (., 3) =D £, (x,5) |

17N

gar i den forste vurdering. Stadig med betegnelserne fra beviset

for sgtning 9.7.1 far vi nu ved addition af de tre vurderinger
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£, (2, 3)~F, (e, 3) | +] D, 8, (e, 3) =D £y (5,3) | +] Dy £, (x,3)-D oty (3,30 | <

2 supg]fg(x,y>~f1(x,y)!+lDXf2<x,y>—DXf1(x,y>|+1Dyf2(x,y>—Dyf($,y>Q :

og dette krmver, dae < 1, at den treleddede sum forsvinder iden-

tigk, Dermed er pastanden bevist.

9.3, Vi vil nu udvide s&tning 9.17.71 til det tilfselde, hvor

udgangsverdier er opgivet langs kurven y = ¢ (x).
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9.3.1, Swtning. Med betegnelserne fra swmtning 9,1.1 tenker
vi os givet afbildninger ¥,w,k: [a,b]l ind i R, af hvilke ¢ or
differentiabel, medens de to andre er kontinuerte, Hvis 7, 7 08
tilfredsstiller betingels:tn

DZ = 7+ kDo,

har den partielle differentialligning (2) en losning 2z = f1(x,y),
gsom tilfredsstiller udgangsbetingelserne

t(x,0(x)) = 2(x), D I(x,0e(x)) =n(x), Dyf(x,w(X)) = Kk(x).

Bevis. Funktionen

v (x,y) = 2(x) + (y=o(x)c(x)

ses umiddelbart at tilfredsstille alle udgangsbetingelserne, o0g

vi indferer en ny variabel Zy s idet vi sstter
o az1
z = z1-+¢, =gyt mx%’ q = 35 + Dyw.

Derved overferes begyndelsesvaerdiet 1 et problem af den type, for
hvilken s@tning 9.7.1 og 9.1.2 gelder, Vi fik altsid med det sam~
me bevist, at lesningen er éntydig bestemt.

9.4. Den vilkérlige linemre differentialligning

ar + 2bs + ¢t = g,
hvor a, b og ¢ kun afhsnger af x og y, overfores ved de i kapitel
8 behandlede metoder i en ligning af den her behandlede form, og
vi kan derfor anvende é&tningerne pé& enhver hyperbolsk, linesr
differentialligning, nir udgangsverdierne er givet langs en kurve,
der ikke rerer nogen projiceret karakteristik.

9.5. Som for smdvanlige differentialligninger kan det vi-
ses, at lesningen i en vis forstand afhenger kontinuert af ud-
gangsverdierne, Nu bestdr disse imidlertid af funktioner, og vi
mé sdledes indfere en topologi pd funktionsrummet for at defi-

nere den omtalte kontinuitet. Af beviset for smtning 9.3.1 frem~
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gdr, at en mhdring i udgangsverdien kan erstattes med en sndring
af funktionen g, Vi m& nu vslge topologien sédan, at Lipschitzbe-
tingelsen bliver opfyldt ligeligt pd en omegn i funktionsrummet.
Vi far da ligelig konvergens af iterationen, og kontinuiteten vil,
da felge af, at hvert trin i iterationen afhznger kontinuert af
udgangsverdierne, Vi skal ikke gennemfore detaljerne, da en gene-
rel setning ikke har stor topologi. Hvis funktionen g er '"pzn",
vil kontinuiteten ofte kunne vises for en ret grov topologi pé
funktionsrummet, og det er skmrpede resultater af denne art, der har
praktisk interesse.
9.6. For den specielle differentialligning
(9) 8 = Ap + Bq + Oz + E,
hvor A,B, C og E kun afhsnger af x og y, kan vi vise en global

AN
eksistenss®tning, idet udgangsver-— o(b) -

dier pad kurven y = o(x), x¢€ [a,b],

der tilfredsstiller lignende betin-

gelser som i de ovenfor viste set-

o(a) L.

ninger, for en ligning af formen (9)

|

|

éntydigt fastlegger en lesning i a | b
det mindste akseparallelle rektangel, der indeholder kurven.

Dette beror pad, at hejre side i (9) er defineret for alle p, g 0g 2z,
s8ledes at betingelsen for, at z, p og g bliver indenfor omradet
automatisk er opfyldt. Endvidere kan konstanten i Lipschitzbetingel-~
sen velges fast som det storste af supremerne for |A|, |B| og |C]

i rektanglet., Dette medferer, at den positive konstant i eksistens-
beviset kan vzlges ens for alle punkter i rektanglet for udgangs-

verdier pa kufver, hvis heldning ligger mellem faste granser.

Dette medferer, at udgangsverdierne pd kurven sikrer eksistens og
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éntydighed af lesningerne i et bmlte af fast bredde som det pa
figuren antydede., En kurve tmt ved bmltets rand giver nu anledning

til en lesning i et nyt bzlte af samme bredde o0.s8.V.
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Adskillelse af de variable.

10.1. Hvis en partiel differentialligning er linesmr i sa-—
vel den ubekendte funktion som alle de optrzdende differential-
kvotienter, bliver lgsningsmengden et linemrt funktionsrum, og
det kan da vere formd&lstjenligt at forsege at bestemme visse spe-
cielle lesninger, som frembringer hele legsningsmsngden.

I visse simple tilfelde har lgsningsrummet en basis, be-
stdende af produkter af funktioner, der hver kun afhanger af 1
variabel, og det vil da 1 reglen vare let at bestemme disse basis—
funktioner., En partikulsr lesning svarende til givne udgangsverdier
kan da bestemmes, idet de givne udgangsverdier rskkeudvikles efter
basisfunktionerne, I mange tilfslde kan l@sningén af opgaven til-
rettelegges, déledes at basisfunktionerne kan bestemmes som egen—
vektorer for en opérator i et Hilbert- eller Banach-rum, og rak-
keudviklingen fas ved hjslp af spektralsetningen. Vi skal her blot
beskeftige 0s med et serligt simpelt eksempel, nemlig den svingen-—
de strengs differentialligning.

10.2. Vi tenker os den svingende strengs differentiallig-
ning givet pa formen

(1) azz - a(x)2 622 -0
2 2 ‘
ox ot

hvor o er en kontinuert, strengt positiv funktion, Vi indsztter
z = £(x)g(t),
hvor f og g er 2 gange differentiable funktioner. Derved far vi
g(6)D% (x) = o (x)2£(x)D%g (%) = O.
eller bortset fra nulpunkter for f og g
D°f(x) _ D e(t)
a(x)?e(x) B
og den felles~verdi for disse 2 kvotienter er sdledes uwafhsngig
af s8vel x som y og har derfor en konstant verdi -N\, og f og g
méd sdledes vere legsninger 4il hver sin af de 2 differentiallig-

ninger
2 2
(2) Q_% +%&X(X)2u =0 |, Q_% +Nv = 0.
dx at

Den sidste af disse ligninger kan leseg ved elementsre

metoder, medens behandlingen af den ferste ligning er mere kompll-~

ceret.
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10.3. Der knytter sig sterst interesse til det special-
tilfelde, hvor den svingende streng har sine endepunkter fsstnet
i to punkter. Svarende hertil vil vi kun interessere og for de
lgsninger, der tilfredsstiller betingelsen z = 0 for x = 0 og for
x = 1., Idet vi erindrer, at dette gmlder for alle t, ser vi, at be~-
tingelsen reduceres til £(0) = £(1) = 0. Tallet 1 > O er den svin-—
gende strengs lsngde, Vi ser, at tilfgjelsen af den anforte udgéngs-
betingelse forer og til et randverdiproblem for den ferste af de
swdvanlige differentialligninger (2).

Vi vil i det folgende antage, at koefficienten oi (1)
er en afbildning o: R ind i R, Heri ligger der intet specielt, idet
vi altid kan tenke os funktionen o fortsat pd hele den reelle
akse som en kontinuert funktion, Den fuldstendige leosning til den
forste af ligningerne (2) har da formen
(%) u = c1f1(x) + cgfg(x),
hvor ¢, og ¢, er arbitrere konstanter, medens f,,f,: R ind i R er
partikulere lesninger, som tilfredsstiller betingelsen

£,(x) , £,(x)
(4) W(x) = 0
Df1(x), sz(x)

for enhver wverdi af x, Determinanten kaldes gsom bekendt Wronski-
determinanten. Betingelsen (4) sikrer som bekendt, at begyndelses—
verdier for f(x) og Df(x) i et punkt x, altid éntydigt fastlegger
en lesning til den ferste ligning (2).

I det foreliggende tilfelde er problemet imidlertid et
randverdiproblem, Hvis vi har givne randverdier £(0) = u, og

£(1) = Uy forer lesning af randverdiproblemet til ligningssystemet
%fﬁo)+c§2m)=u1
(5) 01f1(l) + cgfg(l) = u,

til bestemmelse af de arbitrsre konstanter., Randverdiproblemet
far 1 og kun 1 lesning undtagen i det specielle tilfelde, hvor
det til (5) svarende homogene ligningssystem

c,£,(0) + ¢, £,(0) =0

01f1(l) + 02f2(0) =0
har egentlige lesninger, Men det svarer netop til, at det specielle
randverdiproblem £(0) = f£(1) = 0 har egentlige lssninger. Det vil
da netop have uendelig mange indbyrdes proportionale lesninger,
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10.4. Vi gkal s8ledes finde lesningerne til

2
(6) Qm% +ho(x)®u =0, u=0 for x=0 og for x = 1 ,

ax

ide£ 1l er et give% positivt tal, medens N er et ubekendt tal. Vi
vil ferst-underssge forholdene for N < 0, og vi vil viese, at i
dette tilfelde har differentialligningen slet ikke lgsninger med
flere end 1 nulpunkt.

Hvis losningen f, som ikke er identisk O, har mere end
1 nulpunkt, kan vi finde et interval ]X1,X2[ mellem pa hinanden
felgende nulpunkter for f., Heraf folger, at f har konstant fortegn
Pa ]X1,X2[, og da -f ogsd er lesning, kan vi antage, at £ er positiv,
Af middelverdisstningen felger nu umiddelbart, at der findes et
punkt X3€:]X1,X2[ med Df(XB) > 0. Af (6) feolger, at D°f eor positiv
i ethvert interval, hvor f er positiv., Altsd er Df strengt voksende
pa ]X1,X2[, altsd positiv pa ] X3,X2[ . Heraf folger, at f er strengt
voksende pé[vXB,XZ] i modstrid med, at f(XB) > 0, men f(xz) = 0,

Randverdiproblemet har sdledeg aldrig egentlige lgsninger

for n < 0.
For N = 0 har randvsrdiproblemet heller ikke egentlig los-

ninger, idet alle lesninger til differentialligningen i dette til-
fwlde er linesre.

10.5. Vi gdr nu over til at betragte det vanskeligere til-~
felde N > 0. Vi vil indfere den antagelse, at

(0 | [ @t ?ax <.

0
Lad nu f vere en lgsning, og lad X, vere et nulpunkt for £, Da

Wronskideterminanten aldrig forsvinder, er Df(xo) + 0. Lad os
antage, at Df(Xo) > 0., Vi kan velge h > 0, sdledes at f er strengt

voksende 1 [xo,xo+h] » Vi har da p& grund af differentialligningen
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Df(xo+h) < Df(xo),

og vi sxtter
Lad os nu antage, at X, > X, * 2h er Vaigt, sdledes at
£(x) 2 k for x€ [x +h,x].
For Xéi[xo+h,x1] far vi da ifelge differentialligﬁingen
X
~ 2
Df(x) = Df(x_+h) ~n [ X(£)E(L)Ag

X +h

Dt (x,) - xk/ ale)de

Xq +h

hvilket igen medferer

X

1
k < f(x,) = £(x +h) + f Df(n) an <
N x,*h B

l{+Df&oMXTXo)"7k 1h(/ Mf)d@dm
X _+ X, +h

Ved delt integration omskrives det 31dste integral til

X X X
x, /1 q@)%g—/71mx()%ﬂ= /1(Q-Qagyﬁﬁ
x0+h xo+h xo+h

s& vi far uligheden

Nk ‘[ (x1ﬁ§)a(§)2d§ < DE(x ) (x,=x ),

x +h
o
og da integranden er positiv, gelder uligheden stadig, hvis vi

erstatter ovre gremse med %(XO+X1), og vi har derfor

(x,-€)alg)%ag 3 $(x,—x, ) 2% (§) ag,

s& vi sluttelig far vurderingen
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Af (7) felger nu, at Xy ikke kan vsre vilkarlig stor., Altsa kan
vi velge x,, slledes at vi netop har f(x1) = k, P& intervallet
}xo+h,x1[ er £(x) > k, og da Df er monotont aftagende for f(x) >'O,
kan vi slutte, at Df(x1) < 0. For x > x, har vi da, s& lenge f(x)
bliver ved at vere positiv, at f(x) < k - (X—X1)Df(X1), og heraf
fremgiar, at f har et nulpunkt for x > X

Vi har séledes

vist, at lesningsfunk- fgﬁﬁﬁﬂﬁgﬁwﬁtwiahwgka
X .

tionens grafiske billede o ~

bl

har en bolgetop som antydet pad figuren, Da -~f ogsd er lesning, kan
vi gentage rmsonnementet og pavise eksistensen af en felgende bol-
gedal, Lesningsfunktionen har altsa form‘som en belge, der strskker
sig i det uendelige, men det vil s:dvanligvis vere en noget ure-
gelmessig bglge, hvis toppe og dale har varierende lengde og
hgjde. Vi bemzrker, at kurvens vendepunkter altid falder ngj-
agtigt 1 skeringspunkterne med x-—-aksen.

10.6 Det er let at vise, at lgsningen til differential-

ligningen
2
2
- (8) g“% + ne(x)u = 0
dx
svarende til givne udgangsvardier

x =0, u=0, %% =

pé ethvert fast endeligt interval afh®:nger kontinuert af n.
Vi erstatter N med N + AN 02 lgsningen bliver derefter u + u1,

hvor 5

e+ (N )a(x) P (utu, ) = 0.
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Ved subtraktion af den oprindelige ligning fés
d2u1 o )
memep (%) uy + Mo () (u+u1) = 0,
dx
Hvis (8) har de linesrt uafhengige lgsninger f1(x) T

P2(X) med Wronskideterminanten W(x) giver de arbiirere kon-

stanters variationsmetode lgsning u1(x) péa formen

. X g (=) 2 =)+, (&)

— ag -
X V()

u, (x) =

o <§ Jo (& )2 (u(g)+u, (€)) )

w) / - 3

W(g)
Betragter vi nu et fast interval [Xogxo+1Jg giver denne _~igniirg
umiddelbart en vurdering af formen
Sup]u1| < [A?\!K(Stl_p]u]+su}_:>|u,l]),J
som For tilstrakkelig smd [AN] giver

—-Kepp. Lo
sup|u, | < 77 R[]

Heraf fremgar, at lgsningen alhsnger kontinuert af A.
10.7. Lad f verc en lgsning til (8) og lad [xogxﬁ] Ve ¢

et interval mellem 2 nulpunkter for f. Pa figuren har vi antydct

lgsningen i dette .
i B
. . . »“'f ,_«f""ﬂ o
interval, idet vi har ffﬁﬁ - :
o % o %,

antaget, at det drejer

sig om en bglgetop. Vi har desuden tegnet et stykke af o¢n 1lgs-

ning, der starter lidt til venstre for X, med samme heldaing. 1

X, er dens heldning formindskes noget og til hgjre For X, vil

heldningen formindskes hurtigere end for den oprindelige lgenin

q
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Den nye bglge vil derf'or nave sin top til venstre for den gamle
bglges. Vi kan nu multiplicere den nye lgsning med.en konstant,
s& de to bglgetoppe bliver lige hgje. Det er da klart, at den
nye kufve skarer den gamle. Den kan imidlertid kun skare bglges
toppen 1 gang, da randvardiproblemet er,éntydigt lgseligt for
®gte delintervaller af [xé,x1]. Vi sef sadledes at den nye bglge
ligger s&ledes i forhold til den gamle,ﬂat alle skeringspunkter
med x-aksen er forskudt mod venstre. \

10, 8. Vi Vil nu betragte 2 eksemplarer af ligninw

gen (8) svarende til forskellige verdier af Ay altsa

dx2
hvor vi vil antage, at %1 < %2. Vi betragter en lgsning f1 til

2 2
(9) £ +rna@u=0 , &+ rax% =0,

den fgrste ligning og en lgsning fs til den anden ligning, og

vi antager, at det i et punkt X, galder, at
f, (x ) = T (x ) = O, Df, (x ) = Df, (x ) > 0.

Begge 1¢snlnger vil da have bglgetop, som begynder i Koo Af dif-

ferentialligningen fremgaér umiddelbart, at

2 2
D f1(xo) = —%1a(xo) f1(xo) = 0,

!
O

pPr,(x ) = JAZx(xo)zfz(xo) =

samt ved differentiation af differentialligningen, at

(10)  DPr,(x,) = “Nalx)?pr, (x,), Dor,(x,) = -nolx,)?DE,(x,),

hvilkét viser, at D3f1(xo) > D3f2(xo). Heraf feolger, at der eksi-
sterer et interwval ]xo,xo+h[, h > b,rhvor f1(x) > fz(x).

Lad nu X, vere ‘det forste nulbunkt for f1 efter X Vi vil
vise, at ligningen fi(x) = £,(x) ikke kan vare opfyldt i inter-
vallet ]XO,X1]. Vi ferer beviset indirekte, idet vi antager,'at

f1(x2) = f2(x2) 0g X, € ]Xo,x1}. Vi betragter forst tilfmldet
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X, ¢ 1+ I dette tilfalde er f1(x)(f2(x))'1 kontinuert p& Jx_,x,]
og har granseverdien 1 1 venstre endepunkt. Den vil derfor i
et punkt x3 € ]xo,xz[ antage sih stgrstevaerdi « > 1. Vi betrag-
ter lgsningen fj(x) = Kfz(x) til den sidste af ligningerne (9).
Den tilfredsstiller betingelsen f,(x,) = £, (x;), men £,(x) »
f1(x) i en omegn af x;. Nu er imidlertid

pr,(xs) = DF, (x5) D2f3(x3) < D, (x5).
Det fgrste fglger af, at fj(x) - f1(x) > 0 i en omegn af X5 O
det sidste fglger af, at f1 og f3 tilfredsstiller hver sin af
ligningerne (9). Men denne ulighed ville netop medfgre, at

f5(x) < f1(x) i en omegn af x; bortset fra selve punktet x.

I tilfeldet x, = x, far 1‘1(}1)(f‘2(><))._1 en gransevaerdi

i x1, da sz(x1) + O, og den antager derfor sin stgrsteverdi

K > 1 1 et punkt XB € ]xo,x1]; For X3 < X1 galder rasonnementet

uendret. For XB = X1 benytter vi (10) med X1 i stedet for XO og

f3 i stedet for f2 for at fa

~ 2 .2 3 3
pr, (x,) = DfB(x1), D f1(x1) =D f5(x1)9 D7r, (x,) < D7rg(x,)
i modstrid med, at fB(X) > f1(x) i et interval til venstre for

X

y
Af ovenstéende

overve jelser fglger, at alle

g

et e,
lgsningskurvens skerings- T e .
° X — %\ax\> .\*\N >
punkter med x-aksen til Xy X

héjre for X bevager sig
mod venstre, nar N\ vokser.
10.9. Vi vender nu tilbage til det oprindelige prob-

lem, som er et specielt tilfelde af det s&kaldte Sturm-Liouville-

problem. Vi s¢gger altsid lgsningen til
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2

2
(10) 22+ (x)u = 0
dx
med randbetingelserne
(11) u=0 forx=0 og x=1.

For N < O har dette problem ingen lgsninger. For N\ > O
vil en lgsning u = £(x) med £(0) = 0 til ligningen (10) vmre en
bglge, der skerer x—aksen uendelig mange gange. Nar A vokser vil
alle disse skaringspunkter bevage sig mod venstre. Det ses ogsé
umiddelbart af det foregaende, at man ved at velge N tilstrazkke-
lig stor kan opnd, at den samlede langde af de fgrste n bglger
bliver vilkarlig lille. Af resultatet i 10.6 fremgar, at abscis-
serne til skeringspunkterne med x-aksen afhsnger kontinuert af N.
Heraf fglger, at det for uendelig mange verdier af N indtrzffer,
at 6t skuringspunkt med x-aksen falder i x = 1, og randbetingel-
sen (11) er da opfyldt. Vi ser sdledes, at Sturm-Liouville-prob-
lemet (10),(11) har lgsninger for en voksende fglge Ny <Ry < e
af vwrdier af N. Det ses ogsé, at denne fglge g&r mod .

10.10. Sturm-Liouville-problemet kan formuleres som et
egenvardiproblem. Lad @2[0,1J vere klassen af 2 gange differenti-
able funktioner £ : [0,1]) ind i R med £(0) = (1) = 0, organiseret
som et vektorrum med en passende topologi. Vi har da en operator

L : 62[0,1] ind i #[0,1],
hvor F[0,1] er msngden af funktioner pd [0,1], og hvor L er de-
fineret ved
d2u

Iu = —(x)™% =5
dax

Det ses da, at de sggte verdier af A netop er e¢genvardier for L,

medens lgsningerne er de tilsvarende egenvektorer,
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Det ses, at L ikke afbilder sit definitionsrum pé sig
gselv, men ind 1 et langt mere omfattende rum. Dette giver anled-
ning til principielle vanskeligheder ved anvendelsen af den al-
mindclige teori for operatorer i Banach~rum. Vi skal ikke gé
narmere ind pa dette spgrgsmal,

10.11. For den partielle differentialligning for den
svingende streng f&r vi nu umiddelbart lgsninger ved at supplere
l¢gsningerne +il Sturm-Liouville-problemet med lgsninger til
differentialligningen

2

a v _
m2«+7\V—-O

at

for sanme vardier al N. Vore fundamentale lgsninger far sdledes
formen
f(x)cos(wt-¢)

hvor w2 = N. Her er f(x) en funktion, hvis grafiske billede er
bplgeformet. Denne bglge vandrer ikke henad x-aksen, som de tid-
ligere omtalte, men bliver pd samme sted, sdledes at alle dens
knuder er faste, men amplituden varierer altsd periodisk 1 ti-
dens 1lgb. Vi taler derfor om en staende bglge.

Vi far en voksende fglge 0 < ay <wp Cove af verdier af
konstanten @ i lgsningen, ndr 1 er fast valgt. Svarende hertil far

vi stdende bglger med svingningstider

2 2
(’)Jg >w'f:]l:> L) °
1 2

Hvis strengen er homogen, bliver disse indbyrdes harmoniske, men

i det almindelige tilfewlde vil de s@dvanligvis vere disharmoniske.

Hvis vi nu sgger en lgsning svarende til givne udgangs-—

vordier
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£(x,0) = g(x), D,f(x,0) = h(x),

hvor
g(0) = g(1) = 0, n(0) = n(1) = 0,
tenker vi os denne skrevet som en sum af fundamentallgsninger

o0

Bt
fbgt):ZzlﬂﬁxﬂafmmEMhﬁnmﬁtﬁ

n=1
og vi ser, at vi blot behgver at velge koefficienterne a, og bn’

saledus at
o0
o0

=
T

Y af00 = 800, ) Bt (0 - a0,

n=1 n=14

og denne opgave reduceres siledes til problemet om udvikling af

f og g i rakke efter egenvektorerne fn og en passende spektral-

setning vil eventuelt klare sagen. Vi skal ikke her ga nzrmere

ind p& dette spgrgsmal.
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Varmeledningsligningen.

11.1. Hvis de to sider af en tyk metalveg holdes p& hver
sin faste temperatur, vil der i tidens 1lgb indstille sig en 1i-
gevaegtstilstand, s8ledes at temperaturen varierer linesmrt gennem
veggen, og der vil da ved varmeledning transporteres energi gen-~
nem veggen med en hastighed, der viser sig, at vsre proportional
med forskellen mellem temperaturen pé veggens to sider., Energi-

transporten gdr i retning af den side, hvor temperaturen er lavest.

Vi kan derfor skrive

OE _ . oT
(1) 5t = k3%

hvor g% er energitransporten pr. tidsenhed, medens g% er tempe-

raturendringen pr., lengdeenhed vinkelret pa vegfladen, Minustegnet
antyder, at energitransporten gar i retning af aftagende temperatur,
og k er en konstant, som er karakteristisk for det materiale, veggen
bestér af. I virkeligheden er k ikke helt uafhengig af temperaturen,

11.2. Den ovenfor omtalte situation kan uden videre efter-
proves eksperimentelt. Fra matematisk synspunkt kan man naturlig-
vis ikke ud fra det ovenfor anfeorte slutte noget som helst om
forholdene, ndr den omtalte ligevmgtstilstand endnu ikke har ind~-
stillet sig, sé& temperaturfordelingen endnu varierer 1 tidens lgob,
For at komme videre gor vi nu den antagelse, at ligningen (1) er
almengyldig. Vi vil kun besk:ftige os med det 1-dimensionale til~
felde, hvor tempereturen er funktion af t og den ene rumkoordinat-
x, men vafhzngig af de 2 andre rumkoordinater,

Vi betragter nu stykket [X1,X2] af x—-aksen. Den varmemengde,

der findes i et ror af tvwfsnit 1 langs dette interval er giﬁet ved




%5

] y (x)T(x,t)dx,

%
hvor y er varmefylden og T temperaturen. I varmemengden indgér
en additiv, arbitrsr konstant, som er uden betydning for os, An-

dringen af energiindholdet i det betragfede runelement er gived

ved

: 0

/ A(x) 5T T(x,t)dx,

I,

men ogsd ved den ifelge (1) tilferte energi

-k(_x1 )DXT(X,‘,t) + k(XZ)DXT(XQ, ).

Altsé er
X
2 k(x,)D T(x.,t)-k(x, )D T(x,,t)
: / »(x)D, P (x,t)dx = ——a—X 21 1k
X =X t
2 1 ‘ X=X
X 271

1
Vi foretager granseovergangen X, - ¥, 08 skriver x i stedet for

x,. Derved f&r vi den 1-dimensionale varmeledningsligning

g
(2) v (0% = 5% (k(x)LD).

i denne form er ligningen anvendelig ogséd for inhomogent
stof, idet vy og k kan variere fra sted til sted. Vi minder om, at
(2) ikke folger umiddelbart af det forst omtalte til grund liggen-
de eksperiment, Ligningen (2) er ikke umiddelbart egnet til efter—
provning ved eksperiment. Den egentlige eksperimentelle verifi-
kation af (2) m& s8ledes vere en verifikation af lesninger til (2),
idet disse ofte lader sig efterprove ved eksperiment.

11.3 Vi vil nu forst forsege at finde fundamentallgsninger
til (2) ved at adskille de variable., Vi sstter
T =uv, u-=7f(x), v=gt),




og vi far
dv d du
YIE = Vix (k a-}z),
og efter division med wuv bliver venstre side uafhsngig af x og

hojre side uafhsngig af t, s& begge sider f&r en konstant verdi -\

Vi far derved ligningerne

a du - dv =
o (kg ) +xwu =0, 5T + A\ = 0.

Den forste af disse ligninger giver anledning til et Sturm-ILiou-

ville~problem i lighed med det, vi medte i forbindelse med den

svingende strengs differentialligning.

11,4 Vi vil nu nsrmere studere det specielle tilfslde, hvor
Y og k er konstante. Ved et variabelgkift t = Kt1, k > 0 kan vi
vilkérligt sndre vardien af den konstante faktor y-1k, og det vil

derfor vere tilstrskkeligt at betragbe ligningen

o _ or
5% T 2.

Denne ligning er ligesom den generellere ligning (2) en parabolsk
differentialligning, og karakteristikkerne er rette linier paral-

lelle med x-aksen. Ved adskillelse af de variable far vi ligningerne

42
(3) ié——%nL?\u:O, g—Y+7\v=O.
@x

Vi vil nu specielt sgge at bestemme fundamentallgsninger

svarende til randvsrdierne
u=0Tforx=00gx=1, 1 > 0.

Da vi straks kunne have indfert en ny uafhmngig variabel wved

X =l Xy, €T det nok at studere en speciel verdi af 1. Vi vil fore-~

trekke at velge 1 =,

Om den ferste af ligningerne (3) gmzlder det, at leosningerne

for N< O har hejst 1 nulpunkt, og de kan derfor ikke tilfreds-
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stille de foreliggende randbetingelser, For7\=cu2 far den forste
ligning (3) lpsningerne asin(wx+¢), hvor a oge er arbitrzre kon-
stanter, Det ses, at randbetingelserne kan opfyldes, hvis og kun
hvis @ er et helt tal, og vi kan da velge 9= 0, Svarende til los-
ningen

u = sin nx
har vi A= n2, og den sidste ligning (3) fér derfor lesningen

2

-1
v = e K

sa vi far fundamentallesningerne
2 s
n~t _.
sin nx, n=1,2,°¢+°,

T =e"

Vi ser, at temperaturen i ethvert punkt af veggen gdr ekspom
nentielt mod O. Det interessante er, at dette sker, siledes at
sinusform afvtemperaturfordelingen bevares under nedkelingen,

11.5., Vi vil nu antage, at vi har opgivet temperaturforde~
lingen

T(x,0) = £(x)

til tidspunktet t = O. Funktionen f : [0,#]ind i R antages diffe~
rentiabel, og desuden forudsmtter vi, at £(0) = f(r) = 0. Vi kan
da tenke os f fortsat som en ulige kontinuert funktion med periode

27, Vi vil anvende betegnelsen f ogsd for den udvidede funktion., Vi

ved da fra mat, 1 og mat. 2, at funktionen f kan udvikles i en kon-

vergent Fourierrskke

-

f(x) = b sin nx.

It
-

n

Det folger umiddelbart, at rskken




(4) o 2
T(x,t) = 21/ bﬂe"n Ssin nx.

n=

.Y

er ligelig konvergent for t > 0, idet raskken Qi;b sin‘ﬁi%égmiiéé;
= n

lig konvergent, medens de tilfejede faktorer e™™ b for enhver fast

verci af t 2 O varierer monotont med n.

Heraf felger, at T(x,t) er kontinuert for t 2 0, og det
seg derefter umiddelbart, at T tilfredsstiller randbetingelserne.
For t 2 t,y hvor %t er positiv, er ogsd de rskker, der fas ved led-
vis differentiation 2 gange med hensyn til x eller + ligelig kon-
vergente, og vi kan derfor slutte, at T tilfredsstiller differenti-~
alligningen for twltb uden at stille flere krav til funktionen f(x).
Vi m& i hvert fald krmve 2 gange differentiabilitet, for problemet
overhovedet har mening., Hvis vi krsver, at f er 3 gange kontinuert
differentiabel, kan vi differentiere (4) ledvis for t = 0, og lig-
ningen vil da vere tilfredsstillet for t = 0.

For £ > 0 er (4) vilkadrlig ofte differentiabel. Det ses
umiddelbart, at (4) konvergerer ligeligt, ogsd for komplekse ver-
dier af x og t i det ved Ret ) to,limxl < 4, hvor t, 08 A er positive
tal, Heraf felger, at lesningen (4) endda er en analytisk funktion.

Vi ser sélédes, at randv&rdiproblemet er lgseligt, selv om
f har visse former for singularitéter, men disse singulariteter ud~-
glattes pjeblikkeligt, s& lesningen bliver analytisk fof t > 0.

11.6. Vi betfagter en lesning T(x,t) til varmelednings-
ledningen i et rektangel

.- agx b, t, < t < t2’

sdledes at forstd, at T er kontinuert i hele rektanglet, og i rekt-

aﬂglets indre 2 gange differentiabel med hensyn til x og 1 gang
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med hensyn til t, sdledes at
(6) DT = DT
Vi vil nu vise sstningen:

Funktionen T antager gin stersteverdi i et punkt (xo,to),

hvor enten Xo = g eller b eller to = t1. Det samme gmlder for

mindsteverdien af T,

Bevigs, Da -~T ogsé er lesning, er det nok at vise pastanden
for steorstevesrdiens vedkommende, Vi vil ferst indirekte vise, at
storsteverdien antages pad rektanglets rand. I modsat fald var
T(Xo,t ) effektivt sterre end storsteverdien af T pd rektanglets
rand, og vi kunne vzlge € > O, sédledes at det for
(7) Ulx,) = T(x,t) + e(x-x,)?
ligeledes gzlder, at U(xo,to) er storre end enhver verdi, som U
antager pd rektanglets rand. Lad (x*,t*) vere det punkt, hvor U
antager sin stersteverdi. Vi har da

(8)  DU(",t" =D U(x*1") = 0; D_U(x*,t*) <o,

men ved anvendelse af (6) og (7) felger heraf ,
(9) 2= DXXT(X*,JG*) - DT (x*,t%) + 2¢ =
DXXU(X$,t*) - D U(x*,t%) <o,

i modstrid med, at ¢ var positiv,

Ved en simpel modifikation af dette rmsonnement far vi nu
et bevig for pastanden i smtningen. Hvis denne pastand ikke wvar
rigtig, kunne vi i henhold til det ovenfor anferte valge (Xo,tz)
p& rektanglets soverste side, sdledes at T(xo,tz) var effektivt
storre end funktionens stersteverdi pd de ovrige 3 sider. Dette
ville imidlertid stadig gelde, hvis vi erstattede t2 med tz—h,
hvor h > 0 er til strskkelig lille. Vi kan derfor antage, at (6)
er opfyldt, ogsd pd rektanglets overste side. Vi kan da gennem—
fere ordret samme arrangement som ovenfor med den ene @ndring, at

(Xm,t*) eventuelt falder pd rektanglets overste side, og (8)

3
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m8 da erstattes med
D U(x"+% =0, DUt 20, D UK ,t7) <O,
men det vil ikke sdelmgge vurderingen (9).

11.7. Vi vender et ojeblik tilbage til problemstillingens
fysigke baggrund. Begyndelsesverdierne f(x) er en given tempera—
turfordeling for t = 0. Det fremgdr af vort resultat ovenfor, at
temperaturfordelingen derved er fastlagt for ethvert senere tids-

punkt, Ved hjelp af varmeledningsligningen kan vi s8ledes forudsige,
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hvordan temperaturfordelingen vil vare p& ethvert tidspunkt i
fremtideno

P4 den anden side ser vi ogsa, at den fundne razkkeud-—
vikling ikke kan forventes at konvergere for alle negative var-

dier af t. Det fremgér endda, at visse legsninger for t -» ~t,,.

to > 0 vil konvergere mod en graznse-funktion, der ikke er wil-
zarlig ofte differentiabel, Jja maske ikke 2 gange differentia-
bel. 8& kan vi ikke fglge lgsningen lengere tilbage 1 tiden.
Hvis den nemlig kunne f¢re lgsningen tilbage til tidspunktet
mt1 < ~to som en 2 gange differentiabel funktion, kunne vi ogsa
fTorfglge den frem 1 tiden fra tidspunktet‘—t1 ved den overfor
benyttede metode, og vi wille f£& en analytisk l¢gsning i modstrid
med, at lgsningen ikke var 2 gange differentiabel for t = ~to“

Disse forhold stemmer med, at varmeledning er en irre—-
vercibel proces. Dermed menes, at den altid vil forlgbe i én be-
stemt retning, s& vi ikke som ved si mange andre processer kan
tillade os at skifte retning pa tidsaksen.

11. 8. Den anfgrte metode kan anvendes, selv om de givne

begyndelsesverdier har ret kraftige singulariteter. Lad os f.e€ks.

antage, at vi har givet, at

T(x,0) =1 , x€ ] opr [




=
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Vi far da

88 vi fir legsningen

T(X,.t) 4 i

n=1

bsin nx,

BI_A.

og det ses let, at denne legsning er kontinuert uﬁdtagen i (0,0}
og (m,0). Diskontinuiteterne i endepunkterne glattes altsd ud

sjeblikkeligt.

11.9. Vi vil forsege at lgse et randverdiproblem af en helt
anden karakter. Vi betragter de givne randverdier
T(x,0) = 0, T(0,t) = ™(mt) =+,
svarende til, at vi til tidspunktet t = O begynder at opvarme veg-
gens sider, s8 deres temperatur eges med jmvn hastighed ,
Vi smtter
f(x,t) =t - ix(7- x),
og vi ser da, at f tilfredsstiller varmeledningsligningen, og at
£(0,t) = £(7,t) = %.
Por den segte lesning T gxlder altsd, at T = f + g, hvor g til-
fredsstiller varmeledningsligningen, og
g(x,0) = Lx(q - x), g(0,%) = g(mt) =0,
88 problemet er reduceret til en randvsrdiopgave af den ovenfor
behandlede form,
I dette tilfslde fér vi

ar ar
b = & x(7 - x)sin nx 4x = L (7 - 2x)cos nx 4dx
o mn o

ar
_1_. i (i — 3 _.__4_
e [ (7 - 2%x)sin nx)]o + /' gin nx dx = 75

s8 vi far
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n=1
og l¢gsningen til vort problem bliver

T(x,t) = t - 4x(z - x) + # }: %3 et Sin nx.
n=1

{—

-2t
e sin nx,

JE

g(x,t) = 3

o]

Her er ledvis differentiation tilladt, da den resulterende

rekke bliver ligelig konvergent. Vi far

_ 4 4k N 1 Pt .
DtT(x,t) =1 - = }: 5 e sin nx,
n=1

hvor razkken netop er lgsningen til det ovenfor behandlede pro-
blem. Det fremgdr heraf, at lgsningen for x € ]O0,y[ starter med
partiel differentialkvotient O med hensyn til t. Vi far altsé
ogséd 1 dette tilfwlde en udglatning af singulariteten.

11.10 Laplacetransformationer er et vigtigt hjelpemiddel
i teorien for sével s:dvanlige som partielle differentiallignin-
ger. For en afbildning f£:[0,e[ ind i €, hvor f er stykkevis kon-

tinuert differentiabel, setter vi

(11) Lf(s) = fm e” 5% £(x)ax,
. 40O

hvor s = ¢ + i7 er en kompleks variabel,
Lad os antage, at det uegentlige integral er konvergent i
punktet 8, = 0, + iTO. Vi betragter nu et nabopunkt

s=s_ +re®, rs o0, o] < e < g

0
Vi far da
b ie
s - -
/ e *f(x)dx = /b e TXC e”%0% r(x)ax =
a a
i
/ rxe dF(X) -
a
—bre] - ] e 10
P(b)e PTe -P(a)e 8% 1 pe'®© f F(x)e™*°  ax,
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hvor vi har sat
F(X) - /X eusoff(f)df.
o)

Funktionen F(x) er begrasnset, og vi vaelger K, siledes at

|*(x)] ¢ Ky og vi far sdledes vurderingen

o -brcos® ~ALCOSE®
/ e SXf(X)dX g K (e 0 4 e -O) +
“a
~brcos® —-arcos® —-arcose
(@]

cos
60

Heraf fremgér, at Laplace-inﬁqgralet (11) konvergerer

ligeligt i fellesmengden for det ved Arg(s—so) S @O hestente vin-
kelrum og en halvplanO“gua%, hvoro‘1>x6.Da dette gmlder for ethvert
oy > o, og ethvert @ < Lt har vi tillige bevist, at (11)
konvergerer i halvplanen ¢ > oy

Af det netop viste fremgadr nu, at intergralet (14) har
en konvergenshalvplan, der eventuelt kan vare tom eller hele
planen, og at (11) konvergerer i alle halvplanens indre punkter
og divergerer i alle halvplanens ydre punkter. Integralet (41)
konvergerer ligeligt 1 ethvert afslutte£ vinkelrum, der er in-
deholdt i den &bne konvergenshalvplan. P& halvplanens begrans-—
ningslinie kan der findes punkter, hvor integralet konvergerer,
og punkter, hvor det divergerer.

11.11. Laplace~integralet (11) er nert beslsgtet med de
velkendte Fouriertransformerede. For et ¢, der tilhgrer kon-
vergenshalvplanen, satter vi

F}(x) = e 7% p(x).
Denne funktion tenker vi os defineret for alle x, idet vi giver

den funktionsvardien O for ethvert negativt x. Den far da den
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eksponential transformercde

o0

(12) oF_(t) = / E}(X)elXtdx = LF(r-it),
O

sa vi for ethvert ¢ 1 konvergenshalvplanen har

LF(s) = EQT(—t),

Hvis vi nu antager, at RT(X) er absolut integrabel, hvilket
er enshcetydende med, at Laph ce-integralet (11) konvergerer abso-

lut, har vi omvendingsformlen

21T

— o0

[ T A ~ixt
P (x) = / F_(t)e™ *at,

hvilket ogsa kan skrives

0]

21

o0

f(x) = 7% . L /m LF(¢+it)elXtdt =

(13)

1 tiee Xs
ey /T LF(s)e” “ds,
/i oo

hvor det sidste integral er udstirakt over en lodret linie i den
komplekse plan.
Hvis LF(s) konvergerer med 0 ligeligt i o for o > oy nér
t o o eller t » ~oe, T@lger umiddelbart af Cauchy's integralsa:t-
ning, at det sidstec integral i (13) er uafhengigt af ¢ for o > oy
11,12, To afbildninger £, g: lo,~[ ind i &, som begge er
stykkevis kontinuert differentiable har en foldning

X WX
frg(x) :/ £(t)g(x-t)at :] £(x~u)g(u)du = gaf(x).

o) o
For tre afbildninger f, g og h med de samme egenskaber far vi
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X ~X X
(Fxg)xh(x) = /_(g?*g)(t)h(wt)qjc = / f r(u)g(t-u)n(x=t)dudt =
/’X]Xﬂu)g(t—u)h(x—wam - [e %ol (xmumv )0 (v) dviu =
o u O (@)

f=(gsh) (x) .
Bndvidere har vi umiddelbart regnereglen
fx(g + h) = fsxg + fxh,

og mangden af afbildninger er sdledes organiseret som en ring.
Det kan vises, at denne ring ikke har nul-divisorer, men dette
resultat er meget dybtliggende, og vi far ikke brug for det.

Hvis T og g er begraenscde og absolut intergrable, e¢r fxg
ogsa kontinuert og absolut intergrabel. Vi kan da udregne
Laplacetransformationen

L(fsg)(s) = / T g (%) dx =‘/ we_sﬁ/xf(t)g(x~t)dtdx -

/of/Mf(t)g(X_t)e_Sde B /;}<t)ensﬁ[ °°g(x-t)e—s(x"t>dxdt =

Lf(s)Lg(s).
Vi ser s&ledes, at foldning af to funtioner modsvarer mul-

tiplikation af deres Lapiacetransformerede.

11413, Lad nu T(x,t) vere en lgsning til varmelednings-—

ligningen
#T _ of
ox® ~ ot

svarende til randverdierne
T(x, ) = 0, T ,t) =0, T(wyt) = (1)
Med U(x,s) betegner vi den Laplacetransformerede af T(x,t) for

hver fast verdi af x, altsa

o0

T(x,t)e " at.

(1L) | U(x,s) /

4 O
Vi vil forelgbig antage, at T(x,t) forholder sig sdledes, at

intergralet konvergerer absolut for tilstrakkelig store ¢,
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Vi har da omvendingsformlen

+3.0a
(15) T(x,t) = E%T'fr U(x,s)etsds.

g —=1eo
Under passende sksrpede forudsatninger giver (44)

R = -8t
§§g U(x,s) = /:ggy»T(x,t)e at

1]
—
=
—
™
-
ct
~
o

/ QE T(x,t)e—Stdt
o

Q

sU(x,s),

il

é/ o(x,t)e S tat
(o]

og ved differentiation af (15) far vi tilsvarende omvendings-

formler. Vi ser, at varmeledningsligningen modsvarer relationen

2
(16) =25U(x,8) = 8U(x,s)

for den Laplacetransformerede U, Dette er imidlertid en s®dvan-
lig differentialligning for hver fast verdi af s.
For reelle vsrdier af s lgses (16) umiddelbart, og vi far
for s > 0 lgsmngen
U(x,s) = 01(s)é/8 x . cz(s)é/s X,
AP T(0,t) = 0 fglger U(o,s) = 0, sd vi far cz(x) = —01(x), og
l¢sningen har derfor formen

(47) U(x,8) = c(s)(e/® Fo VB Xy,

For fast x er U analytisk. Dette medfgrer, at c(s) ef en analy-
tisk funktion af x.

Igsningen (17) kan nu anvendes for alle s undtagen p& den
negative reelle aks, idetw/g eksisterer som analytisk funktion
i hele dette omrade. De arbitrere konsvanters variationsmetode
kan anvendes ganske som i det reelle bortset fra nulpunkterne

for Vronski-determinanten. Denne bliver imidlertid
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e\/sx , e~VE X
\/:%'é‘/S X, =5 oV X

og 1lpsningen (17) vil derfor kunne anvendes for alle de navnte
vardier af s. Vi foretrzkker at skrive (17)
U(x,s) = 2¢(x) sinh & x.
Randbetingelsen T(r,t) = ¢(t) medfgrer, at
!’Ivoo

Ulr,s) = Lo(s) = | p(% dat,

O

og vi far siledes

U(x,8) = Lo(s) S8R X

sinhvs 7

Omvendingsformlen giver nu

sinh \/5x _ts
sinh\/gn

+lco
(18)  T(x,t) = ‘é?l’i' f Lo(s) ds,
0" —loo
og vi har s8ledes lgst den stillede randvardiopgave, foruvdsat,
at visse ikke ngjagtigt formulerede konvergensbetingelser er
opfyldt. Nu viser (18) imidlertid, at den Laplacetransformerede

af T er produkt af de to funktioner

Lo og sinh /s x .

sinh\/gw

Vi indfgrer nu en funktion w(x,t), hvis Laplacetransforme-

rede netop er den sidste af disse funktioner, altsé

. ; »1 J"h‘ioo Sinh g JES
(19) wix,t) = 5= / sinh VBX U84,
. sinh s
(L oo

forudsat, at en séddan funktion eksisterer. Hvis dette er tilrfel-

det, er T(x,t) en foldning af ¢ og w, s& vi har




t
(20) (x,t) =/ o (7)w(x, t~7)dz.

o

Nu ser vi imidlertid, at lgsningen i et rektangel
lo,7] x [o,t1} kun afhsznger af restriktionen af ¢ til [o,t1], og
ved udledelsen af (20) for et saddant rektangel kan vi derfor an-
tage, at ¢(t) = O for alle t over en vis granse. Heraf fglger,
at antagelsen om, at ¢ ikke vokser alt for hurtigt for t - «, er
helt uden betydning for gyldigheden af (20). Dette er grunden til,
at vi ikke har pre:ciseret disse forudsztninger. Det m& erindres,
at (18) ikke har den samme almene gyldighed som (20).

11.14. Vi mangler endnu at vise, at (19) virkelig definerer
en funktion, og at denne funktion virkelig har

(21) sinhVsx
sinh /sw

som Laplacetransformeret for hvert fast x € [o,w].

Hvis vi i (21) indsstter potensrzkkerne for de hyperbolske
sinusser 1 t®ller og n®vner, kan.vg'bortforkortes, og vi far
potensrekker i s bade i tm®lleren og nsvneren. Altsd er (21) en
i hele planen meromorf funktion. Vi ser, at ngvneren har nul-
punkter netop i dé negative hele tal, og bortset fra disse vardier
af s er (19) altsd en analytisk funktion.

Vi s®tter s = ¢ + it og (21) er da analytisk for ¢ > O.

For en fast verdi af ¢ er
1+1

Ve = (1+e (e W(in) = (1*8(1))/;\;:2?‘ ,

hvor g(g) - O for 7 — «~. For negative ¢ fas et tilsvarende

udtryk med /-t og 1 - i. Vi far
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- z
|sinh Vsx| = %8(4+€(T)%/2 X (1+€1(T)),
hvor 81(T) » 0 for 7 - . Heraf fglger

sinh sz

23l ¢ g eIV (e (0,
sinh Vs

U~

hvor 52(1) - 0 for 7 — w. Tilsvarende vurdering fas for 7 — = oo
Dette viser, at integranden i (19) gar eksponentielt mod O.
Dette sikrer,.at Fourier's omvendingsformel kan anvendes og
w(x,t) eksisterer i hvert fald for x € [o,7[. Det mid imidlertid
erkendes, at den grove undersggelse ikke forteller noget om
w(x,t) for x i nmrheden af 7, og vi mé& derfor smrskilt undersgge
dette tilfwelde. Det viser sig dog, at denne undersggelse kan spa-
res, idet vi ad anden vej kan vise, at (20) er lgsning til var-
meledningsligning og tilfredsstiller randbetingelserne.

11.15. At (20) tilfredsstiller varmeledningsligning f@l-
ger umiddelbart af, at w(x,t) gg¢r det. Dette fglger af, at in-
tegranden i (19) glr ligeligt og cksponentielt mod O, s& vi kan
differentiere under integraltegnet.

Det ses ligeledes af (19) og (20), at den.fundne lgsning

tilfredsstiller T(o,t) = O for alle t. FPor t = 0 og x € [o, 7l

far vi

; +1 0o _
w(x,0) = 5T /W sinh VsX 4.

Yo—

0~1le s8inh /s 7

Vi smtter her

o

ising) = i L T
v (cos @ +isin®) = o + ioctg®, 6 € ] z ,2[,

S =

og vi far
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T s’in}("z‘"’ (cos-O + 1s1n— O))

w(x,0) =_.~2.L/2 VCos® vd_@ .
T .
’ 2 Sin 4¢;- (cos-'o + 151n=-o)> COS @
Vcoso

For en passende konstant K har vi vurderingen

(Ke 7= |mx|cosie

b

i

sinh%iﬁo)x
Sinh ‘P ae )’]T

hvilket Viser,'at integranden gér mod O for @ ﬁ,izzog for
0 = . Da integralet er uafhzngigt af ¢, har det saledes ves
dien O.

11.16. Vi velger nu specielt ¢(t) = % n € N, Vi far

da for g > O ved gentagen delt integration

n -st “° n-1 -st ni -st nl
Lgo(s):/ovte dt:%/t € dt:"‘ﬁ /”"e d’t:;m

. S
o3 O O

Her gar integranden cksponentielt mod O, og omvendingsformlen

kan anvendes., I (18) er faktoren til Lg(s) begrznset for

t € [o,t1], og vurderingen |Lp(s)| ¢ ni Is{—Z sikrer, at in-

tegralet konvergerer ligeligt. I dette tilfmlde far vi derfor

lgsningen ved hjelp af (18). For x € [o,r[ har badde ¢ og w

de rigtige Laplacetransformerede, og derfor stemmer (18) og

(20) overens. Altsd lgscr (20) randverdiproblemet for ¢(t) =
Ved udnyttelse af lineariteten far vi nu umiddelbart,

at (20) lgser randvardiproblemet, ndr ¢ specielt er et poly-—

nomium

2
P(t)=a1t+82t +oo.+antc

Lad nu ¢ vare en vilklrlig kontinuert funktion
@:[ome[ ind i R med ¢(o0) = 0, og lad e og t, vare positive

tal. P4 grund af VWelerstrass' approksimationssatning findes
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der et polynomium
: n
Q(t) = ao + a1t + eeo + ant -
som tilfredsstiller betingelsen
[o(t) - Q(t)] < %g for x E_[o,t1].

< le, og for P = Q ~- 2 far vi

For t = O f&r vi specielt |a_| < 5

ol
derfor
lp(t) = P(t)] ¢ e for x & [o,t1].

Heraf fremgdr, at vi kan velge en fglge (Pn) af poly-
nomier uden konstantled, som pa [o,t1] konvergerer ligeligt
mod ¢. For hvert P giver (20) en lgsning Tn til randverdi-
problemct. AT maksimumsprincippet fglger, at (Tn) konvergerer
ligeligt pa [o,7]) x [o,t1] mod en gransefunktion T, og denne
vil &benbart have de givne randverdier. For (x,t) € [o,7]

% [o,t1] stemmer den overens med (20), idet vi for x € [o,r|
kan foretage grenscovergangen under integraltegnet. Heraf
fglger, at T tilfredsstiller varmeledningsligningen. Vi har
dermed bevist, at (20) virkelig ldser det stillede randvardi-
problem.

Det modsvarcnde randverdiproblem

T(x,0) = 0, T(o,t) = ¢(t), T(g,t) =0
lgses selvfplgelig pa ganske analog vis. Ved addition far vi
lgsninger til det randvaerdiproblem, hvor der er givet rand-
verdier pad de 3 sider af rektanglet. Vi har allerede tidli-
gere vist, at dette problem hgjst har 1 lgsning.

1117. Andre typer af randverdiproblemer for varmeledr
ningsligningen frembyder ogsid en del interesse. Vi kan.séledes
sgge en lgsning T(x,t) svarende til givne begyndelsesverdier
T(x,0) = ¢(x);, X € J~o00400[s Hvis @ er absolut intecgrabel og

stykkevig differentiabel, har vi en fremstilling af ¢ ved
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hjzlp af den eksponentialtransformerede B¢, idet

1 ~iN
gp(x) = ‘é‘;’ E§0(7\)e * Xd}\,

—

o0

og svarende hertil fa&r vi lgsningen

o
T(x,t) = -2-71? f Bo(N)e ™™ te™tMay,

idet integranden her for hver fast vaerdi af A er en af de o-
venfor fundne fundamentallgsninger. I dette tilfalde far vi alt-

s& et egenverdiproblem med et kontinuert spektrum.
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Opgaver til T3.

Ved vektorrum forstds vektorrum over ﬁ (uden topologi).

Ved et topologisk vektorrum (t.v.r.) forstds et vektorrum
som samtidig er et topologisk rum, og hvor addition og skal#r
multiplikation er kontinuerte. Dersom et t.v.r. skal for-

udsattes lokalkonvekst eller Hausdorff, vil dette blive an-

fogrt.

Formuler og bevis en sztning om, at summen af to konvekse

mengder er konveks.

' Formuler og bevis en sztning om, at et produkt HAj af -kon-

welese mengzder Aj (j € J) er konvekst, hvis og kun hvis hver

Aj er konveks.

(Konveks funktion). Lad A betegne en konveks delmzngde af
et vektorrum E. En funktion f: A - ﬁ kaldes konveks dersom
det for ethvert n € [0,1] og X, %X, € A gelder, at

£ ((1-N)x) +axy) ¢ (1)1(x)) + nE(x,).
Bevis, at definitionen er ensbetydendec med kravet om, at
"overgrafen"

{(x,5) €fA x R| ¥ > £(x)}

er en konveks delmzngde af E x R. (I stedet for—y—>f{x)

Junne her ,e,;—: —SEPITVES—F—EK) o

Lad A betegne en konveks delmzngde af et vektorrum E.

Idet x5 € A og Ay € [0,1] for j = 1,...,m, Og idet zxj =1,

N

skal man vise, at ijxj € A. Lad endvidere f: A - R vzre

konveks. Vis, at f(E%ij) < 2%3 f(xj),
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5. Ggr rede for, at det har mening at definere det konvekse
hylster, conv A, af en delmezngde A af et vektorrum E som
den mindste konvekse delméngde aff E, der omfatter A. Bevis,
at conv A bestédr af samtlige konvekse kombinationer zxjxj af
endelig mange punkter Xj € A (hvorved xj € [0,1], E%j =1).

6; Lad A og B betegne to konvekse delmzngder af et vektorrum E,
og lad A n B = Y. Bevis at der eksisterer to konvekse mengder
UogV, sdledes at Ac U, BcV, UnV=¢ogUuV=E.

(Benyt Zorn-lemma).

2

. Giv et eksempel p& en msngde A ¢ R°, som er afsluttet, men

~J

hvor conv A ikke er afsluttet.

8. Lad A betegne en delmezngde af et t.v.r. Bevis:
a) A dben - conv A &ben.
b) A er et underrum - & er et underrum.
c) A konveks = A konveks.
d) A konveks — A konveks.
Iz anviles
9. Lad A betegne envaelmmngde af et t.v.r. Lad x_ € i, x€ A.
Bevis, at samtlige punkter y 4+ x p4 liniestykket med ende-
punkter x_ og x er indre punkter af A, altsd y € R.

(Betragt f.eks. fgrst tilfzldet x € A).

10. Lad A betegne en konveks delmzngde af et t.v.r., og lad
-— o .
R + ¥. Vis, at A=ZXog X =2. (Benyt opgave 9). /‘{"Wféf’sz’(ey""*mk
1. Lad f: A - R betegne en konveks funktion defineret i en

konveks, &ben delmangde A + Y af et t.v.r.
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Bevis, at f er kontinuert, hvis og kun hvis f er opadtil
1

begraznset i en passende, ikke tom, &ben delmsngde af A.L7° ﬁ;j}/
A (-

123/

13,

.

15,

(Vejledning vedr. "hvis'": Vis fgrst, at f er kontinuert

i x, € A dersom f er opadtil begreznset i en omegn af x_.

Vis dernzst, at £ er opadtil begraznset i en passende omegn

af et vilkarligt punkt af A).

Lad f: A - é vere en konveks funktion defineret i en kon-

veks, dben delmmngde A + ¢ af ﬁn’ Bevis, at £ er kontinuert.

(Benyt opgave 11 og det forhold, at filtret af omegne af et

punkt i ﬁn har en basis bestidende af m@ngder, som hver er

det konvekse hylster af en endelig mangde).

Lad p betegne en seminorm p& et t.v.r. E, og antag

at p er kontinuert i Q0. Bevis; at

a) p er ligelig kontinuert i E.

b) Mzngden A = {xcE |p(x) ¢ 1} er konveks, symmetrisk om Q
og afsluttet.

c) X = {xBE | p(x) < 1}.

d) p(x)= inf {p € R" | x € pA} for cthvert xE.

Lad A betegne en konveks, symmetrisk (om g) og afsluttet
delmzngder af et t.v.r. E, og lad 2 + ¢. Bevis, at der ek-
sisterer precis én seminorm p p2 E for hvilken A =

{xE | p(x) ¢1}. Vis endvidere, at denne seminorm er kon-

tinuert. (Benyt opgave 13).

Lad E betegne et vektorrum (over R, uden topologi), og lad
B(g) betegne mengden af alle konvekse delme@ngder U af E
som er symmetriske om O, og absorberende, (d.v.s. U nU = E).

. neN
Bevis, at B(Q0) udggr en basis for filtret af omegne af O



16.
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i den fineste topologi pa E, hvorved E er et lokalkonvekst
t.v.r. Bevis tillige, at E herved bliver et Hausdorff rum.
(Vejledning til dette sidste: Lad e € E, e + 0, og lad H
betegne en hyperplan i E gennem Q, som ikke indeholder e.

Da vil H + ]-1,1[e € B(0)).

Lad E vare et vektorrum udstyret med den i opg. 15 chitalte
fineste lokalkonvekse topologi. Bevis fglgende:

a) Enhver seminorm pd& E er kontinuert.

b) Enhver linearform pad E er kontinuert.

c) Ethvert underrum af E er afsluttet.

d) Et punkt x_ € E er et 1ndru punkt af en konveks mangde
Ac E hv1s og kun hv1s dcr pa enhver linie gennem X,
findes et i A indeholdt liniestykke, hvortil X, hgrer

uden at vaere endepunkt for liniestykket.

Lad {pj | j € J} vere en (ikke tom) msngde af seminormer
p& et vektorrum E. For ethvert j&€ J og p € Rt smttes
V. = X B x o
o { x B | py(x)<p ]

(Man kunne ligesd gerne skrive ¢ i stedet for ().
a) Bevis, at mezngden B (2) af alle fzllesmzngder af endelig
" mange V.’ er basis for filltret af omegne af O i en topolggl
- p&d B , som ggr E til et lokalkonvekst t.v.r.
b) Bevis, at den fundne topologi er den groveste topologi

p& E, der ggr E til et t.v.r., og for hvilken alle Pj er

kontinuerte.

c) Vis, at den fundne topologi er Hausdorff, hvis og kun

hvis der for ethvert x € E, x + 0 findes j € J sa at

pj(X) + 0.
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d) Idet det nu antages, at J er endelig, skal man vise,
at den omtalte topologi kan defineres ved hjzlp af en
enkelt seminorm p, f.cks.

p(x) = sup Dy (x) , eller p(x)= 3 p.(x).
€T g 9

Det tilfgjes, at en seminorm p pa et vektorrum E kaldes
en norm, dersom p(x) O = X = 0,
Ved &t normeret (vektor )rum(E,p)ﬁorstés‘et vektorrum E
hvorpad er defineret en norm p.
Et normeret rum er sidledes specielt et lokalkonvekst
Hausdorff t.v.r., idet topologien defineres ved den ene
(semi-)norm p. Samtidig er et normeret rum et metrisk rum,
idet afstandsfunktionen defineres ved

dist(x,y) = p(x-y) (X<E,¥E).
Den ved denne afstandsfunktion bestemte topologi péd E

er adbenbart identisk med den omtalte ved p definerede

lokalkonvekse topologi pd E.

183V/Lad A vare en konveks delmmzngde af et vektorrum. Vis, at
A+ A=2A.
19. Lad A vsre en symmetrisk omegn af Q et t.v.r.. Vis, at

i g‘ﬁd—l.ﬁf%a (Bs

J

20, Vis under benyttelse af opg.19, at ethvert t.v.r. opfylder
adskillelsesaksiom T3. - Det fglger heraf, at man i1 kravet

v2 til B(Q) kan tilf¢je:”... og afsluttet". Det fglger end-

videre; at ethvert Hausdorff t.v.r. er __gulart.

21. Lad E betegne et lokalkonvekst t.v.r.. Bevis, at topologien

pad E kan defineres pa& den i opg.17 omtalte made.



22,

23,

2L .

Mat. 6, 1965-66. T3 Opg. 21- 24

(Benyt opg. 14 og opg. 20.) - Hvorledes kan den i opg.15
omtalte fineste lokalkonvekse topologi pad et vektorrum E

defineres ved seminormer?

Bevis, at ethvert {1-dimensionalt Hausdorff t.v.r. er iso-

morft med R (uden, som i noterne, at benytte lokalkonvek-

sitet).

Bevis, at en filterbasis ¥ pa et t.v.r. bestemmer et fun-

damentalfilter, hvis og kun hvis
vUe U(0) 3Ae ¥ (A -AcU).

Formuler specielt dette resultat i tilfzlde af et normeret
rum E under benyttelse af den tilhgrende afstandsfunktion
(jvf. opg.17, tilfgjelse). Inddrag sluttelig begrebet dia-
meter af en punktmengde i et metrisk rum (specielt i et

normeret vektorrum).

Lad (an)nEN vere en punktfglge i et t.v.r. E, og lad iy

betegne filterbasen pad E bestadende af samtlige mangder

A = {a | pe I} (ne W).

n n+p

Bevis, at ¥ er en fundamentalfilterbasis, hvis og kun hvis

(a )nEN er en fundamentalfglge i den forstand, at der il

enhver omegn U € U(0) findes et nummer N € N, s@ledes at

an+p -a, € U for alle ndN,p>0.

Formuler specielt dette resultat i tilfzlde af et normeret
rum. - I ¢gvrigt henledes opm@rksomheden pa, at beviset for
satn. 3.16.1 kan overfgres pad flg. sztning: Et normeret

vektorrum E er fuldstzndigt hvis (og kun hvis) enhver fun -



25.

26.

Mat. 6, 1965-66. T3 Opg. 2i~-~ =7

damentalfglge pd E er konvergent. (Et tilsvarende resul-

tat gmlder for vilkarlige metriske rum).

Bevis, at et lokalkonvekst t.v.r. E er metriserbart, hvis

og kun hvis E er Hausdorff og topologien pad E kan defineres
ved en numerabel mangde af seminormer pn,(n € N). A

(Vejledning til "hvis" delen: Szt
dist(x,y) = d(x-y), hvor

a(x) = 2 2™ p (%) / (4, (x)).

Efterﬁis og benyt dernmst fplgende uligheder:
a) (ZMu)/(a+u) < N + p/(+u)  for n,u € rT.

b) V(1) <2n for A € [0,1].
c) pn(x) < egelder for ethvert e € RY, nel, x<E, for

nvilke a(x) ¢ /2",

Lad E og F betegne to lokalkonvekse t.v.r.. Lad topologien
pad E vare defineret ved en mzngde §pi | i € I} af seminor-
mer p&d E, og lad topologien pa& F vaere defineret ved en mei,

de {q; | j€ J} af seminormer p& F. Bevis, at en linemr a’-

J
bildning f: E - F er kontinuert hvis og kun hvis der til en-
hver af seminormerne qj svarer endelig mange seminormer

Pip(?ﬂzﬁiﬂ?iZFfff’im) og et tal a > O, sdledes at der for

alle x € E gelder ,ﬁgﬁ,_, ,,;]

S .
i

12N

2,(2(x)) ¢ arpy(x) (1= 8y0eeedy).

Find derved i tilf®ldet E = F en ngdvendig og tilstrzkkelig

betingelse for, at den ved {pi | i € I}definerede topologi

er finere end, henholdsvis identisk med, den ved {qi|j € Ji

definerede topologi.
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Formuler endelig de fundne resultater i specialtilfaldet,
hvor E og F er normerede rum (opg.17).

27. Lad T betegne en mzngde (ikke tom), og 2T mengden af alle
funktioner f: T - R. Ggr rede for, at &7 pliver et vektor-
rum ved punktvis addition og punktvis multiplikation med

skalarer. Med B(T) betegnes mzngden af begraznsede funktioner

f: T - R. Ggr rede for, at B(T) er et underrum af 2T, Bevis,

at den ved
£l = sup [£(x)] (f € B(T))
xT

definerede funktion || |ler en norm p& vektorrummet B(T), og

at B(T) herved bliver et fuldstzndigt normeret rum.

28. Lad T betegne et Hausdorffrum, og lad C(T) betegne mangden

af alle kontinuerte funktioner f: T -» R. Ggr rede for, at

c(T) er et underrum af RT (og tillige af B(T), dersom T er

kompakt). For enhver kompakt mzngde K ¢ T szttes

pg(£) = sup |£(x)] (f € 6(7)).

a) Pavis, at Py er en seminorm p& C(T). - Den ved systemet
af alle Px ( K kompakt ) definerede lokalkonvekse topo-
logi pa& C(T) (jvf.opg.17) kaldes topologien for ligelig

konvergens pé kompakte delmangder (eller kort: kompakt

konvergens) . ’
b) Lad {Kjlj € J}»bgﬁegne en vilkérlig{éaé@éﬁkﬁ%ngw&@»%ﬂmwﬁ

kompakté delﬁengder. Vis, at seminormerne D 5=Py | (3 € J)

definerer den omtalte topologi pd C(T). Specielt bliver

C(T) metriserbart, dersom J er numerabel (opg.25).

c) Bevis, at C(T) er et fuldstendigt Hausdorff t.v.r.

Feow o
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d) Ggr rede for, at hvis T er kompakt, er den her betragtede
topologi p& C(T) identisk med delrumstopologien pa
c(T) ¢ B(T), idet B(T) udstyres med den i opg. 27 om-
talte topologi.

e) I tilfzldet T = R skal det vises, at nR+ AU 4 {07 for
NE

enhver omegn U af 0 i C(R).

Lad T betegne et lokalkompakt (Hausdorff-)rum, og lad CO(T)

betegne mzngden af alle kontinuerte funktioner £: T - R med

kompakt stgtte st(f). Ggr rede for, at CO(T) er et underrum

sdvel af B(T) som af C(T). For enhver funktion ¢ € C(T) med

p(x)>0 for alle x € T szttes

P¢(f) = sup (]£(x)]/p(x))
XK

(Man kunne ligesd gerne skrive |£(x)|e(x) ).

a) Pavis, at P, or en seminorm pa CO(T), og at den ved nzng-
den af alle disse seminormer p¢ definerede lokalkonvekse
topologi pa CO(T) er Hausdorff.

b) For enhver kompakt mengde K ¢ T indfgres underrummet
Co(T,K) = {f e Cy(T) | st(f) ¢ KJ

af CO(T). Dette er ligeledes et underrum af C(K) og af
B(K). Vis, at C(K), B(K) og CO(K) alle inducerer den sam-
me topologi pa underrummet CO(T,K)°

c) Bevis, at CO(T) er fuldstendigt.

d) I tilfsldet T = R skal det vises, at Cy(R) ikke er me-
triserbart. (Bevis og benyt, at der for enhver fglge af
funktioner ¢ € C(T), med ¢,> 0 overalt, findes en funk-

tion ¢ € C(T), ligeledes med ¢ > O overalt, sdledes at
der for ethvert n € II gzlder

¢(X)/¢n(x) - 0 for |x]| - «)
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For £ € o[ (R) szttes
p(£) = [ |£(x) |ax.
For £ € [ (R) sattes
b, (£) = [_1£()|e(x)ax,
hvor ¢ € C(R), ¢(x) > O for glle x € R.

a) Pavis, at p,s P o8 p@ er seminormer pa de respektive vek-—

torrum o0, (R), L(R) og OCO(R), som herved bliver lokal-

loc
konvekse tevars
b) For ethvert interval [-n,n], n € N, indfgres underrummet
oL J(Ry[-nyn]) = {f € L (R)|st(f) ¢ [-n,n]}
aff de tre rum cgloc(R), oL(R) og cﬂo(R)o
Vis, at disse sidste alle tre inducerer den samme topologi
jok! JO(Rs ["nan])ﬂ
c) Find afslutningen N af {0} 1 hvert af de tre t.vire.
N -
oL 10sB)s L(R) og L (R).
d) Idet man sztter
Lloc<R) = abloc(R)/N‘
L(R) L (R)/N,
L (R) oL (R)/N,

skal man vise, at disse Hausdorff t.v.r. er fuldstzndige.

(Det samme gzlder for ¢gvrigt om de oprindelige rum °Lloc’
0ffog cgo,) Herved tage® Riesz~Fischer's sztning for be—
kendte.

e) Bevis, at LlOC(R) er metriserbart, LO(R) derimod ikke.

(L(R) er jo endda et normeret rum.)
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Lad E og F betegne to Hausdorff t.v.rs. Vi skriver i denne
opgavefE“c;?; dersom nedenstiende tre betingelser er opfyldt:

a) F er et =gte underrum af E.

b) Som delmsngde af E er F overalt tet i E.

c) Delrumétopologien pa F er stréengt grovere end den givne
topologi pa F. (Ahderledes udtrykt: injektionen i : F » E
er kontinuert, meh ikke &ben, i de givne topologier pa E
og F.) Detjses, at F ikke kan vsre fuldstzndigt i delrums-
topologien for E.

Vis, at relationen c er transitiv. Eftervis,dern®mst nogle af

nedenstéende relatioher mellem de i opgaverne 28=31 indfgr te

fuldst&ndige lokalkonvekse Hausdorff t.ﬁ;r. (idet vi tager

= R i opg: 28 og 29)1

C c L

o
ﬂ L
C cL

C

C%Docﬁ

c
(Vejledning tll punkt b: For at approximere en funktion £ € C
med funktioner fra CO, multlpllceres T med funktloner
Y, € Cj4 hvor ¢n(x) =1 for x € [«nyn]. En analog fremgangs-
médde kan benyttes ved relationerne C: c C og Lo c Lc Liget
For at approximere en funktion f € C med funktioner fnhé o
benyttes regularisering (udglatning) ved foldning med funk-
tioner ¢ € Cz, for hvilke |

vy 2 05 stly) ¢ [- 53, [ (m)ex =
idet man sstter f = ¢ =, dvs.

£, (%) = [;¢n x-3)2(y)ay = [ E(x=y)y (v)ay.

Det fgrste udtryk benyttes til at vise, at fn € C°, og det
andet til at vise, at fr o -fi C° for n - «. Samme fremgangs-

médde kan benyttes ved de resterende relationer.)



	mat6fa-0
	mat6fa-1
	mat6fa-2
	mat6fa-3



