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Forelssningsnoter til MATEMATIK 1.

matematisk analyse.

Nerverende duplikerede noter udger eksamenspensum i den
halvdel af matematik 1, som omfatter matematisk analyse., En-
kelte afesnit lmses dog efter Apostol's Mathematical analysis,

I sammenligning med den feorste udgave af forelssningsno-
terne er ovelsesstoffet ret sterkt udvidet, iszr ved tilfejel-
se af lettere ovelsesopgaver og eksempler med mere eller min-
dre detaljeret legsning.

Forelmsningsnoterne indledes med nogle afsnit, der er en
overbygning over gymnasiets matematikkursus. Derefter folger
en gennemgang af analysens mere grundls:ggende afsnit i en ge-
nerellere form end den i gymnasiet benyttede., Den sidste halv-
del af kursus beskeftiger sig med videregéende emner. De grund-
lzggende sporgsmél vedrerende cksistensen af det reelle talsy-
stem vil indgd i matematik 2 og bliver ikke ombtalt her.

Det vil fremgéd af noterne, hvilke afsnit af Apostol's
bog indgdr i eksamenspensum, og pd hvilket sted disse afsnit

indgdr i rekkefolgen.

August 1961.
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1. Summer og produkter.

Tele Ved opskrivning af summer erstattes serier af ude—
ladte led med tre prikker, og de opskrevne led skilles fra
prikkerne ved et fortegn, séledes som fglgende eksempler

illustrerer det:

12 + 22+oo»+n2 = %nn(n&1) (2n+1),

1 1 =~ m==-1 L I ] “"=2
T -5+ 4_J°.4(_1) g + = %
1 1 _
Tzt EEt =

Ved opskrivaing af produkter udelades tegn, nér det
ikke giver anledning til misforstéelse., Vi anferer nogle
eksempler:s

n! — 1020.01’19
1 1
)

1 1
(1T-5 (1T =)0 -5

.

n) _n (n=1)e--(n=p+1) _ n!
p/ Te2eeep p! (n-p)!

Symbolet (?) betegnes ogsé Kh,p 08 angiver;pé hvor
mange forskelligé méder » ting kan udvelges blandt n, nar
rekkefglgen ikke tages 1 betragtning. Vi minder om binomi-—
alformen:

(x + y)n = X+ (?):iﬂ—1y+°°.+(2)Xn~Pyp+e°.+(;fi?yn"1 + y@.g

1626 Det er ofte hensigtsmessigt at skrive summer og |

produkter p& kort form ved hjzlp af summationstegn (det

greske bogstav sigma) eller produkttegn (det grmske bog-—




stav pi). Det almindelige led anf¢res, idet dets indeks be-

tegnes med et bogstav, der ellers ikke indgar, og det anfgres
under og over summations- eller produkttegnet, hvilke vardier
den variable indeks skal gennemlgbe. De ovenfor anfegrte form-

ler far da fglgende udseende

n o
n
}r vl = %n (n+1) (2n+1) s }: (=1 _ 2
, 2n 3
=1 n=0
—_ 4 o . S §
}: n(n+1) ~ 1 nl v ’ 11(1 p) T n
n=1 V=1 p=2
P
> nnk+1
(& °
k=1

Man opnar noget stgrre frihed i anvendelsen af disse sym-
boler ved at tillade '"tomme" summer og produkter. En_sum,

der ingen led indeholder, tillemgges vardien 0, og et produkt,

der ingen faktorer indeholder, tillsgeges verdien 1., Vi far

SUNCROR

og binomialformlen kan skrives
n

a9 =) (B)mee

p=0

da ogséa

1.3. Nar summationsindeks ikke gennemlgber pa hinanden
fplgende tal, angives under summationstegnet, hvilke vardier
index skal gennemlgbe. Eventuelt benyttes flere indices., Det
er vigtigt at erindre, at summationsindices er '"passive" va-
riable, af hvilke summens vardi ikke afhsnger, s& man_kan

udenvidere sndre betegnelser for indices i _en sum uden hen-

syn til, hvilke betegnelser der benyttes 1 andre summer.
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Vi viser nogle eksempler:

7 % 1T gpugm
1 ¢vin
N 0 = 2
_ S eze Y ea -
< L ap> = Z apaq_.L ap + apaq =
p=1 p,a=1 p=1 p,g=1
pEa
n
—
}: a, 2 + E: a, + EJ a.a_ =
b b aq pa
p=1 1<p<agn 1<a<lpsn
n
n
ez ),
2 a .
), a2 a0
p=1 1{p<agn

Her er det sidste resultat fremkommet ved, at betegnelserne

for indices p og gq er byttede i den sidste sum. Som et andet

eksempel vil vi udlede Lagranges_ identitet.

Z )
2 )2 ( Lan) -
p Py #p°p
p=1 p=1 p=1
n n n
Z T

2. 2 Z 2. 2 y

b - b b = - b =
(" D" — apagbpby) &, Pq _ 8p8gPpPg
p,a=1 p,a=1 p,q=1
pkaq Paq
n n n

2. 2 Z Z 2. 2 _
E: ap bq 2 apaqbpbq -+ aq bp =
p,a=i p,q=1 psa=t
p<aq p<q p<a

n
2

b - ‘b\ ®
Z (aybq - aghy)
p,qa=1
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Hvis tallene ap, b P =1, «os sn er reelle tal, fas heraf

p?
Cauchy - Schwarz's ulighed

(Vom)'s 1)
2
n) ¢ Lat)n? -
) & [Py [Py
D

2
p:1 :ﬂ p:ﬂ

Lighedstegnet gelder kun, hvis apbq - aqpp = 0 for alle (p,q),
altséd kun, hvis de to talsat (a1, oo ,an) og (bq, ceo ,bn) er
proportionale. At lighedstegnet virkelig g®lder i dette til-~
felde fglger umiddelbart af Lagranges identitet.

1.4, Undertiden er det fordelagtigt at indfgre en summa-

tionsindex, der gennemlgber andre verdier som f.eks.

W N+k N+§
}: a, = E: Ax = }; 2
v=n pu=n-+k v=n+k

hvor vi fg¢rst sastter v = 4 - k og derefter skriver v i ste-
det for u. En meget simpel anvendelse heraf er grundlaget
for den fglgende udledelse af en rekursionsformel til bereg-

ning af poienssummerne

n n
n

sp(n) =:>J P = }: P for p > O.
v=1 =0

Vi benytter omskrivningen

n+1 n n
<n+1)p+1 - }: i< 2; LR Ez ((v%m)p+1 _ vp+1)’
v=1 =0 =0

og derefter far vi ved binomialformlen efterfulgt af en om-

bytning af summationsordenen
n

ot =10 2 () CR)- 3, (2 ey e

v=1 q=0 q=1

i

p-1
. Y /]
(p+1) Sp(n) + 241< a > Sq(n) +n o+ 1.
q;
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Potenssummen.sp(n) bestemmes sdledes ved rekursionsformlen

sp(n) = E%T-< (nt+1)P*7 ”,ééi (pg1)sq(n) - n<-1>.

Ved efterhémdem at smtte p = 1,2,40e, Lf4s

31(n) ==n (n+1)

1l

o= nof—

sg(n) n (n+1) (2n+1)

_ 1.2 2
sB(n) =7 (n+1)

34(n) = ?%’n (n+1) (2n+1) (3n?+3nr1) )

I

og regningerne kan feres videre, s& langt emergien rakker,
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1.

2

Lette opgaver,

Bevis formlerne

T] (x+k) —.{T (x+k=-1) = nTT (x+k) .
el

r?
|| 5%

||
k=1 k=1 k=0

Bevis formlen (skriv beviset bade med og uden anvendelse af

produkttegn)
n-1 n-1 n-1 n+1
+ 2 + =
(%) 2 G) = G2) - (%)
Skriv induktionsbeviset for formlen
\ ' /n+k\ _ /n+p+1
n - n+1
k=0

bade med og uden anvendelse af produktegn.

Vig, at den fgrste af formlerne i opgave 1 medfgrer relatio-—

() - () - ()

Omskriv hvert led i summen i opgave 3 ved hjslp af denne re-

nen

lation, og bevis derved formlen i opgave 3 uden induktion.

Skriv det nye bevis med og uden anvendelse af sumtegn.

Omskriv ved hjzlp af formlerne i 1 (p& lignende made som i

opgave nr. 4 ) hver af summerne

n n

}a l (x+p+k) og ,] X+p+q
k=0 p-‘—‘OkO

til et enkelt produkt. For den sidste sums vedkommende lyk-—

kes omskrivningen ikke for g=0, og der gzlder ingen pan
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reduktionsformel i dette tilf®lde. Den fgrste sum reduceres
for g=0 til en differensr#kke., Skriv udregningen op for det-
te specielle tilfaelde og sammenlign det med den smdvanlige

udledelse af summen af en differensrazkke:

n n n
}: (x+p) = EZ(X+H‘P) =% }:(2X+n) = 3 (n+1) (2x+n).,
p=0 =0 p=0
n-1
n-—
6. Reducer udtrykket s = 24 (a+pd)kxP, idet a, d og k er givne
p=0

tal. (omskriv differensen ks - s).

7. Reducer udtrykket H(x) =4 + cos x + cos 2x+...+cos nx. (Dan

H(x)sinx og g¢r hvert led ulogaritmisk.) Benyt summations-
tegne.

Vanskeligere opgaver.

n

8, Et helt tal N har primtalopl¢sningen.TI pqu. Bevis, at sum-
v=1

men af alle divisorer i N har verdien

n
| quv+1_1
S(N) = l T-:T-—- .
v=1 v
9. Hvis 2P-1 er et primtal, vil tallet N = 2271 (2P—1) tilfreds—
stille betingelsen S(N) = 2N, idet S(N) er den i opgave nr. 8

definerede sum. (Euklids Elementer, bog 9, smtning 36.)

10, (Dette er ikke en opgave til lgsning, men et cksempel pé et
problem, der endnu ikke har fundet sin lgsning!) Tal N, som
tilfredsstiller den i opgave nr. 9 omtalte ligning S(N) = 2N,

kaldes fuldkomne. Findes der uligec tal, som er fuldkomne ?
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11, I talteorien betegner (m,n) stgrste fmzlles divisor for m og
n, medens ¢(n) er antallet af tal < n og indbyrdes primiske

med n. Tegnet d|n betyder, at d er en divisor i n. Forklar

trin for trin f¢lgende regning

T TR )

dln h=1 e dln  p=1
h)=d
(2, (8,8)=1 B,p)=1

Qs

=LM@=ZM®.

aln dln

Svere opgaver.

12, Opstil formler (eventuelt rekursionsformler efter g) til ud-

regning af summerne
n

n g

> [ )
}; x | (p+k) og p%xP,
p::O k:t:O

p=1
13. Vis, at summen af alle mulige produkter af 2 forskellige he-

le positive tal ¢ n har vardien EF n (n-1)(n+1)(3n+2).

14. Vis polynomialformlen
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2. Taylors formel.

2.1, Vi betragter en funktion f£(x), som er vilkarlig ofte
differentiabel i et &bent interval, samt to reelle tal a og b

i dette interval., Ved partiel integration far vi relationen

'/f(p)(x) (bux)pwﬂdx = —f(p)(x) ipi%lg + %/f(p+1)(x) (b-x)Pax,

og for det bestemte integral med graznserme a og b fglger

b B
/a £2) (%) (p-x)Phax = f(P)(a)igéﬁlg ¥ %/a £ (1) (2) (b-x)Pax
eller
D b b
£(p) (q){bale (pimé £(P) (x) (b-x)P~ax -g-,-f £(0+1) (%) (b-x)Pax

hvoraf fglger

it - b |
}: f(P)(a)LEg%l_ :‘/ £'(x)ax - %t[ f(n+1)(x)(b—x)ndx,

p=1 a

og idet vi indsztter

B
/ f'(x)dx = £(b) - f£(a)
a

og skriver f(o)(a) i stedet for ffa), far vi endelig
n b
_a\P
}: f(P)(a)iﬁg%l» = £(b) - ﬁ?/ £ (01 (1) (p-x)Pax.
a
p=0

Dette er Taylors formel. Dens nytte beror pa, at det sidste led

pa& h@gjre side ofte viser sig at vere 1lille, saledes at summen
pa venstre side er en god tilnmrmet verdie for £(b).

Ved udledelsen aff Taylors formel har vi kun benyttet, at
f(x) er n+1 gange differentiabel i et interval, som indeholder

a og b, samt at f(n+1)(x) er kontinuert 1 dette interval.



2.2. Den variable under et bestemt integral er ganske som
summationsindeks en ''passiv' variabel, af hvilken integralets
verdi ikke afh:nger, og hvis betegnelse uden videre kan &ndres.
Det er hensigtsmessigt at undgd, at den variable under integral-
tegnet ogsé forekommer i integralets granser eller uden for in-
tegralet, men det er strengt taget ikke ngdvendigt at overholde
dette.

Vi #ndrer nu Taylors formel, idet vi skriver t i stedet for

x under integraltegnet, skriver x i stedet for b og satter a = O,

Derved fas

n
N "X
(1) Zf(p)(o) %-l; = £(x) - 1-;—3-,—[) f(n”)(t)(x_t)ndt.
p=0

Den uendelige rakke

p:o

kaldes den til f(x) hgrende Mac-Laurinrakke. Man kan danne den-

ne rakke for enhver funktion f(x), der er vilkarlig ofte diffe-

rentiabel for x = 0. Rzkkens nte afsnit
n

5 (%) = Z £(0)(0) £

p!
p:O

er et polynomium af n e grad. Hvis sn(x) konvergerer mod f(x)

for n - «, kaldes Mac-Laurinrsgkken konvergent med sum £(x), og

vi skriver da

@y

D

(2) 20 = ) £®0) &

p!
p=0

Hvis x tilhgrer en omegn af O, i1 hvilken f(x) er vilkadrlig ofte dif-
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ferentiabel, giver formlen (1)

n!

X
(3)  £(x) - s (x) = i—é 20 (4) (xet)Pat,

og i dette tilfalde ser vi da, at rakkeudviklingen (2) er gyldig,
hvis og kun hvis
X
1 / f(n+1)(t) (x-t)2dt » 0 for n - .
n!
0
2.3. For funktionerne ex,cosx, sinx har vi

n

d X .

= et = &% s Q«-cosx = cos(x + n—), 81nx = 51n(x + ﬁE),
n n 2

ax ax X

og for integralet (3) fas i disse tre tilfzlde henholdsvis

X n X
%—7/ e¥(x-t)"at , ¢ 1=l é etdtl

n
. n
31n(t + k) (x-t)"at L%% - | x]

n
= .

:3 l—*
O\\
I

a.A

yat

A

-~ / cos(t + n%) (x-t
0

Alle tre integraler vil séledes konvergere mod O, safremt udtrykket

2™ _ lxl . lxl L Ixl ... Lzl
n! = 1 2 3 n

konvergerer mod O for n = e, og dette vil jo virkelig vere tile
feldet, da vi for n > 2|x| ser, at produktet mindskes til under

halvdelen, hver gang n ¢ges med 1. Dermed har vi bevist de tre

rekkeudviklinger
=
n 2
X ? X X X
[&] = '-’—"n' = 1 4 -—-—1! +—2' 4 vee

S
]
O
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(=]
E n 2 in
nmr x X X

2 n
n=0
o
3 5
sin x = }J sin %? .= %} - %T + %T - e
n=0

Den fgrste af disse rzkker giver for x = 1 razkkeudviklingen
til bestemmelse af grundtallet for de naturlige logaritmer

e =1 + %T + ST + %T ot .

Denne razkke konvergerer hurtigt og er et bekvemt middel til
tilnermet beregning af e. Det samme gelder rakken for ex, nar x

har en numerisk lille verdi.

2., For funktionen (1+x)% far vi

n-1
dn o n o-n
=— (1+x)" = . |(a-q)(1+x)
ax q=0

s& dens Mac-Laurinrsekke tilfredsstiller betingelsen
n

TT

X
(1+x)% = 8 (x) = a | | gggrf (146)* 77 (x-1)Pat,
Q=1 0

Nu er

_x=t o (Jex)t
X-95% T T et

hvilket viser, at for |t| ¢ |x| < 1 har denne forskel samme for-
tegn som t. For |x| < 1 har vi derfor fglgende vurdering af in-

tegranden
() ‘(1+t)“'n’1(x—t>”l < (t)* x| ?,

og vi far séledes vurderingen
n

¢ ol | ((Lesalix) _gxmt)"‘”at

q=1

l(1+x)a - sn(x)
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for fastholdt x
Der eksisterer nu/et reelt tal k og et helt tal N, sdledes at

Ji’-‘-agllxlgk<1forqu,

og vi far da for n > N
N

‘(’Hx)a - sn(x), I ﬂ(lﬁgﬂlxm éx(1+t)a~1dtl

q=1
og dette udtryk gar mod O for n — «, idet kun den fgrste faktor

afhenger af n. Idet vi indf¢rer betegnelsen

<a> _afa-1) ceoe (a-ntit) _ %%a—g+1

n n! il a
g=1
har vi séledes vist rekkeudviklingen
o o o
(14+x)% = }: <n>xn =1 4 <1> X + <2> X° 4 eee x| < 1.
n=0

"Hvis o specielt er et positivt helt tal, bliver koefficienterne

O fra et vist trin, og rakken gir over i binomialformlen. Rak-

ken kaldes derfor binomialrekken.

Hvis o = -= n er et negativt helt tal, far vi

<;F> = (-1)P n(n+1)£;‘(n+b—1) = (-1)P é%%%f%%% = (_1)p<n;8;1>’

og vi har derfor udviklingen

- B n+p n+1 n+2

n

|8

I}
©)

For n = 0 fas en udvikling 1 en uendelig kvotientrakke

(’I+x)—)l S - x4 XD e,

2.5. Vi vil endelig ogsa opstille en razkkeudvikling for
logaritmefunktionen, I den hgjere matematik er den naturlige
logaritme den vigtigste logaritmefunktion, og vi vil derfor an-

vende betegnelsen log - for denne funktion. Vi sgger en rekke-



udvikling for log (1+x), som giver

4o
—== log (1+x)
n
dx

(=) 1)t (14x) 7B,

i

og vi far derfor

il

X
log (1+4x) - s (%) (—1)n‘é (1+4) 1 (x-t)Pat,

og vurderingen (L) giver for |x| < 1

X
|log (1+x) - s_(x)] ¢ [x™ é (1+t)—1dt‘

hvilket viser konvergensen af rakkeudviklingen

log (1+x) = x - %XZ + %xj - 0o, xl < 1.

Heraf udledes let den for numerisk beregning 1idt bedre egnede

rekkeudvikling

log %%% = 2(x + %XB + %XB + o000 ), x| < 1.

2.6, Af Mac-Laurinrazkken for ex fglger umiddelbart for et-

hvert helt tal n og x > 0, at

n
X

5[

e

Er nu o et positivt tal, fas heraf umiddelbart for n > «a, at

X

n—
-§'=->‘=1==X OC‘—)oofOPX-»oo.
Xa ni

Dette vil stadig g#lde, hvis vi erstatter x med log x, og vi

har derfor ogsé

X

(1og x)*

- oo O X — oo,

Hvis vi her erstatter x med x° (B > 0), far vi endelig

2

(log x)*

= oo fOr X = oo,
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Hvis vi her erstatter x med %, far vi

xﬁllog x|%* 5 0 for x » O fra hgjre.
Vi udtrykker dette kort ved at sige, at en eksponential-
funktion sejrer over en potens og en potens over en potens af
en logaritme. Disse resultater vedrgrende de almindelige funktio-

ners relative stgrrelsesorden vil ofte vare til stor nytte.
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Lette opgaver.

En funktion f(x), som er vilkarlig ofte differentiabel for
x| ¢ h, hvor h er et positivt tal, er fremstillet som sum

af en potensrazkke

2
£(x) = a5 + a;x + a x" 40t x| < nh.

Bevis, at
n-1

n-
X~n<f(x) - }_ akxk> - a, for x - O.

k=0
Heraf fglger, at £(x) ikke kan udvikles i flere potensrmkker

af den anfg¢rte form.

Lad g(x) vere en funktion, som er vilkarlig ofte differen-
tiabel for |x| ¢ h, h > 0, og som tilfredsstiller betingel-
sen

g(0) = g'(0)= =+ =™ (0) - 0,

Vis, at
- (n)
x Pg(x) - g—=;§91 for x —» O,

(Benyt formel (1) i afsnit 2.2).
Anvend det fundne resultat pé funktionen

n-1
f(x) - }: gkxk,
k=0
hvor betegnelserne har samme betydning som i opgave 1, vis
ved induktion, at potensrskken i opgave 1 netop er Mac-Lau-
rinrekken for f£(x).
Dette resultat er ikke trivielt, da vi ikke umiddel-

bart kan vide, at Mac-Laurinrszkken for f(x) er konvergent.
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3

Dan konvergente potensrazkker for funktionerne

e, e, cos(xz), sin(xz)
ved at substituere iXZ for x 1 kendte Mac-Laurinrakker. Vis
péa grundlag af resultaterne fra opgaverne 1 og 2, at de fund-

ne rakker netop er Mac-Laurinrekkerne.

Benyt formel (1) (afsnit 2.2) til at vise vurderingen

1.3 eL .5 (LA
tg x - x - i < 75 X for 0 £ x ¢ n

(Det er praktisk at skrive differentialkvotienterne af tg x

som polynomier i tg x).
Find ved hjelp af uligheden en tilnermet lgsning til
ligningen
. 1
te X = X = 3500°
og angiv en graznse for den opnéede ngjagtighed.

Kan den samme ngjagtighed opnas ved hjslp af en 5-cif-

ret trigonometrisgk tabel.

5, Udregn en tilnsrmet verdi for /30 ved hj#lp af binomialrekken

(benyt omskrivningen 3\/‘3"’5 = 3‘2’7":-_3’ = 3(1 + '15)% ).

Ggr rede for, at potensrazkker kan adderes ledvis, og benyt

dette til at gennemfgre beviset for den sidste formel i 2.5.

Find tillige potensrskker for

-X
)

= (e 4 e (e* ~- &™),

1
2 ’ 2

Bevis formlen

d. X - X i3
I [e“cos(x+a)] =V2 e cos(x+a+u).

. . X X .
Opstil Mac-Laurinrzkkerne for e cosx og e sinx, og vis, at

de konvergerer for alle X.
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10,

Vanskeligere opgaver.

Vig relationen
n

T - k X n
log (14+x) - } (1) & - (4)11[ At
0

k=1

og vis derved konvergensen af rakken
10g2=1—-m+c='-—+—_.l_ﬁ,0.-.
2 3 L 5 6

Heraf fglger

1 _ 1 1 1 L.
> log 2 = 0 + > + 0 - I + 0 + 3 + 0 - 3 + .
In

Prgv at finde en rakke med sum % 2 ved at addere de to rak-

ker ledvis, Sammenlign den fremkomne r#kke med rzkken for

log 2,

Find Mac-Laurinrskkerne for e“cosbx og e®sinbx ved en vi-
dere udvikling af den i opgave 7 benyttede metode (udtryk
af formen Acos® + Bsin® bliver logaritmiske ved indfgrelse
af stgrrelser R og ¢, sdledes at A = Rcosp, B = Rsing).

Vis uligheden (benyt rakken for e)
n

n
0 < n!(e - EJ g?) < % *
k=0
Vis derved, at e er irrational (ellers eksisterede der et
tal n, s&ledes at e kunne skrives som en hryk med nmvner nl!,
og uligheden kunne da ikke vere opfyldt, idet det widtersthe
udtryk ville vare et helt tal).
Ved en videreudvikling af ra:sonnementet vises, at e ik- f
ke tilfredsstiller nogen relation af formen
ae+b+ocel = 0,
hvor a,b og c er hele tal. Tallet e er altsd ikke rod i no-

gen andengradsligning med hele tal som koefficlenter.
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Et tilsvarende resultat galder for ligninger af hvilken som
helst grad, men det er meget svart at bevise.

11 . Hvorledes kan 6100 beregnes.

Sver opgave.

12, Funktionen f(x) er tillige med alle sine differentialkvo-

tienter positiv for O <

x ¢ 1. Vis, at Mac-Laurinrzkken for
)

f(x) konvergerer mod f£(x) for 0 { x 1.
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3, Nogle nye elementzre funktioner,

3.1. Vi minder om, at en funktion y = f£(x), som er konti-

nuert og monoton i et interval a ¢ x { b, har en omvendt funk-

tion x =

g(y), som er kontinuert og monoton i intervallet

f(a) ¢ y ¢ £(b). Hvis £(x) er differentiabel med fra O forskel-

lig differentialkvotient, da gelder det samme for g(y), og for

y = £(x) gelder £'(x)g'(y) =

T

3.2+ De trigonometriske funktioner er jo ikke kontinuerte

og monotone i hele deres forlgb, men vi vil for hver af funktio-

nerne velge et interval s& stort som muligt, péd hvilket s®tnin-

gen kan anvendes. For tg x og cot x bliver det ngdvendigt at vel-

ge abne intervaller, men sztningen anvendes da for ethvert af-

sluttet delinterval., Vi opstiller definitionen af de omvendte

funktioner i et overskueligt skema.

trigonometrisk funktion | y = sin x| y = cos x| y = tg x| ¥y = cot x
: o A . [
interval 5<$ X508 x Lm-5< x50 x7
monotonitet voksende |aftagende |voksende |aftagende
omvendt funktion x=Arcsin y|x=Arccos y|xX=Arctg y|x=Arccot y‘
interval -1 Ly -1 T < -l gloo|mo {y < @
monotonitet voksende |aftagende |voksende |aftagende
1 =1 1 -
differentialkvotient T V2 T V2 . y2 14 y2

Det anbefales at tegne grafiske fremstillinger af de trigonome=

triske funktioner samt deres omvendte. Leg merke til, at Arcsin y

og Arccos y ikke er differentiable for y = + 1.

Vi viser udregningen af en af differentialkvotienterne. For

y = sinx fas

- +/1 - sin®x = V4 -

Yo
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idet cosx > O for - g- < x < % Heraf fglger

ax _ __1
RV

De her definerede omvendte trigonometriske funktioner kaldes

L

ogsa cirkulsre funktioner eller arcusfunktioner. I de engelsk-

talende lande benyttes betegnelserne

sin~1y, cos—jy, tg—jy, cot—1y,

men disse betegnelser kan ikke anbefales, da de kan give anled-
ning til forveksling med visse generelle betegnelser i moderne
matematik.,

Af de ovenfor fundne differentialkvotienter af arcusfunk-

tionerne fas de nyttige integralformler

X _ Arcein x + C, -1 < x < 1

VAR

/ =—g§m§ = Arctg x + C, —o < X <oo,
1+ x

3.3, Ved "oversattelse" af trigonometriske formler fés til-
svarende formler for arcusfunktionerne. Vi skal blot illustrere
dette ved at udlede den formel, der svarer til additionsformlen

tgx + tg;
te (x +v) =3 2 tgx %gy

hvor vi mé& forudsatte, at ingen af tallene x, y, X + y har for-

+ pwr. Vi satter 1 denne formel

NIE

men

X = Arctg u, y = Arctg v,

hvilket medfgrer, at
T v
=l <5 vyl <5

og formlen bliver nu

u + v

(1) tg (Arctg u + Arctg v) = TS



Vi lmgger merke til, at uv = 1 netop medfgrer, at x + y har for-

men & + pr. Endvidere er |x + y| < 7, og (1) medfgrer derfor, at

5
Arctg u + Arctg v = Arctg TEiiE% + %,

hvor e har en af vardierne O eller +1. Betingelsen for € = O er

lx + yi <‘% , hvilket altid er opfyldt, nér u og v har forskel-

ligt fortegn. For x > 0, y > O bliver betingelsen y’<'% - X,
hvilket er ensbetydende med tg y < cot x eller uv < 1. Formlen

Arctg u + Arctg v = Arctg {u—+u§

gelder altsad for uv < 1. Vi har nemlig vist den under denne be-
tingelse for u > 0, v > 0, gsamt for uv < 0, og alle tre led i
formlen skifter fortegn, nar bade u og v skifter fortegn. For
u>0, v>O0,uv >l fdase =1, og for u < 0, v < O, uv > 1 fas

€ 2—1.

34 Af kvotientrskkeudviklingen

n—1
. 2n
1+ £° 1o+ t°
p=0
fas ved integration mellem grenserne O og X
n-1
2p+1 % on
Arctg x =§: (-1)® X2p+1 + (~1)nC/ L dg
‘ 0O 1+t

p=0

For integralet p& hgjre side fas vurderingen

X X
211 2n+1
0 0

N3 VAN

1t l. = 2n + 1

som viser, at integralet for |x| ¢ 1 g&r mod O for n - =, og

vi har séledes udledt den konvergente rszkkeudvikling

. 2p+1 3 5
Arctg x = }J (-1)P & = % - % + % - ey Ixl <1,
p=
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For x = 1 fas specielt Leibniz' rakke

LA 4] 4 l LAY

TZRET
som dog konvergerer sa langsomt, at den er ganske uegnet til be-
regning af 7. Beregning af # kan bekvemt udfgres ved hjzlp af

formlen (se opgave 6)

T _ 1 A
I = L Arctg 5 Arctg 555

idet Arctg 1 og Arctg §%§ beregnes ved hjelp af den fundne rzkke.

5
3.5. De sékaldte hyperbelfunktioner

cosh x = £(e* + e™*), sinh x = $(e¥ - &7%)
ginh X cosh x
tgh x = cosh x » coth x = sinh x

har en rzkke egenskaber, der minder om de trigonometriske funktio-

ners. Ved direkte regning eftervises s&ledes formlerne

coshgx - sinhzx =1, ] 5= = 1 - tghzx
cosh™x
cosh 2x = cosh2x + sinhzx, sinh 2x = 2 sinhx coshx
cosh (x+y) = coshx coshy + sinhx sinhy
sinh (x+y) = sinhx coshy + coshx sinhy
_ _tghx + tghy
teh (x+y) = 1 + tghx tghy
2
cosh 2x = 1_“';_25.11.2_?.(. , sinh 2% = ....2-_.1.3.&13&22(_
1 - tgh™x 1 - tgh™x
X _ sinh x ~_ cosh x - 1
tgh 2 7 cosh x + 1 ~ sinh x
4 cosh x = sinh x L sinh x = cosh x
ax ’ dx
d 1 2

== tgh x = =5 = 1 - tgh™x.
dx coshzx
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Funktionen cosh x #ndres ikke, nar x skifter fortegn. Den er vok-
gende for x > 0 og antager mindstevardien 1 for x = 0., De andre
tre funktioner skifter fortegn, nar x skifter fortegn, og sinh x

og tgh x er monotont voksende for alle x, medens coth x er mono-—

tont aftagende for x < O og for x > O,
3.6, Nar ® lgber fra —e til e vil (x,y) = (cosh®, sinh®)

gennemlgbe den i halvplanen x > O liggende gren af hyperblen

2
X —y2 = 1, P4 figuren er P punktet med koordinater

NN
(cosh®, sinh®), /

og den skraverede sektor QAP har
(som en ikke sarlig vanskelig be-

N

regning giver) arealet 0. Dette o

resultat understreger yderligere

analogien med de trigonometriske

funktioner,

Pa grund af den sidstnavnte egenskab har de omvendte funk-
tioner til hyperbelfunktionerne faet navnet areafunktioner. Funk-
tionerne sinh x og tgh x er overalt voksende, medens cosh X kun
er voksende for x 2> O, og coth x er aftagende dels for x < O,
dels for x > O, De omvendte funktioner bestemmes ved eksplicite
udtryk, idet f. eks. ligningen

sinh x = y
eller
o G

reduceres til

(ex)2 - 2y e® - 4

x = log (y +V¥° + 1),
s& vi har den eksplicite formel

Arsinh y = log (y +\/y2 + 1)

O,

i

hvoraf fas
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Areafunktionernes definition og vigtigste egenskaber fremgidr af felgende

tabel:

1 t t [}
hyperbolsk funktion | y = sinhx | y=coshx ! y=+tghx !y =cothx
. Lo ! t 1 .
monotonitetsinterval | «po {x {oo | o { x oo |- {x £ ag ix(o; x>0
1
monotonitet voksende ! voksende f voksende E aftagende
2 ; .
omvendt funktion ix = Arsinh y sx = Arcosh y s X = Artgh y lx = Arcoth y
] 1 [] ]
. . o ] ] X t 1 . ] .
definitionsomrdde -0 Lyl s g 1< y <o 5 1€y <1 iy{—l, ¥ 1
. ! 2 | 1+ (R +1
eksplicit udtryk :log(y+g;2-l) ilog(y+¥y +1) i slog T:§ g zlog %:T
1 ! t ]
differentislkvotient | —mie— | i e R
I I R L S el
3, T. Endelig skal vi navne rekkeudviklingerne
x2 x4
cosh x = 1+ 37+ T o g dx < oo
5 5
sinh x = x + %T + %T + s e sy ~oo (X 4 o
x3 x5
Artgh x = x + TTAEE e e -1 x {1

Den sidste udvikling blev udledt ovenfor i forbindelse med razkkeudviklingen

for log (1+x). De to ferste udledes let af eksponentialrskken.

- 8 - o T "t o v = e
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3

7o

Lette opgaver.

Angiv vzrdien af

Arc sin‘ég , Arc cos %% , Arc sin (-1)

Arc tg V3 , Arc cot J: , Arc cot :é .
V'3 V'3

Gennemfgr bestemmelsen af de differentialkvotienter, som er

anfgrt i tabellen i afsnit 3.2.

Bevis relationerne

Il

R N

Arc sin x + Arc cos X

Arc tg x + Arc cot x = ’ alle x.

Udregn verdien af

sin (2Arc tg %)9 cos Arg tg E, sin Arc cos ié, sin Arc cos'%g,

Arc tg (2 sin Z), Arc sin (tg Z)- sin Z).
3 3 3

Vis formlen

Arc cos V1 - x° = |Arc sin x|, |x| <1,
Gelder der ogsé& en formel, der afviger fra denne ved, at
Arc cog og Arc sin er ombyttede.

Vis formlen

I _ 1 L
LF—LI—AI'Ctg5-AI‘Ctg 2390

Beregn coshx, sinhx, tghx, coth'x forx = log 2, log 3,

log 4ye0.. Skitser grafiske billeder af de fire funktioner. !

Vis nogle af de 1 3.5 anfgrte formler.
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9.

10,

11,

12)

13)

14)

Gennemfor udregningen af de i tabellen i afsnit 3.6 anferte
ekgplicite udtryk og differentialkvotienter., Disse sidste
gnskes udregnet bade ved hjwlp af smtningen om differential-
kvotient af omvendt funktion og direkte ved differentiation

af de eksplicite udtryk.

Find de formler for cirkulsre funktioner, som svarer til
formlerne (udferlig diskussion)

tgrx

1 ST SiNn X = m—oSmmeme———

COS8 X = P
\%1 + tg2% \6 + ?E?X

Bevis fplgende formler i deres gyldighedsomréde. Anfor
gyldighedsomrédet i hvert enkelt tilfmlde, og angiv eventu-

elle modsvarende formler, som gexlder udenfor gyldighedsom-—

raderne.
2
cos 2 x = =PEX i ox = —2BX
2 2
1 + tg°x 1T + tg™x
cos 2x = 2 oos2x -1, cos 2x = 1 - 2 singx,

Bevis den for x> 0, y > 0 gyldige ulighed
Arctg (x+y) < Arctgx + Arctgy.

Vanskeligere opgaver,

Diskuter gyldigheden af relationen
Arc sinx + Arcsiny = Arc sin (x¥f1-y2 + ¥ %?“fo?)

og opstil den tilsvarende relation for Arc cos.

En for alle reelle x defineret funktion f(x) er givet ved

*"; . e £
{gf +n W for x =W+ 0,

{.Arc tg(2tg x) + n /" for |x-n7] < ?:j
2

Idet n gennemlsber alle hele tal, Tilsvarende defineres
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15)

16)

17)

18)

n T for x = nir”
Arc cot (% cot x) + n¥% for n W< x < (n+1)7

Vis, at f(x) og g(x) i virkeligheden er identiske, og at de

g(x) =

ok T

er differentiable for alle x. Udregn differentialkvotienten.

Tegn grafisk fremstilling af funktionerne og differential-
kvotienten.

Vie, at funktionen

/o for x =7 + n 7,
2

f(x) =
%Lfrctg (3tegx) - Arctg(2tgx) ellers,

er kontinuert og differentiabel for alle verdier af x.
Gennemfor beregningen af det i afsnit 3.6 omtalte areal,

I et smdvanligt retvinklet koordinatsystem foreligger

kurven y = cosh x. Vis, at afstanden mellem punktet (q,0)

og tangenten til y = cosh x i punktet med abscisse g har

lengden 1.

Sver opgave,

Find en rekkeudvikling for Arc sin x og angiv dens konver-
gensinterval (kopier den for Arctg x benyttede metode, idet

binomialrsgkken anvendes til rskkeudvikling af differential-

kvotienten).
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De reelle og komplekge tal.

4.1. Vi skal ikke ofre tid pd en detaljeret indferelse i
teorien for de reelle tal, men forudsmtte det reel talbegreb kendt
fra gymnasiedt.

I matematik 2 vil det blive vist, hvorledes det & muligt ud
fra de naturlige tal 1,2,3,..., der udger en mengde vi vil betegne
med N, efterh&nden at indfere de hele tal, som udger mengden %,
de rationale tal, som udger mengden Q, samt endelig de reelle tal,

som udger mengden R. Vi har siledes
Nc 2c §cR.

4.2. De 4 nmvnte mengder er organiserede ved regneregler.

Hvis Byttt 8y tilherer en af mengderne, kan vi danne
n n
Byt Tttt ay = k};ak; Bq "7 8y = k]___L Bt

og talverdien af disse udtryk afhmnger ikke af rskkefglgen af de

n elementer, ligesom den heller ikke ®ndres, ndr der smttes paren-

teser, Endvidere gmlder reglen

iak ibl= i i &by

k=1 1=1 k=1 1=1
for multiplikation af summer,

For mengderne %, Q og R gmlder tillige, at ligninger af
formen a + x = b altid har en og kun én losning, og denne beteg-
nes x = b - a, Udtrykket a - a = 0 bliver uafhengigt af a, og
hvis vi sstter O - a = -a, viser vi let gyldigheden af de ssdvan-
lige regler for regning med fortegn.

Af regnereglerne folger nu umiddelbart, at a+0 = 0 for alle
a. P4 den anden side har enhver ligning ax = b med a + 0 en og kun
én lesning, tallet 1. Iesningen til ax = b betegnes %. De ratio-

nale tal er netop tallene g, p €%, q € N, De velkendte regler

for regning med breker kan nu vises.
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Det felger ikke umiddelbart af regnereglerne, at tallene 1,
2=1+1,3=24+1, +-+ alle er forskellige, men vi antager nu,
at de virkelig alle er forskellige, Det er disse tal, der udger
mengden N af naturlige tal.

Mxngder, pd& hvilke regneregler er definerede, vil blive be-
handlet indgdende i det andet kursus under matematik 1. Vi vil
npjes med den foregiende kortfattede beskrivelse og blot tilfej-

e, at en mmngde, der er organiseret ved de fire regningsarter,
s8ledes at de smdvanlige regler er gyldige, kaldes et legeme.
Mengderne R og Q er eksempler pd legemer, men Z er ikke et lege-
me, da division ikke altid er mulig.

4,%. Mengderne %, Q og R er endvidere organiserede ved ord-
ningsrelationen <. De fra O forskellige tal 1 R falder i 2 klasser
R+ og R (de positive og de negative tal). At 2 tal a og b til-
fredsstiller a < b skal betyde, at b - a € R+. Relationen a < b
betyder blot a < bv a = b, Der er et sammenspil mellem ordnings-
relationerne og regnereglerne, idet summer og produkter af positi-
. tal er positive. Det er let pé& grundlag heraf at udlede de
kendte regneregler for uligheder.

En mengde, der er organiseret ved regneregler og ordensrela- |
tioner med et sammenspil, sdledes som vi kar beskrevet det for Q E
og R, kaldes et ordnet legeme. |

Af reglerne fglger, at kvadratet pd et element F O altid
er positivt. Specielt er 1 positivt, og derfor medferer ordningsreg{
lerne, at tallene 1, 2 =1 + 1, -+ alle er forskellige, og for-
udsztningen herom bliver derfor nu overfledig.

Vi kan nu definere begrebet numerisk vsrdi

{ a for a>a0
--a for a < O

og vi beviser let de vigtige regneregler
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bl = lal + |n],

al - [0]] < |a
jab| = |al]b

I+

L]

Vi understreger endnu engang, at begrebet numerisk verdi er
indfert pd grundlag af ordningsreglerne, idet inddelingen i posi-

tive og negative tal er grundlaget for definitionen,

4,4, Begrebet konvergent talfglge hviler ogsd pd ordnings-

relationerne, idet en talfwelge (an), n € N, siges at have granse-

verdien a, sé&fremt felgende betingelse er opfyldt:

Ve > 03N E€NVne N (n ) N= |a-a_| < ).

n
At talfelgen er konvergent betyder, at der eksisterer et tal a,
som er grsnseverdi for felgen, altsi

Ja€ Rve > 03NENvneN (n) N= |a-a | <€)

Vi vil smdvanligvis (ikke ganske berettiget) afkorte disee
logiske relationer en smule, Vi vil sdledes skrive den forste pa
den afkortede form

Ve > 03N (n 2 N = la-anl <€),
idet W € ¥ og Vn underforstds. Vi kunne ogsd skrive
ve > 03NVn > N (Ja~a | < €).

Vi skal endvidere nzvne, at det er ligegyldigt, om vi an-
vender relationerne <, > eller <, > i definitionerne., De i gym-
nasieundervisningen omtalte regler for regning med grsnseverdier
beror ligeledes kun pa& regneregler og ordningsrelationer, P34 den
anden side omfatter gymnasieundervisningen ogsé nogle sstninger,
der udtaler sig om eksistens af grsnseverdi for visse felger, og

disse sstninger kan ikke udledes pa grundlag af de hidtil omtal-

te egenskaber ved de reelle tal.

4,5, Begrebet interval hviler ligeledes pad ordningsrelatio-

nerne. Vi definerer

b;, afsluttet interval,

I A
M
A

[a,b] = {x|a <

A

la,b| = {X]a < x < b}, 8bent interval
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[a,b] = éx]a < x< b}, (halvibent)

[a,&%[: {Xla < x!, uendeligt interval,

= U}

A

b,

j-m%b[: @

0.8,v, En talfelge, hvis elementer alle tilherer et og samme ende-

X

lige interval, kaldes som bekendt begranset, Vi skriver betingel-
sen i det logiske tegnsprog:

Jda,b € R vn (an e la,p]).
Vi har her kort skrevet Ja,b i stedet for Ja Ib. Dette kan ikke
give anledning til misforstdelse. Vi minder om, at det for tal-
folger gelder, at konvergent ====> begrenget. Talfelgen (an) kal-

des opad begrsnset, nar

b€ Rvn (a < D)o
Tallet b kaldes da et gvertal for talfslgen. Tilsvarende defineres

nedad begrsnset, Vi har

opad begraznget og nedad begrsnset <=====> begrenset.

Denne skrivemdde er ligesom den ogsé 1idt tidligere benyt~
tede ikke helt korrekt, idet de benyttede logiske tegn kun kan

swttes mellem relationer. Vi har sdledes underforstiet "(an) er"

3 gange i den sidste relation.

4.6, En talmengde M ¢ R kaldes opad begrsznset, hvis

b€ Rvxe M (x< b),

0og b kaldes et overtal for msngden. Analogt indferes nedad begrsn-

set og undertal. Msngden M kaldes begranset, hvis den er bade op-

ad og nedad begrsnset. En talfelge (aﬂ) er opad begrenset, hvis
0g kun hvis mengden af dens elementer er opad begrsnset. Tilsva-
rende for nedad begrsnset og begrznset.

Vi indferer en ny forudsstning:

4.6,7, Aksiom. Blandt overtallene for en opad begrmnset

mengde findes et, som er mindst,

Dette mindste overtal betegnes sup M (leses gupremum). Det



er karakteriseret ved fglgende to egenskaber
Vx € M (x ¢ sup M)
Ve > 03x € M (x> sup M=¢).

Hvis M er en vilkérlig mangde af reélle tal, betegner vi
med - M, der fas ved at skifte fortegn p& alle elementer i M,
altsa

XxX€ =Me= -x€ M

At a er undertal for M er da ensbetydende med, at -a er
overtal for =M, og hvis =-c = sup (-M) er det mindste overtal
for -M, da er ¢ = -sup (-M) det stgrste undertal for M, og vi
har dermed bevist

L.6.,2. Setning. Blandt undertallene for en nedad begrsnset,
ikke begrsnset talmengde findes ét, som er stgrst.

Dette stgrste undertal for M betegnes inf M (infimum). Det
er karakteriseret ved f¢lgende to egenskaber

Vx € M (x > inf M)
Ve > 03x € M (x < inf M + &),
Vi fremhezver endvidere den ovenfor fundne sammenhzng
inf M = -sup(-M), sup M = -inf(-M).
Den sidste relation f8s af den fg¢rste, nar M erstattes med -M.
For den tomme mengde er infimum og supremum ikke defineret.

For en mengde M, der ikke er opad begrenset, skriver vi sup M = «,

og hvis M ikke er nedad begrenset, skrives inf M = - o,
L.7. Lad M1 og M2 vere mengder af reelle tal., Med M1+M2

betegner vi da mmngden af alle summer af et tal fra M1 og et tal

fra M altsé

2’

a € M+, = 3a, € M, 3a, € M, (a = a1+fa2).

1 1 2
L.7.1. Setning. Hvis de ikke tomme, reelle talmengder M1

og M, er opad begransede, gelder ligningen

2
sup (M1+M2) = sup M, + sup M,
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og hvis M1 og M, er nedad begrensede, gelder ligningen

2
inf (M1+M2) = inf M, + inf M,.

Det er nok at bevise den fgrste af de to relationer. Vi be-~
merker fgrst, at a, € M, a, € M, medfgrer, at a,+a, ¢

sup M41 + sup M og denne sum er saledes ef'overtal for M1+M2

2’
og altsa 2 sup(M1+M2), som er det mindste overtal, Altsé kan vi
slutte, at

(1) sup(M1+M2) < sup M, + sup M,.

Vi valger dernest et vilkarligt element a, € M1. Det er da
klart, at sup(M1+M2) -a, 2 a, for alle a, € M,, altséd at
sup(M1+M2) -a, 2 supl,,

hvilket ogsé kan skrives

sup(M1+M2) -supll, 2 a,.

Da a, her er et vilkdrligt element i M?’ viser denne ligning, at
sup(M1+M2) ~sup M, er et overtal for M,, altsd

sup(M1+M2) -sup M, > sup M,,

og denne ulighed sammen med (1) giver den ¢gnskede relation.
4.8, Lad £ : M ind i R vere en reel funktion pa en vilkar-
lig m@sngde M. Vi vil da benytte betegnelserne

sup £ = sup £(M) , inf £ = inf £(M)
M M

og hvis ingen af disse er + « eller - «, siges £ at vaere begran- l
set, |
Har vi mu to begrensede reelle funktioner £ : M ind i R og
g ¢ Mind i R, da gslder jo
(f(x)+g(x) | xe M} ¢ {£(x) | x€ M} + {g(x) | xe M},

men sedvanligvis gelder ¢ , og vi kan derfor kun slutte, at

sup (f+g) { sup £ + sup g
M M

inf (f+g) 2 inf £ + inf g.
M M
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h + (-g), altsa

1l

Hvis vi se@tter £ + g = h, har vi f

t

sup £ ¢ sup h + sup (-g) = sup (f+g) - inf g,
M M M M M
hvilket ogséd kan skrives

sup (f+g) 2 sup £ + inf g.
M M M

Her kan vi lade f og g bytte rolle. Desuden kan et tilsvarende
resonnement gennemfgres for inf. Det endelige resultat kan sam-

menfattes pa den overskuelige form

inf f+sup g
. \ . M M
inf £ + inf g ¢ inf(f+g) ¢ { . }g sup(f+g) < sup f+sup g.
M I M Sup T+108 &) "y M M

En reel talfglge (an) er en reel funktion pd N, og vi kan
derfor tale om dens supremum og infimum, idet disse blot bliver
supremum og infimum for m#ngden af talfglgens elementer, og vi
vil kort betegne dem sup(an) og inf(an). Vi vil ligeledes benyt-

te de umiddelbart forstéelige betegnelser Sup(an), inf(an),etc.
n2N n>N

L,9., Vi vil endvidere fremhmve den nyttige sztning:

4.9.1. Smtning. Lad A og B vare to ikke tomme mengder af
reelle tal, s8ledes at et hvert element 1 A er mindre end et-
hvert element i B, Da g&lder uligheden

sup A ¢ inf B.
Vi skal ikke give noget bevis for denne sztning (se opgave

nr. 8).

L.9.2. Definition. Et par (A,B) af reelle talmezngder, som

tilfredsstiller betingelserne

A+d,BE@P, AUB=R, Va € AVb € B (a <D)
kaldes et snit 1 R.

Af den sidste betingelse fglger, at AN B = ¢, slledes at
(A,B) er en inddeling af R i to klasser. Af s@tning L4.9.1 f@l-

ger sup A { inf B, men her m& lighedstegnet gelde., I modsat fald
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fandtes et tal c, sdledes at sup A < ¢ < inf B, og heraf folger

c € A, ¢ ¢B i modstrid med, at AU B = R, Altsd er sup A = inf B,
og dette tal er da enten det storste element i a eller det mindste
i B, Vi har sdledes bevist |

4,9.3., Sstning. For ethvert snit (A,B) i R gmlder, at A har
et storste element eller at B har et mindste element.

Denne setning, snitsstningen, blev via forskellige mellem-
led afledt af aksiomet 4.6.7. Vi bemsrker, at aksiomet 4.6.7 er
en umiddelbart felge af sstning 4.9.3.

Lad nemlig M vsre en ikke tom, opad begrsnset reel talmeng-
de. Da er mengden B af overtal for M ikke tom og A = R\ Ber
heller ikke tom, Det ses umiddelbart, at (4,B) er et snit i R,
og af s®tning 4.9.3 folger da eksistensen af et tal c, som er
stoerst i A eller mindst i B, Da ethvert x > ¢ er overtal for M,
er ethvert element i M mindre eller 1lig c, og c er derfor overtal,
altséd c€ B, hvilket viser, at ¢ er det mindste overtal for M,

Vi kunne altsd have valgt 4.9.3 som aksiom i stedet for 4.6.
1. Det er en skenssag, hvilken af de to egenskaber, man finder sa
indlysende, at man vil akceptere den som aksiom., Det fremgdr af
udviklingen ovenfor, at de to aksiomer er omtrent lige bekvemme
som grundlag for teorien.

4,170, I gymnasieskolen har man som udgangspunkt for de reel-
le tals teori ofte benyttet et aksiom, som passende kan kaldes
aksiomet om intervalindsnsvring., I vor fremstilling bliver dette
aksiom en sstning:

4.10.1. Swtning. Lad ([an,bn]) vare en folge af afsluttede
intervaller, som for n = 1,2,... tilfredsstiller betingelsen

8 = an+1 < bn+1 = bn

(altsd [ & ] E:[ah)bn]). Der eksisterer da et punkt c, som

n+1’bn+1
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er fxlles for alle intervallerne,

Af smtning 4.9.1 folger, at intervallet [supan,infbn] er del-
interval af alle [an,bn].

Hvis bnf'an'% 0, sluttes umiddelbart, at intervallerne kun
har ét felles punkt. I reglen er det kun dette specielle tilfml-
de, der benyttes som aksiom,

Det skal tilfejes, at sstning 4.10.1 ikke medferer aksiomet
4.,6,7, men m& suppleres med en ekstra forudsstning.

4,11, Bt andet ofte benyttet udgangspunkt for de reelle tals
teori er eksistensen af grsnseverdier for monotone, begrsnsede
felger., Vi bruger betegnelserne voksende og aftagende i overens-—
stemmelse med folgende definition.

4,11.1. Definition. Bn reel talfelge (an) kaldes (monotont)

vokgende, hvis a, < a for n = 1,2,..., strengt voksende, hvis

n+1
a, < I for n = 1,2,..., aftagende hvis a, 2 B for n = 1,2,44
og strengt aftagende, hvis a, > 8 forn=1,2,¢e. « En folge,

som er voksende eller aftagende, kaldes monoton,
Vi har da setningen
4411.2. Swtning. Hvis (an) er en monoton talfelge gmlder
an-+ sup(an), hvis (an) er voksende
a, = inf(an), hvis (an) er aftagende.
Bevis, For (an) voksende og sup(an) = o kan vi for A€ R vwl-
ge N, sdledes at ay 2 A, og vi har da a, = Ay A for n > N, alt-

sé.anfacv . For (an) voksende og sup(an) endelig, gelder a, <

sup(an) for alle k, og for € > 0 kan vi velge N, s8ledes at ay

HAY)

sup(an) - €, og vi har da
sup(an) -€ <a < sup(an) for k > N,
hvilket viser, at a, sup(an). Analogt for aftagende folger

4,12, Vi skal indfere to nye begreber, som idemmssigt er be-
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glxgtede dels med granseverdibegrebet for en talfelge, dels med
begreberne inf(an) og sup(an). Lad (an) vere en opad begranset
talfelge, Vi indferer da en talmmngde B, som vi passende kunne
kalde "mengden af nmsten-overtall, defineret ved

b €B = {[n | a, 2 b} er endelig:
Denne betingelse er ensbetydende med, at der eksisterer et n, si-
. Vi definerer nu

ledes at b er overtal for felgen Bppqt By orees

limeg superior ved

lim sup(an) = inf B = inf(sup(an)),
n>N

idet den anden karakterisering af "nmsten-overtallene'" viser, at
det sidste udtryk netop er inf B. Det ses umiddelbart, at

1lim sup(an) = - o indtreffer, hvis og kun hvis a, - - . Hvis
(an) ikke er opad begrenset, smtter vi lim sup(an) = o , Vi ind-
forer analogt en mengde A af "nmsten-undertal", som forer til

limes inferior:

1lim inf(an) = sup A = sup(inf (an)).
n>N

De to nye begreber er karakteriserede ved, at vi fore > 0

har
a, 2> lim sup(an) + € hejst for endelig mange n
a, > lim sup(an) ~ € Tfor uendelig mange n
a, < lim inf(an) - € hgjst for endelig mange n
a, < lim inf(an) + € for uendelig mange n.

s
Disse forhold anskueliggeres bekvemt grafii P& en tallinie,

som antydet nedenfor.

lin inf(a ) lin sup(a )
hgjst endelig hojst endelig
mange a mange a
n e e el| e 8¢ B
VNN Y N
/ A\ 4

uendelig mange a, uendelig mange a,
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Da de to intervaller, hvor der kun ligger endelig mange a,
ikke m8 gribe ind over hinanden for nogen som helst positiv ver-
di af €, kan vi slutte, at

lim inf(an) < lim sup(an).

Sammenha&ngen med gransevardibegrebet fremgdr til dels af
folgende sztning:

4,12.1. Setning. For vilkérlig talfelge (an) og vilkarligt
reelt tal a gzlder

a,” a+= lim 1nf(an) = lim sup(an) = a,

Pastanden gzlder ogsé for a = 0g for a = = « , men vi vil
dog kun gennemfpre beviset for et endeligt a. Hvis a, > a har vi

for ethvert € > 0, at

a a + € hpjst for endelig mange n

n

nmv

a a - € hpjst for endelig mange n,

n

A

hvilket viser, at a er bdde lim inf(an) og lim sup(an). P& den
anden side vil a = lim inf(an) = lim sup(an) netop medfere, at
ovenstéende to betingelser er opfyldt for ethvert e > 0, og det
er ensbetydende med, at a, > a.

4,13, Vi har allerede nogle smtninger til radighed, som ger
det muligt at vise, at en talfelge konvergerer uden at selve grsn-
severdien inddrages i undersegelsen., Vi har f.eks., smtning 4.11.2,
som dog kun anvendes pad monotone felger., Et andet middel har vi
i swtning 4.12.1, som virker pad enhver konvergent talfeslge, men
brugen af den involverer, i hvert fald tilsyneladende, en bestem-
melse af grenseverdien, Vi skal nu udlede en helt generel konver-—
gensbetingelse, som ikke forudsstter kendskab til grensevsrdien.

Vi skal begynde med en definition.

4,13.1. Definition. Bn talfelge (an) kaldes en fundamental-

folge, nédr den opfylder betingelsen
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Ve > 03N VYm,n > N (la_-a_| < €).
Betingelsen kan ogsd skrives
Ve > 03N Vm,n ((m Y NAnN) = lam'-—anl <€)
Vi viser nu forst
4.13.2, Swtning, En fundamentalfelge er begranset, Til € = 1
svarer nemlig et N, sdledes at vi for alle n > N har Ian-aNl < 1.
Udenfor intervallet [aN-1, aN+{] findes altsa hejst endelig man-
ge af folgens elementer, og deraf felger, at felgen er begrznset.
4413.3. Setning. En konvergent felge er en fundamentalfelge.
Lad (an) vere en folge med granseverdi a, og lad € vere et
positivt tal. Der eksisterer da et tal N, sdledes at vi for

mn>N, n>N har

la—aml - g ’ la—an] < % ,
hvilket medforer
a =2, | = l(a-an) - (a—am)l < Ia-anl + la—aml <e,

hvormed sztningen er bevist,

4.,13.4, Setning. BEn fundamentalfelge er konvergent.

Lad (an) vere en fundamentalfelge, og lad € vere et positivt
tal, Da (an) er begrenset har lim inf(an) og lim sup(an) endelige
verdier, Lad N vare valgt, sdledes at

la,~2,| =& for mn >N,

For vilkarligtn > O kan vi valge m,n > N, séledes at

a, < lim 1nf(an) +n , a > lim sup(an) -n,

og vi far da

1lim sup(an) - lim inf(an) <2n + a -a. < 2n+ €,

og da dette gzlder for alle € > 0 og n > 0, folger heraf, at

lim sup(a, ) = lim inf(an),

og af smtning 4.12.1 folger nu, at (an) er konvergent.



Ssmtningerne 4.13.3 og 4.13.4 udger det almindelige konvergeng-

princip. Som det vil fremga af det felgende, bl.a, af teorien for
nendelige rekker, som bliver emnet for kapitel 5, har dette kon-
vergenskriterium grundlsggende betydning for analysen, men sst-
ninger, som er udledt af det almindelige konvergensprincip anven-
des hyppigere end konvergensprincippet selv,

4,14, Af en folge 8 85500 kan vi danne en ny fglge ved at
udelade visse led, Mzrketallene for de tiloversblevne led danner
da en strengt voksende fglge Dy < Py < «eey 08 den resulterende
delfolge bliver felgen ap1, apg,... . Ordet delfelge anvendes al-
tid i denne betydning. At (bn) er en delfelge af (an) betyder alt-

sé, at der eksisterer en voksende folge (pn) af naturlige tal, s~

ledes at (bn) = (ap )

n
4414.1, Swining. Enhver talfolge (aﬂ) har en delfelge (ap ),
n
som konvergerer mod lim sup(an), og en delfolge (aq ), som konver-
n
gerer mod lim inf(an).

Bevis, Vi behandler kun det tilfslde, hvor lim sup(an) er en-

delig. For ethvert naturligt tal k indeholder intervallet
, 1 ‘ 1
(1) ]1im sup(an) - 3o lim sup(an) + E[

uendelig mange a . For k¥ = 1,2,3,... udvelger vi apk i interval-

let (1), s8ledes at by er > de tidligere udvalgte merketal., Fol-

gen (a_ ) vil da konvergere mod lim sup(an). Analogt for lim inf(an).
4.?4.2. Setning. Hvis en talfelge (an) har en delfplge (apn)

med grznseverdi c, tilherer c intervallet

[lim inf(an), lim sup(anfl.

Omkring et punkt b udenfor dette interval kan vi nemlig lmg-
ge et interval:]b—a, b+£:[, gsom hejst indeholder endelig mange a,
4,14.3, Hvis a, — a gelder for enhver delfslge By 7 2

n
Dette folger umiddelbart af definitionen pad konvergens.,
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Le15. V1 vil i det fglgende benytte de i gymnasieundervis-
ningen behandlede satninger om regning med talfglger, og vi skal
ikke i1 denne forbindelse gé nermere ind pa beviserne for disse
sgtninger. De er specialtilfezlde af sztninger, som vil blive
vist 1 et senere afsnit, og 1 beviserne benytter vi ikke de an-
vendelser af regnereglerne, som forekommer i dette og i n®ste
kapitel.

L.16., Vi minder ganske kort om de komplekse tal a = a,+ia,,

hvor a, og a, er reelle tal, medens den imaginsre enhed i ikke

er noget reelt tal, men tilfredsstiller betingelsen 12 = -1, og

hvor regning igvrigt foregér ganske som med reelle tal, siledes

at vi far

(a,+iay) + (b,+ib,) = a,+b,+i(a,+b,)

(a1+ia2)(b1+ib2) = a,b,-a,b, +i(a1b2 +a2b1)

a,+ia, ) (a4+1a2)(b1—ib2) ) a1b1+a2b2+ . ab,~a,b,
b,+ib, 2 _ 2 = o2 2. 2
1 2 b1 +b2 b1+b2 b1+b2

De i 4.2 omtalte regneregler galder uzndret for de komplek-

se tal, som derfor siges at udggre et legeme. I et ordnet legeme
vil ligningen x2+y2 = 0 kun have lgsningen x = y = 0, men i de
komplekse tals legeme har vi jo 12+12 = 0, og det er derfor umu-
ligt at organisere de komplekse tal som ordnet legeme. Vi kan

imidlertid alligevel indf¢re en numerisk verdi (ogsi kaldet mo-

dulus) af et komplekst tal, idet vi sztter

|a +ia = \/(8-12+8.22) .

priay]

og det viser sig da, at vi har de samme relationer som for reel-

le tal, idet

AN
o
+
o'

VN
o

+
o2

| fal-lol]

1
»
—_ !
o'

|ab]
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Den fgrste af disse regler fglger umiddelbart af den geo-

metriske fortolkning af addition og subtraktion, som vist pa

nedenstaende skitse, hvor det komplekse tal a

punktet (a1,a2). AN

o]

+ia,. afsat som

1 2

a+b

a+b|

o™

Den anden regneregel for numerisk verdi vises bekvemmest

ved i den geometriske fremstilling, sdledes som antydet pa fi-

guren, at ga over til de polzre koordinater (]a|,®), saledes

som antydet pa
figuren. Vink-
len ® har en

éntydig bestemt

N

e

verdl ®
Arg a € |-w,7],

men vi kan ogséa

benytte enhver af vardierne Arg a + 2nm, hvor n er hel, og mnazng-

den af disse vardier vil vi betegne arg a. Vi understreger, at

Arg a er et tal og arg a en mengde, og at Arg a € arg a. For

® € arg a har vi nu

a, = |alcos®,

gd vi kan skrive

a, = |alsin®,

2

a = |al(cos® + i sin®).
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Har vi nu 2 komplekse tal
a = |a](cos®+i sin®) , b = |b|(cosp+i sing),
hvor altsd ® € arg a og ¢ € arg b, far vi
ab = |al|bl (cos®+i sin®) (cosp+i sing) =
lal o] ((cos®cosp-sin®sing) + i(sin®cosp+cos®sing)) =
allb] (cos(®+¢) + i sin(@+¢)),
og heraf fglger umiddelbart, at |ab] = [al|b|. Desuden ser vi,
at ©+¢p € arg(ab), og arg(ab) bestar derfor af alle summer O+¢,
hvor ® € arg a og ¢ € arg b, s& vi har bevist mangderelationen
(se indledningen til L.7)
arg(ab) = arg a + arg b.
Hvert element af mengden arg a kaldes et grgument for det

komplekse tal a, og Arg a kaldes hovedargumentet for a. Vi un-

derstreger, at den pzne relation, som gzlder for mzngderne af
argumenter for a, b og ab ikke afspejler sig i en lige s& smuk

relation for hovedargumenterne, idet vi far

Arg a + Arg b + 27, hvis Arg a + Arg b { -~
Arg (ab) = (Arg a + Arg b - 27, hvis Arg a + Arg b > &
Arg a + Arg b, hvis -r < Arg a + Arg b § 7.

Vi minder i denne forbindelse om Moivre's formel
(]a] (cos®+i s5in®))™ = |a|™(cosn®+i sinn®),
heraf fglger, at ligningen
= a = |al(cog®+ i sin®)
har n forskellige lgsninger, nemlig tallene

n
C) 21 N AC) 2
\/laléos<£+q‘—£->+ i 81n<;1—_+q°—£—>>; qd = 0y1,000sn-1.

1
n —-—
P4 grund af dette forhold vil vi ikke definere va eller a for

komplekse verdier af x, men vi vil dog af og til bruge disse be-
tegnelser, idet vi hver gang preciserer, hvad de skal betyde.

L,17. Vi g&r nu over til at studere fglger (an), n €N, og
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vi bemerker fgrst, at vi for hvert ay har et udtryk a, = aﬁ + iaﬁ,
hvor aé og aﬁ er reelle. De to fglger (ag) og (aﬁ) er henholds-
vis realdelen og imaginsrdelen af fglgen (an).

4.17.1. Definition. Fglgen (an) siges at have gransevardi-
en a, safremt betingelsen

ve > 03N(n 2 N= |a-a | < €)

er opfyldt. Pglgen (an) kaldes en fundamentalfglge, safremt be~

tingelsen,
ve > 03N((m 3 NAn2 N)= |a-~-al <e).

Vi bemazrker, at definitionerne er n¢gjagtige kopier af de
tilsvarende for reelle fglger. Vi har nu

L.17.2. Swtning. Fglgen (an) er konvergent (en fundamental-
fglge), hvis og kun hvis realdelen (aﬁ) og imaginmrdelen (ag)
er konvergente (fundamentalfglger).

Dette foglger umiddelbart af ulighederne

' ntp 1"1' ! ? 1"
P — u
g '8. a I g Ia a ' + ,8. -8 P

w_ N
Iam ay

og de analoge uligheder for Ia—anl.

Heraf fglger umiddelbart, at (an) er konvergent, hvis og

kun hvis (an) er fundamentalfglge ganske som for reelle fglger,

Det er klart, at begreberne sup, inf, 1lim sup og lim inf
beror sa vasentligt pad ordensrelationen, at de ikke p& rimelig
médde kan overfgres til komplekse variable. Vi skal heller ikke
i dette kursus operere med begrebet «~ som komplekst tal.,

Regneregler for konvergente reelle talfglger overfgres uden
vanskelighed til komplekse f¢glger. Hvis vi f.eks., har a, = a,

b, » b, hvor anzal'l+ia1‘r'1, bn_—«br'1+ib£,a=a' + 1 a",

b=Db"+ ib", har vi aI'l—-> a', ap - a', bn' - b', bl - b", og

for at vise, at anbn-+ ab, behgver vi da blot at gennemfgre ud-
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regningen
_ t, s 1t ! . "y . t ottt — LCT ] S T LV |
a b ~<(an+1 an)(bn+-1 bn) = (an‘bn anbn) + 1(anbn%anbn),
og her kan vi foretage granseovergangen for realdel og imaginzr-
del hver for sig, idet vi benytter regnereglerne for reelle f¢l-

ger., Derved far vi

a b - (a'b'-a"p") + i(a'd"+a™"') = (a'+i a")(b'+i b") = ab.

Historiske oplysninger.

Regnekunsten kan f¢glges langt tilbage 1 menneskehedens hi-
storie. Egyptiske papyrusruller og babyloniske kileskrifttavler
vidner om, at regneteknikken for de rationale tals vedkommende
var h¢gjt udviklet, ligesom man ogsa magtede simplere areal- og
volumenberegninger og andre geometriske problemer. Omkring 500
opdagede man i Grazkenland, at de rationale tal ikke var tilstrak-
kelige til beskrivelse af selv meget simple geometriske fanome-
ner, og gennem de fglgende arhundreder fandt man frem til en al-
gebra med selve de geometriske stgrrelser, og Eudoxos (L08-355)
udviklede en teori for forhold mellem stgrrelser af samme art pa
en s&dan form, at det omtrent svarer til fastlaggelse af et ir-
rationalt tal ved at angive de rationale tal, som er stgrre end
det irrationale, og de, som er mindre. Denne sékaldte proportions-
lare er et centralt afsnit i Euklid's elementer (o. 300), den
fgrste systematiske larebog i matematik,

De komplekse tal optrader fgrst i begyndelsen af den nyere
tid, f.eks. hos italieneren Geronimo Cardano (1501-1576) i for-
bindelse med trediegradsligningens l¢sning. En systematisk ind-
forelse af de komplekse tal blev fgrst givet af danskeren Caspar
Wessel 1 1798 og uafhengigt heraf af schweizeren J. Argand i 1813,

men disse arbejder forblev updagtede, og det var fgrst, da C.F.
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Gauss i 1831 offentliggjorde nogle arbejder om komplekse tal, at
de blev mere almindeligt kendt.

Den franske matematiker A. Cauchy (1789-1857) formulerede
det almindelige konvergensprincip. En konstruktiv opbygning af
de reelle tal ud fra de rationale gennemfgrtes nzsten samtidigt
af de tyske matematikere R, Dedekind (1831-1916) og G. Cantor
(1845-1918), og en virkelig systematisk opbygning af den mate-

matiske analyse pa grundlag af disse teorier er f¢rst gennemfgrt

af K. Weierstrass (1815-1897).
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Lette opgaver.

1. Vis pa grundlag af de i 4.2 fgrste og begyndelsen af andet

stykke de 1 andet stykke fremsatte pastande.

2., Vis pa& grundlag af 4.2 og 4.3 ordningsrelationens transiti-
vitet, d.v.s. padstanden

(a<bAD<c)=ac<ec

3. For hvilke talfglger (an) vil hver af fglgende 2 betingelser

vere opfyldt

Y

Ga€ RVvne Nve > 03NEN (n) N = la—anl < €)
Ja€ Rvne Nve >03INE N (n> N= |a~anl <€),

i, Angiv for et hvert x € R et overtal for talfglgen (an), hvor

5. Angiv supremum og infimum for mezngden af alle tal af formen

+ =+ %, hvor p,q,r € N.

1.1
P q

6. Den sidste og svarceste del af beviset for setning L.7.1 kan

ogs& gennemfgres ved et "e-rasonnement', idet vi valger
1 4 08 a, € M, med a, 2 sup M, —-%, a, 2 sup M, - % og

benytter, at sup (M1+M2) 2 a,+a,. Gennemfgr beviset efter

a, € M

disse linier og prg¢gv at formulere det s& klart som muligt,

Mange vil méske foretrzkke dette bevis for det i teksten an-

fogrte.

7. Angiv verdien af de stgrrelser der optraeder i de i 4.8 beviste
uligheder, ndr M er intervallet [0,7] og £ og g er funktio-

nerne sSin og cos.
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8, Vis satning L.9.1 indirekte, idet det vises, at antagelsen
sup A > inf B f¢rer til en modstrid.
Vis dernast sa@tningen direkte, idet det fgrst vises, at sup A
er undertal for B. Det er fristende, at udforme beviset sé-
ledes, at mengderne A og B optrzder pa symmetrisk made, men
derved bliver beviset langere end ngdvendigt. Prgv at udfor-

me beviset s& kort som muligt.

9. Vis, at talfglgen
V2, V(2w2), V(2+V/(202)) s ..

er konvergent (vis ved induktion, at alle led er < 2). Vis,
2

at talfglgen for alle n tilfredsstiller betingelsen 8y =

2+an, og find graznsevaerdien ved at lade n - «~ 1 denne re~

lation.

10. I en talfglge er
n
- _1 )R sl 1)y oy2 . 1
a, =1+ (1) 5=+ (1 (<1)7) (1) oo

Angiv 1lim inf(an) og lim sup(an)°

11. Vis for begrensede talfglger (an) og (bn) ulighederne

lim inf(a )+lim inf(b ) < lim inf(a +b ) g

<{1lim sup(an+bn)§11m sup(an)+11m sup (a

{lim inf(an)+1im sup(bn)}

lim sup(an)+1im 1nf(bn)

12, Gennemfgr beviset for satning L.12.1 for a = o ,

13, Vis s&tning L.13.4 ved at vise direkte, at a, - lim sup(an),
idet det benyttes, at fglgens led fra et vist trin ligger tet
sammen, og et af leddene ligger tet ved lim sup(an). Med 1idt
behazndighed kan dette bevis blive enklere end de i teksten

anfgrte.

14, For en talfglge (an) og et reelt tal a gelder, at enhver del-
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fglge af (an) har en delfglge med grznsevardi a. Kan man

deraf slutte, at a_ - a. (Eksamen i Arhus 1961, forprgven).

15. Skitser 1 en kompleks plan punktmengderne

A= f{x | |x-1] + |x+1] ¢ 3}

B = {x | |x-1]°+ |x+1]° ¢ 3]

1

-1
C=i{x | Arg %:T gA%}

16, Vis, at punktmengden
1
fx | 11-a] = r],
hvor a er kompleks og r positiv, er en cirkelperiferi eller

en ret linie.

17. Vis for komplekse talfglger, at

a, - a= IanI-+ lal.

18. Skitser punktmzngden (i den komplekse plan)
{x 1 Ixl ¢ 11+ {x | Ix=1] + [x+1] = 2},

idet summen af de to mengder defineres som i L.7.

19. Undersgg om en talfglge (an) er konvergent og angiv den

eventuelle grenseverdi, idet

1) a_ = 1+n2+i n3
n n3+i(1+n2)
2) a, = [r(cos®+i Sin@]n, r,® € R
-
3) a, = 5T » X kompleks,

n
20, Vis, atvn - 1 for n > « . (Benyt et resultat fra MA 3).

21, Udgéende fra et interval [a1,b1], o < a <b,, danner vi en
fglge af intervaller, idet vi satter

1 28y Py
a = §<an+bn) ] bn+1 = m s N = 192,0«0 °

N+ n n
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Vis, at ([an,bn]) er en aftagende fglge af intervaller, og

at\/(a1bp er det eneste fazlles punkt for alle intervallerne.

Vanskeligere opgaver.
22. Lad M vere en given mengde, og lad PyDysP5sd59, 59, VETE reel-

le tal, som tilfredsstiller betingelsen
v o)
Po * 4

Undersgg, om der eksisterer afbildninger f:M ind i R og

N\
N

Py + Py &P Qs qy + Ao

g:M ind i R, séledes at

inf f = p, , inf g = p, , inf (f+g) = p
M 1 © W
sup £ = q, , SUD & = 4, , sup (f+g) = q.

M M

Hvis en s&dan funktion eksisterer, betyder det, at de 1 4.8
beviste uligheder er de skarpeste, som har almen gyldighed.
I modsat fald vil der (evt. for specielle valg af M) kunne
vises en skarpere satning.

23. Pormuler og 1¢s en opgave analog med 22, men omhandlende
lim inf og lim sup.

oli, For en talfglge (an) gelder a - a. En ny talfplge (bn) er

defineret ved

n
bn = z\ ak .
k=1

Vis, at bn-+ A,

S

25. For en talfglge (an) gelder, at der eksisterer et positivt

tal k, séledes at

n
1 ,n:1,2,ooo °

b

lan+1 - an’ g

- l

+ B

Vis, at (an) er konvergen
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28.

delmengde opfegrer sig med hensyn til regneregler og ordning
ngjagtig som de reelle tal, og vi vil identificere disse
fplger med de reelle tal.

Vis, at mengden af de szdvanlige hele tal derved far et over-
tal, men ingen supremum 1 legemet L,

Vis, at satning L.10.1 gelder i legemet L.

Afled det almindelige konvergensprincip ud fra sstningen

om intervalindsnazvring (L4.10.1), uden at benytte eksistensen
af gvre grense ved at starte med en fglge en af positive
tal, der gar mod nul og benytte, at alle f¢lgens elementer

fra et vist trin N ligger i intervallet [aN—S,aN+e].
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Uendelige rmkker.

5.7. Allerede i gymnasieundervisningen optrsder eksempler
pé uendelige rskker, ligesom vi ogsd i det foregdende har medt
flere uendelige rzkker., Vi vil nu behandle deres teori mere ind-
géende, Vi indleder med definitionen.

5.17.7. Definition. Bt udtryk af formen

o0

2{; 8 = 8y + A, + v

k=1
kaldes en uendelig rsmkke. Summen
2,
S, = ﬁ;ﬁ & = A, + ttt o+ 8y

kaldes det n'® afsnit af den uenddelige rxkke, og felgen (sn)

kaldes rwkkens afsnitsfelge. Hvis (sn)~e> s, siges rskken at

have summen s, og vi skriver

2{1 = a, + a, + *** =8.

e T S B
Hvis s tillige er endelig, kaldes rskken konvergent. En rzkke,
som ikke er konvergent, kaldes divergent. En divergent rzkke med

sum + o (= =) kaldes divergent mod + e (- )., En sum af formen

ntp

u fmg a, = & N I N =
et ‘
n,P S k n+1 n+p

kaldes et udsnit af rskken, og dette udsnit siges at begynde ved

(index) n + 1.

Det hender selvfelgelig, at leddene 1 den uendelige rwkke
er forsynede med indices, som ikke netop angiver leddenes numre

i rskken, men det nte afsnit er selvfplgelig alligevel summen af

de n ferste led. For rskken

[e 9]

E:: 8okt5

k=0
bliver det nte afsnit sdledes
1’1;1

5.2. Ifelge det almindelige konvergensprincip er rgkken
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-

a
= ¥
konvergent, hvis og kun hvigs felgende betingelse er opfyldt:
(1) Ve>03NVnngP>o(unpge),
b
idet vi har relationen Sn+p -8, = un,p‘

Dette medfeorer umiddelbart, at den harmoniske rakke

[=te]
hwuman 1

2

k=1
er divergent, idet vi for € = % ikke kan finde noget tilsvarende

N, s& (1) bliver opfyldt., Vi fir nemlig

I o R A
NN T Gy K= AW T

Af det almindelige konvergensprincip felger ogsé, at

(an) —> (O er en nedvendig betingelse for konvergens af Elan

(s&dan vil vi kort skrive den uendelige razkke, nér det ikke kan
give anledning til misforstdelse). Den harmoniske rmkke viser,
at betingelsen ikke er tilstrekkelig.

5.3. Vi definerer nu et nyt, overordentligt vigtigt begreb:

5.3.7. Definition. Rekken §3an kaldes absolut konvergent,

hvis 2|a | er konvergent.

5.3.2. Sgbning, Hvis en rxzkke er absolut konvergent, er

den konvergent.
Ellers ville betegnelsen "absolut konvergent'" vere mindre
heldigt valgt. Pastanden er ikke triviel, men vi foretrmkker

straks at vise folgende smtning, der har 5.3.2 som specialtil-

felde, og som smdvanligvis kaldes sammenligningskriteriet.

5.3.3. Setning. Lad 2 p, vere en konvergent rekke med posi-
tive led, og lad Eah vare en rekke, som tilfredsgtiller betin-
gelsen |a | < p, for alle n, Da er 3 a, konvergent.

For e > 0 kan vi pd grund af det almindelige konvergens-

princip (som nedvendig hetingelse) velge N, sdledes at

n+q
P P = ¢ for n > N, g > 0,
k=n



Mat. 1, 1961-62. MA. 5.3.

og vi har da

n+q
s
=N .
Af det almindelige konvergensprincip (som tilstrzkkelig betingel-

HA

n+-g n+q
P Iaklf ., P < e forn>DN, g>0.
k=n - g;h k =

se) felger nu, at E)an er konvergent., Vi understreger, at bevi-
set for setningerne 5.3.3 og 5.3.2 virkelig kun kan gennemfores
ved hjelp af det almindelige konvergengprincip eller en tilsva-~

rende dybtliggende sstning.

5.3.4. Definition. En rekke, der er konvergent, men ikke

absolut konvergent, kaldes betinget konvergent.

Reskken E)an, hvor

——1—- P —-_l-— o o e 8
‘ fon-1 = Zn’ %on T 2n for n =1, 2, ’
er betinget konvergent, idet afsnitsfelgen (sn) er givet ved
- 1 -
Son-1 = Zn’ ®on T 0,

medens afsnitsfelgen for §)|an] har den harmoniske rwkkes af-
snitsfolge som delfelge.

5.4, For vi gér videre med de mere dybtgiende undersegel-
ser vedrprende uendelige rekker, vil vi anfere en rakke yderst
simple regler vedrerende operationer med rskker.,

5.4.,17. Setning. Lad Eian vere en konvergent rskke med sum
8. Vi kan da uden at sndre disse forhold foretage fglgende pro-
cesser med rxkken:

o )Indskyde endelig eller uendelig mange led med vserdi O.

B )Udelade led med vsrdien 0 (derved kan rxkken eventuelt
forvandles til en endelig sum).

Y )Smtte parenteser (men ved at hmve parenteser risikerer
man at sdelzgge rskkens konvergens).

d )Permutere rmkkens led pd en sddan made, at der eksisterer
et tal q, s8ledes at intet leds nummer i rskkefeglgen sn-
dres mere end g ved permutationen (permutationer, der for-
gskyder led vilkérligt langt, kan sndre summen eller ode-

lmgge konvergensen).
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Vi bemsrker, ata ) og B) kun bevirker gentagelser eller
udeladelse af gentagelser i afsnitsfelgen, hvilket hverken influ-
erer pad konvergens eller grenseverdi,y ) vil erstatte afsnits-

folgen med en delfelge, som ifelge 4.14.3 konvergerer mod s. For

te

at vise ¢') bemmrker vi, at forskellen mellem det n’~ afsnit i

den oprindelige rekke og det nte afsnit i den omordnede rzkke
bliver en sum af hejst 29 + 1 led af formen +a; med n - ¢ <
k <n + q, og en shdan sum ghr mod O for n —> «, da hvert
enkelt & > 0.

5.4.2, Setning. Lad X a, vere en konvergent rzkke med sum s.
Vi kan da foretage folgende processer, som ikke edelsgger kon-
vergensen, men som dog sndrer summen:

a )Udelade endelig mange led med sum c. Derved sndres summen

til s - c,

B )Indfoje endelig mange led med sum c¢. Derved smndres summen
til s + c.

Y )Multiplicere rxkken ledvis med et vilkarligt komplekst
tal k. Derved fas rskken 2 ca  med sum cs,

Dette folger umiddelbart af, at afsnittene i det forste
tilfxlde =ndres til Sn+q -~ ¢ og i det andet tilfelde til sn_q+c
fra en vis index at regne, medens afsnitsfeolgen 1 det tredie
tilfelde sndres til C8,

5.4.3. Setning. Lad Ean 08 Ebn vaere konvergente rskker
med summer s og t.

o )Rskken Z(ah + bn) er da konvergent med sum s + t.

P )En rekke Xc _, der er fremkommet ved at blande 3 a  og
§3bn, sdledes at leddene i Ecn netop er alle leddene i
de to oprindelige rskker, hvert medtaget netop 1 gang,
og saledes at leddene fra hver af rekkerne §)an 0g an

stdr i samme rskkefelge 1 Eon som 1 den oprindelige rmk-

ke, vil have summen s + t.
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Rigtigheden af disse pastande ses umiddelbart ved betragt-
ning af afsnitsfglgerne. Den sidste péstand fglger i ¢gvrigt af
den fgrste, idet man indskyder nuller f¢gr additionen, s&ledes som
antydet ved fglgende eksempel

ay + 0+ 0 + a, + a3 + 0+ 0+ 0 + aLF + a5 tag + e

O+ Db, + b

1 5 + 0 + O + b3 + bu + b5 4+ O 4+ 0+ 0O + oase

a, + b1 + b2 ta, + az + b3 + bu + b5 +oay t ag + ag +~;..
5.4.4. Setning. For vilkirlige reelle rakker a, og ZPn

gelder
Nt .}
}J (an+1 bn) = 8 4+ it <= ) &, = 8 A > b, = t.

Dette ses umiddelbart ved at betragte afsnitsfglgerne.

5.5, At undersgge om en rzkke er absolut konvergent fgrer
til undersggelse af, om en r&zkke med posgitive led er konvergent.
Midler til undersggelse af konvergens af rzkker med positive led
har derfor ganske stor betydning, og vi skal i dette afsnit ner-
mere studere sadanne rakker.

Vi bemzrker forst, at afsnitsfglgen bliver voksende, og

derfor vil en rekke med positive led konvergere, hvis : S

og kun hvis afsnitsfeglgen er begranset. For rakker med positive

led gxlder derfor ogsid, at enhver delrzkke er konvergent.

5.5.1. Setning. Ved omordning p& vilkérlig made af en rzkke

—
}van med positive led og med sum s fas en rakke }:bn med samme

!

sum.

Bevis, Ethvert afsnit B
—

6 = Z b,
k=1

er en del af et afsnit af den oprindelige rzkke, og vi har derfor

tn { 8. Altséd er s et overtal for mengden af afsnit tn’ og vi
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har da s Sup(tn) = 1im t_, hvilket viser, at

1l — oo

—
b, < z;an o
—

Da nu den oprindelige ra&kke fas ved omordning af Zlbn’ gelder

/

|\/J

analogt

og dermed er pastanden bevist.

5.6, Det vigtigste middel til konvergensundersggelser for
rekker med positive led er sammenligningskriteriet. Som sammen-
T

ligningsgrundlag benyttes en passende konvergent rzkke > a, med
1

v
positive led. For nu at vise konvergens af zdbn, som ogsa an-

tages at have positive led kan man eventuelt direkte sammenligne
tilsvarende led i de to r:kker. Hvis der eksisterer et positivt

tal ¢ og et naturligt tal N, sdledes at bn < ca, for alle
N
n > N, da er 2_ bn konvergent. Vi kan nemlig multiplicere

/

—
}4 a, med ¢, udelade de N-1 fgrste led af rekkerne og benytte

sammenligningskriteriet.

Man kan ogsd sammenligne de to rakker pad en mere indirekte
made ved at vise, at leddene i }jbn aftager mindst lige sa
hurtigt som leddene 1 a s altsé gt der eksisterer et naturligt

tal N, sdledes at

P < ®ne1 for alle n 2 N.
b

n an

Hvis vi nemlig valger ¢ € R, siledes at by ¢ cay, medfgrer

betingel sen bn < ca, for alle n > N. Dette ses ved induktion.
Hvis bn < ca, s giver uligheden nemlig

Prer £ Bpyqe g ca .y -

ol o

n
n
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Til grovere undersggelser kan man sammenligne med kvotient-

rekken, idet man har

konvergent for O < x <1

n
X

&§J°

n divergent for x 2 1,

T

og derved far man fglgende konvergenskriterier for raskker > an
/

med positive led.
1. Rodkriteriet.
Konvergens, hvis 1lim sup (&%&9< 1.
Divergens, hvis lim sup (&"Sn) > 1, eller hvis blot Va_ > 1
for uendelig mange verdier af n.

2. Kvotientkriteriet.

Konvergens, hvis lim sup (iﬂii) < 1.

8y

Divergens, hvis 1lim inf <in+1> > 1.
a
n

Bevis. Af 1lim sup ngh) < 1 fglger eksistensen af et helt
tal N og et reelt tal k < 1, saledes at\?gh < k forn 2 N, altsé
a_ < k™ for n > N. Her er altsé tale om direkte sammenligning

n =
med en kvotien trakke,

cEc—

Af 1lim sup <an+1> < 1 fglger tilsvarende eksistens af N og

fn
a n+1
k < 1, sédledes at _ptl ¢ k = = for n > n. Her er altsd tale
a k
n

om indirekte sammenligning med en kvotientraskke,

Vi vil ikke opholde os ved de to divergensbetingelser, men
henviser til opgave nr. 7,

5.7. For bedre at kunne udnytte sammenligningskriteriet,
ma vi skaffe os konvergente rzkker, som konvergerer langsommere
end kvotientraskker. S&danne razkkcers konvergens kan ofte vises

ved fglgende kriterium, der kaldes integralkriteriet:
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5.7.1. Setning. Lad f:[1,~[ ind i R vare en funktion, som
er positiv og aftagende, og har graznseverdi O i +e. Rzkken
Sf(n) og fglgen <[n f(X)dX) er begge konvergente eller begge
di vergente. 1

Bevis. Som det fremgar af

figuren, er
X+ e
(k) f(x)ax 2 £(k+1), r—
1k - .
hvoraf fglger X K1 K
k+1
0 ¢ f(k)- f f(x)dx ¢ £(k)-f(k+1).
k
n Nu er
!

(£(x)-t(k+1) = £(1)-f(n+1) » £(1),

g

~

=1
hvilket viser, at 2 (f(k)-f(k+1)) er en konvergent rzkke, Af

+7]
sammenligningskriteriet fglger derefter, at §}<f(k)- /k f(x)dx)
Ik

er konvergent.1
.+.
At & f(x)dx er konvergent e¢r ensbetydende med, at

k
n
afsnitsfdlgen (/ f(x)dx) er konvergens. Da summen af to kon-
\J 1

vergente rakker igen er konvergent, ses det, at dette medfgrer
konvergens af % f(k). Hvis nu omvendt 2 f(k) er konvergent,

da er EI/ f(x)dx konvergent, ds den er sum af de konvergente
k

+ :
rakker (k) og z}(/ f(x)dx~f(k)> .
k

Ved at anvende integralkriteriet for f(x) = x™% rar vi, at

raekken sn* er konvergent for a > 1, divergent for a < 1.

Ved at anvende integralkriteriet for x~1(1og x)™, hvor vi

méd ngjes med at summere fra n = 2, ser vi, at rakken §1n—1(log n)™ {

er_konvergent for o > 1, divergent for o ¢ 1. Tilsvarende

gelder for rzkkerne 3 (n log n)_1(log log n)™¥,
5 (n log n log log n)-1,(1og log log n)™%, o.s.v. Vi har dermed
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faet en mengde langsomt konvergerende razkker, som kan udnyttes

i forbindelse med sammenligningskriteriet.

For rakken med det n°® led a, = n % far vi

81 =(ne1\ ™ = <1+#>ﬂx
a n n ’
n

Nu er ifglge binomialrskken for 1 < a < 2 0ogn > a -1

<1*n> =1+ a 5 —L§T= 5 teee S
n
o
o 2 2
1 4+ n‘<1 + (a=1) + (@=1)° Hauw ) =1 +5== .

En rakke Ebn med positive led er altsid konvergent, sa&fremt der
eksisterer et helt tal N og et reelt tal 8 > 1, saledes at

b

n+1 n
b < B for n 2 N,

Dette ses, at vi velger a = é%% . For @ = 1 har vi divergens, og
vi far derfor, at an er divergent, safremt

b

n+1 n
b, 2 T for n 2 N.

5.8 Sammenligningskriteriet kan if¢glge sagens natur ikke
benyttes til at vise konvergens af betinget konvergente rakker.
Et vigtigt hjelpemiddel til studium af betinget konvergente rsk-
ker er en omskrivning, der s®:dvanligvis kaldes Abelsk summation.

Vi betragter komplekse tal Byseees b1""’bn’ og vi sztter

n

Ap = ak [}

k=1

p=1,oo.,n; AOZO-

Vi har da
ap = Ap - Ap_1, p = 1,..0,1’1.
Den Abelske summation er da fglgende omskrivning
n n h n
) agty = ). )
ab = A -A b = Ab -~ A b =
PDp (p p—1)p PP p=1"p
p::1 p:1 p=1 ]_3'-:1
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n n-1 n-1
ZApbp - ZApbp+1 = ADb_+ ZAp(bp-—pr),
p=1 p=0 p=1
idet AO = 0. Vi l®gger mzrke til, at den Abelske summation be-

virker, at a'erne erstattes med summer af a'er og b'erne med
differenser mellem b'er. Den Abelske summation er analog med par-
tiel integration.

Ved anvendelserne har man s®zdvanligvis en vurdering

IAPI < Afor p=1,iee,n, og vi f%r da fglgende vurdering

n n-
11

(1) Zapbp, < A( b |+ Z} bp—pr >
p=1 p=1

Vi far da fglgende satning
5.8.1. Sztning. Hvis (an) er en kompleks talfglge, med den

egenskab, at der eksisterer et tal A, sdledes at

n
(2) ,Zak
k=1

for alle n, medens (bn) er aftagende talfglge med granseverdi O,

< A

da er Eanbn konvergent.

Bevis, Lad € > O vare opgivet. Vi velger N, sdledes at

£ for n > N,

b o 2

n

[{ 72N

og vi har nu ifglge (2)
n+p

) o

k=n+1

< 24,

n+p n
= ‘Zak - Zak
k=1 k=1

s8 vurderingen (1) for n > N giver, idet (bn) er aftagende

n+p n3§j1
‘ Z apbp, $ 2A<bn+p * (bk—bkﬂ )> =2Abyy 88
k=n+1 k=n+1

og rakken Eanbn er sidledes konvergent ifglge det almindelige

konvergensprincip.
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I setning 5.8.1 kan vi ogs& opfatte 3 a, som en rekke, hvis
afsnitsfglge er begrenset. Vi ¢gnsker da at tilfgje faktoren bq,
sdledes at Eanbn bliver konvergent, og satningen siger, at dette
indtraffer, nar blot bn er aftagende og gér mod O. Man kan i ¢@gv-

rigt variere betingelserne i 5.8.1 en del.

Rekken 5(~1)7 er en rekke med begranset afsnitsfelge, og

for enhver aftagende fglge bn med granseverdi O gmlder det derfor,

at E(—1)nbn er konvergent. (Sztningen om konvergens af alternerende
rakke.

Det er let at angive mange flere eksempler pa divergente
rekker med begranset afsnitsfglge; og senere i dette kapitel mgder

vi nogle s®rlige smukke cksempler.

5.9. Vi vil nu nermere studere de sarlige egenskaber ved
absolut konvergente og ved betinget konvergente rskker. Vi be-
tragter fgrst en rakke Ean med reelle led. Lad DysPpseee VELE
de positive, og =Qy s=Qpseos de negative led 1 ra:kken. Vi har da
de to delrzkker 2p, 08 Zq,, af hvilke den ene méske blot er en
endelig sum. Vi antager, at Ean er konvergent, og vi saztter

5 =2%a,, P =23p,, 4 =239,
hvor p og g eventuelt kan vare 4w, Nu er

(3) D=8+ q,
hvilket viser, at rakkerne an og an begge konvergerer eller

begge divergerer. Af
2la | = p+q

Tglger endelig, at delraskkerne an og Eqn er konvergente (eller

den ene en endelig sum), hvis Zan er absolut konvergent, og

an og an er divergente, hvis Zan er_betinget konvergent. Af
setning 5.5.1 og (3) fglger nu:
5.9.1. Setning. Ved omordning pa vilkarlig méde af en absolut

konvergent rskke fis en ny konvergent razkke med samme sum.
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Pa grund af satning 5ik.4 gelder pastanden ogsad for rekker
med komplekse led.

Derimod kan man gltid zndre en betinget konvergent rmkkes
sum ved omordning af rekken, ligesom rekken ogsé kan ggres diver-
gent ved omordning.

Hvis Zan er en betinget konvergent raskke med reelle led, kan
vi ved parenteser inddele hver af rakkerne Epn‘og an 1 endelige
summer, der alle er 2 1, og hvis vi ordner disse parenteser i en
uendelig raekke og derefter haver parenteserne, far vi en divergent
rakke, der er fremkommet ved omordning af Zan° Vi skal ikke gé
nsrmere ind pé disse forhold.

5.10. Vi betragter en afbildning ¢ :NxN ind i &, og vi satter
o{m,n) = a__. Vi kan ordne parrene (m,n) i en fglge, og derved

mn
bliver Za nn en uendelig rekke. Vi gnsker at finde tilstrakkelige

betingelser, for_at summerne 0o .
\" \
(L|-> Za 2 <> >’ / / <Z amn)
=1 n=1 m=1
alle konvergerer og har samme vardi. Vi viser fgrst

5:10.1. Smtning. Hvis 8 2 O for alle m og n, har de tre

summer i (4) samme verdi.

Bevis. Det er k&aPtN,at

o3 (o)

m=1 n=1

>a o
m,n

nA

Lader vi her N - «, far vi

Y (] ) 57

m=1 nh=1

og for M — « fis nu
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Bagie
Z <Z/ amn> S Zopy:
m=1 n=1
Den modsatte ulighed fglger umiddelbart af, at der til hvert
afsnit A af Zamn svarer hele tal M og N, sadledes at

M N co co

bi) (e 5 (T

m=1 1=
Pastanden vises p& helt tilsvarende méde for den sidste af summer-
ne (4).
Vi kan nu vise den almindeligere sztning
5.10.2. Sztning. Hvis Eamn er absolut konvergent, er alle de

uendelige rakker i (4) absolut konvergente, og de tre udtryk i (L)

har samme vardi. oo
Bevis. Da Zlamnl er konvergent, vil ogsd alle razkkerne Eijlamnl
=1

konvergere, og vi sstter

o o0
Am = szlam,nl’ ®n T Ez:amn *
n=1

n=1
Af sztning 5.10.1 fglger, at SA  konvergerer, og da Iaml <A,
giver sammenligningskriteriet, at Zam er absolut konvergent.

Vi sztter nu

N\

a hvisg a -a hvis a
m,n’ 2 m,n’ m,n

n mno ©
b= { m ; ={,
N {o , hvis a_ < O "myn 0 ,hvisa . 20.
2 b

Ifglege 5.9 er men og qun konvergente, og af satning 5.10.1

fglger
Phon = Z<2me,n> R Z(Lqm,r)’
m=1 n=1 m=1 n=1

og ved flere anvendelser af satning 5.4.3 far vi
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=
il
s
=
-HA
=
li
-
3
1l
-~

Analogt vises, at ogs& det sidste udtryk i (4) har samme verdi.
5.11. Vi skal nu wvise en sa@tning om multiplikation af ab-
solut konvergente rgkker,
5.11.7. Satning. Lad Ean 0g an vere absolut konvergente
rekker med sum s og t. Da er Zambn absolut konvergent med sum st.

Bevis. Af s@tningerne 5.,10.1 og H5.L4.2y fglger

Slagsal = sleglingl = 2. (Y teglngl) = Y Clogl ) )
m=1 n=1 m=1 n=1

- ilamlilbnl,
m=1 n=1

hvilket viser, at Zlambnl er konvergent. Ifglge saztning 5.10.2
kan vi da udfgre ngjagtig den samme regning uden numerisktegne-
ne, og dermed er satningen vist.

Det er ofte hensigtsmzssigt at samle leddene i Zambn i pa-
renteser, saledes at hver parentes indeholder alle led, hvis in-

dex har en vis sum. Det enkelte led har saledes formen
nw
(5) °n = Ei;ap,bn+1—p ’
p=1
og produkiformlen bliver da

(6) iamibn= icn *

n=1 n=1

s
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Det kan vises, at denne mere specielle produktformel gmlder
for to rskker, hvis blot den ene er absolut konvergent. Vi skal
ikke opholde os ved beviset for denne pastand. Det kan ligeledes
vises, at (6) gmlder, hvis alle tre rxzkker konvergerer, men hvis
Zan 0og an er betinget konvergente, vil ch!undertiden divergere.

5.12., En rsekke af formen
(7) }Z:an 7
n=0

kaldes en potensrakke, Vi vil antage, at BBy sees samt z er

komplekse tal, Idet Bs8ygess har faste verdier, vil vi unders¢-
ge, for hvilke verdier af z ra&kken konvergerer., Vi viser fgrst

5.12.1. Szining. Hvis talfglgen (an zon) er begrsnset, kon-

vergerer (7) absolut for |z| < Izo

Vi kan nemlig valge et reelt tal K, saledes at Ian zonl <K

for alle n, og vi har da

og da rmkken

=, n
« (1)
_ IZO
n=0
for |z| « Izol er en konvergent kvotientrskke, fglger smtningen
af sammenligningskriteriet.
5.12.2. Stning. For potensrakken (7) vil der altid gzmlde
én af fplgende 3 pistandes
1) Rekken konvergerer kun for z = O.
2) Rskken konvergerer absolut for alle z € o
%) Der eksisterer et positivt tal r, sadledes at rakken er
absolut konvergent for |z| < r og divergent for |z| > r.

Bevis. Lad os antage, at hverken 1) eller 2) indtrader., Der
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eksisterer da et komplekst tal Z £ 0, sdledes at rakken konver-
gerer i Zqyo og talfplgen (an zOn) er da begraznset., Heraf fglger
nu, at rakken konvergerer absolut for |z| ¢ IzOI. Lad M vere mzng-
den af positive tal p med den egenskab, at rzkken konvergerer ab-
solut for |z| < p. Vi sptter r = sup M, og rakken konvergerer da
absolut for |z| < r. Hvis raekken konvergerer for z = z,, hvor
|z1l > r, ville sztning 5.12.71 medfgre, at rskken konvergerede
absolut for |z| < |z1| i modstrid med definitionen af r,

Det 1 s®tning 5.12.2 definerede tal r kaldes potensrakkens

konvergensradius og cirklen |z| < r kaldes potensrazkkens konver-

genscirkel. Konvergensradius sattes = O i tilfmlde 1) og = « 1
tilfmlde 2),
Til bestemmelse af konvergensradius har vi

5.12.3. Setning. For konvergensradius r for rzkken (7) g=l-

der

(8) P o= (1im supﬁylanl)~1,

og hvis fglgen <T£EQ1T> har en grensevardi, er den = r.
n+1

Bevis. Hvis r er defineret ved (8), far vi

=]

e b4

1im supl(l/(lan 7)Y =

og det fglger af rodkriteriet (se 5.6), at r er konvergensradius.
Af IEQLT £g1 844 il 2] kvotientkriteriet
- r fglger - , 08 kvotientkriterie
Tgn+1 a_ 77| r

n

(se 5.6) medfgrer, at r er konvergensradius.

Det skal tilfgjes, at konvergensradius ret ofte kan bestem-
mes uden regning, idet betinget konvergens kun kan indtraffe pa
konvergenscirklens rand. At fglgen (an z™) er begrenset uden at
raekken konvergerer kan ligeledes kun indtraffe pd konvergens-—
cirklens rand.

En rekke af formen
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@

Ezjan (z- ZO)n

n:O

kaldes en potensrakke udfra Zgye Den vil konvergere absolut i en
cirkel Iz—zol < r, eventuelt i hele planen eller kun for z = Zge
Dette ses umiddelbart ved at benytte zZ-Zqy SOm ny variabel,

Da potensrzkker konvergerer absolut indenfor konvergenscirk-
lerne, kan multiplikationss&tningen 5.11.1 anvendes, oftest for-

delagtigt pd formen (5) og (6), som giver

n=0 n=0 n=0
hvor
n
(10) Cn = Z ap bn_po
p=0

5.13. For potensrakken

Z z° 7
exp z = 1 + 37 + STt e = /A0
n=0
fés
a
ntl _ _n! _ _1
a, (mt+1)! = ned O

og rekken er derfor absolut konvergent for alle z, og summen
exp z er en i1 hele den komplekse plan defineret funktion. For
reelle verdier af z fas specielt ifglge 2.3, at

X

8XpX=e.

Ved produkt formlen f&r vi endvidere

Z
OXp Z, €Xp z, = zz: —

n=0 n=0

:j—- -
=
>Te
5
i B
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o n ©0 n
z, 2 g B n
1 2 1 o) n-
o il = s p)z,P 2.%P) =
;P nep) 1 nl 17 22 =
n=0 p=0 n=0 p=0
& -
(21*22) = exp (z,+2,)
n! - 17727
n=0

P& grund af denne relation, der er en udvidelse af relationen
e&~ e&’ = et t® 447 komplekse tal, er det n®rliggende at sztte
exp z = e?, For z = iy (rent imaginmr) far vi endvidere

(o] oo o0

. .n .n n 2n n _2n+1
iy _ ) iy~ Ziﬂ()_yL,, - ZM) y
(11) &7 = n! ony! o Tt (2n+d )1
n =

=0 n=0 n=0

cos y + 1 sin y,
og vi far derfor generelt
e? = XY - X eV - e*(cos y + 1 sin y),
oo X+iy . X

saledes at e bliver det komplekse tal, der har e som nume-
risk verdi og y som et argument,

Det er nyttigt at huske, at ety for reelt y er et komplekst
tal med numerisk verdi 1 (et komplekst fortegn), og at ethvert

1y

komplekst tal med numerisk vesrdi 1 kan skrives p& formen e™¥,

hvor y er reel. Moivres formel far med den nye betegnelse det

simple udseende
(eiy)n _ einy

5.14. Rekken

P

n=0
hvor y er reel, er divergent, da alle led har numerisk verdi 1.
Nar y ikke er et multiplum af 27, har rekken begrznsede afsnit,

idet e™™ L 1, og vi fAr da, idet rmkken er en kvotientrakke
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. . (n+1)
i(n+1)y
iyy© _ 1-e
o) = ), oM o ) (i) L 1zl
k=0 k=0 1-e
og idet
11 - el(n+1)y' <1 '61(n+1)y| - 2,

fé¢lger heraf

ls (31 €

|4e-V|
Af setning 5.8.1 f¢lger derfor, nar (bn) er en monotont aftagen-

de fglge med grenseverdi O, at rakken

b einy

n
0

s

=
1

er konvergent, ndr y ikke er et multiplum af 2w. Ved at tage

realdel og imaginmrdel ser vi, at det samme gelder for rzkkerne

(o]

;i:bn cos ny og bn gsin n y.
= n:O

Den sidste er endda konvergent for alle reelle y.

Potensraekken
(12) )
1=
er divergent for z = 1 (harmonisk rekke, se 5.2), men konvergent |
for z = -1 (alternerende rxkke, se 5.8)., Rzkken har derfor konver- |

gensradius 1., For z = ely, y € R fas et specielt tilfslde af den
ovenfor behandlede rmkke, og vi far derfor, at rakken (12) er
(betinget) konvergent p& randen af konvergenscirklen undtagen i

punktet z = 1,
5.15, Af den i 5.13 udledte relation (11) far vi for alle

reelle verdier af y
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ey —cosy+isiny , e =cosy~1isiny,
hvoraf vi far ved addition og subtraktion
cos y = % (e 4 &™) , siny = 5% (el - 71,
Det er derfor nsrliggende at udvide definitionerne af de trigono-
metriske funktioner til det komplekse omréde ved at smtte
(eiZ

-iz . R - ¥ ~-iz
) , sin z = 53 (e™” - e ).

_ ]
cos z = 3 + e

Hvis vi her indferer rskkeudviklingerne for eksponentialfunktio-
nerne, finder vi, at vi far, at de tidligere udledte rskkeudviklin-

ger gelder 1 hele den komplekse plan. Vi sstter endvidere

. iz -iz
tg o = sin z _ 1 e + €
- 8 z iz -iz
co i, _ et
iz ~-iz
cot z = cos z _ 4 & + &
T gin z iz ~iz °*

Definitionerne af de hyperbolske funktioner

cosh z = % (e? + €7%) , sinh z = % (e?- ¢7%)
_ Sinh 2z _ cosh =z
tgh 2z = =—=—F—~ , coth z = Sinh o

cosh z

overfores uden videre til komplekse variable, og vi bemsrker, at
vi far relationerne

cos z = cosh 1z, sin z = i sinh iz, tg 2z = -i tgh iz, cotz =
i coth iz,

Det er klart, at formlerne for regning med hyperbolske funktioner
gelder usndret i det komplekse, idet disse regneregler udledes
direkte af eksponentialfunktionens funktionalligning. Ved at ud-
nytte sammenhsngen mellem hyperbolske og trigonometriske funktio- |
ner i det komplekse fés umiddelbart, at de trigonometriske formler |
ligeledes gmlder for komplekse variable, Specielt far vi formlerne

cos (x+iy) = cos x cosh y -~ i sin x sinh iy

I+ +1

sin (x+iy) = sin x cosh y + i cos x sinh iy
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Det fremgar heraf, at periodicitetsegenskaberne
cos (z+2w) = cos z , sin (z+27w) = sin z
gelder for komplekse verdier af z., Eksponentialfunktionen og de
hyperbolske funktioner far periode 27mi, altsid
gZteml e?, cosh (z+27i) = cosh z,
0.8.,v, Dette fremgdr umiddelbart af, at
ezﬁi = cos 2r + 1 sin 2m =1,
5.16, Af udtrykket
exp z = XHLY _ eX(cos y + 1 sin y)
fremgar, at eksponentialfunktion kun antager verdier # 0. Er pa
den anden side
(13) r(cos ® + i sin @)
en sadan verdi, ser vi, at exp z antager denne vardi for
(14) z =log r + i(®@ + 2pmw),
hvor p er et vilkarligt helt tal, Vi har altséd en afbildning
exp ¢ & pa &\ {0},
og originalmengden til punktet (13) er mengden af verdierne (14).

Vi betegner denne mengde Log (r(cos ® + i sin ®)) og kalder den

mangden af logaritmer til tallet (13). Netop 1 af disse logarit-

mer har sin imaginzrdel i intervallet ]-m,m], og denne logarit-

me kaldes hovedlogaritmen af tallet (13), og den betegnes

log(r(cos ® + i sin ©®)).
En potens 7 = (x+iy)a+LB kan ligeledes tillz:gges en for-

nuftig betydning som en talmengde, idet vi sztter

z¥ = exp (y Log z) =

exp (v log |z| + i v arg z) =

{eylog!zl+ iy (Arg z + 2pw)lp c Z}.

F.eks,. bliver
s

. + 2pr
it - {e 2 'p € ?}.
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Lette opgaver.

Benyt opgave 5 1 kapitel 1 til at undersgge, om fglgende

=3
Z/ X+p+ a

p=0 k=0

rekker

konvergerer for q > 2 og til at finde den eventuelle sum.

Skriv beviset for satning 5.4.4 udfgrligt.

Bevis satning 5.5.1 ved at vurdere differensen mellem afsnit

i de to rzkker.

For hvilke reelle p konvergerer zz:(log n)P,
n=2

Undersgg dels ved rodkriteriet og dels ved kvotienﬁkriteriet,

om 2 nBe“n er konvergent, og for hvilke p rzkken zz:p np
n=1
er konvergent.

Vis, at rzkkerne

n="1

}: 6/(1+n ) = n)

n log(1+~)
er divergente.

Gennemfgr de manglende afsnit af beviserne for rodkriteriet

og kvotientkriteriet MA 5.6,

Vie, at rekkerne

[>]

Z(’G/‘—ﬂn, Z !
= n (log n)log n

n=2

er konvergente.

For hvilke reelle p konvergerer

o0

Ez:np <Z£:ﬁ "\%ﬁ> og }Z:ﬁpQKn+1) - 3/n +V{(n-1))?
n=1

n=2
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10, For hvilke reelle p og g med O < g < p konvergerer

.

12,

13

Th.

15,

16.

o

Z y ng 1
[

n n
n=1 P -aqa

Bevis integralkriteriet (s®tning 5.7.10), idet det fgrst

(f.eks. ved en arealbetragtning) vises, at

n n-1
Zf(k) < jnf(x)dxg Zf’(k),
k=2 ! k=1

og dernzst benyttes disse uligheder til vurdering af rakkens
afsnit, nar integralet konvergerer og omvendt. Denne bevis-

metode er maske bekvemmere end den i1 teksten benyttede.

n
Vis, at = < —; +»j§> er betinget konvergent.
n

Vis, at

1 1 1 1 1 1 1 1
VIit72 T3 VR TTE T8 T T7 T8 T
er betinget konvergent.
Prgv at vurdere summen af de n fdrste led i den harmoniske
rakke ved at sammenligne summen med et bestemt integral, og
r
vider derved den mindste verdi ng, aff n, for hvilken summen

overstiger 100. Metoden giver en vurdering a < n, < ae.,

{
. o !
Hvorledes kan en skarpere vurdering fas?. *

Vis s®@tningen om den alternerende rezkke (se 5.8) ved at vise,

at afsnittene definerer en intervalindsnavring.
Vis fglgende s®tning:

Hvis Za  er en konvergent rekke og (bn) en monoton, begranset

talfglge, er 3 anbn konvergent. (Bevises omtrent som s®tning

5.8.1).
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17

18.

19,

21 .

22,

25.

Vis fglgende setning:
Hvis Za  er konvergent, og fglgen (bn) har den egenskab, at

Z(bn"bn+1) er absolut konvergent, er 2 anbn konvergent.

(Bevises omtrent som s®tning 5.8.1).
Undersgg om rekkerne

2
SArctg %, SArctg JE, s (Arctg %)
n

er konvergente. (Forprgven, Kgbenhavn 1959).

Raekken Zan antages absolut konvergent. Vis, at rzkkerne

a a
2 n

>
1
148 2 1+an

er konvergente, den sidste dog kun, hvis alle a, er £ -1,

Lad Zan vere en divergent rszkke., Vis, at Znan ogsa er diver-

gent (pre¢v indirekte).
Vi def'inerer

1 for n =

m
= =1 for n m+ 1
am,n {
m o

O for n < gforn>m+ 1,

Vis, at udtrykkene

Y (Ve ) o 3 (D)

m=1 n=1 n=1 m=1

eksisterer, men er forskellige.

Vis, at

Z R (B

nar |h| < 1 og |k| < 1.

Bestem potensrskkeudviklinger for

1 4
(1-2)° " (1-2)°
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ved at danne produkter ved formlerne (5) og (6) i 5.11 ud

1 = Ej N
1 - 3z j
n=0

24 . Bestem konvergensradius for hver af potensrazkkerne

fra udvikling

E: 2% (n+1)"2 2P og }j 3%(1o0g n)z",
/
n=0 n=1

og undersgg om rzkkerne konvergerer pé konvergenscirklen.

25, Bestem konvergensradius for hver af potensrakkerne

o

T 4 )P 20 og 7 @n - 1) B,

/

e

1 ==

jn]
i}

og vis, at den fgrste divergerer overalt pa konvergens-
cirklen.

26. Hvis Zanzn har konvergensradius r og k er et positivt helt

tal, hvad er da konvergensradius for hver af rzkkerne

k n kn ol
Zan zZ 7, Zanz s Zanz o

27. Udregn
Jlog2 + i %', cos(% + i log3), sin (%g -~ i log3)
tg(%_+ i log2), cosh (log2 - i’%), tgh(logh - i’%)
28, Find alle de komplekse tal z, som tilfredsstiller hver af
fglgende ligninger
e? = -1, e’ = -1 + iv3, einh z = 1

1 . .
cos z = 3, sin z = 5 tg z = 21,

29. Angiv alle tal i talmengden
(1+ 1)~
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30.

310

32,

Funktionerne sin og cos afbilder den komplekse plan 8 ind i

C. Vis, at de afbilder & pa C.

Punktionen tg afbilder den ved
M=1f{z| cos z £ 0}
definerede delmsngde af O ind i O. Angiv billedmzngden tg M.

Idet a og b er reelle tal, og vi for z € & skriver z = x + iy,
x € R, y € R, sgges billederne ved afbildningen cos af punkt-

mengderne

M, ={z | x=al, N =1{z]|y=0n].

Vis, at disse billeder for '"mmsten alle" valg af a og b.(for-
muler selv et pracisere udsagn) er keglesnit, at disse kegle-
snit alle har de samme brandpunkter (er konfokale). Ifglge
kendte sztnimger om tangenter og brazndstréler, vil de to gyste-

mer af keglesnit sksre hinanden under ret vinkel (ortogonale

‘kurvesystemer).

Vanskeligere opgaver.

For de fleste studerende vil det vere velkendt fra gymnasiet,
at talfglgen (an), hvor a = (1 + %)n, er konvergent med gran-

severdien e. I vor fremstilling er vi ved opstillingen af
Taylorudviklingen for e* gdet ud fra, at é% e* = ex, og at
e’ = 1, og p4 dette grundlag har vi fundet rekkeudviklingen
for e. At ovennzvnte fglge konvergerer mod en granseverdi,

der er lig med summen af rekkeudviklingen for e vises let di-

rekte, Vi skitserer et bevis:

Binomialformlen giver
n

ot L% Yir o,

|
k=0 & k=0 1=0

og for O < p < n har vi derfor
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k-1 n
Y gl 0D cmbre ) &
k=0 r=0 k=0

Derefter fuldendes beviset let, idet man lader n - «~ og

derefiter p » «» i ovenstéende ulighed.
33%3. Skriv det ovenfor skitserede bevis udfgrligt.

34, FPind konvergensradius for potensrakken
=
ZQ-'“
n

og undersgg konvergensforholdene p& konvergenscirklen.
35. Undersgg om rzkkerne

1
EZ log log n

n log (1+_) (log log n)
er konvergente.

36, Vis, at talfglgen (an), hvor

+ooo+%"logn

3
N

a =1 +

er konvergent (se nermere pa& beviset for integralkriteriet,
idet der specielt valges f(x) = %). Graznsevardien, som kal-
des Euler's konstant spiller en ikke ringe rolle ved studiet

af forskellige speclelle funktioner.,

37. Lad % a, vare en konvergent rzkke med positive led. Vis, at
E\/an n? er konvergent for p > %. (Benyt det almindelige
konvergensprincip, idet produktsummen vurderes ved hjelp af

Cauchy-Schwarz's ulighed). Vis, at det tilsvarende ikke gml-

1 1
der for p = 3 (prov med a, = e n)z).

38, Vis fglgende pastand for reelle talfglger (an) og (bn):
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39.

LJ-O.

L.

L2.

Hvis 2 an2 og % bn2 konvergerer, da er X anbn absolut kon-
vergent og 2 (an-_tbn)2 konvergerer. (Vejledning i parentesen

i opgave nr. 37 kan ogsé benyttes her).

Vi danner en delrzkke af den harmoniske rekke 2 %, idet vi
medtager netop de led %, hvor n skrives uden cifret 4. Vis,
at den fremkomne raekke konvergerer. Det samme gglder, hvis
wi i stedet for L benytter et andet ciffer. Hvad kan vi slut-
te om den delrazkke af den harmoniske rzkke, som bestar af de

led jﬁ, der skrives med alle 10 cifre?

For hvilke reelle verdier af x er rzkken

[o2>]

1 1\ sin n x
E:<1 5 e 4+ n) E—

n=1
konvergent? (Denne opgave burde vist egentlig placeres blandt

de lette opgaver).

Lad 2 a, vere en betinget konvergent rakke med reelle led, og
lad c vaere et reelt tal., Vi omordner razkken, idet vi fgrst
medtager s& mange positive tal, at summen netop overstiger c,
derefter sa mange negative, at summen af afsnittet netop er
under c, s igen positive led, til vi har et afsnit, der over-
stiger c, 0.8.v. Vis, at denne proces kan fortszttes 1 det

uendelige og fgrer til en rskke, som er konvergent og har

sum C.

Vis, at dobbeltrazkken

divergerer for o ¢ 2 og konvergerer for a > 2. (Vurder sum-
merne af led svarende til, at m + in ligger p& randen af kva-

drater definerede ved |m| ¢ g, |n| < q.
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LI-B.

L.

L5.

L6,

L7.

Le,

MA 5. Opgaver L43-48

)"
Dan produktet af % === med sig selv efter formlerne (5) og
(6) i 5.11, og vis, at dette produkt er en divergent rzkke.

Vis Tformlen cosgz + sinzz = 1 ved at indsztte potensrzkkerne
for cos z og sin z og benytte multiplikationssatningen.

Lad S betegne det indre af konvergenscirklen for potensrakken
n=0

Vis, at 8 har radius 1. En afbildning £:S ind i C defineres

i
Zl’l.
(n!)?

ved, at f£(z) er summen af rakken, Vis, at f er en énentydig
afbildning.
Svere opgaver.

Lad (an) vare en fglge af hele tal, som tilfredsstiller

0¢a ¢nl1y,n=2,3... » Vis, at rekken

n

konvergerer, og at summen er irrational, undtagen hvis der

eksisterer et helt tal N, siledes at a, = n-1 for alle n 2 N,

Rekken

co

}Z‘ (_1}n+1
, 5 = log 2
n=1

omordnes, sa&ledes at der skrives afvekslende p positive og
q negative led, hvor p og g er positive, hele tal, Vis, at

den omordnede rskke har summen log 2 + % log % .

For a > 0 kan vi for vilkérlige komplekse z satte

Z
aZ - &% log a

b4
sédledes at a® er defineret pAd entydig made. Nar (an) er en

vilkédrlig fglge af komplekse tal, kaldes
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B

hvor z = x + 1y, en Dirichlet r&kke., Vis, at der eksi-
sterer to reelle tal a og k, som tilfredsstiller a-1 ¢ k ¢ a,
sdledes at rekken er absolut konvergent for x > a, betinget
konvergent for k < x < a, og divergent for x < k, For 8, =
(-1)™ fas specielt k = 0, a = 1. For a, =1 (alle n) fas

k=a:1o
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Stamfunktioner.

6.7. Med ¥ ([a,b],R) betegner vi mmngden af afbildninger
fe:la,b] ind i R, altsd mzngden af reelle funktioner pd interval-
let [a,b]. Tilsvarende betegnelser anvendes for intervaller
[a,bl , [a,~[, Oous.v. Med &([a,b],R) betegner vi den delmzngde
af #([a,b],R), som bestdr af de kontinuerte funktioner, og med
D([a,b],R) den delmsngde, der bestdr af de overalt differentiable
funktioner, Vi har altsé

d({a,pb],R) c &([a,b],R) c #([a,b],R).
Vi har brugt tegnet c i stedet for ¢, da det er klart, at der
virkelig er tale om mgte delmengder, hvis intervallet [ a,b] ikke
er reduceret til et enkelt punkt.

TLad x vere et punkt af [a,b]. Vi kan da definere en afbild-
ning<fxsﬁ([a,b],ﬁ) ind i R, idet vi for hver fumktion f€ #([a,bl,R)
satter &Xf = f(x). En afbildning af en mengde af funktioner ind

A

it kaldes en funktional, Iad x og y vere vilkérli-

i en mengde af t7

a

°

s
ge punkter af [aiﬁi. Vi har da en anden funktional I _ ¢ &¢([a,ol,R)

2

ind i R, idet vi for £ € &(la,bl,R) setter

I _f fyf(t)dt
X,y ’
X

I gymnasieundervisningen omtales, om end ikke ssrlig udfer-~
ligt, indferelsen af det bestemte integral som grsnseverdi for
visse tilnsrmelsessummer, og det er af afgerende betydning, at
man derved ndr til en definition af det bestemte integral, som
har gyldighed for alle kontinuerte funktioner. Vi skal ikke i den~
ne forbindelse g8 nmrmere ind pd definitionen af det bestemte
integral ved hj=lp af tiln&rmelsessummer, men vi vender tilbage

til spergsmélet pd et senere tidspunkt.

6.2, Bn afbildning af en mmngde af funktioner ind i en msngde



Mat. 1, 1961-62 MA 6.2,

af funktioner kaldes en operator. Som et meget simpelt eksempel
kan vi for et vilkarligt reelt ¢ definere en operator
T, :#([a,0],R) ind i P([a~c,b-c],Rk), idet vi for £ € F([a,b],R)
definerer billedfunktionen ch ved
Tof(x) = P(x+c),

og dette er virkelig en definition, da x € [a-c,b-c] medfgrer
x + ¢ € [a,b], sdledes at f(x+c) er defineret.

For ¢ € [a,b] kan vi definere en operator Ic:@([a,b],ﬁ)
ind i B([a,b],k), idet vi for £ € &([a,b],R) definerer I_f:[a,b]
ind i R ved

(1) I,£(x) = /Xf(t)dto
Je

Leg merke til, at vi sadvanligvis ikke bruger parentes,
nar vi skriver billedfunktionen ved en operator eller vasrdien
aff en funktional. Dette kan dog ikke altid overholdes. Har vi
f.eks. funktionerne f,g:[a,b] ind i R, da er det naturligt med
f + g at betegne den funktion, som afbilder x i f(x) + g(x),
altsd (f+g)(x) = f(x)+g(x). Vi har da

Ic(f+g) = I+ Ig,
og her er parcntesen pa venstre gide selvfglgelig ngdvendig.
Relationen betyder, at vi for ethvert x € [a,b] har fglgende
ligning mellem funktionsverdierne

Ic(f+g) (x) = Iof(x) + Icg(x)o

Vi anfgrte ovenfor, at I, afbilder &(la,v],R) ina i
B([a,p],R). Det vises nemlig i gymnasieundervisningen, at
det bestemte integral i (1), hvor f er kontinuert, er en dif-
ferentiabel funktion af sin gvre grense, og differentialkvo-
tienten afl Icf er netop f.

6.3. For en differentiabel funktion f:[a,b] ind i R,

vil vi betegne differentialkvotienten Df. Den er selv en af-
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bildning Df:[a,b] ind i R, og vi har dermed defineret cn
operator
D:B([a,b],R) ind i #([a,b],R).
Vi minder om definitionen af differentialkvotienten
De(x) = lim £ (£(x+h) - £(x)).

Operatoren D afhsznger strengt taget af intervallet [a,b],
men det vil ikkc give anledning til misforstaelser, at dette
ikke fremgar af betegnelserne. Operatoren D er ikke en afbild-
ning ind i &([a,b],R), idet differentialkvotienten af en
overalt differentiabel funktion ikke altid er kontinuert.

Hvis vi f.eks. definerer en afbildning w:R ind i R pa fglgende
méde
0O for x =0

p(x) = { 5

x° sin % for x + 0,
da far vi for x = 0 differenskvotienten

o(0)=0(0) - h sin = ,
h h

som gir mod O for h -» 0., For x £ 0 er ¢o(x) differentiabel
ifglge regnereglerne for differentiation, og vi far
O for x = 0O

Dp(x) = { ]

.
2 - «~ cog = for x 0
X sin % po + s

og det fremgédr heraf, at Dp er diskontinuert i O.

6.4. For £ € #([a,b],R) kan vi naturligvis benytte den
sadvanlige betegnelse D"1f for mengden af funktionen i
B([a,p],R), som af operatoren D afbildes i f. Hvis msngden

p71f ikke er tom, vil vi ogs& betegne denl/fy og vi kalder den

da mengden af stamfunktioner til f. At F € /f er defineret pa

intervallet [a,b], er altsd censbetydende med, at F er differen-

tiabel pa [a,b], og at DF = f.



Enhver funktion F € B({a,b],R) er element af netop én af

mwngderne‘/f, nemlig‘/DFo Det fremgar heraf, at mwngderneeff,

hvor £ € #([{a,b],R) udggr en inddeling af D([a,b],R) i disjunkte
klasser. Fra gymnasieundervisningen ved vi, at to funktioner
tilhgrer den samme klasse‘/f, hvis og kun hvis forskellen er
konstant,.

For £ € 8([a,b],R) eksisterer /f altid, og for F € /f og

Xy 9%, € [a,b] har vi relationen
x5

(2) / £(x)dx = F(x,) - F(x,).
%1

P4 grund af denne relation siger vi ogsa ubestemt integral i

stedet for stamfunktion. Vi vil undgéd at anvende den szdvanlige

betegnelse

(3) /f<x>ax,

der traditiomelt betyder "en eller anden ikke nsrmere bestemt
stamfunktion til f". Betegnelser, der har en flertydighed af
denne art, b¢r undgés, da de giver anledning til misforstéelser,
Det mé& dog retferdigvis indrgmmes, at risikoen for alvorligere
misforstdelser i forbindelse med ubestemte integraler ikke er
serlig stor (sml. opgave nr.2).

Vi bemmrker ogs&, at bogstavet x i udtrykket (2) har en
ret ejendommelig rolle. Overfladisk kan udtrykket minde om et
symbol f(x) for en funktionsverdi, men i (2) kan x netop ikke
tillzegges en konstant vaerdi, Vi foretrskker derfor at operere
med det bestemte integral

X
/ £(t)dt,
c

og vi bemzrker, at dette udtryk virkelig kan opfattes som sym-



Mat.1, 1961-62 MA 6. 5

bol for en funktionsverdi F(x), og ved at udelade x fAr vi et

symbol for funktionen

F = /f’(t)dt,

(¢
og her er t blot en passiv variabel. Vi har F(c) = O.

For ikke hele tiden at skulle holde regnskab med integra-
tionskonstanter, vil vi anvende betegnelsen f ~ g for at antyde,
at forskellen mellem f og g er konstant. Vi beh¢gver da heller
ikke at holde regnskab med den nedre grznse.

6.5, Eksemplet i 6,3 viser, at den klasse af funktioner,
som har stamfunktioner, omfatter funktioner med komplicerede
diskontinuiteter. P4 den anden side har kontinuerte funktioner
altid stamfunktioner. En n®rmere redeggrelse for disse forhold
er fgret gennemfgrt i dette Arhundrede og falder uden for ram-
merne af dette kursus.

Gymnasieundervisningen omfatter nogle simple metoder til |
bestemmelser af stamfunktioner til elementmre funktioner, nir
det er muligt at finde eksplicite udtryk for stamfunktionerne.
Vi skal i det fglgende give en oversigt over de vigtigste meto-
der til eksplicit stamfunktionbestemmelse.

Vi tager vort udgangspunkt i vort kendskab til de elemen-
tere funktioners differentialkvotienter, som umiddelbart giver
os fglgende liste over stamfunktioner, hvor vi 1 fgrste og sidsté

kolonne anfgrer udtrykket for funktionsverdierne,
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Funktion Intervaller Stamfunktion
a -1 _a+1
X, af -1 JO,eo [ (a+1)” ' x
5 J-e0,0[, 10, o log |x|
cos X ] =0 yoo[ sin x
sin x J=o0y00] ~-coSs X
"2 2 yii r T
cos” “x =1 + tg"x | ](2p-1)5, (ap+1)§[ tg x
. =2 2
sin” “x = 1 + cot“x| lpm, (p+1)w( -cot x
L .
(1 - x2) 2 IES PR Arcsin x ~ -Arccos x
2\-% 2\t
(1 % x7)" 2 J=ooy00 [ Arsinh x = log(x+(1+x%)?)
> L 2
(x - 1) Jeooy=1[, 11,00 Arcosh x = log|xw/(x°-1)]
-
(1 + x2) | B Arctg x ~ —Arccot x
-t
(1 - xz) 1-1,11 Artgh x = %log %%%
1 i
(1 - x2) J=esy=1[,]1;0[ |-Arcoth x = %1og%:%

6.6. De vigtigste hjmlpemidler ved udregning af stamfunk-
tioner er integration ved substitution og delt integration, hvor-
til kommer omformning af integranden, eventuelt under inddragelse
af komplekse tal 1 regningerne.

Integration ved substitution beror péd satningen om differen-
tiation af sammensat funktion. Lad F : [a,b] ind i R vere stam-
funktion til f:[a,b] ind i R, og lad ¢:[a,8] ind i [a,b] vere en

differentiabel funktion. For u € [a,B8] har vi da
d
T Flo(w)) = F'(p(u))e' (u).

Skrevet med operationen D far denne relation udseendet

D(F o ¢9) = (DF o ¢) * Dp. "
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Vi kan altsd slutte, at F o ¢ er stamfunktion til (fop) -

pd [a,B8]. Under de ovenfor anfgrte forudsmtninger har vi altsa

/<fo<o> + Dy = <ff> o 9,

hvor det sidste udtryk star for mzngden

{Foo | FE/f}.

For integraler far vi for ¢ € [a,B8], at

t, t)
(L) /f«o(u))so'(u)au =:/§°( £(x)ax.
c ¢(C)

For en differentiabel funktion ¢(u) har vi som bekendt diffe-
rentialet ¢'(u)du, som afhaznger af de 2 variable u og du. Dif-
ferentialet betegnes med dy, og dets funktionsverdi skal derfor
betegnes de (u,du), men i integraler vil vi tillade os at benyt-
te den ukorrekte skrivemide dp(u), og vi skriver derfor (L) pa

den praktiske form

[f«p(um'(u)du / £(p(u)) do(u).
¢

u=c¢
Nar der ikke star et enkelt bogstav efter differentialteg-
net 1 et integral, er det sikrest som antydet at precisere,
hvilken variabel integralgranserne refererer til, Hvis udtryk-
kene bliver alt for komplicerede under regningerne, mad man selv-
fglgelig indfgre kortere betegnelser. Vi viser et par simple

cksempler.

1, For a > 0, har vi i intervallet ]-a,a

u X

\/(az-—x ) /Om - (%)

..
= Arc sin 5 °

2. For u € ]4%;%[ er
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3. For u € JO,m[ er

£ X
/41 dx [u d2 “L/u d2 B
sin x 7 wi X x X 2x
T ,X;lolnz coss X_WIgQ cos 3
2 -2 2
u d tg % u
t/ - = = log tg 5o
x=L '8 2
2
i, For u € ]Q%Q%[ er ifglge eksempel 3
u u A(x+L)
dx . _ ———2 = T0g tg (% + E).
cos X in( E) 2 N
0 =S 1n{ X435

Vi kan selvfplgelig ogsé anvende integration ved substitu-
tion omvendt, idet vi indsatter x = ¢(u) i det integral, vi ¢n-
sker, at beregne., Hvis den sggte stamfunktion er F, far vi da
bestemt den sammensatte funktion Fop. For at dette skal vare
tilstrakkeligt til at bestemme F, bliver vi ngdt til at forud-
sette, at ¢ er monoton, sdledes at afbildningen ved ¢ bliver

enentydig., Vi viser et simpelt eksempel, For at udregne

X dx
I=/m7, XE]’1y°°[’
0

anvender vi substitutionen x = o(t):
x = t°=1, t € 10, [, t =V (x+1),

og vi far da

2 .
Tog :/ (t —1)t2t dt _ 2/ (t2-1)ds,

1 1

altsa

Top(t) = -32- 2 -~ 2t +

2

W=
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og den omvendte substitution giver nu
5( % = Z((x-2) (x+1)42)
I(x) = (i\x+1)—2)/(x+1) * = 3((x 2V (x+1)+2).

6.7. Formlen for delt integration kan bekvemt skrives

/ £(x)ag(x) = fg - £(0)g(0) -] g(x)af(x).

x=0 *x=0

Vi viser nogle typiske eksempler.

1 For o + -1, x > O Tag

u u

o R o+t

/ X log x dx = &?T</ log x dx =
X=1

4

U
. ug+1 log u - i xq+1 d log x =

o+ o+
x="1

u
&%T ua+1log u - Q}T‘/ X dx = —“J-§ ua+1((a+1)log u - 1)
A (o+1)

2. Nar n er et naturligt tal har vi rekursionsformlen

u V] u
é x* e ax = [ 7 a eF = ut ¥ - nu/ 21 X ax,
| x=0 0
som muligggr beregning af integralet. Hvis n er negativ, kan
rekursionsformlen bruges omvendt til at forg¢gge eksponenten, men

/x"1 e* dx kan ikke udtrykkes ved de elementzre funktionstegn.

0
Ganske analogt gar det med chos X og Msin x.

3. Nar n er et naturligt tal kan vi for |x| < 1 udregne

/(Arcsin )™ ax
0]

ved at substituere

x = sin u, |ul <l%, u = Arcsin x,

hvorved integralet f¢res over i



/un cos u du,
0

som vi har lert at udregne. Integranderne (Arcsin x)™ og (log x)7,
samt potenser af arealfunktionerne behandles analogt.

L, For naturlige tal p og g har vi

u u
/ sinpx cosqx ax = / sinpx cosq-1x d gin x =

0 X=0
51 f cos x d 81np+4x =
x=
5%7 sinP* 1y cos® 1y - —lT‘/ sinfP™1x d cos%7x =
X=

1 . P+ q-1 g-1 b p+2 g-2
E:T Sin u cos u + i sin X cos x dx,
0

og vi har séledes forgget den ene eksponent med 2 og mindsket
den anden med 2, s& vi har endnu ikke gjort virkeligt fremskridt.
I den sidste integrand bruger vi imidlertid omformningen

. _D+2 R . 2
s:mp X = 81npx - s1an cos X,

og resultatet far da formen

u
f sinfx cos%x ax = =7 sin

0

-1 [ -2 -1 ™
%jTQ/ sinfPx cos%™x ax - S:TE/ sinPx cos%x dx,
0 0

altsd en ligning til bestemmelse af integralet p& venstre side.

Ved lgsning af ligningen far vi

u 1 +1 -1 -1 -2
51npx cosqx dx = = 81np u cosq u + a=l sinpx cosq x dX.
p+q p+q A

0]

Ved at g& regningerne igennem, ser vi, at denne formel gzlder
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for alle reelle p og q, nar blot p # -1 og @ £ ~p. En formel
til reduktion af eksponenten p udbedes pa tilsvarende méde.

5. Idet n > 1 er et helt tal og a et positivt tal, har vi

/ (X2+82)_ndx = l%[ (X2+32)-n+1dx - l%é (x2+a2)-nX2dx,
40 aJo a

og her er ¢
t - p -
/ (x2+a2) N 2ax = % / X(x2+a2) nd(x2+a2) =
0 x=0
b 2 2
=1 / xa(x°+a®) ™
2{n-1) /x=0
s 2., 2y-h+1
2 - - —
- t(t +8.2) 11+ + E-ﬁm_j_'mé' /O (X +a ) dX,
2(n-2) J
gom ved indsattelse giver
t o o.on 1 2 2y -n+1
/ (x“+a dx = 5 t(t“+a”) +
0 (2n-2)a
t -
2n-3 (x%+a?) P ax,

(2n-2)a® Jo
og vi har séledes faet en rekursionsformel, sdledes at vi efter

n-1 anvendelser blot mangler udregningen

X X
adx = :j; a = l APCtg g
0 2, .2 0 —fen a
x“+a 5 &
1+(3)

Det tilsvarende integral med (x2--a2)"n kan behandles ana-

logt. Det mere generelle integral

[ (x2+2ax+b)_n(px+q)dx
Je

fgres ved substitutionen x = u - a over i et integral af formen
t
f (uzﬂx) A(pruts)du,
k
og nu er integralet sum af

t - - -n+1
k

og et integral af den ovenfor behandlede form.
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6.8. Hvis P og Q er reelle polynomier, kaldes den ved

P(x) = 3lx

definerede afbildning

F:ix|Q(x) £0} ind i R
en bruden rational funktion. En bruden rational funktion har
altid en stamfunktion, der kan skrives p& endelig form ved de
fire elementzre operationstegn, samt log og Arctg. Vi skal ikke
gennemf'gre beviset for denne péstand, men vi vil forklare, hvor-
ledes regningerne kan gennemfgres.

Pgrst kan vi ved ufuldstendig division af P(x) med Q(x)
skrive F(x) som sum af et polynomium og en bruden rational
funktion, hvis tmller er af lavere grad end nzvneren. Vi vil
derfor i det fglgende antage, at P(x) er af lavere grad end Q(x).

Fra gymnasieundervisningen ved vi (selv om beviset ikke er
gennemfgrt), at Q(x) ken oplgses i reelle faktorer af fgrste og

anden grad, sélgdes at vi ha£ en produktfremstilling

Qx) = -FT (x—a_ )'P

hvor vi antager, at de m fgrstegradspolynomier og de n andengrads—g
polynomier virkelig er indbyrdes forskellige, og at andengrads-

polynomierne alle har komplekse rgdder.,

Der eksisterer nu en fremstilling af %%%% som en sum

n
%) 5 - L oLy Tyt
/ 5 il
X~ p = 4
21 ( ) =1 =1 (x"+B 2ty )

Vi skal ikke gennemf¢re beviset for denne pastand. Det kan

ganske vist gennemfgres uden stgrre vanskeligheder, men det
heznger ngje sammen med visse grundleggende s@etninger om polyno-

mier, og vi finder det rimeligt at vente med beviset, til det
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kan behandles i sammenhsng med disse sa&tninger.

Idet vi siledes ved, at fremstillingen (5) eksisterer,

bliver det hovedopgaven at bestemme koefficienterne, og derefter
kan integrationen udfgres ved de metoder, vi har omtalt 1 det
foregaende,

For at bestemme (5) opskriver vi (5) med ubekendte koeffi-
cienter og multiplicerer p& begge sider med fmllesnzvneren Q(x).
Derved fé&r vi 2 polynomier, som skal vere identiske. Vi kan
derfor enten reducere polynomiet pa hgjre side og saztte tilsvaren-
de koefficienter lig hinanden eller vi kan indsatte et passende
antal verdier for x. Begge metoder giver ligninger til bestem~
melse af de ubekendte koefficienter. Den fgrste metode giver
netop tilstrzkkelig mange ligninger, men den anden metode har den
fordel, at man ved specielt for x at indsaztte en af rgdderne i
Q(x) far en ligning med kun én ubekendt koefficient for en reel
rod og to ligninger med to ubekendte koefficienter for en kompleks
rod, Vi vil illustrere ved et eksempel, hvorledes regnearbejdet

udfgres, idet vi sgger en stamfunktion til den brudne rationale

funktion

3X9+7X7—3x6+7x5—2xu—x+1

xz(x—1)3(x2+1)2(x2+x+1)

P(x) =

Vi ved, at F(x) kan fremstilles pa formen

a
I R B R T,
F(x) = =5 + % 3 2 =1
x (x-1) (x~1)
P1z+312 + PoX+a, L Ixts .,
(x"+1) x2+1 X+ x+1

og for at bestemme koefficienterne satter vi de to udtryk for
F(x) lig med hinanden og multiplicerer p&4 begge sider med nav-

neren til F(x), hvilket giver
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9 7 5 b

33X + 7x - 3x6 + 7x7 = 22X - X + 1 =
(a1+a2x)(x~1)3(x2+1)2(x2+x+1)+
(b1+b2(x—1)+b3(x—1)2)x2(x2+1)2(x2+x+1) +
((p1x+q1) + (p2x+q2)(x2+1))x2(x—1)3(x2+x+1) +
(rx+s)x2(x—1)3(x2+1)2°
Der er her tale om 2 identiske polynomier, og vi far derfor
rigtige ligninger ved at give x helt vilkarlige vardier. For
X = 0o0g x =1 far vi
1 = -a, 12 = 12b1, altsa a, = -1, b1 =1,
Vi kan ogséd satte x = i, hvilket giver
2+21 = (p,i+q,)r =1(i-1)71 = ~1(2+21)(q,+ip,),
heraf fas qy + ip1 = i, altsa q = o, p, = 1,
Idet vi nu samler de kendte led i vor identitet pa venstre
side, far vi
3X9
(x2+x+1) (X—1>3(X2+1)2—X2(X2+1)2 - x3(x—1)%> =
x(x—1)(x2+1) az(x—1)2(x2+1)(x2+x+1) +
(b2+b5(x—1))x(x2+1)(x2+x+1) + (p2x+q2)x(x—1)2(x2+x+1) +
(rx+s)x(x—1)2(x2+1)> .

Polynomiet p& venstre side giver ved reduktion

7 6 5 i

+ 7x' = 3% + 7x7 - 2x7 - x + 1 +

4X9 - 4X8 + 11X7 - 12X6 + 11x0 = 12x% 1+ 5% - 4x? 4 Xy
og vi far nu en kontrol pa& regnhingernes rigtighed, idet dette
polynomium skal vere deleligt med x(x-1)(x2+4)a Efter bort-
division af denne faktor far vi fglgende nye identitet til be-
stemmelse af de gvrige koefficienter

MX5 + 7x3 - x% 4 3x - 1 = az(x—1)2(x2+1)(x2+x+1)+
(b2+b3(x—1))x(x2+1)<x2+x+1) + (p2x+q2)x(x—1)2(x2+x+1)+

(rx+s)x(x—1)2(x2+1),

og heraf fas for x = 0 og x = 1
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-1 = 855 12 = 6b2, altsa a, = -1 b2 = 2.
For x = i fas in + Q5 = O, altsa by, = Qy = 0. Vi udelader
forst dette led og forkorter med X2 + 1, hvilket giver

Lxo + 3x - 1 = a2(x—1)2(x2+x+1) +
)2

°

(b2+b3(x—1))x(x2+x+1) + (rx+s)x(x~1

Idet vi samler leddene med kendte koefficienter paéd venstre
side, far vi

ux3+3x—1+(x2+x+1) (x-1)%-2x) =

x(x—1)(b3(xz+x+1) + (rx+s)(x-1)>,
til bestemmelse af de tre sidste koefficienter. For x = 1 fas
3 = 3b3, altséa b3 = 1, Idet leddet med kendt koefficient flyttes
til den anden side af lighedstegnet, far vi

x -1 = (rx+s)(x-1),

som giver rx + s = 1, altsd r = 0, s = 1. Dermed er alle koeffi-

cienterne bestemt, og vi har opspaltningen

1 2 1 X 1
+ + + 9
X+ (X2+1)2 X2 x4

Plx) = L _1
() 2 E TGy T a2

som umiddelbart giver stamfunktionen

1 1 2 ] X+ 2 2x-1
a(x) = = - - - + lniT_TJ-+ Arctg
Loo(x-1)2  ET 0 o(x24q) % V3 V3

i hvert af de intervaller, hvor I er defineret.

6.9. Bt trigonometrisk udtryk kan integreres, hvis det
kan omformes til en rational funktion af en tangens. Vi illu-
strerer metoden med et par eksempler,

1, For u € ] -r,w [ har vi

u
/u ax /u (1+tg2%)dx ~[ dtg %
e e = = 2 X:O =
JO 2+c08 X 0 3+ tgz_}zs. 3 4 tg2'}2£'
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(6) \%? Arctgq%g tg % .

Demne funktion er stamfunktion til integranden i ethvert inter-
val J(2p-1)w, (2p+1)wr[, og den er voksende i hvert af disse
intervaller, men i hvert intervalendepunkt har den en diskon-
tinuitet med et endeligt spring. Da integranden er kontinuert
for alle x, eksisterer der ogsd en stamfunktion i | —o,=[, og
den m& pa hvert interval J(2p-1)m,(2p+1)r[ afvige med en kon-
stant fra funktionen (6). Vi kan derfor definere en stamfunk-

tion g pa fglgende méde:

2 . ) 2
’\7"- Arctg 5o tg-}zs +\7§H' for x € ] (2p=1)m, (2p+1)a|

g(x) =
(op+tm, for x = (2p+1)w.

2, For u € ]4% ;%[ er

4 ax _ /“ ax _ /“ d_tex
— . = = 5 =
/; 1+Bsin2x 0 coszx+usin2x x=0 1+(2tgx)

% Arctg 2 tg u,

og vi kan konstruere en stamfunktion i ] wmfn[ pé& lignende made

som i foregaende eksempel.

6.10. I denne forbindelse skal vi ogsd& n®:vne anvendelsen
af de logaritmiske trigonometriske formler til omskrivning af
produkter til summer. Det er méske enklere at gennemfgre reg-
ningen ved at udtrykke cos og sin ved komplekse eksponential-
funktioner. F.eks.

u u . .
/ sinuxdx = / < %{ (et® - e"lx)4dx =
0 0

/u %E <euix _ ueZiX + 6 - ue-Zix N eui?> ax =
O
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u .
% /‘ (3-4 cos2xtcoshx)dx = % u - % sin2u + %E sinbu.

0

Desuden minder vi om den fra gymnasieundervisningen velkendte

me tode

v v > . 1.5
/ cos5xdx = / (1—sin2X)“dsinX = sinu - % Sln3u+381ﬂ u
J0O I x=0

samt metoden til integration af en potens af tangens

u u V]
/ tgixdx = / tg™ 2% dtgx - / tgn_gx dx =
JO

J0 x=0
io}
- n-2
?l_—i'l tgn J‘u - /O tg x dx.

6.11. De hyperbolske funktioner kan behandles som de tri-
gonometriske, men det er ofte simplere direkte at udtrykke de
hyperbolske funktioner ved eksponentialfunktioner. Vi kan f.eks.

regne pa fglgende made:

X
P - /“ ax L P
cosh x 2X, . . 2X " sX
1o 0 cosh 2+S:th > 4o 1 4+ tgh 5
2 Arctg teh 3

men vi kan ogsé regne pa fglgende made:

u u ke %
e S / EASh SR %/ —Q§"=—§ = 2 Arctg e -

cosh x X -X ‘ X
e 0 e“+e xd)1+(e )

NI

6,12, Det i 6.7 eksempel 5 omtalte integral kan ogsa ud-

regnes ved anvendelse af substitutionen

T I X
X = a tgv, v & ]-59 5[, v = Arctg =,
hvorved integralet fgres over i
a‘2n+1£)cos2n_2vdv.

6.13. Hvis integranden indeholder en rodstgrrelse af formen
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n
X+b
\/55a » ad - ve 4 0,

kan denne bortskaffes ved den n®rliggende substitution, som vil
vaere monoton i ethvert interval, hvor rodstgrrelsen er defineret

R Bx:b B _ n(ad-be )jul’
U= \oxsq ? ¥ = T_n 0 &X= n_\o U
-cu +a (=cu +a

Metoden kan ofte med fordel anvendes til bortskaffelse af kva=-
dratrgdder af andengradspolynomier, nar rgdderne er simple. For

a £ x ¢ B gelder fT.eks.,

VE=a) (%) = (x-a) \/@--2(-

Som eksempel udregner vi integralet

£

1 %X+ ax

4
1= [ X vTTk+f)(2—x)) = [ x(x+1)

) £l

ved hjelp af substitutionen x = ¢(u), defineret ved

2u2 -1 u°

S\l 2uid - ol o 2w
u = \oIyy X = TyEyyy 4X = THEITTEdU, X+ = 38T

gsom ved indszsttelse giver

o2uc -1 3u® Zu +1§du ~/Zuﬁ—-’l =

1

&2 u 2 / ( 1 1 )
v2 1/1= Vou)fel T 2 dit V2 u-1 T V2 u+l /2 u,

altss
g (0) = % 108|351
hvoraf fglger
| V(2x+2) = /(2-x)
I(x) = % log Viex+2) + V(2= i)l

6.14. Til bortskaffelse af kvadratr¢gdder af formerne
V(a?-x2), V(x*+a?), V(x®-a?)

har man et betydeligt antal substitutioner til radighed ud over
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den metode, der er omtalt i slutningen af 6.13, og som kun anven-

des for den fgrste og den sidste rodstgrrelses vedkommende, Vi

anfgrer de vigtigste substitutioner i fglgende tabel:

kvadratrod substitution for
X kvadratrod dx
2at gl= 12 YN T at
Vi(a® ~ x?) T+ t° 1 + t2 (1 + t2 )=
a sin t a cos t a cos t dt
x € [-a,a]
a a dt
a tgh t cosh t cosh® t
1 82y | Ley . 2%y | Loy, B2
2(t - % ) 2(t + 5 21z(t + ) dt
2 2
V(x® + a®) et o o0 dt
g cos t cos®t
a sinh t a cosh t a cosh t dt
1 a? 1 a® 4 a?

2 . o LN f= T LN - & =
V(® - a?) | 5(t+ %) |5t - 5) | st - 3) at
a >0 .

a a sin t
cos t a tg t cos®t dt
x € [a,of
a cosh t a sinh t a sinh t dt

Som eksempel vil vi udregne

I = dx
- (x+1 W (x*+1) °
0

Substitutionen x

1 1

. /’ sp(trg)dt 24t

o(p = = —72—-—-—_—' =
2 B(tr2-1)3(0+d) /ﬂ’ et

i

1 .
p(t) = 2(t-g), t € ]O,e[ giver

24t A 11 at
1(t+1+v@)(t+1—vﬁ7'- V2 ) t+1/2 T THin/2 ’

hvoraf féas
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A t+1-v/2
Tog(t) ~ 75 108 Yoz

altsa

1 X0/ (X241 )41 /2
I(x) ~ 2 log X+ (x7+1)+1+/2°

Vi udregner samme integral ved substitutionen x = ¢(t) =

tgt, t € ]-5,2[, hvilket giver

Loy = dt _ [ dt _ [ dat _
- tgt+] - i - t -
. (tgt+1)cos t 0 cos t+sin t . 2 cosE81n(2 E)

1 / dt
2
V2 0 s11r1(-2-+11L

hvoraf fglger
Toy(t) = V2 log tg(E+§) - V2 log tg §.

Dette var ikke s®rlig svert, men at reducere udtrykket til en
rimelig form efter indsmttelse af t = Arctg x vil koste meget
besvar,

Disse integraler er typiske eksempler p& opgaver, hvor man
har flere lgsningsmetoder til radighed, og de vil s®&dvanligvis
ikke alle vmre lige praktiske. Det anbefales at forsgge at ud-
regne nogle integraler ved alle de metoder, man har til radig-
hed. Derved opnas efterhanden den erfaring, der g¢gr det muligt
at valge den bekvemmeste metode i hvert enkelt tilfmlde.

6.,15. BEn kvadratrod af et andengradspolynomium
V(x?+28 x+b) overfgres ved substitutionen x = u-a i en af de i
foregaende afsnit behandlede typer. Man kan ogsd anvende en af
fglgende substitutioner:

A. V(x? +ax + D)= x + t, ax + b = 2xt + t°

t? -~ at + b
_ b = t° 2 -
X= ZT— V(x? 4+ ax + b) = T

_ t? - at + D
dx = - 2 (z_t - 8)2 dat.
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B. V(1 + ax + bx?) = 1 + xt, a + bx = 2t + xt?
2t - a t? - at + b
x:b—ﬂ-m_tz,\/(1+ax+bt2)= s

5 t® -at + D
dx = 2 (.b_tg)go

6.16. Hvis integranden indeholder 2 forskellige kvadratrgd-
der af formen V(ax + b), kan den ene bortskaffes ved en substi-
tution x = iizf—h, og den anden vil derved overfgres i en kvadrat:-
rod af et andengradspolynomium, som derefter kan bortskaffes ved

de ovenfor omtalte metoder.

6.17. En funktion, der er udtrykt rationalt ved en kvadrat-
rod af et polynomium af tredie eller hgjere grad, har sadvanlig-
vis en stamfunktion, der ikke kan udtrykkes ved de hidtil ind-

fgrte funktionstegn. Studiet af disse stamfunktioner fgrer til

en interessant ny funktionsklasse, de glliptiske funktioner, der
kan opfattes som generalisationer af de trigonometriske funktio-
ner.

6.18. En afbildning £ : [a,b] ind i C tilordner til hvert
x € [a,b] et komplekst tal f(x), og dermed lige s& vel dette
tals realdel og imaginmrdel. Vi kan altsd skrive f(x) =
g(x) + ih(x), hvor g og h afbilder [a,b] ind i R, og mellem funk-
tionerne selv bestar da ogsé& ligningen £ = g + ih.

Vi siger, at afbildningen f = g + ih : [a,b] ind i C er

kontinuert i et punkt x_ € [a,b] (i hele [a,b]), hvis og kun

hvis g og h begge er kontinuerte 1 X (i hele [a,b])°

Vi siger, at £ = g + ih : [a,b] ind i ¢ er differentiabel
i [a,p], nvis og kun hvis béde g og h er differentiable i [a,b],
og vi s®tter da Df = Dg + i Dh, og funktionen Df kaldes diffe-

rentialkvotienten af T, Definif%herne af hgjere differentialkvo-

tienter og af stamfunktioner kan derefter overfgres uzndret.

Vi kan direkte regne efter, at en lang rakke regneregler
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kan overfgres til komplekse funktioner af reelle variable. Det-—
te gwlder saledes reglerne om regning med kontinuerte funktio-
ner og differentiable funktioner., Hvis f; = g4 + ihgy og Ty =
gs + ihy er differentiable afbildninger af [a,b] ind i &, far
vi f.ekse.

D(fyfz) = D[(ga+ihy ) (ge+ihs )] = Dlgygs-hiha+i(gihathigy) =

D(g1 82 ~hyhp )+iD(gyhe+hygp ) =

8208y +81 Dgz = Dhy ~hy Dhy+1i (hoDgy +@84 Dhy +85Dhy +hy Dgy ) =

(gg+ihy ) (Dgy+i Dhy )+(gy+ihy ) (Dge+i Dhy) =

(g2 +ihg )D(gg+ihy )+ (gy+ihy )D(go+ihy ) = £3DFy+F4Dfy,
hvilket er reglen om differentiation af et produkt.

Vi kan ikke uden videre anvende reglen om differentiation
af’ sammensat funktion pa et udtryk af formen ef, da vi ikke har
defineret differentiation af en kompleks funktion af en kompleks
variabel., I det foreliggende tilfelde giver direkte udregning

dog, at reglen gelder:

p oT(x) | p 8(x)+in(x) _ D(@g(x)(cos n(x) + i sin h(x))> =

eg(x)(cos h(x)+i sin h(x))Dg(x)+eg(X)(-sin h(x)+i cos h(x))Dh(x) -

f(X)Df(x).

eg<x)(cos h(x)+i sin h(x))(Dg(x)+i Dh(x)) = e
Hvis £ = g+ih : [a,b] ind i ¢ er kontinuert, kan vi ogsé

indfgre integralet

bf(x)dx = h x)dx + 1 bh x)dx
I [ & [ nGax,

a a
og hvis F = G + 1H er en stamfunktion til £, vil G og H vare

gtamfunktioner til g og h, og det ses da direkte, at

fbf(x)dx = F(b) - F(a).

a

6.19. Vi viser et enkelt eksempel p& udnyttelse af diffe-~
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rentiation og integration af komplekse funktioner. Det fremgar

af det foregfende, at vi for a + 18 4 0, a,8 € R, har

/' olovip)xy  _ ajiﬁ (e(a+iﬁ)x - 1) =
0

ggiﬁz (e(a+iﬁ)x - 1),

og ved spaltning i realdel og imaginsrdel, far vi

/’ (e“*cospx + 1 e*Feingx)dx =
0

35%35 <a(eaxcosﬁx—1) + pe™singx + i(aeaxsinﬁx—ﬁ(eaxcosﬁx-1)),

hvoraf fglger

ax
e )
el (acospx + PBsinpx - a)

fl

/i eaxcosﬁx ax
0]

ax
/’ e®sinpx ax = a%:Eg (asinpx - Pcospx + B).
0



Mat.1, 1961-62 MA 6., Opgaver 1-7

Lette opgaver.

1. Diskuter fglgende 1lille regnestykke led for led:
1 =vV1 =V(~1 1) =V(~1) * V(1) =1+ 1=+,

2. Vis, at den ved

definerede funktion f:R ind i R er differentiabel overalt,
men at differentialkvotienten ikke for noget h > O er be-

grenset i intervallet [-h,h].

3, Udregn
f x 4dx ‘/ x3dx g[ x 4dx
!i’ ’
14X b — p vV (1+x )
L. Udregn
d 2
/X }zcy /X tg x dx, Xx € ]_%’%[’
b €08 X )y
samt

2

o 1+x

5. Udregn for n € N

(I (8
/2cosnx dx ogzézsinnx dx
0

ved den i 6.7 eksempel 4 omtalte metode.

6. Udregn den for n € N

/sinpxﬁsin 2x dx og‘/cos5x cos 2x dx.
0 0

7. Udregn

fsin x sin 2x sin 3x sin 4x sin 5x dx.
(0]
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8.

10,

11

12.

13.

1Ll-o

15.

Udregn
X dx dx
: ’ ’ mme—— , X € ]O’w['
/;xixﬁTT /;X(X+4)(X+§7 X2(x+1)
- Udregn
ax /° ax f ax
Sen e ua e BN , X € ]0,00[ .
/1x(x2-h1) Lx2(x%41) Tl x(xe ) (x24+1)
Udregn
. 2
dx /’ x dx / x~dx
H 9 °
<X2%1)(X2+2) h (x2+1)(x2+2) o (x2+1)(x2+2)

Angiv stamfunktioner for fglgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder nulpunkter for nzvneren

(x-1)(x=2) (x-3) < H
2 b4 L4
X X+ x2+1
Udregn
3 3
/.,zc_ﬁ%,/ Edx o, x € 11,0
0 (x+1) 0 (x+1)(x"+1)

Udregn stamfunktioner for fglgende funktioner i ethvert in-
terval, der ikke indeholder nulpunkter for ngvneren
X + 1 X + 1

xLL + ux2 + 3 ’ xl’L + 3x2 + L )

Udregn stamfunktioner for fglgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder nulpunkter for nzvneren

4 1 cos8 X

+ 2 cos x? 2 . .. 2 ? cos 2x°
1 cos X + 2 c0o8 X s8in x 4+ 2 sin™x ©

Udregn stamfunktioner i ]—g,g[ til

cos 3x cos Lx cos Bx
cos x’ cos x° cos x°
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8.

10.

1.

12.

13

1.

15.

16.

Udregn
/; §I§E%7 ’ /; x(x+$§(x+27 "l §?T%%77 s X € ]JO,00[s
Udregn
dx dx dx
/; X(x%+1)° /; §§T§§:TT’¢£ Xz ) x24Ty ¥ € ]O,xf .
Udregn

dx X dx x?adx
/a(§2+1)(xz+2)’ {;(x?+1)(x2+2)’ / (x?+1)(x=+2) °
0 ' 0

Angiv stamfunktioner for fglgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder nulpunkter for nmvneren.

(=) (x=2)(x=3) £+ s
X Y x+1? x* 41

Udregn

x2dx

343
Tt ) / Gy Gy * € 1=l
0 "0

Udregn stamfunktioner for fglgende funktioner i ethvert in-
terval, der ikke indeholder nulpunkter for nzvneren

X+ X+
’ o
xu+ux2+3 x“+3x2+u

Udregn stamfunktioner for fg¢glgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder nulpunkter for navneren

1 1 cos X
142 cos X’ cos®x+2 cos X sin x+2 sin®x’ cos 2%

L]

Udregn stamfunktioner i ]—g}g[ til

cos 3%x cos Lx cos bx
cos x? cos x* cos x°

Samme opgave for

1 1 sin3x sinux
5.7 L 2 ’ 3. °

CoOB™X ¢Ccos X cCcos8s X cos™ X
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17. Udregn
/ Eixldx, /v !K%fll, /v VK+1dx, X € ]O,c0[.
1 1 1

18. Udregn

X+1 /’;glﬂm“) c/ 3 X+1dx x € ]0,e] .

1

19. Udregn

”%‘dx, x € ]0,0

20, Udregn for a > O

/‘v(az-xz)dx, x € [-a,a]
0
/:V(a2+x2)dx, X € J-coy00f

/‘va?—az)dX, x € [a,e].

21, Udregn for a > O

/ x_ﬁ/(az—xz)dx, x € ]o,a]

a

/ x;jv(a2+x2)dx, x € ]0,00]

“a

/ x’1v(x2—a2)dx, x € [a,ef.

a

22, Udregn for a > O

/‘ X—ZvKaz—xg)dx, x € ]o,a]

a

f (a + V(a?-x2))"lax, x € [-a,al.
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28.
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Udregn differentialkvotienterne af cos x og sin x ved at

differentiere disse funktioners ved komplekse eksponential-
funktioner.,
Idet £ : [a,b] ind i C er en differentiabel funktion gnskes
beviser for relationerne

Dsin f(x) = cos f(x) Df(x), D cos f(x) = -sin £(x) DF(x).
Idet £ = g + ih : [a,b] ind i € er en differentiabel funk-
tion, som for ethvert x € [a,b] tilfredsstiller betingelsen

g(x) > 0, gnskes bevis for relationen

D log f(x) = 2%%%%.

Udled resultatet i 6.19 ved at benytte MA 2, opgave 7.

Vi definerer en ny funktion, integrallogaritmen, ved

X
2

Udregn

oy &y dx
% 4%, Fax, TToz %)%
1 1 2
idet funktionen Li mé& indgé i resultatet (det kan vises, at

Li ikke kan udtrykkes pa endelig form ved kendte funktioner).

Vanskeligere opgaver.,
Lad £ : [a,b] ind i R (eller ) vare en kontinuert afbild-
ning. Vi definerer en fglge (fn) af afbildninger f_ : [a,b]
ind i R (eller C) ved
X X
£, (x) = / £(t)at, fn+1(x) = / fn(t)dt, N =1,25000 «
a ‘a
Vis formlen

£ (x) = JT /X(x—t)nf(t)dt.
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29, Udregn for n € N

/’ X thnX dx, x € ]~g,g[
0

—

/’xgn(1—x2)°1log l%% dx, x € J-1,1[.
O

30, Udtryk for n € N

2n-1

x tg x dx, x € ]"g’z

o

-

/,XZn_1(1—x2)_1log i%% ax, x € ]-1,1[
0

ved

/ log cos x dx og é log cosh x dx.
0

31. Udregn for n € N

/ x" Arctg x dx, X € J-coy00]
0
/ = 1o }—% dx, x € ]-1,1[.
0]

32, Udregn for n € N

Arctg x dx, X € ]O,of

/ x 1 log %%% ax, x € ]0,1{

For n = O fremkommer integraler, der ikke kan udtrykkes ved

kendte funktionstegn.

3%, Udregn for n € N

/a ,__gﬁ___ x € ]_w’m[.
1

™ (xe1 )P ’
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3L, Udregn

,/ <Ij-(x+k)>u1dx, X € ]0,0[
=0

k

/ (Ij‘(x%+k2)>—1dx, X € Jmooy00] .
0 ket

35, Udregn for n € N

X € ]-a,al

/» (\/(812—152))211—1 ax.
0
36, Udregn den nte differentialkvotient af Arctg ved at fore-
tage en opspaltning af den fgrste differentialkvotient i to
komplekse brgker ved den i 6.8 omtalte metode, og derefter
differentiere ledvis. Opstil derefter Mac-Laurinrekken for
Arctg og vis direkte, at den konvergerer i [-1,1].

Sver opgave.

37. Den 1 MA 6.8 omtalte fremstilling af en bruden rational funk-
tion som sum af simplere funktioner, kan anvendes til bestem-
melse af potensrzkker for brudne rationale funktioner. Be-~

stem ved denne metode en potensrszkkeudvikling > anzn for den

ved

1
£(2) = ey 2l <
definerede funktion. Vis, at

£(z) = 22" 3 270 3, zjn, lz| <1,

og udnyt den derved opstéede relation mellem potensrakker

til at vise, at koefficientene%Langiver antallet af heltal-

lige l¢gsninger til ligningen
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X+ 2y + 32 = n
(antallet af méder, pd hvilke et brev med porto n kan fran-
keres med frimasrker med palydende 1, 2 og 3 ¢gre). Vis ende-
lig, at a, er det hele tal, der ligger nsrmest ved %§(n+3)2.
Opgaven egi%érlig smukt eksempel p& et sékaldt '"penge-
vekslingsproblem'". Den szrlige udnyttelse af potensrekker

benyttes en hel del i videregéende talteori,
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Linesre differentialligninger.

7.1+ Lad I ¢ R vere et interval. Mengden af afbildninger
£ ¢ I ind i R, hvor f har kontinuerte differentialkvotienter

af orden 1,...,n betegnes én(I,R). Analogt &™(1,8) for afbila-

ninger ind i €, Vi skal endvidere anvende betegnelserne

G ((1),R) = U 8™(1y,Rk); 8M((1),0) = U 8™(1,0),
I, ¢l I, ¢l

nvor I, er et delinterval af I. Mengden G™((I),R) omfatter alt-
sa alle n gange kontinuert differentiable funktioner pé delinter-

valler af TI.

Vi skal i det f¢glgende beskeftige os med visse operatorer

& ¢ 8"((1),R) ind 1 &((1),R),
hvor det sidste symbol betegner msngden af kontinuerte funktio-
ner pa delintervaller af I. For de her betragtede operatorer vil
altid gwlde, at en funktion £ : I, ind i R, hvor I, ¢ I har et
billede ®F : I, ind i R, altsd billedet &f har samme definitions-
interval som f selv. Dette vil f.eks. gelde, hvis & er diffe-
rentiationsoperatoren D eller en differentiationsoperator af
hgjere orden D, 1 ¢ g < n. Vi vil her ogsé tillade g = 0, idet
DO skal vare den identiske afbildne, og D1 er selvfplgelig det
samme som Do

Hvis a ¢ I ind i R er en kontinuert afbildning, kan vi dan-

ne
n sy . A .
ad : 67((1),R) ina i &((1),k),
idet vi satter
(a®)f = a(d £).
Lad os nu taenke os, at vi ud over ® har en operator ¢ med
samme definitionsmengde, Vi definerer da operatoren & + ¢ ved

(& + ¢)F = &f + ¢yrF,
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hvilket giver mening, da de to funktioner p& hgjre side har
samme definitionsinterval.

De operatorer &, vi i det fglgende beskaftiger os med, vil
have den egenskab, at en restriktion af en funktion f : I; ind
i R til et delinterval I < I, afbildes p& restriktionen af &f
til I .

Ovenstaende betragtninger overfgres umiddelbart til opera-
torer, der virker p& komplekse funktioner.

7.2. Lad I ¢ R vare et interval, og lad a, ¢ Iind 1 R,

k = 0,1,.¢.,n vere kontinuerte funktioner. Da er

(1) 5 = }Z: aka

en operator

o : 8™((1),R) ind i 6((I),R),
og den kaldes en (reel) linemr differentialoperator pd interval-
let I. Hvis a, % O, siges den at vere af orden n. En kompleks
linemr differentialoperator defineres analogt.

Det vil ved angivelsen af specielle differentialoperatorer
undertiden vaere mest hensigtsmazssigt at anfgre ak(x) i udtryk-
ket for &, som f.eks.

® = x°D® - xD + D
P& ]=w,00[ . Med denne operator far vi for s € R
ox° = (s(s-1) - 8 + 1)x° = (s-1)8x°
og
3(x log x) = x-x(log x+1)+x log x = 0, x € ]0,0]

Lad &% vare en lineazr reel differentialoperator af orden n
péd et interval I, og lad f, og f, vare reelle funktioner, som er
n gange kontinuert differentiable pa et delinterval I, < I. For

vilkarlige reelle konstanter c; og ¢y har vi da
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(2) d(cyFy+cofy) = g OFy + cpdfy.

Det vil fremgd af kursus 1 algebra og geometri, at tillmsgsordet
"linemr" systematisk anvendes om afbildninger med den her omtal-
te egenskab. Egenskaben formuleres analogt i det komplekse til-
felde.

Den linemre differentialoperator (1) kaldes p gange diffe-
rentiabel p& I, hvis alle funktionerne a, er p gange differen-~
tiabel pd I. For enhver funktion £ € 8™P((1),R) fas da of €
EP((1),R), og hvis ¥ er en linesr differentialoperator af orden
p p&d I, kan vi derfor danne &% € C((I),R). Vi kan altsd i det-
te tilfelde tale om en sammensat operator ¥ o &, som let vises
at vere en linezr differentialoperator pad I af orden n+p. Vi
skal ikke gennemfgre beviset, som er ganske uinteressant, men
vi vil illustrere sammensztningsprocessen ved et eksempel., Vi
betragter

®=%x%D% - x D+ D DA J~oo,o0q
¥ =D? 4+ cos x D P& ]-oo,0of
Vi far da for f € @u(R,R)y at

Vo df (x) = ¥(xPD?L(x)-xDF(x)+F(x)) =
D2 (x2D2f (x)~xDf (x)+f(x) )+x2cosx D2Ff(x)-x cosx Df(x)+cosx £(x) =
XZDuf(x)+3xD3f(x)+(xzcosx— 1)D?f(x)-x cosx Df(x)+cosx £(x),

s& vi har udtrykket

Yod = XQDM+3XD3+(XQCOSX— 1)D?-x cos x D + cos x D.

7.3. Idet ® er den linemre differentialoperator (1), og
f € 8((1),Rk) betegner@"4f i overensstemmelse med det s:dvanlige
tegnsprog maengden af funktioner x, som tilfredsstiller |
(3) by = f.

En ligning af denne form kaldes en linesr differentialligning,
og mangden d!f kaldes den fuldstendige lgsning til (3), medens

ethvert element af (3) kaldes en partikulsr lgsning til (3).



Mato19 1961"‘62 MA 79 L‘-

Hvis g4 og g: er partikulsre lgsninger til (3) pa interval-
let I, ¢ I, og vi satter h = gy~gs, far vi
h = ®(gz-gy) = Bgs - ®gy= F - T,
hvilket viser, at forskellen mellem to vilkarlige partikulere
lgsninger til (3) er en lgsning til differentialligningen
(L) dx = O.
En differentialligning af denne form kaldes homogen, og lignin-
gen (L) er den til (3) svarende homogene differentialligning.
Hvis g er en lgsning til (3) og h er 1lgsning til (4), og
vi setter g4 = g+h, far vi
dgy = ®(g+h) = &g + Gh = £ + 0 = T,
Idet @—10 er den fuldstendige lgsning til (4) og g er en lgsning
til (3), fremglr det af det foregdende, at mmngdeﬁ
fgrn | hoe 87 (0)]
er den fuldstendige lgsning til (3). Denne m@ngde kan ogsi be-

1

tegnes gl + @ 0

summen af
i overensstemmelse med den s®&dvanlige definition af "2 mangder.

I et tilfelde som dette, hvor den ene mangde bestar af et enkelt
element, skriver vi ogsé elementet i stedet for mengden, altsé

1

5
Vi kan s&ledes tale om summen af en funktion og en mengde af
funktioner.,

Hvis g4 o0g g er lgsninger til (u), og c4 0g c, konstanter,
far vi

®(cy@i+Co8z) = C 88y + Cp®@e = 40 + cz°0 = O,

og vi ser, at cqgs + Cogz er lgsning til (4). Mere almindeligt
far vi, hvis B1y044,8, ©r lgsninger til (4), da er enhver line-
arkombination cigi+...+c g ligeledes lgsning til (L)

7.4+ Den linemre homogene differentialligning af fg¢rste
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(5) (D - ad%)x = 0,
hvor a er kontinuert péd et interval I, tilfredsstilles af x = O.
Vi vil feorst antage, at a er reel, og med A betegner vi en stam-
funktion til a p& I. Vi betragter nu et vilkdrligt delinterval
I1 ¢ I, og vi vil undersege, hvilke blandt de pa 11 positive
funktioner, der er legsninger til. Enhver s&dan funktion kan
tenkes givet ved et udtryk af formen e¢<x), og vi har da

(D - aDO) o(x) - e§0(X)D (X)-ae@(X) - eQD(X)(D(p(X) - a),

heraf fremgar, at e¢(X) er lepsning, hvis og kun hvis ¢ (x) er

e

stamfunktion til a, altsd ¢(x) = A(x) + ¢, ¢ € R. Alle de
séledes fundne lesninger e‘A‘(X)+C = ec~eA(X) er losninger pd hele
I og positive pad hele I. Det folger nu umiddelbart, at de nega-
tive lesninger er -e° eA(X), ¢ € R, og den fuldstmndige lesning
er derfor

(6) fc eA(X), ce€ RIL

Vi vil nu antage a er kompleks, og har stamfunktion A pd I.
P4 baggrund af resultat (6) er det rimeligt at vente, at den
fuldstendige lesning i dette tilfelde er

(7) fc eA(X), c € tl.

Ifplge 6. ex

D¢ eA(X) = c eA(X)DA(X) = c-eA(X)a(x),

hvilket viser, at alle funktioner i mmngden (7) er lesninger. At
differentialligningen ikke har andre lgsninger end funktionerne
i (7) og deres indskrsnkninger til delintervaller af I vil frem-
g8 af den felgende behandling af den inhomogene linemre differen-
tialligning af feorste orden

7.5. Vi betragter nu differentialligningen

(8) (0 -a1’) x =1,

hvor a og f er kontinuerte komplekse funktioner pa et interval



Mato 1, 1961""62 MA- 706

I, og med A betegner vi en stamfunktion til a pad I, Vi har da
mengden (7) af lesninger til den tilsvarende homogene differen-

tialligning. For at bestemme den fuldstendige lesning til (8)

benytter vi et trick, der kaldes de arbitrare konstanters varia-

tionsmetode, og som bestdr i at sege differentialligningens los-

ninger blandt de funktioner, der fis ved at erstatte de konstan-
ter, der indgdr i en kendt mmngde af lgsninger til ligningen eller
en simplere ligning med ubekendte funktioner.

I det foreliggende tilfmlde seger vi derfor lesningerne til
(8) blandt funktionerne @eA(X), hvor ¢ er en vilkarlig konti-
nuert differentiabel funktion pd et interval I1g I. Vi bemsr-
ker, at enhver kontinuert differentiabel funktion ¥ pa I1 kan
skrives p& formen ¢eA(X>, idet vi blot smtter ¥ = e-A(X), og
vi prever altsd virkelig alle kontinuert differentiable funktio-
ner i ligningen.

Vi indsstter @eA(X) pd venstre side i (8) og far

(D - a 0% (ped(®)y o Ay, 0 (D - a4 DO)eAF)

og her er det sidste led 0, fordi eA(X) er lesning til den homo-
gene ligningen. Funktionen.@eA(X) tilfredsstiller altsd (8),
-A(x)

hvis og kun hvis ¢ er en stamfunktion til f e , altsa

for
P = /’f(x) e—A(X)dx +c, c€dl.

o
Idet vi sstter

F = eA(X)/ £(x) e—A(x)dX, G(x) = 6A<X):
o

er den fuldstendige losning til (8) s8ledes givet ved

(9) fF+cG | ceti.

For f = 0 ser vi specielt af dette resultat, at (7) virkelig
er den fuldstsndige lesning til den homogene ligning (5).

7.6. P& grundlag af de foregiende resultater kan vi udlede
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fplgende satning, som er et nyttigt hjslpemiddel ved forskellige

teoretiske undersegelser.

7.6.1. Swtning., Lad F:I ind i U vare en kontinuert differen-
tiabel kompleks funktion pd et interval I. Hvis 0 ¢ F(I),

eksisterer der en kontinuert differentiabel funktion f:I ind i C,

sdledes at F(x) = ef(x). Funktionerne 8y = f+ 2pmi, p € Z er
netop alle de kontinuert differentiable funktioner, der tilfreds-

g (x)
stiller F(x) = e P for x € I.

Enhver af funktionerne gp kaldes en kontinuert logaritme

til F.

For at vise smtning 7.6.1, sstter vi a = %; , og med A be-
tegner vi en stamfunktion til a pd I. Det ses direkte, at F til-
fredsstiller differentialligningen

(D - ap’) x = 0,
og som folge deraf er F element af mengden (7), og der eksisterer
derfor en kompleks konstant c, for hvilken

P(x) = c eA(X) _ eA(x)+log c
og setningens feorste pastand er dermed bevist, idet £ = A + log c.

Af F(x) = eg(X), hvor g er kontinuert differentiabel feolger

pa den anden side

g(x)
o) - B - e - et

hvilket viser, at bade f og g er stamfunktioner til a, og deraf
folger, at g = £ = ¢ er konstant. Da yderligere e = 1, er ¢ et
helt multiplum af 27i.

N&r F er fremstillet p& formen ef, er Imf(x) (imaginsrdelen
af f(x))en argumentverdi for F. Dette giver os mulighed for at
indfere argumentet af et komplekst tal uden at inddrage det geo-
metriske vinkelbegreb. Eksponentialfunktionen kan defineres ved

raekkeudviklingen. For at ovenstaende rssonnement kan gennemfores,
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behover vi kun at have bevist funktionalligningen, samt reglen

for differentiation af ef. Det forste har vi allerede gjort, og
det sidste vil blive gennemfort i et feolgende afsnit, Funktio-
nerne cos og sin kan bagefter defineres ved hjelp af eksponential-
funktionen og derved indferes i analysen uden at det bliver nged-
vendigt at basere definitionerne pd det geometriske vinkelbegreb.
Vi skal ikke her gennemfgre dette progrem.

7.7. Udtrykket (9) for den fuldstendige lesning til (8)
viser, at der for X1ELI,x2€C eksisterer netbp én 1¢snings funktion,
som afbilder X, pa Xss idet konstanten c bestemmes éntydigt ved

F(xy) + cG(xy) = x,,
idet G(X1) = eA(X1) + 0.

For at lese den almindelige linesxre differentialligning

af forste orden

(-1D - aoDO) x =T
dividerer vi ferst ligningen med 2y hvorved ligningen reduceres
til formen (8). Derved vil nulpunkterne for a,l opdele interval-
let i flere delintervaller, der mé& behandles hver for sig.

Nulpunkterne for a, giver oftest anledning til, at legsnin-
gerne udviser singulsre forhold. Vi anskueligger det med e%

par eksempler:
(x°D + D°)
har &benbart 1 som lesning, og den fuldstandige lesning bliver

1

X

{1 +ce”, ce U},

og det seg, at alle lesningerne med c # 0 har singulariteter for
x = 0,
Ligningen

0

(3xD - D" )x = V%, x.€ [0,c]

loses let, idet Vx  er lesning til den tilsvarende homogene
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ligning, og ligningen far derfor lesningen
- x| 1 _ 1
F(x) = 9/ 3x Ok 4x = 3 log x,

88 den fuldstendige l@sn{hg bliver
{% log x + cd/x | c € Ci.
Denne gang har alle lesningsfunktionerne singularitet for x = 0.
Endelig ses det umiddelbart, at ligningen
(x0 - %) x = x2 - 2
har den fuldstendige lesning

2424+ cx | ¢ € &},

{x
og 1 dette tilfmlde har ingen lesninger singulariteter, men de
gingulsre forhold for x = 0 ytrer sig ved, at alle lgsnings-
funktionerne antager verdien 2 for x = O.

7.8. Vi skal kort omtale et meget simpelt eksempel pd et
problem, der forer til en differentialligning:

Bt stof (f.eks. en radioaktiv isotop) produceres med en
jevn hastighed p g/sek. NAr den forhandenverende msmngde af stof-
fet er m g, sonderdeles det med en hastighed km g/sek, hvor
k sek—Jl er konstant. I tidspunktet t = 0 er stofmmngden n, 8
Angiv stofmengden som funktion af tiden.

Vi anvender betegnelsen m(t)g for stofmengden til tids-
punktet t og til samme tidspunkt vokser stofmsngden med hastig-
heden (p - km(t)) g/sek, hvilket altsd ogsd& kan skrives
Dm(t) g/sek. Heraf fremgdr, at den spgte funktion m er en los-
ning til differentialligningen

+x0% x =0,

hvig fuldstendige leosning er

-kt .
{ E - Cc e , C € R},

idet vi kun interesserer os for reelle lesninger. Da t = 0 skal
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give m = m fér vi

B - ¢c=m; c = £ - m

og den spgte stofmengde er derfor

(2+tm-pe* )

Det ses, at stofmengden varierer strengt monotont og kon-

vergerer med %% g uafhzngigt af den ved processens begyndelse

forhandenvarende msngde.

7:.9. Vi skal i1 denne forbindelse omtale 2 eksempler pa dif-
ferentialligninger, som ikke er linemre, men som alligevel helt
eller delvis kan lgses ved metoder som de ovenfor anvendte. Vi
vil fgrst betragte Bernoulli's differentialligning

(10) D+ ap%)x = £x°, s + 0, s 4 1,
hvor a:I ind 1 R og £:I ind i R er kontinuerte, og s er et
reelt tal.

Lgsningsfunktioner, der antager negative vardier, kommer
kun i betragtning for specielle vardier af s.

Hvis ¢ betegner en lgsningsfunktion pé& et interval 11 ¢ I,
far vi pa intervallet 11

(D+(1—s)aDO)cp1_s = (1-8)0 ®Dop+(1-8)p "ap =
(1-s)¢“S(D+aDO)¢ = (1-8)f,
hvilket viser, at ¢1—S er lgsning til den linezre differential-
ligning
(11) (D - (s-1)ad%)x = (1-8)f.

Er omvendt ¢(1"S) 1gsning til denne ligning, éiver en reg-
ning, der kan overlades til lmseren, at ¢ er lgsning til (10).

Vi finder derfor de positive funktioner i den fuldstendige
1gsning til (10) ved at oplgfte alle funktionerne i den fuld-

stendige lgsning til (11) til potensen (1-—s)"1 i de intervaller,
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hvor denne potens er defineret.
Eksempel., Vi betragter differentialligningen

(xD + D%)y = X .
Den tilsvarende linezre differentialligning bliver

(xD - 20%)x = -2,
hvis fuldstendige lgsning er

{1 + cxz, c € RY,
og m&ngden af positive funktioner i den fuldstendi ge ldsning
til den givne ligning bliver derfor

(1 + CX2)_%, c € Ri.
Til den fuldstendige lgsning hgrer desuden alle funktionerne
—(1+cx2)”%, c € R, samt 0. Vi bemzrker, at de til ¢ < 0 sva-
rende lgsningsfunktioner kun er definerede p& en del af R. Til
(X1,X2) med X 4 O svarer altid en lgsningsfunktion ¢ defineret
i1 et interval omkring X, og med ¢(x1) = 0, men i x = O har alle

lgsningsfunktionerne verdien 1.

7.10. Lgsningen af de hidtil betragtede differentiallig-
ninger reduceredes til lgsning af stamfunktionsproblemer., Nar
en sadan reduktion er mulig, siger vi, at differentialligningen
kan lgses ved kvadraturer.

Riccatis differentialligning

(12) Dx = a, + a,x + a2x2

kan ikke lgses ved kvadraturer, men hvis vi kender en partikuler
lgsning, kan vi bestemme den fuldstendige lgsning ved kvadraturer.
Vi tenker os, at av:I ind i R, v = 0,1,2, er kontinuerte, og at
¢ er en lgsning pé 11 ¢ I. Vi forsgger da at indsztte ¢ + ¢,
hvor ¢ er en vilkarlig lgsning, og derved f&r vi en under hensyn-
tagen til at ¢ er en lgsning

Dlp + ¢) = (ag + a,(p + ¢) + aylo + ¢)°) =



Mat. 1, 1961-62 MA 7.12

2 2
Do - (ao+a1¢+a2¢ ) + Dy - (a1+2a2¢)¢ -a, ¢ =

. 0 2
(D - (a,+22,0)0°)y - a, ¢7,
hvoraf fremgdr, at ¢ + ¢ er lgsning til (12), hvis og kun hvis
Y er lgsning til
0 2
(D - (a1+232q})D )X = azx ’
som er et specielt tilfelde af Bernoullis differentialligning.

7.11. Vi betragter nu en linemr differentialoperator af

anden orden
®=0° - a0+ an’,
hvor 8, 08 a, €r kontinuerte, reelle funktioner pa et interval
I. Vi vil forsgge at finde en opspaltning
= (D - pd°) o (D - gdY).
Hvis vi udregner hgjre side, far vi
%)

0 2 0
(D-pD”) o (D-gD”) = D - (p+q)D + (pg-Dg)D .

Den midterste koefficient far den ¢gnskede vardi, hvis og
kun hvis vi velger
(13) p=a - a
og den gidste koefficient i ligningen bliver da a,q - q2 - Dqg,
s vi far, at denne koefficient stemmer, hvis og kun hvis q til-
fredsstiller lligningen
. 2
(14) a,a - a” -Da=a,,
og p er bestemt ved (13). Oplgsningen af differentialoperato-—
ren & er séledes reduceret til lgsning af (14), altsaé lgsning
af Ricatti-ligningen
2
Dx = 8yt aX T X e
7-.12. Lad nu igen
o = D2 - a,D + a DO
1 o]
vere en differentialoperator pad et interval I, og lad ¢ betegne
en lgsning ti1l differentialligningen

@X:O
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pa et interval I1 ¢ I, i hvilket ¢ ikke antager vardien O,

P4 intervallet 11 definerer vi nu

_ Do - _ Do
q - go s p - 3,1 §D s
og vi far da 5 5
0% - (p)? _ D0 - <Qse>
Dg = = ’
2 % ®
P
hvoraf fglger 5
_ Do D¢ _ 1 ()1 - D°
ra - Dg = a, " s "0 (a1 [} D @).

Da ¢ tilfredsstiller ©@x = O, er
a1D¢ - D2¢ = a,9s
sa vi far
pg - Dq = 8.
Med de valgte definitioner af p og q har vi derfor
& = (D-pd°) o (D-gD").
Vi kan altsd oplgse differentialoperatoren @ i to operatorer
af fgrste orden i ethvert interval i hvilket vi kender en lgs-
ning uden nulpunkter til ligningen.
7.13., Vi betragter igen differentialligningen
dX = (D2 - a,D + aODO)X = 0,
og vi antager, at den har en lgsning ¢ pa intervallet 11, og at
¢ ikke antager vardien O i I1. Vi har da opspaltningen
2 = (D-pp°) o (D-qD"),
som vi fandt ovenfor. Er nu ¢ en lgsning til @y = 0, da er
(D—qDo)¢ en lgsning til
(p-pp?)x = O,
som har den fuldstendige lgening
(15)  fe F0¥)

hvor P er en stamfunktion til p. Idet A betegner en stam-

| ¢ € R},

funktion til A,, har p = a, - %% stamfunktionen A - logle]|,

og vi kan derfor skrive (15) pa formen
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fc 1A | ¢ € R},
¢
Ligninga1@xf = 0 tilfredsstilles derfor netop af de funk-

tioner, som for en eller anden vaerdi af c er lgsning til

_D‘”QDO> = 'l‘A
<D ) X © P ©

og den fuldstendige lgsning til denne ligning er for et fast
c € R
fef + c,o | c, € R1,

hvor vi med et fast o € I har sat

F(x) <x>/ PO w A,

Den fuldstandige lgsning til dx = O i intervallet I1 er
derefter givet ved
fcF + cy @ | c, € R Ace€R].
Det fremgdr umiddelbart af udtrykket for F, at % ikke er

konstant.

7.4, Vi kunne ogsé have udledt det foregdende resultat
ved de arbitrare koefficienters variationsmetode, idet vi for-
sgger om en funktion ¢y passer i ligningen. Indsazttelse giver
under hensyntagen til, at ¢ er en lgsning

@y + (2Dp-a,)Dy = O,
hvilket viser, at ¢o¢ er lgsning til &x = O, hvis og kun hvis
Dy er lgsning til den linemre differentialligning
(¢D+(2D<p—a1)Do)><= 0,
gom er af fgrste orden. Ved lgsning af denne ligning genfinder
vi resultatet fra det foregaende afsnit.
7.15. Vi betragter nu igen differentialligningen
(16)  @x = (D°-a,D+a_D’)x = O,
hvor a_ og a, er kontinuerte i et interval I. Ved metoder
vi endnu ikke har til radighed, kan det vises, at der til et-

hvert punkt X € I svarer en lgsning til &x = O, som i et vist
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dbent interval I1, der indeholder Xy ikke antager verdien O.

Lad ¢ vere en sadan lgsning. Der eksisterer da en anden lgs-

ning ¢, sdledes at % ikke er konstant, og séledes at den fuld-
stendige lgsning pa I, er givet ved [c,p+c, ¢ | cy 90, € R},

Differentialkvotienten

D &~ Ly (ppy-yDo)

er altsd ikke identisk O pa 11. Wronski-determinanten

g
D Dy|’

W(psp) = oDy ~ YD =
som er en reel funktion pa Iﬂ, er derfor ikke identisk nul.
Nu er
DW(p,y) = D¢ - ¢D°p,
og vi far, idet vi benytter, at ¢ og ¢ er lgsninger
DW(p,p) - a,W(p,p) =
p(D%y-a,0p) - ¢(D°p-a,Dp) =
»(D°y-a,Dy+a ¢) - ¢(D%p-a,Do+a_p) = O,
hvilket viser, at W(p,¢) er en lgsning til differentiallig-
ningen |
(D—anO)x = 0,
og som fplge deraf antager W(@,w) ikke vardien O i hele inter-

vallet 11.

For x_ € I eksisterer der altsad dbne intervaller ]aj,b1[,
sdledes at x_ € ]a1,b1[ ¢ I, og siledes at den fuldstaendige
lgsning pa ]a1,b1[ har formen §c1¢1+c2¢2 | c,sC, € R}. Dette
g@lder, nar b1 tilhgrer en vis mengde B og a1 en vis mazngde
A. Vi smstter b = sup B og a = inf A, og vi har da
x, € la,p[ ¢ I.For-a<a'< b' < b kan den fuldstendige lgsning

i Ja',b'[ skrives p& formen {c1¢1+c2¢2 | Cy38s € R},
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Vi vil nu vise, at intervallet Ja,b[ er identisk med I \
endepunkterne. Beviset fgres indirekte, idet vi antager, at b
er et indre punkt af I. Men sé eksisterer der et adbent interval
I'med b € I' ¢ I, i hvilket den fuldstzndige lgsning kan skrives
{cﬂ¢1+02¢2 ] cyi0p € R}. I intervallet I' n la',b'[, hvor b' < b
og b' € I' har vi derfor en fremstilling

91 = Cqq¥q + Cqa¥

Po = Cpq¥q *+ Coo¥p
med konstante koefficienter, og denne fremstilling kan bruges som
definition af ¢, og ¢, i hele I'. Da ¢, 08 ¢, ikke har konstant
forholda 1 I' n Ja',b'[ er determinanten €4 4C05Cy 500y + 0, og
ligningssystemet kan derfor lgses, s& vi far ¢1 og ¢2 gskrevet som
linearkombinationer af ¢y 08 Poe Enhver linearkombination af
¢1 og ¢, kan da skrives som en linearkombination af 91 08 P55
og dette medfgrer, at den fuldstezndige lgsning i hele I' har
formen {c1¢1+02¢2 | cysCy € R} i modstrid med definitionen af b.

Resonnementet viser, at alle lgsninger til (16) kan fort-
sg@ttes henover hele I i lighed med situationen for linemre d4dif-
ferentialligninger af fg¢grste orden.

Ved regningerne 1 7.13 og 7.14 optrzder den kendte lgsning
¢ i navneren, og vi er derfor ngdt til at antage, at ¢ ikke har
nulpunkter i det betragtede intervai. Af overvejelser i dette af-
snit fglger imidlertid, at de singulariteter, der skyldes nul-
punkterne for ¢, ma& forsvinde ved udregning af lgsningen F.

Vi understreger, at vi i dette afsnit har bygget overvejel-
serne pa den i begyndelsen af afsnittet omtalte pastand om
eksistens af en lgsning, en pastand, som vi ikke har bevist.

7.16. Som eksempel betragter vi differentialligningen

o = 0; @ =0D°+ 2tgx D -D°, xe 1-L,I .

For at finde den fuldstendige lgsning til denne ligning mé vi
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gette en lgsning, og det er da nmrliggende fgrst at forsgge med
simple trigonometriske funktioner. Det viser sig, at sin er en
lgsning. BEn fgrsteordens differentialligning med sin som ldsning

er
(D - cotx DO)X = 0,

og vi derfor en oplgsning
3 = (D+a(x)DO)o(D~cotx DO),
hvor vi ma valge
a(x) = 2tgx + cotx.
Ligningen
(D+a(x)p%)x = O

har lgsningen

2
- a(x)dx [ (2tgx+cotx)dx cos 1
/E T - logsin— - o2
eu .—:eu = €&
og vi far derfor den fuldstzndige lgsning
2
cos x s\
{Csinx | e €&

Vi far altsd en lgsning til &x = 0 ved at lgse

2
cos X
sinx

og da den homogene ligning har sin som lgsning, far vi den par-

(D -~ cotx DO)X =

E)

tikulsre lgsning
2 X o
sin X/x €08 % 44 = sin x / ((M+cot™x)-1)dx =
T sin“t z
2
-sinx(cotx + x - g),
og den fuldstendige lgsning til &x = O bliver derfor
501 sinx + 02(X81nx+cosx) | c,sC, € R}.
Underve js 1 regningerne optradte en generende singularitet
for x = 0, svarende til nulpunktet for den gettede rod, men det
ses, at denne singularitet er faldet bort i slutresultatet. En

prgve viser, at den fundne fuldstendige 1lgsning kan anvendes 1

ethvert interval, som ikke indeholder noget ulige multiplum af

. Hvis differentialligningen multipliceres med cos x, far vi
2 .
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ligningen

(cos x D%+2 sin x D-cosx DO)X = 0,
og det viser sig, at de fundne lgsninger tilfredsstiller denne
ligning p& hele R.

Hvis vi har givet et reelt talsat (x1,x2,x3), hvor x, ikke
er et ulige muliiplum af 2, fastlmgger dette en partikuler lgs-
ning, som i Xy har funktionsverdi X, 08 differentialkvotient x3.
Hertil bestemmes c, °g s aff ligningerne

c, sinx, + 02(x1sinx1+cosx1) = X,

c, COBX, + C,X, COSX, = Xy
Determinanten for dette ligningssystem er -coszx1 og derfor
4 O, nar Xy ikke er et ulige multiplum af g, Determinanten er
igvrigt det i 7.15 indfgrte udtryk W(e,¥).

7.17. PFor differentialoperatorer

q
e
@:2‘ aka, \P':'-}-’\
k=0 10

med konstante koefficienter kan vi indfgre en tilordningslov P,

som til hver operator & tilordner et P®, idet vi satter

k 1
P3(R) = a R P¥(R) = bR,

=0 1=0
Denne tilordningslov har linearitetsegenskaben
P(c1®+02?) = ¢,P2 + c,PY¥,
men desuden den interessantere
P(do¥) = POPY.

Vi far nemlig

bo¥ =

i (1)
8y b D *

a

\ | k+1
ZJ akbl R s
=0

I~
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hvor begge resultater skal ordnes efter voksende eksponenter k+l,
men det er klart, at denne proces forlgber parallelt i de to til-
felde.

Polynomiet P® kaldes karakterpolynomiet for differential-
operatoren ®. Afbildningen @ er en isomorfi mellem m@&ngden af
linezre differentialoperatorer med konstante koefficienter og
mengden af polynomier.

Vi benytter isomorfien til oplgsning af differentialopera-
torerne, idet vi kopierer oplgsningen af det karakteristiske
polynommium. Vi illustrerer dette med et eksempel.

d = DLL + 3D2 + uDOa
Oplgsningen

Zadi 3R2 + 4 = (R2+2)2 - 7% = (RZ—R+2)(R2+R+2)

kopieres og giver den tilsvarende oplgsning
& = (D°-D+2D°)o (DZ4D+2D°).
De to tilsvarende karakterpolynomier har nu komplekse rgdder

+i\=/=.z o o
- —2 5, 88 vi far den fuldstendige oplgsning

i+
PO~

1. s 0 1 . 0 1 . 0 1. . 0
d = (D—(ﬁ&l%g)D )o(D—(§-1%;)D )o(D+(§—1%;)D )o(D+(§+ﬁéz)D )
Det fremgar af overvejelserne, at faktorerne i oplgsningen
kan ombyttes pd vilkérlig made. Har vi & fremstillet som et

produkt™

® = (D-0,0%)0 +.. o(D-a D7),

1
X
vil hver af funktionerne er kK = 1,000,p vare en lgsning til

&x = O, og hvis disse alle er forskellige, bliver
0y X qpx . 5
e
§c1e ¥ oee koo c, €C A .s A cy e &}
den fuldstendige lgsning. Det er ikke vanskeligt at vise udfra

oplgsningen af &, men vi forbigir beviset.,
Hvis produktet indeholder flere ens faktorer, kan vi sztte
disse sidst. Hvis oplgsningen f.eks. ender med

oo o ‘O <D""(XDO)0 (D'—(XDO ) (o) (D—OLDO ) s
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2 ax

ox o X
, men ogsé xe% og X e er

ses det direkte, at ikke hlot e
lgsninger og de tre faktorer bidrager siledes til den fuldstsn-—
X2 )eOCX

dige lgsning med et udtryk af formen (co+c,|x+c2 . Den

fuldtstezndige lgsning vil altsa i ethvert tilfaelde umiddelbart

kunne opskrives uden regnearbejde.
Fra to konjugerede rgdder far vi et udtryk af formen>

o e(ﬁ+iy)x N 02e(,@—iy)x _ eﬂx((c1+02)cosyx+i(c1—cz)sinyx)

eﬁx(c1cosyx+czsinyx),
om
saledes at vi ved at/benmvne de arbitrere konstanter fir lgs-

ningen p& reel form,

7.18 Oplgsningen af & i differentialoperatorer af fgrste
orden g¢gr det muligt at lgse den inhomogene differentialligning
dx = £ ved successivt at lgse flere differentialligninger af
fgrste orden. Det er imidlertid lettere at benytte de arbitrare
konstanters variationsmetode. Vi viser denne metode for en

differentialligning

(D% + a,D + aOBO)X - f,

hvor 8y, 8, og f er kontinuerte (reelle eller komplekse) pd et
interval I. Vi tenker os, at vi har to ikke proportionale lgs-

ninger 94 o8 ?o pa intervallet I til den tilsvarende homogene

ligning. Fra 7.15 ved vi at determinanten

o P
W(pyrpp) = | | = 9,09, - ¢,Do,
D¢4 D¢2

er en funktion, som ikke antager verdien O i noget punkt af I.
Til enhver pa I to gange differentiabel funktion g svarer der
derfor to differentiable funktioner h1 og h2, sédledes at

(17) g = hy¢,+h,9, , Dg = h,De,+h,Do,.
Funktionerne h1 og h2 fas nemlig simpelthen ved at lgse de to

linemsre ligninger, og de bliver differentiable, da @1, ¢, 08 &
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er to gange differentiable.

Ved differentiation af den fgrste af ligningerne (47) fas

under hensyntagen til den anden ligning

(18) 9,Dhy + @ Dh, = O.
Ved differentiation af den anden ligning (417) fas
2

2 2
D°g = h,D"¢, + h D p,+Dp,Dh,+Dy,Dh,,,

og ndr dette sammen med (17) indszttes i differentialligningen,

idet det benyttes, at ¢, 08 ¢, er l¢gsninger vt il den tilsvarende

homogene ligning, fas

(19) Dp,Dh, + Dg,Dh, = f.

Hvis g skal tilfredsstille differentialligningen, mé

og Dh, altsd tilfredsstille (18) og (19). Hvis pa den anden

og Dh

Dh1

side Dh tilfredsstiller (18) og (19), vil funktionen g

1 2
defineet ved den fgrste ligning (17) netop pd grund af (18) have

sin differentialkvotient defineret ved den anden ligning (17),
og (19) sikrer da, at g er lgsning til ligning.

Vi far alts& den fuldstzndige lgsning til differentiallig-
ningen ved at finde Dh, og Dh, af (18) og (19), bestemme mzngden
af stamfunktioner til disse og inds®mtte resultatet i (17).

7.19., Vi skitserer kort metoden for en differentialligning

op-1 0
(0P + a_ ,D%P ) + oo0 + a,D+ aD )x = T,

p-1
hvis tilsvarende homogene ligning har den fuldstendige 1l¢sning
{c1¢1 ¥ oeee + cpwp}.

Vi sztter da

g=h1g01 + ooo+hpq0p \

h1D<p1 + 0o + hprp

il

© © 0060000000 0CO00GO0OCD0 00O OGO O

(P"1) (P’1) (P“1>
D =D + 60 + . D

g (p«} D <Pp 9
og ved differentiation af disse ligninger far vi
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|
O

+ eo0e + Dh =
1 P70

4 PRy 4 oo D¢pth

© 0 0 0P 00 @0 0 0 o 00 0 @ 0 00 0

¢1Dh

H

D¢, Dh

(p-2) (p-2) _
D go1Dh1 + oo + D ¢pth = 0,

samt

D, _ 4 pP p, .plp-1) (p-1)
D¥g = h1D @ F eee hpD ¢p+D ¢1Dh1 + cse + D ¢pth.

Ved indsattelse af differentialkvotienterne af g i differential-

ligningen fas nu

D(p../l)(p Dh + eo0as + :D(p-_JI )Cp Dh = fc

17 PD
Vi har nu p ligninger med p ubekendte til bestemmelse af

Dh,s..+3Dh_, og dermed er opgaven reduceret til stamfunktion-

1
problemer.

7.20. Nar en linemr differentialligning overhovedet kan leses
ved kvadraturer, og de ngdvendige stamfunktionproblemer kan
lgses elementert, kan 1idt systematisk gmtteri ofte spare meget

arbejde. Vi illustrerer dette forhold med et eksempel. Hertil

betragter vi ligningen

(0% - 203 4 502 - 8D + 4P)yx = %0 + cos x + &%,
som har karakterpolynomiet

R* - 2r% 4+ 5R% - 8R + L.
Vi getter roden R = 1 og ved division med R-1 f&s RB—R2+uR—u,
som igen har rodcn 1, og ved division med R-1 fés nu R2 + 4 =
(R-2i)(R+21). Den homogene ligning har derfor den fuldstsndige
lgsning
{(c1x+02)ex+c3 cos2x+c) Sin2XIC1,.oo,Cu € RJ.

P4 grund af lineariteten kan vi lgseligningen, idet vi pa

hgjre side satter kun ét af de 3 led. NAr vi har udfgrt dette

for hvert led, far vi lgsningen til den rigtige ligning ved

addition.
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Vi prgver at indsmtte funktionen 1 x3 pa venstre side, og

=

vi f&r da resultatet x3 - 6x2 lé X - 3. HBHvis vi indsmstter

% x2,, Lér vi 6x2—2ux+15, og indsmttelse af % 3+§x2 giver altsé
X0 - %; X + 12, Vi indsztter nu %g x og far %; x - 33, og endelig

indssttes konsténxen %%, som giver 21. . Funktionen

% x> + % x° 4 %g X + %%

vil altsd indsat p& venstre side give resultatet x3.
Hvis vi indsztter cos x pa venstre side, far vi 6 sinx, og
hvis vi indsstter sinx, far vi -6 cosx. Vi ma altsd indsztte

~ZLginx for at f4 cosx.

4
Da e* og xe® vides at give O ved indszttelse pa venstre
side, pr¢gver vi med xzex, som giver 10 e, Ligningens fuldsten-
dige l¢gsning er séledes

L 3,3 2,33 2l _ 1 44 1_2.%
{M x4g XT R - z sinx + ygxTe” +

(c1x+02)eX + ©zC082X + ¢ Sin2X|C1’°°"cu € R},

7.21. Uden at gad nmrmere ind p& sagen skal vi nzvne at

Bulers differentialligning
(x"p™ + an_1xn_1D(b—1) + e + a2x2D2+a1xD + aODO)X = 0,

hvor B seeesB, 4 €T konstante, kan lgses ved at prgve at ind-
sette XR° Derved fas et karakterpolynomium, der kan l@gses med
hensyn til R. Derved kan man f& potenser med irrationale ekspo-
nenter, og de ma fortolkes pa fglgende made:

Py e(ﬁ+iy)log * Xﬁ(cos ylog+i sin y logx)
for x > 0, og ved at skrive |x| i stedet for x fas en fortolk-
ning, som er anvendelig for negative x. Hvis o er dobbeltrod i
karakterpolynomiet, vil xalogx vere lgsning.

7.22. 1 praksis mgder man ofte flere sammenhgrende diffe-

rentialligninger med flere ubekendte. Som eksempel betragter vi

et system
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Dxp = 84Xy + 840X + Dy

DXg = 8p9Xq + 8p0Xp + Do
hvor 8445 8401 855y b1, b2 er kontinuerte funktioner pé& et inter-
val I. Vi tilfgjer den ligning, der fés ved differentiation af
den fgrste ligning

D%, = 2,,Dx, + 8,,DXy + Day x; + Dayox, + Db,
og heri indszttes de udtryk for Xy OF DXZ som fas af de givne
ligninger. Derved fas en differentialligning af anden orden til
bestemmelse af Xx, . Nar Xy er bestemt fas X, af den fgrste af de
givne ligninger,

Hvis koefficienterne 8.1 €T konstante, kan man ogsd forsgge
at danne en sé&dan linearkombination af de to ligninger, at der
kun forekommer én linear kombination af Xy O8 Xpe. Vi illustrerer
dette med et eksempel

Dx% = 2X1 + 3x2 + 1

3X1 + 2X2 +‘ex°

11

DX@

Ved substraktion og addition fas ligningerne

D(xy=xp) = (xy=xp) + 1 - e*

IﬂMf@)zfﬂM£@)+1 + ¥,
og ved lgsning af disse ligninger féas
X " X =1 - % e + c, e *

1 1 .X bx

X1 + X2 = ~g - E e + 02 ] ’

og den fuldstendige lgsning kommer til at omfatte alle funktions-

par

X -X 5x
e’ + O1e + 02e

X -X 5x
et - C1e + 02 e s

of—~ CofN

i

@1(X)
¢2(X) = +

hvor C1 og (é er vilkdrlige konstanter. Vi har sat C1 = % ¢, og
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1. Med & betegnes differentialoperatoren
& = D*-Lxp?+y0°
pa intervallet ] —~e,e[. Udregn billedet ved & af hver af
fglgende funktioner
1. Konstant med verdi 1
2. % X
3, cos X
2. Udregn billedet ved differentialoperatoren
& =D - 3% + 3D = DO,  Jeeo,eo]
af den ved x—e* definerede funktion, idet n er et helt tal.
3, Udregn billedet ved differentialoperatoren
& = x°D° + xD - DO, Qe yoof &
AP den pa 0, ved x(log x)* definerede funktion.
L. To differentialoperatorer er defineret ved
@=xD - pd°, ¥ =3xD - ad’, Je,el,

hvor p og q er konstante. Udregn ®o¥F og ¥ol.

5, En differentialoperator er defineret ved
& = D° + cos x D° + sin xD - cos x DO, ] o0 yoo[ &
Udregn ®oD og Dod.
6., Angiv den fuldstmndige lgsning til hver af differentiallig-

ningerne
X 0
< — w“? D ) X = O, ]-—oo,oo[

1 0
¢ )
1 -~ x

7. Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen

O’ ]"191[0

H

0
(x 1og x D = D )x = (n-1)(Llog x)?, 1,=~[,n € R,
(glem ikke fgrst at normere ligningen ved division med

x log x).
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8.

10,

11,

12,

13,

Angiv den fuldstendige l¢gsning til differentialligningen
0]
(\/X D"D )X = \/X - 1, ]0,00[D
Angiv en linear differentialligning af f¢rste orden, som

pa intervallet ]0,~| har den fuldstendige lgsning

fx(x-1)+c 5§l | ¢ € Ri.
Angiv den fuldstzndige l¢gsning til hver af differentiallig-
ningerne

(D"<a+ib>DO)X eax, ]"°°’°°[; a, b € R

1

i

(xD-(a+1b)D%% = 1, 10,=[; &, b € k.
Lgsningerne ¢gnskes angivet pa formen
fe(f+ig) | ¢ € C},

hvor f og g er reelle funktioner.

En plan kurve fremstilles ved en ligning y = f£(x), hvor

f:I ind 1 R er kontinuert differentiabel p& I. Idet
(x,f(x) er et kurvepunkt og ¢(x) er abscissen til skerings-
punktet mellem x-aksen og kurvetangenten i (x,f(x)), kaldes
x - ¢o(x) kurvens subtangent i (x,f(x)). Idet o og k er
reelle tal, skal man bestemme alle kurver, hvis subtangent

for ethvert x i intervallet I er givet ved k %,

En kugle som hznger i en snor er neddyppet 1 en vaske. Til
tidspunktet t = O brendes snoren over, og kuglen indleder

en lodret faldbevagelse. Idet kuglens masse er m gram,
massen af den fortrangte veskemasse m, gram (m1 < m), og
kuglen uvdover tyngdekraft og opdrift pavirkes af en opad-
rettet bevaegelsesmodstand af stgrrelsen kv dyn, hvor v om/sek
er kuglens fart, medens kX er en proportionalitetsfaktor.
Bestem farten v som funktion af tiden.

Til tidspunktet t = O foreligger renfremstillet m gramatomer

af et radioaktivt stof. Dette stof s¢gnderdeles med en ha-
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4.

15,

16.

17

18,

19.

20,

stighed, som er en proportionalitetsfaktor h gange den for-
h&ndenverende mengde af stoffet. Af hvert atom, som sg¢gnder-
deles, opstadr et atom af et nyt radioaktivt stof, og dette
stof s¢gnderdeles med en hastighed, som er en proportionali-
tetsfaktor k gange den forh&dndenvazrende mangde af stoffet.
Angiv mengderne af de to stoffer (mdlt i gramatomer) som

funktion af tiden.

En afbildning f:R ind i & er givet ved
£(x) = 2et% + 371X |
Vis, at f£(x) ikke antager vardien O, og angiv et eksplicit

udtryk for en kontinuert logaritmefunktion til f£(x).
Angiv for ethvert s € R den fuldstandige lgsning til diffe-
rentialligningen
(D) x = ax®,  Jmwyel
hvor a og k er reelle konstanter.,
Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen
Dx = (x=x"")(x-x"1), 10,el.
Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen
XDy = x + X 7, Jmeyeol
I opgave nr. 11 skrives overalt -normal i stedet for —-tan-
gente. Lpgs den derved fremkomne opgave. S®rlig interesse har
tilf®eldene oo = 0 og a = 1.
Guat en 1lgsning til differentialligningen
Dx =1 + x° - 2xx + xz, J=eo yoo
og bestem derefter den fuldstendige lgsning til ligningen.
Gzt en lgsning til differentialligningen
T T

1 2 T I
DX:"“E"S‘E“"E (1-x )5 "‘292[9

og bestem derefter den fuldstazndige lgsning til ligningen.
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Skitser grafisk billede af nogle af lgsningerne.

21, Spalt for x 4 0 differentialoperatoren
D2 - %D + DO
i linemre differentialoperatorer af fgrste orden (i 1ig-
ningens fuldstendige lgsning indglr integraler, der ikke

kan udtrykkes ved elementazre funktionstegn).

22, Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen

(sin“xcosxD? - (2cos®x-sinx)sinxDd + 2 cosBXDO)X = 0, Jmcoyoof

23, Angiv den fuldstmndige lgsning til differentialligningen

((sinx - xcosx)D2 - x8inxD + sinx DO)X = 0, J-oog00f.

2L, Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen
((x2+ux+1)D2 - 2(x+2)D + 2DO)X = 0, J=coye0fs

25, Angiv den fuldstendige lgsning til hver af differential-

ligningerne
(0% - D%)x = 0, Jmeoyeol
(0% + D2)x = 0, Jowoyeol
(D% = 20° 4 D)y = 0, Jeeo,el.

26, Angiv den fuldstendige lgsning til hver af differentiallig-
ningerne
(DH-10D024350°-50D+24D° ) x¢ = 0,  J=eoyoo]
(DH-2D2+5D%-8D+4D%) x = 0,  Jeeo ool
(D3-6D2+12D—8DO)X = 0,  ]=ooyo0f
27. Angiv den fuldstendige l¢gsning til hver af differential-

ligningerne

(D2—3D+2DO)X = x3, ] o0 yoo

1

X

(D2—3D+2DO)X e, ] =00 oo

1

i

(D2—3D+2Do)x COSX, J=co,00l s
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28,

29.

30,

1.

320

33,

3l

35.

Angiv den fuldstendige lgsning til hver af differentiallig-

ningerne

X

(0°-LD+5D° ) x = x° + &%,  Jeweyeel

(D?-4D+5D°)

il

11

cosh 2x cos X, ]—eo,eo s

Angiv den fuldstendige lgsning til hver af differentiallig-

ningerne

2 . ,
x“+xsinx, ] reeyeof

2
e Xy ]"‘°°9°°[=

(D2-1D+1D°) x
(DZ—uD+uDO)X

11

1}

Angiv den fuldstendige ldsning til differentialligningen

(D4-203-30° _op46D0) x £ e X (x+ox), Jmeoyel .

Angiv den fuldstzndige lgsning til differentialligningen

(D2-3D%45D7—7D%46D-2D0) 5 = €%,  Jmeo ool .

Angiv den fuldstendige lgsning til hver af differentiallig-

ningerne
0
(x°DZ-3xD+3D Yx = 0, ]=oo,e0f
0
(x°D°4+5xD+ 5D )x = 0, Jeoo,00
2.2 0
(x“D +5xD+4D " )x = 0, J=co 00l .

Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen
(xoD7-2xD-LD° )y = X°=3%45, J-oo,eo] .
Angiv den fuldstendige 1ldsning til de sammenhgrende diffe-
rentialligninger
DX1 = 3X1 + 2X2 -1,
Dxo = =lxy = 3xp + X5 J=eoyeels

Angiv den fuldstendige lgsning til de sammenhgrende differen-

tialligninger

It

DX1 5X1 + X2 - 1:

il

DX2 "1OX,I - 3X2 + X, J"°°s°°[-
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36, Angiv den fuldstmndige lesning til de sammenhgrende differen-

tilligninger

2

2, _ 2
D%, = ~hxy + k" (xy=x;)

D2,><2 = -h2x2 + kz(xa—x2).
Vis, at der eksisterer netop én lesning (@1,¢2), som tilfreds-
stiller betingelserne ¢1(O) = 03 D¢1(O) = a, 9,(0) = D@Z(O) = 0.
Ligningen D?x = -h2x beskriver bevsgelsen af en partikel,
der bevmger sig pd en ret linie under p&virkning af en ela-
stisk kraft, og den kan med en vis tilnsrmelse siges at be-
skrive en pendulbevsgelse. Ligningssystemet forklarer, hvad
der sker, ndr to penduler pavirker hinanden med en elastisk
kraft, Preov at ophznge to ens penduler i ringe indbyrdes af-
stand og forbind ophmngningssnorerne et stykke under oph=ng-—
ningspunktet med en elastik, som ikke m& vmre alt for stram,
Szt det ene pendul i svingninger og se, hvad der sker, Vis,
at den fundne lesning til ovenstdende ligninger forklarer
fenomenet, nar det antages, at h2 er mange gange storre end

k2,

Vanskeligere opgaver.

37. En ikke linemr differentialoperator & pd ]-w,e[ er defineret

ved
®x = Dx + eXXZ.
Udregn &+ o,

38. Angiv den fuldstendige leosning til differentialligningen

2
(D - (1+x2)"1DO)X _ 1:;5 eArctg X’ ]_m’w[ .

T+x
39, Angiv den fuldstzndige lesning til differentialligningen

(D - log x DO)X = (ex)® cos x, 10, .
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LO, Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen
(D + Do)x = e_x(1+381n2x)-1, J-eoye0f o

41. Vis, uden at lgse ligninge, at enhver lgsningsfunktion o¢(x)

til differentialligningen

2

(D + xDO)X = X
har sin differentialkvotient lig med nul for netop de vardier
af x, hvor ¢(x) = x - x~ 1, Vis endvidere (stadig uden at
lgse ligningen), at funktionen har et relativt minimum
(defineret i gymnasieundervisningen) i s&dan et punkt, sé-
fremt x > O, men et relativt minimum, safremt x < O.

L2, Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen

22XD2+281n2x0082xD-MDO)X = 0, J-eo,00f

(sin
L3, PFor hvilke valg af de reelle talsazt (X1,y1) og (xz,yz) vil

differentialligningen
have mindst én (henholdsvis netop én) 1lgsning ¢(x), som
tilfredsstiller be tingelserne @(x1) = ¥y og @(Xz) = ¥,°
L. Angiv den fuldstzndige l¢gsning til differentialligningen
((x3+6x2—6x)D2—(ux2+18x—12)D+(6X+18)DO)X = 0, ]~m,w[o'
L5, Angiv den fuldstendige lgsning til differentialligningen
(D2 - (1+2tg2x)DO)X = 0.
L6. Angiv den fuldstmndige lgsning til differentialligningen

(xD° + 2D + XDOX = 0.

L7. Angiv den fuldstzndige lgsning til de sammenhgrende diffe-
rentialligninger

DXy = Xz = Xpo DX = X4 = X35 DXz = Xp = Xq»
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Kontinuitet og grensevesrdi.

8.1. Begreberne kontinuitet og grenseverdi er af fundamen-
tal betydning for differential- og integralregningen og spiller
derfor en vasentlig rolle i gymnasiets matematikundervisning. Vi
gnsker at kunne tale om kontinuitet af mere generelle afbildninger
end de 1 gymnasiet omtalte reelle funktioner af en reel variabel.

For at vi kan tale om, at en afbildning f:M1, ind i M2,
hvor I\/I,| og M2 er mangder, er kontinuert, ma M1 og M2 vere udstyret
med en vis form for organisation, s&ledes at vi ved noget om,
hvilke punkter der ligger tet sammen. Dette kan ske ved, at vi
har et afstandsbegreb pa mengden, og den kaldes da et metrisk
rum. Det er dog ikke ngdvendigt at have et afstandsbegreb for at
kunne tale om kontinuitet, men der mé& s& vere en lov, som for
hvert element a & M1(hhv° M2) fastlagger visse m@&ngder af elemen-—
ter af Mq(hhv. M2), som ligger t®t ved a. Organisationer af
denne art har en geometrisk klang, og man benytter derfor et
geome trisk sprog. De organiserede mengder kaldes rum, og deres

elementer kaldes punkter. Vi anvender betegnelsen topologisk rum

om disse organiserede ma:ngder.
Bt topologisk (eller metrisk) rum T er altsi& en mengde M
med en vis organisation o. Vi skriver T = (M,é), og vi kalder

M den underlipgegende msnogde for rummet T, Et element a € M kaldes

et punkt af T, og vi skriver a € T med helt samme betydning som
a € M. Dette pedantiske synspunkt er ngdvendigt, nar vi indfgrer
forskellige organisationer 61 og 62 p& samme mengde M og derved
far to forskellige rum T, = (M,61) og T, = (M,62)° Nar vi kun be-
tragter en organisation behgver vi ikke en sarlig betegnelse for

den urderliggende mengde.

Mengderne N, %, §, R etc. bliver i det fglgende organiserede
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som rum, og wvi vil for disse rum bibeholde betegnelserne

N LY

N; 7, Q, R. Lejlighedsvis vil vi betragte andre rum med de samme
underliggende maengder, og vi mé/givende en anden betegnelse for
digse rum. Vi indfg¢rer ingen betegnelse for de underliggende
mengder til de fire rum.
8.2, Vi gadr nu i gang med at udfgre det ovenfor lgst
skitserede program, idet vi begynder med afstandsbegrebet,
8.2.1. Definition. Ved en afstandsfunktion pad en mengde M
forstas en afbildning
dist:M x M ind i R,
som tilfredsstiller betingelserne (kvantoren V refererer til M)
1) vx (dist(x,x) = 0)
2) vx Vy (x 4+ y = dist(x,y). > 0)
3) vx Vy (dist(y,x) = dist(x,y))
4) vx, Yy, ¥z (dist(x,z) < dist(x,y) + dist(y,z)).
8.2,2, Definition. Bt metrisk rum T = (M, dist) er en
mengde M, pé& hvilken en afstandsfunktion dist er defineret.
8.2.3%3. Definition., Lad T vare et metrigk rum, og lad r v&re
et positivt tal og a et punkt af T. Punktmengden
K(a,r) = {x | x € T A dist(a,x) < r}
kaldes da en kugleomegn af a med radius r i rummet T,

Betingelsen L4) i definition 8.2.1 kaldes trekantsuligheden.

Ved hjzlp af den vises fglgende satninger om .kugleomegnens ind-
byrdes beliggenhed i et metrisk rum:
8.2.4. Smtning. Hvis b € K(a,r), gelder
K(b,r-dist(a,b)) ¢ K(a,r).
8.2.5. Smtning. Hvis dist(a,b) > r > 0, gelder
K(a,r) n K(b, dist(a,b)-r) = @.
Vi beviser s@mtning 8.2.4. For ethvert x € K(b,r-dist(a,b))

gelder
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dist (a,x) < dist(a,b) + dist(b,x) <

dist(a,b) + (r-dist(a,b)) = r,
hvilket viser, at x € K(a,r). Smtning 8.2.5 felger af, at x €
K(a,r) n K(b, dist(a,b)-r) ville medfere, at

dist(a,x) + dist(x,b) < r + (dist(a,b)-r) = dist(a,b)

i strid med trekantsuligheden.

8.3. Mengden af punkter i en plan er med det smdvanlige af-
standsbegreb et eksempel pad et metrisk rum. Kugleomgivelsen
K(a,r) bliver i dette tilfmlde cirkelskiven med centrum a og
radius r, hvor punkterne pad randen ikke regnes med. Bt andet
nerliggende eksempel er det smdvanlige rum, og en kugleomegn
bliver her en rigtig kugle, hvor randpunkterne ikke regnes med.

Msngderne N, Z, Q, R er metriske rum med afstandsfunktion
defineret wved

dist(x,y) = {y-x|,
idet
|z-x| = |[(z-y)+(y-x)| < 'zayl+|yaxl,
Den samme definition kan anvendes for @, og afstanden mellem
a, + ia, og b, + ib, bliver da den samme som afstanden mellem
punkterne (a1,a2) og (b1,b2) i planen.
Enhver mengde M kan organiseres som et metrisk rum ved af-

standsdefinitionen

O, hvis x =y
dist (x,y) = {1, hvis x + y.
Dette metriske rum betegnes i reglen med samme bogstav som den
underliggende mengde M. En kugleomegn af a € M med radius <1
indeholder kun punktet a, men en kugleomegn med radius > 1 omfatter
hele rummet.

8.4. For m € N kan mengden af talswt x = (xq,...,xm) orga~-

niseres som et metrisk rum, men der er her tale om en organisa-
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tion, der ferer vesentliz videre, og som for m < 3 er identisk
med den velkendte geometri. Vi skal blot her indfere de mest

grundlsggende begreber i den m-dimensionale geometri, Idet
X = (x1,...,xm), y = (y1,...,ym), z = (Z1"'°’Zm) er talswmt,
medens «,B,Y er reelle tal, indferer vi de linezre operationer
ax + Py = (ocx1 + BYyseees0x ¥ ﬁym),
samt det indre produkt
_}_( ¢ X = X,],V,] + eee + memo

Det indre produkt er sédledes en tilordningslov, som til
hvert par af talset tilordner et reelt tal, Vi har regnereglerne

Yy x=x-'% (ax+ pg)z=olzz)+ gz,
hvoraf felger, at produkter af flerleddede udtryk udregnes efter
den szdvanlige regel, f.eks.

2 2

(1) (ox-py)-(ax - By) = o™ (x'x) - 208(x°y) + B (x %)

Vi indfegrer nu normen af et talsszt

2 2
Bl = Azex) =v (x5 + oo+ x7),
og (1) kan da skrives
2 2 2 2,2

(2) | o=zl = = Wzl © a® - 2(x g)ap + llyll “p=.

Her er venstre side > for alle valg af o og B , og af

gymnasieundervisningens behandling af andengradspolynomier frem-

gdr da, at andengradspolynomiet pd hejre side har diskriminant

< 0, altssd at
2

- p?sllzlf -
Vi har her genfundet Cauchy-Scharz' ulighed, som vi tidligere
udledte i kapitel 1. Idet vi benytter betegnelsen 0 for nulsst-
tet (0y4..,0), ser vi, at normen har fslgende 3 egenskaber
1) ||/ > 0 for x $ 0
2) ozl = fe| Tl

5) ke + xll < [kl + Ikll
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Egenskaberne 1) og 2) er trivielle, medens 3) umiddelbart
felger af Cauchy-Schwarz' ulighed, idet (1) giver med oo = 1,
B = 1.
e+ 2l = IklF + 2w + IlF < IKIF + 20kl -l + D9
(el + 1 ID=.
Vi bemmrker, at 2) medferer || 0|| = 0, idet
floll = llogll = 1o} llel = o.
Endvidere medferer 2) og 3), idet man i 3) skriver -x i stedet for
x og x + y i stedet for y, at | |x|| - Jzll | = [l z + xll .
Det ses nu, at mengden af talset x = (X1""’Xm) bliver
et metrisk rum R™ ved afstandsdefinitionen
dist (z,1) = [z - xl|,
og dette rum kaldes det m—-dimensionale talrum. Det vil vare

bekvemt direkte at benytte betegnelsen ||y - x|| for afstanden

mellem X 08 Y.

8.5. Vi vil udbygge organisationen af det m-dimensionale
talrum R™ eﬁ smule mere, For ethvert egentligt talset
A= (?H;---,%ml,d.v.s. et talset, der ikke er nulsmttet, defi-
nerer vi det tilsvarende 1-dimensionale underrum, som msngden
L= {t\]| t e R}.
Det 1-dimensionale underrum giver anledning til en skvivalens-

relation mellem punkter i L, idet vi skriver

x =y (mod 1),
hvis og kun hvis
¥y - x€ L,
Beviget for, at relationen = virkelig er en skvivalensrelation,

er trivielt, og vi vil ikke opholde os ved det. Den giver an-

ledning til en inddeling af R® 4 gkvivalensklasser, idet hver

klasse er en mengde af formen

la + tn | t € Ry,
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hvor a er et element af klassen. Hver af disse skvivalensklasser
kaldes en ret linie, og talszttet ﬂé%ﬂ A kaldes den rette
linies retning.

Gennem a € R™ og b € X", hvor b + a gir netop 1 ret linie,

nemlig punktmsngden

LY

fa + t(p-a)| t € R},

Delmzngden

fa + t(b-a)| t € [0,13}

kaldes det afsluttede liniestykke med endepunkter a og b, Skrives

Jo,7[ i stedet for [0,1], f&s det 8bne liniestykke med ende—

punkter a og b, og vi ser, at det &bne liniestykke fés ud fra det

afsluttede ved borttagelse af endevunkterne.
En afbildning ¢k ind 1 R™ defineres ved
o(t) = a + t(h-a).
Vi ser da, at ¢(R) er den rette linie gennem g og b, medens

o([0,1]) og ¢(]1,0[) er henholdsvis det afsluttede og det

dbne liniestykke med endepunkter a og b. Begge disse liniestykker

tillmgges lengden |p - a

P4 grund af Cauchy-Schwarz' ulighed kan vi for to egentlige

talset )\ og u definere et vinkelmdl /( A,u) ved

AL
cos / (Q,u) = = ’
’ AT

e

og (2) giver da fora =8 =1, x=b -a, y =¢c - b, hvor

a, b og ¢ er indbyrdes forskellige, at

le-alf =lb-alf+c-Blf-2|b-a

-

c - bllcos / (b-a,b-¢),

hvilket viser, at cosinusrelationen for en trekant gslder i R®,
Udbygningen af den m-dimensionale geometri vil blive viderefort
i kursus 1 algebra og geometri.

8.6. Mmngden af alle talsst x = (x1,...,xm) organiseres som

et metrisk rum R? ved afstandsdefinitionen
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dist, (x,x) = supllyy - x4 lyeeeslyy-x, 1]

og som et metrisk rum Rg ved afstandsdefinitionen

dist2(§,x) = |y1—x1| + eoe Iym—xm .

Beviserne for, at de 4 betingelser/é}fyldte, er ganske enkle og
overlades til lsseren. |
8.7. Mengden af begrsnsede talfelger (an) organiseres som
et metrisk rum lb ved definitionen
dist((an), (bn)) = sup{|bn—an| n € Nj}.
Trekantsuligheden folger umiddelbart, af de i 4.8 beviste ulig-

heder.

Lad 1 vere msngden af talfelger (an), for hvilke Sa

er absolut konvergente. Hvis (ap) € 1 og (bn) € 1, er
anibnl < layl+lv |, og (anibn) vil da ligeledes tilhgre 1., Vi
kan organisere 1 som et metrisk rum la ved afstandsdefinitonen
dist1((an),(bn)) = 2|bn - anl.
Det ses umiddelbart, at 1) -4) er opfyldt.

Lad nu 1, vere mengden af reelle talfelger a = (an),

2

2
n? Ebn, «so er konvergente.

b = (bn)""’ for hvilke Xa

Pa grund af Cauc%y-Schwarz' ulighed er

N > .2
Z layby | < Zal oo,
k=1

og rekken 3Zab, er derfor absolut konvergent. Dette medfgrer
igen, at a + b = (an + bn) € 1,, s& vi kan kopiere definitionerne
fra R".
aa + fb = (aan+ﬁbn)
a2 b=23ab,
og vi kan da indfg¢re normen

lall = V(aa) = \/251?l



og afstanden |b - all. Det ses umiddelbart, at normens og afstands.
begrebets egenskaber er de samme som 1 Rmo Det s&ledes definerede

uendelig dimensionale rum kaldes Hilbert-rummet og betegnes R™.

Det spiller en stor rolle for den hgjere matematiske analyse, ik-
ke mindst for den videregdende differentialligningsteori, og
derved far Hilbert-rummet ogsé s tor betydning for matematikkens
anvendelser.

8.7, Vi vender nu tilbage til den almindelige teori. Lad
T = (M,dist) vere et metrisk rum. En delmsngde A ¢ M organiseres
som et metrisk rum ved restriktionen af dist til M x M. Det si-
ledes definerede metriske rum kaldes et delrum af T, og vi skri—
ver A ¢ T, ndr A opfattes som delrum af T.

Exsempel: Vi har N c 2 ¢ § ¢ R ¢ €. Ethvert interval kan
opfattes som delrum af R,

8.7.1. Definition. Et metrisk rum T = (M,dist) kaldes be-
grenset, hvis dist er en begreénset funktion pad M x M. Vi sstter
sup {dist(x,y) | x €M A y € M} = diam T (diameteren af T).

Definitionen kan anvendes pa en delmzngde A C M, idet denne
mengde opfattes som et delrum af T.

8.7.2. Sstning. Bt metrisk rum T er begraznset, hvis (og
kun hvis) der eksisterer en overdekning af T med endelig mange
kugleomgivelser.

Lad os nemlig antage, at vi har

T = K(a1,r1) U.eoo U K(an,rn).
For vilkérlige punkter x,y € T har vi da indices p og q, sAledes
at
X € K(ap,rp), y € K(aq,rq),
og trekantuligheden giver da
dist(x,y) ¢ dist(ap,x) + dist(ap,aq) + dist(aq,y) <

T, o+ Ty dist(ap,aq),
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og hvis vi definerer

K = sup {rp Fry o+ dist(ap,aq) Pyqd € Myeea,nii,

far vi
vx,y € T (dist(x,y) < K).
At betingelsen er ngdvendig er klart. Enhver kﬁgle, hvis
radius overstiger diam T vil nemlig indeholde hele T.
8.8. Lad T vere et metrisk rum. En afbildning ¢ : N ind i

T kaldes en punktfglge. Vi foretrskker sedvanligvis at skrive

p(n) = a, 0g betegne fglgen (an).
8.8.1. Definition. Punktfglgen (an) i det metriske rum T

kaldes begranset, hvis manzden {an | n € N} er begranset.

8.8.2, Definition. Et punkt a € T kaldes graznsepunkt for

fglgen (an), nir Fglgende betingelse er opfyldt:

(3) Ve >0 €N vn 3 N(a, €K(a,e)).

Punktfglgen (an) kaldes konvergent i rummet T, hvis den har et
grensepunkt i T.

8.8.3, Smtning. En konvergent punktfglge er begrsnset og
har kun ét graznsepunkt,

Lad (an) have a € T som graznsepunkt, og lad b € T vaere et
andet punkt af T, sidledes at dist(a,b) > 0. Vi s®tter ¢ =
Fdist(a,b). Kuglerne K(a,e) og K(b,e) har da intet punkt fmlles
(s®tning 8.2.5), og da (3) er opfyldt for a, vil alle a  med
n > N falde i K(a,e). Dette viser, at hgjst endelig mange ay
falder udenfor K(a,e), og deraf fglger, at (an) er begranset
(s@tning 8.7.2), og at (3) ikke er opfyldt for b,

8.9. Vi betragter igen et metrisk rum T og en punktfglge
(a,) 1 T

8.9.1. Definition. Punktfglgen (an) kaldes en fundamental-

fglge, nadr fglgende betingelse er opfyldt:
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£)

HA

(L) ve >0 I €N Vm,n ) N(dist(a_,a )
Betingelsen kan ogsa skrives
ve > 0 3N € N(aiam {a, | n » N} < €).
8.9.2. Sztning. En fundamentalfglge er begraznset.
Dette fglger umiddelbart af den sidste form af betingelsen
i forbindelse med sztning 8.7.2.
8.9.3. Setning. En konvergent fglge er en fundamentalfglge.
Lad (an) vere et punktfglge, som konvergerer mod et granse-
punkt a, og lad & > O vere givet. Vi kan bestemme N, s&ledes
at vi for alle n > N har dist(an,a) < %e, og for m > N, n > N far
vi da ved trekantsuligheden
dist(am,an) < dist(am,a) + dist(an,a) < €.
8.10., I de metriske rum R og & er enhver fundamentalfglge
konvergent. Det samme gzlder (men er trivielt) i ¥ og %, men det

passer ikke for Q. Vi indfgrer derfor fglgende definition.

8.10.1,., Definition. Et metrisk rum T kaldes fuldstiendigt,

hvis og kun hvis enhver fundamentalf¢glge i T er konvergent.
Mange af de ovenfor indfgrte metriske rum er fuldstendige.

Vi vil vise, at Hilbert-rummet, som indfgrtes i 8.7, er fuld-

stendigt. Dertil betragter vi en fglge (gn) = ((ank)) af punkter
i Hilhert-rummet. Lad € > O vere givet. Vi kan da bestemme N,

N og n 2 N har

s8ledes at vi for alle m

N

la, - a,ll < e

eller udfgrligt

(5) Z (ank - amk
k=1
Heraf fglger nu for ethvert k € N

lap = ay | < e

FPor hvert fast k vil s&ledes fglgen (ank) vere konvergent, sé
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vi har en fglge (ak) bestemt ved

! for n — oo,

qnx k
for \ .
Af (5) fglger nivethvert p € N, ndr m > Nogn > N

D

2 2
zgj(ank - ag)” § e
k=1

og heraf f&s for m — e, at vi for p € N, n > N har
% 2 2
E:(ank - ak) < %
k=1
Heraf f¢glger nu for p —
B 2 2
(ank - ak) ¢ e for n > N.
k=1

Dette viser, at fglgen (ank - ak) er et punkt i Hilbertrummet,
og det samme gmlder da for (ak) = (ank) - <ank - ak), og idet vi
setter a = (ak), kan den sidste ulighed altsa
le - 2,1l < e
hvilket netop viser, at (gn) - (a).
8.10.2. Det m-dimensionale talrum R" er fuldstzndigt.
Bevis. Lad (gn) = ((an1""’anm)) vere en fundamentalfglge

i R™, Da er (QE) = (an1,,,.,anm,0,o,...) &benbart en fundamen-
talfplge 1 Hilbertrummet, og dens grznsepunkt vil vere en fglge
af formen a* = (a1,...,am,O,O,...). Vi sztter nu g = (aq,,..,am),
og vi har da (gn) - a, hvormed pastanden er bevist. Beviset be-
ror pa, at det delrum af Hilbertrummet, der udggres af de fgl-
ger, hvis elementer fra nummer m + 1 er O, er en eksakt kopi af
det m—-dimensionale talrum,

8,11, Som et bekvemt hjmlpemiddel ved de fglgende under-

sggelser indfgrer vi nu i et vilkarligt metrisk rum et omegns-

begreb, der er mere generelt end de hidtil benyttede kugleom-
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egne.

8e11e1., Definition. Lad T vaere et metrisk rum og a € T et

vilkdrligt punkt. Ved en omegn af a (i rummet T) forstés en
mengde, der indeholder en kugleomegn af a.

Vi vil smdvanligvis benytte betegnelsen U(a) for mazngden
al’ omegne af a., For enhver delmazngde U af det underliggende rum
for T har vi altsé

U € U(a) = 3r >0 (K(a,r) ¢ U).

8,11.2. Sztning. Mzngden U(a) af omegne af punktet a har
fglgende egenskaber.

o1) U(a) 4 4.

02) VU € U(a) (a € U).

03) VU,V (UeU(a) AVOU = Veilla)),

ok) wvu,v(U€lU(a) Avel(a) = UnvVella)).

05) VU € U(a) 3V € U(a) vo € V (U € U(b)).

De tre fgrste af disse egenskaber fglger helt umiddelbart
af definitionerne af omegn og kugleomegn. Nar U og V er omegne
af a, eksisterer der kugler K(a,r) c U, K(a,r1) ¢V, og vi har
da

K(a, inf ir,r1}) = K(a,r) n K(a,r1) cUnyv,
hvilket viser, at U n V er en omegn af a. Dermed er ol) bevist.
For at bevise 05 bemsgrker vi, at s®tning 8.2.4 viser, at en kug-
leomegn er omegn af et hvert af sine punkter. Vi behgver derfor
i 05 blot at velge V = K(a,r) ¢ U.

8.12. Det ovenfor indfg¢grte generaliserede omegnsbegreb er
hensigtsmessigt ved mangeteoretiske overvejelser. Det kan endda
vere hensigtsmessigt at organisere en mazngde ved at indfgre om-—
egne, som har de ovenfor nezvnte egenskaber, uden fgrst at ind-

f'gre en metrik., Dette er baggrunden for fglgende definition,
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8+12.1 Definition. Ved en topologi pé& en mmngde M forstas
en tilordningslov
U ¢ M ind 1 D(D(M)),
hvor D(D(M)) er mmngden af delmzngder i mazngden af delmmngder i
M, og som tilfredsstiller betingelserne o1 - 05 i smtning 8.11.2,

Ved et topologisk rum T = (M,U) forstds en mengde M, pa hvilken

en sadan tilordningslov U er defineret. Mzngden M kaldes den
underliggende mengde for T, og for a € M kaldes U(a) mengden af
omegne af a, og hvert element af U(a) kaldes en omegn af a.
Ifglge det foregiende er ethvert metrisk rum tillige et
topologisk rum. Vi kan imidlertid ofte med fordel definere to-
pologiske rum uden fgrst at indfgre et afstandsbegreb.
Lad os betragte en mmngde M, der bestdr af alle reelle tal
samt yderligere elementerne « og -~ , Vi definerer
1) For a € R skal U(a) bestd af alle delmmngder af M, som
indeholder et interval (en kugleomegn i R) la-h,a+h[,
h > 0.
2) U(e) skal bestd af alle delmengder af M, som indeholder
et interval Ja,~] (hermed menes Ja,=[ U {«}). Analogt
U(=ee).
Det ses umiddelbart, at o1 - 05 er opfyldt. Det saledes

definerede rum betegnes R* og kaldes den udvidede tallinie. Det

er let at definere R* ved et afstandsbegreb pa M, men et s&dan
afstandsbegreb kommer l1lkke til at virke naturligt.

8.13., Lad M vare en vilkérlig mmsngde. For a € M definerer
vi U(a) som mengden af delm@ngder, der indeholder a. Derved de-

fineres en topologi U pad M. Denne topologi kaldes den diskrete

topologi p& M, og den fés af den i slutningen af 8.3 omtalte

metrik.

Som et kuriosum skal vi nevne, at o1 - o5 vil vere til-
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fredsstillede, hvis vi for ethvert a € M lader U(a) bestd af
den ene ma&ngde M. Derved defineres altséd en topologi pa M. I
denne topologi vil omegne af a € M og b € M altid have falles
punkter. I et metrisk rum har (s@tning 8.2.5) to forskellige
punkter altid omegne uden fazlles punkter. Dette eksempel viser,
at teorien for de topologiske rum er vassentlig generellere end
teorien for metriske rum. Man kan tilfgje flere betingelser ud
over o1 - o5 og derved udelukke de topologiske rum, der star de
metriske rum s®rlig fjert.

8.14. Lad U1 og ﬁz vere topologier pa samme mazngde M. Vi
skriver U1 > UZ, hvis og kun hvis

va € i (U, (a) 2 U,(a)),
altsa, nar der '"altid" er flere omegne i U1 end i bz. Vi siger
da, at U, er finere end U,, eller af ﬁz er grovere end U1. Den
finere topologi har flere omegne, skiller rummets to punkter
bedre. De to 1 8.13 omtalte topologier er den fineste og den gro-
veste af alle tenkelige topologier pa M.

8.15. Lad T, = (M,, dist,) og T, = (M,,dist,) vere metriske
rum. Nar vi s8ledes arbejder med flere forskellige metriske rum,
vil vi ogsd anvende en index 1 betegnelsen for kuglerne, séledes
at en kugle i T, betegnes K1(a,r), hvor a € T, og r > O, medens
en kugle 1 T2 tilsvarende betegnes Kz(b,r), b € T2. Idet vi som
altid skriver x € T1 som ensbetydende med x € M1 og analogt for
T2, kan en afbildning £ : M1 ind i M2 lige s& godt kaldes en
afbildning £ T1 ind i T2. Vi kan nu umiddelbart overfdre gym-

nasieundervisningens kontinuitetsbegreb til afbildninger af et

metrisk rum ind i et andet.

8.15.1. Definition. Afbildningen f : T1 ind i T2 kaldes

kontinuert i punktet x, € T, med billedpunktet x, = f(x1) €T,

hvis og kun hvis fglgende betingelse er opfyldt



Mat.1, 1961-62 MA 8. 15

Ve > 0 36 >0 Vy € T, (dist (x,,y) < & = adist(xy,f(y)) <€),
Dette er en ngjagtig kopi af en af de 1 gymnasieundervis-
ningen benyttede definitioner. Vi bemzrker, at betingelsens sid-
ste del
vy €T, (dist(x1,y) <Jd = dist(xz,f(y)) < €)
udtrykker, at ethvert punkt i kuglen K1(x1,§) har sit billed-
punkt i kuglen K2(x2,8), altsd at f(K1(x1,§)) er en delmzngde
af Kz(x2,e). Kontinuitetsbetingelsen kan derfor skrives pé& den
mere overskuelige form
Ve >0 3f >0 (f(K1(x1,§)) c Kz(xz,e)),
hvilket ogs& kan skrives
ve > 038 > 0 (£7 (Ky(xy,6)) 2 K, (x,,6)).
Hvis vi nu indfgrer mengderne U1(x1) og ﬁz(xz) af omegne

aff x, og X5y SEr vi, at den sidste del af betingelsen

1
-1
3¢ > o0 (f (K2(x2,e)) 2 Kﬂ(x1,§))
netop udtrykker, at f—1(K2(x2,s)) indeholder en kugleomegn af x,,

altsd er en omegn af Xy 08 hele betingelsen kan derfor kort skri-
ves
ve > 0 (£71(Ky(xy,e)) €1, (x,)).

Dette er altsé en ngdvendig og tilstrakkelig betingelse,
for at f er kontinuertj.x1. Da enhver omegn af X, indeholder en
kugleomegn af X5y €T betingelsen ensbetydende med den tilsyne-
ladende kraftigere betingelse

U € b, (x,) (£71 () € b (%)),
eller sagt i ord, at originalmengden til hver omegn af X, er en
omegn af Xy Denne formulering af kontinuitetsdefinitionen kan
anvendes i1 vilkarlige topologiske rum.

8.,15.2. Definition. Lad T1=:(M1,U1) og T, = (M2,U2) vere

topologiske rum. En afbildning T @ T1 ind 1 T2 kaldes kontinuert
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1 punktet Xy € T1 med billedpunktet X, = f(x1) € T2, hvis og kun
hvis
woe b,(x,) (£7(0) € b, (x,)).

Denne formulering af kontinuitetsdefinitionen er bekvem
ved generelle undersggelser. Ved undersggelser af specielle funk-
tioner kan man ofte benytte sig af, at det er tilstrzkkeligt at
eftervise, at betingelsen f—1(U) € U1(x1) er opfyldt for enhver
omegn U € B, hvor B er en mgte delmsngde af Ug(xz) med den
egenskab, at enhver omegnh af X5 indeholder en af mmngderne fra
B. En delmsngde B ¢ U,(x,) med denne egenskab kaldes en basig
for m@ngden Uz(xz) af  omegn af x,. Hvis T, specielt er et
metrisk rum, udggr mzngden af kugler §K2(x2,% | n € Nl en basis
for UZ(XQ), og det er s&ledes ved afbildninger ind i metriske
rum tilstrzkkeligt at eftervise betingelsen for denne numerable
mangde af omegne.

8.16, Vi vil i det fglgende vise nogle s®:tninger om konti-
nuerte funktioner og illustrere kontinuitetsbegrebet med enkelte
eksempler.,

8.16.1. Smtning. Lad T, = (M1,U1), T, = (M2,U2) og T5 =
(MB,UB), og lad f : T, ind i T, og g : T, ind i T, vare afbild-
ninger. Hvis f er kontinuert i x, € T, med f(x1) = x, €T,, 08
hvis endvidere g er kontinuert i x, med g(xz) = X3 € T2 da er
afbildningen h = gof : T, ind i T3 kontinuert i x, med h(x1) =
Blxs).

For U € ﬁB(XB) har vi nemlig

n(v) = £ (g7 (),
og da g er kontinuert, gszlder g—1(U) € Uz(xz), og da f er konti-
nuert, medfgrer dette, at £~ (g~ (U)) € U1(x1), hvilket viser,
at h er kontinuert i Xy

8.16.2. Definition. En afbildning f : T, ind i T,, hvor
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T1 og T2 er topologiske rum, kaldes kontinuert, hvis f er kon-
tinuert i ethvert punkt af T1.

Hvis T er et topologisk rum, er den identiske afbildning
ep ¢ T pa T selvfglgelig periodisk. Er T, = (M,U1) og T, =
(M,ﬁQ) topologiske rum med samme underliggende mengde, har vi
en identisk afbildning e, : T, p& T,. For a € M, U € UZ(a) har vi
eM_1(U) = U, s& kontinuitetsbetingelsen reduceres til
ﬁ1(a) 2 ﬁg(a). Den identiske afbildning ey : T, pad T, er altsd
kontinuert, hvis og kun hvis topologien U1 er finere end topo-
logien ﬁz.

En afpbildning £ : T1 ind i T2, hvor T1 og T2 er topologi-
ske rum, er kontinuert, hvis f1 er et diskret rum (d.v.s. et
rum med diskret topologi, se 8.13).

Lad T1 og T2 vere metriske rum med afstandsfunktioner dist1

og distz. En afbildning £ : T1 ind i T2 kaldes isometrisk, hvis

og kun hvis

vk €T,, Vy €T, (distz(f(x),f(y)) = dist1(x,y)o

19
Det ses, at en isometrisk afbildning er 1-1 og kontinuert. Af

x 3 y fplger nemlig distz(f(x),f(y))= dist1(x,y) > 0, hvilket
viser, at f er 1-1, At f er kontinuert fglger umiddelbart af den
oprindelige definition 8.15.1.

Lad T vare et metrisk rum og A ¢ T et delrum. Vi

har da en inklusionsafbildning iA T : A ind i T defineret ved
4

iy T(x) = x for alle x € A, Denne afbildning er isometrisk pa
3

grund af definitionen af delrum (se 8°7), og som fglge deraf

kontinuert. Lad nu 'I‘1 vere et andet metrisk rum og £ ¢ T ind i

T1 en kontinuert afbildning. Restriktionen £ : A ind i T1 er

da_kontinuert, da den netop er den sammensatte afbildning

foi s Hvis g ¢ T ind i 'I‘1 er kontinuert i punktet x € T, da

A,T
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er restriktionen g : A ind i T, kontinuert af x (samme bevis).
Advarsel: Resgstriktionen f : A ind 1 T1 kan vere kontinuert,
selvomf : T ind 1 T1 ikke er kontinuert i punkterne af A. F.

eks. er den ved

O for x irrational

f(x) = {
1 for x rational

definerede afbildning £ : R ind i Z ikke kontinuert i noget

punkt, men restriktionen £ : § ind i Z er kontinuert.

Lad T1 og T2 vere metriske rum med afstandsfunktioner dist1

og distza En afstand £ : 'I‘Jl ind i T2 kaldes afstandsformind-~

skende, hvis
vx €T, Vy € T1(dist2(f(x),f(y)) < dist(x,y)).

Af definitionen 8.15.1 fremgdr umiddelbart, at en afstands-

formindskende afbildning er kontinuert.

Eksempler pé& afstandsformindskende afbildninger har vi i

projektionsafbildningerne pm+q,m : RMHA pa Rm, som defineres
ved

pm+q,m<x1"°"xm+q) = (x1,...,xm),
samt Pem R pa R™, som defineres ved

Pw’m(x1sx23-°') = (X19°-"Xm)9
og afbildningerne P, ™ pa R, som defineres ved
p/j'(XJ| 5@ "’Xm> = X/«LD
Lad £ : R ind 1 R (eller i &) vaere en kontinuert afbild-

ning. Vi kan da danne fOPM : B ind i R (eller i &), og dette

bliver igen en kontinuert afbildning. Sztter vi g = fopﬂ, Har vi
g(X,],-..,Xm) = f(X/J,).

En kontinuert funktion af én variabel kan sdledes uden videre

fortolkes som en kontinuert funktion af flere variable, Hvis T

kun er defineret pa et interval I, vil fOPM vere defineret pa
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puﬁq(l) og afbilde denne mengde ind i R (eller i &).

8.17. Vi skal i dette afsnit betragte en mesngde M, samt to
metriske rum T, = (M,dist1) og T, = (M,distz) med M som under-
liggende mzngde.

8.17+1. Definition. Rummene T, og T, kaldes okvivalente,
og vi skriver T1 ~ T2, nar fglgende betingelser er opfyldt.
K,(a,8))

Va € M VYVr >0 3s > O (Kz(a,r) ) K1(a,s)),

=

nwJ

Va €M Vr >0 3s >0 (K1(a,r)

8.17.2. Sz=tning. Rummene T, og T, er =kvivalente, hvis og
kun hvis deres topologier Uﬂ og U2 er ldentiske.

Lad os f¢rst antage, at T1 og T2 er akvivalente. For a € M be-
tragter vi en omegn U € Uq(a). Ifglge definition af omegn indeholder
U en kugleomegn K1(a,r), og if¢glge den fgrste betingelse 1 8.17.1
indeholder denne en kugleomegn Kz(a,s), hvilket medfgrer, at
U € Uz(a)° Tilsvarende vises, at U € ﬁz(a) =U € 31(a), og der-
med er det vist, at U1 og U2 er identiske. Lad os nu pd den anden
side antage, at ﬁ1 = Ug. For enhver kugleomegn K1(a,r) gelder
K1(a,r) € U1(a) = ﬁg(a), og K1(a,r) indeholder derfor en kugle-
omegn K2(a,s)o

Vi kan foretage en klasseinddeling af msngden af metriske
rum T = (M,dist) med den givne ma@ngde M som underliggende m&ngde,
idet vl regner to metriske rum til samme klasse, hvis og kun hvis
de har samme topologi (altsd ved at '"sortere" de metriske rum
efter dens topologi). Relationen T1 ~ T2 er ifglge setning 8.17.2
ensbetydende med, at T1 og T2 tilhgrer samme klasse ved denne
inddeling. Heraf f¢lger, at T1 ~ T2 virkelig er en mkvivalens-
relation.

Begrebene kontinuitet og grenseverdi kan, som vi har set,

defineres ud fra topologien uden anvendelse af afstandsbegrebet,
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og erstatning af afstandsbegrebet med et andet, der giver et
metrisk rum skvivalent med det givne rum T vil derfor ikke a&n-
dre noget ved kontinuitet af afbildninger af T eller ind i T og
heller ikke ved konvergens af punktfglger i T. Derimod afh&nger
fundamentalf@glgebegrebet pa vesentlig made af afstandsfunktionen,
og fuldstendighed (se definition 8.10.1) bevares ikke altid ved
overgang til skvivalente rum (se opgave nr. 20).

8.18. Vi betragter nu endelig mange metriske rum

TM = (Mﬂ,distu), = 1 yeeayl,

og vi ¢nsker at definere et afstandsbegreb pa produktmengden

M:M1 X ose0s XMm9

for hvis elementer vi benytter afkortede x = (x1,...,xm). Vi de-

finerer
1 2
dist(x,y) =\/<§E: dist#(xu,yu)> >°
p=1
Det er klart, at den sé&ledes definerede funktion dist tilfreds-

stiller 1)-3) i definition 8.2.1., For at vise trekantsuligheden,

foretager vi udregningen
(dist(x,y) + dist(i,g))z - (dist(_;g,_g))2 =
2
, 2 . . 2
<¢(z<dlst“<xﬂ,yu>> ) \/(Z(dlstu(yu,zu))z)> - s(aist ,(x,,5,)) =

)%+ (distu(yu,zu))z - (dist (x ,z ))2> +

2<<dlStM<XM’y SN

L

3/<2(distu(xu,yu))2 Z(distu)yu,zu))2> =
Z((distu(x“,yu) + distu(yu,zu))z - (distu(xu,zu))2> +

2 .
- 3di dist (y .
(y 92 )) > ist (x sy ) is ( s Z ))

Her er udtrykket i nastsidste linie » O, da trekantsuligheden

2<V<2(distu(x#,yu))zz(dist
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gelder for hver distu, og udtrykket i sidste linie er 2 O p&

grund af Cauchy-Schwarz' ulighed.

Vi har sdledes defineret et metrisk rum T = (M,dist). Det

kaldes det metriske produktrum af T1,...,T2, og vi skriver

TzT X soe XT.
1 m
Vi kunne ogsé indfgre andre afstandsfunktioner p& produkt-

mengden M. Det er sdledes let at se, at hver af de fglgende to

funktioner

i

dist'(x,y) = sup {dist(xugyu) | we 51,e--,m3},

m
dist"(x,y) = E:dist(xu,yﬂ)

u=1
tilfredsstiller 1)-4) i definition 8.2.1, og vi far siledes end-
nu rummene T' = (M,dist') og T" = (M,dist") med M som underlig-
gende mazngde. Vi har nu T ~ T' ~ TV, Det ses nemlig umiddelbart,
at

dist'(x,y) ¢ dist(x,y) ¢ dist"(x,y) < m dist'(x,y),

hvilket for kuglerne K'(x,r), K(x,r), K'(x,r) medfgrer, at

Ki(,E:P) 2 K(ZC.’P) 2 K”(_}S’P) 2 K'<2§_9%>°
Rummet R™ er netop det metriske produkt R x ... x R med m

faktorer. Rummene RT og Rg (se 8.6) er mengden R" med afstands-
funktionerne dist' og dist" ovenfor. Vi har derfor R© ~ RT ~ Rg.
8,19, Lad T = (M,dist) vere et metrisk rum. Afbildningen
dist : M x M ind i R kan opfattes som en afbildning
dist T x T ind i R,
og det bevirker, at der er mening i fglgende satning.
8.19.1. Sstning. Afstandsfunktionen dist er kontinuert.

Idet T" = (M x M,dist"), hvor dist' er den ovenfor omtalte

afstandsfunktion, defineret ved

dist"(x,y) = dist(x1,y1) + dist(xz,yz),
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far vi for (x1,x2) €M x M, (y1 x yz) €M x M, at
aist"(x,y) + dist(x1,x2) = dist(y1,x1) + dist(x1,x2) + dist(xe,yz
> dist(y1,x2) + dist(xz,yz) > dist(y1,y2),
eller
dist(y1,y2) - dist(x1,x2) < dist'"(x,y).
Da vi her kan lade x og y bytte roller, far vi endda
Idist(y1,y2) - dist(x1,x2)| ¢ dist"(x,y),
hvilket viser, at afbildningen dist:T" ind i R er afstandsfor-
mindskende og derfor kontinuert.
8.20. Vi betragter L4 metriske rum
8, = (M1,dist1), 8, = (M2,dist2), T, = (N1,Dist1), T, =
(N,, Dist,),
samt afbildninger
£.:8, ind 1 T,.

£,:8, ind i T1, 55, 5

171
Vi definerer da en produktafbildning

f = f1 X f2 : S1 X 82 ind i T1 X T2,
idet vi ganske simpel for Xy € 81, X5 € 82 setter
f(x1,x2) = (f1(x1),f2(x2)) €T, x Tye

8.20.,1, Sztning. Hvis f1 er kontinuer i a, € SJl og f2 er
kontinuert i a, € 8,, da er f = f, x f, kontinuert i (a1,a2).

I stedet for S1 x 8, og TJ| x T, betragter vi de dermed
gkvivalente rum 8' = (M1 X Mz,dist'), T' = (M1 X M2,Dist'), hvor
dist' og Dist' defineres som dist' i 8.18. Vi satter
f(a1,a2) = (b1,b2). Lad nu U vere en vilkarlig omegn af (b1,b2). |
Da vil U indeholde en kugle K'(b,r) = K(b,,r) x K(b,,r). Nu er

-1 ~1 -1

f (K1 (b1 ’I') X K2(b2,r)) = f1 (K1 (b1 ,I')) X fe (KZ(bZ’P))’
og da f1 og f2 er kontinuerte, har vi et s > 0, sdledes at

~1 ~1
£y (K, (b, ,r)) x £, (Ky(by,r))

og denne sidste omegn er indeholdt i f_1(U). Dermed er kon-

nJ

K1 (8-1 QS) X K2(8.2,S),
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tinuiteten af £ bevist.

2 defineret ved

Specielt er en afbildning £:2° ind i B
f(x1,x2) = (fq(x1),f2(x2)), hvor f1:R ind i R og fZ:P ind i R
er kontinuerte afbildninger. Saledes definerer
yy = x12 - 2x1 + 2, Vo = sin2x2 - CO8X,
en kontinuert afbildning £:R° ind i R°, idet vi setter
£(x,,%5) =(y,,5,)
8.21. Regneoperationerne +,-,* er afbildninger af
R x R = k% pa R, f.eks.
¢:R2 pad R defineret ved @(x1,x2) = X, + X,
¢:§2 pa R defineret ved ¢ (x1,x2) = X, %,
8.21.1. Setning. Afbildningerne ¢ og ¢ er kontinuerte.
Beviser for denne sztning er nzsten kendt fra gymnasieun-
dervisningen, hvor de forekommer i en 1lidt zndret skikkelse som
bevis for konvergens af sum og produkt af talfglger. Vi viser
fgrst sstningen for op.
Vi betragter et fast punkt (x1,x2) € %° med billede Xy + Xy
For r > O har vi
o7 ROy = L) | 1wy by -y - | <)
Nu er

Uzi(y1,y2) ly1“x1|<§'/\ly2”xgl<£—;

en omegn af (x1:X2), og for (y1,y2) € U far vi
- - - - L., xr_
g+ vp =z =%l Sy -x I+ lyp =%l <5+5=7,
hvilke t viser, at ¢—1(K(x1 + xg,r)) 2 U, og dermed har vi vist,
at ¢ er kontinuert i (x1,x2).
Vi viser dernzst, at ¢ er kontinuert i (x1,x2) € %%, For
0 < r <1 petragter vi
-1 " _
b (K(xy%5,0)) = U(yyevy) | vy, - xx, | < rls

Idet vi velger s som det mindste af tallene

%(|X1[ + 1)”1r og %(ngl + 1)—1r, er
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U= {(7y555) | lyy=x, | <8 A lyo=x,| < sd,y
er U en omegn af (x1,x2) og for (y1,y2) € U far vi

Iy vomxy x5 | = |y (3o-%5) + x,(34-%,) | €

lyy I lyo=x, 1 + Izl My =%, | < (lxy [+8)s + |x,ls ¢ dregr
hvilket viser, at ¢—1(K(x1x2,r)) 2 U, og ¢ er derfor kontinuert
i (x1,x2).

Lad k vere et reelt tal. En afbildning x : R ind i 2° defi-
neres ved x(x) = (k,x). Afbildningen x er isometrisk og derfor
kontinuert. Den sammensatte afbildning ¢gox : R ind i R er da
kontinuert. Nu er gox(x) = ¢(k,x) = kx, Altsd er den ved kx de-
finerede funktion kontinuert. Dette i forbindelse med satning
8.20.1 giver, at (x1,x2) - (x1,—x2) definerer en kontinuert af-
bildning af &2 pa sig selv, og deraf fglger igen, at den ved
x,-x, definerede afbildning 12 pa R er kontinuert.

8.21.2. Setning. Den ved f(x) = % definerede afbildning
£ : R\ {0} pa & \ {0} er kontinuert.

Bevis: For x 4 0 og |h| < T%T er U = ]% - Ihl,% + ||l en
kugleomegn af x, og vi far let

f_1(U) = ]ﬂ+f£lx ’ 1-ﬁhlx[’

hvilket ¢jensynlig er en omegn af x. Alts&d er f kontinuert.

Det fglger af satningerne 8.21.2 og 8.20.1, at (x1,x2} -
(%“,xz) definerer en kontinuert afbildning af det delrum af Rz,
1
hvor x, £ 0 p& sig selv, og s@tning 8.21.1 giver derefter, at
den ved % definerede funktion er kontinuert pad det samme delrum,

8.22, Lad

i1

S = (M,dist), TM (N#,dist“), U= 1yeee,m

T1 X oee X Tm vaere det metriske

1}

vere metriske rum, og lad T
produktrum. En afbildning
f:8ind 1 T
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definerer m koordinatafbildninger

puoi : S ind 1 T#’

hvor p# er den ved

pu(xﬂ,...,xm) =%,
definerede projektion pﬂ ¢ T ind i TM' Har vi omvendt givet m
afbildninger fM 1 S ind 1 TM’ kan vi definere £ ¢ S ind 1 T, idet
vi smtter

£(x) = (£4(x),.00,F (%)),

og vi har da fu = p of for hvert u. Vi udtrykker denne sammen-

7
hang ved at skrive f = (f1,...,fm).

8.22.7. Setning. Afbildningen f er kontinuert, hvis og kun
hvis alle koordinatafbildningerne f“ er kontinuerte.

Det ses umiddelbart, at pu er afstandsformindskende og der-
for kontinuerte. Altsd vil kontinuitet af f medfgre kontinuitet
af £ = puog. Lad os nu omvendt antage, at f1""’fm er kontinu-

7
erte. Vi gir nu over til det i 8.18 indfgrte rum T', som er &kvi-

valent med T. En kugleomegn af f£(x) = (y1,.,.,ym) = y er da gi-
vet ved

K'(Xyl:) = K1 (Yx, ,1") X o'.’- X Km(ymyr'):
og vi far derfor

e (g,r))

og dette er en omegn af x, da det er fazllesmsngde for m omegne

]

-7 -
£ (K, (v5m) 0 e a2 (K (3 07),

af x.
8.22.2, Setning. Hvis S er et metrisk rum, og £ ¢ S ind i
R samt g : S ind i R, da er f+g, f-g og fg ligeledes kontinuerte.
Endvidere er % kontinuert i alle de punkter x € 8, hvor f(x) 4 0.
Afbildningen fg er nemlig identisk med ¢o(f,g), hvor Y er
den i satning 8.21.1 omtalte afbildning. Analogt for de g@gvrige

tilfslde,
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8.23., Vi gar nu over til at omtale en rakke satninger, som
gelder for vilkérlige topologiske rum, og vi vil i fgrste om-
gang rette opma&rksomheden mod det 1 slutningen af 8.15 omtalte

begreb basis. Lad os tanke os, at vi for et topologisk rum T =

(M,U) har en afbildning B : T ind i D(D(M)), som til hvert
punkt a € T knytter en basis B(a) for mezngden U(a) af omegne af
a. Af betingelserne o1) - 05) i 8.11 fremgar, at mzngden B(a)
for ethvert a € T har fglgende egenskaber

b1) B(a) £ 0.

b2) VU € B(a) (a € U).

b3) VU, ,U, € B(a) 3V € B(a) (V ¢ U, nU,).

bh) YU € B(a) IV € B(a) Yo € V W € B(b) (W ¢ U).
Piguren illustrerer den 1idt ubehageligt
udseende betingelse bl. Det viser sig nu,
at en tilordningslov B : M ind i D(D(M)),
som tilfredsstiller b1) - bL), omvendt al-

tid bestemmer en topologi pad mengden M,

idet vi har fglgende sztning.
8.23.1. Sgtning. Lad M vere en mengde, og B ¢ M ind i
D(D(M)) en tilordningslov, der tilfredsstiller b1) - bL). En ny
tilordningslov U ¢ M ind i D(D(M)) defineres ved, at U(a) skal
indeholde netop de delmengder af M, der har en delmzngde, som
tilhgrer B(a). Da er U en topologi pa& M, og for hvert a € M er
B(a) en basis for U(a). Endelig er O mzngden af de &bne mangder
i (M,b),
Vi skal fgrst vise, at U tilfredsstiller o1) - o5) i 8.11.
Vi ser, at 03) er en umiddelbar fglge af dor definition U{a),
medens o1), 02) og oly) fglger af samme definition i forbindelse
med b1), b2) og b3). For u, € U(a) eksisterer U € B(a) med U ¢ Uy

og vi kan efter bl) vaelge et tilsvarende V, s& vi for b € V har
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=

WeB(®) med WgUcg Uy, hvilket viser, at 05) er opfyldt. At
B(a) er basis for U(a) fremgar umiddelbart af definitionen.

8.24, Vi skal nu nermere diskutere punktmangder i et topo-
logisk rum, og 1 denne forbindelse indfgrer vi en rekke begre-
ber, der er af betydning for de fglgende undersggelser vedrgren-
de matematisk analyse. Vi indleder med en definition.

8.24.1. Definition. Lad T = (M,U) vere et topologisk rum,

og lad A ¢ M vere en punktm®ngde i T. Et punkt a € A kaldes g}

indre punkt i A, hvis og kun hvis A € U(a). Mengden af indre

punkter i A kaldes det indre af A og betegnes A. En mangde
0 ¢ M kaldes &ben, hvis og kun hvis O = O.

Da A € U(a) medfgrer a € A gplder trivielt A ¢ A. Vi har
igvrigt:

8.24.2, Setning. A er &ben.,

For a € & gmwlder A € U(a). Ifglge 05) i 8.11 har vi da en
omegn V € U(a), sdledes at b € V medfgrer A € U(b), altsd b € U,
Da dette gmlder for alle b € V har vi V ¢ A, og dette sammen
med V € U(a) medfgrer ifglge o03) i 8.11, at A € U(a). Dermed er
s@tningen vist.

8.24.3. Sgtning. Mengden O af &bne mengder i T = (M,U) har
fglgende egenskaber

81), €0 A M €0,

42). For en vilkarlig familie ij | 5 €31 ¢ 0 gelder

Uo. ed
jeg J

83). AT 0, € 0 A O, € 0 fglger 0, n 0, € 0.
Egenskaben &1) er triviel, Af

a€lo,=0
jeg d
Tglger, at der eksisterer et j € J med a € Oj' Da Oj er aben, er

0,

j € U(a), og da 0 > 0, gzlder ogsd 0 € U(a), altsd O &ben. Af
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a € O1 n 0, fglger a € O1 A a € 02. Da O1 og 02 er abne, fdlger
heraf 0, € U(a) A0, € U(a), altsd efter ol) i 8,11 ogsa
0, N0, € U(a), hvilket viser, at 0, N0, er &ben.

8.2L.4, Smtning. Lad a vare et punkt af T. Vi har da
VU(U € U(a) «= 30 € 0(a € 0 ¢ U)).

Af a € 0 fglger 0 € U(a), og af U 2 0 ved 03) fra 8.11, at
U € Ua, hvormed inklusionen « er bevist. Til U € U(a) svarer
Vv € U(a), sdledes at vi for ethvert b €V har U € ﬁb’ hvilket
netop betyder, at alle b é V er indre punkter i U, altsd, at
V ¢ B. Dette i forbindelse med V € U(a) giver Ue U(a). Dermed
er = bevist, idet vi velger O = ﬁ, som er aben ifglge s:tning
8.24.2,

8.24.5. S@tning. Mzngden af &bne mengder, som indeholder
punktet a € T, er en basis for U(a).

De &bne mzngder, der indeholder a, tilhgrer U(a), og be-
tingelsen i s@tningen 8.2L..L viser netop, at disse mezngder ud-
gg¢r en basis i henhold til definitionen i slutningen af 8.15.

8.2t.6. Setning. VO € 0, VA ¢ T(0 ¢ A =0 ¢ 4).

Af a €0 ¢ A fglger nemlig A € U(a), altsd a € &,

8.25. Af smtning 8.2L.5 fremgar, at topologien U pa det
topologiske rum T = (M,U) er helt bestemt ved systemet O af &b-
ne m@ngder. Denne sammenhang forstsrkes yderligere i kraft af
fglgende smitning.

8.25.1. Setning. Lad M vare en msngde og O et system af
delmsngder af M, siledes at betingelserne &1), &2) og 43) i s®t-
ning 8.24.3 er opfyldt. Der eksisterer da netop en topologi U
pa M, sdledes at O netop er mmngden af &bne mzngder i det topo-
logiske rum T = (M,U).

Af sztning 8.24.4 fremgar, at T = (M,U) vil medfgre at af-

bildningen U er defineret ved den i denne getning anfgrte rela-



tion, og topologien U kan derfor hejst velges péd en made. For
a € M definerer vi en delmmngde B(a) ¢ O ved, at 0 € 0 skal til-
heore B(a), hvis og kun hvis a € 0. Mzngden B(a) vil da tilfreds-
stille betingelserne b1) - b4d) i 8.23 og séledes ifelge 8.23.1
definere en topologi U. For 0 € O og a € 0 har vi da 0 € U(a),
hvilket viser, at O er Sben i topologien U. Lad nu A ¢ M vare
en 8ben mxngde i topologien U. For hvert x € A kan vi vmlge
0(x) € B(x) ¢ 0, s&ledes at O(x) ¢ A, Vi har da A = | O(x), og
da O tilfredsstiller &2) i smtning 8.24.3, medferer giﬁfe, at
A€ D, Dermed er smtningen vist,
Setning 8.25.1 viser, at et topologisk rum ogsd kan define-
res ved hjelp af dets abne mengder, og vi skriver da T = (M,b).
Vi kan udnytte de &bne mengder til formulering af en serlig
smuk kontinuitetsbetingelse:

8.25.2, Setning. Iad 8 = (M1,O1) og T = (Mg,b2) vare topo-
logiske rum, En afbildning £ : S ind i T er kontinuert, hvis og
kun hvis fwlgende betingelse er opfyldt:

vo € b, (£7(0) € 0,).

Hvis f er kontinuert og x € f-1(0) gelder f(x) € 0, altsi
0 € ﬁé(f(x)), og pé& grund af kontinuiteten f"1(0) Ejﬂa(x), altséd
f~1(0) dben. Lad nu omvendt f tilfredsstille betingelsen, x € S
og y = f(x)€ T, For U€ U2(y) eksisterer 0 € 02 med y€ O0¢ U,
og vi har da f—1(U) 2 f—1(0), hvor f"j(O) € 0%, Altsd gelder
£71(U) € U1(X), hvilket viser, at f er kontinuert.

8.26. Vi indferer endnu nogle nye begreber:

8.26,1. Definition. Lad T = (M,U) vare et topologisk rum.
Tad A ¢ M vere en punktmsngde i T, og lad (A = M \ A vere komple-
mentermengden til A, Det indre %A af (A kaldes det ydre for A,
0og punkterne i &A kaldes ydre punkter for A. Mengden A =(f:A kal-

des afslutningen af A og punkterne i A kaldes kontaktpunkter for




[o]
A, Mongden oA = E \ A kaldes randen af A. En msngde F ¢ M kaldes

afsluttet, hvis og kun hvis F = F.
8.26,2, Swtning. De afsluttede mengder er netop komplementsr-

mzngderne til de 8bne mmngder (og omvendt).

Definitionen af E giver CK = EA. Er nu K = A, giver denne
ligning CA = Cﬁ, altsd (A dben. Er CA 8ben gmlder (A = Ca = CL,
altsd A = K og derfor A afsluttet.

8.26.3. Swtning., {4, o4, EA} er en klasseinddeling af M.
Endvidere gwlder A c A c K. Pn mengde er &ben, hvis og kun hvis
randen er delmengde af komplementsrmzngden, og afsluttet, hvis
og kun hvis randen er delmsgngde af selve mengden.

Vi ved allerede, at i c A, altsé &A - CA, hvilket medfeorer
cCa 2 CCA = A, eller & 5 A, Resten af smtningen felger umiddelbart.

For en plan punktmengde, der begrenses af en randkurve, stem-
mer begreberne indre, ydre og rand med disse ords anskuelige be-
tydning. Mengden er afsluttet, hvis hele randen herer med til den,
men &ben, hvis intet randpunkt herer med, Hvis en mgte delmsngde
af randkurven herer til mengden, men resten ikke, er den hverken
dben eller afsluttet,

Den tomme mzngde og hele rummet er bade &bne og afsluttede.

I R har delmsngden Q hverken indre eller ydre punkter, og<3Q = R,
Delmxngden % € R er identisk med sin rand.

8.26.4, Swtning. A er afsluttet.

Komplementermengden %A er nemlig &ben.

8.26.5, Sgtning. Msngden F af afsluttede mengder i T = (M,U)
har felgende egenskaber,

1) e P AMe b

£2). Por en vilkérlig familie {F. | j €J} ¢ F gelder

5 |
N F, ek
jE€g J
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£3). Af P, €F/\F2 € F folger F,U P, € F.

Dette folger umiddelbart af sztning 8.24.3% ved overgang
til komplementsrmsngderne.

8.26.6. Swtning. VF €F VA ¢ M(F D A = F 2 K)

Dette felger umiddelbart af sstning 8.24.6 ved overgang til
komplementermengderne.

8.26.7. Swtning, VACM, VBcM (EuB=2ZXvu J).

Da U B er afsluttet og & U B > A gwlder ifslge swtning

8.26.6, at A U B > A. Analogt fé&s . U B 2 B. Men s& gmlder

ogsd AU B2 Au B, PAa den anden side er & u B afsluttet, sé

Iy

Eu B Au B medferer Au B AU B, Dermed er sstningen bevist.

8.27. Vi skal vise nogle smtninger vedrerende sammenhsngen
mellem konvergens og kontinuitet pé den ene gide og afsluttet
mengde og afslutning pd den anden side.

8.27.1. Swtning. Lad T = (M,U) vere et topologisk rum og
Agc M, Hvis (an) er en punktfelge i A, som er konvergent i T
med grensepunkt a, gxlder a € X,

I modsat fald gjaldt a € EA, og a ville da have omegnen
EA, som ikke indeholder noget element af folgen (an).

8.,27.2. Sstning. Lad S og T vere topologiske rum, En af-
bildning f:S ind i T er kontinuert, hvis og kun hvis det for
enhver afsluttet mengde F ¢ T gwlder, at 1) c 8 er afsluttet.

Ved hjmlp af relationen £~ (F) = Cf~ (CF) felger swtningen
umiddelbart af sstningerne 8.25.2 og 8.26.2.

8.27.3. Smtning. Lad S og T vare topologiske rum og f:8 ind
1 T en kontinuert afbildning. Da gslder

VA ¢ 8 (f{a) ¢ EZX;).

Mengden F = f(A) er afsluttet., Ifolge setning 8.27.2 er

f-1(F) afsluttet. Af F o f(A) felger f-j(F) > A, altsd efter
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s@tning 8.26.6, at f"1(F) 2 K, hvilket medfgrer F o f£(X).
8.28, Vi slutter med en problemstilling, der specielt ved-—

rgrer afbildninger med en dispositionsmzngde, som er et metrisk

rum,

8.28.1. Definition. En mengde A ¢ T, hvor T er et topolo-

gisk»rum , kaldes overalt tet i T, hvis og kun hvis & = T.

Dette er ensbetydende med, at EA = @, og derfor ogsi med,
at enhver &ben mangde O ¢ T indeholder punkter af A.

8.28.2. Sztning. Lad S vare et topologisk rum og T et me-
trisk rum. Hvis £ ¢ S ind 1 T og g ¢ S ind i T er kontinuerte
afbildninger, som p& en punktmasngde A ¢ S tilfredsstiller

vx € A (£(x) = g(x)),

1l

da gelder
£(x)).

Ved sammensatning af afbildningerne

vx € E (f(x)

It

(f,g) : Sind i T x T og dist : T x T ind 1 R
fas den ifglge smtningerne 8.22.1 og 8.19.1 kontinuerte afbild-
ning

disto(f,g) : S ind i R,

som afbilder x € S i den reelle vardi dist(f(x),g(x)). Nu er
{0} € R en afsluttet mmngde, og ifglge s=tning 8.27.2 er dens
originalmengde ved disto(f,g), altsid mangden

F=f{x | dist(f(x),e(x))} = {x | £(x) = g(x)]
afsluttet, og ifglge det givne gelder F D A. Sztning 8.26.6
giver da F D K, alts& f(x) = g(x) for x € A,

8.28,.3., Smining. Lad 8 vere et topologisk rum, A en punkt-
mangde, som er overalt tet pd S, og T et metrisk rum. Hvis de
kontinuerte afbildninger £ : S ind i Tog g ¢ S ind 1 T opfyl-

der ligningen f(x) = g(x) for alle x € A, da er £ = g.
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Dette er blot et specielt tilfalde af saztning 2.28.2. Set-
ningen benyttes, nar man ¢nsker at udvide gyldighedsomradet for
en ligning mellem kontinuerte funktioner til punkter, 1 hvilke
beviget for ligningen har svigtet. Et.eksempel pa en sé&dan ud-
videlse mgdte vi i forbindelse med den dekomposition af brudne
rationale funktioner, vi benyttede i integrationsteorien (se

608)0
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T

For x € R, y € R setter vi

dist(x,y) = Fa _i-x .

Vis, at den sdledes definerede funktion dist tilfredsstiller

betingelserne 1)-4) i definition 8.2.1.

2., For x € R, y € R sztter vi

5.

aiet(n,y) = T

Vis, at dist ikke tilfredsstiller trekantsuligheden (forsgg

med x = 0, y = 1 og velg z meget stgrre end 1).

For punkter x = (x1,x2) og ¥ = (y1,y2) i planen definerer
vi

dist(x,y) = |y1—X1|+ lyg"XZl-
Vis, at 1)-4) i definition 8.2.1 er opfyldt., Tegn kugleom-
egnen K(0,1), hvor 0 = (0,0)., Tegn den stgrste kugleomegn
af (£,0), som er delmengde af K(Q,1) og den stgrste kugle-

omegn af (1,1), som ikke har punkter felles med K(0,1).

Samme spgrgsmdl som 1 opgave nr. 3, men med afstandsdefini-
tion dist(x,y) = sup §|y1—x1|, ly2—x2| og med punktet (1,2)

i stedet for (1,1) i sidste spgrgsmal.
I R™ velges et talsst ) med || = 1. Desuden velges et reelt

tal p. Punktmengden

iz | 2z =0}
kaldes en hyperplan. Vis, at hyperplanen indeholder netop
et punkt med norm |p| og at alle andre punkter i hyperplanen
har norm > |p|. Vis, at |A*y - p| for ethvert y € R™ angiver
den mindste verdi af afstanden fra Yy til et punkt i hyper-

planen.

Angiv sidel:ngderne og cosinusserne til vinklerne 1 den tre-
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7.

10.

11.

kant i Ru, hvis vinkelspidser er (0,1,1,2), (0,4,5,2) og
(1,2,2,6).

De tre i 8.7 definerede afstandsfunktioner er alle definerede
pa mzngden 1 af absolut konvergente talfglger. Vis, at de

pé& denne mzngde tilfredsstiller betingelsen

dist(a,b) < i - all < di8t1 (a,b),

og at forholdene |b - all:dist(a,b) og dist1(g,g):|g - all for
passende valg af talfglgerne g og b kan blive si store, man
gnsker det.

I Hilbert-rummet betragtes enhedskuglen K = {a | llall < 1}.
Vi definerer en afbildning f:K ind i R, idet f(x) for x € R
skal vaere det trediestgrste element i fglgen (Ixnl). Przci -
ser selv meningen med "trediestgrste'". Angiv billedmengden
£(K).

Lad g = (a1,a2,.,.) vere et punkt af R”. Vi definerer en
punktfglge (gn), idet vi smtter g = (a1,,..,an,O,O,...).
Vis, at (g,) - a i R,

Vis, at de i 8.7 definerede metriske rum lb og 1a er fuld-
stendige.

I rummet 1y (se 8.7) betragtes en konvergent fglge (gn) > a,

hvor a
-n

hver af fglgerne (anq) (fast n) er konvergente, og vi beteg-

= (an1,an2’o.o) Og é_ = (a1 ,8.2,..,.)9 Det antages’ at

ner grznsevardien af (anq) med b . Vis, at (an) og (bn) er
konvergente med samme graznsevardi. (Svarende til e > 0 vmlges

a | < £ for alle q. Her

N, sdledes at n > N sikrer at |a__ - <
= nq q' =3

foretages granseovergangen q — «, og det ses, at (bn) konver-
gerer mod en grenseverdi a. Dernmsst vazlges et fast n 2 N, og

det vises, at |a_ - al| ¢ | e, hvorefter pastan-

q
den let bevises ).

2
g " bn' + 5
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12.

13

14

15+

16,

17

Vis ved hjzlp af resultatet i opgave 11, at de konvergente fgl-

ger 1 rummet 1b udggr et fuldstzndjgt delrum.

Bn afbildning U : N ind 1 D(D(H)) defineres ved, at U(n) for
n € N indeholder netop de delmaengder af N, som omfatter alle
divisorer i n. Vis, at D = (N,U) er et topologisk rum. Tallet
1 tilhgrer enhver omegn i rummet ﬁ, og intet andet tal har den-
ne egenskab.
En afbildning U1 : N ind 1 D(D(})) defineres ved, at U(n) for
n € N indeholder netop de delmengder af N, som omfatter alle
naturlige tal med n som divisor. Vis, at f = (N,U) er et to-
pologisk rum. I dette rum er fazllesmazngden for endelig mange
omegne (af flere punkter) aldrig tom, men intet punkt er fal-
les for alle omegne.
En afbildning U : Z ind i D(D(N)) defineres ved, at U(n) for
n € 7 indeholder netop de delmmngder af %, som indeholder en
mangde af formen

fn+xp | x ez}, pekh.
Vis, at Zd = (Z,U) er et topologisk rum. Vis, at 2 forskellige
punkter n, € Zd’ n, € Zd eltid har omegne U, € U(n1) og

U, € U(n2) med U, nU, = D

Lad T vere et topologisk rum, som kun omfatter endelig mange
punkter. Vis, at ethvert punkt x € T har en bestemt omegn U(x),
som er delmsngde af enhver omegn af x. Vis, at U(x) er omegn
af ethvert punkt y € U(x).

Find for alle de afbildninger U : M ind i D(D(M)), som for en

mengde M med 2 eller 3 elementer tilfredsstiller betingelserne

ol - o5 1 8,11,



18,

19.

20,

21.

22,

23,

224-0

Vi skriver Arctg « = W‘og Arctg(-w) = - g. Vie, at

rof

dist(x,y) = |Arctg y - Arctg x|
er en afstandsfunktion p& mengden M = R U {w,~w}. Vis, at topo-
logien p& det metriske rum (M,dist) er identisk med topolo-
gien pd den udvidede tallinie R*.
Lad N* ¢ R* vere msngden N U {«}] opfattet som delrum, og lad
¢ : N* ind i R (eller ind i et metrisk rum T) vere en afbild-
ning. Vis, at ¢ er kontinuert, hvis og kun hvis fglgen (¢(n))

er konvergent med gransevaerdi ¢(e).

Vis, at det i opgave nr. 18 definerede metriske rum er fuld-
stendigt, men at det delrum, der fas ved at udelade 4o 0g ~oo,

ikke er fuldstendigt, sk¢gnt det har samme underliggende rum

og samme topologi som R.

Vis, at den ved o(x) = supilxnl n € N} definerede afbildning

¢ ¢ R” ind i R er kontinuert.

Den i1 8.7 omtalte mengde 1, der organiseredes som det metriske
rum la’ kan ogs& organiseres som et delrum lé c lb og som et

N, OO . ] » .
delrum 1h ¢ R . Vis, at la, lb og 1h har hver sin topologi,
og undersgg, om der er en fineste og en groveste topologi

blandt dem.

Led T vere et metrisk rum, og lad £ : T ind i R, v=1,00e,n
vere kontinuerte afbildninger. En ny afbildning £ : T ind i R
defineres ved

f(x) = sup {f1(x),...,fn(x)}.
Vis, at £ er kontinuert.

Lad T vere et metrisk rum og K et positivt tal. Lad fv L
ind i [-X,K] vere kontinuert afbildning. Vis, at den ved

f(x) = supva(x) | v e N}
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2h.

26,

27o

28,

29.

30,

definerede afbildning £ : T ind i R ikke for ethvert valg af

£ ,ees Vil vare kontinuert.

1952
Lad D betegne det i opgave 13 indfgrte topologiske rum, og lad
k vere et naturligt tal. Undersgg om de ved
k

f1(n) =n + k, f2(n) = kn, fj(x) = n

definerede afbildninger f  : D inda i D er kontinuerte.

Samme spgrgsmal med D erstattet med det 1 opgave nr. 14 ind-

fgrte rum M.

Vis, at den ved f£(X,y) = x'y, hvor x'y er det i 8.4 indfgrte

indre produkt, definerer en kontinuert afbildning f : R o« BT

ind i R.
En afbildning f : %° ind i R defineres ved
2 24=1
2 x,x, (x5 + x5)” for x40
f(;___c_)={ 1723 2
O for x = 0.
Vis, at de ved @b(x) = £(x,b) og wa(x) = f(a,x) definerede
funktioner alle er kontinuerte for alle x. Vis, at f(x) er

konstant p& rette linier gennem Q. Vis, at f£(x) er diskonti-

nuert i Q.

En afbildning f : %° ind i R defineres ved

xjxg(xf + XLQL)"JI for x 4 O

£(x) = |
O for x = Q.

Vis, at f er kontinuert for x 4 Q. Vis, at det for enhver ret

linie gennem O gzlder, at restriktionen af f til denne linie

er kontinuert. Skitser f—1(k) for forskellige k € R. Vis, at

f er diskontinuert i Q.

Vis, at man for det i opgave 13 indfgrte rum D for n € N kan

angive en basis B(n) omfattende et eneste element for nmengden

U(n).



Mato1 k] 1961 “62 M.A. 8. Opgaver 31 —39

31.

32,

33

3.

55.

36,

57

38

39.

Som opgave nr. 30, men for det i opgave 14 indfgrte rum .

Med 01 og 62 betegner vi msngderne af &bne mengder i R og R°.
Vis, at den ved f(x1,x2) = x, definerede projektionsafbild-
ning £ %% ind i R har fglgende egenskab

wo € 0, (£(0) €0,).
Lad O ¢ R vere en ikke tom, &ben mengde. Vis, at sup O ikke
er element af O. Lad F ¢ R vare en ikke tom, afsluttet mangde

med sup F < «, Vis, at sup F € F,

Angiv indre, ydre, rand og afslutning, og opgiv om eventuelt

dben eller afsluttet for hver af fglgende punktmezngder i RQ:
2 2 2 2

{(x1,x2) I X1X2:“ 01, E(X1’X2) I Xyt X _2\/(3(1 + Xz)b

2 2 2 ’
i(xj,x2) I x1(1 - x5 - x2) > 01.

Samme spgrgsmal vedrgrende fglgende punktmesngder i R:

{gg + ja + j; | psasr €N A p < qg<ri.
2

{x | cos x40 A IneEN (tg"x ¢ %);o
Samme spgrgsmal vedrgrende fglgende punktmengde i Ru (idet
vi skriver x = (x1,x2,x3,xu)):
2 2 2 2
fx | x; + x5 < 14 n x| x5 + X, < 1}
f(cos 2@, sin 2@, cos 30, sin 30) | ® € R}.
Samme spgrgsmal vedrgrende fglgende punktmengder i det i op-

gave 13 indfdrte topologiske rum D:
{13, {15}, fen | n e}, 2™ | nedy, ! | n e N

Samme spgrgsmél vedrgrende fglgende punktmengder 1 det i op-
gave 15 indfgrte topologiske rum Zd:
{151, {én | n € Z}, {6n | n € N},

Lad T vere et topologisk rum og F ¢ T en &ben mangde, men

en afsluttet mengde. Vis, at F \ 0 er afsluttet og

o o
<N
=93

aben.
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Lo,

L.

Ll-2o

L3,

Lh.

Lad A og B vare punktmezngder i et topologisk rum T. Vis re-
lationerne
(A UB) ¢ dA U 3B, 3(A nB) ¢ oA U JB.

Vejledning: Planens punkter kan inddeles i 9 klasser, nem-

lig de der er indre i bade A og B, de, der er indre 1 A og

randpunkter for B o.s8.v. Undersgg for hver af disse klasser
om dens punkter kan komme i betragtning som randpunkter for
A U B eller for A N B. Derved fas et ret kluntet bevis. Re-

vider det, s& det bliver s& kort og klart som muligt.
Lad F1 og F2 vere afsluttede punktmengder i1 et topologisk
rum T. Vis relationen

a(}:ﬂ,I n FQ) = (F2 n aF1) U (F1 n an).
Bevis fglgende logiske relation for to punktmzngder A og B
i et topologisk rum T:

AcB=(hcB AKgB).

Bevis fglgende relation for to punktmsngder A og B i et to-~

pologisk rum T:

ANBcAnB - K n B.

Angiv et eksempel for (f.eks. i R eller Rz), hvor mangderne

ANnNB, AnB, AnBog K NEB to og to er indbyrdes forskel-
lige.,
Bevis nedenstéende pastande vedrgrende punktmsngder 1 et
metrisk rum T = (M,U) = (M,0). Enkelte fejl (forkerte logi-
ske tegn, ombyttede kvantorer) har indsneget sig i de an-
fgrte relationer, og de skal selvfglgelig fogrst rettes.

a) Lad A vere en punkimzngde. Da gmlder

Va € T (a € E = 30 € U(a) (UnA$ @)).

b) Punktmasngden A er &ben, hvis og kum hvis

Va € T (a €A =30 (U€U(a) »U ¢ 4A)).
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Lé.
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c) For en punktmzngde A gmlder
Va € T (a € 0A « 3x € A 3y € (A VU € U(a)
(x €U Ay nU)).
d) For punktmazngder A og B gzlder
ENB=0¢+«vVaecTIEU(a) (UNA=B AUNB =0).

En kontinuert afbildning ¢ : R ind i R tilfredsstiller be
tingelsen
vk € R, ¥y € R (p(x+y) = o(x) + o(y)).
Vi sstter ¢(1) = k. Vis, at
vx € R (o(x) = kx).
(Vis fgrst, at ¢(x) = kx, ndr x er rational og benyt deref-

ter saztning 8.28.2).
Vanskeligere opgaver.

Vis, at potensrzkken Zanxn har konvergensradius r 2 1, nar
a = (ao,a1,...) er et punkt i R™ (bemsrk, at indices begyn-
der med O0). Vi definerer en afbildning £ : R™x]-1,1[ ind i
R, idet vi smtter
n
fa,x) = Sa, X .

Bevis uligheden

-2l
|£(k,x) - £(a,x)]| < VA—xZ)?

og vis dernm®st, at afbildningen f er kontinuert.

Vi betragter et metrisk rum T = (M,dist), i hvilket tre-
kantsuligheden gzlder 1 den forstzrkede form

dist(x,z) ¢ sup {dist(x,y), dist(y,z)}
for alle x,y,z € T. Vis, at en kugleomegn K(a,r) har fglgen-
de egenskab:

dist(x,y) < r, hvis x € K(a,r) og y € K(a,r)

dist(x,y) > r, hvie x € K(a,r) men y ¢ K(a,r).
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L8,

L9.

50.

51 e

b2,
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For r > O definerer vi en relation N idet vi for x € T,
y € T skriver x & ¥, hvis og kun hvis dist(x,y) < r. Vis,
at § er en gkvivalensrelation, og at #kvivalensklasserne
netop er kugleomegnene med radius r. Rummet T kan altsa

overdekkes med disjunkte kugleomegne.

Lad p vare et primtal. Ethvert rationalt tal a har ngjag-
tig én fremstilling p& formen a = ﬁ)%, hvor BEN ogya € VA
og % er uforkortelig. Vi satter |a|p = p Y. Vis de for

a,b € § gyldige relationer

laly ol = el , laspl < laly + bl

Plblp D p
(Skriv a = pfﬁ%%, b = pa? %s, og undersg¢g, hvilken potens
af p, der kan sazttes udenfor parentes i ab og a+b). Vi de-
finerer et metrisk rum Qp, idet vi s@tter

dist(a,b) = Ib-alp.
Vis, at dette rum far de i opgave 47 omtalte egenskaber,
og illustrer udseendet af en kugleomegn pa en tallinie, Vis,
at felgen (n!) bliver konvergent i Qp og angiv graznsevaerdi-
en.
Vis, at delmzngden {a | |la]l < 2} af R™ indeholder en fgplge
af indbyrdes disjunkte kugleomegne med radius 55.
Vis, at de ved ¢(z1,z2) =z, + 2, 0g ¢(z1,22) = z,2, defi-
nerede afbildninger af & x € ind i C er kontinuerte. For-

muler og bevis en tilsvarende s:tning om division.

Vis, at den ved f(z1,22) = 2z122(z$ + zg)_1 er en kontinuert
afbildning af delmmngden {(21,22) | z? + zg $ 0} af & x C
pa &, og bevis, at enhver omegn af (0,0) afbildes pa e.

Vi skriver Arctg o = g'og Arctg(=c) = - g} Vis, at (se MA 2,

opgave 12)
dist(x,y) = Arctg |y-x]
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er en afstandsfunktion pa mengden M = R U {w,-«}, og at den-
ne afstandsfunktion p& R er =zkvivalent med den smdvanlige
afstand. Hvilke mazngder bliver omegne af +w(0g af -w) i det
metriske rum (M,dist). Vis, at rummet (M,dist) ikke er fuld-
stendigt, og at det til R svarende delrum heller ikke er

fuldstendigt,

53, Lad M vzre en mengde og ¢ ¢ M x M ind i R en afbildning, som
opfylder betingelserne:
1) ¢(x,x) = O for alle x € M
2) o(x,y) > 0 for alle x,y € M

3) QD(X:QY)
L) o(x,z) < o(x,y) + o(y,z) for alle x,y,z € M.

o(y,x) for alle x,y € M

Rummet M kaldes da et pres-metrisk rum med pre-afstandsfunk-
tionen ¢. Vis, at ¢(x,y) = O er en mkvivalensrelation pa M,
og at det for to vilké&rlige klasser X og Y i den tilsvarende
klasseinddeling gmlder, at o(x,y) antager samme vmrdi for
alle valg af x € X og y € Y, saledes at vi kan definere
dist(X,¥Y) = o(x,y). Vis, at dist er en afstandsfunktion pa

mengden afl skvivalensklasser.

54, Lad M vare en mengde og T = (N,U) et topologisk rum. Lad
£: M ind 1 T vere en vilkarlig afbildning. For a € M satter vi
B(a) = { £7(0) | U €B(£(a)) }.

Vis, at afbildningen B har egenskaberne bl1) - bh) i §8.27%.
Vis, at f bliver kontinuert, ndr M udstyres med den ved B
bestemte topologi U, .

Eksempel: Vi valger M = R, T = &, £(x) = o1X, Vis, at
de p&4 (R,U,;) kontinuerte funktioner bliver de af de szdvan-
lige kontinuerte funktioner, der har 27 som periode (d.v.s.

de funktioner ¢: Rind i {, som tilfredsstiller betingelscn

v € R (olx - 27) = o(x))).
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56.

57,

MA 8. Opgaver 55 -~ 57

For x € ]O,%] indl®egger vi p& intervallet I = [0,1] et in-

terval af lengde k, dernzst 2 intervaller af lsngde %k,
dernzst L intervaller af lsngde %k, 0.8.V., sdledes at de
nye intervaller hele tiden placeres midt i de tiloversblev~

ne delintervaller (se fglgende skitse).

1 1 2 1 2 2 L
g8 L 8 5 8 I 8

R e e s ey . S e B s e e
1. 1 L 1 i

0 9k 3k k 9k 3k 9k 1

Vis, at processen virkelig kan fortsattes i det uendelige.
Foreningsmsngden af de indlagte intervaller, der skal vare
&bne, er en &ben mengde 0, og F = I \ 0 er en afsluttet
mengde. Vis, at enhver omegn af et punkt af F indeholder
uendelig mange punkter af F.
En afbildning g: 0 ind i I defineres, séledes at g

pé& hvert af de indskudte intervaller har den konstante ver-—
di, der er anfgrt pad skitsen ovenfor. Vi definerer dernmsst
en afbildning £: I ind i I, idet vi satter
O for x =0
£(x) = {

sup g(0n[0,x]) for x € Jo,1].
Vis, at f er voksende, afbilder I pd I og er kontinuert.
Vis, at £1F) = I, og udled deraf, at F ikke er numerabel.
Leeg merke til, at £ for k = % er konstant p& intervaller
med samlet langde 1.
Lad T = (M,U) vere et topologisk rum, og lad 0 og I vere
mgngderne af &bne og af afsluttede mmngder p& T. Vis, at
fglgende 3 udsagn er indbyrdes mkvivalente:

vx €T Vy €T 30 € U(x) (y ¢ U(x)).

vx € T ({x} € ).

Vx € T < N o= ixz> o

XE0ED
Undersgg om fglgende 2 relationer gmlder almindeligt for

punktmengder A og B i et topilogisk rum.
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59.

60,

61.

62.

MA. 8. Opgaver 57 - 62

EnBuAnBchAnB; AdBuAaAnBAnNnE,
For en msngde M foreligger en afbildning ¢: D(M) ind i
D(M) af mmngden af delmsngder af M ind i sig selv. Det an-
tages, atop opfylder fglgende betingelser:

1) o(8) =0,

2) vA € D(M) (o(A) 2 A A o(e(A)) = o(a)),

3) vA € D(M) vB € D(M) (9(AUB) = o(A) U o(B)).
Vi definerer nu en mengde O ¢ D(D(M)) p& fplgende méde:

vo € D(M) (0 € 0 = 34 € D(M) (o(a) = (0)).
Vis, at T = (M,0) er et topologisk rum med O som mzngden
af abne mengder, og at ¢(A) = A for alle A € D(m) .
Lad T vesre et topologisk rum og A en vilkarlig punktmzngde

i T. Vi definerer en punktmezngde A' (mengden af fortaztnings-—

punkter for A) pd fglgende méde:

Va €T (a € A" «=a €A\ (al).
Vig, at a € A', hvis og kun hvis enhver omegn af a inde-
holder et fra a forskelligt punkt af A. Vis, at A' er af-
sluttet.

Vig, at der eksisterer en numerabel, overalt tet punktmsngde

» OO

iR,

Svere opgaver.
Lad A vere en punktmezngde 1 et topologisk rum. Et punkt
a € A kaldes et isoleret punkt aff A, hvis der eksisterer
en omegn af a, der ikke indeholder noget fra a forskel-

ligt punkt af A.

Vis, at enhver afsluttet, numerabel mzngde i R har
et isoleret punkt.
Vis, at hvert element a i det i opgave L8 definerede to-

pologiske rum Qp har én og kun én fremstilling p& formen

1 2
(1) a = ;E (aO + 8,p + a,p Feee)s
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hvor 0 ¢ a, <p for v =0,1,2,.¢., 08 hvor den uendelige
rekke er konvergent i rummet Qp. Vis, at fglgen (anY bliver
periodisk. Man kan regne med disse udtryk pad lignende made
som med decimalbrgker, men med menteoverfgring mod hg¢jre.
Hvorledes udfgres division? (Pr¢v med taleksempler).

Vis, at regneoperationerne i Qp er kontinuerte med den
sadvanlige undtagelse for divisionens vedkommende., Visg, at
QP ikke er et fuldstendigt rum.

Vis, at regneoperationerne og definitionen af normen
Ialp pd naturlig made kan udvides til alle formelle udtryk
af formen (1), og at man derved far et fuldstandigt, metrisk
rum Q; med kontinuerte regneoprationer. Rummet Q; kaldes

rummet af p-adiske tal.
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Diffarentiable.funktionere

9.1. Vi skal viderefgre behandlingen af det 1 gymnasieunder-
visningen omtalte differentiabilitetsbegreb, og vi skal iszr in-
teressere os for generalisation af dette begreb til afbildnin-
ger af omrédder i flerdimensionale rum ind i hinanden.

Vi vil som i kapitel 8 anvende betegnelser som g =
(ayseeera )y X = (x1,..o,xm) for punkter i R™. En punktmengde af
formen

fa + tB} 1t €R}, B4 0

kaldes en ret linie, og B kaldes et retningsset for linien. Et-

hvert punkt 1 R™ undtagen O kan s&ledes ogséd fortolkes som ret-

ningssat. Er ||l = 1, kaldes B8 normeret. De specielle retnings-
set

_6_1 = (1 -O’O,nco,0,0)

o = (0,1,0,..0,0,0)

= (0,0,0,...,O,1)

kaldes basissaettene i R™. For x € & gmlder altid

(1) 2{_=X1_e_.1+ ...+Xm§.

9.2. Det komplekse m-dimensionale rum o™ pestar af alle kom-

plekse talsst gz = (21,.°o,zm), Z, = X, + iyu, = 1yeee,m med

lsngdedefinitionen
lzll = V(12 12 +ee 12, 1°),

og afstanden mellem z, og z, defineret ved ng - g1H. Vi define-

m 2m

rer en afbildning ¢ : T ind i R“", idet vi sztter

@<Z1,...,Zm>= <X1,.o;,Xm,y1,--.,ym).
Denne afbildning bliver isometrisk, og vi kan derfor benytte geo-
metrien i R4T pa &M, stiledes at det ikke er ngdvendigt at indfgre

en szrlig, kompleks geometri pd dette rum. Vi skal ikke g& dybt
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ind i differentiationsteorien ved afbildninger af komplekse rum,
men de mest elementere afsnit af teorien kan i nogen udstrek-
ning overfgres usndret, og vi kan med ringe besver opnd ret va-

sentlige fordele.

9.3%. Grundl=zggende for differentiationsteorien er begrebet

linesr afbildning.

9.3.1. Definition. En afbildning £ : ®" ind i & kaldes

linexzr, hvis og kun hvis
(2) vx,y € R" va,p € R (£(ox+rfy) = of(x) + BE(Z)).
Analogt defineres linearitet af f : o™ ind i Cn, idet o og B
tages komplekse. En afbildning af en delmazngde A ¢ " eller O™
kaldes linexr, hvis og kun hvis den er restriktion af en lineazr
afbildning.,

Af (1) fglger i det reelle tilfmlde ved gentagen anvendelse
af (2)

£(x) = x,£(gy) +oeor x L(eg)

og analogt i det komplekse tilfwzlde. Er nu BysesesBy punkter i
R™, da er pA den anden side den ved
(3) £(x) = XyBy teoet X B

en linesr afbildning £ : R™ ind i R™. Det ses, at der findes

netop 1 line®r afbildning, som afbilder basisvektorerne g,,...,&,

i hver sin givne billedvektor. Er nu

Y 4

_8_._/1'« ay/"...,aﬂn), ,U,=1,ouc’m,

kan (3) skrives

v = 1,ooo’n,

(

X ® & +
EY, 184y Feeet Xp8py

idet vi har sat £(x) = y.

R ind 1 R% og g @ R"

9.3.2, Setning., Hvis £ ¢ R

ind 1 RP er linemre, da er gof : R™ ind i kP linesr.

Vi har nemlig
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glaf(x) + pE(x)) =
agof(x) + BgoL(y).

I

gof(ax+pBy) = g(f(ax+py))
ag(£(x)) +Ba(£(y))

I kursus over algebra og geometri vil teorien for linezre

il

afpildninger blive behandlet under mere generelle forudsztnin-
ger og langt mere detal jeret. Ovenstiende korte bemzrkninger
vil vere tilstrskkelige som grundlag for vore undersggelser i
dette kapitel.

9,4, I gymnasieundervisningen indfgres begrebet grensever-
di af en funktion forud for begrebet kontinuitet, og en konti-
nuert funktion defineres som en funktion hvis funktionsverdi i
et punkt altid er lig med grznseverdien 1 punktet. Vi har ind-
fgrt kontinuitet uvathangigt af grasnsevardibegrebet, og vi kan nu
udnytte dette, idet vi kan definere grensevaerdi ved hjslp af
kontinuitet. I et senere kapitel vil vi generalisere gransever-
di begrebet meget vaesentligt og 1 denne omgang indfgrer vi da og-
s& blot et granseverdibegreb, der lige netop er tilstrakkelig
generelt til at kunne tjene som grundlag for en teori for d4if-
ferentiable afbildninger.

Lad 8 og T vare metriske rum og lad A ¢ S vare en vilkéf—
lig delmengde, For at vi kan tale om granseverdien i et punkt
a € 8 for en afbildning £ ¢ A ind 1 T, m& vi for det fgrste for-
lange en vis intim forbindelse mellem a og A. Nu er det vasent-
ligt for grensevardibegrebet, at det eventuelle billede af selve
punktet a ikke m& spille nogen rolle. Vi kraver derfor, at a er

kontaktpunkt for A \ {a}. Deraf fglger, at enhver omegn U € U(a)

indeholder fra a forskellige punkter af A. Hvis U f.eks. inde-
holder punkterne b,,...,b € A, som alle er 4 a, vil
U\ {b1,..,,bn} vere en omegn af a og derfor indeholde et punkt

bn+1 4 b, for V=1,...,n. Heraf fremgar, at omegnen U indehol-
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der uendelig mange punkter af A. Vi siger, at a er forteinings-
punkt for A. Et fortatningspunkt for A vil tilhgre A. Et punkt
b, der tilhgrer A uden at vere fortaztningspunkt for A, kaldes

et jsolzgres punkt 1 A. Det har en omegn, som ikke indeholder

L\ .

ardre punliter af A. Vi kan nu definere begrebet graensevaerdi:

i

9..1. Definitic Lad 8 og T vare metriske rum, A ¢ 35 en

delmengde og ¥ ¢ A dind 1 T en afbildning. Vi siger, at £ har

grenzenunktet ¢, ndr x gdr mod a pa& A, sé&fremt den ved

¢c for x = a
7 () = |

f(x) for x € A \ {a}l
definerede afbildning er kontinuert i a. Vi skriver da

{x) - c for x - a p& A

eller

Lim,f(x) = c.
TN
X—a
lengden A anfgres 1 betegnelsen, fordi f kan vere en ind-

T
plitesd

skrenkning af en afbildning af en mere omfattende mengde. Nar
der ikke cr Tare for misforstéelse vil vi udelade index A.

9...2. Snining. Den i definition 9.4.71 indfgrte gransevar-

di ¢ er entyaigt bestemt ved £ og A,
Dette folger umiddelbart af sstning 8.28,.3, idet A \ f{al

er en overalt et mengde pa delrummet A U {aE ¢ S.

=

9ol

Z
-+ O

Betnine, Lad U vere en omegn af A. Den i definition
9.4.1 omibalte afbildning £ vil have granseverdien ¢, nar x gar

G

mod a p& A. hvis og kun hvis den har graznsevardien ¢, ndr x gar

mod a2 & U N A

Dette fglger umiddelbart af. at det ved undersggelsen af
om f1 er kontinmert i a, er tilstrakkeligt at se pa de omegne af
a, der er delmsngder af U.

I det specioltilfelde, hvor T = R eller T = RP, rar vi sat-
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ningerne om regning med granseverdier som umiddelbare konsekven-
ger af satningerne om regning med kontinuerte funktioner.

9.5, Vi specialiserer nu, idet vi valger S = R* og T = K.
Generalicationen til komplekse rum vil vere helt umiddelbar, og
vi skal ikke ofre den nermere omtale, Vi betragter en mzngde
A ¢ ™ med punktet Q som fortmtningspunkt.

9.5.1. Definition. Med o(4;R%;1nl?), g € Z, betegner vi
mengden

fe? : A ina i B | || %e%(n) » 0 for b > 0 pa A},

Her er gq altsd en afbildning, og 1 betegnelsen gq er q

index og ikke exponent. Nar vi anvender betegnelser som gq, gﬁ,
gﬁb,.., for afbildninger skal det altid betyde, at de er elemen-

ter af o(A;R™;|n]|%) for passende A og n. Niar det ikke giver fare
ml?).

for misforstéelser, skriver vi o(|Rh|%) i stedet for o (a;k";
9.5.2. Saetning. Ngdvendigt og tilstrakkeligt for, at ¢ €
o (4;R"; |n]|?), er det, at der eksisterer en i punktet O kontinu-
ert afbildning ¢ : A U 10} ind 1 ®" med ¢(0) = 0, saledes at
2= Inl%.
Dette fglger umiddelbart af definitionen 9.5.1, idet vi
setter g(h) = [kl %e(h) for b € &4 \ {oi.
Af setning 9.5.2 fa&s umiddelbart regnereglerne for funktio-

hil%) svarende til forskellige vardier

nerne i msngderne o (A;R";
af g. Vi samler de vigtigste 1 f¢lgende sztning.

9.5.3. Smtning. For p < q, £ € o (AR |RIP), 2 €
n|®). Hvis yderligere &' €

o (8;8%; %) gmlder £f + g9 € o (43R

5]

p+1") c

o (3R l™), emlder e"eP € o(a3R"; |l . Hvis endelig g

h|[®), hvor B c R og €°(a) ¢ B, oghvisp >0 o0g 8 >0,

o(B5R1;
gelder £% 6P € o (A;RY, InIP®).

Vi vil ngjes med at bevise den sidste péstand. Efter set-

ning 9.5.2 eksisterer der kontinuerte funktioner ¢ : A U {0}
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ind 1 R og x : B U {0} ind 1 R med ¥(0) = 0 og x(0) = O, sé-

ledes at

11

LIPem); 7 = klPxx),

£ (n)

hvoraf feglger
(£%€”)(n) = 2IRIPe(n)) = (RIPlg(r)IN® x(Inlfy)) =

IBIP®e(n),

il

hvor den ved

o(h) = [g(w) 1P x(IBl®y(n))

definerede funktion & er kontinuert i 0 ifglge regnereglerne for

kontinuerte funktioner og ®(Q0) = 0.
LiP) og ¢ ¢t A ind i R er

9.5.4. Swtning. Hvis £f € o(A;R";
begranset i en omegn af 0, gmlder ¢ £ € o (A;R";(nIF).
Vi har nemlig £ = |n|P¢(k), hvor ¢ er kontinuert i Q og

#(0) = Q. sa er ¢£f = |nlPx(k), hvor x = e¢. Er nmu |p(R)| ¢ N

il

i en omegn U N A af 0, da gslder

X xie,r)) 2 o (x(0,5)),
hvilket viser, at x er kontinuert i 0. Vi har fgrst beviset,
som om ¢(0) er defineret. Er dette ikke tilfmldet, udvider vi
blot definitionen af ¢ ved at swtte ¢(Q) = 0, s& vi far en af-
bildning ¢ ¢ A U {0} ind 1 R,
o (a;R%31Inl%), » =

Il

9.5.5. Smtning. Hvis gz € o(a3i™;1)
Tyeee,m, gzlder

1 0 0 hn
£ =hyg +...+ hoeo € o(A;R%; D).

Da hver af funktionerne HQH*1hM er begrznset, gelder
HQH—1hu§° € o(a;R™;1), altsa H_I}H“E:_1 € o(A;R™%;1), og smtningen
fglger umiddelbart.

9.6, Vi betragter en mengde M ¢ R" en afbildning £ : M ind

i &%, Endvidere betragter vi et punkt a€ M, som er fortatnings-

punkt for M.
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9.6.1. Definition. Svarende til g € M og afbildningen f ind-
fgrer vi mengden
M~-a-= {hla+hen]
samt en afbildning AL : M - g ind i k™ defineret ved
Aéi(éj = f£(a + b) - £(a).
Afbildningen Aéinkaldes tilveksten af £ i punktet a.
9.6.2. De;inition. Funktionen f kaldes differentiabel i

punktet a, hvis og kun hvis tilvaksten af £ 1 punktet a kan skri-
ves pa formen
(4) s, £(0) = L(k) + £ (n),
hvor L ¢ M - a i;d i " er linesr, medens el € o(M-a; R™;lRll).
I det fglgende skal vi kun interssere os for det tilfmlde,
hvor a € ﬁ, samt for det tilfelde, hvor m = 1 og der eksisterer
et interval I € M, sidledes at g € I. Under disse forhold gzlder
fglgende s@tning:
9.6.3. S@tning. Den i definition 9.6.2 omtalte opspaltning
af tilvaksten Aé£<g) er éntydig.
Vi skal alzsé vise, at to opspaltninger
8,2(0) = Ly (8) + £](1) = Ly(n) + h(n)
vil vaere helt ens. Ligningen er specielt opfyldt, hvis vi vel-
ger h = hgﬂ (se 9.1), hvilket (se 9.3) medfgrer L1(Q) = h;1(gﬂ)
og QZ(Q) = h Lz(gﬂ). For h 4 0 har vi sdledes ligningen
Li(g,) + 7' gj(n) = Ly(e,) + 27 gl(n).

Vi har her en identitet mellem to funktioner af h gyldig i et om~

rdde med h = 0 som fortetningspunkt., Funktionerne har da samme

grenseverdi i 0, hvilket giver L1(gu) = Lz(gu)o Dette gzlder nu
for u=1,4.., m og af 9,3 fremgér nu, at L1 og LZ er indbyrdes

identiske. Det er derefter klart, at ogsé g} og Q; er identiske,

og dermed er smtningen bevist,



9.6.4, Smtning. Hvis £ er differentiabel i punktet a, er L
kontinuert i a.

Ar (L) fglger umiddelbart, at AL er kontinuert i Q. Af
setningerne om regning med og sammen;étning af kontinuerte funk-
tioner fglger derefter, at £, som ogséd kan defineres ved

£(x) = £(a) + A L(x-2),
er kontinuert. B

9.7. Vi skal nu bringe det i definition 9.6.2 indfgrte dif-
ferentiabilitetsbegreb i forbindelse med det fra gymnasieunder-
visningen kendte. Vi betragter derfor en reel funktion f : I
ind i R, hvor I er et interval. For a € I har vi da, hvis f til-
fredsstiller betingelsen i 9.6.2

. £(h) = L(h) + el(h) = L(1n + &' (h),
eller

nlaen) = 1) + a7l (),
hvilket viser, at

h-1ééf(h) - L(1) for h - 0,
og det betyder netop, at £ er differentiabel efter gymnasieun-
dervisningens definition i punktet a med L(1) som differential-
kvotient.

Hvis vi pa den anden side har

h~1éhf(h) - o for h - 0,
har vi en opspaltning af formen
nTlaf(n) = a+ e’ (n),
altsé
a,£(h) = ah + €°(b)h = ah + e (n),
sdledes at £ er differentiabel i a efter definition 9.6.2.

9.8. Vi ser nu p& nogle eksempler pé differentiabilitet.

Hvis £ er konstant, far vi Aag(g) = 0 for alle a og h, og vi har

da den trivielle opspaltning O = QO + O.
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Hvis £ er en linear afbildning, far vi
s () = £(a+rh) - £(z2) = £(a) + £(b) - £(a) = £(2),
som er en 1;ﬁewr afbildning, s& vi far den trivielle spaltning
sE(D) = £(0) + 0.
Hvis £ : R ;nd i R er defineret ved £(x) = x° far vi
a,£(n) = (a+h)° - a2 = 2an + n°,
og her er 2ah linezr, og n° ¢ o(h).
For f(x) = L pd R\ {0} far vi tilsvarende

X
R
Ahf(h) = a+h ~a = a(a+h) h =
- 12 h 4 =B« p,
a a“(a+h)

hvilket viser, at % er differentiabel,

9.9. Lad O ¢ R" vere en &ben mengde og £ ¢ O ind i k™ en af-

bildning. Vi siger, at £ er differentiabel pd O, hvis f er diffe~

rentiabel i ethvert punkt x € O.
Svarende til O har vi nu en maengde A0 € R x R™ og defineret
ved
M = {(x,h) | x€0Ax+h€0i.
Msngden A0 er &ben. De ved ¢(x,h) = x og ¢(x,h) = x + L define-
rede funktioner er nemlig kontinuerte, og definitionen af A0 be-
tyder netop, at
N0 = ¢’1(o) N ¢"1(o).
Vi indfgrer funktionstilvmksten Af : A0 ind i R, defineret
ved
AE(x,b) = £(x+h) - £(x).
Det ses, at tilvaksten af £ 1 punktet x € 0 er glvet ved
Aix(h) = AP (x,h) .
Det ses, at A er ;ﬁ operator A : P(0,R") ind 1 P(20,R").

Nar f er differentiabel p& O, kan Af(x,h) for hver enkelt



verdi af x skrives som en sum af en linemr afbildning, hvis

koefficienter alts&d vil afhsznge af x og en afbildning, der for

hver fast verdi af x tilhgrer o(0-x;R™;|ll), og vi kan derfor

skrive
1

(5) Af(x,0) = Ly (g)hy+ee vy (X0 + & (%,0).

Som eksempel betragter vi den ved f(x1,x2) = X1X2 definere-
de afbildning T RZ ind 1 R. Vi far i dette tilfzlde

AP (x,h) = (x1+h1)(x2+h2) - X,X, = X0 + X,h, + hyhy.
Her gelder h,h, € o(|nll). Vi har nemlig h, € o(1), og pastanden
felger derfor af setning 9.5.5. Altsid er f differentiabel.

9.10. Lad 0 ¢ R® vere en &ben mengde. EBn afbildning

w : 0 x R™ ind i R™ defineret ved et udtryk af formen

w(x,h) = Ly (x)h,+. 0+l (x)D,

hvor L : R™ ind i R™, 4 =1,...,m er vilkérlige afbildninger,

—

kaldes en differentialform. Det ses umiddelbart, at differential-

formen w er kontinuert, hvis og kun hvis hver afbildning LM er

kontinuert.

Den differentialform, der optrader pa& hgjre side i udtryk-

ket (5), kaldes det totale differential af f i mengden O. Vi
indfgrer en operator d, som til enhver differentiabel funktion
tilordner dens totale differential, og vi har saledes
(6) AL(x,8) = Ly ()8 e tLy (201 .

For a € O har vi endvidere den operator da’ som til f til-
ordner den i (4) (definition 9.6.2) indgéende I&ne@re funktion

L, som er bestemt ved

L(k) = a,0(h) = af(a,h) = Ly (a)n,+.. vl (DD,

Udtrykket dag(g) kaldes det totale differential af £ i punktet

Qe

For projektionen pr ¢ R ind i R, som defineres ved

r (x) = x far vi specielt
D ,U'("') /'L, P



H
b
+
oy
I
»
il
g

N h
Pru(lc.’._) U u m K

i
=

dpr (x,h
P /«4<_’_)
Det er derfor muligt at skrive formlen (6) gsom en relation
mellem funktioner og ikke mellem funktionsverdier, idet
(7) df = L, dpr,+...+L dpr .
Sedvanligvis benyttes her en ukorrekt skrivemade, idet XM’
der er vardien af prﬂ(ﬁ) benyttes ogséd som betegnelse for denne
funktion., Formlen (7) bliver da

df=L dx +ooo+L dX F]
- = 1 =m m

1
og svarende dertil skrives (6)
ar(x,dx) = £1(§)dx1+...+ém(§)dxm,
hvor dx,,.+.,dx_ er talverdier, og hvor vi har sat
1 " m
d;(_ = (dX,I,...,de)o

Her kan x opfattes som betegnelse for den identiske afbildning
E : &% pa &%, idet vi far
dg(x,h) = h = (h1,.o.,hm) = (dx,l,...,dxm)°
Vi bemaerker, at det totale differential af en differentia-
bel afbildning £ : R" ind i ®™ er en differentialform.
9,11, Lad I ¢ R vere et interval. Vi definerer da som for
0o ¢ k"1 9.9,
Al = {{x,h) | x € I,x + h € I}.
Som antydet pa figuren bliver h 4‘
ATl en parallellogramformet

figur i (x,h)-planen., De to

sider, der stgder op til et

endepunkt af I, hgrer med til
N, hvis og kun hvis ende-
punktet hgrer med til I. De

to vinkelspidser, der ikke
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ligger pa I, hgrer med, hvis og kun hvis begge endepunkter hgrer

med til I.
Lad nu £ : I ind i R vere en vilkarlig afbildning. Den til-
svarende afbildning Af : AI ind i R er defineret ved
A (x,h) = £(x+h) - £(x),
og at T er differentiabel, betyder i dette tilfelde, at vi har
en opspaltning
Af(x,h) = L(x)h + eﬂ(x,h).
Vi har altsd differentialerne

daf(h) = L(a)h, df(x,h) = L(x)h,

og for den ved E(x) = x definerede identiske afbildning har vi

specielt
dE(x) = dx = h,

og vi skriver derfor dx 1 stedet for h med den lidt ukorrekte

skrivemdde., Vi f4r da for h = dx 4 O

L{x) = df(ﬁ,h) df(gédx), 1 - &F

= = ar’

og funktionen L kaldes derfor differentialkvotienten. P4 grund

af relationen
ar(x,dx) = L(x)dx

har L(X) ogsa veret kaldt differentialkoefficienten, men denne

betegnelse er for lm:ngst gaéet i brug. I vore dage siger vi ofte

den afledede funktion, en betegnelse, der synes at vinde terren,

Vi vil indfgre en operatorbetegnelse D med Df = L., Under-
tiden indfgres en bogstavbetegnelse y = f(x) for funktionsvar-—

dien, og vi kan da velge mellem fglgende betegnelser for den

afledede funktions vaerdier.
- _dy 4
L(x) = Df(x) = ax = 3 £(x).

Ved siden af disse benyttes ogsa

L(x) = £'(x) = y'.
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Endelig benyttes i1 fysik betegnelsen § for differentialkvotien-
tens verdi, ndr y = £(t), hvor t er tiden.
Af eksemplerne i 9.8 far vi s@ledes med mere eller mindre

korrekt brug af betegnelserne

é%xz = (xz)' = D(x2) = 2X; d(xg) = 2x dx

41 _ Ly o S T R
dx x (x) =Dy = X2’ dx = pax, X 0

9.12. Hvis 0 ¢ C er en &ben mangde, overfgres differentia-
tionsteorien uden videre til afbildninger £ : C ind i C. Beteg-
nelserne bliver ganske som for de i foreglende afsnit omtalte
reelle funktioner af én reel variabel. I det komplekse tilfzlde
betegnes de to variable oftest z = x + iy, w = u + iv, idet man

skriver w = £(z). Vi har da f.cks.

%Ezg = (22)' = D(zz) = 2% d(z2) = 2z dz
a L _ Ay _opdoo oA I
dz z (z) - DE - Z2’ dz - szz,

idet regningerne i 9.8 ogsi gzlder for komplekse variable.
9.13. Vi vil betragte en potensrakke
f(z) = ay + a,z + a2z2+... = Zanzn
med konvergensradius R > 0, Lad O vere konvergenscirklen
fz | |z] < R}. Vi har da smtningen:
9.13.1. Sztning. Funktionen f er differentiabel i 0, og
differentialkvotienten er givet ved

2 n
Df(z) = a, + 28,z + Bajz tooe = 2(n+1)an z,

+1
hvor potensra&kken har konvergensradius R.
Vi beviser fgrst, at summen af en potensrskke er kontinuert

for z = O, For funktionen f har vi, idet vi vzlger k, séledes at

0 <k <R, at
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2
|£(z) - £(o)| = la,z + a,2" + ... | = lea1 + 8,Z + e | <
2
lz|(|31| + klay| + k |a3| + ve.) = Alz]
idet vi har betegnet summen i parentesen med A., Denne ulighed
viser, at f~1(K(f(a),8)) ) K(o,i), hvilket netop viser, at f er

kontinuert i O.

Derngst viser vi, at £ er differentiabel i O med a, som

differentialkvotient. Vi bemerker fgrst, at

£°(n) = ah + a3h2 b el = h(a2 + th + ...) € 0(0,8,1),

og vi har derfor
Af(0,h) = £(h) - a, = a,h + eo(h)h = a,h + 81(h),
hvoraf péstanden fglgende.

Beviset for satningen beror nu p& et nermere studium af

n+k n k
< k > B ntk? nt.

dobbeltrekken

™3
T8

I

n =0 0

Vi viser f¢grst, at rgkken er absolut konvergent. Ved dette
bevis kan vi ordne rekken med leddenes numeriske vardier pa vil-
kédrlig made. Vi benytter m = n + k som ny summationsvariabel.

For fast m g&lder O¢ng{mogk=m--n, s vi far

EJ <n+k> n+k| lzlnlhlk _

n= O k=0
00 m

ZZ (m n>la |12 [®|n|m® Zla |Z ()tzlnmm—n -

m=0 n=0
Z la 1(1z]+ R ])"
m=0

gsom konvergerer, da razkken Eanzn konvergerer absolut i det reelle

punkt |z |+|h|, som ligger inden for konvergenscirklen.

Vi kan nu sztte
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o0

(8) b, (2) = Z(mk)amkzn,

k
n=0

idet denne rakke er absolut konvergent ifglge satning 5.10.,2, og

ifglge den samme s&tning er

o0

b, (z) nk
)

k=0
absolut konvergent for |h| < R - |z|. P4 grund af dobbeltrzkkens

absolutte konvergens fas endvidere

©o (=B

\RE n+k k
Zbk(a)h = ; §< M >an+kznh =
k=0 n=0 k=0

(9) (o) m ‘ oo -
N, me-
}: z{1<an>amZ TR j{jam(z+h)m -
m:O 'I]_::O m:o
f(z+h).

Vi ser saledes, at
AP(z,h) = f(z+h) - £(z) = £(z+h) - bo(z) =
b1(z)h + 81<Z,h), |

hvor
[oe]
1 2 k
g (z,h) = h E:bk+2(z)h ,
k=0

hvilket viser, at £ er differentiabel, og

pr(z) = b,(z) = Z(n+1)an+1zn.
n=0

Det fremgir af beviset, at denne rakke konvergerer for |z| < R.
P4 den anden side vil dens konvergens &benbart medfgre konver-
gens af razkken for f(z) (se f.eks. MA 5 opgave 20).

9.14., Hvis f er differentiabel i et interval I og Df igen

2

er differentiabel p& I kan vi danne DDf = (DoD)f = D°f, og hvis



denne igen er differentiabel pa I, kan vi danne DD2f = D3f 08V
Dette overfgres uden videre til afbildninger £ : O ind i C, hvor

0] - o

For den i1 foregéende afsnit omtalte funktion havde vi Jo

n n

£(z) = Sa z Df(z) = 2(n+1)an+1z
og generelt far vi

k - ooAn+k) n_ . of/ntk k

D P(z)== 2 = a7 = ki 2< Al >an+kz ,

hvilket i forbindelse med formel (8) og (9) viser, at

£(z+h) = ygl%ﬁhk, In| <R - |z].
k=0

Dette er Taylorrzkken for en potensrazkke. Vi lazgger marke
til, at den i hvert fald er konvergent indenfor den stgrste
cirkel med centrum z, som far plads indenfor konvergenscirklen
|z] < R for den oprindelige potensrakke.,

Ved hjslp af potensrmskkerne far vi nu umiddelbart

De? = ez, Dcosz = -sinz, Dsinz = cosz,
og samtidig har vi bevist, hvorledes differentialkvotienterne
af disse funktioner kan udledes p& grundlag af potensrzkkerne.

9.15. Vi betragter nu igen en &ben mangde O ¢ 2" samt
en afbildning £:0 ind i ®". Ved hjwlp af de ved

prv(g) =X, V=71,000,n

definerede projektioner prV:Rn pa R danner vi koordinatafbild-
ningerne fv = pr of, hvor altsa fv:O ind i P, og for x € O har
vi da £(x) = (£,(x),...,£,(x)). Vi har tidligere set, at £ er
kontinuert, hvis og kun hvis f1"°”fn alle er kontinuerte, og
vi viser nu en tilsvarende saztning vedrgrende differentiabilitet
aff .

9.15.1. Sztning. Afbildningen f er differentiabel i et

punkt a € O, hvis og kun hvis hver af funktionerne
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f PV =1"1,.00,n er differentiabel i a. Endvidere er

'V’

dg(l;l.) = -];1h1 + eo0s °F ;]__mhm

ensbetydende med
défv(g) = prv(_lq)h1 + oees + prv(;m)hm, V= 1,000y
Den ene del af satningen fglger umiddelbart af, at prv er
linegr, Af en opspaltning
1
A_a;'i:(':t‘l‘) = ;';1h1 + L + lmhm + g (E)
folger nemlig umiddelbart
Aéfv(g) = £ (ath) - £ (a) = pr £(a+h) - pr f(a) =1
pr, A (k) = pr (L), + oo + pr (1 )b+ pr (g (h)),
og her er
') = O(n)) = Iblr (£ ()
pr (g (0) = pr (IBlf(®@) = lnlr (L
gbenbart € o(|lall).
Vi har nu fuldfgrt beviset for '"kun hvis", og vi gdr der-

efter over til beviset for "hvis™, Vi gkal altsa antage, at vi
har opspaltninger
; _ 1
Aéfv(g) = 1,4h + oo+ 1 h o+ e (b).

1det g,y...,8, er basissatningerne i R™, satter vi

og vi far dsa

hvor

81(h) = 81(h)6 + weo + 81(h)e =

= = A== ¢ n'=’=n

0 0
Il Qe + vov + Llney)
&benbart tilhgrer o(|lnl]).
At sztningens sidste pastand er rigtig fremgdr nu umiddel-

bart af bevigets fgrste del.

Formuleringen af den til 9.15.1. svarende satning om dif-

ferentiabilitet i en &ben mengde O ¢ R" eller i et interval
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c R er helt umiddelbar og kan overlades til laseren,
For n = 2 kan talsazttet (y1,y2) erstattes med det komplekse
tal y, + 1y,, og s&tning 9.15.1. giver derfor m = 1 og I ¢ R:

9.15.2. Smtning. En afbildning £:I ind i C er differentiabel,
hvis og kun hvis Ref og Imf er differentiable, og vi har da

df = dRef + idImf, Df = DRef + iDImf.

Dette er i overensstemmelse med den definition af diffe-
rentialkvotienten af en kompleks funktion, som vi benyttede i
6.18.

9.,16. Vi skal nu vise, at sammensaztning af differentiable
afbildninger igen giver differentiable afbildninger, og at dif-
ferentialet af den sammensatte afbildning fas ved sammensatning

af differentialerne. Helt precist formuleres denne regel i

fglgende setning:

9.16.1. Sztning. Lad O ¢ e og O1 - R

vere 8bne maeEngder.
Lad £:0 ind i R vare en afbildning med £(0) ¢ 0, og lad g:0,
ind i kY vaere endnu en afbildning. Hvis £ er differemtiabel i
et punkt g € 0, og g er differentiabel i b = £(a), da er F =
gof:0 ind i R? differentiabel i a, og
4 E = dé(goi) = dpged L.
Vi indfgrer betegnelsen

o’

k = A f£(n) = £(ath) - £(a) = £(a+h) -
og vi har éé
A E(B) = E(arh) - E(a) = g(£(a+h)) - g(£la)) =
g(b+k) - g(k) = o8(k),
og vi har sdledes (men det ernéelvf¢lgelig temmelig trivielt)
AQE = AggoAag,

P4 grund af differentiabilitetsforudsmtningerne har vi nu

opspaltninger
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82(0) = a£(n) + £f(n)
b (k) = aalk) + gp(k),

s& sammensstning giver, idet vi udnytter, at dbg er linezr
1 1 -
0E(R) = dpged £(h) + dygog (B) + g0, L(R).
Af smztningerne 9.5.4 og 9.5.3. fglger umiddel bart, at
1
8 goel(n) € oIl

Ifglge sztning 9.5.2 kan vi skrive

1
e (k) = [klle(x),
hvor ¢(k) er kontinuert i 0 og ¢(Q) = Q. Vi fir da
1
chob f(n) = lla E(m)lu(n),
hvor ¢ = goaég er kontinuert i O og afbilder 0 i O. Skriver vi

nu udfgrligt
oy 0
AEM) = Ly e+ 1+l (),
ser vi, at den for h 4 O definerede funktion

™ o 2 0) = Ly oen + gy ¢ 0
er begranset i en omegn af 0, og vi har dermed vist, at

£po8 £(0) € o(lnll).
Dermed er beviset for s@tningen fuldfgrt.

9.17. Swtning 9.16.1 er det vigtigste hjmlpemiddel ved ud-
regning af differentialer af funktioner, som er definerede ved
eksplicite udtryk. Inden vi gar over til anvendelser pa helt
konkrete eksempler vil det maske vaere nyttigt at vise en ske-
matisk fremstilling af indholdet af s:tning 9.6.1. Vi opnar
en bedre illustration ved at tmnke pa flere &bne maengder
¢k, 0, ¢k ",..., samt afbildninger £,:0, ind i O,
£,:0, ind i O, o.s.v. Til a, €0, svarer a, = £1(§1) € Oy,

=272
as = gg(ég) € Ogsoenes Vi taler da om en gekvens af afbildnin-

ger

10 0 e (0 — :
(10)  (0,,a,) 2 (0,,2,) 7 >(05585) Iy
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og brugen af ordet sekvens skal netop understrege, at vi sam=-
tidig med de anfgrte afbildninger betragter sammensztningerne
220£1, £30£2, £30£20£1, 0.8.V. Sztning 9.16.1 fortzller os nu,

at sekvensen (10) har en tilsvarende sekvens

() Rn1 i R e 7 i a £
i d_ 1 a r 9
a,~1 2,"2 253

sledes at sammensatte afbildninger i (10) svarer til sammen-
satte afbildninger i (11).
Hvis afbildningerne 31, 22,5., er differentiable i hele

01,02,,.., har vi totale differentialer d£1, dﬁz,..., der er

afbildninger
n n,

ag,:0, x & ' ind i k 2,

og vi far saledes ikke en tilsvarende sammens®&tningsregel for
afbildningerne d£1, dgz,o.oo

Derimod har vi sekvens af afbildninger ®£1, @f2,.°.

af formen
n

T B
®f,:0, x R = ind i 0, x R

def'inerede ved
@.:g.’] (.}*{’Q) = (.:.,f:.»] (L{.)S d§£1 (_12;)), OlSeV.,

og & giver anledning til de sammenhgrende sekvenser

0 > 0 > 0

Vi har her to eksempler pd tilordningslove, der til afbild-
ninger lader svare ny afbildninger pé& en sadan made, at sammen-—
setning af afbildninger svarer til sammens@tningen af deres
billeder. Denne slags tilordningslove kaldes funktorer, og
den mest moderne matematik har behandlet funktorer som selv-
stendige studieobjekter. Differentialet og afbildningen & ma

regnes blandt de enkleste eksempler pa funktorer.
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9,18, Vi vil nu g over til behandling af nogle mere eller
mindre specielle tilfwlde, og vi begynder med fglgende simple

setning:

9,18.1. Sztning., Vi betragter den i MA 8.16 (side 18) ind-

fgrte afbildning pr :RMP pa R defineret ved
m+q ,m
pI‘m+q’m<X1,.o.,Xm+q) = (X190003Xm)5
en 4ben mazngde 0 ¢ k™, samt originalmengden
-1
01 B Prm+q,m(o>°
Hvis £:0 ind i R" er differentiabel, er £, = pr of :R™P ina
£ = m+q ,m

i &M ligeledes differentiabel, og d£1 er defineret ved samme

udtryk som df.

Da pr er linemr, er den differentiabel, og (se 9.8)
m+q,m

dzprm+q,m - prm+q,m°
Setningen fglger derefter umiddelbart af s@tning 9.16.1. Sz:tning
9.18.1 viser groft formuleret, at en differentiabel funktion
af m reelle variable kan opfattes som en differentiabel funktion
af m+p variable med det samme differential.

9.16.2., S@tning. Lad O vare en aben ¢ :1wngde af R og
gq:o ind 1 &, q = 1,...,p differentiable afbildninger. Hvis
a1,...,ap er reelle tal, er Zang:o ind i R" differentiabel, og

d Za £ = Sa df .
a—q a —q
P4 grund af sa@tning 9.15.1 er det nok at vise satningen
for n = 1, og vi kan da skrive fq i stedet for iqo Den ved
g(y) = 0¥y + eee + 0T
defincrede afbildning g:Rp ind i R er line®r, og derfor diffe-
rentiabel med
dlg(g) = ok, e+ apkp.
Endvidere er den ved f£(x) = (f1(5),.o.,fp(§)7 definerede afbild-

ning £:0 ind i RP ifglge 9.15.1 differentiabel med
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dﬂ}s.f;(.l’}.) = (d§f1 (Q)9‘°-3d‘}£fp(.ll)>’
og setningen fglger umiddelbart af satning 9.16.1, idet

Sa £ = gef,

9.18.3. Smtning. Lad O ¢ R" vare &ben og f, og f, diffe-
rentiable afbildninger af O ind i R®. Da er f1f2:0 ind i R dif=-

ferentiabel og d(f1f2) = f,4f, + £,4f,.

Ifglge setning 9.18.2 er ¢, = %(fﬂ+f2) og ¢, = %(f1—f2)
differentiable, og

— 4 = 1 -
d§¢1 = 2(d§f1+d§f2), d 9, = 2(dg_{_f1 qgf

X 2

Resultatet d(xz) = 2xdx giver ved saztning 9.16.1

2 2
a(ey) = 2¢,de,, aley) = 29,40,,

og en fornyet anvendelse af s@&tning 9.18.2 giver

2 2 2 2

%(f - #(g,-t,) (A f,-d F,) =

o)

1+f2)(d§f1+d£f

fqd f + f2d f1

9.18.L. Smtning, Lad O ¢ R" vare &ben og f, og f, diffe-

rentiable afbildninger af O ind i R. Hvis 0 ¢ f1(0), er
A i s S o A =2 Py
4 T,:0 ind i R differentiabel og df,” 'f, = T, (f1df2 fzdf1).

Resultatet d(x—j) = -x'2dx i forbindelse med setning 9.16.1

f

~f _de1, og setningen f¢lger ved anvendelse af

giver d(f1—1) = -T,

setning 9.18.3.

9.19. Ved anvendelser af saztning 9.16.1 er det ofte mest
praktisk at skrive differentialet af g pd formen
(12)  dg(x,dx) = L,(x)dx, + ... + L (x)dax,,
og hvis vi endvidere har £ = (f1"'°’fn)’ kan d(gof) efter smt-
ning 9.16.1 udtrykkes p& formen

a(gef) = (L1o£)df cas o+ (Lnog)dfn,

1
et udtryk, der kan siges at fremkomme ved i (12), at sztte

x =1, X, = fv’ YV = 1,.0e,n, en fremgangsmade, der falder meget
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naturligt. Vi illustrerer me toden ved nogle eksempler, idet

vi udnytter kendte differentialkvotienter af funktioner af én

variabel.
For x € R> ras
2
d(xzxg g) = x5 3d(x ) + X, d(x ) =
5 3 2 3y _
2%, Xpx3ax, + X1xid(x ) X d(x ) =
5 3 3 2 5 2
2x1x2 3 dx, + 5x1x2x3dx2+3x1 5 3 Xz
For x € &2 \ {O} far vi, idet vi satter
IxlI° = x5 + x5 + x°
= - 2 3
at
a o 1 a1
a(lxll™) = a(u®’) = fou?" 'au =
%a“&”a_zd(xf+x ) = allx/|*” ( 4 A%, +X 0K+ X 50K ).

Specielt fas
allzll = llel™" (o, e +x x40,

Lad O vere den ved X, > 0, X5 > 0 bestemte &bne delmzngde

%>, For (x,y,2) € 0 har vi da

af R™.

V4 Z y4
d<x<y )> - q oY logx _ e(y )1ngd(yzlogx) =

z z zZ
x<y )(yzd logx + logx a(y~)) = x(y —1)yzdx + x(y )logxd(yz),
og her er

a(y®) = a c2loey _ zlogy d(zlogy) =

y2(z dlogy + logy dz) = yz—1z dy + y°logy 4z,

og ved indsmsttelse far vi endelig

zZ Z _ Z
d<x(y )> = X(y —1)yzdx +(yz 1zlogx dy + yzlogxlogy dz)k(y )o
9.20, Vi bemzmrker, at beviset for satning 9.16.1 gmlder
uzndret, hvis et eller flere af rummene erstattes med et kom-

plekst rum. Vi skal is@r merke os fglgende specialtilfaeldes
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9.20.1. Sgtning. Lad I ¢ R vaere et interval og O - C en
&ben mengde. Hvis f£:I ind 1 0 og g:0 ind i C er differentiable,
er gof:I ind i ¢ differentiabel, og for differentialkvotienterne
galder
D(gof) = ((Dg)of)DF.
Vi har nemlig dg(z,dz) = Dg(z)dz, og derfor bliver
d(gof) = ((Dg)orf)dr,
hvoraf péastanden fglger.
Som specialtilfelde far vi de tidligere omtalte formler
p(ef (¥) = T(F)pe(x),  Dlcosf(x)) = —sinf(x) DE(x).
9.21. Vi minder om, at de ovenfor omtalte differentialer

betegnedes totale differentialer. Vi vil nu indfgre nogle nye

differentialer, der skal kaldes partielle differentialer,

Vi betragter rummet K. Med A c X" vetegner vi en delmsng-

de, bestemt ved

X, =8, p € T, TC {1,000,ml,
hvor tallene au er reelle. Med J1 betegner vi mengden §{1,...,m}
\ J og med p betegner vi antallet af elementer i denne mangde.
Idet vi antager, at J 4 ¢, har vi da O < p < m. Vi betragter
en dben mengde O ¢ R", og vi antager, at O n A 4+ ¢. Idet et
punkt af A er entydig/sggt%gglene Xy p € J,, kan A opTattes
som et p~dimensionalt talrum, og O N A vil vaere en dben mangde
i dette talrum.

Vi betragter nu en afbildning £:0 ind i K. Hvis vi i
udtrykket g(x1,.,.,xm) setter X, =8, for u € J, far vi restrik-
tionen £A af £ til mengden O N A. Funktionen iA er de fineret
péd en aben mengde i et p-dimensionalt talrum. Lad et punkt

i dette vere bestemt ved XU = au for u € J1. Hvis iA er dif-

Terentiabel i1 dette punkt, siger vi, at f er partielt differen—
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tiabel i a (a1,..a,am) med hensyn til de variable X0 1€ Ty

Differentialet af 21 kaldes det partielle differential af f med

hensyn til de variable xu, [ J1, og vi vil betegne det
(13) o5, 55() o8 o5 £(x,h),

hvor det fgrste betegner det partielle differential i punktet
a, medens det sidste betegner det partielle differential 1 den
abne maengde O. I stedet for at skrive J1 som index vil man 1
praksis ofte anfgre elementerne i J1 med komma imellem., Vi min-
der om, at h i (13) er et talszt med p elementer.

Hvis f£ er differentiabel i O, fas de partielle differentia-
ler af de totale differentialer, nar man s&tter h# = 0 for
u € J. Séledes er (se 9.19)

2. u 2 > 5 o
(x X, ) = bx, Xz dx, + 3%, %, X3 dx3

o, Izl = uzn“*x1 ax, ,

og med en lille sndring af betegnelsesmiden

3 <x(yz)> = x(yz—1)yzdx + yz_1z<x(yz)>log x 4dy.

X,y

Groft udtrykt kan man sige, at man finder det partielle
differential med hensyn til visse variable ved at behandle de
gvrige variable som konstanter ved udregning af differentialet.
Det skal ogs& bemmrkes, at begreberne '"total'" og '"partiel" i
forbindelse med differentialkvotienter md forstéds i relation til
et bestemt rum RT

Selv om £ ikke er differentiabel 1 a, kan f udmerket vare
partielt differentiabel i g. Dette er nmzsten indlysende, men :
spgrgsmidlet vil senere blive belyst ved eksempler savel som ved
opgaver

9.22., Vi betragter nu igen en &ben mangde O ¢ R® og en af-

bildning £ : O ind i R*. For @ € 0 har vi en &ben mangde 60 ¢R
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defineret ved

A O = th a + he €0

0=l a+ne, €ol,

hvor ¢ er en af de i 9.1 indfgrte basisvektorer. Vi indfgrer

den partielle tilvsekstfunktion Ap'a £ ApO ind i R", som defi-
)2

neres ved
A f(h) = £ + he - T o
o £(0) = £(a + ng ) - £(a)
At £ er partielt differentiabel med hensyn til den varia-
ble Xu betyder, at vi har en opspaltning
0
1 JA) f(h) =L h+ £ (h)h
(1) g £0) = L+ £2(n)n,
hvor Lu er konstant.
9.22.1. Definition. Det i1 (14) indgiende konstante talsmt

L, kaldes den partielle differentialkvotient af afbildningen £

i punktet a med hensyn til den #te koordinat (den variable XM),

og den betegnes Dﬂg(g) eller Q'M(Q). Hvis Dug(ﬁ) eksisterer for
alle x € 0, kaldes afbildningen Df : O ind i k™ den partielle
differentialkvotient af f p& mengden O med hensyn til den ute

koordinat.

Af (14) fremgdr, at det partielle differential a#,ag er

EE 1

defineret ved

8., £(n) = D £(a)n,

Hia
og hvis D f eksisterer, er
1 o f(x,h) =D f£(x)h.
(15) E(xn) = D £(x)

Idet vi med X betegner den identiske afbildning og med xﬂ

projektionen pr , har vi specielt

L
aug = OMX“ = h =4 XU’
og vi kan séledes skrive
o £(x,h)
(16) D £(x) = ~H5—,

), og (16) afkortes til

w
8
o
<
jul
o]
I__!
[N
0Q
<
H.
w
0]
it
=
[
<
o)
0
o
I
I =
~
B
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oy
Du.i.’.(zs) = 5;;; .

9.22.2. Smtning. Hvis £ : 0 ind i R™ er differentiabel,
er det totale differential df givet ved
(17) af(x,h) = D1£(§)h1+...+Dm£(£)hm.

Dette fglger umiddelbart af, at di(;,hgu) = Duﬁ(é)h. Med

¥ = £(x) skrives relationen traditionel pa& formen

Oy oY
dy = 3;:dX1+...+5§;dxm.

9.23, En partiel differentialkvotient af en afbildning be-
stemmes ved de fra gymnasieundervisningen kendte differentia-
tionsmetoder, idet alle variable p& nar én behandles som konstan-
ter, Hvis funktionen er differentiabel, kan udtrykket (17) umid-
delbart opskrives, nar de partielle differentialkvotienter fgrst
er bestemt., I neste kapitel skal vi vise, at f er differentia-
bel i mengden O, hvis de m partielle differentialkvotienter ek-
sisterer og er kontinuerte pa& 0. Vi illustrerer fremgangsméden
ved et eksempel:

Vi betragter en afbildning f : %2 ind i R defineret ved
3 + v2
y2 +

u = £(x,y,2) = 5 = E b,
X o+ z  + 1
Idet vi behandler y og z som konstanter, far vi

ou _ 3x° (x2uyoenoel) = ox (x04yorz) _
ox 2 2 2 2 -
(x“+y~+2741)

xu + 3x2y2 + 5X222 - 2xy2 + 3X2 - 2XZ

(x2+y2+22+1)2

’

og pad tilsvarende méde fés

‘EE - “2X3Y + 2X2y + 2y22 - 2yZ 4+ 2¥y
% (x2+y2+22+1)2




au _ —2x77 - 2y22 + X% 4 y2 - 2% 4 1
oz (x2+y2+22+1)2

Man kan nu straks opskrive det totale differential

au ou ou
du = ade + aydy + aZdz,

men vi vil dog ikke skrive det lange udtryk.

Vi betragter den ved

i

ql
-

i
N
el

-

»

n

+
N
»d

no

I

u, f1(x1,x2) =

(18)
.2 2
uy = f(x%,) = x,° - x,%,

fl

definerede afbildning f = (f1,f2) H ?2 ind i ?2. Vi har altséa
2 2 2 2
u = _I:(_}_C_) = (X1 "2X1X2+X2 1 Xy X5 )’
men i praksis vil man i reglen foretrazkke at opskrive afbild-
ningen p& formen (18). I stedet for 1 afbildning ind i Rz be-
tragter vi sdledes 2 afbildninger ind i R. Vi finder nu

DyTy(xys%p) = 2(x;=%,)5 DTy (xy,%,) = 2(-x,+2%,)

D1f2(x1,x2) = 2x, ; D2f2(x1,x2) = ~2X,,
altsa

du, = 2(x1—x2)dx1 + 2(~X1+2x2)dX2

du2 = 2x1dx1 —2x2dx2,

hvilket ogsd kan skrives

du = 2(x1—x2,x2)dx1 + 2(—x1+2x2, —xg)dxe,
men i praksis foretrzkker man at opskrive du1 og du2 hver for
sig.

9.24. Lad nu igen O ¢ & vare en &ben mengde, og lad £:0
ind i R™ vere en afbildning. Vi betragter et punkt g € O samt
et retningssat )\ = (x1,...,%m), altsd A 4 0. Mzngden 0, ¢ R de-
fineret ved

0, = ftla + th € 01



er aben, og vi har en afbildning ¢ : O1 ind i R™ defineret ved
o(t) = £(a+td).

9.24.,1. Definition. Hvis ¢ er differentiabel i O, siges f

at vere differentiabel i retningen N i punktet g. Hvis ¢ er dif-

ferentiabel i 01, siges £ at vere differentigbel p& den rette

linie {a+tN}. Differentialkvotienten Dg(0) kaldes den retnings-

afledede eller retningsdifferentialkvotienten af £ i retningen

N 1 punktet a.
9.2L.,2. Sining. Hvis £ i definition 9.24.%1 er differen-

tiabel 1 a er dens retningsafledede i retningen A\ i punktet g
givet ved
af(a,) = D,£(a)N+...+D £(a)N .

Den ved ¢(t) = g + t) definerede afbildning ¢ : 0, ind i ©
er nemlig differentiabel med dyg(t,dt) = Ndt, og da ¢ = foy, Fgl-
ger s®ztningen af s&tning 9.16.1.

I det specielle tilfelde, hvor der er tale om en differen-
tiabel afbildning £ : O ind i R, indfgrer man ofte en afbild-
ning

grad £ : O ind i R™
defineret ved

grad f (D1f,,..,Dmf).

Il

Vi har da relationen
daf (x,h) = hegrad f,
hvor vi benytter det i 8.4 indf¢rte produkt af talsat.

9.25. Vi har set (9.12 ff.), at komplekse funktioner af
komplekse variable kan differentieres efter lignende regler som
reelle funktioner af reelle variable. FEn mere indgaende under-
sggelse viser imidlertid, at der i en anden henseende er en
vesentlig forskel mellem det reelle og det komplekse tilfazlde,

idet kravet om differentiabilitet er langt strengere i det kom-
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plekse tilfazlde end i det reelle, séledes at visse komplekse
funktioner, der forekommer yderst regulmre, alligevel ikke er

differentiable.

Vi betragter altsd en &ben mamngde O ¢ & og en afbildning
£ : 0 ind i 8. Vi skriver

zy + iz,, W= w, + iw,, 2z = (z1,z2), W = (w1,w2)

Z =
we=t(s) = £, (2) + ir,(2); O = lz|2e€ol,
hvor f, og f, afbilder 0' ind i R, og s& gzlder

w, = £,(z), w, = £,(2), w=£(z).
Det ville nu vere enkelt, hvis differentiabilitet af f var ens-
betydende med differentiabilitet med £, men vi f4r i stedet fgl-
gende mere komplicerede resultat:

9.25.1. Setning. Funktionen f er differentiabel, hvis og
kun hvis afbildningen f er differentiabel og relationerne
(19) D,f, = D,f,, D,f, = -D,f,,
og i s& fald gz:lder tillige
(20) Df = D,f, + iD,f, = D,f, - iD,f,.
Tilsvarende gzlder for differentiabilitet i et enkelt punkt.

Vi sstter h = h1 + ih2, h = (h1,h2). Hvig £ er differentia-
bel, har vi en opspaltning

Nf(z,h) = Df(z)h + so(h)lhl.

Hvis vi s&tter Df(z) = g1(g) + igz(g) og spalter ligningen i
1rrealdel og imaginsrdel, far vi

ot (2:1) = &, (2)h, - g,(2)n, + € (1)l

gg(é)h1 + g1<§)h2 + EZO(Q)“Q”,

il

&F,(z,0)
som viser, at f1 og f2 er differentiable, samt at
D1f1 (.Z...> = D2f2(.§.) = g»] (&)9 D1f2(.z.) = _D2f1 (.,Z,,) = gz(?,)9

og dermed er det bevist, at den i satningen anfg¢rte betingelse
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er ngdvendig, samt at ligningerne (20) gazlder, nadr f er diffe-

rentiabel.,
Hvis, p& den anden side, £ er differentiabel og (19) op-
fyldt, har vi opspaltninger
0
of,(z,0) = D,f,(2)h, + DT, (2)h, + e, (a) Il

-0, £, (2)ny + Dy, (2)h, + e,°(0) fnl),

il

og heraf fglger nu
of (z,h) = oF, (z,h) + 16F,(z,h) =

D, £, (2)h + Df, (2) (ny-1n) + (e,%(m) + 16,°(0))lfl =
(D,£,(2) - 1D,2,(2))h + & (n)n,

og dermed er sztningen fuldstendig bevist.

Det fglger specielt af satningen, at de ved udtrykkene
Rez, Imz, |z|, Z definerede funktioner af z ikke er differenti=-
able for nogen verdi af z.

P& den anden side har vi set, at summen af en konvergent
potensrakke er en differentiabel funktion. I den videreglende
teori vises det, at en differentiabel afbildning £ : O ind i C,
hvor 0 ¢ & er en &ben mangde, har den egenskab, at f(z) i en
omegn af et punkt Z € O kan skrives som sum af en konvergent
potensrakke Zan(z—zo)n. Det nsrmere studium af disse funktio-
ner har fgrt til en hgjt udviklet og meget omfattende teori, som

ogsé spiller en stor rolle i matematikkens anvendelser.
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5e

6,

To linemre afbildninger £ : R? ina 1 RY og g B ina i B
er givet ved
g(x1,x2) = (2X1—3X2,X1+2X2,5X1~X2,—X1+X2)
8(Xys%XpsX59%)) = Xy + X, = X3 + X .
Bestem afbildningen gof.
To linesmre afbildninger £ : 22 ind i C og g : & ind 1 &% er
givet ved
f(X1,X2,X3) = x, + ix, - (1+1)x3
g(z) = (z,-2).
Bestem afbildningen gof.

En afbildning £ : R \ {0]ind i R defineres ved
1

1
X, 1)"1(6X -1).

Undersgg om dels £, dels restriktionen af f til de positive

£(x) = (e

tal eller til de negative tal, har en graenseverdi i O.

Idet f(x) = (1 - cos x) 3V/%, skal det vises, at f € o(R;ﬁ;hz).
1

Idet R+ er mengden af positive tal, og f£(x) = log(1+e ¥),

skal det vises, at f € O(R+;R;hp) for ethvert p € Z.

Idet £(x) = (x$+xg+x§)'1x1xzxj, skal det vises, at afbild-

ningen f %> \ {0} ind i R har en grenseverdi i Q.

Vis direkte (som i 9.8), at den ved f(x) = 3Vx definerede
reelle funktion er differentiabel for x ¢4 0, men ikke for
X:On

X, definerede afbildning

2
£ Rz ind i R er differentiabel, og angiv dens totale diffe-

Vis direkte, at den ved f(x1,x2) = x? 2

rential.

Vis, at den ved
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10.

1.

12,

13,

4.

15,

16.

definerede afbildning £ : R° p& R er differentiabel i punk-

tet O og angiv det totale differential

Opskriv betingelsen for differentiabilitet af en afbildning
£ : & ind i R. Vis, at differentiabilitet i dette tilfslde
medfgrer Df(z) = O (denne specielle differentiabilitetsteori

er derfor helt uden interesse).

Idet O er cirkelskiven f{z||z-1} < 1} 1 & og afbildningen

£ : 0 ind i C er givet ved

£(z) = Zn"1<z-—1 )2,

n=1

skal det vises, at Df(z) = 21,

Find for p € N en potensrskkeudvikling Sa, z for funktionen
(1-2)"P ved gentagen ledvis differentiation af rekkeudvik—

lingen for (1—z)—jI (sml. binomialrskken).

Bestem konvergensradius for Taylorrskken (se 9.14) for den

ved (1-—z)_1 definerede funktion ud fra punktet z = %i.

En afbildning £ : R° ind 1 ®° er bestemt ved, at et punkt
. > .
X = (x1,x2,x3) har billedpunktet (x1,x2,xg). Vis, at £ er

differentiabel og angiv df.

Vis (ved anvendelse af s@tning 9.16.1), at den ved
. 2 2
f(x1,x2) = mn(x1 - Xz)

» 2

definerede afbildning £ : R® ind i R er differentiabel, og

angiv df.

Vis, at den ved

o for x = O

£(x, % ) = { _
e x,%, sin (xf + xg) T for x 4 0.
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17

184

19.

20,

27,

22,

er differentiabel, og angiv df.

Vis, at den ved f(x) = ||zl| definerede afbildning f : R ind

i R er differentiabel for x # 0, men ikke i punktet Q.

Vi betragter en &ben mengde 0 ¢ R™, et punkt a € 0 og en af-
bildning £ ¢ O ind 1 ™, Desuden betragter vi afbildningen
Af:0-zind i R™. Vi antager , at f er differentiabel i
O: og vi betragter opspaltningen

0.
£,(B) = a £(k) + e (n)llall.
Vis, at EO(Q) er kontinuert i hele 0 - a.

Tdet punkterne i R® skrives (x,y) = (X1,...,Xm;y1,...,ym),
nvor altsg x € R™, y € R™, definerer ¢(x,y) = x'y en afbild-
ning ¢: X°™ ind i R. Vis, at ¢ er differentiabel, og vis re-
lationen

d(z'y) = dx'y + x-dy.
Udregn de partielle differentialkvotienter af folgende af-
bildninger af R0 ind i R
x
f defineret ved f(X1,X2,X3) = e L + sin X, + Arctg X
X
g defineret ved g(x1,x2,x3) = e 1 gin X5 Arctg XB,
X
¢ defineret ved @(X1,X2,X3) - e | sin x, Arctg x,.
Udregn differentialkvotienten af afbildningen f : ]0,e[ ind
X
i R defineret ved f(x) = X(X ) ved at benytte det sidste ek-

sempel i 9,10 i forbindelse med smtning 9.16.1.

Vis, at den ved
O for x = Q

f(X » X ):
e ( 2ix 2)"1 for x + O
Xy +X, X1X2 X [¢]
definerede afbildning f : RZ ind i R er partielt differenti-
abel med hensyn til X1 og med hensyn til X5y skent f ikke er

kontinuert i 0.
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23, Vis, at den ved
OfOI‘_}_{_:Q

f(sz ’X27X39X4) =

X xyxpxzx, for x + 0

definerede afbildning £ : BT ind i R er partielt differen-
tiabel overalt med hensyn til 3 vilkarlige af de 4 variable.

Vis, at afbildningen f er diskontinuert i Q.
24. Udregn det totale differential af hver af afbildningerne

Arctg %; £ {(x,y)]x+ 0} ind i R

il

f(x,y)
g(x,y) = Arccot %; g : {(x,y)]y ¥ 0} ind i R.
Tegn en (x,y)-plan og vis, hvorledes verdien af hver af
funktionerne er en vinkel 1 planen, og forklar derved over-—

ensstemmelsen mellem resultaterne.

25+ Opgave 1 og 2 1 kapitel 2 i forbindelse med underspgelserne
i dette kapitel viser, at 2 potensrzkker Eanxn 0g anxn der
er konvergente med samme sum i et interval J-h,h[, hvor

h > 0, stemmer overens koefficient for koefficient. Indsat

[~=]

\

. _ ) n
f(x) = x + > a, X

n=2
i differentialligningen
(0® -0 = o0,
og bestem derved en lgsning til denne differentialligning.
(Man m8 forst antage, at potensrskken konvergerer i et inter- |
val om O, og ndr rzkken er bestemt, mé& man kontrollere, at

denne antagelse slér +til.

26, Vis ved en lignende fremgangsméde som i opgave 25, at diffe-

rentialligningen

0
(xD° = D + D)X = O
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27

28.

29.

30,

31

32,

33

har en og kun een lesning, der kan skrives som en sum af en

uendelig potensrekke af formen x2 + aBX3 + a4x4+... .

En afbildning RZ ind 1 RB er defineret ved
f(x) = (x1 cos X,, X, sin x,, axj),
hvor a er konstant., Vis, at afbildningen er injektiv og dif-

ferentiabel., Angiv df.

Givet en Aben mengde O ¢ R°, samt en kontinuert afbildning

o

f : 0 ind i R. Hvorledes bestemmer man de afbildninger F ¢ O

ind 1 R, som tilfredsstiller D,F = f. For eksempel:
0 = Rg; f(x) = cos X,
0 = &% £(x) = cos x,

0 = 2% 2(x)

I

cos(x1x2).

Bestem de afbildninger F : O ind i R, som tilfredsstiller

D.F = —5—s; 0=%\ fol.
X,] +X2

Angiv en afbildning F : #° ind i R med det totale differen-

tial

2 2
1) dF(x,dx) = (X1 X, )dx1 - 2X1X2dX2

x, X,
2) dF(x,dx) = e 'cos x,dx, + e | sin x,dx,.

Angiv afbildninger F 3 R2 ind i R med folgende totale diffe-

rentialer

o <. -
1) qux1 + x,4%,, 2) X1dx1 x2dx2, 3) x2dx1 + X1dX2.

Vis, at ingen afbildning F : O ind i R, hvor O ¢ R2 er aben,
har det totale differential

xgdx1 - dexg.

En afbildning £ ¢ R2 er givet wved

£(x,y) = (e%cos y + e Fsin y, ~e“sin y + & *cos y).
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Bestem for ® € R og (x,y) EZR2 den retningsafledede af f i
retningen (cos ®,sin ®) i punktet (x,y). Angiv de retninger,

i hvilke den retningsaflededes norm er mindst og sterst.

34, Vig, at den ved
w = log z = log|z| + i Arg z
definerede afbildning log : € ind i U er differentiabel und-

tagen pad den negative reelle akse, Angiv differentialkvotien~

ten.,

35. Udregn differentialkvotienten af

_ =1 g 1tiz
w = Arctg z = > log -1z

i den dbne mmngde, der bestdr af de punkter, hvor funktionen

er kontinuert.

Vanskeligere opgaver.
36, Lad O ¢ R™ vare 8ben og £ : 0 ind 1 I g:R vere differentia-
bel., Tad g : I ind i R vere differentiabel, Da fremkommer
d(gef) af df ved multiplikation med en funktion, som afbil-

der 0 ind i R. Formuler og bevis en omvendt smtning.

37, En afbildning £ : R™ ind i R kaldes homogen af grad p, sdfremt
vV k> 0.Vx €R" (f(kx) = kPf(x)). |

Bevis, at en s&dan funktion tilfredsstiller Euler's relation

an,
EL/ quuf(z) = prx).

p=1
38. Punkterne i (x,y)~-planen kan ogsd fastlzgges ved de polsre

koordinater (r,®), hvor r og ® er numerisk verdi og argu-
ment af det komplekse tal x + iy. Mellem de to slags ko-
ordinater gwmlder relationerne x = rcos®, y = rsin®.

I anvendelserne mg@gder man ofte differentisble funkti-
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2, . A .
oner £ ¢+ R™ ind i R givet 7 A
i polzre koordinater, alt- (x,¥)
s& pa formen z = F(x,y) = z
. Jo )4 oz
g(r,®). Find 5% % 55 ud- ’\® -
oz oz

trykt ved 5 8 36° Punk-

tet QO indtager en undta-

gelsesstilling, og de fundne resultater gelder ikke 1 dette

punkt.

39, Vis, at den ved

2 -
x,"x, for x 4 0

definerede afbildning f : %° ind i R er differentiabel pa

enhver ret linie i Rg, men alligevel diskontinuert i Q.

Sver opgave.

L0, Lad
f(z) = a,z + a 2% 4
t] 2 o e 0
vere en potensrzkke med konvergensradius R > O, Vis, at der
for a, 4 O eksisterer en omegn af 0O, som afbildes bijektivt
af £, Vis, at det for enhver potensrzkke, der ikke reduce-
res til 1 konstant led, gm:lder, at enhver aben delmzngde af

konvergenscirklen ved den ved potensrakken definerede afbild-

ning afbildes pa& en Aben delmangde af C.




Mat,1, 1961-62 MA 10. 1

Kompakthedsteori

med anvendelser pa differentiabilitetsteori.

10,1, De videregéende undersggelser af differentiable funk-
tioners egenskaber bygger pa de hovedsaztninger om kontinuerte
funktioner pa afsluttede intervaller, som ogsé& spiller en rolle
i gymnasieundervisningen. I det f¢glgende skal vi diskutere, i
hvilket omfang disse saztninger kan udvides til kontinuerte af-—-
bildninger af metriske rum ind i metriske rum. I virkeligheden
kan sztningerne i et vist omfang overfgres til kontinuerte af-
bildninger af topologiske rum ind i topologiske rum, men en séa-
dan udvidelse vil ikke blive gennemfgrt i dette kursus,

Det viser sig, at de omtalte hovedsstninger for s& vidt
angdr afbildninger af msngder i Rm er gyldige, nar man i stedet
for afsluttet interval blot saztter afsluttet, begrznset mangde.
Forholdene bliver imidlertid 1lidt mere komplicerede for afbild-
ninger af vilkérlige metriske rum, og deres formulering ngdven-
digggr indfgrelsen af et vigtigt, nyt begreb, kompakthed.

10.2. Vi betragter et metrisk rum T = (M,dist) og en del-
mengde A ¢ T, Vi vil interessere os for muligheden af, at A ¢ T
har fglgende to egenskaber:

I, For ethvert r > O eksisterer der endelig mange punkter

Byyeeera €T (eventuelt € A), sdledes at A ¢ @1K(av,r).
Kort udtrykt: for ethvert » > O kan A dskkes med endelig
mange kugler med radius r.

II, Enhver punktfglge (bn) pa A har en delfglge, som er en

fundamentalfglge.

10.3. Vi indleder vore undersggelser med fglgende hjelpe-

setning:

10.3.1., Lemma. Hvis A ¢ T har egenskaben I, medens (bn) er



en punktfglge pd A, og r er et positivt tal, eksisteref der en
af
delmengde B ¢ A med diam B { 2r, som indeholder en delf¢1ge”?bn).
Der eksisterer nemlig punkter Byyesesdy € T, sdledes at
n n
A ¢ UZXK(a, ,r), hvilket medfgrer A = U A, hvor A. = A n K(a_,r).

For hvert v gelder diam Av < diam K(av,r) { 2r, og da b for
hvert n € N tilhgrer en af mzngderne Av’ vil en af disse inde-
holde en delfglge af (bn)o

10.3.2., Setning. Egenskaberne I og II er skvivalente,

Vi viser f¢grst, at egenskaben I implicerer egenskaben II,
og vi antager derfor, at A ¢ T har egenskaben I. Vi benytter
lemma 10.3.1. med r = &, og finder, at der eksisterer en mengde
A1 ¢ A med

diam A, < 1 og delfglge (aﬂn) af (an) pa A, .
Vi anvender nu lemma 10.,3.,1 med r = % pa A1 ¢ T og fglgen (a1n),
og vi far en mazngde A2 c A1 med

diam A, ¢ + og delfglge (aZn) af (a1n) pd A,.
I n®:ste trin velger vi r = % og anvender lemma 10.3%.1 pé& A2 og
fglgen (a2n). Idet denne proces kan fortsattes 1 det uendelige
(dette burde vises ved et induktionsbevis, som dog er helt tri-
vielt) far vi en fglge af delmsngder
2 A

17 72
, samt en fglge af folger

A 2 A5 D e

ol

med diamn Aq <
(ayp)s (apy)s (B )s0ees

hvor hver fglge har alle de fglgende som delfglger, og hvor (aqn)

for hvert q ligger i An. For fglgen (ann) gelder da, at dens

elementer fra index g ligger 1 Aq, som har diameter ¢ %. Men

det viser netop, at (ann) er en fundamentalfglge. Dermed har vi

bevist, at I = II,.

Beviset for II = I fgres indirekte, Vi antager altsé, at I



ikke er opfyldt. Vi skriver betingelsen I i formelt sprog:

n
Ve > 0 3 ay,...5a, €A (A ¢ U1K(av,r)).
V=

Antagelsen, at I ikke er opfyldt, er negationen af denne rela-

tion, altsé

n
Ir >0V a,,eee,8, €A (A ¢ U1K(av,r)).
V=

Betingelsen i parentesen siger, at A omfatter punkter, der fal-
der udenfor alle kuglerne K(av,r); og betingelsen kan derfor
ogsa skrives

)>I‘,

Ir >0 Va,,..a, €A 3Ja ., €A (dist(av,am1 2

+1
V= T1,00e,n).

Idet » > O vaelges i overensstemmelse med denne betingelse,
kan vi altsd ét for ét valge punkter 84585500+ 1 mengden A, si-
ledes at hvert punkt har afstand 2 r fra alle de foregdende.
Fglgen (an) har da den egenskab, at dist(ap,aq) > r for alle
(p,q) med p 4 g. Enhver delfglge af (an) vil da have den samme
egenskab og kan sé&ledes ikke v@re en fundamentalfglge. Vor an-
tagelse medfgrer sialedes, at betingelsen II ikke er opfyldt.

10.4. Vi vil belyse det foregéende med et par eksempler.,

Vi bemerker fgrst, at sztning 8.7.2 viser, at de ifglge sztning
10.3.2 ®kvivalente betingelser I og II hgjst kan vere opfyldte
for begrensede maengder. PA den anden side har vi

10.4.1, Setning. En masngde A ¢ ™ nar egenskaberne I og
II, hvis og kun hvis den er begraznset.

Lad r > O vere givet. For p € v inafgrer vi "kassen' K(p)

defineret ved

ep Ur r

K(E) = {2{_ ' va —\/(m+1)| §\/(m+1)5 v o= 19'°'9m}'

Det er klart, at hvert x € R" tilhgrer mindst én af disse kas-

ser. Vi behgver blot for hvert v at valge P, det (eller et af de)
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X
hele tal, der ligger nazrmest ved 5% V(m+1), og vi har da

X € K(E). Hvis A er begraznset, er A indeholdt i en ''stor kasse"

# 2N+ )r
K :{-}_{. IXV’ <-§W—H—117)-)-;U=1,...,m},

og denne kasse omfatter netop (2N)™ af de sm& kasser. Hver af

de sm& kasser er helt indeholdt i kuglen med samme midtpunkt og
med radius r. Dermed er saztningen vist.

En tilsvarende s®tning gslder ikke for Hilbertrummet. Ba~-

sis fglgerne

(1,0,0,0,.44)

g, =
Eo = (O’1’O,O’°'->
‘93 = (0,0,1,0’ooa>
tilfredsstiller betingelsen ng - gp” =2 for p 4 g, hvilket

viser, at mzngden {gn | n € Nl er pegranset, og at ingen del-
fglge af (gn) er en fundamentalfg@lge.

10.5., Ved siden af egenskaberne I og II ved en punktmzngde
A 1 et metrisk rum T skal vi interessere os for fglgende egen-
skaber, der kan opfattes som skzrpede former af I og II:

I', Enhver overdskning af A med &bne mzngder har en del-

mengde, som er en overdaskning af A. Udfgrligere: Hvis

5 | 3 € 31 er en mengde af Abne mangder, og A gﬁé&Oj,
eksisterer der en endelig delmzngde J* ¢ J, séledes at

e

Ac U, O..
= jEJ* J

II', Enhver punktfglge (an) p& A har en delfglge, som konver-
gerer mod et gransepunkt i A,

10.5.1 Setning. I' = I A II' = II.

For r > O vil mengden {K(x,r) | x € Al vaere en overdzkning
af A, og af I' fglger da, at en vis delmangde {K(a1,r),...,K(an,r)}

udggr en endelig overdszkning, men det er netop pastanden I. At



II' = II fglger af, at en hver konvergent fglge er en funda-
mentalfglge (sztning 8.9.3).

Af hensyn til det fglgende beviser vi fglgende hjslpesetning,
der ofte kan vise sig nyttig:

10.,5.2, Lemma. Hvis punktmzngden A i det metriske rum T op-
fylder betingelsen II', vil enhver aftagende fglge F, 2 EP) ; cos
af ikke tomme, afsluttede (relativt til A eller F) delmmngder
af A tilfredsstille betingelsen (1 F, + @,

Da mengderne Fn ikke er tomme, kan vi for hvert n € N valge
x, €F_. P& grund af II' har (xn) en delfglge (yn), som konver-
gerer mod a € A, Da det for n 2 N galder, at Yy S FN’ og FN er
afsluttet, har vi a € FN’ og da dette gelder for alle N, kan vi
slutte, at a € 1 F_, hvilket viser, at 1 F + 9.

Vi har tidligere set, at II' er opfyldt for et afsluttet
interval p& R. Derved bliver sztningen om intervalindsnevring
et specialtilfslde af lemma 10.5.2. N

10.6., Vi stiler nu mod at vise en hovedsztning, der siger,
at egenskaberne I' og II' er xkvivalente. For at beviset ikke
skal blive alt for tungt, vil vi indlede med et par beskedne
hjslpesstninger, der kun vil blive benyttede ved dette speciel-
le bevis.

10.6.1. Lemma. Lad A vere en punktmengde i et metrisk rum
T, og lad (an) vere en fundamentalfglge pa A, Hvis (an) ikke er
konvergent mod et grensepunkt 1 A, er mangden §an | n 2 N} af-
sluttet relativt til A for enhver vardi af N.

Vi s@tter By = {an | n > N}, og vi bemsrker fgrst, at By =
A medfgrer, at BN er afsluttet relativt til A. Hvis dette ikke
indtreffer, betragter vi et vilkarligt punkt a € A \ By Lad os
antage, at a € EN’ og lad ¢ vare et positivt tal. Da (an) er en

fundamentalfglge, kan vi valge N' 2 N, sidledes at diam BN' < te,
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Da By \ By er en endelig mzngde er C(BN \ BN) og derfor ogsé

K(a,%ze) n C(BN \ BN') en omegn af a, og der eksisterer derfor

et ¢ > N' med

aq € K(a,%e) n C(BN \ BN)’ altsa aq € K(a,ze).

Da nu a, € B c K(a,e).

N yt < +e, kan vi slutte, at By

Men det viser, at (an) - a 1 modstrid med forudsztningerne., Alt-

og diam B

s& kan antagelsen a € EN ikke vere rigtig, og dermed har vi vist,
at BN er afsluttet.

10,6.2 Lemma, Lad A vare en punktmengde i et metrisk rum
T, og lad A = {Oj | § € J} vere en overdskning af A med &bne
mengder. Vi antager, at II' gelder for A ¢ T. Hvis A ikke inde-
holder en endelig overdwkning af A, og hvis € er et positivt
tal, findes der en relativt til A afsluttet delmangde A1 C A,
s8ledes at diam A1 < € og shledes at A ikke indeholder nogen
endelig overdskning af Aq.

P& grund af implikationerne II' = II og II = I, kan vi vel-

£

ge ay5000,8 €A, sdledes at kuglerne K(av,§) overdszkker A, Sa@t-

il

: £ i
ter vi nu A, = A N K(av,§), har vi

A = K1 U KZ U see UA,
hvor afslutningerne er dannet relativt til A. Hvis A nu inde-
holdt en endelig overdskning af hver af m@ngderne Av’ ville
foreningsmengden af disse overdskninger vare en endelig over-
dekning af A indeholdt i A, Altsé kan vi valge et v, sdledes
at A ikke indeholder en endelig overdmkning af Av' Af A ¢ K(av,g)
fglger diam Av < €. Ved at anvende s®tning 8.27.% pa afbildnin-
X Av’ hvis afslutningen er KV X Kv’ far

gen dist af mengden A

€. Dermed er satningen fuldstesndig be-~-

Ao

vi heraf, at diam KV

vigt.

10.7. Vi er nu rustede til beviset for hovedsztningen om

kompakte mengder i metriske rum.
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10.7+7. Setning. For en punktmengde A i et metrisk rum T
gelder I' = II'.

Vi viser forst I' = II'. Lad (bn) vere en punktfelge pad A.
Da I'= I og I = II, kan vi umiddelbart slutte, at (bn) har en
delfeplge (an), som er en Ffundamentalfelge, Lad os antage, at (an)
ikke konvergerer mod et gransepunkt i A. Vi kan da benytte lemma
10.6,1, som fortwsller os, at mmngderne BN = {an l n > N} er af-
sluttede relativt til A. Mengderme Oy = A \ Bys N=1,2,000, er
da abne, relativt til A, og {On [ n € N} er en overdskning af A,
idet hver a_  tilherer On for n > q, og alle gvrige elementer af
A Filheorer alle mzngderne On' P8 den anden side vil enhver ende~
lig delmmngde af {On ] n € N} indeholde et On med hgjest merke-
tal, og aq vil da for g > n ikke tilhere nogen af mmngderne., Alt--
38 er egenskaben I' ikke opfyldt. Vi har s&ledes fundet en mod.-
strid mod vore forudsstninger, og antagelsen, om at (an) ikke
konvergerer mod et grensepunkt i A, kan sédledes ikke vere rigtig.

Dernmst viser vi II' = I', Dette er den vanskeligste del af
beviset for smtning 10.7.1, men de fleste af vanskelighederne er
overvundet i vore hjmlpesstninger, sé& resten kan klares pa ret fa
linier. Vi fgrer vort bevis indirekte, idet vi antager, at der

- findes en overdskning A = {O. j € J} af A med &bne mazngder, sé-

|
J
ledes at A ikke indeholder en endelig overdskning. Ifglge lemma
10,6.2 findes der en relativt til A afsluttet delmsngde F1 c A
med diam F1 < 1, og séledes at A ikke indeholder en endelig over-
dekning af an Vi anvender s8 lemma 10.6.2 pa F1 og Tfar F, ¢ F15
afsluttet relativt til ., med diam F, < %, og sadledes at A ikke
indeholder en endelig overdskning af F1u Da nuAF1 er afsluttet

relativt til1 A, indeholder F1 afslutningen af F2 relativt til A,

og denne bliver derfor identisk med afslutningen af F2 relativt
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til Fq, alted med Fse Altsa er F, afsluttet relativt til A, Ved
fortsat anvendelse af lemma 10.6.2 far vi efterh&nden en afta-
gende folge (Fn) af mengder, som er afsluttede relativt til A,
0g som tilfredsstiller diam Fn < %, og hvor A ikke indeholder

en endelig overdskning af Fn’ Ifplge lemma 10.5.2 kan vi finde
et punkt a, der ligger i alle mengderne Fn‘ Da A er en overdsk-
ning af A, kan vi finde Oq € A, sdledes at a € Oq. Der eksisterer
da et r > 0, sdledes at K(a,r) ¢ Oq. Vi velger nu et n > r”j, og
da a € F_  og diam F < % <r, har vi F_ cK(a,r) ¢ Oq. 84 er
iOq} ¢ A en endelig overdskning af F . Ovenfor fandt vi, at A
ikke indeholdt nogen endelig overdskning af Fn‘ Dermed har vi

en modstrid, og vi kan slutte, at antagelsen om, at A ikke inde~
holder nogen endelig overdmkning af A mé& vere forkert.

10.8. Hovedsstningerne om kontinuerte funktioner kan ikke
overfeores til helt vilkérlige punktmengder i metriske rum, og en
nermere underspgelse viser, at disse smtninger gmlder for netop
de punktmsngder, der har egenskaberne I' og II'. Det er derfor
rimeligt at give disse punktmsngder et swrligt navn.

10.8.7. Definition. En punktmengde A i et metrisk rum T
kaldes kompakt, hvis og kun hvis den tilfredsstiller de indbyr-
des ®kvivalente betingelser I' og II'.

Punktmengden A kan opfattes som et delrum A ¢ T, og betin-
gelsen II' vedrorer da &benbart kun delrummet A, sédledes at kom-
pakthed bliver en egenskab ved selve rummet A uafhsngig af rum-
met T, I princippet kunne vi hele vejen nejes med at tale om
kompakthed af metriske rum, men vi matte da ved anvendelserne 1
hojere grad steotte os til teorien for delrum, s& vi ville vzre

nedt til at udvikle denne teori mere detaljeret, end vi har gjort

det i det foregéende.
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10.9. Vi vil vise en rskke sma s@tninger om kompakte rum og
om kompakte mongder i metriske rum.

10.9.1. Satning. Et kompakt rum er fuldstandigt.

Lad T vzre et kompakt rum, lad (an) vere en fundamentalfgl-
ge 1 T og lad e vere et positivt tal. Vi kan velge N, siledes at
mengderne B = {aq | @ > n} for n > N tilfredsstiller betingelsen
diam B < +e. Da T er kompakt, har (an) en delfglge, som konver-—
gerer mod et grensepunkt a € T, Heraf fremgar, at Bn indeholder
et punkt af kuglen K(a,2e) og for n > N har vi da B, ¢ K(a,e).

10.9.2 Sztning. En kompakt mangde A i et metrisk rum T er
begranset og afsluttet,

Da betingelsen I er opfyldt for A, er A begrznset ifglge
setning 8.,7.2., For at vise, at A er afsluttet, betragter vi et vil~-
k4rligt punkt a € A. Om afbildningerne

g + A ind i T x T defineret ved o(x) = (a,x)

dist ¢ T x T ind 1 R
ved vi, at de er kontinuerte (se 8,17 samt smtning 8.19.1), idet
¢Aer isometrisk. Altsd er ¢ = dist o ¢ : A ind i R kontinuert.
Vi har ¢(x) = dist(a,x). Mzngden

K(a,r) = ¢“1([O,r]) = (x | daist(a,x) < v A x € A)

er altsd afsluttet (s®tning 8.27.2) relativt til A, og for r > O
er K(a,r) 4 ¢, da a ikke er et ydre punkt for A, Af lemma 10.5.2
fglger nu, at mengderne K(a,%), n=1,2,... har et falles punkt
b € A, For b galder imidlertid dist(a,b) ¢ % for alle n € N, alt-
s& dist (a,b) = 0, hvilket medfgrer a = b. Dermed har vi vist,
at et vilkarligt punkt a € A er element af A, Altsd er A afslut-—
tet.

10.9.3. Satning. En punktmangde A i et kompakt metrisk rum

T er kompakt, hvis og kun hvis den er afsluttet.
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Vi bemmrker, at "kun hvisg'" er et specialtilfazlde af satning
10.9.2, 88 vi skal blot bevise '"hvis". Vi antager altséd, at A er
afsluttet, og at T er kompakt. Msngden (A = T \ A er da &ben
(smtning 8.26.2). Lad A vere en overdzkning af A med &bne mzng-
der., S& er {CA} U A en overdzkning af T med &bne mangder, og da
T er kompakt, indeholder den en endelig overdazkning A1 af T. S&
er A, \ {CA} ¢ A en endelig overdskning af A, og dermed er smt-
ningen bevist.

10,10, Det s®rlig vigtige spgrgsmal om kompakthed af mang-
der 1 et m-dimensionalt rum besvares fuldstaendigt ved fglgende
setning.

10.10.1. Smtning. En mengde A ¢ R" er kompakt, hvis og kun
hvis den er begranset og afsluttet.

Vi bemarker, at "kun hvis' fglger umiddelbart af satning 10.
9.2, P4 den anden side har en begranset og afsluttet msngde A i-
fplge smtning 10.L.1 egenskaben II. En vilkdrlig felge (an) pa& A
har siledes en delfglge (bn)’ som er en fundamentalfglge., Ifglge
setning 8.10.2 har fglgen (bn) da en grenseverdi b i rummet T,
men da A er afsluttet, har vi ifglge satning 8.27.1, at b € A,
Dermed har vi vist, at A har egenskaben II', og dermed er satning

10,10.1 bevist.
Af s@tning 10.10.1 fremgir, at en begrsnset punktfglge i R

har en konvergent delfglge. Dette er Bolzano-Weierstrass' smtning.

Desuden fglger det, at en overdzkning af en lukket og begranset

punktmengde 1 Rm med abne mengder indeholder en endelig overdsk-—

ning: Dette er Borel's overdskningssatning. Denne s:tning har va-

ret et vigtigt hjslpemiddel ved mangfoldige matematiske undersg-
gelser, og den er altsd nu indbygget som et yderst vigtigt led i
kompakthedsteorien., Den anvendes maske ikke s& ofte direkte, men

meget ofte mere indirekte, idet kompakthedsteorien 1 sin helhed



har en central betydning som grundlag for den matematiske ana-
lySe .

10:11. For produktrum har vi fglgende fundamentale satning:

10.11.1. Sztning. Lad 'I‘1 og T2 vere metriske rum. Hvis T1
og T2 er kompakte, er produktrummet T = T1 X T2 kompakt.

3 ] — t 1 H it N

En fglge (Xn) i T, hvor x, = (xn,xn), x, € T,, x! €T, har,
da T, er kompakt, en delfg¢lge (yn), Y, = (yﬁ,yﬁ), hvor (yﬁ) er
konvergent. Da T, er kompekt, har (yn) en delfglge (zn), z, =
(zﬁ,zﬁ), hvor (zg) er konvergent. Da (zﬁ) er en delfglge af (yﬁ)
er (zﬁ) konvergent. Da bade (zﬁ) og (zg) konvergerer er (zn) kon-
vergent.

10,12, Vi skal nu studere kompakthed i forbindelse med af-

bildninger, og vi indleder med kompakthedsteoriens fgrste hoved-

satning:

10.12.71, Setning. Lad S og T vere metriske rum og £ : S ind
i T en kontinuert afbildning. Hvis S er kompakt, er billedmeng-
den £(S) kompakt.

Lad A = EOj | j € J} vere en overdakning af f£(S) med Abne
mengder, Da er f~1(A) = {f—1(0j) | 3 € 3} en overdskning af S
med abne msngder, og vl kan derfor finde endelig mange Oj med
j € J, s8ledes at mmngderne f_1(Oj) dekker S, og m&ngderne Oj
vil da dzkke £(8).

Som eksempel kan vi nevne, at vi ved at anvende satning 10,

12.1.pa projektionsafbildningerne far, at en projektion af en

kompakt mengde er kompakt, altsad begrsnset og afsluttet. Det er

derimod ikke rigtigt, at en projektion af en afsluttet mmngde
altid er afsliutitet. I planen udggr en gren af hyperblen X, Xy = 1
gs@ledes en afsluttet mmngde, men dens projektion pa X1—aksen er

intervallet ]0,~[, som ikke er afsluttet.
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Setning 10.12.1 er kompakthedsteoriens fgrste hovedsatning.
Dens forbindelse med gymnasieundervisningens hovedsstninger om
kontinuerte funktioner ses klart af fglgende specielle tilfaelde:

10.12.2. Smtning. Lad S vere et metrisk rum og £ : S ind i R
en kontinuert, reel funktion p& S§. Hvis S er kompakt, har mzngden
£(8) et stgrste element og et mindste element.

Ifglge setning 10.12.1 er £(8) kompakt, altsid ifglge sat-
ning 10.10.1 afsluttet og begrenset. Altsé er sup f(8) endelig.
Efter sin definition er sup f(8) ikke et ydre punkt for £(S), og
da £(S) er afsluttet, har vi altsa sup f£(8) € £(S)., Analogt for
inf £(8).

10.13. Kompakthedsteoriens anden hovedsatning udtaler sig

om en egenskab, der kaldes ligelig kontinuitet. Vi mgder her fc:

fgrste gang glosen ligelig, der benyttes i forbindelse med rela-
tioner, der indledes med Ve > 0 38 > 0 eller Ve > 0 IN € N, Hvis
der 1 en s&dan relation indgar variable, kan det have betydning
om 4 > O kan valges, s&ledes at det pa engang kan benyttes for
alle vardier af de variable., Lad os betragte de metriske rum S
og T, hvor vi i1 begge rum betegner afstandsfunktionen med dist,
idet der ikke er fare for misforstaelse, At £ : S ind 1 T er
kontinuert 1 et bestemt punkt x € S udtrykkes ved relationen

Ve > 038 > 0 Vy € K(x,d) (dist(f(x),f(y)) < €).
At £ ¢+ 8 ind i T er kontinuert udtrykkes ved relationen

Vx € S Ve > 0 38 > 0 Vy € K(x,d) (dist(f(x),f(y)) < €).

At £ ¢+ 8 ind 1 T er ligelig kontinuert betyder, at denne betin-

gelse er opfyldt i den skarpere form, at det samme § > O kan be-
nyttes for alle x € S. For at udtrykke dette m& vi flytte kvan-
toren VX € S hen bag den eksistentielle kvantor, og relationen

bliver derfor

Ve >0 34 >0 vx € S Vy € K(x,d) (dist(f(x),f(y)) < €).
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Her udtrykker kvantorerne Vx € S Vy € K(x,d), at pastanden skal
vere opfyldt for alle x og y i S med dist(x,y) < &, og vi fore-
trekker derfor at skrive relationen pa den mere symmetriske form
(1) ve >0 38 >0 vx € 8 Vy € s(dist(x,y) < ¢ = dist(f(x),f(y)) <&
Vi definerer derfor:

10.,13.1, Definition, En afbildning £ : 8 ind i T, hvor S
og T er metriske rum, kaldes ligelig kontinuert, hvis og kun
hvis den tilfredsstiller betingelsen (1).

Som en forberedelse til beviset for hovedsatningen vil vi
dreje betingelsen (1) pd den anden méde. P& grund af den logiske
relation

(A = B) «L= (non B = non A),
kan (1) ogsé& skrives
Ve > 0 3¢ > 0 vx € 8 Vy € 8(dist(f(x),f(y)) 2 e = dist(x,y) > d).
Vi indfgrer nu en punktmengde M(e) ¢ S x S defineret ved
(2) M(e) = {(x,y) | aist(f(x),f(y)) 2 €},
og betingelsen kan da skrives pa den kortere form
Ve > 0 38 > 0 V(x,y) € M(e) (dist(x,y) > &).
Nu er dist jo en afbildning dist : 8 x 8 ind i R, og vi kan der-
for lige sa godt skrive
ve > 0 3¢ > 0o(inf dist(M(e)) » &),
og nu er 4 blevet overflgdig i1 betingelsen, som reduceres til
(3) ve > O(inf dist(M(e)) > 0),
Vi skal nu vise kompakthedsteoriens anden hovedsztning.

10.13,2., Setning. En kontinuert afbildning £ : S ind i T af
et kompakt metrisk rum S ind i et metrisk rum T er ligelig konti-
nuert.

Afbildningen dist o (£ x £f) : 8 x S ind i R er kontinuert,
da den er gammensat af kontinuerte afbildninger. Msngden M(e)

(se (2)) er netep originalmmngden ved denne afbildning til den
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afsluttede mengde [e,]. AF s®tning 8.27.2 fglger derfor, at
M(e) er afsluttet. Ifglge sztning 10.11.1 er S x S kompakt, og
derefter fglger af satning 10.9.3, at M(e) € 8 x 8 er kompakt,
Da dist er kontinuert p4 S x S, er dens restriktion til M(e)
ligeledes kontinuert, og ifglge setning 10.12.2 har dist(x,y) en
mindste vaerdi inf dist(M(e)) pa M(e). For (x,y) € M(e) gzlder
nu dist(f(x),f(y)) > € > 0, altsé £(x) 4 £(y), altsd x 4 y, altsd
dist(x,y) > 0, Specielt gezlder dette ogsd for den mindste funk-
tionsverdi, altsd inf dist(M(e)) > O. Dermed har vi vist, at be-
tingelsen (3) er opfyldt.

Det specielle tilfelde af satning 10.13.2, der handler om
en reel funktion af en reel variabel pa et interval, omtales i
en del af de i gymnasiet benyttede larebdgger som en setning om en
funktions oscillation.

10.14, Vi skal vise endnu en tredie hovedsztning om konti-
nuerte afbildninger af kompakte rum. Vi indleder med en defini-
tion:

10.14+1. Definition. Lad S og T vare topologiske rum. En

afbildning £:5 ind i T kaldes en homoomorfi,hvis og kun hvis f

er bijektiv og savel f som f-'1 er kontinuerte. Rummene S og T

’ 3 . L3 3
kaldes homoomorfe,hvis og kun hvis der eksisterer en homéomorfi

£:5 ind 1 T.

Det fremgar umiddelbart af denne definition, at badde f og
f-'1 afbilder &ben mzngde pa &ben mengde, afsluttet mengde pa af-
sluttet mezngde, kompakt mzngde pa komplet mengde. Af f(A) = B
felger £(R) = B, £(B) = B og £(FA) = ¢B, og analogt for 71, pet
ses endvidere, at "homdomorfmed" er en skvivalensrelation. Topo-
logien beskaftiger sig netop med de egenskaber og begreber, der
bevares ved hombéomorfe afbildninger.

Vi skal nu vise den tredie hovedsztning.
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10.14.2. Setning. Lad S8 og T vere metriske mm, og f:8 ind i
T en kontinuert, bijektiv afbildning. Hvis S er kompakt, er f en
homoomorfi .,

Lad F ¢ S vaere en afsluttet me#ngde. Da S er kompakt, er F
kompakt ifglge smtning 10.9.3, og f(F) er kompakt og dermed af-
sluttet ifglge s@tning 10.12.1. Setning 8.27.2 viser nu, at £
er kontinuert, og dermed er beviset fuldfgrt.

Setning 10.14.2 er ikke umiddelbart en generalisation af
nogen af de fra gymnasiet kendte hovedsstninger om kontinuerte
funktion. Hvis en funktion f:{a,b)] ind i R er kontinuert, og af-
bilder [a,b] bijektivt p& mengden M ¢ R, giver sstningen, at f
har en kontinuert, anvendt afbildning f—1:M p& R, Derimod far vi
ikke umiddelbart, at M er et interval, og det er netop det vasent-
ligste punkt i den i gymnasieundervisningen behandlede satning.

Vi skal vende tilbage til denne side af sagen i nzste kapitel.

10.15, Vi har nu afsluttet vor gennemgang af den generelle
kompakthedsteori, og vi skal derefter gé& over til nogle anvendel-
ser af teorien. Fgrst vil vi vise nogle sztninger om afsluttede
mengders indbyrdes beliggenhed i metriske rum og specielt 1
m—-dimensionale rum. Vi antager hele tiden, at de optrazdende punkt—'
mengder ikke er tomme.

10.15.1. Definition. Ved afstanden mellem punktmengderne A
og B i det metriske rum T forstar vi talvardien

dist(A,B) = inf{dist(x,y)|x € A A y € BJ}.
Hvis specielt A = {al skriver vi dist(a,B) i stedet for
dist(A,B), og talvardien kaldes daafstanden mellem punktet a og
mengden B.
10.15.2. Sstning. dist(a,A) = 0 « a € A.
Af definitionen af ydre punkt ses umiddelbart, at

dist(a,A) > 0 « a € CA,
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og setningen er blot den tilsvarende zkvivalens mellem negatio-
nerne

10.15.3. Satning. Hvis punktmengderne A og B i det metriske
rum T er kompakte, har vi

JacAIb € Bl(dist(a,b) = dist(A,B)).

Den ved dist(x,y) definerede reelle funktion p& den ifglge
setning 10.11.1 kompakte mengde A x B antager ifglge sztning
10.12.2 en mindste verdi dist(a,b), som alts& netop er
infidist(x,y) | (x,y) € A x B}

10.,15.4. Smtning. Lad T vere et metrisk rum og A ¢ T en
punktmengde. Den ved ¢(x) = dist(x,A) definerede afbildning
¢:T ind i R er kontinuert.

For x € T, y € T,e=> 0, vil K(x,¢(x)+e) indeholde punkter
aff A, og af sztning 8.2.4 fglger

K(x,p(x)+e) ¢ K(y,dist(x,y)+e(x)+e),

s& vi kan slutte, at den sidste kugle indeholder punkter af A,
Altsd har vi

o(y) < o(x)+aist(x,y)+e,
og da dette gelder for alle € > O, har vi

p(y) < o(x)+aist(x,y).
Det samme razsonnement kan gemnemfgres med x og y ombyttede.
Altsd gelder almindeligt

| o(y) - o(x) | ¢ aist(x,y).
Afbildningen ¢ er altsd afstandsformindskende og dermed kon-
tinue rt (se 8.16).

10.15.5, Satning. Lad A og B vare punktmengder i et metrisk
rum T, Hvis A er kompakt, eksisterer der et punkt a € A, séledes
at dist(a,B) = dist(A,B).

Ifglge sztning 10.15.4 er den ved dist(x,B) definerede
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reelle funktion kontinuert pad den kompakte mengde A, og den
har derfor ifglge sztning 10.12.2 en mindste verdi dist(a,B),

hvor a € A, For x € A, y € B har vi nu

dis t(a,B) ¢ dist(x,B) < dist(x,y),

i/

og pa4 den anden side er
dist(4,B) = inf{dist(x,y) | x € A Ay € B} ¢
inf{dist(a,y) | ¥y € Bl = dist(a,B),
hvormed satningen er bevist.

10.15.6. Sstning., Lad F vare en afsluttet mengde i R, og
lad a vere et punkt. Der eksisterer et punkt b € P, siledes at
dist(a,b) = dist(a,F).

Mengden F, = F n K(a,r) er for et passende r > O kompakt
og ikke tom. Ifglge setning 10.15.3 eksisterer b &€ F1, sdledes at
dist(a,b) = dist(a1F1). P& grund af definitionen af F, er
dist(a,b) { r, og for y € F \ F, er dist(a,y) > r. Dermed er
s@tningen bevist.

10.15.7. Setning. Hvis A ¢ R" er kompakt, medens B ¢ R er
afsluttet, eksisterer a € A og b € B, siledes at dist(a,b) =
dist(A,B).

Ifglge setning 10.15.5 eksisterer a € A, sadledes at
dist(a,B) = dist(A,B). Ifglge smtning 10.15.6 cksisterer b € B,
- slledes at dist(a,b) = dist(a,B). Dermed er sztningen bevist.

10.16. Vi skal nu repetere og i yderst beskedent omfang ud-
vide et afsnit af gymnasieundervisningen.

10.16.1. Definition. Lad I ¢ R vere et interval og £:I ind

i R en afbildning. Vi siger, at f er strengt voksende i et punkt

x, €I, s&dfremt der eksisterer et positivt tal 4, sdledes at
Vx€ETI ﬂ]xo—§,xo[(f(x) < f(xo))

V x € 1 n]xo,xo+§[(f(x) > f(xo)).

Analogt for strengt afitagende.



Mat 1, 1961-62 MA 10. 18

10,16.2. Sstning., Lad I ¢ R vare et interval og £ : I ind
i R en afbildning. Hvis f er differentiabel i x, € I har vi:

Hvis Df(xo) > 0, er f strengt voksende i x_;

hvis Df(xo) < 0, er f strengt aftagende i x_.

Lad os antage, at Df(xo) > . Vi har opspaltningen

s, T (n) = (Pf(x) + €°(n))n,

nvor £ (h) -» O for h - 0. Vi kan da velge 4, sdledes at
Df(x,) + &°(n) > 0 for |n| < &,
og det ses da, at A T (h) for 0 < |h}| < & har samme fortegn som

o}
h, hvilket viser, at f er strengt voksende i Xy Analogt for

Df(x ) < O.

10.16.3. Setning. Lad I ¢ R vere et interval og £ : I ind
i R en afbildning. Hvis f(x) antager sin mindste eller sin stgr-
ste verdi i1 et punkt X, €1 og f er differentiabel i1 dette punkt,
er Df(xo) = 0,

Da x_ er indre punkt i I, og f(xo) er den stgrste eller
den mindste funktionsverdi, er f hverken strengt voksende eller
strengt aftagende i x_. AT s@tning 10.16.2 fglger da, at Df(xo)

hverken er positiv eller negativ.

10.16.4. Rolles s:tning., Hvis den kontinuerte afbildning

£ : [a,b] ind i R er differentiabel p& Ja,bl, og f(a) = £(b) = O,
eksisterer der et punkt ¢ € Ja,b[, hvor Df(c) = O.

Da [a,b] er kompakt (sztning 10.10.1), eksisterer der ifgl-
ge s@tning 10.12,2 en stgrste funktionsverdi f(x1) og en mindste
funktionsvaerdi f(xz). Hvis en af dem, f.eks. f(x1) falder i
la,b[ er Df(x1) = 0 ifglge ss:tning 10.16.3. I modsat fald falder
X, og X, i intervalpunkterne, og vi far f(x1) = f(x2) = 0, hvil-
ket medfgrer, at £(x) = o for alle x € Ja,b[, og s& er Df(x) = O

for alle x € Ja,b[.

|
|
{
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10.16.5. Den udvidede middelvardisetning. Hvis de kontinu-

erte afbildninger f,g:[a,b] ind i R er differentiable p& Ja,bl,
eksisterer der et punkt ¢ € Ja,b[, sdledes at
(£(b) - £(a))dg(c) = (g(b) - g(a))Df(c).

Vi indfgrer en hjslpefunktion ¢:[a,b] ind i R defineret ved
p(x) = (£(b)- £(a))(a(x) - g(a)) - (g(v) - g(a))(£(x) - £(a)).
Af regnereglerne fglger, at ¢ er kontinuert pad [a,b], og dif-
ferentiabel p& Ja,b[ med

Dp(x) = (£(b) - £(a))bg(x) ~ (g(b) - gla))pr(x).
Da vi endvidere har ¢(a) = ¢(b) = 0, giver sztning 10.16.4
umiddelbart eksistensen af punktet c.

10,16.6., Differentialregningens middelvagrdisstning. Hvis den -

kontinuerte afbildning f:[a,b] ind i R er differentiabel pa
Ja,b[, eksisterer der et punkt x € Ja,b[, sdledes at
f(p) - f£(a) = (b-a)df(c).

Dette er et specialtilfmslde af ssmtning 10.16.5 svarende til,
at g er den ved g(x) = x definerede afbildning.

10.16.7. Sstning. Lad I ¢ R vere et vilkérligt interval og
£:I ind i R en differentiabel afbildning. Hvis Df(x) = O for alle
x € I, er T konstant. Hvis Df(x) > O for alle x € I, er f vok-
sende pad I. Hvis det yderligere gelder, at Df ikke er identisk O
i noget interval IJl ¢ I, er f strengt voksende. Analogt for
Df(x) < O.

For [x1,x2] ¢ I giver sstning 10.16.7, at der eksisterer et
punkt & ¢ ]x1,x2[, sédledes at

f(x2) - f(x1) = (x2 - x1)Df(§)a
Heraf fglger de to fgrste pastande umiddelbvart. Hvis f er vok-
sende uden at vaere strengt voksende, eksistercer der punkter

X9 X5 € I med x, < X5, sdledes at f(x1) = f(x2), og f er da
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konstant pa [Xq,XzJ, altsd Df(x) = 0 for alle x € [x1,x2].

10,17. Som allerede beviset for smtning 10.16.7 antyder, vil
men 1 reglen anvende middelvardisztningerne pa variable inter-
valler., Ved de szrligt vigtige anvendelser af middelvardisztnin-
gerrne pé selve differentiationsteorien, betegnes intervalende-
punkterne ofte med x og x+h, hvor h er en tilvekst, som kan vare
positiv eller negativ. Bt punkt i det &bne interval med ende-
punkterx og x+h betegnes da x+®h, hvor ® € ]0,1[. BEr der tale
om en afbildning £:I ind i R, har vi (x,h) € A I, og ® vil af-
hznge af x og h, si vi bgr skrive mere udférligt x + ®(x,h)h, og
® er da en afbildning af A I ind i R. Hvis vi anvender middel-
verdisstningerne ma vi huske, at afbildningen ® ogsd afhsnger af,
hvilke funktioner satningen anvendes pa.

Afpildningen ® vil i almindelighed ikke vere kontinuert, og

den vil heller ikke vare éntydig bestemt. Lad os betragte den ved

(x) O for x = 0

o(x) =
{xzsin% for x 4 0

definerede afbildning ¢:R ind i R. Vi har tii igere vist, at ¢

er overalt differentiabel med differentialkvotienten

O forx =20

D@(X) 2{ ] 9
2xsing - cos for Xx $ 0.

Middelvardisstningen giver da for et interval [a,x]:

o(x) = o(x) - ¢(0) = xDp(®(x)x).

Det ses her, at ©(x), nar x er et ikke alt for stort positivt tal, |

kan velges pd uendelig mange méder, s& ligningen kommer til at

gelde, P4 den anden side fremgar det, at ®(x)x mé& falde i de

intervaller, hvor |D¢(x)| er ret 1lille, og derfor kan ®(x) ikke

velges som en kontinuert funktion af x, nir x nszrmer sig nul.

Heller ikke ®(x)x kan blive kontinuert, men dette sidste udtryk
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er dog kontinuert i punktet O,

10,18, Inden vi gar over til de mere fundamentale anvendel-
ser af middelverdisatningerne, viser vi 2 simple sstninger om
differentiable funktioner af 1 variabel.

10.18.1. Smtning. Lad I ¢ R vare et vilkérligt interval,
£:I ind i R en kontinuert afbildning og a et punkt af I, Hvis
f er differentiabel p& I \ {a}l, og Df har en endelig graznsevardi
b i punktet a, da er f differentiabel i a og Df(a) = b.

Af middelvesrdisstningen fglger for h € I - ai

Aaf(h) = f(a+h) - f(a) = hDf(a +@(h)n).

Her er a+®(h)h kontinuert for h = 0, og vi har derfor
Df(a+@(h)h = b + so(h),

og ved indsazttelse af dette fas
Aaf(h) = bh + eo(h)h,

hvormed sstningen er vist.

Den 1 10,17 betragtede afbildning ¢ viser, at en afbildning
kan vaere differentiasbel i et punkt uden at differentialkvotienten
har en grenseverdi i punktet.

10.18.2. Sstning. Lad I ¢ R vare et vilkarligt interval,
f,g:I ind i R kontinuerte afbildninger og a et punkt af I. Vi
antager, at f(a) = g(a) = 0, at £ og g er differentiable pa

I\ {al, og at Dg(x) 4+ O for alle x € I \ {a}. Da har vi

1im 22(X) _p o 1im E%E% = b,
x5 a Dg(x X = a g(x

0gsd hvis b = « eller hvis b = -,

Den udvidede middelvaerdisstning giver nemlig, at der eksi-
sterer et ®(h) € ]0,1[, séledes at

(£(a+h) - £(a))Dg(a+@(h)h) = (g(a+h) - g(a))Df(a+@(h)h),
hvilket viser, at g(a+h) = g(a+h) - g(a) #+ 0. Relationen kan nu

skrives
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£(a+h) = DE(a+®(h)n)
ﬁaﬁ Dg(a+®(h)h) ’

Hvis nu Bg ::E har grenseve&rdien b for h —» 0, vil brgken pa

hegjre side ligeledes have grsnsevardien b for h » 0. Dermed er

sztningen bevist.

Vaelger vi specielt for £ den i 10.17 omtalte funktion ¢,

medens vi sa&tter g(x) = x, ser vi umiddelbart, at g har grense-

verdi O for x - O, sk¢nt Df ikke har nogen gramnseverdi. Altsd er

Dg
betingelsen 1 satning 10.18.2 ikke ngdvendig.

Satning 10.18.2 kaldes 1‘H8pita1's regel. Vi viser et eksem-
pel p& en anvendelse:

For at undersgge om

Xsinx+cosx-1
f(X) = 5
sin"x

har en graznscverdi for x —» 0, bemerker vi fgrst, at bade tazller
og nzvner har granseverdi O (det er selvfglgelig helt afggrende,

at denne detalje huskes). Ved differentiation af ta®ller og

nsvner fas brgken

sinx+xcosx-sinx = _X 1
2sinxcosx sinx’ 2cosx !

Vi ved (eller vi finder ved differentiation af t®ller og navner),

e har greznsevaerdi 1, sa hele brgken har granseverdien %o
Den oprindelige funktion vil da ogsa have gra&nsevardien % for
x - 0,

Det skal understreges, at 1'Hopital's regel ikke altid er
den mest praktiske metode til granseverdibestemmelse, og at de
primitive metoder, der ved tidligere lejligheder har veret til
nytte for os, ofte vil vare at foretrazkke.

10,19, Vi skal 1 det folgende vise nogle s@tninger om diffe-
rentiabilitet af afbildninger f£ : O ind i R (eller &™), hvor

0 ¢ &™. vore setninger forudsatter, at f er partielt differenti-
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abel med hensyn til hver variabel, og at de partielle differen-
tialkvotienter har visse kontinuiltetsegenskaber. Beviserne beror
pé& gentagne anvendelser af differentialregningens middelverdi-
setning, idet man giver alle de variable p& en enkelt nar kon-
stante vardier, sdledes at man far en funktion af hver varia-
bel, p& hvilken middelvsrdisstningen kan anvendes, Vi vil for-
mulere denne udnyttelse af middelvaerdisstningen pa en enkelt
variabel som en hjelpesatning. Da der i hjslpesztningen optra-
der en s®rlig udmerket variabel, vil vi benytte et betegnelses-
pystem, der skiller en variabel ud fra de ¢gvrige.

Vi betragter en &ben mengde O C R+ og en afbildning

£ : 0 ind i R, Por et punkt i O benytter vi vetegnelsen (x;y) =
(X1,...,xm;y) og svarende hertil satter vi (h;k) = (h1,¢o,,hm;k).
Hvis f er partielt differentiabel med hensyn til y, vil vi be-
tegne den partielle differentialkvotient med hensyn til y med

D _f. Vi skal nu formulere vor hjelpesstning:

10.19.1, Lemma. Lad O ¢ 20 yere en dben mmngde og £ : O
ind i R en afbildning. Lad (éo’yo) € 0 vere et vilkarligt punkt.
Vi antager, at restriktionen f(ﬁ,yo) er kontinuert i x_, og at
den partielle differentialkvotient Dyf ckgisterer i en omegn
U € U(éo,yo) og er kontinuert i (éo,yo). Afbildningen f er da
kontinuert i igo,yo), og for funktionstilvsksten

AP (n3k) = £z +h;y +k) - £(x +h;y )
har vi en opspaltning
8% (B5k) = DL(x 59,0k + ¢ (3k)k,
hvor eo(g;k) er kontinuert i (0;0) og 80(9;0) = 0,
Uden at indskr@nke almindeligheden kan vi antage, at der

eksisterer et reelt tal 4§ > O, sdledes at U netop er givet ved

U= f(x +hoyk) | |0, 6 avven In | <& A |kl < 1.



For hvert fast |h| med Ihul <Oy ph=1y000,mer o(y) = £(x+h,y)
differentiabel i [yo~&,yo+§J, og for |k| < & f&r vi derfor ved
middelverdisztningen
2%f(nsk) = Dyf(§0+ﬁ;yo+®(£;k)k)k,
hvor O < ®(h;k) < 1. Funktionen ®(h;k)k er da kontinuert for
k = 0 og dermed i (0,0), s& vi kan skrive
DF (2 +55,40(15k)K) = D£(x 5v,) + & (Bsk),
hvor eo(g;k) er kontinuert i (0;0) og eo(g;o) = 0, Vi har der-
med fundet den i1 lemmaet omtalte opspaltning.
Vi bemmrker, at A f(h;k) er kontinuert i (0;0) ifglge op-
spaltningen. For (x;y) € U har vi nu
r(x;y) = £(x35,) + A*f(z-zo;Y~yo),
hvor hvert led p& h¢jre side er kontinuert i (gac_o‘;yo)o Altsd er
£ kontinuert i (x_;¥ ).
10,20, Hvis en afbildning £ : O ind i R, hvor 0 ¢ R er
dben, i en omegn U ¢ 0 af" et punkt b9 € 0 har en partiel diffe-
rentialkvotient D f, som er kontinuert i x , siger vi, at f er

kontinuert partielt differentiabel med hensyn til éu i punktet

X . Hvis £ : 0 ind 1 R er differentiabel i 0, og de partielle
differentialkvotienter D1f,.o.,Dmf er kontinuerte i O, siger vi,

at £ er kontinuert differentiabel i O.

Det er méske pa& sin &lads at understrege, at de kontinuert
differentiable funktioner for de fleste anvendelser er en mere
hensigtemessig funktionsklasse end de differentiable funktioner.
Vi skal nu vise fglgende hovedsastning:

10.20.1. Smtning, Hvis £ : 0 ind i R, hvor 0 ¢ R" er &ben,
har partielle differentialkvotienter D1fn,.o,Dmf, gom er konti-
nuerte i 0, da er f kontinuert differentisbel i O,

Vi foretrskker dog at formulere og vise en 1lidt sterkere

sztning, som er noget tungere at formulere, men lige s& let at
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bevise., Ved de fleste anvendelser er det s®stning 10,20.1, man
har brug for, men den starkere sztning vil dog vise sig nyttig
ved mindst én anvendelse i et senere kapitel.
10,20.2, Saztning. Lad O ¢ R™ vere en &ben mengde, T : O
ind i R en afbildning og a € O et punkt. For q € {1,,..,m} vil
vi benytte betegnelsen
Rg = {x | AveoA X_ = a_Jte

1 X549 T 854 m m

R" og R, = {ate,t | t € R}, Vi anta-

ger, at der eksisterer en omegn U € U(a), sfledes at det for

]

Vi har altsd specielt Rg

-

q4d € {1,60.,m} gmlder, at qu(z) eksisterer for x € Eg N U og er
kontinuert i a. Da er f differentiabel i a. B

Vi kan uden at indskrsnke almindeligheden antage, at der
eksisterer et tal & > O, sdledes at U er defineret ved

U= {x | |x1—a1| < 6 AeenA Ixm—aml < 8

Q
Pg N U, Vi viser ved induktion efter q, at fq er differentiabel

Med £ _ @ Rg N U ind i R betegner vi restriktionen af f til

e

1 a. Ifglge det givne er dette opfyldt for m = 1, Hvis det gel-

Py

der for et vist g, har vi en opspaltning
o
Aéfq(g) = D,f(a)h, +.uot qu(g_)hq + g, ()l

hvor h = (h19°"9hq)' Af lemma 10,1911 fglger nu, at fq+1 er

kontinuert i a, og at vi har en opspaltning
NE

g+ q+1) =
f(a1+h1,.,¢,aq+h

(hsh

q’ aq+1+hq+1’ aq&Z"°”am)

f(a +h1,ooo,aq+hq’ aq+1,aoo,arﬂ) =
[e]
f(a)hg,y + ep(lyhy )0 1.

q+1 a+1 q+1

)

Vi far da umiddelbart for h' = (h1""’hq+1

(n') = Aéfq(g) + A%r _ (hsh

q+1 q+1) =

f(g)h1 teeet Do (@)D, + e (@),

hvor vi har sat
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el |h
%(n') = 8?(2) %ETW + eg(h;hQ+1)*n§$ﬁl )

hvilket tilhgrer m(HQHO), da hver af de to brgker er ¢ 1. Der-
med er induktionsbeviset fardigt, og vi har sdledes vist, at

f er differentiabel 1 a. Men T, er identisk med f 1 omegnen
Uaf a. Altsd er f selv differentiabel i a.

10.21, Vi vil nu udvide differentiationsteorien, ved at ind-
fgre differentiation af hgjere orden, séledes som det kendes
fra gymnasieundervisningen for funktioner af en variable. Ved
partialdifferentiation har vi muligheden for at differentiere
flere gange efter hinanden med hensyn til forskellige wvariable,
men det viser sig, at rekkefglgen af differentiationerne for en
omfattende klasse af funktioner er uden be tydning, og antallet
af hgjere differentialkvotienten bliver derfor nogenlunde over-—
kommeligt. Ved partiel differentiation med hensyn til en variabel
holdes de ¢gvrige variable konstante, og det vesentligste ind-
hold af s@tningen om ombytning af differentiationsordenen ved-
rgrer derfor blot funktioner af 2 variable.

10.21.1. Smtning. Lad O ¢ 2% vere en &ben mengde og £:0
ind i R en afbildning. Hvis D1f, D2f og D2D1f alle eksisterer
i 0 og D2D1f er kontinuert i et punkt x € 0, da eksisterer
D1D2f(x) og D1D2f(g§) = D2D1f(§_).

Det ligger i forudsstningen, at f overalt i 0 er partielt
differentiabel med hensyn til hver variabel, og at D1f overalt 1
0 er partielt differentiabel med hensyn til den anden variabel.
Beviset er ikke helt nemt, selvom det ikke er serlig langt.

Vi begynder med at valge et positivt tal k, sdledes at O

indeholder kvadratet

{y | ly1—x1| <k oA ILVQ"XQI < k}.
For |h,| < k, |h,| < k kan vi da betragte udtrykket



A(h1,h2) = f(x1+h1,x2+h2) - f(x1+h1,x2) - f(x1,x2+h2) + f(x1,x2).
Idet vi forelgbig tenker os, at h1 og h2 er faste tal, indfgrer
vi den ved

p(y) = £(y,x,+h,) - £(y,x,),
definerede hjzlpefunktion ¢, som ifglge forudsatningerne er dif-
ferentiabel pd intervallet [x1,x1+h1]. Ved middelverdisatningen
far vi nu

A(h1,h2) = @(x1+h1) - ¢(x1) = D¢(x1+®1(h1,h2)h1)h1 =
(D1f(x1+@1(h1,hz)h1,x2+h2) - D1f(x1+®1(h1,h2)h1,xz))h1.
Her er 0< @1(h1,h2) < 1. Takket vare den lille snedighed med
hjslpefunktionen ¢ fik den fgrste variabel samme verdi i paren-
tesens 2 led, og vi kan anvende middelvsrdisastningen igen, hvil-
ket giver
A(h1,h2) = h1h2D2D1f(x1+®1(h1,hz)h1, X2+®2(h1,h2)h2).
Vi definerer nu den ved

p(y) = £(x,+h,,y) - £(x,,y)
definerede hjelpesztning ¢, som ifglge forudsztningerne er 4if-
ferentiabel p& intervallet [xz,x2+h2], hvilket giver

Alhyhy) =y (xpthy) = 9(xp) = 8y y(ny) =

Dw(xz)hg + so(hq,h2)h2,
hvor eo(h1,h2) for hver fast vardi af h, er kontinuert for h, =
0, og hvor eo(h1,0) = 0. Ved at sammenligne de to udtryk for
A(h1,h2) far vi for h, 4 O
D¢(x2) = h1D2D1f(x1+®1(h1,h2)h1,x2+®2(h1,h2)h2) - eo(h1,h2).
Her er

Dy (x,) = Dyf(x,+hy,x,) - Dyf(x,,%,),

og da D,D,T er kontinuert i x, kan vi skrive
D2D1f(x1«%(h1,h2)h1,x2+®2(h1,hz)hz) = D2D1f(§) - a?(h1,h2)
hvor e?(h1,h2) er kontinuert i O og e?(g) = 0. Vi Par sdledes
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(1) D2f(X1+h1 ,Xg) - Dgf(X1 ,XQ) =
D2D1f(§)h,l+ (810(}11 b)) = h:'-1eo(h1 shy) )by
og vi satter
0 0] -1 0
€2<h1) = &y (h,, ’h2) - 111 3 (h1 ’h2)’
idet man ved lgsning af ligningen med hensyn til dette udtryk

ser, at det (trods sit udseende) ikke afhmnger af h,. Hvis vi
nu i udtrykket foretager granseovergangen h, - 0, far vi

0 . 0

82(h1) = 1lim 81(h1,h2),

h240

hvor h1 er konstant under graznseovergangen. Lad & vare et vil-
kdrligt positivt tal, Vi kan da finde & > 0, saledes at
1

'h1l <6 A Ihgl < d = |80(h1,h2)| < 4

og ved her at foretage graznseovergangen, ser vi at
0
byl ¢ = ley(ny)] < 4.

Vi har dermed vist, at ag(h1) har gransevardien O for h, - 0,

og (1) viser da,.at D1D2f(§) eksisterer og har vardien D2D1f(§).

Dermed er beviset fuldfgrt.

10.22, Vi betragter igen en aben mengde O ¢ " og en af-
bildning £ : 0 ind i R. Hvis man overalt i O kan foretage p
differentiationer med hensyn til samme eller forskellige variable
i en bestemt razkkefglge, fas derved en ny afbildning af O ind i

R, og den s&ledes fremkomne afbildning kaldes en partiel diffe-

rentialkvotient af pte orden af afbildningen f'. Ved hver af de

p differentiationer har man valget mellem m variable, som man
eventuelt kan differentiere med hensyn til, og der kan saledes
eventuelt blive tale om m® differentialkvotienter af pte orden.

Hvis disse alle eksisterer, kaldes afbildningen £ differentia-

bel af pte orden eller p gange differentiabel.

Hvis afbildningen f er p gange differentiabel i 0, og alle

de partielle differentialkvotienter af pte orden af funktionen
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f er kontinuerte i O, kaldes f kontinuert differentiabel af pte

orden eller p gange kontinuert differentiagbel. Ifglge satning
10,20 er da alle differentialkvotienter af orden lavere end p 1li-
geledes kontinuerte, og den ombyttelighed af differentiations-
orden, som gzlder ifglge satning 10.21.1, bevirker, at antallet
af forskellige differentialkvotienter af pte orden for m > 1 og

p > 1 reduceret meget vasentligt.

Vi kan for en p gange differentiabel funktion opskrive al-

le de forskellige partielie differentialkvotienter af pte orden

pé& formen

a, a
2
(2) p," D, ...Dj%,

hvor d, + ees + q, = P idet vi velger differentiationsordenen,
s@ledes at vi fgrst udfgrer alle differentiationerne med hensyn
til den sidste variabel, dernzst alle med hensyn til den nast-

sidste variabel, o.s.v.

Det har ogsé interesse for os at kende antallet af partiel-
le differentialkvotienter, som ved omordning af differentia-
tionsordenen kan bringes p& formen (2). Dette er ogsé antallet
af mdder, p& hvilke de p differentiationer i (1) kan ordnes.

Vi bemzrker, at numrene i fakkefglgen for de ay differentiatio-

ner med hensyn til X, kan valges pa

n !
4 n!
\%>qﬁh*%7
forskellige méder. Efter at pladsearne for de qy differentiatio-

ner med hensyn til ay er valgt, kan pladserne i rskkefpglgen for

de s differentiationer med hensyn til X5 velges pa

n-q, (n-q)!
L > - a, ' (nmq,-q,)T

forskellige méder o.s.v. Antallet af partielle differentialkvo-
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tienter, som kan skrives pa formen (2) er saledes
k-1

n- ),
r=1

Qe

%% n!
(8-

|

k

og for dette antal vil vi anvende betegnelsen

<q1”?"qm>

som alts& er defineret, hvis q1+..a+-qm = n. Vi bemzrker, at vi

for m = 2 f&r binomialkoefficienterne, idet

(a0.) = () = (&)

For m = 1 f&s kun én partiel differentialkvotient af p
orden, og det er netop den fra gymnasieundervisningen kendte
differentialkvotient af pte orden, og 1 dette tilfelde udelader
vi ordet 'partiel'.

10.23. Vi betragter en &ben mengde O ¢ 2™ samt m afbildnin-
ger LM : R™ ind 1 R. Vi kan da definere en afbildning w : O x R
ind i R, idet vi satter

w(x,n) = L, (x)h, +...+ L (x)h .

Den s&ledes indfgrte afbildning kaldes en differentialform

(1-dimensional og af fgrste grad) pd mengden O. Vi ved fra det

foregéende, at det totale differential df(g,g) aff en differen-

tiabel afbildning £ : O ind i R definerer os en differential-

form df.

Mere generelt indfgrer vi (41-dimensionale) differential-

former af pte grad pa4 O. En s&dan er givet ved et udtryk af for-

men
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Af hensyn til det fglgende er det hensigtsmzssigt at ga over
til de ogsd tidligere benyttede betegnelser og skrive dx =
(dx1,...,dxm) i stedet for h = (h1,...,hm), og med denne beteg-

nelse for de wvariable far vi

w(x,dx) L1(§)dx Foeot Lm(g)dxm,

1
ar(x,dx) = 1311“(;5_)(1:(1 Fooot Dmf(gc_)dxm,

il

X
x a
(x,dx) > L 1 U
q1’-°-sqm(?§)dx1 Ooodxm .

q1+cec+qm:p

10.2l4, Den i 10.23 indfgrte differentialform w(x,dx) af-

haangel" af de Variable (X)! g0 ,X 9 dX1 800 ’dxm) ° Del’lS ’tOtale dif—

m
ferential afhaznger af yderligere 2m variable, som vi kunne be-

tegne (d1x1,...,d X dzxq,...,dzxm), og dens differential bliver

1
da
m n m

}j j{jDvLu(z)qudﬂxv + }ETL“(z)dX“.
p=1 pu=1 u=1
Differentialet af denne stgrrelse vil afhsnge af ialt 8 m varia-
ble, og det ses, at de udtryk, der sdledes fés ved gentagen to-
tal differentiation, bliver alt for komplicerede til at kunne
anvendes med fordel.

Mere anvendelige differentialer far man, nar man ved fgrste

differentiation valger (dx1,..o,dxm,dgx1,o.,,dzxm), som de nye

|
variable, séledes at kun de m sidste er virkelig nye. Ved den j
|

neste differentiation velges de nye variable (dx1,...,dxm,

2 2 3 .3 . . .
da X1,000’d Xm,d X1,-..,d Xm). Derved indfgres blot m virkelig

nye variable ved hver differentiation. Vi vil kalde de s&ledes

opstéede differentialer fuldstendige, og betegne dem de,

cdgw,..,, ligesom vi ogsé& vil tale om fuldstendig differentia-

tion. Udtrykkene for de fuldstendige differentialer bliver endnu
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for komplicerede til, at vi kan opskrive det almindelige udtryk

for det fuldstendige differential af en differentialform. Vi

far f.eks.
m m
c 2 B 2
dw(x,dx,d7x) = 2{? DML%(z)dx%d%u + EEjL%(§)d Xo
Nppi=1 =1
m
2
odEw(g,dg,d §,d3§) = ;{j DvDML%(z)dx%dx dxv +
Nophyv=1
m m m
2 2 3
2 }Z: PuLx(ﬁ)d X%dxu + zij PuLxdx%d X, + ;{jL%(é)d X o
Nop=1 Nyp=1 N=1

Det ses, at udtrykkene fas ved sadvanlig differentiation,
idet man ved hver partiel differentiation af en koefficisnt
L%(g) med hensyn til en variabel X, tilfgjer faktoren dXM°

10,25, Vi opskriver nu specielt nogle af de fgrste fuld-
stendige differentialer af en afbildning £ : I ind i R, hvor

I ¢ R eret interval.

ar(x,dx) = Df(x)dx

Ca%p(x,dx,d°x) = D f(x)ax" + Df(x)d°x

2 3

CdBf(x,dx,dzx,dsx) = Djf(X)dXB + 3D2f(x)dxd x + Df(x)d~"x

b uX) = Duf(x)dxu + 6D3f(x)dxzdzx +

L sz(x)dXdBX + 3 Dgf(x)dgxz + Df(x)d“x

CATF (%, A%, 000 ,d

Al (x,dx%, ... ,d %) = DOF(x)dx’ + 10 pie(x)axa’x +

° 4 5 sz(x)dxd“x

10 DBf(X)dXZdBX + 15 DBf(x)dxdzx
+ 10 D f(x)dxax + Dr(x)a’x.
De t tilsvarende formler for afbildning £ : O ind i R, hvor
0 ¢ R er aben bliver mere komplicerede, men de er si n=r beslag-
tede med ovenstaende, at de umiddelbart kan opskrives pé& grund-

lag af disse. Vi opskriver nogle af de fgrste, idet vi ggr op-

m@rksom pa, at hvert summationstegn betyder summation over alle
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indices, og disse skal alle lgbe fra 1 til m:

ar(x,dx) = ZDOCf(_)_c_)dxOc
c .2 2 2
a°r(x,dx,d7x) = zDﬁDaf(z)dxadxﬁ + ZDaf(é)d X,
e 2
d3f(§,d§,d §,d3§) = szDBDaf(_)g)dxadxﬁdxy +

2 3
35D Daf(g)dxad X, + ZDaf(g)d X,

B B
Vi har nu benyttet vor antagelse, at £ er kontinuert differen-
tiabel af nte orden, idet vi har ombyttet rekkefglgen af diffe-
rentiationerne. Det fremgédr af de anf¢grte udtryk, hvordan form-

lerne for de fuldstzndige differentialer af funktioner af flere

variable kan udledes af de tilsvarende formler for funktioner

’ .
af en variabel.

Den fgrste sum i udtrykket for det nte fuldstendige diffe-

rential er en differentialform af nte grad og den sidste sum
er en differentialform af fgrste grad, Derimod afhenger de ¢@gv-
rige summer af flere szt nye variable, og de er saledes ikke

differentialformer,

Hvis vi danner en sammensat funktion ved i f(x) at inds®t-
te x = gu(l), it ="15000,m, f&r vi den sammensatte funktions
totale differentialer ved i ovenstéende udtryk at s:tte xu =

k c.k
; og hvert d°x = 7d
gu(x) g ’

gu(x,dg,o..,dkg).

10.26. For linesmre afbildninger forsvinder alle differen-
tialer af orden » 2. Hvis vi derfor kun ¢nsker at studere sam-
mensatte funktioner fop, hvor ¢ er linezr, vil alle summer und-
tagen den fgrste i hver af ovenstidende formler forsvinde., Da
dette specielle tilfelde har temmelig stor betydning, indfgrer
vi de afkortede differentialer, som blot bestér af det fgrste
led 1 hvert af ovenstaende udtryk. For en afbildning £ : O ind
i R, hvor O ¢ R™ far vi ved anvendelse af ombytteligheden af

differentiationsordenen fglgende udtryk for det afkortede dif-

ferential af nte orden:
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...d.X =
x

n
d"f(x,dx) = gk D, «oo Da1f(§)dxa1 )

/. n
OCq,uco,Oﬂnz)l
}j ( n > D%1...D%mf(§)dx?1...dx%m ,
\Q1’...’qm
q1+...+q_m = 1N

hvor qy 2 0,...,qm 2 0 1 den sidste sum.
For den ved
p(t) = £(a + At)
definerede sammensatte funktion far vi specielt
"o (t,at) = Dp(t)at”,

hvor

Ppp(t) = }j <q1,.?.,qm>

q1+.-.+q_m=n

q q
DM .« Dmt (aent)A L L,

eller kortere
D% (t) = d"f(a+rt;n)

10.27. Lad 0 ¢ R™ vare en &4ben mzngde, a € 0 et vilkérligt
punkt og p > O et tal, for hvilket kuglen K(a,p) er en delmangde
af 0., Lad f:] ind 1 R vare en n gange kontinuert differentiabel
afbildning. For [lh|| < p er den ved

p(t) = £(a + ht)
definerede afbildning ¢:[0,1] ind i R ifglge de foregiende af-
snit n gange kontinuert differentiabel. Ved anvendelse af Taylors

formel (MA 2.1) far vi da
n-1 (
k)
o(1) = }j Q_ETLQL R,
k=0

hvor

y 1 -
R = 7rryy L D% (t) (1-8)" " as.
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Ifglge resultaterne i det foregéende afsnit er nu
k k k
o) (0) = DFp(0) = d(asn),

og
1
- 1 n . _\n=1
R = =TyT £ a ' f(a+ht;h) (1-t)" dt.

Vi bemsrker, at d"f(a+ht;h) er en sum af endelig mange led af

formen

qm:

Q 9, q
1 1
.+ sD f(g+gt) hy «e.h

D,

qm=

q
o] q _ .0 1
(D1...Dmf(§) 51(Qt) h, ...h

4 9 4y

4
4 eeeDp f(a) hy «..h

hvor e? og eg har graznseverdi O i 0. Vi har derfor ogsé

D + e0(nt) |l
a"f(a+ntsh) = aPr(azh) + eg(at)(n)®
hvor eg har grenseverdien O i Q. Ved indszttelse 1 R Tfar vi

a’f(a;h)  m " A .
R = R Gy [ gg(gt)(1—t)n Tat,
o

n n!

For ¢ > O kan vi velge § > O, sdledes at
|e5(t)| ¢efor |n| ¢ 6 A te [0,1],

og vi far da

1 -
’/ eg(gt)(1-t)n Tat < e for [h] < 4,

s& vi kan skrive

/ 3(ht)(1 -t) 1 Tat = su(h),

hvor Eﬁ har granseverdien O 1 0. Vi far sdledes formlen

f( ;h)
(1) = £(a+h) = ;{f 22 oW sl

hvor vi har anvendt skriveméden

a%f(asn) = £(a).
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Den her udledte formel er Taylors formel for en n gange

kontinuert differentiabel funktion. Den har mange anvendelser.

10.28. Vi indskyder i denne sammenh#ng med henblik pé en
senere anvendelse en generalisation af middelverdissztningen til
funktioner af flere variable., Vi vil antage, at O ¢ ™ er en
dben mangde og at £ : 0 ind i R er differentiabel. Hvis linie-
stykket med endepunkter a og a+h ligger i O, kan vi anvende
differentialregningens middelvaerdisstning pd den ved

p(t) = f(a+ht)
definerede afbildning ¢ ¢ [0,1] ind i R, og der eksisterer sé-
ledes et tal ® € ]0,1[, for hvilket
o(1) - ¢(0) = Do(®)
hvilket giver relationen
f(a+h) - £(a) = df(a+éh;h)
eller udfgrliigt

f(a+h) - £(a) = D,f(a+6h)h, +...+ D f(a+6h)h .

fl

10.29. Lad O ¢ $ vere en &ben mzngde i den komplekse plan.
Fra 9,25 ved vi, at det for en differentiabel afbildning £ : O
ind i C med opspaltningen
f(Z) = f,l(Z,]’Zz) + 1 fZ(Z1,Z2)
i realdel og imaginzrdel, gzlder at

D1f1 = D2f2 A sz1 = —D1f2.

Vi vil nu antage, at £ og dermed f1 og f2 er 2 gange kon-

tinuert differentiabel. Vi far da
2 2
Dyfy = DyDfy A Dofy = -D,D,T5,

og da differentiationerne er ombyttelige, ser vi, at f1 til-

fredsstiller den partielle differentialligning

2 2
Dif, + Dof, = O,

som kaldes Laplace's ligning.
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3.

L.

8.

Lette opgaver.,

P& R benyttes den i MA 8 opgave 1 definerede afstandsfunk-
tion., Vis, at det sdledes definerede metriske rum bliver
begraenset, men at der for O < € < 1 ikke eksisterer et en-

deligt e-net p& rummet.

Et diskret metrisk rum har egenskaben I (se 10.1), hvis og
kun hvis det er endeligt.

Vis, at kugleomegnene med centrum O og radius 1 i de i1 8. 7
indfgrte metriske rum 1a og lb ikke har egenskaberne I og

I71,

Vis, at det i MA 8 opgave 18 definerede rum (M,dist) er
kompakt.

Vi setter tg(-5) = - = 0g g5 = ~. Vis, at afbildningen

tg [~g,g] pad k¥ er kontinuert. Benyt dette til en anden
lgsning af opgave nr. L.

Vis, at det delrum, der fas af det i MA 3, opgave 18 define-

rede rum ved at udelade « og - =, har egenskaberne I og II,

skgnt det er zkvivalent med rummet R, der ikke har disse

egenskaber,

Vis, at den 1 opgave nr. 5 benyttede afbildning er en homeo-

morfi.

I Hilbertrummet betragter vi den afsluttede enhedskugle
K= {x | |Ix|l| < 1}. Vis pastanden

va € R 3x € K(|lx-all = aist(a,K)),
hvor vi har brugt betegnelsen dist(g,z) for afstanden
lly-xll (pro#v at efterligne det ra@sonnement, der benyttes i

3~dimensional geometri).,
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9. I Hilbertrummet betragtes punktmangden
1
P: i}_{' I anl g‘ﬁ,n:1,2590130

Vis, at P er kompakt,

10, For x € K (se opgave 8) satter vi

nlxnl

£(x) = sup{(i - =T )—1 ( n € N}.

Vis, at £(x) er kontinuert i K, men ikke begranset.

11. Skriv et omhyggeligt bevis for, at en kontinuert reel funk-
tion pa en kompakt msngde er begranset pad grundlag af £gl-
gende vejledning:

Af e-definitionen for kontinuitet fremgér umiddelbart,
at ethvert punkt x af den kompakte mmngde M har en omegn
U(x) pa hvilken funktionen f er begrmnset. Omegnenec U(x),

X € M udggr en overdmkning af WM, og hvis vi velger den &b-

ne, indeholder overdgkningen en endelig overdskning, etc.

12. Prgv at variere beviset fra opgave nr. 11, idet fglgende
bemerkning udnyttes:
vk € M Jy € M 3U(x) € U(x) vz € U(x) (£(z) < £(y))-
Hvis f(x) er den stgrste funktionsvardi, behgver vi nemlig
blot at vaelge y = x og U(x) vilkdrligt, og hvis f£(x) ikke
er den stgrste funktionsverdi, kan vi valge y med
f(y) > £(x) og udnytte kontinuiteten. Ved at g& videre som

i opgave nr. 11 fas et bevis for, at f antager en stgrste

funktionsvardi.

13. Lad T vaere et metrisk rum og A ¢ T en kompakt delmengde.

Vig pastanden

Ix € A 3y € A (dist(x,y) = diam A).
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4.

15.

16.

17

18.

19,

20,

I Hilbertrummet betragtes punktmengden {gn | n € N, hvor
?.-n = (an1 ,al'l2,-..) Og
n(nﬂ)m1 for g = O
n,q {O for q # n.
Vis, at denne punktmzngde er afsluttet, samt at den 1 opgave

13 anfgrte betingelse ikke gm:lder for den.

En afbildning £ : la,b[ ind i R er ligelig kontinuert. Vis,
at £ har grenseverdier i a og b.

.ind i R
En afbildning £ R¥har grensevardier 1 -— og 1 +~, Vis, at
f er ligelig kontinuert,
En afbildning £ : R ind i R er differentiabel med begraznset
differentialkvotient. Vis, at f er ligelig kontinuert (be-

nyt middelvardisztningen).
Vis eksistensen af f¢glgende granseverdier og udregn deref-

ter verdien:

. x
. X sinx ... e -6
lim T lim §§ .
x50 e"=cosx x-»1 (1lnx)

Er fglgende sztning rigtig: Lad £ : [0,[ ind i ]O,~[ og
g ¢ [0, ind i 0, vare differentiable afbildninger med
gransevardl O 1 -, medens Df og Dg har gransevardier i oo,
og gransevaerdien af Dg er #+ O. Da har g en gransevardi 1 e,

og denne er lig med graznsevaerdien af %g.

Beviserne 1 10,20 er ikke smrlig welegnede til gennemgang
pa tavle. Prgv at udforme et bevis, der er bedre.egnet til
mundtlig gennemgang ved under hinanden at opskrive diffe-
renserne

f(a1+h1, az,..,,am) - f(a1,°..,am)

f(a1+h1, a,+h,, aB,,,.,am) - f(a1+h1, 32,...,am)



Mat.1, 1961-62 MA 10, Opgave 20~27

27

22,

23,

24,

25-

26.

27

omskrive hver af differenserne p& lignende méde som i tek-

sten og addere de derved fremkomne ligninger.

Opskriv de fzrste afkortede differentialer af en funktion af
to variable., Skriv dem helt ud uden brug af summationstegn.

Ligeledes for ern funktion af 3 variable.

Udregn alle partielle differentialkvotienter af vilkarlig
orden af den ved
R R 3 3 _ .

definerede afbildning £:%% ind 1 R.
Tilfej den nmste formel til hvert af de to formelsst i 10.25.

Opskriv Taylors formel med a = (1,1,1) for den i 22 indfgrte

funktion og udregn derved billedet af punktet (1,2;0,8;0,95).

Opstil formler til udregning af de 6 forste differentialkvo-
tienter af d en sammensatte funktion f(eX), hvor f:]Opo[

ind i R er 6 gange kontinuert differentiabel.

Bevis, at den ved
£(x) = loglkll
definerede afbildning £:}° \ 0} ind i R tilfredsstiller

Laplace's differentialligning (se 10.29,sml. MA 9,opgave 34).

Bevis, at den ved
2
£(z) = |
definerede afbildning f:Rnl\ f0} ind i R for m 2 3 tilfreds-

stiller Laplace's differentialligning i den mere generelle

form

2 2
1f + see + Dmf = 0,

Pastanden er selvfglgelig ogsd rigtig, men uinteressant, for

D

m= 2, I dette tilfzlde har ligningen den interessantere

lgsning fra opgave nr. 26,
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28, Find alle polynomier af hgjst fjerde grad i to variable, som

tilfredsstiller Laplaces differentialligning.

Vangkeligere opgaver,

29. En afbildning p:N ind i N defineres ved, at p(n)! er divisor
er
i n, medens (p(n)+1)! ikke divisor i N. Vi definerer nu en

afstandsfunktion p& %, idet vi satter

0, hvis x = ¥y
dist(x,y) = { _
(p(n)) ', nvis x 4+ y.

Vis, at % med denne afstandsdefinition er et metrisk rum, og

vis, at dette rum ikke er kompakt.

30. Om en afbildning f:[a,b] ind i R antages, at den er voksende
i hvert punkt af intervallet. Vis, at f er voksende i [a,b].
(Indirekte. Antag X, < Xg, f(x1) > £(x,), og vis, at f, da
ikke ken vare voksende i x_ = inf{y | X, <Y <Xy A

£(y) < £(x)1).

31, Prgv at fgre beviset for, at en kontinuert afbildning af et
kompakt rum er ligelig konvergent ved hjelp af Borels over-
dskningssatning. Vis f¢rst, at hvert punkt har en kugleomegn,
i hvilken afbildningen er ligelig kontinuert, og overdsk med
endelig mange af disse omegne. Beviset lykkes ikke helt pa

denne méde, men det kan reddes ved en ret enkel finesse.

32. En afbildning £:R° ind i R defineres ved

leog(1+fl) for x, + O
2 2 2 T =
p'
2
Vis, at £(x) er differentiabel overalt, og undersgg, om de

partielle differentialkvotienter er kontinuerte overalt. Kan
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33.

3Ll>o

35.

kontinuiteten i dette tilfmlde sluttes pa grundlag af re-—

sultaterne i 10.20%
En afbildning f:R2 ind i R defineres ved

O for X = 0]

£(z) ={ x? - xg
KRl o 2
i T
Undersgg, om fo(g), Dgf(g), D2D1f(9) og D1D2f(9) eksisterer
og find i bekrzftende fald verdierne.
Lad I ¢ R vere et interval og £ : I ind 1 R en n gange dif-

ferentiabel afbildning., For a € I, b € I, a % b, kan vi velge

et reelt tal k, s@ledes at

n-1
£(b) = 799%21 (b-2)? + k(p-a)",
q=0

Anvend n gange Rolle's sztning pa den ved
n—-1

o(x) = £(x) - ZZ\ Qggéél (x-a)% - k(x-a)™

q=0
definerede afbildning og find derved et udtryk for k. Der-

ved f&s Taylor's formel med et nyt restled, der smdvanligvis
kaldes Lagrange's restled.
Prgv at variere opgave nr. 34 ved i stedet for den der benyt-

tede afbildning at benytte

n-1
y(x) = £(b) - Z 2%02 (b=x)? = k(b-x)".
q:O

I dette tilfwxlde kan metoden yderligere varieres ved i rest-
Y
leddet at benytte en anden eksponent i stedet for n. Derved

f4s andre restled. Specielt fremkommer for p = 1 Cauchy's

regstled,
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36

37

Lad ¢ : [-a,a] ind i R vare en n gange differentiabel af-
bildning og ¢ den ved ¢(x) = xnﬂw(x) definerede afbildning

¢ : [~a,al \ {0} ind i R. Vis formlen
n

n _ Lmn— _\P n! n-p .n-p
PPy (x) = x Zu) T P 0P (x)
p=0
Det antages, at ¢ er n+1 gange kontinuert differentiabel og

at ¢(0) = 0. Vis, at ¢ kan udvides til en n gange differen-

tiabel afbildning ¢, s [~a,a] ind i R, og at

1 +
Dngll,'(o) = o7 Dn (p(O).»

Bvaer opgave.

Lad M = {fj : [0,1] ind 1 R | jJ € J} vere en familie af kon-—

tinverte funktioner. Familien M kaldes ensartet ligelig kon-

tinuert, safremt fglgende betingelse er opfyldt.
Ve > 038 > 0vje Jvxe [0,1] vy € [0,1]
(ly=x| ¢ ¢ = lfj(y) - fj(X)I <€)

Familien M kaldes ensartet begranset, safremt

Jx € Rvje Tvxe [0,1] (ifj(x)l < K).
Vi indretter mzngden M som et metrisk rum, idet vi sa:t-
ter
dist(fj,fk) = sup{|f, (x) - fj(x)l x € [0,1]},
Vis, at M virkelig bliver et metrisk rum ved denne afstands
definition. Vis, at M (som delmzngde af M) har egenskaberne
I og II (se 10.2), hvis og kun hvis M er béde ensartet lige-

lig kontinuert og ensartet begranset,




Sammenhang og kurver.

11.1, Vi betragter et metrisk (eller blot topologisk) rum
T og en mangde A ¢ T, vi skal definere, hvad vi mener med at A
er sammenhzngende, Hertll indfg¢rer vi en mazngde med 2 elementer,
f.eks. {1,21, og vi betragter kontinuerte afbildninger ¢ : A ind
i {1,2}. Det er da i1 overensstemmelse med vore anskuelige fore-
stillinger at antage, at sammenhezng af A ytrer sig ved, at en-
hyer sédan kontinuert funktion ¢ er konstant. Vi definerer der-
for:

11.1.1, Definition: Msngden A kaldes sammenh@ngende, hvis

og kun hvis enhver kontinuert funktion ¢ : A ind i {0,1}] er kon-

stant.

Vi vil kalde en mengde usammenhangende, hvis den ikke er

sammenhangende. Vi far fglgende karakterisering af usammenhan-—
gende mengder:

11.1.2. Setning. Mengden A er usammenhangende, hvis og kun
hvis der eksisterer to ikke tomme delmsngder 01,02 af A, som er
dbne relativt til A, og som tilfredsstiller

A = O1 U 02,
og 02 er hinandens komplementsrmengder med hensyn til A,

(Da 0,

kunne vi sige '"afsluttet med hensyn til A" 1 stedet for "aben

med hensyn til A").

Bevis: Hvis A er usammenhszngende, eksisterer der en konti-
nuert surjektiv afbildning ¢ : A pd {0,1] og originalm@ngderne
¢*1(o) og ¢"1(1) er da afsluttede, disjunkte og ikke tomme, og
A = ¢—1(O) U ¢-1(1), s8 den anfgrte betingelse bliver opfyldt

med O

il

’ ¢—1(O), 0, = ¢_1(1). Hvis omvendt vi har en fremstil-

ling A = 0, U O, med O, n 0, = @, kan vi smtte ¢(x) = O for

x € 0, og p(x) =1 for x € 0,. Hvis O, og O, er &bne relativt

1
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til A, bliver @~1(O) = 0, og ¢_4(1) = 0, begge Abne og ¢ derfor
kontinuert.

Teorien for sammenhzngende mengder er (i hvert fald for
de grundlaggende afsnits vedkommende) ikke serlig vanskelig, og
den fglgende gennemgang fylder da heller ikke mange sider. Det
skal dog bemsrkes, at man ved lidt videregéende undersggelser
mgder mange lumske falder, isar i form af situationer, der ind-
byder til fejlslutninger, og det vil derfor vare pa sin plads
at opfordre den, der forsgger at viderefgre undersggelserne pa
egen hand, til at g¢re det forsigtigt.

11.2., Vi skal fgrst vise et par satninger, der fra anskue-
ligt synspunkt forekommer meget nsrliggende.

11.2.1. Setning. Lad {Aj | 7 € J} vare en mazngde af sammen-
hezngende delmangder af et metrisk rum, Hvis der findes mindst
et felles punkt a for alle msngderne Aj er foreningsmengden af
mengderne Aj sammenhzngende .

Bevis: Vi skriver for kortheds skyld

A= UA.,
T d

og vi betragter en kontinuert afbildning ¢ : A ind i {0,1}. Vi
kan &benbart antage, at ¢(a) = 0 (ellers kunne vi gi over til
1-¢). Vi betragter et vilklrligt x € A, Der cksisterer da et
j € J, shledes at x € Aj“ Men Aj er sammenhangende og a € Aj°
S&4 er ¢ konstant pa Aj og altsd ¢(x) = ¢(a) = 0. Men x var et
vilk&rligt punkt af A, og vi har séledes vist, at ¢(x) = O for
alle x i a, og A er derfor sammenhzngende. -

11.2.2. Sztning. Hvis A1"“’An er sammenhs&ngende delmsng-
der af et metrisk rum, og derfor k¥ = 1,...,n-1 eksisterer
8, € Ak n Ak+1’ da er A1u...uAn sammenhangende.

Bevis: Induktionsbevis. Vi antager, at B, = A1U"’UAk er
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sammenhzngende, Af satning 11.2.1 fglger nu, at Bk U Ak+1 er
sammenhzngende, og dermed er induktionsbeviset fuldf¢rt.

11.3. Vi betragter igen en punktmzngde A i et metrisk rum
T, Vi indfg¢rer en relation x sam y mellem elementerne i A ved

definitionen

X sam ¥ «= JB ¢ A (x € BAyEBAB er sammenh®ngende).
Vi har da x sam x, idet B = {x} selvfglgelig er sammenha@ngende.
Af x sam y fglger y sam x, da definitionen er helt symmetrisk
i1 xo0g8 y.e Af X sam y og y sam z fglger, at der eksisterer sam-
menhengende delmsngder B1 og 32 af A, sidledes at x,y € B1 og
¥52 € B,. Af sstning 11.2.2 (eller 11.2.1) fglger, at B = B, U B,
er sammenhsngende, og vi har derfor ogsid X sam z. Vi har sale-

des vist sztningen.

11.3.17. Lemma. Relationen sam er en zkvivalensrelation pé

11.3.2. Definition. Klasserne ved den til skvivalensrela-

tionen som hgrende klasseinddeling kaldes komponenterne af A.

Betegnelsen komponent anvendes ogsé 1 anden betydning i
matematikken, men det giver nsppe anledning til misforstéelser.

11.3.3. Setning. Lad a vare et punkt af en mengde A 1 et
metrisk rum T. Foreningsmengden B af alle sammenh®ngende del-
mengder af A, som indeholder a, er netop den komponent af A,
som indeholder a.

Bevis. Det fremgdr umiddelbart af de definitioner af @kvi-
valensrelationen sam, at x sam a er ensbetydende med x € B, og
dermed er sztningen bevist.

11.3.4. Sastning. Hver komponent af en m@&ngde er en sammen-
hengende mengde.

Bevis. Sa@tningen f@glger umiddelbart af sastningerne 11.3.3.

og 11.2.7,
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Det foregiende bliver anskueligt tiltalende, hvis vi laser
skvivalensrelationen a sam b som 'a kan forbindes med b (inden
for mengden A)". To punkter af A tilhgrer da samme komponent,
hvis og kun hvis de kan forbindes med hinanden. Vi skal nu vise
en sztning, som er 1 god overensstemmelse med vore anskuelige fore-

stillinger om mangder.

11.3.5. S@tning. Lad M vaere en punktmazngde i et metrisk
rum T og lad A vere en sammenh®ngende punktmangde i T, Hvis A
indeholder bé&de indre punkter af M og ydre punkter for M, inde-
holder A ogsé& et randpunkt for M.

Bevis. Msngderne O1 = A n o og O2 = A n &u er dbne relativt
til A, Hvis A ikke indeholdt noget randpunkt for M, var A =

i modstrid med, at A var sammenhzngende.

0, ubo

1 2

11.4. Vi skal skaffe os endnu 1idt oplysning om en mengdes
komponenter. Vi begynder med fdlgende saining:

11.4.1. Setning. Lad A vere en sammenh@ngende punktmengde
i et metrisk rum T. Hvis en punkimengde B tilfredsstiller be-
tingelsen A ¢ B ¢ A, er B sammenhzngende.

Bevis. Mengden A er overalt tzt 1 delrummet B. Vi betragter
en kontinuert afbildning ¢:B ind i {0,11. Da A er sammenhangende,
vil restriktionen af ¢ til A vare konstant, f.eks. overalt = O,
Men af sa@tning 8.28.3% anvendt p& delrummet B fglger da, at

p(x) = O overalt p& B, og dermed har vi vist, at B er sammen-

hengende.,

11.4.2, Sztning. En punktmezngdes komponenter er afsluttede
relativt til punktmengden.

Bevis, Lad A vere en komponent af punktmengden B. Den re-
lative afslutning A er sammenhzngende ifglge setning 11.4.1 og

derfor en delmazngde af komponenten A. Dermed er péastanden bevist.
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Vi skal senere se, at komponenterne af rummet Q af ratio-
nale tal hver bestar af et enkelt punkt. Komponenterne af en
dben mengde er altsd ikke altid &bne. Vi skal dog senere se, at
abne mzngder i BT har &bne komponenter.

11.5. Vi skal nu visge hovedsaztningen om kontinuerte funk-
tioner p& sammenhzngende mengder:

11.5.1. Sztning. Billedet af en sammenhazngende punktimsngde
ved en kontinuert afbildning er en sammenhazngende punktmengde.,

Bevig, Vi betragter en sammenhangende punktmezngde A i et
metrisk rum S og en kontinuert afbildning £:A ind i T, hvor T
er et metrisk rum. Vi skriver £(A) = B og betragter en konti-
nuert afbildning ¢:B ind i {0,1}. Vi har siledes en kade af

afbildninger

A-“f__—) B m('ﬁ-w_) {O;)lz

med sammensat  afbildning ¢of:A ind i {0,1} og da A er sammen-
hangende er ¢of konstant, f.eks, = O overalt pd A. Heraf fglger
imidlertid, at ¢(y) = O for alle y € B, og dermed har vi vist,
at B = £(A) er sammenhzngende.

11.6., Teorien for sammenhangende mzngder pa den reelle
gkse er overordentlig enkel, idet vi har f¢lgende simple re-
sultat:

11.6.1. Sztning. De sammenhzngende delm&ngder af R er netop
intervallerne, heri medregnet de '"udartede'intervaller, som be-
stdr af 1 punkt. Specielt er R selv sammenhsngende.,

Bevis, Vi viser fgrst, at en sammenh®ngende me&ngde A - R
er et interval., Dette er ensbetydende med fglgende logiske rela-
tion:

A sammenhzngende = V a €]infA,sup Al (a € A),

og den er skvivalent med den modsatte implikation mellem nega-

tione rne, altsa
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3 a € linfA,supA[(a § A) = A usammenhzngende. For a ¢ A

er den ved

@(X) = -12= + §,r2{,§§.-l.={o for x <&
x-a 1 for x > a
kontinuert p4 A, og hvis tillige a € ]infA,supAl, vil ¢ antage
badde vardien O og vardien 1 pad A. Altsd er A usammenhzngende.
Vi viser dernmst, at et interval I er sammenhzngende.
Lad A ¢ I vere en ikke tom delmzngde, som er bade relativt aben
og relativt afsluttet, og lad a vere et punkt af A, Lad b vere

h¢jre endepunkt af I. Hvis la,b] n CA 4 ¢, betragter vi c =

I

R .
g -

i s

- 3 I N
. . i BhaSifd 41 i wpgdd o tretee s
g - Y g« q‘;rg;cg’yf,sgsus!e

a c Ca

inf Ja,b[ n CA. Punktet c er i;ke ydre punkt for A, og da A er
afsluttet, fglger heraf c¢c € A, Men dette kraver, at c er indre
punkt i A, hvilket ogs& er umuligt (sammenlign figuren). Anta-
gelsen Ja,b] n CA 4 ¢ kan altsd ikke vare opfyldt., Tilsvarende
ses, at (A heller ikke indeholder punkter til venstre for A.
Vi har sdledes vist, at

AcTIACA @ben AnAd P =Ar=1I,
men det betyder netop, at I er sammenhsngende.

11.6.2. Setning. Hvis A er en sammenhazngende punktmangde
p& et topologisk rum T, og f:A ind i R er en kontinuert af-
bildning, da er f(A) netop et interval.

Dette er en umiddelbar fglge af satning 11.5.1 og s&tning
11.6.1. Det specielle tilfmlde af satning 11.6.2, hvor A er et
interval, er kendt fra gymnasicundervisningen.

11.7. Det er nu let at vise en s®tning, der giver en fuld-

stendig beskrivelse af de &bne mangder pa R:




Mato 1g 1961—62 MA 1/107

11.7.2. Swtning: En &ben mengde pd R er foreningsmangde
for en hgjst numerabel mengde af disjunkte &bne intervaller.
Bevis. Ifglge smtning 11.3.4 og setning 11.6.1 er hver

komponent af en &ben mengde O et interval Ij’ Disse intervaller

Ij er indbyrdes disjunkte, I
J
og deres foreningsmengde er e —
- T M 2
netop 0. Hvis et endepunkt ‘ ) - - al

T

a af Ij var element af O,
skulle et interval I om a tilhgrer O, og Ij + I skulle da vare
del af samme komponent af O 1 modstrid med definitionen af Ij.
Altséa er Ij dbent. Vi kan velge et rationalt tal i hvert Ij’ og
da mzngden af rationale tal er numerabel, bliver mengden af in-
tevaller Ij altsd numerabel, endelig (eller tom).

Den sfledes beviste struktursztning for &bne mangder pa R
vil 1kke komme til at spille nogen stor rolle i resten af dette
kursus. Den peger imidlertid fremad mod den mé&l~ og integral-
teori, der vil blive gennemgéet 1 matematik 2, idet s:tningen
ggr det muligt at indfgre et lengdemdl for begransede, abne
mengder pa ﬁ, idet man bemzrker, at lazngderne af komponenterne
af’ en begranset, &ben ma&ngde danner en konvergent razkke, og
dennes sum kan da benyttes som m&l for den abne mzngde. En be-
grznset, afsluttet mengde F kan skrives F = I \ O, hvor I er
et &bent interval og O ¢ I en &ben ma@ngde. Man kan derfor defi-
nere langdemalet for F som forskellen mellem lmngdemélene for I
og 0. Derefter udvides mélbegrebet til andre begranscde mengder
A ved approximation med Abne og afsluttede mzngder efter ske-
maet F ¢ A ¢ O, Men alt dette er altsd fremtidsmusik.

11.8. Det er rimeligt pd dette sted, at ofre nogle bemerk-
ninger omd en fra gymnasieundervisningen kendte og i MA 3 be-

nyttede s:tning om strengt monotone, kontinuerte funktiorer:
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11.8.1. Satning. Lad I ¢ R vare et interval, og £:I ind i
R en strengt voksende (aftagende), kontinuert funktion. Da er
I, = £(I) et interval, £:I pa I, er en homéomorfi og f*JI:I1 pa
I er strengt voksende (aftagende).

Af s®tning 11.6.2 fglger umiddelbart, at I1 er et interval,
At £ er strengt voksende medfgrer &benbart, at f er injektiv,
altsd f£:1 pa I1 bijektiv. Lad J ¢ I vare et dbent interval. Den
strenge monotonitet medfgrer, at £(J) er et abent interval. Da
enhver aben mengde er foreningsmsngde af &bne intervaller med-
fgrer dette, at £ afbilder &ben mzngde pa &ben mangde (f kaldes
da en &ben afbildning). Men det betyder netop, at 1‘.’—)| er kon-
tinuert., At f’_1 bliver strengt voksende, nar f er det ses let,
men det vil ogsé& fglge af vor nmste satning.

11.8.2. Smtning. Lad I ¢ R vare et interval, og £:I ind i
R en injektiv, kontinuert afbildning. Da er f strengt monoton.

Bevis., Bt vilkarligt indre punkt x € I deler I i interval-
lerne 11 og 12, og vi vil ikke medregne x til noget af disse
intervaller. Ifglge satning 11.6.2 er f(I1) og f(IZ) interval-
ler, og da f er injektiv, kan disse intervaller ikke indeholde
£(x). Altsd gmlder det for hvert af delintervallerne I, og I,,
at alle funktionsvardier pa intervallet ligger p& samme side af
f(x). Det kunne nu fgrst taznkes, at alle funktionsvardier pa
intervallerne 11 og 12 var mindre end f(x), men setning 11.6.2
ville s& medfgre, at alle funktionsvardier i et vist interval
[£(x)-h,f(x)[ blev antaget to gange i strid med, at f var in-
jektiv. Tilsvarende ses, at alle funktionsvasrdierne pa begge
intervaller heller ikke kan vare stgrre end f(x). Tilbage er
s& kun den mulighed, at alle funktionsvaerdier i det ene inter-

val er stgrre end f(x), og alle funktionsvaerdier i det andet
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mindre end f(x).

Har vi nu f.eks. £(y) > £(x)

for alle y > x, som antydet

p& figuren, ses det, at < £(x) > £(x)
situationen for punktet
2 e )
y bliver den samme som for e oY
I

punktet x, og dermed er be-

viget fuldfgrt.

Beviset for satning 141.8.2 kan udfgres vasentlig fiksere.
Det er narliggende at gd ud fra den tanke, at "f 1ikke kan vokse,
hvig f fgrst er begyndt at aftage, uden at antage samme vardier
igen," S&dan en tankegang er dog for overfladisk, idet der
eksisterer funktioner, som ikke er monotone i noget interval.
Imidlertid kunne ideen udnyttes til at vise, at £ i ethvert
afsluttet delinterval antager sin mindste og sin stgrste verdl
i endepunkter, men dertil ma& man benytte en hovedsztning fra
kompakthedsteorien. En anden mulighed var at bemarke, at hvis f
ikke er strengt monoton, kan man finde X1,X2,X3,Xu € I, sdledes
at xy < %y, T(xy) < £(x,), Xz < X5 f(xB) > £(x),). Blandt disse
L punkter kan man si valge tre, sdledes at funktionsvardien i
det midterste er stgrre eller mindre end begge de andre funk-
tionsverdier, og man far si en modstrid ved hjzlp af sstning
11.6.2.

11.9. I den populare opfattelse af begrebet sammenhzng
spiller begrebet "kurve" en vmsentlig rolle., Man vil kalde en
mengde sammenha&ngende, hvis to punkter 1 m@ngden altid kan for-
bindes med en kurve, der selv ligger i mengden. Vi skal 1 det
fglgende diskutere et sammenhe&ngsbegreb af denne type, og det
vil vise sig, at det ikke helt svarer til det ovenfor indfgrte.

Det er naturligt i denne forbindelse ogsé at diskutere begrebet
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"kurve", men vi vil dog ikke anvende dette ord, idet vi fore-
trakker at lade ordet '"kurve" have den sadvanlige anskuelige,
men ikke nsrmere pra&ciserede be tydning. Vi indfdrer nu det for
analysen vigtigste kurvebegreb.,

11.9.1. Definition. Lad [a,b] vaere et afsluttet, begranset
interval, og lad T vare et metrisk rum. En kontinuert afbild-
ning o:[a,b] ind i T kaldes en bevamgelse i T, og billedet
a(la,b]) kaldes bevmgelsens bane.

Lad nu [a1,b1] vere et andet interval, og lad ¢:[a1,b1]

p& [a,b] vare en kontinuert, bijektiv afbildning. S& er ay =
Qe ::[a1,b1] ind i T ligeledes en bevagelse i T, og vi har om-
vendt a::a10¢~1. Bevagelserne o og 0y har samme bane., Ifglge

satning 11.8.2 er ¢ strengt monoton.

i i e b

a1:[a1,b1] ind i T kaldes szkvivalente, hvis og kun hvis der
eksisterer en kontinuert, strengt voksende, bijektiv afbildning
¢:[a1,b1] pa [a,b], sfledes at oy = 0cp. De to bevasgelser kaldes

indbyrdes modsatte, hvis der eksisterer en kontinuert, strengt

aftagende, bijektiv afbildning ¢:[a1,b1] pad [a,b], saledes at
oy = 0°P.

Det ses umiddelbart, at det slledes indfg¢rte begreb "ekvi-
valent med" virkelig er en mkvivalensrelation. SAledes fas
a @#kv. o ved at velge ¢ som den identiske afbildning. Symmetrien
fremgar af bemsrkningerne forud for definitionen. Af oy = o
08 o, = a1°¢ fglger Ay = a°(¢9¢), og deraf fas transitiviteten
umiddelbart, idet goy bliver strengt voksende, nir bade ¢ og ¢
er det. Endvidere ses det umiddelbart, at to bevazgelser, der er
modsatte til samme tredie, er indbyrdes szkvivalente.

11.9.2. Definition. Lad ¢:[a,b] ind i T vare en bevmgel se.

Punktet a(a) kaldes bevmgelsens (og banens) begyndelsespunkt,
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og a(b) kaldes bevagelsens (og banens) endepunkt. Klassen af
bevaegelser skvivalente med «(a) kaldes en vej fra a(a) til a(b)
En vej betegnes med et enkelt bogstav, s& man skriver f .eks.

Vejen I' med parameterfremstilling «:[a,b] ind i T.

De modsatte bpevegelser til a:[a,b] ind i T udgdr en vej fra

b til a, og denne vej betegnes nu -I.

11:9.3. Definition., Lad T1 med parameterfremstilling oy ¢

{a,b] ind i T og I', med parameterfremstilling a2:[b,c] ind 1 T

vere veje, som tilfredsstiller a1(b) = a2<b) (altsa, at T, be-
gynder, hvor T, ender). Den ved
a, (t) for t € [a,b]
a(t) ={1
az(t) for t € [b,c]
definerede vej I' med parameterfremstilling o:[a,c] ind i T kaldes
summen af Tq og T2, og vi skriver I' = T1 + F2.

Det er indlysende, at o bliver kontinuert, sdledes at o 1
hvert fald definerer en vej. Vi m& imidlertid ogs& godtggre, at
vi fAr den samme vej I' = T1 + TZ’ nar vi benytter andre para-
meterfrems tillinger for F1 og FZ’ Vi betragter parameterfrem-—
stillinger g, = a10¢1:[a1,b1] ind 1 T og B, = a20¢2:[b1,c1] ind
i T, hvor ¢1:[a1,b1] pad [a,b] og @2:[b1,c1] pa [b,c] er konti-
nuerte og strengt voksende. Vi satter nu

¢, (t) for t ¢ [31 9b1]
(P(t> = {:p;(t) for t € [b1701]9

og ¢ bliver da en kontinuert og strengt voksende afbildning

¢:[a1901] pa [a,c], og vi far

woo(t) - a1°¢1(t) for t € [a1,b1]
azowz(t) for t € [bqscq]’

hvilket viser, at vi far samme ve] som fgr.
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Hvis en vej P1 ender 1 et punkt p € T og en anden vejj T2
begynder 1 p, kan vi altid danne F1 + Fz, Vi kan nemlig altid
erstatte den ene parameterfremstilling med en skvivalent ved
en monoton funktion ¢ defineret ved ¢(t) = k+t, hvor konstanten
k velges sadan, at hgjre endepunkt for parameterintervallet for

I', kommer til at falde sammen med venstre endepunkt for para-

1
meterintervallet for Pz.

Den séledes definerede operation + er altsad kun defineret
for visse specielle valg af T1 og.Pz, og den er saledes ikke
en regneoperation i s®:dvanlig forstend. Vi bem@zrker, at hvis
r, +I', og ', +I', er definerede, da er (T1+P2) + TB og

1 2 2 3
P1 + (P2+F definerede og identiske., Operationen + er siledes

3)
i en vis forgtand associativ. Vi skriver T1 - T2 i stedet for
T1+(fF2), nar dette udtryk har en mening. En konstant afbildning
a:la,p]ind i har visse af et nulelements egenskaber, men ikke
alle. Udtrykket I' = I' har en mening for enhver vej I' (samme ve]
frem og tilbage), men I' og -I' kan ikke siges at h®ve hinanden.

11,10, Vi vil nu satte kurver i forbindelse med sammen-
hszngsteorien. Vi bemzrker fgrst, at et afsluttet, endeligt inter-
val [a,b] er bade kompakt og sammenhzngende, og derfcr giver
s@tningerne 10.12.1 og 11.5.1 umiddelbart sztningen:

11,10.1. Swtning. Lad T vere metrisk rum og «:l[a,b] ind i
T en bevegelse., Dennes bane o([a,b]) er kompakt og sammenhsmngen-—
de,

Lad nu T vere et metrisk rum og A ¢ T en punktmengde. Vi

siger, at et punkt p € A kan forbindes med et punkt g € A, hvis

og kun hvis der eksisterer en bevasgelse o : [a,b] ind 1 A med
begyndelsespunkt o(a) = p og endepunkt o(b) = q, og vi skriver
da p forb g. Vi kan ogsad udtrykke dette ved, at der i A findes

en vej fra p til g. Denne vej har en sammenhzngende bane, som
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ligger i A og indeholder p og gq. Vi har derfor
(1) p forb @ = p sam q,
hvor sam er den i 11.3 omtalte mkvivalensrelation.
11.10.2, Definition. Hvis relationen p forb g er opfyldt

for alle valg af p € A og q € A, kaldes A kurvesammenhzngende,

Den logiske relation (1) fortzller os, at kravet om kurve-
sammenhang er kraftigere end kravet om sammenhsng, altsi:
11.10.3. S@tning. Hvis en mengde er kurvesammenhangende

er den ogsa sammenhzngende.

Vi bemgrker, at relationen forb er en gkvivalensrelation.

Vi har nemlig a forb a, idet den konstante afbildning defineret
ved o(x) = a forbinder a med a. Af a forb b fglger, at der eksi-
sterer en ve] fra a til b og den modsatte vej gar da fra b til

a, s& vi far b forb a. Af a forb b A b forb ¢ fglger eksistensen
af en vej T1 fra a til b og en vej F2 fra b til c. Vejen,T1+T2

er da en vej fra a til c, og vi har derfor a forb c. Relationen
forb pa& mengden a giver anledning til en inddeling af A i skviva-
lensklasser, der blilver kurvesammenhazngende mengde. Vi vil kalde

dem de kurvesammenhangende komponenter af A, og p& grund af (1)

bliver de delmsngder af komponenterne af A.
P4 figuren er antydet

en punktmengde, som bestar

af en cirkelperiferi, samt

to uvendelig lange strimler, der

konvergerer i spiraler ind mod

cirkelperiferien fra hver sin

side. BStrimlernes rande regnes

med til mengden, som da bliver

afsluttet. Det er let at se, at den
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bliver sammenh&ngende. Det er anskueligt klart, men dog ikke

helt let at vise, at den ikke bliver kurvesammenh#ngende. Den
bestdr af tre kurvesammenhzngende komponenter, nemlig cirkel-
periferien og hver af de to strimler. Vi skal ikke ofre tid pa

beviserne for de her anf¢rte pastande.

11.11., Vi vil nu g& over til et nmrmere studium af sammen-
hengsbegrebet for mengder 1 &™, vi bemerker, at vi for a € Pm,
har den specielle bevaegelse q:[0,1] ind i R™ defineret ved

a(t) = a(1-t) + bt,
som har begyndelsespunkt a og endepunkt b, og hvis bane er linie-

stykket med endepunkter a og b. Denne bevaegelse definerer den

retlinede vej fra a til b. En vej I = T'y+eeodl , hvor hver I')

er en retlinet vej, kaldes en polygonal vej, og dens bane kaldes

en brudt linie,

Vi kan ggre sammenhengsbegrebet endnu skarpere end begrebet
kurvesammenhsngende, ved at krave, at to punkter af mengden kan
forbindes med en ve] af mere speciel art indenfor mengden. Hvis
vi kun tillader polygonale veje, far vi et begreb, vi passende

kan kalde polygonal sammenh®ng. En cirkelperiferi er kurvesam-

‘menhzngende, men ikke polygonalt sammenhangende.

Hvis en me&ngde A har den egenskab, at ethvert a € A og
ethvert b € A kan forbindes indenfor A ved hjzlp af den retlinede
ve]j fra A til B, kaldes A konveks. Dette begreb omtales nermere
i det andet kursus under matematik 1. Det fremgér umiddelbart
af definitionen, at vi har stningen.

11.11.1. Setning. En konveks ma&ngde er kurvesammenhangende.,

rummet X" har den egenskab, at enhver kugleomegn i dette

rum er kurvesammenh®zngende. Vi har endda den stsrkere s:tning:
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11.11.2. Smtning. En kugleomegn i R" er konveks.
Bevis. Lad K(g,r) vere en kugleomegn. Idet x og y er
punkter af denne kugleomegn, har vi
lx-all < r, ly-all < r.
Et punkt z af liniestykket med endepunkter X og y er givet ved
z={-t)x +ty, O0¢tg1,

og vi far ved direkte udregning
lz=all® = [|(1-t) (x-a) + t(y-a)||I® =
((1-%) (x-a) + t(y-a))° = (1-t)%(x-a

26(1-t) (x-a). (y-a) = (1-t)2|x-all® + t2|ly-al® +

)2 + tz(z—g)Q +
2t(1-t)(x-a)- (y-a).
P& det sidste led anvender vi Cauchy-Schwarz's ulighed

y—a”’

L. —

-

| (x-a)- (y-a)| < llzx-a
og vi far

lz-all® ¢ ((-t)lix-all + slig-al)® < ((1-t)r + )7 = 27,

hvilket viser, at z € K(g,r), og dermed er konveksiteten vist.
Hvis vi blot ville vise, at K(a,r) er polygonalt sammen-
hengende, kunne vi slippe lettere fra det, idet X og y begge

kan forbindes med a ved retlinede veje.

11,12, Lad O ¢ R™ vere en Aben mzngde og K ¢ O en polygo-

nalt sammenhasngende komponent af O, Vi betragter et vilkérligt‘
punkt x € K. Da er O en omegn af x, og der eksisterer en kugle
K(x,r) ¢ O. Da K(x,r) er polygonalt sammenhzngende hgrer alle
punkter af K(x,r) til samme polygonalt sammenh@ngende kompo-
nent af O, Altsi gelder K(x,r) ¢ K, hvilket viser, at K er en
omegn af x. Altsé er K &ben, og vi har vist satningen:

11.12.1. Szining. De polygonalt sammenhzngende komponenter
af en &ben mzngde O ¢ R™ er &bne mengder.

Heraf kan vi nu slutte fglgende sztning:

1M.12.2, Sstning. Enhver &ben sammenhzngende punktmsngde




0 ¢ R" er polygonalt sammenhsmngende.

Bevis., Lad K ¢ O vare en polygonalt sammenhmngende kompo-
nent af 0. Ifslge smtning 11.12.1 er K &ben. Mszngden O \ K er
foreningsmsngde af alle de evrige polygonalt sammenhsngende kori-
ponenter af 0, og derefter efter smtning 11.712.1 ligeledes &ben.
Antager vi nu, at K ikke er tom, da har vi pad grund af, at O er
sammenhsngende, at 0 \ KX = 0, altsd X = 0, Altsd er O polygonalt
sammenhsngende,

11.12.3. Setning. BEn aben mmngde O g:Rm har en hejst nume-
rabel mengde af komponenter.

Bevis. Hver komponent K ¢ O er &ben, og vi kan derfor velge
et punkt r € K med rationale Tyyeaes Ty Msngden af sédanne
punkter er imidlertid numerabel og derfor er mzngden af kompo-
nenter hejst numerabel,

11+13. At vi overhovedet kan tale om kurvesammenhs&ngende og
polygonalt sammenhzngende komponenter beror pad, at vi dels for
veje og dels for polygonale veje har operationen +. Hvis vi an-
vender operationen + pd retlinede veje far vi sedvanligvis blot
polygonale og ikke retlinede veje som regultat. Derfor har kon-
veksitetsbegrebet ogsd helt andre egenskaber end sammenhsngsbe-—
greberne. Fprst og fremmest er (se figuren) ff””“?%”““%W
en foreningsmengde of konvekse msngder ;mwmwf>£“wW£’
med et fellespunkt smdvanligvis ikke en konveks mengde. Til gen--
geld er en fmllesmengde af konvekse msngder altid konveks,
medens (se figuren) fellesmengden
for to sammenhszngende mengdexr ff§¢rg
ikke behover at vsre sammen 4 f% |
hengende . . ﬁi';ff

11.14. Vi vil nu ga over f

til et nsrmere studium af begrebet bevmgelse, og i denne forbin-
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delse vil vi for enhver beviégelse indfgre begrebet ve jlangde,
som altid vil eksistere, men som eventuelt har vesrdien ew. I
stedet for vejlengde vil vi ogsd sige buelmngde, men det vil vise
sig, at mkvivalente bevagelser har samme buelangde og som falpe
deraf er det naturligt at tale om vejlsngde.

Det er rimeligt og naturligt at tillmgge den retlinede vej
fra a til b langden ||b-a|l. Det er ligeledes naturligt, at dan
polygonale vej I' = F1 + oeo0 + Tn, hvor vi har endepunkterns

ByseessBys saledes at Fv begynder 1 év-1 og ender i gv, tillezzen

lzngden

JS

ANT) = Hav -a
1

)
i

Det er klart, at den séledes definerede vejlangde bliver oddi i,
idet

NI +T,) = NI, ) + NT,) .

11.15. Vi behgver endnu et hjmlpemiddel, f¢gr vi ken inl-~

fgre begrebet buelezngde, nemlig begrebet inddeling af et inter-
val [a,b] i delintervaller, Herved forstés en endelig mzngde af |
indre punkter 1 intervallet. Man vil i reglen foretrzkke at be-
tegne en inddeling med et enkelt bogstav, oftest D, eventuelt
med index, og man skriver

Dra=1t <ty <.eo <t <t =D
for at angive, at D er inddelingen {tq,a..,tn_1}n Punkterne

to”"”tn kaldes inddelingens delepunkter, og de afsluttede in-

tervaller [ty_ﬂ,tp], v = 1,.00,n kaldes inddelingens delinter -

yaller.

En inddeling er altsa en endelig punktmengde og de mengde-—
teoretiske symboler benyttes for inddelinger, men men foretrakker
ofte mere suggestive navn> for de msngdeteoretiske begreber 1L

denne sammenhzng. Hvis D2 2 D1, foretrezkker man at kalde D2 e



videredeling af D1. Hvert delinterval for inddelingen D1 er da

foreningsmengde af delintervaller for inddelingen D2. Hvis D1
og D, nu er vilkarlige inddelinger, siges inddelingen D1 u D,
at vere den inddeling man fir ved at blande D, og D,. Den er en
videredeling bade af D, ©& af D,. Med Dla,b] vil vi betegne
mengden af alle inddelinger af intervallet [a,b].

11.16. Vi gdr nu over til at betragte en afbildning

a:la,b] ind i R™,

og selv om vi senere skal anvende vore resultater for bevagelser,
vil vi dog ikke i f¢rste omgang antage, at o er kontinuert. Vi
betragter nu ogséd en inddeling.

D: a = to < t < o2 0 < 'tn_1 < tnzb’

1
og vi bemsmrker, at denne inddeling sammen med o definerer os en
polygonal vej I' = P1 + eoe * Tn’ hvor for hvert v den retlinede
vej begynder i g(tv_1) og ender i g(tv). Hvis g specielt er

kontinuert, altsd en bevagelse, bliver banen for I' en brudt

linie, hvis vinkelspidser ligger péa

banen for g i den rzkke- ¥ g(t5)
fglge, 1 hvilken g gen- fl

’ 9-‘-( tO ) . LY (t 3) é f?
nemlgbes. //E‘ /// ¥ f/f

Den séledes \ 11 &y """" i yﬁ;if

. ‘l':"-‘:‘"“ ",\ /j‘);é/,—
definerede veJ har \ﬁi ..... 5 i::;f“ g(tu)
a(ty) My
en langde N(I'), : a(t1)
gom vi ogsd vil
. - |
betegne N(Dja). o 4 ‘ A
; S T T s

Hvis vi varierer inddelingen D pd alle mulige méder, far vi en
reel talmangde

(1) {N(D;a) | D€ Dla,vl}.

Lad nu ¢:[a1,b1] pa [a,b] vere en kontinuert, bijektiv

afbildning. P4 intervallet [a1,b1] har vi da en inddeling



o (D) ay = 078 < o7 () < e < 9T < TN () = by
Vi har sdledes en bijektiv afbildning af mengden af inddelinger
af [a,b] p& maengden af inddelinger af [a1,b1]. Nu ses det
umiddelbart, at afbildningen geg i forbindelse med inddelingen
¢—1(D) af intervallet [a1,b1] giver den samme polygonale vej,
som vi havde f¢gr, sd vi far derfor
ADsa) = No (D) 3a00),

hvilket p& grund af bijektiviteten medfgrer, at

IN(Dja) , D e dla,b]} = (A(Digop) | D€ dlay,b, 1],

Mesngden (1) afhmneer- sdledes , hvis o er kontinuert, kun

af den ved o definerede vej.

Trekantsuligheden medfg¢rer, at tilf¢gjelse af et nyt dele-
punkt vil forgge den brudte linies l@ngde, hvis den overhovedet
bevirker nogen @ndring. Vi har derfor monotonitetsreglen

(2) Dy 2 Dy = NMDssa) 2 NMDysa).

14.17. Vi har til enhver vej g:[a,b] ind i R" raet knyttet
en reel talm:ngde

IND;a) [ D € »[a,bl],
der for kontinuerte g kun afhsnger af den ved o definerede ve] I',
Hvad enten ¢ er kontinuert eller ikke, kan vi indfgre stgrrel-
sen
Na) = sup{n(D;a) l D € Dla,n]},
som altsad for ¢ kontinuert kun afhaznger af vejen I', og som
derfor i dette tilfmlde kan be tegnes N(I').
11,17.1. Definition. Den ovenfor indfprte stgrrelse A(g)

kaldes den totale variationr af afbildningen ¢. Hvis %(g) har

en endelig vardi, siges g at have begranset variation. Hvis

g er kontinuert og har begranset variation, siges den ved g

definerede vej I' at vare rektifiabel, og Ng) = N(I') kaldes

lengden af vejen I' eller den af bevagelsen g gennemlgbne vej-
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lengde.

Fra ma tematisk synspunkt er brugen af szrlige bensvnelser,
ndr ¢ er kontinuert, ikke velbegrundet, men de for kontinuerte
o anvendte betegnelser er tilfredsstillende fra anskueligt
syaspunkt, og det er i overensstemmelse med traditionen at ind-
skrenke brugen af disse betegnelser til de specielle tilfalde,
hvor o er kontinuert.

11.18, For x,y € [a,b] og x < y kan vi betragte restrik-
tionen g:[x,y] ind i Rm, og vi vil da indfgre betegnelsen
Na;x,y) for den totale variation af denne restriktion. Specielt
er altsd N(a) = Na;a,b). Vi viser nu additivitetssatningen:

11.18.1. Sstning, For ¢ € [a,b] er

NMasa,b) = Ngsa,c) + Nase,b).

Bevis. En inddeling D' af [a,b] med c som delepunkt de-

finerer inddelinger D, og D, af [a,c] U [c,b], sBledes at D1 =

D, v D2, og vi har da additivitetsrelationen

1
(3)  ND';2) = NDsa) + MDyia),

og sa&tning 11.18.1 er nu den tilsvarende relation mellem supre-
mumsvardierne for de tre udtryk, idet D' og dermed D1 og D2
varierer pa vilkirlig mAde. Denne overgang er en rutine, der
ofte er anvendelse for, og vi vil her gennemfgre overvejejelsen
1 alle detaljer, men ved senere lejligheder vil g& let hen ovsar
rutinebeviser af denne slags. Vi beviser fgrst, at sztningen i
hvert fald gelder med ¢ og derefter tilsvarende med 2.

Vi gdr altsd ud fra en vilkarlig inddeling D af [a,b].
Ved at tilfgje c som delepunkt far vi en videredeling D', som
definerer inddelinger D, og D, af [a,c] og [c,b]. Vi anvender
nu (2) og (3), samt definitionerne af total variation, hvilket
giver

NMDsa) ¢ ND'a) = NDysa) + NMDysa) €

Nasa,c) + NMase,b).
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Her stér nu at lasse, at A(qj;a,c) + N(a;c,b) er et overtal for
mgngden {A(D;a) | D € Dla,bl] og derfor ) det mindste overtal
for denne mzngde, altsa

Nasa,b) ¢ NMasa,c) + Nase,b).

Vi betragter dernsst vilkarlige inddelinger D1 og D2 af
[a,c] og [c,b]. Disse sammen med punktet c giver os en inddeling
D af [a,b], og (3) giver nu

ND, sa) + MDgsa) = NDsa) ¢ Masa,b).

Heraf fglger nu, at mezngden {%(D1;g) | D, € Dla,c]} har

Nasa,b) - %(Dggg) som overtal, hvilket giver
Nasa,e) ¢ Masa,b) — NDysa)
eller

%(DZ;Q) < NMasa,b) - Ngsa,c).

Udtrykket pd hgjre side er al tsd overtal for {%(DZ;Q) D, € Dle,bli,

hvilket giver
Nase,b) < Nasa,b) - ngsa,c),
og dermed er beviset fuldfgrt. Den sidste del kunne afkortes ved
udnyttelse af satning L.7.1, idet beviset for den ene halvdel
af denne s:tning ses at indgd i resonnementet.
For x,y € [a,b] og x > y satter vi nu
Nosx,y) = NMasy,x),
og endvidere sztter vi for alle x € [a,b].
Nos x,x) = 0.
Ved at gennemgd de forskellige muligheder for beliggenheden

af 3 punkter x,y,z € [a,b] far vi nu den generelle indskudsregel

for den totale variation
(4) Nasx,z) = Nasx,y) + Nasy,z) .
11,19, Den totale variation N(a) = n(g;a,b) er defineret

som supremum for talmsngden {A(D;a) | D € Dla,b]}. Dette ud-
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trykkes 1 de 2 logiske relationer

v D € Dla,p](N(Dsa) ¢ Ma))

vV K < Ng) 3 D€ Dla,p](N(D;a) » K).
P4 grund af monotonitetsegenskaben (2) er disse betingelser
skvivalente med den ene betingelse

v K < NMg) 3 D€ bla,p] v D' 2 D (N(D';a) € [K,n(a)]).

Vi lagger merke til, at dette minder meget om en grensevardide-
finition, og det er ikke svart at indfg¢re enkelte nye begreber
og derved opna, at N(g) virkelig i sadvanlig forstand bliver en
granseverdi for N(D;a).

Lad nu g:la,b] ind i R vere en afbildning med begranset
variation, og lad ¢ vere et positivt tal. Vi kan da ifglge det
foregaende finde en inddeling D, sdledes at

NMesa,b) - e ¢ NDja) ¢ Nasa,b).

Lad nu ¢ € ]a,b[ vere et vilkarligt punkt. Ved at tilfgje c til
D far vi en inddeling D', for hvilken ovenstdende ulighed ogséa
vil gelde. Den definerer inddelinger D, og D, af [a,c] og [c,b].
Vi har nu ifglge (3) og (L)

Nasa,b) - NDja) =

(Nasase) = NDy5a)) + (Nase,b) = NMDysa)),
og da begge tallene 1 parenteserne er 2 0, ser vi, at

Nasa,c) - s ¢ NDysa) ¢ Nasa,e)

NMase,b) - e ¢ MDysa) ¢ Mase,b).

Hvis vi nu velger 4 € Je,b[ og benytter det netop opniede
resultat, faAr vi den tilsvarende ulighed ogsd for intervallet
[c,da], som er et vilkarligt delinterval af [a,b]. Vi formulerer
resultatet i en sstning:

11.19.1. Setning. Lad g:[a,b] ind i " vere en afbildning
med begrenset variation, og lad £ vare et positivt tal. Der

eksisterer da en inddeling D af [a,b], siledes at det for ethvert
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delinterval [c,d] ¢ [a,b] og enhver inddeling D' af [c,d] omfat-
tende alle delepunkter D n Je,d[, gzlder at
Nase,d) - e ¢ ND';a) < Mase,d).

Swtningen giver udtryk for en slags ligelighed i forbindelse
med konvergensen af N(D;a) med %(ﬁfo;d)j s8ledes at vi svarende
til et givet ¢ kan finde en b stemt inddeling, med hvis dele-
punkter uligheden er opfyldt for samtlige delintervaller [c,d]
p& én gang.

11.20. Som en anvendelse af s®&tning 11.19.1 viser vi nu
fplgende fundamentale satning:

11,20.1. Smtning. Lad g:[a,b] ins i R" vere en bevagelse og
c € [a,b] et vilkadrligt punkt. Den gennemlgbne vejlengde ¢(t) =
%(a;c,t) definerer en kontinuert, monotont voksende afbildning
o:[a,b] ind 1 R.

Bevis. For a t

@(tz) - §D<t1)

hvilket viser, at ¢ er monotont voksende. Vi betragter nu et

[ (72N

1 < t2 < b giver indskudsreglen

Nasty,t,) 2 0,

il

fast punkt t € fa,p], og vi skal da blot vise, at ¢ er konti-
nuert i to° Lad & vare et positivt tal. Der eksisterer da en
inddeling D € D[a,b], med de i sztning 11.19.1 omtalte egenskaber.
Endvidere eksisterer der pad grund af kontinuiteten et tal & > 0,
sédledes at

[t=t,l < & = lla(t)alt )l < €.
Tallet § kan valges séledes, at intervallerne ]towf,to[ og
It ,t, + &[ ikke indeholder delepunkter af inddelingen D. Ulig-
heden 1 satning 11.19.1 giver da for [t-t_ | ¢ &, at

N5ty ~ llalt) - alty)]]

A O

€y
og derfor tillige, at
lp(t) = o(t )] = In(ast st)] ¢
lae(t) = alt Dl + [INasty,t)] - Jlalt) = a(t )] < 2e.




Mat., 1, 1961-62 MA 11,24

og dermed har vi netop vist, at ¢ er kontinuert 1 to.

11.21., Vi skal vise et par regneregler. Hvis k er et reelt
tal, far vi &benbart for enhver inddeling D af [a,b], at
NDska) = |k| N(D;a), og heraf fglger regneregler. Hvis k er et
reelt tal, far vi &benbart for enhver inddeling D af [a,b], at
NDske) = |k| N(D;a), og heraf fglger regnereglen

(5) Nkgsa,b) = k| Nazab).

Lad os dernzst betragte 2 bevmgelser g1,g2:[a,b] ind 1 R™.
Vi kan da danne afbildningen g = g, + a,:la,b] ind i k™. For en
vilkarlig inddeling

Dia = b <ty < wea < b, <t =D

far vi nu fgrst

o)zt = TGy ()0 (8 )y (8 )=y, I €

oy (6,0 ey (6, M+l (Y ar (o)
hvilket medfgren at
NDsa) € MDsay) + NDjsas) < Nay) + Nea,) s

s vi far regnereglen

(6) Naytas) ¢ NMay) + NMas) .

11.22 I det specielle tilfslde m = 1, hvor o er en afbild-

ning af et interval [a,b] ind i R, far vi

n
NDja) = z lo(t),) — alt )
v=T1

En generel afbildning g : [a,b] ind i R™ er givet ved de m

koordinatafbildninger
o, = pr oo ! [a,b] ind i R,

og vi har da
(7) g_ = 061§‘1 +ooo+ Oﬁm_?_my

hvor € 008y €T basistalsattene. For hvert u og v har vi

o ()=, (6 ) |6l ),
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og vi far derfor
NGRS NCHANENCHP
hvilke t medfgrer, at
(8) %(aﬂ) < N@)y =500,
P& den anden side ses det umiddelbart, at
%(a1,§1) = %(a1),
og af (7) fglger derfor ved gentagen anvendelse af (6), at

(9) NMa) ¢ May) + eoe + N )

Af ulighederne (8) og (9) Ffplger specielt:

11.22,1, Smtning. Enafbildning g:[a,b] ind i R™ har be-
grenset variation, hvis og kun hvis enhver af koordinatafbild-
ningerne o, = PPM:[a,b] ind i R har begranset variation.

11.23., Vi gér nu over til et n@rmere studium af en afbild-
ning o:l[a,b] ind i R, som antages at have begranset variation.
Den ved

p(x) = Naja,x)
definerede afbildning ¢:[a,b] ind i R er voksende, idet y > x
medfgrer (se indledende bemmrkning til 11.22)

o(y) = o(x) = Nasx,y) > laly) - alx)]| > O,

N/

o — o; Tér vi

Il

som viger, at ¢ er voksende. Sztter vi nu ¢
p(y) = ¢(x) = o(y) = 9(x) - (aly) - al(x)) > O,

sédledes at ¢ ogsd er voksende. Nu er ¢« = ¢ - ¢, og vi har altsé

set, at o kUn skrives som differens mellem 2 voksende funktioner.

Vi har tidligere set, at ¢ og dermed tillige ¢ bliver kontinuert,

hvis o er kontinuert. For en voksende funktion ¢ far vi for

enhver inddeling n(D;a) = ¢(b) - ¢(a), hvilket viser, at en

voksende funktion og dermed ifglge 11.21 en differens mellem 2

voksende funktioner, har begranset variation. Vi har saledes

vist s@tningen:

11.23.1. Sztning. En afbildning a:[a,b] ind 1 R er af be-
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granset variation, hvis og kun hvis den kan skrives pa formen
o= ¢ — ¢, hvor ¢ og ¢ er voksende. Hvis o yde rligere er kon-
tinuert, kan ¢ og ¢ velges kontinuerte.

11.24., Vi vil vise endnu et par regneregler for szdvanlige
reelle funktioner med begrznset variation.

11.,24,1. Satning. Lad a:[a,b] ind i R vare en afbildning
med begraznset variation. Dens kvadrat agz[a,b] ind i R har da
begranset variation. Hvis der eksisterer en konstant k > O,
sédledes at ¢ ikke antager vardier i intervallet }-k,k[, da har
ogsé den reciproke % begraznset variation,

Bevis. Vi har en fremstilling oo = ¢ - ¢, hvor ¢ og ¢ er
voksende, Vi kan antage, at ¢ og ¢ er overalt positive, da vi
ellers blot adderer en passende positiv konstant til ¢ og ¢,
hvilket ikke mndrer g. Men sd er q° = @2 + ¢2 - 2¢¢, og her er
@2 + ¢2 sdvel som 2¢¢ voksende, og a2 har derfor begraznset

variation. Er derefter |a(t)| > k for alle t, far vi for en

inddeling
D:a = to < t,l < LA < tn~1 < tn = b’
at
1 1 la(tv)~a(tv_1)| 1ot Yma |
= = T . L t - _t
alt,) alt, ;) [&CE TR 201 = lea DECICDIF

hvoraf fg¢glger, at
MDY ¢ KTANDs) ¢ KON,
hvilket netop viser, at %har begrenset variation.
11.204.2, Satning. Hvis afbildningerne Qys Oy [a,b] ind i
R har begrenset variation, da har produktet oy Oy begranset va-

I'iatj_onc

Denne s@tning f¢lger umiddelbart af sztning 11.24.1 1 for-

bindelse med ulighederne (5) og (6), idet

oy oty = %((a1+a2)2 - (a1—a2)2).
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11.25. Vi indskyder her et par almindelige bem@rkninger i
tilslutning til det foregdende og benytter samtidig lejligheden
til en enkelt historisk bemzrkning.

-~ De monotone funktioner kommer naturligt ind i analysen som
et nyttigt hjelpemiddel. Det er imidlertid en svaghed, at reg-
ning med monotone funktioner kun undtagelsesvis fgrer til mono-
tone funktioner. Ovenfor har vi imidlertid set, at mengden af
funktioner, der kan skrives som differens mellem 2 voksende
funktioner, er mangden af funktioner med begramnset variation,
og at denne msngde er afsluttet overfor addition, subtraktion
og multiplikation, samt med en rimelig begransning tillige over=
for division, Vi har sdledes fundet den mindste funktionsklasse,
gom indeholder de monotone funktioner og er afsluttet overfor
regneoperationer i et rimeligt omfang.

Det er imidlertid vard at legge merke til, at vi kom ganske
naturligt til begrebet '"begraznset variation" ved et forsgg pa
at indfgre begrebet "langde' for en kurve i et m-dimensionalt
rum, og vi fandt derved, at begrebet '"begraznset variation'' for
kontinuerte bevmgelser var ensbetydende med begrebet "rektifia-
bel', Disse forhold omtaltes fgrst i Zden udgave af Camille Jor-
dan's bergmte larebog 'Cours d'analyse de 1l'école poiytechnique”,
hvis f¢grst bind udkom 1 1893, Denne bog er blot et enkelt eksem-—
pel fra en lang razkke tilsvarende l&rebgger, der ofte har ind-
fgrst helt nye ideer i matematikundervisningen ved Bicole poly-
technique i Paris.

Senere undersggelser viste, at der var en sammenhzng mellem
begrenset variation og differentiabilitet. Ingen af de to egen-—
skaber medfgrer den anden, men i en vis forstand medfgrer de to
egenskaber alligevel omtrent hinanden. Det er Lebesgue's inte-

gralteori, der har bragt klarhed i dette spgrgsmal.
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11.26. Vi skal nu studere de mere specielle bevmgelser,
der har differentiabel parameterfremstilling. Det viser sig
dog, at differentiabilitet i sig selv har ringe interesse i
denne sammenhzng, men for kontinuert differentiable bevagelser
far vi sztningen:

11.26.1. Smtning. Hvis afbildningen o :[a,b] ind i B" er
kontinuert differentiabel, har o begrznset variation, og den
ved ¢(t) =Naja,t) definerede afbildning ¢ : [a,b] ind 1 R er
differentiabel med Do(t) = |Dalt)]|.

Bevis, Da Dg : [a,b] ind i ®™ er kontinuert, og [a,b] er
kompakt, har

G = sup{|pa(t)]] | t € [a,p]}
en endelig verdi., Vi betragter nu en inddeling
Atasty <t Conn <t <t =D,
og vi bemarker fgrst, at vi for kK = 1,.e0,m; v = 1,.,.,n ifglge
middelverdisstningen har
ak<tv) - OCk(tv-—1) = Dak<7k,v> (tv_tv—1)’
hvor T,y € [tv—1’tv]‘ Heraf fas vurderingen

Iak(tv) - Ock.(tv-’l)l ._<._ G(t?}—tv)’
som igen giver

n
Masay) = ) o (8,) = o, )1 g

v=1
n
¢ EZT(tv—tv_1) = ¢(b-a),
v=1

hvilket viser, at o 0g dermed g har begranset variation., Vi
ved nu, at ¢(t) = Na;a,t) er begrsnset.
For at vise den sidste del af smtningen, betragter vi et

vilkérligt delinterval [x,y] ¢ [a,b]. Vi setter



inf {|Day () | l t € [x,y]}
sup{lDak(t)I ' t € [x,y]}.

It

g, (%,7)

1i

Gk(X,y)
Vi betragter en vilkarlig inddeling

A:X’—Zto<t1 < »o-<tn__,] <tn=ya
Ifglge middelverdisetningen kan vi for X = 1,e0e,; ¥ = 1,004,0
velge T v € [tv—1’tv]’ s&ledes at

k
ae(t,) = oy () = (6=t Doy (7 )

hvoraf fglger

i}

laCt) = alt )l

(i (o (£)) ~ e (b _, >>2>1i
k=1

(t,=tps) (i (Do (7, ) 7)

k=1

v

Vi far sé&ledes vurderingen

ol

m
(t,~t,_y) <>:<gk<x.y>>2) < llaeCe,) = el DIl g

k=1
m

(t,~t,_;) (Z (6, (x,5) >2>12'.
k=1

Ved summation med hensyn til v f&s heraf

<y—x><§j (gk<x,y>>2>% < NMasa) g <y~x>(§ <Gk<x,y>>2)"1"’.

k=1 k=1
Vi l:gger merke til, at vi her har faet %(A;g) vurderet‘
ved udtryk, der ikke afh®snger af inddelingen A. Vi bemarker og-
s&, at vurderingen gzlder for alle valg af A. Men sa gelder den

samme vurdering for supremum for A(Aj;a), og vi far derfor, idet

Nasx,y) = oly) = o(x), at

<y-x><i<gk<x,y>>2>% < o(y) - plx) ¢ (”"X)(i <Gk<x,y>>2)1§,
k=1

k=1




eller
(f}%um ) ¢ lylzolel o (E%Gumn)

Da funktionerne Doty alle er kontinuerte, er den ved

F(u) = (i <Dock<uk>>2)%
k=1

definerede afbildning af den kompakte mazngde
{El aéukg-b;k:)l’ooo’mz
ind i R ligelig kontinuert, og for £ > O, kan vi altsd finde

§ > 0, sdledes at
§3 kK =1,000,m = |F(y) - F(u)| ¢ e.

L} VN

' Vk~uk I
Tdet gk(x,y) og Gk(x,y) er funktionsvaerdier for Doy 1 interval

let [x,y], fglger heraf, at vi for |y-x| ¢ ¢ har

0 ¢ (Z(e (ee)?)” <z<gk<x,y>> 2 g e

Vi betragter nu et vilkarligt punkt u € [a,b]. Vi betrag-

ter desuden to andre punkter x og y, saledes at
a{xgugyghb

og desuden x < y. Vi har da den ovenfor fundne vurdering af

$LZ%§%L§2’ og det ses, at [|[Dg(u)|] ligger mellem de samme gren-

ser, séledes at vi far

2(r)=e(x) _ ng(u)f] ¢ .

y—xX
Setter vi nu specielt x = u og y = uth, fglger heraf, at ]
p(uwn) - () = [Da(w)[n + e(n)n, i
hvor e?(h) - 0 for h » 0., Tilsvarende f&s for y = u, x = u~h, at
p(u-n) - p(u) = =[Ibg(u)lln - eg(n)n,

hvor eg(h) - 0 for h » 0. De to relationer tilsammen viser, at
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¢ er differentiabel i u, og at
Dp(u) = || (u)ll.
11.26,2. Smtning. Hvis o:[a,b] ind i R" er kontinuert dif-

ferentiabel, er
(1) Axiast) = [l (.

Bevis., Ifglge s&téing 11.25.1 har de to udtryk i (10) samme
differentialkvotient med hensyn til t, og forskellen mellem denm
er derfor uvafhsngig af t. Men for t = O er begge udtryk = O;
altsd er deres konstante forskel lig med O og udtrykkene saledes
altid 1lig med hinanden.

11.27. Hvis en kontinuert bevegelse q:la,b] ind i " er

injektiv, kaldes dens bane en simpel bue. Da [a,b] er kompakt,

er o ifglge s@tning 10.14.2 en homoomorf afbildning af [a,b] pa
banen. Hvis nu g:[a,b] ind i H'er en simpel bue med den samme
bane, bliver Qf1°£ en homoéomorf afbildning af [a,b] pa sig selv,
altsd& monoton. Alts& er alle injektive bevagelser pa en simpel

bue indbyrdes mkvivalente eller modsatte.

Det fremgdr heraf, at vi kan tale om lazngden af en simpel

bue, uden at det er ngdvendigt at vi binder os til en bestemt

parameterfremstilling. Vi kan da p& samme méde tale om lengden
af en bane, der er sammensat af flere simple buer., For sédanne
baner vil vi ogsé anvende betegnelsen kurver.

En vej kaldes lukket, hvis den begynder og ender i samme
punkt. Hvis parameterintervallet er [a,b] og c er et punkt i
Ja,b[, kan vejen I' da skrives I+, hvor I', svarer til [a,c]
og F2 svarer til [b,c]. Vi kan nu ogsad danne P2+F1, og det bliver
en lukket vej, der begynder og ender i det til ¢ svarende punkt
af’ banen. Vi vil ikke skelne mellem denne vej og I'y og derved

bliver den lukkede ve] uvafhengig af begyndelses~ og endepunktet.
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Lad o:[a,b] ind i R™ definere en lukket vej. Ved afbild-

hY 2 0
ningen ¢:[a,b] ind i R defineret ved
2mi

RO

gar [a,b] over i enhedscirklen i C, sdledes at a og b gar over i
samme punkt af denne, medens [a,b[ afbildes injektivt. Vi har
da, at ¢—1 afbilder enhedscirklen bijektivt pa [a,b[, og a°¢—1
bliver &benbart kontinuert pa enhedscirklen. Hvis ao¢‘1 bliver
injektiv, kaldes den ved o definerede vej I' en simpel lukket
vej, og dens bane kaldes en Jordan-kurve.

11.28, Lad g:[a,b] ind i ko vere en 2 gange kontinusrt

differentiabel bevmgelse. Vi kalder Da(t) hastigheden, ||Da(t)]|

farten og D2g(t) accelerationen til tidspunktet t. Hvis vi for

alle t € [a,b] har Dyu(t) $ O kaldes g en differentiabel lurve.

Vi s@stter s = N(aja,t) = ¢(t), og vi har da

as
8 py(t) = o)l > o,
at
sdledes at ¢ er kontinuert og monoton, og vi kan danne t = ¢—1(s),
og g& over til den @kvivalente bevagelse
B = go¢—1:[0,%(&)] ind i RB,

og denne kaldes den naturlige parameterfremstilling for kurven.

Vi har
(s) Do (t) Do (t)
D S = =
g By = (e
altsd ||Dg(s)]l = 1. Den naturlige parameterfremstilling udmerker

sig altsd ved, at farten netop er 1.

P4 figuren har vi indtegnet vek- ST /
% 4 . o “ﬁi"a, !F(
oren E(g(s+h)—§(s)), som altsd er \/ »
B
en vektor pa en sekant til kurven. ;o
T v
For h —» O konvergerer dennc vekior JE
. ¥ é( 5 )

mod enhedsvektoren DB(g) = t(s), som awwm«ww;,
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altsd ligger p& kurvetangenten. Vi kalder denne vektor kurvens

tangentvektor, Af t(s).t(s) = H_g(s)H2 = 1 fas ved differentia~

tion
t(s).Dt(s) = O.

Vi skriver
Dt(s) = k(s)n(s),

hvor n(s) er en enhedsvektor og «(s) » 0. Kun for «(s) > O er

n(s) éntydigt bestemt, og n(s) kaldes da kurvens hovednormal -
vektor. Nar kurven gennemlgbes med fart 1, drejer t, s& ende-
punktet - far farten x(s), der kaldes kurvens krumning, og drej-
ningen foreghr i den ved t og n bestemte plan, der kaldes kur-

vens oskulationsplan.

11.29, Idet vi nu vender tilbage til den oprindelige be-
vegelse g, ser vi, at
DQ(,_(t) = 'VI:.,
hvor v er farten i bevazgelsen. Endvidere er
a% dt ds

at ~ ds ' dat
hvor vi har undladt parameteren t. Alts& far vi for accelera-

= KV,

tionen w(t) fglgende udtryk

2 av 2
w=Dg =3¢t + v,

hvilket viser, at accelerationen i bevagelsen har komposanten

%% i tangentens retning og komposanten/cv2 i hovednormalens

retning.

Vi fAr nu yderligere
]| = <%%.§ + /cv2_> . \%%.E + KVZE) =
2
(&) o

til bestemmelse af krumningen k. Af ligning
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fdr vi ved differentiation

av
Vg = Y-uw,

og den ovenfor fundne ligning giver derfor ved multiplikation

med XZ = V2, at
vl = () 4 P ()7,
s& vi fa4r formlen
2 2 2
s Yw - (yew)
< = > 3 ]
(v7)
2

hvor v = Dg og w = Dg.

Vi skal ikke ga videre med den her kun lige pébegyndte
diskussion af de differentiable kurvers teori. Vi har givet en
ren matematisk indfgrelse af de kinematiske begreber hastighed
og acceleration, og vi har sat disse begreber 1 forbindelse

med det rent geometriske begreb krumning.
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Lette opgaver.

Angiv komponenterne af den punktmangde i R, som er givet
ved
2 \2 ‘
fx | (x7-1)7 > 1}
Lad S og T vaere sammenhangende metriske rum. Vis, at pro-
duktrummet S x T er sammenh®&ngende.

Vis ved et eksempel, at en delmengde af R kan have sammen-

hengende afslutning uden selv at vaere sammenhengende.

En mengde A ¢ R har ingen randpunkter. Vis, at A = R eller
A= g,

Vis, at der i rummet Q af rationale tal ikke findes sammen-
hzngende msngder med mere end et element.

Progv at give et enklere bevis for saztning 11.8.2 ved at ud-

nytte de bemerkninger, der er anfé¢rt efter beviset,

Tre bevaegelser a,B,y:[0,1] ind i C er givet ved
a(t) = cosPmt + i sinZomt
cos/3 W(t—tj) + 1 sin/Bﬁ(t-tB)

(cosht-2) + i(2cosht-1).

B(t)
y(t)

Banerne for disse bevagelser er dele af velkendte kurver.

li

i

Angiv de tre bevegelsers baner.

Vis, at den ved

x| 1 ¢ %5 2) v o]

Z iy
definerede mengde 1 Ez er kompakt og kurvesammenhzngende,

men ikke polygonalt sammenhzngende (det er nok bedst at

tegne en skitse af maengden og studere denne.

Vis, at den ved

MA 11. Opgaver 1-9
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10,

11,

ix | 2=l ¢ 10 g

x2+y2 3
definerede mangde Rg er polygonalt sammenhzngende, men ikke

kompakt.

Vis, at en kontinuert afbildning ¢:R ind i % er konstant.

Lad f, og f, vare kontinuerte afbildninger af R ind i R,

4
sdledes at

v x € R(e*T (x) _ e1f2<x)).
Vis, at der eksisterer et helt tal n, sdledes at fz(x) =

f1(x) + 2ngr.
Vi be tragter et kompakt
interval I og en retvink- ///qz\g\\\

\'\
let ligebenet trekant T. x\3 6' T
112N 7| 8

Trekanten T deles 1 2n

kongruente dele, idet man

fgrst tegner hgjden, derefter f1, 1
hgjden i hver deltrekant o0.s8.V.

(se figuren). For hver verdi af n numereres deltranterne,
sfiledes som antydet pd figuren, slledes at trekanten med pa
hinanden fg¢glgende numre har en side fmlles, og siledes at
den trekant derhar nummer g ved inddelingen 1 oft trekanter,
deles 1 trekanter med numrene 29-~1 og 2q ved overgang til
inddelingen i 2n+1 dele . Vis ved induktion, at en sadan fglge |
af’ inddelinger eksisterer, Intervallet I deles tilsvarende

for ethvert n 1 2@ lige store dele, der numereres fortlg-

bende som antydet pa figuren. Lad t € I vere et vilkarligt

punkt. Vi kan da valge en aftagende intervalfglge I1 ) 12 )
13 D ..., s8ledes at det afsluttede interval I indeholder
t, og sdledes at I eret delinterval fra inddelingen af I

i oh delintervaller. Til In lader vi nu svare deltrekanten
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12.

13.

)“-lw

Tn med samme nummer som In fra inddelingen af T 1 ol del-

trekanter. Gg¢r rede for, at

DT D s

1) T, > T, 3
2) Mzngden N T, (trekanterne er afsluttede) bestir af

netop et punkt.

3) Hvis det er muligt at valge den til t € I svarende
fglge I, o I, > ... pé& flere méder, afhznger det i 2) om-
talte punkt ikke af valget af fglgen, men kun af punktet t.

Det i 2) omtalte punkt betegnes ¢(t). Derved defineres
en afbildning ¢:I ind 1 T. G¢r rede for, at

L) ¢ er kontinuert,

5) ¢ er surjektiv.

6) ¢ er ikke injektiv.

Det ses, at ¢:I ind i %% or en bevagelse, der gennem—
1gber alle punkter af en trekant. Eksistensen af bevagel ser
med denne egenskab blev opdaget af den italienske matematiker
Peano, og de har veret kaldt Peanokurver, selv om betegnel-
sen kurve netop 1 denne forbindelse forekommer helt unatur-—
lig,

Vi betragter en bevagelse g:[a,b] ind 1 Rm, en inddeling og
den tilsvarende polygonale vej I'. Det antages, at g er in-
Jektiv. Anskueligggr ved en figur (velg m = 2), at vejen T

alligevel kan '"skare sig selv',

Vis, at et produktrum T = T1 X T2 er sammenhangende, hvis

er sammenh@ngende metriske rum (studer en kontinuert

T, og T

1 2
afbildning ¢:T ind i {0,1}).

En bevegelse g:la,b] ind i R" er differentiabel og Dy er

begranset. Vis, at g er rektifiabel.
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15.

16.

Vi be tragter mengden af punkter, hvis pol®re koordinater
(r,®) er givet ved (a er en positiv konstant)

(e%,0); ~ < @ ¢ O,

Vis, at disse punkter tillige med det polare koordinatsy-
stems pol (begyndelsespunkt) udggr banen for en injektiv

bevagelse o:[0,1] ind i R. Hele punktmengden

(®®,0); o€ R
er en sdkaldt logaritmisk spiral (skitser den). Den udmarker
sig ved, at en drejning om polen har samme virkning pa den
som en ligedannethed med polen som lighedspunkt (den loga-
ritmiske spiral er kongruent med et forstgrret billede af

sig selv).

Vi betragter en afbildning a:[a,b] ind 1 R samt en inddeling

D:a:tc)( t1 < coo<tn~1

Tdet vi max(x,y) betegner det stgrste af tallene x og ¥,

< tn = b,

satter vi

n

m(Dja) = Zﬁ max (0,0 (ty )-a(t, _,))
-
_m_\

v(Dsa) = > max(o,a(tk_ﬂ)—a(tk)).
k=

1
Endvidere s:mtter vi

supf{w(Diot) | D€ Dla,bl}

i

W(a;a9b)

supfv(D;:a) D € Dla,b]}.

]

v(asa,b)

For x € [a,b] indfgrer vi for restriktionen af o til [a,x]
de tilsvarende udtryk 7(o;a,x) og v(oza,x). Vis relationerne

a(x) - a(a)

il

W(a335X> - V<a38:X)

wloya,x) + viaja,x) = NMoja,x).
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17

18,

19.

20.

27 o

220

Derved fas en ny fremstilling af en funktion med begranset
variation som differens mellem monotone funktioner, nemlig
funktionerne 7(a;a,x) + a(a) og v(a;a,x). Vis, at ogsd disse
funktioner bliver kontinuerte, hvis o er kontinuvert. Funk-
tionerne 7 og v kaldes den positive og den negative varia-
tion af «.

Afbildningerne g1,g2:[a,b] ind i R antages at have begren-
set variation. Vis, at afbildningen o = g1-g2:[a,b] ind i

R har begr@nset variation.

Afbildningen o:[a,b] ind i R™ antages athave begranset
variation, medens Q:Rm ind 1 ®" antages kontinuert differen-
tisbel. Vis, at gog:[a,b] ind i R™ har begrenset variation.
BEn bevegelse i 2% ep givet ved

o, (t) = at®, ay(t) = bt>, a >0, b > 0,
Bestem den i et vilkarligt interval [a,b] gennemlgbne vej-
langde.
Husk: positiv kvadratrod.
Et hjul med radius a ruller pa en vandret linie. Udregn den
ve jlengde et punkt pad hjulets periferi gennemlgber, mens

hjulet triller én omgang.

Vis, at det grafiske billede i retvinklede koordinater af en
kontinue rt differentiabelafbildning f:[a,b] ind i R er en

bue med lzngden 1

/b (1+(Df(x))2)2ax.
1a

Vis, at en kurve, der i polere koordinater er givet ved

r=7f(®), a {® b, har langden

/b ((£(0))2+(p(0))D) ¥ .
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23. Opstil en formel for langden af en vilklrlig parabelbue.

2Ly, Udregn lzngden af en vilkérlig bue af den logaritmiske

spiral, der i polere koordinater har ligningen r = a eb®.

25, En bevmgelse i R er givet ved parameterfremstillingen

(skruebevagel se)
Xy = acost, x2 = asint, x3 = ht, a > 0,h > O.

Udregn den 1 et vilkarligt tidsinterval gennemlgbne vej-
langde.
26, BEn bevagelse i RB er givet ved parameterfremstillingen
(konisk skruebevagelse)
Xy = tcost, X, = tsint, X3 = ht, h > 0.
Udregn den i et vilkarligt tidsinterval gennemlgbne vej-

langde.

27. En bevagelse 1 Pu er givet ved parameterfremstillingen
X, 0= acosht, Xy = asinht, Xy = bcoskt, XH = bsinkt,
a >0, b >0, h> 0, k>O.

Udregn den i et vilkarligt tidsrum gennemlgbne vejlangde.

28. PFind hastighed, fart, acceleration, tangentvektor, hoved-
normalvektor og krumning for skruebevasgelsen

x, = acost, x, = asint, x, = ht, a > O, h > O,

1 2

3
29. Samme opgave for den koniske skruebevazgelse

Xy = t cost, X, = t sint, Xz = ht, h > O,

051(t)3 Xo =

il

30, Vis, at krumningen for den plane bevagelse X,

oc2( t) er den numeriske vardi af udtrykket

2 2
Da1D oAy = Da2D a1

]

el
Por plane kurver plejer man at indfgre en med fortegn regnet

krumning, hvis vaerdl er givet ved ovenstéende udtryk.
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3.

32.

33

3Ll-o

35.

36.

En plan bevagelse er givet 1 polazre koordinater, idet

® = o(t), v = £(t), t € [a,p].
Vi indfgrer en enhedsvektor & = ¢(t) p&d radiusvektor, samt
den enhedsvektor g, = g,(t), der fas ved at dreje g vinklen

% i positiv retning. Vis fgrst, at

% ae, %1 _ _ae,
at = 4dt=1’ a4t dt=1*

Idet det bemzrkes, at hastighed og akceleration fas som fgrste
og anden differentialkvotient af re, udregnes hastighed, ak-

celeration og krumning.

Vanskeligere opgaver.

(Almindelig ¢velse i topologiens bevisteknik uden ngjere til-
knytning til sammenhzngsteorien). En voksende fglge F1 c F2 c -
af afsluttede msngder pa et interval [a,b] har som forenings-
mengde hele intervallet, Vis, at Fn fra et vist n at regne indc -
holder et delinterval af [a,b] (Benyt indirekte bevis med udnyt
telse af intervalindsnavring). Osgood 1897.
Lad F vare en komponent af komplementsrmasngden til en &ben
mengde 0 ¢ R". Vis, at CF er sammenhmngende.
IR betegner vi med M mengden af punkter, som kun har endelig
mange koordinater + O, Vis, at b&de M og (M er sammenhmngende.
I Ru betragtes mangden M af punkter (a,ﬁ,y,&) med den egenskab,
at

¥y = ax, + PX,, Y, = yx, + Ix,
definerer en bijektiv afbildning af R pa 2, Vis, at M er
&ben og overalt tat i Ru, men ikke sammenhsmngende (studer den
ved ¢o(a,B,v,6) = af ~ By definerede afbildning ¢: M ind i R,
Kraver nogen opfindsomhed). Lad O1 2 O2 2 -+ vare en afta-
gende fglge af &bne mmngder pd R, og lad fzllesmaengden nOn
vere overalt tet pad R. Vis, at N0, ikke er twzllelig.

Specielt fglger heraf, at msngden af rationale tal ikke

er fe@llesmesngde for en aftagende fglge af adbne mengder. Ved over

i
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overgang til komplementzrmangderne ses s&, at mengden af irratic
nale tal ikke er foreningsmengde for en voksende fglge af af-
sluttede m=ngder.

Vis, at mesngden af diskontinuitetspunkter for en afbild~
ning £: R ind i R er foreningsmengde for en voksende fglge af
afsluttede mzngder. Mengden af irrationale tal kan alts& ikke
optrede som m%ngden af diskontinuitetspunkter for en séddan af-
bildning.

P& den anden side har den ved

1 for x = % (uforkortelig)

p(x) = { X

O for x irrational
definerede afbildning af R ind i sig sélv netop mengden af
rationale tal som mengde af diskontinuitetspunkter.

37. Overfgr sstning 11.12.3 til Hilbertrummet.

38. Find ved hjmlp af funktioner definerede ved udtryk af formen
x® gin x ¢ eksempler pd differentiable funktioner uden begransc .
variation (og omvendt).

29, Lad o: [a,b] ind i R vaere en afbildning med begrasnset varia-
tion. Lad p: [a,b] ind 1 R og q: [a,b] ind i R vmsre voksende
afbildninger, séledes at a = p - g. Vis, at der for a ( x { ¥ ¢
b gelder ‘

p(y) = p(x) 2 alaza,y) - wlaza,x)

aly) = a(x) 2 v(asa,y) - v(iasa,x),
Hvor o og v er de i opgave 16 indfgrte funktioner,
LO. Vi betragter (se figuren) en plan, " g
differentiabel bue med begyndelses- S |
punkt POo I hvert kurvepunkt P af- 4
gettes ud ad den negative halvtan-

gent et stykke PQ lig med langden
s af buen P, P. Hvis punktet P er B(s), fas tangentvektoren
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a3
t = I3 08 Q bliver punktet g8 - st. Punktet Q beskriver en kurve

o

der kaldes en afvikler af den oprindelige bue., Vis, at PQ er

normal til afvikleren 1 @, og at F% er afviklerens krumning i

Qe
Sver opgave.

L1, I et metrisk rum T betragtes en aftagende fglge F1 2 F2 D e

af kompakte, sammenhzngende mengder. Vis, at ﬂFn er sammen-—

hangende.
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Monotone funktioner og konvekse funktioner.

12.1. I dette kapitel, som i modsmtning til flere foregien-
de bliver ret kort; vil vi (ligeledes i modsetning til de nmr-
mest foreglende kapitler) besksftige os med nogle ret enkle pro-
blemstillinger, Vi indleder med en diskussion af monotone funk-
tioners diskontinuiteter., Derved far vi ogsd klaret det tilsva-
rende spergsmal for funktioner med begrsnset variation., Denne
underseggelse vedregrer selvfelgelig kun reelle funktioner af en
reel variabel., Derefter folger en underssgelse af konvekse funk-
tioner af en reel variabel. En vssentlig del af denne teori kan
generaliseres til funktioner af flere variable, men disse udvi-
delser vil ikke blive omtalt. Til sidst vil vi benytte de konvek-~
se funktioners teori som grundlag for udledelsen af nogle funda-
mentale uligheder.

12,2, Lad I vere et vilkérligt interval for x € I setter vi

ID =10 Jomx[, I; =In Jx,=[.
Vi betragter nu en voksende afbildning f : I ind i R. Hvis I; + o,
er f(x) overtal for mengden f(I;), og vi fér

sup £(I7) < f(x) 5 inf £(IJ).

Det ses umiddelbart, at sup f(I;) og inf f(I;) er grenseverdier-

ne fra venstre og hejre i punktet x. I overensstemmelse med en

sedvanlig betegnelse for disse grsnseverdier skriver vi f
f(x-) = sup f(I;), f(x+) = inf f(I;).

Den ikke negative forskel f(x+) - f(x-) kaldes funktionens gpring

i x og intervallet ]f(x-), f(x+)[ kaldes dens springinterval i

X,
Det ses, at f er kontinuert i x, hvis og kun hvis springet

er 0, altsd hvis og kun hvis springintervallet er tomt.
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Br x og y vilkérlige punkter af I, kan vi velge z, sdledes
at x < z <y, og af definitionerne af f(x+) og f(y-) felger da,
a’t

f(x+) < f(z) < £(y-).
Heraf feolger, at de eventuelle springintervaller i x og y er
digjunkte. Da vi kan velge en rational verdi i hvert ikke tomt
springinterval for f, og disse verdier altsé alle bliver forskel-

lige, kan vi slutte, at mengden af diskontinuitetspunkter for en

monoton funktion hejst er numerabel.

Da en funktion med begrsnset variation er differens mellem
2 voksende funktioner, vil den ligeledes i ethvert punkt besidde
grensevaerdier fra venstre og hgjre, og mezngden af dens diskon-
tinuitets punkter er hgjst numerabel. Dens funktionsverdi behg--
ver dog ikke at ligge i springintervallet, og den kan derfor
have springet O ogsd i et diskontinuitetspunkt.

12.3, Vi gar nu over til omtalen af konvekse funktioner,
og vi indleder med definitionen, som slutter sig til det i fore-
géende kapitel og 1 kursus i algebra og geometri omtalte begreb,

konveks punktmengde:
12,3.1. Definition. En funktion £ : I ind i R, hvor I ¢ R

er et interval, kaldes konveks, hvis den ved
M(f) = §x| x, € T AZX,y 2 f(x1)}
definerede punktmangde 1 Pz er konveks,.

Mazngden M(f) skal altsd have den egenskab, at ethvert linie-
stykke med endepunkter i M(f) helt ligger i M(f). Dette skal
specielt gelde for liniestykker méd endepunkter pa kurven X, =
f(x1), og denne kurve har derfor den egenskab, at den '"forlgber

helt under enhver af sine korder" (se figuren). Udtrykt i for-—

melsprog fgrer dette til betingelsen



VX ,yy € IV t € [0,1] s M(£) /
(1) (f((1—t)x1+ty1) < (1-t) . :_,.,,.ﬂ /o
12.3.2., Sztning. En funktion !

£:I ind 1 R er konveks, hvis og kun

hvis ovenstéende be tingelse er opfyldt. I

Bevis., Vi har allerede indset ngdvendigheden. Tilstrekke-
ligheden ses maske tydeligst af figuren, men vi vil dog ogsé
skrive beviset 1 formelsprog. Vi betragter x = (x1,x2) € M(rf)
samt y = (y1,y2) € M(f). Vi skal for t € [0,1] vise, at

(2) ((1=t)x,+ty, , (1-t)x,+ty,) € M(f).
Af x,y € M(f) fglger x, > f(x1),y2 > f(xj), Heraf, samt af be-
tingelsen (1) fas nu

(1=t)x,+ty, > (1-t)0(x )+tE(y,) > £((1~t)x,+ty, ),
hvilket netop viser, at (2) er opfyldt,

Vi vil i1 det fglgende foretrmkke at skrive beviserne 1 den
geometriske form. Vi vil bruge ordene "under" og "over' i over-
ensstemmelse med, at vi forestiller og den anden koordinatakse
rettet opad. Oversazttelse af beviserne til matematisk formel-
sprog foregar rent rutinemsssigt.

12.4. Vi bemzrker forst,
at kurven x, = f(xj), hvor f . %;ifﬁf
er konveks, ligger over enhver N f;w
kordes forlangelse. Hvis der ~

nemlig var et kurvepunkt A,

som 14 virkelig under forlengelsen af korden PQ, ville @ ligge

virkeligt over kurven PA i strid med antagelsen om konveksitet,
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Bt kurvepunkt P og nabo-
punkter A og B pd hver sin side af P

bestemmer to liniestykker AP og BP,

som vist pd figuren. Da kurven forlgber

under de to liniestykker men over dens forlsngelser, vilden

helt forlgbe i venstre og hgjre vinkelrum. Heraf fglger, at en

konveks funktion er kontinuert.
Lader man nu A konver-

gere mod P langs kurven, vil h®ld-

ningen af PA aftage monotont og

da den er nedad begranset ved

heldningen af BP, vil den konver-
gere mod haldningen af en halvlinie 1, kurvens hg¢jre halvtangent
1 P, Da kurven ligger over forlangelsen af alle korderne udover
P, ligger kurvgn ogséd over halvtangentens forlsngelse. Heraf
fglgey at hzldningen af den venstre halvtangent m er < held-
ningen af 1. Vinklen ®, som er antydet pa figuren er altsa altid

2 0, og den kaldes knzkket 1 P. Hvis og kun hvis ® = O, er T

differentiabel i vedkommende punkt. . B
P ’“’H&,’:’f’
Det fremgar af det fore- g
_A_«P;):,-» / /z“
géende, at halvtangenterne i ende- T

punkterne af den til korden AB
svarende kurvebue har den pad figuren antydede beliggenhed i
forhold til korden.

Det fremgar ogsé, at der gennem hvert punkt af kurven gar

en stgttelinie med den egenskab, at kurven ligger over eller pa

stgttelinien. Hvis pa& den anden P R

o

side f ikke er konveks, eksisterer o

e

der en korde AB og et kurvepunkt, der

ligger virkeligt over kurven (punktet P p& figuren), og det ses,
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at der ikke gar nogen stpttelinie med den navnte egenskab gen-
nem P, Altsd er ekesistensen af stgttelinier karakteristisk for
de konvekse funktioner.

12.5. Vi vil nu specielt studere en differentiabel, kon-
veks funktion f£:I ind i R. Det fremglr umiddelbart af det fore-

A
gaende afsnit, at Df er voksende, altsé sz > 0. )

o

o

Lad os nu omvendt betragte //{;/
en afbildning £ : I ind i R, for -
hvilken Df er voksende. Lad m .
veare tangenten i et kurvepunkt P,
og lad A vere et kurvepunkt til
hgjre for P. Ifglge middelverdisztningen har PA samme haldning
gom kurvetangenten i et eller andet kurvepunkt til h¢jre for P,
altséd har PA stgrre hmldning end m. Heraf fglger, at A ligger
over m., Et tilsvarende razsonnement kan gennemfgres for punkter
til venstre for P. Det fglger heraf, at m er stgttelinie for kur-—
ven, og det er sadledes bevist, at £ er konveks.

12.6. Den danske matematiker J.L.W,V. Jensen har bemarket,
at nogle fundamentale uligheder vedrgrende middelverdier er ndgje
knyttet til teorien for konvckse funktioner. Vi vil udnytte den—
ne sammenhazng, idet vi vil udlede ulighederne ud fra de konvekse
funktioners egenskaber.

12.6.1. Definition. Lad Cysees,C, VEre positive tal med sum

c, og lad By peeesd, VETS reelle tal, Ved det aritmetiske middel-
tal af talsattet a = (a1,ooo,an) vegtet med ¢ = (01,.,.,cn) for-

star vi tallet

- o
) =c ca=c Sc a, .

A{csia, 4000
(_,: 1 =t v

n
Hvis tallene a  alle er positive, indfgrer vi desuden for p € R,

p 4 0 det p?° potensmiddelial
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1
Ap<g;§) = (A(g;ag,..,,ai)Po

For p = 2 kaldes dette tal det kvadratiske middeltal, og for

p = =1 kaldes det ofte det harmoniske middeltal. Tallet

c e - A(cilog a,,..4,108 a_)
a(esa) = () eeunM® =0 T 8

= =

kaldes det geometriske middeltal af a vagtet med c.

Ingen af middeltallene @ndres, nir talsattet c erstattes
med kc, hvor k > O, Det vil ofte vaere naturligt at foretrskke
talsattet y = cgjg, hvis elementer har summen 7,

Vi bemsrker, at udtrykket

ml p P
] log c e a log 3y a
1log AP(c3a) = > vy _ _i.v V..

er en brgk, hvis tmller og n®mvner for fast ¢ og a gir mod O, nir

p gdr mod O, Vi kan da bestemme dens eventuelle granseverdl i

0 ved at differentiere teller og nmvner med hensyn til p og la-

de p —» O, Nevnerens differentialkvotient er da 1, og den even-

tuelle graenseverdi for p - O bliver da grsnsevasrdien for telle-

rens differentialkvotient med hensyn til p, altsd af udtrykket
2y, 2y 108 8,

D 9
v

Eyva
som ses at konvergere mod Ty ~log a, = log G(c;a). Vi har sbdle-
des set, at

AP(c;a) —» G(c;a) for p - O,
ndr ¢ og a er fast under granseovergangen.
I overensstemmelse med dette resultat, skriver vi
1%(cza) = o(csa),
og dermed er potensmiddelverdien Ap(ggg) defineret for alle
reellexp og alle positive 2, 08 c,e

12.6. Sammen med talonttene a og ¢ betragter vi talsat
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& ¥

2 = a_;‘,oac,an,an+1), _C_

*
= (01,...,cn,cn+1) med ¢’ =

Cy + eee t Cpy, SOM opstar ved at fgje element til hvert af s&t
tene a og c. Vi far da

A “1
Alc,e,q43a(csa)sa, ) = ¢ (e Algsa)+re g ap.y) =

=1 #L 0¥
C (0,181 + eea + Cn+1 an+1) = A(g ;.a. )'

Dette viser, at vaegtede middeltal kan dannes successivt, séle-
des at vi danner middeltallet af de to fégrste elementer, dernast
middeltallet af det fgrste middeltal med summen af de to f¢rstev
middeltal som vegt og det tredie element med sin egen vagt. P
denne made tilfgjes element efter element til talsattet er op-
brugt. Vi har vist reglen for det aritmetiske middeltal, men def
er lige s& let at vise den for de andre middeltal.,
12.6.1. Sztning. Hvis tallene By seeesy ligger i.et inter-
val I, ligger A(c;a) ogsa i I,
Bevis. Hvis f.eks. I = [a,B[ har vi a < g for v, altsh
Algsa) = 2y 8, <2y B = Iy, = B
Analogt vises A(c;a) > a. Andre tilfalde behandles analogt.
12.7. Vi betragter nu et interval I ¢ R samt en konveks af-
bildning ¢ : I ind i R. Vi har da |
12,7.1. Setning. For et vilkArligt talsat a = (a1,...,an)
med elementer a € I og et sat ¢ = (01,...,cn) af positive vagte,
vil den konvekse afbildning ¢ : I ind i R tilfredsstille beting-
elsen
p(Alcsal)) < Aesplay)seeesola)).
Bevis. Vi antager fgrst n = 2 og benytter vagtszttet y =
(1=v55¥5)+ Uligheden bliver da
p((1=vola +rses) < (1=vy)e(ay) + vop(ay),

men det er netop konveksitetsbetingelsen (1) i 12.2, Uligheden
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gelder altsa for s@t med 2 elementer. Vi antager nu, at ulighe-~
den allerede er vist for talsmttene a og ¢, og vi skal da blot

vise, at den ogsd gzlder for de i 12,6 indfgrte talszt g* og g*.

Vi far nu

o(alc¥,a%) = p(Alc,cy 45 Algsadlay )

Ale,ep,qs o(Algsa)), olay, 1)) ¢

Aleyep g5 AMes o(ay)seen,olay)), ola ) =

A o(ay),eeas0(a)).

Her stammer det fgrste og det sidste lighedstegn fra relationen
fra 12.6. Det fgrste ulighedstegn er satning 12.7.1 anvendt pa

2 elementer, og det andet ulighedstegn kommer af, at middeltal-

let er en voksende funktion af hvert a, i forbindelse med induk-
tionsantagelsen. Dermed er beviset fuldfgrt.

12.8. Vi vil nu vise nogle anvendelser pa anvendelsen af
s@tning 12.6.1, Vi betragter ¢ : ]O,[ ind i ]O,e[ defineret
ved @(x) = x*. Det ses, at ¢ er konveks for r > 1 og for r < O,
Vi har derfor, nir r ligger udenfor intervallet [0,1]

(A(g;a))” ¢ Alg; ayyenvray).
Lad p og q vere positive tal og q > p; vi satter r = % og be-

nytter den netop fundne ulighed pa talszttet (a?,.,.,ag). Der-

ved far vi
S

(Ac; a%,...,aﬁ))p < A(g;aa%,...,ag),
og hvis vii?er oplgfter begge sider til potensen %, fadr vi her-
af, idet x? er -voksende, at
Ap(ggg) < Aq(g;g) for 0 < p < q.
Tilsvarende far vi ved at anvende den samme ulighed pa tal-~

settet a;p,...,agp, at

(a(es aiPyeee,a PNP < ale; 2l 00,00,
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og ved her at oplgfte til potensen —% pa begge sider, far vi,
L

2 ep aftagende, at

idet x
A"P(c;a) » A% e;3a) for 0 < p < q.
Vi har s&ledes vist, at middeltallet Ap(ggg) er en voksende
funktion af p for p € ]=w,0[ og For p € ]0,»[. Da AP(c;a) er
kontinuert som funktion af p for p = 0, har vi ogsa
2%e;a) = sup{aP(c;a) | p € J==,0[] =
inf{aP(gsa) | p € 10,[1,

hvilket viser, at Ap(g;g) er en voksende funktion af p for alle
Do

Specielt fas for p = 0 og p =1, at
(1) a(c;a) < Alcsa).
Dette er den fundamentale ulighed mellem geometrisk og aritme-
tisk middeltal. Historiske undersggelser tyder pa, at et nogen-
lunde rigtigt bevis for denne ulighed fgrst er givet af MacLaurin.
I ovenstdende bevis har vi inddraget ret kraftige hjslpemidler.
men alle de anf¢rte uligheder kan vises ved mere elementare me-—
toder,

En n®rmere gennemgang af ovenstiéende beviser vil afslgre,
at lighedstegnene i ulighederne kun vil gmzlde, hvis By = ses = B0

12,9, Vi betraéter to sat af positive tal (h1""’hn) og
(k1""’kn) samt to positive tal o og B med sum o + B = 1, Vi
skriver h = 2h , k = %k . For v = 1,...,n fir vi nu ifglge (1)
k"1kv) og ¢ = (a,B), at

1 -1
h o+ B k.

anvendt pa a = (h~1hv,

D% PP ¢ an”

Ved summation over v fas

1

D% Pon®%” ¢ anTlsh b peTsk =k B o=

eller

(2) 5P ¢ (sn )%k )P,
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Lad nu p og q vere positive tal, som tilfredsstiller be-
tingelsen

(3)

Lad endvidere ¢ = (C1”°°’Cn) med Te, = 1, samt a = (a1,o.,,an)

+ = 1.

1.1
P Q

og b = <b1""’bn) vere smt af positive tal. I formel (2) saztter
vi nu
o = %, B = %; hv = cvag, kv = va§5 V = Tseee,n,
og vi far 1 1
e, ab, ¢ (3¢ al)? (zc pHe ,
eller med de i foregiende afsnit benyttede betegnelser
A(g;a1b1,,..,aﬁbn),§ Ap(g;g)Aq(g;Q),
Denne ulighed kaldes Holders ulighed. For p = ¢ = 2 gir
den over i Cauchy=-Schwarz' ulighed.
12,10, Vi vil udlede endnu en interessant ulighed. Vi beryt-

ter fortsat betegnelserne fra foregiende afsnit, og vi bemarker

ferst, at (3) giver

1. e, I I
a= 5 4=pm P>l
For to talszt h = (h1,.o.,hn) og k = (k1,,..,kn) giver Holders
ulighed al tsa 1 ( T >Q§1
P\ D -y
og heri smtter vi nu -1
1 5 p-1
h,=cpa; k, =c (av+bv) ’
og vi far 1 \ -1
p-1 PyP < p)p
zcvav(av+bv) < (chav) ch(av+bv) / ’
Analogt féas ’

L p-1
P\DP < p> b
(chbv) Ecv(av+bv) .

Ved addition af de1to sidste %igninger fas

p=4
Ecvbv(av+bv)

7N

Saar—

D1
p P\D p E> ( p> D
Ecv(ay*bv) < ((chav L (chbv). \Ecv(av+bv> ,
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og ved division med den sidste faktor pd hgjre side far vi

endelig 1 y

[

-

D\D D\D D\D
(ch<av+bv> ) < (chav) + <Ecvbv) ;>
eller med middelvsrditegn
AP(e;a+p) ¢ AP(c5a) + AP(gsm).

Denne ulighed kaldes Minkowski's ulighed.
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Lette opgaver.

1. En afbildning £ : R ind i R er defineret ved

1 for x € N

£(x) = { :
0 for x § N

Vis, at £ kan skrives som differens mellem 2 monotont vnk-

sende funktioner.

2. Lad <Xn) vere en fglge af indbyrdes.forskellige reelle tal,
og lad Zan vare en konvergent razkke med positive led. Vi

setter for x € R

.

J(x) = {n | > Y x}; £(x) = Ej

a
ned(x) &
Derved har vi defineret én afbildning £ : R ind i R. Vis, at
1) £ er voksende
2) £ er kontinuert undtagen i punkterne -
3) £(x,*) = f(xn) og f(xn—) = f(xn)—an.
LL) Hvis x og y er kontinuitetspunkter og x < y, er
f(y)-f(x) netop summen af springene i diskontinui-
tetspunkterne i [x,y].

En funktion med egenskaben L) kaldes en ren springfunktion

(eller en totalt diskontinuert funktion).

3, Vis, at en voksende afbildning £ : [a,b] ind i R kan skrives
som sum af en ren springfunktion (opgave nr. 2) og en kon-

tinuert funktion.

4o Lad £ : [a,b] ind i R v®re konveks. Vis, at et ligeledes

er konveks.

5. Lad f,,f, : [a,b] ind i R vare konvekse, Vis, at £, + £, er

konveks.

6. Vis, at der eksisterer 2 positive, konvekse afbildninger
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£,,f, ¢ (a,b] ind i R, for hvilke f,f, ikke er konveks

3

7. Lad ffj : [a,b] ind i R | j € J} vere en mmngde af konvekse
afbildninger. En afbildning £ : [a,b] ind i R* (den udvide-
de tallinie) defineres ved

f(x) = sup{fj(x) | 7€ J}.
Vis, at der eksisterer et delinterval I ¢ [a,b], s&ledes
at restriktionen £ : I ind i R er konveks, medens f(x) = «
for x € [a,b] \ I.

Eksempel: J = N; [a,b] = [-2,2]; fn(x) = n x°08,

8, Lad £ : R ind i R vere den ved £(x) = x"e * bestemte af~

bildning. Bestem for n € N de intervaller, i hvilke f er

konveks, samt de intervaller, i hvilke -f er konveks.

9, Lad £ : [a,b] ind i R vzre konveks. Vis, at hgjst en nume-
rabel mengde af stgttelinier til kurven med ligning y = f(x)

har mere end 1 punkt felles med kurven,

10, Vis, at Ap(g;g) for p - « og for p - -« konvergerer mod hen-

holdsvis det st¢rste og det mindste tal 1 talsattet a,

11. Vi betragter de to karaktergkalaer

ug ug- mg+ ng mg- g+ g g~ tg+ tg tg-

2 41 v 2 ol 1
15 1&; 1u3. 14 133 123 12 103 93 8 53
10 9 8 7 6 5 L 3 2 1 O
mdl + mdl mdl- glet+ slet

2 1 402 -
2? 0 53 103 16

l -2 -3 -4 -5
af hvilke den gverste er den i gymnasiet anvendte (bortset
fra, at mdl- og slet+ ikke anvendes) medens den nederste
benyttes ved cand. scient.-studiet., Hvilken skala er gun-

stigst ved udregning af gennemsnittet.
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12, Uligheden (1) i 12.8 kan i det specielle tilfzlde
Cy = seo = Cp = % vises elementaert ved udformning af fglgen—-
de idé: Vi smtter A = A(c;a). Hvis ikke ay = ese = a, = A,
findes der i talsmttet a to tal A-h, A+k med h > O, k > O,
Hvis vi erstatter disse med A og A+k-h andres A(c;a) ikke,
men det ses let, at G(c;a) bliver s%¢rre. Ved gentagelse af
processen bliver alle elementerne i a til sidst ens. Udform

beviset detaljeret

13. Angiv ngjagtigt, under hvilke betingelser de i 12.8~10 bevi-

ste uligﬁedergwlder med skarpt ulighedstegn.

144, Prgv at udvide Holder's og Minkowski's uligheder til flere

end 2 talsst.

15, Mellem punkterne i BT indfgres en afstand, defineret ved
1

distp(&,l) = (|y1—x,||p F oeee + ]ym~xmlp)p.
Vis, at R" med dette afstandsbegreb for p > 1 er et metrisk

rume.

16. Idet a = (a1,°°o,an) er et talsszt, hvis elementer er > -1 og
har samme fortegn, skal det bevises, at

H(ﬂ+av) 21 + Za.

17. Vis den for n > 1, x > O, y > O, x 4 y gzldende ulighed

XS (1) y B (x-y)

18, Vi betragter en fglge (an) af positive tal, og for hvert n € N

betragter vi middeltallene
1

4 n
%:H(aq +°.a+an) og G‘n:(a1°°'an>

Vis uligheden

n(An—Gn) < (n+1) (An+1—Gh+1)’
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19,

20,

hvor lighedstegnet gelder, hvis og kun hvis a ,, = G__, (st
n+1 o nH
8.4 =% 5 Gy =V og benyt opgave nr. 17).

Udled heraf et induktionsbevis for ulighed (1) i 12.8

1 det specielle tilfelde, hvor vagtene er ens.

Vanskeligere opgaver.

Lad X, vere en fglge af indbyrdes forskellige reelle tal pa
et interval [a,b]g og lad Ean vere en konvergent rakke med
positive led. For x € [a,b] sstter vi

J(x) = {n | X, < xl; £(x) = EZj an(x-xn)o

neJ(x)

Derved har vi defineret en afbildning f : R ind i R. Vis, at

1) £ er voksende og konveks,

2) f er differentiabel undtagen i punkterne X,

3) forskellen mellem hzldningen af hgjre og venstre

halvtangent til y = £(x) for x = x, er netop a .

Heraf fremgir, at de punkter, hvor en konveks funktion ikke

er differentiabel, kan ligge overalt tat.

Lad O ¢ PZ vere en &ben, konveks mengde. For a € 0, A € Pz,

[IN] = 1 er den reelle talmsngde
I(a;d) = [t | a + at € 0]

et interval. En afbildning £ : 0 ind i R kaldes konveks, hvis
og kun hvis det for alle valg af a og A g&lder at den ved
o(t) = £(a+\t) definerede afbildning ¢ : I(a;7) ind i R er
konveks.

Vis, at den konvekse afbildning £ : O ind i R er konti-
nuert, Vis endvidere, at en 2 gange differentiabel afbildning
£ : 0 ind i R er konveks, hvis og kun hvis fglgende betingel-

ser begge er opfyldt for alle x € O:

Dir(x) + Dor(x) 3 0; Dor(x)D5e(x) - (D, £(x)De(x))7 3 0.
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21, Bn kontinuert afbildning £ : [a,b] ind i R tilfredsstiller

betingelsen
vx € [a,0], vy € [a,b1<f<5—:2t¥> ¢ B2 ()))-

Vis, at f er konveks.
22, For et talsat a = (a1,...,an) og p > O indfgrer vi betegnel-

sen
9

_ ($.P\P
Sp(g) = <Eav> .
Vis, at Sp(g) er en aftagende funktion af p. Vis, at der

for to talsmt a og b, samt p > 1 gelder

(s,(2+0)) > (8,(a))? + (5,(2))®.
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Implicit givne funktioner,

1%,1., BEn afhildning af et omrade i et talrum ind i et an-
det talrum kan tenkes givet, sdledes at det til et punkt sva-
rende billedpunkt bestemmes ved 1lgsning af et ligningssystem.
Eventuelt har dette ligningssystem flere lgsninger, og det ma
da suppleres med yderligere be tingelser (oftest uligheder) for
at fastlzgge billedpunktet helt. Afbildningen siges da at vare
givet implicit. Ved lgsning af ligningssystemet f4r man afbild-
ningen givet eksplicit.

I praksis hznder det ofte, at det ikke er praktisk gennem-
fgrligt at lgse ligningssystemet, eller at man ved lgsning af
ligningssystemet far eksplicitte udtryk, som er for komplicerede
for den videre behandling.

Det er derfor af betydning at have mulighed for at under-
sgge implicit givne funktioner, f.eks. afggre om de er konti-
nue rte eller differentiable og eventuelt finde udtryk for 4if-
ferentialkveatienten, uden at lgse ligningssystemet, I andre til-
felde kan ligningssystemet have en s&dan karakter, at en 1l¢gs-
ningsproces er helt uigennemfgrlig, og det vil da vere af betyd-
ning at have s@tninger om eksistens og éntydighed af lgsningerne.

13.2, Lad O ¢ R" vere en &ben msngde og I ¢ R et interval.
Vi anvender be tegnelsen (x;y) for punkter af O x I, og vi betrag-
ter en afbildning

F:0 x I ind 1 R.

Hvis nu ligningen F(x;y) = O for hvert x € O er tilfreds-
stillet for netop én verdi y = £(x) € I, bestemmer ligningen
F(x;y) = O implicit afbildningen f:0 ind i I.

Det er ikke altiq }et at afggre, om en ligning F(§;y) =0
bestemmer en implicit, tgiiion, og de n¢gdvendige hjzlpemidler

afhsnger af naturen af funktionen F. P4 dette stadium af matema~
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tikstudiet har vi ikke andre midler til rédighed end den fgl-
gende satning, der er en helt triviel fglge af kontinuerte,
strengt monotone funktioners egenskaber:

13.2.,7., S®tning. Den ovenfor betragtede afbildning F:0 x I
ind i R bestemmer implicit (ved lgsning med hensyn til y) en
afbildning £:0 ind i I, safremt fglgende tre betingelser er op-
fyldt:

1) For hvert fast x € 0 er den ved ¢(y) = F(x;y) definerede

afbildning ¢:I ind i R strengt monoton.

2) For hvert fast x € O er den i 1) omtalte afbildning o

kontinuert.

3) For hvert fast x € O indeholder billedet ¢(I) ved den

i (1) omtalte afbildning ¢ bade positive og negative tal,

13.3. Vi illustrerer sagen ved nogle eksempler. Vi valger

LY

0=R, I=2Rog

F(x,y) = Uy - 3x + sin(x-y). y ,
e
AT ///
P (x,y) -
D F(x,y) = 4 - cos(x~y) > 3 o
- /
fglger, at 1) i setning 13.2.1 er p Ay
. {'/‘ ‘// ; N
opfyldt. Det ses, at F er konti- P 1 X
nuert overalt, og 2) altsd opfyldt. - ////
P
For y = éx + ;—: fas ///
Fx,y) =1 + sin(%x-—%) >0

og for y = gx - % fas tilsvarende
oo
Flx,y) = - 1 + Sln(EX+E) < 0.
Dermed har vi set, at ogsid 3) er opfyldt (lighedstegnene skader
ikke; for hvis et af dem gwmlder, har vi jo et nulpunkt, og 1)
udelukker, at der kan vare flere,

Vi betragter igen 0 = R, I = R og
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P(x,y) = y2 - x2. 1 - %cos(x2+y2).

I dette tilfmlde fas

DyF(x,y) = 2y + ysin(x2+y2) = (2+sin(x2+y2))y,
og det ses, at 1) ikke er opfyldt for intervallet I, men kun
for hvert af de to intervaller ]-w,0] og [0,~]. Endvidere er
2) opfyldt, og F(x,0) < O for alle x, medens vi har F(x,y) > O
for y = i/x2+2. Altséd har F(x,y) = O netop 1 lgsning i hvert af
intervallerne ]ﬂ/X2+2, o[ og ]O,\/x2+2[. Ligningen bestemmer
altsd 1 dette tilfelde en implicit given funktion y = f£(x), nar
vi tilfgjer en passende bibetingelse, f.eks. Vv x(£(x) > 0).

13.4. I de fleste tilfwlde far man kun klarhed over spgrgs-
malet om eksistens og éntydighed af lgsninger til ligninger til
bestemmelse af implicit givne funktioner. Vi betragter igen si-

tuationen O = I = R samt afbildning F:h° = 0 x I ind i R defi-

neret ved
F(x,y) = x° + y° ~ 3axy; a > O,

Vi bemarker, at F er kontinuert, s& 2) er opfyldt. Endvidere
ses det, at man for fast x kan velge y s& stor, at F(X,y) > 0,
men ogsé s& lille, at F(x,y) < 0. Altsd er 3) opfyldt, Det gar
ikke s& enkelt med 1). Vi har den partielle differentialkvotient

D F(x,y) = 3(y°-ax),
og det ses, at 1) er opfyldt, hvis og kun hvis x € ]—w,O], men
ikke for x € ]O0,e[. Vi ser imidlertid ogsi, at F(x,y) for et
fast x € ]0,.[ varierer efter fglgende skema:

ﬂ/%ax) \1(ax)

—cot- voksende t aftagende { voksende —co
relativt maximum relativt minimum

Heraf ser vi nu, at ligningen F(x,y) = O for fast x har

netop 1 lgsning, s&fremt det relative minimum er positivt, altsé

hvis F(xa/(ax)) > O. Dette giver betingelsen
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x3 - 2a,v ax vx > O,
som for x > O er enshe tydende med
3§>'@ua.
Vi har saledes set, at ligningen F(x,y) = O ogsd for x € R?ua,w[
bestemmer y éntydigt som implicit given funktion af x. For
X = éﬁa.fér ligningen 2 1l¢sninger, og for x € ]Oj;ua[ fas &ben~-
bart 3 lgsninger, nemlig 1 lgsning 1 hvert af de tre intervaller
Jmo,~/(ax)[, Jon/(ax)[, WM(ax)el.
Nulpunktsmengden for funktionen F er en msngde af den
slags der smdvanligvis kaldes en kurve, Hvis vi i ligningen
F(x,y) = 0 indsstter y = tx, ken vi bestemme abscissen til det
fra O forskellige sk®ringspunkt, og ordinaten fas derefter ved
multiplikation med t. Derved fas x og y udtrykt véd t, altsa en
bevegelse med kurven som bane. Bevagelsens interwval bliver dog
ikke afsluttet, hvilket er i overensstemmelse med, at banen ikke
er kompakt. Kendskabet til denne bevegelse giver os mulighed for
at udregne sa mange kurvepunkter, vi ¢nsker. Desuden kan kurvens

symmetriegenskaber tages

Y A
i betragtning. Det vises § " "wmwm;ywﬁmﬁ
ret let, at den rette li- \\\\\ /f 7
h / /i
nie med ligningen x + y + a Q§\x, / ya
AN / s
= 0 er asymptote til kurven, . xéf\““~m¢~m« 444444 - ; ; >
der ser ud som vist pa fi- \“\ % a
\ﬂ, \
guren. Den kaldes Descarte's \\\ \\
- b
blad. ‘xﬁ\
AN
13.5. Vi vil endnu en- N
'.\ .j\\.\
gang studere tilfmldet O = i ™y

I = R, og denne gang valger
vi at undersgge afbildnin-

gen
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F(x,y) = ¥° = x°(x-a).

I dette tilfmlde kan vi umiddelbart lgse ligningen, og vi far lgs-

ningen

samt lgsningen

y

i

it

9, (x)

9o (x)

{O for x =

0

MA 13.

x/(x~a) for x € [a,o[

_¢1(X)-

5

Vi illustrerer dette med en skitse af nulpunktetsmasngde, hvis
udseende veksler pa en interessant méde med fortegnet for a. Det

fremgadr, at det "i det store og hele er rigtigt", at der gennem

v A t,fj y/\ / y/ P !/j’ ‘
/ /
T, / e /
AL N > e [ >
a\\mwﬁ//\\\ X a=0 ‘ﬂ\\ X 0 ai\\ X

N\ AN \

\

et lgsningspunkt til ligningen F(x,y) = O gar en differentiabel

kurve af formen y = f£(x) eller x = g(y) (udfgrligere x = t, y =
£(t) etc.) Det ses dog ogsé, at a i alle tilfmlde er en undta-
gelse fra den almindelige regel, idet der for a < 0 gar to diffe-
rentiable lgsningskurver gennem O, medens der for a = 0 gér én
lgsningskurve gennem lgsningskurven gennem O, men den er ikke
differentiabel, idet de to Halvtangenter er ensrettede 1 stedet
for modsat rettede. For a > O gar der overhovedet ingen lgsnings-
kurve gennem O, som er en isoleret lgsning til ligningen.

13.6. Vi mangler spgrgsmalet om implicit givne funktioners
kontinuitet og differentiabilitet. Vi kader disse spgrgsmal sam-

men med spgrgsmélet om eksistens af lgsningskurve gennem et
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kendt lgsningspunkt, idet alle disse spgrgsmal er af rent lokal

natur., Vi vender imidlertid tilbage til det almindelige tilfal-

de 0 ¢ R®, 1 cRogF :0x1IindiR. Vi vil nu antage, at F

og DyF er kontinuerte, og at vi har et l¢gsningspunkt (§O,yo), s&-

ledes at vi altsa har F(§O’yo) = 0, Under disse omstzndigheder

har vi sztningen:

13.6.1. Smtning. Safremt DyF(EO’yO) + 0, eksisterer der et

tal k > 0, s8ledes at der til ethvert e € ]O,k] svarer en kugle-

omegn K(gO,E) i R™ med den egenskab, at ligningen F(x,y) = 0 for

ethvert x € K(&O,&) har en og kun én 1lgsning i intervallet
[yo—k,yo+k], og denne lgsning tilhgrer endda intervallet
[yO—e,yO+s]. Den derved bestemte lgsningsfunktion y = £(x) er

kontinuert i Xqe

Bevis. Vi bemsrker fgrst, at vi kan antage DyF<§O’yO) > 0,

da vi ellers blot betragter -F i stedet for F. Da DyF er forud-—

gat kontinuert kan vi valge k > O VA
og r > 0, s3ledes at DyF(x,y) er Y0¥ '
positiv for pos

(x,y) € K(?_K_O,r)x[yo—k,yo.;.k]‘ NN T S— .
Med 0 = K(xyyr) og I = [yo—k,yo+k] net
ses betingelserne 1) og 2) 1 sat~ y,k
ning 13%,2.1 at vere opfyldt, og

XomT X, Xhr

betingelsen 1) medfgrer specielt,
at ligningen F(x,y) = O for y € K(xo,r) hg¢jst har én 1l¢sning i
intervallet [youk,yo+k].

Da F(éo:Y) er strengt voksende, er F(x,,y) positiv ph
]yo,yo+k] og negativ pa [yo—k,yo[, sdledes som antydet pa den
fgrste figur 1 tilfeldet m = 1. Lad nu ¢ > O vare opgivet (se

den nmste figur). Af de ved F(g,yo+e) og F(x,y,~c) definerede
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funktioner er den f¢grste positiv y’ﬁ ............

og den anden negativ i Xqe Da de

er kontinuerte, er F(x,y,+e) po- R [ :

gitiv 1 en omegn af Xo 08 y; SFPOSSPIOTS NSO NS

F(5,7,-c) negativ i en omegnar | |

Xne+ Disse omegne er antydet ved

de fuldt optrukne streger pa fi- [

guren. Vi kan da valge 4 > O, H ;5 %O 5 7

s&ledes at F(g,yo+e) > 0 og F(g,yo—s) < 0 for x € K(gO,J). For

0 = K(go,ﬁ), I = [yo—s,y0+e] er alle tre betingelserne fra szt-
ning 13%3.,2.1 opfyldt, og vi har dermed vist eksistensen af en
1¢sningsfunktion f med y, = f(éo) og If(x)-yo| < g for ”ﬁ*éo“ < 4,
gamt at y = f(g) er den eneste lgsning i intervallet [yo—k,yo+k].
da & var et vilkarligt tal i ]O,k], har vi samtidig faéet vist,

at £ er kontinuert 1 Koo

13.7. Vi udbygger nu sz:tning 13.6.1 med fglgende tilfgjel-
se:

13.7.1, Setning. Hvis afbildningen F i satning 13.6.1 er
kontinuert differentiabel i O x I, er lgsningsfunktionen f kon-
tinuert differentiabel i x,, og dens differential i x, fés ved
at lgse ligningen
(1) D1F(§O,yo)dx1 + aae t+ DmF(go,yO)dxm + DyF(go,yo)dy
med hensyn til dy.

Bevig. Vi antager fgrst m = 1, Der eksisterer et rektangel
f(x,y) | lx-xol <r A Iy-yo| < k}, i hvilket Dyf(x,y) > 0, og i
hvilket vi har den entydigt bestemte lgsningskurve y = £(x). For
lh| < r og f(xo+h) = f(XO)+K giver middelverdisatningen for funk-
tioner af flere variable (10.28) har vi da

0 = F(xo+h,yo+/<) - F(XO,yO) =
D, F (x40 (h,1c) 0,y *0(h,yr)ic) haD F(x+0(hyr )b, yo+@ ()i,
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hvilket giver

f(xgth)-f(x ) _ D F(x40(h,c)h,y+0(h,c)c)
h - DyF(XO+®(h,K)h’yO+®(h’K)K)

Ml

Her skal vi for x indsmtte i« = f(Xo+h)~f(Xo), og hejre side
bliver da en funktion af h. Da vi allerede ved, at f er konti-

nuert i X,y Ser vi, at hejre side bliver kontinuert for h = 0

med funktionsverdien
_ DXF(XO,yO) _ Df(x )
D Fixo,yo5 o’

y
I det almindelige tilfslde holder vi de variable Xy fast

pad en enkelt undtagelse nmr, og vi kan da anvende det resultat,
vi netop har fundet for m = 1, og vi har derfor i dette tilfezlde

Df(_}g):—-&‘?——‘yt
H™ =0 D I X5V,

y

Resultatet er imidlertid gyldigt i alle punkter af lesningskurven

1 en vis omegn af X, 08 vi har derfor almindeligt
D, F(x,f(x))

DuF&) = - D TR

og disse udtryk definerer kontinuerte funktioner af x. Af saztning
10.20.7. folger nu, at £ er kontinuert differentiabel i en omegn
af X, Det ses derefter, at det totale differential netop bliver

det wdtryk, der fis ved at lese (1) med hensyn til dy. Af ud-

trykket for D;c fremgdr i ovrigt, at legsningsfunktionen f bliver

kontinuert differentiabel lige s& mange gange som F,

13.8. Det fglger af sstning 13.7.1, at en afbildning f, som
er givet implicit som lpsning af en ligning F(x,y) = 0, er kon-
tinuert differentiabel, safremt P er kontinuert differentiabel,
og DyF ikke er nul.

Vi kan i praksis udnytte resultatet pd folgende méde: Hvis ;
vi kender et nulpunkt x  for en funktion F(x), som er kontinuert

differentiabel i en omegn af Xos kan vi opskrive den differenti-



erede ligning dF(go,dg) = 0. Hvis denne differentierede ligning
kan leses med hensyn til dx,, vil ligningen F(x) = 0 i en vis
omegn af X, kunne lgses med hensyn til X, 08 lesning bliver
kontinuvert differentiabel med det fundne dXv som totalt differen-
tial,
13.9. Lad os nu antage, at vi har et helt ligningssystem
P (x) = Fy(x) = oo = P (x) =0,
hvor Fq""’Fn er kontinuert differentiable i omegnen af et los-
ningspunkt Xy Vi kan da opskrive de differentierede ligninger
qu(go,dg) = dFZ(go,dX) = e = an(go,dﬁ) = 0,
Lad os nu antage, at vi kan leose den ferste ligning med hensyn til

x,. Vi setter x" = (x2,...,xm), og vi fir da et udtryk af formen

1
= # #
dx1 = Lz(g )dx2 F ees + Lm(g )dxm,
og vi ved, at ligningen Fj(g) =0 1 en omegn af % kan lgses pa

formen x, = f1(§*) og at df1(§*?d§*ﬁ netop er det fundne udtryk

for X
Vi kan nu eliminere x, ved at indsette x, = f1(x*) i lig-
ningerne
FZ(?_C_) = s se = Fn(zc_) = Oo

De tilsvarende differentierede ligninger fés ifwelge setningen om
differentiation af sammensat funktion ved indswmttelse af udtryk-

ket for dx, i ligningerne

1

4P, (x,dx) = ... = dF, (x,dx) = O.

Det fremgdr heraf, at de differentialer man finder ved los-
ning af det differentierede Jligningssystem virkelig modsvarer
losningsfunktioner, som eksisterer og er éntydig bestemt i en vis
omegn. .

Den her omtalte metode til bestemmelse af legsningsfunktio-

nernes differentialer kaldes implicit differentiation. Den er

ofte arbejdsbesparende ogsd nar ligningssystemet kan loses eks-~
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plicit.

13.10. Hvis vi f.eks. pnsker at bestemme de punkter, hvor
lesningskurven til ligningen x3+y3-3axy = 0 har ‘tangenter paral-
lelle med y = x, s®tter vi dx = dy i den differentierede ligning

(2) 3(x°-ay)dx + 3(y°-ax)dy = 0,
og vi ser da, at de sggte punkter bestemmes af ligningerne

x3 + y3 - 3axy = N

x° + y° - alxiy) = 0.
Digse ligninger kan skrives
(x4y)° - 3xy(xty+a) = O
(x+y)° - alx+y) - 2xy = 0O,
som ved elimination af xy giver

2(xty)” = 3(xry+a) (xiy-a) (x+y) .

Denne ligning spaltes i x+y = 0, som giver xy = 0, altsd x =y = 0,
samt

(x+7)° = 325 xiy = &/,
som giver xy =% (3/3)a, og vi har et par symmetriske ligninger,
der som legsning har 2 punkter i forste kvadrant i overensstemmel-
se med figuren i 13.4. Lesningen (0,0) m& kasseres, idet lig-
ningen (2) bliver identisk opfyldt for x = y = 0 og sdledes ikke
bestemmer dy udtrykt ved dx eller omvendt.

13.11. I tilslutning til teorien for implicit givne funk-
tioner skal vi kort omtale en noget generaliseret form for dif-
ferentialligninger, der spiller en ikke helt ringe rolle ved
mange anvendelser., De generaliserede differentialligninger er
en differentialform i to variable set lig med 0, altsé

(3) L, (x)dx, + L,(x)dx, = 0,

hvor L1 og L2 er kontinuerte afbildninger af en &ben mesngde

0¢ %% ind 1 R. En differenciabel kurve g 3 [a,b] ind 1 0 kaldes
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en lesningskurve til differentialligning, hvis denne bliver
identisk opfyldt ved indssttelse af o for x og da for dx, altsé
hvis

Ly (oy ($)505(%)) Doy (£) + Lp(ay (£),a,(t)) Day(t) = O.
For (L (x;,%5),L,(x;,%5)) # (0,0) betyder dette, at talsmttes
(Daq,(t),Daz(t)), der bestemmer lssningskurvens tangentretning,
er et af de talszt, der passer 1 ligningen.

Geometrisk bestemmer (%) for hvert x €0, for hvilket

(L1(§),L2(§)) + (0,0), en mengde af legsningsset (dX1,dX2), der
fastlmgger en ikke orienteret ret linie gemnem x. Vi fér s8ledes
i 0 et retningsfelt, sdledes som T
anskueliggjort pa figuren. /fg y xyx 0

Hvis vi anbringer et blad f/fﬁi;;:f‘ﬁy E
papir i et kraftigt magnetfelt, /ﬁ;f}j(iﬂﬁwh f/'
er der i hvert punkt af papirets - ! /,/f

>

o gowe
ittt e

overside givet en bestemt retning,
nemlig retningen af den magnetiske feltstyrkes komposant i
papirets plan. Der er sdledes et retningsfelt defineret pa pa-
pirets overside, undtagen hvor feltstyrken er vinkelret pa pa-
pirets plan. Vi kan gere retningsfeltet synligt ved at drysse
smé jernspaner pad papiret. Disse vil da indstille sig i felt-
styrkens retning, og denne kan da iagttages. Det viser sig imid-
lertid, at man ser jermspénerne som et kurvesystem, systemet af
losningskurver svarende til retningsfeltet.

Hvis man i et tet net af punkter i planen indtegner ret-
ningsfeltet, indtrzffer en lignende effekt. Lesningskurverne til
differentialligningen bliver synlige. Vi har sdledes en nmrlig-
gende metode til grafisk lesning af differentialligningen, men

den krsver megen tid og giver kun ringe nejagtighed.,




1%i12. Hvig differentialformen p& venstre side i differen-
tialligningen specielt er et totalt differential af en afbildning
U:0 ind i R, altsd hvis ligningen har formen

D1U(§)dx1+D2U(§)dx2 = 0,
vil lesningskurverne netop vere de kurver, der er implicit givet
ved
U(x) = c,

hvor ¢ er en vilkarlig konstant. Vi har nemlig for en differen-
tiabel afbildning o :[a,b] ind i 0, at

D(Usg) (t) = D, Ulg(t))Da,y () + DyU(a(t))Dar, (),
hvilket viser, at g er parameterfremstilling for en lesnings-
kurve, hvis og kun hvis Uey er konstant.

Opfattet pad denne méde er der god mening i at sige, at dif-
ferentialligningen
D,U(x)dx

1 1
har den fuldstendige lgsning

+ D,U(x)dx, = 0

U(x) = c.

1%3.13. Vi har tidligere set, at en differentialform i 2
variable smdvanligvis ikke er et totalt differential, og den
netop omtalte lesningsmetode hjelper derfor umiddelbart kun i
ganske specielle tilfslde,

Selv om differentialformen, der optrzder pd venstre side i
differentialligningen

L1(;c_)dx1 + Lz(g)dx2 =0
ikke er et totalt differential, er det dog undertiden muligt at
bringe metoden i anvendelse. Vi kan nemlig mulbtiplicere pa begge
sider af lighedstegnet med en passende faktor ¢(x), og forsege

at velge den, sdledes at den nye differentialform

p(2)L, (x)dx, + ¢(x)I,(x)dx,
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bliver et totalt differential. En faktor ¢(x), der opfylder denne

betingelse, kaldes en integrerende faktor til differentiallig-

ningen.
Degverre findes der ingen praktisk anvendelig metode il
bestemmelse af en integrerende faktor. Vi ved ganske vist, at ¢

for kontinuert differentiable L, og L2 skal tilfredsstille be-

1
tingelsen

D, (o ()T, (x)) = D, (p(x)T,(x)),
men det forer til en differentialligning, der er verre end den
oprindelige. -

Den videregéende teori viser, at der altid, 1 hvert fald
lokalt, eksisterer integrerende faktorer, endda altid mange og
meget forskellige.

13.14. Det er nyttigt at kende integrerende fakbtorer til

visse simple differentialudtryk. Vi har séledes flere integrerende

faktorer til

~ydx4+xdy,
idet
d% = :X§§%§QX for x ¥ 0,
X
vy 2
Jy
d Arctg % = :Mi%i&%i for x F O
X +y
d Arctg £ = YEE=XAT £on ¢ Lo
y X2+y2

f

d log '%l = :MQ§§§@X for x £ 0, y # O.

Det fremgdr af disse eksempler, at udregning af d¢(§), hvor

¢ er en vilkérlig differentiabel funktion, yder en integrerende

faktor til -ydx+xdy.-
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Det er ogsé nyttigt at lzgge merke til, at

d(eXcosy) = e*(cosy dx-siny dy) for alle (x,y)

d(x+logecosy) = g%g; (cosydx-sinydy) for cbay % O.

Enhver kan sge sit forrdd af integrerende faktorer til simple
differentialformer ved at studere differentialerne af de elemen-
tere funktioner.

Fksempel: Vi onsker at bestemme den fuldstendige lesning
til differentialligningen

(x-y)dx + (x+y)dy = O.
Vi skriver ligningen
xdx + ydy -ydx + xdy = O,

og vi bemarker, at xdx + ydy = & d(x2+y2), og nu er ;g%;; en in-
tegrerende faktor til -ydx + xdy. Vi multiplicerer med ;5%;5 og

far ligningen

1 x(x2+y?) + ~ydx + xdy _ 0
) X2 132 ETy° =

eller
d(log/(x® +y?) + Arctg %) =0 for x 4 O,
g&d vi for x = O far den fuldstesndige lgsning
log/(x2+y%) + Arctg % = C.
1%2.15. Vi bemsrker os i1 denne forbindelse differentiallig-
ningen med adskilte variable
L1(x1)dx1 + Ly(x,)dx, = 0O,
som har den fuldstendige lgsning
= *2
/ L, (t)at + / L,(t)at = c.
B %
Husk altid at se efter, om differentialligningen giver en

ligning med adskilte variable efter multiplikation med en p&ssen-

de faktor. F.eks.
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eXcos y ax + (e*+1)sin y dy = 0,
gsom skrives

X
9§g§ + tg y dy = O,
e’ +1
og ved integration fas
1Og(ex+ﬁ) - log|cos y| = ¢ v &+ 0.
Dette er ensbetydende med
X
e = cycos y - 1

13.16. En differentialligning af formen

(1) - r(d)

kan overfgres i en ligning med adskilte variable ved at satte
¥y = zx, hvor z = ¢(x) er en ny ubekendt funktion.
Vi fAr nemlig
daz _
XESZ"PZ—-f(Z)
eller
xdz + (z-f£(z))dx = O,

Herunder hg¢rer ogsa differentialligninger

P1(x1,x2)dx1 + P2<X1,X2)dx2 = 0,
hvor P1 og P2 er homogene af samme grad, idet denne ligning
netop kan skrives p& formen (4). Det skal dog tilfgjes, at ogsé
overgang til polere koordinater ved substitutionen

X, =T cos®, X, = T sin®

vil overfgre ligningen i en ligning, hvis variable kan adskilles.
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Te

2o

5e

e

Lette opgaver,
Vis, at ligningen
cosh x + (1+X2)sinh v + y3 =0
har en og kun een legsning y = f(x), hvor £ ¢ R ind i R er en
kontinuert afbildning.
Vig, at ligningen

2
cos(x+y) + eV 4y y =0

°

har en og kun een legsning y = f(x), hvor £ ¢ R ind i R er en

kontinuert afbildning.

Vis, at ligningen

(X2+y2)2 - a2(x2~y2) = 0, a >

v o

for x € [-a,a] sammen med bibetingelsen y > O fastlsgger y som

en kontinuvert funktion af x.

Vis, at ligningen

.
- —
(x$+xg+1)y3 ~ -—ﬁué}ﬂé—g =0
1+ (x5 ~x5)

for alle x € RZ fastlegger y som en kontinuert funktion af x.

Vis, at punktmmngden i &2

2.2 4 4
(X | x+%, = x,+%5 ]

har O som isoleret punkt.
Find differentialkvotienterne af de ved ligningerne i opgave
nr. 1 og opgave nr. 2 indferte implicit givne funktioner ud-
trykte ved x og y.
Vis, at ligningen

y cosh x + X + sinh y = O
i en omegn af (0,0) kan loses p& formen y = f(x). Find de 3

forste differentialkvotienter af f.
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Ligningen

& H4 T

- iz

|z
fremstiller i omegnen af (0;71) den variable y som funktion
af x = (x1,...,xm). Udregn ved implicit differentiation de 4

forste afkortede differentialer af denne funktion.

Af figuren til 13.4 synes det at fremgd anskueligt, at den
ene gren af Descarte's blad i omegnen af Q kan fremstilles
ved en ligning af formen y = f(x). Vis (f.eks. ved hjelp af
parameterfremstillingen), at dette virkelig er tilfmldet, og

at £ er vilkarlig ofte differentiabel. Udregn D2f(O).

Vis, at ligningssystemet

sin yq = €08 y, - tgh x = 0

cos y, + siniy, - V2 =0
i omegnen af (x3y) = (0; %3%) fremstiller Yy 08 ¥y implicit
som funktioner y, = f1(x), Vy = fz(x). Udregn Df1(O) og
D£,(0).

Vi betragter en aben mmngde 0.¢ RZ og en kontinuert differen-~

tiabel afbildning £ = (£,f,) ¢ 0 ind 1 %%, Vi betragter et

punkt a €0 med billedpunkt f(a) = b, og vi antager, at
D,f1(2)Dyfy(a) - Doty (a)Dyf,y(a) + O,

Vis, at der eksisterer en omegn af a, som ved afbildningen £

afbildes bijektivt péd en omegn af b.

Vi betragter en &ben mzngde O - & og en kontinuert differen—

tiabel afbildning f : O ind i . Vi betragter et punkt a € 0,
hvor Df(a) + O., Vis, at der eksisterer en omegn af a, som ved
afbildningen f afbildes p& en omegn af f(a).

En afbildning £ : O ind i O er defineret ved f(z) = e”. Vis,

at ethvert punkt z € U har en omegn (endda af ikke ringe ud-
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strekning), som afbildes injektivt ved f. Vis tillige, at ¢

ikke afbildes injektivt ved T,

14, En afbildning f : 2% ind 1 R° er givet ved
2
£(x) = (sl izl

Find billedmazngden, og beskriv originalmengden til et vil-

i

karligt punkt af billedmsngden. Angiv de punkter i Rz, som
ikke har nogen omegn, der afbildes injektivt ved f. Sammen-

hold resultatet med opgave nr. 11.

15« En tre gange differentiabel bijektiv afbildning £ : 11 pa
I2 tilfredsstiller betingelsen
vx € I (Dr(x) 4 0),
Find de tre fgrste differentialkvotienter af den omvendte af-

bildning g = ¢ ¢ I, pa I, udtrykt ved Df, Dof og D3f.

16. Find den fuldstendige 1l¢sning til hver af differentiallig-
ningerne (i hele F2)
3 2 3 ) 2,5 _
(x1+3x1x2+x2)dx1 + (x1+5x1x2+x2)dx2 = 0
sin X, €08 X, dx1 + cos X, sin x, dx2 = 0
17. Find den fuldstendige l¢sning til hver af differentiallig-
ningerne . (i hele Rz)o Angiv ld¢sningskurvernes art.
X1dx1 + dex2 =0 qux1 - xgdx2 =0

dex1 + X1dX2 0 b:d dx1 - x1dx2 = 0O,

2

i

18, Find den fuldstmndige lgsning til hver af differentiallig-

ningerne (i hele RZ)

i1

(1+x2)dx1 - x,8%x, = 0
2x2dx - x1dx2 0

1
(X?+x2)dx1 - x,dx, = 0,

I

1l

19. Find den fuldstendige l@gsning til hver af differentiallig-

ningerne (i hele Rz)
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20.

21 .

22,

2L,

(1+x2)x1dx1 + (1+x1x2dx = 0
x,C08 X,Ax, + (1+x1)s1n x,dx, = O

sin xzdx1 + sin x1dx2 = 0

Find den fuldstandige lgsning til differentialligningen
ay - ¥ c 1-L.I
ax = '8 x € ]-3,50-

Vanskeligere opgaver.

Vis, at ligningen

kx - 3y + sin (x+y) =
for enhver verdi af x € R har én og kun én lgsning y = £(x),
hvor £ : R ind i R er differentiabel. Vis, at Df(R) =

[%,%], og bevis derefter, at £ : R ind i R er bijektiv.

Vis, at ligningerne
> pr3z2 + 7z - 15 = 0O

Xzy ZLL - 225 + 16 = 0

i en omegn af (x,y,z) = (1,0,2) éntydigt kan lgses pa formen

v = £(x), z = g(x). Udregn DE(1), Dr(1), Dg(1), D2a(1).

Lad O ¢ R2 vere en &ben msngde og £ ¢ 0 ind i R en 2 gange

=

differentiabel afbildning. Ved transformationen X, = T cos e,

X, = r sin @ ghr f£(x) over i g(r,®). Udtryk fo + Dgf ved de

partielle differentialkvotienter af g.
En ligning F(X1,X2,X3) = 0, hvor F er kontinuert differen-

tiabel, med partielle differentialkvotienter, som 1 et punkt
5* alle antages = 0., Ligningen kan da i1 en omegn af 5* 1g-
ses pa enhver af de tre former

X, = f1(x2,x3), X, = fg(xj,x1), Xy = fB(x1,x2),
Bevis relationerne

(xz,x )qu (XB’X YD 1fB(sz,Xg) = =1

1
1
—

%k y ®omy
D, 1(X?,X3) 2f2(x3,x1)D2f5(x1,x2)
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25, Lad O vmre en &ben mzngde i R® og P ¢+ 0 ind i R° en aiffe-
rentiabel afbildning, gilvet ved ligningerne
vy o8 F(x3%,), ¥, = Folx,,%5).
Angiv tilgtrskkelige betingelser udtrykt ved de partielle
differentialkvotienter af F, og F, i et punkt x" for, at
ligningerne i en omegn af é* éntydigt kan lgses pa formen
xp = 0y (x,0y)s vy = (x40,
26, Lgs differentialligningerne

(3x"+yT )y dx - 2x3d

y =0

!
(@]
°

oxlax + (y3+5x2y)dy =

Svere opgaver.,

27. Vi betragter en &ben mangde O ¢ C samt en differentiabel

afbildning £ : 0 ind 1 C. Vi anvender betegnelserne x =
X, + i Xpy ¥ =¥y F i Vo5 08 f tenkes skrevet pa formen

vy = T (x50 5 7y = £o(xy,%,),
Vi betragter et punkt x" € 0, og vi antager, at Df(x") ikke
er reel., Vis, at ligningssystemet i en omegn af (x,f(x*))
kan l¢ses pa formen

x, = 8 (%,,5,)s ¥5 = 8x(x,,5y),
og vis derefter, at differentialformen

~8p(x4,yp)dx, + g, (xy,y,)dy,
er det totale differential af en 2 gange kontinuert diffe-
rentiabel afbildning g : U ind 1 R, hvor U er en omegn af

(xT,f1(x?,xg)), og vis, at G tilfredsstiller den partielle

differentialligning
2 2 2
(1) D) G D3G - (D1D2G) =1,

Vis, at enten G eller -G er konveks 1 U, nar U v@lges som

en konveks omegn.
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28.

Vis omvendt, at man ud fra en afbildning G : U ind 1
R, hvor U ¢ 2% er &ben, og G er 2 gange differentiabel og
tilfredsstiller (1), kan konstruere en differentiabel af-
*ildning £ : O ind i U, hvor O ¢ ¥, og hvor sammenhangen

mellem £ og G netop er som ovenfor beskrevet,

(I det vesentlige kun klassificeret som svar opgave, fordi
visse hj®lpemidler fra kursus i algecbra og geometri ikke
foreligger p& indevsrende tidspunkter). For a > O og k > O
betegner vi med C(a;k) mzngden af punkter i U, hvis afstan-
de fra punkterne a og —a har produktet K%, Vis, at C{a,k)
netop er mangden af punkter x = Xy i X5y for hvilke
(X1,X2) tilfredsstiller en vis algebraisk ligning af fjerde
grad. Vis, at C(a;k) i omegnen af e thvert punkt bortset fra
O, a og —-a er en differentiabel bue.

Vis, at der for hver verdi af a > O eksisterer et kur-
vesystem {C¥(a3;k) | k € R}, hvis kurver er differentiable
undtagen i O og sk&rer alle kurverne i1 systemet
{C(a;k) | k € R} under ret vinkel. Vis, at kurverne C (a;k)

pa en enkelt undtagelse nsr er ligesidede hyperbler.
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Ligelig konvergens.

4.1, Vi betragter fgrst en vilkarlig mengde M og en fglge
(fn) af afbildninger f :M ind i T. Fglgen (fn) kaldes konver-
gent 1 et element x € M, hvis fglgen (fn(x)) af billedpunkter
er konvergent. Hvig dette indtraffer for ethvert x € M siger

vi, at fglgen (fn) er konvergent 1 ethvert x € M, og vi har da

for hvert x € M et gransepunkt f(x) for fglgen (fn(x)). Derved

defineres en grenseafbildning f:M ind i T, og vi skriver

(fn>-% i i ethvert element af M.

Vi siger ogsa, at (fn) er punktvis konvergent pd M.

Betingelsen for punktvis konvergens mod f er altsé
(1) vzeMve>03Ne Nvn> N (x) € K(£(x),e)),
hvor vi med K(a,r) ¢ T betegner kugleomegnen af a med radius r.
Ligesom tidligere i forbindelse med kontinuitet indfgrer
vi nu ogsd ligelighed i forbindelse med konvergens. Ligelighed
skal (ngje svarende til ligelig kontinuitet) betyde, at det til
e > O gvarende N kan valges uafhengigt af x, sdledes at det
éﬂgang valgte N er brugbart samtidigt for alle x € M., Dette
betyder for relationen (1), at kvantoren Vv x € M flyttes om pa
den anden side af 3 N € N, s& vi far definitionen
(2) ve>03Ne Nvn ) Nvxe uaist(£(x),f (x)) ¢ e).
Vi har 2 steder mndret de skarpe ulighedstegn, der var benyttet
i (1), men det ses umiddelbart at vere uden betydning.

1h.141. Definition. Lad M vere en vilkdrlig mengde og T

et metrisk rum med afstandsfunktionen dist. Lad (fn) vere en
fplge af afbildninger f_:M ind i T. Fglgen (fn) kaldes ligelig

konvergent (konvergerer ligeligt) pa M mod granseafblildningen

£:M ind i T, hvis og kun hvis betingelsen (2) er opfyldt.

Det er klart, at ligelig konvergens mod f£ pa M medfégrer
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konvergens mod f i et hvert punkt af M.

14,2, For at opnd 1idt mere fortrolighed skal vi belyse
ligelig konvergens ved nogle eksempler, og sagen illustrercs
selvfplgelig bedst ved eksempler der viser punktvis, men ikke

ligelig konvergens. I alle eksemplerne valger vi M = [0,1] og

T = ]??.o
Vi velger fgrst
1 ¥
- 4
1-nx for 0 ¢ x ¢ n }
fn(X) = { ...1 \\
.0 for n < x< 1, i
= - Y
e {
Det ses, at (fn(x)) konvergerer mod O 0o 1 |

n
for x € ]0,1], medens (fn(O)) - 1. Det ses, at uligheden

]fn(x)l ¢ 4 ikke for noget n er opfyldt for alle x € ]0,1], og

(fn) er derfor ikke ligelig konvergent pa ]0,1] og derfor selv-
fplgelig heller ikke pa [0,1]. For k¥ > 0 er (fn) derimod lige-

lig konvergent pa [k,1], idet vi endda har fn(x) = 0 for
x € [k,1] ogn % .

Hvis vi velger £ med det 1L'$

'{ ™,

I
/
/

/

"»-L\A

pa figuren viste grafiske billede, ser vi,
at (fn(x)) ~ 1=-x for x € ]0,1], og at |

|

{

(fn(O)) —» 0, Det ses igen, at der for hvert Ofwf
. 1

n

n findes et x, i hvilket fn(x) afviger mere
end % fra grensefunktionen. Ligeledes gzlder det ogsd 1 dette
tilfzlde for ethvert k > 0, at (fn) er ligelig konvergent pa
(k,1]1.

Hvis dernmst vislger fn med det pé& den nmste figur viste
grafiske billede, ser vi, at ! 'f
(fn(x)) — O for ethvert x € [0,1], men

1 for alle n.

i

at vi dog har £ (2n)7")

Vi har derfor ikke ligelig konvergens pa
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Jo,1], men for ethvert k > O har vi ligelig konvergens pa [k,1].

Vi kunne variere det sidste eksempel, ved at lade fn(x)
vokse linesrt helt op til vaerdien n i punktet x = 5%, og der-—
efter aftage til O 1 punktet %a Det ville stadig vere rigtigt,
at (fn(x) - 0 for alle x € [0,1], og for k > O er (fn) ligelig
konvergent pad [k,1], men ikke pa ]0,1]. Vi bemerker, at vi i
dette tilfzlde har

/1fn(x)dx = 5,

Vi ser s&ledes, at en églge af positive funktioner kan konver-
gere punktvis med nul pa et interval, uden at dens integral over
intervallet gir mod nul.

4.3, Vi betragter igen en vilkarlig mengde M, et metrisk
rum T samt mengden F(M;T) af afbildninger f£:M ind i T. For
£, € F(M;T); £, € F(u;T); £, € F(M,T) sstter vi

&istu(f1pf2) = sup{dist(f1(x),f2(x)) x € Mi.

Her er distu(f1,f enten et positivt tal eller O eller +w.

2)
T gvrigt far vi for vilkarlige £,9750T5 € B(M,T), at
1) distu(f1,f1) =0

2) dlstu(f1,f2) > 0, hvis r, ¥ f,

il

3) distu(fz,fj)
L) dlstu(f1,f3) < distu(fﬂ,f

dlstu(f1,f2)
2) + dlstu(fQ,fB)o
Betingelserne 1), 2) og 3) er helt trivielle. For at vise
3) sa@tter vi for p,qd = 1,2,3
x) = dist(f (x),f (x
o, (1) = atst(e (x),2,(x)),

og vi har da

dist. (£ ,T = 8sU M) = su o
U.< py q> L QDp’q( ) Mp <Pp,q

Da T er et metrisk rum, har vi for ethvert x € M

213(x) < 0yp(x) + 0,5(x),

og resultaterne i MA 4.8 giver nu umiddelbart
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dist (£,,f3) = S 943 < i (045%003) <

s§p Pio * s§p o3 = dlstu(fﬂ,fz) + distu(fz,fB),

Vi vil benytte betegnelsen B(M,T) for mangden F(M,T) ud-
styret med “afstanden" dist_ . Vi understreger, at B(M,T) ikke
er et metrisk rum, idet det indeholder par af punkter med ind-
byrdes afstand . Vi kan imidlertid alligevel benytte den sz:d-
vanlige definition for kugleomegn, og B(M,T) er derfor i hvert
fald et topologisk rum. |

En punktfglge (fn) i B(M;T) er s&ledes en fplge af afbild-
ningen £ :M ind 1 T. At fglgen (fn) i rummet B(M,T) konvergerer
mod gr&nsepunktet £ betyder efter definitionen af konvergent
punktfglge:

Ve>0aNeNVny NE € K(F,e)),
eller, 1lidt mere udfgrligt og med et < i stedet for <

Ve>03NelNVn) N(distu(f,fn) e),

[|7aN

og her er betingelsen
distu(f,fn) < €
ifglge definitionen af distu ensbetydende med
v x € M(aist(£(x),f (x)) ¢ €),

og nar dette indfgres af konvergensbetingelsen afslgres det,
at konvergens i det topologiske rum F(M,T) er ensbetydende med
ligelig konvergens.

4.4, Begrebet fundamentalfglge kan uden videre anvendes
i B(M,T) med den szdvanlige definition. Fglgen (fn) er altsa
fundamentalfglge, hvis og kun hvis

ve>0aNe Ny mmn Naist (£ ,f ) <€)
eller oversat til udsagn om funktionsvardierne

(2) ve>03aNelNvmny NV x€ M(dist(fm(x),fn(x)) < &)
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14,1, Hvis T er et fuldstandigt metrisk rum, er enhver -
fundamentalfglge i ﬁ(M,T) konvergent.

Bevis. Hvis (fn) er fundamentalfglge, gazlder (2)., Heraf
fplger, idet vi betragter en fast verdi af x, at (fn(x)) er en
fundamentalfglge i T og som fglge deraf kontinuert i T mod en
gransevardi £(x), og denne definerer os en granseafbildning
f:M ind 1 T. Vi betragter nu et fast ¢ > 0, et tilsvarende N
(ifglge (2)), og vi har da for ethvert x € M, at

(3) VY m,n N(dist(fm(x),fn(x)) <€)
For m —» « gmlder nu pad grund af afstandsfunktionens kontinuitet
i rummet T, at
dist(fm(x),fn(x))-+ dist(f(x),fn(x)),
og vi far derfor
v on y N(dist(£(x),f (x)) < €).
Dermed har vi netop vist, at fglgen (fn) er ligelig konvergent,
og beviset er dermed fuldfgrt.

14.5, Hvis 8 og T er metriske rum har rummet B(S,T) af af-
bildninger af § ind i T et delrum U(S,T), som omfatter de kon-
tinver te afbildninger af S ind 1 T.

1he5.7, §§£Qigg, Delrummet U(S,T) er en afsluttet punkt-
mengde i B(s,T).

14.5.2, S@tning. For a € S er mengden U(a) af afbildninger
f:3 ind 1 T, som er kontinuerte i a, en afsluttet delmangde af
B(s,T).

Bevis, Vi har &benbart

ﬁ<85T) = [l ﬁ<a)9
acs

og satning 14.5.1 fglger derfor af smtning 14.5.2. Vi skal alt-
s& blot vise, at C0(a) er en &ben mzngde. Vi betragter et vil-

kadrligt element £ € (O(a), og £ : S ind i T er altsd en afbild-
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ning, som er diskontinuert i a. Deraf fglger, at der eksisterer
et tal ¢ > O, sdledes at
(L) vr > 0 3x € K(a,r) (aist(f(a),f(x)) > e).
Beviset vil vere fuldfg¢rt, hvis det lykkes os at vise, at
Ku(f,%) ¢ C0(a), idet X, betegner ep kugleomegn i B(8,T). Vi
retragter &t vilkarligt element g € Ku(f,%), altsd en afbild-
ning g + 8 ind i T, som tilfredsstiller
(5) ve € S(aist(£(x),e(x)) < 5).
For r > 0 kan vi valge x € K(a,r) ifglge (4), sdledes at
dist(f(a),f(x)) > e,
og ifglge trekantsuligheden har vi da
dist(f(a)),g(a))+dist(g(a),g(x))+dist(g(x),f(x)
dist(f(a),f(x) > e,
og da forste og sidste led p& venstre side i uligheden ifglge
(5) begge er ¢ %, fglger heraf, at
aist(g(a),e(x)) 2 5,
og vi har sdledes vist, at
ve > 0 3x € K(a,r) (dist(g(a),a(x)) 3 ).
Alts& er g diskontinuert i a, hvilket medfgrer, at g € C0(a),
og dermed er beviset fuldfegrt.
1h.5.3. Sztning. Fn ligelig konvergent fglge (f ) af kon-
tinuerte afbildninger fn : 8 ind 1 T konvergerer mod en konti-
nuert gransefunktion.
Bevis. Punktfglgen (fn) tilhgrer 0(S,T) og da denne mzmngde
er en afsluttet delmszngde af B(S,T) vil grensepunktet for (fn)
ogsd tilhgre 0(S,T).
1h.5.h. Sstning, Hvie T er et fuldstendigt rum, er enhver
fundamentalfglge i 0(S,T) konvergent mod et grensepunkt i (S,T).

Bevig., Sstningen felger umiddelbart af s@tningerne 1L.4.7

og 14.5.3,
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De 2 sidste eksempler i 14.2. viser, at den ligelige kon-
vergens 1 14.5.3 ikke er en ngdvendi g betingelse for gransefunk-
tionens kontinuitet.

14..6, Som et vigtigt eksempel betragter vi et rektangel
R = [a1,b1] X [az,bz] c ®° samt en kontinuert afbildning f£:R ind
1 T, hvor T er et metrisk rum. Vi indfg¢rer betegnelsen fx for
den ved £ for den ved fx(y) = f(x,y) definerede afbildning
fxz[ag,bg] ind i T. Satter vi dernmst &(x) = £, er & en af-
bildning @:[a1 ,b1] ind i ﬁ([az,bz},’f).

Da f er kontinuert og R kompakt, er f ligelig kontinuert,
og vi har derfor (1lidt mere specielt) for et fast X, E[aq,b1],
at

Ve>038>0vxe lx~f,x+[vye [ay,b,]
(ais t(£(x_,¥),T(x,y) < ),
og dette kan ogsd skrives

Ve>03¢>0vxe Jx,x (st (8(x),8(x) < €).

Heraf fremgar, at & eren kontinuert afbildning. Vi siger
derfor ogséd at funktionen fX konvergerer ligeligt mod fxo for
X = X Ligelig konvergens kan alts& ogséd vises ved kontinuert
grenseovergang. Det er imidlertid ikke ngdvendigt at gennemfgre
en detaljeret diskussion af denne form for ligellg konvergens.
Den ligelige konvergens benyttes nemlig til udledelse af egen-—
skaber ved gransefunktioner, og vi kan jo altid udtage en pas-
sende fglge og derefter paberabe os sminingerne om fglger,

1h.7. Vi vil nu specielt diskutere det specielle tilfalde,
hvor T = R, Vi har da for £,,f, € B(s,R) mulighed for at danne

o T, +o,T, for konstante o, 0g a,. Derfor er B(S,R) et lineart

vek torrum. Vi indfgrer normen



el = dist,(0,£) = sup |£(8)],
og denne har da egenskaberne

lotll, = Tl IIEll, Ny +Eoll < lIE Il + 1Ll
Hvis vi med §1(S,R) betegrer mengden af begrensede afbildnin-
ger £ : 8 ind i R, bliver for f € 31(S,P) normen [|f]l, altid en-
delig, og rummet 31(S,R) er derfor et normeret vektorrum. Da R
er fuldstendigt, er Eq(s,ﬁ) ogséd fuldstendigt. De fuldstezndige,
normerede, Llinesre vektorrum kaldes Banach-rum efter den polske
matematiker S. Banach. De har varet genstand for meget indga-
ende studier 1 de sidste 20-30 ar, Rummene Rm er eksempler pa
Banach-rum, men nu har vi altsé ogsé mgdt rummet §1(39R) og dets
delrum 31(S9P) af kontinuerte funktioner., Hvis S er kompakt, er
ﬁq(S,R) = 0(s,R).

Specielt ser vi, at lineare operationer med ligeligt kon-
vergente fglger igen giver ligeligt konvergente fglger. Mere
almindeligt har vi sa&tningen.

1447+7. S@tning., Hvis (fn)er en ligelig konvergent fglge
af afbildningen fn : S ind i R mod grenseafbildning £f, og g : 8
ind 1 R er en begrznset afbildning, da er (gfn) ligelig kon-
vergent mod graznseafbildningen gf.

Bevis. Lad ¢ > O vare givet. Vi kan bestemme N € N, saledes
at vi for ethvert n » N og ethvert x € S har

£

1£(x) = £, < SR
Denne ulighed medfgrer |
8(x)1(x) - g(x)r (x)] ¢ e,
og dermed er s:tningen bevist,
1h.7.2. Oetning, Hvis (fn) og (gn) er ligelig konvergente
afbildninger af S ind i R, og grenseafbildningerne f og g er be-
grensede, da er (fngn) 1igelig konvergent mod grenseafbildning-—

en g,
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Bevis. Lad ¢ > O vsre givet. Vi kan vaelge N € N, sdledes

at vi for ethvert n N og ethvert X € S8 har

N

|£(x)-f_(x)]

7N

s e |8 a0 < serER Iy
Vi far da (det =ldgamle trick)
[ £(x)a(x) -, (x)e, (x) || £(x) -, (x) ] |a(x) |+]£_(x) | |a(x)-g, (x) |

e sup g(x) & Suplfn<X)|
S ZAFswple() ) * Z(eFsm F (=) S ©°

14.8, Af en fglge (fn) af afbildninger £ : S ind i R kan
vi konstruere den uendelige ra&kke an med den tilsvarende r&ek-
ke af funktionsverdier an(x), Vi har de tilsvarende afsnits-

fglger
n n

8, = ZZ?fk, sn(x) = Zijfk(X).

k=1 k=1
Rekken 3f, kaldes ligelig konvergent, hvis fglgen (sn) er lige-
lig konvergent, og grznseafbildningen for (sn) kaldes som s&d-

vanlig razkkens sum. Vi indfgrer ogséd udsnittet

®n,p = Ez\ Ly

k=n¥1
og s®tning 14.4.1 giver os den ngdvendige og tilstrazkkelige be-
tingelse for konvergens
(6) ve >0 3Ne€Nvn > Nvp >0 vxe€ S(|sn’p(x)| <€)

Vi skal dog angive nogle bekvemmere kriterier for ligelig
konvergens, Vi skal fgrst bemerke, at de foregéende resultater
gelder usndret, hvis vi skriver ¢ i stedet for R. Det er igv-
rigt klart, at en kompleks funktionsfglge eller -rszkke er lige-
lig konvergent, hvis og kun hvis dens realdel og imaginsrdel
begge er ligelig konvergente.

1.9, Vi betragter en fglge (fn) af afbildninger f_ : S ind

i ¢, samt en fglge (an) af positive tal. Hvis Ifn(x)l ¢ a, for
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alle n € N og x € S, kaldes Sa  en majorantrzkke for =f . Vi
har nu s#tningen.

1.9.1. Satning. Hvis ra&kken zfn har en konvergent majo-
rantrekke, er den ligelig konvergent i S og for ethvert x € S
er an(x) absolut konvergent.

Bevis. Den sidste pastand fglger umiddelbart af sammenlig-
ningskriteriet. Den fgrste pastand fglger af det almindelige
konvergensprincip og betingelsen (6), idet vi her far for et-

hvert x € 8
n+p

ISngp(X” S EE‘ ok’

k=n+1

14.9.2. Sstning. En potensrakke Eanzn med konvergensradius
r er for k € ]o,r[ ligelig konvergent 1 den afsluttede cirkelski-
ve {z | |z| < k}.

Bevis. Da k ligger indenfor konvergenscirklen, er Zankn
absolut konvergent, altsé zlanlkn konvergent, og denne razkke er
for |z| < k majorantrekke for Eanzn. Sztningen fglger derefter
af s®tning 14,9.1.

Hermed har vi fundet et nyt bevis for, at summen af en po-
tensrekke er kontinuert i konvergenscirklens indre.

14.,10. Vi skal ogsé anfgre et kriterium for ligelig kon-
vergens, som er anvendeligt for betinget konvergente rakker.

14.10.1. Sztning. Hvis rekken »f  har den egenskab, at der
eksisterer en konstant K, sfledes at alle afsnittene for alle
X € S tilfredsstiller betingelsen Isn(x)l ¢ K, og hvis (an) er
en aftagende fglge med grensevaerdi O, da er Eanfn ligelig kon-
vergent pa S,

Bevis. For afsnittene u, D i zfn gelder

E

]un’p(x)| = lsn+p(x) - sn(x)l < 2K,
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For udsnittet v i Zanfn far vi ved Abelsk summation, se MA
B4

5.8, at
n+p b
v, p(x) = ;{: akfk(x) = E{; et 3 n+J (x) =
k=n+1 Jj=1

b P p-1
EZ:an+j(un+j(x)—un+j_1(x» = zi:an+jun+j(x)_§{jan+j+1un+j(x) =
=1 j=0

J=1

2{;(an+j'an+j+1)un+j(x)+an+pun+p(x)'

j=1
Heraf fé&r vi nu vurderingen
-1
lvn’p<x)| < ;{:(an+j-an+j+1)2K + an+p.2K = 2an+1K,
j=1

og for € > 0 kan vi derfor valge N, sidledes at uligheden

|7, (%)|
er opfyldt for alle n > N, alle p > O og alle x € S. Dermed har
vi vist, at betingelsen (6) er opfyldt for rakken sa T,

14,11, Vi afslutter hermed teorien for ligelig konvergente
fglger og rekker., Vi skal senere se, at ligelig konvergens sik-
rer, at integration og granseovergang kan ombyttes, men vi vil
vente med dette, til det 1idt generellere integralbegreb er far-

digbehandlet.
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Lette opgaver.

En afbildning f:R ind i R har grenseverdi A for X - - 08
grensevaerdi B for x » o . For n € N sztter vi Thf(X) =
f(x+n) og znf(x) = f(x-n). Derved defineres afbildninger
7,f og T_nf:R ind i R. Vis, at afbildningsfelgerne (Tnf) og
(T_nf) konvergerer puﬁktvis mod de konstante afbildninger
A og B, og at konvergensen er ligelig pa ethvert begranset

interval, men kun i et trivielt undtagelsestilfslde pé& hele

R.

Afbildninger fn,gn:R ind i R er definerede ved

3
n 1+n2X2 ’ n 1+n4x2 *

Undersgg om fglgerne (fn) 0g (gn) er punktvis konvergente
og/eller ligelig konvergente pd hele R. Underseg ogsd, om
integraler over endelige intervaller konvergerer mod de til-

svarende integraler for grsnsefunktionen.

Samme spergsmal som i opgave nr. 2 for

fn(x) = % sinnx, gn(x) = sin % X.
Samme sporgsmdl som i opgave nr. 2 for differentialkvoti-

enterne af funktionerne i opgave nr. 3.

Samme spergsmdl som i opgave nr. 2 for

Vis, at afbildningélegen (fn), hvor fn:R ind 1 R er define-
ret ved fn(x) = (sin2m!«7rx)2n for ethvert m € N konvergerer
punktvis mod en grenseafbildning 8ps O8 at afbildningsfelgen
(gm) igen konvergerer punktvis mod en grsnseafbildning g.

Angiv denne afbildning (den franske matematiker René Baire
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10.

110

har bvevist, at afbildningen g ikke er grenseafbildning for

nogen punktvis konvergent folge af kontinuerte afbildninger).

(Nesten helt triviel). En folge (£ ) af afbildninger fn:[a,b]
ind i T, hvor T er et metrisk rum; er punktvis konVergent Pa
[a,b] og ligelig konvergent pa& Ja,b[. Vis, at (fn) er lige-

lig konvergent pd [a,b].

En felge (fn) af kontinuerte afbildninger f,s[a,b]ind 1 R
konvergerer ligeligt mod en afbildning f:[a,b] ind i R

(kontinuert ifelge setning 14.5.3). Vis, at

< lf fn(x)dx > - L? £(x)dx.

Bevis, at rummet B(M,T) altid kan deles i klasséer, siledes at
afstanden mellem to punkter er endelig, hvis og kun hvis de
to punkter ligger i samme klasse (benyt en skvivalensrela-

tion).

Lad T vere et diskret, metrisk rum. Vis, at en feolge (fn) af
afbildninger fn:M ind 1 T er ligelig konvergent, hvis og kun

hvis alle feolgens elementer fra et vist trin er identiske.

Vi vil forsege at vise smtning 14.5.3 direkte. Lad xoe S vare
et punkt, hvor alle fn er kontinuerte, og lad ¢ > 0 vare
opgivet. Vi har nu

).

Da fn er kontinuert i X s kan vi bestemme & > 0, siledes at

3NENVnngXESMEuﬂﬂﬂﬂﬂ)=

VAN
)

V X € K(xo,§) (dist(fn(xo),fn(x)) <

9

[N
N

men sé er

dist(f(x,),f(x)) ¢ dist(f(x),f (x ))+aist(f (x_),f (x))+

i £ + £ + & =
dlst(fn(x),f(x)) $3+5+5%=¢,
hvilket viser, at f er kontinuert i X
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12,

1%,

1Ll--

15,

16.

Dette bevis er 1 princippet rigtigt, men vor fremstil-
ling gik let hen over visse detaljer. Det stdr i mange lare-
bgger omtrent i denne form, ligesom det ved mundtlig eksa-
men ofte bliver prazsenteret i omtrent denne form. Svagheden
er, at det bliver imgdegfet med spgrgsmalet: '"Men kommer
§ ikke til at afhznge af n'", et spgrgsmadl, der ofte giver
anledning til forvirring.

Gé& beviset kritisk igennem og prgv at indfgre et par
ganske sm& sndringer, sa der ikke bliver noget at indvende.
Det er ikke ngdvendigt at ggre det lsngere, og det kan
i gvrigt forbedres meget vesentligt ved at udelade en 1lille

smule.,

Vis, at den uendelige rakke sn ~, z = x+iy, er ligelig konver-
gent i den ved x € [k,»| bestemte halvplan, hvis og kun hvis
k> 1,

Angiv de intervaller, i1 hvilke fglgende rekker er ligelig

konvergente:

1 nx 1 -nx
Zn!e 5 ST Ty e COSNX,

Vis, at fglgende rakker er ligelig konvergente p& hele R:

1 1 - .2
ZH COS(X+gHU), Zw?flw sin "x .

1

Vis, at potensrakken 5(-1)" n~ 'z konvergerer ligeligt pa

intervallet [0,1].

Vi betragter et afsluttet interval [a,b] og en fglge (fn)
af kontinuerte afbildninger fn:[a,b] ind 1 R. Vi antager,
at fglgen (fn(x)), for ethvert x € [a,b] er aftagende og
konvergent med gransevardi O. Vis, at (fn) er ligelig kon-—

vergent.
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17. Lad (fn) vare den i opgave 16 omtalte fglge, og lad sa,
vere en konvergent razkke. Vis, at Zanfn er ligelig konver-—

gent pd [a,b] (benyt Abelsk summation).

Vanskeligere opgaver.

18, Lad I vare et interval, og lad (fn) vere en fglge af afbild-
ninger f :I ind i R. Vi antager, at fglgen (fn(x)) for
hvert x € I er monoton, og at der eksisterer et positivt
tal K, sdledes at
vne N Vv xe€ I(]fn(x)l < K)o
Lad zan vere en konvergent rekke. Vis, at Zanfn(x) er lige-

lig konvergent p& I.

19, Lad Eanzn vere en potensrakke med konvergensradius R og
konvergent for z = R. Vis, at den ved f(z) = Zanzn define-
rede funktion er kontinuert pa intervallet [0,R] af den
reelle akse, (den behgver ikke som afbildning f:{z|]|z] < R}
ind i C at have en grenseverdi i R, idet den ikke altid
konvergerer langs kurver, der rgrer konvergenscirklen i R.
Setningen er en af de mange, der glr under navnet Abels
sztning). Det er bekvemt at udnytte opgave nr. 18 til

beviset,

rakker
20, Lad Ean og Ebn vere konvergentévzsom begyndsr med a, o8 bo)

med den egenskab, at rzkken ch, hvor

C, = a b, + aqbn_1 toeeo ta b
ligeledes er konvergent. Vis, at summen af zcn er produktet
af’ summerne zan og zbn'(betragt produktet af potensrzkkerne

zanzn og Ebnzn og udnyt Abels s@tning fra opgave nr. 19).

21. Vis, at rekken 2% sin nx ikke er ligelig konvergent for alle

X
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22, Vis, at den ved

W(x) = 13 }j cos brx,
hvor b er et positivt tal, definerede afbildning W:R inc
i R er kontinuert.

Punktionen W med b tilstrazkkelig stor er det =ldste
kendte eksempel pa en funktion, der er overalt kontinuvert,
uden at vere differentiabel for nogen verdi af x. Eksemplet
er givet af Weierstrass.

For at vise, at W ikke er differentiabel for et vil-
k&rligt fast x € R, skal vi blot vaelge to passende f@lger
af tilvakdster (hn) og (hﬂ), som begge konvergerer mod O,

og ikke séledes at de tilsvarende fglger af differenskvo-

tienter

W(x+hn)-w(x) W(X+hﬁ)—W(x)

h Og h'
n n

gdr mod « 0g = (eller omvendt).

Hertil valger vi g € 7, sdledes at

-1 n.._ 1

og vi satter si
1=y =1y
n et
f)/n = a X—ﬁn, hl'l = TR n = _—T

Hvis vi nu udregner differenskvotienterne ledvis af den
uendelige razkke, ser vi, at differenskvotienterne svarende
til hn alle far samme fortegn fra det nte led at regne
(tegn bglgelinjerne og husk, at b er ulige), og en vurde-
ring giver, at bidraget fra digse led for b tilstrzkkelig
stor langt overvejer bidraget fra de n-1 fgrste led.

Analogt for hﬁ .
Hvis vurderingerne udfgres omhyggeligt nok, lykkes

beviset for b > 2 + Fy,
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23,

2l .

Svaer opgave.

Udregn

1 .
Arcsinx
/O TT =g OX

dels direkte, dels ved at indsatte potensrskken for Arcsinx
og integrere ledvis. Derved fas W2 skrevet som sum af en

uendelig raekke med simple, rationale led.

Van der Waerden har givet et meget simpelt eksempel pad en

funktion, som ikke er differentiabel for,
nogen vardi af x. Han definerer fgrst ¢:R ind i R ved

p(x) = 4-|x|for |x| ¢ £; vxe RV ne€ Zp(xtn) = o(x)).
Dernsst setter han
S
V(x) = ) = e(k™x),
LB
n=0
og V:R ind i R har de ¢nskede egensksber. Valg h = x ln
L

med bekvemt valg af fortegnet. Differenskvotienten bliver

da et helt tal og lige eller ulige eftersom n er lige eller

ulige.
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M3l og integral.

15.7. I dette kapitel skal vi tage integralbegrebet op til
en mere omfattende dreftelse. Vi har i et tidligere kapitel om-
talt forskellige integrationsmetoder, og vi har ved flere andre
lejligheder udnyttet det fra gymnasieundervisningen velkendte in-
tegralbegreb. Ved denne lejlighed vil vi besksftige os med selve
indferelsen af integralet, og samtidig benytte lejligheden til at
indfere nogle nmrliggende generalisationer. Disse gar i to ret-
ninger, idet vi dels onsker at kunne integere visse diskontinuerte
funktioner, og dels gnsker at udvide integralbegrebet til funk-
tioner af flere variable. Det velkendte integralbegreb kan selv;.
felgelig godt udnyttes for funktioner af flere variable, idet vi
kan give de variable pd nzr én faste verdier. For at kunne ud-
nytte integration pa denne made, mé& vi imidlertid skaffe os nwr-
mere oplysninger om virkningerne af sédanne integrationer, og
disse spergsmdl vil blive taget op i et folgende kapitel.

Det fremgér af gymnasieundervisningens behandling af inte-
gration, at integralbegrebet er ngje knyttet til begreberne areal
og volumen. Det er mindre igjnefaldende, at begrebet interval-
lengde er af grundlsggende betydning ved indferelsen af integralet.
Dette skyldes, at begrebet intervall&ngdeler s& primitivt og =4
velkendt, at dets helt fundamentale rolle let overses. Det til-
svarende begreb i n-dimensionale rum er pad tilsvarende méde af
fundamental betydning, og vi skal derfor indledningsvis ombale
dette simple begreb.

15.2. P4 den reelle akse har vi allerede indfert et interval-
begreb, og vi vil benytte det usndret, idet vi dog i det folgende
ogsd vil betragte intervaller af formen [a,a ], altsd intervaller,

der bestlr af et eneste punkt. Nar vi taler om intervallet b,b L
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forudsstter vi altid, at a <b, og ndr vi taler om intervaller
a,o[, l,b] eller Ja,bl, forudsetter vi, at a < b.

Bt interval I = [a,b], la,b]l, [a,b [ eller la,b[ har
lsngden b-a, der ogsd kaldes mdlet af I og betegnes m(I). Derved
defineres en afbildning m:I ind i R, hvor I betegner mmngden af

begrensede intervaller pd R.

Ved en endelig inddeling af et interval I forstdr vi en
fremstilling af I som en foreningsmengde I = I1 U;.. UIq af ende-
lig mange disjunkte delintervaller. Er IM 0g Iv to forskellige
af disse delintervaller, da vil ethvert element af et af dem,
f.eks. Ipt vere mindre end ethvert element af det andet, og vi
vil da sige, at %L kommer for I&. Vi kan antage, at intervallerne
Ij?...,I er ordnet, séledes at I, kommer for Ik+1 for k =
1yeee59-1. P& hinanden felgende intervaller vil da have et falles
endepunkt. Efter et interval, der er abent til hejre, felger et,
der er afsluttet til venstre, og efter et interval, der er af-

sluttet til hejre, felger et, der er &bent til venstre.

Hvig vi med X betegner det fmlles endepunkt for Ik og

Ik+1’ k=1,.4.,n-1, medens vi smtter a = Xy b = x, far vi
m(Ik) = X=Xy _q» n(I) = b-a = X, "X,
altsé q
m(I) = }j m(Iq).
k=1

P8 grund af denne egenskab, siger vi, at mdlet m er en addi-

tiv intervalfunktion.

- 15.3. Ved et interval i talrummet ﬁn forstar vi et topolo-
gisk produkt
I:‘«I1 K aae X In,
hvor I,,...,I er intervaller pa R. For intervaller i R™ indfgrer

vi det n-dimensionale madl ved definitionen
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s

(1) =
y

m(Iv).
y

I

Hvis vi for hvert p har en inddeling

far vi deraf en fremstilling
a4y a4,
D:I = oes U I
_ = 11{ X eso8 X I
k,=1 k =1 1 nk

af I som foreningsmengde af disjunkte delintervaller, altsé en
inddeling af I. Vi siger, at inddelingen D er produkt af indde-
lingerne Dv’ og en inddeling af I, der séledes kan fremkomme
som produkt af inddelinger af koordinatinddelingen kaldes en

simpel inddeling af I.

Vi sstter

I =I XeooaeX I P
k1’-oo,kn 11{1 I’lkn

og vi har da

i ‘ o v
q v=1 v=1 =
1 U 61 9y
0 .
Z se e m(I1k1):“m(Inkn) - ) e E—‘ m (Ik'l’"..?kl'l) ’

For en simpel inddeling af I har vi siledes bevist, at det

n-dimensionale mdl af I er summen af de n-dimensionale mal af

delintervallerne.

15.4. Sadledes som det er antydet med de fuldt optrukne

linier p4 figuren, der svarer til det 2-dimensionale tilfzlde,

i’ i .._uuui .

kan et interval I = v

vV 2N ] \
TTI C R vare — : ' !
- i

‘fremstillet som en for-

[P

eningsmengde ' | ; i

I:ﬁ I
k=1 k
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af disjunkte delintervaller, uden at der foreligger en simpel
inddeling. Vi taler da om inddelingen

(1) D:I :1«:@1 I, -

Hvert af intervallerne Iq er et produkt

£
= I
Iq

%
k b4

o

v=1

og hvis vi for hvert v ordner endepunkterne af intervallerne

IE efter stgrrelse, altsa X,

hvert v en inddeling

< X < oo < va’ far vi for

O
1%

t, TV _
D' :I¥ = [xvo’xbo]u]xb ,xb1[u[xv1,xv1]u

[ulx _ ,x 1,
v 'VP,U VP'U

hvor det fgrste eller det sidste interval eventuelt skal ude~-

]Xv1’xv2[u"'u]xvpv—1’va
lades, hvis IY er &bent til vedkommende side.

Den simple inddeling D', der fremkommer som produkt af
inddelingerne D; er en videredeling af inddelingen (1), og de

intervaller fra D', der er indeholdt i Ik udggr en simpel ind-

deling

k
2 D, :I = I .
medens den simple inddeling D er givet ved
q k
(3) D':I =0 U Iy j oo
k=1 J=1 !

Vi kan nu let vise fglgende saztning:

15.4.1, Sztning. Lad I vare et interval i Rn. For enhver

inddeling

D:I & I
T k=1 K

gelder relationen

m(I) = i m(Ik).

k=1
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Bevis. Vi gennemfgrer den forud for satningen omtalte kon-
struktion, og ifglge resultatet i slutningen af 15.3. har vi da

Sk S

() =) eI, e =) ),
J=1 k=1 j=1
hvoraf s:tningens rigtighed umiddelbart fremgér.
15.5. Efter ovenstaende resultater er det nzrliggende, at
indfgre et mal for enhver msngde i Pn, som er foreningsmengde
for endelig mange begransedeintervaller.,

15.5.1, Definition. Ved en trappemsngde i R forstar vi

en foreningsmengde af endelig mange disjunkte, begrensede inter-

valler.

15.5.2, Seining. Hvis A og B er trappemsngder i R, da er
AnB, Ay B, A\ B og B\ A trappemsngder.
Bevis., Det er velkendt, at fellesmegngden for 2 intervaller

er et interval. Tor et interval I gmlder det endvidere at kom-—

plemen termengden (I er foreningsmangde af endelig mange ubegran-

sede intervaller, og relationen I1 \ 12 = 11 n C12 viser derfor
at I1 \ I, er foreningsmaengde af disjunkte, begransede inter-
valler, altséd en trappemzngde. Er nu A en trappemengde og I et
interval, da findes der en fremstilling A = I1 U sos U Iq’ hvor
I,I,.o.,Iq er disjunkte intervaller, og relationen A\ I =
(I1\I)u...u(Ié\I) viser, at A\ I er en trappemazngde. Af Ay I
(A\I) u I fremgar derefter, at A u I er en trappemzngde. Heraf
folger ved gentagen anvendelse, at foreningsmengden af 2 trappe
mangder er en trappemengde. Det ses umiddelbart, at fellesmeng-
den for to trappemangder cr en trappemzngde. For A = I,I Ueood T

hvor Ij,.q.,Iq er disjunkte intervaller, far vi for I 5 A, hvor

A er et interval, relationen I \ A = (I \ 11) Noosn (I \ Iq);

som viser, at I \ A er en trappemazngde. Hvis A og B er trappe-

7

q9

i
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mengder, kan vi velge et interval I 5 A, og vi har da, at 4 \ B er
en trappemzngde. Dermed er s:tningen fuldstendig bevist.

15:6. Som en forberedelse til indfgrelse af et m&l for trap-
pemengder viser vi fglgende satning:

15.6.1. Setning. Lad A vere en trappemszngde i R°, og lad

A:I U ooaUIp:I'U 9ooUI'

1 1 a
vere fremstillinger af A som foreningsmengde af disjunkte inter-
valler. Da er

n n n n

+ o0 ot I = I ! +teootl ! o
m(I,) (1,) (1;) (1)
Bevis. Af bekvemmelighedshensyn vil vi skrive mn(@) = 0,

Vi har nu ved gentagne anvendelser af setning 15.4

> (I ) = i) > m (I nI ) = }: j? m™ (T n").: ?T mn(Iﬁ)a

3=1 j=1 k=1 k=1 j=1 k=1
og dermed er satningen bevist, Szmitningen viser, at den fglgende
definition er entydig.
15.6.2. Definition. Lad A vare en trappemsngde og
A = I1LJ..aqu
en frems tilling af A som en sum af disjunkte intervaller., Tallet
m(A) = mP(I, )+eo ot (1)

kaldes det n—-dimensionsale mal af A.

Vi ggr opmmrksom pa, at m (A) afhsnger vesentligt af n.
Bn trappemengde A c Rn kan jo udmasrket ogsd vare en trappemengde
i Rn+1a For eksempel kan A vere indeholdt i et n—-dimensionalt
koordi na tunderrum 1 %Y1, Vi har da mn+1(A) = 0., Vi vil imidler-
tid oftest vere i den situation, at tallet n er konstant gennem
lange undersggelser, og vi vil de udelade n som ¢gvre index i m
ligesom vi ogsf oftest vil undlade ordet n-dimensional.

15.7. Vi minder om, at vi for a € e og en punktmengde

A ¢ R anvender betegnelsen
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ath = {a+x|x € Aj.

15.7.1. Setning. Lad T" vere mengden af trappemengder pa
R™, Den ved malet m(A) definerede afbildning m:T™ ind i R har
fplgende egengkaber:

m1) vA € T™(n(4) » 0)

m2) vA,Be ™(A A B =@ = m(AUB) = m(A)+m(B))

m3) va € RVA € ™(m(a+a) = m(4))

m) m([0,1[x[0,1[x.e.x[0,1[, n faktorer) = 1.

Bevis., Pésténdene m1) og m4) er umiddelbare, medens m2)
fas ved fremstilling af A og B som foreningsmengder af dis-
junkte intervaller. For et interval I har vi direkte m(a+I) =
m(I), og af A = LV Iq er disjunkte, f&s fremstillingen

a+l = (a+I,)u +.s U (a+Iq),
hvor a+I,],M.,a+Iq er disjunkte intervaller. Derefter fas m3)
umiddelbart.

15.8. Vi skal nu vise, at egenskaberne ml1),...,m4) karak-
teriserer mélet, Dette er indeholdt i fglgende satning

15.8.1. Smtning. Lad ¢:T" ind i R vere en afbildning med
fglgende egenskaber:

1) v A€ Y (p(a) » 0)

2) v A,Be Y(AnB =0 o(Au B) = (A)+ o(B))

3) vaec R, vac ™(plath) = ¢(a))

) ¢([0,1[xesox[0,1[, n faktorer) = 1.

Da er ¢ identisk med m.

Bevis, Lad k vaere et helt tal. Vi deler intervallet [0,41]
i k lige store dele. Ved at danne produkt af n siddanne indde-
linger, far vi enhedsterningen E = [0,1[x...x[0,1[ inddelt i
k" terninger, der ifglge 3) alle afbildes ens ved ¢. Terningen
[o,k"1[x...x[o,k'1['afbildes derfor ifglge 2) péd det reelle tal

—

x ., Bt interval [a1,b1[xa..x[an,bn[, hvor vi for hvert p har
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b, -8 = pvk“¢, hvor p € N, kan p4 tilsvarende mide deles i
Dy «+.D, terninger, der hver afbildes i k™, Altsd vil et inter-
val I = [81’b1[x’°'X[an’bn[’ hvor hvert b -a er rationalt,
give ¢(I) = (bq—a1)o..(bn—an)o P& grund af 1) er ¢(I) for et
interval ¢(I1) for ethvert I, ¢ I, men ¢ @(12) for I ¢ I,.
Vi kan valge I4 og 12 med koordinatintervaller af rational
lengde vilkarlig twet ved de tilsvarende langder for I. Det frem-
gar heraf, at ¢(I) = m(I) for ethvert interval. Men s& galder
¢o(A) = m(A) for enhver trappemsngde, idet en sidan skrives som
foreningsmengde af disjunkte intervaller.

15.9. I mange anvendelser af matematikken optrader der
afbildninger ¢:T" ind i R, som er beslmgtede med mal uden dog
at have alle et mals egenskaber. I et fysisk rum, i hwilket der
befinder sig stof, vil enhver trappemzngde A € ™ indeholde en
vis masse p(A) og en vis elektricitetsmengde e(A). Afbildninger-
ne y og e tilfredsstiller betingelsen 2) fra sztning 15.8.1, cg

4 tilfredsstiller ogsd 1), Smdvanligvis vil 3) og L) ikke vare

tilfredsstillede.

L D X T T e e

additiv intervalfunktion , hvis den tilfredsstiller betingelsen

2) fra smtning 15.8.1. En additiv intervalfunktion kaldes posi-
tiv, hvis den tillige tilfredsstiller 1).

Vi skal understrege, at det sd8ledes definerede begreb er
for generelt for de fleste praktiske anvendelser. De supplerende
betingelser, der g@gr det praktisk anvendeligt, er imidlertid no-
get uanskuelige, og vi vil udskyde en n®rmere omtale af dem il
et senere tidspunkt. Vi skal forelgbig bemzrke, at den ovenlor
omtalte additive intervalfunktion e er differens mellem 2 posi-
tive, additive intervalfunktioner, af hvilke den ene hidrgrer

fra den positive, medens den anden hidrgrer fra den negative
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elektricitet. I praksis er det kun differenser mellem positive
intervalfunktioner, der finder anvendelse.

15,10. Med I vil vi betegne memngden af intervaller i Pn. Vi
vil da vise fglgende sztning:

15.10,.1. Sstning. Lad ¢:I ind i R vare en afbildning, som
vilfredsstiller betingelsen

2*). For ethvert interval I og enhver simpel inddeling

D:I = T,u...ul  er p(I) = ¢(11)+...+¢(1q).

Der eksisterer da en additiv intervalfunktion ¢:I" ind i R,
sdledes at ¢ er restriktionen af ¢ til mengden I (vi siger, at
¢ kan udvides til en additiv intervalfunktion).

Bevis. Vi kan erstatte m" med ¢ 1 beviset for saztning 15.4.1.
og far derved bevist, at 2*) gelder for vilkarlige inddelinger.
Vi kan derefter kopiere beviset for sztning 15.6.1 og derfor kan
vi for A = I1u,«.ulp, hvor 11,...,Ip er disjunkte intervaller,
definers

o(A) = ¢(I1)+...+¢(Ip).
Det ses nu umiddelbart, at ¢ er en additiv intervalfunktion, og
at ¢(I) = ¢(I) for ethvert interval I.
15,11, Lad £:R ind 1 R vere en kontinuert afbildning. Hvis

I er et af intervallerne Ja,b[,la,b],[a,b[ eller [a,b] sztter vi

D
y(I) = / £(x)dx.

a
Vi ved da, at ¢ tilfredsstiller 2*) i s@tning 15.10.1, og ¢ kan
derfor udvides til en additiv intervalfunktion.
Vi kunne ogséa have defineret
p(I) = £(v)-f(a),
og vi kunne da tilsvarende udvide ¢ til en kontinuert interval-

funktion.

Vi opgiver forudsatningen om, at f er kentinuert, og kraver
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i stedet, at £ har begrenset variation pd ethvert endeligt in-

terval., Vi kan da benytte gransevardierne i stedet for funk-

tionsverdi erne og satte

x(Ja,p[) = £(b-)-f(a+), x(la,b]) = £(b+)-r(a+)
x([a,b[) = £(b=)-r(a-), x([a,b]) = £(b+)-F(a-),
specielt

x([a,a] = £(a+)-f(a-).
Vi f&r ogséd 1 dette tilfzlde en additiv intervalfunktion. Vi be-
marker, at den undertiden knytter en fra O forskellig verdi til
et interval, der kun indeholder 1 punkt. Intervalfunktionen yx
bliver positiv, hvis og kun hvis f er voksende.

En afbildning f:]':?2 ind i R giver p& tilsvarende midde anled-
ning til en additiv intervalfunktion, idet vi for I = [a1,b1] x
[ag,bz] eller ethvert af de intervaller, der fas ved udeladelse
aff et eller flere endepunkter definerer

o (I) = f(b1,b2)—f(b1,az)-f(a1,b2)+f(a1,az).
Pa analog made kan man definere additive intervalfunktioner i
rum med flere dimensioner.

15.12, Vi skal nu udlede nogle yderst simple regneregler
for additive intervalfunktioner.

15.12.1. Smtning. Lad ¢:?™ ind i R vere en additiv interval-
funktion. For A,B € T har vi da regnereglen

o(A u B)+op(A n B) = ¢p(A)+p(B),
og for A B gzlder tillige
o(A \B) = ¢(A)-¢(B).

Bevis. For A > B er A\ B og B disjunkte. P4 grund af addi-
tiviteten har vi derfor ¢(A) = ¢(A \ B)+p(B). For vilkarlige A
og Ber Bog A\ (A n B) disjunkte. Vi har derfor

(A u B) = o((A\(An B))uB) =



Mat. 1, 1962-63 MA 15.11.

o(AN\ (An B))+p(B) = ¢(A)=p(A n B)+p(B).
Dermed er s@ztningen bevist.

15.13. Vi vil endnu anfgre et par smtninger om positive,

additive mazngdefunktioner.

tion. Por vilkarlige trappemszngder A1,..,,Aq gelder da
Cl) < ¢(A1)+...+¢(Aq)o
Bevis. For q = 2 fglger pastanden af satning 15.12.1. Det

@(A1u...uA

generelle resultat fas ved gentagen anvendelse af tilfzldet
q = 2,

15.13.2. Sztning. Lad ¢ vere en positiv additiv mengdefunk-
tion. Lad A vare en trappemzngde og 511,.9.,Iq} en overdskning
af A med intervaller. Da er

o(8) ¢ o(T))+enura(T).

Bevis. Af sidste pastand i satning 15.12.1 og af sstning
15.13.1 fas for B = I1uw..u Iq, at

p(8) = o(B)-p(B\ 4) < o(B) ¢ o(T)+..ot0(T,).

15.14., Lad nu f,g:I ind i R vere additive intervalfunktio-
ner pd X", og lad o og g vare reelle tal. Da er af+gg en additiv
intervalfunktion. Mzngden af additive intervalfunktioner pa Rn
udggr sdledes et vektorrum over de reelle tal.

De specielle additive intervalfunktioner, der kan skrives
som differens mellem positive, additive intervalfunktioner, ud-

ggr et underrum i rummet af alle additive intervalfunktioner péa

K",

15.15. Efter ovenstidende gennemgang af den meget elementare
médlteori vil vi nu gd over til integralteorien, idet vi fgrst
behandler et sarlig simpelt tilfelde, der er n®r knyttet til
den elementsre madlteori. Bagefter vil vi s& generalisere inte-

gralbegrebet, sa det kommer til at omfatte alle kontinuerte
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og visse diskontinuerte funktioner.

For at spare en del skrivearbe jde vil vi udelukkende be-
skaf tige os med funktioner, der er definerede i hele rummet,
altsd afpildninger £:%" ind i k. Dette er ingen vasentlig ind-
skrenkning, idet en afbildning af en mangde A ¢ R" ind i R kan
udvides til en afbildning af R ind i R, idet vi lader alle
punkter af CA afbildes i O,

Afslutningen af mengden {x | £(x) § O] kaldes stgtten for
funktionen f. En funktionsstgtte er sidledes en afsluttet maengde,
og stpttens komplemen tarmengde er det indre af f—1(0)°

15.16. Den funktionsklasse, vi i fgrste omgang vil beskef -
tige os med, indfgres ved fglgende definition:

15.16.1, Definition. En afbildning T:R™ ind i R kaldes en

trappefunktion, hvis dens stgtte er en trappemsngde A med en frem-

stilling A = I1U.,oqu som foreningsmengde af disjunkte inter-

valler, s8ledes at f er konstant p& hvert af intervallerne Ik‘

Det fremgar umiddelbart af definitionen, at £ er en trappe-

funktion, hvis og kun hvis billedet £(R") er en endelig mzngde,

Heraf fremgar, at kravet i definition 15.16.1 om, at I1"°°’Iq
skal vare dis junkte, er overflgdigt.
15,17. Lad £,g:R" ind i R vere trappefunktioner, og lad o og
B vere reelle tal., Da er of+pf abenbart igen en trappefunktion.
For at vise denne pastand behgver vi blot at betragte frem-
stillinger A = I1u..;u1q, B = I{Uo.oulé
af stgtterne for £ og g, sdledes at £ er konstant pa hvert Ik’
medens g er konstant pa& hvert Iﬁ.. Heraf fglger, at of+gg kun
antager endelig mange vardier og er konstant pa hver af mengder-
ne I, n Ii', og dermed er sstningen bevist,

k
Ganske det samme r@:sonnement viser nu, at ogsé& produktet
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fg er en trappefunktion.

Med £f v g og £ A g betegner vi de to afbildninger, som
afbilder x € ®™ p& henholdsvis den stgrste og den mindste af
verdierne f(x) og g(x), altsa

(f v g)(x) = sup{f(x),a8(x)l, (£ A g)(x) = inf{f(x),a(x)}.

Stadig ved hjelp af det samme rasonnement ser vi, at £ v g
og © A g igen Dbliver trappefunktioner.

Operationerne v og A kan selvfglgelig udfgres pa vilkarlige
afbildninge:/%m%. De to regneoperationer er associative og kom-
mutative. For o > O gelder endvidere

af vag=o0(fveg); of rag=al(f A g).
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Det er selviglgelig uheldigt, at de her indfgrte operations-—
tegn er identiske med et par af de logiske tegn. Sagen kompli-
ceres yderligere ved, at de samme tegn ofte anvendes for visse
operationer med vektorer. Vi vil derfor indskrsnke den her ind-
fgrte specielle anvendelse af de to operationstegn til de ka-
pitler, der behandler indfgrelsen af integration.

Vi anfgrer de for vilkarlige reelle funktioner gyldige
relationer

(£ v &) (Lasel) = 27 (loseel) U 87" (Latyeal ),

(£ A &) (lasel) = 27 ([asol) N &7 ([0l

Der gslder tilsvarende for }a,w[. Hvis vi i stedet brugte

H

il

]~e,a], ville U og N bytte plads.
15.,18. Vi indfgrer nu integralet af en trappefunktion £iR"

ind i R. Funktionen f antager kun endelig mange vardier
y1,.,.,yp, og hver af mazngderne f—1(yk) er en trappemengde i
k™ 0g har siledes et n-dimensionalt mal m(f-1(yk))°

15.18.1, Definition. Summen

(1) [z - i 5t (3,)

k=1

kal des integralet af trappefunktionen f. Det betegnes ogsd mere

/Rn £ = [Rnﬂzs)dzs = /f ,

15.18.2. Sztning. Hvis A er en trappemzngde, der indeholder

udfgriigt

stptten for £ og har fremstillingen A = I1 U soe U Iq, hvor m&ng-

derne Ik er disjunkte, og £ er konstant pa hvert Ik’ og hvis vi
for hvert k valger et vilkarligt X € Ik’ da er

k=1
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Bevis. For hver vardi Yy 4+ 0, der antages af £, bliver

f_1(yj) foreningsmengde af visse af intervallerne Ik’ og

m(f_1(yj)) bliver summen af disse intervallers madl, og for

%, € I, bliver tillige f(xk) = - Hvert led i (1) spaltes der-

ved i en sum af led fra (2), og de tiloversblevne led i (2) har

alle vardien 0. Alts& har summerne i (1) og (2) samme vardi.

£

15.19. Vi skal nu udlsde regneregler for invegraler ail
trappefunktioner. For kortheds skyld vil vi skrive T < 8 i be-
tydningen vx(f(x) < g(x)).

15.19.1. Saztning. For trappefunktioner f,g pa R og reelle

tal o og g har vi
/(af+ﬁg) = a/f+ﬁ/g.

Hvis £ ¢ g, da er ogsé [f < /ga

Bevis. Poreningsmaengen for stgtterne for f og g kan frem-

stilles pa formen Iqun..ulq, hvor 11,,0.,Iq er disjunkte inter-

%
vallefv’Swtningen fas nu umiddelbart, idet integralerne skrives

pa formen (2).

Den fgrste pastand i satning 15.19.1 udtrykker, at [ er en

linesr afbildning af mmngden af trappefunktioner ind i de reelle

tal, Den sidste egenskab udtrykker, at afbildningen / tillige

er monoton.

15.20. Vi skal nu ggre rede for sammenhzngen mellem inte-

gral af trappefunktioner og mdl af trappemezngder. Vi vil betrag-

te £:R" ind i R, og vi vil antage, at £ > 0. Vi vil tsnkc os, ab

N ]
N

f har stgtten A = I1uo.»ulq, hvor i1,,ou,Iq er disjunkte, og

er konstant p& hvert I Sammen med £ vil vi betegne en punvit-

=
mengde B ¢ Rn+1, defineret ved

B= {(2,7)|3€AA0¢y < (2}

1

2 ,hvor £ o sr k cante pa SRV .
\?/, g g er konstante pa hvert Ik
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15.20.1, Satning. Punktmzngden B er en trappemsngde i
Pn+1, og dens n+1-dimensionale mdl er /f.
Bevis. Idet vi valger Xy € Ik’ k =1,¢00,9, har vi fremstil-
lingen
J [0,£(x)0)

af’ B som foreningsmengde af disjunkte intervaller. Altsd er B en
trappemangde med det n+1-dimensionale mél
MM=§Wkaw£%QD=§‘M%ﬁ%Q=/&
k=1 k=1
og dermed er satningen bevist,
Lad nu igen A < R vare en trappemsngde, og lad XA'vmre dens

karakteristiske funktion, altsa

1, hvis x € A

Da er Xy €0 trappefunktion, og definitionen 15.18.1 viser, at

1/XA = m(A).

15,21, Vi vil et gjeblik betragte B P = &% » RP, nvis

0, hvis x ¢ A.

punkter vi betegner (x,y), hvor x € R,y € &P,
15,21.1. Sstning. Hvis £8P ind i R er en trappefunktion,
da er for fast x € X den ved f_(y) = £(x,y) definerede afbild~

ning fX:Rp ind 1 R en trappefunktion, og dens integral

F(x) = /f = / r(x,y)dy

7 |n

er en trappefunktion pd R'. Endvidere gmlder

/f = [pn+P £(x,y)a(x,y) = [ F = /pn </ f(ﬁ’l)dXD dx.

Bevis., Lad I = I' x I, I' ¢ Pn,I” c kP vareet interval,

som indeholder stgtten for f. Ifglge definition 15.16.1 og kon-
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struktionen i 15.4 eksisterer der en simpel inddeling af I i
delintervaller Ijk = Ié X IE; J=1,e0ed; kK =1,...,K, s8ledes
at £ er konstant pa hvert Ijk med en verdi, som vi betegner fjko

Vi har da
K J K

2
[r=)" ) mapapry =5 @y ) oapey,.
' 3=1 c=1

k=1 J=1 k

Vi velger nu ﬁj € Ié, og vi har da

hvilket viser, at F er konstant pa hvert Ié, altsd en trappefunk-

/=i}m%m@y=[m

og dermed er satningen bevist.

tion, samt at

15.22, Vi glr nu over tilden egentlige mal- og integral-
teori, idet vi udvider m&l af trappem@ngder til madl af en mere
omfattende klasse af me&ngder og integral af trappefunktioner til
integral af en mere omfattende klasse af funktioner., Den teknik
vi anvender er en slags approxomation ved trappefunktioner, og
denne approximation l®gges s&ledes til rette, at man kan tale om
approximation fra 2 sider. Derved far enhver mengde et indre og
et ydre madl, ligesom enhver funktion fir et nedre og et gvre
integral. Mzngden har et madl, hvis det indre og det ydre mal er
lige store, og funktionen har et integral, hvis det nedrec og
det ¢gvre integral er lige store.

Selve approximationen med trappemzngder eller trappefunk-
tioner kan lazgges til rette pd forskellig vis, og derved bliver
klasserne af mélelige mangder eller integrable funktioner mere

eller mindre omfattende. Vi skal i indevarende kursus i hoved-
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sagen holde os til en simpel og namrliggende fremgangsmade, der
fgrer til Riemann-integralet (B.Riemann 1826-66) og Riemann-
malet, BEn langt mere dybsindig metode leder til Lebesgue-inte-
gralet (H.Lebesgue 1875-1941) og Lebesguemdlet, Vi vil lcjlig-
hedsvis strejfe denne teori, idet det har vist sig, at mzngder
med Lebesgue-mélet O spiller en rolle for forstiaelsen af de
Riemann'ske begreber. Matematik 2 vil omfatte en grundig indfg-
relse i1 Lebesgue's mal- og integralteori.

15.23, Vi vil nu fegrst definere nedre og ¢vre Riemann—-inte-

gral.

15.23,1, Definition. Lad f£:R" ind i R vmre en begranset

funktion med begrenset stétte. Idet T° er mengden af trappefunk-

tioner ¢:X" ind i R, smtter vi

sup{[¢ o€ T A ¢ < f}

f g inf{/¢ o € A ® 2 f}.

De to verdier kaldes henholdsvis nedre og ¢gvre Riemann-integral

T
H
Il

Ik

af £, Hvis / f = [-f, kaldes f Riemann-integrabel, og stgrrelsen

/f = / - /PE kaldes integralet af f.

Antagelserne, at f er begraznset og har begrenset stette
sikrer netop, at de to talmsngder, der optrader i definitionen,
ikke er tomme. For et ¢, ¢ f og et ¢, 2 T gelder ifglge s@tning

15.19.1, at ¢ § Pps 08 af setning 4.9.1. fglger derfor

[T

-

for enhver begreénset funktion med begrznset stgtte.

Ganske som for trappefunktionerne vil vi ogsd lejlighedsvis

benytte udfgrligere betegnelser, f.eks.

fo- [ = [ e



og tilsvarende for ¢vre integral og for integralet.

15.24. Vi vil nu udlede de elementereste regneregler for
Riemann-integralet.

15.24,1. S@tning. Lad £:X" ind i R vere on begranset funk-

tion med begrsnset stégtte og lad o vere et positivt tal. Da er

/ af = %[f; [‘af = a]f; [(-af) = ~a[f; ]}—af) = waffv

- - -

Bevis. Idet ¢ og ¢ hetegner trappefunktioner, er

fofo ¢ =2} = iy 2 71,
hvilket medfgrer den tredie relation. De ¢gvrige vises analogt.
15.24.2, Sztning. Lad £,g:R" ind i R vere begransede funk-

tioner med begranset stgtte. Da er
[f+/g
/f+/g§ /(f+g) < - § /—(f‘+g) < /‘f_,,]g.
- - ]f+/g ‘ -

Bevis. Idet ¢ og ¢ betegner trappefunktioner, er

w/f‘ +-/g = sup{/so'¢> grl+ Sup{/wlw : f} i
aun({ [olo s 1+ [fuls ¢ 1) -

sup{/(¢+¢) oS TAY e } < /(f+g).
. J -
Ved at anvende dette resultat pad f+g og —-g far vi

/f = [(re)e(-8)) 3 [(rre)+[ (=) = /<f+g>—]’ g,

hvor vi benyttede satning 15.24.1. Dermed har vi bevist ulig-

heden [(f+g) ) /f . I‘g.

De gvrige uligheder fas ved ombytning af betegnelser.,
15.24.3. Setning. Hvis f,ngn ind i R er Riemenn-integrable

og o er et reelt tal, er of og fi+g Riemann-integrable, og

[or = ofe; [(re) = /f+ /go

0g 15.24.2

o2,

Satningen Tglger umiddelbart af sztning 15.2L .1 Dén kan

ogsd formuleres péd fglgende made.
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15.24 .4, Setning. Mengden af Riemann~integrable funktioner

f:R" ind i R udger et vektorrum over de reelle tal, og / er en

linesmr funktional pd dette vektorrum.

15.25. Det er klart, at f > O medferer / f > 0. lMere gene-

relt har vi resultatet.

15.25.1. Smtning. Hvis f,g:X" ind i R er begrsnsede og har

fg og ffg_ /ﬁﬂg-

Bevis. For enhver trappefunktion ¢ < f_g&lder o) E'g, altsa

/q) < /g, altsa
: / f = sup{/¢i¢ ¢ Y < / ge

A

begrenset stette, vil f < g medfore / f

-

Den anden relation vises analogt.

15.25,2. Definition. Ved en positiv Riemann'sk nulfunktion

forstds en positiv, Riemann-integrabel funktion, hvis Riemann-

integral er 0. Ved en Riemann'sk nulfunktion forstds en funktion,

der kan skrives som differens mellem 2 posgitive Riemann'ske nul-
funktioner.
Det er klart, at de Riemann'ske nulfunktioner udger et vek-

torrum. Det er endvidere klart, at en funktion f er en Riemann'sk

nulfunktion, hvis og kun hvis / |£] = o.

15.25.2. Setning. Hvis £:2" ind i R er begrenset og har be-

grenset steotte, medens h:k™ ind i R er en Riemann'sk nulfunktion,

da er

/(f+h) = ff; ‘/?(f+h) = ff.

Bevis: Af setning 15.24.1 fas

/(f+h)§ [ 2 /h-:- /f,

=,

og -
/f = /((f+h)-h) > f(f-:-h)+ f(-h) = /(f+h)- fh = / (f+h),

<l e = -
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hvormed den ferste plstand er bevist. Den anden vises tilsvarende.

15.26. For begreznsede funktioner £:2® ind i X med begrenset

stotte indferer vi en binmr relation é, som l®:ses omtrent lig

med, og som defineres ved, at f = g skal vere ensbetydende med,

at g-f er en Riemann'sk nulfunktion. Det er klart, at = opfylder

betingelserne
1) vE£(£=f); relationen er altsd refleksiv
2) yf,g(f=g «= g=f); relationen er altsd symmetrisk.
3) vf,g,h((f=g A g=h) = f=h); relationen er altsi

transitiv,
Relationen = inducerer siledes en klasseinddeling pd meng-

den af begrznsede funktioner med begrenset steotte. Funktioner i

samme klasse er altsd ombrent identiske, og ifelge smtning

15.25.2 har de alle samme nedre og samme gvre integral. Vi skal

efterhdnden se, at omtrent identiske funktioner ogsd i andre hen-

seender forholder sig ens med hensyn til Riemann-integration.
Dette betyder ogséd, at Riemann-integrationen er for grov til at
skelne mellem funktioner, der er omtrent ens, et fsnomen, som
har en ikke ringe betydning, da man ofte ensker at identificere
en funktion f pad basis af integraler, hvor f optrmder i inte-
granden,

Tad £:X" ind i R vere begrsnset og lad h vere en Riemann'sk
nulfunktion. Da er g|h| en Riemann'sk nulfunktion for ethvert
o € R. Specielt er |h|sup|f| en nulfunktion og af 0O < |nf| <
|h|sup|f| folger ved sstning 15.19.1, at |hf| er en nulfunktion.

Altsd er hf en Riemann'sk nulfunktion.

Med O vil vi betegne klassen af Riemann'ske nulfunktioner.
HOver af de ved = inducerede klasser har da formen

f+0={f+h|h € 0},
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hvor f er begrenset og har begraenset stédttemzngde. Vi har nu
dbenbart ifglge det foregiende
6 +0=20; £0 = 0,

og vi far derfor

(£+0) + (g+0) = (f+g) + (6+0) = (f+g)+0

(£+0) (g+0) = fg+(£0+g0+00) = rg+0,
hvilket viser, at der er overensstemmelse mellem klasseinddelin-
gen og regneoperationerne.

15,27, Vi vil nu ligesom i 15.21 betragte R™'P = &% x &P,

hvis punkter betegnes (x,y), hvor x € Pn, y € RP,

15.27.1. Satning. For en begranset funktion f: Rn+p ind i R

med begraznset st¢ttemmngde“gwlder ulighederne
(/f(é,z)dy)dx ]

/f < ///f(X9Y)GY)dX < ]/]-f(x V)dy ax < ]f

U([f(x ,¥))dy)a .zcé

Bevis. Vi satter F, (x) = /f(g X)dX P2(§) = /f(g,g)dy, og
vi har da F1 < F2, altsa [F < / [ < /-on Dermed har vi

vist gyldigheden af de ikke trivielle blandt de L4 midterste
uligheder. For en trappefunktion ¢ ¢ f gelder o(x) =
/¢(§,X)dg < /f(§,g)dg = F1(§), hvor & er en trappefunktion. Altsd

er ifglge sé%ning 15.27 61

[¢ = [® < qu = /‘[ x,y)dy)dx,

og da dette gmlder for alle valg af trappefunktionen ¢ ¢ T, vil
[f = sup{/¢f¢ < £l tilfredsstille den samme ulighed. Dermed er

“gyldigheden af det venstre ulighedstegn bevist, og det hgjre

vise tilsvarende.

15.,27.2. Setning. Lad £:R™*P ind i R vere en Riemann-inte-

grabel funktion. De ved
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Ry (2) = [flzpay, Tylx)

{
e
H
~
54
<
o
<

1

e, (¥) /f(z,z)dﬁ, G,(y) = ]f(ﬁ,z)dz

definere afbildninger F1,F2:Rn ind i Rk og G1,G2:Pp ind i R til-
fredsstiller relationerne

Endvidere er disse funktioner Riemamn-integrable, og

o= oy = [r, = fo, = [0,

Bevis, Da f er Riemann-integrabel, er / = [, hvilket be-
virker, at alle lighedstegnene i s®tning 15.27.1 kommer til at

gelde, og vi far derfor

/f =G/F1 - ]F1 =;[F2 = 7 F,»

hvilket viser, at F1 og F2 er Riemann-integrable, og at
/(FZ—F1) = 0, altsh F, = F . Ved at lade x og y bytte rolle i
setning 15.27.1 fas et nyt s®t uligheder, der giver pastandene
om G1 og GQ.

Betydningen af sztning 15.27.2 er, at en integration i
flere dimensioner kan udfgres ved gentagne integrationer i
1 dimension.

15.28., Det viser sig, at klassen af Riemann-integrable
funktioner p& R™ ogsé er organiseret ved multiplikation, samt
operationerne v og A. Vi vil basere beviserne pa det trivielle
kriterium.

15.28.1., Riemann's integrabilitetskriterium. Lad k% ina

i R vere en begrznset funktion med begranset stgptte. En ngd-
vendig og tilstrekkelig betingelse, for at f er Riemann-inte-
grabel, er, at der for ethvert ¢ > 0O eksisterer trappefunktioner

¢1,¢2:Rn ind i R, som tilfredsstiller fglgende betingelser:
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. s
inf f’(R ) < 4 < fg 9o < sup f‘(Pn); /(@2—901) { €
Bevis. Hvis 94 08 ¢, opfylder de anf¢rte betingelser, giver

ulighederne [¢1 g-/f < /f < [@2, at /f - ﬁ?g e. Heraf fglger, at

- o

betingelsen er tilstrzkkelig. Hvis f er Riemann-integrabel, kan

vi ifglge definitionerne af nedre og ¢gvre integral valge trappe-

funktionerne ¢1 og ¢2, sdledes at

b s v oy frte o fun g fre
. . . N sn
Hvis vi derefter satter ¢, = ¢, v inf £(R), ¢p = ¢ A SUD £(R7),

bliver alle ulighederne opfyldt.

15.28.2. Swtning. Hvis £,g:R" ind i R er Riemann-integrable

funktioner, er f v g, £ A g, |f|, £g Riemann~integrable.

Bevis., Lad ¢ vare et positivt tal., Vi kan velge trappefunk-
tioner ¢1,¢2,¢1,¢2, s8ledes at

Pq < < 9o ¢1 S 8BS ¥os /(¢2”¢1> < ZE s /<¢2_¢1> < e

Vi har da

[17aN

AV

og hvis vi for et x € R" har ¢, (x) » ¢,(x), far vi
(po v ) (x) = (oq v ¢y )(x) = o5(x) - (o, v ) (%)
0,(x) = 9, (x),
og helt generelt far vi derfor
(oo v 40 (x) = (pg v ¢1)(2) ¢ (p(x) = 0, (x)) + (Yo (x)+p, (x))

altsa

[ v we)=toy v o) ¢ [toymy) + [op) < e,
og dermed har vi vist, at £ v g er Riemann-integrabel. Analogt
for £ A g. AT |f] = £ v -f fglger dernmst, at |f| er integrabel.
Af relationen fg = &((f+g)2—(f—g)2) fremgdr, at vi viser, at fg
er integrabel ved at vise, at kvadratet pd en integrabel funk-

tion f er integrabelt. Da |[f| er integrabel og £ = |f|2, kan vi
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antage £ > 0, Lad ¢ > O vare givet. Vi kan da bestemme trappe-

funktioner ¢, og ¢,, sdledes at

£
o (supf (k™)

2

0 ¢ ¢y ¢ T¢ o, ¢ sup £(RY); /(¢2~¢1> <

fHA

og vi har da

BA
Hy
LN
S
N

>
0g
/(é—ﬁ) = /(902+<p1)(902—go1) < 2[(¢2~¢1)Sup (R < e,

og da ¢4 O8 ¢, €T trappefunktioner, medfgrer dette, at £ er
Riemann-integrabel, og dermed er beviset for satning 15.28,.2
fuldfgrt.

15.29. Vi vil nu ga over til at omtale Riemann-m&let., Vi
vil lsmr lmgge vaegt pad sammenhzngen mellem Riemann-integralet
0og Riemannmélet, og det vil da vise sig, at malets vigtigste
egenskaber let udelades af integralets.

15.29.1, Definition., For enhver begrenset mangde A ¢ R
setter vi (idet vi underforstdr, at T betegner en vilkérlig

trappemzngde )
n(A) = sup{m(T)‘T c A}; m(A) = inf{m(T)lT - A}

Her kaldes m(A) det indre og m(A) det ydre Riemann-mél af A,

Hvis m(A) = m(A) = m(A), siges A at vaere Riemann-milelig, og
m(A) kaldes milet af A.
15.29.2. Smtning. For enhver begranset mengde A ¢ R gmlder
m(A) = m(4), m(A) = m(&).
Bevis. For enhver trappemszngde T - A gelder m(T) = m(%) o¥ey

o]
T ¢ ﬁ, Heraf fglger den fgrste pastand, og den anden vises

analogt.

15.30, Vi gé&r nu over til sammenhangen mellem m&l og inte-

gral., For A < o betegner X, Som sedvanlig den karakteristiske
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funktion defineret wved

O f A
s (x) = { or x ¢

15.30.,1, Setning. For enhver punktmazngde A c e gelder

mmzfﬁ;aw>=ﬂy

1 for x € A,

Bevis. Hvis ¢ er en trappefunktion og ¢ < XA da er B =
¢~1(]O,1]) en trappemzngde og B c A. Endvidere er ¢ < Xp° AT
setning 15.25.1 og definitionen 15.18.1 far vi da

[o s [xa=m®) ¢ ),
hvilket viser, at /XA §’m(A). Hvis T ¢ A er en trappemszngde, far

-

vi pad den anden side

[XA 2 /XT = /XT

og da dette gmlder for alle T ¢ A, far vi [XA 2 m(A). Den sidste

m<T)9

it

-

pastand fas analogt.

1

Vi inddrager nu el undersggelserne, og dets punkter

betegnes (x,y), hvor x € X",
15,%0,2, Smtning, Lad £:R" ind i R vere begranset og positiv

1

og have den begreznsede stgtte A. Lad B ¢ e betegne den be-

greznsede punktmangde

B = {(z,y)‘,}ge AnycE [O,f(gg)[} .

Da er

_Ir_l(m:/f; ﬁ(B):]fo

Bevis, Lad XB vere den karakteristiske funktion for B, Vi

har da Q(B) = /XB,.hvor integralet udstrakkes over Rn+1, altsé

ifglege setning 15.27.1
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n(B) ¢ [ ([f(,:g,y>dy)d_>s . /f(zg)dzg - [ £,

hvor f(z,y) for fast x er karakteristisk funktion fer interval-
let [0,f(x)[. For enhver positiv trappefunktion ¢ ¢ f vil B
indeholde mangden

[(x,y)|x€ AArye [0,0(x)]],

som ifglge satning 15.20.1 har malet /¢° Altsa er Q(B) > /¢, og

da dette gaelder for ethvert ¢ ¢ T, far vi m(B) > / f, og dermed

—

er setningen bevist,.

15.31. I integralregningen, som den behandledes 1 gymna-
siet, benyttedes et integralover et endeligt interval, og sva-
rende dertil vil vi definere et integral over en Riemann-inte-
grabel mengde. Vi vil stadig 'lade som om" integranderne er de-
finerede i hele rummet, idet vi kan udvide definitionsmsngden
til hele rummet ved at satte funktionsverdien lig med O for alle

punkter udenfor definitionsomradet.

15.31.1. Definition, Lad A ¢ R® vere en Riemann-mélelig

mezngde med den karakteristiske funktion x,, og lad r:R™ ind 1 R
vere en vilkdrlig funktion. Hvis x,T er begrznset og Riemann-in-

tegrabel, siges f at vere Riemann-integrabel over A, og vi satter
[ rax - [0
Ja A

Vi bemerker, at en Riemann-integrabel funktion ifglge seat--

ning 15.28.2 er Riemann-integrabel over enhver Riemann-malelig
mengde, Vi vil nu g& over til at anvende ordet Riemann-integrabel
om enhver funktion, som er Riemann-integrebel over enhver Riemann-

malelig mengde.

15.31.2, Definition. For en Riemann-m&lelig mengde A ¢ RE

og en funktion r:k" ind 1 R, som er begrznset pd A, indfgrer vi
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et nedre og et gvre Riemanh-integral over A ved definitionerne

JAf(zg)dzg =J<fo>s fAf@_)dg_ 7A<XAf>.

15.32. Vi skal vise nogle flere satninger om operationer
med Riemann~integrable funktioner.

15.32.1. Setning. Hvis A og B er Riemann-midlelige mangder
i k%, daer AUB, AnB og A\ B Riemann-mdlelige.

Bevis. Pastanden fglger umiddelbart af, at de karakteristi-

ske funktioner

XA n B T XS XAy B~ XATXRTXAXR S XA\B = XaA™XAXB

er Riemann-integrable.

15.32.2, Satning. Hvis en funktion f er Riemann-integrabel
over en mengde A, er f ogsad Riemann-integrabel over enhver Rie-
mann = médlelig delmengde af A. Hvis £ er Riemann-integrabel
over A og B, er f ogsa Riemann-integrabel over Au B, A N B
samt A\ B.

Bevis. For B ¢ A, hvor B er Riemann-milelig, og XA: er
Riemann-integrabel, fas at y,f = xpx,f er Riemann-integrabel.
Dermed er fgrste pastand bevist. Da A n B og A\ B netop er
Riemann-integrable delmengder af A, kan vi slutte, at £ er Rie-
mann-integrabel over disse msngder. Da XAfxB’XAf og XBf er Rie-
mann-integrable, far vi endvidere, at XAuBf = XAfﬁXijXAXBf er
Riemann-integrabel. Dermed er satningen bevist.

15.32.3. Setning. Hvis A og B er Riemann-malelige ma&ngder
i R™ gmlder

m(AUB) = m(A)+m(B)-m(AnB) .
Hvis A og B er disjunkte fas m(AUB) = m(A)+m(B) og for B ¢ A
fas m(A\B) = m(A)-m(B).

Bevis. Setningen fas umiddelbart ved at skrive malene
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som integraler af de karakteristiske funktioner.
15.32.4, Smtning. Hvis A og B er Riemann-mélelige dis-—
junkte mengder i R™, og £:R" ind i R er begrenset p& A U B,

gmlder relationerne

/ f(x)dx :/f(gg)dgg +/f(3§)dz§y
= AUB LA 4B

ey

] f(x)dx = / fx)ax + / f(x)ox.
AUB 4 A B
Bevis. Af satning 15.24..2 fas

f{x)dx = -+ f>f =
;/AUB (%) % J[<XA.XB) :erA +5[XBf

-

£(x)dx +‘/ f£(x)dx.

A =B

Hvis ¢ ¢ T er en trappefunktion, far vi

P = [ XAp + | < '
/J_MB KA /B Xp? & fA f(x)ax + /B f(x)ax,

-

og da dette gmlder for enhver trappefunktion ¢ T, kan vi

slutte, at

A[AUBf<X)d§ < /ﬁf(g)d& + / f(x)dx.

=i -

15.33, Vi har tidligere bemsmrket, at malet for trappemsngder
var éntydig fastlagt ved betingelserne mi)-mh) i 15.7.1. Dette
medfgrer abenbart, at ogsd mélet af enhver Riemann-malelig mesngde
er fastlagt, hvis man kraver at malet skal tilfredsstille de
L. petingelser. Det er p4 den arnden side klart, at mdlet virke-
lig tilfredsstiller alle 4 betingelser.

De L Dbetingelser fastlsgger altsd malet fuldstsndigt for
alle Riemann-mélelige mengder, men det er ngdvendigt at supplere
dem med en femte betingelse, hvis man ¢gnsker malet Ffastlagt
ogsé for visse andre mengder.

Integralet kan ligesom malet fastlegges ved, at det skal
tilfredsstille forholdsvis fa, simple betingelser. F.eks. vil

additionsreglen(/(f+g) = /f + /g i forbindelse med satningen om
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sammenhengen mellem madl og integral (15.30.2) fuldstendig fast-
legge integralet.

Vi skal ikke g& nsrmere ind pd disse éntydighedsspprgsmil,
idet det her anfgrte vil vere tilstrakkeligt for vort formal.

15.34. Betingelsen m3) i 15.7.1 viser, at Riemamn-male® ikks
#ndres ved en forskydning af koordinatsystemet. Vi vil nu vise,
at Riemann-mélet og dermed Riemann-integralet er helt uafhengigs
af’ koordinatsystemet. Dertil kreves dog nogle hjzlpesatninger,
gsom vi vil bevise 1 dette afsnit.

15.3U.1. Setning. Enhver begranset konveks mzngde er Rie-
mann-integrabel.

Bevis (kopieret efter Poul Hamsen, NMT 9,26-28,1961). Lad
Ic Rn vere et interval og A ¢ I en konveks mengde. Vi be tragoer
en fglge af simple inddelinger af I, siledes at den q-te ind-
deling fas ved, at hver projektion af I deles i 3q lige store
dbne intervaller samt et antal udartede intervaller. .\1le ikle
dbne delintervaller har da malet 0, s& vi kan tillade os at
ignorere dem. De dbne delintervaller indeholdt i .. udggr en
trappemengde Sq, medens de delintervaller, der indeholder
runkter af A udger en trappemsngde Tq' De &bne delintervaller,
der indeholder randpunkter af i, har madlet m(TQ\Sq)p og nvis Vi
kan vise, at m(Tq\Sq)-» O for g — «, vil setningen vere bevist.
Lad I fra den g-te inddeling vere et abent delinterval, son
indeholder randpunkter af ... Ved overgangen til den g+l1-te ind-
deling falder I i 3 &bne delintervaller, og hvis vi kan visc,
at mindst et af disse altid vil vere frit for randpunkier af ..,
far vi

(T \ 8g,y) € 3 (3 =1)m(Ty \ 840

og det vil netop medfgre, at m(Tq \ Sq) - O for g -+ o« D@mining
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15.34.1 er dermed fgrt tilbage til fglgende hjzlpesztning:
15.34.2. Lemma. Lad I = I, x..ex I, vere et interval, og
lad Iv = Iv1 U Iv2 U Iv3’ P = 15600, vere en inddeling af
hvert Iv i disjunkte delintervaller. Derved fas en inddeling
af I i delintervaller, blandt hvilke I' = Iyp xeeex I g vil
blive betegnet som det midterste delinterval. Lad A c oo vere

en konveks mengde. Hvis det indre af hvert delinterval undtagen

I' indeholder randpunkter af .\ gmlder I' ¢ A.

Bevis. Vi benytter induktion efter n. For n = 1 er pastanden
triviel. Vi antager nu lemmaet opfyldt for intervallet I og

enhver konveks mgngde, og vi betragter I* = I % In+1’ samt en
1

inddeling In+1 =1 v 12 U 13 og en konveks mengde L., hvis

rand indeholder indre punkter af alle delintervaller af I* pa
ner I' x I°, Mengden 4 n (I x 11) er konveks, og dens projektiom
pd I er da ogsd konveks, og da den indeholder punkter af alle

delintervaller af I p& ner I', vil 4 n(I xI1) for hvert

X € I' indeholde et punkt (x,y') med y € I1. Derved benyttedes
%)

induktionsantagelsen. Tilsvarende ses, at A n (I x I inde-

holder et (x,y") med y" € 2. Da (x,y') og (x,y") tilhgrer den

konvekse ma&ngde A, galder X < [y',y"] Ly 0g ved at anvende

dette for hvert x € I' far vi I' x 1° ¢ 4y 0g dermed er lemmaet

mn

fuldstendigt bevist.

15.35. Vi betragter nu et n~dimensionalt rum, p&d hvilket
der er indf¢rt to forskellige koordinatsystemer. Vi far da to
forskellige slags intervaller, men da intervaller er konvekse,
og konveksitet er en egenskab, som ikke er afhmngig af koordi-
natsystemet, vil intervaller i det enc system ifglge satning
15.34.1 vaere malelige mengder i det andet system. Da en for-

eningsmengde af médlelige mengder igen er mdlelig, vil trappe-—
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maengder i det ene system blive malelige mengder i det andet
systems.

P4 systemet af trappemengder i det ene system vil mélet m®
fra det andet system tilfredsstille m1)-m3) fra 15.7.1, men en-
hedsintervallet vil maske f& et madl k 4 1, men k bliver 1 hvert
fald positivt, og k~1m* bliver da netop det s@mdvanlige mal.
Overgang til et andet koordinatsystem vil altsd blot have til
fglge, at madlet af enhver trappemsngde multipliceres et og samme
tal k.

Heraf fremgar, at ogsad enhedskuglens mal vil blive multipli-
ceret med k, men det er pad den anden side klart, at netop enheds-
kuglens mal ikke kan @®ndres ved drejning af koordinatsystemet.
Vi behgver blot at dreje alle indre og ydre trappemgngder sammen
med koordinatsystemet for at indse dette. iltsad er k = 1, og vi

har vist, at Riemann-malet er uafhengigt af koordinatsystemet.

15.36. Vi betragter et begranset interval I c R%. Med
P(I)(mzngden af partitioner af I) vil vi forstd den mesngde der
omfatter fplgende elementer:

1) Alle inddelinger I = Iy Ueowy Iq af I i disjunkte del-
intervaller med et smrlig udvalgt punkt o e Ik for
hvert delinterval Ik’

2) Et yderligere clement P .

En inddeling med et serlig udvalgt punkt i hvert delinter-
val vil blive betegnet med P, eventuelt med en index. En sadvan-
lig inddeling betegnes D; vi kan skrive P = (D,(u)), idet (u)
| betegner sattet af udvalgte punkter. Vi skriver D2 2 D1g nar D2
f4s som videredeling af D,. For P, = <D1:<E)) og P, = (D29X>>
skriver vi P2 ») P1 med helt samme betydning som D2 2 D1o

Vi indfe¢rer en topologi péa P(I), idet vi udngvner fgl-
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gende delmengder af P(I) til &bne mmngder:

1) 4lle delmzngder, som ikke indeholder P .

2) ille delmengder, der indeholder en inddeling P = (D, (u))

og alle videredelinger af denne.

Det er helt klart, at den sédledes definerede mengde af
inddelinger tilfredsstiller de tre betingelser, der krazves af
mengden af 4bne mangder. Vi vil benytte betegnelsen P(I) ogsa
for det sdledes definerede topologiske rum, '

Vi vil benytte betegnelsen P*(I) for det topologiske rum,
der f&s, nar mengden 2) erstattes med

2'). 4lle delmmngder, der for et tal ¢ > O indeholder alle

inddelinger, hvis delintervaller har alle kantlsngder
{ €

Det er klart, at topologien péa P(I) er den fineste af de to
topologier. En funktion, som er kontinuert pa P*(I) vil derfor
ogsé vsre kontinuert pad P(I). Vi skal nu se, at et integral kan
defineres som en grenseverdi i punktet Qx for en afbildning
o:P(I) \ {P_}] ind i R,idet én af de her omtalte topologier be-
nyttes. |

Vi bemerker, at begge topologier er diskrete pa
P(1) \ [P}, og at en funktion er kontinuert pa P(1I) er derfor
ensbetydende med, at den er kontinuert i punktet Emo

15.37. Lad I vere et begrenset interval og £:I ind i R en
begranset funktion pad I. Hvis P € P(I) er givet ved

kK

P svarende middelsum for f ved definitionen

q

o(£,8) = ) m(5)e(,),

k=1

I = 11 UseeslU Iq’ samt u, € Ik’ k=1,004,q, indfgrer vi den til
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og endvidere til inddelingen svarende undersum og oversum for f

ved definitionerne

q.
s(£,P) = ﬁj m(I,) inf £(I.), S(£,P) = EJ n(I, )sup £(I,).
=1 k=1

Summerne s og S afhenger ikke af punkterne L De tre sum-
mer tilfredsstiller abenbart ulighederne
s(f,P) < «(f,P) ¢ 8(£,P).

Svarende til inddelingen P, konstruerer vi to trappefunktioner

Pp,p 0g @P,f’ idet vi satter
O for x4 I O for xq I
op p(X) = { op p(x) = {
’ inf f(Ik) for x € I, *’ supf(Ik) for x € Ip.
Vi har da

s(f,P) = /¢P’f i S(£,P) = /@P’f,
For en videredeling P1 2P far vi a&benbart

Pp,,£ 2 Ppr i %p p £ % p g
Derfor bliver ogsa
s(f,Py) » s(£,P); S(£,P,) ¢ S(£,P).

For ¢ > O kan vi velge en trappefunktion ¢ ¢ f, siledes at
/¢ 2 /’ f(x)dx - e. Vi kan valge inddelingen P, sdledes at ¢ er
+ 1
konstant pa hvert I_ , og vi har da Pp.p 2 P altsa
,f £

a
s(f,P) > £(x)dx - €.
/

For enhver videredeling P1 2 P vil det samme da gslde, s& vi

har

ve>03Pe B(IVE, 2 P(/ £(x)ax-e ¢ s(f,P) §‘/

f<£>d§> ,
=T 27T

eller med andre ord
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lim s(f,P) =¢/ (x)dx,
P——+P°° J1

hvor granseovergangen er foretaget pd P(I). .nalogt fis

lim S(f,P) = / £(x)dx,
P POo 1

og for en Riemann-integrabel funktion £ far vi derfor

lim o (£,P) = / £(x)dx.

Lad os nu pa den anden side antage, at ¢(f,P) gér mod en
grenseverdi A for P P . For ethvert £ > O har vi da en ind-
deling P:I = I, U...U Iq, x, € I, shledes at

!

-

DR ICRLCRI P
k=1

for alle valg af punkterne P Nu er

1nf{ E: m(Ik)f(gk)fgk € I, k= 1,...,q} _

1nf<{ m(L, )T (x, )l %, € 11} Fouok {m(l )2(x,)

im{mu1ﬂﬁ&)k1ezg}+”f+uw{

I =

5e1)
I =

éq € Q}

ji m(Ik) inf f(Ik) = s(f,P).

k=1
Vi har derfor |i-s(f,P)| < e og analogt |A-S(f,P)| ( e, altsa

S(f,P)-s(£,P) < 2¢,

hvilket medfgrer, at £ er Riemann—integrabel, og det fremgir da
af det foregéende, at . netop er Riemann-integralet. Vi kan sé-
ledes definere Riemann~integralet som grenseverdli for middel-
summer .

15.38. Lad I vere et interval pa R° og lad A ¢ I vere en

vilkérlig msngde. Lad I = I1 Uoss U anvwre en inddeling af I 1
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disjunkte intervaller. De af intervallerne Ik’ som er delmangder
aft 4, udggr en trappemangde T1, og de intervaller Ik’ som har
punkter fzlles med A, udggr en trappemangde Tza Vi har da

m(T,) < m(a) ¢ m(a) ¢ m(T,),
og vi vil nu vise smtningen:

15.38.1. Setning. Til ¢ > O svarer § > O, sdledcs at det
for enhver inddeling I = I1 Ue ool Iq, hvor alle kantlesngder i
hvert Ik er ¢ §', gelder for de tilsvarende trappemazngder T1 og
Tz, at

m(T1) > m(A)-e;  m(T,) g m(4)+e.

Bevis. Det er nok at vise,.at § kan valges, sdledes at den
fgrste ulighed gslder, idet E(A)‘: m(I)-m(I\4). Vi valger en
trappemengde S = I% Uses oU Iﬁ, hvor IJ,,..,Iﬁ er disjunkte, sé-
ledes at S ¢ 4 og m(s) > m(A)- Le. Dernmst erstatter vi hvert
interval 13 med et mindre interval Ig, som er ligedannet med
Ié og har samme centrum, og sfledes at

m(];%')+,..+m(1£)') 2> m(A)-te.
Vi velger nu 4§ mindre end den mindste afstand fra et Ig til
randen af det tilsvarende Ié. For enhver inddeling af I i inter-
valler, hvis kantlzngder alle er < §, vil det da gmlde, at
ethvert delinterval, som har punkter fmlles med et IH, hgrer

med til T1, Sa vil T1 dzkke alle intervallerne Ig, og derfor

bliver
m(T1) > m(I¥)+...+ m(Ig) > m(a) - fe,
'og dermed er pastanden bevist.
Vi understreger, at afstanden fra et IS til randen af det
tilsvarende I! bestemmes ganske elementart, som L(1-x)\, hvor
k er formindskelsesfaktoren og A den mindste kantlzngde 1 Iéu

Vi har altsd stadig ikke benyttet kompakthedsteorien.
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15.39, Til sztning 15.38.1 svarer fglgende sxtning om inte-
graler:

15.39.1. S@tning. Lad I ¢ ™ vzre et interval og £:I ind i
R en begreznset funktion. Der eksisterer svarende til ¢ } 0 et

& > 0, sdledes at det for enhver inddeling P af I i delinterval-

ler med kantlangder ¢ § gelder, at

s(f,P) > j;

Bevis., Det er nok at vise den fgrste ulighed. Hvis vi ad-

P(x)ax-e; S(£,P) ¢ ff(.:g)dye«
I

derer en konstant ¢ til f, adderes qm(I) til s(f,P) og til

/f(_}_g)dg° Vi kan derfor antage, at £ > 0. Vi valger et reelt

-%al M, s& £ ¢ M. Ifglge satning 15.38.1 eksisterer der et § > O,
sdledes at det for enhver inddeling af I x [0,M] i delinterval-
ler med kantlazngde < § gzlder, at vi far m(T1) >

m(f&;y)lﬁ € I ogyelo,£(x)[}) ~ e. For en inddeling I =

I1 Uao el Iq i delintervaller med kantlangde { §, ken vi dele

hvert interval I, x [0,inf £ (Ik)[ i delintervaller med kant-—

lengde { 4, og det fglger, at
a,
n(I, )inf £(I) ) f P(x)dx - e,
k=1 =T
og dermed er smtningen bevist.

Setningen udtrykker, at definitionen af integralet som
grenseverdi ogsd vil vare rigtig, nar rummet P¥(I) legges til
grund, Dette er et smukt, klassisk resultat, men i praksis er
det lige sa bekvemt at benytte definitionen af integralet som
granseverdi i rummet P(I).

15.40. Vi har nu afsluttet den egentlige teori for Riemann-

integralet. Vi savner endnu et bevis for, at en kontinuert

funktion pd et afsluttet interval er Riemann-integrabel, men
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det fas let ved hjelp af satningen om ligelig kontinuitet.
Vi skal i denne forbindelse fremhs&ve, at Riemann's inte-
grationsteori slet ikke har benyttet kompakthedsteorien, men

denne kommer altsd ind, nir det bevises, at en kontinuert funk-

tion er Riemann-integrabel.

En nermere undersggelse viser i gvrigt, at det er uvasent-
ligt for sagen, om intervallet er afsluttet. Det viser sig
yderligere, at en videregdende snalyse af Riemann integrabili-
tetens vesen baseret pad anvendelser af kompakthedsteorien fgrer
til resultater, der naturligere hgrer til under Lebesgue's
integralteori.

Vi skal i denne forbindelse kun omtale enkelte resultater
for denne idékreds, som vil blive udfgrligt behandlet i mate-
matik 2.

15.41. Vi har. ofte benyttet os af, at der til en Riemann-
madlelig mengde . og et ¢ > O svarer trappemasngder C[.‘,| og TZ’ s8-

ledes at T1 c A.g T2 og m(T2~T1) < €. Vi kan abenbart erstatte

hvert af de intervaller, hvoraf 'I‘1 bestar, med et afsluttet del-

interval, og hvert af de intervaller, hvoraf T2 bestar, med et
omsluttende &bent intervel, saledes at betingelserne forbliver
opfyldt. Vi kan altsd altid velge T1 af'sluttet og T2 dben., Vi ud-
nytter dette 1 beviset for fglgende setning, som igvrigt bygger
pa kompakthedsteorien:

15.41.1. Sstning. Lad .. vere en vilkarlig begrenset mengde,
og lad (Aq) vere en fglge af delmzngder, sidledes at

;“;1 c 4’&2 C see 1&1 U AQ U ase = At

Da konvergerer fglgen (E(Aq)) mod en gransevardi > m(ai).

Bevis. Da (E(Aq)) er voksende og har m(.) som overtal,

er (E(Aq)) konvergent. Lad £ vare et positivt tel.Vi kan da

velge en afsluttet trappemzngde F ¢ 4, sdledes at m(F) >
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m(4) - g0 For hvert q € N kan vi desuden valge en &ben trappe-

mengde O, 2 Aq, sdledes at Oq 2 Aq og m(Oq) < E(Aq)+2"qg.

a
Da F er kompakt og overdskket af {Oq|q € N}, kan vi velge

q, sdledes at O, U...u O, 2 F. Vi vil nu ved induktion vise, at

a = k
AR -V
m(O,] Uesal Ok) é m(¢lk) + Z 2 g
v=1

for ethvert k € N. For k¥ = 1 er uligheden opfyldt. Hvis ulig-
heden antages opfyldt for en verdi af k, har vi

k
I-E(Ak) < m((O1U,..UOk)nOk+1) < m(O,Iu...UOk) < E(Ak)—l—z o7V,
v:

1

altsi

) = m((01ua,ouok) \ (O1U..°u0k)nok+1)+m(0k+1) <
k

24 27V 4 E(Ak+1) v o7

p=1

m(O,‘u...uOk+1

og dermed er uligheden bevist.
Det fgplger nu umiddelbart, at

m(4) ¢ m(F)+e ¢ m(0,U..00 )te ¢

a
m(Aq) + 2_Vg + g < H(Aq)+25,

=1

<

Heraf fglger sztningen umiddelbart.
15.41.2. Smtning. Lad I ¢ R" vare et interval og £:I ind i
R en begrsnset funktion. Lad (fq) vere en voksende fglge af
begrensede funktioner f :I ind ; R. Hvis (fq) konvergerer punkt-
vis mod f, altsi hvis h
vz € (£ (2)) -» £(x)),
gelder ogsa

lim (7 fq(ﬁ)dﬁ 2 f f(x)ax.
I h

N — oo

-
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Hvis fglgen (fq) er aftagende i stedet for voksende, gzlder

1im ff (z)ax g/ £(x)ax.
n-oe J_ 4 I

Bevis. Hvis vi adderer en reel konstant ¢ til alle fq og
til £, forgges alle integralcrne med em(I), hvilket ikke har
indflydelse pa gyldigheden af granserelationerne. Vi kan derfor
antage, at alle funktionerne er positive, og den fgrste rela-
tion bliver da en umiddelbar fglge af s@tning 15.41.2, nar
integralerne fortolkes som mal af punktmengder. Den anden rela-
tion fis af den fgrste ved overgsng til fglgen (—fq) og funk-
tionen -f.

Hvis alle funktionerne fq i setning 15.41.2 er Riemann-

integrable, gslder

]; fq(é)dﬁ = [; fq(x)dx < [I £(x)dx.

acm

Hvis f er Riemann-integrabel fas

] £ lx)ax ¢ fl f(x)ax = /1 £(x)ax.
I

Vi har derfor sstningen:
15.41.3. Setning. Hvis i setning 15.41.2 enten £ eller
alle £ er Riemann-integrable, gelder lighedstegnet i pastanden.
15.42., De ovenfor beviste sastninger om konvergente fglger
kan udvides til fglger, som ikke er monotone, uden at det
bliver nddvendigt at inddrage nye hjelpemidler.
15.42.1. Smtning. Lad I ¢ k" vere et interval og (fq) en
fglge af Riemann-integrable funktioner, som konvergerer punkt-

vis mod O p& I. Hvis der eksisterer et reelt tal M, sdledes at

vg € Nvxe 1(|£ ()] ¢ 1)

(fglgen kaldes da ensartet begranset), gzlder
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lim [ f (x)dx = 0.

Bevis. Vi definerer gq:I ind 1 R ved

g (x) = sup{|f ()] |k 3 o,

og vi har da for ethvert x € I, at

1im(gq(§)) = lim sup , fk(g) = lim(fq(&)) = 0.
Ifglge setning 15.41.3 har vi derfor, idet (gq) gar aftagende
mod O, og gq er begreznset, fordi (fq) er ensartet begrznset,
at

lim / g (x)ax = 0,
q-—)oo_I q—

og setningen fg¢glger umiddelbart heraf, idet uligheden

> Ifql medfgrer, at

/1 g,(x)ax 2 fllquldzs = /Ilfq(zc,)ld.}sg U £ (x)ax| » o.
A I

N/

15.42.2. Setning. Lad I - 2" vere et interval, £:I ind 1
R en Riemann-integrabel funktion, og (fq) en ensartet begraznset
fplge af Riemann-integrable funktioner, som konvergerer punkt-—

vis mod £ pa I. Da gzlder

lim f £ (x)ax = / £(x)dx.
Q- Jp 9 I

Bevis. Idet fglgen (f—fq) er ensartet begranset og gar
punktvis mod .0, fglger sztningen umiddelbart af den foregaende.

I setning 15.42.2 var gransefunktionen f forudsat Riemann-
integrabel . Hvis vi ¢gnsker en satning, der ogsd sikrer inte-
grabilitet af grasnsefunktionen, mad vi ske&rpe betingelserne
meget vasentligt. Vi skal vise fglgende sztning:

15.42.3%, Smtning. Lad I ¢ R™ vere et interval og (fn) en

ligelig konvergent fglge af Riemann-integrable funktioner
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fn:I ind i R. Da er graznsefunktionen f Riemann-integrabel, og
Bevis. Lad ¢ vere et positivt tal. Vi valger n, sdledes at
]f(g)—fq(§>| ¢ e for alle x, og vi har da fq—a <L gLy,

hvoraf fgliger

/I £ (x)ax - en(1) 5_/1 £(x)ax <

asw

J @ g [z e - entm,

altsa

/ f(x)ax -‘[ £(x)ax ¢ 2em(I).
I JI

Da dette er opfyldt for ethvert ¢ > O, er £ Riemann-integrabel.
Fglgen (fn) konvergerer i rummet F(I;R)(se 14.3), og er derfor
begrenset 1 dette rum, hvilket netop betyder, at den er ens-—
artet begranset. Setningens sidste pastand fglger derefter af
sstning 15.42.2.

15.43. Vi skal i de nsrmest fglgende afenit udlede en
simpel og bekvem ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for
Riemann-integrabilitet. Betingelsen giver samtidig et forbav-
sende precist svar pd det upracise spgrgsmdl: Hvor diskon-—
tinuert kan en Riemann—~-integrabel funktion vere? Vi indleder
udledelsen med definition af en begranset funktions oscilla-
tion, et begreb, der netop kan opfattes som et mal for funk-
tionens kontinuitet.

15.4%.1. Definition. Lad £:&" ind i R vere en begrenset

funktion med begrznset stgtte. Den ved

wp(x) = Lim <sup £(K(x;r))-inf f(1<<§,r))>

~T1

definerede afbildning wf=R ind 1 R kaldes oscillationen af f.

At grensevardien eksisterer fglger af, at udtrykket 1

parentesen er en positiv, voksende funktion af r.
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Lad kx vere et positivt tal, og lad x vere et punkt, hvor
wf(z) < k. Vi kan da valge r > 0, siledes at
sup £(K(x,r)) - inf £(K(x,r)) < k,
og for y € K(x,r) og p = r-|lg-x|| er K(y,p) ¢ K(x,r), altsd
sup £(K(y,p)) - inf £ (K(y,0)) < k,
s& vi far wf<l) < k. Dermed har vi bevist fglgende sztning:
15.43.2. gatning. For k > 0 er msngden {xlwa(x) < ki &ben
og {x wj(é) > k} er afsluttet.
De to meéngder sr Jjo komplementsrmengder.
15.43.3. §§§Q;ggo Mengden {x wf(ﬁ) > 0} er netop mmngden
af diskoﬁtinuitetspunktef fbf .
Dette fglger umiddelbart af definitioneh af W o
15.04 . Vi gar nu over til at vise den smtning, der skaber
forbindelsen mellem oscillation og Riemann-integrabilitet.
15.4l.1. Setning. Lad £:R™ ind i R vare en begraznset funk-

tion med begrenset stgtte. Da er ] - f :‘/wfo

Bevis. Lad I vare et interval, som indeholder stptten for
f. For ¢ € R deler vi hver side af I i 2q lige store dele og vi
f&r derved en inddeling I = I, U...u I, m = 2" ar T i lige
store disjunkte intervaller. Vi definerer nu, idet r» > O

¢q(§) = lim inf{f(y)

dist(y,I ) < r}, ndr x € I
r—0 K

22

lim sup{f(y)

r—0

{1

g (%)

dist(gplu) <{rit, ndr x € IM5

¢q(§) = ¢q(§) = 0, nar x ¢ I.
S& er (¢q) og (¢q) fglger af trappefunktioner med fglgende
cgenskaber

1) va valeg(x) ¢ £(x) ¢ ¢y (x))

2) v§((¢q(§) voksende og ¢q(§) aftagende)

3) vx(lin (p (2)-0 (2)) = wp(x)).

G200
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De to fgrste pastande er helt indlysende, og den tredie
fglger umiddelbart af definitionerne af pqo¥q O wp- AP 2) 4
forbindelse med 1) fas, at (¢q) og (¢q) konvergerer punktvis
og smtningerne 15.41.2 og 15.41.3 giver

e frg = [am eyt

o
—

11m /t¢ / lim ¢q 2 / t,

og de samme s@tninger i forbindelse med 3) giver

lim /(¢q—¢q) = ]bf’

g4 vi far

ff —J £ < (Jii.orf f(g//q“'ﬁpq) = wa

Hvis vi nu pa den anden side definerer

g(x) = 1linm inf{f(g)" v € K(x,7)]}

-0
n(x) = 1lim sup{f(y)| x € XK(x,r)},
r—0
da er h - g = Wp e Endvidere vil det for enhver trappefunktion
p < £ gmelde, at / ¢ og analogt for h. .ltsd er

Jo-fes -]
P4 den anden side er ifglge regnereglerne

]h ~ﬁg+wf) > /g +/

og af dissc uligheder fglger

s oo Jes e Je

Dermed er satningen bevist.
15.45. Det er klart, at setning 15.44.1 umiddelbart fgrer
til en ngdvendig og tils trekkelig betingelse, for at £ er

Riemann-integrabel. Vi foretrszkker imidlertid at give denne



Mato 13 1962"63 M.I'\x 150“-50

denne betingelse en bekvemmere form. Dertil skal vi benytte

fplgende definition.
15.45.1. Definition. En punktmsngde A ¢ & xaldes en

(Lebesgue-) nulmengde, hvis der til ethvert e > O svarer en

intervalf¢lge(1q), sdledes at

o0

U1 N m(r)
Ac og m(I ) < €.
-q_.—..-'l 4 Z/ 4

q=1

Heraf fglger umiddelbart de trivielle sztninger

15.45.2, S@tning. En delmezngde af en nulmzngde er selv
en nulmsngde.

15.45.3. Setning. En mengde, som kun bestar af 1 punkt,
er en nulmengde.

15.45.4, Satning. Lad (Ap) vere en fglge af nulmengder. Da

er | Ap en nulmzngde.

Bevis: Lad ¢ vare et positivt tal. For hvert p € N velger

vi en intervalfglge (Ipq), séledes at

i oo | &, -
b € qtzl1 I,q ©8 Lm(Ipq) < 27P¢,
g=1
Vi ordner nu alle intervallerne Ipq’ P,4 =1,2,.0.. som en fglge

(I&) og for denne gwmlder da

oo o

0 4 ¢c0 10og Y m(x!) <) 2P
A ¢ I' o P
p=1 P Tgz1 "4 g ZJ m<Iq < ZJ 2%e =&,
g=1 ‘ p=1
idet 33 m(Ipq) er en dobbeltrskke med positive led.

15.45.5. Setning. Enhver numerabel punktmazngde i &" er en
nulmengde. |

Bevis. Swmtningen fglger umiddelbart af smtningerne 15.45.3

og 15.45.4.
15.46. Vi kan nu angive en ngdvendig og tilstrakkelig be-
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tingelse for Riemann-integragbilitet.
15.46.1. Setning. Lad £:2" ind i R vere begrenset og have
kompakt stegtte. Afbildningen £ er da Riemann~integrabel, hvis
og kun hvis
ve > 0 (m({x|we(x) 2 €}) = 0).
Bevis. 4F m({ﬁlwf(g) > e}) = k > 0 fglger umiddelbart
7bf > ke og setning 15.44.1 viser da, at £ ikke er Riemann-inte-

grabel. Lad os nu omvendt antage, at betingelsen i smtning 15.46.1
er opfyldt. Lad ¢ vere et positivt tal og I ¢t interval, som
indeholder stgtten for f. Lad T vare en trappemsngde, saledes at

wp(x) 2 el ¢ T, m(T) < e

{x

—

For x € T er wf(é) < 2 sup|f| og for x ¢ T er wf(§) < €+ Vi har

derfor

]bf < e(m(I) + 2 sup|f]),

og da denne ulighed er opfyldt for ethvert £ > O, kan vi slutte,

at /;f = 0, og satning 15.44.1 viser derefter, at f er Riemann-

integrabel.

Vi kan give sstningen f¢lgende s@rdeles overskuelige for-
mulering:

15.46.2. Sztning. Bn begranset reel funktion med begranset
stgtte er Riemann-integrabel, hvis og kun hvis mengden af dens
diskontinuitetspunkter er en nulma&ngde.

Bevis. Lad fgrst £ vére en Riemann-integrabel funktion.
For ethvert ¢ > O er me:ngden

u(e) = [xop(x) 2 €}

ifplge smtning 15.46.1 en Riemann nulmszngde og derfor en nul-

mengde. .f s@tning 15.45.4 fglger nu, at

=l
fzslwf(zs.) > 0) = U ()
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er en nulmengde.

Tad os dernmst antage, at {ﬁlaﬁ(g) > 0} er en nulmengde, og
lad & vere et positivt tal., Af sstning 15.45.2 feolger nu, at
M(e) er en nulmengde. For & > 0 kan M(g) altsd overdskkes med
en felge af &bne intervaller med samlet lmngde < . Da M(g) er
kompakt ifelge s®tning 15.4%.2, vil endelig mange af interval-
lerne i felgen dwzkke M(e), og M(e) er derfor en Riemann nulmsngde
og T sé@ledes integrabel ifslge satning 15.46.1. Dermed er s®mt-
ning 15.46.,2 bevist.

15.47. Det er klart, at smtningerne om regning med Riemann-
integrable funktioner fglger ganske umiddelbart af sstning
15.46,2. Fordelen ved denne setning er, at betingelsen udelukken-
de angdr msngden af diskontinuitetspunkter, medens diskontinui-
teternes art er uden betydning.

Vi vil nu betragte gennemgangen af mdl- og integralteorien
som afsluttet. Vi vil dog ganske kort omtale endnu et generellere
integralbegreb, som gspiller en betydelig rolle i anvendelserne.

15.48. Iad ¢:T™ ind i R vere en additiv intervalfunktion.

En sddan kaldes positiv, hvis ¢(T) > 0 for ethvert T € ", Den

kaldes fuldstendig additiv, hvis det for T = ’l‘1 U T2 U css, hvor

T, samt hvert Tv tilherer Tn, og hvor m=ngderne Tv er disjunkte
2 og 2, altid gmlder, at ¢(T) = ¢(T1) + ¢(T2) +.0s o Ved en

fuldstendig additiv integralfunktion forstir vi en intervalfunktion

¢, der kan skrives pa formen ¢ = 94—y, hvor ¢, 08 ¢, er fuld-
stendig additive, positive intervalfunktioner.

Lad nu a:1" ind i R vere en fuldstendig additiv interval-
funktion, og lad ¢:R"™ ind i R vere en trappefunktion. Vi kan da

danne det sakaldte Stieltjes—integral
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D

Jra= " v o ),
k=1

hvor Zy1,...,yp} er verdimsngden for ¢, Dette er ganske analogt

med definitionen 15.18.1. Her gmlder sjensynligt regnereglerne

/(01 go1+02<p2)doc = 01/ go1doc + 02/g02doc

/(pd(c1oc1+ozoc2) = 01/godoc1 + 02f¢ doc2.
Derimod har sstning 15.20.1 ikke en umiddelbar generalisation

til Stieltjes integraler.
Den i 15.22 og folgende afsnit omtalte udvidelse af inte-
gralbegrebet kan uden videre overforeg til Stieltjes—integralet,

hvis vi blot forudsmtter, at intervalfunktionen o gpecielt er

positiv, Nedre og ovre Riemann~Stieltieg integral af en begrenset

funktion £:R" ind i R med begrenset stette defineres ved

N
Hy
R 4

/fda = sup{j&da]@ e ™ A o <

—
—

/;da

Hvis verdierne af de to integraler stemmer overens, betegnes den

£].

il

inf{/godoc,go ETH AP

14

f®lles verdi med /fda, og den kaldes integralet af f med hensyn

til o

Hvis oy 08 a, er positive intervalfunktioner, har vi

/fd(oa1+oc2) :[fdoc1 t /fdocz,

og analogt for evre integral, Vi skal ikke opholde og ved beviset.
Bortset fra fenit 15.27 og setning 15.30.2 vil afsnittene
15.22=15.%2 uden videre kunne overferes til Stieltjes integra-

lerne. Vi m& her tale om Riemann'sk nulfunktion med hensyn til o
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og om mmngder, som er Riemann-mdlelige med hensyn til o, Derimod
er de 1 15.3%~15.35 omtalte resultater neétop karakteristiske for
Riemann~integralet.

Definitionerne af oversum og undersum i 15,37 overferes
uden videre for « positiv, men vi md nu betegne dem s(f,q,P) og
S(f,a,P), Tilsvarende indferes o(f,o,P), som har interesse, og-
s& ndr o ikke er positiv. I alle tre summer erstattes m(Ik) selv-

folgelig med of Ik) .

Vi kunne nu definere et Riemann~Stieltjes~integral wved

ffd = lin o (f,a,P),
T P—->Poo

hvor granseovergangen foretages pad P(I). Det viser sig, at dette
integral eksisterer, hvis og kun hvis der findes en fremstilling
Q= 0y=0lyy hvor o, Of O, er fuldstendig additive, positive inter-
valfunktioner, og hvor f er integrabel over I med hensyn til sé-

vel Oty SOM O, Hvis betingelsen er opfyldt, gwlder netop

'/ fda = ‘/ fdoc1 - ‘/ fdaz,
I I I

hvor integralerne pd hejre side er defineret ved hjelp af trappe-
funktioner. Beviset for dette resultat er ikke helt simpelt, men
vi vil ikke opholde os ved det. For positivt o kan overvejelser-
ne i 15,37 og 15.38 umiddelbart overfores, Derimod beror vort be-—
vis for smtning 15.%9.1 afgerende pd sammenhsngen mellem interval-
lengde og mdlet i Rn, og s=itningen lader sig i den foreliggende
form ikke umiddelbart generalisere til Riemann-~-Stieltjes-~integra-
ler.

De sidste afsnit af Riemann-integralets teori overfores
uden vanskelighed til Riemann~Stieltjes-integralet, ndr ¢ er po-

sitiv., Derimod m& vi selvfelgelig tale om nulmsngde med hengyn til

Xo



15.49, Vi vil vise endnu nogle setninger, som opretter

kontakt mellem Riemann-Stieltjes-integraler og mere velkendte

begreber,

15.49,1, Sewtning. Lad a:P" ind i R vere en fuldstmndig
additiv intervalfunktion, og lad f,g:R™ ind i R vere funktio-
ner, som er Riemahnkintegrable med hensyn til o, Da er f Rie-

mann-integrabel méd hensyn til den ved
B(T) = /gdoc
I

definerede fuldstzndig additive intervalfunktioner, Endvidere

/fdﬁ - /fgda.

Bevis, Vi kan antage, at o er positiv, da vi ellers skri-

er

Ver o = 0y=0n, hvor oy 08 O, er positive., Tilsvarende kan vi
skrive g som differens mellem positive funktioner, som er Rie-
mann-integrable med hensyn til o, og det er derfor nok at vise
setningen, ndr badde o og f er positive.

Lad ¢ £ £ vawre en trappefunktion. Hvis {y1,...,yp} er ver-

dimsengden for ¢, har vi

D D
/<pdﬁ = Z v Ble Z yk/ _,  glas
k=1 k=1 o ()
b
Z/ gdo = /(pgdoc < /fgdoa.
=1 (yk

Tilsvarende fas for en trappefunktion y 2 f, at

/sl/dﬁ =f<//gdoc > /fgdoc.
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Iad nu I vare et interval, der indeholder stotten for g, Vi

far da

0 < [wdﬁ - f@dﬁ - /(sﬂw)gdag f(w—so)da supg(T).

For € > O kan vi derfor veelge ¢ < f og ¢ 2 &, sdledes at denne

differens er { e. Men det betyder netop, at f er Riemann~inte-

grabel med hensyn til g8, og at integralet har den angivne verdi.
15.49.2, Sstning., Lad (gn) vere en begrenset punktfelge i XY,

og lad Eyh vere en absolut konvergent rskke. Lad a:Tn ind 1 R

(0 = )y,

§n€T

vere den ved

definerede fuldstendig additive interval. Enhver begrsnset funk-

tion f:R"™ ind i R er Riemann-integrabel med hensyn til «, 0g

ffda = ii yhf(gn).

n=1
Bevis., Lad I vare et interval, der indeholder folgen (§n),
og lad Pn vaere en partition af I, der blandt andet omfatter de n

delintervaller, . der hver bestédr af et enkelt af punkter-

NE Xijyeee,X 0 V1 har da

n "
E: 7 (%) + EE: yinf £(I) & s(f,a,P)) <
k=1 k=n+1

n o0
S(f,a,P) < Z v E(E) + Z y, sup £(I),
=1 k=n+1

og da de 2 restsummer konvergerer mod O for n- o, felger s=t-

ningen umiddelbart.

15.50, Stieltjes~integraler benyttes 1 anvendelserne i fy-
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sik, idet intervalfunktionen f,eks. kan angive masse eller elek-

tricitetsmengde i det pag:ldende interval,

Hvis o i s®tning 15.49.1 er Riemann-mdlet, fér vi

5 (1) =/ 2(x)dx; ffcm = [£(x)e(x)dx,
T

og hvis g her er masse (elektricitetsmengde) bliver g massefylde
(elektricitetstesthed). I fysikken vil man mede masse og elektri-
citet fordelt pa flader eller koncentreret i isolerede punkter,
og fordelen ved Stieltjes-integralet er, at man far mulighed for
at opstille formler, der omfatter disse forskellige former for
fordelinger under et.

I sandsynlighedsregningen spiller Stieltjes-integraler en
stor rolle, idet sandsynligheder netop er fuldstsndig additive,
positive intervalfunktioner.

Lebesgue's integralteori er et mere hensigtsmessigt grund-
lag for en teori for Stieltjes ~integraler, og vi skal derfor ik-

ke udfere teorien for Riemann-Stieltjes integraler mere detalje-

ret.
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Lette opgaver.

Angiv en afbildning ¢:T" ind i R, som opfylder 1), 3) og

4) i swmtning 15.8.71, men ikke 2).

Samme problem, men sdledes at det er 3), der ikke er op-

fyldt.

Vis, at swmtning 15.8,1 gxlder usndret, hvis betingelse 1)

ergstattes med folgendes

K € R va € 2(|p(a)| < X m(a)).

En intervalfunktion ¢ pd delintervallerne af R defineres
ved
¢ (I)=0, hvis endepunkterne af I begge er rationale el-
ler begge er irrationale,
¢ (I)=1, hvis venstre endepunkt af I er irrationalt,
medens hojre endepunkt er rationalt.
¢ (I)=-1,hvis venstre endepunkt er rationalt, medens
hejre endepunkt er irrationalt.
Vis, at ¢ tilfredsstiller betingelsen 2% 4 swtning 15.10.17.,
Underseg, om ¢ er et specielt tilfmlde af et i 15.11 anfert
eksempel, Vis, at den additive intervalfunktion, der fas

ved udvidelse af ¢, ikke er begramnset pd trappemsngder pi

[0,1].

En additiv intervalfunktion ¢ tilfredsstiller ¢(I):O for et—

hvert abent interval I. Vis, at ¢ er identisk O.

Underseg, om der gzlder distributive love for regneoperatio—

nerne v og A.

En funktion f£:[0,1] ind i R er defineret ved, at f(x) = O,
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hvis x er irrational, men f(x) = 1, hvis x er rational, Vis,
at f ikke er Riemann-integrabel, og bestem nedre og ovre

integral af f.

En funktion f:[0,1] ind i R er defineret ved, at f(x) = O,
hvis x er irrational, men f(x) = q"1, hvis x er den uforkor-

telige brek p/q.

Vis, at £ er en Riemann'sk nulfunktion.

Afbildningen £:2% ind i R er defineret ved
f(x) = sin(x1+X2) for x € [O,m]x[0,7]

f(x) = 0 ellers,

Udregn /f ved hjelp af setning 15.27.1.

Afbildningen £:8% ind i R er defineret ved
2 2 ;
£(x) =1 - x] = x5 for [x,[+[x,] <1

f(x) = 0 ellers.
Udregn /f.

Idet f:[a,b] ind i R 2r en Riemann~integrabel funktion, har

definitionen

F&)zﬁmeu

a

mening, Vis, at F er differentiabel i kontinuitetspunkterne

for f, og at DF(x) = f(x) i sddanne punkter,

Lad ¢:[O,2w{ ind i R v=re en Riemann-integrabel funktion.

Lad a og b vere positive tal, og lad A ¢ R2 vere cirkelrin—

gen
2 2 2 2
A=fx | a < x7+ x5 <P

En afbildning f:A ind i R defineres ved
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13.

14.

15,

16.

17,

18.

f(r cos ®, r sin @) = ¢(®) for r > O.

Vis, at f er Riemann-integrabel over A, og at
2

T
f £(x)dx = (p°~a?) / o(6)de.
A 0

Lad I vere et interval med positivt mdl, og lad f:I ind i R
vere en kontinuert afbildning, som ikke er konstant pd I.

Vis de skarpe uligheder

m(I)inf £(I) < /lf(g)dg < m(I)sup £(I).
I

Bestem det 3~dimensionale mél af den konvekse punktmengde
2 2 2

— X N z

A=fx | () + (5 + () <11,

hvor a, b og ¢ er positive tal.

Tad A ¢ R® og B c RP vere Riemann-mdlelige punktmengder. Vis,

at A x B c P er Riemann-malelig, og at

n* P4 x B) = o (A)nP(B).

Bevis direkte ved anvendelse af ligelig kontinuitet, at en
kontinuert funktion pad et afsluttet interval er Riemann~

integrabel over dette interval,

Bevis direkte, at en monoton funktion pd et interval pad R

er Riemann~integrabel over dette interval.

For n € N definerer vi fn:[0,1] ind 1 R ved

£, (x) = nox (1470,
Vis, at (fn) gar punktvis, men ikke ligeligt mod O pad [0,1],
1
og at [ fn(x)dx ikke gdr mod O.
0
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Angiv en ensartet begrsnset folge af Riemann-integrable
funktioner, som pa et interval konvergerer punktvis mod en

gransefunktion, der ikke er Riemann~integrabel.

Lad ¢xTn ind i R vere en additiv intervalfunktion, som vi
antager er begrenset. Vi definerer nu 2 nye intervalfunktio-
ner, idet vi for enhver trappemsngde T swtter

g, (T) = supfo(8) | 8 2 A8 g1,

o(T) = supf~o(8) | S € oA gl
Vis, at ¢1 og ¢2 er additive og positive intervalfunktioner,
og at ¢ = ¢~ Vis desuden, at g, 08 ¢, er fuldstendig

additive, hvis ¢ er det.

Bevis, at
n
. 1
1im —_— = log 2.
n~+«:}: n+p
p=1
For y € R" og en Riemann-integrabel funktion f£:R" ind i R
setter vi
A(z{_) = ]-'-Do’y1] X soe X]’"w,yn]
o8

P(x) =,/ f(x)dx.
A(y)
Idet y er et kontinuitetspunkt for f, skal det vises, at

D ...D,F(y) = £(x).

Tad £:R" ind i R og g:RP ind 1 R vere Riemann-integrable
funktioner. Vis, at den wved

hix;y) = £(x)ely)

definerede funktion h:R™™P ind i R er Riemann~integrabel, og

at
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foefe o
24, For x € R™ vil vi benytte betegnelserne
A(.).I_) = ]"°°7X1.]><--'><]"°°3Xn]; B(K) = [X1 3°°[><'*'X[Xn9°° [‘

Lad f,g:R" ind i R vere Riemann-integrable funktioner,

Vis relationen

/’(f(zc_)/A(ﬁ)g(z)dxdzs = /(g(zc_fB(zg) £(y)ay)ax.

Vis, at denne relation er en generalisation af reglen om delt

integration.

25. Bestem det n-dimensionale mdl af punktmengden

(2 10 <my $xp & enn <y <Y

Vanskeligere opgaver.

26, Udregn mdlet af enhedskuglen i R,

27. Ved en stykkevis konstant funktion pa R™ vil vi forstd en
funktion ¢, som 1) har begrsnset stette, 2) kun antager en—
delig mange vsrdier YiseeesVys 08 3) for hver af disse til-
fredsstiller, at ¢—1(yk) er Riemann-m&lelig. Vis, at ¢ er

Riemann~integrabel, og at
n

/QD = Z 7 mlo™ (7).

k=1
Idet @ betegner msngden af stykkevis konstante funktioner,
skal det vises, at det for enhver begrsnset funktion £: R

ind 1 R med begrsnset stette gelder, at

[f=supi/¢ |l o€ @ ng T,

samt en analog relation for det svre integral,
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28. Tad £:R° ind i R vere en Riemann-integrabel funktion, hvis

stotte er givet ved
{(rcoso, rsine) a0l prgle)lrolo)l,
hvor @1,¢2:[a,ﬁ] ind i R er kontinuerte og O < pi(@) < o (0)

for ethvert ® € [a,p8]. Vis, at

/f = [ﬁ (f¢2(®)f(r cos ® r sin @)r dr)de.
o @1(@)

Benyt opgave 27.

29. Beregn det 3-dimensionale mdl af punktmengden
2 2
(G3,2) | 220 40¢ 226y - (Pay®)71.

Benyt opgave 28.

30, Beregn det 2~dimensionale mal af punktmengden
{(x,y) | x 20Ay 20 /\,X3 + y3 - 3xy £ 04,

Benyt opgave 28.

31. Beregn det 2-dimensionale m&l af den begrmnsede punktmsngde,

der som rand har kurven

{(z,y) | 30 € R(x = cos’® Ay = sin3®)}a

%32. Lad ¢:[0,1] ind i ]0,w[vere en kontinuert funktion, og lad
£:[0,1] ind i [0,e[ ve®re en Riemann-integrabel funktion.

Vis, at den ved

/1O(X)dx
0

definerede afbildning ¢:R \ {0} ind i [0, [ er en voksende

funktion. Benyt smtningerne fra kapitel 12 om middeltal.
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34‘

35.

Tad f,g:R" ind i [0,«[ vere Riemann-integrable funktioner.

Bevis Schwarz' ulighed

(=f s 7

Udregn det 3-dimensionale mdl af punktmengden

2 2 2, 2 2
Z

{(x,y,2) | x°+ <a” A yT+z" L aty,

idet a er et positivt tal.

Vis, at der pd et vilkérligt begrenset, adbent interval

la,b[ c R eksisterer en differentiabel funktion ¢:la,b[ ind

i R, som tilfredsstiller ulighederne
lo(x)| < (x=2)%; [p(x)] < (b-x

medens D¢(X) for ethvert h > 0 antager verdierne +1 og -1 hver

)2

]

uendelig mange gange i hvert af intervallerne ]a,a+h[ og
Ib-h,b[. Byg f.eks. ¢(x) sammen af funktionerne (X—a)gsin(x—a)~
i den venstre ende af intervallet, (b—-x)‘Zs:i,lrl(b--;sc)"1 i heojre
ende af intervallet, samt en konstant i den midterste del af
intervallet,

Lad O ¢ [0,1] vere en overalt tm=t &ben mengde, Den er
foreningsmengde af disjunkte &bne intervaller Ij’ jed,
hvor J er endelig eller numerabel. Afbildninger ¢j:Ij ind i
R konstrueres som i opgavens forste sporgsmdl., Vi sztter nu
f(x) = ¢j(x) pd hvert Ij og £(x) = 0 ellers. Vis, at den sé-
ledes konstruerede afbildning f:R ind i R er differentiabel,
men at Df har oscillation > 1 i alle punkter af mengden
[0,1] \ o.

Konstruer en funktion f:R ind i R, som er begrsnset,

har begrenset stotte og er differentiabel med en differen-

tialkvotient, som ikke er Riemann-integrabel,
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Hvis x2sinx=2 benyttes i konstruktionen i stedet for
nginx~1, vil denne stadig give en overalt differentiabel
funktion, men dennes differentialkvotient vil ikke engang

vere  begrenset i omegnen af [0,1] \ O.

Eksemplerne i denne opgave illustrerer vanskeligheden

ved lgsning af stamfunktionproblemet.,

Med ¢ :R ind i [0,1] vil vi betegne den voksende funktion,

som er fastlagt ved, at ¢(]-w=,0[) = 0, ¢o(]1,=[) = 0, medens

(13,50 = 1,

??( 5 9 ‘32-2[> = '12"23 @“%2: %2[) = %2:

—
Wi—

0%, 5D =4 oL, 8D =4, o142 , 82D = 3,

e, 8D =14,
0.8.v. Svarende til ¢ konstruerer vi en intervalfunktion «,
idet vi for et interval I med endepunkter x og y satter
aI) = aly) - alx). Funktionen o bliver positiv og fuldstsn—
dig additiv. For et interval I, der er udartet til et punkt,
bliver o(I) = O, Desuden er o(I) = 0 for ethvert interval

udenfor ]0,1[ samt for delintervaller af 10,1[ med samlet

lsngde 1. En intervalfunktion med de her omtalte egenskaber

kaldes gingulsr.
Udregn /bos omx da(x).

Definitionen af singulsr intervalfunktion kan uden |
vanskelighed overfores til R, For n > 1 er det langt letteré
at angive eksempler pa singulsre, additive intervalfunktio-
ner., Prov f.eks. at udnytte begrebet buelmngde til konstruk-

tion af et eksempel.
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Harmonisk analyse.,

17.1. Bn funktion f:[a,b] ind 1 C kaldes stykkevis kon-

tinuert differentiabel, nadr der eksisterer en inddeling

fa = Xo <Xy < wen < Xy = b}, og funktioner fv:[xv—1’xv} ind i
&, hvor £ har kontinuert differentialkvotient, og fv(x) = £(x)
for x € ]xv_1,xv[, En funktion pa et uendeligt interval kaldes
stykkevis kontinuert differentiabel, nadr den er stykkevis kon-
tinuert differentiabel pa ethvert afsluttet, begraznset delinter-
val. Vi vil betegne mangden af stykkevis kontinuert differenti-

able funktioner pé et interval I med C'(I). To funktioner

f,g € 8'[a,b]) kaldes i det vasentlige identiske, ndr f£(x) = g(x)

gelder for x € [a,b] undtagen i endelig mange punkter, og vi
skriver da £ = g. Hvis I er et uendeligt interval, benyttes

f £ g, nidr denne relation gelder for indskrenkningerne til et
endeligt delinterval.

Funktionsmengden @'(I) er med d e sadvanlige regneoperationer
en ring. Et produkt af 2 funktioner fra C'(I) kan blive nul, selv
om ingen af funktionerne er i det va@sentlige identisk med nul-
funktionen. Division i &'(I) er kun mulig, nar divisor f til-
fredsstiller |£(x)]| > kffor alle x.

Relationen = er en skvivalensrelation, som giver anledning
til en inddeling af C'(I) i klasser af funktioner, som er i det
vesentlige identiske, Alle funktioner 1 samme klasse har samme

Riemann-integral. For f,g € C'([a,b]) gzlder det, at
b
. b 'y V29
g L{I (x)-g(x)]ax %{ ‘éi gac)) de

Det er nemlig indlysende, at f = g medfgrer, at de to integraler
bliver O, Hvis f = g ikke er opfyldt, findes der et x € [a,b],
hvor f og g er kontinuerte, og [f(x)-g(x)| = k > O. Vi kan da af-
grense et interval, i hvilket |f(x)-g(x)| > %, og deraf fglger,

at de to integraler begge bliver positive.
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/// 172, Svarende til en funktion f € C'([a,b]) indfgrer vi

(

\ ger af ], ind i C. Definitionerne er

—

e

dens Fourier-transformerede Ef, Cf og Sf, som alle er afbildnin

a

(> cr(y) = /b f(x)cosxy dx; Sf(y) = /bf(x)sinxy dx,
a a
\

0og vi har derfor relationerne

cf(y) + i sf(y); Ef(-y) = Cf(y) - 1 Sf(y)
$(f(y) + BE(-y));80(y) = s (BE(y) - BE(-¥)).

Ef(y)
cf(y)

Hvis f specielt er en reel funktion, bliver Cf og Sf real- og

i

i

imaginzrdel af RBf, og Ef(-y) bliver kompleks konjugeret til
Ef(y). De tre Fouriertransformerede af f benzvnes den ek sponen—
tialtransformerede, den cosinustransformerede og den sinustrans-

formerede af f. Vi har

e ”/—#—\\_\_/—’

17.24.7. Setning., Funktionerne Ef, Cf og Sf har gransevar—
} di O for y - « 0g for y - =—w.

Bevis, Vi har en inddeling {a = x < X, < ... < X = b},sd-

ledes at £ pd intervallet ]Xv—ﬂ’xv[ stemmer overens med en funk-
tion fv:{xv—ﬂ’xv] ind i ¢ med kontinuert differentialkvotient.

Vi har altsa

b ; I X ix
/ £(x) P gy - ;ﬁ i v fU(X> XY ax
la Loy =1

/ A . )
yog for y $ O tillige ved delt integration

X .
6? / Ve (x) XY gy -
X v

v =i
) ix ¥. ix v < ixy
=\ T - v - 1
\ 1y< v(xv) e fv(xv—1> e / v £1(x) e ax \\

REVES
7 hvilket viser, at BEf(y) er en sum af n led, der alle har grensc= ;
o
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KZ@Pdi O for y » » og for y - w»:////

e g

17.3. Riemann-integraler over uendelige intervaller define-

res pa indlysende made som granseverdier

Lﬁaf(x)dx = %if /Bf(x)dx

/ﬁ f(x)dx = 1lim Af f(x)dx,

As=ca

og

[:j r(x)dx = A%éfm [%A?(X)dx = [iwf(X)dx + Lj £(x)dx.

Det er let at se, at eksistens af begge integralerne i det sidste
udtryk medfgrer eksistens af grensevardien i det midterste ud-
tryk., Tilsvarende défineres for en Riemann-integrabel funktion

f:la,b[ ind i &, idet h og k er positive tal:

b b-k
[ f(x)dx = 1lim / £(x)dx.
a (h,k)-0 / a+h

De s&ledes indfgrte gransevaerdier for Riemann—integréler kaldes
uegentlige Riemann-integraler.

Vi bemzrker, at det er umiddelbart at eftervise, at konti-
nuerte, monotone substitutioner i uegentlige integraler er til-
ladelige. En sa&dan substitution overfgrer undertiden et unegent-
ligt integral i et egentligt, og subgﬁtutionen er da bevis for

det uegentlige integrals eksistens. S&ledes vil det uegentlige

/1 ax
-1 -x)

ved den kontinuerte, monotone funktion x = sin u overfgres i

integral

I
2

/ du = 7.
T
2
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Vi kan ogsd betragte uegentlige integraler over en punkt-
mengde [a,b] \ {c}], hvor ¢ € J]a,b[, idet vi definerer integralet
over denne punktmangde som summen af integralerne over [a,c[ og
]c,b}g For integralet anvendes ogsad i dette tilfmlde en beteg-
nelse b

/ £(x)dx.
a

Det er nu klart, hvorledes integralet defineres, hvis intervallet

indeholder flere undtagelsespunkter.

interval-

o

174 Vi siger, at £(x) er absolut integrabel p

let [a ’oo[ safremt BEOE I . e MAC =

eksisterer. Ved hjzlp af det almindelige konvergensprincip far

atn
man da, at fglgen </ f(X>dX> er konvergent, og dette medfgrer

la
eksistens af

/w f(x)dx

a

og dermed tillige af

Ef(y) = /Nf(x) eixydx,

oo

cf(y) = /

f(x)cos xy dx, Sf(y) = [ f(x)sin xy ax,
a

a

sédledes at vi for absolut integrable funktioner har Fouriertrans-
formerede ogséd over uendelige intervaller. For £ > O kan vi be~-

stemme B siledes at
e €
[B | £(x)]dx g 5

og hvis f(x) er stykkevis differentiabel, kan vi bestemme K, s&-

ledes at |y| > K medfgrer



AN
N,
-

/B:f(x) o1 EY gy I

og for |y| » K har vi da

[u’f(x) et *Vax

B .
/ £(x) e *Vax
a

a

+ [ |£(x)]dx < &,
B -

<

og vi har saledes vist, at EFf(y) ogs& i dette tilfzlde gir mod O,
nadr y gar mod « eller =, Tilsvarende for Cf(y) og Sf(y), samt
for andre uendelige eller abne intervaller,

17.5. Idet vi for £ > O bestemmer B, sdledes at

/w |£(x)|dx < €,
B

har vi

oo . D N
/ £(x) e *ax - / (x) et™ax < €
a a

for b > B og alle y. Integralet konvergerer altsid ligeligt i y,
og vi kan slutte, at Ef er kontinuert ogsad nar intervallet er
uendeligt. Tilsvarende for Cf og Sf, samt for andre uendelige

eller abne intervaller.

Lad 8"(I) vere mezngden af stykkevis kontinuert differen-
tiable, absolut integrable, komplekse funktioner p& intervallet
I, og 1ad C(R,C) vere mengden af kontinuerte afbildninger F:R
ind 1 8. Vi har afbildningen E:8"(I) ind i &(R,C), og tilsva-
rende for C og S.

Mzngden C"(I) er organiseret som et vektorrum. Tilsvarende
er C(R,0) et vektorrum. Det er klart, at afbildningerne E, C

og 8 er linesre (homomorfier), siledes at
Elaf + ﬁg) = qEf + pEg,

og analogt for C og S.
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17.6. En funktion p& intervallet I kan udvides til en
funktion pd R, idet vi giver den verdien O i alle x ¢ I. Vi
far derefter samme verdi for de Fouriertransformerede ved inte—
gration over I som Ved»integration over R. Vi vil udnytte
denne kendsgerning p& den made, at vi altid vil bruge integra-
tionsgrenserne - 08 +w, hvilket sparer en del skriveri,

17.7« Det er nu interessant, at det i det store og hele la-
der sig ggre at bestemme en funktion ud fra dens PFouriertrans-
formerede, idet en t ransformation, der minder meget om selve Fou-
riertransformationen fg¢rer den Fouriertransformerede tilbage
til den oprindelige funktion. Der kan dog ikke vare tale om nogen
fuldstendig symmetri. Vi kraevede Jjo, at f var stykkevis dif-
ferentiabel og absolut integrabel, men den Fouriertransformerede
blev kontinuert under alle omstzndigheder. Derimod kan vi ikke
stole pa, at den bliver absolut integrabel.

Vi danner som szdvanlig

e e T
0 Ee(y) = [ £(x) elxydx:ﬂ\l%
ﬁg vi far da ‘\

A . A . B
2 [ Ef(y) e t*ay =l/ (/ £(z) e ®Vaz) e MVay
N N

N

\
\

\> = /‘i‘j (/oo £(z) ei(z_x)ydz) dy.

bt~

/get inderste integral er defineret som en grenseverdi, men da

f denne eksisterer ligeligt i y, kan grenseovergangen ombyttes med

integrationen med hensyn til y, og derefter kan integrationerne

| s s e
\ ombyttes, s8& vi far

. /fAEf(Y) e Vay =./jif(z)</fAei(z“X)ydy> Az = g}ﬂ
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o) [ [

2 / £(z) Sin éiﬁlﬁl az.

T—

T—

Vi substituerer nu z = x + u 1 det sidste integral, hv11k;;f>

giver A
I =A - o0

17.8. Idet vi ¢nsker at udregne /,néiﬂ_éﬁ du = 2 / sin Au gy,
0

u u-

oy

vil vi studere udtrykket
/
¥gin X _~x
/ p(y) = / ¢ Vax, y » o.
/o

For O ¢ a ¢ b fglger af den anden middelvardisztning for Riemann-

Stieltjes integraler, at der eksisterer et tal £ € la,bl, s&-

ledes at _wosenda
b . - b f _ /MWUM—/
/ sin X ~X¥5. _ / 2 6™Y oogx <
a X \"x X -
_ b
-~ ~ay d cog x - 1 e by d cos x =
(1) — e b
a a §

1 ey (cos a = cos &) + %

-b
= e "Y(cos & ~ cos b),

hvilket ved grov vurdering giver

b
/ sin X Xydx{ ¢k ’ Q\\\\
N X 2 a

/ og heraf fglger, at udtrykket for ¢(y) er et llgel_g konvergent

~—.

~_

uegentllgt 1ntegra1, og ¢(y) er derfor kontinuert for y > O.

LZ;//’/??‘9. Funktlonen T e

g (y) = éie—xy sin x dx, y > O

~.

———— T —

ekaisterer for y 2 h > 0 som ligelig konvergent uegentligt inte-

gral, idet vi for O < a < b har

b - b
/ e Xy’sin X dx, / e Xydx =
a ‘ iz

cay ~by

LN
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\ hvilket giver

b .
/ e xy gin x dx
a

1
()og for ¢ > 0, vil dette udtryk vere < g, safremt \\\\\\\

~1lo (he . A1t er y(y) %***$$ﬁ#*ﬁﬁ% og for O < v, < ¥,

har v
b
y -
2 y(y)ay = / 2 (1im / e Y gin x ax) dy =
lim j%; ; Yo -x
sin x dx) dy = Y oo
[ 37 / ﬁj([ e sin x dy) dx
1 ¥y
-—xy1 -Xy,
=2 sin x dx,
X

hvilke t ogs& kan skriwves
Y
[’ 2y(y) ay = oly,) = o(3,)-

AF (1) fas for b -

Fsin x _~x 2 ¢
_.....;;—..: e y ax < —_— dy »
q X = 4a

altsé&, idet integranden har numerisk verdi < 1

|¢(y)l g a + % e—ay .

Sstter vi her a —\/yL ser vi, at ¢(y) = O for y - «. Derfor
giver (2) for Vo >0 08 Y, =¥

(3) o(y) = /m y(t)at. o -
R N‘\y\\\\h///‘//‘ \ :’ d
17.10, Nu far vi ved direkte regning for y > O

v(y) = / e gin x dx = Im / e XY 1% gx =
0 0

o . (i-y)x | *
Im (i-y)xq, - R = -
; ﬁ) ” ax = In 1=y x=0 tm y-1 7

idet

11 ¥)x) | myx

hvilket gar mod O for X —» . Heraf fas
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v(y) =
y

og derefter ved (3)

1

3

2

MA 17.9.

- Arctg y,

og heraf fglger umiddelbart det endelige resultat
/T for A

(L) [ elnds gy
0 U

*dt
o(y) = / vl Z
v 1+
hvilket sluttelig giver
g 0:: ms:i.n Au _ 71
(?())fo === du = 7,

)
:,5 O for A

r A

>

<

T T —
17 11. Vi vender nu 3 bag e tll det 1 17.7. betragtpde 1nte—

_ 2 /f}(
o

0

X+ )

f(x+u)

* [

sin Au au. ///

sin Au

e UL
1 3

gral
A _
[ Ef(y) e %Y ay = n
A
Idet f(x+) betegner gransevaerdien fra hgjre, har vi ifglge (L)
fx+) =

sa vi for et vilkarligt fast valgt a > O kan skrive /

SN

)

b gin Au g
/:O f’(x+u) - du - f<X+) = /

o Jin

/ £(xtu) sin Au du + 2 £(x+) [
a u m

u

[afﬁﬂﬂ-ﬂxﬂ
0

a

[ (2ern) - £(xs)) 83048 4y
o)

sin Au du +

sin Au
== du,

N

og her gar de to fgrste integraler mod O for A - « ifglge resul—

tatet 1 17,4., idet forste faktor i integranden er absolut inte-

grabel og stykkevis differentiabel.

Integralet 1 det sidste ud-

tryk gar ogsd mod O for A - «, idet det er lig med

/aA

sin u

u

du,
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og dermed har vi vist, at

£(x+) = lim 2 / £(xtu) SHOAD gy,

Ao o JO
\

Tilsvarende vises

0 :
f(x-) = 1lim 2 / f(x+u) §&§,§E du.
A——)oo'n‘ ~00

Ved addition og division med 2 fés
A —_ i
L o(e(x+) + £(x-)) = lim _1 / Ef(y) e % ay, |
A5 2’]T —A

og i et kontinuitetspunkt for f(x) bliver granseverdien altsi )

netop f(x). -
S —

"

~——"Vi har ikke bevist, at Ef(y) o TiXY er integrabel over
]—m,%x[, og det vil heller ikke altid vsre tilfgldet. Hvis Ef
€ G"(J=e,e0[), kan vi jo danne BEf, og resultatet siger da, si-
fremt £ tillige er kontinuert, at
£(-x) = 5= BE(x).
Hvis £(x) er en lige funktion, altsd f(-x) = f(x), far vi

1 = i 0 ix
£(x) et*Y ax = [ £(x) e* ax + / (x) Y ax,

mey) = [~ A

[ele]

oo

og idet vi 1 det sidste integral substituerer -x for x

EL@r) = / flx) e ax + / £(x) e¥V ay = 2 / f(x) cos xy dx,
0 0 0]
hvilket viser, at Ef = Cf, og at dette igen er en lige funktion.

I dette tilfzlde fas altsd omvendingsformlen

1
£(x) = o= ccr(x) .
Da funktionen er lige, er det rimeligt kun at integrere
over [0,o[, og da enhver funktion p& [O,~| kan udvides til en

lige funktion P& J—we,eel[, FAr vi omvendingsformlen

. 2 o
f =~ Cof péd [O,[,

og tilsvarende
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£ =;%,’ 88T pa [0,ef.
17.12. Eksempel. For
1 for 0 < x <1
f(X) = { =
0 for x > 1
fas 1
ct(y) = [£(x)cos xy ox = [ cos xy ax - B,
‘ 10 y
0
og omvendingsformlen giver derfor /
g— for Og x <
CCf(x) = / sln y c08 Mgy = /T for x = 4
0 y L
ip for x> 1 ,

s&ledes som det ogsd (forholdsvis!?) let udledes direkte.
I pegyndelsen af 17.10 fandt vi resultatet

/ e Y gin x dx = ——15— .

0 1+y
Idet vi satter y = % og substituerer x = ut, fa&r vi for u > O
w t 2
u / e gin ut dt = —2 5
0 1+

. ~X :
som viser at f(x) = e = har den sinustransformerede

Sf(y) = ""Y""é' ’

1+y
s& omvendingsformlen glver

/"";.r___s_i,%&dyzge-}g x > 0.
0 14y

17.13, Omvendingsformlerne viser, at afbildningerne (opera-

torerne) B, C og S er i det vasentlige bijektive 1 den forstand,

at Ef = Eg medfgrer f £ g. Betragtede som afbildninger af
mengden af klasser af funktioner, der er i1 det vesentlige ens,
er E, C og S isomorfier. Nu er 1 hvert fald de begrznsede funk-
tioner i (J=ee,w[) tillige organiserede ved det s@dvanlige pro-
dukt, men rent umiddelbart forekommer det ikke serlig fristende

at studere operatorernes virkning pa et produkt.
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Nu kan man for de begrznsede, absolut integrable funktio-
ner i C']-w,eo[) indfgre endnu en kompositionssregel, foldning
aff to funktioner f og g. Foldningen aff og g er en slags pro-
dukt og betegnes fxg. Definitionen er

(5) fag(x) = [“ F(x-t)g(t)at.

-7
For |f(x)| ¢ K overstiger integrandens numeriske verdi ik-
ke Klg(t)l, og det uegentlige integral konvergerer ligeligt i x.

Det samme gelder om

/wlf(x—t)|.|g(t)|dt,

og vi har derfor

b b, oo
/ | frg(x)]ax < / (/ [£(x-t)]|-|g(t)|dat)ax =
a a =00

o b - 0 b
/ ([ | £(x=t)|+ |g(t)]ax)dt =/ !g(t)léﬁa([ |£(x=%) | ) ¥dt

oo & =00 a

< /”munw/“wunw,

el

."'oo oo
hvilket viser, at fxg er absolut integrabel.

Hvis vi i (5) substituerer t = x-u i integralet, far vi

frg(x) = / “r(we(x-u)du = gxf(x),

og foldningen er derfor en kommutativ operation. Endvidere fas

(fug)sh(x) = [ Trwg(x-u)h(u)du =

oo

[ w(/ mf(x—tmu)g(t)h(u)dt)du.

Her er det inderste integral ligelig konvergent i bade x og u,
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og integrationsordenen kan derfor ombyttes. Heraf fg¢lger
(f2g)xh = (fxh)xg.
Ved gentagen anvendel se aff dette resultat og den kommutative
lov fas
(fxg)xh = (g«f)xh = (grh)sf = fx(gh),
hvilket viser, at foldningen er associativ.
Den distributive lov

f%(g + h) = f¥g + fxh

er en umiddelbar f¢1ge af, at integralet er linezrt.

17.14. Vi vil nu udregne den eksponentialtransformerede af

en foldning:

B(reg)(y) = [ fra(x) oY ax = F(/M £(x-t)g(t)dt) e ax =

)

[_w (/wf(x-t) (0T Lty 2P at) ax.

Her kan vi ombytte integrationerne, da integralerne er ligeligt

konvergente, og vi far da

E(f+g)(y) = [w g(t) ’é\igy([wf(x—t) 1 (ZB)Y 44y gy -

B (y) /w g(t) e*Wat = mr(y) me(y),

s& har vi relationen
E(f+g) = (EL)(Eg).

Den eksponentialtransformerede af foldningen er siledes
produktet af de eksponentialtransformerede. Vi ser, at E er en
homomorfi (for klasser af i det v@sentlige ens funktioner endds
en isomorfi) af de begrensede, absolut integrable funktioner i
C'(Jrw, 4] ) med % som kompositionsregel over pad en funktions-—
mengde med multiplikation som kompositionsregel.

17.15. Hvis K(x) og f(x) er begrznsede, absolut integrable

funktioner i C'(]—e,.[) medens A er konstant, kan vi spgrge, om
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der eksisterer en begrenset, absolut integrabel funktion

p(x) 1 C'(J-w,el), som tilfredsstiller
(6) D (x) ;}/” K(x-y)p (y)ay = £(x).

En ligning, hvor en ubekendt funktion indghr 1 en integrand,
kaldes en integralligning, og integralligninger af formen (6)
spiller en vis rolle i matematikkens anvendelser, selvom det ma
indrgmmes, at de indskrenkemle antagelser, vi har gjort vedrg-
rende K og f, som oftest ikke er opfyldt. Ligningen (6) kan

skrives
Ap = QK % ¢ = T,

og anvendelse af operatoren E pa begge sider giver
AEp - }((EK) E ¢ = Ef,

som giver
B

(7) Ep = == B’ N
hvor tallet ¥ i n®@vneren er den konstante funktion med vardi Y.
Hvis nevneren i udtrykket ikke er nul, viser regningerne, at (6)
hgjst har 1 1lgsning, og vi har desuden faet en metode til bestem-
melse af lgsningen. Det kan ikke umiddelbart sluttes af resonne-
mentet, at ligningen virkelig har lgsninger, da det f.eks. ikke
er sikkert, at udtrykket pad hgjre side i (7) er den eksponential-

transfo rmerede af en funktion med de ¢nskede egensksber,

17.16. Eksempel. For at finde en l¢sning til ligningen

p(x) - [M e 1x ¥l (y)ay = x| o I*]

sptter vi
K(x) = e Xl | £(x) = |x| o7I%

og udregner den transformerede

EK(y) = / e—lxl e*Y ax = 2/ e cos xy dx =
0]

™ oo
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2Refe"x %Y gy -
Jo

2Re —1+1y

xX=0 1

MA 17.15.

2Re/ e(—1+iy)x a
0

o]

1 _ 2
= 2Re o= = 5

=4 14y

og tilsvarende, idet der benyttes en delt integration

Ef(y) = /w | x| e—le e1® ax = 2Re /ujx e(”ﬂ“y)X dx =
_ 0
("‘1 +iy)x_ oo - 00 e(—'] +iy)x
ST A 0 0 ~1+1y
[ (—1+iy)x) 7 § -
~2 Re | ey = 2 Re = olZ¥ 5= .
(-1+iy)'_ x=0 (1-iy) (1+y7)
Altsd er
2
| - BR(y) = 1= we—im = L1
2 2] ’
1+y y +1

og (7) giver, idet A =

1y

2 2 B
Bp(y) = 2« Al Ll S
(1+y°) v -1 1+y

og ved sammenligning med det foregéende ser vi, at

p(x) = -e

-1l

og da denne funktion tilfredsstiller alle betingelser, kan vi

slutte, at vi ved indszttelse af ¢(x) i ligningens venstre side

far en funktion med samme eksponentialtransformerede som funk-

tionen p& hgjre side, altsd, at ¢(x) er en lgsning. Vi ved ogsa,

at ¢(x) er den eneste kontinuerte lgsning, som er absolut inte-

grabel og tilhgrer C'(]-

wgo0l ), men vi kan ikke udelukke eksi-

stensen af l¢sninger, som ikke tilh¢rer denne funktionsklasse.,

17.17. Svarende til et reelt tal p har vi en translation

TP:P p4 R defineret ved Tp(x) =

X + p. Som bekendt udggr disse

translationer en gruppe isomorf med de reelle tals additive grup-

e, idet T_ e T = T
Pes P a

ptq

. Til en funktion f:R ind i C svarer for
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hvert reelt p en forskudt funktion f » Tp, og for funktionsverdi-
erne galder relationen
f(x+p) = f o Tp (x).
Eksempel. Ved direkte regning féas, hvis f er absolut inte-

grabel

B(£or,)(¥) = /m £(xep) &V qp = TV f°° £(u) & qu -

éépy Ef.
For g(x) = &% par vi pa den anden side

B(fg)(y) = [N £(x) KPWE gy _ mr(pey) = (m£)om (Y),

Lad ¥ betegﬁzomﬁngden af afbildninger f:R ind i C organi-
seret ved smdvanlig addition og multiplikation. Hver afbildning
T  inducerer en afbildning TP:F ind i ¥, idet vi satter Téf):
fOTpo Det er klart, at Tp er en isomorfi med hensyn til begge
regneoperationer, og det er klart, at ogshd afbildningerne To er
organiserede som en gruppe, idet qpqu = Tp+q’ og denne gruppe
er igen isomorf med de reelle tals additive gruppe.

17.18, I det fglgende vil vi betragte klassen §' af funk-
tioner, som er stykkevis kontinuerte pd J—e,el, d.v.s. funk-
tioner f:]-w,e[, som i ethvert endeligt interva1°h¢jst har ende-
1lig mange diskontinuitetspunkter, og som i hver%gkontinuitets—
punkt har en grensevaerdl fra hgjre og en gransevaerdi fra venstre.

Det reelle tal p kaldes en periode for f € &', sAfremt f er
"i det vasentlige fikspunkt” for T altsd hvis

Tp(f); T,
Dette er ensbetydende med, at ligningen

f(x+p) = £(x) ﬁ
er opfyldt for alle reelle x, der ikke tilhgrer en vis undtagel-

sesmengde, som hgjst indeholder endelig mange reelle tal fra hvert
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endeligt interval.,
Af
Tgﬂ)éfgﬁ Tdﬁ); £
fplger umiddelbart
f = T_éfl Tos (£) = (TP°Tqu)§ f,
sd vi ser, at mengden af perioder for f er en undergruppe i de
reelle tals additive gruppe.
Det er klart, at tallet O er periode for enhver funktion.
Det er ligeledes klart, at en funktion har alle reelle tal som
perioder, hvis og kun hvis den er i det vasentlige konstant.
Hvis p ikke er periode for f, kan vi finde x € J=w,el,

o * D er kontinuitetspunkter for f og f(xo+p)

saledes at X, 08 X

+ f(xo), Vi satter ]f(xo+p)] = k.> 0, og da funktionen

f(x+p)~f(y) er kontinuert i R x R kan vi bestemme h, sdledes at
f(x+p) ¢ f£(y) for lx—xol <h, |yxl <h

hvilket viser, at intet tal i intervallet [p—%,p+g] er periode

for £ eller, anderledes udtrykt:

Masngden af perioder for f er afsluttet.

Lad os nu antage, at f har andre perioder end O, men at
ikke alle reelle tal er perioder for f. Der findes da et inter-
val I = [q,q+h], h > O, som ikke indeholder perioder for f,

Hvis et positivt tal s < h var periode for f, ville alle nh,

n hel, vaere perioder for f, men det er umuligt, da I ikke inde-
holder perioder. Altsd har f ikke vilkérligt smad, positive
perioder., Hvis P er msngden af positive perioder for f, har vi
infP = p € P, da P er afsluttet, og p er da den mindste positive
periode. Er nu q en vilkarlig periode for £, kan vi finde et
helt tal n, s&ledes at

np ¢ g < (n+1)p,
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men nu er g - np periode for £ og O $q4-np<p, og da p var

den mindste, positive periode for f, far vi g = O, Altsd omfatter
mangden af perioder for f pracis alle heltallige multipla af

det positive tal p, som kaldes den primitive periode for f.

17.19. Med G(p) vil vi betegne mengden af stykkevis konti -
nuierte funktioner med periode p, og med @'(p) vil vi betegne
mengden af stykkevis kontinuert differentiable funktioner i @(p).
Vi har altsa

C'(p) = C(p) N C'(J=eo,el).

Funkti onsklasserne @(p) og @'(p) er organiserede som line-
gre vektorrum pé& naturlig made, og desuden ved den smdvanlige
multiplikation. Division er mulig, nar divisor ikke antager
verdier vilkarlig tet ved O.

Nar vi taler om,at en funktion er periodisk, mener vi, at
den har en periode p 4 O. Konstanterne er altsi periodiske
funktioner. Regning med periodiske funktioner med O som eneste
felles periode fgrer normalt ikke til periodiske funktioner.

De periodiske funktioner udggr derfor ikke en helt naturlig
funktionsklasse, s&ddan som funktioner med en bestem periode
godr det.

En funktion £ pa& et halvabent interval [a,b[ kan udvides

til en periodisk funktion, idet

() = £ - [EE (o-a)),
hvor den firkantede parentes har samme betydning som i lzrebogen
side 201, har periode b-a og tilfredsstiller

*(x) = £(x) for x € [a,b[.
Derfor vil de resultater, vi i det fglgende skal udlede for
periodiske funktioner, ogsa kunne udnyttes for funktioner i et

begraznset interval.
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Hvis £ har periode p, og g betegnher den linemre afbildning
y = % X, vil feg vare den ved y = f(% x) definerede funktion,
og det ses, at fog har periode g. Ved hjslp af denne substi-
tution overfgres funktioner med periode p 1 funktioner med
periode q, og det vil derfor vere nok at gennemfgre de n@rmere
undersggelser for funktioner med en speciel periode, og det er
da rimeligt at valge perioden 27, fordi de mest fundamentale
periodiske funktioner er kommet til verden med netop denne
periode. Det drejer 8ig om funktionerneveix, cos x og sin x,

hvis fundamentale rolle i denne sammenhzng yderligere under-

s(x) = A+ §; (A o

0 )
A
n=1
hvor
a, = An + A—n 5 bn = 1(An - A_n),
A = 1 a_ + . b A = 1 a_ - — b
n 2 “n 21 "n ’? -n 2 “n 2i n’

fremstiller en kontinuert funktion s € C&(2¢). Ved ledvis inte-

gration ses det, at

Y =
Ay = E% [ s(x) e ™™ ax, n=0, +1, +2,...,
T
og
o = - /ﬂ‘s(x) cos nx dx, b = = / s(x) sin nx dx
n o ogr n T g ’
- -1

Vi bemsrker i denne forbindelse, at periodiciteten be-
virker, at integralernes vasrdi ikke ®ndres, nar integrations-—
intervallet erstattes med et vilkarligt andet interval af

lengde 27, en bemerkning vi ogsd vil udnytte i det fglgende.
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17.21., Lad nu f vare en vilkarlig funktion fra C(2¢). Vi

sztter nu

1" ~inx
A, = 3= f(x)e ax, -
— a7 //
//
og den dobbelt uendelige razkke /
}j A einx (
n N
N="co ’ ~

kaldes da Fourierrakken for f(x), og vi skriver

[>=3

£(%) ~ y A &M,

IN=~0co
Efter resultaterne i foregaende afsnit er det rimeligt a;\\
vente, at Fourierrszkken under visse betingelser i en eller an-

den forstand konvergerer mod f(x), eventuelt netop siledes, at det

konvergerer mod f£(x) i alle kontinuitetspunkter. D=t viser sig

dog, at dette ikke er tilfmldet for alle funktioner i &(27), ikke
engang for de overalt kontinuerte., Derimod skal vi vise, at det
for funktionerne i &'(2g) g®mlder, at Fourierrakken konvergerer
1 den nmvnte forstand.

For at wvise dette indfdrer vi funktionen

n .
_ ZZ‘ glax _ . —inx e(2n+1)1x -1 _
= T =

X, (x)
& -1
\\\ q=-n

—y

/
l » — -1— 03
J(n+h)ix _  —(n+f)ix  sin(n+l)x

1 X 1 = in L
z ix _ -z ix sin 3 X

°

&

Idet vi udnytter det fgrste udtryk for Kn(x), far vi
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1

n
10T 1 igt
5;/ f(x+t)Kn(t)dt = 2{: 5;-/ f(x+t)e at
- ~ T

g=-n
n n
) +x . .
} 4 miax 7 iqu 4. _ ~igx _ -
| o / f(u)e du = A__q e = sn(x)./;>
, Lox
P =11 ==Nn ,/
. Q L q -

Af det fgrste udtryk for Kn(x) fglger endvidere

/WKn(x)dx = /OKn(x)dx = T,

0 -1

og vi far derfor

1 /ﬁf(x+t)Kn(t)dt - f(x+) =

\ "o

% /W(f(X+t) - £(x+))K (t)at =
o
1 [ff(x+t)t— £x+) siggt sin (n+})t dat,

idet vi her benyttede det sidste udtryk for Kn(x). De to fgrste
faktorer 1 integranden giver en begraznset funktion fra é'(]O,W])
og integralet gar derfor mod O for n - « ifglge resultatet fra

begyndelsen af 17.b. Analogt vises, at

0
1
pe / f(x+t)Kn(t)dt - P(x-)
e/
gédr mod O for n -» «~, og vi far derefter ved addition, at

lim s (x) = 3(£(x+) + £(x~)),

hvilket specielt viser, at Fourierrskken konvergerer i alle kon-

tinuitetspunkter for f. e
_M,/—/v-———“"“ T - "_‘\\\\' e

17.22, Den ovenfor benyttede hjelpefunktion
n

B igx _ sin(n+i)x
KH(X) - }Z‘ © T singx

q=-n
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kaldes Dirichlets kerne. Vi bemzrker, at

, v cog
sintx sin(n+i)x _ 9% nx - ggg(n+1)x

K, (%) = ==y = =T Ls ,
og vi far derfor
n-1 n
: ¢ g
K (x) = (n-]q])et®* = 1 - 558 nx =
a : 2 sinfZx
q::O q::—n
sin?%x
Sire 1x°
Funktionen
n-1 n P
=1 _ _laly. dax _ ‘Sln 5X
1,00 = ) K00 = ) (- Dl e e
g=0 g=-n

kaldes Fejers kerne (L. Fejer, 1880-1959 ungarsk matematiker,

issr kendt for de her omtalte undersggelser). Den har egenska-

berne

1) 2 [”Ln(x)dx =1,

T
2) 0 < Ln(x) < ——=J-§ v
- Ilshﬁg

Det fgrste resultat fas ved ledvis integration. Med de i begyn~—

delsen af 17.21 indfgrte betegnelser har vi nu

n~1
1V e (x) = [Me(xrt)n ()as
n n - Zﬁ‘ n 4
q:O i

og p& grund af 1) kan vi skrive

n-1
L an(x) - £(x) = %;/Qmm - £(x))L, (t)at,
q=0 o

og pa grund af ulighederne 2) fglger heraf
n-1

1N s (%) - £(x)
%) =

q=0

< gﬁ‘/ﬂ ‘f(x+t) - £(x) | L (t)at.
-
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Vi vil nu antage, at £(x) er kontinuert for alle x. Vi smét\
ter M = sup{k(x)“x € J=wyo[}. Lad e > O vare givet. Vi kan da
vaelge h > 0, sdledes at |f(y) - £(x)]| ¢ % for |y-x| £ h. Dette
fglger af, at £(x) er ligelig kontinuert i [-2¢,27] og periodi=
citeten bevirker, at et h > O svarende til dette interval, kan
benyttes for alle x og y. Altsa er

h h '
S RHCURHONRNOLITS § 3 RROLE: (
~h "=h

o™

1 _ £
- o /TLn(x)dx = %o

-

P4 resten af integrationsintervallet kan integranden pé

grund af den sidste ulighed 2) ikke overstige
ﬁ&gﬂ
n sin® Eh’

og for

har vi derfor
n-1

3 ) ) - 2] g e,

a=0

nar blot n er tilstrakkelig stor. Altsd gzlder

n-1
11’“'3{ ZSH(X) = £(x), ligeligt i x.
N300 ’
. a=0 [

dret, nar perioden er p i stedet for 2, men formlerne far nu

fglgende udseende:

inwx .
£(x) ~ }Z: An g WA ag + zz:(an cosnw X + bn sin nwx),

=00 n=1

oj=

hvor
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2r, 4
D n

tol BN

D 3
o [Feaemtn o
0

D D

a, = g / f(x)ecos nwx dx, b, = g—é £(x) sin nyx dax.
0

17.2. Som eksempel valger vi den funktion med perioden

2, som er givet ved

X for ~r < x < 7

f(x) = {
O for x = +r,
og vi far da
1 [T —inx 1 [x e 1D¥ 4 1 o inx
AL = 5w | X © dx = 5;[- -y ] + o= T dx =
= - -
. T
1 W.§_1)n 1 - -1\ . 1 e inx _ ('42n
21 -in 2 -in 2 e n

for n + 0, og

1M 1 [ 17
AO = 7= / X 4dx = 5 [% ﬁij = 0O,

e

- -
Vi udregner

. s n . .
A inx | A inx _ ig—;g (eIDX _ Tinxy _ (_1)n+1 %sin nx,

og vi har saledes fundet den konvergente rakkeudvikling

i n-1
f(x) = ZEZ\£:1%-—— sin nx.
n=1

For x = % genfinder vi Leibniz'§ rekkeudvikling for

17.25. Funktionerne elxx, coshx og sinhx kaldes harmoniske

=R

svingninger p& grund af den rolle, de spiller i fysikkens
svingningsteori. En periodisk funktion er ogsd en svingning, og
funktionens Fourierrsgkke kan betragtes som en fremstilling af
funktionen som en sum af harmoniske svingninger. Leddet AO er

ligevegtsstillingen, om hvilken svingningen foregér. Leddene
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med index 1 og =1 udggr tilsammen svingningens grundtone, og
alle de ¢gvrige led er svingningens overtoner. Med en fra optik-
ken hentet glose betegnes tallene nw, n hel, w = %E i forbin-
delse med tallene An’ som funktionens spektrum, idet svingningen
fortolkes som lysbglger, og Fourierrzkken svarer til lysets
opspaltning i spektrallinier. Man siger derfor, at en periodisk
funktion har et disgkret spektrum. For de stykkevis differenti-
able, absolut integrable funktioner p& J=ew,~| har vi i fremstil-
lingen ved hjalp af den PFouriertransformerede

£(x) = 5k [“ Br(y) o 1% gy
et eksempel pad en oplgsning Z% f i en kontinuert familie af
harmoniske svingninger, og vi siger derfor, at funktionen f£(x)
har et kontinuert spektrum.

Spgrgsmélet om nermere karakterisering ved strukturelle
egenskaber af de funktioner, der kan fremkomme ved overlejring
af hgjst twllelig mange harmoniske svingninger, lgstes 1 1924
af’ Harald Bohr ved indfg¢relsen af de nastenperiodiske funktio-

ner, som i en lang periode var et af hovedemnerne for dansk

matematisk forskning.
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