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Forelæsningsnoter til MATEMATIK 1. 

matematisk analyse. 

Nærværende duplikerede noter udgør eksamenspensum i den 

halvdel af matematik l, som omfatter matematisk analyse. En

kelte afsnit læses dog efter Apostol's Mathematical analysis. 

I sammenligning med den første udgave af forelæsningsno

terne er øvelsesstoffet ret stærkt udvidet, især ved tilføjel

se af lettere øvelsesopgaver og eksempler med mere eller min

dre detaljeret løsning. 

Forelæsningsnoterne indledes med nogle afsnit, der er en 

overbygning over gymnasiets matematikkursus. Derefter følger 

en gennemgang af analysens mere grundlæggende afsnit i en ge

nerellere form end den i gymnasiet benyttede. Den sidste halv

del af kursus beskæftiger sig med videregående emner. De grund

læggende spørgsmål vedrørende eksistensen af det reelle talsy

stem vil indgå i matematik 2 og bliver ikke omtalt her. 

Det vil fremgå af noterne, hvilke afsnit af Apostol's 

bog indgår i eksamenspensum, og på hvilket sted disse afsnit 

indgår i rækkefølgen. 

August 1961. 
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1. Summer og produk~er. 

1~1. Ved opskrivning af summer erstattes serier af ude-

ladte led med tre prikker, og de opskre~ne led skilles. fra 

prikkerne ved et fortegn, således som følgende eksempler 

illustrerer detg 

2 2 2 1 1 + 2 + · • • +n = 6n. ( rr.,.f-1 ) ( 2n + 1 ) , 

1 -· 1 + 1_ .... 8 + ( _1 ) ru L + • • • 2 
2 4 2n = 3' 

1 1 172 + ~·.Q = 1. 

Ved opskrivn~ng af produkter udelades tegn, når det 

ikke giver anledning til misforståelsee Vi anfører nogle 

eksempler g 

(n) == g__ (n-1) • .. (n-p+1) = n! 
p 1 • 2 • • ·p p! (n-p) ! • 

Symbolet (np) betegnes også K og angive~ på hvor n,p , 
mange forskellige måder p ting kan udvælges blandt n, når 

rækkefølgen ikke tages i betragtning. Vi minder Ollli binomi-

alformeng 

(x+ y)n == xn + (~) xn-1y+·. ·+r;)xn-pyp+·. ·+(n~1fYn-1 + yn. • 

1o2. Det er ofte hensigtsmæssigt at skrive summer og 

produkter på kort form ved hjælp af summationstegn (det 

græske bogstav sigma) eller Q!Odukttegm (det græske bog-
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stav pi). Det almindelige led anfØres, idet dets indeks be-

tegnes med et bogstav, der ellers ikke indgår, og det anføres 

under og over summations- eller produkttegnet, hvilke værdier 

den variable indeks skal gennemlØbe. De ovenfor anførte form-

ler får da fØlgende udseende 
n 

L v2 = tn (n+1) (2n+1) 

V=1 

00 rr 
TT 

n! =i / v 
V=1 

p 

(~) = rr 
k=1 

. 
' 

. , 

Man opnår noget større ·frihed i anvendelsen af disse syrn-

boler ved a t tillade "tomme 11 summer og produkter. En . .§..1!1!1" 

der ingen led ind~hold~r~_till~§S værdien O, og et produkt, 

der ingQg_faktor~~nd~PB1§e~ tillægges værdien 1 • Vi får 

da også 

O! = 1, 

og binomialformlen kan skrives 

n 

(x * y)n =L (~)xn-pyr> 
p=O 

• 

1 .3. Nar summationsindeks ikke gennemlØber på hinanden 

fØlgende tal, angives under summationstegnet, hvilke værdier 

index slcal gennem]Øbe. Eventuel t benyttes flere indices. Det 

er vigtigt at erindre, at summationsindices er "passive" va-

riable, af hvilke summens værdi ikke afhænger, så man kan 

udenvidere ændre betegnelser for indices i en sum uden hen-_ .. ___......".. - --... ----~ .... 

syn til, hvilke betegnelser der benyttes i andre summer. 
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Vi viser nogle eksempler: 

n 

I 2 
+ a p 

p==1 
n 

I 2 + a p 
p=1 

m n 

I af.L I bv = 
j.L=1 V:1 

n n 

1 ~ 
1 ~ 

J.l ~ m 
v ~ n 

n 

\ aa=\a 2 + L p q ~ p L a a p q 
p' q=1 p= i 

I a a p q + 

1 ~p<q~n 

2 I a a p q 
1~P<%n 

• 

p' q_=1 
p~q 

a a = p q 

= 

Her er det sidste resultat fremkommet ved, at betegnelserne 

for indices p og q er byttede i den sidste sum. Som et andet 

eksempel vil vi udlede Lagranges identite~o 

n 

L 
n 

I 
p ,q==1 

p< q 
n 

L 
p ,q=11 
p( q_ 

n 

L 
p, q_=1 

p =i: q 
n 

2 b 2 a -p q 

a 2 b 2 
p q 

n 

L a 2 b 2 = 
q_ p 2 L apaqbpbq -tt 

p,q=1 p, q_=i 
p( q p( q_ 

(a b - a b ) 2 
p q q p • 
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Hvis tallene ap' bp' p= 1, ••s ,n er reelle tal, fås heraf 

Cauchy - Schwarz ',~~ 

o 

Lighedstegnet gælder kun, hvis apbq aqbp =O for alle (p,q), 

altså kun, hvis de to talsæt (a1, e•• ,an) og (b1' ••e ,bn) er 

proportionale. At lighedstegnet virkelig gælder i dette til

fælde fØlger umiddelbart af Lagranges identitet. 

1 .4. Undertiden er det fordelagtigt at indføre en summa-

tionsindex, der gennemløber 

N+k 

andre værdier som f.eks. 

v=n 
L af-L-k 

J-L=n-:-k 
' 

hvor vi først sætter v = f-L - k og derefter skriver v i ste-

det for f-L• En meget simpel anvendelse heraf er grundlaget 

for den fØlgende udledelse af en rekursionsformel til bereg-

ning af potenssummerne 

n n 

sp(n) = ~ vp =L vP 
V=1 V=O 

Vi benytter omskrivningen 

n+1 

(n+1)p+1 =L vp+1 

V=1 

for p > O. 

n 

-L ( Cv+1 )P+i - vP+1) ' 

V=O 

og derefter får vi ved binomialformlen efterfulgt af en om-

bytning af summationsordenen 

n P P 

(n+1 )P+i = i + L ( L (P~1 )vq) =L (p~1 )sq (n) +n + 1 

q=1 
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Potenssummen s (n) bestemmes således ved rekursionsliormlen p 

s (n) == -L ( (n+1 )p+1 - ~1 
(P+1)s (n) - ru - 1) 5 

p p+1 ~:::~ q q 

Ved efterhåndem at sætte p = 1, 2 9 0o • ., ,, fås 

s
1 

(n) 1 =212 (n+1) 

s 2 (n) 1 =611 (n+1) (2n+1) 

s
3

(n) 1 2 
== 4 n:, (n+1) 2 

s 
4 

(n) 1 (n+1) (2n+1) 2 
::: 30 11 ( 3:rn +3n·-1) ? 

og regn.ingerne kan føres videre, så langit en:ergien rækker. 
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Lette opgaver. 

1 • Bevis f'ormlerne 

n n n-1 n (x+k) -n (x+k-1) 
k=1 k=1 

= n n (x+k). 
k=1 

n n 

n 1 n 1 
j l X+k - j X+k-1 = 
k=1 k=1 

n 
n1 

-n li X+k 
k=O 

• 

2. Bevis f'ormlen (skriv beviset både med og uden anvendelse af' 

produkt tegn) 

3. Skriv induktionsbeviset f'or f'ormlen 

t (n~k) = (n~~~1) 
k=O 

både med og uden anvendelse af' produktegn. 

4 . Vis, at den f'Ørste af' f'ormlerne i opgave 1 medf'ører relatio-

n en 

Omskriv hvert led i summen i opgave 3 ved hjælp af' denne re-

lation, og bevis derved f'ormlen i opgave 3 uden induktion. 

Skriv det nye bevis med og uden anvendelse af' sumtegn. 

5. Omskriv ved hjælp af' f'ormlerne i 1 (på lignende måde som i 

opgave nr. 4 ) hver af' summerne 

P.rf 
~ 1 j (x+p+k) og 

p::O k=O 

n q 

\P 1 
L l l x+p:;(i 

p=O k=O 

til et enkelt produkt. For den sidste sums vedkommende lyk-· 

kes omskrivningen ikke f'or q=O, og der gælder ingen pæn 
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6. 

reduktionsformel i dette tilfælde& Den fØrste sum reduceres 

for q= O til en differensrække.. Skriv udregningen op for det

te specielle tilfælde og sammenlign det med den sædvanlige 

udledel se af summen af en differensrække: 
n n n 

L (x+p ).) = LCx+n-p) = t LC.2x+n) = t (n+i) (2x+n). 
1?=0 1?=0 p::::O 

n-1. 

Reducer udtrykket s = L ( a+pd)kl?, 

1?=0 

idet a, d og k er givne 

tal. (omskriv differensen ks - s). 

7. Reducer udtrykket H(x) =i +cos x+ cos 2x+ ••• +cos nx. (Dan 

H(x)sinx og gør hvert led ulogaritmisk.) Benyt summations-

tegn. 

Vanskeligere opgaver~ 

n 

8. Et helt tal N har primtalopløsningen T1 l?v~• 
v=1 

men af alle divisorer i N har værdien 

S(N) 
CJv+1 

l?v -1 
l? -1 v 

• 

Bevis, at sum-

9. Hvis 21?-1 er et primtal, vil tallet N= 21?-1 (21?-1) tilfreds

stille betingelsen S(N) = 2N, idet S(N) er den i opgave nr. 8 

definerede sum. (Euklids Elementer, bog 9, sætning 36.) 

10. (Dette er ikke en opgave til lØsning, men et eksempel på et 

problem, der endnu ikke har fundet sin løsning!) Tal N, som 

tilfredsstiller den i opgave nr. 9 omtalte ligning S(N) = 2N, 

kaldes fuldkomne. Findes der ulige tal, som er fuldkomne ? 
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11. I talteorien betegner (m,n) største fælles divisor for m og 

n, medens <p(n) er antallet af tal < n og indbyrdes primiske 

med n. Tegnet din betyder, at d er en divisor i n. Forklar 

trin for trin fØlgende regning ll 
n n n d 

n =L 1 ::::: L L1 = I I 1 =I I1 = 
V=1 din h=1 d n h=--:1 din P=1 

(n,h)=d (~,~)=1 n (d,p)=1 

" 
= L <p(~) 

din 

Svære opgaver. 

12. Opstil formler (eventuelt rekursionsformler efter q) til ud-

regning af summerne 

n q 

L xP Ti(p+k) og 
p=O k:-:tO 

13. Vis, at summen af alle mulige produkter af 2 forskellige he

le positive tal~ n har værdien 2t n (n-1)(n+1)(3n+2). 

14. Vis polynomialformlen 

n 

q n L 
g 

( Lak) 
n! n p k 

= ak q 

k=1 
n(Pk') 

k=t 
P 1 , ••• ,P q=O 

t Pit 

k:::::i 

= n 

k= i 
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2. Taylors formel. 

2.1. Wi betragter en funktion f(x), som er vilkårlig ofte 

differentiabel i et åbent interval, samt to reelle tal a og b 

i dette interval. Ved partiel integration får vi relationen 

og for det bestemte integral med grænserne a og b fØlger 
b b 

.la f(p)(x) (b-x)P-1dx = f(p)(a)(b;a22: +~~a f(P+1 )(x) (b-x)Pdx 

eller 

hvoraf fØlger 

n b I f(p) (a) (b;flE. =j f' (x)dx 
P=1 a 

og idet vi indsætter 

/bf'(x)dx = f(b) - f(a) 
a 

og skriver f(o)(a) i stedet for f{a), får vi endelig 

n b I f(p) (a) (b;(~ = :f(b) - ~~~ f.(n+ 1 ) (x) (b-x)ndx. 
a 

p=O 

Dette er Taylors :form~l· Dens nytte beror på, at det sidste led 

på hØjre side ofte viser sig at være lille, således at summen 

på venstre side er en god tilnærmet værdie for f(b). 

Ved udledelsen af Taylors formel har vi kun benyttet, at 

f(x) er n+1 gange differentiabel i et interval, som indeholder 

a og b, samt at f(n+1 )(x) er kontinuert i dette interval. 
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2.2. Den variable under et bestemt integral er ganske som 

summationsindeks en 11passiv 11 variabel, a:f hvilken integralets 

værdi ikke a:fhænger, og hvis betegnelse uden videre kan ændres. 

Det er hensigtsmæssigt at undgå, at den variable under integral-

tegnet også :forekommer i integralets grænser eller uden :for in-

tegralet, men det er strengt taget ikke nØdvendigt at overholde 

dette. 

Vi ændrer nu Taylors :formel, idet vi skriver t i stedet :for 

x under integraltegnet, skriver x i stedet :for b og sætter a = O. 

Derved :fås 

n 

(1) )':rCP)(o) ~ = 
p= O 

Den uendelige række 
00 

~:r(p)(o)~~ 
p=O 

kaldes den til :f(x) hørende ~c-Laurinrække. Man kan danne den

ne række :for enhver :funktion :f(x), der er vilkårlig o:fte di:f:fe

te rentiabel :for x= O. Rækkens n af'snit 

n 

sn(x) = ~ :f(p)(o) :~ 
p=O 

er et polynomium a:f nte grad. Hvis sn(x) konvergerer mod :f(x) 

:for n~ oo, kaldes Mac-Laurinrækken konvergegt med sum :f(x), og 

vi skriver da 

(2) :f (x) -- u (p) (o) 

p=O 

Hvis x tilhØrer en omegn a:f o, i hvilken :f(x) er vilkårlig o:fte di:f-
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ferentiabel, giver formlen (1) 

x 

(3) f(x)- sn(x) = 1;-r ~ f(n+ 1)(t) (x~t)ndt, 

og i dette tilfælde ser vi da, at rækkeudviklingen (2) er gyldig, 

hvis og kun hvis 

1 [x f(n+ 1 )(t) (x-t)ndt -t O for n -t eø. 
iiTO 

x 2.3. For funktionerne e ,cosx, sinx har vi 

n n 
Q__cosx = cos(x +n~), g_n-sinx = sin(x + nE2 ), 
dxn dx 

og for integralet (3) fås i disse tre tilfælde henholdsvis 

Ib( sin( t + n'IL) (x-t)ndtl < .w_n. 
lxl 2 n! 

~~! [x cos(t + nrL) (x-t)ndtl < hln • 
l x l • 2 n! ' 

o 

Alle tre integraler vil således konvergere mod o, såfremt udtrykket 

.izf:_hl. hl. hl ... hl 
n! - 1 2 3 n 

konvergerer mod O for n -t oo, og dette vil jo virkelig være til~ 

fældet, da vi for n > 2lxl ser, at produktet mindskes til under 

halvdelen, hver gang n Øges med 1. Dermed har vi bevist de tre 

rækkeudviklinger 
O<> 

I x n 2 x 
1 x x ••• e = n! = "* rr+ 2T+ 

n= O 
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00 

L cos 
n x2 x4 mr x 1 ••• cos x = 2...,.. = - 2T+ 4T -n. 

n= O 
00 

I n x3 x5 
sin sin n'!T x x • • • x = ---= IT - 3!+ 5T - • 2 n! 

n= O 

Den første af disse rækker giver for x = 1 rækkeudviklingen 

til bestemmelse af grundtallet for de naturlige logaritmer 

. . . 
Denne række konvergerer hurtigt og er et bekvemt middel til 

tilnærmet beregning af e. Det samme gælder rækken for ex, når x 

har en numerisk lille værdi. 

2.4. For funktionen (1+x)a får vi 
n-1 

dn n 
(1+x)a = 

1
: 1' (a-q)(1+x)a-n 

dxn 
q=O 

så dens Mac-Laurinrække tilfredsstiller betingelsen 

Nu er 

( 1 +x)a - s (x) n 

n x 
n [ =a j j a~g. (1+t)a-n-1 (x-t)ndto 

CJ.=1 o 

~ _ ,{1+x)t 
x - 1+t - 1+t ' 

hvilket viser, at for l t l ~ lx l < 1 har denne forskel samme for

tegn som ts For lxl < 1 har vi derfor fØlgende vurdering af in-

te granden 

(4) 

og vi får således vurderingen 

n x 

l ( 1+X)" - "n (x) l ~ lex l n ( lcx~g 11xl )l b ( 1+t)cx-i d ti. 
q=1 
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;for fastholdt x 
Der eksisterer nu et reelt tal k og et helt tal N, således at 

l ex-g l l x l ~ k < 1 for q ' N, q 

og vi får da for n > N 
N 

1(1n)"- sn(x)l ~ kn-N • lal n(la;gllxl)l {(1+t)"-1atl 
q=1 

og dette udtryk går mod O for n~ oo, idet kun den første faktor 

afhænger af n. Idet vi indfører betegnelsen 

(
ex) = ex (ex-1 2 • • • (ex-n+1 l 
n n! 

har vi således vist rækkeudviklingen 

n 
= nex-g+1 

j l q 

q=1 

+ ••• l x l < 1. 

Hvis ex: specielt er et positivt helt tal, bliver koefficienterne 

O fra et vist trin, og rækken går over i binomialformlen. Ræk-

ken kaldes derfor binomialrækken. 

Hvis ex = - n er et negativt helt tal, får vi 

og vi har derfor udviklingen 
ca, 

(1-~tx)-n-1 = L(-1 )P(n~)xp = 1 - (n~1) x+ (n~2)x2 ••• • 
n= O 

For n = O fås en udvikling i en uendelig kvotientrække 

(1+x)-1 = 1 - x + 
2 x - ••• o 

2.5. Vi vil endelig også opstille en rækkeudvikling for 

logaritmefunktionen. I den højere matematik er den naturlige 

logaritme den vigtigste logaritmefunktion, og vi vil derfor an-

vende betegnelsen log for denne funktion. Vi søger en række-
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udvikling for log (1+.x), som giver 

n 
...iL log ( 1 +.x) == ( -1 )n--l (n-1 ) ! ( 1 +X) ""'n 9 
dxn 

og vi får derfor 

log (1+x) -s (x) == (-1)n lx(1+t)-n-1 (x-t)ndt, 
n o 

og vurderingen (4) giver for lxl < 1 

hvilket viser konvergensen af rækkeudviklingen 

log ( 1 +x) = x - tx2 
+. :3'x3 - • • · , l x l < 1 • 

Heraf udledes let den for numerisk beregning lidt bedre egnede 

rækkeudvikling 

log i+x = 2(x + -
3
1x3 + 1

5
x5 + ••• ), lxl < 1. 1-x 

x 2.6. Af Mac-Laurinrækken for e fØlger umiddelbart for et-

hvert helt tal n og x > o, at 

Er nu a et positivt tal, fås heraf umiddelbart for n> a, at 

Dette vil stadig gælde, hvis vi erstatter x med log x, og vi 

har derfor også 

,...;.:x__ ~ oo for x ~ oo. 

(log x)a 

Hvis vi her erstatter x med~ (~ > O), får vi endelig 
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Hvis vi her erstatter x med 1, får vi x 

MA 2. 7 

x~llog xla ~ O for x~ O fra hØjre. 

Vi udtrykker dette kort ved at sige, at en eksponential-

funktion sejrer over en potens og en potens over en potens af 

en logaritme. Disse resultater vedrørende de almindelige funktio-

ners relative størrelsesorden vil ofte være til stor nytte. 
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Lette opgaver. 

1 o En funktion f(x), som er vilkårlig ofte differentiabel for 

lxl ~ h, hvor h er et positivt tal, er fremstillet som sum 

af en potensrække 

f(x) = lxl ~ h. 

Bevis, at 
n-1 

x-n(f(x) - L akxk) ~ an for x ~ O. 

k=O 

Heraf fØlger, at f(x) ikke kan udvikles i flere potensrækker 

af den anførte form. 

2. Lad g(x) være en funktion, som er vilkårlig ofte differen

tiabel for lxl ~ h, h > o, og som tilfredsstiller betingel-

sen 

g(O) = g'(O)= ••• =g(n-1)(0) =O. 

Vis, at 

-n g(n) (Ol 
x g(x) ~ nf for x~ o. 

(Benyt formel (1) i afsnit 2.2). 

Anvend det fundne resultat på funktionen 

n-1, 

f(x) - I akxk, 

k= O 

hvor betegnelserne har samme betydning som i opgave 1 , vis 

ved induktion, at potensrækken i opgave 1 netop er Mac-Lau-

rinrækken for f(x). 

Dette resultat er ikke trivielt, da vi ikke umiddel

bart kan vide, at Mac-Laurinrækken for f(x) er konvergent. 
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3. Dan konvergente potensrækker for funktionerne 

x
2 

-x
2 

( 2) ( 2) e e , cos x , sin x 

ved at substituere +x2 for x i kendte Mac-Laurinrækker. Vis 

på grundlag af resultaterne fra opgaverne 1 og 2, at de fund-

ne rækker netop er Mac-Laurinrækkerne. 

4. Benyt formel (1) (afsnit 2.2) til at vise vurderingen 

1T 
for O ~ x ~ 4 

(Det er praktisk at skrive differentialkvotienterne af tg x 

som polynomier i tg x). 

Find ved hjælp af uligheden en tilnærmet lØsning til 

ligningen 

.L. 'l 
ug X - X = 3000' 

og angiv en grænse for den opnåede nøjagtighed. 

Kan den samme nØjagtighed opnås ved hjælp af en 5-cif-

ret trigonometrisk tabel. 

3_ 
5. Udregn en tilnærmet værdi for V30 ved hjælp af binomialrækken 

3-- 3-~~ 1 1 
(benyt omskrivningen v30 = v27 + 3 = 3(1 + 9)3 

). 

6. GØr rede for, at potensrækker kan adderes ledvis, og benyt 

dette til at gennemføre bewiset for den sidste formel i 2.5. 

Find tillige potensrækker for 

7. Bevis formlen 

d [ x - x 1T) dx e cos(x+a)] = V2 e cos(x+a+4 • 

Opstil Mac-Laurinrækkerne for excosx og exsinx, og vis, at 

de konvergerer for alle Xn 
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Vanskeligere opgaver. 

8. Vis relationen 

log ( 1 +x) - ~ = ( -1 ) n [x t n d t ' 
k o 1+t 

og vis derved konvergensen af rækken 

1 1 1 1 1 
log 2 = 1 - 2 + 3- 4 +5-6~··· • 

Heraf fØlger 

1 log 2 = O + 1 + O 
2 2 

1 1 1 4 +o+ 6 +o- 8 +··· 

Prøv at finde en række med sum 2 ln2 ved at addere de to ræk-2 

ker ledvis. Sammenlign den fremkomne række med rækken for 

log 2. 

ax ax . Find Mac-Laurinrækkerne for e cosbx og e Slnbx veil e11 vi~ 

dere udvikling af den i opgave 7 benyttede metode (udtryk 

af formen Acos@ ~ Bsin@ bliver logaritmiske ved indfØrelse 

af stØrrelser R og~' således at A= Rcos~, B= Rsin~). 

10. Vis uligheden (benyt rækken for e) 

Vis derved, at e er irnational (ellers eksisterede der et 

tal n, således at e kunne skrivAs smn An "hl'\hll.. mPil 11ævner n!, 

og uligheden kunne da ikke være opfyldt, idet det wini••"t•ul"" 

udtryk ville være et helt tal). 

Ved en videreudvikling af ræsonnementet vises 9 at e ik-

ke tilfredsstiller nogen relation af formen 

-1 a e +b + c•e = o, 

hvor a,b og c er hele tal. Tallet e er altså ikke rod i no

gen andengradsligning med hele tal som koefficientero 
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Et tilsvarende resultat gælder for ligninger af hvilken som 

helst grad, men det er meget svært at bevise. 

100 11. Hvorledes kan e beregnes. 

Svær opgave. 

12. Funktionen f(x) er tillige med alle sine differentialkvo-

tienter positiv for O~ x~ 1. Vis, at Mac-Laurinrækken for 

f(x) konvergerer mod f(x) for O ~ x ~ 1 • 
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3. Nogle nye elementære funktioner. 

3.1. Vi minder om, at en funktion y= f(x), som er konti-

nuert og monoton i et interval a~ x~ b, har en omvendt funk

tion x= g(y), som er kontinuert og monoton i intervallet 

f(a) ~ y~ f(b). Hvis f(x) er differentiabel med fra O forskel

lig differentialkvotient, da gælder det samme for g(y), og for 

y= f(x) gælder f'(x)g'(y) = 1. 

3•2• De trigonometriske funktioner er jo ikke kontinuerte 

og monotone i hele deres forlØb, men vi vil for hver af funktio

nerne vælge et interval så stort som muligt, på hvilket sætnin-

gen kan anvendes. For tg x og cot x bliver det nØdvendigt at væl-

ge åbne intervaller, men sætningen anvendes da for ethvert af-

sluttet delinterval. Vi opstiller definitionen af de omvendte 

funktioner i et overskueligt skema. 

trigonometrisk funktion y = sin x y = cos x y = tg x y = cot x 

interval _rr.. < x < 'IL o ~ ~ 
1( x< K o < x < 1T x 1( -- < ___g_= = 2 2 2 -

monotonitet voksende aftagende voksende aftagende 

omvendt funktion x=Arcsin y x=Arccos y x=Arctg y x=Arccot yi! 

-~ < y < ·1 -
interval -1 ~ y ~ 1 -1 ~ y ~ 1 -oo< y<oo 

monotonitet voksende aftagende voksende aftagende 

1 -1 1 -1 
~ 

2 2 differentialkvotient 
~ -:;2 J ~ y2 1 1 + y +y 

Det anbefales at tegne grafiske fremstillinger af de trigonome-

triske funktioner samt deres omvendte. Læg mærke til, at Aresin y 

og Arecos y ikke er differentiable for y=+ 1. 

Vi viser udregningen af en af differentialkvotienterne. For 

y = sinx fås 

Qx= 
d x cos x 2 

y ' 

! 

! 
' 

l 
i 
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idet cosx > O for - ~ < x < ~o Heraf fØlger 

dx = 1 
dy A _=;2 

De her definerede omvendte trigonometriske funktioner kaldes 

også cirkulære funktio~.t eller ~sfunktioner. I de engelsk

talende lande benyttes betegnelserne 

. -1 -1 -1 -1 s1n y, cos y, tg y, cot y, 

men disse betegnelser kan ikke anbefales, da de kan give anled-

ning til forveksling med visse generelle betegnelser i moderne 

matematik. 

Af de ovenfor fundne differentialkvotienter af arcusfunk-

tionerne fås de nyttige integralformler 

f _ _lLL,. - Aresin x + C, -1 < x < 1 ' r--·-2·-
v1 - x 

J dx 

1 + x 2 = Are tg x + C? -oo < x < oo. 

3.3. Ved ttoversættelse 11 af trigonometriske formler fås til-

svarende formler for arcusfunktionerne. Vi skal blot illustrere 

dette ved at udlede den formel, der svarer til additionsformlen 

tg (x + y) = _!gx + tg;y__ 
1 - tgx tgy 

hvor vi må forudsætte, at ingen af tallene x, y, x + y har for-
7T men 2 + p1T. Vi sætter i denne formel 

x = Arctg u, y = Arctg v, 

hvilket medfØrer, at 

l x l < ~' l Yl < 

og formlen bliver nu 

( 1 ) tg (Arctg u + Arctg v) u+ v = 1 - uv • 
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Vi lægger mærke til, at uv = 1 netop medfØrer, at x + y har for

men~+ prr. Endvidere er lx + Yl < ff, og (1) medfører derfor, at 

A t Ar t Arct u + v ff 
re g u + c g v = g 1 _ uv + s2 ' 

hvor s har en af værdierne O eller ±1 • Betingelsen for s = O er 

lx + Yl < ~ , hvilket altid er opfyldt, når u og v har forskel

ligt fortegn. For x > o, y > O bliver betingelsen y < ~ - x, 

hvilket er ensbetydende med tg y < cot x eller uv < 1 • Formlen 

.u+ v Arctg u + Arctg v = Arctg 1 _ uv 

gælder altså for uv < 1. Wi har nemlig vist den under denne be

tingelse for u > o, v > o, samt for uv < o; og alle tre led i 

formlen skifter fortegn, når både u og v skifter fortegn. For 

u > o, v > o, uv > 1 fås E = 1, og for u < o, v < o, uv > 1 fås 

E = -1 • 

3.4. Af kvotientrækkeudviklingen 

n-1 

- .1 2 = L (-1 )Pt2p + ( -1 )n _t~2_n_· 
1 + t p=O 1 + t

2 

fås ved integration mellem grænserne O og x 
n-1 

Arctg x=~ (-1)P 

For integralet på hØjre side fås vurderingen 

x 2n+1 

2n + 1 ' 

som viser, at integralet for lxl ~ 1 går mod O for n~=, og 

vi har således udledt den konvergente rækkeudvikling 

= 

Arctg x = L (-1 )P . " . . 
' l x l ~ 1. 

p=O 
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For x= 1 fås specielt Leibniz' række 

1T 1 1 4 = 1 - 3 + 5- ... , 

som dog konvergerer så langsomt, at den er ganske uegnet til be

regning af 1r. Beregning af 1r kan bekvemt udfØres ved hjælp af 

formlen (se opgave 6) 

~ = 4 Arctg t - Arctg 219 , 

idet Arctg ; og Arctg 219 beregnes ved hjælp af den fundne række. 

3.5. De såkaldte h~rbelfunktioner 

1 ( x -x) 1 (" x e"""X) cosh x = ~ e + e , sinh x = ~ e -

tgh x -- cosh x 
sinh x 

' 
coth x cosh x 

= sinh x 

har en række egenskaber, der minder om de trigonometriske funktio-

ners. Ved direkte regning eftervises således formlerne 

cosh 2x 

cosh 2x 

-...:..1 -.2- = 1 - tgh2x 
cosh x 

h 2 . h2 = cos x + s1n x, sinh 2x = 2 sinhx coshx 

cosh (x+y) 

sinh (x+y) 

tg h (x+y) 

1 + tgh2x = 2 
1 - tgh x 

= 

= 

= 

coshx coshy + sinhx sinhy 

sinhx coshy + coshx sinhy 

tghx + tgh;L 
1 + tghx tghy 

sinh 2x = _2 tgh x 
1 - tgh2x 

sinh x x 
tgh 2 == = cosh x -1t 1 

cosh x - 1 
sinh x 

d di cosh x = sinh x ' 
iL sinh x = cosh x 
d x 

d 
dx tgh x = 1 

2 = 1 - tgh2x. 
cosh x 
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Funktionen cosh x ændres ikke, når x skifter fortegn. Den er vok-

sende for x > O og antager mindsteværdien 1 for x = o. De andre 

tre funktioner skifter fortegn, når x skifter fortegn, og sinh x 

og tgh x er monotont voksende for alle x, medens coth x er mono-

tont aftagende for x < O og for x > o. 

3.6. Når e lØber fra -oo til oo vil (x,y) = (cosbe, sinbe) 

gennemløbe den i halvplanen x > O liggende gren af hyperblen 

x
2 

-y2 = 1 • På figuren er P punktet med koordinater 

( coshe, sinh@), 

og den skraverede sektor OAP har 

(som en ikke særlig vanskelig be

regning giver) arealet te. Dette 

resultat understreger yderligere 

analogien med de trigonometriske 

funktioner. 

Y Jr-.. 

x 

På grund af den sidstnævnte egenskab har de omvendte funk-

tioner til hyperbelfunktionerne fået navnet areafunktioner. Funk-

tionerne sinh x og tgh x er overalt voksende~ medens cosh x kun 

er voksende for x ~ O, og coth x er aftagende dels for x < o, 

dels for x > o. De omvendte funktioner bestemmes ved eksplicite 

udtryk, idet f. eks. ligningen 

sinh x = y 

eller 

1: ( x . -x) Y 2 e - e = 
reduceres til 

hvoraf fås 

x = log (y + h 2 
-te 1 ) , 

så vi har den eksplicite formel 

Arsinh y= log (y+ vly2 + 1). 
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Areafuructionernes definition og vigtigste egenskaber fremgår af følgende 

tabel: 

hyperbolsk funktion 

monotoniteteinterval 

y = sinh x y = cosh x y = tgh x 
l 

y = coth x l 
~~--------- --~-------------~~-------------: 

-oo <x <cv.:; l o < x ( 00 -<x; <x (c.p :x(o; x) o 1 
--------------~----~~----------~~----------·----+-------------~~--------------: 
monotonitet voksende voksende voksende 1 aftagende l 

-----------·~,:.-..-------111---------.1..1 -----· --:--··----·----: 
omvendt funktion :x = Arsinh y :x = Arcosh y l x = Artgh y :x = Arooth y 1 

-------------li--------,~-----···---:-- J . . . l 
definitionsområde l -00 <y( O:; l l < y <to l -l <y <l lY ( -1, y> l l 

-1.- -"""----- l 
1 .n- 1 , .... 7-:- , 1 l+l 1 1 Y+l 1 

eksplicit udtryk llog(y+yY -l) l log( y+ VY +l) l 2log 1_ l 2log _1 l 
----------+-------+--·-·-~ --1----·--·-J::::X... __ ...._ __ ~, Y.. -1 

l l l l 
l l l l l l l l 

l l t l 
1 1 2 r 2 1 v 2 l y 2 '" l l - y l l - y l 

Vy + l l y - l l l l 
differentialkvotient 

3. 7. Endelig skal vi nævne rækkeudviklingerne 

oosh x = 
x2 x4 

l + 2T + 4J + • • • 

sinh x 
x3 x5 

= x+ 3T+5T+ • . • -oa (x< .:.'0 

Artgh x = 
x3 x5 

x+ -+- + • . • 3 5 -1 <x <l. 
Den sidste udvikling blev udledt ovenfor i forbindelse med rækkeudviklingen 

for log (l+x). De to første udledes let af eksponentialrækken. 
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Lette opgaver. 

1. Angiv værdien af 

Are sin~, Are cos~, Are sin (-1) 

Are tg /3 
' 

Are cot j_ , Are cot =1 
v3 v3 

2. Gennemfør bestemmelsen af de differentialkvotienter, som er 

anfØrt i tabellen i afsnit 3.2. 

3. Bevis relationerne 

Are sin x + Are cos x 1T 

= 2 ' 

Are tg x 1T + Are cot x = 2 , 

4. Udregn værdien af 

l x l ~ 1. 

alle x. 

sin (2Arc tg ~) 9 cos Arg tg~' sin Are cos Tf, sin Are cos-~, 

Are tg (2 sin~), Are sin (tg~)- sin~). 

5. Vis formlen 

Are cos J1 - .x2 = l Are sin x l , l x l < 1 , 

Gælder der også en formel 1 der afviger fra denne ved, at 

Are cos og Are sin er ombyttede. 

6. Vis formlen 

1T 1 1 4 = 4 Are tg 5 - Are tg 239 • 

7. Beregn cosh x, sinh x, tgh x, c;uth' x for x = log 2, log 3, 

log 4,.... Skitser gr·afiske billeder af' de fire funktioner. 

8. Vis nogle af de i 3.5 anførte formler. 
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9. Gennemfør udregningen af de i tabellen i afsnit 3.6 anførte 

eksplicite udtryk og differentialkvotienter. Disse sidste 

ønskes udregnet både ved hjælp af sætningen om differential

kvotient af omvendt funktion og direkte ved differentiation 

af de eksplicite udtryk. 

10:. Find de formler for cirkulære funktioner, som svarer til 

formlerne (udførlig diskussion) 

1 Cos X = --~~-==-," .. z- . ' 
\j1 + tg x 

sin x tg x 

11, Bevis følgende formler i deres gyldighedsområde. Anfør 

gyldighedsområdet i hvert enkelt tilfælde, og angiv eventu-

elle modsvarende formler, som gælder udenfor gy1dighedsom-

råderne. 

cos 2 x = j - tg2x 
1 + tg2x 

sin 2x = 2 tgx 
1 + tg2x 

cos 2x = 2 cos2x- 1, cos 2x = 1 - 2 sin2x. 

12) Bevis den for x> O, y> O gyldige ulighed 

.Arctg (x+ y) < Arctgx + Arctgy. 

Vanskeligere opgaver. 

13) Diskuter gyldigheden af relationen 

Are sinx + Arcsiny = Are sin (x \f1-y2 . + y '117) 
og opstil den tilsvarende relation for Are cos. 

14) En for alle reelle x defineret funktion f(x) er givet ved 

f(x) 
<'!!: 

2 

Idet n gennemløber alle hele tal. Tilsvarende defineres 
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g(x) = r-n f(f-' for X = n 'Ir 

) Are cot (~ cot x) + n 1r for n 'ir'< x < (n+1 )1~. 
'~. 

Vis, at f(x) og g(x) i virkeligheden er identiske, og at de 

er differentiable for alle x. Udregn differentialkvotienten. 

Tegn grafisk fremstilling af funktionerne og differential

kvotienten. 

15) Vis, at funktionen 

(o for 
f(x) = ) 

Lrctg 

er kontinuert og 

x = 'l!.' + n 11'· , 
2 

(3tgx) - Arctg(2tgx) ellers, 

differentiabel for alle værdier af x. 

16) Gennemfør beregningen af det i afsnit 3.6 omtalte areal. 

17) I et sædvanligt retvinklet koordinatsystem foreligger 

kurven y = cosh x. Vis, at afstanden mellem punktet (q,o) 

og tangenten til y = cosh x i punktet med abscisse q har 

længden 1 . 

Svær opgave. 

18) Find en rækkeudvikling for Are sin x og angiv dens konver

gensinterval (kopier den for Arctg x benyttede metode 1 idet 

binomialrækken anvendes til rækkeudvikling af differential

kvotienten). 
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De reelle og komplekse tal. 

4.1. Vi skal ikke ofre tid på en detaljeret indførelse i 

teorien for de reelle tal, men forudsætte det reel talbegreb kendt 

fra gymnasiet. 

I matematik 2 vil det blive vist, hvorledes det a: muligt ud 

fra de naturlige tal 1 1 2,3, ••• , der udgør en mængde vi vil betegne 

med N, efterhånden at indføre de hele tal, som udgør mængden ~' 

de rationale tal, som udgør mængden Q, samt endelig de reelle tal, 

som udgør mængden R. Vi har således 

N c ~c Q c R.. 

4.2. De 4 nævnte mængder er organiserede ved regneregler. 

Hvis a
1

, ···, an tilhører en af mængderne, kan vi danne 
n n 

a1 +···+an= _E a.; a1 •••a =TI" a., 
k=1 K n k=1 K 

og talværdien af disse udtryk afhænger ikke af rækkefølgen af de 

n elementer, ligesom den heller ikke ændres, når der sættes paren-

teser. Endvidere gælder reglen 

t t 
k=1 1=1 

for multiplikation af summer. 

For mængderne Z, Q og R gælder tillige, at ligninger af 

formen a + x = b altid har en og kun en løsning, og denne beteg

nes x = b - a. Udtrykket a - a = O bliver uafhængigt af a, og 

hvis vi sætter O - a = -a, viser vi let gyldigheden af de sædvan

lige regler for regning med fortegn. 

Af regnereglerne følger nu umiddelbart, at a•O = O for alle 

a. På den anden side har enhver ligning ax = b med a + O en og kun 

en løsning, tallet 1. Løsningen til ax =b betegnes~· De ratio

nale tal er netop tallene ~, p E Z, q E N. De velkendte regler 

for regning med brøker kan nu vises. 
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Det følger ikke umiddelbart af regnereglerne, at tallene 1, 

2 ~ 1 + 1, 3 ~ 2 + 1? •·· alle er forskellige, men vi antager nu, 

at de virkelig alle er forskellige. Det er disse tal, der udgør 

mængden N af naturlige tal. 

Mængder, på hvilke regneregler er definerede, vil blive be

handlet indgående i det andet kursus under matematik ·1 • Vi vil 

nøjes med den foregående kortfattede beskrivelse og blot tilføj-

e, at en mængde, der er organiseret ved de fire regningsarter, 

således at de sædvanlige regler er gyldige, kaldes et ).egeJ:Ll&_. 

Mængderne R og Q er ekse1rcple:c på legemer~ men Z er ikke et lege--

me, da division ikke aJttd er mulig, 

4, 3. Mængderne Z, Q og R er endvidere organiserede ved ord·

ningsrelationen ~. De fra O forskellige tal i R falder i 2 klasser 

R og R (de pos i ti ve og de negatj_ve tal). At 2 tal a og b til-
+ -

fredsstiller a < b skal betvv de o at b - a E: R • Relationen a < b . + ~ 

betyder blot a < b v a = b" Der er et sammenspil mellem ordnings·-

relationerne og regnereglerne, idet summer og produkter af positi-

,0 tal er positive. Det er let på grundlag heraf at udlede de 

kendte regneregler for uligheder. 

En mængde, der er organiseret ved regneregler og ordensrela-

tioner med et sammenspil, således som vi tar beskrevet det for Q 

og R, kaldes et .<2.!-:SJ:g~i Je_g~~:l.S.e 

Af reglerne følger, at kvadratet på et element t- O altid 

er positivt. Specielt er 1 positivt, og derfor medfører ordningsreg-1 

lerne, at tallene 1 9 2 = 1 + 1, •o• alle er forskellige, og for-

udsætningen herom b li ve r derfor nu overflødj_g. 

Vi kan nu definere begrebet pum~~~sk yærd~ 

ja!= r· a~ora~O 
--a 1or a< O 

og vi beviser let de vigtige regneregler 
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l ab l = l a l l b l • 
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Vi understreger endnu engang, at begrebet numerisk værdi er 

indført på grundlag af ordningsreglerne, idet inddelingen i posi

tive og negative tal er grundlaget for definitionen. 

4.4. Begrebet konvergent talfølgg hviler også på ordnings

relationerne, idet en talfølge (an), n E N, siges at have grænse

værdien a, såfremt følgende betingelse er opfyldtg 

VE> O 3N E N Vn E N (n~ N~ Ia-ani ~E). 

At talfølgen er konvergent betyder, at der eksisterer et tal a, 

som er grænseværdi for følgen, altså 

3a E R VE > O 3N E N V n E N (n ~ N ~ l a-an l ~ E). 

Vi vil sædvanligvis (ikke ganske berettiget) afkorte disee 

logiske relationer en smule, Vi vil således skrive den første på 

den afkortede form 

VE > O 3N (n~ N~ Ia-ani ~ E), 

idet N E N og Vn underforstås. Vi kunne også skrive 

VE > O 3N Vn ~ N Cl a-anl ~ E). 

Vi skal endvidere nævne, at det er ligegyldigt, om vi an-

vender relationerne ~' ~ eller <~ > i definitionerne. De i gym

nasieundervisningen omtalte regler for regning med grænseværdier 

beror ligeledes kun på regneregler og ordningsrelationer. På den 

anden side omfatter gymnasieundervisningen også nogle sætninger, 

der udtaler sig om eksistens af grænseværdi for visse følger, og 

disse sætninger kan ikke udledes på grundlag af de hidtil omtal

te egenskaber ved de reelle tal. 

4.5. Begrebet interval hviler ligeledes på ordningsrelatio-

nerne. Vi definerer 

[a, b] ' l i = tx a~ x :S bJ, afsluttet interval 9 

J a, b [ = xla <x< b}, åbent interval 
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[a, b[= {xl a;; x< b}, (halvåbent) 

[a,~·,{= {x l a ;; x}, ).le~de:JJB.1 J:.gterval 9 

J-r:.o,b[= {~{lx<bt, . .) 

MA. 4.4. 

Oes.v. En talfølge, hvis elementer alle tilhører et og samme ende-

lige interval, kaldes som bekendt begrænset. Vi skriver betingel

sen i det logiske tegnsprog: 

3.a,b E R Vn (an E [a,b]), 

Vi har her kort skrevet 3 a, b i stedet for 3a 3.b. Dette kan ikke 

give anledning til misforståelse. Vi minder om, at det for tal

følger gælder, at k9~11Y.~rg~;r~}. =====> pe,gr~:Q:.'2..~1· Talfølgen (an) kal·

des o_pa~ peg_ræ!!-s~t, når 

3b E R V n (an ~ b ) c 

Tallet b kaldes da et overt,?l for talfølgen. Tilsvarende defineres 

nedad begrænset. Vi har 

QQad begrænse1 og ne~~~ begræ~se1 <=====> g§grænset. 

Denne skrivemåde er ligesom den også lidt tidligere benyt-

tede ikke helt korrekt 9 idet de benyttede logiske tegn kun kan 

sættes mellem relationer, Vi har således underforstået "(a ) er" en 

3 gange i den sidste relation. 

4.6. En talmængde M~ R kaldes PR§~ be~~nset, hvis 

3b E R V x E M (x ~ b ) , 

og b kaldes et overtal for mængden. Analogt indføres pedad begræn

set og undertal. Mængden M kaldes begrænset: hvis den er både op-· 

ad og nedad begrænset. En talfølge (a ) er opad begrænset, hvis 
n 

og kun hvis mængden af dens elementer er opad begrænset. Tilsva

rende for nedad begrænset og begrænset. 

Vi indfører en ny forudsætning~ 

4.6.1. Aksiol!!. Blandt evertallene for en opad begrænset 

mængde findes et, som er mindst. 

Dette mindste overtal betegnes sup M (læses §~rem~). Det 
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er karakteriseret ved fØlgende to egenskaber 

Vx E M (x ~ sup M) 

VE > O 3x E M (x > sup M- E). 

Hvis M er en vilkårlig mængde af reelle tal, betegner vi 

med -M, der fås ved a t skifte fortegn på alle elementer i M, 

altså 

x E -M <==> -x E M o 

At a er undertal for M er da ensbetydende med, at -a er 

overtal for -M, og hvis -c = sup (-M) er det mindste overtal 

for -M, da er c = -sup (-M) det største undertal for M, og vi 

har dermed bevist 

4.6.2. pætning. Blandt undertallene for en nedad begrænset, 

ikke begrænset talmængde findes et, som er størst. 

Dette største undertal for M betegnes inf M (infimum). Det 

er karakteriseret ved fØlgende to egenskaber 

Vx E M (x ~ inf M) 

VE >O 3x E M (x< inf M+ s). 

Vi fremhæver endvidere den ovenfor fundne sammenhæng 

inf M= -sup(-M), sup M= -inf(-M). 

Den sidste relation fås af den fØrste, når M erstattes med -M. 

For den tomme mængde er infimum og supremum ikke defineret. 

For en mængde M, der ikke er opad begrænset .9 skriver vi sup M = oo, 1 

og hvis M ikke er nedad begrænset, skrives inf M = - oo. 

4.7. Lad M1 og M2 være mængder af reelle tal. Med M1+M2 
betegner vi da mængden af alle summer af et tal fra M

1 
og et tal 

fra M2 , altså 

a E M1+JÆ2 <==> 3a1 E M1 3a2 E M2 (a= af+ra2 ). 

4.7.1. Sætning. Hvis de ikke tomme, reelle talmængder M
1 

og M2 er opad begrænsede, gælder ligningen 

sup (M
1

+M2 ) = sup M
1 

+ sup M2 , 
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og hvis Mi og M2 er nedad begrænsede, gælder ligningen 

inf (Mi+M2) = inf Mi + inf M2 • 

Det er nok at bevise den fØrste af de to relationer. Vi be-

mærker fØrst, at ai E Mi, a 2 E M2 medfører, at ai+a2 ~ 

sup M
1 

~ sup M2 , og denne sum er således et overtal for M
1

+M2 

og altså~ sup(Mi+M2 ), som er det mindste overtal. Altså kan vi 

slutte, at 

(i ) 

Vi vælger dernæst et vilkårligt element a1 E M1 • Det er da 

klart, at sup(M1+M2 ) -ai ~ a 2 for alle a 2 E M2 , altså at 

sup (M1 +M2 ) -a1 ~ supM2 , 

hvilket også kan skrives 

Da a1 her er et vilkårligt element i M1 , viser denne ligning, at 

sup(M
1

+M2 ) -sup M2 er et overtal for M
1

, altså 

sup (M1+M2 ) -sup M
2 

~ sup M1 , 

og denne ulighed sammen med (1) giver den ønskede relation. 

4e8. Lad f : M ind i R være en reel funktion på en vilkår

lig mængde M. Vi vil da benytte betegnelserne 

sup f = sup f(M) , 
M 

inf f = inf f(M) 
M 

og hvis ingen af disse er ~ = eller - =, siges f at være begræn-

set. 

Har vi nu to begrænsede reelle funktioner f 

g M ind i :R, da gælder jo 

M ind i R og 

~f(x)+g(x) l x E MJ ~ ~f(x) l x E MJ + ~g(x) l x E MJ, 

men sædvanligvis gælder c 
' 

og vi kan derfor kun slutte, at 

s up (f+ g) ~ s up f + s up g 
M M 

inf (f+g) ~ inf f + inf g. 
M M 
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Hvis vi sætter f+ g= h, har vi f= h+ (-g), altså 

sup f ~ sup h+ sup (-g) = sup (f+g) - inf g, 
M M M M M 

hvilket også kan skrives 

sup (f+g) 2 sup f + inf g. 
M - M M 

Her kan vi lade f og g bytte rolle. Desuden kan et tilsvarende 

ræsonnement gennemføres for inf. Det endelige resultat kan sam-

menfattes på den overskuelige form 

inf f + inf g ~ inf(f+g) ~ 
M M M 

inf f+sup 

[ 
M M 

sup f+inf 
M M 

g 

g}~ s~p(f+g) ~ s~p f+s~p g. 

En reel talfØlge (a ) er en reel funktion på N, og vi kan 
n 

derfor tale om dens supremum og infimum, idet disse blot bliver 

supremum og infimum for mængden af talfØlgens elementer, og vi 

vil kort betegne dem sup(an) og inf(an). Vi vil ligeledes benyt

te de umiddelbart forståelige betegnelser sup(a ), inf(a ),etc. 
n~N n n>N n 

4.9. Vi vil endvidere fremhæve den nyttige sætning: 

4.9.1. Sætning. Lad A og B være to ikke tomme mængder af 

reelle tal, således at et hvert element i A er mindre end et-

hvert element i B. Da gælder uligheden 

sup A ~ inf B. 

Vi skal ikke give noget bevis for denne sætning (se opgave 

nr. 8). 

4.9.2. Definition. Et par (A,B) af reelle talmængder, som 

tilfredsstiller betingelserne 

A 4= Ø, B ~ Ø, A u B = R, Va E A Vb E B (a < b) 

kaldes et snit i R. 

Af den sidste betingelse fØlger, at A n B = Ø, således at 

(A,B) er en inddeling af R i to klasser. Af sætning 4.9.1 fØl

ger sup A~ j_nf B, men her må lighedstegnet gælde. I modsat fald 
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fandtes et tal c, således at sup A< c < inf B, og heraf følger 

c Et A, c Et B i modstrid med, at A u B = R. Altså er sup A = inf B, 

og dette tal er da enten det største element i a eller det mindste 

i B. Vi har således bevist 

4.9.3. Sætning. For ethvert snit (A,B) i R gælder, at A har 

et største element eller at B har et mindste element. 

Denne sætning, snitsætningen, blev via forskellige mellem

led afledt af aksiomet 4.6.1. Vi bemærker, at aksiomet 4.6.1 er 

en umiddelbart følge af sætning 4.9.3. 

Lad nemlig M være en ikke tom, opad begrænset reel talmæng

de. Da er mængden B af overtal for M ikke tom og A = R \ B er 

heller ikke tom. Det ses umiddelbart, at (A,B) er et snit i R, 
og af sætning 4.9.3 følger da eksistensen af et tal c, som er 

størst i A eller mindst i B. Da ethvert x > c er overtal for M, 

er ethvert element i M mindre eller lig c, og c er derfor overtal, 

altså c E B, hvilket viser, at c er det mindste overtal for M. 

Vi kunne altså have valgt 4.9.3 som aksiom i stedet for 4.6. 

1. Det er en skønssag, hvilken af de to egenskaber, man finder så 

indlysende, at man vil akceptere den som aksiom. Det fremgår af 

udviklingen ovenfor, at de to aksiomer er omtrent lige bekvemme 

som grundlag for teorien. 

4.10. I gymnasieskolen har man som udgangspunkt for de reel

le tals teori ofte benyttet et aksiom, som passende kan kaldes 

aksiomet om intervalindsnævring. I vor fremstilling bliver dette 

aksiom en sætning: 

4.10.1. Sætning. Lad ([a ,b ]) være en følge af afsluttede n n 
intervaller, som for n= 1,2, ••• tilfredsstiller betingelsen 

an ~ an+1 < bn+1 ~ bn 

(al t så [ a 1 , b 1 J c [a , b ] ) • Der eksisterer da et punkt c, som n+ n+ = n n 
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er fælles for alle intervallerne. 

Af sætning 449.1 følger, at intervallet [supa ,infb J er del-n n 

interval af alle [an,bn]. 

Hvis b n- an~ O, sluttes umiddelbart, at intervallerne kun 

har ~t fælles punkt. I reglen er det kun dette specielle tilfæl

de, der benyttes som aksiom. 

Det skal tilføjes, at sætning 4.10.1 ikke medfører aksiomet 

4.6.1, men må suppleres med en ekstra forudsætning. 

4.11. Et andet ofte benyttet udgangspunkt for de reelle tals 

teori er eksistensen af grænseværdier for monotone, begrænsede 

følger. Vi bruger betegnelserne voksende og aftagende i overens

stemmelse med følgende definition. 

4.11.1. Definition. En reel talfølge (an) kaldes (monotont) 

voksend.e, hvis an ~ an+ 1 for n :::: 1 , 2, ••• , strengt voksende, hvis 

a <a 1 for n= 1,2, ••• , n n+ aftagende hvis a >a 1 for n= 1,2, ••• - n= n+ 
og strengt aftagende, hvis a >a 1 for n= 1,2, •••• En følge, n n+ 
som er voksende eller aftagende,kaldes illQnoton. 

Vi har da sætningen 

4.11.2. Sætning. Hvis (a ) er en monoton talfølge n gælder 

a ~ sup(an), n hvis (an) er voksende 

a ~ inf(an), hvis (an) er aftagende. n 
Bevis. For (an) voksende og sup(an) == oo kan vi for A E R væl-

ge N, således at aN~ A, og vi har da an > AN~ A for n~ N, alt-

så an~ oo • For (an) voksende og sup(an) endelig, gælder ak ~ 

sup(an) for alle k, og for E > O kan vi vælge N, således at aN~ 

sup(an) - E , og vi har da 

sup(an) -E < ak~ sup(an) for k~ N, 

hvilket viser, at an~ sup(an). Analogt for aftagende følger 

4.12. Vi skal indføre to nye begreber, som idemæssigt er be-



Mat .1 , 1 961 -62 MA 4. 10 

slægtede dels med grænseværdibegrebet for en talfølge, dels med 

begreberne inf(an) og sup(an). Lad (an) være en opad begrænset 

talfølge. Vi indfører da en talmængde B, som vi passende kunne 

kalde "mængden af næsten-overtalil, defineret ved 

b E B ~ in l an ~ b 1 er endelig~ 

Denne betingelse er ensbetydende med, at der eksisterer et n, så-

ledes at b er overtal for følgen a 1 ~ a 2 , •••• Vi definerer nu n+ n+ 
limes superior ved 

lim sup(a ) = inf B= inf(sup(a )), 
n n>N n 

idet den anden karakterisering af "næsten-overtallene" viser, at 

det sidste udtryk netop er inf B. Det ses umiddelbart, at 

lim sup(a ) = - oo indtræffer, hvis og kun hvis a -t - oo. Hvis n n 
(an) ikke er opad begrænset, sætter vi lim sup (an) == oo • Vi ind-

fører analogt en mængde A af "næsten-undertal", som fører til 

limes inferior: 

lim inf(an) = sup A= sup(inf (a )). 
n>N n 

De to nye begreber er karakteriserede ved, at vi for E > O 

har 

a > n= lim sup(an) + E 

a > lim sup(a ) - E n= n 
a < lim inf(a ) - E 
n= n 

a < lim inf(a ) + E 
n= n 

Disse forhold anskueliggøres 

som antydet nedenfor. 

højst endelig 
mange an 

uendelig mange an 

højst for endelig mange n 

for uendelig mange n 

højst for endelig mange n 

for uendelig mange n. 

s 
bekvemt graffk på en tallinie, 

E E 

højst endelig 
mange an 

uendelig mange a 
n 
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Da de to intervaller, hvor der kun ligger endelig mange an 

ikke må gribe ind over hinanden for nogen som helst positiv vær-

di af E.: , kan vi slutte, at 

Sammenhængen med grænseværdibegrebet fremgår til dels af 

følgende sætning: 

4.12.1. Sætning. For vilkårlig talfølge (a) og vilkårligt 
n 

reelt tal a gælder 

a -~ a<=> lim inf(a ) = lim sup(a ) = a. n n n 

Påstanden gælder også for a::oo og for a = - 00 ' 
men vi vil 

dog kun gennemføre beviset for et endeligt a. Hvis a ~ a har vi n 
for ethvert E.:> o, at 

a > 
n= a+ E.: højst for endelig mange n 

a <a - E højst for endelig mange n, 
n == 

hvilket viser, at a er både lim inf(a ) og lim sup(an). På den n 
anden side vil a = lim inf(a ) = lim sup(a ) netop medføre, at 

n n 

ovenstående to betingelser er opfyldt for ethvert e.: > O, og det 

er ensbetydende med, at an·~ a. 

4.13. Vi har allerede nogle sætninger til rådighed, som gør 

det muligt at vise, at en talfølge konvergerer uden at selve græn

seværdien inddrages i undersøgelsen. Vi har f.eks. sætning 4.11.2 1 

som dog kun anvendes på monotone følger. Et andet middel har vi 

i sætning 4.12.1, som virker på enhver konvergent talfølge, men 

brugen af den involverer, i hvert fald tilsyneladende, en bestem-

melse af grænseværdien. Vi skal nu 1~dlede en helt generel konver

gensbetingelse, som ikke forudsætter kendskab til grænseværdien. 

Vi skal begynde med en definition. 

4.13.1. Definition. En talfølge (a) kaldes en fundamentaln 
følge, når den opfylder betingelsen 
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VE > O 3WVm,n ~N (Ian-ani ~E). 

Betingelsen kan også skrives 

VE> O 3NVm,n ((m~ N 1\ n~ N)~ lam:..anl ~E). 

Vi viser nu først 

4.13.2. Sætning. En fundamentalfølge er begrænset. Til E = 1 

svarer nemlig et N, således at vi for alle n ~ N har l an -aN l ~ 1 • 

Udenfor intervallet [aN-1, aN+1] findes altså højst endelig man

ge af følgens elementer, og deraf følger, at følgen er begrænset. 

4.13.3. Sætning. En konvergent følge er en fundamentalfølge. 

Lad (an) være en følge med grænseværdi a, og lad E være et 

positivt tal. Der eksisterer da et tal N, således at vi for 

m> N, n> N har 

l a-aml ~ ~ 

hvilket medfører 

hvormed sætningen er bevist. 

4.13.4. Sætning. En fundamentalfølge,er konvergent. 

Lad (a ) være en fundamentalfølge, og lad E være et positivt n 

tal. Da (a ) er begrænset har lim inf(a ) og lim sup(an) endelige n n 

værdier. Lad N være valgt, således at 

l am-an l ~ C: for m, n :;; N. 

For vilkårligt YJ > O kan vi vælge m, n :;; N, således at 

a < lim inf (a ) + YJ , a > lim sup (a ) - YJ , m n n n 

og vi får da 

lim sup(an) - lim inf(an) ;; 2 YJ + an-am;; 2 YJ + E , 

og da dette gælder for alle t > O og YJ > o, følger heraf, at 

lim sup(a ) =lim inf(a ), n n 

og af sætning 4.12.1 følger nu, at (an) er konvergent. 
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Sætningerne 4.13.3 og 4.13.4 udgør det almindelige konvergens

princip. Som det vil fremgå af det følgende, bl.a. af teorien for 

uendelige rækker, som bliver emnet for kapitel 5, har dette kon

vergenskriterium grundlæggende betydning for analysen, men sæt-

ninger, som er udledt af det almindelige konvergensprincip anven-

des hyppigere end konvergensprincippet selv. 

4.14. Af en følge a1 ,a2 , ••• kan vi danne en ny følge ved at 

udelade visse led. Mærketallene for de tiloversblevne led danner 

da en strengt voksende følge p1 < p2 < ••• , og den resulterende 

delfølge bliver følgen a , a , •••• Ordet delfølge anvendes al
p1 p2 

tid i denne betydning. At (bn) er en delfølge af (an) betyder alt-

så, at der eksisterer en voksende følge (p ) af naturlige tal, sån 

ledes at (b ) = (a ). 
n Pn 

4.14.1e Sætning. Enhver talfølge (an) har en delfølge (aPn), 

som konvergerer mod lim sup(a ), og en delfølge (a ), som konver-
n qn 

gerer mod lim inf(a ). 
n 

Bevis. Vi behandler kun det tilfælde, hvor lim sup(an) er en-

delig. For ethvert naturligt tal k indeholder intervallet 

( 1 ) J lim sup(an) - ~' lim sup(an) + ~[ 

uendelig mange a. For k= 1,2,3, ••• udvælger vi a i interval-
n ~ 

let (1), således atpker >de tidligere udvalgte mærketal. Føl-

gen (a ) vil da konvergere mod lim sup(an). Analogt for lim inf(an). 
P n 

4.14.2~ Sætning. Hvis en talfølge (a ) har en delfølge (a ) 
n Pn 

med grænseværdi c, tilhører c intervallet 

[lim inf(an), lim sup(an)J. 

Omkring et punkt b udenfor dette interval kan vi nemlig læg

ge et interval]b-E, b+ E[, som højst indeholder endelig mange an. 

4.14. 3. Hvis a ~ a gælder for enhver delfølge a ~ a. 
n Pn 

Dette følger umiddelbart af definitionen på konvergens. 
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4.15. Vi vil i det ~Ølgende benytte de i gymnasieundervis-

ningen behandlede sætninger om regning med tal~Ølgert og vi skal 

ikke i denne ~orbindelse gå nærmere ind på beviserne ~or disse 

sætninger. De er specialtil~ælde a~ sætninger, som vil blive 

vist i et senere a~sni t, og i beviserne benytter vi ikke de an·-

vendelser a~ regnereglerne, som ~orekommer i dette og i næste 

kapitel. 

4.16. Vi minder ganske kort om de komplekse tal a = a1+ia2 , 

hvor a1 og a 2 er reelle tal, medens den imagin~~ ~ed i ikke 

er noget reelt tal, men til~redsstiller betingelsen i 2 = -1, og 

hvor regning iØvrigt ~oregår ganske som med reelle tal, således 

at vi ~år 

(a1+ia2 ) ~ (b1+ib 2 ) = a1 ~b 1 +i(a2~b 2 ) 

(a1+ia2 )(b1+ib2 ) = a1b 1-a2b 2 +i(a1b 2 +a2b 1 ) 

De i 4.2 omtalte regneregler gælder uændret ~or de komplek-

se tal, som der~or siges at udgØre et legeme. I et ordnet legeme 

vil ligningen x2+y2 = O kun have lØsningen x = y = o, men i de 

k l k t l l h .. 12 · 2 o d t d .p omp e se a s egerne ar Vl JO +l = , og e er er~or umu-

ligt at organisere de komplekse tal som ordnet legeme. Vi kan 

imidlertid alligevel indføre en numerisk værdi (også kaldet ~9.

dulus) a~ et komplekst tal, idet vi sætter 

l ( 2 2 la1+ia2 =v a1+a2). 

og det viser sig da, at vi har de samme relationer som ~or reel-

le tal, idet 

lial-Ibil ~ la:tbl ~ lal+lbl o 

l ab l = l a l l b l • 
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Den fØrste af disse regler fØlger umiddelbart af den geo

metriske fortolkning af addition og subtraktion, som vist på 

nedenstående skitse, hvor det komplekse tal a1+ia2 afsat som 

a+b 

b 

Den anden regneregel for numerisk værdi vises bekvemmest 

ved i den geometriske fremstilling, således som antydet på fi

guren, at gå over til de polære koordinater (lal ,e), således 

som antydet på 

figuren. Vink- a 

len e har en 

entydig bestemt 

værdi e = 
Arg a E l -'lT ,1T] , 

men vi kan også 

\ 

benytte enhver af værdierne Arg a + 2n1T, hvor n er hel 9 og mæng-

den af disse værdier vil vi betegne arg a. Vi understreger, at 

Arg a er et tal og arg a en mængde, og at Arg a E: arg a. For 

e E arg a har vi nu 

a1 = lal cos®, a2 = l al sin®, 
o vi kan skrive s a 

a = l al (cos®+ i sine). 
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Har vi nu 2 komplekse tal 

a: lal (cos®+i sin®) ' b = l b l (C OS ep+ i S inep ) , 

hvor altså ® E arg a og ep E arg b, får vi 

ab= Iaiibi (cos®+i sirB)(cosep+i sinep) = 

laiiP'I ((cos®cosep-sin®sinep) + i(sin@coscp+cos®sinep)) = 

lal Ibi (cos(®+~)+ i sin(®+ep)), 

og heraf fØlger umiddelbart, at lab! = lal Ibi. Desuden ser vi, 

at ®+ep E arg(ab), og arg(ab) består derfor af alle summer ®+ep, 

hvor® E arg a og ep E arg b, så vi har bevist mængderelationen 

(se indledningen til 4.7) 

arg(ab) = arg a+ arg b. 

Hvert element af mængden arg a kaldes et argument for det 

komplekse tal a, og Arg a kaldes hovedargumentet for a. Vi un-

derstreger, at den pæne relation, som gælder for mængderne af 

argumenter for a, b og ab ikke afspejler sig i en lige så smuk 

relation for hovedargumenterne, idet vi får 

~
~rg a + Arg b * 2~, hvis Arg a + Arg b ~ ~ 

Arg (ab) = Arg a + Arg b - 2~, hvis Arg a + Arg b > ~ 
Arg a + Arg b, hvis ~ < Arg a + Arg b ~ ~. 

Wi minder i denne forbindelse om Moivre's formel 

(lal(cos®+i sin®))n = laln(cosn'B+i sinn®), 

heraf fØlger, at ligningen 

xn. = a = l al (cos®+ i sin®) 

har n forskellige løsninger, nemlig tallene 

~lal~os(~+q·~)+ i sin(:+q·~)); q= 0,1, ••• ,n-1. 
n 1 

På grund af dette forhold vil vi ikke definere Va eller an for 

komplekse værdier af x, men vi vil dog af og til bruge disse be-

tegnelser, idet vi hver gang præciserer, hvad de skal betyde. 

4.17. Vi går nu over til at studere fØlger (an)' n E N, og 



Mat .1 , 1961 -62 MA 4. 17 

vi bemærker først, at vi for hvert an har et udtryk a =a' + ia" n n n 1 

hvor a' og a" er reelle. De to fØlger (a') og (a") er henholds-n n n n 
vis realdelen og imaginærdelen af fØlgen (a ). n 

4.17.1. Definition. Følgen (a ) siges at have grænseværdin 

en a, såfremt betingelsen 

VE ) O 3N(n __ > N =* l a-a l ~ E) 
n -

er opfyldt. FØlgen (an) kaldes en fundamentalfØlge, såfremt be-

tingelsen. 

VE > O 3N( (m 2 N !\ n 2 N) =* l a -a l ~ E). - - m n -
Vi bemærker, at definitionerne er nØjagtige kopier af de 

tilsvarende for reelle fØlger. Vi har nu 

4.17.2. Sætning. FØlgen (an) er konvergent (en fundamental

fØlge), hvis og kun hvis realdelen (a~) og imaginærdelen (a~) 

er konvergente (fundamentalfØlger). 

Dette fØlger umiddelbart af ulighederne 

l a '-a' l 
J!I1 n J < l a -a l < l a' -a' l +. l a" -a" l 

1 a" -a" 1 = m n = m n m n ' 
m n 

og de analoge uligheder for la-a l. n 

Heraf fØlger umiddelbart, at (an) er konvergent, hvis gg 

kun hvis (an) er fundamentalfØlge ganske som for reelle fØlger. 

Det er klart, at begreberne sup, inf, lim sup og lim inf 

beror så væsentligt på ordensrelationen, at de ikke på rimelig 

måde kan overføres til komplekse variable. Vi skal heller ikke 

i dette kursus operere med begrebet = som komplekst tal. 

Regneregler for konvergente reelle talfØlger overføres uden 

vanskelighed til komplekse fØlger. Hvis vi f.eks. har a ~ a, n 
b ~b, hvor an =- a' + i a" b n n n' n =-b t + i n b" n' a = a' + i a", 

b = b' + i b", har vi a' -7 a' an ~ a" b' -7 b l, b" -7 b", og n ' n ' n n 
for at vise, at a b ~ ab, behøver vi da blot at gennemføre udn n 
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regningen 

a b = (a'+i a")(b' +i b")= (a'b'-a"b") -l'r i(a'b"-~ta"b') nn n n n n nn nn nn nn' 

og her kan vi ~oretage grænseovergangen ~or realdel og imaginær-

del hver ~or sig, idet vi benytter regnereglerne ~or reelle ~Øl

ger. Derved ~år vi 

anbn ~ (a'b'-a"b") + i(a'b"+a 11b 1
) = (a'+i a")(b'+i b 11

) =ab. 

Historiske oplysninger. 

Regnekunsten kan ~Ølges langt tilbage i menneskehedens hi-

storie. Ægyptiske papyrusruller og babyloniske kileskri~ttavler 

vidner om, at regneteknikken ~or de rationale tals vedkommende 

var hØjt udviklet, ligesom man også magtede simplere areal- og 

volumenberegninger og andre geometriske problemer. Omkring 500 

opdagede man i Grækenland, at de rationale tal ikke var tilstræk-

kelige til beskrivelse a~ selv meget simple geometriske ~ænome

ner, og gennem de ~Ølgende århundreder ~andt man ~rem til en al

gebra med selve de geometriske størrelser, og Eudoxos (408-355) 

udviklede en teori ~or ~orhold mellem størrelser a~ samme art på 

en sådan ~orm, at det omtrent svarer til ~astlæggelse a~ et ir-

rationalt tal ved at angive de rationale tal, som er større end 

det irrationale, og de, som er mindre. Denne såkaldte proportions- : 

lære er et centralt a~snit i ~~lid's elementer (o. 300), den 

~ørste systematiske lærebog i matematik. 

De komplekse tal optræder ~Ørst i begyndelsen a~ den nyere 

tid, ~.eks. hos italieneren Geronimo Cardano (1501-1576) i ~or-

bindelse med trediegradsligningens lØsning. En systematisk ind-

~ørelse a~ de komplekse tal blev ~ørst givet a~ danskeren Caspar 

Wessel i 1798 og ua~hængigt hera~ a~ schweizeren J. Argand i 1813, 

men disse arbejder ~orblev upåagtede, og det var ~Ørst, da C.F. 



Mat.1, 1961-62 Ma 4. 19 

Gauss i 1831 offentliggjorde nogle arbejder om komplekse tal, at 

de blev mere almindeligt kendt. 

Den franske matematiker A. Cauchy (1789-1857) formulerede 

det almindelige konvergensprincip. En konstruktiv opbygning af 

de reelle tal ud fra de rationale gennemfØrtes næsten samtidigt 

af de tyske matematikere R. Dedekind (1831-1916) og G. eantor 

(1845-1918), og en virkelig systematisk opbygning af den mate

matiske analyse på grundlag af disse teorier er fØrst gennemført 

af K. Weierstrass (1815-1897). 
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Lette opgaver. 

1. Vis på grundlag af de i 4.2 første og begyndelsen af andet 

stykke de i andet stykke fremsatte påstande. 

2• Vis på grundlag af 4.2 og 4.3 ordningsrelationens transiti-

vitet, d.v.s. påstanden 

(a < b A b < c) ~ a < c 

3a For hvilke talfØlger (an) vil hver af fØlgende 2 betingelser 

være opfyldt 

3a E: :R Vn E: N V s > O 3N E: N (n ~ N~ Ia-ani ~ E) 

3a E :R Vn E N V s > O 3N E: N (n > N ==> Ia-ani < E) • 

4. Angiv for et hvert x E: R et overtal for talfØlgen (a ), hvor n 

x n 
= -, • n. 

5. Angiv supremum og infimum for mængden af alle tal af formen 

1 1 1 
P + q+ r' hvor p,g,r E: N. 

6. Den sidste og sværeste del af beviset for sætning 4.7.1 kan 

også gennemføres ved et "s-ræsonnement 11
, idet vi vælger 

E E 
a1 E M1 og a 2 E: M2 med a1 ~ sup M1 - 2' a2 ~ sup M2 - 2 og 

benytter, at sup (M1+M2 ) ~ a1+a2 • Gennemfør beviset efte1, 

disse linier og prØv at formulere det så klart som muligt. 

Mange vil måske foretrække dette bevis for det i teksten an-

fØrte. 

7. Angiv værdien af de størrelser der optræder i de i 4.8 beviste 

uligheder, når M er intervallet [0,1T] og f og g er funktio· 

nerne sin og cos. 
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8. Vis sætning 4.9.1 indirekte, idet det vises, at antagelsen 

sup A > inf B fØrer til en modstrid. 

Vis dernæst sætningen direkte, idet det fØrst vises, at sup A 

er undertal for B. Det er fristende, at udforme beviset så-

ledes, at mængderne A og B optræder på symmetrisk måde, men 

derved bliver beviset længere end nØdvendigt. Prøv at udfor-

me beviset så kort som muligt. 

9. Vis, at talfØlgen 

v2, vC2-W2), v'(2+v'(2+V'2)), ••• 

er konvergent (vis ved induktion, at alle led er< 2). Vis, 

at talfØlgen for alle n tilfredsstiller betingelsen an+1
2 = 

2+an' og find grænseværdien ved at lade n~ oo i denne re

lation. 

10. I en talfØlge er 

Angiv lim inf(an) og lim sup(an). 

11. Vis for begrænsede talfØlger (an) og (bn) ulighederne 

lim inf(an)+lim inf(bn) ~ lim inf(an+bn) ~ 

[

lim inf(a )+lim sup(b )J 
n n <lim sup(an+bn)~lim sup(an)+lim sup(a 

lim sup(an)+lim inf(bn) = 

12. GennemfØr beviset for sætning 4.12.1 for a = oo • 

13s Vis sætning 4.13.4 ved at vise direkte, at an~ lim sup(an)' 

idet det benyttes, at fØlgens led fra et vist trin ligger tæt 

sammen, og et af leddene ligger tæt ved lim sup(an). Med lidt 

behændighed kan dette bevis blive enklere end de i teksten 

anfØrte. 

14. For en talfØlge (a ) og et reelt tal a gælder~ at enhver deln 
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fØlge af (an) har en delfØlge med grænseværdi a. Kan man 

deraf slutte, at a ~a. (Eksamen i Århus 1961, forprøven). n 

15. Skitser i en kompleks plan punktmængderne 

A= fx lx-1 l + lx+1 l ~ 3J 

B = f x l x-1 1
2 

+ l x+1 1
2 ~ 3 J 

( x-1 ff 1 C = ~x Arg x+1 ~ 35 

16. Vis, at punktmængden 

hvor a er kompleks og r positiv, er en cirkelperiferi eller 

en ret linie. 

17o Vis for komplekse talfØlger, at 

a ~ a =} l a l ~ l al • n n 

18. Skitser punktmængden (i den komplekse plan) 

fx l lxl ~ 1J +fx l lx-11 + lx+11 = 21, 

idet summen af de to mængder defineres som i 4.7. 

19. UndersØg om en talfØlge (an) er konvergent og angiv 

eventuelle grænseværdi, idet 

1 2 . 3 
1 ) an 

+n +J. n = 
n3+i(1+n2 ) 

2) an = [r(cos®+i sin®]n, r,® E: :R 

n 
3) an = ~ , x kompleks. 

n 

den 

20. Vis, at -Jn ~ 1 for n~ oo • (Benyt et resultat fra MA 3). 

21. Udgående fra et interval [a1 ,b1 ], o< a1 < b1 , danner vi en 

fØlge af intervaller, idet vi sætter 

a 1 = 12(a +b ) n+ n n 

2 a b n n 
bn+1 = a + b ' n = 1 '2' • • • • 

n n 
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Vis, at ([an,bn]) er en aftagende fØlge af intervaller, og 

at vl(a 1b 1) er det eneste fælles punkt for alle intervallerne. 

Vanskeligere opgaver. 

22. Lad M være en given mængde, og lad p,p1 ,p2 ,q,q1 ,q2 være reel

le tal, som tilfredsstiller betingelsen 

Undersøg, om der eksisterer afbildninger f:M ind i R og 

g:M ind i :R, således at 

inf f = n .1:'1 
M 

, inf g = p 2 
Ivi 

inf (f+g) = p 
M 

sup f = q1 , sup g = q2 , sup (f+g) = q. 
M M M 

Hvis en sådan funktion eksisterer, betyder det, at de i 4.8 

beviste uligheder er de skarpeste, som har almen gyldighed. 

I modsat fald vil der (evt8 for specielle valg af M) kunne 

vises en skarpere sætning~ 

23 .. Formuler og lØs en opgave analog med 22, men omhandlende 

lim inf og lim sup. 

24. For en talfØlge (an) gælder an~ a. En ny talfØlge (bn) er 

defineret ved 

Vis, at b ~ a. n 

25. For en talfØlge (an) gælder, at der eksisterer et positivt 

tal k, således at 

k n 
la -al<-, ,n=1,2, •••• n+1 n = n. 

Vis, at (a ) er konvergent. 
n 



Mat.1, 1961-62 MA 4. Opgaver 27-28 

delmængde opfØrer sig med hensyn til regneregler og ordning 

nøjagtig som de reelle tal, og vi vil identificere disse 

fØlger med de reelle tal. 

Vis, at mængden af de sædvanlige hele tal derved får et over-

tal, men ingen supremum i legemet L. 

Vis, at sætning 4.10.1 gælder i legemet L. 

28. Afled det almindelige konvergensprincip ud fra sætningen 

om intervalindsnævring (4.10.1 ), uden at benytte eksistensen 

af øvre grænse ved at starte med en fØlge E af positive n 

tal, der går mod nul og benytte, at alle fØlgens elementer 

fra et vist trin N ligger i intervallet [aN-e'aN+e]. 
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Uendelige rækker. 

5.1. Allerede i gymnasieundervisningen optræder eksempler 

på uendelige rækker, ligesom vi også i det foregående har mødt 

flere uendelige rækker. Vi vil nu behandle deres teori mere ind

gående. Vi indleder med definitionen. 

5.1.1. Definition. Et udtryk af formen 
00 

L ak == a1 + a2 + •. ~ . 
k=l 

kaldes en uendelig række. Summen 

n 
L~ ak == al + 
k=1 

•.• +a 
n 

kaldes det nte afsnit af den uenddelige række 1 og følgen (sn) 

kaldes rækkens afsnits{ølge. Hvis (s )--> s, siges rækken at _n 

have summen s, og vi skriver 
00 

~ ~{ = a1 + a2 + • · • =s. 
k==1 

Hvis s tillige er endelig, kaldes rækken konvergen..:t_. En række, 

som ikke er konvergent, kaldes divergent. En divergent række med 

sum+ oo (- =) kaldes div~r~ent mod+ oo (- =). En sum af formen 

n+p 
u = J, ak == an+1 + 
n,p k=rH1 

... 
kaldes et udsnit af rækken, og dette udsnit siges at begynde ved 

(index) n + 1. 

Det hænder selvfølgelig, at leddene i den uendelige række 

er forsynede med indices, som ikke n8top angiver leddenes numre 

i rækken, men det nte afsnit er selvfølgelig alligevel summen af 

de n første led. For rækken 

[J a2k+5 
k=O 

bliver det nte afsnit således 

n-1 
1~ s = n k==O 

5.2. Ifølge det almindelige konvergensprincip er rækken 
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,L: ak 
k=1 

MA. 5.2. 

konve~ent, gvis 9g ~gg hvi~ følgen~e petingelse er opfyldt: 

(1) Vs >O 3N\fn ~N Vp >O (un,:p ~s), 

idet vi har relationen sn+p - sn = un,p· 

Dette medfører umiddelbart, at den harmoniske række 
00 

T~ 
k=1 

1. 
k 

er divergent, idet vi for s = t ikke kan finde noget tilsvarende 

N, så (1) bliver opfyldt. Vi får nemlig 

~ •j 1 1 
= L .. -' k ~ N. 2N = 2. 

k=N+1 

Af det almindelige konvergensprincip følger også, at 

(an) -> O Q! en nøsive!l_dig betingels~ for _?onvergens af Z a n 

(sådan vil vi kort skrive den uendelige række, når det ikke kan 

give anledning til misforståelse). Den harmoniske række viser, 

at betingelsen ikke er tilstrækkelig. 

5.3. Vi definerer nu et nyt, overordentligt vigtigt begreb: 

5. 3.1 . Def~ni:.t~on.. Rækken Z an kaldes absolut ko:Qve~gQ_nt, 

hvis Z l an l er konvergent. 

5.3.2. Sætning. Hvis en række er absolut konvergent, er 

den konvergent. 

Ellers ville betegnelsen ''absolut konvergent" være mindre 

heldigt valgt. Påstanden er ikke triviel, men vi foretrækker 

straks at vise følgende sætning, der har 5.3.2 som specialtil-

fælde, og som sædvanligvis kaldes §amill~nlig~ingsk~iteriet. 

5 . 3. 3. Sætnigg. Lad Z P n være en konvergent række med pos i-

tive led, og .lad Za være en række, som tilfredsstiller betinn 

gelsen Iani -;:; pn for alle n, Da er Z an konvergent. 

For s > O kan vi på grund af det almindelige konvergens-

princip (som nødvendig betingelse) vælge N, således at 

n+q 
">1 ·o < r::; for n > N. n > O 
/~-' c lr __ , ':l 9 k=n r.:... --



Mat. 1,1961-62. MA. 5.3. 

og vi har da 

n+q l n+q n+q 
fn ak ~ ~n l~~ ~ J;iJ. pk ~ E for n> N 9 q > O. 

Af det almindelige konvergensprincip (som tilstrækkelig betingel

se) følger nu, at ~a er konvergent. Vi understreger, at bevi-
n 

set for sætningerne 5.3.3 og 5.3.2 virkelig kun kan gennemføres 

ved hjælp af det almindelige konvergensprincip eller en tilsva-

rende dybtliggende sætning. 

5.3.4. Defini}ion. En række, der er konvergent, men ikke 

absolut konvergent, kaldes betinget konvergent. 

Rækken ~ a , hvor 
n 

=- 1 
2n for n= 1, 2, ···, 

er betinget konvergent, idet afsnitsfølgen (s ) er givet ved n 

S L s o 2n-1 = 2n' 2n = ' 
medens afsnitsfølgen for ~ l an l har den harmoniske rækkes af-

snitsfølge som delfølge. 

5.4. Før vi går videre med de mere dybtgående undersøgel-

ser vedrørende uendelige rækker, vil vi anføre en række yderst 

simple regler vedrørende operationer med rækker. 

5 • 4 • 1 • Sætning. Lad ~ a være en konvergent række med sum n 

s. Vi kan da uden at ændre disse forhold foretage følgende pro-

cesser med Tækken: 

a )Indskyde endelig eller uendelig mange led med værdi O. 

~ )Udelade led med værdien O (derved kan rækken eventuelt 

forvandles til en endelig sum). 

Y )Sætte parenteser (men ved at hæve parenteser risikerer 

man at ødelægge rækkens konvergens). 

o )Permutere rækkens led på en sådan måde, at der eksisterer 

et tal q, således at intet leds nummer i rækkefølgen æn

dres mere end q ved permutationen (permutationer, der for-

skyder led vilkårligt langt, kan ændre summen eller øde

lægge konvergensen). 
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Vi bemærker, at ex ) og {3) kun bevirker gentagelser eller 

udeladelse af gentagelser i afsnitsfølgen, hvilket hverken influ

erer på konvergens eller grænseværdi. y) vil erstatte afsnits-

følgen med en delfølge, som ifølge 4.14.3 konvergerer mod s. For 

at vise o) bemærker vi, at forskellen mellem det nte afsnit i 

den oprindelige række og det nte afsnit i den arnordnede række 

bliver en sum af højst 2q + 1 led af formen ±ak med n - q ~ 

k ~ n + q, og en sådan sum går mod O for n -> oo da hvert 

enkelt ~ -:> O. 

5.4.2. Sætning. Lad ~an være en konvergent række med sum s. 

Vi kan da foretage følgende processer, som ikke ødelægger kon-

vergensen, men som dog ændrer summen~ 

ex)Udelade endelig mange led med sum c. Derved ændres summen 

til s - c. 

f3)Indføje endelig mange led med sum c. Derved ændres summen 

til s + c. 

Y )Multiplicere rækken ledvis med et vilkårligt komplekst 

tal k. Derved fås rækken ~ can med sum es. 

Dette følger umiddelbart af, at afsnittene i det første 

tilfælde ændres til s - c og i det andet tilfælde til s +c n+q n-q 
fra en vis index at regne, medens afsnitsfølgen i det tredie 

tilfælde ændres til csn. 

5.4.3. Sætning. Lad 

med summer s og t. 

~a og n ~bn være konvergente rækker 

ex )Rækken ~ (a + b ) er da konvergent med sum s + t. n n 

f3 )En række ~en, der er fremkommet ved at blande ~ an og 

~b , således at leddene i ~c netop er alle leddene i n n 

de to oprindelige rækker, hvert medtaget netop 1 gang, 

og således at leddene fra hver af rækkerne ~a og ~b n n 
står i samme rækkefølge i 

ke, vil have summen s + t. 

~c som i den oprindelige ræk
n 
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Rigtigheden af disse påstande ses umiddelbart ved betragt

ning af afsnitsfølgerne. Den sidste påstand fØlger i øvrigt af 

den fØrste, idet man indskyder nuller fØr additionen~ således som 

antydet ved fØlgende eksempel 

ai +O+ O+ a 2 + a
3 

+O+ O+ O+ a4 + a
5 

+ a6 + ••• 

o+ bi + b2 +o+ o+ b3 + b4 + b5 +o+ o+ o+ ••• 

ai +bi + b2 + a2 + a3 + b3 + b4 + b5 + a4 + a5 + a6 + ••• 

5.4.4o S.!!li;.ning. For vilkårlige !:~~rækker Lan og '2;n 

gælder 

I: (an+ i b n) = s + i t *=' )' an = s A f b n = t • 

Dette ses umiddelbart ved at betragte afsnitsfØlgerne. 

5.5. At undersøge om en række er absolut konvergent fører 

til undersøgelse af 9 om en række med positive led er konvergent. 

Midler til undersøgelse af konvergens af rækker med positive led 

har derfor ganske stor betydning, og vi skal i dette afsnit nær-

mere studere sådanne rækker. 

Vi bemærker først~ at afsnitsfØlgen bliver voksende 9 og 

derfor vil en række med_Jlositive led kon~rgere.J. hvis 

og kun hv~~f&nitsf~lgen er b~græ~t. For rækk§r meå rro§itive 

led gældet derfor ...Q@~ ai_enhver delrække er !f.Q.UY~rg§.nt. 

5.5~i. §ætning. Ved arnordning på vilkårlig måde af en række 

Lan med pos i ti ve led og med sum s fås en række L bn med samme 

sum. 

Bevis. Ethvert afsnit u 

tn = r bk 

k= i 

er en del af et afsnit af den oprindelige række, og vi har derfor 

tn ~ s. Altså er s et overtal for mængden af afsnit tn 9 og vi 
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har da s ? sup(tn) = lim tn~ hvilket viser, at 

D-teo 

) bn ~ ran o 

Da nu den oprindelige række fås ved omordning af ~bn' gælder 

analogt 

og dermed er påstanden bevist. 

5.6. Det vigtigste middel til konvergensundersøgelser for 

rækker med positive led er sammenligningskriteriet. Som sammen

ligningsgrundlag benyttes en passende konvergent række ~an med 

positive led. For nu at vise konvergens af ~bn' som også an-

tages at have positive led kan man eventuelt direkte sammenligne 

tilsvarende led i de to rækker. Hvis der eksisterer et positivt 

tal c og et naturligt tal N, således at b < ca for alle 
n= n 

n ? N~ da er ~ bn konvergent. Vi kan nemlig multiplicere 

~ an med c~ udelade de N-1 første led af rækkerne og benytte 

sammenligningskriteriet. 

Man kan også sammenligne de to rækker på en mere indirekte 

måde ved at vise~ at leddene i ~bn aftager mindst lige så 

hurtigt som leddene i an~ altså at der eksisterer et naturligt 

tal N~ således at 

~n+1. ~ an+1 for alle n ? N. 
bn an 

Hvis vi nemlig vælger c € R~ således at bN ~ caN' medfører 

betingelsen bn ~ can for alle n? N. Dette ses ved induktiono 

ca , giver uligheden nemlig 
n 

bn+1 ~ an+1 • bn ~ c an+1 • 
an 
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Til grovere undersøgelser kan man sammenligne med kvotient-

rækken, idet man har 
= konvergent for O < x <1 

~ xn 

n= o di ve r gen t f o r x ~ 1 , 
~ 

og derved får man fØlgende konvergenskriterier for rækker 2_,an 

med positive led. 

1 • Rodkriteriet. 

Konvergens, hvis lim sup (..9'a ) < 1 • 
n 

Divergens, hvis lim sup (J>-a.n) > 1, eller hvis blot JAan ~ 1 

for uendelig mange værdier af n. 

2. Kvotientkriteriet. 

Konvergens, hvis lim sup (a~+i) < 1. 
an 

Divergens, hvis lim inf ( ~n+1) > 1 • 
an 

Bevis. Af lim sup 

tal N og et reelt tal k 

(~an) < 1 fØlger eksistensen af e t hel t 

< 1, således at J-a < k for n > N, altså n = = 
an ~ kn for n ~ N. Her er altså tale om direkte sammenligning 

med en kvotientrække. 

Af lim sup (ant1) < 1 fØlger tilsvarende eksistens af N og 
an 

a k < 1, således at _n±l ~ k = 
kn+1 

for n~ n. Her er altså tale 

om indirekte sammenligning med en kvotientrække. 

Vi vil ikke opholde os ved de to divergensbetingelser, men 

hen viser ti l opgave nr. 7, 

5.7. For bedre at kunne udnytte sammenligningskriteriet, 

må vi skaffe os konvergente rækker, som konvergerer langsommere 

end kvotientrækker. Sådanne rækkers konvergens kan ofte vi ses 

ved fØlgende kriterium, der kaldes integralkriteriet: 



Mat. 1 , 1961 -62 MA 5.8 

5.7.1 ~Sætning. Lad f:[1,oo[ ind i R være en funktion, som 

er positiv og aftagende, og har grænseværdi O i ~. Rækken 

~f(n) og fØlgen ~n f(x)dx) er begge konvergente eller begge 

di ve r gen t e • 

Bevis. Som det fremgår af 

figuren~, ~f 
f~k) f f(x)dx ~ f(k+1), 

.k 

hvoraf fØlger 
k+1 

O ~ f(k)- jk f(x)dx ~ f(k)-f(k+1). 

n Nu er 
. -----. L (f'(k)-f(k+1 )) = f(1 )-f(n+1) ~ f(1 L 

k=1 

~ ·----
>ijJ'\'·~ 

k k+1 

hvilket viser, at ~(f(k)-f(k+1 )) er en konvergent række. Af 

sammenlig ningskri ter i e t fØlger derefter , a t l:: (f' (k)- [+1
f' (x) dx) 

er ko::er:e~~1 
f'(x)dx er konvergent er ensbetydende med, at 

afsnitsfØlgen (/n f(x)dx) er konvergens. Da summen af to kon
\ 1 

vergente rækker igen er konvergent, ses det, at dette medfØrer 

konvergens af ~ f(k). Hvis nu omvendt ~ f(k) er konvergent, 
k+1 

da er z r f(x)dx konvergent, de· den er sum af de konvergente 
lk k+1 ) 

rækker 2:; ::~'(k) og :S (/k f(x)dx-f(k) • 

Ved at anvende integralkriteriet for f(x) = x-a får vi, at 

r.~lee.n ~n-ex ~r ...tg_:g.y~rgent for a > 1, divergen.t.1,91:, a ~ 1· 

Ved at anvende integralkriteriet for x-1(log x)-a, hvor vi 

må nøjes med at summere fra n = 2, ser vi, at rækken 2j n-1 (log n) -a 

~~vergent for a> 1, diY§rgent for a~ 1. Tilsvarende 

gælder for rækkerne ~ (n log n) - 1 (log log n) -a , 

2j (n log n log log n)-1 ,(log log log n)-a, o.s.v. Vi har dermed 
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fået en mængde langsomt konvergerende rækker, som kan udnyttes 

i forbindelse med sammenligningskriteriet. 

F kk d det n te led -a t• · or ræ en me an = n ar vJ. 

Nu er ifØlge binomialrækken for 1 < a < 2 og n > a - 1 

( 1'*-n1)a = 1 +a • 1 * a{a~1l . ..1.2 +. • • S:_ 
n 2. n 

1 + ~ ( 1 + (a -1 ) +. (a -1 ) 
2 

-tt. • • ) = 1 

...eL 
2-a: +-n .. 

En række Eb med positive led er altså konvergent, såfremt der n 
eksisterer et helt tal N og et reelt tal~> 1, således at 

Dette ses, at 

vi får derfor, 

b 
..ll±i< n f >N b = n+./3 or n = • 

n 

vi vælger a = ff1 • For a = 1 har vi divergens, og 

at ~b er divergent, såfremt n 

b 
...ll±..1. > ....!L

1 
for n " N. b = n+ f 

n 

5.8 Sammenligningskriteriet kan ifØlge sagens natur ikke 

benyttes til at vise konvergens af betinget konvergente rækker. 

Et vigtigt hjælpemiddel til studium af betinget konvergente ræk-

ker er en omskrivning, der sædvanligvis kaldes Abelsk summation. 

177i betragter 

, p = 1 , s •• , n; A
0 

= O • 

Vi har da 

ap=A -A 1 ,p=1, ••• ,n. p p-

Don 
n 

Abelske summation er da fØlgende 
n 

omskrivning 
n 

\a b 
/_; p p 

p=1 

n 

= \(A -A 
1 

)b L p p-. p 
p=1 

= ~Apbp -
p=1 

~Ap-ibp = 
p=1 
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n 

\A b -~p p 
P=1 

n-1 

\A b 
~ p p+1 
p=O 

:::Ab n n 

MA 5. 10 

n-1 

+ LAp (b p ·-bp+1 ) ' 
P=1 

idet A0 = o. Vi lægger mærke til, at den Abelske summation be

virker, at a'erne erstattes med summer af a'er og b'erne med 

differenser mellem b 1er. Den Abelske summation er analog med par-

tiel integration. 

Ved anvendelserne har man sædvanligvis en vurdering 

l~ l 

( 1 ) 

Vi får da fØlgende sætning 

vurdering 

5.8.1. Sætning. Hvis (an) er en kompleks talfØlge, med den 

egenskab, at der eksisterer et tal A, således at 

n 

(2) l L ak/ ~ A 
k:::1 

for alle n, medens (b ) er aftagende talfØlge med grænseværdi O, n 
da er ~a b konvergent. 

n n 

Bevis. Lad E > O være opgivet. Vi vælger N, således at 

E 
b n ~ 2A for n ~ N, 

og vi har nu ifØlge (2) 

n+p n+p n 

l L ak l = l L ak - L ak l ~ 2A, 
k=n+1 k=1 k:::1 

så vurderingen (1) for n~ N giver, idet (bn) er aftagende 
n+p 

l L apbpl ~ 2A( bn+p + 
k=n+1 

og rækken ~a b er således konvergent ifØlge det almindelige 
n n 

konvergensprincip. 
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I sætning 5o 8 o 1 kan vi også op fa t te ~ an som en række, hvis 

afsnitsfølge er begrænset. Vi ønsker da at tilfØje faktoren b 1 , 

således at ~a b bliver konvergent, og sætningen siger, at dette n n 
indtræffer, når blot b er aftagende og går mod O. Man kan i øvn 

rigt variere betingelserne i 5.8.1 en del. 

Rækken ~(-1 )n er en række med begrænset afsnitsfØlge, og 

fgr_~nf!~t!.si~.llQ.§_fØlge bn ~_grænseværdi O gælder det dill.Q!., 

at ~(-1 )nbn ~Quyergent. (Sætningen om konvergens af alternerende 

række. 

Det er let at angive mange flere eksempler på divergente 

rækker med begrænset afsnitsfØlge, og senere i dette kapitel møder 

vi nogle særlige smukke eksempler. 

5.9. Vi vil nu nærmere studere de særlige egenskaber ved 

absolut konvergente og ved betinget konvergente rækker. Vi be

tragter først en række ~an med reelle led. Lad p1 ,p2 , ••• være 

de positive, og -q1 ,-q2 , ••• de negative led i rækken. Vi har da 

de to delrækker ~Pn og ~~' af hvilke den ene måske blot er en 

end e lig sum. Vi antager, at ~a er konvergent, og vi sætter 
n 

s = ~a , p = ~p , q = ~qn' n n 

hvor p og q eventuelt kan være +oo. Nu er 

(3) p = s + q, 

hvilket viser, at rækkerne ~Pn og~~ begge konvergerer eller 

begge divergerer. Af 

~l anl = p+q 

fØlger endelig, at ~elræ~k~ ~Pn og ~~ er_~nvergen~ (eller 

den ene en endelig sum), hYiå ~an er=a~§21ut konvergent, og 

~pn QB. ~~ ~diyer_@n,!:e.~...JlYJ&. ~an ~_Qeti;ng~_t_:!fQllY~K~.ll.i· Af 

sætning 5.5.1 og (3) fØlger nu: 

5.9.1. Sæ1ning. Ved omordning på vilkårlig måde af en absolut 

konvergent række fås en ny konvergent række med samme sum. 
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På grund af sætning 5,4.4 gælder påstanden også for rækker 

med komplekse led. 

Derimod kan man altid ændre en betinget konvergent rækkes 

sum ved arnordning af rækken, ligesom rækken også kan gøres diver-

gent ved omordning. 

Hvis ~a er en betinget konvergent række med reelle led, kan 
n 

vi ved parenteser inddele hver af rækkerne Zpn og Z~ i endelige 

summer, der alle er~ 1, og hvis vi ordner disse parenteser i en 

uendelig række og derefter hæver parenteserne, får vi en divergent 

række, der er fremkommet ved arnordning af Zan. Vi skal ikke gå 

nærmere ind på disse forhold. 

5.1 O. Vi betragter en afbildning qy :N x N ind i C, og vi sætter 

qy(m~n) =a m n Vi kan ordne parrene (m 9 n) i en fØlge, og derved 

bliver ~a en uendelig række. Vi ønsker at finde tilstrækkelige m n 

alle konvergerer og har samme værdi. Vi viser fØrst 

5.10.1. Sætning. Hvis amn ~ O for alle m og n, har de tre 

summer i (4) samme værdi. 

Bevis. Det er k~artN,at 

VM VN 2Jiam,n) ~ ~a m9 n 

m=1 n=1 

Lader vi her N-+ oo, får vi 

og for M-+ oo fås nu 



Mat. 1, 1961-62 MA 5.13 

00 00 

Den modsatte ulighed fØlger umiddelbart af, at der til hvert 

afsnit A af ~amn svarer hele tal M og N, således at 

A 

Påstanden vises på helt tilsvarende måde for den sidste af summer-

ne (4). 

Vi kan nu vise den almindeligere sætning 

5.10.2. Sætning. Hvis ~a er absolut konvergent, er alle de - - mn 
uendeliKe rækker i (4) absolut konvergente, og de tre udtryk i (4) 

har samme værdi. 00 

Bevis. Da ~la l er konvergent, vil også alle rækkerne\ la l 
mn ~ mn 

konvergere, og vi sætter 

00 

A1ll = I: l am,nl' 
n==1 

Af sætning 5.10.1 fØlger, at ~A konvergerer, og da la l ~ A , m m m 
giver sammenligningskriteriet, at ~am er absolut konvergent. 

Wi sætter nu 

[a , 
hvis a > o [-a , hvis a < o 

P == m,n m,n _ m,n m,n 
~,n - O h · rrr,n 0 hvis a ~ o , VJ.S a f o • ' m,n m,n 

IfØlge 5.9 er ~:p og~~ mn n konvergente, og af sætning 5 .1 O • 1 

fØlger 

00 00 00 00 

' 

og ved flere anvendelser af' sætning 5.4.3 får vi 
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00 00 00 00 00 00 

m=1 n=1 m=1 n 1 m=1 n=1 
00 00 00 00 

Analogt vises, at også det sidste udtryk i (4) har samme værdi. 

5.11. Vi skal nu wise en sætning om multiplikation af ab-

solut konvergente rækker. 

5.11 • 1 • §_ætp.i,!lB:O Lad 2jan og 2jbn være absolut konvergente 

rækker med sum s og t. Da er 2ja b absolut konvergent med sum st. m n 

Bevis. Af sætningerne 5.10.1 og 5.4.2y fØlger 

00 00 CO 00 

CO 00 

= L laml L lbnl' 
m=1. n=1 

hvilket viser, at 2jlambnl er konvergent. IfØlge sætning 5.10.2 

kan vi da udføre nøjagtig den samme regning uden numerisktegne-

ne, og dermed er sætningen vist. 

Det ep o:fte hensigtsmæssigt at samle leddene i 2jambn i pa

renteser, således at hver parentes indeholder alle led, hvis in-

dex har en vis sum. Det enkelte led har således formen 

n 

(5) c= \'a b 
n G p. n+1-p ' 

p=1 

og produktformlen bliver da 

(6) 
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Det kan vises, at denne mere specielle produktformel gælder 

for to rækker, hvis blot den ene er absolut konvergent. Vi skal 

ikke opholde os ved beviset for denne påstand. Det kan ligeledes 

vises, at (6) gælder, hvis alle tre rækker konvergerer, men hvis 

~a og ~b er betinget konvergente, vil ~c undertiden divergere. 
n n n 

5.12. En række af formen 

(7) 

kaldes en E9tensrække. Vi vil antage, at a 0 ,a1 , ••• samt z er 

komplekse tal. Idet a 0 ,a
1 

, ••• har faste værdier, vil vi undersø

ge, for hvilke værdier af z rækken konvergerer. Vi viser fØrst 

5.12.1. Sæ1gigg. Hvis talfØlgen (an z0n) er begrænset, kon

vergerer (7) absolut for lzl < lz 0 1. 
Vi kan nemlig vælge et reelt tal K, således at lan z0nl ~ K 

for alle n, og vi har da 

og da rækken 
(X). 

LK (~)n 
n= O 

for lzl < lz0 1 er en konvergent kvotientrække, fØlger sætningen 

af sammenligningskriteriet. 

5.12.2. ~nlllg. For potensrækken (7) vil der altid gælde 
, 
en af fØlgende 3 påstande+ 

1) Rækken konvergerer kun for z= o. 

2) Rækken konvergerer absolut for alle z E t. 

3) Der eksisterer et positivt tal r, således at rækken er 

absolut konvergent for lzl < r og divergent for lzl > r. 

Eevis. Lad os antage, at hverken 1) eller 2) indtræder. Der 
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eksisterer da et komplekst tal z0 ~ o, således at rækken konver

gerer i z0 , og talfØlgen (an z0n) er da begrænset. Heraf fØlger 

nu, at rækken konvergerer absolut for l z l ~ lz0 1. Lad M være mæng

den af positive tal p med den egenskab, at rækken konvergerer ab

solut for lzl <p. Vi sætter r = sup M, og rækken konvergerer da 

absolut for lzl < r. Hvis rækken konvergerer for z= z1 , hvor 

lz1 l > r, ville sætning 5.12.1 medføre, at rækken konvergerede 

absolut for lzl < lz1 l i modstrid med definitionen af r. 

Det i sætning 5.12.2 definerede tal r kaldes potensrækkens 

~QillLergensr%Q1~ og cirklen lzl < r kaldes potensrækkens konve~

genscir.&:,tl. Konvergensradius sættes = O i tilfælde 1) og = oo i 

tilfælde 2). 

Til bestemmelse af konvergensradius har vi 

5.12.3. §~nj~. For konvergensradius r for rækken (7) gæl-

der 

(8) r= (lim sup~la J)-1 , . n 

og hvis fØlgen(~\ har en grænseværdi, 
l an+11) 

er den = r. 

Bevis. Hvis r er defineret ved (8), får vi 

og det fØlger af rodkriteriet (se 5.6), at r er konvergensradius. 

l anl lan+1 
zn+11 

hl M ra;:~T -> 
r fØlger ~ og kvotientkriteriet 

lan znl r ' 

(se 5.6) medfØrer, at r er konvergensradius. 

Det skal tilfØjes, at konvergensradius ret ofte kan bestem-

mes uden regning, idet betinget konvergens kun kan indtræffe på 

konvergenscirklens rand. At fØlgen (a zn) er begrænset uden at 
n 

rækken konvergerer kan ligeledes kun indtræffe på konvergens-

cirklens rand. 

En række af formen 
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kaldes en notensrække udfra z0 • Den vil konvergere absolut i en 

cirkel lz-z
0
1 < r, eventuelt i hele planen eller kun for z = z0 • 

Dette ses umiddelbart ved at benytte z-z0 som ny variabel. 

Da potensrækker konvergerer absolut indenfor konvergenscirk-

lerne, kan multiplikationssætningen 5.i1 .i anvendes, oftest for

delagtigt på formen (5) og (6), som giver 

(9) 

hvor 

(i· o) 

fås 

CO 00 

n= O 

5.13. For potensrækken 

exp z 
z z2 

= 1 + 1T + 21 + ••• 

n! 
(n+1 )T = 

1 n+T ~ o, 

n 
z ' 

og rækken er derfor absolut konvergent for alle z, og summen 

exp z er en i hele den komplekse plan defineret funktion. For 

reelle værdier af z fås specielt ifØlge 2.3, at 

x 
exp x = e • 

Ved produkt formlen får vi endvidere 

00 00 

n=O n=O 
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00 n 00 n 

L(I z p n-~ L~, (L (~)z1P --1. z2 n-p) 
pi ~ n ... p)! = z2 = 

n=O p=O n= O p=O 
(><)> 

L (z1-trz2)n 
n! = exp (z1+z2). 

n= O 

På grund af' denne relation, der er en udvidelse af' relationen 

e :lt.t. eXa = eX:t +.:x;a til komplekse tal, er det nærliggende a t sætte 

exp z= ez. For z= iy (rent imaginær) f'år vi endvidere 

00 00 

( 11 ) 
\ ( _1 )n y2n \ ( _1 ~n ;y2n+1 __ 
L ( 2i1)! + i L 2n+1 ) ! 
n=O n=O 

cos y + i sin y~ 

og vi f'år derf'or generelt 

ez = ex+iy =ex eiy = ex(cos y+ i sin y), 

således at ex+iy bliver det komplekse tal, der har ex som nume

risk værdi og y som et argument. 
i y Det er nyttigt at huske, at e f'or reelt y er et komplekst 

tal med numerisk værdi 1 (et komplekst f'ortegn)$ og at ethvert 

komplekst tal med numerisk værdi 1 kan skrives på f'ormen eiY, 

hvor y er reel. Moivres f'ormel f'år med den nye betegnelse det 

simple udseende 

(eiy)n 

5.14. Rækken 

i ny = e • 

hvor y er reel, er divergent, da alle led har numerisk værdi 1. 

Når y ikke er et multiplum af' 2ff, har rækken begrænsede af'snit, 

idet einy ~ 1, og vi f'år da, idet rækken er en kvotientrække 



= 

og idet 

fØlger heraf 

1_ei (n+1 )y 

1 
iy 

-e 
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, 

Af sætning 5,8~1 fØlger derfory når (bn) er en monotont aftagen

de fØlge med grænseværdi o, at rækken 
CO 

\bn G einy 

n= O 

er konvergenty når y ikke er et multiplum af 2ff. Ved at tage 

realdel og imaginærdel ser viy at det samme gælder for rækkerne 
00 CO 

cos n y og sin n y. 

Den sidste er endda konvergent for alle reelle y. 

Potensrækken 
CO 

( 12) )

-, n 
~ .... 

_IT.'. 

]l:c.: ') 

er divergent for z = 'l (harmonisk række, se 5. 2), men konvergent 

for z = ·~1 (al ternerende række 7 se 5. 8). Rækken har derfor konver

gensre,diuo 1. For z = eiY, y E R fås et specielt tilfælde af den 

ovenfor behanulede række, og vi får derfor, at rækken (12) er 

(betinget) kon,Tergent på randen af konvergenscirklen und tagen i 

punktet z = 1 " 

5.15. Af den i 5.13 udledte relation (11) får vi for alle 

reelle værdier af y 
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eiy = cos y + i sin y -iy e = cos y - i sin y, 

hvoraf vi får ved addition og subtraktion 

l ( iy -iy) cos y = 2 e + e , . l (eiy Sln y = 2 i -iy) e • 

Det er derfor nærliggende at udvide definitionerne af de trigono-

metriske funktioner til det komplekse område ved at sætte 

l ( iz -iz) cos z = 2 e + e , . l ( iz -iz) s1n z = 2I e - e • 

Hvis vi her indfører rækkeudviklingerne for eksponentialfunktio

nerne, finder vi, at vi får, at de tidligere udledte rækkeudviklin

ger gælder i hele den komplekse plan. Vi sætter endvidere 

tg z = sin z 
cos z 

cos z cot z = ~.=--= 
Sln Z 

iz -iz = 1 e + e 
i eiz -iz - e 

eiz + e-iz 
::: i iz -iz e e 

Definitionerne af de hyperbolske funktioner 

l ( z e-z) cosh z = - e + 2 

tgh sinh z z = cosh z 

sinh z 

cosh z 
coth z = sinh z 

overføres uden videre til komplekse variable, og vi bemærker, at 

vi får relationerne 

cos z = cosh iz, sin z = i sinh iz, tg z = -i tgh iz, ootz = 
i ooth iz. 

Det er klart, at formlerne for regning med hyperbolske funktioner 

gælder uændret i det komplekse, idet disse regneregler udledes 

direkte af eksponentialfunktionens funktionalligning. Ved at ud

nytte sammenhængen mellem hyperbolske og trigonometriske funktio

ner i det komplekse fås umiddelbart, at de trigonometriske formler 

ligeledes gælder for komplekse variable. Specielt får vi formlerne 

cos (x±iy) = cos x cos h y - i 
+ 

sin x sinh i y 

sin (x±iy) ::: sin x cosh y + i cos x sinh i y 
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Det fremgår heraf, at periodicitetsegenskaberne 

cos (z+2rr) = cos z 
' 

sin (z+2rr) = sin z 

gælder for komplekse værdier af z. Eksponentialfunktionen og de 

hyperbolske funktioner får periode 2rri, altså 

z+2rri z e = e , cosh (z+2rri) = cosh z, 

o.s.vo Dette fremgår umiddelbart af, at 
2 . 

e ffl = cos 2rr + i sin 2rr = 1 • 

5.16. Af udtrykket 

exp z = ex+iy = ex(cos y + i sin y) 

fremgår, at eksponentialfunktion kun antager værdier * Oo Er på 

den anden side 

( 13) r(cos e + i sin e) 

en sådan værdi, ser vi, at exp z antager denne værdi for 

z = l o g r + i (e + 2prr ) , 

hvor p er et vilkårligt helt tal, Vi har altså en afbildning 

exp : C på C \ f O J , 

og originalmængden til punktet (13) er mængden af værdierne (14). 

Vi betegner denne mængde Log (r(cos e + i sin e)) og kalder den 

~ngden af logaritmer til tallet (13). Netop 1 af disse logarit

mer har sin imaginærdel i intervallet ]-rr,rr], og denne logarit

me kaldes hovedlogaritmen af tallet (13), og den betegnes 

log(r(cos e+ i sin e)). 

En potens zY = (x+iy)a+i~ kan ligeledes tillægges en for-

nuftig betydning som en talmængde, idet vi sætter 

zY = exp (y Log z) = 
exp (y log lzl +i y arg z)= 

[ e y l o g l z l + i y (Ar g z + 2prr) l p E z J . 
F.eks. bliver 
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Lette opgaver. 

1. Benyt opgave 5 i kapitel 1 til at undersøge, om ~Ølgende 

rækker 

konvergerer ~or g > 2 og til at ~inde den eventuelle sum. 

2. Skriv beviset ~or sætning 5.4.4 ud~Ørligt. 

3. Bevis sætning 5.5.1 ved at vurdere di~~erensen mellem a~snit 

i de to rækker. 
00 

4. For hvilke reelle p konvergerer I: (log n)P. 
n:::2 

5. UndersØg dels ved rodkriteriet og dels ved kvotientkriteriet, 
O<) 

om ~ n3e-n er konvergent, og ~or hvilke p rækken ~ pn np 

n=~ 
er konvergent. 

6. Vis, at rækkerne 
00 

b -n~lo-:.:..(-1~+"'7'*-) ' 

er divergente. 

7. Gennem~ør de manglende a~snit af' beviserne ~or rodkriteriet 

og kvotientkriteriet MA 5.6. 

8. Vis, at rækkerne 
00 00 

er konvergente. 

9. For hvilke reelle p konvergerer 
00 

L nP (i(~- 1) - JJ og L np(v(n+1) - aln + V(n-1) )? 
n:::2 n=1 
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1 O. For hvilke reelle p og g med o < g < p konvergerer 
00· """' 

L 1 I 1 

nP -n g 
og n n 

n=2 n=1 p -g 

11. Bevis integralkriteriet (sætning 5.7.1 .), idet det fØrst 

(f.eks. ved en arealbetragtning) vises, at 

n n-1 

I f(k) ~ {f(x)dx ~ L f(k), 
k=2 1 k=1 

og dernæst benyttes disse uligheder til vurdering af rækkens 

afsnit, når integralet konvergerer og omvendt. Denne bevis-

metode er måske bekvemmere end den i teksten benyttede. 

12. Vis, at~. (i~ln +;l) er betinget konvergent. 

13. Vis, a t 

+ ••• 

er betinget konvergent. 

14. Prøv at vurdere summen af de n fØrste led i den harmoniske 

række ved at sammenligne summen med et bestemt integral, og 
~ 

vuder derved den mindste værdi n0 af n, for hvilken summen 

overstiger 100. Metoden giver en vurdering a < n 0 < ae. 

Hvorledes kan en skarpere vurdering fås?. 

15. Vis sætningen om den alternerende række (se 5.8) ved at vise, 

at afsnittene definerer en intervalindsnævring. 

16. Vis fØlgende sætning: 

Hvis ~an er en konvergent række og (bn) en monoton, begrænset 

talfØlge, er ~ anbn konvergent. (Bevises omtrent som sætning 

5.8.1). 



Mat.1, 1961-62 MA 5. Opgaver 17-23 

17. Vis fØlgende sætning: 

Hvis ~an er konvergent, og fØlgen (bn) har den egenskab, at 

~(bn-bn+ 1 ) er absolut konvergent, er~ anbn konvergent. 

(Bevises omtrent som sætning 5.8.1 ). 

18. UndersØg om rækkerne 

1 1 1 2 
~Arctg n' ZArctg ~' Z(Arctg -) 

n n 

er konvergente. (Forprøven, KØbenhavn 1959). 

19. Rækken Za n antages absolut konvergent. Vis, at rækkerne 

2 
2 a a 

Z an z n z _n_ 
' . 2' 1+an 1+an 

er konvergente, den sidste dog kun, hvis alle an er ~ -1. 

20. Lad Zan være en divergent række. Vis, at Znan også er diver

gent (prøv indirekte). 

21 • Vi definerer 

for n = m 
for n = m + 1 
for n < m og for n > m + 1 ~ 

Vis, at udtrykkene 

eksisterer, men er forskellige. 

22. Vis, at 
00 

1 
= (1-h)(1-k) , 

myn=O 

når lhl < 1 og lkl < 1. 

23. Bestem potensrækkeudviklinger for 

1 1 
2 ' --'-~3 

(1-z) (1-z) 
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ved at danne produkter ved formlerne (5) og (6) i 5.11 ud 

fra udvikling 00 

1 
1 - z 

24. Bestem konvergensradius for hver af potensrækkerne 

00 00 

L 2n(n+1 )-2 n L 3-n(log n)z n 
z og 9 

n= O n=1 

og undersøg om rækkerne konvergerer på konvergenscirklen. 

25. Bestem konvergensradius for hver af potensrækkerne 
00 

+ 1)n zn og~ 

=11=1 

og vis, at den fØrste divergerer overalt på konvergens-

cirklen. 

26~ Hvis ~anzn har konvergensradius r og k er et positivt helt 

tal, hvad er da konvergensradius for hver af rækkerne 

~ank zn' ~anzkn' ~anzrf3 

27. Udregn 

elog2 + i g. , cos(3' + i log3), sin (2:Tr - i log3 ) 
3 

tg(?L + i log2), cosh (log2 - i g), tgh(log5 - i%) 
2 

28. Find alle de komplekse tal z, som tilfredsstiller hver af 

fØlgende ligninger 

e z = -1 , e z = -1 + i v3 , s inh z = i 

1 
cos z = 2' sin Z - 2 - 3 , 

29. Angiv alle tal i talmængden 

(1 + i)1 -i 

tg z = 2i. 
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30. Funktionerne sin og cos afbilder den komplekse :plan b ind i 

c. Vis, at de afbilder C :på c. 
31 • Funktionen tg afbilder den ved 

M= ~z l cos z~ oJ 
definerede delmængde af C ind i b. Angiv billedmængden tg M. 

32. Idet a og b er reelle tal, og vi for z E b skriver z = x + iy, 

x E R, y E R, søges billederne ved afbildningen cos af :punkt-

mængderne 

Ma =f z l x= a}, Nb =f z l y= bJ. 

Vis, at disse billeder for "næsten alle" valg af a og b. (for

muler selv et :præcisere udsagn) er keglesnit, at disse kegle

snit alle har de samme brændpunkter (er konfokale). IfØlge 

kendte sætnirrger om tangenter og brændstråler, vil de to syste

mer af keglesnit skære hinanden under ret vinkel (ortogonale 

kurvesystemer). 

Vanskeligere opgaver. 

For de fleste studerende vil det være velkendt fra gymnasiet, 

at talfØlgen (an)' hvor an= (1 +~)n, er konvergent med græn

seværdien e. I vor fremstilling er vi ved opstillingen af 

x d x x Taylorudviklingen for e gået ud fra, at di e = e , og at 

e 0 
= 1, og på dette grundlag har vi fundet rækkeudviklingen 

for e. At ovennævnte fØlge konvergerer mod en grænseværdi, 

der er lig med summen af rækkeudviklingen for e vises let di-

rekteo Vi skitserer et bevis: 

Binomialformlen giver 

n k-1 
\ 1 fT r 

= G kT 1 1 ( 1 -n) , 
k=O r=O 

og for O < p < n har vi derfor 
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f 
k-1 n 

..L n (1-~) < (1+1)n < L j_ 
k! k! • n 

k= O r=O k= O 

Derefter fuldendes beviset let, idet man lader 

dereflter p ~ oo i ovenstående ulighed. 

33. Skriv det ovenfor skitserede bevis udfØrligtø 

34. Find konvergensradius for potensrækken 
00 

n! n L n z ' 
n=O n 

n~ oo og 

og undersøg konvergensforholdene på konvergenscirklen. 

35. Undersøg om rækl\:erne 
00 

' L (log log :)log log n 
n=3 

er konvergente. 

36. Vis, at talfØlgen (a ), hvor n 
1 1 

an= 1 + 2 + ••• +n- log n 

er konvergent (se nærmere på beviset for integralkriteriet, 

idet der specielt vælges f(x) = 1). Grænseværdien, som kalx 
des Euler's konstant spiller en ikke ringe rolle ved studiet 

af forskellige specielle funktioner. 

37. Lad~ an være en konvergent række med positive led. Vis, at 

~Van n-p er konvergent for p > t• (Benyt det almindelige 

konvergensprincip, idet produktsummen vurderes ved hjælp af 

Vis, at det tilsvarende ikke gæl-Cauchy-Schwarz's ulighed). 

der for p = t (prøv med an = 1 -~~-2). 
n(log n) 

38. Vis fØlgende påstand for reelle talfØlger (an) og (bn): 
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Hvis 2i an 2 

vergent og 2i, 

2 
og~ bn konvergerer, da er~ anbn absolut kon-

(an±bn)2 konvergerer. (Vejledning i parentesen 

i opgave nr~ 37 kan også benyttes her). 

39. Vi danner en delrække af den harmoniske række~ ~~ idet vi 

medtager netop de led ~' hvor n skrives uden cifret 4. Vis, 

at den fremkomne række konvergerer. Det samme gælder, hvis 

wi i stedet for 4 benytter et andet ciffer. Hvad kan vi slut-

te om den delrække af den harmoniske række, som består af de 
1 led n' der skrives med alle 10 cifre? 

40. For hvilke reelle værdier af x er rækken 

L ( 1 + ~ + ••• + ~) 
n=1 

sin n x 
n 

konvergent? (Denne opgave burde vist egentlig placeres blandt 

de lette opgaver). 

41. Lad 2i an være en betinget konvergent række med reelle led, og 

lad c være et reelt tal. Vi arnordner rækken, idet vi først 

medtager så mange positive tal, at summen netop overstiger c, 

derefter så mange negative, at summen af afsnittet netop er 

under c, så igen positive led, til vi har et afsnit, der over-

stiger c, o.s.v. Vis, at denne proces kan fortsættes i det 

uendelige og fører til en række, som er konvergent og har 

sum c. 

42. Vis, at dobbeltrækken 

L lm + inl-a 

m,n=1 

divergerer for a ~ 2 og konvergerer for a > 2. (Vurder sum

merne af led svarende til, at m + in ligger på randen af kva-

drater definerede ved !ml ~ q, lnl ~ q. 
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i::lln 
43. Dan produktet af ~ ;n med sig selv efter formlerne (5) og 

(6) i_ 5.-11' og vis, at dette produkt er en divergent række. 

44 V. f l 2 . 2 1 d t . d tt t kk • ls ·orm en cos z + sln z = ve a ln sæ e po ensræ erne 

for cos z og sin z og benytte multiplikationssætningen. 

45. Lad S betegne det indre af konvergenscirklen for potensrækken 
00 

Vis, at S har radius 1. En afbildning f:S ind i C defineres 

ved, at f(z) er summen af rækken. Vis, at f er en enentydig 

afbildning. 

Svære opgavero 

46. Lad (an) være en fØlge af hele tal, som tilfredsstiller 

O~ an~ n-1, n~ 2,3, •••• Vis, at rækken 
00 

n=1 

konvergerer, og at summen er irrational, undtagen hvis der 

eksisterer et helt tal N, således at an = n-1 for alle n ~ N. 

47. Rækken 
00 

log 2 

omordnes, således at der skrives afvekslende p positive og 

q negative led, hvor p og q er positive, hele tal. Vis, at 

den omordnede række har summen log 2 + ~ log ~ • 

48. For a > O kan vi for vilkårlige komplekse z sætte 
z z log a 

a = e , 

således at az er defineret på entydig måde. Når (a ) er en n 
vilkårlig fØlge af komplekse tal, kaldes 
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CO 

I an 

n z 
, 

n=1 

hvor z = x + iy, en Dirichlet række. Vis, a t der eksi·-

sterer to reelle tal a og k, som tilfredsstiller a-1 ~ k ~ a, 

således at rækken er absolut konvergent for x > a, betinget 

konvergent for k < x < a, og divergent for x < k. For an = 
(-1 )n fås specielt k = o, a = 1. For an = 1 (alle n) fås 

k = a = 1 c 
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Stamfunktioner. 

6.1~ Med F ([a,b],R) betegner vi mængden af afbildninger 

f~[a,b] ind i R, altså mængden af reelle funktioner på interval

let [a,b]. Tilsvarende betegnelser anvendes for intervaller 

[a,b[ , [a, oo[, o.s.v. Med c([a,b],R) betegner vi den delmængde 

af F([a,b],R), som består af de kontinuerte funktioner, og med 

D([a,b],R) den delmængde, der består af de overalt differentiable 

funktioner. Vi har altså 

D([a,b],R) c c([a,b],R) c :F([a,b],R). 

Vi har brugt tegnet c i stedet for ~' da det er klart, at der 

virkelig er tale om ægte delmængder, hvis intervallet [a,b] ikke 

er reduceret til et enkelt punkt. 

Lad x være et punkt af [a.,b]. Vi kan da. definere en afbild

ning o x:F( [a., b] ,R) ind i R, idet vi for hver funktion f E F([ a., b] ,R) 

sætter o f ::::: f(x). En afbildning af en mængde af funktioner ind ::. x 
i en mængde af t .. ·t·" ·.kaldes en funktional. Lad x og y være vilkårli-

. ·~-

ge punkter af [aj'B .• Vi har da en anden funktional I : c([ a., b] ,R) . x,y 

ind i R, idet vi for. fE c([a,b],R) sætter 

I f' = r:yf'(t)dt. x,y 

I gymnasieundervisningen omtales, om end ikke særlig udfør-

ligt, indførelsen af det bestemte integral som grænseværdi for 

visse tilnærmelsessummer, og det er af afgørende betydning, at 

man derved når til en definition af det bestemte integral, som 

har gyldighed for alle kontinuerte funktioner. Vi skal ikke i den-

ne forbindelse gå nærmere ind på definitionen af det bestemte 

integral ved hjælp af tilnærmelsessummer, men vi vender tilbage 

til spørgsmålet på et senere tidspunkt. 

6.2. En afbildning af en mængde af funktioner ind i en mængde 
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af funktioner kaldes en QJ2.~§t2..I> Som et meget sim]?el t eksempel 

kan vi for e t vilkårlig t reelt c definere en opera tor 

T :F([a,b],R) ind i F([a-c,b-c],:R), idet vi for f E F([a,b],R) 
c 

definerer billedfunktionen T f ved c 

T f(x) ~ f(x+c), 
c 

og dette er virkelig en definition, da x E [a-c~b-c] medfØrer 

x + c E [a,b], således at f(x+c) er defineret. 

For c E [a,b J kan vi definere en operator I :C([a,b],R) c 

ind i :6( [a, b ],R), idet vi for f E c( [a, b] ,:R) definerer Icf:[a,b] 

ind i ' R ved 

( 1 ) I f(x) = fxf(t)dt. 
0 le 

Læg mærke til 9 at vi sædvanligvis ikke bruger parentes, 

når vi skriver billedfunktionen ved en operator eller værdien 

af e.n funktional. Dette kan dog ikke altid overholdes. Har vi 

f.eks. funktionerne f,g:[a,b] ind i R, da er det naturligt med 

f+ g at betegne den funktion, som afbilder x i f(x) + g(x), 

altså (f+g)(x) ~ f(x)+g(x). Vi har da 

I (f+g) ~ I f + Icg' c c 

og her er parentesen på venstre side selvfØlgelig nødvendig. 

Relationen betyder, at vi for ethvert x E [a~b] har fØlgende 

ligning mellem funktionsværdierne 

Ic(f+g) (x)= Icf(x) + Icg(x). 

Vi anførte ovenfor, at Ic afbilder C([a~b],R) ind i 

D([a,b],R). Det vises nemlig i gymnasieundervisningen, at 

det bestemte integral i (1 ), hvor f er kontinuert, er en dif-

ferentiabel funktion af sin øvre grænse, og differentialkvo-

tienten af I f er netop f. c 

6.3. For en differentiabel funktion f:[a,b] ind i R, 

vil vi betegne differentialkvotienten Df. Den er selv en af-
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bildning Df~[a~b] ind i R~ og vi har dermed defineret en 

operator 

D:D([a~bLR) ind i F( [a~b],R). 

Vi minder om definitionen af differentialkvotienten 

Df(x) =lim -h1 (f(x+h) - f(x)). 
h-tO 

Operatoren D afhænger strengt taget af intervallet [a~b], 

men det vil ikke gi ve anledning til misforståelser, at dette 

ikke fremgår af betegnelserne. Operatoren D er ikke en afbild

ning ind i C([a~b],R), idet differentialkvotienten af en 

overalt differentiabel funktion ikke altid er kontinuert. 

Hvis vi f.eks. definerer en afbildning ~:R ind i R på fØlgende 

måde 

~(x) = [ 

O for x = O 

x 2 sin ~ for x =l= O, 

da får vi for x = O differenskvotienten 

h . 1 
= Sln h !1 

som går mod O for h-+ O. For x t O er ~(x) differentiabel 

ifØlge regnereglerne for differentiation, og vi får 

~(x) = [ 
O for x = O 

2x sin 1 -· cos 1 for x =l= O, 
x x 

og det fremgår heraf~ at D~ er diskontinuert i O. 

6.4. For f E: F([a,b],R) kan vi naturligvis benytte den 

sædvanlige betegnelse D-1f for mængden af funktionen i 

D([a,b],R), som af operatoren D afbildes i f. Hvis mængden 

D f ikke er tom, vil vi også betegne den f, -1 l og vi kalder den 

da ~llP:SJ.en af s:t~mfll.Uki{iilll~r,~.:H.l f. At F E: j f er defineret på 

intervallet [a,b], er altså ensbetydende med, at F er differen

tiabel på [a,b]~ og at DF =f. 



Mat.1, 1961-62 MA 6. 4 

Enhver funktion F E D([a,b],R) er element af netop en af 

mængderne jr, nemlig JDFe Det fremgår heraf, at mængderne jr, 
hvor f E F([a,b],R) udgør en inddeling af D([a,b],R) i disjunkte 

klasser. Fra gymnasieundervisningen ved vi, at to funktioner 

tilhØrer den samme klasse /f, hvis og kun hvis forskellen er 

konstant. 

For fE C([a,b],R) eksisterer /f altid, og for F E /f og 

x1 ,x2 E [a,b] har vi relationen 

x2 
J f(x)dx = F(x2)- F(x1 ). (2) 

x1 

På grund af denne relation siger vi også RQestemt integr~l i 

stedet for stamfunktion. Vi vil undgå at anvende den sædvanlige 

betegnelse 

(3) J f(x)dx, 

der traditionelt betyder "en eller anden ikke nærmere bestemt 

stamfunktion til f". Betegnelser, der har en flertydighed af 

denne art, bØr undgås, da de giver anledning til misforståelser. 

Det må dog retfærdigvis indrømmes, at risiKoen for alvorligere 

misforståelser i forbindelse med ubestemte integraler ikke er 

særlig stor (sml. opgave nr. 2 ) • 

Vi bemærker også, at bogstavet x i udtrykket (2) har en 

ret ejendommelig rolle. Overfladisk kan udtrykket minde om et 

symbol f(x) for en funktionsværdi, men i (2) kan x netop ikke 

tillægges en konstant værdi. Vi foretrækker derfor at operere 

med det bestemte integral 

og vi bemærker, at dette udtryk virkelig kan opfattes som syrn-
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bol for en funktionsværdi F(x), og ved at udelade x far vi et 

symbol for funktionen 

F= /f(t)dt, 
c 

og her er t blot en passiv variabel. Vi har F(c) = O. 

For ikke hele tiden at skulle holde regnskab med integra-

tionskonstanter, vil vi anvende betegnelsen f~ g for at antyde, 

at forskellen mellem f og g er konstant. Vi behøver da heller 

ikke at holde regnskab med den nedre grænse. 

6.5. Eksemplet i 6.3 viser, at den klasse af funktioner, 

som har stamfunktioner, omfatter funktioner med komplicerede 

diskontinuiteter. På den anden side har kontinuerte funktioner 

altid stamfunktioner, En nærmere redegørelse for disse forhold 

er først gennemført i dette århundrede og falder uden for ram-

merne af dette kursus. 

Gymnasieundervisningen omfatter nogle simple metoder til 

bestemmelser af stamfunktioner til elementære funktioner, når 

det er muligt at finde eksplicite udtryk for stamfunktionerne. 

Vi skal i det fØlgende give en oversigt over de vigtigste meta-

der til eksplicit stamfunktionbeatemmelse, 

Vi tager vort udgangspunkt i vort kendskab til de elemen-

tære funktioners differentialkvotienter, som umiddelbart giver 

os fØlgende liste over stamfunktioner, hvor vi i første og sidste 

kolonne anfØrer udtrykket for funktionsværdierne. 
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Funktion Intervaller Stamfunktion 

a a :j: -1 J o,= [ (a+1 )-1 a+1 x 
' x 

-1 
] - oo1 O [ , J O' oo( log lxl x 

cos x J -oo ,oo [ sin x ---
sin x J- oo,oo[ -cos x 
~ ~ -

-2 = 1 
2 

](2p-1 )~, (2p+1 )~[ tg x cos x + tg x 

-
sin -2 x =- 1 

2 + cot x ]p1T' (p-~t-1 )7r[ -cot x 

(1 - x 2r-i J :.:.1 ; 1 [ Aresin x IV -Arccos x 
-

(1 
2 _j_ 

J-=,= [ 
2 j_ 

-l+ x ) 2 Arsirlh x = log(x+(1+x ) 2 ) 
-

2 1 

logi x+V(x2-1) l (x - 1 )~ J-=, -1 [ , J 1 ,= [ Arcosh x -

(1 + x 2) -i J- oo,e>:> [ Are tg x ""' -Arccot x 

(1 
2 ·1. 

J -1 , 1 [ 1 i+x - x ) Artgh x= -log--....... 2 1-x 

2 -j_ 
1 1-x (1 - x ) J- 00; -1 [ , J 1 ,oo [ -Arcoth x = 21ogx+1 

6.6. De vigtigste hjælpernidler ved udregning af starnfunk-

tioner er integration ved substitution og delt integration, hvor-

til kommer omæormning af integranden 9 eventuelt under inddragelse 

af komplekse tal i regningerne. 

Integration ved substitution beror på sætningen om differen

tiation af sammensat funktion. Lad F : [a,b] ind i R være stam

funktion til f:[a,bJ ind i R, og lad ~:[a,~] ind i [a,b] være en 

differentiabel funktion. For u E [a,p] har vi da 

:u F ( ~ (u) ) = F 1 
( ~ (u) )~ 1 (u) • 

Skrevet med operationen D får denne relation udseendet 

D (F o ~ ) = ( DF o ~ ) • D~ • · 
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Vi kan altså slutte, at F o w er stamfunktion til (fo~) • ~ 

på [a,~]. Under de ovenfor anførte forudsætninger har vi altså 

J (f o~ ) • D ep = (J f ) o ~ , 

hvor det sidste udtryk står for mængden 

f F o ep l F E J f j • 

For integraler får vi for c E [a,~], at 

(4) 
t ~(t) j f(cp (u))~' (u) du =:j f(x)dx. 

c cp(c) 

For en differentiabel funktion cp(u) har vi som bekendt diffe

rentialet ~'(u)du, som afhænger af de 2 variable u og du. Dif-

ferentialet betegnes med d~, og dets funktionsværdi skal derfor 

betegnes d~ (u,du), men i integraler vil vi tillade os at benyt

te den ukorrekte skrivemåde d~(u), og vi skriver derfor (4) på 

den praktiske form 

/f(~ (u) )ep' (u)du = j f(cp (u)) d~(u). 
C U=C 

Når der ikke står et enkelt bogstav efter differentialteg-

net i et integral, er det sikrest som antydet at præcisere, 

hvilken variabel integralgrænserne refererer til. Hvis udtryk-

kene bliver alt for komplicerede under regningerne, må man selv-

fØlgelig indføre kortere betegnelser. Vi viser et par simple 

eksempler. 

1. For a > o, har vi i intervallet ]-a,a[ 

lu dx /u ~ ---=-;;.;;.....~ - - Are sin 1h 
o v(a2-x2) - x=cY(1 - (~))2 - a 
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lut d /u d cos x gx X=- = cos x - log cos u 

O X=O 

3. For u E ]0,1T[ er 

ru dJi 
2 

= ..,. /u dx =/u sin x l . x x tg:=. . 7Ts1n2 cos-2 1T 2 1T 
2 X=2 

x 

/u~ tgx2 = 

1T tg 2 
X=2 

X=2 

u 
log tg 2· 

d.-& 
2 

2x cos 2 

4. For u E ]-~ ~[ er ifØlge eksemnel 3 2'2 .l;' 

MA 6. 8 

= 

Vi kan selvfØlgelig også anvende integration ved substitu

tion omvendt, idet vi indsætter x = ~(u) i det integral, vi øn

sker, at beregne. Hvis den søgte stamfunktion er F, får vi da 

bestemt den sammensatte funktion Fo~. For at dette skal være 

tilstrækkeligt til at bestemme F, bliver vi nØdt til at forud-

sætte, at w er monoton, således at afbildningen ved~ bliver 

enentydig. Vi viser et simpelt eksempel. For at udregne 

l x dx 
I = J(1+x) ' 

o 
x E ]-1,=(, 

anvender vi substitutionen x= ~(t): 

x= t 2-1, t E ]o,[, t =v(x+1), 

og vi får da 

Io~ =J 
1 

altså 

Io~(t) = ~ t
2 

- 2t + ~ , 
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og den omvendte substitution giver nu 

I(x) = (~(x+1)-2)1(x+1) + ~ = ~((x-2)1(x+1)+2). 

6.7. Formlen for delt integration kan bekvemt skrives 

J f(x)dg(x) = fg- f(O)g(O) -J g(x)df(x). 
x:::O x=O 

Vi viser nogle typiske eksempler. 

1. For a+ -1, x> O fås 

/
u xalog x dx = -L Ju log x dxa+1 = 

CX-14-1 
1 X=1 

_j__ ua+1 log u - _j_ /u xa+1 d log x = 
a+1 a+1 

x=1 

1 a+1 1 /u 
CX+i u log u - MT x dx = 

1 

1 
2 ua+1 ((a+1 )log u- 1) 

(a+1) 

2. Når n er et naturligt tal har vi rekursionsformlen 

b
u n x /u n x n u i'u n-1 x 

. x e dx = x d e = u e - n x e dx, 
x=O O 

som muliggØr beregning af integralet. Hvis n er negativ, kan 

rekursionsformlen bruges omvendt til at forøge eksponenten, men 

l -1 x x e dx kan ikke udtrykkes ved de 

o 
Ganske analogt går det med xncos x og 

elementære funktionstegn. 

3. Når n er et naturligt tal kan vi for lxl < 1 udregne 

ved at substituere 

x = sin u, 

l(Arcsin x)n dx 
o 

lul u = Aresin x~ 

hvorved integralet føres over i 
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[un cos u du, 
o 

MA 6. 10 

som vi har lært at udregneo Integranderne (Arcsin x)n og (log x)n, 

samt potenser af arealfunktionerne behandles analogt. 

4. For naturlige tal p og q har vi 

[usinPx cosqx dx = ju sinpx cosq-ix d sin x = 
0 X=O 

1 . p+1 q-1 .9.::.11u . p+2 q-2 p+i Sln u cos u + p+i sln x cos x dx, 
o 

og vi har således forøget den ene eksponent med 2 og mindsket 

den anden med 2, så vi har endnu ikke gjort virkeligt fremskridt. 

I den sidste integrand bruger vi imidlertid omformningen 

og resultatet får da formen 

[usinPx cosqx dx = 
o 

~~~ [usinPx cosq-2x dx - ~~~ [usinPx cosqx dx, 
o o 

altså en ligning til bestemmelse af integralet på venstre side. 

Ved lØsning af ligningen får vi 

Ved at gå regningerne igennem, ser vi, at denne formel gælder 
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for alle reelle p og q 9 når blot p t -1 og q~ -p. En formel 

til reduktion af eksponenten p udbedes på tilsvarende måde. 

5. Idet n> 1 er et helt tal og a et positivt tal, har vi 

r ( 2 2)-n _1 r (x2+a2)-n+1dx 1 r ( 2 2)-n 2 j 
0 

x +a dx = a 2} 
0 

- ; 2b x +a x dx, 

og her er 

J; 
2 2 -n 2 1 ;·t ( 2 2)-n ( 2 2) (x +a ) x dx = 2 x x +a d x +a = 

X=O 

t 
-1 lx=O 2(n-1) 

-1 
2 -1 ~t (x2+a2)-n+1 dx, t(t +a2)-n+1 + 

2n - 2. O 2(n-2) 

som ved indsættelse giver 

( 2 2)-n x +a dx 

_gn-3 
2 

(2n-2)a 

= 1 t(t2+a2)-n+1 + 
(2n-2)a

2 

~t ( 2 2)-n+1d x +a x, 
.o 

og vi har således fået en rekursionsformel, således at vi efter 

n-1 anvendelser blot mangler udregningen 

dx 
2 2 x +a 2 

1 +(x~ 
a 

= 1 Arctg x 
a a 

Det tilsvarende integral med (x2-a2 )-n kan behandles ana-

logt. Det mere generelle integral 

.L (x
2
+2ax+b)-n(px+q)dx 

føres ved substitutionen x= u - a over i et integral af formen 

Jkt (u2 
+a )-n(ru+s )du, 

og nu er integralet sum af 

r J: (u2+a)-nu du~ 2(~r- 1) (t2+a)-n+1 

og et integral af den ovenfor behandlede form. 



Mat. 1, 1961-62 MA 6.12 

6.8. Hvis P og Q er reelle polynomier, kaldes den ved 

F(x) = ~ 

de~inerede afbildning 

F:fxl Q(x) ~O J ind i ft 

en bruden rational ~unktion. En bruden rational ~nktion har 

altid en stam~unktion, der kan skrives på endelig ~orm ved de 

~ire elementære operationstegn, samt log og Arctg. Vi skal ikke 

gennem~øre beviset ~or denne påstand, men vi vil ~orklare, hvor-

ledes regningerne kan gennem~øres. 

Først kan vi ved u~uldstændig division a~ P(x) med Q(x) 

skrive F(x) som sum a~ et polynomium og en bruden rational 

~unktion, hvis tæller er a~ lavere grad end næTI1eren. Vi vil 

der~or i det ~Ølgende antage, at P(x) er a~ lavere grad end Q(x). 

Fra gymnasieundervisningen ved vi (selv om beviset ikke er 

gennem~ørt), at Q(x) kan opløses i reelle ~aktorer a~ ~ørste og 

anden grad, sål~des at vi hah en produkt~remstilling 

Q(x) = n (x-ap)rP ;r (x2+{3q X+tl)sq' 

P=1 q=1 

hvor vi antager, at de m ~ørstegradspolynomier og de n andengrads

polynomier virkelig er indbyrdes ~orskellige, og at andengrads

polynomierne alle har komplekse rØdder. 

Der eksisterer nu en ~remstilling a~ som en sum 

(5) 

Vi skal ikke gennem~øre beviset ~or denne påstand. Det kan 

ganske vist gennem~Øres uden større vanskeligheder, men det 

hænger nøje sammen med visse grundlæggende sætninger om polyno-

mier, og vi ~inder det rimeligt at vente med beviset, til det 
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kan behandles i. sammenhæng med disse sætninger. 

Idet vi således ved, at fremstillingen (5) eksisterer, 

bliver det hovedopgaven at bestemme koefficienterne, og derefter 

kan integrationen udføres ved de metoder, vi har omtalt i det 

foregående. 

For at bestemme (5) opskriver vi (5) med ubekendte koeffi

cienter og multiplicerer på begge sider med fællesnævneren Q(x). 

Derved får vi 2 polynomier, som skal være identiske. Vi kan 

derfor enten reducere polynomiet på hØjre side og sætte tilsvaren-

de koefficienter lig hinanden eller vi kan indsætte et passende 

antal værdier for x. Begge metoder giver ligninger til bestem-

melse af de ubekendte koefficienter. Den fØrste metode giver 

netop tilstrækkelig mange ligninger, men den anden metode har den 

fordel, at man ved specielt t'or x at indsætte en af rødderne i 

Q(x) får en ligning med kun en ubekendt koefficient for en reel 

rod og to ligninger med to ubekendte koefficienter for en kompleks 

rod. Vi vil illustrere ved et eksempel, hvorledes regnearbejdet 

udføres, idet vi søger en stamfunktion til den brudne rationale 

funktion 

F(x) = 

Vi ved, at F(x) kan fremstilles på formen 

F(x) = 
a2 

+ x + 

+ r-
rx+s 

X<::.+x+1 ' 

b 
+ ..::2 + 

x-1 

og for at bestemme koefficienterne sætter vi de to udtryk for 

F(x) lig med hinanden og multiplicerer på begge sider med næv

neren til F(x), hvilket giver 
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3x9 + 7x7 - 3x6 + 7x5 - 2x4 - x + 1 = 

(a1+a2x)(x-1 )3 (x2+1 )2 (x2+x+1 )+ 

MA 6. 14 

(b1+b 2(x-1 )+b
3

(x-1 )2 )x2 (x2+1 )2 (x2+x+1) + 

((p1x+q1 ) + (p 2x+q2 )(x2+1 ))x2 (x-1 )3(x2+x+1) + 

(rx+s)x2(x-1 )3(x2+1 )2 • 

Der er her tale om 2 identiske polynomier, og vi får derfor 

rigtige ligninger ved at give x helt vilkårlige værdier. For 

x = O og x = 1 får vi 

1 = -a1 ; 12 = 12b1 , altså a1 = -1 , b 1 = 1 • 

Vi kan også sætte x = i, hvilket giver 

2+2i = (p1i+q1)·-1(i-1) 3·i = -i(2+2i)(q1+ip1), 

heraf fås q1 + ip1 = i, altså q1 = o, p1 = 1. 

Idet vi nu samler de kendte led i vor identitet på venstre 

side 9 får vi 

3x9 + 7x7 - 3x6 + 7x5 - 2x4 - x + 1 + 

(x2+x+1 )( (x-1 )3 (x2+1 )2-x2 (x2+1 )2 - x3 (x-1 )3) = 
x(x-1)(x2+1 )( a2 (x-1) 2 (x2+1)(x2+x+1) + 

(b 2+b
3

(x-1 ))x(x2+1 )(x2+x+1) + (p2x+q2 )x(x-1) 2 (x2+x+1) + 

(rx+s)x(x-1 )2 (x2+1 )) • 

Polynomiet på venstre side giver ved reduktion 

4x9 - 4x8 + 11x7 - 12x6 + 11x5 - 12x4 + 5x3 - 4x2 +x,· 

og vi får nu en kontrol på regningernes rigtighed, idet dette 

polynomium skal være deleligt med x(x-1 )(x2+1 ). Efter bort-

division af denne faktor får vi fØlgende nye identitet til be-

stemmelse af de øvrige koefficienter 

4x5 + 7x3 - x2 + 3x - 1 = a2 (x-1 )2 (x2+1 )(x2+x+1 )+ 

(b2+b
3

(x-1 ))x(x2+1 )(x2+x+1) + (p 2x+q2 )x(x-1 )2(x2+x+1 )+ 

(rx+s)x(x-1) 2(x2+1 ), 

og heraf fås for x = O og x = 1 
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-1 = a2 ; 12 = 6b 2 , altså a2 = -1; b 2 = 2. 

For x = i fås p 2 i + q2 = O, altså p2 = q2 = O. Vi udelader 
2 fØrst dette led og forkorter med x + 1, hvilket giver 

4x3 + 3x - 1 = a 2 (x-1 )2 (x2+x+1) + 

(b 2+b
3

(x-1 ))x(x2+x+1) + (rx+s)x(x-1 )2 • 

Idet vi samler leddene med kendte koefficienter på vens tre 

side, får vi 

4x3+3x-1+(x2+x+1 )( (x-1 )
2
-2x) = 

x(x-1 )(b3 (x
2

+x+1) + (rx+s)(x-1)), 

til bestemmelse af de tre sidste koefficienter. For x = 1 fås 

3 = 3b
3

, altså b
3 

= 1. Idet leddet med kendt koefficient flyttes 

til den anden side af lighedstegnet, får vi 

x- 1 = (rx+s)(x-1), 

som giver rx + s = 1, altså r = O, s = 1. Dermed er alle koeffi-

cienterne bestemt, og vi har opspaltningen 

som umiddelbart giver stamfunktionen 

G(x) 1 1 2 
=x- 2(x-1) 2 - i=1 

1 4W 2 2x-1 
2 + ln + 73 Arctg ~3 2(x +1) 

i hvert af de intervaller, hvor F er defineret. 

6.9. Et trigonometrisk udtryk kan integreres, hvis det 

kan omformes til en rational funktion af en tangens. Vi illu-

strerer metoden med et par eksempler. 

1 • For u E: J .JfT ,rr [ har vi 

ru ~...:.·.-d_x_ 
Jo 2+COS X 

f ~~2~)dx ~ 2 (o dtg ~ 2 

3 + tg ~ 3 + tg ~ 
= = 
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(6) 53 Arctg }3 tg ~ 

Denne funktion er stamfunktion til integranden i ethvert inter

val ]( 2p-1 )1T t ( 2p+1 )1T [, og den er voksende i hvert af disse 

intervaller, men i hvert intervalendepunkt har den en diskon-

tinuitet med et endeligt spring. Da integranden er kontinuert 

for alle x, eksisterer der også en stamfunktion i J ~,=[, og 

den må på hvert interval ](2p-1 )1T,(2p+1 )'TT[ afvige med en kon

stant fra funktionen (6). Vi kan derfor definere en stamfunk

tion g på fØlgende måde: 

. 
2 . 1 x gm. J ) ) J3 Ar et g :;3 tg2 + V 3 for x E ( 2p-1 1T, ( 2p+1 1T[ 

g(x) = 
12R+1 )'TT for x= (2p+1)1T. v3 

2. For u E ]-~ ,~[ er 

dx _ 
2 4 . 2 COS X+ Sln X 

~ Arctg 2 tg u, 

_ d tgx = 

1+(2tgx) 2 

og vi kan konstruere en stamfunktion i J -=,=[ på lignende måde 

som i foregående eksempel. 

6.10. I denne forbindelse skal vi også nævne anvendelsen 

af de logaritmiske trigonometriske formler til omskrivning af 

produkter til summer. Det er måske enklere at gennemføre reg-

ningen ved at udtrykke cos og sin ved komplekse eksponential-

funktione-r. F.eks. 

L 
2i 
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1 r u ( 3 4 2 4 ) d 3 1 s 2· n2u + L s i n4u . B Jo - cos x+cos x x = 8 u - 4 32 

Desuden minder vi om den fra gymnasieundervisningen velkendte 

metode 

ru ( 1 . 2 )2d . 2 3 1 . 5 = sinu -
3 

sin u+5sln u = -Sln X SlnX 
X= O 

samt metoden til integration af en potens af tangens 

~u n ru n-2 lcu 2 tg xdx = tg x dtgx - tgn- x dx = 
O x=O , O 

u 
1 n-1 ~ n-2 -- tg u - tg x dx. n-1 .o 

6 .11 • De hyperbolske funktioner kan behandle s s om de tri-

genometriske, men det er ofte simplere direkte a t ud trykke de 

hyperbolske funktioner ved eksponentialfunktioner. Vi kan f.eks. 

regne på fØlgende måde: 

f dx 
j 
0 

cosh x =r:: 
dx /u _::_tgh~. 

"""'"'-=-- 2x . 2x =2 x = 
cosh -2+slnh -2 1 -tr tgh2 -

X=0 2 

2 Arctg tgh ~ , 

men vi kan også regne på fØlgende måde: 

ru dx 
Jo coslix 

ru 2dx 
= Jo ~x+e-x !u dex u 

= 2 - x 2 = 2 Arctg e 
x=O 1 +(e ) 

1T 
2• 

6.12. Det i 6.7 eksempel 5 omtalte integral kan også ud-

regnes ved anvendelse af substitutionen 

x = a tgv, v E J- f, f [, v = Are tg i 
hvorved integralet føres over i 

-2n+1 r cos2n-2vdv 
a Jo • 

6.13. Hvis integranden indeholder en rodstørrelse af formen 
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n ax+b Ci+d , ad - bc ~ o, 

kan denne bortskaffes ved den nærliggende substitution, som vil 

være monoton i ethvert interval, hvor rodstørrelsen er defineret 

n~ n ( ) n-1 _ ~ _ du -b dx _ n ad-b9 u d 
u - cx+d ' x - n ' - ( n )2 u. 

-cu +a -cu +a 

Metoden kan ofte med fordel anvendes til bortskaffelse af kva-

dratrØdder af andengradspolynomier, når rødderne er simple. For 

a ~ x ~ ~gælder f.eks. 

v(x-a)(~-x) =(x-a)' /§-x \fx-a 

Som eksempel udregner vi integralet 

I - 1 dx - f 1 v x+ 1 dx 
- 1 x v((x+1 )(2-x)) - ·1 x(x+1) 2-x 

2 2 

ved hjælp af substitutionen x= ~(u), defineret ved 

\ fX+1 2u2 -1 6u _3u2 
u= V2=x' x= u2+1' dx = (u2+1tzdu, x+1 = u2+1' 

som ved indsættelse giver 

altså 

hvoraf' fØlger 

6.14. Til bortskaffelse af kvadratrØdder af formerne 

har man et betydeligt antal substitutioner til rådighed ud over 
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den metode, der er omtalt i slutningen af 6.13, og som kun anven

des for den første og den sidste rodstørrelses vedkommende. Vi 

anfører de vigtigste substitutioner i fØlgende tabel: 

kvadratrod substitution for 
·--

x kvadratrod d x 

2at 1 - t2 
2a( 1 

1 - t2 
d t v(a2 - x2) 1 -'2 a1 + t2 + t2 )2 + t 

a sin t a cos t a cos t d t 
x E [-a,a] 

a tgh t a a dt 
cosh t cosh2 t 

~ 

" a2 1(t a2) 1 a2 
.!..(t - -) +- 2t(t + T) dt 2 t 2 t 

v(x2 + a2) a a dt a tg t cos t eos2 t 

a sinh t a cosh t a cosh t dt 

i( t 
2 1 a2 .:L a2 v(x2 - a2) + L) -(t - -) (t - -) d t 2 t 2 t 2t t 

a > o 
~ sin t dt a a tg t 

x E [a' oo[ 
cos t cos2 t -
a cosh t a sinh t a sinh t dt 

Som eksempel vil vi udregne 

dx 
(x+1 )J(x2 +1 ) 

Substitutionen x= ~(t}= ~(t-t), t E ]O,oo[ giver 

1 ( 1 ) 

1 
2t t+t dt 

= 1~(t+2-t)~(~t) = 
Io~ 1 2dt 

1 t 2+2t-1 = 

1 2dt 

1 
c t+ 1 +v2 H t+ 1 -72 ) = 

hvoraf fås 
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( ) 1 t+1-v2 
Io~ t ~ V'2 log t+1+J2 , 

altså 

I(x) 

Vi udregner samme integral ved substitutionen x= ~(t) = 
tgt, t E]-~,~[, hvilket giver 

Io~ = f {tgt+ij c ost = f cos ~!sin t = f __ .....,;;;;;d_.t __ __,.__ = 
rr . (t rr) 

COS4SJ.ll 2*4 o o o 2 

hvoraf fØlger 

Dette var ikke særlig svært, men at reducere udtrykket til en 

rimelig form efter indsættelse af t = Arctg x vil koste meget 

besvær. 

Disse integraler er typiske eksempler på opgaver, hvor man 

har flere lØsningsmetoder til rådighed, og de vil sædvanligvis 

ikke alle være lige praktiskeo Det anbefales at forsøge at ud-

regne nogle integraler ved alle de metoder, man har til rådig

hedo Derved opnås efterhånden den erfaring, der gØr det muligt 

at vælge den bekvemmeste metode i hvert enkelt tilfælde. 

6.15. En kvadratrod af et andengradspolynomium 

V(X2 +2a X+b) overfØres ved substitutionen X= u-a i en af de i 

foregående afsnit behandlede typer. Man kan også anvende en af 

fØlgende substitutioner: 

A. v(x2 +ax + b)= x + t, ax + b = 2xt + t 2 

b - t 2 

x= 2t - a' 
. ;( 2 b) = t 2 

- a t + b v x + ax + 2t _ a 

dx = - 2 t2 - at + b dt 
(2t ---aF . 
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B. J(1 + ax + bx2 ) = 1 + xt, a+ bx = 2t + xt2 

2t - a ( ) x = b _ t 2 , J 1 + a x + b t 2 = 
t 2 - at + b 

b - t 2 

6.16. Hvis integranden indeholder 2 forskellige kvadratrød

der af formen J(ax +b), kan den ene bortskaffes ved en substi
t2 - b tution x = , og den anden vil derved overføres i en kvadrat· a 

rod af et andengradspolynomium, som derefter kan bortskaffes ved 

de ovenfor omtalte metoder. 

6.17. En funktion, der er udtrykt rationalt ved en kvadrat

rod af et polynomium af tredie eller hØjere grad~ har sædvanlig

vis en stamfunktion~ der ikke kan udtrykkes ved de hidtil ind-

fØrte funktionstegn. Studiet af disse stamfunktioner fører til 

en interessant ny funktionsklasse, de ~lliptiske funktione~, der 

kan opfattes som generalisationer af de trigonometriske funktio-

ner. 

6.18. En afbildning f : [a,b] ind i C tilordner til hvert 

x E [a,b] et komplekst tal f(x), og dermed lige så vel dette 

tals realdel og imaginærdel. Vi kan altså skrive f(x) = 

g(x) + ih(x), hvor g og h afbilder [a,b] ind i R, og mellem funk-

tionerne selv består da også ligningen f = g + ih. 

Vi siger, at afbildningen f = g + ih : [a,b] ind i C er 

kontinuert i et punkt x
0 

E [a,b] (i hele [a,b]), hvis og kun 

hvis g og h begge er kontinuerte i x
0 

(i hele [a,b]). 

Vi siger, at f = g+ ih : [a,b] ind i b er differentiabel 

i [a,b], hvis og kun hvis både g og h er differentiable i [a,b], 

og vi sætter da Df = Dg + i Dh, og funktionen Df kaldes diffe

rentialkvotienten af f. Definit~nerne af hØjere differentialkvo-

tienter og af stamfunktioner kan derefter overføres uændret. 

Vi kan direkte regne efter, at en lang række regneregler 
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kan overføres til komplekse funktioner af reelle variablee Det-

te gælder således reglerne om regning med kontinuerte funktio-

ner og differentiable funktioner. Hvis fi = gi + ih1 og f 2 = 

g2 + ih2 er differentiable afbildninger af [a,b] ind i C, får 

vi foeks. 

D(fifz) = D[(gi+ih:~.)(g2 +ih2 )] = D[gig2-hih2 +i(gih2 +h1 g2 ) = 

D (gi gz -hi h2 ) +i D ( g1 h2 +h1 g2 ) = 

gzDg1 +g:~.Dg2 -h2 Dh1 -h1 Dh2 +i(h2 Dgi+g1Dh2 +g2 Dh1+hiDg2 ) = 

(g2+ih2 )(Dg1 +i Dh1 )+(g1 +ih1 )(Dg2 +i Dh2 ) = 

( g2 + ihz ) D (gi +i hi ) + (gi + ih:t. ) D ( g2 + ih2 ) = f 2 D f 1 +f i D f 2. _, 

hvilket er reglen om differentiation af et produkto 

Vi kan ikke uden videre anvende reglen om differentiation 

af sammensat funktion på et udtryk af formen ef, da vi ikke har 

defineret differentiation af en kompleks funktion af en kompleks 

variabel. I det foreliggende tilfælde giver direkte udregning 

dog, at reglen gælder: 

D ef(x) =D eg(x)+ih(x) = D(eg(x)(cos h(x) + i sin h(x))) = 

eg(x)(cos h(x)+i sin h(x))Dg(x)+eg(x)(-sin h(x)+i cos h(x))Dh(x) = 

eg(x)(cos h(x)+i sin h(x))(Dg(x)+i Dh(x)) = ef(x)Df(x). 

Hvis f = g+ih : [a,b] ind i C er kontinuert, kan vi også 

indfØre integralet 

b J f(x)dx = J b g(x)dx + i J b h(x)dx, 
a a a 

og hvis F = G+ iH er en stamfunktion til f, vil G og H være 

s·i~amfunktioner til g og h, og det ses da direkte, at 

b J f(x)dx = F(b) - F( a). 
a 

6.19. Vi viser et enkelt eksempel på udnyttelse af diffe-
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rentiation og integration af komplekse funktioner. Det fremgår 

af det foregående, at vi for a+ i~ t o, a,~ E R, har 

1 ( e ( a+ i f3) x _ 1 ) = 
a+ i~ 

og ved spaltning i realdel og imaginærdel, får vi 

j ( eaxcos~x + i eaxsin~x)dx = 

o 

a2 1~2 (a(eaxcos~x-1) + ~eaxsin~x + i(aeaxsin~x-~(eaxcos~x-1)), 
hvoraf fØlger 

J 
ax e cos~x dx 

o 

a x 
= a;+~2 (acos~x + ~sin~ - a) 

eax 
= 0?+~2 (asinf3x- ~cos~x + ~). 
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]Lette opgaver. 

1. Diskuter fØlgende lille regnestykke led for led: 

1 =vi =v(-1·-1) =v(-1) • v(-1) =i· i= -·1. 

2. Vis, at den ved 

f(x) [
o for x ::: o 

= x2sin ~ for x t. O 
x 

definerede funktion f:R ind i R er differentiabel overalt, 

men at differentialkvotienten ikke for noget h > O er be

grænset i intervallet [-h,h]. 

3. Udregn 

4. Udregn 

samt 

[
x dx 

O 1+x4' 

1 x dx 
2 ' o cos x 

2 tg x dx, 

5. Udregn for n E N 
'l!. 1T 

~2cosnx dx og l2
sinnx dx 

ved den i 6.7 eksempel 4 omtalte metode. 

6. Udregn den for n E N 

[sinnx~in 2x dx og [cos5x cos 2x dx. 
o o 

7. Udregn 

[sin x sin 2x sin 3x sin 4x sin 5x dx. 
o 
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8 e Ddregn 

9. Udregn 

f ___,."g2L.... ' J 2 d~ ' 1 dx 2 ' x E J o ,oo [ • 
1 x(x2-tt1) 1 x (x +1) 1 x(x+1) (x +1) 

1 O. Udregn 

x dx 2 x dx 
2 2 (x +1)(x +2) 

2 2 • 
(x +1)(x +2) 

11. Angiv stamfunktioner for fØlgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder 

_( x.:-J ... Hx-2 H x-3) x4 
x ' X+T 

12. Udregn 

nulpunkter 

x4 
'~. x +1 

for nævneren 

13. Udregn stamfunktioner for fØlgende funktioner i ethvert in-

terval~ der ikke indeholder nulpunkter for nævneren 

x + 1 x + 1 
4~ 2 ' 4 2 x + 4x + 3 x + 3x + 4 

• 

14. Udregn stamfunktioner for fØlgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder nulpunkter for nævneren 

~----~1-=-- 1 cos x 
1 + 2 cos x' 2 ~- --- . 2 ' cos 2x • 

cos x + 2 cos x sin x + 2 s2n x 

15. Udregn stamfunktioner i ]-;,~[ til 

cos 3x cos 4x QQ~ 
-cos'" x' cos x' cos x· 
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8. Udregn 

9 ø Udregn 

10. Udregn 

11. Angiv stamfunktioner for fØlgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder nulpunkter for nævneren • 

.(_x-1 ) (x-2) (x-3) 
x ' 

12. Udregn 

13. Udregn stamfunktioner for fØlgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder nulpunkter for nævneren 

x+1 x+1 
4 2 ' 4 2 • x +4x +3 x +3x +4 

14. Udregn stamfunktioner for fØlgende funktioner i ethvert in-

terval, der ikke indeholder nulpunkter for nævneren 

---'1..___ L c os x 
1+2 COS X' COS 2 X+2 COS X sin X+2 sin2 x' COS 2X 0 

15. Udregn stamfunktioner i ]-~,~[ til 

Q~ g_os 4x cgg~_~ 
cos x 9 cos x' cos x• 

16. Samme opgave for 

1 1 sin3x sin4x 
cos3x' cos4x' cos4x' cos3x" 
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17. Udregn 

f liidx /1 v(x+1l /1 ifx~
1 dx, x E ] O, oo[. vx ' x ' '1 

18. Udregn 

J X+1d l ~(x+!J. ' J ~ x+1 dx xE]O,oo[. 5 x, x . x ' 1 \/x 

19. Udregn 

f Jx~Vx' j . 1 1 

d x l 1+ Vxd J Jx x, X E O,oo[. 
. 1 

7tx+1 ):Jx' 

20. Udregn f'op a > O 

21 • Udregn 

22. Udregn 

( v(a2 -x2 )dx, x E (-a,a] 
Jo 

1 v(a2 +x2 )dx, x E ]-oo,oo[ 

o 

J v(x2 -a2 )dx, X E (a,oo[. 

a 

f'or a > o 

f x-1v(a2 -x2 )dx, x E ]O,a] 

a 

/ x-1v(a2 +x2 )dx, x E ]O,oo[ 

a 

f x-1v(x2 -a2 )dx, X E (a,oo[. 

a 

f'or a > o 

f x-2v(a2 -x2 )dx, x E ]o,a] 

a 

J (a+ v(a2 -x2 ))-
1dx, x E [-a,a]. 

a 
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23. Udregn differentialkvotienterne af cos x og sin x ved at 

differentiere disse funktioners ved komplekse eksponential-

funktioner. 

24. Idet f : [a,b] ind i b er en differentiabel funktion ønskes 

beviser for relationerne 

Dsin f(x) =cos f(x) Df(x), D cos f(x) =-sin f(x) Df(x). 

25. Idet f = g + ih : [a,b] ind i C er en differentiabel funk

tion, som for ethvert x E [a,b] tilfredsstiller betingelsen 

g(x) > O, ønskes bevis for relationen 

D log f(x) = D~t~~· 

26. Udled re sul ta te t i 6.19 ved a t benytte MA 2, opgave 7. 

27. Vi definerer en ny funktion, integrallogaritmen, ved 

fx du 
Li x -

-
2 

log u • 

Udregn 

J ex f X2dx, 
1 2 

d x 
(log x)2' 

idet funktionen Li må indgå i resultatet (det kan vises, at 

Li ikke kan udtrykkes på endelig form ved kendte funktioner). 

Vanskeligere opgaver. 

28. Lad f : [a,b] ind i R (eller C) være en kontinuert afbild

ning. Vi definerer en fØlge (f ) af afbildninger f : [a,b] n n 
ind i R (eller C) ved 

f 1 (x) = Jx:r(t)dt, fn+1 (x) = 
a 

Vis formlen 

fn(x) = ~! /x(x-t)nf(t)dt. 
a 

1 '2, . . • . 



Mat .1 t 1961-62 

29. Udregn for n E N 

' 30. Udtryk for n E N 

1 x tg2n-1x dx, 
o 

MA 6. Opgaver 29-33 

x E J -1 , 1 [. 

J x2n-1 (1-x2
)-

1
log ~~~ dx, 

o 
x E J -1 , 1 [ 

ved 

~ log cos x dx og l log cosh x dx. 

31 • Udregn for n E N 

J xn Arctg x dx, 
o 

1 n 1 1+x d x og k x, 
o 

32. Udregn for n E N 

l -n-1 1+x x log 1_x dx, 
·:t 

x E ]-1,1[. 

x E ]0,1( 

For n = O fremkommer integraler, der ikke kan udtrykkes ved 

kendte funktionstegn. 

33. Udregn for n E N 

J 
dx 

n n ' 
1 X ( X+1 ) 
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34. Udregn 

n 1 

/~(n <x+ k))- dx, 

k= O 

35. Udregn for n E N 
d x 

J (v(a2-x2))2n-1 dx. 

o 

MA 6. Opgaver 34-37 

x E ]-a,a[ 

36. Udregn den nte differentialkvotient af Arctg ved at fore-

tage en opspaltning af den fØrste differentialkvotient i to 

komplekse brøker ved den i 6.8 omtalte metode 9 og derefter 

differentiere ledvis. Opstil derefter Mac-Laurinrækken for 

Arctg og vis direkte, at den konvergerer i [-1 ,1]. 

Svær opgave. 

37. DeniMA 6.8 omtalte fremstilling af en bruden rational funk-

tion som sum af simplere funktioner, kan anvendes til bestem-

melse af potensrækker for brudne rationale funktioner. Be

stem ved denne metode en potensrækkeudvikling ~a zn forden 
n 

ved 

1 
f (z) = ( 1 -z) ( 1 -z~)( 1 -zs ) ' l z l < 1 

definerede funktion. Vis, at 

og udnyt den derved opståede relation mellem potensrækker 

til at vise, at koefficienten an angiver antallet af heltal

lige løsninger til ligningen 
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x + 2y + 3z = n 

(antallet af måder, på hvilke et brev med porto n kan fran

keres med frimærker med pålydende 1, 2 og 3 øre). Vis ende

lig, at a er det hele tal, der ligger nærmest ved 1
1
2 (n+3) 2 • 

n et 
Opgaven er'Vsærlig smukt eksempel på et såkaldt "penge-

vekslingsproblem". Den særlige udnyttelse af potensrækker 

benyttes en hel del i videregående talteori. 
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Lineære differentialligninger. 

7.1. Lad I ~R være et interval. Mængden af afbildninger 

f : I ind i R, hvor f har kontinuerte differentialkvotienter 

af orden 1 , ••• ,n betegnes cn(I,R). Analogt cn(r,c) for afbild

ninger ind i C. Vi skal endvidere anvende betegnelserne 

an ( ( I ) , C ) = U an ( I:t. 1 C ) , 
r1 ~r 

hvor I:t. er et delinterval af r. Mængden cn((r),R) omfatter alt

så alle n gange kontinuert differentiable funktioner på delinter-

valler af Io 

Vi skal i det fØlgende beskæftige os med visse operatorer 

q; : an ( ( I ) ' R ) ind i a ( ( I ) ' R ) ' 

hvor det sidste symbol betegner mængden af kontinuerte funktio

ner på delintervaller af I. For de her betragtede operatorer vil 

altid gælde, at en funktion f : I:t. ind i R, hvor I:1. ~ I har et 

billede ~f : I:t. ind i R, altså billedet ~f har samme definitions-

interval som f selv. Dette vil f.eks. gælde, hvis ~ er diffe-

rentiationsoperatoren D eller en differentiationsoperator af 

hØjere orden Dq, 1 ~ q ~ n. Vi vil her også tillade q= o, idet 

D0 skal være den identiske afbildne, og D1 er selvfØlgelig det 

samme som D. 

Hvis a : I ind i R er en kontinuert afbildning, kan vi dan-

n e 

a~ an((I),R) ind i c((I),R), 

idet vi sætter 

(a~)f =a(~ f). 

Lad os nu tænke os, at vi ud over ~har en operator ~med 

samme definitionsmængde. Vi definerer da operatoren ~ + ~ved 

(~ + ~)f= <Iif + ~f, 
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hvilket giver mening, da de to funktioner på hØjre side har 

samme definitionsinterval. 

De operatorer ~, vi i det fØlgende beskæftiger os med, vil 

have den egenskab, at en restriktion af en funktion f : I 1 ind 

i R til et delinterval I2 c I 1 afbildes på restriktionen af ~f 

Ovenstående betragtninger overføres umiddelbart til opera-

torer, der virker på komplekse funktioner. 

7.2. Lad I ~R være et interval, og lad ak : I ind i R, 
k= 0,1 , ••• ,n være kontinuerte funktioner. Da er 

n 
( 1 ) ~ = I 

k= O 

en operator 

~ : cn((I),R) ind i c((I),R), 

og den kaldes en (reel) lineær differentialoperator på interval

let I. Hvis an f O, siges den at være af orden n. En kompleks 

lineær differentialoperator defineres analogt. 

Det vil ved angivelsen af specielle differentialoperatorer 

undertiden være mest hensigtsmæssigt at anføre ak(x) i udtryk

ket for ~, som f.eks. 

~ = x2 D2 - xD + D 

på]-~,~[. Med denne operator får vi for s E R 

og 

~(x log x)= x-x(log·x+1)+x log x= o, x E ]o,~[ 

Lad ~ være en lineær reel differentialopera tor af orden n 

på et interval I, og lad f 1 og f 2 være reelle funktioner, som er 

n gange kontinuert differentiable på et delinterval I 1 c I. For 

vilkårlige reelle konstanter c1 og c2 har vi da 
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Det vil fremgå af kursus i algebra og geometri, at tillægsordet 

"lineær" systematisk anvendes om afbildninger med den her omtal-

te egenskab. Egenskaben formuleres analogt i det komplekse til-

fælde. 

Den lineære differentialoperator (1) kaldes p gange diffe-

rentiabel på I, hvis alle funktionerne ak er p gange differen

tiabel på I. For enhver funktion f E cn+p((I),R) fås da ~f E 

cP((I),R), og hvis~ er en lineær differentialoperator af orden 

p på I, kan vi derfor danne~~ E C((I),R). Vi kan altså i det-

te tilfælde tale om en sammensat operator ~ o w, som let vises 

at være en lineær differentialoperator på I af orden n+p. Vi 

skal ikke gennemføre beviset, som er ganske uinteressant, men 

vi vil illustrere sammensætningsprocessen ved et eksempel. Vi 

betragter 

~ = D2 + cos x D 

Vi får da for f E c4(R,R), at 

på ] -oo1 oo[ 

på ]-oo 1 oo[ 

~o~f(x) = ~(x2 D2 f(x)-xDf(x)+f(x)) = 
D2 (x2 D2 f(x)-xDf(x)-tt-f(x))+x 2 cosx D2 f(x)-x cosx·Df(x)+cosx f(x) = 

x2 D4f(x)+3xD3f(x)+(x2 cosx- 1 )D2 f(x)-x cos x Df(x)+cosx f(x), 

så vi har udtrykket 

~o~= x2 D4+3xD3 +(x2 cosx- 1i)D2 -x cos x D+ cos x D. 

7o3. Idet ~er den lineære differentialoperator (1 ), og 

f E C((I),R) betegner~-1f i overensstemmelse med det sædvanlige 

tegnsprog mængden af funktioner x, som tilfredsstiller 

(3) 

En ligning af denne form kaldes en lineær differentialligning, 

og mængden~1f kaldes den fuldstændige lØsning til (3), medens 

ethvert element af (3) kaldes en partikulær lØsning til (3). 
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Hvis g1 og g2 er partikulære lØsninger til (3) på interval-

let I 1 ~I, og vi sætter h= g2-gi, får vi 

Wh = w(g2-g1 ) = Wg2 - Wgi= f- f, 

hvilket viser, at forskellen mellem to vilkårlige partikulære 

lØsninger til (3) er en lØsning til differentialligningen 

(4) wx = o. 

En differentialligning af denne form kaldes homogen, og lignin

gen (4) er den til (3) svarende homogene differentialligning. 

Hvis g er en lØsning til (3) og h er lØsning til (4), og 

vi sætter gi = g+h, får vi 

Wgi = w(g+h) = Wg + Wh = f + O= f. 

Idet w-10 er den fuldstændige lØsning til (4) og g er en lØsning 

til (3), fremgår det af det foregående, at mængden 

~g+h l h E w-1 (o)} 

er den fuldstændige lØsning til (3). Denne mængde kan også be-

tegnes ~g}+ w-1o 
summen af 

i overensstemmelse med den sædvanlige definition af~mængdero 

I et tilfælde som dette, hvor den ene mængde består af et enkelt 

element, skriver vi også elementet i stedet for mængden, altså 

Vi kan således tale om summen af en funktion og en mængde af 

funktioner. 

Hvis gi og g2 er lØsninger til (4), og ci og c 2 konstanter, 

får vi 

w( c i gi +c2 g2 ) = c1 wg1 + c2 wg2 = c i ·O + c2 ·O = O, 

og vi ser, at c1 g1 + c2g2 er lØsning til (4). Mere almindeligt 

får vi, hvis g1 , ••• ,gn er lØsninger til (4), da er enhver line

arkombination c1 g1 + ••• +c g ligeledes lØsning til (4). n n 

7.4. Den lineære homogene differentialligning af fØrste 
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orden 
( 5) (D - aD0 ) X = O, 

hvor a er kontinuert på et interval I, tilfredsstilles af x = O. 

Vi vil først antage, at a er reel, og med A betegner vi en stam-

funktion til a på I. Vi betragter nu et vilkårligt delinterval 

I 1 ~ I, og vi vil undersøge, hvilke blandt de på I1 positive 

funktioner, der er løsninger til. Enhver sådan funktion kan 

tænkes givet ved et udtryk af formen e~(x), og vi har da 

(D - aD0 )e~(x) = e ~(x)D (x)- ae q/.,x) = e~(x) (D~( x) - a), 

heraf fremgår, at e~(x) er løsning, hvis og kun hvis ~(x) er 

stamfunktion til a, altså ~(x) = A(x) +c, c E R. Alle de 

således fundne løsninger eA(x)+c = e 0 ·eA(x) er løsninger på hele 

I og positive på hele I. Det følger nu umiddelbart, at de nega

tive løsninger er -e 0 eA(x), c E R, og den fuldstændige løsning 

er derfor 

(6) f c eA(x), c E R J. 

Vi vil nu antage a er kompleks, og har stamfunktion A på I. 

På baggrund af resultat (6) er det rimeligt at vente, at den 

fuldstændige løsning i dette tilfælde er 

(7) fe eA(x), c E C J. 
Ifølge 6. er 

D c eA(x) =c eA(x)DA(x) = c·eA(x)a(x), 

hvilket viser, at alle funktioner i mængden (7) er løsninger. At 

differentialligningen ikke har andre løsninger end funktionerne 

i (7) og deres indskrænkninger til delintervaller af I vil frem

gå af den følgende behandling af den inhomogene lineære differen

tialligning af første orden 

7.5. Vi betragter nu differentialligningen 
o (8) (D - a D ) X = f, 

hvor a og f er kontinuerte komplekse funktioner på et interval 
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I, og med A betegner vi en stamfunktion til a på I. Vi har da 

mængden (7) af løsninger til den tilsvarende homogene differen

tialligning. For at bestemme den fuldstændige løsning til (8) 

benytter vi et trick, der kaldes de arbitrære konstanters varia-

tionsmetode, og som består i at søge differentialligningens løs

ninger blandt de funktioner, der fås ved at erstatte de konstan

ter, der indgår i en kendt mængde af løsninger til ligningen eller 

en simplere ligning med ubekendte funktioner. 

I det foreliggende tilfælde søger vi derfor løsningerne til 

(8) blandt funktionerne ~eA(x), hvor ~ er en vilkårlig konti

nuert differentiabel funktion på et interval I1 ~ I. Vi bemær

ker, at enhver kontinuert differentiabel funktion Y på I1 kan 

skrives på formen ~eA(x), idet vi blot sætter y = e-A(x), og 

vi prøver altså virkelig alle kontinuert differentiable funktio-

ner i ligningen. 

Vi indsætter ~eA(x) på venstre side i (8) og får 

(D - a D0 ) (~ eA(x)) = eA(x)~+ ~ (D - a D0 )eA(x) 

og her er det sidste led O, fordi eA(x) er løsning til den homo

gene ligningen. Funktionen ~eA(x) tilfredsstiller altså (8) 9 

hvis og kun hvis ep er en stamfunktion til f e-A(x), altså 

for 

~ = J f(x) e-A(x)dx + c, c E C. 
ex 

Idet vi sætter 

F= eA(x)/ f(x) e-A(x)dx, G(x) = eA(x), 

ex 
er den fuldstændige løsning til (8) således givet ved 

( 9) f F + c G l c E C j. 

For f = O ser vi specielt af dette resultat, at (7) virkelig 

er den fuldstændige løsning til den homogene ligning (5). 

7.6. På grundlag af de foregående resultater kan vi udlede 
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følgende sætning, som er et nyttigt hjælpemiddel ved forskellige 

teoretiske undersøgelser. 

7.6.1. Sætning. Lad F:I ind i C være en kontinuert differen

tiabel kompleks funktion på et interval I. Hvis O Et F( I), 

eksisterer der en kontinuert differentiabel funktion f:I ind i C, 

således at F(x) = ef(x). Funktionerne gp = f + 2p1Ti, p E Z er 

netop alle de kontinuert differentiable funktioner, der tilfreds-
g (x) 

stiller F(x) = e P for x E I. 

Enhver af funktionerne gp kaldes en kontinuert logaritme 

til F. 

For at vise sætning 7.6.1, sætter vi a=~, og med Abe

tegner vi en stamfunktion til a på I. Det ses direkte, at F til

fredsstiller differentialligningen 

(D - aD0 ) X = O, 

og som følge deraf er F element af mængden (7), og der eksisterer 

derfor en kompleks konstant c, for hvilken 

F(x) = c 8 A(x) = eA(x)+log c 

og sætningens første påstand er dermed bevist, idet f = A + log c. 

Af F(x) = eg(x), hvor g er kontinuert differentiabel følger 

på den anden side 

Dg(x), 

hvilket viser, at både f og g er stamfunktioner til a, og deraf 

følger, at g- f= c er konstant. Da yderligere ec = 1, er c et 

hel t multiplum af 27Ti. 

f Når F er fremstillet på formen e , er Imf(x) (imaginærdelen 

af f(x))en argumentværdi for F. Dette giver os mulighed for at 

indføre argumentet af et komplekst tal uden at inddrage det geo-

metriske vinkelbegreb. Eksponentialfunktionen kan defineres ved 

rækkeudviklingen. For at ovenstående ræsonnement kan gennemføres, 
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behøver vi kun at have bevist funktionalligningen, samt reglen 

for differentiation af ef. Det første har vi allerede gjort, og 

det -sidste vil blive gennemført i et følgende afsnit. Funktio

nerne cos og sin kan bagefter defineres ved hjælp af eksponential-

funktionen og derved indføres i analysen uden at det bliver nød

vendigt at basere definitionerne på det geometriske vinkelbegreb. 

Vi skal ikke her gennemføre dette progrem. 

7.7. Udtrykket (9) for den fuldstændige løsning til (8) 

viser, at der for x1Er,x2EC eksisterer netop en løsnings funktion, 

som afbilder x1 på x2' idet konstanten c bestemmes entydigt ved ' 

F ( x1 ) + c G ( x1 ) = x2 , 

idet G(x
1

) = eA(x1) f o. 

For at løse den almindelige lineære differentialligning 

af første orden 

( 
1 

D - a
0

D
0

) X = f 

dividerer vi først ligningen med a1 , hvorved ligningen reduceres 

til formen (8). Derved vil nulpunkterne for a1 opdele interval

let i flere delintervaller, der må behandles hver for sig. 

Nulpunkterne for a1 giver oftest anledning til, at løsnin

gerne udviser singulære forhold. Vi anskueliggør det med et 

par eksempler: 

( 2 o x D+ D )x = 1 

har åbenbart 1 som løsning, og den fuldstændige løsning bliver 

1 
f 1 + c ex, c E C J, 

og det ses 9 at alle løsningerne med c f O har singulariteter for 

x = o. 
Ligningen 

( o' 3 j 3xD - D JX = vx~ 

3Vx løses let 9 idet er løsning til den tilsvarende homogene 
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ligning, og ligningen får derfor løsningen 

F(x) = Vx /
1 

~ • s7x dx = ~ log x, 

så den fuldstændige løsning bliver 

f~ log x + c Vx l c E cq. 

M.A. 7.9 

Denne gang har alle løsningsfunktionerne singularitet for x = O. 

Endelig ses det umiddelbart, at ligningen 

. (xD - D0 ) x = x 2 - 2 

har den fuldstændige løsning 

(x2 + 2 + c x 1 c E b), 
og i dette tilfælde har ingen løsninger singulariteter, men de 

singulære forhold for x = O ytrer sig ved, at alle løsnings-

funktionerne antager værdien 2 for x = O. 

7.8. Vi skal kort omtale et meget simpelt eksempel på et 

problem, der fører til en differentialligning: 

Et stof (f.eks. en radioaktiv isotop) produceres med en 

jævn hastighed p g/sek. Når den forhåndenværende mængde af stof

fet er m g, sønderdeles det med en hastighed km g/sek, hvor 

k sek-1 er konstant. I tidspunktet t = O er stofmængden m
0 

g. 

Angiv stofmængden som funktion af tiden. 

Vi anvender betegnelsen m(t)g for stofmængden til tids

punktet t og til samme tidspunkt vokser stofmængden med hastig

heden (p- km(t)) g/sek, hvilket altså også kan skrives 

Dm(t) g/sek. Heraf fremgår, at den søgte fur1ktion m er en løs-

ning til differentialligningen 

(D + k D0 ) X ==P, 

hvis fuldstændige løsning er 

[ 
l2. -kt k-ce ,cE 

idet vi kun interesserer os for reelle løsninger. Da t == O skal 
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give m = m
0

, får vi 

ll-c=m; 
k o 

og den søgte stofmængde er derfor 

Det ses, at stofmængden varierer strengt monotont og kon

vergerer med i g uafhængigt af den ved :processens begyndels e 

forhåndenværende mængde. 

7.9. Vi skal i denne forbindelse omtale 2 eksempler :på dif-

ferentialligninger, som ikke er lineære, men som alligevel helt 

eller delvis kan løses ved metoder som de ovenfor anvendte. Vi 

vil først betragte Bernoulli's differentialligning 

(10) (D+ aD0 )x = fxs, s~ o, s 4 1, 

hvor a:I ind i R og f:I ind i R er kontinuerte, og s er et 

reelt tal. 

Løsningsfunktioner~ der antager negative værdier, kommer 

kun i betragtning for specielle værdier af s. 

Hvis ~ betegner en lØsningsfunktion :på et interval ~ ~ I, 

får vi :på intervallet r1 
(D+(1-s)aD0 )~1 -s = (1-s)~-sD~+(1-s)~-sa~ = 

(1-s)~-s(D+aD0 )~ = (1-s)f, 
1-s hvilket viser, at ~ er lØsning til den lineære differential-

ligning 

( 11 ) (D - ( s -1 ) aD O ) X = ( 1 -s ) f • 

Er omvendt ~( 1 -s) lØsning til denne ligning, giver en reg

ning, der kan overlades til læseren, at~ er lØsning til (10). 

Vi finder derfor de positive fUnktioner i den fuldstændige 

lØsning til (10) ved at oplØfte alle funktionerne i den fuld

stændige løsning til (11) til potensen (1-s)-1 i de intervaller, 
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hvor denne potens er defineret. 

Eksempel. Vi betragter differentialligningen 

(xD + Do)x = x3 . 

MA 7.11 

Den tilsvarende lineære differentialligning bliver 
o (xD - 2D )x = -2, 

hvis fuldstændige lØsning er 

(1 + cx2 , c E~), 

og mængden af positive funktioner i den fuldstændige løsning 

til den givne ligning bliver derfor 

f ( 1 2)-i + ex 2 , c E 

Til den fuldstændige lØsning hØrer desuden alle funktionerne 

( 2)_1. ' - 1+cx 2 , c E R, samt O. Vi bemærker, at de til c < O sva-

rende lØsningsfunktioner kun er definerede på en del af ~. Til 

(x1 ,x2 ) med x1 4 O svarer altid en lØsningsfunktion ~ defineret 

i et interval omkring x1 og med ~(x1 ) =o, men i x= O har alle 

lØsningsfunktionerne værdien 1. 

7.10. Løsningen af de hidtil betragtede differentiallig-

ninger reduceredes til lØsning af stamfunktionsproblemer. Når 

en sådan reduktion er mulig, siger vi, at differentialligningen 

kan løses ved kvadraturer. 

Riccatis differentialligning 

(12) Dx = ao + a1x + a2x2 

kan ikke løses ved kvadraturer, men hvis vi kender en partikulær 

lØsning, kan vi bestemme den fuldstændige lØsning ved kvadraturer. 

Vi tænker os, at a :r ind i ~' v= 0,1 ,2, er kontinuerte, og at v 

~ er en lØsning på ~ ~ r. Vi forsøger da at indsætte ~ + ~' 

hvor ~ er en vilkårlig lØsning, og derved får vi en under hensyn-

tagen til at ~ er en lØsning 

D(~ + ~) - (ao + a1 (~ + ~) + a2(~ + ~)2) = 
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D<p ·- (a
0
+a1<p+a2<p 2 ) +D~ - (a1 +2a2<p)~ 

(D - (a1 +2a2 <p)D0 )~ - a2 ~
2 , 

MA 7.12 

hvoraf fremgår, at <p+~ er løsning til (12), hvis og kun hvis 

~ er lØsning til 
o 2 

(D - (a1+2a2<p)D )x= a 2x , 
som er et specielt tilfælde af Bernoullis differentialligning. 

7~11. Vi betragter nu en lineær differentialoperator af 

anden orden 

2 o w = D - a1D + a
0

D , 

hvor a
0 

og a1 er kontinuerte, reelle funktioner på et interval 

I. Vi vil fo::.. ... søge at finde en opspaltning 

o o w = (D - pD ) o (D - q_D ) • 

Hvis vi udregner hØjre side, får vi 

(D-pD0
) o (D-q_D0

) = D
2 

- (p+q_)D + (pq_-Dq_)D0
• 

Den midterste koefficient får den ønskede værdi, hvis og 

kun hvis vi vælger 

( 13) 
2 og den sidste koefficient i ligningen bliver da a1q_- q_ - Dq_, 

så vi får, at denne koefficient stemmer, hvis og kun hvis q_ til-

fredsstiller ligningen 

og p er bestemt ved (13). Opløsningen af differentialoperato

ren w er således reduceret ti l lØsning af ( 14), al t så lØsning 

af Rica tti···ligninge.n 

7.12. Lad nu igen 

w = D2 - a1D + a
0

D0 

være en differentialoperator på et interval I, og lad <p betegne 

en lg5sning til differentialligningen 

wx = o 
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på et interval I1 ~ I, i hvilket ep ikke antager værdien O. 

På intervallet r
1 

definerer vi nu 
Dø 

P = a1 -~, q=-, ep ep 
og vi får da 

2 2 2 (7;) 2' Dq = ~~(DPL. = ~-2 ep 
ep 

hvoraf fØlger 
D D

2 
1 2 

pq - Dq = a1 ~ - v = '(j (a1 Dep - D ep). 

Da ep tilfredsstiller ~X= o, er 

D D2{() a1 ep - r = aoep, 

så vi får 

p q - Dq = a
0

• 

Med de valgte definitioner af p og q har vi derfor 

~ = (D-pD0 ) o (D-qD0 ). 

Vi kan altså opløse differentialoperatoren ~ i to operatorer 

af fØrste orden i ethvert interval i hvilket vi kender en lØs-

ning uden nulpunkter til ligningen. 

7.13. Vi betragter igen differentialligningen 
2 o 

~X = (D - a1D + a
0

D )x= o, 
og vi antager, at den har en lØsning ep på intervallet r1 , og at 

ep ikke antager værdien O i r1 • Vi har da opspaltningen 

~ = (D-pD0 ) o (D-qD
0

), 

som vi fandt ovenfor. Er nu ~ en løsning til ~X = o, da er 
o (D-qD )~ en løsning til 

(D-pD0 )x = O, 

som har den fuldstændige lØsning 

(15) {c eP(x) l c E R}, 

hvor P er en stamfunktion til p. Idet A betegner en stam

funktion til A1 , har p= a1 -~stamfunktionen A- logjepj, 

og vi kan derfor skrive ( 15) på formen 
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I c 1 e A l c E R 1 • ep 

MA 7.14 

Ligningen <l> x = O ti lf'redss til les derf'er netop af de funk-

tioner~ som for en eller anden værdi af c er lØsning ti l 

(n -~ n° ) x = c • 

og den fuldstændige lØsning til denne ligning er f'or et f'ast 

c E R 

fcf + c 1 ep l c1 E RL 
hvor vi med et fast a E I 1 har sat 

Den fuldstændige lØsning til <Px = O i intervallet I 1 er 

derefter gi ve t ved 

IcF + c1 ep l c1 E R A c E R}. 
Det f'remgår umiddelbart af udtrykket for F, at E ikke er ep 

konstant. 

7.14. Vi kunne også have udledt det foregående resultat 

ved de arbitrære koefficienters variationsmetode, idet vi for-

søger om en funktion eptjJ passer i ligningen. Indsættelse gi ver• 

under hensyntagen til, at ep er en løsning 
2 

epD tjJ + (2Dep-a1 )Dt/J = O, 

hvilket viser, at eptjJ er lØsning til <Px = o, hvis og kun hvis 

Dt/J er lØsning til den lineære differentialligning 

(epD+(2Dep-a1 )D~x = O, 

som er af fØrste orden. Ved lØsning af denne ligning genfinder 

vi resultatet f'ra det foregående afsnit. 

7.15. Vi betragter nu igen differentialligningen 

(16) <Px = (D
2
-a1D+a

0
D0 )x = o, 

hvor a
0 

og a1 er kontinuerte i et interval I. Ved metoder 

vi endnu ikke har til rådighed, kan det vises, at der til et-

hvert punkt x E I svarer en lØsning til <Px = o, som i et vist 
o 
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åbsnt interval r1 , der indeholder x
0

, ikke antager værdien O. 

Lad ~ være en sådan lØsning. Der eksisterer da en anden løs

ning ~' således at *ikke er konstant, og således at den fuld

stændige løsning på r1 er givet ved fc 1 ~+c2~ l c
1 

,c2 E :RJ. 
Differentialkvotienten 

D t ~ ~ (~D~-~D~) 
~ ~ 

er altså ikke identisk O på r1 • 

W(~,ø) = ~DØ - ØD~ = In: 
Wronski-determinanten =- ........_ ... 

som er en reel funktion på r
1

, er derfor ikke identisk nul. 

Nu er 

og vi får, idet vi benytter, at ~ og ~ er løsninger 

DW ( ~, ~) - a1 W ( ~, ~) ~ 

2 2 
~(D ~-a1 D~) - ~(D ~-a1 D~) = 

~(D2~-a1 D~+a0~) - ~(D2p-a1 D~+a0 ~) ~ O~ 

hvilket viser~ at W(~,~) er en løsning til differentiallig-

ningen 

o ( D-a1 D ) X ~ O, 

og som fØlge deraf antager W(~,~) ikke værdien O i hele inter

vallet r1 • 

For x
0 

E I eksisterer der altså åbne intervaller ]a1 ,b1 [ , 

således at x
0 

E ]a1 ,b1 [ ~I, og således at den fuldstændige 

lØsning på ]a1 ,b1 [ har formen fc 1 ~1 +c 2 ~2 l c1 ,c2 E R}. Dette 

gælder 9 når b
1 

tilhØrer en vis mængde B og a1 en vis mængde 

A. Vi sætter b ~ sup B og a ~ inf A, og vi har da 

x
0 

E ]a,b[ c I.For·a<a' <b' <b kan den fuldstændige løsning 

i ]a',b'[ skrives på formen fc 1 ~ 1 +.~ 2~2 l Cf'e2 E·:Rj. 
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Vi vil nu vise, at intervallet ]a,b[ er identisk med I \ 

endepunkterne. Beviset fØres indirekte, idet vi antager, at b 

er et indre punkt af I. Men så eksisterer der et åbent interval 

I' med b E I' ~ I, i hvilket den fuldstændige lØsning kan skrives 

{c1ø1+c2Ø2 l c1 ,c2 E R}. I intervallet I' n ]a' ,b'[, hvor b' <b 

og b' E I' har vi derfor en fremstilling 

~1 = 0 11Ø1 + 0 12Ø2 

~2 = 0 21Ø1 + 0 22Ø2 

med konstante l{oef'f'icienter, og denne fremstilling kan bruges som 

definition Rf ~1 og ~2 i hele I'. Da ~ 1 og ~2 ikke har konstant 

forhold i I' n ]a' ,b'[ er determinanten c11 c 22-c12c21 t O, cg 

lignlngssystemet kan derfor løses, så vi får ø1 og ø2 skrevet som 

linearkom-binationer af' ~1 og <p2 • Enhver linearkombination af 

ø1 og ø2 kan da skrives som en linearkombination af' <p1 og <p2 , 

og dette medfører, at den fuldstændige lØsning i hele I' har 

formen fc 1 (p 1 +c 2~2 l c1 ,c2 E :R} i modstrid med definitionen af b. 

Ræsonnementet viser, at alle løsninger til (16) kan fort-

sættes henover hele I i lighed med situationen for lineære dif

ferentialligninger af' første orden. 

Ved regningerne i 7.13 og 7o14 optræder den kendte løsning 

~ i næ~Leren~ og vi er derfor nødt til at antage, at ~ ikke har 

nulpunkter i. det betragtede interval. Af' overvejelser i dette Rf

snit fØlger imidlertid, at de singulariteter, der s kyldes nul

punkterne for <p~ må forsvinde ved udregning af løsningen F. 

Vi understreger, at vi i dette afsnit har bygget overvejel

serne på den i begyndelsen af afsnittet omtalte påstand om 

eksistens af en lØsning, en påstand, som vi ikke har bevist. 

7.16. Som eksempel betragter vi differentialligningen 

2 o ] 1T 'TT[ wx ~ O; w = D + 2tgx D - D , x E -2 '2 • 

For at finde den fuldstændige løsning til denne ligning må vi 
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gætte en løsning, og det er da nærliggende først at forsøge med 

simple trigonometriske funktioner. Det viser sig? at sin er en 

lØsning. En førsteordens differentialligning med sin som lØsning 

er 

(D - cotx D0)x = o, 

og vi derfor e n opløsning 

~ = (D+a(x)D0 )o(D-cotx D0 ), 

hvor vi må vælge 

a(x) = 2tgx + cotx. 

Ligningen 

har løsningen 

-j 1T a(x)dx 

e 4 
11!. (2tgx+cotx)dx lo~~~2 

_ y 2 
= e 4 =e 

og vi får derfor den fuldstændige lØsning 
2 

Vi får altså 

f cos x l ' 1 
~csinx c E Rj• 

en lØsning til ~X = O ved at lØse 
2 

(D - cotx D
0 )x = ~~~~ 

og da den homogene ligning har sin som lØsning, får vi den par-

tikulære '1Øsning
2 . cos t s1.n x 2 . 

2 
sin t 

-sinx(cotx + x -

dt = r'""_x sin x h· 
2 

((1+cot2x)-1 )dx = 

og den fuldstændige løsning til ~X = O bliver derfor 

fc 1 sinx + c2 (xsinx+cosx) l c1 ,c2 E R}. 
Undervejs i regningerne optrådte en generende singularitet 

for x = O, svarende til nulpunktet for den gættede rod, men det 

ses 9 at denne singularitet er faldet bort i slutresultatet. En 

prøve viser, at den fundne fuldstændige lØsning kan anvendes i 

ethvert interval, som ikke indeholder noget ulige multiplum af 

u . Hvis differentialligningen multipliceres med cos x, får vi 
2 
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ligningen 

(cos x D2+2 sin x D-cosx D
0 )x = o, 

og det viser sig, at de fundne løsninger tilfredsstiller denne 

ligning på hele R. 
Hvis vi har givet et reelt talsæt (x1 ,x2 ,x3), hvor x1 ikke 

er et ulige multiplum af ~9 fastlægger dette en partikulær lØs

ning, som i x1 har funktionsværdi x2 og differentialkvotient x3 . 

Hertil bestemmes c1 og c2 af ligningerne 

c1 sinx1 + c2 (x1sinx1+cosx1 ) = x2 

c1 cosx1 + c2x1 cosx1 = x3. 

Determinanten for dette ligningssys tern 2 derfor er -cos x1 og 

4 o, når x1 ikke er et ulige multiplum af ~· Determinanten er 

iØvrigt det i 7.15 indfØrte udtryk W(~,Y). 

7.17. For differentialoperatorer 

med konstante koefficienter kan vi indfØre en tilordningslov P, 

som vi sætter 

Denne tilordningslov har linearitetsegenskaben 

P(c 1 ~+c2~) = c 1 P~ + c 2P~, 
men desuden den interessantere 

P(~o~) = P~P~. 

Vi får nemlig 
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hvor begge resultater skal ordnes efter voksende eksponenter k+l, 

men det er klart, at denne proces forlØber parallelt i de to til-

fælde. 

Polynomiet Pw kaldes karakterpolynomiet for differential-

operatoren w. Afbildningen w er en isomorfi mellem mængden af 

lineære differentialoperatorer med konstante koefficienter og 

mængden af polynomier. 

Vi benytter isomorfien til oplØsning af differentialopera-

torerne 9 idet vi kopierer oplØsningen af det karakteristiske 

polynommium. Vi illustrerer dette med e t eksempel. 

w= D4 + 3D
2 

+ 4D0
• 

OplØsningen 

R4 + 3R2 
+ 4 = (R2+2)

2 
- R2 

= (R
2

-R+2)(R
2

+R+2) 

kopieres og giver den tilsvarende oplØsning 

w= (D2-D+2D0 )o(D2+D+2D0
). 

De to tilsvarende karakterpolynomier har nu komplekse rØdder 
1 ·il 

:!: 2 :!: ~ 2 ~ så vi får den fuldstændige opløsning 

w= (D-(~+i~)D0 )o(D-(~-i~)D0 )o(D+(~-i~)D0 )o(D+(t+i~7 )D0 ). 
Det fremgår af overvejelserne, at faktorerne i oplØsningen 

kan ombyttes på vilkårlig måde. Har vi w fremstillet som et 

11produkt 11 

w = (D-a1D0 )o 

vil hver af funktionerne e~x 
• • • 

k = 

o (D-a n°), p 

1 , ••• ,p være en lØsning til 

wx = O~ og hvis disse alle er forskellige, bliver 
a1x apx 

fc1e + ••• + cpe c1 E C A ••• A ep E ej 

den fuldstændige løsning. Det er ikke vanskeligt at vise udfra 

oplØsningen af w, men vi forbigår beviset. 

Hvis produktet indeholder flere ens faktorer, kan vi sætte 

disse sidst. Hvis oplØsningen f.eks. ender med 

••• o(D-aD0 )o(D-aD0 )o(D-aD0 ), 
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CXX CXX 2 CXX ses det direkte, at ikke blot e , men også xe og x e er 

lØsninger og de tre faktorer bidrager således til den fuldstæn

dige løsning med et udtryk af formen (c
0

+c1x+c2x2 )ecxx. Den 

fuldtstændige lØsning vil altså i ethvert tilfælde umiddelbart 

kunne opskrives uden regnearbejde. 

Fra to konjugerede rØdder får vi et udtryk af formen 

01
e(fi+iy)x + 

02
e(fi-iy)x = eøx((c1+c2 )cosyx+i(c1 -c2 )sinyx)) = 

e~x(c 1 cosyx+C2 sinyx), om 
således at vi ved at/benævne de arbitrære konstanter får lØs-

ningen på reel form. 

7.1& Opløsningen af@ i differentialoperatorer af første 

orden gør det muligt at løse den inhomogene differentialligning 

@X= f ved successivt at lØse flere differentialligninger af 

første orden. Det er imidlertid lettere at benytte de arbitrære 

konstanters variationsmetode. Vi viser denne metode for en 

differentialligning 
2 o 

(D + a 1 D + a
0

L )x= f, 

hvor a1 , a
0 

og f er kontinuerte (reelle eller komplekse) på et 

interval I. Vi tænker os, at vi har to ikke proportionale lØs

ninger <p1 og <p 2 på intervallet I til den tilsvarende homogene 

ligning. Fra 7.15 ved vi at determinanten 

er en fUnktion, som ikke antager værdien O i noget punkt af I. 

Til enhver på I to gange differentiabel funktion g svarer der 

derfor to differentiable funktioner h1 og h2 , således a t 

( 17) 

Funktionerne h1 og h2 fås nemlig simpelthen ved at løse de to 

lineære ligninger, og de bliver differentiable, da <p1 , <p
2 

og g 
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er to gange differentiable. 

Ved differentiation af den første af ligningerne (17) fås 

under hensyntagen til den anden ligning 

(18) ~1 Dh1 + ~2Dh2 = O. 

Ved differentiation af den anden ligning (17) fås 

2 2 2 D g = h1D ~1 + h2D ~2+D~1 Dh1 +D~2Dh2 , 

og når dette sammen med (17) indsættes i differentialligningen, 

idet det benyttes, a t ~1 og ~2 er lØsninger t il den tilsvarende 

homogene ligning, fås 

( 19) 

Hvis g skal tilfredsstille differentialligningen, må 

Dh1 og Dh2 altså tilfredsstille (18) og (19)o Hvis på den anden 

side Dh1 og Dh2 tilfredsstiller (18) og (19), vil funktionen g 

defineet ved den første ligning (17) netop på grund af (18) have 

sin differentialkvotient defineret ved den anden ligning (17), 

og (19) sikrer da, at g er lØsning til ligning. 

Vi får altså den fuldstændige lØsning til differentiallig

ningen ved at finde Dh1 og Dh2 af (18) og (19), bestemme mængden 

af stamfunktioner til disse og indsætte resultatet i (17)o 

7.19o Vi skitserer kort metoden for en differentialligning 

( p cxp-1 ) O) D +a 1D + ••• + a1D +a D X= f, p- o 
hvis tilsvarende homogene ligning har den fuldstændige lØsning 

Vi sætter da 

g = h1 ~ 1 + o o • + h p ~p 

Dg = h1 D~1 + • o • + hpD~p 

O o ø D O O O O O O O O O O O Ø O O Ø O o O O 

+ • o. + h D(p-1 )m 
p Yp' 

og ved differentiation af disse ligninger får vi 
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samt 

cp1Dh1 + ••• + cppDhp = O 

Dcp1 Dh1 + ••• + DcppDhp = O 

ø o o o ø o o • o o ø • o o o • o o o o 

MA 7.22 

+ ••• + (p-1) ••• +D ep Dh. p p 

Ved indsættelse af differentialkvotienterne af g i differential-

ligningen fås nu 

D(p-1 )cp
1

Dh
1 

+ ••• + D(p-1 )cppDhp =f. 

Vi har nu p ligninger med p ubekendte til bestemmelse af 

Dh1 , ••• ,Dhp~ og dermed er opgaven reduceret til stamfunktion

problemer. 

7.20. Når en lineær differentialligning overhovedet kan løses 

ved kvadraturer, og de nødvendige stamfunktionproblemer kan 

løses elementært, kan lidt systematisk gætteri ofte spare meget 

arbejde. Vi illustrerer dette forhold med et eksempel. Hertil 

betragter vi ligningen 

(n
4 

- 2n3 + 5D2 - 8D + 4D0 )x = x3 + cos x + ex, 

som har karakterpolynomiet 

R4 - 2R3 + 5R2 - 8R + 4. 

Vi gætter roden R = 1 og ved division med R-1 fås R3-R2+4R-4, 

som igen har roden 1 , og ved di vision med R-1 fås nu R2 + 4 = 

(R-2i)(R+2i). Den homogene ligning har derfor den fuldstændige 

lØsning 

f(c1x+c2 )ex+c
3 

cos2x+c
4 

sin2xlc1 , ••• ,c
4 

E RJ. 
På grund af lineariteten kan vi 1Øseligningen 1 idet vi på 

hØjre side sætter kun et af de 3 led. Når vi har udfØrt dette 

for hvert led 1 får vi lØsningen til den rigtige ligning ved 

addition. 
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Vi prøver at indsætte funktionen~ x3 på venstre side, og 

vi får da resultatet x3 - 6x2+1t x - 3. Hvis vi indsætter 

2
2 

x2 ,, Eår vi 6x2-24x+15, og indsættelse af 1x3+2x2 giver altså 4 2 

x3 -~x+ 12. Vi indsætter nu~ x og får ~x- 33, og endelig 

indsættes konst~~ten 2; 1 som giver 21 • . Funktionen 

1 x3 + .3. x2 + .2.2.8 x + ll 
4 2 4 

vil altså indsat på venstre side give resultatet x3 • 

Hvis vi indsætter cos x på venstre side, får vi 6 sinx, og 

hvis vi indsætter sinx, får vi -6 cosxo Vi må altså indsætte 

;_ .L s inx for a t få c o s x o 
b 

x x Da e og xe vides at give O ved indsættelse på venstre 

'd ø . d 2 x . 1 o x Sl e, pr ver Vl me x e , som g1ver e o 

dige lØsning er således 

f1 X3+2 X2+33X + ~ 
4 2 8 4 

1 1 2 x - 6 sinx + rox e + 

Ligningens fuldstæn-

(c1x+c2 )ex + c
3

cos2x + c
4 

sin2xlc1 ,o •• ,c
4 

E R}. 
7o21 o Uden at gå nærmere ind på sagen skal vi nævne at 

Eulers differentialligning 

( ~n n-1 (b-1) 2 2 O 
x v + an_1x D + •c• + a 2x D +a1xD + a

0
D )x= o, 

hvor a , ••• ,a 1 er konstante, kan lØses ved at prøve at ind-o n-
R sætte x • Derved fås et karakterpolynomium, der kan lØses med 

hensyn til R. Derved kan man få potenser med irrationale ekspo-

nenter, og de må fortolkes på fØlgende måde: 

x~+iy = e(~+iy)log x = x~(cos ylog+i sin y logx) 

for x > O, og ved at skrive lxl i stedet for x fås en fortolk-

ning, som er anvendelig for negative x. Hvis a er dobbeltrod i 

karakterpolynomiet, vil xalogx være lØsning. 

7.22. I praksis møder man ofte flere sammenhørende diffe-

rentialligninger med flere ubekendte. Som eksempel betragter vi 

et sy stem 
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Dx1 = a11X1 + a12X2 + b1 

Dx2 = a21X1 + a22X2 + b2' 

hvor a11 , a12 , a 22 , b 1 , b 2 er kontinuerte funktioner på et inter-

val I. Vi tilfØjer den ligning 1 der fås ved differentiation af 

den før s te ligning 

2 
D x1 = a11 Dx1 + a12DX2 + Da11 X1 + Da12x2 + Db1 , 

og heri indsættes de udtryk for x2 og Dx2 som fås af de givne 

ligninger. Derved fås en differentialligning af anden orden til 

bestemmelse af x1 • Når x1 er bestemt fås x
2 

af den fØrste af de 

givne ligninger. 

Hvis koefficienterne akl er konstante, kan man også forsøge 

at danne en sådan linearkombination af de to ligninger, at der 

kun forekommer en linear kombination af x1 og x
2

• Vi illustrePer 

dette med et eksempel 

nx1 = 2x1 + 3x2 + 1 

Dx2 = 3x1 + 2x2 + ex. 

Ved substraktion og addition fås ligningerne 

D(x1-x2) = (x1-x2) + 1 - ex 

D(x1+x2) = 5(x1+x2 ) + 1 + ex, 

og ved lØsning af disse ligninger fås 

= 1 - 1 ex + c e-x 
2 1 

1 1 x 5x 
= -5 - 4 e + c2 e ' 

og den fuldstændige lØsning kommer til at omfatte alle funktions-

par 

cp1 (x) 

cp2(x) 

= 

= 

2 - -5 
.2. + 
5 

.2. 
8 
1 
8 

ex 

x e 

+ C1e-x + C2e5x 

C1e-x + C2 e5x ' 

hvor c1 og c2 er vilkårlige konstanter. 
1 02 = 2 c2. 

Vi har sat c1 
1 = 2 c1 og 
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1. Med~ betegnes differentialoperatoren 

~ = D4 -4xD
2

+4D
0 

på intervallet J -=,=[. Udregn billedet ved~ af hver af 

fØlgende funktioner 

1 • Konstant med værdi 1 

2. k x 

3. cos x 

2. Udregn billedet ved differentialoperatoren 

~ = D3- 3D
2 

+3D- D
0

, )-=,=[ 

af den ved xnex definerede funktion, idet n er et helt tal. 

3. Udregn billedet ved differentialoperatoren 

~ = x3D3 + xD- D0 , 0-=,=[. 

Af den på ]0,=[ ved x(log x)n definerede funktion. 

4. To differentialoperatorer er defineret ved 

~ = xD- pD
0

, Y= xD- qD
0

, ]-=,=[, 

hvor p og q er konstante. Udregn ~oy og yo~. 

5. En differentialoperator er defineret ved 

~ = D3 +cos x D
2 

+ sin xD- cos x D
0

, 

Udregn ~oD og Do~. 

6. Angiv den fuldstændige lØsning til hver af differentiallig-

ningerne 

(
D - ~~ D0

) X= O, ]-=,=[ 
1 + x 

o, ]-1,1[. 

7. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

(x log x D- D
0 )x = (n-1 )(log x)n, ]1 ,=[,n E R. 

(glem ikke først at normere ligningen ved division med 

x log x). 
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8. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

(vx n-n°)x = vx- 1, ]o,=[. 

9. Angiv en lineær differentialligning af fØrste orden, som 

på intervallet ]0,=[ har den fuldstændige lØsning 

fx(x-1 )+c U x cERl. 

10. Angiv den fuldstændige lØsning til hver af differentiallig-

ningorne 

]-=,=[; a, b E R 

Løsningerne ønskes angivet på formen 

fc(f+ig) l c E O}, 

hvor f og g er reelle funktioner. 

11. En plan kurve fremstilles ved en ligning y= f(x), hvor 

f:I ind i R er kontinuert differentiabel på r. Idet 

(x,f(x) er et kurvepunkt og ~(x) er abscisson til skærings

punktet mellem x-aksen og kurvetangenten i (x,f(x)), kaldes 

x- ~(x) kurvens subtangent i (x,f(x)). Idet a og k er 

reelle tal, skal man bestemme alle kurver, hvis subtangent 

for ~ethvert x i intervallet I er givet ved k xa. 

12. En kugle som hænger i en snor er neddyppet i en væske. Til 

tidspunktet t = O brændes snoren over, og kuglen indleder 

en lodret faldbevægelse. Idet kuglens masse er m gram, 

massen af den fortrængte væskemasse m1 gram (m1 < m), og 

kuglen udover tyngdekraft og opdrift påvirkes af en opad

rettet bevægelsesmodstand af størrelsen lev dyn, hvor v cm/sek 

er kuglens fart, medens k er en proportionalitetsfaktor. 

Bestem farton v som funktion af tiden. 

13. Til tidspunktet t = O foreligger renfremstillet m gramatomer 

af et radioaktivt stof. Dette stof sønderdeles med en ha-
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stighed, som er en proportionalitetsfaktor h gange den for

håndenværende mængde af stoffet. Af hvert atom, som sønder-

deles, opstår et atom af et nyt radioaktivt stof, og dette 

stof sønderdeles med en hastighed, som er en proportionali-

totsfaktor k gang e den forhåndenværende mængde af stoffet. 

Angiv mmngderne af de to stoffer (målt i gramatomer) som 

funktion af ti den. 

14. En afbildning f:R ind i C er givet ved 

f(x) = 2eix + 3e-2ix • 

Vis, at f(x) ikke antager værdien o, og angiv et eksplicit 

udtryk for en kontinuert logaritmefunktion til f(x). 

15. Angiv for ethvert s E R den fuldstændige lØsning til diffe-

rentialligningen 

(D+kD0 ) X = a-j5, J -oo ,oo [ 

hvor a og k er reelle konstanter. 

16. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

Dx = (x-x-1 )(x-x-1 ), Jo,oo[. 

17. Angiv den fuldstændige løsning til differentialligningen 

xDx =x+ x2x2
, J-oo,oo[. 

18. I opgave nr. 11 skrives overalt -normal i stedet for -tan-

gent. LØs den derved fremkomne opgave. Særlig interesse har 

tilfældene a = O og a = 1 • 

19. Gæt en lØsning til differentialligningen 

Dx = 1 + x
2

- 2xx + x2, J-oo,oo[ 

og bestem derefter den fuldstændige løsning til ligningen. 

20. Gæt en lØsning til differentialligningen 

D x = 1 ( 1 - x2 L J _:a:2 , 1T2 [ , 
cos x 

og bestem derefter den fuldstændige løsning til ligningen. 
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Skitser grafisk billede af nogle af lØsningerne. 

21. Spalt for x 4 O differentialoperatoren 

D2 - xD + D0 

i lineære differentialoperatorer af første orden (i lig

ningens fuldstændige lØsning indgår integraler, der ikke 

kan udtrykkes ved elementære funktionstegn). 

22. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

(sin
2

xcosxD
2

- (2cos 2x-sin2x)sinxD + 2 cos3xD0 )x = 0,]-=,=[ 

23. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

((sinx- xcosx)D2 - xsinxD + sinx D0 )x = o, ]-=,=[. 

24. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

((x
2

+4x+1 )D
2

- 2(x+2)D + 2D0 )x =o, ]-=,=[. 

25. Angiv den fuldstændige lØsning til hver af differential-

ligningerne 

(D4 o ]-oo,=[ - D )x = o, 

(D4 + Do)x = o, ]-oo,oo[ 

(D4 - 2 o 2D + D )x == O, ]-=,oo[. 

26. Angiv den fuldstændige lØsning til hver af differentiallig-

ningerne 

(D4-1oD3+35D2-50D+24D0 )x == O, ]-=,oo[ 

(D4-2D3+5D2-8D+4D0 )x == O, ]-=,oo[ 

27. Angiv den fuldstændige lØsning til hver af differential-

ligningerne 

(D2-3D+2D0 )x =ex, ]-oo,oo[ 

(D
2

-3D+2D0 )x = cosx, J-~,oo[. 
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28. Angiv den fuldstændige lØsning til hver af differentiallig-

ningerne 

29. Angiv den fuldstændige lØsning til hver af differentiallig-

ningerne 

2 . x +xslnx, ) --oo ,<>o[ 

30. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

(D4-2n3-3D2-2D+6D0 )x ~ e-x(x+cosx), ]-oo,oo[. 

31. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

(D5-3D4+5D3-7D2+6D-2D0 )x =ex, ]-oo,oo[. 

32. Angiv den fuldstændige lØsning til hver af differentiallig-

ningerne 

(x2D2-3xD+3D0 )x = O, ]-=,=[ 

(x2D2+5xD+5D0 )x = O, ]-=,=( 
2 2 o (x D +5xD+4D )x= O, ]-oo,oo[. 

33. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

3 3 o 2 (x D -2xD-4D )x= x -3x+5, ]-=,=[. 

34. Angiv den fuldstændige lØsning til de sammenhørende diffe-

rentialligninger 

nx1 = 3x1 + 2x2- 1, 

Dx2 = -4x1 - 3x2 + x, 

35. Angiv den fuldstændige lØsning til de sammenhørende differen-

tialligninger 

Dx1 = 3x1 + x2- 1, 

Dx2 = -1ox1 - 3x2 + x, ]-oo,oo[. 
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36. Angiv den fuldstændige løsning til de sammenhørende differen

tilligninger 

D2x = l 

Vis, at der eksisterer netop en løsning (~1 ,~ 2 ), som tilfreds

stiller betingelserne ~ 1 (o) =O; D~1 (o) =a, ~ 2 (0) = D~2 (o) =O. 

Ligningen D2x = -h2x beskriver bevægelsen af en partikel, 

der bevæger sig på en ret linie under påvirkning af en ela

stisk kraft, og den kan med en vis tilnærmelse siges at be

skrive en pendulbevægelse. Ligningssystemet forklarer, hvad 

der sker, når to penduler påvirker hinanden med en elastisk 

kraft. Prøv at ophænge to ens penduler i ringe indbyrdes af-

stand og forbind ophængningssnorerne et stykke under ophæng

ningspunktet med en elastik, som ikke må være alt for stram. 

Sæt det ene pendul i svingninger og se, hvad der sker. Vis, 

at den fundne løsning til ovenstående ligninger forklarer 

fænomenet, når det antages, at h2 er mange gange større end 

k2. 

Vanskeligere opgaver. 

37. En ikke lineær differentialoperator <P på ]-=,=[ er defineret 

ved 

Udregn <P o <P • 

38. Angiv den fuldstændige løsning til differentialligningen 

2 -1 O 1-x2 A t (D ( -1 )-'D ) e re g x, ]-oo,oo[ • - r+X X=~ 
1+X 

39. Angiv den fuldstændige løsning til differentialligningen 

(D - log x D0 )x = (ex)x cos x, ]0,=[ • 
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40. Angiv den fuldstændige løsning til differentialligningen 

(D+ D
0 )x = e-x(1+3sin2x)-1 , ]-oo,oo[. 

41. Vis, uden at lØse ligninge, at enhver lØsningsfunktion ~(x) 

til differentialligningen 

(D + xD
0 )x = x2 - 1 

har sin differentialkvotient lig med nul for netop de værdiel 

af x, hvor ~(x) = x - x-1 Vis endvidere (stadig uden at 

løse ligningen), at funktionen har et relativt minimum 

(defineret i gymnasieundervisningen) i sådan et punkt, så-

fremt x > O, men et relativt minimum, såfremt x < o. 

42. Angiv den fuldstændige løsning til differentialligningen 

(sin22xD2+2sin2xcos2xD-4D0 )x =o, ]-=,=[. 

43. For hvilke valg af de reelle talsæt (x1 ,y1 ) og (x2 ,y2 ) vil 

differentialligningen 

(D
2 

+ D
0 )x = o 

have mindst en (henholdsvis netop en) lØsning ~(x), som 

tilfredsstiller betingelserne ~(x1 ) = y1 og ~(x2 ) = y2 ? 

44. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

((x3+6x2-6x)D2-(4x2+18x-12)D+(6x+18)D0 )x =o, ]-=,=[. 

45. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

(D2 - (1+2tg2x)D0 )x = o. 

46. Angiv den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

2 o 
(xD + 2D + xD X = O. 

47. Angiv den fuldstændige lØsning til de sammenhørende diffe-

rentialligninger 
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8.1. Begreberne kontinuitet og grænseværdi er af fundamen-

tal betydning for differential- og integralregningen og spiller 

derfor en væsentlig rolle i gymnasiets matematikundervisning. Vi 

ØnSker at kunne tale om kontinuitet af mere generelle afbildninger 

end de i gymnasiet omtalte reelle funktioner af en reel variabel. 

For at vi kan tale om, at en afbildning f:M1 , ind i M2 , 

hvor M1 og M2 er mængder, er kontinuert, må M1 og M2 være udstyret 

med en vis form for organisation, således at vi ved noget om, 

hvilke punkter der ligger tæt sammen. Dette kan ske ved, at vi 

har et afstandsbegreb på mængden, og den kaldes da et metrisk 

rum. Det er dog ikke nØdvendigt at have et afstandsbegreb for at 

kunne tale om kontinuitet, men der må så være en lov, som for 

hvert element a E M1 (hhv. M2 ) fastlægger visse mængder af elemen

ter af M1 (hhv. M2 ), som ligger tæt ved a. Organisationer af 

denne art har en geometrisk klang, og man benytter derfor et 

geometrisk sprog. De organiserede mængder kaldes~' og deres 

elementer kaldes ~llllti~~· Vi anvender betegnelsen topologisk rgm 

om disse organiserede mængder. 

Et topologisk (eller metrisk) rum T er altså en mængde M 

med en vis organisation o. Vi skriver T= (M,o), og vi kalder 

M der upftQrliggende mæng~ for rummet T. Et element a E M kaldes 

et punkt._ a:f T, og vi skriver a E T med hel t samme betydning som 

a E M. Dette pe dan ti ske synspunkt er nødvendigt, når vi indfØrer 

forskellige organisationer 01 og 02 på samme mængde M og derved 

får to forskellige rum T1 = (M, 01 ) og T2 = (M, o2 ). Når vi kun be

tragter en organisation behøver vi ikke en særlig betegnelse for 

den underliggende mængde. 

Mængderne N, z, Q, R etc. bliver i det fØlgende organiserede 
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som rum, og wi vi l for disse rum bibeholde betegnelserne 

N? ~' Q~ R. Lejlighedsvis vil vi betragte andre rum med de samme 
da 

underliggende mængder~ og vi må/anvende en anden betegnelse for 

disse rum. Vi indfØrer ingen betegnelse for de underliggende 

mængder til de fire rum. 

8.2. Vi går nu i gang med at udfØre det ovenfor lØst 

skitserede :program, idet vi begynder med afstandsbegrebet. 

8~2.1. Definition. Ved en afstandsfunktion :på en mængde M 

for stås en afbildning 

dist:M x M ind i R, 
som tilfredsstiller betingelserne (kvantoren V refererer til M) 

1) Vx (dist(x,x) = O) 

2 ) Vx Vy (x ~ y ==> dis t (x, y) :· > O ) 

3) Vx Vy (dist(y,x) = dist(x,y)) 

4) Vx, Vy, 'r/z (dist(x,z) ~ dist(x,y) + dist(y,z)). 

8.2.2. ~finition. Et metrisk rum T = (M, dist) er en 

mængde M, :på hvilken en afstandsfunktion dist er defineret. 

8.2.3. Definition. Lad T være et metrisk rum, og lad r være 

et :positivt tal og a et :punkt af T. Punktmængden 

K(a,r) = fx l x E T A dist(a,x) < rj 

kaldes da en kugleomegn af a med radius r i rummet T. 

Betingelsen 4) i definition 8.2.1 kaldes trekantsuligheden. 

Ved hjælp af den vises fØlgende sætninger om ,kugleomegnens ·ind-

byrdes beliggenhed i et roetrime rum: 

gælder 

8.2.4. Sætning. Hvis b E K(a,r), gælder 

K(b,r-dist(a,b)) ~ K(a,r). 

8.2.5. Sætning. Hvis dist(a,b) > r > O, gælder 

K(a,r) n K(b, dist(a,b)-r)- Ø. 

Vi beviser sætning 8.2.4. For ethvert x E K(b,r-dist(a,b)) 
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dist (a,x) ~ dist(a,b) + dist(b,x) < 
dist(a,b) + (r-dist(a,b)) =r, 

M.A 8.3. 

hvilket viser, at x E K(a,r). Sætning 8.2.5 følger af, at x E 

K(a,r) n K(b, dist(a,b)-r) ville medføre, at 

dist(a,x) + dist(x,b) < r + (dist(a,b)-r) = dist(a~b) 

i strid med trekantsuligheden. 

8.3. Mængden af punkter i en plan er med det sædvanlige af

standsbegreb et eksempel på et metrisk rum. Kugleomgivelsen 

K(a,r) bliver i dette tilfælde cirkelskiven med centrum a og 

radius r, hvor punkterne på randen ikke regnes med. Et andet 

nærliggende eksempel er det sædvanlige rum, og en kugleomegn 

bliver her en rigtig kugle, hvor randpunkterne ikke regnes med. 

Mængderne N, ~, Q, R er metriske rum med afstandsfunktion 

defineret ved 

dist(x,y) = ty-xj, 

idet 

lz·-xl = l (z-y)+(y-x)j ;; lz. . ..YI+Iy_xl. 
Den samme definition kan anvendes for O, og afstanden mellem 

a1 + ia2 og b1 + ib2 bliver da den samme som afstanden mellem 

punkterne (a1 ,a2 ) og (b1 ,b2 ) i planen. 

Enhver mængde M kan organiseres som et metrisk rum ved af-

standsdefinitionen 

dist (x,y) = [
o, hvis x = y 
1, hvis x f y. 

Dette metriske rum betegnes i reglen med samme bogstav som den 

underliggende mængde M. En kugleomegn af a E M med radius ~ 1 

indeholder kun punktet a, men en kugleomegn med radius > 1 omfatter 

hele rummet. 

8.4. For m EN kan mængden af talsæt ~ = (x1 , ••• ,xm) orga

niseres som et metrisk rum, men der er her tale om en organisa-
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tion, der fører væsentlig videre, og som for m~ 3 er identisk 

med den velkendte geometri. Vi skal blot her indføre de mest 

grundlæggende begreber i den m-dimensionale geometri. Idet 

~ = (x1 , ••• ,xm)' ~ = (y1 , ••• ,ym), ~ = (z1 , ••• ,zm) er talsæt, 

medens a,~,y er reelle tal, indfører vi de lineære operationer 

a~+~~= (ax1 + ~y1 , ••• ,axm + ~ym)' 

samt det indre produkt 

~ · ~ = x1y1 + ••• + xmym. 

Det indre produkt er således en tilordningslov, som til 

hvert par af talsæt tilordner et reelt tal. Vi har regnereglerne 

hvoraf følger, at produkter af flerleddede udtryk udregnes efter 

den sædvanlige regel, f.eks. 

(1) (a~-~~)·(a~- ~~) = a2 (~·~)- 2a~(~·~) + ~2 (~·~)o 
Vi indfører nu normen af et talsæt 

l /KIJ = V(~·~) =V (x~ + • • • + x~) , 
og (1) kan da skrives 

(2) 11 ~-~~~~ 2 
= 11 ~111 2 

a
2 

- 2(~·~)a~ + IIYII 2~2 • 
Her er venstre side ~ for alle valg af a og f3 , og af 

gymnasieundervisningens behandling af andengradspolynomier frem

går da~ at andengradspolynomiet på højre side har diskriminant 

<O, altså at 

2 11 2 2 c~ · ~) ~ ~11 • llYII • 
Vi har her genfundet Cauchy-Scharz' ulighed, som vi tidligere 

udledte i kapitel 1. Idet vi benytter betegnelsen Q for nulsæt

tet (0, ••• ,0), ser vi, at normen har følgende 3 egenskaber 

1) 1~11 > O for ~ f Q 

2 ) Ila~ 11 = l a IIl ~ ~ 
3) Il!+ ~11 ~ 11!11 + llYII • 
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Egenskaberne 1) og 2) er trivielle, medens 3) umiddelbart 

følger af Cauchy-Schwarz' ulighed, idet (1) giver med a= 1, 

{3 = -1 • 

Il!+ ;yll
2 

= llxll
2 

+ 2(1f•;y) + IIYII
2 ~ IIxiif + 2llxll •IIYII + IIYII2 = 

(!;lxll + IIYIP
2 

• 

Vi bemærker, at 2) medfører 11 QJJ = O, idet 

1:1211 = IIOQII = l o l 11211 = o. 
Endvidere medfører 2) og 3), idet man i 3) skriver-! i stedet for 

1f og 1f + ;y i stedet for y_, at l lilfil - ll;yll l ~ 111f + ;yll • 

Det ses nu, at mængden af talsæt 1f = (x1 , ••• ,xm) bliver 

et metrisk rum Rm ved afstandsdefinitionen 

dist (1f,;y) = ll;y - 1fJI, 

og dette rum kaldes det m-dimensionale talrum. Det vil være 

bekvemt direkte at benytte betegnelsen ll;y - 1fll for afstanden 

mellem 1f og ;y. 

8.5. Vi vil udbygge organisationen af det m-dimensionale 

talrum Rn en smule mere. For ethvert egentligt talsæt 

~ = (A1 , ••• ,Am~' d.v.s. et talsæt, der ikke er nulsættet, defi

nerer vi det tilsvarende 1-dimensionale underrum, som mængden 

L = ~ t_6 l t E R J. 
Det 1-dimensionale underrum giver anledning til en ækvivalens-

relation mellem punkter i L, idet vi skriver 

1f ~ ;y (mod L), 

hvis og kun hvis 

;y - 1f E: L. 

Beviset for, at relationen - virkelig er en ækvivalensrelation, 

er trivielt, og vi vil ikke opholde os ved det. Den giver an

ledning til en inddeling af Rn i ækvivalensklasser, idet hver 

klasse er en mængde af formen 

f g, + t~ l t E ft J , 
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hvor a er et element af klassen. Hver af disse ækvivalensklasser 
1 

kaldes en ret linie, og talsættet 11 6 11 ~kaldes den rette 

linies retning. 

Gennem g E: Rm og Q. E: Rm, hvor Q. =l= Q går netop 1 ret linie, 

nemlig punktmængden 

L~.+ t(g_-~)1 t E RJ. 
Delmængden 

~~ + t(Q-~)1 t E: [0,1]1 

kaldes det afsluttede liniestykke med endepunkter g og Q.. Skrives 

Jo,1 [ i stedet for [0,1 J , fås det åbne liniestykke med ende

punkter Q og Q., og vi ser 1 at det åbne liniestykke fås ud fra det 

afsluttede ved borttagelse af ende:Junkterne. 

En afbildning <p:R ind i Rm defineres ved 

<p( t) == Q + t (Q.-g). 

Vi ser da 1 at <p(R) er den rette linie gennem Q og Q., medens 

<p([0~1]) og <p(]1 ,o[) er henholdsvis det afsluttede og det 

åbne liniestykke med endepunkter g og Q. Begge disse liniestykker 

tillægges længden IIQ - Qjj. 

På grund af Cauchy-Schwarz' ulighed kan vi for to egentlige 

talsæt 1 og JJ.. definere et vinkelmål L ( D_,g) ved 

A" /J. 
COS L (/\ u) = - , 

-'~ 11111·11.t!ll 
og (2) giver da for ex = (3 == 1, 2S ==Q.- g, y:_== c -Q., hvor 

g, Q og Q er indbyrdes forskellige, at 

li Q - .§:11
2 

== 1112. - .§:1!2 
+ IIQ - Qll

2 - 2 Il Q - g !l· IIQ - J2.1lcos L (]2,-Q,Q-Q)' 

hvilket viser, at cosinusrelationen for en trekant gælder i Rm. 

Udbygningen af den m-dimensionale geometri vil blive videreført 

i kursus i algebra og geometri. 

8.6. Mængden af alle talsæt K== (x1 , ••• ,xm) organiseres som 

et metrisk rum R~ ved afstandsdefinitionen 
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og som et metrisk rum R~ ved afstandsdefinitionen 

dist2 (J,S,;z) = IY1-x1 l + ••• + jym-xm j. 
er 

Beviserne for, at de 4. betingelser/opfyldte, er ganske enkle og 

overlades til læseren. 

8.7. Mængden af begrænsede talfølger (an) organiseres som 

et metrisk rum lb ved definitionen 

dist((an)' (bn)) = supf lbn-anll n E :NJ. 
Trekantsuligheden følger umiddelbart, af de i 4.8 beviste ulig

heder. 

Lad l være mængden af talfølger (an)' for hvilke ~an 

er absolut konvergente. Hvis (an) E l og (bn) E l, er 

la ±b l < la l+lb l, og (a ±b ) vil da ligeledes tilhøre l. Vi nn= n n nn 
kan organisere l som et metrisk rum la ved afstandsdefinitenen 

dist1 ((an),(bn)) = ~lbn- anl· 

Det ses umiddelbart, at 1) -4) er opfyldt. 

Lad nu 12 være mængden af reelle talfølger § = (an)' 
2 2 

b= (bn), ••• , for hvilke ~an' ~bn' ••• er konvergente. 

På grund af ulighed er 

< ~ 2 ~b2 = an n ' 

og rækken ~akbk er derfor absolut konvergent. Dette medfØrer 

igen, at~+ b = (an+ bn) E 12 , så vi kan kopiere definitionerne 

fra :Rm. 

a~ + fJ'Q = ( aan +f3bn) 

~ • b_ = ~a b , n n 

og vi kan da indfØre normen 

11.§.11 = v(§.·~) = v~a2 

n 
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og af'standen 11:!2. - g,ll. Det ses umiddelbart, at normens og afstands· 

begrebets egenskaber er de samme som i Rmo Det således definerede 

uendelig dimensionale rum kaldes Hilbert-rummet og betegnes R=. 

Det spiller en stor rolle for den hØjere matematiske analyse, ik

ke mindst for den videregående differentialligningsteori, og 

derved får Hilbert-rummet også stor betydning for matematikkens 

anvendelser. 

8.7. Vi vender nu tilbage til den almindelige teori. Lad 

T = (M,dist) være et metrisk rum. En delmængde A ~ M organiseres 

som et metrisk rum ved restriktionen af dist til M x M. Det så-

ledes definerede metriske rum kaldes et delrum af T, og vi skri

ver A ~ T, når A opfattes som delrum af T~ 

Eksempel: Vi har N c Z c Q c R c C. Ethvert interval kan 

opfattes som delrum af' R. 

8.7.1. Definition. Et metrisk rum T= (M,dist) kaldes be-

grænset~ hvis dist er en begrænset funktion på M x M. Vi sætter 

sup fdist(x,y) l x E M A y E MJ = diam T (diameteren af T). 

Definitionen kan anvendes på en delmængde A c M, idet denne 

mængde opfattes som et delrum af' T. 

8.7.2. Sætning. Et metrisk rum T er begrænset, hvis (og 

kun hvis) der eksisterer en overdækning af T med endelig mange 

kugleomgivelser. 

Lad os nemlig antage, at vi har 

T = K ( a1 , r 1 ) U • • • U K (an, r n) • 

For vilkårlige punkter x,y E T har vi da indices p og q, således 

at 

x E K(ap,rp), 

og trekantuligheden giver da 

y EK(a ,r), 
q q 

dist(x,y) ~ dist(ap,x) + dist(ap,aq) + dist(aq,y) ~ 

r P + r q + di s t ( ap , a q) , 
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og hvis vi definerer 

K = s u :p f r n + r + di s t (a , a ) l p , q E f1 , ••• , n 1J , 
l:' q :p q 

får vi 

Vx,y E T (dist(x,y) ~K). 

At betingelsen er nØdvendig er klart. Enhver kugle, hvis 

radius overstiger diam T vil nemlig indeholde hele T. 

8~8. Lad T være et metrisk rum. En afbildning ~ : N ind i 

T kaldes en Runktf~lg~. Vi foretrækker sædvanligvis at skrive 

~(n) =an og betegne fØlgen (an). 

8.8.1. Definition. PunktfØlgen (an) i det metriske rum T 

kaldes begrænsQi, hvis mængden fan l n E Nl er begrænset. 

8.8.2. Definition. Et :punkt a E T kaldes grænseRunkt for 

fØlgen (an)' når fØlgende betingelse er opfyldt: 

(3) VE >O 3N E N Vn ~ N(an E K(a,E)). 

PunktfØlgen (an) kaldes konvergent i rummet T, hvis den har et 

grænsepunkt i T. 

8.8.3. pætni~. En konvergent punktfølge er begrænset og 

har kun et grænse:punkt. 

Lad (an) have a E T som grænse:punkt, og lad b E T være et 

andet :punkt af T, således at dist(a,b) > o. Vi sætter E = 

idist(a,b). Kuglerne K(a,E) og K(b,E) har da intet :punkt fælles 

(sætning 8.2.5), og da (3) er opfyldt for a, vil alle an med 

n ~N falde i K(a,E). Dette viser, at hØjst endelig mange ak 

falder udenfor K(a,E), og deraf fØlger, at (an) er begrænset 

(sætning 8.7.2), og at (3) ikke er opfyldt for b. 

8.9. Vi betragter igen et metrisk rum T og en punktfØlge 

(an) i T. 

8.9.1. Definition. PunktfØlgen (an) kaldes en fllllgamenta~

fØlge, når fØlgende betingelse er opfyldt: 
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(4) VE > O 3N E N Vm,n ~ N(dist(am,an) ~ s) 

Betingelsen kan også skrives 

VE >O 3N E N(diam fan l n~ NJ ~ s). 

8.9.2. Sætning. En fundamentalfØlge er begrænset. 

Dette fØlger umiddelbart af den sidste form af betingelsen 

i forbindelse med sætning 8.7.2. 

8.9.3. Sætning. En konvergent fØlge er en fundamentalfØlge. 

Lad (an) være et punktfØlge, som konvergerer mod et grænse

punkt a, og lad E > O være givet. Vi kan bestemme N, således 

at vi for alle n f N har dist(an,a) ~ ts, og for m ~ N, n ~N får 

vi da ved trekantsuligheden 

dist(am,an) ~ dist(am,a) + dist(an,a) ~ s. 

8.10. I de metriske rum R og C er enhver fundamentalfØlge 

konvergent. Det samme gælder (men er trivielt) i N og z, men det 

passer ikke for Q. Vi indfØrer derfor fØlgende definition. 

8.10.1. DefinitiQU. Et metrisk rum T kaldes fuldstængigt, 

hvis og kun hvis enhver fundamentalfØlge i T er konvergent. 

Mange af de ovenfor indfØrte metriske rum er fuldstændige. 

Vi vil vise, at Hilbert-rummet, som indfØrtes i 8.7, er fuld-

§lændigt. Dertil betragter vi en fØlge (~n)= ((ank)) af punkter 

i Hilbert-rummet. Lad E > O være givet. Vi kan da bestemme N, 

således at vi for alle m ~ N og n ~ N har 

llg_n - ~ 11 ~ E 

eller udfØrligt 

(5) 2 
E o 

Heraf fØlger nu for ethvert k E N 

For hvert fast k vil således fØlgen (ank) være konvergent, så 
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vi har en fØlge (ak) bestemt ved 

ank ~ ak for n~ ooo 

for 
Af (5) fØlger n(r'Erthvert p E N, når m ~N og n ~N 

p 

L (ank 
2 2 

- a ) ~ E , mk 

k=1 

og heraf fås for m -> oo, at vi for p E N, n ~N har 

Heraf fØlger nu for p ~ 00 

00 

L (ank 
2 2 

- ak) ~ E for n ~ N. 

k=1 

Dette viser, at fØlgen (ank - ak) er et punkt i Hilbertrummet, 

og det samme gælder da for (ak) = (aru{) - (ank -ak), og idet vi 

sætter~= (ak), kan den sidste ulighed altså 

11~- ~nll ~c., 

hvilket netop viser, a t (~) ~, (g_). 
•ID • 8.10.2. Det m-dimensionale talrum R er fuldstændlgt. 

Bevis. Lad (a)= ((a ~, ••• ,a )) være en fundamentalfØlge -n n, nm 

i Rm. Da er(~~)= (an1 , ••• ,anm'o,o, ••• ) åbenbart en fundamen-

talfØlge i Hilbertrummet, og dens grænsepunkt vil være en fØlge 

af formen ~* = (a1 , ••• ,am,o,o, ••• ). Vi sætter nu g_= (a1 , ••• ~am), 

og vi har da (an) ~ a, hvormed påstanden er bevist. Beviset be

ror på, at det delrum af Hilbertrummet, der udgØres af de fØl-

ger, hvis elementer fra nummer m + 1 er o, er en eksakt kopi af 

det m-dimensionale talrum. 

8.11. Som et bekvemt hjælpemiddel ved de fØlgende under-

sØgelser indfØrer vi nu i et vilkårligt metrisk rum et omegns-

begreb, der er mere generelt end de hidtil benyttede kugleom-
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egne~ 

8.1i .1. D~finition. Lad T være et metrisk rum og a E T et 

vilkårligt punkt. Ved en omegn af a (i rummet T) forstås en 

mængde, der indeholder en kugleomegn af a. 

Vi vil sædvanligvis benytte betegnelsen U(a) for mængden 

af arnegne af a. For enhver delmængde U af det underliggende rum 

for T har vi altså 

U E U(a) ~ 3r >O (K(a,r) ~U). 

8.i1 .2. Sætning. Mængden U(a) af arnegne af punktet a har 

fØlgende egenskaber. 

oi) U(a) ~ Ø. 

o 2) 'v'U E U(a) (a E U) .. 

o 3) 'v'U,V (U E u( a) AV -;; u => v E U(a)). 

o 4) 'v'U,V (u E U(a) AV E U( a) => u n v E u(a)). 

o 5) 'v'U E U( a) 3V E U(a) 'v'b E V (U E U(b)). 

De tre første af disse egenskaber fØlger helt umiddelbart 

af definitionerne af omegn og kugleomegn. Når U og V er omegne 

af a, eksisterer der kugler K(a,r) ~U, K(a,r 1 ) ~V, og vi har 

da 

K (a, inf f r, r i 1) == K (a, r) n K (a, r i ) ~ U n V, 

hvilket viser, at U n V er en omegn af a. Dermed er o4) bevist. 

For at bevise o5 bemærker vi, at sætning 8.2.4 viser, at en kug

leomegn er omegn af et hvert af sine punkter. Vi behøver derfor 

i o5 blot at vælge V== K(a,r) ~U. 

8.12. Det ovenfor indførte generaliserede omegnsbegreb er 

hensigtsmæssigt ved mangeteoretiske overvejelser. Det kan endda 

være hensigtsmæssigt at organisere en mængde ved at indfØre om-

egne, som har de ovenfor nævnte egenskaber, uden fØrst at ind

fØre en metrik. Dette er baggrunden for fØlgende definition. 
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8e12.1 Definition. Ved en topologi på en mængde M forstås 

en tilordningslov 

u : M ind i D(D(M)), 

hvor D(D(M)) er mængden af delmængder i mængden af delmængder i 

M, og som tilfredsstiller betingelserne o1 - o5 i sætning 8.11.2. 

Ved et topologisk rum T = (M,U) forstås en mængde M, på hvilken 

en sådan tilordningslov U er defineret. Mængden M kaldes den 

underliggende mængde for T, og for a E M kaldes U(a) mængden af 

omegne af a, og hvert element af U(a) kaldes en omegn af a. 

IfØlge det foregående er ethvert metrisk rum tillige et 

topologisk rum. Vi kan imidlertid ofte med fordel definere to

pologiske rum uden først at indfØre et afstandsbegreb. 

Lad os betragte en mængde M, der består af alle reelle tal 

samt yderligere elementerne ~ og -~ • Vi definerer 

1) For a E~ skal U(a) bestå af alle delmængder af M, som 

indeholder et interval (en kugleomegn i ~) ]a-h,a+h[, 

h > o. 

2) u(~) skal bestå af alle delmængder af M, som indeholder 

et interval ]a,~] (hermed menes ]a,=[ U f~j). Analogt 

u(-oo). 

Det ses umiddelbart, at o1 - o5 er opfyldt. Det således 

definerede rum betegnes R* og kaldes den udvidede tallinie. Det 

er let at definere R* ved et afstandsbegreb på M, men et sådan 

afstandsbegreb kommer ikke til at virke naturligt. 

8o13. Lad M være en vilkårlig mængde. For a E M definerer 

vi U(a) som mængden af delmængder, der indeholder a. Derved de

fineres en topologi U på M. Denne topologi kaldes den diskrete 

~opologi på M, og den fås af den i slutningen af 8.3 omtalte 

metrik. 

Som et kuriosum skal vi nævne, at o1 - o5 vil være til-
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fredsstillede, hvis vi for ethvert a E M lader U(a) bestå af 

den ene mængde M. Derved defineres altså en topologi på M. I 

denne topologi vil omegne af a E M og b E M altid have fælles 

punkter. I et metrisk rum har (sætning 8.2.5) to forskellige 

punkter altid omegne uden fælles punkter. Dette eksempel viser, 

at teorien for de topologiske rum er væsentlig generellere end 

teorien for metriske rum. Man kan tilfØje flere betingelser ud 

over o1 - o5 og derved udelukke de topologiske rum, der står de 

metriske rum særlig fjert. 

8.14. Lad u1 og U2 være topolegier på samme mængde M. Vi 

skriver u1 ~ u2, hvis og kun hvis 

Va E M (u1 (a) ~ u2 (a)), 

altså, når der "altid" er flere omegne i u1 end i t 2 • Vi siger 

da, at u1 er finer~ end u2, eller af u2 er grovere end u1. ben 

finere topologi har flere omegne, skiller rummets to punkter 

bedre. De to i 8.13 omtalte topelogier er den fineste og den gro

veste af alle tænkelige topolegier på M. 

8.15. Lad T1 = (M1 , dist1 ) og T2 = (M2 ,dist2 ) være metriske 

rum. Når vi således arbejder med flere forskellige metriske rum, 

vil vi også anvende en index i betegnelsen for kuglerne, således 

at en kugle i T1 betegnes K1 (a,r), hvor a E T1 og r >o, medens 

en kugle i T2 tilsvarende betegnes K2(b,r), b E T2 • Idet vi som 

altid skriver x E T1 som ensbetydende med x E M1 og analogt for 

T2 , kan en afbildning f : M1 ind i M2 lige så godt kaldes en 

afbildning f : T1 ind i T2 • Vi kan nu umiddelbart overføre gym

nasieundervisningens kontinuitetsbegreb til afbildninger af et 

metrisk rum ind i et andet. 

8.15.1. Definition. Afbildningen f : T1 ind i T2 kaldes 

kontinuert i punktet x1 E T1 med billedpunktet x 2 = f(x 1 ) E T2, 

hvis og kun hvis fØlgende betingelse er opfyldt 
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VE> O 3o >O Vy E T1 (dist (x1 ,y) <o ~ dist(x2 ,f(y)) <E), 

Dette er en nØjagtig kopi af en af de i gymnasieundervis

ningen benyttede definitioner. Vi bemærker, at betingelsens sid-

ste del 

Vy E T1 (dist(x1 ,y) < o ~ dist(x2,f(y)) < E) 

udtrykker, at ethvert punkt i kuglen K1 (x1 ,o) har sit billed

punkt i kuglen K2 (x2 ,E), altså at f(K1 (x1 ,o)) er en delmængde 

af K2(x2,E). Kontinuitetsbetingelsen kan derfor skrives på den 

mere overskuelige form 

VE> O 3o >O (f(K1(x1 ,o)) ~ K2(x2 ,E)), 

hvilket også kan skrives 

VE> O 3o >O (f-1 (K2 (x2 ,E)) ~ K1 (x1 ,o)). 

Hvis vi nu indfØrer mængderne U1(x1) og u2(x2) af omegne 

af x1 og x2 , ser vi, at den sidste del af betingelsen 

3o >o (f-1 (K2 (x2 ,E)) ~ K1 (x1 ,o)) 

netop udtrykker, at f-1 (K2 (x2 ,E)) indeholder en kugleomegn af x1 , 

altså er en omegn af x1 , og hele betingelsen kan derfor kort skri-

ves 

VE> O (f-1 (K2 (x2 ,E)) E U1 (x1 )). 

Dette er altså en nØdvendig og tilstrækkelig betingelse, 

for at f er kontinuert i x1 • Da enhver omegn af x2 indeholder en 

kugleomegn af x2 , er betingelsen ensbetydende med den tilsyne

ladende kraftigere betingelse 

VUE u2 (x2 ) (f-1 (U) E u1(x1 )), 

eller sagt i ord, at originalmængden til hver omegn af x2 er en 

omegn af x1 • Denne formulering af kontinuitetsdefinitionen kan 

anvendes i vilkårlige topologiske rum. 

8.15.2. Definition. Lad T1 = (M1 9u~) og T2 = (M2 ,u2 ) være 

topologiske rum. En afbildning f : T1 ind i T2 kaldes kontinuert 
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i punktet x1 E T1 med billedpunktet x2 = f(x1 ) E T2 , hvis og kun 

hvis 

Denne formulering af kontinuitetsdefinitionen er bekvem 

ved generelle undersøgelser. Ved undersøgelser af specielle funk-

tioner kan man ofte benytte sig af, at det er tilstrækkeligt at 

eftervise, at betingelsen f-1 (U) E u1 (x1 ) er opfyldt for enhver 

omegn U E B, hvor B er en ægte delmængde af u2 (x2 ) med den 

egenskab, at enhver omegn af x2 indeholder en af mængderne fra 

Bo En delmængde B ~ u2 (x2 ) med denne egenskab kaldes en basis 

for mængden u2 (x2 ) af omegn af x2 • Hvis T2 specielt er et 

metrisk rum, udgØr mængden af kugler fK2 (x2 ,~ l n E N} en basis 

for u2 (x2 ), og det er således ved afbildninger ind i metriske 

rum tilstrækkeligt at eftervise betingelsen for denne numerable 

mængde af omegneo 

8.16. Vi vil i det fØlgende vise nogle sætninger om konti

nuerte funktioner og illustrere kontinuitetsbegrebet med enkelte 

eksempler. 

8o16o1 o Sætning. Lad T1 = (M1 ,u1 ), T2 = (M2 ,u2 ) og T3 = 
(M3 ,u

3
), og lad f : T1 ind i T2 og g : T2 ind i T

3 
være afbild

ninger. Hvis f er kontinuert i x1 E T
1 

med f(x1
) = x2 E T2 , og 

hvis endvidere g er kontinuert i x2 med g(x2 ) = x3 E T3 , da er 

afbildningen h= gof: T1 ind i T
3 

kontinuert i x1 med h(x1 ) = 

h(x3 ). 

For U E u3(x3 ) har vi nemlig 

h-1 (u) = f-1 (g-1 (u)), 

og da g er kontinuert, gælder g-1 (u) E u2 (x2 ), og da f er konti

nuert, medfØrer dette, at f-1 (g-1 (u)) E u1 (x1 ), hvilket viser, 

at h er kontinuert i x1 • 

8.16~2. ~inition. En afbildning f 
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T1 og T2 er top,olog.i..ske rum_, kaldes kontinuert, hvis f er kon

tinuert i ethvert punkt af T1 • 

Hvis T er et topologisk rum, er den identiske afbildning 

eT : T på T selvfØlgelig periodisk. Er T1 = (M,u1 ) og T2 = 
(M,U2 ) topologiske rum med samme underliggende mængde, har vi 

en identisk afbildning eM : T1 på T2 • For a E M, U E u2 (a) harvj 

eM-1 (u) =u, så kontinuitetsbetingelsen reduceres til 

u1(a) ~ U2(a). Den identiske afbildning eM : T1 på T2 er altså 

kontinuert, hvis og kun hvis topologien u1 er finere end topo

logien u2. 

En afbildning f : T1 ind i T2 , hvor T1 og T2 er topologi

ske rum, er kontinuert, hvis T1 er et diskret rum (d~v.s. et 

rum med diskret topologi, se 8.13). 

Lad T1 og T2 være metriske rum med afstandsfunktioner dist1 
og dist2 • En afbildning f : T1 ind i T2 kaldes i~ometrisk, hvis 

og kun hvis 

Vx E T1 , Vy E T1 (dist2 (f(x),f(y)) = dist1 (x,y)o 

Det ses, at en isometrisk afbildning er 1-1 og kontinuert. Af 

x 4 y fØlger nemlig dist2 (f(x),f(y))= dist1 (x,y) >O, hvilket 

viser, at f er 1-1. At f er kontinuert fØlger umiddelbart af den 

oprindelige definition 8.15.1. 

Lad T være et metrisk rum og A ~ T et delrum~ Vi 

har da en inklusionsafbildning iA,T : A ind i T defineret ved 

iA,T(x) = x for alle x E A. Denne afbildning er isometrisk på 

grund af definitionen af delrum (se 8.7), og som fØlge deraf 

kontinuert. Lad nu T1 være et andet metrisk rum og f T ind i 

T1 en kontinuert afbildning. Restriktionen f : A ind i T1 ~ 

da kontinuert, da den netop er den sammensatte afbildning 

foiA,T" Hvis g : T ind i T1 er kontinuert i punktet x E T, da 
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er restriktionen g : A ind i T1 kontinuert af x (samme bevis)o 

Advarsel: Restriktionen f : A ind i T1 kan være kontinuert, 

selv om f ; T ind i T1 ikke er kontinuert i punkterne af A. F. 

eks. er den ved 

= [

o for x irrational 
f(x) 

1 for x rational 

definerede afbildning f : R ind i Z ikke kontinuert i noget 

punkt, men restriktionen f : Q ind i Z er kontinuert. 

Lad T1 og T2 være metriske rum med afstandsfunktioner dist1 
og dist2 • En afstand f : T1 ind i T2 kaldes afstandsformind

skend~, hvis 

Vx E T1 Vy E T1 (dist2 (f(x) ,f(y)) ~ dist(x,y)). 

Af definitionen 8e15.1 fremgår umiddelbart, at en afstands

forminf!:tllit?ll<ie____?.fb;Lhdning er kQ.,n,tinu~rt. 

Eksempler på afstandsformindskende afbildninger har vi i 

projektionsafbildningerne pm+q,m : Rm+q på Rm, som defineres 

ved 

samt p oo,m 
'O:J o ,m 
R pa R , som defineres ved 

p ( x1 , x2 ,. •• ) = ( x1 , ••• , x ) , =,m m 
og afbildningerne p : Rm på R, som defineres ved 

f..l 

P f..l (x i ·' • • • 'x m) = x o 
f..l 

Lad f : R ind i R (eller i c) være en kontinuert afbild-

ning. Vi kan da danne fopf..l : Rm ind i R (eller i C), og dette 

bliver igen en kontinuert afbildning. Sætter vi g= fopf..l, ijar vi 

g ( x1 , ••• , x m) = f (x f..l) • 

En kontinuert funktion af en variabel kan således uden videre 

fortolkes som en kontinuert funktion af flere variable .• Hvis f 

kun er defineret på et interval I, vil fop være defineret på 
f..l 
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p~-1 (I) og afbilde denne mængde ind i R (eller i C). 

8.17. Vi skal i dette afsnit betragte en mængde M, samt to 

metriske rum T1 = (M,dist1 ) og T2 = (M,dist2 ) med M som under

liggende mængde. 

8o17ø1. P§flnition. Rummene T1 og T2 kaldes ækvivalente, 

og vi skriver T1 N T2, når fØlgende betingelser er opfyldt. 

V a EM V r > o 3s > o (K1 (a,r) '!} K2 (a,s)) 

V a E M V r > o 3s > o (K2 (a,r) '!l K1 ( a , s ) ) • 

8.17,.2. §ætging. Rummene T1 og T2 er ækvivalente, hvis og 

kun hvis deres topelogier u1 og tr2 er identiske. 

Lad os fØrst antage, at T1 og T2 er ækvivalente. For a E M be-

tragter vi en omegn U E U1(a). IfØlge definition af omegn indeholder 

U en kugleomegn K1 (a,r), og ifØlge den fØ~ste betingelse i 8.17.1 

indeholder denne en kugleomegn K2 (a,s), hvilket medfØrer, at 

U E u2 (a). Tilsvarende vises, at U E u2(a) ~U E u1 (a)~ og der

med er det vist, at u1 og u2 er identiske. Lad os nu på den anden 

side antage, at u1 = D2 • For enhver kugleomegn K1 (a,r) gælder 

K1(a,r) E u1 (a) = u2 (a), og K1 (a,r) indeholder derfor en kugle

omegn K2 (a,o), 

Vi kan foretage en klasseinddeling af mængden af metriske 

rum T -- (M,dist) med den givne mængde M som underliggende mængde, 

idet vi regner to metriske rum til samme klasse, hvis og kun hvis 

de har samme topologi (altså ved at "sortere" de metriske rum 

efter dens topologi). Relationen T1 N T2 er ifØlge sætning 8.17.2 

ensbetydende med, at T1 og T2 tilhører samme klasse ved denne 

inddeling. Heraf fØlger, at T1 N T2 virkelig er en ækvivalens

relationo 

Begrebene kontinuitet og grænseværdi kan, som vi har set, 

defineres ud fra topologien uden anvendelse af afstandsbegrebet, 
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og erstatning af afstandsbegrebet med et andet, der giver et 

metrisk rum ækvivalent med det givne rum T vil derfor ikke æn-

dre noget ved kontinuitet af afbildninger af T eller ind i T og 

heller ikke ved konvergens af punktfØlger i T. Derimod afhænger 

fundamentalfØlgebegrebet på væsentlig måde af afstandsfunktionen, 

og fuldstændighed (se definition 8.10.1) bevares ikke altid ved 

overgang til ækvivalente rum (se opgave nr. 20). 

8.18. Vi betragter nu endelig mange metriske rum 

T~= (M~,dist~), ~ = 1 , ••. ,m, 

og vi ønsker at definere et afstandsbegreb på produktmængden 

M = M1 x .. • • x Mm, 

for hvis elementer vi benytter afkortede~= (x1 , ••• ,xm). Vi de

finerer 

Det er klart, at den således definerede funktion dist tilfreds

stiller 1 )-3) i definition 8.2.1. For at vise trekantsuligheden, 

foretager vi udregningen 

(dist(~,~) + dist(~,~)) 2 - (dist(~,~)) 2 = 
2 

(v(2}(dist,u.(xp,,yp,))
2

) + v(2}(dist~(y~,z~)'f)) - 2}(distp,(x~,zp,)) 2 = 

~((distp,(xp,,y~)) 2 
+ (dist~(y~,z~)) 2 

- (dist~(xp,,z~)) 2) + 

2V(2}(dist (x ,y )) 2 2}(dist )y ,z )) 2) = 
~ ~ ~ ~ ~ ~ 

2}((dist~(x~,y~) + dist~(y~,z~)) 2 - (dist~(x~,z~)) 2) + 

2(v(2}(dist~(xp,,y~)) 22}(distp,(yp,,z~)) 2)- 2}distp,(x~,yp,)dist~(yp,,z~)). 
Her er udtrykket i næstsidste linie ~O, da trekantsuligheden 
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gælder for hver dist ~ og udtrykket i sidste linie er 6 O på 
/1 

grund af Cauchy-Schwarz' ulighed. 

Vi har således defineret et metrisk rum T= (M,dist). Det 

kaldes det_metriske pro~trum af T1 , ••• ,T2
, og vi skriver 

T = T1 x • • • x Tm. 

Vi kunne også indfØre andre afstandsfunktioner på produkt

mængden M. Det er således let at se, at hver af de fØlgende to 

funktioner 

dist 1 (;&~x) = sup [dist(x
11

,y 
11

) l 11 E H, •.• ,m l} 
m 

dist 11 (2f~,;y:) = I dist(x
11

,y
11

) 

J1=1 

tilfredsstiller 1 )-4) i definition 8.2.1, og vi får således end

nu rummene T' = (M,dist') og T"= (M,dist") med M som underlig

gende mængde. Vi har nu T"' T' "'T". Det ses nemlig umiddelbart, 

at 

dis t' (~,;y) ~ dist(lf,;y) ~ dis t" (2f,;y) ~ m dis t' (;&,;y:), 

hvilket for kuglerne K'(;&,r), K(;&,r), K"(;&,r) medfører, at 

K'(;&,r) ~ K(~,r) ~ K"(~,r) ~ K'(,2!;,,~). 
'm ~ Rummet R er netop det metriske produkt ~ x ••• x R med m 

faktorer. Rummene R~ og R~ (se 8.6) er mængden Rm med afstands

->-m ->-m ·m funktionerne dis t' og dis t" ovenfor. Vi har derfor ~ "' ~1 rv R2 • 

8.19e Lad T = (M,dist) være et metrisk rum. Afbildningen 

dist : M x M ind i R kan opfattes som en afbildning 

dist T x T ind i :R, 

og det bevirker, at der er mening i fØlgende sætning. 

8.19.1. Sætning. Afstandsfunktionen dist er kontinuert. 

Idet T" ::: (M x M,dist"), hvor dist' er den ovenfor omtalte 

afstandsfunktion, defineret ved 
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får vi for (x1 ,x2 ) E M x M, (y1 x y2 ) E M x M, at 

dis t"(~,~) + dist(x1 ,x2 ) = dist(y1 ,x1 ) + dist(x11x2 ) + dist(x2 ,y2 
~ di s t (y 1 , x2 ) + dis t ( x2 , y 2 ) ? di s t (y 1 , y 2 ) , 

eller 

dist(y1 ,y2) - dist(x1 ,x2 ) ~ dist"(Jf.,il)• 

Da vi her kan lade ~ og il bytte roller, får vi endda 

jdist(y1 ,y2 ) - dist(x1 ,x2 ) l ~ dist"(,!,iL), 

hvilket viser, at afbildningen dist:T" ind i R er afstandsfor-

mindskende og derfor kontinuert. 

8.20. Vi betragter 4 metriske rum 

s1 = (M1 ,dist1 ), s2 = (M2,dist2 ), T1 = (N1 ,Dist1 ), T2 = 

(N2 , Dist2), 

samt afbildninger 

f
1 

:s1 ind i T1 , f 2 :s2 ind i T2 • 

Vi definerer da en produktafbildning 

f = f 1 x f 2 : s1 x s2 ind i T1 x T2 , 

idet vi ganske simpel for x1 E s1 , x2 E s2 sætter 

f(x1 ,x2 ) = (f1 (x1 ),f2 (x2 )) E T1 x T2 • 

8.20.1. SætuJn~. Hvis f 1 er kontinuer i a1 E s1 og f 2 er 

kontinuert i a2 E s2 , da er f= ~1 x f 2 kontinuert i (a1 ,a2). 

I stedet for s1 x s2 og T1 x T2 betragter vi de dermed 

ækvivalente rum S'= (M1 x M2,dist'), T'= (M1 x M2 ,Dist'), hvor 

dist' og Dist' defineres som dist' i 8.18. Vi sætter 

f(a1 ,a2 ) = (b1 ,b2 ). Lad nu U være en vilkårlig omegn af (b1 ,b2 ). 

Da vil U indeholde en kugle K'(b,r) = K(b1 ,r) x K(b2 ,r). Nu er 

f-1 (K1 (b1 ,r) x K2 (b2 ,r)) = f11 (K1 (b1 ,r)) x r;1 (K2 (b2 ,r)), 

og da r 1 og f 2 er kontinuerte, har vi et a > o, således at 

f11 (K1 (b1 ,r)) x f;1(K2 (b2 ,r)) -:g K1 (a1 ,s) x K2 (a2 ,s), 

og denne sidste omegn er indeholdt i f-1(u). Dermed er kon-
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tinuiteten af f bevist. 

Specielt er en afbildning f:R2 ind i R2 defineret ved 

f(x1 ,x2 ) = (f1 (x1 ),f2 (x2 )), hvor f 1 :R ind i R og f 2 :R ind i R 

er kontinuerte afbildninger. Således definerer 
2 y1 = x1 - 2x1 + 2, 

en kontinuert afbildning f:R2 ind 

y2 = 
. ->-,2 
l .t(. ' 

idet vi sætter 

f(x1 ,x2) =(y1 ,y2). 

8.21. Regneoperationerne +,-,· er afbildninger af 

R x R = R2 på R, f.eks. 

~:R2 på R defineret ved ~(x1 Px2 ) = x1 + x2 

ø:R2 på R defineret ved Ø (x1 ,x2 ) = x1x2 • 

8.21 .1. Sætning. Afbildningerne~ og Ø er kontinuerte. 

Beviser for denne sætning er næsten kendt fra gymnasieun

dervisningen, hvor de forekommer i en lidt ændret skikkelse som 

bevis for konvergens af sum og produkt af talfØlger. Vi viser 

fØr s t sætningen for ~. 

Vi betragter et fast punkt (x1 ,x2 ) E R2 med billede x1 + x2 • 

For r > O har vi 

~-1(K(x1+x2,r)) = f(y1,y2) l l Y1 + Y2- x1 - x2 l < rJ. 

Nu er 

U = f ( Y 1 'Y 2 ) l l Y 1 - x1 < ~ A l Y 2 - x2 l < ~l 
en omegn af (x1 ,x2 ), og for (y

1
,y2 ) E U får vi 

IY1 + y2- x1 - x21 ~ l y1 - x1 l+ IY2- x21 <~+~=r, 
hvilket viser, at ~-1 (K(x1 + x2 ,r)) ~u, og dermed har vi vist, 

at~ er kontinuert i (x1 ,x2 ). 

Vi viser dernæst, at Ø er kontinuert i (x1 ,x2 ) E R2 • For 

O < r < 1 betragter vi 

Ø-1 (K(x1x2 ,.(')) = f(y1 ,y2 ) jiY1Y2 - x1x2 l< rJ. 

Idet vi vælger s som det mindste af tallene 

i( lx1 l+ 1)-1r og i(lx2 1 + 1 )-1r, er 
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U = U Y 1 , Y 2 ) l l Y 1 -x1 l < s A l Y 2 -x2 l < s } , 

er U en omegn af (x1 ,x2 ) og for (y1 ,y2 ) E U får vi 

IY1Y2-x1x21 = IY1(y2-x2) + x2(y1-x1) l ~ 

IY1 1·1y2-x2 1 + lx2 1•1y1-x1 1 < ( lx1 1+s)s + lx2 1s ~ -!r+ir 

hvilket viser, at ~-1 (K(x1 x2 ,r)) ~u, og~ er derfor kontinuert 

i (x1 ,x2 ). 

Lad k være et reelt tal. En afbildning x : R ind i R2 defi

neres ved x(x) = (k,x). Afbildningen x er isometrisk og derfor 

kontinuert. Den sammensatte afbildning ~ox : R ind i R er da 

kontinuert. Nu er ~ox(x) = ~(k,x) = kx. Altså er den ved kx de-

finerede funktion kontinuert. Dette i forbindelse med sætning 

8.20.1 giver, at (x1 ,x2 ) ~ (x1 ,-x2 ) definerer en kontinuert af

bildning af R2 på sig selv, og deraf følger igen, at den ved 

x1-x2 definerede afbildning R2 på R er kontinuert. 

8.21 .2. Sætning. Den ved f(x) = ~ definerede afbildning 

f R\ foJ på R\ fol er kontinuert. 

Bevis: For x~ O og !hl <fx-T er U= ]~- lhl,i + !hl[ en 

kugleomegn af x, og vi får let 

f-
1

(u) = ]1+fhlx' 1-fhlx[, 

hvilket Øjensynlig er en omegn af x. Altså er f kontinuert. 

Det fØlger af sætningerne 8.21 .2 og 8.20.1, at (x1 ,x2 } ~ 

Ci-,x2 ) definerer en kontinuert afbildning af det delrum af R2 , 
1 

hvor x1 t O på sig selv, og sætning 8.21 .1 giver derefter, at 

den ved ~ definerede funktion er kontinuert på det samme delrum. x 
8.22. Lad 

S= (M,dist), T
11 

= (N ,dist ), 
r" fJ, fJ, 

fJ, = 1 , ••• ,m 

være metriske rum, og lad T= T1 x ••• x Tm være det metriske 

produktrum. En afbildning 

f : S ind i T 
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definerer m koordinatafbildninger 

hvor pM er den ved 

pM(x1, ••• ,xm) = x 
M 

definerede projektion pM : T ind i TM. Har vi omvendt givet m 

afbildninger fM: S ind i TM, kan vi definere f : S ind i T, idet 

vi sætter 

f( x) = (f1 (x), ••• ,fm(x)), 

og vi har da fM = pMof for hvert M• Vi udtrykker denne sammen

hæng ved at skrive f= (f1 , ••• ,fm). 

8.22.1. Sætning. Afbildningen f er kontinuert, hvis og kun 

hvis alle koordinatafbildningerne fM er kontinuerte. 

Det ses umiddelbart, at pM er afstandsformindskende og der

for kontinuerte. Altså vil kontinuitet af f medføre kontinuitet 

af fM = pMof. Lad os nu omvendt antage, at f 1 , ••• ,fm er kontinu

erte. Vi går nu over til det i 8.18 indførte rum T'~ som er ækvi

valent med T. En kugleomegn af f(x) = (y1 ,.,..,ym) =il. er da gi

vet ved 

K' (;[,r) = K1 (y1 ,r) x ••• x Km(ym,r), 

og vi får derfor 

f-1 (K'(;[,r)) = f~1 (K1 (y1 ,r)) n ••• n f~1 (Km(ym,r)), 
og dette er en omegn af x, da det er fællesmængde for m omegne 

af x. 

8.22.2. ~ætning. Hvis S er et metrisk rum, og f : S ind i 

R samt g : S ind i R, da er f+g, f-g og fg ligeledes kontinuerte. 

Endvidere er ~ kontinuert i alle de punkter x E S, hvor f(x) i o. 

Afbildningen fg er nemlig identisk med Øo(f,g), hvor Ø er 

den i sætning 8.21 .1 omtalte afbildning. Analogt for de øvrige 

tilfælde. 
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8.23. Vi går nu over til at omtale en række sætninger, som 

gælder for vilkårlige topologiske rum, og vi vil i første om

gang rette opmærksomheden mod det i slutningen af 8.15 omtalte 

begreb basis. Lad os tænke os, at vi for et topologisk rum T = 
(M,U) har en afbildning B : T ind i D(D(M)), som til hvert 

punkt a E T knytter en basis B(a) for mængden U(a) af omegne af 

a. Af betingelserne o1)- o5) i 8.11 fremgår, at mængden B(a) 

for ethvert a E T har fØlgende egenskaber 

b1) B(a) ~Ø. 

VUE B(a) (a E U). 

vu1 ,u2 E B(a) 3V E B(a) (v~ u1 n u2 ). 

b2) 

b3) 

b4) vuE B(a) 3V E B(a) Vb E v 3W E B(b) (W c u). 
-Figuren illustrerer den lidt ubehageligt 

udseende betingelse b4. Det viser sig nu, 

at en tilordningslov B : M ind i D(D(M)), 

som tilfredsstiller b1) - b4), omvendt al-

tid bestemmer en topologi på mængden M, 

idet vi har fØlgende sætning. 

8.23.1. Sætning. Lad M være en mængde, og B M ind i 

D(D(M)) en tilorlli~ingslov, der tilfredsstiller b1)- b4). En ny 

tilordningslov U : M ind i D(D(M)) d~fineres ved, at U(a) skal 

indeholde netop de delmængder af M, der har en delmængde, som 

tilhører B(a). Da er U en topologi på M, og for hvert a E M er 

B(a) en basis for U(a). Endelig er O mængden af de åbne mængder 

1 (M,u). 

Vi skal først vise, at U tilfredsstiller o1)- o5) i 8.11. 

Vi ser, at o3) er en umiddelbar fØlge af dor definition U(a), 

medens o1 ), o2) og o4) fØlger af samme definition i forbindelse 

med b1), b2) og b3). For u1 E U(a) eksisterer U E B(a) med U~ u1 , 

og vi kan efter b4) vælge et tilsvarende V, så vi for b E V har 
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W E B(b) med W ~U ~ u1 , hvilket viser, at o5) er opfyldt. At 

B(a) er basis for U(a) fremgår umiddelbart af definitionen. 

8.24. Vi skal nu nærmere diskutere punktmængder i et topo

logisk rum, og i denne forbindelse indfØrer vi en række begre

ber~ der er af betydning for de fØlgende undersøgelser vedrøren

de matematisk analyse. Vi indleder med en definition. 

8.24.1. Definition. Lad T= (M,U) være et topologisk rum, 

og lad A ~ M være en punktmængde i T. Et punkt a E A kaldes ~ 

j.ndre punkt i A, hvis og kun hvis .A E U( a). Mængden af indre 

punkter i A kaldes det indre af A og betegnes Å. En mængde 
o 

O ~ M kaldes åben, hvis og kun hvis O = o. 

Da A E U(a) medfØrer a E A gælder trivielt Å ~ A. Vi har 

iøvrigt: 

8.24.2. Sætning. Å er åben. 

For a E Å gælder A E U(a). IfØlge o5) i 8.11 har vi da ep 

omegn V E U(a), således at b E V medfØrer A E U(b), altså b E u. 
Da dette gælder for alle b E V har vi V ~ Å, og dette sammen 

med V E U(a) medfØrer ifØlge o3) i 8.11, at Å E U(a). Dermed er 

sætningen vist. 

8.24.3. Sætning. Mængden O af åbne mængder i T = (M,U) har 

fØlgende egenskaber 

å1). Ø E O 1\ M E O. 

å2)o For en vilkårlig familie {0. l j E Jl ~O gælder 
J 

U O. E O 
jEJ J 

å3). Af o1 E O 1\ o2 E O fØlger o1 n 02 E o. 
Egenskaben å1) er triviel. Af 

a E U OJ. = O 
j EJ 

fØlger, at der eksisterer et j E J med a E Oj. Da Oj er åben, er 

Oj E U(a), og da O~ Oj gælder også O E U(a), altså O åben. Af 
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a E o1 n o2 følger a E o1 A a E o2 • Da o1 og 02 er åbne, fØlger 

heraf o1 E t(a) A o2 E U(a), altså efter o4) i 8.11 også 

01 n 02 E U(a), hvilket viser? at 01 n o2 er åben. 

8.24.4. Sætning. Lad a være et punkt af T. Vi har da 

VU(U E U(a) ~ 30 E O(a E O~ U)). 

Af a E O fØlger O E U(a), og af U~ O ved o3) fra 8.11, at 

u E ua, hvormed inklusionen ~ er bevist. Til u E U(a) svarer 

V E U(a), således at vi for ethvert b EV har U EUb' hvilket 

netop betyder, at alle b E V er indre punkter i U, altså, at 
o 

V~ fi. Dette i forbindelse med W E U(a) giver U E U(a). Dermed 
o 

er ~bevist, idet vi vælger O= U, som er åben ifØlge sætning 

8.24.2. 

8.24.5. Sætning. Mængden af åbne mængder, som indeholder 

~unktet a E T, er en basis for U(a). 

De åbne mængder, der indeholder a, tilhører U(a), og be-

tingelsen i sætningen 8.24.4 viser netop, at disse mængder ud-

gør en basis i henhold til definitionen i slutningen af 8.15. 

8.2/q:.6. Sætning. VO E O, VA ~ T(O ~A ~O ~Å). 

Af a E O ~A fØlger nemlig A E U(a), altså a E Å. 

8~25. Af sætning 8.24.5 fremgår, at topologien U på det 

topologiske rum T = (M,U) er helt bestemt ved systemet O af' åb-

ne mængder. Denne sammenhæng forstærkes yderligere i kraft af' 

fØlgende sætning. 

8.25.1. Sætning. Lad M være en mængde og O et system af 

delmængder af M, således at betingelserne å1), å2) og å3) i sæt

ning 8.24.3 er opfyldt. Der eksisterer da netop en topologi U 

på M, således at O netop er mængden af åbne mængder i det topo

logiske rum T= (M,U). 

Af sætning 8.24.4 fremgår, at T = (M,U) vil medfØr~ at af

bildningen U er defineret ved den i denne sætning anførte rela-
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tiont og topologien tr kan derfor højst vælges på en måde. For 

a E M definerer vi en delmængde B(a) ~ b ved, at O E O skal til

høre B(a), hvis og kun hvis a E O. Mængden B(a) vil da tilfreds

stille betingelserne b1) - b4) i 8.23 og således ifølge 8.23.1 

definere en topologi tr. For O E O og a E O har vi da O E tr(a), 

hvilket viser, at O er åben i topologien tr. Lad nu A ~ M være 

en åben mængde i topologien tr. For hvert x E A kan vi vælge 

O(x) E B(x) ~ b, således at O(x) ~ A. Vi har da A= U O(x), og 
xEA 

da O tilfredsstiller å2) i sætning 8.24.3, medfører dette, at 

A E O. Dermed er sætningen vist. 

Sætning 8.25.1 viser, at et topologisk rum også kan define

res ved hjælp af dets åbne mængder, og vi skriver da T= (M,O). 

Vi kan udnytte de åbne mængder til formulering af en særlig 

smuk kontinuitetsbetingelse: 

8.25.2. Sætning. Lad S= (M1 ,o1 ) og T= (M2 ,o2 ) være topo

logiske rum. En afbildning f S ind i T er kontinuert, hvis og 

kun hvis følgende betingelse er opfyldt: 

V O E 0
2 

( f-1 (O) E o
1 

) • 

Hvis f er kontinuert og x E f-1 (O) gælder f (x) E O, al t så 

O 6 tr2(f(x)), og på grund af kontinuiteten f-1 (0) E tr1 (x), altså 

f-1 (0) åben. Lad nu omvendt f tilfredsstille betingelsen, x E S 

og y= f(x) E T. For U E tr2 (y) eksisterer O E 02 med y E O~ U, 

og vi har da f-1 (u) ~ f-1 (0), hvor f-1 (0) E o2• Altså gælder 

f-1 (U) E tr1 (x), hvilket viser, at f er kontinuert. 

8,26. Vi indfører endnu nogle nye begreber: 

8.26.1. Definition. Lad T = (M, U) være et topologisk rum. 

Lad A ~ M være &n punktmængde i T, og lad CA = M \A være komple-
o 

mentærmængden til A. Det indre CA af CA kaldes det ydre for A, 
o - o 

og punkterne i C A kaldes ydre punkter for A. Mængden A = CC A kal-

des afslutningen af A og punkterne i A kaldes kontaktpunkter for 
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o 
A. Mængden oA = A \ A kaldes randen af A. En mængde F ~ M kaldes 

afsluttet, hvis og kun hvis F = F. 

8.26.2. Sætning. De afsluttede mængder er netop komplementær-

mængderne til de åbne mængder (og omvendt). 
o 

Definitionen af A giver CA = CA. Er nu I = A, giver denne 

ligning CA = LA, al t så CA åben. Er C A åben gælder CA = C A = CA, 

altså A= A og derfor A afsluttet. 
o o 

8,26.3. Sætning. fA, oA, CAJ er en klasseinddeling af M. 

Endvidere gælder Å ~ A ~ A. En mængde er åben, hvis og kun hvis 

randen er delmængde af komplementærmængden, og afsluttet, hvis 

og kun hvis randen er delmængde af selve mængden. 
o 

Vi ved allerede, at Å ~A, altså CA~ CA, hvilket medfører 
o 

((A ~ ((A = A, eller A ~ A. Resten af sætningen følger umiddelbart. 

For en plan punktmængde, der begrænses af en randkurve, stem-

mer begreberne indre, ydre og rand med disse ords anskuelige be-

tydning. Mængden er afsluttet, hvis hele randen hører med til dent 

men åben, hvis intet randpunkt hører med. Hvis en ægte delmængde 

af randkurven hører til mængden, men resten ikke, er den hverken 

åben eller afsluttet. 

Den tomme mængde og hele rummet er både åbne og afsluttede, 

I R har delmængden Q hverken indre eller ydre punkter, og a Q = R.. 

Delmængden Z E R er identisk med sin rand. 

8.26.4, Sætning. A er afsluttet. 
o 

Komplementærmængden CA er nemlig åben. 

8,26.5, Sætning. Mængden F af afsluttede mængder i T = (M,U) 

har følgende egenskaber. 

f1 ) • ø E F 1\ M E F . 

f2) • For en vilkårlig familie ~F j l j . E JJ ~ F gælder 

n F. E F 
jEJ J 
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f3). Af F1 C F 1\ F 2 C F følger F
1 

u F 2 c F. 

Dette følger umiddelbart af sætning 8.24.3 ved overgang 

til komplementærmængderne. 

8. 2 6 • 6. Sætning. 'IiF C F V A ~ M (F -:;; A '* F ':;} .A) 

Dette følger umiddelbart af sætning 8.24.6 ved overgang til 

komplementærmængderne. 

8.26.7. Sætning. V A ~ M, VB ~ M (A u B == A u B) • 

Da A u B er afsluttet og A u B -:;; A gælder ifølge sætning 

8.26.6, at A u B :;? A. Analogt fås :. u B ~B. Men så gælder 

også A u B ~ A u B. På den anden side er A u B afsluttet'· så 

A u B :;? A u B medfører A u B -:;; A u B. Dermed er sætningen bevist. 

8.27. Vi skal vise nogle sætninger vedrørende sammenhængen 

mellem konvergens og kontinuitet på den ene side og afsluttet 

mængde og afslutning på den anden side. 

8.27.1. Sætning. Lad T= (M, U) være et topologisk rum og 

A~ M. Hvis (an) er en punktfølge i A, som er konvergent i T 

med grænsepunkt a, gælder a c ~. 
Q 

I modsat fald gjaldt a C CA, og a ville da have omegnen 
o 
(Af som ikke indeholder noget element af følgen (an). 

8.27.2. Sætning. Lad S og T være topologiske rum. En af

bildning f:S ind i T er kontinuert, hvis og kun hvis det for 

enhver afsluttet mængde F~ T gælder, at f-1 (I!') ~ S er afsluttet. 

Ved hjælp af relationen f-1 (F) = (f-1 ( (F) følger sætningen 

umiddelbart af sætningerne 8.25.2 og 8.26.2. 

8.27.3. Sætning. Lad S og T være topologiske rum og f~S ind 

i T en kontinuert afbildning. Da gælder 

VA ~S (f(A) ~ f(A)). 

~~ngden F= fr.AT er afsluttet. Ifølge sætning 8.27.2 er 

f-1 (F) afsluttet. Af F:;? f(A) følger f-1 (F)-:;; A, altså efter 
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sætning 8.26~6, at f-1 (F) ~K, hvilket medfører F ~ f(K). 

8.28. Vi slutter med en problemstilling, der specielt ved-

rører afbildninger med en dispositionsmængde, som er et metrisk 

rum. 

8. 28.1 • Definition. En mængde A ~T, hvor T er et top o lo-

gi sk:~:,rum 
' 

kaldes ovepal t tæt i T, hvis og kun hvis A.= T. 
o 

Dette er ensbetydende med, at CA = Ø, og derfor også med, 

at enhver åben mængde O ~ T indeholder punkter af Ao 

8.28.2. Sætning. Lad S være et topologisk rum og T et me-

trisk rum. Hvis f : S ind i T og g : S ind i T er kontinuerte 

afbildninger, som på en punktmængde A ~ S tilfredsstiller 

Vx E A (f(x) = g(x)), 

da gælder 

Vx E A (f(x) = f(x)). 

Ved sammensætning af afbildningerne 

(f,g) : S ind i T x T og dist : T x T ind i R 
fås den ifØlge sætningerne 8.22.1 og 8.19.1 kontinuerte afbild-

ning 

disto(f,g) : S ind i R, 
som afbilder x E S i den reelle værdi dist(f(x),g(x)). Nu er 

foj E R en afsluttet mængde, og ifØlge sætning 8.27.2 er dens 

originalmængde ved disto(f,g), altså mængden 

F = fx l dist(f(x) ,g(x)) 1 = fx l f(x) :;:- g(x) j 

afsluttet, og ifØlge det givne gælder F ~A. Sætning 8.26.6 

giver da F ~K, altså f(x) = g(x) for x E A. 

8.28.3. §m~ning. Lad S være et topologisk rum, A en punkt-

mængde, som er overalt tæt på S, og T et metrisk rum. Hvis de 

kontinuerte afbildninger f : S ind i T og g : S ind i T opfyl

der ligningen f(x) = g(x) for alle x E A, da er f = g. 
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Dette er blot et specielt tilfælde af sætning 2.28.2. Sæt

ningen benyttes, når man ønsker at udvide gyldighedsområdet for 

en ligning mellem kontinuerte funktioner til punktery i hvilke 

beviset for ligningen har svigtet. Et eksempel på en sådan ud

videlse mødte vi i forbindelse med den dekomposition af brudne 

rationale funktioner, vi benyttede i integrationsteorien (se 

6.8). 
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1 • For x E R, y E R sætter vi 

· ( ) lu-xl 
dl s t x ' y = 1 l l . + y-x 

Vis, at den således definerede funktion dist tilfredsstiller 

betingelserne 1 )-4) i definition 8.2.1. 

2. For x E R, y E R sætter vi 

Vis, at dist ikke tilfredsstiller trekantsuligheden (forsøg 

med x= o, y= 1 og vælg z meget større end 1). 

vi 

Vis, at 1 )-4) i definition 8.2.1 er opfyldt. Tegn kugleom

egnen K(Q,1 ), hvor Q= (o,o). Tegn den største kugleomegn 

af (~,0), som er delmængde af K(Q,1) og den største kugle-

omegn af (1 ,1 ), som ikke har punkter fælles med K(Q,1 ). 

4. Samme spørgsmål som i opgave nr. 3, men med afstandsdefini

tion dist(JI,x) = sup f IY1-x1 l, IY2-x 2 1 og med punktet (1 ,2) 

i stedet for (1 ,1) i sidste spørgsmål. 

5. I Rm vælges et talsæt :1 med 11.611 = 1 • Desuden vælges et reel t 

tal p. Punktmængden 

kaldes en hyperplan. Vis, at hyperplanen indeholder netop 

et puru{t med norm IPI og at alle andre punkter i hyperplanen 

har norm > IP 1. Vis, at 11·x - p l for ethvert y_ E :Rm angiver 

den mindste værdi af af'standen fra y_ til et punkt i hy:h>er

planen. 

6. Angiv sidelængderne og cosinusserne til vinklerne i den tre-
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kant i R4, hvis vinkelspidser er (0,1 ,1 ,2), (0,4,5,2) og 

(1,2,2,6). 

7. De tre i 8.7 definerede afstandsfunktioner er alle definerede 

på mængden l af absolut konvergente talfØlger. Vis, at de 

på denne mængde tilfredsstiller betingelsen 

dist(§.,Q) ~ IIQ - §.li ~ dist1 (§.,]2_), 

og at forholdene IIQ. - §.i!:dist(g,Q.) og dist1 (g,Q.): 112. - §.Il for 

passende valg af talfØlgerne ~ og Q kan blive så store~ man 

ønsker det. 

8. I Hilbert-rummet betragtes enhedskuglen K = f§. l lig_ li < 1 }. 

9. 

Vi definerer en afbildning f:K ind i R, idet f(K) for ~ E R= 
skal være det trediestørste element i fØlgen ( lxn l). Præci

ser selv meningen med "trediestørste''. Angiv billedmængden 

f(K). 

Lad !! ( a1 'a2' • • •) et punkt af ' 00 Vi definerer = være R • en 

punktfØlge (gn)' idet vi sætter a = (a1 , ••• ,an,o,o, ••• ). -n 
Vis, at (!an) i •oo 

~.~a R • 

10. Vis, at de i 8.7 definerede metriske rum lb og la er fuld

stændige. 

11. I rummet ~ (se 8.7) betragtes en konvergent fØlge (an) ~ !! 1 

hvor !!n= (an1 ,an2 , ••• ) og!!= (a1 ,a2 , ••• ). Det antages, at 

hver af fØlgerne (anq) (fast n) er konvergente, og vi beteg-

ner grænseværdien af (a ) med b • Vis, at (a ) og (bn) er nq n n 
konvergente med samme grænseværdi. (Svarende til E) 0 vælges 

N, således at n > N sikrer at la - a l < .f for alle q. Her = n q q = 3 
foretages grænseovergangen q ~ oo, og det ses, at (bn) konver-

gerer mod en grænseværdi a. Dernæst vælges et fast n ~ N, og 

det vises, at lag- al ~ lang- bnl +~E, hvorefter påstan

den let bevises ) • 
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12. Vis ved hjælp af resultatet i opgave 11, at de konvergente fØl

ger i rummet lb udgØr et fuldstænd~gt delrum. 

13. En afbildning u : ~ ind i D(D(N)) detineres ved, at u(n) for 

n E~ indeholder netop de delmængder af N, som omfatter alle 

divisorer i n. Vis, at D = (N,U) er et topologisk rum. Tallet 

1 tilhører ephver omegn i rummet D, og intet andet tal har den

ne egenskab. 

14. En afbildning u1 : N ind i D(D(N0) defineres ved, at U(n) for 

n E N indeholder netop de delmængder af N, som omfatter alle 

naturlige tal med n som divisor. Vis, at M = (N,U) er et to

pologisk rum. I dette rum er fællesmængden for endelig mange 

omegne (af flere punkter) aldrig tom, men intet punkt er fæl-

les for alle omegne. 

15. En afbildning U : Z ind i D(D(N)) defineres ved, at U(n) for 

n E Z indeholder netop de delmængder af Z, som indeholder en 

mængde af formen 

f n + kp l k E Z J, p E N. 

Vis, at zd = (Z,U) er et topologisk rum. Vis, at 2 forskellige 

punkter n1 E z d, n2 E z d al tid har omegne u1 E U(n1 ) og 

u2 E u(n2 ) med u1 n u2 = ø. 

16. Lad T være et topologisk rum, som kun omfatter endelig mange 

punkter. Vis, at ethvert punkt x E T har en bestemt omegn U(x), 

som er delmængde af enhver omegn af x. Vis, at U(x) er omegn 

af ethvert punkt y E U(x). 

17. Find for alle de afbildninger U : M ind i D(D(M)), som for en 

mængde M med 2 eller 3 elementer tilfredsstiller betinge+serne 

o1- o5 i 8,11, 
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18. Vi skriver Arctg = = ~og Arctg(-=) = - ~· Vis, at 

dist(x,y) = IArctg y- Arctg xl 

er en afstandsfunktion på mængden M= R u f=,-=J. Vis, at topo

logien på det metriske rum (M,dist) er identisk med topolo

gien på den udvidede tallinie R*. 

19. Lad N*~ R)l: være mængden N u fooJ opfattet som delrum, og lad 

~ : :N* ind i R (eller ind i et metrisk rum T) være en afbild

ning. Vis, at ~ er kontinuert, hvis og kun hvis fØlgen (~(n)) 

er konvergent med grænseværdi ~(=). 

20. Vis, at det i opgave nr. 18 definerede metriske rum er fuld-

s,tændigt, men at det delrum, der fås ved at udelade +=og -=, 

ikke er fuldstændigt, skØnt det har samme underliggende rum 

og samme topologi som R. 

21. Vis, at den ved~(~)= supf lxnl l n E :N J definerede afbildning 

~ : R= ind i R er kontinuert. 

22. Den i 8.7 omtalte mængde 1, der organiseredes som det metriske 

rum la' kan også organiseres som et delrum ~ ~ ~ og som et 

delrum lh ~R=. Vis, at la' ~ og lh har hver sin topologi, 

og undersøg, om der er en fineste og en groveste topologi 

blandt dem. 

23. Lad T være et metrisk rum, og lad fv: T ind i R, v= 1, ••• ,n 

være kontinuerte afbildninger. En ny afbildning f : T ind i R 
defineres ved 

f(x) = sup ff1 (x), ••• ,f n (x) J. 
Vis, at f er kontinuert. 

24. Lad T være et metrisk rum og K et positivt tal. Lad fv : T 

ind i [-K,K] være kontinuert afbildning. Vis, at den ved 
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definerede afbildning f : T ind i R ikke for ethvert valg af 

f 1 ,f2 , ••• vil være kontinuert. 

25. Lad D betegne det i opgave 13 indførte topologiske rum, og lad 

k være et naturligt tal. UndersØg om de ved 

f 1 (n) = n + k, f 2 (n) = kn 9 f
3

(x) = nk 

definerede afbildninger f : D ind i D er kontinuerte. v 

26~ Samme spØrgsmål med D erstattet med det i opgave nr. 14 ind

fØrte rum M. 

27. Vis, at den ved f(~,x) = ~·~, hvor~·~ er det i 8.4 indfØrte 

·m ·m indre produkt, definerer en kontinuert afbildning f : R x R 

ind i R. 

28. En afbildning f : R2 ind i R defineres ved 

29. 

x~)-1 for ~ ~ Q 

Vis, at de ved ~(x) = f(x,b) og ~a(x) = f(a,x) definerede 

funktioner alle er kontinuerte for alle x. Vis, at f(~) er 

konstant på rette linier gennem Q. Vis, at f(~) er diskonti-

nuert i Q.. 

En afbildning f . R2 ind i R defineres ved . 
2 ( 2 4)-1 for ~ =1: o 

f(]f) = 
[x1 x2 x1 + x2 

O for ~ = Q.. 

Vis, at f er kontinuert for E =1: Q. Vis, at det for enhver ret 

linie gennem Q gælder, at restriktionen af f til denne linie 

er kontinuert. Skitser f-1 (k) for forskellige k E R. Vis, at 

f er diskontinuert i Q. 

30. Vis, at man for det i opgave 13 indfØrte rum D for n E N kan 

angive en basis ~(n) omfattende et eneste element for mængden 

U(n). 
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31 • Som opgave nr. 30, men for det i opgave 14 indfØrte rum M. 

32. Med 01 og o2 betegner vi mængderne af åbne ' :R2 mængder i R og • 

Vis, at den ved f(x1 ,x2 ) = x1 definerede projektionsafbild-

ning f . :R2 ind i :R 1 har fØlgende egenskab . 

33. Lad O ~R være en ikke tom, åben mængde. Vis, at sup O ikke 

er element af O. Lad F ~R være en ikke tom, afsluttet mængde 

med sup F < =· Vis, at sup F E F. 

34. Angiv indre, ydre, rand og afslutning, og opgiv om eventuelt 

åben eller afsluttet for hver af fØlgende punktmængder i :R2 : 

f ) ( 2 2 2 2) t ( x1 , x2 x1 x2~ o J , f x1 , x2 ) l x1 + x2 ~ v( x1 + x2 L 
( ) 2( 2 2) f x1 ,x2 x1 1 - x1 - x2 > o J. 

35. Samme spØrgsmål vedrørende fØlgende punktmængder i R: 

fj- + _1 + _1 
2P 2q 2r l p' q,r E N 1\ p < q < r]. 

fx l cos x ~ o 1\ 3n EN (tgnx ~ k)]. 
36. Samme spØrgsmål vedrørende fØlgende punktmængde i R4 (idet 

vi skriver~= (x1 ,x2 ,x
3

,x
4

)): 
2 2 2 2 L& l x1 + x2 < 1 ] n f~ l x3 + x4 ~ 1 J 

f(cos 2®, sin 2®, cos 3®, sin 3®) l ®E :RJ. 

37. Samme spØrgsmål vedrørende fØlgende punktmængder i det i op

gave 13 indfØrte topologiske rum D: 
f 1 L f15 L f6n l n E N 1, f2n+ 1 l n E N L f n! l n E fTJ. 

38. Samme spØrgsmål vedrØrende fØlgende punktmængder i det i op

gave 15 indfØrte topologiske rum zd: 

f1 5 1 , f 6n l n E Z L f 6n l n E N 1 • 

39. Lad T være et topologisk rum og F ~ T en åben mængde, men 

O ~T en afsluttet mængde. Vis, at F \O er afsluttet og 

O \F åben. 



Mat.1, 1961-62 MA 8. Opgaver 40-44 

40. Lad A og B være punktmængder i et topologisk rum T. Vis re-

lationerne 

o(A u B) ~ oA u oB, o(A n B) ~ oA u oB. 

Vejledning: Planens punkter kan inddeles i 9 klasser, nem-

lig de der er indre i både A og B, de, der er indre i A og 

randpunkter for B o.sav. Undersøg for hver af disse klasser 

om dens punkter kan komme i betragtning som randpunkter for 

A u B eller for A n B. Derved fås et ret kluntet bevis. Re-

vider det, så det bliver så kort og klart som muligt. 

41. Lad F1 og F2 være afsluttede punktmængder i et topologisk 

rum T. Vis relationen 

42. Bevis fØlgende logiske relation for to punktmængder A og B 

i et topologisk rum T: 

A ~ B ::} (Å ~ B 1\ A ~ B') o 

43. Bevis fØlgende relation for to punktmængder A og B i et to-

pologisk rum T: 

A n B c A n B' c Jf. n F. ::: = 
Angiv et eksempel for (f.eks. i R eller R2), hvor mængderne 

A n B, A n F, T'()'l3 og K n B" to og to er indbyrdes forskel

lige. 

44. Bevis nedenstående påstande vedrØrende punktmængder i et 

metrisk rum T= (M,U) = (M,O). Erucelte fejl (forkerte logi

ske tegn, ombyttede kvantorer) har indsneget sig i de an

førte relationer, og de skal selvfØlgelig fØrst rettes. 

a) Lad A være en punktmængde. Da gælder 

V a E T (a E: A <=* 3U E U (a) (U n A ~ Ø) ) • 

b) Punktmængden A er åben, hvis og kun hvis 

Va E T (a E A::} 3U (U E U(a) ::} U~ A)). 
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c) For en punktmængde A gælder 

V a E T (a E oA ~ 3x E A 3y E (A \;fU E U (a) 

(x E u A y n u)). 

d) For punktmængder A og B gælder 

A n E = Ø ~ V a E T 3U E U (a) (U n A = Ø A U n B = Ø) • 

45. En kontinuert a~bildning ~ : R ind i R til~redsstiller be 

tingelsen 

Vx E R, Vy E R (~(x+y) =~(x)+ ~(y)). 

Vi sætter ~(1) =k. Vis, at 

Vx E R (~(x) = kx) • 

(Vis ~ørst, at ~(x) = kx, når x er rational og benyt dere~

ter sætning 8.28.2). 

Vanskeligere opgaver. 

46. Vis, at potensrækken ~anxn har konvergensradius r~ 1, når 

~ = (a
0

,a1 , ••• ) er et punkt i R= (bemærk, at indices begyn

der med O). Vi de~inerer en afbildning~ : R=x]-1,1[ ind i 

R, idet vi sætter 

~(g,,x) 

Bevis uligheden 
1/Q.-§111 

l ~(b_bx) - ~(_a,x) l / 7 ~ ' ~ \ 1-x2:;' 

og vis dernæst, at afbildningen ~ er kontinuert. 

47. Vi betragter et metrisk rum T= (M,dist), i hvilket tre-

kantsuligheden gælder i den ~orstærkede ~orm 

dist(x,z) ~ sup fdist(x,y), dist(y,z)} 

~or alle x,y,z E T. Vis, at en kugleomegn K(a,r) har ~Ølgen

de egenskab : 

dist(x,y) < r, hvis x E K(a,r) og y E K(a,r) 

dist(x,y) ~r, hvis x E K(a,r) men y~ K(a,r). 
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For r > O definerer vi en relation r' idet vi for x E T, 

y E T skriver x r y, hvis og kun hvis dist(x,y) < r. Vis, 

at r er en ækvivalensrelation, og at ækvivalensklasserne 

netop er kugleomegnene med radius r. Rummet T kan altså 

overdækkes med disjunkte kugleomegne. 

48. Lad p være et primtal. Ethvert rationalt tal a har nØjag

tig en fremstilling på formen a ::: pv ~' hvor {3 E N og v, ex E z 
og~ er uforkortelig. Vi sætter !alp= p-v. Vis de for 

a,b E Q gyldige relationer 

lalplblp = lablp' la+blp ~ lalp + lblp• 

(sk · V1.f&L. . V2 .ffa d h 'lk t r1v a= p 1 {3
1

' b= P2 f3z' og un ersøg, v1 en po ens 

af p, der kan sættes udenfor parentes i ab og a+b). Vi de

finerer et metrisk rum Qp' idet vi sætter 

dist(a 1 b) = Ib-alp• 

Vis, at dette rum får de i opgave 47 omtalte egenskaber, 

og illustrer udseendet af en kugleomegn på en tallinie. Vis, 

at fØlgen (n!) bliver konvergent i~ og angiv grænseværdi-

en o 

49. Vis, at delmængden L~ l 11.§:.11 < 2 J af Roo indeholder en fØlge 

af indbyrdes disjunkte kuglearnegne med radius ~· 

50. Vis, at de ved ~(z1 ,z 2 ) = z1 + z2 og ~(z1 ,z2 ) = z1z2 defi

nerede afbildninger af C x C ind i C er kontinuerte. For-

muler og bevis en tilsvarende sætning om division. 

( ) ( 2 2)-1 51. Vis, at den ved f z1 ,z2 = 2z1z2 z1 + z2 er en kontinuert 

afbildning af delmængden f(z1 ,z2 ) l z~+ z~ f oJ af C x C 

på c, og bevis, at enhver omegn af (o,o) afbildes ~ c. 

52. Vi skriver Arctg oo = ~og Arctg(-=) = - ~· Vis, at (se MA 2, 

opgave 12) 

dist(x 1 y) = Arctg ly-x! 
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53. 

er en afstandsfunktion på mængden M ~ R u f=~-=}, og at den

ne afstandsfunktion på R er ækvivalent med den sædvanlige 

afstand. Hvilke mængder bliver omegne af +=(og af -=) i det 

metriske rum (M,dist). Wis, at rummet (M,dist) ikke er fuld

stændigt, og at det til R svarende delrum heller ikke er 

fuldstændigt. 

Lad M være en mængde og ep M x M ind i R en afbildning, som 

opfylder betingelserne: 

1 ) ep(x,x) ~ o for alle x E M 

2) ep(x,y) ~ o for alle x,y E M 

3) ep(x,y) = ep(y,x) for alle x,y E M 

4) ep(x,z) ~ ep(x,y) + ep(y,z) for alle x,y,z E M. 

Rummet M kaldes da et præ-metrisk rum med præ-afstandsfunk-

tionen ep. Vis, at ep(x,y) = O er en ækvivalensrelation på M, 

og at det for to vilkårlige klasser X og Y i den tilsvarende 

klasseinddeling gælder, at ep(x,y) antager samme værdi for 

alle valg af x E X og y E Y, således at vi kan definere 

dist(X,Y) ~ ep(x,y). Vis, at dister en afstandsfunktion på 

mængden af ækvivalensklasser. 

54. Lad M være en mængde og T ~ (N,U) et topologisk rum. Lad 

f: M ind i T være en vilkårlig afbildning. For a E M sætter vi 

B(a) ~f f-1 (u) l U EU(f(a)) J. 
Vis, at afbildningen B har egenskaberne bi)- b4) i §8.23. 

Vis, at f bliver kontinuert, når M udstyres med den ved 13 

bestemte topologi ui. 
Eksempel: Vi vælger M= :R, T~ C, f(x) = eix. Vis, at 

de på (R,U1 ) kontinuerte funktioner bliver de af de sædvan

lige kontinuerte funktioner, der har 2~ som periode (d.v.s. 

de funktioner ep: Rind i C, som tilfredsstiller betingelSt=)n 

Vx E R (ep(x- 2~) = ep(x))). 
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55. For k E ]o,~] indlægger vi på intervallet I= [0,1] et in-

terval af 

dernæst 4 

1 længde k, dernæst 2 intervaller af længde 3k, 

intervaller af længde §k~ o.s.v., således at de 

nye intervaller hele tiden placeres midt i de tiloversblev

ne delintervaller (se fØlgende skitse). 

i 1 2 l 2 .:2 1 
8 4 8 2 8 4 8 

l~~+ ··!:_ :: :lor1::.t-L--·__.,_.-·~-::-...:t ±::t-1:::::=- ej ±::1-·1 
o 1.k 1k - .," ·---~~---- 1k 1k ~ lk 1 

9 3 9 3 9 

Vis~ at processen virkelig kan fortsættes i det uendelige. 

Foreningsmængden af de indlagte intervaller, der skal være 

åbne, er en åben mængde O, og F = I \ O er en afsluttet 

mængde. Vis, at enhver omegn ~f et punkt af F indeholder 

uendelig mange punkter af F. 

En afbildning g: O ind i I defineres, således at g 

på hvert af de indskudte intervaller har den konstante vær-

di, der er anført på skitsen ovenfor. Vi definerer dernæst 

en afbildning f: I ind i I, idet vi sætter 

O for x = O 
f(x) = [ 

sup g(On[O,x]) for x E ]0,1]. 

Vis, at f er voksende, afbilder I nå I og er kontinuert. 

Vis 1 at f\F) = I, og udled deraf, at F ikke er numerabel. 

Læg mærke til, at f for k = 5 er konstant på intervaller 

med samlet længde 1 • 

56. Lad T = (M,U) være et topologisk rum, og lad 6 og F være 

57. 

m~ngderne af åbne og af afsluttede mængder på T. Vis, at 

fØlgende 3 udsagn er indbyrdes ækvivalente; 

'f/x E T Vy E T 3U E U(x) (y~ U(x)). 

'f/x E T ( fx J E F). 

V x E T ( n o = fx J) . 
xEOEO 

UndersØg om fØlgende 2 relationer gælder almindeligt for 

punktmængder A og B i et to_p(...logisk rum. 
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.A n B u A n B~ A n B; A n B u A n B ~A n B. 

58. For en mængde M foreligger en afbildning ~: D(M) ind i 

D(M) af mængden af delmængder af M ind i sig selv. Det an

tages, at~~ opfylder fØlgende betingelser: 

1 ) ~c ø) =ø , 
2) VA E D(M) (~(A) -:;; A 1\ ~(~(A)) == cp(A)), 

3) VA E D(M) VB E D(M) (cp(AuB) == cp(A) u ~(B)). 

Vi definerer nu en mængde o ~ D(D(M)) på følgende måde: 

v o E D(M) (o E o ~ 3A E D(M) (~(A) ::: ~o)). 

Vis, at T = (M,O) er et topologisk rum med O som mængden 

af åbne mængder, og at ~(A)= A for alle A E D(M). 

59. Lad T være et topologisk rum og A en vilkårlig punktmængde 

i T. Vi definerer en punktmængde A' (mængden af ~~æ}.nipg~

nu~t~e~ for A) på fØlgende måde: 

Va E T (a E A' ~ a E A\[aJ). 

Vis, at a E A' 1 hvis og kun hvis enhver omegn af a inde

holder et fra a forskelligt punkt af A. Vis, at A' er af-

sluttet. 

60. Vis, at der eksisterer en numerabel, overalt tæt punktmængde 

Svære opgaver. 

61 • Lad A være en punktmængde i et topologisk rum. Et punkt 

a E A kaldes et isoleret punkt af A, hvis der eksisterer 

en omegn af a, der ikke indeholder noget fra a forskel-

ligt punkt af A. 

Vis, at enhver afsluttet, numerabel mængde i R har 

et isoleret punkt. 

62. Vis, at hvert element a i det i opgave 48 definerede to

pologiske rum ~ har en og kun en fremstilling på formen 

( 1 ) 
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hvor O~ a <p for v: 0,1,2, ••• , og hvor den uendelige - v 

række er konvergent i rummet ~· Vis, at fØlgen (an~ bliver 

periodisk. Man kan regne med disse udtryk på lignende måde 

som med decimalbrøker, men med menteoverføring mod hØjre. 

Hvorledes udfØres division? (Prøv med taleksempler). 

Vis, at regneoperationerne i ~ er kontinuerte med den 

sædvanlige undtagelse for divisionens vedkommende. Vis, at 

QP ikke er et fuldstændigt rum. 

Vis, at regneoperationerne og definitionen af normen 

!alp på naturlig måde kan udvides til alle formelle udtryk 

af formen (1 ), og at man derved får et fuldstændigt, metrisk 

rum ~ med kontinuerte regneoprationer. Rummet Q; kaldes 

rummet af p-adiske tal. 
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Differentiable funktioner. 

9e1 ~ Vi skal videreføre behandlingen af det i gymnasieunder

visningen omtalte differentiabilitetsbegreb, og vi skal især in

teressere os for generalisation af dette begreb til afbildnin-

ger af områder i flerdimensionale rum ind i hinanden. 

Vi vil som i kapitel 8 anvende betegnelser som a= 

(a1 , ••• ,am)' ~ = (x1 , ••• ,xm) for punkter i Rm. En punktmængde af 

formen 

L~. + ttl J l t E R J' §_ 4 o 
kaldes en ret linie, og t1 kaldes et retnings§!! for linien. Et

hvert punkt i Rm undtagen O kan således også fortolkes som ret

ningssæt. Er Il.§ l l = 1 , kaldes t1 normeret. De specielle retnings

sæt 

.§.1 = ( 1 • o ' o ' • • • , o ' o ) 
~2 = (o,1,o, ••• ,o,o) 

~m = (o,o,o, ••• ,0,1) 

kaldes basissættene i Rm. For~ E Rm gælder altid 

( 1 ) 
-x= x1e

1 
+ ••• +x e • - m-m 

9.2. Det komplekse m-dimensionale rum Cm består af alle kom-

plekse talsæt & = (z1 , ••• ,zm)~ zM = xM + iyM, M= 1 , ••• ,m med 

længdedefinitionen 

11~11 

og afstanden mellem ~1 og 1!2 defineret ved 11.&2 - ~1 11. Vi define

rer en afbildning ~ : cm ind i R2m, idet vi sætter 

w( z1 ' • • • 'z m) = ( x1 ' • • • 'xm 'Y 1 ' •• • 'Y m) • 

Denne afbildning bliver isometrisk, og vi kan derfor benytte geo-

metrien i R2m på cm, således at det ikke er nødvendigt at indføre 

en særlig, kompleks geometri på dette rum. Vi skal ikke gå dybt 
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ind i differentiationsteorien ved afbildninger af komplekse rum, 

men de mest elementære afsnit af teorien kan i nogen udstræk-

ning overføres uændret, og vi kan med ringe besvær opnå ret væ-

sentlige fordele. 

9.3. Grundlæggende for differentiationsteorien er begrebet 

lineær afbildning. 

9~3.1. Definition. En afbildning f 

lineær, hvis og kun hvis 

Analogt defineres linearitet af f C~ m . d . ~n 
1n 1 v , idet a og f3 

tages komplekse. En afbildning af en delmængde A c Rm eller cm = 
kaldes lineær, hvis og kun hvis den er restriktion af en lineær 

afbildning. 

Af (1) fØlger i det reelle tilfælde ved gentagen anvendelse 

af (2) 

f(~)= x1f(~1) + ••• + xmf(~m) 

og analogt i det komplekse tilfælde* Er nu ~1 , ••• ,~m punkter i 
,n 
R , da er på den anden side den ved 

(3) f (x ) = x1 a1 + ••• + x a - - - m-m 

en lineær afbildning f : Rm ind i Rn. Det ses, at der findes 

netop 1 lineær afbildning, som afbilder basisvektorerne ~1 , ••• ,~m 

i hver sin givne billedvektor. Er nu 

§..f-l ::;: 'af.L1 , ••• ,afJXl), f-l = 1, ••• ,m, 

kan (3) skrives 

idet vi har sat f(~) = :L• 

9.3.2. Sætning. Hvis f R m ind i R n ,n 
: og g R 

ind i :R P er lineære, da er gof . R m ind i :R P lineær. . 
Vi har nemlig 
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gof(a~+~~) = g(f(~+~)) = g(af(~) +~f(~)) = 

ag(f.(;&)) +~g(f(~)) =agof(~) +~gof.(~). 

I kursus over algebra og geometri vil teorien for lineære 

afbildninger blive behandlet under mere generelle forudsætnin-

ger og langt mere detaljeret. Ovenstående korte bemærkninger 

vil være tilstrækkelige som grundlag for vore undersøgelser i 

dette kapitel. 

9.4. I gymnasieundervisningen indføres begrebet grænsevær-

di af en funktion forud for begrebet kontinuitet, og en korlti

nuert funktion defineres som en funktion hvis funktionsværdi i 

et punkt altid er lig med grænseværdien i punktet. Vi har ind

fØrt kontinuitet uafhængigt af grænseværdibegrebet, og vi kan nu 

udnytte dette, idet vi kan definere grænseværdi ved hjælp af 

kontinuitet. I et senere kapitel vil vi generalisere grænsevær-

di begrebet meget væsentligt og i denne omgang indfØrer vi da og-

så blot et grænseværdibegreb, der lige netop er tilstrækkelig 

generel t til a t kunne t j'ene som grundlag for en teori for dif-

ferentiable afbildninger. 

Lad S og T være metriske rum og lad A ~ S være en vilkår

lig delmængde. For at vi kan tale om grænseværdien i et punkt 

a E S for en afbildning f : A ind i T, må vi for det første for-

lange en vis intim forbindelse mellem a og A. Nu er det væsent-

ligt for grænseværdibegrebet, at det eventuelle billede af selve 

punktet a ikke må spille nogen rolle. Vi kræver derfor, at a er 

kontaktpunkt for A\ iaJ. Deraf fØlger, at enhver omegn U E U(a) 

indeholder fra a forskellige punkter af A. Hvis U f.eks. inde

holder punkterne b 1 , •• o,bn E A, som alle er 4 a, vil 

U\ tb 1 , ••• ,bnJ være en omegn af a og derfor indeholde et punkt 

bn+1 ~ b v for v = 1 , ••• , n. Heraf fremgår, a t omegnen U indehol-
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der uendelig mange punkter af A. Vi siger, at a er f~i:USf1.

Q"L1:D.K~t for Ao Et :fortætningspunkt for A vil tilhøre A. Et punld 

1): de:ro t:i.lhører A uden a t være :fortætningspunkt for A, kaldes 

ar·/!.~: c };u:n::ter uf A o Vi kan nu definere beg:L'ebet grænseværdi: 

delmCJn[~·å.e og r' ~ A ind i T en afbildning. Vi siger, a t f har 

grænse:sn.J:n.ktet c~~ :!.1år x går mod a på A, såfremt den ved 

definerede a:E!Jildning er kontinuert i a. Vi skriver da 

f(x) ~ c for x ~ a på A 

eller 

limA_f(x) = c. 
x-+a 

Mængde:.1 A anføres i betegnelsen, fordi :f kan være en ind-

skræn~-tning o.:f e::1. afbildning a:f en mere omfattende mængde. Når 

der ikke Gr ?sre :for misforståelse vil vi udelade index A. 

9"h..?.o .5c]j;.;p),;ag. Den j_ derinition 9 .. 4.1 indfØrte grænsevær~· 

di c e~ enty~igt bestemt ved f og A. 

er en avcr2lt ~æt mængde på delrummet A u [aJ ~S. 

9 o4 ~'j on!~aJ<:;e -if'bj_lclning 1"' vil ha'Te grænseværdien C, når X går 

mod o a pe og kun hvis den har grænseværdien c, når x går 

mod 2. J!~t U n A, 

Det te :fØ1ger 'limiddelbart a:f :- a t de t ved. undersØgelsen af' 

om :r1 er kont1nueJ."t i a, er tilstrækkeligt at se på de omegne a:f 

a, der er delmængder af U. 

I det speci~ltilfælde, hvor T = R eller T vi sæt-
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ningerne om regning med grænseværdier som umiddelbare konsekven-

ser af sætningerne om regning med kontinuerte funktioner. 
, m ,n 

9.5. Vi specialiserer nu, idet vi vælger S = R og T = R • 

Generalisationen til komplekse rum vil være helt umiddelbar, og 

vi skal ikke ofre den nærmere omtale. Vi betragter en mængde 
,m . 

A ~R med punktet Q som fortætnlngspunkt. 

9.5.1. Definition. Med o·(A;:Rn;llhllq), q E Z, betegner vi 

mængden 

f.fq : A ind i Rn l llhll-q.sq(g) ~ O for h ~Q på A}. 

Her er ~q altså en afbildning, og i betegnelsen ~q er q 

index og ikke exponent. Når vi anvender betegnelser som ~q' §.~, 

~~~, ••• for afbildninger skal det altid betyde, at de er elemen

ter af o(A;Rn;llhllq) for passende A og n. Når det ikke giver fare 

for misforståelser, skriver vi o·(llh.llq) i stedet for o(A;Rn;llhilq). 

9.5.2. Sætning. NØdvendigt og tilstrækkeligt for, at 2 E 

o (A;Rn; llhllq), er det, at der eksisterer en i punktet O kontinu

ert afbildning~ A u fQJ ind i Rn med Æ(Q) = Q, således at 

2 = llh llq!f!.. 

Dette fØlger umiddelbart af definitionen 9.5.1, idet vi 

Af sætning 9.5.2 fås umiddelbart regnereglerne for funktio

nerne i mængderne o (A;Rn; llhllq) svarende til forskellige værdier 

af q. Vi samler de vigtigste i fØlgende sætning. 

9.5.3. Sætning. For p <q, ff E o(A;:Rn; llhiiP), Eq E 

o (A; R n; llh 11 q) gælder §.p + f. q E o (A;Rn; llhll:p). Hvis yderligere r E 

o (A;R; llhllr), gælder Er §.p E o·(A;Rn; llhllp+r). Hvis endelig .s;. 
s E 

o ( B ; R 1 ; li h 1/ s ) , , n s ( ) hvor B ~ R og f. A ~ B, og hvis p ~ O og s ~ o, 

Vi vil nØjes med at bevise den sidste påstand. Efter sæt

ning 9.5.2 eksisterer der kontinuerte funktioner~ :A u foJ 

E 
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ind i Rn og ~ B u fQJ ind i :R1 med ~(Q) ±Q og x(Q) = Q, så-

ledes at 

hvoraf fØlger 

(.§So.§.p)(g) = §.S(IIhllp~(g)) = (llhiiPjj~(g)jj)S 2((11f111S~(Q)) = 

llhllpsw(g), 

hvor den ved 

definerede funktion ~ er kontinuert i Q ifØlge regnereglerne for 

kontinuerte funktioner og w(Q.) = Q. 

9.5.4. Sætning. Hvis §.p E o(A;:Rn; llhllp) og q; : A ind i R er 

begrænset i en omegn af Q, gælder q; Ep E o (A;Rn; llhllp). 

Vi har nemlig f! = llhiiPÆ(h), hvor !l!.. er kontinuert i Q. og 

!P_(Q) = Q. Så er ({)§.p = llhllp x( h), hvor 2( = q;!l!... Er nu l q;(g) l ~ N 

i en omegn U n A af Q., da gælder 

2(-1(K(Q,r)) ~ ~-1 (K(Q,~)), 

hvilket viser, at x er kontinuert i Q. Vi har fØrst beviset, 

som om q;(O) er defineret. Er dette ikke tilfældet, udvider vi 

blot definitionen af q; ved at sætte q;(O) = o, så vi får en af

bildning q; : A u fQJ ind i R. 

9.5.5. Sætni;gg. Hvis§.~ E o(A.;:Rn;1) = o(A;Rn;llhll~), f-1 = 
1 , ••• , m, gælder 

..s:1 = h1 .f~ + ••• + hm.§.~ E o(A;:Rn; !Iuil). 

Da hver af funktionerne llhll-1hf-1 er begrænset, gælder 

llhll-1hf-J,.f. 0 E o(A;Rn;1), altså llhll-1
§.

1 E o(A;Rn;1 L og sætningen 

fØlger umiddelbart. 

9.6. Vi betragter en mængde M ~ :Rm en afbildning f : M ind 

. ·n 
l R • Endvidere betragter vi et punkt aE M, som er fortætnings-

punkt for M. 
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9.6.1. ~efinit19.ll• Svarende til ~ E M og afbildningen f ind-

fØrer vi mængden 

M - ~ = fhl~ +h E MJ 

samt en afbildning 6 f : M - _a ind i Rn defineret ved 
~-

6~f(h) =f(~+ h) -f(~). 

Afbildningen 6~f kaldes tilvæksten af f i punktet ~· 

9.6.2. Definition. Funktionen f kaldes differentiabel i 

punktet ~' hvis og kun hvis tilvæksten af f. j_ punktet ~ kan skri-

ves på formen 

(4) 

hvor L: M- ,;a ind i Rn er lineær, medens c:1 E o(M-~; Rn;llhll). 

I det fØlgende skal vi kun interssere os for det tilfælde, 

hvor ~ E M, samt for det tilfælde, hvor m = 1 og der eksisterer 

et interval I E M, således at ~ E I. Under disse forhold gælder 

fØlgende sætning: 

9.6.3. Sætning. Den i definition 9.6.2 omtalte opspaltning 

af tilvæksten 6~f.(h) er entydig. 

Vi skal altså vise, at to opspaltninger 

6~f(h) = L1 (h) +~~(h)= 12 (u) + ~1Cn) 

vil være helt ens. Ligningen er specielt opfyldt, hvis vi væl-

ger h= h~~ (se 9.1 ), hvilket (se 9.3) medfØrer 11 (h) = h11 (~~) 

og 12 (h) =h L2 (~~). For h~ O har vi således ligningen 

11 c~~) + h- 1 ~~(h) = 12C~~) + h-1 ~1Cn). 
Vi har her en identitet mellem to funktioner af h gyldig i et om-

råde med h = O som fortætningspunkt. Funktionerne har da samme 

grænseværdi i o, hvilket giver L1 (e ) = L2 (e ). Dette gælder nu - -~ - -~ 

for ~ = 1 ' ••• ' m og af 9.3 fremgår nu, at 11 og 12 er indbyrdes 

identiske. Det derefter klart, at o 1 1 identiske, er og s a ~1 og ~2 er 

og dermed er sætningen bevist. 
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9e6o4. §~ug. Hvis f er differentiabel i punktet ~' er f 

kontinuert i li• 

Af (4) fØlger umiddelbart, at 6g_f er kontinuert i Q. Af 

sætningerne om regning med og sammensætning af kontinuerte funk

tioner fØlger derefter, at f, som også kan defineres ved 

er kontinuert. 

9.7. Vi skal nu bringe det i definition 9.6~2 indførte dif-

ferentiabilitetsbegreb i forbindelse med det fra gymnasieunder-

visningen kendte. Vi betragter derfor en reel funktion f : I 

ind i R, hvor I er et interval. For a E I har vi da, hvis f til

fredsstiller betingelsen i 9.6.2 

6 f(h) = L(h) + E
1 (h) = L(1 )h+ s1 (h), a 

eller 

h-16 f(h) ::: L(1) + h-1 
E 
1 (h), 

a 

hvilket viser, at 

h-16 f(h) ~ L(1) for h~ O, a 

og det betyder netop, at f er differentiabel efter gymnasieun-

dervisningens definition i punktet a med L(1) som differential-

kvotient. 

Hvis vi på den anden side har 

h-16 f(h) ~a for h~ o, 
a 

har vi en opspaltning af formen 

altså 

h-16 f(h) = a+ E
0 (h), 

a 

1 = ah + E (h), 

således at f er differentiabel i a efter definition 9.6.2. 

9.8. Vi ser nu på nogle eksempler på differentiabiliteto 

Hvis f er konstant, får vi 6af(J.1) == Q for alle li og Jl, og vi har 

da den trivielle opspaltning Q= Q+ Q. 
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Hvis f er en lineær afbildning, får vi 

6~f(h) = f(~+h) -f(~) =f(~) + f(h) -f(~) = f(h), 

som er en lineær afbildning, så vi får den trivielle spaltning 

Hvis f • R ind i R er defineret ved f(x) 2 får vi . = x 

6 f(h) = (a+h) 2 - 2 
= 2ah + h2, a a 

2 og her er 2ah lineær, ogh Eo(h). 

For f(x) = 1 på R \ ~o J får vi tilsvarende x 

( ) 1 1 = -1 6af h = ;+:h - a a(a+h) • h = 

..L h + h ·• h, 
a 2 a 2 (a+h) 

hvilket viser, at 1 er differentiabel. x 
L ·m o ~n 9.9. ad O ~ R være en aben mængde og f : O ind i J:( en af-

bildning. Vi siger, at f. er differentiabel J2! o, hvis f. er diffe

rentiabel i ethvert punkt ~ E o. 

Svarende til O har vi nu en mængde 60 E Rm x Rm og defineret 

ved 

60 = ~(~,g) l 2f E O 1\ 2f + Q E O J. 
Mængden to er åben. De ved ~(2f 1 h) = 2f og ~(2f 1 Q) = 2f + h define-

rede funktioner er nemlig kontinuerte, og definitionen af 60 be-

tyder netop, at 

60 = ~-1 (o) () ~-1 (o) • 

Vi indfører funktionstilvæksten 6f 60 ind i R, defineret 

ved 

Det ses, at tilvæksten af ! i punktet 2f E O er givet ved 

6f2f(h) =~(~,g). 

Det ses, at 6 er en operator 6: F(o,:Rn) ind i F(60,Rn). 

Når ! er differentiabel på o, kan ~(2f,h) for hver enkelt 
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værdi af ~ skrives som en sum af en lineær afbildning, hvis 

koefficienter altså vil afhænge af~ og en afbildning, der for 

hwer fast værdi af ~ tilhører o(O-JS_;Rn; llh.ID, og vi kan derfor 

skrive 

(5) 6f(~,h,) = L1 (~)h1 + ••• +~(~)hm + Ei (~,h,). 
Som eksempel betragter vi den ved f(x1 ,x2 ) = x1x2 definere

de afbildning f : :R2 ind i :R. Vi får i dette tilfælde 

Dr(Ji,h) = (x1+h1 )(x2+h2 ) - x1x2 = x2h1 + x1h2 + h1h2 • 

Her gælder h1h2 E o(llh.ll). Vi har nemlig h2 E o(1), og påstanden 

fØlger derfor af sætning 9.5.~. Altså er f differentiabel. 
,m 

9.10. Lad O c R være en åben mængde. En afbildning = 
w O x Rm ind i :Rn defineret ved et udtryk af formen 

w(Ji,h) = ~1(Ji)h1+ ••• +Lm(Ji)hm' 

hvor~~ Rm ind i :Rn, ~ = 1 , ••• ,m er vilkårlige afbildninger, 

kaldes en differentialform. Det ses umiddelbart, at differential-

formen w er kontinuert, hvis og kun hvis hver afbildning L er 
-~ 

kontinuert. 

Den differentialform, der optræder på hØjre side i udtryk

ket (5), kaldes det totale differential af f i mængden o. Vi 

indfører en operator d, som til enhver differentiabel funktion 

tilordner dens totale differential, og vi har således 

( 6) 

For ~ E O har vi endvidere den operator d~, som til f til

ordner den i (4) (definition 9.6.2) indgående lineære funktion 

1, som er bestemt ved 

~(h) = d~f(h) = df(~,g) = ~1 (~)h1 + ••• +1m(~)hm. 

Udtrykket d~f(h) kaldes det totale differential af f i punktet 

~· 
For projektionen pr : R~ ind i R, som defineres ved 

~ 

pr~(~) = x~, får vi specielt 
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= h , 
f.1 

så vi :får 

dpr (x,h) = h • 
f.L-- f.1 

Det er derfor muligt at skrive formlen (6) som en relation 

mellem funktioner og ikke mellem funktionsværdier, idet 

(7) d_f = 1 1 dpr
1

+ ••• +L dpr • - -m m 
Sædvanligvis benyttes her en ukorrekt skrivemåde, idet x , 

f.1 
der er værdien af prf.L(~) benyttes også som betegnelse for denne 

funktion. Formlen (7) bliver da 

df = 11 dx1+.o.+bm dxm' 

og svarende dertil skrives (6) 

df(~,d~) = L1 (K)dx1+ ••• +1m(~)dxm' 

hvor dx1 , ••• ,dxm er talværdier~ og hvor vi har sat 

d~= (dx1 , ••• ,dxm). 

Her kan ~ opfattes som betegnelse for den identiske afbildning 

Æ Rn på Rn, idet vi får 

dÆ(~~h) =h= (h1 , ••• ,hm) = (dx1 ,.ø.,dxm). 

Vi bemærker, at det totale differential af en differentia

bel afbildning f : Rm ind i Rn er en differentialform. 

9.11. Lad I c R være et interval. Vi definerer da som for = 

6I = f(x,h) l x E I,x +h E Ij. 

Som antydet på figuren bliver h 

6I en parallellogramformet 

figur i (x,h)-planen. De to 

sider, der støder op til et 

endepunkt af I, hører med til 1x 

61, hvis og kun hvis ende-

punktet hører med til I. De 

to vinkelspidser, der iklce 
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ligger på I, hØrer med, hvis og kun hvis begge endepunkter hører 

med til I. 

Lad nu ~ : I ind i R være en vilkårlig a~ildning. Den til

svarende a~bildning Df : 6I ind i R er de~ineret ved 

6f(x,h) = ~(x+h) -~(x), 

og at ~ er di~~erentiabel, betyder i dette til~ælde, at vi har 

en opspaltning 

1 
6f(x,h) = L(x)h + E (x,h). 

Vi har altså gi~~erentiale~ 

d ~(h) = L(a)h, d~(x,h) = L(x)h, a 

og ~or den ved E(x) = x de~inerede identiske a~bildning har vi 

speciel t 

dE(x) = dx = h, 

og vi skriver der~or dx i stedet ~or h med den lidt ukorrekte 

skrivemåde. Vi ~år da ~or h = dx 4 O 

L(x) = d~(~ ,hj = d~(x.dx) 
d x 

og ~unktionen L kaldes der~or di~~erentialkvotienteno På grund 

a~ relationen 

d~(x,dx) = L(x)dx 

har L(x) også været kaldt gi~~erentialkoe~~icienten, men denne 

betegnelse er ~or længst gået i brug. I vore dage siger vi o~te 

§en a~ledede ~unktion, en betegnelse, der synes at vinde terræn. 

Vi vil ind~Øre en operatorbetegnelse D med D~ = L. Under

tiden ind~Øres en bogstavbetegnelse y = ~(x) ~or ~unktionsvær-

dien, og vi kan da vælge mellem ~Ølgende betegnelser ~or den 

a~ledede ~unktions værdier. 

L(x) = D~(x) = ~ = 

Ved siden a~ disse benyttes også 

L(x) = ~~(x) l = y • 

iL ~(x) o 
dx 
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Endelig benyttes i fysik betegnelsen y for differentialkvotien

tens værdi, når y= f(t), hvor t er tiden. 

Af eksemplerne i 9.8 får vi således med mere eller mindre 

korrekt brug af betegnelserne 

d 2 -x 
d x d(x2 ) = 2x dx 

ni= x ~; d~ = - ~dx, x ~ o 
x x 

9.12. Hvis O c C er en åben mængde, overføres differentia-
'"' 

tionsteorien uden videre til afbildninger f : C ind i C. Beteg-

nelserne bliver ganske som for de i foregående afsnit omtalte 

reelle funktioner af en reel variabel. I det komplekse tilfælde 

betegnes de to variable oftest z = x + iy, w = u + i v, idet man 

skriver w = f(z). Vi har da f.eks. 

L z 2 ( z2) 1 D(z2 ) 2z; d(z2 ) = 2z dz = = = d z 

d 1 (i) l 1 1 1 j_ 
d z = = n.:.. = - 2; d- = 2dz, z z z z z z 

idet regningerne i 9.8 også gælder for komplekse variable. 

9.13. Vi vil betragte en potensrække 

f( ) 2 "" zn z = a0 + a1z + a2z + ••• = ~an 
med konvergensradius R > o. Lad O være konvergenscirklen 

f z l l z l < R J. Vi har da sætningen: 

9.13.1. Sætning. Funktionen f er differentiabel i o, og 

differentialkvotienten er givet ved 

Df(z) = a1 + 2a2z + 3a
3

z
2
+ ••• = ~(n+1)an+ 1 zn, 

hvor potensrækken har konvergensradius R. 

Vi beviser fØrst, at summen af en potensrække er kontinuert 

for z = o. For funktionen f har vi, idet vi vælger k, således at 

O < k < R, at 
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jf(z) - f(o) l 2 
= l a1 z + a2z + • • • l = l z li a1 + a2z + ••• 

2 l z l ( l a1 l + k l a2 1 + k l a3 1 + • •.) = A l z l 
idet vi har betegnet summen i parentesen med A. Denne ulighed 

viser, at f-1 (K(f(a),E)) ~ K(o,f), hvilket netop viser, at f er 

kontinuer t i O • 

Dernæst viser vi, at f er differentiabel i O med a1 som 

differentialkvotient. Vi bemærker fØrst, at 

E0 (h) = a 2h + a3h2 + ••• = h(a2 + a3h + ••• ) E o(O,C,1), 

og vi har derfor 

6f(O,h) = f(h) - a
0 

= a1h + EO~h)h 

hvoraf påstanden fØlgende. 

1 = a1 h + E (h) , 

Beviset for sætningen beror nu på et nærmere studium af 

dobbeltrækken 
00 00 

L r 
n =0 k=O 

Vi viser fØrst, at rækken er absolut konvergent. Ved dette 

bevis kan vi ordne rækken med leddenes numeriske værdier på vil-

kårlig måde. Vi benytter m = n + k som ny summationsvariabel. 

For fast m gælder O ~ n ~ m og k = m - n, så vi får 
00 00 

)' ~ (n~k) lan+kl lzlnlhlk = 

n=O k=O 

oo m L lam l L (:)l z l n l h l m-n = 

m=O n=O 
00 L l a m l ( l z l+ l h l ) m , 

m= O 

som konvergerer, da rækken ~a zn konvergerer absolut i det reelle n 

punkt l z l+ Ih l, som ligger inden for konvergenscirklen. 

Vi kan nu sætte 
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00 

(8) bk(z) = ~(n:k)an+kzn, 
n= O 

idet denne række er absolut konvergent ifØlge sætning 5.10.2, og 

ifØlge den samme sætning er 
00 

~bk(z) hk 

k:::: O 

absolut konvergent for Ih l < R .... l z j. På grund af dobbeltrækkens 

absolutte konvergens fås endvidere 

(9) 

hvor 

00 00 :::: r r (n~k)an+kz~k :::: 

n:::O k::::O 
00 m 00 

~ ~(m) znhm~n m-n am :::: ~ am(z+h)m :::: 

m=O n:::: O m:::: O 

f(z+h). 

Vi ser således, at 

M(z,h) = f(z+h) - f(z) = f(z+h) - b
0

(z) = 
1 b 1 (z)h + E (z,h), 

00 

E 
1 

( z 'h) :::: h 
2 L bk+ 2 (z ) h k' 

k::::O 

hvilket viser~ at f er differentiabel, og 

Df( z) = b 1 (z) = I (n+1 )an+1 zn. 

n= O 

Det fremgår af beviset, at denne række konvergerer for lzl <R. 

På den anden side vil dens konvergens åbenbart medføre konver

gens af rækken for f(z) (se f.eks. MA 5 opgave 20). 

9.14. Hvis f er differentiabel i et interval I og Df igen 

er differentiabel på I kan vi danne DDf = (DoD)f = D2f, og hvis 
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denne igen er differentiabel på I, kan vi danne DD2f = D3f o.s.v 

Dette overføres uden videre til afbildninger f : O ind i C, hvor 

o ~ c. 
For den i foregående afsnit omtalte funktion havde vi jo 

f(z) = ~anzn, Df(z) = ~(n+1)an+ 1 zn 
og generelt får vi 

Dkf(z)~= ~<n+k)! zn _k' ~(n+k) k 
~ n~ an+k - • ~ k an+kz ' 

hvilket i forbindelse med formel (8) og (9) viser, at 

00 k 

f (Z+ h) = L D ~f &l hk' l h l < R ... l z l . 
k=O 

Dette er Taylorrækken for en potensrække. Vi lægger mærke 

til, at den i hvert fald er konvergent indenfor den største 

cirkel med centrum z, som får plads indenfor konvergenscirklen 

lzl < R for den oprindelige potensrække. 

Ved hjælp af potensrækkerne får vi nu umiddelbart 

De z z 
= e ' Dcosz = -sinz, Dsinz = cosz, 

og samtidig har vi bevist, hvorledes differentialkvotienterne 

af disse funktioner kan udledes på grundlag af potensrækkerne. 

•m 9.15. Vi betragter nu igen en åben mængde O ~R samt 

en afbildning f:O ind i Rn. Ved hjælp af de ved 

pr v(,!) = xv, v = 1 , ••• ,n 

definerede projektioner prv:Rn på R danner vi koordinatafbild-

ningerne fv = pr of, hvor altså fv:O ind i R, og for ~ E O har 

vi da f(x) = (f1 (~), ••• ,fu(~)). Vi har tidligere set, at f er 

kontinuert, hvis og kun hvis f 1 , ••• ,fn alle er kontinuerte, og 

vi viser nu en tilsvarende sætning vedrØrende differentiabilitet 

af f. 

9.15.1. Sætnin~ Afbildningen f er differentiabel i et 

punkt ~ E O, hvis og kun hvis hver af fUnktionerne 
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f, v= 1 , ••• ,n er differentiabel i~· Endvidere er v 

d~(h) = 11h1 + •. • + lrohm 

ensbetydende med 

d f (h) = pr (11 )h1 + ••• + pr (l )h , v = 1, ••• ,n. g,v- v- v-mm 

Den ene del af sætningen fØlger umiddelbart af, at pr er v 

lineær. Af en opspaltning 

6af(h) = 11h1 + ••• + lmhm + ~1(h) 
fØlger nemlig umiddelbart 

6afv(h) = fv(g,+h) - fv(g,) = prvf(~+h) - prvf(~) = 
1 

pr V6§.f(g) = pr v(11 )h1 + • • • + pr v(lm )hm + pr vC~. (h)), 

og her er 

pr v( ~1 
(h)) = pr v( llhii.~.O (g)) = llgiiPr v(sP (g)) 

åbenbart E o ( llgll) • 

Vi har nu fuldfØrt beviset for "kun hvis", og vi går der-

efter over til beviset for "hvis 11
• Vi skal altså antage 9 at vi 

har opspaltninger 

6 f (h)= l 1h1 + ••• +l h + sv1 (g). 
~ v - v .vm m 

Idet ~1 , ••• ,~n er basissætningerne i Rn, sætter vi 

+ o •• + l e 
n~-t-n' 

og vi får da 

6~f(h) = 6~f1 (g)~1 + ••• + 6afn(g)~n = 

11h1 + ••• + lmhzn + ~1(g), 
hvor 

§.1 (g) = E~(g)~1 + ••• + 

llhll ( s?(g) ~1 + ••• 

åbenbart tilhØrer o( llhll). 

c:n
1

(h)e = --n 

+ E
0 (h)e ) 
11- -n 

At sætningens sidste påstand er rigtig fremgår nu umiddel-

bart af bevisets første del. 

Formuleringen af den til 9.15.1. svarende sætning om dif

ferentiabilitet i en åben mængde O ~ Rm eller i et interval 
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I ~R er helt umiddelbar og kan overlades til læseren. 

For n~ 2 kan talsættet (yi,y2 ) erstattes med det komplekse 

tal yi + iy2 , og sætning 9.i5.i. giver derfor m= 1 og I ~R: 

9.i5.2. §f&tni;g._g. En afbildning f:I ind i C er differentiabel, 

hvis og kun hvis Ref og Imf er differentiable, og vi har da 

df = dRef + idimf, Df ~ DRef + iDimf. 

Dette er i overensstemmelse med den definition af diffe-

rentialkvotienten af en kompleks funktion, som vi benyttede i 

6 o i 8. 

9.16. Vi skal nu vise, at sammensætning af differentiable 

afbildninger igen giver differentiable afbildninger, og at dif-

ferentialet af den sammensatte afbildning fås ved sammensætning 

af differentialerne. Helt præcist formuleres denne regel i 

fØlgende sætning: 

6 •m •n • 9.1 .i. §.ætning. Lad O ~R og o1 ~ R være abne mængder. 

Lad f:O ind i Rn være en afbildning med f(O) ~ o1 og lad g:o1 
ind i Rq være endnu en afbildning. Hvis f er differentiabel i 

et punkt g E o, og g er differentiabel i Q= f(g), da er F= 

gof:O ind i Rq differentiabel i ~' og 

daE = dg(gof) = ~godgf. 

Vi indfØrer betegnelsen 

~ = ~gf(h) = !(~+h) - !(g) = f(~+h) - Q 

og vi har da 

~aE(h) = E(~+h) - E(g) = g(f(~+g)) - g(f(g)) = 

g(Q+~) - g(Q) =~g(~), 

og vi har således (men det er selvfØlgelig temmelig trivielt) 

~ F = /\.go~ f .• a- -!2. §.-

På grund a f di fferen tiabili teteforudsætningerne har vi nu 

opspaltninger 
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6af(h) = d~f(h) +~~(h) 
~g(lf_) = ~g(k) + §..~(!f.)' 

så sammensætning giver, idet vi udnytter, at ~g er lineær 

6~E(h) = ~god~f(g) + ~go~~(g) + ~~o6~f(h). 
Af sætningerne 9.5.4 og 9.5.3. fØlger umiddelbart, at 

'\go~~ (g) E: O ( llhll) • 

IfØlge sætning 9.5.2 kan vi skrive 

§.~ (k ) = llt.1192. (t. ) ' 

hvor 2(1f.) er kontinuert i Q og ~(Q) = O. Vi får da 

E~o6~f(h) = ll6g_f(g) 11!/L(h)' 

hvor ~ = 92.o6~f er kontinuert i Q og afbilder Q i Q. 

nu udfØrligt 

6.sif(h) = 11 h1 • • • + lruhm + llhll.s
0 

(h), 

ser vi, a t den for h ~ Q definerede funktion 
1 h1 hm 

llhll- 6g_f(h) = ~illiii + •• • + 11TllTiiTf + g_0 (h) 

Skriver vi 

er begrænset i en omegn af O, o g vi har dermed v is t~ a t 

f..~ o6gf (g) E: O ( llhll) • 

Dermed er beviset for sætningen fuldført. 

9.17. Sætning 9.16.1 er det vigtigste hjælpemiddel ved ud-

regning af differentialer af fUnktioner, som er definerede ved 

eksplicite udtryk. Inden vi går over til anvendelser på helt 

konkrete eksempler vil det måske være nyttigt at vise en ske

matisk fremstilling af indholdet af sætning 9.6.1. Vi opnår 

en bedre illustration ved at tænke på flere åbne mængder 
, n1 , n2 

01 ~R , o2 ~R , ••• , samt afbildninger ! 1 :01 ind i o2 , 

r2 :o2 ind i o
3

, o.s.v. Til g,
1 

E: o
1 

svarer g 2 = ! 1 (§.
1

) E: o2 , 

§.
3 

= f.2 (§.2 ) E: o
3

, ••••• Vi taler da om en sekvens af afbildnin

ger 

( 1 o) -~f.~->' 
-3 
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og brugen af ordet sekvens skal netop understrege, at vi sam-

tidig med de anfØrte afbildninger betragter sammensætningerne 

f 2of.1 ' f 3 of2 , f 3of2of1 , o.s.v. Sætning 9.16.1 fortæller os nu, 

at sekvensen (10) har en tilsvarende sekvens 

(11) ~n1 ~n2 > R'n3 > 
rt d f > rt d f d f 

~1-1 ~2-2 ~3-3 , 
således at sammensatte afbildninger i (10) svarer til sammen-

satte afbildninger i ( 11 ) • 

Hvis afbildningerne f 1 , f 2 , ••• er differentiable i hele 

o
1 

,o2 , ••• , har vi totale differentialer df
1

, df2 , ••• , der er 

afbildninger 

d+> O , n1 . . 'n2 
~1 : 1 x R 2nd l R , 

og vi får således ikke en tilsvarende sammensætningsregel for 

afbildningerne df1 , df2 , •••• 

Derimod har vi sekvens af afbildninger Øf1 , ~f2 , ••• 

af formen 

~f1 :01 

definerede ved 

~!1 (Jf,h) = (!1 (JS)' d~f.1 (g))' o. s. v.' 

og w giver anledning til de sammenhørende sekvenser 

Vi har her to eksempler på tilordningslove, der til afbild-

ninger lader svare ny afbildninger på en sådan måde, at sammen-

sætning af afbildninger svarer til sammensætningen af deres 

billeder. Denne slags tilordningslove kaldes funktorer, og 

den mest moderne matematik har behandlet funktorer som selv-

stændige studieobjekter. Differentialet og afbildningen ~ må 

regnes blandt de enkleste eksempler på funktorer. 
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9.18. Vi vil nu gå over til behandling af nogle mere eller 

mindre specielle tilfælde, og vi begynder med fØlgende simple 

sætning: 

9.18.1. SætningL Vi betragter den i MA 8.16 (side 18) ind-

fØrte afbildning pr :Rm+p på Rm defineret ved 
m+q,m 

p r ( x1 , • • • , x ) = ( x 1 , • • • , xm ) , m+q,m m+q 

en åben mængde O ~ Rm, samt originalmængden 

o
1 

= pr - 1 (O) • 
m+q,m 

Hvis f:O ind i Rn er differentiabel, er f 1 = pr of:Rm+p ind 
- - m+q,m -

i Rm ligeledes differentiabel, og df1 er defineret ved samme 

udtryk som df.. 

Da pr m er lineær, er den differentiabel, og (se 9.8) 
m+ q, 

d pr = pr • 
~ m+q,m m+q,m 

Sætningen fØlger derefter umiddelbart af sætning 9.16.1. Sætning 

9.18.1 viser groft formuleret, at en differentiabel f'unktion 

af m reelle variable kan opfattes som en differentiabel funktion 

af m+p variable med det samme differential. 

9.18. 2 • .§..stlni!lli.· Lad O være en åben c : 1 ·~ængde af Rm og 

fq:O ind i Rn, q= 1, ••• ,p differentiable afbildninger. Hvis 

a1 , ••• ,ap er reelle tal, er ~aqfq:O ind i Rn differentiabel, og 

d ~a f = ~a df . q-q q -q 

På grund af sætning 9.15.1 er det nok at vise sætningen 

for n= 1, og vi kan da Skrive fq i stedet for fq· Den ved 

g(~)= a1y1 + ••• + apyp 

definerede afbildning g:RP ind i R er lineær, og derfor diffe

rentiabel med 

d g(k) = a 1k
1 

+ ••• +a k • 
il - p p 

Endvidere er den ved f(~) = (f1 (~), ••• ,fp(~)7 definerede afbild-

ning f:O ind i Rp ifØlge 9.15.1 differentiabel med 



Mat. 1 , 1 961 -62 MA 9.22. 

d;&f.(h) = (d2ff1 (g), ••• ,dJffP (h)), 

og sætningen fØlger umiddelbart af sætning 9.16.1, idet 

O ·m . 9.18 .3. Sætning,. Lad ~ R være aben og f 1 
rentiable afbildninger af O ind i R. Da er f 1 f 2 : O 

ferentiabel og d(f1f 2 ) = f 1df2 + f 2df1 • 

og f 2 diffe

ind i R dif-

IføJ~e sætning 9.18.2 er ~1 = !(f1+f2 ) og ~2 = !(f1-f2 ) 

differentiable, og 

d(~~)= 2~1d~1' d(~~)= 2~2d~2' 
og en fornyet anvendelse af sætning 9.18.2 giver 

2 2 2 2 
d~f1f2 = d~(~1-~2) = d2f(~1) - d2f(~2) = 

t(f1+f2)(d~f1+d~f2) - t(f1-f2)(d2ff1-d2ff2) = 

f1d~f2 + f2d2ff1. 

9.18.L~. Sætni~ Lad O ~ :Rm være åben og :r1 og f 2 diffe

rentiable afbildninger af O ind i R. Hvis O~ f 1 (o), er 

f 1 -
1f 2 :o ind i R differentiabel og df1- 1f 2 = f

1 
- 2 (f

1
df2-f2df1 ). 

Resultatet d(x-1 ) = -x-2dx i forbindelse med sætning 9.16.1 

giver d(f1- 1 ) = -f1 -
2df1 , og sætningen fØlger ved anvendelse af 

sætning 9.18.3. 

9.19. Ved anvendelser af sætning 9.16.1 er det ofte mest 

praktisk at skrive differentiale t a:f g på formen 

(12) dg(Jf,dJf) = 11 (~)dx1 + ••• + 1u(~)dx1 , 

og hvis vi endvidere har f = (f1 , ••• ,fn), kan d(gof.) efter sæt

ning 9.16.1 udtrykkes på formen 

d(gof) = (11of.)df1 + ••• + (bnof)dfn' 

et udtryk, der kan siges at fremkomme ved i (12), at sætte 

x= f, x =f, v= 1, ••• ,n, en :fremgangsmåde, der falder meget 
~ - v v 
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naturligt. Vi illustrerer metoden ved nogle eksempler, idet 

vi udnytter kendte differentialkvotienter af funktioner af en 

variabel. 

For ~ E: :R3 fås 
2 5 3 5 3 2 2 5 3 d(x1x2x3 ) = x2x3d(x1 ) + x1d(x2x3 ) = 

5 3 2 3 ( 5) 2 5 ( 3) 2x1x2x
3

dx
1 

+ x1x
3

d x2 + x1x2d x
3 

= 
5 3 2 4 3 2 5 2 2x1x2x3 dx1 + 5x1x2x

3
dx2+3x1x2x

3
dx3 . 

For ~E: :R3 \ fo) får vi, idet vi sætter 
2 2 2 2 

u = 11~11 = x1 + x2 + x3 

at 
ex icx icx-1 

d ( 111f li ) = d (u 2 
) = icxu 2 du = 

icxll;&llcx-2d(x~+x~+x~) = cxll1fllcx-
2

(x1dx1+x2dx2+x
3

dx3 ). 

Speciel t fås 

d 11.2fll = IIJfll-1 (x1 dx1 +x2dx2+x
3

dx
3

). 

Lad O v~~e den ved x1 > o, x2 > O bestemte åbne delmængde 

af :R3 • For (x,y,z) E: O har vi da 

d(x(yz)) = d eYzlogx = e(yz)logxd(yzlogx) = 

x(yz)(yzd logx + logx d(yz)) = x(yz-1 )yzdx + x(yz)logxd(yz), 

og her er 

d(yz) d zlogy zlogy d( 1 ) = e = e z ogy = 

z( ) z-1 z y z dlogy + logy dz = y z dy + y logy dz, 

og ved indsættelse får vi endelig 

9.20. Vi bemærker, at beviset ~or sætning 9.16.1 gælder 

uændret, hvis et eller flere af rummene erstattes med et kom-

plekst rum. Vi skal især mærke os fØlgende specialtilfælde~ 
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9.20.i. §æ~ning. Lad I ~ R være et interval og O ~ C en 

åben mængde. Hvis f:I ind i O og g:O ind i C er differentiable~ 

er gof:I ind i C differentiabel, og for differentialkvotienterne 

gælder 

D(gof) = ((Dg)of)Df. 

Vi har nemlig dg(z,dz) = Dg(z)dz, og derfor bliver 

d(gof) = ((Dg)of)df, 

hvor af på s tanden fØlger. 

Som specialtilfælde får vi de tidligere omtalte formler 

D(ef(x) = ef(x)Df(x), D(cosf(x)) = -sinf(x) Df(x). 

9.2i. Vi minder om, at de ovenfor omtalte differentialer 

betegnedes tot~le diff~~ti~l~· Vi vil nu indfØre nogle nye 

differentialer, der skal kaldes partieile differentialer. 

-m •m Vi betragter rummet R • Med A ~ R betegner vi en delmæng-

de, bestemt ved 

xl-L= al-L, p, E J, J c fi,. .. ,mL 

hvor tallene al-L er reelle. Med J 1 betegner vi mængden f1 , ••• ,mJ 

\ J og med p betegner vi antallet af elementer i denne mængde. 

Idet vi antager, at J 4 Ø, har vi da O < p < m. Vi betragter 

en åben mængde O ~ Rm, og vi antager, at O n A t Ø. Idet et 
bestemt 

punkt af A er entydig/ved tallene xl-L, p, E J 1 , kan A opfattes 

som et p-dimensionalt talrum, og O n A vil være en åben mængde 

i dette talrum. 

Vi betragter nu en afbiJ.dning f:O ind i Rn. Hvis vi i 

udtrykket f(x1 , ••• ~xm) sætter xl-L= al-L for p, E J, får vi restrik

tionen fA af ! til mængden O n A. Funktionen fA er de fineret 

på en åben mængde i et p-dimensionalt talrum. Lad et punkt 

i dette være bestemt ved xl-L = al-L for p, E Ji. Hvis fA er dif

ferentiabel i dette punkt, siger vi, at f er Q~rtielt differen-
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tiabel i~ (a1 , ••• ,am) med hensyn til de variable xM, M E J 1 • 

Differentialet af f 1 kaldes det partielle differential af f med 

hensyn til de variable xM, M E J 1 , og vi vil betegne det 

(13) oJ ;af(!l) og oJ1 f(~,g), 1. -

hvor det første betegner det partielle differential i punktet 

~, medens det sidste betegner det partielle differential i den 

åbne mængde o. I stedet for at skrive J 1 som index vil man i 

praksis ofte anføre elementerne i J 1 med komma imellem. Vi min

der om, at h i (13) er et talsæt med p elementer. 

Hvis f er differentiabel i O, fås de partielle differentia

ler af de totale differentialer, når man sætter hM= O for 

M E J. Således er (se 9.19) 

( 2 5 3 2 4 2 a23 x1 x2 x3 ) = 5x1 x2 x3 dx2 

o1 11~11 = 11.!11-1 x1 dx1 , 

og med en lille ændring af betegnelsesmåden 

o (x(yz)) = x(yz-1 )yzdx + yz-1z(x(yz))log 
x,y x dy. 

Groft udtrykt kan man sige, at man finder det partielle 

differential med hensyn til visse variable ved at behandle de 

øvrige variable som konstanter ved udregning af differentialet. 

Det skal også bemærkes, at begreberne "total" og "partiel" i 

forbindelse med differentialkvotienter må forstås i relation til 

et bestemt rum Rm. 

Selv om f ikke er differentiabel i ~' kan f udmærket være 

partielt differentiabel i ~· Dette er næsten indlysende, men ' 

spØrgsmålet vil senere blive belyst ved eksempler såvel som ved 

opgaver 

9~22. Vi betragter nu igen en åben mængde O ~ Rm og en af

bildning f : O ind i Rn. For~ E O har vi en åben mængde 6MO ~R 
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defineret ved 

6 O= fh l a+ he E 0 1 , 
jJ, - -f-l j 

hvor e er en af de i 9~1 indfØrte basisvektorer. Vi indfØrer 
~f-l 

•n . 6 O ind i R , som defl-
1-l 

neres ved 

6fJ,;~ f(g) =f(~+ h~jJ,) - f(~)o 

At f er partielt differentiabel med hensyn til den varia-

ble x betyder 7 at vi har en opspaltning 
jJ, 

o (14) 6/-l;~ f(h) = L/-lh + ~ (h)h, 

hvor L er konstant. -;_l 

9ø22.1. ~efinitiQll• Det i (14) indgående konstante talsæt 

~M kaldes ge~~tielle differentialkvotient af afbildningen f 

i punktet~ ~-Q&nsyn til den I-lte koordinat (den variable xl-l), 

og den betegnes D f(a) eller f' (a). Hvis D f(x) eksisterer for 
jj,-· - - jJ, - f-l- -

alle ~ E o, kaldes afbildningen D/-lf : O ind i Rn den partielle 

differentialkvotient af f på mængden O med hensyn til den Mte 

koordinat o 

Af (14) fremgår, at det partielle differential a f er 
fJ,;~-

defineret ved 

og hvis D f eksisterer, er 
f-l-

( 15) a f(x,h) = D f(x)h. J-r -~ p,- -

Idet vi med K betegner den identiske afbildning og med xl-l 

projektionen pr , har vi specielt 
jJ, 

a x = a x = h = d x//, f-l- jJ, jJ, t-<' 

og vi kan således skrive 

( 16) 
a f(x 7h) 

D f(~)=~ -z= o 
jJ, jJ, 

Sædvanligvis skrives~= f(~), og (16) afkortes til 
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9.22.2. Sætning. Hvis ! : O ind i Rn er differentiabel, 

er det totale differential df givet ved 

(17) df(~,h) = D1 f(~)h1 + ••• tDmf(~)hm. 
Dette fØlger umiddelbart af, at df(~,h~~) = D~f(~)h. Med 

x= f(K) skrives relationen traditionel på formen 

9.23. En partiel differentialkvotient af en afbildning be-

stemmes ved de fra gymnasieundervisningen kendte differentia-
, 

tionsmetoder, idet alle variable på nær en behandles som konstan-

tero Hvis funktionen er differentiabel, kan udtrykket (17) umid

delbart opskrives, når de partielle differentialkvotienter først 

er bestemt. I næste kapitel skal vi vise, at! er differentia

bel i mængden o, hvis de m partielle differentialkvotienter ek

sisterer og er kontinuerte på o. Vi illustrerer fremgangsmåden 

ved et eksempel: 

Vi betragter en afbildning f : R3 ind i R defineret ved 

x3 + v.2 t ?j 
u = f(x,y,z) = 2 2 2 x t y + z t 1 

Idet vi behandler y og z som konstanter, får vi 

og på tilsvarende måde fås 
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Man kan nu straks opskrive det totale differential 

du = audx + ~dy + --0°uzdz, ox oy 

men vi vil dog ikke skrive det lange udtryk. 

Vi betragter den ved 

( 18) 
u2 = f2(x1 ,x2) = x12- x22' 

definerede afbildning f= (f1 ,f2 ) : R2 ind i R2 • Vi har altså 
2 2 2 2 

y= f(~) = (x1 -2x1x2+x2 ,x1 -x2 ), 

men i praksis vil man i reglen foretrække at opskrive afbild

ningen på formen (18). I stedet for 1 afbildning ind i R2 be

tragter vi således 2 afbildninger ind i R. Vi finder nu 

altså 

hvilket også kan aer i ves 

d~= 2(x1-x2 ,x2 )dx1 + 2(-x1+2x2 , -x2 )dx2 , 

men i praksis foretrækker man at opskrive du1 og du2 hver for 

sig. 

4 ,m o o 9.2 • Lad nu igen O ~R være en aben mængde, og lad ! : 

ind i Rn være en afbildningo Vi betragter et punkt ~ E O samt 

et retningssæt 1 = ( /\1 , ••• , 1\m), altså :6 =l= O. Mængden O 1 ~ R de

fineret ved 
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er åben, og vi har en afbildning ~ o1 ind i Rm defineret ved 

~(t)= f(~+t1). 

9.24.1. Definition. Hvis ~er differentiabel i o, siges f 

at være differentiabel i retningen 1 i punktet ~· Hvis ~ er dif

ferentiabel i o1 , siges f at være differentiabel på den rette 

linie få+t1l· Differentialkvotienten D~(o) kaldes den retnings-

afledede eller retningsdifferentialkvotienten af f i retning~n 

1 i punktet ~· 

9.24.2. ~tning. Hvis f i definition 9.2Lt.1 er differen

tiabel i å er dens retningsafledede i retningen 1 i punktet ~ 

givet ved 

df(~,1) = D1 f(~)A1 + ••• +Dmf(~)Am· 

Den ved ~(t) = ~ + t1 definerede afbildning~ o1 ind i O 

er nemlig differentiabel med d~(t,dt) = 1dt, og da ~ = fo~, fØl

ger sætningen af sætning 9.16.1. 

I det specielle tilfælde, hvor der er tale om en differen

tiabel afbildning f : O ind i R, indfører man ofte en afbild-

ning 

grad f 

defineret ved 

grad f= (D1f, ••• ,Dmf). 

Vi har da relationen 

df(~,h) = h"grad f, 

hvor vi benytter det i 8.4 indfØrte produkt af talsæt. 

9.25. Vi har set (9.12 ff.), at komplekse funktioner af 

komplekse variable kan differentieres efter lignende regler som 

reelle funktioner af reelle variable. En mere indgående under-

søgelseviser imidlertid, at der i en anden henseende er en 

væsentlig forskel mellem det reelle og det komplekse tilfælde, 

idet kravet om differentiabilitet er langt strengere i det kom-
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plekse til~ælde end i det reelle, således at visse komplekse 

~unktioner, der ~orekommer yderst regulære, alligevel ikke er 

di~~erentiable. 

Vi betragter altså en åben mængde O ~C og en a~ildning 

~ O ind i C. Vi skriver 

z= z1 + iz2 , w= w1 + iw2 , ~ = (z1 ,z2 ), ~ = (w1 ,w2 ) 

w= ~(z) = ~1 (~) + i~2 (~); o' = f~ l z E o j, 

hvor ~1 og ~2 a~bilder O' ind i R, og så gælder 

w1 = ~1(~), w2 = ~2(~), ~=f(~). 

Det ville nu være enkelt, hvis di~~erentiabilitet a~ ~ var ens-

betydende med di~~erentiabilitet med f, men vi ~år i stedet fØl-

gende mere komplicerede resultat: 

9.25.1. Sætning. Funktionen~ er di~~erentiabel, hvis og 

kun hvis a~bildningen f er di~~erentiabel og relationerne 

( 19) 

og i så ~ald gælder tillige 

(20) 

Tilsvarende gælder ~or di~~erentiabilitet i et enkelt punkt. 

Vi sætter h = h1 + ih2 , h= (h1 ,h2 ). Hvis ~ er di~~erentia

bel, har vi en opspaltning 

M ( z , h ) = D~ ( z ) h + s O (h ) l h l • 

Hvis vi sætter D~(z) = g1 (~) + ig2 (~) og spalter ligningen i 

r-ealdel og imaginærdel, ~år vi 

M 1 (,&,h) = g1 (~)h1 - g2 (~)h2 + s1 O (h) llhll 

M 2 (~,h) = g2 (~)h1 + g1 (,&)h2 + E20 (h) l ih li, 

som viser, at ~1 og ~ 2 er di~~erentiable, samt at 

D1~1 (~) = D2~2(A) = g1 (~), D1~2(&) = -D2~1(&) = g2(&), 

og dermed er det bevist, at den i sætningen an~ørte betingelse 
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er nØdvendig, samt at ligningerne (20) gælder, når f er diffe-

rentiabel. 

Hvis, på den anden side, f er differentiabel og (1 9) op

fyldt, har vi opspaltninger 

6f 1 (~,g) = D1 f i (.~)h1 + D2 f 1 (.~)h2 + Ei O (g) j [h il 

6f 2 (.~,g) = -D1 f 2 (~)h1 + D1 f 1 (,~)h2 + E2 O (g) lihll' 

og heraf fØlger nu 

~(z,h) = ~1 (~,h) + i~2 (~,h) = 

D1f1 (~)h + D2f1 (~) (h2-ih1) + (E1 O(h) + iE2 O(h)) lihll = 

o 
(D1f 1 (&)- iD2f2 (~))h +E (h)h, 

og dermed er sætningen fuldstændig bevist. 

Det fØlger specielt af sætningen, at de ved udtrykkene 

Rez, Imz, lzl, z definerede funktioner af z ikke er differenti-

able for nogen værdi af z. 

På den anden side har vi set, at summen af en konvergent 

potensrække er en differentiabel funktion. I den videregående 

teori vises det, at en differentiabel afbildning f : O ind i C, 

hvor O ~ C er en åben mængde, har den egenskab, at f(z) i en 

omegn af et punkt z
0 

E O kan skrives som sum af en konvergent 

potensrække ~a (z-z )n. n o Det nærmere studium af disse funk ti o-

ner her ført til en hØjt udviklet og meget omfattende teori, som 

også spiller en stor rolle i matematikkens anvendelser. 
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1. To lineære afbildninger f R2 ind i R4 og g 

er givet ved 

f(x1 ,x2 ) = (2x1-3x2 ,x1+2x2 ,3x1-x2 ,-x1+x2 ) 

g(x1 ,x2,x3,x4) = x1 + x2 - x3 + x4. 

Bestem afbildningen gof. 

2. To lineære afbildninger f R3 ind i c og g c ind i c2 er 

givet ved 

f(x1 ,x2 ,x3 ) = x1 + ix2 - (1+i)x3 
g(z) = (z,-z). 

Bestem afbildningen gof. 

3. En afbildning f : R \ fOJind i R defineres ved 

5. 

6. 

1 1 

f(x) = (ex+ 1 )-1 (ex- 1). 

Undersøg om dels f, dels restriktionen af f til de positive 

tal eller til de negative tal, har en grænseværdi i o. 

Idet f(x) = (1 - cos x) 3 Vx, skal det vises, at f E 

Idet R er mængden af positive tal, og f(x) = log(1+e 
+ 

skal det vises, at f E o(R+;R;hP) for ethvert p E z. 
2 2 2 -1 Idet f(~) = (x1+x2+x

3
) x1x2x

3
, skal det vises, at afbild-

ningen f : R3 \ fQJ ind i R har en grænseværdi i Q. 

Vis direkte (som i 9.8), at den ved f(x) = 3 Vx definerede 

reelle funktion er differentiabel for x ~ o, men ikke for 

x = o. 

8. Vis direkte, at den ved f(x1 ,x2 ) = x~x~ definerede afbildning 

f: R2 ind i R er differentiabel, og angiv dens totale diffe-

rential. 

9. Vis, at den ved 
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'2 ... . . definerede afbildning f : R på R er d2fferent2abel i punk-

tet Q og angiv det totale differential 

10. Opskriv betingelsen for differentiabilitet af en afbildning 

f : C ind i R. Vis, at differentiabilitet i dette tilfælde 

medfører Df(z) = O (denne specielle differentiabilitetsteori 

er derfor helt uden interesse). 

11. Idet O er cirkelskiven fzl lz-1 J < 11 i C og afbildningen 

f : C ind i C er givet ved 

1 2 • 

CO 

f(z) = L n-1 (z-1 )n, 

n=1 

skal det vises, at Df(z) -1 
= z • 

Find for p E N en potensrækkeudvikling ~a zn for funktionen n 
(1-z)-P ved gentagen ledvis differentiation af rækkeudvik-

lingen for (1-z)-1 (sml. binomialrækken). 

13. Bestem konvergensradius for Taylorrækken (se 9.14) for den 

ved (1-z)-1 definerede funktion ud fra punktet z = ~i. 

14. En afbildning f : R3 ind i R3 er bestemt ved, at et punkt 

A= (x1 ,x2 ,x3 ) har billedpunktet (x1 ,x~,x~). Vis, at f er 

differentiabel og angiv df. 

15. Vis (ved anvendelse af sætning 9.16.1 ), at den ved 

f(x1 ,x2 ) = sin(x~- x~) 
definerede afbildning f : R2 ind i R er differentiabel, og 

angiv df.. 

16. Vis, at den ved 
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er differentiabel, og angiv df. 

17. Vis, at den ved f c~J = 11!11 definerede afbildning f : Rn ind 

i R er differentiabel for ! =f o, men ikke i punktet Q. 

18. Vi betragter en åben mængde O ~ Rm, et punkt g E O og en af

bildning! : O ind i Rn. Desuden betragter vi afbildningen 

6af : O - ~ ind i Rn. Vi antager , at f er differentiabel i 

O, og vi betragter opspaltningen 

6~f(h) = d~f(h) + t-
0
(h) 11!111· 

Vis, at E
0(g) er kontinuert i hele O - ~· 

19. Idet punkterne i R2m skrives(!,~)- (x1 , ••• ,xm;y1 , ••• ,ym)' 

hvor altså x E Rm, y E Rm, definerer ~(!,y) = !.Y en afbild

ning ~: R 2m ind i R. Vis, at ~ er differentiabel, og vis re-

la t ionen 

20. Udregn de partielle differentialkvotienter af følgende af

bildninger af R3 ind i R: 

f defineret ved f(x1 ,x2 ,x
3

) 
x, 

+ sin + Arctg x3' = e x2 

g defineret ved g(x1 ,x2,x
3

) 
x, 

sin x2 Arctg x
3

, = e 

~ defineret ved ~(x1 ,x2 ,x
3

) 
x, 

sin Arctg x1 • = e x, 

21. Udregn differentialkvotienten af afbildningen f: ]O,=[ ind 

i R defineret ved f(x) = x(xx) ved at benytte det sidste ek

sempel i 9.10 i forbindelse med sætning 9.16.1. 

22. Vis, at den ved 

for ! f Q 

definerede afbildning f R2 ind i R er partielt differenti

abel med hensyn til x1 og med hensyn til x2 , skønt f ikke er 

kontinuert i Q. 
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23e Vis, at den ved 
O for x = O 

f(x1 ,x2 ,x39 x4 ) = [ 
~ - 4 x1x2x3x4 for ~f Q 

definerede afbildning f R4 ind i R er partielt differen

tiabel overalt med hensyn til 3 vilkårlige af de 4 variable. 

Vis, at afbildningen f er diskontinuert i Q. 

24. Udregn det totale differential af hver af afbildningerne 

f(x,y) = Arctg Y... 
x' :f f(x,y)jx f OJ ind i R 

g(x,y) = Arccot ~. g f(x,y)jy f 01 ind i R. y' 
Tegn en (x,y)-plan og vis, hvorledes værdien af hver af 

funktionerne er en vinkel i planen, og forklar derved over-

ensstemruelsen mellem resultaterne. 

25. Opgave 1 og 2 i kapitel 2 i forbindelse med undersøgelserne 
n n i dette kapitel viser, at 2 potensrækker Lanx og ~bnx der 

er konvergente med samme sum i et interval ]-h,h[, hvor 

h> 0 1 stemmer overens koefficient for koefficient. Indsæt 

f(x) = x + 

n=2 

i differentialligningen 

(D
2 

- D
0 :X = O, 

og bestem derved en løsning til denne differentialligning. 

(Man må først antage, at potensrækken konvergerer i et inter

val om O, og når rækken er bestemt, må man kontrollere, at 

denne antagelse slår til. 

26. Vis ved en lignende fremgangsmåde som i opgave 25, at diffe-

rentialligningen 
2 o (xD - D + D )X = O 
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har en og kun een løsning, der kan skrives som en sum af en 

uendelig potensrække af formen x2 + a3x3 + a4x4+••• • 

27. En afbildning R2 ind i R3 er defineret ved 

f(~)= (x1 cos x2 , x1 sin x2 , ax1 ), 

hvor a er konstant. Vis, at afbildningen er injektiv og dif-

ferentiabel. Angiv df. 

28. Givet en åben mængde O~ R2 , samt en kontinuert afbildning 

f ~ O ind i R. Hvorledes bestemmer man de afbildninger F ~ O 

ind i R, som tilfredsstiller D1F = f. For eksempel: 

O = R2 ; f(x) = cos x1 
O = R2 ; f(~) = cos x2 

O = R2; f(~) = cos(x1x2 ). 

29. Bestem de afbildninger F O ind i R, som tilfredsstiller 

30. Angiv en afbildning F : R2 ind i R med det totale differen

tial 

1) dF(1f,d]f) 2 2 
= (x1 -x2 )dx1 - 2x1x2dx2 

2) dF(~,d~) 
x x 

=e 1cos x2dx1 +e 1 sin x2dx2• 

31. Angiv afbildninger F: R2 ind i R med følgende totale diffe-

rentialer 

32. Vis, at ingen afbildning F O ind i R, hvor O ~ R2 er åben, 

har det totale differential 

33- En afbildning f : R2 er givet ved 

f(x,y) = (excos y+ e-xsin y, -exsin y+ e-xcos y). 
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Bestem for® E R og (x,y) ER2 den retningsafledede af f i 

retningen (cos ®,sin ®) i punktet (x,y). Angiv de retninger, 

i hvilke den retningsaflededes norm er mindst og størst. 

34. Vis, at den ved 

w= log z= logjzj +i Arg z 

definerede afbildning log ~ C ind. i C er differentiabel und

tagen på den negative reelle akse. Angiv differentialkvotien-

ten. 

35. Udregn differentialkvotienten af 

i i+iZ w = Arctg z = -2 log --'~ -.,-1z 

i den åbne mængde, der består af de punkter, hvor funktionen 

er kontinuert. 

Vanskeligere opgaver. 

36. Lad O ~ Rm være åben og f : O ind. i I ~R være d.ifferentia-

bel. Lad g I ind i R være differentiabel. Da fremkommer 

d.(gof) af df ved multiplikation med en funktion, som afbil

der O ind i R. Formuler og bevis en omvendt sætning. 

37. En afbildning f : Rm ind i R kaldes homogen af grad p, såfremt: 

V k> O. V~ ERm (f(k~) = kpf(~)). 

Bevis, at en sådan funktion tilfredsstiller Euler's relation 

~ 
\' x D f(x) = pf(x). 
~ I-lt-t- -

t-t=1 

38. Punkterne i (x,y)-planen kan også fastlægges ved de polære 

koordinater (r,®), hvor r og® er numerisk værdi og argu

ment af det komplekse tal x + iy. Mellem de to slags ko-

ordinater gælder relationerne x = rcos®, y= rsin®. 

I anvendelserne mØder man ofte differentiable funkti-
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oner f : R2 ind i R givet 

i polære koordinater 1 alt

så på formen z = f(x,y) = 

g(r 1 ®). Find ~~ 
trykt ved g~ og 

o z og- ud-oy 
o z 
-- Punko®" 

tet Q indtager en undta-

MA 9. Opgaver 38-40 

Y~~' 

(x, y) 

r 

gelsesstilling, og de fundne resultater gælder ikke i dette 

punkt. 

39. Vis, at den ved 

O for 2f = Q 
4 2 -1 2 (x1 + x 2 ) x1 x 2 for ~ 4 O 

definerede afbildning f : R2 ind i R er differentiabel på 

enhver ret linie i R2
, men alligevel diskontinuert i Q. 

Svær opgave. 

40. Lad 
2 f(z) = a1 z + a2 z + ••• 

være en potensrække med konvergensradius R > O. Vis 1 at der 

for a1 i O eksisterer en omegn af O, som afbildes bijektivt 

af f. Vis, at det for enhver potensrække, der ikke reduce

res til 1 konstant led, gælder, at enhver åben delmængde af 

konvergenscirklen ved den ved potensrækken definerede afbild

ning afbildes på en åben delmængde af Cø 
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Kompakthedsteori 

med anvendelser på differentiabilitetsteori. 

10.1. De videregående undersøgelser af differentiable funk-

tioners egenskaber bygger på de hovedsætninger om kontinuerte 

funktioner på afsluttede intervaller, som også spiller en rolle 

i gymnasieundervisningen. I det fØlgende skal vi diskutere, i 

hvilket omfang disse sætninger kan udvides til kontinuerte af-

bildninger af metriske rum ind i metriske rum. I virkeligheden 

kan sætningerne i et vist omfang overføres til kontinuerte af

bildninger af topologiske rum ind i topologiske rum, men en så-

dan udvidelse vil ikke blive gennemført i dette kursus. 

Det viser sig, at de omtalte hovedsætninger for så vidt 

angår afbildninger af mængder i :Rm er gyldige, når man i stedet 

for afsluttet interval blot sætter afsluttet, begrænset mængde. 

Forholdene bliver imidlertid lidt mere komplicerede for afbild-

ninger af vilkårlige metriske rum, og deres formulering nødven-

diggØr indfØrelsen af et vigtigt, nyt begreb, kompakthed. 

10.2. Vi betragter et metrisk rum T ~ (M,dist) og en del-

mængde A~ T. Vi vil interessere os for muligheden af, at A~ T 

har fØlgende to egenskaber: 

I. For ethvert r > O eksisterer der endelig mange punkter 

Kort udtrykt: 

n 
(eventuelt € A), således at A~ U K(av,r). 

v~1 

for ethvert r > O kan A dækkes med endelig 

mange kugler med radius r. 

II. Enhver punktfØlge (b ) på A har en delfØlge, som er en 
n 

fundamentalfØlge. 

10.3. Vi indleder vore undersøgelser med fØlgende hjælpe-

sætning: 

10.3.1. ~mm~· Hvis A~ T har egenskaben I, medens (bn) er 



Mat .1 , 1 961 -62 MA 10. 2 

en punktfØlge på A, og r er et positivt tal, eksisteret der en 
af 

delmængde B ~ A med diam B ~ 2r, som indeholder en delfØlge v(bn). 

Der eksisterer nemlig punkter a1 , ••• , a E T, således at 
n n n 

A c U K(a ,r), hvilket medfØrer A = U Av' hvor Av = A n K(av,r). ;;;: 

v=1 v V=1 
For hvert v gælder diam A ~ diam K(a ,r) ~ 0-n og da bn for v v <-.L ' 

hvert n E tr tilhØrer en a:f mængderne Av, vil en a:f di s se inde

holde en delfØlge af (bn)o 

10.3.2. §ætninE• Egenskaberne I og II er ækvivalente. 

Vi viser fØrst, at egenskaben I implicerer egenskaben II, 

og vi antager derfor, at A ~ T har egenskaben I. Vi benytter 

lemma 10.3.1. med r = ~' og finder, at der eksisterer en mængde 

diam A1 ~ 1 og delfØlge (a1n) af (an) på A1 • 

Vi anvender nu lemma 10.3.1 med r= tt på A1 ~T og fØlgen (a1n)' 

og vi får en mængde A2 ~ A1 med 

diam A2 ~ ~ og delfØlge (a2n) af (a1n) på A2 • 
1 I næste trin vælger vi r = 6 og anvender lemma 10.3.1 på A2 og 

fØlgen (a2n). Idet denne proces kan fortsættes i det uendelige 

(dette burde vises ved et induktionsbevis, som dog er helt tri

vielt) får vi en fØlge af delmængder 

A1 ~ A2 ~ A3 ~ . . . 
med diam A q ~ 

1 samt en fØlge af' fØlger -, q 

( a1 n)' ( a2n)' ( a3n) ' • • • ' 
hvor hver fØlge har alle de fØlgende som delf'Ølger, og hvor (aqn) 

for hvert q ligger i An. For 

elementer fra index q ligger 

fØlgen (a ) gælder da, at dens nn 
i A , som har diameter < 1. Men 

q = q 

det viser netop, at (ann) er en f'undamentalf'Ølge. Dermed har vi 

bevist, at I ~ II. 

Beviset for II ~I fØres indirekte. Vi antager altså, at I 
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ikke er opfyldt. Vi skriver betingelsen I i formelt sprog: 
n 

Vr >O 3 a1 , ••• ,an E A (A~ U K(av,r)). 
V=1 

Antagelsen 9 at I ikke er opfyldt, er negationen af denne rela-

tion, altså 

n 
3r >O V a1 , ••• ,an E A (A~ U K(av,r)). 

V=1 

Betingelsen i parentesen siger, at A omfatter punkter, der fal-

der udenfor alle kuglerne K(av,r), og betingelsen kan derfor 

også skrives 

v=1, ••• ,n). 

Idet r > O vælges i overensstemmelse med denne betingelse, 

kan vi altså et for et vælge punkter a1 ,a29 o•• i mængden A, så

ledes at hvert punkt har afstand f r fra alle de foregående& 

FØlgen (an) har da den egenskab, at 

(p,q) med p 4 q. Enhver delfØlge af 

dist(a ,a ) f r for alle p q 

(a ) vil da have den samme n 

egenskab og kan således ikke være en fundamentalfØlge. Vor an-

tagelse medfØrer således, at betingelsen II ikke er opfyldt. 

10.4. Vi vil belyse det foregående med et par eksempler. 

Vi bemærker først~ at sætning 8.7.2 viser, at de ifØlge sætning 

10.3.2 ækvivalente betingelser I og II højst kan være opfyldte 

for begrænsede mængder. På den anden side har vi 

4 ~m 10 •• 1. Sætning. En mængde A~ rt har egenskaberne I og 

II, hvis og kun hvis den er begrænset. 

Lad r > O være givet. For J2. E Zm indfører vi "kassen" K(:g) 

defineret ved 

... m . . , 
Det er klart, at hvert x E R t1lhØrer m1ndst en af disse kas-

ser. Vi behØver blot for hvert v at vælge pv det (eller et af de) 
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hele tal, der ligger nærmest ved 
XV 
2r v(m+1 ) , og vi har da 

x E K(g). Hvis A er begrænset, er A indeholdt i en lfstor kasse" 

K* == [! l l x) < V::::1, ••• ,mJ, 

og denne kasse omfatter netop (2N)m af de små kasser. Hver af 

de små kasser er helt indeholdt i kuglen med samme midtpunkt og 

med radius r. Dermed er sætningen vist. 

En tilsvarende sætning gælder ikke for Hilbertrummet. Ba-

sis fØlgerne 

§.1 ::: (1 ,o,o,o, ••• ) 

~2 ::: (0,1 ,o,o, ••• ) 

§.3 = (o,o,1,o, ••• ) 

tilfredsstiller betingelsen Ile - e 11 = ..,J2 for p f q, hvilket -q -p 

viser, at mængden fe l n E NJ er begrænset, og at ingen del-n 

fØlge af (e ) er en fundamentalfØlge. -n 
10.5. Ved siden af egenskaberne I og II ved en punktmængde 

A i et metrisk rum T skal vi interessere os for fØlgende egen-

skaber, der kan opfattes som skærpede former af I og II: 

I'. Enhver overdækning af A med åbne mængder har en del-

mængde, som er en overdækning af A. UdfØrligere: Hvis 

foj l j E JJ er en mængde af åbne mængder, og A~ U Oj' 
... jEJ 

eksisterer der en endelig delmængde J. ~ J, således at 

A ~ U* O .• 
jEJ' J 

II'. Enhver punktfØlge (a ) på A har en delfØlge, som konvern 

gerer mod et grænsepunkt i A. 

10.5.1 §..c!:tnin_g. I'=} I!\ II'=} II. 

For r > O vil mængden fK(x,r) x E AJ være en overdækning 

af A, og af I 1 fØlger da, at en vis delmængde fK(a1 ,r), ••• ,K(an,r) J 

udgØr en endelig overdækning, men det er netop påstanden I. At 
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II' ~ II fØlger af, at en hver konvergent fØlge er en funda

mentalfØlge (sætning 8.9.3). 

Af hensyn til det fØlgende beviser vi fØlgende hjælpesætning, 

der ofte kan vise sig nyttig: 

10.5.2. Lemma. Hvis punktmængden A i det metriske rum T op

fylder betingelsen II', vil enhver aftagende fØlge F1 ~ ? 2 d·~· 

af ikke tomme, afsluttede (relativt til A eller F) delmængder 

af A tilfredsstille betingelsen n Fn ~ Ø. 

Da mængderne F ikke er tomme, kan vi for hvert n E N vælge n 
x E F • På grund af II' har (x ) en delfØlge (y), som konver-n n n n 

gerer mod a E A. Da det for n ~ N gælder, at Yn E FN' og FN er 

afsluttet, har vi a E FN' og da dette gælder for alle N, kan vi 

slutte, at a E n F , hvilket viser, at n F ~ Ø. n n 
Vi har tidligere set, at II' er opfyldt for et afsluttet 

interval på R. Derved bliver sætningen om intervalindsnævring 

et specialtilfælde af lemma 10.5.2. \ 

10.6. Vi stiler nu mod at vise en hovedsætning, der siger, 

at egenskaberne I' og II' er ækvivalente. For at beviset ikke 

skal blive alt for tungt, vil vi indlede med et par beskedne 

hjælpesætninger, der kun vil blive benyttede ved dette speciel-

le bevis. 

10.6.1. ~~· Lad A være en punktmængde i et metrisk rum 

T, og lad (a ) være en fundamentalfØlge på A. Hvis (a ) ikke er n n 

konvergent mod et grænsepunkt i A, er mængden ~an l n ~ NJ af-

sluttet relativt til A for enhver værdi af N. 

Vi sætter BN = ~an l n~ NJ, og vi bem~rker fØrst, at BN = 
A medfØrer, at BN er afsluttet relativt til A. Hvis dette ikke 

indtræffer, betragter vi et vilkårligt punkt a E A \ BN. Lad os 

antage, at a E BN' og lad E være et positivt tal. Da (an) er en 

fundamentalfølge, kan vi vælge N' ~ N, således at diam BN' < 
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Da BN \ BN er en endelig mængde er C(BN \ BN) og derfor også 

K(a~~E) n C(BN \ BN,) en omegn af a, og der eksisterer derfor 

et q > N' med 

aq E K(a,~E) n C(BN \ BN)' altså aq E K(a,~E). 

Da nu aq E BN' og diam BN' <~E, kan vi slutte, at BN' ~ K(a,E). 

Men det viser, at (a ) --+ a i modstrid med forudsætningerne. Altn 

så kan antagelsen a E BN ikke være rigtig, og dermed har vi vist, 

at BN er afsluttet. 

10.6.2 ~mm~. Lad A være en punktmængde i et metrisk rum 

T~ og lad 6 = foj l j E JJ være en overdækning af A med åbne 

mængder. Vi antager, at II' gælder for A ~ T. Hvis 6 ikke inde

holder en endelig overdækning af A, og hvis E er et positivt 

tal, findes der en relativt til A afsluttet delmængde A1 ~ A, 

således at diam A1 ~ E og således at 6 ikke indeholder nogen 

endelig overdækning af A1 • 

På grund af implikationerne II' ~ II og II ~ I, kan vi væl

ge a 1 , ••• ,an E A, således at kuglerne K(av'~) overdækker A. Sæt-

ter vi nu Av =A n K(av,~), har vi 

A= A1 u A2 u ••• u A ' n 

hvor afslutningerne er dannet relativt til A. Hvis 6 nu inde-

holdt en endelig overdækning af hver af mængderne A , ville v 
foreningsmængden af disse overdækninger være en endelig over-

dækning af A indeholdt i 6. Altså kan vi vælge et v, således 

- ( F:) at 6 ikke indeholder en endelig overdækning af Av. Af Av ~ K av,2' 

fØlger diamAv ~ E. Ved at anvende sætning 8.27.3 på afbildnin

gen dist af mængden Av x Av' hvis afslutningen er Av x Av, får 

vi heraf, at diamAv ~ E. Dermed er sætningen fuldstændig be

vist. 

10.7. Vi er nu rustede til beviset for hovedsætningen om 

kompakte mængder i metriske rum. 
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10.7~1. Sætning. For en punktmængde A i et metrisk rum T 

gælder I' <===} II 1 
o 

Vi viser først I' ~ II'. Lad (b ) være en punktfølge på A. n 

Da I' ~ I og I ~ II, kan vi umiddelbart slutte, at (b n) har en 

delfølge (a )~ som er en fundamentalfølge. Lad os antage, at (a ) n n 

ikke konvergerer mod et grænsepunkt i A$ Vi kan da benytte lemrr.::t 

10 .. 6.1' som fortæller os, at mængderne BN = fan n~ N J er af~ 

sluttede relativt til A. Mængderne ON =A \ BN, N = 1~2,,,"~: er 

da åbne, relativt til A, og fon l n E N J er en overdækning af A, 

idet hver aq tilhører On for n > q, og alle øvrige elementer af 

A tilhører alle mængderne On, På den anden side vil enhver ende-· 

lig delmængde af fOn j n E NJ indeholde et On med højest mærke

tal, og a vil da for q > n ikke tilhøre nogen af mængderne, Al t-"· q 

så er egenskaben I 1 ikke opfyld t" Vi har således fundet en mod·~ 

strid mod vore forudsætninger, og antagelsen, om at (an) ikke 

konvergerer mod et grænsepunkt i A, kan således ikke være rigtig" 

Dernæst viser vi II' "* I 1 ., Dette er den vanskeligste del af 

beviset for sætning 10.7.1, men de fleste af vanskelighederne er 

overvundet i vore hjælpesætninger, så resten kan klares på ret få 

liniere Vi fører vort bevis indirekte, idet vi antager, at der 

findes en overdækning 6 = f O. j j E JJ af A med åbne mængder, så--
J 

ledes at 6 ikke indeholder en endelig overdækning. Ifølge lemma 

10~6.2 findes der en relativt til A afsluttet delmængde F1 ~A 

med diam F1 ~ 1, og således at 6 ikke indeholder en endelig over

dækning af F1 " Vi anvender så lemma 10.6.2 på F1 og får F2 ~ :P1 s 

1 o afsluttet relativt til F1 , med diam F2 ~ 2 , og saledes at 6 ikke 

indeholder en endelig overdækning af F1 " Da nu F1 er afsluttet 

relativt til A, indeholder F1 afslutningen af F2 relativt ~~il A, 

og denne bliver derfor identisk med afslutningen af F 2 relatj_vt 
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til F1 , altså med F2 • Altså er F2 afsluttet relativt til A. Ved 

fortsat anvendelse af lemma 10.6.2 får vi efterhånden en afta

gende følge (F ) af mængder, som er afsluttede relativt til A, n 

og som tilfredsstiller diam F < 1, og hvor 6 ikke indeholder n= n 
en endelig overdækning af Fn. Ifølge lemma 10.5.2 kan vi finde 

et punkt a, der ligger i alle mængderne F • Da 6 er en overdæk
n 

ning af A, kan vi finde o E 6, således at aE o q" Der eksisterer q 
da et r > o, således at K(a,r) c o . :::: q Vi vælger -1 nu et n> r , 

da aE F og diam F < 1 < r, n n= n har vi F n ~K(a,r) ~ o q. Så er 

f OqJ ~ 6 en endelig overdækning af F n. Ovenfor fandt vi, at 6 

ikke indeholdt nogen endelig overdækning af F • Dermed har vi n 

og 

en modstrid, og vi kan slutte, at antagelsen om, at 6 ikke inde-

holder nogen endelig overdækning af A må være forkert. 

10.8. Hovedsætningerne om kontinuerte funktioner kan ikke 

overføres til helt vilkårlige punktmængder i metriske rum, og en 

nærmere undersøgelse viser, at disse sætninger gælder for netop 

de punktmængder, der har egenskaberne I' og II'. Det er derfor 

rimeligt at give disse punktmængder et særligt navn. 

10.8.1. Definition. En punktmængde A i et metrisk rum T 

kaldes kompakt, hvis og kun hvis den tilfredsstiller de indbyr

des ækvivalente betingelser I' og II'. 

Punktmængden A kan opfattes som et delrum A ~ T, og betin

gelsen II' vedrører da åbenbart kun delrummet A, således at kom-

pakthed bliver en egenskab ved selve rummet A uafhængig af rum-

met T. I princippet kunne vi hele vejen nøjes med at tale om 

kompakthed af metriske rum, men vi måtte da ved anvendelserne i 

højere grad støtte os til teorien for delrum, så vi ville være 

nødt til at udvikle denne teori mere detaljeret, end vi har gjort 

det i det foregående. 
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10.9. Vi vil vise en række små sætninger om kompakte rum og 

om kompakte ~ongder i metriske rum. 

10.9.1. Sætnigg. Et kompakt rum er fuldstændigt. 

Lad T være et konpakt rum, lad (an) være en fundamentalfØl

ge i T og lad E være et positivt tal. Vi kan vælge N, således at 

mængderne Bn = faq l q ~ nJ for n ~ N tilfredsstiller betingelsen 

diam Bn < !E. Da T er kompakt, har (an) en delfØlge, som konver

gerer mod et grænsepunkt a E T. Heraf fremgår, at Bn indeholder 

et punkt af kuglen K(a,!E) og for n~ N har vi da Bn ~ K(a,E). 

10.9.2 Sætning. En kompakt mængde A i et metrisk rum T er 

begrænset og afsluttet. 

Da betingelsen I er opfyldt for A, er A begrænset ifØlge 

sætning 8.7.2. For at vise, at A er afsluttet, betragter vi et vil-

kårligt punkt a E A. Om afbildningerne 

~ : A ind i T x T defineret ved ~(x) = (a,x) 

dist : T x T ind i ~ 

ved vi, at de er kontinuerte (se 8.17 samt sætning 8.19.1), idet 

~ er isometrisk. Altså er ~ = dist o ~ : A ind i ~ kontinuert. 

Vi har ~(x) = dist(a,x). Mængden 

K(a,r) = ~-1 ([o,r]) = (x l dist(a,x) ~ r A x E A) 

er altså afsluttet (sætning 8.27.2) relativt til A, og for r >O 

er K(a,r) ~ Ø, da a ikke er et ydre punkt for A. Af lemma 10.5.2 

fØlger nu, at mængderne K(a,~), n= 1 ,2, ••• har et fælles punkt 

b E A. For b gælder imidlertid dist(a,b) s 1 for alle n E N, alt- n 

så dist (a,b) = O, hvilket medfØrer a = b. Dermed har vi vist, 

at et vilkårligt punkt a E A er element af A. Altså er A afslut-

tet. 

10.9.3. Sætning. En puructmængde A i et kompakt metrisk rum 

T er kompakt, hvis og kun hvis den er afsluttetø 
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Vi bemærker, at "kun hvis" er et specialtilfælde af' sætning 

i0.9.2, så vi skal blot bevise "hvis". Vi antager altså, at A er 

afsluttet~ og at T er kompakt. Mængden CA = T \A er da åben 

(sætning 8.26.2). Lad 6 være en overdækning af' A med åbne mæng

der. Så er fCAJ u 6 en overdækning af' T med åbne mængder, og da 

T er kompakt, indeholder den en endelig overdækning 6i af' T. Så 

er 6i \ fCAJ ~ 6 en endelig overdækning af' A, og dermed er sæt

ningen bevist. 

10.i0. Det særlig vigtige spørgsmål om kompakthed af' mæng-

der i et m-dimensionalt rum besvares fuldstændigt ved fØlgende 

sætning. 

A ·m . k i0.10.i. §ætning. En mængde ~R er kompakt, hvls og un 

hvis den er begrænset og afsluttet. 

Vi bemærker, a t "kun hvis il fØlger umiddelbart af' sætning 1 O. 

9.2. På den anden side har en begrænset og afsluttet mængde A i

fØlge sætning 10.4.1 egenskaben II. En vilkårlig f'Ølge (an) :på A 

har således en delfØlge (bn)' som er en fundamentalf'Ølge. IfØlge 

sætning 8.10.2 har fØlgen (bn) da en grænseværdi b i rummet T, 

men da A er afsluttet, har vi ifØlge sætning 8.27.1 ~ at b E A. 

Dermed har vi vist, at A har egenskaben II', og dermed er sætning 

10.10.1 bevist. 

" , m 
Af' sætning 10.10.-1 f'remgar, at e!}_b~E~~.!-~n!E.:~f2~~ i R 

h~-~n_fQgy~gent delf'21JLe. Dette er Bolzano-Weierstrass' sætning~ 

Desuden fØlger det, at ~verdækning af' en lukket 2B be8!~~et 

E~nk~gde i Rm med åbne mængder indeholder en endelig_overd~k

ning: Dette er Borel's overdækningssætning. Denne sætning har væ-

ret et vigtigt hjælpemiddel ved mangfoldige matematiske undersø-

gelser, og den er altså nu indbygget som et yderst vigtigt led i 

kom:pakthedsteorien. Den anvendes måske ikke så ofte direkte, men 

meget ofte mere indirekte, idet kompakthedeteorien i sin helhed 
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har en central betydning som grundlag for den matematiske ana-

lyse. 

10.11. For produktrum har vi fØlgende fundamentale sætning: 

10.11.1. ?~tning. Lad T1 og T2 være metriske rum. Hvis T1 
og T2 er kompakte, er produktrummet T = T1 x T2 kompakt. 

En fØlge (xn) i '1_1 , hvor xn = (x' x") 
n' n ' 

x' E T1 ' n 
XII 

n E T2 har, 

da T1 er kompakt, en delfØlge (yn)' Y n = (y~ ,y~), hvor (y') n er 

konvergent. Da T2 er kompakt, har (y n) en delfØlge ( zn)' z = n 

(z~,z~), hvor (z~) er konvergent. Da (z~) er en delfØlge af (y~) 

er (z') konvergent. Da både (z') og (z") konvergerer er (z ) kon-n n n n 

vergent. 

10.12. Vi skal nu studere kompakthed i forbindelse med af-

bildninger, og vi indleder med kompakthedsteoriens fØrste hoved-

sætning: 

10.12.1. Sætning. Lad S og T være metriske rum og f : S ind 

i T en kontinuert afbildning. Hvis S er kompakt, er billedmæng-

den f(S) kompakt. 

Lad 6 = foj l j E JJ være en overdækning af f(S) med åbne 

mængder. Da er f-1 (6) = ff-1 (Oj) l j E JJ en overdækning af S 

med åbne mængder, og vi kan derfor finde endelig mange oj med 

j E J, således at mængderne f-1 (o j) dækker s, og mængderne o. 
J 

vil da dække f(S). 

Som eksempel kan vi nævne, at vi ved at anvende sætning 10. 

12.1 .på projektionsafbildningerne får, at ~~Qj~~tiog~f eg 

~o~ak~_mæn&Qe er k2mpa~t, altså begrænset og afsluttet. Det er 

derimod ikke rigtigt, at en projektion af en afsluttet mængde 

altid er afsluttete I planen udgØr en gren af hyperblen x 1x 2 = 1 

således en afsluttet mængde, men dens projektion :på x
1
-aksen er 

intervallet ]0,=[, som ikke er afsluttet. 
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Sætning 10.12.1 er kompakthedsteoriens fØrste hovedsætning. 

Dens forbindelse med gymnasieundervisningens hovedsætninger om 

kontinuerte funktioner ses klart af fØlgende specielle tilfælde: 

10.12.2. §æ~ping_. Lad S være et metrisk rum og f : S ind i R 
en kontinuert, reel funktion på S. Hvis S er kompakt, har mængden 

f(S) et største element og et mindste element. 

IfØlge sætning 10.12.1 er f(S) kompakt, altså ifØlge sæt

ning 10.10.1 afsluttet og begrænset. Altså er sup f(S) endeligo 

Efter sin definition er sup f(S) ikke et ydre punkt for f(S), og 

da f(S) er afsluttet, har vi altså sup f(S) E f(S). Analogt for 

inf f(S). 

10.13. Kompakthedsteoriens anden hovedsætning udtaler sig 

om en egenskab, der kaldes ]-_i"geJ:1:g kontinJ:!lli.!. Vi møder her fe~:· 

fØrste gang glosen ligelig, der benyttes i forbindelse med rela

tioner, der indledes med VE > O 3o > O eller Vs > O 3N E N. Hvis 

der i en sådan relation indgår variable, kan det have betydning 

om o > O kan vælges, således at det på engang kan benyttes for 

alle værdier af de variable. Lad os betragte de metriske rum S 

og T, hvor vi i begge rum betegner afstandsfunktionen med dist, 

idet der ikke er fare for misforståelse. At f : S ind i T er 

kontinuert i et bestemt punkt x E S udtryltkes ved relationen 

Vs >o 3o >o Vy E K(x,o) (dist(f(x),f(y)) < s). 

At f : S ind i T er kontinuert udtrykkes ved relationen 

Vx E s Vs >o 3o >o Vy E K(x,o) (dist(f(x),f(y)) <s). 

At f : S ind i T er li~lig kontinuert betyder, at denne betin

gelse er opfyld t i den skarpere form, a t det samme o > O kan be-

nyttes for alle x E S" For at udtrykke dette må vi flytte kvan·-

toren Vx E S hen bag den eksistentielle kvantor, og relationen 

bliver derfor 

Vs >o 3o >o Vx E s Vy E K(x,o) (dist(f(x),f(y)) <s). 
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Her udtrykker kvantorerne Vx E S Vy E K(x,o), at påstanden skal 

være opfyldt for alle x og y i S med dist(x,y) < o, og vi fore

trækker derfor at skrive relationen på den mere symmetriske form 

(1) Ve> o 3o >o Vx E s Vy E S(dist(x,y) <o~ dist(f(x),f(y)) <~ 

Vi definerer derfor: 

10.13.1. Definition. En afbildning f : S ind i T, hvor S 

og T er metriske rum, kaldes ligelig kontinuert, hvis og kun 

hvis den tilfredsstiller betingelsen (1). 

Som en forberedelse til beviset for hovedsætningen vil vi 

dreje betingelsen (1) på den anden måde. På grund af den logiske 

relation 

(A~ B) ~L~ (non B~ non A), 

kan (1) også skrives 

VE ) O 3o) O Vx E S Vy E S(dist(f(x),f(y)) ~E~ dist(x,y) ~ o). 

Vi indfører nu en punktmængde M(E) ~ S x S defineret ved 

( 2) M (g) = f( x' y) l di s t (f (x) 'f (y) ) ~ E L 
og betingelsen kan da skrives på den kortere form 

VE ) O 3o) O V(x,y) E M(E) (dist(x,y) ~o). 

Nu er dist jo en afbildning dist : S x S ind i R, og vi kan der

for lige så godt skrive 

VE >O 3o) O(inf dist(M(E)) ~o), 

og nu er o blevet overflØdig i betingelsen, som reduceres til 

(3) VE> O(inf dist(M(E)) > O)ø 

Vi skal nu vise kompaktbedsteoriens anden hovedsætning. 

10.13.2. Sætning. En kontinuert afbildning f : S ind i T af 

et kompakt metrisk rum S ind i et metrisk rum T er ligelig konti-

nuert. 

Afbildningen dist o (f x f) : S x S ind i R er kontinuert, 

da den er sammensat af kontinuerte afbildninger. Mængden M(E) 

(se (2)) er netnp originalmængden ved denne afbildning til den 
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afsluttede mængde [s,oo]. Af sætning 8.27.2 fØlger derfor~ at 

M(s) er afsluttet. IfØlge sætning 10.11 .1 er S x S kompakt, og 

derefter fØlger af sætning 10.9.3, at M(s) ~ S x S er kompakt. 

Da dister kontinuert på S x S, er dens restriktion til M(s) 

ligeledes kontinuert, og ifØlge sætning 10.12.2 har dist(x,y) en 

mindste værdi inf dist(M(s)) på M(s). For (x,y) E M(s) gælder 

nu dist(f(x),f(y)) ~E >O, altså f(x) t f(y), altså x t y, altså 

dist(x,y) > O. Specielt gælder dette også for den mindste funk

tionsværdi, altså inf dist(M(s)) > O. Dermed har vi vist, at be

tingelsen (3) er opfyldt. 

Det specielle tilfælde af sætning 10.13.2, der handler om 

en reel funktion af en reel variabel på et interval, omtales i 

en del af de i gymnasiet benyttede lærebØger som en sætning om en 

funktions oscillation. 

10.14. Vi skal vise endnu en tredie hovedsætning om konti-

nuerte afbildninger af kompakte rum. Vi indleder med en defini-

tion: 

10.14.1. Definition. Lad S og T være topologiske rum. En 

• afbildning f:S ind i T kaldes en homOQillQ~,hvis og kun hvis f 

er bijektiv og såvel f som f-1 er kontinuerte. Rummene S og T 

kaldes homoomorfe,hvis og kun hvis der eksisterer en hornoamorfi 

f:S ind i T. 

Det fremgår umiddelbart af denne definition, at både f og 
-1 f afbilder åben mængde på åben mængde, afsluttet mængde på af-

sluttet mængde, kompakt mængde på komplet mængde. Af f(A) = B 

fØlger f(Å) = B, f(A) = B og f(åA) = OB, og analogt for f-1 • Det 

ses endvidere, at "homoomor.f'med11 er en ækvivalensrelation. Topo-

logien beskæftiger sig netop med de egenskaber og begreber, der 

bevares ved homoamorfe afbildninger. 

Vi skal nu vise den tredie hovedsætning. 
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10.14.2ø ~tni~. Lad S og T være metriske nm, og f:S ind i 

T en kontinuert, bijektiv afbildning. Hvis S er kompakt, er f en 
; 

homoomorfi. 

Lad F~ S være en afsluttet mængde. Da S er kompakt, er F 

kompakt ifØlge sætning 10.9.3, og f(F) er kompakt og dermed af
-1 sluttet ifØlge sætning 10.12.1. Sætning 8.27.2 viser nu, at f 

er kontinuert, og dermed er beviset fuldfØrt. 

Sætning 10.14.2 er ikke umiddelbart en generalisation af 

nogen af de fra gymnasiet kendte hovedsætninger om kontinuerte 

funktion. Hvis en funktion f:[a,b] ind i R er kontinuert, og af

bilder [a,b] bijektivt på mængden M ~ R, giver sætningen, at f 

har en kontinuert, anvendt afbildning f-1 :M på R. Derimod får vi 

ikke umiddelbart, at M er et interval, og det er netop det væsent-

ligste punkt i den i gymnasieundervisningen behandlede sætning. 

Vi skal vende tilbage til denne side af sagen i næste kapitel. 

1 O .15. Vi har nu afsluttet vor gennemgang af den generelle 

kompakthedsteori, og vi skal derefter gå over til nogle anvendel-

ser af teorien. Først vil vi vise nogle sætninger om afsluttede 

mængders indbyrdes beliggenhed i metriske rum og specielt i 

m-dimensionale rum. Vi antager hele tiden, at de optrædende punkt-

mængder ikke er tomme. 

10.15.1. Definition. Ved afstanden mellem punktmængderne A 

og B i det metriske rum T forstår vi talværdien 

di s t (A, B ) = i nf f di s t (x , y) l x E A 1\ y E B J • 

Hvis specielt A = {aJ skriver vi dist(a,B) i stedet for 

dist(A,B), og talværdien kaldes da afstanden mellem punktet a og 

mængden B. 

10.15.2. Sætning. dist(a,A) = O~ a E A. 
Af definitionen af ydre punkt ses umiddelbart, at 

dist(a,A) > O~ a E CA, 
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og sætningen er blot den tilsvarende ækvivalens mellem negatio

nerne 

10.15.3. Sæt~ing. Hvis punktmængderne A og B i det metriske 

rum T er kompakte, har vi 

3 a E A 3 b E B(dist(a,b) = dist(A,B)). 

Den ved dist(x,y) definerede reelle funktion på den ifØlge 

sætning 10.11 .1 kompakte mængde A x B antager ifØlge sætning 

10.12.2 en mindste værdi dist(a,b), som altså netop er 

inf f dis t (x, y) l (x, y) E A x B 1 

10.15.4. Sætning. Lad T være et metrisk rum og A~ T en 

punktmængde. Den ved ~(x) = dist(x,A) definerede afbildning 

~:T ind i R er kontinuert~ 

For x E T, y E T,c:·c;) O, vil K(x,~(x)+c:) indeholde punkter 

af A, og af sætning 8.2.4 fØlger 

K(x,~(x)+c:) ~ K(y,dist(x,y)+~(x)+c:), 

så vi kan slutte, at den sidste kugle indeholder punkter af A. 

Altså har vi 

~(y) ~ ~(x)+dist(x,y)+c:, 

og da dette gælder for alle c: > o, har vi 

~(y) ~ ~(x)+dist(x,y). 

Det samme ræsonnement kan gennemføres med x og y ombyttede. 

Altså gælder almindeligt 

l ~ (y) - ~ (x) l ~ di s t (x' y) • 

Afbildningen ~ er altså afstandsformindskende og dermed kon

tinuer t (se 8 .1 6) • 

10.15.5. §retning. Lad A og B være punktmængder i et metrisk 

rum T. Hvis A er kompakt, eksisterer der et punkt a E A, således 

at dist(a,B) = dist(A,B). 

IfØlge sætning 10.15.4 er den ved dist(x,B) definerede 
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reelle funktion kontinuert på den kompakte mængde A, og den 

har derfor ifØlge sætning 10.12.2 en mindste værdi dist(a,B), 

hvor a E A. For x E A, y E B har vi nu 

dis t (a, B) ~ di s t (x, B) ~ dis t (x, y) , 

og på den anden side er 

dist(A,B) = inffdist(x,y) l x E A A y E Bj ~ 

inf[dist(a,y) l y E B j = dist(a,B), 

hvormed sætningen er bevist. 

10.15.6. §~tnin~ Lad F være en afsluttet mængde i Rm$ og 

lad a være et punkt. Der eksisterer et punkt b E F, således at 

dist(a,b) = dist(a,F). 

Mængden F1 = F n KTa;r) er for et passende r > O kompakt 

og ikke tom. IfØlge sætning 1 O .15 .3 eksisterer b E F1 , således 

dis t( a, b) = dis t(a1F1 ). På grund af definitionen af F1 er 

dis t(a, b) ~ r, og for y E F \ F1 er di s t (a ,y) ~ r. Dermed er 

sætningen bevist. 

10.15.7. S~tning. Hvis A~ Rm er kompakt, medens B~ Rm er 

afsluttet, eksisterer a E A og b E B, således at dist(a,b) = 

dist(A,B). 

at 

IfØlge sætning 10.15.5 eksisterer a E A, således at 

dist(a,B) = dist(A,B). Ifølge sætning 10.15.6 eksisterer b E B, 

således at dist(a,b) = dist(a,B). Dermed er sætningen bevist. 

10.16. Vi skal nu repetere og i yderst beskedent omfang ud-

vide et afsnit af gymnasieundervisningen. 

10.16.1. Q~Lnition. Lad I~ R være et interval og f:I ind 

i R en afbildning. Vi siger, at f er stren~~t ~unkt 

x
0 

E I, såfremt der eksisterer et positivt tal o, således at 

V x E I n]x -o,x [(f(x) < f(x )) o o o 

V x E I n]x
0

,x
0

+o[(f(x) > f(x
0

)). 

Analogt for strengt aftagende. 
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10.16.2. Sætning. Lad I ~R være et interval og~ : I ind 

i R en afbildning. Hvis ~er di~~erentiabel i x
0 

E I har vi: 

Hvis D~(x0 ) > O, er ~ strengt voksende i x
0

; 

hvis D~(x0 ) < o, er ~ strengt a~tagende i x
0

• 

Lad os antage, at D~(x0 ) > (, Vi har opspaltningen 

6 ~ (h) ~ (D~(x ) + E
0

(h))h, 
xo o 

hvor E
0

(h) ~O ~or h~ O. Vi kan da vælge å, således at 

D~(x ) + E
0

(h) >O ~or !hl <å, o 

og det ses da, at 6 ~ (h) ~or O < !hl < å har samme ~ortegn som 
x o 

h, hvilket viser, at ~ er strengt voksende i x
0

• Analogt ~or 

D~(x ) < o. o 

10.16.3. Sætning. Lad I ~ R være et interval og ~ : I ind 

i R en afbildning. Hvis ~(x) antager sin mindste eller sin stØr-
o 

ste værdi i et punkt x
0 

E I og ~ er di~~erentiabel i dette punkt, 

er D~(x0 ) ~ O. 

Da x er indre punkt i I, og ~(x ) er den største eller o o 

den mindste ~unktionsværdi, er ~ hverken strengt voksende eller 

strengt aftagende i x0 ~ A~ sætning 10.16.2 ~Ølger da, at D~(x0 ) 

hverken er positiv eller negativ. 

10.16.4. Rolle~~g. Hvis den kontinuerte a~bildning 

~ : [a,b] ind i R er dif~erentiabel på ]a,b[, og ~(a) =~(b) =O, 

eksisterer der et punkt c E ]a,b[, hvor D~(c) =O, 

Da [a,b] er kompakt (sætning 10.10.1 ), eksisterer der i~Øl

ge sætning 10.12.2 en største ~unktionsværdi ~(x1 ) og en mindste 

funktionsværdi ~(x2 ). Hvis en a~ dem, ~.eks. f(x1 ) ~alder i 

]a,b[ er D~(x1 ) = O i~Ølge sætning 10.16.3~ I modsat fald ~alder 

x 1 og x 2 i intervalpunkterne, og vi får ~(x1 ) = f(x 2 ) =o, hvil

ket medfØrer, at ~(x) =o ~or alle x E ]a,b[, og så er D~(x) =O 

~or alle x E ]a,b[. 
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10.16.5. Den udvidede_middelv~di~ing. Hvis de kontinu

erte afbildninger f,g:[a,b] ind i R er differentiable på ]a,b[, 

eksisterer der et punkt c E ]a,b[, således at 

(f(b)- f(a))Dg(c) = (g(b)- g(a))Df(c). 

Vi indfører en hjælpefunktion ~:[a,b] ind i R defineret ved 

~(x) = (f(b)- f(a))(g(x) - g(a)) - (g(b) - g(a))(f(x) - f(a)). 

Af regnereglerne fØlger, at~ er kontinuert på [a,b], og dif

ferentiabel på ]a,b[ med 

D~(x) = (f(b) - f(a))Dg(x) - (g(b) - g(a))Df(x). 

Da vi endvidere har ~(a) = ~(b) =o, giver sætning 10.16.4 

umiddelbart eksistensen af punktet c. 

10.16.6. Diffe~tialregning~g_ru1ggely~rdi~~tning. Hvis den 

kontinuerte afbildning f:[a,b] ind i R er differentiabel på 

]a,b[, eksisterer der et punkt x E ]a,b[, således at 

f(b) - f(a) = (b-a)Df(c). 

Dette er et specialtilfælde af sætning 10.16.5 svarende til, 

at g er den ved g(x) = x definerede afbildning. 

10.16.7. §ætntg~. Lad I ~R være et vilkårligt interval og 

f:I ind i R en differentiabel afbildning. Hvis Df(x) = O for alle 

x E I, er f konstant~ Hvis Df(x) f O for alle x E I, er f vok

sende på I. Hvis det yderligere gælder, at Df ikke er identisk O 

i noget interval I
1 

~ I, er f strengt voksende. Analogt for 

Df(x) ~ o. 

For [x1 ,x2 ] ~ I giver sætning 10.16.7, at der eksisterer et 

punkt f~ ]x1 ,x2[, således at 

f(x2 ) - f(x1 ) = (x2 - x
1 

)Df(f). 

Heraf fØlger de to fØrste påstande umiddelbart. Hvis f er vok-

sende uden at være strengt voksende, eksisterer der punkter 
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konstant på [x1 ,x2 ], altså Df(x) =O for alle x E [x
1 
,x2 J~ 

10o17. Som allerede beviset for sætning 10.16.7 antyder, vil 

man i reglen anvende middelværdisætningerne på variable inter-

valler. Ved de særligt vigtige anvendelser af middelværdisætnin-

gerne på selve differentiationsteorien, betegnes intervalende-

punkterne ofte med x og x+h, hvor h er en tilvækst, som kan være 

positiv eller negativ. Et punkt i det åbne interval med ende

puructerx og x+h betegnes da x+®h, hvor@ E ]0,1[o Er der tale 

om en afbildning f:I ind i R, har vi (x,h) E 6 I, og@ vil af

hænge af x og h, så vi bØr skrive mere udfØrligt x+ e(x,h)h, og 

e er da en afbildning af 6 I ind i R. Hvis vi anvender middel-

værdisætningerne må vi huske, at afbildningen e også afhænger af, 

hvilke funktioner sætningen anvendes på. 

Afbildningen e vil i almindelighed ikke være kontinuert, og 

den vil heller ikke være entydig bestemt. Lad os betragte den ved 

cp(x) = 

definerede afbildning cp:R ind 

[
o for x = o 

x2 sin1 for x ~' IJ x 
i R. Vi har ti ·i=-i gere 

er overal t differentiabel med differentialkvotienten 

vist, at ep 

[

.0 for x = O 
Dcp(x) = 1 1 

2xsin- - cos- for x f o. x x 
Middelværdisætningen giver da for et interval [a,x]: 

cp(x) = cp(x) - cp(O) = xDcp(e(x)x). 

Det ses her, at e(x), når x er et ikke alt for stort positivt tal, 

kan vælges på uendelig mange måder, så ligningen kommer til at 

gælde. På den anden side fremgår det~ at e(x)x må falde i de 

intervaller, hvor !Dcp(x)l er ret lille~ og derfor kan e(x) ikke 

vælges som en kontinuert funktion af x, når x nærmer sig nul. 

Heller ikke e(x)x kan blive kontinuert, men dette sidste udtryk 
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er dog kontinuert i punktet o. 
10.18. Inden vi går over til de mere fundamentale anvendel-

ser af middelværdisætningerne, viser vi 2 simple sætninger om 

differentiable funktioner af 1 variabel. 

10.18.1 * ~&~· Lad I ~ R være et vilkårligt interval, 

f:I ind i R en kontinuert afbildning og a et punkt af I. Hvis 

f er differentiabel på I \ fa L og Df har en endelig grænseværdi 

b i punktet a, da er f differentiabel i a og Df(a) 

Af middelværdisætningen fØlger for h E I - a: 

6 f(h) = f(a+h) - f(a) = hDf(a +®(h)h). a 

:::: b. 

Her er a+®(h)h kontinuert for h :::: O, og vi har derfor 

Df(a+®(h)h =b + s 0 (h), 

og ved indsættelse af dette fås 

6 f(h) = bh + s 0 (h)h, a 
hvormed sætningen er vi st. 

Den i 10.17 betragtede afbildning~ viser, at en afbildning 

kan være differentiabel i et punkt uden at differentialkvotienten 

har en grænseværdi i punktet. 

10.18.2. Sætning. Lad I ~ R være et vilkårligt interval, 

f,g:I ind i R kontinuerte afbildninger og a et punkt af I. Vi 

antager, at f(a) = g(a) = o, at f og g er differentiable på 

I\ faJ, og at Dg(x) f O for alle x E I\ faJ. Da har vi 

lim Dnftx~ = b ~ lim 
x~a.gx x~a 

:::: b, 

også hvis b = ""' eller hvis b = -oo. 
Den udvidede middelværdisætning giver nemlig, at der eksi-

sterer et ®(h) E ]0,1 [, således at 

(f(a+h) - f(a))Dg(a+®(h)h) = (g(a+h) - g(a))Df(a+®(h)h), 

hvilket viser, at g(a+h) :::: g(a+h) - g(a) ~ o. Relationen kan nu 

skrives 
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f(a+h) = :!2f.(a+~.(h)h) 
gra+i1} Dg(a+®(h)h) ' 

MA 10.22 

. Df(a+h) 
HVlS nu Dg{a+h) har grænseværdien b for h~ o, vil brØken på 

hØjre side ligeledes have grænseværdien b for h~ o. Dermed er 

sætningen bevis t. 

Vælger vi specielt for f den i 10.17 omtalte funktion~' 

medens vi sætter g(x) = x, ser vi umiddelbart, at f har grænse
g 

værdi O for x~ o, skØnt~~ ikke har nogen grænseværdi. Altså er 

betingelsen i sætning 10.18.2 ikke nødvendig. 

Sætning 10.18.2 kaldes l 1 Hopital's regel. Vi viser et eksem-

pel på en anvendelse: 

For at undersøge om 

f(x) = !_§i~+~2.§!:.1 
Sln X 

har en grænseværdi for x~ O, bemærker vi fØrst, at både tæller 

og nævner har grænseværdi O (det er selvfØlgelig helt afgørende, 

at denne detalje huskes). Ved differentiation af tæller og 

nævner fås brØken 

sinx+xcosx-sinx = 
-2sinxcosx 

:..;!_ 1 
sinx' 2cosx • 

Vi ved (eller vi finder ved differentiation af tæller og nævner), 

at ~ har grænseværdi 1, så hele brØken har grænseværdien 
2
1 • 

SlnX 

Den oprindelige funktion vil da også have grænseværdien ~ for 

x~ o. 

Det skal understreges, at l'Hopital's regel ikke altid er 

den mest praktiske metode til grænseværdibestemmelse, og at de 

primitive metoder, der ved tidligere lejligheder har været til 

nytte for os, ofte vil være at foretrække. 

10.19. Vi skal i det fØlgende vise nogle sætninger om diffe

rentiabilitet af afbildninger f : O ind i R (eller Rn), hvor 

O ~ Rm. Vore sætninger forudsætter, at f er partielt differenti-
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abel med hensyn til hver variabel, og at de partielle differen-

tialkvotienter har visse kontinuitetsegenskaber. Beviserne beror 

på gentagne anvendelser af differentialregningens middelværdi

sætning, idet man giver alle de variable på en enkelt nær kon-

stante værdier, således at man får en funktion af hver varia-

bel, på hvilken middelværdisætningen kan anvendes. Vi vil for-

mulere denne udnyttelse af middelværdisætningen på en enkelt 

variabel som en hjælpesætning. Da der i hjælpesætningen optræ-

der en særlig udmærket variabel, vil vi benytte et betegnelses-

~ystem, der skiller en variabel ud fra de øvrige. 
, m+1 Vi betragter en åben mængde O ~ R og en afbildning 

f : O ind i R. For et punkt i O benytter vi vetegnelsen (~;y) = 

(x1 ~ ••• ,xm;y) og svarende hertil sætter vi (g;k) = (h1 , ••• ,hm;k). 

Hvis f er partielt differentiabel med hensyn til y, vil vi be-

tegne den partielle differentialkvotient med hensyn til y med 

Dyf. Vi skal nu formulere vor hjælpesætning: 
, m+1 

10.19.1. Lemma. Lad O ~ R være en åben mængde og f : O 

ind i R en afbildning. Lad (x ,y ) E O være et vilkårligt punkt. -o o 

Vi antager, at restriktionen f(x,y ) er kontinuert i x , og at - o =o 

den partielle differentialkvotient D f eksisterer i en omegn 
y 

U E U(x ,y) og er kontinuert i (x ,y). Afbildningen f er da -o o -o o 
kontinuert i ~0 ,y0 ), og for funktionstilvæksten 

* ( 6 f(g;k) = f !
0

+Q;y
0

+k) - f(!
0

+g;y
0

) 

har vi en opspaltning 

6*f(h;k) =D f(x ;y )k+ s
0

(h;k)k, 
- y -o o -

hvor E
0

(g;k) er kontinuert i (Q;O) og E
0

(Q;O) =O. 

Uden at indskrænke almindeligheden kan vi antage, at der 

eksisterer et reelt tal å > o, således at U netop er givet ved 
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For hvert fast lhl med Ih l ~o,~= 1 , ••• ,m er ~(y)= f(x+h,y) - /) -
i [y -o,y +o]y og for lkl <o får vi derfor ved o o differentiabel 

middelværdisætningen 

6*f(h,·k) = D f(x +h;y +®(h;k)k)k, 
- y -o - o -

hvor O < ®(g;k) < 1. Funktionen ®(h;k)k er da kontinuert for 

k= O og dermed i (Q,O), så vi kan skrive 

D f(x +h;y +®(h;k)k) =D f(x ;y) + s
0

(h;k), y -o - o - y -o o 

hvor s
0

(h;k) er kontinuert i (Q;O) og s
0

(Q;O) =O. Vi har der-

med fundet den i lemmaet omtalte opspaltning. 

* Vi bemærker, at 6 f(h;k) er kontinuert i (0;0) ifØlge op-

spaltningen. For (~;y) E U har vi nu 

* f(~;y) = f(~;y0 ) + 6 f(~-~0 ;y-y0 ), 

hvor hvert led på højre side er kontinuert i (x ;y). Altså er -o o 

• , m 
10.20. Hvis en afbildning f : O ind i R, hvor O ~ R er 

åben, i en omegn U c __ O af et punkt x E O har en partiel diffe-o 
rentialkvotient D f, som er kontinuert i x , siger vi, at f er /) -o 

~in~ert p~~lt differentiabel med hensyn til !~ i punktet 

x • Hvis f : O ind i R er differentiabel i O, og de partielle -o 
differentialkvotienter D1f, ••• ,Dmf er kontinuerte i o, siger vi, 

at f er kontinuert differentiabel i O. 

Det er måske på sin ålads at understrege, at de kontinuert 

differentiable funktioner for de fleste anvendelser er en mere 

hensigtsmæssig funktionsklasse end de differentiable funktioner. 

Vi skal nu vise fØlgende hovedsætning: 

, "'"m o 10.20.1. Sætning. Hvis f : O ind i R, hvor O ~R er aben, 

har partielle differentialkvotienter D1f., •• ,Dmf' som er konti

nuerte i o, da er f kontinuert differentiabel i O. 

Vi foretrækker dog at formulere og vise en lidt stærkere 

sætning, som er noget tungere at formulere, men lige så let at 
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bevise. Ved de fleste anvendelser er det sætning 10.20.1, man 

har brug for, men den stærkere sætning vil dog vise sig nyttig 

ved mindst en anvendelse i et senere kapitel. 

10.20.2. Sætning. Lad O ~ Rm være en åben mængde, f : O 

ind i R en afbildning og .s!_ E O et punkt. For q E f i , ••• ,m J vil 

vi benytte betegnelsen 

R~ = f! l xq+i = aq+i A ••• A xm = am J. 
Vi har altså specielt R:= :Rm og Ri = f~+~1 t l t E :RJ. Vi anta

ger, at der eksisterer en omegn U E U(a), således at det for 

q E fi, ••• ,mJ gælder, at D f(x) eksisterer for x E Rq n U og er 
q - a 

kontinuert i a. Da er f differentiabel i a. 

Vi kan uden at indskrænke almindeligheden antage, at der 

eksisterer et tal å > O, således at U er defineret ved 

Med f 
q 

u = L~s l l x 1 -a1 l ~ å A ••• A l x m -a m l ~ å J • 

Rq n U ind i R betegner vi restriktionen af f til a 

Rq n u. Vi viser ved induktion efter q, at f er differentiabel 
a q 

i a. IfØlge det givne er dette opfyldt for m = 1. Hvis det gæl-

der for et vist q, har vi en opspaltning 

6 f (h) = D1f(a)h-1 + ••• + D f(a)h + s1° (h) ll_hll, 
~q- -l q- q -

hvor h= (hi , ••• ,hq). Af lemma 10.1911 fØlger nu, at fq+1 er 

kontinuert i ~' og at vi har en opspaltning 

6 *r q+1 (g;hq+1 ) = 

f(a1+h1 , ••• ,aq+hq' aq+1+hq+1 , aq+2 , ••• ,am) -

f(a1+h1 , ••• ,a +h , a +1 , ••• ,a ) = q q q m 

D q+1 f(§;)hq+1 + s; (J};,hq+1 ) l hq+1 l • 

Vi får da umiddelbart for h' = (h1 , ••• ,hq+1 ) 

6 f 1 (h') = 6 f (h) + 6*f 1 (h;h -1) = 
.s!. q+ - ~ q- q+ - q+, 

D1 f(~)h1 + ••• + D q+i f(~)hq+1 + E 
0 

(g 1 ) lig 1 11, 

hvor vi har sat 
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o o llhll o l hq+1 l 
E (g 

1
) = t:1 (g) IIQ 1 11 + E2 (g;hq+1 )lig 1 11 ' 

hvilket tilhØrer cr(llhll
0

), da hver af' de to brØker er~ 1. Der-

med er induktionsbeviset færdigt, og vi har således vist, at 

f'm er differentiabel i a. Men f' er identisk med f i omegnen 
- m 

Uaf a. Altså er f' selv differentiabel i ~· 

10.21. Vi vil nu udvide differentiationsteorien, ved at ind-

fØre differentiation af hØjere orden, således som det kendes 

fra gymnasieundervisningen for funktioner af' en variable. Ved 

partialdiff'erentiation har vi muligheden for at differentiere 

flere gange efter hinanden med hensyn til forskellige variable, 

men det viser sig, at rækkefØlgen af' differentiationerne for en 

omfattende klasse af funktioner er uden betydning, og antallet 

af hØjere differentialkvotienten bliver derfor nogenlunde over-

kommeligt. Ved partiel differentiation med hensyn til en variabel 

holdes de øvrige variable konstante, og det væsentligste ind-

hold af' sætningen om ombytning af differentiationsordenen ved-

rører derfor blot funktioner af 2 variable. 

'2 10.21 .1. Sæ~~ Lad O~ R være en åben mængde og f:O 

ind i R en afbildning. Hvis D1f', D2f og D2D1f alle eksisterer 

i O og D2D1f er kontinuert i et punkt x E o, da eksisterer 

D1D2f(x) og D1D2f(!) = D2D1f'(!)• 

Det ligger i forudsætningen, at f overalt i O er partielt 

differentiabel med hensyn til hver variabel, og at D1f' overalt i 

O er partielt differentiabel med hensyn til den anden variabel. 

Beviset er ikke helt nemt, selvom det ikke er særlig langt. 

Vi begynder med at vælge et positivt tal k, således at O 

indeholder kvadratet 

f ;L l l Y 1 -x1 l < k 1\ l Y 2 -x2 l < k J • 

For jh1 l < k, jh2 1 <k kan vi da betragte udtrykket 
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6(h1 ,h2 ) = f(x1+h1 ,x2+h2 ) - f(x1+h1 ,x2 ) - f(x1 ,x2+h2 ) + f(x1 ,x2 ). 

Idet vi forelØbig tænker os, at h1 og h2 er faste tal, indfØrer 

vi den ved 

~(y) = f(y,x2+h2 ) - f(y,x2 ), 

definerede hjælpefunktion ~' som ifØlge forudsætningerne er dif

ferentiabel på intervallet [x1 ,x1+h1 ]. Ved middelværdisætningen 

får vi nu 

6(h1 ,h2 ) = ~(x1 +h1 ) - ~(x1 ) = D~(x1 +®1 (h1 ,h2 )h1 )h1 = 
(D1f(x1+®1 (h1 ,h2)h1 ,x2+h2) - D1f(x1+®1(h1,h2)h1 ,x2))h1 • 

Her er 0< ®1 (h1 ,h2 ) < 1. Takket være den lille snedighed med 

hjælpefunktionen ~ fik den fØrste variabel samme værdi i paren-

tesens 2 led, og vi kan anvende middelværdisætningen igen, hvil-

ket giver 

Vi definerer nu den ved 

~(y)= f(x1+h1 ,y) - f(x1 ,y) 

definerede hjælpesætning ~' som ifØlge forudsætningerne er dif

ferentiabel på intervallet [x2 ,x2+h2 ], hvilket giver 

6(h1,h2) = ~(x2+h2) - ~(x2) = 6x2~(h2) = 
o 

D~(x2 )h2 +E (h1 ,h2 )h2 , 
o 

hvor E (h1 ,h2 ) for hver fast værdi af h1 er kontinuert for h 2 = 
o 

O, og hvor E (h1 ,o) =o. Ved at sammenligne de to udtryk for 

6(h1 ,h2 ) får vi for h2 +O 
o 

D~(x2) = h1D2D1f(x1+®1(h1,h2)h1,x2+®2(h1,h2)h2) - ~ (h1,h2). 

Her er 

D~(x2 ) = D2f(x1+h1 ,x2)- D2f(x1 ,x2), 

og da D2D1f er kontinuert i ~' kan vi skrive 

D2D1f(x1+®1(h1,h2)h1,x2+®2(h1,h2)h2) = D2D1f(~) 
hvor ~~(h1 ,h2 ) er kontinuert i Q og ~~(Q) =o. 

o 
- ~1(h1,h2) 

Vi får således 
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( 1 ) D2f(x1+h1,x2) - D2f(x1 ,x2) = 

og vi sætter 

o 
D2D1f(!)hi+ (E 1 (h1 ,h2 ) 

o o -1 o 
E2 (h1 ) = Ei (hi ,h2 ) - h1 E (hi ,h2 ), 

idet man ved lØsning af ligningen med hensyn til dette udtryk 

ser, at det (trods sit udseende) ikke afhænger af h2 • Hvis vi 

nu i udtrykket foretager grænseovergangen h 2 ~O, får vi 

E~(hi) =lim E~(h1 ,h2 ), 
h2~o 

hvor hi er konstant under grænseovergangen. Lad E være et vil

kårligt positivt tal. Vi kan da finde o> o, således at 
1 

lhi.~ ~o A ih2 1 ~o ~ iE0 (hi ,h2 )1 ~o, 

og ved her at foretage grænseovergangen, ser vi at 

o 
jhil ~o ~ !E2 (hi)l ~o. 

Vi har dermed vist, at E~(h1 ) har grænseværdien O for hi~ o, 

og (i) viser da,,at DiD2f(!) eksisterer og har værdien D2D1f(!)• 

Dermed er beviset fuldfØrt. 

10.22. Vi betragter igen en åben mængde O ~ Rm og en af

bildning f : O ind i R. Hvis man overalt i O kan foretage p 

differentiationer med hensyn til samme eller forskellige variable 

i en bestemt rækkefØlge, fås derved en ny afbildning af O ind i 

R, og den således fremkomne afbildning kaldes en nartiel diffe

~entialkvotient af pte orden af afbildningen f. Ved hver af de 

p differentiationer har man valget mellem m variable, som man 

eventuelt kan differentiere med hensyn til, og der kan således 
p te eventuelt blive tale om m differentialkvotienter af p orden. 

Hvis disse alle eksisterer, kaldes afbildningen f differentia

bel af pte QEden eller p gange diff~rentiabel. 

Hvis afbildningen f er p gange differentiabel i O, og alle 

de partielle differentialkvotienter af pte orden af funktionen 
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te f er kontinuerte i O, kaldes f kontinuert differentiabel af p 

orden eller p gange_kontinuert differentiabel. IfØlge sætning 

10.20 er da alle differentialkvotienter af orden lavere end p li· 

geledes kontinuerte, og den ombyttelighed af differentiations-

orden, som gælder ifØlge sætning 10.21.1, bevirker, at antallet 

af forskellige differentialkvotienter af pte orden for m > 1 og 

p > 1 reduceret meget væsentligt. 

Vi kan for en p gange differentiabel funktion opskrive al

le de forskellige partielle differentialkvotienter af pte orden 

på formen 

(2) 

hvor q1 + ••• +~=p, idet vi vælger differentiationsordenen, 

således at vi fØrst udfØrer alle differentiationerne med hensyn 

til den sidste variabel, dernæst alle med hensyn til den næst-

sidste variabel, o.s.v. 

Det har også interesse for os at kende antallet af partiel-

le differentialkvotienter, som ved omordning af differentia

tionsordenen kan bringes på formen (2). Dette er også antallet 

af måder, på hvilke de p differentiationer i (1) kan ordnes. 

Vi bemærker, at numrene i fækkefØlgen for de q1 differentiatio

ner med hensyn til x1 kan vælges på 

forskellige måder. Efter at pladsarne for de q1 differentiatio

ner med hensyn til q1 er valgt, kan pladserne i rækkefØlgen for 

de q2 differentiationer med hensyn til x2 vælges på 

forskellige måder o.s.v. Antallet af partielle differentialkvo-
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tienter, som kan skrives på ~ormen (2) er således 

k-1 

m n 
l l 

k=1 

n 

( 
-I~ 

~=1 ) ; n! 
m 
l' q ! 
i l k 

lc=1 

' 

og ~or dette antal vil vi anvende betegnelsen 

som altså er de~ineret, hvis q1 + •• ;. + ~ = n. Vi bemærker, a t vi 

~or m = 2 ~år binomialkoe~~icienterne, idet 

, te 
For m = 1 ~ås kun en partiel di~~erentialkvotient a~ p 

orden, og det er netop den ~ra gymnasieundervisningen kendte 

di~~erentialkvotient a~ pte orden, og i dette til~ælde udelader 

vi ordet 11partiel 11
• 

-m 10.23. Vi betragter en åben mængde O ~ R samt m a~bildnin-

ger L 
fJ, 

Rm ind i R. Vi kan da de~inere en a~bildning w : O x Rm 

ind i R, idet vi sætter 

w(~,g) = L1 (~)h1 + ••• + Lm(~)hm. 

Den således ind~Ørte a~bildning kaldes en di~~erential~orm 

(1-dimensional og a~ ~Ørste grad) på mængden o. Vi ved ~ra det 

~oregående, at det totale di~~erential d~(~,g) a~ en di~~eren

tiabel a~bildning ~ : O ind i R de~inerer os en di~~erential-

~orm d~. 

Mere generelt ind~Ører vi (1-dimensionale) di~~erential:.. 

~ormer a~ pte grad på O. En sådan er givet ved et udtryk a~ ~or-

men 
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Af hensyn til det fØlgende er det hensigtsmæssigt at gå over 

til de også tidligere benyttede betegnelser og skrive dx = 

(dxi, ••• ,dxm) i stedet for h= (hi , ••• ,hm)' og med denne beteg

nelse for de variable får vi 

w(x,dx) 

df(2S,d2S) 

= L1 (x)dxi +o •• + L (x)dx , - m- m 

= Dif(!)dxi + ••• +D f(x)dx , m - m 

(x 
n(~,dx) = 

i0.24. Den i i0.23 indfØrte differentialform w(!,d~J af

hænger af de variable (xi, ••• ,x, dxi, ••• ,dx ). Dens totale dif-
m m . 

ferential afhænger af yderligere 2m variable, som vi kunne be-

2 2 
tegne (dixi , ••• ,dixm' d xi , ••• ,d xm)' og dens differential bliver 

da 

m n 
\ \ D L (x) dx di x + LLvjl- J1 v 

Jl=i Jl=i 

m 

\L (x)dx • L· J1 - J1 
J1=1 

Differentialet af denne størrelse vil afhænge af ialt 8 m varia-

ble, og det ses, at de udtryk, der således fås ved gentagen to-

tal differentiation, bliver alt for komplicerede til at kunne 

anvendes med fordel. 

Mere anvendelige differentialer får man, når man ved fØrste 

differentiation vælger (dxi , ••• ,dxm,d
2

xi , ••• ,d
2
xm)' som de nye 

variable, således at kun de m sidste er virkelig nye. Ved den 

næste differentiation vælges de nye variable (dx
1 

, ••• ,dxm' 

d
2

x
1
,. H,d2xm,d3x

1
, ••• ,d3xm). Derved indfØres blot m virkelig 

nye variable ved hver differentiation. Vi vil kalde de således 

c opståede differentialer fuldstændige, og betegne dem dw, 

c 2 
d w, •.. , ligesom vi også vil tale om fuldstændig diff~nti~-

tion. Udtrykkene for de fuldstændige differentialer bliver endnu 
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for komplicerede til, at vi kan opskrive det almindelige udtryk 

for det fuldstændige differential af en differentialform. Vi 

får f~eks. 

m 

2 L 

m 

I 
m 

D L (x)dx"~- dx + 
j.J-~1\ - l\ j)- L LA (,2S)d2xA 

A=1 
m L DVDf.J-LA (,2S)dxA dx dxv + 

A,f.J-,v=1 
m m 

2 D T1... (x)d x"~-dx + 
j.J-~1\ - 1\ j)- r L LA (z:) d3XA. 

A=1 

Det ses, at udtrykkene fås ved sædvanlig differentiation, 

idet man ved hver partiel differentiation af en koefficient 

L"~-(x) med hensyn til en variabel x tilfØjer faktoren dx o 
l\ - j)- /)-

10.25. Vi opskriver nu specielt nogle af de fØrste fuld-

stændige differentialer af en afbildning f : I ind i R, hvor 

I ~ R er et interval. 

df(x,dx) = Df(x)dx 
c2 2) 2 2 2 d f(x,dx,d x = D f(x)dx + Df(x)d x 

c ( 2 3) 3) 3 2 2 3 d
3

f x,dx,d x,d x = D f(x dx + 3D f(x)dxd x + Df(x)d x 

c 4 4 4 4 3 2 2 ·d f(x,dx, ••• ,d x)= D f(x)dx + 6D f(x)dx d x+ 

4 D2f(x)dxd3x + 3 D2f(x)d2x
2 

+ Df(x)d4x 

cd5f(x,dx, ••• ,d5x) = D5f(x)dx5 + 10 D4f(x)dx3d
2

x + 

10 D3f(x)dx2d3x + 15 D3f(x)dxd2x2 + 5 D2f(x)dxd4x 

+ 10 D
2
f(x)d2xd3x + Df(x)d5x. 

Det tilsvarende formler for afbildning f : O ind i R, hvor 

O ~ R er åben bliver mere komplicerede, men de er så nær beslæg

tede med ovenstående, at de umiddelbart kan opskrives på grund-

lag af disse. Vi opskriver nogle af de fØrste, idet vi gØr op-

mærksom på, at hvert summationstegn betyder summation over alle 
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indices, og disse skal alle lØbe fra 1 til m: 

df(x,dx) = ZD f(x)dx 
ex - ex 

0d2f(~,~,d2!) = ZD(3Dexf(!)dxexdx(3 + ZDexf(~)d2xex 
0
d3f(x,dx,d

2
x,d3x) = ZD D(3D f(x)dx dx(3dx + 

---- y ex- ex y 

3ZD(3D f(x)dx d2x(3 + ZD f(x)d3x • 
ex - ex ex - ex 

Vi har nu benyttet vor antagelse, at f er kontinuert differen

te tiabel af n orden, idet vi har ombyttet rækkefØlgen af diffe-

rentiationerne. Det fremgår af de anfØrte udtryk, hvordan form-

lerne for de fuldstændige differentialer af funktioner af flere 

variable kan udledes af de tilsvarende formler for funktioner 
, . 

af en varlabel. 

Den fØrste sum i udtrykket for det nte fuldstændige diffe

rential er en differentialform af nte grad og den sidste sum 

er en differentialform af fØrste grad. Derimod afhænger de øv-

rige summer af flere sæt nye variable, og de er således ikke 

differentialformer. 

Hvis vi danner en sammensat funktion ved i f(!) at indsæt

te x =g (x),~= 1 , ••• ,m, får vi den sammensatte funktions 
/-1 /-1 

totale differentialer ved i ovenstående udtryk 

() k ck ( k) g x og hvert d x = d g// x,d~, ••• ,d x. 
~ /-1 /-" 

at sætte x = 
/-1 

10.26. For lineære afbildninger forsvinder alle differen-

tialer af orden~ 2. Hvis vi derfor kun Ønsker at studere sam

mensatte funktioner fo~, hvor ~ er lineær, vil alle summer und

tagen den fØrste i hver af ovenstående formler forsvinde. Da 

dette specielle tilfælde har temmelig stor betydning, indfØrer 

vi de afkortede differentialer, som blot består af det fØrste 

led i hvert af ovenstående udtryk. For en afbildning f : O ind 

i R, hvor O ~ Rm får vi ved anvendelse af ombytteligheden af 

differentiationsordenen fØlgende udtryk for det afkortede dif

ferential af nte orden: 
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dn:t'(:!,~) = ) 
a 1 , ••• ,an =1 

r 
~+ ••• +~ 

hvor q1 ~ e, ... ,qm ~O i den sidste sum. 

For den ved 

~(t) = f(~ + 1t) 

definerede sammensatte funktion får vi speciel t 
n · n n d ~(t,dt) = D ~(t)dt , 

hvor 

eller kor te re 

Dn~(t) = dnf(~+1t;1) 

10.27. Lad O~ Rm være en åben mængde, ~E O et vilkårligt 

:punkt og p > O et tal, for hvilket kuglen K(~,p) er en delmængde 

af O. Lad f:] ind i R være en n gange kontinuert differentiabel 

afbildning. For 11!!11 ~ p er den ved 

~(t) = f(~ + gt) 

definerede afbildning ~:[0,1] ind i R ifØlge de foregående af

snit n gange kontinuert differentiabel. Ved anvendelse af Taylors 

formel (MA 2.1) får vi da 

n-1 
~(k) {02 ~ ( 1 ) =r + R ' k l n 

k=O 

hvor 

R 
1 fo1 Dn~(t)(1-t)n-1 dt. = (n-1) ! n 
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IfØlge resultaterne i det foregående afsnit er nu 

~(k)(O) = Dk~(O) = dkf(~;g), 
og 

Vi bemærker, at dnf(~+gt;g) er en sum af endelig mange led af 

formen 
q1 ~ q1 ~ 

D1 ••• Dm f(~+ht) h1 ••• hm = 

( q q ( ) o( ) q1 ~ D1 ••• D f a - E 1 h t h 1 ••• h = m - - m 
q1 . ~ q1 ~ O n 

D1 •• ~Dm f(~) h1 ••• hm + E2 (gt)!!f!ll , 

hvor E~ og E~ har grænseværdi O i Q. Vi har derfor også 

dnf(~+gt;g) = dnf(g;g) + E~(gt)llhlln, 

hvnr E~ har grænseværdien O i Q. Ved indsættelse i Rn får vi 

dnf(a;h) h n 1 
Rn = + 7- [ E

3
°(_ht)(1-t)n-idt. nl \n-1 ) l 

·o 

For E > 0 kan vi vælge å > O, således at 

l E~ (g t) l ~E for l Q l ~ å 1\ t E [ 0,1 ], 

og vi får da 

1 IL E~(J1t)(1-t)n-1 dt/ ~ E for 11!111 ~ å, 
o 

så vi kan skrive 

o hvor E4 har grænseværdien O i Q. Vi får således formlen 

f' dkf(~;g) o 
cp(1) = f(~+g) = L k! + E (Jl)llhlln, 

k= O 

hvor vi har anvendt skrivemåden 
o 

d f(§.;g) = f(§;). 
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Den her udledte formel er Taylors formel for en n gange 

kontinuert differentiabel funktion. Den har mange anvendelser. 

10.28. Vi indskyder i denne sammenhæng med henblik på en 

senere anvendelse en generalisation af middelværdisætningen til 

funktioner af flere variable. Vi vil antage, at O ~ Rm er en 

åben mængde og at f : O ind i R er differentiabel. Hvis linie-

stykket med endepunkter ~ og ~+h ligger i O, kan vi anvende 

differentialregningens middelværdisætning på den ved 

cp(t) ::: f(~+gt) 

definerede afbildning ep : [0,1] ind i R, og der eksisterer så

ledes et tal® E ]0,1[, for hvilket 

cp(1) - cp(O) = Dcp(®) 

hvilket giver relationen 

df(a+®h;h) - --
eller udfØrligt 

f(~+g) -f(~)= D1 f(~+®Q)h1 + ••• + Dmf(~+®Q)hm. 

10.29. Lad O~ C være en åben mængde i den komplekse plan. 

Fra 9~25 ved vi, at det.for en differentiabel afbildning f :O 

ind i b med opspaltningen 

f(z) = f 1 (z1 ,z2 ) + i f 2 (z1 ,z2 ) 

i realdel og imaginærdel, gælder at 

D1 f1 = D2f2 1\ D2f1 = -D1f2. 

Vi vil nu antage, at f og dermed f1 og f 2 

tinuert differentiabel. Vi får da 
2 

= D1D2f2 
2 

-D2D1f2' D1 f1 1\ D2f1 ::: 

er 2 gange kon-

og da differentiationerne er ombyttelige, ser vi, at f 1 til

fredsstiller den partielle differentialligning 
2 2 D1 f 1 + D2f 1 = O, 

som kaldes ~~Qlace's ligning. 
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Lette opgaver. 

1. På R benyttes den i MA 8 opgave 1 definerede afstandsfunk

tion. Vis, at det således definerede metriske rum bliver 

begrænset, men at der for O < E < 1 ikke eksisterer et en

deligt s~net på rummet. 

2. Et diskret metrisk rum har egenskaben I (se 10.1), hvis og 

kun hvis det er endeligt. 

3. Vis, at kugleomegnene med centrum O og radius 1 i de i 8. 7 

indfØrte metriske rum la og lb ikke har egenskaberne I og 

II. 

4. Vis, at det i MA 8 opgave 18 definerede rum (M,dist) er 

kompakt. 

5. Vi sætter tg(-~) = -=og tg~= oo. Vis, at afbildningen 

1T 1T * tg : [-2,2] på R er kontinuert. Benyt dette til en anden 

lØsning af opgave nr. 4. 

6. Vis, at det delrum, der fås af det i MA B, opgave 18 define-

rede rum ved at udelade =og - =, har egenskaberne I og II, 

skønt det er ækvivalent med rummet R, der ikke har disse 

egenskaber. 

7. Vi~ at den i opgave nr. 5 benyttede afbildning er en homeo-

morfi. 

8. I Hilbertrummet betragter vi den afsluttede enhedskugle 

K = f!. l 11!.11 ~ 1 J • Vi s på s tanden 

V a E R 3x E K( 11!.-~11 = dis t (~,K)), 

hvor vi har brugt betegnelsen dist(!,y) for afstanden 

11~-!11 (prØv at efterligne det ræsonnement, der benyttes i 

3-dimensional geometri). 
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9. I Hilbertrummet betragtes punktmængden 

1 o. 

p = [ 2S l l XD l ~ ~ , n = 1 , 2 ~ • • • J o 

Vis, at P er kompakt, 

For x E K (se opgave 8) sætter vi 

f (2S) = sup[ ( 1 
- ~~ xn l) -1 

n+1 l 
n E w]. 

Vis, at f(2S) er kontinuert i K, men ikke begr<:anset. 

11. Skriv et omhyggeligt bevis for, at en kontinuert reel funk

tion på en kompakt mængde er begrænset på grundlag af fØl-

gende vejledning: 

Af s-definitionen for kontinuitet fremgår umiddelbart, 

at ethvert punkt x af den kompakte mængde M har en omegn 

U(x) på hvilken funktionen f er begrænset. Omegnene U(x), 

x E M udgØr en overdækning af M, og hvis vi vælger den åb-

ne, indeholder overdækningen en endelig overdækning, etc. 

12. Prøv at variere beviset fra opgave nr. 11, idet fØlgende 

bemærkning udnyttes: 

Vx E M 3y E M 3U(x) E U(x) Vz E U(x) (f(z) ~ f(y)). 

Hvis f(x) er den største funktionsværdi, behøver vi nemlig 

blot at vælge y = x og U(x) vilkårligt, og hvis f(x) ikke 

er den største funktionsværdi, kan vi vælge y med 

f(y) > f(x) og udnytte kontinuiteten. Ved at gå videre som 

i opgave nr. 11 fås et bevis for, at f antager en største 

funktionsværdi. 

13. Lad T være et metrisk rum og A~ T en kompakt delmængde. 

Vis påstanden 

3x E A 3y E A (dist(x,y) = diam A). 
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14. I Hilbertrummet betragtes punktmængden fa l n E NJ, hvor -n 
a -n = (an 1 ' an2 ' • • • ) og 

a = [n(n+1 )-
1 for g_ = o 

n,g_ o for g_ :j: n. 

Vis, at denne punktmængde er afsluttet, samt at den i opgave 

13 anfØrte betingelse ikke gælder for den. 

15. En afbildning f : ]a,b[ ind i R er ligelig kontinuert. Vis, 

at f har grænseværdier i a og b. 

ind i R 
16. En afbildning f : R~ar grænseværdier i -= og i +=. Vis, at 

f er ligelig kontinuert. 

17. En afbildning f : R ind i R er differentiabel med begrænset 

differentialkvotient. Vis, at f er ligelig kontinuert (be

nyt middelværdisætningen). 

18. Vis eksistensen af fØlgende grænseværdier og udregn deref-

ter værdien: 

x sinx ex-ex 
lim --- lim x ' -2. 
x~o e -cosx x~1 (lnx) 

19. Er fØlgende sætning rigtig: Lad f : [0,=[ ind i ]0,=[ og 

g : [0,=[ ind i ]0,=[ være differentiable afbildninger med 

grænseværdi O i =, medens Df og Dg har grænseværdier i =, 
f og grænseværdien af Dg er f O. Da har - en grænseværdi i =, g 

d l . d d. f Df og enne er lg me grænsevær len a Dg" 

20. Beviserne i 10.20 er ikke særlig v,elegnede til gennemgang 

på tavle. PrØv at udforme et bevis, der er bedre. egnet til 

mundtlig gennemgang ved under hinanden at opskrive diffe-

renserne 

f ( a 1 +h1 , a 2 , •• , , am) - f ( a
1 

, ••• , am) 

f(a1 +h1 , a 2+h2 , a
3

, ••• ,am)- f(a 1 +h1 , a 2 , ••• ,am) 
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omskrive hver af differenserne på lignende måde som i tek

sten og addere de derved fremkomne ligninger~ 

21. Opskriv de første afkortede differentiaier af en funktion af 
' ' 

to variable. Skriv dem helt ud uden brug af summationstegn. 

Ligeledes for en funktion a;f 3variable .. 

22. Udregn alle partielle differentialkvotien-ter af vilkårlig 

orden af den ved 

f( . ) 3 3 3 3 x1 ,x2 ,x3 ·= x1 + x2 + x3 - x1xr:3 •. 

definerede afbildning f:·.R3 ind i R. 

23. Tilføj den næste formel til hvert af de to formelsæt i 10.25. 

24. Opskriv Taylors formel med~= (1,1,1) forden i 22 ind~Ørte 

funktion og udregn derved billedet af punktet (1 ,2;0,8;0,95),. 

25. Opstil formler til udregning af de 6 første differentialkvo

tienter af d en sammensatte funktion f( ex), hvor f:] O,oo[ 

ind i R er 6 gange kontinuert differentiabel. 

26. Bevis, at den ved 

f(JS) = log lk 11 
. '2 

definerede afbildnihg f:R \ fQ J ind i R tilfredsstiller 

Laplaca's differentialligning (se 10.29,sml. MA 9,opgave 34). 

27. Bevis, at den ved 

f(JS) = lg;lrm+2 

definerede afbildning f:Rm \ ~OJ ind i R for m~ 3 tilfreds

stiller Laplace's differentialligning i den mere generelle 

form 
2 2 D1f + ••• + Dmf =O. 

Påstanden er selvfØlgelig også rigtig, men uinteressant, for 

m = 2. I dette tilfælde har ligningen den interessantere 

lØsning fra opgave nr. 26. 
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28, Find alle polynomier af hØjst fjerde grad i to variable, som 

tilfredsstiller Laplaces differentialligning. 

29. En afbildning p:N ind i N defineres ved, at p(n)! er divisor 
er 

i n, medens (p(n)+1)1 ikk~divisor i N. Vi definerer nu en 

afstandsfunktion på z, idet vi sætter 

dis t(x,y) [
o, hvis x = y 

(p(n))-1 , hvis x f y. 

Vis, at ~med denne afstandsdefinition er et metrisk rum, og 

vis, at dette rum ikke er kompakt. 

30. Om en afbildning f:[a,b] ind i~ antages, at den er voksende 

i hvert punkt af intervallet. Vis, at f er voksende i [a,b]. 

(Indirekte. Antag x1 < x2 , f(x1 ) > f(x2 ), og vis, at f, da 

ikke kan være voksende i x
0 

= j_nff y l x1 < y < x2 A 

f(y) < f(x1) n o 

31. Prøv at fØre beviset for, at en kontinuert afbildning af et 

kompakt rum er ligelig konvergent ved hj.ælp af Borels over-

dækningssætning. Vis fØrst, at hvert punkt har en kugleomegn, 

i hvilken afbildningen er ligelig kontinuert, og overdæk med 

endelig mange af disse omegne. Beviset lykkes ikke helt på 

denne måde, men det kan reddes ved en ret enkel finesse. 

32. En afbildning f:R2 ind i ~ defineres ved 

[
o for x2 = o 

f (2f) =-- 2 
2 x1 

x2log(1+2) for x2 f O. 
x2 

Vis, a t f(2f) er differentiabel overal t, og undersØg, om de 

partielle differentialkvotienter er kontinuerte overalt. Kan 
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kontinuiteten i dette tilfælde sluttes på grundlag af re-

sultaterne i 10.20? 

33. En afbildning f:R 2 ind i R defineres ved 

O for x= O 
=[ 2- ; 

x1 - x2 
x1x22~· 

x1 + x2 

Undersøg, om D~f(Q), D~f(Q), D2D1f(Q) og D1D2f(Q) eksisterer 

og find i bekræftende fald værdierne. 

34. Lad I c R være et interval og f : I ind i R en n gange dif-= 
ferentiabel afbildning. For a E I, b E I, a f b, kan vi vælge 

et reelt tal k, således at 
n-1 

f(b) = fDqfta) (b-a)q + k(b-a)n. 
q_. 

~' 

Anvend n gange Rolle's sætning på den ved 

n-1 

<p(x) = f(x) - \ D~fal (x-a)q - k(x-a)n L q. 
q=O 

definerede afbildning og find derved et udtryk for k. Der

ved fås Taylor's formel med et nyt restled, der sædvanligvis 

kaldes Lagrang§ 1 S restled. 

35. Prøv at variere opgave nr. 34 ved i stedet for den der benyt-

tede afbildning at benytte 
n-1 

1/J(x) = f(b) - r Dq~.pu (b-x)q - k(b-x)n. 

q=O 

I dette tilfælde kan metoden yderligere varieres ved i rest
p 

leddet at benytte en anden eksponent' i stedet for n. Derved 

fås andre restled. Specielt fremkommer for p= 1 Cauch~'s 

restled. 
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36. Lad ~ : [-a,a] ind i R være en n gange differentiabel af

bildning og Ø den ved Ø(x) = x-1~(x) definerede afbildning 

Ø : [-a,aJ \ fO} ind i R. Vis formlen 
n 

n ( ) -n-1 \ ( )P nl n-p n-p ( ) 
D Ø x = x ~ -1 \n-p)T x D ~ x • 

p=O 

Det antages, at ~ er n+1 gange kontinuert differentiabel og 

at ~(O) = O. Vis, at Ø kan udvides til en n gange differen

tiabel afbildning ø1 : [-a,aJ ind i R, og at 

DnØ1(o) = n:1 Dn+1~(o). 

Svær opgave. 

37. Lad M= ff. : [0,1 J ind i R l j E JJ være en familie af kon-
J 

tinuerte funktioner. Familien M kaldes ~~_ligelig ~qn-

tinue~, såfremt fØlgende betingelse er opfyldt. 

Ve > O 3o > O Vj E J Vx E [0,1 J Vy E [0,1 J 

(ly-x! ~o~ lfj(y) - fj(x)l ~c). 

Familien M kaldes ensartet begrænset, såfremt 

3k E R Vj E J Vx E [0,1 J (jfj(x)l ~K). 

Vi indretter mængden M som et metrisk rum, idet vi sæt-

ter 

dist(fj,fk) = supf lfk(x) - fj(x) l l x E [0,1 J J. 
Vis, at M virkelig bliver et metrisk rum ved denne afstands 

definition. Vis, at M (som delmængde af M) har egenskaberne 

I og II (se 10.2), hvis og kun hvis M er både ensartet lige ... 

lig kontinuert og ensartet begrænset. 
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Sammenhæng cg kurver. 

11.1. Vi betragter et metrisk (eller blot topologisk) rum 

T og en mængde A c T~ vi skal definere, hvad vi mener med at A = 
er sammenhængende. Hertil indfØrer vi en mængde med 2 elementer, 

f.ekso ~1,2j, og vi betragter kontinuerte afbildninger~ :A ind 

i f1,2J. Det er da i overensstemmelse med vore anskuelige fore

stillinger at antage, at sammenhæng af A ytrer sig ved, at en

hver sådan kontinuert funktion ~ er konstant. Vi definerer der

for: 

11.1.1. Definition: Mængden A kaldes sammenhængende, hvis 

og kun hvis enhver kontinuert funktion ~ : A ind i [0,1 j er kon-

s tant. 

Vi vil kalde en mængde usammenhængende, hvis den ikke er 

sammenhængende. Vi får fØlgende karakterisering af usammenhæn-

gende mængder: 

11 .1.2. Sætning. Mængden A er usammenhængende, hvis og kun 

hvis der eksisterer to ikke tomme delmængder o1 ,o2 af A, som er 

åbne relativt til A, og som tilfredsstiller 

(~a o1 og o2 er hinandens komplementærmængder med hensyn til A, 

kunne vi sige "af'sluttet med hensyn til A" i stedet for "åben 

med hensyn til A"). 

Bevis: Hvis A er usammenhængende, eksister~r der en konti

nuert surjektiv af'bildning ~ : A på [0,1 J og originalmængderne 

~-1 (0) og ~-1 (1) er da afsluttede, disjunkte og ikke tomme, og 

A= ~-1 (o) u ~-1 (1), så den anfØrte betingelse bliver opfyldt 

med o1 = ~-1 (o), 02 = ~-1 (1). Hvis omvendt vi har en fremstil

ling A = o1 u o2 med o1 n 02 = Ø, kan vi sætte ~(x) = O for 

x E 01 og ~(x) = 1 for x E o2 • Hvis o1 og 02 er åbne relativt 
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m-1(0) -1( ) til A, bliver r = o1 og ep 1 = o2 begge åbne og ep derfor 

kontinuert. 

Teorien for sammenhængende mængder er (i hvert fald for 

de grundlæggende afsnits vedkommende) ikke særlig vanskelig, og 

den fØlgende gennemgang fylder da heller ikke mange sider. Det 

skal dog bemærkes, at man ved lidt videregående undersØgelser 

mØder mange lumske fælder, især i form af si tuatione.r~ der ind-

byder til fejlslutninger, og det vil derfor være på sin plads 

at opfordre den, der forsøger at videreføre undersøgelserne på 

egen hånd, til at gøre det forsigtigt. 

11.2. Vi skal først vise et par sætninger, der fra anskue-

ligt synspunkt forekommer meget nærliggende. 

11.2.1. ~ning. Lad fAj l j E Jj være en mængde af sammen

hængende delmængder af et metrisk rum. Hvis der findes mindst 

et fælles punkt a for alle mængderne A. er foreningsmængden af 
J 

mængderne Aj sammenhængende. 

Bevis: Vi skriver for kortheds skyld 

A = U A., 
jEJ J 

og vi betragter en kontinuert afbildning ep :A ind i f0,1 J. Vi 

kan åbenbart antage, at ep(a) = O (ellers kunne vi gå over til 

1-ep). Vi betragter et vilkårligt x E A. Der eksisterer da et 

j E J, således at x E Aj. Men Aj er sammenhængende og a E Aj. 

Så er ep konstant på Aj og altså ep(x) = ep(a) = O. Men x var et 

vilkårligt punkt af A, og vi har således vist, at ep(x) = O for 

alle x i a, og A er derfor sammenhængende. 

11 .2.2. Sætning. Hvis A1 , ••• ,An er sammenhængende delmæng

der af ~t metrisk rum, og derfor k= 1 , ••• ,n-1 eksisterer 

ak E~ n ~+1 , da er A1u ••• uAn sammenhængende. 

Bevis: Induktionsbevis. Vi antager, at Bk = A1u ••• uAk er 
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sammenhængende. Af sætning 11 .2.1 fØlger nu, at Bk u ~+1 er 

sammenhængende, og dermed er induktionsbeviset fuldfØrt. 

11 .3. Vi betragter igen en punktmængde A i et metrisk rum 

T. Vi indfØrer en relation x sam y mellem elementerne i A ved 

definitionen 

x sam y~ 3B ~A (x E B A y E B A B er sammenhængende). 

Vi har da x sam x, idet B= ~xl selvfØlgelig er sammenhængende. 

Af x sam y fØlger y sam x, da definitionen er helt symmetrisk 

i x og y. Af x sam y og y sam z fØlger, at der eksisterer sam

menhængende delmængder B1 og B2 af A, således at x,y E B1 og 

y,z E B2 • Af sætning 11 .2.2 (eller 11 .2.1) fØlger, at B= B1 u B2 

er sammenhængende, og vi har deF~or også x sam z. Vi har såle-

des vist sætningen. 

11 .3.1. Lemma. Relationen sam er en ækvivalensrelation på 

A. 

11 .3.2. Definition. Klasserne ved den til ækvivalensrela-

tionen som hØrende klasseinddeling kaldes komponenterne af A. 

Betegnelsen ~omponent anvendes også i anden betydning i 

matematikken, men det giver næppe anledning til misforståelser. 

11 .3.3. Sætning. Lad a være et punkt af en mængde A i et 

metrisk rum T. Foreningsmængden B af alle sammenhængende del-

mængder af A, som indeholder a, er netop den komponent af A, 

som indeholder a. 

Bevis. Det fremgår umiddelbart af de definitioner af ækvi-

valensrelationen sam, at x sam a er ensbetydende med x E B, og 

dermed er sætningen bevist. 

11 .3~4. Sætning. Hver komponent af en mængde er en sammen

hængende mængde. 

Bevis. Sætningen fØlger umiddelbart af sætningerne 11 .3.3. 

og 11.2.1. 
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Det foregående bliver anskueligt tiltalende, hvis vi læser 

ækvivalensrelationen a sa;n b som "a kan forbindes med b (inden 

for mængden A) 11
• To punkter af A tilhØrer da samme komponent, 

hvis og kun hvis de kan forbindes med hinanden. Vi skal nu vise 

en sætning, som er i god overensstemmelse med vore anskuelige fore-

stillinger om mængder. 

11 .3.5. §ætnig~ Lad M være en punktmængde i et metrisk 

rum T og lad A være en sammenhængende punktmængde i T. Hvis A 

indeholder både indre punkter af M og ydre punkter for M, inde

holder A også et randpunkt for M. 

o o 
Bevis. Mængderne o1 = A n M og 02 = A n CM er åbne relativt 

til A. Hvis A ikke indeholdt noget randpunkt for M, var A = 

01 u o2 i modstrid med, at A var sammenhængende. 

11 .4. Vi skal skaffe os endnu lidt oplysning om en mængdes 

komponenter. Vi begynder med fØlgende sætning: 

11 .4.1. Sætning. Lad A være en sammenhængende punktmængde 

i et metrisk rum T. Hvis en purnetmængde B tilfredsstiller be

tingelsen A~ B ~ A, er B sammenhængende. 

Bevis. Mængden A er overalt tæt i delrummet B. Vi betragter 

en kontinuert afbildning ~:B ind i [0,1 J. Da A er sammenhængende, 

vil restriktionen af~ til A være konstant, f.eks. overalt= o. 

Men af sætning 8.28.3 anvendt på delrummet B fØlger da, at 

~(x) = O overalt på B, og dermed har vi vist, at B er sammen-

hængende. 

11 .4.2. Sæt~iB~· En punktmængdes komponenter er afsluttode 

relativt til punktmængden. 

Bevis. Lad A være en komponent af purnetmængden B. Den re

lative afslutning A er sammenhængende ifØlge sætning 11 .4.1 og 

derfo1· en delmængde af ko'"'~ponenten A. Dermed er påstanden bevist. 
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Vi skal senere se, at komponenterne af rummet Q af ratio-

nale tal hver består af et enkelt punkt. Komponenterne af en 

åben mængde er altså ikke altid åbne. Vi skal dog senere se, at 

•m åbne mængder i R har åbne komponenter. 

11 .s. Vi skal nu vise hovedsætningen om kontinuerte funk-

tioner på sammenhængende mængder: 

11 .S.1. 2~~ning. Billedet af en sammenhængende punktmængde 

ved en kontinuert afbildning er en sammenhængende punktmængde. 

Bevis. Vi betragter en sammenhængende punktmængde A i et 

metrisk rum S og en kontinuert afbildning f:A ind i T, hvor T 

er et metrisk rum. Vi skriver f(A) = B og betragter en konti

nuert afbildning ~:B ind i f0,1 J. Vi har således en kæde af 

afbildninger 

med sammensat afbildning ~of:A ind i f0,1 J og da A er sammen-

hængende er ~of konstant, f.eks. = O overalt på A. Heraf :fØlger 

imidlertid, at ~(y) = O for alle y € B, og dermed har vi vist, 

at B = f(A) er sammenhængende. 

·11.6. Teorien for sammenhængende mængder på den reelle 

akse er overordentlig enkel, idet vi har fØlgende simple re-

sultat: 

11 .6.1. Sætging. De sammenhængende delmængder af R er netop 

intervallerne, heri medregne t de "udartede 11intervaller, som be-

står af 1 punkt. Specielt er R selv sammenhængende. 

Bevis. Vi viser fØrst, at en sammenhængende mængde A~ R 
er et interval. Dette er ensbetydende med fØlgende logiske rela-

tion: 

A sammenhængende=* V a €]infA,sup A[(a € A), 

og den er ækvivalent med cenmodsatte implikation mellem nega-

tione rne, altså 
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3 a E ]infA, su:pA[ (a Et A) =* A usammenhængende. For a El- A 

er den ved 

( ) x-a 1 
[

o for x < a 
~x = ~2 + -~~·-

21x-a, - 1 for x > a 

kontinuert :på A, og hvis tillige a E ]infA,su:pA[, vil~ antage 

både værdien O og værdien 1 på A. Altså er A usammenhængende. 

Vi viser dernæst, at et interval I er sammenhængende. 

Lad A ~ I være en ikke tom delmængde, som er både relativt åben 

og relativt afsluttet, og lad a være et punkt af A. Lad b være 

hØjre endepunkt af I. Hvis ]a,b] n (A+ Ø, betragter vi c = 

I 

afsluttet, fØlger heraf c E A. Men dette kræver, at c er indre 

punkt i A, hvilket også er umuligt (sammenlign figuren). Anta

gelsen ]a,b] n CA+ Ø kan altså ikke være opfyldt. Tilsvarende 

ses, at CA heller ikke indeholder :punkter til venstre for A" 

Vi har således vist, at 

A ~ I A (A åben A A t- Ø =* A = I, 

men det betyder netop, at I er sammenhængende. 

11 .6.2. Sætnin~. Hvis A er en sammenhængende punktmængde 

:på et topologisk rum T, og f:A ind i R er en kontinuert af

bildning, da er f(A) netop et interval. 

Dette er en umiddelbar fØlge af sætning 11 .5.1 og sætning 

11 .6.1. Det specielle tilfælde af sætning 11 .6.2, hvor A er et 

interval, er kendt fra gymnasieundervisningen. 

11.7. Det er nu let at vise en sætning, der giver e n fuld

stændig beskrivels e af de åbne mængder på R: 
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11 .7.2. §~ging: En åben mængde på R er foreningsmængde 

for en hØjst numerabel mængde af disjunkte åbne intervaller. 

Bevis. IfØlge sætning 11 .3.4 og sætning 11 .6.1 er hver 

komponent af en åben mængde O et interval Ij. Disse intervaller 

I. er indbyrdes disjunkte, 
J 

og deres foreningsmængde er 

netop O. Hvis et endepunkt 

a af Ij var element af O, 

I. 
J 

skulle et interval I om a tilhØrer o, og I.+ I 
J 

skulle da være 

del af samme komponent af O i modstrid med definitionen af Ij. 

Altså er Ij åbent. Vi kan vælge et rationalt tal i hvert Ij' og 

da mængden af rationale tal er numerabel, bliver mængden af in

tevaller Ij altså numerabel, endelig (eller tom). 

Den således beviste struktursætning for åbne mængder på R 
vil ikke komme til at spille nogen stor rolle i resten af dette 

kursus. Den peger imidlertid fremad mod den mål- og integral-

teori, der vil blive gennemgået i matematik 2, idet sætningen 

gØr det muligt at indfØre et længdemål for begrænsede, åbne 
·-· 

mængder på R, idet man bemærker, at længderne af komponenterne 

af en begrænset, åben mængde danner en konvergent række, og 

dennes sum kan da benyttes som mål for den åbne mængde. En be-

grænset, afsluttet mængde F kan skrives F = I \ o, hvor I er 

et åbent interval og O ~ I en åben mængde. Man kan derfor defi

nere længdemålet for F som forskellen mellem længdemålene for I 

og o. Derefter udvides målbegrebet til andre begrænsede mængder 

A ved approximation med åbne og afsluttede mængder efter ske-

maet F~ A~ O. Men alt dette er altså fremtidsmusik. 

11.8. Det er rimeligt på dette sted, at ofre nogle bemærk-

ninger om d en fra gymnasieundervisningen kendte og i MA 3 be-

nyttede sætning om strengt monotone, kontinuerte funktior.er~ 
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1'1 .8.1. §~tnigg. Lad I~ R være et interval, og f:I ind i 

R en strengt voksende (aftagende), kontinuert funktion. Da er 

( ) , -1 
I 1 ~ f I et interval, f:I på I 1 er en hornoamorfi og f :I1 på 

I er strengt voksende (aftagende). 

Af sætning 11 .6.2 fØlger umiddelbart, at I 1 er et interval. 

At f er strengt voksende medfører åbenbart, at f er injektiv, 

altså f:I på I 1 bijektiv. Lad J ~ I være et åbent interval. Den 

strenge monotonitet medfører, at f(J) er et åbent interval. Da 

enhver åben mængde er foreningsmængde af åbne intervaller med

fØrer dette~ at f afbilder åben mængde på åben mængde (f kaldes 

da en åben afbildning). Men det betyder netop, at f-1 er kon

tinuert. At f-1 bliver strengt voksende, når f er det ses let, 

men det vil også fØlge af vor næste sætning. 

11 .8.2. ~~nigg. Lad I~ R være et interval, og f:I ind i 

R en injektiv, kontinuert afbildning. Da er f strengt monoton. 

Bevis. Et vilkårligt indre punkt x E I deler I i interval-

lerne I 1 og I 2 , og vi vil ikke medregne x til noget af disse 

intervaller. IfØlge sætning 11 .6.2 er f(I1 ) og f(I2 ) interval

ler, og da f er injektiv, kan disse intervaller ikke indeholde 

f(x). Altså gælder det for hvert af delintervallerne I 1 og I 2 , 

at alle funktionsværdier på intervallet ligger på samme side af 

f(x). Det kunne nu først tænkes, at alle funktionsværdier på 

intervallerne I 1 og I 2 var mindre end f(x), men sætning 11 .6.2 

ville så medfØre, at alle funktionsværdier i et vist interval 

[f(x)-h,f(x)[ blev antaget to gange i strid med, at f var in-

jektiv. Tilsvarende ses, at alle funktionsværdierne på begge 

intervaller heller ikke kan være større end f(x). Tilbage er 

så kun den mulighed, at alle funktionsværdier i det ene inter

val er større end f(x), og alle funktionsværdier i det andet 
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mindre end f(x). 

Har vi nu f.eks. f(y) > f(x) 

for alle y > x, som antydet 

på figuren, ses det, at 

situationen for punktet 

y bliver den samme som for 

punktet x, og dermed er be-

viset fuldfØrt. 

Beviset for sætning 11.8.2 kan udfØres væsentlig fiksere. 

Det er nærliggende at gå ud fra den tanke, at 11 f ikke kan vokse, 

hvis f fØrst er begyndt at aftage, uden at antage samme værdier 

igen." Sådan en tankegang er dog for overfladisk, idet der 

ekBisterer funktioner, som ikke er monotone i noget interval. 

Imidlertid kunne ideen udnyttes til at vise, at f i ethvert 

afsluttet delinterval antager sin mindste og sin største værdi 

i endepunkter, men dertil må man benytte en hovedsætning fra 

kompakthedsteorien. En anden mulighed var at bemærke, at hvis f 

ikke er strengt monoton, kan man finde x
1

,x2 ,x
3

,x4 E I, således 

at x 1 < x 2 , f(x1 ) < f(x2 ), x3 < x4 , f(x3) > f(x4). Blandt disse 

i-1- punkter kan man så vælge tre, således at funktionsværdien i 

det midterste er større eller mindre end begge de andre funk-

tionsværdier, og man får så en modstrid ved hjælp af sætning 

11.6o2o 

11 .9. I den populære opfattelse af begrebet sammenhæng 

spiller begrebet "kurve" en væsentlig rolle. Man vi l kalde en 

mEangde sammenhængende, hvis to punkter i mængden al ti d kan for-

bindes med en kurve, der selv ligger i mængden. Vi skal i det 

fØlgende diskutere et sammenhængsbegreb af denne type, og det 

vil vise sig, at det ikke helt svarer til det ovenfor indførte. 

Det er naturligt i denne forbindelse også at diskutere begrebet 
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"kurve", men vi vil dog ikke anvende dette ord, idet vi fore

trækker at lade ordet "kurve" have den sædvanlige anskuelige, 

men ikke nærmere præciserede betydning. Vi indfØrer nu det for 

analysen vigtigste kurvebegreb. 

11 .9.1. ~~initiQg. Lad [a,b] være et afsluttet, begrænset 

interval, og lad T være et metrisk rum. En kontinuert afbild-

ning a:[a,b] ind i T kaldes en beyægels~ i T, og billedet 

a([a,bJ) kaldes bevægelsens bane. 

Lad nu [a1 ,b1 J være et andet interval, og lad ~:[a1 ,b1 J 

på [a,bJ være en kontinuert, bijektiv afbildning. Så er a
1 

== 

a o~ :: [a1 , b 1 J ind i T ligeledes en bevægelse i T~ og vi har ow··· 

-1 
vend t a== a 1 o~ • Bevægelserne a og a 1 har samme bane. IfØlge 

sætning 11 .8.2 er ~ strengt monoton. 

11 .9e2. Definition. To bevægelser a:[a,bJ ind i T og 

a 1 :[a1 ,b1 J ind i T kaldes ækvivalen~e, hvis og kun hvis der 

eksisterer en kontinuert, strengt voksende, bijektiv afbildning 

~:[a1 ,b1 J på [a,b], således at a 1 == ao~. De to bevægelser kaldes 

lnd~~~§_illods~~' hvis der eksisterer en kontinuert, strengt 

aftagende, bijektiv afbildning ~:[a1 ,b 1 J på [a,b], således at 

a1 = ao~& 

Det ses umiddelbart, a t det således indfØr te begreb "ækvi-

valent med 11 virkelig er en ækvivalensrelation. Således fås 

a ækv. a ved at vælge ~ som den identiske afbildning. Symmetrien 

fremgår af bemærkningerne forud for definitionen. Af a
1 

== ao~ 

og a2 == a 1 oø fØlger a2 = ao(~oø), og deraf fås transitiviteten 

umiddelbart, idet ~oØ bliver strengt voksende, når både ~ og ~· 

er det. Endvidere ses det umiddelbart, at to bevægelser, der er 

modsatte til samme tredie, er indbyrdes ækvivalente. 

11.9.2. D~fini~ion. Lad a:[a,bJ ind i T være en bevægelae< 

Punktet a(a) kaldes bevægelsens (og banens) begyndelsespunkt, 
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og a(b) kaldes bevægelsens (og banens) endepunkt. Klassen af 

bevægelser ækvivalente med ex(a) kaldes en ~.J. fra ex(a) til ex(b) 

En vej betegnes med et enkelt bogstavy så man skriver f.eks. 

Vejen r med ~E~~rfrems!!lling ex:[a,b] ind i T. 

De modsatte bevægelser til ex:[a,bJ ind i T udgØr en vej fra 

b til a, og denne vej betegnes nu -r" 

11 .9.3. ~~fini!i~· Lad r 1 med parameterfremstilling a 1 : 

[a,b] ind i T og r
2 

med parameterfremstilling ex 2 :[b,c] ind i T 

være veje, som tilfredsstiller ex 1 (b) == a 2 (b) (altså, at r 2 be

gynder, hvor r 1 ender). Den ved 

[

cx1 (t) for t E [a,b] 
a( t) == 

cx 2 (t) for t E [b,cJ 

definerede vej r med parameterfremstilling ex: [a,c] ind i T kaldes 

summen af r 1 og r 2 , og vi skrive r r == r 1 + r 2 • 

Det er indlysende, at ex bliver kontinuert, således at ex i 

hvert fald definerer en vej. Vi må imidlertid også godtgØre, at 

vi får den samme vej r == r 1 + r 2 , når vi benytter andre para

meterfremstillinger for r 1 og r 2 • Vi betragter :parameterfrem

stillinger ~i == ex 1 o~ 1 :[a1 ,b1 ] ind i T og ~2 == ex 2 o~2 :[b 1 ,c1 J ind 

i T, hvor ~ 1 :[a1 ,b1 J på [a,b] og ~ 2 :[b 1 ,c 1 ] på [b,c] er konti·-· 

nuerte og strengt voksende. Vi sætter nu 

[
~ 1 (t) for t E [a1 ,b1 J 

~(t) == ~2 (t) for t E [b
1 

,c
1 

J, 

og ~ bliver da en kontinuert og strengt voksende afbildning 

<p : [ a1 'c 1 J på [a, c J , og v i får 

ao~(t) == 
ex 1 o~ 1 (t) for t E [a1 ,b1 J 

cx 2 o<p2 (t) for t E [b1 ,c1 J, 

hvilket viser, at vi får samme vej som·fØr. 
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Hvis en vej r 
1 

ender i et punkt p E: T og en anden ve j r 2 

begynder i p, kan vi altid danne r
1 

+ r
2

• Vi kan nemlig altid 

erstatte den ene parameterfremstilling med en ækvivalent ved 

en monoton funktion~ defineret ved ~(t) = k+t, hvor konstanten 

k vælges sådan, at hØjre endepunkt for parameterintervallet for 

r
1 

kommer til at falde sammen med venstre endepunkt for para

meterintervallet for r2. 
Den således definerede operation + er altså kun defineret 

for visse specielle valg af r
1 

og r
2

, og den er således ikke 

en regneoperation i sædvanlig forstand .• Vi bemærlmr, at hvis 

r
1 

+ T
2 

og r
2 

+ T
3 

er definerede, da er (T
1

+r
2

) + T
3 

og 

T
1 

+ (T 2+T
3

) definerede og identiske. Operationen+ er således 

i en vis forstand associativ. Vi sl{river r
1 

- r
2 

i stedet for 

r 1 +(-r2 ), når dette udtryk har en mening. En konstant afbildning 

ex:[a,b]:inn. i har visse af et nulelements egenskaber, men ikke 

alle. Udtrykket r -r har en mening for enhver vej r (samme vej 

frem og tilbage), men r og -r kan ikke siges at hæve hinanden. 

11 .10. Vi vil nu sætte kurver i forbindelse med sammen-

hængsteorien. Vi bemærker fØrst, at et afsluttet, endeligt inter

val [a,b] er både kompakt og sammenhængende, og derfer giver 

sætningerne 10.12.1 og 11 .5.1 umiddelbart sætningen: 

11 .1 O .1 o ~nigg. Lad T være metrisk rum og ex: [a, b J i.nd :L 

T en bevægelse. Dennes bane ex([a,b]) er kompakt og sammenhængen-

de. 

Lad nu T være et metrisk rum og A ~ T en punktmængde. Vi 

siger, at et p~~! p E: A kan forbindes med et punkt q E: A, hvis 

og kun hvis der eksisterer en bevægelse ex : [a,b] ind i A med 

begyndelsespunkt ex(a) = p og endepunkt ex(b) = q, og vi skriver 

da p forb q. Vi kan også udtrykke dette ved, at der i A findes 

en vej fra p til q. Denne vej har en sammenhængende bane, som 
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ligger i A og indeholder p og g. Vi har derfor 

( 1 ) p for b q =} p sam g, 

hvor samer den i 11.3 omtalte ækvivalensrelation. 

11.10.2. DefinitiQg. Hvis relationen p forb g er opfyldt 

for alle valg af p E A og g E A, kaldes A ~~~§mmenhængende. 

Den logiske relation (1) fortæller os, at kravet om kurve

sammenhæng er kraftigere end kravet om sammenhæng, altså: 

11 .10.3. Sætning. Hvis en mængde er kurvesammenhængende 

er den også sammenhængende. 

Vi har nemlig a forb a, idet den konstante afbildning defineret 

ved a(x) = a forbinder a med a. Af a forb b fØlger, at der eksi-

sterer en vej fra a til b og den modsatte vej går da fra b til 

a, så vi får b forb a. Af a forb b A b forb c fØlger eksistensen 

af en vej r 1 fra a til b og en vej r
2 

fra b til c. Vejen r
1

+r
2 

er da en vej fra a til c, og vi har derfor a forb c. Relationen 

forb på mængden a giver anledning til en inddeling af A i ækviva-

lensklasser, ~er bliver kurvesammenhængende mængde. Vi vil kalde 

dem de kurves~eng~g~de_kompone~~! A, og på grund af (1) 

bliver de delmængder af komponenterne af A. 

På figuren er antydet 

en punktmængde, som består 

af en cirkelperiferi, samt 

to uendelig lange strimler, der 

konvergerer i spiraler ind mod 

cirkelperiferien fra hver sin 

side. Strimlernes rande regnes 

med til mængden, som da bliver 

afsluttet. Det er let at Ge, at den 
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bliver sammenhængende. Det er anskueligt klart, men dog ikke 

helt let at vise, at den ikke bliver kurvesammenhængende. Den 

består af tre kurvesammenhængende komponenter, nemlig cirkel-

periferien og hver af de to strimler. Vi skal ikke ofre tid på 

beviserne for de her anførte påstande. 

11.11. Vi vil nu gå over til et nærmere studium af sammen-

,m R'm hængsbegrebet for mængder i R • Vi bemærker, at vi for ~E , 

har den specielle bevægelse ~:[0,1] ind i Rm defineret ved 

~(t) = ~(1-t) + gt, 

som har begyndelsespunkt _§; og endepunkt !2_, og hvis bane er linie-

stykket med endepunkter ~ og Q• Denne bevægelse definerer ~en 

~~ede vej fra.§; til b. En vej r= r 1 + ••• +rn' hvor hver rv 

er en retlinet vej, kaldes en E21Y82nal~' og dens bane kaldes 

en brudt linie. 
-~-~~-

Vi kan gøre sammenhængsbegrebet endnu skarpere end begrebet 

kurvesammenhængende, ved at kræve, at to punkter af mængden kan 

forbindes med en vej af mere speciel art indenfor mængden. Hvis 

vi kun tillader polygonale veje, får vi et begreb, vi passende 

kan kalde polyg~nal sammenhæng. En cirkelperiferi er kurvesam

menhængende, men ikke polygonalt sammenhængende. 

Hvis en mængde A har den egenskab, a t ethvert .§; E A og 

ethvert b E A kan forbindes indenfor A ved hjælp af den retlinedP 

vej fra A til B, kaldes A konveks. Dette begreb omtales nærmere 

i det andet kursus under matematik 1 • Det fremgår umiddelbart 

af definitionen, at vi har sætningen. 

11.11.1. Sæ~nigg. En konveks mængde er kurvesammenhængende. 

Rummet Rm har den egenskab, at enhver kugleomegn i dette 

rum er kurvesammenhængende. Vi har endda den stærkere sætning: 
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. -m 11 .11 .2. Sæ1rring. En kugleomegn l R er konveks. 

Bevis. Lad K(~,r) være en kugleomegn. Idet! og X er 

punkter af denne kugleomegn, har vi 

Et punkt z af liniestykket med endepunkter ~ og X er givet ved 

~= (1-t)2f+ t;y, 

og vi får ved direkte udregning 

11~-.§;11 2 = li ( 1 -t)(!-~) + t (x-~) 11
2 

= 

((1-t)(~-~) + t(x-~))2 = (1-t)2C!-~)2 + t2Cl-~)2 + 

2t(1-t) (2f-§.)· (x-~) = (1-t)211~-~112 + t211;y-§.112 + 

På det sidste led anvender vi Cauchy-Schwarz 1 s ulighed 

og vi får 

2 II~-§JI 2 ~ ((1-t)ll!.-§;11 + tllil-§;11)
2 < ((1-t)r + tr)

2 
= r ' 

hvilket viser 9 at z € K(§;,r), og dermed er konveksiteten vist. 

Hvis vi blot ville vise, at K(~,r) er polygonalt sammen

hængende, kunne vi slippe lettere fra det, idet x og X begge 

kan forbindes med a ved retlinede veje. 
, m • 

11 .12. Lad O c R være en aben mængde og K~ O en polygo-

nalt sammenhængende komponent af O. Vi betragter et vilkårligt 

punkt x € K. Da er O en omegn af x, og der eksisterer en kugle 

K(x,r) ~ O. Da K(x,r) er polygonalt sammenhængende hØrer alle 

punkter af K(x,r) til samme polygonalt sammenhængende kompo

nent af o. Altså gælder K(x,r) ~K, hvilket viser, at K er en 

omegn af x. Altså er K åben, og vi har viet sætningen: 

11.12.1. §ætning. De polygonalt sammenhængende komponenter 

-m af en åben mængde O <,;;: R er åbne mængder. 

Heraf kan vi nu slutte fØlgende sætning: 

11 .12.2. Sætnigg. Enhver åben sammenhængende punktmængde 
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O~ Rm er polygonalt sammenhængende. 

Bevis e Lad K ~ O være en polygonal t sammenhængende kompoh .. 

nent af o. Ifølge sætning 11.12.1 er K åben. Mængden O\ K er 

foreningsmængde af alle de øvrige polygonal t sammenhængende kou·

ponenter af O, og derefter efter sætning 11 .12o1 ligeledes åben, 

Antager vi nu~ at K ikke er tom, da har vi på grund af, at O er 

sammenhængende, at O \K = ø, altså K= o. Altså er O polygonalt 

sammenhængende. 

11 e 12" 3 • .§~_:t_g]:gg. En åben mængde O ~ Rm har en hø j st nume~-

rabel mængde af komponenter. 

Beviso Hver komponent K ~ O er åben, og vi kan derfor vælgo 

et punkt .r E K med rationale r 1 , .•• , r m. Mængden af sådanne 

punkter er imidlertid numerabel og derfor er mængden af kompo-· 

nenter højst numerabel. 

11 .13. At vi overhovedet kan tale om kurvesammenhængende og 

polygonalt sammenhængende komponenter beror på, at vi dels for 

veje og dels for polygonale veje har operationen +· Hvis vi an

vender operationen + på retlinede veje får vi sædvanligvis bl.ot 

polygonale og ikke retlinede ve j e som re sul t at, Derfor har kon .. -· 

veksitetsbegrebet også helt andre egenskaber end sammenhængsbe-

greberne, Først og fremmest er (se figuren) 

en foreningsmængde of konvekse mængder 

med et fællespunkt sædvanligvis ikke en konveks mængde" Til gen-· 

gæld er en fællesmængde af konvekse mængder altid konveks, 

medens (se figuren) fællesmængden 

for to sammenhængende mængder 

ikke behøver at være sammen 

hængende" 

~,1 .14. Vi vil nu gå over 

til et nærmere studium af begrebet bevægelse, og i denne forbin~--
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delse vil vi for enhver bevægelse indfØre begrebet vejlængdey 

som altid vil eksistere, men som eventuelt har værdien=· I 

stedet for vejlængde vil vi også sige buelængde, men det vil vl8e 

sig, at ækvivalente bevægelser har samme buelængde og som f'Øl[':e 

deraf er det naturligt at tale om vejlængde. 

Det er rimeligt og naturligt at tillægge den retlinede vej 

fra a til b længden IIQ-§.11· Det er ligeledes naturligt, at eLm 

polygonale vej r = r1 + ••• +r 'hvor vi har endepunkterne n 

længden 

således at r 
1) 

1\(r) 

begynder i a .., og ender i a , tillær;;-,;-G:: -v-, -v 

n 

= )~ Ila - a 1 11· v v-
v-='1 

Det er klart, at den således definerede vejlængde bliver c.dd:t·,:I r, 

idet 

/\(r1+r2).= /\(r1) + /\(r2). 

11.15. Vi behøver endnu et hjælpemiddel, fØr vi Iren i.:;::,.c_.,. 

fØre begrebet buelængde, nemlig begrebe t -~-129:.9:~1:?.:.!?-€>: af et in te~:-. 

val [a,b] i delintervaller. Herved forstås en endelig mængde a:t' 

indre punkter i intervallet. Man vj_l i Peglen for>etrække at oe-

tegne en inddeling med et enkelt bogstav, oftest D~ eventuelt 

med index, og man Skriver 

D : a = t < t 1 < • • • < t 
1 

< t = b o n-- n 

for a t angive, a t D er inddelingen f t 1 , ••• , tn_1 ~ . Punkterne 

t
0

, ••• ,tn kaldes inddelingens ~~~~er, og de afsluttede in~ 

tervaller [ \J-1 , \), v = 1, ••• ,n kaldes inddelingens Q.~l:i.~~~~L: 

valler. 
-~·"""'"" 

En inddeling er altså en endelig punktmængde og de mængds-· 

teoretiske symboler benyttes for> inddelinger~ men men :foretræt:ke:c·· 

ofte mere suggestive navn2 for de mængdeteor>etiske begreber i 

denne sammenhæng. Hvis D
2 

~ D1 , foretrækker man at kalde D2 e~.~ 
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Yig~red~ling af n1 • Hvert delinterval for inddelin@en D1 er da 

foreningsmængde af delintervaller for inddelingen D2 • Hvis D
1 

og D2 nu er vilkårlige inddelinger, siges inddelingen D1 u D2 

at være den inddeling man får ved at 21ande D
1 

og D2 • Den er en 

videredeling både af n
1 

og af D2 • Med D[a,b] vil vi betegne 

mængden af alle inddelinger af intervallet [a,b]. 

11 .16. Vi går nu over til at betragte en afbildning 

~ : [a, b J ind i Rm , 

og selv om vi senere skal anvende vore resultater for bevægelser, 

vil vi dog ikke i fØrste omgang antage, at a er kontinuert. Vi 

betragter nu også en inddeling. 

D : a == t < t 1 < • • • < t 1 < t = b , o n- n 
og vi bemærker, at denne inddeling sammen med a definerer os en 

polygonal vej r= r1 + ••• + rn, hvor for hvert v den retlinede 

vej begynder i ~(tv_1 ) og ender i ~(tv). Hvis~ specielt er 

kontinuert, altså en bevægelse, bliver banen for r en brudt 

linie, hvis vinkelspidser ligger på 

banen for ~ i den række-

fØlge, i hvilken ~ gen

nemlØbes. 

Den således 

definerede vej har 

en længde /\(r), 

som vi også vil 

'·· ~( t5) 
J. 

,./\ 
~( toj............. r·---...,_.,~( t3) //J 

f ...... ·-'\.. /';/ 

\ ........ \" ... ···· \"-·. .... 
•.. ······ J ..... . // 

\ 
.\···· \, l~-·':;..·· ) 

.. ······· \.. ....../. --· a(t 
( t ) 'F:.~·-..... ... - 4 

~ 2 -..::.:::.::..y 
~( t1) 

betegne 'A(D;a) • a;\
0 

t
1 
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Hvis vi varierer inddelingen D på alle mulige måder, får vi en 

reel talmængde 

(1) f/\(D;~) l D E D[a,b] J. 
Lad nu <p:[a1 ,b1 

J på [a,b] være en kontinuert, bijektiv 

afbildning. På intervallet [a
1

,b
1

] har vi da en inddeling 
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1J -1 (D): a1 = 1J -1 (to) < ({J-1 (t1) < • • • < ({J-1 (tn-1) < (/J-1 (tn) = b1 • 

Vi har således en bijektiv afbildning af mængden af inddelinger 

af [a,b] på mængden af inddelinger af [a1 ,b1 ]. Nu ses det 

umiddelbart, at afbildningen ~o({J i forbindelse med inddelingen 

m-1 (D) [ J r af intervallet a1 ,b1 giver den samme polygonale vej, 

som vi havde før, så vi får derfor 

1\ (D;~) = /\(q.> - 1 (D) ;g_ o ({J), 

hvilket på grund af bijektiviteten medfØrer, at 

f/\(D;Q:) l D E D[a,b] J = f/\(D;g_o({J) l D E D[a1 ,b1 J j. 

M~ngc2:eg ( 1) ~f.h~E~~- -~~ef? hvis ex er kontinuert z kun 

~t' _g. en ved ex de fine re .Q;_§_ ve _j_. 

Trekantsuligheden medfØrer, at tilfØjelse af et nyt dele-

punkt vil forØge den brudte linies længde, hvis den overhovedet 

bevirker nogen ændring. Vi har derfor monotonitetereglen 

[ J 
, m o 

11 .17. Vi har til enhver vej ex: a,b ind i R faet knyttet 

en reel talmængde 

f/\(D;ex) l D E ~[a,b] J, 
der for kontinuerte g_ kun afhænger af den ved ex definerede vej r. 

Hvad enten ~ er kontinuert eller ikke, kan vi indføre størrel-

sen 

som altså for ~kontinuert kun afhænger af vejen r, og som 

derfor i dette tilfælde kan betegne~ /\(T). 

11.17.1. QefinitiQQ. Den ovenfor indførte størrelse /\(g_) 

kaldes den to!ale variatio~ af afbildningen ~· Hvis /\(~) har 

en endelig værdi, siges g_ at have begræ~~t variation. Hvis 

ex er kontinuert og har begrænset variation, siges den ved ex - -
definerede vej r at være rektifiabel, og /\(ex) = 1\(r) kaldes 

-- a ~-- -

~ængden af vej~n r ~~r~~n af_bevægelsell g_ g~nnemlØbne vej-
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længde. 

Fra matematisk synspunkt er brugen af særlige benævnelser, 

når ~ er kontinuert, ikke velbegrundet, men de for kontinuerte 

a anvendte betegnelser er tilfredsstillende fra anskueligt 

sy~spunkt, og det er i overensstemmelse med traditionen at ind

skrænke brugen af disse betegnelser til de specielle tilfælde, 

hvor a er kontinuert. 

11 .18. For x,y E [a,b] og x< y kan vi betragte restrik

tionen ~:[x,y] ind i Rm, og vi vil da indfØre betegnelsen 

A(~;x,y) for den totale variation af denne restriktion. Specielt 

er altså A(~) ~ A(~;a,b). Vi viser nu additivitetssætningen: 

11.18.1. ~~!n~ For c E [a,b] er 

A(~;a,b) = A(~;a,c) + A(a;c,b). 

Bevis. En inddeling D' af [a,b] med c som delepunkt de

finerer inddelinger D1 og D2 af [a,c] u [c,b], således at D
1 

= 

D1 u D2 , og vi har da additivitetsrelationen 

(3) A(D' ;~) ~ A(D1 ;!l) + A(D2 ;f,f), 

og sætning 11.18.1 er nu den tilsvarende relation mellem supre-

mumsværdierne for de tre udtryk, idet D' og dermed D
1 

og D2 
varierer på vilkårlig måde. Denne overgang er en rutine, der 

ofte er anvendelse for, og vi vil her gennemføre overvejejeleen 

i alle de tal jer, men ved senere le j ligheder vil gå le t hen over· 

rutinebeviser af denne slags. Vi beviser fØrst, at sætningen i 

hvert fald gælder med ~ og derefter tilsvarende med~· 

Vi går altså ud fra en vilkårlig inddeling D af [a,b]. 

Ved at tilfØje c som delepunkt får vi en videredeling D', som 

definerer inddelinger D1 og D2 af [a,c] og [c,b]. Vi anvender 

nu (2) og (3), samt definitionerne af total variation, hvilket 

giver 

A(D ;g) ~ A(D 1 ;g) ~ A(D1 ;~) + A(D2 ;f!) ~ 

A(~;a,c) + A(~;c,b). 
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Her står nu at læse, at A(~;a,c) + A(g;c,b) er et overtal for 

mængden fA(D;g) l D E D[a,b]J og derfor~ det mindste overtal 

for denne mængde, altså 

A(g;a,b) ~ A(~;a,c) + A(a;c,b). 

Vi betragter dernæst vilkårlige inddelinger DA og D0 af 
l c. 

[a,c] og [c,b]. Disse sammen med punktet c giver os en inddeling 

D af [a,b], og (3) giver nu 

A(D1 ;g) + A(D2 ;g) = A(D;g) ~ A(g;a,b). 

Heraf fØlger nu, at mængden fA(D
1 
;~) l D1 E D[a,c]J har 

A(g;a,b) - A(D2 ;g) som overtal, hvilket giver 

A(g;a,c) ~ A(g;a,b) - A(D2 ;g) 

eller 

A(D2 ;g) ~ A(g;a,b) - A(~;a,c). 

Udtrykket på hØjre side er altså overtal for fA(D2 ;g)ID2 E :b[c,b]J, 

hvilket giver 

A(a;c,b) < A(a;a,b) - A(a;a,c), - ;-: - -
og dermed er beviset fuldfØrt. Den sidste del kunne afkortes ved 

udnyttelse af sætning 4.7.1, idet beviset for den ene halvdel 

af denne sætning ses at indgå i ræsonnementet. 

For x,y E [a,b] og x > y sætter vi nu 

A(g;x,y) = A(g;y,x), 

og endvidere sætter vi for alle x E [a,b]. 

A(g; x,x) = o. 

Ved at gennemgå de forskellige muligheder for beliggenheden 

af 3 punkter x,y,z E [a,b] får vi nu den generelle i~Q~~~dsregel 

for den totale variation 

(4) A(~;x,z) = A(g;x,y) + A(a;y,z). 

11 .19. Den totale variation A(g) = A(g;a,b) er defineret 

som supremum for talmængd8n fA(D;~) r D E :b[a,b]J. Dette ud-
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trykkes i de 2 logiske relationer 

V D E D[a,b] (/\(D;o:) < /\(ex)) - - -
V K< /\(o:) 3 D E D[a,b]('A(D;o:) >K). - - ; 

På grund a~ monotonitetsegenskaben (2) er disse betingelser 

ækvivalente med den ene betingelse 

Vi lægger mærke til, at dette minder meget om en grænseværdide-

~inition, og det er ikke svært at ind~Øre enkelte nye begreber 

og derved opnå, at/\(~) virkelig i sædvanlig ~orstand bliver en 

gr@nseværdi ~or /\(D;~). 

Lad nu ~:[a,b] ind i R være en a~ildning med begrænset 

variation, og lad e være et positivt tal. Vi kan da i~Ølge det 

~oregående ~inde en inddeling D, således at 

/\(cx;a,b) - E ~ /\(D;~) ~ /\(~;a,b). 

Lad nu c E ]a,b[ være et vilkårligt punkt. Ved at til~Øje c til 

D ~år vi en inddeling D', ~or hvilken ovenstående ulighed også 

vil gælde. Den de~inerer inddelinger D1 og D2 a~ [a,c] og [c,b]. 

Vi har nu i~Ølge (3) og (4) 

/\(o:·a b) - /\(D·o:) = _, ' ,_ 

('A(g_;a,c) - /\(D1 ;g_)) + (/\(~;c,b) - /\(D2 ;o:)), 

og da begge tallene i parenteserne er ~ O, ser vi, at 

/\(g_;a,c) - s ~ /\(D1 ;~) ~ /\(g_;a,c) 

/\(g;c,b) - E ~ /\(D2 ;g) ~ 1\(g:;c,b). 

Hvis vi nu vælger d E ]c,b[ og benytter det netop opnåede 

resultat, ~år vi den tilsvarende ulighed også ~or intervallet 

[c,d], som er et vilkårligt delinterval a~ [a,b]. Vi ~ormulerer 

resultatet i en sætning: 

11.19.1. ~1~in~. Lad ~:[a,b] ind i Rm være en afbildning 

med begrænset variation, og lad E være et positivt tal. Der 

eksisterer da en inddeling D a~ [a,b], således at det ~or ethvert 
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delinterval [c,d] ~ [a,b] og enhver inddeling D' af [c,d] omfat

tende alle delepunkter D n ]c,d[, gælder at 

'A(~;c,d) - E ~ 'A(D' ;~) ~ 'A(~;c,d). 

Sætningen giver tidtryk for en slags ligelighed i forbindelse 

med konvergensen af 'A(D;cx) med 'A(~Jcjd) / således at vi svarende 

til et givet E kan finde en b stemt inddeling, med hvis dele

punkter uligheden er opfyldt for samtlige delintervaller [c,d] 

• på en gang. 

11 .20. Som en anvendelse af sætning 11.19.1 viser vi nu 

fØlgende fundamentale sætning: 

[ J . . -m l 11.20.1. Sætni!];B:• Lad g: a,b J.ns J. R være en bevæge se og 

c E [a,b] et vilkårligt punkt. Den gennemlØbne vejlængde ~(t) = 

'A(cx;c,t) definerer en kontinuert, monotont voksende afbildning 

ep : [ a , b J i n d i iL 

Bevis. For a ~ t 1 < t 2 ~ b giver indskudsreglen 

ep ( t 2 ) - ~ ( t 1 ) = 'A (ex; t 1 , t 2 ) ~ o, 

hvilket viser, at ~ er monotont voksende. Vi betragter nu et 

fast punkt t
0 

E [a,b], og vi skal da blot vise, at~ er konti

nuert i t • Lad E være et positj_vt tal. Der eksisterer da en 
o 

inddeling D E b[a,b], med de i sætning 11.19.1 omtalte egenskaber. 

Endvidere eksisterer der på grund af kontinuiteten et tal 0 > o, 

således at 

lt-t0 1 ~o=* llcx(t)-g_(t
0

)11 ~E. 

Tallet o kan vælges således, at intervallerne ]t -o,t [ og 
o o 

J t , t + o [ ikke indeholder delepunkter af inddelingen D. Ulig·o o 

heden i sætning 11.19.1 giver da for jt-t
0

1 ~o, at 

r j'A(g_;t0 ,t)j - llg_(t) - g_(t
0
)jll ~ E, 

og derfor tillige, at 

jep(t)- ~(t0 )1 :::: I'A(g_;t
0

,t)1 ~ 

llg_(t) - g_(t
0

)11 + II'A(g:_;t
0

,t)1 - llg_(t) ~· Q:.(t
0

)11f ~ 2E, 
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og dermed har vi netop vist, at ep er kontinuert i t • 
o 

11 e21. Vi skal vise et par regneregler. Hvis k er et reelt 

tal, får vi åbenbart for enhver inddeling D af [a,b], at 

A(D;k~) = lkl A(D;~), og heraf følger regneregler. Hvis k er et 

reelt tal, får vi åbenbart for enhver inddeling D af [a,b], at 

A(D ;kg) = l k l A(D ;g_), og heraf fØlger regnereglen 

(5) A(k~;a,b) = lkl A(~;a,b). 

L d d t b t t 2 b l [ b] · d · R'm a os ernæs e rag e evæge ser ~1 ,~2 : a, 1n 1 • 

Vi kan da danne afbildningen~= ~1 + ~2 :[a,bJ ind i Rm. For en 

vilkårlig inddeling 

får vi nu først 

11~(\)~(tv-1 )li = ll(z.1 (tv)-~1 (tv-1 ))+(~2(tv)-n2(tv-1) Il ~ 

11~1(tv)-~1 (tv-1 )l!+lla2(tv)-g_2(tv-1 )il, 

hvilket medfØrer, at 

A(D;~) ~ A(D;g1 ) + A(D;g2 ) ~ A(~1 ) + A(~2 ), 

så vi får regnereglen 

(6) 

11.22 I det specielle tilfælde m= 1, hvor a er en afbild

ning af et interval [a,b] ind i R, får vi 

n 

A(D;a) = L la( tv) -a( tv-i) l· 
v=1 

En generel afbildning g 

koordinatafbildninger 

[ J 
, m . a,b ind i R er g1vet ved de m 

og vi har da 

(7) 

a: = pr o a v v- [a, b J ind i R, 

+ •.• +a: e' m-m 
hvor e1 , ••• ,e er basistalsættene. For hvert,, og v har vi - -m rv 

laf.l(tv)-a:f.l(tv-i) l ~ l!~(tv)-~(tv_1 )11, 
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og vi får derfor 

hvilket medfØrer, at 

(8) ~(ap) ~ ~(~), M= 1, ••• ,m 

På den anden s ide ses det umiddelbart, a t 

og af (7) fØlger derfor ved gentagen anvendelse af (6), at 

(9) ... +~(a ). m 
Af ulighederne (8) og (9) fØlger specielt: 

11.22.1. ~ning. En afbildning g,:[a,b] ind i :Rm har be-

grænset variation, hvis og kun hvis enhver af koordinatafbild

ningerne a =pr :[a,b] ind i R har begrænset variation. 
M M 

11 .23. Vi går nu over til et nærmere studium af en afbild-

ning a:[a,b] ind i R, som antages at have begrænset variation. 

Den ved 

ep(x) = ~(ex;a,x) 

definerede afbildning ep:[a,b] ind i R er voksende~ idet y> x 

medfØrer (se indledende bemærkning til 11 .22) 

~(y) - cp(x) = ~(a;x,y) ~ lcx(y) - ex(x) l ~ o, 

som viser, at ep er voksende. Sætter vi nu~ = ep -a; får vi 

~(y) -~(x) = ep(y) - cp(x) - (cx(y) - ex(x)) ~ o, 

således at~ også er voksende. Nu er ex = ep - ~' og vi har altså 

set, at ex kUn skrives som differens mellem 2 voksende funktioner. 

Vi har tidligere set, at ep og dermed tillige~ bliver kontinuert, 

hvis ex er kontinuert. For en voksende funktion ep får vi for 

enhver inddeling ~(D;cx) = ep(b) - ep(a), hvilket viser, at en 

voksende funktion og dermed ifØlge 11.21 en differens mellem 2 

voksende funktioner, har begrænset variation. Vi har således 

vist sætningen: 

11 • 23.1 • §.ætnJ-ng. En afbildning ex: [a, b J ind i R er af b e-
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grænset variation, hvis og kun hvis den kan skrives på formen 

a= ~ - ~' hvor~ og~ er voksende. Hvis a yde rligere er kon

tinuert, kan ~ og~ vælges kontinuerte. 

11 • 24. Vi vi l vis e endnu e t par regneregler for sædvanlige 

reelle funktioner med begrænset variation. 

11.24.1. Sæt~g. Lad a:[a,b] ind i R VæPe en afbildning 

med begrænset variation. Dens kvadrat a 2 :[a,b] ind i R har da 

begrc.mset variation. Hvis der elm is terer en konstant k > O, 

således at a ikke antager værdier i intervallet ]-k,k[, da har 

også den reciproke 1 begrænset variation. a 
Bevis. Vi har en fremstilling a=~ - ~' hvor~ og~ er 

voksende. Vi kan antage, at~ og~ er overalt positive, da vi 

ellers blot adderer en passende positiv konstant til ~ og~' 

h . lk t . kk M • 2 2 "' 2 h Vl e l e ændrer a. en sa er a = ~ + ~ - 2~~ 7 og er er 

~ 2 + ~ 2 såvel som 2~~ voksende, og a2 har derfor begrænset 

variation. Er derefter la(t)l ~k for alle t, får vi for en 

inddeling 

at 

hvoraf fØlger, at 

( 1 -2 ) -2 ~ D;a) ~k ~(D;a ~k ~(a), 

1 hvilket netop viser, at -har begrænset variation. 
a 

11.2Lj .• 2. Sætning. Hvis afbildningerne a 1 , a
2 

: [a,b] i11d i 

:R har begrænset variation, da har produktet a
1

a 2 begrænset va

riation. 

Denne sætning fØlger umiddelbart af sætning 11.24.1 i for

bindelse med ulighederne (5) og (6), idet 
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11 .25. Vi indskyder her et par almindelige bemærkninger i 

tilslutning til det foregående og benytter samtidig lejligheden 

til en enkelt historisk bemærkning. 

··- De monotone funktioner kommer naturligt ind i analysen som 

et nyttigt hjælpemiddel. Det er imidlertid en svaghed, at reg-

ning med monotone funktioner kun undtagelsesvis fører til mono

tone funktioner. Ovenfor har vi imidlertid set, at mængden af 

funktioner, der kan skrives som differens mellem 2 voksende 

funktioner, er mængden af funktioner med begrænset variation, 

og at denne mængde er afsluttet overfor addition, subtraktion 

og multiplikation, samt med en rimelig begrænsning tillige over

for division. Vi har således fundet den mindste funktionsklasse, 

som indeholder de monotone funktioner og er afsluttet overfor 

regneoperationer i et rimeligt omfang. 

Det er imidlertid værd at lægge mærke til, at vi kom ganske 

naturligt til begrebet 11begrænset variation" ved et forsøg på 

at indfØre begrebet "langdei' for en kurve i et m-dimensional t 

rum, og vi fandt derved, at begrebet "begrænset variation11 for 

kontinuerte bevægelser var ensbetydende med begrebet 11 rektifia

be11'. Disse forhold arntal tes fØrst i 2den udgave af Camille Jer

dan's berømte lærebog 11 Cours d'analyse de l'ecole polytechnique", 

hvis fØrst bind udkom i 1893. Denne bog er blot et enkelt eksem-

pel fra en lang række tilsvarende lærebøger, der ofte har ind

fØrst helt nye ideer i matematikundervisningen ved Ecole poly-

technique i Paris. 

Senere undersøgelser viste, at der var en sammenhæng mellem 

begrænset variation og differentiabilitet. Ingen af de to egen-

skaber medfører den anden, men i en vis forstand medfØrer de to 

egenskaber alligevel omtrent hinanden. Det er Lebesgue's inte-

gralteori, der har bragt klarhed i dette spØrgsmål. 
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44 .26. Vi skal nu studere de mere specielle bevægelser, 

der har differentiabel parameterfremstilling. Det viser sig 

dog, at differentiabilitet i sig selv har ringe interesse i 

denne sammenhæng, men for kontinuert differentiable bevægelser 

får vi sætningen: 

44.26.4. §~tning. Hvis afbildningen~ :[a,b] ind i Rm er 

kontinuert differentiabel, har a begrænset variation, og den 

ved cp(t) ='A(~;a,t) definerede afbildning ep : [a,b] ind i R er 

differentiabel med Dcp(t) = IID~(t)ll· 

Bevis. Da Da : [a,b] ind i Rm er kontinuert, og [a,b] er 

kompakt, har 

G = s up~ liD~ ( t) 11 1 t E [a, b Jl 
en endelig værdi. Vi betragter nu en inddeling 

• • • < t "' < t =b, n-, n 
og vi bemærker først, at vi for k= 4 , ••• ,m; v= 4 , ••• ,n ifØlge 

middelværdisætningen har 

ak(t) - ak(t "') = Dak(~k ) (t -t "')' v v-, ,v v v-, 

hvor ~k E [t "',t ]. Heraf fås vurderingen ,v v-, v 

lak(tv) - ak(tv_4 )1 ~ G(tv-tv)' 

som igen giver 
n 

'A(6;ak) = L lak( tv) - ak( tv-4) l ~ 
v=4 

n 

G r (tv -tv_4 ) = G(b-a), 

v=4 

hvilket viser, at ak og dermed ~ har begrænset variation. Vi 

ved nu, at cp(t) = 'A(~;a,t) er begrænset. 

For at vise den sidste del af sætningen, betragter vi et 

vilkårligt delinterval [x,y] ~ [a,b]. Vi sætter 
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gk(x,y) = inffiDak(t)l 

Gk(x,y) = supf IDak(t)l 

tE: [x,y]J 

tE: [x,y]}. 

Vi betragter en vilkårlig inddeling 

6 : x= t 0 < t 1 < *~· < tn_1 < tn =y. 

IfØlge middelværdisætningen kan vi for k= 1 , ••• ,m; v= 1 , ••• ,n 

vælge ~k E: [t 1 ,t ], således at ,v v- v 

ak(tv) - ak(tv-1) = (tv-tv-1)Dak(~k,v)' 

hvoraf fØlger 

112:( t) - !!( tv-1) 11 = (f (ak (t) - ak ( tv-1 ) ) 2/ = 

k=1 
m 1 

(tv-tv-1) (L (Dak(~k,v))2)2· 
k=1 

Vi får således vurderingen 

m 1 

(tv-tv-1) (I'(gk(x.y))2)2 ~ llg;(tv) -~(tv-1)11 ~ 
k=1 

m 1 

(tv-tv-1) (.[ (Gk(x~y))2)2· 
k=1 

Ved summation med hensyn til v fås heraf 

m 1 m 1 

(y-x)(L (gk(x,y))2)2 ~ 'A(6;g;) ~ (y~x)(L (Gk(x,y))2)2· 

k=1 k=1 

Vi lægger mærke til, at vi her har fået /\(6;~) vurderet 

ved udtryk, der ikke afhænger af inddelingen 6. Vi bemærker og

så, at vurderingen gælder for alle valg af 6. Men så gælder den 

samme vurdering for supremum for 'A(6;ff), og vi får derfor, idet 

'A(g;x,y) = ~(y) -~(x), at 
m 1 m 1 

(y-x) ( L ( gk (x 'Y) ) 2) 2 ~ ~ (Y) - ~ (x) ~ (y-x) ( L (G k (x' Y) ) 2) 2, 

k=1 k=1 



Mat .1 , 1 961 -62 MA 11. 30 

eller 

Da ~unktionerne Dak alle er kontinuerte, er den ved 

m 1 

F(!:~) =:: ( L (:rak ( uk) ) 2) 2 

k:::1 

de~inerede a~bildning a~ den kompakte mængde 

f~ l a~ uk ~b; k= 1, ••• ,mJ 

ind i R ligelig kontinuert, og ~or s > o, kan vi altså ~inde 

o > o, således at 

lvk-ukl ~o; k::: 1 , ••• ,m ~ IF(y) -F(~) l ~s. 

Idet gk(x,y) og Gk(x,y) er ~unktionsværdier ~or Dak i interval 

let [x,y], ~Ølger hera~, at vi ~or ly-xl ~Q har 

m 1 m 1 

o ~ ( L ( Gk (x' y) ) 2) 2 - ( :L. ( gk (x' y) ) 2) 2 ~ E • 

k:::1 k:::1 

Vi betragter nu et vilkårligt punkt u E [a,b]. Vi betrag-

ter desuden to andre punkter x og y, således at 

a ~ x ~ u ~ y ~ b 

og desuden x < y. Vi har da den oven~or ~undne vurdering a~ 

ilif:i(x), og det ses, at 1/D,g(u) 11 ligger mellem de samme græn

ser, således at vi ~år 

Sætter vi nu specielt x = u og y::: u+h, ~Ølger hera~, at 

cp(u+h) - ep( u) = IID~(u) !Ih + s~(h)h, 

hvor o s 1 (h) ~O ~or h~ o. Tilsvarende ~ås ~or y::: u, x::: u-h, at 
o 

cp(u-h) - q;(u) = -IID~(u)l!h- s 2 (h)h, 
o hvor s 2 (h) ~ O ~or h~ Os De to relationer tilsammen viser, at 
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~ er differentiabel i u, og at 

D~ (u) = IIDQ:.( u) li· 
11.26.2. s~~~igg. Hvis ~:[a,b] ind i Rm er kontinuert dif-

ferentiabel, er 

(10) A(:!;a,t) =!at l[ø' (u)IJdu. 

Bevis. IfØlge sætning 11.25.1 har de to udtryk i (10) samme 

differentialkvotient med hensyn til t, og forskellen mellem dem 

er derfor uafhængig af t. Men for t = O er begge udtryk = O; 

altså er deres konstante forskel lig med O og udtrykkene således 

altid lig med hinanden. 

11 .27. Hvis en kontinuert bevægelse ~:[a,b] ind i Rm er 

injektiv, kaldes dens bane en simpel bue. Da [a,b] er kompakt, 

er~ ifØlge sætning 10.14.2 en homoamorf afbildning af [a~b] på 

banen. Hvis nu p_: [a,b] ind i Rmer en simpel bue med den samme 

bane, bliver ~1 of en homoamorf afbildning af [a,b] på sig selv, 

altså monoton. Altså er alle injektive bevægelser på en simpel 

bue indbyrdes ækvivalente eller modsatte. 

Det fremgår heraf, at vi kan tale om ~gg~n_a[e~~sLmpel 

~' uden at det er nØdvendigt at vi binder os t il en bestemt 

parameterfremstilling. Vi kan da på samme måde tale om længden 

af en bane, der er sammensat af flere simple buer. For sådanne 

baner vil vi også anvende betegnelsen kurver. 

En vej kaldes luk~t.t. hvis den begynder og ender i samme 

punkt. Hvis parameterintervallet er [a,b] og c er et punkt i 

]a,b[, kan vejen r da skrives r 1+r2 , hvor r 1 svarer til [a,c] 

og r 2 svarer til [b,c]. Vi kan nu også danne r 2+r1 , og det bliver 

en lukket vej, der begynder og ender i det til c svarende punkt 

af banen. Vi vil ikke skelne mellem denne vej og r, og derved 

bliver den lukkede vej uafhængig af begyndelses- og endepunktet. 
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Lad ex: [a, b J ind i :Rm definere en lukket ve j. Ved afbild

ningen ep~[a,b] ind i :R
2 

defineret ved 

2n::l-~~t 
b.,...a ep (t) = e 

går [a~b] over i enhedscirklen i C, således at a og b går over i 

samme punkt af denne, medens [a,b[ afbildes injektivt. Vi har 

da, at ep-1 afbilder enhedscirklen bijektivt på [a,b[, og exoep-1 

-1 bliver åbenbart kontinuert på enhedscirklen. Hvis exoep bliver 

injektiv, kaldes den ved ex definerede vej r en simpel lukket 

vej, og dens bane kaldes en Jordan-kurve. 

11 .28. Lad ~:[a,b] ind i :R3 være en 2 gange kontinuert 

differentiabel bevægelse. Vi kalder Dg:_( t) h~.!!~h.~SJ:e:!];, IIDg;_( t) 11 

f.ill:~ og D2~(t) accelerationen til tidspunktet t. Hvis vi for 

alle t E [a,b] har D!(t) t Q kaldes ex en differentiabel ~~I~· 

Vi sætter s= A(~;a,t) = ep(t), og vi har da 

~~ = Dep (t) = IIDQ;. (t) il > o' 
således at ep er kontinuert og monoton, og vi kan danne t = ep - 1 (s), 

og gå over til den ækvivalente bevægelse 

§_ = ~ocp - 1
: [O ,A(gJ J ind i :R3, 

og denne kaldes den naturlige param~~~fremsti~.for kurven. 

Vi har 

Dcx(t) 
Dli (s) = ~-=n(j-· = 

DQ;,(t) 

l l" Dg_ ("t )lT ' 
altså 11Df2(s)ll = 1. Den naturlige parameterfremstilling udmærker 

sig altså ved, at farten netop er 1. 

På figuren har vi indtegnet vek

toren ~(§.(s+h)-~(s)), som altså er 

en vektor på en sekant til kurven" 

For h ~ O konvergerer denne vektor 

mod enhedsvektoren D~(s) = 1(s), som 
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altså ligger på kurvetangenten. Vi kalder denne vektor kurvens 

~p,a~ntvektQr• Af _!(s)·_!(s) ~ ll_!(s)ll
2 = 1 fås ved differentia-

t ion 

_!(s).D_!(s) =O. 

Vi skrive r 

D_!(s) = K(S)Q(s), 

hvor !];(s) er en enhedsvektor og K(s) ~ o. Kun for K(s) ~ O er 

~(s) entydigt bestemt, og n(s) kaldes da kurvens ~dn~~~l

vektor. Når kurven gennemlØbes med fart 1, drejer _!, så ende

punktet· får farten K(s), der kaldes kurvens frumB!ng, og drej

ningen foregår i den ved .! og Q bestemte plan, der kaldes kur

vens 2~a1ionsp~. 

11.29. Idet vi nu vender tilbage til den oprindelige be-

vægelse a, ser vi, at 

Dg_(t) = v_!, 

hvor v er farten i bevægelsen. Endvidere er 

dt dt 
dt =CIS 

d s dt = KVQ, 

hvor vi har undladt parameteren t. Altså får vi for accelera-

tionen ~(t) fØlgende udtryk 
2 dv 2 

! = D g_ = dt.! + KV Q, 

hvilket viser, at accelerationen i bevægelsen har komposanten 

~~ i tangentens retning og komposanten KV2 i hovednormalens 

retning. 

Vi får nu yderligere 

11~11 2 = (~~.! + i<:V
2n) • (~~~ + KV

2!]) = 

(~~)2 + /<:2V4 
til bestemmelse af krumningen K· Af ligning 

v2 = (Dg;_)2 = Y..2 
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får vi ved differentiation 

d v 
vdt = Y.·Yf., 

og den ovenfor fundne ligning giver derfor ved multiplikation 
2 2 med v = v , at 

v2w2 = (y.Yf..)2 + K2(y2)3, 

så vi får formlen 

2 
K 

2 
hvor y = D~ og Y!. = D ~· 

' 

Vi skal ikke gå videre med den her kun lige påbegyndte 

diskussion af de differentiable kurvers teori. Vi har givet en 

ren matematisk indfØrelse af de kinematiske begreber hastighed 

og acceleration, og vi har sat disse begreber i forbindelse 

med det rent geometriske begreb krumning. 
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Let_!;e o;pga~. 

1. Angiv komponenterne af den punktmængde i R, som er givet 

ved 

2. Lad S og T være sammenhængende metriske rum. Vis, at pro

duktrummet S x T er sammenhængende. 

3. Vis ved et eksempel, at en delmængde af R kan have sammen-

hængende afslutning uden selv at være sammenhængende. 

4. En mængde A~ R har ingen randpunkter. Vis, at A~ R eller 

A ~ Ø. 

5. Vis, at der i rummet Q af rationale tal ikke findes sammen

hængende mængder med mere end et element. 

6. PrØv at give et enklere bevis for sætning 11 .8.2 ved at ud-

nytte de bemærkninger, der er anført efter beviset. 

7. Tre bevægelser a,~,y:[0,1] ind i C er givet ved 

a(t) = cos2rrt + i sin22rrt 

~(t) = coBI3 rr(t-t3 ) + i sin/3ff(t-t3) 

y(t)- (cosht-2) + i(2cosht-1 ). 

Banerne for disse bevægelser er dele af velkend te kurver. 

Angiv de tre bevægelsers baner. 

8. Vis, at den ved 

r 

4x 
f2S 1 ~ --2-2~ 2~ u fQJ 

x +y 
-2 definerede mængde i R er kompakt og kurvesammenhængende, 

men ikke polygonalt sammenhængende (det er nok bedst at 

tegne en skitse af mængden og studere denne. 

9. Vis, a t den ved 
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definerede 

kompakte 

2lxl < 1 1 U fQI 
2 2 = .s ~-.! 

x +y 

mængde R2 er polygonalt 

MA 11 .Opgaver 10-11 

sammenhængende, men ikke 

10. Vis, at en kontinuert afbildning ~:R ind i Z er konstant. 

Lad f'1 og f'2 væpe kontinuerte afbildninger af' R ind i R, 
således at 

Vis, at der eksisterer et helt tal n, således at f'2 (x) = 
f' 

1 
(x) + 2n7T • 

11. Vi betragter et kompakt 

interval I og en retvink-

let ligebenet trekant T. 

Trekanten T deles i 2n 

kongruente dele, idet man 

f'Ørst tegner hØjden, derefter t-1~1-2~1~3~1·~~+--+--1~8~1 
I 

hØjden i hver deltrekant o.s.v. 

(se figuren). For hver værdi af n numereres deltranterne, 

således som antydet på figuren, således at trekanten med ph 

hinanden fØlgende numre har en side fælles, og således at 

den trekant derhar nummer q_ ved inddelingen i 2n trekanter., 

deles i trekanter med numrene 2q_-1 og 2q_ ved overgang til 

inddelingen i 2n+1 dele. Vis ved induktion, a t en sådan f'Ølge 

af inddelinger eksisterer. Intervallet I deles tilsvarende 

for ethvert n i 2n lige store dele, der numereres fortlø-

bende som antydet på figuren. Lad t E I være et vilkårligt 

punkt. Vi kan da vælge en aftagende intervalfØlge I 1 ~ I 2 ~ 

således at det afsluttede interval I indeholder 
n 

t, og således at I er et delinterval fra inddelingen af' I 
n 

i 2n delintervaller. Til In lader vi nu svare deltrekanten 
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Tn med samme nummer som In fra inddelingen af T i 2n del

trekanter. Gør rede for, at 

1) T1 ~ T2 ~ T3 ~ ••• 

2) Mængden n T (trekanterne er afsluttede) består af 
n 

netop et punkt. 

3) Hvis det er muligt at vælge den til t E I svarende 

fØlge I 1 ~ I 2 ~ ••• på flere måder, afhænger det i 2) om

talte punkt ikke af valget af fØlgen, men kun af punktet t. 

Det i 2) omtalte punkt betegnes ~(t). Derved defineres 

en afbildning ~:I ind i T. GØr rede for, at 

4) ~ er kontinuert. 

5) ~ er surjektiv. 

6) ~ er ikke injektiv. 

Det ses, a t ~:I ind i :R2 er en bevægelse, d er gennem

lØber alle punkter af en trekant. Eksistensen af bevægelser 

med denne egenskab blev opdaget af de.n italienske matematiker 

r~~' og de har været kaldt Peanokurver, selv om betegnel

sen kurve netop i denne forbindelse forekommer helt unatur-

lig. 

12. Vi betragter en bevægelse g_: [a,b J ind i Rm, en inddeling og 

den tilsvarende polygonale ve j r. Det antages, a t ~ er in

jektiv. Anskueliggør ved en figur (vælg m= 2), at vejen r 

alligevel kan "skære sig se l v". 

13. Vis, at et produktrum T = T1 x T2 er sammenhængende, hvis 

T1 og T2 er sammenhængende metriske rum (studer en kontinuert 

afbildning ~:T ind i f0,1 J). 

1~.. En bevægelse g_:[a,b] ind i :Rm er differentiabel og Dg, er 

begrænset. Vis, at ~ er rektifiabel. 
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15. Vi betragter mængden af punkter, hvis polære koordinater 

(r,®) er givet ved (a er en positiv konstant) 

( ae ) e ,e ; ~ < e ~ Oo 

Vis, at disse punkter tillige med det polære koordinatsy

stems pol (begyndelsespurutt) udgØr banen for en injektiv 

bevægelse ~:[0,1] ind i R. Hele punktmængden 

(eae,e); e E R 

er en såkaldt logaritmisk spiral (skitser den). Den udmærker 

sig ved, at en drejning om polen har samme virkning på den 

som en ligedannethed med polen som lighedspunkt (den loga-

ritmiske spiral er kongruent med et forstørret billede af 

sig selv). 

16o Vi betragter en afbildning a:[a,b] ind i R samt en inddeling 

D:a = t
0 

< t 1 < ••• < tn_1 < tn =b. 

Idet vi max(x,y) betegner det største af tallene x og y, 

sætter vi 

rr(D;a) 
n 

= ~1max(O,a(~)-a(~_1 )) 
m 

v(D;a) = )' max(O,a(tk_1 )-a(tk)). 

k=1 

Endvidere sætter vi 

rr(a;a,b) = supfrr(D;a) D E D[a,b]J 

v(a;a,b) = supfv(D;a) l D E D[a,b]J. 

For x E [a,b] indfører vi for restriktionen af a til (a,x] 

de tilsvarende udtryk rr(a;a,x) og v(a;a,x). Vis relationerne 

~(a;a,x) - v(a;a,x) = a(x) - a(a) 

~(a;R,x) + v(a;a,x) = A(a;a,x). 
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Derved fås en ny fremstilling af en funktion med begrænset 

variation som differens mellem monotone funktioner, nemlig 

funktionerne rr(a;a,x) + a(a) og v(a;a,x). Vis, at også disse 

funktioner bliver kontinuerte, hvis a er kontinuert. Funk-

tione rne 1T og v kaldes den pos i ti ve og den negative varia-

tion af a. 

17 .• Afbildningerne \11 ,g_2 : [a, b] ind i Rm antages at have begræn

set variation. Vis, at afbildningen a= ~1 -~2 :[a,b] ind i 

R har begrænset variation. 

18. Afbildningen ~:[a,b] ind i Rm antagesathave begrænset 

variation, medens ~:Rm ind i Rn antages kontinuert differen

tiabel. Vis, at ~o~:[a,b] ind i Rn har begrænset variation. 

19 E b l . R'2 . t d • 1n evæge se l er g2ve ve 

a 1 (t) = at2 , a 2 (t) = bt3, a> o, b> o. 

Bestem den i et vilkårligt interval [a 9b] gennemløbne vej-

længde. 

Husk: positiv kvadratrod. 

20. Et hjul med radius a ruller på en vandret linie. Udregn den 

vejlængde et punkt på hjulets periferi gennemløber, mens 

hjulet triller en omgang. 

21. Vis, at det grafiske billede i retvinklede koordinater af en 

kontinuert differentiabelafbildning f:[a,b] ind i R er en 

bue med længden 

Lb 
1 

(1+(Df(x)) 2 )2dx. 

22. Vis, at en kurve, der i polære koordinater er givet ved 

r= f(®), a~@~ b, har længden 

.r: ( ( f (e ) ) 2 
+ (D f (e ) ) 2 

) ~d® . 
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23. Opstil en formel for længden af en vilkårlig parabelbue. 

24. Udregn længden af en vilkårlig bue af den logaritmiske 

spiral, der i polære koordinater har ligningen r= a eb®. 

25. En bevægelse i R3 er givet ved parameterfremstillingen 

(skrue bevægelse) 

x1 = acost, x2 = asint, x3 = ht, a > O,h > o. 

Udregn den i et vilkårligt tidsinterval gennemlØbne vej-

længde. 

26. En bevægelse i R3 er givet ved parameterfremstillingen 

(konisk skruebevægelse) 

x1 = tcost, x2 = tsint, x
3 

= ht, h > O. 

Udregn den i et vilkårligt tidsinterval gennemlØbne vej-

længde. 

27. En bevægelse i R4 er givet ved parameterfremstillingen 

x1 = acosht, x2 = asinht, x3 = bcoskt, xU = bsinkt, 

a > o, b > o, h > O, k > o. 

Udregn den i et vilkårligt tidsrum gennemlØbne vejlængde. 

28. Find hastighed, fart, acceleration, tangentvektor, hoved

normalvektor og krumning for skruebevægelsen 

x1 = acost, x2 = asint, x
3 

= ht, a > o, h > o. 

29. Samme opgave for den koniske skruebevægelse 

x1 = t cost, x 2 = t sint, x3 = ht, h > o. 

30. Vis, at krumningen for den plane bevægelse x1 = a 1 (t), x 2 = 

a 2 (t) er den numeriske værdi af udtrykket 
2 2 

Da1D a 2 - Da2D a 1 

iiDa/1
3 

For plane kurver plejer man at indfØre en med fortegn regnet 

krumning, hvis værdi er givet ved ovenstående udtryk. 
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31. En plan bevægelse er givet i polære koordinater 5 idet 

® = c;o(t), r= f(t), t E [a,b]. 

Vi indfØrer en enhedsvektor e = ~(t) på radiusvektor, samt 

den enhedsvektor ~1 = ~1 (t), der fås ved at dreje~ vinklen 

~i positiv retning. 

d~ d® 
dt = dt~1, 

Vis først, at 

d~1 d® 
dt = - dt~1. 

Idet det bemærkes, at hastighed og akceleration fås som første 

og anden differentialkvotient af r~, udregnes hastighed, ak

celeration og krumning. 

Vanskeligere opgaver. 

32. (Almindelig øvelse i topologiens bevisteknik uden nØjere til

knytning til sammenhængsteorien). En voksende fØlge F1 ~ F 2 ~ 

af afsluttede mængder på et interval [a,b] har som forenings-

mængde hele intervallet. Vis, at Fn fra et vist n at regne inde· 

holder et delinterval af [a, b J (Benyt indirekte bevis med udn;yt 

telse af intervalindsnævring). Osgood 1897. 

33. Lad F være en komponent af komplementærmængden til en åben 

·m C mængde O ~ R • Vis, at F er sammenhængende. 

34. I R~ betegner vi med M mængden af punkter, som kun har endelig 

mange koordinater + o. Vis, at både M og (M er sammenhængende" 

35. I R4 betragtes mængden M af punkter (a,~,y,o) med den egenskab~ 

at 

y1 = ax1 + ~x2, y2 = yx1 + ox2 

definerer en bijektiv afbildning af R2 på R2 • Vis, at M er 

åben og overalt tæt i R4, men ikke sammenhængende (studer den 

ved c;o(a,~,y,o) ~ ao - ~y definerede afbildning ep: M ind i R. 

36. Kræver nogen opfindsomhed). Lad 01 ~ o2 ~ .•. være en afta

gende fØlge af åbne mængder på R, og lad fællesmængden nOn 

være overalt tæt på R. Vis, at non ikke er tællelig. 

Specielt fØlger heraf, at mængden af rationale tal ikke 

er fællesmængde for en aftagende fØlge af åbne mængder. Ved over , 
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overgang til komplementærmængderne ses så, at mængden af irrati~ 

nale tal ikke er foreningsmængde for en voksende fØlge af af-

sluttede mængder. 

Vis, at mængden af diskontinuitetspunkter for en afbild

ning f: R ind i R er foreningsmængde for en voksende fØlge af 

afsluttede mængder. Mængden af irrationale tal kan altså ikke 

optræde som mængden af diskontinuitetspunkter for en sådan af-

bildning. 

På den anden side har den ved 

cp(x) = 

1 E (uforkortelig) 
q [ q for x ~ 

O for x irrational 

definerede afbildning af R ind i sig selv netop mængden af 

rationale tal som mængde af diskontinuitetspunkter. 

37. OverfØr sætning 11.12.3 til Hilbertrummet. 

38. Find ved hjælp af funktioner definerede ved udtryk af formen 

xP sin x-q_ eksempler på differentiable funktioner uden begrænse 

variation (og omvendt). 

39. Lad ex: [a,b] ind i R være en afbildning med begrcanset 7aria

tion. Lad p: [a,b] ind i R og q_: [a,b] ind i R være voksende 

afbildninger, således at ex = p - q. Vis, at der for a > x ~ y ~ 

b gælder 

p(y) - p(x) ~ ~(ex;a,y) - ~(ex;a,x) 

q_(y) - q_(x) ~ v(ex;a,y) - v(ex;a,x), 

hvor~ og v er de i opgave 16 indfØrte funktioner. 

40. Vi betragter (se figuren) en plan, 

differentiabel bue med begyndelses-

punkt P0 • I hvert kurvepunkt P af

sættes ud ad den negative halvtan-

gent et stykke PQ lig med længden 

s af buen p0P. Hvis punktet P er ~(s), fås tangentvektoren 
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df2 
t = ds og Q bliver punktet f}. - st. Punktet Q beskriver en kurve 

der kaldes en afvikler af den oprindelige bue. Vis~ at PQ er 

normal til afvikleren i Q, og at p~ er afviklerens krumning i 

Q. 

Svær opgave. 

41. I et metrisk rum T betragtes en aftagende fØlge F1 ~ F2 ~ ··• 

af kompakte, sammenhængende mængder. Vis, at nFn er sammen

hængende. 
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Monotone funktioner og konvekse funktioner. 

12o1. I dette kapitel, som i modsætning til flere foregåen

de bliver ret kort, vil vi (ligeledes i modsætning til de nær

mest foregående kapitler) beskæftige os med nogle ret enkle pro-

blemstillinger. Vi indleder med en diskussion af monoton~ funk

tioners diskontinuitetero Derved får vi også klaret det tilsva

rende spørgsmål for funktioner med begrænset variation. Denne 

undersøgelse vedrører selvfølgelig kun reelle funktioner af en 

reel variabel. Derefter følger en undersøgelse af konvekse funk-

tioner af en reel variabel, En væsentlig del af denne teori kan 

generaliseres til funktioner af flere variable, men disse udvi-

delser vil ikke blive omtalt, Til sidst vil vi benytte de konvek

se funktioners teori som grundlag for udledelsen af nogle funda-

mentale uligheder. 

12.2b Lad I være et vilkårligt interval for x E I sætter vi 

I- = I n ]-oo,x[, r+= I n ]x,oo(. 
x x 

Vi betragter nu en voksende afbildning f : I ind i R. Hvis I~ f Ø, 

er f(x) overtal for mængden f(I~), og vi får 

sup f(I;) ~ f(x) ~ inf f(I~). 

Det ses umiddelbart, at sup f(I-) og inf f(I+) er grænseværdier-x x 
ne fra venstre og højre i punktet x. I overensstemmelse med en 

sædvanlig betegnelse for disse grænseværdier skriver vi 

f(x-) = sup f(I;), f(x+) = inf f(I~). 

Den ikke negative forskel f(x+) - f(x-) kaldes funktionens spring 

i x og intervallet ]f(x-), f(x+)[ kaldes dens springinterval i 

x, 

Det ses, at f er kontinuert i x, hvis og kun hvis springet 

er O, altså hvis og kun hvis springintervallet er tomt. 
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Er x og y vilkårlige punkter af I, kan vi vælge z, således 

at x < z < y, og af definitionerne af f(x+) og f(y-) følger da, 

at 

f(x+) ~ f(z) ~ f(y-). 

Heraf følgert at de eventuelle springintervaller i x og y er 

disjunkte. Da vi kan vælge en rational værdi i hvert ikke tomt 

springinterval for f, og disse værdier altså alle bliver forskel

lige, kan vi slutte, at mængden af diskontinuitetspunkter f2!-1L~ 

ffiOnoton funktion højst er numerabel. 

Da en funktion med begrænset variation er differens mellem 

2 voksende funktioner, vil den ligeledes i ethvert punkt besidde 

grænseværdier fra venstre og hØjre, og mængden af dens disken-

tinui tets punkter er hØjst numerabel. Dens funktionsværdi behØ·-

ver dog ikke at ligge i springintervallet, og den kan derfor 

have springet O også i et diskontinuitetspunkt. 

12.3. Vi går nu over til omtalen af konvekse funktioner, 

og vi indleder med definitionen, som slutter sig til det i fore

gående kapitel og i kursus i algebra og geometri omtalte begreb, 

konveks punktmængde: 

12.3.1. ~~inition. En funktion f : I ind i R, hvor I~ R 
er et interval, kaldes t2nveks, hvis den ved 

M(f) = f~ l x1 E I A x2 f f(x1 )J 
definerede punktmængde i R2 er konveks. 

Mængden M(f) skal altså have den egenskab, at ethvert linie

st~~lck:e med endepunkter i M(f) helt ligger i M(f). Dette skal 

specielt gælde for liniestykker med endepunkter på kurven x 2 = 

f(x1 ), og denne kurve har derfor den egenskab, at den 11 for1Øber 

hel t under enhver af sine korder 11 (se figuren). Udtrykt i for-

melsprog fØrer dette til betingelsen 
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Vx1 , y1 E I V t E [O, 1 ] 

(1) (f((1-t)x1+ty1 ) ~ (1-t) 

f(x1 ) +tf(y
1
)). 

12.3.2. Sætni~~· En funktion 

f:I ind i R er konveks, hvis og kun 

hvis o vens tå ende betingels e e r opfyld t. 

MA 12.3 
l l. 
~ 

{j 

\. M (f ) ____ . . . '. / l 
\ ' - ; 
\ l 'J 

'" ; /J '4~,': l 
' li 

·------ ~L ____ _ 
·~-;:~------,_ ........ ",_ .. ...-.~"""'_.~~ 

I 

Bevis. Vi har allerede indset nØdvendigheden. Tilstrække-

ligheden ses måske tydeligst af figuren, men vi vil dog også 

skrive beviset i formelsprog. Vi betragter ! ~ (x1 ,x2 ) E M(f) 

samt l~ (y1 ,y2 ) E M(f). Vi skal for t E [0,1 J vise, at 

(2) ((1-t)x1+ty1 ,(1-t)x2+ty2 ) E M(f). 

Af 2f,,;z E M(f) fØlger x2 :? f(x1 ) ,y2 :? f(x1 ). Heraf, samt af be'"· 

tingelsen (1) fås nu 

(1-t)x2+ty2 ~ (1-t)f(x1 )+tf(y1 ) 4 f((1-t)x1+ty1 ), 

hvilket netop viser, at (2) er opfyldt. 

Vi vil i det fØlgende foretrække at skrive beviserne i den 

geometriske form. Vi vil bruge ordene ttunde!' 11 og "over" i over-

ensstemruelse med, at vi forestiller os clen anden koordinatakse 

rettet opad. Oversættelse af beviserne til matematisk formel-

sprog foregår rent rutinemæssigt. 

12.4. Vi bemærker :fØrst, 

at kurven x2 = f(x1 ), hvo~ f 

er konveks, ligger over enhver 

kordes forlængelse. Hvis der 

nemlig var et kurvepurnet A, 

\ 
\P 

·."..,. ~-

·.,,., ..... __ 

'·"·.-···· 

som lå virkelig under forlængelsen af korden PQ, ville Q ligge 

virkeligt over kurven PA i strid med antagelsen om konveksitet. 
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Et kurvepunkt P og nabo

punkter A og B på hver sin side af P 

bestemmer to liniestykker AP og BP, 

som vist på figuren. Da kurven forlØber 

MA 12.4 

under de to liniestykker men over dens forlængelser, vil d en 

helt forløbe i venstre og hØjre vinkelrum. Heraf fØlger, at en 

konveks funktion er kontinuert. 

Lader man nu A konver-

gere mod P langs kurven, vil hæld-

ningen af PA aftage monotont og 

da den er nedad begrænset ved 

hældningen af BP, vil den konver-

gere mod hældningen af en halvlinie 1, kurvens hØjre halvtangent 

i P. Da kurven ligger over forlængelsen af alle korderne udover 

P, ligger kurven også over halvtangentens forlængelse. Heraf 

fØlge~ at hældningen af den venstre halvtangent m er ~ hæld

ningen af l. Vinklen ®, som e r an tydet på figuren er altså al tid 

~ O, og den kaldes knækket i P. Hvis og kun hvis ® = O, er f 

differentiabel i vedkommende punkt. 

Det fremgår af det fore

gående, at halvtangenterne i ende

punkterne af d en til korden AB 

svarende kurvebue har den på figuren antydede beliggenhed i 

forhold til korden. 

Det fremgår også, at der gennem hvert punkt af kurven går 

en ~1Øtteli~ie med den egenskab, at kurven ligger over eller på 

støttelinien. Hvis på den anden 

side r ikke er konveks' elmisterer 

der en korde AB og et kurvepunkt, der 

ligger virkeligt over kurven (punktet P på figuren), og det ses, 
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at der ikke går nogen støttelinie med den nævnte egenskab gen-

nem P. Altså er eksistensen af støttelinier karakteristisk for 

de konvekse funktioner. 

12.5. Vi vil nu specielt studere en differentiabel, kon-

veks funktion f:I ind i R. Det fremgår umiddelbart af det fore
" A 

gående afsnit, at Df er voksende, altså D2f ~ o. 

Lad os nu omvendt betragte 

en afbildning f : I ind i R, for 

hvilken Df er voksende. Lad m 

være tangenten i et kurvepunkt P, 

og lad A være et kurvepunkt til 

hØjre for P. IfØlge middelværdisætningen har PA samme hældning 

som kurvetangenten i et eller andet kurvepunkt til hØjre for P, 

altså har PA større hældning end m. Heraf fØlger, at A ligger 

over m. Et tilsvarende ræsonnement kan gennemfØres for punkter 

til venstre for P. Det fØlger heraf, at m er støttelinie for kur-

ven, og det er således bevist, at f er konveks. 

12.6. Den danske matematiker J.L.w.v. Jensen har bemærket, 

at nogle fundamentale uligheder vedrØrende middelværdier er nØje 

knyttet til teorien for konvekse funktioner. Vi vil udnytte den-

ne sammenhæng, idet vi vil udlede ulighederne ud fra de konvekse 

funktioners e genskaber. 

12.6.1. P-~ftgiti~~· Lad c1 , ••• ,cn være positive tal med sum 

c, og lad a1 , ••• , an være reelle tal. Ved det ari;,tmetisl<;_e &~

tal af talsættet~~ (a1 , ••• ,an) vægtet med~= (c1 , ••• ,en) for

står vi tallet 

( ) -1 -1 A c; a1 , ••• , a = c c. a = c ~c a • - n - - v v 

Hvis tallene a alle er positive, indfØrer vi desuden for p E R, v 
p 4 O det pto ~otensmidd~lj&l 



Mat .1 , 1 961 -62 

j_ 

AP(~;~) = (A(Q;a~, ••• ,a~)P. 

MA 12c 6 

For p = 2 kaldes dette tal det kv~tis~i~~-i~l' og for 

p = -1 kaldes det ofte det harmonis~~lpde~t~l· Tallet 

kaldes det ge~--t~:iE!;te .J.l):idQ_~)-~1 af a vægtet med .2., 

Ingen af middeltallene ændres, når talsættet c erstattes 

med kQ, hvor k > O. Det vil ofte være naturligt at foretrække 

-1 
talsættet :r: = c 9.' hvis elementer har summen ~. 

Vi bemærker, at udtrykket 

log c-1 ~c a p 
log AP(Q;~) = -~Y-~ = 

p 

er en brØk, hvis tæller og nævner for fast .2. og a går mocl O, når 

p går mod O. Vi kan da bestemme dens eventuelle grænseværdi i 

O ved at differentiere tæller og nævner med hensyn til p og la-

de p ~ o. Nævnerens differentialkvotient er da 1, og den even-

tuelle gramseværdi for p ~ O bliver da grænseværdien for tælle-

rens differentialkvotient med. hensyn til p, altså af udtrykket 

2:iy aPlog a 
-·~1!.._.!}. v 

~y aP 
v v 

som ses at konvergere mod ~y log a v v =log G(c·a). Vi har såle-
c·~' ~--

des set, at 

når ~ og 2 er fast under grænseovergangen. 

I overensstemmelse med dette resultat, skriver vi 

o 
A (g.;,?) = G(9.;~J, 

og dermed er potensmiddel væreHen Ar) (c· 8.) defineret for alle -' -~-
reelle_p og alle positive nv og cv. 

12.6. Sammen med ta:.-~,:2ttene Q og c betragter vi talsæt 
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~*=(a1 , ••• ,an,an+1 ), g_*= (c1 , ... ,cn,cn+1 ) med c>!4 = 
c

1 
+ ••• + cn+1 , som opstår ved at fØje element til hvert af sæt 

tene ~ og ~· Vi får da 

A(c,cn+1 ;A(~;~),an+1 ) = c*-
1

(c A(~;~)+cn+1 an+1 ) = 

Dette viser, at vægtede middeltal kan dannes successivt, såle

des at vi danner middeltallet af de to fØrste elementer, dernæst 

middeltallet af det første middeltal med summen af de to fØrste 

middeltal som vægt og det tredie element med sin egen vægt. På 

denne måde tilfØjes element efter element til talsættet er op-

brugt. Vi har vist reglen for det aritmetiske middeltal, men det 

er lige så let at vise den for de andre middeltal. 

12.6.1. §ætning. Hvis tallene a1 , ••• ,an ligger i. et inter

val I, ligger A(~;~) også i I. 

Bevis. Hvis f.eks. I = [a,Ø[ har vi a < Ø for v, altså v 

ø ~y = Ø· v 
Analogt vises A(~;~) ~ a. Andre tilfælde behandles analogt. 

12.7. Vi betragter nu et interval I c R samt en konveks af-
= 

bildning ep I ind i R. Vi har da 

12.7.1. Sætning. For et vilkårligt talsæt a= (a1 , ••• ,a ) 
- n 

med elementer a E I og et sæt c= (c1 , ••• ,c ) af positive vægte, v ~ n 

vil den konvekse afbildning ep : I ind i R tilfredsstille beting-

els en 

ep(A(,2.;~)) ~ A(g_;ep(a1 ), ••• ,ep( an)). 

Bevis. Vi antager fØrst n = 2 og benytter vægtsættet z= 

(1-y2 ,y2 ). Uligheden bliver da 

ep(( 1-y2)a1+y2a2) ~ (1-y2)ep(a1) + y2ep(a2), 

men det er netop konveksitetsbetingelsen (1) i 12.2. Uligheden 
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gælder altså for sæt med 2 elementer. Vi antager nu, at ulighe-

den allerede er vist for talsættene a og ~' og vi skal da blot 

* * vise, at den også gælder for de i 12.6 indfØrte talsæt a og~ • 

Vi får nu 

* * ~(A(Q ,~) = w(A(c,cn+1 ; A(s;~),an+i) ~ 

A(c;cn+1 ; ~(A(~;~)), ~(an+1 )) ~ 

A(c,cn+1 ; A(,2.; ~(a1 ), ••• ,~(an)), ~(an+1 )) = 

A (Q*; ~ (a 1 ) , •• ., ~ (an) ) • 

Her stammer det fØrste og det sidste lighedstegn fra relationen 

fra 12.6. Det første ulighedstegn er sætning 12.7.1 anvendt på 

2 elementer, og det andet ulighedstegn kommer af, at middeltal-

let er en voksende funktion af hvert a i forbindelse med indukv 
tionsantagelsen. Dermed er beviset fuldfØrt. 

12.8. Vi vil nu vise nogle anvendelser på anvendelsen af' 

sætning 12.6.1. Vi betragter~ : ]0,=[ ind i ]O,oo[ defineret 

ved ~(x) = xr. Det ses, at~ er konveks for r> 1 og for r< O. 

Vi har oerfor, når r ligger udenfor intervallet [0,1 J 

(A(~;~))r ~ A(Q; a~, ... ,a~). 

Lad p og q være positive tal og q >p; vi sætter r= .9. og be
p 

nytter den netop f'undne ulighed på talsættet (a~, ••• ,a~). Der-

ved f'år vi 
.9. 

(A(Q; a~, ••• ,a~))P ~ A(Q;aa{, ••• ,a~), 
1 og hvis vi~her oplØfter begge sider til potensen q' får vi her-

af', idet xq e.r·voksende, a.t 

A (c·a) < Aq(c·a) for O < p < q. p _,_ = _,_ 

Tilsvarende får vi ved at anvende den samme ulighed på tal-
-p -p sættet a1 , ••• ,an , at 
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og ved~er at oplØfte til potensen-~ på begge sider, får vi, 

idet x q er aftagende, at 

A-p(Q;~) ~ A-q(Q;~) for O < p < q. 

Vi har således vist, at middeltallet AP(Q;~) er en voksende 

funktion af p for p E ]-=,o[ og for p E ]0,=[. Da AP(Q;~) er 

kontinuert som funktion af p for p ~ o, har vi også 

A0 (~;~) = supfAP(~;~) p E ]-oo,O[J = 
p E ]0,=[ J, 

hvilket viser, at AP(~;~) er en voksende funktion af p for alle 

p. 

( 1 ) 

Specielt fås for p = O og p = 1, at 

G(~;~) ~A(~;~). 

Dette er den fundamentale ulighed mellem geometrisk og ari tme·

tisk middel tal. Historiske undersøgelser tyder på, a t et nogen··· 

lunde rigtigt bevis for denne ulighed fØr s t er gi ve t af MacLaurin '· 

I ovenstående bevis har vi inddraget ret kraftige hjælpem~dler. 

men alle de anfØrte uligheder kan vises ved mere elementære me-

toder. 

En n~rmere gennemgang af ovenstående beviser vil afsløre, 

at lighedstegnene i ulighederne kun vil gælde, hvis a1 = ••• =an. 

12.9. Vi betragter to sæt af positive tal (h1 , ••• ,hn) og 

(k1 , ••• ,kn) samt to positive tal a og~ med sum a+~= 1. Vi 

skriver h = ~hv' k = ~k • For v v = 1 , ••• ,n får vi nu ifØlge ( 1 ) 

anvendt på ~ = (h -ih 
v' 

k-1k v) og .2. = (a,~)' at 

h-ahak-~k~ ~ ah-1hv + ~k - 1k • v v v 

Ved summation over v fås 

h-ak-~~hak~ < ah-1 ~h + (3k-1 ~k = a + Q = 1 v v = v v ~ 

eller 

(2) 
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Lad nu p og q være positive tal, som tilfredsstiller be

tingelsen 

(3) 1 1 - + - :::; 1 p q o 

Lad endvidere~= (c1 , ••• ,cn) med ~cv= 1, samt~= (a1 , ••• ,an) 

og~= (b1 , ••• ,bn) være sæt af positive tal. I formel (2) sætter 

vi nu 

1 a = p' (3 
1 · h - c aP k = c bp· v = ~ n = q' v - v v' v v v' l' ... ' ' 

og vi får 
1 1 

~c a b __ < (~c aP)P (~c bq)q 
v v v v v v v ' 

eller med de i foregående afsnit benyttede betegnelser 

A(~;a1 b 1 , ••• ,anbn) ~ AP(~;~)Aq(~;Q). 

Denne ulighed kaldes .!:@,lS!~ ulighed. For p = q -- 2 går 

den over i Cauchy-Schwarz' ulighed. 

12.1 O. Vi vi l udlede endnu en interessant ulighed" Vi bm.~rt·-

ter fortsat betegnelserne fra foregående afsnit, og vi bemærker 

fØrst, at (3) giver 

1 _ n-1. n 
q - p' q = p::r; p > 1. 

giver Holders 

ulighed al t så 

og heri sætter vi nu 
1 E.:1 p-1 

h = c p a · k = c P (a +b ) v v v' v v v v ' 

og vi får 
1 12..:.1 

~c a (a +b )P-1 < (~c aP)P (~c (a +b )P) P v v v v ~ v v v v v J 
Analogt fås 1 p-1 

~c b (a +b )P:-4 < (~c oP)P (~c (a +b )P)IJ v v v v = v v v v v • 
Ved addition af de to sidste ligninger fås 

1 i 1 p-

~c (a +b )P< ((~c a P)P + (~c oP)P) (~c (a +b )P)-p-
v v v = v v v v . \ v v v ' 
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og ved division med den sidste faktor på hØjre side får vi 

endelig 

p > 1 

eller med middelværditegn 

AP(~;~+~) ~ Ap(~;~) + Ap(~;~). 

Denne ulighed kaldes ~!~ki's_uliEL~· 
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Lette opgaver. 

1. En afbildning f :R ind i R er defineret ved 

1 for x E N 
f(x) ~ [o for x ~ N 

2. 

Vis, at f kan skrives som differens mellem 2 monotont vnk-

sende funktioner. 

Lad (x ) være en fØlge af indbyrdes forskellige reelle tal, n 
og lad ~an være en konvergent række med positive led. Vi 

sætter for x E R 

J(x) ~ ~n l x < xJ; f( x) ~ L a • 
n ~ nEJ(x) n 

Derved har vi defineret en afbildning f : R ind i R. Vis, at 

1) f er voksende 

2) 

3) 

4) 

f er kontinuert undtagen i punkterne xn. 

f(xn+) ~ f(xn) og f(x -) ~ f(xn)-an. n 

Hvis x og y er kontinuitetspunkter og x < y, er 

f(y)-f(x) netop summen af springene i diskontinui

tetspunkterne i [x,y]. 

En funktion med egenskaben 4) kaldes en ren_~pringf~~tion 

(eller en totalt diskontinuert funktion). 

3. Vis, at en voksende afbildning f : [a,b] ind i R kan skrives 

som sum af en ren springfunktion (opgave nr. 2) og en kon-

tinuert funktion. 

4. Lad f : [a,b] ind i R være konveks. Vis, at ef ligeledes 

er konveks. 

5. Lad r 1 ,f2 

konveks. 

[a~b] ind i R være konvekse. Vis, at f 1 + f 2 er 

6. Vis, at der eksisterer 2 positive, konvekse afbildninger 
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:r1 ,:r2 : [a,b] ind i R, :for hvilke :r1:r2 ikke er konveks 

7. Lad f:rj : [a,b] ind i R l j E Jj være en mængde a:f konvekse 

afbildninger. En afbildning :f : [a,b] ind i :R* (den udvide

de tallinie) defineres ved 

:f (x) = s up f :f/ x) l j E J J • 

Vis, at der eksisterer et delinterval I~ [a,b], således 

at restriktionen :f : I ind i R er konveks, medens :f(x) = oo 

:for x E [a,b] \ I. 

Eksempel: J= N; [a,b] = [-2,2]; :fn(x) 2n = n x 

~ ~ n -x 8. Lad :f : ~ ind i ~ være den ved :f(x) = x e bestemte af-

bildning. Bestem :for n E N de intervaller, i hvilke :f er 

konveks 9 samt de intervaller, i hvilke -f er konveks" 

9. Lad :f : [a,b] ind i R være konveks. Vis, at hØjst en nume

rabel mængde a:f støttelinier til kurven med ligning y = :f(x) 

har mere end 1 punkt :fælles med ku~ven. 

10. Vis, at Ap(~;~) :for p~ oo og :for p~ -oo konvergerer mod hen

holdsvis det største og det mindste tal i talsættet a. 

11 • Vi betragter de to karakterskalaer 

ug v g- mg+ mg mg- g+ g g- tg+ tg tg-

15 14g 1 14 131 12g 12 10~ 91 8 5.1 
3 143. 3 3 3 3 3 

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 o 

mdl + m dl mdl- slet+ slet 
2 o 1 2 -16 23 -5-"~ -10-3 3 

-1 -2 -3 -4 -5 

a :f hvilke den øverste er den i gymnasiet anvendte (bortset 

fra, at mdl- og slet+ ikke anvendes) medens den nederste 

benyttes ved cand. scient.-studiet. Hvilken skala er gun·-

stigstvedudregning a:f gennemsnittet. 
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12. Uligheden (1) i 12.8 kan i det specielle tilfælde 

c 1 = ••• = en = * vises elementært 

sætter A= A(c;a). Hvis 

ved udformning af fØlgen-

de ide: vi o •• = a = A, n 

findes der i talsættet a to tal A-h, Aik med h > o, k > o. 

Hvis vi erstatter disse med A og A+k-h ændres A(Q;~) ikke, 

men det ses let, at G(c;a) bliver større. Ved gentagelse af 

processen bliver alle elementerne i a til sidst ens. Udform 

beviset detaljeret 

13. Angiv nøjagtigt, under hvilke betingelser de i 1 2. 8-1 O bevi ~-

ste ulighedergælder med skarpt ulighedstegn. 

14. Prøv at udvide Holder's og Minkowski's uligheder til flere 

end 2 talsæt. 

15. Mellem punkterne i :Rm indfØres en afstand, defineret ved 
1 

distp(!,~) = (jy1-x1 1P + ••• + jym·-xmiP)P. 

-m Vis, at R med dette afstandsbegreb for p > 1 er et metrisk 

rum. 

16. Idet a= (a~, ••• ,a) er et talsæt, hvis elementer er> -1 og 
- J n 

har samme fortegn, skal det bevises, at 

rr(1+a ) L 1 +~a • v - v 

17. Vis den for n ~ 1, x > o, y > o, x t y gældende ulighed 

xn+1 _ Yn+1 > (n+i)yn(x-y). 

18. Vi betragter en fØlge (an) af positive tal, og for hvert n E ~ 

betragter vi middeltallene 

1 

~ = *(a1 + ••• +an) og Gn = (a1 ••. an)n 

Vis uligheden 
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hvor lighedstegnet gælder, hvis og kun hvis an+i ::::: G n+1 (sæt 

n+i G = Yn+1 og benyt opgave 17) o an+i = x ' nr. n 

Udled heraf et induktionsbevis for ulighed ( 1 ) i 12.8 

i det specielle tilfælde, hvor vægtene er ens. 

Vanskeligere opgaver. 

i9. Lad xn være en fØlge af indbyrdes forskellige reelle tal på 

et interval [a,b], og lad ~an være en konvergent række med 

:positive led. For x E [a 7b] sætter vi 

J(x) = fn l xn ~ xl; f(x) = \ a (x-x ) o L n n 
nEJ(x) 

Derved har vi defineret en afbildning f : R ind i R. Vis, at 

1 ) f er voksende og konveks, 

2) f er differentiabel undtagen i :punkterne xn' 

3) forskellen mellem hældningen af hØjre og venstre 

halvtangent til y = f(x) for x = xn er netop an. 

Heraf fremgår, at de punkter, hvor en konveks funktion ikke 

er differentiabel, kan ligge overalt tæt. 

20~ Lad O~ R2 være en åben, konveks mængde. For a E O, 'A E R2
, 

11111 = i er den reelle talmængde 

I(~;1) = ft l ~ + 1t E Ol 

et interval. En afbildning f : O ind i R kaldes konveks 7 hvis 

og kun hvis det for alle valg af §:. og 1 gælder at den ved 

~(t) = f(~+1t) definerede afbildning ~ : I(~;~) ind i R er 

konveks. 

Vis, at den konvekse afbildninG f : O ind i R er konti-

nuert. Vis endvidere, at en 2 gange differentiabel afbildning 

f : O ind i R er konveks, hvis og kun hvis fØlgende betingel-

ser begge er opfyldt f0~ alle~ E O: 

2 2 2 2 2 
D1 f(~) + D2f(~) ~O; D1 f(~)D2f(~) - (Dif(E)D2f(~)) ~ O. 
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21 • En kontinuert afbildning ~ [a,b] ind i R til~redsstiller 
betingelsen 

vx E [a,b], Vy E [a,b](~(~~~) ~ ~(~(x)+~(y))). 

Vis, at ~ er konveks. 

22. For et talsæt a= (a1 , ••• ,an) og p> O ind~Ører vi betegnel-

sen 
1 

sp (.§) == ( ~a~)P. 
Vis, at Sp(~) er en a~tagende ~unktion a~ p. Vis, at der 

~or to talsæt ~ og b, samt p > 1 gælder 
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13.1. En afbildning af et område i et talrum ind i et an

det talrum kan tænkes givet, således at det til et punkt sva

rende billedpunkt bestemmes ved løsning af et ligningssystem. 

Eventuelt har dette ligningssystem flere lØsninger, og det må 

da suppleres med yderligere betingelser (oftest uligheder) for 

at fastlægge billedpunktet helt. Afbildningen siges da at være 

givet im~~ici]. Ved løsning af ligningssystemet får man afbild

ningen givet ~~~Elici~. 

I praksis hænder det o f te, a t det ikke er p raktisk gennem

fØrligt at lØse ligningssystemet, eller at man ved lØsning af 

ligningssystemet får eksplicitte udtryk, som er for komplicerede 

for den videre behandling. 

Det er derfor af betydning at have mulighed for at under

sØge implicit givne funktioner, f.eks. afgøre om de er konti

nuerte eller differentiable og eventuelt finde udtryk for dif

ferentialkv~tienten, uden at lØse ligningssystemet. I andre til

fælde kan ligningssystemet have en sådan karakter, at en lØs

ningsproces er helt uigennemfØrlig, og det vil da være af betyd

ning at have sætninger om eksistens og entydighed af lØsningerne. 

13.2. Lad O~ ~m være en åben mængde og I ~ R et interval, 

Vi anvender betegnels en (~;y) for punkter af O x I, og vi betrag

ter en afbildning 

F:O x I ind i R. 
Hvis nu ligningen, F(~; y) = O for hvert 2f E O er tilfreds-· 

stillet for netop en værdi y = f(2S_) E I, bestemmer ligningen 

F(!;Y) = O implicit afbildningen f:O ind i I. 

Det er ikke altid let at afgøre, om en ligning F(~;y) =O 
'given 

bestemmer en implicit;funktion~ og de nØdvendige hjælpemidler 

afhænger af naturen af funktionen F. På dette stadium af matema-
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tikstudiet bar vi ikke andre midler til rådighed end den fØl-

gende sætning, der er en helt triviel fØlge af kontinuerte, 

strengt monotone funktioners egenskaber: 

13.2.1. Sætning. Den ovenfor betragtede afbildning F:O x I 

ind i R bestemmer implicit (ved lØsning med hensyn til y) en 

afbildning f: O ind i I, såfremt fØlgende tre betingelser er op-

fyldt: 

1 ) For hvert fast x E o er den ved <p(y) ::: F(2f;y) definerede 

afbildning <p:I ind i R strengt monoton. 

2) For hvert fast x E o er den i 1 ) om tal te afbildning <p 

kontinuert. 

3) For hvert fast x E O indeholder billedet <p(I) ved den 

i (1) omtalte afbildning <p både positive og negative tal. 

13.3. Vi illustrerer sagen ved nogle eksempler. Vi vælger 

o = R, I = R og 

F(x,y) = 4y- 3x + sin(x-y). 

Af 

DYF(x,y) = 4 - cos(x-y) ~ 3 

fØlger, at 1) i sætning 13.2.1 er 

opfyldt. Det ses, at F er konti-

nuert overal t, og 2) altså opfyld t. 

For = tx + 
1 fås y 4 

F(x,y) = 1 + . ( 1 1 ) s1n 4x-4 ~ o 
og for y = ~x - t fås tilsvarende 

F(x,y) = - 1 + sin(~x+~) ~ o. 
Dermed har vi set, at også 3) er opfyldt (lighedstegnene skader 

ikke; for hvis et af dem gælder, har vi jo et nulpunkt, og 1) 

udelukker, at der kan være flere. 

Vi betragter igen O = R, I = R og 
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F(x,y) = y2 - x
2

- 1 - icos(x2+y
2
). 

I dette tilfælde f'ås 

D F(x,y) = 2y + ysin(x2+y2 ) = (2+sin(x2+y
2

))y, y 

og det ses, at 1) ikke er opfyldt for intervallet I, men kun 

for hvert af' de to intervaller ]-=,0] og [O,oo]. Endvidere er 

2) opfyldt, og F(x,O) < O f'or alle x, medens vi har F(x,y) > O 

f' ±; 2 
o ( ) o t 1 . 'h t f or y= 11 x +2. Altsa har F x,y = ne op lØsn1ng 1 ver a 

intervallerne ]i/x2+2, O[ og ]O, vx2+2[. Ligningen bestemmer 

altså i dette tilfælde en implicit given funktion y= f'(x), når 

vi tilfØjer en passende bibetingelse, f.eks. v x(f'(x) >o). 

13.4. I de fleste tilfælde f'år man kun klarhed over spørgs

målet om eksistens og entydighed af' lØsninger til ligninger til 

bestemmelse af' implicit givne funktioner. Vi betragter igen si

tuationen O = I = R samt afbildning F:R2 = O x I ind i R def'i-

neret ved 

F(x,y) = x3 + y3 - 3axy; a > O. 

Vi bemærker, at F er kontinuert, så 2) er opfyldt. Endvidere 

ses det, at man f'or :fast x kan vælge y så stor, at F(x,y) > o, 

men også så lille, at F(x,y) < o. Altså er 3) opfyldt. Det går 

ikke så enkelt med 1). Vi har den partielle differentialkvotient 

D~(x,y) = 3(y
2
-ax), 

og det ses, at 1) er opfyldt, hvis og kun hvis x E ]-=,o], men 

ikke f'or x E ]O,oo[. Vi ser imidlertid også, at F(x,y) f'or et 

f'ast x E ]0,=[ varierer ef'ter fØlgende skema: 

i/(rx) v.'( ax) 

"-~-<--~--· "-~---r~--.. ---~-··--~~-~~-----'-----~~---~~·-·-~~.--~-·.<=R -~ voksende aftagende l voksende ~ 
relativt maximum relativt minimum 

Heraf' ser vi nu, at ligningen F(x,y) = O f'or fast x har 

netop 1 lØsning, såfremt det relative minimum er positivt, altså 

hvis F(x,v(ax)) > o. Dette giver betingelsen 
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x3 - 2a .. v· ax -/x > O, 

som for x > O er ensbetydende med 

x > ~4a. 

Vi har således set, a t ligningen F(x,y) = O også for x E ~4a,oo[ 

bestemmer y entydigt som implicit given funktion af x. For 

x= ~4a får ligningen 2 lØsninger, og for x E Jo,~4a[ fås åben

bart 3 lØsninger, nemlig 1 lØsning i hvert af de tre intervaller 

J -oo , ..Y ( ax ) [ 1 J O ,v ( ax) [ , Y ( a x ) ,oo [ • 

Nulpunktsmængden for funktionen F er en mængde af den 

slags der sædvanligvis kaldes en kurve. Hvis vi i ligningen 

F(x,y) = O indsætter y = tx 9 kan vi bestemme abscissen til det 

fra Q forskellige skæringspunkt, og ordinaten fås derefter ved 

multiplikation med t. Derved fås x og y udtrykt ved t, altså en 

bevægelse med kurven som bane. Bevægelsens interv-al bliver dog 

ikke afsluttet, hvilket er i overensstemmelse med, at banen ikke 

er kompakt. Kendskabet til denne bevægels,e giver os mulighed for 

at udregne så mange kurvepunkter, vi ønsker. Desuden kan kurvens 

symmetriegenskaber tages 

i betragtning. Det vises 

ret let, at den rette li

nie med ligningen x + y + a 

= O er asymptote til kurven, 

der ser ud som vist på fi-

guren. Den kaldes Descarte's 

blad. 

13.5. Vi vil endnu en-

gang studere tilfældet O = 
I = R, og denne gang vælger 

vi at undersøge afbildnin-

gen 
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2 2 F(x,y) =y -x (x-a). 

I dette tilfælde kan vi umiddelbart lØse ligningen, og vi får lØs-

n ingen 

O for x = O 
y= <p1(x)- [ 

- x~(x-a) for x E [a,=[ 

samt lØsningen 

Y= <p2(x) = -cp1(x). 

Vi illustrerer dette med en skitse af nulpunktetsmængde, hvis 

udseende veksler på en interessant måde med fortegnet for a. Det 

fremgår, at det "i det store og hele er rigtigt", at der gennem 

et lØsningspunkt til ligningen F(x,y) = O går en differentiabel 

kurve af formen y = f(x) eller x = g(y) (udfØrligere x = t, y = 

f(t) etc.) Det ses dog også, at ~ i alle tilfælde er en undta

gelse fra den almindelige regel, idet der for a < O går to diffe-

rentiable lØsningskurver gennem Q, medens der for a 
o • = O gar en 

lØsningskurve gennem lØsningskurven gennem Q, men den er ikke 

differentiabel, idet de to halvtangenter er ensrettede i stedet 

for modsat rettede. For a > O går der overhovedet ingen løsnings-

kurve gennem Q, som er en isoleret løsning til ligningen. 

13.6. Vi mangler spØrgsmålet om implicit givne funktioners 

kontinuitet og differentiabilitet. Vi kæder disse spØrgsmål sam-

men med spØrgsmålet om eksistens af lØsningskurve gennem et 
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kendt lØsningspunkt, idet alle disse spØrgsmål er af rent lokal 

natur. Vi vender imidlertid tilbage til det almindelige tilfæl-
, m , , 

de O ~ R , I ~ R og F : O x I ind i R. Vi vil nu antage, at F 

og DYF er kontinuerte, og at vi har et lØsningspunkt (!0 ,y0 ), så

ledes at vi altså har F(!0 ,y0 ) ~ o. Under disse omstændigheder 

har vi sætningen: 

13.6.1. Sætning. Såfremt DYF(!0 ,y0 ) f. O, eksisterer der et 

tal k > o, således at der til ethvert E E ]O,k] svarer en kugle

omegn K(!0 ,o) i Rn med den egenskab, at ligningen F(~,y) ~ O for 

ethvert ! E K(!0 ,o) har en og kun en lØsning i intervallet 

[y0-k,~0+k], og denne lØsning tilhører endda intervallet 

[y0-E,y0+E]. Den derved bestemte løsningsfunktion y~ f(x) er 

kontinuert i ~0 ~ 

Bevis. Vi bemærker først, at vi kan antage DYF(!0 ,y0 ) > O, 

da vi ellers blot betragter -F i stedet for F. Da D F er forud
Y 

sat kontinuert kan vi vælge k > O y 

og r > o, således at DYF(x,y) er Yo+k 

positiv for 

(x,y) E K(!0 ,r)x[y0-k,y0+k]. Yo 

Med o ~ K(!0 ,r) og I ~ [y0-k,y0+k] 

ses betingelserne 1) og 2) i sæt- y0-k 

ning 13.2.1 at være opfyldt, og 

l 

·~ ... " ..... 

betingelsen 1) medfØrer specielt, 
x -r o 

l l J pos 

........................ " 

neg 
~---

l 
l 

at ligningen F(x,y) ~ O for il. E K(x0 ,r) hØjst har en lØsning i 

intervallet [y0-k,y0+k]. 

Da F(!0 ,y) er strengt voksende, er F(x0 ,y) positiv på 

]y0 ~y0+k] og negativ på [y0-k,y0[, således som antydet på den 

første figur i tilfældet m ~ 1. Lad nu E > O være opgivet (se 

den næste figur), Af de ved F(!,Yo+E) og F(!,y0-E) definerede 

..... 
/ x 
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funktioner er den første positiv 

og den anden negativ i x0 • Da de 

er kontinuerte, er F(~,y0+E) po-

sitiv i en omegn af ~O og 

F(~,y0-e) negativ i en omegn af 

~o· Disse omegne er antydet ved 

de fuldt nptrukne streger på fi-

guren. Vi kan da V@lge o > o, 

MA 13. 7 

O= K(~0 ,o), I= [y0 -E,y0 +E] er alle tre betingelserne fra sæt

ning 13.2.1 opfyldt, og vi har dermed vist eksistensen af en 

lØsningsfunktion f med y0 = f(2_S0 ) og lf(x)-y0 1 <E for 112S-2foll <o, 
samt at y= f(~) er den eneste lØsning i intervallet [y0 -k,y0 +k]. 

da E var et vilkårligt tal i ]O,k], har vi samtidig fået vist, 

at f er kontinuert i x 0 • 

13.7. Vi udbygger nu sætning 13.6.1 med fØlgende tilfØjel-

se: 

13.7.1. SætnillB• Hvis afbildningen F i sætning 13.6.1 er 

kontinuert differentiabel i o x r, er løsningsfunktionen f kon

tinuert differentiabel i 2So' og dens differential i Eo fås ved 

at lØse ligningen 

( 1 ) 

med hensyn til dy. 

Bevis. Vi antager fØrst m = 1. Der eksisterer et rektangel 

f(x,y) l lx-x0 1 <r 1\ IY-Yol ~ k1, i hvilket Dyf(x,y) >o, og i 

hvilket vi har den entydigt bestemte lØsningskurve y= f(x). For 

lhl < r og f(x0+h) = f(x0 )+K giver middelværdisætningen for funk

tioner af flere variable (10.28) har vi da 

o = F(x0+h,y0+K) - F(x0 ,y0 ) = 

DXF(x0+®(h,K)h,y0+®(h,K)K) h+DYF(x0+®(h,K)h,y0+®(h,K)K)K, 
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hvilket giver 

f( x0 +h):-f(x
0

) ..... DxF(x0;re (h,K )h, y6+e(h, td K.) 

- DYF(x
0
+®(h,K)h,y

0
+e(h,K)K) 

Her skal vi for K indsætte K= f(x
0
+h)-f(x

0
), 

1 
• 

MA 13.8. 

og højre side 

bliver da en funktion af h. Da vi allerede vedt at f er konti

nuert i x
0

, ser vi, at højre side bliver kontinuert for h = O 

med funktionsværdien 

I det almindelige tilfælde holder vi de variable x~ fast 

på en enkelt undtagelse nær, og vi kan da anvende det resultat, 

vi netop har fundet for m= 1, og vi har derfor i dette tilfælde 

D,UF(~o 'y o) 
:::: - DYF(~o'yo) 

Resultatet er imidlertid gyldigt i alle punkter af løsningskurven 

af x , og vi har derfor almindeligt 
-o D g F ( ~, f ( ~) ) 

D~f(~) =-D F(x f(x)) y _, -

i en vis omegn 

og disse udtryk definerer kontinuerte funktioner af ~· Af sætning 

10.20.1. følger nu, at f er kontinuert differentiabel i en omegn 

af ~0 • Det ses derefter, at det totale differential netop bliver 

det udtryk, der fås ved at løse (1) med hensyn til dy. Af ud

trykket for D~ fremgår i øvrigt, at løsningsfunktionen f bliver 

kontinuert differentiabel lige så mange gange som F. 

13.8. Det følger af sætning 13.7.1, at en afbildning f, som 

er givet implicit som løsning af en ligning F(x,y) = o, er kon

tinuert differentiabel, såfremt F er kontinuert differentiabel, 

og DYF ikke er nul. 

Vi kan i praksis udnytte resultatet på følgende måde~ Hvis 

vi kender et nulpunkt ~o for en funktion F(~), som er kontinuert 

differentiabel i en omegn af ~o' kan vi opskrive den differenti-
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erede ligning dF(~0 ,d~) ~ O. Hvis denne differentierede ligning 

kan løses med hensyn til dxv, vil ligningen F(~) = O i en vis 

omegn af ~o kunne løses med hensyn til xv' og løsning bliver 

kontinuert differentiabel med det fundne dx som totalt differen~-
v 

tial. 

13.9. Lad os nu antage, at vi har et helt ligningssystem 

F1 (~) = F2 (~) = ••• = Fn(~) =O, 

hvor F
1 

, ••• ,Fn er kontinuert differentiable i omegnen af et løs

ningspunkt ~o· Vi kan da opskrive de differentierede ligninger 

dF1 (~0 ,d~) = dF2 (~0 ,dx) = ••• = dFn(~0 ,d~) =o. 
Lad os nu antage, at vi kan løse den første ligning med hensyn til 

x
1

• Vi sætter ~~~ = (x2 , ••• ,xm), og vi får da et udtryk af formen 

dx1 = L2 (~*)dx2 + ••• + Lm(~*)dxm' 

og vi ved, at ligningen F1 (~) =O i en omegn af ~o kan løses på 

formen x1 = f 1 (,!~:<) og at df
1 
(~*;d~*) netop er det fundne udtryk 

for x1 • 

Vi kan nu eliminere x
1 

ved at indsætte x1 = f 1 (x*) i lig

ningerne 

F2(x) = •.• =F (x)= O. - n-
De tilsvarende differentierede ligninger fås ifølge sætningen om 

differentiation af sammensat funktion ved indsættelse af udtryk

ket for dx1 i ligningerne 

dF2 (~,d~) = ..• = dFn(~,d~) =O. 

Det fremgår heraf, at de differentialer man finder ved løs

ning af det differentierede ligningssystem virkelig modsvarer 

løsningsfunktioner, som eksisterer og er entydig bestemt i en vis 

omegn •. 

Den her omtalte metode til bestemmel-se af løsningsfunktio-

nernes differentialer kaldes implicit differentiation. Den er 

ofte arbejdsbesparende også når ligningssystemet kan løses eks-
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plicit. 

13.10. Hvis vi f.eks. ønsker at bestemme de punkter, hvor 

løsningskurven til ligningen x3 +Y3 -3axy = O har tangenter paral·· 

lelle med y = x, sætter vi dx = dy i den differentierede ligning 

(2) 3(x2-ay)dx + 3(y2-ax)dy = O, 

og vi ser da, at de søgte punkter bestemmes 

x3 + y3 - 3axy = n 
2 2 - a(x+y) o. x + y = 

Disse ligninger kan skrives 

(x+y)3 - 3xy(x+y+a) = o 

som ved elimination af xy giver 

2(x+y) 3 = 3(x+y+a)(x+y-a)(x+y). 

af ligningerne 

Denne ligning spaltes i X+Y = O, som giver xy = O, altså x = y = O, 

samt 
2 2 (x+y) = 3a ; 

som giver xy = ~ (3-v3)a, og vi har et par symmetriske ligninger, 

der som løsning har 2 punkter i første kvadrant i overensstemmel

se med figuren i 13.4. Løsningen (0,0) må kasseres, idet lig

ningen (2) bliver identisk opfyldt for x = y = O og således ikke 

bestemmer dy udtrykt ved dx eller omvendt. 

13.11. I tilslutning til teorien for implicit givne funk-

tioner skal vi kort omtale en noget generaliseret form for dif-

ferentialligninger, der spiller en ikke helt ringe rolle ved 

mange anvendelser. De generaliserede differentialligninger er 

en differentialform i to variable sæt lig med O, altså 

( 3) 11 (~)dx1 + 1 2 (~)dx2 = O, 

hvor 11 og 1 2 er kontinuerte afbildninger af en åben mængde 

O ~ .R2 ind i R. En differenciabel kurve ,g: ~[a, b J ind i O kaldes 



Mat. 1 , 1 961 ·-62 r.iA 13.11. 

en løsningskurve til differentialligning~ hvis denne bliver 

identisk opfyldt ved indsættelse af a for ~ og d~ for d~, altså 

hvis 

L1 (a1 (t),a2(t)) Da1 (t) + L2(a1(t),a2(t)) Da2(t) =o. 

For (L
1 

(x
1 

,x2 ),L
2

(x
1 

,x2 )) =~ (0,0) betyder dette, at talsættet 

(Da
1

,(t),Da2(t)), der bestemmer løsningskurvens tangentretning, 

er et af de talsæt, der passer i ligningen. 

Geometrisk bestemmer ( 3) for hvert ~ E O, for hvilket 

(L1 (~),L2 (~)) f (0,0), en mængde af løsningssæt (dx1 ,dx2 ), der 

fastlægger en ikke orienteret ret linie gem.1em z;. Vi får således 

i O et retningsfelt, således som 

anskueliggjort på figuren. 

Hvis vi anbringer et blad 

papir i et kraftigt magnetfelt~ 

er der i hvert punkt af papirets 

overside givet en bestemt retning, 

nemlig retningen af den magnetiske feltstyrkes komposant i 

papirets plan. Der er således et retningsfelt defineret på pa

pirets overside, undtagen hvor feltstyrken er vinkelret på pa-

pirets plan. Vi kan gøre retningsfeltet synligt ved at drysse 

små jernspåner på papiret. D:-Lsse vil da indstille sig i felt-

styrkens retning, og denne kan da iagttages. Det viser sig imid-

lertid, at man ser jernspånerne som et kurvesystem, systemet af 

løsningskurver svarende til retningsfeltet. 

Hvis man i et tæt net af punkter i planen indtegner ret-

ningsfeltet, indtræffer en lignende effekt. Løsningskurverne til 

differentialligningen bliver synlige., Vi har således en nærlig-

gende metode til grafisk løsning af differentialligningen, men 

den kræver megen tid og giYer kun ringe nøjagtighed. 
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13&12. Hvis differentialformen på venstre side i differen

tialligningen specielt er et totalt differential af en afbildning 

UgO ind i R, altså hvis ligningen har formen 

D1 U(~)dx1 +D2U(~)dx2 =O, 

vil løsningskurverne netop være de kurver 9 der er implicit givet 

ved 

U(~) = c, 

hvor c er en vilkårlig konstant. Vi har nemlig for en differen

tiabel afbildning g_: [a, b] ind i O, at 

D (U ~g,) (t ) = D 1 U (g_ ( t) ) Dct1 ( t) + D 2 U (g_ ( t) ) Dcx 2 ( t) , 

hvilket viser, at ~ er parameterfremstilling for en løsnings

kurve, hvis og kun hvis U•cx er konstant. 

Opfattet på denne måde er der god mening i at sige, at dif

ferentialligningen 

D1 U(~)dx1 + D2U(~)dx2 =O 

har den fuldstændige løsning 

U(~) = c. 

13.13. Vi har tidligere set, at en differentialform i 2 

variable sædvanligvis ikke er et totalt differential~ og den 

netop omtalte løsningsmetode hjælper derfor umiddelbart kun i 

ganske specielle tilfælde. 

Selv om differentialformen, der optræder på venstre side i 

differentialligningen 

L1 (~)dx1 + L2 (~)dx2 = O 

ikke er et totalt differential, er det dog undertiden muligt at 

bringe metoden i anvendelse. Vi kan nemlig multiplicere på begge 

sider af lighedstegnet med en passende faktor ~(~), og forsøge 

at vælge den, således at den nye differentialform 
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bliver et totalt differential. En faktor~(~), der opfylder denne 

betingelse,-kaldes en integrerende faktor til differentiallig-

n ingen. 

Desværre findes der ingen praktisk anvendelig metode til 

bestemmelse af en integrerende faktor. Vi ved ganske vist, at ~ 

for kontinuert differentiable L
1 

og L2 skal tilfredsstille be

tingelsen 

D2(~(~)L1(~)) = D1(~(~)L2(~)), 

men det fører til en differentialligning, der er værre end den 

oprindelige •. 

Den videregående teori viser, at der altid, i hvert fald 

lokalt, eksisterer integrerende faktorer, endda altid mange og 

meget forskellige. 

13.14. Det er nyttigt at kende integrerende faktorer til 

visse simple differentialudtryk. Vi har således flere integrerende 

faktorer til 

-ydx+xdy, 

idet 

d .Y = -;y:dx+xd;y: for x t- 09 x 2 x 

d~ = ,Y-dx-xd;z for y t- O y 2 y 

d Arctg .Y ::::: 
-;y:dx+xd;y: for x t- O x 2 2 

x +Y 

d x ;y:dx-xd;y: for x t- O Arctg y = 2 2 
x +Y 

d log l il ::::: 
-ydx+xd;y: for x t- O, y t- o. x y 

Det fremgår af disse eksempler, at udregning af d~(i), hvor 

~ er en vilkårlig differentiabel funktion, yder en integrerende 

faktor til -ydx+xdy •. 
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Det er også nyttigt at lægge mærke til, at 

d(excosy) ~ ex(cosy dx-siny dy) for alle (x,y) 

d(x+logcosy) = ~01 (cosydx-sinydy) for cbsy + O. o sy 

MA 13.14. 

Enhver kan øge sit forråd af integrerende faktorer til simple 

differentialformer ved at studere differentialerne af de elemen-

tære funktioner. 

Eksempel: Vi ønsker at bestemme den fuldstændige løsning 

til differentialligningen 

(x-y)dx + (x+y)dy - O. 

Vi skriver ligningen 

xdx + yd y -ydx + x dy ::: O , 

og vi bemærker, at xdx + ydy = ~ d(x2+y2 ), og nu er 1 rr+r en in-

tegrerende faktor til -ydx + xdy. Vi mul ti:plicerer med ~2 +1 2 og x y 

får ligningen 

eller 

i x(x2 +y2 ) + -ydx + xdy = 0 
2 x2 +y2 x2 +y2 

d( logv(x2 +y2) + Are tg ~) = o x 

så vi for x = O får den fuldstændige lØsning 

lo@/(x2+y2 ) + Arctg ~ = c. x 

for x t o, 

13.15. Vi bemærker os i denne forbindelse differentiallig-

ningen med adskilte variable 

L1 (x1 )dx1 + L2 (x2 )dx2 =o, 

som har den fuldstændige lØsning 

x1 x2 
f L1 (t)dt +f L2(t)dt =c. 

a1 ~ 

Husk altid at se efter, om differentialligningen giver en 

ligning med adskilte variable efter multiplikation med en :pessen-

de faktor. F.eks. 
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som skrives 

og ved integration fås 

log(ex+1)- logicos yj =c y ~ o. 

Dette er ensbetydende med 

ex 1 = c1cos y- • 

13.16. En differentialligning af formen 

(4) 

kan overføres i en ligning med adskilte variable ved at sætte 

y = zx, hvor z = ~(x) er en ny ubekendt funktion. 

Vi får nemlig 

x~ + z = f(z) 

eller 

xdz + (z-f(z))dx =o. 

Herunder hØrer også differentialligninger 

P1 (x1 ,x2 )dx1 + P2 (x1 ,x2 )dx2 =o, 

hvor P1 og P2 er homogene af samme grad, idet denne ligning 

netop kan skrives på formen (4). Det skal dog tilfØjes, at også 

overgang til polære koordinater ved substitutionen 

x1 = r cos®, x2 = r sine 

vil overføre ligningen i en ligning, hvis variable kan adskilles. 
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Lette opgaver. 

1. Vis, at ligningen 

cosh x+ (l+x2 )sinh y+ y3 = O 

har en og kun een løsning y= f(x), hvor f 

kontinuert afbildning. 

2. Vis, at ligningen 
x2y 

cos(x+y) + e + y = O 

har en og kun een løsning y== f(x), hvor f 

kontinuert afbildning. 

3. Vis, at ligningen 

(x2+y2)2 _ a2(x2-y2) = O, a> O 

R ind i R er en 

R ind i R er en 

for x E [-a,a] sammen med bibetingelsen y~ O fastlægger y som 

en kontinuert funktion af x. 

4. Vis, at ligningen 

2 2 3 sin5y 
(xi+X2+1 )y - 2 -2 2 = O 

l +(x1-x2 ) 

for alle ~ E R2 fastlægger y som en kontinuert funktion af ~· 

5. Vis, at punktmængden i R2 

har Q som isoleret punkt. 

6. Find differentialkvotienterne af de ved ligningerne i opgave 

nr. l og opgave nr. 2 indførte implicit givne funktioner ud-

trykte ved x og y. 

7. Vis, at ligningen 

y cosh x + x + sinh y == O 

i en omegn af (0,0) kan løses på formen y= f(x). Find de 3 

første differentialkvotienter af f. 
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8. Ligningen 

11.!112 
- 112fll4 + Y

2 
- Y

4 
= o 

fremstiller i omegnen af (Q;1) den variable y som funktion 

af 2f = (x1 ,8 •• ,xm). Udregn ved implicit differentiation de 4 

første afkortede differentialer af denne funktion. 

9. Af figuren til 13.4 synes det at fremgå anskueligt, at den 

ene gren af Descarte's blad i omegnen af Q kan fremstilles 

ved en ligning af formen y= f(x). Vis (f.eks. ved hjælp af 

parameterfremstillingen), at dette virkelig er tilfældet, og 

at f er vilkårlig ofte differentiabel. Udregn D2f(O). 

10. Vis, at ligningssystemet 

sin y1 - cos y2 - tgh x = O 

CO S y l + S in~ y 2 - V 2 = 0 

i omegnen af (x;~) = (O; ~,f) fremstiller y1 og y2 implicit 

som funktioner y1 = f 1 (x), y2 = f 2(x). Udregn Df1 (O) og 

Df2(0). 

11. Vi betragter en åben mængde Q,~ R2 og en kontinuert differen

tiabel afbildning f= (f1 ,f2 ) : O ind i R2 , Vi betragter et 

punkt _g E: O med billedpunkt f(.§) = ]2, og vi antager, at 

D1 f1 (~)D2f2 (~)- D2f1 (~)D1 f2 (~) t O, 

Vis, at der eksisterer en omegn af ~, som ved afbildningen f 

afbildes bijektivt på en omegn af ]2_. 

12. Vi betragter en åben mængde O~ C og en kontinuert differen

tiabel afbildning f : O ind i C. Vi betragter et punkt a E: o, 
hvor Df(a) t o. Vis, at der eksisterer en omegn af a~ som ved 

afbildningen f afbildes på en omegn af f(a). 

13. En afbildning f : C ind i C er defineret ved f(z) = z 
e • Vis, 

at ethvert punkt z E: C har en omegn (endda af ikke ringe ud-
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strækning), som af'bildes injektivt ved f'. Vis tillige, at C 
ikke af'bildes injektivt ved f'. 

1 1• E ~·ld . ~ R' 2 . d . ~2 ' t d Y-; 1 n a_~_ ul nlng .;!;" lU l .n: er gl ve ve 

.f(2f) ::: ( 11!11 2
' 11!11 4 ) o 

Find billedmængden, og beskriv originalmængden til et vil
, 2 

kårligt punkt af' billedm&ngden. Angiv de punkter i R , som 

ikke har nogen omegn, der af'bildes injektivt ved f'. Sammen-

hold resultatet med opgave nr. 11. 

15. En tre gange dif'f'erentiabel bijektiv af'bildning f' 

r 2 tilf'redsstiller betingelsen 

Vx E I (Df'(x) ~ O)c 

Find de tre f'Ørste dif'f'erentialkvotienter af' den omvendte af'

bildning g= f'-1 : r 2 på r 1 udtrykt ved Df', D2f' og D3f'. 

16. Find den f'uldstændige lØsning til hver af' dif'f'erentiallig

ningerne (i hele n2 ) 

( 3 2 3) ( 3 2 3) x1+3x1x2+x2 dx1 + x1+3x1x2+x2 dx2 = O 

sin x1 cos x2 dx1 + cos x1 sin x2 dx2 = O 

17. Find den f'uldstændige lØsning til hver af' dif'f'erentiallig

ningerne (i hele n2 )o Angiv lØsningskurvernes art. 

x1 dx1 + x2dx2 :::: o x1dx1 - x2dx2 == o 

x2dx1 + x1dx2 ::: o x 2dx1 - x1dx2 :::: o. 

18. Find den f'uldstændige lØsning til hver af' dif'f'erentiallig-

ningerne (i hele :R2 ) 

( 1 +x2 )dx1 - x1dx2 ::: o 

2x2dx1 - x1dx2 == o 

(xf+x2 )dx1 - x1dx2 ::: o. 

1 9. Find den f'uldstændige lØsning til hver af' dif'f'erentiallig-

ningerne (i hele R2 ) 
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(1+x2)x1dx1 + (1+x1x2dx2 = O 

x1cos x2dx1 + (1+x~)sin x2dx2 = O 

sin x2dx1 + sin x1dx2 = O 

20. Find den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

il - tg Y. dx - x' 

Vanskeligere opgaver. 

21. Vis, at ligningen 

4x ·- 3y. +· s.in {x .. +y) = O 

for enhver værdi af x E R har en og kun en løsning y= f(x), 

hvor f : R ind i R er differentiabel. Vis, at Df(R) = 

[tt,~J, og bevis derefter, at f : R ind i R er bijektiv. 

22. Vis, at ligningerne 

x3 - 4y3z2 
+ 7z - 15 = O 

x2y z4 - 2z3 + 16 = O 

i en omegn af (x,y,z) = (1 ,0,2) entydigt kan løses på formen 

y= f(x), z= g(x). Udregn Df(1), D2f(1), Dg(1), D2g(1). 

' 2 o ' 23. Lad O ~ R være en aben mængde og f : O ind i R en 2 gange 

differentiabel afbildning. Ved transformationen x1 = r cos e, 

x2 =r sin e går f(!) over i g(r,e). Udtryk n;f + D~f ved de 
partielle differentialkvotienter af g, 

24. En ligning F(x1 ,x2 ,x
3

) = o, hvor F er kontinuert differen-

tiabel, med partielle differentialkvotienter, som i et punkt 

* * x alle antages = o. Ligningen kan da i en omegn af x lØ-

ses på enhver af de tre former 

x1 = f1(x2,x3), x2 ~ f2(x3,x1), x3 = f3(x1 ,x2). 

Bevis relationerne 

D1 f 1 (x;,x;)D1 f2 (x;,x~)D1 f3 (x~,x;) = -1 

D2f1 (x;,x;)D2f2 (x;,x~)D2f3 (x~,x~) = -1 
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25. Lad O være en åben mængde i R2 bg E : O ind i R2 en diffe

rentiabel afbildning, givet ved ligningerne 

Angiv tilstrækkelige betingelser udtrykt ved de partielle 

differentialkvotienter af F1 og F2 i et punkt ~* for, at 

ligningerne i en omegn af x* entydigt kan lØses på formen 

26. LØs differentialligningerne 

(3x2+y2 )y dx - 2x3dy = O 

2x3dx + (y3+3x2y)dy = Oo 

Svære opgaver. 

27. Vi betragter en åben mængde O~ C samt en differentiabel 

afbildning f O ind i c. Vi anvender betegnelserne x = 
x1 + i x2 , y = y1 + i y2 , og f tænkes skrevet på formen 

Y1 = f1 (x1,x2), Y2 = f2(x1 ,x2). 

Vi betragter et punkt x* E o, og vi antager, at Df(x~~) ikke 
.... :.." er reel. Vis, at ligningssystemet i en omegn af (x~,f(x ')) 

kan lØses på formen 

x2 = g1(x1,y1), Y2 = g2(x1,y1)' 

og vis derefter, at differentialformen 

-g2(x1,y1)dx1 + g1(x1,y1)dy1 

er det totale differential af en 2 gange kontinuert diffe-

rentiabel afbildning g : U ind i R, hvor U er en omegn af 

(x~,f1 (x~,x~)), og vis, at G tilfredsstiller den partielle 

differentialligning 
2 2 2 (1) D1G D2G- (D1D2G) = 1. 

Vis, at enten G eller -G er konveks i U, når U vælges som 

en konveks omegn. 
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Vis omvendt, at man ud fra en afbildning G : U ind i 

~ '2 
rt, hvor U c R er åben, og G er 2 gange differentiabel og 

= 

tilfredsstiller (1), kan konstruere en differentiabel af

-::ildning f : O ind i C, hvor O~ c, og hvor sammenhængen 

mellem f og G netop er som ovenfor beskrevet. 

28. (I det væsentlige kun klassificeret som svær opgave, fordi 

visse hjælpemidler fra kursus j_ algebra og geometri ikke 

foreligger på indeværende tidspunkter)~ For a> O og k> O 

betegner vi med C(a;k) mængden af punkter i b, hvis afstan·

de fra punkterne a og -a har produktet k 2 • Vis, at C(a,k) 

netop er m~ngden af punkter x = x 1 + i x2 , for hvilke 

(x1 ,x2 ) tilfredsstiller en vis algebraisk ligning af fjerde 

grad. Vis, at C(a;k) i omegnen af ethvert punkt bortset fra 

O~ a og -a er en differentiabel bue. 

Vis, at der for hver værdi af a > O eksisterer et kur

vesystem [ c*(a;k) l k E R j, hvis kurver er differenttaole 

undtagen i O og skærer alle kurverne i systemet 

fC(a;k) l k E Rj under ret vinkel. Vis, at kurverne c*(a;k) 

på en enkelt undtagelse nær er ligesidede hyperbler. 
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14.1. Vi betragter først en vilkårlig mængde M og en fØlge 

(f'n) af afbildninger fn:M ind i Te FØlgen (fn) kaldes konver

gent i et element x E M, hvis fØlgen (fn(x)) af billedpunkter 

er konvergent. Hvis dette indtrcaffer for ethvert x E M siger 

vi, at fØlgen (fn) er ~~rgent i ethvert x E M, og vi har da 

for hvert x E M et grænsepunkt f(x) for fØlgen (f (x)). Derved n 

defineres en grc:anse~f!L~1S!g_;L:t}.B f': M ind i T, og vi skriver 

(f' ) ~ f n i ethvert element af M. 

Vi siger også, at (fn) er J2Unktvis konveF-..B~~.t på M. 

Betingelsen for punktvis konvergens mod f er altså 

(1) Y x E: M Y s> O 3 N E: N \/n> N(fn(x) E: K(f(x),s)), 

hvor vi med K(a,r) ~ T betegner kugleomegnen af a med radius r. 

Ligesom tidligere i forbindelse med kontinuitet indfører 

vi nu også ligelighed i forbindelse med konvergens. Ligelighed 

skal (nØje svarende til ligelig kontinuitet) betyde, at det til 

s > O svarende N kan vælges uafhængigt af x, således at det 
, 
engang valgte N er brugbart samtidigt for alle x E: M. Dette 

betyder for relationen (1) 9 at kvantoren Y x E: M flyttes om på 

den anden side af 3 N E: N, så vi får definitionen 

(2) Y E > O 3 N E: N Yn ~ N \/x E: M(dist(f(x) ,fn(x)) ~ s). 

Vi har 2 steder ændret de skarpe ulighedstegn, der var benyttet 

i (1), men det ses umiddelbart at være uden betydning. 

1Lb .1 .1 • Defin~ tiQD• Lad M være en vilkårlig mængde og T 

et metrisk rum med afstandsfunktionen dist. Lad (f ) være en n 
fØlge af afbildninger fn:M ind i T. FØlgen (fn) kaldes lig~~ig 

Æo~y~~ent (konvergerer li~e11B!) på M mod grænseafbildningen 

f:M ind i T 9 hvis og kun hvis betingelsen (2) er opfyldt. 

Det er klar t, a t ligeltg konvergens mod f på M medfØrer 
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konvergens mod f i et hvert punkt af M. 

14.2. For at opnå lidt mere fortrolighed skal vi belyse 

ligelig korivergens ved nogle eksempler, og sagen illustreres 

selvfØlgelig bedst ved eksempler der viser punktvis, men ikke 

ligelig konvergens. I alle eksemplerne vælger vi M = [0,1 J og 

T = R. 
Vi vælger fØrst 

1 

\ 
1. 

Det ses, at (f (x)) konvergerer mod O n 

\ 
..,._,, .. ,,~,:~•'r"~~•·~~-. .....",.-...~--l-.,,_~~-~--

0 .1 ' 
- 1 n 

for x E ]0,1], medens (f (o))~ 1. Det n ses, at uligheden 

lfn(x)l ~ ~ ikke for noget n er opfyldt for alle x E ]0,1 ], og 

(fn) er derfor ikke ligelig konvergent på ]0,1 J og derfor selv

fØlgelig heller ikke på [0,1 ]. For k> O er (f) derimod lige-n 

lig konvergent på [k,1 ], idet vi endda har f (x) =O for n 

x E [k,1] og n~~. 
Hvis vi vælger f med det 

n 

på figuren viste grafiske billede, ser vi, 

at (fn(x)) ~ 1-x for x E ]0,1], og at 

(f'n(o)) ~o. Det ses igen, at der for hvert 

n findes et x, i hvilket fn(x) afviger mere 

end ~ fra grænsefunktionen. Ligeledes gælder det også i dette 

tilfælde for ethvert k > o, at (f ) er ligelig konvergent på n 

[k' 1 J • 

Hvis dernæst vælger f med det på 
n 

den næste 

grafiske billede, ser vi, at 

(f (x)) ~ O for ethvert x E [0,1 J, n men 

at vi dog har f (2n)-1 ) = 1 for alle n. n 

Vi har derfor ikke ligelig konvergens på 

1 t···' 

i i\ l :l 
! ; ' 
l : \ l : \ 
[l\ ___ _ 

1 
n 

figur viste 

1 
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]o, 1 J, men for ethvert k > O har vi ligelig konvergens på [k, 1 J. 
Vi kunne variere det sidste eksempel, ved at lade f (x) n 

vokse lineært helt op til værdien n i punktet x = ~' og der-

efter aftage til O i punktet 1. Det ville stadig være rigtigt, n 

at (fn(x) ~O for alle x E [0,1], og for k> O er (fn) ligelig 

konvergent på [k,1], men ikke på ]0,1]. Vi bemærker, at vi i 

dette tilfælde har 

(
1 
f (x) dx = i . .lo n 

Vi ser således, at en fØlge af positive funktioner kan konver-

gere punktvis med nul på et interval, uden at dens integral over 

intervallet går mod nul. 

14.3. Vi betragter igen en vilkårlig mængde M, et metrisk 

rum T samt mængden F(M;T) af afbildninger f:M ind i T. For 

f 1 E '(M;T); f 2 E F(M;T); f 2 E F(M,T) sætter vi 

distu(f1 ,f2 ) = supfdist(f1 (x),f2 (x)) l x E Mj. 

Her er distu(f1 ,f2 ) enten et positivt tal eller O eller +=• 

I Øvrigt får vi for vilkårlige f 1 ,f2 ,f
3 

E F(M,T), at 

1 ) distu (f1 ,f1 ) = o 

2) dis t u (f 1 , f 2 ) > o, hvis :r1 f f2 

3) distu(f2 ,f1 ) = dis t u (f 1 , :f 2 ) 

L~) distu(:r1 ,:r3
) ~ di s t u (f 1 , f 2 ) + dis t u (:f 2 , f 

3
) • 

Betingelserne 1), 2) og 3) er helt trivielle. For at vise 

3) sætter vi for p,q = 1 ,2,3 

<P P , q (x) = dis t (f P (x) , f q (x) ) , 

og vi har da 

dist (f ,:f ) = sup <P (M) = sup <P • u p q :p,q M p,q 

Da T er et metrisk rum, har vi for ethvert x E M 

<P13(x) ~ <P12(x) + <P23(x), 

og resultaterne i MA 4.8 giver nu umiddelbart 
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distu(f1 ,f3 ) = sup ~ 13 ~ sup (~ 12 +~ 23 ) ~ 
M M -

s~p ~ 12 + s~p ~ 23 = distu(f1 ,f2 ) + distu(f2 ,f3 ). 

Vi vil benytte betegnelsen B(M,T) for mængden F(M,T) ud

styret med 11 afstanden" dist • Vi understreger, at B(M,T) ikke u 

er et metrisk rum, idet det indeholder par af punkter med ind-

byrdes afstand =· Vi kan imidlertid alligevel benytte den sæd

vanlige definition for kugleomegn, og B(M,T) er derfor i hvert 

fald et topologisk rum. 

En punktfØlge (fn) i B(M;T) er således en fØlge af afbild

ningen f :M ind i T. At fØlgen (f ) i rummet B(M,T) konvergerer n n 
mod grænsepunktet f betyder efter definitionen af konvergent 

punktfØlge: 

V e > O 3 N E N V n ~ N(fn E K( f ,s)), 

eller, lidt mere udfØrligt og med et ~ i stedet for < 

V s> O 3 N E N V n~ N(distu(f,fn) ~ c:), 

og her er b e tingel sen 

distu(f,fn) ~ c: 

ifØlge definitionen af dist ensbetydende med 
u 

V x E M(dist(f(x),fn(x)) ~s), 

og når dette indfØres af konvergensbetingelsen afsløres det~ 

at konvergens i det topologiske rum F(M,T) er ensbetydende med 

ligelig konvergens. 

14.4. Begrebet fundamentalfØlge kan uden videre anvendes 

i B(M,T) med den sædvanlige definition. FØlgen (f ) er altså n 
fundarne n talfØlge, hvis og kun hvis 

V e > O 3 N E N V m, n ~ N (di s t u (f m, f n) ~ c: ) 

eller oversat til udsagn om funktionsværdierne 
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14.4.1. Hvis T er et fuldstændigt metrisk rum, er enhver· 

fundamentalfØlge i B(M?T) konvergent. 

Bevis. Hvis (f) er fUndamentalfØlge? gælder (2). Heraf 
n 

fØlger, idet vi betragter en fast værdi af x, at (f (x)) er en n 
fundamentalfØlge i T og som fØlge deraf kontinuert i T mod en 

grænseværdi f(x), og denne definerer os en grænseafbildning 

f:M ind i T. Vi betragter nu et fast E > o, et tilsvarende N 

(ifØlge (2)), og vi har da for ethvert x E M, at 

(3) V m,n? N(dist(fm(x),fn(x)) ~ s). 

For m~= gælder nu på grund af afstandsfunktionens kontinuitet 

i rummet T, at 

dis t(f (x) ,f (x)) ~ dis t(f(x) ,f (x)), m n n 
og vi får derfor 

V n ? N (dis t (f (x) , f n (x) ) ~ E ) • 

Dermed har vi netop vist, at fØlgen (f ) er ligelig konvergent, n 
og beviset er dermed fuldfØrt. 

14.5. Hvis S og T er metriske rum har rummet B(S,T) af af

bildninger af S ind i T et delrum U(S,T), s?m omfatter de kon

tinuerte afbildninger af S ind i T. 

14.5.1. Sætning. Delrummet U(S,T) er en afsluttet punkt

mængde i B(S,T). 

14.5.?.. Sætning. For a E S er mængden U(a) af afbildninger 

f:S ind i T, som er kontinuert\3 i a, en afsluttet delmængde af 

B(S,T). 

Bevis. Vi har åbenbart 

U(S,T) ~ n U(a), 
a ES 

og sætning 14.5.1 fØlger derfor af sætning 14.5.2. Vi skal alt

så blot vise, at Cfi(a) er en åben mængde. Vi betragter et vil

kårligt element f E (U(a), og f : S ind i T er altså en afbild-
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ning, som er diskontinuert i ao Deraf fØlger, at der eksisterer 

et tal s > O, således at 

(4) Vr >O 3x E K(a,r) (dist(f(a),f(x)) ~s). 

Beviset vil være fuldført, hvis det lykkes os at vise, at 

Ku(f,5) ~ (U(e.), idetKubetegner ep kugleomegn i'B(S,T). Vi 

betragter ~t vi~kårligt element g E Ku(f,§), altså en afbild-

ning g . S ind i T, som tilfredsstiller o 

(5) 

For r > O 

og ifØlge 

Vx E S(dist(f(x),g(x)) < 3). 
kan vi vælge x E K(a,r) ifØlge (4)' således at 

dist(f(a),f(x)) ~ s, 

trekantsuligheden har vi da 

dist(f(a)),g(a))+dist(g(a),g(x))+dist(g(x),f(x) ~ 

dist(f(a),f(x) ~s, 

og da fØrste og sidste led på venstre side i uligheden ifØlge 

(5) begge er ~ ~' fØlger heraf, at 

dist(g(a),g(x)) ~ ~' 

og vi har således vist, at 

Vr >O 3X E K(a,r) (dist(g(a),g(x)) ~ ~). 

Altså er g diskontinuert i a, hvilket medfØrer, at g E (U(a), 

og dermed er beviset fuldfØrt. 

14.5.3. ~i?l&• En ligelig konvergent fØlge (fn) af kon

tinuerte afbildninger fn : S ind i T konvergerer mod en konti

nuert grænsefunktion. 

Bevis. PunktfØlgen (f ) tilhØrer U(S,T) og da denne mængde n 

er en afsluttet delmængde af B(S,T) vil grænsepunktet for (fn) 

også tilhØre U(S,T). 

14.5.LI-· Sætning. Hvis T er et fuldstændigt rum, er enhver 

fundamentalfØlge i U(S,T) konvergent mod et grænsepunkt i ts,T). 

Bevis. Sætningen fØlger umiddelbart af sætningerne 14.4.1 
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De 2 sidste eksempler i 14.2. viser, at den ligelige kon

vergens i 14.5.3 ikke er en nØdvendig betingelse for grænsefunk-

tionens kontinuitet. 

14.6. Som et vigtigt eksempel betragter vi et rektangel 

R= [a1 ,b1 J x [a2 ,b2 J c R2 samt en kontinuert afbildning f:R ind 

i T, hvor T er et metrisk rum. Vi indfØrer betegnelsen f for x 
den ved fx for den ved fx(y) = f(x,y) definerede afbildning 

Sætter vi dernæs t Q? (x) = f , er Q? en af
x 

bildning Q?:(a1 ,b1 J ind i U([a2 ,b2 ],T). 

Da f er kontinuert og R kompakt, er f ligelig kontinuert, 

og vi har derfor (lidt mere specielt) for et fast x
0 

E[a
1 

,b
1 

J, 

at 

V s> O 3 å> O V x E Jx
0
-o,x

0
+å[ V y E [a2 ,b2 ] 

(dis t (f (x 
0 

, y) , f (x, y) ~ s ) , 

og dette kan også skrives 

V s> O 3 å> O V x E Jx
0

-c5',x
0

+å[(distu(Q?(x
0

),Q?(x) ~s). 

Heraf fremgår, at Q? er e n kontinuert afbildning. Vi siger 

derfor også at funktionen fx konvergerer ligeligt mod fxo for 

x ----7 x • Ligelig konvergens kan altså også vises ved kontinuert o 

grænseovergang. Det er imidlertid ikke nØdvendigt at gennemføre 

en detaljeret diskussion af denne form for ligelig konvergens. 

Den ligelige konvergens benyttes nemlig til udledelse af egen-

skaber ved grænsefUnktioner, og vi kan jo altid udtage en pas

sende fØlge og derefter påberåbe os sætningerne om fØlger. 

14.7. Vi vil nu specielt diskutere det specielle tilfælde, 

hvor T= R. Vi har da for f 1 ,f2 E B(S,R) mulighed for at danne 

a 1f 1+a2f 2 for konstante a 1 og a 2 • Derfor er B(S,R) et lineært 

vektorrum. Vi indfØr er normen 
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og denne har da egenskaberne 

llcx:f llu = l cxlll:f llu' IIf' 1 +:f 2llu ~ IIf' 1 l lu + IIf' 2llu • 

Hvis vi med :81 (s,:R) betegr.er mængden a:f begrænsede afbildnin-

ger :f : S ind i R, bliver :for :f E: :81 (S,R) normen llf'llu altid en

delig, og rummet :B1 (s,:R) er der:for et normeret vektorrum. Da R 
er :fuldstændigt, er :B1 (SJR) også :fuldstændigt. De :fuldstændige, 

normerede, lineære vektorrum kaldes Banach-rum e:fter den polske 

matematiker S. Banach. De har været genstand :for meget indgå

ende studier i de sidste 20-30 år. Rummene Rm er eksempler på 

Banach-rum, men nu har vi altså også mØdt rummet :B1 (s,:R) og dets 

delrum u1 (S,R) a:f kontinuerte :funktioner. Hvis S er kompakt, er 

U1(S,R) = U(S,R). 

Specielt ser vi, at lineære operationer med ligeligt kon-

vergente :fØlger igen giver ligeligt lwnvergente :fØlger. Mere 

almindeligt har vi sætningen. 

14.7.1. Sætning. Hvis (:rJ er en ligelig konvergent :fØlge 

a:f afbildningen :f : S ind i R mod grænseafbildning :f, og g : S 
n 

ind i R er en begrænset afbildning, da er (g:f ) ligelig kon
n 

vergent mod grænseafbildningen g:f. 

Bevis. Lad s > O være givet. Vi kan bestemme N E: N, således 

at vi :for ethvert n 2 N og ethvert x E: S har 

l:f(x)- :f (x)! < l~( rr· n = sup x 

Denne ulighed medfØrer 

og dermed er sætningen bevist. 

14.7.2. Pætning. Hvis (:f ) og (g ) er ligelig konvergente n n 

afbildninger a:f S ind i R, og grænseafbildningerne :f og g er be-

grænsede, da er (:f g ) ligeltg konvergo~'lt mod grænseafbildning
n n 

en :fg. 
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Bevis. Lad E > O være givet. Vi kan vælge N E N, således 

at vi for ethvert n ~ N og ethvert x E S har 

lf(x)-fn(x)l ~ 2T1+su:jg(x]l' lg(x)-gn(x)l ~ 2(s+su;lf(x) !)• 

Vi får da (det ældgamle trick) 

lf(x)g(x)-fn(x)gn(x) l~lf(x)-fn(x) llg(x) l+lfn(x) llg(x)-gn(x) l 

E s up g t x~ + E s u :p l f n (x) l 
~ 2(1+su:plg x l) 2(s+su:plf(x)IY ~s. 

14.8. Af en fØlge (f ) af afbildninger f : S ind i R kan n n 

vi konstruere den uendelige række ~f med den tilsvarende rækn 

ke af funktionsværdier ~f (x). Vi har de tilsvarende afsnitsn 

fØlger 

n 

sn (x) = L fk(x). 

k=1 

Rækken ~fn kaldes ligelig konvergent, hvis fØlgen (sn) er lige

lig konvergent, og grænseafbildningen for (sn) kaldes som sæd

vanlig rækkens sum. Vi indfØrer også udsnittet 

p 

sn,:p = L flc' 

k=n+1 

og sætning 14.4.1 giver os den nØdvendige og tilstrækkelige be-

tingelse for konvergens 

(6) Vs >o 3N E N vn ~N Vp >o vx E s( Is (x) l s s). - n,:p -
Vi skal dog angive nogle bekvemmere kriterier for ligelig 

konvergens. Vi skal fØrst bemærke, at de foregående resultater 

gælder uændret, hvis vi skriver C i stedet for R. Det er iØv-

rigt klart, at en kompleks funktionsfØlge eller -række er lige-

lig konvergent, hvis og kun hvis dens realdel og imaginærdel 

begge er ligelig konvergente. 

14.9. Vi betragter en fØlge (fn) af afbildninger fn S ind 

i C, samt en fØlge (an) af positive tal. Hvis lfn(x) l ~ an for 
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alle n E N og x E s, kaldes ~an en majorantræk~ for ~fn. Vi 

har nu sætningen. 

14.9.1. Sætning. Hvis rækken ~fn har en konvergent majo

rantrække, er den ligelig konvergent i S og for ethvert x E S 

er ~f (x) absolut konvergent. 
n 

Bevis. Den sidste påstand fØlger umiddelbart af sammenlig-

ningskriteriet. Den fØrste påstand fØlger af det almindelige 

konvergensprincip og betingelsen (6), idet vi her får for et-

hvert x E S 

n+p 

l s n? p (x) l ~ r ak • 

k==n+1 

14.9.2. Sætning. En potensrække ~anzn med konvergensradius 

r er for k E ]o,r[ ligelig konvergent i den afsluttede cirkelski-

ve f z l l z l ~ k J • 

Bevis. Da k ligger indenfor konvergenscirklen, er ~a kn 
n 

absolut konvergent, altså ~lanlkn konvergent, og denne række er 

for lzl ~k majarantrække for ~anzn. Sætningen fØlger derefter 

af sætning 14.9.1. 

Hermed har vi fundet et nyt bevis for, at summen af en po-

tensrække er kontinuert i konvergenscirklens indre. 

14.10. Vi skal også anføre et kriterium for ligelig kon-

vergens, som er anvendeligt for betinget konvergente rækker. 

1~ .• 10.1. Sætning. Hvis rækken ~fn har den egenskab, at der 

eksisterer en konstant K, således at alle afsnittene for alle 

x E S tilfredsstiller betingelsen lsn(x)l ~K, og hvis (an) er 

en aftagende fØlge med grænseværdi o, da er ~anfn ligelig kon

vergent på s. 

Bevis. For afsnittene u i ~f gælder n,p n 

l u (x) l == l s + (x) - s (x) l ~ 2K • n,p n p n -



Mat .1 , 1 961 -62 MA 14. 11 

Forudsnittet v i ~a f får vi ved Abelsk summation~ se MA n,p n n 

v (x) = n,p 

k=n+1 

p 

p 

= L an+jfn+/x) = 

j::::1 

p p-1 

L an+/un+/x)-un+j-1 (x)) 

j::::1 

= L an+jun+/x)-L an+j+1 un+j(x) = 

j::::1 j::::O 

p-1 L (an+j-ah+j+1 )un+/x)+an+pun+p(x) • 

j::::1 

Heraf får vi nu vurderingen 

p-1 

lvn,p(x) l ~ L (an+j-an+j+1 )2K + an+p·2K = 2an+1K, 

j=1 

og for € > O kan vi derfor vælge N, således at uligheden 

lvn,p(x) l ~ 2 

er opfyldt for alle n ~ N, alle p > O og alle x E S. Dermed har 

vi vist, at betingelsen (6) er opfyldt for rækken ~a f ø n n 

14.11. Vi afslutter hermed teorien for ligelig konvergente 

fØlger og rækker. Vi skal senere se, at ligelig konvergens sik-

rer, at integration og grænseovergang kan ombyttes, men vi vil 

vente med dette, til det lidt generellere integralbegreb er fær-

digbehandlet. 
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Lette opgaver. 

1. En afbildning f:R ind i R har grænseværdi A for x~ -oo og 

grænseværdi B for x ~ oo • For n E N sætter vi ~nf(x) = 

f(x+n) og ~ f(x) = f(x-n). Derved defineres afbildninger -n 
~f og ~-nf:R ind i R. Vis, at afbildningsfølgerne (~nf) og 

(~ f) konvergerer punktvis mod de konstante afbildninger -n 
A og B, og at konvergensen er ligelig på ethvert begrænset 

interval, men kun i et trivielt undtagelsestilfælde på hele 

:R. 

2. Afbildninger f ,g :R ind i R er definerede ved 
n n 

Undersøg om følgerne (fn) og (gn) er punktvis konvergente 

og/eller ligelig konvergente på hele R. Undersøg også, om 

integraler over endelige intervaller konvergerer mod de til-

svarende integraler for grænsefunktionen. 

3. Samme spørgsmål som i opgave nr. 2 for 

f (x) = 1 sinnx, n n 
g (x) = sin 1 x. 

n n 

4. Samme spørgsmål som i opgave nr. 2 for differentialkvoti-

enterne af funktionerne i opgave nr. 3. 

5. Samme spørgsmål som i opgave nr. 2 for 

f (x) = 
n 

2 -nx e 

6. Vis, at afbildningsfølgen (fn)' hvor fn:R ind i R er define

ret ved f (x) = (sin2m!ffx) 2n for ethvert m E N konvergerer 
n 

punktvis mod en grænseafbildning gm' og at afbildningsfølgen 

(gm) igen konvergerer punktvis mod en grænseafbildning g. 

Angiv denne afbildning (den franske matematiker Rene Baire 
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7. 

har bevist, at afbildningen g ikke er grænseafbildning for 

rtogen punktvis konvergent følge af kontinuerte afbildninger). 

(Næsten helt triviel). En følge (f) af afbildninger f :[a,b] n n 

ind i T~ hvor T er et metrisk rum; er punktvis konvergent på 

[a,bJ og ligelig konvergent på Ja,b[. Vis 1 at (fn) er lige

lig konvergent på [a,b]. 

8. En følge (fn) af kontinuerte afbildninger fn: [a,b J ind i R 

konvergerer ligeligt mod en afbildning f: [a, b J ind i R 

(kontinuert ifølge sætning 14.5.3). Vis 1 at 

( l fn(x)dx ) 4 Lb f(x)dX. 

9. Bevis, at rummet B(M,T) altid kan deles i klasser, saledes at 

afstanden mellem to punkter er endelig, hvis og kun hvis de 

to punkter ligger i samme klasse (benyt en ækvivalensrela~ 

tion). 

10. Lad T være et diskret, metrisk rum. Vis, at en følge (fn) af 

afbildninger f :M ind i T er ligelig konvergent 1 hvis og kun n 
hvis alle følgens elementer fra et vist trin er identiske. 

11. Vi vil forsøge at vise sætning 14.5.3 direkte. Lad x
0

E S være 

et punkt, hvor alle f er kontinuerte, og lad s > o være 
n 

opgivet. Vi har nu 

3NENVn> = N V x E S (dis t (f (x) , f (x) ) n ~ !) . 
Da f n er kontinuer t i x o' kan vi bestemme o > o, således at 

V x E K(x ,o) (dist(f (x ),f (x)) < s 
o n o n = 3 ~ 

o men s a er 

dist(f(x ),f(x)) < dist(f(x ),f (x ))+dist(f (x ),f (x))+ o =- o n o n o n 

hvilket viser, at f er kontinuert i x • o 
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12. 

Dette bevis er i princippet rigtigt, men vor fremstil-

ling gik let hen over visse detaljer. Det står i mange lære

bØger omtrent i denne formp ligesom det ved mundtlig eksa-

men ofte bliver præsenteret i omtrent denne form. Svagheden 

er~ at det bliver imØdegået med spØrgsmålet: "Men kommer 

6' ikke til at afhænge af n 11
, et spØrgsmål, der ofte giver 

anledning til forvirring. 

Gå beviset kritisk igennem og prøv at indfØre et par 

ganske små ændringer, så der ikke bliver noget at indvende. 

Det er ikke nødvendigt at gøre det længere, og det kan 

i øvrigt forbedres meget væsentligt ved at udelade en lille 

smule. 

-z 
Vis~ at den uendelige række ~n , z = x+iy, er ligelig konver-

gent i den ved x E [k,oo [ bestemte hal Vplan, hvis og kun hvis 

k > 1. 

13. Angiv de intervaller, i hvilke fØlgende rækker er ligelig 

konvergente: 

14. Vis, at fØlgende rækker er ligelig konvergente på hele R: 

1 1 
~n cos(x+6nrr-) ~ 

(-1)n . 2n 
~=n. ~~ sJ.n x • 

15. n -1 n Vispat potensrækken ~(-1) n z konvergerer ligeligt på 

intervallet [0,1]. 

16. Vi betragter et afsluttet interval [a,b] og en fØlge (fn) 

af kontinuerte afbildninger f :[a,b] ind i R. Vi antager, 
n 

at fØlgen (f (x)), for ethvert x E [a,b] er aftagende og n 

konvergent med grænseværdi O. Vis, at (f ) er ligelig kan
n 

vergent. 
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i7. Lad (f ) være den i opgave i6 omtalte fØlgeJ og lad ~a n n 

være en konvergent række. Vis? at ~a f er ligelig konvern n 
gent på [a,b] (benyt Abelsk summation). 

i 8. Lad I være et interval, og lad (f n) være en fØlge af afbild·

ninger f :I ind i R. Vi antager 9 at fØlgen (f (x)) for n n 
hvert x E I er monoton, og at der eksisterer et positivt 

tal K, således at 

VnEN VxEI(jfn(x)j~K). 

Lad ~an være en konvergent række. Vis, at ~a f (x) er ligen n 

lig konvergent på I. 

n '19. Lad ~an z være en potensrække med konvergensradius R og 

konvergent for z = R. Vis, at den ved f(z) = ~a zn define-
n 

rede funktion er kontinuert på intervallet [O,R] af den 

reelle akse, (den behøver ikke som afbildning f:fzl !zl < RJ 
ind i C at have en grænseværdi i R, idet den ikke al tid 

konvergerer langs kurver, der rører konvergenscirklen i R. 

Sætningen er en af de mange, der går under navnet ~~~~~~ 

~~t~~g). Det er bekvemt at udnytte opgave nr. 18 til 

beviset. 

rækker 
20. Lad ~an og ~bn være konvergente'/(~som begynd8r med a

0 
og b

0
) 

med den egenskab, at rækken ~c , hvor 
n 

en = a b + a 1 b 1 + • , • + a b . o n n- n o· 

ligeledes er konvergent. Vis, at summen af ~c er produktet n 
af summerne ~a og ~b (betragt produktet af potensrækkerne n n 

n n ) ~anz og ~bnz og udnyt Abels sætning fra opgave nr. i9 • 

21. Vis, at rækken ~1 sin nx ikke er ligelig konvergent for alle n 

x. 
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22. Vis, at den ved 

1 W(x) = 

00 

n 
COS b 1TX, 

MA 14. Opgaver 22n 

hvor b er et positivt tal, definerede af'bildnj.ng W:R int:. 

i R er kontinuert. 

Funktionen W med b tilstrækkelig stor er det ældste 

kend te eksempel på en funktion, der er overal t l:ontinuer t 9 

uden at være differentiabel for nogen værdi af' x. Eksemplet 

er givet af' Weierstrass. 

For at vise, at W ikke er differentiabel for et vil

kårligt fast x E R, skal vi blot vælge to passende fØlger 

af tilvækdster (h) og (h'), som begge konvergerer mod O, n n 

og ikke således at de tilsvarende fØlger af differenskvo-

ti en ter 

og 
W(x+h' )-W(x) 

n 
=-~-,~--

hn 

går mod oo og-= (eller omvendt). 

Hertil vælger vi ~n E z, således at 

-~ < anx-~n ~ 
og vi sætter så 

n 
Y = a x-{3 n n' 

1 
2 ' 

-1-•v ••. r n 
n 

a 

Hvis vi nu udregner differenskvotienterne ledvis af den 

uendelige række, ser vi, at dif'ferenskvotienterne svarende 

te til h alle får samme fortegn fra det n led at regne n 

(tegn bØlgelinjerne og husk, at b er ulige), og en vurde-

ring giver, at bidraget fra disse led for b tilstrækkelig 

stor langt overvejer bidraget fra de n-1 fØrste led. 

Analogt for h' • 
n 

Hvis vurderingerne udfØres omhyggeligt nok, lykkes 

beviset for b > 2 + 3rr. 
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23o Udregn 

Svær o~aveo 

!c
1 Are s inx d 
~:A~~ x 

OV' ·-x2 

MA 1 4 o Op g • 2 3-2 i+ • 

dels direkte 5 dels ved at indsætte potensrækken ror Arcsinx 

og integrere ledviso Derved fås ~2 skrevet som sum ar en 

uendelig række med simple, rationale led. 

24 o Van der Waerden har givet e t meget simpel t eksempel på en 
funktion, som ikke er differentiabel for 
nogen værdi ar x. Han definerer rørst ~:R ind i R ved 

~(x)= ~-lx!for lxl ~ ~; Vx E R V n E Z(~(x+n) =~(x)). 

Dernæst sætter han 

00 

V(x) = L 
n= O 

og V:R ind i R bar de Ønskede egenskaber. Vælg h = :!: 1 
n 4n 

med bekvemt valg af for• tegnet. Dirferenskvotienten bliver 

da et helt tal og lige eller ulige eftersom n er lige eller 

ulige. 
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Mål og integral. 

15.1. I dette kapitel skal vi tage integralbegrebet op til 

en mere omfattende drøftelse. Vi har i et tidligere kapitel om

talt forskellige integrationsmetoder, og vi har ved flere andre 

lejligheder udnyttet det fra gymnasieundervisningen velkendte in

tegralbegreb. Ved denne lejlighed vil vi beskæftige os med selve 

indførelsen af integralet, og samtidig benytte lejligheden til at 

indføre nogle nærliggende generalisationer. Disse går i to ret

ninger, idet vi dels ønsker at kunne integere visse diskontinuerte 

funktioner, og dels ønsker at udvide integralbegrebet til funk

tioner af flere variable. Det velkendte integralbegreb kan selv

følgelig godt udnyttes for funktioner af flere variable, idet vi 

kan give de variable på nær en faste værdier. For at kunne ud

nytte integration på denne måde, må vi imidlertid skaffe os nær

mere oplysninger om virkningerne af sådanne integrationer, og 

disse spørgsmål vil blive taget op i et følgende kapitel. 

Det fremgår af gymnasieundervisningens behandling af inte

gration, at integralbegrebet er nøje knyttet til begreberne areal 

og volumen. Det er mindre iøjnefaldende, at begrebet interval

længde er af grundlæggende betydning ved indførelsen af integralet. 

Dette skyldes, at begrebet intervallængde er så primitivt og så 

velkendt, at dets helt fundamentale rolle let overses. Det til

svarende begreb i n-dimensionale rum er på tilsvarende måde af 

fundamental betydning, og vi skal derfor indledningsvis omtale 

dette simple begreb. 

15.2. På den reelle akse har vi allerede indført et interval

begreb, og vi vil benytte det uændret, idet vi dog i det følgende 

også vil betragte intervaller af formen [a,a], altså intervaller, 

der består af et eneste punkt. Når vi taler om intervallet b,b J, 
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forudsætter vi altid, at a~ b, og når vi taler om intervaller 

[a, b [, ]a, b J eller ]a, b[, forudsætter vi, at a < b. 

Et interval I = [a, b ], ]a, b], [a, b [ eller ]a, b [ har 

længden b-a, der også kaldes målet af I og betegnes m(I). Derved 

defineres en afbildning m:I ind i R, hvor I betegner mængden af 

begrænsede intervaller på R. 
Ved en endelig inddeling af et interval I forstår vi en 

fremstilling af I som en foreningsmængde I = I u ... u I af ende-
i q 

lig mange disjunkte delintervaller. Er I~ og Iv to forskellige 

af disse delintervaller, da vil ethvert element af et af dem, 

f.eks. I~ være mindre end ethvert element af det andet, og vi 

vil da sige, at I kommer før T • Vi kan antage, at intervallerne 
~ v 

Ii, ••• ,Iq er ordnet, således at Ik kommer før Ik+1 for k= 

1 , ••. ,q-1. På hinanden følgende intervaller vil da have et fælles 

endepunkt. Efter et interval, der er åbent til højre, følger et, 

der er afsluttet til venstre, og efter et interval, der er af

sluttet til højre, følger et, der er åbent til venstre. 

Hvis vi med xk betegner det fælles endepunkt for Ik og 

Ik+1 ' k= 1, .•• ,n-1, medens vi sætter a= x
0

, b= xn' får vi 

m(Ik) = xk-xk_1 , m(I) =b-a= xn-x
0

, 

altså q 

m(I) = I' m(IqL 

k=1 

På grund af denne egenskab, siger vi, at målet m er en~

tiv intervalfunktion. 

15.3ø Ved et interval i talrummet Rn forstår vi et topolo-

gi sk produkt 

I = I 1 x ~ •• · x In, 

hvor I 1 , ••• ,In er intervaller på R. For intervaller i Rn indfØrer 

vi det n-dimensionale mål ved definitionen 
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Hvis vi for hvert v har en inddeling 

D • I = I u u I . 
v1 . .. v v vqv ' får vi deraf en fremstilling 

q1 qn 
D:I = u ••• u I1k Ink k1 =1 k =1 x ••• x 

n 1 n 

af I som foreningsmængde af disjunkte delintervaller, altså en 

inddeling af I. Vi siger, at inddelingen D er QE.~~tt af indde

lingerne D 9 og en inddeling af I, der således kan fremkomme 
v 

som produkt af inddelinger af koordinatinddelingen kaldes en 

simpel inddeling af I. 

Vi sætter 

' 
og vi har da 

n ry ~ 
mn(I) = n m(I ) r m(I k ) = = 

l l v 
r l v v 

q1 ~ 
v=1 v=1 k =1 v ~l q1 r, • • • r m(I1k )~ •• m(Ink ) = r • • • r m n( Ik1 ' " • • ' k ) 

k1 =1 k =1 1 n k1 =1 k =1 n 
n n 

For en simpel inddeling af I har vi således bevist, at det 

]2.-dim~nsionale mål-2f I er surgmen af de n-~;Q.§Jonale m_!-1..-~f 

delintervallerne. 

15.4. Således som det er antydet med de fuld t optrul<::ne 

linier på figuren, der svarer til det 2-dimensionale tilfælde, 

kan et interval I = 
'n c R være 

= 
fremstillet som en for-

eningsmængde 

I = B Ik 
k=1 
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af disjunkte delintervaller, uden at der foreligger en simpel 

inddeling. Vi tal er da om inddelingen 

(1) D:I = 0 Ik • 
k=1 

Hvert af intervallerne Iq er et produkt 

n 
-/T IV 

Iq - k ' 
l l 
v=1 

og hvis vi for hvert v ordner endepunkterne af intervallerne 

I~ efter størrelse, altså xvo < xv1 < ••• < xvp' får vi for 
v 

hvert v en inddeling 

D':Iv=[x ,x
0

]u]x ,x 1 [u[x 1 ,x 1 ]u v vo v vo v v v 

]xv1'xv2[u ••• u]xvp -1'xvp [u[xvp ,xvp ], 
v v v v 

hvor det første eller det sidste interval eventuelt skal ude-

lades, hvis Iv er åbent til vedkommende side. 

Den simple inddeling D', der fremkommer som produkt af 

inddelingerne D' er en videredeling af inddelingen (1), og de 
v 

intervaller fra D', der er indeholdt i Ik udgØr en simpel ind-

deling 

(2) 

medens den 

(3) 

simple inddeling 
q sk 

D' :I =U U 
k=1 j=1 

Ik . ' 
'J 

:b er gi ve t ved 

Ik . 
'J 

Vi kan nu let vise fØlgende sætning: 

15.4.1. ~~gg. Lad I være et interval i Rn. For enhver 

inddeling 

D: I 

gælder relationen 

m(I) = r 
k=1 
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Bevis. Vi gennemfører den forud for sætningen omtalte kon-

struktion, og ifØlge 
s k 

resultatet i slutningen af 15.3. har vi da 

n ) n n m (Ik) = m (Ik,j); m (I) 

q 

=r 
j=1 k=1 

hvoraf sætningens rigtighed umiddelbart fremgår. 

15.5. Efter ovenstående resultater er det nærliggende, at 

indfØre et mål for enhver mængde i Rn, som er foreningsmængde 

for endelig mange begrænsede in tervaller. 
, n o 

15.5.1. ~git~. Ved en traEE~mæng~~ i R forstar vi 

en foreningsmængde af endelig mange disjunkte, begrænsede inter-

valler. 
-n 15.5.2. Sæ~!gg. Hvis A og B er trappemængder i R , da er 

A n B, A u B, A \ B og B \ A trappemængder. 

Bevis. Det er velkendt, at fællesmængden for 2 intervaller 

er e t interval. For e t interval I gælder det endvidere at kom-

plementærmængden (I er foreningsmængde af endelig mange ubegræn

sede intervaller, og relationen I 1 \ I 2 = I 1 n CI2 viser derfor, 

at I 1 \ I 2 er foreningsmængde af disjunkte, begrænsede inter

valler, altså en trappemængde. Er nu A en trappemængde og I et 

interval, da findes der en fremstilling A= r 1 u ••• u Iq, hvor 

r1 , ••• ,Iq er disjunkte intervaller, og relationen A\ I= 

(I1\I)u ••• u(Iq\I) viser, at A\ I er en trappemængde. A"f A u I= 

(A\I) u I fremgår derefter, at A u I er en trappemængdeo Heraf 

fØlger ved gentagen anvendelse, a t foreningsmængden af 2 trappe-

mængder er en trappemængde. Det ses umiddelbar t, a t f'~allesmæng·-

den for to trappemængder er en trappemængde. For A= r 1 u •• "u Iq' 

hvor I 1 , ••• ,Iq er disjunkte intervaller, får vi for I~ A, hvor 

A er et interval, relationen I\ A= (I\ I 1 ) n ••• n (I\ Iq)) 

som viser, at I \A er en trappemængde. Hvis A og B er trappe-
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mængder, kan vi vælge et interval I ":;} A, og vi har da, o. t A \ B er 

en trappemængde, Dermed er sætningen fuldstændig bevist. 

15.6. Som en forberedelse til indfØrelse af et mål for trap

pemængder viser vi fØlgende sætning: 

-n en trappemængde i R , og lad 

u I - I' u p - 1 ... u I' 
C]_ 

være fremstillinger af A som foreningsmængde af disjunkte inter-

valler. Da er 

m n (I ) + ••• +m n (I ) == m n ( r
1
' ) + ••• +mn (I ' ) • 

1 p C]_ 

Bevis. Af bekvemmelighedshensyn vil vi skrive mn(Ø) == O. 

Vi har nu ved gentagne anvendels er af sætning 15.4 

) r f t ~~ t mn( I . ) mn(I .ni~) n ,., mn(Ik), == == m (Ijn ... k) == 
J J 

j=1 j=1 k=1 k=1 j=1 1<:=1 

og dermed er sætningen bevist. Sætningen viser, at den fØlgende 

definition er entydig. 

15.6.2. ~~f!nit~Qg• Lad A være en trappemængde og 

A == r 1u .... ur p 

en fremstilling af A som en sum af disjunkte intervaller. Tallet 

n n n m (A)== m (I1 )+ ••• +m (I ) 
p 

kaldes det n-dimensional e mål af A. 
~·~--·~L......."..~-~,--

Vi gør opmærksom på, at mn(A) afhænger væsentligt af n. 

-n En trappemængde A ~ R kan jo udmærket også være en tr•appemængde 

. • n+1 
1 R • For eksempel kan A være indehold t i et n-dimensional t 

koordinatunderrum i Rn+1 • Vi har da mn+1 (A) = O. Vi vi l imidler-

tid oftest være i den situation, at tallet n er konstant gennem 

lange undersøgelser, og vi vil da udelade n som øvre index i mn 

ligesom vi også oftest vil undlade ordet n-Qi~e,~i~~al. 
,n 

15.7. Vi minder om, at vi for a E R og en punktmængde 
,n 

A~ R anvender betegnelsen 
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~+A= {~+~~~E A}. 

15.7.i. Sætning. Lad Tn være mængden af trappemængder på 

Rn. Den ved målet m(A) definerede afbildning m:Tn ind i R har 

fØlgende egenskab er: 

m 1 ) V A E Tn (m (A) f O) 

m2) VA,B E Tn(A n B= Ø~ m(AuB) = m(A)+m(B)) 

m3) V§. E R~A E: Tn(m(§;_+A) = m(A)) 

m4) m( [O,i [x[0,1 [x ••• x[O,i [, n faktorer) = i. 

Bevis. Påstandene mi) og m4) er umiddelbare, medens m2) 

:fås ved fremstilling af A og B som foreningsmængder af dis

junkte intervaller. For et interval I har vi direkte m(a+I) = 

m(I), og af A= 11 u ••• u Iq er disjunkte, :fås fremstillingen 

a+I = (a+Ii)u ••• u (a+Iq), 

hvor a+Ii, ••• ,a+Iq er disjunkte intervaller. Derefter :fås m3) 

umiddelbart. 

i5.8. Vi skal nu vise, at egenskaberne mi), ••• ,m4) karak

teriserer målet. Dette er indeholdt i fØlgende sætning 

i5.8.i. §ætDAng. Lad ~:Tn ind i R være en afbildning med 

fØlgende egenskaber: 

i) V A E: Tn(~(A) ~O) 

2) V A,B E: Tn(A n B= Ø~ ~(A u B)= ~(A)+ ~(B)) 

3 ) V a E: R n, V A E: T n ( ~ ( a+ A ) = ~ (A) ) 

4) ~ ( [O, i [x ••• x [O, i [ , n faktorer) = i • 

Da er ~ identisk med m. 

Bevis. Lad k være et helt tal. Vi deler intervallet [0,1 [ 

i k lige store dele. Ved at danne produkt af n sådanne indde

linger, :får vi enhedsterningen E= [O,i[x ••• x[O,i[ inddelt i 

kn terninger, der ifØlge 3) alle afbildes ens ved~· Terningen 

[O,k-1 [x ••• x[O,k-1 [ afbildes derfor ifØlge 2) på det reelle tal 
-n 

k • Et interval [ai,bi[x ••• x[an,bn[' hvor vi for hvert v har 
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b -a v v 
-1· = p k 9 hvor p E N, kan på tilsvarerile måd~e deJ_es j_ v v 

p1 •• ·Pn terninger, der hver afbildes i k -n. Altså vil et inte:!_~·

val I~ [a1 ,b1 [x ••• x[an,bn[' hvor 

give ~(I)~ (b1-a1 ) ••• (bn-an). På 

interval~ ~(r 1 ) for ethvert I 1 ~ 

hvert b 
v 

grund af 

I, men~ 

-a er rationalt~ v 
1 ) er <p(I) for et 

<p(I2) for I --~- I2 • 

Vi kan vælge I
1 

og r 2 med koordinatintervaller af rational 

længde vilkårlig tæt ved de tilsvarende længder for I. Dot frem·

går heraf, at ~(I) ~ m(I) for ethvert interval. Men så gælder 

~(A) ~ m(A) for enhver trappemængde, idet en sådan skrives som 

foreningsmængde af disjunkte intervaller. 

15.9. I mange anvendelser af matematikken optræder der 

afbildninger ~ :Tn ind i R, som er beslægtede med mål uden dog 

at hav:e alle: et måls egenskaber. I et fysisk rum, i hwillcet der 

. -n befinder sig stof, v1l enhver trappemængde A E T indeholde en 

vis masse f-1, (A) og en vis elektricitetsmængde e (A). AfbildningE.n:

ne f-1, og e tilfredsstiller betingelsen 2) fra sætning 15.8.1 ~ og 

f-1, tilfredsstiller også 1 ). Sædvanligvis vil 3) og 4) ikke være 

tilfredsstillede. 

15.9.1. J2efi,ni~io!];: En afbildning <p:Tn ind i R kaldes en 

~~d~~jv int~y~lf.unktion , hvis den tilfredsstiller betingelsen 

2) fra sætning 15.8.1. En additiv intervalfunktion kaldes E52.si·· 

tiv, hvis den tillige tilfredsstiller 1 ). 

Vi skal understrege, at det således definerede begreb er 

for generelt for de fleste praktiske anvendelser. De supplerende 

betingelser, der gØr det praktisk anvendeligt, er imidlertid no-

get uanskuelige, og vi vil udskyde en nærmere omtale a~ dem til 

et senere tidspunkt. Vi skal forelØbig bemærke" at den oven::'or 

omtalte additive intervalfunktion e er differens mellem 2 posi-

ti ve, additive intervalfunktioner, af hvilke den ene hidr\)rer 

fra den positive, medens den anden hidrØrer fra den negative 



elektricitet. I praksis er det kun difrerenser mellem positive 

intervalfunktioner, der rinder anvendelse. 

15.10. Med 1 vil vi betegne mængden af intervaller i Rn. Vi 

vil cla vi se fØlgende sætning: 

15.10.1. S~in~. Lad ~:1 ind i R være en afbildning, som 

tilfredsstiller betingelsen 

2~:(). For ethvert interval I og enhver simpel inddeling 

D:I = I 1u ••• uiq er ~(I) = ~(I1 )+ ••• +~(Iq). 

Der eksisterer da en additiv intervalfunktion ~:~n ind i R, 

således at ~ er restriktionen af~ til mængden 1 (vi siger, at 

Ø kan udvides til en additiv intervalfunktion). 

Bevis. Vi kan erstatte mn med~ i beviset for sætning 15.4.1. 

og får derved bevist, at 2
11
') gælder for vilkårlige inddelinger. 

Vi kan derefter kopiere beviset for sætning 15.6.1 og derfor kan 

vi for A-- I 1u ••• uiP, hvor I 1 , ••• ,IP er disjunkte intervaller, 

de:finere 

~(A) = ~(I 1 )+ ••• +~(IP). 

Det ses nu umiddelbart, at ~ er en additiv intervalfunktion 9 og 

at ~(I) = ~(I) for ethvert interval I. 

15.'11 o Lad f:R ind i R være en kontinuert afbildning. Hvis 

I er et af intervallerne ]a,b(,]a,b],[a,b[ eller [a,b] sætter vi 

b 
~(I) = la f(x)dx. 

Vi ved da) at~ tilfredsstiller 2*) i sætning 15.10.1, og~ kan 

derfor udvi.des ti l en additiv intervalfunkti on. 

Vi kunne også have defineret 

~(I) = f(b)-f(a), 

og vi kunne da tilsvarende udvide~ til en kontinuert interval-

funktion. 

Vi opgiver forudsætningen om, at f er kentinuert, og kræver 
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i stedet, at ~ har begrænset variation på ethvert endeligt in

terval. Vi kan da benytte grænseværdierne i stedet ~or ~unk-

tionsværdierne og sætte 

x(]a,b[) = ~(b-)-~(a+), x(]a,b]) = ~(b+)-~(a+) 
x([a,b[) = ~(b-)-~(a-), x([a,b]) = ~(b+)-~(a-), 

speciel t 

x([a,a] = ~(a+)-~(a-). 
Vi ~år også i dette til~ælde en additiv intervalfunktion. Vi be

mærker, at den undertiden knytter en ~ra O ~orskellig værdi til 

et interval, der kun indeholder 1 punkt. Interval~unktionen x 

bliver positiv, hvis og kun hvis ~ er voksende. 

En afbildning ~:R2 ind i R giver på tilsvarende måde anled

ning til en additiv interval~unktion, idet vi ~or I= [a1 ,b1 J x 

[a2 ,b2 ] eller ethvert a~ de intervaller, der ~ås ved udeladelse 

a~ et eller ~lere endepunkter de~inerer 

~(I)= ~(b 1 ,b 2 )-~(b 1 ,a2 )-~(a1 ,b2 )+~(a1 ,a2 ). 

På analog måde kan man de~inere additive interval~unktioner i 

rum med ~lere dimensioner. 

15.12. Vi skal nu udlede nogle yderst simple regneregler 

~or additive in terval~unk ti one r. 

15.12.1 • §æt&gg. Lad ~ :Tn ind i R være en additiv interval

~unkti on. For A,B E: Tn har vi da regnereglen 

~(A u B)+~(A n B)= ~(A)+~(B), 

og ~o r A ::?. B gælder tillige 

~(A \B)= ~(A)-~(B). 

Bevis. For A~ B er A\ B og B disjunkte. På grund a~ addi

tiviteten har vi der~or ~(A) =~(A\ B)+~(B) .. For vilkårlige A 

og B er B og A\ (A n B) disjunkte. Vi har der~or 

~(A u B) =~((A \(A n B)) u B) = 
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ep (A \ (A n B ) ) +ep (B ) = ep (A) -ep (A n B ) +ep (B ) • 

Dermed er sætningen bevist. 

15.13. Vi vil endnu anføre et par sætninger om EQ~~~' 

additive mængdefunktioner. 

15.13.1. Sæ~gi!!~· Lad ep være en positiv additiv mængd.efunlc

tion. For vilkårlige trappemængder A1 , ••• ,Aq gælder da 

ep(A1u ••• uAq) ~ ep(A1 )+ •.• +ep(Aq). 

Bevis. For q= 2 fØlger påstanden af sætning 15.12.1. Det 

generelle resultat fås ved gentagen anvendelse af tilfældet 

q = 2. 

15.13.2. Sætnigg. Lad ep være en positiv additiv mængdefunk

tion. Lad A være en trappemængde og fr1 , ••• ,Iql en overdækning 

af A med intervaller. Da er 

cp(A) ~ ep(I1 )+ ••• +ep(Iq). 

Bevis. Af sidste påstand. i sætning 15.12.1 og af sætning 

15.13.1 fås for B= r1u .••• u Iq, at 

<p(A) = ep(B)-ep(B \A)-~ ep(B) ~ <p(I1 )+ ••• +ep(Iq). 

15.14. Lad nu f,g:1 ind i R være additive intervalfunl~tio

ner på Rn, og lad a og~ være reelle tal. Da er af+~g en additiv 

intervalfunktion. Mængden af additive intervalfunktioner på Rn 

udgØr således et vektorrum over de reelle tal. 

De specielle additive intervalfunktioner, der kan skrives 

som differens mellem positive, additive intervalfUnktioner, ud-

gØr et underrum i rummet af alle additive intervalfunktioner på 

15.15. Efter ovenstående gennemgang af den meget elementære 

målteori vil vi nu gå over til integralteorien, idet vi fØrst 

behandler et særlig simpelt tilfælde, der er nær knyttet til 

den elementære mål teori. Bagefter vil vi så generalisere inte-

gralbegrebet, så det kommer til at omfatte alle kontinuerte 
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og visse diskontinuerte funktioner. 

For at spare en del skrivearbejde vil vi udelukkende be-

skæftige os med funktioner, der er definerede i hele rummet, 

altså afbildninger f: :Rn ind i R. Dette er ingen væsentlig ind--
, n , 

skrænkning, idet en afbj.ldning af en mængde A ~ R ind i R kan 

udvides til en afbildning af' :Rn ind i :R, idet vi lader alle 

punkter af (A afbildes i O. 

Afslutningen af mængden ~2f l f(~) :l: OJ kaldes §_~øtt~n for 

funktionen f. En funktionsstøtte er således en afsluttet mængde, 

og støttens komplementærmængde er det indre af f-1 (o). 

15.16. Den funktionsklasse, vi i fØrste omgang vil beskæf--

tige os med, indfØres ved fØlgende definition: 

1 5.16 .1 • !2~!_ni !i~g. En afbildning f: Rn ind i R kalde s en 

.!Ea;ppefunkti on, hvis dens støtte er en trappemængde A med en frem

stilling A= r
1
u ••• uiq som foreningsmængde af disjunkte inter

valler, således at f er leonstant på hvert af intervallerne Ik. 

Det fremgår umiddelbart af definitionen.? a t f f_!:__el];_ -gz~-

f~:q11f,_t~on.z._b!is og_t~_;p.yis b~]:!_e9-~~ f(Rn) ~r:._eg_~ndel,ig p~p.gg._~, 
n -1 

~ det for hv~E~ y E f(R ) gæ~_sier.J ~.! f (y) ~D~~f:::!? .. [de. 

Heraf fremgår, at kravet i definition 15.16.1 om, at r 1 9 ••• ~Iq 

skal være disjunkte, er overflØdigt. 

15.17. Lad f, g: Rn ind i R være trappefunktioner, og lad ex og 

~ være reelle tal. Da er cxf+~f åbenbart igen en trappefunktion. 

For at vise denne påstand behØver vi blot at betragte frem-

stillinger A = I 1u •. oUI " B :::: I 1'u o •• ui' 
q' q 

af støtterne for f og g, således at f er konstant på hvert Ik9 

medens g er konstant på hvert Ik'. Heraf følger, at cxf+pg kun 

antager endelig mange værdier og er konstant på hver af mængder-

ne Ik n Ik', og dermed er sætningen bevist. 

Ganske det samme ræsonnement viser nu, at også produktet 
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fg er en trappefunktion. 

Med f v g og f Å g betegner vi de to afbildninger, som 

afbilder ~E Rn på henholdsvis den største og den mindste af 

værdierne f(~) og g(!), altså 

(f v g) (3) = supff(2f) ,g(2f) J, (f Å g) (2f) = inf[f(;lS) ,g(;!) l· 
Stadig ved hjælp af det samme ræsonnement ser vi, at f v g 

og f Å g igen bliver trappefunktioner. 

Operationerne v og Å kan selvfØlgelig udføres på vilkårlige 

.p;...· ldn · ,~=i:nd.. De t · · t· k a.Lt-~l 1ngelf 1 R. o regneoper•at1oner er assoc1a 1ve og om-

mutative. For ex > O gælder endvidere 
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Det er selvfØlgelig uheldigt, at de her indførte operations

tegn er identiske med e t par af de logiske tegn. Sagen kompli-

ceres yderligere ved, at de samme tegn ofte anvendes for visse 

operationer med vektorer. Vi vil derfor indskrænke den her ind-

førte specielle anvendelse af de to operationstegn til de ka

pitler, der behandler indfØrelsen af integration. 

Vi anfØrer de for vilkårlige reelle funktioner gyldige 

relationer 
-1 -1 -1 

(f V g) ([o:,oo[) =f ([o:,oo[) U g ([o;,oo[) 9 

-1 -1 [ -1 (f;\ g) ([o:,oo[) =f ([o:,oo) n g ([o:,oo[). 

Der gælder tilsvarende for Jo:,oo[. Hvis vi i stedet brugte 

J -oo ,o: J' ville u og n bytte plads. 

15.18. Vi indfØrer nu integralet af en trappefunktion f:Rn 

ind i R. Funktionen f antager kun endelig mange værdier 

y1 , •• , ,yp' og hver af mængderne f-1 (yk) er en trappemængde i 

Rn og har således et n-dimensionalt mål m(f-1 (yk)). 

( 1 ) 

15.18.1. Definition. Summen 

(:r = t ykm(:f-1 (yk)) 

k=1 

kaldes int~8r.alet af trapp~funkti onen f. Det betegne s også mere 

udfØrligt 

15.18.2. Sæt~igg. Hvis A er en trappemængde, der indeholder 

støtten for f og har fremstillingen A= r 1 u ••• u Iq' hvor mæng

derne Ik er disjunkte, og f er konstant på hvert Ik, og hvis vi 

for hvert k vælger et vilkårligt !k E Ik' da er 

(2) {:r=~ m(Ik):f(~). 
k:=1 
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Bevis. For hver værdi y j 9= O, der antages af' f'~ o liver· 

-1 ( ) f yj foreningsmængde af visse af intervallerne Ik' og 

m(f-1 (y.)) bliver summen af disse intervallers mål, og for 
J 

xk E Ik bliver tillige f(xk) = yk. Hvert led i (1) spaltes de:'·-

ved i en sum af led fra (2), og de tiloversblevne led i (2) ha? 

alle værdien O. Altså har summerne i (1) og (2) samme vcardi" 

1 5.1 9. Vi skal nu udls:de regneregler for integraler af' 

tra:ppefunktioner. For kortheds skyld vil vi skrive f ~ g i be

tydningen v~(f(~) ~g(~)). 
,n 

15.19.1. 2~~~ng. For trappefunktioner f,g på R og reelle 

tal ex og j3 har vi 

[cexf+f3g) = ex{ f+j3{ g. 

Hvis f ~ g, da er også {f ~ f g. 

Bevis. Foreningsrorengen for støtterne for f og g lmn fre::n .. 

stilles på formen I 1u ••• uiq' hvor I 1 , •.• ,Iq er disjunkte inter·'" 
\} 

valler Sætningen fås nu umiddelbart, idet integralerne skrivef1 

på formen (2). 

Den fØr s te påstand j_ sætning 15.19.1 udtrykker.. at l er en 

lineær afbildning af mængden af trappefunktioner ind i de reelle 

tal. Den sidste egenskab udtrykker, at afbildningen { tillige 

er monoton. 

15.20. Vi skal nu gøre rede for sammenhængen mellem inte·-

gral af trappefunktioner og mål af trappemængder. Vi vil betrng·

te f :1P ind i :R, og vi vil antage, at f (, O, Vj. vil tænke oo, 2t 

f har s tø t ten A = r 1 u ••• u I q' hvor r1 , ••• , I q er di s ju:nlcte 9 o e: :1:' 

er konstant :på hvert Ik. Sammen med t: vi l vi betegne en pu.nt-:t-· 

mængde B ~ Rn+1 , defineret ved 

B = f (~s,y) 1::: E A A O ~ y ~ f(z~)J. 
\~,hvor f og g er konstante på hvert Ikc 



Mat. 1 , 1962-63 MA 15.16. 

15.20.1. ~~g. Purnetmængden B er en trappemængde i 

Rn+1 , og den:s n+1-dimen si anale mål er /:f. 

Bevis. Idet vi vælger !k E Ik' k= 1 , ••• ,q, har vi fremstil

lingen 

af B som foreningsmængde af di sjuructe intervaller. Altså er B en 

trappemængde med det n+1-dimensionale mål 

m(B) = r· m(Ik x [O,f(~)[) = ~ m(Ik)f(~) =f f, 
k=1 k=1 

og dermed er sætningen bevis t. 

Lad nu igen A c Rn væ.Pe en trappemængde, og lad XA være dens 

karakteristiske funktion, altså 

[

1, hvis ~E A 
XA(~) = 

o, hvis~~ A. 

Da er XA en trappefunktion, og definitionen 15.18.1 viser, at 

(xA = m(A) o 

15.21. Vi vil et Øjeblik betragte :Rn+p = :Rn x :RP, hvis 

punkter vi betegner (2_S,,;y), hvor 2S E Rn ,if. E :RP. 

15.21.1. ~tging. Hvis f:Rn+p ind i R er en trappefunktion, 

da er for fast ~E :Rn den ved fx(Y-) = f(x,y) definerede afbild

ning fx:RP ind i R en trappefunktion, og dens integral 

F(x) = {f = f f(x,y)dy - ! :RP -- ·-

er en trappefunktion på Rn o Endvidere gælder 

!f = [Rn+p f(~,z)d(~,K) = r F= [Rn (f f(~,y)dz) dx. 

Bevis. Lad I = I' x I", I' c Rn,I" c :RP være e t interval, 

som indeholder støtten :for f. IfØlge definition 15.16.1 og kon-
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struktionen i 15.4 eksisterer der en simpel inddeling a~ I i 

delintervaller Ijk = Ij x Ik; j= 1 , ••• J; k= 1 , ••• ,K, således 

a t ~ er konstant på hvert I jk med en værdi, som vi betegner ~ jk. 

Vi har da 

J K J K 

.ft =) r m(Ijxi~)~jk = r m(Ij) r m(Ik)f jk• 

j=1 k=1 j=1 k=1 

Vi vælger nu 2fj E I j, og vi har da 

K 

F(x .) = r m(Ik)~ jk' -J 

k=1 

hvilke t vi ser, a t F e r konstant på hver t I j, al t så en trappefunk-

tion, samt at 

m(I'.)F(x .) = f F, J -J 

og dermed er sætningen bevist. 

15.22. Vi går nu over ti l d en egentlige mål- og integral-

teori, idet vi udvider mål a~ trappemængder til mål a~ en mere 

omfattende klasse a~ mængder og integral a~ trappefunktioner til 

integral af en mere omfattende klasse a~ funktioner. Den teknik 

vi anvender er en slags approxomation ved trappefunktioner, og 

denne approximation lægges således til rette, at man kan tale om 

approximation ~ra 2 sider. Derved ~år enhver mængde et indre og 

et ydre mål, ligesom enhver ~unktion får et nedre og et øvre 

integral. Mængden har et mål, hvis det indre og det ydre mål er 

lige store, og funktionen har et integral, hvis det nedre og 

det Øvre integral er lige s to re. 

Selve approximationen med trappemængder eller trappefunk-

tioner kan lægges til rette på ~orskellig vis, og derved bliver 

klasserne a~ målelige mængder eller integrable ~unktioner mere 

eller mindre om~attende. Vi skal i indeværende kursus i hoved-
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sagen holde os til en simpel og næ.Pliggende fremgangsmåde, der 

fører til Riemann-integralet (B.Riemann 1826-66) og Riemann-

målet. En langt mere dybsindig metode leder til Lebesgue-inte

gralet (H.Lebesgue 1875-1941) og Lebesguemålet. Vi vi l lcj1ig-

hedsvis strejfe denne teori, idet det har vist sig, at mængder 

med Lebesgue-målet O spiller en rolle for forståelsen af de 

Riernann' ske begreber. Materna tik 2 vi l omfatte en grundig indfØ

relse i Lebesgue's mål- og integralteori. 

15o23. Vi vil nu fØrst definere nedre og øvre Riemann-inte-

gral. 

15.23.1. Definition. Lad f:Rn ind i R være en begrænset 

funktion med begrænset støtte. Idet Tn er mængden af trappefunk-

t ioner rp:Rn ind i R, sætter vi 

f sup[f<pl<p E 
... n 

r l f = T 1\ <p ~ 

r t: = i"1r+ E 
"'n T 1\ <p ~ f J. 

De to værdier kaldes henholdsvis ~edr~ og Øvre Riemann-integral 

af f. Hvis r f = r f, kaldes f Biemann~integrabel, og størrelsen 

[r = r= [t: kaldes integra~ af f. 

Antagelserne, at f er begrænset og har begr<:anset st\&tte 

sikrer netop, at de to talmængder, der optræder i definitionen, 

ikke er tomme. For et rp 1 ~ f og et rp 2 ~ f gælder ifØlge sætning 

15.19.1 ~ at rp1 ~ rp 2 , og af sætning 4.9.1. fØlger derfor 

r f~ r f~ 
for enhver begrænset funktion med begrænset støtte. 

Ganske som for trappefunktionerne v.U vi også lejlighedsvis 

benytte udfØrligere betegnelser, f.eks. 

'r
f = r f ::: r f(x)dx 

- Rn -Rn .. ~ -
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og tilsvarende f'o r øvre integral og for integralet. 

15.24. Vi vil nu udlede de elementæreste regneregler for 

Riemann-integralet. 

15.24.1. Sætni~. Lad f':Rn ind i R være en begrænset funk

tion med begrænset støtte og lad a være et positivt tal. Da er 

r" - -·ex :t - l . o 

Bevis. Idet ~ og ~ betegner trappef'unktioner, er 

f ~ l ~ ~ -a f l = f -a~ l ~ ~ f J , 

hvilket medfØrer den tredie relation. De øvrige vises analogt. 

15.24.2. ~gin~. Lad f,g:Rn ind i R være begrænsede funk-

Bevis. Idet ~ og Ø betegner trappefunktioner 9 er 

!f +!g= sup[f~l~ ~ rl + sup[r~r~ ~ r] = 
~ -

sup(f/~1~ ~ fl + [(~~~ ~ fl} = 

sur{ ((~+~)l~ ~ f A ~ ~ g J ~ j (f+g). 

Ved a t an vende dette re sul ta t på f+g og ·-g får vi 

jf = j((f+g)+(-g)) ~ j(f+g)+j(-g) = [(f+g)-T gg 

hvor vi benyttede sætning 15.24.1. Dermed har vi bevist ulig-

heden 
((f+g) S (r + T g. 

De Øvrige uligheder fås ved ombytning af betegnelser~ 

4 , n ' 15.2 . 3. Sæt:g,,;1n:g. ~Ivis f 1 g :H ind i R er Riem2n.n--integrable 

og a er et reel t tal, er cxf og f-1-g Riemann-integrable, og 

r af = a r f; r ( f-:-g) = f f + r g o 

fg 15.24. 2 
Sætningen fØlger umiddelbart af sætning 15.24 .1·:-nen kan 

også formuleres på fØlgende måde,, 
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15.24 .• 4. Sætning. Mængden af Riemann-integrable funktioner 

f:Rn ind i R udgør et vektorrum over de reelle tal, og I er en 

lineær funktional på dette vektorrum. 

15.25. Det er klart, at f> O medfører r f~ O. Mere gene-

relt har vi resultatet. 

15.25.1. Sætni~. Hvis f 9 g:Rn ind i R er begrænsede og har 

begrænset støtte, vil f~ g medføre r f~ r g og Tf~ /~-
Bevis. For enhver trappefunktion <p ~ f gælder <p ~ g, al t så 

r <p ~ l g' al t så 

Den anden relation vises analogt. 

15.25.2. Definition. Ved en ]Ositiv Riemann'sk nulfunktion 

forstås en positiv, Riemann-integrabel funktion 1 hvis Riemann-

integral er O. Ved en Riemann'sk nulfunktion forstås en funktion, 

der kan skrives som differens mellem 2 positive Riemann'ske nul-

funktioner. 

Det er klart, at de Riemann'ske nulfunktioner udgør et vek

torrum. Det er endvidere klart 9 at en funktion f er en Riemann'sk 

nulfunktion, hvis og kun hvis J l fl = O. 

15.25.2. Sætning. Hvis f:Rn ind i R er begrænset og har be

grænset støtte, medens h:.i'tn ind i R er en Riernann 1 sk nulfunktion, 

da er 

og 

Bevis: Af sætning 15.24.1 fås 

(Cf+h)> {f+ (h= ff, 
!f= r((f+h)-h) ~ r (f-:-h)+ ((-h)= r (f+h)- r h= r (f+h), 
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hvormed den første påstand er bevist. Den anden vises tilsvarende. 

15.26. For begrænsede funktioner f:Rn ind i R med begrænset 

støtte indfører vi en binær relation ~' som læses omtrent lig 

med, og som defineres ved~ at f ~ g skal være ensbetydende med, 

at g-f er en Riemann'sk nulfunktion. Det er klart, at~ opfylder 

betingelserne 

1) Vf(f~f); relationen er altså refleksiv 

2) vf,g(f~g ~ g~f); relationen er altså symmetrisk. 

3) Vf,g,h((f~g 1\ g~h) => f~h); relationen er altså 

transitiv. 

Relationen ~ inducerer således en klasseinddeling på mæng-

den af begrænsede funktioner med begrænset støtte. Funktioner i 

samme klasse er altså omtrent identiske, og ifølge sætning 

15.25.2 har de alle samn1e nedre og samme øvre integral. Vi skal 

efterhånden se, at omtrent identiske funktioner også i andre hen-. 

seender forholder sig ens med hensyn til Riemann-integration. 

Dette betyder også, at Riemann-integrationen er for grov til at 

skelne mellem funktioner, der er omtrent ens, et fænomen, som 

har en ikke ringe betydning, da man ofte ønsker at identificere 

en funktion f på basis af integraler, hvor f optræder i inte-

granden. 

Lad f:Rn ind i R være begrænset og lad h være en Riemann'sk 

nulfunktion. Da er alhl en Riemann'sk nulfunktion for ethvert 

a E R. Specielt er jhjsupjfj en nulfunktion og af O~ jhfj ~ 

jhjsupjfj følger ved sætning 15.19.1, at jhfj er en nulfunktion. 

Altså er hf en Riemann'sk nulfunktion. 
A 

Med O vil vi betegne klassen af Riemann'ske nulfunktioner. 

Hver af de ved = inducerede klasser har da formen 

f+ o= ff+h/h E o J, 
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hvor f er begrænset og har begrænset støttemængde. Vi har nu 

åbenbart ifØlge det foregående 

o + o = o; ro = o, 

og vi får derfor 

(f+O) + (g+O) = (f+g) + (6+6) = (f+g)+o 

(f+O)(g+O) = fg+(fO+g0+66) = fg+6, 

hvilket viser, at der er overensstemmelse mellem klasseinddelin-

gen og regneoperationerne. 

1 1 ,n+n R'n x R,n" 15.27. Vi vil nu ligesom i 5.2 betragte R ~ = ~, 

( ) -n 'P hvis punkter betegnes ~'~ , hvor ! E R , l E R • 

15.27.1. Sætning. For en begrænset fUnktion f:Rn+p ind i R 

med begrænset støttemængde gælder ulighederne (( (l f ( 2E, l) d il,) d]S ''j 

l. f ~ _[r\ ___ !. f (!,l) d ;l) d~ ~ r t < 1r T f (x, y) dy\ d x ~ J :r - --- l r ([r (x , y) ) dy) dx '; = \ - - -) ~ 
~ -- -- -) ~ 

Bevis. Vi sætter F1 (2E) = [r(! 1X)d~, F2 (~) = (:r(2f,Y-)dy, og 

vi har da F1 ~ F2, altså (F1 ~ /F2 og TF1 ~ r F2o Dermed har vi 

vist gyldigheden af de ikke trivielle blandt de 4 midterste 

uligheder. For en trappefunktion ~ ~ f gælder~(!) = 

r~(~,y_)dil. ~ lf(! 1;[)dil. = F1 (~~), hvor ~ er en trappefunktion. Altså 

er ifØlge sætning 15.21.1 

r~ = r~ ~ r F 1 = J ( r f (?i, Y.) dy) dl\, 

og da dette gælder for alle valg af trappefunktionen ~ ~ f, vil 

[r= supff~!~ ~ rl tilfredsstille den samme ulighed. Dermed er 

-gyldigheden af det venstre ulighedstegn bevist, og det hØjre 

vise tilsvarende. 

15.27.2. ~tnin~. Lad f:Rn+p ind i R være en Riemann-inte

grabel funktion. De ved 
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F1 (!) = rf(~9 ~)d~, F2 (x) = rf(~,~)dl, 

G1 (~) = r f(~,~) dx, G2 (~) = Tf(~,~) d! 

definere afbildninger F1 ,F2 :Rn ind i R og G1 ,G2 :RP ind i R til

fredsstiller relationerne 

Endvidere er disse funktioner Riemann-integrable, og 

Bevis. Da f er Riemann-integrabel, er r= J, hvilket be

virker, at alle lighedstegnene i sætning 15:27.1 kommer til at 

gælde~ og vi får derfor 

[f =_[F1 = JF1 = ,[F2 = T F2, 
hvilket viser, at F1 og F2 er Riemann-integrable~ og at 

f(F2-F1 ) =o, altså F
1 

~ F2 • Ved at lade~ og~ bytte rolle i 

sætning 15.27.1 fås et nyt sæt uligheder, der giver påstandene 

om G1 og G2 • 

Betydningen af sætning 15.27.2 er~ at en integration i 

flere dimensioner kan udfØres ved gentagne integrationer i 

1 di men si o n. 

15.28. Det viser sig, at klassen af Riemann-integrable 

funktioner på Rn også er organiseret ved multiplikation, samt 

operationerne v og A• Vi vil basere beviserne på det trivielle 

kriterium. 

15.28.1. Riemann's integrabilitei_skriter,!~!!!· Lad f:Rn ind 

i R være en begrænset funktion med begrænset støtte. En nØd-

vendig og tilstrækkelig betingelse, for at f er Riemann-inte-

grabel 9 er, at der for ethvert s > O eksisterer trappefunktioner 

~ 1 ,~2 :Rn ind i R, som tilfredsstiller fØlgende betingelser: 
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inf f(Rn) ~ ~ 1 ~f~ ~2 ~ sup f(Rn); (c~2 -~ 1 ) ~s, 
Bevis& Hvis ~ 1 og ~2 opfylder de anførte betingelser, giver 

ulighederne r~1 ~(:r~ lf ~ r~2' at Tf- f:r~ So Heraf fØlger, at 

betingelsen er tilstrækkelig. Hvis f er Riemann-integrabel, kan 

vi ifØlge definitionerne af nedre og Øvre integral vælge trappe

funktionerne ~ 1 og ~ 2 , således at 

~ 1 ~ f ~ ~ 2 ' r~ 1 ~ r f-ts' r~ 
Hvis vi derefter sætter ~1 = ~ 1 v inf f(Rn), 

~ r~2 ~ (:r+ts o 

~2 = ~ 2 A sup f(Rn), 

bliver alle ulighederne opfyldt. 

15.28.2. Sætning. Hvis f,g:Rn ind i R er Riemann-integrable 

funktioner, er f v g, f A g, lfl, fg Riemann-integrable. 

Bevis. Lad s være et positivt tal. Vi kan vælge trappefunlc

tioner ~ 1 ,~2 ,~ 1 ,~ 2 , således at 

~1 ~:r~ ~2' ~1 ~g~ ~2; fc~2-~1) ~ 
Vi har da 

~1 v ~1 ~ f v g ~ ~2 v ~2' 

og hvis vi for et ~E Rn har ~ 1 (!) ~ ~ 1 (~), får vi 

(~2 v ~2)(!) - (~1 v ~1)(x) = ~2(!) - (~1 v ~2)(~) ~ 

~2(!) - ~1 (!)'' 

og hel t generel t får vi derfor 

(~2 v ~2)(~) - (~1 v ~1 )(~) ~ (~2(x) - ~1(~)) + (~2(~)+~1(~)) 

altså 

fcc~2 v ~2)-(~1 v ~1)) ~ fc~1-~1) ~ fc~2-~1) ~s, 
og dermed har vi vis t, a t f v g er Riemann-integrabel. Analogt 

for f A g. Af lfl = f v -f fØlger dernæst, at lfl er integrabeln 

Af relationen fg = a((f+g)
2
-(f-g)

2
) fremgår, at vi viser, at fg 

er integrabel ved at vise, a t kvadratet på en integrabel funk~

tion f er integrabelt. Da lfl er integrabel og :r2 = JfJ 2 , kan vi 
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antage f f O. Lad s > O være givet. Vi kan da bestemme trappe

funktioner ~ 1 og ~2 , således at 

o ~ ~1 ~ f ~ ~2 ~ sup f(Rn); /(~2-~1) ~ 
_s _____ 

2(supf'(Rn) 

og vi har da 
2 

~ 
f2 2 

~1 ~ ~2 

og 

og da ~1 og ~2 er trappefunktioner, medfØrer dette, at f er 

Riemann-integrabel, og dermed er beviset for sætning 15.28.2 

fuldfØrt. 

15.29. Vi vil nu gå over til a t omtale Riemann-må1.et., Vi 

vil især lægge vægt på sammenhængen mellem Riemaru1-integralet 

og Riemannmålet, og det vil da vise sig, at målets vigtigste 

egenskaber let udelades af integralets. 
,n 

15.29.1. ~~~!~· For enhver begrænset mængde A~ R 

sætter vi (idet vi underforstår, at T betegner en villeårlig 

trappemængde) 

~(A)= sup[m(T)IT ~A]; m(A) = inf[m(T)'T?, Al 
Her kaldes m(A) det indre og m(A) det x,?.r~BJe!P_ang:m~1 af A" 

Hvis !,Jl(A) = m(A) = m(A)' siges A at være R~~Ql~}JE.:P"J!.;L,~;p.B:, og 

m(A) kaldes målet af A. 

··n 15.29.2. Sæ}ning. For enhver begrænset mængde A~ R gælder 

~(A)= ~(Å), m(A) = m(A). 
Bevis. For enhver trappemængde T ~ A gælder m('r) = m( T) og 

o o 
T ~ A. Heraf fØlger den første påstand, og den anden vises 

analogt. 

15.30. Vi går nu over ti l sammenhængen mellem mål og inte-

gral. For A ~ Rm betegner XA som sædvanlig den karakteristiskG 



Mat. 1 , 1962-63 

funktion defineret ved 

O for 2f Ej: A 
XA (2f) = [

1 for ! E A. 

MA 15.26. 

15.30.1. Sætning. For enhver punktmængde A~ Rn gælder 

m(A) = {xA ; m(A) = JxA· 

Bevis. Hvis ~ er en trappefunktion og~ ~ XA' da er B = 

~-1 (]0,1]) en trappemængde og B~ A. Endvidere er~~ XB· Af 

sætning 15.25.1 og definitionen 15.18.1 får vi da 

r~ ~ {xB = m(B) ~ !!J.(A), 

hvilket viser, at JxA ~ æ.(A). Hvis T~ A er en trappemængde~ får 

vi på den anden side 

{xA ~ {xT = JxT = m(T), 
- -

og da dette gælder for alle T~ A, får vi [xA ~ æ.(A). Den sidste 

påstand fås analogt. 

Vi inddrager nu Rn+1 i undersøgelserne, og dets punkter 

betegnes (!,y), hvor! E Rn. 

15.30.2. S~tning. Lad f:Rn ind i R være begrænset og positiv 
, n+1 

og have den begrænsede støtte A. Lad B ~ R betegne den be-

grænsede punktmængde 

B=[(2f,Y),2fEA/\YE [O,f(lf)[l· 

Da er 

~(B) = r f ; m(B) = T f. 

Bevis. Lad XB være den karakteristiske funktion for B. Vi 

har da !!J. B = XB,.hvor integralet udstrækkes over rt , altså ( ) f ~n+1 

ifØlge sætning 15.27.1 
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Jn.:Vor f(:!S,y) for fast 2S er karakteristisk funktion f-o,r interval

let [O,f(:!S)[. For enhver positiv trappefunktion ~~f vil B 

indeholde mængden 

f(:!S,Y) ~~E: A 1\ y E: [0,~(2f)[ J, 

som ifØlge sætning 15.20.1 har målet J~· Altså er m(B) ~ r~' og 

da dette gælder for ethvert ~ ~ f, får vi m(B) ~J f, og dermed 

er sætningen bevis t. 

15.31. I integralregningen, som den behandledes i gymna-

siet, benyttedes et integral over et endeligt interval, og sva-

rende dertil vil vi definere et integral over en Riemann-inte-

grabel mængde. Vi vil stadig 11 lade som om 11 integranderne er de-

finerede i hele rummet, idet vi kan udvide defini tionsmængd.en 

til hele rummet ved at sætte funktionsværdien lig med O for alle 

punkter udenfor definitionsområdetø 

15.31 .1 • Definition. Lad A c Rn være en Riemann-·målelig 
-=----~-~ ::; 

mængde med den karakteristiske funktion XA' og lad f:Rn ind i R 

være en vilkårlig funktion. Hvis xAf er begrænset og Riemann-in

tegrabel, siges f at være Riem~n-integr~~l o~r~, og vi sætter 

lA f(2f_)d2i = J(xAf) • 

Vi bemærker, a t en Riemann-integrabel funktion ifØlge sæt·-

ning 15.28.2 er Riemann-integrabel over enhver Riemann·-målelig 

mængde. Vi vil nu gå over til at anvende ordet Riemann-integrabel 

om enhver funktion, som er Riemann-integrabel over enhver Riemann-

målelig mængde. 

-n 15.31 .2. ~fbQi1iou. For en Riemann-målelig mængde A~ R 

og en funktion f:Rn ind i R, som er begrænset :på A, indfØrer vi 
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et nedre og et øvre Riemann-integral over A ved definitionerne 

j Af'(:!)~ ~ jcxAf'); J/(JS.)d"- ~ J A CxK). 

15.32. Vi skal vise nogle flere sætninger om operationer 

med Riemann-integrable funktioner. 

15.32.1. Sætni!}g_. Hvis A og B er Riemann-målelige mængder 

i Rn, da er A u B, A n B og A\ B Riemann-målelige. 

Bevis. Påstanden fØlger umiddelbart af, at de karakteristi-

ske funktioner 

er Riemann-integrable. 

15.32.2. Sætning. Hvis en funktion f er Riemann-integrabel 

over' en mængde A 9 er f' også Riemann-integrabel over enhver Rie-· 

mann -:;;·. målelig delmængde af A. Hvis f er Riemann-integrabel 

over A og B, er f også Riemann-integrabel over A u B, A n B 

samt A\ B. 

Bevis. For B ~ A, hvo r B er Riemann-målelig 9 og x Af: er 

Riemann-integrabel, fås at xBf ~ XBXAf er Riemann-integrabel. 

Dermed er f'Ørste påstand bevist. Da A n B og A\ B netop er 

Riemann-integrable delmængder af' A, kan vi slutte, at f' er Rie-· 

mann-integrabel over disse mængder. Da xA'XB'xAf' og xBf er Rie

mann:-integrable, får vi endvidere, a t x.AuBt: == xAf+xBf-x.A_)(Bf er 

R;iemann ...... integrabel. Dermed er sætningen bevist .• 

15.32.3. Sætning. Hvis A og B er Riemann~målelige mængder 
. , n 
l R gælder 

m(AuB) ~ m(A)+m(B)-m(AnB). 

Hvis A og B er disjunkte f'ås m(.AuB) ~ m(A)+m(B) og for B <;;: A 

fås m(A\B) ~ m(A)-m(B). 

Bevis. Sætningen f'ås umiddelbart ved at skrive målene 



Mat. 1, 1962-63 

som integraler af de karakteristiske funktioner. 

15.32.4" Sætning. Hvis A og B er Riemann-målelige dis-
. ,n -n . , 

junkte mængder l R , og f:R lnd i R er begrænset på A u B, 

gælder relationerne 

I f(,!) d2S ::: J f (zs) d~ + J f(~) dlS, 
-luB -A __ B 

l. f(;!f)d2f = )...., f(~)d~ + ).". f(2S)d.2So 
AuB ·A B 

Bevis. Af sætning 15.24.2 fås 

J f(l!)d!s = J CxA+xB)f ~ jxAf + JxBf = J f(2,S)d2S + 1 f(2f)d]S. 
- .ll.uB _ - _ ~ A -B 

Hvis ep ~ f er en trappefunktion, får vi 

J .ep 
.1.lUB = J , XAep + J xBep ~ I f (x) dx + J f Cz~) d2f, 

..11. B .. /1 -- - ... B -· 

og da dette gælder for enhver trappefunktion ep ~ f, kan vi 

slutte, at 

15.33. Vi har tidligere bemærket, at målet for trappemængder 

var entydig fastlagt ved betingelserne m1)-m4) i 15.7.1. Dette 

medfører åbenbart, at også målet af enhver Riemann-målelig mængde 

er fastlagt, hvis man kræver at målet skal tilfredsstille de 

4 betingelser. Det er på den anden side klart, at målet virke-

lig ti lf'redsstiller alle 4 betingelser. 

De 4 betingelser fastlægger altså målet fuldstændigt for 

alle Riemann-målelige mængder, men det er nødvendigt at supplere 

dem med en femte betingelse, hvis man Ønsker målet fastlagt 

også for visse andre mængder. 

Integralet kan ligesom målet fastlægges ved, a t det skal 

tilfredsstille forholdsvis få, simple betingelser. F.eks. vil 

additionsreglen J(f+g) = Jf + Jg i forbindelse med sætningen om 
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sammenhængen mellem mål og integral (15.30.2) 1""'uldstændig i'ast·-

lægge integralet. 

Vi skal ikke gå nærmere ind på disse entydighedsspørgE;mål ~ 

idet det her anførte vil være tilstrækkeligt for vort formål. 

15.34. Betingelsen m3) i 15.7.1 viser, at Riemarm-målet H;:lc 

ændres ved en f'orskydning af koordinatsystemet" Vi vil nu '!ise, 

at Riemann-målet og dermed Riemann-integralet er helt uafhængigt 

af koordinat system et. Der ti l kræves dog nogle hjcalpeSEatn:Lngep, 

som vi vil bevise i dette afsnit. 

15.3L~.1. §_ætn.:!:_gg. Enhver begPænset konveks mængde er Rie-

mann-integrabel. 

Bevis (kopieret efter Poul Hansen, NMT 9, 26-28 ,196'1 ) • Lo_d 

I <;; :Rn være et interval og A c I en konveks mængde. Vi betra[;ter 

en fØlge af simple inddelinger af I, således at den q·-te j.J1.cl

deling fås ved, at hver projektion af I deles i 3q lige store 

åbne intervaller samt e t antal udartede intervaller . ..~.U le ikJ::e 

åbne delintervaller har da målet O, så vi kan tillade os at 

ignorere dem. De åbne delintervaller indehold t i .~.'c udgØr en 

trappemængde Sq' medens de delintervaller, der indeholder 

punkter af A udgør en trappemængde T • De åbne d.elintervaller, 
Q 

der indeholder randpunlder af li, har målet m (T \S ) ~ og ~1vis vi 
Q q 

kan vise, at m(T \S ) ----+ O fop q-> oo 1 vil sætningen vc:-;re bev1st. 
Q Q 

Lad :t fra den q-te inddeling være et åbent delintepvaJ., so.:11 

indeholder randpunkter af .. ~. Ved overgangen t11 den q·:--1-tc Lnd·· 

deling falder :I i 3n åbne delintervaller, og hvis vi lcan vis o, 

at mindst et af d1sse altid vil være frit for' r~:md.punk~.:;er a:~'~: .. ~ 

får vi 

m(Tq+i \ sq+1 ) 

og det vil netop medfØre~ 

~ 3-n(3n-1)m(Tq \ Sq+i), 

a t m(T \ S ) ----+ O for q . .;. o-=u q q 8F3 tni.nc 
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15.34.1 er dermed fØrt tilbage til fØlgende hjælpesætning: 

15.34.2. Lemma. Lad I= r 1 X•••X In være et interval, og 

lad Iv = rv 1 u Iv 2 u rv3 ' v= 1, ••• ,n være en inddeling af 

hvert I i disjunkte delintervaller. Derved fås en inddeling 
v 

af I i delintervaller, blandt hvilke I' = r 12 X•••X Ine vil 
... n 

blive betegnet som det midterste delinterval. Lad 1';. <; R være 

en konveks mængde. Hvis det indre af hvert delinterval undtagen 

I 1 indeholder randpunkter af ~':.. gælder I 1 ~ .~.L 

Bevis. Vi benytter induktion efter n. For n = 1 er påstanden 

triviel. Vi antager nu lemmaet opfyldt for intervallet I og 

enhver konveks mængde, og vi betragter r*= I x In+1 ' samt en 

inddeling In+1 = I 1 u I 2 u I3 og en konveks mængde L, hvis 

* rand indeholder indre punkter af alle delintervaller af I på 

nær I' x I 2 • Mængden A n (I x I 1 ) er konveks, og dens projekti.oliiL 

på I er da også konveks, og da den indeholder punkter af alle 

delintervaller af I på nær I', vil.~.".. n(I xi1 ) for hvert 

2S, E I 1 indeholde et punkt (;Jf,y 1
) med y E I 1 • Derved benyttedes 

induktionsantagelsen. Tilsvarende ses, at A n (I x r3) inde

holder et (.zs,y") med y 11 E I 3 • Da (!_,y') og (]f,y11 ) tilhører den 

konvekse mængde ... ;.., gælder ~ x. [y' ,y11 ] ~ .i'.., og ved at anvende 

dette for hvert ,;& E I' får vi I 1 x r 2 ~ .A, og dermed er lemmaet 

fuldstændigt bevist. 

15.35. Vi betragter nu et n-dimensionalt rum, på hvilket 

der er indfØrt to forskellige koordinatsystemer. Vi får da to 

forskellige slags intervaller, men da intervaller er konvekse, 

og konveksitet er en egenskab, som ikke er afhængig af koordi-

natsystemet, vil intervaller i det ene system ifØlge sætning 

15.34.1 være målelige mængder i det andet system. Da en for-

eningsmængde af målelige mængder igen er målelig, vil trappe-
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mængder i det ene system blive målelige mængder i det andet 

sys t em. 

På systemet af trappemængder i det ene system vil målet m 
~! 

fra det andet system tilfredsstille m1 ) -m3) fra 15.7 .1 , men en·

hedsintervallet vil måske få et mål k t 'l, men k bliver i hvert 
-1 i• fald positivt, og k m,. bliver da netop det sædvanlige mål. 

Overgang ti l et andet koordinatsystem v11 altså blot have til 

fØlge, at målet af enhver trappemængde multipliceres et og samme 

tal k. 

Heraf fremgår, at også enhedskuglens mål vil blive multipli-

ceret med k, men det er på den anden s ide klart 9 a t netop enheds·-

kuglens mål ikke kan ændres ved drejning af koordinatsystemet. 

Vi behøver blot at dreje alle indre og ydre trappemængder sammen 

med koordinatsystemet for at indse dette. jQtså er k = 1, og vi 

har vist, at Riemann-målet er uafhængigt af koordi~tsysteme!• 

15.36. Vi betragter et begrænset interval I c Rn. Med 

P(I)(mængden af partitioner af I) vil vi forstå den mængde der 

omfatter fØlgende elementer: 

1) ..:Ule inddelinger I = I 1 u ••• u ICJ. af I :L disjunkte del

intervaller med et særlig udvalgt punkt ~k E Ik for 

hvert delinterval Ik. 

2) Et yderligere element P • 

En inddeling med et særlig udvalgt punkt i hvert delinter-

val vil blive betegnet med P, eventuelt med en index. En sædvan-

lig inddeling betegnes D; vi kan skrive P= (D,(u)), idet (u) 

betegner sættet af udvalgte punkter. Vi skriver D2 ~ n1 , når D2 

fås som videredeling af D1 • For P1 = (D1 ,(~)) og P2 = (D2 ,y)) 

skriver vi P2 ~ P1 med helt samme betydning som D2 ~ n1 • 

Vi indfØrer en topologi på P(I) 9 idet vi udnævner fØl·-
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gende delmængder af P(I) til åbne mængder: 

1) _.:0-le delmængder 9 som ikke indeholder P • 
00 

2) . ./..lle delmængder, der indeholder en inddeling P = (D, (u)) 

og alle videredelinger af denne. 

Det er helt klart, at den således definerede mængde af 

inddelinger tilfredsstiller de tre betingelser, der kræves af 

mængden af åbne mængder. Vi vil benytte betegnelsen P(I) også 

for det således definerede topologiske rum. 

Vi vil benytte betegnelsen p*(I) for det topologiske rum, 

der fås, når mængden 2) erstattes med 

2 1
). Llle delmængder, der for et tal E > O indeholder alle 

inddelinger, hvis delintervaller har alle kantlængder 

< E • 

Det er klart, at topologien på P(I) er den fineste a~ de to 

topologier. En funktion, som er kontinuert på p*(I) vil derfor 

også være kontinuert på P(I). Vi skal nu se, at et integral kan 

defineres som en grænseværdi i punktet P for en afbildning 
00 

cr:P(I) \ fP J ind i R,idet en af de her omtalte topolegier be-
00 

nyttes. 

Vi bemærker, at begge topelogier er diskrete på 

P(I) \ fP J, og at en funktion er kontinuert på P(I) er derfor 
00 

ensbetydende med, at den er kontinuert i punktet P • 
00 

15.37. Lad I være et begrænset interval og f:I ind i R en 

begrænset funktion på I. Hvis P E P( I) er givet ved 

I = I 1 u ••• u Iq' samt uk E Ik, k = 1, ••• , q, indfØrer vi d.Gn til 

P svarende middelsum for f ved definitionen 

q 

cr(f,P) = ~ m(Ik)f(~), 
k=1 
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og endvidere til inddelingen svarende undersum og oversum for f 

ved definitionerne 

s(:f ,P) ~ t m( Ik) inf f(Ik), 

k=1 

_q, 
S(f,P) = ~ m(Ik)sup f(Ik). 

k=1 

Summerne s og S afhænger ikke af punkterne ~k· De tre sum

mer tilfredsstiller åbenbart ulighederne 

s(f,P) ~ ~(f,P) ~ S(f,P). 

Svarende til inddelingen P, konstruerer vi to trappefunktioner 

~P,f og ~P,f' idet vi sætter 

Vi har da 

s(f,P) = ~~P,f , 

O for x Ej: I 

[sup:f(Ik) :for ~EIk' 

For en videredeling P1 ~ P får vi åbenbart 

Derfor bliver også 

s(f,P1 ) ~ s(f,P); S(f,P1 ) ~ S(f,P)~ 

For E > O kan vi vælge en trappefunktion ~ ~ f, således at 

J~~ J f(x)d~- E· Vi kan vælge inddelingen P, således at~ er 
-I 

konstant på hvert IQ, og vi har da ~P,f ~ ~' altså 

s(f,P) ~J f(~)d~- E· 
-I 

For enhver videredeling P1 ~ P vil det samme da gælde, så vi 

har 

V E > O 3 P E: P(I)VP1 ~ P(/ f(;:i)d2f-E ~ s(f~P) ~J f(2f)dx) , 
-I ~I 

eller med andre ord 
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lim 
P~ P 

s(f,P) ~ 1 f(~)d~, 
-I 

hvor grænseovergangen er foretaget på P( I) • ...:\nalogt fås 

lim S(f,P) ~J f(K)d~, 
P~Poo I 

og for en Riemann-integrabel funktion f får vi derfor 

lim ~(f,P) ~J f(K)d~. 
P~Poo I 

Lad os nu på den anden side antage, at ~(f,P) går mod en 

grænseværdi A for P ~ P • For ethvert c: > O har vi da en ind-oo 

deling P:I = r1 u •.• u IQ, ~k EIk, således at 

Q 

1-A - L m(Ik)f(2!lt) l ~ E 

k=1 

for alle valg af punkterne xk. Nu er 
Q 

inf[ L m ( Ik) f (!_k) l ~ E I k , k = 1 , ••• , Q J = 

k=1 

inf([m(I.1 )f(~1 ) IKi' E I 1 J + ••• + [ m(IQ)f(,2SQ) 12SQ E IQJ) = 

inf[ m(I1 )f(~1 ) jx1 E I 1 J + ••• + inf [ m(IQ)f(2SQ) j2fQ E IqJ = 
Q 

~ m(Ik) inf f(Ik) = s(f,P). 

k~1 

Vi har derfor IA-s(f,P) l ~ c: og analogt IJ._-S(f,P) l ~ c:, altså 

S(f,P)-s(f,P) ~ 2c:, 

hvilket medfØrer, at f er Riemann-integrabel, og det fremgår da 

af det foregående, at l>. netop er Riemann-integralet. Vi kan så-

ledes definere Riemann-integralet som gYænseværdi for middel-

summer. 
• , n 

15.38. Lad I være et interval pa R og lad .. :.~. ~ I være en 

vilkårlig mængde. Lad I= I
1 

u ••• u IQ være en inddeling af I i 
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disjunkte intervaller. De af intervallerne Ik, som er delmængder 

af L., udgør en trappemængde T
1 

P og de intervaller Ik, som har 

punkter f'ælles med i1 1 udgØr en trappemængde T 2 • Vi har da 

m(T1) S m(A) S ~(A) S m(T2), 

og vi vil nu vise sætningen: 

15.38.1. pæ~tgg. Til s > O svarer o > o, således at det 

for enhver inddeling I= r1 u ••• u Iq, hvor alle kantlængder i 

hvert Ik er ~o, gælder for de tilsvarende trappemængder T1 og 

T
2

, at 

m(T
1

) f m(A)-c:; 

Bevis. Det er nok at vise,;at o kan vælges, således at den 

f'ørste ulighed gælder, idet m(.A) = m(I)-m.(I\A) G Vi vælger en 

trappemængde S= Ii u ••• u I~, hvor I1, ••• ,I~ er disjunkte, så

ledes at S ~ .h og m(s) f !Q(A)- ~s. Dernæst erstatter vi hvert 

interval Ij med et mindre interval Ij, som er ligedannet med 

Ij og har samme centrum, og således at 

m(I1')+o •• +m( I~) ~ m.(A)-~c:. 

Vi vælger nu o mindre end den mindste afstand fra et I'! til 
J 

randen af det tilsvarende I~. For enhver inddeling af I i inter
J 

valler, hvis kantlængder alle er < o, vil det da gælde, at 

ethvert delinterval, som har punkter fælles med et I'!, hØrer 
J 

med til T
1

, Så vil T
1 

dække alle intervallerne Ij 1 og derfor 

bliver 

m(T1 ) f m(I1')+ ••• + m(I~)!; m(./l.)- ~s, 

og dermed er påstanden bevis t. 

Vi understreger, at afstanden fra et Ij til randen af det 

tilsvarende I'. bestemmes ganske elementær t, som ~( 1-K )'A, hvor 
J 

K er formindskelsesfaktoren og 'A den mindste kantlængde i !j· 
Vi bar altså stadig ikke benyttet kompakthedsteorien. 
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15.39. Til sætning 15.38.1 svarer fØlgende sætning om inte-

graler: 

15.39.1. Sætning. Lad I~ :Rn være et interval og f:I ind i 

R en begrænset funktion. Der eksisterer svarende til s > O et 

o > o, således at det for enhver inddeling P af I i delinterval

ler med kantlængder ~ o gælder, at 

s(f ,P) ? J f(x)d~-s; S(f' ,P) ~ Jif(2f)d2f.+s" 
_r 

Bevis. Det er nok at vise den første ulighed. Hvis vi ad

derer en konstant a til f, adderes am(I) til s(f~P) og til 

~f(2f)~" Vi kan derfor antage, at f? O. Vi vælger et reelt 

tal M, så f ~ M. IfØlge sætning 15.38.1 eksisterer der et o > O, 

således at det for enhver inddeling af I K [O,M] i delinterval

ler med kantlængde <o gælder, at vi får m(T1 ) ~ 

m([;lf;Y)~~ E I og y E[O,f(~)[J) ~ E• For en inddeling I= 

r1 u ••• u I Cl i delintervaller med kantlængde ~ o, kan vi dele 

hvert interval Ik x [O,inf f (Ik)[ i delintervaller med kant

længde~ o, og det fØlger, at 
-9, 
~ m(Ik)inf f(Ik) 

k:::: i 

og dermed er sætningen bevist. 

? J f(ts)dx - s, 
-r 

Sætningen udtrykker, at definitionen af integralet som 

grænseværdi også vil være rigtig, når rummet p*(r) lægges til 

grund. Dette er et smukt, klassisk resultat, men i praksis er 

det lige så bekvemt at benytte definitionen af integralet som 

græ ns evæ rdi i rumme t P ( I) • 

15.40. Vi har nu afsluttet den egentlige teori for Riemann-

integralet. Vi savner endnu et bevis for, at en kontinuert 

furu{tion på et afsluttet interval er Riemann-integrabel, men 
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det fås let ved hjælp af sætningen om ligelig kontinuitet. 

Vi skal i denne forbindelse fremhæve, at Riemann's inte-

grationsteori slet ikke har benyttet kompakthedsteorien, men 

denne kommer altså ind, når det bevises, at en kontinuert funk-

tion er Riemann-integrabel. 

En nærmere undersØgelse viser i øvrigt, at det er uvæsent-

ligt for sagen, om intervallet er afsluttet. Det viser sig 

yderligere, at en videregående analyse af Riernann integrabili-

tetens væsen baseret på anvendelser af kompaktbedsteorien fører 

til resultater, der naturligere hØrer til under Lebesgue's 

integral teori. 

Vi skal i denne forbindelse kun omtale enkelte resultater 

for denne idekreds, som vil blive udfØrligt behandlet i mate-

matik 2. 

15.41. Vi har. ofte benyttet os af, at der til en Riemann-

målelig mængde .~."i. og e t E > O svarer trappemængder T1 og T 2 , så

ledes at T1 ~ L.~ T2 og m(T2-T1 ) < E. Vi kan åbenbart erstatte 

hvert af de intervaller, hvoraf T1 består, med ot afsluttet del

interval, og hvert af de intervaller, hvoraf T2 består, med et 

ornsluttcr.D.e åben t interv&l, således at betingelserne forbliver 

opfyldt. Vj_ kan ål tså altid Vc·.::lgc T1 af'sluttet og T
2 

åben. Vi ud

nytter dette i beviset for fØlgende sætning, som iØvrigt bygger 
på kompakthedsteorien: 

15.41.1. Sætniæ. Lad .. '~ være en vilkårlig begrænset mængde, 

og lad (..\) være en fØlge af delmængder, således a t 

Da konvergerer fØlgen (m(iJ..q)) mod en grænseværdi ? m,U .. ). 
Bevis. Da (m( ... iq)) er voksende og har m(_,-,_) som overtal, 

er (m(Aq)) konvergent. Lad E være et positivt tel.Vi lcan da 

vælge en afsluttet trappemængde F ~ ... ~, således at m(F) ~ 
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!!!(A) - s. For hvert g_ E: N lcan vi desuden vælge en åben trappe

mængde Og_-;] Ag_, således at Og_-;] _.·,_g_ og m(Og_) ~ m(Ag_)+2-g_s. 

Da F er kompakt og overdækket af ~O l g_ E: Nj, kan vi vælge g_ 

g_, således at o1 u ••• u Og_-;} F. Vi vil nu ved induktion vise, at 
k 

+ ~ 2-v s 

v==1 

for ethvert k E: N. For k == 1 er uligheden opfyldt. Hvis ulig-

heden antages opfyldt for en værdi af k 9 har vi 
k 

m(il.k) ~ m((01u ••• uok)n0k+1) ~ m(01u ••• uok) ~ m( .. !_k)+~ 

altså 

og dermed er uligheden bevist. 

Det fØlger nu umiddelbart, at 

m(~)~ m(F)+s ~ m(o1u ••• uog_)+s ~ 

g_ 

m (Ag_) + L 2 -v s + s 

v==1 

Heraf fØlger sætningen umiddelbart. 

v==1 

-v 2 s, 

4 -n 15. 1 .2. ~tning. Lad I~ R være et interval og f:I ind i 

R en begrænset funktion. Lad (f ) være en voksende fØlge af 
Q 

begrænsede funktioner fn:I ind i R. Hvis (f~) konvergerer :punkt-

vis mod f, altså hvis 

gælder også 

lim 
n~OQ 

J rg_C~s)d~ ~ JT f(]i)d~. 
I -~J.. 
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Hvis fØlgen (f ) er aftagende i stedet for voksende, gælder 
q 

lim J fq(lf)~ ~J- f(2f)dlfo 
n~oo-I I 

Bevis. Hvis vi adderer en reel konstant c til alle fq og 

til f, forøges alle integralerne med cm(I), hvilket ikke har 

indflydelse på gyldigheden af grænserelationerne. Vi kan derfor 

antage, at alle funktionerne er positive, og den fØrste rela-

tion bliver da en umiddelbar fØlge af sætning 15.41 .2, når 

integralerne fortoll{es som mål af punktmængder. Den anden rela-

tion fås af den fØrste ved overgang til fØlgen (-f ) og funkq 

tionen -f. 

Hvis alle funktionerne f i sætning 15.41.2 er Riemannq 

integrable, gælder 

J I f' g(:s) d)<,: ~ JI f' q (x) dx ~ j I f'(.o) d)<,:. 

Hvis f er Riemann-integrabel fås 

J fq(~)df ~j~ f(~)d~ =J f(~)d~. 
I I I 

Vi har derfor sætningen: 

15.41 .3. S~_!:.ni:qg. Hvis i sætning 15.41.2 enten f eller 

alle fq er Riemann-integrable, gælder lighedstegnet i påstanden. 

15.42. De ovenfor beviste sætninger om konvergente fØlger 

kan udvides til fØlger, som ikke er monotone, uden at det 

bliver nØdvendigt at inddrage nye hjælpemidler. 

15.42.1. Sætning. Lad I s;: :Rn være et interval og (f ) en 
q 

fØlge af Riemann-integrable funktioner, som konvergerer punkt-

vis mod O på I. Hvis der eksisterer et reelt tal M, således at 

Vq E: N 'rl!i:, E: I( lfq(~) l ~ M) 

(fØlgen kaldes da ensartet begrænset), gælder 
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lim 

Bevis. Vi definerer g :I ind i R ved g_ 

gg_(2f) = sup[jfk(!JI/k ~ ql, 

og vi har da for ethvert ~E I, at 

lim( gq (~)) = lim su:p l fk (E,) l = 

IfØlge sætning 15.41.3 har vi derfor, 

lim(f (x)) = o. q-

idet (g ) går aftagende q 

mod O~ og gq er begrænset, fordi (fq) er ensartet begrænset, 

at 

og sætningen fØlger umiddelbart heraf, idet uligheden 

~ lfql medfører, at 

gq(~)d!. ~j jfq(2f)ld~ =j jfq(~) jdx ~ 
-I I 

15.42.2. Sætning. Lad I~ Rn være et interval, f:I ind i 

R en Riemann-integrabel funktion, og (f ) en ensartet begrænset 
q 

fØlge af Riemann-integrable funktioner, som konvergerer :punkt-

vis mod f :på I. Da gælder 

lim 
q -t 00 

Bevis. Idet fØlgen (f-fq) er ensartet begrænset og går 

punktvis mod.O, fØlger sætningen umiddelbart af den foregående. 

I sætning 15.Lj.2.2 var grænsefunktionen f forudsat Riemann-

integrabel. Hvis vi ønsker en sætning, der også sikrer inte-

grabilitet af grænsefunktionen, må vi skærpe betingelserne 

meget væsentligt. Vi skal vise fØlgende sætning: 

15.42.3. ~tni~g. Lad I~ Rn være et interval og (fn) en 

ligelig konvergent fØlge af Riemann-integrable funktioner 
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f :I ind i R. Da er grænsefunktionen f Riemann-integrabel, og n 

lim j fQ(~)d~ ~j f(~)d~. 
Q ~ oo I I 

Bevis. Lad E være et positivt tal. Vi vælger n, således at 

jf(~)-fQ(~)I ~E for alle ~ 9 og vi har da fQ-E ~f~ fq+E~ 

hvoraf fØlger 

j fq(~)d~ - Ern(I) ~ J f(~)d~ ~ 
I _r 

r f(~)d2S ~ f fq(~)d~ + Em( I), 
I I 

altså 

Da dette er opfyldt for ethvert E > o, er f Riemann-integrabe1. 

FØlgen (fn) konvergerer i rummet F(I;R)(se 14.3), og er derfor 

begrænset i dette rum, hvilket netop betyder, at den er ens

artet begrænset. Sætningens sidste påstand fØlger derefter af 

sætning 15.42.2. 

15.43. Vi skal i de nærmest fØlgende af'snit udlede en 

simpel og bekvem nødvendig og ti 1strækkelig betingelse for• 

Riemann-integrabili te t. Betingelsen giver samtidig et f'orbav·-

sende præcist svar på det upræcise spørgsmål: Hvor diskon-

tinuert kan en Riemann-integrabel funktion være? Vi indleder 

udledelsen med definition af en begrænset funktions oscilla-

tion, et begreb, der netop kan opfattes som et mål for funk-· 

tionens kontinuitet. 

15.43.1. Definition. Lad f':Rn ind i R være en begrænset 

funktion med begrænset støtte. Den ved 

lim 
r---+0 

(sup f'(K(~;r))-inf' f'(K(~,r))) 

definerede afbildning wf':Rn ind i R kaldes oscil1ationen af' 1. 

At grænseværdien eksisterer f'Ølger af', at udtrykket i 

parentesen er en positiv, voksende funktion af' r. 
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Lad k være et positivt tal, og lad 2S være et pun..l{t, hvor 

wf'(;~) < k. Vi kan da vælge r > o, således at 

s up f'(K(~,r)) - inf' f'(K(~,r)) < k, 

og f'or l. E: K(2br) og p = r-lll..-!11 er K(y_,p) ~ K(2f,r), altså 

s up f'(K(y_,p)) - inf' f' (K(~,p)) < k, 

så vi f'år wf'(y_) < k~ Dermed har vi bevist fØlgende sætning: 

15.43.2. ~tp.iE:~· For k> O er mængden [~~wf'(25;) <kJ åbe:l:1 

og f~ l wj(~) ~ kJ er afsluttet. 

De to mængder er jo komplementærmængder. 

15.43.3. Sætning. Mængden f~lwf(~) > O] er netop mængden 

af' diskontihuitetspunkter f'or f. 

Dette f'Ølger umiddelbart af' definitionen af wf. 

15.44. Vi går nu over til at vise den sætning, der skaber 

forbindelsen mellem oscillation og Riemann-integrabilitet. 

15.44.1. S~~· Lad f:Rn ind i R være en begrænset funk

tion med begrænset støtte. Da er Jf- ~f= J-wf'• 

Bevis. Lad I være et interval, som indeholder støtten for 

f'. For q E: R deler vi hver side af I i 2q lige store dele og vi 

f'år derved en inddeling I= I 1 u ••• u Im, m= 2nq af I i lige 

store disjunkte intervaller. Vi definerer nu, idet r > O 

(t) q ( 2_{,) lim inf'[f(~) ldist(~,I~) < r J ' 
o 

?fE: I == nar 
r~ o p 

tflq(x) = lim supff(y_)ldist(y_,I~) < r J ' når 2iE I . 
~ 

r~ o jl 

(t)q(~) = tflq(~.) =o, når ]f El- I. 

Så er ((t)q) og (tflq) fØlger af trappefunktioner med fØlgende 

egenskaber 

1) v~ Vq((t)q(2S) ~ f(2,S) ~ tflq(x)) 

2) V~(((t)q(~) voksende og tj;q(~) aftagende) 

3) V2f(lim (tflq(~)-(t)q(~)) = wf(~)). 
q~ 
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De to fØrste påstande er helt indlysende~ og den tredie 

fØlger umiddelbart af definitionerne af epq'Øq og wf. 1"J: 2) i 

forbindelse med 1) fås, at (epq) og (tj;q) konvergerer punktvis 

og sætningerne 15.41.2 og 15.Lj.1.3 giver 

lim Jepq = J lim epq ~ J"f 
~00 - ~00 

~~ Øq ~J~ Øq ~/f, 
og de samme sætninger i forbindelse med 3) giver 

lim 
q-too 

så vi får 

Jf -J f ~ ~ j(øq-epq) = Jwf. 
Hvis vi nu på den anden side definerer 

t 

inf[f(~)~ ~E K(~,r)j 

sup[f(~)~ ~E K(~,r)j, 

da er h - g = wf• Endvidere vil det for enhver trappefunktion 

ep < f gælde, at J e:> J ep og analo~t for h .... atså er 

-1 h _ 1 g ~ ri: -1 f. 

På den anden side er ifØlge regnereglerne 

og af disse uligheder fØlger 

Jwf ~ Jh-J g~ Tf -P· 
Dermed er sætningen bevist. 

15.45. Det er klart, at sætning 15.44.1 umiddelbart fØrer 

til en nØdvendig og tilstrækkelig betingelse, for at f er 

Riemann-integrabel. Vi foretrækker imidlertid at give denne 
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denne betingelse en bekvemmere form. Dertil skal vi benytte 

fØlgende definition. 
,n 

15.45.1. Definition. En punktmængde A~ R kaldes en 

(Lebesgue-) nulmængde, hvis der til ethvert e: > O svarer en 

intervalfØlge(Iq)' således at 

00 

Heraf fØlger umiddelbart de trivielle sætninger 

15.45.2. Sætning. En delmængde af en nulmængde er selv 

en nulmængde. 

15.45.3. Sætning. En mængde 1 som kun består af 1 punkt, 

er en nulmængde. 

15.45.4. Sætning. Lad (Ap) være en fØlge af nulmængder. Da 

er U Ap en nulmængde. 

Bevis: Lad e: være et positivt tal. For hvert p E N vælger 

vi en intervalfØlge (Ipq), således at 

00 

og I:: m( Ipq) < 2-p e:. 

q:::1 

Vi ordner nu alle intervallerne Ipq' p,q = 1,2, ••• som en fØlge 

(I') og for denne gælder da q 

U ;.\. ~ tJ I ' o g ~ m ( I ' ) < \' 2 -p e: = e: , 
p:::1 p q::-.:1 q ~ q ~ 

q:::1 p:::1 

idet~~ m(I ) er en dobbeltrække med positive led. p q 

15.45.5. Sætning. Enhver numerabel punktmængde i Rn er en 

nulmængde. 

Bevis. Sætningen fØlgE3r umiddelbart af sætningerne 15 .4.5 .3 

og 15.45.4. 

15.46. Vi kan nu angive en nØdvendig og tilstrækkelig be-
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tingelse for Riemann-integrabilitet. 

15.46.1. Sætning. Lad f:Rn ind i R være begrænset og have 

kom:pakt støtte • ..:\fbildningen f' er da Riemann-integrabel, hvis 

og kun hvis 

VE> o (m(f~!wf(~) i El)= o). 
Bevis. i~ m( f2flwf(2S) i E J) = k > O fØlger umiddelbart 

i ks og sætning 15.44.1 viser da, at f ikke er Riemann-inte-

grabel. Lad os nu omvendt antage, at betingelsen i sætning 15.46.1 

er o:pfyldt. Lad E være et :positivt tal og I et interval, som 

indeholder støtten for f. Lad T være en tra:p:pemængde, således at 

f~!wf(~) ~El~ T, m(T) ~ E· 

For ~E T er wf(Æ) ~ 2 su:plfl og for~~ T er wf'(~) ~ E• Vi har 

derfor 

Jwi' ~ E(m(I) + 2 su:plfl), 

og da denne ulighed er o:pfyldt for ethvert E > O, kan vi slutte, 

at ~f= o, og sætning 15.44.1 viser derefter, at f' er Riemann-

integrabel. 

Vi kan gi ve sætningen fØlgende sc:ardeles oversl{uelige for-

mulering: 

15.46.2. Sætning. En begrænset reel funktion med begrænset 

støtte er Riemann-integrabel, hvis og kun hvis mængden af dens 

diskontinuitets:punkter er en nulmængde. 

Bevis. Lad fØrst f' være en Riemann-integrabel funktion. 

For ethvert E > O er mængden 

M(E) = f~!wf(~) i El 

ifØlge sætning 15.46.1 en Riernann nulmængde og derfor en nul-

mængde .... J' sotning 15.45.4 fØlger nu, at 
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er en nulmængde. 

Lad os dernæst antage, at [~lwj(~) > O J er en nulmængde, og 

lad s være et positivt tal. Af sætning 15.45.2 følger nu, at 

M(s) er en nulmængde. For o > O kan M(s) altså overdækkes med 

en følge af åbne intervaller med samlet længde ~ o. Da M( s) er 

kompakt ifølge sætning 15.43.2, vil endelig mange af interval

lerne i følgen dække M(s), og M(s) er derfor en Riernann nulmængde 

og f således integrabel ifølge sætning 15.46.1. Dermed er sæt

ning 15.46.2 bevist. 

15.47. Det er klart, at sætningerne om regning med Riemann

integrable funktioner følger ganske umiddelbart af sætning 

15.46.2. Fordelen ved denne sætning er, at betingelsen udelukken

de angår mængden af diskontinuitetspunkter, medens diskontinui-

teternes art er uden betydning. 

Vi vil nu betragte gennemgangen af mål~ og integralteorien 

som afsluttet. Vi vil dog ganske kort omtale endnu et generellere 

integralbegreb, som spiller en betydelig rolle i anvendelserne" 

15.48. Lad ~:Tn ind i R være en additiv intervalfunktion. 

En sådan kaldes positiv, hvis ~(T) ~ O for ethvert T E Tn. Den 

kaldes fuldstændig additiv, hvis det for T= T1 u T2 u ••• , hvor 

T, samt hvert Tv tilhører Tn, og hvor mængderne Tv er disjunkte 

2 og 2, altid gælder, at ~(T) = ~(T 1 ) + ~(T 2 ) + •••• Ved en 

fuldstændig additiv integralfunktion forstår vi en intervalfunktion 

~, der kan skrives på formen ~ = ~1 - ~2 , hvor ~~ og ~2 er fuld

stændig additive, positive intervalfunktioner. 

Lad nu ex :Tn ind i R være en fuldstændig additiv interval-

funktion, og lad ~:Rn ind i R være en trappeftmktion. Vi kan da 

danne det såkaldte Stieltjes-integral 
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p 

j qxlex = L Y k <p(f-1 (y k))' 

k=1 

hvor fy1 , ••• ,y:PJ er værdimængden for <p. Dette er ganske analogt 

med definitionen 15.18.1. Her gælder øjensynligt regnereglerne 

Derimod har sætning 15.20.1 ikke en 

til Stieltjes integraler. 

umiddelbar generalisation 

Den i 15.22 og følgende afsnit omtalte udvidelse af in te·-

gralbegrebet kan uden videre overføres til Stieltjes-integralet, 

hvis vi blot forudsætter, at intervalfunktionen ex spe.9.l:.§li...Q!Z. 

positi~.Nedre og øvre RiGmann-St~elties integra~ af en begrænset 

funktion f:Rn ind i R med begrænset støtte defineres ved 

jfdex = su:p f /q;dexj q; E: Tn 1\ q; ~ f J 

J f da ~ inf !J cpd al 'P E 1'n 1\ 'P f, f J • 

Hvis værdierne af de to integraler stemn1er overens, betegnes den 

fælles værdi med jfdex, og den kaldes integralet af f ~ed_he~ 

lli ex. 

Hvis ~ og ex2 er positive intervalfunktioner, har vi 

og analogt for øvre integral. Vi skal ikke opholde os ved bevisetc 

Bortset fra fsnit 15.27 og sætning 15.30.2 vil afsnittene 

15.22-15.32 uden videre kunne overføres til Stieltjes integra-

lerne. Vi må her tale om Riemann'sk nulfunktion med hensyn til ex 
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og om mængder, som er Riemann-målelige med hensyn til a. Derimod 

er de i 15.33-15.35 omtalte resultater netop karakteristiske for 

Riemann-integralet. 

Definitionerne af oversum og undersum i 15.37 overføres 

uden videre for a positiv, men vi må nu betegne dem s(f,a,P) og 

S(f,a,P). Tilsvarende indføres ~(f,a,P), som har interesse, og

så når a ikke er positiv. I alle tre summer erstattes m(Ik) selv

følgelig med ex.( Ik). 

Vi kunne nu definere et Riemann-Stieltjes-integral ved 

J fd 
I 

= lim (/(f, a, P), 
P~P 

00 

hvor grænseovergangen foretages på P(I). Det viser sig, at dette 

integral eksisterer, hvis og kun hvis der findes en fremstilling 

a= a1-a2, hvor a 1 og a
2 

er fuldstændig additive, positive inter

valfunktioner, og hvor f er integrabel over I med hensyn til så-

vel a 1 som a 2• Hvis betingelsen er opfyldt, gælder netop 

f f da = J fdcx1 - J fda 2, 
I I I 

hvor integralerne på højre side er defineret ved hjælp af trappe

funktioner. Beviset for dette resultat er ikke helt simpelt, men 

vi vil ikke opholde os ved det. For positivt a kan overvejelser-

ne i 15.37 og 15.38 umiddelbart overføres. Derimod beror vort be

vis for sætning 15.39.1 afgørende på sammenhængen mellem interval

længde og målet i Rn, og sætningen lader sig i den foreliggende 

form ikke umiddelbart generalisere til Riemann-Stieltjes-integra

ler. 

De sidste afsnit af Riemann-integralets teori overføres 

uden vanskelighed til Riemann-Stieltjes-integralet, når ex er po

sitiv. Derimod må vi selvfølgelig tale om nulmængde med hensyn til a. 
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15.49. Vi vil vise endnu nogle sætninger, som opretter 

kontakt mellem Riemann-Stieltjes-integraler og mere velkendte 

begreber. 

15.49.1. Sætning. Lad a:Tn ind i R være en fuldstændig 

additiv intervalfunktion, og lad f,g:Rn ind i R være funktio

ner, som er Riemahn~integrable med hensyn til a. Da er f Rie

mann-integrabel med hensyn til den ved 

{3(T) =J gda 
I 

definerede fuldstændig additive intervalfunktioner. Endvidere 

er 

J fd(3 = J fgda. 

Bevis. Vi kan antage, at a er positiv, da vi ellers skri-

ver a= a1-a2 , hvor a 1 og a 2 er positive. Tilsvarende kan vi 

skrive g som differens mellem positive funktioner, som er Rie

mann-integrable med hensyn til a, og det er derfor nok at vise 

sætningen, når både a og f er positive. 

Lad ~~f være en trappefunktion. Hvis [y1, ••• ,ypj er vær

dimængden for ~' har vi 
p 

J ~d(3 = L 
k=1 k=1 

p L J _
1 

gda = J ~ gda ~ J f gdcx. 
k=1 ~ (yk) 

Tilsvarende fås for en trappefunktion Ø~ f, at 
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Lad nu I være et interval, der indeholder støtten for g. Vi 

får da 

O~ J t/Jdf3- J cpdf3 = J(t/J-cp)glcx~ J(ljJ-cp)da supg(I). 

For E > O kan vi derfor vælge ep ~ f og t/J ~ g, således at denne 

differens er < E. Men det betyder netop, at f er Riemann-inte~ 

grabel med hensyn til {3, og at integralet har den angivne værdi. 

15.49.2. Sætning. Lad (~n) være en begrænset punktfølge i Rn, 

og lad ~Y være en absolut konvergent række. Lad a:Tn ind i R n 

være den ved 

a(T) = I: Yn 

x E:T -n 

definerede fuldstændig additive interval~ Enhver begrænset funk

tion f:Rn ind i R er Riemann-integrabel med hensyn til a, og 
00 

J fda = L ynf(~). 
n=1 

Bevis. Lad I være et interval, der indeholder følgen (~n)' 

og lad P være en partition af I, der blandt andet omfatter de n n 

delintervaller, . der hver består af et enkelt af punkter-

n e ~1 ' • •• , xn • Vi har da 
n ""'' 

I ykf(~k) + L ykinf f(I) < s(f 1 a,P ) < n 
k=1 k=n+1 

n oo 

S(f ,a ,P n) < L ykf(~k) + L yk sup f(I), 

k=1 k=n+1 

og da de 2 restsummer konvergerer mod O for n~ oo, følger sæt-

ningen umiddelbart. 

15.50. Stieltjes-integraler benyttes i anvendelserne i fy-
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sik, idet intervalfunktionen f.eks. kan angive masse eller elek-· 

tricitetsmængde i det pågældende interval. 

Hvis a i sætning 15.49.1 er Riemann-målet, får vi 

{3 (T) =J g(~f)d2f; J fd(3 = /f(2f)g(2f)d2f, 
T 

og hvis {3 her er masse (elektricitetsmængde) bliver g massefylde 

(elektricitetstæthed). I fysikken vil man møde masse og elektri-

citet fordelt på flader eller koncentreret i isolerede punkter, 

og fordelen ved Stieltjes-integralet er, at man får mulighed for 

at opstille formler, der omfatter disse forskellige former for 

fordelinger under et. 

I sandsynlighedsregningen spiller Stieltjes-integraler en 

stor rolle, idet sandsynligheder netop er fuldstændig additive, 

positive intervalfunktioner. 

Lebesgue's integralteori er et mere hensigtsmæssigt grund-

lag for en teori for Stieltjes -integraler, og vi skal derfor ik-

ke udføre teorien for Riemann-Stieltjes integraler mere detalje-

ret. 
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Lette opgaver. 

1. Angiv en afbildning ~:Tn ind i R, som opfylder 1), 3) og 

4) i sætning 15.8.1, men ikke 2). 

2. Samme problem, men således at det er 3), der ikke er op-

fyldt~ 

3. Vis, at sætning 15.8.1 gælder uændret, hvis betingelse 1) 

erstattes med følgende: 

3K E R VA E Tn( j ~(A) l S. K m(A)). 

4. En intervalfunktion Ø på delintervallerne af R defineres 

ved 

Ø(I)=O, hvis endepunkterne af I begge er rationale el-

ler begge er irrationale. 

Ø(I)=1, hvis venstre endepunkt af I er irrationalt, 

medens højre endepunkt er rationalt. 

Ø(I)=-1,hvis venstre endepunkt er rationalt, medens 

højre endepunkt er irrationalt • 
.,, 

Vis, at Ø tilfredsstiller betingelsen 2• i sætning 15.10.1. 

Undersøg, om Ø er et specielt tilfælde af et i 15.11 anført 

eksempel. Vis, at den additive intervalfu.~ktion, der fås 

ved udvidelse af Ø , ikke er begrænset på trappemængder på 

[O, 1 ]. 

5. En additiv intervalfunktion ~ tilfredsstiller ~(I)=O for et

hvert åbent interval I. Vis, at ~ er identisk O. 

6. Undersøg, om der gælder distributive love for regneoperatio-

nerne v og 1\. 

7. En funktion f: [0,1] ind i R er defineret ved, at f(x) =O, 
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hvis x er irrational, men f(x) = 1, hvis x er rational. Vis, 

at f ikke er Riemann-integrabel, og bestem nedre og øvre 

integral af f. 

8. En funktion f:[0,1 J ind i R er defineret ved, at f(x) =O, 

hvis x er irrational, men f(x) = q-1 , hvis x er den uforkor

telige brøk p/q. 

Vis, at f er en Riemann'sk nulfunktion. 

9. Afbildningen f:R2 ind i R er defineret ved 

f(~)= sin(x1+x2) for~E [0,1T]x[0,1T] 

f(~) = O ellers. 

Udregn jf ved hjælp af sætning 15.27.1. 

10. Afbildningen f:R2 ind i R er defineret ved 

f(~) = 1 -x~ -x~ for lx1 i+lx2 1 ~ 1 

f(~) = O ellers. 

Udregn Jf. 
11. Idet f: [a, b J ind i R m:- en Riemann-integrabel funktion, har 

definitionen 

F(x) =r f(u)du 
a 

mening. Vis, at F er differentiabel i kontinuitetspunkterne 

for f, og at DF(x) = f(x) i sådanne punkter. 

12. Lad ~: [0,21T[ ind i R være en Riemann-integrabel funktion. 

Lad a og b være positive tal, og lad A c R2 være cirkelrin-

gen 

l 
2 2 2 2 

A == ~ ~ a ~ x 1 + x 2 ~ b J • 

En afbildning f:A ind i R defineres ved 
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f(r cos ®, r sin ®) = ~(®) for r > O. 

Vis, at f er Riemann-integrabel over A, og at 

21T 

J f(2f)d!. = ~(b2-a2 ) J ~(e)de. 
A O 

13. Lad I være et interval med positivt mål, og lad f:I ind i R 

være en kontinuert afbildning, som ikke er konstant på I. 

Vis de skarpe uligheder 

m(I)inf f(I) <J f(!_)d2f < m(I)sup f(I). 
I 

14. Bestem det 3-dimensionale mål af den konvekse punktmængde 

hvor a, b og c er positive tal. 

15. Lad A c Rn og B c Rp være Riemann-målelige punktmængder. Vis, 

at A x B c Rn+p er Riemann-målelig, og at 

mn+p(A x B) = mn(A)mP(B). 

16. Bevis direkte ved anvendelse af ligelig kontinuitet, at en 

kontinuert funktion på et afsluttet interval er Riemann

integrabel over dette interval. 

17. Bevis direkte, at en monoton funktion på et interval på R 

er Riemann-integrabel over dette interval. 

18. For n E N definerer vi fn: [0,1] ind i R ved 

f (x)= n3x(1+n4x4)-1• 
n 

Vis, at (fn) går punktvis, men ikke ligeligt mod O på [0,1], 

1 
og at J fn (x)dx ikke går mod O. 

o 
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19. Angiv en ensartet begrænset følge af Riemann-integrable 

funktioner, som på et interval konvergerer punktvis mod en 

grænsefunktion, der ikke er Riemann-integrabel. 

20. Lad ~:Tn ind i R være en additiv intervalfunktion, som vi 

antager er begrænset. Vi definerer nu 2 nye intervalfunktio

ner, idet vi for enhver trappemængde T sætter 

~ 1 (T) = supf~(S) l S E Tn A S~ TJ, 

~ 2 (T ) = sup f- ~(S) l S E Tn A S ~ T J. 
Vis, at ~1 og ~2 er additive og positive intervalfunktioner, 

og at ~ = ~1 -~2 • Vis desuden, at ~ 1 og ~ 2 er fuldstændig 

additive, hvis ~ er det. 

21. Bevis, at 
n 

lim \ 
n~oo~ 

p=1 

log 2. 

22. For x E:Rn og en Riemann-integrabel funktion f:Rn ind i R 

sætter vi 

og 

F(x) =f f(x)dx. 
- A(y) - -

Idet x er et kontinuitetspunkt for f, skal det vises, at 

23. Lad f~Rn ind i R og g:RP ind i R være Riemann-integrable 

funktioner. Vis, at den ved 

h(~;x) = f(~)g(~) 

definerede funktion h:Rn+p ind i R er Riemann-integrabel, og 

at 
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24. For x E Rn vil vi benytte betegnelserne 

A(!,) = ]-oo,x1] x.,. x ]-oo,xn]; B(~) = [x1 1oo[x, •• x[xn'= [. 

Lad f,g:Rn ind i R være Riemann-integrable funktioner. 

Vis relationen 

Vis, at denne relation er en generalisation af reglen om delt 

integration. 

25. Bestem det n-dimensionale mål af punktmængden 

Vanskeligere opgaver. 

26. Udregn målet af enhedskuglen i Rn. 

27. Ved en stykkevis konstant funktion på Rn vil vi forstå en 

funktion~' som 1) har begrænset støtte, 2) kun antager en

delig mange værdier y1 , ••• ,yn' og 3) for hver af disse til

fredsstiller, at ~- 1 (yk) er Riemann-målelig. Vis, at ~er 

Riemann-integrabel, og at 
n 

J~= L ykm(~-1(yk)). 
k==1 

Idet ~ bete@1er mængden af stykkevis konstante funktioner, 

skal det vises, at det for enhver begrænset funktion f:Rn 

ind i R med begrænset støtte gælder, at 

J f == su p f J~ j ~ E ~ /:\' W S, f J , 

samt en analog relation for det øvre integral. 
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28. Lad f:R2 ind i R være en Riemann-integrabel funktion, hvis 

støtte er givet ved 

f(r cos e, r sin e) l a~ e~ {3A cp1 (e) S, r S, cp 2 (®)J, 

hvor cp1 , cp2 : [a,[3] ind i R er kontinuerte og O ~ cp1 (e) S, cp2 (o) 

for ethvert e E [cx,[3]. Vis, at 

/f= 1[3 (/<p2(e)f(r cos e, r sin e)r dr)de. 

a <'P1 (e) 

Benyt opgave 27. 

29. Beregn det 3-dimensionale mål af punktmængden 

f(x,y,z) l x~ O A O< z< 2(x2-y2)- (x2+y2)2 J. 
Benyt opgave 28. 

30. Beregn det 2-dimensionale mål af punktmængden 

f (x,y) l x~ O 1\ Y~ O 1\ x3 + y3 - 3xy ~ O}o 

Benyt opgave 28. 

31. Beregn det 2-dimensionale mål af den begrænsede punktmængde, 

der som rand har kurven 

32. Lad c:[0,1] ind i ]O,oo[være en kontinuert funktion, og lad 

f: [0,1] ind i [O,oo[ være en Riemann-integrabel funktion" 

Vis, at den ved 
l 

ep( p) = 

1 p j c(x) (f(x) )Pdx 

o 

1 1 c(x)dx 
o 

definerede afbildning cp:R \ fO} ind i [O,oo[ er en voksende 

funktion. Benyt sætningerne fra kapitel 12 om middeltal" 
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33. Lad f,g~Rn ind i [O,=[ være Riemann-integrable funktioner. 

Bevis Schwarz' ulighed 

34. Udregn det 3-dimensionale mål af punktmæl}gden 

f(x,y,z) l x 2+z2 ~ a 2 
A y2+z2 ~ a2 J, 

idet a er et positivt tal. 

35. Vis, at der på et vilkårligt begrænset, åbent interval 

]a,b[ c R eksisterer en differentiabel funktion ({J~]a,b[ ind 

i R, som tilfredsstiller ulighederne 

jqJ(x)j ~ (x-a) 2; jqJ(x)/ ~ (b-x) 2, 

medens DqJ(x) for ethvert h > O antager værdierne +1 og -1 hver 

uendelig mange gange i hvert af intervallerne ]a,a+h[ og 

]b-h,b[. Byg f.eks. w(x) sammen af funktionerne (x-a) 2sin(x-a)-1 

i den venstre ende af intervallet, (b-x) 2sin(b-x)-1 i højre 

ende af intervallet, samt en konstant i den midterste del af 

intervallet. 

Lad O c [0,1] være en overalt tæt åben mængde. Den er 

foreningsmængde af 

hvor J er endelig 

disjunkte åbne intervaller I., j E J, 
J 

eller numerabel. Afbildninger ({Jj:Ij ind i 

R konstrueres som i opgavens første spørgsmål. Vi sætter nu 

f(x) = ~j(x) på hvert Ij og f(x) =O ellers. Vis, at den så

ledes konstruerede afbildning f:R ind i R er differentiabel, 

men at Df har oscillation L 1 i alle punkter af mængden 

[0,1]\0. 

Konstruer en funktion f:R ind i R, som er begrænset, 

har begrænset støtte og er differentiabel med en differen-

tialkvotient, som ikke er Riemann-integrabel. 
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36. 

Hvis x2sinx-2 benyttes i konstruktionen i stedet for 

x 2sinx-1 , vil denne stadig give en overalt differentiabel 

funktion, men dennes differentialkvotient vil ikke engang 

være begrænset i omegnen af [o, 1] \ O. 

Eksemplerne i denne opgave illustrerer vanskeligheden 

ved løsning af stamfunktionproblemet. 

Med ep :R ind i [o, 1] vil vi betegne den voksende funktion, 

som er fastlagt ved, at ep(] -oo 1 0 [) = o, ep(] 1 ' (X) [) = o, 

w( J~ , ~ [) 1 
= 2' 

w(];~, ~[) 1 ep(]~2' ~2[) _} 
:::: 22' - 22' 

ep(] ~3 , ; [) = ?s , ep(] ;: , ~z [) = ~3 , 

ep(] ~ ' ~ [) ::: ~ ' 

medens 

o.s.v. Svarende til ep konstruerer vi en intervalfunktion a, 

idet vi for et interval I med endepunkter x og y sætter 

a(I) = a(y) - a(x). Funktionen a bliver positiv og fuldstæn-

dig additiv. For et interval I, der er udartet til et punkt, 

bliver a(I) = O. Desuden er a(I) = O for ethvert interval 

udenfor ]0,1 [ srunt for delintervaller af ]0,1[ med samlet 

længde 1. En intervalfunktion med de her omtalte egenskaber 

kaldes singulær. 

Udregn jcos 2~x da(x). 

Definitionen af singulær intervalfunktion kan uden 

vanskelighed overføres til Rn. For n > 1 er det langt lettere 

at angive eksempler på singulære, additive intervalfunktio

ner. Prøv f.eks. at udnytte begrebet buelængde til konstruk

tion af et eksempel. 
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Harmonisk ~blse. 

17.1. En funktion f:[a,b] ind i b kaldes stykkevis kon-

tinuert differentiabel, når der eksisterer en inddeling 

fa= x0 < x1 < ••• < xn = bJ, og funktioner fv:[xv_1 ,xv] ind i 

b, hvor f har kontinuert differentialkvotient, og f (x) = f(x) v v 
for x E ]x 1 ,x [.En funktion på et uendeligt interval kaldes v- v 
stykkevis kontinuert differentiabel, når d en er stykkevis kon-

tinuert differentiabel på ethvert afsluttet, begrænset delinter-

val. Vi vil betegne mængden af stykkevis kontinuert differenti

able funktioner på et interval I med C'(I). To funktioner 

f~g E C'[a~b]) kaldes i det væsentlige identiske, når f(x) = g(x) ---- ··--~---

gælder for x E [a,b] undtagen i endelig mange punkter, og vi 

Skriver da f ~ g. Hvis I er et uendeligt interval, benyttes 

f ~ g, når denne relation gælder for indskrænkningerne til et 

endeligt delinterval. 

Funktionsmængden C' (I) er med d e sædvanlige regneoper~tioner 

en ring. Et produkt af 2 funktioner fra C'(I) kan blive nul, selv 

om ingen af funktionerne er i det væsentlige identisk med nul

funktionen. Division i C'(I) er kun mulig, når divisor f til-

fredsstiller lf(x)l ~ ~or alle x. 

Relationen ~ er en ækvivalensrelation, som giver anledning 

til en inddeling af C'(I) i klasser af funktioner, som er i det 

væsentlige identiskeo Alle funktioner i samme klasse har samme 

Riemann-integral. For f,g E C'([a,b]) gælder det, at 

b ,,/ /:b . 2. 
f ~ g *=* /a l f(x) -g(x) 1 dx = o1l\.~ ,~< f<x)- gCx\> C1x. Q 

Det er nemlig indlysende, at f ~ g medfører, at de to integraler 

bliver o. Hvis f~ g ikke er opfyldt, findes der et x E [a,b], 

hvor f og g er kontinuerte, og lf(x)-g(x)l =k> o. Vi kan da af

grænse et interval, i hvilket lf(x)-g(x)l ~ ~' og deraf fØlger, 

at de to integraler begge bliver positive. 
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dens Fourier-transformerede Ef, Cf og Sf, som alle er afbildnin 

ger af ]-~,~[ ind i C. Definitionerne er 

rb ixy 
Ef ( y) == J a f (x ) e ~ dx ; 

Cf(y) == r: f(x)cosxy dx; Sf(y) ::: J:f(x)sinxy dx, 

og vi har derfor relationerne 

Ef(y) == Cf(y) +i Sf(y); Ef(-y) = Cf(y) -i Sf(y) 

Cf(y) == !(Ef(y) + Ef(-y));Sf(y) = ~(Ef(y) - Ef(-y)). 

Hvis f specielt er en reel funktion, bliver Cf og Sf real- og 

imaginærdel af Ef, og Ef(-y) bliver kompleks konjugeret til 

Ef(y). De tre Fouriertransformerede af f benævnes den eksponen-

tialtransformerede, den cosinustransformerede og den sinustrans-

formerede af f. Vi har 

17.a.1. Sætning. Funktionerne Ef, Cf og Sf har grænsevær-

O for y ~ oo og for y ~ -~. 

Bevis. Vi har en inddeling fa= x
0 

< x1 < ••• < xn = bJ,så

ledes at f på intervallet ]x 1 ,x [ stemmer overens med en funkv- v 
tion f :[x 1 ,x J ind i C med kontinuert differentialkvotient. v v- v 
Vi har altså 

\ 
) og for y t O tillige ved delt integration 

~ !XV f (x) 
/ xv-1 v 

ixy d e x = 

( ~(f (x ) e ixvy: - f (x 1) e ixv-1 Y -jxv fv' (x) eixy d)\\ 
\ 1y v v v v- / 
l · xv-1 ~ 

f hvilket viser, at Ef(y) er en sum af n led, der alle har græns(~ 
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~ærdi O for y -+ O:_ og ~~--~~-~ ----------------17.3. Riemann-integraler over uendelige intervaller define-

res på indlys ende måde som grænseværdier 

(oo f(x)dx :::: lim {B f(x)dx 
fa ~ Ja 

og 

b 

f_oo f(x)dx = lim fb f(x)dx, 
A.....,_-0<) JA 

f oo f(x) dx :::: lim !.B f(x) dx = {a f(x) dx + [ f(x) dx. 
/-oo A,~ -A /-"", .a 

Det er let at se, at eksistens af begge integralerne i det sidste 

udtryk medfØrer eksistens af grænseværdien i det midterste ud-

tryk. Tilsvarende defineres for en Riemann-integrabel funktion 

f:]a,b[ ind i C, idet h og k er positive tal: 

f(x)dx = lim f(x)dx. lb /b-k 
a (h~k)-+.Q. a+h 

De således indfØrte grænseværdier for Riemann-integraler kaldes 

uegentlige Riemann-integraler. 

Vi bemærker~ at det er umiddelbart at eftervise, at konti-

nuerte, monotone substitutioner i uegentlige integraler er til-

ladelige. En sådan substitution overfører undertiden et uegent

ligt integral i et egentligt, og sub~(tutionen er da bevis for 

det uegentlige integrals eksistens. Således vil det uegentlige 

integral 

ved den kontinuerte, monotone funktion x = sin u overføres i 
1T 

{_~du = 1T. 

2 
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Vi kan også betragte uegentlige integraler over en punkt

mængde [a,b] \feJ, hvor c E ]a,b[, idet vi definerer integralet 

over denne punktmængde som summen af integralerne over [a,c[ og 

]c,b]o For integralet anvendes også i dette tilfælde en beteg-

nelse 
rab /
1 

f(x)dx. 

Det er nu klarty hvorledes integralet defineres, hvis intervallet 

indeholder flere undtagelsespunkter. 

17.4. Vi siger$ at f(x) er absolut integrabel på interval

let [a,=[ såfremt ~tegrabel:l'å~rfr~=e~-

faoo l f(x) l dx 

eksisterer. Ved hjælp af det almindelige konvergensprincip får 

man da, at fØlgen (!aa+nf(x)dx) er konvergent, og dette medfØrer 

eksistens af r: f(x)dx 

og dermed tillige af 

Ef(y) = ra=f(x) eixydx, 

Cf(y) = fa(X) f(x)cos xy dx, Sf(y) = Loo f(x)sin xy dJ(, 

således at vi for absolut integrable funktioner har Fouriertrans-

formerede også over uendelige intervaller. For E > O kan vi be-

stemme B således at 

og hvis f(x) er stykkevis differentiabel, kan vi bestemme K, så-

ledes at IYI ~ K medfører 
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l (aB f(x) eixy dx 

og for IYI ~ K har vi da 

E 
~ 2 , 

B 
l !aoo f(x) eixy dx [ ~ l fa f(x) eixy dxl + !Boo l f(x) l dx ~ E' 

og vi har således vist, at Ef(y) også i dette tilfælde går mod O, 

når y går mod oo eller -oo. Tilsvarende for Cf(y) og Sf(y), samt 

for andre uendelige eller åbne intervaller. 

17.5. Idet vi for E > O bestemmer B, således at 

r 00 

l f ( X) j dx ~ E , IB -
har vi 

for b > B og alle y. Integralet konvergerer altså ligeligt i y, 
= 

og vi kan slutte, at Ef er kontinuert også når intervallet er 

uendeligt. Tilsvarende for Cf og Sf, samt for andre uendelige 

eller åbne intervaller. 

Lad C"(I) være mængden af stykkevis kontinuert differen-

tiable, absolut integrable, komplekse funktioner på intervallet 

I, og lad C(R,C) være mængden af kontinuerte afbildninger f:R 

ind i c. Vi har afbildningen E:C 11 (I) ind i C(R,C), og tilsva-

rende for C og s. 

Mængden C"(I) er organiseret som et vektorrum. Tilsvarende 

er e(R,c) et vektorrum. Det er klart, at afbildningerne E, C 

og S er lineære (homomorfier), således at 

E(cxf + j3g) = cxEf + j3Eg, 

og analogt for C og S. 



Mat. 1 , 1 960~61 

17.6. En funktion på intervallet I kan udvides til en 

funktion på R, idet vi giver den værdien O i alle x~ I. Vi 

får derefter samme værdi for de Fouriertransformerede ved inte-

gration over I som ved integration over R. Vi vil udnytte 

denne kendsgerning på den måde, at vi altid vil bruge integra-

tionsgrænserne -~ og +~, hvilket sparer en del skriveri. 

17.7. Det er nu interessant, at det i det store og hele la-

der sig gøre at bestemme en funktion ud fra dens Fouriertrans-

formerede, idet en transformation, der minder meget om selve Fou-

riertransformationen fører den Fouriertransformerede tilbage 

til den oprindelige funktion. Der kan dog ikke være tale om nogen 

fuldstændig symmetrio Vi krævede jo, at f var stykkevis dif-

ferentiabel og absolut integrabel~ men den Fouriertransformerede 

blev kontinuert under alle omstændigheder. Derimod kan vi ikke 

stole på, at den bliver absolut integrabel. 

Vi danner som sædvanlig 

ra: vi~ får da 

l A 

'\, f Ef(y) e-ixydy 
-A 

=~~A ((_~f(z) eizydz) e-ixydy 

= !~ er= f(z) ei(z-x)ydz) dy. 
\ 
\ 
\ 
/ A -~ 

(net inderste integral er defineret som en grænseværdi, men da 

j denne eksisterer ligeligt i y~ kan grænseovergangen ombyttes med 

\ integrationen med hensyn til y, og derefter kan integrationerne 
l o • o ' ombyttes, sa Vl far 

!A . 
. -AEf(y) e-lxydy = 
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[ 

i(z-.X)y]A 
{_oo f' (z) ~ if ~-x)- y=-A dz = 

2 r ~f'( z) sinz:~z-x2. dz. -------------"' 

Vi substituerer nu z ~x +u i det sidste integral, hvilke~ 
giver {A l __ ( . -AEf(y) e~ixy dy ~ 2 -= t:(x+u) .".in }!!o du. _ 

17.8. Idet vi ønsker at Udl;'egne r~sinuAu du= 2 {oosinuAu du, 
· -oo fo 

vil vi studere udtrykket 

~(y) = e dx, y ~ o. l, 
00 Sin x -xy 

o x 

For O < a < b f'Ølger af' den anden middelværdisætning f'or Riemann

Stieltjes integraler, at der eksisterer et tal f E ]a,b[, så-

ledes at 

( 1 ) -1 -a 

sin x e-xydx = 
x 

e-ay r:d cos x 

~ 

la
b::; -x;) /"~ 

\ - e __ /A. cos x = 
a x -
_ 1 ~=by r b d cos x = 

b /f 

~ e-ay (cos a- cos f) + ~ e-by(cos f- cos b), 

hvilket ved grov vurdering giver 

,;,: si~ x 8 -xydx/ ~ ~ , 

og heraf' f'Ølger, at udtrykket f'or ~(y) er et lig~ig konvergent 

(.uegentligt integral, og ~(y) er derfor kontinuert f'or y~ o. 

?;/j?:g: ~~~~~~~[e -x;si: : d~, .. 
y > o 

eksisterer for y~ h> O som ligelig konvergent uegentligt inte

gral, idet vi f'o r O < a < b har 
-ay -by 

e - e 
y ' 
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\ hvilke t giver 

r r: -xy l 1 -ah e sin x dx ~ h e 

og :for s > O, vil dette udtry~ ~være ,~:s, 
-log(hs} 

a L -- -
- h 

har vi 
b 

(lim r e-xy sin x dx) dy= 
lHoo lo 

MA 17.8. 

sin x dx) dy= J:cfY2e-xy sin x dy) dx 
. /y1 

-xy -xy 
1 2 

= r:~~-7~- sin x dx, 

hvilke t også kan skrives 

(2) ( 2 V; ( y) dy ::: ep ( y 1 ). - ep ( y 2 ) . 
1 

A:f (1) :fås :for b~= 

r fa
. 1>0 sinx. x -xy r 2 -ay 

e dx ~ a e ' 

altså, idet integranden bar numerisk værdi ~ 1 
2 -ay 

lep(y)l ~ a+ a e • 

Sætter vi her a ~(~ser vi, at rp(y)-+ O f'or y-+~. Derf'or). 

giver (2) :for y2 ~ = og Y1 = Y . 

(3) ep(y)::: [ V;(t)dt. ------· 

idet 

. ---_____J{_____ ------------------
17.10. Nu :får vi ved direkte regning :for y> O 

i x e dx = 

1 Im
y-:1. 

hvilket går mod O :for x~=· Hera:f :fås 
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ø (y) = 

og derefter ved (3) 

1 -....- .... 
2 ' y +1 

ep (y) = [~ dtz- = K - Arctg y, 
y 1 +t 2 

hvilket sluttelig giver 

og heraf fØlger umiddelbart det endelige resultat !z for A > o 

(4) roo sin Au j . 
------ du =. O for A = O 

o u l 

MA 17.9. 

J-% for A < O. ------------- \..._ _ __________ .. ----------------~-
7 .1 'l • Vi vendern.u-tl~e ti l de t i 1 7. 7. betragtede in te-

gral 
A 

[ 
( ) -ixy [ ~ ( ) sin Au 

AEf y e dy = 2 -oo f x+u -·u- du. 

Idet f(x+) betegner grænseværdien fra hØjre, har vi ifØlge 

r
oo 

2 sin Au 
f(x+) = -- , f(x+) ~- du, 

1T 'o u 

så vi for et vilkårligt fast valgt a > O kan skrive 

2 l: f(x+u) sin Au du - f(x+) = 
1T u 

2 !00 (f(x+u) - f(x+)) sin Au du -- = 1f u o 

(~r:~ 
2 r a f(x+l!_) u- fizs.:t.2. sin Au du + 
1f o 

. 2 ( ) roo sin Au sln Au du + - f x+ -·---·~ du 
1f u ' a 

og her går de to fØrste integraler mod O for A~ oo ifØlge resul-\ 

tatet i 17,4., idet fØrste faktor i integranden er absolut inte-

grabel og stykkevis differentiabel. Integralet i det sidste ud

tryk går også mod O for A~=, idet det er lig med 

r:A sinu u du, 
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og dermed har vi vist, at 

~(x+) ~ lim ~ ~(x+u) si~ Au du. 2/coo 
A~oo .O 

Tilsvarende vises 

~(x-) ~ lim 
A-'too 

~ r~ f(x+u) si~ A~ du, 

Ved addition og division med 2 fås 

t (f(x+) + f(x-)) ~ lim 
A-'too 

__ 1 (A E~(y) e-ixy dy, 
21T -A \ 

og i et kontinuitetspunkt for ~(x) bliver grænseværdi en altså 

netop ~(x). _______ ....--------~-------
...----~------~-----------··· 

~--------

'---~~-.............-vi har ikl{:e bevist, a t E~( y) e -ixy er integrabel over 

]-oo,+oo[, og det vil heller ikke altid være til~ældet. Hvis E~ 

E 011 (]-oo,oo[), kan vi jo danne EE~, og resultatet siger da, så

fremt f tillige er kontinuert, at 
1 

f(-x) = 
2

1T EE~(x). 

Hvis f(x) er en lige ~unkti on, altså ~(-x) = ~(x), får vi 

Ef(y) ~ f~~ f(x) eixy dx ~ fo~ f(x) eixy dx + r ~f(x) eixy dx, 

og idet vi i det sidste integral substituerer -x for x 

Ef'i:;y:) ~ r: f(x) eixy dx + r; f(x) e~Y dy ~ 2 r: f(x) cos xy dx, 

hvilke t vi ser, at Ef ~ Cf, og a t det te igen er en lig e ~unktion. 

I dette tilfælde fås altså omvendings~ormlen 

1 ~(x)= 2rr cc~(x). 

Da ~unktionen er lige, er det rimeligt kun at integrere 

over [O,oo[, og da enhver ~unktion på [0 1oo[ kan udvides til en 

lige funktion på ]-oo,oo[, ~år vi omvendingsformlen 

og tilsvarende 

~ ·; 2 CCf 
1T 

på [o ,oo [' 
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fås 

og 

.. ·2 :r = - ss:r 
1T 

på [o ,oo [. 

17.12. Eksempel. For 

[0
1 

f'(x) = . 
for O ~ x < 1 

for x ~ 1 

1 
Cf(y) = ~f'(x)cos xy dx = f 

o lo 
cos xy dx 

omvendingsformlen giver derfor /. 

y/os ~ey ~l; 
for o < x 

"' 

CCf(x) = fooo sin for x = 

f' o r x > 
således som det også (forholdsvis!?) let udledes 

I begyndelsen af 17.10 fandt vi resultatet 

!o
oo e-xy 1 sin x dx = --2 

1 +y 

Idet vi sætter 1 substituerer x = ut, f'år y = - og u 

r: -1: 2 
u e~ sin ut dt u 

= ~ ' 1 +u 

MA 17.11. 

< 1 

1 

1 

direkte. 

vi for u 

-x som viser at f(x) = e bar den sinustransformerede 

Sf(y) =-;t____ 
2 ' 1 +y 

så omvendingsf'ormlen giver 

f oo Lsin xy 1T -x 
~~2~ dy = 2 e ' 

o 1 +y 
x > o. 

> o 

17.13. Omvendingsf'ormlerne viser, at afbildningerne (opera

torerne) E, C og S er i det væ~nt!i~-~ijektiy~- i den f'orstand,. 

at Ef =Eg medfØrer f ~g. Betragtede som afbildninger af 

mængden af klasser af funktioner, der er i det væsentlige ens, 

er E, C og S isomorfier. Nu er i hvert fald de begrænsede funk

tioner i (]-oo,=[) tillige organiserede ved det sædvanlige pro-

dukt, men rent umiddelbart forekommer det ikke særlig fristende 

at studere operatorernes virkning på et produkt. 
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Nu kan man for de begrænsede, absolut integrable funktio

ner i C'(]-=,=[) indføre endnu en kompositionssregel, foldning 

af to funktioner f og g. !_oldningen af f og g er en slags pro

dukt og betegnes f*g• Definitionen er 

(5) f*g(x) = r= f(x-t)g(t)dt. 
-eo 

For jf(x)l ~K overstiger integrandens numeriske værdi ik

ke Klg(t)l, og det uegentlige integral konvergerer ligeligt i x. 

Det samme gælder om 

(lr(x-t) l·lg(t) jdt9 
-(>O 

og vi har derfor 

b f l f* g (x) l dx ~ 
a 

(b<{ =lf(x-t)l· lg(t)ldt)dx = 
a -oo 

r =<(l f( x-t) l· l g( t)l dx)dt = f =l g( t) l~(t l f( x-t) l ~-ti w 
-oo a -oo a 

.~ f oolg(x) Jdx f oolf(x) ldx, 
-oo -oo 

hvilket viser, at f*g er absolut integrabel. 

Hvis vi i (5) substituerer t = x-u i integralet, får vi 

f*g(x) ::::f 
00

f'(u)g(x-u)du = g*f'(x)7 
-oo 

og foldningen er derfor en kommutativ operation. Endvidere fås 

(f>~g)*h(x) = f ""f*g(x-u)h(u)du = 

-oo 

f 00 (! 00

f(x-t-u)g(t)h(u)dt)du. 
-oo -oo 

Her er det inderste integral ligelig konvergent i både x og u, 
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og integrationsordenen kan derfor ombyttes. Heraf fØlger 

Ved gentagen anvendelse af dette resultat og den kommutative 

lov fås 

hvilket viser, at foldningen er associativ. 

Den distributive lov 

er en umiddelbar fØlge af, at integralet er lineært. 

17.14. Vi vil nu udregne den eksponentialtransformerede af 

en fo ldning : 

E(f>r<g) (y) = [=f* g( x) eixy dx = [ (~~ f(x-t)g( t)dt) eixy dx = 

L: (L: f(x-t) ei(x-t)y g(t) eity dt) dx. 

Her kan vi ombytte integrationerne, da integralerne er ligeligt 

konvergente, og vi får da 

E( f* g) (y) = L: g( t) -e~ ([øof(x-t) e i (x-t)y dx) d t = 
00 

Ef(y) L: g(t) eitydt = Ef(y) Eg(y), 

så har vi relationen 

E(f*g) = (Ef)(Eg). 

Den eksponentialtransformerede af foldningen er således 

produktet af de eksponentialtransformerede. Vi ser, at E er en 

homomorfi (for klasser af i det væsentlige ens funktioner endda 

en isomorfi) af de begrænsede, absolut integrable fu~~tioner i 

C' ( ]-oo,+oo[) med * som kompositionsregel over på en funktions-

mængde med multiplikation som kompositionsregel. 

17.15. Hvis K(x) og f(x) er begrænsede, absolut integrable 

funktioner i C' (J -oo ,oo [) medens 1\ er konstant, kan vi spØrge, om 
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der eksisterer en begrænset, absolut integrabel funktion 

<p(x) i a l ( ]-oo ,oo [)' som tilfredsstiller 

(6) A<p(x) -øL: K(x-y)<p(y)dy = f(x). 

En ligning~ hvor en ubekendt funktion indgår i en integrand~ 

kaldes en integralligning, og integralligninger af formen (6) 

spiller en vis rolle i matematikkens anvendelser, selvom det må 

indrØmmes, at de indskrænkende antagelser, vi har gjort vedrØ

rende K og f, som oftest ikke er opfyldt. Ligningen (6) kan 

skrives 

~<p - rK * <p = f , 

og anvendelse af operatoren E på begge sider giver 

-;A.E<p - 1(EK) E <p = Ef, 

som giver 

(7) E f 
E<p ::: 1)\- ~ EK ' 

A A 
hvor tallet \ i nævneren er den konstante funktion med v~~di \. 

Hvis nævneren i udtrykket ikke er nul, viser regningerne, at (6) 

hØjst har 1 lØsning, og vi har desuden fået en metode til bestem-

melse af lØsningen. Det kan ikke umiddelbart sluttes af ræsonne-

mentet, at ligningen virkelig har lØsninger, da det foeks. ikke 

er sikkert, at udtrykket på hØjre side i (7) er den eksponential-

transformerede af en funktion med de ønskede egenskaber. 

i 7.16. Eksempel. For a t finde en lØsning ti l ligningen 

<p(x) -l: e-IX7YI<p(y)dy = lxl e-lxl 

sætter vi 

K(x) = e-lxl , f(x) = lxl e-lxl 

og udregne r den transforme rede 
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2Re[e-x ixy d x 2Re(o""'e ( -1 +iy)x dx e = = 
o 

r8 (-1+iylJ 00 

2Re 2Re 1 2 -1+ly = 1-iy = -~-2 
X= O 1+y 

og tilsvarende, idet der benyttes en delt integration 

Ef(y) =L: lxl e-lxl eixy dx = 2Re !ooo x e(-1+iy)x dx = 

2Re 

-2 Re ~-~~1+iy)~ ""'= 

L ( -1 +i y) J X=O 

Altså er 

1 - EK(y) = 1- _ _"~"... 
1 +y 

og (7) giver, idet A = 1, 

1 2 :&p(y) = 2 • __ -y2 2 
( 1 +y ) 

ro""' - 2Re fr 
e(-1+iy)x 

1+. -dx= - lY 

2 Re -.;..1 -~ 
(1-iy)

2 

2 

== ~' 
y +1 

2 
Li1. = 2 
y -1 

-2 
-:--2 ' 1 +y 

og ved sammenligning med det foregående ser vi, at 

cp(x) = -e-lxl' 

• 

og da denne funktion tilfredsstiller alle betingelser, kan vi 

slutte, at vi ved indsættelse af cp(x) i ligningens venstre side 

får en funktion med samme eksponentialtransformerede som furut

tionen på hØjre side, altså, at cp(x) er en lØsning. Vi ved også~ 

at cp(x) er den eneste kontinuerte lØsning, som er absolut inte

grabel og tilhØrer C'(J-=s=[), men vi kan ikke udelukke eksi-

stensen af lØsninger, som ikke tilhØrer denne fUnktionsklasse. 

17.17. Svarende til et reelt tal p har vi en translation 

T :R på R defineret ved T (x) = x + p. Som bekendt udgØr disse 
p p 

translationer en gruppe isomorf med de reelle tals additive grup-

pe, idet T ~ T = T • Til en fUnktion f:R ind i C svarer for 
p q_ p+q_ 
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hvert reelt p en forskudt funktion f 9 T , og for funktionsværdi
p 

erne gælder relationen 

:f(x+p) = :f o T (x). p 

Eksempel. Ved direkte regning :fås~ hvis f er absolut inte-

grab el 

E(:foTP) (y) = l: :f(x+p) ~Y dz = e-iPY l :f( u) ~uy du = 

e--!PY Ef. 

For g(x) = Jpx får vi på den anden side 

E(:fg)(y) = [oo f(x) ei(p+y)x dx = E:f(p+y) = (E:f);Tp\~). 
,-oo 

Lad F betegne mængden a:f afbildninger f:R ind i C organi-

seret ved sædvanlig addition ng multiplikation. Hver afbildning 

T inducerer en afbildning~ :F ind i F, idet vi sætter ~(:f)= p p p 

:foT • Det er klart, at ~ er en isomorfi med hensyn til begge p p 

regneoperationer, og det er klart, at også afbildningerne ~p er 

organiserede som en gruppe, idet ~ o~ = ~ , og denne gruppe 
p <l p+q_ 

er igen isomorf' med de reelle tals additive gruppe. 

17.18. I det :fØlgende vil vi betragte klassen C' a:f :funk

tioner, som er stykkevis kontinuerte på ]-oo,=[, d.v.s. funk

tioner f:]-oo,oo[, som i ethvert endeligt interval hØjst har ende
dis 

lig mange diskontinuitetspunkter, og som i hvert"kontinuitets-

punkt har en grænseværdi fra hØjre og en grænseværdi :fra venstre. 

Det reelle tal p kaldes en rreriod~ :for :f E C', såfremt :f er 

11 i det væsentlige fikspunkt 1
' :for ~ , altså hvis p 

Dette er ensbetydende med, at ligningen 

:f(x+p) = :f(x) 

er opfyldt :for alle reelle x, der ikke tilhØrer en vis undtagel-

sesmængde, som hØjs t indeholder endelig mange reelle tal :fra hvert 
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ende~igt interval. 

Af 

fØlger umiddelbart 

f ~ 'r -Jf), 

så vi ser, at mængden af perioder for f er en undergruppe i de 

reelle tals additive gruppe. 

Det er klart, at tallet O er periode for enhver funktion. 

Det er ligeledes klart, at en funktion har alle reelle tal som 

pGrioder, hvis og kun hvis den er i det væsentlige konstant. 

Hvis p ikke er periode for f, kan vi finde x
0 

E ]-=,=[, 

således at x
0 

og x
0 

+p er kontinuitetspunkter for :f og :f(x
0

+p) 

f :f(x
0

)o Vi sætter lf(x
0

+p)j =k> O, og da funktionen 

:f(x+p)-:f(y) er kontinuert i R x R kan vi bestemme h, således at 

:f(x+p) f. :f(y) :for lx-x
0
1 <h, IY-~1 <h, 

hvilket viser, at intet tal i intervallet [p-~,p+~] er periode 

:for f eller, anderledes udtrykt: 

Mængden af perioder :for :f er afsluttet. 

Lad os nu antage, at f har andre perioder end o, men at 

ikke alle reelle tal er perioder :for fo Der :findes da et inter

val I= [g,g+h], h> o, som ikke indeholder perioder for f. 

Hvis et positivt tal s < h var periode :for f, ville alle nh, 

n hel, være perioder :for f, men det er umuligt, da I ikke inde-

holder perioder. Altså har :f ikke vilkårligt små, positive 

periodero Hvis P er mængden af positive perioder for f, har vi 

in:fP =p E P, da P er afsluttet, og p er da den mindste positive 

periode. Er nu g en villeårlig periode :for f, kan vi finde et 

helt tal n, således at 

np ~ g < (n+1 )p, 
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men nu er q - np periode for f og O ~ q - np < p, og da p var 

den mindste, positive periode for f, får vi q= o. Altså omfatter 

mængden af perioder for f præcis alle hel tallige multipla af 

det positive tal p, som kaldes den ELLmtti~ periode for f. 

17.19. Med C(p) vil vi betegne mængden af stykkevis konti

nuierte funktioner med periode p, og med C1 (p) vil vi betegne 

mængden af stykkevis kontinuert differentiable funktioner i C(p). 

Vi har al t så 

a l (p) = a (p) n a l ( J -oo ,oo [ ) • 

Funk ti ansklasserne a(p) og a l (p) er organiserede som line-

ære vektorrum på naturlig måde, og desuden ved den sædvanlige 

multiplikation" Division er mulig, når divisor ikke antager 

værdier vilkårlig tæt ved O. 

Når vi taler om,at en funktion er periodisk, mener vi, at 

den har en periode p t o. Kanstan terne er altså periodiske 

funktioner. Regning med periodiske funktioner med O som eneste 

fælles periode fØrer normalt ikke til periodiske funktioner. 

De periodiske funktioner udgØr derfor ikke en helt naturlig 

funktionsklasse, sådan som funktioner med en bestem periode 

gør det. 

En funktion f på et halvåbent interval [a,b[ kan udvides 

til en periodisk funktion, idet 

f~~ (x) = f( x - [F:~] (b-a)), 

hvor den firkantede parentes har samme betydning som i lærebogen 

side 201, har periode b-a og tilfredsstiller 

f* (x) = f (x) for x E: [a, b [ • 

Derfor vil de resultater, vi i det fØlgende skal udlede for 

periodiske funktioner, også kunne udnyttes for funktioner i et 

begrænset interval. 
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Hvis f har periode p, og g betegner den lineære afbildning 

y = ~ x~ vil føg være den ved y = f(~ x) definerede funktion, 

og det ses, at fog har periode q. Ved hjælp af denne substi-

tution overføres funktioner med periode p i funktioner med 

periode q, og det vil derfor være nok at gennemfØre de nærmere 

undersøgelser for funktioner med en speciel periode, og det er 

da rimeligt at vælge perioden 2rr, fordi de mest fundamentale 

periodiske furu{tioner er kommet til verden med netop denne 

periode. Det drejer S;ig om funktionerne eix, cos x og sin x, 

hvis fundamentale rolle i denne sammenhæng yderligere under-

streges af disse undersøgelser. 

/~ ~ En ligelig k-on~·-erge~-; ræk~--~ 
~ . . ~ 

s(x) = A + \ (A e 1 nx +A e-lnx) = 
o L n -n 

n~1 

(an cos nx + bn sin nx), 

hvor 

= i(A - A ) n -n ' 
1 1 = 2 an - 2i bn' 

fremstiller en kontinuert funktion s E C(2rr). Ved ledvis inte-

gration ses det, at 

An = 23r (r s (x) 
rr 

-inx e dx, n = O, + 1, + 2, ••• , 

og 

a = 1 [rr s(x) cos nx dx, b = 1 [ffs(x) sin nx dx. n rr n rr 
""1T -rr 

Vi bemærker i denne forbindelse, at periodiciteten be-

virker, at integralernes værdi ikke ændres, når integrations-

intervallet erstattes med et vilkårligt andet interval af 

længde 2rr, en bemærkning vi også vil udnytte i det fØlgende. 



Mat. 1, 1960-61 MA 17.20. 

17.21. Lad nu f' være en vilkårlig f'unktion f'ra C(21T). Vi 

sætter nu 

An= i; [1Tf'(x)e-inx dx, 

-1T 

og den dobbelt uendelige række 

kaldes da Fourierrækken f'or f'(x), og vi skriver 
00 

f'(x) "' L An einx • , 

resultater::-: foregående afsnit er det rimeligt a~ Ef'ter 

vente, at Fourierrækken under visse betingelser i en eller an

den f'erstand konvergerer mod f'(x), eventuelt netop således, at 

sym::~f::;:;~f~~-e-in~-- ----- . -~-- -- ( 

n~-N \ 
konvergerer mod f'(x) i alle kontinuitetspunkter. Iet viser sig ~ 
dog, at dette ikke er tilf'ældet f'or alle f'unktioner i C(21T), ikke 

engang f'or de overalt kontinuerte. Derimod skal vi vise, at det 

f'or f'unktionerne i C1 (21T) gælder, at Fourierrækken konvergerer 

i den nævnte f'orstand. 

For at vise dette indf'Ører vi f'unktionen 

n 

l ~(x) = 
.._., 

r eiq_x = e -inx 

q=-n 

e(2n+1)ix _ 1 
eix - 1 

l 
e(n+~)ix - e-(n+f)ix - sinln+t)x 

e2 ix _ e-t ix - sin} x • 

= 

t vi udnytter det f'Ørste udtryk f'or K (x), f'år vi n 
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Af 

og 

~~ ~f(x+t)Kn(t)dt ~ 
-~ 

n 

I 4 -iq_x -e 
' 2~ 

q_~-n 

f(u)e~q_u du = r
rTT+X • 

-']Tl-x 

n r A -q_ 

q_=-n 

det fØrste udtryk for Kn(x) fØlger endvidere 

vi får 

(Kn(x)dx 
o 

= { Kn(x)dx ~ ~, 

o -~ 

derfor 

; ~f(x+t)Kn(t)dt - f(x+) = 
o 

t f(f(x+t) - f(x+))Kn(t)dt = 
o 

1 rr(x+t) - f(x+) t ( 1) ~ t . sin}t sin n+2 t dt, 
o 

idet vi her benyttede det sidste udtryk for Kn(x). De to fØrste 

faktorer i integranden giver en begrænset funktion fra C'(]o,~]) 

og integralet går derfor mod O for n~= ifØlge resultatet fra 

begyndelsen af 47.5. Analogt vises, at 

4 ro -. f(x+t)K (t)dt - f(x-) 
~ n 

. -rr 

går mod O for n~=, og vi får derefter ved addition, at 

~ sn(x) = !(f(x+) + f(x-)), 

hvilket specielt viser, at Fourierrækken konvergerer i alle kon-

tinuitets:punkter for f. 

17.22. Den ovenfor benyttede hjælpefunktion 
n 

Kn (x) = r eiq_x ~ 

q_=-n 

sin{n+t,-2x 
sin! x 
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kaldes Dirichlets kerne. Vi bemærker, at 
CQS W 

Kn(x) = sinfx sin(n+f)x _ ~nx- (n+1)x 
siii2 }x - 2 siiTJ t x ' 

og vi får derfor 
n-1 r Kq(x) 

CJ.=O 

Funktionen 
n-1 

= 

n 

~ (n-l q j )eiqx 

CJ.=-n 

sin2 ~x· 2 

n 

L n (x) = ~ [ K q (x) = L 
CJ.=O 

1 - n x 
= 2 sin2 tx- = 

kaldesFejers kerne (L. Fejer, 1880-1959 ungarsk matematiker, 

især kendt for de her omtalte undersøgelser). Den har egenska-

berne 

1) ~ {"Ln(x)dx = 1, 
-rr 

2 ) O ~ L n (x) ~ 1 x • 
n sin2 2 

Det fØrste resultat fås ved ledvis integration. Med de i begyn

delsen af 17.21 indførte betegnelser har vi nu 
n-1 

~ r sn(x) = ~ /"f(x+t)Ln(t)dt, 

CJ.=O -rr 

og på grund af 1) kan vi skrive 
n-1 

~ L sn (x) - f(x) = ir r (f(x+t) - f(x) )Ln ( t)dt, 

CJ.=O -ff 

og på grund af ulighederne 2) fØlger heraf 
n-1 

l* rsn(x)- f(x)r S .LJrrr l l - 2ff f(x+t) - f(x) Ln(t)dt. 
-rr 
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Vi vil nu antage, at f(x) er kontinuert ~or alle x. Vi sæt:\ 

ter M == sup f}r(x)jlx E ]-oo,OQ[ J. Lad e > O være givet. Vi l{an da 

vælge h> o, således at jf(y)- f(x)l ~~for lY-XI ~h. Dette 

fØlger af, at f(x) er ligelig kontinuert i [-2rr,2rr] og periodi-

citeten bevirker, at et h > O svarende til dette interval, kan 

benyttes for alle x og y. Altså er 

~ • ~rr r Ln (x) dx == ~ • 
-rr 

På resten af integrationsintervallet kan integranden på 

grund af den sidste ulighed 2) ikke overstige 

og for 

har vi derfor 

når blot n er 

lim 
n--7oo 

n s~~\t, 
2 

n-1 

~~r sn(x)- f(x)l ~e, 
g_:::O 

tilstrækkelig stor. Altså gælder 
n-1 

~ L sn (x) = f(x), ligeligt i x. 

g_=O - .. 

17.23. Sætningerne om konvergens gælder selvfølgelig uæn-

dret, når perioden er p i stedet for 2rr, men formlerne får nu 

fØlgende udseende: 

hvor 

( 
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= SJ:., A w p n =; ~P~(x)e-inwx dx 

o 

MA 17.24 

17.24. Som eksempel vælger vi den funktion med perioden 

21T, som er givet ved 

G 
for -rr < x < 'Tf 

f(x) = 
for x = +Tr, 

og vi får da 

1 !'Tf -inx 
dx = ~1r[x -1nxf' j_ re-inx 

An = - x e e. + d x = 2Tr -1n 21r in 
-'Tf -rr -rr 

le-in~l'Tf-n2 J - 1 
~ -rr 

( -·1 )n 
n ' 

for n + O, og 

Vi udregner 

An einx + A_n e-inx = i(-~)n(einx- e-inx) = (-1)n+1 ~sin nx, 

og vi har således fundet den konvergente rækkeudvikling 

f(x) 
oo r )n-1 

= 2 r .\-1n sin nx. 

n=1 

For x=~ genfinder vi Leibniz'+ rækkeudvikling for ff· 
17.25. Funktionerne eiAx, cOSAX og sinAX kaldes harmoniske 

svingninger på grund af den rolle, de spiller i fysikkens 

svingningsteori. En periodisk funktion er også en svingning, og 

funktionens Fourierrække kan betragtes som en fremstilling af 

funktionen som en sum af harmoniske svingninger. Leddet A
0 

er 

ligevægtsstillingen, om hvilken svingningen foregår. Leddene 
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med index 1 og -1 udgør tilsammen svingningens grundtone, og 

alle de øvrige led er svingningens overtoner. Med en fra optik

ken hentet glose betegnes tallene nw, n hel 9 w=§[ i forbin-p 

delse med tallene An' som funktionens spektrum, idet svingningen 

fortolkes som lysbØlger, og Fourierrækken svarer til lysets 

opspaltning i spektrallinier. Man siger derfor, at en periodisk 

funktion har et diskret spektrum. For de stykkevis differenti

able, absolut integrable funktioner på ]-~,~[ har vi i fremstil

lingen ved hjælp af den Fouriertransformerede 

f(x) = ~ l: Ef(y) e-ixy dy 

et eksempel på en oplØsning af f i en kontinuert familie af 

harmoniske svingninger, og vi siger derfor, at funktionen f(x) 

har et kontinuert spektrum. 

SpØrgsmålet om nærmere karakterisering ved strukturelle 

egenskaber af de fUnktioner, der kan fremkomme ved overlejring 

af hØjst tællelig mange harmoniske svingninger, lØstes i 1924 

af Harald Bohr ved indførelsen af de næstenperiodiske funktio-

ner, som i en lang periode var et af hovedemnerne for dansk 

matematisk forskning. 
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Rettelser til Mat. 1, MA. 

MA 1 .2 1.6 f.o. Andet summationstegn skal have grænse oo. 

MA 1.4 1.3 f.n. Det tilfØjes: "idet vi nu må forudsætte p hel". 

MA 1 opgave 11~ I anden linie rettes< n til~ n. 

MA 3.2 1.7-9 f.o. Teksten ændres til fØlgende: 'Ua de kan give 

anledning til forveksling med SI~ y o.s.vo 11 

~M 3.3 1.3 f.o. c~ rettes til c~· 

1.4 f.n. Det andet ulighedstegn er overflØdigt, og i 

sidste brØks tæller skal der numerisk tegn om x. 

Ml-\. 3 opgave 4. I anden linie skal Arg være Are, og det sidste 

udtryk i opgaven skal være Are sin(tg ~-sin 3). 
MA 4.1 1.3-4 f.n. Der er faldet en linie ud. Mellem linie 3 og 

LJ. f .n. tilfØjes: 11 en løsning; speciel t har ligningen 

ax =a, hvor a+ O, en og kun 11
• 

MA 4.2 1.1-3 f.o. Meningen med dette er, at et (uordnet) lege-

me ikke behøver at have uendelig mange elementer. Man 

kan f.eks. danne et legeme med blot 2 elementer. 

MA 4.2 Slutningen af fØrste stykke af afsnit 4.3 formuleres 

således: 

Der er et sammenspil mellem ordningsrelationerne 

og regnereglerne, idet summer og produkter af positive 

tal er positive, og hvis et tal a er negativt, da er 

-a positivt. Det er let heraf at udlede de kendte reg-

neregler for uligheder. 

MA 4.3 Det afsnit (midt på siden), der begynder med 11Vi vil 

sædvanligvisil, erstattes med fØlgende: 

Vi bemærker, at konvergensdefinitionen også kan 

skrives på den kortere form 
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~~ 4.4 ~snit 4.6 skal begynde med: En ikke tom talmængde •••• 

MA 4.5 1.5 f.o. Efter "med -W' indfØjes "den mængde 11 ~ 

1~13 f'.o. "ikke begrænset 11 rettes til 11 ikke tom". 

MA 4.6 1.4 f.n. hØjre side kan også skrives f(M)+g(M). 

1.1 og 2 f.n. Der mangler M to steder (under inf og sup). 

MA 4~8 1.1 f.n. rrpunkt" rettes til 11 tal 11 (også på den fØlgende 

side 1.5 f.o.). 

MA 4.9 1.7 f.n. AN rettes til aN. 

MA 4.10 1.5 f.o. an > b rettes til an > b. = 
1.9 f.o. Der mangler N E: :N under inf. 

1.16f. o. 11 li N E: N " sup. 

MA 4.12 1.1 f.o. Parentesens første led skal være Iam-ani· 

1.7 f.o. aN+1 rettes til aN+1 • 

MA 4.13 1.12 f.o. 11 voksende 1
' rettes til "strengt voks ende 1' • 

1.15-16 f .o. ;rkonvergerer" rettes hegge steder til 11 går 11
• 

MA 4.14 1.10 f.n. Efter x = y = O tilf'Øjes liidet x2 > O når 

x :j: O (smgl. side MA Lj .• 2) 11 • 

MA L~.15 1.9 f.n. Der skal stå ]4T,7T]. 

MA 4.16 1.3 f.n. x rettes til a. 

MA 4.18 1.12 :r.o. Efter "Omkring 500 11 tilf'Øjes 11f'. Kr. 11
• 

MA 4 opgave 1 omformuleres til: 11 Gennemf'Ør beviserne f'or de i 

4.2 i sidste halvdel af andet stykke anførte påstande. 

MA L~ opgave 1 O. Af de tre led på hØjre side af lighedstegnet 

ændres det sidste til~ cos~· 

MA 4 opgave 26. I tredje linie skal der stå an+1 i stedet f'or 

a +1. n 

rvlA 5.2 1.3 f'.o. u n,p rettes til Jun,p J • 

MA 5o4 1.14 f.n. k li ;r c. 

MA 5.6 1.3 f.n. Et' ter 11betingelsen11 tilf'Øjes il ,at". 
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M.A 5.7 

MA 5.8 

M.A 5.9 

Ivi.A 5.10 

1.8 f.n. n > n rettes til n > N. ; = 
1.4 f.n. Sidste udtryk i linien skal være ~n-1 (log n)-a 

1.1 f~n. Det første komma skal væk. 

1.5 f.o. n > 1 rettes til n 1 a - > a-1 • 

1.11 f'.o. Der skal stå: "Dette ses, ved at vi v2lger ••• 

1.3 f.n. Under fØrste summationstegn rettes apbp til 

akbk. 

Ivi.A 5.11 1.2 f.o. "faktoren b1
11 rettes til faktorerne bn;r. 

IVI.i\. 5.16 1.3 f.o •. ~ rettes til <. 
N~ 5.20 1.10 f.o. I det sidste udtryk for tg z skal fortegnene 

mellem tællerens og nævnerens led byttes om. 

1.9 f.n. Der mangler et minustegn efter det andet l~g-

hedstegn. 

M.A 5.21 På den sidste halve side ændres Log til log, og log til 

Log (ialt 5 steder). 

li 
• 



J.VfA. 

Kommentarer og rettelser,. 

Side 

MA 6.4. Henvisningen i linie 8 f.n. skal være til opgave nr. 1. 

MA 6.6. I tabellens linie 4 f.n. gælder udtrykket A~oosh x kun fdr 

x E: J 11oo [ • For x E J -'<!>o, .-1 [ må udtrykltet erstattes med 

-Arcosh l x l . 
l 

I tabellens sidste linie skal stamfunktionen ændres til 

1 x+1 Arcoth x =-log-2 x-1 
Formlen nederst på siden burde skrives 

og tilsvarende bør multiplikationstegnet udelades i første 

og tredie linie på side 6.7. 

MA 6.8. I linie 5 f.n. skal intervallet være ]O,oo[. 

I sidste linie skal t 2 rettes til t3. 

MA 6.9. I linie 6 f.o. rettes x> O til u> O. 

MA 6.10.I linie 2 f.o. rettes Aresin til Arccos. 

MA 6.11. I linie 2 f.o. rettes "udbedes 11 til "udledes". 

I linie 8 skal nævneren i den første brøk være 2n-2 og 

fortegnet for den sidste brøk skal ændres. 

MA 6.15. I linie 10 skal indføjes følgende: Reduktion af ligningens 

venstre side giver udtrykket 

x4+x3-2x2, 

og efter division med x(x-1) fås ligningen 

x2+2x = b7 (x2+x+1)+(rx+s)(x-1). 
) 

MA 6.16. I linie 2 f.n. skal den sidste integrand være 

( 1 ( ix -ix) ) 4 
\ 2 i e -e dx. 

MA 6.18. Der mangler et komma efter linie 3 f.o. 



I linie 4 f • o • er d desværre blevet benyttet både som dif,.~ 

ferential tegn i du og dx og som talkonstant. I det mi d te:r.···~ 

terste udtryk er det selvfølgelig talkonstanten. 

MA 6. 21. Kommentar til afsnit 6.17" Hvis integranden indeholder 

netop en kvadratrod af et polynomium af tredie eller fjerde 

grad, kaldes stamfunktionen et el12·J~!i§.k ~ .. ll1:.~.2gr....§1" De 

elliptiske integraler er generalisationer af arcusru· og 

area-funktionerne og de har omvendte funktioner, som Fe 

generalisationer af de trigonometriske og hyperbolske funk·-

tioner. Disse omvendte funktioner er de gJ,dJ:.J~:t.if'i.K~-..:'fl]-12-~:: 

tioner .. Hvis integranden indeholder mere komplicerede rod--

størrelser, får stamfunktionerne ikke omvendte funktjener 

med rimelige egenskaber. Studiet af disse stamfun1\'.:-L:i ''T::.e:c 

er et specielt kapitel af teorien for de såkaldte Abel 1 ske 

integraler. 

Opgave 6. Ordet "den" slettes, 

Opgave 23.Der skal stå : "disE~e funktioners udtryk ved komplekse", 

Opgave 28.På venstre side i den sidste ligning skal der stå 

fn+1(x). 

MA 7.1, 

MA 7.2. 

MA 7.3. 

MA 7.5. 

MA 7.6. 

I linie 10 f.n. rettes "afbildne" til afbildning,, 

I linie 9 f .n. skal der stå (l) = x 2D2·-xD+D0 " 

Udtrykkene i linie 16, 17 f.o. rettes til x 2D2- xD+D0 

og D2+cosx Do. 

I linie 10 og 8 f.n. skal x 2cosx-1 rettes til x 2 cosz+1o 

I linie 6 f.n. mangler et komma foran "betegnern. 

I linie 7 f.o. skal der stå "løsninger til (5)tt, 

I linie 9 f.o. skal D(x) rettes tj_l Dcp(x). 

I linie 10 f.n. skal der stå "Ifølge 6" 18 11 
,, 

I linie 13 f.o. rettes den sidste ligning til 

-A( x) cp=tj;e • 

I linie 11 f .n. rettes "ligningen 11 til nligning 11 ,, 



MA 7.8. Linie 9 fio~ "løsningsfunk-cion" skrives i et ord, 

Linie 15if.o~ I ligningen skal der stå a1D, 

MA 7. 9.. I linie 2 og 4, f. o, skal ·~·logx rettes til ·} v x log.z. 

MA 7.14. I linie 7. f.o. rettes f til F. 
MA 7.14. Kommentar til afsnit 7.14. I praksis er den her skitserede 

anvendelse af de arbitrære konstanters variationsmetode 

ofte mere hensigtsmæssig end den i 7.12 og 7.13 omtalte me

tode. 

MA 7.15. I linie 2 f.n. rettes c til~· 

MA 7.17. I linie 13.f.o. er minustegnet i eksponenten glemt i det 

midterste udtryk, og i det sidste udtryk skal t v2 
være log t v2. 

MA 7.18. I linie 9 f.n. skal stå "tilordner et polynomium PQ? "o 

MA 7.19. Kommentar. Begrebet "isomorfi" er indført eller vil meget 

snart blive indført i kursus i algebra og geometri. 

I linie 8 f.n. mangler et komma foran k= 1, •• ,,P og i 

linie 6 f.n. skal der være en lodret streg foran c1 E b A ••• ~ 

~~A 7. 20. I linie 8 skal c1 rettes til c1• 

MA 7.23. Linie 10 f.o. skal begynde med -t sinx .. 

Linie 7 f.n. Det første led i den sidste parentes skal være 

cos ylogx. 

Opgave 33.Leddet -4D0 rettes til +4D0 • 

MA 8.3. I linie 8 f.o. rettes "kugleomgivelserne" til "kugleomegnen", 

Det sidste udtryk i linie 17 f.o. skal være lz-yl+ly ... xl, 

MA 8.4. I linie 6 f.n. skal "Scharz" rettes til Schwarz. 

MA 8.11. Efter linie 11 f.o. tilføjes "skrives" .. 

MA 8.14 c Linie 9 f.o. Sidste ord skal være "f jern t". 

MA 8 .16. I linie 7 f.n. rettes h(x
3

) til x
3

• 

MA 8.17. I linie 4 f.o. rettes "periodisk" til "kontinuer t 11 
• 

MA 8.18. I fØrste linie rettes "af" til "i". Linie 2 og 3 f.n. er 

ikke korrekt :formulerede. Det er ikke en kontii:mer t :fmik-



tion, men et udtrykj der angiver eh sådan funktions 

værdier, der Uden videre også kan anvendes som defi-

nition af en funktion af flere variable. Man vil da 

sige, at 11 funktionen i virkeligheden ikke afhænger af' 

alle sine variable." 

MA 8.19. I linie 6 f.n. rettes "dens" til 11 deres 11
o 

MA 8.20. I linie 12 f.o. er to ord faldet ud: den afkortede be·-

tegnelse. 

MA 8.22. I linie 17 f.o. mangler t i "simpelt". Det samme gælder 

for ttkontinue rt 11 i linie 19 f. o. 

MA 8.23. I sidste linie rettes 11 er;r til "og definerer." 
x 

MA 8.24. I linie 6 f.n. rettes ~x til _g 
x1 

MA 8.25. I linie 14 rettes "kontinuerte" til "kontinuert." 

MA 8.31. Linie 3 f.n. skal være V A~ S(f(A) ~· i.'(IJJ,. 

MA 8.32. Linie 14 f.o. skal være V x E X(f(:x-) :c: g(:x)). 

MA 8. Opgave 11. Vejledningen i parentesen ændres til fØlgende: 

Lad e være et positivt tal. Der eks1sterer da et N, 

således at 

V m, n ~ N, V q ( l amq -anq l ~ 3) • 
For q~~ fås heraf en ulighed, der viser, at fØlgen 

(bn) konvergerer mod en grænseværdi b, For q~~ fås 

heraf en ulighed, der viser, at fØlgen (b ) konvergerer n 

mod e n grænseværdi b. For m ~ ~ fås yderligere 

v n (; N( lb-bnl ~ §)o 
Ved for fast n ~ N at sammenligne jb-aql med Ib ·-a l n nq 

fås det Ønskede. 

MA. Opgave 17 skulle selvfØlgelig have været formuleret således: 

Find for en mængde M med 2 eller 3 elementer alle af

bildninger U:M ind i :b(:b(M)), som tilfredsstiller 

01 -05 i 8 .11 • 



MA. Opgave 46. Afbildningen i tredie linie skal være f':Roo·x]-1 ,1 [ 

ind i R. 
MA. Opgave 52. I opgavens slutning slettes "ikke" og 11heller 

ikke." 

MA. Opgave 58. Det ene ~ i tredie linie skal selvf'Ølgelig slettes. 



MA 6,4 

MA 6,6 

MA 6,7 

MA 6,8 

MA 6,9 

1. 2 f.o. 

1. 8 f.n. 

l. 2 f.hj 

l. 2 f.n. 

l. 9 f.n. 

l. 6 f.n. 

l. 9 f.o. 

MA 6,11 l. 9 f.n. 

MA 6,14 l. 11 f.o. 

MA 6,15 l. 7 f.n. 

MA 6,16 l. 1 , 1 O og 

14 f.o. 

l. f.n. 

MA 6,18 l. 3 f.o. 

l. 7 f.o. 

l. 6 f.n. 

MA 6,20 1.1 +3 f.o. 

l. 6 f.o. 

MA 6,21 l. 3 f.o. 

MA 6 opg. 1 

MA 6 opg. 25 

MA 6 opg. 27 

Tillæg 
til 

Kommentarer og rettelser. 

MA 

Efter ordet "definition" tilføjes "af en funktion på 

[a - c , b - c] 11 
: 

Efte~ "/ f" tilføjes n f € F( [a, bLln oi. 

I parentesen ændres "nr.· 2 11 til "nr~ 11i. 

Der skal stå "operatorenil og ikke "operationen". 

I nævneren i det midterste udtryk skal eksponenten 

2 flyttes ind til ~. a 

"monoton 11 rettes til "strengt monoton". 

"anvender vi substitutionen" rettes til "substitue-

rer vi". 

Der skal stå XX under integraltegnet, og endvidere 

skal der på højre side af lighedstegnet tilføjes 

+(a+1 )-2 • 

Der skal stå t foroven ved de to integraltegn, og t 

i stedet for x i sidste udtryk. 

Der mangler en parentes om -1 midt på linien. 

I den sidste brøk ændres 2x - 1 til 2x + 1 • 

Der mangler parentes om produktet efter Are tg. 

Der mangler et minustegn i den sidste eksponent. 

"monoton" rettes til "strengt monoton 11
• 

Intervallet skal være åbent til venstre. 

Efter 

føjes 

~ sættes parentes, og inde i parentesen 
v/.2 -1 leddet -log j 2+1 • 

Der skal numerisktegn om tælleren efter log. 

I sidste brøks nævner rettes ~ til t. 

Der mangler faktorer dt på højre side. 

til-

Efter det andet lighedstegn skal der stå v[(-1 )•(-1 )]. 

"log" rettes til "Log". 

Integrallogaritmen defineres sædvanligvis ved 



MA 6 

MA 7,2 

MA 7,7 

MA 7,8 

opg. 33 

l. 8 :f.,Oo 

l. 10 f.o. 

1. 2 f.n. 

l. 1 f.n. 

1. 13 og 

12 f.n. 

1~ 2 f.n. 

l. 11 f.n. 

MA 7,10 l. 12 f.n. 

MA 7,11 l. 15 f.n. 

l. iL~ f.n. 

l. 3 f.n. 

MA 7,13 l. 2 f.n. 

M.ii 7,14 1.13-14f. n. 

l. 11+8 t! 

,, MA 7,21 l. 14 f.n. 

MA 7,23 l. 9 f.n. 

l. 7 f.no 

MA 

log u og afviger således med en konstant fra 

det i C'IJg,, 27 anfØrte udtryk. 

Intervallet ændres til ]o,-[. 

Efter ordet 11 funktionrr'' tilfØjes '1af en reel vari

abel 11
• 

~ ~ f rettes til ~ ~ f, 

Der skal stå q, -·i f. 

Hele linien skal lyde: ''ethvert element af denne mæng

de kaldes en :partikulær lØsning til (3) '1 " 

Intervallet skal være [o,-[. 

Den tidligere omtalte rettelse vedr. dette sted in-

deholder en trykfejl, idet der naturligvis skal ret

tes til ~ 3 v'x log x. 
:J 

Endvidere skulle der i linie 2 have stået 

i stedet :for x under integraltegnet. 

11 selc-i ·' slettes. 

Der tilfØjes .t:posi ti v'' foran ordet '11Øsningsfunktion·' 

Der skal stå ~(x1 ) ~ x
2 

i st. f. ~ O. 

I stedet :for 

eller O''. 

+ i'ctærdien 1 il skal der stå 11 værdien 1 

Ordet ''løsning'' rettes til ''funktion i c1 (I ,R).'' 

A
1 

rettes til. a
1

• 

11 :forsøger om' 1 ændres til ''søger betingelsen :for at". 

a
1 

rettes tll 2.
1 

(p 

Sætningen skal slutte således:'' at g er lØsning til : 

di:fferentiallignj.ngen'', 

·'irrationale 11 rettes til ''imaginære". 

]Jer skal parentes om y log x både efter cos og sin. 



MA 7,24 l. 3 f.o. 

MA7 opg. 10 

MA 7 l! 12 

l 

MA 8~1 l. 7 f .. o. 

MA 8,2 l. 9 f.n .. 

l. 7 f.:h. 

:MA 8,3 l. 1 f.n. 

MA 8,4 

MA 8,5 1. 11 f.n. 

l. 9 f.n. 

l. 14 f.n. 

l. 8 f.n. 

1. 2 f.n. 

Th~ 8,7 1.12-13 f.o. 

l. 8 f.n. 

MA 8,8 l. 8 f.o. 

l. 10 f.o. 

l'viA 

a 21 mangler blandt de nævnte funktioner. 

Opgavens sidste 3 linier slettes. 

I opgavens sidste linie ændres 11 Bestem" til 11 skal 

man bestemme'', og punktummet lige fØr rettes til 

et komma. 

Kommaet efter f:M1 slettes. 

Ordet "kugleomgivelse" er også gængs anvendt i ste

det for 11kugleomegn". 

11kugleomegnens '1 rettes til "kugleomegnes 11
• 

Ordene '1der er her tale om 11 skal opfattes således: 

11 der er ved den i nærværende :paragraf indfØrte 

metrik tale om''. 

"talsæt 11 rettes til 11 reelle talsæt 11
, og samme ret-

telse· foretages på side 8,5 l. 10 f.o. 

Jiifter udtrykket for mængden L tilfØjes 11 med sam-

me metrik". 

]1,0[ rettes til ]0,1[. 

Der skal stå ~ ~ Q - Q, og på l. 6 f.n. strengt 

taget li b - Qll i st. f. li .<l - hil (to steder), men 

normen ændres jo ikke ved en sådan ombytning. 

11 talsæt 11 rettes til 11 reelle talsæt 11
• 

Ordet "er'i sidst i linie 12 ændres til 11 så vil~ 

på grund af 11
, og i linie 13 slettes ordene 11 og 11 

og "vil d.ali. 

Der mangler kvadratrodstegn over højre side af u-

lighedstegnet. 

Denne paragraf er også kommet til at hedde 8,7, 

så der er to paragraffer med det nummer. 

M x M rettes til A x A. 



MA S,10 l. 9 f.n. 

MA S,11 l. 7 f.n. 

MA S,14 l. 16 f.n. 

MA S,15 l. 1 f.o. 

MA S,1t: 1. 11 f.o .. 

l. 12 f.o4 

MA S,1S l. 10 f.o. 

MA S,20 l. 14 f.o. 

MA S,21 l. 4 f.o. 

1.9+10f.o. 

l. 3 f.n. 

MA S,22 l. S f.n. 

l. 5 f.n. 

MA S,24 l. 12 f.n. 

MA S,25 l. 5 f.n. 

MA S,26 l. 16 f.n. 

1.7-6 f.n. 

l. 4 f.n. 

MA S,27 l. 14 f.n. 

MA S,2S l. 7 f.o. 

MA S,29 l. S f.n. 

MA S,32 l. 7 f.n. 

MAS 

MAS 

opg. 20 

opg. 24 

MA 

"følge" rettes til "fundamentalfølge". 

Der mangler en streg under a. 

Der skal stå "skiller rummets punkter". 

Der skal stå henh. "dist1 " og "dist 2", og ligeledes 

i linie 5 Lo. 

"omegn" rettes til "omegne". 

Efter "udgør" tilføjes "f.eks.". 

"afstand f" rettes til "afbildning f". 

Der mangler en halv parentes efter z. 
T2 rettes til Tm. 

På højre side af lighedstegnene skal "dist" rettes 

til "dis7t ". 

Der skal stå dist" begge steder. 

Efter T' skal M1 x M2 rettes til N1 x N2 • 

På højre side af lighedstegnet skal de to K'er ret-

tes til henh. K
1 

og K
2

• 

Der skal stå "kugleomeg.tJ af lu. 
x 

Efi:a:' "S ind i R" tilføjes "begge er kontinuerte". 

"tilordningslov" ændres til "afbildning". 

Den sidste sætning "Endelig er O ..... " slettes. 

Der skal stå "vor definition". 

b E U rettes til b E Å. 

ua rettes til u(a). 

02 rettes til o
1 

ft 

I den første parentes tilføjes =O efter dist(f(x), 

g(x)). 

I tredie linie rettes"rum" til "mængde". 

Anden linie skal begynde sål-ede..s:" ind i [-K, K], 

' v E N, være kontinuerte afbildninger." 



MA 8 

Ma 8 

opg. 25 

opg. 51 

MA 

I opgavens sidste linie tilføjes "T' og" efter orde..t. 

ne "ethvert valg af" • 

f 3 (x) rettes til f 3 (n). 

I første l:Lnie tilføjes "givne funktion" foran ordet 

"er". 



MA 9.5. 

MA 9.6. 

MA 9.9. 

Sætning 9.5.3. begynder: For p ~ q, 

Linie 13 f.n. først rettes til fØrt. 

Kommentar. I betegnelsen for funktionsmængden 

O(A;R; lhlq) = O(lhlq) vil vi sædvanligvis udelade 

numerisk tegnet. Endvidere skrives O( 1) i stedet for 

0(111!11°). 

MA 9.14. Linie 11 f.o. fØlgende rettes til fØlger. 

MA 9.16. Linie 2.fn.: f rettes til f 

MA 9.17. Linie 13 f.n. basissætningerne rettes til basissæt-

tene. 

Linie 9 f.n. l h rettes til l h • -m-m -m m 

~\ 9.19. Linie 4 f.o.: Det sidste led i formlen skal være 

f.~o.6af(g). 
MA 9.21. I linie 2 f .n. rettes 7· til ) • 

MA 9.22. I sætning 9.18.4 skal det næstsidste O i anden linie 

fortolkes som et nul. Også på de næste sider optræder 

bogstavet O sammen med tallet O, men tallet nul optræ

der kun i uligheder~ samt i fOJ. 

MA 9.25. Andet stykke formuleres således: 

Hvis f er differentiabel i den åbne mængde o, 

fås de partielle differentialer ved indsættelse 

af h = O for M E J i de totale differentialer. 
M 

Således er (9.19). 

MA 9.29. I definition 9.24.1 skal O fortolkes som nul i fØrste 

og fjerde linie. 

MA 9.30. I linie 11 f.o. rettes 11 med f 11 til 11 af fu. 

MA 9. Opgave 11. Den uendelige række ændres til 

f n-1(1-z)n, 

n=1 

o g de t s k al vi s e s ~ a t D f ( z ) -1 
= -z 



MA 9. Opgave 18. Afbildningen f:O ind i Rn forudsættes konti-

nuert. 

MA 9. Opgave 23. For~+ O skal udtrykket være llxl!-4 x1x2x3x4 . 

MA 9. Opgave 27. Den sidste koordinat i parentesen ændres til 

ax2 • Desuden tilfØje s antagels en a + O. 

MA 9. Opgave 33. Det skal selvfØlgelig være f:R2 ind i R2 • 

MA 9. Opgave 36. Denne opgave udgår, idet problemstillingen ikke 

er tilstrækkelig klar. 

MA 9. Opgave 40. bijektivt rettes til injektivt. 

MA 10.12. I linie 8 f.o. rettes 10.10.1 til 10.8.1. 

MA 10.13. Tegnet ~~ er ensbetydende med det i den formelle 

logik benyttede tegn eq. 

MA 10.14. I linie 3 f.o. rettes 10.9.1 til 10.8.1. 

I definition 10.14.1 skal der stå homeomorfi eller 

homoeomorfi samt homeomorf eller homoeomorf. Til-

svarende i det fØlgende. 

MA 10.15. I linie 5 f.o. rettes 10.9.3 til 10.8.1. 

MA 10.17. I linie 14 f.o. mangler et komma i dist(a1 ,F1 ). 

MA 10.18. I linie 7 f.n. rettes 10.10.1 til 10.9.1. 

MA 10.21. I linie 12 f.o. mangler en halv parentes lige før 

ligheds tegne t. 

MA 10.22. I linie 12 f.n. skal det første komma selvfølgelig 

være et gangetegn. 

MA 10.24. I øverste linie rettes llhl til h. 

I linie 5 f.oo er der tale om kontinuitet af ®(h;k)k 

som funktion af alle de variable. Idet O< ®(h;k) < 1, 

fås vurderingen 

l®(h2 ,k)k-®(h1 ,o).ol = ®(h2 ,k)lkl ~ lkl, 

hvoraf kontinuiteten umiddelbart fØlger. 

MA 10.25. I linie 10 f.o. skal x understreges. I denne forbin-

delse bØr det tillige understreges, at kravet om 



kontinuitet i _a a~ D ~(x) kun vedrører restriktionen 
q -

a~ Dg_~ til R; n u. 
MA 10.26. Linie 9 ~.o. Der skal selv~Ølgelig stå 11partiel di~-

~erent i a t ion". 

MA 10.27. I linie 13 ~.n. rettes 11 hjælpesætning" til "hjælpe-

~unk t ion". 

MA 10.28. I linie 11 ~.o. rettes 1 til o 
E: o E 1 • 

MA 10.29. I linie 8 ~.n. rettes "~ække~Ølgentr til "række~Ølgen''. 

I linie 6 ~.n. sættes lighedstegn ~oran brØkstregen. 

I linie 7 ~.o. slettes det (2f, der står ovenover 

n(~,d2f) og den manglende understregning i d! anbringes. 

MA 10.32. 
c 2 

I linie 5 ~.o. skal symbolet d hæves så meget, at 

d kommer ud ~or w. 

I linie 11 ~.n. skal cd3 være cd3 . 

MA 10. Opgave nr. 1. SpØrgsmålet rettes til ~Ølgende: Vis, at det 

således de~inerede metriske rum bliver begrænset, men 

at det ~or O < E < 1 ikke kan overdækkes med endelig 

mange kugler med radius E• 

MA 10. Opgave nr. 11. I næstsidste linie rettes ''den" til "dem"., 

MA 10. Opgave nr. 14. I anden linie rettes an2 til an2 • I tredie 

linie rettes q = O til q = n. 

MA 10. Opgave nr. 19 om~ormuleres: Er ~Ølgende sætning rigtig: 

Lad ~:[O,oo[ ind i ]O,oo[ og g:[O,oo[ ind i ]O,oo[ være 

di~~erentiable afbildninger med grænseværdi O i oo. 

Hvis ~ har en grænseværdi c i oo, da har ~ ligeledes 

grænseværdi en c i oo. 

For den, som er dygtig, vil det være en sund 

træning at overveje, hvad der egentlig er i vejen med 

den gamle ~ormulering af opgave nr. 19. 

MA 10. Opgave 29. I anden linie rettes N til n. 



MA 10. Opgave 31. Som yderligere vejledning skal tilfØjes, at 

vendingen: "at hvert punkt har en kugle omegn, i 

hvilken afbildningen er ligelig kontinuert" er helt 

vildledende. På den anden side burde vejledningen 

med denne tilfØjelse være tilstrækkelig. 

MA 10. Opgave 32 viser ikke noget særlig interessant. 

MA 10. Opgave 34 og 35. Det er en god øvelse at prØve at gennem

fØr e nogle af restledsvurderingerne for de i kap i te l 

2 behandlede elementære potensrækker ved hjælp af 

de i disse opgaver fundne forme r f o r restleddet. 

MA 10. Opgave 37. I linie 7 rettes 3k til 3K. 

MA 11 .. 1 .. 

MA 11.6 

MA 11.16 

MA 11.21 

MA 11.24 

MA 11.25 

Det er nok rimeligere i første stykke at skrive f0,1 J 

i stedet for f1 ,2J. 

Linie 10 f.n. ændres til: 

(A ~ I !\ A å b en !\ (A å b en !\ A f Ø) "* A = I , 

I linie 5 f .. o. rettes "derefter" til "derfor". 

Linie 9 f.n. skal ændres til 

/\(q;x,y) = -/\(q;y,x), 

Der skal ikke være punktum efter linie 8 f~n. 

Andet punktum i stykket der begynder med 11.21 er skre

vet 2 gange. Den første udgave af det skal slettes. 

I linie 8 f.n. rettes "kun" til "kan". 

l\1A 11 • Opgave nr. 2 og opgave nr. 13 er ens. 

MA 11. Opgave nr. 9. Mon ikke det sidste ord i opgaven skal rettes 

til "konveks"? 

MA 11. Opgave 10. En løsning står i kapitel 7. Det kan være sundt 

her at løse den ved at benytte, at den kontinuerte af

bildning f 2-f1 afbilder interval på sammenhængende 

mængde. 

MA 11. Opgave 11. "Deltranterne" skal selvfølgelig være "deltre

kanterne". I den følgende linie rettes "trekanten" til 

"trekanter". 



MA 11. Opgave 16. I tredie linie slettes "vi". 

MA 11. 

MA 12.3. 

MA 12.4. 

MA 12.5. 

MA 12.8. 

MA 12.9. 

l\1A 1 2. 11. 

Der mangler en halv parentes til sidst i opgave 35 

og i begyndelsen af opgave 36. I opgave 36 skal "tæl-

lelig" være "numerabel" og ordet "over" sidst på før-

ste side skal slettes. 

I sidste linie rettes "kurven" til "korden". 

Linie 7. Der tilføjes "i de indre punkter af interval-

let". 

I linie 4 f.,o~ indføjes "2 gange" foran "differentia-

bel". 

I linie 7 f.n. slettes det første a på højre side af 

ulighedstegnet" 

I linie 4 f.n~ skal Ap rettes til AP. 

I de 2 første linier er minustegnet i - 1 groet sam
q 

men med brøkstregen, 

l\Unkowski 1 s ulighed gælder kun for p > 1. 

MA 12. Opgave 7. Delintervallet I kan være tomt eller udarte til 

et enkelt punkt. 



1 • 

Mat.2, 1961-62 MA synex 1, 1962. 

Tid: 4 timer. Alle hjælpemidler tilladt. Fem\opgawer korrekt 

besvaret gælder for fuldstændig besvarelse. 

1. En fØlge (an) af reelle tal er opad begrænset og tilfreds-

, ( 1 ) . stiller betingelsen Vn E N an - an+1 ~ n2 • V1s, at fØlgen 

er konvergent. 

2. Find den fuldstændige lØsning til differentialligningen 

3. 

( 2 2 o) vi x D + xD - D X = e , 

Efter 1960/61-noterne skrives ligningen 

2 d 2 d v-x __l + x -X - y= e x, 
dx2 dx 

x E ] O,= [ • 

-2 -2 Lad M~ R være en begrænset punktmængde. For x E R ·sætter 

vi 

p(x) = inffr >O l M~ K(x;r)J, 

idet K(x,r) er den åbne cirkelskive med centrum x og radius 

r. Forklar den geometriske betydning af p(x). Vis, at funk

tionen p antager sin mindste værdi i et og kun et punkt 

'2 x0 E R • 

4. Lad f [a,b] ind i R være kontinuert, og lad a,~ : [a,b] 

ind i R være kontinuerte afbildninger med begrænset varia-

tion. Bevis relationen 

b b b j f(x)da~(x) =l f(x)~(x)da(x) + j f(x)a(x)d,e(x), 
a a a 

idet a~ er produktet af a og~· 

5. Find de punkter P i planen R2
, for hvilke det gælder, at 

ligningen 

( 1 ) 3 2 2 3 x - x y + 2y = o 

fremstiller en kurve gennem P, differentiabel i P og med 

tangent i P parallel med en af koordinatakserne. Vis, at 



2. 

Mat.i, i 96i -62 MA synex i, 1962. 

der for ethvert t t o i R eksisterer netop et punkt i R2 , 

der tilfredsstiller (1) samtidig med betingelsen y= tx. Vis 

derved, at (i) har en entydig bestemt lØsning, som er diffe

rentiabel i (o,o). 

En stykkevis kontinuert differentiabel afbildning f n 
i R er defineret ved 

cos x for lxl ~ (2n+1)~ 

fn(x) = [ 

O for lxl > (2n+i)~. 

R ind 

Find den eksponentialtransformerede Ef og vis, at funktions
n 

fØlgen (T2n!i}; Efn) konvergerer punktvis, men ikke ligeligt 

mod en grænsefunktion. 



Mat" 1 , 1 961 -62 MA synex 2. 1962. 

Hvis 5 opgaver er rigtigt besvarede, regnes besvarelsen 

for fuldstændig. Alle hjælpemidler er tilladt. Tid: 4 timer. 

1. De positive tal x,y og z tilfredsstiller betingelsen 

x+y+z = xyz. 

Vis, at 

Arctg x + Arctg y + Arctg z = rr. 

2. Find en lØsningskurve til differentialligningen 

xy dx - (x3+3x2-4x-12)dy = o, 

som går gennem punktet (1 ,v3). 

3. Undersøg, om fØlgende rækker er konvergente. 

4. 

C>O 

I 
n= O 

sin n/21T 
log(en+1) 

Vis (f.eks. ved 

{1 n -x 

induktion) formlen 

l 
0 

x e dx = n! 

• 

og udregn derefter Riemann-Stieltjes-integralet 

re-x d(x-[x] )h: l ' 

hvor [x] betegner den hele del af x. 

5. En afbildning f:R ind i R er defineret ved 

f(x) = rx los;i1+xy) dy.· 
lo 1 +y2 

Udregn Df og derefter f. 

6. En afbildning f:R2 ind i R er givet ved 

[

O.:f.or·.f-1 =O 
f(!) = 1 

x1x 2Arctg x1 x2 for x1 + O. 

Hvor er f differentiabel, og hvor har f partielle differen

tialkvotienter:? 



1 • 

Mat.1, 1961-62 ·MA. Synex 3~ 

1. Bevis formlen 

oo n-1 

t (log( 1 ~x)) 2 
== 2: (~ L ~)xn, 

n=2 k=1 

og angiv potensrækkens konvergensradius. 

2. I Hilbertrummet R= (noterne 8.7) betragtes mængden M af punk

ter a, for hvilke bn a
2 

er konvergent. Vis, at ~E M, Q E M, - n 
k E R medfØrer k~ E M og~ +Q c M. Vis, at M er overalt tæt 

i :R=, og at Q ikke er indre punkt i M. 

3. Med w betegner vi den ved wf(x) = xDf(x) definerede differen-

tialoperator. Vis, at differentialligningen 

<l? op X = xx, 
hvor p E N, har den ved 

00 n 
f(x) r x = --

(n! )Il 
n=1 

definerede afbildning f : R ind i R som lØsning. 

4. Bevis, at ligningen 

for enhver værdi af x E R er tilfredsstillet af ~n 
~ 

og kun en 

værdi y= f(x). Vis, at den således definerede afbildning 

f : R ind i R er bi jelcti v og d:'.fferentiacel. Vis, a t Df har 

en grænseværdi for x ~ = og for x ~ -=· 
5 .. Udregn 

/

1 2 
( 1 -x ) da (x) , 

-1 

hvor 



2. 

Mat.1, 1961-62 MA. Synes 3. 

6. En funktion f R ind i R har periode 2~ og er for lxl < ~ 

defineret ved 

_ [n(1-nlxl) for lxl ~ ~ 
- 1 

o for n < l x l ~ ~' 
f(x) 

idet n er et naturligt tal. Bestem Fourierrækkeudviklingen 

for funktionen f. 
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