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NAIV MAENGDELARE

1. Zermelo—Fraenkel’s axiomer.

(1.0) Hvad er en maengde? Vi har alle en intuitiv fornemmelse af hvad en maengde
er. Det er en samling af ting, en klasse af objekter, en gruppe af individer, et
aggregat af bestanddele, ... . I disse beskrivelser er indeholdt, at vi kan tale om,
at noget er indlemmet i samlingen, er med i klassen, tilhgrer gruppen, er en del
af aggregatet, ... . I maengdebegrebet ligger altsa en afgreensning af hvad der er
element i en given maengde, og hvad der ikke er. Men hvad er egentlig definitionen
pa en meengde? Pa den ene side har vi en raekke samlinger, som vi med sikkerhed
synes er mangder. Hvem vil f.eks. ikke som meengde acceptere samlingen af de tre
spgrgsmaltegn herunder
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Pa den anden side har vi visse samlinger, som vi ngdig vil acceptere som mangder,
f.eks. samlingen af alle maengder, idet accepten af sadanne samlinger som maengder
fgrer til paradoxer.

Spgrgsmalet "Hvad er en maengde?” er saledes ikke uinteressant. Overraskende
nok er der endnu ingen, der har kunnet besvare det tilfredsstillende!

(1.1) Lad os antage, at vi har mgdt en matematiker, som heevder at have besvaret
spgrgsmalet og dermed har en sakaldt model for meengdeteori. Inden vi hgrer svaret,
gor vi opmaerksom pa, at svaret skal opfylde en raekke krav, for vi synes at det er
tilfredsstillende.

Forst og fremmest vil vi kraeve, at nar A er en maengde, sa er det et veldefineret
udsagn at sige, at "a er element i A ”. Er dette opfyldt, skriver vi

a€ A,
og Vi siger ogsa, at a tilhgrer A eller at A har a som element eller at A omfatter

elementet a. Videre kraever vi, at der geelder det sakaldte

IDENTITETSPRINCIP. To maengder er identiske, hvis og kun hvis de har de samme
elementer.

Er A og B mangder (i denne model), vil vi sige, at A er en delmengde af B eller
at A er indeholdti B, og vi skriver

ACB (eller B D A),
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hvis ethvert element i A er element i B. Identitetsprincippet udsiger altsa, at der
geelder
(ACBABCA)= A=B.

Maengden A er en egte delmaengde af meengden B, og vi skriver A C B, hvis A C B
og der findes et element b i1 B, sa at b ikke tilhgrer A.
De gvrige krav formuleres nedenfor i form af sakaldte axiomer.

(1.2) SPECIFIKATIONS—AXIOMET. Hvis p(z) er et udsagn med én fri variabel x [et
sakaldt preedikat] og A er en maengde, sa eksisterer der en maengde, hvis elementer
netop er de elementer a € A, for hvilke p(a) gealder.

Af identitetsprincippet folger, at der er netop én maengde med denne egenskab.
Vi betegner den

{zreAlp(z)}.
Det er gjensynlig en delmaengde af A.

BEMARKNING 1. Vi kraever ikke, at der til hvert praedikat p(x) findes en maengde,
der som elementer har ethvert z, for hvilket p(x) geelder. Findes der imidlertid for
et givet preedikat p(x) en sadan meengde F, ser vi, at meengden {x € E | p(x)} som
elementer har praecis de x, for hvilke p(x) geelder. I sa fald siger vi, at preedikatet
p(x) er mengdebestemmende , og maengden ovenfor betegner vi

{z|p()}.
Vi siger, at den er specificeret ved praedikatet p(z).

BEMARKNING 2. Vi kraever ikke, at elementerne i en maengde ikke selv er maengder.
Tveertimod spiller som bekendt maengder af maengder en betydelig rolle i matematik,
og det er faktisk enklest og ikke nogen indskraenkning at antage, at hvert element i
en mangde selv er en maengde.

Vi kan sagtens forestille os maengder A og B, sa at vi bade har B C A og B € A.
Specielt kraever vi ikke, at en maengde ikke ma veere element i sig selv (men det er
nu ikke nemt at forestille sig en meengde, der er element i sig selv).

Er A en given maengde, kan vi betragte masengden

B:={xcA|z ¢z}

Mezngden B er en delmaengde af A. Men B er ikke element i A! Thi var B € A, ville
vi fa modstriden
BeB < B¢B.

Heraf fas: For hver maengde A findes en meengde B (endda en delmaengde af A), som
ikke er element i A. Specielt fas:

RUSSELL’S PARADOX. Ingen mengde kan have alle meengder som elementer.
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Anderledes udtrykt: Praedikatet ”x er en meengde” er ikke maengdebestemmende.

(1.3) PAR-AXIOMET. Til to meengder A og B eksisterer altid en maengde, der som
elementer har bade A og B.

Af specifikationsaxiomet fglger sa, at der findes en maengde, hvis elementer netop
er A og B. Vi betegner den {A, B} og kalder den det uwordnede par bestaende af A
og B. Den specificeres ved

{A,B} :={z|z=AVaz= B}
Hvis A=B, skriver vi blot {A} for {A, A}, altsa

{A} :={z |z =A}.

(1.4) SUM—AXIOMET. Til hver mangde C af meengder eksisterer en meengde, der
som elementer har ethvert element, der er element i en af de mengder, der tilhgrer
C.

Vi kalder den foreningsmaengden af maengderne i C, og vi betegner den UCeller
Uxee X. Den specificeres ved

UC:={z|3X: X eCArxe X}

Er C = {A, B} skriver vi ogsa AU B for foreningsmaengden U{ A, B}.

BEMAERKNING 1. Gentagen anvendelse af Sumaxiomet og Paraxiomet tillader til
endelig mange givne maengder Aq,..., A, at definere meengden {Aq,..., A,}, hvis
elementer netop er de givne endelig mange maengder.

BEMARKNING 2. Vi har ikke behov for et axiom for at definere fellesmaengde : Hvis
C er en maengde af maengder og der findes elementer i C, specificeres faellesmaengden

ved
NC:={z|VX : XelC=ze X}

[Hvorfor er forudsaetningen om at der findes elementer i C ngdvendig ?]. Er C =
{A, B}, skrives AN B :={A, B}. Er intet x element heri, kaldes A og B disjunkte
. Overskudsmangde A\ B specificeres ved

A\B:={z |z € ANz ¢ B}.

(1.5) POTENS—AXIOMET. Til hver maengde A eksisterer der en msengde, der som
elementer har enhver delmangde af A.
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Af specifikationsaksiomet folger sa, at der findes en maengde, hvis elementer netop
er delmeengderne af A. Vi kalder den A’s potensmangde (”mengden af delmaeng-
der”), og vi betegner den P(A). Den specificeres ved

P(A) :={z |z C A}.

(1.6) UDSKIFTNINGS—AXIOMET. Hvis p(x,y) er et udsagn med to frie variable z,y
og A er en maengde, saledes at der for hvert element a i A findes en maengde, der som
elementer har ethvert y for hvilket p(a,y) gaelder, sa eksisterer der en mangde, der
som elementer har ethvert y for hvilket der eksisterer et element a i A sa at p(a,y)
geelder.

Anderledes udtrykt: Hvis der for hvert element a i meengden A geelder, at preedi-
katet p(a,y) er maengdebestemmende, sa er ogsa preaedikatet "Ja : a € A A p(a,y)”
maengdebestemmende.

(1.7) De foregaende axiomer har udtalt sig om, at der under visse forudszetninger
(om visse maengder) eksisterer nye maengder (med visse gnskede egenskaber). Vigtigt
er derfor ogsa

EKSISTENS—AXIOMET. Der eksisterer en maengde.

Heraf fglger, at praedikatet "z # 2”7 er maengdebestemmende. Den specificerede
maengde kaldes den tomme maengde og betegnes (). Den er karakteriseret ved at
intet z er element i ().

Ud fra den tomme mangde () kan vi indse eksistensen af yderligere en rackke
mengder. F.eks. er {(}} en meengde, jfr. (1.3), og den har et element (nemlig () og
den er derfor forskellig fra (), som ingen elementer har. Tilsvarende ser vi at msengden
{0,{0}} er forskellig fra bade §) og {0}. Bemserk, at vi har

De{d} og 0C{0}.

Af Russell’s paradox og Bemaerkning (1.4)(1) folger, at der ma veaere uendelig mange
maengder.

(1.8) Af de foregaende axiomer fglger som naevnt, at der er uendelig mange maengder.
Men det sikrer ikke, at der eksisterer en maengde med uendelig mange elementer. For
at sikre en sadan eksistens (i en preecis betydning) kreever vi

UENDELIGHEDS—AXIOMET.  Der eksisterer en ikke-tom msengde N af meengder,
saledes at der for hvert A € N findes et element B € N' med A C B.

(1.9) Ovenstaende er de 8 krav, vi stiller til et svar pa spgrgsmalet "Hvad er en
maengde?”. Efter at have formuleret disse axiomer opdager vi imidlertid, at vi slet
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ikke behgver at kende svaret. Alene udfra axiomerne kan vi udlede de begreber og
saetninger, vi kender fra den elementeere maengdelsere. Uden at ga i detaljer naevner
vi:

(1.9.1) Til to maengder A og B findes en maengde A x B, kaldet det cartesiske
produkt , hvis elementer er ordnede par (a,b), a € A, b € B.

(1.9.2) En relation R er en meengde, der er delmaengde af et cartesisk produkt
A x B for passende maengder A og B. Relationens venstre—-domane er maengden

domyR :={z|3Jy: (z,y) € R},
og dens hgjre-domene er maengden
dom, R :={y|3z: (z,y) € R}.
For hver relation R er ogsa den inverse
R~ :={(y,2) | (z,y) € R}
en relation, og er S endnu en relation, sa er ogsa den sammensatte
SoR:={(x,2) | Jy: (z,y) € SA(y,2) € R}

en relation.

(1.9.3) En afbildning er en relation f, som opfylder:
Va,yzi (o) €fA(nT) Ef B y==

Afbildningens hgjre-domaene kaldes ogsa dens domene eller definitionsmengde og
betegnes domf. For hvert element x € domjf findes altsa netop et element y, sa at
(y,z) € f. Det kaldes f’s verdi i x og betegnes y =: f(z).

(1.9.4) En afbildning f siges at veere en afbildning fra A til B , og vi skriver
f:A— B,

hvis domf = A og dom; f C B. Mzngden af afbildninger f : A — B betegnes B4
[Hvorfor er det en maengde?]. For hver meengde A er den identiske afbildning Ida
(eller 1,4) bestemt ved

Idg ={(y,z) e AxA|z =y}
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Er A C B en delmangde, kan den identiske afbildning Id 4 opfattes som en afbildning
(kaldet inklusionsafbildningen ): A — B.

(1.9.5) En afbildning f : A — B er injektiv , hvis der for alle elementer a; og as i
A geelder

fla1) = f(az) = a1 = a,

den er surjektiv , hvis der for alle elementer b i B geelder
da:a€ AN f(a)=0

og den er bijektiv , hvis den er bade injektiv og surjektiv. I sa fald er f~! en
afbildning: B — A.

(1.9.6) Er f: A — B en afbildning, defineres for hver delmangde A’ C A billedet
eller billedmaengden af A’ ved

fA) ={yeB|Tz:ze A A f(z) =y}

Billedet betegnes ogsa
fA) = {f(z) |z € A"}

For hver delmeengde B’ C B defineres urbilledet eller originalmaengden for B’ ved
fY(B):={zxc Al f(z) e B'}.

Er B’ = {b}, hvor b € B, skrives ofte f~1(b) for f~1({b}).

(1.9.7) Er f : A — B en afbildning, defineres for hver delmaengde A’ C A en
afbildning f|A’: A" — B, kaldet restriktionen til A, ved

flA = A{(y,z) [z € A" Ny = f(x)}.

(1.9.8) Er f: A— Bogg: B — C afbildninger, sa er ogsa den sammensatte
relation en afbildning

gof:A—C (med go f(x)=g(f(x)),zec A).

Af og til udelades tegnet ’o’, saledes at den sammensatte afbildning blot skrives

gf : A—C.
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(1.9.9) En afbildning F': I — C, hvor C er en meengde af maengder, kaldes ogsa en
familie af maengder , og meengden I kaldes familiens indexmaengde . Afbildningen
F’s veerdii et element i € I betegnes ofte F;, og vi skriver F' = (F});c;. Afbildningens

venstredomaene, altsa billedmaengden F'(I), er maengden
{F; |iel}

og denne mengdes foreningsmeengde (jfr. Sum-aksiomet) betegens

U F; eller U{FZ |ie1}.

iel
Er U denne foreningsmeengde, defineres produktmaengden af familien F' ved

[[Fi={zl2cU" AViel:az()ecF}.
el

For hvert index j i indexmaengden [ er den j-te projektion defineret ved

pry = Ao | e [T B ny =)}

Projektionen er en afbildning

prj: HFZ — Fj.
el

(1.9.10) Endelig indses v.hj.a. Uendelighedsaxiomet, at der eksisterer en meengde
N, som opfylder de krav vi stiller til maengden af naturlige tal, jfr. talsystemets
opbygning. Og sa kan vi jo opfatte vores saedvanlige talsystem, som noget der findes

i denne teori.

Bemeerk, at vi for afbildninger med domaene IN bruger seedvanlige notationer: For
en afbildning f : N — A skrives ofte f = (f1, f2,...), og for en familie af maengder

F : N — C skrives ofte

{Fl,FQ,...} = {FZ|2€N},

F1UF2U...Z: UFZ og
€N
F1><F2><...Z: HFl

i€EN
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(1.10) Meengdelaere kan datere sin fgdsel til 1874, hvor Georg Cantor som den fgrste
betragtede samlinger af reelle tal, som ikke a priori var ”angivet ved en opskrift”.
I sidste del af 1800-tallet udvikledes meengdeleere ud fra det synspunkt, at den var
en del af logikken, saledes at dens principper kunne udledes af de logiske principper.
Dette synspunkt blev anfaegtet, da Bertrand Russell formulerede sit paradox i 1903.

Den fgrste axiomatiske opbygning af maengdelaere skyldes Ernst Zermelo i 1908.
At Zermelo’s axiomer yderligere burde suppleres en lille smule blev klargjort i arene
derefter, af bl.a. Abraham Fraenkel i 1922, og de axiomer vi har skitseret er essentielt
Zermelo— Fraenkel’s axiomer (ZF-axiomerne ). Det skal dog understreges, at den
stringente opbygning af en sadan axiomatisk meengdelsere kraever en ngjere preecision
af hvad (matematisk) logik er.

(1.11) Udover ZF-axiomerne kan man stille yderligere krav. Er A en mengde, kan
man for hver ikke-tom delmaengde X C A finde et element x € A, sa at

z e X.

Men axiomerne sikrer ikke, at der eksisterer en afbildning, der til hver ikke-tom
delmaengde X C A tilordner et sadant udvalgt element z € X. En sadan afbildning
kaldes en udvalgsfunktion pa A. Mere preecist er en udvalgsfunktion pa A  en
afbildning

u:P(A)\ {0} — A,

saledes at der for hvert element X € P(A) \ {0} (dvs. for hver ikke-tom delmengde
X C A) geelder
u(X) e X.

At forudsaette eksistensen af sadanne afbildninger betyder til ZF-axiomerne at tilfgje:

UDVALGS—AXIOMET. Til enhver maengde A eksisterer der en udvalgsfunktion pa A.

Det fremhaeves, at Udvalgsaxiomet ikke er ngdvendigt for at vi kan veelge elementer
i ikke tomme maengder. Det er kun ngdvendigt for at sikre, at der findes afbildninger,
der ”foretager sadanne valg for os”.

(1.12) Som neevnt er der endnu ikke fundet en ”definition af meengder”, som opfylder
ZF-axiomerne. Man ved ikke engang om axiomsystemet er konsistent (inkonsistens
ville betyde, at der findes s@tninger, som ved brug af axiomerne kan bade bevises
og modbevises). Derimod er det vist af Kurt Godel i 1938, at der findes sztninger
”formuleret inden for denne teori”, som hverken kan bevises eller modbevises ved
brug af axiomerne.

Samme ar viste Godel, at hvis ZF-systemet er konsistent, sa fas ogsa et konsistent
system ved til ZF-axiomerne at tilfgje udvalgsaksiomet.

[ 1963 viste Poul Cohen, at udvalgsaxiomet ikke kan udledes af ZF-axiomerne, og
man ved nu, at safremt ZF-systemet er konsistent, sa far man et konsistent system
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hvadenten man til ZF-axiomerne tilfgjer udvalgsaxiomet eller tilfgjer dets negation
(f.eks. i den konkrete form: Der findes ingen udvalgsfunktion pa maengden R af reelle
tal).

I det folgende veelger vi at acceptere udvalgsaxiomet.
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2. Akvipotens.

(2.1) LEMMA. Lad f: A — B vere en afbildning. Da gealder:

(i) f er surjektiv, hvis og kun hvis der findes en atbildning g : B — A, sa at
fog=1p.
(ii) Hvis A # (), sa er f injektiv, hvis og kun hvis der findes en afbildning g : B —
A, saatgo f=14.
(iii) f er bijektiv, hvis og kun hvis der findes en afbildning g : B — A, sa at
fog=1p oggo f=14a.Ibekreeftende fald er g = f~1.

Bevis. (i) ”kun hvis”: Her er det ngdvendigt at bruge Udvalgs-axiomet. Lad G
veere afbildningen bestemt ved

G(b) = f~Yb), beB.

Hver veerdi er en delmaengde G(b) C A, og da f er surjektiv, er G(b) # ) for alle
b € B. Folgelig er G en afbildning G : B — P(A) \ {0}. Lad u: P(A)\ {0} — A
veere en udvalgsfunktion pa A. Da kan g =uo G : B — A bruges.

Resten af argumenterne for lemmaet er en gvelse i elementzer maengdelaere. Det
er ikke ngdvendigt at bruge Udvalgs—axiomet ¢

(2.2) DEerFINITION. To maengder A og B siges at have samme megtighed eller at
vaere ekvipotente, og vi skriver

A~B,

hvis der findes en bijektiv afbildning : A — B.
Hvis der blot findes en injektiv afbildning : A — B, siges A at have hgjst samme
magtighed som B, og vi skriver

A=<B (eller B > A).

Maengden A siges at have (strengt) mindre megtighed end maengden B, og vi
skriver

A< B, (eller B = A),

hvis der findes en injektiv afbildning : A — B og ingen afbildninger : A — B er
bijektive, altsa:
A<B <= A<XBANA#B.

BEMARKNING. Af Lemma (2.1)(i) og (ii) fglger, nar A # (), at der findes en injektiv
afbildning : A — B, hvis og kun hvis der findes en surjektiv afbildning : B — A.
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(2.3) SETNING. For vilkarlige maengder A, B og C galder:

(A~ A

(1) A~B=B~A

\A:B/\B:CéA:C

(A< A

(2) A=XBAB=XC= A=XC

| ARBAB=2A= A~B
AL A

{A«B/\B<C:>A<C.

(3)

Bevis. Det sidste udsagn i (3) er en konsekvens af det sidste udsagn i (2) (og de
gvrige udsagn er trivielle). At det sidste udsagn i (2) er opfyldt, er indholdet i:

BERNSTEIN’S AEKVIVALENSSAETNING. Hvis der findes en injektiv afbildning f : A —
B og en injektiv atbildning g : B — A, sa findes ogsa en bijektiv afbildning: A — B.

Bevis. Da f er injektiv, kan vi for hvert b € f(A) med f~1(b) betegne det entydigt
bestemte element a € A for hvilket f(a) = b. Tilsvarende definerer vi g~'(a) € B
for a € g(B). Idéen i beviset er, at vi splitter maengden A i to delmaengder Ay og
A\ Ay, og definerer afbildningen h : A — B som f pa Ag og som g~ ! pa A\ Ag. For
at dette har mening, ma A\ Ag vaere en delmeengde af g(B), og ved et ‘snedigt’ valg
af Ay sikres, at h er en bijektiv afbildning.

Udfra hvert element a € A kan vi definere fglgende ”urbilled-algoritme”:
Hvis a € g(B), sa sxttes b := g~ 1(a), ellers stoppes.
Hvis b € f(A), sa szettes a’ :== f~1(b), ellers stoppes.
Hvis a’ € g(B), s sattes b’ := g~1(a’), ellers stoppes.
Hvis ' € f(A), sa sattes a”’ := f~1(), ellers stoppes.

Lad nu Ay C A betegne delmaengden bestaende af de elementer a € A, for hvilke
algoritmen stopper med et element i meengden A. [Alternative muligheder er at
algoritmen stopper med et element i B eller at den slet ikke stopper.] Nar a € A\ Ay
geelder specielt, at a € g(B), idet jo algoritmen udfra a ellers ville stoppe med a € A
(uden overhovedet at komme igang). Vi kan derfor definere en afbildning h : A — B

ved
f(x), hvis  z € Ag
hz) =" .
g ' (z), hvis xze€A\A.

Vi pastar, at h: A — B er bijektiv.

h er injektiv: Antag, at to elementer a;, as € A har samme veerdi b ved afbildningen
h, altsa at h(a1) = h(az) = b. Hvis begge elementer tilhgrer Ay, sa er f(a1) = f(a2),
og vi far a; = aq, da f er injektiv. Hvis begge elementer tilhgrer A\ Ag, sa er
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g Y(a1) = g7 (az), og vi far a1 = g(¢g~(a1)) = g(g7(az)) = az. Og de to elementer
kan ikke tilhgre hver sin af maengderne Ay og A\ Ag. Var nemlig f.eks. a; € A\ Ap
og as € Ag, sd var g '(ay) = b = f(as) og algoritmen udfra a; ville altsa fore til b
og dernaest til as. Idet as € Ag vil algoritmen udfra as stoppe med et element fra A,
og den vil derfor ogsa stoppe udfra a; med det samme element fra A. Men det er i
modstrid med at a; ¢ Ayp.

h er surjektiv: Lad b € B, og st a := g(b) € A. Algoritmen udfra a forer altsa
forst til b. Hvis a ¢ Ag, sd er b= g~1(a) = h(a). Og hvis a € Ay, sa kan algoritmen
ikke stoppe med elementet b fra B, sa der findes specielt et element ¢’ € A med
f(a’) = b. Algoritmen udfra a forer altsa til b og dernzest til a’. Da a € Aj stopper
algoritmen udfra a med et element i A og udfra a’ stopper den derfor med det samme
element i A. Altsa er ogsa a’ € Ag, og derfor er b = f(a’) = h(d). 1 begge tilfaelde
er altsa b € h(A)#

BEMAERKNING. I ovenstaende bevis har vi defineret en delmaengde Ag af A ved
at se pa en algoritme. Det er ikke helt i overensstemmelse med ZF-axiomerne, der
ikke umiddelbart tillader at specificere delmaengder ved preedikater, der indeholder
tre prikker (...). Det er veerd at bemeaerke, at s@tningen kan bevises stringent udfra
axiomerne, endda uden brug af Uendeligheds—axiomet.

Stringent Bevis. Analyserer vi beviset ovenfor, ser vi, at vi om Ag kun har brugt, at
det er en af de delmaengder @) af A, som opfylder fglgende betingelser:

(1) A\Q C g(B) [Brugt ved definitionen af h]

(2) 9f(Q) CQ [Brugt ved injektiviteten af h]

(3) ¢7HQ) C f(Q) [Brugt ved surjektiviteten af hl
Det er derfor nok at indse, at der findes delmaengder ) af A, som opfylder disse
betingelser. Det er klart, at der findes delmaengder @, som opfylder (1) og (2), f.eks.
(@@ = A. Betingelsen (1) er gjensynlig sekvivalent med

A\ g(B) € Q.
Definerer vi delmaengden Ag som fallesmaengden af alle de delmaengder, som opfylder
(1) og (2), sa er altsa

Ag:=[{Q e P(A) | A\g(B) CQ A gf(Q) € Q},

og det folger, at ogsa Ay har egenskaberne (1) og (2). Det er nu let at se, at ogsa
delmzengden (A \ g(B)) U gf(Ap) har egenskaberne (1) og (2), og definitionen pa
Ayp sikrer derfor, at Ag C (A \ g(B)) U gf(Ap). Heraf sluttes let, at Ay ogsa har
egenskaben (3) ©

BEMAERKNING. Vi beviser senere, at vilkarlige to maengder A og B altid kan sam-
menlignes, altsa at der geelder: A < B eller A~ B eller B < A.

(2.4) CANTOR’S SETNING.
(i) For enhver maengde A er

A < P(A).
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(ii) Lad 2 betegne maengden {0,1}. For enhver meengde A er da

P(A) ~ 24,

Bevis. (i): Afbildningen = — {z}, x € A, er gjensynlig en injektiv afbildning
: A — P(A), sa vi har A < P(A), og skal altsa vise, at der ikke findes bijektive
afbildninger : A — P(A). Viviser, at ingen afbildning : A — P(A) kan veere surjektiv.
Til en given afbildning ¢ : A — P(A) kan vi betragte meengden

YV:={zecA|z¢y)}

som jo er en delmeengde af A. Vi har altsa Y € P(A), men
Y ¢ u(A),
thi var Y = ¢(a), med a € A, ville vi fa modstriden
acY <<= a¢i(a) <= adY.
(ii): Meaengden 2 er maengden af alle afbildninger
x:A—{0,1}.

Og disse afbildninger er netop de karakteristiske funktioner for delmaengderne af A,
idet den karakteristiske funktion for delmeengden B C A er afbildningen y g defineret

ved
1, hvis z € B

X () = {—1, hvis z € A\ B.

Ved B +— xp defineres saledes en bijektiv afbildning : P(A) — 2%, med x — x (1)
som inverséd

(2.5) DEFINITION. Vi vil kalde en meengde A for tellelig, hvis A er tom eller der
findes en surjektiv afbildning ¢ : N — A.

En afbildning ¢ : N — A er en folge ¢ = (¢1, P2, ...) med veerdier i A. En ikke-tom
maengde A er altsa teellelig, hvis der findes en sadan fglge, hvori ethvert element fra
A bliver "talt med”, dvs. optraeder i fglgen.

Af Bemerkning (2.2) fremgar umiddelbart, at en maengde A er teellelig, hvis og
kun hvis A < N (og hertil er det faktisk ikke ngdvendigt at indrage Udvalgs-axiomet).
Det folger derfor af Cantor’s seetning, at meengden P(N) ikke er teellelig.

En meengde A kaldes numerabel, hvis den er sekvipotent med N, og endelig, hvis
den er tom eller aekvipotent med et afsnit

N<, :={1,...,n}
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af N. Er det sidste tilfeeldet, er n elementantallet i A og vi skriver ofte |A| := n.
Vedrgrende egenskaber ved endelige meengder henvises til kapitlet om Naturlige
tal. Med blandt disse egenskaber regnes ogsa fglgende:

(1) En maengde A er teellelig, hvis og kun hvis den er endelig eller numerabel.

(2) En maengde A er uendelig (dvs. ikke endelig), hvis og kun hvis N < A.

(3) En maengde A er uendelig, hvis og kun hvis A er akvipotent med en af sine
agte delmaengder.

(2.6) SAETNING. Produktmaengden N x N er numerabel. Anderledes udtrykt:

N x N~ N.

Bevis. Nummerering af elementerne i N x N efter folgende skema:

S
1\\.\.\.’\. [ ]
KON IR

e—e oe—e o0

giver en bijektiv afbildning : N — N x NO
KOROLLAR 1. En teallelig forening af taellelig maengder er igen teellelig.

Bevis. Lad A = |J,c; Ai veere foreningsmeengden, hvor altsa indexmaengden I er
teellelig og hver maengde A; er teellelig. Vi kan antage, at hver meengde A; er # ()
(ellers erstattes I med mengden {i | A; # 0}), og at I # (). Velg en surjektiv
afbildning ¢ : N — I og for hvert n € N en surjektiv afbildning ¢, : N — Ay, da
defineres ved

U(n,m) := ,(m)
en surjektiv afbildning ¥ : N x N — A. Brug nu ssetningenQ

KOROLLAR 2. Betragt for en maengde A de to maengder:

E(A) bestaende af alle endelige sact af elementer fra A
og

F(A) bestaende af alle folger: N — A, der er konstante fra et vist trin.
Da gaelder:

(1) F(A) = E(A).

(2) Hvis A har mindst 2 elementer, sa er F(A) ~ E(A).

(3) Hvis A er # () og teellelig, sa er £(A) numerabel.
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Bevis. Et n-seet i A er en afbildning : {1,...,n} — A, hvor n € N, og mengden
af n-seet er produktet A x --- x A = A™. Maengden £(A) af endelige st er altsa
foreningen

E(A)=AUA*UA Y-,

(1): For hver folge (y1,y2,...) 1 F(A) findes n € N, sa at yn—1 # Yn = Ynt1 =
Ynt2 = .., 08 (Y1,Y2,...) — (Y1,-..,Yn) er en injektiv afbildning : F(A) — E(A).
(2): Veelg 2 forskellige elementer a,b € A. Ved
(1,...,Tn,a,a,a,...), hvis =z, #a
n) .

(@105 2n) (1,...,@n,b,b,b,...), hvis =z, =a
defineres en injektiv afbildning: £(A) — F(A). Brug nu Bernstein’s sckvivalenssaet-
ning.

(3): Ved brug af seetningen fglger forst, at A™ = A"~ x A er tallelig og dernsest, at
E(A) er teellelig. Og E(A) er gjensynlig uendelig®’

(2.7) EKSEMPLER.

(1) Maengderne Z og Q er numerable.

(2) Maengden R er ikke teellelig.

(3) Mengden af reelle algebraiske tal er numerabel.

(4) Der eksisterer et reelt tal, der er transcendent.
VINK. (1): Det er let at angive en bijektiv afbildning : N — Z. Og afbildningen
(a,s) — a/s er som bekendt en surjektiv afbildning : Z x N — Q.
(2): Dette skyldes Cantor (1873). Det er nok at vise, at enhedsintervallet [0, 1[C
R ikke er telleligt, altsa at en afbildning f : N — [0, 1[ ikke kan veere surjektiv.

Elementerne ¢ € [0, 1] kan udvikles i decimalbrgker
520,1‘15(325(33..., $n€{0,1,...,8,9},

entydigt, hvis vi udelukker decimalbrgker, der ”"ender med lutter 9-taller”. Til en
given afbildning f : N — [0, 1] angiver vi et tal « € [0,1], sa at a ¢ f(N), pa
fglgende made:

a=0, 0003 ...,

hvor «y, er bestemt ved at a,, = 0 hvis det n-te ciffer i f(n) er # 0, og a,, = 1, hvis
det n-te ciffer i f(n) er = 0. For hvert n € N vil da a’s decimaler pa den n-te plads
afvige fra f(n)’s, og folgelig er ae ¢ {f(1), f(2),...}.

(3): Et reelt tal £ kaldes algebraisk, hvis der findes et polynomium p(X) = ¢, X" +
<o+ + 1 X + qo, med koefficienter ¢; € Q,i = 0,...,n og g, # 0, hvori £ er rod
(dvs. p(§) = 0). Meengden af sadanne polynomier betegnes Q[X]. Vi kan opfatte
polynomier go + ¢1 X + -+ + ¢, X" € Q[X] som folger (qo,q1,---,Gn,0,0,...) af
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rationale tal, der er = 0 fra et vist trin. Af Korollar 2 (2.6) folger, at meengden
Q[X] er numerabel, og da hvert polynomium p # 0 i Q[X] kun kan have endelig
mange rgdder i R, folger pastanden af Korollar 1 (2.6).

(4): Et reelt tal & kaldes transcendent, hvis det ikke er algebraisk. Pastanden er
derfor en konsekvens af (2) og (3).

(2.8) DEFINITION. En maengde, der er skvipotent med R, siges ogsa at have
kontinuets meaegtighed. Cantor formodede, at der gaelder den sakaldte:

KonTiINuUUMS HYPOTESE. Enhver mangde af reelle tal, som ikke er teellelig, har
kontinuets maegtighed.

Under antagelse af at ZF-axiomerne udggr et konsistent system viste Godel i 1938,
at hypotensen ikke kunne modbevises, og Cohen har vist i 1963, at hypotesen hel-
ler ikke kan bevises, og at ZF-axiomerne + udvalgs-axiomet + kontinumshypotesen
udggr et konsistent system (stadig under forudseetning af ZF-systemets konsistens).

(2.9) EKSEMPLER. Folgende maengder:
(1) P(IN) (2 2 (3) NN (4 R", forneN
har alle kontinuets maegtighed. Vi har altsa

PMN)~2N~NN~R"~R (neN).

VINK. (1): P(N) ~ 2N ifglge Cantor’s szetning (2.4) (ii).

(2): At 2N ~ R indses ved at udvikle reelle tal i dual-brgker.

(3): NN ~ R, thi da NN C P(N x N), og N x N ~ N, har vi NN < P(N) ~ 2N <
NN hvoraf NN ~ 2N ~ R,

(4): Forn =2har vi R? * R x R @ NN x NN ~ (N x N)N ~ NN ~ R. Det
almindelige tilfeelde folger heraf ved induktion.

(2.10) BEMERKNING. Man kan vise, at der for hver uendelig meengde A geaelder:

Ax A~ A (hvoraf specielt: A x N ~ A).
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3. Zorn’s Lemma.

(3.1) DEFINITION. En partielt ordnet meengde (X, <) kaldes induktivt ordnet, hvis
enhver totalt ordnet delmaengde af X har en majorant i X.

BEMERKNING. Da den tomme maengde () er en totalt ordnet delmsengde af enhver
partielt ordnet delmaengde, folger det specielt, at en induktivt ordnet meengde er

# 0.

(3.2) ZORN’S LEMMA. Lad (X, <) vare en partielt ordnet maengde. Hvis X er
induktivt ordnet, sa eksisterer der i X et maksimalt element.

BEMAERKNING. Zorn’s lemma er et eksistensudsagn: Det udtaler sig om, at der under
visse forudsaetninger eksisterer noget. Zorn’s lemma (og beslaegtede eksistensudsagn)
spiller en stor rolle i mange grene af matematikken. Vi kan kun bevise Zorn’s lemma
ved at inddrage Udvalgs—axiomet (og vi beviser senere, at Zorn’s lemma er sckvivalent
med Udvalgs—aksiomet).

(3.3) DEFINITION. Lad (X, <) veere en partielt ordnet maengde. I det folgende
betegner vi for hver delmesengde A C X med M 4 mangden af egte majoranter for
A, altsa

Ma={reX|VacA:a<z}.

Lad u veere en udvalgsfunktion pa X. Ved en u-kede i X forstas en delmeengde
K C X som opfylder fglgende 2 betingelser:

(ul) K er en totalt ordnet delmaengde af X.
(u2) Hvis en delmaengde A C K opfylder, at M4 N K # (), sa er

u(My) e K og
u(My) <k foralle ke MaNK .

SETNING 1. Lad K C X veare en u-kade, og antag, at Mg # (. Da er ogsa
K U{u(Mkg)} en u-kaede i X.

Bevis. Settes k := u(Mg) og K := K U {k}, skal vi vise, at K er en u-keede, dvs.
at K opfylder betingelserne (ul) og (u2).

(ul): Det tilfgjede element k er valgt blandt de sgte majoranter for K, og det er
derfor > end alle elementer i K. Da K er totalt ordnet, folger det, at ogsa K er
totalt ordnet, og at k er sidste element i K.

(u2): Lad A C K vare en delmaengde, sa at M4NK # (). Vi kan da finde et element

ko i MaNK. Da kg € K og k var sidste element i K ifplge det allerede viste, far
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vi uligheden ko < k, og da ko € M, medfgrer denne ulighed, at ogsd k € M 4.
Specielt er altsa k ¢ A, og heraf fglger, at vi har A C K. Der er nu to tilfzelde:

1°0 MaNn K # (. T dette tilfeelde fglger pastanden let af, at betingelsen (u2)
geelder for K.

2°0 MaN K = 0. I dette tilfeelde er M4 = M, thi “D” fglger af, at A C K,
og "C” betyder, at der for hvert z € M4 og hvert k € K gaelder: k < z, og dette
indses saledes: Da k € K, har vi k ¢ M4, og heraf fglger, da K er totalt ordnet, at
der findes et a € A, sa at k < a. For dette a har vi a < x, da x € M 4. Og sa har vi
k < a < x, som pastaet.
Nu er gjensynlig o

u(Ma) =uMg) =k € K,

og videre galder der, at
u(My) <k foralle k e MaNK,
idet frellesmaengden My N K = Mg N K kun indeholder det ene element u(Mpg) =

u(Ma) W

LEMMA. Lad k og | vare elementer i X, og antag, at der findes en u-kaede, som
indeholder k og en u-kaede, som indeholder [, men ikke k. Da er | < k.

Bewis. lfglge antagelsen findes u-keeder K, L C X, sa at k € K\ Logl € L. Betragt
nu delmaengden
A:={ae KNLla<k}.

Det er nok at vise, at M 4NL = (), thi sa er specielt [ ¢ M 4, og da L er totalt ordnet
og L DO A, fglger heraf, at der findes et a € A, saat [ < a,ogsaerl <a<k.

Idet beviset fores indirekte, antages, at M4 N L # (). Specielt er altsa M4 # 0,
og vi kan betragte elementet

m = u(My) .
Da L er en u-keede, og M4 N L # (), ser vi, at

m e L .

Pa den anden side er A C K og k € M4 N K. Da K er en u-kaede folger det, at
m e K,

ogat m<k. Nuvarme€ Logk ¢ L, sam # k, og folgelig gaelder der endda
m < k.

Men sa er m € A i modstrid med at m = u(My) € Ma#
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SAETNING 2. En vilkarlig foreningsmaengde K = |J K af u-kaeder K er selv en
u-kaede.

Beuvis. Vi skal eftervise de to betingelser.

(ul): Lad k,l € K = |JK;. Hvis intet K; indeholder bade k og [ folger det af
lemma’et, at vi har | < k og k < [. Altsa findes et K, som indeholder bade k og I,
og da K er totalt ordnet, geelder folgelig k < [ eller | < k.

(u2): Lad A C K veere en delmeengde sa at My N K # 0 og seet ko := u(Ma).
Vi skal vise, at

(1) ko € K
og
(2) ko <k foralle ke MaNK.

Lad k veere et element i M4 N K, [sadanne findes, da M4 N K # (], og veelg en
u-keede K, sa at k € Kj.
Nu er
ACK;,

thi ellers fandtes a« € A C K, sa a ¢ Kj, og af lemmaet ville sa folge & < a, i
modstrid med at k € M 4. Da K; er en u-keede, og k € M4 N Kj, slutter vi, at
ko = u(Ma) € K; C K, hvoraf (1), og at kg < k, hvoraf (2), da k var et vilkarligt
element i MoaN KM

(3.4) Vi kan nu bevise Zorn’s lemma, eller mere praecist folgende:
SETNING. Udvalgsaksiomet medfgrer Zorn’s lemma.

Bewvis. Lad (X, <) veere induktivt ordnet, og lad u veere en udvalgsfunktion pa X.
Lad K vere foreningsmaengden af alle u-kseder. Da er K selv en u-kaede ifglge
Seetning (3.3)(2), og den omfatter alle u-keeder. Af Seetning (3.3)(1) folger derfor, at
Mg = (. Da K er totalt ordnet, og derfor har majoranter, ma hver af disse vaere
maksimalt elementdy
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4. Velordning.

(4.1) DErFINITION. Lad (X, <) veere en partielt ordnet meengde. Ved et afsnit af X
forstas en delmaengde A C X, som opfylder, at der for alle a,z € X geelder:

r<aNa€A = xcA.

Afsnittet A C X kaldes et @gte afsnit, hvis A C X.
For hvert element b € X er gjensynlig delmaengden:

Xep={reX|z<b}

et segte afsnit af X. Afsnit af X, der har denne form (med et passende b), kaldes
elementbestemte afsnit.

(4.2) DEFINITION. En partielt ordnet meengde (X, <) kaldes velordnet (og relationen
< 1 X kaldes en wvelordning), hvis enhver ikke-tom delmaengde af X har et forste
element. Betingelsen er altsa, at der i enhver ikke-tom delmaengde S C X findes et
element sg € S, sa at der for alle elementer s € S gelder, at sg < s.

(4.3) LEMMA. Lad (X, <) veere en velordnet maengde. Da geelder:

(1) Ordningen < er total.

(2) Hvis a er element i et &gte afsnit A af X og b er et element i komplementaer-
maengden X \ A, sa er a < b.

(3) Hvis A er et segte afsnit og ¢ er det forste element i komplementarmaengden
X\ A, saer A= X_.. Specielt er hvert agte afsnit elementbestemt.

Bewvis. (1): At X er totalt ordnet indses ved at bemerke, at for givne x,y € X vil
det forste element i meengden {z,y}, som jo er det ene af x og y, ga forud for det
andet element i denne maengde.

(2): Da X er totalt ordnet ifglge (1), ville der i modsat fald geelde, at b < a, og sa
er b ¢ A imodstrid med, at A er et afsnit.

(3): At ‘C’ geelder betyder, at for alle a € A er a < ¢, og det gaelder ifglge (2). Og
omvendt, hvis a ¢ A, sa sikrer valget af ¢, at ¢ < a, ogsaera ¢ X..#

OBSERVATIONER. (1) Den tomme mengde ) er velordnet.

(2) Enhver delmeengde af en velordnet maengde er selv velordnet.

(3) Enhver ikke-tom, velordnet maengde har et forste element.

(4) T en velordnet maengde X har hvert element a, som ikke er sidste element i X,
en umiddelbar efterfolger, dvs. et element a™ € X, som opfylder:

+

a<a og a<zr = at <z forallezxc X.
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(4.4) BEMZERKNING. Enhver endelig, totalt ordnet meengde X er velordnet. Er
der n elementer i X, kan de nummereres, sa at vi har:

1 < Ty <x3 < -+ < Tp.

Det vigtigste eksempel pa en velordnet maengde er maengden N af naturlige tal med
seedvanlig ordning;:
1<2<3<--.

Men vi kan let konstruere stgrre velordnede maengder: F.eks. kan vi udvide N med et
element w og vi kan udvide ordningen i N til en ordning i NU{w} ved fastsaettelsen:
n < w, nar n € N. Herved fas:

1<2<3<- - <w.
Og her kan vi yderligere tilfgje et wq med w < wy:
1<2<3<-<w<w
osv., eller endda tilfgje en hel fglge:
1<2<3< " <w<w <wy <wg<---

og ogsa hertil kan vi tilfgje et element, endda en hel fglge af elementer osv. Og vi
kan gentage det numerabelt mange gange, og til resultatet kan vi yderliger tilfgje
.... Omvendt er det klart, at enhver velordnet meengde X har en “begyndelse”, der
ligner ovenstaende: Under forudseetning af at elementerne ikke “slipper op”, kan vi
jo saette x1 := forste element 1 X, vi kan sette zo := forste element i X \{z;}, seette
x3 := forste element i X\{x1, 22}, ..., seette w := forste element 1 X \{z1, x2, x3,...},
seette wy := forste element i X\{x1, 22, 23,...,w} osv.

(4.5) Som nezevnt ovenfor er der ingen graense for hvor “store” velordnede maengder
“man kan forstille sig”. Pa den anden side er det klart, at de velordnede maengder,
vi har opbygget ovenfor, alle er numerable. Sa meget mere overraskende er fglgende
resultat:

VELORDNINGSSEATNINGEN. Enhver maengde X kan velordnes.
Bewvis. Vi betragter par (K, <) bestaende af en delmeengde KCX og en velordning
< i K. For sadanne par (K, <) og (K', <’) skriver vi:

(K', <) C (K, <),

hvis (K’, <’) er et segte afsnit af (K, <), dvs. hvis K’ er et aegte afsnit af K mht. ord-
ningen < og der for alle z,y € K’ geelder: x <"y = x <y.
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Det er klart, at der herved defineres en partiel ordning af disse par, og det er nok
at vise, at der findes et par (K, <), der er maksimalt mht. ordningen C. Er nemlig
(K, <) et maksimalt par, sa ma vi have K = X (og sa er (X, <) velordnet), thi ellers
fandtes et element w € X\ K, og sa kunne vi udvide K til K := K U{w} og vi kunne
udvide ordningen < i K til en ordning < i K ved fastseettelsen: z < w, nar z € K.
Det er klart, at (K, <) er velordnet, og da K = K, har vi (K,<) C (K,<), i
modstrid med at parret (K, <) var maksimalt.

For at eftervise eksistensen af et maksimalt par er det ifglge Zorn’s lemma nok
at vise, at parrene er induktivt ordnede ved C. Lad derfor (Kj;, <;), hvor j € J,
veere en meengde af sadanne par, der er totalt ordnet ved C, lad K := |J K, veere
foreningsmaengden og betragt heri relationen < defineret ved:

r<y < dj:z,yc K; Nz <;y.

Herom er det nok at vise:

(1) Relationen < er en ordensrelation i K,
(2) Parret (K, <) er velordnet,

(3) For hvert j er K; et afsnit af K,

(4) For z,y € K; geelder: v <; y = x <y,

thi sa er parret (K, <) majorant for meengden af par (K, <;).

(1): Relationen er gjensynlig irreflexiv, sa vi skal vise, at den er transitiv. Antag,
at x,y,z er elementer i K,saat x <yogy <z Velg j,saatz,ye€ K; og x <; v,
og veelg i, sa at y,z € K; og y <; z. Lad (K, <;) veere det stgrste (mht. C ) af de
to par (K, <;) og (K, <;). Da har vi z,y,z € Kj, og af © <, y og y <; z folger, at
r <;yogy<;z Da <; er transitiv, slutter vi, at x <; z, og af definitionen fglger
nu, at r < z.

(2): Lad SCK vaere en ikke-tom delmaengde, veelg et j, sa at K,; NS # 0, og lad
so veere det forste (mht. <; ) element 1 K; N S. Vi skal vise for hvert s € S, at

(%) s0 < s.

Hvis s € K, sa har vi s € K; NS og valget af sg sikrer derfor, at sg <; s, og sa fglger
(%) af definitionen pa <. Hvis s ¢ K, sa vaelger vi i, sa at s € K;. Da s € K;\Kj,
er K; ¢ K, og da parrene var totalt ordnede, ma (K, <;) folgelig veere et afsnit af
(K;, <;). Da s € K;\Kj, geelder ifplge Lemma (4.3)(2) for hvert z i K, at  <; s.
Specielt er so <; s, og sa fglger (k) af definitionen pa <.

(3): Lad a € K}, lad z € K og antag, at x < a. Viskal vise, at x € K;. Daz < a,
findes et i, sa at z,a € K; og x <; a. Hvis K;CKj, sa er pastanden klar, og i modsat
fald er K et afsnit i K; og af x <; a og a € K; fplger pastanden ligeledes.

(4): Er trivielt ud fra definitionen af <.

Hermed er Velordningssaetningen bevist é#
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(4.6) SAETNING OM TRANSFINIT INDUKTION. Lad (X, <) vere en velordnet
maengde og lad S C X veare en delmeengde. Hvis der for alle elementer x i X
gaelder:

(%) X CS = x€8,

saer S =2X.

BEVISIDE. Er z; det forste element i X, sa er X_,, = (). Da ()CS, sikrer (x), at
x1 € S. Er zo den umiddelbare efterfolger til 1, sa er X.,, = {x1}. Da vi har
vist, at {z1}CS, sikrer (), at x5 € S. Er x3 den umiddelbare efterfolger til x2, sa
er X<g, = {x1,22}. Da vi har vist, at {z1,22}CS, sikrer (%), at 3 € S. Og saledes
fortseettes: Er w det mindste elment, der er > ethvert z,,, sa er X, = {z1,x2,...}.
Da vi ved, at {z1,xa,... }CS, sikrer (x), at w € S. Osv.

Heldigvis er det stringente bevis kortere:

Beuis for Induktions-setningen. Var SCX, sa kunne vi betragte det fgrste element a
i komplementzermeengden X\S. Her er gjensynlig X, C S, og sa er (x) i modstrid
med at a ¢ S &

(4.7) SAETNING OM TRANSFINIT REKURSIONS. Lad (X, <) vere en velordnet
meengde og lad der vaere givet en forskrift ®, som til hver atbildning g, hvis domane
er et aegte afsnit af X, knytter en meengde ®(g). Da findes der en og kun én afbildning
f med domaene X, sa at

(1) f(z)=(f|X<,) forallex e X.

DEFINITION. Den entydigt bestemte afbildning f siges at veere rekursivt bestemt

ved ().

BEMARKNING. Vi teenker pa ®(g)’erne som ‘elementer’, men forudseetter ikke, at
der findes en mangde, som har ethvert ®(g) som element. Det er saledes en ikke-
triviel og vigtig konsekvens af Rekursions-seetningen, at der eksisterer en maengde
(nemlig billedmeengden for afbildningen f), hvori ethvert ®(f|X_,) er element.

EKSEMPEL. I den velordnende maengde (N, <) er de @egte afsnit af formen N; = ()
eller N_,+ = {1,2,...,n}, og en afbildning g, hvis domaene er et sadant afsnit, er
det ‘tomme’ seet g = ) eller et n-seet g = (g1,-..,9n). En forskrift ® knytter altsa
her til hvert n-saet et element:

D(g1...,9n), samt til g =0 et element ®(0).

Rekursions-saetningen udsiger altsa, at der findes netop én afbildning f = (f1, fo,...)
med domane N, saledes at

(1) fi=®0) og fonr1=P(f1,..., fn) for alle n € N.
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Hvis forskriften @ er bestemt ud fra en udvalgt maengde A og en forskrift ¢, der til
hver meengde Y knytter en maengde ¢(Y), pa folgende made:

M) =A og P(g1,---,9n) = ©(gn),

sa giver Rekursions-seetningen en entydig afbildning f = (f1, f2,...) bestemt ved

(1) fi=A og fnr1 = ¢(fn) for alle n € N.

Er f.eks. ¢ bestemt ved ¢(Y') := P(Y), far vi den rekursive definition af maengderne
P (A) for alle n € N, og samtidig eksistensen af maengden {A, P(A), P2(A),...}, og
dermed ogsa eksistensen af foreningsmaengden:

AUPA)UP*HA)U---.

Beuvis for Rekursions-setningen. Entydighed: Lad f; og fo veere afbildninger, som
opfylder det stillede krav. Vi bruger transfinit induktion (4.6) pa maengden

S:={reX| filz) = falz)}.

Antag altsa, at x € X ogat X, C S. Viskal vise, at x € S. Vihar, at f1(y) = f2(y)
for alle y € X, og folgelig er

f1|X<x = f2‘X<x~

Ogsaer fi(z) = ®(f1[X<z) = ®(f2|X<z) = fo(z). Altsaerz € S.
Eksistens: Lad os et gjeblik kalde en afbildning g for ®-rekursiv, hvis dens domaene
er et afsnit af X og der galder:

g(z) = ®(g|X<,) for alle z € domg.

Vi skal altsa vise, at der findes en ®-rekursiv afbildning, hvis domaene er hele X.

Vi bemeerker forst, at den allerede beviste entydighed sikrer, at der for et givet
afsnit A af X hgjst findes én ®-rekursiv afbildning med domeaene A. Heraf fglger, at
hvis der for et givet x € X findes ®-rekursive afbildninger g og h, sa at x € domg
og x € domh, sa er g(z) = h(x), thi restriktionerne g| X<, og h|X<, er gjensynlig
O-rekursive afbildninger med domeene X<, sa vi har, at g| X<, = h|X<, og derfor
specielt, at g(x) = h(x).

Lad nu B C X vere foreningsmaengden af de afsnit, der er domaene for en ®-
rekursiv afbildning. Vi gnsker at definere en afbildning f med domaene B, ved for
hvert x € B at definere veerdien y = f(z) ved fglgende praedikat:

Der eksisterer en ®-rekursiv afbildning g, sa at « € domg og y = g(z).
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For hvert element x € B er der netop ét sadant element y. For at der herved defineres
en afbildning, ma vi imidlertid sikre, at der findes en mangde, der indeholder alle
sadanne y’er. Men det fglger af Udskiftnings—axiomet (1.6), da vi jo lige har set, at
for ethvert element = € B er praedikatet maengdebestemmende (det bestemmer en
maengde med ét element).

Mangden B er en foreningsmaengde af afsnit af X. Heraf folger klart, at B selv er
et afsnit af X. Afbildningen f har domane B, og hvis z € B, sa findes en ®-rekursiv
afbildning g med x € dom g, og sa er f(z) = g(z) for alle z € dom g ifplge definitionen
af f. Specielt er

f(@) = glx) = Dg|X20) = B(f1X0).
og afbildningen f er derfor ®-rekursiv.

For afsnittet B af X ma der galde, at B = X, thi i modsat fald havde B ifslge
Lemma (4.3)(3) formen B = X.. med ¢ € X, og sa kunne vi udvide afbildningen f
ved definitionen:

f(e) = 2(f)
til en ®-rekursiv afbildning f med domaene X<. = X_.U {¢} D B, i modstrid med
at ethvert domaene for en ®-rekursiv afbildning er delmsengde af B. Afbildningen f
er saledes en ®-rekursiv afbildning med domene X, som gnsket @

(4.8) S&ETNING. Lad (X, <) og (Y, <) vare velordnede meengder. Der findes da
hgjst én afbildning f : X — Y, som afbilder (X, <) ordens-isomorft pa et afsnit af
Y. Hvis ingen sadan afbildning findes, da findes der en atbildning g : Y — X, som
atbilder (Y, <) ordens-isomorft pa et segte afsnit af X.

Bevis. At f : X — Y afbilder (X, <) ordens-isomorft pa et afsnit af Y er klart
ensbetydende med, at der geelder:

(1) Yoty = f(X<p) forallex e X.

Men () er jo en rekursiv bestemmelse af afbildningen f. Mere preecist: Lad os med
¢ betegne en maengde, der ikke er element 1 Y (jfr. Bemaerkning (1.2)(2)) og betragt
fglgende forskrift ®: For hver afbildning g, hvis domaene er et segte afsnit af X, seetter
vi

v, hvis g afbilder dom g ordens-isomorft
O(g) := pa afsnittet Y., af Y.
& ellers.

Hvis f : X — Y afbilder X ordens-isomorft pa et afsnit af Y, sa folger det af (1), at
f er ®-rekursiv. Heraf fglger entydigheden. Omvendt kan vi altid betragte den ved
ovenstaende forskrift ® rekursivt bestemte afbildning f. Da vi altid har ®(g) € YV

eller ®(g) = &, er f en afbildning f: X — Y U {<{}. Hvis der for et element z € X
geelder, at f(x) € Y, sa ser vi af forskriften, at

Y<f(ac) = f(X<x)
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Vi betragter nu to muligheder:

Tilfeelde 1: For alle z € X gaelder, at f(z) € Y. Af det foregaende folger, at
afbildningen f sa afbilder X ordens-isomorft pa et afsnit af Y.

Tilfaelde 2: Der eksisterer elementer x € X med f(z) = ¢. Lad a € X veere det
forste sadannne element. Af det foregaende folger sa, at afbildningen fo := f| X<,
sa afbilder X ., ordens-isomorft pa et afsnit af Y. Men dette afsnit ma veere hele Y,
thi ellers havde det formen Y., hvor b € Y, og sa er ®(fy) = b og dermed

fla) = ®(f|X<a) = ®(fo) =bEY,

i modstrid med at f(a) =< ¢ Y. Det er nu klart, at den inverse f; ' er en ordens-
isomorfi af Y pa afsnittet X, af X #

Af Seetningen fa en rackke korollarer:
SAMMENLIGNINGS-SEATNING FOR VELORDNEDE MANGDER. Lad (X, <) og (Y, <)
veere velordnede maengder. Da indtreeffer netop én af folgende muligheder:

1° (X, <) er ordens-isomorf med et agte afsnit af (Y, <).
2° (X, <) er ordens-isomorf med (Y, <).
3° (Y, <) er ordens-isomorf med et zegte afsnit af (X, <).

Beuvis. Af Sezetningen folger, at der altid indtraeffer en af de tre muligheder. Af enty-
digheden i Seetningen folger let, at der hgjst kan indtraeffe én af de tre muligheder ©

SAMMENLIGNINGS-SATNING FOR MANGDER. Lad X og Y veere mangder. Da
indtraeffer netop én af folgende muligheder:

1° X <Y.
2° X ~Y.
3° Y <X.

Bevis. De to maengder X og Y kan velordnes ifplge Velordnings-seetningen (4.5).
Af Sammenlignings-seetningen for velordnede meengder fglger derfor specielt, at der
gelder: X XY eller Y < X. Og heraf folger pastanden, jfr. Seetning (2.3) ©

(4.9) EKSEMPEL. Der findes en ikke-tallelig, velordnet maengde, jfr. Eksempel
(2.7)(2) eller Cantor’s seetning (2.4)(1). Ifslge Velordnings-saetningen (4.5) findes
derfor en ikke-tallelig, velordnet maengde (2, <). Tilfpjes om forngdent et sidste
element til €2, kan vi antage, at der findes elementer w € €2, saledes at afsnittet Q.
er ikke-taelleligt. Lad wy veere det fgrste af sadanne elementer i 2 og betrag afsnittet
Qq := Q. Deter klart, at {2; er et eksempel pa en ikke-teellelig, velordnet maengde,
hvori ethvert segte afsnit er teelleligt. Af sammenlignings-seetningen for velordnede
maengder fglger, at enhver ikke-taellelig, velordnet maengde indeholder €2; som et
afsnit.

Bemaerk, at Q; ikke har et sidste element, men at enhver fglge (x1,zs,...) af
elementer i ; er opad begreenset. Foreningsmaengden U := |J,,.n(€21)<e, er nemlig
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klart et afsnit i €27 og ogsa en tellelig forening af teellelige meengder, og dermed selv
teellelig ifplge Korollar (2.6)(1). Felgelig er U C Qp et @egte afsnit og dermed af
formen U = (1)<, med et element b € Q. Specielt er altsa x,, < b for alle n € N.

(4.10) SAETNING. Enhver uendelig maengde X er akvipotent med en maengde af
formen Y x N.

Bevis. Da X er uendelig, har X en numerabel delmaengde. Idet vi forst velord-
ner komplemaentaermaengden til denne numerable delmaengde og dernaest tilfgjer den
numerable delmaengde, fas en velordning < i X, sa at intet element i X er sidste
element. Hvert element z i X har derfor et umiddelbart fglgende z+, jfr. Observation
(4.2), og x — xT definerer en afbildning € : X — X. Lad Y betegne komplementaer-
maengden:

Y =X\ e(X).

Vi pastar, at f(y,n) := e 1(y) (hvor €%(y) := y) definerer en bijektiv afbildning
f:Y xN — X. Afbildningen er injektiv, thi er f(y,n) = f(y’,n'), kan vi antage,
at n’ =n 4+ p, hvor p > 0, og sa er

e HeP(y) = eV THY) = fY, 1) = fly,n) = " (y).

Da ¢, og dermed ogsa potensen "~ !, gjensynlig er en injektiv afbildning, ma vi have
eP(y') =y, og da y ¢ e(X), folger det, at p =0, og altsa, at ¥’ =y og n’ = n.

Og afbildningen er surjektiv, thi ellers kunne vi betragte den fgrste element x, der
ikke tilhgrer billedmaengden for f. Vi har x ¢ Y (thi ellers var z = f(x,1)), og
folgelig er x = e(z) = 2z, hvor 2 € X. Det er klart, 2 < 2zt = z, sa valget af z sikrer,
at z tilhgrer billedmeengden for f. Vi har altsa z = f(y,n), hvor y € Y ogn € N, og
saer z =¢e(f(y,n)) = f(y,n+ 1) i modstrid med, at x ikke tilhgrte billedmaengden
for f &

KOROLLAR. For enhver uendelig maengde X galder, at X x N er &kvipotent med
X.

Bewvis. Veelg en maengde Y, sa at X ~ Y x N. Da galder ifolge Seetning (2.6), at

XXN~YXNXxXN~YxN~X®
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5. Akvivalens af eksistens-axiomerne.

(5.1) Vihar i det foregaende mgdt en raekke eksistensudsagn:
UDVALGS—-AXIOMET (U). For enhver meengde A eksisterer der en udvalgsfunktion
pa A.

ZORN’S LEMMA (Z). I enhver partielt ordnet meengde (X, <), der er induktivt
ordnet, eksisterer der et maksimalt element.

VELORDNINGS-SETNINGEN (V). For enhver maengde M eksisterer der en relation
< 1M, saat (M, <) er velordnet.

Til denne gruppe eksistensudsagn medregnes ofte fglgende:
MAKSIMALITETSPRINCIPPET (M). I enhver partielt ordnet meengde (Y, <) eksi-
sterer der en totalt ordnet delmaengde K, sa at intet element i komplementaermaeng-
den Y \ K er sammenligneligt med alle elementer i K.

SAMMENLIGNINGS-SETNINGEN (S). For vilkarlige givne maengder X og Y eksisterer
der enten en injektiv afbildning : X — Y eller en injektiv afbildning : ¥ — X.

(5.2) HOVEDRESULTAT. Under forudseetning af ZF-axiomerne er de 5 ovennsevnte
eksistensudsagn aekvivalente, dvs. ethvert af dem medfgrer de 4 andre.

Bevis-oversigt. At (U) = (Z) sa vi i Ssetning (3.4). At (Z) = (V) sa vi i beviset
for Velordnings-seetningen (4.5). At (V) = (S) sa vi i Korollar (4.8)(2). Det er
klart, at (V) = (U), thi udfra en velordning < pa meengden A kan vi definere en
udvalgsfunktion u pa A ved

u(X) := forste element i X, nar () C X C A.

Det er ligeledes klart, at (M) = (Z), thi er (X, <) induktivt ordnet og og er KCX
en delmeengde med den i (M) nzevnte egenskab, sa har K en majorant, da X er
induktivt ordnet og K er totalt ordnet, og en sadan majorant ma veere et maksimalt
element i X, thi ellers havde K ogsa en segte majorant, dvs. en majorant i X\K, i
modstrid at intet element i X\ K er sammenligneligt med alle elementer i K.

Vi har saledes vist, at

M) = (2)
"
U) < V) = (S

Beviset kan derfor fuldfgres f.eks. ved at vise, at (S) = (V) og (£) = (M). Det
forste viser vi senere, i (7.17), det andet viser vi herunder.
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(5.3) BEMAERKNING. Ovenstaende eksistens-udsagn kan bruges i mange omrader af
matematik. Ved de fleste anvendelser er det mest hensigtsmaessigt at bruge Zorn’s
lemma, og herunder viser vi et par typiske eksempler pa anvendelser af Zorn’s lemma.

(5.4) BEVIS FOR (Z) = (M). Lad (Y, <) vaere en partielt ordnet maengde. Vi
betragter meengden X af totalt ordende delmaengder K af Y, partielt ordnet ved
seedvanlig inklusion C. Det er klart, at en delmeengde med den i (M) naevnte
egenskab netop er et maksimalt element i (X, C). Da vi antager, at (Z) geelder, er
det nok at vise, at (X, C) er induktivt ordnet. Lad derfor (K;), hvor i € I, veere
en totalt ordnet delmaengde af X. Vi pastar, at foreningsmeengden K := |J, K; er
majorant for maengden af K;’er. Da vi gjensynlig har, at K;CK for alle 7, skal vi blot
vise, at K € X, dvs. at K er en totalt ordnet delmzngde af Y. Er altsa x,y € K,
skal vi vise, at x og y er sammenlignelige. Vi har z € K; og y € K}, og da K;erne
er totalt ordnede, kan vi antage, at K;CKj, og sa er bade x og y elementer i K;, og
de er derfor sammenlignelige, da K; er en totalt ordnet delmaengde af Y &

(5.5) BEVIS FOR (Z) = (U). En udvalgsfunktion pa meengden A er som bekendt
en afbildning u : P(A4) \ {0} — A, som opfylder fglgende betingelse:

(%) u(X)e X

for alle delmeengder X med ) C X C A.

I det folgende betragter vi partielle udvalgsfunktioner pa A, dvs. par (D, u) besta-
ende af en delmeengde D C P(A)\{0} og en afbildning u : D — A, som opfylder be-
tingelsen (k) for alle X € D. Vi skal vise, at der eksisterer en partiel udvalgsfunktion
(D, u), hvis domaene D er hele P(A)\{(0}. Meengden X af partielle udvalgsfunktioner
ordnes ved definitionen:

(D,u) < (D', u') ZE DCD AYID=u.

For et maksimalt element (D, u) i meengden X ma vi have, at D = P(A)\{0}, thi i
modsat fald findes en ikke-tom delmaengde BCA med B ¢ D, og velges et element
b € B, kan vi udvide afbildningen wu til en afbildning % med domsne D := DU{B}
ved definitionen:

u(X), hvis X € D.
(0=

b, hvis X = B.

Det er klart, at (D, u) er en partiel udvalgsfunktion, men s er (D,u) < (D, ) i
modstrid med maksimaliteten af (D, w).

Da vi antager, at (Z) geelder, er det fglgelig nok at vise, at (X, <) er induktivt
ordnet. Er (D;, u;), hvor i € I, en totalt ordnet delmaengde af X, sa kan vi betragte
foreningsmeengden D := | J, D;. Hvis X € D, sa er X € D; for et index i, og hvis
ogsa X € Dj, sa er u;(X) = u;(X), da (D;, u;)’erne er totalt ordnede ved relationen
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<. Vi kan fglgelig definere en afbildning u : D — A ved at saette u(X) := u;(X), nar
X € D;. Det er let at se, at der herved defineres en partiel udvalgsfunktion (D, u),
og at der galder:

(Dj,u;) = (D,u) for alle i.

Folgelig er (D, u) en majorant i X for maengden af (D;, u;)’er, som gnsket #

(5.6) BEVIS FOR (Z) = (S). Lad X og Y veaere maengder og betragt maengden af
par (A, f) bestaende af en delmaengde ACX og en injektiv afbildning f: A — Y. Vi
kan ordne disse par ved definitionen:

(A, f) < (B,g) &= AC BAg|A=f.

For et maksimalt par (A, f) blandt disse par har vi enten, at A = X, og sa er f en
injektiv afbildning : X — Y, eller, at f(4) =Y, og s er f~! en injektiv afbildning
Y — X. Var nemlig bade ACX og f(A)CY, sa kunne vi finde a € X\A og
b e Y\f(A) og definere en afbildning g : AU{a} — Y ved g|A = f og g(a) = b. Det
er klart, at afbildningen g er injektiv og at (A, f) < (AU{a}, g), og det er i modstrid
med maksimaliteten af (A, f).

Da vi antager, at (£) geelder, er det folgelig nok at vise, at meengden af par (A, f)
med ordningen < er induktivt ordnet. Dette fglger ganske som i det foregaende
bevis ©
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6. Den transfinite talraekke.

(6.1) I det folgende er det bekvemt at teenke sig valgt en velordent maengde 2 sa
stor, at alle i praksis forekommende maengder har mindre maegtighed end ).

BEMARKNING.  Teoretisk er et sadant valg naturligvis en umulighed, thi ifglge
definitionen kan €2 ikke forekomme i praksis. Pa den anden side behgver vi i praksis
kun at behandle en given maengde af maengder, og sa kan vi ifslge Sum—axiomet (1.4)
finde en maengde X, hvori enhver af de givne maengder er delmaengde. Hertil kan
vi finde en meengde Y af storre maegtighed end X, f.eks. Y = P(X) ifplge Cantor’s
seetning (2.4)(1) eller Y = X UP(X)UP(P(X)) U ---, jfr. Eksempel (4.7). Vi kan
velordne Y ifplge Velordnings-seetningen (4.5) og bruge denne maengde som 2. Har vi
to kandidater til €2, fglger det af Sammenlignings-seetningen for velordnede maengder
(4.8), at den ene er ordens-isomorf med et afsnit af den anden, sa heller ikke dette
vil genere os i praksis.

(6.2) Vi kan yderligere antage, at ethvert segte afsnit i {2 har mindre maegtighed end
), thi var dette ikke tilfzeldet, kunne vi erstatte 2 med afsnittet ..., hvor co € 2
er det fgrste element, saledes at afsnittet (2., har samme maegtighed som (2.

DEFINITION. Elementerne i den velordnede maengde €2 ‘defineret’ ovenfor kaldes
ordinaltal.

(6.3) Af antagelsen om () folger specielt, at der ikke er noget sidste element i
Q). Hvert ordinaltal A\ € Q har altsa en umiddelbar efterfglger AT, jfr. Observation

(4.2)(2).

NOTATION. Det forste element i 2 betegnes 0. Endvidere saetter vi
1:=0", 2:=17, 3:=27, osv.

Med denne notation kan vi opfatte de naturlige tal, hvortil vi her medregner 0, som
elementer i €2, dvs. som ordinaltal. Efterfglgeren af et naturlig tal n er den sazedvanlige
efterfglger n™ = n + 1.

(6.4) DEFINITION. De naturlige tal, hvortil vi her medregner 0, kaldes ogsa de
endelige ordinaltal. De ikke-endelige ordinaltal kaldes ogsa transfinite ordinaltal. Det
fgrste transfinite ordinaltal betegnes w.

Bemsaerk, at for et naturligt tal n har afsnittet

Qe =1{0,1,...,n—1}
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af Q) preecis n elementer. For ordinaltallet w bestar afsnittet
Q.,=40,1,2...}

praecis af de naturlige tal.

(6.5) DEFINITION. Ifgplge Sammenlignings-seetningen for velordnede maengder (4.8)
er ‘enhver i praksis forekommende’ velordnet maengde (V, <) ordens-isomorf med et
segte afsnit Q) af Q, og A € Q er entydigt bestemt ved den velordnede maengde
(V,<). Ordinaltallet A kaldes ordinaltallet for den velordnede mengde (V, <) og
betegnes Ord(V, <), eller blot Ord V', hvis ordningen < i V' er underforstaet.

OBSERVATION.  For velordnede maengder (V, <) og (W, <) har vi gjensynlig, at
Ord(V, <) < Ord(W, <), netop nar (V, <) er ordens-isomorf med et segte afsnit af
(W, <).

EKSEMPLER. (1) For en endelig, totalt ordnet (og dermed velordnet) meengde (M, <)
har vi Ord M = n, hvor n er antallet af elementer i M.

(2) For meengden N af naturlige tal med ssedvanlig ordning har vi Ord N = w.

(3) Udvides N med et element oo, sa at n < oo for alle naturlige tal n, far vi en
velordnet maengde N med Ord N = w™.

(6.6) Et element a € Q kaldes et kardinaltal, hvis afsnittet Q. af Q ikke er aekvi-
potent med noget afsnit {1.g, hvor 8 < a. Betingelsen er altsa, at der for hvert
ordinaltal 8 < « geelder, at Qg < Q4.

OBSERVATION. Kardinaltallene er altsa specielle ordinaltal. Som delmangde af den
velordnede maengde () udggr kardinaltallene selv en velordnet maengde.

NOTATION. De endelige ordinaltal er gjensynlig kardinaltal. De naturlige tal er
saledes bade kardinaltal og ordinaltal.

Det forste ikke-endelige kardinaltal betegnes X [tegnet X, der er det forste bogstav
i det hebraiske alfabet leeses: ‘alef’]. Det forste kardinaltal, der fglger efter Wy,
betegnes N;. Det forste kardinaltal, der folger efter Ny, betegnes Ny osv. Det fgrste
kardinaltal, der fglger efter N,, for alle naturlige tal n, betegnes X, osv. De forste
kardinaltal er altsa fglgende:

0,1,2, ..., Ro, Ry, Ny, Rty Ntt s - o s

BEMARKNING. Ordinaltallet w er et kardinaltal, thi afsnittet ., er en uende-
lig meengde og for hvert ordinaltal n < w er afsnittet 2., en endelig maengde
(med n elementer). Derimod er ordinaltallet w™ ikke et kardinaltal, thi afsnittet
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Q.+ ={0,1,2,...,w} er gjensynlig sckvipotent med afsnittet Q., = {0,1,2,...}.
Tilsvarende er ordinaltallene:

Wt Wt

ikke ordinaltal. Heller ikke det fgrste ordinaltal w, der fglger efter alle disse, er et
kardinaltal, thi afsnittet:

_ + ot
Qe =10,1,2,3,...,w,w",w " w -

er gjensynlig numerabelt og derfor sekvipotent med afsnittet 2,

Det er klart, at g = w. Derimod kan vi ikke “taelle til” ¥y i rackken af ordinal-
tal, thi kunne vi det, ville afsnittet 2-n, veere numerabelt og dermed ekvipotent
med afsnittet Qcy,, 1 modstrid med definitionen af X;. Kardinaltal > N er altsa
“uteellelige”.

(6.7) Ifplge Velordnings-seetningen (4.5) kan enhver maengde velordnes. ‘Enhver’
maengde A er derfor sekvipotent med et sgte afsnit Q. af Q.

DEFINITION. Det fgrste ordinaltal «, saledes at maengden A er sckvipotent med
afsnittet Q.. kaldes kardinaltallet for mengden A og betegnes

Card A

[Andre almindelige betegnelser for kardinaltallet for maengden A er |A| og #A.] Det
er klart, at Card A er et kardinaltal.

OBSERVATION. For ‘vilkarllige’ meengder A og B geelder:

A~ B <= Card(A) = Card(B),
A < B <= Card(A) < Card(B).

(6.8) EXSEMPLER. (1) En maengde A er endelig, netop nar kardinaltallet n :=
Card A er et naturligt tal (med 0 medregnet) og tallet n er sa elementantallet i A i
den forstand, at A er sekvipotent med Q., = {0,1,...,n— 1}.

(2) For mezengden N af naturlige tal har vi gjensynlig, at Card N = Xy. En maengde
A er saledes numerabel, netop nar Card A = N, og teellelig, netop nar Card A < N.
(3) Af resultaterne i (2.6) og (2.7) fremgar, at

Card(N x N) = CardZ = CardQ =%®; og CardR > N,.

Kardinaltallet Card R betegnes ogsa N. Af uligheden ovenfor fglger, at Ny < N og

dermed, at
N; <N,
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Kontinuumshypotesen (2.8) udsiger, at X = Ny, men som nzevnt kan dette hverken
bevises eller modbevises udfra ZF-axiomerne.

(6.9) Udfra operationer med meengder kan vi definere tilsvarende operationer med
kardinaltallene. Er « og (8 kardinaltal, defineres summen a + (3, produktet o - 3 og
potensen B¢ pa fplgende made: Valg meengder A og B sa at

a=CardA og [ =CardB
og saet

a+ [ := Card(AU B),
a- f:= Card(A x B),
3% := Card(B%),
hvor vi for summen forudsaetter, at mesengderne A og B er disjunkte. Det er let at
se, at disse kompositioner er veldefinerede, dvs. at kardinaltallene pa hgjre-siden er

uafhaengige af valgene af A og B. Og derefter fglger det, at ligningerne ovenfor gaelder
for ‘vilkarlige’ meengder A og B.

(6.10) For kompositionerne af kardinaltal geelder de fleste af de regneregler, vi kender
fra de szdvanlig naturlige tal. Lad os som eksempel vise potensreglerne:

1

0 a =«

1 YO = 4% P
2. 7P = ()’
3 (B =

BEVIS FOR POTENSREGLERNE. Vi har, at 1 = Card {0} og veelger meengder A, B og
C' (med A og B disjunkte for den 1. potensregel), saledes at & = Card A, § = Card B
og v = Card C. Afbildningerne:

A0F 54, givet ved: f — f(0),
CAYB 5 0A % OB,  givet ved: g — (g|A, g|B),
(CHB - cA*B, givet ved: h s [(a,b) — h(b)(a)],

BA x C* = (Bx ), givet ved: (k,1) — [a— (k(a),l(a))],

er da bijektive, og heraf folger reglerne ©
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EKSEMPEL. Ifglge resultatet i (2.9) er
Card P(N) = 2% =R,

Kontinuumshypotesen udsiger altsd, at 2% = X.

(6.12) For endelige kardinaltal er kompositionerne de szedvanlige kompositioner af
naturlige tal. For transfinite kardinaltal simplificeres aritmetikken af fglgende:

SETNING. Lad o og B vere kardinaltal forskellige fra 0, hvoraf et forudsaettes
transfinit. Da gaelder:

a+f=a-f=max{a, B}

Bevis. Vi kan f.eks. antage, at < «a og altsa at @ = max{a, 8}. Specielt er altsa
a transfinit. Det er klart, at a < a+ 5. At a+ 8 < « - 3 ses ogsa let (for § =1
er det dog ngdvendigt at udnytte, at a er transfinit). Da f < «, har vi trivielt, at
a- B < a-a. Folgelig er det nok at vise, at

a-a<a nar « er transfinit.

Var dette ikke opfyldt, kunne vi, da kardinaltallene er velordnede, betragte det fgrste
transfinite kardinaltal «, for hvilket

a< o-o.

Her er a = Card Q- 0g a - a = Card(Q<qxQcy). I produktmeengden Q.o xQ,
defineres en relation < pa fglgende made:

(A1, A2) < (p1, p2) =
max{A1, Ao} < max{uq,p2} eller
max{ A1, Ao} = max{uq, p2} og Ay < pyp  eller
max{ A1, Ao} = max{u1, p2} 0g A\1 = 1 0g Ay < .

Det er klart, at der herved defineres en velordning af produktmaengden Q.. x Q..
Det er udelukket, at 2., X 2., er ordens-isomorf med et afsnit at Q_, idet vi jo
sa ville fa, at

a-a=Card(Qcqy X Qo) < Card Qo = a,

i modstrid med antagelsen om, at @ < « - «a. Af Sammenlignings-saetningen for
velordnede maengder (4.8) folger derfor, at 2., er ordens-isomorf med et asegte afsnit
W af Q.o x Q.. Der findes altsa ordinaltal pq, o € -4, sa at afsnittet W bestar
af de par (A1, \2), for hvilke (A1, A2) < (p1,2). Da « er et transfinit kardinaltal,
er der intet sidste element i Q.. Der findes derfor et ordinaltal § € Q_,, sa at
max{p1, p2} < 5, og sa folger det, at vi for hvert par (A1, A2) i W har, at \; < 8 og
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A2 < B. Altsaer W C Q. x Qcp. Viseetter v := Card Q3. Da 8 < o og o er et
kardinaltal, er v < « og ifslge det foregaende er (2., &kvipotent med delmaengden
W af Qg x Qcp. Fglgelig har vi, at

a<~y-y og v<a

Men dette er en modstrid, thi hvis v var et endeligt kardinaltal, kunne vi slutte, at
ogsa « var endeligt, og var v transfinit, sa sikrer valget af «, at v-v < ~, og vi kunne
slutte, at a < a.

KOROLLAR. For ethvert transfinit kardinaltal o gaelder, at a® = 2.

Bevis. Under brug af Seetningen finder vi:

205 S Cl{a S (204)(1 — 2a-a — 205‘

BEMAERKNING. Satningen indeholder gjensynlig Korollar (4.10) (og Seetning (2.6))
som specialtilfaelde.
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STRUKTURER

1. Indledning.

(1.1) Grundlaeggende i al matematik er maengde- og afbildningsbegrebet. Mangder
forekommer imidlertid yderst sjeeldent isolerede; de vil, athsengigt af situationen,
veere forsynet med en vis struktur. Vi kan ikke gennerelt definere, hvad det vil
sige, at en maengde saledes er struktureret, men vi kan lgst sige, at en struktur pa
en maengde bestar i, at der udover maengden er ”givet noget”, som ”opfylder visse
betingelser”. Det vil seedvanligvis veere klart hvad der menes med, at to meengder
har strukturer af samme type.

(1.2) EKSEMPLER PA STRUKTURTYPER.
(1) Ordnede maengder. Strukturen pa en meengde M er her en relation < i
M, dvs. en delmeengde af M x M, som opfylder visse velkendte betingelser.
(2) Metriske rum. Strukturen pa en mengde M er her en afbildning dist :
M x M — R, som opfylder visse velkendte betingelser.
(3) Komplekse, normerede vektorrum. Strukturen pa en meengde M bestar
her af tre afbildninger:

M x M — M (vektoraddition)

C x M — M (multiplikation med skalar)
M — R (normen),

som opfylder visse betingelser.

(1.3) Man kan angive, at en mengde er struktureret, ved efter betegenelsen for
maengden at anfgre symboler for den givne struktur. I eksemplerne ovenfor kan
vi saledes skrive (M, <) for en ordnet maengde, (M, dist) for et metrisk rum, og
(M,+,C,| ) for et komplekst, normeret vektorrum.

(1.4) En matematisk teori vil ofte omfatte studiet af meengder med strukturer af en
given fast type. I en sadan teori vil der for meengder (M, $) og (N, £) med strukturer
af den givne type veere visse afbildninger

f:M — N,

der kan siges, at "have noget at ggre med strukturen” eller at ”harmonere med
strukturen” eller at "bevare (eller respektere) strukturen”. Nar det for en bestemt
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strukturtype er praeciseret, hvilke afbildninger der i en sadan forstand er relevante,
kan disse afbildninger kaldes homomorfier. For en homomorfi f : M — N skrives
ogsa

f:(M,$) — (N, L).

Ved denne sprogbrug er det altid underforstaet, at sammensaetning af to homomorfier
igen er en homomorfi, og at den identiske afbildning = +— x af M pa sig selv er en
homomorfi Idys : (M,$) — (M, $).

En homomorfi f : (M,$) — (N, £), der er bijektiv og saledes at den inverse
afbildning f~! : N — M ogsa er en homomorfi : (N, £) — (M;$), kaldes en isomorfi.
At en homomorfi f: (M,$) — (N, £) er en isomorfi, angives ofte ved at skrive

f:(M,$) = (N, £).
M?

Hvis der findes en sadan isomorfi, siges (M,$) og (N, £) at veere isomorfe. Herfor

kan skrives

(M,$) ~ (N, £).

En homomorfi f: (M,$) — (M,$) af (M,$) ind i sig selv kaldes ogsa en endomorfi.
En endomorfi, der er en isomorfi, kaldes ogsa en automorfi.

OBSERVATION. En homomorfi f : (M,$) — (N, £) er en isomorfi, hvis og kun hvis
der findes en homomorfi g : (N, £) — (M, $), sa at

gof=Idy og [fog=lIdy,

thi af de to ligninger folger, at f er en bijektiv afbildning med g som den inverse.

(1.5) Det skal understreges, at vi for en given strukturtype ikke i (1.4) har define-
ret, hvad en homomorfi (og dermed en isomorfi, . .. ) er. Nar vi taler om homomorfier,
skal det altid veere praeciseret, hvilke afbildninger, der er sa interessante, at de for-
tjener denne betegnelse. For en bestemt strukturtype vil der ofte vaere flere lige gode
valg. For ordnede maengder vil det forekomme ret naturligt, at homomorfierne er de
afbildninger

f:(M,<)— (N,<)

som opfylder: z < y = f(x) < f(y). For metriske rum er situationen ikke sa entydig.
Vi kan betragte afbildninger

f:(M,dist) — (N, dist),

som er afstandsbevarende, eller (svagt) afstandsformindskende, eller blot kontinuente.
Ved de to fgrste valg bliver isomorfierne de sakaldte isometrier, ved det sidste valg
bliver de homeomorfierne.

(1.6) Idet folgende behandles de fundamentale algebraiske strukturer afledt af kom-
positioner og relationer.



MAT 2 AL Strukturer 3
6. august 1987

2. Kompositioner.

(2.1) DEFINITION. En komposition x i en maengde M er som bekendt en afbildning
x: M x M — M.

Billedet i M af (a,b) € M x M ved denne afbildning betegnes ssedvanligvis a xb. Det
kaldes kompositet af a med b [laeses: ”a stjerne b” eller ”a komponeret med b”|. For
et fast a € M er

lg:x—axx

en afbildning [, : M — M. Den kaldes venstrekomposition med a.
Tilsvarende er hgjrekomposition med a givet ved r,: x — x *x a.
Meangden M med en given komposition x betegnes kort (M, ).

(2.2) DEFINITION. I en meengde med en komposition (M, ) siges en delmaengde
S C M at veere stabil, dersom

reSANyeS = zxyel.

Er dette tilfeeldet, definerer kompositionen *x ved restriktion en komposition i S,
kaldet den inducerede komposition.

(2.3) DEFINITIONER. Lad (M, %) vaere en maengde med en komposition. Elementer
x,y € M siges at kommmutere, hvis

TxY =Y x*x.

Geelder dette for alle x,y € M , kaldes kompositionen kommutativ. Den kaldes asso-
ciativ, hvis der for alle z,y, z € M gaelder:

(x*xy)*xz=2axx%(yx*2).
Et element e € M kaldes neutralt element, hvis der for alle x € M geelder:
eExT==T*xe=zx.
Et element a € M kaldes regulert, hvis der for alle x,y € M gaelder:
A*xT=a*xy — T=1Y og rT*xa=yY*xa — T =1Yy.

Et element a € M kaldes invertibelt, hvis der for hvert element b € M geelder, at hver
af de to ligninger
axrx=b og zxa=Db
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har en og kun én lgsning i M.
Hvis alle elementer er reguleere, siges forkortningsreglen at geelde.

BEMZERKNING. At et element a € M er regulert (resp. invertibelt) betyder, at

venstrekomposition z +— a * x og hgjrekomposition = +— x * a er injektive (resp.
bijektive) afbildninger : M — M.

(2.4) DEFINITIONER. En semigruppe (M, *) er en maengde med en associativ kom-
position. Et monoid (M, *) er en semigruppe med et neutralt element. En gruppe
(M, *) er et monoid, hvori alle elementer er invertible.

OBSERVATIONER. En komposition kan hgjst have ét neutralt element. I et monoid
(M, x) betegnes det neutrale element ofte eps. I et monoid (M, %) er et element a
invertibelt, netop hvis der findes et element a’ € M, saledes at

axa =a xa=ey.
Elementet a’ er i sa fald entydigt bestemt. Det kaldes det inverse til a, og det betegnes
-1
a ",

Det fglger, at en maengde M med en komposition * er en gruppe, hvis der findes
et element e € M, og for hvert element z € M et element z—! € M, si at ligningerne

(x*xy)xz=ax*(y*z2)

EXT =T *ke=2XI

geelder for alle z,y,z € M.

SETNING. Lad (M, *) veere et monoid. Hvis a og b er invertible elementer, sa er
ogsa a x b invertibelt, og
(axb) P =b"txal.

De invertible elementer i M udger en stabil delmaengde, som med den inducerede
komposition er en gruppe.

Bevis. Q

(2.5) EKSEMPEL. Lad X veere en maengde, og lad End(X) betegne maengden af
alle afbildninger : X — X af maengden ind i sig selv. Vi kan opfatte sammensatning
som en komposition o i meengden End(X). Da sammensaetning af atbildninger som
bekendt er associativ, og da den identiske afbildning

Idx :x—x
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gjensynlig er neutralt element, er (End(X),o) et monoid. Gruppen af invertible
elementer heri bestar netop af de bijektive afbildninger : X — X. Denne gruppe
betegnes ogsa Aut(X).

(2.6) NOTATION. I en meengde med en komposition (M, *) er det ofte hensigtsmaes-
sigt at bruge kompositionstegnet i forbindelse med delmeengder. Er A, B delmaengder
af M, betegner vi saledes med A x B delmangden

AxB:={axbla€ ANbeE B}.
Tilsvarende saettes for a € M og B C M
axB:={axb|be B},
og, hvis (M, %) er en gruppe,

B ':={b'|be B} og
axBxa ' :={axbxa'|bc B}.

(2.7) DEFINITION. Lad * veere en komposition i meengden M og lad ' vaere
en komposition i meengden M’. En afbildning f : M — M’ siges da at veere en
homomorfi

[ (M, *)— (M%),

hvis der for alle x,y € M geelder
flaxy) = f(z)« f(y).

En bijektiv homomorfi f : (M, ) — (M, «") kaldes ogsa en isomorfi. For en sadan er
den inverse afbildning f~! en homomorfi

(M%) — (M, %).

En homomorfi f: (M, *) — (M, *) kaldes ogsa en endomorfii (M, x).

OBSERVATION. For en gruppehomomorfi, dvs. en homomorfi f : (M, x) — (M’ *")
mellem grupper (M, *) og (M’, %) geelder

flen) =enr og f(z™1)= f(z)™! forallexz e M,
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BEMARKNING. For en homomortfi f : (M, *) — (M’ ") mellem monoider (M, %) og
(M’,«") geelder ikke i almindelighed, at

flenm) =enr.

Er denne betingelse opfyldt, kaldes homomorfien en monoidhomomorfi.

(2.8) Vivil ofte mgde meengder M, i hvilke der er givet to (eller flere) kompositioner.
I en sadan situation ma man naturligvis praecisere, pa hvilken af kompositionerne de
foregaende definitioner anvendes. Er (M, L, *) en mangde med kompositioner L
og *, kan en delmaengde S C M veere stabil under 1, og stabil under . Er den
stabil under begge kompositioner kaldes den stabili (M, L, ). Den kan i sa fald selv
opfattes som en mangde med inducerede kompositioner (S, L, ).

Er tilsvarende (M’, L’ «’) en meengde med to kompositioner, kan en afbildning
f: M — M’ vere en homomorfi f : (M, L) — (M’, L') eller en homomorfi f :
(M, %) — (M',«"). Er begge dele opfyldt, siges f at veere en homomorfi

fo(M, L x)— (M, L' «).

DEFINITION. I en maengde M med kompositioner 1 og * siges x at veere distributiv
mht. L, hvis der for alle x,y, z € M gaelder:

xx(yLz)=(zxy) L(zxz) og (rly)xz=(xxz)Ll (yx*xz2).

(2.9) NoTaTION. En komposition i en meengde kan naturligvis betegnes med et hvil-
ketsomhelst symbol. (Andre almindeligt brugte tegn er o, x,U,N, V,A). Vi vil ofte
skrive kompositioner multiplikativt, dvs. bruge tegnet - for kompositionen. Komposi-
tet a - b kaldes da produktet, og heri udelader vi oftest kompositionstegnet og skriver
ab for a - b. Et eventuelt neutralt element kan ogsa kaldes et et-element og betegnes
1. Betingelsen er:

lr =21 =x.

Visse kommutative kompositioner vil vi dog skrive additivt, dvs. vi vil bruge tegnet
+ for kompositionen. Kompositet a + b kaldes da summen. Et eventuelt neutralt
element kan kaldes et nul-element og betegnes 0. Betingelsen er:

O+x==x.

Et eventuelt inverst element til x kaldes da det modsatte til x og betegnes —x. Be-
tingelsen er:
z+ (—z)=0.
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Er (M, *) en kommutativ semigruppe og I # () en endelig maengde, kan vi for en
afbildning a : I — M definere elementet

* a; [additivt: X a;, multiplikativt: 1T a]
icl icl =

som kompositet af elementerne a;, i € I [Overvej dette!]. Har M et neutralt element
e, er det hensigtmaessigt at tillegge dette kompositum veerdien e, nar I = (.

(2.10) DEFINITION. En 7ring (A, +,) er en maengde A med kompositioner + og -
saledes at

(1) (A,+) er en kommutativ gruppe.

(2) (A,-) er et monoid.

(3) - er distributiv mht. 4.
Nul-elementet i (A, +) er ringens nul-element 05, og et-elementet i (A, -) er ringens
et-element 1.

Gentagne anvendelser af den distributive lov giver, for et endeligt produkt af
endelige summer,

(a1+a2_l’_.)(b1+b2+.)(cl+02+.) ...:Zaibjck... .

En ringhomomorfi f : (A,+,:) — (I',+,-) er en afbildning f : A — I' mellem
ringe, som opfylder

flx+y) = f(z)+ f(y),
flzy) = f(x)f(y),
f(la) =1r

(2.11) DEeFINITION. Lad (G,-) veere en gruppe. En delmzengde H C G kaldes
da en undergruppe, hvis den er stabil, og med den inducerede komposition selv er
en gruppe. Det fglger, at inklusionsafbildningen i sa fald er en gruppehomomorfi
:(H,-) = (G,).

OBSERVATION. En delmangde H af en gruppe (G, -) er en undergruppe, netop nar
der gaelder:

reHNye H = xye€ H,
eg€H,
reH = 2z !'eH.

(2.12) DEeFINITION. Lad (A, +,:) veere en ring. En delmeengde A C A kaldes da
en delring, hvis den er stabil, og med de inducerede kompositioner selv er en ring
med samme et-element som A. Den sidste betingelse er ngdvendig for at sikre, at
inklusionsafbildningen er en ringhomomorfi : (A, +,-) < (A, +, ).
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3. Relationer.

(3.1) DEFINITION. En relation R i en maengde M er som bekendt en delmaengde
RCMx M.
Udsagnet (z,y) € R skrives ssedvanligvis
xRy,

og dets negation skrives xRy.

(3.2) DEFINITIONER. En relation R i en meengde M kaldes refleksiv, hvis der for
alle x € M geelder:

zRx,
og irreflexiv, hvis der for alle x € M geelder:
Den kaldes symmetrisk, hvis der for alle z,y € M gaelder:
rRy — yRx,
og asymmetrisk, hvis der for alle x,y € M geelder:
rzRy NyRr — x =1y.
Den kaldes transitiv, hvis der for alle z,y, z € M geelder:
rRy NyRz — xzRz.
Den kaldes total, hvis der for alle x,y € M gaelder:
r=y V zRy V yRx.
(3.3) DEFINITION. Lad R vaere en relation i meengden M og lad R’ veere en relation

i meengden M’. En afbildning f : M — M’ siges da at respektere relationerne, eller
at veere en homomorfi

f:(M,R)— (M R,
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hvis der for alle z,y € M gelder: zRy — f(x)R'f(y). Er der kun givet en
relation R i M siges en afbildning f : M — M’ at respektere relationen, hvis der for
alle x,y € M geelder:

TRy = f(x)= f(y).

(3.4) DEFINITION. En transitiv relation R i en maengde M kaldes en pre-ordning.
Den kaldes en ordning, hvis den desuden er asymmetrisk. Som betegnelse for en
ordning bruges ofte et af tegnene < [laeses: ”gar forud for”] og > [laeses: ”fglger
efter”]. Til hver ordning < hgrer en reflexiv ordning < defineret ved

DEF
Ty == rvyVvr=y,

og en irrefleksiv ordning —; defineret ved

x;y 2EE r<yAxFuy.

Vi vil reservere tegnene <, C, > D (resp. <,C,>, D) som betegnelse for ordninger,
som er refleksive (resp. irrefleksive).

En ordnet maengde (M, <) er en maengde M med en given ordning <. Hvis re-
lationen < er total, kaldes (M, <) totalt ordnet. Er relationen < ikke ngdvendigvis
total, siges (M, <) ogsa at veere partielt ordnet.

For ordnede mangder (M, <) og (M’, <’) siges en afbildning f : M — M’, som
respekterer ordningerne, ogsa at vaere en ordenstro afbildning eller en ordenshomom-
orfi

f:(M,<)— (M, <").

En ordning < i maengden M nedarves umidelbart til enhver delmaengde N C M. Med
denne inducerede ordning i N er inklusionsafbildningen ordenstro : (N, <) — (M, <).

OBSERVATION. En relation R, som er transitiv og irrefleksiv, er ogsa asymmetrisk
(og altsa en ordning).

(3.5) DEFINITION. Ien ordnet meengde (M, <) siget et element a at vaere minimalt,
hvis der for alle z € M geelder:

r<a — T =a,
og at vaere forste element, hvis der for alle y € M geelder:

a=<y.
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Tilsvarende defineres maksimalt element og sidste element.

BEMZERK. ”Minimalt” betyder, at ingen elementer gar segte forud, ”forste element”
betyder, at alle elementer fglger efter. De to definitioner stemmer kun overens for
totalt ordnede maengder. I almindelighed kan der godt vaere flere minimale elementer
(men hgjst ét forste element).

(3.6) DEFINITION. Lad (M, <) veere en ordnet meengde, og lad N C M vere en
delmaengde. Et element a € M kaldes en majorant for N, hvis der for alle y € N
geelder y < a. Et element b € M, der er forste element i delmaengden af majoranter

for N, kaldes ogsa supremum for N. Herfor skrives
b= supN.

Tilsvarende defineres minorant, infimum og inf N.
Hvis der findes majoranter for IV, siges N at vaere opad begrenset. Er der ogsa
minoranter, kaldes N begrenset.

(3.7) DEFINITION. En ordnet maengde (M, <) kaldes velordnet, hvis enhver ikke-tom
delmaengde af M har et forste element.

(3.8) DEFINITION. En relation R i en meengde M kaldes en @kvivalensrelation, hvis
den er refleksiv, symmetrisk og transitiv. Akvivalensklasserne er da de delmaengder

af M, der har formen
{r € M |zRa} , meda € M.

De udggr en klassedeling af M, dvs. en maengde af ikke-tomme, parvis disjunkte
delmaengder, hvis foreningsmaengde er M.

Meangden af sekvivalensklasser kaldes kvotienten (eller kvotientmaengden) af M
mht. R og betegnes M/R [leeses: ” M over R” eller ” M modulo R”].

En akvivalensklasse X kan altsa opfattes dels som en delmaengde X C M, dels
som et element i den nye meengde M/R. Hvis x € X siges x at veere en representant
for X.

Idet vi for hvert x € M med [leeses: ”x kvadrat”| betegner ackvivalensklassen,

der indeholder z, altsa

= {2’ | 2’ Rz},
defineres ved x — en surjektiv afbildning

[ ]: M — M/R,

kaldet den kanoniske afbildning. At elementet © € M er repraesentant for ackviva-
lensklassen X betyder saledes, at = X. Bemark, at

[z]=[y] < =Ry.
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Elementet € M/R kan ogsa betegnes:  x mod R.

(3.9) SPROGBRUG. Lad der veere givet en afbildning ¢ : M — M. En afbildning
f: M — P siges da at udvide afbildningen f : M — P mht. ¢, hvis fop = f.

M —F— M
I diagramform: fl
P
Hvis det er underforstaet hvilken afbildning : M — M, der er givet, siger vi blot, at

f er en udvidelse f.

(3.10) Med denne sprogbrug galder fplgende trivielle:

UDVIDELSESSATNING FOR MAENGDER. Lad R vare en aekvivalensrelation i M, og lad
[ ]: M — M/R veere den kanoniske afbildning ind i kvotienten. Enhver afbildning
f M — P, som respekterer ackvivalensrelationen R, kan da entydigt udvides til en
afbildning f : M/R — P fra kvotienten. I diagramform:

[]

M ——=— M/R

/|

P

Bevis. At f er en udvidelse af f betyder, at f o[ ]=f, altsa at
f(z]) = f(z) forallex € M.
Heraf fplger pastanden let, da hvert element X € M/R har formen X = v

DEFINITION. Den entydigt bestemte udvidelse siges ogsa at veere induceret af f.

(3.11) DEFINITION. Lad f : M — P vere en afbildning. Billedet ved f er da
billedmaengden

M) :={f(z) | x e M},

og den til f hgrende relation er relationen ,}, defineret ved

' 77 22 r(2)) = f(a).
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Det er klart, at afbildningen f respekterer relationen ?

[SOMORFISETNING FOR MANGDER. Lad f : M — P vare en afbildning. Da er
billedet en delmzngde af P, og relationen r;; er en akvivalensrelation i M. Den

inducerede afbildning er en bijektion f : M/ 7 - f(M) af kvotienten pa billedet.

Bevis. Relationen ,}, er gjensynlig en &kvivalensrelation, sa ifglge Udvidelsesseetning-
en (3.10) inducerer f en afbildning f : M/ r]\;—> P. Billedmaengden herfor er netop
f(M), s& vi kan opfatte f som en surjektiv afbildning

f:M/?—>f(M),

og skal vise, at den er injektiv. Lad X og Y veere elementer i kvotienten M/ ?,

saledes at f(X) = f(Y). Velges repracsentanter = for X og y for Y har vi
flz) = f((z]) = F(X) = fF(¥) = f(y] = (v),
men saerx?y, og altsaX:::YQ

BEMZRKNING. Idet vi med ¢ : f(M) — P betegner inklusionsafbildningen, er den
givne afbildning en sammenssetning f = v o f o[ ] af en surjektiv afbildning [ |, en
bijektiv afbildning f og en injektiv afbildning ¢. I diagramform:

M ——— P
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4. Harmoniske relationer.

(4.1) DEFINITION. Lad M veere en meengde med en komposition * og en relation R.
Relationen siges da at harmonere med hgjrekomposition, hvis der for alle elementer
x,y,a € M geelder

r Ry = xxa Ryxa,

og at harmonere med venstrekomposition, hvis der for alle x,y,a € M gealder
TRy = a*xx Raxy.

Er begge dele opfyldt, siges relationen R at harmonere med kompositionen x, eller
at veere en harmonisk relation i (M, *).

BEMAERKNING. Betingelserne udsiger, at hgjrekomposition = +— = % a og venstre-
komposition x — a x x for ethvert element a er homomorfier : (M, R) — (M, R)

OBSERVATION. Hvis en harmonisk relation R i (M, *) er transitiv, sa geelder for alle
x, o'y, y e M, at x R’ N\yRy' — xxyRx' %y .

(4.2) OBSERVATION. En relation R i en gruppe (G, ) (multiplikativt skrevet, med
neutralt element e), som harmonerer med venstremultiplikation, er helt bestemt ved
delmeengden {z € G | e R z}, idet vi har

TRy < z'yc{z€G|eRz}.

Omvendt geelder folgende:

SETNING. Lad (G, ) vere en gruppe med neutralt element e. For hver delmsngde
N C @ defineres da ved

rRyy 228 tlye N

en relation Ry i G, som harmonerer med venstremultiplikation, og for hvilken
{z€G|eRyz}=N.

Om relationen Ry geelder yderligere:

1) Ry er harmonisk <= a 'Na C N for alle a € G.
) Ry er refleksiv <= e € N.

) Ry er irrefleksiv <= e ¢ N.

) Ry er symmetrisk <= N~! C N.

) Ry er asymmetrisk < N N N~!C {e}.

) Ry er transitiv <= N -N C N (dvs. N er stabil).
) Ry er total <= G ={e}UNUN"L
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Bevis. Den forste pastand fglger af at

(az) Y ay) =z ta tay = 71y

(1),”=": Vi skal vise for a € G og 2 € N, at a'za € N. Da z € N, har vi e Ry z,
og da Ry harmonerer med hgjremultiplikation, folger heraf ea Ry za , altsa

a"'za = (ea) "' (za) € N.

(1),”<": Vi skal vise, at Ry harmonerer med hgjremultiplikation. Antag derfor,
at x Ryy, og lad a € G. Daer (za)!(ya) = a '(z7'y)a € N, thi 271y € N og
a 1Na C N.

De gvrige pastande vises analogt ©

BEMARKNINGER. Ud fra en delmaengde N C G kan vi analogt ved
xRy 22y yr~t e N

definere en relation R?\,, som harmonerer med hgjremultiplikation. Det er let at se,
at Ry og R% er den samme relation, netop nar betingelsen (1) er opfyldt.

Vi kan yderligere ved at betragte produkterne y~'x og xy~! definere endnu to
relationer. Hvis bade (1) og (4) er opfyldt, bliver disse 4 relationer ens, idet udsagnene

zlyeN, yrteN, ylzeN og zyleN
sa er ensbetydende.

NOTATION. I en kommutativ gruppe er betingelsen (4.2)(1) altid opfyldt. Vi frem-
haever, at for en delmaengde N i en kommutativ, additivt skrevet gruppe (G, +), er
relationen Ry bestemt ved

xRNy 25L y—zx € N,

og at denne relation altid er harmonisk. De gvrige betingelser har udseendet:

) Ry er irrefleksiv <= 0 ¢ N.

) Ry er symmetrisk < —N C N.

) Ry er asymmetrisk <= NN (—N) C {0}.
) Ry er transitiv<—= N + N C N.

(7) Ry er total <= G ={0}UNU(—N).

TILF@JIELSE. Er der i den kommutative gruppe (G, +) givet endnu en komposition
%, der er distributiv mht. +, geelder:

(8) Ry harmonerer med x <= ax N C N for alle a € G.

Bevis. Som de foregaende. Det er ngdvendigt at udnytte, at

ax0=0xa=0, ax(—z)=—(axx), (—z)xa=—(r*xa)Q
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5. Harmoniske ordninger.

(5.1) DEFINITION. En ordnet gruppe (G,-,<) er en maengde G forsynet med en
komposition - og en relation < saledes at

(1) (G,-) er en gruppe.
(2) (G, <) er en totalt, irrefleksivt ordnet maengde.
(3) Relationen < harmonerer med kompositionen - .

Den sidste betingelse udsiger, at der for alle x,y,a € G gelder:

r<y — za<yaNar <ay.

Vi vil her udelukkende beskaeftige os med kommutative (additivt skrevne) ordnede
grupper (G, +,<). For en sadan udsiger betingelsen (3), at

r<y — r+a<y-+a.
Af transitiviteten fglger, at vi kan ”addere uligheder”:

r<yNa<b —= x+a<y-+b.

(5.2) DEFINITION. Et element a i en kommutativ, ordnet gruppe (G, +, <) kaldes
positivt, hvis 0 < a. Delmaengden bestaende af positive elementer betegnes

Gy:={aeG|0<a}l.
Vi har gjensynlig
r<y <= y—xzeGy.

Af betingelserne (3), (6) og (7) i Seetning (4.2) folger, at vi har 0 ¢ G4, at G4 er
stabil og at der for hvert element = # 0 i G geelder, at x € G eller —x € G5.
Endvidere folger det, at vi omvendt har:

SETNING. Lad (G,+) vare en kommutativ gruppe, og lad P C G vare en stabil
delmaengde, saledes at 0 ¢ P og saledes at der for hvert element x # 0 i G geelder,
at x € P eller —x € P. Da defineres ved

DEF
r<y &< y—xz€P

en relation < i G saledes at (G, +, <) er en ordnet gruppe.
bevis. M
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(5.3) DEFINITION. Lad a vaere element i en kommutativ ordnet gruppe (G, +, <).
Ved absolutverdien af a, betegnet |a|, forstas det storste af elementerne a og —a.

Vi har:
la| >0, med”=" kun nar a = 0.
| —al = lal.
la+b| < la| +1b|. (Trekantsuligheden).

Af ulighederne ° } <a| og _bb} < |b| fas nemlig ved addition, at _a:'_bb} < |a|+|b],
og det er netop trekantsuligheden.

Heraf fglger let, at
lla| = 1b]] < fa —b].

(5.4) DEFINITION. En ordnet ring (A, +, -, <) er en maengde A med to kompositioner
+ og - og en relation < saledes at
(1) (A,+,) er en ring.
(2) (A, <) er en totalt, irrefleksivt ordnet meengde.
(3) Relationen < harmonerer med additionen 4+ og med multiplikation med po-
sitive elementer.

Den sidste betingelse udsiger, at der for alle x,y,a € A gealder:
r<y — r+a<y+ta
r<yNl<a = za<yaNazr <ay.
Da (A, 4+, <) specielt er en ordnet gruppe, folger af det foregaende, at delmaengden
Ay ={aeA|0<a}
bestaende af positive elementer i A bestemmer ordningen, idet
r<y <= y—x €A,

og at Ay mht. addition har egenskaberne nszevnt i (5.2). Yderligere er A stabil
under multiplikation, thi af 0 < a og 0 < b fglger 0 = a - 0 < ab. Omvendt har vi:

SETNING. Lad (A, +,-) veere en ring, og lad P C A vaere en stabil (mht. + og -)
delmeengde, saledes at 0 ¢ P og saledes at der for hvert x # 0 i A gelder, at © € P
eller —x € P. Da defineres ved

DEF
r<y &< y—zeckP
en relation < i A saledes at (A,+,+, <) er en ordnet ring med A, = P.

Bewis. Det skal blot vises, at relationen harmonerer med multiplikation med positive
elementer, og det fglger let af, at P er stabil under multiplikation ©

OBSERVATION. For absolutveerdien geelder, at |xy| = |z||y|. Endvidere er 05 < 14
(med mindre A er nulringen).
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6. Kongruensrelation og kvotient.

(6.1) DEFINITION. Lad (M, *) veere en meengde med en komposition. En aekvi-
valensrelation ~ i M, der harmonerer med kompositionen *, kaldes ogsa en kongru-
ensrelation i (M,*). En relation ~ i M er altsa en kongruensrelation, hvis den er
refleksiv, symmetrisk og transitiv, samt opfylder:

¥~ ANy ~y = ' xy ~axy.

Er ~ en kongruensrelation i (M, x), kan vi i kvotientmaengden M/~ definere en
komposition % pa fglgende made: Lad X og Y veere aekvivalensklasser, og veelg en
reprasentant x for X og en repraesentant y for Y. Kompositet X*Y af sekvivalens-
klasserne X og Y er da aekvivalensklassen

XY =[zwy],

der indeholder kompositet af repraesentanterne. At dette er veldefineret, altsa at
sekvivalensklassen ikke atheenger af de foretagne veelg, fglger af betingelsen
ovenfor.

Den saledes definerede komposition * i kvotientmeengden kaldes den inducerede
komposition. Den betegnes saedvanligvis med samme symbol som den givne kompo-
sition i M. Kvotientmaengden M/~ med den inducerede komposition * kaldes ogsa
kvotienten af (M, x), og skrives

(M~ %) = (M, %)/~

(6.2) Er ~ en kongruensrelation i (M, *), folger det af definitionen pa den inducerede
komposition, at vi for alle x,y € M har

Dette betyder imidlertid, at den kanoniske afbildning x — er en homomorfi
[ ]: (M, ) = (M/~, ).

Den kaldes ogsa den kanoniske homomorfi.

OBSERVATION. Da den kanoniske homomorfi

(] (M, %) = (M/~, %)
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er en surjektiv homomorfi, vil en lang rackke egenskaber ved (M, %) nedarves til kvoti-
enten (M /~, ). Som eksempler pa sadanne egenskaber kan naevnes kommutativitet,
associativitet, eksistens af neutralt element og eksistens af inverst element.

Lad os f.eks. vise, at associativitet nedarves: Lad X, Y og Z veere elementer i
kvotienten, og velg reprasentanter: X = [z], Y = , Z =[z] Under brug af

definitionen pa kompositionen i kvotientmaengden finder vi sa:

(X*Y)*Z:*Z: (z*xy)*z og
X*x(Y*xZ)=Xx*[yxz|=|xx(y*xz)|.

Af (zxy) *x 2z =z * (y x 2) folger derfor, at
(X«Y)«Z=Xx*x(Y*xZ)

som pastaet.

(6.3) UDVIDELSESSEATNING FOR MAENGDER MED KOMPOSITION. Lad ~ vare en
kongruensrelation i (M, ), og lad [ ]: (M,*) — (M/~,*) vaere den kanoniske ho-
momorfi ind i kvotienten. Enhver homomorﬁ f: (M,x) = (P, %), som respekterer
relationen ~, kan entydigt udvides til en homomorfi f (M/~, %) — (P, *) fra kvoti-
enten. I d1agramform.

L]

B (Ma*) - (M/N7*)
rOs
(P, *)

Bevis. Ifglge Udvidelsessaetning (3.10) skal det blot vises, at den inducerede afbild-
ning f : M/~ — P er en homomorfi, og det folger let af definitionerne ¢

(6.4) For en homomorfi f : (M, ) — (P,*) kan vi, jfr. (3.11), betragte dels billedet
f(M), dels den til f hgrende sekvivalensrelation
DEF

ez = fla) = fl@).

ISOMORFISEATNING FOR MANGDER MED KOMPOSITION. Lad f : (M,*) — (P, %)
vaere en homomorfi. Da er billedet f(M) en stabil delmaengde i (P, x), og relationen
" er en kongruensrelation i (M, ). Den inducerede homomorfi er en isomorfi

K (M )= (F (M), %)



MAT 2 AL Strukturer 19
4. december 1987

af kvotienten pa billedet.

Bevis. Folger af Isomorfiseetning (3.11) ©

BEMERKNING. Homomorfien f er siledes en sammenseztning f = v o f o [] af
en surjektiv homomorfi [ | : M — M/?, en isomorfi f : M/r]\: 5 f(M), og den

injektive inklusionshomomorfi ¢ : f(M) < P.

(6.5) DEFINITION. Lad (G,-) veere en gruppe. En normal undergruppe N i G er da
en undergruppe N, saledes at aNa~! C N for alle a € G.

SETNING. Lad (G,-) veere en gruppe. Kongruensrelationerne i (G,-) er da netop
relationerne = definerede ved

DEF _
x%y =z 1yEN,

hvor N C G er en normal undergruppe.

Bewvis. Af (4.2) folger, at relationerne i (G,-), der harmonerer med venstremulti-
plikation, netop er relationerne Ry definerede ved

DEF _
tRyy &= z 1 €N,

hvor N C G er en delmeengde. Af betingelserne (1), (2), (4) og (6) i Seetning (4.2)
aflaeses umiddelbart, at Ry er en kongruensrelation i (G, -), netop nar delmaengden
N er en normal undergruppe i G &

(6.6) DEFINITION. Lad N vaere en normal undergruppe i en gruppe (G, -). Kongru-
ensrelationen = defineret ovenfor kaldes da kongruens modulo N. Da den kanoniske

N
homomorfi [ ]: (G, ) = (G/ =, -) er surjektiv, folger det let, at kvotienten med den

inducerede komposition - igen er en gruppe. Den kaldes kvotientgruppen af G mht.
N og betegnes G/N.

Elementerne i kvotienten G/N er sekvivalensklasserne ved =. Det er gjensynlig

N
delmeengderne i G af formen

N, hvorxeG.
De kaldes ogsa sideklasser modulo N. Det neutrale element i kvotienten G/N er

sideklassen eN = N.

(6.7) DEFINITION. For en gruppehomomorfi f : (G,-) — (H,-) gelder som be-
kendt, at f(eg) = ey og at f(z~!) = f(x)~! for alle z i G. Det fglger let, at en
gruppehomomorfi f : (G, ) — (H, ) respekterer relationen =, netop nar

f(z) =eyg foralle ze€ N.
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Er dette opfyldt, siges homomorfien f at forsvinde pa N.
Af Udvidelsessatning (6.3) far vi nu — med de nye betegnelser — fglgende:

UDVIDELSESSATNING FOR GRUPPER. Lad N vare en normal undergruppe i en
gruppe (G,-), og lad [ ] : (G,-) = (G/N,-) vare den kanoniske homomorfi ind i
kvotienten. Enhver gruppehomomorfi f : (G, ) — (H,-), der forsvinder pa N, kan
da entydigt udvides til en homomorfi f : (G/N,-) — (H,-) fra kvotienten.

Bevis. #

(6.8) DEFINITION. For en gruppehomomorfi f : (G,-) — (H,-) defineres kernen
som originalmaengden

FHen)={z€ G| f(2) = en}

til det neutrale element ey i H. Det er klart, at homomorfien f forsvinder pa sin
kerne.

ISOMORFISETNING FOR GRUPPER. Lad f : (G,-) — (H,-) vare en gruppehom-
omorfi. Da er billedet f(G) en undergruppe i (H,-) og kernen f~!(ey) er en nor-

mal undergruppe i (G, ). Den inducerede homomorfi fra kvotienten er en isomorfi
f:(G/fYen),") == (f(G),-) af kvotienten pa billedet.

Bevis. Vi har eg = f(eg) og f(z)™t = f(z™!) for alle x € G. Heraf fglger let, at
den stabile delmaengde f(G) er en undergruppe i H. For den til f hgrende sekviva-
lensrelation 7 jfr. (6.4), har vi nu

€G 2 — fleg) =2 <= z¢€ fYen).

Da " er en kongruensrelation, er f~!(ey) folgelig en normal undergruppe [Dette kan

7

naturligvis ogsa let vises direkte] og ~ er relationen “kongruens modulo f~!(ez)
Den sidste pastand fglger nu af Isomorfisaetning (6.4) #

BEMZERKNING. Homomorfien f er sdledes en sammenseetning f = vo fo[ ]af en
surjektiv homomorfi [ ], en isomorfi f og en injektiv homomorfi ¢.

OBSERVATION. En gruppehomomortfi f : (G, ) — (H,-) er injektiv, netop nar kernen
f~Y(ex) kun bestar af det neutrale element eg i G,
thi vi har

fl@)=fly) <= a7y e [ (en).

NOTATION. Vi fremhever, at i en kommutativ, additivt skrevet gruppe (G, +) er
alle undergrupper normale. Kongruensrelationerne i (G, +) er netop relationerne af
formen
DEF
T=Y — y—z €N,
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hvor N C G er en undergruppe. Sideklasserne er her delmaengderne af formen

r+ N, med z€G.

(6.9) DeErFINITION. Lad (M, L, %) veere en meengde med to kompositioner L og
*. En skvivalensrelation ~, der harmonerer med begge kompositioner, siges ogsa
at veere en kongruensrelation i (M, L, ). Kompositionerne 1 og * inducerer da i
kvotientmeengden M/~ kompositioner betegnet 1 og %, og den kanoniske afbildning
T — er en surjektiv homomorfi

[]: (M, L, %) = (M/~, 1,%).

Vi far gjensynlig en UDVIDELSESSETNING og en ISOMORFISAETNING for meengder
med to kompositioner ved at anvende de tilsvarende saetninger (6.3) og (6.4) pa hver
af de to kompositioner.

(6.10) DEFINITION. Lad (A, +,-) vaere en ring. Ved et ideali A forstas en delmeengde
A C A, der er en undergruppe i den additive gruppe (A, +) og saledes, at A- A C A
og A- X C A for alle A € A.

SETNING. Lad (A, +,-) veere en ring. Kongruensrelationerne i (A, +,+) er da netop
relationerne
DEF
r=y & y-u € A,

hvor A C A er et ideal.
Bevis. Ganske som beviset for Saetning (6.5), idet ogsa (4.2)(8) inddrages

(6.11) DEFINITION. Lad A vaere et ideal i en ring (A, +, ). Kongruensrelationen
i defineret ovenfor kaldes da kongruens modulo A. Da den kanoniske afbildning er

en surjektiv homomorfi[ ]: (A, +,-) = (A/i’ +, ), folger det let, at kvotienten, med

de inducerede kompositioner + og -, igen er en ring. Den kaldes kvotientringen af A
mht. idealet A og betegnes A/A.
Elementerne i kvotienten A/A er ackvivalensklasser ved relationen = dvs. del-

maengderne af A af formen
A+ A med AeA.

De kaldes ogsa sideklasser modulo A. Nul-elementet og et-elementet i kvotienten
A/ A er sideklasserne
0O+A=A4 og 1+ A.
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(6.12) Idet en ringhomomorfi f : (A, +,:) — (I', +, -) siges at forsvinde pa delmaeng-
den A C A, hvis
f(z)=0 foralle ze€A,

far vi folgende:

UDVIDELSESSETNING FOR RINGE. Lad A vare et ideal i en ring (A,+,-), og lad
[]: (A +,-) = (A/A,+, ) vaere den kanoniske homomorfi ind i kvotienten. Enhver
ringhomomorfi f : (A,+,-) = (I',+,-), der forsvinder pa A, kan da entydigt udvides
til en homomorfi f : (A/ A, +,-) — (U, +, ") fra kvotienten.

Bevis. Ganske som beviset for Udvidelsessaetning for grupper #

(6.13) DEFINITION. For en ringhomomorfi f : (A, +,-) — (I',+, -) defineres kernen
som originalmeengden f~1(0) af nul-elementet i I'.

ISOMORFISETNING FOR RINGE. Lad f : (A, +,-) — (I, +, ) veere en ringhomomorfi.
Da er billedet f(A) en delring i (U, +,-) og kernen f~1(0) er et ideal i A. Den indu-
cerede homomorfi fra kvotienten er en isomorfi f : (A/f~1(0),+,-) == (f(A), +,-) af
kvotienten pa billedet.

Bevis. Ganske som beviset for Isomorfissetning for grupper (6.8) ©
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GRUPPER

1. Gruppebegrebet.

(1.1) DEFINITION. En gruppe (G, -) er en maengde G med en komposition : Gx G —
G, betegnet (z,y) — x -y, der er associativ, har et neutralt element og opfylder, at
hvert element i G er invertibelt. Betegnes det neutrale element e, og det til elementet
r € G hgrende inverse x ™!, kan betingelserne udtrykkes ved ligningerne:

(@-y) z=z-(y-2)
ecx=x-e=x forallex,yzeG

En gruppe (G, -) kaldes kommutativ eller abelsk, hvis kompositionen er kommutativ,
dvs. hvis
x-y=y-x forallezx,yeQG.

Elementantallet i en gruppe kaldes ogsa gruppens orden.

(1.2) NOTATION. Som betegnelse for en komposition i en gruppe kan anvendes et-
hvert bekvemt symbol. Det er ssedvane i betegnelserne ikke at skelne parret bestaende
af maengden og kompositionen fra maengden. Man taler saledes om gruppen G, idet
det sa er underforstaet hvilken komposition i mesengden G, der er tale om.

I ovenstaende definitioner er kompositionen skrevet multiplikativt, dvs. at kom-
positionstegnet er en ‘', som vi endda oftest udelader i det folgende. Det neutrale
element i gruppen G kan sa betegnes e eller blot e eller eventuelt 1. En kommuta-
tiv gruppe kan skrives additivt, dvs. at kompositionen betegnes (z,y) — x + y. Det
neutrale element betegnes i sa fald 0, og det inverse til z betegnes —x og kaldes det
modsatte til x.

EKSEMPEL. De hele tal udggr en kommutativ gruppe (Z, +).

(1.3) DEFINITION. En afbildning f : H — G mellem grupper (H,-) og (G, -) kaldes
en (gruppe-) homomorfi, hvis

flay) = f(2)f(y), foralle z,y € H.

Heraf fglger let, at der sa gaelder

flen) =eq og flz™')= f(x)~', forallez € H.



MAT 2 AL Grupper 2
3. december 1987

Ved kernen for en gruppehomomorfi f : H — G forstés originalmeengden f~(eq).
Det er let at se, at f er injektiv, netop nar kernen er f~!(eq) = {ex}.

Det er klart, at sammensaetning af homomorfier f : H - G ogg: K — H er en
homomorfi fog: K — G, og at den identiske afbildning x — = er en gruppehomom-
orfi Idg : G — G.

En bijektiv homomorfi f : H — G kaldes ogsa en isomorfi (og ofte skriver vi herfor
f: H-"5@G). For en sadan er ogsa den inverse afbildning en isomorfi f~!: G = H.

En homomorfi f : G — G kaldes en endomorfii G, og hvis den er bijektiv ogsa en
automorfi.

(1.4) DEFINITION. Ved en undergruppe ien gruppe G forstas en delmeengde H C G,
som er stabil og med sin inducerede komposition selv er en gruppe. Det fglger, at
inklusionsafbildningen = — x, = € H, sa er en homomorfi : H — G.

De trivielle undergrupper i G er delmaengderne {e} og G.

OBSERVATION. En delmaengde H C GG er en undergruppe, netop nar
r,ye H=2ye H,
eec H og
reH=a2'eH

For gruppen (Z, +) geelder som bekendt den sakaldte:

HOVEDIDEALSETNING. Undergrupperne i (Z,+) er netop delmaengderne af formen
H=7Zn={pn|peZ}, hvorn > 0.

Tallet n er entydigt bestemt ved undergruppen H, nemlig som n = 0, hvis H = {0},

og n = mindste positive tal i H, hvis H # {0} &#

(1.5) DEerFINITION. Lad H veere en undergruppe i gruppen G. Den ved

DEF  _
T~Y & T 1y€H

definerede relation ~ i G ses da let at vaere en aekvivalensrelation. Den kaldes ven-
streekvivalens modulo H. Akvivalensklasserne kaldes (venstre-) sideklasser modulo
H, og antallet af sideklasser kaldes undergruppens index i G og betegnes |G:H|. Den
tilhgrende kvotientmaengde, dvs. meengden af sideklasser, betegnes G/H. Antallet
af elementer i G/H er altsa

G/H| = |G:H]|.

Sideklassen, der indeholder et givet element a € G, er gjensynlig delmaengden

aH :={ah|h € H}.
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Da x — ax definerer en bijektiv afbildning : H — aH (med den inverse afbildning
y — a~1y), har alle sideklasser samme elementantal som H. Da sideklasserne udggr
en klassedeling af G med |G : H| klasser, far vi derfor umiddelbart:

LAGRANGE’S INDEX-SEATNING. For en undergruppe H i en gruppe G gaelder:

G| = [G:H]| - |H|#
BEMAERKNING. For en undergruppe H i G kan vi analogt ved
T~y 250 yr~te H

definere hgjreekvivalens modulo H, og tilsvarende hgjresideklasser af formen
Ha:={ha|he H}, a€G

[Huskeregel: Hg er en Hgjre-sideklasse]. Mangden af hgjresideklasser betegnes H\G.
For en hgjresideklasse X C G er mengden X ! := {x7! | z € X} en venstreside-
klasse. Det fglger, at X — X! er en bijektiv afbildning : H\G-=G/H. Vi har altsé
specielt

|[H\G| = |G/H| = |G:H]|.

(1.6) DEFINITION. Ved en normal undergruppe i en gruppe G forstas en under-
gruppe N C G, saledes at der for alle a € G geelder:

aNa~ ' C N.

OBSERVATION. De trivielle undergrupper er normale. I en kommutativ gruppe er alle
undergrupper normale.

Hvis undergruppen N C G er normal, er det let at se, at venstre- og hgjrezekvi-
valens er samme ackvivalensrelation. Den kaldes ogsa kongruens modulo N og den
betegnes =. I denne situation kan vi i meengden G/N af sideklasser definere en

komposition pa folgende made: Lad X og Y veere sideklasser, og veelg repraesentanter:
x for X og y for Y, altsa

X =[z], Y:, og st
X~Y::.

Som saedvanlig betegner aekvivalensklassen, der indeholder z.
Det er let at vise, at eekvivalensklassen pa hgjresiden ikke athaenger af de foretagne
valg af repraesentanter, og at vi derfor far en veldefineret komposition i meengden
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G/N. Da den kanoniske afbildning = gjensynlig er en surjektiv homomorfi
: (G,+) = (G/N,"), folger det let, at (G/N,-) er en gruppe. Den kaldes ogsa kvoti-
entgruppen af G mht. den normale undergruppe N.

Fglgende seetninger om grupper fglger let af de tilsvarende ssetninger om maengder:

UDVIDELSESSETNING. Lad N C G vare en normal undergruppe. En gruppehom-
omorfi f : G — K, der forsvinder pa N (dvs. opfylder: x € N = f(x) = ex), kan
da entydigt udvides til en homomorfi f : G/N — K fra kvotienten Q

Homomorfien f siges at vaere induceret af f.

[SOMORFISETNING. Lad f : G — K vere en gruppehomomorfi. Da er kernen
f'(ex) en normal undergruppe i G, billedet f(G) er en undergruppe i K og f
inducerer en isomorfi f : G/f '(ex)=>f(G) af kvotienten pa billedetQ

(1.7) Til et element a i en gruppe G kan vi betragte potenserne a?, p € Z. Ifplge
forste potensregel er afbildningen : p — a? en gruppehomomorfi : (Z,+) — (G, ).

DEFINITION. Billedet ved homomorfien : p — a? kaldes undergruppen frembragt af
a og betegnes (a), altsa

Det er gjensynlig den mindste undergruppe, som indeholder a. Kernen for denne
homomorfi er en undergruppe i Z, altsa ifglge Seetning (1.4) af formen Zn, hvor n > 0
er entydigt bestemt.

Hvis n > 0, siges elementet a € G at have orden n. Hvis n = 0, siges elementet
a € G at have uendelig orden.

Af beskrivelsen i Seetning (1.4) og af Isomorfiseetning (1.6) fas nu umiddelbart
fglgende:

RESULTAT. Elementet a € G har uendelig orden, netop nar
a™ # e for alle m € N.

I bekraeftende fald er p — aP en injektiv homomorfi, og (a) er isomorf med Z. Specielt
har (a) uendelig orden.

Elementet a € G har orden n, netop nar n er det mindste tal, sa at a” = e. I
bekreeftende fald er (a) isomorf med kvotientgruppen Z/Zn. Specielt har (a) orden
|Z/nZ| =n og

(a) = {e,a,a? ...,a" '}

OBSERVATION. Undergruppen (a) har samme orden som elementet a.

KOROLLAR TIL LAGRANGE’S INDEX-SAETNING. FEt element a i en endelig gruppe G
har en orden, som er divisor i G’s orden, og der gzelder a!®! = e.
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Bevis. Er n ordenen af a, har vi |(a)| = n. Seettes d = |G:(a)| har vi derfor |G| =
|G:{a)]| - |{a)| = dn, s& n er divisor i |G|. Videre er al¢l = a"? = (a")? = ¢! = e

(1.8) DEFINITION. En gruppe (G, -) kaldes cyklisk, hvis der findes et element a € G,
sa at G = (a). Et sadant element kaldes ogsa en frembringer for G.

OBSERVATION. En gruppe (G, ) er cyklisk, netop hvis der findes en surjektiv ho-
momorfi: (Z,4+) — (G,-). De cykliske grupper er altsa isomorfe med Z eller med
Z/Zn, n > 1. Specielt er de kommutative.

SETNING. Lad (G,-) vare en cyklisk gruppe. Enhver undergruppe og enhver kvo-
tientgruppe af G er da ligeledes cyklisk.

Bewvis. Lad f : Z — G vere en surjektiv homomorfi. For en kvotient G/N af G fas
ved sammensatning : Z — G — G/N en surjektiv homomorfi, og sa er G/N cyklisk.
For en undergruppe H af G fas ved restriktion en homomorfi : f~1(H) — H, der
er surjektiv, da f var surjektiv. Her er f~!(H) C Z en undergruppe, og dermed
af formen f~'(H) = Zn, og sa er sammenszetningen p — pn — f(pn) en surjektiv
homomorfi : Z — Zn = f~Y(H) — Hé#

(1.9) DEFINITION. I en gruppe (G, -) defineres en modsat komposition - ved

Det er let at se, at (G, °r ) igen er en gruppe. Den kaldes G’s modsatte gruppe og
betegnes G°P. Hvis G er kommutativ, er G? = G.

En afbildning f : H — G mellem grupper H og G kaldes en anti-homomorfi, hvis
f(zy) = f(y)f(x). Det ses, at dette geelder, netop nar f er en homomorfi : H — G°P.
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2. Permutationer.

(2.1) DEerINITION. Lad X veere en maengde. En bijektiv afbildning o : X — X,
af X ind i sig selv, kaldes en automorfi eller en transformation eller (isser nar X
er endelig) en permutation i X. Med sammensaetning som komposition udggr disse
bijektive afbildninger en gruppe, kaldet den fulde automorfi- (eller transformations-
eller permutations-) gruppe for X. Vi vil generelt betegne denne gruppe

Aut(X).

Vi vil ofte skrive kompositionen multiplikativt, og altsa omtale sammensatning som
produkt. Det neutrale element i Aut(X) er den identiske afbildning 1x = Idx : = —
x.

For meengden {1,...,n} bruges ogsa betegnelsen

Sp = Aut({1,...,n}).

Denne gruppe kaldes ogsa den symmetriske gruppe af grad mn. Den har gjensynlig
orden
|Sn| =n!.

OBSERVATION. Lad ¢ : X — Y vare en bijektiv afbildning. Den ved o +— pogop™?
definerede afbildning:
Aut(X) — Aut(Y)

er da en bijektiv gruppehomomorfi, altsa en isomorfi. Akvipotente maengder har der-
for isomorfe automorfigrupper. Specielt er automorfigruppen for en endelig maengde
X isomorf med S, hvor n = | X]|.

(2.2) DEFINITION. Lad o veere en permutation i X. Et element x € X kaldes fizele-
ment for o, hvis o(x) = x. Maengden af fixelementer for o betegnes X?. Permutatio-

ner o og 71 X kaldes disjunkte, nar X°UX7™ = X, dvs. nar komplementaermaengderne
X\ X7 og X\ X7 er disjunkte.

OBSERVATION.  Disjunkte permutationer o og 7 kommuterer, dvs. opfylder, at
or(x) = 1o(x) for alle z € X.

Er nemlig z € X \ X7, fas o(x) € X \ X7 (da o er injektiv), og da X \ X7 C X7
far vi o7(z) = o(x) = to(x). Tilsvarende fplger pastanden, nar x € X \ X7, og den
er helt triviel, nar z € X7 N X7.

(2.3) DEFINITION. En permutation 7: X — X kaldes en p-cykel eller en cykel af
lengde p (hvor p > 2), hvis der findes p forskellige elementer x1, ..., z, € X, saledes
at

T(x1) =22, T(v2) =123, ...,7(Tp_1) =2p, T(Tp) =21 O

T(x) =z, nar v ¢ {x1,...,2,}.
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Delmeengden {z1,...,z,} C X kaldes cyklens bane. Den bestar netop af de elemen-
ter, der ikke er fix-elementer for cyklen.

OBSERVATION. En p-cykel 7: X — X har orden p i gruppen Aut(X),
thi gjensynlig er 77 = 1x, og da 7'(x1) = x144, 1 < i < per 7" # 1lx for
1<t <p.

NOTATION. Den ovenfor beskrevne p-cykel 7 betegnes (hvis misforstaelser er ude-
lukket):

T=:(T1,...,2p).
Bemaerk, at ethvert element i banen kan optraede pa forstepladsen, idet vi har
T = (IEl,IEQ, ey ZL‘p> = ({Ei, LiglyeryTpy L1y, :L’i_1>.

En cykel af leengde 2 kaldes ogsa en transposition. En transposition 7 = (1, x2)
ombytter altsa x1 og xo og ”fixer” de gvrige elementer i X.

(2.4) CYKELSETNING. Enhver permutation o i en endelig maengde X kan skrives
som en sammensatning af disjunkte cykler, og bortset fra raeekkefolgen af faktorerne
er fremstillingen entydig.

BEMAERKNING. Her medregnes fremstillingen af den identiske permutation som et
”tomt produkt”.

Bevis. Ved fuldstzendig induktion efter elementantallet i maengden B, := X \ X7
vises, at o kan skrives som et produkt af disjunkte cykler, hvis baner “udggr” B, .

Lad z; € B,. Overvej, at der findes yderligere elementer xo,...,z, € B,, p > 2,
sa at xo = o(x1),...,2p = 0(Tp_1),21 = o(zp). Overvej, at vi med p-cyklen 7 :=
(x1,...,2p) har

B,-1, = B, \ {z1,...,2p}.

Ifglge induktionsantagelsen kan 7—'o derfor skrives som et produkt 7 ---7, af di-
sjunkte cykler 7q,..., 7., der specielt ogsa er disjunkte med 7, og sa er

O=TT1 Ty

den gnskede fremstilling®

(2.5) FOrRMLER. For disjunkte cykler (x1,...,2p), (Y1,...,Yq), 08 a & {z1, 22}

(1) (@1, 2p) = (@1, p) (01, Tp—1) - - (1, T2).

(2) (r1,x2) = (a,x1)(a, x2)(a, x1).

(3) (1, 25) = (21, 2i—1)(im1, 7) (T, 25-1), 2 <0< p.
(4) (1, ) (21, .. 2p) = (X1, oy Tim1) (Tiy -, X)), 2< 1< D.
(5)  (zr,y)(@1, ) (Y1, Yg) = (X150 Tp, Y1y -5 Yg)-
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Bewvis. Sammensaet selvQ

BEMERKNING. Det er ofte hensigtsmaessigt for et givet element x; € X at lade (1)
betegne den identiske permutation. I denne forstand er identiteten altsa en 1-cykel.
Overvej, at Formel (4) [resp.(5)] bevarer sin gyldighed i ”greensetilfeeldene” 2 =i og
i =p [resp. p=1eller ¢ = 1].

SETNING. Lad X vaere en endelig meengde. Da gelder:

(1) Enhver permutation o i X kan fremstilles som en sammensatning af trans-
positioner.

(2) Era € X et givet element, kan der i fremstillingen veelges transpositioner af
formen (a,z), z € X \ {a}.

(3) Br X ={z1,...,x,} en nummerering af elementerne i X, kan der i fremstil-
lingen veelges transpositioner af formen (x;,x;1+1), 1 =1,...,n— 1 ("ombyt-
ning af naboer”).

Bevis. (1): Ifplge Cykelsaetning (2.4) er det nok at betragte en cykel, og for en sadan
far vi fremstillingen af Formel (1).

(2): Ifpglge (1) er det nok at betragte en transposition, og for en sadan far vi frem-
stillingen af Formel (2).

(3): Ifplge (2) er det nok at betragte en transposition af formen (x1,z;), og for en
sadan far vi fremstillingen induktivt af Formel (3)#

(2.6) DEFINITION. Lad o veere en permutation i den endelige meengde X, og lad
os for hvert p € N med m, = m,(c) betegne antallet af p-cykler, der forekommer i
fremstillingen af o som produkt af disjunkte cykler. Tallet

Z(0) =) my(p—1)

vil vi kalde transpositionstallet for o, og tallet
sign(o) := (=1)2(@) e {1, -1}

kaldes fortegnet for o.

OBSERVATION 1. En permutation o i en endelig maengde kan skrives som et produkt
af Z (o) transpositioner,

thi Z(o) er netop antallet af transpositioner, der fremkommmer, nar man i frem-
stillingen af o som produkt af disjunkte cykler skriver hver p-cykel som produkt af
p — 1 transpositioner, jfr. Formel (2.5)(1).

BEMAERKNING. Fremstillingen af en permutation ¢ som produkt af transpositioner
er ikke entydig. Man kan vise, at Z(o) er det mindste antal transpositioner, der er
ngdvendige i en sadan fremstilling.
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OBSERVATION 2. En p-cykel har fortegnet (—1)P~!, thi transpositionstallet er Z =
p— 1.

(2.7) LEMMA. For en permutation o og en transposition T i en endelig meengde X
geelder:
Z(to)=Z(o) £ 1.

Bevis. For at bestemme transpositionstallet for 7o vil vi ud fra fremstillingen af o
som produkt af disjunkte cykler finde den tilsvarende fremstilling af 7o. Idet vi
medregner ¢’s fixpunkter som 1-cykler, udggr banerne for ¢’s cykler en klassedeling
af X. De to elementer, der ombyttes ved transpositionen 7 ligger derfor enten i
samme bane eller i hver sin bane, og det er klart, at de resterende cykler fra o indgar
uzendret i fremstilling af 7o. Vi kan derfor dele op i fglgende to tilfaelde:

Tilfeelde 1°: Vi kan antage, at 0 = (21,...,2p), T = (21,2;), 2 < i < p. Formel
(2.5)(4) giver da den gnskede fremstilling af 7o. Vi ser, at

Zto)=(—-1-1)+(p—-i)=(p—-1)—1=Z(0) — 1.

Tilfeelde 2°: Vi kan antage, at 0 = (z1,...,2,)(y1,-..,Yq), T = (21,y1). Formel
(2.5)(5) giver den gnskede fremstilling af 7o. Vi ser, at

Z(to)=p+q-1=p-1)+(¢—-1)+1=2Z(c)+ 14

SAETNING. For en endelig meengde X er fortegnet en gruppehomomorfi
sign : Aut(X) — ({£1},-).

En transposition har fortegnet —1.

Bevis. Lad 0,7 € Aut(X). Hvis 7 er en transposition, far vi
sign(ro) = (—=1)777) = (=)= = (-1) - (=1)7() = (=1) - sign(0).

I det almindelige tilfzelde kan 7 skrives som produkt af z = Z(7) transpositioner, sa
gentagen anvendelse af det viste giver

sign(ro) = (—1)*sign(o) = sign(7) - sign(o).

Den sidste pastand er triviel, jfr. Observation 2 (2.6)#

(2.8) DEFINITION. En permutation o i den endelige meengde X kaldes lige eller
ulige eftersom transpositionstallet Z (o) er lige eller ulige.
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De lige permutationer er bestemt ved at de har fortegnet 1. De udggr derfor ker-
nen for homomorfien sign : Aut(X) — ({£1},-) og danner altsa specielt en normal
undergruppe i Aut(X). Hvis X har mere end 1 element (saledes at der findes trans-
positioner i X)), sa er homomorfien sign : Aut(X) — {£1} surjektiv. Undergruppen
af lige permutationer har derfor index 2 i Aut(X). Der er altsa lige mange lige og
ulige permutationer.

Hvis X = {1,...,n}, saledes at Aut(X) = S,, er den symmetriske gruppe af grad
n, kaldes undergruppen af lige permutationer ogsa den alternerende gruppe af grad
n, og den betegnes A,,.

Hvis n > 2, har vi

1S, Apl =2, S,/A, =S {E1}, A, = %n!.

Er derimod n = 1, har vi S; = 4; = {1}.

(2.9) OBSERVATION. Er en permutation o fremstillet som en sammenssetning af
transpositioner, sa er den lige elle ulige, eftersom antallet af faktorer er lige eller
ulige,

thi er a antallet af faktorer, har vi sign(o) = (—1)°.

SETNING. Lad X veare en endelig maengde.

(1) Enhver lige permutation i X kan fremstilles som sammensatning af 3-cykler.

(2) Er a,b € X to givne elementer, kan der i fremstillingen velges 3-cykler af
formen (a,b,z),x € X \ {a, b}.

(3) Br X ={z1,...,x,} en nummerering af elementerne i X, kan der i fremstil-
lingen veelges 3-cykler af formen (x;,x;11,Ti12), i=1,...,n—2 ("cykling
af 3 naboer”).

Bewvis. (1): Det er nok at betragte et produkt o = (1, x2)(y1,y2) af 2 transpositio-
ner. Er transpositionerne disjunkte, har vi

o = (x1,$2)(y1,y2) = (x1,$2,y1)(y17y27$2)~

Har de et eller to elementer fzelles, ma du selv prove!
(2) og (3): Prov selv. Du ma gerne bruge Szetning (2.5)0
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3. Gruppevirkninger. Reprasentationer.

(3.1) DEeFINITION. Lad (G, ) veere en gruppe med det neutrale element 1, og lad X
veere en maengde. Ved en virkning af gruppen G pa meengden X forstas en afbildning
: Gx X — X, betegnet (g, z) — g.z, saledes at der for alle g, h € G og z € X geelder:

(gh).x = g.(h.x)
lz==x.

Er der givet en virkning af G pa X siges G at virke som transformationsgruppe pa
X eller at operere pa X.

(3.2) Er der givet en virkning af G pa X kan vi for hvert element g € G betragte
den ved
gx i T — g.x

definerede afbildning gx : X — X. Af betingelserne ovenfor fglger, at afbildningen
gx er bijektiv, idet afbildningen z +— ¢g~!.x er den inverse. Vi har altsd gx € Aut(X).
Videre folger det af betingelserne, at den ved g — gx bestemte afbildning:

G — Aut(X)

er en homomorfi. Med den indfgrte notation er 1x = billedet af den neutrale element
= den identiske afbildning : x — .

DEFINITION. Homomorfien : G — Aut(X) kaldes den til virkningen hgrende repre-
sentation af gruppen G i maengden X. Ved denne "repraesenteres” altsa gruppeele-
mentet g € G ved automorfien gx : X — X. Hvis homomorfien : G — Aut(X) er
injektiv, siges repraesentationen at veaere tro.

Har vi omvendt givet en gruppehomomorfi

p:G— Aut(X),

ses det let, at der ved
g- = p(g)(x)

defineres en virkning : G x X — X. Vi far saledes en bijektiv forbindelse mellem
virkninger af G pa X og repraesentationer : G — Aut(X).

EKSEMPEL. Den trivielle virkning af G pa X er bestemt ved
gx:=z, g€ Aut(G),ze X.
Den tilhgrende repraesentation er den identiske homomorfi:

Aut(X) — Aut(X)
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(3.3) DEFINITION. Lad der vaere givet en virkning : G x X — X af G pa X. For
enhver undergruppe H C G defineres da ved restriktion en virkning : H x X — X af
undergruppen H pa X.
En delmaengde Y C X siges at vaere stabil (eller invariant) under virkningen, hvis
der for alle g € G geelder:
yeY =gyeY.

For en stabil delmeengde Y C X defineres ved restriktion en virkning : G x Y — Y
af G pa delmaengden Y.

(3.4) DEFINITION. Lad der veare givet en virkning af G pa X.
Det er let at se, at der ved

DEF
x’rc\;x & dgelG:2x'=gux

defineres en akvivalensrelation ~ i maengden X. Akvivalensklasserne herved kaldes
baner. Banen, der indeholder z, er delmaengden
Guo:={g.x|ge G}

En banes elementantal kaldes ogsa dens lengde. Mangden af baner, altsa kvotient-
mangden X/ > kaldes banerummet, og betegnes

X/G:=X/ ~ (leeses: 7 X modulo G”).

For et element x € X er det let at se, at delmaengden
G ={9€eG|gx=ux}

er en undergruppe i GG. Den kaldes isotropigruppen for x.
Et element x € X siges at veere fixpunkt for gruppeelementet g € G eller at veere
g-invariant, hvis g.x = x. Ofte skrives

X9 ={re X |gx=uc}

Et element x € X siges at vaere G-invariant, eller at veere et fixpunkt for virkningen
af gruppen G, hvis der for alle g € G gaelder:

g.x = T.

Ekvivalent kan dette udtrykkes ved at banen G.x kun bestar af ét element (dvs. er
en sakaldt et-punkts-bane), eller ved at isotropigruppen ,G er hele G. Maengden af
fixpunkter for virkningen betegnes X, altsa

XC:={zxecX|VgeG:gx=ux}
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BEMARKNING. Elementerne i banerummet er delmaengder af X af formen G.x, med
x € X. Under visse omsteendigheder er det mest naturligt at betegne banerummet
G\X (kan leeses: ” X modulo G til venstre”). Det ma imidlertid understreges, at ved
alle de indfgrte betegnelser er det underforstaet hvilken virkning, der er givet.

(3.5) DEFINITION. Lad der vaere givet en virkning af G pa maengden X, og lad YV
vaere endnu en maengde. En afbildning ¢ : X — Y kaldes G-invariant, hvis

P(g-x) = ¢(z), z€X,geG.

Dette geelder gjensynlig netop nar afbildningen ¢ : X — Y respekterer sckvivalens-
relationen ~ i X. Af Udvidelsessztning for meengder fas derfor fglgende:

UDVIDELSESSETNING. En G-invariant afbildning ¢ : X — Y kan entydigt udvides
til en afbildning ¢ : X/G — Y fra banerummetéd

BEMZERKNING. Ved (g.¢)(z) := ¢(g~'.z) defineres virkning (g, ¢) — g.¢ af gruppen
G pa maengden Afb(X,Y). Det er klart, at de G-invariante afbildninger ¢ : X — Y
netop er de elementer ¢ € Afb(X,Y), der er fixelementer under denne virkning.

(3.6) TRANSLATION. For enhver gruppe (G, -) kan vi definere en virkning : GxG —
G af G pa sig selv ved
gx:=gx, g,x€q.

Denne virkning kaldes venstre-translation. Der er kun en bane, og for hvert element
x € G er isotropigruppen triviel. Den tilhgrende repraesentation er tro : G — Aut(G).
Gruppen G er derfor isomorf med en undergruppe i den fulde transformationsgruppe
Aut(G). Er gruppen endelig kaldes resultatet ogsa:

CAYLEY’S SETNING. En endelig gruppe G er isomorf med en undergruppe i den
symmetriske gruppe S,,, hvor n = |G|#

Er H C G en undergruppe, far vi ved restriktion en virkning : H x G — G.
Banerne er her delmaengderne

Hx={hx|he H},z € G,

altsa netop hgjre-sideklasserne modulo H, og betegnelsen H\G for banerummet,
jfr. Bemerkning (3.4), harmonerer saledes med den tidligere indfgrte betegnelse for
maengden af hgjre-sideklasser.

(3.7) KONJUGERING. For enhver gruppe (G, -) kan vi definere en virkning : GXG —
G af G pa sig selv betegnet

(g,2) — 92 := grg L.
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Denne virkning kaldes konjugering. Den til virkningen hgrende aekvivalensrelation
~, jfr. Definition (3.4), er bestemt ved

o~ 22X JgeGial =gxgt

Den kaldes ogsa “konjugeret med”. Banerne kaldes konjugeret-klasser eller blot klasser
i G. Bemerk, at automorfierne x — 9x her er gruppeautomorfier af GG. Klassen, der
indeholder x € G er altsa delmaengden

{gzg~" | g € G}.

Isotropigruppen for z € G kaldes her centralisatoren for = og betegnes C(x). Det er
altsa undergruppen

C(z) :={9€G|grg ' =a}={geG|gx=uag}

Et element x € G er fixpunkt under denne virkning, hvis gzg~! = x for alle g € G,
altsa hvis
gr =xg, foralle g¢e€G@G,

dvs. hvis x kommuterer med alle elementer i G. Et sadant element kaldes ogsa
centralt, og maengden af centrale elementer kaldes gruppens centrum og betegnes
Cent(G). Det er let at se, at centret Cent(G) er en undergruppe i G.

(3.8) SAETNING. Lad der veere givet en virkning af gruppen G pa meengden X, og
et element x € X. Den ved g — g.x bestemte atbildning : G — X inducerer da en
bijektiv afbildning:

G/.G -~ G.ux

af venstresideklasserne modulo isotropigruppen ,G pa banen G.x.

Bevis. Vi anvender Isomorfiseetning for maengder pa den ved g — g.x definerede
afbildning : G — X. Billedmaengden er gjensynlig netop G.x. Endvidere er:

Jrx=gx < g¢gldrz=z < gl €,G,

sa den til afbildningen hgrende sekvivalensrelation i G er venstrezekvivalens modulo
+G, jfr. Definition (1.5). Heraf fglger pastandendy

KORROLLAR. Langden af en bane B C X er bestemt ved
|B|=|G: G|, z¢€B,

altsa ved index af isotropigruppen for et vilkarligt element x i banen.

Bevis. Nar z € B, er |B| = |G.x| = |G/.G| = |G : ,G|#
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Nar gruppen G er endelig, har altsa specielt hver bane B en laengde, der er divisor
i gruppens orden.

(3.9) TAELLEFORMLEN. Lad der veere givet en virkning af gruppen G pa maengden
X. Da gelder:

X = |XC|+> |G 4,Gl,
J

hvor | X Y| er antallet af fixpunkter, og hvor der i summationen er valgt ét element
x; fra hver bane, der ikke er en et-punkts-bane.

Bevis. Da banerne udggr en klassedeling af X, kan elementantallet |X| bestemmes
som summen af banernes lseengder. Et-punkts-banerne bidrager her med | X ¢| 1-taller,
og hver af de gvrige baner B; bidrager med |B;| = |G : ;,G|, x; € B;#

EKSEMPEL. Telleformlens vigtighed beror pa, at tallene i ) ; er divisorer i G’s
orden, og > 1. Er der f.eks. givet en gruppe G, hvis orden er en primtalspotens:

|G| =p", p primtal ,

og en virkning af G pa en endelig maengde X, sa er de enkelte led i ) ; potenser af
p, og > 1, og altsa specielt = 0 (mod p). Felgelig er

X[ =X%] (mod p)

1 dette tilfzelde.

(3.10) For den ved konjugering, jfr. (3.7), bestemte virkning af gruppen G pa sig
selv er banerne konjugentklasserne.
Lezengden af en klasse K C G kan derfor bestemmes ved:

|K|=]G:C(z)], =€k,

altsa som index af centralisatoren for et element x € K. Indsaettelse i Taelleformlen
(3.9) giver folgende ligning, der seedvanligvis kaldes:

KLASSEFORMLEN. Lad G veare en gruppe G. Da gelder:

Gl = |Cent(@)| + 3 |G : C(x))]

hvor |Cent(G)| er centrets orden, og hvor der i summationen er valgt ét element x;
fra hver klasse udenfor centretéy
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EKSEMPEL. En endelig gruppe G, hvis orden er en primtalspotens |G| = p”, har et
ikke-trivielt centrum, dvs. centret indeholder mere end det neutrale element 1, thi
vi har: |Cent(G)| = |G| =0 (mod p), jfr. Eksempel (3.9), og da 1 € Cent(G), ma
der saledes vaere mindst p elementer i Cent(G).

(3.11) BURNSIDE’S FORMEL. Lad der vere givet en virkning af en endelig gruppe
G pa en mangde X. Da er antallet af baner bestemt ved:

1
| X/G| = il > x|,
geG
hvor X9 ={zx € X |gx=1z}, gedG.
Bevis. Lad I C G x X betegne delmaengden
I:={(g,2) | g.o = z}.

Projektionerne p: (g,z) — g og q : (g, z) — x definerer da afbildninger p : I — G og
q:1 — X, sa elementantallet i I kan bestmmes som

Y b Hol=11= ) la (@)

gelG reX

For hvert g € G har vi p~t(g) = {(g9,2) | g.x = 2} =~ X9, og altsa

(1) =3 |x7].

geG

For hvert z € X har vi ¢~ !(z) = {(g9,2) | g.x = 2} ~ .G, og altsé

(2) HEDPMeED

zeX

Her er funktionen z +— |,G| konstant pa hver bane B, thi nar x € B, har vi (jfr.

Korollar (3.8))

G| G|

.Gl = ——+ = — .
G G| |B]

Ligningen (2) kan derfor skrives

m=ZZ|IG|=ZZ%=Z|B\~%=|X/G\-|G|,

B zeB B zeB

og sammenligning med (1) giver det gnskede #
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I Burnside’s formel er funktionen g +— |X9| konstant pa hver konjugeretklasse
K C G, thier g1,92 € K, ¢2 = "g1 = hgih™", sa definerer x — h.z en bijektiv
afbildning : X9t = X92. Er gg € K, har vi derfor > ogex | X =K |X9%] =

|G : C(g0)| - | X9| = %|X90\. Indseettelse i Burnside’s formel giver:

BANEFORMLEN. Lad der vare givet en virkning af en endelig gruppe G pa en
mengde X. Da er antallet af baner bestemt ved:

X 9i
/6= 3 o

hvor der i ), er valgt ét element g; fra hver konjugeretklasse i G#

(3.12) DeEeFINITION. Lad X veere en endelig maengde. Den fulde permutati-
onsgruppe Aut(X) virker da pa X (jfr. Eksempel (3.2)), og for en permutation
o € Aut(X) fas ved restriktion en virkning af den cykliske undergruppe (o). Ba-
nerne for denne virkning af (o) er delmaengderne af X af formen

{o'(x) | i€ Z}, forx € X.

De kaldes ogsa banerne for permutationen o. Det ses, at banerne netop svarer til
fremstillingen af o som produkt af disjunkte cykler, idet fixpunkterne for o medregnes
som 1-cykler.
Betegnes for p € N med m, = m, (o) antallet af baner af laengde p for permutati-
onen o, far vi en fglge
mi,Mmo,ms, ...

af tal > 0, der kaldes cykeltypen for permutationen o. Bemseerk, at m, = 0, nar
p > |X|, og at
mep = | X].
P

En given cykeltype anskueligggres ofte ved et billede

mi mao mp
7\ 7\ 7\

(6) - (%) (%) oo (kg ) - oo (ymoe ) oo (e %) - o s
hvor der er m; symboler af formen (x) (svarende til ” 1-cyklerne”, dvs. fixpunkterne),

ms symboler af formen (x,%) osv. For en given endelig maengde X er antallet af
cykeltyper bestemt som antallet af lgsninger m,, > 0 til ligningen

mep = [ X].
p=1
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SETNING. Lad X vaere en endelig maengde. To permutationer er da konjugerede i
Aut(X), hvis og kun hvis de har samme cykeltype.

Bevis. ”kun hvis”: Cykeltypen af o er bestemt ved fremstillingen af ¢ som et
produkt af disjunkte cykler. For en p-cykel (x1,...,z,) og en permutation 7 finder
vi let

T(z1, ... ,LL‘p)T_l = (7(z1),...,7(xp)).

Konjugering afbilder altsa en p-cykel pa en p-cykel, og da ”disjunkthed” bevares,
fglger pastanden.

”hvis”: Velg en fremstilling af den ene permutation som produkt af disjunkte cyk-
ler (medregn fixelementerne som 1-cykler), og opskriv fremstillingen, sa at der forst
kommer alle 1-cykler, dernaest alle 2-cykler osv. Opskriv i en raekke umiddelbart her-
under en tilsvarende fremstilling af den anden permutation. Da de to permutationer
har samme type, star der i de to raekker en p-cykel. Den permutation : X — X,
der bestemmes ved at et element x € X afbildes over i det element, som i opskriv-
ningen star umiddelbart under x i den nederste rackke, vil da konjugere den forste
permutation over i den anden saledes som det fremgar af udregningen under ”kun

hvis”Q

(3.13) For en endelig maengde X svarer konjugeretklasser K 1 Aut(X) altsa til
cykeltyper (mq1, mo,... ) med
mep = X,

og det er saledes et kombinatorisk problem at bestemme antallet. Det er ligeledes et
kombinatorisk problem at bestemme, hvor mange permutationer, der har en given
cykeltype, dvs. at bestemme antallet af elementer i en given konjugeretklasse K. Det
sidste svarer i gvrigt til for et givet o € K at bestemme hvor mange permutationer,
der kommuterer med o, idet vi har

|K| = [Aut(X) : C(0)]

hvor C(o) er centralisatoren for o, jfr. (3.10).

EKSEMPEL. For |X| = 4, hvor altsa Aut(X) = S, har orden 24, far vi folgende
tabel, hvor vi ud for hver type har skrevet antallet af elementer af denne type, og
ordenen af centralisatoren for et element af denne type. Bemszerk, at det er de sidste
tal, der indgar i Baneformlen (3.11).
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Type | K] 1C(9)]
I () () (%) () 1 24
IT (o) (%) (%, ) 6 4
TIT () (%, *, *) 8 3
IV (x, ) (, %) 3 3
V' (k, *, *, %) 6 4

Der er altsa 5 konjugeretklasser i S4. Det ses, at elementer af typerne I, III og V er
karakteriseret ved deres orden (som er 1, 3 og 4). Elementer af bade type II og IV
har orden 2. Men de kendes fra hinanden ved antallet af fixpunkter (som er 2 og 0).

For den naturlige virkning af Sy pa meengden {1,2,3,4} er baneformlen identite-
ten:

1__4+2+1+0+0
24 4 3 8 4°
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RINGE

1. Ringbegrebet.

(1.1) DEFINITION. En 7ing (A, +,-) er en maengde A forsynet med to kompositioner,
en addition : A x A — A betegnet (A, u) — A+ p og en multiplikation : A x A — A
betegnet (A, p) — Ap, saledes at folgende er opfyldt:

(a) Med hensyn til addition er A en kommutativ gruppe.

(m) Med hensyn til multiplikation er A et monoid.

(d) Multiplikation er distributiv mht. addition.
Den kommutative gruppe (A, +) kaldes ringens additive gruppe, og betegnes ofte A*.
Dens neutrale element kaldes ringens nul-element og betegnes 0, (eller blot: 0).

Det inverse mht. additon af et element \ € A kaldes det modsatte til A og betegnes
—\. Monoidet (A, -) kaldes ringens multiplikative monoid, og betegnes af og til A*.
Dets neutrale element kaldes ringens et-element og betegnes 15 (eller blot: 1).

Betingelserne kan udtrykkes ved ligningerne:

A p=p+A
A+p)+v=X+(u+v)
@ Y xio0=2
A (=N =0
(A)v = A(pv)
(m) {1)\:>\:)\1

AMp+v)=Au+ v
(@) { A+ p)v = A+ .

OBSERVATION. For alle A € A gaelder
OA=0=X0 og (—DA=-A=A(-1),
thi den fgrste ligning fglger for eksempel af at
OA 40X = (0+0)A =0,
og den sidste af at

A+ A(=1) = AL+ A(=1) = A[1 + (=1)] = A0 = 0.
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BEMAERKNING. Det forudsaettes ikke, at 05 # 1. Er imidlertid 05 = 14, finder vi
A=1Ax=0X=0 for alle A € A, sa A indeholder i sa fald kun ét element. Denne ring
kaldes nulringen og betegnes (ogsa) 0. I alle andre ringe er altsa 0 # 1.

(1.2) DEerINITION. Ringen A kaldes kommutativ, hvis der for alle A\, p € A geelder

ALl = [

EKSEMPEL. De hele tal udggr en kommutativ ring (Z, +, -).

(1.3) DerINITION. En afbildning ¢ : I' — A mellem ringe I" og A kaldes en
(ring-)homomorfi, hvis den respekterer strukturen i den forstand, at

oy +p1) = 0(v) + (1)
p(yi) = e(7)e(p) for alle y,p €T
o(1r) = 1a

Ved kernen for homomorfien ¢ : I' — A forstas originalmsengden ¢ ~1(0,). Det er
let at se, at ¢ er injektiv, netop nar kernen er p=1(04) = {Or}.

Det er klart, at sammensaetning af homomorfier ¢ : I' =+ A og ¢ : A — I' er en
homomorfi ¢ o1 : A — A. Endvidere er den identiske afbildning Idy : A — X en
homomorfi Idy : A — A.

En bijektiv homomorfi ¢ : I' — A kaldes ogsa en (ring-)isomorfi. For en sadan er
ogsa den inverse afbildning en isomorfi =1 : A — T

En homomorfi ¢ : A — A af ringen A ind i sig selv kaldes ogsa en endomorfi, og
hvis den er bijektiv ogsa en automorfi.

(1.4) DEFINITION. Ved en delring af en ring A forstas en delmaengde I' C A, som
er stabil under addition og multiplikation, og som med sine inducerede kompositi-
oner selv er en ring med samme et-element som A. Den sidste betingelse sikrer, at
inklusionsafbildningen v — = er en ringhomomorfi : I' < A.

OBSERVATION. En stabil delmaengde I' C A er en delring, nar blot —1, € T,
thi i sa fald finder vi forst 1 = —(—1) = (=1)(—1) € I', dernaest 0 =1+ (-1) € T
og endelig —y = (—1)y € ', nar y € T

(1.5) DEFINITION. Ved et ideal i en ring A forstas en delmaengde A C A, som
opfylder:
(a) A er en undergruppe i den additive gruppe (A, +).
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(m) A er stabil over for multiplikation med et vilkarligt element fra A , dvs.
opfylder
aceANANEN = areANdac A

De trivielle idealer i A er delmeengderne {0} (ogsa betegnet (0)) og hele A.

HOVEDIDEALSAETNING. Idealerne i ringen Z er netop delmaengderne af formen
A=Zn={qn|qeZ}, n>0.

Tallet n er entydigt bestemt ved idealet A, nemlig som n = 0, hvis A = (0), og

n =mindste positive tal i A, hvis A # (0).

Bevis. De anforte delmaengder er som bekendt samtlige undergrupper i (Z, +), og da
de gjensynlig er idealer, fglger pastandendd

(1.6) Som bekendt er der en entydig forbindelse mellem idealer A i ringen A og kong-
ruensrelationer i A. Den til idealet A hgrende kongruensrelation er = (“kongruens
modulo A”) defineret ved A

DEF
=

XfA N —Xe A

Akvivalensklassen, der indeholder A, er altsa delmaengden
A+ A={A+a|ac A}

Den tilhgrende kvotientring betegnes A/ A, og A — betegner den kanoniske hom-
omorfi : A — A/A. Med hensyn til denne geelder som bekendt:

UDVIDELSESSETNINGEN. FEn ringhomomorfi ¢ : A — ', som forsvinder pa idealet
A C A, kan entydigt udvides til en ringhomomorfi fra kvotienten ¢ : A/JA — T'. 1
diagramform:

A~ a/a
|
r o

Homomorfien ¢ er den inducerede homomorfi.
Videre geelder som bekendt:

ISOMORFISETNINGEN. Lad ¢ : A — I" veere en ringhomomorfi. Da er kernen ¢ ~1(0)
et ideal i A, billedmaengden p(A) er en delring af ', og homomorfien ¢ inducerer en
isomorfi ¢ : A/p~1(0) = ¢(A) af kvotienten pé billedet. I diagramform:

A 2 . T

| I

Afe™1(0) % e(A) b
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EKSEMPEL. Kvotientringen Z/Zn hgrende til idealet Zn, hvor n > 1, er restklasse-
ringen modulo n. Den betegnes ogsa Z/n.

(1.7) KARAKTERISTIK OG PRIMRING. Som bekendt findes for enhver ring A en og
kun én ringhomomorfi : Z — A, nemlig den kanoniske ringhomomorfi:

q—qlpy, qeZ.

Kernen for den kanoniske ringhomomorfi : Z — A er et ideal i Z, og altsa af formen
Zn, hvor n > 0 er entydigt bestemt, jfr. Hovedidealsaetning (1.5).

DEFINITION. Tallet n > 0 kaldes karakteristikken af ringen A, og billedet ved den
kanoniske ringhomomorfi : Z — A kaldes primringen i A. Karakteristikken af A kan
betegnes char(A). Primringen i A er delmaengden

{qla | q € Z}.

Det er gjensynlig den mindste delring af A. Af beskrivelsen i Hovedidealsaetning (1.5)
fremgar fglgende:

RESULTAT. Ringen A har karakteristik 0, netop nar

m

——fN—
Ip+---+1p #£ 05 foralle m e N.

I dette tilfaelde er den kanoniske ringhomomorfi : Z — A injektiv, og primringen i A
er (isomorf med) Z.
Ringen A har karakteristik n > 1, netop nar n er det mindste naturlige tal saledes

at
n

——fN—

In+---+1p = 0a.
I dette tilfaelde far vi af Isomorfissetningen en isomorfi af restklasseringen Z/n pa
primringen i A.

. ——N—
OBSERVATION. Hvis A har karakteristik n > 1,saer A+ ---+ XA =0, for alle A € A,

n n

thisfer \d--+A=14---4+1)-A=0-A=0.

EKSEMPEL. Ringen Z har karakteristik 0. Restklasseringen Z/n, hvor n > 1, har
karakteristik n [hvorfor?]. En endelig ring har karakteristik > 0 [hvorfor?].

(1.8) REGULART OG INVERTIBELT ELEMENT. DEFINITION. Lad A vare en ring.
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Et element A € A kaldes regulert, hvis der for alle £ € A gaelder
M=0=¢(=0 og &A=0=¢=0.

Maengden af reguleere elementer i A kan betegnes A™¢Y.
Et element A € A kaldes invertibelt (eller en enhed), hvis der findes et element
N € A, saledes at
AN =1=N\
I bekreeftende fald er elementet A entydigt bestemt. Det kaldes det inverse til A og

betegnes A\~!. Maengden af invertible elementer i A betegnes A*.

OBSERVATIONER. (1) Ethvert invertibelt element A € A er regulaert, thi af A\ = 0
folger 0 = A710 = A71\E = 1€ = £, og analogt hvis €\ = 0.

(2) Delmaengden A™Y er stabil under multiplikation og indeholder et-elementet 1.
Vi kan altsa opfatte A"¢9 som et monoid.

(3) Delmaengden A* er stabil under multiplikation, indholder et-elementet og med
et element A tillige det inverse A~!. Vi kan alts& opfatte A* som en gruppe (med
multiplikation som komposition og et-elementet som neutralt element).

EKSEMPEL. For ringen Z har vi

Zred =7\ {0},  Z* = {+1}.

(1.9) INTEGRITETSOMRADE OG (SKAEV-)LEGEME. DEFINITION. I ringen A siges
nul-reglen at geelde, hvis vi for alle elemente A\, u € A har

=0 = A=0V u=0.
Ringen A kaldes et integritetsomrade (eller blot et omrade), hvis
A" = A\ {0},

og et skevlegeme, hvis

A* = A\ {0}

Et legeme er et kommutativt skaevlegeme. Ved et dellegeme af et legeme forstas en
delring, som selv er et legeme. Det er seedvane for elementer A, i1 i et legeme, pu # 0,
at seette % := A\~ L. Specielt er altsa % = pu~ L

BEMAERKNINGER. Nul-reglen udsiger, at alle elementer # 0 er reguleere, altsa at

A\ {0} C A9,
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Dette geelder formelt for nul-ringen. I nul-ringen er nul-elementet regulsert, sa nul-
ringen er ikke et integritetsomrade. Det folger, at en ring A # 0 er et integri-
tetsomrade, netop nar nul-reglen galder. Tilsvarende ses, at nul-ringen ikke er et
skaevlegeme, og at en ring A # 0 er et skaevlegeme, netop nar ethvert element # 0 i
A er invertibelt.

EKSEMPEL. De hele tals ring Z er et kommutativt integritetsomrade, men ikke et
legeme. De rationale tal udggr legemet Q.

SETNING. For et integritetsomrade (og specielt for et legeme) A er karakteristikken
n enten 0 eller et primtal.

Bevis. (Indirekte). Vi har n # 1 (idet kun nul-ringen har karakteristik 1), og hvis n
var et sammensat tal, n =ad, 1 <a <n,1<d< n,ville

aly #0p, dly # 04,  (alp)(dlp) =nly =04,
jfr. (1.7), veere i modstrid med nul-reglendd

(1.10) LEGEMERNE F,. SETNING. Enhver endelig ring A, hvis elementantal p er
et primtal, er et legeme, isomorft med restklasseringen Z/p.

Bevis. Da |A| = p > 1, er A ikke nul-ringen. For at vise, at hvert element A 201 A
er invertibelt, betragtes i den additive gruppe (A, +) undergruppen

Z\N={g\|q € Z}

bestaende af (additive) potenser af A. Denne undergruppes orden er > 1 (idet den
indeholder bade 0 og A). Ifglge Lagrauge’s ssetning er ordenen |Z\| divisor i |A| = p,
som er et primtal, og vi har folgelig |ZA| = |A| og dermed ZA = A. Specielt findes et
helt tal ¢ € Z, saledes at g\ = 1. Af

(q1a)A = A(gla) = gr =1

fremgar, at A er invertibel (med den inverse A=! = q1,). Fglgelig er A et skaevlegeme.
Anvendes ovenstaende pa elementet A = 15 € A, ses at

ZlA:{q1>\|q€Z}:A.
Den kanoniske homomorfi : Z — A er altsa surjektiv, og inducerer derfor en isomorfi:
Z/n = A,

hvor n er karakteristikken af A. Specielt er A kommutativ, da Z/n er kommutativ.
Endelig er
n=I[Z/n|=|Al=p &
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KOROLLAR. Restklasseringen Z/p, hvor p er et primtal, er et (endeligt) legemedd
NOTATION. For et primtal p betegnes legemet Z/p ogsa F,,.

BEMZERKNING. Det fremgar af Seetning (1.9), at restklasseringene Z/n, hvor n > 1
ikke er et primtal, ikke er integritetsomrader.

(1.11) PrRIMLEGEME. Lad L vere et legeme, og lad
R={qlp|qeZ}

betegne primringen i L. Som delring af L er R et kommutativt integritetsomrade, sa
vi kan i L betragte broklegemet for R:

{(G1L>(81L>_1 | a,s € 4,sly, 7£ OL}

[Det er let at se, at denne delmaengde er et dellegeme af L.|

DEFINITION. Dette brgklegeme kaldes primlegemet i legemet L. Blandt dellegemerne
af L er primlegemet gjensynlig det midste. Hvis legemet L har karakteristik 0, er
primringen isomorf med Z, og primlegemet fglgelig isomorft med Q. Hvis legemet L
har karakteristik p > 0, sa er p et primtal, jfr. Seetning (1.9), og primringen Z/p er
selv et legeme. Primlegemet er altsa F,,.

(1.12) KOMMUTATION. DEFINITION. I ringen A siges elementer A\, pu € A at
kommutere, hvis
AL = L.

Elementet A € A kaldes centralt, hvis det kommuterer med alle elementer p € A.
Delmangden bestaende af centrale elementer i A kaldes centrum i A. Den betegnes
ofte Cent(A). En ringhomomorfi ¢ : I' — A kaldes central, hvis ¢() er centralt i A
for alle y € I.

OBSERVATION. Centret i en ring A er en (kommutativ) delring.
(1.13) DEFINITIONER. Et element )\ i ringen A kaldes involutorisk, hvis
A =1,

tdempotent, hvis

A2 =)\,
og nilpotent, hvis der findes et N € N, sa at

AN =o.
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OBSERVATION. Hvis nul-reglen geelder, sa er 1 og —1 de eneste involutioner, 0 og 1
er de eneste idempotenter, og 0 er det eneste nilpotente element,
thi ligningerne ovenfor kan skrives

A=1)-(A+1)=0, A-(A—=1)=0, A---A=0.

(1.14) BEMERKNING. I enhver ring A kan en modsat multiplikation defineres ved

op

A= A

Det er let at se, at (A, +, O~p) er en ring. Den kaldes A’s modsatte ring og betegnes
A°P. Hvis A er kommutativ, er A = A°P.
En ringhomomorfi ¢ : I'? — A er en afbildning, som opfylder:

oy +p) = e(y) + (1)
o(ym) = o(1)p(y) for alle y,p €T
o(1r) = 1a

Den siges ogsa at veere en anti-homomorfi p : I' — A.
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2. Polynomiumsringen i én variabel over en kommutativ ring.

I det fglgende betegner R en kommutativ ring.

(2.1) BESKRIVELSE. Til den givne ring R kan man konstruere en stgrre kommu-
tativ ring R[X] kaldet polynomiumsringen over R. Den indeholder R som delring og
yderligere et bestemt element betegnet X, og opfylder, at ethvert element p € R[X]
kan skrives

p=po+pi X+ +p, X", hvorn >0ogp; € Rfori=0,...,n,

og at denne fremstilling er entydig bortset fra en eventuel tilfpjelse/fjernelse af led af
formen 0X°.

Elementerne p i ringen R[X] kaldes polynomier (med koefficienter i R), og elemen-
terne p; € R for 1 = 0,1,2,... kaldes koefficienterne i polynomiet p.

OBSERVATION. Kompositionerne i ringen R[X] er helt bestemt ved beskrivelsen, thi
for givne polynomier
p=po+pX+-+p X",  g=q@t+aX+- - +gn X"

(hvor f.eks. m > n) finder vi blot ved brug af regnereglerne, at

pra=@o+aq)+ P +a)X+ 4 @0t @)X+ @G X"+ + g X
pq = (Pogo) + (Poq1 + p190) X + (Pogz2 + p1q1 + P2qo) X> + -+ + Prgm X"

BEMAERKNING. Af entydigheden af fremstillingen
p=po+p X+ +p X", pi€R,

folger, at polynomiet p € R[X] helt bestemmer sine koefficienter p; € R. Koeffici-
enterne p; er definerede for alle i = 0,1,2,---, og de er = 0, nar ¢ er tilstraekkelig
stor. Polynomier kan derfor defineres som vaerende sadanne fglger af koefficienter.
Af de fundne udtryk for sum og produkt af polynomier ses, hvordan sum og produkt
af sadanne koefficientfglger sa ma defineres.

(2.2) DEFINITION. Opfattet som polynomier kaldes elementerne i R ogsa konstan-
ter. De er karakteriseret ved, at koefficienterne er p; = 0, nar ¢ > 0. Nulpolynomiet er
konstanten 0, hvis koefficienter er p; = 0 for alle 7. For alle polynomier p # 0 findes
en koefficient p; # 0.
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Lad p € R[X] veere et polynomium # 0. Det stgrste tal n > 0, sa at p,, # 0, kaldes
da graden af polynomiet p og betegnes grad(p) og elementet p, € R, n =grad(p),
kaldes den ledende koefficient i p. Hvis den ledende koefficient er et-elementet 1 € R,
siges p at veere et normeret polynomium. Polynomierne af grad n er altsa polynomi-
erne af formen

p=po+--+p, X", hvor p; € R for t =0,...,n og p, # 0,
og heraf har de normerede formen

p=X"4pna X" L+ +pp, hvor p;, € Rfori=0,...,n— 1.

TILF@JELSE. Vi har ikke ovenfor tillagt nulpolynomiet nogen grad, og nulpolynomiet
har saledes ingen ledende koefficient og det er specielt ikke normeret. Det er ofte
hensigtsmaessigt at tilleegge nulpolynomiet en grad, der er < alle andre grader (dvs.
< 0). I det fglgende tillaegger vi nulpolynomiet graden —oo [med oplagte konventioner
for regning med —oo]. Polynomier p € R[X] af grad < n har altsa formen

p=aX"+---, a € R,

hvor ”- .7 star for et polynomium af grad < n. Hvis grad(p) = n, dvs. hvis a # 0,
sa er a den ledende koefficient. Specielt ses, at polynomierne af grad < 0 bestar af

konstanterne, dvs. af elementerne i R.

(2.3) OBSERVATION. Af de fundne udtryk for sum og produkt fremgar umiddelbart,
at vi for polynomier p,q € R[X] har:

(1) grad(p + ¢) < max {grad(p), grad(q) }

(2) grad(pg) < grad(p) + grad(q),

og at der geelder "<” i (1), netop nar p og ¢ har samme grad > 0 og modsatte
ledende koefficienter. Videre ses, at der i (2) geelder =", nar p, q # 0 og produktet
af de ledende koefficienter er # 0. Specielt fremhaeves, at 7=" geelder i (2), nar et af

polynomierne har en ledende koefficient, der er regulzer. Lidt mere specielt fremhaeves
fglgende:

(2.4) SETNING. Lad R veere et integritetsomrade. Da er
grad(pq) = grad(p) + grad(q), for alle p,q € R[X].

Polynomiumsringen R[X| er ogsa et integritetsomrade, og de invertible polynomier
er netop de konstanter, der er invertible i R.
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Bewvis. Ligningen fglger af det observerede, og heraf fglger ogsa nulreglen. Da R C
R[X], har vi R* C (R[X])*. For at vise 7 2 7 betragtes p € R[X]*. Der findes
altsa ¢ € R[X], sa at 1 = pq. Heraf fas 0 = grad(l) = grad(pq) = grad(p) +
grad (q), hvoraf 0 = grad(p) = grad(q). Altsa er p,q € R, og af 1 = pq folger
peER'M

(2.5) DIVISIONSSETNING. Lad d € R[X] vaere et polynomium # 0, hvis ledende
koefficient er invertibel. Til hvert polynomium p € R[X] findes da entydigt bestemte
polynomier q,r € R[X], sa at

p=qd+r og grad(r) < grad(d).
Bevis. Seettes n := grad(d) > 0, har vi
d=uX"+---,

hvor u € R er invertibel.
Eksistens: Hvis polynomiet p har grad < n har vi fremstillingen

p=0d+ p, hvor ¢ =0 og r = p har grad < n.
Antag derfor, at p har grad m > n og ledende koefficient p,,,, dvs. at p har formen
(%) p=pmX" +---, hvor p, # 0.
Da polynomiet u~'d er normeret, har polynomiet p,,u=tdX™ ™ ogsa formen (),
og polynomiet p — ppu~t X™~"d har derfor grad < m. Induktivt har vi derfor en

fremstilling
p—pmu XM " =gd+r, grad(r) < grad(d),

og sa er
p=(pnu ' X" 4 §)d +r

en fremstilling af p som gnsket.
Entydighed: Det er nok at betragte en fremstilling

0=gqd+r, hvor grad(r) < grad(d).
Da den ledende koefficient i d er normeret, fas heraf, at
grad(r) = grad(—qd) — grad(q) + grad(d),

jfr. Observation (2.3). Var ¢ # 0 og dermed grad (q) > 0, ville vi fa modstriden
grad(r) > grad(d). Altsa er ¢ = 0 og dermed ogsa r =0
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BEMARKNING. Divisionssaetningen kan specielt anvendes pa ethvert normeret po-
lynomium. Hvis ringen R er et legeme, kan Divisionsssetningen anvendes med et
vilkarligt polynomium d # 0.

(2.6) DEFINITION. Lad der vaere givet et polynomium
p=po+p1 X+ - +p, X" € R[X]

og et element a € R. Elementet pg + p1a + - - - + ppa™ € R betegnes da p(a), altsa
p(a) :=po+pia+---+ppa" €R,

og det siges at fremkomme ved at indsette elementet a i polynomiet p. Hvis p(a) = 0,
siges a at veere rod i polynomiet p.

OBSERVATION. For et fast element a € R er afbildningen

p+— p(a)
en surjektiv ringhomomorfi : R[X] — R. Dens kerne bestar af de polynomier, der
har a som rod. De udggr altsa et ideal i R[X].

BEMARKNING. For et givet polynomium p = py + p1 X + -+ p, X" € R[X] vil
udtrykket pg + pra + - - - + p,a™ have mening, nar blot « er et element i en ring A,
der indeholder R som delring. Ogsa i denne generelle situation skrives

ple) :=po+pra+---+pua” €A
Da R[X] D R, kan vi altsa specielt skrive

p = p(X).

(2.7) SETNING. Polynomiet p € R[X]| har elementet a € R som rod, hvis og kun
hvis det kan skrives

p=q- (X -a),
med et polynomium q € R[X].

Bevis. Anvendes Divisionssatningen (2.5) med 15%-gradspolynomiet d := X — a fas
en entydig fremstilling

p=¢q-(X —a)+r, hvorgrad(r)<1.
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Polynomiet € R[X] har altsa grad < 0, og er derfor konstant. Indseettelse af a giver
pla) =q(a)-04+r=r€cR.
Vi har altsa p(a) = 0, hvis og kun hvis r =0 &
KOROLLAR. Hvert polynomium p # 0 af grad n i R[X] har en fremstilling
p=p-(X—ay) (X —ax), hvork<noga; €Rfori=1,... k,

hvor polynomiet p € R[X| ikke har rodder i R. Hvis R er et integritetsomrade, er
fremstillingen entydig (bortset fra permutation af 15*¢-gradsfaktorerne), og

{a1,...,ar} ={a € R|p(a) =0}.

Specielt er i dette tilfeelde antallet af rodder i p endeligt og < grad(p).

Bevis. Hvis p ikke har rgdder i R, far vi den gnskede fremstilling med p := p og
k := 0. Hvis p har en rod ap, kan vi skrive p = p; - (X — a1), og da X — ay er
normeret, er grad(p;) = deg(p) — 1 = n — 1. Fortsattes nu med polynomiet p, far
vi efter hgjst n skridt den gnskede fremstilling.

Antag nu, at R er et integritetsomrade. Ud fra en fremstilling

p=p- (X —ay) (X —ag), hvor per uden rgdder,

aflaeser vi, at
{al,...,ak}:{a€R|p(a):0},

thi ” C” er oplagt, og er omvendt p(a) = 0, sa er
0=pla)(a—ai)--(a—ap);

da p(a) # 0, og da nul-reglen geelder, ma en af de gvrige faktorer vaere 0.
Vi viser nu entydigheden ved induktion efter graden n. Entydigheden er klar, hvis
n = 0, da p sa er konstant. Er n > 0, og har vi endnu en fremstilling

p=q¢-(X—>5b1)---(X —10), hvor §er uden rgdder,
sa er by rod i p, altsa ifglge det viste b; € {ay,...,ax}. Vi kan antage, at b; = aj. Af

p=p-(X—a1) - (X—ar_1) (X—ap)=q- (X =b1) (X =b_1) (X —ax)

folger imidlertid (da nul-reglen gaelder i R[X]), at

Pr(X —ay)- (X —ar1) =G (X —by)-- (X —b_y).
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Dette er fremstillinger af et polynomium af grad n — 1, og induktionsforudsaetningen
giver derfor : p = ¢, k—1 = [—1 og (eventuelt efter permutation) a; = by,...,a5_1 =

br—1 #

BEMARKNING. Lad v € N. Et element a € R siges da at vaere (mindst) v-dobbelt
rod eller at veere en rod af multiplicitet > v i polynomiet p € R[X], hvis p kan skrives

p=gq- (X —a)".

Hvis R er et integritetsomrade, ses, at antallet af rgdder i p, ”talt med multiplicitet”,
er < deg(p).

(2.8) Ladd = X" +d,, 1 X" '+ -+d, X +dy € R[X] veere et normeret polynomium
af grad n > 1. Saettes
(d) :={qd | g € R[X]},

er (d) gjensynlig et ideal i R[X], og vi kan betragte kvotienten A := R[X]/(d) og den
kanoniske homomorfi

D:R[X] — A.

Den sammensatte homomorfi a + [a], der til et element a € R knytter akvivalens-
klassen, der indeholder det konstante polynomium a € R[X], er da en injektiv ho-
momorfi : R — A, thi [a] = 0p betyder, at a € (d), og da polynomierne # 0 i
(d) har grad > n > 1, kan dette kun veaere opfyldt, nar konstanten a er = 0. Idet
vi identificerer elementerne a € R med deres billeder i A, kan vi opfatte R som en
delring: R C A. Herom gaelder fglgende:

STRUKTURSATNING FOR POLYNOMIUMSKVOTIENTER. Lad
d=X"+d, 1 X" 1+ +d1 X +dy, n>1,

veere et normeret polynomium i R[X]. Kvotientringen A := R[X]/(d) er da en kom-
mutativ ring, som indeholder R, og sattes

¢:=[X]en,
kan hvert element A € A entydigt skrives
A=ro+ré+---+ rn_lfn_l, med ro,r1,...,7p_1 € R.
Endvidere geelder i A ligningen

(*) " =—do—di€— - —dp1 &N
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Bevis. Da ringen R[X]| er kommutativ, er ogsa kvotientringen A kommutativ. Lad
70,71, .,Tn—1 veere elementer i R. Da [ |: R[X] — A er en homomorfi, har vi med
de indfgrte identifikationer:

T0+T1§+...+7«n_1£"_1:+.+...+.n_l

= To—l—TlX—l—---—l—Tn_an_l .

Ethvert element A i kvotienten A har formen , hvor p € R[X]. Vi har altsa

=71+ €+ &M

netop nar =|ro4+rl1X + - 4+r,_1 X" 1|, dvs. netop nar p kan skrives

p=qd+ro+rmX -+ 471 X" medqec RX].

Da Divisionssaetningen (2.5) udsiger, at ethvert polynomium p har en sadan entydig
fremstilling, folger det, at enhver aekvivalensklasse A € A entydigt kan skrives A =
ro+rmé+--+rp,_16" 1 med elementer ro,71,...,7,—1 € R. Endvidere har vii A :

OAZEZZ do+diX - +dp1+ X" |=do+dil+ - +dp 1"+

og det er netop den anfgrte ligning &

BEMZERKNINGER. (1) Hvis ringen R = L er et legeme, ser vi, at 1,£,...," 1 er
en basis for A som vektorrum over L. Dimensionen er netop graden n af det givne
polynomium d.

(2) Multiplikationen i ringen A er bestemt af den anfgrte ligning (x), thi vi har

EH =" = —dof — di & — - — dp 28" — dp1 &,
og v.hj.a. (%) kan —d,,_1£™ skrives som ”linearkombination” af 1,¢,...,£" "L In-
duktivt far vi alle potenser &"t1 ¢nt+2 .. skrevet som ”linearkombinationer” af

1,§,..., &5
(3) Opfattes det givne polynomium d som et polynomium med koefficienter i den
storre ring A = R[X]/(d) D R :

d € R[X] C A[X],

ser vi, at det givne polynomium d i A har roden &, thi ligningen (x) kan skrives

d(&) = 0.
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(2.9) Strukturssetningen behandler kun kvotienter R[X]/.A, hvor idealet har formen
A= (d) ={qd | q € RX]}

med et normeret polynomium d af grad > 1, og vi vil ikke her beskeeftige os med
idealer af andre typer. Hvis ringen R er et legeme, er der essentielt ikke andre typer
idealer. Dette er indholdet i fglgende:

HOVEDIDEALSETNING. Lad L vere et legeme. For hvert ideal A i polynomiums-
ringen L[X] findes et polynomium d € L[X], sa at

A={qd|qe L[X]}.
Bevis. Hvis A = {0}, kan vi gjensynlig bruge d = 0. Antag derfor, at A # {0}. Vaelg
et polynomium d € A\ {0}, hvis grad er mindst blandt alle grader af polynomier i

A\ {0}. Det pastas, at
A={qd|qe€ L[X]} = (d).

Her er ” D7 klart, thi da d € A og A er et ideal, er ogsa ¢d € A nar ¢ € L[ X]. Lad
omvendt p € A. Ifglge Divisionsszetningen (2.5) kan vi skrive

p=qd+r, deg(r) < deg(d).
Da A er et ideal og p,d € A, vil r = p — qd € A. Hvis r # 0, ville vi have
re A\ {0} og deg(r) < deg(d),

og det er i modstrid med valget af d. Fglgelig er r = 0, og altsa p = qd € (d)#

(2.10) DEFINITION. For et polynomium

p=po+pmX+-+p, X" € RIX]

i
—_—~—
er det afledede polynomium p’ := p1 +2p2 X +- - -4+np, X", hvor ip; = p; + -+ + p;.

Det er let at eftervise de seedvanlige regneregler:
(p+q)=p+d, (pg) =p'a+pd.

SETNING. Lada € R veere rod i polynomiet p € R[X]. Da er a en rod af multiplicitet
> 2, netop nar a ogsa er rod i det afledede polynomium p’.

Bewvis. Prov selvIQ
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IDEALER I KOMMUTATIVE RINGE

I det fglgende betegner R en kommutativ ring.

1. Idealer. Hovedidealer.

(1.1) Vi minder om, at et ideali R er en delmaengde A C R, som opfylder:

(al) a,ao € A = ar+axcA
(a2) 0eA

(a3) aceAdA = —acA
(m) ace ANreR = racA

Betingelserne (al), (a2), (a3) udsiger, at A er en undergruppe i ringens additive
gruppe (R, +). De trivielle idealer i R er delmaengden {0} og hele meengden R.

OBSERVATION. (a3) folger af (m), thi —a = (—1)a.

(1.2) IDEALOPERATIONERNE. Det er let at se, at en vilkarlig feellesmeengde af
idealer i R igen er et ideal i R. For endelig mange idealer Aq,..., A, i R er ogsa
delmaengden

Ai++ A, ={a1+ - +ap|lar €A AN Na, € Ay}

et ideal i R. Det er gjensynlig det mindste ideal i R, der indeholder alle idealerne
Ai,..., A,. For et element a € R er delmaengden

Ra :={ra|r € R}

et ideal i R, og det er gjensynlig det mindste ideal i R, som indeholder elementet a.
For endelig mange elementer aq,...,a, € R finder vi

Raj +---+ Ra, = {ria; + - +rpan | 71,...,7 € R},

og dette ideal er gjensynlig det mindste ideal, der indeholder elementerne ay, ..., a,.

DEFINITION. Idealet A; + --- + A,, kaldes summen af idealerne A4, ..., A,.
Idealet Ra kaldes idealet frembragt af a, og det betegnes ofte (a). Et ideal A C R,
der har formen A = Ra med a € R, kaldes et hovedideal.
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Idealet Ray + - - - + Ra, kaldes idealet frembragt af a4, ..., a,. Hvis misforstaelser
er udelukket, betegnes det ofte (ay,...,a,). Et ideal A C R, der har formen A =
Ray + -+ -+ Ra, med aq,...,a, € R, siges at veere endelig frembragt.

OBSERVATION. De trivielle idealer i R kan skrives {0} = (0) og R = (1). De er altsa
hovedidealer.

(1.3) En vilkarlig foreningsmaengde af idealer i R vil seedvanligvis ikke veere et ideal.
Herom geelder imidlertid folgende:

SAETNING. Lad Ay C Ay C ... vere en stigende folge af idealer i R. Da er forenings-
meengden A =, .y An et ideal.

Bewvis. Lad aq,a2 € A. Der findes da ny,ne € N, sa at a1 € A,,, a2 € A,,. Er A,
det stgrste af idealerne A,,, og A,,, har vi saledes a1, a2 € A,,, og sa er

a1+ ay € Ay S JAn = A

Delmangden A C R opfylder saledes betingelsen (1.1)(al). De gvrige betingelser er
trivielt opfyldtQ

(1.4) DeFINITION. En ring R kaldes en hovedidealring, hvis alle dens idealer er
hovedidealer. Er ringen R desuden et integritetsomrade, kaldes den et hovedideal-
omrade.

Folgende er et velkendt

RESULTAT. De hele tals ring Z og enhver polynomiumsring L[X], hvor L er et
legeme, er hovedidealomrader.
Beviserne (for Z og for L[ X]) har feelles track, der abstrakt kan formuleres som en

NUMERISK BETINGELSE. Antag, at der i ringen R er givet en funktion v : R — Z,
som er nedad begraenset og har folgende egenskab: For ethvert d # 0 i R og ethvert
a € R findes et element q € R, sa at

v(a —qd) < v(d).

Da er R en hovedidealring.

Bevis. Lad A C R veere et ideal. Vi skal vise, at der findes et element d € R, saledes
at A = Rd. Hvis A = {0}, kan vi bruge d = 0. Hvis A D {0}, kan vi betragte det
mindste af tallene

v(r), hvorre A\ {0}.

[Det findes, da funktionen v er nedad begrezenset]. Det har formen v(d), hvor d er
element i A\ {0}. Nu geelder
A = Rd,
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thi da d € A har vi trivielt ”D”, og er omvendt a € A, kan vi finde ¢ € R, sa at
r := a — qd opfylder
v(r) < v(d).

Daa € Aogqgd € RdC A, vilogsar =a—qd € A Hvisr # 0, er v(r) < v(d) i
modstrid med valget af d. Folgelig har vi r = 0, og altsa a = qd € Rd &

BEMAERKNING. For R = Z fglger det af Divisionssaetningen, at funktionen v :
p — |p| har ovennaevnte egenskab. For R = L[X], hvor L er et legeme, folger
det af Divisionsseetningen for polynomier, at funktionen v : p — deg(p) [hvor nul-
polynomiet tillaegges graden —1] har ovenneevnte egenskab.

(1.5) DEN OPSTIGENDE KZ£EDES EGENSKAB. Lad R vaere en hovedidealring. I enhver
voksende folge af idealer

A1 C A C ...
gaelder da” =7 fra et vist trin [dvs. der findes et N € N, sa at Ay = Ayy1=...].

Bevis. Foreningsmeengden A := | J,, .n An er et ideal ifglge Seetning (1.3). Da R er
en hovedidealring, har vi A = Ra, med et a € R. Daa € Ra = A= J,.n An findes
et N € N, saledes at a € Ayx. Men sa vil Ra C Ay, og af

RaC AN CANi1 C--- C UAn:RG

neN

folger AN = Anyi1=... 8
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2. Primideal og maksimalideal.

(2.1) Der er som bekendt en bijektiv forbindelse mellem idealer i ringen R og
kongruensrelationer i R. Den til idealet A C R hgrende kongruensrelation =, kaldet
kongruens modulo A, er bestemt ved A

DEF
x’ix@x’—xeA.

Den tilhgrende kvotientring R/A bestar af sekvivalensklasserne, og den kanoniske
afbildning : = — , der afbilder et element z € R over i den akvivalensklasse, der
indeholder z, er en surjektiv ringhomomorfi

[]:R— R/A.

(2.2) DEFINITION. Et ideal P i R kaldes et primideal, hvis P C R og der for alle
x,y € R geelder:
ryeP =zxzePVyeP.

(2.3) BEMERKNING. Ifplge definitionen er det trivielle ideal R ikke et primideal
i R. Det trivielle ideal (0) kan derimod godt veere et primideal, idet der gjensynlig
geelder:

Idealet (0) er et primideal i R, hvis og kun hvis R er et integritetsomrade.

Mere generelt gaelder falgende:

KARAKTERISERING AF PRIMIDEALER. FEt ideal P i R er et primideal, hvis og kun
hvis kvotientringen R/P er et integritetsomrade.

Bevis. "hvis”: Da et integritetsomrade ikke er nulringen, har vi R/P # 0, og altsa
P C R. Antag, at zy € P ogat x ¢ P. Daer zy = 0o0gx # 0, ogi R/P har vi

derfor:
[@]-[y]=[=y]=[0] og [x]#[0].

Da nul-reglen gaelder i R/P, ma vi have = @, altsa y € P.
"kun hvis”: Da P C R, er R/P # 0, sa vi skal blot vise, at nul-reglen geelder i R/P.
Lad altsa X,Y vere elementer i R/P, sa at

XY =[0] og X #[0].

Veelges repraesentanter: X =[z], Y = , har vi = Jyl= XY = @, altsa
xy € P, og =X # @, altsa x ¢ P. Heraf folger y € P, ogdermed Y =[y]|= @Q
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KOROLLAR. Lad ¢ : R — R’ vare en ringhomomorfi. Hvis R’ er et integritets-
omrade, sa er ’s kerne et primideal.

Bevis. Lad P := ¢~ 1(0) veere kernen for . Ifglge Isomorfiseetningen for ringe har vi
en isomorfi:

R/P 3 o(R).

Her er billedringen ¢(R) C R’ en delring af et integritetsomrade og dermed selv
et integritetsomrade. Det fglger, at R/P er et integritetsomrade, og P er derfor et
primidealdy

(2.4) Meengden af idealer i R udggr, med inklusion C som ordning, en (partielt)
ordnet maengde.

DEFINITION. Et ideal M i R kaldes et maksimalideal, hvis det er maksimalt blandt
idealerne C R.
Idealet M er saledes et maksimalideal, hvis M C R og der for alle idealer A C R
geelder:
MCACR = M=A

OBSERVATION. Betingelsen kan udtrykkes saledes: Af idealer A i R, som opfylder
MCACR,

findes der preecis 2, nemlig A = M og A = R.

(2.5) BEMERKNING. Ifplge definitionen er det trivielle ideal R ikke et maksimal-
ideal. Det trivielle ideal (0) kan derimod godt veere et maksimalideal, idet vi ifplge
Observationen ovenfor har:

Idealet (0) er et maksimalideal, hvis og kun hvis R har preecis 2 idealer. Denne
egenskab karakteriserer legemerne, idet der mere generelt geelder folgende:

KARAKTERISERING AF MAKSIMALIDEALER. Kt ideal M i R er et maksimalideal,
hvis og kun hvis kvotientringen R/ M er et legeme.

Bevis. "hvis”: Da et legeme ikke er nulringen, har vi R/ M # 0, og altsa M C R.
Antag nu, at A er et ideal, sa at

McCACR.

Vi skal da vise, at A = R. Velg et element a € A\ M. Da er a # 0 modulo M, og i
R/M har vi derfor [a] # @ Da R/M er et legeme, er [a] derfor invertibel, sa der
findes et element X € R/M, med X -[a] = . Veelges en repraesentant: X = [z],

har vi altsa
1= x [a)=[z] (@) =[za)
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Folgelig er 1 = xa, sa vi kan skrive
1 =za+m, hvor m € M.
Daa € A, ogm € M C A, slutter vi, at ogsa 1 € A, men sa er for et vilkarligt

element r € R ogsa
r=rle A

Altsa er A = R.
"kun hvis”: Da M C R, er R/ M # 0, sa vi skal blot vise, at hvert element A # @
i R/M er invertibelt. Veelg en repreesentant: A =[a] Dafa]= A # @, er a ¢ M.
Det folger for idealet Ra + M, at vi har
M C Ra+ M,

og heraf fplger, at Ra + M = R. Specielt er 1 € Ra + M, dvs. af formen

l=za+m, x€ R, meM.
Nu finder vi

[1]=[za] =[] [a]=[2]- A,

og A er derfor invertibel (med |z | som invers)d

(2.6) SAETNING. FEthvert maksimalideal er et primideal.

Bevis. Da et legeme er et integritetsomrade, fas dette umiddelbart af Karakteri-
seringerne i (2.3) og (2.5)#

(2.7) SETNING. For et primtal p er restklasseringen ¥, := Z/Zp et legeme.

Beuvis. Ifplge Karakteriseringen (2.5) skal vi vise, at idealet Zp i Z er et maksimali-
deal. Det er klart, at Zp C Z. Lad derfor A C Z veere et ideal, saledes at

Zp C ACZ.
Vi skal vise, at A = Zp eller A = Z . Ifplge Hovedidealszetningen har idealet A
formen
A =7Zd,
og vi kan antage d > 0. Af p € Zp C Zd fglger, at p har formen p = qd, med q € Z.
Dermed er d > 0 en divisor i p, og sa er enten d = p, og altsa A = Zd = Zp, eller
d=1,ogaltsa A=Zd=7Z1=7&H

(2.8) BEMAERKNING. Under brug af Zorn’s lemma kan man vise, at der til hvert
ideal A C R findes et maksimalideal M O A. Hvis R er en hovedidealring, kan det
bevises saledes: Enten er A selv et maksimalideal (og sa er vi faerdige), eller ogsa er
A ikke et maksimalideal, og sa findes et ideal A; med A C Ay, A; C R. Her er enten
A; et maksimalideal (og sa er vi feerdige), eller A; er ikke et maksimalideal, og sa
findes et ideal Ay med A; C Az, Az C R. Her er enten ... ---. Af Den opstigende
kaedes egenskab (1.5) folger, at dette kun kan fortsatte et endeligt antal skridt. Og
nar det stopper, er vi naet til et maksimalideal.
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3. Faktorielle ringe.
Vi vil her forudsaette, at den kommutative ring R er et integritetsomrade. Af en
ligning rx = ry, hvor r # 0, fglger altsa, at © = y.

(3.1) DEFINITIONER. Et element u € R kaldes en enhed, hvis det er invertibelt,
dvs. hvis u € R*.

Et element a € R kaldes associeret med et element b € R, hvis der findes en enhed
u € R* sa at a = ub.

Et element d € R siges at vaere divisor i elementet a € R, eller at ga op i a, hvis
der findes et element r € R, sa at rd = a. I sa fald skrives

d|a,

og a kaldes et multiplum aof d, eller siges at veere delelig med d. Bemszerk, at der
geelder: dla < a € Rd.

De trivielle divisorer i et element a er enhederne og elementerne associerede med
a.

Et element ¢ € R kaldes irreducibelt, hvis ¢ ¢ {0} U R* og ¢ kun har trivielle

divisorer.

Et element p € R kaldes et primelement, hvis p ¢ {0} UR* og der for alle z,y € R
geelder:

pley = plz V ply.

(3.2) OBSERVATION. Et element p ¢ {0} UR* er irreducibelt, hvis og kun hvis der
af en ligning p = d1d> folger, at d; eller ds er en enhed.

SETNING. FEthvert primelement p € R er irreducibelt.

Bevis. Antag, at p = dydy. Vi skal vise, at d; eller dy er en enhed. Vi har specielt
p|dids, sa p gar op i en af faktorerne, f.eks. i do. Vi kan altsa skrive up = dy med
u € R, og sa far vi p = dyds = dyup. Da p # 0, far vi 1 = dyu, og d; er saledes en
enhed (med d;! = u)#

(3.3) KARAKTERISERING VED HOVEDIDEALER. SATNING. I et integritetsomrade
R afspejler de indfgrte begreber sig i relationer mellem hovedidealer, idet der gaclder:

(1) w er en enhed < (u) = R(= (1)).

(2) a er associeret med b <= (a) = (b).

(3) d er divisoria < (a) C (d).

(4) d er triviel divisor i a <= (d) = RV (d) = (a).

(5) q irreducibelt <= q # 0 og (q) er maksimalt blandt hovedidealer C R.

(6) p er et primelement <= p # 0 og (p) er et primideal.
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Bewvis. (1): Hvis u er en enhed, findes v € R med vu = 1, og sa geelder for hvert
re R,at r=rl = (rv)u € (u). Er omvendt (u) = R, sa er specielt 1 € (u), og altsa
1 =wvu, med v € R.

(2): Hvis a er associeret med b, altsa a = ub, hvor u € R*, sa er ra = rub € (b), og
altsd (a) C (b), og da vi ogsa har b = va (med v = 1), far vi tilsvarende (b) C (a).
Er omvendt (a) = (b), sa har vi a € (a) = (b), altsa a € (b), og tilsvarende b € (a),
og kan skrive

a = ub, b=va, u,v € R.

Hvis b = 0, far vi straks a = 0. Hvis b # 0, folger det af b = va = vub, at 1 = vu.
Elementet u er derfor en enhed, og a er fglgelig associeret med b.
(3): Vihar: d|la < a € (d) < (a) C (d).
(4): Fglger umiddelbart af (1) og (2).
(5): Ifplge (3) og (4) svarer divisorerne d i ¢ netop til de hovedidealer (d), som
opfylder

(¢) € (d) C R,

2 7

og d er triviel divisor i ¢, hvis og kun hvis der her geelder et af de to mulige "=
(altsa (q) = (d) eller (d) = R). Heraf fglger pastanden umiddelbart.

(6): Idet plzy < zy € (p), plr & x € (p) og ply & y € (p), fas pastanden direkte
ud fra definitionen pa et primidealdd

(3.4) SAETNING. Lad R veare et hovedidealomrade. Da er et element p € R
irreducibelt, hvis og kun hvis det er et primelement. Hovedidealet (p) frembragt af
et sadant element er et maximalideal i R.

Bewvis. ”hvis”: gaelder i ethvert integritetsomrade, jfr. Seetning (3.2).
”kun hvis”: Lad p € R vere irreducibelt. Ifplge Seetning (3.3)(5) er idealet (p)
maksimalt blandt hovedidealer C R. Da alle idealer i R er hovedidealer, betyder det,
at (p) er et maksimalideal i R. Heraf folger, at (p) er et primideal, jfr. Seetning (2.6).
Da p # 0, slutter vi heraf (Seetning (3.3)(6)), at p er et primelement.

Den sidste pastand sa vi undervejséd

(3.5) DEFINITION. Er der i R givet elementer a,dy,...,ds sa at a = dy - - - dg, siger
vi kort, at a = dy---ds er en oplgsning af a i faktorerne dy,...,ds. Oplgsningen
kaldes irreducibel, hvis faktorerne er irreducible, og en primoplgsning, hvis faktorerne
er primelementer.

BEMAERKNING.  Ethvert element a € R har trivielle oplgsninger af formen a =
u(u~la), hvor den ene faktor u er en enhed (og den anden er associeret med a).
Ifplge Observation (3.2) har et irreducibelt element kun sadanne trivielle oplgsninger.
I en irreducibel oplgsning a = q; - - - qs kan faktorerne ¢; altsa kun trivielt oplgses
yderligere.
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(3.6) SAETNING. Primoplgsninger er entydige i fplgende forstand: Er py,...,ps og
q1,---,q; primelementer i R, og er py---ps associeret med q; ---q;, sa er s = t, og
der gaelder efter en passende permutation af q;’erne, at p; er associeret med q; for
1=1,...,s.

Bewis. Der findes en enhed v € R, sa at

upr--Ps =414z

Da primelementet ps saledes gar op i produktet ¢; - - - ¢;, ma det ga op i et af ¢;’erne.
Vi kan antage, at ps gar op i ¢;. Da ¢; er irreducibel (Szetning (3.2)), ma ps endda
veere en triviel divisor i ¢;, og da p, ikke er en enhed, ma ps veere associeret med g;.
Vi har altsa p; = vq;, med en enhed v € R, og far ved indsaettelse:

uvpy * - Ps—14qt = q1 -+ qt—19Gs-

Da ¢; # 0 folger heraf, at

(uwv)py -+ Ps—1=q1 " qr—1,

0og p1 - - -ps_1 er derfor associeret med q1 - --q;_1.
Ved at fortsaette saledes fas det gnskededd

(3.7) DEFINITION. Integritetsomradet R kaldes en faktoriel ring, hvis ethvert
element a ¢ {0} U R* i R kan skrives som et produkt a = p; - - - ps af primelementer

bi,...,Ds-
I en faktoriel ring R har altsa ethvert element a ¢ {0} U R* en primoplgsning

a = py---ps, og af seetningen ovenfor fremgar, at disse oplgsninger (bortset fra ”per-
mutation og associering”) er entydige.
SAETNING. For et integritetsomrade R er folgende betingelser &kvivalente:

(i) R er en faktoriel ring.
( (a) Hvert element a ¢ {0} U R* har en irreducibel oplgsning

(ii) og

| (b) Hvert irreducibelt element i Rer et primelement.

( (a) Hvert element a ¢ {0} U R* har en irreducibel oplosning
(iii) og

| (c) Irreducible oplgsninger er entydige.

BEMARKNING. Med den i (c) nevnte entydighed menes: Hvis p1,...,ps,q1,---, ¢
er irreducible elementer i R, saledes at p1---ps = q1---q, sa er s =t og (bortset fra
”permutation og associering”) p; = ¢q; fori =1,...,s.
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Bevis for satningen. Det er klart, at (a) A (b) = (i). Af Seetning (3.2) folger (i) =
(a), og af Seetning (3.6) fas (b) = (c¢). Det er derfor nok at vise, at (i) = (b), og at
(a) A (¢) = (b).
(i) = (b): Lad g veere et irreducibelt element, og betragt en primoplgsning af ¢q. Da
q er irreducibelt, har det kun trivielle oplgsninger. Primoplgsningen har derfor kun
én faktor, og ¢ er derfor et primelement.
(a) A (c) = (b): Lad g veere et irreducibelt element, og antag, at ¢|xy. Vi skal
vise, at |z eller q|y. Det er oplagt, hvis x eller y er = 0 eller en enhed. I modsat
fald skriver vi

rq=uxy, hvorr e R,

og her er r # 0. Ifglge (a) kan vi finde irreducible oplgsninger: =z = x7-- x5 og
Yy =1y1- -y og r =ry---r, [ det mindste, hvis r ikke er en enhed. Overvej selv
hvorledes det folgende skal modificeres, hvis r er en enhed!]. Indseettes, fas:

rl...rnq:xl...xsyl...yt_

Ifplge (c) ma den irreducible faktor ¢ pa venstre side ogsa forekomme (pa naer asso-
ciering) pa hgjre side. Vi kan antage, at g er associeret med x;. Men sa er ¢ specielt
divisor i z1, og dermed ogsa divisor i x = x1(z2 - x4)0

(3.8) LEMMA. Lad R vare et integritetsomrade, hvori der findes et element a ¢
{0} U R*, der ikke kan skrives som et produkt af irreducible elementer. Da findes i
R en uendelig folge af elementer

(a =) ag,a1,as,...,

saledes at a; er en ikke-triviel divisor i a;_1 fori=1,2,...

Beuvis. Ifplge forudseetningen findes i R et element a, der har fglgende egenskab:
(x) a ¢ {0} UR* og a kan ikke skrives som produkt af irreducible elementer.

Et sadant element kan specielt ikke selv veere irreducibelt, sa det kan skrives

hvor a’ og a” er ikke-trivielle divisorer i a. Specielt er begge divisorer # enhed,
i

og da a’a” = a # 0, er begge divisorer # 0. Hvis bade a’ og a” var et produkt
af irreducible elementer, ville vi ved indsaettelse i a = a’a” se, at a var et produkt
af irreducible elementer i modstrid med antagelsen. Fglgelig vil mindst en af de to
divisorer opfylde, at den ikke kan skrives som et produkt af irreducible, og denne

divisor vil altsa have egenskaben ().



MAT 2 AL Idealer 11
4. december 1987

Vi har vist, at hvert element med egenskaben (x) har en ikke-triviel divisor med
egenskaben (x).

Startende med ap = a kan vi derfor finde en fplge som gnsket (endda saledes at
hvert a; har egenskaben (x))#

KOROLLAR 1. Antag, at der i integritetsomradet R er givet en funktion v : R — Z,
som er nedad begranset og har folgende egenskab: For hvert a # 0 i R og hver
ikke-triviel divisor ay i a geelder

v(ay) < v(a).

Da har hvert element a ¢ {0} U R* en irreducibel oplgsning.

Bevis. T modsat fald ville der findes en uendelig fglge ag, a1, as,... som angivet i
Lemma’et, og sa ville
v(ay) > v(az) > ---

vaere i modstrid med at v : R — Z var nedad begraensetéd

KOROLLAR 2. Lad R vere et hovedidealomrade. Da har hvert a ¢ {0} U R* en
irreducibel oplgsning.

Bevis. T modsat fald ville der findes en uendelig fglge ag, a1, as,... som angivet i
Lemma’et, og sa ville
(CLQ) C (CLl) C (CLQ) C...

veere 1 modstrid med Den opstigende kaedes egenskab (1.5)é

(3.9) Visamler nu resultaterne om hovedidealomrader i fglgende:

HOVEDSETNING. Lad R veare et hovedidealomrade. Da er R en faktoriel ring.
Primidealerne # (0) i R er netop idealerne af formen (p), hvor p er irreducibel, og
disse idealer er maksimalidealer.

Bevis. R er en faktoriel ring ifglge Seetning (3.7), thi betingelsen (ii,a) folger af Ko-
rollar (3.8)(2) ovenfor, og betingelsen (ii,b) er indeholdt i Seetning (3.4). Af Saetning
(3.4) folger videre, at idealer af formen (p), hvor p er irreducibelt, er maksimalidealer,
og er omvendt P # (0) et primideal, sa er P et hovedideal P = (p) (da R var en
hovedidealring), og p er et primelement, og dermed irreducibeltd

(3.10) ANVENDELSE PA Z. De hele tals ring Z er en faktoriel ring. I Z er enhederne
+1. Ethvert helt tal # 0 er saledes associent med netop et positivt tal. De positive
irreducible elementer er netop primtallene. Primidealerne # (0) i Z er altsa idealerne
af formen (p) = Zp, hvor p er et primtal, og disse idealer er maksimalidealer (og
kvotienten F,, := Z/Zp er altsa et legeme). Videre er (0) C Z et primideal, der ikke
er et maksimalideal.
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(3.11) ANVENDELSE PA L[X]. Enhver polynomiumsring L[X], hvor L er et legeme,
er en faktoriel ring. I L[X] er enhederne konstanterne # 0. Ethvert polynomium # 0
er saledes associeret med netop ét normeret polynomium.

For et normeret irreducibelt polynomium

p=X"4+p, 1 X" '+ +p X +p € L[X],

er kvotienten K := L[ X]/(p) altsa et legeme. Ifglge Strukturssetningen for polynomi-
umskvotienter indeholder det saledes konstruerede legeme K det givne legeme L som
dellegeme, og saetter vi £ := € K, kan hvert element i K entydigt skrives

—1
TQ+T1£+"'+T‘R_1§n , To,Tl,...,Tn_leL.

Endvidere er £" = —pg — p1& — -+ — pp_1&™ L

EKSEMPEL. Polynomiet X2+ 1 € R[X] er irreducibelt, thi ellers var det et produkt
af to 15%-gradspolynomier i R[X], og sa ville det have en rod i R.
Det fglger, at vi kunne indfgre fglgende

DEFINITION. De komplexe tals legeme C er kvotienten
C:=R[X]/(X*+1),

thi dette legeme indeholder R, og saetter vi i := € C, kan hvert element i C
entydigt skrives
ro + rit, ro,T1 € R.

Da vi endvidere har i> = —1, harmonerer dette med den szedvanlige definition af C.

BEMARKNING. Spgrgsmalet om hvilke polynomier i L[X], der er irreducible, athaen-
ger i hgj grad af hvilket legeme L, der betragtes. I almindelighed er alle 15t¢-grads
polynomier irreducible, og 29¢"- og 3%-grads polynomier er irreducible, netop nar
de ikke har rgdder i L.

Algebraens fundamentalsasetning udsiger, at i C[X] er de irreducible polynomier
netop 15%-gradspolynomierne. Heraf fglger let, at i R[X] er de irreducible polynomier
netop 1°*¢-gradspolynomierne og de 24¢"-gradspolynomier, der ikke har reelle rgdder.

Man kan vise, at polynomierne X" —2 for n = 1,2, 3, ... er irreducible polynomier
i Q[X]. I Q[X] findes altsa irreducible polynomier af enhver grad > 1.

(3.12) I en faktoriel ring R taenkes ofte valgt et representantsystem II for pri-
melementerne, dvs. en mangde II af primelementer med den egenskab, at ethvert
primelement i R er associent med netop ét primelement i I1. Efter et sadant valg kan
primelementerne ¢ i R altsa entydigt skrives

g=up, medu€ R*ogpell
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Indsaetter vi i en primoplgsning

a=4q1-- gk

for de enkelte faktorer ¢; en sadan fremstilling: ¢; = u;p;, hvor u; € R* og p; € II,
far vi en oplgsning af formen

v v
a=up;' ---p’,

hvor u € R*, elementerne py,...,px € II er indbyrdes forskellige og vq,...,1, € N.
Idet vi om forngdent tilfgjer potenser med eksponent 0, kan oplgsningen skrives

azqu”P,

hvor u er en enhed og kun endelig mange af eksponenterne v,, hvor p € II, er > 0.

Denne fremstilling, som vi ofte ogsa kalder primoplgsningen af a, er entydig i den

forstand, at enheden u og eksponenterne v, > 0, for p € 1I, er entydigt bestemt ved

a. Det ses, at ogsa enhederne i R har en sadan oplgsning, nemlig med alle v, = 0.
Af entydigheden fglger, at hvis et element b € R\ {0} har primoplgsningen

bszp’“‘P,

pell

sa er b divisor i a, netop nar u, < v, for alle p € II.
Specielt ses, at ”pa naer associering” er antallet af divisorer i et element a % 0 med

primoplgsningen
_—e

pell

H(Vp +1),

p€ell

bestemt som tallet

idet jo v, + 1 er antallet af eksponenter p, med 0 < p,, < vp.
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4. Storste faelles divisor.

(4.1) DEerINITION. Lad a,b veere elementer i et integritetsomrade R. Et element
¢ € R, som er divisor i a og i b, kaldes en felles divisor for a og b, og c kaldes en
storste feelles divisor for a og b, hvis ¢ er en faelles divisor for a og b, og hvis der for
enhver feelles divisor d for a og b geelder, at d er divisor i c.

At a og b kun har enhederne som fzlles divisorer betyder saledes, at ¢ = 1 er en
storste faelles divisor for a og b. Er dette tilfaeldet siges a og b at veere primiske.

Tilsvarende defineres stgrste feelles divisor for endelig mange elementer aq, ..., a,
i R, og vi siger, at ay,...,a, er primiske, hvis de har 1 som stgrste faelles divisor.
BEMARKNING. At a1,...,a, € R er primiske, er svagere end at elementerne er

parvis primiske. F.eks. er tallene 6,10,15 € Z primiske, men (slet) ikke parvis
primiske.

OBSERVATION. Betingelsen for at et element ¢ € R er stgrste feelles divisor for a og
b kan skrives pa en af fplgende ackvivalente mader:

(i) Vd e R :dlaNd|b< d|c

(ii) Vde R:ae (d)Abe (d) < (c) C (d)
(iii) Vd € R: (a,b) C (d) < (c) C (d)
(iv) (@) | (a,b) S (&)} = (),

hvor der for (ii) < (iii) udnyttes, at et ideal indeholder bade a og b, netop nar det
indeholder idealet (a,b) = Ra + Rb frembragt af a og b.

(4.2) SETNING. Elementer a,b i et integritetsomrade R har en storste faelles divisor,
hvis og kun hvis faellesmaengden

(@) | (a,b) C ()}

er et hovedideal. I bekraeftende fald er de storste feelles divisorer for a og b netop
frembringerne for dette hovedideal.

Bewvis. Fglger umiddelbart af Observation (4.1)(iv) ovenfordy

(4.3) SETNING. Hvis R er et hovedidealomrade, sa har elementer a,b € R altid en
starste faelles divisor. De stagrste faelles divisorer for a og b er netop frembringerne for
(hoved- )idealet (a,b) = Ra + Rb. Elementerne a og b er primiske, hvis og kun hvis
der findes elementer x,y € R, sa at xa + yb = 1.
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Bewis. 1 et hovedidealomrade er idealet (a,b) selv et hovedideal. De forste pastande
folger derfor umiddelbart af Seetning (4.2). Endvidere har vi (a,b) = (1) = R, netop
nar 1 € (a,b), og det er jo den sidste pastanddy

BEMAERKNING. Tilsvarende ses i et hovedidealomrade R, at de stgrste fzelles divisorer
for elementer aq,...,a, netop er frembringerne for (hoved-)idealet (ay,...,a,), og
at a,...,a, er primiske, hvis og kun hvis der findes elementer x1,...,z, € R, sa at
2101+ - + Toa = L.

NOTATION. I et hovedidealomrade skrives ofte ”(a,b) = ¢” i betydningen "¢ er en
storste feelles divisor for a og b”. Skrivemaden ”(a,b) = 1”7 udtrykker altsa, at a og
b er primiske.

(4.4) Vi har tidligere set, at hvis der i et integritetsomrade R er givet en funktion
v: R — Z, som er nedad begraenset og har fglgende egenskab: For hvert d # 01 R
og hvert a € R findes et ¢ € R, sa at

v(a—qd) <v(d),

sa er R et hovedidealomrade (Seetning (1.4)). Specielt har altsa i en sadan ring to

elementer a og b altid en stgrste faelles divisor. En sadan kan bestemmes under brug
af:

EUKLIDS ALGORITME. Lad a og b veere elementer # 0 i R. Antag, at v(a) > v(b)
og st dy :=a, dy:=Db.
Da d; # 0, kan vi bestemme q; € R, sa at

v(dy — q1dy) < v(dy), og vi saetter dy := dy — q1d;.
Hvis ds # 0, bestemmes q2 € R, sa at

v(dy — qads) < v(ds), og vi seetter d3 := di — qads.
Hvis d3 # 0, bestemmes g3 € R, sa at

v(dy — q3ds) < v(ds), og vi seetter dy := dy — q3ds.

Osv.
Denne proces vil stoppe efter endelig mange skridt, i den forstand, at der findes
etn>1, sa at
dn—l - Qndn =0.

For dette n er d,, en starste faelles divisor for a = dy og b = d;.

Bewvis. Hvis processen ikke stoppede, ville vi fa en uendelig fglge dg, dy,ds, ..., og

v(dy) > v(dy) > v(da) > ...
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ville veere i modstrid med at funktionen v var nedad begraenset.
For elementer x,y,q € R har vi gjensynlig

(z,y) = (z — qu,y)-

Det fglger, at vi har

Idealet (a,b) er saledes (hoved-)idealet (d,,)#

(4.5) T en faktoriel ring R kan spgrgsmal om delelighed afggres ud fra primoplgs-
ninger, jfr. (3.12). Vi far derfor umiddelbart fglgende:

SETNING. Hvis R er en faktoriel ring, sa har elementer a,b € R altid en stgrste
feelles divisor. Er der i R valgt et repraesentantsystem 11 for primelementerne, og er
der givet primoplgsninger

a=upyt...pkr, b=wplt...pt  hvoru,v € R*ogp; €11,

sa er de stgrste feelles divisorer netop elementerne associerede med
c=pit...pr",
hvor \; = min{v;, pu;} fori=1,...,r#

(4.6) LEMMA. Lad der i en faktoriel ring R veere givet parvis primiske elementer
di,...,dy, og sat

ailzdl...di_ldi+1...dn, 2:1,,n

Da er elementerne a1, ..., a, primiske.

Bevis. 1 modsat findes et primelement p, der er divisor i alle a; erne. Da p gar
opia; =dy...dy, vil p ga op i en af faktorerne, f.eks. i d;. Da p ogsa gar op i
a; = Hi# d;, vil p ga op i et d;, hvor @ # j. Men sa er p en falles divisor for d; og
d; i modstrid med, at d; og d; var primiskedd
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(4.7) Da et hovedidealomrade er en faktoriel ring, kan vi i et hovedidealomrade
kombinere Sezetning (4.3) med ovenstaende resultater. Som en anvendelse viser vi:

DEN KINESISKE RESTKLASSESETNING. Lad der i et hovedideal omrade R veare
givet parvis primiske elementer di,...,dy, og sat d := dy ...d,. Lad [z]; betegne
akvivalensklasse modulo idealet (d;) for i =1,...,n. Den ved

X — (1;-'-771)

bestemte ringhomomorfi : R — R/(dy) x --- X R/(d,) er da surjektiv, og dens kerne
er hovedidealet (d).

Bevis. Sacttes a; ‘= d1 N di—ldi—l—l N dn, har vi

(1) d=ad; fori=1,....n

(2) a; € (d;) fori,j=1,...,no0gj#i.

Ifplge Lemma (4.6) er ay,...,a, primiske, og da R er et hovedidealomrade, findes i
R elementer rq,...,7,, sa at

(3) ray 4+ - +rpa, =1

Kernen: At x tilhgrer kernen, betyder, at = € (d;),i = 1,...,n. Af (1) folger sa, at
a;x € (d),i=1,...,n, og sa vil ogsa

r = (Tlal + e+ Tnan)x =riaxr+---+rpa,x € (d)

Omvendt er det klart, at hvert element i (d) tilhgrer kernen.
Surjektivitet: Hvert element y i produktringen R/(dy) X --- x R/(d,) er af formen

Yy = (17"'771)7 hvor Y1y Yn € R. Sat

T =ria1y; +...,+rpapyy € R,

og slut v.hj.a. (2) og (3), at © = rja;y; = y; modulo (d;), og altsa, at billedet af x
er ((z]1,...,[z]n) =9y Q

KOROLLAR. Homomorfien inducerer en isomorfi:

R/(d) = R/(d1) x -+ x R/(dn)©
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5. Gauss’ seetning.

(5.1) Vi betragter ringen R[X] af polynomier med koefficienter i ringen R. Enhe-
derne i R[X]| er som bekendt de invertible konstanter, dvs. enhederne i R. At et
polynomium A € R[X] er deleligt med en konstant d € R, betyder, at alle A’s koef-
ficienter er delelige med d. Hovedidealet dR[X] frembragt af d i R[X] bestar altsa af
de polynomier, hvis koefficienter alle tilhgrer hovedidealet dR C R.

SETNING. Hvis p er et primelement i R, sa er p ligeledes et primelement i R[X].

Bevis. Den kanoniske homomorfi : R — R/pR, der til et element a € R lader svare
restklassen [a] € R/pR kan udvides til en afbildning : R[X] — (R/pR)[X] betegnet
A A, idet vi for et polynomium

A=as+ a1 X+ +a, X" € R[X]

seetter
A=[ag]+[ar]X + - +[a, ]X" € (R/pR)[X].

Det er klart, at A — A er en ringhomomorfi:
R[X] — R/pR[X],

hvis kerne er hovedidealet pR[X].

Er p et primelement i R, altsa pR et primideal i R, sa er kvotienten R/pR et integri-
tetsomrade, og folgelig er ogsa polynomiumsringen R/pR[X] et integritetsomrade.
Homomorfiens kerne, altsa pR[X], er derfor et primideal i R[X], men det betyder
netop, at p er et primelement i R[X|#

(5.2) DEeFINITION. Et polynomium A € R[X] kaldes primitivt, hvis dets koeffici-
enter er primiske i R. Dette betyder altsa, at de eneste konstanter, der er divisorer i
polynomiet A, er de trivielle, dvs. enhederne.

(5.3) GAuss’ LEMMA. Lad R vaere en faktoriel ring. Hvis A, B € R[X] er primitive
polynomier, sa er ogsa produktet AB et primitivt polynomium.

Bevis. At elementer i en faktoriel ring er primiske, er ensbetydende med, at intet
primelement er divisor i dem alle. Var AB ikke et primitivt polynomium, ville der
i R findes et primelement p, som var divisor i AB. Da p ogsa er et primelement i
R[X] (Seetning (5.1)), kunne vi slutte, at p var divisor i A eller i B, i modstrid med
at bade A og B var primitive polynomierd
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(5.4) Udover integritetsomradet R betragter vi dets brgklegeme K og polynomium-
sringen K[X]. Vi har da
R C R[X]

[
N N
K C K[X]

LEMMA. Hvis R er faktoriel, sa kan ethvert polynomium ®(X) # 0 i K[X] skrives

hvor a,s € R er primiske, og hvor F(X) er et primitivt polynomium i R[X].

Bevis. Koefficienterne i #(X) er jo endelig mange brgker. For disse kan vi finde en
feelles neevner ¢ (f.eks. produktet af alle neevnerne), dvs. vi kan skrive

a a a 1
QS(X):70+71X+---+7”X”:g(a0+a1X+---+anX”),
hvor ag,...,a, € R. Er d en stgrste feelles divisor for ag, ..., a,, kan vi skrive

ap+ a1 X +...a, X" :dF(X>,

hvor F'(X) er et primitivt polynomium. Vi far sa

og forkortes brgken %

fremstillingdy

med en stgrste faelles divisor for d og t, far vi den gnskede

(5.5) KOROLLAR TIL GAUSS’ LEMMA. Lad R vere en faktoriel ring, lad A(X) €
R[X] veere et primitivt polynomium og lad ®(x) € K|[X] veere et polynomium med
koefficienter i broklegemet K. Hvis ®(X)A(X) € R[X], sa vil ?(X) € R[X].

Bevis. Ifplge Lemma (5.4) kan vi skrive

hvor a,s € R er primiske, og hvor F/(X) € R[X] er et primitivt polynomium, og vi
viser, at elementet s ma veere en enhed i R.

Vi saetter G(X) := &(X)A(X) € R[X]. Multipliceres med s far vi i R[X]:

sG(X) = sB(X)A(X) = aF (X)A(X).
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Hyvis s ikke er en enhed, findes i R et primelement p, som er divisor i s. Dette element
p er ikke divisor i a (da a og s var primiske) og det er heller ikke divisor i F'(X) eller
A(X) (da disse polynomier er primitive). Da p er divisor i produktet aF'(X)A(X) er
dette i modstrid med at p er et primelement i R[X] (Saetning (5.1)) &

[Bemaerk at (5.5) egentlig kom ud som korollar til (5.1)].

(5.6) Er A(X),G(X) polynomier i R[X] saledes at der i K[X] geelder, at A(X) er
divisor i G(X), kan vi i almindelighed ikke slutte, at A(X) er divisor i G(X) inden
for R[X]. (F.eks. er A(X) = 2X + 2 € Z[X] en divisor i G(X) = X? — 1 € Z[X]
inden for Q[X], men ikke inden for Z[X]).

Korollar (5.5) udsiger imidlertid for polynomier A(X), G(X) med koefficienter i
en faktoriel ring R, at hvis A(X) er divisor i G(X) inden for K|[X], og A(X) er et
primitivt polynomium, sa er A(X) divisor i G(X) inden for R[X].

(5.7) GAuss’ SETNING. Lad R vere en faktoriel ring med broklegemet K. Da
er ogsa polynomiumsringen R[X]| faktoriel, og primelementerne i R[X] er dels de
konstanter, der er primelementer i R, dels de polynomier, der er primitive i R[X]| og
irreducible i K[X].

Vi minder om, at ringen K[X] er et hovedidealomrade og dermed en faktoriel ring.

Bevis. 1°  Polynomier P(X) i R[X] af den angivne form er primelementer i R[X].
Er nemlig P(X) en konstant, folger dette af Seetning (5.1) og er grad(P) > 1, folger
dette af Korollar (5.5). Er nemlig P inden for R[X] divisor i et produkt AB, kan
vi, da P er et primelement i K[X], slutte, at P inden for K[X] er divisor i en af
faktorerne, og da P yderligere er primitivt, kan vi slutte, at P endda inden for R[X]
er divisor i denne faktor.

2°  Hvert polynomium A(X)i R[X], som ikke er 0 eller en enhed, har en oplgsning
i (prim-)faktorer af den angivne form. Er nemlig A en konstant, fglger dette af at R
er faktoriel, og er grad(A) > 1, betragter vi forst en primoplgsning af A(X) i K[X]:

A(X) = IL(X) - IT(X).

Ifplge Lemma (5.4) kan vi for hvert ¢« = 1,...,r skrive II;(X) = «o;P;(X), hvor
a; € K* og P;(X) € R[X] er primitivt; da II;(X) er irreducibel i K[X], er ogsa P;(X)
irreducibel i K[X], og altsa af den angivne form. Saetter vi @ = ay -+ -, € K*, har
vi

AX) = aPy(X) - P (X).

Her er produktet Pj - -- P, igen et primitivt polynomium (Gauss’ lemma(5.3)), og af
Korollar (5.5) kan vi derfor slutte, at « € R. Idet vi nu primoplgser « i R, far vi den
sogte oplgsning af A(X):

A(X) = p1 - psPi(X) - Po(X).
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3° Det fplger nu, at R[X] er faktoriel. At samtlige primelementer i R[X] er af den
angivne form fglger nu let enten af 2° eller ved at bemszerke, at samtlige irreducible
elementer i R[X] ma veere af den angivne formé

(5.8) KOROLLAR. Polynomiumsringen Z[X1,...,X,] i n variable (specielt polyno-
miumsringen Z[X] i én variabel) er en faktoriel ring.

Polynomiumsringen L[ X, ..., X,] i n variable med koefficienter i et legeme L er
en faktoriel ring.

Beuvis. Begge resultater bevises ved induktion ud fra Gauss’ seetning, idet vi har

R[Xl, .. .,Xn] ~ R[Xl, .. ';Xn—l][Xn] V)

(5.9) SCHONEMANN-EISENSTEIN’S IRREDUCIBILITETSKRITERIUM. Lad R veere en
faktoriel ring, og lad

f=ao+a X+ +a, X" € RIX]
veere et primitivt polynomium. Hvis der findes et primelement p € R, sa at

plao, plai,..., plan—1 og PQXGO,
sa er f et primelement i R[X| . Er K broklegemet for R, sa er f et irreducibelt
polynomium i K[X].

Bevis. Da polynomiumsringen R[X] er faktoriel ifslge Gauss’ seetning (5.7), er det
nok at vise, at f er irreducibel. Indirekte antager vi derfor, at f(X) = g(X)h(X) i
R[X], hvor g og h ikke er enheder. Da f er et primitivt polynomium, ma vi have
grad g > 1, grad h > 1:

ap+ -+ ap X" = (bg+ -+ X" (co 4+ F ek X"F),

hvor 0 < k < n. Da f er primitivt, folger det af forudssetningerne, at pf a,,.
Ved overgang til restklasseringen R/pR far vii (R/pR)[X]:

(a0 = (o] oo [B) (@] oo+ [ K)o [aa] £0

Nu er pR et primideal, og R/pR et integritetsomrade. Vi slutter derfor let, at vi ma

have | b | = -+ = |bg—1|=0o0gco|= " --——0 Specielt er altsa p|bg og

p|co, men sa er p?|bocy = ag i modstrid med forudssetningen
Den anden pastand er en konsekvens af den forste, jfr. Gauss’ seetning (5.7)é#
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(5.10) EKSEMPLER. (1) Polynomiet X™ =+ p, hvor p er et primtal, er irreducibelt i
Z[X] (eller Q[X]). Derimod er X* +4 = (X? — 2X +2)(X?2 + 2X + 2) reducibelt i
Z[X].

(2) Polynomiet F,,(X) = XP1 4+ XP2 ...+ X +1= );p__ll, hvor p er et primtal,
er irreducibelt i Z[X] (eller Q[X]), idet kriteriet kan anvendes pa

(X+1)P—-1 1 P\ w1
Fp(X+1) = ——/— =X +1; )X,
1<p

hvor de optraedende binomialkoefficienter jo er delelige med p.
(3) Er n € N og er L et legeme, saledes at nl # 0 i L (dvs. L’s karakteristik er ikke
divisor i n), sa er polynomiet

X"+Y"-1
irreducibelt i L[X,Y] = L[Y][X], thi for primelementet Y — 1 € L[Y] finder vi, at
Y—-1]Y"—1,0gdaY"—1=[Y - 1)+1]"—1=>,..c, (1) (Y = 1)" er af formen
n(Y —1)+ (Y —1)%¢(Y), har vi (Y —1)2J Y™ — 1.
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6. Appendix: Kvadratiske talringe.

(6.1) DEFINITION. Et tal £ € C kaldes et (helt) kvadratisk tal, hvis der findes et
normeret 2%"-gradspolynimium

X?+bX +c€ Z[X],

der har £ som rod.
Indfgres for polynomiet X2 + bX + ¢ diskriminanten

D = b% — 4e,
kan polynomiet skrives

b D
X2+bX+c:(X+§)2—Z.

Det folger, at et kvadratisk tal har formen

_ —b++VD

5 bDEL D = b* (mod 4)

3
[hvor vi saetter /D = saedvanlig kvadratrod (> 0), hvis D > 0, og VD = iv/—D,

hvis D < 0]. Et kvadratisk tal kan veere reelt (nemlig nar D > 0) eller imaginzert
(nemlig nar D < 0).

OBSERVATION. Diskriminanten ovenfor er et helt tal, = 0 eller 1 (mod 4), thi D =
b? (mod 4), og et kvadrat b2 er altid = 0 eller 1 (mod 4). [Hvorfor?]

BEMARKNING. Et kvadratisk tal & er enten irrationalt (dvs. € C\ Q) eller et

seedvanligt helt tal (dvs. € Z). Er nemlig ¢ en rational rod i X2 + bX + ¢ hvor

b,c € Z, og skrives £ = a/s, hvor a € Z og s € N, kan vi antage, at intet primtal gar

op i bade a og s. Af (a/s)? +b(a/s) + ¢ =0 far vi ved multiplikation med s?, at
s(—ba — cs) = a*.

Ethvert primtal, der gar op i s, gar derfor ogsa op i a? og dermed op i a. Det fglger,

at s = 1, saledes at £ = a/1 € Z.

(6.2) LEMMA. Lad ¢ € C veaere et komplekst tal. Da er & kvadratisk, hvis og kun
hvis der findes et tal n € C, sa at

E+neZl og E&nel.
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Bewvis. For polynomier udtrykker ligningen:
(+) X2 40X +e=(X - X —n),
at

b=—(§+n) og c=£&n.

?hvis”: Polynomiet X2+bX +c defineret ved ligningen (*) har ifglge forudssetningen
koefficienter i Z. Da det gjensynlig har ¢ som rod, er ¢ kvadratisk.

»kun hvis”: Hvis € er kvadratisk, og altsa rod i et polynomium X2 + bX + ¢, hvor
b, c € Z, kan dette polynomium skrives pa formen (x). Som n kan altsa bruges ”den
anden rod” i dette polynomium. &

(6.3) OBSERVATION. Hvis et kvadratisk tal £ er irrationalt, sa er det i Lemma (6.2)
naevnte tal n entydigt bestemt.
Er nemlig 77 € C endnu et tal, der opfylder betingelserne, fas

n—nez, &(n—n) el

Af n # 7 folger derfor £ € Q.

DEFINITION. For et irrationalt kvadratisk tal £ kaldes ovennaevnte entydigt bestemte
tal n for &’s konjugerede tal, og det betegnes £’. Hvis et kvadratisk tal £ er rationalt,
og dermed helt, jfr. Bemerkning (6.1), saettes ¢’ = £. Tallet

N(§) = &€

kaldes normen af det kvadratiske tal &, og tallet
D(§) = (§ - €)= (£ +¢&)* —4¢¢”.

kaldes diskriminanten af .

(6.4) OBSERVATION. Hyvis et irrationalt kvadratisk tal £ er rod i polynomiet X2 +
bX + ¢, og altsa af formen

_ —b++VD

5 med D = b? — 4e,

3
finder vi for det konjugerede tal:

_ —b¥VD

¢ 5
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og videre:

E+&=-b, NE)=¢'=c¢, DE)=(E-¢)=D.
Er det kvadratiske tal £ derimod rationalt, og altsa £ = a € Z, finder vi

Normen og diskriminanten er altsa i begge tilfzelde hele tal.

BEMERKNING. Hvis et kvadratisk tal { er imagineert, sa er dets konjugerede & det
seedvanlige komplekst konjugerede tal £. Det folger, at N(£) = £€ = [€]?. Specielt er
altsa i sa fald N (&) > 0.

(6.5) SAETNING. Lad £ € C vare et irrationalt kvadratisk tal, rod i polynomiet
X2+ bX + ¢, hvor b,c € Z. Da er delmaengden

Z¢] ={z+ySla,yeZ} CC
en delring af C, og for tal a € Z[{] er fremstillingen
a=z+yl, medux,yc<Z,

entydig. Alle tal o € Z[¢] er kvadratiske, og konjugering:

a—a

er en involutorisk automorfi i ringen Z[¢].

Bevis. Det er klart, at Z[£] D Z, og at Z[] er stabil under addition. Da vi endvidere
har

£ = —c—b¢ e Z[g],

folger det let, at Z[¢] er stabil under multiplikation. Felgelig er Z[¢] C C en delring.
Entydigheden af en fremstilling a = = + y& med x,y € Z folger let af, at tallet &
ikke er rationalt.
For det konjugerede tal £ har vi

£+€/:_b ) Sg,zc'
For et tal a = x + y¢& € Z[¢] finder vi derfor

a+ (z+yt) =22 +y(=b) € Z og a(x +y&) = 2* — bay + cy® € Z.
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Af Lemma (6.2) fglger nu, at « er kvadratisk. Hvis « er irrational, folger det videre,
at o' = x4y, og hvis « er rational, ma vi have y = 0 [hvorfor?], og altsa o/ = o = .
I begge tilfeelde geelder altsa
o =x+yf.

Da ¢ = —b— & € Z[¢], folger det, at o € Z[¢]. At konjugering er involutorisk (altsa
at (o) = «a) folger umiddelbart af Definition (6.3). At o — ' er en ringhomomorfi
(altsa at (aB) =o' + 3, (af) = d'B og 1’ =1) fas let af det fundne udtryk for «’'.
At o — o' er en automorfi fglger af, at en involution er bijektivQ®

DEFINITION. En delring R C C af formen R = Z[{] med et passende irrationalt
kvadratisk tal £ kaldes en kvadratisk talring. Den kaldes reel eller imaginer eftersom
tallet ¢ er reelt eller imagineert.

KOROLLAR. For en kvadratisk talring R er normen en multiplikativ homomortfi
N:R—=Z,

og for a € R geelder:
N(a)=0 <<= a=0.

Bevis. Da afbildningen o — o' er multiplikativ, er ogsa afbildningen o — N(a) =
ao’ multiplikativ. At N(«) € Z har vi set i Observation (6.4). Den sidste pastand
folger af, at nulreglen geelder i C#

(6.6) UDREGNING. Lad & vaere en irrational rod i polynomiet X2 + bX + ¢, hvor
b,c € Z. For et element
r+y&, hvorax,yeZ,

i den kvadratiske talring Z[{] geelder da:
Nz +y€) =22 —buy+ ey (og D(x+y€) = (5 — 4o).)

Bevis. Regn selvQ

MORALE. For en irrational rod ¢ i polynomiet X2 + bX + ¢, hvor b, c € Z, svarer
elementerne a = x + y¢ i den kvadratiske talring Z[£] bijektivt til par (z,y) € Z X Z
af hele tal.

Elementer o € Z[¢] med en given norm N(«) = k, hvor k € Z, svarer bijektivt til
lgsninger (z,y) € Z x Z til ligningen

2?2 —bry+cy’ =k

Det er her forudsat, at diskriminanten D = b? — 4c ikke er et kvadrat i ringen Z.
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BEMAERKNING. Idet vi pa seedvanlig made opfatter C som et 2-dimensionalt vektor-
rum over R, ser vi for en imaginzaer kvadratisk talring Z[], at ”vektorerne” 1,£ € C
er en basis, og elementerne a € Z[¢] kan opfattes som de vektorer o € C, der har
heltalskoordinater mht. denne basis. De kan anskueligggres som gitterpunkter i
planen.

Vi minder om, at vi i denne situation har N(a) = |a|?. Elementer a € Z[€] med
en given norm N(«) = k € N svarer saledes til gitterpunkter pa cirklen med radius
Vk og centrum i 0.

(6.7) SAETNING. Lad R = Z[§] veere en kvadratisk talring. Et element € € R er da
en enhed i R, hvis og kun hvis N(g) = £1.

Bevis. ”hvis”: Af N(e) = e’ = +1, folger e(+<’) = 1. Da £¢’ € R, er ¢ altsa
invertibel (med +&’ som invers).

”kun hvis”: Af en ligning en = 1 i ringen R, far vi N(¢)N(n) = N(1) = 1 i ringen
Z. Det folger, at N(e) er en enhed i Z, altsa at N(g)) - 1

MORALE. For en irrational rod £ i polynomiet X2 + bX + ¢, hvor b, c € Z, svarer
enhederne € i R = Z[¢] til lgsninger (x,y) € Z x Z til ligningen

2 —bry + cy® = +1

At e € R* = +&" € R* nar n € Z, kan derfor udnyttes til ud fra én lgsning (z,y)
til ligningen at bestemme yderligere en rackke.

SIDEBEMAERKNING 1. For en imaginger kvadratisk talring R = Z[¢], hvor ¢ er rod
i polynomiet X2 + bX + ¢ med b, c € Z, og hvor altsa D = b? — 4c < 0, geelder, at
R* = {£1}, undtagen hvis

D = =3, hvor R* = {1,¢,¢%,¢3,¢4, ¢%) med ¢ = 2Y=3 cller hvis D = —4, hvor
R* = {1,i,i%,i3} (med i = /—1).

Bevis. Vi antager i £ = (=b++/D)/2, at v/D er valgt med positiv imaginserdel. Da,
D = 0eller 1 (mod 4), har vi D < —3. Det er klart, at vi altid har {£1} C R*.

Antag derfor, at ¢ = u + v€, u,v € Z, er en enhed # +1. Det folger, at € ma veere
imagineer og kvadratisk, og da e = 1, ma ¢ fglgelig veere rod i et polynomium

X?4+eX+1, hvorec Zoge? —4 < 0.

Heraf folger e = 0 eller e = +1.
Hvis e = 0, har vi € = +14, og dermed

—4=(¢—&)%=D(e) =v*D,
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jfr. Udregning (6.6), hvoraf D = —4 (og v = £1) (idet D = —1 er udelukket).
Er omvendt D = —4, sa ma b veere lige, og da £ = _b%‘/__‘l =
i=24¢eZ[¢]. Ogsaer {1,i,—1,—i} C R*.

Hvis e = £1, har vie = il%‘/__g’ € {¢, ¢?}, og dermed

—g + 4, ses at

—3=(c—&)?=D(e) =v*D,

hvoraf D = —3 (og v = £1) (idet D = —1 er udelukket).
Er omvendt D = —3, sa ma b vaere ulige, og da & = _b+2V =3 ses, at = bi21+§ €
o o . . b—
Z[¢]. Og sé er ogsa {1,¢,¢2,¢3,¢4, ¢°} € R*. Explicit er (2 = ¢ — 1 = 51 4+ ¢,

N i e O N i)
Heraf folger pastandene Q

MORALE 1. Ligningen

2> —bry+cy? =1|, hvorbce€Zog D =b*>—4c<0,

har af lgsninger (x,y) € Z x Z kun de trivielle
(£1,0), undtagen hvis

D = -3, hvor Igsningerne er (41, 0) og (biTl, +1), eller hvis D = —4, hvor lgsningerne
er (:l:l,O), (biTl71) og (#7 _1)

SIDEBEMERKNING 2. For en reel kvadratisk talring R = Z[¢{], hvor £ er rod i
polynomiet X? 4+ bX + ¢ med b,c € Z, og hvor altsa D = b? — 4c > 0 ikke er et
kvadrat, kan man bevise, at der altid findes en enhed ¢y # +1 i R, sa at

R* = [+ | n € Z}.

Specielt er der altid uendelig mange enheder. En sadan enhed ¢g kaldes en grunden-
hed. [Hvis grundenheden €y har N(gg) = 1, ses, at alle enheder € € R* har N(e) = 1.
Er derimod N(gg) = —1, ses, at

{e€R|N(e) =1} = {£(d)" | n € Z}]

MORALE 2. Ligningen

22 —bry + cy? = £1|, hvor b,c € Z, og D = b*> — 4¢ > 0 ikke er et kvadrat,

har af lgsninger (x,y) € Z x Z altid en ikke-triviel grundlgsning (ug,vg), saledes at
den fuldsteendige lgsning er givet ved

+(Un,vn), hvorn € Z,
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hvor u,, og v, er bestemt ved ligningen
(g 4+ vo&)"™ = Uy +v,€, hvor € er enrod i X2 +bX +c.

[Et tilsvarende resultat gzelder for ligningen % — bxy + cy? = 1].

(6.8) SETNING. Lad R = Z[¢]| vaere en kvadratisk talring, og lad «,6 € R. Hvis §
er divisor i «, sa galder i ringen Z, at N(9) er divisor i N(«), og divisoren § er en
ikke—triviel divisor, hvis og kun hvis N (§) i ringen Z er en ikke—triviel divisor i N ().

Bevis. Hvis a = 0 med 8 € R, far vii Z, at N(a) = N(J)N(fB), hvoraf den forste
pastand. Den anden pastand felger nu af Seetning (6.7)#

KOROLLAR. I en kvadratisk talring R = Z[¢] har hvert element ¢ {0} U R* i R en
irreducibel oplgsning.

Bevis. Dette fplger af Korollar (3.8)(1), thi af Seetning (6.8) folger straks, at den ved
v(a) ;= |N(«)| definerede funktion

v:R—7Z

har den i Korollar (3.8)(1) naevnte egenskab®

BEMARKNING. En kvadratisk talring R = Z[{] er delring af legemet C. For ele-
menter o, § € R med § # 0 ser vi derfor, at § er divisor i o, netop nar det komplekse
ad’

tal § tilhgrer R. Vi har § = §5&. Telleren er ad’ € R, og den har derfor formen

ad’ =z + y& med x,y € Z. Naevneren er 66’ = N(§) € Z \ {0},, og den har derfor

a _z

formen 06" = s med s € Z. Folgelig har vi § = £ + ££, sa & har formen

«

(%) 5 A+ pg, med A\ p € Q.

Det er let at se, at komplekse tal af formen %, hvor o,6 € R og 6 # 0, udger
et dellegeme af C. Dette dellegeme kaldes broklegemet for R. For elementer i dette
brgklegeme ses ganske som i beviset for Szetning (6.5), at fremstillingen (x) er entydig.
Vi ser, at d er divisor i «, netop nar koefficienterne A, p i fremstillingen (x) tilhgrer
Z.

Det er saledes en simpel sag for givne «,d € R at afggre, om § er divisor i o, men
det ma fremhaeves, at det for et givet a € R seedvanligvis er kompliceret at bestemme

de d’er, der er divisorer i a.

(6.9) SPECIELLE RESULTATER.
(1) Den kvadratiske tal ring Z[/—1] er et hovedidealomrade.
(
(

2) Den kvadratiske talring Z[v/2] er et hovedidealomrade.
3) Den kvadratiske talring Z[\/—5] er ikke faktoriel.
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Bevis. (1): Vi viser for R = Z[y/—1], at den ved a — N(a) = |a|? definerede
funktion v : R — Z har den i Seetning (1.4) neevnte egenskab. Funktionen er nedad
begraenset, idet v(a) > 0, sa vi mangler at vise for givne §, &« € R, § # 0, at der findes
et element 7 € R med v(a — nd) < v(9). Denne ulighed er gjensynlig ensbetydende
med uligheden

«
- — 1.
() 1Sl <

Idet tallene n € R er gitterpunkterne = + yi, =,y € Z, ser vi, at der for ethvert
komplekst tal w € C findes et gitterpunkt 7, hvis afstand til w er < % - (diagonalen

i et kvadrat med side 1) = %\/ﬁ For hvert w € C kan vi altsa opfylde uligheden

1
w=nl < V2 neR,
og dermed for w = § specielt uligheden (x).
(2): Vi anvender igen Seetning (1.4) pA R = Z[V2] med v : R — Z givet ved
v(a) == |N(a)| = |ad/|, og skal altsa for givne @ = a+bv/2, 6§ =c+dvV2 € R, § # 0,
bestemme 7 = x + yv/2 € R, sa at

v(ia —nd) < v(d).
Efter division med |§d’| = v(d) fas den ensbetydende ulighed

a /

(5 -m(G -l <L

Indszettes her § = A\ + w2, A\ p € Q, jfr. Bemaerkning (6.8), og n = = + yv/2, kan
uligheden skrives
(A —2)? = 2(u—y)*| < 1.

Her er A, p specielt reelle tal, og vi kan fglgelig finde hele tal x,y € Z, sa at |A—z| < %
og |u—y| < % Med dette valg af x og y er den sggte ulighed specielt opfyldt.
(3): I ringen R = Z[\/—5| har vi gjensynlig oplgsninger

(%) 6=2-3=(1++vV=-5)(1-V-5).

Tallet 2 € R har normen N(2) = 22. En ikke-triviel divisor § = = + y/—5 maétte
derfor ifglge Szetning (6.8) have normen N (§) = 22 +5y? = 2, men denne ligning kan
gjensynlig ikke veere opfyldt med (z,y) € Z x Z. Fglgelig er tallet 2 et irreducibelt

element i R, og det er derfor nok at vise, at 2 ikke er et primelement.
Tallet 2 er hverken divisor i 1 + v/—5 eller i 1 —+/—5 thi

1++v-5 1 1 1—+v-5 1 1
+2 :§+§\/__5¢R og 72 :5—5\/—_5¢R
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Af (%) fremgar imidlertid, at 2 er divisor i produktet (1 + +/—5)(1 —+/—5), og 2 er
derfor ikke et primelement #

(6.10) EKSEMPEL. I den kvadratiske talring R = Z[\/—5] har elementet 6 to
forskellige irreducible oplgsninger

6=2-3=(1++v-5)(1—-+vV-5),

thi ganske som i beviset ovenfor fglger det, at elementerne 2,3 og 1 4+ +v/—5 er irre-
ducible i R.

(6.11) Man ved ikke, om der er uendelig mange reelle kvadratiske talringe, der er
faktorielle. Man kan vise (men det er sveert!), at der blandt de imaginsere kun er 9,
der er faktorielle.

FORGRENINGSSETNING. Lad R = Z[{] veere en kvadratisk talring, og antag, at R
er en faktoriel ring. Ethvert seedvanligt primtal p € N vil da mht. R vere af en af
folgende 3 typer:
Type 1: Primtallet p er et primelement i R.
Type 2: Primtallet p har i R en primoplgsning p = +n7’, hvor det konjugerede
primelement 7" ikke er associeret med .
Speciel type: Primtallet p har i R en primoplgsning p = £nn’, hvor det konjugerede
primelement 7w’ er associeret med .

Desuden gelder, at hvert primelement w i R er associeret med et af primelemen-
terne naevnt under de 3 typer.

Bevis. Et primtal p er ikke en enhed i R, og der findes derfor et primelement 7 i R,
som er divisor i p. Fglgelig er N(7) inden for Z divisor i N(p) = p?, jfr. Seetning
(6.8), s& vi har N(m) = 4p? eller N () = +£p.

Hvis N(m) = £p?, er 7 en triviel divisor i p, og derfor associeret med p, og sa er
ogsa p et primelement i R, og altsa af type 1.

Hvis derimod N(7) = +p, sa har vi p = £ N (7)) = £7n’, og sa er p af type 2 eller af
speciel type.

Er omvendt 7 et primelement, sa er 7w’ = N(7) € Z. Skrives dette tal inden for Z
som et produkt af +primtal, gar 7 altsa op i produktet, og dermed i en af faktorerne.
Der findes derfor et ssedvanligt primtal p € N, sa at « er divisor i p. Heraf folger
pastanden, idet vi ovenfor har angivet primoplgsninger i R for alle ssedvanlige primtal

)

(6.12) Det ma fremhzeves, at inddelingen af primtallene i de 3 typer, der ogsa kaldes
primtallenes forgrening, naturligvis afhaenger af den givne (faktorielle) kvadratiske
talring R.
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Vi vil her betragte den kvadratiske talring Z[\/—1] = Z[i], som ogsa kaldes Gauss’
talring. Vi har set i Resultat (6.9), at Z[i] er et hovedidealomrade, og dermed en
faktoriel ring. Enhederne ¢ = x 4 yi € Z[i] svarer ifplge Morale (6.7) til lgsninger
(x,y) € Z x Z til ligningen 22 + y? = 1. Lgsningerne er gjensynlig (£1,0) og (0, £1),
og enhederne er derfor

1,4, —1, —i.

Videre gaelder folgende resultat:

FORGRENING I GAUSS’ TALRING. Mht. Gauss’ talring Z[i] falder de sadvanlige
primtal i folgende typer:

Type 1 er netop primtallene =3 (mod 4).

Type 2 er netop primtallene =1 (mod 4)

Speciel type har kun primtallet 2 (med primoplgsningen 2 = (1 +14)(1 —)).

Bevis. Speciel type: Primtallet 2 = (14 ¢)(1 — ) er specielt, da 1 —i = (—i)(1+14)
er associeret med 14 4. Er omvendt p et specielt primtal, sa har vi en primoplgsning
p = 77, hvor m = x + iy er et primelement associeret med 7, altsa

T=m, w=im, 7=-—7 eller®=(—i)m.
Var 7 = 7, ville 7 = 2 € Z, og dermed p = 77 = 22, vaere i modstrid med at p var
et primtal. Tilsvarende er © # —m, thi ellers var m = yi, og p = n7 = y2. Folgelig
er T = i, hvoraf m = & xi, og s& er p = 77 = 222, og da p er et primtal, far vi
endelig p = 2.
Type 2: Lad p veere et primtal af type 2. Vi har da p = 77 med et primelement
T =+ yi € Z[i], og altsa

p=nr=a>+y> x,y € 7.

Da et kvadrat i Z er = 0 eller 1 (mod 4) [hvorfor?], har vi folgelig p = 0 eller 1 eller 2
(mod 4). Da primtallet p er # 2 (ifglge det allerede viste) og dermed ulige, ma vi
have p = 1 (mod 4). For at fuldfgre beviset, er det nok at vise, at et primtal p = 1
(mod 4) ikke kan veere af type 1(!).
Lad altsa p veere et primtal = 1 (mod 4). Det er velkendt, jfr. ”Hele tal”, Korollar
(6.10), at kongruensen
z? = -1 (mod p)

da har lgsninger. Der findes altsa tal z,d € Z, sa at
pd = 2% + 1.
I Gauss’ talring kan denne ligning skrives

pd = (.I‘ + Z)(ZL‘ - 7’)7
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og p er altsa divisor i produktet (z 4 i)(z — 7). Hvis p var af type 1, ville p vaere et
primelement i Z[i], og dermed divisor i en af faktorerne, men det er i modstrid med,
at hverken

tilhgrer Z[i], jfr. (6.8)é

KOROLLAR. For hvert primtal p = 1 (mod 4) har ligningen

lpsninger (z,y) € Z x Z.

Bevis. Er p =77, m =z + iy € Z[i], sa er (z,y) en lgsning &

(6.13) For bedre at kunne udnytte primoplgsninger i Gauss’ talring Z[i] er det
hensigtsmaessigt at fastleegge et repraesentantsystem for primelementerne. For hvert
primelement 7 er de associerede tallene m,im, —m, —im. Da multiplikation med de 4
enheder 1,7, —1, —i svarer til drejninger med vinkler 0, 7,7, 37” [Bemeerk, at der er
to slags m’er i spill], er hvert primelement associeret med netop ét primelement i
omradet bestemt ved

—g < Arg(a) < g,

og som repraesentantsystem Il valer vi primelementer i dette omrade. Ifplge de
fundne resultater er primelementerne i II enten 1 + i (svarende til det specielle
primtal 2, der har primoplgsningen 2 = (—i)(1 +4)?), eller de er szedvanlige primtal
q = 3 (mod 4), eller de findes i par 7,7, hvor 77 = p er et seedvanligt primtal = 1
(mod 4).

Hvert element v # 0 1 Z[i] har altsa en entydig primoplgsning af formen

’ 12

AN v STy Ty -
(+) a=c(l it gl w ot m Y med mimy = pj,

hvor ¢ er en enhed, dvs. € {1,7,—1, —}.
Lad os vise fglgende

ANVENDELSE. Lad k € N vaere et naturligt tal med primoplgsningen
(A) k‘:2lq?l ...q?”pgnl...pgls,
hvor primtallene ¢; er =3 (mod 4) og primtallene p; er =1 (mod 4). Ligningen

.’132+y2:k7
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har da lgsninger (x,y) € Z x Z, hvis og kun hvis eksponenterne nq, ..., n, alle er lige.
I bekreeftende fald er antallet af lgsninger netop tallet

4(my +1)---(ms + 1).

Bevis. 1det par (x,y) € Z x Z svarer til tal « = z+1iy € Z[i] ses, at vi skal bestemme
de tal a € Z[i] som opfylder
N(a) = k.

Idet « er bestemt ved sin primoplgsning (%) [Ved eventuelt at tilfgje faktorer med
eksponent 0 i () og (A) kan vi antage, at de optraedende ¢;’er og p;’er er de samme],
finder vi

A 2v v, p1+ny puhApl
N(a) =2%¢;" - q;"py " o ps :

Vi har altsa N(a) = k, netop nar eksponenterne i (x) opfylder ligningerne
A=l 2 =my,.., 2 =g, gy ) =, =

Dette er naturligvis kun muligt, nar n;’erne er lige. Og er det tilfseldet, kan vi lgse
ligningerne, og frit veelge p} sa at 0 < p) < myq, ..., p’ sd at 0 < py < mg. Desuden
har vi 4 mulige valg af enheden ¢, altsa i alt 4(m; 4+ 1) - - - (ms + 1) elementer a, som
opfylder N(a) =k #

(6.14) Det fremgar af beviset ovenfor, at vi explicit kan besteme lgsningerne til
ligningen 22 + y?> = k ud fra primoplgsningen af tallet k i ringen Z[i]. Og denne
primoplgsning fas ud fra den ssaedvanlige primoplgsning ved at skrive hvert p; =1
(mod 4) pa formen p; = m;7;, dvs. ved at lgse ligningerne z3 + y3 = p;.

Som eksempel vil vi betragte pytagoreiske talseet, dvs. talset (x,y,2) € ZXZ X Z,
som er en lgsning til ligningen

224 y? = 22

En sadan lgsning vil vi kalde ikke—triviel hvis z og y er primiske [Er d > 1 divisor i
bade x og y, sa er d ogsa divisor i z [hvorfor?], sa vi kan skrive z = dz’, y = dy/, z =
dz'. En triviel lgsning har altsa formen (z,y, z) = (dz’, dy’, dz"), hvor ogsa (2',y/, )
er pytagoraeisk og (specielt) |2/| < |z]| ]

Endvidere vil vi kalde to lgsninger essentielt ens, hvis man kan komme fra den ene
til den anden ved at erstatte (x,y) med (+x,+y) eller (+y, tx).

Idet vi kalder et tal kK € N pytagoreisk, hvis ligningen

224y = k2
har en ikke-triviel lgsning, geelder folgende:

SETNING OM PYTAGORAEISKE TAL. Kt naturligt tal k > 1 med primoplgsningen

k=p{"t---pl*, hvorm;>1forj=1,...,s,
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er pytagoreeisk, hvis og kun hvis primfaktorerne p; alle er =1 (mod 4). I bekraeften-
de fald har ligningen

2?4y = k2
preecis 2571 essentielt forskellige, ikketrivielle Igsninger.

Beuvis. Skrives som i Anvendelsen ovenfor k’s primoplgsning pa formen

]{j —= 2lq?1 .. .q:}”p’inl . .p:;ns,
skal vi vise:
k er pytagoreisk <= [ =0, n; =0,..., n, = 0.

Udfra primoplgsningen af k far vi

2 21 2n 2n,., 2m 2mg
k :2 ql 1...qr pl 1...ps .

Ligningen 22 + y? = k2 har derfor altid lgsninger, svarende til elementer o = x + yi
i Z[i] med primoplgsningen

a=c(l+0) g - g7t orkerls | hvor i+l = 2my.
For et naturligt tal d > 1 har vi, at d er divisor i bade = og y, hvis og kun hvis d er

divisor i @ = x + iy. Det sidste kan vi afggre ud fra ovenstaende primoplgsning af «,
og vi ser, at & = = + yi giver en ikke—triviel lgsning (z,y), netop nar:

1=0,n1=0,...,n, =0 og for hvert j er enten x = 0 eller u = 0.

Der er saledes ikke—trivielle lgsninger netop nar k har den angivne form. Er dette
tilfzeldet far vi preecis 4 - 2° ikke—trivielle lgsninger, og da disse kommer i grupper pa
8 essentielt ens lgsninger (nemlig med « ogsa ia, —a, —iav og de 4 konjugerede, som
er 8 forskellige lgsninger) er der kun % -4-2% = 257! essentielt forskellige lgsningerdy

Bemaerk, at vi ogsd her explicit far beskrevet lgsningerne til 22 4+ y? = k2 ved at lgse
ligningerne x? + y? =pj,J=1,...,s.
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MODULER

I det fglgende betegner A en ring, med nul-element og et-element betegnet hhv. 0 og 1.

1. Modulbegrebet.

(1.1) DEFINITION. En A-modul (M, +,A) er en maengde M forsynet med en (indre)
komposition : M x M — M, kaldet addition og betegnet (x,y) — x + y, og en ydre
komposition : A x M — M, kaldet multiplikation og betegnet (A, z) — Ax, saledes at
fglgende er opfyldt:

(a) Med hensyn til addition er M en kommutativ gruppe.

(m) Multiplikationen harmonerer med additionen i den forstand, at der gzelder:

i) Mz+y) =I+\y

(m) (i) AN+pzx =+ px for z,y € M
(iii) (Ap)zx = AMux) og A\, € A.
(iv) 1z =

Den kommutative gruppe (M, +) kaldes modulens additive gruppe. Dens neutrale
element kaldes modulens nul-element og betegnes 0, eller blot 0. Det inverse mht.
addition af et element x € M er det modsatte element —x. Kravene til additionen i
M kan udtrykkes ved ligningerne:

r+y =yt

x4+ y+z) =(@+y)+=z for z,y,z € M.
(a) x+0 =z

z+ (—x) =0

Den kommutative gruppe (M, +) siges ogsa at veere organiseret (via multiplikationen:
A x M — M) som modul over A.

OBSERVATION. I en A-modul M gelder:

0x =0y = A0y 0g (—AN)z=—(Az)=A(—x) for N\e Aogaz e M,
ganske som (det formelt tilsvarende) for ringe.
(1.2) TERMINOLOGI. Hvis ringen A er et legeme (f.eks. R eller C) ses det, at de krav

vi har stillet til de to kompositioner i en A-modul (M, +, A) netop er (sekvivalente
med) de krav, der stilles til et vektorrum. (Et reelt vektorrum er altsa det samme
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som en R-modul.) T overensstemmese hermed vil vi ogsa i den generelle situation for
en modul M over en vilkarlig ring A kalde elementerne i A for skalarer og af og til
elementerne i M for vektorer. Betegnelsen vektorrum (mere preesist: A-vektorrum)
vil vi dog kun benytte for A-moduler, nar A er et skaev-legeme.

(1.3) Z-MoDULER. Lad (M, +) veere en kommutativ gruppe. Vi kan da definere
produktet af en ”skalar” p € Z og en ”vektor” x € M ved

px := p’te potens af x.

At der herved defineres en Z-modul, dvs. at betingelserne (i), (ii), (iii) og (iv) er
opfyldt, er netop indholdet af potensreglerne.

En kommutativ gruppe (M, +) kan altsa opfattes som en Z-modul (M, +,Z). Det
er igvrigt klart, at ovenstaende multiplikation : Z x M — M er den eneste via hvilken
(M, +) kan organiseres som Z-modul, thi er (n,z) — n -z en sadan multiplikation
fas af (1.1) (i) og (iv), nar f.eks. n > 0, at

(1.4) DEFINITION. En modul (M, +, A) saledes som defineret ovenfor kaldes ogsa
en venstre-modul. 1 modsetning hertil defineres en hgjre-modul (M, +,A) som en
maengde M med to kompositioner:

M x M — M, Dbetegnet (z,y) —x+y, og
Ax M — M, betegnet (A, z) — Az,

som opfylder kravene i (1.1), bortset fra at multiplikationsbetingelsen (iii) erstattes
af:
(ii))°?  (A\p)z = p(Az) for \,p € A og x € M.

Hvis ringen A er kommutativ, er dette sckvivalent med (iii). Over en kommutativ
ring er venstre- og hgjre-moduler altsa det samme.

NOTATION. For en hgjre-modul (M, 4+, A) er det seedvane at betegne produktet af
en skalar A € A og en vektor z € M med z ) [og altsa ikke Az]. Herved far betingelsen
(iii)°P den mere handterbare form:

(ii))?  x(Ap) = (2A\)p for \,p € A og x € M.

(1.5) NUL-MODULEN. Nul-modulen er den A-modul, som kun har ét element (som
altsa ma veere nul-elementet). Den betegnes ofte (0) [eller blot 0, hvis misforstaelser
er udelukket].
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(1.6) A som A-MmODUL. Ringen A kan opfattes som A-modul, idet addition i modulen
A er addition i ringen A og multiplikation af en skalar A € A med en vektor =z € A
er produktet Az i ringen A. At de 8 krav er opfyldt fglger umiddelbart af kravene til
en ring.

Nar det gnskes praeciseret, at A opfattes som (venstre-)modul over sig selv bruges
betegnelsen A (index s for sinistra = venstre).

Tilsvarende kan A opfattes som en hgjre-A-modul Ay (index d for dextra = hgjre),
idet multiplikation af en skalar A € A med en vektor x € A her er produktet z\ i
ringen A.

(1.7) n-s&T. Produktmeengden A" = A x --- x A af alle n-seet © = (21,...,2,),
hvor x, € A, opfattes som A-modul med ”koordinativise kompositioner”, dvs. at

(xl,...,xn)+(y1,...,yn) = ('rl—}_yla"-axn—}_yn)
Mz, .oy xp) = (X1, .., Axy).

Opfattet saledes som (venstre-)A-modul skrives A™ = A”.
Tilsvarende kan A™ opfattes som hgjre-modul A} idet multiplikation af en skalar
A € A med en vektor x = (z1,...,2,) € AZ her er

(1, )N = (A, . TR A)

(1.8) MATRICER. For givne n,p € N kan vi betragte maengden Mat,, ,(A) af n x p-
matricer:

o111 ... Qqp
o= , hvor aj; € Afori=1,...,n, j=1,...,p.

Qp1 ... Opp

Matricen er kvadratisk, hvis n = p [og vi skriver Mat,, := Mat,, ,,].

For matricer o, 8 € Mat,, ,(A) (af samme stgrrelse) er matriz-summen o + [ i
Mat,, ,(A) defineret ved

(a+ B)ij == ij + Bij s
og er o € Mat,, ,(A) og v € Mat,, .(A) er matriz-produktet ay i Mat,, .(A) defineret
ved
p
(@)ik == ijVjn-
j=1

For de herved indfgrte kompositioner af matricer gaelder regneregler ganske svarende

til hvad der geelder for reelle matricer. De vigtigste af disse regler kan sammenfattes
saledes:



MAT 2 AL Moduler 4
28. september 2000

REGNEREGLER. Matrix-multiplikation er associativ og distributiv mht. matrix-
addition. Mesngden Mat,, (A) af kvadratiske n X n-matricer er en ring. Mangden
Mat,, ,(A) af n X p-matricer er en venstre-Mat, (A)-modul og en hgjre Mat,(A)-
modul.

BEMARKNING 1. Ringen Mat,, (A) indeholder alle skalar-matricer, dvs. matricer af

A .. 0
formen ( Dol ), hvor A € A. Disse matricer udggr gjensynlig en med A isomorf

0 ... A
delring af Mat,, (A), og multiplikation af en matrix med en skalar-matrix med A i dia-

gonalen svarer til multiplikation med A pa alle pladser i matricen. Herved organiseres
Mat,, ,(A) som venstre- og hgjre-modul over A.

BEMZERKNING 2. Et n-saet x € A™ kan opfattes som en sgjlematrix: = € Mat,, 1(A)
og som en reekkematrix: x € Matq ,(A). Folgelig kan A™ opfattes som venstre-
Mat,, (A)-modul og som hgjre-Mat,, (A)-modul.

(1.9) DEFINITION. Lad M veere en A-modul. For hver fast skalar A € A kan vi
betragte den ved
T = Az

definerede afbildning : M — M. Den kaldes homoteti med faktor A\ og den betegnes
Av . M — M. Betingelsen (1.1)(i) udsiger, at Ay er en homomorfi fra (M, +) til
(M, +), altsa at A\p; er en endomorfi i (M, +). Vi har altsa A\y; € End(M), og kan
derfor betragte A — A\j; som en afbildning:

A — End(M).

Det ses nu, at de gvrige betingelser (ii), (iii) og (iv) netop udsiger, at denne afbildning
er en ringhomomorfi. Den kaldes den til A-modulen M hgrende representation af A.
Er der omvendt givet en kommutativ gruppe (M, +) og en ringhomomorfi

p:A— End(M)
fglger det let, at M ved definitionen
Az = p(A)(x)

organiseres som en A-modul.

BEMERKNING. Er (M, 4+, A) en hgjre-A-modul, kan vi tilsvarende betragte afbild-
ningen
p: AN — End(M)

defineret ved A — Az, hvor Aps(x) = xA. Det folger, at p i dette tilfzelde er en
anti-ringhomomorfi, dvs.

AN+ ) = A+ e, (M) ar = poar © A, 1as = identiteten.
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Idet A°P betegner den til A hgrnede modsatte ring, kan vi derfor opfatte p som en
ringhomomorfi:
AP — End(M).

En hgjre-A-modul er fglgelig det samme som en venstre-A°P-modul.

(1.10) DEFINITION. En afbildning f : M — N mellem A-moduler M og N kaldes en
A-homomorfi eller en A-lineer afbildning, hvis den bevarer strukturen i den forstand,
at

flet+y)=fl@)+ fly)  og
fQx) = Af(z) for x,y € M og A € A.

Ved kernen for homomorfien f : M — N forstas originalmeengden f~1(0). Kernen
for homomorfien f betegnes ogsa Kerf. Da en A-homomorfi f specielt er en gruppe-
homomorfi : (M, +) — (N, +), er f injektiv, netop nar kernen er f~1(0) = {0}.

En bijektiv A-homomorfi f : M — N kaldes ogsa en A-isomorfi. For en sadan er
ogsa den inverse afbildning en A-isomorfi f=!: N — M.

En A-homomorfi f : M — M af modulen M ind i sig selv kaldes ogsa en A-
endomorfi, og hvis den er bijektiv ogsa en A-automorfi.

Det er klart, at sammensatning af A-homomorfier f : M — N og g: N — P er
en A-homomorfi go f : M — P. Endvidere er for hver A-modul M den identiske
afbildning 15, = Idys @ * — x en A-homomorfi : M — M. Yderligere gaelder for
A-homomorfier f,g: M — N, at ogsa summen f + g, dvs. afbildningen

frg:ze f(z)+g(z),
er en A-homomorfi : M — N.

NoTATION. For A-moduler M, N betegnes med
Homp (M, N) maengden af A-homomorfier : M — N, med
Endy (M) meengden af A-endomorfier : M — M og med
Autp (M) maengden af A-automorfier : M — M.

OBSERVATION. (Homp (M, N),+) er en kommutativ gruppe [nemlig en undergruppe
i gruppen Afb(M, N) af alle afbildninger af M ind i den kommutative gruppe N].
(Endp(M),+,0) er en ring [nemlig en delring af ringen End(M) af additive en-
domorfier i (M, +)].
(Autp (M), o) er en gruppe [nemlig en undergruppe af den fulde automorfigruppe
for M].
Gruppen Autp (M) er gjensynlig gruppen af invertible elementer i ringen Endy (M) |

(1.11) SETNING. A-homomorfierne : A" — AP er netop afbildningerne af formen:

T— T
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med en entydigt bestemt matrix o € Mat,, ,(A), hvor vi opfatter elementer i A7* og
AP som raekkematricer.

Bevis. At en afbildning af den anfgrte form x — xa er A-lineger, dvs. at (z + y)a =
zxa + ya og (Ar)a = A(za), folger af regnereglerne for matrixkompositionerne. Lad
omvendt f: A7" — AP vaere A-lineser. Indfgres m-saettene

5 =(0,...,1,...,0) € A™,

hvor 1 € A star pa den 7’te plads, for ¢« = 1,...,m, kan vi for et vilkarligt z =
(z1,...,Tm) 1 AT med de indfgrte kompositioner i A7* skrive:

T =101+ -+ TmOm.
Seettes f(d;) = (a1, ..., ip) € AP finder vi, da f er lineser:

f(x) = f(2161 + - + Ty 0pn)
=x1f(61) + -+ 2 f(om)

=z1(a11,---,Q1p) + - F T (@m1y - - - Cunp)

= (1011 + -+ TmQm1, -, T101p + -+ T Qmp)
iy ... O

= (21, ., Tm) = za
Q1 oo Oy

Entydigheden af matricen folger af, at
d;a = i'te raekke 1 matricen a.

Reekkerne i matricen fa saledes ved at anvende den linezre afbildning pa vektorerne
d; fori=1,....me.

BEMARKNING. Den i seetningen beskrevne bijektive atbildning fra Mat,, ,(A) til
Homp (A7", AP) bevarer addition og er altsa en gruppeisomorfi. Men multiplikation
af matricer svarer til sammensaetning af afbildninger i den modsatte raekkefglge.
Specielt ses for m = p, at

Mat,, (A) == Enda(AL")

er en anti-isomorfi af ringe. For m = 1 fas en anti-isomorfi af ringe : A= Endy (Ay).
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2. Undermodul. Kvotientmodul.

(2.1) DEFINITION. Lad M vere en A-modul. En delmaengde N C M kaldes en
undermodul, hvis N er stabil over for addition og multiplikation og hvis N med de
inducerede kompositioner N x N = N og A x N — N er en A-modul.

Det ses let, at enhver ikke-tom, stabil delmaengde N af M er en A-modul.

Det er klart, at for en undermodul N C M er inklusionsafbildningen : N < M en
A-homomorfi.

(2.2) DEFINITION. Lad M veere en A-modul. Ved en kongruensrelation i M forstas
en @ekvivalensrelation = i M, som harmonerer med additionen (i den szedvanlige
forstand):

r=2'ANy=y = z+y=2"+y

og med multiplikationen i den forstand, at
r=12" = Az=X for\e€A.

Der er en bijektiv forbindelse mellem kongruensrelationer i M og undermoduler i M,
ved hvilken der til undermodulen N C M svarer kongruensrelationen = (”kongruens

modulo N”) defineret ved:

x%x' «— ¢/ —x € N.

Den tilhgrende kvotient betegnes ogsa M /N, og den kan organiseres til en A-modul
saledes, at der geelder:

(@] +[y]=[s+y] os
)\:, for x,y € M.

Her betegner [ | som saedvanlig den kanoniske afbildning ind i kvotienten [ |: M —
M/N. Denne afbildning er altsa en A-homomorfi. Modulen M /N kaldes en kvoti-
entmodul af M.

(2.3) Vi far nu pa velkendt made fglgende:
UDVIDELSESSETNING. Enhver A-homomorfi f : M — P, som forsvinder pa under-
modulen N C M, kan entydigt udvides til en A-homomorfi f : M/N — P,
Dette betyder, at der findes netop én A-homomorfi f : M/N — P, sa at fo[[ = f.
Afbildningen f : M/N — P siges at vaere induceret af f : M — P.

(2.4) Kernen for en A-homomorfi f : M — P er gjensynlig en undermodul i M, og
billedet f(M) er en undermodul i P. Herom fas pa velkendt made folgende:
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[SOMORFISETNING. Den inducerede A-homomorfi : M/f~*(0) — P er en isomorfi
f:M/f=10) == f(M) af kvotienten M/f~*(0) pa billedet f(M).

Bemaerk, at Isomorfissetningen anvendt pa en surjektiv A-homomorfi f: M — P
giver en isomorfi:

M/f~1(0) == P.

(2.5) Enhver modul M har de trivielle undermoduler (0) (bestaende alene af mo-
dulens nul-element) og M (bestaende af alle elementer i M). For de tilhgrende

kvotienter fas:
M/(0) ~ M M/M ~ (0).

(2.6) DEFINITION. Undermodulerne i A-modulen A, kaldes venstreidealer i ringen
A. Det er klart, at en delmaengde I C A er et venstreideal, netop nar der gaelder:

0el,
aclNpBel = a+pel og
ANeANae]l = dla€l.

(2.7) Enhver feellesmaengde af undermoduler i en modul M er gjensynlig selv en
undermodul. Heraf fglger, at der for en given delmaengde S C M findes en mind-
ste undermodul, som omfatter S, nemlig faellesmaengden af alle undermoduler, der
omfatter S. Den betegnes AS, og den kan beskrives saledes:

(0) Hvis S =10, saer AS = (0) C M.

(1) Hvis S bestar af ét element, S = {e}, sa er AS = {Xe | A € A}.

(n) Hvis S er endelig, S = {ej,...,e,}, sa er AS = Ae; + - - + Ae,, hvor

A61+~'~+A€n Z:{)\1€1+"‘+)\nen|>‘17"'7)‘n€A}'

(00) Hvis S er vilkarlig, sa bestar AS af de elementer x € M, der er linearkombi-
nationer:

T =MAS1+ -+ NSk, hvor Ai,..., \x € A,

af endelig mange elementer sq,...,s; € 5.

(2.8) DEFINITION. Lad M veere en A-modul. Hvis der for en delmeengde S C M
gaelder, at AS = M, siges M at veere frembragt af S.
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Hvis M kan frembringes af en endelig maengde, siges M at vaere endeligt frembragt.
Betingelsen er altsa, at der findes en endelig delmaengde {ey, ..., e,} af M, sa at

M = Ae; + -+ -+ Ae,.

Hvis M kan frembringes af en maengde med ét element, siges M at vaere en cyklisk
modul. Betingelsen er altsa, at der findes et element e € M, sa at

M = Ae.

(2.9) DeFINITION. Lad M veere en A-modul og lad e vaere et element 1 M. Et
element o € A siges at annullere e, hvis ae = 0, og meengden af sadanne elementer
a € A kaldes annullatoren for e og betegnes Ann e, altsa

Anne = {a € A | ae = 0}.

Ved A — Ae defineres gjensynlig en A-homomorfi : A; — M. Kernen, der gjensynlig
er Anne, er derfor et venstreideal C A og billedet er undermodulen Ae C M, der
kaldes den cykliske undermodul frembragt af elementet e. Isomorfissetningen giver

altsa en isomorfi:
As/Anne =5 Ae.

SETNING. En A-modul M er cyklisk, hvis og kun hvis den er isomorf med en
kvotient As/I, hvor I er et venstreideal.

Beuvis. Q

(2.10) DEFINITION. Lad M veere en A-modul. Mangden af de o € A, som annul-
lerer M, dvs. annullerer hvert element i M, kaldes annullatoren for M og betegnes
Ann M.

Det ses, at A € Ann M, netop nar homotetien Ap; : x — Az er nul-afbildningen.
Annullatoren for M er saledes kerne for ringhomomorfien : A — End(M), og den er
derfor et ideal i ringen A.



MAT 2 AL Moduler 10
2. december 1987

3. Noethers isomorfissetninger.

(3.1) For en A-homomorfi f: M — P ser vi let, at billedet f(N) af en undermodul
N i M er en undermodul i P, og at originalmengden f~1(Q) af en undermodul Q i
P er en undermodul i M.

NOETHERS ANDEN ISOMORFISETNING. Lad f : M — P veare en surjektiv A-
homomorfi, og lad Ny C M veaere kernen for f. Ved N — f(N) og Q — f~4Q)
defineres da en bijektiv forbindelse

{undermoduler N i M | N D No} = {undermoduler Q i P}.
Denne forbindelse bevarer inklusionen C , og for undermoduler N O Nq af M gaelder:
f(N)= N/Ng og P/f(N)= M/N.

Bevis. For en undermodul @ i P har vi gjensynlig f~1(Q) D Ny, og da f er en
surjektiv afbildning, geelder f(f~1(Q)) = Q. For at vise, at forbindelsen er bijektiv,
skal vi altsa vise, at der for en undermodul N i M, med N D Ny, geelder:

FTHF(N)) = N.

Her er ” 27 klart, og omvendt, hvisz € f~1(f(N)), sd har vi f(z) = f(n), medn € N,
og derfor er f(x —n) = f(x) — f(n) = 0. Det folger, at x —n € Kerf = Ny C N, og
sa er ogsa

x=mn+(x—n) € N.

Af den generelle Isomorfiseetning (2.4) folger de to isomorfier let, - den forste fordi
f definerer en surjektiv afbildning : N — f(NV), der klart har kernen Ny, den anden
fordi den sammensatte surjektive afbildning:

[

ML P prrv)

har kernen f~1(f(N)) =N &

(3.2) Specielt kan f vaere den kanoniske homomorfi[ ]: M — M /Ny, hvor Ng € M
er en given undermodul. Hvis N O Ny er en undermodul i M, kan vi identificere
billedet f(N) C M/Ny med N/Njy :

N/Ny C M /Ny,

og vi far isomorfien:
M/N = (M/No)/(N/No).
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(3.3) Hvis N; og N3 er undermoduler i A-modulen M, ses det let, at faellesmaengden
N1 N Ny er en undermodul. Videre er det let at se, at summen N7 + Ns, defineret
ved

Ny + Ny = {n1+n2 | n1 € N1 Ang ENQ},

er en undermodul, endda den mindste undermodul i M, som indeholder bade Ny og
N3. Vi har
Ny

NlﬁNQQ{N2

}QN1+N27

og der geelder:

NOETHERS FORSTE ISOMORFISAETNING. Lad Ny og Ny vare undermoduler i A-
modulen M. Da findes en naturlig isomorfi:

N1 /Ny N Ny =2 (N + Ny)/Ns.

Bevis. Vi har Ny C N7 + Ns, og vi betragter den sammensatte homomorfi:

N1 <5 Ny + No B (N + No)/Ns.

Denne homomortfi er surjektiv, thi hvert element i kvotienten (N; + N3)/Ny er af
formen |n; +no | =[ny| = koi(ny). Da kernen for denne homomorfi gjensynlig er
N1 N Ny, felger pastanden af den generelle Isomorfissetning (2.4) #
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4. Direkte sum af moduler. Basis.

(4.1) DerFINITION.  Lad M vaere en A-modul. Ved summen af undermoduler
Ni,...,N, i M forstas delmaengden

Ni+-+Ny:={x1+ - +x, |z, EN; fori=1,...,n}

Summen er gjensynlig selv en undermodul, endda den mindste, som indeholder alle
N;fori=1,...,n.

At M er sum af undermodulerne Ny,..., N, betyder, at M = My + --- + M,
altsa at der for hvert x € M findes en fremstilling:

r=x1+---+x,, hvorx;eN,;fori=1,...,n.

(4.2) DEFINITION. Lad M vaere en A-modul. Undermoduler Ny,..., N,, i M kaldes
da uafhengige eller siges at danne direkte sum, hvis der af

x1+ -+ x, =0, hvor x; € N; fori=1,...,n,

folger, at 1 = --- = x, = 0. Betingelsen er gjensynlig sekvivalent med, at der for
elementer x € Ny + --- 4+ N,, geelder, at fremstillingen:

rT=x1+ -+ Ty, hvor z; € N; fori=1,...,n,

er entydig.

(4.3) DEFINITION. Lad M veere en A-modul. Vi siger da, at M er direkte sum af
undermodulerne Ny, ..., N,, hvis disse undermoduler er uathaengige og deres sum er
hele M. Betingelsen udsiger, at hvert element x € M har en og kun én fremstilling:

r=x1+ -+ xp, hvor z; € N; for i =1,...,n.

OBSERVATION. To undermoduler N7 og Ny i M er uathsengige, netop nar Ny NNy =
(0), thi ligningen 27 + xo = 0, hvor 1 € N; og zo € N, svarer til ligningen
x+ (—z) =0, hvor x € N1 N Na.

Det fglger, at M er direkte sum af undermoduler N7 og Ns, netop nar Ny+Ny = M
og Nl ﬂNg = (0)

SAETNING. Antag, at A-modulen M er direkte sum af undermodulerne Ny, ..., N,.
Lad der vere givet homomorfier f; : N; — P for i = 1,...,n ind i en A-modul P.
Da findes en og kun én homomorfi f : M — P, sa at f|N; = f; fori=1,...,n.
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Bevis. Entydighed: Lad f : M — P vare en homomorfi, der opfylder det stillede
krav. Da M er sum af undermodulerne Ny, ..., N, har hvert x € M en fremstilling:

() z=x14 -+ xp, hvor x; € N; fori=1,...,n,

og sa finder vi f(z) = f(x1+---+zn) = f(z1)+- -+ f(zn) = fi(z1) +- -+ fulzn),
altsa

(o) f(2) = fi(z1) + -+ falzn).
Heraf fglger entydigheden.

Eksistens: Da undermodulerne Ny, ..., N, er uafhengige, er fremstillingen (x)
entydig. Vi kan derfor ved ligningen (%) definere en afbildning f : M — P, og det
er nu let at vise, at f er en homomorfi og at f|N; = f; fori=1,...,nQ

(4.4) KONSTRUKTION.  Betragt nu vilkarlige A-moduler M, ..., M,,. Produkt-
maengden M; X --- x M, bestar da af n-sset x, hvor der pa den i-te plads star
et element x; i den i-te modul M; for ¢ = 1,...,n. Vi vil oftest skrive disse n-seet
som sgjler, og vi organiserer dem som A-modul ved kompositionerne:

Ty (1 1+ Ty AT
+ 1 = : og M| : = for A € A.

Tn Yn Tn + Un T, ATy,

Opfattet som A-modul betegnes produktmeengden szedvanligvis My & - - - & M,,.

For hvert i = 1,...,n er den i-te projektion, dvs. afbildningen:
x1
= Z;,
T,

gjensynlig en surjektiv homomorfi : M; & --- & M,, — M;.

For hvert ¢ = 1,...,n definerer vi den i-te injektion som afbildningen:
0
y— |y for y € M;.
0

Det er let at se, at injektionen er en injektiv homomorfi : M; < M &---@® M,,. Hvis
misforstaelser er udelukket, vil vi oftest indentificere modulen M; med sit billede ved
den i-te injektion og altsa opfatte M; som undermodulen
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bestaende af de sgjler, der har 0’er pa alle andre pladser end den i-te.
Opfattet saledes som undermoduler, far vi den entydige fremstilling;:

T 1 0 0
T2 0 T2 0
= .|+ |
In 0 0 Tn
hvor altsa det i-te led tilhgrer undermodulen M; for i = 1,...,n. Den konstruerede

modul My, & --- & M, er saledes den direkte sum af de givne moduler My, ..., M,
opfattet som undermoduler i M7 & --- & M,,.

DEFINITION. Modulen M; @ --- @ M,, kaldes den (ydre) direkte sum af de givne
moduler My, ..., M,.

(4.5) Lad Ny,..., N, vere undermoduler i en given A-modul M. Vi kan da betragte
den ydre direkte sum N; & ---@® N,,. Ved

1
= r+ T, €M
Tn

defineres gjensynlig en homomorfi : Ny @---®N,, — M. Af definitionerne (4.1), (4.2)
og (4.3) fas umiddelbart fglgende:

OBSERVATION. Homomorfien : Ny ®---@® N,, — M er

(1) surjektiv, netop nar M er sum af undermodulerne Ny, ..., Ny,
(2) injektiv, netop nar undermodulerne Ny, ..., N, er uathengige og
(3) bijektiv, netop nar M er direkte sum at undermodulerne Ny, ..., N,.

Det folger, at M er direkte sum af undermodulerne Ny, ..., N,, netop nar homom-
orfien er en isomorfi:
N1 ®---d N, = M.

At dette er tilfaeldet, udtrykkes seedvanligvis ved at skrive:

Ni@® - ®N,=M  (elle M =N, ®---®N,).

(4.6) For to undermoduler N7 og Na i en A-modul M fglger det, at vi har
M = N1 & Ns,

netop nar
M:N1+N2 og NlﬁNQI(O).
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DEFINITION. Lad M veare en A-modul og lad N C M vere en undermodul. En
undermodul K C M kaldes da et komplement til N, hvis M = N & K.

SAETNING. En undermodul K C M er et komplement til N C M, hvis og kun hvis
den sammensatte homomorfi:

K— M — M/N

er en isomorfi.

Bevis. Kernen for homomorfien bestar af de elementer k£ € K, for hvilke =0
i M/N, dvs. k € N. Kernen er derfor N N K, sa homomorfien er injektiv, netop
nar N N K = (0). Billedet ved homomorfien er undermodulen bestaende af sckvi-
valensklasserne , hvor k£ € K, og denne undermodul svarer ifglge Noethers 2.
isomorfiseetning til en undermodul O N i M. Denne undermodul er N + K, thi vi

har N+ K O N, og for n € N og k € K har vi:iM/N. Homomorfien
er derfor surjektiv, netop nar M = N + K. Heraf folger pastanden Q

(4.7) EKSEMPLER. (1) Den trivielle undermodul (0) [resp. M] har M [resp. (0)]
som (det eneste) komplement.

(2) En undermodul kan godt have flere komplementer. Et 1-dimensionalt un-
derrum i et 2-dimensionalt vektorrum har saledes som komplement ethvert andet
1-dimensionalt underrum.

(3) Til en given undermodul behgver der ikke at findes komplementer. I Z-modulen
Z ma et komplement til N = Zn, hvor n > 0, have formen K = Zk med k > 0. Da
kn € ZnNZk = (0), ma vi have n = 0 (og dermed N = (0)) eller k£ = 0 (og dermed
Z =N + K = N). Det er saledes kun de trivielle undermoduler N = (0) og N = Z,
der har komplementer.

(4.8) DEFINITION. Lad M vaere en A-modul. En undermodul N C M siges at
vaere direkte sumand i M, hvis der findes et komplement til N, dvs. en undermodul
K C M, sa at

M=Nea&K.

SETNING. Lad N vare en undermodul i M, lad i : N — M veare inklusionsaf-
bildningen (dvs. i(z) = x for x € N) og lad p : M — M/N vere den kanoniske
homomorfi (dvs. p(x) =[z],x € M). Da er folgende betingelse akvivalente:

(i) Undermodulen N er direkte sumand i M.
(ii) Der eksisterer en homomorfir : M — N, sa at roi = 1y.
(iii) Der eksisterer en homomorfi s : M/N — M, sa at pos = 1p/n.



MAT 2 AL Moduler 16
4. december 1987

Bevis. Antag forst, at K er et komplement til N. Hvert element x € M har da en
entydig fremstilling:

r=n-+k, hvor n € N og k € K,

sa vi kan definere afbildningen r : M — N ved r(z) = n. Det er klart, at r er en
homomorfi og at r(n) =n, narn € N. Altsa er roi = 1y, sa vi har vist, at (i)=(ii).
Videre folger det, jfr. Setning (4.6), at hvert element X € M /N har formen X =
med et entydigt bestemt k € K, sa vi kan definere afbildningen s : M/N — M ved
s(X) = k. Det er klart, at s er en homomorfi og at | s(X)|= X, nar X € M/N.
Altsa er po s = 1y, sa vi har vist, at (i)=-(iii).

”?(ii)=(i)”: Her geelder, at kernen K := r~1(0) er et komplement til N. Er nemlig
ne NNK,saern=r(n)=0. Felgeliger NNK = (0). Videre har vi fremstillingen:

x=r(x)+ (x —r(x))

oghererr(z) € Nogr(z—r(x)) =r(z)—r(r(z)) =r(z)—r(z) =0,dvs. z—r(z) € K.
Folgeliger M = N + K.

?(iii)=(1)”: Her geelder, at billedet K := s(M/N) er et komplement til N. Er
nemlig n € N N K, sa findes X € M/N, sa at n = s(X), ogsaer 0 =[n]|=p(n) =
ps(X) =X, dvs. X =0, og dermed n = 0. Fglgelig er N N K = 0. Videre har vi for

xr e M, at

v = (@ - s(&)) + 5(z):
og her er p(x — s((z))) = [z]—ps((z]) = [z]—[z] =0, dvs.  — s([z]) € N og
s((z]) € K. Folgeliger M = N + K &

(4.9) DEFINITION. Lad M vaere en A-modul. Et szt (vy,...,v,) af elementer i M
kaldes et frembringersystem for M, hvis hvert element x € M har en fremstilling som
en linearkombination:

r=MNvi+ -+ Av,, hvor \; e Afori=1,...,n.

Seettet kaldes et frit system eller et lineert uafhengigt system i M, hvis der af
0=MAv1+ -+ Avn, hvor\; e Afori=1,...,n,

fglger, at \y =--- =\, = 0.

Seettet kaldes en fri basis for M, hvis det bade er et frembringersystem og et frit
system.

BEMERKNINGER.  Saettet (vq,...,v,) er gjensynlig et frembringersystem for M,
netop nar delmaengden {vq,...,v,} C M frembringer M.
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Et enkelt element v € M udggr et frit system i M, netop nar der af
Av =0, hvor A € A,

folger, at A = 0. Et sadant element v € M kaldes ogsa et frit element i M.
En ligning
)\1U1+"'+)\nvn:0

kaldes ogsa en lineer relation mellem v;’erne. At et saet (vq,...,v,) er et frit system
betyder saledes, at den eneste linesre relation mellem v;’erne er den trivielle, hvor
alle koefficienterne er nul. At sattet ikke er frit, dvs. er et lineert afhengigt system,
betyder, at der findes en ikke-triviel lineser relation mellem v;’erne, dvs. en relation,
hvori mindst én af koefficienterne er forskellig fra 0.

(4.10) OBSERVATION. Sammenlignes med definitionerne (4.1), (4.2) og (4.3), ser
vi folgende: Seettet (vq,...,v,) er et frembringersystem, netop nar M er sum af
undermodulerne Avq, ..., Av,, dvs. nar

M = Avy + -+ Av,.

Seettet er et frit system, netop nar undermodulerne Awvy, ..., Av, er uathsengige og
hvert v; er et frit element. Szettet er en fri basis, netop nar

M =Avi & --- & Av,, og hvert v; er et frit element.

BEMARKNING. Det er ssedvane at kalde et seet (vy,...,v,) i M for en basis for M,
hvis
M=Av1®---®Av,ogv; #0fori=1,...,n.

En fri basis er saledes en basis, hvis elementer er frie.

(4.11) DEFINITION. En A-modul M, i hvilken der findes en fri basis (v1,...,v,),
kaldes ogsa en fri modul.

BEMAERKNING. Vi vil senere udvide denne definition til at omfatte moduler, i hvilke
der findes ”uendelige” fri baser.

EKSEMPEL. Et-elementet 1 € A er en fri basis for A-modulen Ay, idet hvert element
A1 As = A har den entydige fremstilling A = A\1. Mere generelt gaelder for n € N, at

sgjlerne
1 0 0
0 1 0

0 0 1
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er en fri basis for A-modulen A?. Dette folger af fremstillingen:

A\ 1 0 0
A2 0 1 0
=AM R A = A0 Aede A+ Andn.
A 0 0 1

Seettet (01, ...,0,) kaldes ogsa den kanoniske basis for A7

(4.12) SETNING. Antag, at A-modulen M har en fri basis (u1,...,u,). Lad der

veere givet elementer v, ...,v, i en A-modul P. Da findes en og kun én homomortfi
f:M — P,saat f(u;) =v; fori=1,...,n.

Bevis. Resultatet vises enten analogt med beviset for Seetning (4.3) eller som et
korollar til Seetning (4.3) ©

(4.13) Lad (v1,...,v,) veere et seet af elementer i en A-modul M. Ved

A
S = ST SRRy WO
An
defineres gjensynlig en homomorfi : A? — M. Det er for gvrigt den entydigt bestemte

homomorfi : A? — M, som opfylder §; — v; for i = 1,...,n, jfr. Setning (4.12).
Af Definition (4.9) fas umiddelbart fplgende:

OBSERVATION. Homomorfien : A} — M er

(1) surjektiv, netop nar (vy,...,v,) er et frembringersystem,
(2) injektiv, netop nar (vy,...,v,) er et frit system, og
(3) bijektiv, netop nar (vy,...,v,) er en fri basis.
Det folger, at (v1,...,v,) er en fri basis for M, netop nar homomorfien er en isomorfi:
AT = M.

(4.14) SETNING. Lad f : M — P veare en surjektiv A-homomorfi med kerne
N C M. Lad (uq,...,uy) vere et seet 1 N, lad (w1, ..., wp) vaere et set i P, og veelg
elementer v; € M med f(v;) = w; for j =1,...,p. Da geelder:

Er (uy,...,uy) et frembringersystem (resp. et frit system, resp. en fri basis) i N
og er (wq,...,w,) et frembringersystem (resp. et frit system, resp. en fri basis) i P,
sa er (ui,...,Un,V1,...,0p) et frembringersystem (resp. et frit system, resp. en fri

basis) i M.
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Bevis. (1) ”frembringersystem”: For z € M har vi f(x) = \wi +- - -+ A\pw, med
A\; € A. Valget af v; sikrer, at  — Ajv; — - - - — Ay, tilhgrer kernen f~1(0) = N, og
saer x — A\up — - — ApUp = iUy + - -+ + ppuy, med p; € Ao Heraf fas den gnskede
fremstilling af x.

(2) ”frit system”: Antag, at 0 = pyus + -+ + ppty + A1v1 + - - - + Apvp. Anvendes
homomorfien f fas ligningen 0 = \jw; + - -+ Aw,. Felgeliger Ay =--- =X, =0.
Den fgrste ligning kan nu skrives 0 = pyuq + -+ - + fpUy, 0g S& €r 0gsa iy = + - =
tn = 0.

(3) ”fri basis”: Er naturligvis en konsekvens af (1) og (2) #

BEMARKNING. For en given undermodul N i en A-modul M anvendes ssetningen
ofte pa den kanoniske homomorfi : M — M/N. Det fglger, at hvis undermodulen N
og kvotientmodulen M /N er fri moduler, sa er ogsa M en fri modul.

(4.15) SETNING. Lad M veare en A-modul og lad N C M vaere en undermodul.
Hvis kvotienten M /N er en fri modul, sa er N direkte sumand i M.

Bevis. Lad (wq,...,wy) veere en fri basis for kvotienten M/N oglad p: M — M /N
vaere den kanoniske afbildning.

Vi efterviser betingelsen (4.8)(iii). Veelg elementer v; € M, sa at p(v;) = w; for
j=1,...,k. Der findes da (Seetning (4.12), ”eksistensen”) en homomorfi s : M/N —
M, sa at

s(wj)=v; forj=1,... k.

For den sammensatte homomorfi po s: M/N — M/N fas derfor

pos(wj) =p(v;) = w, for j=1,...,k,
og sa er (Seetning (4.12), "entydigheden”) pos = 15;/n #
(4.16) DEFINITION. Lad M vere en A-modul. En familie (v;);c; af elementer i M,
med maengden I som indexmeaengde, kaldes et frembringersystem for M, hvis hvert
element x € M kan skrives som en linearkombination af endelig mange elementer fra

familien, dvs. hvis der for hvert x € M findes en endelig delmaengde {i1,...,ix} C I
og koefficienter A\1,..., A\x sa at

(*) xr = )\11)2‘1 —{-—{—)\k’U@k
Familien kaldes et frit system eller et lineert uafhaengigt system i M, hvis enhver
endelig delfamilie udggr et frit system, dvs. hvis der for enhver endelig delmaengde

{i1,...,ik} C I (med forskellige elementer i1, ..., i) gelder, at der af

(O) 0:)\1Ui1+"'+>\kvik, hvor )\1,...,)\k€A,
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fglger, at \y = --- = A\, = 0.
Familien kaldes en fri basis for M, hvis den er bade et frembringersystem og et
frit system.

BEMAERKNINGER. Familien (v;);c; er gjensynlig et frembringersystem for M, netop
nar delmeengden {v; | ¢ € I} C M frembringer M.

I en ligning af formen (x) eller (o), kan man til hgjresiden tilfgje led af formen
Ae;, nar blot A = 0. Heraf fglger let, at ovennaevnte definition stemmer overens med

Definition (4.9), nar indexmaengden er den endelige meengde I = {1,...,n}. Ogsa for
en generel indexmaengde I kan det veere bekvemt, at tilfgje sadanne led, og tilfgjer
vi \jv;, med \; = 0 for hvert i # iy, ..., ik, kan (%) skrives:
(x) z= Z Aiv;
icl
(hvor vi har sat \;; := A1,..., A\, := Ag). Summen pa hgjresiden er altsa en endelig

sum i den forstand, at kun endelig mange af dens led er # 0.

(4.17) DEFINITION. En A-modul M, i hvilken der findes en fri basis, kaldes en fri
modul.

KONSTRUKTION. Lad I vaere en vilkarlig meengde. Maengden A! af alle afbildninger
¢ : I — A organiseres da pa oplagt made som en A-modul, idet vi for afbildninger
v, : I — A definere summen ¢ + 1 som afbildningen:

i (i) + (i), dvs. (9 + ) (@) = (i) + (i),

og produktet \¢ med skalaren A € A, som afbildningen:

i— Ap(i), dvs. (Ap)(7) = Ap(i).

Delmzengden af A! bestaende af de afbildninger ¢ : I — A, for hvilke (i) # 0 kun
geelder for endelig mange indices i € I, betegnes A®! eller A). Det er let at se, at
A®T C AT er en undermodul.

For hvert index j € I kan vi betragte den ved

_ 1 hvisj=1
i ={y
0 hvisj#1

definerede afbildning &§; : I — A. Det er klart, at §; € A®T. Der geelder nu, at
familien (6;);cz er en fri basis for A-modulen A®T,
Dette folger af, at ligningen:
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(der udtrykker, at to afbildninger : I — A er den samme, dvs. antager ens veerdi for

hvert i € I), nar iy,...,1i; er forskellige elementer i I, udsiger, at

)\1 hvis i = il

(i) = o

A hvis i = 73,

0 hvis ¢ # dq,..., 0.
Nar ¢ € AT 53 er altsi

p=> (i)
el

den entydige fremstilling af ¢ som endelig linearkombination af elementer i familien
(0;)icr. Familien (8;);c; kaldes ogsa den kanoniske basis for A®T, og A®! siges at
veere den fri modul konstrueret med mangden I som fri basis (idet jo elementerne
i € I svarer til basiselementerne §; i den fri basis).

(4.18) DEFINITION. Lad M vere en A-modul og lad (v;);e; veere en familie af
elementer i M. Familien kaldes et minimalt frembringersystem, hvis den er et frem-
bringersystem og ingen segte delfamilie er et frembringersystem. Familien kaldes et
maksimalt frit system, hvis den er et frit system og ikke er segte delfamilie af noget
stgrre frit system.

BEMARKNING. Et frembringersystem for M er gjensynlig minimalt, netop nar ”det
holder op med at veere et frembringersystem, nar der fjernes et (vilkarligt) element
fra systemet”. Et frit system er gjensynlig maksimalt, netop nar ”det holder op med
at veere et frit system, nar der tilfgjes et (vilkarligt) element fra M til systemet”.

(4.19) SETNING. Antag, at ringen A er et skaevlegeme. Lad M vere en A-modul,
dvs. et vektorrum over A, og lad (v;);e; veere en familie i M. Da er folgende betin-
gelser akvivalente:

(i) Familien er et minimalt frembringersystem for M.
(ii) Familien er et maksimalt frit system i M.
(iii) Familien er en (fri) basis for M.

OBSERVATION. Da alle elementer A # 0 i A er invertible, er enhver vektor v # 0 fri,
idet der af A\v = 0 og A # 0 fglger, at 0 = A" v = 1v = v. Enhver basis for M er
saledes en fri basis.

Bewis for Setningen. (i)=-(iii): Da vi specielt har antaget, at familien er et frem-
bringersystem, mangler vi at vise, at familien er et frit system. Var dette ikke til-
feeldet, ville der findes en ikke-triviel linezer relation mellem endelig mange vektorer

Vigs Viy» - - -, Ui, 1 familien:

0= Agviy + A1viy + -+ + Ay,
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hvor mindst en af koefficienterne \; € A er # 0. Vi kan antage, at f.eks. \g # 0.
Multipliceres ligningen med Ay ! fas en ligning af formen:

(*) iy = p1vi, + -+ ppvix (hvor g = —Ag ')\ € A).

Men sa er ogsa familien (v;);cr\ i) et frembringersystem, thi enhver vektor x er en
linearkombination af endelig mange af vektorerne (v;);cr, og hvis v;, forekommer i
denne, kan vi indsaette (x) og herved fa en fremstilling af x som linearkombination
af vektorerne (v;)ien {i}- Og det er i modstrid med, at frembringersystemet var
minimalt.

(iii)=(i): Da vi specielt har antaget, at familien er et frembringersystem, mangler
vi at vise, at dette er minimalt. Var dette ikke tilfseldet, ville en af vektorerne,
f.eks. v, veere overfladig i familien, dvs. opfylde, at ogsa familien (v;);cp\ i} er et
frembringersystem. Specielt ville sa v;, veere en linearkombination:

Vi = MViy, + -+ Apviy hvor \; € A,

0g i1,...,i € I\ {ip}. Men denne ligning kan opfattes som en ikke-triviel lineser
relation mellem vektorerne v;,,v;,,...,v;,. Og det er i modstrid med, at familien
ogsa var et frit system.

(ii)=(iii): Da vi specielt har antaget, at familien er et frit system, mangler vi at
vise, at familien er et frembringersystem. Lad x € M. Tilfgjes = til familien, er
det udvidede system ikke laengere frit. Der findes altsa en ikke-triviel linezer relation
mellem endelig mange af vektorerne (v;);c; og z. I denne relation ma x forekomme
med en koefficient A\ # 0, da vi jo har antaget, at der blandt vektorerne (v;);c; kun
findes den trivielle relation. Relationen har derfor formen:

k*

0 = )\x+)\10i1 + ~-~—|—)\kvik,
hvor X # 0. Multipliceres med A~! fas en ligning af formen:
T = vy, + -+ pEvi, (hvor p; = —A_l)\j eN).

Men sa er x en linearkombination af endelig mange vektorer i familien (v;);c;. Og
familien er fglgelig et frembringersystem.

(iii)=-(ii): Da vi specielt har antaget,at familien er et frit system, mangler vi at vise,
at dette er maksimalt. Lad = € M. Da findes en fremstilling:

€r = )\11]2'1 ++)\kvlk

Men denne ligning kan opfattes som en ikke-triviel linezer relation mellem endelig
mange af vektorerne (v;);c;r og x. For hver vektor x er saledes familien bestaende
af (v;)icr og = ikke et frit system. Og folgelig er det givne frie system (v;);er
maksimalt &
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(4.20) SETNING. Antag, at ringen A er et skaevlegeme. Lad M vere en A-modul,
dvs. et vektorrum over A. Da geelder:

(a) Vektorrummet M er en fri modul, dvs. der findes en basis for M.
(b) Alle baser for M er akvipotente.

Bewis. 1 beviserne (for bade (a) og (b)) er det naturligt at betragte to tilfselde hver
for sig:

Tilfselde 1°: Der findes et endeligt frembringersystem for M.

Tilfselde 2°: Der findes ingen endelig frembringersystemer for M.
Vi vil fegrst senere bevise pastanden (b) i tilfeelde 1°. (Pastanden er for gvrigt vel-
kendt, i hvert fald for reelle vektorrum. Kardinaltallet for en basis er som bekendt
vektorrummets dimension). De resterende pastande er under brug af Seetning (4.19)
en umiddelbar folge af nedenstaende tre lemma’er ©

LEMMA 1. Lad M vare en modul over en vilkarlig ring. Hvis M har et endeligt
frembringersystem, sa har M ogsa et endeligt minimalt frembringersystem.

Bewis. Fra et endeligt frembringersystem kan vi successivt fjerne eventuelt overflgdige
elementer, og sa fas efter endelig mange skridt et minimalt frembringersystem &

LEMMA 2. Lad M vere en modul over en vilkarlig ring A. Da findes en delmaengde
af M, som er et maksimalt frit system.

Bevis. De delmaengder S C M, der er fri systemer, udggr med sazdvanlig inklusion
C som ordning en partielt ordnet maengde. Ifslge Zorn’s lemma er det nok at vise,
at denne meengde er induktivt ordnet. Lad altsa S; for j € J veere en totalt ordnet
meaengde af delmeengder S; C M, der er fri systemer. Vi pastar, at foreningsmaengden
S = Uj S; er en majorant. Det er klart, at hvert S; C S, sa vi skal vise, at ogsa S
er et frit system. Betragt derfor en lineser relation:

(>|<) 0= MA1s1+ -+ A\gSk

mellem endelig mange forskellige elementer s1,...,s, € S. Da S = J ; S;, findes for
hvert i« = 1,...,k et j;, sa at s; € S;,. Da S;’erne var totalt ordnede, vil en af de
endelig mange meengder S;,,...,95;,, f.eks. S;,, omfatte de gvrige Sj,’er. Folgelig
er s, € Sj, fori =1,...,k, og sa er (*) en lineser relation mellem endelig mange
forskellige elementer i S;,. Og sa er koefficenterne A\; = --- = X\, =0, da S;, var et
frit system &

LEMMA 3. Lad M vare en modul over en vilkarlig ring A, lad (v;);c; veere et
minimalt frembringersystem og lad (u;);jcs veere et vilkarligt frembringersystem. Da
geaelder:

1° Hvis J er endelig, sa er ogsa I endelig.
2° Hvis J er uendelig, sa har I hgjst samme magtighed som J, dvs. der findes
en injektiv afbildning : I — J.
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Bewvis. Da (v;);er er et frembringersystem, kan hvert element i M skrives som line-
arkombination af endelig mange elementer v;. Specielt kan vi for hvert j € J veelge
en endelig delmaengde I; C I, sa at

(¥) wuj er en linearkombination af v;’er med ¢ € I;.

Da (uj)jes er et frembringersystem, kan hvert element z i M skrives som linear-
kombination af endelig mange u;’er, og heri kan vi ifglge (*) erstatte hvert u; med
en linearkombination af v;’er med ¢ € I;. Specielt fas herved en fremstilling af x
som linearkombination af endelig mange v;’er med i € i 15 Folgelig er delfami-
lien (v;);ey1, et frembringersystem, og da det givne frembringersystem (v;);c; var
minimalt, ma vi have

Urn=r1

jed
1°: Hvis maengden J er endelig, sa er I derfor en endelig foreningsmaengde af endelige
maengder, og dermed endelig.
2°: Hvis maengden J er uendelig, sa veelger vi for hvert j € J en surjektiv afbildning
af N pa den endelige maengde I;. Herudfra fas klart en surjektiv afbildning : J xN —
UjeJ I; =1, og sa findes som bekendt ogsa en injektiv afbildning : I — J x N. For
en uendelig maengde J er det imidlertid velkendt, at J x N er akvipotent med J.
Idet vi derfor kan sammensaette med en bijektiv afbildning : J x N — J, far vi en
injektiv afbildning : I — J &

(4.21) Bemaerk forskellen pa konklusionerne i de to tilfeelde i Lemma 3 (4.20). Hvis
der findes et minimalt frembringersystem med uendelig mange elementer, kan vi
slutte, at alle minimale frembringersystemer er skvipotente. Hvis der findes et mini-
malt frembringersystem med endelig mange elementer, kan vi slutte, at alle minimale
frembringersystemer er endelige, men ikke, at de har samme elementantal.

EKSEMPEL. Som Z-modul er Z fri med 1 som fri basis. Seettet med 1 som eneste
element er altsa et minimalt frembringersystem. Af ligningen x = -3 — x - 2 for
x € Z fremgar, at ogsa saettet (3,2) er et frembringersystem. Og det er gjensynlig
ogsa minimalt.
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5. Simple moduler.

(5.1) DEFINITION. En A-modul S kaldes en simpel modul, hvis den har praecis 2
undermoduler.

OBSERVATION. Nul-modulen 0 har kun én undermodul, og den er derfor ikke simpel.
Enhver modul S # 0 har altid mindst 2 undermoduler, nemlig de trivielle (0) og S.
At en sadan modul S er simpel betyder altsa, at disse er de eneste undermoduler i

S.

(5.2) SETNING. For en A-modul S er fplgende betingelser ackvivalente:

(i) Modulen S er en simpel modul.
(i) Modulen S er # 0, og for hvert element e # 01 S er Ae = S.
(iii) Modulen S er isomorf med en kvotientmodul A/I, hvor I C A er et maksimalt
venstre-ideal.

BEMARKNING. Et maksimalt venstre-ideal er et venstre-ideal M i A, der er maksi-
malt blandt venstre-idealer C A (og specielt selv opfylder M C A).

Bevis for Setningen. (i)=-(ii): At S # 0, har vi observeret, oger e # 0, saer Ae C S
en undermodul. Vi har Ae # (0), da e € Ae, og folgelig er Ae = S.

(ii)=-(i): Vi skal vise, at enhver undermodul N C S er triviel. Hvis N = (0), er
dette klart, og hvis N # (0), findes et element e # 01 N. Og saer Ae C N C S og
dermed (Ae =)N = S.

(1)< (iii): Hvis S er simpel, er S cyklisk ifslge det viste, og dermed isomorf med
en kvotientmodul A/I, hvor I C A er et venstre-ideal. Vi kan derfor antage, at
S er en kvotientmodul A/I. Ifglge Noether’s 2. isomorfissetning (3.1) er der sa en
bijektiv forbindelse mellem undermoduler af S = A/I og undermoduler N C A (dvs.
venstre-idealer N C A), som opfylder:

ICNCA.

Modulen S = A/I er derfor simpel, netop hvis der er preecis 2 venstre-idealer N,
der opfylder denne betingelse. Og det gaelder, netop hvis I C A er et maksimalt
venstre-ideal #

KOROLLAR. En simpel modul er cyklisk ©

(5.3) SETNING. Lad A vere en ring. Da er A, som modul over sig selv, en simpel
A-modul, hvis og kun hvis ringen A er et skzevlegeme.

Bevis. Vi udnytter betingelsen i Sezetning (5.2)(ii).
"hvis”: Et skeevlegeme er # 0, sa A # 0, og hvis e # 01 A, sa er e invertibel, og for
hvert A € A geelder folgelig A = de~ e € Ae. Altsd er Ae = A.
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”kun hvis”: En simpel modul er # 0, sa A # 0. Vi skal vise, at hvert element e # 0
i A er invertibelt. Da e # 0, er Ae = A, sa der findes et element ¢’ € A, sa at ¢'e = 1.
Her ma vi have e’ # 0, og tilsvarende findes derfor et element ¢’ € A, sa et e”¢’
Nuer e’ =e"1 =¢"(e'e) = (e )e = le = e, altsa €’ = e, og dermed ialt:

e =ee =1.

Elementet e er derfor invertibelt (med ¢’ som invers) #

KOROLLAR. Lad A vere et skeevlegeme. Enhver cyklisk modul # 0 er da (simpel
og) isomorf med Ay ).

Bewvis. En cyklisk modul # 0 er isomorf med en kvotient Ag/I, hvor I C A er et
venstre-ideal. Da A er simpel, har A kun trivielle venstre-idealer, sa ma vi have

I=(0)a

(5.4) EKSEMPEL. De simple kommutative grupper, dvs. de simple Z-moduler, er de
endelige cykliske grupper af primtalsorden, thi maksimalidealerne i den kommutative
ring Z er som bekendt idealerne Zp, hvor p er et primtal, og kvotientgruppen Z/Zp
har orden p.

(5.5) SETNING. Lad M vere en A-modul # 0, og antag, at der i M findes et
endeligt frembringersystem (vy,...,vy,). Da findes i M en maksimal undermodul.

Bewvis. Vi skal vise, at der i M findes en undermodul, der er maksimal blandt under-
modulerne C M (ordnet ved ssedvanlig inklusion). Der findes undermoduler C M,
thi da vi har antaget M # 0, er (0) C M. Ifglge Zorn’s lemma er det nok at vise, at
maengden af sadanne undermoduler er induktivt ordnet. Lad altsa NN;, hvor j € J,
veere en ikke-tom, totalt ordnet maengde af sadanne undermoduler. Vi pastar, at
foreningsmeengden N := | ; Nj er en majorant. Da N; € N for alle j, skal vi vise,
at N er en undermodul og at N C M.

Lad z,y € N =|JNj, da findes i,j € J, sa at z € N; og y € N;. Da N;’erne var
totalt ordnede, kan vi antage f.eks. at N; C IN;, og sa er bade x og y elementer i Nj;.
Men sa er ogsa

x+y, Az, (for A € A) og nul-elementet 0

elementer i N; og dermed ogsa i N.
Videre er N C M, thi ellers var hver frembringer v; € N = J ; N; og sa ville der

findes j; for ¢ = 1,...,n, sa at v; € Nj,. Da Nj’erne var totalt ordnede, vil en af
modulerne N, ,...,N; , f.eks. N;, omfatte de gvrige. Men sa er vy,...,v, € N;, og
dermed

M = Avy + -+ Av, C N;
i modstrid med at N;, C M &

19
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Saetningen kan specielt anvendes pa M = A (som modul over sig selv), der jo
er frembragt af elementet 1. Det folger, at nar A # 0, sa findes der maksimale
venstre-idealer i A. Vi fremhaever specielt folgende:

KOROLLAR. [ en kommutativ ring # 0 findes maksimalidealer.

(5.6) Lad M veere en A-modul. En undermodul N af M er gjensynlig en maximal
undermodul i M, netop nar der er praecis 2 undermoduler P, som opfylder:

NCPCM

[og disse 2 ma sa veere P = N og P = M]. Af Noether’s 2. isomorfiseetning (3.1)
folger, at dette gaelder, netop nar kvotienten M /N er en simpel modul. Saetning (5.5)
kan derfor omformuleres til fglgende:

KOROLLAR. Enhver endeligt frembragt A-modul M # 0 har en simpel kvotient &

EKSEMPEL. Ringen Z har ingen simple undermoduler. Af Eksempel (5.4) fremgar
nemlig specielt, at de simple Z-moduler er endelige, og blandt undermodulerne i Z
(ngdvendigvis af formen Zn) er gjensynlig (0) den eneste endelige, og den er ikke
simpel.



MAT 2 AL Moduler 28
4. december 1987

6. Moduler af endelig leengde.

(6.1) DeEFINITION. Lad M veere en A-modul. En endelig folge (M;);=o
undermoduler i M, saledes at

.....

(O):MOQMlggMn—lgMn:Ma

kaldes en kede i M. Tallet n kaldes keedens lengde. Kvotientmodulerne M;q/M;
for j = 0,...,n — 1 kaldes kaedens kvotienter (eller faktorer). Antallet af kvotienter
er altsa keedens lengde. En keede siges at have gentagelser, hvis der for et j gaelder
M; = Mj;1. Dette er ensbetydende med at der for den tilsvarende kvotient gaelder
M;41/M; = (0).

En keede (N;)j=o,..n i M siges at veere en forfining af keeden (M;);=o
hvis der findes 0 < jp < j1 < -+ < Jm < n, saledes at

.....

= M,; fori=0,...,m.

i

N;

Dette betyder, at vi kan teenke pa keeden (IV;) som fremkommet ud fra keeden (M)
ved at der mellem M; og M, er indskudt visse N’er:

(Mi :>Nji - sz‘-l-l - Nji+2 c-.-C sz‘+1(: Mi-i-l)'

En keede (M;)i=o,....m kan trivielt forfines ved at gentage visse af M, erne.

En kaede (M;), hvori alle kvotienterne er simple moduler, kaldes en Jordan—Hélder
kede i M. Undermodulerne i en kvotient M, /M; svarer til undermoduler N, som
opfylder, at M; C N C M; ;. Det folger heraf, at en kaede (M;) i M er en Jordan—
Holderkaede, hvis og kun hvis den er uden gentagelser og kun trivielt kan forfines.

(6.2) EKSEMPLER. (1) En kaede i et vektorrum V over et legeme L er en fglge af
underrum:

De simple L-moduler er modulerne isomorfe med L, altsa de 1-dimensionale vek-
torrum, jfr. Korollar (5.3). At kaeden er en Jordan-Holder kaede betyder altsa at
dimV; =1, dimV,/V; =1, ... ,dimV,,/V,,_1 = 1, hvilket ifplge dimensionsformlen
er ensbetydende med, at

dimV; =1,dim Vo =2,...,dimV,, =n.

Der findes saledes kun Jordan—Hoélder kaeder i endeligdimensionale vektorrum, og alle
Jordan—Holder kaeder i et sadant vektorrum V' har den samme leengde, nemlig dim V.
(2) En Z-modul er blot en kommutativ gruppe M, og en kaede i M er en folge af
undergrupper:
0)=MyC M C---C M, =M.
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De simple Z-moduler er grupper, hvis orden er et primtal p (ngdvendigvis isomorfe
med Z/p). At kaeden er en Jordan-Holder kaede betyder altsa, at alle indices:

|M1‘ = |M1:M0|7 ‘M2:M1|7 . '7|Mn:Mn—1| = ‘M:Mn—1|

er primtal. Ifglge Indexseetningen (Lagrange’s formel) er |M;| = |M;:M;_1| - |M;_1]
fori=1,...,n, sa ved induktion fas, at |M| = |M,,| = |M,:M,,_1|---|M1:My|. Hvis
(M;) er en Jordan—Holder keede i M, sa er altsa

|M| = |Mn2Mn_1‘ e |M22M1| . |M1‘

en primoplgsning af |M|. Specielt er altsa M en endelig gruppe, og leengden n af
Jordan-Hélder kaeden er antallet af primfaktorer i |M]|.
(3) Keeden
(0) C12ZC6ZCZ

i Z er ikke en Jordan-Hoélder keaede. Dens kvotienter er (pa isomorfi neer): Z, Z/27Z
og Z/6Z.

(6.3) I analogi med de foregaende eksempler geelder for moduler over en vilkarlig
ring folgende:

JORDAN’S SETNING. To vilkarlige Jordan—Hoélder kaeder i en A-modul M har samme
leengde.
Denne satning er en fglge af Holders ssetning herunder.

(6.4) DEFINITION. To keeder (M;)i=o,....m 0g (Nj)j=o,...n i A-modulen M kaldes
ekvivalente, hvis de (pa ner isomorfi og permutation) har de samme kvotienter.
Dette betyder altsa, at m = n og at der findes en permutation o af {0,...,m — 1},
saledes at M;41/M; er isomorf med Ny, 1/N,, for i =0,...,m — 1. To xkvivalente
kaeder i M har specielt samme leengde.

HOLDER’S SETNING. To vilkarlige Jordan—Hélder kaeder i en A-modul M er asekvi-
valente.
Denne setning folger af:

SCHREIER’S FORFININGSSETNING. To vilkarlige kzeder i en A-modul M har akvi-
valente forfininger.

Det er klart, at forfiningsseetningen medfsrer Holders seetning, idet en Jordan—
Holder kaede kun har trivielle forfininger.

Beuwis for forfiningssetningen. Lad de to keeder i M veere (M;)i=o,....m 08 (N;)j=o0,...n |}
Ved hjeelp af keeden (XN;) indskyder vi nu mellem M; og M;;1 en hel reekke under-
moduler og vi far herved en forfining af keeden (M;): Vi saetter

Mi'Z: (MH_lﬂNj)—f—Mi fori:O,...,m—logj:O,...,n.
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Vi har Mz = MiO g Mil g g Mim—l Q Mzn = i+1- Af keeden (Ml> far vi
saledes en forfining:

(0) =My C Moy €+ CMyp1 SM CM; C---C---CMy_10-1C My,
Denne kaede har leengden mn og dens kvotienter er
M; j1/M; fori=0,....m—1o0ogj=0,....,n—1.

Tilsvarende saetter vi
Nj; := (M; N Nj11) + Ny,

og vi far en forfining af keeden (NN;), af leengden nm og med kvotienterne:
Njiv1/Nji for j=0,....,n—1o0gi=0,...,m— 1.

Vi viser, at de to opnaede forfininger er sekvivalente, ved at vise, at der for alle j,1¢
geelder:
M jy1/Mij ~ Njit1/Nj

altsa:
M;11 0 Nj_|_1) + M; - (Mi—i—l N Nj+1) + Nj

(Mip1 WNj) +M; — (M; W Njp1) + Ny

Denne pastand involverer de fire undermoduler M; C M, og N;j C Nj4 i, og den
kaldes:

ZASSENHAUS’ LEMMA. Lad der i A-modulen M vere givet fire undermoduler M’ C
M" og N' C N”. Da findes en isomorfi:

(M// m N//) + M/ (M// m N//) + N/
(M"AN)+M" — (M'NN")+ N

Beuvis for Zassenhaus’ lemma. Ved sammensaetning far vi en homomorfi:

(M// m N//) + M/

MN m NI/ M/I m N/I M/ .
= N V Aoy )N VT

Denne homomorfi er klart surjektiv, og dens kerne er (M" NN")N[(M"NN')+ M'].
Det er let at se, at

(M// m N”) m [(M” m N,> + M,] — (M// m N/> + (MI m ]\]/1)7
og vi far derfor en isomorfi:

M// m N// L} (M// m N//) + M/
(M" N N") + (M’ N N") (M"OAN)+ M
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Pastanden fas nu ved at ombytte M’erne med N’erne, idet venstre siden ovenfor er
“symmetrisk i M og N” #

Hermed er beviset for Forfiningsszetningen (og dermed for de foregaende saetninger)
fuldfert &

(6.5) En A-modul M, i hvilken der findes en Jordan Hélder keede, kaldes en Jordan—
Hoélder modul eller en modul af endelig lengde. Laengden af en sadan modul M kan
ifglge Jordans saetning defineres som laengden af en vilkarlig Jordan—Holder kaede i
M. Denne leengde betegnes long(M).

Nul-modulen har leengde 0. Den eneste kaede uden gentagelser er My = (0).
Modulerne af lezengde 1 er de simple A-moduler.

(6.6) En simpel anvendelse af forfiningssaetningen giver falgende:

KOROLLAR. Ien Jordan—Holder modul M kan enhver kaede uden gentagelser forfines
til en Jordan—Hoélder kaede
Specielt har enhver kaede uden gentagelser en lengde < long(M).

(6.7) SETNING. Lad N veere en undermodul i A-modulen M. Da er M en Jordan—
Hélder modul, hvis og kun hvis bade N og M /N er Jordan—Hdélder moduler. Er dette
tilfeeldet, gaelder:

long M = long N + long M /N.

Bevis. 1 fglge Noethers anden isomorfissetning (3.1) er der en entydig forbindelse
mellem kaeder i kvotienten M /N og fglger:

(#) N =My C M C--CM,y=M,

endda pa en sadan made, at kvotienterne for kseden i M /N er isomorfe med kvotien-
terne M;1/M; i folgen (x). Jordan—Hoélder kaeder i M/N svarer altsa til folger (%),
der er uden gentagelser, og som kun trivielt kan forfines.
”hvis”, sa findes en Jordan—Holder kaede:

(O):NOCN]_C"‘CanN
i undermodulen N, og en Jordan—Holder kaede i M /N svarende til en folge:

N=MycM, C---CM,,=M

med simple kvotienter. Heraf far vi i M en Jordan—Holder kaede:

(O)ZNQC"'CNn_lCNCM1C"'CMm:M
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(og vi ser, at dens laengde er n + m).
”kun hvis”: Vi kan antage, at (0) C N C M. Hvis M er en Jordan Hélder modul,
kan keeden (0) C N C M forfines til en Jordan-Hoélder keede:

(0):NOC"'CNn_1CNCM1C"'CMm:M.

Her er (0) = Ny C --- C N,,—1 C N er Jordan—-Holder kaede i N og af resten af fplgen:
NcM,C---CM,, =M far vi som nzevnt en Jordan-Hdolder keede i M /N &

(6.8) KOROLLAR. Lad der i modulen M vere givet en keede:
0)=MyC M C---CM,=M,

med kvotienterne Q; := M;/M;_; for j = 1,...,n. Da er M en Jordan-Hélder

modul, hvis og kun hvis alle kvotienterne Q; er Jordan—-Hoélder moduler. Er dette

tilfeeldet, gaelder:
long M = long Q1 + - - - + long Q..

Bevis. Folger af Seetning (6.7) ved induktion é#

(6.9) KOROLLAR. Lad der veere givet en direkte sum M = N1 & ---@® N,,. Daer M
en Jordan—-Hoélder modul, hvis og kun hvis hver af modulerne N; er Jordan-Holder
moduler. Er dette tilfaeldet, geelder:

long(Ny & ---@® N,,) =long Ny + --- + long N,,.
Bewvis. 1 den direkte sum M har vi kaeden:

(0)C N CN BN, C---CNyB---dN,, =M,

hvis kvotienter er Nq,..., N,. Pastanden fglger nu af Korollar (6.8) #

(6.10) KOROLLAR. Lad N; og Ny veere undermoduler i A-modulen M, og antag,
at de er Jordan—Holder moduler. Da er ogsa N1 N Ny og N1 + Ny Jordan—Holder
moduler, og

long(N1 N N3) + long(N7 + No) = long Ny + long N.

Bewvis. Dette folger ved gentagen anvendelse af saetning (6.7) i forbindelse med No-
ethers forste isomorfi (3.3):

(Nl —|—N2)/N1 >~ Nl/Nl ﬂNQ‘
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(6.11) LEMMA. Lad (0) = My € My C --- C M, = M vere en kade, hvis
kvotienter M;/M;_; er cykliske, og veelg for hvert j =1,...,n et element e; € Mj,
hvis eekvivalensklasse € M;/M;_y frembringer M;/M;_1. Da er (e1,...,e,) et

frembringersystem for M.

Bewvis. Induktivt kan vi antage, at (e,...,e,_1) er et frembringersystem for M,,_;.
Og sa folger pastanden af Seetning (4.14) &

BEMAERKNING. Er omvendt (ey,...,e,) et frembringersystem i en modul M, sa
defineres ved M; := Ae; +---+ Aj for j = 0,1,...,n en kaede i M, hvis kvotienter
M;/M;_y for j =1,...,n er cykliske, thi i kvotienten M;/M;_; geelder:

)\161+"'+)\j€j = )\jej :)‘j ej s

hvoraf folger, at frembringer M, /M, _;.
SETNING. FEn Jordan—Holder modul er endeligt frembragt.

Bevis. Folger af Lemma’et, da en simpel modul er cyklisk, jfr. Ssetning (5.2) #

(6.12) DEFINITION. Ringen A siges at have endelig lengde, hvis A-modulen A4 har
endelig leengde, dvs. hvis Ag er en Jordan—Holder modul. En ring af endelig laengde
siges mere praecist at have endelig venstre-laengde. Tilsvarende kunne vi nemlig have
defineret hgjre-leengde ved at betragte hgjre-modulen Ay. Keeder i A-modulen Ay
svarer til folger:

0O)=Lhchc---Cl,=A

af venstre-idealer i A, hvorimod kaeder i hgjre-modulen A, svarer til folger af hgjre-
idealer i A.

(6.13) EXKSEMPEL. Hvisringen A er et skaevlegeme, sa er A en simpel A-modul ifplge
Saetning (5,3). Felgelig har A den endelige venstre-leengde longA; = 1. Tilsvarende
er ogsa longA; = 1. Man kan vise, at matrixringen Mat,,(A), nar A er et skaevlegeme,
har lengden n (bade venstre- og hgjre-).

(6.14) EKSEMPEL. En ring A, som indeholder et legeme L som delring, kan specielt
ogsa opfattes som vektorrum over L, idet multiplikation af vektor a € A med en skalar
A € A defineres som produktet Aa in ringen A. Venstre-idealerne i ringen A er da
specielt underrum i vektorrummet A. Hvis vektorrummet A er endelig dimensionalt,
sa har ringen A altsa endelig leengde, endda

long A; < dimp, A.
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Specielt fglger det for et legeme L, at enhver delring A C Mat,, (L), som indeholder
A0

skalar-matricerne (: o

), hvor A € A, har endelig leengde og at
0 .. A

long A, < n? og long Ag < n?.

ccC

(6.15) EKSEMPEL. Man kan vise, at der for ringen A := <0 R

) bestaende at
2 X 2-matricer (g 1:), hvor z,w € C og t € R, geelder, at

long A; = 3 og long Ay = 4.

Bemeaerk, at dimg A = 5.

For den tilsvarende ring B =: <C ©

N Q) kan man vise, at longB, = 3 og at B ikke

har endelig hgjre-laengde.

(6.16) SAETNING. Hvis A er en ring af endelig laengde, sa har enhver endeligt
frembragt A-modul M endelig laengde.

Bewvis. Et frembringersystem (ey,...,e,) for M definerer en surjektiv homomorfi
: A7 — M, jfr. Observation (1)(4.13). Folgelig er M isomorf med en kvotient af
A”. Da A; har endelig leengde, har A” endelig laengde ifglge Korollar (6.9) og sa har
kvotienten M endelig leengde ifplge Seetning (6.7) #

(6.17) Vi har tidligere v.hj.a. vektorrum givet eksempler pa Jordan—-Holder mo-
duler. Omvendt giver den nu udviklede teori let de klassiske saetninger om baser i
vektorrum:

SETNING. Antag, at ringen A er et skaevlegeme. Lad V vere en A-modul (dvs. et
vektorrum over A), der er endeligt frembragt. Da gaelder:

(1) Vektorrummet V har endelig lzengde.
(2) Vektorrummet V er en fri A-modul og alle baser for V' har long V' elementer.

Bevis. Da A er et skeevlegeme, er A, som modul over sig selv, en simpel modul. Vi
har altsa long A = 1, og (1) folger derfor af den foregaende satning.

Ud fra et endeligt frembringersystem kan vi gjensynlig udtage et minimalt frem-
bringersystem, og det er som bekendt en fri basis. Fglgelig er V' en fri modul.

Lad (uq,...,u,) veere en basis for V. Da (uq,...,u,) er et frembringersystem, er
Aug + -+ -+ Au, =V, sa vi kan betragte kaeden:
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hvor V; := Auq + - - - + Au;, altsa
‘/z:‘/z—l“f’Auz fOI‘izl,...,T‘.

Kvotienten V;/V;_; er cyklisk, frembragt af , og dermed isomorf med en kvotient
af den simple modul A. Hvis = 0 i kvotienten V;/V;_q, ville u; € V;_1 veere
en linearkombination af vektorerne wuq,...,u;—1 i modstrid med, at (ug,...,u,) er
et minimalt frembringersystem. Fglgelig er # 0, og V;/V;_1 er derfor en simpel
modul. Men sa er (x) en Jordan-Holder kaede i V', og derfor er » = long V' é

BEMAERKNING. Et endeligt frembragt vektorrum V' siges ogsa at veere endelig di-
mensionalt og dets leengde kaldes ogsa vektorrummets dimension og betegnes

dimV =longV.
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DETERMINANT

I det fglgende betegner R en kommutativ ring.

1. Moduler over kommutative ringe.

(1.0) Generelle resultater om moduler gzelder naturligvis specielt for moduler over
en kommutativ ring R. I det fglgende anfgres nogle observationer, der er specielle for
kommutative ringe.

(1.1) Der er ingen forskel pa venstre- og hgjremoduler over R. For en R-modul M
skriver vi Ax = x\ for produktet af modulelementet = € M med skalaren A € A.

(1.2) Homotetierne i en R-modul M er R-linezre afbildninger, thi for pu, A € R og
x € M har vi pp(Ax) = A (), idet jo ppr(Ax) = p(Ax) = (uA)x = (Ap)x =
A(az) = Mt (2)

(1.3) For R-moduler M, N er den kommutative gruppe Hompg(M, N) af R-homo-
morfier f : M — N igen en R-modul, idet produktet \f af en sadan homomorfi f
med en skalar A € R defineres som afbildningen

Aoz = Af(z) (= f(Ax).
Bemeaerk, at A\f = Ay o f = foly.

(1.4) Specielt er for en R-modul M ringen Endr(M) igen en R-modul, og den
omfatter delringen bestaende af homotetierne. For f € Endr(M) og A € R har vi

Ao f=folu (=Af).

Homotetierne tilhgrer altsa endda centret i ringen Endg(M).

(1.5) De R-linezere afbildninger f : RP — R™ er netop afbildningerne af formen
x+— axr, forx e RP,
med en matrix o € Mat,, ,(R). Her fortolkes o € RP som en sgjle, og de p sgjler i

1 0
matricen « er billederne ved f af den kanoniske basis < ) s ( ) for RP.
0 1
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(1.6) Den i (1.5) beskrevne bijektive afbildning:
Hompg(RP, R")=> Mat, ,(R)

er en isomorfi af R-moduler. Yderligere svarer sammensaetning af afbildninger til
produkt af matricer.
I tilfeeldet n = p fas en ring-isomorfi:

Endr(R") = Mat,(R).

A 0
Herved svarer homotetier i R™ til skalarmatricer (

> i Mat,(R).

0 A

(1.7) Hvis skalaren A € R annullerer elementerne e, ..., e, i modulen M, vil X ogsa
annullere undermodulen Req + -+ + Re,, C M.
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2. Alternerende linezxre afbildninger. Determinant.

(2.1) DeFINITION. Lad Ny,..., N,, M vere R-moduler. Ved en multilineer atbild-
ning
p: Ny x---xN, =M

forstas en afbildning, som er lineser i hver variabel, dvs. opfylder

(.. xi+x!, . )=p(. 2, )+, )
(o Az, ) =Ap(c oz, .0
[hvor (... og ...) starfor (z1,...,7;—1 0g Tiy1,...,x,)]foralle X € Rogz}, x x; €}
N; fori=1,...,n [og z; € N, for j #i].

(nskes antallet n af variable fremheevet, taler man om en n-lineer afbildning. For
n = 1,2 og 3 bruges ogsa benaevnelserne lineer, bilineer og trilinecer.

(2.2) DEFINITION. Lad N og M veere R-moduler. En n-lineser afbildning

n

—_——
w:N" =M (N" =N Xx---x N)

kaldes alternerende, hvis o(z1, ..., x,) = 0 for ethvert st (z1,...,2,) € N™, hvor 2
af koordinaterne er ens, dvs. hvor der findes i < j sa at z; = z;.

(2.3) SETNING. Lad ¢ : N™ — M vere en alternerende n-linezr atbildning og lad
o € S, veere en permutation. Da gaelder for hvert sat (z1,...,x,) € N", at

O(To(1), -+ To(n)) = sign(o)o(ry, ..., z5) .

Bewvis. Som bekendt kan o fremstilles som produkt af transpositioner og sign(o) =
(=1)™, hvor m er antallet af transpositioner i en sadan fremstilling. Det er fglgelig
nok at vise ligningen i tilfzeldet, hvor o er en transposition o = (i, j) (der ombytter
i og j). Idet vi undlader af skrive de variable pa pladserne # i, j finder vi

0= p(x; +xj,2 + x5) = @(24, 25) + (x4, 25) + ©(5, 25) + (2], 75)
= (x4, 25) + o5, 25)

og det er netop pastanden @

BEMAERKNING. En n-linezer afbildning ¢ : N™ — M, som opfylder ligningen ovenfor,
kaldes anti-symmetrisk. Hvis 2 er invertibel i R, dvs. hvis 1z + 1 er et invertibelt
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element i R, geelder omvendt, at en anti-symmetrisk n-lineser afbildning er alterne-
rende, thi hvis der i seettet (x1,...,z,) geelder, at x; = x; =: x for et i # j, sa folger
af antisymmetrien, at

p(z,r) = —p(z, )
og dermed, at

0=(z,2) +¢(z,2) = (Ir + 1r)p(z, 2),

og multiplikation med den inverse til 1z + 1 giver sa, at

0=p(x,x).

(2.4) OBSERVATION. En alternerende n-linezer afbildning ¢ : N™ — M er specielt
lineaer i den i-te variabel og bevarer derfor linearkombinationer i den i-te variabel.
Det fglger umiddelbart, at der gaelder

gp(wl,...,xi+2)\jxj,...,xn):go(xl,...,xi,...,xn) .
JFi

["Veerdien sendres ikke, dersom man til én af de variable adderer en linearkombination
af de gvrige”.]

(2.5) MoTIvATION. Lad ¢ : N — M vaere en alternerende n-linezer afbildning og
lad = (x1,...,2,) € N™. Lad y = (y1,...,yn) veere endnu et szt og antag, at
hvert y; er en linearkombination af z1, ..., z,. Af multi-lineariteten fglger da, at ¢’s
veerdi pa y = (y1,...,Yn) kan udtrykkes ved ¢’s veerdi pa © = (z1,...,x,) og s&t,
der fremgar heraf ved permutation. Lidt mere praecist:

Skriv for j = 1,...,n elementet y; som linearkombination af x1, ..., z, og anbring
koefficienterne som j-te sgjle i n x n matricen a. Vi har altsa

n
Y = E Q555 forjzl,...,n,
i=1

dvs., med oplagt matrixmultiplikation,

11 .. O1n
(ylw"vyn):(xlw":xn) 9

(07951 oo QOpn

eller kort:
y=za med o € Mat,(R).



MAT 2 AL Det 5
4. december 1987

Heraf far vi:

n n
go(y) = So(ylw--:yn) - SO(Z A 11Tgyy -y Z aannxan)7

o1=1 on=1

hvor vi har brugt forskellige summationsindices i de n summer. Multilineariteten

giver
n n n
p(y) = Z Qo1 Z Qgp2 Z Uon P(Toys - Ta,) s

o1=1 oo=1 on=1

eller, som multibel sum,

So(y>: Z 04011"'aann@(xal7---:xan>7
(01,--50n)
hvor der summeres over alle s&et 01,...,0, aftalmed 1 <o <nfork=1,...,n.
Et sadant szt (01,...,0,) af tal kan opfattes som en afbildning o af maengden
{1,...,n} ind isig selv. Da ¢ er alternerende, kan ¢(x,,, ..., s, ) kun vaere # 0, nar
oy ’erne er forskellige, dvs. nar o : {1,...,n} — {1,...,n} er en injektiv (og dermed
bijektiv) afbildning. Disse afbildninger er netop permutationerne o € S,,, sa vi far

@(y) = Z aUll o 'Oéffnn QO(.CCJN v 7xcrn) .
o€S,
Af Seetning (2.3) fas endelig:

o(y) = Z sign(o)gy1 -+ - Qo n@(T1, ..oy Tp) -
oESn

(2.6) DEFINITION. Lad a € Mat,(R) veere en kvadratisk matrix. Ved determi-
nanten af o forstas elementet

det(a) = Z sign(o)g,1 - Qon € R.
oES,

SETNING. Lad ¢ : N — M vare en n-lineser alternerende afbildning, lad © =
(x1,...,2,) € N" og lad « € Mat,(R). Da er

p(ra) = det(a)p(z) .
Bewvis. Dette var resultatet i 2.5 &

BEMARKNING.  Det er maske kgnnest at skrive ligningen pa formen ¢(za) =
() det(ar), hvor skalaren det(«) er skrevet til hgjre for modulelementet p(x).

(2.7) BEMARKNING. Determinanten er en afbildning
det: Mat,(R) — R .

Forskellige vaerdier af n giver naturligvis forskellige afbildninger, men det fgrer ssed-
vanligvis ikke til misforstaelser, at lade det betegne en vilkarlig given af disse afbild-
ninger.
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3. Determinantsaetninger.

(3.1) SETNING. For den transponerede matrix o' til en matrix « € Mat,(R)
gaelder:
det(a’) = det(a).
Bevis. Den transponerede matrix o' er bestemt ved af; = aj;, sa ifslge definitionen
er
det(at) = Z sign(o)ig, - - 0o,
o€Sn

Nar o gennemlgber gruppen S, vil ogsd o~! gennemlgbe S, og da sign(c~!) =
sign(o), far vi

det(ozt) = Z Sign(O')Oélg—l(l) “Qpo—1(n) -
ocESy

Faktorerne i produktet aj,-1(1) " Qpp-1(n) €r netop de a;;, hvor i = o(j). Idet vi
frit kan omordne faktorerne, folger det, at produktet er

A1o—1(1) """ Ano—1(n) = Cg(1)1 """ Qo(n)n (: gy aann) >

og sa er gjensynlig
det(a’) = det(a)

(3.2) SETNING. Determinanten af en kvadratisk blokmatrix

hvor B € Mat,(R) og 6 € Mat,(R) er kvadratiske matricer og v € Mat, ,(R) og 0
betegner nul-matricen 0 € Mat, ,(R), er:

det (g g) = det(B) det(d)

Bevis. Vi klassedeler meengden {1,...,n}, hvor n:=p+ ¢, i de 2 delmengder P :=
{1,...,p}og Q:={p+1,....,p+q}.

I summen
det(a) = Z sign(o) g1 Qo n
o€Sy
behgver vi kun at summere over permutationer o € S,,, som opfylder o(P) C P, thi

hvis o € S, ikke opfylder dette, sa findes j < p med o; > p og sa vil det tilsvarende
led

sign (o)1 Qo n
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indeholde faktoren oy, ;, som er = 0 ifglge forudsaetningen om at « er en blokmatrix
af den angivne form.

Permutationerne o € S,, med o(P) C P ma opfylde, at o(P) = P og 0(Q) = Q
[hvorfor?]. De kan derfor entydigt skrives o = o’oc”, hvor ¢’ svarer til en permutation
af P, dvs. 0’ € S, og 0" svarer til en permutation af () og dermed til en permutation
af {1,...,¢q},dvs. 0” € S,. Med disse indentifikationer er sign(o) = sign(o’) sign(c”)
og for det tilsvarende led i summen far vi:

SigN(0) Qg1 -+ Qo+ Qg = SIEN(07) Boy1 -+ Bt p - sign(0”)dgy1 -+ - Oorrg -

Og sa fglger pastanden #

(3.3) KOROLLAR. Determinanten af en kvadratisk ”gvre” blokmatrix

B 7 ?
0 0B ?
0 0 Bs
i Mat,(R) med kvadratiske matricer 31, ..., s langs diagonalen er:
B 7 ?
0 0B ?
det . = det(B1) - - - det(Bs).
0 0 Bs

Bevis. Folger umiddelbart ved induktion efter s &

BEMARKNING. Af Saetning (3.1) fas nu et tilsvarende resultat om "nedre” blokma-
tricer.

KOROLLAR. Determinanten af en gvre trekantsmatrix i Mat,(R) med elementer
A1, ..., Ay 1 diagonalen er:

A7 ?
0 X ?
det - )\1 : )\n

0 0 An
Determinanten af en diagonalmatrix i Mat,,(R) med elementer A1, ..., \, i diagona-
len er:

A1 0
det =X Ay
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Determinanten af enhedsmatricen i Mat, (R) er:

1 0
det =1.
0 1
Bevis. QO
(3.4) En matrix a € Mat,(R) kan opfattes som et n-seet @ = (a1, . .., o, ) bestaende

af matricens n-sgjler (hvor altsa hver sgjle a; tilhgrer R™). Determinanten kan derfor
opfattes som en afbildning det : R" x --- x R™ — R.

SAETNING. Som funktion af matricens sgjler er determinanten en alternerende n-

linezer atbildning
det : R" x---x R" = R.

Bewis. For at vise, at afbildningen er n-linezer, skal vi for hvert fast £k = 1,..., n vise,
at afbildningen

I1
x+— det(ag,...,z,...,a,) for z=1[ : | €R"

Tn

hvor x er placeret som den k-te sgjle og de gvrige sgjler a; € R™ for j k er
p ] g g J J J
konstante) er lineser afbildning : R™ — R.

Vi har
det(ag, ..., x, ..., ¢p) = Z Sign(o)ap,1 - Ty, Qopn,
oES,
Summerer vi her for hvert ¢ = 1,...,n de led, i hvilke faktoren x; forekommer,

dvs. led svarende til permutationer o med o, = i, far resultatet formen A;x;, hvor
A; € R kun afheenger af sgjlerne «; for j # k. Fglgelig er

det(aq, ..., z,...,apn) = A1z + -+ Apy,

Heraf fremgar lineariteten.
For at vise, at afbildningen det er alternerende, betragtes determinanten

Ac:=det(ag,...,x, ..., %, ..., Qp),

hvor = € R™ er placeret som k-te og [-te sgjle (k < ). Vi har

A= g sign(o)ag,1 - op Loy Ol = E Ao s
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hvor A\, € R betegner leddet svarende til o € S,,. Er S’ C S,, delmangden bestaende
af permutationer o med o), < 0y, sa bestar komplementzermaengden S” := S, \ S’ af
permutationer 7 € S, med 73, > 7. Idet (k,1) betegner transpositionen, der ombytter
k og 1, ses det, at S” bestar at permutationerne

oo(k,0), hvoroes§.

Vi kan fglgelig skrive

A=>"20%= X%+ D A= At D Asoh

oESy oces’ res” ceS’ ocs’
=D (o + Aoor) -
oces’
Her er
)\o'o(k,l) == Sign(a e} (l{j, l)) Qg1 Loy " Loy " Qo
— —Sign(g)aall . -(L‘a_k . .:L*O_l . 'aann
= _)\g

og folgelig er A = 0. Altsa er afbildningen det alternerende &

(3.5) Af Seetning (3.4) folger, at generelle resultater om alternerende n-linesere af-
bildninger, jfr. (2.3-6), kan anvendes pa determinanten opfattet som funktion af
matricens sgjler. Af Seetning (3.1) fremgar, at det samme geelder, dersom determi-
nanten opfattes som funktion af matricens reekker.

SETNING. For produktet Sa af kvadratiske matricer o, 5 € Mat,(R) geelder:
det(Ba) = det () det(a).

Bevis. Opfattes  som sattet § = (B1,...,B,) bestaende af de n sgjler i 8, kan vi
med notationen fra 2.5 betragte seettet

(Y15 svm) == (B1, .-, Bn)a

Opfattes saettet som matrix, v := (y1,...,vn), geelder gjensynlig, at v er matrixpro-
duktet v = Sa. Pastanden folger derfor af Szetning (2.6) &
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4. Udviklinger. Cramer’s formel.

(4.1) Lad a € Mat,(R) vaere en kvadratisk matrix med sgjlerne aq, ..., a,, lad
r € R" og lad
(A1yeey Ty, )

betegne den matrix, der fremgar af a ved at erstatte den k-te sgjle med sgjlen x.
Som naevnt i (3.4) har vi da:

(%) det(aq, ...,z .. ) = Agrz1 + -+ -+ Agpzy, [z som k-te sgjle],

hvor koefficenterne Ay; € R kun athenger af matricen o (og endda kun af sgjlerne
aj, hvor j # k).

DEFINITION. Elementet Ax; € R kaldes komplementet til den (i, k)-te plads i matri-
cen .

(4.2) Idet §; er den i-te sgjle i enhedsmatricen i Mat,, (R), dvs. §; har et-elementet
1 € R som i-te koordinat og nul-elementet 0 € R som de gvrige koordinater, far vi,
ved at indsatte x = §; i ligningen (x) ovenfor, at

det(ag, ..., 04 ... ) = Ak [0; som k-te sgjle]

fori =1,...,n. Flyttes her den k-te sgjle i matricen, dvs. d;, hen som forste sgjle, er
der anvendt en k-cykel. Da en k-cykel har fortegnet (—1)¥~!, fglger det af Szetning
(2.3) (og (3.5)), at

det(di, Ay ooy 01,041 -+ - ozn) = (—1)k_1Aki .

Flytter vi her den i-te rackke i matricen op som forste rackke, far vi en matrix 3, der
tilsvarende har determinant

det f = (=1)"" 1 (=1)" " Ay = (=1)"F A

Matricen § har imidlertid formen

. Qe
0
hvor ayy betegner den (n — 1) x (n — 1)-matrix, der fremgar af o ved at slette i-te

rackke og k-te sgjle. Af Seetning (3.2) folger derfor, at vi har det § = det(a;y), og
dermed fglgende:
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SETNING. Komplementet Ay; til den (i, k)-te plads i matricen « er
Aki = (—1)k+i det(ozik),

hvor oy, betegner den (n — 1) x (n — 1)-matrix, der fremgar af o ved at slette i-te
raekke og k-te sgjle.

BEMARKNING. Indssettes ovenstaende udtryk i ligningen (4.1)(x) far vi formlen
det(ag,...,z, ..., ) = Z(—l)k“ det(aug)x; [x som k-te sgjle],
i=1

der ogsa kaldes udvikling af determinanten efter k-te sgjle.

(4.3) NoTtaTION. Idet folgende er det bekvemt med en klassisk notation, at indicere
rackkerne i en matrix ved at anbringe index som en exponent. For en matrix « i
Mat,,(R) betegner vi saledes med o’ den i-te reekke for i = 1,...,p og med «;
den j-te sgjle for j = 1,...,n. Som konsekvens heraf kan vi for elementet pa den
(4,j)-te plads i matricen a skrive aj; = o} (safremt dette ikke kan forveksles med
potensoplgftning).

Lad a € Mat,(R) veere en kvadratisk matrix. Idet vi altsd med o, ..., a™ beteg-
ner de n raekker i «, far vi af Seetning (3.1), at der for alle y € R™ geelder:

041

det | ¥ | = Briyi + -+ Binyn [y som k-te rackke],

an

hvor By; er komplementet til den (i, k)-te plads i matricen of. Af Seetning (4.2) og
Seetning (3.1) folger, at Byx; = A;k. Vi har derfor

al

(%) det | v | =1+ +yndnr [y som k-te raekke]

an

og dermed en tilsvarende rekkeuduvikling af determinanten efter k-te rackke.

(4.4) DEFINITION. Lad « veere en matrix i Mat,(R). Den matrix i Mat, (R), der
pa den (k,i)-te plads har komplementet til den (i, k)-te plads i a, kaldes komplement-
matricen til a. 1 det folgende vil vi betegne komplementmatricen til en kvadratisk
matrix a med &. Vi har altsa

O~éij = Aij = (—1)i+j det(oz,-\j).
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Bemeerk, at der i definitionen er indeholdt en form for transponering: Den i-te sgjle
i & (betegnet &;) indeholder komplementerne til i-te rackke i @ og den j-te reekke i &
(betegnet a’) indeholder komplementerne til j-te sgjler i a.

Ved indseettelse i (4.1)(x) og (4.3)(x)" fas umiddelbart fglgende:

FORMLER. For en matrix o € Mat,(R) og k =1,...,n gaelder:
(%) det(ay,...,z,...,a,) = & x,
hvor x € R™ er placeret som k-te sgjle, og

al

(*)t det Y = yay,

an

hvor y € R™ er placeret som k-te raekke.

(4.5) SAETNING. For en matrix o € Mat,(R) gelder:

ad = aa = det(a)l,
hvor det(«a)l betegner den diagonalmatrix, der har elementet det(a) € R overalt i
diagonalen.
Bevis. Elementet pa plads (i, j) i produktmatricen aa er (i-te raekke i &)-(j-te sgjle
i ), altsd a’a;. Af Formel (4.4)(x) folger, at

~i .
&'a; =det(aq, ..., 05, ..., ap),

hvor sgjlen a; i matricen pa hgjre side er placeret som i-te sgjle og de gvrige sgjler
er sgjlerne i . Hvis ¢ # j, sa har denne matrix 2 ens sgjler og den har fglgelig
determinant 0. Er derimod ¢ = j, sa er matricen = «, og dens determinant er altsa
det(a). Vi har folgelig

‘ 0 hvis 7 # j
ONéZOéj = det(a)éij hvor (Sij = { VT 2 %j
1 hvis ¢ = j,

og det er netop indholdet af matrixligningen &a = det(«)1. Tilsvarende folger lig-
ningen a@ = det(a)1 af Formel (4.4)(x)" &

(4.6) KOROLLAR. En matrix a € Mat, (R) er invertibel i ringen Mat, (R), hvis
og kun hvis dens determinant det(«) er invertibel i ringen R. I bekraeftende fald er
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den inverse matrix a~! givet ved a~! = [det(a)] '@, hvor & betegner komplement-
matricen til a.

Bevis. ”hvis”: Er det(a) invertibel, kan vi betragte matricen 8 = [det(a)] ta =
a[det(a)]~!. Af seetningen fglger umiddelbart, at a8 = Ba = 1, og dermed, at a er
invertibel med a~! = f.

”kun hvis”: Er « invertibel i Mat, (R), sa findes en matrix § € Mat,(R) med
Ba = af = 1. Det fglger, at

1 = det(1) = det(aB) = det(a) det(8),

og heraf ses, at det(«) er invertibel i den komentative ring R (med det(a) ™! = det(3))
[ )

TILF@JELSE. En matrix a € Mat,(R) er invertibel, hvis der findes en matrix
B € Mat,(R), som opfylder blot den ene af betingelserne a5 = 1 og fa = 1, thi
hver af betingelserne medforer, at det(«)det(5) = 1 og dermed, at det(a) € R er
invertibel.

(4.7) Hvis matricen a € Mat, (R) er invertibel, sa har ligningen
ar =b,

hvor a,x € R™ opfattes som sgjler, for hver veerdi af b € R™ en og kun én lgsning
x € R", thi multiplikation med a~! fra venstre giver ligningen

r=a b,

og omvendt fglger den oprindelige ligning heraf ved multiplikation med .
Vi har a™! = det(a) 1@, si lgsningen er x = det(a) "'ab. Lgsningens koordinater
er derfor
z; = det(a) ta@'b fori=1,...,n.

Indszettelse i Formel 4.4(%) giver &'b = det(aq,...,b,...,a,) og dermed

CRAMER’S FORMEL. Lad « vaere en matrix i Mat, (R) med invertibel determinant.
For hver sgjle b € R™ er den entydigt bestemte lgsning x € R" til ligningen acx = b

bestemt ved
o det(ag,..., b, )

" det(ag, .., )

Y

hvor sgjlen b er placeret som i-te sgjle fori =1,...,n#

(4.8) DEFINITION. Gruppen af invertible elementer i ringen Mat, (R) kaldes den
generelle lineere gruppe (over R) og den betegnes GL,(R). Ifglge Korollar (4.6)
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bestar den af de matricer a € Mat,(R), for hvilke det(«r) € R*. Vi kan gjensynlig
opfatte determinanten som en gruppehomomorfi

det : GL,(R) — R*.

Kernen herfor, der bestar af de matricer, der har determinant 1, er altsa en normal
undergruppe i GL,(R). Den kaldes den specielle lineere gruppe (over R) og den
betegnes

SLa(R) C GL,(R).
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MODULER OVER
HOVEDIDEALOMRADER

I det folgende betegner R et hovedidealomrade. [Et hovedidealomrade hedder pa
engelsk ‘Primcipal Ideal Domain (P.I.D)’]. Ringen R er altsa et kommutativt integri-
tetsomrade, hvori ethvert ideal er et hovedideal. For hovedidealet frembragt af A € R
skriver vi RA = ().

1. Frie moduler. Rang og dimension.

(1.1) Lad M veere en R-modul. Ved rangen af M, betegnet rg M, forstas som
bekendt det stgrste antal elementer, der kan veaere i et frit system fra M (Findes
vilkarligt store (endelige) frie systemer, saettes rg M = 00).
Ved dimensionen af M, betegnet dim M, forstar vi som bekendt det mindste antal
elementer, der frembringer M (Er M ikke endeligt frembragt, ssettes dim M = c0).
Som bekendt gaelder generelt for R-moduler, at

rg M < dim M.

For en fri modul F' geelder, at rg F' = dim F og dette tal er det felles elementantal i
alle frie baser for F.

(1.2) Sa&ETNING. Lad F vere en endeligt frembragt fri R-modul. Da er enhver
undermodul N C F' en endeligt frembragt fri modul, og rg N <rgF'.

Bevis. Pastanden vises ved induktion efter n = rg . Hvis n = 0, sa er F' = (0)
(vi vedtager, at den tomme mengde er en basis for nul-modulen), og pastanden er
triviel. Hvis n = 1, kan vi antage, at F' = R. En undermodul N C R er altsa et ideal
i R. Da R er et hovedidealomrade, er N af formen N = Ra, hvor a € R. Hvis a = 0,
sa er N = (0) fri af rang 0, og hvis a # 0, sa er N = Ra fri af rang 1 (med a som fri
basis).

I induktionsskridtet betragtes en fri modul F' af rang n + 1 og en undermodul
N C F, og det antages, at seetningen gaelder for fri moduler af rang n.

Vi kan antage, at ' = R™"!, og vi betragter den R-linezere projektion fra R™'1
til R™ bestemt ved

x
Ty "
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Kernen K for denne projektion bestar af alle (n + 1)-s&et | . |, hvor A € R, og K
) :

0 0
er derfor fri af rang 1 (med basis | . |).
_ 0

Lad N C R™ betegne billedet ved projektionen af ur_ldermodulen N C R™1, Ved
restriktion fas en surjektiv R-lineser afbildning : N — N, hvis kerne er Ny := NN K.
_ Iiplge det allerede viste er Ng C K fri af rang < 1 og ifglge induktionsantagelsen er
N C R™ fri af rang < n, og sa fglger som bekendt, at N er fri af rang = rg No+rg N <
14+né

KOROLLAR. Lad M vaere en endeligt frembragt R-modul. Da er enhver undermodul
N C M endeligt frembragt, og dim N < dim M.

Bevis. Velg et frembringersystem (eq, - - - , eq) for M med d = dim M, og betragt den
tilhgrende surjektive R-linesere afbildning f : RY — M. Originalmeengden f~1(N)
er da en undermodul i RY, og altsa ifglge ssetningen fri af en rang n, med n < d.
Folgelig er f~1(N) isomorf med R" og ved sammenszetning fas en surjektiv R-lineser
afbildning

R =5 f (N) & f(f 7 () = N

Men sa kan N frembringes af n elementer, og derfor er

dmN <n<dé#
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2. Torsionsfri moduler.

(2.1) DEFINITION. Et frit element x i en R-modul M kaldes ogsa torsionsfrit. Som
bekendt betyder det, at der for A # 01 R geelder, at Ax # 0. En R-modul M kaldes
torsionsfri, hvis alle elementer x # 0 i M er torsionsfri. Betingelsen er altsa, at vi
for A € R og x € M kun har Ax = 0, nar A = 0 eller z = 0.

(2.2) OBSERVATIONER. (1) Enundermodul af en torsionsfri modul er selv torsionsfri.
(2) En endeligt frembragt fri R-modul F' er torsionsfri, thier ey, ..., e, en fri basis,

oger A € R\ {0} og z € M med \x = 0, sa kan vi skrive z = A\je; + -+ -+ A\, e,, og af

0=Ax=A\e; + -+ A\e, folger A\; = 0 og dermed A\; = 0 (da nulreglen geelder

iR)fori=1,...,n,ogsaerx=0.

EkSEMPEL. Ethvert vektorrum V' over et legeme L af karakteristik 0 (dvs. L D Z)

er torsionsfrit som Z-modul, thi af nv = 0, hvor n € Z\ {0}, folger, at v = 1 (nv) =0,

idet jo % e L.

(2.3) SETNING. Lad M vere en endeligt frembragt torsionsfri modul over R. Da
er M en fri modul.

Beuvis. Vi viser, at ethvert frembringersystem ey, ..., e4 for M med det mindst mulige
antal elementer, dvs. d = dim M, er en fri basis. Lad M’ C M vere undermodulen
frembragt af e1,...,eq_1, altsa

M'=Rei+ -+ Req_1.

Her er dim M’ = d — 1, thi ellers kunne M’ frembringes af feerre end d — 1 elementer,
og sa ville disse elementer suppleret med e, veere et frembringersystem for M med
feerre end d elementer.

Idet beviset fores ved induktion efter d, kan vi antage, at e1,...,eq_1 er en fri
basis for M’. Hvis e, ..., eq ikke var et frit system, ville der findes en egentlig lineser
relation:

(*) Ater + -+ Ag_1 +Ageqg =0, hvor Aq,..., g1, qd € R.
Her geelder om koefficienten Ay, at

)‘d#07

thi ellers ville (%) veere en en egentlig relation mellem ey, ..., e4_1.
Af (x) folger, at A\geq € M’. Da vi trivielt har A\ge; € M’ for i = 1,...,d — 1,
slutter vi, at
AaM C M.
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Nu er z — Agx en R-linezer afbildning, med billede A\gM C M’'. Da dim M’ =d —1,
folger det af Korollar (1.4), at dim(AyM) < d — 1. Pa den anden side er  — A\jx en

injektiv homomorfi, da Ay # 0 og M er torsionsfri, og sa er M isomorf med billedet
AgM, i modstrid med at dim M =d #

BEMARKNING.  Forudsasetningen om at M er endeligt frembragt er ngdvendig.
F.eks. er R’s brgklegeme K O R som R-modul torsionsfri og af rang 1 (hvorfor?), og
heraf fglger let, at K kun kan veere fri som R-modul, nar R = K, dvs. nar R er et
legeme.

(2.4) DEFINITION. Lad M veere en R-modul. Et element z € M kaldes et torsi-
onselement, hvis det ikke er torsionsfrit, dvs. hvis der findes © € R med p # 0, sa
at uxr = 0. Maengden af torsionselementer i M kaldes torsionsundermodulen i M og
betegnes M;o,. Modulen M kaldes en torsionsmodul, hvis M, = M.

OBSERVATION. Delmangden M, C M af torsionselementer er en undermodul, thi
0 € Myoy, da 1-0 =0, og er z € Mo, med pz = 0, hvor u € R\ {0}, sa er ogsa
uw(Ax) = Apx = 0, og dermed Az € Mo, for A € R, og er ogsa y € Mo, med vy = 0,
hvor v € R\ {0}, sa er uy(x + y) = yux + pyy = 0, og her er uy # 0, og altsa er
T+ Yy e Mtor-

(2.5) LEMMA. Lad M vare en R-modul. Da er kvotienten M /M., en torsionsfri
R-modul.

Bevis. Lad X € M /M., og antag, at AX =0, med A € R\ {0}. Lad = € M vere
en repraesentant for X. Da er i M/M;,:

0=AX = Nz]=[)\z]
og folgelig er Az € M,,, og altsa et torsionselement i M. Der findes derfor p € R\ {0},
sa at uAr = 0. Da uX # 0, folger heraf, at ogsa x € My, og sa er X = =01
M/Mtor ‘

SETNING. Lad M vare en endeligt frembragt R-modul. Da er torsionsundermo-
dulen M;,, direkte sumand i M og ethvert komplement til My, er en fri R-modul af
rang rg M.

Bevis. Da M er endeligt frembragt, er ogsa kvotienten M /M,,, endeligt frembragt,
og da den er torsionsfri ifglge Lemma’et, er den fri ifolge Seetning (2.3). Da kvoti-
enten er fri, fglger det som bekendt, at undermodulen M., er direkte sumand i M.
Et komplement K til M, afbildes ved den kanoniske homomorfi : M — M /My,
isomorft pa M/M;.,. Folgelig er K fri af rang rg K = rg (M /M;o,). Det er klart, at
der for undermodulen K C M gelder, at rg K < rg M.

Omvendt vil ethvert frit system i M med p elementer frembringe en fri undermodul
F C M af rang p. Da F er torsionsfri ifglge Observation (2.2)(2), er F' N Mo, = (0),
sa ved den kanoniske homomorfi M — M /M, afbildes F' isomorft pa en undermodul
i M/Myo,. Men saer p=rgF <rgM/M, =rgK, og folgelig er rg M <rgK &
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3. Matricer over hovedidealomrader.

(3.1) Lad o € Mat,, ,(R) veere en matrix med de p sgjler o, ..., a,. At omforme
a med en elementer sgjleoperation betyder, at man til en af sgjlerne i o adderer et
multiplum af en af de gvrige, altsa at man for passende j # k erstatter j-te sgjle o
med a; + Aay, hvor A € R.

EKSEMPEL. Sucessive sgjleoperationer omformer:

o 1)=G -0 )0

og nar € € R er invertibel:

10|_>1<€|_> € 5'_> € 0|_>€0
0 1 0 1 1—e1 1 1—e1 gt 0 1)

OBSERVATION. Med elementaere sgjleoperationer kan man:
(1) permutere sgjlerne, nar samtidig én af sgjlerne multipliceres med permutationens
fortegn, og
(2) multiplicere en sgjle med et invertibelt element ¢ € R (specielt med —1), nar
samtidig en anden sgjle multipliceres med =1,

thi (1) reduceres let til tilfzeldet, hvor permutationen er en transposition og sa
vedrgrer (1) og (2) kun to sgjler og det er essentielt de 2 omformninger behandlet i
eksemplet ovenfor.

BEMARKNING. Tilsvarende resultater geelder naturligvis for elementaere rakkeope-
rationer.

1
(3.2) Idet 01,...,9, € RP betegner de p sgjler i enhedsmatricen 1 = < ) i
Mat,(R) har vi: 1

(o1, .., 05 FAag, ..., 0p) = (o, ..., 0p) (01, ..., 05 + Ao, ..., 0p).

Den elementzre sgjleoperation beskrevet i (3.1) kan altsa udfgres ved at multiplicere
matricen a € Mat,, ,(R) fra hgjre med matricen:

1
(61,305 + A0ky -0y 6p) = ,
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der for j,k € {1,...,p} med j # k og A € R har X pa den (i, j)-te plads og ellers
0’er uden for diagonalen. En sadan matrix siges at veere en elementer matrix. Den
"inverse” sgjleoperation fas gjensynlig ved at erstatte A med —\. Heraf fglger, at en
elementaer matrix er invertibel og at den inverse matrix igen er elementaer.

Successive sgjleoperationer pa en matrix o € Mat,, ,(R) kan altsa udfgres ved at
multiplicere « fra hgjre med et endeligt produkt af elementeere matricer i Mat, (R).
Det fremgar, at meengden af sadanne endelige produkter af elementzere matricer ud-
gor en undergruppe i GL,(R). Vi kalder den den elementere undergruppe i GL,(R),
og vi betegner den

E,(R).

EKSEMPEL. Sgjleoperationerne fra Eksempel (3.1) svarer til identiteterne:

b G D6 )0
o DG )6 DL D=6 2)

Matricerne pa hgjresiderne tilhgrer altsa gruppen Es(R).

BEMAERKNING. Tilsvarende kan naturligvis elementaere raekkeoperationer pa matri-
cen a € Mat,, ,(R) udfgres ved at multiplicere o fra venstre med en matrix i den
elementaere gruppe E,(R).

(3.3) Til de elementzere sgjleoperationer neevnt i (3.1) vil vi her fgje den specielle
sgjleoperation, der bestar i for givne

Aty A2, p1, p2 € B med Aqpo — Agpg =1

at erstatte de to forste sgjler a; og o i matricen a med de to sgjler \ja; + Asas og
piog + paoa.

Denne specielle sgjleoperation udfgres gjensynlig ved at multiplicere n X p-matricen
a fra hgjre med den specielle p x p-matrix:

Al
A2 2
1 N hvor )\1/J,2 — )\Q/J,l =1.
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OBSERVATION. De specielle sgjleoperationer bergrer kun de to fgrste sgjler i ma-
tricen a. Da vi ved hjelp af elementeere sgjleoperationer kan permutere sgjlerne,
jfr. Observation (3.1)(1), kan vi herved lave operationer svarende til de specielle pa
vilkarlige to givne sgjler i a.

BEMARKNING. Tilsvarende kan en speciel reekkeoperation udfgres ved at multiplicere
« fra venstre med en speciel n X n-matrix.

(3.4) En elementeer matrix er specielt en (gvre eller nedre) trekantsmatrix med
1’er i diagonalen og den har derfor determinant = 1. Det folger, at den elementaere
undergruppe E,(R) er en undergruppe:

Ey(R) € SLy(R)

i den specielle linesere gruppe (bestaende af p x p-matricer med determinant 1).

De specielle 2 x 2-matricer er ifglge definitionen 2 x 2-matricerne (;; Z ;) med

determinant \jpo — A1 = 1. Heraf fglger, at enhver speciel matrix har determinant
1. Videre ses, at den “inverse” til en speciel operation igen er en speciel operation

svarende til matricen:
-1
A1 _ (M
Az piz —A2 A )

Specielt folger det, at elementaere og specielle operationer anvendt pa en kvadratisk
matrix ikke sendre matricens determinant.

(3.5) LEMMA. Lad R vare et hovedidealomrade og lad ay,as € R. Da kan
1 x 2-matricen (a1, a3) med en speciel sgjleoperation omformes til (,0), hvor § er
en stgrste fzelles divisor for a; og as.

Bewvis. En stgrste feelles divisor § er en frembringer for (hoved-)idealet Raj + Ras.
Vi har altsa:

0 = Aaq + Ao med A\, Ay € R og
ap =0 og az=p20  med py,pu2 € R.

Vi kan antage ¢ # 0, og far derfor:
1= A1p1 + Aspz,  0g  pec = pyao,

og sa er matricen

(i; _f) speciel og (oq,az)(i; ‘Jf):w,om
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(3.6) ELEMENTARDIVISORSETNINGEN. Lad R vare et hovedidealomrade. Da kan
enhver matrix o € Mat,, ,(R) ved hjeelp af elementere og specielle (raekke- og sgjle-)
operationer omformes til en matrix af normalformen:

o1

Or

hvor 61|82, ...,0,—1]6, 0g d, # 0 (og hvor matricens gvrige elementer alle er 0).

Bevis. Hvis a er nul-matricen, har « selv normalformen (med r = 0). Antag derfor,
at a # 0. Efter en eventuel permutation af rackker og sgjler kan vi antage, at a17 # 0.
1. skridt: Hvis der blandt elementerne i forste raekke findes et «;, der ikke er deleligt
med aq1, sa er storste feelles divisor for a1 og v en eegte divisor i aqq (dvs. ikke
associeret med ay1). Anvendes Lemma (3.5) ses, at vi sa ved sgjleoperationer kan
omforme « til en matrix o/, hvori o}, er &gte divisor i a11. En tilsvarende reduktion
kan opnas (ved raekkeoperationer), hvis et element i forste sgjle ikke er deleligt med
aq1. Dette kan kun gentages endelig mange gange, idet vi jo ikke kan have en uendelig
folge a1, 0,0y, - .-, ag’{”, ..., hvori aﬁ’{” er segte divisor i ag’{“”. Nar processen
ikke kan gentages, har vi omformet « til en matrix 3, hvor 11 er divisor i c11 og hvor
alle elementer (3;; i forste rackke og alle elementer 3;; i fgrste sgjle er multipla af ;5.
Subtraheres et passende multiplum af forste sgjle fra den j-te sgjle for j = 2,... p,
kan vi opna, at f1; =0 for j = 2,...,p og tilsvarende, at 8;; =0 for i =2,...,n.

2. skridt: Hvis der i den omformede matrix 3 findes et element (3;;, hvor ¢ > 2 og
j > 2, der ikke er deleligt med (11, kan vi addere j-te sgjle til fgrste sgjle. Herved
aendres (11 ikke (idet jo 51; = 0), og nu star der i forste sgjle et element (nemlig 3;;),
der ikke er deleligt med (11, og sa gentager vi 1. skridt med denne matrix.

Af samme grund som ovenfor ses, at denne reduktion kun kan foretages endelig
mange gange. Nar processen stopper, er o omformet til en matrix 9§, som opfylder,
at (511 7£ 0, (Slj = 0, 52‘1 =0 og (513' er delelig med 511 for i,j 2 2.

3. skridt: Den omformede matrix har nu formen:

g 0 ... 0

hvor §; = 011 # 0 og hvor o er en (n — 1) X (p — 1)-matrix. Et oplagt induktionsar-
gument anvendt pa matricen o’ giver nu den gnskede omformning af o #

(3.7) KOROLLAR. Lad R vare et hovedidealomrade. Da kan enhver matrix a €
SLy(R) (dvs. kvadratisk, med determinant 1) skrives som et endeligt produkt af
matricer, der er elementsere eller specielle.
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Bewis. Ifglge seetningen (n = p) findes specielt matricer o, 7, der er endelige produkter
af elementeere eller specielle matricer, sa at car er en diagonalmatrix:

o1

Or

Da omformningen ikke sendrer determinanten, har denne matrix determinant 1. Fgl-
gelig er r = p og 01 - - -0, = 1. Heraf fglger, at hvert J; er en enhed i R, og sa kan vi
(eventuelt efter yderligere elementeere sgjleoperationer) antage, at oo = --- = d, = 1.
Men sa er jo ogsa 61 = 1, og o = 0~ '77! er nu en fremstilling af den gnskede art &

(3.8) Huvis der for et integritetsomrade R findes en funktion v : R — Z, som er
nedad begraenset og opfylder, at der for alle o, 8 € R med 3 # 0 findes A € R sa at

via = AB) <v(B),

sa er som bekendt R et hovedidealomrade.

For sadanne hovedidealomrader galder, at de specielle (raekke- og sgjle-) opera-
tioner kan erstattes af elementaere operationer. Denne skeerpelse af Ssetning (3.6)
kaldes ogsa:

ELEMENTARDIVISORSETNINGEN. Lad R vare et hovedidealomrade og antag, at der
i R findes en funktion v : R — Z med egenskaberne ovenfor. Da kan enhver matrix
a € Mat,, ,(R) ved hjeelp af elementzere (raekke- og sgjle-) operationer omformes til
en matrix:

01

hVOl"(51|(52,...,(5,«_1|(5,« ong%O

Bevis. Det er gjensynlig nok at vise, at den specielle sgjleoperation anvendt i Lemma
(3.5) kan erstattes af gentagne elementaere sgjleoperationer. Og det er netop det, der
foretages 1 Euklid’s velkendte algoritme ©

KOROLLAR. Under forudsaetningerne om R ovenfor gelder, at enhver matrix « i
SL,(R) kan skrives som et endeligt produkt af elementsere matricer.

Bevis. ©
Korollaret udtrykker, at den elementzere undergruppe E,(R) er hele gruppen
SLy(R). Alternativt kan siges at de elementeere matricer er et frembringersystem
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for gruppen SL,(R) [under de angivne forudsesetninger om R|. For p = 2 ser vi spe-
cielt, at gruppen SLs(R) er frembragt af matricerne <(1) i‘) og (i (1)), hvor A\ € R.
Idet

GH-0D6DED-0D6 D0 )

kan vi alternativt som frembringere bruge matricerne (? —01> og (é i‘), hvor A € R.

EKSEMPEL. For R = Z har funktionen ¢ — |¢| som bekendt den i (3.8) naevnte
egenskab. Saetningen og Korollaret gaelder altsa for matricer med hele koefficienter.

Da vi yderligere har:
1 ¢\ (1 1)\7
(0 1)—(0 1) , for g € Z,

folger det, at gruppen SLy(Z) er frembragt af de to matricer (é 1) og <(1) —01 ) )
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4. Basissaetningen.

(4.1) LeEMMA. Lad F vere en endeligt frembragt fri modul af rang n og lad

N C F vere en undermodul. Da findes en fri basis (vy,...,v,) for F og skalarer
01 | 02,...,0p—1 | dp, med p <mn, sa at (01v1,...,0,v,) er en fri basis for N.
Bevis. Lad (uq,...,u,) veere en fri basis for F. Ifplge Seetning (1.2) er undermodulen
N C F fri af en rang p < n, sa vi kan veelge en fri basis (wy,...,w,) for N. Da
(u1,...,u,) er en basis for F', findes en relation:

(w1,...,wp) = (u1,...,up)a, med a € Mat,, ,(R),

hvor j-te sgjle i o bestar af de koefficienter, der optreeder, nar w; skrives som R-
linearkombination af uq,...,u,. Ifslge Elementardivisorseetningen (3.6) findes spe-
cielt invertible matricer 0 € GL,(R) og 7 € GL,(R), sa at car har formen:

o1

oot = 5 , hvor 01| d2,...,0,—1 | dp.

Da o € GL,(R) er invertibel, folger det, at ogsa seettet (vy,...,v,) defineret ved
(1, .y 0p) = (u1,...,u,)0 " er en fri basis for F. Tilsvarende er (wy, ..., w,)T en
fri basis for N, og denne nye basis for N er:

(W, ..o wp)T = (ug, ... up)ar = (ug, . .., u,)o toar

= (v1,...,0p)0QT
= (511)1,. . .,5,4),«,0, . . ,0)

Her ma vi have r = p (altsa ingen 0’er), og (v1,...,v,) er derfor den sggte fri basis
for '

(4.2) BASISSETNINGEN.  Enhver endeligt frembragt R-modul M har en basis
(e1,...,en), endda med Ann(ey) O --- O Ann(e,).

BEMARKNING. Vi minder om, at elementer eq,...,e, € M er en basis, netop hvis
M er direkte sum af de cykliske moduler Rey, ..., Rey,:

M =Re1 ®---® Re,, hvore #0fori=1,...,n.

Disse cykliske moduler har formen R/(J;), hvor (hoved-)idealet (§;) er annullatoren
for Re;. Akvivalent kan Basissaetningen derfor formuleres: Enhver endeligt frembragt
R-modul er isomorf med en direkte sum:

R/(01) @ --- @ R/(bn),
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endda med 60y | 09, ...,0,-1 | 6, 0g 01 ikke en enhed.

Bevis for Basissatningen. Da M er endeligt frembragt, findes for passende n (f.eks. n =Jj
dim M) en fri modul F' af rang n og en surjektiv homomorfi : F' — M. Er N kernen
for denne homomorfi, sa er M ~ F/N. Ifplge Lemma (4.1) findes en basis for F,
altsa en isomorfi:

F~R®---®R

saledes at undermodulen N herved svarer til
N~Rs & - - ®R6,B0OD---®0, hvordy|dy,...,0p—1|0dp.
Tilfgjes eventuelt dpy1 = --- =9, = 0, har vi
N~ Ré & - D Ry,

og sa er gjensynlig
M~F/N~R/Ry & & R/Ro,.

Og fjernes her de eventuelle cykliske moduler, som er = (0) [svarende til §;’er, som

er enheder i R], har vi den gnskede fremstilling &

(4.3) BEMEARKNING. Hvis en modul M har en basis ey, ..., ey,:
M — Re; @ --- D Re,
svarende til en isomorfi:
M~R/(61)®- @ R/(6n)

med (9;) = Ann(e;), sa er e; torsionsfrit, netop nar §; = 0, og altsa et torsionselement,
netop nar §; # 0. Er M en torsionsfri modul er det sidste udelukket, og basen er
derfor en fri basis. Specielt fglger det, at Basisssetningen indeholder Saetning (2.3)
som specialtilfaelde.

I det almindelige tilfeelde kan vi ordne elementerne eq, ..., e, saledes at eq,..., ¢,
er torsionselementer og e,41,...,e, er torsionsfri, svarende til at dy,...,d, er # 0
08 Opt1,---,0n €r =0 (hvor 0 < p < n). For de tilsvarende undermoduler:

N :=Rei ©---® Re,, og K:=Rep1D - D Rey,.

har vi M = N & K. Undermodulen K er gjensynlig fri, og undermodulen N er netop
torsionsundermodulen M;,,. Det er nemlig klart, at N C My,,, idet f.eks. 1 ---9,
annullerer alle elementer i N, og er omvendt © € My, sa findes A # 0 i R med
Ar = 0. Skrives x =n+ k, hvor n € N og k € K, far vi 0 = Ax = An + Ak, og heraf
fglger, at Ak = 0. Da K er torsionsfri, er k =0, og altsa x =n € N.
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Af Seetning (2.5) fremgar nu, at antallet af torsionsfri elementer i basen, dvs.
rangen af K, faktisk er rangen af M. Specielt er dette antal entydigt bestemt. Et
tilsvarende resultat gaelder ikke for antallet af torsionselementer i en basis.

(4.4) I det folgende vil vi specielt interessere os for endeligt frembragte torsionsmo-
duler M. For en sadan giver Basissaetningen en basis ey, ..., e,, hvor

R D> Ann(ey) D --- D Ann(e,) D (0),
svarende til en isomorfi:
M~R/(61)® - ®R/(6n),

hvor (6;) = Ann(e;) og altsa 01 | d2,...,0n—-1 | 0n 0g O, # 0. Det er klart, at der for
hvert element x € M gaelder:

Ann(M) C Ann(x).

Specielt er altsa Ann(M) C Ann(e,,) = (6,,). Da §; | 0, for i < n, folger omvendt, at
0, annullerer ethvert e;, og dermed ogsa enhver linearkombination af e;’erne og altsa
hele M. Vi har derfor (6,,) € Ann(M), og altsa

Ann(M) = Ann(e,),

og har dermed vist fglgende:
KOROLLAR. Lad M vere en endelig frembragt torsionsmodul. Da findes et element
e € M, sa at

Ann(M) = Ann(e) &

DEFINITION.  Ligningen Ann(M) = Ann(e) er gjensynlig ensbetydende med at
der geelder: Ann(e) C Ann(z) for alle z € M. Et sadant element siges ogsa at
have minimal annullator. En frembringer for (hoved-)idealet Ann(M) kaldes ogsa et
manimalt element for M.

(4.5) EXSEMPEL. En endelig kommutativ gruppe M er som Z-modul naturligvis
en endeligt frembragt torsionsmodul, og Basissatningen giver for en sadan gruppe
en isomorfi:

M~Z/dZ& & Z/d,Z

af M pa en direkte sum af endelige cykliske grupper (endda med dy |da, . .., d,—1]|dy)
For z € M er ordenen af x netop den positive frembringer for idealet Ann(z) € Z.
Korollaret udsiger altsa, at der findes et element e € M, hvis orden er et multiplum af
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enhver anden ”elementorden”. Bemszerk, at denne orden, som jo er minimalt element
for M, er maksimal (mht. “<” og “|”) blandt alle ”elementordener”.

(4.6) SETNING. For hvert u # 01 R er den cykliske modul R/(u) en Jordan-Hélder
modul, hvis leengde er antallet r af primfaktorer i en primoplgsning p = my ... 7.

Bevis. Hvis § er divisor i g med pu'd = u, hvor i/ € R, sa er
Ry C RS C R.

Af Noethers 2. isomorfiseetning fglger, at RS svarer til en undermodul M’ = RS§/Rpu
i kvotienten M = R/Ru med M /M’ ~ R/RJ. Vi har gjensynlig en surjektiv hom-
omorfi fra R til M’ = Rd/Ru defineret ved \ — )\ = , og den har kernen Ry,
thi da p og dermed § er # 0, er Ad € Ru = Ry/6, hvis og kun hvis X\ € Ry/'.

Af p = /6 far vi saledes i M = R/(u) en keede:

(0)CM' C M med M' ~ R/(i') og M/M' ~ R/(9).

Ved induktion fas af 4 = my ..., en keede af leengde r 1 M = R/(u) med kvotienterne
R/(m;) for i =1,...,r. Er m;’erne primelementer, sa er (m;)’erne maximalidealer og
kvotienterne R/(m;) altsa simple moduler. Og sa er r = long/M &

(4.7) LeEmMMA. Lad (0) = My C --- C My = M vare en kade, og antag, at ji;
annullerer M;/M;_y fori=1,... k. Da vil p:= py - - - piy, annullere M.

Bevis. Lad x € M. Da py, annullerer M/Mjy_1, er x| = @, altsa urr € My _1q.
Induktivt fas derfor

pr = p1 - prg—1(prw) =0 M

SAETNING. Betragt for en R-modul M folgende betingelser:

(i) Modulen M er en endeligt frembragt torsionsmodul.
(ii) Der findes en kaede: (x) (0) = My C My C --- C My = M, med kvotienter
Mi/Mi—l ~ R/(/J,Z), hvor j2% % 0 fori= 1, .. .,k.
(iii) Modulen M er endeligt frembragt og der findes en skalar i # 0, der annullerer
M.
(iv) Modulen M har endelig lsengde.

Da geelder: (i) <= (ii) <= (iil) = (iv). Hvis R ikke er et legeme, er betingelsen
(iv) aekvivalent med de gvrige betingelser.

Bevis. (1)=(ii): Da M er endeligt frembragt, findes en kaede (*) med cykliske kvo-
tienter M;/M; 1 ~ R/(u;) for i = 1,...,k. Da M er en torsionsmodul, er ogsa
M;/M;_; en torsionsmodul, og sa er u; # 0.
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(ii)=-(iii): Omvendt sikrer en keede (x), at M er endeligt frembragt, og som u kan
vi ifglge lemma’et bruge p := p1 - - - k.

(iii)=-(i): Er trivielt.

(ii)=-(iv): Fglger umiddelbart af Sasetning (4.6).

(iv)=-(ii), nar R ikke er et legeme: I en Jordan-Holder kaede:

O0)=MyC M C---CM,=M

er kvotienterne simple, dvs. M;/M;_1 ~ R/(u;), hvor (p;) € R er et maksimalideal.
Da R ikke er et legeme, er p; # 0 #

(4.8) DEFINITION. Lad 7 € R veere et primelement. Et element z i en R-modul M
kaldes 7w-primert, hvis der findes et naturligt tal n, sa at

"x = 0.

Modulen M kaldes m-primer, hvis alle dens elementer er m-primaere. [Et element
i en modul kaldes primert, hvis det er m-primeert for et passende primelement 7.
Tilsvarende er en modul primer, hvis den er 7-primaer for et passende 7].

OBSERVATION. Hvis M er en w-primger modul, sa er alle M’s undermoduler og
kvotientmoduler ligeledes m-primeere.

(4.9) SETNING. Lad M vere en R-modul og antag, at p € R/{0} annullerer M.
Lad

Ny

_ n1
M_&jﬂ'l ...7TT

veere en primoplesning af p [hvor altsa e er en enhed og primelementerne m; og m;
ikke er associerede, nar i # j|. Seet

M;:={xeM|nx=0} fori=1,...,r

Da er M; en m;-primer undermodul af M og enhver primaer undermodul af M er
indeholdt i et af M;’erne. Endvidere er M direkte sum af M; erne:

M=M&---&M,.

Beuvis. At hvert M; er en undermodul fglger f.eks. af at M; er kernen for den R-linezere
afbildning x — 7""z. Det er klart, at M; er m;-primaer.

Lad x € M vere et m-primeert element, og seet Ann(z) = (). Med passende n er
m"x =0, sa « er divisor i m". Fglgelig er « associeret med en potens af 7, sa vi kan
antage, at Ann(z) = (7). Da pxz = 0, er 7" divisor i p = eny* ---wlr. Idet vi kan
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antage, at x # 0, og dermed at n > 1, folger det, at 7 er associeret med et m; og at
n < n;. Men sa er Ann(x) = (7") = (") og dermed
ng—n_mn

;o mixe =0,

n;

T =T
og altsa x € M;, hvor 7 er det entydigt bestemte index saledes at 7 er associeret med
;.

Vi mangler at vise, at M er direkte sum af M;’erne. Skriv:

; /’l’ n; — n; . .
o= pm", hvor p; = i emyt em i m g emy fora =1,
Da er pu;’erne primiske, sa der findes A\1,..., A\ € R, sa at

1:>\1N1+"'+)\rﬂ/r-
For hvert x € M har vi da fremstillingen:
xT= x4+ Az,

Her er m" (A\jpixz) = 0, da 7", = p og px = 0, og fremstillingen viser derfor, at
M =M+ -+ M,.
Og summen er direkte. Betragt nemlig en fremstilling:

O=z1+ -+ x,, hvor x; € M; fori=1,...,r
Nar j # 1, er W;Lj divisor i u; og folgelig er
il = 0, nar ¢ 7é j

Folgelig er
2= ) A = i = Y Nipix; = Aiji0 = 0
J J
for hvert i =1,...,r#
PRIMERBASISSETNING. Enhver endeligt frembragt torsionsmodul M over R har
en primeaer-basis, dvs. en basis, hvis elementer er primeere.

Bevis. Da M er en endeligt frembragt torsionsmodul, findes en skalar p # 0, der
annullerer M, jfr. Seetning (4.7). Af Seetning (4.9) fas nu en dekomposition M =
My & ---® M,, hvor M; er en m;-primeer undermodul for ¢ = 1,...,r. Vealg nu
ifplge Basisssetningen (4.2) i hver undermodul M; en basis (ngdvendigvis bestaende
af m;-primaere elementer). Da udggr de valgte elementer en primeer-basis for M &

BEMARKNING. Basissaetningen (4.2) udsiger, at enhver endeligt frembragt torsions-
modul er en direkte sum af cykliske moduler, dvs. moduler isomorfe med R/(J),
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hvor § # 0. Af ovenstaende Primeerbasissaetning folger, at de cykliske moduler kan
veelges primeere, dvs. isomorfe med R/(7n™), hvor 7 er et primelement i R. Hvis
p=myt - wrr annullerer modulen, kan de endda vaelges isomorfe med R/(7}"), hvor
n <n,;.

(4.11) Er M en endeligt frembragt torsionsmodul, findes ifglge Seetning (4.7) en
Jordan-Holder kaede

(0)=MyC M, C---C My=M.

Ifplge Holder’s Seetning afthsenger de simple kvotienter M;/M; 4 for i = 1,...,k pa
naer isomorfi og reekkefglge kun af modulen M (og ikke af den valgte kaede). Idealerne
Ann M;/M;_4 for i = 1,..., k athenger derfor (bortset fra raekkefplgen) kun af M.
Skrives Ann M;/M;_1 = (m;) for hvert i = 1,..., k, folger det, at elementet:

X =TTk

pa neer associering er entydigt bestemt ved M. Det har derfor mening, at indfgre
fglgende:

DEFINITION. Elementet x := m .- og dets associerede kaldes karakteristiske
elementer for den endeligt frembragte torsionsmodul M.

BEMARKNING.  Simple moduler er cykliske, sa at M;/M;_; har annullator (m;)
betyder, at M;/M;_q er isomorf med R/(m;). Da M;/M; 1 er simpel, er (m;) et
maksimalideal, og da m; # 0, er m; et primelement, og x = my -7 er derfor en
primoplgsning af det karakteristiske element x for M.

(4.12) SETNING. Lad C = R/(u) veaere en cyklisk R-modul, hvor u # 0. Da er u
karakteristisk element for C.

Bewvis. Lad p = my -+ - m, veere en primoplgsning af p. Af (beviset for) Saetning (4.6)
fremgar, at C' har en Jordan-Holder kaede med kvotienter R/(m;) for i =1,...,n. Og
sa er my - - - 7, karakteristisk element for C' &

(4.13) SETNING. Lad M vere en endeligt frembragt torsionsmodul over R. Hvis '
er karakteristisk element for en undermodul M' C M og x" er karakteristisk element
for kvotienten M/M’, sa er x' - X" karakteristisk element for M.

Bevis. Ganske som beviset for at longM’ + longM /M’ = longM ©

KOROLLAR. Lad M vaere en endeligt frembragt torsionsmodul. (1) Hvis (0) = My C
M; C---C My =M eren kaede i M og x; er karakteristisk element for kvotienten
M;/M;_ fori=1,... k, saer x := x1---xx karakteristisk element for M.
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(2) Hvis M = My & - - - & M, er en direkte sum og x; er karakteristisk element for
M; fori=1,...,k, saer x = x1--- Xk karakteristisk element for M.

Beuvis. Q

(4.14) SETNING. Lad M vare en endeligt frembragt torsionsmodul over R, og lad x
veere karakteristisk element for M. Da vil x annullere M. Lad o € R vaere minimalt
element for M, dvs. (o) = Ann(M). Da er « divisor i x, og o og x har de samme
primdivisorer.

Bevis. At x annullerer M fas umiddelbart af definitionen og Lemma (4.7). Altsa er
X € Ann(M) = («), dvs. « er divisor i x. Specielt er hver primdivisor i a (dvs.
hvert primelement, der er divisor i a)) ogsa divisor i x. Er omvendt x = 7y -+ -7,
sa er hver primdivisor i y associent med et af m;’erne. Her er (m;) = AnnM;/M; 4
annullator for en kvotient i en Jordan-Hoélder fglge for M, og da a annullerer M og
dermed ogsa M;/M;_1, er a € (m;), dvs. m; er divisor i v

(4.15) EKSEMPEL. Lad M veere en endelig kommutativ gruppe. Ud fra en Jordan—
Holder keaede:
(0)= My C My C - C My = M,

hvor M;/M;_1 ~ Z/(p;) og p; er et primtal for i = 1,..., k, bestemmes det karakte-
ristiske element for M som y := p; ...pg, jfr. Definition (4.11). Pa den anden side
geelder ifplge Lagrange’s indexsaetning:

M| = [Mj_1| - [My/Mpy_1| = --- = [My| - |Ma/My|-- - |My/Mp_1]
=P1-DP2° Pk

Ordenen |M| er altsa karakteristisk element for M. Lad « vere den maksimale
elementorden for M, jfr. Eksempel (4.5). Af Seetning (4.14) fas nu dels, at « er
divisor i |M| (og dermed, at enhver elementorden er divisor i |M|, men det er jo et
velkendt korollar til Lagrange’s index-szetning), dels folgende:

REsuLTAT. For hver primdivisor p i |M| har M et element af orden p.

Bewvis. Vi slutter nemlig, at p|a, sa pA = o med A € Z, og hvis e € M har orden «,
sa har Ae gjensynlig orden p &

(4.16) SETNING. Lad a € Mat,,(R) veere en kvadratisk matrix, sseet F' = R" og lad
N C F betegne undermodulen frembragt af sgjlerne aq,...,«a, i a. Da er folgende
betingelser ackvivalente:

(i) Kvotientmodulen F/N er en endeligt frembragt torsionsmodul.
(ii) Matricen o = (v, . . ., o) har determinant # 0.
(iii) Sgjlerne o, ..., a, er en fri basis for N.
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Er disse betingelser opfyldt, sa er det(«) karakteristisk element for F//N.

Bevis. Opfattes a som den linexre afbildning : ' — F bestemt ved x — ax, er
sgjlerne o, . .., a, billederne af den kanoniske basis for F' og N = «(F'). Betingelsen
(iii) er derfor sckvivalent med at a: ' — F er injektiv.

(ii)<(iii) er nu et generelt resultat om determinanter, idet R specielt er et integri-
tetsomrade.

(i)=(ii): Velg p # 0, som annullerer F/«a(F'), jfr. Seetning (4.7). Er e1,..., e,
den kanoniske basis for F' = R", sa er altsa ,u =01 F/a(F), og der findes derfor
Bi € F med pe; = a(f;) fori = 1,...,n. Er g : F — F bestemt ved matricen
B = (B1,--.,0n), sd er altsa

aff =
0 7

Heraf fas det(«) det(8) = p™ # 0, sa specielt er det(a) # 0.

(iii)=(i): Ifslge Lemma (4.1) findes en fri basis (vi,...,v,) for F, og skalarer
d1...,0p, € R sa at (61v1,...,0,vp) er en fri basis for N. Her er specielt §; # 0
fori=1,...,p, og da N ifglge forudssetningen specielt har rang n, er n = p. Det
folger nu, at F/N ~ R/(61)®---@® R/(dn), og specielt, at N er en endeligt frembragt
torsionsmodul.

For at vise seetningens sidste pastand bruges elementerne bestemt i ” (iii)=(i)”. Af
Saetning (4.12) og Korollar (4.13) folger, at x := 01 ... d,, er karakteristisk element for
F/N. Idet (e1,...,en) 0g (a1,...,ay) er baser for F' = R"™ og N, har vi ”basisskifte-
matricer” o,7 € GL,(R) bestemt ved:

(e1,...,en) = (v1,...,vp)0 08 (a1,...,05) = (0101, ..., 0,0,)T.
Idet v betegner matricen med sgjlerne v, ..., v, og d betegner diagonalmatricen med
elementerne 41, ..., J, i diagonalen (og 1 betegner enhedsmatricen), kan ligningerne

skrives:
l=wvo og «a=uviT

Heraf fas o = v67 = 0167 og dermed:
det(a) = det(o1) det(8) det(r) = det(o~7)x.

Da det(oc~!7) er en enhed, er det(a) associeret med ¥, og folgelig er ogsa det(c)
karakteristisk element for F'/N &

EKSEMPEL. Nar R = Z, gaelder under saetningens betingelser, at F'//N er en endelig
kommutativ gruppe af orden |F/N| = | det(«a)|, jfr. Eksempel (4.15).
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5. Endomorfier i vektorrum.

(5.1) JORDAN’S NORMALFORM. Lad V vare et endelig dimensionalt vektorrum
over C og lad ¢ : V — V vaere en C-linezer endomorfi. Da findes en basis for V,
hvori ¢ beskrives ved en Jordan-matriz, dvs. en blokmatrix:

a1
%)

Qr

med kvadratiske blokke «; langs diagonalen og 0’er udenfor og hvor de kvadratiske
blokke langs diagonalen har formen:

Al
Al
A ,  hvor \ € C.
’ 1
A
BEMARKNING. De simpleste sadanne blokke er 1 x 1-matricen (\), 2 X 2-matricen
A10
(6\ i) og 3 X 3-matricen (0 A 1).
00 A

(5.2) Idet folgende viser vi, at ssetningen om Jordan’s normalform er en konsekvens
af Basissaetningen (4.2) og (4.10). Vi betragter vektorrum V over et vilkarligt legeme
L og minder om, at polynomiumsringen L[X] er et hovedidealomrade.

Lad ¢ : V — V veere en L-lineger endomorfi. Er (eq, ..., e,) en given basis for V,
kan hver vektor v € V skrives som linearkombination:

(x) v=wvie; + -+ vpey

med entydigt bestemte koefficienter v; € L for : =1,...,n.
Seettet bestaende af de n koefficienter er vektorens koordinatset mht. den givne
basis. Vi vil altid skrive seettet som sgjle, og vi betegner det
U1
V= e L".
= .

Bemeerk, at sammenhangen mellem vektoren v og dens koordinatseet v, dvs. lignin-
gen (x), bekvemt kan skrives: B

(k%) v =(e1,...,en)V [Kort:vzeg].
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Ved matricen hgrende til endomorfien ¢ mht. den givne basis forstas den matrix
¢ € Mat,, (L), hvori den i-te sgjle o; er koordinatszettet for billedet ¢(e;) af den i-te
basisvektor. Vi har altsa: B

olei) = (e1,....en)pi,  fori=1,...,n, dvs,

(0(€)s - plen)) = (er,. .. en)p  [Kort: p(e) = ey].

Heraf fglger, at matricen ¢ beskriver endomorfien ¢ : V' — V' i den forstand, at der
for enhver vektor v € V' geelder:

thi da ¢ er lineser og derfor bevarer linearkombinationer fas:

p(v) = p((e1,...,en)v) = (ple1), ..., p(en))v
= [(eq,- ..,en)g]g = (e1,...,en)[pv].

Bemzerk, at i betegnelserne v og ¢ er den givne basis (ey, . . ., e,) underforstaet. Hvis
der for en matrix a € Mat,, (L) eksisterer en basis for V' mht. hvilken ¢ = «, siger
vi, at ¢ kan beskrives ved « eller at a hgrer til . B

OBSERVATION. Hvis der til endomorfien ¢ : V' — V mbht. en given basis (e, ..., e,)
hgrer matricen ¢ i Mat, (L), sa er de gvrige matricer, der hgrer til ¢, netop de
matricer, der er reguleer-sekvivalente med ¢, dvs. har formen

0_1g£0 med o € GL,(L).

(5.3) OVERSETTELSE. Par (V| ) bestaende af et vektorrum V over L og en L-
linezer endomorfi ¢ : V' — V svarer bijektivt til moduler V' over polynomiumsringen
L[X], ved hjelp af folgende “oversattelse”:

Polynomiumsringen L[X] omfatter L som delringen L C L[X] bestaende af kon-
stanter. En L[ X]-modul V kan derfor specielt opfattes som L-modul, dvs. som vektor-
rum over L (som sadan kaldes det ogsa modulens underliggende vektorrum). Videre
er homotetien Xy : V' — V, dvs. afbildningen v — X.v, en L[X]-lineser afbildning
og dermed specielt en L-lineser endomorfi i det underliggende vektorrum.

Er der omvendt givet en L-lineser endomorfi ¢ i et vektorrum V', sa kan V' entydigt
organiseres som L[X]-modul med V' som underliggende vektorrum og med Xy = ¢.
For en sadan struktur pa ¥V ma vi jo have X.v = ¢(v) og X"™.v = ¢"(v) (induktivt:
Xty = X" (X.0) = " (p(v)) = ¢" T (v)) og dermed generelt:

(*) (CLO + CLlX + -+ aan)'U = agv + a“O(U) +e an<pn<1]).

Og omvendt definerer denne ligning en sadan struktur pa V' som L[X]-modul. Vi
betegner denne L[X]-modul (V, ), eller blot V', nar misforstaelser er udelukket.
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(5.4) OBSERVATION 1. Undermodulerne i L[X]-modulen (V,¢) er netop de un-
derrum W C V', som er p-invariante, thi en undergruppe W C V er et p-invariant
underrum, netop nar der gaelder:

(1) aw € W og p(w) € W for allea € L og w € W,
og en L[X]-undermodul, netop nar der gelder:
(2) fweWforalle f=ay+a X+ +a,X" € L[X] ogwe W.

Da L C L[X] og ¢(w) = X.w, er det klart, at (2)=(1). Omvendt fplger det let af
ligningen (x) ovenfor, at (1)=-(2).

OBSERVATION 2. Er U og V vektorrum over L med endomorfier ¢ : U — U og ¢ :
V — V, sa er en afbildning
o:U—=V

en L[ X]-lineaer afbildning : (U, ¢) — (V, ¢), netop nar den er L-lineser og oo1) = poo.
Dette indses ganske som ovenfor, idet o(i(u)) = ¢(o(u)) blot udtrykker, at
o(Xu)=X.o(u) foruelU.

(5.5) DEFINITION. Hvis en L[ X]-modul V er endelig dimensional (som vektorrum)
siges matricerne hgrende til endomorfien Xy = ¢ ogsa at hgre til modulen V eller at
kunne beskrive modulen V.

SETNING. Endelig dimensionale L|X]|-moduler V' og W er isomorfe, hvis og kun
hvis de kan beskrives ved regulaer-akvivalente matricer (og dermed ogsa ved samme
matrix).

Bevis. ”kun hvis”: Szt ¢ := Xy og ¢ := Xw. Lad 0 : V. — W veere en L[X]-
isomorfi. Da er o en L-isomorfi og 0 0 p =1 oo. Lad (ey,...,e,) vare en basis for
V og lad a € Mat,, (L) veere den tilhgrende matrix for ¢, dvs.

(%) (pler),...,olem)) = (e1,...,em)a.

Saet e, := o(e;) for i = 1,...,n, og anvend afbildningen o pa de to sider af (x). Da
o(p(el)) =v(o(e;)) =(e;) fori=1,...,n, fas:

(W(el), - (€)= (€1, .. )
Da o er en L-ismorfi, er (¢),...,¢e}) en basis for W, og den fundne ligning udsiger
netop, at a er matricen hgrende til ¢» mht. denne basis.

”hvis”: Hvis ¢ og ¢ kan beskrives ved reguleer-sekvivalente matricer, kan de, jfr.
Observation (5.2), ogsa beskrives ved samme matrix. Antag derfor, at matricen « i



MAT 2 AL PID 24
26. november 1987

Mat,, (L) beskriver ¢ mht. basen (eq,...,e,) for V og 1) mht. basen (e}, ...,e],) for
W. Da er

(pler),...,p(en)) = (e1,...,en)a oOg
((e1), .- ¥(ey)) = (€1, ..., e )

Lad 0 : V. — W veere L-isomorfien bestemt ved o(e;) = e} for i = 1,...,n. Da finder
vi:

o(p(e)) =ol(er,...,en)a;) = (e, ..., el)a;

= 9(e;) = Y(o(eq)).

Ligningen o(¢(v)) = (o (v)) geelder altsa nar v = e; er en basisvektor og dermed for
enhver vektor v € V. Ogsaer o : V — W en L[X]-lineser isomorfi #

(5.6) EKSEMPEL. Lad f = X"+ a1 X" ! + -+ ap € L[X] veere et normeret
polynomium. En L[X]-modul V er isomorf med kvotientmodulen L[X]/(f), hvis og
kun hvis modulen V kan beskrives ved matricen:

00 ... 0 —ag
10 ... 0 —ay
01 ... 0 —as ,
0 0 ... 1 —Qp—1

thi ifglge Struktursasetningen for polynomiumskvotienter udggr sekvivalensklasserne:

— — R n—1
€0 .—, €1 .—,..., En—1 :— X

en L-basis for kvotienten V = L[X]/(f). Vi finder:

X.GQ :X.::el,

Xep1=X/ X" =|X"=|-ap—a1 X — - —a, 1 X"}

=—ag1]- o[ X] = —an [ X

= —ap€p —a1€1 — - —aAp—-1€6n—1,
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og det betyder netop, at Xy mht. basen (eg,...,e,_1) beskrives ved den angivne
matrix.

(5.7) ExkSEMPEL. Lad A € L og lad n € N. En L[X]-modul V er isomorf med
kvotientmodulen L[X]/((X — A)™), hvis og kun hvis den kan beskrives ved n x n-
matricen

Al
Al
A ,
|
A

thi blandt polynomierne (X — \)® for i = 0,...,n — 1 findes netop ét af enhver
grad < n — 1. Heraf fglger, at disse polynomier udggr en basis for vektorrummet af
polynomier af grad < n — 1, og dermed, at deres sekvivalensklasser:

€0 ::,61 =X = A yeeoyEn_1 1= (X—)\)n_l

udger en L-basis for kvotienten V' = L[X]/((X — A)™). Vi finder:

(X =XNei = (X =N [ (X =N =] (X =N =

{ €it1, néri<n—1,

0, nar i =n — 1,

og dermed:

Ae; +ei 1, mari<n-—l1.
X.ei = )\61 +(X—)\).€i = { i

Aen_1, nar i =n — 1.

Og det betyder netop, at Xy mht. basen (e,,_1, ..., e1,eq) beskrives ved den angivne
matrix.

(5.8) SETNING. Lad V veaere en L[X|-modul, endelig dimensional som vektorrum,
og lad ¢ := Xy vere den tilhgrende endomorfi i vektorrummet V. Lad W C V
veere en L[ X ]-undermodul. Hvis undermodulen W kan beskrives ved matricen o og
kvotientmodulen V/W kan beskrives ved matricen vy, sa kan modulen V beskrives
ved en blokmatrix af formen:
a 7
(0 v)'

Bevis. Lad ¢g := Xy betegne ¢’s restriktion til det ¢-invariante underrum W, og
lad 1 := Xy w betegne den tilhgrende endomorfi i kvotienten V/W. Antag, at o
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beskriver ¢y mht. basen (eq, ..., e,) for W og at v beskriver ¢) mht. basen (e, ...,e.)

’ s

for V/W. Velg vektorer e, y1,...,e.45 1 V, hvis sekvivalensklasser (modulo W) er:
:e; fori=1,...,s.
Daer (e1,...,€r,€r11,-..,6r+5) €n basis for V, og heri beskrives ¢ ved en matrix af

den angivne form ©

BEMARKNING 1. Omvendt ses, at hvis en L[X]-modul V mht. en basis (e, ..., e,)
beskrives ved en blokmatrix af formen:

a 7
0 ~)’
hvor « er en r X r-matrix, sa er underrrummet W frembragt af de forste r basisvektorer

e-invariant, og « beskriver L[X]-undermodulen W og v beskriver kvotientmodulen

V/W.

BEMAEARKNING 2. Ved induktion ses, at det at sgge en endomorfi o : V. — V
beskrevet ved en blokmatrix af formen:

aq ? . ?
0 Qo ... ?
0 0 o O
hvor ag,...,ay er kvadratiske blokke langs diagonalen og matricen har 0’er under

disse blokke, svarer til at sgge kaeder:
0)=VwCWc  --CVpy=V

af p-invariante underrum, dvs. undermoduler i (V, ), saledes at «; hgrer til kvoti-
enten V;/V;_1 fori=1,... k.

(5.9) SETNING. Lad Vi,..., V) veere L[ X]-moduler, sa at matricen «; hgrer til V;
fori =1,..., k. Dakan den direkte sumV = Vi ®---®V}, beskrives ved blokmatricen:

aq 0 0
0 Qo ... 0
0 0 e O

der har kvadratiske blokke langs diagonalen og 0’er udenfor.

Bevis. Ganske som beviset i (5.8) ©
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(5.10) DEFINITION. Lad ¢ veere en endomorfi i vektorrummet V' og lad (V)
betegne den tilhgrende L[X]-modul. Af definitionen i (5.3)(*) fremgar, at for et
polynomium:

f=a+u X+ +a, X" € LIX]

er homoteti med f i L[X]-modulen (V, ¢) atbildningen:
v fo=agv+arp() + -+ anp™(v).
Homoteti med f er saledes endomorfien:
aply +arp+ -+ ape” € Endp (V).

Den siges at fremkomme ved indsettelse af ¢ i polynomiet f, og den betegnes f(¢).

Det ses, at f € L[X] annullerer L[X]-modulen (V,y), netop nar f(y¢) er nul-
endomorfien, dvs. netop nar f(¢) =0 € Endr(V). Er dette tilfecldet, siges endom-
orfien ¢ af vere rod i polynomiet f.

(5.11) SETNING. Lad ¢ vere en endomorfi i et vektorrum V. Da er fplgende
betingelser ackvivalente:

(i) Vektorrummet V er endelig dimensionalt.
(ii) L[X]-modulen (V,¢) har endelig lzengde.
(iii) L[X]-modulen (V, ) er endeligt frembragt, og der findes et polynomium f # 0
i L[X], hvori ¢ er rod.

Bewvis. (i)=-(ii), thi undermodulerne i (V, ) er specielt underrum i vektorrummet
V og folgelig er long (V, ¢) < dim V.
(ii)=(i): Hvis (V, ¢) har endelig lzengde, sa findes i V en kaede:

0O=VCWc - - CWV=V

bestaende af L[X]-undermoduler V;, saledes at kvotienterne V;/V;_1 er simple L[X]-
moduler. Det er derfor nok at vise pastanden for en simpel L[X]-modul. Og en
simpel L[X]-modul er isomorf med en kvotientmodul L[X]/M, hvor M C L[X] er
et maksimalideal. Specielt er M # (0), og sa er M et hovedideal frembragt af et
normeret polynomium. Af Struktursaetningen for polynomiumskvotient fglger derfor,
at kvotienten er endelig dimensional som vektorrum over L.

(ii)<(iii): At ¢ er rod i et polynomium f € L[X] betyder, at f annullerer L[X]-
modulen (V, ¢). Pastanden fglger derfor af de generelle resultater om torsionsmoduler
i Seetning (4.7).

(5.12) Lad idet fglgende ¢ betegne en endomorfi i et endelig dimensionalt vektorrum
V. Polynomierne i L[X], der har ¢ som rod, udggr da et ideal, nemlig annullatoren
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for L[X]-modulen (V, ¢). Ifglge Seetning (5.11) er dette ideal # (0), og det er derfor
et hovedideal frembragt af et polynomium # 0. Blandt frembringerne findes netop
ét normeret polynomium.

DEFINITION. Det normerede polynomium i L[X], der frembringer idealet af polyno-
mier, hvori ¢ er rod, kaldes det minimale polynomium for endomorfien ¢ og betegnes
fe-

Definitionen udsiger altsa, at f, € L[X] er et normeret polynomium med ¢ som
rod og at f, er divisor i ethvert polynomium, der har ¢ som rod.

(5.13) Lad « veere en matrix hgrende til endomorfien ¢. Matricen X1 — « har

1 X
da koefficienter i L[X] (X1 betegner matricen X ( ) = < )) og dens
determinant: 1 X

Xao = det(X1 — )

er derfor et polynomium, gjensynlig normeret. Polynomiet x,, er, eventuelt bortset
fra fortegnet +1, det ssedvanlige karakteristiske polynomium for matricen a. Hvis
ogsa matricen 8 hgrer til ¢, sa er B = o0~ 'ao, hvor matricen o er invertibel, jfr.
Observation (5.2). Det folger, at det(c~!)det(c) = det(1) = 1, og da matricen X1
kommuterer med enhver matrix, har vi, at

X1-B=0 ' X1)o-pB=01X1)o -0 tac =01 (X1 - a)o og folgelig:
xp = det(X1 — B) = det(c 1) det(X1 — ) det(0) = Xa-

Matricen § har altsa samme karakteristiske polynomium som matricen «. Vi kan
derfor indfgre folgende:

DEFINITION. Det normerede polynomium det(X1 — «) € L[X] defineret ud fra en
matrix a hgrende til ¢ kaldes det karakteristiske polynomium for endomorfien ¢ og
betegnes x.,.

SETNING. For en endomorfi ¢ i et endeligt dimensionalt vektorrum V gaelder:
Det minimale polynomium f, er minimalt element for L[X]-modulen (V,¢). Det
karakteristiske polynomium ., er karakteristisk element for L[X]-modulen (V, ).
Begge polynomier er normerede.

Bewvis. Annullatoren for (V, ¢) bestar af de polynomier f, for hvilke homoteti med f
er nul, altsa (jfr. Definition (5.10)) netop af de polynomier, der har ¢ som rod. Af
Definition (5.12) fremgar derfor, at f, er (den normerede) frembringer for annulatoren
for (V, ). Den forste pastand folger derfor af definitionen pa minimalt element for
en modul.

For at vise den anden pastand bemaerker vi, at V' som L[X]-modul har en kade
af undermoduler:

0)=VcCcWvic---CVp=V,
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hvor kvotienterne V;/V;_; er cykliske L[ X]-moduler for i = 1,..., k. Hvis matricen
a; hgrer til V;/V;_1, sa herer til V' en blokmatrix « af formen:

a1 ? ?
0 (5] ?

o = 5
0 0 e Qg

jfr. Bemeerkning 2 (5.8), og en let determinant udregning giver, at xo = Xa; ** * Xay -
Pa den anden side geelder ifglge Korollar 1 (4.13), at hvis x; er karakteristisk element
for V;/V;_1, sa er x1---xx karakteristisk element for V. Det er derfor nok at vise
pastanden under forudssetning af, at V er cyklisk som L[X]-modul. Vi kan derfor
antage, at V er en kvotient L[X]/(f), hvor f er et normeret polynomium

f=X"+a, 1 X" '+ +ag€L[X]

Af Seetning (4.12) fremgar nu, at f er karakteristisk element for L[X]-modulen V,
altsa at f = x,. Pa den anden side kan V' beskrives ved den i Eksempel (5.6) angivne
matrix. Det er derfor nok at vise, at denne matrix har karakteristisk polynomium f,
altsa at

X 0 0 ap

—1 X 0 al

0o -1 . : = X"+ a, 1 X" 14+ +ap.
. . X Ap—2

0 0O ... -1 X+a,

Og det ses let ved induktion efter n ved at udvikle determinanten efter fgrste rackke.
Den sidste pa stand er en umiddlelbar fglge af definitionerne pa de to polynomier é

(5.14) HAMILTON-CAYLEY’S SETNING. Endomorfien ¢ er rod i sit karakteristiske
polynomium x,. Det minimale polynomium f, er divisor i x, og de to polynomier
har de samme primdivisorer.

Bevis. Under brug af den foregaende saetning er dette netop indholdet af Saetning

(4.14) &

OBSERVATION.  Det karakteristiske polynomium yx, har gjensynlig graden dimV/,
idet ¢ beskrives ved en n X n-matrix, hvor n = dim V. Det minimale polynomium
har derfor grad < dimV.

A
EKSEMPEL. (1) n X m-matricen < ), hvor A € L, beskriver gjensynlig ho-
A

motetien v — Av. Dens karakteristiske polynomium er (X — \)” og det minimale
polynomium er gjensynlig X — .
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1 .
(2) n X n-matricen o = A , hvor \ € L, har ogsa karakteristisk poly-
-
A
nomium (X — A)", sa det minimale polynomium er divisor heri og dermed af formen

(X — N)¥, hvor k < n. Matricen a — A1 er matricen:

0 1
0 1
0o . ,
|
0

der har 1’er pa “skralinien” hvor j —¢ = 1 og 0’er udenfor, og ved udregning ses, at
matricen (o — A1)¥ er en tilsvarende matrix med 1’er pa “skralinien”, hvor j —i = k
og 0’er udenfor. Matricen « er derfor forst rod i polynomiet (X — \)¥, nar k = n, sa
det minimale polynomium er ogsa (X — A)™.

(5.15) Et element A\ € L kaldes som bekendt en egenverdi for ¢, hvis der i V' findes
en til A hgrende egenvektor v # 0, dvs. en vektor v € V' \ {0}, saledes at

o(v) = Av.
Opfattes V' som L[X]-modul, er betingelsen ackvivalent med fglgende:
Annv = (X — ),

thi at Annv O (X —\), er ensbetydende med at X —\ annullerer v, dvs. ensbetydende
med at p(v) —Av =0, og da (X — ) C L[X] er et maximalideal, geelder der her ”=",
netop nar v # 0.

SAETNING. For en skalar A € L er folgende betingelser s&ekvivalente:

(i) Skalaren A er egenveerdi for endomorfien .
(ii) Skalaren X er rod i det minimale polynomium f,.
(iii) Skalaren A er rod i det karakteristiske polynomium x.,.

Bevis. Et polynomium f i L[X] har som bekendt A € L som rod, netop nar (det
irreducible forstegradspolynom) X — A er divisor i f. Af Hamilton-Cayley’s Seetning
(5.14) folger derfor straks, at (ii)<(iii).

(i)=(ii): Antag, at v # 0 er egenvektor hgrende til A, altsa at Annv = (X — ). Da
[, annuller enhver vektor, er f, € (X — ), sa X — X er divisor i f,.

(ii)=(i): Hvis X — X er divisor i f,, kan vi skrive f, = (X — X)g, hvor g € L[X].
Specielt ses, at g ¢ (f,), og da (f,) er annullator for L[X]-modulen V, findes der
derfor en vektor w € V, sa at v := g.w # 0. Og da

(X =Nv=(X-ANgw=f,w=0,
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er v en egenvektor hgrende til ¢ #

(5.16) HOVEDSAETNING. For en endomorfi ¢ i et endelig dimensionalt vektorrum V
over L er fplgende betingelser ackvivalente:

(i) Endomorfien ¢ kan beskrives ved en Jordan-matrix, jfr. (5.1).
) Endomorfien ¢ kan beskrives ved en gvre trekantsmatrix.
(iii) Det karakteristiske polynomium x, er et produkt:

Xe=(X—=X)---(X=X,), hvor\;eLfori=1,...,n,

af forstegradspolynomier.
(iv) Det minimale polynomium f, er et produkt:

fo=(X—=X)---(X—=Xs), hvor\;eLfori=1,...,s,
af forstegradspolynomier.

Bewvis. (i)=-(ii), thi en Jordan-matrix er specielt en gvre trekantsmatrix.
(ii)=-(iii), thi det karakteristiske polynomium for en gvre trekantsmatrix er gjensyn-
lig (X — A1) (X —A\p), hvor Aq,..., A\, er elementerne i diagonalen.
(iii)=(iv) ifplge Hamilton-Cayley’s Szetning (5.14).
(iv)=-(i): Af Primser-basissaetningen (4.10) folger, at V som L[X]-modul er en di-
rekte sum:

V=& - oV,

hvor hver af undermodulerne Vj for j = 1,...,k er cyklisk og isomorf med en kvoti-
entmodul af formen L[X]/(p™), hvor p € L[X] er et primelement, dvs. et irreducibelt
polynomium, som vi kan antage er normeret. Da f, annullerer V' og dermed under-
modulen Vj, er p" divisor i f,.

Af forudsaetningen om f, fglger derfor, at p har formen p = X — XA med X €
{A1,...,As}. Undermodulen V; er altsa isomorf med en kvotientmodul af formen
L[X]/((X—=A)"). Af Eksempel (5.7) fplger derfor, at undermodulen V; kan beskrives
ved en matrix af formen

Den direkte sum V = Vi & --- @& V,, kan derfor beskrives ved en Jordan-matrix,
jfr. Seetning (5.9) &

TIiLF@IJELSE. Endomorfien ¢ kan beskrives ved en diagonalmatrix, hvis og kun hvis
det minimale polynomium f, er et produkt f, = (X — A1) --- (X — Ag), hvor A\; € L
fori=1,...,s, af forskellige forstegradspolynomier.
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Bevis. ”hvis”: Med betegnelserne fra beviset ovenfor er V; isomorf med en modul
af formen L[X]/(p"), hvor p™ er divisor i f, og p = X —A. Men sa ma vi have n = 1,
og hvert V; beskrives derfor ved en 1 x 1-matrix.

”kun hvis”: Hvis a er en diagonalmatrix og A1,...,A\s € L betegner de forskel-
lige elemeneter i diagonalen, sa er matrix-produktet (o — A11) -+ (o — Ag1) lig med
nulmatricen [idet diagonalmatricer som bekendt multipliceres ved at multiplicere til-
svarende diagonalelementer]|. Hvis endomorfien ¢ kan beskrives ved «, er ¢ derfor
rod i polynomiet (X — Aj)---(X — A;) og det minimale polynomium f, er derfor
divisor heri &

(5.17) Algebraens fundamentalszetning udsiger som bekendt, at hvert normeret
polynomium f € C[X] kan skrives som produkt:

=X -=X) - (X—=Xs), hvor \;eCforj=1,...,s.

For L = C indeholder Hovedsaetning (5.16) derfor Seetning (5.1) om Jordan’s nor-
malform.

For normerede polynomier f med reelle koefficienter, f € R[X], medfgrer algebra-
ens fundamentalsesetning, at f kan skrives som et produkt:

(x) f=p1-pe,

hvor de reelle polynomier p; for k = 1,...,¢ enten er fgrstegradspolynomier p; =
X — X, hvor X € R, eller andengradspolynomier py = (X — a)? + b2, hvor a € R og
b€ R\ {0}, uden reelle rgdder. I C[X] har vi nemlig fremstillingen:

(x%) f=(X—=X\)--(X—=Xg), hvor\;eCforj=1,...,s,

og herudfra fas ved komplex konjugering (idet jo f = f), at

Da fremstillingen (xx) er entydig bortset fra permutation af faktorerne, ses, at for
hver ikke-reel faktor X — A, hvor A = a +ib med a € R og b € R\ {0}, i (*x)
forekommer ogsa faktoren X — X\ i (), endda det samme antal gange. De ikke-reelle
faktorer i (#*) kan derfor to og to multipliceres sammen til

(X=X -N=(X—-a—ib)(X —a+ib) = (X —a)?+
og sa fas fremstillingen (x).

Det folger, at de normerede, irreducible polynomier (dvs. primelementer) i R[X]
er polynomierne X — \, hvor A € R, og (X —a)? + b, hvor a € Rog b € R\ {0}.
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(5.18) SETNING. Lad V vare et endelig dimensionalt vektorrum over R og lad
¢ : V= V vare en R-linezr endomorfi. Da kan ¢ beskrives ved en blokmatrix:
an
a2

o'
med kvadratiske blokke «; langs diagonalen og 0’er udenfor og hvor de kvadratiske
blokke langs diagonalen har formen:

Al €
Al €

(1) A , hvor A € C, eller (2) woo :
1 .', €
A u

hvor 1 og € er 2 x 2-matricer af formen:

(a b . (0 0
=\ a & =1 o
med a € R ogbe R\ {0}.

Beuvis. Ifplge Primeer-basisseetningen (4.10) er V' som R[X]-modul en direkte sum
af moduler af formen [X]/(p™), hvor p er et primelement i R[X]|. Det er derfor
nok at vise for et sadant primelement p, som vi kan antage er normeret, at R[X]-
modulen V' = R[X]/(p") kan beskrives ved en matrix af en af de anfgrte to typer.
Hvis p = X — A\, hvor A € R, har vi vist i Eksempel (5.7), at Xy kan beskrives
ved en matrix af den forste type. Antag derfor, at p = (X — a)? + b2, hvor a € R
og b € R\ {0}. Blandt de 2n polynomier: %p’ og &2-%p’ for i = 0,...,n — 1
findes netop ét af hver grad < 2n — 1, og disse polynomier udggr derfor en basis for
vektorrummet af polynomier af grad < 2n — 1. Da polynomiet p” har grad 2n, vil
aekvivalensklasserne:

1 . 1 X —a .
€9; 1= gp’ 0g €2i41;= D apl fort=0,...,n—1
derfor udggr en R-basis for kvotienten V' = R[X]/(p™). Vi finder:
X —
2 a.egizegi_’_l fort=0,...,n—1, og dermed
X —a)?
(X —a).e2i1 = (T)f?i
{621'_,_2—[)622', fori:O,...,n—2,
= —.e2; — bey; = .
b —beoy,_a, nari=mn—1,
og det betyder netop, at Xy mht. basen (es,_1,...,€1,€9) beskrives ved en matrix

af den anden type &
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4. Oversigt over de grundleggende egenskaber ved de hele
tal.

(4.1) BESKRIVELSE. Systemet af hele tal er en (additivt skrevet) kommutativ gruppe
(Z,+) (ogsa betegnet Z™1), der indeholder de naturlige tal N som en stabil delmaeng-
de. Det neutrale element i gruppen (Z, +) kaldes nul og betegnes 0. Ethvert helt tal
p € Z kan skrives som en differens

p=a—s (=a+(—s)
mellem naturlige tal a,s € N.

(4.2) POTENSER. For et element a i en gruppe (G,-) med neutralt element e
defineres potenser med hel eksponent p € Z,

a?’ € G,
som en udvidelse af potens med naturlig eksponent, og saledes at a® = e og a™" =
(a")~1.
[For en (kommutativ) additivt skrevet gruppe (G, +) bruges betegnelsen
pa € G
for den p’te potens af a for p € Z.]
(4.3) FUNDAMENTALE STRUKTURER. Udover den givne addition i Z er multi-
plikation i Z kompositionen (p, q) — p - ¢ defineret ved
p-q:=pq = p’te potens af ¢ i gruppen (Z, +),

og relationen "mindre end” i Z, betegnet <, er defineret ved

DEF
p<q < q—peN.

(4.4) REGNEREGLER. Strukturerne ovenfor udvider de tilsvarende strukturer pa
delmangden N, og (Z,+,-,<) er en kommutativ ordnet ring, med 1 € N som et-
element, hvis positive elementer er de naturlige tal: N =7 .

(4.5) POTENSREGLER. For elementer a og b i en gruppe G og hele tal p og q gaelder

1. potensregel: aPT? = aPq? [(p+ q)a = pa + qal
2. potensregel:  aP? = (aP)? [(pq)a = p(qa)]
3. potensregel: (ab)? = aPb?, nar ab=ba [p(a+b) = pa + pb].
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(4.6) POTENSSETNING. Lad der veere givet en gruppe (G,-) og et element a €
G. Da findes netop en homomorfi : (Z,+) — (G,-), som afbilder 1 — a, nemlig
afbildningen p — aP.

(4.7) ORDNINGSSETNING. Enhver ikke-tom, nedad begraenset delmsengde P C Z
har et mindste element. Enhver ikke-tom, opad begranset delmangde () C Z har et
stagrste element.
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5. Yderligere egenskaber ved de hele tal.

(5.1) SAETNING OM DEN KANONISKE RINGHOMOMORFI. For enhver ring A findes
netop én ringhomomorfi : Z — A, nemlig afbildningen

p > pla (= p’te potens af 1, i gruppen (A, +)).

Bevis. En ringhomomorfi skal afbilde 1 — 14, og da den skal bevare addition, er den
eneste mulighed afbildningen

p > pla,

der er en homomorfi : (Z,+) — (A, +), jfr. Potenssaetningen. Det er derfor nok at
vise, at denne afbildning ogsa bevarer multiplikation, altsa at

(rg)1a = (p1a)(qla).

Betragt hertil for et fast ¢ € Z de to sider som afbildningerne : Z — A givet ved

pr (pg)la  og  p (pla)(gqla).

Da de begge er homomorfier : (Z,+) — (A, +) [hvorfor?], er det ifplge Potenssaet-
ningen nok at indse, at de stemmer overens for p = 1. Og det er klart &

(5.2) EXKSEMPEL. ENDOMORFIRING. Lad (M, +) veere en (additivt skrevet) kom-
mutativ gruppe. Endomorfiringen for M, betegnet End (M), er da maengden af
homomorfier ¢ : (M,+) — (M,+), organiseret ved saedvanlig addition [Summen
¢ + 1 er altsa afbildningen x — ¢(z) + ()] og sammensaetning som multiplikation
[Produktet ¢ o v er altsa afbildningen = — ¢(¢(z))]. Herved er End (M) en ring
[nul-elementet er den konstante afbildning x +— 0, og et-elementet er den identiske
afbildning x — x].
Det er let at se, at den kanoniske ringhomomorfi : Z — End (M) er givet ved

p— [z — pzl,

jfr. de tre Potensregler.

(5.3) SETNING. I ringen (Z,+,-) geelder nul-reglen, og for hvert naturligt tal n er

/—’n%
1+---+1#0.

Bewis. Dette geelder generelt for ordnede ringe (# 0), og indses saledes:

Nulreglen udsiger, at nar p # 0 og g # 0 er hele tal, sa er ogsa pq # 0. Vi kan antage,
at 0 < p og 0 < ¢ [hvorfor?], altsa at p,q € Z, = N, men sa er ogsa pq € Z, altsa
specielt pq # 0.
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n

. o * .
Tilsvarende fglger af 1 € Z, = N, at ogsa nl = 1+ ---+1 € Z,, og specielt, at
nl#0®

(5.4) DIVISIONSSETNINGEN. Lad d € N vaere et givet naturligt tal. Til hvert tal
a € Z findes da entydigt bestemte tal q,r € Z saledes at

a=qd+r og 0<r<d.
Bevis. Eksistens: Lad P C Z vaere delmaengden
P:={peZ|pd<a}.
Da er P ikke-tom [hvorfor?] og opad begreenset |[hvorfor?], og P har derfor ifglge
Ordningssaetningen et stgrste element =: . Nuer a = qd + r, med r := a — qd, og

dage P,er0<r.Dag+1¢P,era<(q+1)d=qd+d,ogaltsar =a—qd <d.
Entydighed: Det er nok at betragte en fremstilling

O=qd+r med 0<7r<d.
Indsaettes r = (—q)d i de sidste uligheder, far vi
0d=0< (—q)d < d = 1d.

Da d > 0, fglger heraf, at
0< —g< 1.
Fglgelig ma vi have ¢ = 0 (og dermed ogsa r = 0) #

DEFINITION. Det i seetningen naevnte tal r kaldes den principale rest af a ved division
med d € N.

BEMAERKNING. Forudsaettes om d blot, at det er et helt tal # 0, fas let en fremstilling

a=qd+r, hvor 0<r<|d|

(5.5) HOVEDIDEALSEATNINGEN. For ethvert tal d € Z er delmsengden
Zd:={qd|qeZ}
en undergruppe i (Z,4+). Omvendt gelder, at enhver undergruppe H i (Z,+) har

formen

H = 7d, hvor d >0,
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og d er entydigt bestemt ved H, nemlig som

d=0, narH = {0}
d = mindste positive tal i H, nar H # {0}.

Beuvis. Den fgrste pastand ses enten direkte, eller ved at bemeerke, at Zd er billedet
ved den ved ¢ — ¢d bestemte homomorfi : (Z,+) — (Z, +).

Hvis den givne undergruppe er H = {0}, har vi H = Z0. Er H # {0}, findes et
element x # 01 H. Nu vil ogsa —x € H, og af de to tal x og —x i H er det ene
positivt. Da der saledes findes positive elementer i H, kan vi lade d betegne det
mindste positive element i H. Det pastas, at

Zd=H.

Her er ”C” klart, thi da d € H, og H er en undergruppe, vil ogsa gqd € H for alle
qeZ.
For at vise 7 D” betragtes et vilkarligt tal a € H. Ifglge Divisionssaetningen (5.4) kan
vi skrive

a=qd+r, hvor 0 <r < d.

Nuerr=a+(—q)d,ogdaa € H og (—q)d € H og H er en undergruppe, vil ogsa
re€ H. Da0<r, og r<d= mindste positive tal i H, ma vi have r = 0, og altsa
a = qd € Zd.

Endelig er det klart, at tallet d > 0 udfra delmaengden H = Z d kan bestemmes
pa den i seetningen angivne made @

(5.6) DEFINITION. For hele tal a,d € Z siger vi, at d er divisori a eller at a er et
multiplum af d, hvis der findes et tal ¢ € Z, sa at a = gd. Relationen skrives ogsa

dla [leeses:”d gar op i a”.]

Ethvert tal a € Z har de trivielle divisorer 1, —1,a, —a.
To tal a og b kaldes primiske, hvis de kun har 1 og —1 som fzlles divisorer.

OBSERVATION. Der gaelder:
dla <= a€Zd <= Za CZdC7Z.
De trivielle divisorer d i a svarer til, at vi her har

Za CZd=17 eller Za=72dC7Z.

BEMAERKNING. Da tallene a og —a har de samme divisorer, og da d er divisor i a,
hvis og kun hvis —d er divisor i a, er vi ofte kun interesserede i positive divisorer d i
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positive tal a. I denne situation folger af a = qd, at ¢ > 1, og dernaest, at 1 < d < a.
Er n et tal # 0, er der derfor kun endelig mange divisorer i n, og for hvert tal a er
der kun endelig mange feelles divisorer for a og n. Den stgrste af de feelles divisorer
for a og n kaldes den storste felles divisor for a og n, og betegnes (med en klassisk
betegnelse og hvis misforstaelser er udelukket) med (a,n). Skrivemaden (a,n) = d
udtrykker altsa, at tallet d er stgrste feelles divisor for a og n. Specielt udtrykker
(a,n) =1, at a og n er primiske.

(5.7) SETNING. For hele tal a,n € Z, hvor n # 0, er fplgende betingelser ackviva-
lente:

(i) Tallet a er primisk med n.
(ii) Der findes tal x,y € Z, sa at 1 = za + yn.
(iii) For alle tal z € Z geelder: nlaz = n|z.

Bevis. (i)=-(ii): I gruppen (Z,+) er delmaengden
H:={za+yn|x,ycZ}

klart en undergruppe, og den har derfor ifglge Hovedidealsaetningen (5.5) formen
H =7Zdmed et tald > 0. Vihara € H=7Zd ogn € H = Zd, altsa d|a og d|n, sa
d er en feelles divisor for a og n. Da d > 0, fglger det af forudssetningen, at d = 1.
Af H = 71 fglger nu, at 1 € H, og det er jo netop pastanden.

(ii)=(iii): Vi har 1 = za + yn med z,y € Z. Hvis n|az, kan vi skrive az = gn med
et g € Z, og sa er

z=(za+yn)z = xaz + ynz = xqn + yzn = (xq + yz)n

et multiplum af n.
(iii)=(i): Er tallet d € Z divisor i bade a og n, kan vi skrive

a=ud, n=zd med u, z € Z.

Heraf fas un = uzd = az, sa n|az, og dermed ifplge forudssetningen n|z. Vi kan
derfor skrive
z =wn, med v € Z.

Nu er n = zd = nvd, og altsa n(1 — vd) = 0. Da Nul-reglen geelder i Z og n # 0, fas
vd=1,0ogsaerd==+1®

(5.8) DEFINITION AF PRIMTAL. Et primtal er et helt tal p > 1, som kun har trivielle
divisorer.

OBSERVATION. Er p et primtal, og er a € Z, sa galder:

a er primisk med p <= pfa.
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SAETNING. FEt primtal p, der gar op i et produkt az, vil ga op i en af faktorerne.

Bewvis. Pastanden kan skrives
plaz A pfa = p|z,

og den fplger derfor af Seetning (5.7)(iii) #

(5.9) SAETNING. Hvis tallene a,b € Z begge er primiske med tallet n # 0, sa er
ogsa produktet ab primisk med n.

Bewvis. Anvend f.eks. betingelsen (iii) i Seetning (5.7) to gange ©

(5.10) OBSERVATION. To primtal p og ¢ er primiske, hvis og kun hvis de er forskel-
lige.

KOROLLAR. Hvis tallene

a=pi---pr 0 N=q1-Gs

er produkter af primtal py,...,pr, q1,---,(qs, Sa er a og n primiske, hvis og kun hvis
mangderne

{pl7"'7p7“} og {Q17'-'7QS}
er disjunkte.

Bewvis. “kun hvis”: Et (prim-)tal, som ligger i begge de to meengder, er gjensynlig
en ikke-triviel divisor i bade a og n.

“hvis”: Et fast g; er forskelligt fra — og dermed primisk med — ethvert p;, og derfor
primisk med produktet a = p; - - - p, ifglge Seetning (5.9). Da a saledes er primisk
med ethvert ¢;, er a ogsa primisk med produktet n = ¢y ---qs (igen ifplge Seetning

(5.9))

(5.11) KOROLLAR. Hvisn =nj---n, er et produkt af parvis primiske naturlige tal
ni,...,Nn,, sa gelder for alle hele tal x, at

nlex <= nilz A A nglz.
Bevis. “=" er trivielt.
“e”: Seettes a :=ny - --n,_1, kan vi induktivt antage, at a |z, og vi kan altsa skrive

z =az med z € Z. Vi har altsa

an, =n og az = .
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Da n, er primisk med produktet a = ny ---n,_; ifolge Ssetning (5.9) og n, |z = az,
folger det, at n, |z. Og sa er an, |az, altsa n|x @

(5.12) HOVEDSEATNING OM PRIMOPL@SNING. FEthvert tal n > 1 kan skrives som
et produkt

n=pi-pr

af primtal pi,...,p,, og denne fremstilling er entydig, bortset fra permutation af
faktorerne.

Beuvis. Eksistens: Lad n > 1 veaere givet. Den mindste blandt divisorerne > 1 i
tallet n er da et primtal [Hvorfor?]. Kaldes dette primtal for p;, kan vi skrive

n = pini, hvor altsa 1 <n; <n.

Hvis n; = 1, er n = p; den gnskede fremstilling, og hvis n; > 1 kan vi tilsvarende
skrive n1 = pano, hvor ps er et primtal, og vi har sa

n = p1pana, med 1<ng<ng<n.
Det ses, at vi efter hgjst n skridt far den gnskede fremstilling
n=pip2 - Privy med 1=n,.
Entydighed: Vi skal vise for primtal py,...,pr, q1,--.,¢qs, at hvis

Pr-"Pr=4q1"""4s,

sa er r = s og der galder, eventuelt efter permutation af faktorerne, at ¢; = p; for
t=1,...,r. Vi kan antage, at » < s, og vi viser pastanden ved induktion efter r. I
tilfzeldet » = 1 fglger det af

P1=41° " "gs,

at ¢q; er divisor i p1, og da p; er et primtal og ¢; > 1, ma vi have ¢ = p1, og s = 1.
Antag nu, at r > 1 og at pastanden geelder for r — 1. . Af Korollar (5.10) fas, at
mengderne {p1,...,p} og {q1....,q } ikke er disjunkte. Efter eventuel permutation
kan vi antage, at et feelles element i de to maengder er primtallet p, = ¢;. Af

(p1- Pr—1)Pr = (q1 - - qs—1)Gs
far vi

P1-"Pr—1 =41 (s—1

ifglge Nul-reglen, og induktionsantagelsen giver nu det gnskede #
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6. Appendix: Restklasser modulo n.

(6.1) DEFINITION. Lad n vaere et naturligt tal. For hele tal a,b € Z siger vi, at a
er kongruent med b modulo n, og vi skriver

a=b (modn),

hvis n gar op i b — a. Vi har altsa

a=b (modn) 220 p—a e Zn.

Det er let at se, at denne relation i Z er en akvivalensrelation. Akvivalensklasserne
kaldes restklasser modulo n. Restklassen, der indeholder et givet a € Z, er delmaeng-
den

[a]={a+qn|qecZ} = a+Zn.

Hvis tallet a tilhgrer en restklasse X, siges a ogsa at veere en repraesentant for X.
Dette betyder, at X =[a]
Meangden af restklasser modulo n betegnes Z/Zn. Elementerne X € Z/Zn har
altsa formen
X =[a],

hvor a € Z er en reprasentant for X. Vi har
@:@ < a=0b (modn).
Af Divisionsseetningen (5.4) folger, at hver restklasse X entydigt kan skrives
X =[r], hvor 0 < r < n.
Meangden Z/Zn bestar saledes af de n elementer

Specielt er
|Z/Zn| = n.

(6.2) REGNING MED RESTKLASSER. Det er let at se, at den ovenfor definerede
aekvivalensrelation harmonerer med kompositionerne + og - i Z i den forstand, at

*) d=anNy =y = 2 +y=ax+y A2y =ay.
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Vi kan derfor indfgre kompositioner + og - i maengden Z/Zn af restklasser pa fgl-
gende made: For givne restklasser X og Y valges repraesentanter : X =[z], Y = .

Summen X + Y er da restklassen

X+Yi=[z+y]

og produktet XY er restklassen

XY = .

Af (*) folger, at disse restklasser er veldefinerede, dvs. ikke atheenger af de foretagne
valg af repraesentanter.

Det er let at se, at maengden Z/Zn af restklasser med disse to kompositioner er en
kommutativ ring (Z/Zn, +, -). Den kaldes restklasseringen modulo n og betegnes ogsa

Z/n [eller evt. Z,]. Nul-elementet er restklassen @ og et-elementet er restklassen

[1].
Af definitionen fremgar umiddelbart, at afbildningen x — [2], der afbilder det hele
tal = over i sin restklasse modulo n, er en surjektiv ringhomomorfi : Z — Z/n.

(6.3) EKSEMPEL. For n = 6 fas restklasseringen Z/6 der indeholder de 6 elementer

@, , , , , . Idet vi udelader [ ]i betegnelserne bliver kompositionstavlerne

O R = T U ORI o I
w O w O w o w
I B R O e ) IV
— N W R Ul O o

— O Ul R W NN
N O~ O Ut W W
W N R O Ot R

TR W N~ O+
Tt = W N = OO
S TR W NN =
BOWw N = O ot ot
Tt = W NN = O

o O O O o oo
[ B S N =R

(6.4) SETNING. For hele tal a,n € Z, n > 1, er folgende betingelser sekvivalente:
(i) a er primisk med n.

(ii) Der findes tal x,y € Z, sa at 1 = za + yn.

(iii) For alle tal z € Z geelder : n|az = n|z.

)

)

(iv) Restklassen [a] er invertibel i ringen Z/n.

(

v) Restklassen [a] er regulser i Z /n.
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Bewvis. At betingelserne (i), (ii) og (iii) er sekvivalente er netop indholdet af Seetning
(5.7). Det er derfor nok at vise, at at (ii)<(iv) og (iii)<(v).

(ii)=(iv): Af 1 = za + yn folger 1 = xza (mod n), og sa er = = [z][a].
Folgelig er [ a ] invertibel (med [ ] som invers).

(iv)=-(ii): Hvis [a] er invertibel, findes en restklasse X, sa at X[a]= . ErzeZ

en repraesentant for X, har vi altsa | 1| = X[a]|=[z][a]=[za] Folgeliger 1 = za

(mod n), sa vi kan skrive 1 = za + yn med y € Z.

(iii)=(v): Lad Z vaere en restklasse saledes at [a]|Z = @ Vi skal vise, at Z = @
Lad z € Z vere en repraesentant for Z. Da er @ =[al]Z =[a][z] = [az], og folgelig
er n|az. Heraf sluttes n|z, altsa Z =[z]= @

(v)=-(iii): Hvis n|az, har vi @ = = [a][z]. Da [a] er reguleer, fplger heraf
[z]= @, altsa n|z #

De invertible elementer i Z/n er altsa restklasser af formen [a], hvor a er primisk
med n. De kaldes ogsa primiske restklasser. Med multiplikation som komposition
udger de en kommutativ gruppe, nemlig gruppen (Z/n)* af invertible elementer i
ringen Z/n.

(6.5) SETNING. Lad p vaere et primtal. Da er restklasseringen Z/p et legeme.

Beuvis. Vi skal vise, at alle elementer # @ i Z/p er invertible. Disse elementer er de

p — 1 restklasser
7--'7 p_]- ’

og de er gjensynlig alle primiske med p, nar p er et primtal. Pastanden fglger nu af
Seetning (6.4) #

NOTATION. Legemet Z/p, hvor p er et primtal, betegnes ogsa F,,.

(6.6) Er der givet r naturlige tal nq, ..., n, kan vi betragte restklasseringene Z/nq, ..., Z/n.|]

og produktringen Z/ny X --- X Z/n,.

DEN KINESISKE RESTKLASSESATNING. Lad n = nq---n, veere et produkt af parvis
primiske naturlige tal nq,...,n,. Den kanoniske ringhomomorfi ind i produktringen,
Z — Z/ny x---xZ/n,, inducerer da en ringisomorfi:

Z/n =5 Z/ny x - x Z/n,.

Bevis. Lad A = Z/ny x -+ x Z/n, veere produktringen. Idet vi med [a], betegner
a’s restklasse modulo n;, er nul-elementet og et-elementet i A givet ved

0x = (0],....[0]). 1= (1], [1]),
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og den kanoniske ringhomomorfi : Z — A er bestemt ved

= xly = ((x], - [z])
Ifplge Korollar (5.11) har vi
2l =0y < [z], :@1/\"'/\r:@r

= |z A Ang|x
<= nlr < x € Zn.

Kernen for den kanoniske ringhomomorfi er saledes idealet Zn. Ifglge I[somorfissetning
for ringe induceres der derfor en injektiv ringhomomorfi:

Z/n—>NAN=7Z/ny x---xXZ/n,.

Da de to ringe har samme elementantal (nemlig n = n; ---n,), ma denne injektive
afbildning veere bijektiv #

BEMAERKNING. Surjektiviteten udsiger: Til givne hele tal aq,...,a, € Z findes et
helt tal x € Z, sa at

r=a; (modni) A---ANzxz=a, (modn,),

og injektiviteten udsiger, at et sadant tal z er entydigt bestemt ”modulo n”.

(6.7) DEFINITION. For et naturligt tal n betegnes med ¢(n) antallet af naturlige tal
a < n, der er primiske med n. De naturlige tal < n svarer netop til de n elementer

Det folger, jfr. (6.4), at ¢(n) er antallet af primiske restklasser modulo n, altsa at

p(n) = |(Z/n)7|
er ordenen af gruppen (Z/n)* af invertible elementer i ringen Z/n.

Funktionen n +— ¢(n) kaldes Euler’s o-funktion.

OBSERVATION. Man finder let : ¢(1) = 1, og at der for et hvert primtal p geelder:
pp)=p—1, (") =p" —p" ' =p"(1 - ).

SETNING. FEuler’s p-funktion er multiplikativ i den forstand, at hvis n = ny - --n,
er et produkt af parvis primiske naturlige tal ny,...,n,, sa er

o(n) = p(n1) - p(n,).
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Bevis. Af ringisomorfien:
Z/n—=57Z/ny x---xZ/n,,
jfr. Den kinesiske restklassessetning (6.5), far vi en gruppeisomorfi:
(Z/n)* =5 (Z/nqy)" X -+ X (Z/n,)*
mellem grupperne af invertible elementer i de to ringe. Sammenligning af elemen-

tantallene giver nu det gnskede #

(6.8) SAETNING. Lad n veere et naturligt tal. Hvis tallet a € Z er primisk med n,
sa er
a?™ =1 (mod n).

Bevis. Restklassen [a] er et element i den multiplikative gruppe (Z/n)*. Da denne
gruppe har orden ¢(n) har vi

_ @w(n) | g ’

og det er netop pastanden &
Som specialtilfeelde fas:

FERMAT’S "LILLE” SETNING. Lad p vaere et primtal. Hvis tallet a € Z ikke er et

multiplum af p, sa er
a>'=1 (modp)#

(6.9) WILSON’S SETNING. Lad p veere et ulige primtal. Da er

(p—D!'=-1 (mod p).

Bevis. Legemet F), = Z/p har p elementer, og den multiplikative gruppe F, = F), \
{0} har derfor orden p — 1. For hvert element o # 0 i F,, har vi derfor a?~! = .
Det kan udtrykkes siledes: Polynomiet XP~! — € F,[X] har i F, som rgdder

alle a, hvor a € F, dvs. de p — 1 elementer , , .-+ ,p—1| Da polynomiet er
normeret og har grad p — 1, har vi folgelig

xrt[1]=(x -[1hx -[2]) - (x ~[p—1]).

Sammenligning af koefficienterne giver en raekke ligninger. Specielt far vi for kon-
stantleddene:

1] = 1= 2] (p=1]) = | (=1 -1 ].
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For ulige p er det netop pastanden (og for p = 2 er det uinteressant) é

(6.10) SAETNING. Lad p veere et ulige primtal. Da vil halvdelen af de p — 1 tal
1,2,...,p— 1 opfylde kongruensen

2T =1 (mod p),
og den resterende halvdel vil opfylde kongruensen
x 2 =-1 (mod p).

Bevis. Som vi har set i beviset for Wilson’s saetning (6.9), vil redderne i polynomiet
XP~1 —|1| € F,[X] netop veere elementerne , , -+-,|p—1| Da p er ulige, har

V1
xrt-[1]= (x%= -[1) (x* +[1))

Hvert af de p — 1 elementer er derfor rod i X B eller i X5 + . De to
polynomier har begge graden % og kan altsa hver hgjst have ]’2;1 rgdder. Vi slutter

derfor, at netop p—gl af elementerne er rgdder i X7 — , og at de gvrige %
elementer er rodder i X7 + . Og det er netop pastanden é#

(6.11) KOROLLAR. Lad p veere et primtal, saledes at p =1 (mod 4). Da findes et
tal y € Z, sa at
2 _
y°=—-1 (mod p).
Bevis. Dap=1 (mod 4), kan vi skrive p—1 = 4h med h € N. Velg nu et tal x, sa
at 257 = —1 (mod p). Seettes y = z” har vi folgelig

2 2h = —1 (mOd p):

<
I
8
I
8
M
Il

som gnsket @

BEMARK. Kongruensen y2 = —1 (mod p) har hgjst 2 lgsninger modulo p (hvorfor?).
Man kan vise, at den ingen lgsninger har, hvis p = 3 (mod 4).
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BROKRING
DE RATIONALE TAL

1. Brgker i en ring. Analyse.

(1.1) ANALYSE. Lad der veere givet en kommutativ ring R og i R en multiplikativ
delmaengde S, dvs. en delmaengde S C R, som en stabil over for multiplikation
og indeholder et-elementet 1. Vi gnsker, at indleegge R i en (stgrre) ring A, hvori
elementerne fra S er invertible, f.eks. for at kunne lgse ligninger af formen
rs=a, hvorsé€S, ogac€R,

der jo i den stgrre ring A har lgsningen = as™'.

Lad os antage, at problemet er lgst i den forstand, at der er givet en indlejring
R — A, d.v.s. en injektiv ringhomomorfi

p:R— A,
saledes at elementerne ¢(s), hvor s € S, er invertible i A. Vi udleder en rackke
konsekvenser:

0: Selv om ringen A ikke forudsaettes kommutativ, geelder for elementer a € R og
s €S, at

p(a)p(s) = ¢(s)p(a)
(idet begge er sider er = p(as) = ¢(sa)), da R var forudsat kommutativ), og at

-1 -1

p(s)" pla) = p(a)e(s)
(multiplicér med ¢(s)~! forst fra venstre, dernzest fra hgjre).

1: Betragtes i A delmaengden
R(.pS_1 = {p(a)p(s)' |lac RAse€ S},

geelder, at R(;S ~! er en delring af A, thi

p(a)p(s) ™+ o))" = w(a)p(t)p(t) " o(s) ™ + p(b)p(s)p(s) ()~
plat)p(st) ™+ p(bs)p(st) ™

= [p(at) + p(bs)]p(st) ™

o(at + bs)p(st)™ 1ER(ES_l,

pa)p(d)p(s) o)™

w(ab)p(st)™ ER:DS_I

pa)e(s) ™" b))



MAT 2 AL Brgker 2
4. december 1987

0g

14 = —p(1) = p(~1)p(1) ! € RyS.

(2): Videre geelder, at delringen R(;S ~! indeholder billedringen o(R), thi for alle
a € Rer

p(a) = p(a)p(1)~.
Vi kan derfor betragte indlejringen : R < A som en indlejring;:

R<» R.S™ !,
%]

og elementerne ¢(s), hvor s € S, er ogsa invertible i delringen R:DS —1 idet

(3): Endelig geelder, at den herved fundne indlejring : R < R:DS —! kun afhsenger

af R og S (og ikke af den givne indlejring ¢ : R < A). Indfgres nemlig i produkt-
meengden R x S kompositionerne + og - givet ved

(a,s) + (b,t) := (at + bs, st)
(a,s)- (b,t) := (ab, st),

og betragtes afbildningen ® : R x S — A defineret ved
®(a, s) == p(a)p(s) ™",
folger det af (1), at ® er en homomorfi
Q:(RxS,+,) = (A,+,).

Billedet ved ® er gjensynlig netop delringen R(;S —1. sa ifglge isomorfissetningen in-

duceres en isomorfi:
(R X Sa +7 )/g - (R:DS_la +7 '>7

hvor ~ er den til ® hgrende kongruensrelation.

®
Og denne relation athaenger ikke af ¢, thi vi har

(a,s) o~ (d',s") &= ®(a,s) = ®(d,s’)
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da ¢ var forudsat at veere en injektiv afbildning.

(1.2) BEMERKNING. Hvis den givne ring R overhovedet kan indlejres i en stgrre
ring A, hvori elementerne fra S er invertible, viser den foregaende analyse, hvordan vi
kan konstruere en sadan indlejring: Vi skal betragte produktmaengden R x S med
kompositionerne + og - defineret i (1.1)(3), og heri kongruensrelationen ~ fundet i
(1.1)(3). Kvotienten (R x S,+,-)/~ er da den sggte ring. Problemet er imidlertid,
at den i (1.1)(3) bestemte relation

(a,s) ~ (d',s") 22D s = d's

i R x S i almindelighed ikke er en akvivalensrelation. Det er jo ogsa pa forhand
klart, at vi ikke for enhver multiplikativ delmaengde S C R kan indleegge R i en stgrre
ring A, hvori elementerne fra S er invertible, idet en ngdvendig betingelse herfor er,
at elementerne fra S er reguleere.

(1.3) BRGKNOTATION. Hvis den givne ring R er delring af en ring A, hvori elemen-
terne i S er invertible, skrives ofte

a o

—:=as ' =s"lq, nara € Rog s € S.

Sadanne elementer i A kaldes broker.
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2. Brgkringen.

(2.1) BRoKER. Lad R vare en kommutativ ring, lad S C R veere en multiplikativ
delmaengde, og betragt produktmeengden R x S bestaende af par (a, s), hvor a € R
og s € S. Et par af formen (au, su), hvor u € S, siges at fremga af parret (a,s) ved
at forlenge med u.

I R x S defineres kompositioner + og - ved

(a,s)+ (b, t) := (at + bs, st)
(a,s)- (b, t) := (ab, st)

og en relation = (kaldet “kongruens”) ved
(a,8) = (d,s) 22 Ju, v’ € S (au, su) = (v, s'u).

To par er saledes kongruente, netop hvis de kan forleenges til samme par. Det er let
at se, at
(a,8) = (d',s") < € S:tas’ =tas.

Videre gaelder folgende:

LEMMA. Kompositionen + i R x S er kommutativ, associativ og har (0,1) som
neutralt element. Kompositionen - i R x S er kommutativ, associativ, og har (1,1)
som neutralt element. Relationen = er en kongruensrelation i (R x S, +, ).

Bevis. Der er meget at eftervise, men det er let ©

DEFINITION. En brgk (med teeller fra R og neevner fra S) er en sekvivalensklasse i
R x S. Ekvivalensklassen, der indeholder et givet par (a,s) € R x S betegnes a/s,
og kaldes brgken med teller a og nevner s. Enhver brgk X kan skrives pa formen
X = a/s, med en passende representant (a,s) € R x S.

Bemaerk, at au/su = a/s for u € S, da (au, su) = (a, ).

(2.2) BROKREGNING. Ifglge Lemma (2.1) kan vi i meengden af broker, dvs. i kvoti-
enten R x S/=, definere kompositioner ved regning med repraesentanter: Har brgken
X repraesentanten (a, s) og brgken Y repraesentanten (b, t), defineres summen X +Y
som brgken, der indeholder summen

(a,s)+ (b,t) = (at + bs, st)
af repraesentanterne, og produktet X - Y som brgken, der indeholder produktet

(a,s)- (b, t) = (ab, st)
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af repraesentanterne. Vi har altsa

a/s+ b/t = (at + bs)/st
a/s-b/t =ab/st.

SAETNING. Med kompositionerne defineret ovenfor er maengden af broker, altsa kvo-
tienten (R x S, +,-)/=, en kommutativ ring med nul-elementet 0/1 og ét-elementet
1/1.

Bewvis. De i Lemma (2.1) anforte egenskaber ved kompositionerne + og - i R x S
nedarves umiddelbart til kvotienten R x S/=. Det er derfor nok at vise, at hver brgk
X har en modsat mht. 4, og at - er distributiv mht. 4. Velges en repraesentant
(a,s) for X, har vi X = a/s, og vi ser, at

X+ (-a)/s=a/s+ (—a)/s=0/s*=(0-5%)/(1-5%) =0/1.
Da 0/1 er nul-element i kvotienten, folger det, at brgken (—a)/s er modsat til brgken
X =a/s.

For at vise den distributive lov, betragtes broker X = a/s, y = b/t og Z = c/u.
Vi finder

XZ+YZ=a/s-c/u+b/t-c/u=ac/su+ bec/tu
= (actu + besu) /sutu
= (act + bes)u/sutu = (at + bs)e/stu
= (at+bs)/st-c/u=[a/s+b/t]-c/u
=(X+4+Y) - Z&

DEFINITION. Den ovenfor konstruerede ring (R x S, +,-)/= kaldes den til S C R
hgrende brokring, og den betegnes R[S™!]. Den siges, at fremga af R ved at invertere
elementerne i S.

(2.3) DEN KANONISKE HOMOMORFI. Det er klart, at den ved
a—afl
bestemte afbildning er en ringhomomorfi:
R — R[S71].

Den kaldes den kanoniske homomorfi af ringen R ind i brgkringen R[S™!].
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SETNING. Den kanoniske homomorfi : R — R[S™!] er injektiv, hvis og kun hvis
elementerne i S er regulzere. I bekreeftende fald er kongruensrelationen = bestemt
ved

(a,8) = (d',s') < as’' =d's.

Bevis. “hvis”: Er a/1 =0b/1, sa er parrene (a, 1) og (b, 1) kongruente, og der findes
derfor et u € S | sa at ual = ubl. Da u er reguleer, fglger heraf a = b.

“kun hvis”: Er sa =0, sa er a/1 = sa/s =0/s = 0/1, og felgelig er a = 0.

“<=": Dette gaelder gjensynlig uden forudssetning om S.

“=2: Er (a,s) = (d,s'), sa findes u € S, sa at uas’ = ua’s. Da u er reguleer, fglger
heraf, at as’ = a’s #.

(2.4) OBSERVATION. Ved den kanoniske homomorfi : R — R[S™!] afbildes elementer
i S over i invertible elementer i ringen R[S—1],

thi nar s € S, sa er 1/s en brek, og den er klart invers til s/1.

Det folger saledes, at R kan indlejres i en ring A, hvori elementerne i S er invertible,
netop nar elementerne i S er regulaere i R.

(2.5) DEN TOTALE BROKRING. Af seerlig interesse er tilfeeldet, hvor vi i en given
kommutativ ring R inverterer alle regulaere elementer, dvs. som S bruger maengden
R8 af reguleere elementer i R. Den herved fremkomne brgkring R[(R™8)~1] kaldes
ogsa den totale brokring for R.

Af Seetning (2.3) folger, at enhver ring R kan opfattes som en delring af sin totale
brgkring.

(2.6) BROKLEGEME. For et kommutativt integritetsomrade R har vi R™® = R\ {0}.
Den toltale brgkring
R[(R\{0})™]

fas altsa ved at invertere alle elementer # 01 R.

SAETNING. Lad R vere et kommutativt integritetsomrade. Da er den totale brgkring
R[(R\{0})71] et legeme.

Bevis. Lad X veere en brgk forskellig fra nul-elementet 0/1, og skriv X pa formen
X =a/s, hvor a,s € R og s # 0. Da er specielt a #,0, altsa a € R\ {0}, sa vi kan
betragte brgken s/a. Vi har

X -s/la=a/s-s/a=as/as=1/1,

hvoraf folger, at X er invertibel (med X ' = s/a) &

DEFINITION. Dette legeme kaldes integritetsomradets broklegeme.
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Det fglger, at et kommutativt integritetsomrade R kan opfattes som en delring af
sit brgklegeme. Opfattet saledes kan enhver brgk X skrives

X:a/s:g:as_l, med a € Rog s e R\ {0}.
$

(2.7) D1visioN MED NUL. [ almindelighed forudssettes ikke, at ringens nul-element
ikke tilhgrer S. Hvis 0 € S, sa er konstruktionen af brgkringen imidlertid ikke seerlig
interessant, idet vi har fglgende:

OBSERVATION. Brgkringen R[S~!] er nul-ringen, hvis og kun hvis 0 € S,
thi nul-ringen er som bekendt karakteriseret ved at dens nul-element ogsa er et-
element, og vi har

0/1=1/1 <= ds€S:s5-0-1=5-1-1 <= 0€ 8.

(2.8) I almindelighed gzelder for den kanoniske homomorfi : R — R[S™!] fglgende:

UDVIDELSESSETNING. FEnhver ringhomomorfi ¢ : R — A, der afbilder elementer
i S over i invertible elementer i A, kan entydigt udvides til en ringhomomorfi ¢ :
R[S™!] — A fra brgkringen. I diagramform:

R —— R[S™1]
@l e
A

Bevis. ”Entydighed”: Enhver brgk X kan skrives

X =a/s, hvora€ Rogse€S,

ogsier X s/l =a/s-s/1 =as/s=a/l. Hvis homormorfien @ : R[S™!] — A er
en udvidelse af ¢ : R — A, sa far vi ¢(a) = ¢(a/1) = ¢(X - s/1) =p(X)p(s/1) =
o(X)p(s), hvoraf

Heraf fglger entydigheden af ¢.

”Eksistens”: Overvej, at afbildningen : R x S — A defineret ved
(a,5) = p(a)p(s) ™

er en homomorfi : (Rx.S,+,-) = (A, +,-), og at den respekterer sekvivalensrelationen

=. Overvej, at den inducerede homomorfi (Rx S, +, -)/= — A fra kvotienten opfylder
de stillede krav ©
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3. De rationale tal.

(3.1) DEFINITION. Brgklegemet Z[(Z\{0})~!] dannet ud fra det kommutative in-
tegritetsomrade Z kaldes de rationale tals legeme og betegnes Q. Elementerne i Q
kaldes rationale tal. Da elementerne i Z \ {0} er reguleere, er den kanoniske homom-
orfi : (Z,+, -) — (Q,+, -) injektiv. Vi vil (naesten) altid identificere elementerne i
Z med deres billeder i Q ved denne afbildning, og altsa opfatte Z som en delring af
Q. Den kanoniske homomorfi er da inklusionsafbildningen

Z— Q.

Et rationalt tal er altsa en brgk. Med den indfgrte identifikation kan hvert rationalt
tal A i Q skrives

A=a/s=—-=as , hvora€ZogsecZ){0}

dvs. som en kvotient mellem hele tal a,s € Z hvor s # 0.

(3.2) ORDNING. I maengden Q defineres en relation kaldet mindre end og betegnet
< ved
A<p 2L pw—Ae{m/n|m,ne N}

SETNING. Med den ovenfor definerede relation er (Q,+, -, <) et ordnet legeme,
hvis positive elementer er elementerne i

Qi ={m/n|m,n e N}
Bevis. Lad P C Q betegne delmaengden
{m/n | m,n € N}.

Det er klart, at delmaengden P er stabil under + og -. Endvidere ses det let, at
0 ¢ P. Ifplge generelle resultater om ordnede ringe er det derfor nok at vise, at der
for hvert rationalt tal A # 0 geelder: X\ € P eller —\ € P. Hertil skrives A\ = a/s,
hvor a,s € Zog s #0. Daa/s = [(—1)a]/[(—1)s] = (—a)/(—s), kan vi endda antage,
at A har formen

A=p/n, hvorpéeZogneN.

Da X # 0, er specielt p # 0. Fglgelig er enten p € N, dvs. A € P, eller —p € N, dvs.
)

BEMAERKNING. Det er klart, at denne relation pa delmaengden Z stemmer overens
med den allerede indfgrte relation “mindre end” i Z.
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(3.3) FELLES NEVNER. Da a/s = (—a)/(—s), folger det, at hvert rationalt tal A
kan skrives
A=p/n, hvorpeZognéeN,

altsa med positiv naevner. Endvidere kan endelig mange rationale tal A, ..., A\x altid
skrives pa formen

M =pi/n,...,\g/n, hvorpy,...,pr € ZognéeN,

altsa med en feelles, positiv neevner, thi er \; = ¢;/n;, hvor ¢; € Z og n € N for
t=1,...,k, sa kan vi som feelles naevner f.eks. bruge produktet n :=ny ---ng.
For rationale tal p/n og ¢/n med samme positive naevner n € Z har vi gjensynlig

P4 £<g<:>p<q.
n n

(3.4) UDVIDELSESSETNING. Den generelle Udvidelsesszetning (2.2) for brgkringe
omhandler her ringhomomorfier ¢ : Z — A, som afbilder tal # 0 i Z over i invertible
elementer i ringen A. Vi bemaerker fgrst, at det hertil er nok, at ringhomomorfien
v : Z — A afbilder positive tal, dvs. elementer i N, over i invertible elementer i
ringen A, thi nar ¢(n) er invertibel i A, sa er ogsa p(—n) = —p(n) invertibel (med
den inverse [p(—n)]"! = —[p(n)]71). Videre minder vi om, at der for enhver ring A
findes netop én ringhomomorfi : Z — A, nemlig afbildningen

D ply.

Udvidelsessaetningen er altsa her fglgende:
SAETNING. Lad A vaere en ring, hvori elementerne

n

—
nla=1a4+---4+14, medn &N,

er invertible. Da findes netop én ringhomomorfi : Q — A #

OBSERVATION. En ringhomomorfi ¢ : Q — A, hvor A ikke er nulringen, er injektiv,

thi hvis ¢ ikke er injektiv, sa findes et rationalt tal A # 0, sa at () = ¢(0) = 04,
ogsaer 1g=¢(1) = A7) = o(N)p(A™1) = 04p(A71) = 04, og A er folgelig
nulringen.

KOROLLAR. Lad L vere et legeme, hvori elementerne

n

e N
nly =1+ ---+ 15, medn € N,
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er invertible. Da findes netop én ringhomomorfi : Q — L, og den er injektiv #

BEMAERKNING. Et legeme med ovennaevnte egenskab siges ogsa at have karakteristik
0, og billedet af Q ved ovennaevnte injektive homomorfi, der jo sa er et dellegeme af
L isomorft med Q, kaldes primlegemet i L.

(3.5) POTENSER. En (additivt skrevet) kommutativ gruppe (M, +) kaldes entydigt
delelig, hvis der for hvert a € M og hvert n € N geelder, at ligningen

nr =a

har en og kun én lgsning x € M.
For hvert n € N er afbildningen

Ty @ T — NT

en endomorfi 7, : (M, +) — (M, +). Vi kan derfor opfatte 7, som element i endom-
orfiringen End(M) for den kommutative gruppe (M, +), jfr. “Hele tal”, Eksempel
(5.2). Videre er 7, netop billedet af n € N ved den kanoniske ringhomomorfi

w:Z — End(M).

Det er klart, at gruppen (L, +) er entydigt delelig, netop nar afbildningerne ,, er
bijektive for alle n € N. Da de bijektive endomorfier netop er de invertible elementer
i ringen End(M), ser vi, at (M,+) er entydigt delelig, netop nar endomorfiringen
A := End(M) opfylder forudseetningen i Seetning (3.4). Hvis (M, +) er entydigt
delelig, folger det derfor af Sezetning (3.4), at der findes netop én ringhomomorfi
: Q — End(M).

DEFINITION. Lad (M, +) veere en entydigt delelig kommutativ gruppe. Den entydigt
bestemte ringhomomorfi : Q — End(M) betegnes da A — my, og for hvert A € Q
betegnes endomorfien 7y ogsa z — A\x. Billedet Az := m)(z) af et element x € M
ved denne endomorfi kaldes den \’te potens af x.

(3.6) POTENSREGLERNE. Lad (M, +) vaere en entydigt delelig, kommutativ gruppe.
For elementer x,y € M og rationale tal A\, u € Q gelder da:

1. regel A+ p)xr = Az + px
2. regel (A)z = A(px)
3. regel Mz +y) =+ \y.

Bevis. Den 3. regel udsiger, at afbildningen 7y : z — Az er en endomorfi, altsa at
T € End(M), og den 1. og 2. regel udsiger, at afbildningen A — 7 er additiv og
multiplikativ : Q — End(M) #
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(3.7) En multiplikativt skrevet gruppe (M, -) er entydigt delelig, hvis der for alle
a € M og n € N gelder, at ligningen

r =a

har en og kun én lgsning x € M. For en sadan gruppe betegner vi naturligvis med
x> den N'te potens af x, og potensreglerne er her:

P =, g = @, () =

(3.8) OBSERVATION. For et element b i en entydigt delelig, kommutativ gruppe
(M, +) og et rationalt tal A = p/n, hvor p € Z og n € N, er potensen x := (p/n)b
bestemt som den entydige lgsning til ligningen nx = pb,

thi n((p/n)b) = (n(p/n))b = pb.

POTENSSETNING. Lad a vere et element i en entydigt delelig, kommutativ gruppe
(M, +). Da findes netop én gruppehomomorfi : (Q,+) — (M, +) sa at 1 — a, nemlig
afbildningen \ — Aa.

Bevis. Den 1. Potensregel (i forbindelse med at la = a) udsiger, at afbildningen
A — Aa opfylder de stillede krav. Er omvendt ¢ : Q — M en afbildning, der opfylder
de stillede krav, fglger det af Potenssaetningen for hele tal, at vi har

©(p) = pa for alle p € Z.
For en brgk A = p/n, hvor p € Z og n € N far vi derfor, at

np(p/n) = ¢(n(p/n)) = ¢(p) = pa.

Og saer p(p/n) = (p/n)a
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FOLGER, FULDSTANDIGHED
ORDNING, KONTINUITET
DE REELLE TAL

1. Fundamentalfglger. Fuldstaendighed.

(1.1) DEFINITIONER. I det fglgende betragter vi en kommutativ, ordnet gruppe G.
Vi vil seedvanligvis skrive kompositionen additivt, og udferligt for G skrive (G, +, <).
Ved en folge i G forstas som bekendt en afbildning o : N — G. Fglgen betegnes ofte
n — ay eller (ag,as,...) eller blot (a,). Specielle folger en de konstante folger
(a,a,...), hvor a er et element i G. Ved en delfglge af folgen o : N — G forstas som
bekendt en fglge af formen « o j, hvor j : N — N er en strengt voksende afbildning
(dvs. en homomorfi: (N, <) — (N, <)). Delfglgen a o j kan betegnes (o, , aj,,...)
eller (o, ).

Folgen a = («,) kaldes voksende, hvis a er en homomorfi o : (N, <) — (G, <),
altsa hvis

ap Sag <

Tilsvarende defineres aftagende. Som falles betegnelse bruges monoton.
Folgen o = (av,) kaldes begrenset, hvis der findes elementer C1,Cy € G, saledes
at
Ci <a, <Cy for alle n € N.

Folgen a = (ay,) siges at have grenseverdien a (hvor a er et element i G) eller at
konvergere mod a, hvis der til hvert ¢ > 0 i G findes et naturligt tal IV, saledes at
der for alle naturlige tal n > N geelder |, — a| < ¢, altsa hvis

Vee GLAN e NVne N:n> N = |a, —a] < e.

En folge, der har en graenseveerdi, kaldes konvergent. En folge, der konvergerer mod
0, kaldes en nulfalge.

BEMAERKNING. Et udsagn af formen:

AN e NVYn e N:n > N = p(n),
hvor p(n) er et udsagn om det naturlige tal n (et praedikat) skrives ofte: “fra et
vist trin geelder p(n)” eller “for naesten alle n geelder p(n)” eller “pa neer for endelig

mange n gaelder p(n)”. Negationen af et sadant udsagn, altsa udsagnet:

VN e NIne N:n> N A nonp(n)
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kan skrives “for uendelig mange n geelder nonp(n)”. Det betyder, at der findes
naturlige tal j; < jo < ---, saledes at nonp(j,) geelder for alle n.
En folge o = (a,) kaldes en fundamentalfolge (eller en Cauchy-folge), hvis

Vee GLAN e NVn,m e N:n,m > N = |a, — an| < e.

(1.2) Den ordnede gruppe (G, +, <) kaldes diskret ordnet, hvis der findes et fgrste
element i G (et mindste positivt element). I meget af det folgende vil dette tilfaelde
kraeve en helt triviel seerbehandling, som vi oftest udelader. For en folge o = (av,) i
en diskret ordnet gruppe (G, +, <) gelder:

(v er en fundamentalfplge ) <= (« er konvergent)

<= (a er konstant fra et vist trin).

Dette fas ved at anvende definitionerne med e := mindste positive element i G.

En ordnet gruppe (G, +, <), som ikke er diskret ordnet, siges at veere tet ordnet.
I en sadan gruppe kan vi til hvilkesomhelst to elementer a’,a” € G med o’ < a” finde
et a € G, saledes at a’ < a < d”, thi da @’ —a’ € G ikke er det mindste positive
element, findes et element 6 € G saledes at § < a” —a’. Af0 < <a’ — d folger
nu, at ' < a’' + 3§ < a”. Videre gaelder, at vi i en teet ordnet gruppe (G, +, <) til et
givet € > 0 og et givet k € N kan bestemme et ¢’ > 0, saledes at

0< ke <e,
thi vi kan successivt bestemme €1, ¢, ..., € G4, saledesat 0 < €1 < e,0 < €9 < €7,
..., 0<ep <éeg_1. Er ¢/ det mindste blandt e, ex_1 — €k, ..., €1 — €2, sa finder vi:

O<keé=é'+- -+ <(e1—e)+ -+ (eh_1—ck)+er =61 <e.
EKSEMPEL. Gruppen (Z, +, <) er diskret ordnet. Gruppen (Q, +, <) er taet ordnet.

(1.3) BEMERKNING. Betragt en ordnet gruppe (G, +, <), der har fglgende egenskab:
(t) Enhver nulfplge i G er konstant (ngdvendigvis = 0) fra et vist trin.

For felger a = (v, ) 1 en sadan gruppe finder vi ogsa:

(a er en fundamentalfplge ) <= (« er konvergent)

<= (a er konstant fra et vist trin).

Det er ikke oplagt, at der findes taet ordnede grupper, der har egenskaben (7).
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(1.4) Af definitionerne folger en rackke elementzere:
SATNINGER.

En konvergent fglge har netop én graenseveaerdi.

En konvergent fglge er en fundamentalfglge.

En fundamentalfglge er begraenset.

Bevis. Idéerne er velkendte. Lad os f.eks. vise, at en konvergent folge o = («y,) er
en fundamentalfplge: Lad € > 0 veere givet. Vi kan antage, at ordningen er taet, og
kan derfor bestemme &’ > 0, sa at 2’ < e. Da folgen har en greenseveerdi a € G, kan
vi til dette ¢’ bestemme N € N, saledes at |a,, —a| < &’ for alle n < N. For alle
n,m > N finder vi nu:

[ — o] = [(an — a) + (@ — am)| < |on — af + [am —

<4+ <e Q

(1.5) NoTATION. Med F(G) betegner vi meengden af folger i den ordnede gruppe
(G, +,<). I meengden F(G) defineres en komposition + ved “argumentvis addition”:
Summen o + 8 = (an, + Bp) er folgen n — ay, + B,. Det er klart, at (F(G),+) er en
kommutativ gruppe. I F(G) betegner vi med BF(G), FF(G), KF(G) og NF(G) del-
mangderne bestaende af begransede folger, fundamentalfglger, konvergente fglger
og nulfglger.

SETNING. Delmangderne BF(G), FF(G), KF(G) og NF(G) er undergrupper i
(F(G),+) og der gelder:

NF(G)

F(G) 2 BF(G) 2 FF(G) 2 KF(G) 2 { {konstante folger}.

Bewvis. Lad os ngjes med at vise, at summen a+ = (a,+ [, ) af to fundamentalfglger
a = (ap) og B = (B,) igen er en fundamentalfplge: Lad € > 0 veere givet. Vi kan
antage, at ordningen er taet, og kan derfor bestemme &' > 0, saledes at 2¢’ < e. Til
dette &’ kan vi bestemme N7, Ny € N, sa at

|y — | < € for alle n, m > N; og
B — Bm| < &' for alle n,m > N.

Vi seetter N := max{Ny, No}. For alle n,m > N er da begge ovenstaende uligheder
opfyldt, og vi far:

‘(an+ﬁn) - (am +ﬁm)‘ S ‘Oén - am| + |ﬁn - 6m|
<eg+e<e.



MAT 2 AL Folger 4
4. december 1987

Folgelig er summen « + S er fundamentalfglge ©

I beviset for at LF(G) er en undergruppe i (F(G), +) viser man mere preecist, at
hvis folgerne o« = () og B = (B,) har greenseveerdierne a og b, sa har sumfglgen
a+B = (an+B,) (resp. den modsatte folge —a = (—ay,)) greenseveerdien a+b (rexp.
—a). Idet vi for en konvergent folge oo = (o) med lim o (eller lim,, , ;) betegner
folgens entydigt bestemte graenseveerdi, far vi: Afbildningen lim er en homomorfi
. (KF(G),+) — (G,+). Kernen for lim er gjensynlig undergruppen N F(G) af
nulfglger.

(1.6) I analogi med et velkendt begreb inden for leeren om metriske rum indfgrer vi
fglgende:

DEFINITION. En kommutativ ordnet gruppe (G, +, <) kaldes fuldstendig, hvis en-
hver fundamentalfplge i G er konvergent. Dette betyder altsa, at FF(G) = KF(G).

En diskret ordnet gruppe (G,+, <), som f.eks. (Z,+, <), er fuldsteendig. Mere
generelt: En ordnet gruppe (G, +, <), der opfylder betingelsen (1) i (1.3), er fuld-
steendig.

Derimod er (Q, +, <) ikke fuldsteendig. F.eks. er folgen n — > 0| 2" en ikke-
konvergent fundamentalfglge i Q.

En ifglge ovenstaende definition fuldstzendig kommutativ ordnet gruppe kan mere
praecist kaldes folgefuldstendig.
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2. Fglgekompletion.

(2.1) Vi betragter stadig en kommutativ ordnet gruppe (G, +, <), og vi vil vise, at
vi pa “fornuftig” made kan indlejre (G, +, <) i en fuldsteendig kommutativ ordnet

gruppe (é, +, <), kaldet kompletionen af G.

DEFINITION. To folger o = (av,) og 5 = (B,) 1 G kaldes @kvivalente, og vi skriver
a = 3, hvis differensfglgen o — 8 = (v, — ) er en nulfplge.

SETNING. Relationen = er en kongruensrelation i gruppen (F(G),+) af alle folger
iG.

Dette betyder, at relationen = er en &kvivalensrelation i F(G), og at den harmo-
nerer med kompositionen + i F(G).

Bewis. For to felger o = (av,) og B = (B,) har vi ifplge definitionen:
a=p << a-peNF(G).

Heraf folger pastanden, da N F(G) er en undergruppe i (F(G),+) #

(2.2) Relationen = definerer specielt en kongruensrelation i hver af undergrup-
perne BF(G), FF(G) og KF(G). Da disse undergrupper indeholder N F(G), far vi
endvidere fglgende:

SETNING. En folge a = (av,) 1 G, der er akvivalent med en begraenset fplge (resp.
fundamentalfplge, resp. konvergent folge, resp. nulfolge), er selv en begraenset folge
(resp. fundamentalfplge, resp. konvergent folge, resp. nulfolge)

Bewvis. Vi kan nemlig skrive o = o + v, hvor o/ er en begrzenset folge (resp. ...) og
v er en nulfglge. Her er v specielt en begreenset folge (resp. ...), og @ = o' + v er
saledes sum af to begraensede folger (resp. ...) og dermed selv en begraenset fglge

(resp. ...)®#

(2.3) Det er klart, at en folge a = (av,) 1 G er konvergent, hvis og kun hvis den er
sekvivalent med en konstant fglge. Mere praecist: Folgen oo = (v, ) har graensevaerdien
a, hvis og kun hvis den er akvivalent med den konstante fglge (a,a,...).

Vi vil ofte udnytte “kun hvis”-delen af fglgende:

SETNING. En folge a = (a,,) 1 G er en fundamentalfplge, hvis og kun hvis den er
akvivalent med enhver af sine delfglger.

Bevis. “kun hvis” fglger umiddelbart af definitionerne, idet vi bemeerker, at der for
en delfglge (o, ) af (o) geelder j, > n. Hvis |a, — a,,| < € for alle n,m > N, sa er
altsa specielt |y, — v, | < € for alle n > N.
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“hvis”: Antag omvendt, at fglgen o« = (o) ikke er en fundamentalfglge. Idet vi
“negerer definitionen”, ser vi, at der findes et § > 0, saledes at

VK e N3j,keN:j k> K ANl|aj —ay| > 6.

For K = 1 kan vi altsa finde ji,k1 > 1, sa at |aj, — ag,| > J. Veelger vi nu et
K = Ky > ji,ki, kan vi finde jo, ks > Ko, saledes, at |oj, — ag,| > . Dernaest
veelger vi et K3 > jo, ko og finder js, ks > K3 sa at |aj, —ag,| > 0. Idet vi fortseetter
saledes, finder vi j; < jo < j3 < ... og k1 < ko < k3 < ---, som opfylder:

o, — o, | >0 for alle n € N.

Delfglgerne (o) og (g, ) er derfor ikke aekvivalente og kan derfor ikke begge veere
aekvivalente med o #

KoOROLLAR. En fundamentalfslge, der har en konvergent delfglge, er selv konvergent
(med samme graensevaerdi).

Devis. Fundamentalfglgen er i sa fald sekvivalent med en delfglge, der er skvivalent
med en konstant folge (a,a,...)#

(2.4) NOTATION. Vi betragter nu specielt gruppen (FF(G),+) af fundamental-
folger i G, og kongruensrelationen = heri. Kvotienten (FF(G),+)/=, som jo er
kvotientgruppen FF(G)/N F(G), betegner vi (G, +). Elementerne i G er ackvivalen-
sklasser mht. =. Akvivalensklassen, der indeholder fundamentalfglgen «, betegnes

[a]. Kompositionen + i G er bestemt ved, at

@—F: a+ .

Som kvotient af en kommutativ gruppe er (CAJ, +) igen en kommutativ gruppe, og
afbildningen o +— [a] er en homomorfi : (FF(G),+) = (G, +).

(2.5) NoTATION. For et element a € @ betegner vimed @ € G den akvivalensklasse,
der indeholder den konstante fglge (a,a,a,...). Det er klart, at der ved a — a
defineres en injektiv homomorfi:

(G, +) = (G, +)

Vi vil oftest indentificere elementerne i G med deres billeder i G ved denne homomorfi,
og altsa opfatte G som en undergruppe: G C G.

BEMZERKNING.  Opfattet som delmaengde af FF(G) bestar ackvivalensklassen a
gjensynlig af de fglger, der konvergerer mod a.
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(2.6) Vi vil nu udvide ordningen i G til en ordning i G:

DEFINITION. Idet vi med P C G betegnes delmaengden bestaende af de elementer
A # 01 G, der har en repraesentant « = (ay,), for hvilken der gaelder:

an, >0 for allen € N,

defineres en relation < i1 G ved:

X<y 2 vy_xep

SETNING. Med den ovenfor definerede relation < er (é, +, <) en ordnet gruppe,
hvis positive elementer er elementerne i P. Afbildningen a — a er en homomorfi:

(G, +, <) = (G, +,<).

Beuvis. Ifplge et generelt resultat om ordnede grupper skal vi om P C G vise, at
0 ¢ P, at P er stabil, og at der for hvert X # 01 G geelder: X € P eller —X € P.
Det forste er klart ifglge definitionen. For at vise, at P er stabil, veelges for elementer

A, B € P repraesentanter: A =[a]og B = , sa at a,, > 0 og 3, > 0 for alle n. Da
er o + [ en repraesentant for A + B med o, + 8, > 0 for alle n, og A+ B € P, thi
ellers var A+ B = 0, og altsa a + 8 = (a,, + 5,) en nulfplge, og sa kunne vi af:

0<a, <a,+ b,

slutte, at ogsa o = («,,) var en nulfplge, i modstrid med at @ =A#0.

Betragt videre et element X £ 0 i CA?, og veelg en repraesentant: X = . Da
geelder: Enten er &, < 0 for uendelig mange n. I sa fald har £ = (,,) en delfolge, hvis
elementer alle er > 0, og da denne delfglge ifslge Korollar (2.3) ogsa er repraesentant
for X, ser vi, at X € P. Eller ogsa er &, < 0 fra et vist trin. Da fglgen —§ = (—=¢&,)
er en repraesentant for — X, hvis elementer er > 0 (endda > 0) fra et vist trin, ser vi
tilsvarende, at vi i sa fald har — X € P.

Seetningens sidste pastand folger let af definitionen pa ordningen i Gé

(2.7) Det folger af definitionen, at den herved definerede ordning i G pa gruppen G
opfattet som delmaengde G C G stemmer overens med den givne ordning i G.

DEFINITION. Den ovenfor konstruerede kommutative ordnede gruppe (é,+,<),
indeholdende (G, +, <), kaldes kompletionen (mere preecist: folgekompletionen) af
(G,+,<).

Hvis (G, +, <) er fuldstendig, sa er G = G. Som vi om lidt skal se, er (é, +,<)
altid fuldsteendig.
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(2.8) OBSERVATION. Hvis a = (a,) og 8 = () er fundamentalfplger i G, saledes
at
an < B, for uendelig mange n,

sa er

[a] < i gruppen G,

thi —[a]=|8 — a|har da en repraesentant, nemlig en delfglge af differensfolgen
B —a= (6, — an), hvis elementer alle er > 0, sa vi slutter, at —[a]= 0 eller at

—@GP.

(2.9) SETNING. Til hvert element E € G, findes et element ¢ € G, sé at
0<e<FE.

Bevis. Da E € @+ = P, har F en repraesentant o = (), sa at ay, > 0 for alle n.
Da E # 0, er « ikke en nulfglge, sa der findes i G et € > 0, sa at

e < a, for uendelig mange n.

Anvendes Observation (2.8) pa folgen a@ = (o) og den konstante fglge (¢,¢,¢,...),
farvii G, at 0<é<[a]=E

BEMARKNING. Heraf ses, at hvis en fglge @ = () i G har en af egenskaberne
‘fundamentalfglge’, ‘konvergent mod a’, ‘nulfglge’, sa vil den opfattet som fglge i G

have samme egenskab. Derimod kan en fglge o = (o) 1 G godt veere konvergent i G
uden at den er konvergent i GG, idet graenseveerdien ikke ngdvendigvis tilhgrer G.

(2.10) S&ETNING. Lad a = (a,) vaere en fundamentalfolge i G. Da er fplgen (é,)
i G konvergent med graensevaerdien [ a].

Bewis. Ifglge Szetning (2.9) er det nok at vise, at der for ethvert e € G4 findes N € N,
sa at
}dn —IEH < ¢ forallen > N.

Da a = (ay) er en fundamentalfglge, kan vi til det givne ¢ € G, finde N € N,
saledes at vi for n,m > N har:

—e <y — Qpy < E.

For et fast n > N geelder disse uligheder specielt for uendelig mange m, og anvendes
Observation (2.8) pa folgen (o, — a1, @y — @, ayy — a3, ... ) og de konstante folger
(—e,—e,—¢,...) 0g (e,6,¢,...),sa far vii G:

—é<d, —[a]<é
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Altsa har vi:

dn—@} < ¢ for alle n < N.

Dette er den sggte ulighed, blot med ‘<’ i stedet for ‘<’. Hvis G er taet ordnet, er
dette tilstraekkeligt. Og hvis G er diskret ordnet, er Ssetningen triviel &

BEM@RKN ING. Herefter vil vi altid indentificere elg\menter a € G med deres billeder
a € G, og altsa opfatte G som en delmeengde G C G.

(2.11) Vi kan nu vise fplgende:
SETNING. For kompletionen (G, +, <) C (G, +, <) galder:

(1) Enhver fundamentalfplge i G er konvergent i G.
(2) Ethvert element i G er greenseveerdi for en fplge i G.
(3) Den ordnede gruppe (G, +, <) er fuldsteendig.

Bevis. Pastandene (1) og (2) er begge indeholdt i den foregaende ssetning. Lad os
vise, at (3) er en konsekvens af (1) og (2): Hvis (G, +, <) har egenskaben (1) i (1.3),
altsa hvis enhver nulfglge i G er =0 fra et vist trin, sa er pastanden triviel. Vi kan
derfor antage, at der i G findes en nulfglge, som indeholder uendelig mange elementer
# 0. Ved fgrst at udveelge en delfglge heraf, og ved dernzest at betragte absolutvaer-
dien af dennes elementer, ser vi, at der findes en nulfglge (A,) i G bestaende af
elementer A,, € é+.

Lad nu (A,) vere en fundamentalfglge i G. For hvert n € N er A, ifglge (2)
greenseveaerdi for en folge i G, sa vi kan specielt bestemme et element a,, i G, saledes
at |A, —an| < A,. Herved far vi en folge (cv,) med elementer i G, saledes at vi i G
har :

|A, — ay| < A, for alle n.

Heraf slutter vi, at folgerne (A,) og () er mkvivalente folger i G. Da (A,,) var en
fundamentalfglge i G , er ogsa («a,,) en fundamentalfglge i G. Heraf folger imidlertid,
at (au,) er en fundamentalfglge i G, og da (1) geelder, ma (a,,) veere en konvergent
folge i G. Da (Ay) og (ay) var skvivalente folger i G, er ogsé (A,) en konvergent
folge i G M

(2.12) Kompletionen af (Z,+,<) er (Z,+,<), da (Z,+,<) er diskret ordnet og
dermed fuldstezendig.

Kompletionen af (Q, 4, <) er de reelle tals ordnede gruppe (R, +, <), som vi senere
skal se naermere pa.
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abelsk, Grupper 1.1

absolutveerdi, Strukturer 5.3
addition i modul, Moduler 1.1
additiv skrivemade, Grupper 1.2
additiv skrivemade, Strukturer 2.9
additive gruppe i modul, Moduler 1.1
afbildning, Mengder 1.9.3
atbildning, Mengder 1.9.4

afledet polynomium, Ringe 2.10
afsnit, Mengder 4.1

algebraisk struktur, Strukturer 1.6
algebraisk tal, Mengder 2.7
alternerende afbildning, Det 2.2
alternerende gruppe, Grupper 2.8
annullator for element, Moduler 2.9
annullator for modul, Moduler 2.10
annullere element, Moduler 2.9
annullere modul, Moduler 2.10
anti-homomorfi, Grupper 1.9
anti-ringhomomorfi, Ringe 1.14
anti-symmetrisk, Det 2.3
associativ, Strukturer 2.3
associeret, Idealer 3.1

asymmetrisk, Strukturer 3.2
automorfi, Grupper 1.3

automorfi, Grupper 2.1

automorfi, Ringe 1.3

automorfi, Strukturer 1.4
automorfigruppe (fulde), Grupper 2.1

b

bane for cykel, Grupper 2.3
baner for permutation, Grupper 3.12

baner for virkning, Grupper 3.4
banerum, Grupper 3.4

basis, Moduler 4.10

basis, Moduler 4.9

begraenset, Strukturer 3.6
begraenset folge, Folger 1.1
beskrive ved matrix, PID 5.2
bijektiv, Mengder 1.9.5
bilineaer, Det 2.1

billede ved afbildning, Strukturer 3.11
billede, Mengder 1.9.6
billedmeaengde, Mengder 1.9.6
brek, Broker 1.3

brgk, Broker 2.1

brgklegeme, .Broker 2.6
brgklegeme, Ringe 1.11
brgkring, Broker 2.2

C

cartesisk produkt, Mengder 1.9.1
Cauchy-fglge, Folger 1.1

central ringhomomorfi, Ringe 1.12
centralisator, Grupper 3.7
centralt gruppeelement, Grupper 3.7
centralt ringelement, Ringe 1.12
centrum for gruppe, Grupper 3.7
centrum i ring, Ringe 1.12

cykel, Grupper 2.3

cykelbillede, Grupper 3.12
cykeltype, Grupper 3.12

cyklisk gruppe, Grupper 1.8
cyklisk modul, Moduler 2.8



d

danne direkte sum, Moduler 4.2
definitionsmeengde, Mengder 1.9.3
delelig, Idealer 3.1

delfplge, Folger 1.1

dellegeme, Ringe 1.9

delring, Ringe 1.4

delring, Strukturer 2.12
determinant, Det 2.6

dimension, Moduler 6.17

direkte sum (ydre), Moduler 4.4
direkte sum, Moduler 4.3

direkte sumand, Moduler 4.8
disjunkte maengder, Mengder 1.4
disjunkte permutationer, Grupper 2.2
diskret ordning, Folger 1.2
diskriminant, Idealer 6.1
diskriminant, Idealer 6.3
distributiv, Strukturer 2.8
divisor, Hele tal 5.6

divisor, Idealer 3.1

domaene, Mengder 1.9.3

c

efterfolger, Maengder 4.3

egenveerdi, PID 5.15

egenvektor, PID 5.15

eksponent i Z, Hele tal 4.2
elementaer sgjleoperation, PID 3.1
elementeer, PID 3.2

elementacre rackkeoperationer, PID 3.1
elementbestemt afsnit, Mengder 4.1
endelig dimensional, Moduler 6.17
endelig leengde, Moduler 6.5

endelig meengde, Mengder 2.5
endeligt frembragt ideal, Idealer 1.2
endeligt frembragt modul, Moduler 2.8
endeligt ordinaltal, Mengder 6.4
endomorfi, Grupper 1.3

endomorfi, Ringe 1.3

endomorfi, Strukturer 1.4
endomorfi, Strukturer 2.7
endomorfiring, Hele tal 5.2

enhed, Idealer 3.1

enhed, Ringe 1.8

entydigt delelig, Broker 3.5
et-element, Ringe 1.1
et-element, Strukturer 2.10
et-element, Strukturer 2.9
et-punkts-bane, Grupper 3.4
Euler’s ¢-funktion, Hele tal 6.7

f

faktorer for keede, Moduler 6.1
faktoriel ring, Idealer 3.7

familie af maengder, Maengder 1.9.9
fixelement, Grupper 2.2

fixpunkt for gruppeelement, Grupper 3.4
fixpunkt for virkning, Grupper 3.4
foreningsmeengde, Mengder 1.4
forfining af kaede, Moduler 6.1
forgrening, Idealer 6.12
forkortningsregel, Strukturer 2.3
forleenge, Broker 2.1

forsvinde pa, Strukturer 6.7
forsvinde pa ideal, Strukturer 6.12
fortegn for permutation, Grupper 2.6
frembragt ideal, Idealer 1.2
frembragt modul, Moduler 2.8
frembringer, Grupper 1.8
frembringersystem, Moduler 4.16
frembringersystem, Moduler 4.9

fri basis, Moduler 4.16

fri modul, Moduler 4.17

fri modul, Moduler 4.9

frit element, Moduler 4.9

frit system, Moduler 4.16

frit system, Moduler 4.9
fuldsteendig ordnet gruppe, Folger 1.6
fundamentalfglge, Folger 1.1

feelles divisor, Idealer 4.1
feellesmaengde, Mengder 1.4

folge, Folger 1.1

folgefuldsteendig, Folger 1.6
folgekompletion, Falger 2.7

forste element, Strukturer 3.5
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Gauss’ talring, Idealer 6.12

g-invariant, Grupper 3./
G-invariant, Grupper 3.4
G-invariant, Grupper 3.5
generelle linezere gruppe, Det 4.8
gentagelse i1 kaede, Moduler 6.1
grad af polynomium, Ringe 2.2
grad af symmetrisk gruppe, Grupper 2.1
grundenhed, Idealer 6.7

gruppe, Grupper 1.1

gruppe, Strukturer 2.4
gruppehomomorfi, Grupper 1.3
gruppehomomorfi, Strukturer 2.7
graensevaerdi, Folger 1.1

ga op i, Idealer 3.1

h

harmonere, Strukturer 4.1
harmonisk relation, Strukturer 4.1
homomorfi, Strukturer 1.4
homomorfi, Strukturer 2.7
homomorfi, Strukturer 2.8
homomorfi, Strukturer 3.3
homoteti, Moduler 1.9

hovedideal, Idealer 1.2
hovedidealomrade, Idealer 1.4
hovedidealring, Idealer 1.4
hgjre-sekvivalens, Grupper 1.5
hgjre-domaene, Mengder 1.9.2
hgjre-komposition, Strukturer 2.1
hgjre-modul, Moduler 1.4
hgjre-sideklasser, Grupper 1.5
hgjst samme maegtighed, Mengder 2.2
;

ideal, Idealer 1.1

ideal, Ringe 1.5

ideal, Strukturer 6.10

ideal frembragt, Idealer 1.2
idempotent, Ringe 1.13

identisk afbildning, Mengder 1.9.4
imaginaer kvadratisk talring, Idealer 6.5
index af undergruppe, Grupper 1.5

indexmaengde, Maengder 1.9.9
indsgette i polynomium, Ringe 2.6
induceret afbildning, Strukturer 3.10
induceret homomorfi, Grupper 1.6
induceret homomorfi, Ringe 1.6
induceret komposition, Strukturer 2.2
induceret komposition, Strukturer 6.1
induceret ordning, Strukturer 3.4
induktiv ordning, Mengder 3.1
infimum, Strukturer 3.6

injektion, Moduler 4.4

injektiv, Mengder 1.9.5
inklusionsafbildning, Mengder 1.9.4
integritetsomrade, Ringe 1.9
invariant (under virkning), Grupper 3.3
invers, Grupper 1.1

invers afbildning, Mengder 1.9.2
invers i gruppe, Strukturer 2./
invers i ring, Ringe 1.8

invertere, Broker 2.2

invertibel i ring, Ringe 1.8
invertibelt element, Strukturer 2.3
involutorisk, Ringe 1.13

irreducibel, Idealer 3.5

irreducibelt, Idealer 3.1

irreflexiv, Strukturer 3.2

isomorfi, Grupper 1.3

isomorfi, Strukturer 1./

isomorfi, Strukturer 2.7
isotropigruppe, Grupper 3./

J

Jordan—Holder kaede, Moduler 6.1
Jordan—Holder modul, Moduler 6.5
Jordan-matrix, PID 5.1

k

kanonisk afbildning, Strukturer 3.8
kanonisk basis, Moduler /.11
kanonisk basis, Moduler 4.17
kanonisk homomorfi, Grupper 1.6
kanonisk homomorfi, Ringe 1.6
kanonisk ringhomomorfi:, Ringe 1.7
kanonisk homomorfi, Broker 2.3



kanonisk homomorfi, Strukturer 6.2
karakteristik, Broker 3.4

karakteristik, Ringe 1.7

karakteristisk element, PID 4.11
karakteristiske polynomium, PID 5.13
kardinaltal, Mengder 6.6

kardinaltal for meengde, Maengder 6.7
kerne, Grupper 1.3

kerne, Ringe 1.3

kerne, Moduler 1.10

kerne for gruppehomomorfi, Strukturer 6.8
kerne for ringhomomorfi, Strukturer 6.13
klassedeling, Strukturer 3.8

klasser, Grupper 3.7

koefficient i polynomium, Ringe 2.1
kommmutere, Strukturer 2.3
kommutativ, Grupper 1.1

kommutativ, Ringe 1.2

kommutativ, Strukturer 2.3

kommutere i ring, Ringe 1.12
komplement (determinant), Det 4.1
komplement til undermodul, Moduler 4.6
komplementmatrix, Det 4.4

kompletion, Falger 2.7

komposition, Strukturer 2.1
kompositum, Strukturer 2.1
kompositum, Strukturer 6.1

kongruens modulo N, Strukturer 6.6
kongruens modulo ideal, Strukturer 6.11
kongruensrelation, Strukturer 6.1
kongruensrelation, Strukturer 6.9
kongruensrelation i gruppe, Grupper 1.6
kongruensrelation i modul, Moduler 2.2
kongruensrelation i ring, Ringe 1.6
kongruent med, Hele tal 6.1
konjugerede gruppeelementer, Grupper 3.7
konjugerede tal, Idealer 6.3
konjugeret-klasser, Grupper 3.7
konjugering, Grupper 3.7

konstant fglge, Falger 1.1

konstant polynomium, Ringe 2.2
kontinuets maegtighed, . Mengder 2.8
konvergent fglge, Falger 1.1

konvergere, Fuolger 1.1

koordinatsaet, PID 5.2
kvadratisk tal, Idealer 6.1
kvadratisk talring, Idealer 6.5
kvotient, Strukturer 3.8
kvotient, Strukturer 6.1
kvotienter for keede, Moduler 6.1
kvotientgruppe, Grupper 1.6
kvotientgruppe, Strukturer 6.6
kvotientmodul, Moduler 2.2
kvotientmeengde, Strukturer 3.8
kvotientring, Ringe 1.6
kvotientring, Strukturer 6.11
kaede i modul, Moduler 6.1
kaede (ordnet), Maengder 3.3

1

ledende koefficient, Ringe 2.2
legeme, Ringe 1.9

lige permutation, Grupper 2.8
lineser afbildning, Moduler 1.10
lineser athaengighed, Moduler 4.9
lineser relation, Moduler 4.9
lengde af bane, Grupper 3.4
leengde af cykel, Grupper 2.3
lengde af kaede, Moduler 6.1
leengde af modul, Moduler 6.12

m

majorant, Strukturer 3.6
maksimalideal, Idealer 2.4

maksimalt element, Strukturer 3.5
maksimalt frit system, Moduler 4.18
matrix-produkt, Moduler 1.8
matrix-sum, Moduler 1.8

mindre meaegtighed, Mengder 2.2
minimal annullator, PID 4.4
minimalt element, PID /.4

minimalt element, Strukturer 3.5
minimalt frembringersystem, Moduler /.18
minimalt polynomium, PID 5.12
minorant, Strukturer 3.6

modsat element i modul, Moduler 1.1
modsat element, Grupper 1.2

modsat element, Ringe 1.1



modsat element, Strukturer 2.9
modsat gruppe, Grupper 1.9
modsat multiplikation, Ringe 1.14
modsat ring, Ringe 1.1/

modul, Moduler 1.1

modul over ring, Moduler 1.1
modulautomorfi, Moduler 1.10
modulendomorfi, Moduler 1.10
modulhomomorfi, Moduler 1.10
modulisomorfi, Moduler 1.10
modulo, Hele tal 6.1

monoid, Strukturer 2.4
monoidhomomorfi, Strukturer 2.7
monoton fglge, Folger 1.1
multilineser, Det 2.1

multiplicitet af rod, Ringe 2.7
multiplikation i modul, Moduler 1.1
multiplikativ delmeengde, Broker 1.1
multiplikativ skrivemade, Grupper 1.2
multiplikativ skrivemade, Strukturer 2.9
multiplum, Hele tal 5.6

multiplum, Idealer 3.1

maegtighed, Mengder 2.2
meangdebestemmende, Mengder 1.2

n

neutralt element, Grupper 1.1
neutralt element, Strukturer 2.3
nilpotent, Ringe 1.13

n-lineser, Det 2.1

norm af kvadratisk tal, Idealer 6.3
normal undergruppe, Grupper 1.6
normal undergruppe, Strukturer 6.5
normeret polynomium, Ringe 2.2
nul-element i modul, Moduler 1.1
nul-element i ring, Ringe 1.1
nul-element i ring, Strukturer 2.10
nul-element, Strukturer 2.9
nulfelge, Folger 1.1

nulmodulen , Moduler 1.5
nulreglen, Ringe 1.9
nulpolynomium, Ringe 2.2
nulringen, Ringe 1.1

numerabel, Mengder 2.5

v-dobbelt rod, Ringe 2.7
naevner, Broker 2.1

(0]

omrade, Ringe 1.9

opad begraenset, Strukturer 3.6
operere, Grupper 3.1

oplgsning, Idealer 3.5

orden af gruppe, Grupper 1.1

orden af gruppeelement, Grupper 1.7
ordenshomomorfi, Strukturer 3.4
ordenstro, Strukturer 3.4

ordinaltal, Mengder 6.2

ordinaltal for meengde, Maengder 6.5
ordnet gruppe, Strukturer 5.1
ordnet maengde, Strukturer 3.4
ordnet ring, Strukturer 5.4

ordning, Strukturer 3./

organisere som modul, Moduler 1.1
originalmeengde, Mengder 1.9.6
overskudsmaengde, Mengder 1.4

p
partiel ordning, Strukturer 3./

permutation, Grupper 2.1
permutationsgruppe, Grupper 2.1
polynomium, Ringe 2.1
polynomiumsring, Ringe 2.1

positivt i gruppe, Strukturer 5.2
positivt i ring, Strukturer 5.4

potens af kardinaltal, Mengder 6.9
potens med eksponent i Q, Broker 3.5
potenser, Hele tal 4.2

potensmaengde, Mengder 1.5

potensregler for kardinaltal, Mengder 6.10

pre-ordning, Strukturer 3./
primelement, Idealer 3.1
primideal, Idealer 2.2

primiske elementer, Idealer 4.1
primiske restklasser, Hele tal 6./
primiske tal, Hele tal 5.6
primitivt polynomium, Idealer 5.2
primlegeme, Broker 3.4
primlegeme, Ringe 1.11
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tom maengde, Maengder 1.7
torsionselement, PID 2.4
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