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Plere reelle variable 1972-73 Differentiabilitet 1

DIFFERENTIABILITET.

0. Indledning.

¥
0.1. I det folgende vil vi betragte talrummene [R for

forskellige dimensionstal k . TRK vil her spille to
roller, som vi dog ikke vil holde skarpt adskilte: Dels

som metrisk rum, med den metrik, der udspringer af max-normen;
i denne rolle vil elementerne i IRK blive kaldt punkter

og vi kan tale om dbne m:ngder, kontinuerte afbildninger
0.8.v. Dels som vektorrum over R ; i denne rolle vil ele-—
menterne i IRK blive kaldt vektorer og vi kan tale om
basis, linezre afbildninger o.s.vV.

Elementerne i ka (i begge rolier) er talsset. Vi vil normalt

Kk
skrive disse tals®t som ggjler. Et talsst ve R har k

koordinater, som vi smdvanligvis betegner 13,---, V5, ,
altsad
vy
U = .
Uk

[Bemaerk, at vi ikke sstter _ under talsaet.]
Af typografiske grunde vil vi lejlighedsvis skrive en funk-
tionsverdi i('v‘) udferligt som -F(‘v:,,---, 1’70)
Lad os miﬁaé om, at de linesre afbildninger: [RK—-> TR?
er af formen: ¥ +>Av med en entydigt bestemt (Ex k) -

matrix A , kaldet den linemre afbildnings koeffecientmatrix.

k
Specielt er linearformerne: IR —> [R  af formen

v,
v = (51)H q'qfvi-l-----f-O(k"U‘k) hvor Oy - oey X kaldes
Yk
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linearformens koefficienter.

[Bemaerk, at vi ikke smtter _~ under matricer. I matrix-pro-

duktet A opfattes 1 som en spjlematrix med K elemen-

ter; Av  er altsd en sgjlematrix med € elementer, d.v.s.

element i IR£ ] . For den transponerede til en matrix A

“i Kk
e R

benyttes betegnelsen AT . For en vektor ¥ = (0_
K

betegner 41  altsi rekkematricen =7 = (vq,-. ,U’k).
& >

0.2, Vi skal i det folgende betragte afbildninger definerede

k
. (En del kan dog uden videre

p& 8bne memngder JL i R
udstrekkes til afbildninger, der er definerede pé et interval
i [Rk ). Br der givet en &ben mzngde 2 S ka , har vi
specielt de K koordinatfunktioner pa S

t
t = (51) — bty =1k
ty

der er afbildninger: ..Q_ - fR . De kaldes koordinaterne pd £).

I en given sammenh®ng vil vi ofte navngive disse koordinater,

altsd ofre betegnelser for disse k afbildninger. Vi vil
sdledes skrive "Lad Xy, ..., X vere koordinaterne pa
{2 " i betydningen: X; er den ved t > T; de-

finerede afbildning X; : ,,.(Z - R , ¢t = ‘f, oy K .
P3 en given &ben mengde ) i R~ betegnes koordinaterne
ofte ogsd X og ¥ . At X er koordinaten pa en

dben msngde J = R betyder, at X er inklusionsafbild-

ningen: ._Q, > R .
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1. En reel funktion af flere variable.

1.1 Iad os forst betragte en reel funktion 4 pa et in-
terval J< R , altsi en afbildning £: J — R . Funk-

tionen J siges som  bekendt at vere differentiabel i punktet

a € 7 med differentialkvotienten & , hvis den ved

: f(t) = f(a)
t~- a

definerede funktion har grsnseverdien o« for t — a

Dette betyder altsd, at funktionen
- a
F(t) - f( ) for t#a

t > t-a
(0.4 for t=a
er kontinuert 1 @ , og det er igen ensbetydende med, at
funktionen
He) - fa) - xlt-a) . 1.,
0 for t=a
1a

er kontinuert., Differentiabiliteten kan altsd udtrykkes ved,

at vi har en fremstilling
ft) = £(a) + x(t-a)+ e(t)lt—-al)

hvor funktionen § : 7 ——>R er kontinuert i a med ver-

dien efa) = 0 .
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"Ner" punktet Q vil funktionen § altsd "ligge tet ved"
den affine funktion tr— f(a)+t (t-a) i den for-

stand, at differensen er af formen e(t)lt—al , med en
funktion €: J —> R , kontinuert i q med verdien
e(a)= 0 .

o /
. Differentialkvotienten i @ betegnes ogsd  Df(a) eller {a)

1.2. Lad os dernzst betragte en reel funktion -F pa en
aben mengde L)L E IRK , og et punkt ae€ L2 . Det er
nerliggende at generalisere ovenstiende ved at betragte

f 's restriktion til linierne gennem @ . Hvis %€ R*
er en vektor og Ae R er et reelt tal, kan vi betragte
vektoren A (multiplikation af vektoren 4 med
skalaren A ). Linierne gennem a er punktmengderne af

formen {a_-f- Av—, Ae rR} , hvor we RX er en



FPlere reelle variable 1972-73 Differentiabilitet 5

vektor, kaldet en retning for linien. Da (2. er en 8ben

mengde, er funktionen

2 —> f£(a+dr)

defineret i en omegn af 0 e R . Visiger, at -F er

retningsdifferentiabel i retningen 4 i punktet a ,

hvis funktionen

A—> flat i)

er differentiabel i 0 . Differentialkvotienten af denne

funktion i 0 kaldes da f 's afledede i retningen v

(i punktet @ ) og betegnes D, f(a) .

R

0 4

—————— - -

Specielt kan vi betragte en af de K Dbasisretninger

0 0 1
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Funktionen A +—> f(a+)g ) kan udferligt skrives

ﬂp._.; .F(aba_z)...,a{+ﬂ,-";ak).

Vi siger, at den fremkommer ved at variere den {-te varia—
bel og holde de gvrige fast. Hvis + er retningsdifferen-

tiabel i hver af de K basisretninger, siger vi, at £ er

partielt differentiabel i punktet o . De afiedede af ~F
i basisretningerne kaldes ogsa Lrs partielle afledede

i punktet @ , og betegnes D,F(a), cet :DKF(Q) , altsi
D, § (a) = D; f(a) . Br { opartielt differentiabel

i ethvert punkt i 2. , kan vi opfatte de partielle af-
ledede som K funktioner :D.,-F, cee D,c# ) > R.

Vi siger, at DVF f&s ved at differentiere m.h.t. den t¢-te

variabel.

t 2
1.3. Eksempel. Den ved f:t= (t;) — tt, + t,_s definerede
funktion £: 'Rz* R er partielt differentiabel med de

partielle afledede bestemt ved
2
:D1‘f‘(t) = Q-tftz ) :Dz'F(t) = tlz"'?’tz

l1.4. Har man i en given sammenhsng navngivet koordinaterne
péd den abne mzngde NORK= Rk , er det ofte hensigtsmmssigt,
at lade disse navne indgd i betegnelserne for de partielle
afledede. Er s&ledes X5,---, X, koordinaterne pad 2. ,

skriver vi
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D8 @) = g_é(a) = 4, (a)

08 zf__:_a_#_____,F’

%t = dX; dX; X;

[Bemaerk, at " 8" lmses som " d ".]
24

Vi siger ogsd, at Sy, fas ved at differentiere m.h.t. X;
i

Koordinaterne selv, altsd de K funktioner

Xy ) oe X L = [R, er partielt differentiable med de

partielle afledede

o} v # |

0
1 =¥,
1.5. Eksempel. Lad X,y vere koordinaterne pa Rz.

Funktionen i det foregdende eksempel kan skrives f= X2y+ y3,

e of _ oF _ 2 2
og vi finder S;_ny, -a-)—'—X+3)',

1.6. Det ovenfor skitserede differentiabilitetsbegreb er pa
mange mader utilstrakkeligt. Det viser sig hensigtsmmssigt
i stedet at generalisere begrebet "ligger tet ved en affin
funktion".

Lad L e fRK vere en aben mengde og betragt et punkt
a e S0 . To funktioner -F,g : {2 >R siges at have

kontakt af m -te orden (m.>, f) i punktet a ,

hvisg vi for differensen har en fremstilling
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(#)  f@)- q(t) = &) lt-al™, te.

med en funktion €&:JM2 — IR , der er kontinuert i a
med verdien €(@)= 0O . For m= 4 siger vi blot, at

_ﬁ g g har kontakt i @ . Dette er sterkere end at

Ht)-g(t) —_ 0 for t - a

pf——--
(w3

Ce---—-
S+ ————

1170
Bemerkning. Gyldigheden af (4) for t=a betyder

blot, at £() = g(a) . Det ses, at £ og g har
kontakt af n-te orden i1 Q@ , netop hvis £(a) = g(a)
og vi har en fremstilling (:F) for alle t#a , med
en funktion & : ,_Q\{a_ﬁ —s> [R , som opfylder ¢g(t)—> O

for T — Q.

1.8. Bemzrkning. I en situation, hvor man vil underspge

en afbildning -,f— i omegnen af et punkt ae (L , Vil man
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ofte i stedet betragte afbildningen A - -F(a-{- h,) . Da
02 er 8ben, er ogsd mengden {H € [RX l a+h e L)L }
dben, s& h +—> f(a+h) er defineret i en omegn af

0 e [Rk . Det ses, at £ og g : 2> R har kontakt

af m —-te orden 1 @ , hvis og kun hvis vi har fremstilling
n
flavh) - g(arh) = ()41,

med en reel funktion &
gf(o) = 0

, kontinuert i 0 med verdien

t
1.9. Bn funktion q: t = (t'
[ 4

en affin funktion pd& 2 . Funktionen 9 er altsd af

) —> (b +0(1t1+--- + “ktk, kaldes

formen (konstant) + (linemr afbildning). Det ses, at

g: LQ - R er en affin funktion, netop hvis grafen

9 = i (t,q(t)) e {Rk”[ te () } er indeholdt i
en hyperplan i R*+1

R A
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1.10. En afbildning £:.Q0.—> R , hvor 0 € RK er

en aben mengde, kaldes differentiabel i punktet a e (2 ,

hvis den har kontakt med en affin funktion i @ . Hvis

g er en affin funktion, g(t) = A+ aty+ - + dti,
finder vi g (a+h) = A+ %04+ - + 00y + aphy+ o+ oty by =
9(0.) + Ay o+ oAy L"k. . Hvis £ har kontakt med

9 i a, harvi 9Ca) = f£(a) , altséd gla+h)=
-F(Q)'P' “1h1+""f'“khk’ og vi ser, at £ er differentiabel i
punktet a , hvis og kun hvis der findes &y,.-:; & € [R,

sd at vi har en fremstilling

(x)  f(a+h) - £a) = ahyt -+ oy +ERIIRI

for alle N i en omegn af 0€ ka , med en funktion
€, kontinuert i 0 med verdien elc) = O
Funktionen h +—> Af(k) = f(a+h) - f{a) kaldes
funktionstilveksten ud fra @ . Idet afbildningen

W +— a(,h.'-g-----!- 9% kk, er en linesr funktion, kan differen-
tiabiliteten ogsd udtrykkes ved at sige, at funktionstil-

veksten A-F har kontakt med en linexr funktion i 0

Antag nu, at $: ) —=> IR er differentiabel i punktet
ooe () , altsd at der findes en fremstilling (x) .

Vi udleder en rzkke konsekvenser:

1.11. PFunktionen F er kontinuert i o . Der gslder

endda, at der findes en omegn u= {t [ It-al < P } S .0
og en konstant K> o , sdat | ) - 'f‘(a)l < klt-all
for te U ,thi. da €& er kontinuert i 0 med

verdien €(0) = O, findes p»0 , si at athef) og
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le(®) <1, nar N4ll< p . Vi finder derfor
(A )] = lagfy+-r + a b+ ()[Rl I < [l ol +1] Tl

som viser den enskede ulighed med K = (0(1 ’+- + ,“k,’ +1.

1.12. Funktionen 'f- er retningsdifferentiabel 1 enhver

‘ fu-l K
retning V= J_ e R i punktet a med den retnings-
\YJ

afledede

Dofla) = eayvy+- + o v,

thi for hvert 16 R tilstraekkelig tet ved O finder vi

Fla+Av) - £(a) = (qvi+--+ i )A + € Q) vl 121,

hvoraf pistanden fremgir, idet A= e (Av)llv]l er konti-

nuert i 0 € R med verdien O .

1.13. Specielt folger det, at tallene Xy, ey Xy er en-

tydigt bestemte, idet der gslder

a, = :D'.f(a_)) cee e = iD,d“-’(a).

$ har sidledes i a kontakt med netop én affin funktion,

nemlig med funktionen t F(a) + o (tq— 04)"‘ e A (tlc'ak.)-

1.14. Den ved h — Ay h1+--- + lxkhk bestemte linear-
pPunkizt @

v
form ¢ I'Rk—> R kaldes differentialet af T+ l/og betegnes

d‘Fa, , altsa

dg,(h) = Dt@)h+-..+ D flh, .
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1.15. Bemerkning. Opspaltningen (*) har altsd formen

Af (k) = df@(h)-c-e(h)"k”.For at vise, at en given funktion

_[_: 0 > R er differentiabel i Q@ med differentialet

¢ , hvor @: [R"'—\ R er en given linearform, skal
man altsd vise, at funktionen hi— Af(h)- T(h) har
formen E(k)[kl] , med en funktion & , s3 at

eth)=> 0 for h— 0.

1.16. Koordinaterne Xgyooos X pd 20 er i ethvert

punkt @€ Ll  differentiable med differentialer

(dxi )Q : le'—’ R bestemt ved
h
(), (k) = hy | 4= (ul)é R
Vi har siledes d-Fq (k) = %,% (a) hy + -+ b—b;\'i(a) L"k. =
gf;(a) (cey)y (W) + - + g—i(a) (), (£.) . og denne

ligning kan med de szdvanlige kompositioner for linearformer

skrives

dy, = H@ () e gfnw(m.

1.17. En konstant funktion }t=e er &benbart differentia-

bel i a med differentialet df, = 0 . Hvis
-F og g er differentiable i a , er ogsd funktionerne
-f-+9) Fg og 'g‘ (den sidste er kun defineret, hvis

9(t) # © for alle te ) ) differentiable med diffe-

rentialer bestemt ved
d(f+q), = df, + dg, d(fq), = q(a)df + f(a) dg,
"_ ga)df, - Pla)dg,

d (5)a 9(a) fa 9(a)? “9a 9(a)~
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Vi udelader beviserne, der er analoge med de tilsvarende udsagn

for funktioner p& et interval.

1.18. TFor en reel funktion § pd& et interval I < R  og
et tal ae T (altsd tilfeldet k=1 ) er

dfa(k,) =Dfla)h, he R. Den (ene) partielle afledede er altsd den
sedvanlige afledede Df() = -P’(CL) . Hvis x er koordi-
naten p& J , har vi an("b) =h

For alle h 75 0 har vi altsé

df, (h
t'(a) ._a__)_
dx, ()
I denne forstand er differentialkvotienten ,f'(a.) altsa

en kvotient af differentialerne d’*a og dX,L . Vi bruger

ogsd betegnelsen 'Fl(a) = %ﬁ COL)

1.19. Funktionen §: ) — IR kaldes differentiabel i (2 ,

hvis den er differentiabel i ethvert punkt af 2 . En sidan
funktion er altsd kontinuert, og har partielle afledede, der
er funktioner :DA:) cee DK-ﬁ: ;_Q_ —> R, I ethvert punkt

Kk
a € (). har vi en linearform dfat R — IR ., Familien

af alle disse linearformer kaldes differentialet af ¥

og betegnes df , altsa
d*F = ( d'Fq )QG,_Q

1.20. Vi kan pa oplagt médde indfere kompositioner for familier

¢ = ((Pa)a.eﬂ af linearformer P le — [R.
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Hvis ¢ = (qoa)%ﬂ og Y= (Wa)aebQ er to sadanne

familier, sstter vi

PP = (?q"""’a)ae‘fz_ [_altsé for hvert
ae [l addition af de to linearformer Pa 08 "{’aj

Hvis P = (CFo.)qe,_Q er en sidan familie, og A er et

reelt tal, sstter vi

Q\CF = (9«?&) ae. [altsé for hvert

ac ). multiplikation af linearformen ¢, med skalaren

AerR]

Det ses let, at familierne med disse to kompositioner
udgor et vektorrum over R
Mere generelt, hvis ¢ = (cl’a)ae,ﬂ, er en sadan familie

g gq: L —> R er en funktion, sztter vi

g = (9(“)?0_ )QEQ altsd for hvert ae .l

multiplikation af linearformen ?a, med skalaren

gla) € R ]

Med disse kompositioner kan ligningerne

o
df, = a——i(a) [olx',)a+...+§ji(a) (), , ae.

simpelt skrives

df = of My 4+t %‘?(K""‘k

og for differentiable funktioner £ og q {2 - R far

vi ligningerne

d(4+g)=df+dg ,  d(af) = 2d¢
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d(fg) = fdg +9df

£ - L £ ogp = 94F - Fd
d(5) = §dF - 49 o

9
(den sidste for s& vidt q(t)# 0  for alle te AL ),

1.21. Eksempel. Lad Xy , X, vere koordinaterne pi mengden
ty 2
Q= {t= (tz)é R [ t, # 0} . TFunktionen X,: d2 - R opfylder
X, (t) = t, #0 for alle t € ) . Iad os vise, at

funktionen '—};1 : LQ —> [K er differentiabel med differentialet
2

- d(R) = Xe dxy — X1 dX
XZ ng

. a
Vi skal vise, at der i ethvert punkt a = (qz) € (] gxlder

d(;—Y}) = Qy (d‘x1)a - a,(OfX,_)a

altsd for ethvert h= (',"‘z)e IRZ

A (f), (n) = ek

X5 qlz
o hy —arh,
Vi betragter derfor differensen h > A{%) (h) — = 1a 3
2
og finder herfor udtrykket
a"" h.1 Q4 - Q,_,rtq——aﬂl;_ - (—afhz— alh") h’l
athy Ay a,* a,% (a,+h,) ’
der for hvert a € ) er af formen & (%)I{) , hvor

e(h) > © for h— O.
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2. Kontinuert differentiable funktioner.

K
2.1. For en aben mengde 2 € R gxlder fglgende vigtige

setning:

Hvis en funktion f: £ > R  er partielt differentia-

bel i ethvert punkt i L2 , 02 hvig de partielle afledede

Dq-ﬁ, ey :Dx'ﬁ ) > R er kontinuerte funktioner, da er

-F differentiabel.

Bevis. Vi betragter et punkt a € () og velger en omegn
U= {te rRk l It -all < P} < ). For en vektor

h = (:‘) med ”h”{P betragtes punkterne

Kk
Q(o), a‘(f),__. , a() . hvor
ag+ by
a ¥ = a,+h1
a

. k )
Vi har  a® = a, 2= arh ,og a €U, 9y=0,1, -, k.
Ved anvendelse af middelverdisstningen for funktioner af en

variabel finder vi

af(t) Ela+h) - £(o)

Jé [ £(a®) - ﬁ(a“"’)]
2 24037) 4,

)

i

[}

hvor §(J) er et punkt pad liniestykket, der forbinder
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- 2
a,(J L og a,( ) . Vi har |l E(J)a all < lnl , o0g
altsd %”)—) a ndr h-—> 0 ; da funktionen D;f er

kontinuert i @ , kan vi derfor skrive :D,-F(‘f(])) —
Dij(a)-!- E(ﬂ(‘ﬁ_) , hvor E“)“t)-?o for h—> O,

1= 1, -, k . Indsettes dette, far vi

k
A# (h') = ])1#(0-) h1+"'+])K:F(a)hk + J§1 £(J)(k) LLJ )

k
og da restleddet JZ_’E(J)(’G.) ‘a] er af formen €gCh)lIRI

med &(h)—>0 for W—> 0 , er f differentiabel i @ D

2.2. Eksempel. Iad X,y  vere koordinaterne ph RZ

Funktionen Xy har de partielle afledede -a—g;—y) =Y,
Xy)
%‘7‘2 = X , som er kontinuerte. Fglgelig er Xy diffe-

rentiabel (hvad der naturligvis ogsd let vises direkte) med

differentialet d()(y) = ydx + ng.

o
2.5, Udfra klassen ©° (d2) af kontinuerte funktioner p
o k
den &bne mengde o) € IR” gefineres induktivt (for m 7 1) Klassen
m
8 [,_Q) af _m gange kontinuert differentiable funktioner, *

som de funktioner -F : fl > R , der har partielle afledede
O

'D1f=, Tty j)k,ﬁ f{) > [R , som tilhegrer klassen © (LQ),

Funktionerne -f-:,_f)_—) [R i klassen (@1(._(2) af kontinuert

differentiable funktioner er altsd differentiable ifelge den

viste s®tning, og specielt altsa kontinuerte. Det felger, at

vi har

() 2 ') 2 e¥R) 2 -
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Fellesmengden af klasserne ‘6%(,_()) er klassen %m(:ﬂ.) af
vilkarligt ofte differentiable funktioner pa (2
I stedet for at sige, at funktionen §: .2 — IR
ligger i klassen fgu(ﬂ) siger vi ogsé at -f— er af klasse
c@% eller at § er en gw—flmktion.

2
2.4, Bztning. For en funktion f:.0 —» R af klasse ¢

14
gelder —-DL:Da‘F = :D&:D;,:ﬁ S G4 =1, k.

Bevis. Vi skal vise, at der gelder J);_D&-F(Q) = :D&D,;-ﬁ (a)
i et hvert punkt o€ ). . For at bestemme :D'::D&'F(a) og

‘D.&:D{-F(Q,) behgver vi kun at se pa funktionen

t
t= (t:_) — ‘F(af) "')ai,""tq,"') QJ+tz,--~,ak)'

For at vise identiteten, kan vi derfor indskrsnke os til til-
feldet R =2 (og i=1, }=2,).
Vi betragter nu en omegn = = {t‘ l "t-'a”\<f3} < ._Q’

og vi sztter
S = f(atp,atp) - flatp,a,) - f(a,0,4p) + £(a,9,)

Nu betragtes forst funktionen

9: t — $(ty,0,4p) - a‘(t,,az)) o € ¥y € agtp.

Da gmlder S = g(a,+j>) - Q(Qf) . Funktionen 9 er diffe-
rentiabel med den afledede ty > q'(ty) = D f (¢, 7Q2+P) ":D1‘F(f71)42)

Ifplge middelverdisztningen findes derfor

et tal 3, med @, < %15 B tp s& at g(q,q;)-g(q,):
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9,(51) P , altsd s& at

[:Dﬂe(gf )az+P) - :Df'F (fhaz)] P

For dette 51 betragtes funktionen t, > D {(51, )
a, %, € G, +p

’

Denne funktion er differentiabel
med den afledede: f?z — 3,:.'Dq§ (Eq,tz) .

Ifplge middel-
verdisstningen findes derfor et tal

§, med §z
sd at :D,{-(;,)az'ff)) _—-Df‘F(fhaz) = 3&3’14(51,51)

Vi har altsa

a,+p,

S = :Dz:D1'§<Ei ;Ez) Pz

P4 tilsvarende méde ses, at der findes tal

Mo 08 My

, 88 at vi ogsd har

med SN, € 0tp, &SN S atp

S = :D1:Dz'F (nilnz)Pz°
DD, ¢ (n,m.) = DD E(E,,5,) -

har vi altsd set, at der i omegnen

Det folger, at Opecielt

= = ft|ut-alsp}
findes to punkter §= (;L) 0g n (:lz'z) sa at
DD, ¢ () = DD f(3).
, 0g udnytter vi kontinuiteten af

])1])?_.{— og :D;D,L i punktet @ , ser vi, at fD,])z-F(q)=)l"p1.Hq).

[

Lader vi nu F - 0

2.5. For en funktion §: .0 — R

af klasse fé% kan vi

betragte partielle afledede af m —te orden af formen

tDi’m. "' ])':zj)':1 f )

hvor vi forst har differentieret m.h.t. den i1 -te variabel,
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dernmst m.h.t. den t, ~te o.s.v. Hvis Xq,--, X er

koordinaterne p& ). , bruges ogsd betegnelserne

I I _
ox;  0Xj, 0x ;0K 0K

Af gmtningen foglger, at denne partielle afledede ikke af-

hsnger af rekkefolgen af differentiationerne, men kun af det

antal gange, der er differentieret m.h.%t. Xy 5, m.h.t. X,

0.8.v., Differentieres der Py 8gange m.h.t. Xy , P, 8gange

m.h.t. X, o.s8.v. (altsé Pyt P = m % bruges
>"f

ax Pt o e

betegnelsen

P P
D, 1. _-Dmki

Ud fra punktet o e L) defineres differentialet

af m-te orden, dm#;‘:ka«—a IR , som funktionen

K K
‘ft —> du-’ca,<h') = Z‘ Z D‘.'m.”b"‘!#(a) -ﬁ":m.“ﬁiﬁ

- _ml P Py P P
- Z P«-’"'Pk!b? e 'ﬁ(a)ﬁ,!--k:;

Pt tPe=m
her har vi benyttet, at antallet af tals=t (i,,--w im) ,

i hvilke
Py af tallene er 1

Px af tallene er K

er lig med m!
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L
Det ses, at d 'ﬁa, er et homogent m-te grads polynomium,

2.6. Udtryk, hvori der indgdr afiledede af hejere orden,
kompliceres ofte af de mange indices. En hensigtsmmssig beteg-
nelsesform fas ved at indfere multiindices. Et multiindex er
et sot P = (P, -+, P) af hele tal 2 0 (altsé et ele-
ment i INOK ) .
For et multiindex P = (py, -, P ) definerer vi

lpl = Pyt 4Py

Pl = pl oo py!

‘ﬁ,P = 'ﬁ,P'“- hKPK) for envektor | = (t:{) € [Rk_

’.DP¥ = -D‘,Pt" :DKPK‘F, for en funktion I e ‘élPl(,_Q)

(alts& for en funktion §:.0 - R , der er p+-- + Pk
gange kontinuert differentiabel). Med disse betegnelser kan
vi, for en funktion fe (@w(,ﬂ_> skrive
m! _p P k
4“0 (W) = 2 ZDP)4", reR
> lpl=aw P )

hvor der summeres over alle multiindices p= (P, ") P )

med ]P,=P1++PK = M,

%. Vektorfunktioner af flere wvariable.

%.1. Inden vi videreudvikler teorien for differentiable funk-

tioner, vil vi generalisere begreberne til vektorfunktioner.
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K
Lad stadig ) vere en &ben mengde i R . En afbild-
ning L — TRf/ er — som alle afbildninger ind i IR‘C

- af formen

b (t)
e
Funktionerne : U F> % (t) er afbilaninger ac}: L — R,

§=1,---, £ . De kaldes afbildningens koordinatfunktioner,

og vi skriver ogsa
f
(2

Afbildninger ind i IR£ (for et eller andet 4 ) vil vi

kalde vektorfunktioner eller vektorafbildninger.

%.2. To vektorafbildninger Ji)a ) > [RC siges at have kon-

takt af orden m (m 2 1) 1 punktet a€ )L , hvis vi

for differensen har en fremstilling

(#)  L)-qkt) = @) Ut-all™, ve.2

hvor vektorafbildningen £: ) — IRf er kontinuert i
a, med vaerdien € (a)= 0.

Fremstillingen er ensbetydende med de € fremstillinger

(Fly K- 9,t) = g, (&) It-al™, 4=1,-,¢.

for koordinatfunktionerne, og da &(t) — O for t —»> a,
hvis og kun hvis vi har ei(t)—>o for t = a, 4=1,--, %,
har vektorafbildningerne + og 9 kontakt af m~te orden

i Qa , hvis og kun hvis koordinatfunktionerne 731 °8 94
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har kontakt af w-te orden i a, 4 = 1, -, %.

3.3. En vektorafbildning g: ) — [Rf , hvor ) &€ Rk

er en 3ben mengde, af formen g(t')= At + (3 , hvor A er

en (fxk ) -matrix og e Rt) kaldes en affin afbild-

ning, g er altsd af formen (linesxr afbildning) + (konstant

afbildning).
Xyq o g ) )
Hvis A= : : ) kan afbildningen udferligt
Ay =+ Ay
skrives
t Kyg *oo Ky t B4
t=|: — : : : + |
by Peq o T/ \ by Be
, . %q
Hvis A1 )i )AK er matricens segjler (altsa A," = H )
23
skriver vi A = (A1;"' ) Ak) , 0g afbildningen kan skrives

Det ses, at en vektorafbildning g: ) > [Rf er affin, hvis
og kun hvis alle koordinatfunktionerne 9y ¢ 0 - R er

affine funktioner.

k
3.4. En vektorafbildning }f: ) — I'Rf , hvor 2 < R" er

en aben mmngde, kaldes differentiabel i punktet ae (1,

hvis den har kontakt med en affin afbildning i punktet a |,
altsd hvis og kun hvis der findes en ({£x k) —-matrix

A= (A, -, Ak) , 828 at vi har en fremstilling
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Af + e@) Il

i

(x) flath) - £(a)

for alle h i en omegn af O€ ka , med en vektorafbild-
ning & , der er kontinuert i 0 med verdien €(0)= O,

Fremstillingen (*) kan ogsa skrives

og den er ensbetydende med fremstillingerne

)y fath) - f) = ap fy o oyt & RILN

for de ‘f, koordinatfunktioner {31 )T 1tf.

Heraf folger straks: Vektorafbildningen F: ) —> [R-E er

differentiabel i a , hvis og kun hvisg alle koordinatfunk-

tionerne ~F4 Q> R er differentiable 1 & . Antag nu,

at vektorafbildningen £:.Q — Rf er differentiabel i punktet
ae [ , altsd at der findes en fremstilling (%)

Vi udleder en rszkke konsekvenser.

5.5, 'F er kontinuert i Q . Der gxlder endda, at der

findes en omegn U, = {t| lt-alsg P} < () og en konstant
K >0 shat Net)-L@INg Kklit-all, nir te U ,
thi vi har en sadan ulighed for hver af koordinatfunktionerne

.;_1 0g dermed ogsd for If@)- fla)] = lm&ax "F, ) - -ﬁ} (a) l.

%.6. Matricen A er entydigt bestemt, thi af fremstillingen
(*)2 folger, at elementerne Agq ) ¥y i den 4-te
rekke er de partielle afledede ',DPE,} @, ... | :an?(a) af den

4 -te koordinatfunktion f : ,Q — R . £ har sdledes

¥
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i punktet a kontakt med netop en affin afbildning. Matricen A

kaldes funktionalmatricen eller Jacobi-matricen (efter C.G.J.

Jacobi 1804-51), og betegnes Df(a) . Vi har altsa

X (@) D, ')e{ (a) -~ mk,ﬁ (a)
Df(a) = 5 : :
D fe () D, Fc (@) - - - Dy ’fe (a?
Sejlerne A;,---,Ay i matricen A = Df(a) kaldes de parti-

elle afledede af ¥ i punktet @& , og betegnes

3)1¥(a)) ):Dmﬁ (0«‘ , altss

:Di.Fq (a')
D f(a) = :
D ¥f (@)
Den ved h+—> AfL bestemte linexre afbildning IRK——> IRﬂ

kaldes differentialet af :F i Qa og betegnes d'Fa,'

Vi har altsa

£
A8, (8) = D@ b+ + DEaIE,, fe (e R

3.7. Vi fremhmver to specialtilfslde.
Tilfwldet € =1 er det tidligere betragtede tilfmlde, hvor
f: ) > R er en reel funktion p& den &bne mmngde o2 S R".

Her finder vi

DLG) = (D@, -, Def(a)).

I tilfeldet k=9 , hvor [LESIR er et interval og
% . . 1 .
f= { er en vektorafbildning -F ) —=> R , finder
4

vi derimod
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D4, (a) £/ (a)

it

Di(a) = ' :
¢, (a) ¥, ()

Vi skriver ofte £'(a)= Df(a) i dette tilfmlde.

3
AR R £
0= (£
/()
f (o)
 —
a [~ —~—— ____/

\)

3.8. Hvis Xy,---,X), er koordinaterne pad () , bruges ogsa

betegnelserne %—;E (a) = :D;,F(a).

For funktionalmatr;cen skrives ogsé M) (a) = ﬁ (Q):T-F(Q),
o (X, - X) oX

3.9, Hvis {=k , er funktionalmatricen :D)E(o,) kvadratisk,

og vi kan betragte determinanten detDf@) € R, som kaldes

funktionaldeterminanten eller Jacobi-determinanten.

3.10. Vektorafbildningen §: .0 — TR-t, nvor L2 € [RK

er en aben mxngde, kaldes differentiabel, hvis den er diffe-

rentiabel i ethvert punkt i ) . For en sddan afbildning kan
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kan vi definere differentialet d¥f  som familien <d'€a)q,eLQ_
af linemre afbildninger Rk—é IR‘e/ . For hvert ae QL
har vi afbildningens funktionalmatrix :D,E(Q,) i punktet a .

Ved -F's funktionalmatrix, :D.ﬁ , forstas den matrixfunktion,

der er bestemt ved Q> ':DF(Q) (en matrixfunktion er en matrix,

hvis elementer er reelle funktioner). I funktionalmatricen
D4 stér funktionen I -Fﬁ’ i den 4 -te rzkke og i den

+ -te sojle. Vi kan altsd skrive

] P
Dyfy e :Dk.'F1 5—;' g)%(
D = f =\ i :
al
Dt - Dty a_f(_:: f;ign

Tilsvarende skrives for de partielle afledede

of

. k!

:D".-h dX; =1 k

]RF = : = &"F v =y
:Deﬂa g)_(.f

Hvis yy,...,Yp er koordinaterne pd R?  skrives funktio-

(%, - rte) o oy Ye)
nalmatricen ogsd D§f = a(;4' xi\ = ‘bi(‘::’) ‘._’;i) , idet
) )

afbildningen -F er underforstdet ved den sidste skrive-

made.

4. Sammensetning.

X —
4.1, Vi betragter &bne mengder L < IR , = < [Rt og vektor-
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€ — P —
afbildninger f:0Q—->R°, g9g: = — R, Hvis fLQ) s =,
kan vi opfatte § som en afbildning §f: L2 —= = , og den
sammensatte afbildning gc-ﬁ er en vektorafbildning gojf: L)~ IRF.'

Hvis -F- er differentiabel i punktet Q€ () , 0g Q9 er

differentiabel i billedpunktet b = fla)e = , da er gof

differentiabel 1 a med funktionalmatricen

D(g0£) (a) = Dg(b) Df(a).

Setningen (eller formlen) kaldes kmdereglen. Da produktet
af de to matricer svarer til sammensatning af de tilherende

linexre afbildninger, udtrykker formlen, at

differentialet d (%og)a : ka' —> TRP er den sammensatte
linegre afbildning d,gb o dFa

Bevis. For T i en omegn af 0 i Rk har vi

(x)  Af(R) = fa+h)-£(a) = DE@R+(R)IR

med en vektorafbildning € , kontinuert i O med verdien

£(0) =0 . For £ i en omegn af 0 i fRf har vi

()" ag(€) = q(b+&') - (k) = Dg(b) &'+ ') 18"
med en vektorafbildning &’ , kontinuert i 0 med vemrdien

g'(o) =0 .
For alle h i en passende omegn af O i I'Rk har vi
endvidere en vurdering laf (f) | € kK I ll. Heraf folger,

at vi kan skrive

e’ (a@) [6£R)) = €"(B)IE1,
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med en vektorafbildning 6" , kontinuert i O med vsrdien

g"(0) = O. Indswttes /= {(oth)-b = 4t(£) = 22§ + (RN 1

(k' ), far vi derfor fremstillingen
gof (a+h) - gof (a) = Dg(b)Df(a) 4 + [Dg(b)e(ﬁhe"(ﬁ)] A

og her er funktionen ’5.1—5:93 (b)e(t) + €"(£) kontinuert

i 0 med verdien O , D

4.2, Hvis k=p=1 , og S € R er et interval,

er f = (f;, ) en vektorafbildning : ._Q_—ﬂRf og §: = >R
t —

er en reel funktion p4d = . Den sammensatte afbildning 9°1£

er da en reel funktion : JL — IR . Kedereglen

udsiger her, at

(904)'(a) = D,g () £a) +-- + Dpg(b) £, (a).

4.%5. Hvis afbildningerne F og g er differentiable, er

ogsa den sammensatte afbildning ° differentiabel, og vi har
9

D(gef) = [(g)ef ] D

Her er @g)o '-f: den matrixfunktion, der fremkommer ved at
sammensatte hver af funktionerne i matrixfunktionen :Dg med
funktionen

Sammenligner vi sgjlerne far vi kadereglen for de par-

tielle afledede

D (g04) = [@o)ef | Dif,
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altsd

D;(9°f) = [(3019)°¥]sz1 L [@t9)°“])i¥w

4.4, Hvis Xy,---,X, er koordinaterne pid A) og YooYy €

, -
koordinaterne p4d = , finder vi Y;"%ﬁ = -ﬁ} . Kzdereglen

kan altsd skrives

3{(gef) _ (?_g . ?) dlyet) .4 (ﬁﬂ_ of) 3 (4p°4)

X 3y 35X oYe 2x;
Denne formel huskes ofte p& formen

\ 3z = _a_z_‘ ayf + o+ a_E‘ 6._.y'£

Y oy, X ye o
Vi eid t _é__z. itz d at diff i
i siger, at g fis ved at differentiere gennem Yo, o0 Yp-

1

£ »
4.5. En vektorafbildning JE:;.Q—*R er en & —-afbildning

(eller af klasse @% ), hvis dens koordinatfunktioner

,f“...)-ffe : (2> R er €™ _funktioner. Af kedereglen folger,

at en sammensetning af to %%—afbildninger igen er en @’—"

afbildning. I forbindelse med 1.17 har vi derfor: Klassen af
%m—afbildninger er lukket overfor addition, multiplikation,

division og sammensstning.

4.6. Eksempel., Lad 7 vmre et interval, og lad :F1 0g

-FZ: 7 —- R vere differentiable funktioner. Vektorafbild-
. {1 . [Rz- : .

ningen -f- = g/ T - er da differentiabel med funk-

2 ’
tionalmatricen ])-F: (1:,’,) - Lad  X4,X, vere koordinaterne
Z
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o

Pa Rz . Funktionen mm =XxX, er som vist i 2.2 differen-
tiabel med funktionalmatricen (XZ,X»') . Den sammensatte
funktion fm,o=F = 'Fq 'in J—>IR er altsi differentiabel

med differentialkvotienten (= funktionalmatricen)

('ﬁfz)' = [(Xz;)ﬁ)°£] (g’) = (ﬁz)'ff) (g/)
= 24/ +14

5. Taylors formel for funktioner af flere variable.

k
5.1. Vi betragter en &ben mengde LLE R . Taa f: 21— R
m
vere en % -funktion, lad a vere et punkt i J2 og lad
4
f = (:1) vere en vektor, sa& at liniestykket {a+Aﬁ l 053¢ '1}
{1

ligger helt i .(Q .

Ved A+> a+Ah defineres s& en afbildning : [0,1] — ,_Q)

[~}
der klart er en € —afbildning. Den sammensatte afbildning

g: A —> gl = f(a+2R)

er altsd en (ew—funktion pa [O,l] . Ved brug af kxdereg-

len fés

?Dg(ﬁ\) = giﬂ Dﬁ'i (a+A4) ﬁ} ,
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_Flere

K K

D) = = 2 DD, L(ardh) R,k

3’= 1 9,=1

h

Dy (al= Z:, 2 Dy Dy Faak)y o,

31 = j’&v.:' 1

. ‘ .
Vi finder altséd tDtg(ﬁ) = dﬁm—ﬁﬁ,(ﬁ')) t=0,1,--, ™.

Ved anvendelse af Taylors formel med Lagrange's rest-

led p& funktionen § fas
9(1) = 9 () +;Dg(0)+: mﬂ;(o)ﬂ;:—!])'ng(e)

for et tal B € ]0,1[ . Ved inds:ttelse fis Taylors formel

n
med restled for en 4 ~funktion -F

{(at+t) = ¥(a)+ df(ﬁ)-r +ok 1),0‘ f (£)+ L d% (%)

m, a+6h

Af kontinuiteten af de afledede :D& D -F af mte
1 da

orden i a felger, at vi har

Lod, g, (B) = L A (8) + eR)IL™

hvor €(&)>0 for #—>0 . Dette giver Taylors granse-

wm,
formel for A —funktionen -F'

2 (a+) = $la)+ LA, (B)+- 4 " (G]+ "L (£)+ e@IAI"

5.2. Med de tidligere indfgrte betegnelser har vi

A4 (R) = 2 %m"#a)f;”.

lpl=1
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Formlen med restled kan altsi skrives
Parf) = > HUt@E"+ T g 0P (rer) £F
pl<m ° lpl=m

og grznseformlen kan skrives

Plart) = = FDYE)ET + e(R) 11"

Iplsm

5.3. Bemwrkning. Funktionen t > 2_ —E,TJ)P#(Q) (t‘—-a,)P
lpl€m
er et m, -te grads polynomium, Grznseformlen udsiger, at

funktionen -F har kontakt af m -te orden i punktet a med

dette polynomium.

5.4, For m=1 fér vi
k
Flasg) - f@) = 2 Df(ares) £, , 0e oL,
1=1

der kaldes middelverdisetningen for (61—funktionen -F .

5.5. Taylors formel med restled kan ikke uden videre over-

f

fores til en vektorafbildning -F’-: (; . Vi kan opskrive
£

formlen for hver af koordinatfunktionerne -F,“... R fc , men

far i almindelighed forskelligt © i restleddet for de for-
skellige funktioner., Derimod kan grenseformlen umiddelbart

overfores til vektorafbildninger.
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6. Graf af en funktion af flere variable.

6.1. For en funktion f:.0 - R , hvor 1< Rk er en

dben mengde, kan vi betragte grafen

%, = [(t40)eR™ te Y

som nar -F er kontinuert, er en hyperflade i [RKH.

Hvis X4,--,Xg,Y er koordinaterne pé le'.H , siger vi,

at 3{ er hyperfladen bestemt ved

ligningen y = .ﬁ(x“...,)(h:) eller blot Y= + . Hvis

to s&danne funktioner -F,q : (2> R har kontakt af m-~te
orden i punktet Ge€ L_Q_ , siger vi ogsd, at de tilsvarende

hyperflader har regring af MM ~te orden i punktet (D., f(a)).

1
Taylors grenseformel for en E-funktion §: .2 - R
udsiger, at grafen for § i punktet (a, F(q)) har rering
af m,~te orden med grafen for funktionen
P P
t— 2 5D £(a) (t-a)",

[Pls =

der er et polynomium af grad <§ M.

For m=1 fAs hyperplanen med ligningen

= o o
V= Ha)+ B (o) 4o 2B (-0,

som kaldes tangenthyperplanen for grafen 3; i punktet

(Q) :f(aw . For Mm=9, fas kvadrikken med ligningen
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y= fla) + Z aa,ex(?) (x; - ai)
o

+ 2
£<3

z‘!(a) az_)f(a) s 3
ox; ng (¥ a':)(X&—aJ) + J?: % _8_,\? (%; Qt);

denne kvadrik er en paroboloide og kaldes den oskulerende

paraboloide for grafen 94 i punktet  (a, £(a)) .

Mo Integral som funktion af en parameter og af grsnserne.

2
7.1. Betragt en dben mzngde A2S R og en kontinuert funk-
tion f: 0> R . Ved

tZ
(2) —> g f(t,s)dr = I(t“t,_,S)

S t1

defineres da en reel funktion ] pd den, &benbart &bne,

— 3
mengde = S 'R3 , der bestir af alle tripler (fs'l) € R

+ t
for hvilke liniestykket med endepunkter (51) og (sz)

ligger helt 1 .

T

F 2

4

|

!

|

1

|

]

1

!
A

b - - ———bee -4

|

L
a, a;tk, ayh, e
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Funktionen L:= —> IR er kontinuert. Thi for et givet

aQ _ 2euset,
(‘l‘o;.)e — kan vi find'gfﬂet/\afsluttet interval R & 1,

Qq
sadledes at det til (abl) svarende liniestykke ligger i det

indre af R . For alle numerisk tilstrekkelig smd reelle tal

. o a, £ —
ﬁ“ﬁz;f{ vil det s& gwmlde, at “b:- +(% € =, og at det
tilsvarende linestykke ligger i R , og vi har

T (ag+%,a,+%,, bt &) - T (Qth)b)

_ a4 a, a,+ 1§, a,
= eret L ] timprt)ar - A L)

qi'f"ﬁ{ a' 2
Q4

S f(t,btk)dr +

as+1y

N

Gy +h,
Kq #(t)b'l'k) t I(ahaz)b*'ﬁ) - I(Qhaz;b).
2

De to forste led pd hejre side er numerisk hejst lig med
henholdsvis M l-ﬁ,l og M "ﬁz_l , hvor M er supremum
af funktionen [3‘3’ pd den kompakte msngde R . Denne kom-
pakthed medferer ogséd, at funktionen -F er ligeligt konti-
nuert pa R , 0g heraf kan man som bekendt slutte, at funk-

a,
tionen § +—> Sa f(tr,s)dt  er kontinuert. Vi har derfor
1
yderligere, at I(a1)02,b+ﬁ)—I(ai)ai,b) Y for kR—=> 0 ,
og dermed alt i alt, at hele hejre side konvergerer mod O for
‘ﬁq 0
f.]+—> (O

Lad os nu yderligere antage, at funktionen F: ,_Q_—-> IR er

partielt differentiabel:med en kontinuvert afledet :DZ-F .
t,
Heraf felger som bekendt, at funktionen S p— Stc‘f—(t‘,s) dr er
t2 ! .
£, D,f(r,s)elr , altséd
at I er partielt differentiabel m.h.t. den 3. variabel,
t,

med :D3I (thtz;s) = St_1:Dz_#(UJ S) OLL'-

Ifolge det foregiende (anvendt pa :D,_JF ) er denne funktion

differentiabel med den afledede 8 —> S
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kontinuerti —.Det er klart, at T er partielt differentiabel

m.h.t. de to ferste variable, med de afledede
DI (b1,b,8) = — £lbys)  DeI(tta,8) = £(t2,9),

som er kontinuerte funktioner pd = . Da de partielle afledede
sdledes er kontinuerte funktioner, er L : = >R en diffe-
rentiabel funktion.

Hvis X1)x,_,>l er koordinaterne péa = , udtrykkes resul-

tatet som felger: Hvis funktionen 7L er kontinuert, med en

kontinuert partiel afledet J)z_je' , da er funktionen

X,
T={"fmydr
X4

kontinuert differentiabel med de partielle afledede

d &
L= —piny), Bty &= [t

7T.2. Lad nu °]ng vere et interval, og lad CF“tPZ_: TR

vere differentiable funktioner, sdledes at (?fg)) e =

S (s)
for alle sé& J . Vektorafbildningen SH———> (?;'(S)) er
3

da differentiabel, og af kmdereglen folger, at den sammensatte

funktion

er differentiabel med differentialkvotienten
Tz(s)

s> = He(s),5) ¢ts) + £(y06),) () + gDz$(r,s)dT.
Py ls)
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IMPLICIT GIVNE FUNKTIONER

1. Implicit givne funktioner

Ktp ) .
Vi betegner koordi-

1.1. Vi betragter en &ben mengde [l < R
naterne pd LL med Xy, -+, X,V Yp ’Rkﬂ)identificeres med
produktmengden R¢x RP . Et punkt i R“P  or altsd af formen (t,s),
hvor te IRK) se TRP.

Vi betragter endvidere p gtfunktioner F“...)-FP 12> R, og
lgsningsmengden

F={lts)edl] Hlts)=0, fplts) =0},

De p funktioner kan sammenfattes til vektorafbildningen

1 P
$= ( ):._Q_-*[R: og F kan beskrives ved

F = i(t;s)e L—(ll 'F(tls)=o}~

o

P
f
RA

- k
R

Med D f osg DyF betegnes funktionalmatricerne for ¥ m.h.t.

Xgy-= Xk og mh.t. Yy, Ve o, altséa

W T N N W16 RS B
B (g0, %1 A o ) b(y“...,yp) M ot

oy e % %
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E&F er altsd en (kvadratisk) (px P)—matrixfunktion.

Funktionalmatricen for ? kan skrives

:D£ = (j)x‘F',-.Dy‘F)

1.2. Satning. For ethvert punkt CQ»So)E F:, hvori funktionalma-

tricen'Dyf er reguler, findes en omegn J=UxV S L bestemt ved af-

sluttede kugler

u={t |It-tlspl, V=1{s|ls-s )5},

sdledes, at3b¥ er reguler i ethvert punkt (t,8)€ j', og saledes at

FN7 er grafen af en %1—Vektorafbildning
g: U —=V,

d.v.s. mengden af lgsninger (t:8)€ T ti1 1ligningen £(ti8)=0 er

netop mengden af punkter (t;9(t», te L . Funktionalmatricen Dg

bestemmes i hvert punkt t€l ved ligningen.

Dt (4,908) + Dy i (£,08) Dg(t) = 0.

Man siger, at vektorafbildningen g er implicit givet ved lignin-
gen f(t,8)=0.

Implicit givne funktioner har man betragtet siden differential-
regningens begyndelse, men ovenstdende sa&tning er fgrst formuleret
i slutning af 18-hundredtallet bl.a. af R-Upschitz (1880) og G. Pea-

no (1884); det her givne bevis skyldes E. Goursat (1903).

Bevis. For hvert ¢>0,0>0 kan vi betragte den tilhgrende omegn
j=va, hvor u,={tlﬂ'b‘t0”<j>}) V= {Sl "5"30"{0‘}. Vi vil vise,
at p og ¢ kan valges, sdledes at sa&tningens konklusion er rigtig.

@ Da ) er &ben, kan vi velge p og 0 , s& at T < M.

®@ Regularitet af DYF(t,s) er ensbetydende med, at det DY-F(t,S) 740.
Da (t,8) > detI&FChS) er kontinuert, og da I&F(toﬁo) er forudsat

regulzr, kan vi antage, at\F og ¢ er valgt s& sma, at DYF(MS) er
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reguler for alle (t,s)e€ J.

@ Til afkortning betegnes matricen Dylt(to,go) med [, . [, er

altsd en regulzr matrix. Den inverse matrix r; f skriver vi ud-

fgrligt Siy o 51?
D L
by * 1 Gpp
. . - -1 R
Nu betragtes afbildningen l'—‘}’-'; ‘l{, altsa den ved

(t,s) —> s - o ' £(t,s)

bestemte afbildning T: 1> YRP Udfgrligt skrevet har vi

1‘1(1:'5‘ 31 &“ to 61? 'Ff (tlS)
T(tls) = ( : = : - ; .
Tp (t3) Sp dpy * {PP 1f'P (ts)/-

Vi bemerker, at T(t;s)=s er ensbetydende med, at ft,s)= 0 , altsd

ensbetydende med, at (t,s)e F .

Det ses, at vektorafbildningen T er og at
SyerOpp) [ 2. 2
o .. o0 1+.40 WOl sy, S
- by Y NS R P 2 Al
DyT - t :P .o 0 - }: a.‘;
% ot ]\ Gy e 2]
3)’1 y Y )’P
eller med matrix-notation
D,T = Dt
E- ' =0 - oT;
Specielt har vi alts& :'DT(t,, s,,) o o = 0. Funktionerne st er
Y

altsd alle 0 i punktet (to,so) .
For to punkter (t,s),(t,s*) €7 kan vi for hver af koordinatfunk-

tionerne T1', ifglge middelverdisatningen skrive

oT; * oT;
T (6,8) = T (8,5%) = == (8- 8% )+ oot T (5,-5%),
1 ! 1 ! 3)’1 1 YP P
hvor de afledede ol ‘o B_E_ er taget i et punkt pad liniestykket
oy, > ’5
1 Y
der forbinder (t,¢) og (t,s*),
. oT; . o . .
Setter vi M= wm.ox Su'o ——(t s)’ far vi altsad for hvert ¢ vurderingen
L (tsle] aYJ

|75 (6,8) = T (£,5%) | € pM ls-s¥1,
og dermed

I Tt,s)- T, < pM lls-s¥],
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Da alle funktionerne gg. er kontinuerte i @oﬁo) med vaerdien O,
J

kan vi antage, at p og o er valgt s& smi, at vi har MK ; vi har

L
2p
da vurderingen

IT(t,8) -T,sO <% ls-s*l, (t,s), (t,s%) € T.

@ Funktionen t T (t,So) er kontinuert i t, med verdien S, . I
stedet for at g¢re\P mindre kan vi derfor antage, at
[T(tse) - s, s £, te l.
For (t,;s)€7 har vi derfor
ITs) - soll € UT(E,8) =T, 50) |+ 1T (,s) - So

€ zls-s,ll +L¢
r+i0c = @0,
C) For hvert t€U betragtes afbildningen Sk*T(t,s). Ai'C) fglger,
at dette er en afbildning :V—=>V, og af (@ fglger, at denne afbild-
ning er en kontraktion med kontraktionskonstant f. Da V som af-
sluttet delmezngde af det fuldstendige metriske rum RP selv er et
fuldstendigt metrisk rum, fglger det af fixpunktsetningen for kon-
traktioner i et fuldstendigt metrisk rum, at afbildningen har netop
et fixpunkt. Til det givne telW findes altsd netop ét seV/, s8ledes
at T(t,s) = S , altsd sidledes, at (t,s) € F . Betegnes dette fix-
punkt g(t) , er FnJ altsi grafen {thg&)]telL} for afbildningen
9: U—=>V.

For hvert tell kan fixpunktet 9(t) bestemmes ved iterationsmeto-
den, idet vi begynder med et punkt i V , f.eks. 8,, og successivt
bestemmer

9,(t)= T(t,S,) , 92 (8] = T (t,94 (t)>) "t ﬂm“(t) = T(tiﬂ*(t))) T
talf@glgen (3«0@) vil da konvergere mod fixpunktet gtt).

Nermere bestemt har vi ifglge beviset for fixpunktsatningen
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1g.6t) - a6 Il < () Is,- 9@ | < &)
Den sidste vurdering galder for ethvert te Wl . Heraf ses, at fgl-
gen af afbildninger (QM) konvergerer uniformt mod afbildningen 9.
Det er klart, at alle afbildningerne g4,9,, - er kontinuerte.

Fglgelig er ogsd afbildningen g:U-»V kontinuert.

Cj Indtil nu har vi af forudsztningerne om £ kun benyttet, at §
er kontinuert og har kontinuerte partielle afledede m.h.t.
Yoy Yp 2 OB at]&{- er regular 1 punktet (tmso) . Idet vi y-
derligere benytter, at f nhar kontinuerte partielle afledede m.h.tT.
Xyy+r+y X 5 vil vi vise, at g er en %tafbildning, og at funktio-
nalmatricen bestemmes ved den i1 s@tningen angivne formel.

Hertil betragtes et punkt a€e Wl og en vektor hele; sdledes at
ogsd athe . Vi betragter tilvaksten Ag(ﬁ): g(a+h)— g(a), altsa

(uafgrligt sk t)
udfgrligt skreve Ag,(ﬁ) 9, (atk) - 9.

Ag (k)= : = :
49, (%) 9p (ath) ~gplal
Settes k>=9(a), har vi b-rAg(k)= g(a+h). Punkterne (a,b) og
(ath,b+ag(k)) tilngrer begge F , s& vi har f(a,b)=o0,
£ (ath, b+4g (ﬁ)):o) og dermed specielt §; (a+h,b+ag (ﬁ))— ﬁi (a,b) = ©
for hver af koordinatfunktionerne Fi: t =1,---,p. Ved anvendelse

af middelvardisetningen f4r vi for hver koordinatfunktion en lig-

ning
3f; ofi ofs :
0= 2T ooy 24 4 2T g (£) ...y 08
‘)X1 ﬂ, BXK K 3)11 91 ) + + b)lP AQP(ﬁ)}

hvor de afledede er taget i et punkt af liniestykket fra (Q,b) til

(a+h,kvfﬁﬁfﬂ)). Disse P ligninger kan pd matrixform skrives

0= B(R)f + T(R)Ag(h),
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. . of;
hvor B(ﬂ) og T(R) er matricer, hvis elementer er de afledede 3% °
v
%ﬁ taget i punkter pa liniestykket fra (a,b) til (a+ﬁ,b+ag(ﬁ)).
3
Da g er kontinuert, vil (Q+h,b+A9(ﬁ,))-—> (a,b) for W= 0. Heraf
félger, at
B(&) = Df(ab) , T(&) =D, f(a,b) for h->0.

Da matricen Dyﬁ(qﬁﬂ er reguler, fglger det, at ogsd matricen
r(ﬁ) er reguler for alle tilstrakkelig smé IPﬁ” . For s8danne h
kan matrixligningen skrives

ag(4) = —r@)'BRI4.
For £ 0 konvergerer r('ﬂ,)_"B(fu) mod r(O)—l'B(O) =:Dy-f1(a,b)_'DX‘F(Q,b)
I matrixfunktionen [(0 tB&ﬂ fYﬂJqB({L) konvergerer alle funktio-
nerne derfor mod O for >0 Vi kan derfor skrive

[r(o)""B(O) _ r(ﬁ)_’B(ﬁ.)]'ﬁ, = g(g)|[fll » hvor vektorafbildningen
E(ﬂ)"o for >0, Ved indszttelse f&s heraf

Aq(&) = -T () 'B (o) R + (&) IR,

og vi ser, at g er differentiabel i a.med funktionalmatricen

Dg(a) = — F@'B(o) = — Dyf(a,b) "Dy (a,b). [

E
1.3. Ligningen kan skrives th¥ (t,g(t)) F(,ﬂ(t) (Dg&))zzO.
Vi ser, at det er den lighing, der fremkommer ved at anvende kade-
regelen p& den sammensatte afbildning *t > (t,g(t))#—> ;(tﬂﬁﬂ)og
udnytte, at denne afbildning er O-afbildningen. Denne metode til

bestemmelse af de afledede kaldes implicit differentiation.

1.4, Skrives ligningen
-1
Dg(t) = — D F(t,9%) Def(t,90),
ses ved udregning af hgjre side, at hver partiel afledet J Q-Ct)

kan fremstilles ved en brgk, hvis navner er determinanten dd{;h) s
Ye
altsd et polynomium i de afledede §£3 , 0g hvis taller er et poly-
Yy
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nomium i éﬂ og Ele,‘. , idet samtlige afledede er taget i C’t)9(-t)\) .

W
Ved induktion sluttes heraf, at hvis { er af klasse 4 , er ogsa
"
9 af klasse % . Beregningen af de hgjere partielle afledede sker

lettest ved fortsat implicit differentiation.

2. Tilfzldet k=1, p=1

I dette tilfalde er J[) en &ben mengde i R> og $::>R er en
{‘,’1—funktion. F er l¢sningsmengden
F= (s e2] $ts)=07.
til ligningen f=0. Vi f&r: For ethvert punkt (to,5% )€ F , 1 hvil-
ket g(tolsﬂ% 0, findes en omegn 7= [te-p,botplx[s,-¢, s,+0] < 2,
hvori ?;%0, s8ledes at FnJ er grafen for en ﬁq—funktion

9: [%'?,%*P] —> [50-0,8,+0] , hvis afledede bestemmes af ligningen
of (ti9t)) + ?; (t9®) 4'(+) = o,
ehier " % (¢,9t)
9 = T 3F ., 0
5 (4,900
Hvis fe %M(.,Q), gelder ge g™ ( [to‘P;to+P]>-

Idet vi for m={ kort skriver

)
ot of 1 _ 1 o - 9%
= 4+ = 9 = 0 eiler ¢ Y2
ox oy Sy
fdr vi for m=2 .
o , %F 1 <_§.‘.t_ F i)l 38
Sx2 * dx Oy T 2x dy * dye T a—; ¥ =0,

2
hvoraf c}”({;) kan findes udtrykt ved oF of ot o *f taget i
0X ) Oy 1 3x2 )Ox0y ) dy?

punktet (t, 3(1'))
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K
%3, Glatte punktmengder i R,

K .
3.1. Vi betragter en punktmzngde F €[R . Mangden F siges at vea-

re glat i punktet a€F , hvis der findes en &ben omegn U af o og

et antal, d » af koordinaterne Xx;,..., X, , s& at den ved de d ko-

o~ . . (A%
p& en &ben mangde US [Rd, sdledes at den inverse afbildning: U—=>Fnll
er en @1—Vektor’afbildning. Vi siger, at et szt af ¢ af koordi-

naterne med denne egenskab er parametre pd F 1 omegnen af a.

Ved eventuelt at omnummerere koordinaterne kan vi opnd, at de
d parametre er de d fgrste koordinater Xgo +=*y X4, . Hvis vi iden-
tificerer talrummet IRK' med produktmengden [Rdx Rk—d', kan hvert
element t€ Rk skrives t=(.%)-{7-) , hvor te [Rd, te 'Rk—d' , 0g afbild-
ningen : IRK-—> [Rd er netop projektionsafbildningen : (%ﬁ:‘)l—* "E . At
betyder, at vi har

Fall = {(3,9(8) |Eeil]

med en funktion 9: a - lRK-d: Den inverse afbildning til: Enlf — lI
er afbildningen > (g,g(’z)) » 0g den er af klasse C€1, netop hvis
9 er af klasse (51. Vi ser sdledes, at F er glat i a, hvis og
kun hvis F i en omegn af a er grafen for en g’—afbildning

~ - g |
g: U~ le d’, hvor UER™ er en 8ben mengde .

k
5.2. En vektor 1€lR" kaldes en tangentvektor til F i &, hvis der

1 o . :
findes en € -kurve péd F, hvis tangentvektor i punktet a. er vek-
toren v~. Mere prz ist: tangentvektorerne til1 F i o, er vekto-
rerne af formen chF(o) » hvor ¢:J->F er en ‘é'—afbildning pad et inter-

val J, der indeholder 0, siledes at ¢lo) = a.
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Rﬂ\
0. -
1 R"

3.3. Setning. Lad F vaere glat i punktet a€F, beskrevet i en om-

. ~ k_d -~
egn af a som grafen for en @1—Vektorafbildn1ng g:U > R" " Uc fRd'.

~ ~ -
Lad @ vere det til a svarende punkt i U (altsid a= (a,a.)) , 0Z

lad A vzre funktionalmatricen JDg @) . Tangentvektorerne til F i

0. er netop vektorerne af formen (Aif,L'T/’-G I'Rd’.
v

Bevis. Lad <F:J—>F vaere en @1—kurve pd F, med ?(0) = a, For alle
A 1 en omegn af 0 har vi da ¢(A)le FAll, og vi kan altsd skrive
P (2= (513’(2))9(5}‘7'(%)) for s8danne A, med en @1—afbildning <F Af ke-
D§ (o) )
E\m iy
D (o] = (A)D?@ = (Aw(o) )
som er af formen (:17_) med 1'7-='D¥(0)€-Rf‘

deregelen fglger nu, at

Omvendt finder vi, ligeledes ved benyttelse af kaderegelen, at

enhver vektor af den angivne form er tangentvektor, nemlig tan-

gentvektor til kurven )+> (a:"' A"ﬁ;') Q(g'fa;))- []

. . ke
3.4, Mzngden af tangentvektorer i punktet a til en mengde F & [R,

der er glat i a , kaldes tangentrummet til F i & og betegnes T,F.

Af sztningen fglger, at tangentrummet T;F er et underrum i [Rk s
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~ v
thi TaF er billedrummet ved den lineare afbildning v +> (Af;) af
[Rd—> R™. Da denne linezre afbildning er inj ektiv, har vi
dlmTal: = d)'
heraf ses, at antallet, d , af parametre kun afhznger af F oga.

Dimensionen, d , af tangentrummet, T,F, kaldes dimensionen af F i

punktet a . Det fglger umiddelbart af definitionen, at hvis
mengden F er glat i punktet a , er den ogsd glat i en omegn af

oo med samme dimension.

3.5. En m&ngde!zgle, der er glat i punktet @ af dimension d ,
kan vi 1 omegnen af punktet @ beskrive som lgsningsmzngde for
k-d ligninger givet ved %1—funktioner, idet

Fall= {(£8) [T-9@) =0}
Omvendt gelder fglgende vigtige setning:

P 1 . . . o a
Lad f::ﬂ—ﬂR vere en @—afblldnlng defineret pa en aben m&ngde

dL < fRKog betragt ldsningsmengden
F=4{te.n] ft)=0%

Lad a vere et punkt 1 F. Hvis funktionalmatricen Df har konstant

rang ¥ i en omegn af & , er F glat i punktet a af dimension k-T.

: R k. ot
Tangentrummet T;,F er kernen for den linezre afbilding d-'Fq,: R R R

altsd bestemt som mengden (V€ rR*| Dffa) v = 0}. Hvis + sgjler 1

matricen Df(a) , svarende til ¥ af koordinaterne, er linezrt uaf-

hengige, kan de gvrige k-7 koordinater benyttes som parametre pi

F i en omegn af a .

Bevis. Vi satter d=k-7 og betragter 1 lineart uafhengige sgjler
i matricen D-F (). Ved om ngdvendigt at omnummerere koordinater-
ne kan vi antage, at disse sgjler er de 7 sidste sgjler. Idet

koordinaterne pd ) betegnes Xy,-=+)X4,Yq, > Y, antager vi altsa,
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. 0 . .
at sdjlerne —a—;— (a), Tty 6_{ (Q) er linezrt uafhengige.
oY, Yr

Vi betragter fgrst tilfaeldet ¥ =, I dette tilfzlde er matri-
cen Dyf(a) = (g-i(a),---, ?,:}E,r (0-)) kvadratisk og regulszr. Skriver
vi o= (&',E), hvor 0 € fRd,EG [R'r, kan vi ifglge s@tning 1.2 finde
en omegn J = WX V ar a , bestemt ved afsluttede kugler
w={t] IIE-HHSP} og V=1{%| 1E-all< o} , sdledes at matricen -‘DYF er
regular i ethvert punkt af %I, og siledes at

Fad = {E,9(2)) [Tew}
med en %1—Vektorafbildning Q:W—#V. Da g er kontinuert, kan vi
finde en &ben kugle U= {E[UE-G <P} s& at Ng@)-al<r for alle

~)

telW. I den &bne omegn U= axf,E“(E-alRo'j af & har vi derfor
Fall = {(£,93)) | Eeb}

med en ﬁq—vektorafbildning 911'—-*9 I'R'r. Endvidere er funktional-

matricen A=Dq(d) bestemt ved ligningen :DX'F(O.)-%:DYF(O.)A = 0, der

ogsd kan skrives '.D{-(a) (:]: 0.

Det fglger nu, at Xy,--+) X4 er parametre pid F i omegnen Y af &,

og at vektorerne v e I'R‘f der tilfredsstiller ligningen 'D-F(QI‘U' =0,

v Elr ~ _d .
netop er vektorerne af formen (A'-ﬁ'- = (A v, ve R, altsd netop
tangentvektorerne til F i punktet o .

Dernzst betragter vi tilfeldet ¥ <P. Vi kan blandt de p rak-

ker 1 '.Dyf-(a) udtage ¥ linezrt uafhazngige rakker, svarende til "
af de p koordinatfunktioner ;“_..7 ';P . Ved om ngdvendigt at om-

nummere koordinaterne péa RP kan vi antage, at disse rzkker er

de T fgrste rakker, svarende til koordinatfunktionerne -F“..., -F.r .

b('?{)"‘ ) g'r
O (¥y,eee,Yr

o 1 A B .
ved § = ( bestemte vektorafbildning -F: H->R og lgsningsmengden

F=tten| $t)=0}

)
Matricen )(a) er altsd reguler. Vi betragter nu den
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A
Det er klart, at FEF. Ifglge det allerede behandlede tilfalde er

A ~ =
mengden F glat i punktet a : Vi kan finde en &ben omegn U=UxW af

a(‘Fn"')'FT)

er reguler i ethvert punkt af
b(}’l7"') Y‘f')

Q , sdledes at matricen

W, og s8ledes at

A o ey~ o~

Fau={E, 9@ | tell]
med en %1—afbildning 9: - IR*. Matricen Df har i omegnen af a
den konstante rang v. Ved om forngdent at erstatte L med en min-
dre omegn af a kan vi antage, at matricenDf har rang + i ethvert
punkt af ll, og vi kan yderligere antage, at U er sammenhengende.
I ethvert punkt af W er rekkerne :Dy-F”---,:Dy{.,— lineert uafhzngige,
og f@glgelig er ogsd de "stgrre" razkker fo-,,--- ,3)-F.f linesrt uaf-
hengige. Da rangen er v , slutter vi, at 1 hvert punkt tel gel-
der, at hver af de gvrige rakker 'D.Fa_(t) , J=T41,+--,P, er en linear-
kombination af rakkerne D{ (t], .-, Df,. ()

Vi vil nu vise, at vi har

Fall= Fau.
Det er nok at vise, at ﬂ(%,g(%)): o , j-.-.'!‘+1,---;p , for alle %é lI
Vi betragter funktionerne
;E;f .t -Fa,(%',%('{;'))) 4= oo, T, P
Disse funktioner er ‘gq—funktioner: a—> R, og deres funktionalma-
trix 1 punktet '{"e'\l,t’ er ifglge keederegeleél givet ved

DH(E) = D (9(8)) (:Dg(%))'
For 35{1,---,7“} er '.E& O-funktionen; vi ¢gnsker at vise, at vi ogsé
har ?&=O for 4=v+1,+-++, p. For et sddant t og et punkt "Eelz er
DF} ('E',q(%)) en linearkombination af rakkerne
DS, (%')9(5))) -5 DR (-%’,3(%’)) 5 Fglgelig er ogsé :D;':;(a en line-
arkombination af :D:f\-‘;(%)) ---):D‘F-.»(:E') , og vi har derfor :D-F3 ("E)"-' 0,

~ ~
Da U er sammenh@ngende, fglger heraf, at F} er konstant, og da
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%(a) = .F?(a’) = 0, slutter vi endel\lig, at %: 0.

Det fglger heraf, at T, F =T, F. Da hver rakke i Di() er en 1i-
nearkombination af rakkerne Dﬁ(a), -+, DE (ll), er ligningerne
DF(Q)V=O og 'D?(o.)v'=o ensbetydende. Fglgelig har tangentrummet

T('IF den angivne form, D

K
%3.6. Lad mengden FE R vare glat i punktet a . Tangentrummet
tenkes ofte "afsat ud fra punktet a". Herved fremkommer sideunder-
K
rummet a-t-T&F= {'U'é R IV‘QEEFI Dette sideunderrum kaldes ofte

ogsd for tangentrummet til Fio. Det ses, at hvis F er beskre-

vet ved en ligning
F={tel| £(t)=0}
P . . .
hvor £: (0> R har funktionalmatrix af konstant rang i omegnen af

punktet @& , er sideunderrummet a+V,F bestemt ved ligningen

DE@) (x-0)=0, altsa at+T,F = $teR"| Df@)(t-a) =0,

3.7. En delmengde £ af [Rk, der i hvert punkt er glat af dimensio-

nen K-{ , kaldes en glat hyperflade i ka.

1
Lad $: {1l > R vare en ©- funktion p& den &bne mengde JLE [Rk og be-

tragt lgsningsmengden
F={tel| $t)= o]

Af 3.5. fglger, at i omegnen af et punkt a€F, hvori

of
D} (a) = \ox (o), ---,g;h(a)]¢(o,--',oz er F en glat hyperflade. Hvis den

)
afledede 3';;; m.h.t. den i-te koordinat er #0, kan de gvrige ko-

ordinater bruges som parametre. Tangenthyperplanen til F i Q, af-

sat ud fra O, er givet ved ligningen

g:_f‘(a) (Xl—al) e %EK(Q) (XM‘,—Q“C): 0.
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4, Niveaguflader. Gradientfelt.

1 k
4.1. Forlgbet af en % -funktion § p& en &ben mzngde L2 i R an-

skueligggres ofte ved at betragte niveauhyperfladerne for % , d.

v.s. punktmengderne
fte | tt)=1c]
for forskellige verdier af ce[R TFor k=2, resp. k=3 | fér vi

niveaukurver, resp. niveauflader. Ved at anvende (3.7.) p& funk-

tionerne ¥~¢, hvor celR, far vi:

For ethvert punkt a€Jd), i hvilket (é§£g)-",%£§g)=£ (O)“')O) s
t k

er den gennem @ gdende niveauhyperflade i en omegn af & en glat

hyperflade, hvis tangenthyperplan har ligningen

of(a) ) =
.Bﬁgg_:'_ (xy—a)+ ++ + i_(_a_._) (Xn’ak) = O,

Hvis den afledede %%? m.h.t. en variabel er #F0, kan de gvrige

bruges som parametre i en omegn af @ .

1 . . D
4,2, Por en %-funktion F:J}*R kaldes vektorfunktionen :
D, f
gradienten af § og betegnes qawd £ . Det ses, at gradienten er

den transponerede til funktionalmatricen D%—. Idet man for hvert
t€ dl tenker sig vektoren (gqad,#)(t)ele afsat ud fra ¥ , f&s

gradientfeltet for funktionen F. Det ses, at 1 punkter @ , hvori

(gm{;)(a)qéo , er gradienten vinkelret pa den gennem a gdende

niveauhyperflade.
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Alternativt bevis for satningen om implicit givne funktioner.

Vi skriver x = (x1,...,xk) og y = (y1,...,yp) i stedet for
henholdsvis t og s. For ethvert punkt a af et talrum Rr"

og ethvert tal r > 0 betegnes med Br(a) den afsluttede "kugle"

B.(a) ={z € R" | liz-all <z},

idet den benyttede norm er max—-normen.

k+p

Givet er altsd en &ben mengde Q < R 0og en C1—afbildning

f: Q - Izp . Med betegnelsen

F = {(x,y) € @ | £(x,y) = 0},

skal det vises, at hvis (xo,yo) € F, og hvis Dyf(xo,yo) er

reguler, findes p > 0, 0 > 0 med

J = Bp(xo) X Bo(yo) c @

sa& at Dyf er regular i ethvert punkt (x,y) € J, og sa at

F NJ er grafen for en C1—afbildning
g : Bp(xo) = B (y,)
Nar fgrst dette er bevist, fremkommer ligningen
(1) D f(x,9(x)) + Dyf(x,g(X)) - Dg(x) = 0, x € Bp(xo) ’
til bestemmelse af Dg ved implicit differentiation af identiteten

f(x,g9(x)) =0, x € Bp(xo) '

ligesom i §'1.3 ved anvendelse af kadereglen pa den sammensatte
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afbildning xt> (x,9(x)) p» £(x,9(x)) = 0.

A. Tilfeldet p = 1.

Her er altsa § en aben delmangde af ]Rk+1 = Igcx R.

Koordinaterne pa § betegnes med (x1,...,xk,y), og det givne

punkt af F hedder
(XO’YO) = (XO1I"'IXokIYO)

Ifglge forudsatning er 1x1-matricen Dyf(xo,yo) regular, altsa
tallet Dyf(xo,yo)# 0. Ved at erstatte den givne C1—funktion

f: § » R med en passende konstant gange f kan vi opnd at

Dyf(XO'yO) =1,

0g herved sker jo ingen @&ndring i l@gsningsm&ngden

F = {(x,y) € Q | f(x,y) = 0}

10) Da Dyf er kontinuert og =1 i (xo,yo), og da Q er

dben, findes p,0 > 0 med J := Bp(xo) X BO(yO) c Q@ sa at
Dyf(x,y) > 0 for (x,y) € J

Specielt er y » f(x,y) strengt voksende i intervallet

Bc(yo) = [yo—o,yo+o] for ethvert fast x € Bp(xo). Derfor er
f(Xolyo+0) > 0, £(x ¥ =0) < 0.
20) Da f er kontinuert i §, specielt i punkterne (xo,yO + o),

kan vi ved at erstatte det under 10) valgte p med et passende

mindre tal, der fortsat betegnes med p, opna at
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f(x,yo+0) > 0, f(x,yo—o) < 0 for x € Bp(xo).

For ethvert x € Bp(xo) er (som navnt under 10) den kontinuerte
funktion y » f£(x,y) strengt voksende 1 intervallet

[yo—o ’ yo+0], og da den har forskelligt fortegn i intervallets
endepunkter, antager den verdien 0 i netop et punkt y = g(x) af

dette interval. Herved er da defineret en funktion
g: Bp(xo) - BO(yO)

sdledes at F N J netop er grafen for g. Da (xo,yo) € F, ga&l-

der Yo = g(xo). Tilbage stdr at vise:

39

g € C1(Bp(xo)). Fgrst vises, at g er differentiabel i
ethvert punkt a € Bp(xo). Hertil betragtes et vilkarligt punkt

a+h € Bp(xo), og vi setter
b = g(a), Ag(h) = g(a+h) - g(a) .

Sa er f(a,b) = 0 og f(a+h), b+Ag(h)) = f(a+h), g(a+h)) = 0.
Ifplge middelvaerdisatningen (se Differentiabilitet § 5.4, side 33)

f&s derfor

(2) 0 = f(a+h, bt+Ag(h)) - f(a,b)
k
= D, £(&mn) - h; + D _£(&m) *Ag(h) ,
i=1 *i Y

hvor (&,n) afhe&nger af h og ligger pa linjestykket med ende-
punkter (a,b) og (a+h, b+Ag(h)), hvilket linjestykke er inde-
holdt i den konvekse ma&ngde J = Bp(xo) x Bo(yo)' Da Dyf + 0

i J ifglge 1°), f3s af (2) ved division med D £ (£,1)
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k
(3) Ag(h) = - %

Nu er Dxf og Dyf kontinuerte og Dyf # 0 i den kompakte meng-
de J, og der findes derfor en konstant M sa& at der for alle
i=1,...,k gelder

leifl/IDyfi <M i J.

Men sa viser (3), at |Ag(h)| < Mkl hlf- 0 for h - 0, altsa

at g er kontinuert i a. Nar h -» 0 vil derfor

(ath, b+Aag(h)) -» (a,b), og derfor vil ogséd (&,n) -» (a,b).

Fglgelig kan (3) omskrives til

K DXif(a,b) X
ag(h) = - r 5 fm M7 I Ca Ry
i=1 "y i=1
_1k
hvor hvert ei(h) - 0 for h - 0, og derfor |l hll > ei(h)hi -» 0
i=1
for h » 0. Dette viser, at g er differentiabel i a med de

partielle afledede

D, f(a,g(a))

(4) Dig(a) = - r a € Bp(xo)

1
Dyf(a,g(a))

g(a)) 1 overensstemmelse med (1)). Dette

(hvor vi har indsat b
udtryk viser samtidig, at hvert Dig er kontinuert i Bp(xo),

(-3 1
altsa at g € C (Bp(xo)).
B. Tilfaldet p > 1.

Her benyttes induktion efter p. Vi antager altsa, at sat-

ningen galder alment med p-1 i stedet for p. Da matricen
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Dyf(xolyo) = (Dyjfi(xo'yo))i,j=1,...,p
er regulaer, er mindst &t af elementerne Dy fi(xo,yo) i sidste
p
s¢jle forskelligt fra 0. Efter en omnummerering af ligningerne
f1(x,y) = 0,...,fp(x,y) = 0 kan vi antage, at
(5) Dypfp<xo,yo) =1,

fordi vi ogsa kan erstatte fp med en konstant gange fp , alt-
sammen uden at @&ndre pd l@gsningsme&ngden F.

Nu kan det under A beviste anvendes pa funktionen

|
m
»
L
3

fp(er)

hvor vi skriver
? = (Y1r---,yp_1) [/ Y = (Y1I---lyp) = (?:yp)

Specielt kan det givne punkt (xo,yo) € F ogsa betegnes

(xo’yo;YOp)’ idet Y04 betyder j'te koordinat af y_, o©og

Y, = (Y01r---,YQ,P‘1)7 - S8ledes eksisterer (ifglge A) «,f > 0

med
samt en C1—funktion
®: By (x5:Y,) @ Balyg ) (= Ly =B,y + B1)

sdledes, at den sidste af de givne ligninger, nemlig

£, (x,y) = fp(x,§;yp> =0 ,
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inden for B (x_,y.) x B (y ) er ensbetydende med
6 o -0 B “op

yp = o(x,y)

Specielt er yOp = w(xo,yo), fordi fp(xo,yo;yop) = 0. Ved im-
plicit differentiation fas for den partielle afledede af ¢

m.h.t. Y5 (3 =1,...,p-1)

(Xoryo)

D £

(6) ( ) Y5 P £ )
D_o(x ,y = = = - D X 1Y

yy o' Dypfp(xo,yo) yy P oo

ifglge (4) og (5). (Tilsvarende for Dx w(xo,yo).)
i

Herefter er hele det givne ligningssystem

f(x,y) = (f1(x,y),...,fp(x,y)) =0
inden for Ba(xo’yo) X BB(yop) ensbetydende med systemet
£,00¥i004,¥)) =0 (1=1,...,p-1) ,
(7) { 5
X, = .

©(x,y) Yo
Venstresiderne
(8) T, =Y = £ (Ve Y)), 1= 1,...,pm1,

i de fgrste p-1 ligninger i (7) er abenbart C1—funktioner defi-

N ~ . N . ~e [ ~
nerede 1 Ba(xo’yo)’ specielt i det indre Q := Ba(xo’yo)’ som
er en aben mangde indeholdende <x0,§o). I dette punkt (xo,§o)
er de navnte p-1 ligninger %i(xo’yo) = 0 alle opfyldt, fordi
(X 1V i@ (X /Y ) = (xo,§o;yop) = (x,,y,) €F
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Vi viser nedenfor, at funktionalmatricen D;?(xo,yo) er
regular. Nar det er godtgjort, fglger det af induktionsantagelsen,

~

at der findes 9,0 > 0 med

B'S(Xo) x Bg(yo) c Ba(xo,yo) (= Q)

0og en C1—afbildning g: B~v(x.) - Bg(?o) sdledes, at de fgrste

p 7o
p-1 ligninger i (7) inden for BB(XO) X Bg(yo) tilsammen er ens-
betydende med

Y = 9(x)
Specielt er §o = E(xo), fordi fi(xo,yo) = fi(xo,yo;w(xo,yo) =
fi(xo,yo)_= 0 for i < p. Og herefter bliver (7) (og derigennem

ogsa det oprindeligt givne ligningssystem £ = 0) inden for
B (x,) x By(¥,) x Byly, ) (S By(x,,¥,) x Byly,) c @)

ensbetydende med

y = (§,yp) = g(x) := (§(x),0(x,9(x))) ,

hvor g &benbart er en C1—afbildning af BS(XO) ind i
Bg(yo) X BB(yop) . Vil man desuden opna, at V (fra sa@tningens

. « . n " >
formulering) bliver en "kugleomegn Bc(yo) af vy (yo,ypo) '

behgver man blot at valge o = min(g,B) og derpa valge p > 0

O_

sd lille at p < P og at g(Bp(xo)) c Ba(yo), hvilket er muligt,
da g er kontinuert i X med billedet g(xo) =Y.
Det henstdr sdledes blot at eftervise, at Dy?(xo,yo) er

regular. Ved differentiation af (8) under benyttelse af kaderege-

len ses, at elementet p& plads (i,j) i denne (p-1) x (p-1) matrix
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er
Dy.fi(xo,yo) = Dy.fi(xo,yo) + Dy £, (x,-v) -Dy.w(xo,yo)
J J p J
(9)
= Dy.fi(xo'yo) - Dy fi(xo,yo) 'Dy.fp(xo’yo) '
J [ J
hvor i,3j =1,...,p-1, og hvor vi har indsat (6). Hvis vi nu i

den givne regul@re matrix
Dyf(XO,YO) = (D

_fi(xoryo))i,

5 i=1,...,p

y

multiplicerer den sidste rakke

(D f (x 1Y )reee,D f (x 2% )r 1)
y1 P (@] O yp_1 P O (@]

(jvEfr. (5)) med DY fi(xo,yo) for et i < p og trazkker resultatet

fra den i'te ra&kke, sa fas ifglge (9) den nye i'te razkke

(D, E(x 1Y) re+esD E(x /¥, 0) .

Y4 Y

p-1
Ved disse rakkeoperationer (udfgrt for i =1,2,...,p-1) over-

fores Dyf(xo,yo) sdledes i en matrix af formen

hvilket viser, at Dy?(xo,yo) er regular, fordi den har samme

determinant som ovenstédende og dermed som den givne regulare matrix

Dyf(xo,yo). - Dermed er satningen bevist.
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Tilfpjelse til §2 (side 7)

I dette tilfalde er Q@ en aben mengde i ZR3, og f: @ -» R

er en given C1—funktion. F er lgsningsmangden
F = {(XIYIZ) € Q I f(XIYIZ) = 0}

til ligningen f = 0. Lad (xo,yo,zo) € F vare et givet punkt af

lgsningsmengden, sa at gradienten

_ (3£ f Bf
grad £ = (Bx’ v 82)
er #£(0,0,0) i (xo,yo,zo). For eksempel kan vi antage, at

DZf(xO,yo,zo) £ 0.

Sa& findes ifglge s@tningen om implicit givne funktioner en (gerne

aben) omegn U af (xo,yo) i ZR2 0og en omegn ]zo-c, zo+o[
: Az
af =z i R med
0 Z,+0 T
J := Ux]zo—o,zo+o[ c Q
sd at

sz + 0 1 J

og s at F N J er grafen

for en C1—funktion

g: U - ]zo—o,zo+0[,

hvis partielle afledede bestemmes ved implicit differentiation af

identiteten f(x,y,g9(x,y)) = 0:
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D f(x,y,9(x,y)) + D_£(x,¥,9(x,¥)) aga(z, L -9
D f(x,y,9(x,y)) + D f(x,¥,9(x,y)) __Y_Bga(;" ) _ o,
altséa
og _ _ Dxt 8g _ _ P
X D f '/ ay D £ '
Z Z

hvor der pad hgjre-siderne skal indsattes (x,y,9(%x,y)).

Sdledes er F N J en flade (= 2-dimensional glat punktm@ngde)

i IR3, hvis tangentplan i et punkt (a,b,c) € F N J har ligningen

(se Differentiabilitet, side 34):

D _f(a,b,c) Dyf(a,b,c)

£ (x-a) - =te———+
X b, f(a,b,c)

? 7 ¢ 775 fla,b,e) (y=o) .

eller pd symmetrisk form (uafhangig af, at det netop var sz som

vi antog * 0 1 (xo,yo,zo)):
Dxf(a,b,c)-(x-a) + Dyf(a,b,c)-(y—b) + sz(a,b,c)-(z—c) = 0.

Ligningen udtrykker, at vektoren (x-a,y-b,z-c) skal vare vinkel-

ret pd gradienten til £ i (a,b,c):
(grad £f)(a,b,c) = (D f(a,b,c), Dyf(a,b,c), D f(a,b,c)),

der séaledes er en normalvektor (#(0,0,0)) +til tangentplanen i

(a,b,c) og dermed (definitionsmazssigt) til fladen F 1 dette
punkt.

Analogt galder for ¢gvrigt i tilfeldet k =p =1 (se §2),
[hvor @ er en &ben m®ngde i IR2, f: § » R en C1—funktion,
og hvor grad £ = (9f/38x, 9f/3y) # (0,0) i et givet punkt (xO,yO)
af lgsningsmengden F til ligningen f(x,y) = 0] at F bliver

en kurve, hvis tangent i et punkt (a,b) € F har ligningen
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Dxf(a,b)-(x—a) + Dyf(a,b)-(y—b) = 0;

og grad f(a,b) bliver en normalvektor til kurven i dette punkt.

Ogs& her er Q en aben mengde i IR3; men nu er der givet

1

et par f = (f1,f2) af C ' -funktioner i §. Hertil svarer l¢gs-

ningsmengden

=
1l

{(x,y,2) € Q| f1 (x,y,2) = fz(x,y,Z) = 0}

til ligningen f = 0. Lad (xO,yO,ZO) € F vare et givet punkt

af F hvori funktionalmatricen

Df=(Df,Df,Df)=
X Y Z

har rangen 2, altsd hvori rakkerne grad f1 og grad f2 er lineart

uafhengige, hvilket ogsd kan udtrykkes ved

grad £, x grad f2 £+ 0 i (XO’YO’ZO)

1

Vi kan for eksempel antage, at

(10)

i »(XO’YO’ZO)’ altsd at grad f1 x grad f2 i dette punkt ikke er
vinkelret pd x—aksen (nemlig ikke har x-koordinaten 0). 8S& findes

der ifglge satningen om implicit givne funktioner en aben omegn
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]xo—p, x0+p[ af X, i IR og en &ben omegn V af (YO'ZO) i

IRZ med

J := ]xo-p, X0+p[ x V. < Q

s& at (10) ogsad galder i J, og sd at ligningsparret f1(x,y,z)
fz(x,y,z) = 0 inden for J er ensbetydende med et ligningspar af

formen

y = g(x), z =h(x),

hvor g og h er C1—funktioner i intervallet ]xo—p, x0+p[, og

hvor (g,h) afbilder dette interval ind i V.
Differentialkvotienterne g' og h' bestemmes simplest ved

implicit differentiation af identititerne
f1 (x,9(x) /h(x)) = fz(X,g(X),h(X)) =0

sdledes:

Dxf + D £ 0

1 y 1
D f., + D £
X"2 Yy

« g'(x) + DZf1 « h'(x)

- g'(x) + sz2 + h'(x)

2 0,

hvor de partielle afledede af f1 og f2 skal tages i (x,9(x),h(x)).
Determinanten til dette lineare ligningspar med de to ubekendte
g'(x) og h'(x) er jo # 0, fordi (10) galder i J. Ved lgs-

ning fé&s
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DXf1 sz1| ,Dyf1 Dxf1|
G100 - - ER TR g o ov2 X2

|y1 z1‘ ’y1 2t

Dyf2 sz2 Dyf2 sz2

igen med indsattelse af y = g(x), 2z = h(x).

Sdledes er F N J en kurve i ZRB, hvis tangent i et kurve-
punkt (x,g(x),h(x)) har retningen (1, g'(x),h'(x)), eller (pa

symmetrisk form) den dermed proportionale vektor

grad f,xgrad f2 =

1

stadig med inds&ttelse af (x,9(x),h(x)).

Kurven F er efter sin definition skaringskurven mellem de

to flader F1 og F

f,(x,y,2) = 0:

5 med ligningen henholdsvis f1(x,y,z) = 0 og

Tangenten til F i et punkt (x,v,2) = (x,9(x),h(x)) af FnJ er
tilsvarende skaringslinjen mellem tangentplanerne til F1 og F,

i dette punkt; thi tangenten til F har jo retningen grad f}xgrad f2,
altsd vinkelret pd nor-

som er vinkelret pd grad £, og grad f

1 2!

malretningen til tangentplanen til F i punktet. Sa-

17
ledes har tangenten til F retning som ska&ringslinjen mellem de
to tangentplaner og er derfor netop sammenfaldende med denne, da
b&de tangenten og ska&ringslinjen gdr gennem det betragtede punkt.
Den her foreliggende tilfgjelse til §2 belyser samtidig ind-
holdet af §3 (Glatte punktmzngder i HJ% i hovedtilfeldet r = p

i s@tningen pa side 10.
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OMVENDT AFBILDNING

1. Det almene tilfelde

1.1. Vi betragter en &ben mangde EZQ’Rksamt endnu et "eksemplar"
ar RE og en %1—afbildning q::E-%lef' I produktrummet R%= < Rzk
med koordinaterne Xq, o) Xi) Y1)+t Vi betragtes grafen

F = {(¢s),5) lse=}
for vektorafbildningen ¢ . Ved

fit,s) = t — @)

bestemmes en vektorafbildning F:Rﬁﬁz -9lRﬁ og vi har

E = F 3&; = —'D?,

2
Endvidere gazlder

F

Il

{ (t,s)e R = | #t,s) =0F.

Af sztningen om implicit givne funktioner f@glger derfor:

For ethvert punkt sse = , hvori funktionalmatricen:D?(QJ er

reguler, findes en omegn J =UxVgc TRKXE af punktet (to;so) = (?’(Sa),so)

bestemt ved afsluttede kugler
w= it l-tllspl, V= fslis-sllsod,

s8@ledes at Dep er reguler i ethvert punkt Se V, og sdledes at

1
FnlJ er grafen for en € -afbildning
'LP:L/L»V)

d.v.s. me&gngden af punkter (?@LS) i UxV er netop mengden af

punkter (5,%&)) , t€ U . Funktionalmatricen Dult) bestemmes ved

ligningen

Dy(t) = Do (p)
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to;‘f’(so)

1.2. Specielt ser vi, at billedmmngden<p(3) indeholder en omegn

af billedpunktet to = ¢(So), thi W er jo en s8dan omegn. Heraf

fdlger:

1.%3. Korollar. Hvis De er reguler i ethvert punkt se =, er bil-

ledm&ngdenty(zq gben i RX .

1.4, Vender vi tiibage til situationen i s@tningen, kan vi yderli-
gere bemerke fglgende: Sattes W= {SEVI e(s) e Wt , er W en af-
sluttet omegn af S,. Sztningen udsiger, at restriktionen af ¢ til
W er en bijektiv afbildning: W —> W , og at den inverse afbild-
ning W:M-%M/ igen er %ﬂ Formlen for funktionalmatricen kan ud-
trykkes ved at sige, at matricernejD? og 3#; i sammenhgrende

punkter s= ¢(t)e W, t=<F@)élL er hinandens inverse.
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Af korollaret fglger, at billedet, <P(W°) , af det indre af W
er indeholdt i det indre af W, og [idet resultatet anvendes pé
afbildningen ?:M%W] at billedet, T{J(Uf) , af det indre af W er

indeholdt i det indre af W. Heraf sluttes, at der md gazlde
c(a(W°)= W’ og 'IP(U,D) = W?,

1.5. Af serlig interesse er det tilfalde, hvor cp:':——ﬂRker injek-
tiv og :Dcp er regular i ethvert punkt se-. Da er ¢ en bijektiv
afbildning af = p8 en &ben mengde L) 1 TRK, og den omvendte afbild-
ning q7'='l}/:ﬂ—>._£ er en %qunktion, med funktionalmatricen

D(q:“) = (D?)-lo CF-1 . Afbildningerne ¢ og 4 giver nu en bijektiv
afbildning mellem Q‘—funktioner ne pd dl og cgf-funktionerne pd =

Hvis Xg,--->Xgx er koordinaterne pd 2, og ¥, --,), er koordina-
terne p& =, og fil>R er en (ﬁf—funktion pd L, bruger man ofte

betegnelsen §(y,,-.-,Y%. ) (eller simpelthen igen f ) for den til §

1 -
svarende ¢ -funktion F°CP: = — R.

Y l : "X(,L j/‘t"P: FO’M"'IYK) x,,l - XKL. v \LF

Ny,

R R
Funktionerne Yyyree )yk , opfattet som funktioner pd ). (altsd funk-

tionerne Yo% = Yy et = 2}/K> , kaldes krumlinede koordinater
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p8 {1, og for funktionalmatricerne bruges betegnelserne

= M TD'LP = M R T tilfaeldet, hvor (P:E—)ﬂ op-
i d (Yireo V) d (Xg, e+ rXr)

fylder, at D(P er reguler i hvert punkt af = (men hvor P ikke ngd-
vendigvis er injektiv), kan ovenstdende anvendes i omegnen af et-

hvert punkt af =.

1.6. Polzre koordinater i planen. Lad X,y betegne koordinaterne

YA
pa RZ, og lad os i endnu et eksemplar af R betegne koordinaterne

v = (Tow)

. . . 7 z ®© .
defineres da en afbildning CP:[R—>1R , der klart er en % -afpild-

‘r) v . Ved

ning. ¢ har funktionalmatricen

Do = 3(x,y) _ Qg‘c'v' —rscwv-)
o(nv) A v eos
og Jacobi-determinanten
o[&t:DtP = 7

Funktionalmatricen er altsi reguler i alle punkter, hvori ¥ #0.

Normalt opereres kun i den (8bne) halvplan, hvori "> 0. Det ses
let, at @ afbilder denne halvplan pd den udprikkede plan R*\ {0},
Til hvert punkt (:Z)% (2) findes altsd et punkt (g:) med po>0 og

L .
8bne omegne W af (i’;) , W af (13?) » sdledes at ¢ afbilder W bi-
[~

jektivt p8& U og s8ledes, at den inverse afbildning ¢= qf’: U-> W er

C@w. Denne inverse afbildning har funktionalmatricen
d(Hv)  _ [ o (x,y) 71
olxy) L 3(mw)
_ [ s st v
N (—l,'_xiwu* #_aosv)
X Y

)i
x
e
\j)
~
j
N
+
~
~N
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So
5 .
b [ ] ) ()
| ;
W u
l
" ‘

2. Volumenforhold

injektiV/
. o -_ 1 . .
2.1. V1 betragter en aben mengde = EIRk 0g en 14 -afbildning

Q:Eﬁ» Rk, sdledes at Dq> er reguler i ethvert punkt af =. ¢ er

da en bijektiv afbildning af pd den &bne mangde = S&le:, og

den inverse afbildning $=q51:

bl ||l

>Z er ligeledes en %1—afbildning.
Endvidere betragter vi et punkt %EEE med billedpunktet
3= l)e =,

Lad v3,+--,Y vare et szt af lineart uafhangige vektorer. Med
P betegner vi det parallellotop, der har kanter parallelle med

Vi, ..,V ©8 midtpunkt i punktet S,; P er altsd punktmengden.

P= {setNmit + vy | “3<hi<t itk 5.

For hvert reelt tal ¥>0 betegner vi med P(v) det parallellotop,
der fremkommer ved at multiplicere P med faktoren ¥ ud fra midt-

punktet s, , altsd

P(r) = 50t husie A | L €208

% i=1)"'1k}.
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Vi har P@)E =, ndr v er tilstrakkelig lille.
Lad A vere funktionalmatricen A= De(S). Vi sztter
%:Am,---,’ll;'k=A'lfk, og betegner med 5 og }3’('7“‘) de ud fra disse
vektorer pd tilsvarende mdde dannede parallellotoper med midtpunkt
i §; . Ifglge definitionen af differentiabilitet har ® i punktet
S, kontakt med den affine afbildning : Sl—>§;+w4(s—soh d.v.s. vi har
en fremstilling

e(s) = S, + A(s-s,) + ) lIs-s.l,
hvor g(s)—> 0 for s—>S,. Den affine afbildning afbilder parallello-
topet P(+) pa parallellotopet P(+) . Af fremstillingen fglger nu,
at vi til hvert £>0 kan finde §>0, séledes at

¢ (P() < :{5’(4‘1—57“) for alle +<&.

Den inverse afbildning %==§' har i punktet E; kontakt med den
inverse affine afbildning. Det folger derfor tilsvarende, at vi
- til hvert £>0 kan bestemme & 70, giledes at

cf;’(‘ﬁ(vy-)) c 'P('f'+£“r) for aJle T(g.

Af disse overvejelser fglger: Til hvert €76 findes et §>0, sdle-

des at 3 (1_;:_5) c ¢ (P(r)< "|5(-(1+£)) for alle T< 6.
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Polytopet P har volumen Mol (P)= |det(vy,--+,%)| , og polytopet
P(+) har volumen VwC(P(r)) = +*4¥L (P) . Endvidere finder vi
Vot (B) = ldtb (Avy, - Ave) | = [ dit A det (19,000 Vi) | = et A Vot (P),
og Vot [B(r)) = |datA| Vot (P(r)).
Idet vi antager, at billedmengden ¢ (P(r)) kan tilskrives et volu-

men, fir vi

1te

Vot (%’ (—*—)) < Vot (p(p) < Vol (1‘5 (4*(11*&)))

og dérmed for volumenforholdet
() jasal < vet (200l o (ot dia)
1+ £ vye (‘P(T))

Det fglger heraf, at
vo‘e(?(vf_ﬂ_ﬂ» ——> |detA| for v— 0.
Vot (P(r))

Den numeriske veardi hhiA, af funktionaldeterminanten

detA = dub D(P(So)‘ kaldes derfor afbildningens volumenforhold i punk-

tet So .
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—

2.2. Hvis = er sammenh&ngende, har den kontinuerte funktion

ddﬂD? konstant fortegn i =. Vi siger, at ¢ er orienteringsbeva-

rende eller orienteringsvendende, eftersom funktionaldeterminanten

dptIkF er positiv eller negativ.

3. Satningen om det &bne billede

. P
3.1. Satning. Lad JlEEIRk vere en &ben mengde, og lad f:0 >R ve-

1 . . . . . .
re en ‘g—afblldnlng. Hvlis funktionalmatricen DF(Q) i et punkt

a€f) har rang p, da vil billedmengden f£(2) indeholde en omegn af

billedpunktet f(a) .

f
Bevis. Vi skriver ;=-(§ ). Funktionalmatricen Df har da de p

raekker Df,,.-- ’D'FP Da¥rn,3,:D¥(a) =P , kan vi udtage en regular
(PXP)' delmatrix af DE(a) , som altss mi bestd af p sgjler. Ved
eventuelt at omordne koordinaterne pa IRK kan vi opnd, at disse P
sgjler er de p fgrste sgjler ]%%&ﬂ) v»uﬁbpf(a) . Vi antager altsi,

at matricen

(4, 1)
D) -, Dpfla)) = —HR R (p)
(D), - Dt ) 5(X1,...,XP)(
er reguler.
k_
Vi identificerer talrummet le med produktrummet RPXHZ P. Et-
) — L d — k-‘
hvert punkt te R¥ er da af formen t=(t,t), hvor te RF, te R P
~ e ~ a — a k"'
Specielt skriver vi q,=(a,o.), hvor o = (;1 )6 fRF, a,=< fH) e R P
op @y

Betragt nu mengden
5 =s3ter|ER)ent,
1l er da en &ben mengde i ﬂQP, vi har aedl’og afbildningen

N:ii—élRPdefineret ved 3 g)= % a) er sammensat af afbildningen
)
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f og afbildningen t (E',ﬂ_») af D->L.. Vi har ?(5’-:- £(a) , og funk-
tionalmatricen for? iaer DEQ) = (D,£(a),---,D F(a)) . Da denne
matrix er reguler, vil, ifglge 1.2., billedmengden -}’-(,ﬁ) indeholde
en omegn af billedpunktet -F(a,) £(a). Da {(,_Q) 2 ’E(,ﬁ_) , vil ogs&

£((1) indeholde en s&dan omegn. [] RS
i

%3.2. Korollar. Hvis matricen Df har rang p i ethvert punkt i.Q,

er billedmengden (L) 8ben i RF.
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EXKSTREMUM

1. Minimum og makKsimum

K

Lad F vzre en delmezngde af R'. En reel funktion f:F-» R si-

ges at have (globalt) minimum, resp. (globalt) maksimum, 1 punktet
aeF, safremt £t) 7 £@) , resp. ft)< @) , for alle teF, altsa

hvis §() er mindsteverdi, resp. stgrsteverdi, for f . Funktionen

f:F—> R siges at have lokalt minimum, resp. lokalt maksimum, i
punktet a€eF, hvis der findes en omegn af a , s8ledes at funktionens
restriktion til denne omegn har minimum, resp. maksimum, i @ . Det-
te betyder altséd, at der findes et tal p>»0, si at ) > £(a),
resp. $(t) € (@) , for alle teF, for hvilke |HJ—a”<f. Som fzlles-

betegnelse for minimum og maksimum bruges ekstremum.

2. Ngdvendig betingelse for lokalt ekstremum. Stationzre punkter.

1 . o o .
2.1. For en % -funktion -F p& et &bent interval J gelder som be-
kendt {’(a)= 0 i ethvert ekstremumspunkt a€J. For funktioner af

flere variable har vi fglgende

{
Setning. Hvis en % -funktion f:.0>R pd en &ben mengde QE R¥ nar

lokalt ekstremum i punktet a , er dfi=0. Anderledes udtrykt:
ZD“Z(a) = 0, LR :DR_'F(_Q) = 0,

Bevis. For et tal }e{'l).--,k} betragtes funktionen A+ \E(a,+ﬂe&) .
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. f . . . o .
Denne funktilon er en E-funktion defineret i et &bent interval om-
kring 0€R, og den har lokalt ekstremum i 0. Fglgelig er dens
differentialkvotient 0 i 0 , d.v.s. D}¥@l)== 0.

Et punkt a€d) med egenskaben d{1=-0 kaldes et stationert punkt

for funktionen ; .

Setningen udsiger altsd, at en ngdvendig betingelse for, at
funktionen { har lokalt ekstremum i punktet o, er, at a er et
stationart punkt for f. At o er stationsrt punkt for % , €r ens-
betydende med, at {'s grar i mk+1(med koordinaterne X“~u,XK,Y)
i punktet (Q,f@” har en tangenthyperplan med ligningen y = f(a)

("vandret" tangenthyperplan).

2.2. Eksempel. For Jl=—R2 med koordinaterne X,y betragtes
funktionerne

£=:Xz+y% f, = "XZ‘yz) £, = x2-y*
De har alle 0 som det eneste stationzre punkt. Dette punkt er lo-

kalt (endda globalt) minimumspunkt for F4 , lokalt (endda globalt)

maksimumspunkt for {1, men ikke lokalt ekstremumspunkt for ?5.

2.3. Eksempel. Funktionen :F=X1y+Xy7'+ X7'+Xy+1 :RZ—HR er ‘@‘? Vi s¢-
ger dens mindste og stgrste verdi pd den kompakte mengde
1= [%1]’<E4,1] . Et punkt ae T, hvori en af disse to ekstremums-
verdier antages, mi3 enten ligge i det indre af T og altsi vere lo-
kalt ekstremumspunkt for f eller ligge p4 randen af J . De statio-
nere punkter for f bestemmes af ligningerne
g)i(p‘-,- 2xy +y*42x +y =0
3 _ x2 4y +x =0,
s

der har lgsningerne (g), tﬂ), (jf), (:z af hvilke kun (122)



Flere reelle variable 1972-73 Ekstremum 3

ligger i det indre af J . Her finder vi verdien

26

;(Ys,’9§) = 7z

Vi sgger dern®st mindste og stgrste verdi for f p4 randen af J.
Vi finder
£(x,-1) = 1,
flx4)= 2x*+2Zx+1 , som p& [0,{] har mindstevardien f(oi)= 1 og
stégrsteverdien $(4,1) = 5.
f(oyy) = 1
;(4)y)= y2+2y.+2“, som p& [-1,1] har mindsteverdien #(f,-1)= 1 og
stgrsteverdien F(1,1)=5.
Ved sammenligning af disse funktionsverdier ses, at mindstevardien

!
af + pa J er %% , og at Cé;) er det eneste punkt i 7, hvori
denne verdi antages, og at stgrsteverdien af fiJer 5, og at

1 . . .
(1) er det eneste punkt i j, hvori denne verdl antages.

2 2 2
2.4. Eksempel. Funktionen §= 603 (1+x2+y2) - Z,; -y iR =R er ¢~

Ved 1l¢gsning af ligningerne

f _ 2x ., °of _ Wy =0
b—:YE—sz-P)”' *=0 oy  1x*y2 R4

finder vi de station®re punkter (g))(é))(:;) , hvori funktions-
verdierne er
flo0)= 0 fW,0)= &%2—55 f(-1,0l = lg2 - £ .

Af sadvanlige overvejelser vedrgrende funktioner af én variabel
ses, at funktionen F(x,o)= ‘&%(1'“(2’) —-%-.)(Z har lokalt minimum i O,
og at funktionen {(o,y) = ‘&%(Hy’-) —y% har lokalt maksimum i punk-
tet 0 . PFglgelig har § hverken lokalt maksimum eller lokalt mini-
mum 1 punktet (8).

Da #s &%(1+x’-+yl) .-.i'-_(x2+y2) , og da funktionen T > %(H‘t‘)—%t

gdr imod - for t—=+e , ser man, at ¥ md have en stgrsteverdi.



Flere reelle variable 1972-73 Ekstremum 4

Denne m& antages i et lokalt ekstremumspunkt, og den md altsd veare

by

3. Nermere undersdggelse af stationzre punkter. Tilstrakkelige be-

. 1 . o o L
3.1. Hvis en € -funktion % pa et abent interval JSIR har a som
stationart punkt, er a lokalt minimumspunkt, hvis {"ﬁd‘> 0 , og lo-
. ) "
kalt makdimumspunkt, hvis t'la)< 0.

2 . o o K . .
For en % -funktion f p8 en 8ben mengde LS R indfgres matricen

DL - DY ot

Mg oX 0% oK Oy
C \ang - e
DDF - Dy, CYRY a,?éxk_

H; er en matrixfunktion; dens verdi i punktet a€,Q er (kxk)—nm—

tricen :D,Z-f; (a) +-- DD, ta)

HE (o) = :
f DL - -+ Dic £ a)

Matricen F+FGQ er symmetrisk; den tilhgrende kvadratiske form péa
le er

3 £,
%> 4 HE@ £ '-‘-HZ:{ :D,-J])Jje(a)ﬁ;ﬁw f= <£k)é R,

. . 2
altsd netop differentialet af 2. orden d.#m .

. 2 . k
3.2. Setning. For en %-funktion -F:,_Q—->IR p8 en &ben mengde 2< IR,

der har punktetaeLQ_som stationart punkt, betragtes den kvadra-

tiske form

) D4 - - DDt [#
£ BRI G = (Rk . :
—> R P o) D)) \ e

Da gelder:

(1) Hvis formen er positiv definit (d.v.s. er >0 for alle A# 0 ),
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har ‘F lokalt minimum 1 & .

(2) Hvis formen er negativ definit (d.v.s. er <0 for alle £#0),

har ¥ lokalt maksimum i a .

(3) Hvis formen antager en positiv, resp. negativ, verdi, har ¥

ikke maksimum, resp. minimum, i punktet a .

Bevis. Ifglge forudsztningen har vi d¥a= 0 . Endvidere er
T . .
d",ﬂa‘(ﬁ): R H®, hvor vi for kortheds skyld betegner matricen

HF{O.) med H. Taylors granseformel giver derfor

fa+8) = fa) + % RTHE + &(2) Uﬁl!z,

hvor ef)->0 for £ 0.
(1) Formen antages positiv definit. Lad ¢ betegne dens infimum

k
p& mengden {helR ’ 1.1=1} Da denne mengde er kompakt, og da for-

men er en kontinuert funktion, der er >0 pd mzngden, er ¢ >0.
T 1 ,T,
For hvert A6 R har vi (Aﬁ,)H(ﬁﬁ) =4 %AHA, og vi slutter, at der

gelder
ATHA 3 clBI® for alle ReR

og dermed

Plath) » () + S I&I* + (@) IR

Bestemmes nu en omegn U= {t | "t-al}<§>}§,ﬂ, sdledes at !E(ﬁ)f$ % s

ndr |f|<p, har vi |
(t) » $(a) + %Ht—a”z for te Ul

f har altsi lokalt minimum i &, og der gmlder endda den skarpe

ulighed
It) > f) for teU,t #a.

(z) Formen antages negativ definit. P& analog md&de som under (1)/
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eller ved at betragte -f i stedet for §, ses, at §f har lokalt
maksimum i @. Der findes endda en omegn LJ={tflw—am<P} < (2, s&-

ledes at f(t)< fla) for alle 't€U,)t%a.

(5) Lad 1r6ﬂgtvwre en vektor, hvori formen antager en positiv ver-
di ¢, altsa vn1V'= ¢ »0. For numerisk sm8 verdier af A har vi
da ativedl og

flatdr) = (o) +4%c + e(av)Iv]® A%

For tilstrazkkelig smd numeriske verdier af A# 0 har vi derfor

fla+av) > f(a) .

Der sluttes tilsvarende, hvis formen antager en negativ vardi.[]

3.3. Eksempel. Funktionen ¥=(X2—X41)(XZ-—X;"):[RZ——>IR har (2) som
stationzrt punkt. For enhver ret linie gennem @)har restriktionen

af § til linien lokalt minimum i (. Men { har ikke lokalt mini-

mum i 69

3.4, Bemzrkning. Det karakteristiske polynomium pH(t)= dbt(H-tE)
for den symmetriske matrix H= Hf(a) har som bekendt lutter reelle
rgdder. Vi minder om, at den tilhgrende kvadratiske form er posi-
tiv definit (resp. negativ definit), hvis og kun hvis alle de ka-
rakteristiske rgdder er positive (resp. negative). Endvidere an-
tager formen en positiv (resp. negativ) verdi, hvis og kun hvis der

findes en positiv (resp. negativ) rod i PH(t) .

3.5. Eksempel. For k=2 benyttes ofte betegnelserne §$=P’

1
af 3 o%f a%f _ . :
$é=q0 521_1‘, SZ$Q= s Szi- 1 Vi ser, at a er stationzrt

punkt, hvis og kun hvis p=0, g =0. I et sddant punkt betragtes
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matricen H = (;-i). Vi finder detH=7vt-s* = produktet af de to
karakteristiske rgdder, TrH = T+t = summen af de to karakteristiske
rgdder. Vi far sdledes

(1) detH>0, TrH > 0 : Lokalt minimum

(2) detH>0,TrH <O : [Lokalt maksimum

(2) ddﬂ{<o) : TIkke lokalt ekstremum.

4y, Ekstremum under bibetingelser

k . .
4.1. P4 en mengde JLSIR tankes givet P funktioner
ﬂ)uuﬁp: Q. —> R . For givne tal €y,---,Cp€ R Dbetragtes punktmeng-

den

F={tel] {lt)=c,, o) Pplt)=cp}

Lad f:.0-> R vere endnu en funktion. Vi siger, at §{ har lokalt

minimum, resp. lokalt maksimum, 1 et punkt ael) under bibetingel-

serne f=¢4, - fp = Cp , hvis aeF, og hvis restriktionen af *o

til F har lokalt minimum, resp. maksimum, i Q. Ekstremum benyttes

som felles betegnelse for maksimum og minimum.

4,2, Vi vil indskrenke os til at udlede en ngdvendig betingelse

for lokalt ekstremum under bibetingelser:

Setning. Hvis JZs;Rker en &4ben mengde og  f»,fi,e--, gp tilhgrer

4
‘@(Kl), og fo har lokalt ekstremum i 0€.) under bibetingelserne

¥1=04)"-> Fp='cP, da gelder i &, at
a('FO;'F{)"'J?F) (Q) < 'P
b()ﬁ)"')xk.) = )
: , _ ofo
Hvis p=0 (alts& ingen bibetingelser), er ga;““;f)
11°°°) %

of )
(gﬁ,"wg%), og uligheden er den i sztning 2.1 fundne ngdven-
k
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dige betingelse ol({fo)a= 0.

Bevis. Da matricen har pt+{ rakker, er dens rang i hvert fald

£ PH. Vi antager nu, at rangen er p+1{ , og vi fgrer dette

til en modstrid. 1
(]

Betragt en omegn U=it€TRKI"t“Q"<P} <.Q. vea f= (f‘)bestemmes da
i

. + . . . .
en vektorafbildning j‘-’: U-> RP , hvis funktionalmatrix :Dﬁ 1 punktet
0 har rang p+! . Ifglge s=tningen om &bent billede (Omvendt af-
bildning, 3.1.) vil billedmzngden HU) derfor indeholde en omegn
fo(a)

af billedpunktet 1[(‘\)= ( o] . Specielt vil der i en sddan omegn

s\ Cp 2
findes sdvel punkter [¢ | med 8 > 1‘10(&), som punkter (5') med

¢ Cp

P
¢ < ﬁo(a). I U findes derfor sivel punkter t med £ (t)=8 > ;0 (Q))
;.'(t)::ch... ,-FP(t)——‘CP) som punkter t med fo(t)= S < -Y-c(a.))
F1(t)=cf)"-)1£p(t)= cp-

Vi slutter heraf, at der i enhver omegn af a findes sdvel punk-

ter teF med Fo(t)> 'Fo(a) som punkter teF med ¥, (17)< 'Fo(o-). D

4.3, Eksempel. For vilkirlige t,,...,tke fR+ gelder uligheden mel-

lem det geometriske og det aritmetiske middeltal

kY certy,e € tytee ot

t 7
Multipliceres tallene t,:-., 17;( med samme tal Ae R, , multiplice-
res de to sider i uligheden med A. Det er sdledes nok at vise

uligheden under antagelsen ty+-++%t, =k ; uligheden siger da, at
tyeer te< 1.
Lad Xq,»--;Xx vare koordinaterne péd den &bne mengde
{te R®| t,»0,--, >0},

Vi ¢nsker at undersgge funktionen fo—.: Xypvoe X pd delmengden F gi-
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vet ved ligningen §, =Xjt-- X, = K . Funktionen -Fo antager en
stgrste verdi pd denne mengde (dette ses ved at udvide funktionen
kontinuert til den stgrre kompakte mengde {te€ Rk’t17/ 0, %20,
bt eor =k ),

Lad ae€ F vere et punkt, hvori denne stgrsteverdi antages. Vi har

3 (%o,$1) _ ( Xp oo Xy vt xl“'xkﬂ)
D(X’,"')Xk,) 1 e v ! 1 )
og da a er lokalt ekstrenum for fo under bibetingelsen £1= k , har

vi i punktet o

ant-ak - . . q{“‘qk-')
<
I'l-% ( 1 . . . 1 ~N 1 )

hvoraf ay=-:-- = Qy. Da a skal opfylde bibetingelsen, slutter vi

videre, at q=--.= a,= 1, og dermed, at stgrsteverdien er {--+1 =1.

4,4, Eksempel, Lad X,y vare koordinaterne pé Wf'og betragt del-
mengden E  bestemt ved uligheden X&+yz< 1. Lad ﬁ, vere funktio-
nen -Fo = x2 ’2.)'2. Vi ¢gnsker at bestemme billedmzngden )eo (E) .

Da ﬁﬁlR%é R er kontinuert, og da E er kompakt og sammenhan-
gende, er i&ﬂ et begrenset, afsluttet interval. Lad aeE vere et
punkt, hvori en ekstremumsverdi antages. Hvis a er et indre punkt
af E, er a stationert punkt for {b ; fdlgelig gelder i punktet
a , at

D4, = (2x,-Yy) = (0,0),
hvoraf o = (2). Hvis a er et randpunkt: har *b lokalt ekstremum

i @ under bibetingelsen x;+yz=-1; fglgelig gelder i a , at

3(%,4) ax =Yy ’

_— 1T =N 9 9 < ’
o (X, Y) X 4

altsd at Xy==0. Da a ogsid skal opfylde bibetingelsen X2+yz= 1,

. o o O . - 1
slutter vi, at a ma vere et af punkterne (1))(_1))(3))(0). Sam-
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menlignes funktionsverdierne i de 5 punkter, ser vi, at %ﬁE)=

[—2)1].

5. Lagrange'ske multiplikatorer

L. a . )'F)
Betlngelsen ng 5%%2———;%ﬂﬁ)<~P er ensbetydende med, at ma-
1,---]

tricens pt+! rakker er linezrt afhengige, altsi ensbetydende med,
at der findes et talsat (ﬁo,ﬁ“---,ﬁP)% UH%'“;OI sdledes at

X Df(a)+ - + A DE, (a) = O.
Dette betyder, at funktionen ¥==A0¥o+n-+ﬁpﬁ, opfylder Df(a)=0,
altsd at a er station®rt punkt for funktionen F. Vi ser sdledes:

Hvis JZQIRk er ben og funktionerne fp,fi,---,» fp tilhgrer

%1GQ) og £,har lokalt ekstremum i punktet a€edl under bibetingel-

serne fy=¢€4,-+-, fp= Cp , da findes et talsat (%,5\4,"-75\;:)74‘(0;0;"-;0>,

s8ledes at a er stationsrt punkt for funktionen
= Ao¥o+ﬂ1¥r*"'*ﬁp¥p-

Hjxlpestgrrelserne AO,A”..WQP kaldes Lagrange'ske multiplikatorer.
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X
l’f Angiv en funktion g: R — R , der er kontinuert,
differentiabel i [Rz\ io} og retningsdifferentiabel i en-

hvert retning 4 i punktet 0 med den afledede _'D,va(o)= o,

men som ikke er differentiabel i punktet O .,

2. Svarende til en Aben mengde . < RX defineres Laplace

operatoren A = A‘_Q_ : @z(ﬂ) — %O(LQ) ved

2 2
Aﬁ = D f+...+ D_F.
Hvis x;,..., X, er koordinaterne p4 o2 , skrives ogsé
2 z
A = -g—z + e -g—-z
X, X,

Vis, at Laplace operatoren A er invariant overfor ortogonalt
koordinatskrift. Hermed menes: Hvis A € G(k,R) er en ortogo-
nal matrix og e IRk er en vektor, og hvis den ortogonale

transformation

cp:'b-—>At+[$, te )

afbilder () pad den &bne mexngde ._5_ c I'Rk, da gslder for

enhver funktion 9e ‘gz(ﬁ) , at

(2a9)9 = 45(9°9).

3. En afbildning B: IRPX IRq/ — IR£ kaldes bilinexr, hvis

1°) TFor hver vektor ue R" er 4 > B(u,v») en line=r
afbildning : R1 = RT og 2°) TFor hver vektor wve RY
er ur— B(u,) en linexr afbildning : IR P> R? .

Produktmengden RP =~ RY identificeres med talrummet



Flere reelle variable 1972-73 Opgaver 2

+ , +
RPTY .. Vis, at vektorafbildningen B : RPTY IR£ er
differentiabel, og at differentialet i punktet (a,b)e R~ R

er bestemt ved

cLB(ab)(ﬁ,Té) = B(a,k)+ B(k,b), %erR, ke R’

4., Iad T< R vere et interval, og lad £ og g: J—> R >
veere differentiable afbildninger. Med $£xg: 7 — R®  be-
tegnes afbildningen t > £(t) = g9(t) (vektorproduktet af

vektorerne  f(t), g(t) € R> ). Vis, at fxqg  er diffe-

rentiabel, og at (fxg), = 7tl><9 + £x 9'.

5. Lad a vere et punkt i den &bne mzngde L) < TRK , og
1ad f{: . - RY  vare en vektorafbildning. Vis, at hvis

P er kontinuert i a og differentiabel i 2\ {a} ,
og hvis funktionalmatricen D£(t) har en grenseverdi for
t > o , da er 4 ogs& differentiabel i a med funk-

tionalmatricen bestemt ved Df(a) = 'gu,u, DE(L).
>a

6. En afbildning gq: [Rk — R kaldes et polynomium, hvis den
har formen
P iy K

9(4) = Z ek, A= (};k)é R
Der summeres over alle multiindices p = (py,---, Pk) y Of
det forudssttes, at kun endelig mange af koefficienterne Ca
er forskellige fra 0 , sdledes at summen er endelig. Vi
skriver ogséa g = > Cp xP . Polynomiet g har grad < m,

P

hvis Cp =0 for alle p med IP[ > m , Vis, at hvis
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polynomiet g har kontaktve-lfL%r-'den m  med funktionen o ,
da gmlder Cp=0 for alle p med Ipl € m . Slut
heraf: Hvis en ‘é’%—funktion £ i punktet a e rRk har
kontakt af orden m med polynomiet ZPCF (X—CL)P , Sa er
c, = ’F!J)P{ ()  for |p] g m. |
7. TFor multiindices 9 = (Cy,, ---,%c) , * = ("},---;'fk)
setter vi q+ ™ = (q,+7, ---, q,k.prk,) . Vis, at der for
%W —funhktioner :F,(} péd en &ben mezngde J[2 < Rk

gelder

Yirg) = X B %Y,

I 4 )
g+t = p 1.

for alle multiindices p= (P,,-~- ) Pk) med ]p[ s N,

[Vink: brug induktion, eller opgave 6.]

8. Lad £ )Tt fg vaere differentiable vektorafbildninger

J - r* , hvor J er et interval. Med (£, ¥£)

betegnes den (kvadratiske) matrixfunktion, hvis sejler er vektor-
afbildningerne §y, -+, 'F-c .
Vis, at funktionen d,et(‘Fn"-;‘#f,): J - R er

differentiabel, og at

[de‘t(f1,'--;£{)]l = Ze "l&t('ﬁi;“') :'f;,’)"‘)ﬁﬁ).

t=4
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8. Vis, at den ved 3 %
t 1 (/]
) o P om WEG)
t] =
o fov T = (g>

definerede funktion }:R*>R er kontinuert, og at den er partielt
differentiabel i ethvert punkt af R* . Vis, at.f; ikke er diffe-

rentiabel 1 (g)

2 2
9. Kontroller ved udregning af a-}a;{ og ;-F , at ligningen
oX
2 L2 Y Y
LE . 2F er opfyldt for funktionen
dxdy  dyex

b= xty exp(x+2y)

(x,y er koordinaterne psd R*).

lo. Vis, at den ved t2-tS t o
tyt, t'(z_*_;z for t= (tz) 7& (0)
He) =
o) oy t= 2)

definerede funktion {: R%R er en %1—funktion, og at dens partiel-
le afledede Yf og V¥ er partielt differentiable i ethvert punkt

2 .
af R”. Vis, at

20,8 (00) + D,D,f (00).

11. Find den afledede af funktionen
S . )
Fs) = [ 2wl gp s>0.
T

s% !

12. Betragt et £+ 0. Vis, at funktionen -F&;FR—HR defineret ved
.t?.
exp (;;;_—gz) for Wl <e
$e (&) =
§) ;o'r "H 7/ £

opfylder I—a(o) =1, os¥f 1.

£
]
Vis, at ;& er en % -funktion. }:Vink: brug opgave 5-_]
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13. Lad U vere en omegn af et punkt ae RK Vis, at der findes
o0
en % -funktion F:[Rze R, sd at f) =1, 0§f< 1 og ft)=0 for al-
le tE€U.
%k K . .
b, Lad FER vare en afsluttet mengde. Vis, at der findes

en % -funktion £:R"S>R, s8ledes at
F=fteRrR*]| Ft)=01.

15. 1Idet xYy er koordinaterne pa IRZ, setter vi

F=x3+y3 - 2xy.
Vis, at der for c#0,~-1 gelder, at niveaukurven med ligningen
f=¢c er glat. Kurven med ligningen f=0 er Descartes' blad, jfr.
Mat. 1 y, 1969-7To § 34. Vis, at niveaukurven med ligningen
f=-1 Dbestdr af asymtoten (med ligningen x+y= -1) til Descartes'
blad samt punktet (1). For hvilke punkter tGWRZ gelder, at ni-
veaukurven gennem ¥ har lodret, resp. vandret, tangent? TForsgg at

skitsere nogle niveaukurver for }.

16. Vis, at ligningen
2 exp (X4 x,1y) — sl (Xt L4y ) + x1z+ 3x,” -2 =0

o]
i en omegn af (g) bestemmer y implicit som funktion af

7]
X1,Xz , og at denne funktion er % . Beregn koefficienterne 1
Taylors granseformel for denne funktion i punktet (ﬁ) , idet led-

dene af 2. grad medtages.

. o 3 z
17. Lad XY,z vare koordinaterne p&d WR’, lad ,f'ﬁ: R2>R vare vek-

torafbildningerne
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y-x* y-x*
f_—_— <Z-X3) , 9 = <21~y3))
og lad F§ vare punktmengderne med ligningerne f=0, 9=0. Er
F glat? I hvilke punkter er G glat? (Forsgg at tegne!)
18, I IR?- med koordinaterne X)X, betragtes funktionen {-’=X,_z og
mengden F med ligningen f=0. Har funktionalmatricen :D\t konstant
rang i nogen omegn af (8) ? Er F glat?

19. Skitser gradientfeltet for funktionen XX, .

20. Polxzre koordinater i rummet. I IR3 benyttes koordinaterne

+ e, 0. Ved _
-rsiucho:sG
'rfsiutrmhe

'L"CO:SQJ

. . . 3 . .
defineres da en afbildning: R™ —> IRB. Bestem denne afbilldnings

funktionalmatrix og diskuter afbildningen (tegn!)

21. I fRz benyttes X,y som koordinater. TFor et punkt téle beteg-
nes med d+(t) afstanden fra t til punktet (3) og mea d_(t) af-

standen fra T til punktet (:91) d, og d_ er afbildninger: R%> R,

dy = VO 1y d_ = Vei+yz,

Bestem niveaukurverne for funkbionerne q>=-,}_(d_—ol+) og ¢P=1 (d_+d+).
I endnu et eksemplar af TRL benyttes koordinaterne },'LL . G@r rede
for, at vektorafbildningen (i) afbilder mengden bestemt ved ulig-
heden y»>0 bijektivt pd mengden bestemt ved ulighederne -1< ¥< 1,

1< 'rl < 00 . Vis, at matricen aa(()f()y)) har ortogonale razkker, og
)

slut heraf, at den inverse matrix o(%y) har ortogonale sgjler,

a(f)’l)
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altsd at vektorerne a;;y) og %;EU er ortogonale. Hvad betyder
N

dette geometrisk?

[Vink: undgd at skrive for mange kvadratrodstegn. Udnyt f.eks.,

3 X1
at §}d+ 1 o.s.v.]

22. Find minimum og maksimum for funktionen
P = Aux + sty + A (X+Y)

pd intervallet [-n,n] x [-JL,TL].

2%, Find (globalt) minimum og maksimum for funktionen

§o= X 1 eosy + eos (x+y).

24,  Lad <F:R5aﬂ¥(vare en affin transformation givet ved

t
¢: b At+p, t = (é')e R,
k

. K o
hvor A er en reguler (kxk)-matrix og e R* Lag R vere en a-
ben mengde med billedet L= ?(dll

Vis, at der for en @z—funktion f pa EL gelder
S1ut heraf, at Laplace operatoren A(ﬁ)='ﬁ'H(f\ er invariant o-

ver for ortogonalt koordinatskift.

25. Undersgg, om funktionen
4
P exp (x%+y?-22) + 260 (y-z) + 2(x+2)

(2]
har lokalt ekstremum i (g).

26. En konveks firkant med siderne a,é,c,d, antages forsynet med

haengsler i vinkelspidserne. Den antages i1 en stilling med maksi-
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malt areal. Vis, at den er indskrivelig.
[Vink: Som funktion af vinklerne Xy er

arealet A givet ved formlen

2A = abaiux + MLS(:wy.

Vis, at der mellem x og y g=zlder
afesax - cdcmy = ‘E(a"‘+b‘-c‘—df):}

27. I planen betragtes en afsluttet trekantskive A1AZA3. Hgjder-
ne fra /M,AZ,A3 betegnes £1;ﬁ1)£b, og for et vilkarligt punkt P
af trekantskiven betegnes med Xx;X,,X; afstandene til linierne

A Ay A Ay, Aqu . Vis, at der gzlder

ﬁ-}-i’;-l-&-’i '—:4.

e R kg
Vis herved, at produktet XX,X3 er stgrst, ndr P er medianernes

skeringspunkt.

28. Fér et egentligt eller udartet retvinklet parallelepipedum
med kantlangder x>0, y» 0, Z70 betragtes

overfladen S = 2yz + Zxz + 2xy

volumenet V = Xyz

Hvilke verdier kan V antage for givet S20?

29. For givne ikke negative tal *y,---,tw og givne vagte

u1,...,xK,(positive tal med sum { ) kaldes

g = t1«1"‘ tqu' A = «1t1+"‘+«ktk

henholdsvis det geometriske og det aritmetiske middeltal af

ty,-+-, b med vaegtene oq,-.. )% . Bevis, at der gelder uligheden

Q< A,
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og at lighedstegnet galder, ndr og kun ndr tallene { vtk er
lige store.
[Vink: For givne vagte og givet A,70 sgges globalt maksimum af

G under bibetingelsen A==Ao.1

30% For givne positive tal ty,:-,tx og givne vagte ay,---, &g
(positive tal med sum 1) kaldes for et vilkirligt pe R
(gt t atid )P for P #O
e T { £ b for £=0

3
den p-te potensmiddelverdi af ty,---,tx med vegtene oy,.--,dx . Be-

vis, at der for P<g gelder uligheden
og at lighedstegnet gelder, nidr og kun ndr tallene t1,-n,tk er
lige store. Vis endvidere, at V% er en kontinert funktion af p,
og at
‘&'AM./ MP = ”M’ax%‘-1;1).'.).(;}{.S ) W MP = Mitf)'“)tk,}-
P>+t p>-
[Vink: Ved beviset for, at MP er kontinuert i punktet p=0, benyt-

tes for p40 omskrivningen

oy Mo = L Loy (14 (6f-1) o+ (t5-1)).

X 3
31. Halvrummet {(;)eﬂ? fZ?é}t&nkes udfyldt af et medium med

. X .
brydningsforholdet V og halvrummet { (y)GIR3|z<O} med et medium
z

0
med brydningsforholdet ﬂ” Der er givet to punkter A= (g) og

B = g , hvor a 6 er positive tal. Vis Fermats princip, at
-t >
X

blandt alle taznkte lysstrdler APR, hvor P= (g ) ,» har den ved
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brydningsloven bestemte den egenskab, at lyset ndr hurtigst fra A
til B . <Lgshastigheden i et medium med brydningsforholdet V er
%, hvor ¢ er hastigheden i det tomme rum:>

P4

32? Lad p= (; ) betegne et szt af ikke negative tal med sum
Pw

1. Vi definerer entropien af p ved

H(P) = = Vzl:qu(f?P\/)

hvor funktionen Xﬁ@x er defineret ved kontinuitet for x=0, d.v.s.
o&ﬁo =0. Denne stgrrelse kan man opfatte som et mdl for den usik-
kerhed, der hersker om udfaldet af et forsgg med a4 mulige udfald,

hvor det v-te udfald har sandsynligheden p,. Bevis, at

H(p) < %, &) = tgu,

altsd at usikkerheden er stgrst, ndr de mulige udfald er lige sand-
synlige.

[Vink: (1) Vis, at H har et globalt maksimum i A =
{P'g' rR“"{ P120,:, Pu2 0O, 2. py =1}. (2) Vis gyldigheden for m=1, (3) Vis
under antagelse af gyldigheden for m-{1 , at det globale maksimum
m8 antages i Ar\{p[ﬁ>o,n-,pm70} , og anvend sa&tningen om ekstre-

mum under bibetingelser.]

33, Bevis Hadamards determinantvurdering

Qg = Ay

. ’ 2 z .. } 2 ... LS

et =+ U
og afg@gr, hvorndr lighedstegnet gezlder.
[Vink: Sgg globalt minimum og globalt maksimum af determinan-

ten (opfattet som funktion af de k" variable ag) under bibetin-
z 2
gelserne 0“1-}----\-0.“ = ¢, R a1’k"+... +t 0k = ck‘]




MAT 101 1879/80

SUPPLERENDE OPGAVER OM DIFFERENTIABLE FUNKTIONER

16
q4f¢/923222_l' Vis, at den ved

0 for (x,y) = (0,0) § 1
f(XIY) = 3 2
X
for (x,y) # (0,0) ,
X2+y2
2

definerede afbildning af IR"™ -» IR er differentiabel og find

differentialet i (0,0) .

z
6/, Opgave 2. Find differentialet af funktionen f£f(x,y,z) = xyr 8l
/. Opgave 3. Vis, at den ved
3
0 for x =0
Eloy) = 2 1+y2 1 §l
(x7) Y sin-}-{- for x # 0
definerede afbildning er differentiabel, men en af de partielle
afledede er ikke kontinuert i (0,0) .
7/, Opgave 4. Lad 0 = {x € R | Ixq1 <1}, og definer §]
! — 2
f(x1,x2) = 1—x12 + x12 + 2x22 . Vis at f er differentiabel
i 0
(x™)
Y/, Opgave 5. Find f'(x) af den reelle funktion x Sﬂ

(se opgave 2).

i
Opgave 6. Vis, at f(x,y) = log x2+y2)2> som funktion:
2

(
3
R’*~{0} - R opfyldes D12f + D,"f =0 . §
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EKSTRA OPGAVER VEDR. "OMVENDT AFBILDNING"

g

9 -
x1 + 5 x 2x1

X, + X - 2x1 - 2x2 + 1

1) Find mengden af punkter a € ]R2 med den egenskab, at der

findes &bne omegne W og U (i ]Rz) af hhv. a og f(a) ,
siledes at f afbilder W bijektiv p& U med en Cl-afbila-
ning som invers: U -» W . Angiv funktionalmatricen for denne
inverse afbildning.

2) Find samtlige lokale ekstremumspunkter for funktionen
2 2 2

f1 =x,7 + %xz - 2x1: IR™ » R under bibetinglesen
= 2 2 _ - -
f2 =Xyt x, 2x1 2x2 +1=0.
B. Q: = {(0,B) € R | a > 0 eller B # 0} .

For (o,B) € @ betegner Arg(a,B) hovedargumentet for
{0,B8) ., sml. side 2.7 i pakke 101 E.

Begrund, at Arg: Q@ » IR er en c”-funktion (sml. f.eks.
“Omvendt afbildning" side 4).

Angiv funktionalmatricen D Arg , og find de partielle
afledede af anden orden (altsd matricen H Arg) .

Vis, at funktionen g: = Arg + %x2+-y2 - X =-y: 8 » IR
har lokalt minimum i (1,0)

Begrund, at g ikke har lokalt maksimum i noget punkt.
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