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Kompleks Analyse I, 1967 

Kapitel 1. Indledende bemærkninger om holomorfe funktioner af . 

flere variable. 

1 ,. 

Lad f betegne en kompleks funkti0I?- af den komp~"'kse variabel 

z = x + iy, hvor x og y er reelle, defineret på en å\\c:;:rlmCf.;'~1gde 

U S ([ J ([. = kompleks e tal • Hvis f er a 1 i U, [~':' .' f er 

kontinuert og hviS~! og ! ~ eksisterer og er kontinu.ui" : .'1'-' f 

et differential givet ved 

(1 ) df Of 
df = --- dx + --- dy eX oy 

Hermed menes som bekendt, at der for hvert z E U gælder 

fez + b,z) - fez) = ~:~(Z) .Ox + ~f(z) .().y + /bzjE:(,6z) hvor 
o ... )y 

I E (L\ z) t ~ O for .å z -? O ,. For koordinatfunktionen "2:. og dennes 

konjugerede E har vi specielt 

dz = dx + idy, dz =.dx - idy • 

Indsættes dette i formlen (1) får vi 

(2) df = 'O f + ~ f 

hvor Clf og~f er defineret ved 

~f = ~ (~! - i !~) dz 

"' 1 of . bf 
af = 2" (ex + ~ bY) dz • 

Indfører vi yderligere symbolerne ; z og : z ' som jo på forhånd 

ikke har nogen mening og derfor står til fri rådighed, ved 

a 1(6 .~) --- - - "x - ~ -::--cz- 2 o <\y 

~ 1(6 . o) -=- -+~-c z 2 d X 6 Y 
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har vi altså 

df = \ f + ). f = ,6 f dz ~ f d-e () 2:> z +Ozz., 

Denne formel ligner (1) - der er dog den væsentlige forskel at z 

og Z ikke kan opfattes som 2 uafhængige variabl.e. I det følgende 

vil vi imidlertid se, at vi hermed har fået en bekvem symbolik. 

Funktionen f (se ovenfor) kaldes som bekendt holomorf, hvis 

dens differential eT lineært i c{ z -- her menes kompleks lineært 

Dette kommer øjensynligt ud på, at 

(6) 'Of=O eller ~f -- O. 
bz 

Ligningen (6) er - naturligvis - Ca.l.lChy - Riema.nnfs differential-

• 

ligninger på komprimeret form. Skriver vi f = u + iv har vi nemlig 

~f 1 .~ 
(u iv) O (u iv) ) -- 2" ( --:.:.- + + i .......... + 

6z OX oy 

1 (~U A i ( ~v ClU) = 2" - b;) + '2 +- , 
;Xx OX r~y '_o" 

altså (6) er ensbetydende med 

(7) Ou Ov bv Du -- og O x = - - • 
2l x .j y ~y 

Videre ser vi f.eks. af (5), at for en holomorf funktion f er den 

komplekse differentialkvotient ~; identisk med ~ ~ som defineret 

ved (4). Operatoren ~z er altså en udvidelse til ikke-ho1omorfe 

funtioner af den komplekse differentiation d~. 

Med mn betegnes mængden af ordnede sæt z = (z1, ••• ,zn) af n 

komplekse tal. Ved zk = xk + iYk k = 1 , ••• ,n fås en naturlig iden

tifikation af mn med R2n• Vi tænker os mn forsynet med den til den 

sædvanlige topologi af R2n svarende topologi. Som en generalisation 
d ~ 

af (4) indføres differentialoperatorer ~ og ~ ved 
o zk '~z 

.~ k 
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