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§ 8., Differentiable mangfoldigheder.

I de foregidende afsnit har vi udelukkende studeret
"konkrete" differentialgeometriske objekter, d.v.s8. kurver og
flader i planen ellef i rummet. Ligesom 1 mange andre matematiske
teorier kan man imidlertid ogsa i differentialgeometrien med for-

del studere mere "abstrakte" objekter. I denne paragraf skal vi

definere begrebet differentiabel mangfoldighed, som er den grund-

lmggende begrebsdannelse i den generelle differentialgeometri.

Af_hensyn t11 det f¢1gende bliver det.n¢dvend1gt at forud-
skikke nogle ( tildels velkendte ) bemwrknlnger om\reelle funk-
tioner i talrummet R%. Lad XQR vare en &ben, ikke tom delmeng-
de og lad (x1,-.-,xn) betegne koordinaterne i Rn, En reel funk-
tion £3 ¥- R siges at vere af klasse C° pa X, ellér man siger,
at £ er en C”-funktion p& X, hvis f er kontinuert i ethvert punkt

af X og hvis samtlige partielle afledede

o

‘ ai1+".+ln f/(ax1)l1--e(bxn)in

eksisterer og er kontinuerte i ethvert punkt af X.L

Lad endvidere Y¢ &" vere &ben og ikke tom, og iad °

(y1,..;,ym) betegne koordinaterne i Y.

‘En afbildning ¢: X - Y beskrives ved et ligningssystem

1 _ 4,1
...(p (x ’q..’xn)

<
|

it

?

aver funktionerne ¢1¢aoe;¢m er reelle funktioner ﬂé X
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Afbildningen ¢ siges at vere af klasse d”; éller man siger,
at ¢ er en C-afbildning, hvis samtlige funktioner ¢1,---,¢m er

C*-funktioner pa X.

Vi vil senere f4 brug for fglgende lille satning om C -

funktioner:

Hvis f er en reel funktion af klasse C~ p& den &bne kugle

Ky = ((x!,eee, @) e 2% | D2 ¢ ovn + (% 7,

hvor r>0, da findes reelle C -funktioner £ogeeey T p& K, 8=

ledes at der gmlder

£(x"eeeyx™) = £(0,004,0) + xhr, (27,000 ,x")

i _ethvert punkt (x1,---,xn) € Kr. PFor ethvert siddant funktions-—

sat f1"'°’fn gelder der, at

fi(O,...’O) = o f(o’oo"O) /a xl

fOI‘ i=1,2’.9., Ne

Bevis:
For hvert punkt (x1,...,xn)€ K, har vi
f(x1’0-o ,Xn) = f(o’o.. ’O) + '/lé‘t f(tX1,-o. ,tXnDdt

f(O,--.,O) + Xi‘/‘g _""'"-' f(tx']’oov ,txn) dt

£(0ye0e,0) + x* fi(x1,---,xn) , hvor funktionerne

fi er af klasse C° ifglge en velkendt sztning fra analysen.

Setningens sidste pastand fglger umiddelbart ved partiel

differentiation med hensyn til xl.
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Ved en parallelforskydning i R far vi den tilsvarende szi-
ning for en &ben kugle K med centrum (01,-..,cn) € o og radius

r > O Resultatet bliver her en fremstilling

f(x1,o..,xn) = f(c1,...,cn) +(x1—cl) fi(x1,,,,9xn)

for en C”-funktion f p& K, og her galder
1 n 1 n i
fi(c go e ,C ) = af(C ’O'O,C ) /aX .

Lad X betegne et topologisk rum. Ved et n-dimensionalt

¥ort i X forstds en tripel K = (U,0,8), hvor U c X og 0 Q_Rn er

abne, ikke tomme mengder og & : ) » U en homeomorfhfbildning

(alts&d en bijektivlafbildning, hvor bade & og @_1 er kontinuerte
H .

med hensyn til de inducerede topologier pad U og (). Mazngden J

kaldes kortets dommac og i dets parametermsngde. Koordinaterne

(x1,...,xn) i R™ kaldes de til kortet svarende lokale koordina-
ter i X. I stedet for kort vil vi ofte bruge betegnelsen lokalc

koordinater i X med domene {J, 0og er X € Uy vil vi betegne

1 n . . .
(x'yeee, X ) som lokale koordinater i en omegn af x, Det ses, at

ved 1 bliver der til hvert punkt x € U knyttet et talsat

T -

(x1,~--,xn), som kaldes koordinaterne for x med hensyn til kor-

tet K og omvendt bliver der ved ¢ til et koordinatsat (X1so.u,xﬂ)

€ N knyttet et punkt x € U.

Ved f - fop defineres éﬁi;ntydig korrespondance mellem re-
elle funktioner, definerede pa delmsngder af U og reelle funkti-
oner, definerede p& delmazngder af Q. For at lette overskuelig-

heden vil vi 1 det fglgende tillade os at bruge symbolet £ ogsa

som betegnelse for fod.




Dette vil ikke give anledning til misforstéelser, da de to .
funktioner er definerede pa forskellige mengder. Der kan imid-
lertid komme problemer, hvis man samtidig betragter flere forskel-

lige kort. Denne situation klares ved at benytte betegnelsen

f(x1,'o-,xn) for fod. En hermed meget nert beslegtet konvention
er, at symbolerne x1,...,xn udover at betegne koordinaterne i pa-
rameteromradet 0 bruges som betegnelser for de n reelle funktio-
ner pa U, som ved den ovennmvnte korrespondance svarer til de n

koordinater i 3 sagt pid en anden mé&de: Et punkt x € U har ved

kortet K koordinaterne
1 n
X (X)geee,x(x).

Lad nu yderligere K= (U,{i,8)vere et m-dimensionalt kort i
X med koordinater (y1,...,ym) € ﬁ,g_Rm s 0g lad os antage, at

V=Un U+ @o

i
\
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Idet vi benytter betegnelserne

~ ~

W = @-1(V) og W ®-1(V)

har vi to afbildninger

t

Voo | W:Wos W

og

s ool W Wo oW,

Som &benbart er indbyrdes inverse. Med de indfgrte betegnelser

bliver disse afbildninger beskrevet ved
1 1 n
Yy o=y (X yeee,x )

m n
y =93 (X19""x ):

henholdsvis

w1 = P ( y1,...,ym ).

De kaldes de til kortene K og K hgrende koordinattransfor-

mationer, idet de udtrykker sammenhangen mellem koordinaterne

mehet. K 0g mehoete K for et punkt x € V.
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Vi kan nu indfgre fglgende definition: To kort K = (U,ﬂ,@)

~

og K = (U,n,®) i det topologiske rum X siges at vare C -fordra-

gelige, hvis Un U = ¢ eller hvis ( i modsat fald ) koordinat-

transformationerne begge er afbildninger af klasse C° pa deres
definitionsmengder ( W, henholdsvis W),
Idet X = (U,n,®) er et kort i det topologiske rum X, siges

en reel funktion f: 0 - R, hvor O ¢ U er &ben, at vare en C =

funktion med hensyn til X, hvis funktionen fog er af klasse C

~ o~ o~

p& sin definitionsmangde @—1 (0). Er yderligere K= (U,q,®) et
kort 1 Xoger V=UnU4#,¢ ser vi, at der gelder fglgende:

Hvis kortene K og K er (C-fordragelige, er en reel funktion

£f: 05 R, hvor 0O c V, en CC-funktion med hensyn til K nar og

~

kun nar den er en C”-funkt;on med hensyn til K.

Ved et atlas pa et topologisk rum X forstds et system

af kort i X, sdledes at mzngdiesystemet { Uj | J€ J } danner en
overdszkning af X. Atlasset A siges at vere et CT-atlas, hvis
hvilkesomhelst to kort i A er C-fordragelige. Videre siges to

C”-atlas 4 og A' pad X at vere C-gkvivalente, hvis ethvert kort

i A er C”-fordrageligt med ethvert kort i A', hvilket kommer ud
pd det samme som at sige, at A A' er et CT-atlas. Vi m& nu vise,

at denne relation virkelig er en zkvivalensrelation. st den er

refleksiv og symmetrisk er klart, hvorimod transitiviteten kraver
. 1t
en lille overvejelse: Lad A,A' 0g A vare CT-atlas pa X, hvor

tt
A og 4! samt A og .i er CC-gkvivalente. Vi skal bevise, at et

1!
vilkarligt kort K = (U,n,p) i A og et vilkarligt kort K =(U",n",

i it
® ) i 4 er C-fordragelige.
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Dette er automatisk tilfmldet; hvis U n‘U” = . Lad derfor
U n U" A ¢. Vi skal da vise, at koordinattransformationerne mel-
lem K og K" er af klasse C°, Pa grund af symmetrien mellem K og
K" i problemstillingen er Qet nok at vise dette for den ene af

— 1]
disse. BEr x et punkt i ¢ 1(U nU)ch kan vi, da A' er et at-

las, finde et kort K' = (U',n',0') i a', s8 x=2(x) ¢ U'.

. 1" - e
Med betegnelserne V=UnU' nU, W=2a L (V), w' =93 L

. il | | .
(V), W =29 1(V) har vi nu:

L 't

! I 1 =1
® od | W= (2 od' | W)o(d og | We

Her er begge afbildningerne p& hgjre side af klasse c”, idet
de er restriktioner af koordinattransformationer mellem K og K'
1]

henholdsvis K' og K , og hvert af disse par af kort er C”-fordra-

gelige ifglge forudsztningerne.
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"_ o
Koordinattransformationen & o & er altsad af klasse C

- "
i punktet x , men det var vilkarligt valgt i & 1(U nvU).
Hermed er pastanden bevist.

Ved en differentiabel struktur pad et topologisk rum X for-

stas en skvivalensklasse af C -gkvivalente C”-atlas p& X. Vi kan

nu définere en differentiabel mangfoldighed som et Hausdorff

rum X med en differentiabel struktur. Ethvert atlas i den dif-

ferentiable struktur kaldes et tilladt atlas for den differenti-

able mangfoldighed og ethvert kort i X, som findes i et tilladt

$

atlas, kaldes et tilladt kort i X for den differentiable mang-

foldighed. Vi vil i det fglgende bruge samme betegnelse for en
differentiabel mangfoldighed og det dertil svarende topologiske
rum ( det "underliggende" topologiske rum ). Dette vil ikke gi-
ve anledning til misforstaelser, idet vi ikke skal betragte fle-
re forskellige differentiable strukturer p4d det samme topologiske
rume.

Et C~-atlas A pad et topologisk rum X fastlagger en differen-
tiabel struktur pad X, og hvis X er et Hausdorff-rum, bliver det
herved en differentiabel mangfoldighed. Dette giver os straks en
rzkke simple eksempler pa differentiable mangfoldigheder. Lad nem-
lig X ¢ R™ vere &ben og ikke tom. Vi har da et atlas p& X, besta-
ende at et eneste kort K = (X,X,Id), og X bliver herved en diffe-
rentiabel mangfoldighed, da den som bekendt er et Hausdorff-rum.

I det fglgende vil vi til stadighed opfatte &bne delmzngder af et
talrum R™ som differentiable mangfoldigheder p& denne made., Et
tilladt kort (U,n,d) i R bestar af &bne masngder U, 0 ¢ R og en

bijektiv afbildning & : 0 —» U, s& bade & og @_1 er C -afbildnin~ .

ger.
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Et sadant kort betegnes hyppigt som krumliniede koordinater

R" (eksempel: polare koordinater p& en halvplan i R ).

]

pa U ¢
Lad X vare en differentiabel mangfoldighed. En afbildning

f: 0 5 R, hvor O ¢ X er &ben og ikke tom vil vi kalde en funk-

tion i X; mengden O kaldes definitionsmezngden for f. Funktion T

siges at vare af klasse C° eller at vare en C -funktion, hvis

der gmlder fglgende: For ethvert tilladt kort K = (U,q, ) i X
for hvilket O n U £ ¢, er £ af klasse ¢ med hensyn til K. Det
fglger af C -fordrageligheden mellem de tilladte kort i X, at

hvis K = (U,0,8) er et sddant og £ en funktion med definitions-—

mengde 0 ¢ U, da er £ en C”-funktion i X nir og kun nar den er

det med hensyn til kortet K.

Lad ¢ = (01,-q-,cn) vere et punkt og v = (v1,-m-,vn) en
vektor i R" ( de er altsi begge blot talszt, bestiende af n reel-
le tal). Hvis f er en C”-funktion p& en omegn af ¢ i Rn kan vi

definere differentialkvotien af £ i retning v i punktet ¢ ved

v(f) = lim%(f(g + tv)-£(c))= v af(c) /axi.
t-0

Betegner C: mengden af reelle funktioner, som er definerede

og ¢ i omegnen af Cy har vi altsd til vektoren v knyttet en af-

bildning

s velkendte differentiationsregler fas, at afbildningen v har

fplgende egenskaber:
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1., Hvis f,g € CZ og a,b € R gslder der
v(af + bg) = av(f) + bv(g)

2. Hvis f,g e C, gzlder der

v(tg) = £(c) v(g) + &(e)v(F)

3. Hvis f,g € C7 og hvis T og g stemmer overens i en omegn

af Cs gxlder der

v(f) = v(g).

Ved 1 og 2 skal summen og produktet interpretercs som sum-

men og produktet af funktionernes restriktioner til fellesmsng-

den af deres definitionsmangder.

Vi skal nu se, at enhver afbildning

- R,

<
o 3

som opfylder 1,2 og 3 kan fés udfra en passende vektor v som dif-

ferentiationen i ¢ i retningen V.
Lad nemlig v vere en afbildning v: Cz-a R, som opfylder 1,2

og 3. PFor en funktion e, som er konstant 1 1 en omegn af ¢ har

vi da
v(e) = v(e.e) = e(c)v(e)+ e(c)v(e) = 27(e)

altsa v(e) = 0. For en funktion, som har den konstante verdi

a € R i en omegn af ¢, fas dernast

v(f) = v( a e) = a v(e) = 0.




Mate3,1965~66 IV,8,10

Lad nu £ € Cgz « Ifglge en sztning i paragraffens begyndel-

se har vi en opspaltning
£(x) = £(e) + (x'-c*) £4(x)

med C°~funktioner f1""’fn i en omegn af ¢, og her gzlder

f£i(e) = af(e) /a%i;

Da v opfylder‘l,Z og 3 far vi heraf, idet vi benytter, at v er O

pad konstante funktioner, at
wW(£) = (x'(g) - eM)vle)) + £,(e) ~vlxt-ch)
= £, () v(xh) = v* ar(e) /ox',

nvor vl = v(xi) Por i = lyeeeyn.

Afbildningen v er altséd identisk med differentiationen 1

punktet ¢ 1 retningen v = (v1,...,vn).

Med det ovenstéende er endda bevist, at tilordningen v - v

definerer en eenentydig korrespondance mellem vektorer i R og

afbildninger

V:C‘g—)R,

som opfylder betingelserne 1,2 og 3. Idet mengden af sadanne af-
bildninger ggres til et vektorrum pa den naturlige made( nemlig
som et underrum af vektorrummet af alle afbildninger af mszngden

C: ind i R) bliver denne korrespondance en isomorfi mellem de to

vektorrume.
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Lad X vere en differentiabel mangfoldighed og x € X et
punkt af x. Idet vi med C X betegner mzngden af ¢~funktioner
i X, som indeholder punktet x 1 sin definetionsmengde, indfgres

fglgende definition: Ved en tangentvektor & til X i punktet x

forstids en afbildning
g : GX- R
med fglgende egenskaber:
1. Hvis f,g € C; X og a,b € R gwlder der
g(af + pg) = s (f) + ve(e)
2. Hvis f,g € Cy X galder der
g(feg) = £(x) £(g) + glx) £(f)

3. Hvis f,g8 € C; X og hvis f og g stemmer overens 1 en om-

egn af x, gelder der

g(f) = £(a)

Mzngden af alle tangentvektorer til X i punktet x betegnes
med T,X. Den er en delmzngde af vektorrummet over R af alle af-
bildninger af C; X ind i R, og endda et underrum. Er nemlig &,

ne T X ogc,de R vil afbildningen
cg +4dn : (L X R

opfylde 1,2 og 3 ( da disse betingelser er lineare i £ ) og

fglgelig ogsd vare en tangentvektor til X i1 punktet x.
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Vektorrummet TxX kaldes tangentrummet til X i punktet x € X.

Lad (x1,---,xn) vaere tilladte lokale koordinater i en omegn
af x og 1lad ¢ = (01,---,cn) betegne koordinatsattet for X svaren-
de hertil« Vi kan da definere n tangentvektorer a/ax1,...,a/axn
til X 1 x pad fglgende madde: For f € (k X er funktionen f(x1,...,

x™) defineret og af klasse C® i en omegn af c, og vi satter
—Qg(f) = af(g)/axl
oxX

for i = 1,e«24yn. Det fglger umiddelbart af velkendte differen-

tiationsregler, at de sidledes definerede afbildninger

2 H C§ X R

er tangentvektorer til X i punktet x € X.
Vi kan nu bevise fglgende sztning:

Lad X vere en differentiabel mangfoldighed og x et punkt i X.

Hvis (x143-~,xn) er tilladte lokale koordinater i en omegn af x

vil tangentvektorerne

2 e
,...’

ax1 X

danne en basis for tangentrummet T X til X i x.

ey

Er &£ en tangentvektor til X i punktet x, gelder der

§ = §(Xi)—gz .

oxX
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Bevis: Lad £ € TxX og lad e € C; X have konstant verdi 41 1 en

omegn af x. Da har vi
gle) = g(e.e) = e(x) g(e) + e(x) g(e) = 2 g(e)
altsa

§(e) = 0.

Hvis £ € C; X har konstant verdi a € R i en omegn af x fas der-

nzst
g(f) = £(ae) = ag(e) = 0.

Lad nu f € G; X. Ved at bruge hjzlpesztaingen pa f(x1,...,xn),
som er af klasse C” i en omegn af ¢, og dernzst interpretere de
fremkomne funktioner som funktioner i X far vi, at der 1 en om-
egn af x findes en opspaltning

£=r(x) + (xt-cl) £
1

hvor funktionerne fi er C”-funktioner i en omegn af x, og at der

her gzlder

fi(X) ’—“"g'!jf(f) sy 1 = 1500 ,n.
ax "

Vi har derfor

g(r) = £3(x) £ (xt-eh) + (xP(x)-c) g (£3)

I

|

£ (x) ¢ (x') = e(xt) gi; (£) .
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Da dette gmlder for ethvert f € C; X har vi hermed, at
i
£=(x) %
0x

for enhver tangentvektor & € TxX’ Tangentvektorerne a/axl,

i=1,eee,m, udspender altsad tangentrummet TxX'

Lad nu

Vi har da

: . . . j s .
0 =0(x?) = a" #g(x?) = a" Py = a5 = o’
oX 0X

for hvert j = 15,+¢0,n, hvormed det er bevist, at tangentvek--

torerne
D .., o
2% ox™

er linemrt uvafhsngige.

Hermed er satningen bevist, idet den i satningen anfgrte

formel er kommet ud som et biprodukt undervejs i beviset,

Systemet af tangentvektorer

D  geess D
ax ox™

til X ijpunktet X kaldes den til de lokale koordinater

(x1,--»,xn) horende basis for tangentrummet TXX til X i punk-

tet x. Er £ <€ T X har vi fremstillingen
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hvor det reelle talsat ( 51,...,§n) er givet ved
i i
£ =¢£(x7).

Dette talsmt kaldes koordinaterne for tangentvektoren & med

hensyn til de lokaie koordinater ( X1L---,xn).

Som et biprodukt af den ovenstidende satning far vi, at hvis

(x1,---,xn) er tilladte lokale koordinater i en omegn af x, da

cr

n = dim TXX .

Ethvert tilladt kort (U,0,8) i X, for hvilket x € U, har altsa

dimensionen

n:dlmTXo
X

Dimensionen af tangentrummet TxX kaldes derfor dimensionen af X

1 punktet x og betegnes

dim X,
X

Den ved
X - dlmXX
bestemte afbildning
XN

er kontinuert, idet den er lokalt konstant. Er nemlig (U,q, ®)
et tilladt kort i X med x € U gmlder der
dim X = dim X
y b4

for ethvert punkt y € U.
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Heraf fgplger, at en sammenhsngende differentiabel mangfoldighed

har den samme dimension i ethvert punkt.

Foruden tangentrummet TxX har det ogsd interesse at betragte
dettes duale rum TiX, altséd vektorrummet over R af linearformer

T X - R. Et element n* € TiX, altsd en linearform
n*: TXX - R,

kaldes en covektor til X i punktet x. Idet & € TxX bruges beteg-

nelsen
*
<ns &>
for vardien af n* P&’ £. Afbildningen
%
T.'Xx T.X - R
X X
bestemt ved, at

( 'f]ﬂ;’gf)"> < 1’]*9 E >

er en bilinearform, den sdkaldte kanoniske bilinearform. ( Dette

fglger dels af, at hvert n* er en linearform pa TXX og dels af de-

s gs o . Y
finitionen pa vektorrumsoperationerne i TXX).

Vi kan straks angive en hel klasse af covektorer til X i

punktet x. Er nemlig f en C”-funktion i en omegn af x, vil den

ved

& - &(F)
bestemte afbildning

af : T.X - R

vere en linearform. Denne covektor kaldes differentialet af funk-

tionen f i punktet x.
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Hvis (X1,---,Xn) er tilladte lokale koordinater i en omegn af
punktet x, har vi hermed n covektorer dx1,---,dxn til X 1 punktet

X, 0og vi vil nu vise, at disse danner en basis for vektorrummet

T;X. Hertil bemarkes, at der for i,j € {1,¢e0,n } gzlder

i o 9 i i
dX " = e X = . 0
O x9 ’ ox? () %

(99

Heraf fglger pastanden ved rent algebraiske overvejelser:

For et vilkarligt reelt talsmt (a1,---,an) far vi

i o i 9 i
. d —_— = a.<d —— = a,,r, = .
<al X ’aXJ > al< X ,aXJ > ald‘ aJ

hvoraf vi slutter, at samtlige koefficienter aj er O, hvis aidxl
er nulcovektorer, altsia at dx1,...,dxn er linesrt uafhengige. Vi-

dere slutter vi, at hvis n* er en vilkarlig given covektor, da har

i
covektoren aidx s hvor

samme vardi som n* pa enhver af basisvektorerne a/axl og dermed
(p4 grund af lineariteten) pa& enhver vektor i T Xe Der gelder alt-

sa n* = aidxl, hvormed det er eftervist at covektorerne dx1,,--,dxn

udspsnder TiX. .

Systemet af covektorer

dx1,-..,dxn

til X 1 punktet x kaldes den til de lokale koordinater (x1,---,xnl

hgrende basis for cotangentrummet TfX til X i1 punktet Xa.
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Er n* € T§X har vi fremstillingen

*® % i
1N = ni dx 5

hvor det reelle talsat (nf,...,n;) er givet ved

% % o)
nl =< 1N 1 S
X

Dette talsat kaldes koordinaterne for covektoren n* med hensyn til

de lokale koordinater LXJ' oy ,Xn) . ¢ o‘X
X

Specielt f&r vi for en gffunktion £, at

. . o4 ) do?
df:(df,—-@-i->dx1=—g-i-(f)dxl="’—'.‘(£ ax
OX 3% x?

Endelig kan vi bemsrke, at der for £ € T X og n* e TiX

gwlder
. . . 1 .
% 5 i i 3 % _J 9x % 1
<7 ,§ > =< 1y dx s § —= > = 1) § == = s § .
1 6XJ 1 OXJ 1

Det kan i visse tilfmlde have interesse at kende sammenhazngen
mellem koordinatsettene for en tangentvektor eller for en co?ektor
til X i et punkt x med hensyn til forskellige lokale koordinater.
Lad altsa (x1,--.,xn) og (21,.;.',;?“) vere tilladte lokale koordi-

nater i en omegn af punktet x € X, og lad

i 93 =i 9
E =& =7 =& =%
oxt oxt

vere en tangentvektor og

* —-% =i
dx

% i
n = ni ax= = Ny

en covektor til X i punktet x.
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Vi har fra tidligere, at

. . . i .
axt = €= (xH)axd = 9X_ 3x9

YL ox?
og
O - _Q?(EJ) o GX? o)
oxt ax- axY  ox’ oxY
Heraf fas
i 93 i9x J o) o)
£= ¢ s ol - B
0 * axl-ax:j _ axk axl
altsa
=i k aii
E =¢ i
OX

Analogt fas

. . i K\
* ’Kf dxl = ‘n’f‘ X - dx = (n; 'a—'}_si' ) Xm
ox

n =1 —
i i axJ
altgé
o n* 5 k
i Kk a-l

¥

Disse transformationsformler viser, at selvom en tangentvektor
& og en covektor n* har de samme koordinatsszt med hensyn til et
systemet af lokale koordinater (x1,...,xn), vil dette 1 alminde-
lighed ikke vare tilfzldet med hensyn til et andet system af lo-
kale koordinater (i1s°"9§n). Tangentvektorer og covektorer er

altsd forskellige begreber, som ikke m& forvekles.
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De ovenstdende transformationsformler kan opfattes son matrix-
relationer, idet man 0pfatter hver af de indicerede stgrrelser som
en matrix, hvor gvre index er rzkkenummer og nedre index er sgjle-
nummer ( talszttene (§i) og (Ei) bliver herved sgjlematricer, mens
(n?) og (ﬁ:) bliver f&kkematricer)g

Man far abenbart

1
-
Q
=1
-~
—

s P
™M

\h_;;_. -
|

LTS Py

o4 ‘N &

. .

W

SR 7

[V'YB . .

M

og

De to n x n matricer, som indgadr i disse formler, er funktionalmatri-
cerne ( i de til punktet x svarende koordinatpunkter ) af de to koor-
dinattransformationer og fglgelig indbyrdes inverse, Hvis man trans-
ponerer den sidste af disse relationer, bliver covektorens koordinat-
set skrevet som sgjler og de to faktorer pa hgjre side af lighedsteg-
net ombyttet, s& en sammenligning med transformationsloven for en tan-
gentvektors koordinatsat nu kan foretages blot ved at sammenligne ma-
tricerne, Man ser heraf, at transformationerne af tangentvektor— og af
covektorkoordinater er identiske nar og kun nar funktionalmatricen er
identisk med sin inverses transponerede (den sikaldte contragrediente

matrix) eller altsd nAr og kun nadr den er ortogonal,
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For den differentiable mangfoldighed R opfatter man smdvanlig-
vis tangentvektorerne som geometriske vektorer ( altsd som talsmt,
jevnfgr overvejelserne pa side 8-10 ), hvilket svarer til at man iden-
tificerer en tangentvektor med sit koordinatsst med hensyn til de
"oprindelige" koordinater i ™, Dette krsver dog en vis forsigtighed,
idet en tangentvektor er knyttet til et bestemt punkt. To tangentvek-
torer 1 forskellige punkter af Rn, som er ens i denne forstand, d.vVeSo
har de samme koordinatszt med hensyn til de oprindelige koordinater,
vil i almindelighed have forskellige koordinatsst med hensyn til krum-
liniede koordinater i R" - et feznomen, som er velkendt fra polazre ko-

ordinater i planen.

( Det forekommer ogsa hyppigt i litteraturen, at man yderligere
identificerer covektorerne i R™ med deres koordinatsst med hensyn il
de oprindelige koordinater, hvorved tangentvektorer og covektorer bli-
ver identificeret. Af det ovenstiende ser man, at en sddan identifika-

tion kun kan opretholdes, hvis man indskranker sig til at betragte or=-

tonormale koordinatsystemer i R ).

Lad X og Y vare differentiable mangfoldigheder og
X 5 Y
en kontinuert afbildning ( af de underliggende topologiske rum ).

Man siger da, at F er af klasse C eller at F er en C -afbildning, hvis

der gzlder fglgende:
For hvilketsomhelst tilladt kort (U,q,») i X og hvilketsomhelst

t ot -, 1
tilladt kort (U,n,d ) 1 Y, for hvilke der gelder W = UnF (U )4@, er

den ved
- ~1 '
¥ =0 o Fop:d (W)->a0

bestemte afbildning af klasse C~.
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Afbildningen ¥ kaldes beskrivelsen af F med hensyn til de valgte

lokale koordinater, idet den giver koordinaterne ( med hensyn til kor-
tet (U',n',é')) af billedpunktet F(x) som funktioner af koordinaterne
( med hensyn til kortet (U,n,o)) af punktet x. En :C-afbildning er
altséd kort sagt en afbildning, som med hensyn til tilladte lokale ko-
ordinater beskrives ved et system af CC~funktioner.

Det er trivielt, at den identiske afbildning af en differentia-
bel mangfoldighed p& sig selv er af klasse C*, og man efterviser let
( ved en overvejelse, analog til den p& side 7 a ), at en sammenszt-
ning af C”=afbildninger igen er en CT—-afbildninge.

Udfra definitionen af begrebet C”~afbi1dning efterviser man let
fglgende: Hvis X og Y er differentiable mangfoldigheder, F:X - Y en
C*-afbildning og g en C-funktion, defineret p4 en &ben delmengde af
Y, daer £ = g o F en C ~funktion pd sin definitionsmasngde - for sa-

vidt denne ikke er tom ( den er en &ben delmzngde af X, da F er konw

tinuert )e Man udtrykker kort denne egenskab ved, at en C®=afbildning

tilbagetransporterer C —funktioner i C’~funktioner.
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Man kan specielt betragte C”-afbildninger
OB ]a,b[ - X,
hvor X er en differentiabel mangfoldighed og Ja,b[ et &bent interval
i R. En sadan afbildning kaldes ( naturligvis ) en C”-parameterfrem-
stilling for en kurve i X; opfatter man den reelle parameter ( i in-
tervallet Ja,b[ ) som tiden, kan en sddan afbildning opfattes som en
bevaegelse i tidsrummet Ja,b[ af et punkt i X. Vi skal nu se; at man

for hvert toe]a,b[ kan tilskrive ¢ en hastighedsvektor , som er en

tangentvektor til X i punktet x = ¢(t, ). Lad nemlig £ vare en C°-funk-
tion, defineret i en omegn af X, o Funktionen f o ¢ er da en C*~funktion,

defineret i en omegn af t , og vi kan derfor danne dens differential-

kvotient mehet. parameteren t i t . Den ved

f_é.q_f_';@
at ]'t=t

o]

bestemte afbildning er en tangentvektor til X i punktet x_. Dette fgl-
ger umiddelbart af de smdvanlige differentiationsregler for reelle

funktioner af en reel variabel, idet man for C”-funktioner f og g, de~-

finerede i en omegn af X, og reelle tal a,b har
(af + bg)ogp = afop + bgop

og

Il

(feg)op = (fop)«(gop).

Denne tangentvektor-er netop den sggte hastighedsvektor'og betegnes

med dg/dt.

Lad nu (x1,...,xn) vere tilladte lokale koordinater i X med et domzne
U, som indeholder X, e+ For parametervardier t i en omegn af t, vil punk-
tet ¢(t) da ligge i U og altsd have et koordinatsat xi(¢(t))o De n re-

elle funktioner sil(¢(t)) er C*-funktioner, da ¢ er en CT-afbildning.
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For en vilkarlig C”-funktion f, defineret i en omegn af x_, far

vi nu

il

Sefop %;f(x1(¢(t)),---,xn(¢(t)))

of  dx’(o(8)) _ ax(o(t)) (¢
oxT At at axt

hvormed vi har

- i

do _ dxt(o($)) o
at dt ox .

Den fra planen og rummet velkendte formel for en hastighedsvektors

koordinater gzlder altsd uszndret i der mere generelle situation.

Lad X og Y vmre differentiable mangfoldigheder og F:X - Y en
C™-afbildning. Lad endvidere x vere et punkt i X og y= F(x). Hvis g
er en C”-funktion i Y, defineret i en omegn af y, er funktionen go F
en C”-funktion i X, defineret i en omegn af x. For en tangentvektor
£ til X i punktet x kan vi derfor danne £(goP). Det gzlder nu, at
( for fastholdt £ ) er den ved

g - £(goF)

bestemte afbildning af mazngden C;Y ind i R en tangentvektor. Dette fgl-
ger af'y, at & er en tangentvektor og af, at transporten g — goF "respeknl
terer" gum, produkt og restriktion af funktioner. Denne tangentvektor '

betegnes dFX(g), og er altsd defineret ved, at der for g ¢ C;Y gmzlder
aF, (£)(e) = £(e°F).

Den ved £ - de(g) bestemte afbildning
dFX: TXX-a TyY

kaldes differentialet af afbildningen F i punktet x.
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Den er en linesr afbildning. For tangentvektorer &,n til X 1

punktet x, reelle tal a og b og funktion g € OyY har vi nemlig:

(ag + bn)(goF)

dFX(af + bn)(8)

a £(g°F) + b n(geF)
a aF (¢)(g) + v aF_(n)(e)

It

altsé

aF (ag + bn) = a dF (&) + b dF_(n),

da det ovenstiende gmlder for enhver funktion g € CyY.

[=5]

Lad nu (x1,---,xm) vere tilladte lokale koordinater i X i en
omegn af punktet x og (y1,---,yn) tilladte lokale koordinater i Y

1 en omegn af punktet y. I en omegn af X beskrives afbildningen F

ved et funktionssysten

n n, 1 m
Y=g (X yeee,x )
Lad
io
E= & —7
00X

co

vere en tangentvektor til X i punktet x og lad g € CyY.

Vi far da
ar,_(£)(g) = £(g°F)
i 1
= et gy e ™) ey (e e, x™)
00X
oo J g
= gl 25 1T 0o (g)
8xX  Jdy oxX oy
altsa

. 3
- ar (g75y) = g0y L
cX 0X 0y o
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Hermed har vi, at med hensyn til lokale koordinater i X og ¥

beskrives differentialet af F_i punktet x ved funktionalmatricen i

dette punkt af det funktionssystem, som beskriver F ( med hensyn til

de pagzldende lokale koordinater).
Lad X, Y og Z vare differentiable mangfoldigheder F:X - Y og

G:Y » Z C’-afbildninger. Der gzlder da
d(GoF)x = deOdFX
i ethvert punkt x € X, idet y = F(x). Denne relation er velkendt fra
analysen i det tilfzlde, hvor X, Y og Z er abne delmzngder af talrum
(funktionalmatricen for et sammensat funktionssystem er produktet af
funktionalmatricerne af de enkelte funktionssystemer). Beviset her
folger let af definitionerne. Idet z = G(y), £ € T.X og h € G Z har
vit a(@oF) (£)(n) = £(he(@F)) = £((he@)oF) = aF (£)(hoq) =

de(dFX(g))(h), hvoraf p&standen fglger.
Betegnelsen differential kolliderer med det tidligere indfgrte

differential af en funktion, men der er en nzr sammenhzng mellem de
to begreber, som retferdigggr denne dobbelte brug af glosen. Lad
nemlig X vare en differentiabel mangfoldighed og £:X —» R en CC-funk-
tions I hvert punkt x € X har Vi da dels differentialet af funktio-
nen f:

ar:T X - R,

X

og dels differentialet af afbildningen f:

af T X - Tf(x)R.
Nu har vi imidlertid i R en smrlig udmsrket koordinat,nemlig selve
den reelle parameter t og dermed en smrlig udmerket tangentvektor
d/dt i ethvert punkt af R. Relationen mellem de to differentialer er,

at der for enhver tangentvektor £ € TXX gelder

d
arf = (Af ,£>=—=m
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Dette fglger af et 1ille regnestykke. Vi kan nemlig bemzrke, at

for en vilkarlig tangentvektor 7 til R, gmlder der

n=n(t) = n(1a) 2
ot ot ?

idet koordinatfunktionen t pa& R er den identiske afbildning Id:R - R.

Deraf fas

1l

dfx(g)(la) £(Idef) = £(f) = <af,&>

altsa

<af,&>~9—

ar
ne

Lad X og Y vare differentiable mangfoldigheder og F:X —» Y en CT-af-
bildning. For hvert x € X defineres rangen rgXF af afbildningen F i
punktet x som rangen af differentialet i1 punktet x ( rangen af en li-
nexr afbildning er dimensionen af billedrummet ). Beskrives F ved hjzlp

af tilladte lokale koordinater i X og Y er rangen af F i x altsd rangen

af funktionalmatricen i punktet x.

Dén ved x - rg F bestemte afbildning X - NufO} er i almindelighed ikke
lokalt konstant, som simple eksempler viser (f.eks den ved X - X2 be-

stemte afbildning R - R ), men man kan vise, at den er nedad halvkon-

tinuerte.

Lad X og Y vare differentiable mangfoldigheder. En C -afbildning
F:X » Y siges at vere en immersion, hvis der i ethvert punkt x € X
gelder rgXF = dimXX. For immersioner gslder foglgende ssmtning:

Lad X og Y vere differentiable mangfoldigheder og F:X » Y en immer-—

sione. Hvis (x1,---,xm) er tilladte lokale koordinater 1 X i en omegn
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af et punkt x € X, da er det muligt at vaelge tilladte lokale koordi-

nater (y1,°'°,yn) i Y i en omegn af y=F(x), séledes at F med hensyn

til disse koordinater beskrives ved funktionssystemet
1 1

y =X
ym - xm
m+1= 0
y' =0

Bevis:

Lad (51,"',§n) vere tilladte lokale koordinater i Y i en omegn

af y =F(x). Afbildningen F beskrives da i omegnen af x ved et funkti-

onssystem

-1 1,1 m
V=9 (x',°,x)

= 1
n_ on

m
y (X ,...’X )'
Dette funktionssystems funktionalmatrix har rangen m i punktet x, og
har derfor en m x m underdeterminant, som er forskellig fra O (og der

gelder ngdvendigvis mgn). Efter at der eventuelt er foretaget en om-

nummerering af y-erne, vil der alts& gzlde

L, oees M
det a(‘/’11 sgoml :I: 0.
o(x ', ,x)

Vi betragter nu fglgende system af n reelle funktioner af n reelle

variable
~ 1,1 m
AR CANRTRIe
~ 1 m
(%) 7" = ey, )

- 1,
P gL o (T e 5™

Nn n N nf 171 e 0 & _"_m\

<y L e 7S
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hvor vi har taget funktionerne ¢1,'°',¢n fra systemet ovenfor og

blot indfgrte nye betegnelser for de variable, Dette system er af

klasse C° i en omegn af punktet

M 2a = (x1(x), 0, ™(x),0,°,0)

I

(y199.99y
og afbilder dette i punktet
(Fooo 7 )=D = (F(3)s***,7y))s

Endvidere er funktionaldeterminanten forskellig fra 0 i a, Ifglge

it

en satning fra analysen ( bevises i matematik 2 ) findes der da &b-
ne omegne N og fl af a og b, sidledes at (*) bestemmer en bijektiv af-
bildning O - ﬁ, hvor den inverse afbildning ogsad er af klasse c* .
Erstatter vi de variable (§1,°",§n) i (*) med (§1,"',§n) kan
det fremkomne system altsd opfattes som et skift til nye tilladte
lokale koordinater (y1,"",yn) i Y i en omegn af y. Af konstruktio-

nen af (y1;°",yn) ses, at med hensyn til disse koordinater beskri-

ves P ved funktionssyétemet

y1 -
m m
y =X
ym-H -0
yn_—_O,

hvormed saztningen er bevist,

Af denne s®ztning fglger, at en immersion F:X = Y er lokalt in-

jektiv, altsd ethvert punkt x € X har en &ben omegn U, s& F|U er in-

jektiv, Vi kan imidlertid yderligere slutte, at ethvert punkt x € X

har en &ben omegn U med den egenskab, at der til enhver C “-funktion

£ i X, hvis definitionsmengde er en delmzngde af U, findes en C *-

funktion g i Y, sfledes at £ = goF, (Denne egenskab kan kort udtryk-

kes ved, at transporten g — g°oF af C®-funktioner er lokalt surjektiv),
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Er (x1,"',xm) og (y1,"',yn) nemlig lokale koordinater af den
i sztningen omtalte art, er transporten bestemt ved
f(x1,"',xm) _ g(x1,"',xm,0,"',0),
alts& ved at udskifte (y1,"',ym) med (X1,"',Xm) og sztte de gvri-
ge y-er til 0 i g(y1,°",yn). Et brugbart g(y1,"',yn) til et givet

f(x1,"',xm) er altsa

1 n)

gly o ",y ! ™.

f(y ’ooo’y

Vi kan endelig bemazrke, at rgXF dimXX er ensbetydende med, at
differentialet dFX er en injektiv afbildning. En C®-afbildning F:X -
Y er altsad en immersion nir og ken nar differentialet de er injek-

tivt i1 ethvert punkt x € X,

Ved en(abstrakt) flade X forstids en sammenha&ngende 2-dimensional d4if-
ferentiabel mangfoldighed ( d.v.s. det underliggende topologiske rum
er sammenh&ngende, og der gslder dimXX = 2 i ethvert punkt x € X).
Tilladte lokale koordinater i X kaldes parametre i X, og man bruger
Hyppigt betegnelserne (u1,u2),(ﬁ1,ﬁz),(v1,v2) eller lignende i det-

te tilfelde,

Ved en flade i rummet R3 forstés en flade X med en immersion

P:X - RO, Hvis (U,02,8) er et tilladt kort i X med parametrene (u1,u2)
ser man, at afbildningen

Pod: 0 - RO
er en C”-parameterfremstilling i den tidligere ( i § L4 ) definerede

forstand, Den er regulzr, da P er en immersion,
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I hvert punkt x € U har vi en basis q/au“,a/auz for tangentrummet
TxX’ og vi ser af den tidligere udledte koordinatformel for en

afbildnings differential, at der gszlder

i
dPx( d dx (p;’@) 3
ou ou ox
hvor (X1,X2,X3) er koordinaterne i ﬁB ( og tilsvarende for

7) = i?

dPX(a/auz)). Vektorerne

d .3
dp_(—=) og AP _(—~=)
X au1 X au2

er altsd netop de vektorer, som vi tidligere har betegnet med

B, P og D,P.

Vi har hermed féet indordnet fladeteorien fra de foregaende af-

1

snit under et mere generelt synspunkt., Samtidig hermed har vi ogsé
opndet en helt razkke formelle fordele, idet vi nu p& helt precis og

korrekt méde kan tale om dobbeltpunkter pa en flade, afbildninger

af flade pa flade e.t.c.

Lad X vaere en differentiabel mangfoldighed og U en aben del-

maengde af X, Ved et tangentvektorfelt i X med definitionsmengde U

forstas en afbildning &,som til hvert punkt x € U knytter en tan-
gentvektor §X til X i punktet x.
- Lad & vzre et tangentvektorfelt med definitionsmazngde U og f en
C®=funktion med definitionsmangde VcU, For hvert x € V gzlder der
da £ € de, og vi kan derfor danne verdien §X(f). Ved x - §X(f) er
altsd defineret en reel funktion i V, som betegnes £(f). Vi kan
endvidere,hvis g er en reel funktion i X med en definitionsmengde
WcU, danne et tangentvektorfelt gf, idet vi satter

(e€), = a(x)E,

for x € W,

Betee | 7 ) (Ve

oD
~lyy
. .
- .
;'\?
—_——
t
D
L
T~
_—
Y
o~
oy
g
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De grundlszggende egenskaber (1,2,0g 3 p& side 11) for tan-
gentvektorer giver anledning til fglgende egenskaber ved tangent-
vektorfelter: Hvis & er et tangentvektorfelt, f og g C*°-funktio-
ner, alle definerede p& en aben mazngde UcX og hvis a og b er reel-
le tal, galder der:

1. &£(af + bg) = af(Ff) + v&(g)
2. E(feg) = ££(g) + g£(F)

3. Hvis f og g stemmer overens p& en &ben del-

mengde VCU, da stemmer £(f) og £(g) overens

pad Vv,

Hvis (x1,°",xn) betegner tilladte lokale koordinater i X kan

vi indenfor disses domane for hvert i = 1,°°**,n definere et tangent-

vektorfelt ved
0

X = —
axl

( hvor Q/axl betegner den pa side 12 definerede tangentvektor i
punktet x). Dette tangentvektorfelt betegnes ogsé med a/axl. For
et vilkarligt tangentvektorfelt £ i X har vi da i ethvert punkt x,

hvori & er defineret og som ligger i domenet for (x1,"',xn), at

iy 0
£, = é"X(Xl)g;i-

Defineres n reelle funktioner 51,"',§n'ved
EH(x)= £,.(x7) = £(x")(x)

har vi derfor

De n reelle funktioner §1;°'°,§n kaldes koordinatfunktionerne for

tangentvektorfeltet & med hensyn til de lokale koordinater

1
(X. ’ooo’Xn).
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De er definerede i den del af feltet £'s definitionsmengde,
som ligger indenfor de lokale koordinaters domszne, og der gzlder

dbenbart, at de bestemmer og er bestemt ved feltets forlgb inden-

for denne m&:ngde,

Bt tangentvektorfelt &, defineret péd en &ben delmangde UcX,
siges at vare af klasse C”,eller man siger, at & er et C -tan-

gentvektorfelt, hvis det for enhver C*-funktion f med definitions-

mengde VCU galder, at funktionen £(f) er af klasse C° pa V.

Bt tangentvektorfelt £ er af klasse C* nar og kun nar dets koor-
dinatfunktioner med hensyn til et hvilketsomhelst s®t af tilladte
lokale koordinater er af klasse C®, P& den ene side har vi nemlig,

at & = &(x7) er af klasse C°, hvis feltet er af klasse C°, og om-

vendt har vi, at
i o
£(r) = £'2% (£)
0x

er af klasse 07, hvis f og §1,"',§n er af klasse Cm.{Af ¢”~for-

drageligheden mellem de forskellige tilladte lokale koordinater og

af transformationsformlen pé side 19, som ses at gzlde uandret for
et tangentvektorfelts koordinatfunktioner, kan vi da slutte, at et
tangentvektorfelt, hvis definitionsmengde er indeholdt i dom@net

for et szt at tilladte lokale koordinater (X1,“',Xn), er af klas-

se C°, nar blot dets koordinatfunktioner §1,"',§n med hensyn her-

til er af klasse .

Lad E og m vare Cm-tangentvektorfelter, som begge er define-
rede pd en &ben delmzngde U af en differentiabel mangfoldighed X,
Lad endvidere x vare et punkt i U, Hvis f € sz (altsd hvis £ er
en C”-funktion, defineret i en omegn af x) er n(f) ogsd et ele-

oo
ment af C X, og vi kan derfor danne det reelle tal §X(n(f)).
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Ved
£+ £ (n(f))
er der altsd defineret en afbildning C;X - R. Denne afbildning er i
almindelighed ikke en tangentvektor til X i punktet x. Ganske vist
efterviser man uﬁiddelbart, at egenskaberne 1 og 3 i definitionen af
en tangentvektor ( side 141 ) er opfyldt, men i stedet for relationen
2 far man
£ (n(feg)) = £(fenlg) + gon(£))
= £(x) £,(n(g)) + g(x) £,(n(£)) + £ (£)n (&) + n () &,.(a).

Man bemmrker imidlertid, at tillsmgsleddet (de to sidste adden-
ter) er symmetrisk i & og ny hvoraf det fglger, at den ved
£ £.(n(f)) - n ((£))
bestemte afbildning s vil opfylde identiteten 2. Det er umiddel-
bart at efterregne, at den ogsd opfylder betingelserne 1 og 3, og
den er derfor‘en tangentvektor til X i punktet x. Da punktet x var
vilkarligt valgt i U, er der hermed defineret et nyt tangentvektor-

felt pad U. Dette felt betegnes med [f:ﬂ] og kaldes Lie-produktet af

felterne £ og n.( I litteraturen mgder man ofte andre betegnelser,
s&som kommentatorprodukt, Poisson-produkt, Poisson-parenteser el.lign.
Endvidere mgder man hyppigt [fsﬂ] defineret som nog - &on deves. med
modsat fortegn). For en C -funktion f, defineret pa en delmzngde af
U, har vi

[m](£) = £(n(£)) - nle(£)),

hvoraf vi slutter, at feltet [£,n] er af klasse C°. Lie-produktet er

altsad en kompositionsregel i mmngden af C-tangentvektorfelter, de-

finerede pa den adbne mengde U

Det fplger direkte af definitionen, at Lie-produktet er anti-

kommutativt:
[§,n] = - [ﬂyf]s
hvor & og n er C -tangentvektorfelter pa U.
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Videre ser man let (under brug af £(af + bg) = ag(f) + we(e)),
at Lie-produktet er bilinemrt:
[ a& + bzl alg,2] + bln,z] og
[ £:an+Dbyl=algml+vlgg],
hvor £yn,Z er ¢’ ~tangentvektorfelter pd U og a,b reelle tal. Lie-

il

produktet er ikke associativi , men som en art erstatning har man

Jacobi's identitet:

[[fﬂ)]’ﬁ] + [['ﬂ:l';]sf] + [[é:f]:n] = O,

som let kan eftervises ved udregning. ( De ovenstdende egenskaber

kan kort udtrykkes ved, at mengden af C”-tangentvektorfelter pd U

danner en Lie-algebra over R, idet man definerer en Lie-algebra over

R som et vektorrum over R med en antikommutativ, bilinesr kompositi-
onsforskrift, der tilfredstiller Jacobi's identitet). Idet & og n er

C”-tangentvektorfelter og £ en C -funktion, alle definerede pd U,

gelder der

]

[ fem] = £lgom] = n(f)s og
[ £,fn] = £[&sn] + ().
Lad nemlig x € U og T € d;X. Da har vi

i

[26,0],(8) = £(x)¢ (n(e)) - n (£-£(g))
£(0)g,(n(8)) ~ (X (E(8)) - n_(£) £,(8)
£(x)[E ] (8) - (n(£)g), (&),

hvormed den fgrste identitet ér viste. Den anden kan dernsst fas her-

udfra under brug af Lie-produktets antikommutativitet.

Lad nu (X1,--o,xn) vere tilladte lokale koordinater i X og

i_o i 9
£=¢§ —310o8n=n -7
eX loP.&

C”- tangentvektorfelter.
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Yvelser til § 8
1. Lad UcR"™ vere &ben og ikke tom og f£:U —» R en C”-funktion. For et

reelt tal a, som f antager som verdi i et punkt i U, defineres

A= {xe€ Ulf(x) = al. Vis at hvis differentialet af f er forskel-
lig fra O i ethvert punkt i A, er det muligt at ggre A til en 4if-
ferentiabel mangfoldighed, séledes at inklusionen I:A - U (der er

bestemt ved I(x) = x for ethvert x € A) bliver en immersion.

2. Vis, at betingelsen 3 i definitionen af en tangentvektor kan und-

veres, idet den fglger af 1 og 2.

3. Vis ved hjmlp af lokale koordinater den p& side 27 fremsatte pa-
stand: Hvis X og Y er differentiable mangfoldigheder og FiX - Y
en C”-afbildning, da har hvert punkt x € X en omegn Ux’ sdledes
at z € UX = rng 2 rgXF.
L. Vis, at fglgende definition p& differentiabel mangfoldighed er
ensbetydende med tekstens:
En differentiabel mangfoldighed er et Hausdorff-rum X og en mzngde
C af par (f,U), hvor U er en &ben ikke tom delmszngde af X og
f:U - R en kontinuert reel funktion, siledes at der gmlder:
1. (f,U0) € CA (gsU) € C= (£ + gU) € CA (£ gU)e C
2. (f4U) € C A [UV ikke tom,aben] = (£|V,V) € C
3+ Hvis UcX er &ben, ikke tom og £:U - R er en reel funktion gzl-
der der (f,U) € ﬁciér blot ethvert punkt x € U har en &ben omegn
Vs 88 (£IV, ,V )€ ¢
4. Til hvert punkt x € X findes en &ben omegn U og en homeomorf af-
bildning ¥: -» U, hvor ﬂan er 4ben, sdledes at hvis VcU er &ben,
ikke tom og £:V » R en reel funktion, da gszlder:(f,V) € C «= fo¥

er af klasse C~ pa ?_1(V).
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5 Lad X vere en differentiabel mangfoldighed og x et punkt i X. Vis,

at relationen "f og g stemmer overens i en omegn af x" er en zkvi-

co

valensrelation i mangden GXX.

[=e]

Ekvivalensklassen bestemt ved f € CxX betegnes kimxf, og maengden

af skvivalensklasser betegnes kimxX. Vis, at der wved kime + kim{g=

kimx(f + g) og kim £ . kim g = kimx(f . g) bestemmes kompositioner
i kimXX, s& denne herved bliver en kommutativ ring. Vis videre, at
der ved a kimxf = kimx(af) bestemmes en multiplikation af elementer

i kimXX med reelle tal, sa kimxX herved med additionen ovenfor bli-

ver et vektorrum over R.

Vis, at der findes en afbildning v: kimxX -» R, siledes at

v(kimxf) = f(x), og at v bdde er en ring-homomorfi og en linezr af-
bildning.

Angiv kernen mXX af afbildningen v og vis, at mXX er et maksimalt
ideal i ringen kim X. Vis endvidere, at der ved w(f) = kimx(f—f(x),

hvor f(x) betegner den pagzldende konstante funktion, defineres en

[==~]

surjektiv linesr afbildning w: CXX - mXX.

Lad nu (mXX)2 betegne mengden af elementer i kimXX, der kan skrives
som en endelig sum @,¢, +eeet @4y, hvor samtlige ¢. og ¢; er ele- .
menter af mXX. Vis, at (mxX)2 er et ideal 1 ringen kimXX og et un—
derrum af vektorrummet m X. Idet k:C:X - mXX/(mXX)2 betegner sam-
mensaztningen af afbildningen w og den kanoniske afbildning af mXX
pa mXX/(mXX)Z, skal man bevise, at en afbildning §:d;X - R er en
tangentvektor til X i punktet x, nir og kun nar der findes en 1li-
nesr afbildning E:mxX/(mXX)2-+ R, s& £ = & o k. Vis endvidere, at
der ved & - g o k defineres en isomorfi mellem vektorrummet af line-
arformer pi mXX/(mXX)2 og tangentrummet TxX° Vis endelig, at der
findes en linesr afbildning i:m X/(m X)° » T5X, & af = i o k(f) for

o

enhver f € CxX’ og at denne afbildning er en isomorfie.
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6. (I tilslutning til opgave 5) Lad X og Y vare differentiable mang-
foldigheder, F:X -» Y en CC-afbildning, x et punkt i x og y = F(x).
Vis, at der findes en linear afbildning F*:my!/(myY)z-a mXX/(mXX)Z,
sdledes at der for g € d;Y gzlder k(goF) = F¥*(kx(g)), hvor k'erne
betegner den i cpgave 2 konstruerede afbildning henholdsvis i X og

Y. Vis dernmst, at differentialet de’ under anvendelse af isomor-
fien £ «» & fra opgave 5, er givet ved

TN

aF_(g) = & o F*,

7? Bevis fglgende saztning: Givet differentiable mangfoldigheder X og

Y, en C-afbildning F:X - Y og et punkt x € X. Lad endvidere
v = F(x)., Hvis afbildningen F har konstant rang k¥ i en omegn af
punktet x, er det muligt at vaelge tilladte lokale koordinater
(x1,...,xm) og (y1,--=,yn) i omegne af x og y, 88 F beskrives ved
funk tionssystemet y1 = x1,---,yk = xk, K = yn = 0. (Vis
forst, at det er muligt at velge koordinater (x1,...,xm) og
(§1,...,§n), s&4 der gmlder a§i/axj = 3; for i = 1,+++,k o0g

j = 140ee,m i ethvert punkt i en omegn af x).

8. Lad X vere en differentiabel mangfoldighed og E et C*~-tangentvek-
torfelt, defineret p& en Aben mangde UcX. En CT-afbildning
¢:]a,b[ » UcX kaldes en integralkurve til feltet &, hvis der gsl-
der dg/dt = §¢(t) for ethvert t € Ja,b[. Vis, at der til hvert
punkt x € U findes en og kun en integralkurve ¢X:]-s,e[-a U til &

med ¢X(O) x (hvor e>0 afhaznger af punktet x).

]

Find integralkurverne til feltet - Xza/ax1 + x1a/ax2 pa R2.
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9, Idet elementer i Rk skrives som sgjlevektorer bestemmes til en
k x k matrix A med reelle elementer et tangentvektorfelt £ pa A

derved, at feltvektoren i punktet §|€ Rk har koordinatssttet A Xj.

Vis, at hvis 7 betegner det felt, som pa samme made bestemmes ved
en k x k matrix B, da er [&,n] igen et felt af samme art og bestemt

ved matricen C = B A - A B

10.Bevis, at Lie-produktet opfylder Jacobi's identitet (se side 35)

11 .,Lad X og X vare differentiable mangfoldigheder og F:X 5 X en CT-af-
bildning. Vis, at hvis £,n er C’-tangentvektorfelter pa X og &1
¢ -tangentvektorfelter pa X, sfledes at der i ethvert punkt x € X
gzlder dFX(gx) = SF(X) og dFX(nx) = Tip(x) da gmlder der

de<[§’n]i) = [g’ﬁ]F(x) i ethvert punkt x € X.




Mat, 3, 1965-66 IV,9,14

894 Riemann'ske mangfoldigheder, Cowariant differentiation.

Lad X vare en differentiabel mangfoldighed, Ved en Riemann'sk

metrik pad X forstds en afbildning G, som til hvert punkt x€X- knyt-

ter en bilinearform

Gy T,X x TX = R,

hvor fglgende betingelser er opfyldt:

For hvert x€X er GX symmetrisk, og den tilsvarende kvadratiske

form positiv definit.

Afpildningen G er af klasse Cw, hvormed der menes f@lgende: Hvis
£ og n er C*- tangentvektorfelter pa en &ben mmngde UcX, da er den
ved @(&,n) (x) = GX(§x,nx) definerede reelle funktion G(&,n) af

klasse C” pa U,
Ved en Riemann'sk mangfoldighed forstds et par (X,G), bestéen-

de af en differentiabel mangfoldighed X og en Riemann'sk metrik
G pa X,
Det simpleste eksempel p& en Riemann'sk mangfoldighed er tal-

rummet Rn forsynet med den Kuklidiske metrik, som med hensyn til

de "oprindelige" koordinater (x1,...,xn) er defineret ved

6, (g'0/0xt ndo/oxd) = glnlui v €M = gl
Opfatter man tangentvektorerne i ™ som geometriske vektorer, er
den Euklidiske metrik altsa det sadvanlige skalarprodukt £°m.
Det generelle begreb er dannet ved generalisation herudfra, og man
benytter derfor geometriske talem&der i forbindelse med Riemann'ske
mangfoldigheder, F.eks. defineres langden af en tangentvektor
§ € TX som (GX(§,§))% (hvilket er muligt, da G, er positiv defi-
nit), og for £,nm € T X omtales Gx(f,n) hyppigt som skalarproduktet
af & og n. (I denne sammenhzng skal dog bemzrkes, at dette kun er

defineret, hvis £ og 1 er tangentvektorer i det samme punkt i X),
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. n
Lad (X,G) vare en Riemann'sk mangfoldighed og (x1,...,x )
tilladte lokale koordinaler i X med domzne U, Ved
_ i J
g, 5(x) = 6 (a/0x",0/0x7)
defineres n2 funktioner gij pad U, Af bilineateten fas, at
_ i3
G (Eom) = g5 4(x)g™

hvis £ = gia/axi og n = nja/axj er tangentvektorer i et punkt

x€U., Funktionerne gij kaldes derfor koordinatfunktionerne for G

med hensyn til koordinaterne (x1,°..,xn). Idet, a/axi, i =15s0e5m
er C”-tangentvektorfelter p& U ser man, at funktionerne gij er
C*-funktioner pa U. Symmetrien af bilinearformerne Gx’ giver at
der gzlder gij = gji i U.Da de tilsvarende kvadratiske former er
positivt definite, har vi, at funktionen g = det {gij} er positiv

Jo 2 TT
Averals L7,

I ethvert punkt x€X kan bilinearformen Gk opfattes som en
linesr afbildning

G.: T X - T°X
x' X b
idet vi for £ET X definerer covektoren @ (£): T X - R ved

Gx(g)(n) = Gk<§’n)° Da G, er symmetrisk, defineres der den samme

afbildning ved G, (£)(n) = G (n:£). Hvis £40 har vi G (£,6) > 0 og

dermed, at covektoren Gy(g) ikke er nulcovektoren. Den linesre af-
bildning G har altséd kernen {0} og er fglgelig injektiv. Idet der

gelder dim TxX = dim T;X, fglger heraf, at Gk er en isomorfi mel-

-,’:
lem TXX og TXXn

I lokale koordingter far wi
i J i 3
G (a/0x7)(0/0x") = ay(a/0x",0/0%") = g; 5(x)
0g hermed
i 4
Gx(f) = glJ(X) § dXJS

idet E = §ia/axl,
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far vi efter 1idt regning, at

‘j i 2 q s 5
n = f —é"j + é:lﬂp OIX o q ?-,]"
f ax oX ox ax 0X™ o0X

Den simple formel (%) Ffor koordinaterne til‘Dgn er altsd ikke gyl-
dig i vilkdrlige krumliniede xoordinater i R™, nhvilket naturligvis
skyldes, at man ved definitionen af D§n har benyttet den sammen-
ligning af feltvektorer for feltet n i forskellige punkter, som
udspringer af koordinaterne (x1,...,xn) (se pemezrkningen pa side
21 1 § 8). Dette indebzrer, at man ikke kan generalisere den ret-
ningsafledede i 2T i1 vilkarlige differentiable mangfoldigheder
blot ved at generaliserer formlen (%), idet den fremkomne vektor
vil vere afhangig af valget af lokale koordinater, og i selve be-
grebet differentiabel mangfoldighed ligger ingen fremhavelse af
visse tilladte lokale koordinater frem for andre,
Retningsdifferentiationen D af vektorfelter i R har imidler-
tid en rakke egenskaber som sammenknytter den med den Euklidiske
metrik i R®. De vigtigste af disse anfgres nedenfor. AL hensyn til
generalisationen i det fglgende betegner vi i denne liste den
Euklidiske metrik med G og for overskuelighedens skyld bruger vi
en kortfattet form, hvor funktion betyder O™ -funktion i R, de-
fineret i en omegn af punktet x,vektor betyder tangentvektor til
e i punktet x og felt betyder C”-tangentvektorfelt i Rn, define-

ret 1 en omegn af punktet x.
(o) D§n = §§ for vektor &, felter n og £, hvis n og ¥ stemmer

overens 1 en omegn af x.

(1) Dogypns = 8DeL + DD L
hvor a,b er reelle tal, £,n vektorer og g et felt

(2) Dg(n""z) = DET) + D§Z_, ’

hvor & er en vektor og n,Z felter.
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(3) Delfn) = &£(f)ny + £(x) Deny
hvor f er en funktion, & en vektor og n et felt.

(u) D§Xﬂ - Dﬂ£§ = [§’n]x’

hvor & og n er felter

(5) f(G(ﬂ,é)) = Gx(Dfﬂsgx) + GX(nstfé),

hvor & er en vektor og n,Z felter.

(0), (1) og (2) fglger uden videre af formlen (%). Anglende

(3) har vi:
i o(fpd i of i : ian?d
0Xx 0X oXxX ox* cXT ox

= g(f)nX + f(x)qfn.

Angéende (4):

: J ; J
o) o) 1 0 fo)
B.n P &= (00 Lo - g (2% 2 = [g,n]
§x iﬁ%x_ axl axJ axl axJ x
ifglge koordinatformlen § 8 side 36.

Angiende (5)

- (n'gh)

£(0(n,2)) = £tn'zh) = €7 L5 (n
X

: i . . . i
= €3 Bt )+t (¢ By
0X 0X

= GX®§T]9Z>X) + GX(anfé).

Man bemarker, at denne sidste formel er produktreglen for differen-—

tiation af et skalprodukt.

Vi kan nu formulere og bevise fglgende sztning (den Riemann'ske

geometris hovedsatning):

Givet en Riemann'sk mangfoldighed (X, G). Da findes til hvert punkt
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x¢X en og kun en operator V, som til en taﬁgentvektor & 1 punktet

x og et C~tangentvektorfelt n, defineret i en omegn af punktet X,

lader svare en tangentvektor v§n i punktet x og som har de til

(0)=(5) svarende egenskaber (hvor vi erstatter D med v og lader G

betegne den Riemann'ske metrik p& X).

Bevis: Fgrst, entydigheden: Lad (x1,...,xn) vere tilladte lokale

koordinater i X i en omegn af punktet x og lad v vare en operator
af’ den omtalte art. Vi kan da definere n3 reelle tal A?j ved fgl-

gende relation mellem tangentvektorer i punktet x:

\VJ -—a—=j- =A11{_=—QT{.
X 1 oax

Af (L) far vi, idet [o8/0x1,8/0x°] = 0, at

k 9 k o
A..——-_A-. ‘—""’:O ()
ij axk Ji an
k k

altsa Ajy = Aji‘

Idet G(a/ax:’,a/axk) = 84 giver (5) med £ = 0/3%T, n = 2/3x”
og Z = a/axk, at
d

9. - P P
axlgjk = 8oliy t 8yphix

(hvor symbolerne betegner funktionsverdier i punktet x). Idet

- D _ D _ D
g kAlJ Bepliy = Hulyi T Skphii

far vi heraf:

P _ 1 P \P 1 P b

b
)

a
= 2( + =g . - ===g. L),
Jk axJ ki 3 k=13
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hvilket giver

r _ _kr P _ T
Ajg =8 Buhiy = iy

idet vi (ligesom i fladeteorien) bruger betegnelsen
r
4 Pk, O 9 o)
(. =28 (Srg, + =g . - =g, ).
ij 5% Jk axJ ki axk ij

AT (1), (2) og (3) fas sa, idet & = §ia/axi og n = nja/axjg at

) . J
Ven = €7 4 (n3-%5) = (¥ L +qnlv, )
-1 oX o0X 90X ——;ax
9x X
. k . k . k
1,0 o) J o) 19 N | 0
o n? o =% = (€ Hr + 60 1) ¢
axl axJ i] k ax1 ij axk

Hermed er entydigheden bevist.

Dernzst eksistensen: Vi velger tilladte lokale koordinater

(x1,...,xn) i X i en omegn af punktet x og definerer

. .k .

_ 19n_ 1 J1ky o

vens o= (€ =+ &Y [i5) =
£ axl 1J axk

idet stgrrelserne r;? er bestemt ud fra 8ij = G(a/axi, a/axj)

som ovenfor. Det ses umiddelbart, at (2), (1) og (2) er opfyldt.

(3): Idet
o(fnf)  af k an”
i =T tT T
ox 0X oX
ser man ved indsazttelse i definitionsligningen, at (3) er opfyldt.
(4): Af definitionen pd stgrrelserne T;? afleses, at T;? = T;#

(da der gmlder 8y4 = g..). Herefter fglger pastanden af definitio-

J Ji
nen pa an og koordinatformlen for [£,n].
(5): Af definitionen pa T;? afleses, at
l(._g_ 0 - 0 _ r
L(—=sg., + ——g . <g..) =g, J:%
axl Jjk axJ ki an ij rk 'ij
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Denne ligning giver adderet til den samme med kredsforskudte in-
dices (i,j,k) » (k,i,Jj), at

0 _ r r
;;ngk = Enx T;j * 8hj Tei

Heraf fglger sa (5):

£(6(nsg)) = &' Lxlegn’c")

X
i —r Jj k r jk
=& grk |ijﬂé I"J T_iﬂ?;
¢ elg, 2mD K L §ié o) O
jk axi Jjk aX1

1l

. r . . \ K
Be” 22y + &7’

et Qé—- r e )

+

I‘,]n

Gy (Temay) + Gy(nysVeL)

Hermed er eksisten ogsd bevist.

Operatoren vV kaldes den covariante differentiation pé (X,Q).

Fra beviset har vi koordinatformlen

Ven = Ca Qil-— + gipd ls)ai
og specielt har vi altsd bevist, at tangentvektoren pad hgjre side
i denne formel er den samme for ethvert valg af tilladte lokale
koordinater (x1,...,xn). (Stgrrelserne r:§ betegner naturligvis

de til de pagzldende lokale koordiﬁater knyttede). Af formlen for
Christoffelsymbolerne f;g ses, at de er C -funktioner indenfor de-

menet af de pagmldende lokale koordinater. Heraf fglger, at hvis
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Feltet & er et C =-felt, hvis koordinatfunktionerne §i(t) er C°-
funktioner for ethvert valg af lokale koordinater af den ovennavn-
te art. Ved & = gia/axi, hvor Si(x1,...,xn) = §i(x1) defineres
nemlig da et felt g med de gnskede egenskaber i ea omegn af punk-
tet o(t,) .

Hvis & er et CT-felt langs kurven K og & en lokal udvidelse

af & til en omegn i X af et kurvepunkt ¢(to) kan vi danne den - .v

covariante afledede

Vap(t,)/ate

Denne afledede er den samme for ethvert valg af udvidelse &.

Betegner nemlig (x1,...,xn) lokale koordinater i X i en omegn af

punktet ¢(to) (ikke ngdvendigvis af den ovenfor betragtede speci-
elle type), betyder relationen €t = gw(t), at koordinatfunktioner-

ne for £, = §l(t)a/ax1 og & = gla/axl, opfylder

e(e) = B (1)) )0 n s x (o (1)))
for t i en omegn af to. Heraf fas

ac® X axl(e)
at oxt at

og hermed

dxiggz QEE + dxigggtzz gj Tfk)
at 1J

‘N
v g = ( ~2_
de(t,)/at at  ox axX

k i .
_ldet(t) | axZ(e(t)) ~d k d

hvoraf pastanden fglger. Denne afledede kaldes den covariante af-

ledede af feltet & langs kurven K med hensyn til parameteren t og

den betegnes 4&/4t.
Hvis & og n er C”-tangentvektorfelter i X langs kurven K gzl-
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der der

—=G(&,m) = G(§t9ﬂ) + G(§’ )

Betegner nemlig & og 7 lokale udvidelser af felterne & og n har wi
ifglge definitionen af hastighedsvektoren do/dt (8 8 s. 23) og

egenskab (5) ved den covariante differentiation, at

2(6@E)7)) = 6(Vg, o sH) + GEVg, /qih)

I

a‘%‘(}(faﬂ)

G(g%ﬂ’]} + G(fs )

Hermed er vi rustet til at definere de grundlzggende begreber

i kurveteorien. Lzngden

[(MES

(Gw(t)(%%’ %%))

af hastighedsvektoren do/dt kaldes farten p& kurven K ved parame-

teren t. Den er overalt positiv, da dg/dt aldrig er nulvektoren,

og vi kan derfor indfgre naturlig parameter og dermed buelzngde
pa K ved

1
, §2))%.

3% = () ¢ ] T ok

Hastighedsvektoren d¢/ds med ke nsyn til en haturllg parameter pa

=

K bliver &benbart en enhedsvektor. Den kaldes tangentvektoren for
kurven K og betegnes v1(S). Skrives disse ting op svarende til

lokale koordinater i X f4r man de samme formler som i fladeteorien.

Kurvens krumning k(s) kan nu defineres ved

/C(S)2 = Ggo(S) (§V1/§Sy&v1//§s)

med en fortegnskonvention. Hvis dim X 3 2 valger vi (ligesom i

rumkurveteorien) det positive fortegn, altsd x(s) > 0, mens der i
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tilfeldet dim X=2 er mulighed for at regne krumningen med fortegn
ligesom i den plane kurveteori,

Dette midste forudsatter dog at mangfoldigheden X er oriente-
ret, og vi md derfor fgrst definere, hvad vi vil forstd ved en
orientering af en differentiabel mangfoldighed:

Ved en orientering af en differentiabel mangfoldighed X for-
stéds et system af orienteringer af samtlige tangentrum TXX, xcX
med den egenskab, at der til ethvert punkt xO€X findes tilladte
lokale koordinater (X1,...,xn) i X ien omegn U af X sadledes at
basisvektorerne a/ax1,...,a/axm, taget i denne rzkkefglge, induce-
rer den foreskrevne orientering af ethvert af tangentrummene

TXX, XcU,.

Ved en orienteret differentiabel mangfoldighed forstas en

differentiabel mangfoldighed X med en orientering. Lokale koor-
dinater af den i definitionen af orientering omtale art siges at
vere 1 overcnsstemmelse med orienteringen,

Man kan give eksempler pa differentiable mangfoldigheder, som
ikke kan orienteres - sa&danne vil vi dog ikke betragte her.

Vi kan nu behandle fortegnskonventionen for krumningen. Lad
altsd X vare en (abstrakt) flade og lad der vare givet en Riemann's]
metrik G og en orientering pa X. For en kurve K i X med naturlig
parameter s og tangentvektor v1(s) gelder, at v1(s) og §v1(s)/§s
stir vinkelret pa hinanden d.v.s.'G(v1, §v1/6s) = 0. Idet v1(s)

er en enhedsvektor har vi nemlig G(vﬂ,v1) = 1 og dermed

a
0 = a‘g G(V,],V,l) = 2G(V15ﬁ1/58)'

Hvis €v1/§s £ 0 er v, og §V1/§s altsd linemrt uafhangige og vi kan
derfor formulere fortegnskanventionen: Krumningen «(s) er positiv,

hvis omlgdsretningen fra v1 til §v1/§s er den givne orientering af
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tangentrummet til X i kurvepunktet mens «(8) er negativ, hvis cen

er modsat den givne orientering.

Ved at sammenholde koordinatformlen ovenfor for den covariante
afledede af et tangentvektorfelt langs en kurve med formlen i§7
gide 9 ser man, at den der betragtede covariante afledede er et
specialtilfelde af den her definerede. Videre ser man ar bemzik-
ningen § 7 side 9 nederst, at den geodatiske krumning af en flads-
kurve przcis er kurvens krumning pad fladen i den ovenfor definecc-
de forstand. Med det ovenstaende har vi altsd opnaet en bedre for™
staelse af disse begrebers indregeometriske natur, idet vi nu her
en definition, som kun benytter fladens strktur som differentiabesi
mangfoldighed og den ved realisationen i rummet inducerede
Riemann'ske metrik d.v.s. den metriske fundgmentalform. Man ser,
at vi generelt kan uddybe og klarggre den tidligere definition af
en flades indre geometri ved at bemzrke, at den indre geometri af
en flade (X,P) i rummet 2> er geometrien af den Riemann'ske mang-
foldighed (X,G), hvor G er den metriske fundamentalform af (X,P).

Den i § 7 indfgrte geodaztiske parallelforskydning lader sig

uden videre overfgre til vilkarlige Riemann'ske mangfoldigheder,
idet vi har den covariante differentiation langs en kurve som oven-

for defineret. Som fglge heraf far vi ogsd begrebet geodmtisk kurve

generaliseret. I den fglgende paragraf skal vi se, at de sidst i

§ 7 anfgrte overvejelser om den Gauss'ske krumnings indre-geome~

triske natur ogsid tillader en sadan generalisation.
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Lad (X,G) vare en Riemann'sk mangfoldighed. En C"—immersion
Ja,b[ - X er naturlig parameterfremstilling for en geodztisk
kurve nar og kun nir hastighedsvektoren d¢/dt er en enhedsvektor

og danner et geoda:tisk parallelfelt langs kurven, altsi nar og

kun nar

Gy (1) (&% =1, £ %-

Betegner (x1,...,xn) tilladte lokale koordinater i X og sattes

xM(p(t)) = ¢1(t) har vi

B _ g o 4 dp: L, do d? k) o
i’ - 2 ij’ Lk
dt dt a9x~ 4t dt at at dat oX

Er ¢(t) naturlig parameterfremstilling for en geodastisk kurve,

gzlder der altsi

2 k i J
(*) do +d<0 do k:O, k.=1,‘..,n.

at°  at at 19

Har vi omvendt n C*-funktioner ¢1(t),...,¢n(t), som tilfredsstil-
ler ovenstiende differentialligningssystem (hvor vi for hvert t
tager verdien af [;g i punktet med koordinatszttet ¢1(t),...,¢n(t))
og er disse funktioner ikke alle konstante, da udsiger differen-

tialligningssystemet, at vektorfeltet

do _ do¥ o
at dt ox-

er et geodstisk parallelfelt langs den ved ¢1,...,¢n parameter-—
fremstillede kurve. Heraf sluttes

4, (de, do,
ST

at ¢(t) (§¥.JL

et

%k%
N
E’
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1. P4 en Riemann'sk mangfoldighed (X,G) defineres vinklen v = Zi(f,n)

mellem to tangentvektorer £ £ O ogn + O i et punkt x=X ved

1

Gx(fm) = (Gx(fsf)GX(ﬂM))ECOS Ve

Vis, at den herved definerede vinkel er reel, altsd |cos v| < 1.
Vinklen v er entydigt bestemt herved, hvis man vaelger O { Vv { 7.
Vis, at hvis X er en orienteret flade (med metrik G) findes der
en naturlig fortegnsregning, sd vi kan till®gge v en entydig var-
di med -7 < v g e

Lad (X,G) og (¥X,BG) vere Riemann'ske mangfoldigheder. En
C”-immersion F : X —» X siges at vere konform (eller vinkeltro),

hvis der for hvert punkt xcX og tangentvektorer £,n € T, X, & # O,

n + 0, gzlder

L (ar(e), am, (n) = e ),

(hvor vinklerne begge er valgt i intervallet [O,w[). Vis, at F
er konform nar ag kun nar der til hvert punkt x<X findes et reelt

tal M(x) > 0, sédledes at der for hvilkesomhelst: tangentvektorer

&yn € T, X gelder

Cp(x) (F(E)s aF,(n)) = u(x) ay(gym).

(Vis fgrst, at der findes en basis §1”'°’§n for TXX, saledes

at Gx(gi,gj) = &ij).

Stgrrelseny (x) kaldes malestoksforholdet i punktet x for afbild-
*M

ningen F. /U..G__= o @ §¢

Skriv betingelsen for, at F er konform, p& koordinatform, svaren-

de til lokale koordinater i X og X
Lad X vare en flade med Riemann'sk metrik G og K =\(U9ﬂy@)

et tilladt kort i X med parametre (u1,u2), Parametrene (u1,u2)
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siges da at vaere konforme parametre i (X,G), hvis afbildningen
d ¢t N - U er konform, idet O gﬁRz forsynes med den Euklidiske

metrik i Rz « Vis, at (u1,u2) er konforme parametre ndr og kun

nar
819 = 8yp 8 &y = Bpq = O-

Lad (X,6) og (X,8) vmre flader med Riemann'ske metrikker, (u1,u2)
konforme parametre pa hele X og (v1,v2) konforme parametre pa he--

le X. Vis, at en C"-immesion F : X -+ X er konform, ndr og kun nar

: 1 .
den i parametrene er beskrevet ved, at w = v + 1 v er en holomorr®

funktion eller den komplekst konjugerede til en holomorf funktion

af z = u1 + i u2.

2e Ved

_ L

._g = > 22 5 g =_g :O
22 (1+(u‘1) +(u) )2 12 21

€14

bestemmes en Riemann'sk metrik G pa RZ. Benyt resultatet fra op-
gave 1 til en bestemmelse af samtlige bijektive C*-immersioner
2 . Rz, som er konforme med hensyn til G. Sammenlign med resul-
tatet fra ¢gvelse 4 1 § 7 og beskriv herved samtlige bijektive og
konforme afbildninger med et givet punkt som fixpunkt aQQEPgle«

flade pa sig selv.

~ 3. (Fladeteorien i parameterfri formulering). Idet (u1,u2,u3) er
krumliniede koordinater i en &ben mzngde U ¢ R3 betegner X ma&ng-—
den af punkter i U med w’ = O{?F er da en flade med (u1,u2) som
parametre og indlejringen XcU er en immersion. Tangentvektorerne
til X identificeres i det fglgende med deres billeder i 22 ved

indlejningen. Vektorer i R3 betegnes a, b etc. for at f4 overens-
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stemmelse med beteghelserne i ¢ L og 5. Idet a er en vektor 1

22 i et punkt x€X, har vi en entydig opspaltning a = Tan(a)+Nor(a),
hvor Tan(g) er tangentvektor til X i punktet x, mens Nor(a) star
vinkelret p4 X i punktet x d.v.se. asb = O for enhver b € T X.

Vis , at hvis a og b er C”-vektorfeltet pa U, som er tan-
gentielle langs X, alﬁsé hvor gx,px € TXX for hvert xX, da er
feltet [g,g] ogsé& tangentielt langs X og dets restriktion til X
identisk med Lie-produktet i X af a og b's restriktioner til X.
Vis, at et vilkadrligt C”-tangentvektorfelt a pé& X kan fis som
restriktionen til X af et C”—vektorfelt 4 pa U. Vis med disse be-
tegnelser, at idet b € T X er Tan (Dbé) den covariante afledede
Vp med hensyn til den metriske fund;ﬁentalform af X 1 Rj. (Gor
d;Ete ved at vise, at egenskaberne (0) - (5) er opfyldt)e
Lad nu N betegne et C”-vektorfelt i U, der har den egenskab, at
for hvert xcX er N  en enhedsnormalvektor til X i punktet x (s&-
danne felter findes). Vis, at idet vi definerer en bilinearform “
L p&d T X ved L(a,b) = —a » D,N gelder der Nor(Dbé) = L(a,b)N

(idet vi bibeholder betegnelserne ovenfor). Vis, at L er en sym-

metrisk bilinearform.

Vis, at for en kurve pad X med naturlig parameter s og tangentvektor

&(ﬂ,gMdmwhr

a g
Tl = Ty *+ L(xyexy)XN

og bevis herved Meusnier's sztning padny. Skriv resultaterne ud pa

koordinatform svarende til parametrene (u1,u2) og sammenlign med

formlerne i § 4 og 5.

L, Idet X er en orienteret flade og G en Riemann'sk metrik pad X kan vi
i ethvert punkt xc<X definere en linear afbildning TXX-e TXX, der

afbilder £ € T X pd dennes tvarvektor é, som for & £ 0 er fast-
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lagt wved

1. &€ og £ har samme langde

2. £ og & er ortogonale, altsd Gxxg,g) =0

3. Omlgbsretningen fra & til é er den ved orienteringen givne.

Vis, at hvis parametrene (um,uz) er valgt i overensstemmelse med

orienteringen, g®lder der

~k 1 Jjk _ _ _ R
£ = gij_§ g“" , hvor €49 = Epp = 0, E4p = "Eoy =g

Giv herved en geometrisk interpretation af formlen for Kg ié§7

side é.LL.

Vis, at hvis (X,@) er en Riemann'sk mangfoldighed og x,€X et punkt
af X, da findes tilladte lokale koordinater (Xm,.o.,xn) i Xien
omegn af punktet x_, sdledes at der galder r&; (xo) = 0 for

i,k = 15ee0,yne S&danne koordinater siges at vere geodmtiske 1

punktet x_. (Start med lokale koordinater (§1,...,§n), hvor
il(xo) = 0, og forsgg med et koordinatskift o= xt o+ aékxaxk,

hvor konstanterne a%k velges pa passende made).
Vis, at hvis de tilladte koordinater (x1,...,xn) og (i1...,in)

begge er geodmtiske i1 x , da g®lder der

a2ik _ o
__-js.——-i —
0X 0X

for i,jk = 1,e0cyn 1 punktet x o

, Lad (X,G) vaere en flade med Riemann'sk metrik og ¢ : Ja,b[ » X

en C -immersion. Vis, at der til ethvert toe]a,b[ findes para-
metre (u1,u2) 1 X i en omegn af punktet ¢(t_ ), som er geodatiske
i ethvert pu%Ft ¢(t) for t i en omegn af t_  (sml. gvelse 5).
(Begynd med parametre v1,v2, parallelforskyd

tangentvektorerne a/av1 og a/avz'i x, langs kurven,




Mat. 3, 1!965-66 IV,9,¢V.6

fastlazg herved vaerdier fer u1,u2, a/au1 og a/au2 i kurvepunkter-
ne og forsgg en generalisation af parameterskiftet id 5).

Vis, at den ved sidanne parametre bestemte plane kurve
1 2 : 2
t o (u (p(t)), u(p(t))) € R

er entydigt bestemt pénsr en flytning 1 R2 (sml. med den i S 7
indfgrte afrulning af en fladekurve). Parametre (u1,u2) med den

ovennzvnte egenskab kaldes Permi~-koordinater langs kurvene.
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§10. Krumningstensoren. Flader med konstant krumning.

Idet £,n 08 £ betegner C -tangentvektorfelter pad en &ben

mengde UcR™ og D retningsdifferentiationen i R®, gmlder der
D.D - D D, =D .
gone T Pntgt [£4n]>

I de "oprindelige" koordinater x1,...,xn har vi nemlig

. .k . . .k

i 9 J o2&y, i 9 J 2¢g o)
DDy - DDy = - ) - L -)) ==
gD = PpPet = (€ . (n axJ?\ K € 5x9 ) Sk

.3 ] k
Y,
= ( - Qﬂv - nl OE.) : =D Lo
S oxt oxd oxt Ll

Denne relation udtrykkes ofte ved, at to pad hinanden fglgende
retningsdifferentiationer i R® er (i det vmsentlige) ombyttelige.
Betegner nemlig 51,oe.,in vilkarlige krumliniede koordinater i

RY far vi, da [0/0%T, 0/0%°] = 0, at der for et vilkarligt C -tan-
gentvektorfelt ¥ i R" gwmlder

Da DaC=D Da(‘;c

9 ~&r
ox

Q
N4©
e

oxt  oaxd

Lad nu (¥,G) vaere en Riemann'sk mangfoldighed og lad vV beteg-
ne den til metrikken G hgrende covariante differentiation. Idet
Esn og & betegner C°-tangentvektorfelter, definerede p& en &ben

mengde UcX, defineres der ved
R(Z; =V.V g -V VL -V :
(g360m) = VeV & = V VL = Ve 12

et C -tangentvektorfelt R(Z;&,n) pd U. Det fglger let af defini-

\ tionen og tidligere udledte egenskaber ved V og [,], at R er

additiv m.h.t. £.,n 08 ¥:
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R(z;Esm) + R(%385m)

it

R(Z;E + ©,m)
R(z;E,m) + R(Z3E,+8)

R<§5§9ﬂ + 8)
R(z3E,m) + R(936,m),

H

R(z + 6;8,1)

idet © ogsa betegner et ¢~-tangentvektorfelt pa U, og at R er

antisymmetrisk i & og n:

R(23E,m) = ~R(Z;msE)

Mere overraskende er, at hvis f betegner en ¢ ~-funktion pa U,

gelder der
R(y;TE,m) = R(g3E,fn) = R(£Z;36,m) = FR(ZE 9m) »

Dette eftervises ved udregning, idet vi benytter de tidligere ud-

ledte identiteter

[fesm] = £lgm] - n(T)g 5 VgL = TVL o8

Vé.fz; = fvgz, + &(£)%.

Vi far:

R(T5;E5m) = vgvn(f;) - vnvf(fz) - v[gm](fz:)
= vg(fvnz + n(f)g) - vn(fvfz + &(f)g) - NVig,nlé ~ [€sn](£)z

£VeY,8 + g(£)v, 8 + n(f)vgé +&n(0))g - IV, VeL

(€98 = £(EV, 2 = n(E(E)L = Vie 1o - [ m1(£)g

i

£(Ve9,8 = Vel - Vignld) * E(n(£)) - nle())-lem)(£))g

fR(C?f"ﬂ) .

Videre:
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R(Z3TE9m) = VgV £ = V Vel = Vipe 18

fvané - vn<f\7§z*’) T Velg,nle T Vn(e)eb

= §V z - NV V§ - n(f)vgé - f v[f;ﬂ]z" + n(f)vfz"
= f(van = V,Veh = Ve %) = TR(Z3Em)

Ved antisymmetrien R(Z;n,&) = -R(Z,£,n) fas endelig
R(g;3E5fn) = fR(Z;5Em) .

Det er ud fra definitionen klart, at R(%;f,n) afhsnger lo-
kalt af £,n og &, d.V.s. feltvektoren R(z;;g,n)x i et punkt x er
fastlagt ved forlgbet af felterne £,n og £ i en vilkirlig lille
omegn af x, idet vV og [,] har denne egenskab. Den evenstiende
identitet har imidlertid (sammen med additiviteten) den wigtige
konsekvene, at R(Z;E,n) - i modsmtning til v og [,] - endda kun
afhanger punktuelt af £,m og £, altsi at feltvektoren R(g;f,n)x
er fastlagt alene ved feltvektorerne gx’nx g éx' Lad nemlig
(x1,...,xn) vare tilladte lokale koordinater i X i en omegn af
punktet x, Ved gentagen anvendelse af additiviteten og de oven=

stédende identiteter far vi da:

R(g;38,m) = R(z® _GE; gt —Q—i’ 3 ___) = gindgkg( ak; a. aJ)
oxX 0X ax oXx ax ox
og hermed
R(z3€5m), = €100 (02 (0)R(p 21, -203) o

o0xX ax 0X

Men talsszttene §l(x), na(x) og ;k(x) er koordinaterne til felt-

vektorerne fx’ Ny O8 gx, hvormed vi har det gnskede.
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Som f@lge heraf kan vi til hvert punkt x€X knytte en afbild-
ning
Rx : TxX X TXX X TxX - TXX
pa fglgende made: Til givne tangentvektorer £ ,n,:5, € TxX valges
C°-tangentvektorfelter £,n,Z, defineret i en omegn af punktet x
med £ .= E,5 Ny = N, 08 Ly =&, (Gette er muligt, man kan f.cks.

vaelge £,n og ¢ med konstante koordinatfunktioner med hensyn til

valgte tilladte lokale koordinater), og man satter
R, (Z,3E,9m,) = R(Z3Em) o

Afbildningen Rx bliver &benbart multilinezr, d.v.s. den er linesr

i hver af de variable vektorer, nidr de gvrige fastholdes.

De fundne resultater kan sammenfattes i

Setning: Givet en Riemann'sk mangfoldigked (X,G). Da findes der

til hvert punkt x€X en multilinezr afbildning

Rx H TXX X TXX X TXX—> TXX

sdledes at fglgende gmlder: Hvis £, og £ er C—tangentvektorfel-

tep, definerede pa en &ben mengde UcX gzlder der

R(Z3E9m) = VeV 2 = V0L = V(e 18

hvor V betegner den til G hgrende covariante differentiation, mens

R(z:£,n) betegner det ved

R(Z365m) g = R (8,36 omy)

bestemte tangentvektorfelt pa U.
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Afpildningen Rx kaldes krumningstensoren for den Riemann'ske

metrik G i punktet x<X.

Lad nu <X1,obopxn) vere tilladte lokale koordinater i X. Vi

indfgrer da krumningstensorens koordinatfunktioner Rﬁij ved fgl-
gende relation mellem tangeatvektorfelter
0 o) ¢
R( a_ . = o .) = R" "‘Q"" °

2 S 3 L
ax® oxt ox? K1d 5,7

Disse funktioner fastlmgger krumningstensoren inden for koordina«

ternes domeéne, idet man af multilinesriteten far

k 93 i o 30 L J kpp o)
R(Z™ ~=g5 €7 —1o 0" ==3) =€y 5
axk axl axJ kij axp

For at bestemme funktionerne R benytter vi den tidligere udled-

kilj
te koordinatformel for den covariante differentiation og far, idet
[a/0x, 0/0%x%] = 0 :

P9 d 5
R . . == — L0 S
kij oD Vo V % Vs Vi x

- dX r (op:¢
axl axJ
_ d_ TP S d_ TD r 0
= (= 2+ [0 7R - 2 T2 - 08 7P)
oxt Ik jk lip oxd ik r;k rgr 552 4
altsi
P 0 _ P o) - P T rp I —Dp
R..="'"‘=“"".". = e s . . - o
kij oxt ik aXJ ik * r; r;r r;k rgr

Man bemzmrker, at der gzlder Rﬁji = Rijj i overensstemmelse med

at R(Z;E,m) er antisymmetrisk 1 & og no
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Idet der gzlder [a/0x™, 5/0x%] = 0 kan vi udtrykke krumnings-
tensorens hovedegenskab pa koordinatform ved, at hvis Z = gka/axk

er et C’~tangentvektorfelt, gzlder der

_ JELD d
Ve Vg 68V, Vi &=5HF, P
-1 T3 —3 T3
o0x ox ox ox

Denne relation bruges hyppigt i litteraturen som udgangspunkt ved

indfgrelsen af krumningstensoren.
Krumningstensoren har den egenskab, at g og R(g;g,n) er
ortogonale, altsd der gzlder

¢ (£sR, (Z569m)) = O

for hvilkesomhelst tangentvektorer §,n,§€TXX. Lad nemlig £,n 08 Z
vere C”-tangentvektorfelter i en omegn af punktet x (der i x har

de givne tangentvektorer som feltvektorer)., Af formlen

£(a(n,8)) = 6EME) + 6(n,TgL)

far vi da
g(n(a(z,z))) = %(G(z;,vnz)) = ze(z,vgvnz) + 2G(v§z;,vnz> ;
n(e(a(zg))) = 2n(G(2;sV§?;)) = 2G(z,vnv§z,) + 2G(vnz,v§z;) ’

[f:n](G(Z_,!Z,)) = 2G(§,V[§m]2§) ;

Idet [§,n] = gon = no& f£&r vi heraf

0 = ze(z,vgvng) - 2G(z,vnv§;) ~ 2G<z,v[§m]r,) = 26(z,R(Z3Em) )

hvormed pastanden er bevist,
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Denne egenskab ved krumningstensoren udnyttes bekvemmest ved at

betragte den ved

Rx(es:z?f?ﬂ) = Gx(est(Z,;f?n))

definerede afblldning

R TXX % Tx_Xx T, X x TXX—-> R .

Denne afbildning kaldes ogsd krumningstensoren, eller den Riemann-
Christoffel'ske krumningstensor (for at skelne den fra den fgrst
definerede krumningstensor'~ igvrigt adskiller de sig tydeligt ved
antallet af variable. Navnet haftes ogsd hyppigt i stedet pa den
fgrst indfgrte). Den er en multilinesr afbildning, idet GX er
bilineszr og RX(;,) multiline®ar. Den ovenfor udledte formel betyder,

at Rx(g,ggg,n) = 0. Heral f&s for £,n,%,8 € T_X under brug af mul-

tilineariteten

RX(<§993§!’T)) + RX(GsC;fm) + RX(Zszﬁfﬂ))

{]

0 = R (£+8,5+6;€,1)

+ Rx(eseifsﬂ)

il

R (£58;6:m) + R (8,5;6,m)
altsé
R (£:656:m) = -R (0,5;36,n).

. . j L] s 0 o
Man ser endvidere at antikommutativiteten i & og n er bevaret, sa

der g:lder

Ry (0:2364m) = -R_(8,4;1,8) -

De to krumningstensorer har andre (anti-) symmetriegenskaber; dem
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har vi dbg henvist til en opgave, da vi ikke far brug for dem i

det fglgende.

Lad nu (xq,...,xn) vere tilladte lokale koordinater i X. Vi

. L X
definerer da n' funktioner Rmkij ved
o) 0 o) o)
R . = R( [ ; rag ] .).
mk1j - axm axk axl axJ

Af multilineariteten far vi

m k 9 i 9 j k.i JR ., ..
R(6 ﬁ,z % € ai,naaaj)=e’“z§n3mkla,
X X X

s& disse koordinatfunktioner fastlzgger Riemann-Christoffel tenso-

ren indenfor koordinaternes domsne. Af definitionen far vi

R, ..=06(-2, RP, . ) = ¢ (%, 2)R2, . = g RP, .,
miki j axm kij axp aXm axp kij mp " kij-

Antikommutativitetsrelationerne giver sig pa koordinatform udtryk

ved

Bemij = Rukij 8 Prmji = “Prmij®

Lad os nu betragte en flade X med en Riemann'sk metrik G. Med

hensyn til parametre (u1,u2) i X har vi da

Riogo = "Ryopy = RBoyng = "Rpyype

De gvrige 12 stgrrelser kaij er O, fordi de enten har i = j eller

k = m, Heraf fis

2
R(esé;g’n) = R1212(91é2§1ﬂ2 - 91C §2n1 + 9261§2ﬂ1 - 924151772)

2

il
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Krumningstensoren er altsd fastlagt ved den ene stgrrelse R1242n
Nu er denne imidlertid afhzngig af valget af parametrene, men vi

kan finde en geometrisk invariant, som beskriver krumningstensoren,

idet der g®mlder

Setning: Givet en flade X med Riemann'sk metrik G, Da findes til

hvert punkt x€X et og kun et reelt tal K(x), sdledes at der for

vilkdrlige tangentvektorer £,n € T X gslder

R (£,m5€m) = K(x) (6, (£,6)0,(nym) - (G,(£,m))7)

hvor RX betegner Riemann~Christoffel tensoren i punktet x for me-

trikken G.

Bevis: Lad (u1,u2) vere parametre i X i en omegn af punktet x. For

En € TXX, hvor & = §l'a/au1 og n = nJa/auJ har vi da

6, (€,6)8,(nm) - (¢ _(g,m))?

RS O ¢ J.a _ i3d p
g1p§ 3 gjq_ﬂ n gj_jf ] gpq_§ N

1i

- i Jj.p 4 _ i j.p_a
(g 8148y N ETNT = Ay £TNET

. 8.
ip 44 1J7pd

Her kan vi bensrke t A, . = g, T - S = 3 i =
s 4 ijpa glngq glagpq O nar 1 g eller

j = pe De L4 resterende koefficienter kan udtrykkes pa simpel mide,

idet vi benytter determinanten g = g11g22 - (g12)2:

Ayogo = Boypq = "hyyop = Aoy = 8

Heraf fas

g.(§1n2__ §2n1)2

L3

Il

6, (€:8)a (nm) - (e (e,n))°
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Fra f¢r har vi

Rx(fa'ﬂ;f,'n) = R1212(§1ﬂ2 - 527)1)2

Idet g + O har vi hermed pastanden, idet K(x) = R1212(x)/g(x).
Af K(x) er entydigt bestemt ved smtningens formel fglger af, at

der findes tangentvektorer £,n, sidledes at
2
G, (€58)8(nym) = (G,(Esm))7 O ;

ifglge det ovenstiende behgver vi nemlig blot (med hensyn til pa-
2 2 1 2 ~
rametre (u',u°)) velge (€1,6%) = (1,0) og (n'sm°) = (741).

Hermed er s:tningen beviste

Hvis £, € TXX er pa hinanden vinkelrette enhedsvektorer, altséa

Gx(fﬂl) = 0, Gx<§9§) = Gx(mn) = 4, har vi
GX(E’g)GXKn’n) = (Gx(f:ﬂ))z = 1

og hermed

Rx(f’n3§sm) = K(x).

(Angaende stgrrelsen Gx(f’f)Gx(”'ﬂ) - (G-X(g,n))2 kan vi bemarke,
at den har en geometrisk betydning. Indfgres nemlig vinklen v

mellem £ og n ved den naturlige definition
1
G, (Esm) = cos v (G (£,6)0,(nm))2

(skalarproduktet er produktet af lazngderne og cos v), far vi
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6,(€,6)e (n,m) = (6,(E,m)) = 6 (£,6)6, (n,m) siny,

og stgrrelsen kan altsd fortolkes som kvadratet pa arealet af det

af £ og 7 udspandte parallelogram).

Stgrrelsen K(x) kaldes krumningen af metrikken G i punktet xcX.

Den fastlegger péd simpel made krumningstensorens koordinatfunk-

tioner med hensyn til parametre (u1,u2): Af
qm _am oD _ oGP _ o4
€ Rukij = & BrpRrij = SpRkij = Brij
0g
Ripgo = “Ryopy = Roypy = “Royyp = &K

er O, far vi, idet vi fra formlen for invers

og da de g¢gvrige Rmkij

matrix har

gl - ggg/g , 8% = 8,,/8 g'? = &1 - -8,/8 »
at

Risp = "Ripy = K&jp » Rbyp = -Rlyy = Kap,

Ripg = Fipp = K&y » Ropy = Ro, = Kay,

mens de gvrige koefficienter er 0 pad grund af antisymmetrien.
(En s& sterk forsimpling af krumningstensoren er ikke mulig for

Riemann'ske mangfoldigheder af dimension stgrre end 2).,

For en flade i rummet (X,P) med parametre (u1,u2) har vi i

§ 7 side 20 indfgrt stegrrelser Riij ved en koordinatformel. Hvis
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vi sammenligner denne formel med den ovenstidende formel for krum-
ningstensorens koordinatfunktion ser vi, at disse stgrrelser netop
er koordinatfunktionerne for krumningstensoren af den metriske fun-
damentalform G af fladen (X,P).Vi har altsd i denne paragraf op-
bygget et geometrisk indhold bag disse stgrrelser. Betragter man
videre formlen § 7 side 21 for fladens Gauss'ske krumning og sam-

menholder denne med

1 _1 m
K =2 Rop1 =5 8nolyzg

ser man, at krumningen af den metriske fundamentalform G (som oven-

for defineret) er lig den Gauss'ske krumning af fladen (X,P) d«V.s.

produktet af hovedkrumningerne.

I det fglgende vil vi studere eksemplef pa flader X med Rie-

mann'sk metrik @ med den egenskab, at der til vilkarlige punkter

X,s%X, € X findes en isometrisk afbildning F:X - X med,F(x1) = X

Ifglge det foregiende er en ngdvendig betingelse, at krumningen K
af metrikken G er konstant, og flader af den ovennsvnte art ma
altsd sgges blandt fladerne med konstant krumning. For hvert r > O

er en kugleflade i R3 med radius r en flade med konstant krumning

K = 1/r2 (idet den forsynes med den fra rummets Euklidiske metrik
inducerede Riemann'sk metrik), og planen R2 med den Euklidiske me-
trik er en flade med K = O, Alle disse flader har som bekendt den
ovennavnte egenskab, idet isometrierne af kugleflade er drejninger
om diametre og spejlinger i diamentralplaner, mens planens isometri-
er er parallelforskydninger, drejninger, spejlinger i linier og gli-
despejlinger (liniespejling efterfulgt af en parallelforskydning i

spejlingsaksens retning). Endvidere ved vi ogs& hvor mange isome-
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trier disse flader tillader, idet det for hver af dem gmlder, a

til to givne tripler (x,que2) og (E,éjpéz) hvor x og % er pupkier,

64562 et ortonormalt par af tangentvektorer i x og 31

normalt par af tangentvektorer i X, findes en og kun cn idw

F : X 5 X med

F(x) =% , dFX(e1) =&, og de(eZ) = &g

-

For en ordens skyld anfgrer vi et bewis:

a3

Silfslde i pidtuornsies £or

Eksistensen: En spejling - 1 det plane

punkterne x og ¥ - i kugleoverfladetilfeldet i midinormaiplanen

for punkterne x og %, som er en diamentralplan, vil fgre
X over i1 X. Vektorerne kan derefter bringes na plads ved
en eller to spejlinger i Jinier, henholdsvis diamenitralplaner. gen-
nem punktet X. Hvis vektorparret (é1ié2) og billedet (egﬂeé) ar

vektorparret (81,62) ved den allerede udfgrte spejling lndacerer

RLAS

modsatte omlgbsretninger, kan vi opnid dette ved at spejle 1 2

1t

halveringslinien for €, og e% (som da ogsi er vinkelhalveringslinie

for e, 08 eé) - 1 kugleoverfladetilfeldet 1 diamentralpliancn gennemn

4, -
retazer

denne linie. Giver de to vektorvar samme omlghsretning, for:
vl en spejling i en linie, henholdsvis diamentralplan, gennsn X,
hvorefter den afsluttende spejling kan foretages.

Entydigheden: Det er abenbart nok at vise, at en igometri I, sc

afbilder en tripel (2964982) p& sig selv. er den idectislks afuil

ning, Vi kan her pemarke. at da &6, 6T Cu basis Tor tangentrii-

o

oY

met i punktet x, dFX(e1) = e, 0og dFX(e?) = @y, 6w CF den identi-
PURUI

ske afbildning af tangentrummet i punktet x (da den er linemr).

Videre vil ¥, da den er isometrisk, afbilde en geodaesisk lrivw= DA

en geodatisk kurve med bevarelse af buelangden. og i ethvert

af en s&dan vil differentialet AP afbilde kurvens tangentvelitor LA
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billedkurvens tangenﬁvektor i billedpunktet. Heraf fglger, at en-

hver geodetisk kurve,som gar gennem punktet x, vil afbildes pa sig
selv punkt for punkt og hermed, at F er identiteten, idet der bade
for plan og kugleflade gzlder, at ethvert fladepunkt kan forbindes

med punktet x med en geodztisk kurve.

Vi noterer os, at vi samtidig har faet bevist, at enhver iso-
metri af den Euklidiske plan kan fas som en sammensztning af to
eller tre spejlinger i rette linier og at enhver isometri af en
kugleoverflade kan fas som sammensztning af to eller tre spejlin-

ger i diamentralplaner.

Vi har tidligere (§ L ¢v. 6, § 5 ¢v. 6) set et cksempel p&a
en flade med konstant negativ krumning, nemlig pseudosfaeren. Den-
ne flade er (trods sit navn) ikke s& rig pa isometriske afbildnin-
ger som de ovennavnte flader. Hvis man imidlertid giver afkald pa
at ville have fladen realiseret i rummet, er det muligt at kon-
struere en flade med negativ krumning, som tillader et lige s& om-
fattende system af isometrier som planen og kuglefladerne. Som un-
derliggende differentiabel mangfoldighed for en sa&dan flade vil vi

benytte et stykke af R2 med parametre (u1,u2). Vi forsgger med en

1

hvor funktionen f(u1,u2) s& ma fastlmgges, saledes at krumningen

K bliver en negativ konstant —1/r2, hvor r > O.

=

Idet g11 = g22 = f2, g12 = g21 = O giver tidligere udledte

formler, at




of
2

ou

Q

L

=1
N
!

=]

N &

!

I
|
NN

tl
Hyj—
Q

1 _ 2 _ 1 _13f_
’]_111‘ ﬁz‘rzz“fau1

0og hermed
2 o) 2 ) 2 T 2 _ rr 2
Rioy = 73 Iqy T To7 + Ty [on - Ty Ig
ou o]
_ s azf " 62f - ,1_((61')2 + (@f)z)
- r 142 2.2 2 1 27/ °
(ou’) (ou”) f ou ou

2 2 s .
Idet Ry, = Kgyy = K/f° far vi heraf

2 2
2 2
K = f( o_f 9 T ) - (6f )< - (df2)
2\ 2 1
) ou ou

(au1)2 (ou

*

Der findes naturligvis mange (ogsa komplicerede) funktioner f,
for hvilke K = —1/r2. Ved indszttelse vil man imidlertid se, at
der blandt lgsningerne findes polynomier i u og u2. De simpleste
heriblandt er

2

f(u1,u2) au1 + 5u2 med a2 + ﬁz = 1/r

og

r(u!,0?) = A01-(h® -(®)3?) .

Vi benytter den sidstnzvnte og har altsd hermed en Riemann'sk me-

trik G pa enhedscirklen

B = fulw®) e ?® ] @hHZe PV <1

givet ved
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hvor
A _ (N2 _ 242
=t - hH2 - @),
. 2
som har konstant krumning K = =-1/r".

En C”=afbildning F : E » B, givet ved et funktionspar (v1(u1,u )y
v2(u1,u2)), er en isometri af (E,G) ndr og kun nar der for hvert
XEF og hvert indexpar j,k geslder

o) 0 ol o)
G (aF_(—5=), aF_(-5)) = G (==, ~*%),
P(x) x auJ X'auk x auJ auk

eller p& koordinatform

12y a1 2
1, 4 2y 2,1 2vy ov2(u ,u°) ovi(u' ,ut) _ 1 2
8,q (v (u'su”) ;v (u’,u”)) o -z = gy (u 7).

Heraf ser vi, at den ved (u1,u2) - (u1,—u2) givne afbildning er

en isometri af (E,3). Ved denne afbildning afbildes den ved

u1 =%

u2 = 0

-1< <1

fremstillede kurve p& sig selv punkt for punkt, og idet afbild-
ningen er en isometri, vil dens differential f¢1gelig afbilde
kurvens tangentvektor v1(s) og dennes afledede §v1(s)/6s pa sig
selv. Nu er v1(s) proportional med a/au1 og §v1(s)/6s derfor pro-
portional med a/auz, ideta/au1 og a/au2 er ortogonale (da g12=0).
Afbildningens differential afbilder i kurvepunkterne a/au2 pa

-a/auz, og der galder fglgelig €v1(s)/&s = 0 d.vVess kurven er en

geodztisk kurve. Kurvens buelazngde s ud fra t = O bestemmes ved

at’ = Bye\eYagT Gt = (12t2)2
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altsa
t 2r 1+t
S = -—§dt=rlnm.
o 1-%

Heraf ses, at kurven strazkker sig uendelig langt i begge retninger
idet der gzlder s - o for t - 1 og 8 5~~ « for t - -1,

Ved de videre undersggelser er det hensigtsmmssigt at benytte
regning med komplekse tal, idet vi samler parametrene (u1,u2) til
en kompleks parameter z = u1 + iu2. En afbildning F : E - E bli-
ver herved beskrevet ved en kompleks funktion w = F(z) af den

komplekse parameter z. Afbildningen ovenfor er i denne formule-

ring w = z. Metrikken udtrykkes pa enkel made ved den komplekse

parameter z:

urz

B1q = 8o = 55 840 = 8y = 0o
1 (1-12] %)%, 1

Fra funktionsteorien vides, at de homeografiske transformationer

— H4
az+]

hvor © er et reelt tal og a et komplekst tal med |al < 4, er bi-
jektive afbildninger af E pd sig selv. Vi vil lige eftervise dette
pany, da vi i det fglgende for brug for det resultat, som frem-

kommer ved udregningen. Et lille regnestykke giver

2 2
1 - w2 o (lal D (=]z]7)
|w[™ = - ’
laz + 1]
hvoraf vi slutter, at periferien {z[lzl = 1} afbildes i sig selv.
Idet O € E afbildes pa a € E slutter vi af kontinuiteten, at E

afbildes i sig selv. Afbildningen er bijektiv, idet den inwverse
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afbildning er

-ie w+ Db
72 = € :'a"_’
bw+1

nvor b = -aet®, Disse afbildninger er isometrier af (E,G). Ved

beviset herfor kan vi med fordel benytte den komplekse regning.

Tdet w = v + iv2, QeVeSa (v1,v2) er parametrene for billedpunk-

tet, far vi ved kompleks differentiation

dw _ o N v av- _ iav1' _ Jle 12 1al®
T - R Y- R = \2
dz  ou ou ou du (az+1)
hvilket giver
- (o (o) - (2 (o) -
dz ou’ ou’ ou® ou’ laz + 1|
g
av']av1 av av
T 3 T 5 =0
ou ou ou Ju
Vi skal eftervise, at
ovE ov
s 7T o= N Z o
gpquaaak €4 (2)
Dette fglger af de ovenstaende formler, idet vi har
g, (w) = g o(w) = b ur|5y v 1)t og g, ,(w) = 0
11 T e22 - 2 2\ 2 2\ 2 2 - v
(1-1w1)? ~ (1-1alD%(1-1212) 1

Idet w = z ogsd er en isometri har vi hermed, at (E,G) tillader

fplgende isometrier




i +
- e e E a
az+ 1

© reel, a € E
ele Z + a

az+ 1

De gverste bevarer orienteringen i E, mens de nederste vender

orienteringen.

Idet (e:,e;) betegner et ortonormalt par af tangentvektorer i
punktet O findes der til hver tripel (x,e1,82), hvor x € E og
€198, T et ortonormalt par af tangentvektorer i punktet x, en
i tri a ( ° ar_(e,) 0
isometri F : E » E med F(x) = O, dFX e1) = &, og - €5) = €50

En passende isometri af den ovennsvnte art (a = -x) vil nemlig
afbilde x pa 0. Derefter kan vektorerne bringes pa plads ved hjzlp

af en drejning w = elez eller spejlingen w = Zz efterfulgt af en

drejning.

Heraf fglger, at til to givne tripler (x,eﬂ,ez) og (i,é1,é2

X og X er punkter i E, €15 €5 et ortonormalt par af tangentvekto-

rer i X og %1,52 et ortonormalt par af tangentvektorer i X, findes

en isometri F ¢ E - E med

F(x) = %X, 4F (61) = %1 og dFX(e2) =&, .

X

Vi kan ved det samme rasonnement som tidligere vise, at der kun

findes een sidan isometri. Hertil skal bevises, at hvilkesomhelst

to punkter i E kan forbindes med en geodatisk kurve: Vi bemsrker,
at da kurven u' = t, u” = 0 er geodmtisk og drejningerne w = o %

. . 2
isometrier, er enhver kurve u1 =at, u = gty a og B reelle med

(a,ﬁ) e (0,0), geodztisk. Ethvert punkt i E kan altsa Fforbindes
med O med en geodetisk kurve. Heraf fglger pastanden ved anvendel-

se af en passende isometri,
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(Vi har hermed bevist, at enhver isometri af (E,G) er en sammen-
setning af de ovenfor anfe¢rte. Man kan bevise (ée ¢ve7)at en
sammensgtning af to af disse igen er af samme type. De ovenfor

anfgrte er altsd samtlige isometrier af (E,G)).

En homeografisk transformation er cirkeltro, hvormed der,
en cirkel eller ret linie pa
menes, at den afbilderVén cirkel eller ret linie. Indfgres nem-

lig det komplekse dobbelitforhold af fire forskellige punkter

Z1’Z2’ZB’ZM 1 den komplekse plan ved

2272y )
Z—%
3 72 Zu z1

df(z1,22923,zu) =

viser en udregning, at en homeografisk transformation er dob-

beltforholdstro, altsd dobbeltforholdet for fire vilkarlige

punkter er lig dobbeltforholdet for hilledpunkterne. Heraf f¢l-
ger cirkeltroskaben, idet fire forskellige punkter ZysZprlzaZ)
i den komplekse plan ligger p& en cirkel eller en ret linie nir

og kun nar dobbeltforholdet df(zﬂyzz,zi,zu) er reelt.

Idet en homeografisk transformation er konform (vinkeltro)

fglger heraf, at transformationen

1 - agz

vil afbilde en cirkel gennem a, som skzrer E under rette vink

ler - en sdkaldt ortogonalcirkel til E, 1 en diameter 1 E.

Denne sidste er imidlertid, som tidligere vist, en geod:tisk kur-

ve for (E,G). Diametrene og ortogonalcirklerne i E er altsa

geodztiske kurver for (E,G). De er samtlige geodmtiske kurver,

idet vi til ethvert punkt ack med tangentretning e kan finde en

kurve af den omtalte art, nemlig billedet af en passende diameter
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ved transformationen

z+ a
W= =

az+1
Der er ingen af ortogonalcirklerne, som gar gennem O, hvoraf
fglger at et vilkdrligt punkt acE, a + O kan forbindes med O
med en og kun een geodstisk kurve. Ved en isometri fas heraf,

at der gennem hvilkesomhelst to forskellige punkter i E gar en

og kun een geodatisk kurve.

Vi har hermed éet, at den Riemann'ske mangfoldighed (E,G)-
bemidder de fzlles egenskaber ved den Euklidiske plan og kugle-
fladerne, som vi her szrlig har interesseret os for. Den sidst
beviste padstand viser, at analogien mellem planen og (E,G) rak-
ker videre en amalogien med kuglefladerne, der jo som bekendt
ikke har den ovennavnte egenskab. Dette fanomen har spillet en
stor rolle i matematikkens historie. Indfgrer man nemlig en geo-
metrisk terminologi, idet de geodmtiske kurver i (E,G) kaldes
linier og indfgrer man afstands- og vinkelmal i (E,G) ved at
madle afstanden mellem punkter som langden af den mellemliggende

geodsztiske bue og vinkler pa& den naturlige made ved hjelp af

metrikken G, fas en geometri, den sakaldte ikke-Euklidiske geo-
metri, hvori en lang rzkke af den Euklidiske geometris satninger
gzlder. Denne analogi er sarlig fremtradende, hvis man betragter
Euklids aksiomatiske opbygning af geometrien (sém i moderne og
fuldstendig formulering findes i Hilberts érundlagen der Geome-
trie). Samtlige aksiomer er smtninger, der «gsd gmlder i den

ikke-Euklidske geometri, pénzr parallelaksiomet: Er der givet en

linie 1 og et punkt P, som ikke ligger pad 1, da findes hgjst een

linie gennem P, som ikke skzrer 1. Der er i tidens 1lgb gjort man-
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ge forgmves forsgg pa at bevise, at parallelaksiomet skulle va-
re en konsekvens af Euklids gvrige aksiomer; med konstruktionea
af den ikke-~Euklidiske geometri (i begyndelsen af forrige arnuw-
drede) blev dette meget diskuterede spgrgsmal afklaret.

Det er naturligt at spgrge, hvorfor vi ikke har Xkonstrueret
den Riemann'ske mangfoldighed (E,G) som en flade i rummet 22,
Dette har en meget naturlig grund, idet der ifglge en saztning
af Hilbert ikke findes nogen C —immersion E - R39 som er isome-

trisk med hensyn til metrikken G p4 E og den Euklidiske metrik

iR,
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pvelser til § 10.

Vis, at krumningstensorerne for en Riemann'sk mangfoldighed op:--

fylder identiteterne:
R(g;E5m) + R(E;5ms8) + R(nsg,E) = 0
R(€,2;8m) = R(£:m;3952)

Opskriv dd hertil svarende relationer for koordinatfunktionerne
RP . og R . .. med hensyn til tilladte lokale koordinater.

kij mkij
Denne ¢gvelse er en direkie fortszttelse af gvelse 3 i § 9 (se

denne) .

Idet R betegner krumningstensorerne for den metriske funda-
mentalform af fladen X og a, b, ¢, & tangentvektorer til X 1 et

punkt x€X skal man vise, at

R(g;asb) + L(R,c)D N - L(g,c)D, N = Q

2

R(dsc5a,b) = L(kse)L(a.d) - L(a,c)L(b,d)

e

(Betragt tangentielle felter a,b,¢ og benyt, at R3 har krumnings-
S YR A

tensor identisk 0). Bevis Gauss' Teorema egregium (§ 7. s. 20)

ved indszttelse af hovedretningsvektorerne i1 den sidste af lig-

ningerne.

I en flade X med Riemann'sk metrik G er givet parametre (u1,u2),

s8ledes at der gzlder

1 2.,\2
8oy = 05 8yp = (£(u',u%))%,

Byqy = 1o 8yp = 8oy

hvor £ er en positiv funktion.
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Bestem stgrrelserne g7, r;19 rqf, r_1g og R$24 og vis herved,

at krumningen er

Et eksempel pa parametre af denne art er de szdvanlige parametre

pd en omdrejningsflade (se § L side 16-18).

Givet er en flade X med Riemann'sk metrik G, et punkt x €X og et
ortonormalt par (§1,§2) af tangentvektorer til X i x_. Man kan

da bevise, at fplgende konstruktion fgrer til parametre (u1,u2)

i en omegn af punktet xo(sékaldte normalkoordinater) :

For et vilkarligt reelt talpar (a1,a2) med (a1)2 + (32)2 = 1
betragtes den geodmtiske kurve ¢(s) med naturlig parameter s, for

hvilken

0p(0) = x, , o) _ i

ds

og parametrene defineres ved, at man til talsattet (u1,u2) =
(Saﬂ,sa2) knytter punktet ¢(s)eX.

Vis, at idet @ og s betegner reelle variable og
(am,az) = (cos 6, sin 98) , (b1,b2) = (-sin 8, cos 6)
gzlder der

1 2y i3
gij(sa ,8a%)a'p? = 0.

3 T-NE 9 1 2y i3
(Udregn 35 (gij(sa ,887)a"b?) og 35 (gij(sa ,8a”)a"a")

og benyt parametrenes egenskaber).

Vi indfgrer nu nye parametre (51,52) (sdkaldte geodatiske
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u1 = a1 + b1t, u2 = a2 + b2t, hvor a1,a2,b1,b2 er reelle kon-

X . 2
stanter med (b1,b2)  (0,0), er geodmtisk. Vis, at (u1,u ) er
geodxztiske nar og kun nir

R 1 2 5
11 = oo =05 T4y =205 » oo =205 «

#Vis, at en ngdvendig betingelse for eksistensen af geodztiske

parametre er, at krumningen K er konstant.

IR betragtes kuglefladen med ligning (x1)2 + (x2)2 + (xj)2 =~ p°
(r > 0)s Liniestykket, som forbinder punkterne (0,0,0) og
(u1,u2,r) skarer kugleoverfladen i et punkt. Herved fis parametre
pad en halvkugleflade med hele u1-u2-planen som parametermngngde.

Vis ved et geometrisk r&sonnement, at de er geodatiske.

Gennem et vilkarligt punkt (um,uz,o) € > med (u1)2 + (u2)2 <1
og punktet (0,0,-1) l:gges en ret linie. Denne linie skzrer kug-

lefladen med centrum (0,0,0) og radius 1 i et punkt

(V1:V2:V3) + (0,0,-1). Vis ved et geometrisk razsonnement, at
(V19V2) er geodstisk parametre for E = {(u1,u2,0)€R3|(u1)2+(u2)2<1}

forsynet med den 1 teksten omtalte Riemann'ske metrik.

Ifglge side 15 har metrikken
2
Byq4 = 82 = 22 B2 T 812 =
o 1.2 2 2 . 1
pé& halvplanen {(u ,u”) € R® | u” > 0} konstant krumning K = - -5.

r
Vis, at idet vi indfgrer en kompleks parameter z ved z = u + iu ,
er alle afbildningerne
az + b
W o= ——— as;b,c,d reelle, ad - bc > O
cz + 4 .

isometrier.
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Bestem de geodaztiske kurver. Angiv en isometrisk afbildning af

halvplanen med denne metrik pa enhedscirklen E med den i teksten

indfgrte metrik.

Til en 2 x 2 matrix A med komplekse elementer og det A + 0 kan

man knytte den homegrafiske transformation

819 19 { 1 %2 }
= , s hvor A = .
8o42 * 85y = 8514 Bop

Z + a
F(é) S W

Vis, at F(A) = F(g) nadr og kun ndr matricerne A og B er propor-
tionale: A = ¢B , c € C\ {O]}.

Vis, at F(A B) = F(4) o F(B).

Vis, at de pad side 17 anfgrte homeografiske transformationer

netop svarer til matricer af formen

{ac be ]
be ac

hvor a,b og c er komplekse tal med |a|l > |b| og ¢ $ O. Vis her-

ved den p& side 20 fremsatte pastand, at disse transformationer

udger en gruppes.

I de fglgende gvelser undersgges den ikke-euklidiske plan (E,G).
Punkterne pa periferien E \ E kaldes uegentlige punkter eller
grensepunkter. En geodaetisk kurve i E, altsd en diameter eller
ortogonalcirkelbue, kaldes en "linie", og dennes sk&ringspunk-
ter med periferien E \ E kaldes "liniens'" gransepunkter. Som
nevnt 1 teksten pa side 21 miles afstande og vinkler i B ved
hj=lp af metrikken G. Idet G er en konform metrik (sml. § 9 @v.l)

er vinklerne de smdvanlige vinkler i E c 2%,




Be
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Vis fglgende:

Vinklen v mellem to hinanden skarende "linier" 11 og 12, som

har gra&nsepunkterne u1, v1 henh. Uys Vo €T bestemt ved

2
tg % = - df(u1,v1,u2,v2).

(Vis fgrst formlen i tilfeldet uy = =1, v, =1, u, = ="
= e

v, =
Idet z og z' er punkter pa '"linien" med gransepunkter u og v

iv)

gelder der
dist(z,2') = -r 1n Af(u,v,z,z')

(Vis fgrst formlen i tilfzldet u = =1, v=1, z = 0, z' = t,

t reel under benyttelse af resultatet pd side 17).
Formlen for vinklen indeholder et valg blandt de to mulige vink-

ler og formlen for afstanden giver en fortegnsregning. Ggr rede

for det geometriske indhold heri.

For en 2 x 2 matrix A med komplekse elementer og det A § O

betragtes tallet

tr(A%)
n(a) = & Fm
(hvor tr betegner sporet, altsad summen af diagonalelementerne i
den pagazldende matrix).

Vis, at

n(B A B™') = n(a)

e
>
vy}

og at h(é) = h(B), hvis A og B er proportionale.

Som fglge af sidstnzvnte egenskab kan man til en homeogra-




Mat. 33 1965"'66 IV,10,¢V¢9""

fisk transformation knytte tallet
n(P(4)) = h(a).

Vis, at der for homeografiske transformationer F1 og F2 gelder

n(F, ° 7, ° Ft) = n(F, ).

Vis, at for

F:ws= ele 2 7 8 sy © reel,,|lal <1,

az + 1

gelder der

Vis, at de egentlige (d.v.s. orienteringsbevarende) ikke-eukli-
diske flytninger kan klassificeres pa fglgende made:
1« =1 < h(F) < 1 : Betragtet som afbildning af B pa sig selv
har F netop €t fixpunkt c € E.
2. h(F) =1 ¢ F er den identiske afbildning, eller den har net-
op ét fixpunkt ¢ € E \ E.
3« h(F) > 1 : F har to fixpunkter u,ve BE \ E.
En flytning af type 1 kaldes en ikke-euklidisk drejning
med drejningscentrum C. Vis, at en vilkarlig "linie'" 1 gennem
¢ afbildes pa en "linie" 1' = F(l), hvor vinklen v = J (3,1')
er bestemt ved cos v = h(F). (Betragt fgrst tilfmldet ¢ = 0).
En flytning af type 2 kaldes en grsnsedrejning med granse-
centrum ce.
En flytning af type 3 kaldes en ikke-euklidisk translation
og "linien" med gransepunkter u og v kaldes translationsaksen.
Vis, at translationsaksen afbildes pa sig selv, og at der for

et vilkdrligt punkt z pd denne gszlder cosh dist (z,F(z)) = h(F).
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(Betragt fgrat tilfzldet u = =1, v = 7).

Vis, at en ikke-euklidisk drejning er fastlagt ved centret
c, en orienteret "linie'" gennem c¢ og dennes billede ved drej-
ningen., Vis, at en ikke-euklidsk translation er fastlagt ved

aksen, et punkt pd denne og dettes billedpunkt.

Vis, at en ikke=-euklidisk translation med graznsefixpunkter u og v
afbilder enhver cirkelbue gennem u og v pa sig selv. Vis herved,

at en s&dan cirkelbue er parallelkurve til "linien" 1 med granse-
punkter u og v i den forstand, at der pa alle '"normalerne'" til 1

(deves. "linier" vinkelret pd 1) ligger "linestykker'" af samme

ikke-euklidiske lsngde mellem "linien og parallelkurven.

Vis, at en uegentlig (d.v.s. orienteringsvendende)ikke~euklidisk
flytning har precis to forskellige grensefixpunkter u og v. (Sag

fixpunkter z = e*® for transformationen p& side 19). "Linien"

med gransepunkter u og v kaldes afbildningens akse. Vis, at den

afbildes pa sig selv.

Hvis ethvert punkt pé& aksen er fixpunkt, kaldes afbildningen
en ikke-euklidisk spejling. Vis, at der til enhver '"linie' 1
findes prazcis én spejling med 1 som akse, og vis endvidere, av
en spejling er involutorisk. (Betragt fgrst tilfmldet, hvor 1

er "den reelle diameter').

Vis, at en uegentlig ikke-euklidisk flytning, som ikke er
en spejling, er sammensztningen af en spejling og en translation
med samme akse, en sikaldt glidespejling. (Betragt fgrst det til—

felde, hvor gransefixpunkterne er 1 og —1).
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Skriftlig prgdve
Alle hjelpemidler er tilladt,

En besvarelse betragtes som fuldstendig, hvis to af opga-
verne 1, 2, 3 og to af opgaverne 3, 4, 5 er korrekt ldste,

Opgave nr, 1.

I en projektiv plan H2 er givet to forskcllige punkter A og

B, tre indbyrdes og fra linien AB forskellige linier 845 8o
az gennem A og tre indbyrdes og fra linien AB forskellige
linier b1, b2, b3 gennem B , Skeringspunktet mellem a; 08
bj betegnes Cij’ i,j = 1,2,3, Der gelder da, at 1inierne
012021, 031013 0g 023032 gdr gennem samme punkt,

Bevis denne setning (f.eks., ved at inddrage dualitetsprin-
cippet for planen),

Planen 112 antages at vere en linear mangfoldighed 1 et
tredimensionalt projektivt rum, Formuler setningen, der fas af
den nzvnte ved anvendelse af dualitetsprincippet for rummet,

Opgavé nr, 2,

Laa A,B,C,D;E vere indbyrdes forskellige punkter p& en
linie 1 i den reelle projektive plan, Gennem hvert af punkter-
ne A,B,C 1l=mgges en fra 1 forskellig linie, henholdsvis a,b,c,
sdledes at disse tre linier ikke gér gennem samme punkt, Skerings-—
punktet mellem b o0g ¢, mellem ¢ og a og mellem & o8 b
betegnes med henholdsvis P,Q o0g R, Linien DQ sksrer b 1
S, linien EP skerer a i T, og linien ST skzrer 1 i P,

Bevis, at '
df (ABCF) = 4f(ABCD) Af(ABCE) »

enten ved hjelp af ssgtninger om centralprojektion og dobbelt-
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forhold eller ved atfiguren teénkes beliggende i den euklidiske

plan med b som uegentlig linie,

Opgave nr. 3,

I en projektiv plan 112 er givet tre punkter EO,E1,E2,
som ikke ligger p& samme linie, og en linie E¥* , som ikke géir
gennem noget af disse punkter, endvidere tre punkter FO,F1,F2,
som ikke ligger p& ret linie, og en linie F¥ , som ikke gar
gennem noget af disse punkter,

Vis, at der findes en og kun én projektiv kollineation
pt T > U °, ved hvilken B,,E,,E, og E* afbildes p4 hen-
holdsvis FO,F1,F2 og F* ,

Med hensyn til det projektive koordinatsystem med funda~-
mentalpunkterne EO,E1,E2 og enhedslinien E¥* har punkterne
F,,¥,,F, henholdsvis koordinatsattene (foo’f1o’f2o)’
(f01,f11,f21),(foz,f12,f22), og F* har liniekoordinatsettct

( Vor Vqs V2). Find en matrixligning for ¢ |,

Opgave nr, 4.
Om en given rumkurve k med den naturlige parameterfrem-—

stilling
x = x(s) a<s <<b,
der antages 5 gange kontinuert differentiabel, forudsattes, at

der ' for krumningen k o0g torsionen 7 gslder

k(s) > 0,
z(s) < 0, a<s8<b.,
k(s) + (s) =1 ,

Med k* betégnes kurven med paramterfremstillingen

y = x(s) + Xz(s) , a<s <b,

hvor v, ef hovednormalvektoren til k .

Find vinklen mellem tangentvektorerne til k og k* 1
punkterne, der svarer til samme parameterverdi s ,

Find hovednormalvektoren til k¥ samt denne kurves krum-

ning og torsion,
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Opgave nr, 5.

Den naturlige parameterfremstilling x = x(s) for en kur-
ve 1 planen er kontinuert differentiabel for s > O o0g 2 gange
kontinuert differentiabel for s > 0, Kurvens krumning er

k(s) = 1 y s >0,

—

Vs
Vis, at kurvens evolut er en cirkel.

Opgave nr, 6,

En rumkurve er givet ved en naturlig parameterfremstilling.

y = y(s) , a<s<b,
der antages 6 gange kontinuert differentiabel, Det forudsattes,
at krumningen er positiv og torsioncn en konstant c. Med B be~-

tcgnes den retlinede flade, der beskrives af kurvens binormaler.

Angiv en parameterfremstilling

x = x(u',u?)
for B, idet u1 = 8 o0g en koordinat u2 p& binormalerne be-

nyttes som parametre,
Vis, at B dikke er udfoldelig, nir @ # O,
Find den metriske fundamentalform gijdulduj for B,
For hvert reelt tal h Dbetegnes med Vh den ved parame-—

terfremstillingen
X, = v2cos v1
1 s 1
2 .1 mee (VK ey
X, = veinv , 2
1 =0 VK e,
Xy = hv s

bestemte vindelflade. Vis, at hvis ¢ % 0, findes der en isome-. .
trisk afkildning af B ind i én af disse vindelflader,
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