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Matematik 3, 1963—-64

Hans Rischel
Mat 3, Kapitel I1V: Differentialgeometri

Handskrevne noter

Differentiabel kurve
Parameterfremstilling og tangentvektor

Plane kurver
Tangentdrejning og krrumning, Frenet’s formler (s.1-2yrkningscirkel (s.3-5), hoved-
seetningen (s.5-8), evolut og afvikler (s.8-12).

Rumkurver
Krumning og torsion, Frenet’s. formler (s.1-5), en kurveddb i omegnen af et punkt
(s.6-8), hovedseetningen. (s.11-15).

Fladers parameterfremstilling. Den metriske fundaaiform
Parameterfremstilling og parameterskift (s. 2-5), tamgjan (s.6-9), den metriske funda-
mentalform (s.9-12), isometriske afbildninger (s.14-16)

Krumning af kurver pa en flade

Normalvektor og de afledede af anden orden (s.1-2), noronaiking og geodeetisk krum-
ning (s.2-4), Meusnier og Euler's seetninger (s.4-7), estelse af hovedretninger og
hovedkrumninger (s.7-9), krumningskurver og asymptatetu(s.13-15).

Retliniede flader
Tangentflader og deres udfoldning (s.1-3), vridningsttimede fLader og deres udfold-
ning (s.4-9), eksistens af vridningsfri retliniet fladedargiven kurve med given normal-
retning (s.9-11).

Indre geometri af flader

Udtrykket for Christoffelsymbolerne (s.1-2), den geodsatikrumnings isometriske in-
varians (s.3-4), en flades afrulning langs en kurve (s.4&@)ariant afledet langs kurve,
parallelforskydning i Levi-Civitas’ forstand (s.8-14)gdaetiske kurver (s.14-18).
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Mat. 3, 1963~-64 Ekstra rettelser L.

IV,U,11 1.6 b ad
IVyb4e16 1,9 f.n. at de to at de
IV, 4,18 1.4 r(u') u!
IV,5,5 1.8 Der tilfgjes: Man bemerker,
at der gslder ulationerne
kgl =« sin v
kgl = len| tg v
for v £ ocg'%
2 .
IV,5,11 Lub fona ju -
IV,6,1 L. en regular, orienteret kurve en kurve
v, 6’6 1.7 [_\L; ’qu“] -[E«] 9.9.’3_‘1
1V,6,8 1.7 hastigheden farten

1.8 fon.

iv,6,9 l.11 f.n. | en regulzr, orienteret rum- len rumkurwve

kurve
IV,7,12 1.6 at/at it/dt
iv,7,15 1,12 f.n. |s = at s = t/u
Iv,7,17 1.6 Idet C@ﬂ,@z) er en naturlig dHdet s var naturlig parameter

parameterfremstilling (i pa-p& K er

rametrene uﬁ,ug) for X er
| 2 Lo 2
IV,7,21 1.8 L =T, LT, L =L, By, = Lys
m 2
1.10 &nz 121 B2 Ryoq

IVy,appendix,3 1.2 Ko <




Mat. 3, 1965-66 IV, Tilfgje, 1

Tilfgjelser og kommentarer til kap., IV §§ 41 = 7

Kape. IV§§ 1-7 bestar af fglgende blade:
§ 14 tekst side 1-5 ¢gvelser 1 - 3
§ 2 tekst side 1-147 ¢gvelser 1 - 6
§ 3 tekst mide 4-17 g¢gvelser 4 - 6
§ 4 tekst mside 4-18 ¢gvelser 4 - 7
§ 5 tekst side 1-15 g¢gvelser 4 - 9
+ supplement til s. 2
§ 6 tekst side 1-41 gvelser 1 - 6
§ 7 tekst side 1-22 gvelser 41 - 6
Appendix side 1 - 3
Rettelser side 1 - 3

Tilfgjelser til kap. IV §2 side 9 - 10.

Ved rssonnementerne pa side 410 bruges forudsztningen
de
as > O
Derimod bruges forudsstningen p > 0 1kke, og formlerne gslder
derfor ogsé& selvom p < Q.
For fuldstzndighedens skyld udleder vi her ogsi formlerne

svarende til tilfzldet

do
as < O-

Formlen
a(s) = £ v (a)

giver da, at evoluttens tangentvektor er



Mat. 3, 1965-66 IV, Tilfgj., 2

og at der for enhver naturlig parameter qf p& evolutten gzlder

ag* _ fg.ei _ o
ds ~ |ds| T dse

Specielt er g* = =p altsd en naturlig parameter p& evolutten,

%
Af formlen for y‘-‘I ser man, at de to kurver har den samme

tangentdrejning i tilsvarende punkter regnet ud fra tilsvarende

punkter, og wi far derfor for evoluttens krumning

- .%

ool d@/ds* = —d@/dp

altsa

*

Formlerne for krumningsradius p* for evolutten kan sammen-

fattes til

=}

Mo

e
&iE

> 0

Big 88

]
Qo
R
jol]
13
~N
(>

(Ved bestemmelse af fortegnet for do/ds kan det vaere bekvemt

at bemzrke, at

do _dode _1d},
de de

ds = ds

Rl PN



Mat. 3, 1965-66 IV, Tilfgje,y 3

Tilfgjelse til kap. IV, Sb, s. 11,

Den metriske fundamentalforms koefficienter kan bestemmes
alene ved lzngde - (eller rettere sagt fart -) malinger i
fladen. St¢rrelsen 8y = |]_)_1P|2 er nemlig kvadratet pd farten
pa ul- kurven, &, = |QQP|2 tilsvarende for u>- kurven gennem

P. Betragtes fladekurven med parameterfremstillingen

<

2
u

u + t

]

u. + t

ON O =

ser man, at dennes hastighedsvektor er QﬂP + DyPe.
o A . 2 _
Kvadratet pad farten er altsa Ig%P + QzPl = Byq * 8t 2g12,

og heraf kan g,., (=g,,) s& bestemmes.
12 21

Tilfgjelse til kap IV, &5 side L-6.

Overskriften "Meusnier's sztning" stir et underligt sted.
Det er den understregede pastand gverst pd side IV, 5, 4, altsd

udsagnet om, at en fladekurves normalkrumning i et punkt

er fastlagt ved fladen og kurvens tangentvektor i det pa-

gzldende punkt, som er Meusnier's sztning.

Et andet vigtigt udsagn pa& side IV, 5, 4, er fplgende:

Den funktion L p& fladens tangentvektorer i punktet P, som er

bestemt ved

ChV?iS'k_)_:Q_

2
2 ky(2/Ip]) hvis b 4 O,

1(o) = | ol



Mat. 3, 1965-66 IV, Tilfgj., L

er_en kvadratisk form. For b = b’ D;P gelder

- i.3
L(k) = Lj; b~ b,

Meusnier's formel side IV,5,5 gverst kan skarpes til

k cos v =k (a)

(numerisk-tegnene er fjernet), idet v nu betegner vinklen mellem

kurvens hovednormal-vektor og fladens rormalvektor i punkiet P.

Dette fglger af, at da x« > D (sml. side IV, 3, 1), vil vektorcrne
v, og ¢z1/d$ have samme retning.

Dette giver os yderligere en geometrisk fortolkning ai" for-

tegnet for Kp* Fra rumkurveteorien vides nemlig (se side IV,3,7-8),

at kurven i omegnen af punkiet P "nmsten'" forlgber i oskulations-

planen og heri pa den side af tangenten, hvori hovednormalvektoren

Y, peger. En fladekurve har altsd positiv normalkrumning i

punktet P, hvis den i omegnen af P forlgber p& den positive side

af tangentplanen til fladen i P (samme side som fladens normal-

vektor i P) og den har negativ_normalkrumning i P, hvis den i

omegnen_af P forlgber pd& den negative side af tangentplsnen i P.

Tilfpjelse til kap IV, §5 side 7 nederst — 9 gverst,

Det fglgende erstatter de sidste 7 linier af side 7, hele

side 8 og de 5 fgrste linier af side 9.

Kender man - svarende til parametre (u1,u2) - koefficienter-

ne for de to fundamentalformer i et punkt P  af

8ij ij
en flade F, kan man beregne hovedretningerne og hovedkrumningerne



efter nedenstidende recept.

Lad
i

i
&4 =6y D3P og g, = ey D;P

vere hovedretninger svarende til hovedkrumningerne Ky OB Koo

Med matrixbetegnelserne

g—{glj} 1 =_{L13}
1 1
e1 e,
o e[ 7]
= > e
har vi da
e'' ge=E
og
K O

Hovedkrumningerne Ky O8 K, ©r altsd rgdderne i ligningen
det (' Leg-neg'ge)=0

Idet
e'Le-ng'ge=¢e'(L-Ng)e

og da ¢ er regular, er K, 08 Ko altsd rgdderne i ligningen
(1) det (L - N g) = O.

Her kan man bekvemt starte sine udregninger. Er der dobbeltrod,
er punktet et kuglepunkt og to wvilkarlige, p& hinanden vinkel-

rette enhedstangentvektorer kan bruges som hovedretninger. I det



Mat. 3. 1965-66 IV, Tilf¢j., 6

glmindelige tilfalde, hvor Ky + Kos kan vi bemzrke, at talsazttel

(el e%) vil tilfredsstille ligningerne
1
1 61_1 e! 61_/{1
52‘o,= 2( =
o €y 0
Da matricen e' er regulzr fis heraf, at

]
(2) (L -« 8) {:%} B [g} ‘

En hovedretning

o
g

i
g = ¢ P

svarende til howvedkrumningen K1, fas fplgelig udfra

en egentlig lgsning til ligningssystemet (2) ved normering :

g _
gij e1 em = 1.

P4 analog made bestemmes en hovedretning til den anden hoved-

krumning Koe

Kommentar til kap IV §6 side 7 nederste linie.

Denne formel er baseret pa, at u1 er en naturlig parameter
pa& kurven, der beskrives at punktet A, og den er ikke gyldig i

det almindelige tilf=zlde, hvor u1 ikke er en naturlig parameter.

Rettelse til kap IV §6 side 8.

To steder p& siden rettes "fart" til'"hastighed".



Tilfgjelse til kap IV §6 side 10 linie 8.

Denne vektor g(u1) er ikke grebet ud af luften, som det
synes at fremgd af teksten. Vi kan nemlig sige fglgende:
Der sgges en vektorfunktion g(u1), sdledes at bade g(u1)
og,g'(u1) stir vinkelret pa g(u1), deVeSe 84
a(u!) » (") =0 a'(uw') . 5" =0

Den fgrste af disse ligninger giver ved differentiation, at der

skal gzlde

a'(u') - 3l + e L @) =0
altsa
g(u1) . E'(u1) = 0.

Vek toren g(u1) m& derfor valges winkelret pa bade u(u1) og ﬂ'(u1)

d.v.s. proportional med ﬂ(u1)>< ﬂ'(u1).
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