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Håndskrevne noter

§ 1. Differentiabel kurve
Parameterfremstilling og tangentvektor

§ 2. Plane kurver
Tangentdrejning og krrumning, Frenet’s formler (s.1-2), krumningscirkel (s.3-5), hoved-
sætningen (s.5-8), evolut og afvikler (s.8-12).

§ 3. Rumkurver
Krumning og torsion, Frenet’s. formler (s.1-5), en kurves forløb i omegnen af et punkt
(s.6-8), hovedsætningen. (s.11-15).

§ 4. Fladers parameterfremstilling. Den metriske fundamentalform
Parameterfremstilling og parameterskift (s. 2-5), tangentplan (s.6-9), den metriske funda-
mentalform (s.9-12), isometriske afbildninger (s.14-16).

§ 5. Krumning af kurver på en flade
Normalvektor og de afledede af anden orden (s.1-2), normalkrumning og geodætisk krum-
ning (s.2-4), Meusnier og Euler’s sætninger (s.4-7), bestemmelse af hovedretninger og
hovedkrumninger (s.7-9), krumningskurver og asymptotekurver (s.13-15).

§ 6. Retliniede flader
Tangentflader og deres udfoldning (s.1-3), vridningsfri retliniede fLader og deres udfold-
ning (s.4-9), eksistens af vridningsfri retliniet flade langs given kurve med given normal-
retning (s.9-11).

§ 7. Indre geometri af flader
Udtrykket for Christoffelsymbolerne (s.1-2), den geodætiske krumnings isometriske in-
varians (s.3-4), en flades afrulning langs en kurve (s.4-8),covariant afledet langs kurve,
parallelforskydning i Levi-Civitas’ forstand (s.8-14), geodætiske kurver (s.14-18).
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Mat. 3, 1963-64 Ekstra rettelser 4.

b j a
j

gkl g ..
lJ

at de to at de

1 1r(u ) li

:farten

Der tilLØjes: Man bemærker,

at der gælder ulationerne

l/cg, ~ == /IC s.in w

I.;cg II = 'i lOl II tg v

for Vi 4= o cg ~.
2, ~'

Uo o

en regulær, orienteret kurw en kurve

hastigheden
,

en regul.ær, orienteret rum- len rumkurwe

kurve l
dt/'dt d.t/dt

IV~.4,11, 1..6

IV,4,.12 JL.7 f.n.

IV,4,16 JL.9 :t.n.

IV",4~18 ]L.. i

IV,5$5 1..8

IV,6,1 l.i

IV, 6,;6 ]L. 7

IV,/6,8 l. 7
JL.8 :f.n.

s = tIa

s var naturlig parameter

~ L1 1L2.2
. 2-
g R

'" m2: 1211
J 2
1 K

I

j

l

Idet C<:p1,<:p2} er en naturlig det

parameterfremstilling (i pa-på K er

rametrene u 1, u 2
) for K er

2
L = L11L22-L12

RID
gm2 121

IVJ' 7, 21, ']L.8

IV,ap~endix,3 1.2



Mat. 3, 1965-66 IV, Tilføj., 1 

Tilf~jelser os kommentarer til ka~. IV ~~ 1 - 7 

Kap. IV§§ 1-7 består af følgende blade: 

§ 1 tekst side 1-5 øvelaer 1 - 3 

§ 2: tekst side 1-17 øvelser 1 - 6 

§ 3 tekst lllli.de 1-17 øvelser 1 - 6 

§ 4 t.ekS~t, si de 1-1.8 øvels-er 1 - 7 

§ 5 tekst side 1-15 øvelser 1 - 9 

+ supplement. til a. 2 

§ 6 tekSJt side 1-11 øvelse]' 1 - 6 

§ 7 tekæt side 1-22 øvelser 1 - 6 

App endi.Jr.. si de 1 -3 

Rettelser ~ide 1 - 3 

Til:fØjels.-er til kap .. IV §2 side 9 - 10. 

Ved rssonnementerne på side 10 bruges forudsætningen 

212. 
ds > 0 • 

Derimod bruges forudmætningen p > O ~~ og formlerne gælder 

der:for også se l vom p· < o. 

For fuldstændighedens skyld udleder vi her også :formlerne 

svarende til tilfældet. 

Formlen 

Q.e. <o. d s 

gi v:er da, a t evo l u t tens, tæ1gen tv-e k tor er 



Mat .. 3, 1965-66 IV, Tilf'Øj o, 2. 

og at der f'or enhver naturlig :parameter (l* på evalutten gælder 

Specielt. t eF s* = -p S.'l taå en naturlig :parameter :på ewolu t ten" 

* M formlen for V 1 aer man, a,t de to kurver har den samme 

tangentdrejning i tilsvarende :punkter regnet ud fra tilsva-.rende 

punkter, og wi ~år derfor for evaluttens krumning 

altså 

m* = de/ ds* = -d®/ dp 

* p 

* Fol"mlerne for krumningsradius p for evalutten kan s.ammen-

f'attes til 

s1.e. o 9Q > nar o 
= [ 

de d s 
* p 

ge_ når .9P-
d® d s < o. 

(Ved bestemmelse af' fortegnet for dp/ds kan det være bekvemt 

at bemærke, at 

.s'!e. = 3l2. ~ - 1 gp ) o 
ds d® d®- p d® 



IV, Til:f'Øj .. , 3 

Tilf'Øjel~re til kal?o IV, §4 11 so~ 11. 

Den metriske f'undamentalforms koef'f'icienter kan beatemmes 

alene ved længde - (eller rettere sagt f'art -) målinger i 

f'laden. Størrelsen g11 = 1~1 PI 2 er nemlig kvadratet på farten 

på u1- kurven, g22_ = ID2PI 2 tilsvarende for u2- kurven gennem 

P" BetragteiBi fladelc.urven med parameterfremstillingen 

u 1. 1 
= u o + t 

2. 2. u = u o + t 

ser man, at dennefffi hastighedavektor er ~1 P + ~2P. 

Kvadrate t på f' ar ten er al t så l ~P + g2P 12 = g11 + g22 + 2g12' 

og her m' kan g12 ( =g21_) så bestemmes., 

Tilf'Øjelsæ til kaJ? ];_y, §5 side 4-6. 

Overskrif'ten "Meu$!1ier' fffi mmtning" ærttår et. underligt sted. 

Det er den understregede påstand øv:ei'st på !Si.de_ IV, 5, 4, all taå 

udsagnet om, a.t en f'ladekurves normalkrumning i et punkt 

er f'as_tlagt ved f'laden o,g~!f~Evens tangentvektor i det på­

gældende ~unkt, som er Meusnier's sætning. 

Et andet vigtigt udsagn på side IV, 5, 4, er f'Ølgende: 

Den funktion L på f'ladens. tangentvektorer i punktet Pz aom er 

bestemt ved 

L(p_)' = [ 
C hv.;is b = Q 

1!?.1. 2 K n (g! Ib l) hvis !2. :f: Q., 
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er en kvadratisk form. ~ b = bi ~ip ~~~ 

MeusnieF's f'orme1_ side IV,5,5 øverst kan slrEa:!rJ:?es til 

Dette følger af, at da·.K L J (sml. side rv~ 3, 1)~ vi: vel>:torsrne 

v2 og dv1 /dæo have samme retning. 

Dette giver os, yderligere en g~_ometri::!_f.ortQ~~g-~f:......?::'o_~-­

"tegnet;. f'or Kn• Fra ruml{urveteorien vides nemlig (se side IV 9 3)7~8)~ 

at kuFven i omegnen af' punktret P "næsten" forløber i offiJ::ulatio:::1:c--

planen og heri på den side af tangenten, hvori hovednormalvektoren 

:y2 peger. ~!Lf}.adekurve har altså PO§i~];y_!}:~gm_ig~ i 

punktet P, hvis den i omeg!l~!l •. !!LUorl~2.~ på gerLposj.t];ve___Q~:-~ 

af' tangentpla:r-en til fladen i P _i~me side som_f]..ad~~r:naJ:::.::. 

vektor i P) og den har negati~ n2Emalkrumni~~~~n_L 

omegnen af P forløber E.§._SL~I]..1}~ga ti ve side af' tangen~ane_g_ui_E" 

:Det fØlgende erstatter de s_idste 7 linier af' side 7) l1ele 

side 8 og de 5 første linier af' side 9. 

n e 

Kender man- sv~ende til parametre (u1 ,u2)- koefficienter-

g .. 
~J 

og L . . 
l. J 

for de to fundamentalformer i et punkt P0 af' 

en flade F, kan man beregne hovedretningerne og hovedln·umningerne 
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efter n e den a tå ende re c ep t. 

Lad 

og 

være hovedretninger svarende til hovedkrumningerne K1 og K 2 • 

Med matrixbetegnelserne 

g = {gi j 1 ' L = {Li j 1 = 

e1 1 

= [ 
1 e2 

J og e 
= 2 2 

e1 
.., 
"2 

har vi da 

e' g e = E 
= = = 

og 

r K1 o 
J e' L e = l = = = • o K2 

Hovedkrumningerne K1 og K2 er altså FØdderne i ligningen 

det (~' ~ e -A ~' g ~) :O 

Idet 

og da e er regulær, er K1 og K2 altså rødderne i ligningen 

( 1 ) de t ( ~ - A ~) = O • 

Her kan man bekwemt starte sine udregninger. Er der dobbeltrod, 

er punktet et kuglepunkt og to vilkårlige, på hinanden vinkel-

rette enhedstangentvektorer kan bruges som hovedretninger. I det 
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rumindelige tilf'ælde, hvor K i f K 2 , kan Vii bemærke 51 a t talsætiteJ:; 

(e~ , e~) wil tilf'redss.tille ligningerne 

Da matricen e' er regulær f'ås heraf', at 

(2) (~ -
e 1 [o 

K1 il) c~ J = o J . 
En hovedretning 

i 
~ = e1 QiP ' 

svarende til hovedkrumningen K1 , f'ås følgelig udf'ra 

en egentlig løsning til ligningssy~temet (2) ved normering 

g e i ej = 1 
ij 1 1 l. 

På analog måde bestemmes en hovedretning til den anden hoved-

krumning JC 2 • 

Kommentar til kaE IV §6 side « nederste linie. 

Denne formel er baseret på, at u1 er en naturlig parameter 

på kurven, der beskrives at punktet A, og den er ~ gyldig i 

det ~mindelige tilfælde, hvor u1 ikke er en naturlig parametero 

Rettelae til kaE IV §6 side 8. 

To steder på siden rettes 11f'art" til 11hastighed'1 ~ 
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TilfØjelse til kap IV §6 side 10 linie 8. 

Denne vektor ~(u1 ) er ikke grebet ud af luften, som det 

synes at fremgå af teksten. Vi kan nemlig sige fØlgende: 

Der søges en vektorfunktion a(u1), således at både ~(u1 ) 

og ~'(u1 ) atåJP· vinkelret på ~(u1 ), d .. v.s. så 

a(u1 ) • N(u1 ) =O a'(u1 ) • N(u1 ) =O - - - -
Den første af disse ligninger giver ved differentiation, liJJ.t der 

skal gælde 

a.J.tså 

Vektoren a(u1 ) må derfor vælges vinkelret på både tl(u1 ) og ~'(u1 ) 

d.v.s. proportional med !f(u1 ) x N' (u1 ). 
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