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Kapitel 0. Lidt om mangder og afbildninger.

(Kan med fordel leses efter Kapitel 1 og 2.)

De matematiske discipliner er baserede pa et vist mengdeteoretisk grundlag. I
princippet burde dette grundlag vaere helt afklaret fgr man starter pa en fremstilling
af matematik. Paradoksalt nok kan man imidlertid have sveert ved at veerdsezette
eller bare forsta en stringent fremstilling af det mwngdeteoretlske grundlag uden at
have en vis matematisk modenhed. Begynderen i matematik opnar hurtigt en intu-
itiv opfattelse af, hvad det drejer sig om. Man “ved”, hvad en mengde M er, og
hvad udsagnet “z € M” (z er element i meengden M ) betyder. Man illustrerer de
meengdeteoretiske operationer U (foreningsmeengde), N (feellesmeengde), \ (differens-
dannelse), x (kartesisk produkt) m.fl. ved h_]aelp af dlagrammer og eksempler og
1ndf¢rer skrlvemaden S

={z IP(SC)} U 5

hvor p(w) er et udsagn der spec1ﬁcerer en maengde M’s elementer Den intuitive
' ' et stykke ad vejen, men der kom. ' 54

: , : orns lemma” [’ZL] der eg,nythg ikke er

(-— hj&lpes&tnlng) men aekv1va,lent tll et aksxom i mengdelaeren, udvalgsaks:omet‘
[UA] | o
Et seet af aksiomer for masngdelaeren blev qpstlllet af Zermelo & Fraenkel, og det er
beskrevet i forskellige laerebgger. Vi vil her ikke beskeeftige os med det, men derimod
lede op til formuleringen af [UA] ved at beskeeftige os lidt med afblldmger

(0. 1) DEFINITION: Lad A, B veere meengder og f : A — B ¢ en “afbildning. f kaldes ”

- ingektiv, hvis der geelder:
~ For alle z,2' € A geelder f(2) = f(z') = z =2’
- — surjektiv, hvis der gaelder e
- For alle y € B findes et 7€ Ash flz) =1y.

~ bijektiv, hvis f er injektiv og surjektiv.

O

Den identiske afbildning pa en rﬁaengde A betegnes 1 4. Der geelder altsd 1,4(z) = z
for alle z € A. Hvis f : A - B, g : B — C er afbildningen betegner g o f
sammenseatningen af f og g. Sa go f: A — C er fastlagt ved (g o f)(z) = g(f(2)).
(0.2). DEFINITION: Lad A, B veere meengder og f:A— B, g:B — A afbildninger.
g kaldes

— venstreinvers til f, hvis go f = 14.
~ hgjreinvers til f, hvis fog = 15.
— invers til f, hvisgo f =14 og fog = 1p, (og sa skrives g = f~1).
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(0.3) OVELSE: Lad f: A — B vere en afbildning. Vis:

(1) Hvis der findes en venstreinvers afbildning til f, sa er f injektiv.
(2) Hvis der findes en hgjreinvers afbildning til f, sa er f surjektiv.
(3) Hvis der findes en invers afbildning til f, sa er f bijektiv.

O

Det er ikke sveert at se, at de “omvendte” udsagn til (0.3) (1) og (0.3) (3) geelder:
(0.4) SETNING. Lad f: A — B vere en afbildning, A # @.

(1) Hvis f er injektiv, findes der en venstreinvers atbildning g til f.
(3) Hvis f er bijektiv, findes der en invers afbildning ¢ til f.

Fer bev1set af (0 4) anfgrer vi folgende notation og bemezerkninger:
For y € Ber f~'y) = {z € A| f(z) = y}. Denne delmeengde af A er urbilledet
af y under f. Bemaerk fglgende: f er injektiv hvis og kun hvis der geelder: For alle
y € B bestar f~ 1(y) h;z}_]st af 1 element (OverveJ )
: V1 s&tter S e
S (A)—{yEB]DerﬁndesethAsa (:c)wy}
‘Dette er f’s billedmaengde. Bemeerk fglgende: f er surjektiv hvis og kun hvis f(A4) =
B. (Overvej!)

BEvVis FOR (0.4): (1) Da A # @ (den tomme mengde) kan vi veelge et element
2 € A. Lad y € B. Hvis y ¢ f(A), seetter vi g(y) = z. Hvis y € f(A), findes et

element @ € A med f(z) = y. Da f er injektiv, er = det eneste element 1 A med

f(z) = y. Visztter g(y) = z i dette tilfeelde. Hermed er ¢ : B — A defineret.
Hvis z € 4, er y = f(z) € f(A) og dermed g(y) = z ifglge definitionen af g. S& er
(gof)(z) = g(f(2)) = g(y) = x = 1a(z). Vihar vist go f = 14, sé g er venstreinvers
til f.

(3) Hvis f er bijektiv (altsa injektiv og surjektiv) er det ikke sveert at se, at
afbildningen g, beskrevet i (1) er invers til f: Vi ved allerede at go f = 14. Hvis
y€ B,ery € f(A) (f(A) = B da f er surjektiv). Lad = € A opfylde f(z) = y.
Ifglge definitionen af g er g(y) = z. Dermed er (f o ¢)(y) = f(9(y)) = f(z) =y, sa
fog=1pg. O

Det viser sig, maske lidt overraskende, at beviset for det udsagn, vi vil kalde (0.4)(2)
(“Hvis f er surjektiv, findes der en hgjreinvers afbildning ¢ til f”), ma baseres pa
udvalgsaksiomet, som vi nu praesenterer.

Nar A er en maengde, betegner P(A) A’s potensmaengde (altsd meengden af del-
meengder af A, se ogsa (1.2)(1)). Her er udvalgsaksiomet:

[UA]. Lad A, B vaere meangder. Lad der veere givet en afbildning p : B — P(A)

saledes at der for alle y € B geelder at p(y) # &, (altsa at delmeengden p(y) af A ikke
er tom). Sa findes der en afbildning g : B — A saledes at g(y) € p(y) for alle y € B.
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Efter lidt overvejelse vil man maske finde udsagnet [UA] rimeligt (altsd at man
i en “samling” af ikke tomme mezengder kan “udvalge” et element i hver af disse).
Men nar man ser de udsagn, der kan udledes fra [UA], f.eks. [ZL] lidt senere, vil det
veere klart, at [UA] ikke er helt si harmlgst, som det ser ud. Vi vil, som man ogsa
almindeligvis ggr, antage at [UA] geelder og bevise

(0.4) SETNING. Lad f : A — B vzre en afbildning. (2) Hvis f er surjektiv findes
der en hgjreinvers afbildning g til f.

BEVIS: Vi definerer en afbildning p : B — P(A) ved p(y) = f~!(y) for alle y € B.
Hvis y € B findes der, da f er surjektiv, et £ € A med f(sc) = y. Dermed er
z € fl(y) = ply), s& p(y) # @. Ifglge [UA] anvendt pa A, B og p findes der

g:B— A, sag(y) €ply) =f"'(y) foralle y € B. Dag(y) € f~ i(y) er f(g(y)) =y
Dermed er f og=1p,sd ger hmremvers til f. O

Lad os neevne en variant af [UA], som er nemmere at formulere (og huske?)
[UA]* Lad A vere en mzengde. Der findes en (udvalgs-)funktion

saledes at der geelder:

Foralle X eP(A),X £, er u(X)eX.

(0.5) DVELSE: Vis, at udsagnene [UA] og [UA]* er ensbetydende. 0O
(0.6) OVELSE: Betragt funktionerne fl,kfg, fs : N — N defineret nedenfor. Over-

vej om de er injektive, surjektive, bijektive og angiv i givet fald en venstreinvers,
hgjreinvers, invers afbildning (Seetning (0.4))

fi(n) =2n
1
flm) =17
2

Endvidere er f3 = f1 0 fa.

For alle n € N lad

(“lige” betyder delelig med 2, “ulige” ikke delelig med 2, se Kapitel 2.) O

(0.7) DEFINITION: Lad A, B veere maengder. Vi skriver

—~ A=< B hvis der findes en injektiv afbildning f: A — B
—~ A= B hvis der findes en bijektiv afbildning f: A — B
~ A< B Hvis der geelder A = B men tkke A~ B.
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O

(0.8) OVELSE: Hvis n € N, betegner n meengden n = {1,2,...,n}. Lad n,m € N.
Undersgg hvornar der gaelder m=nm=<n m=n. O

(0.9) OVELSE: Vis, under anvendelse af (0.3), (0.4), at der for to meengder A, B
gelder
A<B

0

Der findes en surjektiv afbildning g : B — A

(0.10) SETNING. (Egenskaber ved <,~,<.)

(1) AxB=A<DB

(2) A=A A~ A. Der gelder ikke A < A

(3)A-<BogB<C::>A~<C‘
Am=BogB~C=AnC
A%BogB%C:>A~<C

(4)AjBogBjA:>4 B

(5) A~ B= B~= A.

@@e«t wdhg o o
BEVISET UDELADES: (Det anbefales som en let guvelse at bevise (1 (9)\{3) og (5).
F.cks. hznger det fgrste udsagn i (3) sammen med fglgende: Hvis f : A — B og
g : B — C er injektive, sh er go f : A — C injektiv. Derimod er beviset for (4)

(“Bernsteins akvivalenssstning”) noget vanskeligere.) g

(0.11) BEMERKNING: Hvis vi betragter en given fastlagt meengde P af meengder,
er <,~ og ~ relationer pd P (se Kapitel 1). (0.10)(2) behandler betingelsen [BRR],
(0.10)(3) betingelsen [BRT] og (0.10)(5) [BRS]. Sa ~ er en ekvivalensrelation pa P.
Endvidere inducerer, som man uden store vanskeligheder kan se, < en ordningsre-
lation pa meengden P(x) af ~-zkvivalensklassen i P. (Man bgr overveje, hvad der
menes hermed).

Vi kan ikke lade P veere “meengden af alle meengder”. Hvis man opererer med
dette begreb, fgres man til et paradoks ifglge B. Russell. O

(0.12) OVELSE: (1) Ggr rede for, at hvis B er en delmzengde af A4, geelder B < A.
(2) Hvis f : A — B er injektiv overvejes, at A = f(A). O

(0.13) DEFINITION: Lad A veare en meengde. A kaldes

~ tellelig hvis A XN
~  numerabel hvis A=~ N
— endelig hvis A = @ eller der findes et n € N sa A = n (n er defineret i (0.8))
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Hvis A = n skriver vi |4]| = n. O

(0.14) SETNING. Lad A vaere en mengde. Der geelder

A er numerabel
A er tellelig & { eller
A er endelig

BEVISET UDELADES: (< kan let bevises ved hjeelp af (0.10). = er lidt vanskeligere,
men kan bevises ved hjelp af betingelsen [MIN] fra Kapitel 2.) O

Lad os bemzrke at elementerne i en tallelig mengde A kan “tzelles”: Lad ifglge
(0.14) f veere en %ﬁjeﬁktiv afbildning enten fra N — A eller fran — A, n € N. Sa
udggr f(1),£(2),... en telling af alle elementer 1 A. Vi teeller altsa f(1) som det
forste element 1 A, f(2) som det andet, osv. o - '

sa N x N er numerabel.

téinlp’ar"af iiégttuflige tal, ﬁié;éeret som fs ger’ e

(4,1) (4,2)

3,1) (3.2 (33  (34)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
AN ~\ AN
L) - (1L,2) (L3 = (L4

S3 angiver pilene en systematisk made at gennemlgbe alle talparrene pa. En bijektiv
afbildning f : N — N x N er altsa givet ved f(1) = (1,1), f(2) = (1,2),f(3) =
(2,1), f(4) = (3,1), f(5) = (2,2), etc. O

(0.16) SETINING. (I)N=1Z, (2)N=Q sa 1 og Q er numerable.

N
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BEvIs: (1) Lad os betragte tallene i Z pa en tallinie

S& angiver pilene en systematisk made at gennemlgbe alle tallene i Z pa.

(2) Afbildningen (a,b) — § er en surjektiv afbildning fra Z x N — Q. Det skyldes
at ethvert rationalt tal kan skrives som en heltallig brgk med positiv naevner. Dermed
er Q@ <7 x N ifglge (0.9). DaN =~ Z fas Z x N~ N x N (overvej!). Da N x N~ N
fasialt Q XN. DaN<QmaN=Q. O

(Et andet bevis for (0.16)(2) kan fas ved en udnyttelse af bevisideen for (0.15)).

(0.17) BEMERKNINGER: (1) En delmengde af en tellelig maengde er tellelig.

(2) Hvis A og B begge er tellelige (hhv. numerable, hhv. endelige), sd er A x B
tzellelig, hhv. numerabel, hhv. endelig. (Beviset for (2) haenger ngje sammen med
(0.15) samt den kendsgerning, at n X m ~ nm. O

(0.18) SETNING. R er ikke taellelig ( eller numerabel).

BEVISET kan gennemfgres ved at vise, at [0,1[= {z € R| 0 < z < 1} ikke er taellehg
Dertil anvendes f.eks. dec1ma,1br¢kudv1khngen af reelle tal mellem 0 og 1. Vi vendel
: 't11bage* ‘11 """ ¢rgsmalet i slutmngen af Ka,pi"“ B T , _

I den sidste del af dette kapltel behandles Zorns lemma (ZL] Vi forudsezetter
kendskab til relationer pa meengder som beskrevet i Kapitel 1.
Vi betragter ogsa folgende betingelse for en relation R pa maengden A

[BRL] For alle a,b € A geelder aRb
~eller bRa.

Dette er den lineere betingelse, som udsiger at to elementer i A kan “sammenlignes”
ved R. Et typisk eksempel er ordningen < pa N (eller pa Z,R) som opfylder [BRL].
Hvis R er en relation pad A er det klart at R “inducerer” en relation R pa enhver
delmaengde B af A: Hvis a,b € B skrives aRb (i B), hvis aRb geelder i A. Det er sd
klart, at hvis R opfylder [BRR], [BRS],[BRT], [BRA] eller [BRL] i A, opfylder R de

samme betingelser 1 B.

(0.19) DEFINITION: En partielt ordnet mangde (po-mangde) er et par (M, <), hvor

M er en meengde og < en ordningsrelation pa M, (sa < opfylder [BRR], [BRT], [BRA]).

Hvis < ogsa opfylder [BRL] kaldes (M, <) en linewr ordnet mangde (lo-mangde). O

(0.20) DEFINITION: Lad (M, €) veere en po-meengde, m € M. m kaldes

maksimalt hvis : Foralle zeM m<z=m=z
manimalt hvis : Foralle zeM:z2<m=2=m
forsteelement hvis : Foralle ze M :m<z

sidsteelement hvis : Foralle ze M:z<m.

[:] :
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Et sidsteelement er ogsd maksimalt og et fgrsteelement er ogsa minimalt, men det
omvendte geelder ikke (overvej!) For lo-meengder falder begreberne maksimalt og
sidsteelement og begreberne minimalt og fgrsteelement sammen. O

(0.21) DEFINITION: Lad (M, <) veere en po-mangde, X C M.

(1) X kaldes en kede, hvis (X, <) er en lo-mangde.

(2) Elementet m € M kaldes en majorant for X, hvis der gaelder n < m for alle
neX.

(3) Hvis Maj(X) er mengden af majoranter for X, kaldes et fgrsteelement i
(Maj(X), <) et supremum for X. (Laseren bgr overveje definitionen af min-
orant og infinimum.)

0

(0.22) EKSEMPLER: (1) Betragt po-maengden (P(A4), C) (Kapitel 1), A en meengde.
Hvis a,b € A, a # b geelder hverken {a} C {b} eller {b} C {a}, s& (P(4), C) er ingen
lo- maengde Derlmod er i dette tilfeelde X = {0, {a} {a b}} en keede i (P(4),C).

 Enhver delmaengde af A, som mdeholder a og b, er en magora,nt for X, hvorimod

{a,b} er supremum for X. Mangden A er det eneste maksimale og & det eneste
minimale element i (P(4), C).

(2) Lad P3(N) veere maengden af delmezengder af N med hgjst 3 elementer. Enhver
delmzengde af N med 3 elementer er maksimalt element i po-maengden (P3(N), C).
Den eneste majorant (og supremum) for P3(N) i P(N) er N. O

Da vi ovenfor netop har glvet de n¢dvend1ge deﬁmtzoner vil vi her neevne SUPRE-
MUMSEGENSKABEN for en po-mangde (M, <), som vil spille en rolle i vores senere
konstruktion af de reelle tal R. ‘

[SUP] Lad X # &, X C M. Antag, at X er opad begrezenset (dvs. Maj(X) # ).
S& findes der et supremum for X i M (dvs. (Maj(X), <) har et fgrsteelement).

(Man kan pa dette sted overveje, hvorfor (Z, <) opfylder [SUP], men (Q, <) ikke.)
Her er sa Zorns lemma:

[ZL]) Lad (M, <) veere en po-mengde, M # &. Antag, at der for enhver kaede X i
(M, <) findes en majorant for X 1 M. Sa har M et maksimalt element.

Som nazevnt tidligere geelder fglgende
(0.23) SETNING. Betingelserne [UA] og [ZL] er logisk akvivalente.

BEVISET UDELADES: . 0

I beviset for (5.3) gives et typisk eksempel pa anvendelsen af [ZL].
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(0.24) BEMERKNING: Lad (M, <) veere en po-meengde. Hvis der for enhver ikke tom
delmangde X af M gelder, at (X, <) indeholder et forsteelement, kaldes (M, <) en
velordnet mengde. (Sammenlign med betingelsen [MIN] i Kapitel 2). Det viser sig,
at betingelsen

[VO] Enhver maengde kan velordnes

(altsd: Hvis M er en mangde, findes en relation < pa M, sa (M, <) er velordnet)
ogsé er logisk zkvivalent med [UA] og [ZL]. Dette illustrerer yderligere [UA]’s styrke.
Betingelsen [VO] ligger bag beviser med “transfinit induktion”, en veesentlig og meget
benyttet udvidelse af de velkendte beviser ved induktion. (Se ogsa Kapitel 2). O
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Kapitel 1. Lidt om relationer og kompositioner.

Den “abstrakte” algebra er studiet af “algebraiske strukturer”, dvs. meengder med
en eller flere kompositioner (kompositionsforskrifter).

Man teenker sig, at disse kompositioner opfylder visse regler (aksiomer) og forenklet
kan man sige, at opgaven er at undersgge, hvilke konsekvenser disse regler har.

Den interesserede laeser kan hente yderligere oplysninger om algebraens historie,
formal og anvendelser i et tilleeg (pa engelsk) til disse noter, som er taget fra bogen

R.B.J.T. ALLENBY: RINGS, FIELDS AND GROUPS
(Edward Arnold Publ., London, England, 1983)
(ISBN 0-7131-3476-3)

Denne bog, der er meget bredt og udffzﬁrhgt skrevet, kan ses som det vigtigste
supplement til dlSSG noter, men den er ikke ngdvendig for forstaelsen.

Lad A og B vere v1lkarhge maengder Vi lader
AxB {(a b)}aeA beB}

veere det kartesiske produkt af A og B.

(1.1) DEFINITION OG NOTATION: En (biner) relation pa maengden A er en del-
meengde R C A x A. Lad a,b € A. Hvis (a,b) € R skriver vi aRb og siger, at a star
v relation til b (m.h.t. R). Hvis (a,b) ¢ R skriver vi altb og siger at a stir ikke 1

relation til b (m.h.t. R) o

(1.2) EKSEMPLER: (1) Nar M er en vilkarlig meengde lader vi 1 disse noter P{M)
betegne M’s potensmasngde dvs. mangden af alle delmaengder af M. Hvis A =
P(M) for en meengde M, sa er S (“delmaengde af”) en relation pa A. Som delmeengde
af A x A er relationen C det fﬁlgende

C={(X,Y) ]| X,Y € A og ethvert element 1 X er ogsa element i ¥},

Denne skrivemade virker maske ved forste gjekast temmelig absurd, og vi vil ikke i
praksis beskrive en relation pa denne made. Det bliver snarere gjort som i de fplgende
eksempler.
(2) Vi definerer relationer Ry, R, og R3 pa meengden Z af hele tal som fglger: Lad
a,bel
aRib & ab# 0
aRyb < a <b—2 (seogsa neste kapitel)

aRsb & a—1b  er delelig med 3

(Relationen Rz kommer 1 neaeste kapitel til at hedde =3, “kongruent modulo 3”). O




Mat 2 AL 1990/91 1.2
15. august 1991

Her er nogle specielle betingelser, som er serlig vigtige for en relation R pa A.
(Betingelser = aksiomer bliver i disse noter altid identificeret ved et symbol skrevet
i en kantet parantes, som for eksempel [BRR]. Dette symbol bliver fastholdt som
etiket i resten af noterne.) [Dette geelder kun for kurset 2AL, ikke universelt].

[BRR] For alle a € A geelder aRa (R er refleksiv)

[BRS] For alle a,b € A geelder aRb = bRa (R er symmetrisk)

[BRT] For alle a,b,c € A geelder (aRb) A (bRc) = aRc (R er transitiv)

[BRA] For alle a,b € A geelder (aRb) A (bRa) = a = b (R er antisymmetrisk).

(1.3) DEFINITION: En relation R der opfylder [BRR], [BRS] og [BRT] kaldes en
ekvivalensrelation. Hvis den opfylder [BRR], [BRT] og [BRA] kaldes den en ord-

ningsrelation. O

(1.4) QVELSE: Overvej, om [BRS] og [BRA] kan veere opfyldt samtidigt for en rela-
tion R. O

(1.5) EKSEMPLER: Vi henviser til eksemplerne i (1.2).

(1) Relationen € i (1.2) (1) er en ordningsrelation. I almindelighed er [BRS]
ikke opfyldt for C (se eventuelt (1 4)) Som regel er det nemmest at eftervise ikke-
opfyldelsen af et aksiom ved at give et eksempel. Lacseren opfordres til at gere dette
i de fglgende eksempler i det omfang, det ikke bliver gjort dér.

(2) Relationen Ry i (1.2) (2) opfylder [BRS] og [BRT]. (Hvis ab # 0 sa er ba # 0.
Hvis ab # 0 og bc # 0 er a,b,c # 0. Men sa er ac # 0. (Se aksiomet [NU] i Kap. 2).
R, opfylder ikke [BRR] og [BRA]. (F.eks. er 0R,0, da 00 = 0).

(3) Relationen R, i (1.2) (2) opfylder ikke [BRR] og [BRS]. Den opfylder [BRT].
Lad os se pa [BRA]. Der findes ikke hele tal ¢ og b med aRyb og bRza (dvs. a <02
og b < a—2). Hermed er [BRA] trivielt (tomt) opfyldt.

(4) Relationen Rj i (1.2) (2) er en akvivalensrelation. [BRA] er ikke opfyldt (se
(1.4)). O

Ekvivalensrelationerne pa en given maengde A haenger ngje sammen med part:-
tionerne af A:

(1. 6) DEFINITION: En partition (= klassedeling) af meengden A er en delmengde
P C P(A) (A’s potensmaengde) som opfylder

(1) Foralle X € Per X #
(2) For alle X,Y € P geelder enten X =Y eller X NY =&
(3) Foreningsmeengden af alle meaengderne i P er A, altsa UxepX = A.

(F.eks. er {{1},{2,3}} en partition af {1,2,3}).

(1.7) SETNING. Lad P vere en partition af A, sa er relationen R(P) pa A, defineret
ved

aR(P)b & Der findes en meengde X € P, sa a,b € X
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er ekvivalensrelation.

BEVIS: Det er oplagt at relationen R(P) opfylder [BRR] og [BRS]. (Begrund dette
under anvendelse af (1.6) (3).) Vi viser, at R(P) opfylder [BRT]. Antag at aR(P)b
og at bR(P)c. Ifplge definitionen af R(P) eksisterer X, Y € P, siledes at a,b € X og
bjeeY.Sderbe XNY,dvs. XNY # &. Nu viser (1.6) (2 )at X =Y og dermed
er a,c € X(=Y). Det betyder, at aR(P)c, som gnsket. O

(1.8) SETNING. Lad R veere en zkvivalensrelation pd mzngden A. Hvis a € A
kaldes delmengden
a={be A|aRb}

af A for a’s ekvivalensklasse. Der gaelder sa, at
P(R)y={a|ac€ A}

er en partition af A. (P(R) betegnes ofte som A/R i litteraturen.)

- BEVIS: Vi antager at R opfylder [BRR} [BRS] og [BRT]. Hvis a € A gaelder aRa

ifslge [BRR], sa a € @. Dermed er 4 # @ og UaeAa = A, 54 (1.6) (1) og (1.6) (3)
er opfvldt for P(R). Vi viser nu at (1.6) (2) ogsa er opfyldt. Antag a,b € A og at
anb+#@. Det vises, at sher d = b

Lad c € aNb. Det betyder, at aRc og bRc. [BRS] viser, at ¢cRb, og sa viser [BRT],
at aRb. Vi har altsa aRb og dermed ogsa bRa.

Lad d € b, dvs. bRd. Da aRb fas fra [BRT} at aRd, altsa d € a. Dermed er vist at
b Ca.

Analogt ses @ & b, 8 = b. . a

REPp 0% 1) pIe Sa e

(1.9)3EE8E+ Lad P vare en partition af meengden A. Gerrededforsat P(R(P)) =
P. (Altsa, anvend (1.7) pa P til at fa aekvivalensrelationen R(P). Anvend (1.8) pa

R(P) til at fa partitionen P(R(P)). et Penne partition er den samme, som den

vi startede med). O
o M A 7 ¢ B 6
(1.10) @%‘EI:S-E Lad R veere en @kvivalensrelation pa A. G-é-r-feé&-fea«at R(P(R)) =

R. O

(1.11) EKSEMPEL: Lad os betragte akvivalensrelationen Rj fra (1.2) (2). Der er tre
forskellige zekvivalensklasser for R3 pa Z, nemlig 0,1 og 2 2. Vi har

_.9’ -—‘6,*‘3,0,3,6?97‘ : }

{
(- ,=8,-5,-2,1,4,7,10,- -}
= {,=7,—4,-1,2,5,8,11,--}

I

[\D) ) D)
Il

For eksempel er 10 € 1, da 1 — 10 = —9 er delelig med 3. Ifglge beviset for (1.8) er
derfor 10 = 1. O
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(1.12) DEFINITION: En komposition (= kompositionsforskrift) pa meengden A er en
afbildning
S:AxA— A

Vi benytter fslgende skrivemade: Hvis a,b € A er altsa S(a,b) € A. Vi betegner
dette element med aSb. Altsa aSb = S(a,b). O

(1.13) EKSEMPLER: (1) N og U (fellesmeengde- og foreningsmeengde-dannelse) er
kompositioner pa A = P(M ), hvor M er en meengde.

(2) +, —, (plus-dannelse, minus-dannelse, produkt-dannelse) er kompositioner pa
Z

(3) aob = ab+ 1 er en komposition pa N,Z, Q,R.

(4) a*b = a er en komposition pa en vilkarlig meengde A.

(5) a§b = e* + €’ er en komposition pa R. R a

N, Q,R betegner meengden af naturlige ratioﬁelle reelle tal, henholdsvis).
g e,
(1.14) QVELSE: Begrund at : (divisions-dannelse) er en komposition pa Q\{O} men

ikke pa Q. - - Lt e B e

De fglgende betmgelser er af saerhg interesse for en: l\omposmon 5' pa 4

[KK] For alle a,b € A geelder aSbh = bSa
(S er kommutativ)
[KA] Foralle a,b,c € A gelder (aSbh)Sc = aS(bSc)
(S erassociativ)
[KE] Der eksisterer et € € A saledes at der for alle « € 4
geelder eSa = aSe = a.

(Der eksisterer et neutralt element (= enhedselement = 1-element for §). O

(1.15) EKSEMPLER: (1) N og U er kommutative og associative kompositioner pa
A = P(M). Der eksisterer ogsa neutrale elementer for dem: M er neutralt element
forNidet MNX = XNM = X for alle X € P(M). Analogt ses, at & er neutralt
element for U.

(2) Kompositionen — pa Z opfylder hverken [KK], [KA] eller [KE}: 1 —(1-1) =1
men (1 —1)~1=-1,1-23% 2~ 1. Hvis man antager at a € Z er neutralt for —
mé der geelde a — 1 = 1 — a = 1. Dette er ikke opfyldt for noget element a € Z. O

(1.16) QVELSE: Undersog hvilke af betingelserne [KK], [KA] og [KE] er opfyldt for
de resterende kompositioner i Eksempel (1.13). O

(1.17) @OVELSE: Lad S veere en kommutativ komposition pa A. Vi definerer en
relation D(S) (“deler med hensyn til 5”) som fglger

bD(S)a < Der eksisterer ¢ € A saledes at a = bSc.
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(1) Vis, at hvis S opfylder [KE] s& er D(S) refleksiv ([BRR])

(2) Vis, at hvis S opfylder [KA] sa er D(S) transitiv ([BRT])

(3) Underspg hvad relationen D(S) betyder for kompositionerne i Eksempel (1.13)
(1) og (1.13) (2).

(1.18) SETNING. Lad S vare en associativ komposition. Hvis ay,as, ..., a, er ele-
menter 1 A sa vil produktet aya, . ..a, have den samme vardi uanset hvordan man
seetter paranteser.

BEVISET UDELADES. (Se f.eks. S 80 i Allenbys bog).
(F.eks. er altsa, nar S er associativ

(((a15a2’)5a3)5a4)5a5 = a15((agSa3)S(asSas)) I

(1.19) DEFINITION: Lad S veare en komposition pa A. En ikke-tom delmzengde B
af A kaldes lukket (stabil) (m.h.t. ) hv1s der gaelder
Foralle a,b e BeraShe B , gy T a

(Aer altid en lukket delmaengde med hensyn til enhw rer l\ompomtlon pa A).

(1.20) EKSEMPLER: (1) N er en lukket delmeaengde af Z m.h.t. + og -, men ikke
m.h.t. —.
(2) Lad A = P(M). Lad X € P(M). Sa er delmeengden

{YeP(M)[XEY} af P(M)

lukket m.h.t. N og U. 0
(1.21) OVELSE: Underspg om folgende kompositioner pa P(M ), M mengde, op-
fylder [KK], [KA], [KE}:

A\B={z€ A|z ¢ B}
A+B=(AUB)\ (ANB).
i

(1.22) OVELSE: Giv eksempler pa lukkede delmzengder af Z (forskellig fra Z og {0})
m.h.t. kompositionerne +, —,- og o fra (1.13) (2) of (1.13) (3). 0
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Kapitel 2. De hele tals ring.

Som nzevnt i Kapitel 1 ((1.13)(2)) er + og - kompositioner pa meengden 7 af hele
tal. (Z,+,-) er et eksempel pa den algebraiske struktur, der kaldes en ring. Vi vil
her betragte egenskaber ved Z, som kan vere af interesse som aksiomer for alge-
braiske strukturer. Vi undersgger, hvilke andre egenskaber ved Z, der kan udledes
ved kun at bruge de neevnte (aksiom-)egenskaber. Dette tjener som indgvelse af de
abstrakte/formelle beviser, der er typiske for algebraen. Flere af de nedenstaende
seetninger, som vi viser for Z, gaelder mere generelt i ringteorien og derfor er elemen-
terne ikke specificeret. Disse seetninger er markerede med en stjerne. Laeseren skal

veere velkommen til at tilfgje “€ 77 og sa bevise saetmngeme igen i Kapitel 3,4 og &

for ringe.
Hvis a,b,¢c (€ Z) er vﬂkaxhge geelder disse regler:
[RAK] a + b = b+ a (+ opfylder [KK])
[RAA] (a+b) +c=a+(b+c) (+ oplylder [K AD

[RAN] Der ek51sterer et element 0, saledes at a+0= 04 a=af{+ opfylder [KE}) 3

[

[RAI] Der findes et element, kaldet (—a) som opfylder a + (—a) = (—a)+a=0

[RMK] ab = ba (- opfylder [KK])

[RMA] (ab)c = a(be) (- opfylder [KA])

[RMN] Der findes et element 1 # 0, séledes at al = la = a (- opfylder [KE])

[RD] a(b+ ¢) = ab + ac, (a + b)c = ac + be (de distributive love).

Egenskaberne [RAK] = [RD] beskriver Z som en kommutativ ring med 1-element.

De ovenstéende navne pa aksiomer er “ “forkortelser”. Saledes betyder f.eks. [RAK]
“Ring Addition Kommutativ” og [RMN] “Ring Multiplikation Neutralt element”.

(Som ring kaldes Z “kommutativ”, fordi [RMK]gaelder og “med 1-element”, fordi
[RMN] geelder. De gvrige betmgelser karakteriserer en ring.)

Hvis a,b € Z, seetter vi a — b = a + (—=b), hvor (—b) er bestemt 1f¢1ge [RAI].
Denne “differens” af hele tal stemmer seivffélgelig overens med den velkendte. Men
i en vilkarlig ring eller i andre algebraiske strukturer ville man benytte ligningen
a—b = a+(—b) somdefinition af differens. (Se f.eks. Definition 27.4 (1) i HBF. HBF
henviser til Hans-Bjgrn Foxbys foreleesningsnoter om linezer algebra).

(2.1)* SETNING. For alle a,b, ¢ gaelder
(1) atb=cea=c—b
(2) 0a=a0=0

(3) —(ab) = (~a)p = a(~b)
(4) —(a+b)=—-a—b, —(a—b)=—a+b.

¥ oo %@W‘ %,@&{3 ia 3‘, et &
BEVIS: Bei-er-helt-analosy  beviset 27 4 (3) i HBF. Vi ngjes med at udlede (1).
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Antag, at a +b=c. Saer

a=a+0 (ifslge [RAN])
= a+(b+(=b)) (ifslge [RAI))
= (a+b)+(=b) (ifplge [RAA])
= ¢+ (=b) (ifplge antagelsen)
=c—b (ifglge definition af differens).

Omvendt, hvis @ = ¢ — b, sa er

a+b=(c—b)+b=(c+(=b))+b
=c+((=b)+b)=c+0=c
Ogsé her benyttede vi kun [RAA], [RAN] og [RAI]. O
(2.2)* OVELSE: Bev1s resten af (9 1) under anvendelse Lun af {RAK] [RAI],«[RMA}

og [RD]. Shdasd o Eaa e

Motivationen for det udf@rhge bems af (‘) 1) (1) er at vise, at dette udsagn gael-
der for enhver mengde med en komposition, der opfylder [RAA], [RAN] og [RAI].
Disse egenskaber karakteriserer en GRUPPE som algebraisk struktur, saledes at et
udsagn analog til (2.1) (1) geelder i enhver gruppe (se et senere kapitel om Grupper).
Tilsvarende vil resten af (2.1) vere opfyldt 1 enhver ring.

Hvis man sammenligner (2.1) med 27.4 (2) i HBF, vil man opdage, at et udsagn

analogt til regnereglen

(¢) dz=0&d=0Vz=0

ikke forekommer. Det er klart, at det tilsvarende udsagn for Z er
[NU ab=0&a=0Vb=0.

Dette kaldes nuldelerbetingelsen. Kan man sa udlede [NU], som jo er opfyldt i Z, fra
betingelserne [RAK] — [RD]? Retningen < er netop (2.1) (2). Men senere i dette
kapitel vil vi gennem et eksempel illustrere, at [RAK] — [RD] kan veere opfyldt (for
en ring) uden at [NU] er opfyldt! S& svaret pa spgrgsmalet er nej. (Se (2.35)).

Her er nogle flere betingelser, som Z opfylder og som ikke er konsekvenser af
[RAK] — [RD]. Det er ordningsbetingelsen, induktionsbetingelsen og mindsteelement-
betingelsen.

[ORD] Der findes en delmeengde N, siledes at der gaelder

(1) Ethvert a er i netop én af delmeengderne N, {0}, ~N, hvor =N = {-n | n €
N}
(2) Hvisa,be Nera+b€ N ogabe N.
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(For Z er N selvfglgelig delmeengden N af naturlige tal). (Er [ORD] opfyldt i
Q.R?)

[IND] Hvis U er en delmengde af N, saledes at 1 € U og saledes at a € U =
a+leU,saerU=N.

[MIN] Lad T C N, T # &. Der findes et element t € T, saledes at ¢t < s for alle
seT.

Det viser sig, at [IND] og [MIN] er logisk sckvivalente. [ORD] er det aksiom, der
bevirker ordningen p& Z og andre ringe og som ligger bag begrebet absolut-veerdi.

Antag, at [ORD] geelder. Sa skriver vi for givne a, b

b<ahvisa—beN

b < ahvis ¢ —be NU{0}.
Mow Ser e o4 OXA T Shoad fr 6 €4
Betingelse (1) i [ORD] viser, at nar a, b er givne, s& geelder netop én af relationerne
b<a,b=a,a<b(eftersoma—be Na—b=0,a—be —N. (Vibenytter (2.1) (4):
a—b= (b—a) sdledesat a—be€ —N & b—a e N). Ved hjaelp af [RAK] [RD]
og [ORD)] alene kan vi bevise:

(2.3)* SETNING. For alle a,b,c U&]der

(1) c<bAb< a= c<a (< opfylder [BRT])
(1) ¢c<bAb<a= c<a (< opfylder [BRT])
(2) b<aAO<c=bc<ac

(2) b<anN0<Lc=bc<ac

(3) a<bAb<a= a=b (< opfylder [BRA])
(4) 0<a& —a<0. -

BevIs: (1) Antag at c <bAb<a. Sderb—c€ Noga—be& N. Da N er lukket
under + ifglge [ORD] (2) fas (a—b)+(b—c) € N. Men (a—b)+(b—c) = (a+(-b))+

b+ (=) "E (a4 (=0 +8) + (=) 2T (@4 0) + (-0 "2 et (o) =a e
Dermed er a — ¢ € N, dvs. ¢ < a. (1) bevises analogt. (2): Antag b <a A0 < c.
Sbera—be Nogc=c—0¢€& N. Da N er lukket under - fis (a — b)c € N.
Da ac — be = (a — b)c ifslge [RD] og definitionen af differens, er ac — bc € N, dvs.
be < ac. (2)' bevises analogt. (3): Hvis a < bog b < a geelder b—a € N U {0} og
a—be NU{0}. Men b—a € NU{0} medfgrer a—b € (—N)U{0} idet b—a = —(a—b)
ifplge (2.1) (4). Saer

a—be(NU{0})n((=N)u{0})= {0}

ifglge [ORD] (1), dvs. a—b = 0. Sa er a = b ifglge (2.1) (1). (4): Ifplge [RAI] er
—~(—a) = a. (Hvorfor?) Derfor er a — 0 = a = —(—a) = 0 — (—a). Heraf folger (4)
umiddelbart. a

(2.4)* QVELSE: Ggr rede for, hvorfor betingelsen [NU] kan udledes fra betingelsen
[ORD] samt [RAK] — [RD]. O
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Absolutverdien (modulus) af a er

o { a hvis 0<a
al =
—a hvis a < 0.

(sa | — 3| =3, |3] = 3, f.eks.). Der gelder
(2.5)* SETNING. For alle a,b gzelder

(1) 0<al; |a|=0&a=0

(2) la| =] - d

(3) |abl = |al|d]

(4) la+8] < |af +[0].

BEvis: (1) falger af (2.3) (4) og (2) fplger fra definitionen af |-|. (3) kan bevises ved
hjzlp af (2.1) (3). (4): Hvisa > 0,6 >0era+b>0o0g |a+bl =a+b=|a|+ |b].
Hvisa < 0,b<0era+b<0ogla+b =—(a+b) =—a—b=la|l+[b. Hvis
a>0,b<0erla|+|bl=a-0bogla+b| = (a+b)eller|a+bd=—(atb)=—a—0b

Mena+b<a——b da b < —b ifplge (2.3) (4) og ~a—b < a—b, da ~a<a1f¢1g€i,f :

' (2.3) (4). Tilfeeldet a < 0, b > 0 behandles analogt. : , O

Betingelsen [IND] ggr induktionsbeviser mulige: Lad os forestille os, at vi vil bevise
et udsagn U(n), som afhenger af n, for alle n € N. Vi betragter meengden

U={neN|U(n) er sand}.
~Induktionsstarten viser at 1 € U og induktionsskridtet, at hvis a € U saer a+1 €
U. [IND] udsiger sa at U = N, altsa at U(n) er sand for alle n.
(2.6) SETNING. Betingelserne [IND] og [MIN] er ensbetydende (logisk akvivalente).
BEVISET UDELADES.
(=

Vi indfgrer nu nogle begreber i forbindelse med “division”. Vi formulerer disse
begreber saledes, som det traditionelt ggres i vilkarlige ringe med 1-element, og un-
dersgger, hvad de betyder i Z. : .y

(2.7)* DEFINITION: (Sammenlign med (1.17)). Lad a’ub veere vﬂkarhge elementer

b|a< Der findes et ¢, sa a = be.

(2.8)* DEFINITION: Lad a,b, ¢ veere vilkarlige elementer.

(1) a kaldes invertibel, hvis der findes et b, sd ab = ba = 1.
(2) a kaldes irreducibel, hvis a # 0, a ikke er invertibel og der geelder

a = bc = b eller ¢ er invertibel
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(3) a kaldes prim (primelement), hvis a # 0, a ikke er invertibel og der geelder
albc=albValc

(4) a og b kaldes associerede, hvis der findes et invertibelt element c, saledes at
a = be.

O

(2.9) EKSEMPEL: I Z geelder 2|4, —2/4,2|0,0]0,—1|a for alle a. Derimod gelder
~104— 5,072 O

(2.10)* @VELSE: (1) Gor rede for, at produktet af to invertible elementer igen er et
invertibelt element. Geelder a invertibel < a | 1?7 < a | b for alle b € R?

(2) Gor rede for, at relationen “veere associeret” er en ackvivalensrelation.
{1 denne gvelse ma (2.13) tkke anvendes.)

(3) Lad a og b veere associerede. Vis airr < birr, a prim < b prim. O
(2.11)* OVELSE: Gor rede for (under anvendelse af [NU] og uden at anvende (2.13)),
P et - oo R B T
' a og b er associerede & a|bAb]|a.

.
Den fglgende definition er sikkert velkendt:
(2.12) DEFINITION: Et element p € N, p # 1 kaldes primtal, hvis der geelder:
alphaeN=a=1Va=p.
(Sa primtallene er 2,3,5,7,11, 13,17,. .. ). O

(2.13) BEMAERKNINGER: (1) [Z er de eneste invertible elementer 41 og —1. (Overvej
dette!) I vilkarlige ringe ser det anderledes ud: I et legeme (f.eks. Q) (se den lineesere
algebra eller Kapitel 3) er ethvert element # 0 invertibelt, saledes at der ikke findes
irreducible elementer og primelementer. Se ogsa (2.37).

(2) I Z er meengden af irreducible elementer lig meengden af primelementer (og lig
{£p | p primtal}). I vilkéarlige ringe er begreberne forskellige. (Se Kapitel 4).

(3) Under anvendelse af (1) er det klart, at a,b € Z netop da er associerede, nar
la] = |b|. O

(2.14) OVELSE: Hvilke elementer i Q er associerede til 1 (hhv. 0)? O

(2.15)* SETNING. Nar [RAK]— [RD] og [NU] er opfyldte, sa er ethvert primelement
irreducibelt.

BEVIS: Antag, at a er et primelement og at a = be. Da geelder specielt, at a |
be, (a = (bc)l). Da a er et primelement, fas a | bV a | c. Lad os antage, at a | b.
(Tilfeeldet a | ¢ behandles analogt). Sa er b = ad. Vi far a = be = (ad)c = a(dc).




Mat 2 AL 1990/91 2.6
15. august 1991

Altsa er a(l —dc) = a —adec = a —a = 0. Da a er et primelement, er a # 0. [NU]
medfgrer sa, at 1 —dec =0, dvs. 1 = ¢d. Sa er ¢ invertibel. O

(2.16) BEMAERKNING: Vi vil senere give et eksempel pa, at [RAK] — [RD] og [NU]
kan veere opfyldte, uden at ethvert irreducibelt element er et primelement. (Se (4.5)).
O

(2.17) SETNING. Ethvert element a € N,a > 1, er et produkt af endelig mange
irreducible elementer.

BEVISET: er baseret pa [MIN]-betingelsen. Vi antager, at der findes et naturligt tal
> 1, som ikke er et produkt af endelig mange irreducible elementer, og vil fgre denne
antagelse til modstrid. Vi antager altsé, at delmeengden

T ={a€Nla>1 og a er ikke produkt af

endelig mange irreducible element,er}

,af N er 1kke tom. Lad t € T saledes att <s for alle s € T (Her er [MIN} anvendt) o
, € nt;(s1gk S
'selv)) Derfor kan vi skmve t = tltg, hvor hverl\en t1 eller t2 er 1nvert1belt Ifplge

(2.13) (1) ma 1 <t; <togl <ty <t. Dermed er ¢, ogty ikke 1 T, sa hvert af disse
elementer er et produkt af endelig mange irreducible elementer. Det er t = #;t, altsa
ogsa, en modstrid. O

Det fglgende resultat er velkendt

(2:18) SETNING. (Divisionsalgoritmen). Lad a,b-€ Z med b # 0. Der eksisterer

entydigt bestemte tal m,r € Z, saledes at a =

Et bevis for denne swtning kan gives ved at anvende [MIN] pad T = {a — mb >
0| m € Z} i det tilfelde hvor ¢4 a. Hvis b | a er udsagnet trivielt. Entydigheden er
baseret pa en anvendelse af [NU]. Vi udelader et detaljeret bevis. (Se Allenby S 28).
En generalisering af resultatet bliver beskrevet i Kapitel 4.

O

(2.19) @OVELSE: Hvis n € Z seetter vi Zn = {an | ¢ € Z}, meengden af tal som er
delelige med n. Lad I # &, I # {0} veere en delmzengde af 7, som opfylder

a,bel=a-bel.

Vis, at der eksisterer et n € N, saledes at I = Zn.
(Lgsningsforslag: Vis fgrst, at T = {a € I | a > 0} er ikke-tom. Anvend [MIN] pé
delmzengden T C N og kald det mindste element 1 T for n (!) ) O

(Denne gvelse generaliseres senere i Kapitel 4).

(2.20)* DEFINITION: Lad a,b veere vilkarlige. Et element ¢ kaldes storste felles
divisor (sfd) for a og b hvis der geelder
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(1) claogelb
(2) Hvis d | a og d | b, sa geelder d | c.
O

(2.21) BEMAERKNING OG NOTATION: Hvis ¢ og ¢’ er sfd for a og b, gelder ifplge
(2.20) (2) at ¢ | ¢' og ¢' | ¢. Sa hvis [NU] er opfyldt, er ¢ og ¢’ associerede ifglge
(2.11). I Z betyder dette, at ¢ = +¢' ifglge (2.13). Sa hvis a,b € Z ikke begge er 0,
findes netop en sfd c, siledes at 0 < c. Dette element ¢ betegner vi med (a,b). O

Det er let at se, at hvis d | a og d | b geelder d | ka + ¢b for alle k,£. (Begrund
dette). Specielt gaelder, at hvis a,b € Z ikke begge er 0, sa er (a,b) | ka + €b for alle
k. lel. ~
(2.22) OVELSE: Lad m,n € Z og lad Zm, In veere somi (2.19). Vis, at Im C In <
n|m. O

(2.23) OVELSE: Lad a,b € Z, a,b ikke begge 0. Seet
I={ka+0b|k e}

m €N, med I =7Zm.
(2) Gor rede for, at Za C I og at Zb C I.
(3) Ggr rede for, at hvisn € Z og n | a og n | b, gaelder n | m.
(4) Bevis ved hjelp af (2.22), at m = (a, b).

Vi formulerer resultatet fra(2‘2,3) som
(2.24) SETNING. (Bézout) Lad a,b € Z, a,b ikke begge 0. Der eksisterer k,{ € Z,
saledes at
(a,b) = ka + £b.
(Se ogsa opgave (2D)). O
(2.25) EKSEMPEL: Vi beskriver ved et eksempel Euklids Algoritme, der kan anvendes
til et bestemme (a,b), nar a,b € Z er givne. Vi kan vealge notationen s |a| > [b]

og starter s med at anvende (2.18) (divisionsalgoritmen) pa a og b. (Hvis b= 0, er
(a,b) = a og Euklids algoritme overflgdig.) Lad a = 2385, b = 291. Vi skriver

2385 = 8 .291 + 57 (s& m = 8,r = 57 i (2.18))
291 =5-57+6  (s& m=5r=61(2.18))

Her star (a,b) = {2385,291)
57T =9 -6+ 3 «— = 3 som den sidste “rest” for-
skellig fra 0

6=2-34+0

(1) Gor rede for at I ’op"fy'lder betingelsen i (2}19), ‘siledes at der eksisterer et -
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Man kan se, at Euklids algoritme giver det gnskede resultat, ved at bemaerke, at hvis
a=mb+r,séer (ab) = (br). (Overvej dette!) Ved at regne “bagleens” i Euklids
algoritme kan man ogsa beregne k,¢ € Z, sa (a, b) = ka + £b:
3=57-9-6=5T—9(291 — 5.57)
= —9.2914+46-57 (46 = (=9)(=5) + 1)
—9-291 4 46(2385 — 8 - 291)
= 462385 —377-291 (377 = 46 -8+ 9)
N

(109710)  (108707)

Sa en mulighed for k og € er k = 46,( = —377. O

I (2.15) viste vi, at der under visse omstzendigheder (f.eks. i Z) gaelder, at ethvert
primelement irreducibelt. Se ogsa (2.16). Vi kan vise

(2.26) SETNING. I Z er ethvert irreducibelt element et primelement.

Bevis: Lad a € Z vere irreducibelt Antag, at a | bc og at aTbh. Vi ma vise, at
alc Hvis d|a gelder d € {1, - —a}, da a er irreducibel. (Hvis a = ed er enten
d invertibel, dvs. d = %1, eller e mvertlbel dvs e = =1, og derfor d = :l:a) Da
(a,b) | a og +aTb fas (a,b) = 1. Ifplge (2.24) eksisterer k,¢ € Z, s& ka+ (b= 1. Ved
at gange med c fas kac + fbc = ¢. Nu er a | kac (tr1v1elt) og a | lbe (da a | be ifplge
antagelsen), sa a | c. O

(2.27) OVELSE: Vis ved hjelp af (2.24) at hvis (a,¢) = (b,¢) =1, sa er (ab,c) = 1.
O
- (2.28) OVELSE: Beregn ved hjelp af Euklids algoritme (a,b) og tal k,{ € Z med
ka 4+ £b = (a,b) i folgende tilfeelde
(1) a=102,b=63 (2) a =2001,b = 1066.

, &
(2.29) OQVELSE: Vis, at der for ethvert n € Z gaelder (5n +2,12n +5) = 1. (Lgs-

ningshjeelp (?7): Hvis ¢ = (a,b) er ¢ | 12a — 5b). O
Ved benyttelse af (2.15), (2.17) og (2.26) kan man vise ‘

(2.30) SETNING. (Aritmetikkens fundamentalszetning) Ethvert a € 7, a # 0 kan
entydigt skrives som et produkt af et invertibelt element (dvs. =+1) med endelig
mange primtal.

U
Vi udelader beviset. Denne saetning generaliseres i Kapitel 4. (Der er 2 beviser i
Allenby, s. 33-34.)
Vi betragter nu de sakaldte restklasseringe Z,,, hvor n € Z. Dette er et eksempel
pa faktorringe som behandles 1 Kapitel 3. Lad n € Z veere vilkarlig. Vi definerer en
relation =, (“kongruent modulo n”) pa Z som fglger:

a=,b&nla-b
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I litteraturen finder man oftest notationen a = b (mod n) eller a = b(n) 1 stedet for
a=,b Feks er —2=; 19idet 7| —2—19(= —21). Derimod er 3 7 4da3—4 = —1
ikke er delelig med 7. Vi naevner at a =; b for alle a,bog at a =9 b & a =b.

(2.31) SETNING. (1) For alle n er =, en @kvivalensrelation. (2) Der geelder at =,
og =_, er den samme relation. (3) Nar n # 0 er der |n| akvivalensklasser for =,.

BEvVis: (1) n |0 =a—a, sd [BRR] er opfyldt. a =, bAb=,c=>n|a—-bAn|
b—c=n|(a=b)+(b—c)=>n|a—c= a=,c ([BRT]).

a=,b=>nla—b=n|b-a=—(a—b)=b=,a. ([BRS]).

(2) er triviel, dan | c & —n | c.

(3) Ifglge (2) kan vi antage n € N. Hvis 0 <1 <j<nerit#,j,dal0<j—1<
j < n. Derfor er skvivalensklasserne 0,1,... ,n/——\l forskellige. Men hvis a € Z, kan
vi ifglge (2.18) skrive a = mn+r, hvor 0 <r < n. Sa er a =, r, dvs. a € . Derfor
er et vilkarligt @ € Z i en af de n akvivalensklasser 0,1,... ,n/—-\l. O

(2.32) BEMARKNING: Hvis 0 < r < n bestar sckvivalensklassen 7 for =,, netop af de
- hele tal, hvis rest er r efter division med n (som i (2.18)) altsa af tallene mn+r, m € Z.
Ekvivalensklasserne for =, kaldes derfor ogsa restklasser (modulo n). Restklasserne
modulo 3 er angivet i (1.11). O

Vi vil gerne give maengden af restklasser modulo n en ringstruktur. Dertil har vi
brug for:

(2.33) SETNING. Lad n,a,b,c,d € Z. Antag at a =, ¢, b=, d. 54 gaelder

(1) a+b=pc+d
(2) ab=, cd

BEVIS: Antagelsen viser, at a—c = kn, b—d = {n, k,{ € Z. Altsa geelder a = c+kn,
b= d+ ¢n. Vi adderer og multiplicerer disse ligninger.
(1) a+b=c+d+kn+n=(c+d)+(k+{)n,altsaa+b=,c+d
(2) ab = cd + cln + knd + kln® = cd + (¢ + kd + kln)n, altsa ab =, cd.
.

(2.34) DEFINITION AF RESTKLASSERINGE: Lad n € N og lad Z, veere mengden
af de n restklasser 0,1,...,m — 1 modulo n. ((2.31)). For a € Z er @ = 7, hvor
0 <r < n —1, netop nar a har rest r efter division med n. Vi definerer addition og
multiplikation af a,bel, ved

— -~

G4+b=a+b , ab = ab.

Hvisnua = ¢, b gl: er vi ngdt til at overveje om G+b=72+ c’Z\, @b = ad i ovenstaende
definition, idet den ellers er ubrugelig (ikke veldefineret). Heldigvis geelder dette ifglge
(2.33)! (Nar @ =Cog b= d geelder at+b=c+d og ab = cAd) Da (Z,+,-) opfylder
betingelserne [RAK] — [RD], er det let at se, at (Zn, +,) ogsa opfylder [RAK]—[RD].
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For Z, spiller 0 og 1 rollen som elementerne 0 og 1 i [RAN] og [RMN]. F.eks. er
beviset for, at [RAK] geelder i (Z,,+, ), som fglger

-~

G+b=a+b (definition af + i Z,)
b+a (da[RAK] gelder i Z)

-~

b+3d (definition af + i Z,,)

I

Il

De andre betingelser bevises pa analog made. a

e e ey

(2.35) EkSEMPEL: Lad n =6, Zs = {0,1,2,3,4,5}. Sé er 3+4=3+4=T7T=14da
7 =¢ 1. Vi har ogsa 3.4=34=12= O da 12 =4 0. Denne sidste relation 3.4=0
viser at Zg tkke opfylder [NU]-betingelsen! S& Zg leverer eksemplet pa at man ikke
kan udlede [NU] fra [RAK] — [RD]. Vi opstiller nu “kompositionstavler” for + og - i
Lg:

010 123125 0i10 0 0000
11123450 71012315
212 34501 3024202 4
313325012 310 3030 3
41250123 10 2 2 0 12 2

I disse tavler star der @ + b (hhv. @ - Z) pa den plads som er i raekken med @
og sgjlen med 5. Pé grund af at [RAK] og [RMK] er op‘fyldte i Z,, er tavlerne
symmetriske i diagonalen. De mvertzble elementer i Zg er dem, hvis raekke 1 - -
diagrammet indeholder 1, altsd 1 og 5. (Begrund dette). O

(2.36) @VELSE: Opstil kompositionsdiagrammer analoge til de ovenstaende 1 Z7.
Gor rede for at alle elementer # 01i Z- er invertible, ved hjelp af - -diagrammet. O

Det generelle spgrgsmal, huvilke elementer der er invertible i Z,,, besvares her:

(2.37) SETNING. Lada € Z,,n € N. S er @ invertibel 1 Z,, netop da, nar (a,n) = 1.

BEVIS: @ er invertibel 1 Z,,, netop nar der eksisterer et ke Z,, med Gk =ak =T
Men ak = 1 netop nar der eksisterer et £ s 1 —ak = ¢n dvs. ka+{n = 1. Seetningen
fglger under anvendelse af (2.24). (Overvej dette). O

(2.38) QVELSE: Angiv det “inverse” element til @ for alle @ € Z7, a # 0 med hensyn
til multiplikation (altsa et b, sa ab = 1). O
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(2.39) OVELSE: Lad p veere et ulige primtal. Angiv alle @ € Z, som opfylder a2 = T.

(Herer'd?:aa:c;\z). a
(2.40) QVELSE: (1) Gor rede for, at der i Z, gelder 12...p—1 = p—1,nar p er et
ulige primtal.
(2) Bevis Wilson’s satning
1-2-3...(p—1)=, -1

nar p er et ulige primtal. O
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Kapitel 3. Ringteori. Indledning.

I det forrige kapitel betragtede vi Z og Z, som eksempler pa ringe. Vi vil nu ga
1 gang med den abstrakte ringteori og undersgge hvorledes nogle af de begreber og
szetninger, der blev beskrevet i Kapitel 2, kan udvides. Det gelder iser teorien for
faktorringe i dette kapitel, og faktoriseringsteorien i Kapitel 4.

En RING er et tripel (R, +, *), hvor R er en meengde og + og - er kompositioner
pd R. Givet a,b € R har vi altsi en sum a +b € R oget produkt a - b = ab € R.
Vi antager, at kompositionerne +, - opfylder betingelserne [RAK], [RAA], [RAN],
[RAT], [RMA] og [RD] fra Kapitel 2.

Ringen R kaldes kommutativ hvis yderligere [RMK] gelder (sa - er kommutativ)
og kaldes uniter (eller med 1-element) hvis [RMN] geelder.

(3.1) EKSEMPLER PA RINGE: Foruden 7 og £, som er kommutative ringe med 1-
element, naevner vi:

(1)2Z = {2a|a € 7). Med +, - fra 7 er 27 en ring uden l-element. (Begrund
dette.) S '

(2) Lad n € N og lad R" betegne maengden af 7 X n-matricer med reelle koefficien-
ter. Med den sadvanlige sum og det seedvanlige produkt af matricer er R} en ring.
(Leeseren opfordres til at finde de udsagn i noterne om linezr algebra, som beviser
[RAK] — [RAI], [RMA] og [RD], samt give et eksempel pa, at [RMK] ikke er opfyldt
10
for n > 2). Derimod er E,, = ( ) l-element.

0o 1

(3) Her er et meget eksotisk eksempel: Lad P(M) veere potensmaengden af meng-
den M (se (1.2) (1)). Vi definerer en komposition + (den sakaldte symmetriske
differens) ved:

For alle A, B € P(M)er A+ B=(AUB)\ (AN B).

Sa er (P(M),+,N) en ring!

Altsa skal N (feellesmzngde-dannelse) spille rollen som “multiplikation” i P(M). Nul-
elementet er & (den tomme meengde) og M er et 1-element. Den interesserede laeser
kan prgve at eftervise, at (P(M), +,N) opfylder alle aksiomerne [RAK] — [RD]. Det
viser sig imidlertid, at dette eksempel er et specielt tilfeelde af det naeste, selv om det
maske ikke ser sadan ud ved forste gjekast.

(4) Lad R vare en ring og M en meengde # . Lad RM vere mengden af funk-
tioner f: M — R. Ved hjelp af kompositionerne + og - 1 R defineres kompositioner
(ogsa kaldet + og -) 1 RM:

Lad f,g € RM. St

(f+g)m) = f(m)+ g(m)
for alle m € M.

(fg)(m) = f(m)g(m)
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Sa er f+ g og fg funktioner fra M til R idet flm) og g(m) jo er elementer i R.
Det er let at se, at hvert af aksiomerne [RAK] — [RD] i R medfgrer det tilsvarende
aksiom i RM. Nulelementet i RM er funktionen, hvis veerdi pa ethvert m € A er
0 og tilsvarende beskrives 1-elementet (hvis R opfylder [RMN]!) Nar f € RM, or
funktionen —f defineret ved (—f)(m) = —f(m).

(5) Vi forklarer nu, hvorfor eksempel (3) ovenfor er “indeholdt™ i eksempel (4). Vi
lader R veere ringen 7, = {6?} Der findes en bijektiv afbildning mellem P(M ) og
meangden Z57: Hvis 4 € P(M) lad fa € ! vewre defineret ved

\ 1 hvis me 4
falm)=q - .
0 hvis m¢ A

Sa fa er “indikatorfunktionen” for A. Det er velkendt at afbildningen 4 — f derfor
er en bijektion. Kompositionstavlerne i Z, er

+ 101 01
0 {01/ 0}00
1 110 110 1

Derfor er det let at se, at der geelder:

Foralle A, Be P(M): f4q+ fB = fa+n

fa-fB = fans.

Kompositionerne +, - pa venstre side af ligningerne er i Z¥ og kompositionerne -+,
N pa hgjre side er i P(M). Hvis vi derfor “identificerer” 4 med fa for alle 4 ser
vi, at ringene (P(M),+,N) og (Z3', +,-) falder sammen (inklusiv kompositionerne).
Hvis dette forekommer lidt uklart, kan det siges, at vi netop har givet vores forste
eksempel pa en ringisomorfi. (Se senere). 0

Som nezevnt i begyndelsen af Kapitel 2 vil man i en vilkarlig ring R definere “dif-
ferensen” a — b af a,b € R som a + (=b), hvor (—b) er bestemt fra b ved [RAT].
Udsagnene i (2.1) geelder i vilkarlige ringe, da beviset kun er baseret pa de udsagn,
der er ring-
aksiomerne. ([RMK] og [RMN] benyttes ikke.) Vi vil i det folgende benytte disse
regler uden for det meste yderligere at henvise til dem.

(3.2) OVELSE: Betragt Z med den s@dvanlige addition. Vi definerer en ny komposi-
tion * pa Z ved a* b = 2ab. Underspg hvilke af aksiomerne [RAK] — [RD] er opfyldte
i (Z,+,*). (Man erstatter altsa - i [RMK] — [RD] med *). Er (Z, +, ) en ring? Hvad
sker med [RMN], hvis vi erstatter den underliggende maengde 7 med mengden Q af

rationelle tal? Kan % veere l-element? ]
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(3.3) DEFINITION: Lad (R, +,-) veere en ring. S # @ en delmaengde af R. Hvis der
geaelder

(1) Foralle s,te Sers+te SogsteS.
(2) Foralles € Ser(—s)e S,

kaldes S en delring af R. Hvis der yderligere gaelder
(3) Foralleac R, s€ Serase€ Sogsa€ S

kaldes S et ideali R.
Man kan opdele (3) i de to delbetingelser

(3)y Forallea€e R, s€ Serase S,

(3)y Foralleae R, s€ Sersa€S.
Hvis S opfylder (1). (2) og (3)v (hhv. (3)y). kaldes S et venstreideal (hhv. hojreideal)
1 R. O

(3.4) BEMERKNINGER OG EKSEMPLER: 3.3 (1) udsiger, at S er lukket mht. R's
kompositioner. Det er ikke sveert at se (men heller ikke trivielt!) at en delmengde
S af R netop da er en delring, nar S er en ring med R’s kompositioner. Imidlertid
vil man 1 praksis altid anvende (3 3) (1)~(2) for at eftervise, at S er en delring af R.
(Et bevis for den ovenstaende pastand kan findes i Allenby s 96-97.)

(2) Hvis R hat et 1-element (kaldet 1r) og S er en delring af R forlanges det ikke, at
1r € S. Alligevel kan S have et (andet) 1-element 1s, som eksemplet i (3) nedenfor
viser. Men hvis 1gp € S, sa er 1 ogsa l-element 1 S. (Overvej).

(3) Betragt delmzngden S = {0,2,4,86, §} af Zy19. Det er let at se, at S eren
delring af Z,g, endda et ideal. Men S har 6 som 1- element! (F eks. er 6 4= ‘74 =4
da 24 =194 og 6-8=148 = 8, da 48 = =10 8). Men 1-elementet 1 € Zw er ikkei S.

(4) Hvis S er et ideal i R og R’s 1-element 1g er indeholdt i S, sa er R = S. Ifplge
(3)erjoa=a-1p € S forallea € R.

(5) En ring R har altid de trivielle delringe {0} af R. Disse er ogsa idealer i R.

(6) I kommutative ringe er betingelserne (3.3) (3)v og (3.3) (3)u identiske, (idet
as = sa) men dette er ikke tilfeeldet i ikke-kommutative ringe, som det fglgende viser:

(7) Lad R = R (se (3.1) (2)). SA R er meengden af reelle 2 x 2-matricer. Betragt

delmaengden
b 0
*’*{L OHb,ceR}.
. ay dan b 0 o
Hvis A = € Rog B = € Isaer
az ay ¢ 0

ah+ase 0

AB = [{lgb + ayc 0

e

men
ba1

Cay

BA = { b“?] ¢ I (hvis beay £ 0).
Cao
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Den fgrste ligning viser, at (3.3) (3)y er opfyldt og den anden, at (3.3) (3)y ikke er
opfyldt. Det er derfor oplagt, at I er et venstreideal men ikke et hojreideal i R2. O

(3.5) OVELSE: Vis, under anvendelse af (2.19), at delringene i Z netop er Zm, m > 0.
Gor rede for, at begreberne “delring” og “ideal” er sammenfaldende i Z. O

(3.6) OVELSE: Betragt potensmaengderingen (P(M), +,N), M mengde (se (3.1)
(3)). Vis, at hvis 4 € P(M), si er {9, A} en delring af P(M). Er {@, A} et ideal?
X

(3.7) OVELSE: I (3.4) har vi set at ] = {{{c) 8}

For r € R saetter vi
{ {b br}
I, =
c cr

=l 7]

(1) Vis, at I, r € R og J er venstreidealer i RZ.

(2) Gor rede for, at {0},R3,J og I, r € R er samilige venstreidealer i R3. (Lgs-
ningshjaelp: Lad K vere et venstreideal i R3, M € K. Vis, at hvis man omformer
M til en echelon matrix F ved tilladte omformninger, sa er F € K. Betragt de
forskellige echelonmatricer i R2.)

(3) Bestem alle idealer i R2. O

bce R} er et venstreideal i R2.

bce R}

b,céF&}.

(3.8) SETNING. Lad R veere en ring. Lad M vaere en meengde, og antag, at der for
ethvert m € M er givet en delring (hhv. et ideal, venstreideal, hgjreideal) S, i R. Sa
er feellesmeengden NinearSm igen en delring (hhv. et ideal, venstreideal, hgjreideal) i

R.
BEVIS: En let gvelse. O
(3.9) OVELSE: Lad X # @ veere en delmaengde af ringen R. Seet
rX = {a € R |Der findes m € N og ai,...,a,, € R og
Tr,-2m € X, saledes at a = ayzy 4+ - + amz g ).

(1) Vis, at pX er et venstreideal i R.
(2) Vis, at hvis X C I hvor I er et venstreideal i R, s& er g X C I. (rX er en
analog til den linezere algebras “span X7.) (Se ogsa kapitlet om moduler senere). [J

(3.10) OVELSE: Beregn pX (fra @velse (3.9)) i det tilfzelde hvor R = 72 (de hele
tal, som er delelige med 2) og X = {6}. Er X C pX7? O

(3.11) DEFINITION: Lad R og S veere ringe. Vi betegner kompositionerne i R og
S med +g, ‘g (for R) og 45, -s (for §). En funktion ¢ R — S kaldes en (ring-
homomorfi hvis der for alle r,s € R gaelder:

(1) P(r+rs)=p(r) +so(s)
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(2) o(r-rs)=o(r) - sels).

Vi har udelukkende medtaget R og S som indices i kompositionerne for at specifi-
cere den ring som kompositionerne foretages i. I lighed med definitionen af “lineser
afbildning” (se den linewre algebra) skriver vi fra nu af betingelserne (1) og (2) som:
For alle r,s € R geelder

(1) plr+s)=p(r)+o(s). (2) ¢lrs) = o(r)p(s).

ad

(3.12) EKSEMPLER: (1) .0 : R — R givet ved p(a) = a og(a) = 0 er homomorfier
for alle ringe R.

(2) ¢ : 1 — Z, givet ved u(a) = @ er en homomorfi.

(3) ¢ : T — Z givet ved ¢(a) = 2a er ikke en homomorfi, da (3.11) (2) ikke er
opfyldt.

(4) ¥ : L — 7 givet ved v(a) = |a| er ikke en homomorfi, da (3.11) (1) ikke er
opfyldt. . ' O S B

(5) Lad ¢ : R — S vaere en homomorfi, M en meengde. Sa er afbildningen
oM RM _ gM givet ved ™ (a) = ¢ 0 a en homomorfi. (Hvisa: M — Reren
afbildning, sd er ¢ 0 a : M — S afbildningen givet ved (poa)(m) = ¢(alm))). O

(3.13) SETNING. Lad ¢ : R — S veere en (ring-) homomorfi. Der geelder:
For alle a,b € R : p(a —b) = ¢(a) — p(b). Specielt geelder (nara =b) ¢(0) =0 og
(Héra:o)@(—b)zw&p(b) - L e, SR

BEVIS: Vihar p(a—b)+p(b) = p((a—b)+b) = p((a+(~8))+b) = p(a+((~b)+b)) =

pla+0) = ¢(a) altsa pla — b) + p(b) = p(a). Ifslge (2.1) (1) (anvendt i S) fas
_pla—b) =pla) ~@(b) ' ‘ O

’( ‘ 3.14) DEFINITION: Lad ¢ : R — § vaere en homomorfi. Vi definerer kernen af @
V' og billedet fo ved | ”
og billedet af ¢ ve

kerp = {a € R| p(a) = 0}
@(R) = {b€ S| Derfindes et a € R si p(a) = b}.

(Sammenlign med tilsvarende begreber i linezer algebra.) O

(3.15) SETNING. Lad ¢ : R — S vaere en homomorfi. Der geelder
(1) kery er et ideal 1 R
(2) @(R) er en delring (men I almindelighed ikke et ideal) i S.

BEVIS: (1) Lad a,b € kerp, sa @(a) = ¢(b) = 0. S& er o(a + b) = ¢(a) + p(b) =
0+0=0o0g¢ab) = pla)p(b) =0-0=10. (At 0-0 = 0 fas f.eks. fra (2.1) (2)
anvendt pd S1) Lad r € R. Sa er ¢(ra) = o(r)p(a) = ¢(r)0 = 0 (igen (2.1) (2)) og




Mat 2 AL 1990/91 3.6
7. august 1990

analogt w(ar) = 0. Fra (3.13) ses at ¢(—a) = —p(a) = —0 = 0. Hermed er (3.3)
(1)~(3) opfyldte og ker ¢ ideal.

(2) Beviset for, at p(R) er en delring af S overlades til leeseren. At w(R) ikke er
et ideal vises ved et eksempel: Lad R=17, S=Q og v : R — S givet ved wla) = a.
@ er en homomorfi af ¢(R) = Z (som delring af Q). Men Z er ikke et ideal i Q ifolge
(3.4) (4). O

(3.16) DEFINITION: Hvis I er en delring af R defineres relationen =; (“kongruent
modulo I”) ved
a=rbea-bel.

0

Relationen =,, fra (2.31) er et specielt tilfaelde af det ovenstaende, idet Zn er en

delring af Z (se (3.5)) og sa er =, det samme som =z,,. Derfor er de naste resultater

udvidelser fra (2.31) (1) og (2.33).
(3.17) SETNING. Hvis I er en delring af R, sa er =; en ackvivalensrelation.

BEVIS: a—a=0¢€ [, sa [BRR] er opfyldt. Hvisa—b € I sderb—a = —(a—b) € I,
sa [BRS] er opfyldt. Hvisa—beTogb—c€saera—c=(a—b)+(b—c)e I, s
[BRT] er opfyldt. O

(3.18) SETNING. Lad I vacre et ideal i ringen R, a,b,c,d € R. Antag, at a = c,
b=;d. Sa geelder

(1) a+b=rc+d,

(2) ab =7 cd.

Bevis: Lada~c=ke€lTogb—d=(el Saer(a+bd) —(c+d) =k+{¢€l
Desuden gzelder, da I er et ideal, at kb€ [, dak € [ ogcl € I, da £ € I. Dermed er
kb+clel Menkb+cl=(a—c)b+c(b—d)=ab—cb+chb—cd = ab— cd. O

(Lad os nezevne, at vi i det ovenstaende bevis ikke har benyttet noget udsagn om at
R skal veere kommutativ. Ved beregning af produkter i generelle ringe er faktorernes
orden ikke ligegyldig.)

(3.19) DEFINITION AF FAKTORRINGE: Lad I veere et ideal i ringen R. Lad R/I
betegne meengden af wkvivalensklasser for akvivalensrelationen =;. S& R/I = {a |
a€R},a={be R|a-be I} (akaldesen restklasse modulo I). Vi definerer
addition og multiplikation af @, b € R/I ved

G+b=a+b ab=ab

Som i (2.34) ma vi overveje om der gwelder a +b=C+d, ab=2cd hvis a =5 cog
b =; d. Men dette fglger af (3.18). Det er sa let at se, at R/I opfylder mindst de
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samme aksiomer (blandt [RAK]-[RD]) som R, s4 R/I er en ring, kaldet faktorringen
modulo I. U

(3.20) DEFINITION: Lad ¢ : R — § veere en homomorfi, ¢ kaldes en monomorfi, hyis
 er injektiv, en epimorfi, hvis ¢ er surjektiv, og en isomorfi, hvis ¢ er en bijektion.
Vi skriver R o~ S, hvis der findes en isomorfi mellem Rogs. O
(3.21) OVELSE: Lad R, S og T veere ringe. Lad ¢ : R — S og ¢ : S — T vere
homomorfier. Lad o » veere den sammensatte afbildning R — T. Vis:

(1) ¥ o er en homomorAi.

(2) Hvis ¢ er en isomorfi, da er ©™1 en isomorfi.

(3) ¥ er en monomorfi & kery = {0}.
(Man kan lade sig inspirere af beviser i den linezre algebra.) O
(3.22) SETNING. Lad I veere et ideal i R. Afbildningen W : R — R/I givet ved
7l{a) =@ er en (ring-)epimorfi og ker = I.

BEVIS: Det er helt oplagt, at "er en surjektiv homomorfi (f.eks. er7{a+b) = aii—\b =

a‘f—/b\ = Wa) +7(b)). HVls a€lsi er a =7 0 og dermed @ = 0. Da af’r nulelementet
i R/I (hvorfor 7) er a € ker™. Omvendt, lad a € kerT. S er 3 =T"a) = 0, altsa
a=0,dvs. a=;0eller a € I. 0
(3.23) BEMERKNING: Hvis vi kombinerer (3.15) (1) 0g (3.22) ser vi at der geelder:

Hvis I er en delmaengde af R, si er I netop da et ideal i R nar der findes en ring

S og en ringhomomorfi ¢ : R — § med kerp = I. O

(3.24) SETNING. (Isomorfiseetningen for ringe):

Lad ¢ : R — S veere en homomorfi. Afbildningen @ R/ kerp — o(R) defineret ved

$(@) = ¢(a) er en isomorfi. Der gaeld¢r altsa ‘
R/ kery ~ o(R). |

BEvVIS: For at vise, at ¢ overhovedet er veldefineret ma vises, at hvis @ = b s4 er
w(a) = p(b) :a=b=a—bekerp= p(a) —p(b) = pla—b) = 0= pla) = p(b).
Det er klart, at ¢ er surjektiv (@ er et urbillede for (a) under ¢). Endvidere geelder
EiEkerc,B‘t:;cp(a):0<:>aekerap@a—-OEkergﬁ@aEkewD@azﬁ,sé
kerp = {6} Ifplge (3.21) (3) er det s& nok at vise, at @ er en homomorfi. Men

ola +/E;) = gé(a?b) (addition i R/ ker )
=p(a+b) (definition af ©)

=p(a)+ ¢(b) (¢ en homomofﬁ)

o~

= @(@) + ¢(b) (definition af ).

Analogt vises 3(a b) = 95(6)4,5(3). O
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(3.25) BEMERKNING: Der findes tilsvarende 1somorﬁs&tnlnger som (3.24) for andre
algebraiske strukturer, f.eks. for vektorrum og grupper. For vektorrum kan isomor-
fiseetningen beskrives som fplger: Lad U vare et underrum af vektorrummet V. Sa
er relationen =y defineret ved v =y w e v—welU en wkviv alensrelation pa V. Pa
maengden V/ U af &analensklasser for =y deﬁneres en Vektorrumsstru_ktur ved
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BEVIS: (1) = Lad I vaere et primideal. Antag, at a.b € R/I ogdb =0 Saer
ab =0, sa ab € I. Ifolge [IP] geelder enten a € I (altsd @ = 0) eller b € I (altsd

= 0). Dermed opfylder R/I [NU]. < Antag, at R/I opfylder [NU]. Lad a,b € R
siabe I. Sherab=ab=0. Iolge [NU] geelder si @ = 0 (altsh a € I) eller b = 0
(altsa b € I'). Dermed opfylder I betingelsen [IP].

(2) = Lad I veere et maksimalt ideal i R. Lad @ € R/I. @ # 0. Dermed er a ¢ I.
Betragt delmeengden J = I+ Ra = {i+ra|i € I,r € R}. Det er let at se, at J er et
ideal 1 R (overvej dette, eller vent til @velse (3.32).) Det er klart, at I C J (r = 0).
Pa den andensideer I # J,daa=0+1la€ Joga ¢ I. [IM] medf@rer at J = R.
DaleRekswtererzE[ rée Rsai+ra=1. Saerra—ra~1~z—1«~z-1 da
1 =0 (1 €1I). Viharogsa a7 =1, sarT er “inverst” element til a. < Lad R/I vere
et legeme og J et ideal med I € J C R. Det er let at se, at J = Glje J} er et
ideal i R/I. Dermed en enten J = {0} eller J = R/I. (Se Ovelse (3.31)). Da I C J,
er det let at se, at hvis J = {0} er I = J. Ellers er J = R.

(3) I maksimalt ideal = R/I legeme (ifolge (2))

= R/I integritetsring (ifolge (3.27)).
= I primideal (ifplge (1)).
.

(3.30) OVELSE: Bestem alle maksimale idealer og alle primidealer i Z. (Man kan
anvende (3.5) og (2.22).) O

(3.31) OVELSE: Lad I vaere et ideal i legemet R. Vis under anvendelse af [RMI], at
hvis I # 0 er 1 € I. Slut heraf, at {0} og R er de eneste idealer i R. , O
(3.32) OVELSE: Lad I,J vere idealer i R.
(1) Gor rede for, at
I+J={i+jliel,je J}
og

I-J = {a| Der findes et m € N og elementer
tyoentm €E1,) o Jm €T saa=1)1 4 +imim}

er idealer 1 R.
(2) Bestem I+ J og I-J 1 det tilfaelde, hvor R=12, I =6Z, J = 41.

0

(3.33) OVELSE: Lad N vere en delmeengde af mengden M. Definer en afbildning
on : P(M) — P(N) ved
en(A)=ANN.

Vis, at ¢ er en ringepimorfi. Hvad er kerpn? O
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(3.34) OVELSE: Undersgg om afbildningen ¢ : Z15 — Z1, givet ved

—

p(a) =4a
er en ringhomomorfi og bestem 1 givet fald ker ¢. O

(3.35) OVELSE: Lad R veere en kommutativ ring med 1. For e € R defineres en
afbildning m. : R — R ved m.(a) = ea. Vis, at m, er en homomorfi netop da, nar
e? = e. (Er denne gvelse relevant til (3.34)?) O

(3.36) OVELSE: Lad ¢ : R — S vere en ringisomorfi. Vis I er et ideal i R < ()
er et ideal 1 S. O

(3.37) SETNING (KORRESPONDANCE MELLEM IDEALER). Lad I vere et ideal i R
og T : R — R/I defineret ved y{r) = r (den “kanoniske epimorfi”). Sa inducerer 7~
en bijektion mellem

(1) Meengden af idealer i R, som indeholder I og

(2) Mengden af idealer i faktorringen R/I.

Denne bijektion bevarer maksimale idealer.

BEVIS: Ovelse. (% An g bt /Gw’féM%M {, . %@%ﬁ{ wtat A O
ol T oo Al R g Sea LSl D, oce e
403) 2= wLI) )
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Kapitel 4. Faktoriseringsteori i kommutative ringe.

Vi starter med et par nye eksempler pa ringe, som vil vaere nyttige illustrationer i
det fplgende.
(4.1) EKSEMPLER: (1) Lad R veere en kommutativ ring med 1-element. Vi betragter
polynomiumsringen ¢ R, R[t]. Et polynomium p(t) med koefficienter i R er et udtryk

p(t) = amt™ + am_1t" 7 + -+ art + ag,

hvor ag,ay,...,a, € R (ogm € NU{0}). Hvis a,, # 0 siges p(t) at have grad m og vi
skriver deg(p) = m og a,, kaldes hojestegradkoefficienten. Vikalder ag konstantleddet.
(Vi vil tkke, som det somme tider ggres, betragte p(t) som en funktion fra R — R.
men foretreekker en mere “formel” beskrivelse, hvor t er en “variabel”). Hvis p(t) er
som ovenfor skriver vi

p(t) = Z a;t' (saledes at t° = 1)

1=0

Summationsrakkefplgen er underordnet. Hvis

m

pt) = ait', q(t) = bt
1=0

i=0
er polynomier, anses de for ens, hvis a; = b; for alle relevante 1, og vi saetter generelt

max(m,n)

P+at)= > (a+b)t
1==0

0g

m-+n
(PO)(t) = ) eit’,

1=0
hvor ¢; = Z;‘:o a;bi—j. (Altsa co = apbo,c1 = agby + arbg,...). I begge tilfeelde
antages a; = 0 for i > m + 1, b = 0 for ¢ > n 4 1. Nar R[t] er maengden af
polynomier med koefficienter 1 R, sa er (R[t], +,-) en kommutativ ring med 1-element.
(1-elementet er polynomiet med konstantleddet lig 1 og alle andre koefficienter 0).
Vi kan betragte R som delring af R[t], dvs. som meengden af polynomier med alle
koefficienter lig 0 panzr konstantleddet (de “konstante” polynomier).

(2) Et tal n € Z, n # 0,1 kaldes kvadratfr:, hvis der geelder for alle d € Z:
n|d? = n|d. Det betyder, at primfaktorerne, som indgar i faktoriseringen af n ((2.30))
alle er forskellige. (F.eks. er altsa 30 = 2 -3 -5 kvadratfri, men 12 = 2 - 2. 3 ikke).
Lad n € Z vaere kvadratfri. Sa er

Z[Vn]={a+b/n|abeZ}
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en delring af legemet C af komplekse tal (C = {z + iy | z.y € R}. i = —1. Se de
relevante dele af Mat 1). (Hvis r = a + by/n, s = ¢ + d\/n er i Z[\/n] sa er ogsa
r+s=(a+c)+(b+d)/n ogrs=(ac+bdn)+ (ad + be)/n € Z[\/n]).

Hvis n > 0 er Z[\/n] endda en delring af R. Nar n < 0 er —n > 0 og Z[\/n] =
{a+by/—nilabel} (CC).

Af speciel interesse er Z[\/~1] = {a + bi | a,b € 7}, ringen af “gaussiske hele
tal”. Ringene Z[\/n] har en vigtig normafbildning N, hvis definition og fundamentale
egenskaber beskrives 1 den naste pvelse.

(3) Man kan ogsa betragte delringene

QVA] = {a+bv/a | ab e Q)

af C, hvor igen n er kvadratfri. O

(4.2) OVELSE: Lad n € Z veere kvadratfri. Betragt afbildningen N : Z[/n] —
N U {0} defineret ved N(r) = |a® — ¥?n|, hvor r = a + by/n, a.b € Z. Vis, at der
gaelder

N(rs)= N(r)N(s)

Nr)=0&r=0.

For alle r,s € Z[v/n] : {

(|- | er absolutvaerdien som defineret 1 §2. Det er klart, at (2.5) (1) og (2.5) (3) spiller
en rolle 1 beviset.) O

(4.3) SETNING. Lad R veere en kommutativ ring med 1-element. For alle p,q € R]t]
geelder

(1) deg(p +¢) < max(deg(p), deg(g)).

(2) deg(pq) < degp + degq.

(3) Hvis R er en integritetsring, geelder lighedstegn 1 (2).
(4) R er en integritetsring < R[t] er en integritetsring.

(Fer beviset af (4.3) ma vi overveje, hvad degp er, nar p er nulpolynomiet (alle

koefficienter = 0). Hvis man satter degp = —oo for nulpolynomiet og benytter
regnereglen: (—oo)+m = —oo, samt antager —oo < m for alle m, er det let at se, at

(4.3) (1)~(3) er rigtige, hvis p eller ¢ er nulpolynomiet).

BEVIS FOR (4.3): (1) og (2) folger let fra definitionerne.

(3) Antag at R er en integritetsring. Antag at p # 0,¢ # 0. Lad a,, og b, veere
hgjestegradskoefficienterne 1 p og ¢, hvor m = degp,n = degq. Sa er a,, b, # 0 ifelge
[NU], saledes at anb, er hgjestegradkoeflicient 1 pg. Dermed er

degpg = m +n = degp + degq.

(4) Iplge definitionen er p # 0 & degp > 0. Derfor viser (3), at p # 0Aq # 0 =
pq # 0 eller (hvad der er det samme) pg = 0 = p = 0V ¢ = 0. Sa nar R opfylder
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[\ U], sa gor R[t] det ogsa. Pa den anden side er det klart, at hvis R[t] opfylder [NU],
sa vil enhver delring af R[t] (specielt R) opfylde [NU]. 0

I resten af dette kapitel vil vi antage, at R er en integritetsring.

Vi overtager delelighedsbegreberne fra Kapitel 2. Nar a.b € R, beskrives re-
lationen bla som i (2.7) og definitionen af et inwvertibelt, hhv. irreducibelt, hhv.
prim-element overtages ordret fra (2.8)(1)-(3). ligesom definitionen af associerede
elementer overtages fra (2 (2.8)(4). '

If@lge (‘) 15) O‘aelder iR

Ethxezt pnmeiement 1 R er 1rzeduczbdt - L -

med dette eksempel er at vise: (1
faktoriseringer som produkt af irr

du;cibie\elemeﬁter 'i“R (7) Elcmentet

Q. ) (4) De eneste invertible elementer 1 R‘er ilf., (Vi ;
"N:R— NU{O} defineret som N(a+b/-3) = a 24302, Det ersa Llart at kun il har
norm 1. Antag nu atr~a+br swc%—d\/w 3ogatrs=1. Saer N(T)N(s)

N(rs) = N(1) = 1 ifolge (4.2). Derfor ma N(r) = I\(s) =l,saviharr =5 = il )
(5) Elementerne 1 + J=3.1- m og 2 er irreducible i R. ( ﬁmtag at 1+ 3= rs,
: hvor ro= a+b\/——§ s = c+dv/:_3. Saeréi = 1\(1+f—} = "\e“(’ N(s). Hvis h&ell\en

og at 2T1 + /— 3 271 — /=3. (Overvej! ) Dc—'rmed er 2 ikke et pmmeiement De
ovenstaende faktoriseringer af 4 som produkt af irreducible elementer er forskellige.
' &

(4.6) OVELSE: (1) Vis, at de eneste invertible elementer i Z[\/=1] = Z[i} er £1 og
+1.

(2) Vis, at 2~ V3 er invertibelt i Z{\/ﬁ] o
(

2).
3) Er 1 — /3 invertibelt i Z[V/3]?

(4.7) OVELSE: Vis pa en analog made til (4.5), at

=7:3=(1-2/-5)(1+ 2v/=5) (i Z[vV-3))

o tesstnbM fockele; ? proci it [ 22),
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giver 2 essentielt forskellige faktoriseringer af 21 som produkt af irreducible elementer,
og at 3 ikke er et primelement i Z[\/—5]. O

Vi vil nu anvende tre aspekter af faktoriseringsteorien i Z til at definere tre klasser
af ringe: Euklidiske ringe (udgangspunkt er eksistensen af en norm/absolutvaerdi: for
Z er det “modulus”, se (2.5) og (2.18)), Hovedidealringe (ethvert ideal har formen
Rm,m € R; for Z er dette (2.19) og (3.5)), Gaussiske ringe (eksistens af entydig
primelementfaktorisering; for Z er det (2.30)). Vores mal vil vzere at vise

R Euklidisk “2” R Hovedidealring "2 R Gaussisk.
(4.8) DEFINITION: R kaldes FEuklidisk hvis der findes en (norm-)afbildning
6: R\ {0} — NuU {0}

som opfylder
(1) For alle a,b € R\ {0} er é¢(a) < o(ab).
(2) Foralle a,b € R, b # 0 eksisterer m,r € R saledes at a = mb+r og 6(r) < o(b),
hvis r # 0.
O

(4.9) EKSEMPLER PA EUKLIDISKE RINGE: (1) Z med é(a) = |al.

(2) Q[t] med 8(p) = degp (se Ovelse (4.11)).

(3) Z[i] med é6(a) = N(a) (som i (4.2)). Dette gor vi nu rede for: At (4.8)(1) er
opfyldt falger af (4.2). Seet R = Z[i]. R er en delring af legemet C af komplekse tal.
Normen N pa R kan selviglgelig udvides til vilkarlige komplekse tal 2 +2y, (z,y € R)
ved N(z + ty) = 2% + y*. (Dette er kvadratet af den ssedvanlige “norm” i C). Nar
z+iy € C\ {0} er (z +iy)~! = (z —1y)/N(z +iy) = (z — iy)/(2* + y*) netop det
inverse element til z + iy 1 C. Lad a,b € R, b # 0. Vi betragter (det komplekse tal)
ab™! = z +1iy. Sa z,y € R. (Faktisk er z,y € Q ifplge den ovenneevnte formel for
inverse elementer). Vaelg hele tal k, ¢ € Z saledes at [a — k| < 1. |y—¢| < 1. (Hvorfor
findes sadanne tal k,(?) Seet m =k +il,r =a—-bm. Dak €l erm € R Da
a,b € R fas ogsa r € R. De ovenstaende ligninger viser, at

(2 —k)+ily—€)=ab™! —m =rb"".

Dermed er (da N(b™1) = N(b)™'), nar r # 0

N(rINb) ™ = N(r)N(B™) = N(@b™)
= Nz -k +ily—0)=(z =k +(y— 0" < (5P +(3)7 <1

altsa
N(r)N(®B)™t <1 eller N(r)< N(b).
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Dermed har m,r de onskede egenskaber. (Dette argument er maske det mest

avancerede vi har set indtil nu 1 disse noter. Man kan overveje, om vi “snyder” ved at
forlade R og ga ud i C for at bevise en pastand om R! Men da C jo findes og vi kun
har anvendt kendte egenskaber ved C, er vores argument holdbart. Det repraesenterer

pa sin vis en nyttig standardargumentation i algebraen.) O
(4.10) OVELSE: Vis at Z[\/—2] er en Euklidisk ring. og at Q[¢] er et legeme. O
(4.11) OVELSE: Vis at Q[t] er en Euklidisk ring. O

(4.12) EKSEMPEL: Som naevnt skal elementer 1 Gaussiske ringe have en entydig
“primelementfaktorisering”. Derfor viser (4.5) og (4.7) at Z[\/—3] og Z[/—5] ikke er

Gaussiske ringe og altsa (se senere) heller ikke Euklidiske ringe. a

(4.13) DEFINITION: Hvis m € R, saettes Rm = {rm|r € R}. Da R er kommutativ
er det let at se, at Rm er et ideal 1 R. Et ideal 1 R pa formen Rm kaldes et hovedideal.
Hvis ethvert ideal 1 R er et hovedideal, kaldes R en hovedidealring. (Z er et eksempel

herpd, (3.5)). (o ok, np P0Gtk PO R i Aot Dy L

(4.14) BEMERKNING: Lad Rm og Rn vere hovedidealer 1 R. Der geelder Rm C
Rn < n|lm. (Overvej!) Sa Rm = Rn < m og n er associerede. (Se (2.11)). Da
R = R1 geelder specielt: Rm = R < m invertibel. (Selvislgelig er netop de invertible
elementer associeret til 1). O

(4.15) SETNING. Enhver Euklidisk ring er en hovedidealring.

BEvIs: Lad I # {0} veere et ideal i den Euklidiske ring R med norm ¢. Delmengden
T = {6(a) | a € I,a # 0} af NU {0} er ikke-tom, sa ifglge [MIN] eksisterer et t € T
sa t < s foralles € T. Lad b € I saledes at 6(b) = t. Vi pastar at I = Rb. I hvert
fald geelder Rb C I, (da b € I og I er et ideal). Antag nu at a € I. Under anvendelse
af (4.8)(2) skrives a = mb + r, hvor é8(r) < 6(b), hvis r # 0. (Hvorfor er b # 07)
Dambelogaelerr=a—-mbel Iplge valget af b geelder 6(b) < é(r), hvis
r # 0. Derfor ma r = 0, altsa a = mb € Rb. Vi har sa ogsa vist at I C Rb, altsa
I = Rb er et hovedideal. Da I var vilkarligt (# {0}) valgt (selviplgelig er {0} = RO
et hovedideal) er R en hovedidealring. O

(Det kan veere interessant at sammenligne det ovenstaende bevis med (2.19). )

I hovedidealringe (og altsa ogsa i Euklidiske ringe) er der en peen teori for “stgrste
feelles divisor” (s.f.d). Nar a,b € R benytter vi (2.20) til at definere en s.f.d. ¢ for a
og b. Hvis ¢,¢' € R og c er en s.f.d. for a,b sa er ¢’ netop da en s.f.d. for a,b nar ¢
og ¢’ er associerede. (Se (2.21)). Det fplgende er abenbart en udvidelse af (2.23) og
(2.24):

(4.16) SETNING. Lad R vere en hovedidealring. Lad a,b € R. Betragt idealet
I=Ra+Rb={ka+(b|k (€ R}IR

(1) Der geelder I = Rc for et ¢ € R netop da nar c er en s.f.d. for a og b.
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(2) Der findes en s.f.d. ¢ for a og b, og ¢ kan skrives som ¢ = ka + €b for passende

k.t e R.

BEvis: Da [ er et ideal og R er en hovedidealring kan I skrives som I = Rc for et
c € R. Derfor er (2) en folge af (1). Vi beviser (1). Antag forst at [ = Rec. Da
Ra C I fas cla ifolge (4.14) og analogt ses clb. Hvis dla og d{b gaelder Ra C Rd o8
Rb € Rd og dermed Rc = I = Ra+ Rb C Rd da Rd er et ideal. Ifgélge (4.14) er sa
dlc. Ormendt lad ¢ vaere en s. £d. afaogb. Lad ¢’ € R vaere valgt, sa Ra+Rb = Re'.
‘Séer ¢ ensfd af a.b ifolge det ovenstaende. Dermed er ¢ og ¢’ associerede ifslge

(‘7 11) og ah;sa, Rc —ch dvs Rc'— Ra—er-.[A ; e - -

Op’ga Beregn’ensfd af¢+4z afl%;zéz } ‘
1. Metode ( ‘Sla\ emet@den der altzd giver resultat og aom er analog til (2.25)).

34

10

(1 (hhv. ’—-1)) er det hele tal der er neermest & (hhv. =) derfor skal vores “m’
vere 1 — z) \/1 ganger hg,nmgen med (14 72) og far ~

( 3+z)(1+72)
""’3)(14*‘2 +( 1-—93} m(l%‘l%)%?"}“w"}_m?g; .

Derfor er den S;zigte s. f d. ogsa en s f. d af 1 + (z Oﬁ“ 1 »{» 2 \fien

‘ 1+ noo(1+ {z)(l-—‘?z) ia—%»az
1+2 ) 9

“3%-?21

sal4+2i |14 7i. Derforer 1 +2i en sf.d. af 7+4i og 1 + 7i. De andre s.f.d. fas ved
at multxphcere med alle invertible elementer i Z[i], dvs. £1 og +1.

2. Metode (“Ad hoc metoden” som er lidt mere vagt formuleret, men som kan
lader vi ((a)) veere maengden af elementet som er assoc:erede t11 a (sa ((a)) =
{au| u invertibel}). For a,b € Z[i] geelder abenbart ((@,b)) = ((a + kb,b)) for alle
k € Z[i] og ((a, b)) = ((a.bu)) = ((au,b)) nar u er invertibel. Derfor er
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((T+44,14+7) = (7Tt —4,1+ 71)), (da ¢ invertibel)
=((=5,14+ 7)), (da—-5=(Ti—4)—(1+Ti))
= ((5¢,14+T1)), (da —1 er invertibel)
(51,1 4+2¢)), (dal+42e=1+T7—51)
(1+2i) (fordi 5 = (1 + 2i)(1 — 2i), s& 1 + 2i|5[50).

il

(
= (

O
(4.18) OVELSE: Beregn ((10 4 117,8 +1¢)) 1 Z[¢]. O
(4.19) OVELSE: Lad a,b € Z[z]. Vis at der geelder:
(1) N(a) primtali Z = a irreducibelt i Z[s].
(2) (N(a), N(b)) = 1 = ((a,5)) ={L)
Overvej om de omvendte udsagn til (1) og (2) geelder. ]

(4.20) BEMZERKNING: Det kan vises, at en vis delring af Q[/—19] er en hovedideal-
ring men ingen Euklidisk ring. O

Som en forberedelse til den nzeste setning har vi brug for det fglgende resultat:

(4.21) OVELSE: Antag at I, Ip,...,I,,... eridealeri R saledesat ; C I, C---C
I, C---. Visat I = |J,5, In ogsé er et ideal i R. Hvorfor er inklusionsbetingelsen
vigtig? - O

Vi kommer nu til definitionen af Gaussiske ringe, som ogsa kaldes faktorielle ringe
(UFD pa engelsk).
(4.22) DEFINITION: R kaldes Gaussisk hvis der geelder
(1) Ethvert ikke-invertibelt element a # 01 R er et produkt af endelig mange irredu-
cible elementer r{,79,...,7n; altsa
a=7rirp..."m.
(2) Hvis a = s183 ... 8, hvor sq,...,s, er irreducible elementer i R, s& er n = m, og
der eksisterer en bijektiv afbildning o pa meengden {1,2,...,m} saledes at ((r;)) =
((s0(i)))- (Dette betyder at r; og s4(;) er associerede.) (Sa (1) er en eksistensbetingelse
og (2) et udsagn om at faktoriseringen er essentielt entydig, altsa entydig paneer
multiplikation med invertible elementer). ]

Hvis man benytter (4.16) i stedet for (2.24) kan man kopiere beviset for (2.26) til
at vise:

(4.23) SETNING. Hvis R er en hovedidealring, sa er ethvert irreducibelt element i
R ogsa et primelement. (Se ogsa (4.36) om Gaussiske ringe!)

(4.24) OVELSE: Bevis (4.23). O
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(4.25) SETNING. Hvis R er en hovedidealring, sa er R Gaussisk.

BEVIS: Vi antager at R er en hovedidealring. Vi viser (4.22)(1) for R: Antag at
a # 0 ikke er invertibelt, og at a ikke opfylder (4.22)(1). Sa er a ikke selv irreducibelt.
(Ellers veelg m = 1, og r; = a). Derfor er a = a;b;, hvor a; og by begge er ikke-
invertible. Enten er a; eller by ikke et produkt af irreducible elementer. Hvis det er
ay, er ay ikke irreducibel og vi kan skrive a; = asby, hvor a; og b, ikke er invertible
og ay tkke er et produkt af irreducible elementer. Hvis vi fortszetter pa denne made
far vi en fglge af elementer ay,as,as,... hvor a;4, | a; og hvor a;4; og a; ikke er
associerede. Der geelder sa ifplge (4.14)

Ray CRa; C---C Ra,, C ...

saledes at I = |J;5, Ra; er et ideal i R ifglge (4.21). Da R er en hovedidealring
ma I = Rbfor et b € R. Da b € I eksisterer et ¢ > 1 saledes at b € Ra;. Sa er
I = Rb C Ra; C I, altsa I = Ra;. Dermed er Ra; = Ra;+, (= I), hvorfor a; og ai4;
er associerede ifglge (4.14). Dette er en modstrid.

Vi beviser nu (4.22)(2) for R. Antagata = rirg...7m = 8182 . .. Sp, hvor r;’erne og
s;i’erne er irreducible. Ifglge (4.23) er de ogsa primelementer. Da r; | a = 3152... 5,
geelder enten 7y | s; eller ry | s9...5,. I det sidste tilfeelde geelder enten r | sy eller
r1 | S3...5,. En gentagelse af denne overvejelse viser, at der eksisterer et j, saledes
at r1 | s;. Viskriver s; = ryu;. Da s; er irreducibel og r; ikke er invertibel, ma u;
veere invertibel. Dermed er ((r1)) = ((s;)) og vi seetter o(1) = 7. Vi har nu

ryrz .o . T;m = T3S« . 0 8518541+ --Sn

sa [NU] viser at
g eoiTm = U8y <« - 5515541+ - 5n-
En gentagelse af det ovenstaende argument viser, at dary | uys1...8j-15541-- . 5n,

eksisterer et k # j sa ((r2)) = ((sk)). Vi seetter 0(2) = k og anvender [NU]. Ved at
fortseette pa denne made afsluttes beviset. O

(4.26) OVELSE: Lad p og ¢ veere irreducible elementer i R. Vis: pl¢ & p og ¢ er
associerede. O

(4.27) OVELSE: Lad p € R\ {0}. Vis: p er et primelement 1 R < Rp er et primideal
1 R. O
(4.28) SETNING. Lad R vare hovedidealring, p € R\ {0}. Der gaelder:

¢p er et irreducibelt element 1 R.
Rp er et maksimalt ideal 1 R.

Bevis: |J: Lad p veere irreducibelt. Szt I = Rp. Da p ikke er invertibelt, er I # R
((4.14)). Lad J veere et ideal 1 R, sa I € J € R. Der findes et ¢ € R, sa J = Rq.
Ifglge (4.14) er ¢|p. Lad altsa p = ¢r, » € R. Da p er irreducibelt, er enten ¢
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invertibel, og derfor R = Rq ((4.14)), eller r invertibel. Sa er p og ¢ associerede og
derfor I = J ((4.14)).
3.29)(3)

. . { . 1.27 , 1.4) .
fi: Rpmaksimalt ideal =" Rp primideal = p primelement =y pirreducibelt.

"

(4.29) OVELSE: Vis at et primideal # {0} ogsa er et maksimalt ideal i en hovedide-
alring. O

Vi giver et par anvendelser af det ovenstaende 1 den “elementeere” talteori. De
illustrerer det interessante princip. at man kan benytte “storre” ringe end Z til at
bevise resultater om Z.

Et kvadrattal i N er et tal pa formen a?, hvor a # 0. a € Z. Man kan sa spgrge:
Hvilke naturlige tal er en sum af 1,2,3.4,... kvadrattal? F.eks. er 13 = 22 + 3% en
sum af 2 kvadrattal, hvorimod 7 = 1% + 1% + 12 + 2?2 er en sum af 4 kvadrattal, men
ikke af 1,2 eller 3 kvadrattal. Der en en satning som siger, at ethvert naturligt tal er
en sum af hojst 4 kvadrattal. Ved at ga ud 1 Z[7] vil v1 her undersoge hvilke primtal
der er en sum af 2 kvadrattal. Selvfolgelig er 2 = 12 + 12 et sadant primtal.

(4.30) SETNING. (Euler). Lad p € Z veere et primtal, p # 2. Der geelder:
p er en sum af 2 kvadrater & p =4 1.

Endvidere gaelder, at hvis p = a* + b* = ¢* + d*, hvor a,b,c,d € N, sd er a = ¢ og
b=dellera=dogh=c.

Bevis: Hvis a = 2k 4+ 1 er ulige, sa er a* = 4k* + 4k + 1, og derfor a* =, 1. Hvis
a = 2k er lige er a* = 4k* =4 0. Derfor er en sum af 2 kvadrattal kongruent til 0,1
eller 2 modulo 4. (Altsé a? + 0% =4 0 eller a® + b =4 1 eller a® + 4% =4 2). Sa hvis p
er ulige og p = a* + b* ma p =4 1. Omvendt, lad p veere et primtal, p =4 1. 1 (4.31)
viser vi at der findes et € N sa p|1 + z%. Sa geelder at p|(1 + 1x)(1 —iz) (1 Z[i]})
Imidlertid er det klart, at pT(1 +12) og pT(1 —ix) 1 Z[z]. (Hvis (1 +iz) = p(r +1is)
ma pr = 1, for eksempel). Derfor er p ikke et primelement i Z[z] og derfor heller ikke
irreducibelt (ifalge (4.9)(3), (4.15) og (4.23).) Ifslge definitionen pa et irreducibelt
element kan man skrive p = (a + ib)(¢ + id) for passende a, b, c,d € Z og hvor a + 1b,
¢ + i1d ikke er invertible. Vi har

p* = N(p) = N(a+1ib)N(c+id) = (a® + b*)(c* + d*).

Da a? +b% # 1 og ¢* + d* # 1 fordi a + ib og ¢ + id ikke er invertible, fas a* + b* =
2 +d* = p, altsa p = a® + b*. Antagnu at a,b,c,d € Nsa p=a? +b* =c* +d*. Sa
er N(a +1b) = N(¢ +id) = N(a —1b) = N(c —id) = p, og derfor er a & 1b og ¢ £ 1d
primelementer i Z[¢] (ifolge (4.19)(1)). Viharsa p = (a+1b)(a—1b) = (c+id)(c—d),

to faktoriseringer af p som produkt af irreducible elementer i Z[¢]. Da Z[z] er Gaussisk

fas fra (4.22)(2) at a + 1b = u(c + id) hvor u er invertibel i Z[¢], altsd u = +£1 eller
u = +1i. Heraf folger den sidste pastand i (4.30) let. O
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(4.31) BEMERKNING: Hvis per et primtal, p = 4k + 1 geelder p | 1 +((2k)!)*. Dette
ses ved at anvende Wilson's seetning (2.40)(2), der siger, at p | 14+(44)! Vi overvejer at
(4k)!=, ((2k)1)*: Dap = 4k+1 gelder fori = 1,2,... ., 2k at 2k+i =, —(2k— (2 —1)).
Ved at multiplicere disse 2k kongruenser fas (anvend (2.33))

(2% + 1)(2h +2) - 4k =, (=1)*F2k(2k — 1)+ -2 1 = (2k)!

Derfor er (2k)!1(28)! =, (20)!(2k + 1)(2k + 2) - - - 4k = (4h)! O
(4.32) BEMAERKNING: Beviset for {4.30) er ikke “konstruktivt”™. Vi viser at et prim-
tal p =4 1 kan skrives som p = a* + b?. men ikke hvordan man kan beregne a og b,
nar p er givet. Dette er en typisk situation 1 algebraen. O

Den anden talteoretiske satning er “konstruktiv’.

(4.33) SETNING. (Fermat). Antag at 2.y € N saledes at 2° +2 = y*>. Saerz =5
ogy=3.

BEVis: Antag at r,y € N, sa 22 + 2 = y*. Vi arbejder i den Euklidiske ring R =
7[/—2] ((4.10)), som altsa ogsa er Gaussisk. I R geelder

242 = (2 4+ V=2)r —V=2)

Vi viser forst at ((x + /=2.2 — Vv=2)) = ((1)). Ellers findes et primelement (=
irreduciblt element) r € R, sar |z ++v—-2o0gr |z —/—2. Saer

rl2vV=2=(r+V=-2)—(r —V=-2)

altsa r | (vV—2)%. Da r er et primelement, fas r | V—2. Men /=2 er irreducibelt i R
(som man let ser ved et normargument), si ((r)) = ((v/=2)), altsa r = +/~2. Sa
ma 7|z, da r|z 4+ /=2 altsa r? = —2|2?. Sa 2|2? og derfor ma = veere lige. Men sa er
22 € 47. Men da 2|z> + 2 = y° fas at y er lige, sa y* € 8Z. Specielt er y* =4 0. Pa
den anden side er

P =22 4+2=,2 da2* =0

il

Dette er en modstrid, sa vi har vist
((x + V2,0 = V2)) = ((1)).

Da z + /=2 og x — v/—2 altsé ikke har nogen feelles irreducible faktorer, og da
(v 4+ V=2)(x = V=2) ="

fas ved anvendelse af (4.22)(2) at der eksisterer elementer s ogt € Rsa s* = z—/-2,

3 =2+ /=2. Skrivs =a+by/—-2, hvor a,b€ Z. Sa er
r— V=2 =5 =(d® - 6ab?®) + (3a*b — 26°)V/-2.
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Heraf folger at z = a® — 6ab* = a(a® — 6b?) og at —1 = 3a?b — 2b* = b(3a? — 2b7).
(Hvorfor det?)

Da jo a.b € Z fas fra den sidste ligning at b = 1, altsa F1 = 3a* — 2. Heraf fas
b= ~loga==+1 Sdaerr=ala? —60)=a(l —6)=a-5= 45 Darée&Nmai
r=25 Saerz? +2=27.5ay=23. 0O

Til sidst vil vi beskeeftige os med sammenhangen mellem faktoriseringsteorierne 1
R og i polynomiumsringen R[t].
(4.34) DEFINITION: Lad p(t) € R[t] veere et polynomium, p(t) = S.1_ a;t', a; € R.

t gange

Hvis r € R seettes p(r) = > " a;r*. hvor r* =7r.. .7, altsa
, ,
plr) = ag +air +ayr” + - +a,r" € R.

Nar r € R er givet er det let at se. at afbildningen ¢, : R[t] — R givet ved o (p(t)) =
p(r) er en homomorfi. o, kaldes en indsattelseshomomorfi og p(r) er vaerdien af p(t)

ved indsettelse af r. Vi kaldes r en rod 1 p(t), nar p(r) = 0. Sa er

ker o, = {p(t) € R[t] | r er rod 1 p(t)}.

7

(4.35) SETNING. Folgende udsagn er ensbetydende

er et legeme.
[t] er en Euklidisk ring.
[t] er en hovedidealring.

BEVIS: (1) = (2) kan bevises analogt til (4.11).

(2) = (3) folger af (4.15).

(3) = (1): Antag at R[t] er en hovedidealring. Betragt indseettelseshomomorfien
wo @ R[t] = R. o afbilder det konstante polynomium p(t) = ag pa ag, sa @g er
en epimorfi. Dermed er R[t]/ ker oo =~ R ifplge (3.24) (isomorfiseetningen for ringe).
Ifplge (3.29)(1) er ker ¢ et primideal # {0} og derfor ogsa et maksimalt ideal, da R[t]
er en hovedidealring ((4.29)). Men sa er R ~ R[t]/ ker pq et legeme ifglge (3.29)(2).

.

(4.36) OVELSE: Vis, at ethvert irreducibelt element i en Gaussisk ring R ogsa er
et primelement. (Legsningsforslag: Lad p € R veere irreducibel, a,b € R, plab. Der
findes altsa et ¢ € R sa pc = ab. Betragt faktoriseringerne af a,b og ¢ som produkt
af irreducible elementer.) O

(4.37) QVELSE: Antag at de ikke-invertible elementer a, b1 den Gaussiske ring R har
faktoriseringerne a = pypz ... pr b = q1q2 . . . ¢ som produkt af irreducible elementer.
Antag (efter eventuelt at have sendret faktorernes rakkefolge) at py og g1, p2 og
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q2,---+Pm OF ¢m er associerede medens intet p;,m < 1 < r er associeret til noget

g;, m<j <s. Visat pypy...pn er en storste feelles divisor (s.f.d.) af a og b1 .
Illustrer derefter dette gennem et eksempel 1 den Gaussiske ring Z. O

(4.38) OVELSE: Antag at ethvert element i R har mindst én faktorisering som pro-
dukt af irreducible elementer. Vis at R er Gaussisk, hvis og kun hvis ethvert irre-
ducibelt element 1 R er et primelement. (Losningshjelp: Man kan anvende {4.30)
samt sidste del af beviset for (4.25)!) O

(4.39) OVELSE: Betragt R som en delring af R[t].
(1) Vis at de invertible elementer i R[t] netop er de invertible elementer 1 R.
(2) Lad a € R. Vis at a er irreducibel i R & a er irreducibel 1 R[t].

((4.3)(3) spiller en rolle i beviserne.) O

(4.40) OVELSE: Antag at R[t] er Gaussisk. Vis at R er Gaussisk.
(4.41) SETNING. Folgende udsagn er ackvivalente

(1) R Gaussisk.
(2) R[t] Gaussisk.

|

BEVIs: Ifplge (4.40) skal vi vise (1) = (2). Vi antager at R er Gaussisk. Hvis
f € R[t], f=ag+ ajt + - + a,t", definerer vi indholdet I{f) af f ved

I(f)=((ag,ay,az,....a,)).

Her betegner ((ag,aj....,a,)) mengden af s.f.d. for ag,a;,...,a, (som tidligere).
Stgrste feelles divisorer eksisterer 1 R ifplge (4.37). Hvis a € I(f) kan viskrive f = af,
hvor f € RJ[t] O‘g'f(f) = ((1)). (Overvej dette ngje!). Et polynomium f‘kaid’e’s prim-
iivt hvis I(f) = ((1)). Hvis f = bf hvor f er primitivt, sa er b € I(f). (Overvej
dette). Hvis f og § er primitive polynomier, sa er f § ogsa primitivt. Dette ses som
fplger: Lad f~ =by+bit+ -+ but™, §g=coF+crt+ - +cnt”, hvor ((bg, ... b)) =
((co,-.-,cn)) = ((1)). Antag at p € R er irreducibelt og at p gar op i alle f §’s koeffi-
cienter. Antag at plbo,plb1,....plbr—1.pTbr, plco,pler. ..., ples—1,pT ey, for passende
r.s, 0<r<m,0<s <n. (Findes sadanne r, s?). Koefficienten til #"** i f g er da
ikke delelig med p. (Overvej dette). Derfor har vi en modstrid, sa f § er primitivt.
Hvis f,g € R[t] geelder nu I(f)I(g) = I(fg): Skriv f = af, g = bg hvor a € I(f),
b € I(g) og f og § er primitive. Si er fg = abf § og f § primitivt. Derfor er
ab € I(fg). Heraf fas I(f)I(g) = I(fg), da I(f),I(g) og I(fg) bestar af klasser af
associerede elementer. (Man anvender (2.10).)

Vi antager nu, at R[t] ikke er Gaussisk. Under anvendelse af (4.3) er det let at se,
at et primitivt polynomium af positiv grad er et produkt af irreducible polynomier
af positiv grad. Derfor har ethvert polynomium i R[t] en faktorisering som produkt
af irreducible elementer. Da R|[t] ikke er Gaussisk findes et polynomium f € R[t] af
mindst mulig grad, hvor denne faktorisering ikke er essentielt entydig.

(*) f=pip2--Pr=01¢2...qs
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skal veere to forskellige faktoriseringer af f, p;..... Pry Grec- -, ¢, irreducible. Hvis
pilgj foret 10g 7. 1 <i<r, 1<) <serp;og gq; associerede ifolge (4.26) og derfor
p; = ugq; for et invertibelt u € R ((4.39)(1)). Sa kan ¢, forkortes pa begge sider af
(*). (Anvend (4.3)(4)). Derfra kan vi uden indskraenkning antage. at p; T¢; for alle
i, 7. Vi antager

d=degp, > degp; >--- > degp,

e =degqy 2 degqa 2 -+ = degq..

og at e > d. (Ingen indskrenkning.) Da f ikke kan have grad 0 (fordi R er Gaus-
sisk), ma d > 1 ifplge (4.3). Lad a og b veere hojestegradskoefficienterne 1 p; og ¢;.
henholdsvis. Sact ¢ = p1t* Yge ... g, qf = aqy — bpit* ™ og

F=af-bg=qiq. .. qs.

Da p1|f og pilg ma py|F. Graden af ¢ er hojst ¢ — 1, da ag; og bp;t¢~% har den
samme hgjestegradskoefficient ab. Derfor er deg F < deg f. Vi pastar, at py|ag;.
Hvis F = 0 ma ¢f = 0, da R[t] er en integritetsring, og sa er pastanden oplagt. Ellers
har F en essentielt entydig faktorisering som produkt af irreducible elementer, da
deg F < deg f. Derfor er p,|F associeret til en irreducibel faktor 1 F. Da py T¢; fas
p1lgt og igen pylagy. Skriv aqy = pypj for et passende polynomium pj. Da p; og ¢1
er irreducible af positiv grad er I(p;) = I(q;) = ((1)). Derfor er

((a)) = I(aqy) = I(p1p}) = I(p1)I(p7) = I(p7)

ifplge vore overvejelser om indholdet. Vi far a € I(p}) s& alp]. Ved at forkorte a
i ligningen aq; = pip} sa pilqy, hvilket er en modstrid til antagelsen p; T¢; for alle
7. O

(4.42) BEMERKNING: Ifolge (4.35) og (4.41) er Z[t] en Gaussisk ring, men ikke en
hovedidealring. ; O

(4.43) BEMERKNING: Beviset for (4.41) kan forenkles betydeligt ved at benytte
ringen R’s broklegeme, se neeste kapitel. Et bevis af denne art findes i Allenby’s
bog. O
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Kapitel 5. Om legemer.

I dette kapitel behandles nogle fa aspekter af den meget righoldige teori for legemer,
specielt konstruktionen af legemer med visse givne egenskaber.

Oversigt over delafsnittene
1° Legemer fra ringe, breklegemer
2° Udvidelseslegemer, spaltningslegemer ik
3° Primlegemer, karakteristik M

4° Ordnede ringe og legemer

[o]

Fuldstzendiggorelse af et ordnet I 2me, de reelle tal
De reelle tal kan ikke teelles

DD Ot
[S]

1° Legemer fra ringe, brgklegemer.

Vi starter med et par seetninger om, hvordan man ud fra kommutative ringe med
l-element kan danne legemer. Betragt folgende “duale” spergsmal for en kommutativ
ring R med 1-element:

(5.1) SPORGSMAL: For hvilke R findes der et legeme L og en (ring) epimorfi (se
(320)) o : R — L? O

(5.2) SPORGSMAL: For hvilke R findes der et legeme L og en (ring) monomorfi (se
(3.20)) ¢ : R — L? , o

Til (5.1) kan siges folgende: Hvis ¢ : R — L er en epimorfi, sa er ifplge (3.24)
R/Kere ~ L. Da L er et legeme ma altsa R/ Kerp vaere et legeme, og derfor ma
Ker ¢ ifglge (3.29)(2) veere et maksimalt ideal 1 R. Hvis omvendt I er et maksimalt
ideal i R, sd er R/I et legeme og r — 7 (fra R — R/I) en epimorfi. Sa (5.1) er ak-
vivalent til sporgsmalet “Hvilke kommutative ringe med 1-element har et maksimalt
ideal?” Svaret er “alle”. Dette ses ved at anvende fglgende szetning pa idealet {0} i

R:

(5.3) SETNING. Lad X # R veere et ideal i den kommutative ring R med 1-element.
Der findes et maksimalt ideal i R, som indeholder X .

BEVISET byder pa en anvendelse af Zorns Lemma [ZL], se Kapitel 0. Seet
J={I|Iideali R,I# Rog X C1I}.
Ved den sadvanlige maengdeteoretiske inklusion C er (J,C) en po-mengde. Da

X e Jer J # . Det er let at se, at et maksimalt element 1 (J,C) ogsa er
et maksimalt ideal i R. (Overvej!) Vi viser ved hjeelp af [ZL], at (J,C) har et
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[V

maksimalt element. Dermed vil swetningen altsa veere bevist. Lad K veere en keede i
(J,C). Det betyder, at der geelder

(%) Foralle I,J € Ker I C Jeller JCI.

Viseetter A = Urext og viser 4 € 7. Det vil medfore. at A € Maj(K), sa Maj(K) #
@, og sa viser [ZL], at (J,C) har et maksimalt element, som onsket. Lad T,y € A4,
r € R. Derfindes I.J € K,saz €I, ye J Lados ifslge (%) antage at I C J.
Saerz e J,y€e Jogderforzr+y e JdaJeret ideal, DaJC Afasa+y ¢ A
Endvidereerre e IC 4. dazx €] og I er et ideal. Sa A er et ideal. Det er klart at
XCA HvisA¢ J. er A=R Saerle A, shdereksisterer et I € K sa 1 € . Det
betyder, at I = R ((3.4)(5)). en modstrid. Dermed er A4 € J, som gnsket. O

Sa (5.1) har svaret: For alle ringe. Det er ikke tilfwldet med (5.2). Vi viser:

(5.4) SETNING.

It opfylder [NU] (dvs. R integritetsring)
Der findes et legeme L og en monomorfi

,f?:RQL.

Det er let at se, at f geelder i (5.4): Antag at ¢ R — L er en monomorfi. Sa
er billedet af R, §{R), en delring af L, og da L optylder [NU] geelder dette ogsa for

_f(R). Da R ~%(R) ifolge isomorfiswtningen for ringe, er det klart, at nar €(R)

opfylder N U] sa gor R det ogsa. (Overvej dette). For at bevise || konstruerer vi R’s
broklegeme (kvotientlegeme). Til forstaelse af denne konstruktion ser vi forst pa det
mest kendte eksempel.

(5.5) EKSEMPEL: (Q som brgklegeme af 7). , ,

Elementerne 1 Q opfattes normalt som broker %, a,b € Z,b # 0. Men dette
er ikke helt korrekt, idet vi jo ma identificere 5 = 5 nar ad = bc. Man ser s
elementerne i Q som @kvivalensklasser af broker med hensyn til sekvivalensrelationen

$ ~ 5 & ad = be. Addition og multiplikation af breker er velkendt

2 4 ¢ adibe ac _ ac
b d — bd bd ™ bd
og afheenger ikke af den valgte repraesentant i ackvivalensklassen. O

(5.6) HIELPESETNING. Lad R vere en integritetsring. Sect A(R) = {(a,b) | a,b €
R,b # 0}. Relationen ~ pa A(R) defineret ved (a,b) ~ (¢,d) < ad = be er en
xkvivalensrelation.

BEVIs: (a,b) ~ (a,b) da ab = ba (R er kommutativ). Hvis (a,b) ~ (c,d) gelder
ad = be og derfor cb = da, dvs. (c,d) ~ (a,b). Antag endelig, at (a,b) ~ (¢,d) og
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at (¢,d) ~ (e, f). Sa er ad = be og c¢f = de. Vi multiplicerer disse ligninger og far
adcf = bede dvs. (af — be)ed = 0. Sa viser [NU] at ¢ = 0 eller ¢ # 0 og af — be = 0.
Hvise=0erad =chb=00gde =cf =0,saa=e =0 ([NU]). Igen fas af — be = 0,
altsa (a,b) ~ (e, f). 0

(5.7) DEFINITION OG SETNING. Lad Q(R) veere meengden af zkvivalensklasser i
A(R), hvor R er en integritetsring. Hvis (a,b) € A(R) betegner vi (a,b) med [a, b].
(Sa Q(R) = {[a,b] | a.b € R, b # 0}, hvor [a,b] = [c,d] & ad = bc). Pd Q(R)

defineres kompositioner +, - ved

la,b] + [e,d] = [ad + be, bd]
[a,b] - [e,d] = [ac,bd].

Disse kompositioner er veldefinerede og (Q(R),+,-) er et legeme, kaldet R’s brok-
legeme. Afbildningen r — [r,1] fra R — Q(R) er en (ring)monomorfi.

BEVIS: Fgrst vises veldefineretheden: Lad [a,b] = [a', V], [¢,d] = [, d'], altsa ab' =
a'b, ed' = ¢'d. Der geelder

(ad + be)b'd' = ab'dd’ + bb'cd’
=a'bdd + bb'c'd = (a'd" + b'c")bd.

Derfor er [ad + bc,bd] = [a'd + b'¢',b'd']. En lignende udregning viser at [ac, bd] =
[a'c’,b'd']. Sa viser vi, at Q(R) er et legeme. Det er oplagt, at [RAK], [RMK], [RMA]
er opfyldte. [RAN] og [RMN] er opfyldte med [0,1] som O-element og [1,1] som
1-element. Det negative af [a,b] og [—a,b] og det inverse til [a,bd] # 0 er [b, al.
(Bemeerk at [a,b] # 0 & a # 0. Overvej dette!) Vi har [a, b][b, a] = [ab,ab] = 1, da
(ab,ab) ~(1,1). Vi mangler at vise [RAA] og [RD]:

[RAA] : ([a,b] + [c,d]) + [e, f] = [ad + b, bd] + [e, f]
= [adf + bef + bde, bdf] = [a,b] + [cf + de, df]
= [a,b] + ([¢,d] + [e, f]).

Beviset for [RD] er en guvelse. Det er klart, at afbildningen ¢ : r — [r,1] er en
homomorfi. Hvis [r,1] = 0 er (r,1) ~ (0,1) altsa r1 =0-1 =0, r = 0. Dermed er
Ker ¢ = 0, sa p er en monomorfi, ifelge (3.21)(3). O

Vi har hermed ogsa afsluttet beviset af (5.4) og besvaret spgrgsmal (5.2). Da det i
algebraen er szedvanligt at identificere isomorfe algebraiske strukturer, (hvis der ikke
er grunde, der taler for ikke at ggre det) vil vi identificere R med delringen ¢(R) af
Q(R), nar R er en integritetsring. Sa kan (5.4) formuleres pa fglgende made:
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(5.4)* SETNING. R er en integritetsring hvis og kun hvis R er en delring af et legeme.
O

Det samme princip med at identificere isomorfe strukturer anvendes 1 (5.12)-(5.12)"
og senere. Det forenkler formuleringen af resultaterne betydeligt, som jo ogsa en
sammenligning af (5.4) og (5.4)* viser. Derved kommer det veesentlige 1 resultatet
tydeligere frem.

(5.8) OVELSE: Gor rede for at Q(Z) >~ Q. O

(5.9) OVELSE: Gor rede for at

R er et legeme & Q(R)>= R

(5.10) OVELSE: Gor rede for at Q(Z[1]) ~ Q[i]. O

2° Udvidelseslegemer. Spaltningslegemer.

(5.11) DEFINITION: Antag, at L er et legeme og at & 4 K # {0} er en delmeengde
af L. Hvis der geelder

(1) Foralle s,t € K er s +t € I og st € K.

(2) For alle s € K er —s € i\’

(3) Foralles € K, s #0 er s7' € IV,
kaldes K et dellegerne af L. Sa er IV et legeme (med L’s kompositioner). Hvis I{ er
et dellegeme af L kaldes L et udvidelseslegeme af K. O

For eksempel er Q et dellegeme af R og C et udvidelseslegeme af R.

Vi ved, at polynomiet t24-1 € R[t] ikke har nogen rod i R. (For definitionen af rod, se
(4.34)). Derimod har det roden i i udvidelseslegemet CafR,idet i?+1=-1+1=0.
Man kan s& spgrge om et vilkarligt polynomium (af grad 2> 1)1 K[t], K legeme, har
en rod i et passende udvidelseslegeme L af K. (Selvfplgelig har et polynomium af
grad 0, altsd et konstant polynomium # 0, ikke nogen rod 1 K eller i en udvidelse af
K.) Vi viser i det folgende, at dette sporgsmal kan besvares positivt, men fprst ma

vi igen ga ind pa identificering af isomorfe algebraiske strukturer. Hvis R og R" er
ringe og ¢ : R — R” en (ring))homomorfi, er afbildningen

@, R[t] = R*[t]

defineret ved
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ogsa en (ring)homomorfi, og det er klart at » er en monomorfi (hhv. epimorfi, hhv.
isomorfi) netop da nar o, er en monomorfi (hhv. epimorfi, hhv. isomorfi). Hvad vi
helt preecis viser 1 det fglgende er:

(5.12) SETNING. Lad p(t) € K[t], I legeme, deg > 1. Der eksisterer et legeme L
og en ringmonomorfi ¢ : k' — L saledes at @(p(t)) har en rod 1 L.
&

I denne setning kan  opfattes som en isomorfi mellem I\ og I'* = p(K). Sa giver
¢: en isomorfi mellem K[t] og A*[t]. Nar vi identificerer i’ med K™ og K[t] med
K*[t] kan (5.12) formuleres pa folgende made:

(5.12)* SETNING. Lad p(t) € K[t], K legeme, degp > 1. Der eksisterer et ud-
videlseslegeme L af I\, saledes at p(t) har en rod i L.

s
L

Den bemaerkelsesvaerdige seetning (5.12) ((5.12)%) blev forst bevist af Kronecker,
og den har ogsa et bemerkelsesveerdigt abstrakt bevis, hvis sidste del maske vil fa den
uerfarne leeser til at fole sig fort bag lyset. (Den skeptiske leeser opfordres til at prove
at konkretisere en eventuel kritik af beviset. Denne kan sa danne diskussionsgrundlag
1 en gvelsestime.)

BEVIS FOR (5.12): Da K er et legeme, er [t] en Euklidisk ring og altsa ogsa en
hovedidealring og en Gaussisk ring. (Se (4.35) og (4.25)). Da degp > 1, er p ikke
et invertibelt element i N[t]. (Begrund dette). Derfor er p et produkt af irreducible
polynomier (dvs. irreducible elementer i ringen K{t]), p = p1p; -+ pn, p; irreducibel.
Betragt idealet I = K'[t]p;(t) i K[t]. Da K[t] er en hovedidealring, er I et maksimalt
ideal 1 K[t] ifolge (4.28). Derfor er L = K[t]/] et legeme ifplge g?ﬁ}a?) Nar
q(t) € K[t] er et vilkarligt polynomium setter vi som ssedvanlig ¢(t) = ¢(t) + 1
(altsd g(t)’s ekvivalensklasse mht. eekvivalensrelationen =y, se (3.16)). Vi definerer
©: K — L som fglger: Nar a € IV, er a et konstant polynomium a € K[t]. Vi satter
@(a) =a(=a+1I) € L. Det er let at se, at  er en homomorfi. Nar a # Oera ¢ I og
dermed @ # 0. (Hvis a = q(t)p1(t) er 0 = dega = deg ¢(t)+degpi(t) = deg ps(t) > 1,
en modstrid),sad =0& a € [ & a = 0. Altsa er Kerp = 0, dvs. ¢ er en monomorfi
((3.21)(3)). Nuert=0+1-t+0-t*4+--- € K[t]. Viswtter { = t e L og pastar at
¢ er en rod 1 pi(p1)! Antag at pi(t) = ap +art + -+ + a,,t™. Ifplge definitionen af [
er pi(t) € I, altsa py(t) = 0. Sd er

0=pi(f) = (ap + art+" - +a,t™)
=G+ a1t + -+ Apt™
=G+ b+ Al
= (@e(p1))(0),

se nweste side!

som gnsket.
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(Da ¢(a) =a for alle a € K er (¢4(p))(t) = do + a1t +---+a,,t™. Ved indsaetning
af legemselementet £ € L i ¢,(p;)(t) fas

Pt<P1)([) = aﬂ +61€+ R 6mgm'
Men vi har jo at €' = #' for alle i, da ¢ = 7.)

Da ¢(p) = pip: }({,(pg) c.ot(pn)og Lerenrodiopy), er £ ogsa en rod i p4(p),
som gnsket. O

For vi kikker pa udvidelser af (5.12)*, giver vi et direkte bevis for folgende

(5.13) SETNING. Lad R vare en kommutativ ring med 1-element. Lad p(t) €
R[t],r 6 R. Der geelder

rerenrodip(t)st—r|plt) (iR[t]).
BEVIs: For 1 > 1 sectter vi
pilt,r) =t et T4 et T e R
Det er let at se, at der sa geelder

th—rt = pit, )t — 7).

Hvis p(t) = S_1n, a;t', er p(r) = 31" a;r', og derfor er

) =) = Y aste' =) = (St )¢ = )
i=1 =1
Da p;(t,r) € R[t] er ogsa n(t) = >, a;p(t,r) € R[t] og vi har
p(t) = p(r) +n(t)(t —r)

sa
t—r|pt)yst—r|plr)e pr)=0.

Vi har nu folgende udvidelse af (5.12)*:
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(5.14) SETNING. Lad p(t) € IN[t], I legeme, degp = m. Der findes et udvidelses-
legeme L af K og elementer {;,¢,, ... ¢, € L, saledes at

p(t) - am(t - Cl)(t - 62)(7‘ _ﬁm)

(1 L[t]) hvor a,, er hgjestegradkoefficienten i p.

BEVIS: Vi benytter induktion efter degp = m > 1. (For m = 0 er seetningen triviel).
For m = 1 kan vi veelge k¥ = L. (Hvis p(t) = a;t+ag er p(t) = a;(t+aga;').) Antag,
at (5.14) er vist for alle legemer og alle polynomier af grad < m —1. Lad p(t) € K[t]
have grad m. Ifslge (5.12)* eksisterer en udvidelse Ly af I{', saledes at p(t) har en rod
¢y 1 Ly. Saeri L[t] p(t) = (t — €1)py(t), hvor py(t) € L[t} har grad m — 1. (Anvend
(5.13)). Ifelge induktionsantagelsen anvendt pa L; og p;(t) eksisterer en udvidelse L
af L, og elementer ¢,...,0,, € L, saledes at

pi1(t) = am(t — &)t —€3) ... (t — L),
hvor a,, er hgjestegradkoefficienten i1 p(t) (hvorfor det?), og vi har
p(t) = am(t —€y). .. (t —ln),
hvor ¢y,...,¢,, € L. Men da L er en udvidelse af I\', er saetningen bevist. |

(5.15) BEMAERKNING: Lad I\ vare et legeme. Det kan vises, at der findes et ud-
videlseslegeme L af K saledes at der for ethvert p(t) € K[t], degp = m eksisterer
elementer €y, ...,{,, € L saledes at p(t) = a,,(t—€1)(t—¥3)...(t—£{). Dette udsagn
er selviglgelig meget staerkere end (5.14). (Den “algebraiske afslutning” af K). O

(5.16) DEFINITION: Et legeme L, som opfylder betingelserne i (5.14), kaldes et spalt-
ningslegeme for p, hvis der ikke findes noget legeme L;, K C L, & L, som opfylder
betingelserne 1 (5.14). O

(5.17) EKSEMPEL: Z; er et legeme med kun 2 elementer 0 og 1, som vi her kalder
0 og 1. Betragt polynomiet p(t) = t* +t + 1 € Z,[t]. Da p(0) = p(1) =1 # 0, har p
ikke nogen rod i Z,. Betragt et udvidelseslegeme L af Z, hvor p(t) har en rod ¢. For
ethvert element k € Lerk+k =0, k= —~k,dak+k=1k+1k=(1+1)k =0k =0.
Specielt er —¢ = ¢. Vi har ogsa p(¢) = (* +(+1=0,sa * = —({+1) =L+ L.
Lad os bemarke, at ¢ +1 ogsa er rod i p, idet p({ + 1) = (L +1)* + ({ + 1) + 1 =
Cp 4041404141 = 2 +0+41 =0 (dal+€ = 1+1 = 0). Sap(t) = (t—0)(t—(L+1)).
Vipastar at Ly = {0,1,¢,{+1} er et dellegeme af L, saledes at L, er spaltningslegeme
for p(t) over Z, og altsa et eksempel pa et legeme med 4 elementer! (I gvrigt det
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eneste). Her er kompositionstavlerne for Ly:

+ % 0 1 ¢ i+1 o 1 ¢ (+1
0 0 1 ( (1 010 0o 0 0

11 (+1 ¢ 1 0 1 ¢ r+1
¢ 6 0+ 0 1 ¢ 0 6 (+1 1
(+1. 0+1 1 0 €+1§o (+1 1 ¢

(F.eks. er £4+({+1) = ((+0)+1 =041 = Log ((+1)({+1) = P +(+{+1 = £ +1 = £,
da €2 + £+ 1 = 0.) Kompositionstavlerne viser, at L; er lukket under +, -. Desuden
er ¢ og £ + 1 hinandens inverse elementer, sa L, er et legeme. O

(5.18) OQVELSE: Gor rede for, at legemet Ly i (5.17) er et spaltningslegeme for
(i) =8 1€ Ll :

(5.19) OVELSE: Gore rede for, at ¢;(t) = t3 4+ t2 4+t + 1 € Z,[t] har Z, som spalt-
ningslegeme. O

3° Primlegemer. Karakteristik.

(5.20) DEFINITION: Et legeme L kaldes primlegeme, hvis det kun har L selv som
dellegeme. ‘ O

(5.21) SETNING. (1) Et primlegeme er isomorf til netop ét af legemerne Q eller Z,,
p primtal.
(2) Ethvert legeme indeholder netop et dellegeme, som er et primlegeme.

BEvis: Lad K vere et vilkarligt legeme. Det er let at se, at hvis L;,1 € I, er
en samling af dellegemer af I, sa er NL; ogsa et dellegeme af K. Derfor er PP =
1

N L et dellegeme af K.
{L|L dellegeme af K}

Da et dellegeme af P ogsa er et dellegeme af K, er P et primlegeme. Hvis nu ¢} er
et andet dellegeme af K, som er et primlegeme, sa er P C @, da P er feellesmaengden
af alle dellegemer. Men s& ma P vere et dellegeme af Q og derfor lig @), da @ er et
primlegeme. Hermed er (2) bevist.

(1) Lad P veere et primlegeme. Betragt for n € N elementet n' € P defineret
somn' =14+14---+1. Det er klart, at (m +n) =m' +n',(mn)" = m'n’ for alle

n gange
m,n € N. Antag forst, at der eksisterer et ¢ € N, saledes at ¢' = 0. Lad p veere
det mindste p € N med p’ = 0. (Anvend [MIN]). Hvis p ikke er et primtal, p = rs,
r,s # 1, sa er p = r's’ =0, men 7',s' # 0, hvilket strider mod [NU]. Sa p er et
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primtal. Det er sa klart, at afbildningen 7 — 7' er en monomorfi mellem Z, og P.
Da P er et primlegeme, er det en isomorfi. (Overvej dette). Hvis ¢’ # 0 for alle
q € N, danner {0’ = 0,41',4£2' ...} en delring af P, som er isomorf til Z. Men sa er
Q(Z) ~ Q isomorf til et dellegeme af P, altsa isomorf til P. O

(5.22) DEFINITION: Lad I vere et legeme. Karakteristikken of I, char K, er de-

fineret ved
p hvis Z, er K's primlegeme

char ' = {

0 hvis Q er K'’s primlegeme

0

Sa char I\ er 0 eller et primtal.

40 3 .
4° Ordnede ringe og legemer.

(5.23) DEFINITION: En ordnet ring (hhv. ordnet legeme) er en kommutativ ring
med l-element (# {0}) (hhv. et legeme), der opfvlder betingelsen [ORD] fra Kapitel
2. ‘ : O

I en ordnet ring findes der altsa en delmzengde N, som vi i det fglgende vil kalde
meangden af positive elementer i R og betegne R, som opfylder

(1) Ethvert element i R er i netop én af meengderne RT {0}, R~ = —RT.
(2) R* er lukket under + og - (se (1.19)).

I sa tilfeelde har vi altsa relationer < og < pa R defineret ved
a<beb—aeRY
a<bsb—acR" ellera=5b

~ og en absolutverdi (norm, valuering)

a hvis a € RT
la] =

—a ellers,

sa 0 < |a| for alle @ € R. Idet beviserne for (2.3) og (2.5) kun er baserede pa
[RAK] — [RD] og [ORD], er alle udsagn i disse sztninger opfyldte for <, < og | - |
defineret ovenfor. Specielt er (R, <) en po-maengde. Betingelse (1) ovenfor viser at
[BRL] er opfyldt for <, sa (R, <) er en lo-mangde ((0.19)).

Endvidere fas fra (2.4):

(5.24) SETNING. En ordnet ring er en integritetsring.

(5.25) OVELSE: Lad R veere en ordnet ring.
(1) Vis, at 0 < @® for alle a € R, a # 0. Specielt er 0 < 1, hvor 1 er R’s etelement.
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(2) ForneNladervin'=1+1+4+---4+1€R. Vis,at 0 < n’.

- n gange
(3) Vis, at et ordnet legeme har karakteristik 0.

(5.26) DEFINITION: Lad R og S veere ordnede ringe.
(1) Hvis S er en delring af R siger vi at ordningen i R udvider ordningen i S, hvis
der geelder
R*NS=5"

(sd for alle s € § geelder: 0 < s (1 ) © 0 < s (i R).) Viharaltsa (S,<) C (R, <).
(2) En (ring)homomorfi ¢ : R — S kaldes ordningsbevarende, hvis der geelder

J(RT)C ST,
(altsa 0 < r =0 < l{(r)) O

(5.27) BEMARKNING: Hvisn € N lader vin' veere som i (5.25)(2), og seetter (—n)' =
—n', 0' = 0, saledes at der for hvert z € Z er defineret et 2’ € R. (Sml. beviset for
(5.21)(1)). Sa er afbildningen = — z' en ordningsbevarende monomorfi fra den
ordnede ring 7 til R, nar R er en ordnet ring. I overensstemmelse med det tidligere
neevnte princip om at identificere isomorfe algebraiske strukturer, vil vi identificere
Z med dens indlejring 1 R. Vi opfatter altsa Z som en delring af R, og ordningen i R
udvider sa ordningen i Z ifglge (5.25)(2). Pa tilsvarende made vil et ordnet legeme
K have Q som dellegeme, saledes at ordningen i K udvider ordningen i @. I en

ordnet ring R (hhv. ordnet legeme K) har derfor udtryk som zz,z € Z,z € R (hhv.
qr,q € Q,z € I') en veldefineret mening som elementer i R (hhv. K). O

(5.28) OVELSE: Betragt polynomringen Q[t]. Vi saetter

Q)T = {f € Q[t] |f # 0 og hgjestegradkoefficienten
1 f er positiv (i Q)}

(1) Vis, at med dette valg af Q[t]* er Q[t] en ordnet ring.
(2) Vis, at der for alle n € Z geelder n < t (ved ordningen i Q[t]). O

Den ovenstaende gvelse viser, at fplgende betingelse for en ring er sterkere end
[ORD].

[AORD] R opfylder [ORD] og der geelder yderligere:

For alle z € R findes et n € Nsa 2 < n.

(5.29) DEFINITION: En arkimedisk ordnet ring (hhv. arkimedisk ordnet legeme)
er en kommutativ ring med l-element (hhv. et legeme), der opfylder betingelsen

[AORD]. O
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Det er klart at Z,Q opfylder [AORD]. Med ordningen fra (5.28) opfylder Q[t]
[ORD], men tkke [AORD].

(5.30) OVELSE: Lad R veere en ordnet ring, a,b,c,d € R, b,d # 0. Antag, at ad = bc
og at 0 < ab. Vis. at 0 < ed. (Man kan anvende udsagn fra (2.3)). O

(5.31) OVELSE: Lad Q(R) vere brgklegemet af den ordnede ring R. Vis, at Q(RR)
kan ordnes pa netop én made ved en udvidelse af ordningen 1 R. (Lgsningshjelp:
Antag, at en ordning pa Q(R) udvider R’s ordning. Hvis a,b € R, b # 0 ma (da
b* € RT og [a,b]b? = [a, b][b%, 1] = [ab, 1] = ab)

(*) [a,0] € Q(R)" < ab€ R™.

Hvis man sa benytter (*) som eneste mulige definition af Q(R)™, viser (5.30), at det
er veldefineret. Altsa Q(R)T = {[a,b] € Q(R) | 0 < ab}. Det ma sa vises, at med
dette valg af positive elementer er [ORD] opfyldt i Q(R).) O

5° Fuldstzendiggerelse af et ordnet legeme. De reelle tal.

Det er muligt at opbygge veaesentlige dele af den matematiske analyse (som praesen-
teret 1 Mat 1 m.m.) pa en aksiomatisk beskrivelse af de reelle tals legeme R.

Man antager, at R er en meengde med kompositioner +, - og en ordningsrelation <,
som ggr R til et “totalt ordnet legeme med supremumsegenskaben”. Dette betyder

(1) R er et ordnet legeme (som defineret 1 (5.23)). '
(2) Den linezert ordnede maengde (fo-mengden) (R, <) opfylder [SUP] (se Kapitel
0).

(I (2) er < selviplgelig den ordningsrelation, der kommer fra [ORD]-betingelsen pa
R).
Vi viser i det fglgende at et ordnet legeme kan “fuldsteendiggeres”: Givet et ordnet
legeme K konstruerer vi et ordnet legeme F(K') og en ordningsbevarende monomorfi
fra K til F(K). Legemet F(K ) har den egenskab, at enhver Cauchy falge (funda-
mentalfglge) af elementer fra F(I') har en greenseveerdi i F(K). (F(K) er “fuld-
steendigt”). (F.eks. er Q et ikke-fuldstendigt ordnet legeme). Yderligere vises, at
hvis K er arkimedisk ordnet, sa er F(R') det ogsa, og i dette tilfaelde opfylder F(1\')
supremumsbetingelsen [SUP]. Hvis vi (som tidligere) identificerer A med dets in-
dlejring i F(K) vil F(K) vere et udvidelseslegeme af I, hvis ordning udvider K’s
ordning. Hvis vi specielt anvender denne konstruktion pa det arkimedisk ordnede leg-
eme Q fas som fuldstzendiggorelse et legeme, der opfylder de aksiomer, R skal opfylde.
Dette sikrer altsa eksistensen af R. Det kan vises, at de ovennavnte aksiomatiske
egenskaber karakteriserer R panzr en ordningsbevarende isomorfi.

I resten af dette kapitel vil I veaere et ordnet legeme. Som 1 4° betegner Kt
meangden af positive elementer. For laeseren gar videre, bgr han/hun lese (5.27)
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1gen. Vi betragter altsa @ € K. I den folgende definition br uger vi ordningen < (<)
pa IV og absolutverdien |- | pa I, (4°). Definitionen ligner noget velkendt fra R,
men vi arbejder altsa i et “abstrakt” ordnet legeme v

(5.32) DEFINITION: Lad (ag) = (ay.aq....,a,.... ) veere en (uendelig) folge af cle-
menter 1 A
(1) Folgen (a;) kaldes en Cauchy—folge (fundamentalfolge) hvis der geelder
For alle ¢ € K" findes et n = n(c) € N, saledes at la, —a,| < ¢ for alle
p.g 2 n.
(2) Folgen (a;) kaldes en nulfolge. hvis der gaelder
For alle ¢ € ' findes et n = n(s) € N. saledes at la,| < ¢ for alle p > n,
(3) Meengden af Cauchy folger af elementer fra Iv betegnes CF(L'). Tilsvarende

betegnes meengden af nulfolger med CFy(L). O

(5.33) SETNING. (1) CFy(K) C CF(L). (altsa en nulfolge er en Cauchy-folge. )
(2) Lad (a;) € CF(K). Der eksisterer m € K+ saledes at la;] < m for alle i & N.
(En Cauchy—fﬂ]de er begraenset. )

BEVIs: (1) Lad (a;) veere en nulfslge. Lad e € K+. V alg ifplge (5.32)(2) et n = n(§)
saledes at |a,| < £ 5 for alle p > n. Sa geelder for alle p,¢ > n (under anvendelse af

(2.5)(4))

jap —a,| < ia,pz +lagl < = +

SRR

(2) Lad (a;) veere en Cauchy-folge. Lad ¢ € K*. Veelg n = n(c) sa lay —ag] < ¢
for alle p,q > n. Specielt geelder sa for alle p > n: |a, — ap| < z. For p > n fas sa

}a})! = l(ap —an) + an] < ’aP - ani + !an’ < ian} + £.

Sa vil ethvert m € K, som opfylder de endelig mange betingelser

lar] <m laz| <m, ... |a,_1| < m, lan] +¢ < m,
opfylde |a;| < m for alle 7. (Overvej, hvorfor et sidant m € K+ findes? Kan f.eks.
m = |ay| + |ag| + -+ + |an_1] + |a,| + ¢ bruges?) O

(5.34) DEFINITION: Lad (a;) og (b;) veere fplger af elementer fra . Vi definerer
folgernes sum og produkt ved

(a;) + (b)) = (ai + bi), (a;)(b;) = (a;b;)
(sa feks. er (a;) + (b;) = (ay + by, ay + by, ..., yap + by, ). O

(5.35) HIELPESETNING. Lad (q;),(b;) € CF(K). Der geelder
(1) (ai)+ (b;) € CF(K)
(2) (ai) (b)) € CF(R)
(3) Hvis (b;) € CFy(K) er (a;)(b;) € CFy(K)
(4) Hvis (a;),(b;) € CFy(K) er (a;) + (b;) € CFy(IY).
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Bevis: (1) Lad ¢ € Nt veere givet. Velg ny,ny € N saledes at |a, — a,| < § for
alle p,¢ > ny og b, — by| < § for alle p,q > ny. Hvis n > ny, og n > ny geelder for
P, ¢ = n (igen benyttes (2.5 (4),
[(ap +bp) = (ag + bg)| = |(ap — ag) + (by — bg)|
5
< lap = agl + 10y — bl < 5 +

= £
[

VRN

(2) Veelg ifslge (5.33)(2) my,me € KT sd |a;| < my for alle : > 1 og |b;] < my for
alle7 > 1. Lad ¢ € K vaere givet. Veaelg ny,ny € N saledes at

{ la, — aq] < i:m;l for alle p,qg > n;

(*)

1bp — byl < Jnl -1 for alle p.g > n,.

Hvis n > ny,n > ny geelder for p.g > n

lapby — agpql = lap(by — by) + (ap — ag)by]

< ap(by = bg)l + [(ap — ag)bg| ((2.5)(4))

= lap|lbp — bl + lap — aql[by] ((2.5) (3))

S mylb, — byl + |ap — aglmy ((2.3)(2)

< my (%emfl> + (;155771;1) my ((*) ovenfor)

— 1 1/‘ PO

= 55 + :?_C = £.

4

(5.36) OVELSE: Bevis (5.35)(3)-(4). O

(5.37) HIZLPESETNING. Lad (a;) € CF(K)\ CFy(K). Der findes et 6 € K+ og et

n € N, saledes at
lap| > 6 for alle p > n.

(Specielt er sa a, # 0 for allep > n).

BEVISET fores indirekte: Hvis hjelpesetningens udsagn er forkert, geelder:
(1) { For alle § € Kt og for alle n € N eksisterer
et p>n sa lap| <06
Lad e € Kt veere givet. Da (a;) er en Cauchy-folge, eksisterer et n' € N, sa |a,—a | <
1e for alle p,¢ > n'. Idet vi anvender udsagnet (1) for § = Le og n = n' ses, at der
findes et p' > n', s |a, | < 3¢. For ¢ > n' gaelder da
lag| = lag — ap + ap|

1 1
<|aq——ap]+[a,,{<—f+~ £ =c¢.

t\J
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Men sa er (a;) en nulfplge, hvilket strider mod antagelsen. O

(5.38) OVELSE: (1) Lad (b;) vaere en folge af elementer fra ', der opfvlder: Der
findes et n € N, saledes at b, = 0 for alle p > n. Vis at (b;) € CFy(I\).

(2) Lad (a;) € CF(N)\ CFy(K). Vis (under anvendelse af (5.37)), at der findes
en folge (b;) € CFy(IY) saledes at a; + b; # 0 for alle 2 € N. O

(5.39) HIEZLPESETNING. Lad (¢;) € CF(N)\ CFy(). Antag, at ¢; # 0 for alle
i € N. Hvis d; = ¢, ' for alle i, er (d;) € CF(K).

BEVIS: Ifglge (5.37) eksisterer § € Kt og n € N sa |c,] > 6 for alle p > n. Veelger
vi n som det “mindste” (hvad er det?) af |cy],... ,|c.], d er n € Kt og n < ¢ for
alle7 € N. Lad ¢ € 't veere givet. Veelg n = n(en?), siledes at |c, — ¢, < 5 for
alle p,¢ > n. Antag, at der findes p,q > n,sa |d, —d,| 2 <. Saer

lcp = ¢ql = lepeq(dy — dp)l = leplleqlldy — dy| 2 e,
en modstrid. Altsa ma |d, — dy| < ¢ for alle p, ¢ > n. O

(5.40) @VELSE: Lad (d;) veere som 1 (5.39). Vis at (d;) ikke er en nulfglge. (Man
kan anvende, at |¢;| > n for alle : € N). O

(5.41) @QVELSE: Betragt polynomringen Q[t] fra @Qvelse (5.28) med ordningen givet

dér. Udvid (ifglge (5.31)) ordningen pa Q[t] til en ordning pa L = Q(Q[t]), brok-
legemet af Q[t]. Gor rede for, at folgen ‘

&

er en Cauchy-felge 1 Q men ikke i L. Er fglgen

(ORI
QI |
S|
N’

(1,772 )

en Cauchy-fglge i L7 O
(5.42) SETNING. (1) (CF(K),+,-) er en kommutativ ring med 1-element.
(2) CFy(K) er et maksimalt ideal 1 CF(K).

BEVIS: (5.35)(1)-(2) viser at +,- er kompositioner pa CF(K). Det er klart, at et
hvilket som helst af ringaksiomerne [RAK] — [RD] geelder i CF(K), fordi det geelder
i K.

(F.eks.: Vi vil vise [RMK] 1 CF(K). Der geelder

(ai)(bi) = (a;b;) og (bi)(ai) = (bia;).
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Da [RMK] geelder 1 K, er a;b; = b;a; for alle i € N, og derfor (a;)(b;) = (b;)(a;).
l-elementet i CF(K) er den konstante folge (1). )

(5:35)(3)—(4) viser, at CFy(K) er et ideal i CF(L). CFy(K) # C’F(K) da den
konstante folge (1) ikke er en nulfolge. Lad I vaere et ideal i CF(N), sa CFy(K) C I,
CFo(K)# 1. Lad (a;) € I\ CFy(LK). If@lge (5.38)(2) findes en f@lge (bi) € CFy(IV),
saledes, at hvis ( ¢;) = {a;) + (b;), s& er ¢; 79 0 for alle 2 € N. Da (a;) € I og
(b;) € C’Fg(fx) C I, er(c;)€ I Hvisd, = ¢ for alle i, er (di) = CF(K) ifglge
(5.39). Da I er et ideal i CF(I&) og (c) € [ er (d; ) ) ;)= (1) € L Dermed er
1= CF(A) 1f@1ge (3.4)(4 ) (L 0

' 'BEVIS Lad 08 bemaerke at (cz) er en nuifglge netop nara = O \Ied denne bemaerlxn—f |
ing | bevmes s&tnmgen let. ' Sy R : ’C}k‘; g

Vi ldentlﬁcerer Ix med dets mdlelmnﬂ i L Ved d og betragter Ix som dellegeme af :

‘ 'IEVIS Vaelg 1f¢lge (5. 37) 5 € Ix* og ny € N saledes at Jap[ >4 for alle P2 > ny. Da«“ :
(a;) er en Cauchy-folge, eksisterer et ny, saledes at |a, — ay| < 6 for alle P:q = ng.
Lad n vaere det storste af tallene n1,ng For ethvert p2n gaelder ]ap{ > 6, altsa,
 ifglge definitionen af | - |, ;

enten a, >6 eller —a,> 6.

Vi antagér at a, > 6 for et p > n og viser sa at a, > & for alle ¢ > n. (Tilfeeldet

p 2 6, altsd —& > a,, behandles analogt). Hvis der findes et ¢ > n sa —a, > 6, er
apfwaq = a, +(—ay) > 6+ 6 = 26, en modstrid, da |a, — a,| < & for pg>n. O

(5.46) DEFINITION: Enfolge (a;) € C'F(Ix )\C’Fg(]& ) Laldes -positiv, hvis (z) forekom;
mer i (5.45). Ellers kaldes den negativ. o

et




Mat 2 AL 1990/91 5.16
7. august 1990

(5.47) OVELSE: (1) Lad (a;) € CF(K)\ CFy(K), (b;) € CFy(L). Vis

(a;) positiv & (a;) + (b)) positiv.
(2) Lad (a;),(b;) € CF(L)\ CFy(L\') veere positive. Vis, at (a;) + (b;) og (a;)(b;) er
positive. 0
(5.48) OVELSE: Lad a € K\ {0}. Vis

(a) positive a€ LT

O
(5.49) DEFINITION: Vi satter
F(K)™ = {(a € F(L') | (a;) er positiv}.
Dette er veldefineret ifplge (5.47)(1). O

(5.50) SETNING. Med F(K)* som maengden af positive elementer er F(IV) et ordnet
legeme, hvis ordning udvider ordningen 1 K.

BEVIS: En gvelse. (Man kan finde alle relevante kendsgerninger i (5.45),(5.47) og
(5.48)).

Vores neeste opgave er at vise, at enhver Cauchy-folge 1 F(L') er konvergent i F( L),
og at I\ er “overalt teet” 1 F(I'). Denne opgave ma forst forberedes lidt.

(5.51) BEMAERKNINGER: Lad f = (a/,\) € F(LI), hvor altsa (a;) € CF(L).

(1) Hvis der findes et n € N, saledes at 0 < a,, (ulighed 1 IV') for alle p > n, geelder
0< f (@ F(R)). (Der geelder nemlig, at enten er (a;) en nulfplge og dermed f = 0,
eller ogsa er (a;) € CF(L)\ CFy(I{), og sa ma tilfeeldet (i) optraede 1 (5.45). Det
betyder at (a;) er positiv, altsa 0 < f.

(2) Analogt ses, at hvis der findes et n € N, saledes at a, < 0 for alle p > n, geelder
f=o.

(3) Lad yderligere a € Iv'. Hvis der findes et n € N, saledes at a < a, for alle p > n
(hhv. ap < a for alle p > n), geelder

a<f (i F(K)) (hhv. f <a (1 F(R))).
Dette ses ved at anvende (1) og (2) pa f —a = {a::\a} O

(5.52) HIELPESETNING. Hvis f € F(K)™", eksisterer et a € K1, sd a < f.

Bevis: Lad f = (a/z\) Da (a;) er positiv, eksisterer et § € KT ogetn € N,sa a, > 6
for alle p > n. Ifelge (5.51)(3) er 6 < f. St a = —;—5. Saera<é < f,altsaa < f.
Daéde Kt , erac K. O

Da der er “flere” positive elementer 1 F(IV') end 1 IV, kraever fplgende udsagn et
bevis:
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(5.53) HIZELPESETNING. En nulfolge 1 K er ogsa en nulfslge i F(R).

BEVIs: Lad (a;) € CFy(K). Lad f € F(I')*. Vi skal vise, at der eksisterer et
n=n(f), sd lay| < f (i F(K)) for alle p > n. Veelg ifolge (5.52) c € Kt sa e < f.
Da (a;) er en nulfslge i Iy, findes et n' = n(e), saledes at |a,| < ¢ for alle p > n'.
Men sa gzelder ogsa lay| < f,dae < f. Som n(f) kan vi altsd valge n'. O

(5.54) OVELSE: Lad (a;) vaere en Cauchy folge 1 F(K). Antag, at a; € K for alle
1 € N. Vis (a;) € CF(K). a

(5.55) DEFINITION: Lad L vere et vilkarligt ordnet legeme (f.eks. K eller F (L)

ovenfor). En folge (¢;) af elementer fra I siges at konvergere mod € € L, hvis

(6~ ) € CFy(L).

(Det betyder altsa, at der for alle = € L™ findes et n — n(e), saledes at |6, — ¢ < =

for alle p > n.) Vi skriver sa im(¢;) = €. Felgen ((;) kaldes konvergent hvis der
eksisterer et £ € L sa lim(¢4;) = ¢. :

 (5.56) OVELSE: Lad (£,) og (€] veere folger i det ordnede legeme L. Lad £,0' ¢ [

s& lim(4;) = ¢, im(¢;) = ('. Vis

(6 + ) = €+ ¢ lim(¢; — (y=(~1
Hm(¢,0)) = ef'. (Anvend f.eks. (5.35))

o

' (5.57) HIELPESETNING. Lad f): ((z/,\)E F(K). Der gaelder lim(a;) =F

- BEVIS: Def skal bevises ,,etiﬁdsa;gn om kﬁonvgrgens 1F( K); idet a; "'e,rneopifatftes som
~elementer 1 F(K). Lad ¢ ¢ F(I)*. Vi soger et n, saledes at |f — al < e (i F(R))

for alle p > n. Velg ifglge (552) § € K+, 46 < -, Veelg n = n(6), siledes at
lag — ap| < & for alle p,q > n. Vi pastr, at |f —ap| < efor p>n. Det er nok at
vise, at |f —ap| < §for p>n. Nuer f — ap = (aifap), sa f — a, er repreesenteret
af den Cauchy-folge, hvis i'te element er a; — ap. For g >ner -6 <a, - a, < &, og
derfor er —8 < f —a, < § ifslge (5.51)(3), altsa |f —a,] <6, som gnsket. O

(5.58) BEMARKNING: Hvis f € F(K), ¢ € F(K)*t, eksisterer et a € K, siledes at
|f —a] < e. Dette er en direkte fglge af beviset for (5.57) (Overvej!) O

(5.59) SETNING. Lad f,g € F(K), f < g. Der eksisterer et a €ehN,saf<a<y.
(Dette udtrykker, at I er overalt tet i F(K).)

BEVIS: Seet ¢ = J(g— f), h = L(f +¢g). Shercc F(K)*". Velg ifplge (5.58)
a € I, sa |h—a| <e. Det betyder, at —¢ < h —a < ¢, hvilket kan omformes til
h-5<a<h+6.Menh+5=gogh——5:f. O

a
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(5.60) OVELSE: Lad (f,) € CF(L), L ordnet legeme. Swt &, = |f, — fix1] for alle
1 € N. Vis, at (¢;) er en nulfelge. O

(5.61) SETNING. Enhver Cauchy folge 1 F(K') er konvergent i F(IV).

BEVIs: Lad (f;) veere en Cauchy folge i F(L'). Hvis folgen er konstant fra et vist
trin, altsa hvis der eksisterer n € N, f € F(IK),sa f, = fforp>mn, sier im(f,) = f,
og vi er feerdige. Vi antager nu, at (f;) ikke er konstant fra noget trin. Vi kan sa
definere en uendelig delfolge (g;) af (f;) som folger:

Lad gy = f;. Seet Ty = {t € N [t >2o0g fi # g1} Da (f;) ikke er konstant fra
noget trin er T # &. Lad ifolge IMIN]#t, € Ty, sat; <tforallet e Ty. Lad ¢, = f4,.
Set T, = {t e N |t >t og f # g2} Igener Th # @. Lad g3 = ftpy hvor t, € T
og ty < tfor allet € T, Idet vi fortsatter pa denne made. fas delfslgen (g;), der
ifplge dens definition har egenskaben, at gi # git1 for alle . Nu er (f;) konvergent
netop nar (g;) er konvergent (overvej!) og 1 dette tilfeelde har de samme den samme
graenseveerdi. Denne overvejelse tjener kun til at indse. at vi uden indskreenkning kan
antage, at f; # fi1q for alle 7 € N. I dette tilfzelde swttes € = |fi — fit1] sdledes at
¢; € F(I)* for alle i € N. Endvidere er (¢;) en nulfelge. ((5.60)). Lad 7 € N. Ifolge
(5.58) eksisterer et a; € I\ saledes at |f; — a;] <e;. Visetter f = (a og pastar, at
im(f;) = f. Forst ma vises at (a;) € CF(L). Da (£:) er en nulfplge og | fi — a;| < &,
er (fi—a;) en nulfplge (i F(I)). Da (f;)eren Cauchy-folge, ma (a,) = (f;)—(f; —a;)
vaere Cauchy- folge 1 F(I). Iolge (5.54) er sa (a;) € CF(K). Nu vises at lim f; = f.
Ifglge (5.57) er lim(a;) = f. Da (f; — a;) er en nulfelge, er im(f, — a;) = 0. Da
(fi) = (fi —ai) + (a;), viser (5.56), at lim(f;) = f, som onsket. O

(5.62) OVELSE: (1) Lad f € F(K). Vis, at der findes et a € K s f <a.

(2) Vis, at hvis I\ er arkimedisk ordnet, sa er F(I() arkimedisk ordnet. O
(5.63) LEMMA. Lad K vere arkimedisk ordnet. For alle ¢ € K+ eksisterer n €N,
sa -2-1,7 < €.

BEVIS: Veelg n € Nsa ¢! < n. Det er klart, at n < 27, s4 ¢! < 2", Si er 3 < &,
som gnsket. (Hvis man ikke ved, hvorfor n < 2", kan man let bevise det, f.eks. ved
induktion.) O

(5.64) SETNING. Hvis I (og dermed F(K)) er arkimedisk ordnet, opfylder F(K)
supremumsbetingelsen [SUP).

Bevis: Lad X C F(I(), X # @. Antag, at Maj(X), mangden af majoranter for X,
er # . Vi skal vise at der findes f € Maj(X) saledes at f < g for alle g € Maj(X).

Lad s € Maj(X),y € X. Veelgn,n' e Nsd s <n, —y <n'. Sder —n' < y(<s) <
n. Dette viser, at

(1) —n' ¢ Maj(X), n € Maj(X).
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For p € N saettes

frony

I

frenvsd o

Sa M, er endelig og ikke-tom, da n € M,. Lad a, vere det mindste element i

|

l%)',w

[hel,—n' <-

N

P

1§

og
M, = I, N Maj(X).

M,. DaIICIa__‘-‘QI C ..., fas \[1g:\[2§~~-§3/fp§...ogderfor
a12a2__ c2a, > ..., dvs.
(2) For p>q er ay <a,.

Yderligere gaelder

1
(3) ap = 55 <a, foralle p.qg.

Dette ses som folger: Da a, # —n' ifolge (1 (ap er en majorant, —n' ikke), fas
ap — 35 € I,. Da a, er minimal i M, er a, — 37 ¢ Maj(X), sa der findes et = € X
~med a, — :?—1;; < 2. Daa, € f\IdJ(A), er § aq, hvormed (3) er bevist. Ved at
kombinere (2) og (3) fas

1 i o
ap =55 <ay<a, foralle ¢>p, sa

(4) : . ja, —a,| <

m“‘“

Aor-alle ¢ > p.

Vi pastar, at (a;) € C'F(I(): Lad ¢ € I'F. Velg ifplge (5.63) n € N sa 57 < e. For
q>p>ners£iif®lge Jlap —ay] < 55 < 5 < e

Vi seetter f = ( ) og viser, at f er det gnskede supremum. Ifglge (2) og (5.51)(3)
er

(5) f <a, foralle p.

Hvis ¢ € X er 2 < q, for alle p, da a, € Maj(X). Derfor viser (5. 51)(3), at = < f.
S& f € Maj(X). Lad g € Maj(XX). Vi skal vise f < ¢g. Hvis ikke, er g < f, sa
f—g€ F(K)*t. Velg ifplge (5.63) n € N, s

(6) s <f-g

Daa, — 51; ¢ Maj(X) (se ovenfor), eksisterer z € X, sa a,, ——51,—; < z. Dag € Maj(X),
erxz < g, sa

(7) an — — < g.
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Ved at addere (6) og (7) fas a, < f, hvilket strider mod (5). O

6° De reelle tal kan ikke tzelles.

Som det blev lovet i Kapitel 0, vil vi her forklare, hvorfor R ikke er teellelig.
((0.18)). Vi giver faktisk et bevis baseret pa den ovenstiende beskrivelse af R som
fuldsteendigggrelsen F(Q) af det arkimedisk ordnede legeme Q. Beuviset for (0.18)
opdeles 1 to skridt:

1* Vi beskriver en ikke-tzllelig maengde £.
2* Vi definerer en injektiv adbildning d : £ — R.

Sé er delmzengden d(&) af R ikke tzellelig, og derfor er R heller ikke taellelig ((0.17)(2)).
1* Seet
&= {(6:&)

(Sa & bestar af fglger af hele tal mellem 0 og 9 som ikke er konstant lig 9 fra noget
trin). Antag, at £ er tellelig. Ifslge (0.9) findes en surjektiv afbildning ¢ : N — £.
Antag, at

e; €2, 0<e; <9 og for alle

p € N eksisterer et ¢ > p sa, a, # 9}

@(71) - (611] 3 €n2ye s Cnkse )
Vi definerer
{ €4 — 1 hvis € # 0
1 hvis e; =0.
Da f; # O for alle ¢ er (f;) € £. Da ¢ er surjektiv findes et £ € N, s ¢({) =

altsa

(fivforooifny )= (€m0, .. €ony. .. ).

S& ma fy = ege, hvilket strider mod definitionen af f,. Vi har fgrt antagelsen, at €
er teellelig til en modstrid. Dermed er £ ikke tellelig.
2* Vi har brug for den folgende identitet, som let kan bevises (f.eks. ved induktion)

p
(8) For peNer 9-> 107 =1-1077
k=1

(altsa 0.9=1-10"1,0.99 = 1 — 1072, etc.)
Lad E = (e1,€e3,...,€n,...) € £. Vi satter

(9) aﬁE’ = ZeklO—k for 1 € N.
k=1
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Hvisp.ge N, p<gqer

q q
af —al = 3" 107" < > 9-107F =107 — 1077
k=p+1 k=p+1

ifplge (8), altsa

(10) { agE) - afDE) <1077 — 10717 for p <gq

med lighed netop nar e,y =---=¢, =9,
Specielt er

(11) a,(E)—a,(E) <1077 for p<gq.

Det er let at se fra (9), at

(E) o (E)
(12) {ap <ag for p<yq

med lighed netop nar e, =--- =¢, = 0.

Fra (11) og (12) fas let, at (agE)) er en Cauchy-folge (overvej dette!) Vi definerer sa

d(E) = ( (E’) € F(Q)=R

saledes at d er en afbildning d : E — R. Man kan forestille sig tallet d(E) Som
d(E) = 0.ejeqe3 ..., et reelt tal mellem 0 og 1. Hvis f.eks. £ = (1,0,2,4,...) “er”
d(E) = 0.1024.... Men i denne skrivemade er f.eks.

0.1999--- = 0.2000. ..

og det er grunden til at vi i & udelader folger, der er konstant 9 fra et vist trin. Som
vi skal se, sikrer denne udeladelse, at d er injektiv

Lad igen E = (¢;) € € og lad f = d(E). Vi bemaerker, at
(13) alf) < f < a§f3> +1077 for p€N.
(Antagelsen f < aﬁ, giver modstrid til den kendsgerning, at him a(E = f, idet sa
0< a(E) f<a (E —fforalleg>p At f < a;E)+10 ? fplger fra (11) og (5.51)(3).)
Lad E = (e;), E (€;) € £. Antag, at d(E)_d(E) fogat E# E. Visgger
en modstrid. Da E # E, kan vi antage

(14) {el:él"m’e“l:ér—laer>é,

for et » € N.
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Vi har sa

107" < (ep — €,)1077 (ifolge (14))
= aiE) — aiE) (definition)

<f-dB)<107m  (ifolge (13))
saledes at der ma geelde lighed overalt. Specielt er
(15) f-al® =107,
Viharnufors > r

107" =107 < 107" — (f — a\B) (ifolge (13))
= (f = al®) = (f —al®)
=alB) — B <1077 —107*  (ifelge (10))

Vi far ifglge (10) at €, = 9 for alle s > r, hvilket strider mod at E € £. Hermed er
vist, at d er injektiv, sa beviset for (0.18) er afsluttet.

(5.65) OVELSE: Vis, at

d€) =[0.1={f eR[0< [ <1}

(5.66) OVELSE: Hvordan ser E € £ ud nar

Det ovenstaende svarer til decimalbrokudviklingen af reelle tal mellem 0 og 1.
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0.4 THE NATURAL NUMBERS

The system of natural numbers, or counting numbers, 0, 1,2, 3, ... is funda-
mental in algebra in two respects. In the first place, it serves as a starting point
for constructing more elaborate systems: the number systems of integers, of
rational numbers and uitimately of real numbers, the ring of residue classes
modulo an integer, and so on. In the second place, in studying some algebraic
structures, certain maps of the set.of natural numbers into the given structure
play an important role. For example, in a structure S in which an associative
binary compuosition and 2 unit are defined, any clement a & S defines a map
n—»a®wherea® = 1,d" = g, and a* = a* g, Such maps are useful in studying
the structure §.

A convenient and traditional starting point for studyving the system A of
natural numbers is an'axiomatization of this system due to Peano. From this
point of view we begin with a non-vacuous set %, a particular element of R,

Adn . (LEM— %0' M Sacebsan’s {cthc{,'é}{,ér}g 67:};

designated as 0. and a map a—a~ of & inw itself, called the sucressor map.
Peano’s axioms are:
1. 0 # a” for any a (that is, 0 is not in the image of 'J under @ —a*).
2. a-a" is injective,
3. {Axiom -of induction.} Any subset of & which contains 0 and conmtains
the successor of every element in the given subset coincides with &,
Axiom 3-1s the basis of proofs by the first principle of induction. This can be
stated as follows. Suppose that for each natural number 7 we have associated a
statement E(njfeg, 0+ 1 + 2%+ = nln + 1)/2). Suppase £(0) is true
and F'r7)istrue whenever E(r} is true. {The second part is called the inductive
step.) Then E(ny is true for all n e 5. This follows directly from axiom 3. Let §
be the subset of ", of s for which E(s) is true. Then 0 Sand i re S, then 5o
does r = Hence, by axiom 3, S = 14, so E{n} holds for all natural numbers,



Proofs by induction are very common in mathematics and are undoubtedly
familiar to the reader. One also cncounters quite frequently—without being
conscious of it—definitions by induction. An example is the definition mentioned
above of @™ by g° = I,@ "} = a'a. Detintion by induction is not as trivial as it
may appear at first glance. This can be niade precise by the tollowing

RECURSION THEOREM.

of S. Then there exists one and onlv one map £ trom *, 10 S such that

Let Sheaset. ¢ umap of Sinro rselt, a an element

LoAd) = a, R = AV TR I

Proof.  Consider the product set “5 = §. Let I be the set of

LS . T
W xS having the following two properties: (1) (0. a1 2 (|

I

{

T, gbye L Since 7y w § has these properies itis clear that I =
the intersection of all the subsets L contamed in |, We proceed 1o show that /s
the desired function from ", to S. In the tirst place. it Toliows by induction that
il e " there exists a b = S such that (. by 1 Toprove that Fisamap of 7. to §
it remains to show that ¢ (. pyand (0. &) 2 Fthen b = £ This is equivalent to
showing that the subset 7ol n e % such that (a. Ayand (1, A1 = fimply b = b7 s
altof 1. We prove this by induction. Firsi. 0 = 7. Otherwise, we have (0. a) and

P —
(O
For muluphcanon by mweuseg = Uand g isthe map# — »# ~ m. Thus we have
{a) Om = 0
(b} ntm o= nm o+ .
it van be proved that we have the associative, commutative, and cancellation
faws ot addinon and mulupheation:”

Al (x+ ) +c=x+{y-o (Associative law)
A2 X-yv=y4x {Commutative law}
A3 X ==yt =X o=y (Canceilation law)
M (xy)z = x{yz)

M2 Xy = yx

M3 =0= x=y

We also have the Jundamental rule connecting addition and multiplication:
D A T (Distributive law)

A fundamental concept for the system [ is the relation of order defined by

stating that the natural number 4 fs greater than or equals the natural number b

(notation: @ > borh < a)if theequatione = & + v has a solunonx £ .. The

following are the basic properties of this relation:

D

A

0, a but @ = ¢’. Then let /" be the subset of / obtuined by deleting the
PN, i Ol xzyp and y2 x=x =y
element (0, @'y from /- Then it 1s immediate that /" satisfies the defining condi- 02 xzyp and yz:=x2z
tions (and (i) forthe sets U e I Hence /' = /. But/" 5 /since /" was obtained O3 Forany(x,y)e N x v either x 23 or y2zx

by dropping (0, &) from £ This contradiction proves that 0 € 7. Now suppose
we have a natural number r such that re 7 but r= ¢ T. Let {r,b) /. Then
(r*. @by e fandsincer™ ¢ T, we have a ¢ # (b) such that(r”, ¢} € /. Now con-
sider the subset 17 of 7 obtained by deleting {r ™, ¢}. Since r~ = 0 and f contains 04
(0, a1, /" contains 0. a). The same argument shows thatif ne % and # # rand
(ndyef then (n-.¢ld))ef. Now suppose (r,8)ef then & =5 and
(r*, @l&) e/ since (7, (b)) was not deleted in forming /7 from f. Thus we see
that /" & 1 and this again leads to the contradiction: /" = f, /7 ¢ / We have
therefore proved thatif 7 € Tthenr~ & 7% Hence T = ! by induction, and so we
have proved the existence of a function f satisfying the given conditions. To
prove uniqueness. lel g be any map satisfying the conditions. Then ge [ so
g = /. Butg = ffor two maps / and g implies / = g, by the definition of a map.
Hence / is umique.

We also have the following well-ardering properry of the set of natural
numbers.

in any non-vacuous subset § of P there is a least number, that 1s, an
le 8 such that / 5 sforeveryse S.

Proof. Let M be the set of natural numbers m such that m < 5 for every
s€S8. Then O.¢ M,and if s« Sthens™ ¢ M. Hence 3/ = "4 and so, by the axiom
of induction, thereexists a natural number /¢ A such that /- ¢ A/ Then /15 the
required number, since / < 5 for every s € S. Moreover, /£ § since otherwise
I < sforeveryse Sand then/* < sforeveryse §. This contradicts /7 € 3.

The well-ordering property is the basis of the following second principic of
induction. Suppose that for every n & % we have a statement E(n). Suppose it can
be shown that £(r} is true for a particular r if E{s} is true for all 5 < r. {Note
that this implies that it can beshown that £(0) 1S true.v Tanen £(n) is true for all
n. To.prove this we must stans that the'subset Fof Ts of r such that E(r1is false
is vacuous. Now, il Fis not vacuous, then, by O4, F conlas a least element 1.
Then £{(r) is false but E{s) is true for every 5 < 1. This contradicts the hy-
pothesis and proves £ = ;

The main relations governing order and addition and order and multiplication
are given in the following state.nents:

Addition and multiphication of natural numbers can be defined by the re-
cursion theoreni. \ddition of »1'to # can be defined by taking a = m and ¢ to
be the successor mup # — 7. This amounts to the two formulas:

(@) O+ m=m

[§:3] ntoem o= (o om)T,

OA azb=a+czb+e
OM azb=acz be

. I~ et g g, . Do ek Aal ¢
_2 Ec / 5P ‘1}% 7 W
fovaild 2om ceovalivablasie, of Adelpov (a¢),
Do, wderesosuds Laatr deow ALeake
ME Vit CCLL&%g&, Ln

0.5 THE NUMBER SYSTEM I OF INTEGERS

a[é A%

and we denote their totality as Z. As a preliminary to defining addition we note

instead of following the usual procedure of constructing this system by adjoin- that if a, b} ~ (@', b) and (¢, ) ~ (", 1) then

ing to N the negatives of the elements of ' we shall obtain the system of integers
in a way that seems more natural and intuitive. Moreover, ‘b&l‘.‘i‘ﬁ?ﬁ‘,‘ﬁi‘?}l
sive is analogous 1o the standard one for constructing the number system < of
_uonanﬁmbg—sﬂf}gm ‘the system Z.

Our starting point is the product set 7. = ™. In this set we introduce the
reiution (@. /) ~ (e,d) it @+ d = b + ¢ Tt is casy to verify that this is an
equivalence relation. What we have in nind in 'makiag this definition is that the
equivalence class (a. b determined by {(a. #) is to play the role of the difference
of a and h. If we represent the pair (4. 5) in the usual way as the point with
abscissa @ and ordirate b, then (a, B) is the set of points with natural number
coordinates on the line of slope | through {a, b). We call the equivalence classes

(a, by fntegers

(@a+c,b+d~{d +c b +dY;

for the hypotheses are that @ + 8 =¢ + b and ¢+ d" = + d. Hence
a+c+b +d =a +c¢ +b+d which means that (g + ¢, b+ d) ~
(@' + ¢, b + d’). It follows that the integer (@ + ¢, 0+ d) 35 uniquely deter-
mined by (4, b1 and (¢, ). We define this integer 10 be the sum of the integers

(@, 5) and (¢, d):

@6+ @dy=@+eb+d.

It is easy to verify that the rules Al, A2, and A3 hold. Also we note that (g, g) ~
(b, by and if we set 0 = (g, @) (not Lo be confused with the 0 of B}, then

A4 O+ x=x forevery xelZ.
. . . . Finally, every integer has a negative: If x = {ﬁ), then we denote (b, a) (which
I . £) . is independent of the representative (g, &) in {a, b)) as —x. Then we have
! * AS x4 (=x) =0
: We note next that if (a,b) ~ (@', &) and (¢, d) ~ {c',d"), then a + b =
¢ a + b c+d = ¢ +d Hence
i . cla + by + dld + b+ alc+d)+ b+ d)

=cla + by + dla+ b))+ dlc +d)+ ble+d)

50 that

A




ac + be+ad+bd+ac~ad = b +bd
=gc 4 be+ad+ba~dd +ad+ e+ bd.

The cancellation law gives immediate that th ~ . by ~ (¢ — u. o) Now let w be a natural number (that is,

ac + bd + a'd + b¢ = b+ ad +ac + bd, an element of "Ly and define « = (b — u, 1 Qur remarks show that i - o
- detines amap ol 'L it Jwhose imave s L Moreover (A = u bl ~ (¢ - o, o)
which shows that (ac + bd, ad + be) ~ (a'¢" + b'd’ a'd" + b'e’). Hence, il we then b = 6 = ¢ = h ¢ = rson = e Thus wo— o s mjective. 1t is left to the
define reader to veruy the tollowing properties:
(a, B)c. d) = (ac + bd. ad + be) o
= 1) =y -
we obtain a single-valued product. It can be verified that this is associative and ey = e

commutative and distributive with respect to addition. The cancellation law

holds if the factor - to be cancelled is not 0. :
We regard (2, b) = (¢, d1ifa + d » b + ¢. The relation is well defined (that ‘

is, it is independent of the choice of the representatives in the equivalence |

classes). One can verify easily that O1, 02, O3. and OA hold.
The property OM has to be modified to state:

vz ey 2,

These and the act that v — ' s Ctine of 7, ointo 7" nmply that these two

systems are indistingushable as tar as the pasic operations and relation of order
are voncerned. Inview of this situation we can pow discard the original system
é obnaturm numbers and replace 1t by the set of non-negative integers, a subset of
% —- Ao weaan appropriate the notations enzinally wed for 7, fur this subset of
i

oM’ If x25 and 220 then xr2 o

) o - 2. Henee irom pow on we denote the atter as L and i clements as 0, 1, 2.
We now consider the set %’ of non-negative integers. By definition. this 1s the !

' Foiseasily seen that the remaming numbers i can be hsted as ~1, ~ 2, .
subset of Z of elements x = 0, hence. of elements x of the form (& ~ u, b). Itis . .

Q= QUZ), » (535 (53

Kf”&‘\ ZZ G’E:é\ajyg ' D Z /Q /é'rg éﬁe&aw]

v, = & C}néjﬂ%//z s RS
) retag R= F(Q) , ~= afpnf 5°

G. r‘r& C (51)/6"?7?/3 E‘Ho M&v\ M A
dalf ownden  Avsteae ) (& d.-'m‘sfmgmjaél (seartisne)
o w]o il A= i | s op fatd, (RN
Mnlin {/Lk M@é(o"&/\f{/-\gv{a ['RPW\D Heo o Q}L/
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2.4 QUATERNIONS !

quadruples quaternions. Previously he had defined complex numbers as pairs
of real numbers (a, f) with the product (o, B)y, 8) = (ay — f5, ad + fy).
Hamilton's discovery of quaternions led to a good deal of experimentation with
other such " hypercomplex ™ number systerns and eventually 1o a structure theory
whose goal was te classify such systems. A good deal of important algebra thus
evolved from the discovery of quaternions.

We shall not follow Hamilton's way of introducing quaternions. Instead we

In 1843, W. R. Hamilton constructed the first example of a division nng 1z |
which the commutative law of multiplication does not hold. This was an exten-
sion of the field of complex numbers, whose elements were quadruples of real
numbers {(a, 8, 7, 8 for which the usual addition and 2 muluplication were
defined so that 1 = (1,0,0,0) is the unit and 7 =0, 1,0, 0%, / = (0. 0. 1. O
and k = (0,0,0, 1) satisfy i2 = j% = k% = —~1 = (jk.* Hamilon called s

14 seems to have taken Hamilton ten years to arnve at this nwitiplication table. In fact.
he had spent a good deal of effort trying to construct a field of triples of real numoers
{which is not possible) before he realized that it was necessary to go o quadruples and
drop the commutativity of mubtiplicauon. Perhaps this bil of hiSiorn may serve a5 an en-
couragement to the siudent who sometimes fAinds hunseif on the wrang track 1 atlacaing
a problem. (See Carl A, Boyer, 4 History of Mathemarics, New York, Wiley, 1968, p. 6%

e P,

shall define this system as a certain subring of the ring M,(C) of 2 x 2 matrices
with complex number entries. This will have the advantage of reducing the
calculations 1o a single simple verification,

We consider the subset H of the ring M,(C) of complex 2 % 2 matrices that
have the form



o = (a5 b)=(uc+c;\u’__§~ a;+a3‘vj;_:)‘ « real,

g, —ay +agv =1 @y — eV —
We claim that & is a subring of C,. Since @, — a, = &, — d, for complex
numbers it is cléar that H 15 closed under subtraction: hence  is a subgroup of
the additive group of M,{L). We obtain the unit matnix by takinga = 1,6 =0

in {14}, Hence | & H: Since
ja bt d ac —bd  ad + bé
(-5 a)(ﬂ? r) - (—Fc —ad b+ ad)
and d;ay = &,ds, the right-hand side has the form

u.ov
(% 2
where u = gc — bd, v = ad + b¢, Hence H is closed under. multiplication and
so Hois 3 suoring of &la(E‘)
We shall-ow show that H

o F eV =1
Asdct{ eI A e
-y gy =1 ey — eV ]

iis a division ring. We note first that
@~y —l " .
* 3 } = ag® + e ¥ et 2.

Since the o, are real numbers this is real, and.is 0 oniy if every o =0, that is, if
the matrix is 0.-Henee every nos-zero element of 1 has an inverselin €4 More-
over;we have, by the definition 6 the adjoint-given i séction 1.3, that

a(% =6 2)

Since &= athisis obrained fromthe 3 ini(14) by replacing @ bv.a and 4 by —b,
- andso s comamed an B Thusaf the: mamx ¥is #0 then s inverse is

aAY LbAT A\
G2

s is contained in'H. Hence 1 is a-division ring.

e .
- e

C16)

T F

The ring ¥ contains in its center the field R of real numbers identified with the
set of diagonal matrices diagla, o}, « & R: ¥ also contains the matrices

i_(\/»i 0 ,_(0 ! k__(o v»l)
0 -v’ﬁ)' N o)’ TWIT oo
We verify that
{15) X = ag + @yl + agj + agk
= By + Bui+ Buj 4 Bik, B € R, then
( R L ( Bo + BV ST By + B3V —!)
“ag + asv‘? g - &L\/Ti-) - —By + ﬂa,v’:_f Bs— BV =1
soa = 8,0 < i< 3. Thusany xin # can be weitten in one and only one way
in'the form( '$). The product.of two elements in H

and if ap + oy + wyf + agk

St el ag) “a&)(ﬁs + B+ Bajt k)
is ‘determined by ‘the producz and sum in B, the distributive faws. and ‘the
multlphcanon tabie
Pt ke ]
e eiekE s ;kai,kiz ik =

Incxdentaliv because these show zhat & is not commutative we have constructed

A “division fing that is not'a field. The rmg H‘ s calted the dzuswn ring.of real

quatemwns
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Kapitel 6. Gruppeteori. Indledning.

En gruppe er en mangde med en komposition der opfylder tre bestemte aksiomer.
Den er dermed en enklere algebraisk struktur end ringe og legemer, hvor der er to
kompositioner og flere aksiomer. Alligevel har gruppeteorien vist sig at vere saerdeles
frugtbar bade i forskningen og i anvendelserne. I begyndelsen betragtede man kun
grupper bestaende af permutationer (= bijektive afbildninger af en meengde pa sig
selv) pa mengden af rgdder i et polynomium. Dette viste sig at veere af interesse
under forsgget pa at finde generelle lgsningsmetoder til ligninger af grad > 3.

Den bedst forstaelige begrundelse for at en sddan generel lgsningsmetode ikke findes
for ligninger af grad > 5 blev givet ved at koble teorien for ligninger sammen med
teorien for grupper. (Det drejer sig om den sakaldte “Galois teori”, som vi desverre
af tidsgrunde ikke vil kunne beskeftige os med her).

Lad G vere en meengde med en komposition -, G X G — G, (a,b) — a-b = ab. Vi
betragter fglgende aksiomer: Lad a,b,c € G vere vilkarlige

[GA] a(bc) = (ab)c (- opfylder [KE]).

[GN] Der findes et 1 € G sa la = al = a (- opfylder [KE]) (1 kaldes det neutrale
element).

[GI] Der findes et element, kaldet a™!, 54 aa™! =ala = 1.

[GK] ab = ba (- opfylder [KK]).

Hvis (G, -) opfylder [GA], [GN] og [GI] kaldes G en gruppe. Hvis ogsa [GK] er opfyldt
kaldes gruppen abelsk (eller kommutativ.)

Pa samme made som i [RAN] og i [RMI] er det “inverse” element til a entydigt
bestemt: Hvis ab = ba =1, ac = ca = 1 sa er b = c idet b = bl = b(ac) = (ba)c =
lc = ¢. Sa der findes i [GI] netop ét inverst element a~!. Dette viser ogsé, at nar
a,be G geelder (a™!)™! =a, (ab)™! =b"taL.

I gvrigt viser [RAK]-[RAI] at nar R er en ring, sa er (R,+) en abelsk gruppe.
Pa samme made er (R \ {0},) en abelsk gruppe, nar R er et legeme, ifslge [RMK],
[RMA], [RMN] og [RMI].

(6.1) EKSEMPLER PA GRUPPER:

(1) Lad M vere en mengde. Vi lader S(M) vaere meengden af permutationer
af M, altsa meengden af bijektive afbildninger f : M — M. Sammensatning af
funktioner giver en komposition o pa S(M):

For f,g € S(M) er fog € S(M) defineret ved

(fog)m)= f(g(m)) for alle m € M.

Saer (S(M),o) en gruppe. Det neutrale element 1 er den identiske afbildning 1(m) =
m og det inverse element til f er den seedvanlige inverse afbildning f~! til f, (Kapitel
0). Nar M har mindst 3 elementer er S(M) ikke abelsk: Lad a,b,c € M vere
forskellige. Seet f(a) = b, f(b) = a, f(m) = m_for m # a,b og g(b) = ¢, ¢g(c) = b,
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g(m) = m for m # b,e. i er (f o g)(a) = f(9(a)) = f(a) = b, men (g o f)(a) =
g(f(a)) = g(b) = ¢, sa fog # go f. Det er imidlertid klart at f,g € S(M). Nar
M ={1,2,...,n},n € N, skriver vi S, i stedet for S(M). S, kaldes den symmetriske
gruppe (af grad n), og nar M er vilkarlig kaldes S(M) den symmetriske gruppe pd
M.

(2) Hvis L er et legeme og n € N, er L mengden af n x n matricer A = (a;;),
hvor a;; € L. Vi setter

GL(n,L) = {A € L" | Det A # 0}.

Sa GL(n, L) er maengden af invertible matricer i L. Hvis 4, B € GL(n, L) er ogsa
AB € GL(n,L) idet Det(AB) = (Det A)(Det B) # 0, nar Det A # 0, Det B # 0.
(Anvend [NU] 1 L). Derfor danner GL(n, L) med den seedvanlige matrixmultiplikation
en gruppe kaldet den generelle lineere gruppe (af grad n over L).

(3) Lad p € N vzere en primtal. Seet

Z(p™®) = {a € C\ {0} | Der findes et n € N, sa a? =1}

Det er let at se (naeste gvelse), at produktet (1 C) af 2 elementer 1 Z(p™°) igen er
i1 Z(p™) og at nar a € Z(p*>®) sa er a™! € Z(p*). Derfor er Z(p™) en gruppe (en

undergruppe af (C \ {0}, ), se senere). Z(p™) er abelsk. O
(6.2) OVELSE: Vis, at nar a,b € Z(p™) sa er ab™! € Z(p*). (Se (6.6)). O
(6.3) OVELSE: Hvilke af grupperne GL(n, L), n € N, L legeme, er abelske? O

(6.4) OVELSE: Lad L vaere et legeme. Seet
H(L) = {(a,b) | a,b € L,a # 0}.
Vi definerer en komposition pa H(L) ved
(a,b)(c,d) = (ac,ad + b).

Vis, at H(L) er en gruppe med denne komposition. (Selviglgelig skal ac, ad + b
opfattes som elementer i L). O

(6.5) DEFINITION: Lad G vere en gruppe, H # & en delmaengde af G. Hvis der
geelder

(1) For allea,b€ H erabec H (H er lukket).
(2) Forallea€ Hera™' € H

kaldes H en undergruppe af G. Hvis der yderligere gaelder
(3) Forallea€ H,g € Ger gag™' € H
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kaldes undergruppen H normal (eller invariant) i G. Normale undergrupper spiller 1
grupper den samme rolle som idealer i ringe (mht. faktorstruktur). Vi skriver H <G,
hvis H er en normal undergruppe i G. O

(6.6) SETNING. Lad H # & veere en delmeengde af gruppen G. Der geelder
H er en undergruppe af G < For alle a,b€ H er ab™' € H.

BEVIS: Antag, at H er en undergruppe og at a,b € H. Ifglge (6.5)(2) er b™' € H
og derfor ab™! € H ifglge (6.5)(1). Omvendt, antag, at der geelder ab™' € H for
alle a,b € H. Veelga € H. Sder1 = aa~! € H, altsd 1 € H. Derfor er ogsa
a! = la! € H. Hermed er (6.5)(2) opfyldt. Nér a,b € H er b”! € H ifplge
(6.5)(2) og derfor er a(b!)™! € H. Men (b7})™! = b sd ab € H. Hermed er ogsa
(6.5)(1) bevist. O

(6.7) OVELSE: Lad K # {0}, K # &, veere en delmangde af legemet L. Ggr rede
for, at K er et dellegeme af L netop da nar der geelder

(1) Forallea,be Kera—be K.
(2) Forallea,be K,b#0erab™! € K.
0

(6.8) OVELSE: Undersgg om fglgende delmeengder af H(L) (fra (6.4)) er undergrup-
per (hhv. normale undergrupper)

B:{(i,b)lbeL}
A={(a,0)]a€L,a+#0}.

|

(6.9) DEFINITIONER: Lad A og B vare (ikke tomme) delmeengder af gruppen G.
Seet
AB = {ab|a € A,b€ B}

som igen er en delmeengde af G. AB kaldes produktet af A og B. Hvis A = {a}
kun har et element skrives aB i stedet for {a}B og analogt skrives Ab i stedet for
A{b}. Hvis H er en undergruppe i G kaldes delmeengderne aH, a € G, for H’s
venstresideklasser og delmeengderne Ha, a € G for H’s hgjresideklasser (i G). O

(6.10) DEFINITION: Lad a € G, G gruppe. Vi definerer afbildninger Vo, Hy : G — G
ved

Vo(z) = az, H.(2) = za.
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(6.11) SETNING. V, og H, er bijektive afbildninger G — G, nira € G, G gruppe.
Specielt inducerer V, (hhv. H,) bijektive atbildninger mellem A og aA (hhv. mellem
A og Aa), nar A er en vilkarlig delmaengde af G. S4 |A| = |aA| = |Adl.
BEVIS: Vi ngjes med at betragte V,:
Va er injektiv: Vy(z) = V,(y) = az = ay = e az) =a Yay) =z =12 =
(e™la)z = a(az) = a May) =(a la)y = ly = y, altsé = = Y.
Vo er surjektiv: Lad y € G. S3 er Va(e™'y) = a(a™'y) = (aa )y = y, sa
a™ly er et urbillede for y under Va.

Det er klart, at V, afbilder et element i A ind i aA. Dette viser, at V, afbilder A
bijektivt pa aA. o

(6.12) OVELSE: o betegner den seedvanlige sammensatning af afbildninger. Lad G
veere en gruppe, a,b € G. Undersgg om der gzlder
(1) VaO%:Vabz (2) HaOHb:Hab
(3) VaoHy =HyoV,.

(6.13) SETNING. Lad H veere en undergruppe af gruppen G. Betragt relationerne
v og hy pa G defineret ved

avyb & a'be H
ahpyb < ab™! € H.

Sé er vy (hhv. hy) en akvivalensrelation pa G og @kvivalensklasserne for vy (hhv.

hu) er H’s venstresideklasser (hhv. hgjresideklasser) i G.

BEvIS: Vi betragter vg: ,

[BRR] a vga daala=1¢ H. '

[BRS] a vgb=a"'b€ H=b"'a=(a""6)"! € H. Det betyder b vya.

[BRT] (@ vgb) og (bvpe)=>a'be H og b~lce H = (a71b)(b71c) =
(@™t ))e=(a 1) c=a"tc€ H = a vye.

(I beviset for [BRS] benyttes (6.5)(2) og i beviset for [BRT] (6.5)(1)). Lad os betragte

a’s vy-aekvivalensklasse, a € G. @ = {b | a vyb} = {b|a"1b € H} = {b|ala"b) €

aH} ={b|(aa" )b € aH} = aH. O

(6.14) OVELSE: Lad H veere en undergruppe af G. Ggr rede for, at H netop da er
normali G (H <4 G), nér aH = Ha for alle a € G (altsd netop da nar sekvivalensre-
lationerne vg og hy 1 (6.13) er ens.) O

(6.15) DEFINITION: Hvis G er en gruppe kaldes antallet af elementer i G for G’s
orden og betegnes med |G|. Hvis H er en undergruppe i G lader vi |G : H| betegne

k[]'
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antallet af forskellige venstresideklasser af H i G. |G : H| kaldes indez of H i G.
|G : H| er ogsé antallet af hgjresideklasser af H i G, (se (6.16)). Hvis |G| < oo kaldes
G endelig. O

(6.16) OVELSE: Lad H veere en undergruppe i G, a € G. Vis

(1) For alle z € G geelder z € aH & z~! € Hq~!
(2) Afbildningen aH — Ha™! er en (veldefineret) bijektion mellem meengden af
venstresideklasser og meengden af hgjresideklasser til H i G.

a

(6.17) SETNIN G.’" (Lagrange) Lad H vere en unaergruppe af den endelige gruppe

G. Der gaclder o ’
|Gl =G : H||H|.

Specielt geelder |H| | |G.

- BEVIS: Betragt v u-ekvivalensklasserne 1 G, altsa vf;enst»:ésideklé;sséme af Hi G.,yigera
er|G:H | sAdanne akvivalensklasser. Ifglge (6.11) har enhver akvivalensklasse aH
netop |H| elementer. Da ethvert element i G er i netop én sekvivalensklasse, er |G| =
(antal sekvivalensklasser) (antal elementer i en akvivalensklasse) = |G : H||H|. O

(6.18) DEFINITION: Lad a € G, G gruppe. For n € N definerer vi ved induktion
a™ = aa™"1, a® = 1. For n € —N swmttes a® = (@a™™)~!. Hermed er a” defineret for
allen € Z. Det er ikke sveert at se, at der gaelder

a"fm =a"a™ og a™" = {(a™)", foralle m,neZ

og {a™ | n € 7} danner"en undergmppe," ;kaldet;”(ai)‘, af G’ (den’ af @frembr@gta
undergruppe). Elementerne a”, n € Z, kaldes potenserne af ‘@ Ordenen [{a)| af

undergruppen (a) kaldes ordenen af a og betegnes lal. a

Ordenen af a kan ogsa beskrives p4 fglgende made:

(6.19) SETNING. Lada € G, G gruppe. Netop én af fplgende 2 muligheder optraeder:
(1) Elementerne a™, n € Z, er alle forskellige og |a| = co. Vi har a™ # 1 for alle
m # 0.
(2) Der findes et m # 0, s4 a™ = 1. Sa er la| = t, hvor t er det mindste naturlige
tal med a* = 1.

BEVIS: (1) Det er klart at |a| = oo, nir a’s potenser er forskellige. (2) Antag, at
a® = a", hvor n,n' € Z,n >n'. Sdera"" = g%a" = a*(a®)"! = 1, og
n—n' € N. Ifglge [MIN] findes et ¢ € N saledes at a' = 1, men a” #lfor1<r<t.
Hvis n € 7 kan vi skrive n = mt+r, hvor m € Z 0g 0 <r <t—1. Saera™ = g™t =
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a™a” = (a')™a” = 1Ma" = a", altsd a® = a”. Derfor er {a) = {1,a,a?,...,a'"1}.
Da 1,a,a?,...,a'"! alle er forskellige (hvorfor?) er |a| = [{a)| =t. O

i

(6.20) SETNING. Hvis G er en endelig gruppe, a € G gzelder |a| | |G|.

BEVIS: Da der kun er endelig mange elementer i G kan (6.19)(1) ikke optreede for a.
Derfor er (6.20) et specielt tilfeelde af (6.17). o

(6.21) BEMAERKNING: Fra beviset af (6.19) ses ogsa:
Lad a € G have endelig orden. For m € Z gelder

a” =1%|al|m.

O
(6.22) SETNING. Lad G veere endelig, a € G. Der gzelder
al®l = 1.
BEvis: Ifglge (6.20) er |a| | |G]. Derfor fas det gnskede fra (6.21). O
(6.23) OVELSE: Lad H # & vaere en delmeengde af den endelige gruppe G. Vis
H er en undergruppe af G < For alle a,b € H er ab € H.
Hvad kan man slutte af eksemplet N=H C G = 7? O

(6.24) SETNING. Lad a € G, G gruppe, |a| =t < co.

(1) Hvist =rs, r,s € N geelder |a™| = s.

(2) Hvis m € Z er vilkarlig, geelder (a™) = (™).

(3) Hvis m € Z er vilkarlig, gaelder |a™| = t/(m,t).
BEVIS: (Som i §2 er (m,t) s.f.d.) (1) Lad |a"| = s'. Da (a")* = a™ = o' = 1
er s'|s ifglge (6.21). P& den anden side er ™ = (¢")* =1 da |a"| = &'. Ifplge
(6.21) fas t = rs|rs’, altsa s|s’. Dermed er s = s'. (2) Da (m,t)|m er a™ en potens af
al™¥. Derfor er enhver potens af a™ en potens af a{™?) | altsi (a™) C (al™V), Ifglge
Bézouts seetning (2.24) findes k,£ € Z, sa (m,t) = km + £t. S& er (a™)F = g™t
idet (a™)F = a™F = a™F . 18 = g™k (at)t = aFmH = oM Derfor er a(™? en
potens af a™, altsa (a{™?) C (a™). (3) Ifglge (2) er |a™| = |al™Y)], og ifglge (1) er
[al™ )| = t/(m,1). O

(6.25) BEMERKNING: (Frobenius) Lad a € G have orden |a| = mn hvor (m,n) = 1,
m,n € N. Skriv (Bézout) 1 = km +{n, k,0 € 7. Swt z = o', y = a*™. S er (se
(6.24))

(*) a=uzxy, Ty = yx, lz| =m, |y|=n.
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Antag omvendt, at z,y € G opfylder (%). Saer

z = girthm = plng (da [z] = m)
= 2yt (da [y| =n)
= (zy) (da zy = yz)
— afn,
altsd z = a‘™. Analogt ses y =a*™. Sa faktoriseringen (*) af a er entydig. O

Beviserne for (6.24)-(6.25) er vores forste eksempler pa den ngje sammenheeng
mellem visse saetninger i den elementzere talteori og 1 den elementeare gruppeteori.
Kernen i det ovenstaende er jo anvendelsen af Bézouts setning! Pa den anden side kan
Bézouts saetning udledes fra (6.24)(2). Vi giver med det samme et gruppeteoretisk
bevis for en talteoretisk swtning:

(6.26) SETNING (Fermat). Lad p vare et primtal iN, a € Z og (a,p) = 1 (altss a
er ikke delelig med p). Sa geelder

a’~l =, 1.
BEvIs: Vi har tidligere set at Z, er et legeme (med den saedvanlige addition og
multiplikation af restklasser). Derfor er (Z, \ {0},-) en gruppe. Da (a,p) = 1er
a#0,altsd d € Z,\ {0}. Da 1Z,\ {0}] =p—1 fas ifplge (6.22), at a?~! = 1. Dette
betyder, at P! =p 1, som gnsket. (Eksempel: 3% = 81 =, 1.) O

(6.27) DEFINITION: En gruppe G kaldes cyklisk, hvis der findes et a € G, 54 (a) = G.
il

(6.28) SETNING. (1) Enhver undergruppe af en cyklisk gruppe er cyklisk.
(2) Hvis G er cyklisk, |G| = m < oo og n|m, har G netop én undergruppe af orden
n.

BEvis: (1) Lad H vere en undergruppe af G = (a). Hvis H = {1} er H = (1)
cyklisk. Antag H # {1} ogladbe H,b#1. Dabe Ger b= a" for et n €Z,n#0.
Sierb™ =a™" € H, og detforer T = {s € N la® € H} # @. Lad ifglge [MIN],
teT,t<sforalleseT. Sier (a') C H. Lad b = a" € H veere vilkarlig. Skriv
n=mt+r,0<r <t Shera” =a"-(a™)' € H daa" € H og ot € H. Hvis
r #0,er r € T, en modstrid til definitionen af ¢t. Derfor er r = 0 ogb=a" =a™,
altsd b € (a*). Dermed er H C (a!), altsd H = (. - . .

(2) Det er klart fra (6.24)(1) at G har en undergruppe af orden n, nemlig U = (a?)
hvor nt = m. Hvis pa den anden side H = (a®) er en undergruppe af G af orden n

geelder ifglge (6.24)(3)

n=la’l=m/(m,s)=n-t/(m,s)
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sa t = (m,s). Specielt er t|s, s& a®* € U. Vi far H CU,altsa H=U. O
(6.29) OVELSE: Vis, at en endelig gruppe af primtalsorden er cyklisk. O

(6.30) OVELSE: Lad G vaere en gruppe, hvor a? = 1 for alle a € G. Vis, at G er
abelsk. (Benyt (ab)™ = b"1q™"). O

(6.31) OVELSE: Lad H C K veere undergrupper af den endelige gruppe G. Vis (ved
at anvende (6.17) 3 gange!) at , '
G H| =G K||K : H].
(6.32) DeFINITION: Lad G og H wvesre grupper. En afbildning ¢ : G — H kaldes en
homomorfi (gruppehomomorfi), hvis der geelder:
For alle a,b € G (,O(Clb) =c,9(a)g.o(b)

' Hvis @ er injéktiﬁf (hhv ‘surj‘ekffi"v, hhv. buektw) kaldes ‘yc,o en monomorﬁ(hhv |
epimorfi, hhv. isomorfi). Hvis der findes en isomorfi mellem G og H skrives G ~ H.

En isomorfi ¢ : G — G kaldes en automorfi af G. O

(6.33) EKSEMPLER: (1) ¢, : G — G defineret ved w(a) = a,¥(a) = 1 er homo-
~morfier.

(3.12)(3))

~ (3) £ : R — C givet ved (t) = ¢ = cost + zsmt er en ho,momofﬁ' fra (R,+)t11 :

ellem (Z,,+) og (G, ), (se (6.41)).
‘gruppe. Definer ~ ,

tg: G— G ved iy(a) =gag™? foralle a € G.

Sé er ¢y en automorfi af G (kaldet en indre automorfi). Vi har

tg(@)eg(d) = (gag™")(gbg™) = ((ga)(g " g))bg ™"
= (9a)(bg™") = g(ab)g™" = 1y(ab),

s& (g er en homomorfi. Det er let at se, at tg-1 er en invers afbildning til ¢, si
tg : G — G er en bijektion. Generelt gelder for g,h € G, at 154 = 140y, idet der
for alle a € G geelder

(¢g 0 en)(a) = ty(en(a)) = ty(hab™) = g(hah=')g™!
= (gh)a(h™'g™") = (gh)a(gh)™" = i n(a).

; lad G = {a) en cyklisk gruppe af orden n. Sa er afbildningen
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0

(6.34) OVELSE: (1) Vis, at hvis ¢ : G — G er en automorfi geelder |p(a)| = |a| for
alle a € G.
(2) Vis, at der for alle a,b € G gaelder

la] = |bab™?].
(3) Vis, at der for alle a,b € G gaelder

; ;ia'b[ z ]5@[

(Man'ka,n bevise (3) ved hg&lp af (2)!) o . | B

(6.35) SETNING. Lad ¢ : G — H veare en (gruppe-)homomorfi. Der geelder: |

Specielt geelder (ndr a = b) ¢(1) =1 og (nir a = 1) o(b7) = (b)~L.
BEVIS: Man kan kopiere beviset for (3.13) til at vise p(ab™! )e(b) = ¢(a). Multiplicer

denne ligning fra hgjre med ¢(b)!. H

 (6.36) DEFINITION: Lad 1 G = H viere en homomorfi, Vi definerer hernen af o

og billedet af © ved

ker;,o % {aeG 1@9;,@):*1} s e :
- ¢(G)={be H|Derfindeset a € G si p(a) =b}.

(6.37) SETNING. Lad ¢ : G — H vare en homomorfi. Der gelder

(1) kery er en normal undergruppe i G, altsd kerp < G.

(2) »(G) er en undergruppe i H (men i almindelighed ikke normal).

(3] Hagns WA Ly e wfz:if,mﬁrmfm Lk e & Qf"iu} ,M@\a},,‘.&;s}w O
BEVIS: (1) Vi ngjes med at vise (6.5)(3) for H = ker f: Hvis a € kerp, g € G er
wlgag™) = @(g)p(a)e(s™) = @lg)p(a)p(g)™" = v(g)lp(g)~! = 1 (under anven-
delse af (6.35)), altsd gag™' € ker .

(2) Vi viser, at (@) i almindelighed ikke er normal i H. Der findes en gruppe G
med en undergruppe K, saledes at K ikke er normal i ¢ (f.eks. undergruppen A fra
(6.8)). S& er inklusionshomomorfien ¢ : K — G defineret ved w(k) = k et eksempel
af den gnskede type. (%) ped ! ' |

fard




Mat 2 AL 1990/91 6.10
15. august 1991

(6.38) SETNING. Lad N vere en normal undergruppe i G, a,b,¢,d € G. Hvis avye
og bund er (abjuy(cd).

BEVIS: Lada™'c=k€Nogb'd=¢ecN. Dake N, bcGerblkbe N,da N
er normal. Derfor er (671kb){ € N, da ogsa £ € N. Men

b kbt = (b7 (@™ )51 d)) = (b7 (a™ ) (b))
= (b_la_l)(cd) = (ab)"ed.

Dermed er (ab)vn(cd). a

(6.39) DEFINITION AF FAKTORGRUPPER: Lad N 4G (en normal undergruppe i G).
Lad G//N veere mangden af venstresideklasser af N i G. (Ifglge (6.14) er G/N ogsa
maengden af hgjresideklasser af N 1 G). S4 G/N = {d|a € G}, hvord = {b € G |
avnb} = aN. Vi definerer en komposition (multiplikation) pa G/N ved

ad=ab

Ifglge (6.38) er denne multiplikation veldefineret og derfor er det let at se, at (G/N,-)
er en gruppe, kaldet faktorgruppen (of G modulo N). O

(6.40) SETNING. Lad N «G.
Afbildningen p: G — G/N defineret ved

pla)=a=aN

er en epimorfi og kerp = N.

BEVIS: Helt analog til beviset for (3.22). O

(6.41) SETNING. (1. Isomorfissetning for grupper):
Lad ¢ : G — H vare en homomorfi. Afbildningen ¢ : G/ kerp — ¢(G) defineret
ved ¢(a@) = ¢(a) er en isomorfi. Der gelder altsa

G/kery ~ o(G).
BEVIS: Helt analogt til beviset for (3.24). O

(6.42) OVELSE: Opskriv detaljerede beviser for (6.40) og (6.41). O

Det er almindeligt at bevise 3 isomorfisaetninger for grupper (og for de andre al-
gebraiske strukturer). Den 2. og 3. isomorfissetning er imidlertid i det vaesentlige
specielle tilfzelde af den 1. isomorfiszetning. Vi gar i det fslgende kort ind pa dette
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og overlader til laeseren at overveje hvorledes de tilsvarende seetninger formuleres for
ringe (og vektorrum, jfr. (3.25)!)

(6.43) SETNING. Lad N og K veare undergrupper af G. Der geelder (i notationen
fra (6.9)

NK er en undergruppe af G <& NK = KN.

Hvis specielt N <G, er NI{ en undergruppe af G.

BEvVis: = Da K C NIK, N C NI (hvorfor?) og NK er en undergruppe fas KN C
NK. Lad a € NK. Vi viser a € KN. Da NK er en undergruppe, er a~! € NK.
Skriva ™l =nk,ne€N, ke K. Sdera=k"n"' e KN,dak '€ K,n ' € N.

<= Lad a=nk, b=niky € NK,n,n; € N, k,k; € K. Vi viser, at ab™! € NK og
sa fplger det gnskede fra (6.6). Viharab™! = n ((kk; ")n7'). Da(kk;')n7' € KN C
NEK eksisterer ng € N, ky € K, s& (kk;')n7" = noky. Sder ab™! = (nng)ky, € NI,
som gnsket.

Seetningens sidste udsagn folger fra (6.14). O

(6.44) SETNING. (2. isomorfiseetning for grupper): Lad N og K veere undergrupper
1 G, N aG. Der galder

(1) N er en normal undergruppe af NK.
(2) Afbildningen p: K — NIK/N defineret ved

er en epimorfi med kerne K N N.
(3) K/ KNN=NK/N.
(Lad os igen bemaerke, at bade N og K er undergrupper af gruppen NK. Det vil
sige, at da k € K, er k € NK, og derforer k € NK/N).

Bevis: (1) Da N er normal i G og N er indeholdt i NK, er det klart fra definitionen
at N er normal i NK.

(2) Afbildningen pi (2) er indskreenkningen af homomorfien p fra (6.40) til K. Sa
g\er en homomorfi. Lad @ = aN € NK/N. Skriva € NK som a= nk, n € N,
ke K. Shera=nk=1k=F, og derfor a = p(k) Dermed er p surjektiv. Lad

ke K. Saer kékerp<:> k=1 ke KNN. Derfor er kerp—-I& N N. Nu fglger
(3) fra den 1. isomorfiseetning. o
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(6.45) SETNING. Lad N og K vere som i (6.44). Antag at G er endelig. Der geelder

INK| = |N||K

NNK]

BEVIs: Det er klart at isomorfe grupper har samme orden, da der jo findes en bijek-
tion mellem mangderne af deres elementer. Ifglge (6.44) er s&

|K/KNN|=|NK/N|.
Nu er

\K/K = |K|/|K N N|
og |NK/N| = WA . N| = [NK|/|N|.

(Antallet af elementer i en faktorgruppe er per definition antallet af sideklasser, altsa

netop et index. Hermed geelder de forste lighedstegn ovenfor. De andre lighedstegn
folger af (6.17)). Vi har altsa

» "’l

M

,[:

hvoraf det gnskede falger. O

(6.46) BEMERKNING: Lad H C K veare undergrupper i G. Antag at bade H og
K er normale i G. For at kunne adskille elementerne i de to faktorgrupper G/H og
G/K skriver viforae G

@d=aH € G/H og a=aK € G/K.

-~

Da H C K er det klart, at nar vi betragter @ og @ som maangder( elementer i G), sa
aerd = /b\ (a”'b € K).

erd C a. Specielt har vi ogsa, at hvis @ = b (altsa a™'b e H), s
Dette viser at afbildningen

¢v:G/H - G/K,
defineret ved ¢(a) = a, er en (veldefineret) (gruppe-)epimorfi. Vi har

a

dckerpea=1sac kK.

Derfor er
kero = {a|a € K}.

Nar vi betragter H som en normal undergruppe af K (hvad den jo er!), ser vi, at

kero = K/H.
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Derfor viser en anvendelse af den 1. isomorfiseetning det nzeste resultat. O

(6.48) SETNING. (3. isomorfiseetning for grupper): Lad H C K veere normale
undergrupper i G. Si er K/H = {aH | a € K} en normal undergruppe i G/H og
der geelder

G/H/K/H ~G/K. O
(6.49) OVELSE: Lad n € N, L et legeme. Lad GL(n, L) vaere som i (6.1)(2). Seet
SL(n,L)={A €L, |DetA =1}

Vis, at SL(n, L) er en normal undergruppe i GL(n, L), og at GL(n, L)/SL(n, L) ~
(L\ {0},-), altsd L’s multiplikative gruppe. O

(6.50) OVELSE: Lad N <G. Fora € G lad @ = aN € G/N. Lad G vare endelig.
(1) Vis, at |a] | |a] for alle a € G.
(2) Geelder folgende: Hvis @ = b sd er |a| = [b]?
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Kapitel 7. Gruppeteori. Fortsat.

I dette kapitel behandles i kortfattet form nogle centrale emner fra gruppeteorien.
Desveerre kan det kun blive til smagsprgver.

Oversigt:
1° Om de symmetriske grupper
2° Operationer af grupper pa mangder
3° Anvendelser. Klasseligningen
4° Direkte produkter

5° Kompositionsraekker

1° Om de symmetriske grupper S,.

Disse grupper blev beskrevet i (6.1)(1). Gruppen S,’s elementer (n € N) er permu-
tationerne af meengden {1,2,...,n}. Et element 7 € S, er altsa en bijektiv afbildning
af {1,2,...,n} pa sig selv. Den udfsrlige skrivemdde for = € S, er

"z(w(ln w{22> w(gs) . wzln))

Vi repraesenterer altsa 7 ved en matrix med 1,2,...,n i fgrste raekke og
7(1),7(2),...,7(n) i anden reekke. Hvis 7,p € S, har deres produkt 7 o p (som vi
fra nu af vil betegne mp) skrivemaden : :

o 1 2 o
mop=mp (W(p(l)) m(p(2) ... w(p(n)))

(7.1) EKSEMPEL: Lad 7, p € S4 vecre repraesenteret som

(1 2 3 4 (1 2 3 4
™\4 213/ P72 3 41

Vi har
1 2 3 4
lp Lp Lp Lp
2 3 4 1
Im b Im s
2 1 3 4
Sa

=
™
Il
TN
DO
- b
Lo W
[FEN N
N
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Tilsvarende er (regn efter!)

__
PTE=11

(7.2) DEFINITIONER: Nar 7 € S, kaldes ¢ € {1,2,.. n} et ﬁ:rpunkt for =, hvis
7(2) = 1. Mengden af fixpunkter for 7 betegnes F(x) C {1,2,...,n}. To per-
mutationer 7, p kaldes disjunkte, nar F(n) U F(p) = {1,2,.. n} Hvis vi szetter

[I- I V)
B W
L
N’

a

F(7r) = {1,2,...,n} \F(ﬂ') altsa mengden af ikke~ﬁzpunkter er ™ og p netop da
disjunkte nar F(7r) NF(p) =

(Idet ovenstaende eksempel er F(?r) = {2}, F(p) = D, sa m og p er ikke disjunkte).

O

(7.3) HIELPESETNING. Nar m,p € S, er disjunkte, geelder mp = pr.
Bevis: Lad = € {1,2,...,n}. Vi viser mp(z) = pr(x) 1 3 tilfeelde:

1*:ze F(m)NF(p), 2*: x¢F(r) dvs. z€ F(r).

3*: z ¢ F(p) dvs. z € F(p).

: Her er mp(z) = n(z) = 2 = p(z) = pr(z).

2*: ¢ € F(m). Séer n(z) € F(r) (idet m(z) € F(r) = n(r(z)) =n(z) = n(z) =z
(da 7 er injektiv) = z € F(r), modstrid). Da z,n(z) € F(x) fas z, n(z) ¢ F(p)
altsa z,m(z) € F(p). Dermed er pr(z) = n(z) = mp(z).
3* : Analog til 2* med 7 og p byttet om. ' o o

(7.4) DEFINITION: Lad r € N. Et element 7 € S, kaldes en r—cykel (cykel af lengde

r), hvis der findes r forskellige elementer z1,z2,...,z, € {1,2,...,n} saledes at
(x1) = 22, 7(x2) = 23,...,7(Tr—1) = 2, 7(2,) = 23
n(z) =z for z#z1,29,...,2,.

Det er sa klart, at f(w) ={z1,...,2,},narr > 2, ﬁ(ﬂ') = @, nar r = 1. Vi benytter
en forenklet skrivemade for = som

T=(&1,Te,...,2.).

Fra det ovenstaende er det klart at

(1,22, .y2r) = (22,23, ..., Ty, 1) = (T3, T4,y .., Ty T1,T2) = ...
Vi ved ogsa at ét af tallene 24, ..., z, er det mindste af z,,...,z,. Hvis dette tal er z;
veelger Vi (2, Tit1y-+-sLry&1,y...,2Ti—1) som den normerede skrivemade og indicerer

dette ved at understrege det fgrste (mindste) tal i cyklen. O
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(7.5) EKSEMPEL:

1 2 3 4 5
7!':(1 5 3 9 4) er en 3-cykel,

nemlig
T =(4,2,5) (forenklet).

Den normerede skriveméade for 7 er
T=(2,54), da 2<4 og 2<35.
(Vi har tkke 7 = (2,4, 5)!!) , O

(7.6) SETNING OG ALGORITME. Ethvert element = € S, er et produkt af disjunkte
cykler. Nar cyklerne er normerede, er denne fremstilling af = som et produkt af cykler
entydig paneer raekkefslgen af cyklerne (jfr. (7.3)).

BEVIS: Vi bestemmer et tal r € N og elementer z2,...,2r €{1,2,...,n} ved

(1) = 2, ,W($2) = 24,... ,71'(:."13:,1-1') =x,, n(z,)=1.

Her forlanges, at z; = 1,z;,...,z, alle er forskellige. (Muligheden at r = 1 er ikke
udelukket). Velg y; som det mindste tal i {1,2,...,n}\ {z1,2,,...,2,} (hvis r #
n), og bestem forskellige elementer y,,...,y, € {1,... yn} ved m(y1) = yo,7(yo) =
Y3, 7(ys) = y1. Det erklart, at {z1,..., 2, }N{y1,¥2,...,ys} = & (overvej dette!)
Hvis 45 < n, vielges 2, minimalt i (1,%,...,n} \ ({21, .12} U{gr.... ys}) og
- vi bestemmer elementer z;,...,z ved m(2;) = 2z,7(23) = z,..., 7(z¢) = 2;. Vi
fortseetter p4 denne made indtil alle elementer i {1,2,...,n} er opbrugte og har s&
o= (,_1_,332,...,mr)(yl,yg,...,ys)(g_h...,zt)...

som gnsket.
- Antag nu at
T = (gﬁ,x'z,...,:z:;,)(y_;,y;,..;.,y;,)...

er en fremstilling af 7 som et produkt af disjunkte cykler i normeret skrivemade. Da
1 er det mindste af {1,2,...,n} méa 1 veere et af de understregede tal i fremstillingen.
Ved eventuelt at eendre cyklernes rackkefolge ved (7.3) kan vi antage 2/, = 1. S& er

zy = 7(2}) = n(1) = x5, og vi ser let at (z,,2s,...,2,) = (z},25,...,2%,). Day
er det mindste tal # z1,22,...,2, kan vi antage y; = y} og far si (Yyo-ooo¥s) =
(y_'l,yé, 0y Ye). Ved at fortsaette pa denne méade afsluttes beviset. O

(7.7) EXSEMPLER: (1) Vi skriver

(1234 5 6 7 8 9 10 11 12
™\4 73611129058 2 11
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som produkt af disjunkte cykler (normeret)
1545651 giver cyklen (1,4,6).
Det mindste tal # 1,4,6 er 2
25751251159 giver cyklen (2,7,12,11).
Det mindste tal # 1,2,4,6,7,11,12 er 3
353 giver cyklen (3).
Dernaest er 5 der mindste tal
5—10—8—9-—35 giver (5,10,8,9).
Hermed er den gnskede fremstilling
= (1,4,6)(2,7,12,11)(3)(5, 10,8,9).
Det er normalt at udelade 1-cykler i sadanne fremstillinger, og vi vil skrive
=(1,4,6)(2,7,12,11)(5,10,8,9)

(2) Permutationen 7 kan ogsa skrives som et produkt af cykler pa fszﬁlgende ma,de
men disse cykler er tkke disjunkte:

b

m=(1,4,6)(2,7,12,11)(1,5)(1,10,8,9)(L, 5).
(3) Lad p1 = (1,5,4,2)(3,6), p2=1(2,3). Saer

P1P2 = (1 ) 4723613)

P2 £1 P2 M P2 P1
(1—1—355—5-—44-—4-—2,

p2 P2 P 2
‘7———+3—-——>66—-——>6-—-—>3 3—2—1)

P21 = (.1.7 5741 37 67 2)

Endvidere er { ‘
p2p1p2 = (1,5,4,3)(2,6)

} . (Overvej dette)

(7.8) OVELSE: Lad

(1 23 4 5 6 (1
T™\234156) P71

[N (V]
S IN]
o
Oy Ot

6
5) € Se

S
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Skriv 7, p, pm og 7p som produkt af disjunkte cykler. O

(7.9) SETNING. (Regneregler for cykler) Lad (z1,29,...,2,), (y1,Y2,-..,Ys) vaere
disjunkte cykler i S,,. Lad p € S,,. Der geelder

(1) plzr, ez, .z )p™t = (p(z1), ple2), .- p(2r))
(2) (xl’an"'v*rT):(xlvmr)(xls"er“'v:cr—-l) }7”22
= (x1,22)(22,23,...,Tr-1,Tr)
(3) ($1,332,... axr) = (mlaxr)(xlyxrf—l)--- (xlaxl?)} . 2 9
= (z1,22)(x2,23) ... (Tr-1,2,)
(4) (z1,zi)(x1, 22,y 2r) = (21, T Wiy ooy Tp), 2< 2 < T

(:Clsyl)(xlaxQ?"-axr)(yl-;yQV"vys)

= (T1,22, 0o s Ty Y1, Y2y s Ys)

(3)

BEVIS: Vi ngjes med at vise (5) og overlader de andre (som en @VELSE) til leeseren.
Seet o = (z1,11), 0 = (z1,22,...,2r), 7y = (Yy1,Y2,--.,Ys). For 1 <z <r—1er

7 B «
Ty — Ty — Ti4py1 > Ti41-

Fori=rer

Fori1<j;j<s—1ler
Yi = Y41 7 Yj+1 7 Y+
For y = s er

y B o
Ys — Y1 — Y1 — I,

Derfor er afiy = (21,22, -y Try Y1, Y25+ Ys)- O

(7.10) DEFINITION (OG SETNING): En 2-cykel (21, z;) kaldes ogsa en transposition.
Hvis vi kombinerer (7.6) (som siger, at enhver permutation er et produkt af cykler)
og (7.9)(3) (som siger, at enhver cykel af laengde > 2 er et produkt af transpositioner)
ses at enhver permutation er et produkt af transpositioner. O
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(7.11) EKSEMPEL: Vi har (1,4,6) = (1,4)(4,6), (2,7,12,11) = (2,11)(2,12)(2,7),
(5,10,8,9) = (10,8,9,5) = (10,8)(8,9)(9,5) saledes at én (af mange) fremstilling af
permutationen 7 fra (7.7)(1) som produkt af transpositioner er

m=(1,4)(4,6)(2,11)(2,12)(2,7)(8,10)(8,9)(5,9).
Vi har ogsa (f.eks.)

7w =(1,4)(4,6)(3,8)(2,7)(7,12)(11, 12)(3, 8)(2, 4)(1, 5)
(1,9)(1,8)(4,5)(1,10)(4,5)(1,5)(2,4).

I det fgrste tilfzelde er m skrevet som et produkt af 8 transpositioner, og i det andet
som et produkt af 16 transpositioner. Vi viser i det fglgende, at hvis en permutation p
kan skrives som et produkt af k transpositioner og som et produkt af ¢ transpositioner,
saer k =, /. |

(7.12) @VELSE: Skriv permutationerne =, p, pm og 7p fra (7.8) som et produkt af
transpositioner. O

(7.13) DEFINITION: Lad 7 € S, veere skrevet som et produkt af disjunkte cykler af
leengde r1,72,...,7¢ (hvor r; € Nogry +r2+---+r; =n). Sa er transpositionstallet
T(r) for m defineret ved

t
Tr)y=n—t=ry+rp+-+r—t= Z(ri —1).

=1

Bemaerk, at 7’s fixpunkter (1-cyklerne) ikke bidrager til transpositionstallet for 7. Pa
grund af entydighedsudsagnet i (7.6) er transpositionstallet veldefineret. Det samme
geelder derfor for 7’s fortegn, der betegnes sign(r) og er defineret ved

sign(r) = (—=1)T(™,

Hvis T(7) er lige (T(m) =, 0) er signm = 1 og n kaldes lige. Hvis T'(7) er ulige
(T(m) =, 1) er sign(w) = —1 og 7 kaldes ulige. O

(7.14) EKSEMPEL: Lad 7 veere som i (7.7)(1). Der geelder T(r) = 8, sign(r) =1, 7
er lige. O

(7.15) HIELPESETNING. Lad p € S, vaere vilkdrlig og lad 7 € S, veere en trans-
position. Der gelder enten T(7p) = T(p) + 1 eller T(rp) = T(p) — 1. Under alle
omstaendigheder gaelder

sign(rp) = — sign(p).
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BEvIS: Antag, at p er skrevet som produkt af disjunkte cykler, hvor vi medregner
l-cyklerne (p’s fixpunkter). Lad 7 = (z,22). Der er to muligheder: 1* Der findes

en cykel (z1,z2,...,2,) mellem p’s disjunkte cykler saledes at z; og z2 begge fo-
rekommer mellem zq,z2,...,z,. 2* Der findes to forskellige cykler (zq,z2,...,2;),
(y1,y2,...,ys) mellem p’s disjunkte cykler saledes at z; forekommer mellem
T1,%2,...,Z; 0g 29 forekommer mellem y1,y2,...,ys.

1* Da (z1,29,...,%,) = (®2,Z3,...,Tr,21) = (T3,24,...,Ly,T1,T9) = ... S€T
vi, at vi, (efter eventuelt at have @ndret notationen), kan antage, at z; = z;. Sa
er zo = z; for et ¢ > 2. Hvisi = 2 er 7(z1,...,2,) = (22,23,...,7,), og hvis
i =rer 7(x,29,...,2,) = (1,22,...,2,—1) ifglge (7.9)(2). For 2 < i < r er
(21,...s2p) = (21, oy Tim @4y .., z,) ifplge (7.9)(4). Derfor er under alle om-
steendigheder T(7(z1,...,2,)) = r — 2. De resterende cykler fra p indgar usendret i

Tp, da 7 ikke involverer deres elementer. Alt i alt fas T(7p) = T(p) — 1.
2* Efter eventuelt at have sendret notation kan vi antage z; = z;, zo = y;. Ifolge
(7.9)(5) er
(1, o )Yy Ys) = (1, e o Try Yty e ooy Ys)
saledes, at T(7(zy,..., 2, )0(y1,-.-,Ys)) =7 +s—1=(r—1)+(s—=1)+1. Dar
ikke involverer elementer fra de resterende cykler i p, fas alt i alt T(7p) = T(p) + 1.
Herefter fglger udsagnet sign(7p) = — sign p fra definitionen af fortegn. O

(7.16) SETNING. Lad 7,p € S,,. Der galder
(1) Hvis 7 er et produkt af k transpositioner, er sign(r) = (—1)F.
(2) sign(rp) = sign() sign(p).

BEvis: (1) Antag,at 7 = 7975 ... 7 hvor 7y,..., 74 er transpositioner. Dar; = T;«_l er
7™l = 74 Tg—1 ... 71. Derforer 1 = (=1)° = (=1)TW =sign(1) = sign(mxTh_1 ... 717) =
—sign(tp—y ... 717) = - = (=1)F sign(n), ((7.15)), altsd sign(7) = (—1)*.

(2) Hvis 7 er et produkt af k og p et produkt af ¢ transpositioner, er (trivielt) 7p
et produkt af k + £ transpositioner. Derfor fglger (2) fra (1). O

(7.17) BEMERKNING: Det er klart, at ({1,—1},) er en (cyklisk) gruppe af orden
2. (7.16) viser, at sign er en homomorfi fra S, ind i denne gruppe. Nar n > 2
indeholder S,, transpositioner, f.eks. (1,2). Disse har alle fortegn —1, séledes at sign
er en epimorfi. Ifglge (6.37) er derfor for n > 2

ker(sign) = {m € S, | signm = 1}

en normal undergruppe af index 2 1 S,,. Denne undergruppe betegnes A, og kaldes
den alternerende gruppe af grad n. For n = 1 seettes A,, = S, = {(1)}. Forn > 2 er
|Sn: Ap| = 2. 0

(7.18) QVELSE: Vis, at ordenen af en permutation ¢ € S, er mindste feelles multi-
plum af leengderne af de disjunkte cykler, som indgar i fremstillingen af o. O
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(7.19) OVELSE: Nar 7 € S, defineres 7’s permutationsmatrix P(7) = (a;;) som

fglger
‘._{1 hvis ¢ = 7(J)
V0 hvis i)

(1) Vis, at for 7, p € S,, geelder P(7)P(p) = P(wp).
(2) Vis, at for alle 7 € S,, gaelder

det P(m) = sign.

(Til beviset af (2) kan man benytte (1), (7.16) samt resultatet 19.3(1), se ogsa
19.1(6)(c), fra HBF.) :

(3) Er det rigtigt at
P(n)t=P(x~") foralle 7€S, ?
&
(7.20) REKREATIV @OVELSE: Her en en beskrivelse af Ombytningsspillet (som en

ekspert vil kalde Transpositionsspillet). Til spillet benyttes nogle mgnter af forskellig
veerdi som leegges i en rackke pa bordet i vilkarlig reekkefglge. F.eks. lader vi mgnterne

1 2 3 4 5 6
S , B o W w
ngrse ¢5roe kr kr kr kr

ligge pa bordet i fglgende reekkefglge (*)

5 3 4 6 1 2
(*) 10 1 5 20 25 50
kr kr kr kr gre gre

To spillere, A og B, skiftes til at traekke. Et trek er fglgende: Ombyt to menter z
og y, hvor

(1) z ligger til venstre for y.
(2) 2’s veerdi er stgrre end y’s veerdi.

Den fgrste spiller, der ikke er i stand til at traekke, har tabt spillet. Hvem vinder
spillet, hvis vi har reekkefglgen (*) som udgangspunkt, og A begynder? 0O
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2° Operationer af grupper pa maengder.
Vi beskriver her en fundamental og meget anvendelig begrebsdannelse i gruppe-
teorien. Nar M er en mzengde betegner S(M) den symmetriske gruppe pa M (se

(6.1)(1))-

Vi er i den situation, at vi har givet en gruppe G og en vilkarlig maengde M.
Mzngden af alle bijektive afbildninger fra M ind i M betegnes S(M ), den symme-
triske gruppe pa M. Det er velkendt, at S(M) med kompositionen “sammenszetning
af funktioner” er en gruppe. Altsd har vi to grupper: G og S(M).

(7.21) DEFINITION: Lad G veere en gruppe og M en vilkarlig meengde. En homo-
morfi mellem grupperne G og S(M)

p:G— S(M)

kaldes en operation af G pa M.

Dvs. til ethvert ¢ € G knytter vi en bijektion af M ind i sig selv. Sagt péd en anden
méade: p(g) € S(M) eller p(g) : M — M bijektiv. At p: G — S(M) er en homomorfi
betyder at ‘ BN A f

For alle g,h € G : p(gh) = p(g) o p(h).

Yderligere geelder ifglge (6.35), at p afbilder det neutrale element i G over i det
neutrale element i S(M), der jo er identitetsafbildningen 1 pa M. Altsa

p(1) =1p.
Omvendt har vi fﬁlgénde’ |
BEMERKNING: Lad G vare en gruppe, M en meengde. Med MM betegnes maengden
af afbildninger fra M ind i M. Givet en afbildning p : G — M™ der opfylder

(1) p(gh) = p(g) o p(h)
(2) p(1) =1m
kan vi slutte, at p er en operation af gruppen G pa maengden M. (Overvej dette).

Hvis p : G — S(M) er en operation af G pa M inducerer p en sakaldt “ydre
komposition” pa M. Vi far en afbildning

GxM->M (g,m) — gm

ved at satte gm = p(g)(m). Vi bemeerker, at p(g) er en (bijektiv) afbildning fra
M — M siledes at p(g)(m) € M. I denne skrivemade betyder udsagnet, at p er en
homomorfi (altsa p(gh) = p(g) o p(h)), at der geelder

(*)

im = m

{ (ghym = g(hm) for alle g h € G, me M



Mat 2 AL 1991/92 7.10
7. august 1992

Pa den anden side, hvis der er givet en afbildning G x M — M, (g,m) — gm som
opfylder (*), kan vi fa en operation af G pd M ved at saette p(g)(m) := gm. (Overvej
dette, jfr. ovenstaende bemaerkning).

(7.22) EKSEMPLER: (1) Hvis H er en undergruppe af S,, opererer H pa M =

{1,2,...,n} ved inklusionshomomorfien H < S, = S(M). Form € H ogm € M er
altsa p(m)(m) = n(m).

(2) En vilkérlig gruppe kan operere pa sig selv (altsd p4 maengden af sine elementer)
pé flere méder, f.eks. gennem de indre automorfier: Vi definerer p : G — S(G) ved
p(g9) = tg, hvor ¢y er som i (6.33)(5). I (6.33)(5) er bevist, at ¢, er en automorfi
af G, altsd specielt en bijektion G — G. Endvidere er det vist, at ¢, 0 ¢} = Lgh OF
(1g)7" = 14-1. S& dette giver en operation af G pa G.

(3) Det er klart man ved de indre automorfier ogsé kan definere operationer af
(undergrupper af) G pa visse delmeengder af P(G). Som M kan man velge f.eks.
P(G), eller meengden af undergrupper af G.

(4) Lad H veere en undergruppe i G. Lad Qp veere meengden af venstresideklasser
af H 1 G. Det vil sige

Qy = {l‘H l RS G}

GG opererer pa gy som fglger: For g € G, vH € Qy lad py(g)(zH) = gzH. [Vi
overvejer at pg(g) er veldefineret: Hvis tH = yH for z,y € G ma vises at gz H =

gyH. Men
(6. 13)

zH =yH mEH@y‘l(g”lg)xEH

& (gy) tgr € H S g2l = gyH. |

Hvis spec1elt H = {1} kan Qp identificeres med G, da H’s sideklasser alle bestar af
netop ét element i G. S& pyyy giver en anden operation (end den i (2)) af G pa sig
selv. 0

(7.23) OVELSE: Lad G veere en gruppe og lad H = G x G = {(z,y) | z,y € G}.
H er en gruppe ved “koordinatvis” multiplikation: (z,y)(z',y’) := (z2’,yy"). For
(z,y) € H, g € G seettes p(z,y)(g) = zgy™'. Vis at dette giver en operation af H pa
G. O

(7.24) OVELSE: (1) Lad V vere et R-vektorrum. Ggr rede for, at gruppen R \ {0}
opererer pa V ved p(a)v = av, a € R\ {0}, € V. O

(2) Lad L veere et legeme, n € N. Vis, at GL(n, L) opererer pa meengden L7 af
n x l-matricer over L ved matrixmultiplikation. O

(7.25) DEFINITION OG SETNING. Lad p: G — S(M) vacre en operation af G pa M.
Vi definerer en relation ~, pa M ved

!

m ~, m' & Der findes g € G 54 p(g)(m)=m'.
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Sa er ~, en sekvivalensrelation pa M. Hkvivalensklasserne for ~, kaldes baner eller
transitivitetsomrader (for p). p kaldes transitiv, hvis der kun er én bane for p, altsa
hvis der gelder:

!

For alle m,m' € M eksisterer g € G sa p(g)(m) = m'.

BEVISET for at ~, er en akvivalensrelation er en @VELSE. O

(7.26) EKSEMPLER: (1) S, er transitiv pa M = {1,...,n}. (2) Banerne ved opera-
tioner af G pa sig selv fra (7.22)(2) kaldes for G’s konjugationsklasser af elementer,
(se afsnit 3°). Denne operation er kun transitiv nar G = {1}! (3) Operationen Qg
fra (7.22)(4) er transitiv. (Overvej dette). O

(7.27) DEFINITION OG SETNING. Lad p: G — S(M) vare en operation af G pa M.
For m € M er m’s stabilisator Stab,(m) := {g € G | p(¢)(m) = m}. Det er klart,
at m’s stabilisator er en undergruppe af G. (Hvis g, h € Stab,(m) er p(gh™!)(m) =

p(g)(p(h=1)(m)) = p(g)(p(R)~1(m)) = p(g)(m) = m, sa gh~" € Stab,(m).)
| o 0

Det naeste resultat er meget anvendeligt. I resten af 2° antager vi at G og M er
endelige.
(7.28) SETNING. Lad p: G — S(M) veare en transitiv operation af G pa M. Der
geaelder form € M

|M| = |G : Stab,(m)|.

BEvis: Lad H = Stab,(m), saledes at |QQy| = |G + Staby(m)|. Vi definereren
bijektion f mellem Qg og M som folger: Lad 2 H € Qp. Visaetter f(zH) = p(z)(m).
Vi viser, at f er veldefineret: Hvis 2 H = yH ma vises p(z)(m) = p(y)(m).

‘ee H=m=p(y 'z)(m) =p(y)" (p(x)m) = p(y)(m) = p(z)(m),

som gnsket. Da p er transitiv, er f surjektiv. f er ogsa injektiv, idet
f(zH) = f(yH) = p(x)(m) = p(y)(m) = ply~'2)(m) =m =y 'z € H = «H = yH.
.

tH =yH =y~

(7.29) QVELSE: Lad H vere en undergruppe af G, 2 € G. Vis, at zHz"! er en
undergruppe af G, og at H ~ zHz™!. O

(7.30) OVELSE: Lad H vere en undergruppe af G. Lad py veare operationen pa
Qp defineret 1 (7.22)(4). Lad z € G.
(1) Vis
Stab,, (zH) =zHz™".
(2) Hvad udsiger (7.28) 1 dette tilfzelde?
(3) Beskriv ker py.
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O

(7.31) DEFINITION: Lad p : G — S(M) veere en operation af G pd M. En del-
mengde T = {my,mq,...,my} af M kaldes et representantsystem for p’s baner,
hvis der geelder
(i) For alle m € M findes ¢ € {1,...,k} sa m ~, m,.
(i) Hvis 1,7 € {1,2,...,k}, i # j geelder m; #, m;.
0O

(7.32) BEMERKNING: Lad notationen veere som i (7.31) og antag, at T er et reprae-
sentantsystem for p’s baner. For 1 <1 < k saettes

Mi={meM|m~,m}.

Der geelder sa |M| = |My| + |Ma| + -+ + |Mg|. Det skyldes, at M;’erne netop er de
forskellige ~ ,-sekvivalensklasser. O

(7.33) SETNING. Lad p : G — S(M) vere en operation af G pa M. Lad T =

{mq,...,my} veere et repraesentantsystem for p-banerne. Der gzelder
k
|M| = "|G : Stab,(m,)].
=1

BEvViS: Lad 1 <7 < k. Seet M; = {m € M | m ~, m;}. Vilader G operere pa M;
ved p; : G — S(M;), hvor p; er defineret ved

pilz)(m) = p(z)(m) forz € G,m e M,.

[Nar m € M; vil ogsa p(z)(m) € M;, da m ~, p(z)(m) og M; er en p-bane.] Det er
klart, at p; er transitiv, idet M; er den eneste p;-bane. Ifglge (7.28) geelder derfor

|M;| = |G : Stab,, (m;)|.
Men fra definitionen af p; er det klart, at Stab,,(m;) = Stab,(m;) (overvej!). Sa
}1’\/1," = ]G : Stabp(mi)[.
Nu fglger (7.33) fra (7.32). | ’ O
(7.34) OVELSE: Lad 7 veere permutationen i eksempel (7.7)(1),
m=(1,4,6)(2,7,12,11)(5,10,8,9) € Sy2. Lad G = (x) operere pa M = {1,2,...,12}
som beskrevet i (7.22)(1). (Altsd p(n¥)() = n*(i) for k€ Z, i € M.)

(1) Bestem banerne for p pa M.
(2) Bestem Stab,(z) for ¢« =1,2,3,5.
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3° Anvendelser. Klasseligningen.

3.1. Indledende betragtninger.
Vi leegger ud med et vigtigt eksempel, der vil spille en gennemgaende rolle i dette
afsnit.

(7.35) DEFINITION: Lad G veere en (endelig) gruppe, U en undergruppe af G. Vi
definerer en sekvivalensrelation pa G som fglger:

a~yb < Juel:b=uaul.
Det er let at se, at ~¢; faktisk er en akvivalensrelation pa G (regn selv efter). Hvis

a ~y b siger vi, at a og b er U-konjugerede. Er U = G vil vi ofte blot sige, at a og b
er konjugerede. AEkvivalensklassen indeholdende a, lad os betegne den &, er

a={beG|IuelU :b=uau'} = {uau™?! |ueU}.

Denne observation giver anledning til fslgende deﬁmtlon ’
(7.36) DEFINITION: Nar G er en endehg gruppe, U en undergruppe af G, g € G’
defineres U-konjugationsklassen af g, C(g,U), til at veere

Clg,U) ={zgz™! |z €U}

Vi bemeerker, at a1 (7.35) netop er U- konjugatlonsklassen af a. Da U-konjugationsklasser
er zkvivalensklasser for en akvivalensrelation gezelder, at to U-konjugationsklasser
enten er identiske eller disjunkte.

(7.37) EKSEMPEL: Betragt undergruppen U = ((1,2)) = {(1),(1,2)} af S;. Hvis
r=1(2,3,4) er ,

C(z,U)={(2,3,4),(1,3,4)},

idet (1,2)(2,3,4)(1,2)7! = (1,3,4).

Vi minder om en regneregel for cykler ((7.9)(1)) som vi benyttede i ovenstiende
eksempel og som vil blive benyttet utallige gange i det fglgende: Hvis p € S, og
(z1,...,2,) er en r-cykel 1 S, geelder

p(2y,... z)p™" = (p(ay),...,p(z,)).

Med andre ord: Tager vi en r-cykel og konjugerer med p € S,, dvs. udregner
p(zy,...,z,)p7 1, s& far vi igen en r-cykel. Derfor kan vi ogsa opfatte sckvivalens-
relationen ~y som en akvivalensrelation pa meengden af r-cykler i S,,, nar U er en
undergruppe af S,. Hvis altsa M er maengden af r-cykler i S, giver ~y anledning
til en klassedeling af M.
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(7.38) EKSEMPEL: Lad U vare som i det foregaende eksempel, og lad K veere
mengden af alle transpositioner i S;. Vi har indset, at ~p giver anledning til en
klassedeling af I, og de forskellige U-konjugationsklasser af transpositioner er

{@1.2)},{(1,3),(2,3)},{(1.4),(2,9)}, {(3,4)}.
F.eks. danner {(3,4)} en U-konjugationsklasse, da (1,2)(3,4)(1,2)"! = (3,4).
(7.39) OVELSE: Lad U = ((1,2)) veere en undergruppe af S;. Beregn de forskellige

U-konjugationsklasser af 3-cykler i 9.

3.2. Om cykeltyper.

Vi skal her undersgge hvornar to permutationer er konjugerede i S,,, dvs. for givne
7 og p i S, vil vi undersgge netop hvornar der findes 7 i S, med egenskaben at
rr7~! = p. Dette problem har en ganske simpel lgsning, som vi vil se.

Lad 7 € S, veere givet. Som bekendt kan 7 fremstilles pa entydig made som et
produkt af disjunkte cykler. Betegnes for p € N med m, = mp(m) antallet af cykler
af leengde p i denne fremstilling, far vi en fglge

mi,mo,msa,...

af tal > 0, der kaldes cykeltypen for permutationen =, Bemeerk, at m, = 0, nar
p>n, og at
mep = n.
P

En given cykeltype anskueliggpres ofte ved et billede
miy ma mP

“ N . .
(*)o--(*)(*,*)---(*,*)---(*,...,*)n-(*,...,*)--~,

hvor der er m; symboler af formen (*) svarende til “l-cyklerne”, dvs. fixpunkterne,
mg symboler af formen (*, ) osv. For et givet n € N er antallet af cykeltyper i S,
bestemt som antallet af lgsninger my, > 0 til ligningen

o0
E pmy, = n.
r=1

Vi kan nu svare pa det spgrgsmal, som vi stillede os selv i starten.

(7.40) SETNING. Lad n € N veere givet. To permutationer er da konjugerede i S,
hvis og kun hvis de har samme cykeltype.

BEvIS: =: Cykeltypen af 7 er bestemt ved fremstillingen af 7 som et produkt af
disjunkte cykler. For en p-cykel og en permutation 7 ved vi at

T(zy,... ,xp)'r“l = (T(CII]), e ,T(a:p)).
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Konjugering afbilder altsa en p-cykel pa en p-cykel, og da “disjunkthed” bevares,
fplger pastanden.

<: Velg en fremstilling af den ene permutation som produkt af dlsgunkte cykler
(medregn fixelementerne som 1-cykler), og opskriv fremstillingen, sa at der fgrst
kommer alle 1-cykler, dernzest alle 2-cykler osv. Opskriv i en rackke umiddelbart
herunder en tilsvarende fremstilling af den anden permutation. Den permutation i
Sn, der bestemmes ved, at et element ¢ € {1,2,...,n} afbildes over i det element,
som i opskrivningen star umiddelbart under 7 i dcn nederste raekke, vil da konjugere
den fgrste permutation over i den anden ifglge (7.9)(1). O

3.3 Generalisering af begreberne.
For en god ordens skyld medtager vi fslgende generelle definition som udvider,
hvad vi allerede har set.

(7.41) DEFINITION: Lad G veere en (endelig) gruppe, K C P(G) en meengde af

delmeengder af G, og U en undergruppe af G. Vi definerer en ny delmaengde
C(K,U) C P(G), kaldet U- konyugatzonemafngden af K, ved

C(lC,U)z{xI&:c K E}C,xEU}.

Specielt skriver vi C(I{,U) for C({K},U), og C(g,U) for C({g}, U). Disse meengder
kaldes ogsa U-konjugationsklassen af K og ¢, henholdsvis. Der gelder altsa

CKU)={zKas7" |ceU}
og

Clg,U)={zgz ' |2 €U},
En U-konjugationsklasse kaldes triviel, hvis den kun indeholder ét element.
Vi definerer en operation (regn efter!) p*U af U pa C(K,U) ved

PV (u) (L) = ulu™t

foru e U, L € C(K,U). Da U er en undergruppe af G, er det klart, at uLu~! €
C(K, U): Da L € C(K,U), har L formen zKz~! for et passende z € U. S& er
uLu™ = (u:c)[x (uz)~ 1, og uz € U. Analogt indfgres operationer p™U af U pa
C(K,U) og pg’ af U pa C(yg, U) Det fglger umiddelbart fra definitionerne, at p¥

er transitiv pa C(K,U) og p»Y er transitiv pa C(g, U).

(7.42) EKSEMPEL: Igen betragtes undergruppen U = <(1,2)> af S4. Hvis K =
{{(1»3),(1,2)}, {2,3,4}} er

CK,U) =K U {{(2,3),(1,2)},{(1,3,4)}}.
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(7.43) DEFINITION: Lad K vere en delmangde af gruppen G, g € G og U en
undergruppe af G. Vi definerer

Ny(K)={zeU|zKz™' =K}
Cu(g)={z €U |zgz™" =g}
— {2 €U |29 =gz}
Vi kalder Ny(K) for K’s normalisator (i U) og Cy(g) for ¢’s centralisator iv).
Man kan indse at Ny(K) = Stab,xv (LK) og Cy(g) = Stab e, (g). Overvej! O

(7.44) SETNING. Lad K vaere en delmeengde af gruppen G, g € G og U en under-
gruppe af G. Der gelder: Ny(K) og Cy(g) er undergrupper af G og

U : Ny(K)| = |C(K,U))|
U= Culg)l = IC(g, U)I.

U-konjugationsklassen af K, hhv. g, er triviel hvis U = Ny(K), hhv. U = Cu(g).
Bevis: Fglger umiddelbart fra (7.28). O
(7.45) SETNING. Lad K veere en undergruppe af G. Der geelder

KaG <= Ng(K)=G.
BEVIS: Ovelse! |

Fra (7.45) ses ogsa: Hvis K er en undergruppe of G, er Ng(K) den stgrste under-
gruppe of G, som indeholder I som normal undergruppe. Overvej !
(7.46) EKSEMPLER: (1) Der geelder Ng, (A,) = S, ifglge (7.17) og (7.42).

(2) Lad ¢ = (1,2,3) € Ss. Vi beregner Cs,(g). Antag, at p € Ss. Ifglge (7.9)(1) er

pgp~" = (p(1), p(2), p(3)),

sa p € Cs,(g) & (1,2,3) = (p(1), p(2), p(3). Det betyder, at der er 3 muligheder for
(1), p(2), p(3):

p(1) =1, p(2)=2, p(3)=3 eller

p(1)=2, p(2)=3, p(3)=1 eller

p(1) =3, p(2)=1, p(3)=2 (jfr. (7.4))
(Hvorfor er f.eks. p(1) = 1,p(2) = 3, p(3) = 2 ikke mulig??) Derimod har veerdierne
p(4), p(5) ingen indflydelse pa pgp~!, s& der er 2 muligheder for p(4), p(5):

p(4) =4,p(5) =5 eller p(4)=5,p(5) = 4.
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Derfor er der i alt 6 = 3 -2 muligheder for g. sa
Cs,(g)= {{1).(1.2,3}.(1.3.2}.(4.5)\(1,2,3}(4,5}.(1.3.2){4,5}}.

Endvidere er
Calg) ={(1).(1.2.3).(1.3.2)} = {g).

idet de andre permutationer i Cs,(g¢) er ulige.

(3) Lad I’ = {(1.2,3)) C S;. en undergruppe af orden 3. Vi beregner Ng, (IV).
Hvis p € Ng (K) ma p(1.2.3)p7 " = (p(1).p(2),p(3)) € L.
Selviolgelig er muligheden p(1,2.3)p7! = (1) udelukket, (hvorfor?) Sa vi ser nu, at

(1) (p(1)-p(2).p(3)) = (1,2,3)
peNg (LK)  eller |
) (p(1).p(2). p(3)) = (1,3, 2).

I (2) ovenfor, bestemte vi alle p som opfylder (i). Tilsvarende ses, at netop felgende
permutationer opfylder (i)

{(2.3),(1,3),(1,2),(2.3)(4.5), (1.3)(4.5).(1,2)(4.5)}

~saledes at

Ng,(K) =

{(1),(1.2.3),(1.3.2).(4,5).(1.2.3)(4 35)
(1,3.2)(4.5).(1,2).(1.3).(2.3),
(1,2)(4,5).(1.3)(4.5),(2.3)(4.5)}

en gruppe af orden 12. O
(7.47) OVELSE: Lad h = (1,2,3.4) € S5 og H = {(h). Beregn Cs,(h) og N, (H).
Det viser sig, at [C's,(h)| =8 og |Ns,(H)| = 16. O

(7.48) OVELSE: Lad L vaere et legeme og G = H(L) veere som 1 (6.4).

(1) Lad (a,b) € G. Vis, at (¢.d) € Ca(la.b)) <= (a—1)d =(c—1)b
(2) Lad A veere som 1 (6.8). Beregn C(g) for alle g € A
(3) Underspg om Ng(A) = A. o

7.49) DEFINITION: Lad G veare en gruppe. U en undererun ve af G. Vi seetter
Zrupy Supi

Co(U)={geG|Forallex € Uergleg= T}
={geG|Foraller€lUergr= rg ).
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Det er let at se, at Cg(U) er en undergruppe af G. Den bestéar netop af de elementer
1 G, hvis U-konjugationsklasse er triviel (overvej!). Co(U) kaldes U’s centralisator i

G. Vi har
Ca(U) = () Ca(2).

zeU

Specielt betegnes C(G) = Z(G). Z(G) kaldes gruppen G’s centrum og bestar netop
af de elementer som kommuterer (dvs. er ombyttelige) med alle G’s elementer. Lgst

sagt angiver Z(G) “hvor teet G er pa at veere abelsk” — G er jo abelsk netop hvis
Z(G)=G. O

(7.50) OVELSE: Lad U veere en undergruppe af G. Vis at

Ce(U)<a Ng(U).
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3.4. Klasseligningen. ,
Lad G vere en endelig gruppe. P& G har vi indfert sekvivalensrelationen ~ ved:

a~b <::> dg€G:a=qgbg™?

Vi stiller os selv fglgende spgrgsmal:

Hvor mange. elﬂmenter indeholder elementet ia’s @kvzvalensklasse a g

Hertll minder vi om, at

ICs.((1,2,3, )] -4.4 :

tsaledes at. klassehgmngen for 54 er V

4_.11,.__ 2y
2 toty ot

"-1+6+8+3+6

4 24 %24
8
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(7.53) OVELSE: Bevis pastandene om centralisatorernes orden i (7.51). O
(7.54) OVELSE: Beregn klasseligningerne for S5 og for A,. O

Vi slutter dette afsnit med en standard-anvendelse af (7.50).

(7.55) SETNING. Lad p veere et primtal, a € N. Lad G veere en gruppe med |G| = p°.
Séa er Z(G) # {1}. (“En endelig p-gruppe har et ikke trivielt centrum?”).

BEVIS: Betragt klasseligningen for G

¢
(*) Gl =p* =12(G)|+ )| G: Calg)l

=1

For1 <:<fler|G:Cq(g9:) = |C(G,g:)] > 1, da ¢;'s G-konjugationsklasse ifslge
antagelsen er ikke-triviel. Vi har sa

G Calg)l [ p* og 16 : Calgi)] #1
Derfor er p | |G : Cg(gi)l, altsa |G : Cg(gi)| =, 0. Da ogsa |G| =, 0, fas fra (%), at
|1Z(G)| =, 0.

Specielt er |Z(G)| # 1,da 1 #,0 O

(7.56) (OVELSE: Antag at den endelige gruppe G har netop Q‘konjugaticnsklasser,
saledes at alle elementer i G (forskellig fra 1) er konjugerede i G. Vis at G er cyklisk
af orden 2. O

(7.57) OVELSE: Lad p veere et primtal og G en gruppe af orden p*. Vis at G mindst
har 4 konjugationsklasser. O
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4° Direkte produkter.

(7.58) DEFINITION: Lad G1,G>...,G, vere grupper. Vi giver det kartesiske pro-
dukt G = Gy X --+ X G, en gruppestruktur ved “koordinatvis” multiplikation: Hvis

(xl,xg,...,:cn),(yl,yg,...,yn} =N e (sa 25,y € Gy)

saettes
(@1, 2 ) (Y1 Un) = (T1Y1,5 .., Toyn) € G

Gruppen G kaldes det ydre direkte produkt af Gy,Go,...,G, og vi skriver G =
Gy x---x G, ]

(7.59) DEFINITION: Lad G veere en gruppe og Hy, Ho, . .. , H,, undergrupper af G
saledes at der gzelder:
(1) For alle g € G eksisterer z, € H;, 25 € Hy,...,zp € Hysag=2xz2,...2,.
(2) Hvis 2y,y1 € Hy,...,2n,yn € H, Og T1Zg ... Ty = Y1Y2 ... Yn, geelder
T1=Y1,22 = Y2,...,Tn = Yn.
(3) Hvis z; € H;, rj € Hjogi# jerzjz; = T,
Sa kaldes G et indre direkte produkt af (under-)grupperne Hy,..., H,, og vi skriver
G=HXHRKX. XH,. O

(7.60) OVELSE: Vis, at hvis G = H; X H,X.- - WH,, saer HiaGfori=1,... n. O

(7.61) OVELSE: Lad G = S, : Hy = Ay og H, = ((1,2)) = {(1),(1,2)}. Undersgg,
hvilke af betingelserne (1)—(3) i (7.56) er opfyldte. O

Vi forklarer i de nzeste setninger, hvorfor ydre og indre produkter er “det samme”,
panzer isomorfi.

(7.62) SETNING. Lad G = G| x -+ x G, (ydre direkte produkt). For1 <: <n
saettes
H; ={(1,...,1,:1:,~,1,...,1)]x,- EG;‘}.

Ti’te plads
SaerG=HKH,X...-KH, og Gi~H;,1<i<n.
Bevis: For z; € G; lader vi &; = (1,...,1,24,1,...,1) € H;,. Det er klart, at

afbildningen z; — Z; er en isomorfi G; — H;. Hvis zy € Gi,22 € Go,y...,2p € G, er
1Ty ...Tn = (21,T2,...,2,), ifslge definitionen af multiplikationi G = Gy x- - xG,,.
Derfor ses let (overvej!), at (1), (2) og (3) i (7.56) er opfyldte for Hy,...,H,. O

(7.63) SETNING. Antag, at G=H, RH,R..-X H, for undergrupper Hy,..., H,
af G. SaerG~Hy x ---x H,.

BEVIS: Vibetragter en afbildning ¢ : Hy X x H,, — G givet ved @(hiyhyy . o hy) =
hihy ... ha. Ifslge (7.56)(2) er ¢ injektiv, og ifslge (7.56)(1) er ¢ surjektiv. Dermed
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er o bijektiv. Vi viser, at ¢ ogsa er en homomorfi: Hvis for 1 <7 < n, h;,h! € H;
geelder

(%) (hihg .. ho)(Rihh . hL) = (hy k) (hohl) .. . (hahl).

Dette ses ved gentagen anvendelse af (7.56)(3). (Overvej!) Men sa er

(R, ha, .. b ) (R By B)

= @(h1hy, hohl, ... hah!) (def. af -1 Hy x --- x Hy)
— (hyh,)(hah) ... (hak') (def. af )
= (hiha...hp)(hiR) ... R)) ((*) ovenfor)

= o, (B By L) (def. af ).

0

(7.64) OVELSE: Antag, at G er (indre eller ydre) direkte produkt af de endelige
grupper G1,Gq,...,G,. Vis, at |G| = |G41]|G2] ... |Gyl O

Hvis man vil vise, at en gruppe er indre direkte produkt af visse undergrupper, er
fglgende szetning meget nyttig:

(7.65) SETNING. Lad Hy,H,,...,H, veere normale undergrupper af G, siledes at
G = HyH,...Hy. Der galder

G=HRHK -RH,

¢
For alle: € {1,2,...,n— 1} gaelder H;1 1 N (H, ... H;) = {1}.

BEvis: || Antag, at z € Hiyy N (H1H, ... H;). Vi skriver z = zy29...z;, hvor
zy € Hy,z9 € Hq,...,z; € H;. Hvis vi seetter 2,41 = 27 L 2;49 = -+ = 2, = 1,
Yyr =y ==Y, = 1, fas z129 ... 2, = Y1y2...yn = 1 (hvorfor det?). Sa viser
(7.56)(2) specielt at 27! = z;41 =1, altsda z = 1. Derfor er Hyy N (Hy ... H;) = 1.

fi: Da G = HiH, ... Hy,, er (7.56)(1) opfyldt. Vi viser forst (7.56)(3): Lad z; €
Hi,z; € Hj, 1 # j. Antag, at « < j. Saer H; C HiHy...Hj_y, og derfor er
H:NH; C(HH,...Hj_y)NH; = {1}, altsda H;NH; = {1}. Betragt z = a:ia:jxflxj"l.
Vi viser z = 1, hvoraf fglger z;2; = 2 zj2; = z;2;. Da 2z = .’L’é(fﬂjiﬂ;lx;l) og
J’Jj.’)f;l.’l?j € H; fordi H; « G, fas z € H;. Analogt ses, at da z = (a:i:cjxi"l):(;;fl er
z € H;. Dermed er z € H; N H; = {1}, altsa z = 1. Til sidst vises (7.56)(2): Antag,
at T1Tg... Ty =Y1Y2...Yn. Sa e€r

xny;“l = (2122 ... Tn-1)(V1Y2 . ..yn.,l)“"] = (:clyfl)(xgyz”l) . --(an-ly,:il),
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idet z;y; = y,z; for ¢ # j. (Overvej dette ngje).
Derfor er z,y;' € H, N (HiHy...H,_) = {1}, altsi z,, = y,. Dernsst vises
analogt, at :tn_.ly;il €H, 1N(Hy...H,_5)= {1}, altsd 2,y = y,,—y, OsV. O

(7.66) BEMARKNING: Beviset for (7.62) (nzermere betegnet beviset for (7.536)(3) 1
ft) viser fglgende: Antag, at H 4G, N <G, HNLK = {1}. Hvis h € H, k € K geelder
hk = kh. O

(7.67) DEFINITIONER: Lad X veere en delmeengde af gruppen G. S& betegner (X)
den mindste undergruppe af G, som indeholder X. Det er klart, at (X) er feelles-
meengden af alle undergrupper i G, som indeholder X. (X) kaldes den af X frembragte
undergruppe i G. Hvis X = {z;,...,2,} er endelig, skrives ogsa (z,,z2,...,z,) for
(X). Specielt er (z),z € G, de cykliske undergrupper af G, (se (6.27)). O

(7.68) OVELSE: Lad H = (X), hvor X CG. Seet ¥ = XUX ' ={yeG|ye€
X eller y™' € X}. Vis

H = {g € G |Der eksisterer elementer y;,ys,...,y, € X,
saledes at ¢ = y1y2 ...y, }.

a

(7.69) OVELSE: Som i 1° er S, den symmetriske gruppe og (i, j) betegner en trans-

~position, (se (7.10)).

(1) Lad 2<4,7 <nm,i#j. Vis, at
(4,0) = (1,0)(1, j)(1,7).

(2) Vis, at S, = ((1,2),(1,3),...,(1,n)).
(Benyt (7.10) og (1) til at vise (2).) ]

(7.70) OVELSE: Antag, at H = (z,22,...,2,), og at a € {xq,23,...,2,). Vis, at
H = {azy,29,...,2p). O

(7.71) QVELSE: Lad G = (z) veere en cyklisk gruppe af orden |G| = |z| = mn, hvor
m og n er relativ prime (sfd. (m,n) = 1), m,n € N. Vis, at G = (z") X (z™). (Her
kan (6.25) og (7.62) maske vaere nyttige). (Denne gvelse viser at Z,,, ~ Z,, X Z,,
(som grupper), nar (m,n) = 1). O
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5° Kompositionsraekker.

Sidste del af dette kapitel handler om kompositionsraekker for grupper. Som for-
beredelse beviser vi et resultatet, kendt som “Zassenhaus’ sommerfuglelemma”, der
kan ses som en generalisering af den 2. isomorfiseetning.

(7.72) @VELSE: Lad U veere en undergruppe af G.
Lad X,Y vere undergrupper i Ng(U). (Se (7.40)).

(1) Vis (under anvendelse af (6.43)), at UX og UY er undergrupper i G.
(2) Vis, at hvis X «Y sd er UX aUY.
(3) Vis, at hvis X «Y er UY = (UX)Y og

UY/UX::Y/UXDY.

(7.73) SETNING. Lad H,H,, IK,I\; vere undergrupper i G, saledes at Hy « H,
K, « K. Der galder: '

(1) Delmaengderne

a

A:H1(HHIX’), B:H1(Hﬂ]&'1)
C=K{(HnNK), D=K(HnNK)

er undergrupper 1 G.
(2) Der gzelder Ba A og D<«C.

(3) Der geelder
A/B o~ C/D.

Bevis: (1) At H; « H (hhv. Ky < K) betyder ifglge definitionen, at H C Ng(Hy)
(hhv. K C Ng(K7)). Derfor har vi

HNK, CHNK CHCN¢g(H)
HNKCHNK CK C Ng(EK,).

Nu viser 4 anvendelser af (7.69)(1), at (1) geelder.
(2)-(3). Hvis vii (7.69)(2)~(3) seetter

U=H,, X=HnkK,, Y=HNK,

fas UX = Ba A =UY (hvorforer HNK; «HN K?), og at

A/B=HN K/(H NEK)(Hi(H N0 EKy).
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Analogt fas, hvis vi i (7.69)(2)-(3) satter
U=LKk;,, X=HNnK, Y=HNK

at UX =D «C =UY og at
C/D ~ Hﬂ]\'/(H n K)ﬂ]\"l(Hl NK).

For at afslutte beviset er det tilstrazkkeligt at vise, at (H N K)N H{(H NK;) =
(HNK)NKi(H, N K). Viviser C og overlader D (som i gvrigt er abenlys af
symmetrigrunde) til leeseren. Lad @« € (H N KN)(VH(H N K;). Skriv a = hyz,
t€(HNK,),hy € H.. Daae Kogz € iy C K er hy = az™!' € K og dermed
hy€e HHNK. Saera = hjz € (HHNK)K, = t1(H, NK) (da K;(HiNK) er en
undergruppe). Heraf fas det gnskede. O

(7.74) BEMERKNINGER: (1) Beviset for (7.70) er baseret pa to anvendelser af den 2.
isomorfiseetning. Men den 2. isomorfiseetning er ogsa “indeholdt” 1 (7.70): Hvis N, K
er undergrupper 1 G, N<G saettes i (7.70) H=NKN, H; =N, K =K, K; = 1. Saer
A=NK,B=N,C=K,D=NnNK,ogaltsa NK/N =A/B~C/D=K/NNK,
hvilket er den 2. isomorfiseetning!

(2) Seetter vi beviset for (7.70)

(HNEK)(VHi(HNEK;)=F =(HNK)[Ki(H nK)

fas fglgende “diagram af undergrupper”, hvor stregerne angiver inklusion:

A C

~.

.

4 HNK «

4

B D
Ny 7

At A/B ~ C/D bevises ved at vise A/B~ HNK/F og HNK/F ~ C/D. Diagram-

met forklarer maske, hvorfor (7.70) kaldes “sommerfuglelemmaet”. O

Det fglgende resultat har analoge formuleringer for andre algebraiske strukturer:

(7.75) SETNING. Lad ¢ : G — H vaere en gruppe epimorfi. Hvis U er en under-
gruppe af H sattes

Ur=¢ '(U)={z€G|p(x)eU}.
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Afbildningen U — U* er en bijektion mellem maengden af undergrupper af H og
meangden af de undergrupper i G, som indeholder kerp. ViharU <« H & U* 4 G.

BEVIS: Ovelse. O

(7.76) DEFINITIONER: (1) En keede & af undergrupper
6:{1}:Gr§Gr~1g"'gGO:Gv

1 en gruppe G kaldes en subnormal rekke, hvis G; < G;_; for 1 < 4 < r. Sa kaldes
grupperne F; = Fj(®) = G, /G;, 1 < i < r for raekkens faktorer og r = ¢(®) for
raekkens lengde. Vi kalder £,(®) = [{i | F;{(®) # {1}}| reckkens @gte lengde.

(2) Lad os betragte to subnormalrackker for G-

6{1}:GrgGr—lggGO:G
fJi{l}:HSQHs—}g“'gHo:G.

$) kaldes en forfining af ® hvis der for alle t, 0 <7 < r findes et j s& H; = G,.
En forfining $ af & kaldes egte hvis (,(9H) > ,(®). Rakkerne & og 5 kaldes
akvivalente hvis r = {(8) = ((§) = s, og hvis der findes en bijektiv afbildning o pa
meengden {1,2,...,7} siledes at Fj(®) ~ Foiy(9) for 1 < <r.

(3) Reekken & kaldes en kompositionsrakke for G hvis &) = £,(8), og hvis &
ikke har nogen agte forfining. S& kaldes {Fi(®)|1<i<r) kompositionsfaktorer
for G. O

(7.77) EKSEMPLER: (1) {1} 9@ er en subnormalreekke i enhver gruppe G. Denne
subnormalraekke er netop da en kompositionsraekke nar G er simpel, dvs. G har ingen
segte normal undergruppe (= en normal undergruppe # {1}, G).

(2) Lad os i en subnormalrzkke

6:{1}=G,CGC- CG =0

betragte en faktor F; = F}(®) = G;_, /G,. Afbildningen z — 7 = 2G| er en epimorfi
fra Gi_y — F;. Hvis U er en normal undergruppe af Fj er U* (se (7.72)) en normal
undergruppe af G;_; som indeholder G;. Derfor er

H:{1}=G,C--CGCU'CGi1 T CGy=C

en forfining af . Ifplge (7.72) ses, at $ netop da er en eegte forfining af &, nar
U er en wgte normal undergruppe af F;. S& en subnormalrzkke er netop da en
kompositionsreekke, nar alle faktorer er simple og # {1}.

(3) Lad G =74, G4 = {6, 3, 5} C Zy. Sa er {6} C Gi C Zy en kompositionsrackke
for (Zy, +). Faktorerne er to cykliske grupper af orden 3.

(4) Ifplge (2) er det let at se at enhver endelig gruppe har en kompositionsrzekke.
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(5) Derimod har (Z, +) ingen kompositionsreekke, idet (Z, +) ikke har nogen sim-
pel undergruppe # {0}. (Den sidste faktor i en kompositionsrackke er en simpel
undergruppe, hvorfor?) Undergrupperne af (Z,+) (# {0}) er nZ, n € N. Men
{0} # 2nZ <nl er en segte normal undergruppe i nZ.

(6) (Anvender 1° i Kapitel 7). I den symmetriske gruppe S; betragtes V =
{(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}. Det er let at se, at V er en undergruppe i Sy
og ved anvendelse af (7.9)(1) ses let, at V < S4. (V kaldes “Kleins firegruppe”). Sa
er fplgende en kompositionsraekke for Sy

{(DYyc{(M),12)8349)} cV C Ay C S,

Faktorerne er (isomorfe til) Z5,235,22,Z. |

Vi vil nu vise, at to kompositionsraeekker for en gruppe er @kvivalente, saledes
at kompositionsfaktorerne er entydige pa neer isomorfi (hvis de findes). Dette er et
specielt tilfeelde af et steerkere resultat:

(7.78) SETNING. (Schreier) To subnormalrackker for G har forfininger, der er akvi-
valente.

BEvis: Lad
&: {1} =G, C Gy

c

ﬁ:{l}szgHs-dg
veere subnormalrekker for G. Vi har altsa
GiaG;y for 1<:<r

Hjt1<H; for 0<5j<s~1.

i C Gy =G
. CHy =G

For fast valgt 7,7, 1 <: <r, 0 < j < s—1 anvender vi som sommerfuglelemmaet pa

H=G;—, Hi=G;
K=H, K =Hy.
I notationen fra (6.52) fas

( ){ A = Gi(Gi_l n Hj), B = G,’(G;‘-l N HJ'_H)
o
C =H;1(Gi-1NHj), D=H;(GNHj)

Hvis vi derfor saetter

Gij=Gi(Gi-1NH;) for 1<:<r,0<;<s

og
Hi;=Hj(G:NHj_,) for 0<:¢<7,1<7<s
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far vi fra (o), at
G G 41 H;_ + H + for R
4L i, 1 2 1»] 1 L 1 0 < ]- < s 1

i alt r-s isomorfier. Disse isomorfier viser at fglgende normalrackker i G er wkvivalente
(Gr :)Gr,s =14 Gr,s-—l 4---4 Gr,l

WG,y =)Grq,s9G 1519+ 4 Gro11

Q‘}l <3(C;T'—Q :)Gr-—2,s<]Gr—-—2,s—l q---9q

<1(G1 :)Gl,s < Gl.s—l g---q Gl,l < G]sg =G

og
(kHs :)Hr,s d Hr—-l,s q4---4 Hl,s

A Hy—q =)H, -1 < Hr-l,s-l Q---aHy g
4

A«(Hy =)H,, 9H,_1; <1"'<3H1,1 4Hy = G

idet vi bemeerker, at

Gio =Gi-1 =G5 for 2<i<r
Hoyj=H; 1 =H;;_; for 2<j<s
Men det er klart, at & forfiner ® og $; forfiner . O

(7.79) SETNING. To kompositionsrakker for G er ackvivalente.
BEvis: Fglger fra (7.75). Overvej dette! ]

(7.80) OVELSE: Angiv samtlige kompositionsreekker for en cyklisk gruppe af orden
6. 0

(7.81) OVELSE: Lad G vare en cyklisk gruppe af orden p{'...p% , hvor p;’erne er
primtal. Vis, at enhver kompositionsrekke for G har leengde a; +as + -+ a,. O

(I opgaverne (7.77)-(7.78) kan (6.28) veere nyttig. Hvilke cykliske grupper er sim-
ple?)

(7.82) OVELSE: En undergruppe U i G kaldes subnormal hvis den indgér i en sub-
normalrzekke for G. Dette betyder, at der findes en subnormalrakke for G pa formen

By:{1}=G, CG 1 =UCG2,C--CGy=G.
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Vis, at hvis U og V er subnormale undergrupper, sa er ogsa U NV subnormal.
(Anvend beviset for (7.75) pa &y og pa en tilsvarende subnormalrakke &y med V
som naestsidste led.) O
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Kapitel 8. Moduler.

Abelske grupper og vektorrum er specielle eksempler pa moduler. Et hovedtema
1 dette kapitel vil veere overvejelser vedrgrende udvidelse af vigtige saetninger om
vektorrum, kendte fra den linezre algebra.

Man kan opfatte modulteorien som en (meget vigtig) gren af ringteorien og flere
resultater i dette kapitel vil illustrere den ngje sammenheang mellem (strukturen af)
en ring og dens moduler. En modul er en abelsk gruppe, hvorpa en ring R opererer
som en ring af endomorfier. Dette er i analogi med Kapitel 7, 2°, hvor en gruppe
opererede som permutationsgruppe pa en mengde.

Vi starter med at se pa endomorfiringe. I dette kapitel vil kompositionen i en
abelsk gruppe M blive skrevet additivt ((a,b) — a + b). Tilsvarende betegnes den
“m’te potens” af z € M som ma (i stedet for ™).

(8.1) DEFINITION: Lad (M, +) vaere en abelsk gruppe. En endomorfi af M er en
(gruppe)homomorfi ¢ : M — M. Vi definerer kompositioner +,- pa meengden
End(M), saledes at (End(M),+,+) er en ring (med l-element), endomorfiringen af
M. Hyis ¢, € End(M), settes (¢ +)(z) = ¢(x) + b(x) og (- )(z) = p(1(z))
(for z € M). O

Lad os se pa et par eksempler:

(8.2) EKSEMPLER: (1) Lad M = Z. Betragt ¢ € End(Z). Hvis (1) = n € Z
mé @(z) = zn for alle z € Z. (Overvej!) Det betyder, at veerdien (1) alene
~ bestemmer ¢ fuldstzendigt. Pa den anden side, hvis n € Z defineres u(n) € End(Z)
ved p(n)(z) = zn. Da pu(n + m) = p(n) + p(m), p(nm) = p(n) - u(m) for alle
n,m € I (f.eks. p(nm)(z) = znm = (zm)n = p(n)(pu(m)(z)) er pu: Z — End(Z) en
homomorfi. Det er klart, at p er injektiv (u(n) = 0 € End(Z) = 0 = p(n)(1) = n), og
ifplge det ovenstdende er u surjektiv; altsa som ring er Z isomorf til endomorfiringen
for den abelske gruppe (Z, +).

(2) Hvis M = Z,,, m € N, ses analogt til (1), at restklasseringen Z,, er isomorf til
endomorfiringen af (Z,,,+).

(3) Lad M = Z x Z = 7%. Vi viser, at End(M) ~ 7%, ringen af 2 x 2 matricer
over Z (se Kapitel 3). Betragt » € End(Z?). Antag, at ¢((1,0)) = (a11,a21),
©((0,1)) = (a12,a92). Sé er for (zy,2q) € Z°

e(z1,72) = @(21(1,0) + 22(0,1)) = ¢(21(1,0)) + (22(0, 1))
=219(1,0) + 229(0,1) = (a1121 + a1272,a2121 + asey)

(*)

Denne formel minder maske laeseren om en matrixmultiplikation, og det er det selvfgl-
gelig ogsa. Faktisk er en lignende beregning gennemfyrt i den lineszre algebra. Hvis

. o . . a
vi skriver et element (1, 2,) € Z? pa sgjleform som o og swtter 4 = | 11 412
T2 4z azz



Mat 2 AL 1991/92 8.2
7. august 1992

kan (*) skrives som

I analogi med (1) kan vi definere en isomorfi 41 : Z2 — End(Z?) ved at lade
Iy | _ I
wolz]=+[2]
O
(8.3) OVELSE: Resultatet i (8.2)(3) kan formuleres som End(Z?) ~ (End(Z))3, da jo

ifglge (8.2)(1) End(Z) ~ Z. I denne gvelse generaliseres dette resultat. Lad M veere
en abelsk gruppe. Betragt gruppehomomorfier

tigtg i M — M?* my,m: M? - M

defineret ved
t(z) = (2,0), 02(z) = (0,2), 7y (21, 29) = xy, Mo (T, T9) = z4.

Sa kan man ved hjeelp af et ¢ € End(M?) definere ¢,; € End(M), 7, € {1,2} ved
Pij =T 0@ 0Ly
M R—— M

U Pij R
MxM —— MxM
®
Fra hvert ¢ € End(M?) fas altsd 4 ¢;;’er i End(M). Vis:
(1) Hvis p(x1,22) = (y1,y2) sa er

Y1 = e11(z1) + e12(22), y2 = war1(zy) + ©@22(z2)

(2) Afbildningen y : End(M?) — (End(M))2% givet ved

_ 1% ¥z
#e) [9921 9922]

er en ringhomomorfi.
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(3) Er p en isomorfi?
O

Det ovenstaende skulle demonstrere, at der er muligheder for at udvide begreber
og metoder fra den lineaere algebra, sa de bliver anvendelige i andre situationer.

Lad os nu se pa ringhomomorfier mellem generelle ringe og endomorfiringe af
abelske gruppper.
Betragt en ring R, en abelsk gruppe M og en ringhomomorfi

p#: R — End(M).

Ved hjeelp af p kan vi definere en afbildning

RxM-—-M (r,z) = r-x
~—

1
i
RM o
pa fplgende made
rez=p(r)(z).

At u(r) er en endomorfi pi M betyder
re(ety)=plr)z+y)=pr)z)+ur)y)=r-az+r-y
(for alle r € R, @,y € M). At u(r +s) = pu(r) + u(s) betyder
(rts)-z=pulr+s)(z)=pr)z)+ps)z)=r-a+s-z
(for alle r,s € R, z € M). Tilsvarende fas,
ro(s-e) = p(r)(p(s)z)) = (p(r)p(s))(z) = p(rs)(z) = (rs) -z

(for alle r,s € R, z € M), da pu(r)u(s) = u(rs).
Idet vi igen udelader “multiplikationstegnet” har vi altsa

[MD1] rle+y)=rz+ry
[MD2] (r+s)e=rz+sz )foraller,r € Ryz,ye M
[MA] r(sz) = (rs)x

Dette leder op til definitionen af en R-modul:

(8.4) DEFINITION: Lad R veere en ring. En R-modul er en abelsk gruppe M og en
afbildning
RxM— M (rym) —rm
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(en sakaldt ydre komposition p4 M) der opfylder betingelserne [MD1], [MD2], [MA]
ovenfor. Hvis yderligere R har et 1-element og der geelder

[MU] lr=2z forallez € M

kaldes modulen M uniter. 0

Det ovenstéende viser, at enhver ringhomomorfi R — End()M ) giver en R-modul
struktur pa M, og omvendt giver en R-modul struktur pa M en ringhomomorfi

p: B — End(M) ved at definere pu(r)(z) = ra.

(8.5) EKSEMPLER: (1) Enhver abelsk gruppe M er en uniteer Z-modul. Hvis z € M,
r € Z, er rz defineret som den r’te potens af z (som i begyndelsen af dette kapitel).
Betingelsen [MD1] er sa oplagt, da gruppen er abelsk, og betingelserne (MD2], [MA]
er netop potensreglerne, der er anfgrt i (6.18), omskrevet i den additive notation,
feks. (a"™™ =a"-a™ & (n + m)a = na + ma).

(2) En ring R er en modul over sig selv, hvis vi lader modulstrukturen R x B — R
stemme overens med den saedvanlige multiplikation i R. Sé fplger [MD1] og [MD2]
fra de distributive love [RD] for R og [MA] fra den associative loy [RMA] for multi-
plikation. ([MU] er [RMN]).

(3) Hvis L er et legeme er en uniteer L-modul det samme som et L-vektorrum.
(Lzeseren opfordres til at overveje dette ngje!)

(4) En abelsk gruppe M er en End(M )-modul og selvfslgelig ogsa en R-modul for
enhver delring R af End(M).

(5) Hvis M er en R-modul og S er en delring af R, er M (ved indskraenkning af
den ydre komposition) ogsa en S-modul.

(6) Hvis M er en R-modul og ¢ : S — R en ringhomomorfi kan man ggre R til
en S-modul ved at definere sm = p(s)m. (¢(s) € R, s& da M er en R-modul, er
¢(s)m € M!) Lad os f.eks. verificere [MD2]. For s,t € S, 2,y € M er

(s+t)r=p(s+t)z (definition)

= (¢(s) + ¢(t))z (» homomorfi)

= @(s)z + p(t)z  ([MD2] i R-modulen M)
= sz + tx (Definition)

(Selviglgelig er (5) et specielt tilfeelde af (6), ikke?) O

(Vi har valgt ovenfor at betragte hvad man kan kalde venstre-moduler for R. Man
kunne selviglgelig ogsa betragte hgjre-moduler for R. En R hojre-modul er en abelsk
gruppe M og en afbildning M x R — M saledes at

[MD1]* (z+y)r =zr +yr
(MD2]* z(r+s)=azr + zs
[MA]* (zr)s = z(rs)
[

] for alle r,s € R,z,y € M.
(MU)* zl =z)
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Det er klart, at studiet af venstre- eller hojre-moduler er kvivalente. Vi har valgt
venstre-moduler, fordi de passer bedre med vor notation for afbildninger).

(8.6) OVELSE: Vis, at hvis R er en kommutativ ring og M er en (venstre-)R-modul,
kan man gore M til en hojre R-modul ved at satte

zr=rx for re R.r € Al
Hvorfor skal R veere kommutativ? O

(8.7) DEFINITION: Lad M veere en R-modul. En undergruppe N af M kaldes un-
dermodul, hvis ' k
re € N foralle re Roxe]N.

0

(1) Z-undermodulerne af en abelsk gruppe er netop dens undergrupper.

(2) R-undermodulerne af R (betragtet som R-modul) er netop venstreidealerne i
R. (Overvej!)
(3) Her svarer undermoduler til underrum af vektorrummet.
(4) T denne situation kan man ikke generelt sige noget om undermodulerne.

(5)-(6) Her er R-undermoduler ogsa S-undermoduler, men det omvendte gaelder
ikke (Eksempel?) , , o .0

(8.8) EKSEMPLER: Vi henviser i det folgende til de enkelte punkter i Eksemplerne

For vi gar videre ber vi naevne nogle regneregler for R-moduler, hvis bevis overlades
til leeseren. (Nar M er en R-modul, og r € R, er altsid “multiplikation med r” en
homomorfi M — M, sa f.eks. er (6.35) relevant.)

(8.9) SETNING. Lad M veere en R-modul, r € R,z € M. Der gwlder
r0=0, O0x=0, r(—-z)=-rz=(-r ]

(Fra (8.9) fas ogsa regler som r(z — y) = ra — ry, etc.)

(8.10) OVELSE: Lad M vere en R-modul. Seet

My = {x € M | For alle r € R geelder rz = 0}
Vis, at M er en undermodul af M. O
(8.11) OVELSE: Lad M veere en R-modul, R en integritetsring. Seet

Mior = { € M | Der findes r € R\ {0} sa rz =0}
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(1) Vis, at Mo, er en undermodul af M.
(2) Beskriv M, i tilfeeldet hvor R =7 (sa M er “bare” en abelsk gruppe.) O

(8.12) OVELSE: Lad M vere en R-modul, z € M. Sat
Ann(z)={r € R|rz =0} (Annihilatoren af z)
Vis, at Ann(z) er et venstreideal 1 R. a

(8.13) SETNING. Lad Ny, N, vare undermoduler af R-modulen M. Sa er under-
grupperne N1 N Ny og Ny 4+ N, af M ogsa undermoduler.

Bevis: Ovelse. [

I det fglgende vil vi gore
folgende antagelse. Vi
‘betragter kun ringe med
1-element og alle moduler
antages at vare uniteere
([MU]). Dette er gjort for
at udelukke tilfeelde, der

er uinteressante.

(8.14) DEFINITIONER: Lad X vaere en delmaengde af R-modulen M. Vi definerer

span(X), den af X frembragte undermodul af M, som den mindste undermodul af
M, der indeholder X. I analogi med den linezere algebra (se ogsa (3.9)) kan span(X)
beskrives pa fglgende made:

Der findes m € N,ry,r9,...,rm € R

span(X) =<z €M N s
pan(X) { ngl,...,meXsam:Zrimi
=1

En linearkombination af z1,...,2m € M er et element z € M pa formen rizy +
o 4+ Tm&m, (r; € R). (S& span(X) er maengden af linearkombinationer af elementer
i X). Modulen M kaldes endelig frembragt, hvis M = span(X), hvor X er endelig.
Vi skriver ogsé M = span(zy,...,2n), hvis X = {z1,...,2n}. M er cyklisk, hvis
M = span(z) for et z € M. Delmaengden X C M kaldes lineer uafhengig, hvis 0 kun
kan fremstilles trivielt som linearkombinationer af elementer 1 X (riz1 4+ -+ rmem =
0,r; € Rz € X == r, = =r, =0). Som i den linexre algebra er det klart,
at X er linezr uafhaengig, hvis og kun hvis ethvert element i span(X) har netop én
fremstilling som linearkombination af elementerne i X. Endelig kaldes X en basus
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for M, hvis X er lineser uatheengig og M = span(X). M kaldes fri, hvis M har en
basis. O

(8.15) EKSEMPLER: (1) I Z* danner X = {(1,0),(0,1)} en basis for Z% (som Z-
modul). Meengden ¥ = {(2,0),(0,1)} er linezer uafhzengig, men ingen basis, da
span(Y) = {(z,y) € Z? | = =, 0}, (s& (1,0) ¢ span(Y)).

(2) Lad os betragte Z* som End(Z%)-modul. Hvis p : Z2 — End(Z?) er som i

(8.2)(3), og A = {Z;i ZZ} € Z3 er u(A)(1,0) = (ar,a;). Dette viser, at Z2
er en cyklisk End(Z%)-modul frembragt af (1,0). Men X = {(1,0)} er ingen basis.
Hvis feks. ¢ = pu ([8 ?J) er pr = 0, men ¢ # 0. Faktisk vil intet element
i 2° kunne indgé i en basis, idet det har en annihilator (se (8.12)) som er # {0}:

Hvis (z1,72) € Z? er ifplge (8.2)(3) f.cks. p ({ }) € Ann((zq,22)). Som

End(Z?)-modul er Z? cyklisk, men har ingen basis. Der findes selviplgelig enklere
eksempler pa dette faenomen. O

I —ITy
I9 —I

Disse eksempler understreger forskellen mellem moduler og vektorrum. En reekke
fundamentale szetninger for vektorrum geelder ikke for moduler.

(8.16) OVELSE: Giv 2-3 eksempler pa sadanne swtninger. O

(8.17) DEFINITION: Lad M, N veere R-moduler. En afbildning ¢ : M — N kaldes
(modul-)homomorfi hvis der geelder

el +y) =) +ely)

, }for:c,yEAI,rER
p(ra) = rp(a)

I analogi med tidligere defineres monomorfi, epimorfi, isomorfi, endomorfi for R-
moduler. Hvis ¢ : M — N er en (modul-)homomorfi settes

kerp = {z € M | ¢(x) = 0} (kernen af o)
@(M) = {y € N |Der findes z € M sa p(x) = y}

]

(8.18) SETNING. Hvis ¢ : M — N er en R-modul homomorfi, er ker » en under-
modul af M og ¢(M) er en undermodul af N.

Bevis: Vi viser kun den sidste pastand. Lad y;,y2 € p(M),r € R. Veelg 21,2, € M
med p(z1) = y,@(z2) = yo. Viviser y; +y2 € (M), ry; € o(M): y; + Yy =
(1) +plz2) = (x4 22), 71 = ro(zr) = @(ra). O
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(8.19) EKSEMPLER: (1) Lad z € M, M R-modul. Hvis vi betragter R som R-modul,
er afbildningen r — rz en (modul-)homomorfi. Kernen er Ann(z), sa (8.12) kan ses
som specielt tilfeelde af (8.18), jvf. (8.8)(2).

(2) Gruppehomomorfier mellem abelske grupper er ogsa Z-modul-homomorfier, og
omvendt. Lineare afbildninger mellem L-vektorrum, L legeme, er netop L-modul-
homomorfier. O

(8.20) SETNING. Lad N vzere en undermodul af R-moduler M. Betragt faktorgrup-
pen M/N. For 7,5 € M/N, r € R defineres

o

5—{—‘1/]::1/—‘}—\‘7;, rT =71

Disse kompositioner er veldefinerede og gor M /N til en R-modul, faktormodulen af
M moduler N.

BEVIS: At kompositionen + er veldefineret skyldes (6.39). Vi skal vise, at hvis
T =yysierrr =Eyry. Menz =y y=>2-y € N = Mz —y) € N (da N
undermodul) = rz —ry € N = rz =5 ry. Modulaksiomerne [MD1], [MD2], [MA]
for M/N folger fra det tilsvarende aksiom for M. F.eks. er

r(s%) = r(5%) = r(sz) = (rs)z = (rs)7.

a

I fuldsteendig analogi til §6 kan vi vise 3 isomorfiszetninger for R-moduler. Disse
seetninger har altsa de tilsvarende seetninger for vektorrum som specielt tilfeelde! (Se
(3.25)). Leeseren opfordres til pa egen hand at opskrive detaljerede beviser.

(8.21) SETNING. (1. isomorfiszetning) Lad ¢ : M — N veere en (modul-)homomorfi.

Der geelder
M/ kerp >~ o(M). O

(8.22) SETNING. (2. isomorfiseetning) Lad N og K vaere undermoduler af R-
modulen M. Der galder

(N + K)/N ~ K/EKnN. O

(8.23) SETNING. (3. isomorfiseetning) Lad N, K veere undermoduler af R-modulen
M, hvor K C N. Der galder

M/N ~ (M/K) / (N/E). O

For n € N og R en ring, betragtes R" = Rx --- x R som en R-modul ved ko-
Nt e

ki
ordinatvis addition og ved den ydre komposition r(r,ro, ... Tr) = (rryy .,y
reR,(ry,...,rn) € R™.
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(8.24) SETNING. Lad R-modulen M vare endelig frembragt: M = span(zy,29,...,Z,).
Sa er afbildningen ¢ : R™ — M defineret ved ¢(ry,...,rp) = rizy +r9xo++ +rptq
en (R-modul-)epimorfi. Hvis X = {z;,...,z,} er linezr uathangig, er v en isomorfi,

sa R" ~ M.

BEVIS: Det er let at se, at ¢ er en homomorfi. F.eks.:

(1, yrn) F (8155 8n)) =@(r1 + 815y Tn + 8n)

=(r1+s1)z1+ -+ (rn+ sn)zs (definition af ¢)
=712 + 8121 + -+ raTy + STy ((MD2])

=(rizy + -+ rpzn) + (121 + -+ $nTh) (+ er kommutativ)
=@(r1,...,rn) +©(81,...,8n) (definition af ¢)

@ er surjektsv: Lad x € M. Da M = span(X) findes ry,...,r, € Rsax = rjz; +

<o+ rpTn. Mensaer z = @(r1,...,70).

Lad X vere lineser uatheengig. Sa er kerp = 0 og derfor ¢ ogsa injektiv: Hvis
(ri,...,mn) Ekerp er 0= p(ry,...,rp) =11+ - +ry2,. Men s ma ry = -+ =
rn =0, altsa (ry,...,7n) = 0. O

Man kan nu spgrge om fglgende: Antag at en fri R-modul M har 2 baser X, Y, som
begge er endelige. Gelder der | X| = |Y|? Iplge (8.24) er dette spgrgsmal sekvivalent
til det fplgende: Lad n,m € N. Huvis R™ ~ R™ (som R-moduler), er sa n =m? Vi
vil vise, at svaret er ja, hvis R er kommutativ. o

Som forberedelse hertil ma vi fgrst kikke pa en “udvidelse” af determinantbegre-
bet, der er kendt fra den linezre algebra. Den tyske matematiker K. Weierstrass
opdagede, at man kan karakterisere determinanten af en n X n-matrix entydigt ved
visse formelle egenskaber. (I HBF findes en variation af dette i (18.3.(1)). Disse
egenskaber inkluderer altid

(1) En linearitetsbetingelse mht. sgjler eller rackker (se f.eks. HBF 18.3.1 (b) og
(c) samt 18.4.4).
(2) En normeringsbetingelse: “Determinanten” af enhedsmatricen
1 0
E, = er 1 (f.eks. HBF 18.3.1 (a)).
0 1
Desuden er der en yderligere betingelse (3), der afhaenger af, hvor vidtgaende (1) er.
(I HBF er det “sgjleudviklingsreglen” 18.3. (1)(d). Men hvis man forsteerker (1), kan
(3) erstattes med en betingelse, der forlanger at “determinanten” zendrer fortegn nar
man ombytter 2 sgjler /raekker. Under alle omstaendigheder er det altid sadan, at de
formelle egenskaber (1)—(3) kan formuleres for en funktion

d, : R - R
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nar R er en vilkarlig kommutativ ring med 1-element. (R, er altsa ringen af n x n-
matricer med koefficienter fra ringen R.) Ved udelukkende at benytte egenskaberne
(1)~(3) for d, viser man (som f.eks. i HBF), at der findes netop én funktion d,
der opfylder (1)—(3). Denne funktion kaldes s& determinanten. og da beviset er helt
formelt findes en sddan determinant ogsa for kommutative ringe. Det er ikke vanske-
ligt at vise, at fglgende funktion det : R} — R opfylder (1)-(3), hvilket betyder, at
den er “determinantfunktionen”.
Lad A = (a;5) € R!, a;; € R, 1 <4, <n. Seet

(8.25) det A = Z SIEN(T )17 (1)@2n(2) " Apr(n)
TES,

(sammenlign HBF 19.9 (5)). De forskellige fundamentale egenskaber af determinan-
ten kan udledes fra dette udtryk eller direkte fra (1)~(3). Det gelder f.eks. fglgende:
Hvis A € R} og 1 <4,j <nlader vi /; A ;\ veere den (n —1) x (n — 1) matrix, der
opstar fra A ved at slette den i’te reckke og den j'te sgjle i A. Saet

Ay =(=D)Mdet(/s A5\
og A = (a;j). Sa er
(8.26) A'A = AA" = (det A)E,.
Heraf fas straks fglgende:
“Huis ringelementet det A€ R er invertibelt 1 ringen R, sd er matricen
det(A)™" - A" et inverst element til elementet A € Ry,
Altsa ‘
(8.27(1)) det A invertibel i R = A invertibel i R!
Men det omvendte geelder ogsa:
(8.27(2)) A invertibel i R}, = det A invertibel i R.
Dette kan udledes fra fglgende resultat:
(8.28) Lad A, B € R;,. Sa er det(AB) = (det A)(det B).

Lad os antage, at (8.28) gaelder: S& er specielt fglgende opfyldt: Hvis AB = BA —
E,, er det Adet B = det Bdet A = det E, = 1. Derfor er det B inverst element til
det A i R, s& det A er invertibel; dvs. (8.27)(2) er bevist.

Spgrgsmalet er si, hvorledes (8.28) kan bevises, nar R kun er en ring og ikke et
legeme. Beviset fra HBF kan ikke umiddelbart overfgres. 1 nogle benyttede resultater
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er det anvendt, at elementer # 0 i et legeme er invertible. I stedet kan man give et
bevis baseret pa de formelle egenskaber (1)—( 3), der blev nevnt tidligere. Ideen er
den fglgende:

Lad A € R} veere givet. Betragt funktionen d 4 : R, — R defineret ved

da(B) = det(AB).

Det viser sig at funktionen d 4 opfylder linearitetsbetingelsen (1) mht. sgjler. Dette
folger faktisk fra den tilsvarende betingelse for d,,. Ligeledes opfylder d 4 betingelsen
(3). Derimod bliver betingelsen (2) erstattet med

(2)a | dA(E,) = det A.

Man kan sa gentage argumentet for at der findes netop én funktion der opfylder
(1)~(3) til at vise, at der findes netop én funktion der opfylder (1), (2)4 og (3). Da
funktionen d4 : R? — R defineret ved '

- d4(B)=det A-det B S

| ogsci’ opfylder (1), (2)4 og (3), ma dA’: da, dvs,

det AB = d4(B) = ds(B) = det Adet B.

Denne form for formelle eller “universelle” beviser er meget anvendelige 1 visse grene
af algebraen.

(8.29) EXSEMPEL: Lad R = Z;, veere restklasseringen modulo 10. Betragt

Vi’ har ifglge (8.25): det A =9-2-5.7=18~35=8-5=3. Nuer3 invertibel
i Zl()a lf@lge (237). Vi har 3—} = 7’ da 3. 7 = 21

ovenfor, ses at

= 1. Idet a;; er defineret som

saledes at

Ifglge (8.26) er 371 A! =7 . A den inverse matrix til A, altsa

- = /g - ﬁﬁ .
=15 0) - (s &)~

i

G D)
)y )
Loy )
S’
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O

(8.30) OVELSE: Lad R veere restklasseringen Zg. Undersgg om fplgende matricer
A € R, B € R} er invertible og angiv i givet fald deres inverse matrix:

_(3 1) p_
(31 »-

(8.31) SETNING (OG DEFINITION). Antag, at den fri R-modul M har 2 baser XY,
som er endelige. Antag, at R er kommutativ. Sa er |X| = |Y|. Dette falles tal
| X|(= |Y|) kaldes modulens rang, rg M = |X|. Vi giver nulmodulen rang 0 (og basis

).
Bevis: Lad X = {z1,22,...,2n}, Y = {y1,¥2,....ym}. Da y; € span(X) findes
aj; €ER,j€{l,...,m},i€{l,...,n} sa

(1) yj = Ximy ajizi.

Da z; € span(Y’) findes b;; € R, ie{l,....,n}, j€ {1,...,m} sa

(2) @i =331, bijy;
Lad os antage m < n og indsaette (1)1 (2). Vi far

b} bt} et )
) =) 1N9)
W) ) et)

a

m n 7t
Ty =
=1

m
E bij A T = E Zb,‘j ik } Tk.
7 k=1 k=1 \ j=1
Hvis ¢ijx = E;nzl bij aji geelder altsa
n

r; = E Cik Tk

k=1
Da X er lineser uatheengig fas heraf
(3) cii = 1, c,'k::()fori#k. (i,kE{l,Q,...,n})
Betragt matricerne A, B € R} defineret ved

—all a9 ve s aln—

byy b2 ... by 0 ... 0

A= |Om1 Gm2 ... Gmn| p_ bar o by O 0
0 0 0

bnl bn? bnm 0 0
. 0 o ... 0 |

I A er de sidste n — m rackker og i B de sidste n — m sgjler 0. S& viser ligningerne
(3), at
(4) BA=E,.
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Ifplge (8.28) er derfor det B-det A = 1 og (da R er kommutativ) det A-det B = 1,
saledes at det A er invertibel i R. Det betyder, ifslge (8.27), at A er invertibel i R".
Hvis C' = A™! geelder altsd AC = CA = E,,. Men s er

B = BE, = B(AC) = (BA)C = E,C = C

altsd B = C. Det betyder, at AB = E,,. Hvis nu m < n, er den sidste raekke
1 AB konstant 0, hvilket strider mod AB = E,. Derfor ma m = n. Vi har vist
m < n = m =n. Analogt fas selviglgelig n < m = n = m. O

Lad os se pa nogle forfininger af (8.31).

(8.32) SETNING. R kommutativ. Lad M veare en fri R-modul af endelig rang n.
Hvis Y er en endelig frembringermzangde for M geelder n < |Y].

Bevis: Lad X = {z1,...,2z,} basis, ¥ = {v1,..-,ym} og aji, bij, cir veere som i

beviset for (8.31). Da X er linezr uatheengig gaelder ligningen (3) for ¢;;’erne stadig.
Vi far stadig, at hvis m = [Y| < |X| = n, md m = n. Derfor er det umuligt at
Y < |X].sa X <Y ' ' ' ' ' S g

(8.33) SETNING. R kommutativ. Lad X vare en endelig basis for R-modulen M
0g Y en frembringermsengde for M med |X| = |Y|. S er Y en basis for M.

BEVIS: Som beviset for (8.31) kan vi definere koefficienterne aji, bij,cir. Idet ogsa
A og B er defineret som i beviset (med m = n!) fasBA = En. Men sa er ogsa (se
~beviset) AB = E,,. Hvis dy,...,d, € Rog dyy; + days + -~ + dpyn = 0fas fra (1) i
(8.31)

| i id] aj;  z; =0.
=1 \ j=1
Da X er linezer uathangig er Z;;l d;a;; =0 for alle 7. Hvis
D = (dy,dy,...,dn), eraltsda DA = (0,0,...,0)
(multiplikation af matricer). Da AB = E,, fas
D =DAB=(0,0,...,0)B =(0,0,...,0), altsid;=---=d,=0

Dermed er Y lineaer uafthangig. O

(8.34) BEMERKNING: Hvis R-modulen M har en endelig basis X og hvis Y er en
linezer uatheengig meengde i M med |X| = |V, s& er Y ikke ngdvendigvis en basis.
Se f.eks. (8.15)(1). ]
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I beviserne for (8.31)~(8.33) var det essentielt at span(X) = span(Y) for at man
kunne finde elementerne a;j;, b;j og dermed matricerne A og B. Derfor er metoden
uegnet til at behandle undermoduler af (frie) endeligt frembragte moduler. Man kan
stille fglgende spgrgsmal:

(8.35) Er en undermodul af en fri modul fri?

(8.36) Er en undermodul af en endelig frembragt modul endelig frembragt?

Der er selvfglgelig ogsa talrige varianter af disse spgrgsmal.

Det viser sig at begge spprgsmal har et negativt svar i almindelighed, ogsa for
kommutative ringe. Men der findes klasser af ringe hvor spgrgsmalene har positive
svar for alle moduler. (F.eks. er svarene jo positive, nar R er et legeme. Overvej!)

(8.37) DEFINITION: Lad M vare en R-modul. Antag, at der for enhver fslge af
undermoduler M, My, ..., M,,... af M, som opfylder -

My EM,&---CEM, C...
findes et m € N, saledes at M,, = M,, for alle n > m. Sa kaldes M en noethersk
modul.* En ring kaldes noethersk, hvis den er noethersk som modul over sig selv
(ivf. (8.5)(2)), og hvis den er kommutativ. (I dette tilfzelde er undermodulerne netop
ringens idealer). Betingelsen for at en modul er noethersk udtrykkes ofte pa folgende

made: “Enhver voksende kaede af undermoduler bliver stationzr”. (Jfr. Kap. an o

Vi starter med at vise

(8.38) SETNING. Lad N vare en undermodul af R-modulen M. Fglgende udsagn
er ensbetydende

(1) M er noethersk.
(2) Modulerne N og M/N er noetherske.

I beviset for denne sztning far vi brug for

(8.39) SETNING. Lad ¢ : M — K vere en epimorfi af R-moduler. Hvis U er en
undermodul i K saettesU* = o~ (U) = {z € M | ¢(z) € U}. Sé er afbildningen U
U* en bijektion mellem mangden af undermoduler af K og mzengden af undermoduler
af M, som indeholder ker ¢. Der gaelder U C Uy < U* C U;.

s
BEVIS: Det tilsvarende resultat for ringe og grupper (se f.eks. (7.7%)) er dukket op
tidligere og beviset her er igen en gvelse. a

*Emmy Noether, tysk matematiker (1882-1935)
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BEVIS FOR (8.38): (1) = (2) Lad M vere noethersk. Da undermoduler af N ogsa
er undermoduler af M er det klart, at N er noethersk. Betragt epimorfien ¢ : £ — 2
fra M - K = M/N. Antag, at Uy CU; € --- C U, C --- eren voksende keede
af undermoduler i K. Sd er Uf C Uy C --- CU; € -+ en voksende keede af
undermoduler i M ((8.39)). Da M er noethersk eksisterer et m € N saledes at
Ur = U for n 2 m. Det medfgrer, at U, = U, for n > m (da U — U™ er en
bijektion).

(2) = (1) Lad N og K = M/N veere noetherske. Lad M C M, C---C M, C---
vaere en voksende keede af undermoduler af M. Sa er

MiNnNCMNNC---CMNONC---
en voksende keede af undermoduler 1 N og
(My + N)/N C(My + N)/N C---C (M + N)/NC -

en voksende keede af undermoduler i K. Der findes ifglge antagelsen my,my € N
saledes at
M,NN=M, NN forn=>m

(M, + N)/N = (My,, + N)/N for n > my

Lad m > my, m > mg. Vi pastar, at M,, = M,, for n > m. Hvis n > m viser det
ovenstaende, at M,, C M,, M,, + N = M,, + N, M,, N N=M,NN. Lad z € M,,.
Vi skal vise, at * € My,,. Daz € M,, C M, + N = M,, + N kan vi skrive z = z; + z,
hvor 1 € Mpm, 2 € N. Men z € M, og 1 € M, C M,,s&z=x—1x1 € M,, altsa
zeM,NN. Nuer M,NN = M,NN, saz € M,,. Daz, € M,, og z € My, er
ogsd r = x1 + z € My, som gnsket. O

(8.40) @QVELSE: Lad My C M, € --- C M, C --- veere en voksende kade af
undermoduler af R-moduler M. Vis, at N = U;enM; ogsa er en undermodul af M.
(Lgsningshjeelp: Man kan lade sig inspirere af (en del af) beviset for (5.3)!) O

(Selvfglgelig geelder (8.40) for en vilkérlig kaede i po-mzengden, der bestar af un-
dermodulerne af M, ordnet ved inklusion.)

(8.41) EKSEMPLER: (1) Z er en noethersk ring. Faktisk er enhver hovedidealring R
noethersk: Hvis I C I, € --- C It € --- er en voksende keade af idealer 1 R, sa
er I = UjenI; et ideal i R. Der findes altsa z € [ siledes at I = Rz. Daax € I
eksisterer et m, sd ¢ € I;,. Mensa er Re = I C I, da I,, er et ideal. For n > m er
ICI,CI,CI=Ul,sal,=1I, (=1)

(2) Ringen R = 772 uf funktioner f : Z — Z (jvf. (3.1)(4)) er ikke noethersk. For
k € N, lad

Ii={f€eR|f(n)=0 forn2>k}.
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Det er let at se, at I, er et ideali Rogat [; CI, C---C I, C.--. For k € N lad
gr € R veere defineret ved

gr(k) =1, gi(n)=0 forn #k.

Sa er det klart, at gx ¢ Iy, da gg(k) # 0, men gk € Ijt1, da gp(k + 1) = gr(k + 2)=
-+ = 0. Derfor er Iy # I;4; for alle k. Det betyder, at kaeden af I’er ikke bliver
stationeer. O

Forbindelsen mellem noetherske moduler og spgrgsmalet (8.36) gives her:

(8.42) SETNING. Lad M vere en R-modul. Folgende udsagn er ensbetydende:
(1) M er noethersk.

(2) Enhver undermodul af M er en endelig frembragt.

BEvis: (1) = (2) Lad M veere noethersk. For at vise (2) er det ifglge (8.38)
tilstreekkeligt at bevise, at M er endelig frembragt. Vi definerer induktivt under-
moduler M;, M,, ... som fglger: M; = {0}. Antag, at vi har defineret M;, 7 € N.
Sa defineres M,;,; som fglger

(i) Hvis M; = M seettes M; 1 = M.

(i1) Hvis M; # M velges ¢ € M \ M, og vi saetter M;;; = M; + Rz. S& er

M; # M;yi,daz € Mgy, z é M;.

Saer My C My, C---C M, C--- en voksende kaede af undermoduler af M. Ved
induktion ses let, at ethvert M; er endelig frembragt, da M, fremgar fra M, ved
hgjst at tilfgje én frembringer. Da M er noethersk bliver keeden stationaer: Der findes
et m € N sa M,, = M,,+1. Men sa ma, ifplge definitionen, tilfeeldet (i) forekomme,
og derfor er M, = M, altsa M endelig frembragt.

(2) = (1): Vi antager, at enhver undermodul af M er endelig frembragt. Lad

I\/Ilg‘Mggngg

veere en voksende keaede af undermoduler af M. Ifplge (8.40) er UM; = N en under-

modul af M, og derfor endelig frembragt. Antag, at N = span(zy,...,2¢). Da N =
UM; findes for ethvert j, 1 < j <tetnj € N,sd x; € M,,. Lad m > ny,ny, ..., n,.
Saerxz; € Mp, C M, for 1 < j <t og derfor N = span(zy,...,z;) € M,,. For

n > m er sa
NCM,CM,CN=UM,,

altsd M,, = M, (= N). O

(Den opmzerksomme laeser vil have bemeerket, at argumentet 1 (8.41)(1) er et
specielt tilfeelde af den sidste del af beviset for (8.42).)
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Den ovenstadende sztning viser, at kun for noetherske moduler er enhver under-
modul endelig frembragt. Da der imidlertid findes moduler, der ikke er noetherske
(f.eks. ringen R i (8.40)(2) som modul over sig selv) er (8.36) forkert i almindelighed.
Ringen R er, som enhver ring (med 1-element), endda en fri modul over sig selv med
basis X = {1}, |X| = 1. Denne enkle bemerkning giver os ogsa et let modeksem-
pel 111 (8.35): Lad R veere en kommutativ ring (med 1-element), som ikke opfylder
nuldelerbetingelsen [NU], (altsa f.eks. Z4). Antag, at a,b € R, a,b # 0 men ab = 0.
Sa er idealet Ra en undermodul af den fri modul R. Men intet element z € Ra
kan vaere med i en basis for Ra, da br = 0 med b # 0 og {z} altsa ikke er linezr
uafheengig.

Vi kunne selviglgelig afslutte diskussionen af (8.35) og (8.36) her, men de er jo
opfyldte for vektorrum, (altsa R-moduler, hvor R er et legeme.) Dette antyder, at
ringen R spiller en rolle. Vi spgrger derfor:

(8.35)* For hvilke ringe R er enhver R-modul fri?

(8.35)**  For hvilke ringe R er enhver undermodul af en fri R-modul fri?

(8.36)* For hvilke ringe R er enhver endelig frembragt R-modul noethersk?

Vi kan faktisk besvare (8.36)* med det samme!

(8.43) SETNING. Lad R vare en kommutativ ring. Fglgende udsagn er akvivalente

(1) R er noethersk.
(2) Enhver endelig frembragt R-modul er noethersk.

BEVIS: (2) = (1) er oplagt, idet R jo er endelig frembragt (af X = {1}) som modul
over sig selv.

(1) = (2) Lad R veere noethersk og M = span(zy,...,2,) en endelig frembragt R-
modul. Ifglge (8.24) findes en epimorfi ¢ : R® — M. Ifglge (8.21) er M ~ R" [ker .
Ifglge (8.38) er det tilstrakkeligt at vise at R™ er en noethersk R-modul. Dette ggres
ved induktion efter n. For n = 1 er R" ~ R noethersk ifglge antagelsen. Antag, at
R"! er noethersk, n > 2. Undermodulen

N = {(zy,...,z,) E R" | 2y =0}
er isomorf til R*~!, idet afbildningen
(zo,Z3,...,%q) — (0,20,...,25)

fra R*~! til N er en isomorfi. Ifglge induktionsantagelsen er N (~ R™~!) noethersk.
Men R"/N er ogsa noethersk idet R"/N ~ R: Afbildningen

JSH(:U,O/,\O,...,O)

er en isomorfi mellem R og R"/N. At eftervise dette overlades til leeseren som en
gvelse. Da R"/N og N er noetherske, er R" noethersk ifglge (8.38). O

Spgrgsmalene (8.35)* og (8.35)** vil vi kun besvare for kommutative ringe.
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(8.44) SETNING. Lad R vere en kommutativ ring. Folgende betingelser er ensbe-
tvdende:

(1) R er et legeme.
(2) Enhver R-modul har en basis.

BEVIS: (1) = (2) er kendt fra den linezre algebra, idet mindste for endeligt frem-
bragte R-moduler (vektorrum). For at vise, at ethvert vektorrum V" har en basis kan
man anvende Zorns Lemma [ZL] pa po-meengden (M, C), hvor

M={ACV]A erlineer uathaengig}

og C er inklusionsordningen. Det er ikke sveert at se, at hvis A" er en keede 1 M, sa
er (UaexA) € M og derfor en majorant for X'. Men et maksimalt element 1 M er
abenbart en basis for V. (Overvej!)

(2) = (1) Antag, at enhver R-modul har en basis. Lad os forst bemerke, at R
opfylder [NU]: Hvis a # 0 er en nuldeler, har R-modulen Ra (en undermodul af R)
ingen basis (se det ovenstaende modeksempel til (8.35)). Da R er en integritetsring,
kan vi danne R’s breklegeme Q(R) (se §5). Vi overtager notationen fra (5.7)

Q(R) = {[a,b] | a,b € R,b# 0}

hvor [a,b] = [¢,d] & ad = be. Idet R identificeres med delringen {[r,1} | » € R} af
Q(R), er Q(R) altsa en R-modul (jvf. (8.5)(5)):

rla,b] = [r,1][a,b] = [ra, b]

(for r € R, [a,b] € Q(R)). Lad X vere en basis for R-modulen Q(R). Vi pastar farst
at |X| = 1: Hvis [a,b] og [d', V'] € X er a,d’,b,b alle # 0 og
a'bla, b] — ab'[a’, b']
= [d'ab, b] — [aa'b', V']
=ld'a,1] - [ed', 1] ={0,1] =0
Hvis [a,b] # [a',V'] er det ovenstaende en ikke-triviel linearkombination af de to

elementer, en modstrid. S& hvis X = {[a,b]} er, Q(R) = Rla.b]. Vi skal vise, at
R = Q(R): Da [1,b?] € Q(R) eksisterer et r € R, sa

rla, b = [ra,b] = [1.b7]

Det betyder, at rab? = b og derfor er rab = 1 og ra’b = a. Sé er [a,b] = [ra*,1] € R,
altsd [a, b] € R. Dette viser Q(R) C R, dvs. Q(R) = R. O

Efter dette maske lidt skuffende svar pa (8.35)* vil det vaere en trgst, at man i
(8.35)** far en stgrre klasse af kommutative ringe.
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Herom mere i naeste kapitel.

Vi slutter med nogle gvelser, der giver en sammenhzeng mellem “rang” og “dimen-
sion”.
Lad R veere kommutativ og M en R-modul.

(8.45) OVELSE: Lad I veere et ideal i R. Set

IM = {Zp,‘mt," ]p,' el, m; e f‘vf}

(altsd meengden af endelige “I-linearkombinationer” af elementer i M. Vis, at IM
er en undermodul af M. O

(8.46) OVELSE: Antag, at I = Rp er et hovedideal i R. Vis, at

IM =pM = {pm|meM}.

(8.47) OVELSE: Lad I # R veere et ideal i R. Seet R = R/I, M = M/IM. Vis, at

der ved

o

am=am,d€R, meM

defineres en R-modul struktur pa M'

- (Husk: Veldefinerethed!) o L
(8.48) OVELSE: Lad I # R vare et ideal i R, R o'_g_f\-«f som ovenfor. Antag, at M
er en fri R-modul med basis {z1,....2,}. Vis, at M er en fri R-modul med basis
{Z1,...,7,}. O

(8.49) OVELSE: Lad I veere et maksimalt ideal i R, séledes at R = R/I er et legeme
og M = M/IM et R-vektorrum. Antag, at M har en basis {z;,...,z,}. Vis, at

s = dimp M. Benyt denne gvelse til at give et alternativt bevis for Seetning (8. 31)
0



Mat 2 AL 1991/92 9.1
7. august 1992

Kapitel 9. Moduler over hovedidealringe.

I dette kapitel behandler vi et interessant og meget anvendeligt hjgrne af modul-
teorien.

Vi beskriver den eksplicitte struktur af endelig frembragte R-moduler, hvor R er en
hovedidealring. Desuden vil vi betragte anvendelser i gruppeteorien og i den linezre
algebra. Vi starter med i fortsaettelse af sidste kapitel at se pa sporgsmalet (8.35)**.
I dette kapitel betragtes kun kommutative ringe med 1-element, og som i Kapitel 8
antages alle moduler at veere uniteere.

(9.1) SETNING. Fplgende udsagn er sekvivalente:

(1) R er en hovedidealring.
(2) Ethvert ideal i R er frit som R-modul.

BEVIS: (1) = (2) Hvis I # {0} er et ideal i hovedidealringen R, er I = Ra for et
a € I, sa {a} frembringer I. Da R opfylder [NU] er @ ingen nuldeler og derfor {a}
linezer uathaengig.

(2) = (1) Som i beviset for (8.44) (2) = (1) ses at R er en integritetsring. Lad
I # {0} veere et ideal i R og X en basis for I. Vi far igen |X| = 1. Hvis a € X er
altsa I = Ra, sa I er et hovedideal. O

En umiddelbar fglge af dette er:

(9.2) SETNING. Hvis enhver undermodul af en fri R-modul er fri, sa er R en hove-
didealring.
]

Vi viser kun det omvendte udsagn til (9.2) i et specielt tilfaelde.

(9.3) SETNING. Lad R veere en hovedidealring. Lad M vaere en fri R-modul af rang
n(< o). Hvis N er en undermodul af M, sa er N fri og rg(N) < n.

BEvIs: Induktion efter n = rg(M).

Hvisn = 1er M =~ R (som R-modul) og resultatet fglger fra (9.1). Lad n > 1 og an-
tag, at resultatet er bevist for frie moduler af rang < n—1. Lad X = {z,,z,,..., Tn}
veere en basis for M. Seet K = span(zy,2s,...,7,-1). Da {z,,29,...,2,_1} er
linezer uafheengig, er K fri of rang n — 1. Derfor er ifslge induktionsantagelsen
Ny = NNK fri af rangrg Ny <n—1. Visatter rg Ny =m —1foret m > 1 og lader
Y1 ={y1,¥2,---,Ym-1} veere en basis for N;. (S&m—1<n—1o0gm < n).

Modulen M/K er ogsa fri med {7, } som basis: For det fgrste er
M/K = span(Z,%3,...,7,) = span(Z,) (idet for 1 <i<n-1,2,€ K og dermed
Z; = 0). For det andet er {Z,} lineeer uafheengig. Hvis « € R og aZ, = 0, s& er
azy, = 6, ar, € K = span(zy,...,2n—1). Der findes altsa a;,as,...,an,-1 € R s&

ATp =a1T) + 222 + -+ + Up1Tp—1 .
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Da X er lineszr uaftheengig fas heraf a = 0 (= «;).

Da M/K er fri af rang 1, er undermodulen N=N+ IK/K af M/K fri af rang 0
eller 1.

1* Antag, at rg N = 0, altsa N = {0}. Det betyder N + K/K = {0}, eller
N+ K =K. Derforer NC I, sa N = Ny erfri af rang m—1 < n.

2* Antag, at rg N =1.Lad {Um} veere en basis for N, hvor Yym € N + I, Hvis vi
skriver ym, =y, + z, hvor y,, € N, z € I, sa er §, = yﬁn/-\{»z =y, +zZ=7, da
2= 0. Vi kan derfor antage at y, € N. Vi pastar:

Y ={yi,y2, .- Ym—1.Ym} er en basisfor N.

(Dette vil afslutte beviset, idet N sa er fri og rg N = m < n). Fogrst vises, at
N = span(y1,y2,...,ym): Lad 2 € N. Skriv ¥ € N som 7 = am Ym, hvor a,, € R.
Saer z — amym € Ny. Da Ny = span(yi.....Ym—1) eksisterer ay,as,...,an-1 € R,
sa

T OmYm = arY1 + -+ G- 1Ym—1

eller = ayy; + - - + amym. Sluttelig vises, at ¥ er linezer uafheengig. Antag, at
aryr + azys + -+ amym =0

for ay,...,am € R. Saer (i ﬁ),a:a@m = amYm (dagi =0for 1 <i <m—1).
Da {ym} er lineszer uatheengig fas a,, = 0. Derfor er ayy1 + -+ am-1Ym-1 =0. D
~Yj er lineeer vatheengig fas ogsa ay =+ = a1 =10. R R

For at have opfyldt, at en undermodul af en (endeligt frembragt) fri R-modul er
fri, ma man altsa forlange, at R er en hovedidealring. Pa den anden side kan der
eksistere moduler over en hovedidealring, der ikke er fri, f.eks. Z-modulen Z,.

Vi viser i1 dette kapitel, at en endeligt frembragt R-modul, R hovedidealring, er en
direkte sum af en fri undermodul og en torsions undermodul. Hver af disse under-
moduler er en direkte sum af cykliske undermoduler og vi undersgger, 1 hvilken grad
denne fremstilling er entydig.

Hovedsatningen for endeligt frembragte R-moduler star i sammenhaeng med en
slags udvidet “echelonseetning” for matricer 1 Ry, dvs. for m x n-matricer

ayy ayg din
A= Y Ay & R.
Am1 Am2 Amn

Specielt er R™ en ring, og vi har set 1 (8.27), at A € R er invertibel 1 R} hvis og
kun hvis det A € R er invertibel 1 K.
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(9.4) DEFINITION: Vi definerer en @kvivalensrelation ~ pa R™, m,n € N ved

n o
Der eksisterer invertible matricer

X€eER,  YER, sa XAY =DB.

m

A::B@{

|

Det er klart, at = er en aekvivalensrelation. Vi viser, at nar R er en hovedidealring,
sa er A € R ~-skvivalent til en matrix pa formen

D 0

0 0
hvor D er en diagonalmatrix af en seerlig art og nullerne repreesenterer nulmatricer.
Forst ser vi pa et specielt tilfeelde:

(9.5) ExsempPEL: I HBF, Kapitel 9, defineres en relation ~ pa R™ ved:
A~ B & A kan omformes til B (ved tilladte rakkeoperationer)

(HBF 9.6(2)). Relationen ~ kan ogsa beskrives som

Der eksisterer en invertibel matrix
A~B & N m e o
XeR),,sa XA=0D.

At de to beskrivelser af ~ er ackvivalente (se HBF 12.4(1)) haenger sammen med det
folsende: cral ~ ¢ !
(i) En matrix er invertibel hvis og kun hvis den er et produkt af operationsma-
tricer (HBF 12.3(2)).
(ii) Der er en korrespondance mellem tilladte rackkeoperationer og multiplikation
fra venstre med operationsmatricer (HBF 9.1(5), 9.2(3) og 9.3(3), se ogsa
nedenfor).

Det ses nu let, f.eks. ved matrix-transponering, at der geelder

A kan omformes til B ved tilladte sgjle operationer
<~
sa AY = B.

Der eksisterer en invertibel matrix ¥ € R”

111

Vi far derfor fplgende 1 R}

A~ DB
A=
A kan omformes til B ved (en blanding af) tilladte

raekke- og sgjleoperationer.
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Heraf kan vi slutte fglgende:

) mo o [E 0],
Hvis A€R er A= [O 0} =F
hvor E er en r x r-enhedsmatrix og r = rg 4, rangen af A.

Dette ses som fglger: A kan omformes til en echelonmatrix F med r = rg A ini-
tialettaller ved tilladte raekkeoperationer (HBF 6.2(1), 15.4(3) og 15.4(5)). Pa den
anden side er det oplagt, at en echelonmatrix med r initialettaller kan omformes til
den ovenstaende matrix F' ved en rackke tilladte sgjleoperationer (overvej dette!) O

I det ovenstdende eksempel indgik en del resultater om R, der ikke umiddelbart
kan overfgres til R, hvor R er en (hovedideal-)ring. I beviserne indgar mange steder
at R er et legeme, altsa at elementerne i R\ {0} alle er invertible. Dette er f.eks.
helt essentielt i beviset for echelonsatningen. Men udsagnet (ii) i eksemplet geelder
generelt.

(9.6) DEFINITION: (1) Hvis 1 <4, <m,i# jogc€ R, daer E;j(c) € R" den
matrix, hvori alle diagonalelementerne er 1, og alle andre elementer er 0 undtagen
elementet pa plads (7, 7); dette element er c.

(2) Hvis 1 <i <nogce€ R\ {0}, daer J;(c) € R" diagonalmatricen med 1 i
diagonalen undtagen pa plads (¢,7), hvor der star c.

(3) Hvis 1 < ¢, < nogi # j, daer .Zx,-j permutationsmatricen P((z, 7)), hvor

(2,7) € Sm er en transposition (se (7.19)). ’ - ) g

(9.7) OVELSE: Betragt matricerne &;;(c), @i(c), A;; fra (9.6). Vis, at der geelder
det E;j(c) =1, detDi(c)=1c, det Aij = -1

saledes at &E;;(c) og Aij altid er invertible matricer, medens &;;(c) er invertibel hvis
og kun hvis ¢ € R er invertibel. O

(9.8) SETNING. Lad X € R, c € R.

(1) Matricen &;;(c)X opnas fra X ved at addere ¢ gange den j’te reekke til den
t'te reekke 1 X.

(2) Matricen @;(c)X opnas fra X ved at multiplicere den i’te raekke med c.

(3) Matricen fiin opnas fra X ved at ombytte den i’te og den j’te rackke.

(9.9) SETNING. Lad X € R}, c € R.

(1) Matricen X /£;;(c) opnas fra X ved at addere ¢ gange den jte sgjle til den i’te
sgjle 1 X.

(2) Matricen XJ;(c) opnas fra X ved at multiplicere den i’te sdjle med c.

(3) Matricen Xfi,-j opnas fra X ved at ombytte den i'te og den j’te sgjle.
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BEVISER: (9.8) bevises som 1 HBF. og (9.9) fas fra (9.8) ved transponering. O
Som i HBF betegner A(dy,...,di) en k x k-diagonalmatrix med dy, ..., dy i diag-
onalen.

I resten af dette kapitel antages, at R er en hovedidealring.

(9.10) SETNING. Lad A € R,
(1) Der geelder

D 0
-5

hvor D = A(dy,dy, ..., dy) er en diagonalmatrix og dy|dy| -+ |dy, , dy # 0.
(2) Hvis yderligere

| D0
A~ [ 0 OJ
hvor D' = A(d}, dy,...,dy) og dy|dy|---|dy, dy # 0, geelder k = ( og at d; og

d} er associerede for 1 <1 < k (altsd Rd; = Rd").

BEvis: Lad os bemaerke at (1) kan ses som et eksistensudsagn og (2) som et enty-
dighedsudsagn. Vi vil med det samme bevise (1) under anvendelse af resultater fra
Kapitel 4 og udskyder beviset for (2) lidt.

Bevis for (1): Lad A = [a;;]. Beviset er ved induktion efter m+n > 2. Vi betragter
to tilfeelde.
- 1* Der eksisterer 7, j saledes at ‘aij | are for alle &, (.

2* For alle 7, eksisterer k,{ sa a;; 1 ag,.

1* Vi antager, at a;; | are for alle k, . Ved at gange 4 med Alj fra venstre og A,;
fra hgjre fs en matrix, som er sekvivalent til A, og som har a;; pa plads (1,1). Vi
kan derfor antage, at ay; | age for alle k,£. Skriv ape = ayq - byp hvor byy € R. Ved
at gange A fra venstre med Agy(—b1)Es1(—b31)... Epni(—bm) og fra hgjre med
Eo1(=b12)E31(—=b13) - Epn1(—bin) fas en matrix, som er sekvivalent til A pa formen

a1 6 0 ... 0
— 0
A= .
: C
0

hvor C' € R*7]' har den egenskab, at ay; | ay for alle k, (. Ifglge induktionsantagelsen
eksisterer invertible matricer X' € RI'Z], Y' € R’} séledes at

D 0

] A
X' CY "[O 0

] hvor D :A(czl,....,(ik.,l)
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optylder d ]czgf e ]J,H. Da elementerne i D er R-linearkombinationer af elementerne
1C, ses at ajy|dy| - |dg—1. Seettes
1 0 ... 0 1 0 ... 0O
0 0
X =1. Y = |
: X' : Y’
0 0
er
X”A"Y:{"OJ g} hvor D = A(ayy.dy.....de1).

Da A ~ A, fas resultatet i dette tilfaclde.

2* For alle 1, j eksisterer k,( sa a;j 1 are. Specielt kan intet a,; veere invertibelt, da
et invertibelt element er divisor i ethvert andet element 1 R. Vi skriver alle a;; # 0
som produkt af irreducible elementer ((4.25)). Valg et a;; # 0 med et mindste antal
irreducible faktorer. Som fgr kan vi antage, at ay; har det mindste antal irreducible
faktorer.

Hvis aj; t ay; for et j € {2,...,n} ses ved sgjleombytning, at vi kan antage
ayy 1 arp. Hvis a;; 1 aip for et i € {2,...,n} ses ved rackkeombytning, at vi kan
antage a1 1 as;.

Hvis ayy |ayjforj =2,... ,nogay | a; fori =2,...,m fas som 1 forrige tilfzelde,
at A er skvivalent til en matrix pa formen

adi1 g ... 0

— 0
A= .
C

0
hvor der i dette tilfeelde eksisterer k, (, sa a1y 1 cpe. Ved at foretage en AE-operation
adderes den k’te reekke 1 C til den forste reekke [a;1,0,...,0] 1 A. Derefter foretages
en sgjleombytning, sa vi far en matrix med [ay;, cke, *, . . ., ¥ som forste sgjle, hvor *
betyder elementer i R. Dette argument viser, at vi kan antage:

Enten er ayy 1 ayp eller ayq 1 agy .

Vi betragter tilfeeldet hvor ay; t ap;. Tilfeeldet ayq 1 ay, behandles analogt. Vi har
for set, at a;, har det mindst mulige antal irreducible faktorer blandt elementerne i
A, lad os sige d faktorer. Lad Ray; + Rap; = Rb, saledes at ber en sfd. af a;; og ag;.
(Se Kapitel 4). Skriv b = ryay; +rpa9, hvor ry, 7 € R. Numa r; og ry veere relativt
prime, sa Rr; + Rr, = R. (Overvej dette!) Velg s;,50 € R sa 1 = ris; — rpss.
(Hvorfor kan det ggres?) Seet
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hvor E er en (m — 2) x (m — 2) enhedsmatrix. Sa er XA ~ A, da X er invertibel,
og X A har riay; + rpaz; = b pa plads (1,1). Nu er blay; og b er ikke associeret til
a1 (hvorfor?), sa b har feerre irreducible faktorer end a;y, altsa hgjst d — 1. Efter
gentagelse af dette argument hgjst d gange opnas en matrix, som er akvivalent til
A og som har et invertibelt element pa plads (1,1). Pa denne matrix anvendes
argumentet fra tilfeelde 1*. O

Vi mangler at bevise entydighedsudsagnet fra (9.10) og gor dette ved at angive en
algoritme, hvordan elementerne d; 1 praksis kan beregnes, nar A er givet.
(9.11) DEefFINITION: Lad A € R?. Hvis k < m.,k < n er en k X k-delmatriz af 4
en matrix der opnas fra A ved at slette m — k rackker og n — & sgjler i A. Vi lader
Di(A) veere meengden af kb x k-delmatricer 1 A. Endvidere defineres

Di(A)= ) R(detB).
BeD, . (A)

- Dermed er Di(A) idealet i R, der er frembragt af elementerne det B, B € Dy(A).
Med 6;(A) betegnes et frembringende element for Dy (A) og §(A) er altsd en sfd. af
det B, B € Di(A). (6x(A) er entydig panser multiplikation med invertible elementer
fra R). O

(9.12) EKSEMPEL:
12 31
4 5 GJGZS

61(A) eren sfd. af 1,2,3,4,5,6, altsa f.eks. 6;(4) =1
3
6

wo={[ 3] [ ]|

sa 62(A) er en sfd. af —3,—6, -3, altsa f.eks. 6,(A) = 3. O

(9.13) HIELPESETNING. Lad A€ R}, k< m,m <n, k> 2. Der gaelder Di(A) &
Dy_1(A), og derfor 6x-1(A) | 6x(A).

BEvVIs: Ifglge sgjleudviklingsreglen for determinanter (jfr. bemeerkningerne om de-
terminanter i Kapitel 8) er determinanten af B € Dy(A) en R-kombination af deter-
minanter af matricer C € Dy_;(A). Derfor er det B € Dy _1(A) for alle B € D;(A).
Heraf fEQlS Dk(A) g Dk._l(A). (]
(9.14) HyELPESETNING. Lad A€ R}, k <m,k <n. Lad X € R, ,Y € R};. Der
gaelder D (X AY') € Dy(A) og derfor 6;(A) | (X AY).

BEVIS: Det er tilstreekkeligt at vise Di(X A) C Dy(A) og Di(AY ) C Dy(A), for sa

er

Lad A = [

(o510 )

Di(X(AY)) € Di(AY) € Di(4).
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Vi ngjes med at vise Di(X A) C Dy(A) og lader den anden inklusion veere en gvelse.
Reekkerne i XA er R-linear kombinationer af raekkerne i 4 (jfr. HBF). Nu er de-
terminantafbildningen R-linezer som funktion af matricens rackker (se f.eks. HBF
19.1(1). I vort tilfeelde kan denne kendsgerning let udledes fra (8.25)). Derfor vil
determinanten af B € Dy(X A) veere en R-linear kombination af determinanter af

visse C € Di(A), altsd det B € Dy (A). Hermed er D (X A) C Dy(A). O

(9.15) SETNING. Hvis A,B € R og A~ B, saerfork < m.k < n, §(4) og
6k (B) associerede i R,

BEvIs: Umiddelbar folge af (9.14). O
(9.16) BEMERKNING. Lad D = A(d,,.. ., dy), hvor dylda| - |dx og

A D 0 m
A=[2 Yeny.

Sa er Rd, = Ré61(A), Rdydy = Ré2(A),....Rdy...dp = Ré6(A) og 6¢(A) = 0 for
(> k. S i ' ; '

BEvis: Nar £ > k indeholder B € D;(A) en nulsgjle, sa det B = 0. Nar ¢ <
kE er de eneste matricer 1 D¢(A), som ikke indeholder en nulsgjle pa formen B =
A(diy, ... di, ), 1 <ip <--- < ig. Ifolge divisionsbetingelsen for d;’erne ma d; - - - dy |
det B. Heraf fglger, at 6,(B) = d; ...d,, hvormed beviset afsluttes. 0
- Vier nui stand til at bevise entydighedsudsagnet i (9.10).
BEVIS FOR (9.10)(2): Antag, at

— D 0 —1 D0

A"[o O]NA"{O o}
hvor D = A(dy,...,dy), dildz|---|dy, di # 0 0og D' = A(d},...,dy), di|dy]|---d},
d, # 0. Antag, at k < €. Hvis k # € er §,(4) = 0 og 6,(A) # 0 ifslge (9.16). Dette

strider mod, at &;(A) og 55(2') er associerede ifglge (9.15). Altsa ma k = €. Nu viser
(9.15) og (9.16) at for ¢ = 1,... ,k er dydy...d; og did}...d, associerede. Heraf ses

det at d; og d; er associerede for 1 <1 < k (overvej dette!) O
(9.17) DEFINITION: Lad A € R]'. Matricen {103 g} fra (9.10)(1) kaldes en normal-

form for A. Hvis D = A(dy,ds,...,dy), di # 0, kaldes dy,ds, ..., d; de invariante
faktorer for A. Ifplge (9.10)(2) er de invariante faktorer entydige paner multiplika-
‘tion med invertible elementer. Tallet & kaldes rangen af A. O

(9.18) OVELSE: Hvis R er et legeme, stemmer definitionen af rangen af 4 € R
givet i (9.17) overens med definitionen fra den linezere algebra (HBF). a
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(9.19) BEMAERKNING: Givet 4 € R kan man f.eks. beregne de invariante faktorer
for A (og dermed A’s normalform) pa folgende made: Beregn &1(A4), 62(A), ..., 0c(A)
indtil k = m, k =neller 64(A) # 0, dxs1(A) = 0. Vived, at 6;(A)]62(A)] ... |6x(A).
Saer dy = 61(A), doy = 8,(A)/61(A) ..., dp = 6k(A)/6r-1(A) de invariante faktorer
for A. En anden mulighed er at lave rackke- og sgjleomformningen af type & og A,
jfr. (9.8) og (9.9) samt (hvis man mener at sagen forenkles) af type &;(¢), hvor ¢ da

skal vere invertibel 1 R, jfr. (9.7).
Man kan selviglgelig ogsa “blande” de nzvnte metoder og f.eks. bruge raekke- og
spjleomformninger til at skaffe mange nuller, hvilket ggr beregningen af ¢;(A) lettere.
0

(9.20) EXSEMPLER: Vi har tidligere set forskellige eksempler pa hovedidealringe,
feks. Z, Z[i], Z[\/—2] samt L[t] nar L er et legeme. Disse ringe er endda Euklidiske
(se Kapitel 4). Vi kan saledes lade R veere en af disse ringe.

(1) Hvis A er som i (9.12) er

Az[l 0 0}

0 3 0

sa 1 og 3 er de invariante faktorer. En anden mulighed er
1 2 3] _ |1 3p (3 3 3, _ |0 0 3
4 5 6] R |2 0f R [2 1 0] 5 {210
_ 100 3 |1 00
51010/ 7|0 30

(Her betyder ~p rakkeoperationer, =g sgjleoperationer af type A.)

(2)

— N

242 2
b= {14—3:', 341

}GRQ, R=1[].

B har (1+ 1) og 2 som invariante faktorer: Da 2421 = 2(14+1), 2 = (1 —)(1 +1),
143 =(2+4)(1+7)og3+i=(2—i)(1+i)er 1+7en sfd. af B’s elementer, altsa
di = 61(B) = (1 +¢). Endvidere er

§,(B) =det B=(2+42)(3+1) —2143i) =4 +8 —2—6i =2(1 +i), s dy =2.

I dette eksempel er det maske nemmere at starte med at trackke ; gange den anden

sgjle i B fra den fgrste. Vi far
142 0
0o 2
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Da f.eks. t + 3 og t er relativt prime er §,(C) = 1. Da

t+3 t+4+2
det[ 1 1

]:1 er 6(C)=1.

Endvidere er det C = t + 1, sa de invariante faktorer fra C er 1,1,¢ + 1. Det bor
selvfglgelig bemaerkes, at det i dette tilfeelde var overfladigt at beregne 6;(C'), 62(C)
idet jo 83(C) =t + 1 er et irreducibelt element i R. O

9.21) OPGAVE: Antag, at A € R". Antag, at det A = p-q hvor p og ¢ er forskellige
; g n g g g

(ikke-associerede) irreducible elementer i R. Bestem A’s invariante faktorer og A’s

normalform. Hvilke muligheder er der, hvis p = ¢7 O

(9.22) OPGAVE: Beregn en normalform og de invariante faktorer for Z-matricen

6 2 3 0
2 3 -4 1
-3 3 1 2
-1 2 -3 5

]

(9.23) OPGAVE: Beregn en normalform og de invariante faktorer for Z[:]-matricen

T+16i 9+ Ti
143 24

O

(9.24) OPGAVE: Beregn en normalform og de invariante faktorer for @[t]-matricen

2243t—-2 tP4t-2 t—1
t+3 t+2 1
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Vi gar nu igang med strukturteorien for endeligt frembragte R-moduler. Fgrst
beskriver vi den (indre) direkte sum af moduler som svarer til det (indre) direkte
produkt X af grupper (Kapitel ;(;, 4°).

(9.25) DEFINITION: (Jfr. (7.55)) Lad AM,,M,, ..., M, vere undermoduler af R-
modulen M, saledes at der gzelder

(1) For alle x € M eksisterer x; € My,...,2, € M, sax =1 + -+ + z,.

(2) Hvis z;,y; € My, 1 <i<nogay+- - +zp =y1 + -+ yn, geelder z; = y;

for 1 <¢<n.

Sa kaldes M en (indre) direkte sum af undermodulerne M, ..., A, og vi skriver

M=MGa- - 3M,.

D
z
I analogi med (7.68) har vi
(9.26) SETNING. Lad M,,M,,..., M, vere undermoduler af R-modulen M. Der
geelder
M=M&- - M,
g

(1) M=M,+ -+ M,

(2) For2<i<n galder M; N (M; +---+ M,_y) = {0}
(9.27) OVELSE: Bevis (9.26). O

(9.28) DEFINITION: R-modulen M kaldes dekomposabel hvis der findes undermod-
uler My, My af M med M; # {0} og M, # {0}, saledes at M = M; & M,. Hvis M
tkke er dekomposabel, kaldes M indekomposabel. O

Lad os bemzerke, at (9.25)-(9.28) selvfgslgelig har mening og geelder for moduler
over vilkarlige ringe.

Fgrst ser vi, hvad (9.10) betyder for undermoduler af fri moduler.

(9.29) SETNING. Lad M veere en fri R-modul af rang n < oo, N en undermodul
af M. Der eksisterer en basis {z1,...,2,} for M og dy,...,d, € R\ {0}, saledes at
dilds|...|dm og {d1z1,...,dmzm} er en basis for N. (Sa N har rang m).

BEvis: Lad {z1,...,z,} veere en basis for M og {y1,...,ym} en basis for N (Jfr.
(9.3)). Skrivfor1 <i<m

n

(1) yi =y aiz

i=1
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saledes at A = [a;;] € R}. Ifplge (9.10) eksisterer invertible matricer X € R,
Y € R} saledes at

(2) XAY ! = {D } 0] D =A(dy,....dn), di]|... |dy.
Da X er invertibel, er {z],...,z],} en basis for N hvor X = [r};] og
(3) Z; = Zri]—yj .

J=1
Tilsvarende er {z1,...,z,} en basis for M, hvor ¥ = [s;;] og

(4) Zi—'-'—ZS,‘jIj.
=1

Ved hjeelp af (3), (1) og (4) skrives z;’erne som linearkombinationer af 21,...,2n.
(Bemeerk, at Y ™! er transformationsmatricen, nar man skriver z;’erne som linear-
kombinationer af z;’erne.) Vi far 2} = 5 b;;z;, hvor B = [b;;] = XAY ™!, Derfor er

zt =d;z;, 1 <1 < m som gnsket. Det er nu klart at d; # 0 for 1 <: < m. O

(9.30) DEFINITION: Lad M vere en R-modul. For x € M settes

Ann(z —{TERIT;E—-O}

' '(d'nnihilatb‘reh af:c) Endvidere erAnn(.M) rEJ\[ Ann(a ) If@lge (8. 1") er Ann(m) R

et ideal i R. (Husk, at R er kommutativ). Hvis Ann(z) # {0} kaldes z et torsionse-
lement og vi saetter '

Mior = {z € M | z torsionselement} .

S& er Mo, en undermodul af M (ifglge (8.11)), kaldet torsionsundermodulen af M.
Hvis Mior = {0} kaldes M torsionsfri. Det er let at se, at faktormodulen M /Mo, er
torsionsfri (Overvej dette!) O

(9.31) OVELSE: En fri modul er torsionsfri. O
(9.32) SETNING. Lad M vzere en endeligt frembragt R-modul. Der elxsmterer en fri
undermodul F af M af endelig rang, saledes at

M=M.,dF.

BEevris: Lad M = span(zy,...,z,). Betragt som i (8.24) R-modul epimorfien ¢ :
R™ — M defineret ved

n

o(ryy ..y ry) = Z"“:‘m:’-

=1
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Selvfglgelig er R™ en fri R-modul og N = ker ¢ en undermodul af R". Ifglge (9.29)
eksisterer en basis z;,..., 2, for R" ogd,,ds,...,d, € Rmedd,|d,]...|d,, saledes at
{diz1,...,dmzm} er en basis for N. Nu er Fy = span(zm41,...,%,) en undermodul
af R" og dermed F = (F}) en undermodul af M. Betragt homomorfien ¢ : F} — F
givet ved z — (z) for # € Fy (indskreenkningen af ¢ til Fy). Det er klart, at ¢ er
surjektiv. Hvis = € kery; er ¢(z) = 0, sa

r € keroN Fy =span(diz1,. .. dmzp) Nspan(zmgt, oo, 2n)
Da z1,29,...,2, er lineecert uafheengige, fas let heraf at * = 0 (Overvej dette ngje).
Hermed er o, ogsa injektiv, saledes at ¢y er en isomorfi. Da F} er en fri modul, er

F ogsa fri.
Lad a € M. Velg © € R" med ¢(z) = a. Skriv z som linearkombination af
basiselementerne zy,...,z, for M,

r=riz51 4+ +rpze, 1 €R.

Lad 2y = riz1 4  + TmZm,s T2 = Tmt1Zm+1 + -+ Tnsn 0g a; = @{x;), 2 =1,2.
S& er a; € F. Endvidere er a; € Mo, idet d,,, € Ann(a;): Da di|dn, 1 <7 < m,
kan vi skrive d,;, = d;e;, ¢; € R. Saer :

dmT) = Z(Tiei)(dili) € span(dizy, ..., dpzm) = N,

1=x1

altsd 0 = p(dmzy) = dpp(zy) = dpay. Daa=a, +ax, a; € Moy, ag € F har vi
vist, at

M = Moy + F.
Ifglge (9.31) er My, N F = {0}, sa M = Mo, @ F ifslge (9.26). O
(9.33) OVELSE: Vis, at R er indekomposabel som R-modul. O

(9.34) @VELSE: Lad M veere en endelig frembragt R-modul. Antag, at F' og Fj er
frie undermoduler af M, saledes at

.7\/1 = A/Itor EB F = A/[ggr '/’E F] .
Vis, at F og F} har samme rang. O
(9.35) QVELSE: Antag, at den fri R-modul F har basis {x1,...,2,}. Vis
M=Rr, & ---D Rx,.

og at Rz; ~ R som R-modul. O

De ovenstaende gvelser viser, at en fri R-modul af rang n er en direkte sum af n
indekomposable moduler, som hver er isomorfe til R. For at afslutte vores under-
sogelse af strukturen af endeligt frembragte R-moduler M,, kan vi derfor koncentrere

os om at forstd torsionsdelen og kan antage M = M,,. I dette tilfzelde er modulen

F fra (9.32) lig 0. Hvis M = Mo, kaldes M en torsionsmodul.
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(9.36) SETNING. Lad M vere en endeligt frembragt R-torsionsmodul. Der eksis-
terer elementer yy,vya,...,Ym € M , dy,...,d,, € R saledes at

(1) M =Ry; SRy, & - & Ry,

(2) dy|da]...|dm . d; ikke invertibel, d; # 0,1 <7 <m

(3) Ann(y;) =Rd;, 1 <i<m.

BEVIS: Velg en frembringermeengde {z1,...,2,} for M med ferrest mulig ele-
menter ([MIN}]), M = span(zy,...,z,). Lad ¢ : R™ — A vwre epimorfien fra
(8.24) og N = kerp. Som i beviset for (9.32) eksisterer en basis z;,..., 2, for R™ og
elementer dy,ds,...,dp € R med dy|dy]...|d,,, saledes at {d,z,...,d, 2} er en
basis for N. Beviset for (9.32) viser, at A ma indeholde en fri undermodul af rang
m —m'. Da M er en torsionsmodul fas m = m'. St y; = ¢(z;), 1 <i < m. Da ¢
er en epimorfi er

M =span(yy,....ym) = Ry1 + Ry> + -+ + Ry, .
Lad r € R. Der geelder for 1 <: <m
r€Ann(y;) & ry; =0

Sre(zi)=¢lrz;) =0

S r;; e N

& d; ! r.
(Overvej den sidste “«7”. Man bruger, at d;z; er et basiselement for N). Vi har
hermed vist, at Ann(y;) = Rd;, altsa (3). Hvis d; = 0 er y; € M ikke et torsion-
selement, en modstrid. Hvis d; er invertibel, er Rd; = R, hvorfor y; = 0. Det ville
betyde, at {y1,...,¥i=1,¥i+1,---,Ym} €r en frembringermeengde for M med m — 1
elementer, ogsa en modstrid. For at vise at summen i (1) er direkte viser vi:

Hvisry,...,rm € Rogriy1 + -+ rpym =0, saer rjy; =0, 1 <i <m.

Antag 37" riyi = 0, 1 € R Saer (300 rizi) = 0. altsd S"riz; € N,
Da {d1z1,...,dmzm} er en basis for N, eksisterer s;,...,5, € R sa doisildizi) =
>o.rizi. Da{z1,..., 2y} er en basis for R™, fas r; = s;d;, 1 <7 < m. Det betyder,
at

riyi = sidiyi = sip(diz;) = 5,0 =0,

da d;z; € N = ker . 0

Vi sammenfatter de hidtidige resultater:

(9.37) SETNING. (Struktursatningen) Lad M veaere en endeligt frembragt R-modul.
Der eksisterer
Y1,Y2, -+ Yn € M, dy,...,d, € R saledes at

(1) M = Ry; ® Ry, & --- ® Ry,

(2) dil|dy]...|dn, d; ikke invertibel, 1 <i <n

(3) Ann(y;) =Rd;, 1 << n.
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BEvVIs: Den eneste forskel mellem (1)—(3) 1 (9.36) og 1 (9.37) er udeladelsen af
betingelsen d; # 0 i (9.37)(2). Ifglge (9.32) er M = Moy & F. Skriv M, =
Ryy & -+ & Ry, som i (9.36) og F' = Ryms1 & -+ & Ry, (Jfr. (9.35); rangen af
F e n—m) Hvis Ann(y;) = Rd;, 1 <1 < n gaelder dyl|...|dn ifslge (9.36) og

dm+1="' dn:O (]

En endeligt frembragt R-modul er altsa direkte sum af cykliske moduler (moduler
frembragt af et element). Man kan spgrge om en cyklisk R-modul er indel\ompos'
abel. Hvis M = Ry er cyklisk og y ikke er et torsionselement (Ann(y) = {0}) er
M indekomposabel ifglge (9.33), idet jo Ry ~ R som R-modul. Men hms y er et
torsionselement, ser det anderledes ud.

(9.38) SETNING. Lad M = Ry veere en cyklisk torsionsmodul med Ann(y) = Rd,
d # 0. Antag, at d = ab, hvor a,b € R er relativt prime (altsa Ra 4+ Rb = R; eller
std. afa ogberl). Sa geelder

M = Ry = Ray & Rby .
og Ann(ay) = Rb, Ann(by) =

BevIS: Skriv 1 = ra + sb. Sa er y = r(ay) + s(by) € Ray + Rby, saledes at Ry C
Ray + Rby. Da trivielt Ray C Ry, Rby C Ry fas Ry = Ray + Rby. Vi mangler
at vise, at Ray N Rby = {0}. Lad altsa = € Ray N Rby. Skriv z = tay = uby,
hvor t,u € R. Sa er (ta — ub)y = 0, altsa (ta — ub) € Ann(y) = Rd. Vi far at
d = ab | ta—ub, og derfor er b | ta (overvej!) Vifar b |t (overvej!), altsat = t'b. Sa er
z =tay = t'dy = 0, da dy = 0. Udsagnene om Ann(ay) og Ann(b? ) er oplagte.  [J

(9.39) BEMAERKNING: Her ggres rede for, at resultatet i (7. 68) er indeholdt 1 (9.38).
Som neevnt i (8.5)(1) er en Z-modul det samme som en abelsk gruppe. Ringen Z
er jo en hovedidealring og en cyklisk Z-modul er det samme som en cyklisk gruppe.
Lad os betragte den cykliske gruppe G = (y), s& G = {y™ | m € Z}. Derfor er (jfr.
(8.5)(1)) Ann(y) = {m | y™ = 1}. Iolge (6.19) er Ann(y) = 0 & |y| = oo. Og
hvis |y| = d < oo er Ann(y) = Rd. (Se (6.21)!) Ved at sammenligne definitionerne
ses det umiddelbart X for (multiplikativt skrevne) abelske grupper svarer_ til & for
(additivt skrevne) Z-moduler. Hvis |y| = d svarer ({y),-) til (Zq4, +). Sa (7. .68) er den
multiplikative skrevne version af et specielt tilfeelde af (9.38) med R = Z. O

(9.40) DEFINITION: Lad M veare en R-modul og p € R et primelement (= irre-
ducibelt element, jfr. Kapitel 4). M kaldes p-primer, hvis der findes et n € N, saledes
at Ann(M) = Rp". Modulen M kaldes primeer, hvis der findes et primelement p € R,
saledes at M er p-primeer. Bemaerk at primaere moduler er torsionsmoduler. O

(9.41) SETNING. En endeligt frembragt R-torsionsmodul er en direkte sum af en-
delig mange primeere moduler.

Bevis: Ifglge (9’.36) er det tilstraekkeligt at vise seetningen for cykliske torsionsmod-
uler. Hvis M = Ry, Ann(y) = Rd, findes endelig mange forskellige (dvs. parvis
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ikke-associerede) primelementer py, p,,.... pr og naturlige tal nq,...,n, saledes at d
er associeret til p;™1p,™2 ... p, " (jfr. (4.25)). Ved gentagen anvendelse af (9.38) ses

ny

at Ry = Ry1 & - @ Ry,, hvor Ry; er p;-primeer: Velg i (9.38) a = p™>...p, ",

n

b=p1™. Saer Ry = Ray® Rby, hvor Ray er p;-primeer og Ann(by) = Rpy"* ... p,"r.
Hvis r > 3 kan vi anvende (9.38) pa Rby og dekomponere den yderligere. O
(9.42) OQVELSE: Lad M vare en endeligt frembragt R-torsionsmodul. Lad p € R
veere et primelement. Seet

M, = {y € M| Der findes e € Nsa p°y = 0} .

Vis
(1) M, er en undermodul af M
(2) Der findes endelig mange primelementer py,ps,...,p, € R saledes at

M=M, &M, & &M, .

=0
(9.43) OVELSE: Lad y vere et element i en R-modul. Lad Ann(y) = Rd. Vis
R/Rd ~ Ry
som R-moduler. O
- (9.44) OVELSE: Lad y veere et torsionselement i en R-modul. Vis
Ry er indekomposabel < Ry er primeer.
O

(9.45) SETNING. Lad M vere en p-primar endelig frembragt R-modul.
(1) Der findes y1,y2, ... yn € M oge; < ey <--- < e, € N siledes at

M=Ry,®---& Ry, .

og
Ann(y;) = Rp®, 1<i<n.

(2) Hvis yderligere yy,yy, ...,y € M og e} < ey <---<e! €N siledes at

M =Ry & - & Ryl,

Ann(y}) = Rp%, 1<i<m
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gaeldern =m oge;, =¢! forl1 < <n.

BEevis: (1) felger umiddelbart fra (9.36) og definitionen af p-primeer.

(2) bevises med den metode, der blev anvendt i gvelserne (8.45)-(8.49): For e € N
seettes M(¢) = pe M. Ifplge (8.45)-(8.46) (eller det ses direkte) er M(¢) en undermodul
af M. Det er klart, at

MO oMY MO = M

og ifslge (8.47) er I = M(®)/M(+D en R = R/Rp-modul. Tfolge (4.28) og (3.29)

er R et legeme. Vi pastar, at
. =€) .
dimp M = |{i | e; > e}

og
dimg M = |{i | &} > €}]

Heraf fglger pastandene n = m, e; = €} let. Da definitionen af T ikke atheenger af

de frembringende elementer for M er det tilstraekkeligt at vise dim m = {i]e; >
e}| for alle e > 0.
Da M = Ry1 @ --- @ Ry, er det let at se, at M(®) = p¢M = Rp®y; & -+ &® Rp®yn.
Lad os sztte Y\Zfﬁe) = Rp®y; + MtV /p(e+1) C . Der geelder, at

Dette ses ved anvendelse af (9.26): Betingelsen (9.26)(1) fglger af at M) = Rpey; +
.-+ Rp®y,,. Endvidere er Rp¢y;N(Rpy, +- -+ Rpcy;—; + Mt C M+ (overvej

dette), hvoraf betingelsen (9.26) kan udledes. Nu er 7\756) en cyklisk R-modul, frem-
bragt af py; + MtV Derfor dimj\_/fge) = 0, hvis ?ﬁﬁ-e) =0 og dimﬂge) = 1, hvis
"M’Ee) # 0. Men
M = Rpty; + MDAt
~ Rp“yi/Rp‘y; N MtV
= Rp‘yi/Rp"* 'y

ng)%0¢:>Rpeyi7t’:0¢$ei>e.

Da dimM° = D dimz’qge) fas resultatet. O

Vi sammenfatter de ovenstaende resultater 1
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(9.46) SATNING. (Invarianssetningen) En endelig frembragt R-modul M er en di-
rekte sum af en fri modul F' og endelig mange primaere moduler M, ,..., M, hvor
pi # pj for i # j. Hvert M,, er en direkte sum af endelig mange cykliske moduler.
Rangen af F og antallet af cykliske summander 1 hvert M,, samt deres annihilatorer

er entydigt bestemt ved M.
0

Vi betragter til sidst nogle anvendelser af teorien, der er blevet beskrevet 1 dette
kapitel.

Lad os fgrst formulere invarianssaetningen for Z-moduler = abelske grupper.

(9.47) SETNING. (Hovedszetningen for endeligt frembragte abelske grupper) En en-
deligt frembragt abelsk gruppe G er et (indre) direkte produkt

G=FKXT

hvor T er en endelig abelsk gruppe og F endeligt frembragt en fri abelsk gruppe (dvs.
et indre direkte produkt af endeligt mange cykliske grupper af uendelig orden). En
endelig abelsk gruppe T er et direkte produkt af endelig mange cykliske grupper af
primtalspotensorden. Antallet af cykliske faktorer 1 F' og antallet af cykliske faktorer
i T af en given primtalpotensorden er entydigt bestemt ved G.

BEVIs: Fglger fra (9.46) og bemerkningerne 1 (9.39). O
(9.48)' @VELSE: Lad p vare et primtal. Vis, at der (panzer isomorfi) findes netop 2
abelske grupper af orden p?, 3 af orden p® og 5 af orden p*. O

(9.49) OVELSE: Beregn antallet af isomorfiklasser af abelske grupper af orden 12,24,
30,36 og 60. O

Vi vil ogsa se pa nogle interessante anvendelser 1 den lineare algebra. Fgrst en
smule forberedelse.

(9.50) DEFINITIONER: Lad R[t] veere polynomiumsringen i R. Et polynomium
p(t) € R[t] kaldes monisk, hvis hpjestegradskoefficienten er 1. Det betyder, at
p(t) = t" by 1t" " 4 +bo, by € R, deg(p) = n. Hvis p(t) = t"+b,_1t" "'+ -+bo
er et monisk polynomium, betegner A, € R, matricen

"0 1 0o ... 0
0 0 | S 0
A, = :
0 0 0 ... 1
L ~by —by —=by ... —=b,_
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og A, kaldes p’s ledsagematriz. F.eks. har t3 + 2t — t + 5 ledsagematricen

0 1 0
0 0 1
-5 1 =2

O

(9.51) OVELSE: Vis, at p(t) € R[t] er associeret til et monisk polynomium i R[t]
hvis og kun hvis p’s hgjestegradskoefficient er invertibel i R. Hvad betyder dette, nar
R er et legeme? O

(9.52) OVELSE: Lad p(t) € R[t] veere monisk. Vis, at
det(tE — A,) = p(t),

hvor E er en enhedsmatrix. (Losningsforslag: Induktion efter deg(p). Man kan
udvikle det(tE — A,) efter forste sgjle!) Denne gvelse viser, at 4, har (—1)"p(¢) som
karakterisktisk polynomium (jfr. HBF, Kapitel 21), og at det(—4,) = p(0) = by
(konstantleddet). o o

(9.53) BEMARKNING: Lad n € N. Vi forklarer hvordan man kan indsette en ma-
trix A € Ry i et polynomium p(t) € R[t]. Afbildningen A" : R — RI givet
ved A™(a) = A(a,a,...,a) (der afbilder a i en diagonalmatrix med a i diago-
nalen) er en ringmonomorfi, der ifglge Kapitel 3, 2° inducerer en ringmonomorfi

A} : R[t] — RZ[t]. Man kan derfor indsaette 4 € R" i A p(t), jfr. (4.34), 54
p(A) = pa (A7 p(t)) .

Dette er en eksakt, men lidt besveerlig beskrivelse af noget meget enkelt, der bedst
illustreres ved et eksempel: Lad

3 -1 - 2
A= [_2 1 ] €2} .p(t)=5+2t—t* € Z[1].

Vi har A2 = A4 = I:i18 _;34] , saledes at
5 0 6 -2 11 -4
, = 24 — A = _
p(A)=50E+2A-A [O 5}-%{_4 2} [~—8 3}
9
:[2 ;}ezg.

Det er klart, at afbildningen R[t] — Rp : p — p(A) er en ringhomomorfi, som vi ogsa
(lidt upraecist) vil kalde 4. (pa(p) = p(4)). 0
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(9.54) OVELSE: Lad A = [ 2 3

_1 1] € 23, p(t) = t? — 3t + 5. Beregn p(A). O

(9.55) DEFINITIONER: Lad n € N. Afbildningen
p: Ry — End(RY7)

givet ved p(A)v = Av (matrixmultiplikation) er en ringhomomorfi (jfr. (8.2)(3)), sa
matrixmultiplikation gor R7 til en R}-modul. Nar A € R? er ¢4 : R[t] — R” en
ringhomomorfi. Det er po ¢4 : R[t] — End(R]) altsd ogsa. Derfor giver o ¢4 en
R[t]-modulstruktur pa R}. Vi betegner R? med denne R[t]-modulstruktur som M.
S& hvis v € M4 og p(t) = byt™ + -+ + by € R[t], er

p(t)v = b, A" 4 - + byv = p(A)v .

3

(9.55) EKSEMPEL: Lad 4 = Y

p(A):: 0.2 HVIS _1 € My er e
k 4 4| 1] y

o[ 3] =e [F]=18 3] (3] = 2]

"_11] € Z3. Lad p(t) = 5 +2t —t2. Sd er

a

(9.56) OVELSE: Lad M4 veere som-i(9.54). Vis, at M er endeligt frembragt. O

For at kunne anvende den ovenstdende strukturteori pa den endeligt frembragte
R[t]-modul M4 (A € R}) skal R[t] veere en hovedidealring. Dette er netop da
tilfeeldet, nar R er et legeme ((4.35)). Alligevel vil det veere muligt at anvende de
fplgende resultater (med forsigtighed) pa matricer med koefficienter fra en integritet-
sring R, idet denne jo kan indlejres i et legeme, brklegemet Q(R) (jfr. (5.7)); s&
Ry € Q(R);.

Fra nu af er L et legeme og vi betragter matricer 4 € L7 og linezre afbildninger
mellem L-vektorrum.

(9.57) SETNING. Lad A € L?. L[t]-modulen M, er en endeligt frembragt torsions-
modul.

Bevis: Ifglge (9.56) er M4 endeligt frembragt. Lad v € M4. S& er elementerne
v, Av, A%v, ..., A"v 1 M4 linesert afhaengige over L, da dim; M4 = n. Hvis derfor
bov + b1 (Av) + -+ + b (A"v) = 0, hvor by, by, ..., b, ikke alle er 0, er

0+ p(t) = Z bit' € Ann(v)

=0
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saledes at v er et torsionselement. O
(9.58) SETNING. Lad A € L. Der findes elementer yi,y2,. ... ym € Ma og poly-
nomier dy, ds,...,dn € L[t] som opfylder:

(1) My = Litly1 © Lltly2 @ - & L{t]ym

(2) dilda]...|dm (3) Ann(y:) = Llt]d;

(4) Hvisdeg(d;) =n;ern; >2logny+ny+ - +nm=n
(5) Folgende maengde er en L-basis for M 4:

{yy, Ay, ..., A™T Yyiyse o A g Y 4"y}
(6) Hvert d; er monisk.
BEVIS: (1)-(3) folger direkte fra (9.36). Ifelge (9. 36)( erd; # 0og d ikke invertibel

i L[t]. Derfor er d; ikke et konstant polynomium, sa n; = degd; 2 1. Ifslge (9.51)
kan d; veelges monisk. For at vise resten af (4) og (5) er det tilstraekkeligt at vise, at

{yi, Ayi, ..., A" 7y} er en L-basis for Lit]y;

(Lad os bemzerke, at L{t]y; selviglgelig er et underrum af L-vektorrummet My = LY.)
En linearkombination

boyi + biAy; + -+ + bn;-l(‘4’1£‘1yi)

af yi, ..., ANi7ly; er lig
p(t)yi
hvor p(t) = 2ottt
Linearkombinationen er lig 0 hvis og kun hvis p(t) € Ann(y;), altsa hvis og kun hvis
d;|p ifslge (3). Da deg(d;) = n; ses at {y;, Ayi, ... LAy 4 er lineeert uaftheengig.
Det er nu klart, at de danner en basis. Dermed er dimj, L{t]y; = deg(d;) = n;. 0

(9.59) BEMAERKNING OG DEFINITION: Lad A € L}, Afbildningen p(A4) : My — My
givet ved p(A)v = Av (jfr. (9.55)) er en lineaer afbildning af L-vektorrummet LY =
M 4 pé sig selv. pu(A4) har A som matrix m.h.t. den naturlige basis

1 0 0
0 1 0

{ : ] : Yooy } af AIA
0 0 1

(jfr. f.eks. HBF 30.1 (4)). Men i (9.58)(5) blev angivet en anden basis for M. Med

hensyn til denne basis har p(A) matricen
Ay, 0 e 0

RFR(4)=| 0 Ao
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hvor Ay, er ledsagematricen til polynomiet d; fra (9.58)(2) (jfr. (9.58)(6)). Vi har jo
w(A)(A'y) = Ay, som er en basisvektor, nar ¢ <n; — 1. Endvidere er

p(A Ay ) = Ay

Hvis dl(t> = bg -+ blt 4 e 4 bml_]tmlgl -+ 17 er dl(t)yl = 0 Sgl, Am Yy = —b()yl —
biAy; - — b1 A1y T Herved fastlaegges de forste ny sojler i RF(A) og de
resterende sgjler fastlaegges tilsvarende. Matricen RF(A) kaldes den rationelle kanon-
1ske form for A.

(9.60) BEMERKNING: Lad A € L. Der findes en invertibel matrix C' € L}, saledes
at

C'AC=RF(A).

C er simpelthen basisskiftematricen fra den naturlige basis for L] til basen beskrevet

i (9.58)(5). (Jfr. HBF 30.6 (3)). O

(9.61) SETNING. Lad A € L. Lad notationen vacre som i (9.58). Lad pa(t) vere
det karakteristiske polynomium for A. Der geelder

pat) = (=1)"dy(t)...dult).

BEVIs: Ifglge (9.60) har A og RF(A) samme karakteristiske polynomium. Ifslge
(9.52) har RF(A) som karakteristisk polynomium (—~1)"dydz ... dm. O

Vi kan nu bevise en ret bemeerkelsesveerdig seetning!

(9.62) SETNING. (Hamilton-Cayley) Lad A € L}, og lad d,, vere som i (9.58).
Der geelder din(A) = 0. Hvis pa(t) er det karakteristiske polynomium for A geelder
pA(A) = 0.

BEvIs: Ifglge (9.61) geelder d,,(t)|pa(t), sa det er tilstrackkeligt at vise dm(A4) = 0.
Det er klart, at dm(A) = 0 hvis d,,(A)v = 0 for alle v € L. Skriv ifglge (9.58)(1)
veE L} = My som

v=pi1(H)y1 + -+ pmt)ym

hvor py,...,pm € L[t]. Saer
dm(A)v = dm(t)v - pl(t)dm(t)yl R plvz(t)611y1(t)yrn =0 5

da ifglge (9.58)(2)—~(3) dn(t) € Ann(y;), 1 <12 <m. O

n’
at se pa normalformen for matricen A —tE € L[t];. De ikke-konstante polynomier

der indgér i diagonalen for normalformen for A—tE, er, nar de veelges moniske, netop
di,...,dm. Ognar man kender dy, ..., d,, kan man let beregne deres ledsagematricer

(9.63) BEMERKNING: Hvis man vil beregne RF(A) for A € Ly, kan man starte med
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og dermed RF(A). (Vi har jo, ifolge (9.69), at A —tE ~ RF(A4) ~tE. Og hvis p er
1 0

et monisk polynomium, er A, —tE ~ B ). O

0 p
(9.64) OVELSE: Vis, at hvis p er et monisk polynomium i L[t] er

1 0
1
A, ~tEx
1
0 2
0
(9.65) EKSEMPEL:
-1 -2 6
A=|-1 0 3| €eR;
-1 -1 4
har karakteristisk polynomium pa(t) = —(t —1)%. Ved f.cks. at benytte metoden fra
(9.19) pa A — tE ses at
1
A~ t—1
(t—1)%
Ifolge (9.63) er
A 1 0 0
RF(A) = =0 0 1
44“_1)2 O —1 2
Bemezerk, at der ifglge (9.62) ma geelde (4 — E)?* = 0 hvor
-2 -2 6
-1 -1 3
O

(9.66) QVELSE: Beregn den rationelle kanoniske form for

A=

N O

0
2 0 | €R;
0
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I
(9.67) OVELSE: Lad a,b € R » (a,b) # (0,0). Beregn den rationelle kanoniske form

for
A= [_‘_’b SJ € R3

0

(9.68) BEMERKNING: Ekszstensen af den rationelle kanoniske form RF(A) af en

matrix var baseret pa struktursaetnmgen (9. 36) for torsionsmoduler.. Man kan 1 stedet

veelge at benytte (9.41) og (9.45) pa R[t]- modulen M 4. Dette er iseer af interesse nar
 det karakterlstlske polynommm pA(t) har_f’ st 8 RGO

: u 6 L altsa na L er et spa,ltnmgslegeme f Vz antager ri -722 ri

_r‘,z # j Sa,'f r M4 en direkte sum ‘af m primeere moduler, idet ter, . ter,
JO er pnmelementer (irreducible elementer) i L[ ] Hver af de prlmaere moduler er

_en dlrekte sum af cykhske moduler En cyklisk ; naer '

' vbest‘aendeaiff“ v L . -

o 1 {v (t , z)” 7(t-rz)e ! }

"~ Hvisvi saetter alle disse baser sammen t:l en basxs for M, A og beregner A med hensyn
“til den nye ba,sm fas den’ Jordan.ske normalfarm JN(A) for A. Der vil geelde

0
wor ' = el |
o er en “Jordan-blok” for A. J; har formen
’ ’ I 1 0
ryo 1 '
i
0 T

I analogi med (9.60) vil der findes en invertibel matrix C saledes at

CyAC, = IN(A).

Hvis 4 er som i (9.65) er

ek (T

IN(4) = l

OO
O e O

it

sammensat af 2 Jordan-blokke. O
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