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KBLs bemeerkninger 27. august 2012:

a) Noteseettets kapitel 9 er en forlgber fra foraret 93 tilaeigere kapitel 7, der blev brugt
i foraret 94.

b) Opgaveseettet (pagineret Opgaver.1l-opgaver.25) er Vilsegrad en sammenskrivning
af kapitelopgaverne, men omfatter ogsa eksamensopgaver.
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1.1. IMPLICIT GIVNE FUNKTIONER

Lad os ferst betragte en ligning mellem to variable x,y € R, for ek-

sempel
2 2
(1) y - 2xy +3 =0, (x,y) € R” .

Det er let at lsse denne ligning mht. y og derved udtrykke y explicit

som funktion af x, eller snarere to funktioner af x, idet (1) er ens-

betydende med

(2) y=x Vx>~ 3, x e R\ ] - V3 V3l .

y/k

~L

~

Ser vi istedet pa ligningen

5 2
(3) y - 2xy +3 =0, (x,y) € R
kan vi ikke lose eksplicit mht. y. For dog at kunne arbejde med vilkdr-
lige ligninger mellem to (eller flere) variable, vil yi udlede en seet-

ning, som sikrer, at en ligning af typen

(4) f(x,y) = O , (x,y) € @ € R®,

hvor f : Q@ — R betegner en given funktion af 2 variable, under passen-
de forudsetninger kan "leses" i hvert fald i narheden af et givet punkt

(x°,y°) af losningsmangden

(5) L = {(x,y) € Q | f(x,y) = 0} .
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Forudseetningerne er, at Q er aben (eller i det mindste at (xo,yo) er

et indre punkt af Q ), at f er af klasse Cl, og at den partielle af-
ledede Dyf = 8f/8y er =0 i (xo,yo) :

(6) Dyf(xo,yo) 20 .

Under disse forudsztninger siger seetningen, at der eksisterer intervaller
U og V indeholdende xo, hhv. yO som indre punkt (f.eks. som midt-
punkt), sdledes at rektanglet W = U x V omkring (Xo,yo) er indeholdt
i Q, at Dyf # 0 i W, og at ligningen (4) inden for W er ensbety-

dende med en ligning af formen
y = gx),

hvor g : U — V er en bestemt Cl—funktion. Denne siges at veere impli-
cit given ved ligningen (4) i nerheden af (xo,yo) .

I hvert af de to ovenfor betragtede eksempler (1) og (3) er funktionen
f:R* = R af klasse c®, givet ved hhv. f(x,y) = y2 - 2xy + 3 og
f(x,y) = y5 - 2xy + 3. Som (xo,yo) kan tages f.eks. (2,1), der jo
tilfredsstiller (1), hhv. (3). Og den afgerende betingelse (6) er sa op-

fyldt, idet Dyf(2,1) = -2, hhv. 1. Kun i det forste eksempel er les-
ningen y = g(x) i nzrheden af (2,1) givet eksplicit, nemlig ved y
=x - Vx° - 3. {Hvorfor foretrakkes minustegnet foran kvadratroden her?)

Principielt er situationen imidlertid den samme i det andet eksempel,
selv om (3) som naevnt ikke kan leses eksplicit mht. y, heller ikke i
nerheden af (2,1) .

Til belysning af den rolle, betingelsen (6) spiller, kan vi i det for-
ste eksempel se pa punktet (V3 ,v3) eller (V3 ,-V3), som de eneste
punkter (x,y), der opfylder (1), men hvori Dyf(x,y) = 0. I neerheden
af f.eks. (V3 ,V3) er lesningsmaengden L ikke graf for nogen funktion
y = g(x) defineret i et interval U med V3 som indre punkt. (I stedet
er L foreningsmangden af graferne for de to funktioner (2), definerede
i og til hojre for V3; i punktet V3 er funktionerne ikke differenti-
able - der er lodret tangent.)

Ser vi igen pa lesningsfunktionen (2) til ligningen (1) i nzrheden af

det givne punkt (xo,yo) = (2,1), sa er det jo let at finde dens diffe-

rentialkvotient ved eksplicit differentiation af (2):

bl

y' = g'(x) =1 -

X
VAR
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Noget tilsvarende kan ikke geres (eksplicit) i det andet eksempel. Alli-
gevel kan vi i begge eksempler bestemme y' = g'(x) ved sdkaldt implicit
dif ferentiation af den givne ligning (1), hhv. (3), stadig i neerheden af
det givne punkt (2,1). Tager vi f.eks. (3) og indsatter den implicit
givne lesningsfunktion g: U — V (vi vil ikke her bestemme brugbare in-
tervaller U og V omkring x° = 2, hhv. yo = 1), s& har vi jo iden-

titeten
(7) g(x)5 -2xg{x) +3 =0, xeU

som udtryk for, at y = g(x) leser (3) inden for W = U x V. Ved diffe-

rentiation heraf fas

(8) sg(x)*g’(x) - 2xg’(x) - 2g(x) = 0 ,

hvoraf

(9) g'(x) = ———%géil— , x € U,
5g(x) -2x

Vi far saledes ikke noget eksplicit udtryk for g’(x) som funktion af
x, men dog et udtryk ved x og g(x). Og for den givne verdi x = 2

finder vi g'(2) eksplicit ved indseettelse af g(2) =1 :

g'(2) = 2.

Ved fortsat differentiation af (7) kan vi finde tilsvarende udtryk for
g"(x), g”(x),..., og endda de eksplicitte veerdier af g"(2),

g"(2),... . Differentieres saledes (8) endnu en gang, fas

5g(x)4g"(x) + 20g(x)3g’(x)2 - 2xg"(x) - 4g’(x) = 0,

hvoraf

g"(x) = —20g(x)3g’(x)2+4g’(x) ’ <eU.

Sg(x)4—2x

Bemark at navneren er den samme som i (9); saddan er det altid, jf. neden-
for. Bemark ogsa, at det er lettere at differentiere (8) end (9), hvori
jo indgdr en brek; ogsd dette er typisk. Ved indsettelse af x = 2, g(2)

=1, g'(2) =2 (som ovenfor fundet), finder vi
g'2) = - 72 .

Vil vi have et indtryk af lesningsfunktionen g 1 nzerheden af den givne

veerdi x = 2, kan vi anvende Taylor’s grenseformel, f.eks. med n = 2 :
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1

g(x) = g(2) + g (2)(x-2) + %g"(Z)(x—Z)z + o(x-2)%

1+ 2(x-2) - 36(x-2)% + o(x-2)*

geldende for x - 2 — 0 .,

Hvordan tager nu disse differentiationer sig ud i det generelle til-
feelde: en ligning (4), hvor den givne c'-funktion f : Q — R opfylder
f‘(xo,yo) =0 og Dyf(xo,yo) # 0? Som neevnt fastlegger (4) i et vist
rektangel W = U x V (hvor U og V er intervaller omkring xo, hhv.
yo) y som en funktion g: U — V af x. Dette udtrykkes ved biimplika-
tionen

Vix,y) e W: f(x,y) =06y = glx).

Heraf fremgar, at

(10) fix,g(x)) =0 for alle x € U
Ved anvendelse af keedereglen (jf. Mat IMA) pa (10) fé&s

(11) Dxf(x,g(x)) + Dyf(x,g(x)) - g'x) =0 x e U,

hvilket er ensbetydende med

Dxf(x,g(x))

- Dyf(x,g(x)) ’ xeVU.

(12) g'(x) =

Vi har jo valgt U, V bl.a. sddan, at Dyf(x,y) # 0 for alle (x,y)
€ U x V. Ligningerne (11) og (12) svarer til hhv. (8) og (9) i eksemplet
(3) ovenfor. Vi siger, at vi har fundet g’(x) (udtrykt ved x og
g(x)) ved implicit differentiation af (10), og det betyder blot, at vi
har anvendt kadereglen.

Ofte giver man ikke den implicit givne funktion g nogen serlig be-
tegnelse, men siger blot, at y ved (4) fastleegges (lokalt) som funktion
af x, og at denne funktions differentialkvotient 3—)};- findes ved impli-

cit differentiation af (4):

Dxf(x,y) + Dyf(x,y) T ax 0.

Det herer med til seetningen om implicit givne funktioner, at hvis den

givne funktion f: @ — R er af klasse c"  (evt. Cw), sd er den impli-
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cit bestemte (lokale) lesningsfunktion g : U —» V af samme klasse. Og
de afledede af g kan fas ved fortsat implicit differentiation af (4)

eller (10). Ved differentiation af (11) fas saledes ved anvendelse af
kaedereglen

)2

D f+2D f . gx)+D f gx)+Df - g'(x)=0,
KX Xy yy y

hvorved de partielle afledede af f af enhver forekommende orden skal
tages i (x,g(x)), x € U. (Gennemfor selv denne differentiation, savel
som den ferste i (11)!) Heraf kan g"(x) let findes udtrykt ved x,

g(x), g’(x) som en bregk med samme nzvner D f(x,g(x)) som i (12).
y

Seetningen om implicit givne funktioner kan udstrekkes til flere end to
variable og til flere ligninger end den ene i (4). Der skal vere flere
variable end ligninger. Lad antallet af ligninger veere p og antallet
af variable vere k + p (k,p € N). S3 er opgaven ud fra de p ligninger
at fastleegge p af de variable yl,...,ylD som funktioner af de gvrige

k variable xl,...,xk. For kortheds skyld sammenfattes de to variabel-

saet som

Den i'te af de givne ligninger (i = i,...,p} kan skrives

fi(xl,...,xk,yl,...,yp) =0,

eller kort fi(x,y) = 0. Her er fi en given c'-funktion defineret i
k+p

en aben maengde Q < R x R® = RP. Og de p funktioner f1 kan sam-

menfattes til en c'-vektorfunktion (sejlematrix)

f=|1]:Qq >R

af de variable (x,y) = (xl,...,xk,yl,...,yp) . Funktionalmatricen Df

for denne vektorfunktion f er en p x (k+p) matrix:

bDf = (b f,....D f,D f,...,D f) =(Df,DFf),
. A v, x y

hvor D f betegner p x k matricen med sejlerne Dxf = c')f/axj (j =
X
J
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1,...,k), mens Dyf er p x p matricen med sojlerne Dyf‘ = 6f‘/6yl (i
i

= 1,...,p). Saledes er Df = (D f,Dyf) en blokmatrix bestiende af de to
X

partielle funktionalmatricer D f og Dyf, den sidste stillet til hajre
X

for den forste. Udferligt opskrevet er (jvf. s. VIII.1.6 i Mat IMA noter-

ne)
farl/axl,...,afl/axk
a(fl,...,fp)
D.f TER, %) T ; ; ’
af /8x.,...,8f /8%
p 1 p k
(13)
af /8y ,...,8f /3y
3(f ,.oif ) P
Df =—o P _
y 8(y oy ) ‘ :
P af /8y ,...,8f /ady
P 1 P p

Kort fortalt er opgaven nu at lese vektorligningen
(14) fix,y) =0

eller det dermed ensbetydende ligningssystem

Il
@]

fl(xl,...,xk,yl,...,yp)

It
(@]

fp(Xl,---,Xk»yl,---,Yp)

siledes at y = (yl,...,y ) udtrykkes som (implicit given) funktion
p
y = g(x)

af x = (xl,...,xk) i nerheden af et givet punkt

0]
p

),

0o 0 0 0 0
(x,y) = (xl,...,xk,yl,...,y

hvori f(xo,yo) =0 .

Vi betegner med L lesningsmangden til (14):
L = {(x,y) € Q| f(x,y) = 0} .

Der galder nu folgende fundamentale satning om implicit given funktion:

. 1
SETNING 1.1. Med ovenstaende betegnelser vedregrende en given C- af-

bildning f : @ — R® (hvor Q er en aben delmengde af R**P) betrag-
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tes et punkt (Xo,yo) € Q, hvori f(xo,yo)‘ =0 og p x p matricen
Dyf(xo,yo) er invertibel.

Sa findes der tal p,0c € R saledes at der med betegnelserne

U=(xe!Rk;|xl—x(:| =p,i=1..,k,
V=<ye!Rp;lyJ—y(;|< v J = Laeop),
W=UHxV,

gelder, at W < Q, at Dyf(X.y) er invertibel for alle (x,y) € W, og
at den del af lesningsmangden L, der falder inden for W, er grafen

for en Cl—afbildning g: U— V, dvs

LnW={(xgx) | xeU}

eller anderledes udtrykt:
(15) Vix,y) e W: f(x,y) =0ey=glx).

Funktionalmatricen til den saledes implicit fastlagte afbildning g be-
stemmes ved implicit differentiation af ligningen f(x,g{x)) =0, x e U,

hvorved fas

(16) Dxf(x,g(x)) + Dyf(x,g(x))Dg(x) =0
dvs.
(17) Dg(x) = - Dyf(x,g(x)f‘oxf(x,g(x)),

geldende for x € U. Er den givne afbildning af klasse c" (eller Cw),

da er g af samme klasse.

BEVIS. Vi giver et bevis, der skyldes E.Goursat (fransk matematiker,
1858-1936), og som bygger pa fikspunktseetningen for en kontraktion

(jvf. Mat 2MAIl). Det er herved bekvemmere at arbejde med max-normen

lv| af en vektor v = (vl,...,vk) i et talrum R° i stedet for den eu-
klidiske norm eller lengde ]v[, som vi plejer at benytte. Definitionen
er

lv| := max(|v1[,...,[vn|) ,

og man efterviser let de gangse egenskaber

vl = aflel s Qusvl = o) + |v]
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geeldende for A e R og u,v € R*. Den navnte fikspunktseetning gaelder
derfor ogsd ved brug af max-normen med uzendret bevis og uzndret formule-

ring af definitionen af en kontraktion.

For hvert p e (R+ og 0O € IR+ kan vi nu skrive de i Seetning 1.1 neevn-

te meengder U og V saledes:

x e R*||x-x°|

1A

U P,

IA

\Y o} .

1l

(v € R°[[y-y°|

U er siledes den afsluttede max-kugle (som egentlig er en "terning") i
R* med centrum x° og "radius" (= halve kantleengde) p. Tilsvarende har

V centrum yo og "radius" o. Endvidere seetter vi som nasvnt
W=UxV.

Beviset forlsber nu i en reaekke skridt, hvorunder vi ferst efterhanden

fastlaegger p og o.

1°. vi velger p og o sda sma, at W =Ux V ¢ Q. Dette er muligt, da

0 er aben og (xo,yo) e Q.

2°. Vi veelger desuden p og ¢ sa smd, at p x p matricen Dyf(x,y)

er invertibel for ethvert (x,y) € W, altsa at
detDyf(x,y) #0 for (x,y) e W.

Dette er muligt, fordi elementerne i D f er kontinuerte funktioner i
y
Q, og fordi det D f er et polynomium i disse elementer, derfor
y
ligeledes kontinuert i §; og endelig har vi jo forudsat, at

det Dyf(xo,yo) 0 .

3°, Til afkortning betegnes den invertible p x p matrix D f(xo,yo) med
y

B og dens inverse med

Nu betragtes afbildningen T : Q — R® defineret ved
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T(x,y) = y - B f(x,y) ,

eller udferligt

T (x,y) y b ,.., Db f (x,y)
1 P 1

Il
1

T(x,y) =

T (x,y) y pt "7 Tpp| |f (x,y)
p P p

Da B er invertibel, er f(x,y) = 0 hvis og kun hvis B_lf(x,y) =0

og derfor geelder biimplikationerne
(18) T(x,y) =y e f(x,y) =0 & (x,y) e L.

Abenbart er T ligesom f en C'-afbildning, og for hvert j = 1,...,p

er

b ,.., b D f (x,y)
YJ. 1
D T(x,y) =E - |: : - ,
Y J : : :
b ,.., b D f (x,y)
y. P
J
hvor EJ_ betegner den j'te sgjle i p x p enhedsmatricen E. Stilles

ovenstadende sojler, hvor j gennemleber 1,...,p, ved siden af hinan-

den, danner de den partielle funktionalmatrix af T m.h.t. y:

eller kort

DT=E-B'Df,
y y

hvor alle matricer er p x p, jf. sidste ligning (13). Specielt gaelder
i x%yY, at D T(x,,5,) = O i henhold til definitionen B =

Dyf(xo,yo) ovenfor. De kontinuerte partielle afledede Dy Ti er sale-
J
des alle = 0 i punktet (xo,yo); og vi kan derfor antage, at p, ¢

yderligere er valgt s sma, at
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1
(19) |DyJTl(x,y)| =% for alle (x,y) € W.

Betragtes nu to punkter (x,y) og (x,y*), hvor x € U og ;,y”t eV,
har vi for hvert i = 1,...,k ifelge middelveerdis@tningen i flere vari-

able (dvs. Taylors formel med restled for n =1, jf. Mat IMA) anvendt

pa funktionen y — Tl(x,y) (for fast x e U):

~ p ~
(20) T(x3) - T(xy)=F D Txn + (F-y),
i i =1 yJ i J 7]

hvor m betegner et vist punkt af liniestykket, der forbinder ; og

# ~ W

y. Da y og y tilhgrer V, g&lder det samme om 7, idet terningen
V abenbart er en konveks meengde. Da endvidere x € U, slutter vi af

(19), at hver afledet Dy Ti(x’n) er numerisk = —;;, og da I;j-y:] =

~ J.
||y-y¥||, fas af (20) ved en simpel vurdering

T 65 - Txy)| = 2 5=y, i=1..,p,
hvoraf

~ *
ly=y I

(21) T - Ty = L

geldende for ethvert x € U og vilkarlige ;,y* e V.

4°. Vi er herefter tilfredse med vort valg af ¢ fra 3% men vi ma om

nodvendigt vaelge et mindre p ehd det fra 3° for at sikre, at T afbil-

der W indi V. Vi velger p sa

(22) ||T(x,y0) - yoll < % o for alle x € U .

Dette er muligt, fordi funktionen x — T(x,yo) ligesom x — f(x,yo)
er kontinuert i xo, og fordi T(xo,yo) = yo, idet jo f(xo,yo) = 0,

jf. (18). For ethvert (x,y) € W far vi herefter af (21) og (22)

IT(x,y) - ¥°| = [Ty - Ty + [Txy%) - ¥°

1A
1
9

“y=y°] + -
2 2

A
|
<)
+
|
g
1!
g

Dette betyder, at T(x,y) € V for ethvert (x,y) € W, altsa for

ethvert x e U og y e V.
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5°. For fast x € U betragtes nu afbildningen y — T(x,y) af V ind
i V (jf. 4°). Ifelge (21) er denne afbildning en kontraktion af V (med
kontraktionskonstant 1/2), og den har derfor netop ét fikspunkt. Til et-
hvert x € U findes sdledes netop ét y € V saledes at T(x,y) =y,
altsa f(x,y) = 0, jf. (18). Betegnes dette fikspunkt y med g(x), er
(15) derfor opfyldt, og vi har indset at grafen G for g er L n W.
For at vise at g : U — V er kontinuert, vil vi benytte Hjeelpesaetning
1.3, s. 1.19, og skal derfor indse at G = L n W, er afsluttet (i R* x
R°). At G er afsluttet, kan let vises ved hjelp af det fra Mat IMA
kendte: betragt en vilkarlig felge af punkter (xn,g(xn)) € G som kon-
vergerer mod et punkt (x,y) € R* x RP. Af X € U og X — X falger
X € U, da U er afsluttet. Tilsvarende ses af g(xn) —y, at y €V,

og dermed (x,y) € W. Da f:Q — RP er kontinuert, og da f(xn,g(x )) =
n

0 ifelge (15), fas at

f(x,y) = lim f(xn,g(xn)) =0

og dermed i alt, at (x,y) e Ln W =G .

6°. Det skal nu vises, at g : U — V er en Cl—afbildning. Hertil
betragtes et punkt a € U og en vektor h e R sa at ogsa a + h € U.

Tilvaeksten Ag(h) = g(a+h) - g(a) opskrives udferligt:

Agl(h) gl(a+h) - gl(a)

Ag(h) = . .
Ag (h) g (a+h) - g (a)
p p P

og vi setter g(a) = b, hvorved b + Ag(h) = gla+h). Punkterne (a,b)
og (a+h,b+Ag(h)) = (a+h,g(a+h)) tilherer begge lesningsmangden L
ifelge (15), altsa

f(a,b) = 0  f(a+h,b+Ag(h)) = O

Den sidste ligning giver ved subtraktion
fi(a+h,b+Ag(h)) - fi(a,b) =0, i=1,...,p.
Ved anvendelse af middelveerdisatningen (Mat 1 MA, VII. §2, Szetning | med

n = 1) pa venstre side i hver af disse p ligninger fas
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(23) Dxlf'1 . h1+ "'+Dka1 . hk + DYIf'l . Agl(h)+'--+Dy fl . Agp(h) =0

hvor de partielle afledede skal tages i et vist punkt p(i af linie-

stykket med endepunkter (a,b) € W og (a+h,b+Ag(h)) € W. Da W er

konveks, er pm e W.

Vi indferer nu en p x k matrix A(h), hvis i'te rakke er den i’te

raekke i Dxf'(pm), altsa
W W .
(Dlel(p ) RN Dkai(p )], i=1,..,p,
samt en p x p matrix B(h), hvis 1i’te rekke er den i’te rakke i
D f(p"), altsa
y
() M .
[Dy f‘i(p o, Dy fi(p )J, i=1,..,p .

1 p

S4 kan de p ligninger (23), hvor i = l,...,p, sammenfattes kort pa

matrixform séledes

(24) A(h)h + B(h)Ag(h) = 0,

hvor h og Ag(h) er skrevet som sgjlematricer (med hhv. k og p ele-
menter), og O er nulsgjlen med p elementer.

Da g: U — V er kontinuert ifelge 5°, gelder gla+h) — gla) = b
for h -» O, og derfor ogsa pm > {a,b) for h - O (for ethvert i =
1,...,p). Da elementerne i Dxf og Dyf er kontinuerte funktioner i
Q, folger det videre ud fra definitionerne pd A(h) og B(h), at

A(h) — A(0) = D f(a,b), B(h) — B(0) = Dyf(a,b)

x
for h > 0, og derfor at detB(h) » detB(0) = detDyf(a,b) for h - 0.
Da detDyf(a,b) # 0 ifelge 2°, slutter vi, at ogsd B(h) er invertibel
for alle h € R* med Ih| < et vist & € R. I det folgende betragtes
kun tilveekstvektorer h e R* med Ih| <& (og a+ h e U som hidtil).

S4 kan matrixligningen (24) omskrives til

(25) Ag(h) = -B(h)"A(h)h .

Her gelder ifeolge ovenstaende at
B(h)™"' A(h) — B(0)'A(0) = Dyr(a,b)"nxf(a,b) for h > 0.

Dette betyder, at

(26) B(h) 'A(h) = Dyf(a,b)‘ler(a,b) + elh) ,
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hvor e(h) er en p x k matrix, hvis elementer gdr mod 0 for h > O.

Indsaettes (26) i (25), fas
Ag(h) = —Dyf(a,b)_lef(a,b)h - e(h)h .

og her gelder -e(h)h = o(h) for h - 0. I henhold til Matl MA, VIIIL.
§1, Definition B og Szetning 1 B, viser dette, at g er differentiabel i

a med funktionalmatricen

Dg(a) = —Dyf(a,b)“Dxf(a,b) .

Hermed er (17) og derfor ogsd (16) bevist. For evrigt kunne (16) og
dermed (17) ogsa fas direkte ud fra f(x,g(x)) = 0, Vx € U, ved anven-
delse af den generaliserede keederegel, jf. Mat IMA VIIL.§l. (Men der er
ingen sddan genvej til eksistensen af en c'-funktion g: U— V med

egenskaben (15).)

7°. Hvis den givne afbildning f : Q — R” er af klasse Cz, ses det af
(17) ved fornyet anvendelse af den generaliserede keederegel, at Dg bli-
ver af klasse C' og dermed g af klasse c? ligesom f. Ved et in-
duktionsbevis, som vi udelader, kan det pa lignende made vises, at hvis

f er af klasse C", sa ogsd g .

BEMZERKNING 1. Setningen om implicit given funktion vedbliver at galde,
hvis = erstattes med < i definitionen af max-kuglerne U og V.
Dette ses ved om nedvendigt at erstatte det ovenfor fundne p med et
mindre tal, der afparerer ¢, nar ¢ spiller rollen af € i definitio-
nen pa kontinuitet af g i X, (jf. Mat IMA II1.§1). P& lignende made
ses, at setningen forbliver gyldig hvis max-kuglerne U og V erstattes
med euklidiske kugler (afsluttede eller &bne efter behag), svarende til,

at max-normen [.| erstattes med den euklidiske norm |

EKSOGENE OG ENDOGENE VARIABLE. Lad der igen veere givet en Cl—afbildning
f:0Q—RP, hvor Q betegner en aben delmeengde af R" med n=%k+p
> p. Vi vil fortsat studere ligningen f(x) = O, eller udferligt op-

skrevet ligningssystemet

(27)

_.,

%

™
I
o
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bestdende af p ligninger mellem de variable Xppeea X i nerheden af
n

et givet punkt x° = (x(l),...,x:) hvori (27) er opfyldt. I stedet for

som i det foregaende at antage, at netop de sidste p sejler i p x n
funktionalmatricen
8(f ..., f ) E)f‘l/axl eees 6f1/6xn
f=__t P _
A(x ,...,x )
1 n .
af /8x ,..., Of /8%
P 1 P n

var linesert uafhaengige i xo, forudsatter vi nu blot om rangen, at
0
rg Df(x’) = p .

Sa findes der jo mindst ét sat af p linexrt uafhaengige sojler i
Df(xo), lad os sige at f.eks. ssjlerne med numre jl,...,jp (gerne med
j1<...<jp) er linezrt uafhaeng’ige; de danner altsd en invertibel p x p
delmatrix af Df(x") (jf. Mat 1LA). 1 denne situation siger Seaetning

1.1, kort fortalt, at ligningssystemet (27) i naerheden af x° kan loses

(i hvert fald i princippet) saledes, at de p variable x ,...,X,
J J
1 p
fastlaegges som c'-funktioner af de gvrige variable x ,...,x . 1
p+l Jn
gkonomisk teori plejer man sa at kalde x_,...,x, de endogene variable
J
1 P
og X. ,...,X  de eksogene variable. Disse sidste kan saledes variere
Jp+1 Jn o 0
frit i nerheden af (x. ,...,x ). I Setning 1.1 var Xpers X valgt
J J
p+l n

som eksogene og yl,...,yp som endogene variable. Bemerk analogien med
teorien for lesning af et linezrt ligningssystem. Efter bortkastelse af
overfledige ligninger kan et sddant (hvis det overhovedet har en lesning)
skrives pa formen Ax = b, hvor A er en given p x n matrix af rang
p, b en given p x | matrix, og X den ubekendte n x 1 matrix. Vi
har saledes et specialtilfzlde af (27) med Q = R", f(x) = Ax - b,
hvorved Df(x) = A for alle x € R". (Overvej dette!)

GEOMETRISK FORTOLKNING. Seetningen om implicit funktion i den netop givne
formulering kan tolkes geometrisk, hvilket vi vil belyse i tilfeldet p =

1, hvor der er givet en enkelt c'-funktion f: Q — R (Q &ben i R"
0
)

n

og et punkt x° = (x(:,...,x €eQ med f(x°) =0 og
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grad f(x°%) = (le(xo),...,an(xO)) 0 .

Sa kan lssningsmaengden L = {x € Q | f(x) = 0} i nerheden af x° beskri-
ves ved, at én af de variable xJ udtrykkes som en c'-funktion af de
gvrige variable. Vi siger derfor, at L i neerheden af x° er en glat
hyperflade (eller blot flade i tilfeeldet n = 3, jf. VIIL.§2. Eksempel

1) af klasse c'. Ved dennes normal i punktet x° forstas linjen gennem
x° med retning efter grad f(xo). Den pa normalen vinkelrette hyperplan
(eller blot plan, hvis n = 3) kaldes tangenthyperplanen til L i

punktet xo; dens ligning er saledes

(28) grad f(x°) - (x-x°) = 0,
hvor venstre side er et skalarprodukt. Udferligt opskrevet er tangenthy-
perplanens ligning

0
n

(29) le(xo)(xl—x?) + o+ an(xo)(xn—x ) =0 .

Alt dette stemmer i tilfeeldene n = 2 eller 3 med hvad vi kender om
kurver (n=2) og flader (n=3), som vi nu skal se.
I tilfeldet n = 2 (med variable x,y) har vi at gere med en ligning

af formen

(30) f(x,y) = 0, (x,y) € Q ¢ R® ,

med f : Q — R af klasse Cl, og et punkt (xo,yo) € Q, hvori
f(xo,yo) =0 og (f)’((xo,yo), f;(xo,yo)) # (0,0). Antager vi f.eks., at
f;(xo,yo) # 0, s& kan lesningsmangden L til (30) i neerheden af (xoyo)

fremstilles ved en ligning af formen
y = glx),

hvor g er en c'-funktion defineret i et interval U omkring xo, og
hvor
f)’((xo,yo)
(31) g (x7) = "—0‘0—
' (x7,y)

y
ifelge (12) eller (17). Derfor er L i neerheden af (x,y) en glat

Cl—kurve, hvis tangent i (Xo,yo) har ligningen
y - yo = g’(xo)(x—xc)

(jf. IMA, VI 81. Eksempel 6). Efter indseettelse af (31) antager tangent-
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ens ligning formen
£2(x%y")x-x") + f;(xo,yo)(y-yo) =0
i overensstemmelse med (29).

I tilfeeldet n = 3 (med variable x,y,z} har vi tilsvarende at gere

med lesningsmangden L til en ligning af formen

(32) f(x,y,2) = 0O, (x,y,2) € Q € R®,

med f : Q — R af klasse Cl, og et punkt (xo,yo,zo) € Q, hvori

f(xo,yo,zo) =0 og
0.0 0

(33) ( f;(x°,y°,z°), f;(xo,yo,zo), £:(x,y%,2") # (0,0,0

Antager vi f.eks., at f;(xo,yo,zo) # 0, sa kan lesningsmeengden L til

{32) i neerheden af (xo,yo,zo) fremstilles ved en ligning af formen
z = g(x,y),

hvor g er en C'-funktion defineret i neerheden af (xo,yo), og hvor

f’ (xo,yo,zo) f’ (xo,yo,zo)

y. 0 O X LY y
(34) gy ) = m g gy ) = s
f’(x",y,2) Y f;(x Y ,2 )

z
ifelge (17). Derfor er L i narheden af (xo,yo,zo) en glat Cl—flade,
og en vektor pa dennes normal i (xo,yo,zo) er (—g)’((xo,yo),
—g;(xo,yo),l) (jf. IMA, VII1.§2. Eksempel 1 og 3). Ganges den anferte
normalvektor med tallet f’(xo,yo,zo) (# 0), fremkommer en anden normal-
vektor til L i (Xo,yo,zo), nemlig ifeolge (34) den i (33) anferte vek-

tor grad f(xo,yo,zo); og tangentplanens ligning kommer til at stemme

overens med (28), (29).

NIVEAUHYPERFLADER. Forlobet af en C'-funktion f: Q — R (Q &ben i
R") anskueliggeres ofte (navnlig for n = 2 eller 3) ved at betragte
niveauhyperfladerne for f, dvs. lgsningsmeaengderne
Lc=(er | f(x) = ¢}

for forskellige verdier af "koten" ¢ € R. 1 tilfeeldet n = 2 fas ni-
veaukurver (teenk pd hejdekurver pa et terreenkort), i tilfeeldet n = 3
niveauflader, jf. Mat IMA. Disse navne er dog kun rammende uden for de
eventuelle stationsere punkter for f, altsd de punkter x € Q, hvori

grad f(x) = 0. I den foreliggende sammenhang kaldes de stationaere punk-
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ter ogsd singulare eller kritiske punkter for f. Gennem ethvert ikke-

singulaert punkt x° = (x(:

,...,xﬁ) € Q gar abenbart netop én niveauhyper-
flade Lc, nemlig den for hvilken c¢ = £(x°). Uden for eventuelle sin-
guleere punkter er Lc ifelge det foregdende en glat Cl—hyperflade, hvis
normal i x° har en retning efter grad f(x); og tangenthyperplanen til
Lc i x° har derfor ligningen (28) eller (29) ligesom i det fer betrag-

tede tilfeelde ¢ = 0; vi kan jo blot erstatte det tidligere f med f -

c .
ET PAR HJELPESETNINGER

Ved undersogelsen af, om en forelagt felge er konvergent, kan felgende
undertiden veere nyttig; vi vil her bruge det i beviset for Hjeselpesatning
1.3. Hjeelpeseetning 1.3 indgar i beviset for Seetning 1.1 5°.

LEMMA 1.2, Lad (Xn)ne[N vaere en begranset folge i IRk, og lad x €

le. Sa geelder X — X hvis og kun hvis enhver konvergent delfelge

(xn )
p

bl har graensepunktet x .

BEVIS. "Kun hvis" felger umiddelbart. "Hvis"-delen vises pa kontrapo-
neret form. Antag alts3, at (xn) ikke konvergerer mod x. Der findes
sd et € € IR+ sd at X ¢ K(x,e) for uendelig mange n € N, lad os si-
ge for n =n,n, .,np,..., hvor vi har valgt disse numre i stigende

iy

orden: n <n < ..<n <... Da{(x ) er begrenset, findes en af-
p n

sluttet kugle A i R* sa at alle x € A Delfolgen (x ) . for-
leber i A \ K(x,e), som er begrenset (som A) og af‘sluttit (fordi bade
A og R \ K(x,e) er afsluttede), altsd kompakt. Derfor kén den udtyn-
des yderligere til en ny delfslge af (xn)nE[N som konvergerer mod et

punkt x’ € A\K(x,g), og dermed x' # x .

HJELPESETNING 1.3. Lad A og B veere kompakte delmangder af (Rk, hhv.

m

R". En afbildning f : A > B er kontinuert hvis og kun hvis dens graf

G=((xfx) | xeA)

er afsluttet (som delmesengde af R* x R™ = !Rk”n).

BEVIS. Antag ferst, at f er kontinuert. Vi vil vise at hvis

(x ,f(x )) — (x,y), sd vil (x,y) tilhere grafen G. Dertil betragter
n n
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vi en vilkarlig konvergent folge (xn,f'(xn)) i G (hvor hvert X € A),
sdledes at (xn,f(xn)) — (x,y) € R* x R™, altsa
xn——>xe[Rk, f(xn)——>yeme;

(her benyttes tillige seetningen om koordinatvis graenseovergang). Da A
er afsluttet, geelder x € A. Og da f er kontinuert, er y = f(x). Vi
slutter derfor, at (x,y) = (x,f(x)) € G, og G er sdledes afsluttet.

Antag dernast, at G er afsluttet, og lad os vise, at f er kontinu-
ert i hvert punkt x € A. Lad (xn) veere en vilkarlig felge i A, som
konvergerer mod x. Vi skal vise, at f(xn) — f(x). Ifelge Lemma 1.2

kommer det ud p& at indse, at enhver konvergent delfslge (f(x }) der-
n
P
af har grensepunktet f(x}. Vi har nu X X (fordi x — x); og
n

p
flx ) — et vist yeR". Altsd geelder
n
P
(x , flx )) — (x,y) .
n n
p p
Da alle (xn ,f(xn )) € G, og da G er forudsat afsluttet, slutter vi,

p p
at (x,y) € G, altsa y = f(x) .

BEMARKNING 2. Et punkt x € R¥ siges at veaere et fortztningspunkt for en
forelagt punktfelge (Xn)nGN i le, dersom felgen kan udtyndes til en
konvergent delfelge med gransepunkt x. Det er let at indse, at x er
fortetningspunkt for (Xn)nE[N hvis og kun hvis

Ve € [R+ : Ixn—xl < g gelder for uendelig mange n € N .
Forskellige begreber og resultater i det foregdende kan omformuleres ved
hjeelp af begrebet fortetningspunkt. Eksempler herpa er:
En konvergent folge har kun ét forteetningspunkt, nemlig graensepunktet.
Enhver begrznset folge har mindst ét forteetningspunkt; den er konvergent

hvis (og kun hvis) den kun har ét fortetningspunkt (Lemma 1.2).

EKSEMPEL 1 I\(ogiku: An Introduction to Macroeconomic Models, pp. 43-44
nevnes folgende (se ogsd s. 275 i Sydseeter: Matematisk Analyse II): Net-
tonationalproduktet Y kan beskrives som summen af totalforbruget C og
investeringen I,

Y=C+ L
Vi antager at forbruget afheenger af nettonationalproduktet:

C = C(Y).
Vi vil, uden nzrmere at gore forseg pa at specificere denne afhaengighed,

antage at C(Y) er en c'-funktion og at den afledede C'(Y) € ]0,1[ for
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alle Y (plausibilitetsbetragtning: hvis nettonationalproduktet Y
stiger med en enhed, vil der rimeligvis ske en stigning i forbruget, men
ikke hele stigningen i Y vil ga til forbrug). Lader vi f(1,Y) := Y ~
C(Y) - 1, bliver f en C'-funktion, idet
af/8l = -1
og
af/8Y =1 - CY).
I et punkt (IO,YO), hvor C(Y®) = -1° + YO, er %Y%) =0 og
(ar/8Y)(1°,Y%) = 1 - C'(Y’) > 0, specielt altsd # 0, s& den implicitte
funktions seetning forteller os at i en omegn omkring 1° er Y en C'-
funktion af 1. Endvidere kan Y’(I) i denne omegn udregnes ved impli-
cit differentiation:
YD) = -(1 - (YN (-1 = 1/(1-C").
Denne udregning kan ogsd foretages direkte pa ligningen der definerer
C(Y): Af Y =C(Y) + 1, fas Y'(I) = C(Y)Y(I) + 1, altsd samme udtryk

for Y'(I) som fer.

1.2. OMVENDT AFBILDNING

Begrebet omvendt (=invers) afbildning f1 til en injektiv afbildning
f er (kort) omtalt generelt i 1 LA. For funktioner af en reel variabel
har vi i 1 MA bl.a. set, at hvis f : I — R er differentiabel i defini-
tionsintervallet I € R og hvis f’(x) # 0O for alle x € I, s& er ogsad
billedmaengden (=veerdimeengden) f(I) et interval, f er injektiv (nemlig
strengt monoton), og den omvendte afbildning £ () > 1 er ligele-

des differentiabel med

-1y, 1
(f ) (Y)—W

ndr X og y er sammenkoblede ved y = f(x), eller dermed ensbetydende
x = £y

Ved anvendelse af satningen om implicit given funktion skal vi nu se,
at dette for det meste kan udstrakkes til Cl—afbildninger' f:0— R
(Q &ben i [Rk). Betingelsen f’(x) # O bliver nu til, at funktional-
matricen Df(x) er invertibel (for ethvert x € Q ). Denne betingelse
er dog ikke laengere (nar k > 1) tilstreekkelig til at sikre, at f bli-
ver injektiv pa hele Q (selv ikke hvis Q er sammenhengende), jvf. Ek-

sempel 1 nedenfor. Vi viser dog, at f er injektiv i en omegn af et-




Matematik 2LT, foraret 1994 4. januar 1994 1.20

hvert punkt x € @, hvori Df(x) er invertibel (seetning 1.2.1).

Ordet omegn benyttes fremover i samme betydning, som den i 2MAl benyt-
tede: En delmaengde V af R* kaldes en omegn af et punkt a € [Rk,
hvis a € VO, altsd hvis a er et indre punkt af V, dvs. hvis V in-

deholder en kugle K(a,p) med centrum a.

BEMARKNING 1. Det er uden betydning, at vi her betragter en aben kugle
K(a,p); den indeholder jo den afsluttede kugle Kf(a,p') af vilkarlig
radius p’ < p. Ejheller ville det gere nogen forskel, hvis vi i stedet
for en euklidisk kugle betragtede en max-kugle

{x e R | |x-a| < p)
altsd en kugle (eller snarere terning) defineret ved hjeselp af max-normen
|.| i stedet for den euklidiske norm |.|, jvf. 2MAl. Dette fremgar af
ulighederne

vl = [v] = V& |v]

mellem de to normer af en vilkarlig vektor v € [Rk. Disse uligheder vi-
ser jo, at enhver euklidisk kugle indeholder en max-kugle med samme cen-

trum, og vice versa. (Overvej alt dette!)
Lad nu f: Q — R* vare en Cl—af‘bildning af en aben meengde Q € iRk

ind i samme talrum R*. Vi betegner punkterne af Q med x =
(xl,...,xk) og punkterne af det "eksemplar" af IRk, som f afbilder
ind i, med y = (yl,...,yk). Til afbildningen f herer en funktional-

matrix Df : Q@ — [R:i :

Bfl/ax1 afl/axk
olf ,....f)

Df = alx ,...,x ) =
1 k

of /ox_ ... Oof /9x
k 1 Kk ok

SETNING 1.2.1 Ethvert punkt x0 € , hvori Df(xo) er invertibel, har
en aben omegn Qo saledes at f er injektiv i Qo, dvs.

YV x,x' € Q : x= x' s f(x) = f(x’),
og s& at billedet f(QO) er abent. Specielt er £(x°) et indre punkt

af f(Q). Det kan endvidere opnas, at Df(x) er invertibel i ethvert

punkt x € Qo.

BEVIS. Vi vil undersege ligningen f(x) =y for x e Q, y € R*. Hertil

indferes en afbildning
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(1) F: R x Q- R

defineret ved

Fly,x) := f(x) - y, (y,x) € R x Q.
Abenbart geelder for (y,x) € R x @ at f(x) = y hvis og kun hvis
F(y,x) = 0. Afbildningen F er af klasse C', fordi f er det. Den
partielle funktionalmatrix af F m.h.t. x er abenbart

DxF(y,x) = Df(x).

Swttes f(x°) = yo, er specielt F(yo,xo) =0 og DXF(yO,xo) = Df(x")
er forudsat invertibel. Vi anvender nu Setning 1.1 pd denne afbildning
F 1 stedet for f, og derfor med IRk x @ i stedet for Q. Endvidere
lader vi x og y bytte rolle i betegnelserne, derfor ogsa U og V.
Resultatet er, at der eksisterer:
a) éabne omegne V, U af y‘o, hhv. x° (i le) siat VxU-©cR x@

(dvs. U € Q), og Df(x) er invertibel for alle x € U, samt

b) en Cl—afbildning g:V-— U siat

(2) Yy € VV¥x € U: flx) =y o x=gly.

I den foreliggende situation, hvor F(y,x) = f(x) - y, er Dy =-E (k
x k enhedsmatricen; overvej dette!), og vi slutter derfor af seetningen

om implicit given funktion, at

(Df(x))"

(3) Dgl(y)

Il

for vilkarligt y e V, idet x = gly).
Bemeark, at g er injektiv, thi ethvert y € V er entydigt bestemt ud
fra gly) =x e U ved y = flx) ifslge (2). Vi setter nu (se fig.)

0 = glVv) gly)}

0 (xeU|3yevVv:x

f(x)}

(4) (xeU|3yeV:y

{xeU| f(x) e V},

1]

hvor vi ved det tredje lighedstegn atter benytter (2). Det er klart,
stadig ud fra (2), at f : Qo —» V er den omvendte afbildning til den bi-
jektive afbildning g : V — Qo, hvorfor f er injektiv pa QO. Det er
endvidere klart, at x% = g(yo) € QO, og at f(QO) = V er aben. Derfor
er f(xo) et indre punkt af f(QO) og folgelig ogsad af f(Q) (o f(Qo)).

Som naevnt under a) er Df(x) invertibel for alle x € U, specielt for al-

le x e Q.
0
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———————

Tilbage star at vise, at ogsé' QO er dben. For ethvert x e QO geelder
f(x) e V ifeige (4), og da V er aben, findes en kugle K(f(x), €) € V.
Da f er kontinuert i x, og da U er 8ben og x € U, kan ¢ afpare-
res af et &8 € R, som desuden er sa lille, at f(K(x,8)) € K(f(x),e) ¢

V, og vi slutter i alt af (4) at K(x,8) € QO, og dermed at X er et

indre punkt af QO. Da dette geelder for ethvert x e QO, er QO aben.

SETNING 1.2.2. a) Hvis en Cl—af‘bildning f:Q >R (Q abeni RY
har invertibel funktionalmatrix Df overalt i Q, sa er billedmezengden
f(Q2) aben.

b) Hvis tillige f er injektiv, sd er den omvendte afbildning £

f(Q) — Q ligeledes af klasse C', og der gelder

D(f Y (y) = (Df(x) 7

nar punkterne X € @ og y € f(Q) er sammenkoblede ved y = f(x),

eller dermed ensbetydende x = f_l(y).

BEVIS. a) Ethvert punkt yo e f(Q) kan jo skrives yO = f(x°) for
(mindst) et x° e Q, og idet Df(x°) er invertibel, giver Setning 1.2.1
straks, at yo = £(x°) er et indre punkt af (). Hermed er vist, at
f(Q) er aben.

b) Antag nu yderligere, at f er injektiv, altsd at f : Q — f(Q)
er bijektiv og saledes har en omvendt afbildning £ Q) — @ < R".
At en afbildning er af klasse Cl, er en lokal egenskab. Det er derfor
nok for givet yO € f(Q) at betragte restriktionen af £~ til en pas-
sende aben omegn af yo. Vi veelger x* e saat f(x9) = yo, og derpa

U, V som i beviset for Setning 1.2.1. For y € V sattes x = gly) €
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U, hvoraf y = f(x) ifelge (2), og altsd x = fnl(y). Restriktionen
f-IIV er altsd netop C'-afbildningen g fra beviset. Af (3) far vi

videre

p(r %) = (ofx®)7,
0

for vilkarligt yO € f(Q) og det tilharende x® € @ med f(x°) = y .

BEMARKNING 2. Nar ferst man ved, at £1 er en Cl-afbildning, fas
formlen for D(f™) ogsa direkte af den generaliserede kzederegel, an-

vendt pa identiteten f (f(x)) = x for alle x € Q :

D(f)y) - Df(x) = E, nar y = f(x).

BEMERKNING 3. Hvis f er af klasse C" (eller C%), daer f ' af
samme klasse. Dette fremgar af den tilsvarende passus til slut i Seet-
ning 1.1, der viser, at afbildning g 1 b) ovenfor er af klasse c",

nar f er det.

EKSEMPEL 1. Vi betragter Cm—afbildningen f [R2 — fRz givet ved

fx,x)=x" -x
1(1’2) 2’

f (x,x)=2xx
27172
og finder

2x1 -2X
a(fl,fz)
Df = 8(x ,x )
1’72

2% 2X
2 1

med determinanten 4(x? + xz). I den sammenhaengende abne meengde
Q := R® \ {(0,0))

er Df saledes invertibel; men alligevel er f : Q — R® ikke injektiv,
idet f(—xl,—xz) = f(xl,xz). Dog er f ifwslge Seetning 1.2.1 injektiv i
en passende omegn QO af hvert punkt (xo,yo) € Q (f.eks. kan man for
Q° tage en aben halvplan, der indeholder (xo,yo) i sit indre, og hvis
begreensningslinie gar gennem (0,0)).

Eksemplet forstds bedst, nar man identificerer R® med den komplekse
plan C, idet et punkt (xl,xz) € R® identificeres med det komplekse

tal z = X, + ixz. Skrives tilsvarende w = Y, + iy2 for billedet
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(yl,yz) = f(xl,xz) = f(z), er afbildningen f simpelthen givet ved z
f(C) bliver hele R = C (og f(Q)

5 Z% = w. Billedmangden f(R?)
bliver C\{0}); thi ligningen 22 = w har for vilkarligt givet w € C
to redder z og -z (for w = 0 dog en dobbeltrod, nemlig 0).

Seetning 1.2.2 a) udstraekkes let til afbildninger mellem IRk og RP
med p = k (i stedet for p = k). Ferst viser vi et "punktvis" resultat

af denne art.

SETNING 1.2.3. Lad f: Q@ — R® (Q aben i le) vaere en Cl-af‘bildning.
Hvis funktionalmatricen Df(xo) i et punkt x° € @ har rangen p
(hvilket kraever p = k), s& er f(x°) et indre punkt af billedmeengden

f(Q).

BEVIS. Nar rng(xO) = p, kan vi udtage p linesrt uafhengige sejler i
Df(x°). Efter en eventuel omnummerering af koordinaterne i R° kan vi
antage, at de p forste af de k sojler i Df(xo) er lineart uafhengi-
ge og dermed danner en invertibel p x p matrix
alf ,...,f )
A = (Df(x"),...,D Fx°)) = W(x ).
Vi betragter nu en ny afbildning ¢, som fremkommeﬁ af f ved, at de
k - p sidste variable holdes fast pa deres veerdier i det givne punkt

xo. Vi saetter altsa

(5) ¢(x1,...,xp) = f(xl,...,xp,xp+l,...,xk).
¢1

Da Q er aben, er denne vektorfunktion ¢ = . abenbart defineret
¢
p

i en tilpas lille aben kugle K < R’ med centrum a := (X(l),...,xz), og

afbildningen ¢ : K — R” er ligesom f af klasse c'. Endvidere er
D¢(a) = A

som er invertibel. Ved om fornedent at formindske K kan vi af kontinu-

itetsgrunde tillige opna, at D¢ er invertibel i alle punkter af K og

det folger da af saetning 1.2.2 a), at billedmaengden ¢(K) er aben; og

specielt er ¢(a) = £(x°) (jvf. (5)) et indre punkt af ¢(K). Vi mang-

ler derfor blot at vise, at ¢(K) € f(Q). Og dette fremgar af, at et-

hvert y € ¢(K) har formen

y=¢x,..,x)="f(x,.,x,x ,...,xo) e (),
1 p k
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for et (Xl,...,xp) e K, jvf. (5).

Som korollar har vi umiddelbart nedenstdende, der ogsa er kendt fra

20K.

KOROLLAR. (Seetningen om det &bne billede} Hvis Df har rangen p i
ethvert punkt af §, s& er billedmeengden f(Q) 4&ben i RP.

OPGAVER TIL IMPLICITTE OG OMVENDTE FUNKTIONER

1. Betragt afbildningen f : [RZ - [RZ givet ved

fix,y) := (e* sin Y, e* cos y).
Vis at f afbilder cirklen { (x,y) | x2 + y2 <1} paen adben meeng-
de.
a) Er f injektiv pa IRZ?
b) Find alle lesninger (x,y) til ligningen f(x,y) = (0,1).
c) Vis at  er injektiv i en passende omegn af (0,0), og find
funktionalmatricen Dg i punktet (0,1) for den omvendte afbildning
g til restriktionen af f til en sadan omegn.
2. Gor rede for at ligningen &Y sin(x-z) - cos(y-z) = 0 i en
omegn af (0,0,0) bestemmer 2z som en c” funktion z = g(x,y) af
(x,y), og bestem ved implicit differentiation g’X(O,O) og
g’y(o,o).

3. Betragt afbildningen f : [R+ x R > IR2 givet ved
f(x,y) 1= (x - xy, xy).
a) Find funktionalmatricen Df og dennes determinant, og vis at Df
altid er reguleer.
b) Find billedmangden f([R+ x R} - det er en halvplan.
¢) Vis at f er injektiv. Folger dette af a)?
d) Find den omvendte afbildning f-l til f.
e) Find pa to mader funktionalmatricen D(f_l).
Vink: Det gaelder jo i b) om at finde mengden af y € [R2 for hvilke
f(x) = y har mindst én lssning x € {R+ x R; og det gelder i c¢) om

at vise at denne ligning altid har hejst én lesning.
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4. Gor rede for at ligningen S5x - sin X = 2 har netop én lesning,
ved at omskrive ligningen til T(x) = x, hvor T(x) := (2 + sin x)/5.
Vis at T er en kontraktion og at 1/5 er en tilherende kontrak-
tionskonstant. Anvend dernast iterationsmetoden (lommeregner!) f.eks.
med start i x, = O eller x, = 1.. Bestem Xg = Ts(xo) og vurder

0 0
fejlen der begds ved at standse efter 5 iterationer.

5. Ger rede for at ligningen x:3 + 3xy + y3 = -13 i en omegn af
(1,-2) fastleegger y som en C° funktion y = g(x) af x. Bestem
g'(1) og g’(1) og opskriv Taylor’s grenseformel til 2.orden for g
ud fra udviklingspunktet 1.

6. Lad f: R x [R+ > fRZ veere givet ved

f(xl,xz) = (yl,yz) = (x1 + 1/x2, X - l/xz).
Vis at f er injektiv og find billedmangden. Bestem. den omvendte
afbildning g := f_l. Find funktionalmatricen Dg i punktet (2,0),
dels direkte, dels vhja. T.4, seetning 2.
7. Gor rede for at ligningen ™Y sin y+xcosy=0, (x5 € [RZ,
i nerheden af (0,0) fastleegger y som en c® funktion y = g(x) af
x, og find g’(x) udtrykt explicit ved x og g(x). Bestem speci-

elt g’(0).

8. Gor rede for at ligningssystemet
2 2 3 2
X -y -u +v =-4
oxy + y° - 2u° + 3 = -8
i en omegn af (x,y,u,v) = (2,-1,2,1) fastleegger u og v som c®
funktioner u := gl(x,y) og Vv = gz(x,y) af x og y, og bestem

disse to funktioners forste partielle afledede i (2,-1)

9. Goer rede for at ligningssystemet
xz—xy+2y2—4xz+222=10
Xyz = 6
i en omegn af (2,3,1) fastleegger X og y som c® funktioner af
z, og beregn disses afledede i punktet 1.

10. Lad F : lR2 - [R2 veere givet ved

F(x,y) := (x3 - 3xy2, —y3 + 3x2y).
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a) Begrund at der for hvert punkt (xo,yo) # (0,0) findes en &ben
omegn U omkring (xo,yo), siledes at F afbilder U injektivt pa
en aben omegn F(U) omkring F(xo,yo), og saledes at den inverse
afbildning G : F(U) » U til restriktionen af F til U er en C”
afbildning.

b) Bestem funktionalmatricen DG i punktet F(1,2).

11. Ger rede for at ligningssystemet

u 2 2 2
e -~u +v-x -~y =1

3 2 ,

u -u+v - Xysinu-=1

i en omegn af (x,y,u,v) = (1,0,0,1) fastleegger u og v som c”
funktioner u = gl(x,y) og Vv = gZ(x,y) af x og .

tr

Lad g := (gl,gz) og beregn funktionalmatricen Dg.

12. Lad F : IR2 > lR2 vere givet ved

Flx,y) := (e 2 + x(1+y), 26X - 3y).
a) Begrund at der findes en aben omegn U omkring (2,0), séledes
at F afbilder U injektivt p4 en adben omegn F(U) omkring F(2,0),
og sdledes at den inverse afbildning G : F(U)} > U til restriktionen
af F til U eren C” afbildning.
b) Bestem funktionalmatricen DG i punktet F(2,0).
13. Lad f(xl,xz,xg) = (xl + 2x2 - X, - 2, xl2 - x2x3)
Udfer fslgende raekke af “ordrer™:
i} fastleg definitionsmaengde og afger om denne er aben.
ii) fastleg billedrum
iii) hvor mange variable muligger s@tn. om impl. fkt. lokalt fastleeg-
gelse af, som funktion af de evrige?
iv) konstater at f(1,1,1) = O (dette O er en vektor)

v) udregn (DX f)(1,1,1) for alle i.
i
vi) hvilke variable kan sa fastleegges som funktion af de evrige, i

nerheden af det faste punkt?

vii} Vealg én af de i vi) fundne muligheder, formuler sstningen om

implicit funktion praecist for denne situation og regn et udtryk for

Dg ud.

14, Lad fi{x,x ,x ) := (3x - 4x % + 6x -5, -x + 2x +x 2 - 2).
1’72’73 1 2 3 1 2 3
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Gentag proceduren fra opgave 13.

15. Lad f(x,x,x ) :=(3x - 4x_ + 6X_, -X + 2x_ + x_). Gentag
172" 73 1 2 3 1 2 3

proceduren fra opg. 13 med punktet (16,9,-2). Sammenlign med det

sidste afsnit pa s. T.3.15.

16. Lad f(x,y) := (y4 + xy)/x. Gentag proceduren fra opg. 13;
brug punktet (-1,1). Slut af med at opskrive det l.grads Taylorpoly-

nomium for g, der tilnaermer g i narheden af xo = -l

17. Lad f(x,x) = (xx, ><22 - xlz). Angiv den naturlige defini-
tionsmeaengde for f. Gor ngje rede for at satning T.4.1 kan anvendes
pad f, angiv de punkter i definitionsmengden, som setningen udtaler
sig om og hvad satningen siger, incl. angivelse af funktionalmatricen
for den lokale inverse. Er f injektiv pd sin definitionsmengde?

Find, om muligt, den (globale) inverse. Lad til slut (a,B) € R®

veere et punkt hvor Df(a,8) ikke er reguler (hvis et sadant findes).

Kan du sige noget om injektivitet af f pa nogen aben omegn af

(«,B)?

Folg opskriften i opg. 17 i de foelgende opgaver:

18. flx,x ) :=2x - x, X, + X))
1’2 1 2 1 2
19. f(x ,x ) := (cos(x + x ), sin(lx - x})
1’2 po e T 2
20. f(x,x ) = (xx, x~ +x).
1’72 172" T2 1
21. Lad f(xl,xz) 1= (exp(xl) coSs X, exp(xl) sin Xz) . R® > R%. Ger

rede for at billedmaengden f([RZ) er &ben. Find den, Vis at funktio-
nalmatricen Df er overalt reguleer, men at f ikke er injektiv.

Skitser kurverne f(c,xz) og f(xl,c), hvor c¢ er fastholdt.

22. For (x,y) € Q:={ (a,b) e R® | a® + b” < 1} \ {(0,0)} lader
2

vi f(x,y) := xzy - 3xy". Gor rede for at f(Q) er en aben delmeengde

af R.

23. For (x,y) € Q := ([R+ x R) \ IR+ x {0} lader vi
f{x,y) = exp(xy) - exp(-xy).

Gor ordentligt rede for at f(Q) er en dben delmeengde af R.




Matematik 2LT, foraret 1994 4. januar 1994 1.29

[Pusselg jerlighed om denne opgave: Ved dannelse af Q er den positi-
ve x-akse blevet fjernet fra hgjre halvplan. Hvis vi fejer den til,

far vi som definitionsmangde den hgjre halvplan i R®. Derved er
billedmeengden blevet sget med et punkt. Hvilket? Kan du pa grund-
lag af den oplysning gere rede for at for alle tilstrazkkelig sma ¢ >

0 vil bAde € og -e£ veere i den oprindelige f(Q)? Méaske kunne det
indses mere direkte?]
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2. LINEZRE AFBILDNINGER

Lad U og V betegne to vektorrum. I anvendelser indenfor gkonomi
er det som regel naturligt at betragte reelle vektorrum, dvs. rum over
skalarlegemet R; men optimal formulering af en del fundamentale resul-
tater fordrer at skalarlegemet er C. 1 tilfezelde hvor det er uden betyd-
ning om de betragtede rum er reelle eller komplekse, vil vi ofte betegne
skalarlegemet med L.

Som bekendt siges en afbildning f: U - V at vaere lineazr hvis der

geelder

flax + By) = af(x) + Bfly)
for alle o, B €€, x, ye U

EKSEMPLER 2.1

a) I vektorrummet Cl([O,I]) af kontinuert differentiable funktioner pa
enhedsintervallet [0,1] (jf. Mat 2MAl) defineres en afbildning D :
c'to,1) » c%(0,1]) (de kontinuerte funktioner pa [0,1]) ved Df :=
f’ ( = den afledede af f). Afbildningen D er lineer.

b) I vektorrummet CZ({R) af kontinuert differentiable funktioner pd R
defineres en afbildning D : c*R) » c®(R) (de kontinuerte funktioner pa
R) ved Df := azf” + alf’ + aof, hvor a, a,a er givne konstant-
er. Denne afbildning er liner.

c¢) Lad « := (51, XX } betegne et szt af n vektorer i vektor-
n

rummet V. Definer

ved

Sa er ¢oc lineeer.

d) Lad A betegne en m X n matrix, gerne med komplekse indgange. De-

finer en afbildning Q, : c" > c™ ved

A
QA(K) 1= AX,

matrixproduktet af matricen A med (sojle)vektoren X € €". Denne af-
bildning er ikke blot beskrevet som en regneforskrift; der er en geome-
trisk beskrivelse af afbildningen, jf. naeste eksempel.

210

e) Betragt matricen A := [O Udstyrer vi ¢’ med standardbasen
0

11
00
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(el, €, 63), definerer A en lineezer afbildning QA : 033 - (133, fuld-
steendigt beskrevet ved lineariteten samt oplysningerne i A om at

QA(el) = 2e QA(eZ) =e +e, og QA(e ) = e

I’ 3 2’

Generelt: Lad U vere et n dimensionalt vektorrum. Velg en basis «
for U. Lad V vere et m dimensionalt vektorrum. Vealg en basis ¥ for
V. Hvis A er en given m X n matrix, definerer A en afbildning f
fra U ind i V, som forklaret i Mat ILA: betegnelsen dér er 7”]0('
Afbildningen f er, foruden ved linearitet, beskrevet ved at billedet af
den j.te vektor i basen « star som j.te s@jle i matricen A, og se@jlens
indgange udtrykker denne saojlevektor som en linearkombination af vekto-
rerne i basen 7. Saledes kan enhver matrix fortolkes som en linezer af-
bildning, ndr en basis foreligger i definitionsrummmet og en basis fore-
ligger i billedrummet.

Omvendt kan vi, hvis vi har givet endelig-dimensionale vektorrum U
(med en valgt basis «), V (med en valgt basis %) og en linezr af-
bildning f : U > V, angive f pa matrixform: Hvis o = (ocl,..,ocn),
skal den j.te sgjle i matrixrepraesentationen veere f(ocj), opskrevet mht.

basen 9. Notationen i Mat ILAnoterne er, som allerede navnt, gf[f]oc'

EKSEMPEL 2.2 ET MARKED

I et bestemt marked opererer n agenter. Vi tenker pa disse agenter
som konkurrerende producenter af et og samme produkt (geder, f.eks, hoh-
hoh). Vi opstiller en model for dette marked, som kvantitativt kan be-
skrive dets tidsudvikling, ved at angive hver agents markedsandel (hvil-
ket her vil sige 'andel af den samlede kundekreds’), som funktion af ti-
den.

Vore antagelser er at det samlede kundeantal N er konstant og at
en fast procentdel af kunderne skifter leverander i lgbet af hver tids-
enhed (méaned, f.eks.). Til tidspunktet t (hvor t = 0,1,..) har de n
producenter 1, 2,.., n en markedsande! p& hhv. xl(t), . Xn(t); ved
modellens "start", altsa til tiden O, har de n producenter 1, 2,..,

n saledes en markedsandel pa hhv. Xl(O), . xn(O). Da vi taler om an-

dele geelder abenbart at
x(0) + .. +x (0) =L

1 n
Hvis agent nr. j afgiver brgkdelen a_  af sine kunder til agent nr. i
1
(i, j =1, 2, .., n) (og altsd selv beholder brekdelen ajj) i lgbet af

forlgbet af én tidsenhed, gelder der abenbart at
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+ + .. + = i = .. .
alj a2j anj 1 for j ,2,..,n

Efter én tidsenheds forlsb vil der om ferste agents kundeantal le geel-

de at
Nx (1) = a Nx (0) + a Nx (0) + .. + a Nx (0),
1 1 o1 122 In n
altsa
x (1) =a x(0) +a x(0)+. +a x(0),
1 11 1272 in"n
og tilsvarende for xz(l),.., xn(l). Definerer vi overgangsmatricen

A = [aU],
far vi altsd at sejlevektoren (xl(l), xz(l),..,xn(l))’ (’ betegner

transponering) opfylder
(X1(1)’ x2(1),..,xn(1))’ = A (X1(O)’ xz(O),..,xn(O))’.

Tilsvarende vil det veere | lgbet af enhver senere tidsenhed, fordi over-
gangsmatricen A er konstant: lader vi x := (Xl(i), xz(i), oy
1

x (1))’ betegne markedsandelsvektoren til tiden i, har vi altsa
n

X =Ax, for i=0,1, 2, ..

1+1 =
eller

@nsker man at fa overblik over hvordan dette marked vil udvikle sig i
tiden, og specielt at undersege om markedet skulle nerme sig en stabil
tilstand (en greensetilstand, en ligeveegtstilstand), skal man altsd under-
soge A' for voksende verdier af heltallet i. Specielt vil det veere
af interesse at undersege om lim - A" eksisterer, og i bekraftende
fald hvad denne greenseverdi matte veere. Der er her tale om en Markov-
kaede; vi skal senere forfslge dette begreb.

En helt speciel ligevaegtstilstand vil veere til stede, hvis markeds-
fordelingen har fundet en konstant verdi, altsd hvis der gelder at X
= X, eller =zkvivalent hermed X = A X Sidstnaevnte ligning udtrykker
at x_ er en egenvektor for afbildningen A svarende til egenveerdien 1.
Vi skal snart se mere herom.

(Bemeerk at ovenstdende kan fortolkes som udsagn om en linezr afbild-
ning, givet ved overgangsmatricen A, virkende i det n-dimensionale
‘tilstands’rum R"; denne fortolkning er dog ikke helt relevant, fordi
kun stokastiske vektorer i R" (dvs vektorer med ikke-negative koordina-
ter, hvis sum er 1) er af interesse for modellen.)

EKSEMPEL 2.3 Her er en konkret version af ovenstdende. Lad n = 3
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lad markedsandelene til begyndelsestiden O vere Xg 1= (0.2, 0.3,
0.5)’. Lad overgangsmatricen A veere givet som

0.8 0.2 0.1
A =] 0.1 0.7 0.3].
0.1 0.1 0.6

Udregning viser (kontrollér! - f.eks. med Matlab) at X, = (0.27,

0.38, 0.35)’, at X, = (0.327, 0.398, 0.201)', at Xg = (0.442,

0.357, 0.201) samt at X6 = (0.450, 0.350, 0.200)’. Videre brug af

Matlab vil hurtigt antyde hvad der sker med X nar n vokser.
n
BASISSKIFT OG MATRIXREPRAEASENTATIONER.

Man kan finde beskrivelsen af basisskift i Mat [LAnoterne. Vi rekapi-

tulerer. Lad

,ult og o :={v, v,., V)

a :={u, u,... .
=1’ =2’ ~n 2 1t =2’ -n

1

vere to baser for et givet n dimensionalt vektorrum V. Lad x € V.
Udtryk x ved hjelp af de to baser:

X =bu
A

. + bzgz + ...+ bngn ,
(#)

X=cCcyv +cyv + .., +cCV.
- 1—1 272 n-n

(b,..,b ), hhv. H X = (c,..c ) for repree-
1 n 0(2 1 n

sentationen af x i hver af de to baser.

Vi skriver « H X
1

Da « eren basis, kan hver af vektorerne Xj fra basen o, skri-

ves som en linearkombination af elementerne {g_i) i @ . Der findes

altsd entydig bestemte tal a ,, a_ ..., a_, for hvilke H v, = (a ,,
1j' 2] nj o J 1)
2 anJ.)’. Ligningerne (#) kan derfor ogsd udtrykkes som
H§=c Ov +¢ Hg + ... +cC Hg.
o 1o 1 2 o 2 n o n

1 1 1 1
Hvis « i x (altsd b’erne) forudszettes kendte, mens o I x (altsa
2

1
c’erne) skal findes, og hvis vi derfor opstiller denne lignings koef-

ficientmatrix, altsd saledes at sojlerne er vektorerne i basen ., ud-

trykt i basen «, s& har vi den matrix der i Mat ILA betegnes (]
1 o« e

og kaldes basisskiftmatricen. Ovenstdende system bliver

aH')E:ocDoc ocHE'

1 1 2 2
Da sojlerne i oclljocz er de lineezert uafheengige vektorer Yo, o ¥
. . . -1 . .
er [] invertibel. Matricen [] er den matrix der i Mat
o o o a

n {
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ILA hedder koordinatskiftmatricen og betegnes o Doc' Vi samler dis-
2 1

se bemarkninger i en satning.

SETNING 2.4 Lad « og « vere baser for det n-dimensionale vektor-

rum V. Lad x € V og antag at ocH x er koordinaterne til x wudtrykt
1
i basen «, mens Hz er koordinaterne til x udtrykt i basen .
2

Lad Doc veere matricen hvis j.te sejle er koordinaterne til

1 2
ocz-ba31svektor‘en Xj udtrykt i basen o . Sa er o Doc invertibel og

— -1 N
ocZHX_ocDoc aHK’

aekvivalent,

Hvis U og V er endelig dimensionale vektorrum, mens f: U » V er
en linear afbildning, sa kan f repraesenteres ved en matrix, nar vi har
faet opgivet en basis for U og en basis for V. Hvad sker der med den-
ne matrixrepraesentation, hvis vi foretager basisskift i U og/eller V?
Teknikken ovenfor kan give os svaret. Lad os sige at @ og a, er ba-
ser i U og at /31 og /32 er baser i V, Bruger vi « og [3l i re-

praesentationen af f, far vi matricen 8 [f]oc : 1 den j.te sgjle star
1 1
billedet under f af den j.te basisvektor i @, og dette billede er

udtrykt i basen Bl. Hver af disse s@jlevektorer ensker vi nu udtrykt i
basen 132. Af saetning 2.4 har vi at dette geres ved at anvende koordi-

natskiftmatricen B DB pd dem, altsa far vi for hele matricens ved-
2 1

kommende:
(f] = l:l (f1 .
By oy By —B B
Lzeg marke til at vi endnu ikke har sendret ved basen i U. Det ger vi nu.

1 8 [f]oc er den j.te ssjlevektor £5 billede af basisvektor nr. j fra
2 2

o udtrykt i [32. Hvis basisvektor nr. j i o, kaldes aJ. er beteg-

2)

nelsen fra Mat 1LA Hf(aJ.). Af det allerede opskrevne har vi at

BZ
Oray =, [, 1Or@).
By J By —8; B, J
Hvis vi for f bruger matrixreprasentationen 8 [f]oc og udtrykker aJ.
1

1

i basen «,, altsd benytter ocH aJ., er
1

1)
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Ira ) = _ (] Ia.

Men H a, er jo den j.te sejle i basisskiftmatricen l:] , sa
* 1%

samler vi til slut alle disse sojlevektorer til matricer far vi pa venstre

side {f] og pa hajre side [___] [f] D . Dermed har vi
By o By =By By & & —

bevist

KOORDINATSKIFTFORMLEN 2.5 Antag at @ og a, er baser for det ende-
lig dimensionale vektorrum U, og at Bl og Bz er baser for det ende-

lig dimensionale vektorrum V. Betragt en vilkarlig lineer afbildning

f:U-> V.
Sa geelder for matrixrepresesentationerne for f at
(£l = . [] [f] .
By oy By =B B o x

SPECIALTILFELDE 2.6 Antag at f : U - U er en lineer afbildning af
vektorrummet U ind i sig selv. I en given basis o« er afbildningens
matrixrepreesentation oc[f]oc' Skift basis i U, til f.eks. B. I denne
basis ser afbildningen f saledes ud: B[f‘]B. Og overgangen mellem de

to repraesentationer fas direkte af koordinatskiftformlen:

— _ -1
B[f]B - BDOL oc[f]oc ocDB B BDoc oc[f]oc BDoc '

De to matrixreprasentationer for afbildningen f er altsd forbundet
med hinanden via en invertibel afbildning og dens inverse. Sprogbrugen

her formulerer vi i folgende definition:

DEFINITION 2.7 Hvis A og B er n x n matricer for hvilke der findes
en invertibel matrix Q, sa A =QB Q_l, siges A og B at vere

similzre.

Selve koordinatskiftformlen er selvfelgelig det vasentlige. Men vi
skal ogsd hzfte os ved - og dyrke i udstrakt grad - det princip, den er
en pracis formulering af: en lineeer afbildnings matrixrepreesentation kan
z&ndres ved basisskift. Som vi nu skal se, kan denne observation udnyttes

pa adskillige mader; nogle af disse, men ikke alle, har du truffet for.

EGENVARDIER, EGENVEKTORER
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Lad U veere et vilkarligt endelig dimensionalt vektorrum, og betragt
en lineaer afbildning f : U-> U. Lad V € U vare et underrum, altsid en
delmaengde af U, der selv er et vektorrum. Hvis V har den egenskab at
f(V) € V, siges V at vere f-invariant, eller blot invariant, hvis

afbildningen f er underforstaet.

EKSEMPLER Nulrummet {0} € U er trivielt f-invariant; det er U selv

selvfolgelig ogsa.

Hvis ker f :={x e U | f(x) =0 ), s&er ker f et f-invariant under-
rum (vis det - husk der er to ting at vise!).

Hvis rg f:=f(U)={xeU | 3yeU sa f(y)=x) sder rgf et

f-invariant underrum (vis ogsa det!)

Blandt de f-invariante underrum finder man de sakaldte egenrum. Vi
definerer:

Hvis A € C er et tal med den egenskab at der findes et element X €
U\{0} for hvilket f(x) = Ax, siges A at vere en egenvardi, og X
at veere en til egenveaerdien A herende egenvektor. Bemerk at egenvekto-
rer skal veere forskellige fra nul-vektoren. Meengden af egenveerdier
for en given afbildning f kaldes spektret for f og betegnes her
o(f). Definitionen er altsa

o(f) :={ A e€C | A er en egenveerdi for f ).
Hvis 1 betegner den identiske afbildning pd U, altsa
I(x) := x, for alle x € U,
kan relationen f(xX) = Ax ogsa skrives (f-Al)x = 0. Heraf folger at A
er en egenverdi for f preacis nar afbildningen f-Al ikke er injektiv,
altsd preecis ndr ker (f-Al) # {0}, Vi kan saledes skrive
o(f) = { A € C | ker (f-AI) # {0} ).

Det er mangden ker (f-Al) der kaldes egenrummet herende til egen-

verdien A (nar ker (f-Al) # {0}). Bemerk at glosen "-rum" er ret-

feerdigg jort af ovenstaende eksempel.

Bemark det allerede antydede: Et egenrum for f er f-invariant (lav

argumentet!).
Indskraenket til et egenrum opferer f sig meget skikkeligt, idet den

jo simpelthen er et multiplum af identitetsafbildningen.

EKSEMPEL 2.8 I det tre-dimensionale euklidiske rum R° betragtes en
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plan V gennem begyndelsespunktet 0. Antag at V har normalvekto-
ren n. Hvis f er defineret som den vinkelrette projektion af R

pd V, sder f(n) =0. Deter klart at ker f =Rn := { An | A € R
}. Hermed har vi konstateret at O er en egenverdi, og vi har iden-

tificeret det tilhorende egenrum. Endvidere er f(x) = x for enhver

vektor x € V. Sa 1 er ogsa en egenvardi for f.

Vi ved allerede fra tidligere hvordan det afgeres hvilke egenveerdier
en foreliggende afbildning har; det kreever lidt genbrug af ting fra Mat

1LA kombineret med ovenstdende.

DEFINITION Lad f : U > U vere lineer. Velg en basis o« for U og
betragt den dertil herende matrixreprasentation oc[f]oc' Ved det karak-

teristiske polynomium pf(A) forstas determinanten det(a[f - M]oc)'

At pf(h) er et polynomium ved vi fra Mat ILA 21. Men der er en sken-
hedsplet ved definitionen: den afheenger af valget af basis «. Og dog:

LEMMA 2.9 Hvis « og B er baser for vektorrummet U, si er
det(a[f - AI]a) = det(B[f - M]B),
altsa er Py uafhaengigt af valget af basis for U,

BEVIS: Af korollaret til koordinatskiftformlen feglger at B[f - M]B =

BD(X oc[f - M]oc BDO(,_I og derfor at

pu— — —1 =
detB[f - AI]B = det(BDa LT AL B{ja ) =

-1
detB[:]a det [f - AIl detBDa = det [f - 2I) .,

ifl. en kendt formel for determinanten af et produkt.

SETNING 2.10 Hvis f : U > U er en lineer afbildning med karakteri-

stisk polynomium Pe si er A € C en egenverdl for f hvis og kun hvis

pf(A) = 0.

BEVIS: Et tal A € C er en egenverdi for afbildningen f : U > U hvis
og kun hvis f - Al ikke er injektiv, dvs. hvis og kun hvis oc[f - M]oc
ikke er injektiv (Mat 1ILA 30.4 (4)). Og det er tilfeldet hvis og kun
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hvis det oc[f - AI]a = 0 (Mat 1LA 19.2 (4) sammen med 12.3 (2), Inverti-

bilitetsseetningen), altsd hvis og kun hvis A er en rod i P

KOROLLAR En linezr afbildning af et komplekst vektorrum ind i sig selv

har altid en egenverdi. Dette er ikke sandt for reelle vektorrum.

BEVIS: Ifelge algebraens fundamentalsatning har ethvert komplekst poly-

nomium en (kompleks) rod. Det beviser forste pastand. Anden pastand er

en opgave.

Et meget nyttigt tilfelde hvor en linezr afbildning har reelle egen-
vaerdier er beskrevet i en af 1LAs hovedssetninger for reelle matricer. Vi

minder om at en n x n matrix A :=[a ] er symmetrisk hvis 3, =
ij

a1 for alle 1i,j = 1,..,n. Der gelder da felgende (jf. 1LA, afsnit
25).

SETNING 2.11 Lad f : V > V vere en lineer afbildning af det reelle
n-dimensionale vektorrum V ind i sig selv. Hvis der findes en basis

a for V for hvilken oc[f]oc er symmetrisk, sd er alle egenveerdierne

for f reelle.

Hvis A er egenveerdi for f, sa kaldes multipliciteten af A som
rod i det karakteristiske polynomium den algebraiske multiplicitet af
A. Sprogbrugen i 1LA er ’'rodmultiplicitet’. Dimensionen af egenrummet
ker(f-Al) kaldes den geometriske multiplicitet; i ILA ’egenvaerdimulti-
plicitet’. Specielt siger vi at hvis A har algebraisk multiplicitet 1,

er A en simpel egenverdi. Om egenvaerdiers multiplicitet gaelder fol-

gende

SETNING 2.12 Lad A vere en egenvaerdi for f. S3a er den geometriske
multiplicitet mindre end eller lig med den algebraiske multiplicitet.

Specielt er egenrummet for en simpel egenveerdi 1-dimensionalt.

BEVIS: Lad A veare en egenverdi for f og betragt egenrummet
ker(f-AI). Lad os sige at egenrummet Kker(f-Al) har dimension q. Veelg
en basis « for U ved at udvide en basis for ker(f-Al) til en basis

for hele U. S& har (x[f]oc falgende udseende, som blokmatrix:




Matematik 2L T, foraret 1994 21. januar 1994 2.10

Al B
oc |

p(z) = (A-2)4 det(C-zI)

og derfor er

Det viser at A er en rod i pp som mindst har multiplicitet q; thi
A kan jo evt. veere rod i polynomiet det(C-zl). Heraf folger sstningens
generelle pastand. Hvis specielt A er en simpel rod i det karakteri-

stiske polynomium, ma egenrummet ker(f-Al) # {0} veere l-dimensionalt.

Det omvendte af Seetning 2.12 gelder ikke: Lad (el, e2) vaere en
basis for 032. Definer f : 032 > 032 ved linearitet og forskriften
fe1 = 0, fe2 =e. Det er let at se at f har én egenveerdi, nemlig
0, at ker f er 1 dimensional, men at O er dobbeltrod i det karak-

teristiske polynomium. Denne afbildning er igvrigt et eksempel pa den

type sakaldt nilpotente afbildninger, der dukker op i forbindelse med

Jordan’s normalform.

Vi minder om (Mat ILA)} at hvis U er et endelig dimensionalt vektor-
rum og V, W er underrum af U, defineres summen af V og W som
V+Wi=s{(v+w |veV, weW)

Derved dannes et underrum af U (ikke?), og man siger at V og W dan-
ner direkte sum nar V n W = {0}. I sa fald bruges for V + W betegnel-
sen V ® W. Disse begreber udvides uden stort besveer til summer og direk-

te summer af flere underrum. Hvis Vl, V2,.., Vp er underrum af U og

vi betragter underrummet V udspeendt af Vi’erne, altsa
V=V + . +V,
1 p
da er vektorsummen direkte, altsa
V=V1®V2®..@Vp
hvis og kun hvis nulvektoren O € V kun kan skrives som en triviel
linearkombination af vektorer fra Vi, altsa hvis og kun hvis den lineae-

re relation 0O = v1 + Vo + ..+ vp {hvor vektorerne vi € Vi) kun er op-

fyldt af vektorerne v, = 0.

Specielt har vi (Mat ILA) at hvis Vl, VZ"" Vp er underrum af U

og der geelder at U = V1 + ..+ Vp, sa er

U=V1®V2®..@Vp

hvis og kun hvis dim U = zj . dim Vj.
=L.,p

For egenrum har vi folgende sztning.
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SETNING 2.13 Hvis f : U > U er en lineer afbildning med de indbyrdes

forskellige egenvardier Al,..,Ap sa danner egenrummene ker (f - ?\iI)

direkte sum,

BEVIS: Dette godtgeres med et induktionsbevis (jf. 1LA). Antag ferst at
der foreligger to forskellige egenveerdier, altsd at p = 2. Hvis
X € ker (f - AII) n ker (f - AZI),

x,sa(?\l—?\z)x=0. Da A, # A

1 o ma X vere nul-

er f(x) = AX = AZ
vektoren.

Antag sa udsagnets sandhed for p = n og betragt tilfeldet p = n + 1.
Ikke alle Aerne kan veere lig nul (de er jo indbyrdes forskellige), s& vi

kan antage at 7\1 # 0. Hvis X, € ker (f - AiI) og

x1+x2+..+xn+1=0,
sia er, da f er lineeer,
f(x1 + x‘2 + ..+ Xn+1) = 0,
altsd er, da f(xi) = Aixi’
?\lxl + AZXZ + ..+ ;\n+lxn+1 =
Af xl+x2+..+xn+1=0 far vi
Alxl + Alxz + ..+ ?\lxrl+1 = 0,
Trakker vi denne ligning fra den lige ovenover far vi
(7\2 - )\l)x2 + ..+ (?\n+l - Al)xn+1 =0

Her er antallet af led faldet fra n+l til n, s& af induktionsantagel-
sen slutter vi at alle leddene (?\i - J\I)Xi er nul, altsa at Xi =0 for
i = 2,..,n+l (skalaren i parentesen er jo ikke nul). Men si er ogsa

A1x1=0, og da )\lvtO, er Xl=0'

KOROLLAR Hyvis X, er en egenvektor svarende til egenvardien ?\i, i=
1,2,..,p og Aierne er indbyrdes forskellige, sd er Xl"” xp line-

zrt uafheengige.

BEVIS: Kontroller at korollarets bevis er indeholdt i ovenstaende bevis.

KOROLLAR En lineeer afbildning f : U > U af det n dimensionale vektorrum

U har hejst n forskellige egenveerdier.
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BEVIS: Ovelse!

KOROLLAR Hvis U er n dimensionalt og f : U-> U har n forskellige
egenveerdier, sd har U en basis bestdende af egenvektorer for f, og

hvert af egenrummene for f er l-dimensionalt.

BEVIS: Vealg en egenvektor herende til hver af de n egenveardier. Seettet

af disse vektorer er da linezrt uafhaengigt, og da der netop er n vekto-

rer, felger pastanden.

EKSEMPEL 2.14 Vend tilbage til eksempel 2.1.e}, hvor A = Det

oo
o -0

1
1
0
er nemt at se at egenverdierne er 0, | og 2. Altsd udspendes ¢’ af

egenvektorer for Q A
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DIAGONALISERING

DEFINITION En lineaer afbildning f : U > U, hvor U er n dimensionalt,

er diagonaliserbar hvis og kun hvis f har n lineart uafhaengige egen-

vektorer.

EKSEMPEL 2.15 Spejling i en plan i R® er en diagonaliserbar afbild-

ning. Beviset herfor er en opgave.

Husk fra Mat ILA at en diagonalmatrix er en kvadratisk matrix hvori

der kun forekommer indgange forskellig fra 0O i diagonalen.

SETNING 2.16 En lineer afbildning f : U > U er diagonaliserbar hvis og
kun hvis der findes en basis o« for U, i hvilken matrixreprasentatio-

nen oc[f]oc er en diagonalmatrix.

BEVIS. Lad os sige at dim U = n. Hvis f er diagonaliserbar, har f
da n lineart uafhangige egenvektorer o := (Xl"" xn}. Settet o er
en basis for U. Lad de tilsvarende egenveardier hedde ?\l,.., An (som
ikke behgver veere forskellige, blot nummereret svarende til xierne). I
oc[f]oc er den j.te sajle f(XJ.), altsé ijJ., udtrykt i basen «; alt-
sa far a[f]a netop et Aj i diagonalen, og OQ'er isvrigt.

Hvis omvendt f har en matrixreprasentation oc[f]oc’ som er en dia-

gonalmatrix, er hver af basisvektorerne egenvektor for f (ikke?). Alt-

sd er f diagonaliserbar.

EKSEMPEL 2.17 a) Hvis f har n forskellige egenveerdier, da er f

diagonaliserbar.

b) Enhver symmetrisk nxn matrix definerer en diagonaliserbar afbild-

ning pa det reelle rum R".

FOLJETONEKSEMPEL (2.18). 1 det konkrete foljetoneksempel, Eksempel

2.2, ses at den der givne overgangsmatrix er diagonaliserbar.

Vi minder om felgende hovedresultat fra Mat ILA. Husk at en n x n
reel matrix Q siges at vere ortogonal hvis dens sgjler udger et set

af ortonormale vektorer i R" (altsid enhedsvektorer der er indbyrdes
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vinkelrette mht. det szedvanlige indre produkt). En reel matrix A siges
at vaere ortogonalt diagonaliserbar hvis der findes en ortogonal matrix Q
for hvilken Q A Q_l er diagonal. Dette er ensbetydende med at der,

hvis A opfattes som en afbildning f af R" ind i R® findes en basis
q af ortogonale vektorer mht. hvilken matrixreprasentationen q[f]q er

diagonal. Der geelder da felgende

SETNING OM SYMMETRISKE REELLE MATRICER 2.19 En reel matrix A er

ortogonalt diagonaliserbar hvis og kun hvis A er symmetrisk.

Denne sztning kan bl.a. bruges til at give nyttige mader at karakteri-

sere semidefinitte matricer pa.

DEFINITION 2.20 Lad A betegne en reel symmetrisk n x n matrix. Sa
siges A at veere positiv definit hvis
x’ A x>0 foralle x e R \ {0)
Matricen A siges at veere positiv semidefinit hvis
X’ Ax =0 for alle x € R".
Matricen A siges at vere negativ (semi)definit hvis -A er positiv

(semi)definit.

SETNING 2.21 En reel symmetrisk matrix A er positiv definit hvis og
kun hvis alle dens egensverdier er > 0, og positiv semidefinit hvis og

kun hvis dens egenverdier alle er =z O.

BEVIS: Da A forudsettes reel og symmetrisk, er A ortogonalt
diagonaliserbar, dvs. der findes en ortogonalmatrix Q for hvilken Q A
Q_l er en diagonalmatrix D. Da Q er en ortogonalmatrix, gelder at
dens inverse er lig dens transponerede (ILA, 24), altsa har vi at

D=Q A Q ogderfor ogsd at A = Q D Q. Men sa er den kvadratiske
form x’ A X nem at beskrive. 1 diagonalen i D star jo egenverdierne

for A. Kald dem ?\I,AZ,..,)\n (de er ikke nedvendigvis forskellige, men

de er allesammen reelle). Lader vi Qx := (yl,..,y )y far vi
n
n

YAy=y QDQy=(@Q)D@Q@)=F _ vy A7

Da koordinaterne yl2 = 0, og ievrigt kan veelges frit, folger sztningen.

SPEKTRUM, SPEKTRALRADIUS.
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Som vi skal se senere, far man ved stabilitetsundersoegelser for diffe-
rens- og differentialligninger bl.a. brug for at finde kriterier for at
en matrix A opfylder at A" 5 0 for n o « I dette afsnit indleder
vi jagten pa sadanne kriterier ved forst at satte os i stand til at give
selve den nzvnte konvergens mening. Det fordrer at vi betragter normere-
de vektorrum og tilsvarende betragter normer pad rum af linesere afbildnin-
ger.

Fra Mat 2MAl minder vi om at vektorrummet &£(U) af begreensede linezre

afbildninger pad det normerede vektorrum U kan udstyres med en norm

AN, defineret ved
HAIl := sup { HAxI | Ixll =1, x € U ).

Denne norm vil vi her kalde operatornormen. Det er specielt to elemen-
tere egenskaber ved denne norm der skal bruges. Vi trezekker dem frem her,

sd vi senere kan referere til dem:

2.a) for enhver vektor x € U og enhver operator A € £(U) gelder at

A = HANIIxII.
2.b) for alle operatorer A, B € £(U) gelder at [(IABIl = WAIIBI

LEMMA 2.22 Hvis en norm pa £(U) opfylder 2.b), s& er HA"I =< HAI"
for alle A € £(U} og alle n e N

BEVIS: Let induktionssvelse.
LEMMA 2.23 Operatornormen pa £(U) opfylder 2.a) og 2.b)

BEVIS: 2.a) Hvis A =0 eller x = 0 er uligheden trivielt opfyldt.
Hvis x # 0, giver definitionen of operatornormen at HA(x/lIxINI = lAll,

hvoraf 2.a) felger umiddelbart.

2.b) Beviset er en let eovelse, der indebarer to anvendelser af 2.a).

Som vi snart skal se er der andre mulige normer pa £(U} end netop

operatornormen. Vi skal derfor i de neaestfelgende resultater kun forud-

saette det for bevisgangen absolut nedvendige.

Et naturligt konvergensbegreb for kontinuerte linezere afbildninger er
konvergens i det normerede vektorrum 2(U): En folge (An) i 2(U) er

konvergent mod A € £(U) hvis limn_x’0 [ An - A Il = 0. Skrivemaden er
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ofte

lim A =A eller A 5 A for n - o,
n>o n n

hvis det er klart hvilken norm der bruges,

Man kan ogsd betragte punktvis konvergens. Dette begreb dekker over
kravet at for ethvert x € U skal gelde at Anx > Ax for n » . Denne
konvergens finder for hvert x € U sted i vektorrummet U 1| den norm U
er udstyret med. Hvis vi til at begynde med forudsatter at £(U) er ud-
styret med en norm Il ll, der opfylder betingelse 2.a) (det kan f.eks.
veere operatornormen), vil, da IIAn - Alllixll = II(An - A)xll  for enhver vek-
tor Xx, konvergensen An > A tydeligvis medfere at An X > A x for en-
hver vektor x e U.

I vort feorste resultat noterer vi at ndar U er endelig dimensionalt,
gxlder den omvendte pastand ogsd, uanset hvordan U og £(U) er norme-
ret. Dette faktum er baseret pa en meget vasentlig egenskab ved endelig
dimensionale vektorrum, nemlig faelgende, kendt fra 2MAI, afsnit 6.3:

Hvis det endelig dimensionale vektorrum U er udstyret med normerne

i IIl og i II2, sd er disse normer akvivalente, dvs. der findes kon-
stanter C1 og C2 for hvilke

Clixll = lIxlt_ = Clixll, for alle x € U

1 1 2 2 1

Bemzrk at dette betyder at konvergensbegreberne i de to normer bliver
ens: en folge {x } vil konvergere mod et punkt x mht normen | II1

n
hvis og kun hvis felgen {x } konvergerer mod x mht normen |l ”1'

n

Dette folger ved anvendelse af begge ulighederne ovenfor (lav argumen-

tet!)

Hvis U er et endelig dimensionalt vektorrum, s& er £(U) jo ogsa
endelig dimensionalt, og udsagnet om akvivalens af vilkarlige normer gezl-
der derfor ogsa for £(U) i dette tilfeelde. Men det samspil mellem en
norm pA U og en norm pa £(U), som 2.a) og 2.b) specificerer, er
ikke automatisk opfyldt (medmindre vi tillader forekomsten af en konstant

faktor i ulighederne, hvilket vi ikke vil dveele ved lige nu).

SETNING 2.24 Lad U vere et endelig dimensionalt normeret vektorrum

og forudsaet at £(U) er udstyret med en norm |l Il. For vilkarlige ope-

ratorer A, A € £(U) gealder da at An > A i normen p& &(U) hvis og
n

kun hvis A x » Ax i normen pa U, for enhver vektor x € U,
n
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BEVIS: Vi har allerede konstateret at nar |l II opfylder 2.a) vil
IIAn - All 5 0 for n > o medfere at Anx > Ax i normen pd U, . Men da
den givne norm Il I er akvivalent med operatornormen pad £(U) (endelig

dimensionaliteten!), vil (An) jo ogsa konvergere mod A i operator-
norm, hvis IIAn - All > 0 for n > w, og heraf folger at Anx > Ax i
normen pa U, for enhver vektor x € U, o0gsd uden at vi forudseetter at
Il i opfylder 2.a).

For at bevise den anden implikation lader vi (ul, u,

2
en basis for U og definerer en 'ny’ norm pa #£(U): For en vilkarlig

e up) betegne

linezer afbildning B af U ind i U seettes
|B| := max { IlBulll,..,IlBupII .

Det er let at se at vi derved har defineret en norm pa £(U) (check det
efter!). Da £(U) er endelig dimensionalt, er denne norm eakvivalent med
den givne |l lI. Specielt findes der en konstant C for hvilken IIBIl =
C|B| for alle B e £(U).

Hvis vi forudseetter at Anx > Ax for alle x € U, si medferer det
jo bl.a. at IIAnuj - AUJ" >0 for n- o, for hvert j = 1,2,..,p.
Til givet € € [R+ kan vi velge N e N sa IIAnuJ_ - AUJ_II < g/C for alle
n > N og for hvert af de endelig mange j = I,..,p. Af definitionen af
| | felger straks at |An - A| < e/C for alle n>N. Men s& er jo

A - All < g for alle n > N. Dermed er sztningen bevist.
n

Til senere brug noterer vi et par simple egenskaber ved konvergens af

folger af linezre afbildninger.

LEMMA 2.25 Lad An, Bn, Q vere elementer i £(U) og antag Q in-
vertibel. Hvis Bn = Q An Q_1 for n € N sa er A konvergent hvis og kun
! n
hvis B er konvergent. Specielt geelder at Ilim _)mQ A" Q_1 eksisterer
n n

hvis og kun hvis lim A" eksisterer.
n->0
BEVIS: @Ovelse.

Nar V og W er vektorrum sd kan
VxW:={(vww) | veV, weW)
som bekendt opfattes som et vektorrum, nar det udstyres med koordinatvis
addition og skalarmultiplikation. Er V og W normerede, kan U := V x

W normeres, f.eks. med

H(v,w)ll := max[llvf, lwll], for alle v e V, w e W.
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Tilsvarende kan vi, hvis A € £(V) og B € £(W) danne A x B, defineret
ved
(A x B}(v,w) := (Av,Bw), for alle ve V, weW.
Det er let at se at A x B € £(V x W) og at der med det navnte valg af
norm pA V x W for operatornormerne pd V, W og V x W vil gelde at
fA x Bl = max [HAll, IBII].

LEMMA 2.26 Lad U=V x W, hvor V og W er normerede vektorrum, lad
{Bn) veere en folge 1 £(V) og (Cn) en folge i £(W). Sa er folgen
(An) i £(U), hvor Arl = Bn X Cn’ n = 1,2,.. konvergent hvis og kun
hvis (B)rl og (Cn) er konvergente. I bekrazftende fald geelder
lim An = limn_>oo Bn X limer Cn.

n-o

BEVIS: @velse!

Vi minder om at hvis A : U > U er en linexr afbildning er spek-
tret for A o(A) :={ A €C | A er en egenverdi for A }. Vi min-
der ogsd om at egenverdierne findes ved at finde redderne i det karak-
teristiske polynomium Py = det oc[A—M]oc for et vilkarligt valg af
basis « for U. Tilsvarende defineres spektret af en matrix som
redderne i dennes karakteristiske polynomium. Endelig indferer vi

spektralradius
r(A) := max { [A] | A € o(A) )}

Sa geelder folgende.

LEMMA 2.27 Lad U veere et endelig dimensionalt normeret vektorrum og
lad #(U) veere udstyret med en norm [ I, der opfylder 2.a). Lad A e

2(U). Sa geelder at r(A) = inf nuA“uV“, specielt at r(A) = HAL.

BEVIS: Lad A € o(A) og vaelg en egenvektor x herende til A. S3 er
Ax = Ax og derfor, for ethvert n € N, A"x = A"x; af dette fas umid-
delbart vha 2.a) at |A|" lixll = A"kl = IA"IIxl, saledes at |A]| =

IA™IM™ Da A € o(A) er vilkdrlig, slutter vi heraf at r(A) < IA"I"™
og derfor ogsd at r(A) = inf n||A“||1/“. Da inf n||A“u‘/" < Al (tri-

vielt), folger sidste pastand.

Til slut skal vi give mening til visse funktioners virkning pa linezre
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afbildninger. For en vilkarlig lineser afbildning A pa et vektorrum
U og for et vilkarligt polynomium p(t) := a tat+ .. 4+ antn kan
vi umiddelbart give mening til p(A), nemlig ved

p(A) := R alA + o+ anAn.
Dette kan udvides til potensrakker: Lad U vesere et fuldstendigt norme-
ret vektorrum og lad A € £(U) vare en begrznset linezr afbildning med
operatornorm Al Lad f : € 5 € vere en funktion, givet ved en
potensrakke

f(z) := ¥ a z",

som har en konvergensradius p(f). Rakken ¥ a z" er altsi konvergent
for alle z i den abne skive |z| < p(f) med sum f(z). Den er uni-
formt konvergent i enhver afsluttet skive med centrum i O og radius r
< p(f). Vi ved endvidere at rekken Y Ian] |z|" er konvergent, altsa at
den givne potensrakke er absolut konvergent for ethvert z i den abne
konvergensskive. Ved hjelp af disse fakta kan vi nu definere hvad f(A)

skal betyde, hvis vi forudsezetter at WAl < p(f).

DEFINITION 2.28 Med ovenstaende forudsatninger om A € £(U) og om
funktionen f definerer vi
f(A) ;=T a A",
n

hvor den uendelige reekkes konvergens er mht operatornormen.

Det skal selvfolgelig godtgeres at definitionen har mening. Betragt

udsnittene unm(A) =y ™ a A" (hvor vi forudsetter m = n) og

i=n
bemeerk at llu (A =1L T a Al =y T olal A =g ™o ja | nAn'
Det sidstnaevnte = er retferdiggjort af lemma 2.22 og 2.23. Da vi
forudsatter at lIAll < p(f), er rekken ¥ :o |ai| AN’ konvergent, og
udsnittet } :n [al| HAII' kan derfor geres mindre end et forlods givet,
vilkarligt € € IR+, blot n velges tilstraekkelig stor. Derfor er

afsnitsfolgen sn(A) =y oo & A en Cauchy-felge, og da £(U) er

n
fuldstendigt, er raekken Y a A" konvergent.
n
EKSEMPEL 2.29 For vilkarlig A e #£(U) har exp(A) mening, idet kon-

vergensradius for exponentialfunktionens potensrakke jo er . Der

geelder

0

exp(A) = et = Y

Tilsvarende kan vi betragte exp(tA) for vilkadrlig reel parameter t.

A"/n!
0

n=
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OPGAVER TIL KAPITEL 2.

2.1 Med udgangspunkt i fordelingsmatricen A fra Eksempel 2.3, men
begyndelsesfordelingen (0.5, 0.5, 0)’ og tidenheden maned skal forde-
lingen efter 1 og efter 3 maneder udregnes. Hvad sker med

fordelingen, nar n gar mod ?

2.2 Tre producenter kaster samtidig hver sit nye tandpastamarke pa
markedet. I begyndelsen er deres markedsandele 40 %, 40 % og 20 7%.
I lobet af det forste ar beholder Selskab I 85 7 af sine egne kunder,
snupper 15 % fra Selskab 2 og 5 % fra Selskab 3. Selskab 2
ta’r 5 % af 1s kunder, beholder 75 7% af sine egne og tager 5 7%
af 3s. Selskab 3 tager 10 % fral, 10 % fra 2 og beholder 90 7%
af sine egne kunder. Antag nu at totalmarkedet ikke sendres og at
overgangsfordelingen er konstant. Opskriv fordelingsligningerne (som

i begyndelsen af foljetoneksemplet) og overgangsmatricen A for dette

marked. Udregn markedsandelene efter 1 og efter 2 ar.

2.3 Brug f.eks Matlab til at undersege evt. asymptotisk forleb af mar-

kedsfordelingen i eksempel 2.3.
2.4 Gor det samme med markedet i opg. 2.2.

2.5 For matricen i Eks. 2.3, og gerne med computerhjelp, f.eks. Matlab,
skal potenser af A udregnes: A2, A4, A16, Al7. Ser du noget menster

for Ar, for voksende r?
2.6 Gor som i opg. 2.5 med fordelingsmatricen for markedet i opg. 2.2.

2.7 1 hvert af de navnte tilfelde skal vektoren (x,y) € c® skrives i

den specificerede basis; begynd med at kontrollere at de givne s&t er

baser.
{(1,1, a,-1) {(2,-3), (3,-2)}
{(5,7), (3,-4)} {(-1,-2), (-1,2)}

2.8 Som 2.7, idet det hele nu foregar i (133, (x,y,2) € ®3:

{(1,0,0), (0,0,1), (1,1,1)} {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1}}

{(2,1,3), (-1,4,5), (3,-2,-4)} {(a,0,0), (b,d,0), (c,e,f)},
idet adf # O

2.9 Idet @ = {3,1), (2,-1)} og a, = {(2,4), (-5,3)) er givne
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baser skal x := [El] udtrykkes ved hjelp af oy
24«

2.10 Find egenrummet ker (f-I) for den i Eksempel 2.8 navnte af-

bildning f. Har f andre egenveerdier end de to allerede fundne?

2.11 Find egenvaerdier og egenrum for afbildningen, der i R® er

defineret ved spejling i en given plan (gennem 0). Lad veere med at

indfere baser!
2.12 Find egenveardierne for matricen i Eksempel 2.3.

2.13 a) Vis at afbildningen i det reelle to-dimensionale rum [RZ,
defineret ved drejning gennem en ret vinkel i den positive omlebsret-
ning, ikke har nogen egenveerdi. b) Hvis man derimod taenker pa planen
som C, med skalarlegemet C, sa er den netop navnte afbildning et

multiplum af identiteten I. Hvilket? Los egenveerdiproblemet for

denne afbildning.

2.14 Godtger pastandene om egenveaerdierne for afbildningen f der er

naevnt i afsnittet lige efter Seetning 2.12.

2.15 Find en basis for (133 bestadende af egenvektorer for den pa s.
2.14 nevnte afbildning QA.
2.16 Ger rede for at afbildningen i opgave 2.11 viser at en afbild-

ning af et n dimensionalt vektorrum udmerket kan have n lineeert u-

afhangige egenvektorer, selv om antallet af egenvardier er < n.
2.17 Find en basis af egenvektorer for matricen i Eksempel 2.3.

2.18 Betragt rummet [F‘3 af polynomier af grad hejst 3. Gor rede for
at polynomierne (l,t—l,tz—l, t3+t+2) udger en basis. Er felgende
udsagn sandt: Hvis et seet polynomier indeholder ét polynomium af hver

af graderne j, j = 0,1,..,n, s& er dette st en basis for P".

2.19 Brug Matlab til at afgere om settet g := {(0,1,3,4), (1,-
1,1,1), (2,0,0,3), (6,-11,1,0)) udger en basis for C*.

2.20 Hvad er beskrivelsen i skonomiske vendinger af standardbasen i

R i foljetoneksemplet?
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2.21 Med o sat til standardbasen i € og 3 som i opg. 2.19

]
skal L _ opstilles, Find dernast (Matlab) L,
a B B«

2.22 Videreforelse af ovenstdende. Med « := (el,..,e4} definerer
vi en linezr afbildning f : ¢’ 5 ¢* ved at f(e)) S eJ - 4
es—)’ j =1,..,4. Opskriv oc[f]oc' Beregn (Matlab) B[f]B.

2.23 lLad os antage at enhver persons uddannelse kan rubriceres som
enten faglert, ufaglert eller "videreuddannet". Vi antager ogsa at

det er et veletableret faktum at blandt bernene af videreuddannede er
707 selv videreuddannede, 20% er faglzerte og 107 er ufaglerte. For de
fagleertes berns vedkommende er 207% videreuddannede, 60% er fagleerte
og 207 ufagleerte, mens ufaglertes born er for 20%s vedkommende videre-
uddannede, 30% er faglaerte, mens 507% er ufaglerte. Vi antager videre
at befolkningstallet er konstant, samt at der i den nuveaerende genera-
tion er 35% videreuddannede, 357 faglerte og 307 ufaglerte.

a) Opskriv overgangsmatricen A.

b) Find befolkningsfordelingen efter én generations, og efter to
generationers, forleb.

c) Benyt Matlab til eksperimentelt at undersgge om der i det lange

lgb vil indtreeffe nogen ligevaegtstilstand i befolkningens uddannelses-
messige fordeling.

d) Kan Matlab give noget fingerpeg om forlgbet af A" for n o ©?

2.24, Hvis f ; U-> U er en lineer afbildning der opfylder at £ 1=
fof = f, siger vi at f er en projektion. Et finere(?) ord for f
er idempotent. Vis at O-afbildningen og identiteten 1 er (trivi-

elle) projektioner. Giv et ikke-trivielt eksempel pa en projektion.

2.25 a) Lad f # 1 veere en projektion. Vis at ker f # (0). (Hvis
ker f ={0)}, er f invertibel...) Dermed har vi én egenveerdi for en

projektion. I lebet af de neeste (del)opgaver finder vi alle egenveerdierne

for en projektion.

b) Lad f # I vere en projektion. Kan f veare surjektiv? (Seg evt.
inspiration i a) og Dimensionsformlen.

2.26 De her n@vnte matricer skal opfattes som matrixrepraesentationer
i standardbasen for linezre afbildninger pa komplekse vektorrum. Find

egenvardierne:
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(bcz0)

NN

4 b 1 2
[ ], hvor a,b € R; 0] 1¢;
-b a -1 )

o O o w
o o 9 o
o & 0 O
8 O O O

2.27 Find alle egenrum for afbildningen leengst til venstre i opg.

2.26. Er denne afbildning diagonaliserbar?

2.28 lLad f vare den linexre afbildning, hvis matrixrepraesentation i
standardbasen o« udtrykt i Matlab sprog er <2/3 -1/3 -1/3;-1/3 2/3
-1/3; -1/3 -1/3 2/3>. Opskriv p& sedvanlig form oc[f]oc' Vis at f

er en projektion; find den plan, f projicerer rummet pa - jf. ana-
logien til eks. 1.1 b},

2.29 Vis at hvis f er en projektion, er f(U) et egenrum. Hvad er
egenverdien? |

2.30. Vis at hvis f er en projektion er U = ker f e f(U). (Vink:

x = f(x) + x - f(x)). Hvor mange egenverdier har altsd en projektion?

2.31 For de to afbildninger til hsjre i opg. 2.26 skal egenrummene

findes. Hvilke af afbildningerne er diagonaliserbare?

2.32 Er enhver projektion diagonalisérbar?
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3. JORDANS NORMALFORM

Som det er kendt fra Mat 1LA galder for en linear afbildning f : U >
V med nulrum ker f dimensionsformlen
dim ker f + dim f(U) = dim U .

Ofte har man mere nytte af formlen i felgende form:

OPSKRIFT 3.1: Man tager en basis {vl,.., vm) for f(U), "lefter"
den til vektorer {ul,.., um) i U, dvs. man valger vektorer u, i
U, sa f(ui) = v, og man supplerer sa disse vektorer med en basis
{w,.., wp) for ker(f). Man har da en basis {ul,.., u } for U.

m+p

BEVISGANG: Ud fra felgende kan et fuldt bevis let opskrives.

1. skridt: (ul,.., um) er et lineart uafhzngigt set.
2. skridt: span (Ui"" um) n ker f = {0}.
3. skridt: {ul,.., um} v (wl,.., wp) er en basis for U,

DEFINITION 3.2 Lad U vare et vektorrum. En linezr afbildning f :
U-> U er nilpotent hvis der findes et helt tal n € N for hvilket
fn(x) = 0 for alle x € U, altsd for hvilket % er nul-
afbildningen (her er fz(x) 1= f(f(x)), for alle x € U, og £ (%)
= 7 ex)) = £(£7 N (x)), for n =2,3,.. og for alle x € U).

EKSEMPEL 3.3 1 CZ velges en basis {xl, XZ}. Definer en linear

afbildning f : CZ - EZ ved at fastlegge verdierne pad basisvektorer-

ne:
, f(xl) =0, f(xz) = %y
Sd er f7 =0 (vis det!),

LEMMA 3.4 Lad g : V > V veare en linear afbildning i det endelig i
dimensionale vektorrum V. Der findes en opspaltning V=Ue®e W i g- |

invariante underrum, sia at g er nilpotent pd U og bijektiv i W .

BEVIS: 1 felgen V 2 g(V) 2 gz(V) 2... af g-invariante underrum ma
der gaelde = fra et vist trin (hvorfor?). Af gp+1(V) = g’(V) fol-
ger, at g er bijektiv (= surjektiv) pa g’(V). Hvis v e ker(g") n
g°(v), har vi gP(v) =0, og dermed v =0, da g er injektiv pa
g’ (V). Altsa er ker(g’) n g°(V) = {0}, og da dim V = dim ker(g’) +
dim g°(V), slutter vi, at V = ker(g”) @ g”(V). Bijektiviteten af g
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pa gP(V) har vi bemerket. Det er endvidere klart at g er nilpo-

tent pa ker(g"). Dermed er lemmaet bevist.

SETNING 3.5. Lad f : V > V vare en linesr afbildning af det ende-

lig dimensionale komplekse vektorrum V med egenvardierne Al,.., A
r

Der findes en opspaltning V = U1 ®,..® Ur i f-invariante underrum,

sd at (f - Ail)ful er nilpotent pa u.

BEVIS: Vi har
Lemma 3.1 anvendt pa f —AII : V> V ned f—AII

V= Ul nilpotent pa U , f -A T bijektiv pa W .
Lemma 3.1 anvendt pa f -A_I:W > W med
= U oU oW 2 ! !
1772%"2 £ - a1 nilpotent pd U_, f -a I bijektiv
pa W

5

Lemma 3.1 anvendt pa f -aA I: W > W med
r

r-1 r-1
=U @...0U oW f - A1 nilpotent palU ,f - A I bijektiv
1 r r r r r
pa W
r
Nu er f - AiI specielt injektiv pa wi, og dermed ogsd injektiv pa
Wr C wi. Intet af tallene Al,.., Ar er derfor egenverdi for f : wr

- wr. Men hvis wr ikke er = {0}, har f : W - W en egenvardi,
r r
da skalarlegemet er C. Det er klart at enhver sadan egenverdi ma

vere en egenverdi for f selv. Heraf folger at WP = {0}.

SATNING 3.6 (Jordans normalform for en nilpotent afbildning h : U >
U) Lad h : U-> U vzre en nilpotent afbildning. Sa findes der en

basis (en "Jordanbasis for h") 1 hvilken h beskrives ved en blokma-

trix af felgende udseende:

o T
hvor hver blok Bi har formen

0 B 01

P \O 0)

BEVIS: At en basis er en Jordanbasis for h betyder at den kan

oo, U3 V.,.., V: W,.., W ;...} svarende

deles i grupper (uo,u . o . o .

1
til hver af blokkene, sa at
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h h h

v v o (*)
h h h
LELIVNLE

(overvej det!)
At der til hver nilpotent line@r afbildning h : U > U findes en Jor-

danbasis vises nu ved induktion efter dim U. Afbildningen h er en

sur jektiv afbildning af U pa h(U). Hvis h(U) = {0}, altsa h = 0,
er pastanden triviel. Hvis h(U) = {0}, er dim U > dim h(U) (hvor-
for?). Induktionsantagelsen tillader derfor, at vi forudsatter at vi har
opskrevet en Jordanbasis som i (*) for den nilpotente linexre afbildning
h|h(U) : h(U) » h(U). Ifelge "opskriften" kan vi fa& en basis for U ved
at lefte basen for h(U) og supplere med en basis for ker(h). Vi lef-

, W . .. 1 U, sa at

ter nu vektorerne i (*) ved at valge u , "
m

v
k+1 1+1

h h h
u - u o v1+1}—evl,wm+1}—+ W
og ved som leftning af hver af de evrige vektorer i (*) at valge den

vektor i (*) der star umiddelbart til venstre. Vi supplerer altsa hver

af raekkerne i (*) med én vektor. Ingen af de dermed tilfejede vektorer

ligger i ker h.

Vi skal supplere med en basis for ker(h). Vi har allerede de line-
2rt vafhangige vektorer Uyr Voo Woreo i denne kerne; vi supplerer
disse vektorer med vektorer Xos Yoo til en basis for ker(h). Den

saledes bestemte basis for U er klart en Jordanbasis.

h h h h

w o, - u F» ... - u F —u, 0
h h h h

Vi - v, e v, H —v =0
h h h h

W - W e W, F —W 0

X h 0

h
y -0
0
(I [:] star de loftede vektorer; udenfor star en basis for kernen)

Hermed er beviset gennemfert.

SETNING 3.7 (Jordans normalform for en vilkarlig linezr afbildning)
Lad f : V> V vare en vilkarlig lineer afbildning af det komplekse
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endelig-~dimensionale vektorrum V ind i V. Sa har f en Jordan
form (ofte kaldet Jordans normalform for f): Hermed menes at der

findes en basis for V i hvilken f har matrixreprzsentationen.

L nieo
hvor hver blok Ji har formen
0 J A1
P 0 b
i
(medmindre blokken er en 1x1 matrix [Ai])
BEVIS: Vi betragter opspaltningen V = U1®' ) Ur fra Sztning 3.5.
Hver restriktion (f - ?\iI)IUi er nilpotent pa Ui, sa vi kan finde
en Jordanbasis for (f - AiI)|Ui pa U. Da f]Ui = [AiI + (f -
?in)],Ui kan f[Ui : Ui > Ui beskrives i denne basis ved en Jordan-

matrix Ji med Ai i diagonalen. Forenes de for hvert 1 fundne
vektorer fra U1 fas en basis for V = U1 ® .. U i hvilken f
r

beskrives ved en Jordanmatrix.

Det er naturligt at sperge om entydighed af Jordan’s normalform.
Dette blev besvaret af Camille Jordan (fransk matematiker (1838 -
1921)) himself, i den artikel hvor Jordan-formens eksistens blev be-
vist: Jordan’s normalform er entydig, bortset fra rakkefelgen af Jor-
danblokkene (dette svarer til at i den ovenfor navnte opspaltning V =
U1®. ) Ur kan vi bytte om pa Uierne)‘ En konsekvens heraf er at
hvis en matrix/afbildning er diagonaliseret, har vi hermed ogsa fundet

dens Jordanform. Vi skal ikke her retferdiggere dette svar.

Et andet naturligt spergsmal er hvordan man i praksis finder Jor-
danformen. Lad det vare sagt med det samme, at eksistensen af formen
er det vaesentlige: det er 1 rasonnementer at man kan udnytte at en
given afbildning/matrix kan bringes pa Jordanform, og ikke sa meget
det przcise udseende af Jordanformen. Denne pastand kan vi illustrere
ved at bevise en bergmt klassisk sztning om matricer, Cayley-Hamilton’s

setning, som et korollar til se®tningen om Jordan’s normalform. Men

forst et par simple regneeksempler.

EKSEMPEL 3.8 Lad os regne Jordanformen for matricen A := [

Egenverdierne findes ud fra (3-A)(4-A) - 2 =0, hvoraf A =2 eller

5. Da egenvardierne er forskellige, kan A diagonaliseres, og dermed
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har vi (ifl. entydighedsudsagnet navnt ovenfor) fundet Jordanformen.

EKSEMPEL 3.9 Lad os regne Jordanformen for matricen A := [ ? _i] ud.
Egenvardierne findes ud fra (2-A)(4-A) + 1 = 0, hvoraf
(A - 3)2 = 0. Nar den eneste egenvardi er 3 m& Jordanformen vere enten

[ 8 g] eller [ 8 é]. Den ferste mulighed er udelukket (opgave 3.1), sa

vi har svaret.

KOROLLAR 3.10 (Cayley-Hamiltons satning) Lad A vare en kompleks
kvadratisk matrix med karakteristisk polynomium pA(t). Sa er

matrixpolynomiet pA(A) = 0.

BEVIS: Kald Jordanformen for A for J. Da A og J er similare,
findes der en invertibel matrix Q for hvilken A =Q J Q_l; endvidere
har A og J samme karakteristiske polynomium (lemma 2.9). Altsa:
pA(t) =_FJ(t) og derfor pA(A{4= pJ(A). Da péfA) = 0 hvis og kun
hvis Q pA(A) Q=0 ogda Q pA(A) Q = pJ(Q A Q) (overvej!), er
det tilstrzkkeligt at vise at pJ(J) = 0. Hvis J = Jl ® .. ® Jp
angiver opdelingen af J 1 Jordanblokke, er det klart at pJ(t) =

Py (t)..pJ (t) og derfor at
1 P

pJ(J) = pjl(Jl) ® .. ® pJp(Jp)
(overvej!). Vi kan derfor gennemfere beviset ved at antage at J er en

j x J Jordanblok, svarende til egenvaerdien A, med karakteristisk po-
lynomium pJ(t) = (A-t)? og vise at pJ(J) = 0, altsd vise at (AI -
J)J = 0. Men da

01 0
001 .
Al - J = . . )
01
0 0

og exponenten j netop er dimensionen af denne matrix, er det en simpel

udregning at godtgere at (Al - N =o.

EKSEMPEL 3.11 I undersegelser af opferslen af matrixpotenser An, nar

n bliver meget stor, kan Cayley-Hamilton sommetider vare til lettelse.

Vi antyder dette med et 2x2 eksempel. Lad A := [Z f]. Det karakteri-

stiske polynomium er pA(z) = (3-z)(1-2) - 8 = 2° - 4z - 5, s& af Cay-
ley-Hamilton slutter vi at A® - 4A -5I = 0. Heraf folger at A° = 4A +
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51, sa Ad = (4A + SI)A = 4A2 + 5A = 4(4A + SI) + 5A = 21A + 20I, etc.

For en generel 2x2 matrix A med karakteristisk polynomium

pA(A) 1= a+ a1A + azhz
regner vi An/pA(A) ud; vi far et kvotientpolynomium q(A)} og et
restpolynomium r(A), som er af hejst 1.grad:

A" = q(A)pA(A) + r(A). (*)
Altsd kan vi skrive r(A) = a + bA. Indsatter vi i disse udtryk A
under udnyttelse af Cayley-Hamilton, far vi at

A" = q(A)p,(A) + r(A) = al + bA.
Vi skal altsd blot fastlegge a og b. Men vi kan jo finde redderne
i Py de er netop egenvardierne Ai og AZ for A. Indszttes de
i (*), fas
n

A = a + ba
1 1

og
n

A = a + baA
2 2

(det andet led falder jo bort, da A°™™® er rod i p,)

Tilbage til det numeriske eksempel A := [Z ?], hvor egenvardierne

er 5 og -1. Onsker vi f.eks. at beregne A7, far vi til bestem-

melse af a og b de to ligninger

5" = a + 5b

-1 =a->b

HVORDAN KAN MAN FINDE JORDAN-FORM OG BASISSKIFT I 2 0OG 3 DIMENSIONER?

Tilfeldet k = 2. Der er givet en linear afbildning f : C° > C° (eller
maske af R° ind i Rz), dvs. en matrix A (opfattet som afbildningen
f udtrykt i standardbasen «, A := a[f]a)' Fremgangsmaden er da:

Ferst findes egenvaerdierne A1 og AZ som redder i det karakteri-
stiske polynomium.

Hvis Al # Az’ er A diagonaliserbar, og Jordanformen J er

givet ved

_ a0
J = [01 2z ].
2
Hvis basisskiftet er effektueret af Q, altsd hvis
A=QJQT,

har vi at

eller, =kvivalent hermed,
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= - -1
L, = a[I]B B[f]B B[I]a a[I]B B[f]B a[I]B

Vi konstaterer at da [f] er en diagonalmatrix, er vektorerne i f

BB

simpelthen egenvektorer herende til Al, hhv. Az. Da Q = “[I]B’

er segjlerne i Q netop vektorerne i [, wudtrykt i standardbasen «.
For at finde Q skal vi altsd finde egenrummene herende til hver af

egenvardierne Al og Az.
Hvis Al = Az kalder vi den falles verdi A. Der er to mulige

03] == [oa)

Den forste svarer abenbart til at egenrummet ker(f-AI) er 2-

Jordanformer:

dimensionalt, altsa til at f = AI; dette er den eneste mulighed for

et 2-dimensionalt egenrum, thi
_ -1 _ A0 -1
A=QJQ =AQ [O A] Q

-qq" [g g} - [g‘ g]

Hvis f # AI, og hvis f har én egenvaerdi, er Jordan-formen altsa
o
0 Al’
Vi regner basisskiftet ud, altsi finder et invertibelt Q, for
hvilket A =Q J Q_l. Detal jerne er med her, fordi de ogsa kan bruges

1 andre sammenhaznge. Som for har vi at

Q= a[I]B

A 1]
53] - st

Dette viser at ferste basisvektor v, i B er en egenvektor, si

og at

egenrummet ker(f-AI) (der jo vides at vare 1-dimensionalt) skal
findes. Nar v, er fundet, ser vi at der for anden basisvektor v,
gelder at

f(vz) = A vtV
(det afl®ser vi i anden sejle i Jordan-formen). Altsa kan v, findes

af ligningen
(f - AI)(vz) =V,
(Matlabs kommando \ Kkan bruges her}.

Dermed er det 2-dimensionale tilfzlde klaret.

Tilfeldet k = 3. Vi har givet en linezr afbildning f, dvs. en 3 x 3
matrix A (opfattet som afbildningen f wudtrykt i standardbasen «).

Proceduren er analog til ovenstdende.
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Egenverdierne Al, A2 og A3 findes. De er redderne i det karakte-

ristiske polynomium.

Hvis Al, Az og Aa er indbyrdes forskellige, er A diagonali-

serbar, og Jordanformen J er givet ved

1

[

1]
O O ¥
o > O
> O O

3
De andre to muligheder er at det karakteristiske polynomium pf(z)
har en enkelt- og en dobbeltrod, eller at pf har en tredobbelt rod.

Vi behandler disse hver for sig.

Lad os altsd ferst antage at Al er enkeltrod, Az er dobbeltrod.
Det betyder at p.(z) = (z - A )(z - AZ)Z. Heraf sluttes to ting:
a) Da Al er simpel er egenrummet ker(f—hll) 1-dimensionalt.

b) Jordan-formen J har samme karakteristiske polynomium, sa Al
forekommer én gang i diagonalen, Az to gange.

De mulige Jordan-former er derfor

Al 0O 0O Al 1 0 Al 0 O Al 1 0
Az 0], |0 Az 01, |0 Az 1 eller 0 AZ 1.
0" A 0 0 A 0 0" A 0 0 A
2 2 2 2
Her ma matrix nr. 2 og 4 forkastes; de er ikke pa Jordan—-form. Sa vi

har
A 00 A 00
0" a0 eller o a1/,
o o0° A, o 0° A,

svarende til 2-dimensionalt egenrum, hhv. 1-dimensionalt egenrum,
horende til AZ.

Niar A foreligger, skal man altsa finde ker(f—AzI) (eller i
hvert fald dimensionen af dette egenrum). Er dim ker(f—AzI) =2, er
f diagonaliserbar og Jordan-formen er diagonalmatricen ovenfor til
venstre. Men hvis dim ker(f—hzl) =1, er Jordan-formen for f
matricen til hejre.

Den anden mulighed er at A er tredobbelt rod. I dette tilfazlde

er mulighederne for Jordan-formen

AO0O A 10 A 00 A10
0AO], |[OAO0O], |OAL1 eller 0A1l].
00 002 002 00 A
Ganske som i tilfezldet k = 2 vil matricen langst til venstre kun

forekomme, hvis f = Al. De to midterste Jordan-former er similzre
(prev at skrive den invertible matrix op, der effektuerer similarite-

ten), s& der er to vazsensforskellige muligheder:
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AO0O0 AlO
oAl eller 0O A1},
00 A 00 A

Af selve formen ses at den til venstre svarer til dim ker(f-AI) = 2,

den til hejre til dim ker(f-AI) = 1. Regn selv efter!

Dermed har vi fundet alle Jordan-former ogsa for det 3-dimensionale
tilfelde. Blot mangler vi at identificere basisskiftet. Hvis basis-
skiftet er effektueret af Q, altsa hvis

A=QJQl,
har vi at
iy = Qglfla Q7

eller, zkvivalent hermed, at
-1

a[f]a = a[I]B B[f]B B[I]a = a[I]B B[f]B a[I]B

Her er Q = “[I]B basen [ udtrykt i standardbasen «; at finde g

og at finde “[I]B kommer altsd ud pa det samme.

Lad os antage at Jordan-formen [f] bestar af Jordan-blokkene

BB
J1"" J (i tre dimensioner er p = 1, 2 eller 3, men princippet er
generelt, sd vi formulerer det alment)}. Det er tilstrakkeligt at
finde de til en given blok Ji svarende elementer i B. Sa lad os

koncentrere os om en Jordan-blok

A10 0
0OAaA10
J:=f{00a1 0
1
00O 0 A
og sige at J er m x m. Vi skal bestemme m vektorer Viseos Vv i
m

basen (. Ignorerer vi notationsmessigt resten af rummet og resten af

B, og Jjusterer symbolikken tilsvarende, kan vi altsd betragte samme

situation som faor:

A1O0 0]
oAx1o0 .
(f1 = [I] 00Aa1 0 (rj .
o o o B o«
1
000 0 A %
hvor |
A10 0
OAx1o0
[fl,=]100x1 ©
BB -
1
000 0 A
(husk vi ignorerer resten af rum og basis). Af dette udtryk aflaser

vi ferst at f(vl) = Avl, sa v, udregnes: vi finder en egenvektor
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svarende til A, hvilket vil sige at vi finder en lesning v, for

hvilken
(f—AI)v1 = 0.
I anden se@jle star f(vz) og den skal vare sz Vv dvs. v, er en

vektor for hvilken

(f—)\I)v2 =V,
Dette menster fortsztter ned igennem Jordan-blokken: hvis vi har
fundet v, fas Vi, Somen vektor for hvilken

(f—AI)vi+1 =V,

(maskinelt kan f.eks. Matlabs \ vare til hj=zlp her).

Bemzrk at disse sidste udredninger forudsztter at vi kender Jordan-
formen, dvs. at vi allerede har placeret l1-taller og nuller over dia-
gonalen: her behandles kun den enkelte Jordan-blok med lutter 1-

taller over diagonalen. Er der specielt tale om en 1x1 blok, medtages

kun det ferste skridt, altsa det om v, sagte.

Allerede i dimension k = 4 kan situationen vzre kompliceret nok til

at man er nedt til at bruge andre fremgangsmader.
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OPGAVER TIL KAPITEL 3

. 2 -1 30
3.1 Vis at [ 1 4] o) 0 3
kommuterer med enhver 2x2 matrix).

ikke kan vere similere (vink: [ g g]

3.2 Find Jordanformen for 4 x 4 matricen med 1 pa alle pladser.

3.3 Find Jordanformerne for felgende matricer:

01 221 2
[ ]~ (her er det kar. poly. er -(A-1)T(A-5});

. 1131
-12 122
2031 22 31
021 2], 0212}
0012 0012
0001 0001
1 -4 -1 -4
%l ? _g _3 (check feorst at det kar. pol. er (A-1)3(A‘2))3
-14 -1 6

3.3 For de nedenfor navnte matricer skal Jordan-formen findes.

L] (Do)

3.4 Hvis det endelig-dimensionale vektorrum V er spaltet op i g-

invariante underrum V =U e W, sa g er nilpotent pd U og bijek-
tiv p& W, og hvis S €V er et g-invariant underrum, hvorpd g er
bijektiv, sa gelder at S < W.

3.5 (fortsat fra opg. 3.2): Hvis U=S e T, hvor g er nilpotent
pd T og bijektivpa S, sa er T = U.

3.6 Find Jordan-formen for

0 -18 -7
1 -12 -4{.
-1 25 9

3.7 Lad A := [ztz 258]. Regn ud i handen hvad Jordan-formen er, nar
€ =0

€ # 0 og nar Regn ogsa Jordan-formen ud hvis der i diagona-

len star 2 (og de to andre led er g = 0). Lzg merke til hvad det-

te viser om hvor fglsom Jordan-formen er overfor smdzndringer i ind-

gangene. Dette har regnetekniske konsekvenser.

3.8 Ger udregningen af a og b (Eksempel 3.11) ferdig.
3.9 Betragt en vilkarlig 2x2 overgangsmatrix A := [1;& 1?3]’

hvor «, B € [0,1] o0g o + B # 0. Vis ved metoden i eksempel 3.11

at
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A" = [ﬁ z]/(a+3) + (1—a—B)n/(a+B) [

Diskuter hvad der sker med An, nar n vokser.

mulige vardier af a og B.

a -fB
- B

Tag hensyn til de

.12
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4 HILBERT RUM
4.1 HILBERT RUM OG DERES GEOMETRI

DEFINITION 4.1.1. Et komplekst vektorrum V kaldes et indre produktrum
(eller pree-Hilbert rum), nar det er forsynet med en funktion (.,.):

V x V 5 €, som opfylder faelgende fire betingelser for alle u, v, w € V
og o € C.

(S i) (u,u) =z 0, og (u,u) = 0 hvis og kun hvis u = O,

(S i) (u+ v,w) = (u,w) + (v,w),

(S iii) (au,v) = alu,v),

(S iv) (u,v}) = (v,u).

Funktionen (.,.) kaldes et indre produkt eller et skalarprodukt.

Vi bemaerker, at (S ii), (S iii) og (S iv) medferer at (.,.) er lineesr i
ferste variabel og konjugeret linezr (ogsd kaldet semilinesr) i anden va-
riabel. Mere alment kalder man en afbildning s: V x V - € sesquilinear
(idet sesqui pa latin betyder 1 i/2), nar den er lineer i forste variabel

og semilinezer i anden variabel. (Ogsd nar skalarlegemet er R kan man

definere indre produkt rum; her benyttes (S i) - (S iv) blot uden konju-

geringstegnet.)
EKSEMPEL 4.1.2. For u = (u,..,u) og v=(v,.,v)i c" settes
n

(u,v) := i uv;

dette kaldes ofte det hermitiske skalarprodukt.

Idet C(la,b]) betegner mangden af kontinuerte komplekse funktioner pa

intervallet [a,b] kan vi for f, g € C([a,bl) definere
b ———
(f,g) := J £(x)g(X)dx;

det er let at se at der hermed er defineret et skalarprodukt.

Ogsa betegnelserne {u,v}, (u|v), {u|v} for skalarproduktet forekommer i

litteraturen. Da {u,v} sommetider benyttes som betegnelse for den bili-
b
nezre form Zn LA eller J u(x)v(x)dx uden konjugering af v,
1= a
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bruger vi her (u,v)

ofte (...} hvor man ellers skriver (...),

med skalarproduktet.

To vektorer u og v

byrdes ortogonale, i symboler u 1 v, hvis

(el)lEI v,

af vektorer i

i et indre produkt rum V
(u,v) = 0.

indiceret ved en vilkarlig indexmaengde I

4.2

for den sesquilinesere form. I det folgende benyttes

for at undgéd forveksling

siges at veere ind-

En meangde

kaldes et ortogonalsystem, hvis (el,ej) =0 nar i, jel med i=j;

og det kaldes et ortonormalsystem, hvis der tillige geelder (el,el) =1

for alle i e L.
Lad A vare en delmangde af V, A <V,

(u,v) = 0 for alle

Vi skriver

ud A hvis

v € A. Man bemarker, at enhver endelig delmangde af

et ortonormalsystem {e} i € I bestar af linezrt uafhangige vektorer,
1

thi hvis } [ 68 T 0, hvor I0 < |

at ¢ =0

iel
0 i

er endelig, sa ser man for hvert

ved at tage indre produkt med e
1

Nar (xl)IEI er et system af vektorer i et vektorrum V, er

span(xl)iEI defineret som meangden af vektorer i V, der er linearkombi-

{x}

nationer af elementerne i Jier

Det er et linesert underrum af V

{nar vi siger underrum i det folgende, mener vi altid linezrt underrum).

Systemet (Xi)lEI kaldes lineart uafhazngigt, nar ethvert endeligt del-

system er linesert uafhaengigt.
Lad os indfere betegnelsen |u| := (u,u)l/z.
|| faktisk er en norm.

SETNING 4.1.3. ("PYTHAGORAS"). Lad XX

Da gealder

n 2 n 2
1%, 1° = lelxill

i=1 i=

n
. . 2
BEVIS: Da x| x for i# ) gelder |1|le,1||

n n

Z(xi,xj) = i(xi,xi) =
i=1

i,j=1 i= 1

SETNING 4.1.4. (BESSELS APPROKSIMATIONSSETNING).

ortonormalsystem i V.

u € span(el,...,en) for hvilken x - u + span(el,

Vi skal om lidt se, at

vere et ortogonalsystem.

X =
) J

I ~12

n
= ZX‘
1
=1

2
N e

Lad el,...,e veere et

For ethvert x € V findes netop én vektor

...,€ }, og den er
n




Matematik 2LT, foraret 1994 21. januar 1994 4.3

givet ved
n
u =Z (x,ei)ei
=1
n
For en vilkarlig vektor v = 1_17\16l € span(el,...,en} geelder
2 2 2
eev]® = x-uf® +) e - A |
=1
BEVIS: Lad u € span(el,...,en), altsd u = - 1“ e Sa ser vi ved

at tage skalarprodukt med hvert e, at x - u J— span (el,...,en}
medforer (X,ei) - M o= 0 for { =1,...,n. Dette viser at Moo=
(x, en) er eneste mulighed; omvendt ses at Moo= (x,ei) for alle i
sikrer at x - u 4 span {el,...,en). Den sidste ligning ovenfor fas af

Pythagoras’ seztning: Da x - u 4L u - v, er

R R T e O B R
ogda u -v = Z'l‘z ((x,e) - A)e, er
fu - v|? Z” (x,e) = A)e |” Z |(xe ) - )|
i=1 i=1
For v e span(e,...e} gelder altsa |x - v| = |x - uf, og der gelder

> nar v # u. Vektoren u er altsd den vektor i span(el,...,e }, der
n

har kortest afstand fra x. Den kaldes den ortogonale projektion af x

pa span{e,...,e }.
1 n

KOROLLAR 4.1.5 (BESSELS ULIGHED). Lad el,...,e veere et ortonormal-
n

system i et indre produkt rum V. Da gelder for alle x € V, at

e |? =[x

ne~1s
—_

BEVIS: Benyt v = O | Bessels approksimationssaetning. o

KOROLLAR 4.1.6 (CAUCHY-SCHWARZ’ ULIGHED). Nar u og v er vektorer i

et indre produkt rum V, gealder

[yl = Juf]v]-

BEVIS: Tilfeldet v = 0 er trivielt, sd& vi antager at v # 0. Vektoren
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A udger et ortonormalsystem, sd Bessels ulighed for u € V giver

Il

(0, =) = )
hvoraf Cauchy-Schwarz' ulighed folger umiddelbart.

SETNING 4.1.7. Et indre produkt rum V er et normeret vektorrum med
1

normen |u| = (u,u)?

BEVIS: Det eneste ikke trivielle i beviset er trekantsuligheden. Den ses

saledes:

Ju]® + (u,v) + (v,u) +|v|?,

Ju + v|?
Jul® + 2Re(u,v) + |v]?,

Jul®

+

A
<+

2] (w,v)| + v]*,

2] + 1v1®

IA
+

2
Jul

(Jul + Iv®,

hvor vi har brugt Cauchy-Schwarz’ ulighed. o

Ved lignende regninger fas PARALLELILLOGRAMLOVEN:

lu + vl + flu - vi? = 20al® + 2n0vil?
Endvidere kan man vise POLARISERINGSIDENTITETEN

1 2 2 . .2 .2
) = [+ vl - JusvlD +iueiv]® - u - i)
der giver en formel for rekonstruktion af skalarproduktet ud fra normen.

Til normen er som bekendt knyttet en metrik pa V
d(u,v) := [Jlu - v|,
og vi har begreberne konvergens i V og fuldstendighed af V.

Man siger, at to skalarprodukter er ekvivalente, nar de tilknyttede

normer (og dermed metrikker) er akvivalente (jf. Mat 2MAl).

Det bemerkes, at (.,.}: V x V » C er kontinuert med hensyn til pro-
duktmetrikken. Kontinuiteten ved {u,v} € V x V ses f.eks. saledes: For

alle u’,v’ € V gealder:




Matematik 2LT, foraret 1994 21. januar 1994 4.5

I

|(u,v) - (0, v")| [(u - u',v) + (W,v - v")]

[(w - u,v) + (W -u,v-v)+(uv-v)]

1A

Ju = w vl + Ju-w v - v+ Juffv-v],
sd nar ¢ € 10,11 er givet, vil dette vaere = g, nar bade

£
(i uf+]v ]

Specielt ses, at u - (u,v) er en kontinuert afbildning fra V til C

fu-w] og [v-v|s=

for hvert fast v € V,

DEFINITION 4.1.8. Et Hilbert rum er et fuldstzendigt indre produkt rum.

Man kan vise, at et prae-Hilbert rum (V,(.,.}) altid kan fuldsteendig-
gores til et Hilbert rum, dvs. der findes et Hilbert rum  (H,(.,.)") og
en lineexr afbildning ¢: V> H sd ¢(V) er teet i H og sa
(p(x),6(y)" = (x,y) for X, y € V. Det folger af, at V kan fuld-
stendiggeres pa entydig made som et metrisk rum, jf. en opgave, idet

vektorrumsstrukturen og skalarproduktet "felger med".
To Hilbert rum H1 > H2 siges at vere isomorfe, hvis der findes en

lineeer afbildning U : I-I1 - H2 med hele I—I2 som billede, som opfylder

(Uv,Uw) = (v,w) , for alle v, weH .
H, H) 1

U kaldes da en isometrisk isomorfi, eller en unitar operator.

EKSEMPEL. 4.1.9. Lad Lz([a,b]) veere mangden af malelige, komplekse

b
funktioner pa intervallet [a,b] som opfylder J |f(x)|2dx < w, og hvor
a

vi identificerer funktioner som er ens neesten overalt, jf. Mat 2MAI.

Lz([a,b]) forsynes med det indre produkt
b

(f,g) = J f(x)g(x)dx ,

hvor integralet er endeligt, da

[FE0aT| = S]] % + 2 [glx)|”
Det folger af Fischers fuldstendighedsseaetning og Saetning II 7.28 i Mat
2MAl, at LZ([a,b]) er en fuldstendiggerelse af C([a,b]) med hensyn til

normen
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b !
Ir| = (J |f(x)|2dx]2 ,

som svarer til ovennavnte skalarprodukt.

Mere alment er LZ(X,H) et Hilbert rum nar (X,u) (kortere skrivemade

for (X,E,u)) er et malrum, med skalarprodukt og norm

1
(f,g) = J f(x)g(x)du , |f| = (J |f(x)[2du]2 ;
X X

og rummet er fuldsteendigt pd grund af Fischers seetning.
Mangden BZ(IN) af talfelger x = {x )ml bestdende af komplekse tal,
n n=

som opfylder E:=1‘Xn|2 < o, forsynes med indre produkt og norm
st = L3, b= (£, 077
n=1 n=1

hvormed det er et Hilbert rum. Dette stemmer med at opfatte Ez(lN) som

rummet LZ([N,u), hvor u er teellemalet.

I forbindelse med diskussionen af ortonormélbaser skal vi se, at der
er mange Hilbert rum, som forekommer i praksis, der er isomorfe med
ZZ(IN). Man kan da sige, at 82 er det kanoniske eksempel pa et Hilbert
rum.

Lad H1 og H2 veere Hilbert rum, og betragt alle par af vektorer
(ul,uz), hvor u € H1 og u, € Hz' Disse par er elementer af et nyt
Hilbert rum med det indre produkt

((ul,uz),(vl,vz)) = (ul,vl)Hl + (uz,vz)HZ

Dette Hilbert rum kaldes summen af Hl og Hz’ og betegnes H1 ® Hz'

LEMMA 4.1.10. Lad H vare et Hilbert rum, og lad M vere en afsluttet
konveks delmaengde. For hvert u € H eksisterer en entydig bestemt vektor

v eM tettest ved u, dvs. med |u - v|] mindst mulig.

BEVIS: Lad u e H, lad d =inf _ |u - w|, og veelg en folge {(w } af
wEM n

elementer i M, si at |u - wn|| > d. Da gelder

2
||

Il
€
1
c
!
€
1
=

lw - w
n m

] L LY R L [ R N
n m n m

pa grund af parallellogramloven. Det sidste led kan skrives
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4u - %(wn + wm)”2, og da %(wn + wm) e M (M er jo konveks) folger, at
lw - w |>=2|w -u|®+2]w - u|?®-ad®.
n m n m
Til givet € > O findes N sa der for n =z N gelder ”wn -uf| =d+ ¢

hvoraf ses at der for n,m =z N gelder
|w -w “2 < 4(d+e)? - 4d® = e(8d+de) ;
n m

dette viser, at (wn) er en Cauchy felge. Da H er fuldsteendigt, findes
veH sa w »>v, ogda M er afsluttet, mda v € M. Da WS, ma
fu - wn" > Ju - v|, altsd Ju-v| =d, s& v realiserer afstanden fra
u til M.

Hvis v og Vv’ er vektorer fra M med |u-v| = |u-v] =d, ma
||%(v +v)-u| =d, da %(v + v') € M. Ved hjelp af

parallellogramloven fas

2

| v - v’||2 [v -u - -

o R LR LR RO

4d% - 4“%(v + V') - u“2 <0

altsd v = v’, hvilket viser entydighedsudsagnet. b

»

Lad H vere et Hilbert rum og M en delmengde, M € H, da er orto-

1
gonalkomplementet M  til M defineret som
1
M ={(w e HlwlM .

1
Bemzrk, at M  er et afsluttet underrum af H, da skalarproduktet er

kontinuert.

SETNING 4.1.11 (DEKOMPOSITIONSSETNINGEN). Lad H vere et Hilbert rum og

X et afsluttet underrum. Da kan ethvert u € H pa entydig made skrives
1
som u=v+w, hvor veX og weX.

BEVIS: Lad u € H. Af Lemma 4.1.10 fas, at der eksisterer et entydigt
bestemt element v € X teettest ved u. Definér w :=u - v, dvs., u =
v+w Lad x € X\{0}) og teR Sattes d:=|u-v| (= |w]), har

vi, da v + tx € X,

d% =< Ju- (v + ‘cx)||2 = |w - tx||2 = d® - 2tRe(w,x) + tzllx”2 )
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Dette medferer at -2t Re(w,x) + tznx”z = 0 for alle t € R, s& anden-
gradspolynomiet p(t) = ”x”zt2 - 2Re(w,x)t m& have t = 0 som dobbelt-
rod, og dermed m& Re(w,x) = 0. Da regningerne gaelder for x erstattet
med ix, sluttes, at ogsd Im(w,x) = O ; hvormed ialt, at (w,x) = O.
Da x var vilkarlig i X\{0}, folger, at w € Xl ; og vi har dermed
vist at u kan dekomponeres i en sum af to vektorer v e X og w € XL.
For at vise entydigheden af dekompositionen antager vi, at u = v + w

= v + w’; heraf folger at v - v  =w' - w, ogda v-v e X og W

L
- w e X, som har fellesmeengde {0}, sluttesat v -v'  =w - w=20. 0o

Dekompositionssztningen giver en naturlig isomorfi mellem X x X og
H,

{u,v}) s u +v.

L
Vi har altsa, at X + X = H, og idet fremstillingen er entydig, siges
4
H at veere direkte sum af X og X ; det udtrykkes i symboler ofte:

1
XeoX =H

Blandt de mange anvendelser af dekompositionssetningen giver vi her

et enkelt eksempel.
I 2MAl er nzvnt rummet ¥£(E,F) af kontinuerte linezre afbildninger

fra det normerede vektorrum E ind i det normerede vektorrum F. Hvis
specielt F tages til at vere skalarlegemet L, opfattet som et vektor-
rum med sig selv som skalarlegeme, og normeret med absolutvaerdien ] ’,
har vi at gere med rummet af kontinuerte lineazre funktionaler. Dette
rum kaldes det duale rum til E og betegnes ofte simpelthen E’. Det
duale rum E’ til et normeret vektorrum E er séledes et Banach rum,
nar det udstyres med normen
gl := sup { |@(x)| | Uxll =1},

for enhver ¢ € E’, jf. 2MAl, allersidst i kap. 1, afsnit 5.

Dette helt generelle begreb kan selvfelgelig ogsa betragtes for et

Hilbert rum H. Der gelder da en speciel, og meget nyttig, made at

beskrive H* pa.

SETNING 4.1.12 Det duale rum H* til et Hilbert rum H kan identifi-
ceres med H selv, idet enhver kontinuert lineser funktional ¢ pa H
kan beskrives ved det indre produkt. Der galder at for enhver ¢ € H¥*

findes en entydig bestemt vektor h¢ € H saledes at
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¢(h) (h,h¢), for alle h € H.

Denne vektor h¢ opfylder at ligll = Ilh¢ll.

BEVIS: Det er klart at hvis ho fastholdes i H, definerer ¢(h) :=
(h,ho) en linezr afbildning af H ind i C. Af Cauchy-Schwarz' ulig-
hed (4.1.6) folger at ¢ er begrenset, idet

sup { [¢(b)| | Whil =1} = sup { [(h,h)| | Whil =1}
< sup { I!hllllholl | hih =1} = Ilholl
altsa at ligll = Ilholl. Hvis h0 =0, er ¢ selvfolgelig nul-funktio-
nalen og Ilholl = ligll = 0. Hvis h0 ikke er nul, er ho/llholl en en-
hedsvektor, og derfor er |¢(h /lih )| = ligl. Men |gth /ith )| =
(h /lih Il,ho) = Ilhollz/llholl = IIhOII, og det giver os den anden ulighed.
Altsd er Ilholl = ligll.

Hvis vi omvendt antager at ¢ € H' er givet, kan vi forudsstte at ¢
ikke er nul-funktionalen (thi nul-funktionalen kan jo abenbart repre-
senteres ved nul-vektoren i H). Hvis ¢ ikke er identisk nul, sd er

ker(¢) := { h e H | ¢(h) = 0 )
en xgte delmaengde af H. Det er klart at ker(¢) er en konveks mangde,
thi hvis ¢(h’) = ¢(h”’) = 0, s& er ¢(th’ + (I-t)h’") = t¢(h’) + (1-
t)¢(h’’) = 0. Det folger endvidere af kontinuiteten af ¢, at ker(¢)
er afsluttet: hvis hn > h og alle hn € ker(g), vil 0 = ¢(hn) -
¢{h), sa& h e ker(¢). Af dekompositionsssetningen folger sd at H =
ker(¢) ® (ker(d)))l. Velg nu en vektor k¢ € (ker(qb))l \ {0). Da ¢(k¢)

ikke er lig 0O, kan vi multiplicere k¢ med en passende skalar og sa-

ledes opna at f& en vektor l¢ i (ker‘(gﬁ))l for hvilken ¢(1¢) =
Lad h € H vere vilkarlig og betragt vektoren h - ¢(h)l n Abenbart
gelder at ¢(h - ¢(h)l¢) = ¢(h) - ¢(h)¢(1¢) = ¢(h) - ¢(h) = 0, og der-
for er h - ¢(h)l¢ og 1¢ ortogonale, altsa .

= (h - ¢h)l¢ ¢) = (h, I¢) - ¢h)(l¢ 1¢) = (h, 1¢) - ¢(h)|llz¢ll .
Men sa er ¢(h) = (h, l¢/lll¢ll og hvis vi lader h¢ l¢/lll¢ll har
vi fundet en vektor h¢ € H for hvilken ¢( ) = ( ,h¢).

Det er klart at h¢ er entydig bestemt, thi hvis (h,h’) = (h,h’’)

for alle h e H, er Hh-h”II° = (h'-h",h'-h"") = 0
Vi mangler at indse at h, har samme norm som ¢. Men da vi nu

¢

kender formen af ¢, foelger dette af bevisets forste afsnit.

4.2 ORTONORMALBASER OG PARSEVAL’S LIGNING.
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Som tidligere nzevnt er et ortonormalsystem i et Hilbert rum H et sy-
stem <el)1el’ hvor 1 er en indexmengde og (el,ei) =1 for alle
iel, (ei,e)) =0 foralle i og jel med i= j. Et ortonormal-
system (el>1€I kaldes en ortonormal basis, safremt systemet er maksi-
malt, dvs. det kan ikke suppleres til et sterre ortonormalsystem. Et sa-

dant system kaldes ogsd et fuldstaendigt ortonormalsystem.
SETNING 4.2.13 Ethvert Hilbert rum H # {0} har en ortonormal basis.

BEVIS: Vi benytter her nogle begreber fra meaengdelere. Mzngden C af or-
tonormalsystemer i H er en partielt ordnet maengde med hensyn til ord-
ning ved inklusion; den er ogsa ikke-tom, for hvis v € H \{0}, da er
(v/|v|]} et ortonormalsystem. Lad (SOC)OLEA veere en totalt ordnet del-
meengde af C. Heraf foelger, at UoceASoc er et ortonormalsystem, som in-
deholder hvert S , og som derfor er en majorant for {S } . Vi ser

o o EA
altsa at enhver totalt ordnet delmeengde har en majorant, og da felger det

af Zorns lemma, at C har et maksimalt element. Et sadant er et ortonor-

malsystem, der ikke kan suppleres til et storre ortonormalsystem. o

SETNING 4.2.14. Lad (ei)iEI veere et ortonormalsystem i et Hilbert rum
H, og lad x € H. Der gelder:

1° Meengden I(x) = {i € I (x,ei) # 0} er enten tom eller tellelig

2° Lad i , ,... veereen ordning af I(x) . Da er felgen s :=
n

2

2
Q - n
ijl(x,elj)eij, savel som folgen a = ZJ=1|(x,ei‘){ ,

konvergente for n - w. Grenseverdierne er uafhaengige af valget af

ordning af I(x) og betegnes

2
(x,ei)e] , resp. Z|(x,ei)| ,
€1 €1

og man har den generaliserede Bessel ulighed

2
Y xe)|® = x]*

€]

(Hvis I(x) er tom definerer vi ¥ (x,e)e  som nulvektoren O. )
I 1
i€l

o _ _J_ .
3 x -} (xele e, for alle jel.
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BEVIS: Vi viser ferst 1°. For hvert n e N betragter vi meengden

. 2 2
In(x) = {i eI ](x,cie > x| “/n) .

P4 grund af Bessels ulighed indeholder In(x) hejst n - 1 elementer.
Da I(x) = u°:=11n(x), folger 1°.

Vi viser herefter 2° og 3° ; de er oplagte nar I(x) er tom, sa
vi kan antage at I{x) # @. Hvis I(x) er endelig, kan vi skrive I(x)

= {11,...,1n) og definere Zla(x,el)el til at veere Z";zl(x,ei )el ;

den neevnte ulighed er Bessels ulighed, og der falger endvidere: b
— —_ n =
(x - le(x,ei‘)ei. ,ei,) = (x,ei,) ijl(x,el.)(e]., ei,) 0
b J J
_ (x,ei,) - (x,ei,)=0 for 1’ e I(x)
0-0=0 for 1’ e I\I(x) .

Endelig, hvis I{x) er numerabel, velger vi en ordning af I(x)
I(x) = <i1’i yeosl o}, neN.

2 2

og setter s = 23‘:1()(’81))61. for hvert n. Da Z?=1,(X’81J), = x|
j

for alle n, er raekken ZOOJ:1|(X,(3i )|2 konvergent med sum = “x"2 ;

J
dette viser den generelle Bessel ulighed, som ogsa gelder efter omord-

ning, da det er en reekke med led = 0.

For m >n er

j=n+1 Jj=n+ X
J J

Dette medferer at (sn) er en Cauchy felge i H, og da rummet H er

Is, = s 1% = 157, txe e 17 = BT [xie)]?
)

fuldstendigt, konvergerer s mod en vektor s, for hvilken altséa

s = ):O;_l(x,e1 )el. Vi definerer nu ZiEI(x,ei)ei = s. P& grund af
B i

kontinuiteten af det indre produkt fas

[x - ZIEI(x,ei)ek ek] = (x - s,e, ) = (X’ek ) - (S’ek )

= (x,e ) - (lims ,e ) =(x,e ) -lim(s ,e )
k n n
_ (x,ek ) - (x,g } =0 for i’ e I(x)
0-0=0 for i’ e I \I(x) .

Lad os til slut vise, at definitionen af greenseveerdien s er uafhangig

af hvilken ordning der benyttes. Vi lader (kl,kz,...,kn,...) vaere en
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omordning af I(x) = (11,12,...,1n,...) og satter sl = Z’J‘zl(x,ek)ekj
Analogt med det tidligere faolger, at sr’] konvergerer mod en vektor s’,

L

og vi skal da vise, at s = g’.

Lad € > 0 veere givet og lad n0 € N veere valgt sa stor, at der for n

)|2 < g2

J

Der eksisterer mo € N med mo > no sd at alle led i s findes med i
n

= n geelder "sn - s| < 8’”5:1 -s'| <e og zT:noul(X’el

0
s'm , altsd si at (ek rees® } = (e1 SRS Y v (ea)aEA for en
0 1 m n
0 0
vis endelig indexmangde A, hvor <ea)¢xeA c e . & L . Sa
"o "o
ers’  -s = ZaEA(x,ea)ea, med
, 2 00 2
”smo - sn0” = Zj:n +1]( ,eJ)I <e
s& |s’ -s | <e, og
m n
Is” -s| =|s - S,;O I+ Hsr'no - S,,oll * ”S“o os| < 3e
Da € > O var vilkarlig, felger at s’ =s. 0

Ortonormalsystemer er szrligt interessante, hvis de er maksimale,

hvilket folgende sezetning demonstrerer.

SETNING 4.2.15. Lad H vere et Hilbert rum og lad (ei)iEI veere et

ortonormalsystem i H. Da er folgende fire udsagn akvivalente:

(1) (el) er maksimalt (ogsad kaldet fuldsteendigt).

(2) N&r x € H og X—'-e,I for alle i e€el, sder x =0,

(3) For ethvert x € H galder x = }:iEI(x,e,)ei.

1

(4) For ethvert x € H geelder PARSEVALS LIGNING:

2 2
Ix]“ = Ziel|(x,ei)| .

BEVIS: (1) = (2). Hvis (2) ikke er sand, eksisterer der en vektor x # O,

sd at x L (el| iel) Lad os definere e ved e = x/[[x|, sa& har vi
at (ei)“EI u{e} er et ortonormalsystem, som indeholder (el}iEI som en
zegte delmzengde. Dette modsiger maksimaliteten af (ei)iel.

(2) = (3). Af seetning 4.2.14 folger, at x - Ziel(x,ei)e‘ L e, for alle

k € I, s& (2) medfeorer at x = EiEI(x,e‘)ei.
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(3) = (4). Idet I(x) og en ordning (iJ) defineres som i seetning

4.2.14, far vi ved brug af Bessels approksimationsssetning med v = O,

for hvert n :

2 n 2 2
Ix]|° = |x - Zjﬂ(x,e1 )el ” + er;l"(x,ei )ei I
o bl
2 n 2
= |x - ):'J‘ (e e, |7+ 7 (e )] 5

J J

her gar det farste led mod O ifelge (3), og dermed det andet led mod

||x”2, for n > o Altsd er ”x“2=zj|(x,ei)|2. (Nar I(x) har
J

endeligt mange elementer, tages blot n = antallet, og ferste led ovenfor
er 0.)

(4) = (1). Hvis (ei)iEI ikke er maksimal, da er det en sgte delmangde
af et ortonormalsystem <ei)iEI vfe) Da ed e, for iel og

le| =1, er Parsevals ligning ikke opfyldt for x = e.

Lad (el>l€I vere en ortonormal basis for Hilbert rummet H og x
en vilkarlig vektor i H. Da kaldes tallene (x, el) Fourierkoef ficien-
terne (eller ortogonalkoefficienterne) for x, og udtrykket x =
ZIEI(X,ei)el kaldes Fourierrzkken eller ortogonal- udviklingen for x.

Vi vil nu beskrive en metode til at konstruere et ortonormalsystem ud

fra en vilkarlig felge af linezrt uafhaengige vektorer,

SETNING 4.2.16 (GRAM-SCHMIDT ORTONORMALISERING). Givet et linezrt

uafheengigt system (x‘)iE[N i et Hilbert rum H. Ved proceduren:
1

e fas ved normering af x_ , dvs. e =x/|x | ,
1 1 1 L

e fas ved normering af x_ - (x_,e )e ,
2 2 2’71

. . n-1
e fas ved normering af x -3 (xele ,
n n i=1 n i i

defineres et ortonormalsystem, som udspezender det samme underrum som

(xi)xelN'
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BEVIS: Folgen el, ez,... er ortonormal, da hver af vektorerne er nor-

meret og ortogonal pd alle de foregdende. Lad U = span(xl,...,x h
n n
sd vil vi vise, at der for alle n € N gelder
span{e ,...,.e } = U ; (P )
1 n n n

heraf folger satningen.

Beviset fores ved induktion. Det er klart at (Px) geelder. Idet vi an-
tager (P ), skal vi vise (P ).
n n+l
For vilkarlige A, i =1,...,n, er x - Zn Ae = 0, idet
I n+l I=1"1 1

x ¢ U = spanfe,...,e } (jf. (P )). Endvidere geelder
1 n 1 n n

n+

- ZLl?\iei)) = span(xl,...,x y=uU

span{e ,...,e ,(x
p 1’ ’ n » n+1 n+1

n+l

. n . .

idet hver af vektorerne €reenr® ,(x I—Z‘ 1}\_e_) er en linearkombina-
n n+ - 11

tion af xl,...,x i og omvendt. Udsagnet galder stadig hvis x L
n+ n+
E‘;_lhlel erstattes af den normerede vektor.
Med A =(x ,e) for i=1,..,n opnas at x - Zn Ae er
i n+1 i n+1 i=1 ii

ortogonal pad e,...,e, altsa er {e,...,e } ortonormal, og (P )
1 n 1 n+1 n+l

er vist., o

Jergen P Gram (1850-1916) var en dansk matematiker og aktuar, Erhard
Schmidt (1876-1959) tysk matematiker.

I Mat 2MALl indfartes begrebet separabelt metrisk rum. Man kan vise, at
et Hilbert rum er separabelt hvis og kun hvis der eksisterer en teallelig

ortonormal basis; dette er tilfxldet for de fleste Hilbert rum som fore-

kommer i praksis.
4.3 ORTOGONALPROJEKTIONER

Vi minder feorst om vor tidligere brug af ordet projektion: I et ge-
nerelt vektorrum V er en projektion P : V - V en linezr afbildning,

for hvilken P = Pz; om denne egenskab bruges ogsd glosen idempotent.

Bemaerk at P = P° hvis og kun hvis (I—P)2 = [-P, d.v.s. at P er en

projektion hvis og kun hvis [-P er en projektion. (Kun én implikation
kraever bevis, fordi I-(I-P) = P. Men hvis P = Pz, sa er (I--P)2 =1+
P> - 2P =1+P-2P=1-P).
En mere geometrisk beskrivelse af projektioner far vi hvis vi tager
udgangspunkt i en opspaltning af V i en direkte sum af underrum
V=UeW.

Vi kan sa definere en projektion PU W med billedrum U og kerne W ;
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ved for vilkarligt x = u + w € V at satte
PU,W(X) = u,

altsd bruge foerste'"koordinaten" i opsplitningen X = u + w som billed-

punkt, samt sende andenkoordinaten i nul,

OPGAVE Vis at der herved er defineret en projektion, altsd at PU Wz =

PU,W'

Bemark at hvis U foreligger, er der mange mader at veaelge W pa, si
V =U® W (tenk blot pd saztningen om at supplere en basis for U op
til en basis for V; pastanden kan ogsa illustreres med en tegning af
IRZ). Der er altsd mange projektioner af V pad U. Det er derfor vi spe-
cificerer bade U og W i notationen PU,W'

For projektioner geelder at ker P = (I-P)V, altsd at kernen for en
projektion P er lig billedrummet for I-P. (Bevis: Px = O hvis og
kun hvis (I-P)x = x hvis og kun hvis x € (I-P)V).

For enhver linear afbildning A : V > V, (uanset om V er et ende-
lig eller uendelig dimensionalt vektorrum), gezelder abenbart at

V = AV + (I-A)V.
Det specielle ved en projektion P er at (I-P)V = kerP, og at PV
n (I-P)V = {0}, altsa

V = PV o kerP.
(At denne ligning geelder for en projektion P, kan indses saddan: hvis
x € PV n (I-P)V, er x = Px = (I-P)Px = 0. Og da V = PV + (I-P)V jo
altid geelder, er vi ferdige). Omvendt vil kravet v = Pv + w, med w €
kerP, for alle v € V, til en afbildning P tvinge P til at vaere en

projektion - se selv efter, jf. ovenfor!

Hvis V er et rum med indre produkt ( , ), har vi mulighed for at

fremhave visse projektioner, nemlig dem for hvilke billedrum og kerne er

ortogonale.

DEFINITION 4.3.3 I et rum med indre produkt er en projektion P en
ortogonalprojektion hvis og kun hvis PV 1 ker P. (Her skal 1 selv-
folgelig opfattes som ‘"ortogonal mht. det foreliggende indre produkt

¢, ).

Da kerP = (I-P)V, ser vi at en projektion P er ortogonal hvis og
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kun hvis billedrummene PV og (I-P)V opfylder at PV 1 (I-P)V.

SETNING 4.3.4 En projektion P (altsd en lineszr afbildning P der
opfylder at P = Pz) er en ortogonalprojektion hvis og kun hvis

(x,Py) = (Px,y) = (Px,Py) for alle x, y € V.

BEVIS: Antag (x,Py) = (Px,y) for alle x, y € V. Lad X € kerP. S&
er (Px,y) = 0 og derfor (x,Py) = 0 for alle y € V. Altsd slutter
vi at kerP L PV. Derfor er P ortogonal.

Hvis P er ortogonal, geelder at PV 1 ker P = (I-P)V. Hvis x, y €

Vv, vil (x,Py) = (Px+(I-P)x,Py}) = (Px,Py). Tilsvarende vil (Px,y) =

(Px,Py). Dermed er satningen vist.

Lad U £ V vere et givet afsluttet underrum i Hilbert rummet V. Lad
P betegne ortogonalprojektionen af V pa& U. Vi har altsd valgt at
opspalte
1
VvV=Ue U,
1
og lade kerP = U . For vilkadrlig x € V gealder da at ortogonalprojek-

tionen Px er den entydig bestemte vektor i U, der ligger nazrmest X,

Jf. Dekompositionsseetningen.

Lad Q vere en vilkdrlig projektion af V pa& U. Projektionen Q

giver os en opspaltning
V=Uoa&®W,
med QV = U og kerQ = W, men vi forudsesetter intet om hvordan W lig-

ger i forhold til U. Vi kan formulere Dekompositionssaetningen med y =

Qx.

KOROLLAR 4.3.5 Ilx-Pxll = lIx-Qxll, for vilkarlig x € V og vilkarlig
projektion Q pa U,

Det er denne simple observation, der ligger til grund for mindste

kvadraters metode.

MINDSTE KVADRATERS METODE
Antag vi har et lineszrt reelt ligningssystem bestdende af N lignin-

ger med n ubekendte (hvor n = Nj:

a X +a x +..+a x =5b
111 1272 In n 1
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a X +a x +. +a X =b
21 1 22 2 2n n 2

a X +a x +. +a x =b
N1T1 N2T2 Nn' ' n N

P4 matrixform ser det saddan ud:
A x = b,

hvor A := [aU] er koefficientmatricen, af sterrelse N X n, mens X €

R"” og b e RY. Hvis vi lader aJ betegne den j.te sejle i A, kan vi

ogsa skrive

n
X a = b,
zJ=1 b

At lese denne ligning betyder altsa: Find en linearkombination af vek-
torerne (al,..,an), som netop giver os vektoren b,

Det er klart at dette kan lade sig gere netop nar b e span(al,.
.,an). Princippet i "mindste kvadraters metode" er da simpelthen:
Find den vektor i span(al,..,an), der ligger nszermest ved b. I lys af
Dekompositionssetningen er den ortogonale projektion af b pa underrum-
met span(al,. .,an) den vektor i span(al,..,an), der ligger nzrmest b
(specielt b selv, hvis b € span(al,..,an)). I mindste kvadraters me-
tode erstatter man b med dennes ortogonalprojektion Pb pa span
(al,..,an). Det derved opstdede ligningssystem

A x = Pb

loses.

Dette gor vi dog her kun i det tilfelde hvor A har rang n, altsa
hvor sattet (al,..,an) er linezrt uafhaengigt og saledes udger en
basis for span(al,..,an). Til gengzld vil vi acceptere et vilkarligt,
givet indre produkt i talrummet IRN, betegnet som sadvanlig med ( , ).

Lad (el,..,eN} veere standardbasen i R'. Lad D := [(ei,ej)]. Da
vi regner reelt, er D en symmetrisk matrix, dvs, D’ = D. Endvidere

kan vi udtrykke det indre produkt ved matrixmultiplikation som fglger:

(*) (x,y) = (¥ X, ej,Z Y, ep) =)

X (e,e )= x’ D y.
)P J yP ip y

For en vilkarlig ortogonalprojektion P far vi heraf og af saztning 4.3.
4 at
(x,Py) = (Px,y) = x’ D Py = (Px)’ D y.
Lad U := span(al,..,an) ¢ R' veere det n dimensionale underrum der
udspeendes af sejlerne i koefficientmatricen A (heri ligger som allere-
de neaevnt at vektorerne a,.,a er linezert uafheaengige). Vi skal give

en formel for ortogonalprojektionen P pa U. Da U = span(al,..,an) =
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AR", kan vi opfatte A som den linezre afbildning fra R" til IRN,

der er repraesenteret ved koefficientmatricen A. Vi antager altsa at A
har en matrixrepraesentation ved en N x n matrix af rang n.

Da A har rang n, er den injektiv (Ax er jo en linearkombination
af seojlerne i A og disse s@jler er lineszert uafhangige, sd den eneste
mulighed for Ax = O er X = 0). Den transponerede A’ er en n x N
matrix, og reprasenterer sdledes en afbildning fra RY til R" Altsa
er A'DA : R" 5 R". Vi pastar denne afbildning er invertibel. Dertil
er det nok at indse at den er injektiv, fordi dimensionsformlen forteel-
ler os at dim R" = dim ker(A’DA) + dim A’DA(R"). Hvis A’DAx = O, si er
x" A’DAx = 0. Men af (*) fas s& at

0 = x’ A’DAx = (Ax)'DAx = (AX,Ax),
sd& Ax = 0. Da A er injektiv, far vi x = 0. Altsad er (A’DA) in-

vertibel.
n

Hvis nu P er ortogonalprojektionen pad underrummet U = AR, vil

der geelde at AR" L1 (I—P)!RN, altsa for vilkarlig x e R" og b e R:
0 = (Ax,(I-P)b) = (Ax)'D(I-P)b = x’A’Db - x’A’DPb,
hvoraf, da x € R® og b e R' er vilkarlige,
A’D = A’DP.
For Pb € AR" er der et u € R" for hvilket Au = Pb, s
A’Db =A’DPb = A’D(Pb) = A’DAu.
Si er u = (A’DA)'A’Db, hvoraf
Pb = Au = A(A’DA) 'A’Db.

Det er dette sidste udtryk for Pb, der erstatter b i den oprindelige
ligning, nar mindste kvadraters metode benyttes. Bemerk at kun de fore-

liggende sterrelser A og D indgar i formlen for Pb.

EKSEMPEL 4.3.6 Et system bestdende af tre linezre ligninger med to ube-

kendte x og X, foreligger:

X +x_ =4
1 2
2x +x =8
1 2
X +2x =5
1 2
Med koefficientmatricen A := | a a, 1, hvor al’ = <1,2,1> og az’

1= <1,1,2>, er opgaven altsd at undersege om hejresiden <4,8,5> €
span(al,az), og i bekraftende fald finde denne linearkombination. Det
er nemt at se (prev!) at dette ikke kan lade sig gere. 1 stedet vil vi

finde den linearkombination af a og a der ligger neermest ved
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<4,8,5>, regnet i den norm, det sadvanlige indre produkt
((al’az’as)’(Bl’Bz’Bs)) = (xlBl * asz * <x3[33

inducerer, altsa den seadvanlige euklidiske norm, eller Zz—normen, pa

R,

Lader vi P betegne ortogonalprojektionen pa& U := span (al,az),
bemarker vi forst at U er to-dimensionalt, da a og a er lineeert
uafheengige (kontroller!). Altsd kan ovenstdende formel benyttes til
beregning af P <4,8,5>’. Den der navnte matrix D er abenbart enheds-
matricen I, nar den kanoniske basis benyttes (thi denne basis er jo en
ONB mht. saedvanligt indre produkt). Altsa far vi at

P <4,8,5>" = A(A’DA) 'A’D<4,8,5> =

11 11
= 21(“‘?‘&]21)“‘“%&] g8 | =
12 12 5

11 11 47
=21 ([22])"[§§]=1/11 2 1 [42]=1/11 87
12 1 2 54

Vi har hermed fundet at den vektor i U, der er narmest (i kvadratisk

middel, dvs. i 22—norm i IR3) ved vektoren <4,8,5>', er vektoren
(<47,87,54>/11)’. Bemeaerk at vi ogsa kan aflsese at denne naermeste vektor
er linearkombinationen 1/11(40<1,2,1>" + 7<1,1,2>’) af de udspsendende

vektorer <1,2,1>" og <I,1,2>’

I Stat 1 bliver denne teknik benyttet, ogsad for andre valg af indre

produkt.
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OPGAVER TIL KAPITEL 4

4.1. Underseg om felgende definitioner giver et indre produkt
((xl,xz),(yl,yz)) i det reelle vektorrum RZ%: (her er (xl,xz),
(yl,yz) vilkarlige vektorer i R%)

a) ((xl,xz),(yl,yz)) =Xy, f Xy

b) ((xl,xz),(yl,yz)) XY P XY P XY +XY

4,2 Lad V vare et reelt vektorrum med indre produkt. Vis at for

X,y € V gealder at x 1 y hvis og kun hvis IlIx+yll = lIIx-yll. Tegn!

4.3 Lad V vare et komplekst vektorrum med indre produkt. Vis at
for x,y € V geelder at x 1y hvis og kun hvis II?\x+py|I2 =
IaxiZ+iuyl®> for alle A,u € C.

4.4 Lad V veere et vektorrum med indre produkt. Vis at for x,y € V
geelder at lix+yl® + Ux-yi® = 20x0% + 20y1%  Tegn!

4.5 Lad (el,ez,ea) vaere en ortonormalbasis i et tre-dimensionalt

rum V, Lad U := span(el+e2+e3). Find en ortonormalbasis for U .
4.6 Lad a,b,c veare vektorer i et rum V med indre produkt. Forud-
set at a og b er linezrt uafhaengige. Find ortogonalprojektionen af
c pa span {a,b).

4.7 Lad Ul, U2 vaere underrum af et endelig dimensionalt vektorrum

V med indre produkt. Vis at

L L L
(U + U)
1 2

U nUu
1 2

og at
L 1 1
(UnU) =U +U

1 2 1 2
4.8 a) Vis at hvis en projektion P er en positiv afbildning (i den
forstand at dens matrixrepresentation i en eller anden basis er en
positiv matrix), s& er billedrummet PV 1-dimensionalt.
b) 1 hvilke rum er identitesafbildningen positiv (i samme forstand
som i a))?
4.9 Vis at en lineeer afbildning A : V > V, hvor V er et endelig

dimensionalt vektorrum med indre produkt, hvori der er givet en ONB

o, er en ortogonalprojektion hvis og kun hvis oc[A]oc = [aU], hvor

1l

a
1)

og a =13 a a , for alle ij.
1) , P 1P P
4,10 1 R” med sadvanligt indre produkt og med standardbasen som ONB

a_, for alle i,j (C er kompleks konjugering)
j

skal du opskrive matrixreprasentationen (i standardbasen) for ortogo-

nalprojektionen pa vinkelhalveringslinien i 1. & 3. kvadrant.

4,11 a) Find ved mindste kvadraters metode den linearkombination af




Matematik 2LT, foraret 1994 21. januar 1994 4.21

(1,1,2) og (1,-1,-1), der ligger nzrmest ved (3,1,2).

b) Samme spergsmal, men med det indre produkt ( , ), hvis matrix D
er folgende:

D :

it
NN W
[ASERAS IS
WwNN

Hvad er (x,y) i dette indre produkt?
4.12 Som opg. 6l: find den linearkombination af (1,2,1,0), (2,0,-
1,1), (2,-1,0,-1), der er nermest ved (0,3,0,0)
4,13 Lad V vere et vektorrum med indre produkt og lad V1 og V2
vere underrum af V. Lad P1 vere ortogonalprojektionen pa Vl og
P2 vaere ortogonalprojektionen pa Vz' Vis at V1 = V2 hvis og kun
hvis PIP2 = 0.
4.14 Find et udtryk for ortogonalprojektionen af R pd det af
(1,0,2) og (1,1,0) udspezendte underrum, idet sadvanligt indre
produkt benyttes. Opskriv en 3x3 matrixrepraesentation (i standard-
basen) for denne projektion.
4,15 Lad V vere et normeret vektorrum med normen betegnet med Il Il.
Lad f : V> V vare en lineer afbildning. Hvis If(x}l = lIxll for
alle x € V, kaldes f en Iisometri.
a) Vis at med sadvanlig operatornorm ( IIfll := suplf(x)ll, med x
gennemlebende maengden hvor lIxll = 1 ) gelder at hvis f er en isome-
tri, sa er |Ifll = 1.
b) Vis at hvis f er en isometri, sa er f2 ogsa en isometri (her
er f° som seedvanlig betegnelsen for den sammensatte afbildning:
£%(x) := f(f(x)) for alle x e V).
c) Vis at hvis f er en isometri, s& er r(f) =1, hvor r(f) er
spektralradius.
d) Antag nu yderligere at V er et rum med indre produkt og at f
er en ortogonalprojektion. Kan f vere en isometri?

n

4,16 Betragt det endelig dimensionale komplekse Hilbert rum H = C |

med det hermitiske skalarprodukt (u,v) = Zn

uv , hvor u =
i=1 i 1

(u,...,u) og v = (vl,...,vn) e C" (eksempel 1.2}. Vis, at nar vi
n .

definerer e ved e“) = (1,0,...,0), e? =

(O,l,O,...,O),...,e(n)= (0,0,...,1), sa er (em)?_1 en ortonormal

basis for H .
4.17 Vis, at {sin ne)nelN udger et ortonormalsystem i Lz([O,n]) .
4,18 Lad os definere polynomier po(x),pl(x),... ved at kreeve, at

p (x) er et polynomium af grad n 1 én variabel, koefficienten for
n
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x" er 1 og (pn) er et ortogonalsystem i Lz([O,I]) . Find po(x),

pl(x) og pz(x) .
4,19 Lad V vere et indre produkt rum. Vis, at det indre produkt kan

udvides til fuldsteendiggerelsen V , og at V ogsd er et indre pro-

dukt rum.

i1
3

4,20 Bestem a,a ,a € C, saledes at [ ]cos@—z a sinne]zde
1’273 Jo n=1 n

far den mindst mulige veerdi.

4.21 Vis, at {sin(n - %)e)nE[N udger et ortogonalsystem i

L ([0,m)).

4.22 Vis, at det indre produkt kan fas fra normen gennem polarise-

rings- identiteten.
(wv) = 2 [u+ v|* = Ju = v]®) + itfu + iv)® - Ju - |51

1
4.23 Lad X vare et underrum af et Hilbert rum H . Vis, at X ,
L1

ortogonalkomplementet til X , er et afsluttet underrum, og at (X )
er afslutningen af X (ogsd betegnet X) .
4

4.24 Vis, at limn_)00 J'o logo sin nede = O .

(Vink. Dette kan fas som et korollar til Bessels ulighed, i forbindelse
med ortogonalsystemet i Opg. 18)

4.25 Lad (el)kEI vere en ortonormal basis for Hilbert rummet H .
Vis at felgende generalisering af Parsevals ligning geelder, for alle
X,yeH: Z(x,ei)ry,_ei_) = (x,y) .

i€1
4.26 Lad H vzre et Hilbert rum og {e } o " ortonormal basis for
nn

H . Antag, at (fn)nEW er et ortonormalt system som opfylder

& 2
Z||e - " <™.
n n
n=1
Undersgg om {f } er en ortonormal basis for H . (Vink. Vis, at
n
(ej—f‘j,el)|=|(el—fi,fj)} for alle i og j. Udnyt dette til at vise,

at
® =

) [te -1, 1) le - £
j i i j i i

for alle 1, og slut heraf, at

LV(g -f ,f) = e -f forallei.)
; i i Jj o i i

Bemarkning. Yderligere oplysninger kan findes i en artikel af N.Tsao
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"Approximate bases in a Hilbert space" Amer. Math. Monthly 75 (1968)

s.750.
4.27 Lad V betegne vektorrummet af komplekse folger (xn)nEIN som er O
fra et vist trin. Definér (.,.): V x V — C ved
] —

({x )y }) nlenyn.

(a) Gor rede for at V er et vektorrum og at (.,.) er et indre produkt
pa V.

(b) Lad |+| betegne normen i V , som induceres af (.,.) og sat

=01}.

=

0
M= {x) eV | ijn

L
Vis, at M er et afsluttet underrum af (V,|-]|) , ogat Me M = V.
(c) I forbindelse med dekompositionssetningen vises det, at hvis H er

et Hilbert rum og X er et afsluttet underrum af H , sd vil
L
H=Xe®X .

Underseg, om dette resultat er sandt i et indre produkt rum.

1

[
4.28 Set V ={f e c([0,1)|f(1) = 0), M = {e v|Jo xf(x)dx = 1)

Vis, at
1° (v, ”||u) er et Banach rum.

2o M er en afsluttet, konveks og ikke tom delmangde.

3° For alle ¢ € M geelder at
el > inf{|f - O||u|f e M) .

Lad H veere et Hilbert rum, M en afsluttet konveks, ikke tom delmaengde
af G, og ue H . Sa findes ifolge Lemma 1.10 en entydigt bestemt

vektor v € M teettest ved u . Undersog, om dette resultat geelder i et

Banach rum.

4,29 Lad H vare et Hilbert rum, og (e } N en ortonormal basis
nn
for H . Antag, at Ai:H — H er lineer, og at
Z Jae | < w
n
n

Undersgg, om A er kontinuert.

4,30 Den generaliserede polariseringsidentitet.
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Lad H veere et Hilbert rum over C .

Antag ne[N,ae(I:,a"=l og az:tl.Vis,at
n
1 k 2 k
(x,y)=;kz [x + a'y|a
=1

4.31 Et ikke-separabelt Hilbert rum.

Lad E betegne vektorrummet over C af alle reelle funktioner f af

formen
f(t) = alciblt + eoe + aneibnt , teR (*)
hvor neN og a,..,a €C, b,....,.b €R
1 n 1 n
Vis, at
M
(f,g) = lim 5—; f(t)g(t)dt
M—>00 -M

eksisterer og er et indre produkt pa E . Vis, at hvis f er som i (¥),
sa vil
1£]% = (£,0) = |a |2eeet]a |
1 n
Vis endelig, at fuldstandiggerelsen af E er et ikke-separabelt Hilbert

rum.

4.32 Lad m vere restriktionen af [Lebesgue malet til

D ={zet| |z| =1 .
1

Vis, at 1,z ,2?... er ortogonale vektorer i Lz(D1’m) . Bestem |z"| .
Lad e = = . Undersog, om (eo,el,...) er en ortonormal basis for
n
J="|
L (D,m) .
21

4.33 Lad V vare et normeret komplekst vektorrum, dvs. et komplekst
vektorrum med en norm |.| som opfylder
1) |u| 20;0g Ju| =0eu=0;
2) Jou] = |l Ju] ;
3 Ju+v| = Jul + Ivl
ndr uy,veV og oe€C. Visat V er et indre produktrum hvis normen
|| opfylder paralleliogramloven
2 2 2 2
fu+ o™+ Ju =" = 2fu]” + 2v]" .

(Vink. Benyt polariseringsidentiteten (jf. side 1.4) til definition af

et indre produkt, som skal vises at opfylde Definition 1.1. Eftervis
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forst (S i) og (S(iv), og dernest (Sii) (tag realdelen ferst); slut her-

af (Siii) for rationale o og benyt kontinuiteten af normen.)
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5. LINEZRE DIFFERENTIALLIGNINGER
5.1 LINEZART DIFFERENTIALLIGNINGSSYSTEM AF F@ORSTE ORDEN.

I dette kapitel skal E betegne identitetsafbildningen (Ex = x),
hhv. enhedsmatricen (af relevant dimension), fordi I € R skal vare et
begrenset eller ubegreenset abent interval.. Endvidere skal V vere R
eller (Dk, udstyret med max-normen (jf. kap. 1). Lad f(t,x): I x V >
V vare en kontinuert funktion. Differentialligningen
x'(t) = f(t,x)

eller, skrevet ud i koordinater, differentialligningssystemet

(

fl(t,xl,...,xk)

fk(t,xl,...,xk)

\
kaldes som bekendt et lineart ferste ordens differentialligningssystem,
hvis funktionerne f‘l,...,fk er ferstegradspolynomier i X1""Xk’

altsa hvis systemet har formen

]
dx1
T - pll(t)x1+- e plk(t)xk + ql(t)
1.
dx
dt pkl(t)xl+. T plk(t)xk * qk(t)

\
hvor funktionerne pu(t) og qi(t) er kontinuerte funktioner pa I

med veerdier i R eller C, afheengigt af om V er R* eller C*.
Hvis funktionerne qi(t) alle er 0O, kaldes systemet homogent, ellers
inhomogent. Indferer vi matrixnotation og lader

P(t) := [pij(t)],
samt q(t) := [qi(t)] (sejlevektor), er ligningssystemet altsd givet

som
x'(t) = P(t) x(t) + qlt).

(Af typografilettelsesmzaessige grunde bruger vi i dette kapitel oftest
betegnelsen ' for afledet, snarere end d/dt, eller den for ekonomer
traditionalle x).

En lesning til dette system er en Cl—funktion ¢ : J >V (hvor J ¢
I er et &bent interval), for hvilken ¢’(t) = P(t) ¢(t) + q(t} for
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alle t € J.

Af Eksistens- og entydighedsseetningen s. 8.8, 2MA noterne, folger

SETNING 5.1 For et lineesert differentialligningssystem af ferste orden
x'(t) = P(t) x(t) + q(t),

hvor P : 1> £(V) og q:1-> YV er kontinuerte, galder at gennem

hvert punkt (to,xo) € I x V gar en og kun een maksimal lgsning ¢ : I

> V. Enhver lesning er restriktion af en maksimal lssning.
Strukturen af meengden af maksimale lesninger er ret let at beskrive,

SETNING 5.2 De maksimale lesninger til et linezert, homogent lignings-
system
x'(t) = P(t) x(t), t el

bestdende af k ligninger med k ubekendte funktioner udger et k-
dimensionalt vektorrum (over det foreliggende skalarlegeme R eller
C). Samtlige lgsninger til det tilsvarende inhomogene system

x'(t) = P(t) x(t) + q(t), t el
fas ved til een lesning til systemet at addere samtlige lesninger til

det homogene system.

BEVIS: Det er klart, at hvis ¢ er en lesning, er a¢ en lesning (a
€ R eller C), og hvis ¢ og Y er losninger, er ¢ + Y en losning.
Dette viser, at lssningerne udger et underrum i vektorrummet af alle
funktioner ¢ : I > V.

Vi betegner vektorrummet bestdende af alle maksimale lssninger med
L. Vealg nu et fast 1:0 € I og betragt afbildningen ¢ - ¢(to) : LoV,
altsd den afbildning, der til hver lesning ¢ lader svare dens veerdi i
to. Denne afbildning er abenbart linezer, og da der for hvert x € V
findes en og kun een maksimal lssning ¢, for hvilken ¢(t0) = X, er
den bijektiv (altsd surjektiv og injektiv). Den er saledes en isomorfi
og V og L har derfor samme dimension.

Setningens anden pastand er en gvelse.

Bemaerk at en konsekvens af beviset for satning 5.2 er at et set af k
lesninger ¢1,...,¢k er en basis for lssningsrummet L, hvis og kun

hvis vektorerne ¢1(t0),. . ¢k(t0) for eet to € I er en basis for
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V, og at disse vektorer da for ethvert to € 1 er en basis for V.

Den ved k lesninger ¢1,..., ¢k bestemte matrix
¢ ()09 (1)

o(t) := : : )
¢, (2 g (1)

hvis sejler er ¢1,...,¢k (bemeerk at ferste index bliver sgjleindex og
andet index rakkeindex) er altsd invertibel for alle t € I, hvis les-
ningerne danner basis for lesningsrummet, og ellers singuleer for alle t
€ I. Hvis den er invertibel, kaldes ®&(t) en fundamentalmatrix. Ud
fra en fundamentalmatrix bestemmes samtlige lesninger til det homogene

ligningssystem som linearkombinationer, altsa ved

¢11(t)"-¢k1(t) a
x(t) = #(t)a = : : ]l ,aeV

¢ (t)--¢ (W] a

1k kk k

Veaelger man specielt ®(t) sadan at <I>(t0) = E, dvs velger man som ba-
sis ¢1,.., </>k for lesningsrummet de k lssninger, for hvilke ¢1(t0),
. ¢k(t0) er de k enhedsvektorer i standardbasen, vil =x(t) :=

<I>(t)xo for vilkarligt X, € V veere lesningen gennem (to,xo).

SETNING 5.3 Ud fra en fundamentalmatrix ®&(t) for det homogene lig-

ningssystem bestemmes samtlige lgsninger til det inhomogene ligningssy-

stem
x'(t) = P(t) x(t) + gl{t), t el

idet to eI, ved

x(t) = 8(t)a + (t) ﬁ o(x) q(t)dr, tel.

Veaelger man &(t) sa <I>(to) =E, fas for a = X, den lesning, der gar

gennem (to,xo).

BEVIS: Vi benytter "de arbitreere konstanters variationsmetode”. Da
®(t) er invertibel for alle t € I, kan enhver funktion ¢(t) : I > V |
p4 en og kun pd een made skrives pa formen ¢(t) = &(t) y(t), nemlig J
ved at saette Y(t) = (I>(t)_1¢(t). Da elementerne i ®(t) er differenti- |
able, bliver ¢(t) og (t) differentiable samtidig. Med ¢(t) = ®(t)

y(t) er ¢'(t) = P(t) ¢(t) + q(t) hvis og kun hvis
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(t) Y(t) + &'(t) ylt) = P(t) &(t) w(t) + q(t).
Hver sgjle i ®(t) er lesning til det homogene system; altsd er
?’(t) = P(t) &(t),
og ligningen til bestemmelse af Y antager derfor formen

() ¢’ (t) = qlt),

altsa
wit) = 67(t) qlt).

Samtlige lzsninger til denne ligning bestemmes ved integration:
Y(t) = a + ﬁ 8(v) 'q(r)dr
0

hvorefter satningens udtryk for lesningen x kan opskrives.

BEMERK at ovenstdende er panserformlen, ndr k = 1. I dette tilfelde

er ligningen x’(t) = p(t) x(t) + q(t), hvor p, q: 1> R eller C

er kontinuerte. Her er lgsningsrummet til den homogene ligning bestemt

som alle skalarmultipla af
®(t) := exp [J: plt)dz], t el
0
og den inhomogene lignings lesninger kan da skrives som

x = 8(t) x_ + B(t) J.EOQ(I)_lq(T)d'r, tel

BEMZARK ogsa hvorledes seetning 5.2’s udsagn om strukturen af lesnings-
maengden til den inhomogene ligning fremtreeder eksplicit i formlen for

lgsningen X i seetning 5.3.
5.2 EN LINEAR DIFFERENTIALLIGNING AF kte ORDEN.,

Lad som fer V vere R eller C© og lad I € R vere et begrenset
eller ubegranset abent interval. En k% ordens linewr dif ferential-
ligning

d*x dx d* 1x
—— =p(t)x + plt)==+ -+ + p (1) + qlt),
dtk 0 1 'dt k-1 dtk—l

hvor funktionerne po(t), pl(t),.., pk_l(t), q(t) er kontinuerte funk-
tioner p& I med veerdier i R eller €, (afhengigt af om V er R
eller C5) kaldes homogen, hvis funktionen q(t) er 0, ellers inho-

mogen.
Denne klasse af ligninger er ret indgdende behandlet i Mat IMA, og vi
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skal derfor her nejes med at minde om at der for ethvert talseet

(to’xlo’ xzo""’xko) € I x V findes en og kun een maksimal lesning ¢

til den linezre k.te ordens differentialligning for hvilken

, (k1) _
[¢(t0),¢ TR (tO)J - [Xlo,xzo,...,xko}

Enhver maksimal lesning er defineret pa hele intervallet 1. Enhver
lesning er restriktion af en maksimal lesning. Endvidere gzlder at de

maksimale lssninger til den homogene ligning

d*x dx k-ly
—— =p (t)x + p(t)I=5= + -+ p (t)
dtk 0 1 'dt k-1 dtk—l

udger et k-dimensionalt vektorrum (over det underliggende tallegeme R
eller C), og at samtlige lgsninger til den inhomogene k.te ordens lig-
ning fas ved til en lesning til ligningen at leegge samtlige lgsninger

til den homogene ligning.

Betragter vi specielt en linezer homogen ligning

dx d "x dx
+ec 43 —— + a x =

a
k k-1, k-1 1 dt 0

|
o

med konstante koefficienter, og opererer vi med V = (Dk, kan man, ved
at 'oversaette’ ligningen til et forsteordens system, vise at enhver les-
ning (xl,...,xk) = (¢1(t),...,¢k(t)) til denne ligning m& bestd af
funktioner af formen

Cl(t)exphlt+~ . -+§q(t)exp7\qt,
hvor hvert qp(t) er et polynomium af grad = Zp—l. Lidt anderledes

udtrykt: Lesningsrummet for den linezre, homogene differentialligning

af kte orden med konstante koefficienter har som basis de k funktio-

ner
81—1
exp?\lt, texp?\lt I exp?\lt s
A
exXpA t, texpAa t ,..., t 4 expA t
q q q
hvor Al,...,?\ er de parvis forskellige redder i ligningens karakteri-
stiske polynomium K(A) := 2K+ akd?\k_1 t.o+tar+a, og 81,...,£q

er deres multipliciteter.

BEMARKNING Hvis koefficienterne ao,al,...,ak1 er reelle, og K(A)
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har lutter reelle redder, giver ovenstdende ogsd en basis for lesnings-
rummet svarende til, at vi opererer med V = R*. Ellers ma vi operere
med V = (Dk. Ud fra de komplekse basisfunktioner er det dog let at fa
en basis bestdende af reelle funktioner. Thi nar K(A) har reelle ko-
efficienter, vil de imaginzre redder udelukkende forekomme i par af kom-
pleks konjugerede med samme multiplicitet. Er o« + i og o - i et
saddant par af redder hver med multiplicitet £, ser man, at vi i stedet

for de 2f basisfunktioner

expla+iB)t, texpla+ip)t,... ,te_lexp(owifa’)t,

expla-ip)t, texp(a-ip)t,... ,te—lexp(oc—iB)t
kan benytte de 2£ reelle funktioner

expat cosfBt, t expat coth,...,tl)’_1 expoat cosfit,

expat sinBt, t expot sinBt,...,te—1 expat sinft .

5.3 LINEART HOMOGENT DIFFERENTIALLIGNINGSSYSTEM AF F@RSTE ORDEN
MED KONSTANTE KOEFFICIENTER.

For et linezert, homogent ligningssystem
x'(t) = A x(t), t € 1,
med konstant koefficientmatrix A := [pU] (hvor pij € R eller C,

afhengig af om V er le eller (Dk), kan man finde samtlige legsninger

pa felgende méde.

LEMMA 5.4 Lad A € £(C") veere en given kvadratisk kompleks matrix og
definer, for et abent interval I SR og t e,

x(t) i= exp tA := T " (tA)/n!
S& er x(t) : I > 2" en C” funktion for hvilken x'(t) = A x(t).

BEVIS: Hvis vi viser at x’(t) er defineret og at x'(t) = A x(t),
for alle t € I, ses det direkte af denne formel at x’(t) er kontinu-
ert, og induktivt felger s& at x er vilkarlig ofte differentiabel.

Vi kan derfor faerdiggere beviset ved at vise at limh_)o [exp (t+h)A -
exp tAl/h eksisterer i £(C") og er lig A x(t). Idet de uendelige
raekker, der nu opskrives, er absolut konvergente, og omordning af ledde-

ne derfor er tilladt (argument analogt med beviset s. 4.12), ser vi at




Matematik 2LT, foraret 1994 19. april 1994 5.7

L 2 Ay T (ha) K

L2 L0 ta)Yn (ha) /K

n=

L oy (L /(R PK p%) AP/pt =

w0 P ,P
Y b=0 (t+h)" A"/p!,

og derfor at
exp [(t+h)A] = exp tA exp hA.

Heraf fas umiddelbart at

hmh_)o [exp (t+h)A - exp tAl/h =

i

hmh_)o fexp tA (exp hA - El/h

exp tA lim ho30 [exp hA - El/h.

Da
lexp hA - El/h = T © h"7A"nt =
AY © (bA)/(n+1) =
n=0 T
AE+Y 7 (A /(D] =
og da
Iy ° (ha)™/(n+1)Mll =
n=1
o n
|h[UAY _ (hA)/(n+2)t
00 n n
= [h[HANE " [h|THAIT/nt =
|h| ANl exp(|h|NAI) > O for |h| > O,
ser vi at

limhao [exp (t+h)A - exp tAl/h = A exp tA,

for vilkarligt t € I. Hermed er lemmaet bevist.

Vi kan dermed formulere og bevise en explicit version af seetning 5.3.
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SETNING 5.5 Betragt det linezre differentialligningssystem

x'(t) = A x(t) + qlt), tel
hvor A er en konstant k x k koefficientmatrix, og hvor q : I > c* er
en given kontinuert funktion. Sa er for vilkarlig given begyndelses-

betingelse (to,xo) e 1 xC" den entydig bestemte lgsning x : I » c*

for hvilken x(to) = X, givet ved

t
x(t) = exp [(t—to)A] X, * j exp [(t-s)A] q(s) ds,
t
for alle t e I.
t t
BEVIS: Da g{t) := j exp [(t-s)A] q(s) ds = exp (tA) f exp (-sA) qls)
t t
ds, er den afledede g'(t) af denne funktion

t
A exp (tA) J exp (-s)A q(s) ds + exp (tA) exp (-tA) g(t) =
t

0
A g(t) + qlt),

sdledes at g er en leosning til den foreliggende inhomogene differen-
tialligning, der opfylder betingelsen g(to) = 0. Da leddet exp
[(t—tO)A] X ifelge ovenstiende lemma er en lgsning til den tilsvarende
homogene ligning, der opfylder begyndelsesbetingelsen exp [(to—tO)A] X,

= E X, = X, er beviset gennemfeort.

Vi foregriber udviklingen lidt og formulerer et specialtilfelde af

ovenstiende.

KOROLLAR 5.6 Betragt den homogene differentialligning
x'(t) = J x(t), t el

0

1

Al
hvor I € R er et abent interval, og hvor J:= | O A =AE + U
0

A
er en n x n Jordan-blok. S& er lgsningen x(t) der tilfredsstiller

begyndelsesbetingelsen (to,xo) givet ved udtrykket

x(t) = exp [(t—to)J] X,

hvor exp [(t—to W1 = exp [(t—to YA + Ul = e(t—to)A exp (t—to)U, med

exp [(t—to)U] givet ved folgende matrixudtryk:
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1t )/1 (t—t0)2/2! (t—to)“”l/(n—l)!
(t=t )/1! (t—to)Z/Z! (t—to)““z/(n—z)z
2 n-3
0 1 (tuto)/ll (t—=t0) /2!...(t—to) /(n-3)!
0 1 (£t )11 ..
(t—to)/l!
o 0 1 j

BEVIS: Matrixudtrykket for exp [(t—tO)U] felger direkte af matrix-

udtrykket for U. En lidt anden angrebsmade kan bestd i fglgende obser-

vation: hvis o := { SRINA } betegner standardbasen i (Dn, og

hvis vi indferer som konvention at ej = 0, hvis index j = 0, sa er

U : C" > C" karakteriseret ved at
U € = €.y

Tilsvarende bliver, for s = 2,...,n, U® karakteriseret ved at

for k = 1,..,n.

U® ek =e , for k =1,..,n.

Da U" =0 fas for exp [(t-t )Ul = § ;‘:(‘) (t-t )* U™/s! at
n-1 s s
- = - | =
exp [(t tO)U] e, ), =0 (t to) U e /s
n-1 s k-1 s
- | - - | =
Y =0 (t to) ek_s/s. Y =0 (t to) e /s
k-1 k+s
- ]
) =0 (t to) es/(k+s).
hvilket netop angiver hvad der skal sta i sejle nr. s af exp

[(t-t UL
0

Korollaret antyder en anden made at gribe lesningen an pa, ved hjeelp
af hvilken vi ogsad kan opnd en eksplicit lesningsformel. Vi foretager
en koordinattransformation x = Qy, hvor Q er invertibel, i rummet
V. Herved erstattes ligningssystemet med systemet
Q y'(t) = AQyt) eller y(t)=0Q" AQ yt)
Vi benytter nu at man i tilfeldet V = C° kan vaslge Q sadan at Q'AQ

er Jordans normalform
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Il

Q AQ

hvor Jl, Jz,.., Jq er kvadratiske matricer langs hoveddiagonalen, uden

for hvilke der star lutter nuller og som hver for sig er af formen

A

med A 1 hoveddiagonalen, 1 i skralinien lige over, og ellers nuller.
Samtlige tal i hoveddiagonalen i Q_l AQ er samtlige redder i polynomi-
et det(A - AE), hver skrevet sd ofte som multipliciteten angiver, men
samme rod kan forekomme i flere af matricerne J .

Efter en sadan transformation vil ligningerne i Set nye system falde
i klasser, en klasse svarende til hver af matricerne J . Hvis de af de
variable LT A der svarer til de i et bestemt Jp pfigurerende

raekkenumre, betegnes Z,.--2Zp €T den pageldende klasse af ligninger

I

AZ + z
1 2

= AZ + Z
2 3

+ Z

a - AZy

Dette systems lesninger findes maske hurtigst ved at man satter
Z = U exp At, altsd zi’ = (ui’ + Au )expat,
1

hvorved fas systemet
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u’'=u,u’=u,.,u '=u, u’ =0.
’ 3" Tl A 2

hvis lesninger findes ved successiv lesning bagfra. Resultatet kan

udtrykkes som (ul,uz,...,ue) =(F(t),F’(t),...,F(e_l)(t)}, hvor F(t)

er et vilkarligt polynomium af grad = £-1. Man far altsd

le ( F(t) )
z2 F’(t)
= . expAt .
@1
z F (t)
\ E \ J

Det er veerd at gere sig klart at det just fundne lgsningsudtryk er prin-
cipielt det samme som det i korollar 5.6 anferte. Vender vi tilbage til

det oprindelige ligningssystem, finder vi samtlige lssninger skrevet pa

formen
( 3 ( 3
X Flft)exphlt
Fizfl ) (t)exp?\lt
=Q
F (tlexpA t
q, q
& -1)
F tlexpA t
XkJ q q (t) P qJ
\ \

hvor Ap betegner det i matricen Jp (p = 1,...,q) optreedende A, Ep
denne matrix’s orden, og F‘p(t) er et vilkdrligt polynomium af grad =
Bp—l. I alt optrader i disse polynomier k koefficienter. De k leos-
ninger, der opnas ved at valge alle disse koefficienter pa nezr een = O,
og denne ene = 1, vil udgere en basis for legsningsrummet.

Hvis A har reelle elementer, kan Jordans normalform opnas ved et Q
med reelle elementer, hvis og kun hvis polynomiet det(A-AE)} har lutter
reelle redder, og metoden er derfor under denne antagelse anvendelig ogsa

i tilfeeldet V = R*. Ellers m4 man operere med V = c*. Herved fas alle

komplekse lgsninger, blandt hvilke man derefter kan udskille de reelle.
5.4 STABILITET AF LINEERE DIFFERENTIALLIGNINGER

Vi betragter et linezert, ikke nedvendigvis homogent differentiallig-

ningssystem pa den afsluttede halvlinie [o,0:
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x'(t) = Alt) x(t) + q(t), t e [0,0l. (*)
Her er A en k x k koefficientmatrix, hvis indgange er defineret og
kontinuerte p4d [0,w], q( ) : [0,0] > c® er en kontinuert funktion og
x( ) : [0,00f > c® den segte losning, jf. eksistens- og entydighedsseet-
ningen. Lad c® vere normeret, f.eks. med max-normen. Da alle normer

pa (Dk er xkvivalente, skriver vi blot | .

Et punkt a e c® kaldes et ligevaegtspunkt (eller en ligevagtstilstand)
for (*) hvis A(t)a + q(t) = 0 for alle t € [O,0]. Et ligeveegts-

punkt er altsd en konstant lesning til (¥).

DEFINITION Vi siger at ligeveegtstilstanden a € c* er globalt asymp-
totisk stabil hvis enhver lgsning til (*) konvergerer mod a for t -
o, altsd hvis det for enhver funktion x(t) : [0,0] - (Dk, for hvilken
x'(t) = A(t) x(t) + q(t) for alle t € [0,0], geelder at limHoo lix(t) -
all = 0.

BEMERKNING Hvis et ligeveegtspunkt a er globalt asymptotisk stabilt, sa

har systemet (*) ikke andre ligeveegtstilstande. Specielt har ligningen

Alt)a + q(t) = O kun én lgsning.

SETNING 5.7 Lad a € c® vere et ligeveegtspunkt for det linesere sy-
stem (¥*). Sa er a en globalt asymptotisk stabil ligevaegtstilstand
hvis og kun hvis det om enhver lgsning X, til den tilsvarende homogene

ligning x’(t) = A(t) x(t), t € [Ox[, geelder at xo(t) >0 for t - o

BEVIS: Lad L0 betegne lgsningsrummet til den til (*) svarende homo-
gene ligning x’(t) = A(t) x(t). Vi ved fra setning 5.2 at L0 er et n
dimensionalt vektorrum. Hvis a € C° er en ligeveegtstilstand for (%),
er a specielt en lgsning og derfor er a + L0 l@sningsmeengden for

(*), igen ifl. seetning 5.2. Antag a er et globalt asymptotisk stabilt
ligeveegtspunkt. Hvis X, € L0 sd vil a + xo(t) > a fort - o dvs. at
xo(t) -5 0 for t » o Hvis det omvendt gelder at ethvert element i L0

konvergerer mod O for t -» o, sd er et ligeveegtspunkt a nedvendig-

vis globalt asymptotisk stabilt.

Da vi kender L0 nar A i (*) er konstant, kan vi give en preecis be-

skrivelse af global asymptotisk stabilitet i det tilfeelde.
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SETNING 5.8 Lad x'(t) = A x(t) + q, t € [0,0] vzre et linesert dif-
ferentialligningssystem med konstante koefficienter A og konstant in-
homogenitetsled q. Antag a er en ligeveegtstilstand for dette system.

S& er a globalt asymptotisk stabilt hvis og kun hvis alle egenvzrdier

for A har negativ realdel.

BEVIS: Ifglge den ovenfor udviklede teori (korollar 5.6 og formlen pa
s. 5.11) er L frembragt af funktioner, hvis koordinater er af formen
tJ eM hvor A gennemlgber o¢(A) og O = j = 1-1, med 1l som beteg-

nelse for rodmultipliciteten af A (som rod i det karakteristiske poly-

s

nomium for A). Global asymptotisk stabilitet er altsd ensbetydende med
at tj eAt > 0 for t-» o og derfor ensbetydende med at e?\t > 0 for
t 5 o (husk bemeerkningerne om sterrelsesorden fra Mat IMA). Da [eMI

= ]e(ReA”lth] = Reat og R L 0 for t 5 w hvis og kun hvis Rex <

0, felger setningen.

BEMARKNING  Et lineesert system med konstante koefficienter, der har en
globalt asymptotisk stabil ligeveegtstilstand, ma altsda have en inverti-
bel koefficientmatrix A. Dette folger af btemeerkningen pa forrige side,

og ogsa af seetning 5.8, idet O ikke er en egenveerdi for A.

Det her behandlede stabilitetsbegreb er meget restriktivt, bl.a. for-
di ligningen Af{t)a + q(t) = 0 nedvendigvis ma have entydig bestemt
lesning. Et mere generelt stabilitetsbegreb er det der kaldes
Liapunov’'s: Hvis (*) har ligeveegtstilstanden a og hvis det om a
gzlder, at enhver lgsning =x( ), hvis begyndelsesveerdier (initial- i
vaerdier) x(0) ligger ner a, "holder sig i nzrheden af a" for alle

t > 0, siger vi at a er Liapunov-stabilt. Preecist:

DEFINITION Ligeveegtstilstanden a skal opfylde at til ethvert € € IR+
findes der &8 € R, saledes at hvis x( ) : [0,0] > C* er en lesning til

(*) for hvilken lIx(0)-all < 8 sd er Ilx(t)-all < € for alle t > O.

Vi har hermed defineret Liaponov-stabilitet.

Hvis der yderligere geelder folgende: Hvis a er en Liapunov-stabil
ligeveegtstilstand og hvis der findes et £ € (R+ med den egenskab at
hvis x(t) : [0,0f > C° er en lesning til (*) for hvilken Ix(0)-all < &

sd er limwmllx(t%all = 0, sa kaldes ligeveegtstilstanden (lokalt)
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asymptotisk stabil.

Vi skal se at for linezre systemer er der faktisk ingen forskel pa lokal
og global asymptotisk stabilitet (hvorimod Liapunov-stabilitet er et

®gte svagere stabilitetsbegreb).

SETNING 5.9 Antag a er en ligeveegtstilstand for det linezre system
(*). Saer ace c® en globalt asymptotisk stabil ligeveegtstilstand

hvis og kun hvis a er lokalt asymptotisk stabil.

BEVIS: Vi begynder med at vise at en globalt asymptotisk stabil til-
stand er Liapunov-stabil. Lad altsd a € c® vere en globalt asympto-
tisk stabil ligeveegtstilstand. Af seetning 5.7 ses at hvis L0 er lgs-
ningsrummet for det tilsvarende homogene system, sa vil xo(t) > 0 for
t 5 o, for ethvert X, € Lo' Da Lo er k-dimensionalt, kan vi veelge
en basis (yl,..,yk) for Lo' Vi kan forudszette at yj(O) = eJ_, ji=
1,..,k, hvor {el,..ek) er standardbasen i Ck; denne pastand felger
af eksistens- og entydighedsszetningen. Da alle elementer i Lo konver-
gerer mod O for t - ®, galder dette ogsd basiselementerne yj. Spe-
cielt vil funktionerne yj veere begraensede pa [0,w[. Der findes altsa
en konstant M € [R+ sdledes at
Ilyj(t)ll =M, for alle t e [0, 0og j=1,..,k
Lad nu € € [R+ vere givet. Vi skal finde & € [R+ med den egenskab at
Iy cJ yj(O)II < 8 medferer at | ) cJ yj(t)ll < €. Men som vi har valgt
1

bruger max-normen i €, betyder betingelsen

Iy e, yj(O)II <3

yj geelder jo at ) cJ y(0) = ¥ cj ej = (c ,..,ck), sd hvis vi

simpelthen at max |Cj| < 8.
Sterrelsen I } c, yJ(t)II kan vurderes saledes:

'y c, yj(t)ll =Y |ch IIyJ(t)II = 7 |cj[ M, for alle t e [0,ol.
Heraf folger at hvis max [cj| <8 sder IY c; yj(t)u <8 kM, for
alle t € [0,0[. Hvis vi derfor veelger & = &/(Mk), har vi vist at a
er Liapunov-stabilt.

Det folger herefter umiddelbart af saetning 5.7 at a er lokalt
asymptotisk stabilt. Lav rszesonnementet!

Vi mangler si at vise at lokal asymptotisk stabilitet medferer global
asymptotisk stabilitet. Antag a € c* er et Liapunov-stabilt lige-
veegtspunkt for hvilket der findes et £ € (R+ med den egenskab at for
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enhver lgsning x(t) : [0,w] > c* til (*) for hvilken Nx(0)-all < £
geelder Limwmllx(t)—all = 0. Ifelge szetning 5.7 skal vi vise at enhver
lgsning X, til den homogene ligning konvergerer mod O for t - w.
Hvis X, eren saddan lesning, kan vi vealge 5, € IR+ tilstraekkelig
lille, s& Ilsoxo(O)II <& Daer X:=a+ s,X, en lgsning til (¥)
der opfylder at IHx(0) - all = HSOXOII < &, Altsa er ltmt_mxo(t) = 0.
Men sa er a globalt asymptotisk stabilt, ifelge Ssetning 5.7.
EKSEMPEL Betragt det homogene system X’ = -x+y, ¥ = x-y med koeffi-
cientmatrix A := [Il_i] og karakteristisk polynomium (—1—7\)2 -1,
altsd egenveerdier O og -2; vi konstaterer straks ud fra saetning 5.8
at (0,0) ikke er globalt asymptotisk stabilt, og altsd heller ikke lo-
kalt asymptotisk stabilt (seetning 5.9). Da ker A = C(1,1), er enhver
vektor af formen («,x) en ligeveegtstilstand. Lesningsmengden L0 er
abenbart beskrevet som det to-dimensionale vektorrum
L ={(c+ce?c-ce? | c,c_eC )
, © 1 2 1 2 172
Vi normerer C” med max-normen. Vi kan sd vise at enhver ligevegtstil-
stand («,«) er Liapunov-stabil: Lad ¢ € !R+. Hvis en lesning
-2t -2t
x(t) = (cl+ ce Tic-ce )
for et indtil videre uspecificeret positivt & opfylder at Ix(0)-(e,o)ll
= ll(c +c_~a,c -c_-a)ll = max(|c +c -a|,|c -c -a|) <8, sder |c-a| <3/2
12 1 12 12 1
og |cz| < 8/2. For afstanden lx(t)-{e,a)ll fAr vi sa
-2t -2t
Ix(t)-(e,0)ll = max(lcl+cze —oc|,|cl—c2e —a|) =
-2t -2t
|c+c e “+c —c_-a|+|c -c e “-c +c_-a| = |c +c_-a|+|c -c -a| +
12 2 2 12 2,2 12 12
2lc ||e -1 <
2
28 +2|c| <3 s
2

Hvis vi veelger & := €/3, ser vi dermed at («,x) er Liapunov-stabilt.

Eksemplet antyder at situationen alment er som den naeste saetning beskri-

ver.

SETNING 5.10 Betragt det linesere differentialligningssystem
x'(t) = A(t) x(t) + q(t), t e [0,wl, (*)
og antag at a € c* er en ligeveegtstilstand for (*). Sa& er folgende
tre udsagn skvivalente.
a) Ligevegtstilstanden a e c* for (*) er Liapunov-stabil.
b) Alle ligeveegtstilstandene for (*) er Liapunov-stabile.

c) Enhver lesning til det homogene system x'(t) = A x(t), t € [0,l,
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er begreenset.

BEVIS: Vi viser ferst a) » c) og forudsstter altsd at ligevaegtstil-
standen a € ¢t er Liapunov-stabil. Lad € =1 og veelg 8 € [R+ sale-
des at enhver lesning x til det givne system, for hvilken lla-x(0)ll < 8§,
opfylder at lla-x(t)ll <1 for alle t € [0,o[. Vi argumenterer som i
beviset for seetning 5.9. Lad X, Vvere en lesning til den homogene lig-
ning og veelg s, € [R+ sa ”SOXO(O)” < 3. Da Ha—(a+sox0(0))ll =
Ilsoxo(O)ll < 8, folger heraf at Ila-(a+soxo(t))ll <1 for alle t e
[0,0], dvs. leo(t)ll < l/so for alle t € [0,0]. Hermed har vi vist
a) = cl.
Det er klart at b) medferer a), sa vi mangler blot at vise c) = b).
Hvis c) er opfyldt, lader vi c¢ vare en ligeveegtstilstand og antager at
€ € IR+ er givet. Vi skal finde & € lR% med den egenskab at hvis X
er en lesning til den homogene ligning, som opfylder at llxo(O)ll <8, sa
er leo(t)ll < e for alle t € [0,0[. Igen bruger vi ideer fra beviset
for setning 5.9. Lad (yl,...,yk} veere en basis for lgsningsrummet LO
til den homogene ligning, valgt saledes at yj(O) = eJ_, j=1.,n Un-
der antagelsen c¢) findes en konstant M sa Ilyj(t)ll <M for allet e
[0,0f og alle j=1,..,k. Idet xo(t) =Yy , yj(t), er

Xo(O) =3 , yJ(O) =y c, e = (cl,..,ck),
og derfor er lix (O)Il = max chl og lIx () = I} c, yj(t)ll =7 |chM.
Altsd indser vi, ganske som ovenfor, at hvis € € [R+ er givet og hvis
vi lader & := e/(Mk), sa vil llXO(O)II < 8 medfere at leo(t)ll <€
for alle t € [0,0[. Det beviser Liapunov-stabiliteten af c¢: hvis x
er en lesning til (¥) for hvilken Illc-x(0)Il < 8, kan vi skrive x = ¢
+ X, Funktionen X, er da en leosning til den homogene ligning, for
hvilken IIXO(O)II < 8. Altsa er leo(t)ll < g for alle t € [0,0]. Der-

for er lic-x(t)ll < € for alle t € [0,0]. Det var den sidste implika-

tion og dermed er sztningen bevist.

5.5 STABILITET AF EN kte ORDENS LINEZR DIFFERENTIALLIGNING

Betragt en enkelt k.te ordens lineser differentialligning med konstan-

te reelle koefficienter:

x(k)(t) + alx(k_l)(t) o+ akﬁlx’(t) + akx(t) =b, te [0w (**

DEFINITION En konstantfunktion a, der leser denne ligning kaldes en

ligevagtstilstand. Hvis enhver lesning x(t) til (**¥) konvergerer
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mod a for t - o, siger vi at ligeveegtstilstanden a er globalt

asymptotisk stabil.

Der galder som ovenfor:
a) En konstantfunktion a er en globalt asymptotisk stabil ligeveegts-
tilstand hvis og kun hvis a er en ligevaegtstilstand og enhver lgsning
til den homogene ligning

) + ax® P 4 ra X +axt) =0, te 0]
konvergerer mod O for t - w.
b) En ligeveegtstilstand a er en globalt asymptotisk stabil ligevaegts-
tilstand for (**¥) hvis og kun hvis alle redderne i det karakteristiske
polynomium

k k-1
A+ aA +...+a A+ a
1 1 k

har negativ realdel. "
c) Faersteordensligningen x'(t) + alx(t) = b har b/a1 som globalt
asymptotisk stabil ligevaegtstilstand hvis og kun hvis a > 0.

d) Andenordensligningen x’'(t) + alx’(t) + azx(t) = b har b/a2 som
globalt asymptotisk stabil ligeveegtstilstand hvis og kun hvis a, a, >
0.

e) Hvis (¥*) har en globalt asymptotisk stabil ligeveegtstilstand, sa

er alle koefficienterne 8, 8 > 0.

Vi vil nu indfere begrebet Liapunov’'s stabilitet for denne k.te or-
dens ligning, sa vidt muligt i analogi med ovenstaende: Hvis (¥} har
ligeveegtstilstanden a og hvis det om a galder, at enhver lgsning
x( ), hvis begyndelsesveerdier (initialveerdier) ligger neer a, "holder
sig i neerheden af a" for alle t > 0, siger vi at a er Liapunov-

stabilt.
Anvendelsen af navnet Liapunov nedvendigger visse overvejelser ang.

konsistens:

1) Hvis k =1 bor begrebet stemme overens med det allerede indferte.
Det er klart, at dette er tilfeeldet, hvis vi blot bruger den przecise de-
finition som den star formuleret pa s. 5.13.

2) Anderledes kan det tage sig ud hvis k > 1, thi sa involverer be-

gyndelsesbetingelserne pa en lesning x jo de afledede x(j)(O), for

j = 0,..,k-1. Ligningen (**) kan oversattes til et farsteordens system
med k ligninger; det vil veere rimeligt om en ligevaegtstilstand a til

(**) er Liapunov stabil preecis nar a (eller rettere (a,0,..,0)) er
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en Liapunov stabil tilstand for det oversatte system.

Lad (¥*) vare oversat til

x'(t) = Ax(t)+b teR, (***)
hvor
0 1 .. O 0]
0 o 1 0 .
A = 1 Og ..b. = O
-a -a -a b
k k-1 1

En lesning til (**¥) er af formen (x(t),x’(t),..,x(kﬁl)(t)), og (**)
lgses af ferste-koordinaten x(t). Og omvendt.

For (¥***) er Liapunov stabilitet folgende: Ligeveegtstilstanden
(a,0,..,0) er Liapunov-stabil hvis der til ethvert ¢ € IR+ findes &8 €
[R+ s& det om enhver lgsning (x(t),x’(t),..,x(kml)(t)) til (%) geel-
der at hvis

la-x)0)| <8, j=0,1,.k1
sa er
8 )]

la-x(t)| <e, |x7(t)] <e j=1.,k-1, alle te R..

(den valgte form af ulighederne svarer til at max-normen er blevet brugt
i c.

Ud fra ensket om at en ligeveegtstilstand a til (**) ber vere Lia-
punov stabil preecis nar (a,0,..,0) er en Liapunov stabil tilstand for

det oversatte system (***) definerer vi som falger:

DEFINITION Ligevagtstilstanden a for (**) er Liapunov-stabil hvis
der til ethvert € € [R+ findes & € lR+ sd det om enhver lesning =x(t)
til (**) geelder at hvis
la-x(0)] <&, |xP0)] <&, §=1,..,k1
sd er
|a-x(t)| < e, |x(j)(t)| <e j=1L.,k1, alle teR.

Trods den tilsyneladende komplicerede formulering af betingelserne

kan vi udnytte bevisideerne i seetning 5.10 til at vise fwlgende

SETNING 5.11 En ligeveegtstilstand for (**) er Liapunov stabil hvis
og kun hvis enhver lesning til den homogene ligning
x(k)(t) + alx(kql)(t) + ...+ ak_lx’(t) + akx(t) =0, te 0w

er begreenset pa [0,o[.
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BEVIS: Lad L0 veere det k-dimensionale lgsningsrum til den homogene

ligning. S& ved vi at lesningsmeengden L til den givne ligning (¥%)

opfylder

L ={a} + L,
Hvis a er Liapunov-stabil, og hvis y er en vilkarlig given lesning
til den homogene ligning sd er a + Ty € L for ethvert T € {R+. Til
givet € € IR+ giver Liapunov-stabiliteten os et & € [R+. Det er klart
at for tilstraekkeligt lille T vil ulighederne

ta-(a+t x)IPO)| <&, j = 0,1,...k1

alle kunne opfyldes. Fasthold et sddant positivt T. Konklusionen bli-

ver sa at

|© x(j)(t)l <e j=01l.,kl, alle teR.
Det betyder &benbart specielt at der findes m € R s& |x(t)] < m for
alle t e [R+: vi kan jo lade m := e/t. Dermed har vi vist at Liapu-

nov-stabilitet af a tvinger L0 til at indeholde lutter begrznsede funk-
tioner.

Hvis det omvendt er forudsat at alle funktioner i L0 er begreznsede,
og hvis vi udnytter vor viden om udseendet af disse funktioner, nemlig
at L0 udspaendes af funktionerne tj eM, hvor A gennemlgber rod-
meengden til det karakteristiske polynomium, og j veerdierne O,..,(rod-
multipliciteten af A) - 1, s& er altsd alle disse funktioner t! e)\t
begrensede. Hvis A er en simpel rod, er der kun den ene funktion e
At at betragte, og vi slutter at Re A = 0; hvis A er en multipel

rod, slutter vi at Re A < 0. Bemerk at enhver afledet af en sadan

funktion ogsa er begreenset pa hele IR+.
Veelg en basis (yj) for L0 der opfylder at 1)(0) = eJ_. Her er

eJ det j.te element i standardbasen i tDk, som szedvanlig. Betegnelsen

yj star for vektoren (yj,yj', ~-»Yj(k_l)

derstregningen da vi indferte ligningssystemet (¥**), Basiselementet

er altsd valgt sa dets (j—l)Ste afledede i O har veerdien 1, mens

), ganske som vi brugte un-

y
J
alle ovrige afledede i O er lig 0. Lad ogsd tallet M veere valgt sa
|y_(5)(t)| <M, foralle teR, alle j=1.,k ogalle s=

J
0,1,..,k-1. Denne begrensethedsbetingelse kan, som nzvnt, opfyldes, da

Igsningerne har den ovenfor naevnte form - overvej dette; det er en vee-

sentlig pointe.
Lad € € [R+ veere givet. For at checke Liapunov-stabilitet skal vi

finde & € R, der opfylder at hvis x er en lesning til (**) for

hvilken
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la-x(0)]| <&, [xP0)] <8, j=1,.,k1,
s& er
la-x(®)| <&, [xP0)] <e, j=L.,k-l alle teR.
Da =z :=x - a er en lgsning til den tilsvarende homogene ligning for
hvilken
1290)] <8, =1,k
ogda z=7Y ¢, ¥y gae;ﬁc_ile;r der altsa at z"(0) = c, yj(j—n(o) =

cy dvs betingelsen |z~ (0)| <8, j = 1.,k kan udtrykkes som

betingelsen
]cj, <8, j=1.k
Dermed er vi i en situation vi har set tilsvarende feor: Idet ]z(t), =
) ]cjl ]yj(t)[ =Y3M=kdM, kan vi ved at velge & := £/(kM) opna
det enskede resultat, at vores betingelse for Liapunov stabilitet er op-

fyldt.
5.6 FASEDIAGRAMMER.

I V=R eller c* betragtes et forsteordenssystem af formen
x'(t) = f(x),

hvor f : V » V antages at vaere en C1 funktion. Denne antagelse bety-
der at lemmaet s. 8.10 i 2MAnoterne kan anvendes (dette lemma gelder u-
anset om vi betragter R eller (Dk) og vi har derfor eksistens og en-
tydighed af maksimale lesninger: for ethvert valg af begyndelsesbetin-
gelse (t ,xo) € R x V findes preecis en maksimal lesning ¢ (altsd en
c' funktion med veerdier i V, defineret pa sterst muligt abent interval
J € R indeholdende to der opfylder ¢’(t) = f(¢(t)) for alle t €

J) for hvilken ¢(t0) =x . Mengden {¢(t) | teJ) kaldes los-

ningsbanen for ¢. I doette afsnit skal vi diskutere nogle relativt
simple og overskuelige kvalitative aspekter ved lesningsbaners forleb.
Simpliciteten skyldes navnlig at vi kun betragter systemer for hvilke
hejresiden ikke eksplicit afhzenger af t. Et sadant system kaldes
autonomt. Hvis ¢ er en maksimal lesning til det autonome system
x’(t) = f(x), har ¢ altsd en losningsbane { ¢(t) | t € J} og vi
kan taenke os legsningen gennemlgbe sin bane; dette sker sd med fase-
hastigheden ¢'(t) = f(¢(t)) (idet V kaldes faserummet). Denne an-
skuelse af lgsningen ¢ kaldes en kinematisk fortolkning.

Ferst ma vi godtgere at denne kinematiske fortolkning har mening.
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LEMMA 5.12 Gennem ethvert punkt X i faserummet V gar der en og

kun en lssningsbane for en maksimal losning.

BEVIS: Lad, for i = 1,2, ¢i : Ji - V betegne maksimale lgsninger for
hvilke 3 ti € Ji der opfylder at ¢1(t1) = ¢2(t2). Vi skal vise at

de to lesningsbaner er sammenfaldende. Da systemet er autonomt kan de-
finitionsintervaller forskydes (translateres): For et interval J og

s € Rlader vi J#s:={t+s | teJ) En funktion y defineret pa
J kan da translateres til ws, defineret pa J+s ved at l/ls(‘t) =

Y(t-s} for ethvert t e J+s.
Translater s& J1 til J1+(t2—t1) og betragt translationen

((,151)t _, + Denne funktion er en lesning til det givne system, thi
2

2 1

er klart at definitionsintervallet for (¢1)t . T sterst muligt,
2 1

fordi dette geelder for ¢1; altsd er (¢1)t L e maksimal lgsning.

21
Bemeerk at disse to maksimale lasninger har sammenfaldende lssningsbaner.

Men (¢1)t _tl(tz)) = ¢1(t2-(t2—t1)) = ¢1(t1) = ¢2(t2), sa af eksistens-

2
og entydighedsseetningen folger at lesningsbanen for ¢2 ma falde sammen

med lgsningsbanen for (¢1)t o altsa med lesningsbanen for ¢1.
21

(¢1)t2_t1’(t) = ¢1’(t—(t2—t1)) = f(¢1(t—(t2-t1)) = f((¢1)t . (t)). Det

Et fasediagram for en autonom ligning x'(t) = f(x) er et billede
af faserummet V med angivelse af lgsningsbanerne (og disses retning).
Til fasediagrammet herer normalt ogsd en (kvalitativ) diskussion. Vi
vil illustrere ved at betragte situationen i IRZ; her er der god mulig-
hed for at tegne vellignende billeder, Det en-dimensionale tilfzlde vil
blive dyrket i opgaver. De hgjere-dimensionale situationer vil vi for-
biga.

Ethvert punkt x € V, for hvilket f(x) = 0, angiver en konstant
lgsning til ligningen x’(t) = f(x) og kaldes som bekendt et lige-
vaegtspunkt; 1 dette tilfeelde er lpsningsbanen simpelthen punktet x.
Betragter vi komponenterne f := (f 1,f 2) og deres nulpunktsmeengder

N :={xeV | f(x) =0}
som typisk vil veere kurver i [Rz, er ligevaegtspunkterne altsa bestemt
ved N1 n Nz' Meaengderne Nl og N2 opdeler planen R® i omrader,
hvor de kontinuerte funktioner f , °8 f ) begge vil have konstant for-

tegn. Vi kan derfor i hvert omrade af disse fortegn aflaese retningen af
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fasehastigheden f og dermed i ethvert punkt den passerende lssningsba-
nes orientering.

Det er specielt lesningers opfersel i neaerheden af ligeveegtspunkter,
fasediagrammer kan bruges til afklaring af; hermed finder disse
diagrammer altsd anvendelse i stabilitetsteorien: Kan det afgeres, ogsa
i tilfeelde hvor en ekspicit lesning kan veere vanskelig at finde, om

lesningsbanerne vil konvergere mod en ligeveegtsstilling, ndr t - «?

EKSEMPEL 5.13 (x’,y’) = (-y,x) i R% Her er f(x,y) := (-y,x) : R®
- [Rz; systemet er abenbart autonomt. Med Ni ={xeV , f‘i(x) =0)
er N1 x-aksen, og I\I2 y-aksen, sa (0,0) er det eneste ligeveegts-
punkt. Faserummet er her inddelt i fire omrader, de fire abne kvadran-
ter 1I,..,IV, og fortegnene for (f1’f2) er
I: (=4), II: (--), III: (+,-), IV : (++).

Hvis ¢(t) = (x(t),y(t)) angiver en maksimal lesning, er

[0 |%1 = [x(N? + ()P = 2x(1)x’ (1) + 2y(t)y’(t) = O,
s lesningsbanerne ma vere cirkler. Tegn orienteringspile og lssning-

baner! 1 dette eksempel er der ingen tendens til konvergens imod

ligeveegtstilstanden, nar t - o,

EKSEMPEL 5.14 (x’,y’') = (x-2y,3x-4y), altsd f(x,y) := (x-2y,3x-4y) :
R® 5 R®. Med fl(x,y) = X-2y og fz(x,y) := 3x-4y deles faserummet
R® i fire omrader, bestemt ved linierne y = x/2 og y = 3x/4. Det

eneste ligeveegtspunkt er (0,0). P& tegningen til venstre er angivet

fortegnsf o;delingen. y

[y~ =1 L [ - L

o . . . x 1’ 1 -2]1[x] _ x]. - |
Ligningen kan jo ogsd skrives [y ] = [3 _ 4] [y] = A [y]’ det karakteri ‘

stiske polynomium for A er 7\2+37\+2, som har regdderne -1 og -2.

Vi finder at lesningerne kan udtrykkes ved (x(t),y(t)) = (« et B

e“Zt, wet+ (38/2) e‘Zt), hvor «,8 er vilkarlige reelle konstanter.

Af setning 5.8 ses at ligeveegtstilstanden (0,0) er globalt asymptotisk
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stabil. P& tegningen ovenfor til hejre er angivet en typisk lesnings-
bane, der bekreaefter dette. Bemzerk ogsd hvordan lssningsbanen passerer

Nl, hhv. Nz’ med vandret/lodret tangent.

Eksemplerne illustrerer en simplifikation, vi nu vil kere videre med
ved at antage at f(X) := Ax, hvor A er en konstant, reel 2 x 2 ma-
trix. Et basisskift kan bringe A pa Jordanform. Dette basisskift vil
®&ndre pa koorodinataksernes retning, men vi vil se bort herfra og analy-
sere de mulige fasediagrammer for systemet x’ = J X, hvor J er en

Jordanform.

Der er kun to forskelligt udseende Jordan former:

?‘1 © og ;\1

2 0 Az
Her er egenveerdierne jo redder i det karakteristiske polynomium for A.
Er disse redder forskellige, er A diagonaliserbar, og J ma da have
form som matricen til venstre. I matricen til hsjre er altsd de to
redder Al og Az ens, og da det karakteristiske polynomium er reelt,
er de reelle (hvis et reelt polynomium har komplekse rodder, vil disse
forekomme i kompleks konjugerede par). Der kommer altsd tre tilfeelde
fra matricen til hgjre.
A er ikke-diagonaliserbar:
(akseparallellitet) J,=1 og A =2 =0
(ustabil udartet knude) J,=1o0g a =2 >0
(stabil udartet knude) le =1 og 7\1 = 7\2 <0

Matricen til venstre bidrager med 11 forskellige tilfeelde.

A er diagonaliserbar (le = 0):

(stabil knude) 7\1, 7\2 e R og 7\1 < 7\2 <0
(ustabil knude) )\1, AZ € R og )\1 > ?\2 >0
(sadel punkt) A, A, €R og A < 0 <A,
(stabil stjerne) ?\1, ?\2 e R og 7\1 = 7\2 <0
(ustabil stjerne) 7\1, Az € R og 7\1 = 7\2 >0
(stabil akse) 7\1, 7\2 e R og ?\1 <0, Az =0
(ustabil akse) Al, ?\Z e R og ?\1 > 0, )\2 =0

Hermed har vi opregnet de mulige tilfeelde med reelle redder. For de re-
sterende erindres det igen at de komplekse rgdder i det reelle karakte-
ristiske polynomium forekommer som kompleks konjugerede par; de har sa-

ledes samme realdel.
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A er diagonaliserbar (le = 0):

(stabil hvirvel) 7\1, 7\2 € C\R og Re?\1 = Re?\z <0
(ustabil hvirvel) 7\1, 7\2 € C\R og Re)i1 = Re?\2 >0
(centrum) Al, 7\2 € C\R og Re?\l = Re?\z =0

samt

I opgaver vil der blive lejlighed til at gere rede for denne listes

klassifikation.

EKSEMPEL 5.15 En (her uspecificeret) gkonomisk model [T. Haavelmol
ferer frem til systemet
] =Lee ]3]+ 2]
y s O y k
hvor s, k € R er givne konstanter. Vi skal diskutere denne models
fasediagram for at fa et overblik over de asymptotiske forhold, for
forskellige verdier af s og k. Men ferst kan vi lese ligningen,

f.eks. ved hjeelp af seetning 5.5. Den generelle formel er, idet vi be-

tegner ovenstiende koefficientmatrix med A og lader to = 0,

t
x(t) = exp [tA] X, * J exp [(t-T)A] q(t) dr,
0
Med A = [ (S)z (1) ] ser vi at A2 = sZE, og heraf felger let at Azn =
san, mens A2n+1 = sznA, for n = 0,1,... Deraf folger sa at for s2
>0 er
expl[tA] =
00 2n ,2n 0 2n+l , 2n+1
] { =
L oot A /(2n)! + } o b AT /(2n+1)!
(L ° " s™@E + 1L 2 ¢ s @enia =
cosh [ts] E + sinh [ts] A/s.
Indsazttes det tilsvarende udtryk for expl(t-Tt)A]l og q(T) := E i

integralet far vi efter en del regninger at lesningen, der opfylder

begyndelsesbetingelsen (0, o ]) er [X(t)] =
Y, y(t)

cosh [ts] [ X ] + sinh [ts] [ yo/S ] +
Yo SX )

([cosh[ts]-1)/s
sinh[ts]/s
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Vi har hermed, ifelge lemma 5.12, fastlagt lesningsbanen gennem punk-
tet (Xo,yo). Men da lesningsformlen ikke udmeerker sig ved stor gennem-
skuelighed, kan banens asymptotiske forleb, ndr t - o, nok fordre yder-

ligere overve jelser.

Ligevegtspunkter er bestemt ved [ (S)z (1) ][ ;(] = —[ g] Vi betrag-
ter de forskellige tilfealde.

i) Hvis s ikke er nul, er ligeveegtspunktet entydig bestemt ved
(x,y) = (-k/s%,0).

a) Da % > 0, er redderne i det karakteristiske polynomium for A
de reelle tal 7\1 =s og 7\2 = -s. Vi ser at global stabilitet er ude-
lukket, og Liapunov-stabilitet ligeledes. Ligeveaegtspunktet er et sadel-
punkt; derfor har visse lgsningsbaner et pznt asymptotisk forlgb imod
ligeveegtstilstanden: Ovenstdende lgsningsudtryk kan ogsad udtrykkes ved
eksponentialfunktionen:

X (x0+k/sz)cosh(st) + (yo/s) sinh(st) - k/s”

y Y, cosh(st) + s(xo+k/sz)sinh(st))

kss® + e*t/2 [(X0+k/s2) +y /sl + e *t/2 [(xo+k/s2) - y/s]
e*t/2 [(xo+k/sz) + yo/s]s ) [—(x0+k/sz) + yo/s]s

Det er klart at (x(t),y(t)) vil konvergere for t -» o hvis og kun hvis
leddene e** har koefficient 0, altsa hvis og kun hvis (x0+k/sz)+yo/s
= 0. Det er ogsd klart at i sa fald vil (x(t),y(t)) > (—k/sz,O), li-

geveegtspunktet. De lesningsbaner der konvergerer mod ligeveegtpunktet er

altsa givet ved

k/s*+ e Y- y /s] 1 -k/s”
0 -st
= Y, € /s +

e y,/sls -s 0

- e
Hvis Y, ikke er nul, er der to sadanne lgsningsbaner: halvlinier fra
punktet (-—k/sz,O) i retninger givet ved retningsvektorerne *(1,-s),
afhengig af om y, er positiv eller negativ. Hvis Y, = 0, er X, =
—k/sz, og vores lgsning er den konstante ligeveegtstilstand.
ii) Hvis s =k = 0, er alle punkter (x,0), altsid ethvert punkt pa
x-aksen, et ligeveegtspunkt. Her lgses ligningen [};], = [8 (1)] I:);] +
[8] af [’;] = [GZ”‘], med vilkarlige koefficienter e, h, ~sa hvis
e ikke er nul er lesningsbanerne rette linier, parallelle med x-
aksen (som naevnt ovenfor er vi i tilfeeldet ’akseparallellitet’). Lige-

veegttilstandene er ikke globalt/lokalt asymptotisk stabile, ejheller Li-
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apunov-stabile (jf. seetning 5.8 og 5.10). Er e =0, er vii en lige-

veegtstilstand (og der bli'r vil).

iii) hvis =0 og k er forskellig fra O, er der ingen lige-
2

veegtstilstande. Ligningens lesning er isvrigt [ ;(] = [ktk:i?h ],

hvor e og h er vilkarlige.
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OPGAVER

5.1 Find ferst alle lesninger til systemet
x’ =x,
1 2

x'=x.
2 1

og opskriv den fundamentalmatrix der til t = O er enhedsmatricen.

Find derefter den lssning til

for hvilken (Xl(o)’xz(O)) = (1,0).

5.2 Find alle lesninger til systemet

14

X’ =xX+y+ 2z

’

Vv =y + 2z
z' = z
5.3 Find alle lesninger til systemet xl’ =X, + X, xz’ =X - X,

Tegn og diskuter systemets fasediagram

5.4 Find alle lgsningerne til dette system:
X' =-x+y+z
y =x-y+z

zZ =X +y+ 2z

5.5 Find samtlige lesninger til systemet
X’ =8k +4y,
y' = -x + 12y
ved ferst at finde koefficientmatricens Jordan-form. Diskuter denne

lignings fasediagram.

31 -1

5.6 Lad A := 02 0. Find Jordanformen for A.
o1 2

a) Betragt differentialligningssystemet dx/dt = A x,

hvor x(t) := <x1(t),x2(t),x3(t)>’, t € R. Find den fuldsteendige
lesning.
b) Les differensligningssystemet x(t+1) = A/4 x(t), t € N,

c) Underssg om den i b) naevnte ligning er stabil.

5.27
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e O =

011
5.7 Vis at matricen A := |1 1 er diagonaliserbar. Lgs dernaest
1 0

’

differentialligningssystemet x' = Ax.

1 2 1
5.8 Som 5.7, men med A := 6 -1 0
-1 -2 -1

5.9 Find samtlige lesninger til differentialligningssystemet

dx1

—— = X cost X sint

dt ! z (t,x ,x )e!R3 .
1’72

dx2

T = xlsmt + xzcost

Vink. Betragt z = X, + ix2

5.10 Find samtlige lesninger til differentialligningssystemet

dx

1 = -X cost

dt 2 (t,x ,x )E[R3 .
1’72

dx

%= X cost

dt 1

5.11 Vis, at hvis ¢1(t) er en lesning til den linezere, homogene

differentialligning af anden orden

2
d"x dx
—— =p [t)x + p ()=
dt 2 0 1 'dt ,

og ¢1(t) # O for alle t i det betragtede interval, er samtlige
lesninger bestemt ved
X = a1¢1(t) + a'2,¢2(t) ’

hvor
1

¢1(t)2

¢2(t) = ¢1(t) [exp J pl(t)dt} dt

[Overalt star I..dt for en vilkarligt valgt af de uendelig mange stam-

funktioner til den pageldende funktion.]
Vis, at hvis ¢1(t), ¢2(t) er en basis for lesningsrummet til den homo-

gene ligning, er samtlige lgsninger til den linezere, inhomogene diffe-
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rentialligning af anden orden

dzx dx
— = po(t)x + pl“’a‘ + qlt)

dt

bestemt ved
¢ ) (t) ¢, (t)
X = a1¢1(t)+a2¢2(t)—¢l(t)J —W—m q(t)dt+¢2(t)J\ '"Wﬁ‘) q(t)dt s

¢1(t) ¢2(t)
¢;(t) ¢é(t)

W(t) = det

5.12 Vis, at differentialligningen
2 d? 3 2 d 3
cos x sin’x &3 + (sin°x -2cos’k sinx)SL + 2y cos’x = 0
dxz dx
har lesningen y = sinx. Find derefter samtlige lgsninger i ]O,%n[x

Find endelig samtlige lssninger i ]0,-%11’[X R til differentialligningen

2

5.29

R.

.2 d . 3 2. ., .\ 3 2. .3
cosx smx-——32—1+ (sin"x -2cos™x smx)é+ 2y cos’x = cos X sin'x .

dx

Vink. Benyt opg.S.11.

5.13 Bestem samtlige lesninger til differentialligningen

2
[1—t2]9—’25 49X L x = o, te 1-1.1[,
dt

idet det opgives, at X = t er en lgsning.

—i_é] og betragt det lineeere differentiallignings-

514 Lad A := [

system
x'(t) = A x(t) + [ Ez], t € R.

a) Find o(A); find ogsd en basis for R af egenvektorer for A.
b) Ger rede for at [ } ] er en ligeveegtstilstand for det givne

system.

c) Afger om dette ligeveegtspunkt besidder Liaponov-stabilitet.
y(t)

d) Find mangden af lesninger x(t) = [ () ] for hvilke y(t) > 1
og z(t) > 1 for t - w
e) Lav en fasediagramdiskussion,

5.15 Lad A := [—2 1] og betragt det linezere differentiallignings-

4-2
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system

x'(t) = A x{(t) + iz ,

a) Find ¢(A); find ogsd en basis for R~ af egenvektorer for A.

t €R.

b) Ger rede for at [ i ] er en ligeveegtstilstand for det givne
system.

c) Afger om dette ligevaegtspunkt besidder Liaponov-stabilitet.

. d) Find mengden af lesninger x(t) = [ ZES ] for hvilke y(t}) > 1
og z(t) > 1 for t - o

e} Lav en fasediagramdiskussion.

5.16 a) Los ligningen i eksempel 5.15 ved direkte overgang til

Jordanform.
b) Tegn og diskuter fasediagrammet: marker I\I1 og N2 samt retninger

af fasehastigheden f.

c) Skitser lgsningsbaners forleb for baner der ikke konvergerer mod

ligeveegtstillingen.
d) Lav en fasediagramdiskussion for eksempel 5.15 for det tilfaelde

. . o 2
hvor s er rent imaginer, altsa s~ < O.
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6. DIFFERENSLIGNINGER.

6.1 INDLEDNING
Mange tidsafheengige systemer der dukker op i skonomiske overvejelser

er bekvemt beskrevet med diskretiseret tidsparameter. Opstilles beskri-
vende ligninger, hvori de ekonomiske sterrelser indgar, vil disse typisk
indeholde en tidsafhaengighed, hvor tidsparameteren indgar med ’'nabotids-
punkter’, dvs. hvor f.eks. parameterverdierne t, t+l, t-1 forekommer.
De tidsafhaengige storrelser er da som oftest beregnelige via rekursions-
formler, ud fra specificerede initilaveerdier; dette giver anledning til
studier af sddanne rekursive relationer, dif ferensligninger:

Lad X1(t)’ xz(t),.., Xp(t) veere reelle eller komplekse sterrel-
ser, defineret for t € [N0 := N v {0}, En given funktion

F:@)® xN »>L°

(hvor L som seedvanlig angiver enten R eller C) definerer da en dif-

ferensligning (rettere: et differensligningssystem) ved

F(xl(t), xz(t),.., xp(t),xl(t+1), xz(t+1),..,

x (t+1),..x (t+m), x _(t+m),.., x (t+m), t) = O,
P 1 2 p

geldende for alle t e INO.

Ved en lesning til denne ligning forstas en funktion x := (xl,..,xp)
defineret pa [No’ med vaerdier i LP, for hvilken

F(x(t),x(t+1),..,x(t+m),t) = O for alle t € [No.

EKSEMPEL. 6.1 a) En meget simpel nationalgkonomisk model.

Lad Y := Y(t) betegne et vist lands nationalprodukt, C := C(t)
dette lands samlede forbrug, og I := I(t) de samlede investeringer.
Tidsparameteren t er diskretiseret, f.eks. med enhed ’ar’. For de
nevnte sterrelser antages det at folgende sammenheenge er tilstede, for
enhver veerdi af t € [Noz

Y(t) = C(t) + I(t)
C(t+l) = aY(t) + b
I{(t+1) = c(C(t+1) - C(t)),
hvor a, b, ¢ er givne reelle konstanter; rimeligvis er alle tre tal
positive. Plausibilitetsargumenter for de opstillede ligninger: den
forste udtrykker nsermest en definition; den anden indeholder et udsagn

om et grundforbrugsniveau b, samt at nzeste ars forbrug afspejler
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dette ars samlede okonomiske aktivitet; den tredie pastar at neeste ars
investeringer er ligefremt proportionale med veeksten i forbruget.

b) Markedsmodellen 2.2, hvis lgsning er

x =A'x, for i=0,1, 2, ..
i -0

kan jo udtrykkes ved relationen X, = A X, for i=0,1, 2, ..

dvs. ved x - Ax =0, for i=0,1, 2, ..
i+1 i

6.2 SADVANLIGE DIFFERENSLIGNINGER

Tidsparameteren t vil vi normalt forestille os gennemlgbende [NO 1=
{0,1,2..}., Vi lader p, m og n veare givne positive hele tal og bru-
ger x(t) := (xl(t),..,xp(t)) : lN0 > L* som betegnelse for en ubekendt
funktion, defineret pa INO, og med veerdier i L* (hvor L er skalarle-
gemet, dvs. enten R eller C). Vi betragter endvidere en given funk-
tion F : D x INo c WhH™ x [No 5 L", hvor D x IN0 er definitionsmaengden
for F, som definerer den sadvanlige differensligning

F(x(t),x(t+1),x(t+2),..,x(t+m-1),x(t+m),t) = 0

geeldende for alle t € !No.

Ved en lesning til denne ligning forstds en funktion

X = (X1""Xp)
defineret pa [NO, med veerdier i L°, for hvilken
(x(t),x(t+1),..,x(t+m)) € D
for alle t e [NO, og for hvilken
F(x(t),x(t+1),..,x(t+m),t) = 0 for alle t e INO.
Tallet m kaldes ligningens orden. Skrives F = (F1""Fn) ud i sine
n komponenter, kan ligningen opstilles som et ligningssystem bestaende
af n ligninger (i de p ubekendte (felger) xj(t), j=1,..pk:
Fl(z(t),x_(tﬂ),..,§(t+m),t) =0
Fz(z(t),z(tﬂ),..,§(t+m),t) =0

Fp(_}g(t),_}g(t+1),..,g(t+m),t) =0 for alle t e INO.

Hovedemnerne vil blive dels lssningsmetoder, dels visse aspekter af

stabilitetsforholdene for differensligninger. Men allerferst etablerer

vi at der findes en, endog ganske simpel, eksistens- og entydelighedsseet-

ning for ret store klasser af ligninger.

6.3 EKSISTENS- OG ENTYDIGHED




Matematik 2LT, foraret 1994 25. maj 1994 6.3

Betragt folgende system: Idet vi lader p og m vaere givne positive
hele tal og bruger x := (X1""Xp) som betegnelse for en ubekendt funk-
tion, defineret pa [No, og med veerdier i L* (hvor L er skalarlegemet,
dvs. enten R eller C) betragter vi for en given funktion

Fo@wh™ =N >0
differensligningen

x(t+m)) = f(x(t),x(t+1),x(t+2),..,x(t+m-1),t), (6.1)

gexeldende for alle t e [No.
Vi har da felgende

EKSISTENS- OG ENTYDIGHEDSSETNING 6.2 Betragt differensligningen (6.1).

Lad x, x, X0 X € LP vere m vilkarligt givne vektorer. Der
findes da en og kun én lgsning x(t), t € [No, til (6.1), for hvilken

.)_(.(.j) = ,Z(_j) j = O,--,m'—l.

BEVIS: Idet f : (LP)™ x IN0 5> L" er en given funktion, vil tilordningen

X =flx,x ,x ,..,X t
“t+m (—t’—t+1’—t+z’ "=tim-1’ )

for successive valg af t = 0, 1,.. abenbart give en lesning x(t) := X,
Bemaerk at der er tale om rekursiv beregning af falgen (gn): seettes

ferst t = O og indszttes de givne vektorer X, X, X X, fas
-

X = f(go,gl,gc_z,..,g 1,0). Saledes fortszttes. Det generelle skridt
_
er folgende: antagn > m - | og antag at X 51’ X - X foreligger

beregnet. Ved indseettelse af x , x , X s X samt t =
n-m n-m+1 n-~m+2 n
n-m i f f&s veerdien for X Lader vi altsad x(t) := X t e [NO,
har vi etableret eksistensen af en lesning, der opfylder de givne initi-
albetingelser.
Entydigheden af en lesning med de givne initialveerdier felger af at
f er en funktion. Den ’naeste’ veerdi x(t) er siledes for ethvert t €

{NO fuldsteendig fastlagt ud fra vesrdierne x(t-m),..,x(t-1). Dermed er

seetningen vist.

Bemerk at der er frit valg af initialbetingelserne Xy X Xoiees
X e L. Systemet (6.1) har séledes m p frihedsgrader, hvor m

~m-1
er systemets orden, og p er antallet af ligninger i systemet (= antal

komponenter i funktionen f)
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Det er formen af ligningen (6.1), herunder at f er forudsat defi-
neret pa hele (LP)™ x INO, der geor bade eksistensdelen og entydigheds-
delen af denne sztning til en trivialitet. Ikke desto mindre vil mange
af de naturligt forekommende eksempler vise ssetningens brugbarhed. Det
er dog ikke svaert at finde tilfeelde hvor situationen er mere komplice-

ret.
6.4 LINEEZRE DIFFERENSLIGNINGER.

Vi betragter et differensligningssystem af formen
xl(t+1) = au(t)xl(t) + alz(t)xz(t) + ..+ am(t)xn(t) + b1(t)
xz(t+1) = a21(t)x1(t) + azz(t)xz(t) + ..+ azn(t)xn(t) + bz(t)

Xn(t+1) = anl(t)xl(t) + anz(t)xz(t) + .+ ann(t)xn(t) + bn(t)
med t € [No, hvor koefficientfelgerne aij(t) og felgerne bi(t) er
givne for alle i,j = 1,..,n. Med koefficientmatricen A(t) := (au_(t))
og inhomogenitetsleddet B(t) := (bl(t),..,bn(t))’ samt de ubekendte
skrevet som en sejlevektorfelge X(t) := (xl(t),..,xn(t))’, far syste-
met formen

X(t+l) = A(t) X(t) + B(t) teN.

Hvis B(t) er nulvektoren for alle t e IN0 er systemet homogent, el-

lers inhomogent.

EKSISTENS OG ENTYDIGHED (6.3) for ligningen

X(t+1) = A(t) X(t) + B(t) ten.
For ethvert valg af initialveerdi X0 e L" findes en og kun en
lesningsfelge X(t) til ovenstdende ligning, for hvilken X(0) = Xo'
BEVIS: Med f : L" x INO > L" defineret som f(X,t) := A(t)X + B(t)

folger seetningen direkte af eksistens- og entydighedsseetning 6.2.

KOROLLAR 6.4 Lgsningsmeengden LO til den homogene lineeere ligning
X(t+1) = A(t) X(t) teN
er et n dimensionalt vektorrum.
Lesningsmeengden L til en inhomogen ligning
X(t+1) = A(t) X(t) + B(t) teNN
med samme koefficientmatrix A(t) er af formen

L=L +X,
Y p
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hvor X_  er en vilkarlig (partikular) Ilesning til den inhomogene

ligning.

BEVIS: Det er klart fra den homogene lignings form at lesningsmeengden
L. er et vektorrum. Af satning 6.2 folger at der er en bijektiv kor-
respondance mellem initialvaerdierne X0 og elementerne i Lo' Da Xo
kan gennemlgbe l]_n, ses at Lo har samme dimension som Il_n, altsd n,
Jf. ogsa bemeerkningen om frihedsgrader efter beviset for ssetning 6.2.
Korollarets anden pastand felger af at hvis Y(t) og Z(t) er los-
ninger til den inhomogene ligning, s& er differensfelgen Y(t) - Z(t)
en lesning til den homogene ligning, altsd et element i Lo' Og, om-

vendt, hvis Xp e L og Xe Lo’ da vil Xp + X e L.

Vi skal nedenfor udvikle metoder til lesning af homogene differens-
ligningssystemer med konstant koefficientmatrix, altsd metoder til iden-
tifikation af L0 for sddanne ligninger. Men inden da skal vi se at
hvis Lo for den generelle homogene ligning X(t+1) = A(t)X(t) er kendt,
sd kan hele L, for en tilsvarende inhomogen ligning X(t+1) = A(t)X(t)
+ B(t), principielt konstrueres. Der er udtalt analogi med situationen

i seetning 5.3. Vi starter med at treekke en konsekvens af eksistens- og

entydighedsseetningen frem explicit.

LEMMA 6.5 Lad Z1(t)’ Zz(t),.., Zn(t) vere n lesninger til den ho-

mogene ligning X(t+1) = A(t) X(t), t € [No, hvor A(t) eren n x n

matrix. Sa er folgende to udsagn ensbetydende:

a) sattet 21(t)’ Zz(t),.., Zn(t) er et lineaert uafhaengigt sset af
felger (opfattet som vektorer i vektorrummet af alle felger)

b) 21(0)’ 22(0)"" Zn(O) er et linesert uafheengigt seet vektorer i L

BEVIS: Antag ferst at der findes skalarer ocl,.., ocn, ikke alle nul,
s& felgen oclzl(t) + .+ oann(t) er nul-felgen. Sa er oclzl(o) + 4+
oann(O) = 0. Dermed har vi set at implikationen b) = a) gelder.
Antag 'ikke’-b). Sa findes skalarer ®pees &, ikke alle nul, sa
ocIZI(O) + o+ oann(O) = 0. Folgen Z(t) := oclzl(t) + .+ oann(t) er en
lesning til ligningen X(t+1) = A(t)X(t), sa 2Z(1) = A(0)Z(0) = O.
Tilsvarende vil Z(2) = 0, og induktivt indser vi at Z(k) = 0 for
alle hele tal k € [NO. Alternativt kan man her benytte eksistens- og

entydighedsseetningen til at slutte at Z er nul-folgen. Altsa er fol-
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gerne Z1(t)’ o Zn(t) lineeert afhaengige. Vi har etableret ’ikke’-

a).

BEMAERKNING 6.6 Med differensligningen X(t+1) = A(t) X(t) + B(t), t e
INO, vil vi ved en fundamentalmatrix ®(t), som ved differentiallig-
ninger, forstd en matrix hvis sgjler er valgt sid de udger en basis for
LO. Man kan da udtrykke den fuldsteendige lesning til differenslignin-
gen ved hjelp af en fundamentalmatrix &(t):

Lad X(t) betegne en vilkarlig lesning til den givne inhomogene lig-
ning. Af lemma 6.5 fwolger at segjlerne i ®(0) er linesert uafhaengige.
Altsd er @(0) invertibel. Da hver sgjle i ®&(t) tilherer Lo’ geelder
at A(t)e(t) = ®(t+1), hvoraf vi far at A(0)®(0) = &(1) og derfor at
A(0) = &(1)8(0)". For X(1) geelder altsa at

X(1) = #(1)2(0)'X(0) + B(O).
Hermed har vi indset at X(1) kan beregnes ud fra fundamentalmatrix
samt de givne data, incl. initialveerdien X(0). Det generelle menster
bliver klart ved udregning af
X(2) = A(DX(1) + B(1)
= A(1)(2(1)2(0)'X(0) + B(0)) + B(1) =
= @(2)8(0)7'X(0) + A(1)B(0) + B(1).
Generelt ses at
X(n) = &(n)(0)'X(0)
+ A(n-1)..A(2)A(1)B(0)
+ A(n-1)..A(2)B(1) + ..
+ A(n-1)A(n-2)B(n-3) + A(n-1)B(n-2) + B(n-1).
Detal jerne i det (let gennemferlige) induktive skridt overlades til lee-
seren.

Antag omvendt at X(n), n € N, er givet ved den netop fundne formel,
hvor X(0) € L" er valgt vilkarligt. Det folger direkte af den fore-
tagne udledning, at der gelder at X{n+l) = A(n)X(n) + B(n) for alle n
€ [NO. Altsa er folgen X(n), n € [No, en lgsning til den givne inhomo-
gene ligning.

Vi skal opskrive en variant af ovenstdende i afsnit 6.7. Men bemzerk
at vi her i en vis forstand gar over aen efter vand, thi lgsningen til
en differensligning af den foreliggende form kan jo under alle omstesen-

digheder beregnes rekursivt direkte.

6.5 LINEEZRE HOMOGENE DIFFERENSLIGNINGSSYSTEMER
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MED KONSTANTE KOEFFICIENTER.

Vi betragter et differensligningssystem af formen
X1(t+1) = auxl(t) + alzxz(t) + .+ amxn(t) + b1

xz(t+1) = amxl(t) + azzxz(t) + ..+ a2nxn(t) + b2
t=0,1,..(1)

x (t+l) = anlxl(t) + anzxz(t) + o annxn(t) *o
hvor koefficienterne aij og inhomogenitetsleddene b_l er konstante
for alle 1i,j = 1,..,n. For lesningsmetodens skyld kan vi gerne lade
aij og bi veere komplekse. Lader vi som ovenfor X(t) betegne sgjle-
vektoren med indgange xi(t), A= (aU) betegne koefficientmatricen,
og B betegne ssjlevektoren med indgange bi, kan
ligningssystemet sammenfattes som

X(t+1) = A X(t) + B, t e [No.

Det er trivielt at angive en rekursionsformel for lesningen. Med

initialveerdien givet, X(0) := Xo’ fas abenbart at

X(1) = A X +B,

X(2)=AX(1)+B=A(AX0+B)+B=

A*X_ + A B+ B,

hvoraf det ved et simpelt induktivt argument kan udledes at
X() = A’ x + @A) B

Denne formel er af veerdi ved overvejelser angdende lgsningers forleb nar
t vokser, og vi skal vende tilbage til den i slig sammenheng.

For den homogene ligning fas specielt at X({(j) = A Xo’ je INO.

En mere eksplicit lgsningsform for legsningen af den homogene ligning
kan skaffes som felger: Regner vi komplekst ved vi at A kan bringes pa
Jordanform, dvs. der findes en invertibel matrix Q og en Jordanmatrix
J saledes at

A=QJQ™
Med Y(t) := Q" X(t) far vi, da X(t) = Q Y(t), at X(t+l) =

Q Y(t+1), sa
Q Y(t+#1) = X(t+1) = A X(t) = A Q Y(t) = Q J Q1 Q Y(t) = Q J Y(t),

hvoraf

Y(t+1) = J Y(t), t = O,1,.. (2)
Loser vi dette system, altsd finder Y(t), kan vi ogsd finde X(t) =
QY(t) og har saledes lost det oprindelige system. Hvis det givne sy-

stem er reelt skal de feorst fundne lgsninger muligvis bringes pa reel
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form.
Af formen af Jordanmatricen J folger at systemet (2) deles op i

"blokke", hver svarende til en Jordanblok; hver sddan blok involverer

f.eks. k+1 ligninger i k+l ubekendte Yo Voo Vo, ©8 har
S

udseendet
y Al..0 y
5 oxl v
Yser |(t41) = = s+1 | (t) t = 0,1,..
ys+k A ys+k

Hvis vi for simpelheds skyld seetter s = 0 og skriver systemet ud
som et szt ligninger far vi
yo(t+1) = A yo(t) + yl(t),
y1(t+l) =A yl(t) * yz(t)’ t =0,1. .(3)

Yk(t+1) = A yk(t).
Vi vil efterligne fremgangsmaden fra differentialligningslesningsmeto-

den, men forst tage vare pd muligheden A = 0. [ dette tilfeelde reduce-

res (3) til
yo(t+1) = yl(t),
y, (t+1) = y, (1), t=0,l,.
yk(t+1) = 0.

Her er &benbart yk(O) vilkarlig, mens yk(t) =0 for t=12,.. Da
yk_l(t+1) = yk(t), bliver yk_l(o) vilkarlig, yk_l(l) = yk(O), mens
yk_l(t) =0 for t = 2,3,.. Saledes fortssettes opefter.

Under forudseetningen A # O lader vi

yi(t) = ui(t) At,
og far dermed at
y (t+1) = u(t+1) At u (t+1) At u (t) At L u (1) At
(Aui + ul) At

Disse udtryk indsaettes i (3) og giver for i = 0,1,..,k~1

(Au, + u) AP = u At u At,
i i i i+1
dvs.
pu A =4 Al
i i+1
eller simpelthen
Au A =u .
i i+1

Den nederste ligning i (3) bliver til
(Au +u)7\t+1=?\u A,
Kk k Kk

hvoraf




Matematik 2LT, foraret 1994 25. maj 1994 6.9

Auk = 0.
Denne sidste ligning er let at lese: uk(t) = Ck, en konstant.

Derefter leses (4) for i = k-1: der star

Au = C /A,
k-1 k

der som lesning abenbart har
uk_l(t) = (Ck/A) 1+ Ck—1'
Det generelle menster her er abenbart repreesenteret ved folgende: vi
har en ligning af formen
u(t+1) - u(t) = p(t),
hvor p(t) er et polynomium, lad os sige af grad q. Den tilsvarende
homogene ligning
u(t+l) - u(t) = 0

lgses af en arbitreer konstant.

For den inhomogene ligning finder vi ved indseettelse af et polynomium
Y ocjtJ med ukendte koefficienter ij at

o ¥ e (1) - ] = p(t). |

Da (t+1)’ - t' er af grad j-1, ma vi veelge graden af Y ocjtJ til at
vere q+l (forklar dette!).

Nar vi derfor leser ligningerne (4) nedefra, far vi at

u er et nultegrads polynomium,

u _, er et ferstegrads polynomium,

u, er et k.grads polynomium.

Disse polynomier er ikke ganske uafheengige af hinanden, selv om nulte
grads leddet i hver af dem er arbitreert (det kommer jo fra en lesning til
en homogen ligning). Som det fremgar af den opstillede fremgangsmade
geelder der at hvis

ui(t) = pi(t),

Sa er
pm(t) = um(t) = A Aui = A(ui(t+1) - ui(t)) = ?x(pi(t+1) - pl(t)).

Vi finder alt i alt at for i = 0,1,..,k er
yi(t) = ui(t) At = pi(t) At,
hvor p, er et polynomium af grad hejst k-i.
Bemark at det her gennemferte kun beskaeftiger sig med en enkelt Jor-

danblok; det skal altsd geres for hver af disse. Ved anvendelse af

transformationen Q kan til slut X findes.
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EKSEMPEL
Vi leser feolgende differensligningssystem
Xl(t+l) = xl(t) -4 x2(t) - Xa(t) -4 x4(t)
xz(t+1) = 2 X1(t) +5 xs(t) -4 x4(t)

x3(t+1) = - X1(t) + xz(t) -2 xs(t) + 3 x4(t)
x4(t+1) = - xl(t) + 4 xz(t) - xa(t) + 6 x4(t).
Her er koefficientmatricen
+1 -4 -1 -4
A = +2 0 +5 -4
T -1 +1 -2 43 )2
-1 +4 -1 +6

og en del regning vil afslere at det karakteristiske polynomium er
a-10° (- 2),
sd& 2 er en simpel egenverdi og 1 er en egenveerdi med algebraisk
multiplicitet 3. Vi betragter bidraget til Jordanformen fra egenveerdi-
en 1. En udregning af egenrummet ker(A - I), altsd lesning af lig-
ningssystemet
(A -Ix =0,
giver at egenrummet er l-dimensionalt, f.eks. udspeendt af
(-3, -6, 4, 5).
Sa ved vi allerede at Jordanblokken herende til egenveerdien 1 ma have

dette udseende:

10
11y,
01

SO~

(hvordan ved vi det?). Vi har ogsd fundet den ferste sejle i matricen
Q. (maske er det en ide at ga igennem afsnittet om beregning af Q i

ligningen A = Q J Q_I, hvor J er den til A herende Jordanmatrix,

altsa her

OO~
O O =
OO0
NO OO

For at finde den anden sejle i Q skal vi lese ligningsssystemet
(A - Dx = (-3,-6,4,5)’,
En lesning til (A - I)x = (-3,-6,4,5)' er (-3,-5,3,5)’. Den tredie
sgjle i Q findes s ved lesning af ligningen (A - I)x = (-3,-5,3,5)";
en lesning er f.eks. (-4,-4,3,4).
Den fjerde sejle i Q skal veere en egenvektor svarende til egen-



Matematik 2L T, foraret 1994 25. maj 1994 6.11

verdien 2. Man kan bruge (-2,-3,2,3)’. Vi har si fundet

-3 -3 -4 -2
| -6 -5 -4 -3
Q= 4 3 3 2§’
5 5 4 3

Men nu til lesningen af differensligningen. Med Y := Q_1 X har vi
at Y(t+1) = J Y(t), t = O, 1,.. Skrevet ud:
yl(t+1) yl(t) + yz(t),
yz(t+1) yz(t) + ya(t),
v (t+l) =y (t)
y,(t+l) = 2 y (1),

Il

for t =20, 1,..
Vi finder straks at
t
y4(t) = c4 2, t=0,1,..

og at
ya(t) =c, t= o, 1,..
hvor c, og ¢, er arbitrere konstanter. For Y, har vi ligningen
y2(t+1) - yz(t) = C,
t = 0, 1,.. Her loses den homogene ligning af en konstant ¢, mens

man ved indsaettelse af et ferstegradspolynomium «t+3 finder at o =
c, mens B indgadr i den arbitrzre Cz' Altsa har vi
yz(t) =c t+c,
t = 0, 1,.. Endelig har vi til bestemmelse af Y, at
yl(t+1) - yl(t) =ct+c,

t =0, 1,.. Igen giver den homogene ligning os en arbitreaer konstant,
mens en partikuleer lesning kan findes ved for Y, at indseette et
andengradspolynomium at? + Bt + ¥. Man finder at « = 03/2 og B = c,
- c /2.

3

Og sa far vi endelig brug for Q, idet vi ved at X = Q Y, altsa

X -3 -3 -4 -2 (cS/Z)t2 + czt e,
x| - -6 -5 -4 -3 c3t + c,
X, 4 3 3 2 . C3 ’
b4 5 5 4 3 c 2
4 4

hvor t = 0O, 1,.. og hvor c’erne er vilkarlige konstanter.

6.6 N.TE ORDENS LINE£ZR HOMOGEN LIGNING MED KONSTANTE KOEFFICIENTER

I analogi med det fra differentialligninger kendte gennemfgrer vi



Matematik 2LT, foraret 1994 25. maj 1994 6.12

nu en oversattelse af en n.te ordens linezer homogen ligning med kon-
stante koefficienter til det tilsvarende system.
Betragt altsd ligningen

X +ax +..+a X +ax =0,
t+n 1 t+n-1 n-1 t+1 n t

hvor a’erne er konstante og a # 0. Vi indferer nye ubekendte

xn(t) xz(t) xl(t)
(de nye navne stédr direkte under det symbol de erstatter). Altsa
xJ_(t) = xt_m, for j=1,.,n og t=0, 1.
Sa er det klart at
X1(t+l) = Xz(t),
xz(t+1) = XS(’E),

x  (t+1) = x (1),
n-1 n
mens
xn(t+l) = —alxn(t) - azxn_l(t) - .. - anxl(t).

Skrevet pad matrixform bliver dette

%] [0 1 o o 0 [x ]
x2 0] 0 1 0 0 x2
x3 0 0] 0 1 0 x3
(t+1) = (t).
1
X J -a -a -a -a -a | |x
| n | N n-1 n-2 n-3 14 | n]

Det er klart at der er en bijektiv korrespondance mellem lgsningerne
(xl(t),..,xn(t)) til dette feorsteordenssystem og lesningerne X, =
X1(t) til den oprindelige n.te ordens ligning (overvej!). Begge
lesningsmeengder er abenbart vektorrum. Vi slutter at ligningen

+ .. + a

X + a x X +ax =0,
t+n 1 t+n-1 n-1 t+1 n t

har et n dimensionalt lesningsrum.

Egenveerdierne for fersteordenssystemets koefficientmatrix A findes
som saedvanlig som redderne i det[A-AE]. Betegner vi sejlerne i A-AE
ved hi, har vi, da et multiplum af en sgjle ma adderes til en anden
sejle uden at determinantens veerdi @ndres, at

det[A-AE] = detlh,..,h ] = detlh_ + Ah_ + .. + A" h ,h_,..,h 1.
1 n 1 2 n 2 n
Udvikler vi denne sidstneevnte determinant efter forste sejle fas at

n-1

K(A) := (-1)" det(A-AE) = A" + a A +..+a A+a.
1 n-1 n

Det er altsa ligningen

n n-1
A +aA +..+a A+a =0,
1 1 n
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der skal lsses for at finde egenveaerdierne for A.

Det opstillede fersteordens system kan nu leses idet man felger den
allerede beskrevne procedure for lesning af fersteordens differens-
ligninger. Opererer vi med C", viser den foranst&ende diskussion at
hvis en Jordanblok Jp, herende til egenveerdien Ap for ovenstaende
koefficientmatrix, er en liLP X Bp matrix vil denne give et bidrag til
lesningen af form Cp(t)?\p , hvor Cp(t) er et polynomium af grad =
£ -1. Via koordinattransformationer (fra Jordans normalform tilbage til
dl:an oprindelige ligning) samt det faktum at det kun er komponenten X,
der er af interesse ved lesning af den oprindelig givne n.te ordens lig-

ning, slutter vi at xt = X1(t) ma veere af formen
t t
CMA + -« + C (A
1 1 q q

hvor hvert cp(t) er et polynomium af grad = Bp—l. Blokdimensionerne
£ har sum n. Da vi ved at lesningsrummet for ligningen af n ® or-
dl;n har dimension n, slutter vi at Al,...,?\q er parvis forskellige,

og at legsningsrummet bestar af alle funktioner af den pagaldende form.
Matricerne J i Jordans normalform ma altsd i det her foreliggende
tilfeelde indehi)lde parvis forskellige A og for hvert p = 1,...,q ma

¢ simpelthen veere multipliciteten af Ap som rod i det karakteristiske

polynomium K(A). Hermed har vi bevist felgende.

SETNING Legsningsrummet for den lineare, homogene differensligning af

nte orden med konstante koefficienter har som basis de n funktioner

hvor Al,...,A er de parvis forskellige redder i ligningens karakteri-
q

stiske polynomium, og 21,...,2 er disses multipliciteter.
q

BEMARKNING Hvis koefficienterne al,...,a]n er reelle, og det karakte-
ristiske polynomium har lutter reelle redder, giver ssetningen ogsa en
basis for lgsningsrummet svarende til, at vi opererer med R". Ellers ma
vi operere med c". Ud fra de komplekse basisfunktioner er det dog let
at fa en basis bestdende af reelle funktioner. Thi nar det karakteri-
stiske polynomium har reelle koefficienter, vil de imagineere redder fal-

de i par af konjugerede med samme multiplicitet. Er o + i og o - if3
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et par af redder, hver med multiplicitet £, ser man, at vi i stedet for

de 2f basisfunktioner

(oc+i[3)t,t(¢x+i[3)t, . ,te_l(oc+i3)t,

(a-iB)", t(a-iB)", ..., T i)’
kan benytte omskrivningen
N
(@ * B = | £ ig|'e % = [a * iB|'lcos(et) * sin(et)]

sd der istedet benyttes de 2 reelle funktioner
i8] cos(ot),t|a ¢ i8] cos(on), ...t |«
iB[tsin(et),t]oc + iB[tsin(Gt),...,te_1|oc

+

iB | ‘cos(ot)
i8| ‘sin(ot)

I+

|

1+
1+

o

EKSEMPEL
Vi betragter differensligningen af tredie orden givet ved
X + X + X +x =0,
t+3 t+2 t+1 t
Ved indferelse af ny variabelnavne, som vi her af skrivetekniske grunde

:=x , far vi

(o)
g t+2

lader veere a :=x, b :=x |,
t t+1

a 0 1
bi(t+l) =1 0 O
c -1 -1

c
0 a
1 bi(t), t = 0,1,..
-1 c

Som vi lige har vist er den karakteristiske ligning
m3+m2+m+1=0,

hvis redder er -1, i og -i. Koefficientmatricens Jordanform er

altsd diagonal:

-10 O
0i O
00 -i
og vi skal derfor lgse systemet
X -1 0 O X
yl(t+1) = | 0 i O |iy|(1),
Z 00 -i z
altsa
x(t+1) = - x(t),
y(t+l) = i y(t),
z(t+l) = -i z(t),
for t =0, 1,..
der som karakteristiske ligninger har hhv.
m+1=0,
m-1{=20
m+ i =0,

og saledes har lesningerne
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x(t) = cl(—l)t,
y(t) = cz(i)'c

og

2(t) = c (-i)

= c, ,

for t =0, 1,..
Disse lssninger kan ogsa skrives

x(t) = ¢ (-1)",

y(t) = CZeLtn/z’

2(t) = cse_mt/z,
hvor t = 0, 1,.. og konstanterne cp Cp C, €r vilkarlige komplek-
se tal.

De oprindelige tre sammenherende differensligninger har da lgsninger

givet ved Q (x, y, z)', nar

010 -10o 0] _
00 1f[=Q|o0i 0]Q
-1 -1 -1 00 -i

At finde transformationen Q er her at finde en egenvektor til hver af
de tre egenvaerdier. Regningerne giver som resultat at (1,-1,1)’ er en
egenvektor svarende til -1, (-i,1,i)’ svarende til i, og (i,1,-i)

til -i. Altsd er

1 - i
Q= 1-1 1
1 ~i

Den endelige lgsning er da
a(t) = x(t) - i y(t) + i =z(t),

itn/2 . -itn/2
e + i cBe ,

t
= 01(_1) -ilc,
for det er jo kun X, = a(t) der er af interesse for os. De anferte
konstanter er komplekse; esnsker man en reel lgsning, veelger man dem
passende. Dermed kan lesningen ogsa udtrykkes som en reel kombination

af funktionerne (-l)t, cos tn/2 og sin tn/2.
6.7 EN GENEREL L@SNINGSFORMEL

Vi benytter nu bemeerkning 6.6 pa en hejereordensligning. Der er tale
om skitseret eksemplificering.
Betragt en andenordens linezr inhomogen differensligning
X, taltx +alt)x =bt)
for t e INO. Vi vil antage at ligningen er ’segte’ andenordens, altsd at

az(t) aldrig er nul. Oversat til et fersteordenssystem far ligningen
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koefficientmatricen

A(t) := [ 0 ! ]
-a (1) -a (t)
2 1

siledes at systemet er [Xl] (t+l) = A(t)[xl] (t) + [0 ], telN.
xz x2 b(t) 0
Lad som i 6.6 en fundamentalmatrix &(t)} vere givet. For t =0 er

®(0) invertibel. Vi har at &(t+l) = A(t)®(t) for alle t e N, Her
er imidlertid det(A(t)) = az(t), sd forudsetningen medferer at A(t)
er invertibel for alle t e lNo. Et induktionsbevis giver da at &(t)
er invertibel for alle t e [No. Lesningsformlen fra seetning 6.6 kan da
gives en seerlig simpel form: Idet A(t) = <I>(t+l)<I>(t)—1, ser vi at
A(n)A(n-1)..A(n-j) = <I>(n+1)(I>(n-j)_1, sdledes at med

X(t) := ["1] () og Blt) := [b‘(’t)]

X
2

fas
X(n) = &(n)(0)”X(0)+ A(n-1)..A(2)A(1)B(0)+ A(n-1)..A(2)B(1) + ..
+ A(n-1DA(n-2)B(n-3) + A(n-1)B(n-2) + B(n-1) =
8(n)8(0)"'X(0)+ ®(n)e(1)"'B0)}+ &(n)a(2)'B(1) + ..
+ ®(n)&(n-2) 'B(n-3) + &(n)&(n-1)"B(n-2) + B(n-1) =
saledes at X(n) =
%(n) [@(0)‘1X(0)+ 2(1)'B0)+ 8(2)'B(1) + ..+ ®(n-2)"B(n-3) +
<I>(n—1)~1B(n-2)] + B(n-1)
altsa '
X(n) = <I>(n)[<I>(O)_1X(O)+ z’j‘:@(j)'lB(j-n] + B(n-1),
for n € IN0 (hvor summationen skal ignoreres for n = 0 og 1). Ved

feerdigudviklingen af dette udtryk (evelser!) kan det sd udnyttes at kun

X1(t) er af interesse, samt at B(t) = [b(()t)]'

6.8 STABILITET

Vi skal nsjes med at betragte lineeere ligninger med konstante

koefficienter:
X(t+l) = A X(t) + B, t e INO.

Hvordan forlgber en lssning til denne ligning, ndar t > « ? Da vi har
en rekursionsformel for l@sningen,
oo ad -1,1
X(j) = A X+ (£ AD) B,

kan vi basere overvejelserne pa denne formel, specielt undersege hvad der
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sker med Aj, hhv. E:;;Ai, nar j o o,

For hvert t gelder at X(t) € L"; vi vil i resten af dette afsnit
forudseette at L" er udstyret med en norm. Tilsvarende forudseetter vi
at 2(L") er normeret. Det har sa mening at tale om konvergens i L
eller i £(L™). Da begge disse rum er endelig dimensionale, er det
mindre vaesentligt hvilken norm der benyttes.

Lad os antage at ligningen X(t+l) = A X(t) + B, t € [No, har en
lesning X(t) for hvilken limHOo X(t) eksisterer, og lad os betegne
denne graenseveerdi med X(w). Vi har saledes at X(w) € L", og da
X(t+1) = AX(t) + B for alle t € N, fas at X(w) = A X(wo) + B. En
nedvendig betingelse for at IimHoo X(t) eksisterer er derfor at

matrixligningen X = AX + B har en lesning.

DEFINITION Vi siger at ligningen X(t+1) = AX(t) + B, t € INO, er
globalt asymptotisk stabil, hvis det for enhver af dens lesninger X(t)
geelder at ﬁmt—)oo X(t) eksisterer, og det endvidere om denne grznseveer-

di geelder at den er uafheengig af lesningens initialveerdi.

BEMARKNING Det er en direkte konsekvens af definitionen at hvis der er
global asymptotisk stabilitet, sd vil det for enhver lesning X til den
homogene ligning X(t+1) = A X(t), t € INO, geelde at limt_)o0 X(t) = 0.

Altsa vil det for en vilkarlig initialveerdi X0 geelde at limt_)mAlc X0 =

0. Af seetning 2.21 fas da at limt_)wAt = 0. Denne betingelse er altsa

nodvendig for global asymptotisk stabilitet. Vi skal se at den ogsa er

tilstrakkelig.

Sigtet er nu at etablere felgende stabilitetsresultat:

SETNING 6.7 Ligningen X(t+l) = AX(t) + B, t € INO, er globalt
asymptotisk stabil hvis og kun hvis alle egenveerdier for koefficient-

matricen A er numerisk mindre end 1, altsd r(A) < 1.
Vi ma udsette beviset lidt, indtil seetning 6.8 og 6.10 er fra handen.

SETNING 6.8 Lad A € £(U), hvor U er et endelig dimensionalt

normeret vektorrum. Sa geelder at A" 5 0 for n > » hvis og kun hvis

r(A) < 1.
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BEVIS: Da £(U) er endelig dimensionalt, er der intet tabt ved at for-
udsaette at £(U) er normeret med operatornormen (svarende til den givne
norm pa U). Vi betegner her begge disse normer med | .

Antag at A™ 50, dvs. HA™I 50 for n-> w S&findes ne N for
hvilket NA™IY™ < 1. Lemma 2.27 viser sa at r(A) < 1.

For at vise den anden implikation, vil vi bruge Jordan's normalform.
Vi skal vise at hvis r(A) <1, si galder at An >0, for n-> « Lad
J vare den til A svarende Jordan form. Sa& findes en invertibel
afbildning Q for hvilken A = Q J Q_l. Ifolge Lemma 2.25 er det
nok at vise at Jn - 0. Hvis J = J1 ® . @ Jq, er Jn = Jlrl ® . @
an for alle n € N. Derfor {lemma 2.26) er det tilstraekkeligt at vise
at der for hver Jordanblok JJ. gelder at JJ.n -0 for n->w for j
= 1,..,q. Betragt derfor en Jordanblok JJ.; i diagonalen star der AJ.
og vi ved at IAJ., = r(A) < 1. Lige over diagonalen star der lutter 1-
taller (medmindre blokken er 1x1); resten af matricen for Jj er nul.

Altsd kan vi skrive JJ. = AJ.I + Uj’ hvor Uj er nilpotent. Af binomial-

formlen far vi at

n n n n-k .k
(7\J.I+UJ.) —Zkzo[k)hj U,
(opgave!)

Hvis UJ.p = 0 (og p er minimal med denne egenskab), sd vil denne sum

for n z p fa udseendet
- -k .k
Al+u) =Pt AR yK
J J Lo |k J J
(AJ.I + UJ.)n er altsd en linearkombination af p faste elementer, nem-

lig I, U, U.z,..,U.p _1. Koefficienterne i linearkombinationen er

{E] Ajn—k hvor IAJI <1, og hvor k = 0,..,p-1. Lader vi her n - w,

konstaterer vi at da der for ethvert fastholdt k € N gelder at

[n] A.n—k—ao for n-> o
k] 7j

(opgave!), slutter vi at J® 50 for n > o Bemeark igvrigt at vi har
vist at kan 5> 0 for n > o ved at vise at hver af koefficienterne
[n AP 50 for nos w; det er derfor ligegyldigt hvilken norm der

k
her er blevet benyttet paA £(U). Dermed er setningen vist.

Her specificeres nu ferst en forbindelse mellem operatornorm og spek-

tralradius; derefter udvides denne forbindelse til en vilkarlig norm pa

2(U).
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SETNING 6.10 Lad U vere et endelig dimensionalt normeret vektorum.
n,1/n

For A € £(U) galder at r(A) = infnelN A", hvor £(U) er ud-

styret med operatornormen.

BEVIS: Vi har allerede, fra lemma 2.27, at r(A) = infne[N IIAnIII/n.
For at vise den modsatte ulighed, pastar vi at det er nok at vise at

hvis r(A) <1, da er inan[N IIAnIII/n < 1; i sa fald har vi nemlig at

der for et vilkdrligt positivt tal e galder at r(A/(r(A) + g)) =

r(A)/(r(A) + €) < 1, hvoraf

inf_ 1A%/(e(A) + P = inf 1AM Me(a) + €) < 1,
nelN nelN
og derfor at
. n,1/n
inf neN A"l < r(A) + .
Men da € er en vilkarlig positiv sterrelse, folger heraf at
. n,1/n
inf nel HA™II = r{A),
og dermed ville satningen veere bevist. Vi skal altsd bevise, at hvis
rA) <1, daer inf__ WA™'™ <1 Hvis imidlertid r(A) < 1 fas af
setning 6.8, at A > 0 for n o w sa HAMIY® <1 for alle tilstrask-
kelig store tal n € N; heraf felger at infne[N IIAnHl/rl < 1. Dermed er

seetningen bevist.

KOROLLAR 6.11 Lad U vere et endelig dimensionalt normeret vektorrum

og lad A e 2(U). Sa gzlder at r(A) = lirnn%0 IIAnIII/n for en vilkarlig
norm pa £(U).
BEVIS: Lad ferst Ii | betegne operatornormen. Vi ved allerede at r(A)
= IIAnlll/n for alle n € N; endvidere kan vi, til givet € > O finde et
helt tal k sa IlAklll/k < r(A) + €. Hvis n e N, kan vi dividere:
n=p k+aq,
hvor resten a, ligger mellem O og k-1. Da
A = HAPR %l < 1AIPn 1A%,
har vi at
AR = AP ™ = AR AN,
Da a4, <k, vil qn/n -5 0, nar n > w, sa pnk/n > 1, nar n - o,
og derfor vil p /n 5 1/k, nar n > . Altsa vil 1A IPn™ o5 nakatx
og IAI%™ 5 1, ndr n > w. Heraf folger at IAMIY™ < r(A) + & for

alle tilstraekkelig store n € N. Dermed er korollaret bevist for opera-

tornormen. Lad s& | | betegne en vilkérlig norm pad £(U). Da £(U)
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er endelig dimensional ved vi at der findes konstanter C:1 og C2 for

hvilke
CIHB" = IBl = CZIIBH, for alle B e £(U).
Specielt er (CIIIA"II)Vn = |An|1/n = (CZIIAnlI)l/n, for alle n e N, og
derfor er
Lim(HA™I)™® = 1im(C HA"ID'™ = Liminf(C IA™N)""s
Liminf [A"] " = Limsup[A"]"" = limsup(C_IA™I)"" =
Lim(C_IA™I)Y™ = 1imiA™'™,
da jo lim(Cl)l/Jm = lim(CZ)l/n = 1. Men de to yderste led er jo netop

r(A), ifelge det allerede viste, s dermed er sastningen bevist.
Det nezeste korollar bliver brugt i beviset for seztning 6.14.

KOROLLAR 6.13 A' 50 for t > o hvis og kun hvis (A’)' 5> 0 for

t > oo,

BEVIS: En matrix A og dens transponerede A’ har samme spektrum,
fordi A-AI og A’-Al har samme determinant (overvej!), og derfor

samme karakteristiske polynomium. Korollaret feiger derfor af satning

6.8.
Nu har vi hvad der skal til:

BEVIS FOR SETNING 6.7: Vi har allerede konstateret, i bemeerkningen ef-
ter definitionen af global asymptotisk stabilitet, at hvis ligningen
X(t+l) = AX(t) + B, t e INO, er globalt asymptotisk stabil, sd gelder
at A'50 nar t o o Af seetning 6.8 folger s& at r(A) < 1.

Hvis vi omvendt om A ved at r(A) <1, ved vi altsa, ifl. setning
6.8, at A5 0 for t > o. Lad X0 veere en vilkarlig initialveerdi
og lad den tilsvarende lesning veere X(t). Der gealder da at

X(j) = A’ X, + (Z’:;;Ai) B for ethvert je IN.

Betragt matrixreekken hvis afsnit er E:;(I)Ai. Da r(A) <1, er matricen
A-I invertibel (1 ¢ ¢(A)). Endvidere er

__—1i=_'-11=_j
(A-DE_ A" = (-AD AT = 1A,

-(a-n A = gAY

hvoraf vi slutter at limj_)mZ’_'_:)Al eksisterer og er lig
i=
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lim _ (~(A-D7Y1-A") = -(a-D7.
joo
Det sidste lighedstegn felger af at A >0 for j-o o
Indferer vi det fundne i formlen X(j) = A Xo + (Z‘::;Ai) B, fas at
. o g J . -1,1 _ _apyt
lim  X()) = lim A’ X+ hmj_)m(zi):OA) B = -(A-D" B,
Vi konstaterer at X(t) har en grenseveerdi, nir t 5> », og at denne

graenseveerdi er uafhengig af Xo' Dermed er den globale asymptotiske

stabilitet etableret.

Vi slutter denne diskussion med en simpel tilstrzkkelig betingelse pa
en matrix A for at A" konvergerer mod O for n > «; dette giver

os en bekvem tilstraekkelig stabilitetsbetingelse for differensligninger.

SETNING 6.14 Hvis A = [aij] er en n x n matrix for hvilken

v |a | <1, for alle i=12,.,n,
J=1 ij

sa vil A*5 0 for t o w
Tilsvarende vil A' > 0 for t > o hvis der for so jlesummerne geelder

n H s
21—1 [aU_' <1, for alle j = 1,2,..,n,

BEVIS: Vi beviser sgjlesumsudsagnet. Det andet felger si af korollar
6.13. Argumentet har en del tilfaelles med det vi gav for seetning 2.21:

vi bruger den samme norm pa £(C"), som den i beviset for 2.21; for den
vil det fremsta klart at r(A) < 1. Seetning 6.8 afslutter sd sagen.

Ferst udstyrer vi C" med den kanoniske basis {61’ SN en) og
opfatter den givne matrix A som en vis lineszr afbildnings matrixreprae-
sentation i denne basis. Dernast normerer vi C" med l-normen, dvs. for

X 1= (xl,..,xn) e C”
sxetter vi
Il := ) j:l|xj|.

Vi normerer ogsa £(C"). Lad A := [aij] veere en vilkarlig nxn

kompleks matrix. Vi opfatter altsd A som en linesr afbildning af C"

ind i sig selv. Seet

HAll := max, IIA(eJ_)IIl.
Bemerk at Al = masz , [aij|, altsd at llall er den sterst forekommen-
de sum af de numeriske sgjler.
Vi noterer straks at den netop definerede sterrelse Al er en norm

pa £(C") der opfylder 2.a) dvs. der gelder at IIAXH1 = 1Al "X“1’ for
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alle A e 2(C") ogalle x € C". At lAll er en norm pa £(C") er

rutine (opgave). For 2.a) lader vi x := (X1"”X ), siledes at x =
n
Y x e Derfor er
=1 J
IAxN = IIAZ X el =y " X, Ael,

rJ)1
Lol x

n
=Ll % I"Aejll1 = |IIAII = NAIIxI
Satningen er nu umiddelbar: den givne betingelse er jo netop at |IAll

< 1 og resultatet folger derfor af lemma 2.24 og ssetning 6.8,
6.9 DIFFERENSLIGNINGER OG KONTRAKTIONER

Mange udsagn om differensligningers lesning kan bekvemt formuleres
som udsagn om operatorer i et vektorrum bestdende af folger. S3 vi be-
gynder med at minde om nogle ting fra 2MAl.

Hvis L er skalarlegemet (som regel R her, men det kan ofte lige
s godt veere C) og M er en given maengde # @, betegner (B(M,L),

i 1) meengden af begrensede funktioner fra M ind i L, udstyret med
supremumsnormen |l . Denne mengde er altsd et metrisk rum, idet Il |l
svarer til metrikken

dif,g) = IIf - gl := SUp_ 1 |f(m) - g(m)],
hvor f, g € (B(M,L), I lI). Husk at (BM,L), Ii II) er et fuldstaendigt
metrisk rum.

Som antydet skal vi primert beskaftige os med felgerum, dvs. vi lader
M = N. Den szdvanlige betegnelse for (B(N,L), II lI) er 2°(N), eller
blot &% Eksplicit er ¢ altsa mengden af begrzensede reelle eller
komplekse fwolger:

Bm:=((xn) | xneﬂ_ for alle n e N og supnelN| X | <},

udstyret med normen

ll(xn)ll i= sup__ | X |

Denne norm udspringer af metrikken
d((xn),(yn)) 1= sup_ | X -y

o

Vi noterer os felgende.

SETNING 6.15 Rummet (ﬂw, i 1) af begreensede folger er et Banachrum,
med koordinatvis vektoraddition og skalarmultiplikation:
x)+(y):=(x +y)
n n n n

oc(xn) = (o xn).
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Konvergensen i (47, I Il) er koordinatvis uniform konvergens:
. (m)
1 =
im_ (x]n ) (Xn)
hvis og kun hvis
(m)

lim X = X , uniformt for n € N.
m-ow n n

BEVIS: Se kap. 1, afsnit 1, Mat 2MAI noterne.

BEMARK at i ethvert normeret vektorrum er regneoperationerne (skalar-

multiplikation og vektoraddition) kontinuerte funktioner.

Vi minder ogsé om det allerede i tidligere kapitler benyttede kon-

traktionsprincip, fixpunktsesetningen for kontraktioner i fuldsteendige me-

triske rum:

KONTRAKTIONSPRINCIPPET Lad (M,d) vere et fuldstaendigt metrisk rum og
lad T: M > M vezre en kontraktion (dvs. der findes en konstant c,

0 = c <1 for hvilken d(Tx,Ty) = c d(x,y) for alle x, y € M). Sa

har T netop ét fixpunkt, dvs. der findes netop ét punkt a € M for
hvilket T(a) = a. Ethvert x € M tiltrekkes af a i den forstand at

folgen {T"x)} af itererede punkter konvergerer mod a.

For begrensede reelle folger kan vi bruge de reelle tals saedvanlige
ordning, idet vi vedtager at udsagnet (xn) = (yn) skal betyde at X =

y for alle n e N
n
Vi kan sa give en nyttig version af kontraktionsprincippet.

SETNING 6.16 BLACKWELL’S KONTRAKTIONSBETINGELSE 1. Antag at T : *
2° er en afbildning, der opfylder to betingelser:

a) T er monoton, dvs. hvis (xn) = (yn) da geelder at T((xn)) =

T((yn)).
b) T diskonterer, dvs. der findes en reel konstant B e [0,1[ for

hvilken det om enhver konstantfelge (c), hvor c¢ > 0, gelder at

T((xn) + (c)) = T((xn) + B (c).

S4d er T en kontraktion med kontraktionskonstant j.

BEVIS: For vilkarlige reelle folger (Xn) og (yn) gelder for ethvert

naturligt tal m at
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x -y s/ x -y [=s0h&)-(y)IWL
m m m m n n
Danner vi af sidstnaevnte steorrelse en konstantfelge far vi at
(xn) = (yn) + (0 (x ) - (yn) .
Da T er monoton far vi af dette at
T((x ) = Ty ) + (N (x) - (y) ),
n n n n
og da diskonteringsantagelsen forteeller os at
Ty )+ (M (x)-(y) ) =TWy)) + Bl (x) - (y) M)
n n n n n n
slutter vi at
T((x)) =Ty ) + BU (x) - (y ) h),
n n n n
altsa at
T((x )) - Ty ) = (I (x ) - (y ) ).
n n n n
Ved at gentage argumentet med ombyttede felger far vi tilsvarende at
T((y)) - T((x)) = (Il (x ) - (y ) M)
n n n n
Ordningen pa felger er jo den koordinatvise, sd vi ser at for hvert m e
N gelder, at
[(T((y)) - T(x)) | =Bl (x) - (y) I
n n m n n
Men sd er jo d(T((xn)),T((yn))) =B d((xn),(yn)), og dermed er det

vist at T er en kontraktion med kontraktionskonstanten g.

Man kan uden besvaer "vende ulighederne" i Blackwell’s betingelse. I

s& fald far vi en variant, der ser sadan ud:

SETNING 6.17 BLACKWELL’S KONTRAKTIONSBETINGELSE 2. Antag at T : [
2° er en af bildning, der opfylder to betingelser:
>

a) T er monoton, dvs. hvis (xn) = (yn) da geelder at T((xn)) ES

T((yn)).

b) T diskonterer, dvs. der findes en reel konstant B « [0,1[ for
hvilken det om enhver konstantfelge (c), hvor c¢ > O, gelder at
T((xn) - (e)) = T((xn) + B (c).

S&d er T en kontraktion med kontraktionskonstant B.

BEVIS: @velse!

Blackwell’s betingelse giver os mulighed for at angive at visse dif-
ferensligninger har en begreenset lgsning.

Betragt feolgende forste ordens inhomogene reelle differensligning

y =Aay +¥yx, n=0,l,.. (*)

n n+l1 n
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hvor A, ¥ € R, |A| <1, 7 er vilkdrlig, mens (xn) e £© er en given
begraenset reel folge. Vi seger en losning, dvs. en folge (yn) hvis
elementer v for alle n = 0,1,.. opfylder (¥). Dette kan gores
sddan: vi indferer afbildningen T : N givet ved for vilkarlig
(yn) e & at lade

T((yn))i =AY+ X i=0,1,..

i+1

Det er klart at felgen (T((yn))i) e 0%, idet for alle i = 0,1,..
|T((yn))il =[xy, *7 xif
=2yl Iy x
= [Afuy W+ |y| 0=,

Ideen med T er at (yn) er en lesning til (*) preecis hvis
T((yn)) = (yn), altsd precis hvis T har et fixpunkt. At dette sidste

er tilfeeldet folger af denne sasetning:

SETNING 6.18 Den ovenfor definerede afbildning T opfylder
Blackwell’s betingelse. Specielt er T en kontraktion. Altsd har dif-

ferensligningen (*) en entydig bestemt lgsning (yn) e &

BEVIS: Antag ferst at 0 = A < 1. Vi efterviser Blackwell’s betingelse
1. Ferst monotoniciteten: hvis (an) < (bn) er (T((bn) - T((an))i =
Ab +yx ~-2a -yx =Ab -a )=z=0 foralle i=0,],..

i+1 i i+1 i i+1 j+1 ®

For at vise at T diskonterer, lader vi 0 < c € R og (an) e .
For vilkarligt i = 0,1,.. har vi

(T((a )+(c))) = Ala, _+c) + ¥ x = (T((a ) + Ac,
n i i+1 i n i

og da O = A <1, felger pastanden. Altsd er Blackwell’s betingelse 1
opfyldt i dette tilfeelde.

For A € ]-1,0] bruger vi Blackwell’s betingelse 2. Monotonicite-
ten felger analogt med ferste del af beviset: hvis (an) = (bn) er
(Tb) -T(a )) =Ab +¥yx -2a -vx =Ab, -a )=0

n n i i+l i i+1 i i+1 i+1
for alle i = 0,1,..
Tilsvarende hvad diskontering angdr: vi lader 0 < c € R og (an) €

£°  veere givet. For vilkarligt i = 0,1,.. har vi

(T((an)—(C)))i = A(am—C) t Y X o= (T((atn))i - Ac,

og da 0O = A <1, folger pastanden: vi lader simpelthen g := -A.

Ved iteration kan vi angive lesningen explicit. Vi kan valge en



Matematik 2LT, foraret 1994 25. maj 1994 6.26

vilkarlig udgangsvektor, f.eks. nul-felgen og sa iterere: betegner vi

(m)) har vi for hvert i = 0,1,..

vV = T(0) =¥ x,
1 1 1

T7((0)) med (y

y(Z), = T((y %)) = Ay X +y X,
i i i+1 i

@ _ .2
YU T AU X Y X Y X,

oSV,

OPGAVE Brug induktion til at vise at for alle m € N gelder

(m) _ -1,
y i v Zr;-l:OA Xi+j’

for 1 = 0,1,..
Slut heraf at lesningen (yn) el

= ® 5]
W= ZJ':oA Eivy

® til (*) er givet ved

for i = 0,1,..

BEMAERKNING Vi har fundet den entydig bestemte lgsning til (*) i £,
Imidlertid ved vi jo at enhver legsning til den tilsvarende homogene
ligning y = A V.o B= 0,1,.., altsa enhver feglge af formen

(k ?L—n), hvor k er en konstant, kan adderes til den allerede fundne.

Men da |A| <1 vil kun k = O give en begrenset folge.

Ogs& hvis |A| > 1 kan vi lese (*) ved hjeelp af kontraktionsprin-
cippet. Vi betragter altsd igen
= = *
y =Ay  tyx, n=01L. *),
men antager denne gang at ]A[ > 1. Omformes (*) til
y =a"y -ya'x, n=o1,.,
n n

n+l
kan vi i analogi med for definere T ved for vilkarlig (yn) e ” at

sette
[T(yn)]i+1 = At y, - ¥ At X i=0,1,..
For at have defineret T skal hertil fejes billedets forste koordinat:
[T(yn)]O := given begyndelsesveerdi.
Som for ses direkte at T : £° > £°. Endvidere er det samme argumenta-
tion som ovenfor der giver at T opfylder Blackwell’s betingelse 1

eller 2. Vi har dermed

SETNING 6.19 Differensligningen y = A You + 9 X, n = 0,1,..,
n
hvor |7\f > 1, 7 er vilkarlig og bAde A og ¥ er reelle, mens (x )
n

€ Bw, har for ethvert valg af begyndelsesvaerdi y, en entydig bestemt
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lpsning (yn) i 4%, hvis ferstekoordinat er Yy

OPGAVE a) Giv et bevis for ssetning 6.19.
b) Opskriv en formel for lesningen (yn), udtrykt ved begyndelsesbetin-

gelsen. Brug iteration.
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OPGAVER

6 2 2
6.1 Lad |-2 2 O} vere koefficientmatricen for et homogent system af

002
linesere forsteordens differensligninger. Find den lgsning X(t), der

opfylder at X(0) = (1,1,0)’.

72 2 2
6.2 Lad A:= ] 0 1/2 0O} vare koefficientmatricen for et system
0 0 1/2

X(t+1) = A X(t) + (t,2,t2)’, t = 0,1,.. af linesre forsteordens
differensligninger. Brug en bekvem l@sningsmetode til at finde den
lesning X(t), der opfylder at X(0) = (1,1,0)’. Er ligningen sta-

bil? Er den der star i opgave 6.1 stabil?

6.3 Les differensligningen X, P X =4a t =12,..
hvor p og q er givne reelle konstanter. Husk specialtilfeeldene.

6.4 Find den fuldsteendige lssning til differensligningen
t
Vs "2V YN T 2°(t-1), te N,
6.5 Betragt differensligningssystemet
xl(t+1) = (3/5) Xl(t) + (1/5) xz(t)
xz(t+1) = (1/5) X1(t) + (3/5) xz(t),

for t e INO.

a) Gor rede for at koefficientmatricen A i dette system er diagona-
liserbar.

b) Vis at med Q := [ i _i ] er A=QD th, hvor D er en diagonal-
matrix.

c) Los systemet z(t+l) =D z(t), t e INO og find derudfra lgsningen

til det ferst givne system.

d)} Ger rede for at det ferst givne system er stabilt.
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7 PERRONS SETNING

MOTIVERENDE EKSEMPEL 7.1 ("Subsidieproblemet"). Et antal producenter,
f.eks. k ialt, indgdr i en statsstettet samproduktion, hvor hver produ-
cent ger brug af bade sin egen og de andres produktion i forarbe jdnings-
processen. Den samlede statsstotte ligger fast og for dette stettebe-
leb, som vi vil kalde ¢, onsker staten sterst mulig totalproduktion.
De samarbejdende producenter ensker steottemidlerne fordelt retfeerdigt,
dvs. ingen producent ensker at bruge en sterre andel af subsidierne til
daekning af egne produktionsomkostninger end den del af subsidierne han
modtager ved salg til de ovrige producenter. Alle firmaerne er villi-
ge til at overholde de produktionskvoter, som en sidan retfeerdig for-
deling af stetten matte give anledning til. Kan en retfeerdig forde-
ling af statsstotten foretages?

Producenterne fordeler stetten efter folgende princip: For at "fa
lov til" at deltage i samproduktionen betaler producent nr. j et vist
belob, kald det cU, til producent nr.i for hver produceret enhed af

sit eget produkt, nr.j. Bruger vi betegnelsen y for den i.te produ-

cents arlige totalproduktion, far vi at producent nr.j afgiver ialt (pr.
ar)

) | clJ uJ = (} | cU) uj = 7) uj,
hvor vi har indfert arJ 1= Zl cU. Tilsvarende modtager producent nr.j

fra de andre
L i le Yp
Nettoforbruget af stgttemidler for producent nr.j bliver altsa
v o= u - c_u.
J 7J J L IO S|
Da ingen producent ensker at udbetale mere end den modtagne statsstotte,

ma vi have at hvert vJ = 0, altsi at

u, = ) | (cjl/arj) U (a)
for hvert j = 1,..,k. Endvidere ma vi have at
uj >0 for hvert j = 1,..,k. (b)
Endelig vil kravet om sterst mulig produktion kunne formuleres som kra-
vet at
) u, = Y X, (c)

for enhver "retfeerdig" produktion (xl,..,xk), dvs. enhver produktion

der ogsd opfylder kravet om optimal subsidiefordeling:
0 < XJ = Zx (cﬂ/afj) X

Selv om ligningssystemet (a) skulle have ikke-trivielle lesninger, er
det ikke forlods klart at der er positive lesninger. Og kravet (c) om
sterst mulig produktion ger ikke sagen spor bedre.

Ikke desto mindre skal vi i dette afsnit bevise en s@tning (som blev
vist af den tyske matematiker Perron i 1905), der er svaret pa alle vore
benner. Hans setning siger felgende: Hvis der foreligger en matrix

A med lutter positive indgange alJ (og det gor der her, med alJ =
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cu/ari), sd er spektralradius r(A) for denne matrix nedvendigvis en

egenvaerdi, dvs. A har nedvendigvis en "stor" positiv egenveerdi. Yder-
mere er denne positive egenverdis egenrum l-dimensionalt, og - aller-

bedst, nasten - der findes en egenvektor u = (ul,..,uk) med lutter po-

sitive koordinater herende til denne egenveerdi.
Disse udsagn kan vi oversatte til en lesning pd subsidieproblemet.

Vi lader altsd A := [aU] vere den k x k matrix for hvilken aU =
cu/a(l. Da samtlige matrixindgange er positive, fortaeller Perron os at
ligningen Au = r(A) u har en positiv lesning u := (ul,..,uk), dvs.

uj >0 for alle j =1,..,k. Hvad er r(A) her?

Multiplicerer vi ligningen Au = r(A) u fra venstre med raekkevekto-
ren g’ := (arl,..,a'k) far vi g’Au = r(A)g’u. Da
, _ wk _ K _
(g A)l = ijl 7) (cn/afj) =Y 1 ch =7
ser vi at g'A = g’, si g'Au = g'u. Altsd er g'u = r(A) g'u. Da
skalaren g'u # O slutter vi at r(A) = 1. Men det betyder jo netop at
u er en lesning til (a), som ogsd opfylder (b).

Perron forteller os ogsd at egenrummet Kker (A-E) er l-dimensionalt,
dvs. enhver lesning til (a) og (b) er et positivt multiplum af den
vektor u vi lige har fundet. Lader vi derfor x betegne en vilkarlig
produktion (alts& en lesning til (a) og (b)) vil der gzlde at x =
Tu for et eller andet T > 0. Totalproduktionen vil veere

Lx =Lty
og dens totalomkostninger vil veere ):l ¥, T Y. Dette tal ma ikke over-

stige totalstetten o¢. Altsd vil den optimale produktion opfylde at
lelrui=rzl’allul=o"
og derfor er hvert X, bestemt ved at

X =tu = (o*/z:l 7, ul) u.
I denne fordeling modtager producent nr. i altsd en statsstotte af
storrelsen 71 xl.
Vi ser at Perron har givet os den fuldstendige lesning pa subsidie-

problemet: der er altid en lesning, og det endda uanset hvad enhedsud-

ligningsbelsbene cU er.

Ferst den formelle side af glossariet: Positive og ikke-negative
matricer: Hvis M og N er relle matricer, af samme dimension k x I,
skriver vi M =z N hvis mlJ z n” for alle i =1,..,k, j=1..,1,
og M >N hvis mU > nU for alle i =1,..,k, j=1,.,l. Hvis M
z O siger vi at M er ikke-negativ. Gelder at M > O kaldes M
positiv.

Det vil altsd f.eks. sige at [ é i ] er positiv, mens [ :13 2 ] er

ikke-negativ (men ikke positiv). En ikke-negativ, men ikke positiv
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matrix behever altsd ikke vaere nul!

LEMMA 7.2 Hvis O0=# x 20 er en k x ! matrix (altsi en sgjlevek-

tor) og A>Oeren n x k matrix, s& er Ax > 0.

BEVIS: Lad A = [aU]. Hvis x = 0, s er den i.te koordinat i Ax
givet ved (Ax) =Y. a xJ z 0, og denne sum er = 0 hvis og kun

hvis hvert led alJXJ = 0. Da alj > 0, sker dette hvis og kun hvis

hvert xJ = 0.

Vi skal bruge vores ferste observation om spektret for en positiv

matrix et par gange; derfor isolerer vi den i dette lemma.

LEMMA 7.3 Lad A > O veare en k x k matrix med spektrum ¢o(A) og
spektralradius r(A). Lad A € ¢(A) veare valgt s& |A| = r(A) oglad x
= (xl,..,x ) veere en egenvektor herende til A, altsd Ax = Ax. S&
opfylder vektoren

= (]xll,..,kal)
ligningen Ap = |A|p, dvs. r(A) er en egenveerdi og p er en egenvek-

tor herende til egenvzerdien r(A).

BEVIS: Da Ax = Ax, ved vi at for hvert i = 1,..,k gelder at

k
Ax = ) 1y X

b4

og derfor at

|A xl| = r(A)p |Z Xl

Jllj| | = jlaup -(Ap)
Dermed har vi vist at r(A)p = Ap og altsd at
= (A-r(A))p 2 O

Hvis z # O far vi af lemma 7.2 at Az > 0 og da Ap > O kan vi ved
at gange Ap med et passende lille positivt € antage at Az = € Ap,
altsd at € Ap = A(A-r(A))p = Azp—r(A)Ap. Af denne ulighed far vi at

Azp z (r(A)+e)Ap
Dette kan ogsd skrives som uligheden

A/(r(A)+e) Ap z Ap.

Szetter vi B := A/(r(A)+e), har vi altsd en positiv matrix B for
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hvilken
B Ap = Ap.
Heraf folger at B? Ap =z B Ap = Ap, og et lige-ud-ad-landevejen induk-
tionsargument viser at
B" Ap =z Ap for alle n € N.

Ifolge Saxtning 6.8 gaelder at B" > 0 for n > w, altsd at B" Ap
>0 for n > o, hvoraf Ap = 0, i strid med at Ap > 0. Antagelsen
om at z # O forer sdledes til en modstrid. Altsa slutter vi at z =
(A-r(A))p = 0 og har dermed indset at r(A) er en egenveerdi, samt at

p er en egenvektor herende til egenveerdien r(A).

SETNING 7.4 Hvis A >0 er en k x k matrix med spektralradius r(A),
sd er r(A) > 0, r(A) € o(A) og der findes en positiv egenvektor sva-

rende til egenveerdien r{A).

BEVIS: Vi ved at der findes en egenveerdi A for hvilken |A| = r(A).
Af lemma 7.3 folger s& at r(A) € ¢(A) og at der findes en ikke-negativ
vektor p # O for hvilken Ap =r(A)p. Da Ap >0 er r(A)p > 0 og

derfor er r(A) > O og p > 0. Sstningen er bevist.

LEMMA 7.5 Hvis |Z zj[ =3 |z}|, s& er alle z, = |z)| ele, hvor 6

ikke afhanger af j. Tallene zJ er altsad ensrettede.

BEVIS: Tegn et vektordiagram: lag vektorerne ZJ i forlengelse af

hinanden og sammenlign leengder! Se ogsd opgave 7.7.

SETNING 7.6 Antag at A > 0. Hvis r(A) = A € o(A), s& er I?\l <
r(A).

BEVIS: Vi skal vise at hvis A € o(A) og |A| =r(A), sder A=
r(A).

Af lemma 7.3 folger at hvis |A| = r(A) og hvis vi har en egenvektor
X = (xl,..,xk) for hvilken A x =Ax, sider p:= ([xll,..,lxk|) en
positiv vektor for hvilken Ap = r(A)p. Heraf f&s for f.eks. den ferste

koordinat P, at

r(A) p, = [A xll = |¢ a,X,
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=) aulle =Yap =(A p)1 = r(A) P
Men sd md = i midten vere et lighedstegn, altsd

b a x| = Y aulle.

Af lemma 7.5 folger at xJ =e’ lil for alle j = 1,..,k, dvs. de to
vektorer x og p er proportionale. Da begge er egenvektorer, den ene

herende til A, den anden til r(A), m& A = r(A). Dermed er setnin-

gen bevist.

SETNING 7.7 Hvis A > 0, er egenrummet ker(A-r(A)E) Il-dimensionalt.

BEVIS: Hvis x er en egenvektor herende til den positive egenvardi
r(A), s er Ax = r(A)x og derfor er A(Re x) + i A(Im x) = r{A)Re x
+ { r(A)Im x, hvor vi tager realdel og imaginerdel i hver koordinat

af x. Da alle indgange i A er reelle (endda positive) er A(Re x)

= r(A)Re x og A(Im x) = r(A)Im x; altsid er bdde Re x og Im X
egenvektorer herende til egenveerdien r{(A).

Lad nu x betegne en vilkarlig reel egenvektor for A, herende
til egenveerdien r(A). Ved evt. at gange med -1 kan vi forudsstte
at mindst en af koordinaterne X, er positiv.

Lad p vaere en positiv egenvektor herende til r(A). Lad t := max,
xl/pl. Sder t>0 ogda t P =X for hvert i = 1,..,k (med =
for mindst en veerdi af i), har vi at tp - x 2 0, men at mindst en
af koordinaterne i tp - x er lig 0). Hvis tp - x # 0, slutter vi
af lemma 7.2 at Altp - x) > 0, altsd at A(tp - x) = r(A)(tp - x) >
O; dette strider imod at mindst en koordinat i tp - x er nul. Det vil
sige at tp - x = 0, altsd at x er et multiplum af p.

Vender vi tilbage til den oprindelige (muligvis komplekse) egenvek-
tor x, ser vi at Re x og Im x, og derfor X, er multipla af p.

Hermed er satningen vist: Egenrummet herende til egenveerdien r(A)

er af dimension 1.

Dermed har vi hele Perron’s satning: Den bestar af satning 7.4,

setning 7.6 og seetning 7.7. Vi formulerer den eksplicit:

7.8 PERRON'S SETNING Lad A > O vare en positiv k x k matrix med
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spektralradius r{A). Sa er r(A) > 0, r(A) er en egenveerdi og der
findes en positiv egenvektor herende til egenveerdien r(A). Egenrum-

met ker(A-r(A)E) er en-dimensionalt. Alle andre egenveerdier A

opfylder at |A| < r(A).

Vi skal se flere generalisationer af Perron’s sztning. Ferst den for

de sdkaldt primitive matricer, for hvilke det viser sig at Perron’s saet-

ning geelder i fuldt omfang.

DEFINITION 7.9 Primitiv matrix: En ikke-negativ k x k matrix A

2z 0 er primitiv hvis der findes n € N for hvilket A" > 0.

BEMAZRKNING 7.10 En primitiv matrix kan ikke have nogen O-sgjle eller
O-rzkke (overvej!). Heraf felger, via lemma 7.2, at hvis A™ > 0, sa

er Ak>0 for alle k =z m.

SETNING 7.11 (udvidelse af Perron til primitiv A) Hvis A er en
primitiv. k x k matrix, s4 har A positiv spektralradius r(A).
Spektralradius r(A) er en egenverdi, der findes en positiv egenvektor
herende til r(A), og egenrummet Kker{A-r(AJE) er l-dimensionalt.

For alle andre egenveerdier A galder at |A| < r(A).

BEVIS: Vi begynder med at geore opmaerksom pa at der for enhver matrix
S og ethvert n € N gealder at o(S') = { X" | A e a(S) ) (lav et
bevis herfor!). Heraf folger s& at r(S") = r(S)'. Lad os nu antage

at A" > 0. Ifelge den just neevnte bemzerkning er r(A") = r(A), og da
A" >0 er r(A)" en egenveerdi for A". Hvis A € o(A), s& er A" e
o(A"), igen ifl. starten pa dette bevis. Hvis specielt A € o(A) er
valgt s& |A| = r(A), s& er |?\"| = r(A™), og derfor A" = r(A)", fordi
A" > 0; dette folger af Perron’s sazetning. Da ogsa A™M > 0, far vi

tilsvarende at A" = r‘(A)nH; kombination af disse udsagn giver at
A™ o A"r(A), sd vi slutter at A = r(A), altsd at r(A) er en egen-
veerdi for A. Vi har dermed ogsa vist at hvis A # r(A) og hvis A €
o(A), s& er |A| < r(A). Endvidere ser vi at r(A) > 0, da r(A") > O.
Da Ax = r(A)x medferer at A"x = r(A)"x, ser vi endvidere at

ker(A-r(A)E) < ker(A"-r(A)"E). Sidstneevnte rum er l-dimensionalt og
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de to egenrum mé& derfor veere ens. Specielt vil A have en positiv

egenvektor herende til egenveerdien r(A).

BEMZERKNING 7.12 Det kan bevises at hvis A er en primitiv k x k

matrix, sd er A" > 0 for alle n = (k-l)2 + 1,

Vi skal nu skaffe os information om det asymptotiske forleb af poten-
ser af en matrix A. Vi betragter derfor et endelig dimensionalt norme-~
ret vektorrum U (det kan gerne vere Ck) og en begreenset lineaer af-
bildning A € £(U). Vi ved allerede, fra ssetning 6.8, at A" 5 0 hvis

og kun hvis r(A) < 1. Mere generelt kan vi straks se at hvis A" » B,

sa vil delfelgen (A™)? > B

B2 = B, altsd vere en idempotent. Denne idempotent vil isvrigt ogsa

saledes at greznseoperatoren m& opfylde at

n+l

opfylde at AB=BA =B, thi A" > B

Vi kan sige mere.
SETNING 7.13 Hvis {A") er konvergent, er r(A) = 1.

BEVIS: Vi erindrer om korollar 6.11, ifelge hvilket r(A) = limn_m

1A™I1Y™,  Hvis r(A) > 1, kan vi veelge et tal R mellem 1 og r(A)

og dernast finde n, € N saledes at R < IA"I"™ for alle n > n .

Men s& er IIA™I > R for alle n > n, og konvergens af A" er

udelukket.

Betingelsen pa spektralradius er nedvendig, men langt fra tilstrek-
kelig til at sikre konvergens. Betragt f.eks. 2 x 2 matricen A :=
[(1) _i], for hvilken o(A) = {1, -1}. Her er det nemt at se at A*" =
E, og A = A, sd {A"} kan Abenbart ikke konvergere.

Hvis vi imidlertid i stedet for A" betragter gennemsnittene over
den forlebne ’tid’, altsd betragter operatorerne Mn(A) 1=
(E+A+..+An—l)/n, far vi en nydelig udvikling nA&r n - ®». Her er jo

M, (A) = (E+A+E+A+..+A)/(2n) = (E+A)/2
og

2n+1(A) = (E+A+E+A+..+A+E)/(2n+1) = (E+A)/2 - E/(2n+1)

saledes at M (A) » [1 1], nar n - o.
n 00
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Vi vil bruge lidt krudt pd dette mildere, og derfor meget vigtige

'middelkonvergens’begreb.

DEFINITION 7.14 Lad T € £(X), hvor X er et Banachrum. Lad for n

e N
M(T) i= (E+ T+ .+ ™ N/n.

Hermed er defineret Cesaro-middelvardierne af T.

Vi skal undersege mangden af vektorer x € X for hvilke (Mn(T)x)

er en konvergent folge i X og definerer derfor ogsa

X :={xeX | lim MI(T)x eksisterer },
me n-0 n

Blandt grundegenskaberne noterer vi straks foelgende.
LEMMA 7.15 Hvis x € X__ s& gelder at T'x/n > 0 for n - w.

BEVIS: Forudsetningen er altsd at der findes et y € X saledes at
M(T)x >y for n-> o Da (n+tI)M (T) - nM (T) = n(M (T) - M (T))
n n+l n n+l n

+ Mml(T) = T, ser vi at konvergens af (Mn(T)x) medferer at T'x/n =

M (T)-MMx+M (T)xn>0 nar n - o
n+l n n+l1

LEMMA 7.16 Xme er et T-invariant underrum af X der indeholder
ker(E-T).

BEVIS: T-invariansen er triviel. Underrummet ker(E-T) er abenbart lig

x }, altsd mangden af fikspunkter for T. Det ses di-

{xeX | Tx
rekte at T'x = x, saledes at Mn(T)X = x for alle ne N og for

ethvert x € ker(E-T), s& det er klart at ker(E-T) € Xme

LEMMA 7.17 Hvis x € X opfylder at T"x/n > 0, n- o sa gelder at
Mn(T)(E-T)x 50, n>o Altsher (E-T{ xeX | T™/n >0, n>w)) ¢
X

me

BEVIS: Antag at T'x/n 5> 0, n > «, og betragt (E-T)x. Da
Mn(T)(E-T)x = (E-T")x/n, folger lemmaets pastand umiddelbart.
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LEMMA 7.18 Hvis T'x/n > 0, n - w», for alle x € X, s& gelder at
(E-T)X n ker(E-T) = {0}. Hvis endvidere felgen (Mn(T)} er begrenset i
2(X), s& gelder at (E-T)X n ker(E-T) = {0).

BEVIS: Af lemma 7.17 ses at hvis x € (E-T)X s& galder at Mn(T)x > 0,
n » o, Hvis x € (E-T)X ogs4 tilherer ker(E-T) har vi som i beviset
for lemma 7.16, at Mn(T)x = X. Altsd vil i dette tilfelde x vare

0. Nar der findes C e R sa IIMn(T)II < C for alle n e N, gelder det
ogsa for x € (E-T)X at Mn(T)x >0, n-w: hvis nemlig € € R _er
vilkdrlig og y € (E-T)X er valgt s& Ilx-yll < €/(2C), og n, dernaest er
valgt s& IIMn(T)yII < e/2 for alle n > n, sd er HMn(T)xII <
Ian(T)(X-y)II + IIMn(T)yII < Clix-yll + €/2 < Ce/(2C) + €/2 = €. Hvis x €
(E-T)X n ker(E-T), slutter vi som i ferste del af beviset at x = O.

LEMMA 7.19 Hvis felgen {M (T)} er begrenset i £(X), sa er Xme
n
afsluttet.

BEVIS: Antag at lIMn(T)II < C for alle n e N Lad xp 5> X, po>ow og
antag lim M (T) x eksisterer, for hvert p. Lad € € R. Vealg
n>0  n p +
pelN si ||xp - xll < € og fasthold dette p. Veelg dernzest N e N sa
ll(Mn(T) - Mm(T))prI < g for alle m,n > N. SA& er II(Mn (T) - Mm (THxH =
M (T) = M (TNH(x - x )l + KM (T) =M (THx Il <2Clix - xll + £ < 2Ce +
n m p n m P P

€ for alle m,n > N. Heraf ses at (Mn(T)x) er en konvergent falge,

altsd at x € X .
me

LEMMA 7.20 Hvis folgen (M (T)} er begreenset i £(X), og T"x/n - 0,

n->w for alle x € X, s& gelder at (E-T)X o ker(E-T) € X

me

BEVIS: Dette er klart ud fra lemma 7.16, lemma 7.18 og lemma 7.19.

7.21 MIDDEL~ERGODESATNINGEN Antag at T € £(X) opfylder at felgen af
Cesaro-middelveerdier (M (T)} er en begranset feolge i £(X) og at

n
T'x/n > 0 for n > o for ethvert x € X. Sa gelder om

X ={xeX | lim MI(T)x eksisterer },
me n—>0 n

at
X = (E-T)X o ker(E-T).
me
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BEVIS: Vi mangler at indse at Xme € (E-T)X o ker(E-T), altsa at vise
at hvis x € X opfylder at (Mn(T)x) er en konvergent folge si vil x

€ (E-T)X @ ker(E-T). Bemark forst at det folger af lemma 7.17, at hvis
X € Xme og Mn(T)x > z, s vil Mn(T)(E-T)x > 0, og derfor (E—T)MH(T)X
- 0; heraf far vi at (E-T)z = 0, altsd at z = Tz. Af denne ligning
folger sh at T'z = z for alle n € N, hvoraf vi ogsa slutter at

Mn(T)z = z for alle n € N. Betragt nu afbildningen P der til x e Xme
knytter Px := limn_)m Mn(T)x. Det er klart at P er en linezr afbild-
ning og da vi har antaget at HMn(T)Il < C for alle n e N, gelder at
IPxIl = Clixll. Ligningen Mn(T)z = z kan &dbenbart udtrykkes ved Mn(T)P
= P. Men heraf foiger, ved at lade n 5 o, at P2 = P, altsi at P

er en idempotent, en projektion.

Vi har netop indset at z = Px opfylder at z € ker(E-T). Hvis om-
vendt z € ker(E-T), ved vi allerede at Mn(T)z = z, siledes at Pz =
z. Hermed har vi vist at PXme = ker(E-T).

For y € kerP = (E—P)Xme har vi at y = (E-P)y = lim o Mn(T)y. Da
y/n > 0 vil y = lim - Mn(T)y = lim - E+T+ ..+ T"Yy/n = lim

(T + .+ T )y/(n-1) = Thm _(E + .+ T 2)y/(n-1) = Ty
For y € kerP har vi at Mn(T)y > 0, og derfor at (E—Mn(T))y >y,

Da [E-M (D)y = [E - E - T - .- T Dy/n = (E-T) + (E-T?) + .. +
-2
)

n

(E-Tn_l)]y/n = (E-T)IE + (E+T) + ...(E+T+..+T" “)ly/n, ser vi heraf at
y € [(E-T)Xme]_ € [(E-T)X] . Inklusionen (E-T)X < kerP blev

igvrigt vist i lemma 7.17, s& vi har altsd at [(E-T)X] = kerP.

Her er s& den version af ovenstdende, vi i dette kursus vil benytte

mest.

KOROLLAR 7.22 Lad X vere et endelig dimensionalt normeret vektorrum.
Lad T € £(X). S& er operatorfelgen (Mn(T)) konvergent hvis og kun

hvis T%n > 0; i bekreftende fald har vi at
X = (E-T)X @ ker(E-T).

BEVIS: Hvis (Mn(T)} er konvergent, er denne folge begrzenset. Endvi-
dere vil nMn(T) - (n-—l)Mn_l(T) =T, sa konvergens af {Mn(T)) med-

ferer at T'/n > 0. Hvis omvendt T /n > 0, ved vi fra lemma 7.18 at
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(E-T)X og ker(E-T) danner direkte sum. Af dimensionsformlen folger
sd at X = (E-T)X @ ker(E-T). P4 underrummet (E-T)X er E-T en bi-
jektion, thi (E-T)X n ker(E-T) = {0}. Altsd er (E-T)X = (E-T)ZX, s
for x € (E-T)X findes y € (E-T)X for hvilken x = (E-T)y. Men si er
jo som ogsa tidligere brugt Mn(T)x = Mn(T)(E—T)y = (E-T")y/n og da vi
forudszetter at T'/n » 0 vil (E-T")y/n » 0. Dermed har vi vist at
(Mn(T)x) er konvergent for alle x e (E-T)X. P& egenrummet ker(E-T)
er konvergensen af (Mn(T)x) triviel, Dette viser at hvis P betegner
projektionen af X pa ker(E-T) med kerP = (E-T)X, s& har vi at
Mn(T)x - Px for alle x € X. Af en seetning i kap. 2 folger si konver-

gensen af operatorfelgen (Mn(T)).

Ergodesetningen for endelig dimensionale rum er altsd en satning om

operatorer T for hvilke T"/n > 0, altsd operatorer med langsomt

voksende potenser.

SETNING 7.23 Hvis T € £(U) har langsomt voksende potenser, altsd op-
fylder at UT'li/n > 0 for n > o, s& er r(T) = L

BEVIS: Der findes et no e N for hvilket IT'll/n < 1/2 for alle n >
n, hvoraf vi ser at IT"W < n/2 for alle n > n, og altsa II"["III/n

< (/2)”" for alle n>nldet (n/2)™ 51 for n >« og idet

R(T) = lim IT"1™, folger pastanden.

Blandt operatorer med langsomt voksende potenser finder vi klart nok
alle operatorer T for hvilke {T")} er begranset, og heriblandt altsa

alle operatorer T med operatornorm ITI = 1. Vi vil nu studere denne

klasse narmere.

DEFINITION 7.24 af power bounded: En linezr afbildning A € £(U),
hvor U er et normeret vektorrum og &£(U) er udstyret med operator-
normen siges at veere power bounded hvis der findes en konstant C
saledes at A"l < C for alle n € N. Tilsvarende siger vi at en
kvadratisk k x k matrix A = [aU] er power bounded hvis der findes

en konstant C for hvilken det om alle potenser A" = [a(n)U] gel-

der at
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Ia(n) = C for alle i,j =1,..,k ogalle nel.

ul

BEMAERKNING Hvis en matrix A opfattes som en linezr afbildning pa
c® er de to definitioner sammenfaldende: For vilkirligt A e £(C¥)
definerer nemlig summen af alle numeriske matrixindgange [A] := }
laul en norm p4 £(C*), og da denne norm er zkvivalent med
operatornormen pi 2(c") geelder at {IA"II}) er begranset hvis og kun
hvis { IAnl) er begrenset, og dette er tilfaeldet hvis og kun hvis

der findes C € R sa Ia(") = C for alle i,j =1,..,k og alle n

€ N.

yl

EKSEMPEL 7.25 Hvis en Jordanblok med A i diagonalen er power bounded
sd er |A| = 1. Hvis specielt |A| =1 er blokken en 1 x 1 blok. Det

kan vi indse sdledes: Lad J vare en Jordanblok med A i diagonalen.

S& har J' diagonalen A", s& begreensethedsbetingelsen medferer umid-

delbart at [A| s 1. Hvis |A| =1 og hvis J ikke er 1 x 1, be-

tragtes (J" . Da J" er en trekantsmatrix er (J" . 2) =
n-1 ! -1 . . =
(J )1,1(‘”1,2 + (" )1,2(‘])2,2’ czlg derfor er det ligetil at indse
via induktion at (Jn1 2) = nA"", for alle n e N. Hvis |A] =1 er
derfor I(J“l 2)' = n. Dette strider mod antagelsen om power bounded-

ness, sa& J mad vere en 1 x 1 matrix i dette tilfaelde,.
En umiddelbar konsekvens af ovenstdende er felgende.
SETNING 7.26 Hvis A er power bounded, s er r(A) = 1. Endvidere

gelder at (Mn(A)) er konvergent,

Som det fremgar af argumentet i eksempel 7.25, sd har den omvendte

pastand af den i seetning 7.26 ikke megen chance for at vare sand: for

den ikke-negative matrix J := [ (1) i , som jo har spektralradius 1,
geelder at "= [ (1) 111 ], sadledes at power boundedness er udelukket.

Men, som vi nu skal se, hvis vi betragter positive matricer, sa gelder

den omvendte implikation.

SETNING 7.27 Hvis A er primitivog r(A) =1 sd er A power
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bounded.

BEVIS: Hvis r(A) <1 ved vi fra ssetning 6.8 at A" >0 og power
boundedness folger straks. Vi kan derfor nu antage at r(A) = 1. Vi
ved s4 at 1 er en egenveerdi og at der findes en positiv egenvektor y
1= (yl,..,yk) herende til 1. Af Ay =y slutter vi straks at A"y
=y for alle n=12,.. Lad y , hhv. y , betegne den ster-
max min
ste, hhv. mindste, af koordinaterne til y. Sa har vi felgende vurde-
ring, som abenbart geelder for alle i = 1,..,k, for alle ne N og
for alle m = 1,..,k:
= n n > n

ymax = yl Zj (A )U yj = Zj (A )lj ymln =z (A )lm ymln'

Altsa er
n
(A )lm = ymax/ymln

for alle i,m = 1,..,k og alle n € N. Dermed er korollaret vist.

BEMARK at det af seetning 7.27 felger at hvis B er primitiv sa er

matrixfelgen {(B"/r(B)") begrenset.

n

Faktisk gaelder der mere end blot begraensethed for A’

SETNING 7.28 Hvis A er primitiv og har r{A) =1, er A" konver-

gent.

BEVIS: Da vi allerede kender situationen nar r(A) <1, kan vi antage

at r(A) = 1. Lad X betegne det endelig dimensionale normerede vektorrum
(ka eller (Dk) som A virker pd. Da A er power bounded, ved vi at
(Mn(A)) er konvergent, og derfor at X = (E-A)X @ ker(E-A). Betragt
restriktionerne Anl(E—A)X og Anlker‘(E—A). Det er tilstraekkeligt at

vise konvergens for hver af disse. Da det er klart at A|ker(E—A) =
E|ker(E-A), er der kun grund til at undersege A"[(E—A)X. Men A&benbart
er o(A|(E-A)X) = o(A) \ {1}, og af seetning 7.11 ses at r(A|(E-A)X) <

1. Altsd vil A"|(E-A)X » 0. Det beviser saztningen.

KOROLLAR 7.29 Hvis A er primitiv si er A"/r(A)"  konvergent.

Vi opskriver nu indholdet af de to foregdende resultater i eksplicit
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form.

SETNING 7.30 Lad A betegne en primitiv k x k matrix og X betegne
det vektorrum (C* eller R*) som A virker pa. Hvis T := A/r(A),
s3 konvergerer T" mod projektionen P med billedrum

PX = ker(r(A)E - A)
og kerne givet ved

kerP = (r(A)E - A)X
svarende til opspaltningen X = (r(A)E - A)X @ ker(r(A)E - A).

Et eksplicit udtryk for en matrixreprasentation for P kan fis sdle-

des: hvis p > O er en positiv egenvektor herende til egenveerdien
r(A), mens q > O er en positiv egenvektor for den transponerede A’
herende til egenveerdien r(A’) = r(A), si er

P =pq'/q p.

BEVIS: Vi ved fra setning 7.28 at (T") konvergerer mod den i denne
s®tnings formulering navnte projektion P (bemerk at (r(A)E-A)X = (E-
T)X og at ker(E-T) = ker(r(A)E - A)).

Af saetning 7.11 felger at PX = ker(r(A)E - A) er l-dimensionalt og
kan udspeendes af en positiv egenvektor p herende til egenvardien
r(A). Betegner vi matricen for P mgd samme bogstav P, har vi derfor

at hver sgjle i P er et multiplum af p. Vi kan skrive

r r .. r
i P TPy «P1 r
r r .. r 1
P2 TP, kP2 ,
P = = pr’, hvor r :=
r
r r r k
P TPy kka

For den transponerede matrix A’ gelder at A’ er en ikke-negativ
matrix og da (A’)" = (A")’, er A’ ogsA primitiv. Setning 7.11 kan

anvendes: der findes sdledes en positiv egenvektor g herende til e-

genvaerdien r(A’') = r(A) (overvej hvorfor vi ved at dette lighedstegn
gelder). Da A’q = r(A’)q = r(A)q, er T'q =q, siledes at T'"q = q
for alle ne N Da (T)" = (T" ser viat T'" 5 P’, og dette,
kombineret med det lige observerede, medferer at P’q = q. Ved transpo-
nering heraf far vi q’ = q'P, og kombinerer vi dette med P = p r’,

far viat @ =qP=q pr’. Da q p er en skalar, er r’' = q'/(q
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p). Alts3 er
P=pq 7/ (q p)

Hermed er sztningen vist.

Der er en veesentlig pointe i dette, som vi trakker explicit frem:

SPECIALTILFELDE 7.31 Hvis A er en primitiv overgangsmatrix (’over-
gangsmatrix’ betyder at matricen er ikke-negativ og alle s@jlesummer er
lig 1), si kan q = <l,1,..,1> bruges i ovenstiende. Altsa: for en
vilkarlig k x k overgangsmatrix A geelder at A’ har sejlevektoren
q’ = <1,1,..,1>’ som en positiv egenvektor herende til egenvaerdien 1.
Hvis vi som positiv egenvektor p valger den der har koordinatsum 1,
er q  p=1 og i matricen p q er hver sgjle lig med p. Der galder
altsa for en overgangsmatrix A felgende:
a) r(A) =1
Hvis yderligere A er primitiv, s& seetning 7.30 gelder, har vi felgende:
b) hvis den positive egenvektor p herende til egenvaerdien 1 er
valgt med koordinatsum 1 (man siger at p er stokastisk), s&
vil for n > o A" 5 L, hvor hver sgjlei L er p.
c) Lad x = 0 vare en vilkarlig stokastisk vektor. Sd er L x =
p og derfor vil A" x > p, for n - . Det asymptotiske

forlgb er altsd uafhangigt af udgangssituationen.

Vort foljetoneksempel kan illustrere anvendeligheden af ovenstien-

de.

EKSEMPEL 7.32 Et markeds ligeveegtstilstand for t - .

Vi bruger igen det simple tredimensionale marked som eksempel, jf.
2.3. Tidligere er fundet at egenveerdierne er 1, 0.6 og 0.5. Ifolge
seetning 7.30 er lim A" = pq’/q’p, hvor p er en positiv egenvektor
for A herende til 1, mens q' = <[,1,1>. Som p kan vi bruge

<9,7,4>’. Altsa vil

A" 5 1720

» 0
£ Q0
ENIRE VS

for n - w

Hvis markedets initialfordeling er givet ved vektoren v :
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<v1,v ,v3>, er v en stokastisk vektor (ikke negativ og med koordinat-
sum = 1); udviklingen vil til hver tid n vare beskrevet ved Anv, n =
1,2,.. og vil i det lange leb konvergere mod

999 v 9(vl+v2+v3) 9

1720 |7 7 7{{v_ | = 1/20 7(vl+v +v3) = 1/20 |7].
4 4 4]||v 4(v +vi+v)) 4
3 1 2 3

Her ses sdledes at det kun er markedets samlede sterrelse i begyndel-
sen, der betyder noget i det lange lsb; initialfordelingen imellem

agenterne er uden betydning.

Vi slutter denne tankekreds af med Perron’s seetning for ikke-negative

matricer. Endnu et par tekniske detaljer skal klares ferst.
LEMMA 7.33 Hvis 0 = A <B, sd er r(A) = r(B).

BEVIS: Vi starter med at bemarke at hvis 0 <= A < B, sider A" <B
for alle n € N (dette er en simpel sag, som kan vises ved induktion:
B™ - A™ = B"B - B"A +B"°A - A"A = B"B - A+ (B"-AMA >0,
ifl. lemma 7.2).

Specielt folger heraf at A"/r(B)" < B'/r(B)' for alle n € N. Der-
for er A/r(B) power bounded, da jo B/r(B) er power bounded (satning

7.27). Af seetning 7.26 foelger s& at r{A/r(B)) = 1, og altsd r(A) =
r(B).

SETNING 7.34 Hvis A= 0 sider r(A) en egenverdi for A og A

har en ikke-negativ egenvektor herende til r(A).

BEVIS: Med B := A + T/n, hvor T bestar af lutter l-taller, vil
n

r(A) = r‘(Bml) = r(Bn), ifl. lemma 7.33. Felgen (r‘(Bn)) er altsd

dalende, nedad begreenset og derfor konvergent; specielt geelder at

r(A) = lim r‘(Bn) = A

Hver af matricerne Bn har en positiv egenvektor x herende til
n

egenveerdien r(B ). Vi kan udstyre ¢ med £' normen Il "1’ defi-
n

neret for a :=(a,..,a) € ¢ ved lall :=} |aJ|. Normerer vi si

alle egenvektorerne X s3 lenll =1, for alle n € N, og bevarer

vi betegnelsen x , kan vi af (Dk-enhedskuglens kompakthed slutte at
n
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folgen (xn) har en konvergent delfolge (xn ), altsd at der findes

P
x € C° for hvilket X X for p - «. Da alle vektorerne x
n
p P
er positive vil x vare ikke-negativ. Da lx I =1, for alle p,
n
P

vil ogsd lixll = 1. Specielt er altsd x # 0.
Vi pastdr at Ax = AX, hvor A = lim r‘(Bn) blev indfert fer. Ved
indskydning af led har vi umiddelbart felgende vurdering:
IAx - AxNl =
(A~ Bn Ixll + lan X - Bn X [

P P PP
+ 1B x - r(B )xil + IIr(B )x - axl,
n n n n
P P P p
For II(A- Bn )x}  fAr vi umiddelbart at [(I(A- Bn XN o= l/np T,
p P

Det andet led kan ogsa direkte vurderes:

IB x-B x I = (lAll+l/n NITHiIx-x |,
n n n p n

P I P
For tredie led bruger vi at Bn X = r‘(Bn ) X og far saledes
P P ] P
IB x -r(B )xIl =r(B Mx-x .
n n n n n
P P P P p
Endelig giver vurderingen af fjerde led IIr(Bn Jx - Axll sig selv og
p

vi far alt i alt at lHAx - Axll =

I/n NITHxIN + (HAl+1/n #TIDIx-x I + r(B Jlix-x I + (r(B )-A)IxIl.
P P " " " "o
Hver af disse fire led konvergerer mod O nir p > o, Altsd er Ax =

Ax. Da x # O betyder det at A € o(A), og altsd at |A| = r(A).
Den anden ulighed r{A) = A blev bemarket tidligere, og derfor har vi
at A = r{A) er en egenveerdi for A og at x =2 0 er en egenvektor

for A herende til denne egenvzerdi. Dermed er sztningen bevist.

Denne sidstneevnte generalisation af Perron's sztning har et beremt

og nyttigt specialtilfealde.

KOROLLAR 7.35 (Satningen om endelige Markov processer) Lad A vare
en ikke-negativ matrix, hvor hver sejle har koordinatsum 1. S3& har
A spektralradius 1, 1 er en egenveerdi og der findes en ikke-negativ

egenvektor herende til egenvaerdien 1.

BEVIS: Vi mangler blot at se at r{(A) = 1. For at vise at r(A) =1
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benytter vi satning 7.14: Hvis s € R er valgt s& s > 1, folger det af
setning 7.14, at r(A/s) <1, altsd at r(A) < s. Da s er et vilkar-
ligt tal > 1, slutter vi at r(A) s 1. Hvad uligheden r(A) =1 an-
gar, er der i gennemgangen af subsidieproblemet en ide der kan bruges:
Betragt ligningen Ax = r(A)x, hvor x er valgt ikke-negativ. Multi-
plicer begge sider fra venstre med reskkevektoren [1 11 .. 1. Detal-

jerne overlades til lseseren; sml. s. 7.2,

BEMERKNING Korollar 7.35 kan ogsd udledes af Farkas’ alternativssetning
(Seetning 7.3 i 20Ks Optimeringsnoter). Korollar 7.35 pastar at hvis A
= [aU] 2 0 si findes der x z O for hvilket (A - E)x = 0. Vi kan

selvfolgelig yderligere antage at x := (xl,..,xk) opfylder at Y} X_, =

1. Det er den eksplicitte tilfejelse af denne sidste betingelse, der er
ideen i beviset, De to betingelser, altsd at der findes en ikke-negativ
lesning x til (A - E)x = O for hvilken } xJ = 1, kan opfattes som

alternativ (I) i Farkas’ satning, i folgende formulering: Den matrix
A der er nevnt i Farkas’ setning erstatter vi med en k+l x k matrix
A, der i de forste k rezkker har de tilsvarende rakker i A - E (hvor
vi bruger "vores" A), mens den nederste rakke indeholder lutter -
taller; B vealger vi som sejlevektoren (0,..,0,1) af "langde" k+l.
For at have et bevis for korollar 7.35 skal vi altsd udelukke den anden
mulighed i Farkas' sezetning. Den far her udseendet
A'y =0

samt B’y > 0

for et eller andet y = (yl,..,ykﬂ) = 0. Betingelsen B’y > O bety-

der simpelthen Yt >0, mens A’y = (y’A)’ = 0 betyder y’A = 0.

Udferer vi sidstneevnte matrixmultiplikation far vi

- =< i = .o
1=17 3 Yyt Y 0 for i=1,..k

hvoraf
= i —
Z‘J:lyjaﬂ + Yeur =9, for i =1,..,k.
Vi ser heraf at y, >0 for i =1,..,,k. For det mindste Y, far

vi, da A er en overgangsmatrix, at
i = <
min -y, =P S LY Y N
en absurditet! Altsd m& alternativ (II) forkastes og korollaret er

bevist.

< A for i=1,..,k,

HOMOGENE MARKOV-KZ£ZDER

Uden at komme ind pa alle formelle aspekter skal vi nu forbinde oven-

stdende til nogle af grundprincipperne for homogene Markov-kaeder.

Som nazvnt siges en vektor p = O at vere stokastisk hvis koordinat-

summen er 1. En stokastisk matrix er en matrix med stokastiske sgjler.
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Lad os antage vi har et system &, som kan befinde sig i k forskel-
lige tilstande sl,.., sk til hvert af tidspunkterne t1’ tz"" L.ad os
ogsad forudszette at systemet med sandsynlighed pU slar over fra til-
stand s til tilstand s, i lebet af en tidsenheds forleb. Bemeerk at
vi forudsaetter at overgangssandsynlighederne plJ ikke er tidsafhaengige.
Hvis systemet ¥ i begyndelsen befinder sig i tilstand s, med

sandsynlighed pl(O), er vektoren <p © yeorP o, (eller rettere

den tilsvarende sojlevektor p, i= <pl o’,..,pk 0)>’) en beskrivelse af
systemet til initialtidspunktet to' Lader vi overgangsmatricen P :=
[pU], fas at P P, er sandsynlighedsfordelingen af systemets tilstan-
de til tiden t1’ og derudfra at P i= p" P, €r sandsynlighedsforde-

lingen af systemets tilstande til tiden tn, n=12,...

EKSEMPEL 1 en "labyrint" med fire kamre, forbundet med adskillige gan-

ge, befinder sig en forsegsrotte:

3 | 1 2

Alle udgange fra alle kamre er ens, si ingen udgang foretrazkkes af rot-
ten frem for nogen anden. Vi antager endvidere at sandsynligheden for
at rotten i en given tidsenhed forbliver i et kammer er den samme som
sandsynligheden for at rotten forlader kamret gennem en af gangene.

Overgangsmatricen P for dette system & vil derfor veere

0.2 0 0.25 0.6

0 025 0.5 0.2

0.2 0.5 0.25 0

0.6 0.25 0o 0.2
Placeres rotten til at begynde med f.eks. i kammer nr. 3, er P, =
<0,0,1,0>’, og rottens bevaegelser kan derefter beskrives ved felgen
P"<0,0,1,0>’.

Man kalder det betragtede system regulzert hvis der findes en tid tN

efter hvilken systemet kan veere i enhver af sine tilstande med positiv

sandsynlighed, uanset initialtilstanden. Alts4: Systemet ¥ med stoka-
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stisk overgangsmatrix P er regulart hvis der findes et N € N for
hvilket P" P, >0 for alle n> N og for ethvert valg af initialsand-
synlighedsfordeling Py

Der geelder da faelgende.

SETNING 7.36 Et system ¥ med stokastisk overgangsmatrix P er regu-

lert hvis og kun hvis P er primitiv.

BEVIS: Det er klart at hvis P er primitiv, altsd hvis der findes N €
N for hvilket PN > 0, sa er for ethvert tal n =z N P" p0 >0 for
vilkarlig stokastisk vektor P,

Og omvendt, hvis A = O er en given matrix, der opfylder at Ax > O
for alle x 20, x# 0, sivil A > 0: betragt de kanoniske basisvek-
torer e og erindr at AeJ > 0 angiver den j.te sejle i A. Overbe-

vis dig om at dette udsagn giver beviset for sztningen.

Ifslge specialtilfeelde 7.31 kan man for et regulert system & slutte
at sandsynlighedsfordelingen for n - o vil konvergere mod en bestemt

fordeling, uafheengig af initialfordelingen.

Et system (¥, P) kaldes ergodisk hvis det for enhver initialforde~

ling P, ©og enhver tilstand sJ geelder at der findes et tidspunkt tn

)

for hvilket p‘“J >0, altsd (P p,), > O

SETNING 7.37 Et system ¥ med stokastisk overgangsmatrix P er ergo-
disk hvis og kun hvis der findes n € N sdledes at

) j'_‘lPJ > 0.

BEVIS: (ovelse)

Bemark at ethvert reguleert system er ergodisk. Det omvendte geelder

ikke: betragt blot [(1) (1)] Eller folgende:

EKSEMPEL Antag at rotten i forseget fra fer ikke forbliver i det kammer
den befinder sig i. Et lille elektrisk sted kan serge for dette! I s

fald er den stokastiske fordelingsmatrix for vort system givet ved
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0] 0 0.33 0.75
0 0 0.67 0.25
0.25 0.67 0 0
0.75 0.33 0 0
Det er ikke sveert at se at rotten med sandsynlighed 1 vil skifte mel-
lem kamrene {1, 2} og kamrene ({3, 4). Der kan derfor ikke blive tale
om at sandsynlighedsfordelingen vil konvergere mod nogen gransevaerdi;

dette system kan derfor ikke vaere regulzert. Men det er ergodisk, som

man umiddelbart kan overbevise sig om.
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OPGAVER

7.1. Tidligere har vi fundet spektret for en projektion f. Hvad er
altsd r(f)? Find et udtryk for R(A) for en projektion f, |A| >
1.

7.2. Lad A vere en nilpotent afbildning af et endelig dimensionalt
vektorrum U ind i sig selv. Hvad er spektralradius r(A)? Hvorfor
er der ingen konvergensproblemer for R(A), A # 0? Opskriv et udtryk

for R(A), A # 0, hvis A" =0 for n = 3.

7.3 Gor rede for at matrixkonvergens er koordinatvis konvergens, dvs.
lad An, A € £(U), n = 1,2,.. og betegn matrixindgangene med (A)l ’
hhv. (A) , i,j = 1,..,k. Vis si at A > A (i £(U)) hvis og

ni,j
kun hvis

(A) > (A) for n > w, for alle i,j=1,..,k.
nij L]

7.4, Lad A € £(U) og lad X € o(A). Velg en egenvektor x svarende

til A. Lad |IIAlll betegne den sadvanlige operator-norm pd £(U). Ger

rede for at laxll = WAl Ixll og slut heraf at r(A) = IAl.

7.5. Find et eksempel pd en ikke-negativ matrix A # O og en ikke-

negativ vektor x # O for hvilke Ax = O.

7.6, Vis at hvis A >0 og zzw, s3d er Az =z Aw og at der her
gxlder lighedstegn hvis og kun hvis z = w. Hvornar gelder =i en

enkelt koordinat?

7.7. Lemma 7.5 for total: Lad zogweC og « B € [R+ (altsa >
0). Antag at |az+Bw| = «|z|+B|w|. Ger ferst kal pa den mulighed, at
et af tallene z, w er nul. Hvis bdde z og w # 0, kan vi ga
saddan frem:

a). omskriv til | (a]|z|)(z/|z]) + B|w[)w/|w|) | = «|z|+B|w].

b). divider ligningen med hejresiden; ger rede for at der nu pa

venstre side star den numeriske veerdi af en konveks kombination af to
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komplekse tal af enhedslsengde. Tegn!

c). pa hejresiden star der 1, s& hvad kan du slutte om retningen af

de to komplekse tal?

7.8. Betragt en 3 x 3 diagonalmatrix A med diagonal 1, «, B, hvor
la|, |B| < 1. Find limn_)w A". Generaliser dette til en Jordanma-
trix, der indeholder en 1 x 1 blok bestdende at et [-tal, samt Jor-

danblokke o« og B med diagonal numerisk < 1.

7.9. Bevis: 'Hvis A =20 og A er en reel egenverdi med egenvek-
tor X, s& er ogs4 den kompleks konjugerede vektor x en egenvektor.

Derfor er ogsd x+x en egenvektor.’

Find r(A). Find ogsd lim (A/r(A)".
n->w

N—= N
- N

7
7.10. Lad A :=| 2
4

1
Udregn v:= A%[1]. Brug v som en tilnzrmelse til en egenvektor.
1

Hvorfor kan gennemsnittet Y li(Av)l/vl bruges som en tilnermelse

til r(A)?
121
7.11. Samme opgave som opg. 7.10, men med A ;= | 2 21
321

7.12. Gor rede for at hvis A er en overgangsmatrix (altsi A > O og

alle sgjlesummer er = 1) si er <l,l,...,1>" en egenvektor svarende

til egenveerdien 1 for A’

7.13. Udregn, med me jerieksemplets A (noternes kap.2), sterrelsen

limn—m A" og giv en skonomisk fortolkning af resultatet.

7.14. Vis at hvis A := [aU] er en k x k matrix, og A € o(A), sa
er |A| = max, ) i|aU|.
7.15. Lad M veere en vilkarlig kvadratisk matrix og lad A vare en

egenvaerdi for M med multiplicitet & Lad n elN.

a) Vis at A" er en egenvaerdi for M.
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b) Vis at multipliciteten af A" som egenvaerdi for M" er mindst

L.

7.16. Tag Bemerkning 7.12 for gode varer og brug sd Matlab til at afge-

re om nedennavnte matricer er primitive:

01000 00001
00100 10000
00010 00110
00001 00100
11000 11000

7.17. Vis at hvis 0 s A <C (hvor A og C er givne kvadratiske

matricer), s er r(A) s r(C).

7.18. Lad C := [clj] veere en positiv kvadratisk matrix med alle sa@j-
lesummer = 1. Gor rede for at der findes en positiv vektor p for
hvilken det for enhver vektor v galder at

hvis ZV1=°‘>0 s& er limn_)mC"v=ocp.

Hvad kan vi sige hvis o« ikke nedvendigvis er positiv?

7.19. Vil en 2 x 2 positiv matrix altid have to forskellige reelle

egenverdier, med forskellige numeriske veerdier?

110
7.20. Lad A := 101 |. Visat A er primitiv. Ger rede for at
011

2 er en egenveerdi og at det tilherende egenrum er et en-dimensionalt

underrum udspzendt af en positiv vektor. Find en positiv udspesendende

vektor.
172 1/3 1/2
7.21. Lad A := 172 1/3 1/4
0] 1/3 1/4

a) Gor rede for at spektralradius for A er |1,

b) Ger rede for at 1 er en egenveerdi for A og at A har en ikke-

negativ egenvektor herende til denne egenveerdi.

1111
0120
7.22. Lad A := 002 1
0002
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a) Vis at spektret o(A) = {1,2}.

b) Vis at egenrummet herende til egenvardien 2 er én-dimensionalt.
Det oplyses at egenrummet herende til egenvezerdien 1 ogsd er

én-dimensionalt.

c¢) Ger rede for at Jordan-formen for A er

S OO~
OO
N—=OO

0
0
2
0
Lad r(A) betegne spektralradius for A.

d) Opskriv Jordanformen for A/r(A)
e) Er A/r(A) power bounded?

7.23. Lad V vare et endelig dimensionalt vektorrum og f : V> V
veere en linezr afbildning.

a} Antag der findes en basis « sdledes at matrixrepraesentationen
[f]oC er en positiv matrix. Er B[f]I3 > 0 for enhver basis f?

Lad nu V := CDB og lad B veere standardbasen. Antag at

10 2
[fl,:=1 01 -2
BB 00 1/2

b) Findes der en basis « sa a[f]“ > 07

c) Findes der en basis « sa oc[f]oc = O?

7.24., Lad A vzre en k x k matrix med spektrum o¢(A) og spektral-
radius r(A). Det er givet at B := { A er primitiv.
a) Gor rede for at der findes n € N for hvilket A" > O.

b) Beskriv meengden o(A) n{zeC | |z| =r(A) )
¢) Ger rede for at L := limn_m(B/r‘(B))" eksisterer; angiv L.

d) Kan man slutte at {(A/r(A))")} er konvergent?
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8. SPEKTRUM, SPEKTRALRADIUS, STABILITET.
Lad U vere et endelig dimensionalt vektorrum over C.

DEFINITION 8.1 Hvis A : U5 U er en linezr afbildning defineres
spektret for A

o(A) :={ A e€C | A er en egenveerdi for A ).
Vi minder om at egenverdierne findes ved at finde redderne i det karak-
teristiske polynomium Py = det a[A_Mlcc for et vilkarligt valg af
basis « for U. Tilsvarende defineres spektret af en matrix som red-
derne i dennes karakteristiske polynomium. Endelig indferer vi spek-

tralradius r(A) := max { |A| [ A e o(A) )
n n
LEMMA 8.2 o(A™) = { A" | A € o(A) ).

BEVISGANG: Hvis en afbildning er reprasenteret som en trekantmatrix,
hvor kan egenveaerdierne sa aflases? Hvad bliver den tilsvarende matrix-
repraesentation for potenser af afbildningen? Hvordan ser disses diago-

nal ud?
KOROLLAR 8.3 r(A™) = r(A)", for alle n € N.

Hvis U er et normeret vektorrum med mnorm |l I kan vi give en
formel for spektralradius.

Fra Mat 2MAl minder vi forst om at vektorrummet £(U) af begransede
linezere afbildninger pa det endelig dimensionale normerede vektorrum U
kan udstyres med en norm WAll, defineret ved

ANl := sup { IAxIl | Ixll =1, x € U )
Denne norm vil vi her kalde operatornormen.
Sammensatning af afbildninger en komposition in £(U) og der galder

felgende ulighed, som er af veesentlig betydning i kontinuitetsargumenter.

LEMMA 8.4 For operatornormen pa £(U) galder at WIABIl = IAIIIIBI,
specielt A" = NIAI" for alle A, B € £(U) og alle n € I
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BEVIS: For vilkarlig x € U har vi at IIABxIl = IIANIl IBxIl < WAIl UBI Uxl,
ifl. Mat 2MAl. Altsa er sup { IABxIl | Uxll =1, x e€ U} = Al IBI, og
derfor IIABIl = NANINBI. Resten af lemmaets udsagn er dels et special-

tilfelde, dels et let induktionsbevis.

KONVERGENS af kontinuerte lineare afbildninger bliver simpelthen kon-
vergens i det normerede vektorrum £(U): En felge {An} i 2(U) er
konvergent mod A € £(U) hvis lirnn_mn I A, - A Il =0. Skriveméden er
ofte
“mn—m An = A eller An - A for n - w

Man kan naturligvis ogsa betragte punktvis konvergens. Dette be-
greb daekker over kravet at for ethvert x € U skal gelde at Anx > Ax
for n 5 w. Denne konvergens finder for hvert x € U sted i vektorrum-
met U i den norm U er udstyret med. Da | An -All 2 !l(An - A)xli
for enhver vektor x med IIxll = 1 vil konvergensen An 5> A tydeligvis
medfere at An X > A x for enhver vektor x € U.

Det er vaerd at notere at nar U er endelig dimensionalt, er de to

konvergenser akvivalente. Der gaelder nemlig

SETNING 8.5 For et endelig dimensionalt normeret vektorrum U og ope-
ratorer A, An € ¥(U) gelder at An > A i operatornorm hvis og kun hvis
Anx - AX i normen pd U, for enhver vektor x € U.
BEVIS: Da U er forudsat endelig dimensional, kan vi lade (ul, uz,..,
up} betegne en basis for U. Vi definerer en hjelpenorm pd £(U): For
en vilkarlig linezer afbildning B af U ind i U sattes
|B| := max { IBu Il,... 1B Il ).

Det er let at se at vi derved har defineret en norm pd £(U) (check det
efter!). Da £(U) er endelig dimensionalt, er denne norm akvivalent med
den givne Il Il. Altsa findes der en konstant C for hvilken IIBIl =
C|B| for alle B e £(U).

Hvis vi forudsatter at Anx > Ax for alle x € U, sd medferer det
jo bl.a. at ll;flxmuJ - Aujll 20 for n-> e for hvert j = 1,2,..,p.
Til givet € € R, kan vi velge N e N si lIAnuJ - Aujrl < g/C for alle
n > N og for hvert af de endelig mange j = 1,..,p. Af definitionen af

| | foiger straks at |A - A| < e/C for alle n > N. Men si er jo
n
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A - All < € for alle n > N. Dermed er satningen bevist.
n

BEMERKNING 8.6 Hvis B =0Q A_ 0" fur 6wl sk er A konvergent
¥
hvis og kun hvis Bn er konvergent. Specielt gaelder at limn_mO A" Q

5 g ; g n g
eksisterer hvis og kun hvis Ilmn_)mA eksisterer.

BEVIS: @velse.

LEMMA 8.7 Hvis U =V e W, hvis {Bn} er en felge i ¥(V) og {Cn}
en felge i £(W), s& er folgen {An} i £(U), hvor An = Bn ® Cn‘ n
= 1,2,.. konvergent hvis og kun hvis {B}n og {Cn} er konvergente.
| bekraftende fald geelder
limn_)m An = ]imn_)m Bn ® “mnam Cn'

BEVIS: Da #£(U) er et endelig dimensionalt vektorrum er alle normer pa
et givet underrum af ¥#(U) eekvivalente. Det gaelder specielt ¥£(V) o
f(W) < £(U), som vi derfor udstyrer med normen

I Be C Il := IBIl + lICN.

Sa er lemmaets pastand en let og nyttig evelse.

Betragt udtrykket R() = £% A2 ror A > nan pa naak
2 KA, Por k= 0., og da IA/All < 1, er rakken qu 1Ak ki
konvergent for |A| > WAl og derfor er ):kmo rlAk/AkHll konvergent for
|A] > IAll.  Men da |l ):an Ak//\kﬂll < Z:': IIAk/AkHH falgerr herafl (jvf.

2MAl) at den uendelige rackke der definerer R(A) er konvergent (det
endelig dimensionale vektorrum  £(U) er jo fuldstaendigt).

Det er let at indse at -(A-A1R(A) = -R(A)(A-Al) = | (opgave!),
hvilket viser at  A-Al er invertibel for alle A € C, |A| > LA,
Specielt gielder at  r(A) = IIAIl. Vi skal forbedre pd denne ulighed om

lidt.

SATNING 8.8 Lad A e 2(U), hvor U er et endelig dimensionalt
novmeret vektoreimm. S gaelder at A" 5 0 for n s e hvis og kun hvis

reA) - L.

BEVIS:  Som lige viot, giclder at (A} < 1AL Heral falger ot MA') =
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IA™I, for alle n e N. Da r(A") = r‘(A]n, far vi af dette at r(A) =

/
!IA“IIl " for alle n e N. Antag nu at A" 5 0, wavs. 1A"l > 0 for n

- o, Sa findes n e N for hvilket IIAnHVn <1, og derfor gelder at
r(A) < 1.
For at vise den anden implikation, vil vi bruge Jordan’s normalform.

Vi skal vise at hvis r(A) <1, sa gzlder at A" S 0, for n - o Lad
J veere den til A svarende Jordan form. Sa findes en invertibel
afbildning Q for hvilken A =Q J 0_1. Ifelge Bemzerkning 8.6 er det
nok at vise at J" 5 0. Huvis J=.11&J..e>.lp, er J =.Iln ® .. ®
Jpn for alle n € N. Derfor (lemma 8.7) er det tilstrazkkeligt at vise
at der for hver Jordanblok JJ' gelder at JJ.'-| >0 for n 9w Tfor
= l,..,p. Betragt derfor en Jordanblok JJ; i diagonalen star der ')‘_j
og vi ved at |?tj’ = r(A) < 1. Lige over diagonalen star der lutter
I-taller; resten af matricen for J.i er nul. Altsad kan vi skrive Jj
= )ljl + Uj‘ hvor UJ er nilpotent. Af binomialformlen far vi at

(Al + UJ.}” =L [ ’ ] AJ.” Kgh
(opgave!)
Hvis Ujp = 0 (og p er minimal med denne egenskab), sd vil denne sum
for n =z p f& udseendet

g w2 (5] A g
(}\jl + U)" er altsd en linearkombination af p faste elementer, nem-

J

lig 1, U
£ J

- U.Z...,Ujp_l. Koefficienterne i linearkombinationen er
n n-k .
[ ] AJ. hvor |AJ.| <1, og hvor k = 0,..,p-1. Lader vi her n » «,

k

konstaterer vi at da der for ethvert fastholdt k € N galder at

[n] A.n—k-at) for n»> o
kj J

: n :
(opgave!), slutter vi at .lJ. » 0 for n » o Dermed er sietningen

vist,
Til brug i naste kapitel hiver vi en del af beviset ud.  Fn matrix A
cr power bounded hvis der findes en konstant  (C s3 alle de numeriske
T r . - .
matrixindgange |EA')”| af A" er begraensede af ¢ for ethvert n €

N
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LEMMA 8.9 Hvis en Jordan matrix J := Al + U er power bounded, sa er
diagonalelementet A af numerisk veerdi = 1. Er A af numerisk verdi

1 er Jordan matricen en lxl matrix.

BEVIS: Forudsatningen er at der findes et tal M s& alle matrixindgan-

gene (Al + U}nij opfylder at |(AI + U)ni j, =< M for ethvert natur-

ligt tal n. Betragt specielt (AI + U]n1,2' Da U bestar af 1 taller

lige over diagonalen og nuller alle andre steder, vil der i (Al + Ulnl’2 )
kun veere bidrag fra binomialformlens led med k =1 (overvej det!).

Altsd er (Al + U)nl'2 = T R E e P |n hn_1| =M for alle

n € N, ma der geelde at |A| = 1. Hvis ]7\[ = | kan der ikke vare noget —"

matrixelement med nummer 1,2. Altsa er Al + U en Ixl matrix (og U

forekommer slet ikke i udtrykket).

SETNING 8.10 For A € £(U) gelder at r(A) = inf__ Vel ]

BEVIS: Da r(A”) = (A = 0A™N, ser vi umiddelbart at r(A) = na™i/™

for alle n € N. Dermed har vi vist at r(A) = infne[N lIAnIIVn.
For at vise den modsatte ulighed, pastdr vi at det er nok at vise at
hvis r(A) < 1, da er inf‘mEIN IIAHHI/n < 1; i sa fald har vi nemlig at

der for et vilkarligt positivt tal € galder at r(A/(r(A) + g)) =
r(A)/(r(A) + €) < 1, hvoraf

inf IAZ(e(A) + €™ = inf . AT R rA) + €) s 1
nelN nelN

og derfor at d

; n,l/n

inf nelN A 1l = r(A) + €.
Men da € er en vilkarlig positiv sterrelse, folger heraf at

inf A" < r(a), -
nelN
og dermed ville satningen veere bevist. Vi skal altsd bevise, at hvis
r(A) <1, da er infneIN ”An"l/n =< 1. Men hvis r(A) <1 fas af satning
8.8, at A" 30 for nsw sa HA"IY™ =1 for alle tilstrakkelig
store tal n € N; heraf folger at inf‘mEIN Ilﬁknlll/n < ]. Dermed er set-
ningen "evist.
KOROLLAR 8.11 r(A) = lim__ na™i'/™,
n->w

BEVIS: Vi ved allerede at r(A) < HAnIIl/n for alle n € N; endvidere
kan vi, til givet € > 0 finde et helt tal k s& HAKNYK < r(A) + e.

T i
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Hvis n € N, kan vi dividere:
n=p k+aq,

hvor resten Q, ligger mellem O og k-1. Da

IAH = HAPR*9nll = NAXNIPn 1A%,
har vi at
HATHY™ = HAPR %" < wAKNP™ nanS™.
Da qn < k, wvil qn/n -5 0, nar n-> o, sa pnk/n > 1, nar n - o,

og derfor vil p_/n 5 I/k, nar n > . Altsa vil NAKIPA™ 5 nakn'*

og AN 5 I, nAr n - . Heraf folger at IIAnlIVn <r(A) + ¢ for

alle tilstrakkelig store n € N. Dermed er korollaret bevist.

Den nzeste szetning har ikke direkte med det foregdende at geore; den

bliver brugt nedenfor.

SETNING 8.12 En linezr afbildning A og dens duale A’ has samme

spektrum.

BEVIS: Hvis A bringes pad (evre) triagonalform, vil ogsd A' vare
(nedre) triagonal, nar den udtrykkes i den duale basis. Heraf falger
pastanden, idet egenverdierne for A er diagonalelementerne i triago-

nalformen,
Heraf fas umiddelbart felgende.

KOROLLAR 8.13 A' 50 for t » ® hvis og kun hvis (A")' 5 0 for

t 5 oo,

Som allerede brugt flere gange er £(U) et endelig dimensionalt
vektorrum, nar U er endelig dimensional, og det er derfor ligegyldigt
hvilken norm vi leegger pd £(U): alle normer er akvivalente. Denne
bemearkning geelder specielt hvis U = c”. Dette giver os mulighed for at
opstille en simpel tilstrezkkelig betingelse for at et lineezrt diffe-
rensligningssystem med konstant koefficientmatrix A er stabilt, nemlig

Sydseeters Seetning 17.8

SAETNING 8.14 Hvis Azlaul er en n x n matrix for hvilken

n P
ZJ=1 |a]j’ <], foralle = 12..8,
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sdvil A'50 for t - o
Tilsvarende vil A' 5 0 for t - w hvis der for sejlesummerne gaelder

n H —
):|=1 !aul <1, for alle j= 1,2...0,

BEVIS: Argumentet har en del tilfzlles med det vi gav for sztning 8.5:
vi definerer en passende norm p4 £(C"), for hvilken det er klart at
A 50 for t - o

Forst udstyrer vi C" med den kanoniske basis {el, €, s en} og

betragter en vilkarlig linezer afbildnings matrixreprzasentation i denne

basis. Dernaest normerer vi C" med l-normen, dvs. for
X = (x,.,.x)elC"
1 n
seetter vi
| = " A
Ixil :=§ J:l,le
Vi normerer ogséa f(ﬂ:nJ. Lad A := [a”] veere en vilkarlig nxn

kompleks matrix. Vi opfatter altsd A som en linezr afbildning af c"
ind i sig selv. St
IAN := max T ]akj|.
Al er altsa den sterste sejlesum (af de numeriske matrixindgange).
Som bekendt er den j.te sejle i A A(e}), sa en akvivalent beskrivel-
se af Al er
Al := maxJ IIA(eJ]IIl.
Vi noterer straks de relevante grundegenskaber: Det netop definerede
Al er en norm pa £(C") der opfylder
a) NAxIl = AN lixll , for alle A e 2(c") og alle x e c".
b) UABI =< NANIBI, for alle A, B e £(C").
At Al er en norm pA £(C") er rutine (opgave). For a) lader vi
X = (xl,...xn} og A := [aul. Sa er‘ den i.te koordinat i Ax givet

n
ved ¥ By Xp o derfor er

I - n n < n n
hAxil ):i=l|):1=l a”xJ| <}:|=1}:= | a x

DR ESERES W I T N

n
= lIAll ):H] X, | = HAI lixi
For at bevise b) kan vi sd bruge a): Idet
IIAB{ej]Il[ = IIAIIIIB((-:J)IIl for hvert j =1, 2,.., n,

er
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IIABIl := maxj IIAB(eJ]II‘ = max‘l Al IlB(eJ]IIl
= Al m-':lxj lIlS(e")ll1
= WANIIBI, for alle A, B e £(C")
Specielt felger heraf at hvis WAl <1 sa vil A 50 for t o o,
thi HA'N = AN og NAN* 5 0 for t - w.
Vores seetning felger nu umiddelbart: den givne betingelse er jo
netop at Al < 1.

Satningens sidste pastand er en konsekvens af satning 8.13.

8.2 STABILITET AF LINEZRE DIFFERENTIALLIGNINGER

Vi betragter et linezrt differentialligningssystem
x'(t) = A(t) x(t) + b(t), t € [0,=[. )
Her er A en nxn koefficientmatrix, hvis indgange er defineret og kon-
tinuerte pa [O,®[, b( ) : [0, > C" er en kontinuert funktion og x( )
: (0,0l » C" den segte lesning, jvf. eksistens- og entydighedssaztningen
(kap. 5). Lad C" vere normeret, f.eks. med l-normen |l "1' Da alle

normer p4 C" er eakvivalente, skriver vi blot Il II.

Et punkt a e C" kaldes et ligevagtspunkt (eller en ligevagtstilstand)
for (*) hvis A(t)a + b(t) = O for alle t € [0,0[. Et ligeveegtspunkt
er altsa en konstant lesning til (*).

Vi siger at ligeveegtstilstanden a € C" er‘ globalt asymptotisk stabil

hvis enhver lesning til (*) iconvergerer mod a for t - o, altsa hvis
det for enhver funktion x(t) : [0,0[ > c", for hvilken x'(t) = A(t)

x(t) + b(t) for alle t € [0,[, geelder at r!imt_)m Ix(t) - all = 0.

BEMARKNING Hvis et ligevegtspunkt a er globalt asymptotisk stabilt, sa
har systemet (*) ikke andre ligevaegtstilstande. Specielt har ligningen

A(t)a + b(t) = O kun én lesning.

SETNING 8.15 Lad a € € vare et ligeveegtspunkt for det linezre system
(*). Sa er a en globalt asymptotisk stabil ligevaegtstilstand hvis og
kun hvis det om enhver lesning X, til den tilsvarende homogene ligning

x'(t) = A(t) x(t), t € [Ow[, geelder at xo(t) >0 for t - o
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BEVIS: Lad L0 betegne lesningsrummet til den til (*) svarende homoge-
ne ligning x'(t) = A(t) x(t). Vi ved at L‘J er et n dimensionalt vek-
torrum. Hvis a € C" er en ligeveegtstilstand for (*), er a specielt
en lesning og derfor er a + L0 lesningsmaengden for (*). Antag a er
et globalt asymptotisk stabilt ligevaegtspunkt. Hvis X, € I_.0 sa vil a +
xoit) »>a for t > w, dvs. at xoft} 50 for t » « Hvis det omvendt
gelder at ethvert element i L0 konvergerer mod 0O for t » o, sa er et

ligeveegtspunkt a nedvendigvis globalt asymptotisk stabilt.

Da vi kender L0 nar A i (*) er konstant, kan vi give en pracis be-

skrivelse af global asymptotisk stabilitet i det tilfzelde. v

SETNING 8.16 Lad x'(t) = A x(t) + b, t € [0,0[ veere et linezert diffe-
rentialligningssystem med konstante koefficienter A og konstant inhomo-
genitetsled b. Antag a er en ligevaegtstilstand for dette system. Sa
er a globalt asymptotisk stabilt hvis og kun hvis alle egenvardier for

A har negativ realdel.

BEVIS: Ifelge s®tningen pa noternes s. _53:05%er L0 frembragt af funk-
tioner af formen t’ eM, hvor A gennemleber o(A) og O = j = l-l,
med | som betegnelse for rodmultipliciteten af A (som rod i det karak-

teristiske polynomium for A). Global asymptotisk stabilitet er altsa

ensbetydende med at t) eM >0 for t o> o og derfor ensbetydende med at
e;\t 50 for t - w» (husk bemzrkningerne om,sterrelsesorden fra Mat IMA).
Da |eM| = |e(ReA+“th[ = F:R,e)\t og e oAt 0 for t 5 o hvis og kun hvis

ReA < 0, felger satningen.

BEMARKNING Et linezrt system med konstante koefficienter, der har en
globalt asymptotisk stabil ligeveegtstilstand, ma altsd have en invertibel
koefficientmatrix A. Dette folger af sztning 8.16. Det folger ogsa af

at ligningen A a + b = 0 har entydig lesning.

Betragt sa tilsvarende en enkelt n.te ordens linezr differentialligning

med konstante reelle koefficienter

(n-1)

x(n}(t) +ax (t) + ... + a _Ix’(t] + anx(tJ = b te [0 (**)

n
En konstantfunktion a, der leser denne ligning kaldes en ligevagtstils-

tand. Hvis enhver lesning x(t) til (**) konvergerer mod a for t -

A e R O e I e N .
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o, siger vi at ligeveegtstilstanden a er globalt asymptotisk stabil.
Der gzlder som ovenfor:

a) En konstantfunktion a er en globalt asymptotisk stabil ligevaegtstil-
stand hvis og kun hvis a er en ligevaegtstilstand og enhver lesning til
den homogene ligning

-1
x(n)(t) & alx(n )

(t) # i * an_Ix'(t) - anx(t) =0, te (00,
konvergerer mod O for t - w.

b) En ligevaegtstilstand a er en globalt asymptotisk stabil ligevaegts-
tilstand for (**) hvis og kun hvis alle redderne i det karakteristiske
polynomium

n n-1
}l+alh +...+al?t+a
n

n-
har negativ realdel.
c) Fersteordensligningen x’(t) + alx(t) = b har l:»/al som globalt a-

symptotisk stabil ligevaegtstilstand hvis og kun hvis a > 0. "

d) Andenordensligningen x’’'(t) + alx'(t} + azx(t) = b har b/an2 som 2 |
globalt asymptotisk stabil ligeveegtstilstand hvis og kun hvis a,a > 0.
e) Hvis (**) har en globalt asymptotisk stabil ligevaegtstilstand, si er

alle koefficienterne al,.., a > 0.
n

Som antydet er det her behandlede stabilitetsbegreb meget restriktivt,
bl.a. fordi ligningen A(t)a + b(t) = O nedvendigvis ma have entydig
bestemt lesning. Et mere generelt stabilitetsbegreb er det der kaldes
Liapunov’s: Hvis (*) har ligevaegtstilstanden a og hvis det om a
gelder, at enhver lesning x( ), hvis begyl}delsesvaerdier (initialveerdier)
x(0) ligger ner a, "holder sig i nerheden af a" for alle t > O,
siger vi at a er Liapunov—étabilt. Przcist: Ligeveegtstilstanden a
skal opfylde at til ethvert £ € IR+ findes der & € IR'+ saledes at hvis x( )
: (0,0l > €" er en lesning til (*) for hvilken Wx(0)-all < & si er
lIx(t)-all < € for alle t > 0. Vi har hermed defineret Lyaponov-

stabilitet.

Hvis der yderligere gelder felgende: Hvis a er en Liapunov-stabil li-
gevaegtstilstand og hvis der findes et £ € ER‘ med den egenskab at hvis
x(t) : [0,0] » C" er en lesning til (*) for hvilken IIx(0)-all < € sA er
Iimt_)wllx(t)—all = 0, sa kaldes ligevegtstilstanden (lokalt) asymptotisk
stabil.




g :
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Vi skal se at for linezre systemer er der faktisk ingen forskel p& lokal
og global asymptotisk stabilitet (hvorimod Liapunov-stabilitet er et =gte

svagere stabilitetsbegreb).

SAETNING 8.17 Antag a er en ligevagtstilstand for det linezre system
(*). SAer a e C" en globalt asymptotisk stabil ligevagtstilstand hvis

og kun hvis a er lokalt asymptotisk stabil.

BEVIS: Vi begynder med at vise at en globalt asymptotisk stabil tilstand
er Liapunov-stabil. Lad altsd a € C" vere en globalt asymptotisk stabil
ligevaegtstilstand. Af sztning 8.15 ses at hvis L0 er lesningsrummet for
det tilsvarende homogene system, sa vil xo{t] 5> 0 for t > w for et-

hvert X, € Lo' Da Lo er n-dimensionalt, kan vi vealge en basis

y J = lann s

hvor {el...en} er standardbasen i C"; denne pastand felger af eksi-

{yl....yn} for Lo' Vi kan forudsztte at yj(O] =e

stens- og entydighedssatningen. Da alle elementer i Lo konvergerer mod
O for t -5 o, geelder dette ogsa basiselementerne yj. Specielt vil funk-
tionerne y vare begransede pd [0,o[. Der findes altsd en konstant M
- IR+ saledes at
lIyJ(t}II =M, for alle t € [0O,0f[, 0og j=1,..,n
Lad nu € € I}?+ vere givet. Vi skal finde & € IR+ med den egenskab at
iy c, yJ(OJII < & medferer at Il § c yJ(t}!I & 8.
Men som vi har valgt yj gelder jo at ¥ c:j yJ(O) = ¥ CJ ~‘2j =
(cl,...cn}. s& hvis vi f.eks. bruger l-normen i C", betyder betingel-
sen
Iy € yJ(O]H <34
simpelthen at _}: ICJI < 8.
Sterrelsen Il } g yj(t)ll kan vurderes saledes:
Iy , yj[t}li =Y [cj| llyj[t)II s ) |le M, for alle t € [0,e.

Heraf felger at hvis ¥ ]cJ| <& saer IIY ¢ yj(t]ll <&M, for alle t
€ [0,®[. Hvis vi derfor valger & = /M, har vi vist at a er Liapunov-
stabilt.

Det folger herefter umiddelbart af szetning 8.15 at a er lokalt asymp-
totisk stabilt. Lav reesonnementet!

Vi mangler sa at vise at lokal asymptotisk stabilitet medferer global
asymptotisk stabilitet. Antag a € C" er et Liapunov-stabilt ligevaegts-

punkt for hvilket der findes et & € R med den egenskab at for enhver

18

i}
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lesning x(t) : [0,0 » C" til (*) for hvilken Ix(0)-all < £ galder

Limt_)mllx(t)—all = 0. Ifelge sztning 8.15 skal vi vise at enhver lesning

X, til den homogene ligning konvergerer mod O for t - w. Hvis X, er

en sadan lesning, kan vi velge s, € IR+ tilstrzekkelig lille, sa

llsoxO(O}H <& Daer x:=a+ s,X, en lesning til (*) der opfylder at

x(0) - all = lsx Il <& Altsd er lim x(t) =0. Men si er a glo-
00 t>0 0

balt asymptotisk stabilt, ifelge Saetning 8.15.

EKSEMPEL Betragt det homogene system x’' = -x+y, y’ = x-y med koeffi-
~1 1
1 -1
egenverdier O og -2; vi konstaterer straks ud fra setning 8.16 at

cientmatrix A := og karakteristisk polynomium GaeRy® - 1, altsa
(0,0) ikke er globalt asymptotisk stabilt, og altsd heller ikke lokalt
asymptotisk stabilt (sztning 8.18). Da ker A = C(l,1), er enhver vektor
af formen (a,x) en ligeveegtstilstand. Lesningsmangden Lo er abenbart
beskrevet som det to-dimensionale vektorrum

L ={(c+tceZlc-ce? | c.c. €€}

, O 1 2 i 2 172
Vi normerer C~ med l-normen. Vi kan s& vise at enhver ligevaegtstilstand
(,a) er Liapunov-stabil: Lad € e R,. Hvis en lesning
x(t) = (c+ cetc-ce?)
1 2 t 2

for et indtil videre uspecificeret positivt & opfylder at Ix(0)-(a,e)ll =

I(c +c_-a,c -c_-a)ll = |c +c_-a|+|c -c_-a|< 8,

i 2 1 2 12 e

sa er |cl—a‘ < 8/2 og jc2| < 38/2. For afstanden lx(t)-(e,e)ll f&r vi
sa

Ix(t)-(a,e)ll = |c +c e *-a|+|c -c e -a| =

-2t X ® v
|e+c e +c -c ~a|+|c -c e T=c +c -a| = |c4c ~a|+|c-c -a| ¥
i 2 2 2 1 2 2,2 1 2 12
2lc. | 1€ T-1] <
2
3 + 2|c_| < 4s.
2

Hvis vi veelger & := €/4, ser vi dermed at (a,x) er Liapunov-stabilt.

Eksemplet antyder at situationen alment er som den nazeste satning

beskriver.

SETNING 8.18 Betragt det linezre differentialligningssystem x'(t) = A(t)
x(t) + b(t), t € [0,0,(*)

og antag at a € C" er en ligevaegtstilstand for (*). S& er folgende tre

udsagn akvivalente.
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a) Ligevaegtstilstanden a € C" for (*) er Liapunov-stabil. b) Alle
ligevaegtstilstandene for (*) er Liapunov-stabile.
c) Enhver lesning til det homogene system x'(t) = A x(t), t € [0,wl,
er begraenset.
Hvis A og b er konstante er udsagnene ensbetydende med felgende.
d) Alle egenvaerdier A for A opfylder felgende betingelser:

hvis A er en simpel rod, s& er ReA =0

hvis A er en multipel rod, sa er ReA < O.

BEVIS: Vi viser forst at hvis A og b er konstante, sd er c¢) og d)

®kvivalente. Da lesningsrummet L _til den homogene ligning er udspzndt af

funktioner af formen t’ eM, hvor A gennemleber o¢(A) og O = j = &I

(med ¢, som ovenfor, som betegnelse for rodmultipliciteten af A som
rod i det karakteristiske polynomium for A), er begreznsethed af en vil-
karlig lesning til det homogene system ensbetydende med at t! eM er be-

graenset pA [0,o[. Hvis A € o(A) er en simpel rod er dette ensbetydende
At (ReA+iimA)t ReAt At
|e™"| |e | = e , er e

med begransethed af eM. Da

begrzenset hvis og kun hvis eRe)lt er begranset, og dette er tilfzldet

hvis og kun hvis ReA < 0. Hvis A € o(A) er en rod af multiplicitet ¢ >
I, er enhver losning til det homogene system begrenset hvis og kun hvis
-1 At .

t e er begranset, og da denne begrznsethed indtreeffer pracis nar

ReA < O, er akvivalensen af c) og d) klar.

Vend nu tilbage til de generelle antagelser om A og b. Vi viser a) =
c) og forudseztter altsa at ligeveegtstilstanden a € c" er Liapunov-

stabil. Lad € =1 og velg & € R saledes at enhver losning x til det

b ..—'

givne system, for hvilken lla-x(0)ll < &8, opfylder at lla-x(t)Il <1 for

alle t € [0,w]l. Vi argumenterer som i beviset for satning 8.17. Lad X,

s

veere en lesning til den homogene ligning og valg s € R sa Ilsoxo(Olll <

8. Da I|a—(a+sox0{0))ll = IlsoxO(OJII < §,felger heraf at Ila—{a+sox0(t})ll <
1 for alle t € [0,0f, dvs. leutt)ll < [/50 for alle t € [0,o[. Her-
med har vi vist a) = c).

Det er klart at b) medferer a), s& vi mangler blot at vise c) = b).
Hvis c¢) er opfyldt, lader vi ¢ veere en ligevegtstilstand og antager at

€ € [R+ er givet. Vi skal finde & e IR+ med den egenskab at hvis X, €r
en lesning til den homogene ligning, som opfylder at IIxo{Olll <§, sder

leO(t]Il < ¢ for alle t € [0,0]. Igen bruger vi ideer fra beviset for

satning 8.17. Lad {yl,...,y } veere en basis for lesningsrummet I_.0 til
n

- e W
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den homogene ligning, valgt saledes at y}(O) = % j = 1,..,n. Under
antagelsen c) findes en konstant M sa llyj(t)ll <M for alle t € [0,
og alle j =1,..,n. Idet xo(t) =7 cJ| yj{t), er

xo(O) =Y <, y](O) =Y ¢ &= (cl...,cnl,
og derfor er lix (O)Il =T ]cj| og lx (LIl = If , yJ(t)ll =Y |cJ|M.
Altsa indser vi, ganske som ovenfor, at hvis € € IR+ er givet og hvis vi
lader & := /M, si& vil IIxO{O}II < 8 medfere at leoitlll < e for alle
t € [0,0[. Det beviser Liapunov-stabiliteten af c¢: hvis x er en les-
ning til (*) for hvilken llc-x(0)Il < 8, kan vi skrive x = c + X,
Funktionen X, er da en lesning til den homogene ligning, for hvilken
IIXO(OJII < §8. Altsd er leott)ll < e for alle t € [0,0]. Derfor er
llc-x(t)Il < € for alle t € [0,o[. Det var den sidste implikation og der-

med er saztningen bevist.
BEMARKNING OM STABILITET AF EN N.TE ORDENS LINEZR DIFFERENTIALLIGNING

Betragt en n.te ordens linezr differentialligning med konstante reelle
koefficienter

(n) (n-1)
% (L) # alx"

() + ... +a x'(t) +ax(t)=b tel0x £
Liapunov’s stabilitet: Hvis (*) har ligevegtstilstanden a og hvis det
om a gelder, at enhver lesning x( ), hvis begyndelsesvaerdier (initial-
vaerdier) ligger neer a, "holder sig i neerheden af a" for alle t > 0,
siger vi at a er Liapunov-stabilt.

Anvendelsen af navnet Liapunov nedvendigger to checks:
1) Hvis n =1 ber begrebet stemme overens med det allerede indferte.
Det er klart, at dette er til.faeldet. hvis vi blot bruger den praecise defi-
nition som den star formuleret pa s. 8.10.
2) Anderledes kan det tage sig ud hvis n > 1, thi sa involverer begyn-
delsesbetingelserne pa en lesning x jo de afledede x{J)(Ol. for j =
0,..,n-1. Ligningen (**) kan oversattes til et forsteordens system med n
ligninger; det vil vaere rimeligt om en ligevaegtstilstand a til (**) er
Liapunov stabil preecis nar a (eller rettere (a,0,..,0)) er en Liapunov
stabil tilstand for det oversatte system.

LLad (**) vere oversat til

x'(t) = A x(t) + b, t €R, )

hvor som szdvanlig
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En lesning til (***) er af formen (x(t),x’(t}...,x("_”(t)), og (**%)
loses af forste-koordinaten x(t). Og omvendt.

For (***) er Liapunov stabilitet felgende: Ligevagtstilstanden
(a,0,..,0) er Liapunov-stabil hvis der til ethvert € € l’.R+ findes & €
[R+ sd det om enhver lesning (x(t],x'(t),..,x‘n_”(t)) til (***) geel-
der at hvis

8}

|(a-x)"(0)| <8, j=0,l,..,n-1

sa er

|a-x(t)| < e, |xm

()] <e, j=1.,n"1, alle te R .
(den valgte form af ulighederne svarer til at w-normen er blevet brugt i
c").

Ud fra ensket om at en ligeveaegtstilstand a til (**) ber vare Liapu-
nov stabil przcis nar (a,0,..,0) er en Liapunov stabil tilstand for det
oversatte system (***), definerer vi som felger:

Ligeveaegtstilstanden a for (**) er Liapunov-stabil hvis der til et-
hvert e € R findes & € R s det om enhver losning x(t) til (**)
galder at hvis

(§)]

|a-x(0)| <8, |x7(0)| <&, j=1..,n-1

sa er

|a-x(t)| < e, |x(JD

(t)] <e, j=1..,n-1, alle te iR+.
Trods den tilsyneladende komplicerede formulering af betingelserne kan

vi udnytte bevisideerne i sztning 8.18 til at vise folgende

SETNING En ligevaegtstilstand for (**) er Liapunov stabil hvis og kun
hvis enhver lesning til den homogene ligning

(n) (n-1)

x (1) + ax (t) + ... +a x'(t) + ax(t) =0, t e [0,
1 n-1 n

er begrenset pd [0,«l.

BEVIS: Lad L(J vaere det n-dimensionale lesningsrum til den homogene lig-
ning.
S& ved vi at lesningsmzngden L til den givne ligning (**) opfylder

L = {a} + Lo'

Hvis a er Liapunov-stabil, og hvis y er en vilkarlig given lesning til
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den homogene ligning s er a + t y € L for ethvert T € R+. Til givet
€ €R giver Liapunov-stabiliteten os et & € R*. Det er klart at for
tilstraekkeligt lille T vil ulighederne

lla-(a+T xNP(0)| < 8, j=0,,..,n-1
alle kunne opfyldes. Fasthold et sddant positivt T. Konklusionen bliver
sa at

v x®

(t)] <& j=0,.n-1, alle teR.
Det betyder abenbart specielt at der findes m € IR+ sa |x(t)| < m for
alle t e [R+: vi kan jo lade m := e/t. Dermed har vi vist at Liapunov-
stabilitet af a tvinger L0 til at indeholde lutter begrensede funktioner.

Hvis det omvendt er forudsat at alle funktioner i L0 er begransede,
og hvis vi udnytter vor viden om udseendet af disse funktioner, nemlig at
Lo udspandes af funktionerne t! e;\t, hvor A gennemleber rodmangden
til det karakteristiske polynomium, og j vzrdierne O,..,(rodmultipli-
citeten af A) - 1, s& er altsa alle disse funktioner t! e;\t begrznse-
de. Hvis A er en simpel rod, er der kun den ene funktion e = at be-
tragte, og vi slutter at Re A = 0; hvis A er en multipel rod, slutter
vi at Re A < 0. Bemzrk at enhver afledet af en sddan funktion ogsa er
begreenset pa hele IR+.

Valg en basis {yJ} for Lo der opfylder at xJ(OJ = e, Her er e,
det j.te element i standardbasen i c", som sedvanlig. Betegnelsen xj

star for vektoren (yj,yj', ..,y‘"-”) ganske som vi brugte under-

J
stregningen da vi indferte ligningssystemet (***). Basiselementet yJ
er altsd valgt sa dets (j—l}Ste afledede i 0O’ har veerdien 1, mens alle

ovrige afledede i O er lig 0. Lad ogsd tallet M vere valgt sa
(k)

|yJ ()] <M, foralle teR, alle j=1..,n ogalle k=
0,1,..,n-1. Denne begrensethedsbetingelse kan, som nzvnt, opfyldes, da
lesningerne har den ovenfor naevnte form - overvej dette; det er en vae-

sentlig pointe.

Lad € € ER+ veere givet. For at checke Liapunov-stabilitet skal vi

finde & € R der opfylder at hvis x er en lesning til (**) for hvil-
ken
|a-x(0)| < 8, |x(‘”(O]| <3, j=1,.,n=l,
sa er
|a-x(t)| < e, ;xm(t]| €€ J=han-l, alle teR.

Da z := x - a er en lesning til den tilsvarende homogene ligning for
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hvilken
2" 0] <8 = L.
B (-1 Dy
ogda z =Y c, yj, gelder der altsd at z~ (0) = c yJ (0) = Cys

dvs betingelsen |zu-”(0]| <8, j=1,.n kan udtrykkes som betingel-
sen

]cj| €8 3=l
Dermed er vi i en situation vi har set tilsvarende fer: Idet |z(t)| =¥
|cJ| ‘yj(t}] <Y 8M=n38M, kanvived at valge & := e/(nM) opna det

onskede resultat, at vores betingelse for Liapunov stabilitet er opfyldt.
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9. PERRONS SETNING

MOTIVERENDE EKSEMPEL 9.1 ("Subsidieproblemet"). Et antal producenter,
f.eks. k ialt, indgdr i en statsstettet samproduktion, hvor hver produ-
cent gor brug af bade sin egen og de andres produktion i forarbejdnings-
processen. Den samlede statsstotte ligger fast og for dette stottebe-
leb, som vi vil kalde o, onsker staten sterst mulig totalproduktion.
De samarbe jdende producenter ensker stettemidlerne fordelt retfeerdigt,
dvs. ingen producent ensker at bruge en sterre andel af subsidierne til
daekning af egne produktionsomkostninger end den del af subsidierne han
modtager ved salg til de evrige producenter. Alle firmaerne er villi-
ge til at overholde de produktionskvoter, som en sadan retfaerdig for-
deling af stetten matte give anledning til. Kan en retfeerdig forde-
ling af statsstetten foretages?

Producenterne fordeler stotten efter felgende princip: For at "fa
lov til" at deltage i samproduktionen betaler producent nr. j et vist
beleb, kald det Clj' til producent nr.i for hver produceret enhed af

sit eget produkt, nr.j. Bruger vi betegnelsen u for den i.te produ-

cents arlige totalproduktion, far vi at producent nr.j afgiver ialt (pr.
ar)
u = c)lu = u,
Lyeyh =@, )y =17y
hvor vi har indfert 3'] = Ei CU. Tilsvarende modtager producent nr.j

fra de andre
L 1 Cji ul’
Nettoforbruget af stettemidler for producent nr.j bliver altsa
v o= u - cC_ u.
J TJ J Z  E |
Da ingen producent ensker at udbetale mere end den modtagne statsstotte,
ma vi have at hvert b= 0, altsa at

b, = ¥ i (c_”/;rj) u (a)
for hvert j = 1,..,k. Endvidere ma vi have at
uJ >0 for hvert J = L.k (b)

Endelig vil kravet om sterst mulig produktion kunne formuleres som kra-

vet at
3 u, =¥ X, (c)
for enhver "retfaerdig" produktion {xl....xk], dvs. enhver produktion

der ogsa opfylder kravet om optimal subsidiefordeling:
0 < }x(J =) I (cjl/'.yj) X,

Selv om ligningssystemet (a) skulle have ikke-trivielle lesninger, er
det ikke forlods klart at der er positive lesninger. Og kravet (c) om
sterst mulig produktion ger ikke sagen spor bedre.

Ikke desto mindre skal vi i dette afsnit bevise en sztning (som blev
vist af den tyske matematiker Perron i 1905), der er svaret pa alle vore
benner. Hans setning siger felgende: Hvis der foreligger en matrix

A med lutter positive indgange au (og det ger der her, med aiJ =

cu/gfi). sa er spektralradius r(A) for denne matrix nedvendigvis en

egenverdi, dvs. A har nedvendigvis en "stor" positiv egenveerdi. Yder-
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mere er denne positive egenveerdis egenrum l-dimensionalt, og - aller-
bedst, nzesten - der findes en egenvektor u = (ul,..,uk] med lutter po-

sitive koordinater herende til denne egenveerdi.
Disse udsagn kan vi oversztte til en lesning pa subsidieproblemet.

Vi lader altsd A := [a”] vere den kxk matrix for hvilken alj -

cu/a'l. Da samtlige matrixindgange er positive, fortaller Perron os at
ligningen Au = r(A) u har en positiv lesning u := (ul.--.Uk). dvs.
uJ >0 for alle j = 1,..,k. Hvad er r(A) her?

Multiplicerer vi ligningen Au = r(A) u fra venstre med rakkevekto-
ren g := (3",..,3'kJ far vi g’Au = r(A)g’'u. Da
! - & —] k =
(g A}l ):J=1 7] (cjl/afjl =Yy i le v,
ser vi at g'A =g’, sid g'Au = g'u. Altsd er g'u = r(A) g'u. Da
skalaren g'u # O slutter vi at r(A) = 1. Men det betyder jo netop at
u er en lesning til (a), som ogsa opfylder (b).

Perron fortaller os ogsd at egenrummet ker (A-I) er l-dimensionalt,
dvs. enhver lesning til (a) og (b) er et positivt multiplum af den
vektor u vi lige har fundet. Lader vi derfor x betegne en vilkarlig
produktion (altsd en lesning til (a) og (b)) vil der gelde at x =
Tu for et eller andet T > 0. Totalproduktionen vil veere

):l By~ zt &

og dens totalomkostninger vil vere ):i ¥, T U Dette tal ma ikke over-
stige totalstetten o. Altsa vil den optimale produktion opfylde at

Zlylrul=rzlzlul=o"
og derfor er hvert X, bestemt ved at

=T = (cr/):l 7, ui) u -
I denne fordeling modtager producent nr. i altsd en statsstotte af
sterrelsen v, xl.

Vi ser altsd at Perron har givet os den fuldstzndige lesning pa sub-
sidieproblemet: der er altid en lesning, og det endda uanset hvad
enhedsudligningsbelebene CIJ er.

DEFINITION 9.2 af positiv og ikke-negativ kxl matrix: Hvis M og
N er relle matricer, af samme dimension kxl, skriver vi M = N hvis
mlJ = 1Ij for alle i =1,..,k, j=1.,I, og M>N hvis mlj >
nij for alle i =1,..,k, j=1.,l. Hvis M= 0 siger vi at M er
ikke-negativ. Gelder at M > 0 kaldes M positiv.

. . l 2 o 1 0
Det vil altsd f.eks. sige at [3 4] er positiv, mens [3 4 ] er

ikke-negativ (men ikke positiv). En ikke-negativ, men ikke positiv

matrix behever altsa ikke vaere nul!

LEMMA 9.3 Hvis 0 # x 20 er en k x| matrix (altsd en sojlevek-

tor) og A >0 er en n X k matrix, sd er Ax > 0.
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BEVIS: Lad a' vere en af raekkerne i matricen A. Sa er a’ en posi-

i
er = 0 hvis og kun hvis hvert led ajx:J = 0. Da a-l > 0, sker dette

tiv rekkevektor. Hvis x =2 0, sd er a’ x = Z_j a x = 0, og denne sum
hvis og kun hvis hvert xj = 0.

SETNING 9.4 Hvis A >0 er en k x k matrix med spektralradius r(A),
sa er r(A) > 0, r(A) € c(A) og der findes en positiv egenvektor sva-

rende til egenvaerdien r(A).

BEVIS: Vi ved der findes A € € med |A| = r(A) for hvilket Ax = Ax
for passende valgt x # 0. Hvis x = (xl..-,xk) definerer vi

= (] |0 | %, )
og pastar at p er en egenvektor herende til r(A). Da Ax = Ax, ved
vi at for hvert i = 1,..,k gelder at

Ax-}:

=1 l.l J
og derfor at

Jlljl | =L .lllJ By = ARl

Dermed har vi vist at r(A)p = Ap og altsd at
= (A-r(A))p =z O
Hvis z # O far vi af lemma 9.3 at Az > 0 og da Ap =2 O kan vi ved
at gange Ap med et passende lille posiiivt € antage at Az = e Ap,
altsd at € Ap = A(A-r(A))p = Azp-r(A)Ap. Af denne ulighed far vi at
= (r(A)+e)Ap.
Dette kan ogsad skrives som uligheden
A/(r(A)+e) Ap =
Setter vi B := A/(r(A)+e), har vi altsd en positiv matrix B for
hvilken
B Ap = A
Heraf folger at B Ap = B Ap = Ap, og et lige-ud-ad-landeve jen
induktionsargument viser at
B" Ap =2 Ap for alle n € N
Ifelge Seetning 8.8 geelder at B" 5 0 for n 5 o, altsd at B" Ap
50 for n > o hvoraf Ap = 0, og derfor ogsa r(A)p = 0, idet jo

O = r(A)p = Ap. Vi er dermed ramlet ind i en modstrid med antagelsen
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om at z # 0. Altsa slutter vi at (A-r(A))p = O og har saledes ind-
set at r(A) er en egenveerdi. Da r(A)p = Ap >0 er p >0 og

r(A) > O og sztningen er bevist.

LEMMA 9.5 Hvis |Z zJ| = 3 |zj|, s& er alle z = |zJ| ele. hvor 8

ikke afhe@nger af j. Tallene z‘l er altsa ensrettede.

BEVIS: Tegn et vektordiagram: laeg vektorerne zJ. i forlengelse af

hinanden og sammenlign laengder! Se ogsd opgave 76.

SETNING 9.6 Antag at A > 0. Hvis r(A) # A € o(A), sd er |A| <
r(A).

BEVIS: Vi skal vise at hvis A € o(A) og |A| =r(A), sder A
r(A).

Vi kan starte ganske som i beviset for Sztning 9.4: Hvis |7\.| = r(A)
og vi har en egenvektor x = [x],..,ka for hvilken A x = A x, defi-
nerer vi

p o= (% [inx |)

og far at A p = r(A) p. Heraf fas for f.eks. den ferste koordinat P,

at
r(A) p = | A x|| = |L 2,%
¥ alexJ| =Y a8 = (A p) = r(A) P,

Men sa ma = | midten veere et lighedstegn, a!ttsé

T agx) =Lalx.
Af lemma 9.5 felger sa at X, = et lle for alle j = 1,..,k, dvs, de
to vektorer x og p er proportionale. Da begge er egenvektorer, den
ene herende til A, den anden til r(A), ma A = r(A). Dermed er seet-

ningen bevist.

DEFINITION 9.7 af power bounded: En kvadratisk k x k matrix A =
[a”l er power bounded hvis der findes en konstant C for hvilken det
om alle potenser A" = [a["]lj] geelder at

= C for alle i,j =1,..,k og alle n e N
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SETNING 9.8 Hvis en Jordanblok med A i diagonalen er power bounded
sd er |A| = 1. Hvis specielt |A| =1 er blokken en Ixl blok.

BEVIS: Dette er lemma 8.9.

LEMMA 9.9 Hvis P og R er simileere kxk matricer, sa er P

power bounded hvis og kun hvis R er power bounded.

BEVIS: Vi kan vurdere direkte pad matrixprodukternes indgange, idet
P=QRQ"

medferer

For elementet

I:.n " Rn -1 < Rn -1
( )I.J Zle,p[ Q ]p.J L P Ol‘p(): q[ )p.q(Q ]q.J}
far vi da, at hvis
3
Chat PR TR
og hvis
(Rn)pq <=M, for alle p,gq=1,.,k og alle neN,

sa er

(P") | =F ¢ MC)=k'MC,

| )I.J[ L P (L q J

for alle ne N og alle i,j=1,..,k.
KOROLLAR 9.10 Hvis A >0 og r(A) =1 sa er A power bounded.

BEVIS: Vi ved at 1 er en egenveerdi og at der findes en positiv
egenvektor y := {yl,..,yk] herende til 1. Af Ay =y slutter vi
straks at A"y =y for alle n=12,.. Lad Yy , hhv. y
max min
betegne den sterste, hhv. mindste, af koordinaterne til y. Sa har vi
felgende vurdering, som &benbart gzlder for alle i = 1,..,k, for
alle neN og for alle m = 1,..,k:
™ n n n
¥ e = F =y Wk v B R WL L SR, ¥

max min

Altsa er
(A") =y y
Im max ~ min

for alle i,m = 1,..,k og alle n € N. Dermed er korollaret vist.

BEMARK at det af korollar 9.10 felger at hvis B > O sa er matrix-
folgen {(B"/r(B)"} begrenset.
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KOROLLAR 9.11 Hvis A >0 har r(A) =1, er A" konvergent.

BEVIS: Vi har lige indset at A er power bounded. Lad J vare
Jordanformen for A, og antag at A =Q IJ O—l. Sa er J power
bounded, ifl. lemma 9.9. Hvis
J = Jl ® .. ® Js

er opspaltningen af J i dens Jordanblokke, er

F=1"e. el",
sa hver blok J} er klart power bounded. Derfor kan satning 9.8 bru-
ges.  Heraf ses at enten er JJ en Ixl blok bestdende af et tal /\j
for hvilket |Aj[ = 1, eller ogsd har JJ en konstant diagonal )«}
med |A}I <1l. Da A>0 og r(A) =1, ved vi at den eneste egenvardi
med numerisk vardi r(A) er r(A) selv. De Ixl blokke JJ mecl |AJ|
=1, som J eventuelt indeholder, har altsa )«j = L

n

& 3= J"® .. 0J)" ser viat for blokkene J, med |AJ| ¢ §

vil J™ 50, for n - w, mens Ixl blokkene JJn er konstante,

l Al
nanset n.  Altsd vil " konvergere mod en matrix K der har et
diagonalelement | pd disse Ixl blokkes plads og 0 pa alle evrige

pladser. Men si er

; n 1
I””nw A= 0 K@ “.

Antallet af 1xl blokke bestdende af et 1-tal er tydeligvis dimen-
sionen af egenrummet ker(A-1). Vi skal straks se at denne dimension
cr 1, sdledes at der faktisk i ovenstdende kun Forekommer én sadan x|

hlok.
KOROLIAR 9.12 Hvis A > 0O sa er A'/ir(A) kanvergent,

Faktisk cr power bounded og  "r(A) = 1" ensbetydende for positive

matricer. Den manglende implikation kommer her:
SATNING  9.13 Hvis A 2 0 er power hounded, sd er v(A) = |

BEVIS:  Antagelsen om o A e oat der findes ot tal M sd alle potenser

A" opl ylder ]h\"]‘ 1 <M, i,i = 1,...k. llvis vi henytter den
o .
novme WAL der Blev indfart § beviset for Sietning 8,14, ser viat
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IA"I s kM for alle n e N. Altsd er HWA™IY™ s (kM)", sA
r(A) = lim _ 0IA™IY" = lim (kM) = 1.
n-»0 n—>00

SETNING 9.14 Hvis A > O er egenrummet ker(A-r(A)I) I1-dimensio-

nalt.

BEVIS: Hvis x er en egenvektor herende til den positive egenvaerdi
r(A), sa er Ax = r(A)x og derfor er A(Re x) + i A(Im x) = r(A)Re x
+ i r(A)im x, hvor vi tager realdel og imaginardel i hver koordinat
af x. Da alle indgange i A er reelle (endda positive) er A(Re Xx)
= r(A)Re x og A(lm x) = r(A)lm x; altsa er bdde Re x og Im x
egenvektorer herende til egenvaerdien r(A).

Lad nu x betegne en vilkarlig reel egenvektor for A, herende
til egenvaerdien r(A). Ved evt. at gange med -1 kan vi forudsatte
at mindst en af koordinaterne x er positiv.

Lad p veere en positiv egenvektor herende til r(A). Lad t := max,
xl/p!. Sder t>0 ogda t P = X for hvert i =1,..,k (med =
for mindst en verdi af i), har vi at tp - x =2 0, men at mindst en
al koordinaterne i tp - x er lig 0). Hvis tp - x # 0, slutter vi
af lemma 9.3 at A(tp - x) > 0, altsd at A(tp - x) = r(A)(tp - x) >
0; dettet strider imod at mindst en koordinat i tp - x er nul. Det
vil sige at tp - x = 0, altsa at x er et multiplum af p.

Vender vi tilbage til den oprindelige (muligvis komplekse) egenvek-
tor x, ser vi at Re x og Im x, og derfor x, er multipla af p.

Hermed er saetningen vist: - Egenrummet herende til egenvarrdien r(A)

er af dimension 1.

Dermed har vi hele Perron’'s sztning: Den bestar af saetning 9.4,

satning 9.6 og satning 9.14. Vi formulerer den eksplicit:

PFERRON'S SETNING lLad A > O veere en positiv k x k matrix med
spektralradius  rlA). Sd er r(A) > 0, r(A) er en egenvaerdi og der
lindes en positiv egenvektor herende til egenvaerdien r(A). Fgenrum-
met  ker(A-r(A)I) er en-dimensionalt. Alle andre egenverdier A

apfylder at  |A] < r(A).
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Vi skal se hvorledes Perron’s sztning kan bruges til at skaffe
information om det asymptotiske forleb af potenser af en positiv ma-
trix (med spektralradius 1). Det viser sig at de "store" egenveerdier
for A og dens transponerede A’ (samt disses positive egenvektorer)

dominerer i det lange leb. Mere precist har vi felgende setning.

SETNING 9.15 Hvis A >0 og p >0 er en positiv egenvektor heren-
de til egenveerdien r(A), mens q > O er en positiv egenvektor for
A' > 0 herende til egenveerdien r(A') = r(A), sa er

. n n_ ' '
llrnn_)m A/r(A) =p q'/q" p.

BEVIS: Lad B := A/r(A). Saer B >0 og r(B) =1; af korollar
9.12 fas derfor at L := lim _ B" eksisterer. Da BL = lim _ B""
n—>o n—>m
= L, ser vi at hver sejle i L er en egenvektor for B, svarende
til egenverdien 1. Hver sejle i L er saledes et multiplum af p.

Vi kan skrive

TP TPy "P 2
rp. r.p rp 1
s ehs k' 2
L = _ = pr', hvor r :=
r
g r 7 k
| P TPy kpk_

Da A'q = r(A’)q = r(A)q, er B'q = q, saledes at B'"q = q for
alle neN Da (B)" = (B") (idet det jo generelt galder at
(TS)’ = S'T’), ser vi at B" - L', og dette; kombineret med det
lige observerede, medferer at L'q = q. Ved transponering heraf far
vi q" = q'L, og kombinerer vi dette med L =p r’, farviat q =
QL =q pr’. Da q p er en skalar, er r’ = q'/(q" p). Altsa er
L=pq 7 (@ pk

Hermed er sztningen vist.

Der er en vasentlig pointe i dette, som vi traekker explicit frem:

SPECIALTILFELDE 9.16 Hvis A er en overgangsmatrix (A > O og alle
sejlesummer er lig 1), sa kan q = <l,1,..,1> bruges i ovenstaende.
Altsd: for en vilkarlig k x k overgangsmatrix A gelder at A’

har vektoren q = <l,1,..,1> som en positiv egenvektor herende til

egenveerdien |.



Matematik 2LT, foraret 1993 9.9

Vort feljetoneksempel kan illustrere anvendeligheden af ovenstaen-

de.

EKSEMPEL 9.17 Mejerimarkedets ligeveegtstilstand for t - .

Vi bruger igen det tredimensionale mejerimarked som eksempel, jvf.
2.3. Tidligere er fundet at egenveerdierne er 1, 0.6 og 0.5. Ifelge
setning 9.15 er lim A" = pq’/q’p, hvor p er en positiv egenvektor
for A herende til 1, mens q' = <1,1,1>. Som p kan vi bruge
<9,7,4>’. Altsa vil

999
A" s 1720 (7 7 7],
4 4 4

for n > o. Bemerk at det er den "normerede" positive egenvektor
herende til 1 ("normeret" hentyder til at sejlesummen er 1), der
forekommer i alle sejlerne. Bemzrk ogsd at siddan ma det altid vzre
for overgangsmatricer, fordi egenvektoren q da har denne specielle
form.

Hvis markedets initialsituation er givet ved vektoren v :=

<vl,v2,v3>, vil udviklingen veere beskrevet ved A'v, n = 1,2,.. og vil
derfor i det lange leb konvergere mod
9 9 9] |v 9(vl+vz+v3]
/20 |77 7 v; = 1720 [7(v +v sv))|.
4 4 4f|v 4(v +v+v’)
3 1R @

Det er saledes kun markedets samlede sterrelse i begyndelsen, der
betyder noget i det lange lgb. Initialfordelingen imellem agenterne

er uden betydning. Denne konklusion er almen for overgangsmatricer.
Vi tager to generalisationer af Perron’s sztning med.

DEFINITION 9.18 Primitiv matrix: En ikke-negativ k x k matrix A

> 0 er primitiv hvis der findes n € N for hvilket A" > 0.

BEMARKNING 9.19 Hvis A™ > 0, sa er Ak >0 for alle k =z m.

Dette foelger af lemma 9.3.

SETNING 9.20 (udvidelse af Perron til primitiv A) Hvis A er en

primitiv. k x k matrix, sa har A positiv spektralradius r(A).
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Spektralradius r(A) er en egenveerdi, der findes en positiv egenvektor
herende til r(A), og egenrummet ker(A-r(A)I) er l-dimensionalt.

Alle andre egenvaerdier A opfylder |A| < r(A).

BEVIS: Lad os antage at A" > 0. Ifelge 8.3 er r(A") = r(Af, og
da A" >0 er r(A)" en egenveaerdi for A". Hvis A € o(A), si er
A" € o(A"), ifl. lemma 8.2. Hvis specielt A € o(A) er valgt s

|A| = r(A), sa er |}\"| = r(A"), og derfor A" = r(A)", fordi A" > 0;

dette felger af Perron’s setning. Da ogsa i 0, far vi tilsva-

n+l n+l

rende at A = r(A)m‘; kombination af disse udsagn giver at A
= A"r(A), s& vi slutter at A = r(A), altsd at r(A) er en egenvardi
for A. Endvidere ser vi at r(A) > 0, da r(A") > o.

Da Ax = r(A)x medferer at A"x = r(A)"x, ser vi at ker(A-r(A)l)
< ker(A"-r(A)"1). Sidstnzvnte rum er l-dimensionalt og de to egenrum
ma derfor vere ens. Specielt vil A have en positiv egenvektor he-

rende til egenveerdien r(A).

BEMARKNING 9.21 Det kan bevises at hvis A er en primitiv Kk x K

matrix, sa er A" >0 for alle n = [k—I]z * T
LEMMA 9.22 Hvis 0 =< A < B, saer r(A) = r(B).

BEVIS: Vi starter med at bemzrke at hvis 0 = A < B, sa er A&
for alle n € N (dette er en simpel sag, som kan vises ved induktion:
B - A" =B"B - B"A+B"A - A"A = B"B-A)+ (B -ANA>O0,

ifl. lemma 9.3).

Specielt folger heraf at A"/r(B)" < B'/r(Bf' for alle n € IN.
Derfor er A/r(B) power bounded, da jo B/r(B) er power bounded
(korollar 9.10). Af setning 9.13 felger si at r(A/r(B)) = 1, og
altsa r(A) = r(B).

SETNING 9.23 Hvis A =20 saer r(A) en egenverdi for A og A

har en ikke-negativ egenvektor herende til r(A).

BEVIS: Med Bﬂ := A+ T/n, hvor T bestar af lutter l-taller, vil
r(A) = r(Bm[) = r{BnJ, ifl. lemma 9.22. Folgen {r(Bn)] er altsa
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dalende, nedad begrznset og derfor konvergent; specielt gaelder at
r(A) = lim r(Bn} = A

Hver af matricerne Bn har en positiv egenvektor x herende til
n

egenvaerdien r(BnJ. Vi kan udstyre Ck med ¢ normen |l “1’ defi-
neret for a := (al,..,ak) e c* ved Ilalll =7 |aj]. Normerer vi sa
alle egenvektorerne X sa lenll =1, for alle n € N, og bevarer

vi betegnelsen xn, kan vi af Ck-—enhedskuglens kompakthed slutte at

felgen (xn} har en konvergent delfslge (xn ), altsd at der findes
P

x € C° for hvilket X X for p > o. Da alle vektorerne X
P P
er positive vil x vere ikke-negativ. Da Ilx Il =1, for alle p,
n
p
vil ogsd lIxll = 1. Specielt er altsd x = 0.

Vi pastar at Ax = Ax, hvor A = lim r(Bn) blev indfert fer. Ved

indskydning af led har vi umiddelbart felgende vurdering:

IAx - AxIl =
I(A- B J)xll + IB x - B x |
n n n n
P p P P
+IIB x -r(B )xll + Ir(B )x - axll.
n n n n
P P P P
For |II(A- Bn )xIl far vi umiddelbart at [lI(A- B]_l )xIl = I/np T,
P p
Det andet led kan ogsa direkte vurderes:
IB x -B x Il = (HAll+1/n 0TI Ix-x .
n n n p n
P P P p
For tredie led bruger vi at Bn X = r[Brl ) X~ og far saledes
n
P P P P
IB x - r(B )xlIl =r(B )lx-x .
n n n n n
P P p p p
Endelig giver vurderingen af f jerde led IIr‘{Bnl )Jx - Axll sig selv og
p

vi far alt i alt at IIAx - Axll =

I/n WTHHXI + (HAN+1/t  0TMIx-x NI + r(B Jlix-x I + (r(B_)-A)lxl.
p p n n n n
P p P P
Hver af disse fire led konvergerer mod O nar p - o. Altsd er Ax =

Ax. Da x # O betyder det at A € o(A), og altsd at |A| = r(A).
Den anden ulighed r(A) = A blev bemarket tidligere, og derfor har vi
at A = r(A) er en egenverdi for A og at x = 0O er en egenvektor

for A herende til denne egenverdi. Dermed er satningen bevist.

Denne sidstnavnte generalisation af Perron's sztning har et beremt

og nyttigt specialtilfeelde.
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KOROLLAR 9.24 (Sztningen om endelige Markov processer) Lad A vzre
en ikke-negativ overgangsmatrix. S3 har A en ikke-negativ egenvek-

tor herende til egenvaerdien 1.

BEMARKNING Korollar 9.24 kan ogsd udledes af Farkas' alternativsztning
(Seetning 7.3 i 20Ks Optimeringsnoter). Korollar 9.24 pastar at hvis A
= [a”l = 0 sa findes der x = O for hvilket (A - I)x = 0. Vi kan

selvfolgelig yderligere antage at x := [xl,..,xk) opfylder at ¥ xJ -

1. Det er den eksplicitte tilfejelse af denne sidste betingelse, der er
ideen i beviset. De to betingelser, altsid at der findes en ikke-negativ
lesning x til (A - I)x = 0 for hvilken } X = 1, kan opfattes som

alternativ (1) i Farkas’ seetning, i felgende formulering: Den matrix
A der er nesevnt i Farkas' satning erstatter vi med en k+l x k matrix
A, der i de ferste k raekker har de tilsvarende rakker i A -1 (hvor
vi bruger "vores" A), mens den nederste rakke indeholder lutter 1-
taller; B velger vi som sojlevektoren (0,..,0,1) af "leengde" k+l.
For at have et bevis for korollar 9.24 skal vi altsd udelukke den anden
mulighed i Farkas’ sztning. Den far her udseendet
A’y =0

samt B'y > 0

for et eller andet y = (yl,..,ykﬂ} > 0. Betingelsen B’y > O bety-

der simpelthen - >0, mens A’y = (y’A)’ = 0 betyder y'A = O.

Udferer vi sidstnavnte matrixmultiplikation far vi

- = i = o
=125 "N Y Y 0 for i=l..k
hvoraf
Z:=lyjajl + yk+1 = y1 for i = gk
Vi ser heraf at ¥ >0 for i=1,.,k. For det mindste yl far
vi, da A er en overgangsmatrix, at
min )’l = jzlyjan < leyjajl + . - = yr P 1S Lol

en absurditet! Altsd ma alternativ (II) forkastes og korollaret er
bevist. :

HOMOGENE MARKOV-KZADER

En vektor p = O siges at veere stokastisk hvis koordinatsummen er
1. En stokastisk matrix er en matrix med stokastiske sejler.

Lad os antage vi har et system ¥, som kan befinde sig i k
forskellige tilstande S S, til hvert af tidspunkterne t:, tz,...
Lad os ogsa forudsatte at systemet med sandsynlighed plJ slar over fra
tilstand S] til tilstand s, i lebet af en tidsenheds forleb. Bemaerk

at vi forudseetter at overgangssandsynlighederne plj ikke er tidsafheen-

gige.
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Hvis systemet ¥ i begyndelsen befinder sig i tilstand s med

; 0
sandsynlighed pli ), er vektoren <p w’,..,p ©5  (eller rettere

den tilsvarende seo jlevektor P, = <P, m,..,;;:uk el

systemet til initialtidspunktet t Lader vi overgangsmatricen P :=

>') en beskrivelse af

[pIJ]' fas at P P, er sandsynlighedsfordelingen af systemets tilstan-
de til tiden tl, ..., at p_ = p" p, er sandsynlighedsfordelingen af
systemets tilstande til tiden tn, n=12,... Herved er defineret en

(homogen) Markov-kade.

EKSEMPEL I en "labyrint" med fire kamre, forbundet med adskillige gan-

ge, befinder sig en forsegsrotte:

3 | | 2

Alle udgange fra alle kamre er ens, sa ingen udgang foretrakkes af rot-
ten frem for nogen anden. Vi antager endvidere at sandsynligheden for
at rotten i en given tidsenhed forbliver i et kammer er den samme som
sandsynligheden for at rotten forlader kamret gennem en af gangene.
Overgangsmatricen P for dettel system ¥ vil derfor vere

0.2 0 0.25 0.6
0 025 0.5 0.2
0.2 05 025 0
0.6 025 0 0.2

Placeres rotten til at begynde med f.eks. i kammer nr. 3, er P, =

<0,0,1,0>’, og rottens bévaegelser kan derefter beskrives ved Markov-
kaeden P"<0,0,1,0>".

Man kalder en Markov-keede regulzr hvis der findes en tid tN ef'ter
hvilken systemet kan veere i enhver af sine tilstande med positiv sand-
synlighed, uanset initialtilstanden. Altsa: Systemet ¥ med stoka-
stisk overgangsmatrix P er regulert hvis der findes et N € N for
hvilket P" Py > 0 for alle n > N og for ethvert valg af initialsand-
synlighedsfordeling Py _

Der gelder da felgende lille
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SETNING 9.25 En homogen Markovkade ¥ med stokastisk overgangsmatrix

P er reguler hvis og kun hvis P er primitiv.

BEVIS: Det er klart at hvis P er primitiv, altsa hvis der findes N €
N for hvilket P" > 0, sa er for ethvert tal n 2 N P" Py >0 for
vilkarlig stokastisk vektor P,

Og omvendt, hvis A = O er en given matrix, der opfylder at Ax > O
for alle x =20, x # 0, savil A> 0: betragt de kanoniske basisvek-
torer eJ og erindr at Aej > 0 angiver den j.te s@jle i A. Overbe-

vis dig om at dette udsagn giver beviset for ssetningen.

Ifelge eksamensopgave |, sommeren 1992, kan man for en reguler
Markovkade ¥ slutte at sandsynlighedsfordelingen for n - « vil kon-
vergere mod en bestemt fordeling, uafhaengig af initialfordelingen. De-

tal jerne vil blive dyrket i opgaver.

En Markovkade kaldes ergodisk hvis det for enhver initialfordeling
p0 og enhver tilstand sj geelder at der findes et tidspunkt tn for
hvilket p""J >0, altsa (P p,), > O.

SETNING 9.26 En homogen Markovkaede ¥ med stokastisk overgangsmatrix
P er ergodisk hvis og kun hvis der findes n € N saledes at
n 5l
) J=lP > 0.

BEVIS: (evelse)

Bemark at enhver regulaer Markov-kzde er ergodisk. Det omvendte geel-

der ikke.

EKSEMPEL Antag at rotten i forseget fra fer ikke forbliver i det kammer
den befinder sig i. Et lille elektrisk sted kan serge for dette! I s&
fald er den stokastiske fordelingsmatrix for vort system givet ved

0 0 ‘0.33 0.73

0 0 0.67 0.25

0.25 0.67 0 0
0.75 0.33 0 0

Det er ikke svaert at se at rotten med sandsynlighed 1 vil skifte mel-
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lem kamrene {1, 2} og kamrene (3, 4). Der kan derfor ikke blive tale
om at sandsynlighedsfordelingen vil konvergere mod nogen granseverdi;
dette system kan derfor ikke vzere regulezert. Men det er ergodisk, som vi

skal se i opgaverne.
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OPGAVER TIL IMPLICITTE OG OMVENDTE FUNKTIONER

1. Betragt afbildningen f : iRz - IR2 givet ved

f(x,y) := (e* sin Y, e* cos y).
Vis at f afbilder cirklen { (x,y) | xz + y2 < 1) pa en adben mang-
de.
a) Er f injektiv p& R>?
b) Find alle lesninger (x,y) til ligningen f(x,y) = (0,1).
c) Vis at f er injektiv i en passende omegn af (0,0), og find
funktionalmatricen Dg i punktet (0,1) for den omvendte afbildning
g til restriktionen af f til en saddan omegn.
2. Gor rede for at ligningen <Y 4 sin(x-z) - cos(y-z) = 0 i en
omegn af (0,0,0) bestemmer 2z som en c” funktion z = glx,y) af

(x,y), og bestem ved implicit differentiation g’x{0,0} og
' (0,0).
g)’

3. Betragt afbildningen f : [R+ xR > [R2 givet ved
fix,y) = (x = xy, xy).
a) Find funktionalmatricen Df og dennes determinant, og vis at Df
altid er reguleer. ‘
b) Find billedmzngden f'([R+ x R) - det er en halvplan.
c) Vis at f er injektiv. Folger dette af a)?
d) Find den omvendte afbildning f_l til f.
e) Find pa to mader funktionalmatricen D(f_l).
Vink: Det geelder joi b) om at finde meengden af y € iRz for hvilke
f(x) = y har mindst én lesning x € R, x R; og det geelder i c) om

at vise at denne ligning altid har hejst én lesning.

4. Ger rede for at ligningen 5Sx - sin X = 2 har netop én lesning,
ved at omskrive ligningen til T(x) = x, hvor T(x) := (2 + sin x)/5.
Vis at T er en kontraktion og at 1/5 er en tilherende kontrak-

tionskonstant. Anvend dernast iterationsmetoden (lommeregner!) f.eks.



Matematik 2LT, foraret 1993 Opgaver.2

; _ _ o e
med start i X = 0 eller Xq = l.. Bestem Xg = 3 (xo) og vurder

fejlen der begas ved at standse efter S iterationer.

5. Ger rede for at ligningen x:3 + 3xy + y3 = -13 i en omegn af
(1,-2) fastleegger y som en c” funktion y = g(x) af x. Bestem
g'(1) og g''(1) og opskriv Taylor's grenseformel til 2.orden for g
ud fra udviklingspunktet 1.

6. Lad fF:Rx IR+ > [R2 vaere givet ved

f(xl,xz} = (yl.yzl = (xl + 1/x2, X, - l/le.
Vis at f er injcktiv og find billedmacngden. Bestem den omvendte
afbildning g := f_l. Find funktionalmatricen Dg i punktet (2,0),
dels direkte, dels vhja. T.4, satning 2.

7. Ger rede for at ligningen eX+‘V siny+xcosy=0, (xy)e IR2,

i nerheden af (0,0) fastleegger y som en c® funktion y = g(x) af
x, og find g’(x) udtrykt explicit ved x og g(x). Bestem speci-

elt g’(0).

/8./ Gor rede for at ligningssystemet
2 2 3 2
X =y ~u $£v = -4
2xy + yz - 2u2 + 3v4 = -8
i en omegn af (x,y,u,v) = (2,-1,2,1) fastleegger u og v som 5
funktioner u := gl(x,y} og Vv := gz{x,y) af x og y, og bestem

disse to funktioners ferste partielle afledede i (2,-1)

97 Ger rede for at ligningssystemet

xz—xy+2y2—4xz+222=10

Xyz = 6

i en omegn af (2,3,1) fastleegger x og y som c® funktioner af
z, og beregn disses afledede i punktet 1.
10. Lad F : [R2 B [R2 veere givet ved

F(x,y) := (:-(3 - 3xy2, -y3 + 3x2y].
a) Begrund at der for hvert punkt {xo,yo) # (0,0) findes en aben

omegn U omkring (x ), saledes at F afbilder U injektivt pa

070
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en aben omegn F(U) omkring F(xo,yo}, og sdledes at den inverse
afbildning G : F(U) - U til restriktionen af F til U er en c®
afbildning.

b) Bestem funktionalmatricen DG i punktet F(1,2).

/.l'I:_ Geor rede for at ligningssystemet

u 2 2 2
g = Y= =¥ =]
u3—u+v2—xysinu=1
(03]
i en omegn af (x,y,u,., = (1,0,0,1) fastleegger u og v som C

funktioner u=gl[x,y] og v=ngx,y] af x og vy.
Lad g := (gl.gz}tr og beregn funktionalmatricen Dg.

12. Lad F : IR2 > IF\‘2 vere givet ved

F(x,y) := o 4 x(1+y), 2”7 - 3y).
a) Begrund at der findes en aben omegn U omkring (2,0), saledes
at F afbilder U injektivt pA en dben omegn F(U) omkring F(2,0),
og saledes at den inverse afbildning G : F(U) » U til restriktionen
af F til U er en C” afbildning.
b) Bestem funktionalmatricen DG i punktet F(2,0).

13; Lad f(x.% .x ] =[x +2x-x—2,x2—xx}
Gl g 1 2 3 1 23
Udfer felgende rzkke af "ordrer":
i) fastleeg definitionsmangde og afger om denne er aben.
ii) fastleg billedrum
iii) hvor mange variable muligger s@tn. om impl. fkt. lokalt fastlaeg-
gelse af, som funktion af de evrige?
iv) konstater at f(1,1,1) = O (dette O er en vektor)

v) udregn {Dx r(1,1,1) for alle i.
i
vi) hvilke variable kan s& fastlegges som funktion af de evrige, i

nerheden af det faste punkt?
vii) Velg én af de i vi) fundne muligheder, formuler satningen om
implicit funktion przecist for denne situation og regn et udtryk for

Dg ud.

14. Lad f(x,x ,x ) := (3x —4x2+6x -5, =x + 2x K ==,
172" g | 2 3 1 2 3

Gentag proceduren fra opgave 13.



Matematik 2LT, foraret 1993 Opgaver.4

15. Lad f(x,x ,x ) :=(3x -4x_ + 6x_, -x + 2x_ + x_). Gentag
P23 1 2 3 1 2 3
proceduren fra opg. 13 med punktet (16,9,-2). Sammenlign med det

sidste afsnit pa s. T.3.15.

16. Lad f(x,y) := (y4 + Xy)/x. Gentag proceduren fra opg. 13;
brug punktet (-1,1). Slut af med at opskrive det l.grads Taylorpoly-
nomium for g, der tilnzermer g i neerheden af xo = -1.

17. Lad i‘(xl,xz) 1= [xlxz, xzz - xIZJ. Angiv den naturlige defini-
tionsmeaengde for f. Ger neje rede for at sztning L,d-.—l"k%ih anvendes
pa f, angiv de punkter i definitionsmacngden, som saetningen udtaler
sig om og hvad setningen siger, incl. angivelse af funktionalmatricen
for den lokale inverse. Er f injektiv pd sin definitionsmaengde?

Find, om muligt, den (globale) inverse. Lad til slut («,B) € R

vere et punkt hvor Df(a,B) ikke er reguleer (hvis et saddant findes).

Kan du sige noget om injektivitet af f p& nogen aben omegn af

(e, B)?

Folg opskriften i opg. 17 i de felgende opgaver:

18, Flyw %)= (Zx “%, % ¥x)
1 2 1 2
19. f(x ,x ) := (cos(x + x ), sin(x - x))
" g Lot 2
20 flx X Yo=(23,, £+ %)
1 e 1

/2( Lad f‘(xl.xz} S (exp(x]] cos X, exp(xll sin xz) : RZ 5 R®. Ger
rede for at billedmangden f(R®) er Aben. Find den. Vis at funktio-

nalmatricen Df er overalt reguleer, men at f ikke er injektiv.

Skitser kurverne f(c,le og f(xl,c), hvor ¢ er fastholdt.

22. For (x,y) € Q :={ (a,b) € R | &t % b %1 } \ {(0,0)) lader

vi f(x,y) := xzy - 3xy2. Ger rede for at f(Q2) er en aben delmaengde

afl R.

23. For (x,y) € Q := (ER* x R) \ IR+ x {0} lader vi
f(x,y) := exp(xy) - exp(-xy).
Ger ordentligt rede for at f(Q2) er en aben delmzngde af R.

[Pussele jerlighed om denne opgave: Ved dannelse alf Q er den positi-
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ve x-akse blevet fjernet fra hejre halvplan. Hvis vi fejer den til,

far vi som definitionsmangde den hejre halvplan i R°. Derved er
billedmangden blevet oget med et punkt. Hvilket? Kan du pa grund-
lag af den oplysning gere rede for at for alle tilstraekkelig sma € >

O vil bdde € og -& veere i den oprindelige f(Q)? Maske kunne det
indses mere direkte?]

OPGAVER OM LINEARE AFBILDNINGER

,2’4: Betragt rummet P’ af polynomier af grad hejst 3. Ger rede for
at polynomierne {l,t—l.tz—l, t3+t+2} udger en basis. Er felgende
udsagn sandt: Hvis et szt polynomier indeholder ét polynomium af hver

af graderne j, j = 0,1,..,n, s& er dette szt en basis for 7.

75. Brug Matlab til at afgere om seettet g := {(0,1,3,4), (1,-1,1,1),
(2,0,0,3), (6,-11,1,0)} udger en basis for C.

/2’61._ Hvad er beskrivelsen i gkonomiske vendinger af standardbasen i

R® i fol jetoneksemplet?

27. Med o sat til standardbasen i C° og B som i opg. 25 skal
aDB opstilles. Find dernzst (Matlab) BE‘i

28. Videreforelse af opg. 25 og 27: Med « := {el,..,e4} definerer

vi en linezr afbildning f : €' 5 €' ved at fle) =¢ +e -4

€ i J =1,..,4. Opskriv o{If’]m. Beregn (Matlab) B[f]ﬁ.

219./. Lad os antage at enhver persons uddannelse kan rubriceres som
enten fagleert, ufaglert eller "videreuddannet". Vi antager ogsa at

det er et veletableret faktum at blandt bernene af videreuddannede er
707 selv videreuddannede, 207 er faglarte og 10% er ufagleerte. For de
faglertes berns vedkommende er 20% videreuddannede, 60% er faglerte
og 207 ufaglerte, mens ufaglertes bern er for 20%s vedkommende videre-
uddannede, 307 er faglerte, mens 507 er ufaglerte. Vi antager videre
at befolkningstallet er konstant, samt at der i den nuveaerende genera-
tion er 35% videreuddannede, 357 fagleerte og 30% ufaglerte.

a) Opskriv overgangsmatricen A.

b) Find befolkningsfordelingen efter én generations, og efter to

generationers, forlaeb.
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c) Benyt Matlab til eksperimentelt at undersege om der i det lange
leb vil indtrzffe nogen ligevaegtstilstand i befolkningens uddannelses-
maessige fordeling.

d) Kan Matlab give noget fingerpeg om forlebet af A" for n 5 w?

30. Hvis f : U-> U er en lineer afbildning der opfylder at 2 .=
/t‘of’ = f, siger vi at f er en projektion. Et finere(?) ord for f
er idempotent. Vis at O-afbildningen og identiteten 1 er (trivi-

elle) projektioner. Vis at eksempel 1.1 b) er en projektion.

;1 a) Lad f # 1 vere en projektion. Vis at ker f # {0}. (Hvis
/ker f ={(0}, er f invertibel...) Dermed har vi én egenveerdi for en pro-
jektion. I lebet af opg. 31-36 finder vi alle egenvaerdierne for en pro-

jektion.
b) Lad f # I vere en projektion. Kan f vzre surjektiv? (Seg evt.

inspiration i a) og Dimensionsformlen.

32. De her navnte matricer skal opfattes som matrixreprasentationer i
standardbasen for lineare afbildninger pa komplekse vektorrum. Find

egenveerdierne:

aboo
a b 1 22 0aco
, hvor abeR; |0 2 1; (be#0)
-b a -1 1 00ado
D0 a

_33'.. Find alle egenrum for afbildningen langst til venstre i opg. 32.

Er denne afbildning diagonaliserbar?

34. Lad f vere den linezre afbildning, hvis matrixrepraesentation i
standardbasen « udtrykt i Matlab sprog er <2/3 -1/3 -1/3;-1/3 2/3
-1/3;

-1/3 -1/3 2/3>. Opskriv pa sadvanlig form 0c[t‘]ﬂt. Vis at f er en
projektion; find den plan, f projicerer rummet pa - jvf. analogien

til eks. 1.1 b).

35. Vis at hvis f er en projektion, er f(U) et egenrum. Hvad er

egen vaerdien?
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36. Vis at hvis f er en projektion er U = ker f @ f(U). (Vink: x

= f(x) + x - f(x)). Hvor mange egenveaerdier har altsd en projektion?

37. For de to afbildninger til hejre i opg. 32 skal egenrummene
findes. Hvilke af afbildningerne er diagonaliserbare?

38, Er enhver projektion diagonaliserbar?
OPGAVER OM DUALITET ETC.

39. Lad B := {(1,0,1), (0,1,1), (1,1,0)}. Vis at B er en basis
for €°. Find den duale basis B’, udtrykt ved hjelp af standardba-

sen (sadan som B jo er)

40. Lad B = {ul, U u3} := {(0,1,-1),(1,1,1),(-1,1,0)}. Ger rede

for at B er en basis for c’. Find den duale basis B’ := {ul’, le'.
ua'} (pad koordinatform, udtrykt i standardbasen) - gerne vha. Matlab,
men du skal forklare hvad du ger. Lad f : c® 5 ¢’ vaere en linear
afbildning hvis virkning er givet ved f‘(ul) =g, f'(uz) = u
f‘{u3) = - u,. Find {3[”3'
te f'{uj’} og check efter at B,[f’]B, har det udseende den skal

3?
Kan f diagonaliseres? Udregn direk-

have.

41. Lad A veere matricen <l -1 4,3 2 -1;2 1 -1>. Find ved hand-
kraft P, ©8 kontroller at pA{AJ = 0.

42. Antag A er invertibel og at det karakteristiske polynomium er
pA(z] = a0 + alz + ..+ anz". Forklar hvorfor a, ma veere forskellig
fra 0. (Vink: hvordan finder man egenvardierne for A? Og er O en

egenvaerdi for A?)

43. (fortsat fra 42) Brug at A—lpA(A] = 0 til at lave en formel

n-1

for A, udtrykt ved hjeelp af I, A,.., A

-1 4
£ ] og pa |3 2-1
3 !

44. Check dit resultat i 43 af pA matricen [ (l)
Z I=
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45. For de nedenfor nzvnte matricer skal Jordan-formen findes.

-9 4 -4 4

25 11}° -1 0|
46. Hvis det endelig-dimensionale vektorrum V er spaltet op i g-
invariante underrum V = U ® W, sid g er nilpotent pA& U og bijek-

tiv pA W, og hvis S € V er et g-invariant underrum, hvorpa g er

bijektiv, sa geelder at S € W.

47. (fortsat fra opg. 46): Hvis U =S ® T, hvor g er nilpotent
pA T og bijektivpd S, sder T =U.

5 O -

2 3
48. Brug Cayley-Hamilton til at udregne den inverse til -1 1
-2 -1

49, Find Jordan-formen for

0 =18 =7
1 =12 =4|;
=1 23 9

tg ZEQ . Regn ud i handen hvad Jordan-formen er, nar

50. Lad A := [2
€ = 0. Regn ogsd Jordan-formen ud hvis der i diagona-

€ # 0 og nar
len star 2 (og de to andre led er *e # 0). Leaeg meerke til hvad
dette viser om hvor felsom Jordan-formen er overfor smaaendringer i

indgangene. Dette har regnetekniske konsekvenser.

OPGAVER OM INDRE PRODUKTER ETC. (Se ogsa afsnittet med blandede opga-

ver)

SI. Underseg om felgende definitioner giver et indre produkt
[(xl,le.{yl.yz)] i det reelle vektorrum R% (her er (xl.le.
{yl.yz) vilkarlige vektorer i R)
a) ((xl,le.{yl.yz)] = XY+ R,

b) [(xl,xz).(yl,yz}J =R R RN Ry

52. Lad V vere et reelt vektorrum med indre produkt. Vis at for

X,y € V gelder at x L y hvis og kun hvis lix+yll = lix-yll. Tegn!
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53. Lad V veare et komplekst vektorrum med indre produkt. Vis at
for x,y € V galder at x 1 y hvis og kun hvis II?Lx+pyIl2 =
Iaxl 2+ liuyl®> for alle A, € C.

54. Lad V vere et vektorrum med indre produkt. Vis at for x,y € V

geelder at lix+yl® + Ix-yI% = 2ux1? + 2iyl% Tegn!

55. Lad {61'62'63} veere en ortonormalbasis i et tre-dimensionalt

rum V. Lad U := span{el+e2+e3}. Find en ortonormalbasis for U .

56. Lad a,b,c vare vektorer i et rum V med indre produkt. Forud-

set at a og b er lineert uafhaengige. Find ortogonalprojektionen af

c pad span {a,b}.

57. Lad Ul, U2 veere underrum af et endelig dimensionalt vektorrum
V med indre produkt. Vis at
A
(U + U)
| 2

Il
<
2
(e}

og at
L
(Uanz} =U +U

58. a) Vis at hvis en projektion P er en positiv afbildning (i den
forstand at dens matrixrepraesentation i en eller anden basis er en
positiv matrix), sa er billedrummet PV I-dimensionalt.

b) I hvilke rum er identitesafbildningen poéitiv (i samme forstand

som i a))?

59. Vis at en linear afbildning A : V » V, hvor V er et endelig

dimensionalt vektorrum med indre produkt, hvori der er givet en ONB

o, er en ortogonalprojektion hvis og kun hvis a[A]a = [aU], hvor

aij = 5}1' for alle i,j ( er kompleks konjugering)

0 a = a a , for alle i,j.

= 1 Ep ip pJ 4

60. 1 R med sedvanligt indre produkt og med standardbasen som ONB
skal du opskrive matrixrepraesentationen (i standardbasen) for ortogo-

nalprojektionen pa vinkelhalveringslinien i 1. & 3. kvadrant.
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61. a) Find ved mindste kvadraters metode den linearkombination af
(1,1,2) og (1,-1,-1), der ligger narmest ved (3,1,2).
b) Samme spergsmal, men med det indre produkt ( , ), hvis matrix D

er felgende:

D =

NN
NN
WM™

Hvad er (x,y) i dette indre produkt?

62. Som opg. 61: find den linearkombination af (1,2,1,0), (2,0,-1,1),
(2,-1,0,-1), der er naermest ved (0,3,0,0)

OPGAVER OM DIFFERENTIALLIGNINGER

63. Find ferst alle lesninger til systemet

x'=x,
1 2
x'=x.
2 1
og opskriv den fundamentalmatrix der til t = O er enhedsmatricen.

Find derefter den lesning til

for hvilken (xl[O].xz(O}) = (1,0).

64. Find alle lesninger til systemet

X' =X +y+2
y - g
2 = z

(der er to lidt forskellige mader at angribe denne opgave pa).

65. Find alle lesninger til systemet x]' =Ry ¥ K xz' =% = R

66. Find alle lesningerne til dette system:
X'= % & 5y +7

y =% ~§ + &

"

=X +y+ 2
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67. Find samtlige lesninger til systemet
X' =8x +4y,
y = =% % 12y

ved ferst at finde koefficientmatricens Jordan-form.

OPGAVER OM DIFFERENSLIGNINGER

6 2 2
68. Lad |-2 2 0| vare koefficientmatricen for et homogent system af

002
linezre fersteordens differensligninger. Find den lesning X(t), der

opfylder at X(0) = (1,1,0)".

172 2 2

69. Lad A := 0 172 0 veere koefficientmatricen for et system
0 0 1/2

X(t+1) = A X(t) + (t,2.t2J', t = 0,1,.. af lineere forsteordens

differensligninger. Brug en bekvem lesningsmetode til at finde den
lesning X(t), der opfylder at X(0) = (1,1,0)’. Er ligningen sta-
bil? Er den der star i opgave 68 stabil?

OPGAVER OM POSITIVE MATRICER OG LIGN.
70. Tidligere har vi fundet spektret for en projektion f. Hvad er

altsd r(f)? Find et udtryk for R(A) for en projektion f, |A] >
1.

']

71. Lad A vere en nilpotent afbildning af et endelig dimensionalt
vektorrum U ind i sig selv. Hvad er spektralradius r(A)? Hvorfor
er der ingen konvergensproblemer for R(A), A # 0? Opskriv et udtryk

for R(A), A #0, hvis A" =0 for n = 3.

72. Ger rede for at matrixkonvergens er koordinatvis konvergens, dvs.
lad An, A € £(U), n = |,2,.. og betegn matrixindgangene med {i’h)i ;
hhv. (An)l y i,j = I,..,k. Vis sa at An > A (i ¥Y(U)) hvis og

kun hvis

(A }11 > (A)]j for n 3w, for alle i,j=1,..k.
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73. Lad A e £(U) oglad A € o(A). Valg en egenvektor X svarende
til A. Lad WAl betegne den sadvanlige operator-norm pa £(U). Ger
rede for at lIAxll = IIAll Ixll og slut heraf at r(A) = lAI.

74. Find et eksempel pa en ikke-negativ matrix A # O og en ikke-

negativ vektor x # O for hvilke Ax = 0.

75. Vis at hvis A >0 og z=zw, sder Az =2 Aw og at der her
geelder lighedstegn hvis og kun hvis z = w. Hvornar gelder = i en

enkelt koordinat?

76. Lemma 9.5 for to tal: Lad zogweC og a BeR, (altsa >
0). Antag at |az+Bw| = a|z|+B|w|. Ger forst kil pA den mulighed, at
et af tallene 2z, w er nul. Hvis bdde z og w # 0, kan vi ga
sadan frem:

a). omskriv til | («|z]|)Nz/|z|) + (B|w|)w/|w]|) | = «|z|+B|w].

b). divider ligningen med hejresiden; ger rede for at der nu pa

venstre side stadr den numeriske veerdi af en konveks kombination af to
komplekse tal af enhedsleengde. Tegn!

c). pa hejresiden star der 1, sd hvad kan du slutte om retningen af

de to komplekse tal?

77. Betragt en 3x3 diagonalmatrix A med diagonal 1, «, B, hvor

le|, |B|] < 1. Find lim A". Generaliser dette til en Jordanma-
n
trix, der indeholder en 1xl1 blok bestaende at et l-tal, samt Jor-

danblokke o« og B med diagonal numerisk < 1.

78. Bevis: 'Hvis A =20 og A er en reel egenverdi med egenvek-
tor x, sa er ogsa den kompleks konjugerede vektor x en egenvektor.

Derfor er ogsd x+x en egenvektor.’

79. Lad A := Find r(A). Find ogsd lim (A/r(A)".

=N
N - N
D= N

Udregn v:= A 11l. Brug v som en tilnermelse til en egenvektor.
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Hvorfor kan gennemsnittet } l:_’l(ﬁ.w.r)l/w.rl bruges som en tilnarmelse

til r(A)?

NN
— e

1
80. Samme opgave som opg. 79, men med A := | 2
3

8l. Ger rede for at hvis A er en overgangsmatrix (altsa A > 0 og
alle sejlesummer er = 1) si er <l,1,...,1>" en egenvektor svarende

til egenverdien 1 for A’

82. Udregn, med me jerieksemplets A (noternes s. 1.4, eks. 1.3),

sterrelsen limn_)m A" og giv en okonomisk fortolkning af resultatet.

83. Vis at hvis A := [aU] er en kxk matrix, og A € co(A), sa er

A = rnax‘j )% I|al}|.

84. Lad M veare en vilkarlig kvadratisk matrix og lad A vere en
egenverdi for M med multiplicitet ¢ Lad n eN.

a) Vis at A" er en egenverdi for M.

b) Vis at multipliciteten af A" som egenveaerdi for M" er mindst

£

85. Tag Bemerkning 6.21 for gode varer og brug sa Matlab til at alge-

re om nedennavnte matricer er primitive:

01000 000al
00100 10000
00010 001 10O
00001 00100
L 4080 11000

86. Vis at hvis 0 = A< C (hvor A og C er givne kvadratiske

matricer), sa er r(A) =< r(C).

87. Lad C := [CU'] veere en positiv kvadratisk matrix med alle s@j-
lesummer = 1. Geor rede for at der findes en positiv vektor p for
hvilken det for enhver vektor v gelder at

hvis ):v|=(x>0 sa er lim _)anv=ocp.

n
Hvad kan vi sige hvis « ikke nedvendigvis er positiv?
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89. Vil en 2x2 positiv matrix altid have to forskellige reelle egen-

veerdier, med forskellige numeriske verdier?

BLANDEDE OPGAVER, EKSAMENSOPGAVER

31 -1

1. Lad A:=] 02 0. Find Jordanformen for A.
01 2

a) Betragt differentialligningssystemet dx/dt = A x,

hvor x(t) := <xl(t),x2(t),x3(t]>'. t € R. Find den fuldsteendige
lesning.
b) Les differensligningssystemet  x(t+l) = A/4 x(t), t € N,

c) Underseg om den i b) navnte ligning er stabil.

2. Lad A := Vis at A er primitiv. Ger rede for at 2 er

—_ O -
el il |

O'—D—

en egenvaerdi og at det tilherende egenrum er et en-dimensionalt under-

rum udspaendt af en positiv vektor. Find en positiv udspaendende vek-

tor.
2 .45 .
3. Lad A:=|.6.4.2[. Find lim _ A" x, for vilkarlig x € R.
224 "

4. Les differensligningen x - P X =q, t = 1,25

t+l
hvor p og q er givne reelle konstanter. Husk specialtilfaldene.

5. Find den fuldstendige lesning til differensligningen
t
¥ = 2 Yooy * 9 = 27(t-1), t el

6. Lad V vare et vektorrum med indre produkt og lad V] og Vz
veere underrum af V. Lad F’l vaere ortogonalprojektionen pa V] og
P2 vere ortogonalprojektionen pa Vz. Vis at VI L Vz hvis og kun

hvis PP_ = 0.
I 2

7. Find et udtryk for ortogonalprojektionen af [Ra pa det af
(1,0,2) og (1,1,0) udspaendte underrum, idet saedvanligt indre pro-
dukt benyttes. Opskriv en 3x3 matrixreprasentation (i standardbasen)

for denne pro jektion.
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8. Idet 2x + y-32-2u=0 og x+ 2y +z +u=0 skal det be-

grundes at (x,y) i en passende aben omegn af punktet {xo,yo,zo,uol

= (0,0,0,0) er en C - funktion af (z,u).

9. Lad x2+y2+zz-u2+v2=l, xz—y2+zz+u2+v2=2!.
a) Find D(u,v) i punktet (1,1,2,3,2).

b) Kan vi slutte at (u,v) i en omegn af (1,1,2,3,2) er en
c'-funktion g af (x,y)?

c) Hvad er Dg(l,1)?

10. Lad g : R’ 5 R® vare den linemre afbildning hvis matrixrepra-

sentation i standardbasen er givet ved {AZ-A]/Z, hvor

T 19 =2
A := (1/79) 10 4 -8
& -8 =2

Vis at g er en ortogonalprojektion.

011
II. Vis at matricen A := |1 O | er diagonaliserbar. Les dernaest
1 10
differentialligningssystemet x' = Ax.
1 2 1
12. Som 11, men med A := 6 -1 O
=] =& =1
13. Lad a := {(1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,-1)} € C°.
a) Vis at « er en basis for C°.
Lad o := {y].yz,ya} betegne den duale basis. Betragt x :=
(0,1,0).
b) Find yl(x) for i =12.3.

14. I en model for lager-analyse er man naet frem til folgende diffe-
rensligning

Yoo = 2B Y, *BY =V t =012
(hvor B, v, ©f ikke-negative konstanter). Les denne ligning, ogsa

specialtilfzldene.
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15 Lad V vere et normeret vektorrum med normen betegnet med Il I.
Lad f : V-5 V vere en linezer afbildning. Hvis If(x)Il = lixll for
alle x € V, kaldes f en isometri.

a) Vis at med szdvanlig operatornorm ( lIfll := suplif(x)ll, med x
gennemlobende mangden hvor lixll = 1) gzlder at hvis f er en isome-
tri, s& er Ifll = 1.

b) Vis at hvis f er en isometri, sa er f'z ogsa en isometri (her

er % som sadvanlig betegnelsen for den sammensatte afbildning:

fi(x) := f(f(x)) for alle x € V).

c) Vis at hvis f er en isometri, sA er r(f) =1, hvor r(f) er
spektralradius.

d) Antag nu yderligere at V er et rum med indre produkt og at f

er en ortogonalprojektion. Kan f veare en isometri?

16, Lad A vere en nxn matrix og B vere en mxm matrix. S& kan
A opfattes som matrixrepraesentationen (mht en foreliggende basis) af
en afbildning f : C" 5 C", og tilsvarende kan B opfattes som ma-

trixreprzasentationen (mht en given basis) af en afbildning g : g =
c™. Afbildningen f ® g : c™™ 5 ™™ er som sadvanlig givet ved
fogl(xy:=(flx),gly), xec', yec™

a) Opskriv med brug af A og B en matrixrepraesentation for f @ g.

Lad Ppr P, 08 pf@g betegne de kar‘akt'.eristiske polynomier.

g

b) Antag at A og B er trekantsmatricer. Vis at pr®g=pf pg.

c) Vis at = Py pg uden trekantsmatrix-antagelsen.

pf@g
d) Vis at ol(feg) = o(f) U o(g).

I7 Betragt det endelig dimensionale komplekse Hilbert rum H = c” .

med det hermitiske skalarprodukt (u,v) = Z':_lul?l , hvor u =

(ul,...,u ) og v = {vl,...,v ) € € (eksempel 1.2). Vis, at nar vi
n n

definerer em ved em = 11,0076, em = {0,1,0....,0)....,6‘“’ =

(0,0,...,1), sa er {em}n en ortonormal basis for H .

I8 Vis, at {sin n@}ne udger et ortonormalsystem i Lz{[O,nl) ;

N
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19 Lad os definere polynomier poix].plix),... ved at kreaeve, at
pn(x} er et polynomium af grad n i én variabel, koefficienten for X"

er 1 og {pn} er et ortogonalsystem i LZ(IO,l]) . Find po(x). pl(x]

og pz(x} .

20 Lad V vere et indre produkt rum. Vis, at det indre produkt kan

-~

udvides til fuldstendiggerelsen V , og at V ogsa er et indre produkt

rum.

T
3

] 2

21 Bestem al,az,a3 € C , saledes at [ [cose-zn_lansmne| de
Jo )

far den mindst mulige veerdi.

22 Vis, at ({sin(n - %}G}nelﬂ udger et ortogonalsystem i Lz((O,n]} g

23 Vis, at det indre produkt kan fas fra normen gennem polariserings-

identiteten.

2 § 2 .on2
() = 2w+ v]? - fu = w2+ icfu s iv]® - - v

24 Lad X veere et underrum af et Hilbert rum H . Vis, at X ,

=/ i 1]
ortogonalkomplementet til X , er et afsluttet underrum, og at (X ) er

afslutningen af X (ogsd betegnet X) .

¢

b4

25 Vis, at lim J. loge sin nede = 0 .
n-»o 0

(Vink. Dette kan fas som et korollar til Bessels ulighed, i forbindelse

med ortogonalsystemet i Opg. 18)

26 Lad {e’}l(E veere en ortonormal basis for Hilbert rummet H . Vis
at felgende generalisering af Parsevals ligning geelder, for alle

X,ye€H: ZIx,el)[y,el) = (x,y) .
I€1

27 Lad H veere et Hilbert rum og {en}nEN en ortonormal basis for

H . Antag, at {rn}nE[N er et ortonormalt system som opfylder

= 2
Lle, -1l <o

Underseg om {fn} er en ortonormal basis for H . (Vink. Vis, at
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(ej—fj,e|)]=|(el—f‘l,fj)| for alle i og j. Udnyt dette til at vise,

at 5 5
JZ te, =1, . £)|% = e - 1]

for alle i, og slut heraf, at

L% - - - :
T (F lf ,jf‘ }f € lf‘ for alle i .)

Bemarkning. Yderligere oplysninger kan findes i en artikel af N.Tsao
"Approximate bases in a Hilbert space" Amer. Math. Monthly 75 (1968)

s.750.
28 Lad V betegne vektorrummet af komplekse folger {Xn}nelN som er O

fra et vist trin. Definér (.,.): Vx V — C ved

w
Ux iy N =) x5y
n=1

(a) Ger rede for at V er et vektorrum og at (.,.) er et indre produkt
pa V.
(b) Lad || betegne normen i V , som induceres af (.,.) og set

=0}.

=

o
M= “xn}nelﬂ eV |n);xn

1.
Vis, at M er et afsluttet underrum af (V,|-|), ogat Me M =# V.
(c) I forbindelse med dekompositionssatningen vises det, at hvis H er

et Hilbert rum og X er et afsluttet'underrum af H , sa vil
1
H=Xe X .

Underseg, om dette resultat er sandt i et indre produkt rum.

1

(
29 Szt V = {f e C([0,1D|f(1) = 0}, M = {e \1|J0 xf(x)dx = 1}

Vis, at
1’ (V,|+] ) er et Banach rum.
u

2° M er en afsluttet, konveks og ikke tom delmzengde.

3° For alle ¢ € M geelder at
l¢] > inf{|f - O] [f e M}.

lLad H veare et Hilbert rum, M en afsluttet konveks, ikke tom delmangde
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af G, og u e H . Sa findes ifelge Lemma 1.10 en entydigt bestemt

vektor v € M tettest ved u . Underseg, om dette resultat galder i et

Banach rum.

30 Lad H vere et Hilbert rum, og {en}nEIN en ortonormal basis for
H . Antag, at A:H — H er linezr, og at
) lae | <
n

n
Underseg, om A er kontinuert.

31 Den generaliserede polariseringsidentitet.
Lad H vare et Hilbert rum over C .

Antag nelN, aeC, a =1 og a2=I.Vis,at

n
1 K 2K
;kzlllx +ay|a

(x,y) =

32 Et ikke-separabelt Hilbert rum.
Lad E betegne vektorrummet over C af alle reelle funktioner f af

formen

ib t bt
f(t}=aJCL+--'+aen, teR (*)
n

hvor n e N og al,....an et b, ..br €R

1 n

Vis, at

(f,g) = lim ﬁ f(Ogltidt
M— o -M

eksisterer og er et indre produkt pA E . Vis, at hvis f er som i (*),

sa vil
2 2 2
IF1% = (.0 = |a [P+eeeta |*

Vis endelig, at fuldstendiggerelsen af E er et ikke-separabelt Hilbert
rum.

33 Lad m veare restriktionen af Lebesgue malet til

DI={zeﬂ:[ 2] = 1) .

Vis, at 1,z ,z°... er ortogonale vektorer i Lz(Dl,m] . Bestem |2"] .
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Lad e =

"=l

Lz(D;'mJ :

. Underseg, om (eo,el,...} er en ortonormal basis for

34 Lad V vere et normeret komplekst vektorrum, dvs. et komplekst
vektorrum med en norm |.| som opfylder
D Jul=0;0g Jul=0eu=0;
2) |ou] = fa|]u]
3 Ju v = Juf + fv]
nar u,veV og a€C. Visat V er et indre produktrum hvis normen
|| opfylder parallellogramloven
Ju s v]® + Ju - v® = 2]uf® + 2v|° .
(Vink. Benyt polariseringsidentiteten (jvf. side 1.4) til definition af
et indre produkt, som skal vises at opfylde Definition 1.1. Eftervis

ferst (S i) og (S(iv), og dernaest (Sii) (tag realdelen ferst); slut her-

af (Siii) for rationale « og benyt kontinuiteten af normen.)
Differentialligningsopgaver

35. Find samtlige lesninger til differentialligningssystemet

dxI
——— = % .cost - Xx sint
3

dt 1 2 (hx % JeR® .

2
dxz
—— = X sint + X cost
dt 1 2

Vink. Betragt z = x + ix2

36. Find samtlige lesninger til differentialligningssystemet

dx

. = -X cost

- 2 (t,x ,x JeR” .
dx

o X cost

dt 1

37. Vis, at hvis ¢l{tl er en lesning til den linezre, homogene

differentialligning af anden orden
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dx
—— =p (t)x + p(t)5
dtz 0 AR b

og QSl(t) # 0 for alle t i det betragtede interval, er samtlige

lesninger bestemt ved

X = a1¢1(t) + az¢2(t) i

hvor

¢ (t) = qb (t)

[exp I pl(t]dt] dt
(t)

[Overalt star I..dt for en vilkarligt valgt af de uendelig mange stam-
funktioner til den pagaeldende funktion.]
Vis, at hvis t.bl(t}, ¢2(t] er en basis for lesningsrummet til den homo-
gene ligning, er samtlige lesninger til den linezre, inhomogene diffe-
rentialligning af anden orden

8% - o i p 0K i)
- 0 1 dt

bestemt ved
¢ (t) ¢ (t)
= a ¢ (tha g (t)-p (t)J. ey altidtee mJ' e ade

¢I{t) ¢2{t)
W(t) = det
"1‘” gz(t)
38. Vis, at differentialligningen
2
cos X smzx u + {sm3x —2c052x smx}—; + 2y cosax =0
dx
har lesningen y = sinx. Find derefter samtlige lesninger i ]0,-%1’[[}{ R.
Find endelig samtlige lesninger i lO,%n[x R til differentialligningen
2 d2 3 2 d 3 2 3
cosx sin’'x Y 4 (sin’x -2cos’x Sim()d_% + 2y Ccos' X = COs X sin x .
dx

Vink. Benyt opg.37.

39. Bestem samtlige lesninger til differentialligningen

d
[11]x~t(—jj+x-—0 te |-1.1{,

dt2 dt
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idet det opgives, at x = t er en lesning.
EKSAMEN SOMMEREN 1991

1. Betragt differensligningssystemet
xl(t+l} = (3/5) xltt) + (1/5) xzttl
xz[t+1] = {1/5) xl(t) + (3/5) xZ(t),
for t € NN

a) Ger rede for at koefficientmatricen A i dette system er diagona-

liserbar.

b) Vis at med Q := [1“

{1 ] er A=QDQ", hvor D er en diagonal-

matrix.
¢) Les systemet z(t+l) =D z(t), t € N og find derudfra las}iingen
til det ferst givne system.

d) Ger rede for at det ferst givne system er stabilt.

2. For (xl,xz.x3] e R betragtes ligningerne
2 3 2
X -x +x =1
1 2 3
4x - 5x_+ 4x_=3
1 2 3
a) Ger rede for at disse ligninger i en omegn af punktet (1,1,1)
fastlegger [xl,le som C”-funktioner (gl.gz) af  x_.

3
b) Find gz’(l].

172 1/3 1/2
3. Lad A := /72 1/3 1/4
o 1/3 1/4

a) Geor rede for at spektralradius for A er L
b) Gor rede for at 1 er en egenvaerdi for A og at A har en ikke-

negativ egenvektor herende til denne egenvaerdi.

R L
g1 240
4, Lad A := 0021
000 2

a) Vis at spektret o(A) = {1,2).

b) Vis at egenrummet herende til egenveerdien 2 er én-dimensionalt.
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Det oplyses at egenrummet herende til egenveerdien 1 ogsa er

én-dimensionalt.

c) Geor rede for at Jordan-formen for A er
1100
;j-|otoo
10021
000 2
Lad r(A) betegne spektralradius for A.

d) Opskriv Jordanformen for A/r(A)
e) Er A/r(A) power bounded?

5. Lad V vzre et vektorrum med indre produkt og lad P og Q
betegne to ortogonalprojektioner i V.

a) Vis at IIPxll = lIxll for alle x € V.

IleII2 + ll(l—()h-cll2 for alle x € V, hvor 1 be-

]

b) Vis at lxl®

tegner identitetsafbildningen i V.
Antag i resten af opgaven at IIPxll = IIQxIl for alle x € V.

c) Vis at for ethvert x € PV galder at lxll = IIPxIl < IQxIl = lIxI.
d) Vis at for ethvert x € PV galder at II(I-Q)xll = O.

e) Vis at for ethvert x € PV gaelder at x e QV.

6. Lad V vere et endelig dimensionalt v:s-ktor‘rum og f:V >V vere
en linezer afbildning. '

a) Antag der findes en basis « sdledes at matrixreprasentationen

oc[”az er en positiv matrix. Er _[f]., > O for enhver basis j?

BB
Lad nu V :=C° og lad B veere standardbasen. Antag at
10 2
Ifl. == | 0 1 =2
B8 00 172

b) Findes der en basis « sa o{[f]m > 07

c) Findes der en basis « sa cx[”oc = 07
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EKSAMEN SOMMEREN 1992

1. Lad A veere en kxk matrix med spektrum o(A) og spektralradius
r(A). Det er givet at B := i A er primitiv.

a) Ger rede for at der findes n € N := (1,2,3,..} for hvilket A" >

0.
b) Beskriv mangden o(A)n{zeC | |z| =r(A) )
c) Ger rede for at L := lim“_m(B/r(B))lnl eksisterer; angiv L.

d) Kan man slutte at {(A/r(A))")} er konvergent?

2. Lad U vere et endelig dimensionalt vektorrum med dualt rum U’.
For T € ¥(U) betegner T’ € £(U’) den duale afbildning.
a) Vis at et underrum W € U er T-invariant hvis og kun hvis w er

T’'-invariant.

b) Gor rede for at kerT’ = (T(U))°.

c) Vis at hvis S € 2(U), sa er (ST) = T'S'.

d) Ger rede for at hvis T er invertibel, s er T’ invertibel og
(T") = (T,

e) Visat S og T er similere hvis og kun hvis T' og S' er

simileere.

3. Betragt et endelig dimensionalt normeret vektorrum (U, Il II) og
dets rum £(U) af linesere afbildninger.

Lad ogsd |l II veere betegnelsen for en norm pad ¥£(U) som opfylder
(*) I Ax I =1 ANl Il xII, for alle A e £(U), x € U.

a) Vis at med r( ) som betegnelse for spektralradius galder at

r(A) < inf I A™ 1"". for alle A e £(U).

k
Lad U :=C* for et givet k € N. Definer sup-normen I |l pa C

ved Il{xl,..,xk)llm := sup For A € £(U) defineres sa

ENE
Pk )
A = sup"x"msl Il Ax Ilm. Det tages for givet at der herved er

defineret normer,
b) Vis at hvis A € £(U) og hvis A har matrixreprasentationen
[a_] i standardbasen, sd er I Al = max } |a |.

1 o0 | & 17y

c) Vis at normerne |l Ilm opfylder (*).
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4, Lad A := [ﬂi_é] og betragt det linezre differentiallignings-

system

x'(t) = A x(t) + t e€eR.

1
_2 d
a) Find o(A); find ogsa en basis for R~ af egenvektorer for A.
b) Ger rede for at [ } ] er en ligeveaegtstilstand for det givne
system.

c) Afger om dette ligevegtspunkt besidder Lyaponov-stabilitet.

d) Find meengden af lesninger x(t) = [ i%:; ] for hvilke y(t) > |
og z(t) > 1 for t - o«

5. Betragt rummet £ af begrznsede reelle folger x = (xl.x s ks

Udstyr £° med supremumsnorm og koordinatvis ordning. ’

Lad u := (ul.uz...) € £* vere en given begraznset ikke-negativ folge.
Lad B vere en given konstant, B € [0,ll.

For ethvert element w := (wl,wz...} e ¢ defineres en felge Tw ved

for hvert i € N at seatte

(TW}1 := max 1“-‘]-“‘4( UM_} + 3 Wj ).
a) Vis at Tw e £,
b) Vis at den derved definerede afbildning T : t° 5 ¢° opfylder at
hvis (xn) = (y ) 1 den koordinatvise ordning sa er {T[xn)) =
[T(ynJl, samt at hvis (c) er en konstant felge af positive tal sa
er (T(xn+c]) = (T[xn]] + Blc). ’
c) Ger rede for at der findes en begranset folge {vn) for hvilken

v, = max 1£j£i( um_J + 3 Vj ),

for alle i e IN.




	laursen94.mat2lt.tit
	laursen94.mat2lt
	2lt.1
	2lt.2
	2lt.3-a4




