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1.1. IMPLICIT GIVNE FUNKTIONER 

Lad os først betragte en ligning mellem to variable x,y E IR, for ek

sempel 

(l) 2 
y - 2xy + 3 = O , 

2 (x,y) E IR . 

Det er let at løse denne ligning mht. y og derved udt17kke y explicit 

som funktion af x, eller snarere to funktioner af x, idet (l) er ens

betydende med 

(2) y = x ± 

y 

v{ 

o 

Ser vi istedet på ligningen 

(3) 
5 

y - 2xy + 3 = O , 

x E IR \ J - v'J, VJ( . 

2 (x,y) E IR 

l • 

kan vi ikke løse eksplicit mht. y. For dog at kunne arbejde med viLkår

Uge ligninger mellem to (eller flere) variable, vil vi udlede en sæt-

ning, som sikrer, at en ligning af typen 

(4) f(x,y) = O , (x,y) E S"2 ~ IR 2 
, 

hvor f : S"2 ---7 IR betegner en given funktion af 2 variable, under passen

de forudsætninger kan "Løses" i hvert fald i nærheden af et givet punkt 

(xo,yo) f l • d a ~øsntngsmæng en 

(5) L = {(x,y) E S"2 l f(x,y) = O} . 
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Forudsætningerne er, at O er åben (eller i det mindste at 
o o (x ,y ) er 

et indre punkt af O ), at f 

ledede D f = 8f/8y er * O 
y 

er af klasse 
o o 

c' 
' 

og at den partielle af-

(6) 

(x ,y) : 

D f(x
0
,/) * O 

y 

Under disse forudsætninger siger sætningen, at der eksisterer intervaller 
o o 

U og V indeholdende x , hhv. y som indre punkt (f.eks. som midt-

punkt), således at rektanglet W = U x V omkring (x
0
,/) er indeholdt 

i n, at D f * O W, og at ligningen (4) inden for W er ensbety-
Y 

dende med en ligning af formen 

y = g(x) ' 

hvor g : U -7 V er en bestemt c' -funktion. Denne siges at være impU
o o 

cit given ved ligningen (4) i nærheden af (x ,y ) . 

I hvert af de to ovenfor betragtede eksempler (l) og (3) er funktionen 

f : IR
2 

-7 IR af klasse C
00

, givet ved hhv. f(x,y) = / - 2xy + 3 og 
5 o o 

f(x,y) = y - 2xy + 3. Som (x ,y ) kan tages f.eks. (2,1), der jo 

tilfredsstiller (1), hhv. (3). Og den afgørende betingelse (6) er så op

fyldt, idet D f(2,1) = -2, hhv. l. Kun i det første eksempel er løs-
Y 

ningen y = g(x) i nærheden af (2,1) givet eksplicit, nemlig ved y 

= x - Jxz - 3. (Hvorfor foretrækkes minustegnet foran kvadratroden her?) 

Principielt er situationen imidlertid den samme i det andet eksempel, 

selv om (3) som nævnt ikke kan løses eksplicit mht. y, heller ikke i 

nærheden af (2,1) . 

Til belysning af den rolle, betingelsen (6) spiller, kan vi i det før-

ste eksempel se på punktet (v'J ,v'J) eller 

punkter (x,y), der opfylder (1), men hvori 

af f.eks. (v'J ,v'J) er løsningsmængden L 

y = g(x) defineret i et interval U med 

( -v'J , -v'J), som de eneste 

D f(x,y) = O. I nærheden 
y 

ikke graf for nogen funktion 

v'3 som indre punkt. (l stedet 

er L foreningsmængden af graferne for de to funktioner (2), definerede 

i og til højre for v'3; i punktet v'3 er funktionerne ikke differenti

able - der er lodret tangent.) 

Ser vi igen på løsningsfunktionen (2) til ligningen (l) i nærheden af 
o o 

det givne punkt (x ,y ) = (2, 1), så er det jo let at finde dens diffe-

rentialkvotient ved eksplicit differentiation af (2): 

y' g'(x) = 
x 
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Noget tilsvarende kan ikke gøres (eksplicit) i det andet eksempel. Alli

gevel kan vi i begge eksempler bestemme y' = g' (x) ved såkaldt implicit 

differentiation af den givne ligning (l), hhv. (3), stadig i nærheden af 

det givne punkt (2,1). Tager vi f.eks. (3) og indsætter den implicit 

givne løsningsfunktion g: U ----1 V (vi vil ikke her bestemme brugbare in

tervaller U og V omkring x
0 

= 2, hhv. / = 1), så har vi jo iden

titeten 

(7) 5 g(x) -2xg(x) + 3 = O , X E U 

som udtryk for, at y = g(x) løser (3) inden for W = U x V. Ved diffe

rentiation heraf fås 

(8) 4 S g( x) g' (x) - 2xg' (x) - 2g(x) o ' 

hvoraf 

(9) g'(x) = __ 2__::g::__(_x_)_ 

5g(x) 4-2x 
X E U 

Vi får således ikke noget eksplicit udtryk for g' (x) som funktion af 

x, men dog et udtryk ved x og g(x). Og for den givne værdi x = 2 

finder vi g' (2) eksplicit ved indsættelse af g(2) = l : 

g' (2) = 2 . 

Ved fortsat differentiation af (7) kan vi finde tilsvarende udtryk for 

g"(x) , g"' (x) , ... , og endda de eksplicitte værdier af g"(2), 

g'"(2),... . Differentieres således (8) endnu en gang, fås 

hvoraf 

5g(x)4g"(x) + 20g(x) 3g'(x)2 
- 2xg"(x) - 4g'(x) = O , 

-20g(x) 3 g'(x) 2 +4g'(x) g" (x) = _ _::::__--=---=--
5g(x)4-2x 

X E U. 

Bemærk at nævneren er den samme som i (9); sådan er det altid, jf. neden

for. Bemærk også, at det er lettere at differentiere (8) end (9), hvori 

jo indgår en brøk; også dette er typisk. Ved indsættelse af x = 2, g(2) 

= l, g'(2) = 2 (som ovenfor fundet), finder vi 

g"(2) = - 72 

Vil vi have et indtryk af løsningsfunktionen g i nærheden af den givne 

værdi x = 2, kan vi anvende Taylor's grænseformel, f.eks. med n = 2 
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g( x) = g(2) + g' (2)(x-2) + _:g" ( 2)(x-2) 2 + o(x-2) 2 

2 

= l + 2(x-2) - 36(x-2) 2 
+ o(x-2) 2 

gældende for x - 2 ----7 O . 

1.,4 

Hvordan tager nu disse differentiationer sig ud i det generelle til

fælde: en ligning ( 4), hvor den givne d -funktion f : r.1 ----7 IR opfylder 

f(x
0
,y

0
) = O og D f(x

0
,y

0
) * O? Som nævnt fastlægger (4) i et vist 

y o 
rektangel W = U x V (hvor U og V er intervaller omkring x , hhv. 

ll y som en funktion g: U ----7 V af x. Dette udtrykkes ved biimplika

tionen 

'v'(x,y) E W f(x,y) = O ~ y = g(x) . 

Heraf fremgår, at 

(lO) f(x,g(x)) = O for alle x E U 

Ved anvendelse af kædereglen (jf. Mat IMA) på (lO) fås 

(11) D f(x,g(x)) + D f(x,g(x)) · g'(x) = O 
x y 

hvilket er ensbetydende med 

(12) 
D f(x,g(x)) 

g'(x) = - D x f(x,g(x)) ' 
y 

X E U 

X E U 

Vi har jo valgt U, V bl.a. sådan, at D f(x,y) * O for alle (x,y) 
y 

E U x V. Ligningerne (11) og (12) svarer til hhv. (8) og (9) i eksemplet 

(3) ovenfor. Vi siger, at vi har fundet g' (x) (udtrykt ved x og 

g(x)) ved impLicit differentiation af (lO), og det betyder blot, at vi 

har anvendt kædereglen. 

Ofte giver man ikke den implicit givne funktion g nogen særlig be

tegnelse, men siger blot, at y ved (4) fastlægges (lokalt) som funktion 

af x, og at denne funktions differentialkvotient ~~ findes ved impli

cit differentiation af (4): 

D f(x,y) + D f(x,y) · ddy = O . 
x y x 

Det hører med til sætningen om implicit givne funktioner, at hvis den 

givne funktion f: r.1 ----7 IR er af klasse Cn (evt. C
00

), så er den impli-
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cit bestemte (lokale) løsningsfunktion g : U ---7 V af samme klasse. Og 

de afledede af g kan fås ved fortsat implicit differentiation af (4) 

eller (10). Ved differentiation af (11). fås således ved anvendelse af 

kædereglen 

D f + 2D f · g' (x) + D f · g' (x)
2 

+ D f · g"(x) = O , 
XX xy yy y 

hvorved de partielle afledede af f af enhver forekommende orden skal 

tages i (x,g(x)), x E U. (Gennemfør selv denne differentiation, såvel 

som den første i (11)!) Heraf kan g"(x) Jet findes udtrykt ved x, 

g(x), g'(x) som en brøk med samme nævner D f(x,g(x)) som i (12). 
y 

Sætningen om implicit givne funktioner kan udstrækkes til flere end to 

variable og til flere ligninger end den ene i (4). Der skal være flere 

variable end ligninger. Lad antallet af ligninger være p og antallet 

af variable være k + p (k, p E IN). Så er opgaven ud fra de p ligninger 

at fastlægge 

k variable 

p af de variable y , ... ,y som funktioner af de øvrige 
l p 

x
1

, ... ,xk. For kortheds skyld sammenfattes de to variabel-

sæt som 

x = (x , ... ,x ) , y = (y , ... ,y) . 
l k l p 

Den i'te af de givne ligninger (i = l, ... ,p) kan skrives 

f.(x , ... ,x ,y , ... ,y) = O , 
l l k l p 

eller kort f. (x, y) = O. Her er f, en given d -funktion defineret i 
l l 

en åben mængde Q ~ !Rk x IRP = !Rk+p. Og de p funktioner f kan sam
l 

menfattes til en d-vektorfunktion (søjlematrix) 

f 
l 

f = Q ---7 IRP 

f 
p 

af de variable (x,y) =(x , ... ,x ,y , ... ,y) Funktionalmatricen Df 
l k l p 

for denne vektorfunktion f er en p x (k+p) matrix: 

D f = (D f, ... , D f, D f, ... , D f) = (D f, D f) , 
x x y y x y 

l k l p 

hvor D f 
x 

betegner p x k matricen med søjlerne D f = 8f/8x 
x j 

J 
(j = 
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1, ... ,k), mens D f er 
y 

p x p matricen· med søjlerne D f = Bf /By (i 
Y. l 

l 

= l, ... ,p). Således er Df = (D f,D f) en bLokmatrix bestående af de to 
x y 

partieLLe funktionalmatricer D f og D f, den sidste stillet til højre 
x y 

for den første. Udførligt opskrevet er (jvf. s. VIII.l.6 i Mat lMA noter-

ne) 

Bf /Bx , ... ,Bf /Bx 
B( f , ... , f ) l l l k 

D f = l p = x B(x , ... ,x ) 
l k 

Bf /Bx , ... ,Bf /Bx 
p l p k 

(13) 

Bf /By , ... ,Bf /By 
B( f , ... , f ) l l l p 

D f = l p = y B(y, ... ,y) 
l p 

af 1 a y , ... , af 1 a y 
p l p p 

Kort fortalt er opgaven nu at løse vektorligningen 

(14) f(x,y) = O 

eller det dermed ensbetydende ligningssystem 

f (x , ... ,x ,y , ... ,y ) = O 
l l k l p 

f (x, ... ,x ;y, ... ,y) =O 
p l k l p 

således at y = (y , ... ,y ) udtrykkes som (implicit given) funktion 
l p 

af x = (x , ... , x ) 
l k 

hvori 
o o 

f(x ,y ) = O . 

y= g(x) 

nærheden af et givet punkt 

o o 
(x ,y) 

o o o o 
= (x , ... ,x ,y , ... ,y ), 

l k l p 

Vi betegner med L Løsningsmængden til (14): 

L = {(x,y) E O l f(x,y) = O} 

Der gælder nu følgende fundamentale sætning om implicit given funktion: 

SÆTNING l. l. Med ovenstående betegnelser vedrørende en given d- af

bildning f : O -7 IRP (hvor O er en åben delmængde af !Rk+p) betrag-
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o o 
tes et punkt (x ,y ) E O, hvori f(x

0,/l' = O og p x p matricen 

D f(x
0,/l er invertibel. 

y 

Så findes der tal p,CJ E IR således at der med betegnelserne 

U= {x E 1Rk;Jx
1

- x~J :S p, i= 1, ... ,k}, 

V= {y E IRP;jyj- y~j :S CJ', j= 1, ... ,p}, 

W=UxV, 

1.7 

gælder, at W 5;; O, at D f(x,y) er invertibel for alle (x,y) E W, og 
y 

at den del af løsningsmængden L, der falder inden for W, er grafen 

for en d -afbildning g : U ---t V, dvs. 

L n W = { (x,g(x)) J x E U }, 

eller anderledes udtrykt: 

(15) V(x,y) E W : f(x,y) = O # y = g(x) . 

Funktionalmatricen til den således implicit fastlagte afbildning g be

stemmes ved implicit differentiation af ligningen f(x,g(x)) = O, x E U, 

hvorved fås 

(16) D f(x,g(x)) + D f(x,g(x))Dg(x) = O 
x y 

dvs. 

(17) 
-l 

Dg(x) = - D f(x,g(x)) D f(x,g(x)) , 
y x 

gældende for x E u. Er den givne afbildning af klasse en (eller d)J), 

da er g af samme klasse. 

BEVIS. Vi giver et bevis, der skyldes E.Goursat (fransk matematiker, 

1858-1936), og som bygger på fikspunktsætningen for en kontraktion 

(jvf. Mat 2MA1). Det er herved bekvemmere at arbejde med max-normen 

JJvJJ af en vektor v = (v
1

, ... ,vk) i et talrum IRk i stedet for den eu

klidiske norm eller længde J v J, som vi plejer at benytte. Definitionen 

er 

Il v Il : = max{ l v l ' .. · ' l v l } ' 
l n 

og man efterviser let de gængse egenskaber 

Il A v Il = l A III v Il ' Jju+vJJ :S JJuJJ + JJvJJ 
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gældende for A. E IR og 
k u, v E IR • Den 'nævnte fikspunktsætning gælder 

derfor også ved brug af max-normen med uændret bevis og uændret formule

ring af definitionen af en kontraktion. 

For hvert p E IR 
+ 

og () E IR kan vi nu skrive de Sætning 1.1 nævn-
+ 

te mængder U og V således: 

U er således den afsluttede max-kugle (som egentlig er en "terning") i 

IRk med centrum o 
x og "radius" (= halve kantlængde) p. Tilsvarende har 

V centrum 
o 

y og "radius" 0'. Endvidere sætter vi som nævnt 

W=UxV. 

Beviset forløber nu en række skridt, hvorunder vi først efterhånden 

fastlægger p og CJ. 

l 
0

• Vi vælger p og CJ så små, at 
o o 

w = u x v ~ o. Dette er muligt, da 

O er åben og (x ,y ) e O . 

2 °. Vi vælger desuden p og CJ så små, at p x p matricen 

er invertibel for ethvert (x,y) E W, altså at 

D f(x,y) 
y 

o 
3 . 

detD f(x,y) :t- O 
y 

for (x,y) E W . 

Dette er muligt, fordi elementerne D f er kontinuerte funktioner 
y 

O, og fordi det D f 
y 

er et polynomium i disse elementer, derfor 

ligeledes kontinuert i 
o o 

O· 
' 

og endelig har vi jo forudsat, at 

det D f(x ,y ) :t- O . 
y 

Til afkortning betegnes den 

B og dens inverse med 

B-1 = 

invertible 

b 
11 

b 
p l 

matrix 
o o 

p x p D f(x ,y ) 
y 

b 
lp 

b 
p p 

med 

Nu betragtes afbildningen T O -----7 IRP defineret ved 



Matematik 2LT, foråret 1994 4. Januar 1994 

eller udførligt 

T(x,y) = 

T( x, y) 

T (x,y) 
l 

T (x,y) 
p 

= 

-l = y - B f(x,y) , 

y 
p 

b 
Il 

b 
pi 

, ... , 

, ... , 

b 
lp 

b 
p p 

f (x,y) 
l 

f (x,y) 
p 

1.9 

Da B-
1 

er invertibel, er f(x,y) = O hvis og kun hvis B-
1f(x,y) = O 

og derfor gælder biimplikationerne 

(18) T(x,y) = y # f(x,y) = O # (x,y) E L . 

Åbenbart er T ligesom f en d -afbildning, og for hvert j = l,". ,p 

er 

b , ... , b D f (x,y) 
Il lp Y. l 

J 

D T(x,y) = E -
YJ 

j 

b , ... , b D f (x,y) 
pi p p Y. p 

J 

hvor E betegner den j'te søjle p x p enhedsmatricen E. Stilles 
j 

ovenstående søjler, hvor j gennemløber l,".' p, ved siden af hinan-

den, danner de den partielle funktionalmatrix af T m.h.t. y: 

b , ... , b D f (x,y) 
Il lp y l 

D T(x,y) = E -
y 

b , ... , b D f (x,y) 
pi p p y p 

eller kort 

hvor alle matricer er p x p, jf. sidste ligning (13). 
o o 

(x ,y ), at 

Specielt gælder 

B = D T(x ,y ) = O i henhold til definitionen 

D f(x
0,/l 

y 

des alle 

y o o 
ovenfor. De kontinuerte partielle afledede D T 

Y. i 
J 

= o i punktet 
o o 

(x ,y); og vi kan derfor antage, at 

yderligere er valgt så små, at 

er såle-

p, 
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(19) ID T (x,yll 
y l 

J 

l 
$-

2p 
for alle 

* 

1.10 

(x,y) E W. 

~ * Betragtes nu to punkter (x,y) og (x,y ), hvor x E U og y,y E V, 

har vi for hvert i = 1, ... ,k ifølge middelværdisætningen i flere vari

able (dvs. Taylors formel med restled for n = l, jf. Mat lMA) anvendt 

på funktionen y ~ T (x,y) (for fast x E U): 
l 

(20) 
~ * p ~ * 

T (x,y) - T (x,y ) = L D T.(x,T)) • (y -y .l , 
l l y l J J 

J =l J 

hvor TI betegner et vist punkt af liniestykket, der forbinder y og 
• • y . Da y og y tilhører V, gælder det samme om T), idet terningen 

V åbenbart er en konveks mængde. Da endvidere x E U, slutter vi af 

(19), at hver afledet D T (x,T)) er numerisk 
y i 

~ * J . 
11 y-y 11, fås af (20) ved en simpel vurdering 

l 
:S -, 

2p 
og da 

= 1, .. o ,p ) 

hvoraf 

(21) ~ * l ~ * 
IIT(x,y) - T(x,y l 11 $ 2 11 y-y 11 • 

~ * 
gældende for ethvert x E U og vilkårlige y,y E V . 

4 °. Vi er herefter tilfredse med vort valg af CJ' fra 

~ * l y -y l $ 
J J 

men vi må om 

nødvendigt vælge et mindre p end det fra 3° for at sikre, at T afbil

der W ind i V. Vi vælger p så 

(22) l 
$ - (J' for alle x E U . 

2 

o 
Dette er muligt, fordi funktionen x ~ T(x,y ) 

k . . o f d' ( o o) o er ontmuert 1 x , og or 1 T x ,y = y , 

ligesom x ~ f(x,/) 

idet jo f(x
0
,/) = O, 

jf. (18). For ethvert (x,y) E W får vi herefter af (21) og (22) 

IIT(x,y) - /il 5 IIT(x,y) - T(x,/lll + IIT(x,ll - Y
0

ll 

l l 
5-CJ'+-CJ'=CJ' 

2 2 

Dette betyder, at T(x,y) E V for ethvert (x,y) E W, altså for 

ethvert x E U og y E V . 
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5°. For fast x E U betragtes nu afbildningen y ~ T(x,y) af V ind 

V (jf. 4°). Ifølge (21) er denne afbildning en kontraktion af V (med 

kontraktionskonstant 1/2), og den har derfor netop et fikspunkt. Til et

hvert x E U findes således netop et y E V således at T(x,y) = y, 

altså f(x,y) = O, jf. (18). Betegnes dette fikspunkt y med g(x), er 

(15) derfor opfyldt, og vi har indset at grafen G for g er L n W. 

For at vise at g : U ~ V er kontinuert, vil vi benytte Hjælpesætning 

1.3, s. 1.19, og skal derfor indse at G = L n W, er afsluttet (i IRk x 

IRP). At G er afsluttet, kan let vises ved hjælp af det fra Mat IMA 

kendte: betragt en vilkårlig følge af punkter (x ,g(x )) E G som kan-
n n 

vergerer mod et punkt (x,y) E IRk x IRP. Af x E U og x ~ x følger 
n n 

x E U, da U er afsluttet. Tilsvarende ses af g(x ) ~ y, at y E V, 
n 

og dermed (x,y) E W. Da f:r.l ~ IRP er kontinuert, og da f(x ,g(x )) = 
n n 

O ifølge (15), fås at 

f(x,y) = lim f(x ,g(x )) = O 
n n 

og dermed alt, at (x,y) E L n W = G . 

6°. Det skal nu vises, at g : U ~ V er en d -afbildning. Hertil 

betragtes et punkt a E U og en vektor h E IRk så at også a + h E U. 

Tilvæksten L'lg(h) = g(a+h) - g(a) opskrives udførligt: 

L'lg(h) = 

L'lg (h) 
l 

L'lg (h) 
p 

= 

g (a+h) - g (a) 
l l 

g (a+h) - g (a) 
p p 

og vi sætter g(a) = b, hvorved b + L'lg(h) = g(a+h). Punkterne (a,b) 

og (a+h,b+L'lg(h)) = (a+h,g(a+h)) tilhører begge løsningsmængden L 

ifølge (15), altså 

f(a,b) = O f(a+h,b+L'lg(h)) O 

Den sidste ligning giver ved subtraktion 

f.(a+h,b+L'lg(h)) - f.(a,b) = O, i=l, ... ,p. 
l l 

Ved anvendelse af middelværdisætningen (Mat l MA, VII. §2, Sætning l med 

n = l) på venstre side i hver af disse p ligninger fås 
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(23) D f • h + · · ·+D f · h + D f · tJ.g (h)+· · ·+D f · tJ.g (h) = O 
xl l xl kyl l yl p 

l k l f 
hvor de partielle afledede skal tages i et vist punkt p 0 af linie-

stykket med endepunkter (a,b) E W og (a+h,b+tJ.g(h)) E W. Da W er 

k k (l) w onve s, er p E 

Vi indfører nu en p x k matrix A(h), hvis i'te række er den i'te 

række i D f(p O>), altså 
x 

(
D f ( Ol) 

x l p ' 
l 

(l) ) ... , D f (p ) , 
x l 

k 

i=l, ... ,p, 

samt en p x p matrix B(h), hvis i'te række er den i'te række 

D f(pm), altså 
y 

(
D f ( Ol) 

y i p ' 
l 

(i) ) ... , D f. (p ) , 
y l 

p 

l, ... ,p . 

Så kan de p ligninger (23), hvor 

matrixform således 

= l, ... ,p, sammenfattes kort på 

(24) A(h)h + B(h)t:"g(h) = O , 

hvor h og tJ.g(h) er skrevet som søjlematricer (med hhv. k og p ele

menter), og O er nulsøjlen med p elementer. 

Da g : U ~ V er kontinuert ifølge 5°, gælder g(a+h) ~ g(a) = b 

for h -7 O, d f • (i) ( b) og er or ogsa p -7 a, for h -7 O (for ethvert = 

l, ... ,p). Da elementerne i D f og D f er kontinuerte funktioner 
x y 

O, følger det videre ud fra definitionerne på A(h) og B(h), at 

A(h) ~ A(O) = D f(a,b), B(h) ~ 8(0) = D f(a,b) 
x y 

for h -7 O, og derfor at detB(h) -7 detB(O) = detD f(a,b) for h -7 O. 
y 

Da detD f(a,b) :t O ifølge 2°, slutter vi, at også B(h) er invertibel 
y k 

for alle h E IR med 11 hil < et vist o ~ IR. det følgende betragtes 

kun til vækstvektorer h E IR k med 11 h 11 < o (og a + h E U som hidtil). 

Så kan matrixligningen (24) omskrives til 

(25) tJ.g(h) = -B(hf1A(h)h 

Her gælder ifølge ovenstående at 

B(hf1 A(h) ~ B(Of1A(O) 

Dette betyder, at 

D f(a,bf 1D f(a,b) for h -7 O. 
y x 

(26) D f(a,bf 1D f(a,b) + c(h) , 
y x 
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hvor dh) er en p x k matrix, hvis elementer går mod O for 

Indsættes (26) i (25), fås 

L\g(h) = -D f(a,bf 1D f(a,b)h - c(h)h . 
y x 

1.13 

h -7 o. 

og her gælder -c(h)h = o(h) for h -7 O. I henhold til Mat1 MA, VIII. 

§l, Definition B og Sætning B, viser dette, at g er differentiabel i 

a med funktionalmatricen 

-l 
Dg( a) = -D f(a, b) D f(a, b) 

y x 

Hermed er (17) og derfor også (16) bevist. For øvrigt kunne (16) og 

dermed (17) også fås direkte ud fra f(x,g(x)) = O, Vx E U, ved anven

delse af den generaliserede kæderegel, jf. Mat 1MA VIII. §l. (Men der er 

ingen sådan genvej til eksistensen af en d -funktion g : U ---7 V med 

egenskaben ( 15). ) 

7°. Hvis den givne afbildning f : O ---7 IRP er af klasse ses det af 

(17) ved fornyet anvendelse af den generaliserede kæderegel, at Dg bli

ver af klasse d og dermed g af klasse C
2 

ligesom f. Ved et in

duktionsbevis, som vi udelader, kan det på lignende måde vises, at hvis 

f er af klasse så også g . 

BEMÆRKNING l. Sætningen om implicit given funktion vedbliver at gælde, 

hvis :S erstattes med < i definitionen af max-kuglerne U og V. 

Dette ses ved om nødvendigt at erstatte det ovenfor fundne p med et 

mindre tal, der afparerer IJ', når IJ' spiller rollen af e i definitio

nen på kontinuitet af g x (jf. Mat 1MA III.§1). På lignende måde 
o 

ses, at sætningen forbliver gyldig hvis max-kuglerne U og V erstattes 

med euklidiske kugler (afsluttede eller åbne efter behag), svarende til, 

at max-normen Jl·ll erstattes med den euklidiske norm l· l . 

EKSOGENE OG ENDOGENE VARIABLE. Lad der igen være givet en d-afbildning 

f : O ---7 IRP, hvor O betegner en åben delmængde af IRn med n = k + p 

> p. Vi vil fortsat studere ligningen f(x) = O, eller udførligt op-

skrevet ligningssystemet 

f(x, ... ,x) O 
l l n 

(27) 

f(x, ... ,x) O 
p l n 
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bestående af p ligninger mellem de variable x , ... ,x , i nærheden af 
l n o o o 

et givet punkt x = (x , ... ,x ) hvori (27) er opfyldt. stedet for 
l n 

som i det foregående at antage, at netop de sidste p søjler i p x n 

funktionalmatricen 

a( r , ... , r l ar 1ax , ... , ar 1ax 
l l l n 

f = 
l p 

= a( x , ... , x ) 
l n 

ar 1ax , ... , ar 1ax 
p l p n 

var lineært uafhængige 
o 

x , forudsætter vi nu blot om rangen, at 

o rg Df(x ) = p . 

Så findes der jo mindst et sæt af p lineært uafhængige søjler i 

Df(x
0

), lad os sige at f.eks. søjlerne med numre j , ... ,j (gerne med 
l p 

j < ... <j ) 
l p 

er lineært uafhængige; de danner altså en invertibel p x p 

delmatrix af (jf. Mat lLA). I denne situation siger Sætning 

1.1, kort fortalt, at ligningssystemet (27) i nærheden af 
o 

x kan løses 

(i hvert fald i princippet) således, at de p variable x. , ".,x, 
Jl Jp 

X , ... ,X • 
J j 
p+l n 

fastlægges som d -funktioner af de øvrige variable 

økonomisk teori plejer man så at kalde x. , ... ,x, 
\ Jp 

de endogene variable 

og x. , ... ,x. de eksogene variable. Disse sidste kan således variere 
Jp+l Jn 

frit i nærheden af 
o o 

(xJ , ... ,xJ ). I Sætning 1.1 var \, ... ,xk valgt 
p+l n 

som eksogene og y , ... ,y som endogene variable. Bemærk analogien med 
l p 

teorien for løsning af et lineært ligningssystem. Efter bortkastelse af 

overflødige ligninger kan et sådant (hvis det overhovedet har en løsning) 

skrives på formen Ax = b, hvor A er en given p x n matrix af rang 

p, b en given p x l matrix, og x den ubekendte n x l matrix. Vi 

har således et specialtilfælde af (27) med O = !Rn, f(x) = Ax - b, 

hvorved Df(x) = A for alle x E !Rn. (Overvej dette!) 

GEOMETRISK FORTOLKNING. Sætningen om implicit funktion i den netop givne 

formulering kan tolkes geometrisk, hvilket vi vil belyse i tilfældet p = 

l, hvor der er givet en enkelt d -funktion f : O ~ IR (O åben !Rn) 

og et punkt 
o o o 

x = (x , ... , x ) E O med 
l n 

o 
f(x ) = O og 
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o o o grad f(x ) = (D f(x ), ... ,D f(x )) :t O . 
1 n -

Så kan løsningsmængden L = {x E S'2 l f(x) = O} i nærheden af x
0 

beskri

ves ved, at en af de variable x udtrykkes som en d -funktion af de 
J 

øvrige variable. Vi siger derfor, at L i nærheden af 
o 

x er en gLat 

hyperfLade (eller blot flade i tilfældet n = 3, jf. VIII.§2. Eksempel 

l) af klasse d. Ved dennes normaL i punktet x
0 

forstås linjen gennem 

x
0 

med retning efter grad f(x
0

). Den på normalen vinkelrette hyperplan 

(eller blot plan, hvis n = 3) kaldes tangenthyperpLanen til L i 

punktet 

(28) 

o 
x; dens ligning er således 

o o 
grad f(x ) · (x-x ) = O , 

hvor venstre side er et skalarprodukt. Udførligt opskrevet er tangenthy

perplanens ligning 

(29) 
o o o o 

D f(x )(x -x ) + · · · + D f(x )(x -x ) = O . 
1 1 1 n n n 

Alt dette stemmer i tilfældene n = 2 eller 3 med hvad vi kender om 

kurver (n=2) og flader (n=3), som vi nu skal se. 

I tilfældet n = 2 (med variable x,y) har vi at gøre med en ligning 

af formen 

(30) f(x,y) = O, (x,y) E Q s;; IR 2 
, 

1 o o 
af klasse C , og et punkt (x ,y ) E s-2, hvori 

(f'(x0 ,y0
), f'(x0

,/)) :t (0,0). Antager vi f.eks., at 

med f : S'2 ~ IR 

f(x
0,/l = O og 

f' (x0
,y

0
) :t O, så 

x y 

k l · d L 'l ( ) · h d f ( x0
y

0
) an øsnmgsmæng en t1 30 1 nær e en a 

y 

fremstilles ved en ligning af formen 

y= g(x) ' 

hvor 

hvor 

g er en d -funktion defineret i et interval 

o 
f' (x

0 ,/l 
(31) g'(x) x 

f'(xo,yo) 
y 

ifølge (12) eller (17). Derfor er L i nærheden af 
1 

C -kurve, hvis tangent i 
o o (x ,y) har ligningen 

o o o y - y = g' (x )(x-x ) 

u omkring 

(x, y) en 

o x, 

gLat 

og 

(jf. IMA, VI §1. Eksempel 6). Efter indsættelse af (31) antager tangent-
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ens ligning formen 

overensstemmelse med (29). 

I tilfældet n = 3 (med variable x,y,z) har vi tilsvarende at gøre 

med løsningsmængden L til en ligning af formen 

(32) f(x,y,z) = O, ( ) n c_ IR3 x,y,z E ., 

med f : Q ~ IR af klasse 
o o o 

f(x ,y ,z ) = O og 

d 
' 

og et punkt 
o o o 

(X ,y ,Z ) E Q, hvori 

(33) ( f' (x0
,y

0 
,z

0
), 

x 

Antager vi f.eks., at 

f ' ( o o o) x ,y ,z ' 
y 

f '( o o o) X ,y ,Z -:f. 0, 
z 

så kan løsningsmængden L til 

(32) i nærheden af 
o o o (x ,y ,z ) fremstilles ved en ligning af formen 

z = g(x,y) , 

hvor g er en d -funktion defineret i nærheden af 
o o 

(x ,y ), og hvor 

(34) o o 
g' (x ,y ) = 

x 

f , ( o o o) 
X ,y ,Z 

x 

f , ( o o o) x ,y ,z 
z 

o o g'(x ,y) = 
y 

f , ( o o o) x ,y ,z 
y 

f , ( o o o) x ,y ,z 
z 

ifølge (17). Derfor er L 
o o o l 

i nærheden af (x ,y ,z ) en gLat C -fLade, 

på dennes normaL 
o o o o o (x ,y ,z) er (-g'(x ,y), 

x 
(jf. IMA, VIII.§2. Eksempel l og 3). Ganges den anførte 

og en vektor 

-g' (xo,/),1) 
y 

normal vektor med tallet f' (x
0
,/,z

0
) (-:t O), fremkommer en anden normal-

vektor til 

tor grad 

z 

L . ( o o o) 
l x ,y ,z ' nemlig ifølge (34) den i (33) anførte vek-

o o o 
f(x ,y ,z ); og tangentplanens ligning kommer til at stemme 

overens med (28), (29). 

NIVEAUHYPERFLADER. Forløbet af en d -funktion f: Q ~ IR (Q åben 

IRn) anskueliggøres ofte (navnlig for n = 2 eller 3) ved at betragte 

niveauhyperfLaderne for f, dvs. løsningsmængderne 

L = {x E Q l f(x) = c} 
c 

for forskellige værdier af "koten" c E IR. I tilfældet n = 2 fås ni

veaukurver (tænk på højdekurver på et terrænkort), i tilfældet n = 3 

niveauflader, jf. Mat IMA. Disse navne er dog kun rammende uden for de 

eventuelle stationære punkter for f, altså de punkter x E Q, hvori 

grad f(x) = O. I den foreliggende sammenhæng kaldes de stationære punk-
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ter også singuLære eller kritiske punkter for f. Gennem ethvert ikke-
o o o 

singulært punkt X = (x , ... ,X ) E Q går åbenbart netop en niveauhyper
l n 

o 
flade L , nemlig den for hvilken c = f(x ). Uden for eventuelle sin

c 

gulære punkter er L ifølge det foregående en glat d -hyperflade, hvis 
c 

normal i 
o 

x har en retning efter grad f(x); og tangenthyperplanen til 

c 
har derfor ligningen (28) eller (29) ligesom i det før betrag-L x

0 

tede tilfælde c = O; vi kan jo blot erstatte det tidligere f med f -

c . 

ET PAR HJÆLPESÆTNINGER 

Ved undersøgelsen af, om en forelagt følge er konvergent, kan følgende 

undertiden være nyttig; vi vil her bruge det i beviset for Hjælpesætning 

1.3. Hjælpesætning 1.3 indgår i beviset for Sætning 1.1 5°. 

LEMMA 1.2. Lad (x ) IN 
n nE 

være en begrænset følge i IR k , og lad x E 

Så gælder x ~ x hvis og kun hvis enhver konvergent delfølge 
n 

(x ) har grænsepunktet x . 
n pEIN 

p 

BEVIS. "Kun hvis" følger umiddelbart. "Hvis"-delen vises på kontrapa

neret form. Antag altså, at (x ) ikke konvergerer mod x. Der findes 
n 

så et c E IR så at x 1/:. K(x,d 
+ n 

for uendelig mange n E IN, lad os si-

g e f o r n = n , n , ... , n , ... , 
l 2 p 

hvor vi har valgt disse numre i stigende 

orden: n < n < . . . < n < Da (x ) er begrænset, findes en af-
l 2 k p 

sluttet kugle A IR så at alle 
n 

x E A. Delfølgen (x ) IN for-
n n pE 

p 

løber i A \ K(x,d, som er begrænset (som A) og afsluttet (fordi både 

A og IRk \ K(x,d er afsluttede), altså kompakt. Derfor kan den udtyn-

des yderligere til en ny delfølge af (x ) IN som konvergerer mod et 
n nE 

punkt x' E A\K(x,c), og dermed x' * x . 

HJÆLPESÆTNING 1.3. Lad A og B være kompakte delmængder af 

IRm. En afbildning f : A -7 B er kontinuert hvis og kun hvis dens graf 

G = { (x,f(x)) l x E A } 

er afsluttet (som delmængde af IRk x IRm = IRk+m). 

BEVIS. Antag først, at f er kontinuert. Vi vil vise at hvis 

(x ,f(x )) ~ (x,y), så vil (x,y) tilhøre grafen G. Dertil betragter 
n n 

hhv. 
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vi en vilkårlig konvergent følge (x ,f(x )) G (hvor hvert x E A), 
n n n 

således at (x ,f(x )) ~ (x,y) E IRk x IRm, altså 
n n 

k 
X ~XEIR, 

n 

(her benyttes tillige sætningen om koordinatvis grænseovergang). Da A 

er afsluttet, gælder x E A. Og da f er kontinuert, er y = f(x). Vi 

slutter derfor, at (x,y) = (x,f(x)) E G, og G er således afsluttet. 

Antag dernæst, at G er afsluttet, og lad os vise, at f er kontinu-

ert i hvert punkt x E A. Lad (x ) 
n 

være en vilkårlig følge A, som 

konvergerer mod x. Vi skal vise, at f(x ) ~ f(x). Ifølge Lemma 1.2 
n 

kommer det ud på at indse, at enhver konvergent delfølge (f(x )) der-
n 

p 

af har grænsepunktet f(x). Vi har nu x ~ x (fordi x ~ x); og 

f(x ) ~ et vist y E IRm. Altså gælder 
n 

p 

n 
p 

(x , f(x )) ~ (x,y) . 
n n 

p p 

n 

Da alle (x ,f(x )) E G, og da G er forudsat afsluttet, slutter vi, 
n n 

p p 

at (x,y) E G, altså y f(x) . 

BEMÆRKNING 2. Et punkt x E IRk siges at være et fortætningspunkt for en 

forelagt punktfølge (x ) IN 
n nE 

dersom følgen kan udtyndes til en 

konvergent delfølge med grænsepunkt x. Det er let at indse, at x er 

fortætningspunkt for (x ) IN hvis og kun hvis 
n nE 

Ve E IR : l x -x l < e gælder for uendelig mange n E IN . 
+ n 

Forskellige begreber og resultater i det foregående kan omformuleres ved 

hjælp af begrebet fortætningspunkt. Eksempler herpå er: 

En konvergent følge har kun et fortætningspunkt, nemlig grænsepunktet. 

Enhver begrænset følge har mindst et fortætningspunkt; den er konvergent 

hvis (og kun hvis) den kun har et fortætningspunkt (Lemma 1.2). 

' EKSEMPEL Kogiku: An Introduetion to Macroeconomic Models, pp. 43-44 

nævnes følgende (se også s. 275 i Sydsæter: Matematisk Analyse Il): Net

tonationalproduktet Y kan beskrives som summen af totalforbruget C og 

investeringen I, 

Y=C+I. 

Vi antager at forbruget afhænger af nettonationalproduktet: 

C = C(Y). 

Vi vil, uden nærmere at gøre forsøg på at specificere denne afhængighed, 

antage at C(Y) er en d -funktion og at den afledede C' (Y) E ]0, l[ for 
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alle Y (plausibilitetsbetragtning: hvis nettonationalproduktet Y 

stiger med en enhed, vil der rimeligvis ske en stigning i forbruget, men 

ikke hele stigningen Y vil gå til forbrug). Lader vi f(I, Y) := Y -

C(Y) - I, bliver f en d -funktion, idet 

ar;ar = -l 

og 

Bf/BY = l - C'(Y). 

I et punkt (1°, Y0
), hvor C(Y

0
) = -1° + Y

0
, 

(Bf/BY)(I
0

,Y
0

) = 1 - C'(Y
0

) > O, specielt altså 

er 

:f. o, 
funktions sætning fortæller os at i en omegn omkring 

og 

så den implicitte 

1° er Y en d-
funktion af I. Endvidere kan Y' (I) i denne omegn udregnes ved i m pli

cit differentiation: 

Y'(l) = -(l - C'(Y)f1 
(-1) = 11(1-C'). 

Denne udregning kan også foretages direkte på ligningen der definerer 

C(Y): Af Y = C( Y) + I, fås Y' (l) = C' (Y)Y' (l) + l, altså samme udtryk 

for Y'(I) som før. 

1.2. OMVENDT AFBILDNING 

Begrebet omvendt (=invers) afbildning f-
1 

til en injektiv afbildning 

f er (kort) omtalt generelt i l LA. For funktioner af en reel variabel 

har vi i 1 MA bl.a. set, at hvis f : I ~ IR er differentiabel i defini

tionsintervallet I s;; IR og hvis f'(x) :t O for alle x E I, så er også 

billedmængden (=værdimængden) f(I) et interval, f er injektiv (nemlig 

strengt monoton), og den omvendte afbildning f-
1 

: f(I) ~ I er ligele

des differentiabel med 

(f-1) '(y)= f'~x) , 

når x og y er sammenkoblede ved y = f(x), eller dermed ensbetydende 

x = f-1
(y). 

Ved anvendelse af sætningen om implicit given funktion skal vi nu se, 

at dette for det meste kan udstrækkes til d -afbildninger f : r.l ~ IRk 

W åben i IRk). Betingelsen f'(x) :t O bliver nu til, at funktional

matricen Df(x) er invertibel (for ethvert x E r.l ). Denne betingelse 

er dog ikke længere (når k > l) tilstrækkelig til at sikre, at f bli

ver injektiv på hele r.l (selv ikke hvis r.l er sammenhængende), jvf. Ek

sempel 1 nedenfor. Vi viser dog, at f er injektiv i en omegn af et-
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hvert punkt x E O, hvori Df(x) er invertibel (sætning 1.2.1). 

Ordet omegn benyttes fremover i samme betydning, som den 2MA1 benyt-

tede: En delmængde V af IRk kaldes en omegn af et punkt 
k a E IR , 

hvis a E V
0

, altså hvis a er et indre punkt af V, dvs. hvis V in

deholder en kugle K(a,p) med centrum a. 

BEMÆRKNING l. Det er uden betydning, at vi her betragter en åben kugle 

K(a,p); den indeholder jo den afsluttede kugle K( a, p') af vilkårlig 

radius p' < p. Ejheller ville det gøre nogen forskel, hvis vi i stedet 

for en euklidisk kugle betragtede en max-kugle 

{x E IRk J JJx-aJJ < p}, 

altså en kugle (eller snarere terning) defineret ved hjælp af max-normen 

JJ. JJ i stedet for den euklidiske norm J. J, jvf. 2MA1. Dette fremgår af 

ulighederne 

11 v 11 :S l v l :S Æ 11 v 11 

mellem de to normer af en vilkårlig vektor v E IRk. Disse uligheder vi-

ser jo, at enhver euklidisk kugle indeholder en max-kugle med samme cen

trum, og vice versa. (Overvej alt dette!) 

Lad nu f : O ~ IRk være en d-afbildning af en åben mængde O s;; IRk 

ind i samme talrum IRk. Vi betegner punkterne af O med x = 
(x , ... ,x ) og punkterne af det "eksemplar" af IR\ som f afbilder 

l k 

ind i, med 

matrix Df 

y = (y , ... ,y ), 
l k 

Til afbildningen f 

O~ IRk 
k 

a(f , ... ,f) 
D f 

l k = a(x , ... ,x) 
l k 

SÆTNING l. 2. l Ethvert punkt 
o 

x 

en åben omegn o 

og så at billedet 

således at f 
o 
v x,x' 

f(r.l) 
o 

E 0 : 
o 

er åbent. 

ar 1ax 
l l 

= 
ar 1ax 

k l 

E 0, hvori 

er injektiv 

x :t:. x' ~ 

Specielt er 

hører en funktional-

ar 1ax 
l k 

ar /Bx 
k k 

Df(x
0

) er invertibel, har 

O , dvs. 
o 

f( x) :t:. f( x'), 

f(x
0

) et indre punkt 

af f(r.l). Det kan endvidere opnås, at Df(x) er invertibel i ethvert 

punkt 

BEVIS. 

X E 0. o 

Vi vil undersøge ligningen f(x) = y for x E O, 

indføres en afbildning 

k 
y E IR . Hertil 
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(l) F 

defineret ved 

F(y,x) := f(x) - y, k (y,x) E IR x Q. 

Åbenbart gælder for (y,x) E IRk x Q at f(x) = y hvis og kun hvis 

F(y,x) = O. Afbildningen F er af klasse d 
' 

fordi f er det. Den 

partielle funktionalmatrix af F m. h. t. x er åbenbart 

D F(y,x) = Df(x). 
x o o 

Sættes f(x ) = y , er specielt F(/,x
0

) = O og 
o o o 

D F(y ,x ) = Df(x ) 
x 

er forudsat invertibel. Vi anvender nu Sætning 1.1 på denne afbildning 

F i stedet for f, og derfor med IRk x Q i stedet for Q. Endvidere 

lader vi x og y bytte rolle i betegnelserne, derfor også U og V. 

Resultatet er, at der eksisterer: 

a) åbne arnegne 
o 

V, U af y, hhv. 
o 

x så at 

(dvs. U ~ Q), og Df(x) er invertibel for alle x E U, samt 

b) en d -afbildning g : V ---7 U, så at 

(2) Vy E V Vx E U : f(x) = y ~ x = g(y). 

I den foreliggende situation, hvor F(y,x) = f{x) - y, er D = - E (k 
y 

x k enhedsmatricen; overvej dette!), 

om implicit given funktion, at 

og vi slutter derfor af sætningen 

(3) Dg(y) = (Df(x)f1 

for vilkårligt y E V, idet x = g(y). 

Bemærk, at g er injektiv, thi ethvert y E V er entydigt bestemt ud 

fra g(y) = x E U ved y = f( x) ifølge (2). Vi sætter nu (se fig.) 

Q := o 
g( V) = {x E U 3y E V x= g( y)} 

(4) = {x E u 3y E V y = f(x)} 

= {x E u f(x) E V} 

hvor vi ved det tredje lighedstegn atter benytter (2). Det er klart, 

stadig ud fra (2), at f : Q ---7 V er den omvendte afbildning til den bi
o 

jektive afbildning g : V ---7 Q , hvorfor f er injektiv på Q . Det er 
o o 

o o 
endvidere klart, at x = g(y ) E Q , og at f(Q ) = V er åben. Derfor 

o o 
er f(x ) 

o 
et indre punkt af f(Q ) og følgelig også af f(Q) b f(Q )). 

o o 
Som nævnt under a) er Df(x) 

le x E Q . 
o 

invertibel for alle x E U, specielt for al-
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Tilbage står at vise, at også 

f(x) E v ifølge (4), og da v 
Da f er kontinuert i x, og 

-

Q 
o 
er 

da 

er åben. 

\ L •y"' ff."J 
\ 

\ 

'--------

For ethvert 

åben, findes en kugle 

u er åben og X E U, 

l 
l 
l 

) 

X E Q 
o 

K(f(x), 

kan 

1.22 

gælder 

c) s; v. 
8 af pare-

res af et o E IR , som desuden er så lille, at f(K(x,o)) s; K(f(x),c) s; 
+ 

V, og vi slutter i alt af (4) at K(x,o) s; Q , og 
o 

indre punkt af Q. 
o 

Da dette gælder for ethvert 

dermed at 

X E Q, 
o 

x er 

er Q 
o 

et 

åben. 

SÆTNING 1.2.2. a) Hvis en d-afbildning f : Q ---7 IRk (Q åben IRk) 

har invertibel funktionalmatrix Df overalt Q, så er billedmængden 

f(Q) åben. 

b) Hvis tillige f er injektiv, så er den omvendte afbildning f-
1 

f(Q) ---7 Q ligeledes af klasse d , og der gælder 

når punkterne x E Q og y E f(Q) er sammenkoblede ved y = f(x), 

eller dermed ensbetydende 
-1 

x = f (y). 

BEVIS. a) Ethvert punkt 
o 

E f(Q) kan jo skrives 
o f(x 0

) for y y = 
(mindst) et 

o 
E Q, og idet Df(x0

) er invertibel, giver Sætning 1.2.1 x 

straks, at 
o o 

er et indre punkt af f(Q). Hermed er vist, at y = f(x) 

f(Q) er åben. 

b) Antag nu yderligere, at f er injektiv, altså at f : Q ---7 f(Q) 

er bijektiv og således har en omvendt afbildning f-
1 

: f(Q) ---7 Q c IRk. 

At en afbildning er af klasse d, er en lokal egenskab. Det er derfor 

nok for givet / E f(Q) at betragte restriktionen af f-
1 

til en pas

sende åben omegn af /. Vi vælger x
0 

E Q så at f(x
0

) = /, og derpå 

U, V som i beviset for Sætning 1.2.1. For y E V sættes x = g(y) E 
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u, hvoraf y = f(x) ifølge (2), og altså 
-l 

x = f (y). 

f -liv er altså netop d -afbildningen g fra beviset. 

videre 

for vilkårligt l E f(Q) og det tilhørende 

Restriktionen 

Af (3) får vi 

o 
=y. 

1.23 

BEMÆRKNING 2. Når først man ved, at er en d -afbildning, fås 

formlen for D(f-1) 

vendt på identiteten 

også direkte af den generaliserede kæderegel, an

f-1(f(x)) = x for alle x E Q : 

-l 
D(f )(y) · Df(x) = E, når y f( x). 

BEMÆRKNING 3. Hvis f er af klasse en (eller c''\ da er f-1 af 

samme klasse. Dette fremgår af den tilsvarende passus til slut Sæt-

ning 1.1, der viser, at afbildning g 

når f er det. 

i b) ovenfor er af klasse 

EKSEMPEL l. Vi betragter C
00 

-afbildningen f : IR
2 

--7 IR
2 

givet ved 

og finder 

Df = 

f (x ,x) 
l l 2 

2 = x 
l 

2 - x z' 

f (x ,x ) = 2x x 
2 l 2 l 2 

8(f 'f ) 
l 2 

a( x , x ) 
l 2 

2x 
l 

-2x 
2 

2x 2x 
2 l 

d d · 4(x 2 2
) I d h d 'b d me etermmanten + x . en sammen ængen e a ne mæng e 

l 2 

Q := IR 2 
\ {(0,0)} 

er Df således invertibel; men alligevel er f : Q --7 IR
2 

ikke injektiv, 

idet f(-x ,-x ) = f(x ,x ). 
l 2 l 2 

Dog er f 

en passende omegn Q af hvert punkt 
o 

ifølge Sætning l. 2.1 injektiv i 
o o 

(x ,y ) E Q (f.eks. kan man for 

Q
0 

tage en åben halvplan, der indeholder (xo,yo) sit indre, og hvis 

begrænsningslinie går gennem (0,0)). 

Eksemplet forstås bedst, når man identificerer IR
2 

med den komplekse 

plan C, idet et punkt (x ,x ) E IR
2 

identificeres med det komplekse 
l 2 

tal z = x + ix . Skrives tilsvarende w = y + iy for billedet 
l 2 l 2 
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(y ,y ) = f(x ,x ) = f(z), er afbildningen 
l 2 l 2 

-7 z
2 

= w. Billedmængden f(IR 2
) = f(IC) 

f simpelthen givet ved z 

bliver hele IR 2 
= IC (og f(Q) 

bliver IC\{0} ); thi ligningen 2 
z =w har for vilkårligt givet w EIC 

to rødder z og -z (for w = O dog en dobbeltrod, nemlig 0). 

Sætning l. 2. 2 a) udstrækkes let til afbildninger mellem IRk og IRP 

med p ;:5; k (i stedet for p = k). Først viser vi et "punktvis" resultat 

af denne art. 

SÆTNING 1.2.3. Lad f : n -7 IRP (Q åben i IRk) være en d-afbildning. 

Hvis funktionalmatricen Df(x
0

) i et punkt x 0 
E n har rangen p 

(hvilket kræver p ;:5; k), så er f(x 0
) et indre punkt af billedmængden 

f(Q). 

BEVIS. Når 
o 

lineært uafhængige søjler rgDf(x ) = p, kan vi udtage p 
o IRP kan vi Df(x ). Efter en eventuel arnnummerering af koordinaterne i 

antage, at de p første af de k søjler Df(x
0

) er lineært uafhængi-

ge og dermed danner en invertibel p x p matrix 

o o A := (D f(x ), ... ,D f(x )) = 
l p 

a( f , ... , f ) 
l p o 

a(x , ... ,x ) (x). 
l p 

Vi betragter nu en ny afbildning Ø, som fremkommer af f ved, at de 

k - p sidste variable holdes fast på deres værdier i det givne punkt 

x
0

• Vi sætter altså 

(S) Ø(x , ... ,x ) 
l p 

o o 
= f(x , ... ,x ,x , ... ,x ). 

l p p+! k 

[:.PI] Da n er åben, er denne vektorfunktion Ø = 'f' åbenbart defineret 

i en tilpas lille åben kugle 

afbildningen Ø : K -7 IRP 

K s; IRP med centrum 

er ligesom f af klasse 

o o 
a := (x , ... ,x ), og 

l p 

d. Endvidere er 

DØ(a) = A 

som er invertibel. Ved om fornødent at formindske K kan vi af kontinu

itetsgrunde tillige opnå, at DØ er invertibel i alle punkter af K og 

det følger da af sætning 1.2.2 a), at billedmængden Ø(K) er åben; og 

specielt er Ø(a) = f(x 0
) (jvf. (5)) et indre punkt af Ø(K). Vi mang-

ler derfor blot at vise, at Ø(K) s; f(Q). Og dette fremgår af, at et-

hvert y E Ø(K) har formen 

y = Ø(x , ... ,x ) 
l p 

o o 
= f(x , ... ,X ,X , ... ,X ) E f(Q), 

l p p+! k 
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for et (x , ... ,x ) E K, jvf. (5). 
l p 

Som korollar har vi umiddelbart nedenstående, der også er kendt fra 

20K. 

KOROLLAR. (Sætningen om det åbne billede) Hvis Df har rangen p 

ethvert punkt af O, så er billedmængden f(O) åben i IRP. 

OPGAVER TIL IMPLICITTE OG OMVENDTE FUNKTIONER 

l. Betragt afbildningen f : IR
2 

-7 IR
2 

givet ved 

f( ) ( x . x ) x,y := e sm y, e cos y . 

Vis at f 
2 2 

afbilder cirklen { (x,y) l x + y < l } på en åben mæng-

de. 

a) Er f injektiv på IR
2

? 

b) Find alle løsninger (x,y) til ligningen f(x,y) = (0,1). 

c) Vis at f er injektiv i en passende omegn af (0,0), og find 

funktionalmatricen Dg punktet (0,1) for den omvendte afbildning 

g til restriktionen af f til en sådan omegn. 

2. Gør rede for at ligningen ex+y + sin(x-z) - cos(y-z) = O en 

omegn af (0,0,0) bestemmer z som en C
00 

funktion z = g(x,y) af 

(x, y), og bestem ved implicit differentiation g' (0,0) 
x 

g' (0,0). 
y 

3. Betragt afbildningen f : IR 
2 

givet ved XIR-71R 
+ 

f(x,y) := (x - xy, xy). 

og 

a) Find funktionalmatricen D f og dennes determinant, og vis 

altid er regulær. 

b) Find billedmængden f(IR x IR) det er en halvplan. 
+ 

c) Vis at f er injektiv. Følger dette af a)? 

d) Find den omvendte afbildning f 
-l 

til f. 

e) Find på to måder funktionalmatricen D(f-1). 

Vink: Det gælder jo b) om at finde mængden af 
2 

y E IR 

f(,~) = y har mindst en løsning ~ E IR+ x IR; og det gælder 

at vise at denne ligning altid har højst en løsning. 

at D f 

for hvilke 

c) om 
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4. Gør rede for at ligningen Sx - sin x = 2 har netop en løsning, 

ved at omskrive ligningen til T(x) = x, hvor T(x) := (2 + sin x)/S. 

Vis at T er en kontraktion og at l/S er en tilhørende kontrak-

tionskonstant. 

med start i 

Anvend dernæst iterationsmetoden (lommeregner!) f. eks. 
s 

x
0 

= O eller x
0 

= l.. Bestem x
5 

= T (x
0

) og vurder 

fejlen der begås ved at standse efter S iterationer. 

s. Gør rede for at ligningen 
3 3 

x + 3xy + y = -13 en omegn af 

(1,-2) fastlægger y som en C
00 

funktion y = g(x) af x. Bestem 

g'(l) og g"(l) og opskriv Taylor's grænseformel til 2.orden for g 

ud fra udviklingspunktet l. 

2 
IR x IR -7 IR være givet ved 

+ 
6. Lad f 

f(xl,x2) = (yl,y2) := (xl + l/x2' xl - l/x2). 

Vis at f er injektiv og find billedmængden. Bestem den omvendte 
-l 

afbildning g := f Find funktionalmatricen Dg i punktet (2,0), 

dels direkte, dels vhja. T. 4, sætning 2. 

7. Gør rede for at ligningen ex+y sin y + x cos y = O, 

i nærheden af (0,0) fastlægger y som en C
00 

funktion 

2 (x,y) E IR , 

Y= g(x) 

x, og find g'(x) udtrykt explicit ved x og g(x). Bestem speci

elt g'(O). 

8. Gør rede for at ligningssystemet 
2 2 3 2 

x - y - u + v = -4 
2 2 4 

2xy + y - 2u + 3v = -8 

en omegn af (x,y,u,v) = (2,-1,2,1) fastlægger u og v som C
00 

funktioner u := g
1
(x,y) og v := g

2
(x,y) af x og y, og bestem 

disse to funktioners første partielle afledede i (2,-1) 

9. Gør rede for at ligningssystemet 

2 2 2 x - xy + y 
2 

4xz + 2z = 10 

xyz = 6 

i en omegn af (2,3,1) fastlægger x og y som C
00 

funktioner af 

z, og beregn disses afledede i punktet l. 

lo L d F IR 2 IR2 . d . a -7 være g1vet ve 
3 2 3 2 

F(x,y) := (x - 3xy , -y + 3x y). 

af 
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a) Begrund at der for hvert punkt (x
0

,y
0

) * (0,0) findes en åben 

omegn U omkring (x
0

,y
0

), således at F afbilder U injektivt på 

en åben omegn F(U) omkring F(x
0

,y
0

), og således at den inverse 

afbildning G : F(U) -7 U til restriktionen af F til U er en C
00 

afbildning. 

b) Bestem funktionalmatricen DG punktet F(l,2). 

11. Gør rede for at ligningssystemet 
u 2 2 2 e - u + v - x y = l 
3 2 

u - u + v - xy sin u = l 

en omegn af (x,y,u,v) = (1,0,0,1) fastlægger u og v som C
00 

funktioner u = g
1
(x,y) og v = g

2
(x,y) af x og y. 

t r 
Lad g := (g

1
,g

2
) og beregn funktionalmatricen Dg. 

12. Lad F : IR
2 

-7 IR
2 

være gi ve t ved 

F( x, y) := (e - 2y + x(l+y), 2exy - 3y). 

a) Begrund at der findes en åben omegn U omkring (2,0), således 

at F afbilder U injektivt på en åben omegn F(U) omkring F(2,0), 

og således at den inverse afbildning G : F(U) -7 U til restriktionen 

af F til U er en C
00 

afbildning. 

b) Bestem funktionalmatricen DG punktet F(2,0). 

13. Lad f(x ,x ,x ) := (x + 2x - x - 2, x 2 - x x ) 
l 2 3 l 2 3 l 23 

Udfør følgende række af "ordrer": 

i) fastlæg definitionsmængde og afgør om denne er åben. 

ii) fastlæg billedrum 

iii) hvor mange variable muliggør sætn. om impl. fkt. lokalt fastlæg

gelse af, som funktion af de øvrige? 

iv) konstater at f(l,l,l) = O (dette O er en vektor) 

v) udregn (D f)(l,l,l) for alle i. 
x 

l 

vi) hvilke variable kan så fastlægges som funktion af de øvrige, 

nærheden af det faste punkt? 

vii) Vælg en af de i vi) fundne muligheder, formuler sætningen om 

implicit funktion præcist for denne situation og regn et udtryk for 

Dg ud. 

14. Lad f(x ,x ,x ) 
l 2 3 

. - (3x - 4x 2 + 6x - 5, -x + 2x 
l 2 3 l 2 

+ x 2 
- 2) . 

3 
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Gentag proceduren fra opgave 13. 

15. Lad f(x ,x ,x ) := (3x - 4x + 6x , -x + 2x + x ). Gentag 
123 l 2 3 l 2 3 

proceduren fra opg. 13 med punktet (16, 9, -2). Sammenlign med det 

sidste afsnit på s. T.3.15. 

4 
16. Lad f(x,y) := (y + xy)/x. Gentag proceduren fra opg. 13; 

brug punktet ( -1,1). Slut af med at opskrive det l. grads Taylorpoly

nomium for g, der tilnærmer g i nærheden af x
0 = -1. 

17. Lad f(x ,x ) := (x x , x 
2 

- x 
2

). Angiv den naturlige defini-
1 2 l 2 2 l 

tionsmængde for f. Gør nøje rede for at sætning T. 4.1 kan anvendes 

på f, angiv de punkter i definitionsmængden, som sætningen udtaler 

sig om og hvad sætningen siger, incl. angivelse af funktionalmatricen 

for den lokale inverse. Er f injektiv på sin definitionsmængde? 

Find, om muligt, den (globale) inverse. Lad til slut (cx,(3) E IR
2 

være et punkt hvor Df(cx,(3) ikke er regulær (hvis et sådant findes). 

Kan du sige noget om injektivitet af f på nogen åben omegn af 

(cx,(3)? 

Følg opskriften opg. 17 de følgende opgaver: 

18. 

19. 

20. 

f(x x ) := (2x - x , x
1 

+ x ) 
l' 2 l 2 2 

f(x ,x ) := (cos(x + x ), sin(x - x )) 
l 2 l 2 l 2 

2 2 
f(x x ) := (x x , x + x ). 

l' 2 l 2 2 l 

2 2 
21. Lad f(x ,x ) := (exp(x ) cos x , exp(x ) sin x ) : IR -7 IR . Gør 

l 2 l 2 l 2 

rede for at billedmængden f(IR
2

) er åben. Find den. Vis at funktio-

nalmatricen Df er overalt regulær, men at f ikke er injektiv. 

Skitser kurverne f(c,x ) og f(x ,c), hvor c er fastholdt. 
2 l 

22. For 

vi f( x, y) 

af IR. 

23. For 

2 
(x,y) E n := { (a,b) E IR a 2 + b

2 < l } \ {(0,0)} lader 
2 2 

.- x y - 3xy . Gør rede for at f(n) er en åben delmængde 

(x,y) E n := (IR x IR) \ IR x {O} lader vi 
+ + 

f( x, y) .- exp(xy) - exp(-xy). 

Gør ordentligt rede for at f (n) er en åben delmængde af IR. 
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[Pusseløjerlighed om denne opgave: Ved dannelse af Q er den positi
ve x-akse blevet f jernet fra højre halvplan. Hvis vi føjer den til, 
får vi som definitionsmængde den højre halvplan i IR

2
. Derved er 

billedmængden blevet øget med et punkt. Hvilket? Kan du på grund
lag af den oplysning gøre rede for at for alle tilstrækkelig små f; > 
O vil både f; og -f; være i den oprindelige f(Q)? Måske kunne det 
indses mere direkte? l 
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2. LINEÆRE AFBILDNINGER 

Lad U og V betegne to vektorrum. I anvendelser indenfor økonomi 

er det som regel naturligt at betragte reelle vektorrum, dvs. rum over 

skalarlegemet IR; men optimal formulering af en del fundamentale resul

tater fordrer at skalarlegemet er «::. I tilfælde hvor det er uden betyd

ning om de betragtede rum er reelle eller komplekse, vil vi ofte betegne 

skalarlegemet med IL. 

Som bekendt siges en afbildning f: U ~ V at være Lineær hvis der 

gælder 

f(a~ + (3y) = af(~) + (3f(y) 

for alle a, (3 E «::, ~. y E U. 

EKSEMPLER 2.1 

a) I vektorrummet d{(O,l]) af kontinuert differentiable funktioner på 

enhedsintervallet [0,1] (jf. Mat 2MA1) defineres en afbildning D : 

d([O,l]) ~ C
0
([0,1]) (de kontinuerte funktioner på [0,1)) ved Df := 

f' ( = den afledede af f). Afbildningen D er lineær. 

b) I vektorrummet Cz{IR) af kontinuert differentiable funktioner på IR 

defineres en afbildning D : Cz(IR) ~ C
0

(1R) (de kontinuerte funktioner på 

IR) ved Df : = a f" + a f' + a f, z l o hvor er givne konstant-

er. Denne afbildning er lineær. 

c) Lad 

rummet 

ved 

Så er 

a : = {x , x , .. , x } 
-1 -z -n 

V. Definer 

betegne et sæt af n vektorer 

A. (c , .. ,c).- ex +c x + .. +c x. 
'~'a 1 n 1-1 z-z n-n 

Ø a lineær. 

vektor-

d) Lad A betegne en m x n matrix, gerne med komplekse indgange. De-

finer en afbildning QA : [;n ~ [;m ved 

QA {~) := A~, 

matrixproduktet af matricen A med (søjle)vektoren n 
~ E [; . Denne af-

bildning er ikke blot beskrevet som en regneforskrift; der er en geome

trisk beskrivelse af afbildningen, jf. næste eksempel. 

e) Betragt matricen A := [~ ~ ~]· Udstyrer vi «::
3 

med standardbasen 
o o o 
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3 3 
{e

1
, e

2
, e

3
}, definerer A en lineær afbildning OA : a:: ~ a:: , fuld-

stændigt beskrevet ved lineariteten samt oplysningerne A om at 

e. 
2 

Generelt: Lad u være et n dimensionalt vektorrum. Vælg en basis <X 

for u. Lad v være et m dimensionalt vektorrum. Vælg en basis 'r for 

v. Hvis A er en given m x n matrix, definerer A en afbildning f 

fra U ind i v, som forklaret Mat lLA: betegnelsen der er [f] 
'r <X 

Afbildningen f er, foruden ved linearitet, beskrevet ved at billedet af 

den j. te vektor i basen <X står som j. te søjle i matricen A, og søjlens 

indgange udtrykker denne søjlevektor som en linearkombination af vekto

rerne i basen -r. Således kan enhver matrix fortolkes som en lineær af

bildning, når en basis foreligger i definitionsrummmet og en basis fore

ligger i billedrummet. 

Omvendt kan vi, hvis vi har givet endelig-dimensionale vektorrum U 

(med en valgt basis a), V (med en valgt basis -r) og en lineær af-

bildning f: u~ v, angive f på matrixform: 

skal den j. te søjle i matrixrepræsentationen være 

Hvis 

f(<X ), 
j 

<X = {<X , .. , <X } , 
l n 

opskrevet mht. 

basen 'r· Notationen i Mat ILAnoterne er, som allerede nævnt, [f] . 
'r <X 

EKSEMPEL 2. 2 ET MARKED 

I et bestemt marked opererer n agenter. Vi tænker på disse agenter 

som konkurrerende producenter af et og samme produkt (geder, f.eks, høh

høh). Vi opstiller en model for dette marked, som kvantitativt kan be

skrive dets tidsudvikling, ved at angive hver agents markedsandel (hvil-

ket her vil sige 'andel af den samlede kundekreds'), som funktion af ti

den. 

Vore antagelser er at det samlede kundeantal N er konstant og at 

en fast procentdel af kunderne skifter leverandør i løbet af hver tids

enhed (måned, f.eks.). Til tidspunktet t (hvor t= 0,1, .. ) har de n 

producenter l, 2, .. , n en markedsandel på hhv. x (t), .. , x (t); ved 
l n 

modellens "start", altså til tiden O, har de n producenter l, 2, .. , 

n således en markedsandel på hhv. 

dele gælder åbenbart at 

x (0), .. , x (0). Da vi taler om an-
l n 

Hvis agent nr. j 

(i, j = l, 2, .. , n) 

x (O) + .. + x (O) = l. 
l n 

afgiver brøkdelen a af sine kunder til agent nr. 
i j 

(og altså selv beholder brøkdelen a ) i løbet af 
j j 

forløbet af en tidsenhed, gælder der åbenbart at 
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a + a + .. + a = l for j = 1,2, .. ,n. 
l j 2j nj 

Efter en tidsenheds forløb vil der om første agents kundeantal 

de at 

Nx (l) = a Nx (O) + a Nx (O) + .. + a Nx (0), 
l 11 l 12 2 ln n 

altså 

x (l) = a x (O) + a x (O) + .. + a x (0), 
l 11 l 12 2 ln n 

N x 
l 

og tilsvarende for x (1), .. , x (1). Definerer vi overgangsmatricen 
2 n 

A := [a l 
lj ' 

får vi altså at søjlevektoren (x (1), x (1), .. ,x (l))' (' betegner 
l 2 n 

transponering) opfylder 

(x (l), x (1), .. ,x (l))' = A (x (0), x (0), .. ,x (O))'. 
l 2 n l 2 n 

2.3 

gæl-

Tilsvarende vil det være i løbet af enhver senere tidsenhed, fordi over-

gangsmatricen A er konstant: lader vi x := (x (i), x (i), .. , 
-i l 2 

x (i))' betegne markedsandelsvektoren til tiden i, har vi altså 
n 

x = A ~~· for i = O, l, 2, .. 
-1+1 

eller 

x = A i 
~o' for i = o, l, 2, .. 

-i 

Ønsker man at få overblik over hvordan dette marked vil udvikle sig 

tiden, og specielt at undersøge om markedet skulle nærme sig en stabil 

tilstand (en grænsetilstand, en ligevægtstilstand), skal man altså under

søge A
1 

for voksende værdier af heltallet i. Specielt vil det være 

lim af interesse at undersøge om 
n-700 

fald hvad denne grænseværdi måtte være. 

kæde; vi skal senere forfølge dette begreb. 

eksisterer, og i bekræftende 

Der er her tale om en Markov-

En helt speciel ligevægtstilstand vil være til stede, hvis markeds-

fordelingen har fundet en konstant værdi, altså hvis der gælder at x 
-1+1 

eller ækvivalent hermed Sidstnævnte ligning udtrykker 

at x er en egenvektor for afbildningen A svarende til egenværdien l. 
-i 

Vi skal snart se mere herom. 

(Bemærk at ovenstående kan fortolkes som udsagn om en lineær afbild

ning, givet ved overgangsmatricen A, virkende i det n-dimensionale 

'tilstands'rum ilt; denne fortolkning er dog ikke helt relevant, fordi 

kun stokastiske vektorer i IRn (dvs vektorer med ikke-negative koordina

ter, hvis sum er l) er af interesse for modellen.) 

EKSEMPEL 2.3 Her er en konkret version af ovenstående. Lad n = 3 og 
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lad markedsandelene til begyndelsestiden O være x
0 

.- (0.2, 0.3, 

0.5)'. Lad overgangsmatricen A være givet som 

[ 

0.8 0.2 0.1] 
A . - O. l O. 7 O. 3 . 

0.1 0.1 0.6 

Udregning viser (kontroller! - f.eks. med Matlab) at x
1 

= (0.27, 

0.38, 0.35)', at xz = (0.327, 0.398, 0.201)', at x
8 

= (0.442, 

0.357, 0.201)' samt at x
16 

= (0.450, 0.350, 0.200)'. Videre brug af 

Matlab vil hurtigt antyde hvad der sker med x når n vokser. 
n 

BASISSKIFT OG MATRIXREPRÆSENT A TIONER. 

Man kan finde beskrivelsen af basisskift Mat lLAnoterne. Vi rekapi

tulerer. Lad 

a :={u, u, ... , u} 
1 -1 -z -n og a :={v,v, ... ,v} z -1 -z -n 

være to baser for et givet n dimensionalt vektorrum V. Lad ~ e V. 

Udtryk ~ ved hjælp af de to baser: 

~ 

~ 

Vi skriver II~ = 
(X 

l 

= b u + b u + ... + b u 
1-1 z-z n-n 

= c v + c v + ... + c v 
1-1 z-z n-n 

(b, .. ,b )', hhv. II x= 
l n (X -

z 
(c , .. c )' 

l n 

(#) 

for repræ-

sentationen af ~ i hver af de to baser. 

Da (X 
l 

er en basis, kan hver af vektorerne v. fra basen 
-J 

a skri
z 

ves som en linearkombination af elementerne {u.} 
-l 

(X. 
l 

Der findes 

altså entydig bestemte tal a ., a ., ... , a . for hvilke II v. = (a ., 
l J 

a ., ... , 
ZJ 

Hvis 
(X 

c'erne) 

a .)'. 
n J 

II~ 
l 

skal 

l J ZJ nJ 

Ligningerne (#) kan derfor også 

II x = c II v + c II v + ... 
(X - l (X -l z (X -z 

l l l 

(altså b'erne) forudsættes kendte, 

findes, og hvis vi derfor opstiller 

(Xl -J 

udtrykkes som 

+ c IIv. 
n (X -n 

l 

mens 
(X 
II~ (altså 

z 
denne lignings ko e f-

ficientmatrix, altså således at søjlerne er vektorerne i basen az, ud

trykt i basen a
1

, så har vi den matrix der i Mat ILA betegnes a D a 
l z 

og kaldes basisskiftmatricen. Ovenstående system bliver 

II x = D II x. 
(X - (X (X (X -

l l z z 
Da søjlerne er de lineært uafhængige vektorer y

1
,yz' . , . .Yn 

er D invertibel. 
(X (X 

Matricen D -l er den matrix der i Mat 
(X (X 

l z l z 
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ILA hedder koordinatskiftmatricen og betegnes D Vi samler dis-o: 0: . 
2 l 

se bemærkninger i en sætning. 

SÆTNING 2.4 Lad 

rum V. Lad ~E 

i basen o: l, mens 

Lad o: Do: være 
l 2 

o: -basisvektoren v. 
2 -J 

ækvivalent, 

0: og 0: være baser for det n-dimensionale vektor-
l 2 

v og antag at n~ er koordinaterne til ~ udtrykt 
0: 

l 

n~ er koordinaterne til ~ udtrykt i basen o:. 
0: 2 

2 

matricen hvis j. te søjle er koordinaterne til 

udtrykt i basen 0:. 
l 

Så er D 0: 0: 
invertibel og 

n x = 0: -
2 

0: 
2 

n~ 

l 2 

-I n D x· 0: 0: 0: _, 
l 2 l 

n x 0: -
l 

Hvis U og V er endelig dimensionale vektorrum, mens f: U -7 V er 

en lineær afbildning, så kan f repræsenteres ved en matrix, når vi har 

fået opgivet en basis for U og en basis for V. Hvad sker der med den

ne matrixrepræsentation, hvis vi foretager basisskift i U og/eller V? 

Teknikken ovenfor kan give os svaret. Lad os sige at 0:1 og 0:2 er ba-

ser i u og at (3I og (32 er baser V. Bruger vi 0:1 og (3I re-

præsentationen af f, får vi matricen (3 [f] : i den j. te søjle står 
l 0:1 

billedet under f af den j. te basisvektor i o:
1
, og dette billede er 

udtrykt i basen (31' Hver af disse søjlevektorer ønsker vi nu udtrykt 

basen (3
2

. Af sætning 2.4 har vi at dette gøres ved at anvende koordi-

natskiftmatricen på dem, altså får vi for hele matricens ved-

kommende: 

Q tf l = Q D Q Q tf l . 
''"'2 0:1 ''"'2 ,... l ,... l 0:1 

Læg mærke til at vi endnu ikke har ændret ved basen U. Det gør vi nu. 

I Q [f) er den j. te søjlevektor fs billede af basisvektor nr. j fra 
''"'2 0:2 

o:
2

, udtrykt i (3
2

. 

nelsen fra Mat ILA 

Hvis basisvektor nr. j a
2 

kaldes a j er beteg-

Q nf(a .). Af det allerede opskrevne har vi at 
''"'2 J 

Q II f( a .l = Q D Q Q II f(a .). 
''"'2 J ''"'2 ''"'l ''"'l J 

Hvis vi for f bruger matrixrepræsentationen Q [f) og udtrykker a. 
~-'l 0:1 J 

i basen o:
1
, altså benytter a., 

J 
er 
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Men lJ a. 
al J 

er jo den 

(3 lJf(a .) = (3 [f] lJ a .. 
l J l al al J 

j. te søjle i basisskiftmatricen a D a , 
l 2 

2.6 

så 

samler vi til slut alle disse søjlevektorer til matricer får vi på venstre 

side (3 [f] og på højre side (3 D (3 (3 [f] D . Dermed har vi 
2 a2 2 l l al al a2 

bevist 

KOORDINATSKIFTFORMLEN 2.5 Antag at al og a2 er baser for det ende-

lig dimensionale vektorrum 

lig dimensionale vektorrum 

u, og at (31 og (32 er baser for det ende-

v. Betragt en vilkår l i g lineær afbildning 

f : u -7 v. 
Så gælder for matrixrepræsentationerne for f at 

[fJ = D rn D · 
(32 a2 (32 (31 (31 al al a2 

SPECIALTILFÆLDE 2. 6 Antag at f : U -7 U er en lineær afbildning af 

vektorrummet U ind sig selv. I en given basis a er afbildningens 

matrixrepræsentation 

basis ser afbildningen 

[f] . Skift basis i U, til f.eks. (3. I denne a a 
f således ud: (3[f](3. Og overgangen mellem de 

to repræsentationer fås direkte af koordinatskiftformlen: 

(3[f](3 = (3D a a[ f] a a D (3 = (3D a a[f]a (3D a -l. 

De to matrixrepræsentationer for afbildningen f er altså forbundet 

med hinanden via en invertibel afbildning og dens inverse. Sprogbrugen 

her formulerer vi i følgende definition: 

DEFINITION 2. 7 Hvis A og B er n x n matricer for hvilke der findes 

en invertibel matrix Q, så A = Q B Q-
1
, siges A og B at være 

similære. 

Selve koordinatskiftformlen er selvfølgelig det væsentlige. Men vi 

skal også hæfte os ved - og dyrke i udstrakt grad - det princip, den er 

en præcis formulering af: en lineær afbildnings matrixrepræsentation kan 

ændres ved basisskift. Som vi nu skal se, kan denne observation udnyttes 

på adskillige måder; nogle af disse, men ikke alle, har du truffet før. 

EGENV ÆRDIER, EGENVEKTORER 
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Lad U være et vilkårligt endelig dimensionalt vektorrum, og betragt 

en lineær afbildning f : U 7 U. Lad V ~ U være et underrum, altså en 

delmængde af U, der selv er et vektorrum. Hvis V har den egenskab at 

f(V) ~ V, siges V at være f-invariant, eller blot invariant, hvis 

afbildningen f er underforstået. 

EKSEMPLER Nulrummet {O} ~ U er trivielt f-invariant; det er U selv 

selvfølgelig også. 

Hvis ker f := { x E U l f(x) = O }, så er ker f et f-invariant under

rum (vis det - husk der er to ting at vise!). 

Hvis rg f := f(U) = { x E U l 3 y E U så f(y) = x }, så er rg f et 

f-invariant underrum (vis også det!) 

Blandt de f-invariante underrum finder man de såkaldte egenrum. Vi 

definerer: 

Hvis i\ E a:: er et tal med den egenskab at der findes et element x E 

U\{0} for hvilket f(x) = i\x, siges i\ at være en egenværdi, og x 

at være en til egenværdien i\ hørende egenvektor. Bemærk at egenvekto

rer skal være forskellige fra nul-vektoren. Mængden af egenværdier 

for en given afbildning f kaldes spektret for f og betegnes her 

O"(f). Definitionen er altså 

O"(f) : = { i\ E a:: l i\ er en egenværdi for f } . 

Hvis I betegner den identiske afbildning på U, altså 

I(x) := x, for alle x E U, 

kan relationen f(x) = i\x også skrives (f-i\l}x = O. Heraf følger at i\ 

er en egenværdi for f præcis når afbildningen f-i\I ikke er injektiv, 

altså præcis når ker (f-i\.1} :t. {0}. Vi kan således skrive 

O"(f) = { i\ E a:: l ker (f-i\.1} :t. {O} }. 

Det er mængden ker (f-i\.1} der kaldes egenrummet hørende til egen

værdien i\ (når ker (f-i\.1} :t. {O}). Bemærk at glosen "-rum" er ret

færdiggjort af ovenstående eksempel. 

Bemærk det allerede antydede: Et egenrum for f er f-invariant (lav 

argumentet!). 

Indskrænket til et egenrum opfører f sig meget skikkeligt, idet den 

jo simpelthen er et multiplum af identitetsafbildningen. 

EKSEMPEL 2.8 I det tre-dimensionale euklidiske rum IR
3 

betragtes en 
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plan V gennem begyndelsespunktet Q. Antag at V har normalvekto

ren !!· Hvis f er defineret som den vinkelrette projektion af IR
3 

på V, så er f(.n) = Q. Det er klart at ker f = IR.n := { A!! l 1\. e IR 

}. Hermed har vi konstateret at O er en egenværdi, og vi har iden

tificeret det tilhørende egenrum. Endvidere er f(~) = ~ for enhver 

vektor ~ e V. Så l er også en egenværdi for f. 

Vi ved allerede fra tidligere hvordan det afgøres hvilke egenværdier 

en foreliggende afbildning har; det kræver lidt genbrug af ting fra Mat 

ILA kombineret med ovenstående. 

DEFINITION Lad f : U -7 U være lineær. Vælg en basis a for U og 

betragt den dertil hørende matrixrepræsentation [f] . Ved det karak-
a a 

teristiske poLynomium pf(l\.) forstås determinanten det(a[f - 1\.I]a). 

At pf(l\.) er et polynomium ved vi fra Mat ILA 21. Men der er en skøn

hedsplet ved definitionen: den afhænger af valget af basis a. Og dog: 

LEMMA 2.9 Hvis a og {3 er baser for vektorrummet U, så er 

det( [f - /\.Il ) = det({3[f - 1\.1]{3), a a 
altså er Pr uafhængigt af valget af basis for u. 

BEVIS: Af korollaret til koordinatskiftformlen følger at {3[f - 1\.1]{3 

{3Da <X[f- 1\.I]<X {3Da-l og derfor at 

= det({3 D a [f - /\.Il 
a a D 

-1 
) = 

{3 a 

det
13

D det [f- /\.Il det
13

D -
1 

=det [f- 1\.I] ., 
a a a a a a 

ifl. en kendt formel for determinanten af et produkt. 

= 

SÆTNING 2.10 Hvis f : U -7 U er en lineær afbildning med karakteri

stisk polynomium Pr så er 1\. e 0:: en egenværdi for f hvis og kun hvis 

Pr(/\.) = o. 

BEVIS: Et tal 1\. e 0:: er en egenværdi for afbildningen f : U -7 U hvis 

og kun hvis f - 1\.I ikke er injektiv, dvs. hvis og kun hvis [f - 1\.I] 
<X <X 

ikke er injektiv (Mat 1LA 30.4 (4)). Og det er tilfældet hvis og kun 
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hvis det [f - i\.I] = O 
ex ex 

(Mat lLA 19.2 (4) sammen med 12.3 (2), Inverti-

bilitetssætningen), altså hvis og kun hvis er en rod 

KOROLLAR En lineær afbildning af et komplekst vektorrum ind i sig selv 

har altid en egenværdi. Dette er ikke sandt for reelle vektorrum. 

BEVIS: Ifølge algebraens fundamentalsætning har ethvert komplekst poly

nomium en (kompleks) rod. Det beviser første påstand. Anden påstand er 

en opgave. 

Et meget nyttigt tilfælde hvor en lineær afbildning har reelle egen

værdier er beskrevet i en af lLAs hovedsætninger for reelle matricer. Vi 

minder om at en n x n 

a for alle i,j = l, .. ,n. 
j l 

25). 

matrix A := [a l er symmetrisk hvis 
i j 

Der gælder da følgende (jf. lLA, afsnit 

a = 
!j 

SÆTNING 2.11 Lad f : V -7 V være en lineær afbildning af det reelle 

n-dimensionale vektorrum V ind i sig selv. Hvis der findes en basis 

ex for V for hvilken [f] er symmetrisk, så er alle egenværdierne 
ex ex 

for f reelle. 

Hvis i\ er egenværdi for f, så kaldes multipliciteten af i\ som 

rod i det karakteristiske polynomium den aLgebraiske multiplicitet af 

i\. Sprogbrugen i lLA er 'rodmultiplicitet'. Dimensionen af egenrummet 

ker(f-i\.Il kaldes den geometriske multiplicitet; i lLA 'egenværdimulti

plicitet'. Specielt siger vi at hvis i\ har algebraisk multiplicitet l, 

er i\ en simpeL egenværdi. Om egenværdiers multiplicitet gælder føl

gende 

SÆTNING 2.12 Lad i\ være en egenværdi for f. Så er den geometriske 

multiplicitet mindre end eller lig med den algebraiske multiplicitet. 

Specielt er egenrummet for en simpel egenværdi l-dimensionalt. 

BEVIS: Lad i\ være en egenværdi for f og betragt egenrummet 

ker(f-i\.1). Lad os sige at egenrummet ker(f-i\.I) har dimension q. Vælg 

en basis ex for U ved at udvide en basis for ker(f-i\.Il til en basis 

for hele U. Så har [f] følgende udseende, som blokmatrix: 
ex ex 
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[ 
i\I B J o c , 

og derfor er 

pf(z) = (i\-z)q det(C-zi) 

Det viser at i\ er en rod i som mindst har multiplicitet q; thi 

i\ kan jo evt. være rod i polynomiet det(C-zi). Heraf følger sætningens 

generelle påstand. Hvis specielt i\ er en simpel rod i det karakteri

stiske polynomium, må egenrummet ker(f-i\1) ::t: {O} være l-dimensionalt. 

Det omvendte af Sætning 2.12 gælder ikke: Lad {e
1
, e

2
} være en 

basis for IC
2

. Definer f : IC
2 ~ IC

2 
ved linearitet og forskriften 

fe
1 

= O, fe
2 

= e
1
. Det er let at se at f har en egenværdi, nemlig 

O, at ker f er l dimensional, men at O er dobbeltrod i det karak

teristiske polynomium. Denne afbildning er iøvrigt et eksempel på den 

type såkaldt nilpotente afbildninger, der dukker op i forbindelse med 

Jordan's normalform. 

Vi minder om (Mat lLA) at hvis U er et endelig dimensionalt vektor-

rum og V, W er underrum af U, defineres summen af V og W som 

V + W := { V + W l V E V, W E W }. 

Derved dannes et underrum af U (ikke?), og man siger at V og W dan-

ner direkte sum når V n W = {0}. I så fald bruges for V + W betegnel-

sen V e W. Disse begreber udvides uden stort besvær til summer og direk-

te summer af flere underrum. Hvis V l' V 
2

, .. , V p 

vi betragter underrummet V udspændt af V.'erne, 
l 

v := v1 + .. + vP, 
da er vektorsummen direkte, altså 

v = v1 e v2 e .. e vp 

er underrum af 

altså 

hvis og kun hvis nulvektoren O E V kun kan skrives som en triviel 

u 

linearkombination af vektorer fra V., altså hvis og kun hvis den lineæ
l 

og 

re relation O = v
1 

+ v
2 

+ .. 

fyldt af vektorerne v. = O. 
l 

+ v 
p 

(hvor vektorerne v. E V.) kun er op-
l l 

Specielt har vi (Mat lLA) at hvis 

og der gælder at 

hvis og kun hvis 

U = V 1 + .. + V p' så er 

u = v
1 

e v
2 

e .. 

dim U = I: dim V . 
j=l, .. ,p j 

For egenrum har vi følgende sætning. 

e V 
p 

er underrum af u 
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SÆTNING 2.13 Hvis f : U ~ U er en lineær afbildning med de indbyrdes 

forskellige egenværdier A
1
, .. , A p så danner egenrummene 

direkte sum. 

ker (f - A.l) 
l 

BEVIS: Dette godtgøres med et induktionsbevis (jf. l LA). Antag først at 

der foreligger to forskellige egenværdier, altså at p = 2. Hvis 

x E ker (f - A
1
1) f\ ker (f - A21)' 

er f(x) = A
1
x = A

2
x, så (Al - A

2
)x = O. Da Al * A2' må x være nul-

vektoren. 

Antag så udsagnets sandhed for p = n og betragt tilfældet p = n + l. 

Ikke alle Aerne kan være lig nul (de er jo indbyrdes forskellige), så vi 

kan antage at A
1 

:t. O. Hvis xi E ker (f - \1) og 

xl + x2 + .. + xn+l = O, 

så er, da f er lineær, 

altså er, da 

f(x 1 + x2 + .. + xn+l) = O, 

f(x.) = A.x., 
l l l 

Alxl + A2x2 + · · + An+lxn+l = O. 

Af x
1 

+ x
2 

+ . . + x = O får vi 
n+ l 

Alxl + Alx2 + .. + Alxn+l = O. 

Trækker vi denne ligning fra den lige ovenover får vi 

(A l - A
1
)x l = O. n+ n+ 

Her er antallet af led faldet fra n+l til n, så af induktionsantagel

sen slutter vi at alle leddene (\ - A
1
)\ er nul, altså at xi = O for 

i = 2, .. ,n+l (skalaren i parentesen er jo ikke nul). Men så er også 

A
1
x

1 
= O, og da A

1 
* O, er x

1 
= O. 

KOROLLAR Hvis x. 
l 

1,2, .. ,p og A.erne 
l 

ært uafhængige. 

er en egenvektor svarende til egenværdien 

er indbyrdes forskellige, så er 

A., 
l 

line-

BEVIS: Kontroller at korollarets bevis er indeholdt ovenstående bevis. 

= 

KOROLLAR En lineær afbildning f : U ~ U af det n dimensionale vektorrum 

U har højst n forskellige egenværdier. 
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BEVIS: Øvelse! 

KOROLLAR Hvis U er n dimensionalt og f : U -7 U har n forskellige 

egenværdier, så har U en basis bestående af egenvektorer for f, og 

hvert af egenrummene for f er l-dimensionalt. 

BEVIS: Vælg en egenvektor hørende til hver af de n egenværdier. Sættet 

af disse vektorer er da lineært uafhængigt, og da der netop er n vekto

rer, følger påstanden. 

EKSEMPEL 2.14 Vend tilbage til eksempel 2.l.e), hvor A = [~ ~ ~]· Det 
o o o 

er nemt at se at egenværdierne er O, og 2. Altså udspændes IC
3 

af 

egenvektorer for QA. 
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DIAGONALISERING 

DEFINITION En lineær afbildning f : U --1 U, hvor U er n dimensionalt, 

er di.agonaUserbar hvis og kun hvis f har n lineært uafhængige egen

vektorer. 

EKSEMPEL 2.15 Spejling i en plan 

ning. Beviset herfor er en opgave. 

1R
3 

er en diagonaliserbar afbild-

Husk fra Mat lLA at en di.agona~matri.x er en kvadratisk matrix hvori 

der kun forekommer indgange forskellig fra O i diagonalen. 

SÆTNING 2.16 En lineær afbildning f : U --1 U er diagonaliserbar hvis og 

kun hvis der findes en basis a for U, i hvilken matrixrepræsentatio-

nen [f] er en diagonalmatrix. 
a a 

BEVIS. Lad os sige at dim U = n. Hvis f er diagonaliserbar, har f 

da n lineært uafhængige egenvektorer a := {x
1
, .. , xn}. Sættet a er 

en basis for u. Lad de tilsvarende egenværdier hedde Al'"' An 

ikke behøver være forskellige, blot nummereret svarende til x.erne). 
l 

[f] 
a a 

er den j. te søjle 

[f] netop et 
a a 

så får 

f( x.), altså A .x., 
j j j 

A. i diagonalen, og 
j 

udtrykt i basen a; 

O'er iøvrigt. 

(som 

I 

alt-

Hvis omvendt f har en matrixrepræsentation [f] ' som er en dia-
a a 

gonalmatrix, er hver af basisvektorerne egenvektor for f (ikke?). Alt-

så er f diagonaliserbar. 

EKSEMPEL 2.17 a) Hvis f har n forskellige egenværdier, da er f 

diagonaliserbar. 

b) Enhver symmetrisk nxn matrix definerer en diagonaliserbar afbild

ning på det reelle rum IR n. 

FØLJETONEKSEMPEL (2.18). I det konkrete føljetoneksempel, Eksempel 

2.2, ses at den der givne overgangsmatrix er diagonaliserbar. 

Vi minder om følgende hovedresultat fra Mat lLA. Husk at en n x n 

reel matrix Q siges at være ortogona~ hvis dens søjler udgør et sæt 

af artanormale vektorer i IRn (altså enhedsvektorer der er indbyrdes 
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vinkelrette mht. det sædvanlige indre produkt). En reel matrix A siges 

at være ortogonalt diagonaliserbar hvis der findes en ortogonal matrix Q 

for hvilken Q A Q-
1 

er diagonal. Dette er ensbetydende med at der, 

hvis A opfattes som en afbildning f af !Rn ind i !Rn findes en basis 

q af ortogonale vektorer mht. hvilken matrixrepræsentationen 

diagonal. Der gælder da følgende 

(f] er 
q q 

SÆTNING OM SYMMETRISKE REELLE MATRICER 2.19 En reel matrix A er 

ortogonalt diagonaliserbar hvis og kun hvis A er symmetrisk. 

Denne sætning kan bl.a. bruges til at give nyttige måder at karakteri

sere semidefinitte matricer på. 

DEFINITION 2.20 Lad A betegne en reel symmetrisk n x n matrix. 

siges A at være positiv definit hvis 

x' A x > o for alle X E !Rn \ {0}. 

Matricen A siges at være positiv semidefinit hvis 

x' A x 2:: o for alle X E IR n. 

Matricen A siges at være negativ ( semi)definit hvis -A er positiv 

(semi)definit. 

SÆTNING 2.21 En reel symmetrisk matrix A er positiv definit hvis og 

kun hvis alle dens egensværdier er > O, og positiv semidefinit hvis og 

kun hvis dens egenværdier alle er 2:: O. 

BEVIS: Da A forudsættes reel og symmetrisk, er A ortogonalt 

diagonaliserbar, dvs. der findes en ortogonalmatrix Q for hvilken Q A 

Q-1 er en diagonalmatrix D. Da Q er en ortogonalmatrix, gælder at 

dens inverse er lig dens transponerede (lLA, 24), altså har vi at 

D = Q A Q' og derfor også at A = Q' D Q. Men så er den kvadratiske 

form x' A x nem at beskrive. diagonalen D står jo egenværdierne 

for A. Kalddem A.,A., .. ,A. 
l 2 n 

(de er ikke nødvendigvis forskellige, men 

de er allesammen reelle). Lader vi Qx := (y , .. ,y )' får vi 
l n 

y' A y = y' Q' D Q y = (Qy)' D (Qy) = L 1:1 yi Ai y( 

Da koordinaterne 
2 y 2:: o, 

l 
og iøvrigt kan vælges frit, følger sætningen. 

SPEKTRUM, SPEKTRALRADIUS. 

Så 
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Som vi skal se senere, får man ved stabilitetsundersøgelser for diffe

rens- og differentialligninger bl. a. brug for at finde kriterier for at 

en matrix A opfylder at A n ~ O for n ~ oo. I dette afsnit indleder 

vi jagten på sådanne kriterier ved først at sætte os i stand til at give 

selve den nævnte konvergens mening. Det fordrer at vi betragter normere

de vektorrum og tilsvarende betragter normer på rum af lineære afbildnin-

ger. 

Fra Mat 2MA1 minder vi om at vektorrummet 2(U) af begrænsede lineære 

afbildninger på det normerede vektorrum U kan udstyres med en norm 

11 A 11 , de f ineret ved 

IIAII :== sup { IIAxll l llxll :s l, x E U }. 

Denne norm vil vi her kalde operatornormen. Det er specielt to elemen

tære egenskaber ved denne norm der skal bruges. Vi trækker dem frem her, 

så vi senere kan referere til dem: 

2. a) for enhver vektor x E U og enhver operator A E 2(U) gælder at 

11 Ax 11 :s 11 A IIII x Il. 

2. b) for alle operatorer A, B E 2(U) gælder at liABil :s liAliliBil 

LEMMA 2.22 Hvis en norm på 2(U) opfylder 2. b), så er IlA n li :s liAlin 

for alle A E 2(U) og alle n E IN. 

BEVIS: Let induktionsøvelse. 

LEMMA 2.23 Operatornormen på 2(U) opfylder 2.a) og 2.b) 

BEVIS: 2. a) Hvis A == O eller x == O er uligheden trivielt opfyldt. 

Hvis x -:;:. O, giver definitionen of operatornormen at IIA(x/llxll) 11 :s li All, 

hvoraf 2.a) følger umiddelbart. 

2.b) Beviset er en let øvelse, der indebærer to anvendelser af 2.a). 

Som vi snart skal se er der andre mulige normer på 2(U) end netop 

operatornormen. Vi skal derfor i de næstfølgende resultater kun forud

sætte det for bevisgangen absolut nødvendige. 

Et naturligt konvergensbegreb for kontinuerte lineære afbildninger er 

konvergens i det normerede vektorrum 2(U): 

konvergent mod A E 2(U) hvis lim 
n~ 

A 
n 

En følge {A } 2(U) er 
n 

- A 11 == O. Skrivemåden er 
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ofte 

lim A = A eller A --7 A for n --7 oo, 
n--700 n n 

hvis det er klart hvilken norm der bruges. 

Man kan også betragte punktvis konvergens. Dette begreb dækker over 

kravet at for ethvert x E U skal gælde at A x --7 Ax for n --7 oo. Denne 
n 

konvergens finder for hvert x E U sted i vektorrummet U i den norm U 

er udstyret med. Hvis vi til at begynde med forudsætter at 2(U) er ud

styret med en norm 11 11, der opfylder betingelse 2. a) (det kan f. eks. 

være operatornormen), vil, da IlA - Allllxll ~ II(A - A)xll for enhver vek-
n n 

tor x, konvergensen A --7 A tydeligvis medføre at A x -7 A x for en-
n n 

hver vektor x E U. 

I vort første resultat noterer vi at når U er endelig dimensionalt, 

gælder den omvendte påstand også, uanset hvordan U og 2(U) er norme

ret. Dette faktum er baseret på en meget væsentlig egenskab ved endelig 

dimensionale vektorrum, nemlig følgende, kendt fra 2MA1, afsnit 6.3: 

Hvis det endelig dimensionale vektorrum U er udstyret med normerne 

11 11 og 11 11 ' så er disse normer ækvivalente, dvs. der findes kan-
l 2 

stanter c og c for hvilke 
l 2 

C llxll ~ llxll ~C llxll, for alle X E U 
l l 2 2 l 

Bemærk at dette betyder at konvergensbegreberne i de to normer bliver 

ens: en følge {x } vil konvergere mod et punkt x mht normen 11 11 
n l 

hvis og kun hvis følgen {x } konvergerer mod x mht normen 11 11 . 
l n 

Dette følger ved anvendelse af begge ulighederne ovenfor (lav argumen-

tet!) 

Hvis U er et endelig dimensionalt vektorrum, så er 2(U) jo også 

endelig dimensionalt, og udsagnet om ækvivalens af vilkårlige normer gæl-

der derfor også for 2(U) dette tilfælde. Men det samspil mellem en 

norm på U og en norm på 2(U), som 2.a) og 2.b) specificerer, er 

ikke automatisk opfyldt (medmindre vi tillader forekomsten af en konstant 

faktor i ulighederne, hvilket vi ikke vil dvæle ved lige nu). 

SÆTNING 2.24 Lad U være et endelig dimensionalt normeret vektorrum U 

og forudsæt at 2(U) er udstyret med en norm 11 Il. For vilkårlige ope-

ratorer A, A E 2(U) 
n 

kun hvis A x --7 Ax 
n 

gælder da at A --7 A 
n 

normen på 2(U) hvis og 

normen på U, for enhver vektor x E U. 
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BEVIS: Vi har allerede konstateret at når 11 11 opfylder 2.a) vil 

IlA - All ~O for n ~ oo medføre at A x ~ Ax i normen på U, . Men da 
n n 

den givne norm 11 11 er ækvivalent med operatornormen på 2(U) (endelig 

dimensionaliteten!), vil {A } jo også konvergere mod A operator-
n 

norm, hvis IlA - All ~ O for n ~ oo, og heraf følger at A x ~ Ax 
n n 

normen på U, for enhver vektor x E U, også uden at vi forudsætter at 

11 11 opfylder 2.a). 

For at bevise den anden implikation lader vi 

en basis for U og definerer en 'ny' norm på 

lineær afbildning B af U ind i U sættes 

{u , u , .. , u } betegne 
l 2 p 

2(U): For en vilkårlig 

l B l : = max { 11 B u 11 , .. , 11 B u 11 } . 
l p 

Det er let at se at vi derved har defineret en norm på 2(U) (check det 

efter!). Da 2(U) er endelig dimensionalt, er denne norm ækvivalent med 

den givne 11 Il. Specielt findes der en konstant C for hvilken IIBII :S 

CIBI for alle B E 2(U). 

Hvis vi forudsætter at A x~ Ax for alle X E U, så medfører det 
n 

jo bl.a. at IlA u - Au 11 ~ o for n ~ oo, for hvert j = 1,2, .. ,p. 
n j j 

Til givet c E IR kan vi vælge N E IN så IlA u - Au 11 < e/C for alle 
+ n j j 

n> N og for hvert af de endelig mange j = 1, .. ,p. Af definitionen af 

l l følger straks at lA - Al < e/C for alle n > N. Men så er jo 
n 

IlA - All < c for alle n > N. Dermed er sætningen bevist. 
n 

Til senere brug noterer vi et par simple egenskaber ved konvergens af 

følger af lineære afbildninger. 

LEMMA 

vertibel. 

hvis B 
n 

2.25 Lad A , 
n 

Hvis B = Q A 
n n 

er konvergent. 

B , Q være elementer i 2(U) og antag Q in
n_1 
Q for n E IN så er A konvergent hvis og kun 

n 

Specielt gælder at lim Q An Q -l eksisterer 
n~ 

hvis og kun hvis lim An eksisterer. 
n~ 

BEVIS: Øvelse. 

Når V og W er vektorrum så kan 

V x W := { (v,w) l v E V, w E W } 

som bekendt opfattes som et vektorrum, når det udstyres med koordinatvis 

addition og skalarmultiplikation. Er V og W normerede, kan U := V x 

W normeres, f. eks. med 

ll(v,w)ll .- max[llvll, llwll], for alle v E V, w E W. 
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Tilsvarende kan vi, hvis A E !e(V) og B E !e(W) danne A x B, defineret 

ved 

(A x B)(v,w) := (Av,Bw), for alle v E V, w E W. 

Det er let at se at A x B E !e(V x W) og at der med det nævnte valg af 

norm på V x W for operatornormerne på V, W og V x W vil gælde at 

11 A x B 11 = max [ 11 A 11 , 11 B 11 ]. 

LEMMA 2.26 Lad u = v x w, hvor v og w er normerede vektorrum, 

{B } være en følge !e(V) og {C } en følge !e(W). Så er følgen 
n n 

{A } !e( U), hvor A = B x c , n = 1,2, .. konvergent hvis og kun 
n n n n 

hvis {B} og {C } er konvergente. I bekræftende fald gælder 
n n 

lim A = lim B x lim C . 
n-7oo n n-7oo n n-7oo n 

BEVIS: Øvelse! 

Vi minder om at hvis A : U -7 U er en lineær afbildning er spek-

tret for A a-(A) := { A E IC A er en egenværdi for A }. Vi min-

der også om at egenværdierne findes ved at finde rødderne i det karak-

teristiske polynomium pA := det [A-AI] 
(X (X 

for et vilkårligt valg af 

basis <X for U. Tilsvarende defineres spektret af en matrix som 

rødderne i dennes karakteristiske polynomium. Endelig indfører vi 

spektralradius 

r(A) := max { l A l l A E a-( A) } 

Så gælder følgende. 

LEMMA 2. 27 Lad U være et endelig dimensionalt normeret vektorrum og 

lad 2(U) være udstyret med en norm 11 11, der opfylder 2. a). Lad A E 

2(U). Så gælder at r(A) :S inf 11Anll
11

n, specielt at r(A) :S IIAII. 
n 

BEVIS: Lad A E a-(A) og vælg en egenvektor x hørende til A. Så er 

Ax = Ax og derfor, for ethvert n E IN, Anx = A nx; af dette fås umid

delbart vha 2.a) at IAin llxll = IIAnxll :S IIAnllllxll, således at lAl :S 

IIAnlll/n. Da A E a-(A) er vilkårlig, slutter vi heraf at r(A) :S liAniil/n 

og derfor også at r(A) :S inf 11Anll 11n. Da inf liAniil/n :S IIAII (tri-
n n 

vielt), følger sidste påstand. 

Til slut skal vi give mening til visse funktioners virkning på lineære 

lad 
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afbildninger. For en vilkårlig lineær afbildning A på et vektorrum 

U og for et vilkårligt polynomium p(t) := a + a t + .. + a tn kan 
O l n 

vi umiddelbart give mening til p(A), nemlig ved 

p( A) := a + a A + .. + a A n. 
O l n 

2.19 

Dette kan udvides til potensrækker: Lad U være et fuldstændigt norme-

ret vektorrum og lad A E !e(U) være en begrænset lineær afbildning med 

operatornorm li All. Lad f : IC -7 IC være en funktion, givet ved en 

potensrække 

f(z) := L a zn 
n 

som har en konvergensradius p(f). Rækken L a zn er altså konvergent 
n 

for alle z i den åbne skive /z/ < p( f) med sum f(z). Den er uni-

formt konvergent i enhver afsluttet skive med centrum i O og radius r 

< p( f), Vi ved endvidere at rækken L /a / /z/ n er konvergent, altså at 
n 

den givne potensrække er absolut konvergent for ethvert z i den åbne 

konvergensskive. Ved hjælp af disse fakta kan vi nu definere hvad f(A) 

skal betyde, hvis vi forudsætter at IIAII < p(f). 

DEFINITION 2.28 Med ovenstående forudsætninger om A E !e(U) og om 

funktionen f definerer vi 

f(A) := L a An, 
n 

hvor den uendelige rækkes konvergens er mht operatornormen. 

Det skal selvfølgelig godtgøres at definitionen har mening. Betragt 

udsnittene 

bemærk at 

m i 
u (A) := L a A 

nm l=n l 
llu (A)II = IiL .m a. 

nm 1=n 1 

(hvor vi forudsætter m ~ n) og 

A
1

11 =::L .m /a./ IIA
1

11 =::L m /a./ IIAII
1
• 

1=n 1 l=n 1 
Det sidstnævnte =:: er retfærdiggjort af lemma 2. 22 og 2. 23. Da vi 

forudsætter at li All < p(f), er rækken L 
1
:

0 
/ ai / IIAII

1 
konvergent, og 

udsnittet \' m /a / 11 A li i kan derfor gøres mindre end et forlods givet, 
L l=n l 

vilkårligt c E IR ' 
+ 

blot 

af s ni tsf ø Igen 

fuldstændigt, 

s (A) .-
n 

er rækken 

n vælges tilstrækkelig stor. Derfor er 

L a 
n 

en Cauchy-følge, og da 

konvergent. 

!e(U) er 

EKSEMPEL 2.29 For vilkårlig A E !e(U) har exp(A) mening, idet kon

vergensradius for exponentialfunktionens potensrække jo er oo. Der 

gælder 
A oo n 

exp(A) = e = L A /n! 
n=O 

Tilsvarende kan vi betragte exp(tA) for vilkårlig reel parameter t. 
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OPGAVER TIL KAPITEL 2. 

2.1 Med udgangspunkt i fordelingsmatricen A fra Eksempel 2.3, men 

begyndelsesfordelingen (O.S, O.S, O)' og tidenheden måned skal forde

lingen efter l og efter 3 måneder udregnes. Hvad sker med 

fordelingen, når n går mod oo? 

2. 2 Tre producenter kaster samtidig hver sit nye tandpastamærke på 

markedet. I begyndelsen er deres markedsandele 40 '7., 40 '7. og 20 '7.. 

I løbet af det første år beholder Selskab 8S '7. af sine egne kunder, 

snupper lS '7. fra Selskab 2 og S '7. fra Selskab 3. Selskab 2 

t a' r S '7. af l s kunder, beholder 7S '7. af sine egne og tager S '7. 

af 3s. Selskab 3 tager 10 '7. fra l, 10 '7. fra 2 og beholder 90 '7. 

af sine egne kunder. Antag nu at totalmarkedet ikke ændres og at 

overgangsfordelingen er konstant. Opskriv fordelingsligningerne (som 

i begyndelsen af føljetoneksemplet) og overgangsmatricen A for dette 

marked. Udregn markedsandelene efter og efter 2 år. 

2.3 Brug f.eks Matlab til at undersøge evt. asymptotisk forløb af mar

kedsfordelingen i eksempel 2.3. 

2. 4 Gør det samme med markedet i opg. 2. 2. 

2.S For matricen i Eks. 2.3, og gerne med computerhjælp, f.eks. Matlab, 

skal potenser af A udregnes: A
2

, A
4

, A
16

, A
17

. Ser du noget mønster 

for for voksende r? 

2.6 Gør som opg. 2.S med fordelingsmatricen for markedet i opg. 2.2. 

2. 7 I hvert af de nævnte tilfælde skal vektoren 
2 

(x,y) E IC skrives i 

den specificerede basis; begynd med at kontrollere at de givne sæt er 

baser. 

{(1,1), (1,-1)} 

{(S,7), (3,-4)} 

{(2, -3), (3, -2)} 

{(-1,-2), (-1,2)} 

2.8 Som 2. 7, idet det hele nu foregår ".._3 ( ) ".._3 •• "-' , x,y,z E"-' 

{(1,0,0), (0,0,1), (1,1,1)} 

{(2,1,3), (-1,4,S), (3,-2,-4)} 

{(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)} 

{(a,O,O), (b,d,O), (c,e,f)}, 

idet adf ':f. O 

2.9 Idet a
1 

.- {(3,1), (2,-1)} og a
2 

.- {(2,4), (-S,3)} er givne 
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baser skal x := [~~] udtrykkes ved hjælp af a
2

. 
2 a

1 

2.10 Find egenrummet ker (f-I) for den i Eksempel 2.8 nævnte af

bildning f. Har f andre egenværdier end de to allerede fundne? 

2.11 Find egenværdier og egenrum for afbildningen, der i IR
3 

er 

defineret ved spejling i en given plan (gennem Q). Lad være med at 

indføre baser! 

2.12 Find egenværdierne for matricen i Eksempel 2.3. 

2.13 a) Vis at afbildningen i det reelle to-dimensionale rum IR2 
' 

2.21 

defineret ved drejning gennem en ret vinkel i den positive omløbsret

ning, ikke har nogen egenværdi. b) Hvis man derimod tænker på planen 

som IC, med skalarlegemet IC, så er den netop nævnte afbildning et 

multiplum af identiteten I. Hvilket? Løs egenværdiproblemet for 

denne afbildning. 

2.14 Godtgør påstandene om egenværdierne for afbildningen f der er 

nævnt i afsnittet lige efter Sætning 2.12. 

2.15 Find en basis for IC
3 

bestående af egenvektorer for den på s. 

2.14 nævnte afbildning O A. 

2.16 Gør rede for at afbildningen i opgave 2.11 viser at en afbild-

ning af et n dimensionalt vektorrum udmærket kan have n lineært u

afhængige egenvektorer, selv om antallet af egenværdier er < n. 

2.17 Find en basis af egenvektorer for matricen i Eksempel 2.3. 

2.18 Betragt rummet IP
3 

af polynomier af grad højst 3. Gør rede for 

at polynomierne {l,t-l,t
2
-l, t

3
+t+2} udgør en basis. Er følgende 

udsagn sandt: Hvis et sæt polynomier indeholder et polynomium af hver 

af graderne j, j = O,l, .. ,n, så er dette sæt en basis for !Pn. 

2.19 Brug Matlab til at afgøre om sættet (3 .- {(0,1,3,4), (1,-

1,1,1), (2,0,0,3), (6,-11,1,0)} udgør en basis for IC
4

. 

2.20 Hvad er beskrivelsen i økonomiske vendinger af standardbasen 

1R
3 

føljetoneksemplet? 
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2.21 

skal 

2.22 

vi en 

e 
5-J' 

Med a 

D 
(X (3 

sat til standardbasen i C
4 

og (3 som 

opstilles. Find dernæst (Matlab) (3 Uå 
Videreførelse af ovenstående. Med a:= {e , .. ,e} 

l 4 

lineær afbildning f : 0:::4 ~ 0:::4 ved at f(e ) := e 
J l 

j = 1, .. ,4. Opskriv [f) Beregn (Matlab) (3[f)(3. 
(X (X 

opg. 2.19 

definerer 

+ e - 4 
J 

2. 23 Lad os antage at enhver persons uddannelse kan rubriceres som 

enten faglært, ufaglært eller "videreuddannet". Vi antager også at 

det er et veletableret faktum at blandt børnene af videreuddannede er 

2.22 

70% selv videreuddannede, 20% er faglærte og 10% er ufaglærte. For de 

faglærtes børns vedkommende er 20% videreuddannede, 60% er faglærte 

og 20% ufaglærte, mens ufaglærtes børn er for 20%s vedkommende videre

uddannede, 30% er faglærte, mens 50% er ufaglærte. Vi antager videre 

at befolkningstallet er konstant, samt at der i den nuværende genera-

tion er 35% videreuddannede, 35% faglærte og 307. ufaglærte. 

a) Opskriv overgangsmatricen A. 

b) Find befolkningsfordelingen efter en generations, og efter to 

generationers, forløb. 

c) Benyt Matlab til eksperimentelt at undersøge om der i det lange 

løb vil indtræffe nogen ligevægtstilstand i befolkningens uddannelses

mæssige fordeling. 

d) Kan Matlab give noget fingerpeg om forløbet af A n for n ~ oo? 

2.24. Hvis f : U ~ U er en lineær afbildning der opfylder at f
2 

:= 

fof = f, siger vi at f er en projektion. Et finere(?) ord for f 

er idempotent. Vis at O-afbildningen og identiteten er (trivi-

elle) projektioner. Giv et ikke-trivielt eksempel på en projektion. 

2.25 a) Lad f ::t: være en projektion. Vis at ker f ::t: {0}. (Hvis 

ker f ={0}, er f invertibel ... ) Dermed har vi en egenværdi for en 

projektion. I løbet af de næste (del)opgaver finder vi alle egenværdierne 

for en projektion. 

b) Lad f ::t: I være en projektion. Kan f være surjektiv? (Søg evt. 

inspiration i a) og Dimensionsformlen. 

2.26 De her nævnte matricer skal opfattes som matrixrepræsentationer 

i standardbasen for lineære afbildninger på komplekse vektorrum. Find 

egenværdierne: 
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a,b E IR; [
l 2 2] 
o 2 l ; 
-l 2 l [

a b 

O a 

o o 
o o 

o o 

c o] (bc;eQ) 
a O 

O a 

2.27 Find alle egenrum for afbildningen længst til venstre opg. 

2.26. Er denne afbildning diagonaliserbar? 

2.28 Lad f være den lineære afbildning, hvis matrixrepræsentation i 

standardbasen a udtrykt i Matlab sprog er <2/3 -113 -113; -113 2/3 

-113; -113 -1/3 2/3>. Opskriv på sædvanlig form [f] . Vis at f 
a a 

er en projektion; find den plan, f projicerer rummet på - jf. ana-

logien til eks. 1.1 b). 

2.29 Vis at hvis f er en projektion, er f(U) et egenrum. Hvad er 

egenværdi en? 

2.30. Vis at hvis f er en projektion er U = ker f ø f(U). (Vink: 

x = f(x) + x - f(x)). Hvor mange egenværdier har altså en projektion? 

2.31 For de to afbildninger til højre i opg. 2.26 skal egenrummene 

findes. Hvilke af afbildningerne er diagonaliserbare? 

2.32 Er enhver projektion diagonaliserbar? 
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3. JORDANS NORMALFORM 

Som det er kendt fra Mat 1LA gælder for en lineær afbildning f U ~ 

V med nulrum ker f dimensionsformlen 

dim ker f + dim f(U) = dim U . 

Ofte har man mere nytte af formlen i følgende form: 

OPSKRIFT 3.1: Man tager en basis {v, .. , v} for f(U), "løfter" 
l m 

den til vektorer {u , .. , u } i U, dvs. man vælger vektorer u i 
1 m i 

U, så f(u ) = v , og man supplerer så disse vektorer med en basis 
i i 

{w
1

, .. , wp} for ker(f). Man har da en basis {u, .. , u } for U. 
l m+p 

BEVISGANG: Ud fra følgende kan et fuldt bevis let opskrives. 

1. skridt: {u , .. , u } er et lineært uafhængigt sæt. 
1 m 

2. skridt: span {u, .. , u} n ker f = {0}. 
l m 

3. skridt: {u , .. , u } v {w , .. , w } er en basis for U. 
1 m l p 

DEFINITION 3.2 Lad U være et vektorrum. En lineær afbildning f : 

U~ U er nilpotent hvis der findes et helt tal n E~ for hvilket 

fn(x) = O for alle x E U, altså for hvilket fn er nul

afbildningen (her er f
2

(x) := f(f(x)), for alle x E U, og fn(x) 

:= fn- 1 (f(x)) = f(fn- 1 (x)), for n= 2,3,.. og for alle x E U). 

EKSEMPEL 3.3 I c2 
vælges en basis {x

1
, x

2
}. Definer en lineær 

afbildning f : c2 ~ c2 
ved at fastlægge værdierne på basisvektorer-

ne: 

Så er f
2 = O 

f(x
1

) =O, f(x
2

) = x
1

. 

(vis det!). 

LEMMA 3.4 Lad g : V~ V være en lineær afbildning i det endelig 

dimensionale vektorrum V. Der findes en opspaltning V = U ® W i g

invariante underrum, så at g er nilpotent på U og bijektiv i W 

BEVIS: I følgen V 2 g(V) 2 g
2

(V) 2... af g-invariante underrum må 

der gælde = fra et vist trin (hvorfor?). Af gp+l(V) = gp(V) føl

ger, at g er bijektiv (=surjektiv) på gP(V). Hvis v E ker(gP) n 

gp(V), har vi gp(v) =O, og dermed v= O, da g er injektiv på 

gP(V). Altså er ker(gP) n gP(V) = {0}, og da dim V= dim ker(gP) + 

dim gp(V), slutter vi, at V= ker(gp) ® gP(V). Bijektiviteten af g 
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på gp(V) har vi bemærket. Det er endvidere klart at g er nilpo

tent på ker(gP). Dermed er lemmaet bevist. 

SÆTNING 3.5. Lad f : V~ V være en lineær afbildning af det ende-

lig dimensionale komplekse vektorrum V med egenværdierne A , .. , A . 
1 r 

Der findes en opspaltning V = U ø ... ø U i f-invariante underrum, 
1 r 

så at (f- A I)jU er nilpotent på U. 
l l l 

BEVIS: Vi har 

v= u øw 
1 1 

= U øU øW 
l 2 2 

=U ø ... øU øW 
l r r 

[

Lemma 3.1 anvendt på f -A I : V~ V 

nilpotent på U , f -A I b~jektiv på 
1 1 

med 

w . 
1 

[

Lemma 3.1 anvendt på f -A I:W 
2 1 

~ W med 
l 

f - A I nilpotent på U , f -A I 
2 2 2 

bijektiv 

på w
2 

[

Lemma 3. 1 anvendt på f -A I: W ~ W med] 
r r-1 r-1 

f -A I nilpotent påU ,f- A I bijektiv 
r r r 

på w 
r 

Nu er f - A I specielt injektiv på 
l 

W , og dermed også injektiv på 
l 

Intet af tallene A , .. , A 
1 r 

w c w 
r = l 

~ W . Men hvis 
r 

w ikke er= {0}, 
r 

er derfor egenværdi for f : W 
r 

har f : W ~ W en egenværdi, 
r r 

da skalarlegemet er C. Det er klart at enhver sådan egenværdi må 

være en egenværdi for f selv. Heraf følger at W = {0}. 
r 

SÆTNING 3.6 (Jordans normalform for en nilpotent afbildning h : U~ 

U) Lad h : U ~ U være en nilpotent afbildning. Så findes der en 

basis (en "Jordanbasis for h") i hvilken h beskrives ved en blokma

trix af følgende udseende: 

B 
1 

o 

o 

B 
p 

hvor hver blok B 

o 1 
o o 1 

har formen 

o 

o 

o 1 
o 

BEVIS: At en basis er en Jordanbasis for h betyder at den kan 

deles i grupper {u ,u, .. , u; o 1 k 

til hver af blokkene, så at 

v· 
l' wo' .. ' wm ; ... } svarende 
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(overvej det!) 

uk~· .. ~u1 ~u0 ~0 

v 1 ~ ... ~v1 ~v0 ~o 
wm~· .. ~w1 ~w0 ~0 

3.3 

(*) 

At der til hver nilpotent lineær afbildning h : U ~ U findes en Jor

danbasis vises nu ved induktion efter dim U. Afbildningen h er en 

surjektiv afbildning af U på h(U). Hvis h(U) = {0}, altså h= O, 

er påstanden triviel. Hvis h(U) * {0}, er dim U > dim h(U) (hvor

for?). Induktionsantagelsen tillader derfor, at vi forudsætter at vi har 

opskrevet en Jordanbasis som i (*) for den nilpotente lineære afbildning 

hlh(U) : h(U) ~ h(U). Ifølge "opskriften" kan vi få en basis for U ved 

at løfte basen for h(U) og supplere med en basis for ker(h). Vi løf-

ter nu vektorerne i (*) ved at vælge u ' v ' w k+1 1+1 m+l 
i u, så at 

u ~ uk , v ~v , w ~ w , .. , 
k+1 ~ 1+1 ~ l m+1 ~ m 

og ved som løftning af hver af de øvrige vektorer i (*) at vælge den 

vektor i (*) der står umiddelbart til venstre. Vi supplerer altså hver 

af rækkerne i (*) med en vektor. Ingen af de dermed tilføjede vektorer 

ligger i ker h. 

Vi skal supplere med en basis for ker(h). Vi har allerede de line-

ært uafhængige vektorer u
0

, v
0

, w
0
,... i denne kerne; vi supplerer 

disse vektorer med vektorer 

således bestemte basis for 

u ~ u ~ k+1 k 

v ~ v ~ l +1 l 

w ~w ~ m+l m 

til en basis for xo' yo' · · · 
U er klart en Jordanbasis. 

f----7 u
1 

~ ~u0 ~o 

f----7 v
1 

~ ~v0 ~o 

f----7 w
1 

~ ~w0 ~o 

ker (h). Den 

(I D står de løftede vektorer; udenfor står en basis for kernen) 

Hermed er beviset gennemført. 

SÆTNING 3.7 (Jordans normalform for en vilkårlig lineær afbildning) 

Lad f : V ~ V være en vilkårlig lineær afbildning af det komplekse 
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endelig-dimensionale vektorrum V ind i V. Så har f en Jordan 

form (ofte kaldet Jordans normalform for f): Hermed menes at der 

findes en basis for V i hvilken f har matrixrepræsentationen. 

J 
l o i\ 

ol 

hvor hver blok J har formen l 
o J 

p 

(medmindre blokken er en 1x1 matrix [i\]). 
l 

BEVIS: Vi betragter opspaltningen v = u®. 
1 

Hver restriktion (f i\. I) j u. er nilpotent 
l l 

en Jordanbasis for (f - i\. I) j u. på u. Da 
l l i 

o 

® u 
r 

på u., 
l 

fjU
1 

= 

1 o o 
i\ 1 

i\ 1 l 
i\ l 

fra Sætning 3.5. 

så vi kan finde 

[i\ I + (f -

beskrives i denne basis ved en Jordan-

matrix J med i\ i diagonalen. Forenes de for hvert i fundne 
l l 

vektorer fra U fås en basis for V = U ø .. ø U i hvilken f 
l 1 r 

beskrives ved en Jordanmatrix. 

Det er naturligt at spørge om entydighed af Jordan's normalform. 

Dette blev besvaret af Camille Jordan (fransk matematiker (1838 -

1921)) himself, i den artikel hvor Jordan-formens eksistens blev be

vist: Jordan's normalform er entydig, bortset fra rækkefølgen af Jor-

danblokkene (dette svarer til at i den ovenfor nævnte opspaltning V = 
u®. o o ®u 

1 r 
kan vi bytte om på U.erne). En konsekvens heraf er at 

l 

hvis en matrix/afbildning er diagonaliseret, har vi hermed også fundet 

dens Jordanform. Vi skal ikke her retfærdiggøre dette svar. 

Et andet naturligt spørgsmål er hvordan man i praksis finder Jor

danformen. Lad det være sagt med det samme, at eksistensen af formen 

er det væsentlige: det er i ræsonnementer at man kan udnytte at en 

given afbildning/matrix kan bringes på Jordanform, og ikke så meget 

det præcise udseende af Jordanformen. Denne påstand kan vi illustrere 

ved at bevise en berømt klassisk sætning om matricer, Cayley-Hamilton's 

sætning, som et korollar til sætningen om Jordan's normalform. Men 

først et par simple regneeksempler. 

EKSEMPEL 3.8 Lad os regne Jordanformen for matricen A := [~!J ud. 

Egenværdierne findes ud fra (3-i\)(4-i\) - 2 =O, hvoraf i\= 2 eller 

S. Da egenværdierne er forskellige, kan A diagonaliseres, og dermed 
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har vi (ifl. entydighedsudsagnet nævnt ovenfor) fundet Jordanformen. 

EKSEMPEL 3.9 

Egenværdierne 

(A - 3) 2 = O. 

[ ~ ~] eller 

vi har svaret. 

Lad os regne Jordanformen for matricen A := [ ~ -!] ud. 

findes ud fra (2-A)(4-A) + 1 =O, hvoraf 

Når den eneste egenværdi er 3 må Jordanformen være enten 

[ ~ 5]· Den første mulighed er udelukket (opgave 3.1), så 

KOROLLAR 3.10 (Cayley-Hamiltons sætning) Lad A være en kompleks 

kvadratisk matrix med karakteristisk polynomium pA(t). Så er 

matrixpolynomiet pA(A) =O. 

BEVIS: Kald Jordanformen for A for J. Da A 

findes der en invertibel matrix Q for hvilken 

og J er similære, 
-1 

A = Q J Q ; endvidere 

har A og J samme karakteristiske polynomium (lemma 2.9). Altså: 

pA(t) = pJ(t) og derfor pA(A) = pJ(A). Da pA(A) =O hvis og kun 

hvis Q-1 pA(A) Q= O og da Q- 1 pA(A) Q= pJ(Q- 1 A Q) (overvej!), er 

det tilstrækkeligt at vise at pJ(J) =O. Hvis J = J
1 

ø .. ø JP 

angiver opdelingen af J i Jordanblokke, er det klart at pJ(t) = 

p J (t) .. p J (t) og derfor at 
1 p 

pJ(J) = PJ (J
1

) ø .. ø pJ (JP). 
1 p 

(overvej!). Vi kan derfor gennemføre beviset ved at antage at J er en 

j x j Jordanblok, svarende til egenværdien A, med karakteristisk po

lynomium pJ(t) = (A-t)J og vise at pJ(J) =O, altså vise at (AI -

J)J = O. Men da 

o 1 
o o 1 

AI - J = 

o 

o 

o 1 
o 

og exponenten j netop er dimensionen af denne matrix, er det en simpel 

udregning at godtgøre at (Al - J)J = O. 

EKSEMPEL 3.11 I undersøgelser af opførslen af matrixpotenser An, når 

n bliver meget stor, kan Cayley-Hamilton sommetider være til lettelse. 

Vi antyder dette med et 2x2 eksempel. Lad A :=2 [~ ~]· Det karakteri

stiske polynomium er pA(z) = (3-z)(1-z) - 8 =z - 4z- 5, så af Cay

ley-Hamilton slutter vi at A2 
- 4A -51 = O. Heraf følger at A2 = 4A + 
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SI, så A3 = (4A + SI)A = 4A2 + SA = 4(4A +SI) + SA = 21A + 20I, etc. 

For en generel 2x2 matrix A med karakteristisk 

p A (A ) : = a + a A + a A 2 

o 1 2 

polynomium 

regner vi An/pA(A) 

restpolynomium r(A), 

ud; vi får et kvotientpolynomium q(A) og et 

som er af højst 1.grad: 

An = q(A)pA (A) + r(A). (*) 

Altså kan vi skrive r(A) = a + bA. Indsætter vi i disse udtryk 

under udnyttelse af Cayley-Hamilton, får vi at 

An= q(A)pA(A) + r(A) =al + bA. 

A 

Vi skal altså blot fastlægge a og b. Men vi kan jo finde rødderne 

i pA; de er netop egenværdierne 

i (*), fås 
A n 

1 

og 
A n 

2 

(det andet led falder jo bort, da 

= 

= 

A 
1 

a + 

a + 

og 

b A 
1 

bA . 
2 

A 
2 

Aerne er 

for 

rod i 

Tilbage til det numeriske eksempel A := [~ ~]' 

A. Indsættes de 

hvor egenværdierne 

er S og -1. Ønsker vi f.eks. at beregne får vi til bestem-

melse af a og b de to ligninger 

5
7 = a + Sb 

-1 = a - b 

HVORDAN KAN MAN FINDE JORDAN-FORM OG BASISSKIFT I 2 OG 3 DIMENSIONER? 

Tilfældet k = ~ Der er givet en lineær afbildning f : c2 ~ C
2 

(eller 

måske af ~2 ind i ~2 ), dvs. en matrix A (opfattet som afbildningen 

f udtrykt i standardbasen a, 

Først findes egenværdierne 

stiske polynomium. 

A := [f) ). Fremgangsmåden er da: 
a a 

A og A som rødder i det karakteri-
l 2 

Hvis A * A , er A diagonaliserbar, og Jordanformen J er 
1 2 

givet ved 

J = [~1 ~J. 
Hvis basisskiftet er effektueret af Q, altså hvis 

A = Q J Q-1' 

har vi at 

eller, ækvivalent hermed, 

[f] 
a a 

-1 
=Q {3[f]{3 Q ' 
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-1 
a[f]a = a[l]/3 (3[f](3 (3[l]a = a[l]/3 (3[f](3 a[l]/3 . 

Vi konstaterer at da (3[f](3 er en diagonalmatrix, er vektorerne i (3 

simpelthen egenvektorer hørende til A
1

, hhv. A
2

. Da Q= a[lJ
13

, 

er søjlerne i Q netop vektorerne i (3, udtrykt i standardbasen a. 

For at finde Q skal vi altså finde egenrummene hørende til hver af 

egenværdierne A 
1 

og A . 
2 

Hvis A = A kalder vi den fælles værdi A. Der er to mulige 
1 2 

Jordanformer: 

Den første svarer åbenbart til at egenrummet ker(f-Al) er Z

dimensionalt, altså til at f = Al; dette er den eneste mulighed for 

et Z-dimensionalt egenrum, thi 

A = Q J Q-1 = Q [; ~] Q-1 

Q Q-1 [A o] = [A o] 
O A O A . 

Hvis f *Al, og hvis f har ~n egenværdi, er Jordan-formen altså 

Vi regner basisskiftet ud, altså finder et invertibelt Q, for 

hvilket A = Q J Q-1
. Detaljerne er med her, fordi de også kan bruges 

i andre sammenhænge. Som før har vi at 

og at 

[OA ~] 1\ = (3[f](3. 

Dette viser at første basisvektor v i (3 er en egenvektor, så 
1 

egenrummet ker(f-Al) (der jo vides at være l-dimensionalt) skal 

findes. Når v 
1 

er fundet, ser vi at der for anden basisvektor v 
2 

gælder at 

f(v ) = A v + v . 
2 2 1 

(det aflæser vi i anden søjle i Jordan-formen). 

af ligningen 

(f- Al)(v) =v. 
2 1 

(Matlabs kommando \ kan bruges her). 

Dermed er det Z-dimensionale tilfælde klaret. 

Altså kan v findes 
2 

Tilfældet k=~ Vi har givet en lineær afbildning f, dvs. en 3 x 3 

matrix A (opfattet som afbildningen f udtrykt i standardbasen a). 

Proceduren er analog til ovenstående. 
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Egenværdierne A , A og A findes. De er rødderne i det karakte-
l 2 3 

ristiske polynomium. 

Hvis A
1

, A
2 

og A
3 

er indbyrdes forskellige, er A diagonali

serbar, og Jordanformen J er givet ved 

[
A O O l J = o1 

A o . 
O 02 A 

3 

De andre to muligheder er at det karakteristiske polynomium pf(z) 

har en enkelt- og en dobbeltrod, eller at 

Vi behandler disse hver for sig. 

har en tredobbelt rod. 

Lad os altså først antage at A er enkeltrod, A 
2 

er dobbeltrod. 
l 

Det betyder at pf(z) = (z- A
1
)(z- A )2

. Heraf sluttes to ting: 
2 

a) 

b) 

Da A er simpel er egenrummet 
1 

ker(f-A I) l-dimensionalt. 
1 

Jordan-formen J har samme karakteristiske polynomium, så 

forekommer en gang i diagonalen, A to gange. 
2 

De mulige Jordan-former er derfor 

[g· o o l [' 1 o l [g· 
o u [' 1 o l A O , 0

1 A O , A eller 0
1 A 1 . 

0
2 A O 0

2 A 02 O 0
2 A 

2 2 2 

A 
1 

Her må matrix nr. 2 og 4 forkastes; de er ikke på Jordan-form. Så 

har 

[g· 
o 

~J [' o u A eller 0
1 A 

02 o 0
2 

svarende til Z-dimensionalt egenrum, hhv. l-dimensionalt egenrum, 

hørende til A . 
2 

Når A foreligger, skal man al t så finde ker(f-A I) 
2 

(eller i 

vi 

hvert fald dimensionen af dette egenrum). Er dim ker(f-A I) = 
2 

2, er 

f diagonaliserbar og Jordan-formen er diagonalmatricen ovenfor til 

venstre. Men hvis dim ker(f-A I) = 1, er Jordan-formen for f 
2 

matricen til højre. 

Den anden mulighed er at A er tredobbelt rod. I dette tilfælde 

er mulighederne for Jordan-formen 

[
A o ol 
O A O , 
O O A 

eller 

Ganske som i tilfældet k = 2 vil matricen længst til venstre kun 

forekomme, hvis f =Al. De to midterste Jordan-former er similære 

(prøv at skrive den invertible matrix op, der effektuerer similarite

ten), så der er to væsensforskellige muligheder: 
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[~ ~ !] eller [~ ~ !] 
Af selve formen ses at den til venstre svarer til dim ker(f-Al) = 2, 

den til højre til dim ker(f-Al) = 1. Regn selv efter! 

Dermed har vi fundet alle Jordan-former også for det J-dimensionale 

tilfælde. Blot mangler vi at identificere basisskiftet. Hvis basis

skiftet er effektueret af Q, altså hvis 

A = Q J Q-1' 

har vi at 

[f] 
<X <X 

-1 
= Q (3[f](3 Q ' 

eller, ækvivalent hermed, at 
-1 

a[f]a = a[l](3 (3[f](3 (3[I]a = a[I](3 (3[f](3 a[I](3 . 

Her er Q = a[I](3 basen (3 udtrykt i standardbasen a; at finde (3 

og at finde a[I](3 kommer altså ud på det samme. 

Lad os antage at Jordan-formen (3[f](3 består af Jordan-blokkene 

p= 1, 2 eller 3, men princippet er J' .. ' J 1 p 
(i tre dimensioner er 

generelt, så vi formulerer det alment). Det er tilstrækkeligt at 

finde de til en given blok J svarende elementer i (3. Så lad os 

koncentrere os om en Jordan-blok 

[ 
A 1 o o 
o A 1 o 

J := o o A 1 o 
1 

o o o o A 

og sige at J er m x m. Vi skal bestemme m vektorer v1' .. ' v 
m 

i 

basen (3. Ignorerer vi notationsmæssigt resten af rummet og resten af 

{3, og justerer symbolikken tilsvarende, kan vi altså betragte samme 

situation som før: 

[' l 

o o 
O A l o 

[f l a[I](3 
-1 

= o o A 1 o a[l](3. <X <X 

l 
o o o o A 

hvor 

[ 
A 1 o o 
o A l o 

(3[f](3 = o o A 1 o 
1 

o o o o A 

(husk vi ignorerer resten af rum og basis). Af dette udtryk aflæser 

vi først at f(v ) 
1 

= AV 1' så v udregnes: vi finder en egenvektor 
1 
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svarende til 

hvilken 

A, hvilket vil sige at vi finder en løsning 

(f-AI)v =O. 
1 

v 
1 

for 

3.10 

I anden søjle står f(v ) og den skal være Av + v , dvs. v er en 
2 2 1 2 

vektor for hvilken 

(f-AI)v =v. 
2 1 

Dette mønster fortsætter ned igennem Jordan-blokken: hvis vi har 

fundet v fås v som en vektor for hvilken 
1 1+1 

(f-Al )v = v . 
i+1 i 

(maskinelt kan f.eks. Matlabs \ være til hjælp her). 

Bemærk at disse sidste udredninger forudsætter at vi kender Jordan

formen, dvs. at vi allerede har placeret 1-taller og nuller over dia

gonalen: her behandles kun den enkelte Jordan-blok med lutter 1-

taller over diagonalen. Er der specielt tale om en 1x1 blok, medtages 

kun det første skridt, altså det om v 
1 

sagte. 

Allerede i dimension k = 4 kan situationen være kompliceret nok til 

at man er nødt til at bruge andre fremgangsmåder. 
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OPGAVER TIL KAPITEL 3 

3. 1 Vis at [ ~ -!] og ikke kan være similære [ 03 03] (vink: 

kommuterer med enhver 2x2 m a t r i x ) . 

3.2 Find Jordanformen for 4 x 4 matricen med 1 på alle pladser. 

3.3 Find Jordanformerne for følgende matricer: 

[
2 2 1] 
1 3 1 
1 2 2 

(her er det kar. poly. er 2 -(?.-1) (?.-5)); 

[n r~]· 
o o o 1 

[
2 2 3 1] o 2 1 2 
o o 1 2 , 
o o o 1 

[~ -~ -~ =:] 3 _
1 1 

_
2 3 

(check først at det kar. pol. er (?.-1) (?.-2)); 

-1 4 -1 6 

3.3 For de nedenfor nævnte matricer skal Jordan-formen findes. 

[ -9 4] 
-25 11 , [ 

-4 4 J 
-1 o . 

3.4 Hvis det endelig-dimensionale vektorrum v er spaltet op i g-

3.11 

invariante underrum v = u ® w, så g er nilpotent på u og bijek-

tiv på w, og hvis s !:;;; v er et g-invariant underrum, hvorpå g er 

bijektiv, så gælder at s !:;;; w. 
3.5 (fortsat fra opg. 3.2): Hvis U= S ø T, hvor g er nilpotent 

på T og bijektiv på S, så er T = U. 

3.6 Find Jordan-formen for 

[ ~ =~~ =~]· -1 25 9 

3.7 Lad A ·- [2
+c c J Regn ud i hånden hvad Jordan-formen er, når .- -c 2-c · 

c * O og når c = O. Regn også Jordan-formen ud hvis der i diagona-

len står 2 (og de to andre led er ±c* 0). Læg mærke til hvad det

te viser om hvor følsom Jordan-formen er overfor småændringer i ind

gangene. Dette har regnetekniske konsekvenser. 

3.8 Gør udregningen af a og b (Eksempel 3.11) færdig. 

3.9 Betragt en vilkårlig 2x2 overgangsmatrix A:= [
1:a 1 ~~]· 

hvor a, ~e [0,1] og a+~* O. Vis ved metoden i eksempel 3.11 

at 
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An= [~ ~]l(a+(3) + (1-a-(3)n/(a+(3) [-: -~]. 

Diskuter hvad der sker med An, når n vokser. Tag hensyn til de 

mulige værdier af a og (3. 
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4 HILBERT RUM 

4.1 HILBERT RUM OG DERES GEOMETRI 

DEFINITION 4.1.1. Et komplekst vektorrum V kaldes et indre produktrum 

(eller præ-Hilbert rum), når det er forsynet med en funktion (.,. ): 

V x V -7 IC, som opfylder følgende fire betingelser for alle u, v, w E V 

og a E IC. 

(S i.) (u,u) ~ O, og (u,u) = O hvis og kun hvis u = O, 

(S ii.) (u + v, w) = (u, w) + (v, w), 

(S U i.) (au, v) = a( u, v), 

(Siv) (u,v) = (v,u). 

Funktionen (.,.) kaldes et indre produkt eller et skal ar produkt. 

Vi bemærker, at (S U), (S iii) og (S iv) medfører at (.,.) er lineær i 

første variabel og konjugeret lineær (også kaldet semilineær) i anden v a

riabeL Mere alment kalder man en afbildning s: V x V -7 IC sesquilineær 

(idet sesqui på latin betyder l 112), når den er lineær i første variabel 

og semilineær i anden variabel. (Også når skalarlegemet er IR kan man 

definere indre produkt rum; her benyttes (S i) - (S i v) blot uden konju

geringstegnet.) 

EKSEMPEL 4.1.2. For u = (u , ... ,u ) og v = (v , ... ,v ) ICn sættes 
l n l n 

n 

(u v) :=\u v· ' L 1 t' 
i=l 

dette kaldes ofte det hermitiske skalarprodukt. 

Idet C([a, b]) betegner mængden af kontinuerte komplekse funktioner på 

intervallet [a,b) kan vi for f, g E C([a,b]) definere 

b 

(f,g) := Ja f(x)g(x)dx; 

det er let at se at der hermed er defineret et skalarprodukt. 

Også betegnelserne {u, v}, (u l v), {u l v} for skalarproduktet forekommer 

litteraturen. Da {u, v} sommetider benyttes som betegnelse for den bili
b 

neære form '[,~ u v eller J u(x)v(x)dx uden kanjugering af v, 
1 =l l l a 
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bruger vi her (u, v) for den sesquilineære form. I det følgende benyttes 

ofte { ... } hvor man ellers skriver ( ... ), for at undgå forveksling 

med skalarproduktet. 

To vektorer u og v i et indre produkt rum V siges at være ind

byrdes ortogonale, i symboler u l. v, hvis (u, v) = O. En mængde 

{e} af vektorer i V, indiceret ved en vilkårlig indexmængde 
1 1 e r 

kaldes et ortogonalsystem, hvis (e ,e ) = O når i, j e I 
l J 

og det kaldes et ortonormalsystem, hvis der tillige gælder 

for alle e I. 

med -:t j 

(e ,e) = l 
l l 

Lad A være en delmængde af V, A s;; V. Vi skriver u l. A hvis 

(u,v) = O for alle v E A. Man bemærker, at enhver endelig delmængde af 

et ortonormalsystem {e } i E 
i 

består af lineært uafhængige vektorer, 

thi hvis " ce =O 
LlEI l i ' 

o 
hvor I s;; I 

o 
er endelig, så ser man for hvert 

i E I at o c = o 
i 

ved at tage indre produkt med e. 
i 

Når {x} 
l lEI 

er et system af vektorer i et vektorrum V, er 

span{x } defineret som mængden af vektorer i 
i lEI 

V, der er linearkom bi-

nationer af elementerne i {x } Det er et lineært underrum af V 
i iEI 

(når vi siger underrum i det følgende, mener vi altid lineært underrum). 

Systemet {x} kaldes Uneært uafhængigt, når ethvert endeligt del-
i iEI 

system er lineært uafhængigt. 

Lad os indføre betegnelsen llull 112 
:= (u,u) . Vi skal om lidt se, at 

11 · 11 faktisk er en norm. 

SÆTNING 4.1.3. ("PYTHAGORAS"). Lad x , ... ,x være et ortogonalsystem. 
l n 

Da gælder 

BEVIS: Da x l x for 
j 

n 

\(x ,x) 
. . L i j 
l,j=l 

SÆTNING 4.1. 4. ( BESSELS APPROKSIMATIONSSÆTNING). Lad e , ... , e være et 
l n 

ortonormalsystem i v. For ethvert x E v findes netop en vektor 

u E span{e , ... ,e} for hvilken x- u l. span{e , ... ,e}, og den er 
l n l n 
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givet ved 

n 

u = \ (x,e )e L 1 i 
i=l 

n 

For en vilkårlig vektor v = \ A e E span{e , ... ,e } gælder 
Li=l i i l n 

n 

llx-vll2 = llx-ull2 +[ j(x,ei)- A112 
i=l 

n 

BEVIS: Lad u E span{e , ... ,e }, altså u = \ Jl e . Så ser vi ved 
l n Ll=l i i 

at tage skalarprodukt med h ve r t e., a t x - u ..L s p an {e , ... , e } 
1 l n 

medfører (x,e)-" =O for i= l, ... ,n. Dette viser at "= i ,....1 ,....1 

(x, e ) er eneste mulighed; omvendt ses at Jl = (x,e ) for alle 
n i i 

sikrer at x - u ..L span {e , ... ,e }. Den sidste ligning ovenfor fås af 
l n 

Pythagoras' sætning: Da x - u ..L u - v, er 

og da u - v = \~ ((x,e,l - A )e er 
Ll=l l i i' 

n n 

!lu- vll
2 

= \ /l((x,e.J- A,le./1
2 

= \ j(x,e.l- A.lj
2

. D L 1 1 1 L 1 1 
i =l i= l 

4.3 

For v E span{e
1

, ... ,en} gælder altså /lx - vil ~ /lx - u/1, og der gælder 

> når v :t= u. Vektoren u er altså den vektor i span{e , ... ,e }, der 
l n 

har kortest afstand fra x. Den kaldes den ortogonale projektion af x 

på span{e , ... ,e }. 
l n 

KOROLLAR 4.1.5 (BESSELS ULIGHED). Lad e , ... ,e være et ortonormal-
1 n 

system i et indre produkt rum V. Da gælder for alle x E V, at 
n 

L l (x,ei) 12 ~ /l x l( 
l =l 

BEVIS: Benyt v = O Bessels approksimationssætning. D 

KOROLLAR 4.1.6 (CAUCHY-SCHWARZ' ULIGHED). Når u og v er vektorer 

et indre produkt rum V, gælder 

BEVIS: Tilfældet v = O er trivielt, så vi antager at v * O. Vektoren 
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v 
udgør et ortonormalsystem, så Bessels ulighed for u E V giver 

liv li 

hvoraf Cauchy-Schwarz' ulighed følger umiddelbart. 

SÆTNING 4.1. 7. Et indre produkt rum V er et normeret vektorrum med 
l 

normen llull = (u,u)
2

. 

BEVIS: Det eneste ikke trivielle beviset er trekantsuligheden. Den ses 

således: 

11 u + v 11
2 

= 11 u 11
2 

+ ( u ' v ) + ( v ' u ) + 11 v 11
2 

' 

11 u 11
2 

+ 2Re (u • v) + 11 v 11
2 

• 

~ 11 u 11 
2 

+ 2 l ( u ' v ) l + 11 v 11
2 

' 

~ 11 u 11
2 

+ 211 u IIII v 11 + 11 v 11
2 

q u 11 + 11 v 11 ) 
2 

' 

hvor vi har brugt Cauchy-Schwarz' ulighed. o 

Ved lignende regninger fås PARALLELLOGRAMLOVEN: 

2 2 2 2 
llu + vil + llu - vil = 211ull + 211vll . 

Endvidere kan man vise POLARISERINGSIDENTITETEN 

der giver en formel for rekonstruktion af skalarproduktet ud fra normen. 

Til normen er som bekendt knyttet en metrik på V 

d( u, v) := llu - vil, 

og vi har begreberne konvergens i V og fuldstændighed af V. 

Man siger, at to skalarprodukter er ækvivalente, når de tilknyttede 

normer (og dermed metrikker) er ækvivalente (jf. Mat 2MA1). 

Det bemærkes, at (.,. ): V x V -7 IC er kontinuert med hensyn til pro

duktmetrikken. Kontinuiteten ved {u,v} E V x V ses f.eks. således: For 

alle u', v' E V gælder: 
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l(u,v)- (u',v')l = l(u- u',v) + (u',v- v')l 

= i(u- u',v) +(u'- u,v- v')+ (u,v- v')l 

:S 11 u - u' 11 11 v 11 + 11 u - u' 11 11 v - v' 11 + 11 u 11 11 v - v' 11 

så når c e ]0,1] er givet, vil dette være :S c, når både 

!lu - u' 11 og liv- v'll :S __ c __ 

3(l+llull+llvll) 
Specielt ses, at u -7 (u, v) er en kontinuert afbildning fra V til !C 

for hvert fast v e V. 

DEFINITION 4.1.8. Et HUbert rum er et fuldstændigt indre produkt rum. 

Man kan vise, at et præ-Hilbert rum (V,(.,.)) altid kan fuldstændig-

gøres til et Hilbert rum, dvs. der findes et Hilbert rum (H,(.,.() og 

en lineær afbildning </>: V -7 H så </J(V) er tæt i H og så 

(</J(x),</J(y))~ = (x,y) for x, y e V. Det følger af, at V kan fuld

stændiggøres på entydig måde som et metrisk rum, jf. en opgave, idet 

vektorrumsstrukturen og skalarproduktet "følger med". 

To Hilbert rum H -7 H siges at være isomorfe, hvis der findes en 
l 2 

lineær afbildning U : H -7 H med hele H som billede, som opfylder 
l 2 2 

(Uv,Uw) = (v,w) , for alle v, w e H . 
H H l 

2 l 

U kaldes da en isometrisk isomorfi, eller en unitær operator. 

EKSEMPEL 4.1.9. Lad L ([a,b]) være mængden af målelige, komplekse 
2 

b 

funktioner på intervallet [a, b] som opfylder J l f(x) l
2
dx < oo, og hvor 

a 

vi identificerer funktioner som er ens næsten overalt, jf. Mat 2MA1. 

L ([a,b]) forsynes med det indre produkt 
2 

b 

(f,g) = L f(x)g(x)dx , 

hvor integralet er endeligt, da 

l -, 11 12 11 12 f(x)g( x) :S 2 f( x) + 2 g( x) . 

Det følger af Fisehers fuldstændighedssætning og Sætning II 7.28 i Mat 

2MA1, at L ([a,b]) er en fuldstændiggørelse af !C([a,b]) med hensyn til 
2 

normen 
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som svarer til ovennævnte skalarprodukt. 

Mere alment er L (X,IJ.) et Hilbert rum når (X,IJ.) (kortere skrivemåde 
2 

for (X,[,IJ.)) er et målrum, med skalarprodukt og norm 

og rummet er fuldstændigt på grund af Fisehers sætning. 

Mængden e (IN) af talfølger x = {x }
00 

bestående af komplekse tal, 
2 n n=l 

som opfylder r.:=ll x n j
2 

< oo, forsynes med indre produkt og norm 
l 

(x,y) =Jlx)-n' llxll = Ctjxn12)Z' 

hvormed det er et Hilbert rum. Dette stemmer med at opfatte 

rummet L (IN,IJ.), hvor 11- er tællemålet. 

e (INJ 
2 

som 

2 

I forbindelse med diskussionen af ortonormalbaser skal vi se, at der 

er mange Hilbert rum, som forekommer i praksis, der er isomorfe med 

e (IN). 
2 

rum. 

Lad 

{u ,u }, 
l 2 

Man kan da sige, at e er det kanoniske eksempel på et Hilbert 
2 

H og H være Hilbert rum, og betragt alle par af vektorer 
l 2 

hvor u E H og u E H . Disse par er elementer af et nyt 
l l 2 2 

Hilbert rum med det indre produkt 

({u ,u },{v ,v}):= (u ,v) 
l 2 l 2 l l H 

Dette Hilbert rum kaldes summen af H 
l 

og 

l 

+ (u , v ) 
2 2 H 

2 

H, 
2 

og betegnes H ®H. 
l 2 

LEMMA 4.1.10. Lad H være et Hilbert rum, og lad M være en afsluttet 

konveks delmængde. For hvert u E H eksisterer en entydig bestemt vektor 

v E M tættest ved u, dvs. med llu - vil mindst mulig. 

BEVIS: Lad u E H, lad d = inf !lu - w li, og vælg en følge 
w EM 

{w } 
n 

af 

!lu - w 11 -7 d. Da gælder 
n 

elementer i M, så at 

IIw -w ll
2

=ll(w -u)-(w -ulll
2 

n m n m 

= Zllw - ull
2 

+ Zllw - ull
2

- ll(w -u)+ (w - ulll
2 

n m n m 

på grund af parallellogramloven. Det sidste led kan skrives 
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+ w Jf, og da .!.(w + w ) E M (M er jo konveks) 
m 2 n m 

følger, at 

/lw - w 11
2 

:::: Zllw - ull
2 

+ Zllw - ull
2 

- 4d
2 

· 
n m n m 

Til givet c > O findes N så der for n 2: N gælder 

hvoraf ses at der for n,m 2: N gælder 

11 w - u 11 :S d + c' 
n 

IIw -w f :::: 4(d+cl
2 

- 4d
2 

= c(8d+4cl ; 
n m 

dette viser, at {w } er en Cauchy følge. Da H 
n 

v e H så w ~ v, og da M er afsluttet, må 
n 

llu - w 11 ~ llu - vil· altså llu - vil = d, så v 
n 

u til M. 

er fuldstændigt, findes 

v E M. Da w ~ v, må 
n 

realiserer afstanden fra 

Hvis v og 

II~Cv + v') - u li 

v' er vektorer fra M 
l 

2: d, da -(v + v') E M. 
2 

med 11 u - v 11 = 11 u - v' 11 = d, må 

Ved hjælp af 

parallellogramloven fås 

11 v - v' 11
2 

= 11 v - u - (v' - u l 11
2 

= Zllv - ull2 + Zllv' - ull2 - 4ll~(v + v') - ull2 

= 4d
2 

- 4ll~(v + v') - ull
2 

:::: O 

altså v = v', hvilket viser entydighedsudsagnet. o 

Lad H være et Hilbert rum og M en delmængde, M ~ H, da er orto
..l 

gonaLkompLementet M til M defineret som 

..l 
M = {w E H l w ..l M} 

j_ 
Bemærk, at M er et afsluttet underrum af H, da skalarproduktet er 

kontinuert. 

SÆTNING 4.1.11 (DEKOMPOSITIONSSÆTNINGEN). Lad H være et Hilbert rum og 

X et afsluttet underrum. Da kan ethvert u E H på entydig måde skrives 
..l 

som u = v + w, hvor v E X og w E X . 

BEVIS: Lad u E H. Af Lemma 4.1.10 fås, at der eksisterer et entydigt 

bestemt element v E X tættest ved u. Definer w : = u - v, dvs. u = 
v + w. Lad x E X ".{0} og t E IR. Sættes d := 11 u - vil (= 11 w !i), har 

vi, da v + tx E X, 
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Dette medfører at -2t Re(w,x) + t
2

llxll
2 ~ O for alle t E R, så anden

gradspolynomiet p(t) = llxll
2
t

2 
- 2Re(w,x)t må have t = O som dobbelt

rod, og dermed må Re(w,x) = O. Da regningerne gælder for x erstattet 

med i x, sluttes, at også Im(w,x) = O ; hvormed ialt, at (w,x) =o. 
Da x var vilkår lig i X".{O}, følger, at 

l. 
w EX ; og vi har dermed 

l. 
vist at u kan dekomponeres i en sum af to vektorer V E X og W E x 

For at vise entydigheden af dekompositionen antager vi, at u = v + w 

= v' + w'; heraf følger at v - v' = w' - w, og da v - v' E X og w' 
l. 

- w E X , som har fællesmængde {0}, sluttes at v - v' = w' - w = O. o 

l. 
Dekompositionssætningen giver en naturlig isomorfi mellem X x X og 

H, 

l. 
Vi har altså, at X + X = H, 

H at være direkte sum af X 
l. 

X ø X = H. 

{u,v} ~u + v . 

og idet fremstillingen er entydig, siges 
l. 

og X ; det udtrykkes i symboler ofte: 

Blandt de mange anvendelser af dekompositionssætningen giver vi her 

et enkelt eksempel. 

I 2MA1 er nævnt rummet !e(E,F) af kontinuerte lineære afbildninger 

fra det normerede vektorrum E ind i det normerede vektorrum F. Hvis 

specielt F tages til at være skalarlegemet IL, opfattet som et vektor

rum med sig selv som skalarlegeme, og normeret med absolutværdien l l, 

har vi at gøre med rummet af kontinuerte lineære funktionaLer. Dette 

rum kaldes det duaLe rum til E og betegnes ofte simpelthen E'. Det 

duale rum E' til et normeret vektorrum E er således et Banach rum, 

når det udstyres med normen 

11</>11 := sup { l<f>(x)l l llxll !S l}, 

for enhver </> E E', jf. 2MA1, allersidst i kap. l, afsnit 5. 

Dette helt generelle begreb kan selvfølgelig også betragtes for et 

Hilbert rum H. Der gælder da en speciel, og meget nyttig, måde at 

beskrive H* på. 

SÆTNING 4.1.12 Det duale rum H* til et Hilbert rum H kan identifi

ceres med H selv, idet enhver kontinuert lineær funktianaJ </> på H 

kan beskrives ved det indre produkt. Der gælder at for enhver </> E H* 

findes en entydig bestemt vektor h</> E H således at 
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</>(h) = (h,h</>), 

Denne vektor h</> opfylder at 11</>11 = llh</>11. 

for alle h E H. 

BEVIS: Det er klart at hvis h fastholdes i H, definerer </>(h) := 
o 

(h,h ) en lineær afbildning af H ind i !C. Af Cauchy-Schwarz' uligo 
hed (4.1.6) følger at </> er begrænset, idet 

sup { l </>(h) l l li hil :S l } = sup { l (h,h
0

) l l li hil :S l } 

:S s up { 11 h 11 11 h 11 l 11 h 11 :S l } = 11 h 11 o o 
altså at 11</>11 :S llh Il. Hvis h = O, er </> selvfølgelig nul-funktic-o o 
nalen og llh 11 = 11</>11 = O. Hvis h ikke er nul, er h /llh 11 en en-o o o o 
hedsvektor, og derfor er l<t>Ch/llh

0
11)1 :S 11</>11. Men l<t>Ch/11\11)1 = 

(h /llh ll,h ) = llh 11
2
/llh 11 = llh 11, og det giver os den anden ulighed. o o o o o o 

Altså er llh 11 = 11</>11. 
o 

Hvis vi omvendt antager at </> E H' er givet, kan vi forudsætte at </> 

ikke er nul-funktionalen (thi nul-funktionalen kan jo åbenbart repræ

senteres ved nul-vektoren i H). Hvis </> ikke er identisk nul, så er 

ker(</>) := { h E H l </>(h) = O } 

en ægte delmængde af H. Det er klart at ker(</>) er en konveks mængde, 

thi hvis </>(h') = </>(h") = O, så er </>(th' + (1-t)h") = t</>(h') + (1-

t)</>(h") = O. Det følger endvidere af kontinuiteten af </>, at ker(</>) 

er afsluttet: hvis h -7 h og alle h E ker(</>), vil O = </>(h ) -7 
n n n 

</>(h), så h E ker(</>). Af dekompositionssætningen følger så at H = 
~ ~ 

ker(</>) <±> (ker(</>)) . Vælg nu en vektor k</> E (ker(</>)) \ {0}. Da </>(k</>) 

ikke er lig O, kan vi multiplicere k</> mld en passende skalar og så-

ledes opnå at få en vektor 1</> i (ker(</>)) for hvilken </>0</>) = l. 

Lad h E H være vilkårlig og betragt vektoren h - </>(h)l</>. Åbenbart 

gælder at </>(h - </>(h)l</>) = </>(h) - </>(h)</>(1</>) = </>(h) - </>(h) = O, og der

for er h - </>(h)l </> og l</> ortogonale, altså 
2 o = (h - </>(h)l</>,1</>) = (h,!</>) - </>(h)(l</>,1</>) = (h,!</>) - </>(h)ll~ll . 

Men så er </>(h) = (h,l</>/111</>11
2

), og hvis vi lader h</> := 1</>/111</>11 , har 

vi fundet en vektor h</> E H for hvilken </>( ) = ( ,h</>). 

Det er klart at h</> er entydig bestemt, thi hvis (h,h') = (h,h") 

for alle h E H, er llh'-h" 11
2 = (h'-h" ,h'-h") = O. 

Vi mangler at indse at h</> har samme norm som </>. Men da vi nu 

kender formen af </>, følger dette af bevisets første afsnit. 

4.2 ORTONORMALBASER OG PARSEVAL'S LIGNING. 
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Som tidligere nævnt er et artanormalsystem i et Hilbert rum H et sy-

stem {e } hvor er en indexmængde og (e ,e ) == l for alle 
l IEI' l l 

i E I, (e ,e) == O for alle og J. E I med i ::;:. J'. Et ortonormal-
i J 

system {e} kaldes en artanormaL basis, såfremt systemet er maksi-
l IEI 

malt, dvs. det kan ikke suppleres til et større ortonormalsystem. Et så-

dant system kaldes også et fuLdstændigt ortonormaLsystem. 

SÆTNING 4.2.13 Ethvert Hilbert rum H ::;:. {O} har en ortonormal basis. 

BEVIS: Vi benytter her nogle begreber fra mængdelære. Mængden C af or-

tenormalsystemer H er en partielt ordnet mængde med hensyn til ord-

ning ved inklusion; den er også ikke-tom, for hvis v E H "-.{0}, da er 

{viJJvll> et ortonormalsystem. Lad {S } være en totalt ordnet del-
o: <XEA 

mængde af C. Heraf følger, at v S er et ortonormalsystem, som in-
<XEA <X 

deholder hvert S , og som derfor er en majorant for {S } . Vi ser 
<X <X <XEA 

altså at enhver totalt ordnet delmængde har en majorant, og da følger det 

af Zorns lemma, at C har et maksimalt element. Et sådant er et ortonor

malsystem, der ikke kan suppleres til et større ortonormalsystem. o 

SÆTNING 4. 2.14. Lad {e } være et artanormalsystem et Hilbert rum 
i iEI 

H, og lad x E H. Der gælder: 

1° Mængdenl(x)= {i E Ij(x,e.)::;:. O} er enten tom eller tællelig 
l 

o 
2 Lad i ,i , ... ordning af I (x) Da er følgen være en s .-

l 2 n 

~ (x,e )e , såvel som følgen a := Ln j(x,e. )j2, 
j=l l l n j=l •. 

J J J 

konvergente for n -7 oo. Grænseværdierne er uafhængige af valget af 

ordning af I(x) og betegnes 

og man har den generaliserede Bessel ulighed 

L J (x, e i ) J 2 :S JJ x JJ2 . 
iEI 

(Hvis I(x) er tom definerer vi [ (x,e )e som nulvektoren O. ) 
i i 

iEI 

3° x-" (x,e)e .l e 
LiE! l i j 

for alle j E I . 
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BEVIS: Vi viser først l ° For hvert n E IN betragter vi mængden 

I (x):= {i E Il l(x,e ll
2 

> llxf/n}. 
n l 

På grund af Bessels ulighed indeholder I (x) højst n - l elementer. 
n 

Da 
00 o 

l(x) = v I (x), følger l . 
n=l n 

Vi viser herefter 2 o og 3 ° de er oplagte når l( x) er tom, så 

vi kan antage at l(x) * ø. Hvis l(x) er endelig, kan vi skrive l(x) 

= {i , ... ,i } og definere L (x,e )e til at være J:. (x,e )e 
l n IEI l l J=l i l 

den nævnte ulighed er Bessels ulighed, og der følger endvidere: 

(x - L, (x,e )e ,e,,) 
J=! i. i. l 

= (x,e ) -[n (x,e )(e, ei,) =O 

_{(x,~:,) - ~::e. ,)
1

~ O 

11 

for i' E l(x) 
J J 

- l l 

O - O = O for i' E I ".Hx) 

Endelig, hvis l(x) er numerabel, vælger vi en ordning af l(x) 

og sætter 

for alle n, 

l( x) = {i ,i , ... ,i , ... } , n E IN 
l 2 n 

s = L, (x,e )e for hvert 
n j=! i l 

J J 

er rækken [
00 

l(x,e. ll
2 

j=! l 
J 

n. Da L~=ll(x,e, llz ~ IIxiiz 
J 

konvergent med sum ~ 11 x 11
2 

; 

dette viser den generelle Bessel ulighed, som også gælder efter omord

ning, da det er en række med led ?:: O. 

For m > n er 

lis - s 11
2 

= III:~ (x,e. )e. 11
2 

= ~ l (x,e. ) 1
2 

• 
m n J=n+l 1 1 J=n+l 1 

J J J 
Dette medfører at {s } er en Cauchy følge i H, og da rummet H er 

n 

fuldstændigt, konvergerer s mod en vektor s, for hvilken altså 
n 

00 
s = " (x,e )e . Vi definerer nu " (x,e )e = s. L...J=l l l L...iEI i l 

På grund af 
J J 

kontinuiteten af det indre produkt fås 

(x - s, e 
k 

) = (x, e ) - (s, e ) 
k k 

= (x,e ) - (lim s ,e ) = (x,e ) -lim(s ,e 
k n k k n k 

{ 

(x,e ) - (x,e 
k k 

o - o = o 

) = o for i' E l(x) 

for i' E I \I(x) 

Lad os til slut vise, at definitionen af grænseværdien s er uafhængig 

af hvilken ordning der benyttes. Vi lader {k , k , ... , k , ... } være en 
l 2 n 
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arnordning af I(x) = {i ,i , ... ,i , ... } 
l 2 n 

Analogt med det tidligere følger, at 

og vi skal da vise, at s = s'. 

og sætter s' = L, (x,e )e . 
n j=l k k 

J 
s' konvergerer mod en vektor 

n 
s' , 

Lad c > O være givet og lad n E IN være valgt så stor, at der for n 
o 

~n gælder lis -sil< c,JJs'- s'JJ <c, og Loo j(x,e )j
2 

< c
2

. 
O n n j =n +l l 

o J 
Der eksisterer m E IN med m > n så at alle led s findes med 

O O O n 
o 

s' altså så at }={e
1 

.. ,e
1 

}v{e} for en 
m o 

vis endelig indexmængde A, 

er s' 
m 

så JJs, 
m 

- s 
n 

- s 
n 

o 

= L (x,e )e , 
<XEA <X <X 

JJs, - s 
m n 

o o 

Il < c, og 
o 

<X <XEA 
n o 

hvor {e } c {e e } 
<X <XEA - 1n

0

+1' 1n

0

+2'"' 

med 

11

2 L~ j(x,e. l/ 2 
< 

2 
:S c 

J =n +l 1 
o j 

. Så 

Il s' - s Il :s Il s' - s, 
m 

o 
+ J/s, 

m 
o 

· · sil < 3c 

Da c > O var vilkårlig, følger at s' = s. o 

artanormalsystemer er særligt interessante, hvis de er maksimale, 

hvilket følgende sætning demonstrerer. 

SÆTNING 4.2.15. Lad H være et Hilbert rum og lad {e} være et 
i iEI 

artanormalsystem i H. Da er følgende fire udsagn ækvivalente: 

(l) {e} 
l 

er maksimalt (også kaldet fuldstændigt). 

(2) Når x E H og x .l e for alle i E l, så er x = o. 
(3) For ethvert X E H gælder x = L (x,e )e. 

iEI i i 

(4) For ethvert X E H gælder PARSEV ALS LIGNING: 

BEVIS: (l) ~ (2). Hvis (2) ikke er sand, eksisterer der en vektor x ::f. O, 

så at x .l {e
1

J i E 1}. Lad os definere e ved e = x/lix li, så har vi 

at {e } v{e} er et ortonormalsystem, som indeholder {e } som en 
l IEI l iEI 

ægte delmængde. Dette modsiger maksimaUteten af {e } . 
i iEI 

(2) ~ (3). Af sætning 4.2.14 følger, at x - L (x,e )e .l e for alle 
IEI i l k 

k E l, så (2) medfører at x = L (x,e )e. 
iEI l i 
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(3) '* (4). Idet l(x) og en ordning (i ) defineres som i sætning 
J 

4.2.14, får vi ved brug af Bessels approksimationssætning med v = O, 

for hvert n : 

= li x - Ln (x • e ) e 11
2 

+ L li (x • e. ) e. 11
2 

J=! l l ;=l l l 
J j J J 

=lix- Ln (x,e )e 112 +L n l<x,e )12; 
J=! l l J=l l 

her går det første led mod O 

llxll
2
, for n -7 oo. Altså er 

J J J 

ifølge (3), og dermed det andet led mod 

llxll
2 

= L.l(x,e. )1
2
. (Når l(x) har 

J l J 

endeligt mange elementer, tages blot n = antallet, og første led ovenfor 

er O. ) 

(4) '* (1). Hvis {e } 
i iEI 

ikke er maksimal, da er det en ægte delmængde 

af et ortonormalsystem {e } v {e}. Da e j_ e for i E I og 
i iEI i 

llell = l, er Parsevals ligning ikke opfyldt for x = e. 

Lad {e} 
l lEI 

være en ortonormal basis for Hilbert rummet H og x 

en vilkårlig vektor i H. Da kaldes tallene (x, e ) 
i 

Fourier koef ficien-

terne (eller ortogonalkoefficienterne) for x, og udtrykket x = 

L (x,e )e kaldes Fourierrækken eller ortogonal- udviklingen for x. 
lEI i l 

Vi vil nu beskrive en metode til at konstruere et ortonormalsystem ud 

fra en vilkårlig følge af lineært uafhængige vektorer. 

SÆTNING 4.2.16 (GRAM-SCHMIDT ORTONORMALISERING). Givet et lineært 

uafhængigt system {x i) i EIN et Hilbert rum H. Ved proceduren: 

e 
l 

fås ved normering af x , dvs. 
l 

e = x 1 11x 11 l l l 

e fås ved normering af x 
2 2 

(x ,e )e 
2 l l 

e fås ved normering af 
n 

n-1 
x - L (x e )e , 

n i =l n i i 

defineres et ortonormalsystem, som udspænder det samme underrum som 

{x/ieiN' 
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BEVIS: Følgen e
1

, e
2
,... er ortonormal, da hver af vektorerne er nor

meret og ortogonal på alle de foregående. Lad U = span{x , ... ,x }, 
n l n 

så vil vi vise, at der for alle n e IN gælder 

spa n {e , ... , e } = U 
l n n 

(P ) 

heraf følger sætningen. 

Beviset føres ved induktion. Det er klart at (P ) gælder. Idet vi an
l 

tager (P ), skal vi vise (P ). 
n n+l 

For vilkårlige A , i = l, ... ,n, er x - Z: A e :t:. O, idet 
l n+ l l =l l l 

x ~ U = span{e , ... ,e} (jf. (P )). Endvidere gælder 
n+l n l n n 

n 
span{e , ... ,e ,(x - L A e)} = span{x , ... ,x } = U 

l n n+ l l =l i l l n+ l n+ l 

idet hver af vektorerne e , ... ,e , (x -[n A e ) er en linearkombina-
1 n n+l l =l i i 

x , ... ,x , og omvendt. Udsagnet gælder stadig hvis x 
l n+l n+l 

tion af 

~ A e erstattes af den normerede vektor. 
LI=! l l 

Med A = (x , e ) for 
l n+! l 

= l, ... ,n, opnås at x - [n A e er 
n+! i=l l i 

ortogonal på e , ... ,e , altså er {e , ... ,e } 
l n l n+l 

er vist. o 

ortonormal, og (P ) 
n+! 

Jørgen P Gram (1850-1916) var en dansk matematiker og aktuar, Erhard 

Schmidt (1876-1959) tysk matematiker. 

n 

I Mat 2MA1 indførtes begrebet separabelt metrisk rum. Man kan vise, at 

et Hilbert rum er separabelt hvis og kun hvis der eksisterer en tællelig 

ortonormal basis; dette er tilfældet for de fleste Hilbert rum som fore

kommer i praksis. 

4.3 ORTOGONALPROJEKTIONER 

Vi minder først om vor tidligere brug af ordet projektion: I et ge-

nerelt vektorrum v er en projektion p : V-7V en lineær afbildning, 

for hvilken P= p2. 
' 

om denne egenskab bruges også glosen idempotent. 

Bemærk at p = p2 hvis og kun hvis 
2 

(1-P) = I-P, 

projektion hvis og kun hvis I-P er en projektion. 

kræver bevis, fordi I-(1-P) = P. Men hvis P = P
2

, 

p 2 
- 2P = I + P - 2P = I - P). 

d. v. s. at p er en 

(Kun en implikation 

så er (I-P)2 
= I + 

En mere geometrisk beskrivelse af projektioner får vi hvis vi tager 

udgangspunkt i en opspaltning af V i en direkte sum af underrum 

v = u ® w. 
Vi kan så definere en projektion P U W med billedrum U og kerne W , 
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ved for vilkårligt x = u + w E V at sætte 

p u, w( x) := u, 

4.15 

altså bruge første"koordinaten" i opsplitningen x = u + w som billed

punkt, samt sende andenkoordinaten i nul. 

OPGAVE Vis at der herved er defineret en projektion, altså at 

P u, w· 

Bemærk at hvis U foreligger, er der mange måder at vælge W på, så 

V = U <±> W (tænk blot på sætningen om at supplere en basis for U op 

til en basis for V; påstanden kan også illustreres med en tegning af 

IR 2
). Der er altså mange projektioner af V på U. Det er derfor vi spe

cificerer både U og W i notationen P U w· 
' For projektioner gælder at ker P = (1-P)V, altså at kernen for en 

projektion P er lig billedrummet for I-P. (Bevis: Px = O hvis og 

kun hvis (I-P)x = x hvis og kun hvis x E (I-P)V). 

For enhver linear afbildning A : V -7 V, (uanset om V er et ende

lig eller uendelig dimensionalt vektorrum), gælder åbenbart at 

V = AV + (1-A)V. 

Det specielle ved en projektion P er at (1-P)V = kerP, og at PV 

f'\ (I-P)V = {0}, altså 

V = PV <±> kerP. 

(At denne ligning gælder for en projektion P, kan indses sådan: hvis 

x E PV f'\ (I-P)V, er x = Px = (1-P)Px = O. Og da V = PV + (I-P)V jo 

altid gælder, er vi færdige). Omvendt vil kravet v = Pv + w, med w E 

kerP, for alle v E V, til en afbildning P tvinge P til at være en 

projektion - se selv efter, jf. ovenfor! 

Hvis V er et rum med indre produkt , ), har vi mulighed for at 

fremhæve visse projektioner, nemlig dem for hvilke billedrum og kerne er 

ortogonale. 

DEFINITION 4.3.3 I et rum med indre produkt er en projektion P en 

ortogonalprojektion hvis og kun hvis PV ..L ker P. (Her skal ..L selv

følgelig opfattes som "ortogonal mht. det foreliggende indre produkt 

( ' ) "). 

Da kerP = (I-P)V, ser vi at en projektion P er ortogonal hvis og 
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kun hvis billedrummene PV og (I-P)V opfylder at PV j_ (1-P)V. 

SÆTNING 4.3.4 En projektion P (altså en lineær afbildning P der 

opfylder at P = P
2

) er en ortogonalprojektion hvis og kun hvis 

(x,Py) = (Px,y) = (Px,Py) for alle x, y E V. 

BEVIS: Antag (x,Py) = (Px,y) for alle x, y E V. Lad x E kerP. Så 

er (Px,y) = O og derfor (x,Py) = O for alle y E V. Altså slutter 

vi at kerP j_ PV. Derfor er P ortogonal. 

Hvis P er ortogonal, gælder at PV j_ ker P = (1-P)V. Hvis x, y E 

V, vil (x,Py) = (Px+(I-P)x,Py) = (Px,Py). Tilsvarende vil (Px,y) = 

(Px,Py). Dermed er sætningen vist. 

Lad U s;; V være et givet afsluttet underrum i Hilbert rummet V. Lad 

P betegne ortogonalprojektionen af V på U. Vi har altså valgt at 

opspalte 

j_ 

j_ 

v= u ø u 
og lade kerP = U . For vilkårlig x E V gælder da at ortogonalprojek-

tionen Px er den entydig bestemte vektor 

jf. Dekompositionssætningen. 

U, der ligger nærmest x, 

Lad Q være en viLkårlig projektion af V på U. Projektionen Q 

giver os en opspaltning 

v = u ø w, 
med QV = U og kerQ = W, men vi forudsætter intet om hvordan W lig

ger forhold til U. Vi kan formulere Dekompositionssætningen med y = 

Q x. 

KOROLLAR 4.3.5 llx-Pxll :S llx-Qxll, for vilkårlig x E V og vilkårlig 

projektion Q på U. 

Det er denne simple observation, der ligger til grund for mindste 

kvadraters metode. 

MINDSTE KVADRATERS METODE 

Antag vi har et lineært reelt ligningssystem bestående af N lignin

ger med n ubekendte (hvor n :S N): 

ax+ax+ .. +ax b 
11 l 12 2 ln n l 
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ax+ax+ .. +ax =b 
21 l 22 2 2n n 2 

a x + a x + .. + a x = b 
Nl l N2 2 Nn n N 

På matrixform ser det sådan ud: 

A x= b, 

hvor A := [a l 
l j 

er koefficientmatricen, af størrelse N x n, mens x E 

IRn og b E IRN. 

også skrive 

Hvis vi lader a betegne den j. te søjle i A, kan vi 
J 

'\'n x a = b. 
L..J=l J j 

At løse denne ligning betyder altså: Find en linearkombination af vek-

torerne {a , .. ,a }, som netop giver os vektoren b. 
l n 

Det er klart at dette kan lade sig gøre netop når b E span{a ,. 
l 

.,a }. 
n 

Princippet i "mindste kvadraters metode" er da simpelthen: 

Find den vektor i span{a , .. ,a }, der ligger nærmest ved b. I lys af 
l n 

Dekompositionssætningen er den ortogonale projektion af b på underrum-

met span{a , .. ,a } 
l n 

den vektor i span{a , .. ,a }, der ligger nærmest b 
l n 

(specielt b selv, hvis b E span{a , .. ,a }). I mindste kvadraters me
l n 

tode erstatter man b med dennes ortogonalprojektion Pb på span 

{a , .. ,a }. Det derved opståede ligningssystem 
1 n 

A x = Pb 

løses. 

Dette gør vi dog her kun i det tilfælde hvor A har rang n, altså 

hvor sættet {a , .. ,a } er lineært uafhængigt og således udgør en 
l n 

basis for span{a , .. ,a }. Til gengæld vil vi acceptere et vilkårligt, 
l n 

givet indre produkt i talrummet IRN, betegnet som sædvanlig med ( , ). 

Lad {e , .. ,e } være standardbasen i IRN. Lad D := [(e,,e,l]. Da 
l N 1 J 

vi regner reelt, er D en symmetrisk matrix, dvs. D' = D. Endvidere 

kan vi udtrykke det indre produkt ved matrixmultiplikation som følger: 

(*) (x,y) = ([ x e .• [ y e ) L x y (e,,e )= x' D y. 
J J p p J,p J p J p 

For en vilkårlig ortogonalprojektion P får vi heraf og af sætning 4.3. 

4 at 

(x,Py) = (Px,y) = x' D Py = (Px)' D y. 

Lad U : = span{a
1
, .. , a) S: IRN være det n dimensionale underrum der 

udspændes af søjlerne i koefficientmatricen A (heri ligger som allere-

de nævnt at vektorerne a , .. ,a er lineært uafhængige). Vi skal give 
l n 

en formel for ortogonalprojektionen P på U. Da U= span{a , .. ,a}= 
l n 
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AIRn, kan vi opfatte A som den lineære afbildning fra IRn til IRN, 

der er repræsenteret ved koefficientmatricen A. Vi antager altså at A 

har en matrixrepræsentation ved en N x n matrix af rang n. 

Da A har rang n, er den injektiv (Ax er jo en linearkombination 

af søjlerne i A og disse søjler er lineært uafhængige, så den eneste 

mulighed for Ax = O er x = 0). Den transponerede A' er en n x N 

matrix, og repræsenterer således en afbildning fra IRN til IRn. Altså 

er A'DA : IRn ~ IRn. Vi påstår denne afbildning er invertibel. Dertil 

er det nok at indse at den er injektiv, fordi dimensionsformlen fortæl-

ler os at dim IRn = dim ker(A'DA) + dim A'DA(IRn). Hvis A'DAx = O, så er 

x' A'DAx = O. Men af (*) fås så at 

O = x' A'DAx = (Ax)'DAx = (Ax,Ax), 

så Ax = O. Da A er injektiv, får vi x = O. Altså er (A'DA) in

vertibel. 

Hvis nu P er ortogonalprojektionen på underrummet U = AIRn, vil 

der gælde at AIRn j_ (I-P)IRN, altså for vilkårlig x E IRn og b E IRN: 

O = (Ax,(I-P)b) = (Ax)'D(I-P)b = x' A'Db - x' A'DPb, 

hvoraf, da x E IRn og b E IRN er vilkårlige, 

A'D = A'DP. 

For Pb E AIRn er der et u E IRn for hvilket Au = Pb, så 

A'Db =A'DPb = A'D(Pb) = A'DAu. 

Så er u (A'DAf
1
A'Db, hvoraf 

Pb = Au 

Det er dette sidste udtryk for Pb, der erstatter b i den oprindelige 

ligning, når mindste kvadraters metode benyttes. Bemærk at kun de fore

liggende størrelser A og D indgår i formlen for Pb. 

EKSEMPEL 4.3.6 Et system bestående af tre lineære ligninger med to ube-

kendte x 
l 

foreligger: 

x + x = 4 
l 2 

2x + x = 8 
l 2 

x + 2x = 5 
l 2 

Med koefficientmatricen A := [ a a ], hvor a ' := <1,2,1> og a ' 
l 2 l 2 

:= <1,1,2>, er opgaven altså at undersøge om højresiden <4,8,5> E 

span{a ,a }, og i bekræftende fald finde denne linearkombination. Det 
l 2 

er nemt at se (prøv!) at dette ikke kan lade sig gøre. I stedet vil vi 

finde den linearkombination af a og a der ligger nærmest ved 
l 2 
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<4,8,5>, regnet i den norm, det sædvanlige indre produkt 

((a ,a ,a ),({3 ,{3 ,{3 )) := a (3 + a (3 + a (3 
!23 123 11 22 33 

inducerer, altså den sædvanlige euklidiske norm, eller 

IR3. 

2 
!i -normen, på 

Lader vi P betegne ortogonalprojektionen på U := span {a ,a }, 
l 2 

bemærker vi først at U er to-dimensionalt, da a
1 

og a
2 

er lineært 

uafhængige (kontroller!). Altså kan ovenstående formel benyttes til 

beregning af P <4,8,5>'. Den der nævnte matrix D er åbenbart enheds

matricen l, når den kanoniske basis benyttes (thi denne basis er jo en 

ONB mht. sædvanligt indre produkt). Altså får vi at 

P <4,8,5>' = A(A'DAf
1
A'D<4,8,5>' = 

= [ ~ i l ( [ l 2 l J [ ~ i l f! [ l 2 l J [ : l = 
12 112 12 112 5 

~ [ ~ ~ l l [ ; ~ l f! [ ~ ; l ~ l/Il [ ~ l] [ 4~ l ~ l/Il [ i~ l· 
Vi har hermed fundet at den vektor U, der er nærmest (i kvadratisk 

middel, dvs. i !i
2 
-norm i IR

3
) ved vektoren <4,8,5>', er vektoren 

(<47,87,54>/11)'. Bemærk at vi også kan aflæse at denne nærmeste vektor 

er linearkombinationen 1111(40<1,2,1>' + 7<1,1,2>') af de udspændende 

vektorer <1,2,1>' og <1,1,2>' 

I Stat l bliver denne teknik benyttet, også for andre valg af indre 

produkt. 
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OPGAVER TIL KAPITEL 4 

4.1. Undersøg om følgende definitioner giver et indre produkt 

((x
1
,x

2
),(y

1
,y

2
)) det reelle vektorrum IR 2

: (her er (x
1
,x

2
), 

(y
1
,y 

2
) vilkårlige vektorer IR

2
) 

a) ((xl,x).(yl,yz)) .- x/z + xzyt 

b) ((xt,xz),(yt,yz)) := x/1 + x1yz + xzyt + xzyz 

4.2 Lad V være et reelt vektorrum med indre produkt. Vis at for 

x,y E V gælder at x .l y hvis og kun hvis llx+yll = llx-yll. Tegn! 

4.3 Lad V være et komplekst 

gælder at x .l y 

for alle i\,11 E IC. 

vektorrum med indre produkt. 
2 

Vis at 

for x,y E V hvis og kun hvis lli\X+Ilyll = 
2 2 

lli\xll +ll!lyll 

4.4 Lad V være et vektorrum med indre produkt. Vis at for x,y E V 

gælder at 
2 2 2 2 

llx+yll + llx-yll = 211xll + 211yll . Tegn! 

4.5 Lad {e ,e ,e } være en ortonormalbasis i et tre-dimensionalt 
l 2 3 j_ 

rum V. Lad u := span{e +e +e }. Find en ortonormalbasis for u 
l 2 3 

4.6 Lad a, b, c være vektorer i et rum v med indre produkt. Forud-

sæt at a og b er lineært uafhængige. Find ortogonalprojektionen af 

c på span {a,b}. 

4.7 Lad U, U 
l 2 

være underrum af et endelig dimensionalt vektorrum 

v med indre produkt. 

og at 

Vis at 
j_ 

(U +U) 
l 2 

j_ 
(U n U) 

l 2 

j_ j_ 
U n U 

l 2 

j_ 

=u 
l 

j_ 
+ u 

2 

4.8 a) Vis at hvis en projektion P er en positiv afbildning (i den 

forstand at dens matrixrepræsentation i en eller anden basis er en 

positiv matrix), så er billedrummet PV l-dimensionalt. 

b) I hvilke rum er identitesafbildningen positiv (i samme forstand 

som i a))? 

4. 9 Vis at en lineær afbildning A : V -7 V, hvor V er et endelig 

dimensionalt vektorrum med indre produkt, hvori der er givet en ONB 

a, er en ortogonalprojektion hvis og kun hvis [A) 
a a 

a = a . for alle i,J' ( 
!J j! 

er kompleks konjugering) 

og a = L a a , for alle i,j. 
!J p ip pj 

= [a ], 
!J 

hvor 

4.10 I IR
2 

med sædvanligt indre produkt og med standardbasen som ONB 

skal du opskrive matrixrepræsentationen (i standard basen) for ortogo

nalprojektionen på vinkelhalveringslinien i l. & J. kvadrant. 

4.11 a) Find ved mindste kvadraters metode den linearkombination af 
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(1,1,2) og (1,-1,-1), der ligger nærmest ved (3,1,2). 

b) Samme spørgsmål, men med det indre produkt , ), hvis matrix D 

er følgende: 

D ·-. - [
3 2 2] 
2 2 2 . 
2 2 3 

Hvad er (x,y) i dette indre produkt? 

4.12 Som opg. 61: find den linearkombination af (1,2,1,0), (2,0,-

1,1), (2,-1,0,-1), der er nærmest ved (0,3,0,0) 

4.13 Lad v være et vektorrum med indre produkt og lad v 
l 

og v 
2 

være underrum af V. Lad P 
l 

være ortogonalprojektionen på V og 
l 

p 
2 

hvis 

være ortogonalprojektionen på 

p p =o. 
l 2 

v. 
2 

Vis at v j_ v 
l 2 

hvis og kun 

4.14 Find et udtryk for ortogonalprojektionen af IR3 på det af 

(1,0,2) og (1,1,0) udspændte underrum, idet sædvanligt indre 

produkt benyttes. Opskriv en 3x3 matrixrepræsentation (i standard

basen) for denne projektion. 

4.15 Lad V være et normeret vektorrum med normen betegnet med 11 Il. 

Lad f : V ~ V være en lineær afbildning. Hvis llf(x)ll = llxll for 

alle x E V, kaldes f en isometri. 

a) Vis at med sædvanlig operatornorm llfll := supllf(x)ll, med x 

gennemløbende mængden hvor llxll :S l ) gælder at hvis f er en isome

tri, så er llfll = l. 

b) Vis at hvis f er en isometri, så er f
2 

også en isometri (her 

er f 2 som sædvanlig betegnelsen for den sammensatte afbildning: 

f 2 (x) := f(f(x)) for alle x E V). 

c) Vis at hvis f er en isometri, så er r(f) = l, hvor r(f) er 

spektralradius. 

d) Antag nu yderligere at V er et rum med indre produkt og at f 

er en ortogonalprojektion. Kan f være en isometri? 

4.16 Betragt det endelig dimensionale komplekse Hilbert rum H = a::;n , 

med det hermitiske skalarprodukt 
n 

(u , ... , u ) og v = (v , ... , v ) E a:; 
l n l n 

(u, v) = '[~ u. v , hvor u = 
l =l l l 

(eksempel 1.2). Vis, at når vi 
(i) (l) 

definerer e ved e = (1,0, ... ,0), 
(2) 

e = 
(n) 

(O,l,O, ... ,O), ... ,e = (0,0, ... ,1), så er en ortonormal 

basis for H 

4.17 Vis, at {sin ne} udgør et ortonormalsystem 
nEfN 

L ([O,rr)) . 
2 

4.18 Lad os definere polynomier p (x),p (x), ... 
o l 

ved at kræve, at 

p (x) er et polynomium af grad n i en variabel, koefficienten for 
n 
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n 
x er l og {p } er et ortogonalsystem 

p (x) . 
2 

n 

4.22 

p
1
(x) og 

4.19 Lad V være et indre produkt rum. Vis, at det indre produkt kan 

udvides til fuldstændiggørelsen V , og at V også er et indre pro

dukt rum. 

4.20 Bestem a ,a ,a E IC , således at 
l 2 3 

rr 

r l cose-\
3 

a sinne l2
de 

j 
0 

Ln=l n 

får den mindst mulige værdi. 

4.21 Vis, at 

L ([O,rr)). 
2 

{sin(n - .!.)e} 
2 nEIN 

udgør et ortogonalsystem 

4.22 Vis, at det indre produkt kan fås fra normen gennem polarise-

rings- identiteten. 

(u,v) =±[Jiu+ viJ
2

- Jiu- viJ
2

) + i<Jiu + iviJ
2

- Jiu- iviJ
2
)]. 

j_ 
4.23 Lad X være et underrum af et Hilbert rum H . Vis, at X , 

j_ j_ 
ortogonalkomplementet til X , er et afsluttet underrum, og at (X ) 

er afslutningen af X (også betegnet X) . 

rr 
4.24 Vis, at lim J loge sin nede = O 

n~oo O 

(Vink. Dette kan fås som et korollar til Bessels ulighed, forbindelse 

med ortogonalsystemet i Opg. 18) 

4.25 Lad {e} være en ortonormal basis for Hilbert rummet H 
l IEI 

Vis at følgende generalisering af Parsevals ligning gælder, for alle 

x , y E H : L (x,e
1
)(y,e

1
) = (x,y) . 

lE I 

4.26 Lad H være et Hilbert rum og {e } IN en ortonormal basis for 
n nE 

H . Antag, at {f } IN er et ortonormalt system som opfylder 
n nE 

00 

L Jlen - fniJ2 < oo 
n=l 

Undersøg om {f } er en ortonormal basis for H . (Vink. Vis, at 
n 

at 

for alle 

Bemærkning. 

og slut 

L\<( 
j 

L l (el - f 
J 

heraf, at 

- f '. f )f 
J j 

Yderligere oplysninger 

og j. Udnyt dette til at vise, 

= e - f 
i 

for alle i . ) 

kan findes en artikel af N. Tsao 
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"Approximate bases in a Hilbert space" Arner. Math. Monthly 75 (1968) 

s.750. 

4.27 Lad V betegne vektorrummet af komplekse følger 

fra et vist trin. Definer (.,. ): V x V -----7 IC ved 

00 

({x }, {y } ) = \x y 
n n L n n 

n=l 

{x } IN som er O 
n nE 

(a) Gør rede for at V er et vektorrum og at (.,.) er et indre produkt 

på v. 
(b) Lad 11 · 11 betegne normen V , som induceres af (.,.) og sæt 

00 

M = {{x n} nEIN E V l ~X n ~ = O } . 
n=l 

Vis, at M er et afsluttet underrum af (V, 11· 11) , og at 
.l 

MøM -:t:V. 

(c) I forbindelse med dekompositionssætningen vises det, at hvis H er 

et Hilbert rum og X er et afsluttet underrum af H , så vil 

.l 
H= X ø X 

Undersøg, om dette resultat er sandt i et indre produkt rum. 

ri 
4.28 Sæt V = {f e C([O,l]) l f(l) = 0}, M = {e V l J 

0 
xf(x)dx = l} 

Vis, at 

l 
0 

(V, 11 · //) er et Banach rum. 

2 ° M er en afsluttet, konveks og ikke tom delmængde. 

3 ° For alle 4> e M gælder at 

1/4>1/ > inf</lf - Ol/ l f e M} 
u 

Lad H være et Hilbert rum, M en afsluttet konveks, ikke tom delmængde 

af G , og u e H . Så findes ifølge Lemma 1.10 en entydigt bestemt 

vektor v e M tættest ved u . Undersøg, om dette resultat gælder i et 

Banach rum. 

4.29 Lad H være et Hilbert rum, og {e } IN en ortonormal basis 
n nE 

for H . Antag, at A: H -----7 H er lineær, og at 

Undersøg, om A er kontinuert. 

4.30 Den generaliserede polariseringsidentitet. 
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Lad H være et Hilbert rum over IC . 

Antag n E IN , a E IC , an = l 2 
og a :;:. l . Vis, at 

(x' y) = ~ f li x + a k y 112 a k 

k=l 

4.31 Et ikke-separabelt Hilbert rum. 

4.24 

Lad E betegne vektorrummet over IC af alle reelle funktioner f af 

formen 

f(t) = 

hvor n E IN og 

Vis, at 

Ib t ib t 
ac1 +•••+aen, 

l n 
t E IR 

a , ... ,a E IC , b , ... ,b E IR 
l n l n 

(f,g) = lim 
M~oo 

l JM f(t)g(t)dt 
2M 

-M 

(*) 

eksisterer og er et indre produkt på E . Vis, at hvis f er som (*), 

så vil 

Vis endelig, at fuldstændiggørelsen af E er et ikke-separabelt Hilbert 

rum. 

4.32 Lad m være restriktionen af Lebesgue målet til 

Vis, at l,z 2 ,z, ... 

D
1 

={z E ICJ JzJ :s l}. 

er ortogonale vektorer i L (D ,m) . Bestem 
2 l IJz"JI · 

Lad e = 
n 

Z" 
Undersøg, om {e ,e, ... } 

o l 
er en artanormal basis for 

11 z" 11 
L (D ,m) . 

2 l 

4.33 Lad V være et normeret komplekst vektorrum, dvs. et komplekst 

vektorrum med en norm 11·11 som opfylder 

1) 11 u 11 ~ O ; og 11 u 11 = O ~ u = O ; 

2) JJauJJ = JaJJJuJJ ; 
3) llu + vil :s llull + llvll 

når u, v E V og a E IC Vis at V er et indre produktrum hvis normen 

11·11 opfylder parallellegramloven 

llu + vllz + llu - vllz = 2llull2 + Zllvllz . 

(Vink. Benyt polariseringsidentiteten (jf. side 1.4) til definition af 

et indre produkt, som skal vises at opfylde Definition 1.1. Eftervis 
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først (S i) og (S(iv), og dernæst (Sii) (tag realdelen først); slut her

af (Siii) for rationale a og benyt kontinuiteten af normen.) 
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5. LINEÆRE DIFFERENTIALLIGNINGER 

5.1 LINEÆRT DIFFERENTIALLIGNINGSSYSTEM AF FØRSTE ORDEN. 

I dette kapitel skal E betegne identitetsafbildningen (Ex == x), 

hhv. enhedsmatricen (af relevant dimension), fordi I s; IR skal være et 

begrænset eller ubegrænset åbent interval.. Endvidere skal V være IRk 
k 

eller !C , udstyret med max-normen (jf. kap. 1). Lad f(t,x): I x V ~ 

V være en kontinuert funktion. Differentialligningen 

x'(t) == f(t,x) 

eller, skrevet ud i koordinater, differentialligningssystemet 

d x 
l 

dt = f (t,x , ... ,x ) 
l l k 

d x 
k 

-dt == f (t,x , ... ,x ) 
k l k 

kaldes som bekendt et lineært første ordens differentiaLLigningssystem, 

hvis funktionerne f , ... , f er førstegradspolynomier 
l k 

altså hvis systemet har formen 

d x 
l 

-dt -p (t)x +···+p (t)x + q (t) 
11 l lk k l 

d x 
k 

-dt ==p (t)x +· · ·+ p (t)x + q (t) 
~ l Th k k 

hvor funktionerne p
1
}t) og q

1 
(t) er kontinuerte funktioner på I 

med værdier i IR eller !C, afhængigt af om V er IRk eller !Ck. 

Hvis funktionerne q,(t) alle er O, kaldes systemet homogent, ellers 
l 

inhomogent. Indfører vi matrixnotation og lader 

P( t) :== [p, .(t)], 
l J 

samt q(t) :== [q,(t)] 
l 

(søjlevektor), er ligningssystemet altså givet 

som 

x'(t) == P(t) x(t) + q(t). 

(Af typografilettelsesmæssige grunde bruger vi i dette kapitel oftest 

betegnelsen for afledet, snarere end d/dt, eller den for økonomer 

traditionalle x). 

En Løsning til dette system er en d -funktion Ø : J ~ V (hvor J s; 

I er et åbent interval), for hvilken Ø'(t) == P(t) cp(t) + q(t) for 
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alle t E J. 

Af Eksistens- og entydighedssætningen s. 8. 8, 2MA noterne, følger 

SÆTNING 5.1 For et lineært differentialligningssystem af første orden 

x'(t) = P(t) x(t) + q(t), 

hvor P : I -7 !e(V) og q : I -7 V er kontinuerte, gælder at gennem 

hvert punkt (t ,x ) E I x V går en og kun een maksimal løsning Ø : I o o 
-7 V. Enhver løsning er restriktion af en maksimal løsning. 

Strukturen af mængden af maksimale løsninger er ret let at beskrive. 

SÆTNING 5. 2 De maksimale løsninger til et lineært, homogent lignings

system 

x'(t) = P(t) x(t), t E I, 

bestående af k ligninger med k ubekendte funktioner udgør et k

dimensionalt vektorrum (over det foreliggende skalariegerne IR eller 

0::). Samtlige løsninger til det tilsvarende inhomogene system 

x'(t) = P(t) x(t) + q(t), t E l 

fås ved til een løsning til systemet at addere samtlige løsninger til 

det homogene system. 

BEVIS: Det er klart, at hvis Ø er en løsning, er aØ en løsning (a 

E IR eller 0::), og hvis Ø og t/1 er løsninger, er Ø + t{l en løsning. 

Dette viser, at løsningerne udgør et underrum i vektorrummet af alle 

funktioner Ø : I -7 V. 

Vi betegner vektorrummet bestående af alle maksimale løsninger med 

L. Vælg nu et fast t E I og betragt afbildningen Ø -7 Ø(t ) : L -7 V, o o 
altså den afbildning, der til hver løsning Ø lader svare dens værdi i 

t . o Denne afbildning er åbenbart lineær, og da der for hvert 

ø. for hvilken Ø(t ) 
o 

findes en og kun een maksimal løsning 

X E V 

=x, er 

den bijektiv (altså surjektiv og injektiv). Den er således en isomorfi 

og V og L har derfor samme dimension. 

Sætningens anden påstand er en øvelse. 

Bemærk at en konsekvens af beviset for sætning 5.2 er at et sæt af k 

løsninger Ø , ... ,Ø er en basis for løsningsrummet L, hvis og kun 
l k 

hvis vektorerne Ø (t ) , . . . , Ø (t ) for eet t E I er en basis for 
l o k o o 
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v, og at disse vektorer da for ethvert t E I er en basis for V. 
o 

Den ved k løsninger Ø , ... , Ø bestemte matrix 
l k 

[

ø (t)···ø (t)] 
11 kl 

<I>(t) := : : , 

ø' (t) .. ·ø '(t) 
lk kk 

5.3 

hvis søjler er ø , .... ø 
l k 

(bemærk at første index bliver søjleindex og 

andet index rækkeindex) er altså invertibel for aLLe t E I, hvis løs

ningerne danner basis for løsningsrummet, og ellers singulær for alle t 

E l. Hvis den er invertibel, kaldes <I>(t) en fundamentalmatrix. Ud 

fra en fundamentalmatrix bestemmes samtlige løsninger til det homogene 

ligningssystem som linearkombinationer, altså ved 

11 kl l 

x(t) = <I>(t)a = . . . 
[

Ø (t)···Ø (t)][a] 
,aEV . . . 

ø' (t)·. ·ø '(t) å 
lk kk k 

Vælger man specielt <I>(t) sådan at <I>(t ) = E, 
o 

dvs vælger man som b a-

sis Ø, .. , Ø for løsningsrummet de k løsninger, for hvilke Ø (t ), 
l k l o 

.. , Ø (t ) er de k enhedsvektorer i standard basen, vil x( t) : = 
k o 

<I>(t)x for vilkårligt x E V være løsningen gennem (t ,x ). 
o o o o 

SÆTNING 5.3 Ud fra en fundamentalmatrix <I>(t) for det homogene lig

ningssystem bestemmes samtlige løsninger til det inhomogene ligningssy

stem 

idet t E l, ved 
o 

x'(t) = P(t) x(t) + q(t), t E l, 

x(t) = <I>(t)a + <I>(t) J: <I>('Lf
1
q(T)d-r, t E I . 

Vælger man <I>(t) 

gennem (t ,x ). 
o o 

så <I>(t ) = E, 
o 

fås for a = x den løsning, der går 
o 

BEVIS: Vi benytter "de arbitrære konstanters variationsmetode". Da 

<I>(t) er invertibel for alle t E l, kan enhver funktion Ø(t) : I -7 V 

på en og kun på een måde skrives på formen Ø(t) = <I>(t) 1/J(t), nemlig 

ved at sætte 1/J(t) = <I>(tf
1
Ø(t). Da elementerne i <I>(t) er differenti

able, bliver Ø(t) og 1/J(t) differentiable samtidig. Med Ø(t) = <I>(t) 

1/J(t) er Ø'(t) = P(t) Ø(t) + q(t) hvis og kun hvis 
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Hver søjle 

q>(t) t/J'(t) + q>'(t) t/J(t) = P(t) q>{t) t/J(t) + q(t). 

q>(t) er løsning til det homogene system; altså er 

<I>'(t) = P(t) <I>(t), 

og ligningen til bestemmelse af Ø antager derfor formen 

q>(t) Ø'(t) = q(t), 

altså 

t/J'(t) = <I>-1(t) q(t). 

Samtlige løsninger til denne ligning bestemmes ved integration: 

t/J(t) = a + J: <f>(Tf
1
q(T)dT , 

o 
hvorefter sætningens udtryk for løsningen x kan opskrives. 

5.4 

BEMÆRK at ovenstående er panserformlen, når k = l. I dette tilfælde 

er ligningen x'(t) = p(t) x(t) + q(t), hvor p, q : I -7 IR eller ([; 

er kontinuerte. Her er løsningsrummet til den homogene ligning bestemt 

som alle skalarmultipla af 

<l>(t) := exp [f~ p(-r)dT], t E I, 
o 

og den inhomogene lignings løsninger kan da skrives som 

ft -1 
X = <f>{t) x

0 
+ <f>(t) t q>(T) q(T)dT, 

o 
t E l. 

BEMÆRK også hvorledes sætning 5.2's udsagn om strukturen af løsnings

mængden til den inhomogene ligning fremtræder eksplicit i formlen for 

løsningen x i sætning 5.3. 

5.2 EN LINEÆR DIFFERENTIALLIGNING AF kte ORDEN. 

Lad som før 
k k 

V være IR eller ([; og lad I f;; IR være et begrænset 

eller ubegrænset åbent interval. En kte ordens Lineær differentiaL

Ligning 

k-1 
(t) (t)dx {t)d x (t) 

P0 x+p1 dt + ··· +pk-1 dtk-1 +q ' 

hvor funktionerne p (t), p (t), .. , p (t), q(t) er kontinuerte funk-
o 1 k-1 

tioner på I med værdier i IR eller ([;, (afhængigt af om V er IRk 

eller a:;k) kaldes homogen, hvis funktionen q(t) er O, ellers inho-

mogen. 

Denne klasse af ligninger er ret indgående behandlet i Mat IMA, og vi 
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skal derfor her nøjes med at minde om at der for ethvert talsæt 

(t , x , x , ... , x ) E I x V findes en og kun een maksimal løsning Ø 
O 10 20 kO 

til den lineære k. te ordens differentialligning for hvilken 

(ø(to),Ø'(to), ... ,ø<k-l)(to)) = (xlO,xzo'"''xko) 

Enhver maksimal løsning er defineret på hele intervallet I. Enhver 

løsning er restriktion af en maksimal løsning. Endvidere gælder at de 

maksimale løsninger til den homogene ligning 

dkx dx dk-lx 
-=p (t)x +p (t)-+"·+ p (t)-
dt k o l d t k-l dtk- l 

udgør et k-dimensionalt vektorrum (over det underliggende tallegeme IR 

eller !C), og at samtlige løsninger til den inhomogene k. te ordens lig

ning fås ved til en løsning til ligningen at lægge samtlige løsninger 

til den homogene ligning. 

Betragter vi specielt en lineær homogen ligning 

dkx dk-lx dx 
+ a -- + · · ·+a d t + a x = O 

dt k k-ldtk-1 l o 

med konstante koefficienter, og opererer vi med V = !Ck, kan man, ved 

at 'oversætte' ligningen til et førsteordens system, vise at enhver løs-

ning (x , ... ,x) = (Ø (t), ... ,ø (t)) 
l k l k 

til denne ligning må bestå af 

funktioner af formen 

~ (t)expA t+· · · +~ (t)expA t, 
l l q q 

hvor hvert ~ (t) er et polynomium af grad :::: l -l. Lidt anderledes 
p p 

udtrykt: 

af kte 

Løsningsrummet for den lineære, homogene differentialligning 

orden med konstante koefficienter har som basis de k funktio-

n er 

l -1 
l 

expA t, texpAt , ... , t expA t , 
l l l 

l -1 

expA t, texpA t , ... , t q expA t 
q q q 

hvor A , ... ,A 
l q 

er de parvis forskellige rødder i ligningens karakteri-

stiske polynomium K(A) 

er deres multipliciteter. 

.- Ak + a Ak-l + .. + a A + a
0

, 
k-1 l 

og l , ... ,l 
l q 

BEMÆRKNING Hvis koefficienterne a
0
,a

1
, ... ,ak-l er reelle, og K(A) 
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har lutter reelle rødder, giver ovenstående også en basis for løsnings

rummet svarende til, at vi opererer med V = IRk. Ellers må vi operere 

med V = ICk. Ud fra de komplekse basisfunktioner er det dog let at få 

en basis bestående af reelle funktioner. Thi når K(A.) har reelle ko

efficienter, vil de imaginære rødder udelukkende forekomme i par af kom

pleks konjugerede med samme multiplicitet. Er a + if3 og a - if3 et 

sådant par af rødder hver med multiplicitet e, ser man, at vi i stedet 

f o r de ze basisfunktioner 

exp(o:+i(3)t, texp(o:+i(3)t, ... , t t-1exp(o:+i(3)t, 

exp(o:-i(3)t, texp(o:-i(3)t, ... , t t-1exp(o:-i(3)t 

kan benytte de ze reelle funktioner 

t-1 
expo:t cosf3t, t expo:t cos(3t, ... , t expo:t cos(3t, 

t-1 
expo:t s i n(3t, t expo:t s i n(3t, ... , t expo:t s i n(3t . 

5.3 LINEÆRT HOMOGENT DIFFERENTIALLIGNINGSSYSTEM AF FØRSTE ORDEN 

MED KONSTANTE KOEFFICIENTER. 

For et lineært, homogent ligningssystem 

x'(t) = A x(t), t E I, 

med konstant koefficientmatrix A := [p l (hvor p E IR eller IC, 
ij ij 

afhængig af om V er IRk eller ICk), kan man finde samtlige løsninger 

på følgende måde. 

LEMMA 5.4 Lad A E 2(1Cn) være en given kvadratisk kompleks matrix og 

definer, for et åbent interval I s;; IR og t E I, 
oo n 

x(t) := exp tA := L (tA) /n! 
n=O 

Så er x(t) I -7 .i(ICn) en C
00 

funktion for hvilken x'(t) = A x(t). 

BEVIS: Hvis vi viser at x'(t) er defineret og at x'(t) = A x(t), 

for alle t E I, ses det direkte af denne formel at x'(t) er kontinu

ert, og induktivt følger så at x er vilkårlig ofte differentiabel. 

Vi kan derfor færdiggøre beviset ved at vise at lim [exp (t+h)A -
h-70 

exp tAl/h eksisterer i .i(ICn) og er lig A x(t). Idet de uendelige 

rækker, der nu opskrives, er absolut konvergente, og arnordning af ledde

ne derfor er tilladt (argument analogt med beviset s. 4.12), ser vi at 
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L 00 
( tA)n /n! L 00 

(hA)k /k! = 
n=O k=O 

" 
00 

( "P [p!/(k!(p-k)!)] tp-k hk) AP /p! = 
L. p=O L..k=O 

L 00 
( t+h)p A p /p!, 

p=O 

og derfor at 

exp [(t+h)A] = exp tA exp hA. 

Heraf fås umiddelbart at 

lim [exp (t+h)A - exp tAl/h = 
h-70 

lim [exp tA (exp hA - El/h = 
h-70 

exp tA lim [exp hA - El/h. 
h-70 

Da 

oo n-1 n 
[exp hA - El/h = L h A /n! = 

n=1 

A L 00 
(hA)n /(n+ l)! = 

n=O 

A [E + L 00 
(hA)n /(n+ l)!] 

n=1 

og da 

IIl: 
00 

(hA)n/(n+l)!ll = 
n=1 

Ih lilAll exp( lhiiiAII) -7 O for Ih l -7 O, 

ser vi at 

lim [exp (t+h)A - exp tAl/h = A exp tA, 
h-70 

for vilkårligt t e I. Hermed er lemmaet bevist. 

Vi kan dermed formulere og bevise en explicit version af sætning 5.3. 
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SÆTNING 5.5 Betragt det lineære differentialligningssystem 

x'(t) = A x(t) + q(t), t E I 

hvor A er en konstant k x k koefficientmatrix, og hvor k 
q : I -7 a:: er 

en given kontinuert funktion. Så er for vilkårlig given begyndelses

betingelse (t ,x ) E I x a::k den entydig bestemte løsning x : I -7 a::k 
o o 

for hvilken x(t ) = x givet ved o o 

x( t) = exp [(t-t )A) x 
o o 

exp [(t-s)A) q(s) ds, 

for alle t E I. 

BEVIS: Da g(t) := t exp [(t-s)A) q(s) ds = exp (tA) t exp (-sA) q(s) 
t t 
o o 

ds, er den afledede g'(t) af denne funktion 

J
t 

A exp (tA) exp (-s)A q(s) ds + exp (tA) exp (-tA) q(t) = 
t o 

A g(t) + q(t), 

således at g er en løsning til den foreliggende inhomogene differen

tialligning, der opfylder betingelsen g(t ) = O. Da leddet exp o 
[(t-t )Al x ifølge ovenstående lemma er en løsning til den tilsvarende o o 
homogene ligning, der opfylder begyndelsesbetingelsen exp [(t -t )A) x 

o o o 
=E x = o 

er beviset gennemført. 

Vi foregriber udviklingen lidt og formulerer et specialtilfælde af 

ovenstående. 

KOROLLAR 5.6 Betragt den homogene differentialligning 

x'(t) = J x(t), t E I, 

hvor I < ~ er et åbent interval, og hvor J ,~ [ g ~ ~ J ~ ~E + U 

er en n x n Jordan-blok. Så er løsningen x(t) der tilfredsstiller 

begyndelsesbetingelsen (t ,x ) 
o o 

givet ved udtrykket 

x(t) = exp [(t-t )J) x , 
o o 

hvor exp [(t-t )J) = exp [(t-t )(A. + U) = e(t-to)A. exp (t-t )U, med 
o o o 

exp [(t-t )U) givet ved følgende matrixudtryk: 
o 
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l(t-t )/1! 
o 
l 

o 

o 

(t-t ) 2/2! 
o 

(t-t )/1! 
o 
l 

o 

o 

(t-t )2 /2! 
o 

(t-t )/1! 
o 
l 

n-1 (t-t ) /(n-1)! 
o 

n-2 (t-t ) /(n-2)! 
o 

(t-t )2/2! ... (t-t )n-3/(n-3)! 
o o 

(t-t
0
)/l! ... 

(t-t )/1! 
o 
l 

BEVIS: Matrixudtrykket for exp [(t-t )U] følger direkte af matrix
o 

5.9 

udtrykket for U. En lidt anden angrebsmåde kan bestå i følgende obser-

vation: hvis a : = { e , ... , e } betegner standardbasen i 
l n 

hvis vi indfører som konvention at 

U : a::n -7 a::n karakteriseret ved at 

e =O J , hvis index 

U e = e , for k= l, .. ,n. 
k k-1 

j :S o, 

Tilsvarende bliver, for s = 2, ... ,n, Us karakteriseret ved at 

Us e = e , for k = l, .. ,n. 
k k-s 

Da un = o fås for exp [(t-t )U] = L n-l (t-t )s Us/s! at 
O s=O O 

n-1 s s 
exp [(t-t )U] e = L (t-t ) U e /s! = 

o k s=O O k 
n-1 s k-1 ( s 

" (t-t ) e /s! = " t-t ) e /s! 
L. s=O O k-s L. s=O O k-s 

L k-1 (t-t )k+s e /(k+s)! 
s=O O s 

hvilket netop angiver hvad der skal stå i søjle nr. s af exp 

[(t-t )U]. 
o 

og 

så er 

Korollaret antyder en anden måde at gribe løsningen an på, ved hjælp 

af hvilken vi også kan opnå en eksplicit løsningsformel. Vi foretager 

en koordinattransformation x = Qy, hvor Q er invertibel, i rummet 

v. Herved erstat tes ligningssystemet med systemet 

Q y'(t) = A Q y(t) eller 
-l y'(t) = Q A Q y(t). 

Vi benytter nu at man i tilfældet v= a:: k kan vælge Q sådan at Q-lAQ 

er Jordans normalform 
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J i 
l ! 

J 
2 

J 
q 

5.10 

hvor J , J , .. , J er kvadratiske matricer langs hoveddiagonalen, uden 
l 2 q 

for hvilke der står lutter nuller og som hver for sig er af formen 

i\ l 

i\ l 

i\ 

l 

i\ 

med i\ i hoveddiagonal en, l i skrålinien lige over, og ellers nuller. 

Samtlige tal i hoveddiagonalen i Q-
1 

AQ er samtlige rødder i polynomi

et det(A - i\E), hver skrevet så ofte som multipliciteten angiver, men 

samme rod kan forekomme i flere af matricerne J . 
p 

Efter en sådan transformation vil ligningerne i det nye system falde 

klasser, en klasse svarende til hver af matricerne J . Hvis de af de 
p 

variable y
1

, ... ,yk, der svarer til de i et bestemt JP figurerende 

rækkenumre, betegnes z
1

, ... z e, er den pågældende klasse af ligninger 

d z 
l 

dt 

d z 
2 

d t 

dzl-1 

dt 

dze 

d t 

= i\z + z 

= 

= 

= 

l 2 

i\z + z 
2 3 

i\ze + -l z e 

i\ze . 

Dette systems løsninger findes måske hurtigst ved at man sætter 

z := u exp i\t, altså z' = (u' + i\u.)expi\t, 
i i i i l 

hvorved fås systernet 
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U ' = U , U ' = U , .. , U 0 ' = U 0 , U 0 ' = 0. 
l 2 2 3 L-1 L L 

hvis løsninger findes ved successiv løsning bagfra. Resultatet kan 

udtrykkes som (u
1
,u

2
, ... ,ul) =(F(t),F'(t), ... ,F<l-ll(t)), hvor F(t) 

er et vilkårligt polynomium af grad s l-1. Man får altså 

z 
1 

z 
2 

= 

F(t) 

F' (t) 

expi\.t . 

5.11 

Det er værd at gøre sig klart at det just fundne løsningsudtryk er prin

cipielt det samme som det i korollar 5.6 anførte. Vender vi tilbage til 

det oprindelige ligningssystem, finder vi samtlige løsninger skrevet på 

formen 

x 
l 

x 
k 

=Q 

hvor i\ betegner det matricen 
p 

denne matrix' s orden, og F (t) 
p 

F (t)expi\. t 
l l 

F (t)expi\. t 
q q 

J (p = l, ... ,q) optrædende i\, l 
p p 

er et vilkårligt polynomium af grad 

l -1. 
p 

I alt optræder i disse polynomier k koefficienter. De k løs-

ninger, der opnås ved at vælge alle disse koefficienter på nær een = O, 

og denne ene = l, vil udgøre en basis for løsningsrummet. 

Hvis A har reelle elementer, kan Jordans normalform opnås ved et Q 

med reelle elementer, hvis og kun hvis polynomiet det(A-i\.E) har lutter 

reelle rødder, og metoden er derfor under denne antagelse anvendelig også 

i tilfældet V = !Rk. Ellers må man operere med V = ICk. Herved fås alle 

komplekse løsninger, blandt hvilke man derefter kan udskille de reelle. 

5.4 STABILITET AF LINEÆRE DIFFERENTIALLIGNINGER 

Vi betragter et lineært, ikke nødvendigvis homogent differentiallig

ningssystem på den afsLuttede halvlinie [o,oo[: 
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x'(t) = A(t) x(t) + q(t), t E [O,oo[. (*) 

Her er A en k x k koefficientmatrix, hvis indgange er defineret og 
k kontinuerte på [O,oo[, q( ) : [O,oo[ 7 ~ er en kontinuert funktion og 

x( ) : [O,oo[ 7 ~ 
k 

den søgte løsning, jf. eksistens- og entydighedssæt-

ningen. Lad ~k være normeret, f. eks. med max-normen. Da alle normer 
o if'k pa IIJ er ækvivalente, skriver vi blot 11 11. 

Et punkt a E ~k kaldes et Ligevægtspunkt (eller en ligevægtstilstand) 

for (*) hvis A(t)a + q(t) æ O for alle t E [O,oo[. Et ligevægts

punkt er altså en konstant løsning til (*). 

DEFINITION Vi siger at ligevægtstilstanden a E ~k er globalt asymp

totisk stabil hvis enhver løsning til (*) konvergerer mod a for t 7 

k 
oo, altså hvis det for enhver funktion x(t) : [O,oo[ 7 ~ , for hvilken 

x'(t) = A(t) x(t) + q(t) for alle t E [O,oo[, 

all =O. 

gælder at lim llx(t) -
t7oo 

BEMÆRKNING Hvis et ligevægtspunkt a er globalt asymptotisk stabilt, så 

har systemet (*) ikke andre ligevægtstilstande. Specielt har ligningen 

A(t)a + q(t) æ O kun en løsning. 

k 
SÆTNING S. 7 Lad a E ~ være et ligevægtspunkt for det lineære sy-

stem (*). Så er a en globalt asymptotisk stabil ligevægtstilstand 

hvis og kun hvis det om enhver løsning x til den tilsvarende homogene o 
ligning x'(t) = A(t) x(t), t E [Ooo[, gælder at x (t) 7 O for t 7 oo. 

o 

BEVIS: Lad L betegne løsningsrummet til den til 
o 

(*) svarende homo-

gene ligning x'(t) = A(t) x(t). Vi ved fra sætning 5.2 at L er et n 
o 

dimensionalt vektorrum. Hvis a E ~k er en ligevægtstilstand for (*), 

er a specielt en løsning og derfor er a + L løsningsmængden for o 
(*), igen ifl. sætning 5.2. Antag a er et globalt asymptotisk stabilt 

ligevægtspunkt. 

x (t) 7 O for 
o 

Hvis x E L så vil a + x (t) 7 a for t 7 oo, dvs. at o o o 
t ~ oo. Hvis det omvendt gælder at ethvert element i L 

o 
konvergerer mod O for t 7 oo, så er et ligevægtspunkt a nødvendig-

vis globalt asymptotisk stabilt. 

Da vi kender L når A o 
(*) er konstant, kan vi give en præcis be-

skrivelse af global asymptotisk stabilitet i det tilfælde. 
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SÆTNING 5.8 Lad x'(t) = A x(t) + q, t E [O,oo[ være et lineært dif

ferentialligningssystem med konstante koefficienter A og konstant in

homogenitetsled q. Antag a er en ligevægtstilstand for dette system. 

Så er a globalt asymptotisk stabilt hvis og kun hvis alle egenværdier 

for A har negativ realdel. 

BEVIS: Ifølge den ovenfor udviklede teori (korollar 5.6 og formlen på 

s. 5.11) er L frembragt af funktioner, hvis koordinater er af formen o 
tJ e;u, hvor A gennemløber o-(A) og O :S j :S L-1, med L som beteg-

nelse for rodmultipliciteten af A (som rod i det karakteristiske poly

nomium for A). Global asymptotisk stabilitet er altså ensbetydende med 

at tJ eAt -7 O for t -7 oo og derfor ensbetydende med at eAt -7 O for 

t -7 oo (husk bemærkningerne om størrelsesorden fra Mat 1MA). Da 

l (ReA+iimA)t l ReAt ReAt 0 = e = e og e -7 for t -7 oo hvis og kun hvis 

O, følger sætningen. 

BEMÆRKNING Et lineært system med konstante koefficienter, der har en 

globalt asymptotisk stabil ligevægtstilstand, må altså have en inverti-

bel koefficientmatrix A. Dette følger af bemærkningen på forrige side, 

og også af sætning 5.8, idet O ikke er en egenværdi for A. 

Det her behandlede stabilitetsbegreb er meget restriktivt, bl.a. for

di ligningen A(t)a + q(t) = O nødvendigvis må have entydig bestemt 

løsning. Et mere generelt stabilitetsbegreb er det der kaldes 

Liapunov's: Hvis (*) har ligevægtstilstanden a og hvis det om a 

gælder, at enhver løsning x( ), hvis begyndelsesværdier (initial

værdier) x( O) ligger nær a, "holder sig i nærheden af a" for alle 

t > O, siger vi at a er Liapunov-stabilt. Præcist: 

DEFINITION Ligevægtstilstanden 

findes der o E IR således at hvis 
+ 

a skal opfylde at til ethvert e E IR 

x( ) : [O,oo[ -7 !Ck er en løsning til 

(*) for hvilken llx(O)-all < o så er llx(t)-all < e for alle t > O. 

Vi har hermed defineret Liaponov-stabiLitet. 

+ 

Hvis der yderligere gælder følgende: Hvis a er en Liapunov-stabil 

ligevægtstilstand og hvis der findes et t; E IR med den egenskab at 
+ 

hvis x(t) : [O,oo[ -7 !Ck er en løsning til (*) for hvilken llx(O)-all < t; 

så er Lim llx(t)-all = O, så kaldes ligevægtstilstanden (LokaLt) 
t-7oo 
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asymptotisk stabil. 

Vi skal se at for lineære systemer er der faktisk ingen forskel på lokal 

og global asymptotisk stabilitet (hvorimod Liapunov-stabilitet er et 

ægte svagere stabilitetsbegreb). 

SÆTNING 5. 9 Antag a er en ligevægtstilstand for det lineære system 

(*). Så er a e a:::k en globalt asymptotisk stabil ligevægtstilstand 

hvis og kun hvis a er lokalt asymptotisk stabil. 

BEVIS: Vi begynder med at vise at en globalt asymptotisk stabil til

stand er Liapunov-stabil. Lad altså a e O:::k være en globalt asympto

tisk stabil ligevægtstilstand. Af sætning 5. 7 ses at hvis L er løs-
o 

ningsrummet for det tilsvarende homogene system, så vil x (t) -7 O for 
o 

t -7 oo, for ethvert x o E L. 
o Da L o 

er k-dimensionalt, kan vi vælge 

en basis {y, .. ,y } 
l k 

for L. o Vi kan forudsætte at Y.(O) = e,, j = 
1, .. ,k, hvor {e , .. e } 

l k 
er standardbasen i O:::k; 

J J 

denne påstand følger 

af eksistens- og entydighedssætningen. Da alle elementer i L konver
o 

gerer mod O for t -7 oo, 

cielt vil funktionerne 

gælder dette også basiselementerne y.· Spe
J 

en konstant MeiR 
+ 

y. være begrænsede på 
J 

således at 

[O,oo[. Der findes altså 

Ily (t)ll :S M, for alle t e [O,oo[, og j = 1, .. ,k. 
J 

Lad nu e e IR være givet. Vi skal finde o e IR med den egenskab at 
+ + 

11 L eJ y/0)11 < o medfører at 11 L eJ Y}t)ll < e. Men som vi har valgt 

Y. gælder jo at L c y (O) = L c e = (c , .. ,c ), så hvis vi 
J JJ jj l k 

bruger max-normen i 0::: , betyder betingelsen 

11 L ej Y/0)11 < o 
simpelthen at max l c.l < o. 

J 
Størrelsen 11 L c y (t)ll kan vurderes således: 

J J 
11 L ej y}t)ll :S L lcJI lly}t)ll :S L lcJI M, for alle t e [O,oo[. 

Heraf følger at hvis max lcJI < o så er 11 L c. Y.(t)ll < o k M, for 
J J 

alle t e [O,oo[. Hvis vi derfor vælger o = e/(Mk), har vi vist at a 

er Liapunov-stabilt. 

Det følger herefter umiddelbart af sætning 5. 7 at a er lokalt 

asymptotisk stabilt. Lav ræsonnementet! 

Vi mangler så at vise at lokal asymptotisk stabilitet medfører global 
k 

asymptotisk stabilitet. Antag a e (C er et Liapunov-stabilt lige-

vægtspunkt for hvilket der findes et l; E IR 
+ 

med den egenskab at for 
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enhver løsning x(t) : [O,oo[ -7 ICk til (*) for hvilken llx(O)-all < t; 
gælder 

løsning 

Hvis x 

Lim llx(t)-all = O. 
t-700 

Ifølge sætning 5. 7 skal vi vise at enhver 

x 
o 

til den homogene ligning konvergerer mod O for t -7 oo. 

o 
er en sådan løsning, 

lille, så lis x (0)11 < t;. Da er 
o o 

kan vi vælge s E IR 
o + 

tilstrækkelig 

x := a + s x en løsning til (*) 
o o 

der opfylder at llx(O) - all = lis x 11 < t;. o o Altså er Lim x (t) = O. 
t-7oo O 

Men så er a globalt asymptotisk stabilt, ifølge Sætning 5. 7. 

EKSEMPEL Betragt det homogene system x' = -x+y, y' = x-y med koeffi

cientmatrix A := [~1-~] og karakteristisk polynomium (-1-i\.)
2 

- l, 

altså egenværdier O og -2; vi konstaterer straks ud fra sætning 5. 8 

at (0,0) ikke er globalt asymptotisk stabilt, og altså heller ikke lo

kalt asymptotisk stabilt (sætning 5.9). Da ker A = IC(l,l), er enhver 

vektor af formen (a,a) en ligevægtstilstand. Løsningsmængden L er o 
åbenbart beskrevet som det to-dimensionale vektorrum 

L = { (c+ c e-2\c- c e-2t) l c ,c E IC }. 
o l 2 l 2 12 

Vi normerer IC2 med max-normen. Vi kan så vise at enhver ligevægtstil-

stand (a,a) er Liapunov-stabil: Lad f: E IR . Hvis en løsning 
-2t 

x(t) = (c + c e ,c -
l 2 l 

for et indtil videre uspecificeret positivt o 

+ 
c e -2t) 

2 

opfylder at llx(O)-(a,a)ll 

= ll(c +c -a,c -c -a)ll = max( le +c -al, le -c -al) < o, 
1212 12 12 

så er lc
1
-al < o/2 

og l c
2

1 < o/2. For afstanden llx(t)-(a,a) 11 får vi så 

l 
-2t l l -2t l ) llx(t)-(a,a)ll = max( c/c

2
e -a , c

1
-c

2
e -a ::: 

l c +c e -2t +c -c -a l +l c -c e -
2
t -c +c -a l ::: l c +c -a l + l c -c -a l + 

12 22 12 22 12 12 
2lc211e-2t_ll < 

2 o + 2lc21 < 3 o. 

Hvis vi vælger o := f:/3, ser vi dermed at (a,a) er Liapunov-stabilt. 

Eksemplet antyder at situationen alment er som den næste sætning beskri-

ver. 

SÆTNING 5.10 Betragt det lineære differentialligningssystem 

x'(t) = A(t) x(t) + q(t), t E [O,oo[, 

og antag at a E ICk er en ligevægtstilstand for (*). Så er følgende 

tre udsagn ækvivalente. 

a) Ligevægtstilstanden a E ICk for (*) er Liapunov-stabil. 

b) Alle ligevægtstilstandene for (*) er Liapunov-stabile. 

c) Enhver løsning til det homogene system x'(t) = A x(t), t E [O,oo[, 

(*) 
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er begrænset. 

BEVIS: Vi viser først a) => c) og forudsætter altså at ligevægtstil-

standen 
k 

a E 0::: er Liapunov-stabil. Lad e = l og vælg o E IR 
+ 

sål e-

des at enhver løsning x til det givne system, for hvilken lla-x(O)II < o, 

opfylder at lia-x( t) 11 < l for alle t E [O,oo[. Vi argumenterer som i 

beviset for sætning 5. 9. Lad x 
o 

være en løsning til den homogene lig-

ning og vælg s E IR o + 
så lis x (0)11 < o. Da 

o o 
lla-(a+s x (0))11 = 

o o 
lis x (O) 11 < o, 

o o 
følger heraf at lla-(a+s x (t))ll 

o o < l for alle t E 

[O,oo[, dvs. lix (t)ll < 1/s for alle t E [O,oo[. Hermed har vi vist o o 
a) => c). 

Det er klart at b) medfører a), så vi mangler blot at vise c) => b). 

Hvis c) er opfyldt, lader vi c være en ligevægtstilstand og antager at 

e E IR er givet. Vi skal finde o E IR med den egenskab at hvis x 
+ + . o 

er en løsning til den homogene ligning, som opfylder at lix (0)11 < o, så 
o 

er lix (t)ll < e for alle t E [O,oo[, Igen bruger vi ideer fra beviset 
o 

for sætning 5. 9. Lad {y , ... ,y} være en basis for løsningsrummet L 
l k o 

til den homogene ligning, valgt således at Y.(O) = e,, 
J J 

j = 1, .. ,n. Un-

der antagelsen c) findes en konstant M så lly_(t)ll < M for alle t E 
J 

[O,oo[ og alle j = 1, .. ,k. Idet x
0
(t) = L eJ Y/t), er 

x (O) ="c y (O) ="c e = (c , .. ,c ), o L..JJ L..jj l k 

og derfor er llx
0

(0)11 =max leJ! og llx
0

(t)ll = 111: eJ yJ(t)ll ~L icJIM. 

Altså indser vi, ganske som ovenfor, at hvis e E IR er givet og hvis 
+ 

vi lader o := e/(Mk), så vil lix (0)11 < o medføre at 
o 

for alle t E [O,oo[, Det beviser Liapunov-stabiliteten af 

lix (t)ll < e 
o 

c: hvis x 

er en løsning til (*) for hvilken llc-x(O)II < o, kan vi skrive x = c 

+x. 
o 

hvilken 

for er 

Funktionen x o 
lix (0)11 < o. 

o 
llc-x(t)ll < e 

er da en løsning til den homogene ligning, for 

Altså er lix (t)ll < e for alle t E [O,oo[. Der
o 

for alle t E [O,oo[. Det var den sidste implika-

tion og dermed er sætningen bevist. 

5.5 STABILITET AF EN kte ORDENS LINEÆR DIFFERENTIALLIGNING 

Betragt en enkelt k. te ordens lineær differentialligning med konstan

te reelle koefficienter: 

(k) (k-1) 
x (t) + a x (t) + ... + a x'(t) + a x(t) = b, t E [O,oo[ (**) 

l k-1 k 

DEFINITION En konstantfunktion a, der løser denne ligning kaldes en 

ligevægtstilstand. Hvis enhver løsning x(t) til (**) konvergerer 
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mod a for t ~ oo, siger vi at ligevægtstilstanden a er gtobatt 

asymptotisk stabiL 

Der gælder som ovenfor: 

5.17 

a) En konstantfunktion a er en globalt asymptotisk stabil ligevægts

tilstand hvis og kun hvis a er en ligevægtstilstand og enhver løsning 

til den homogene ligning 

x(kl(t) + a x(k-l)(t) + ... + a x'(t) + a x(t) = O, t E [O,oo[, 
l k-1 k 

konvergerer mod O for t ~ oo. 

b) En ligevægtstilstand a er en globalt asymptotisk stabil ligevægts

tilstand for (**) hvis og kun hvis alle rødderne i det karakteristiske 

polynomium 

har negativ realdel. 

c) Førsteordensligningen 

i\k + a i\k-1 i\ + ... +a +a 
l k-1 k 

x'(t) + a x(t) = b 
l 

har b/a 
l 

som globalt 

asymptotisk stabil ligevægtstilstand hvis og kun hvis a > O. 
l 

d) Andenordensligningen x"(t) + a x'(t) + a x(t) = b 
l 2 

har b/a 
2 

som 

globalt asymptotisk stabil ligevægtstilstand hvis og kun hvis a
1
, a

2 
> 

o. 
e) Hvis (**) har en globalt asymptotisk stabil ligevægtstilstand, så 

er alle koefficienterne a
1
, .. , ak > O. 

Vi vil nu indføre begrebet Liapunov's stabilitet for denne k. te or

dens ligning, så vidt muligt i analogi med ovenstående: Hvis (*) har 

ligevægtstilstanden a og hvis det om a gælder, at enhver løsning 

x( ), hvis begyndelsesværdier (initialværdier) ligger nær a, "holder 

sig i nærheden af a" for alle t > O, siger vi at a er Liapunov

stabilt. 

Anvendelsen af navnet Liapunov nødvendiggør visse overvejelser ang. 

konsistens: 

l) Hvis k = l bør begrebet stemme overens med det allerede indførte. 

Det er klart, at dette er tilfældet, hvis vi blot bruger den præcise de

finition som den står formuleret på s. 5.13. 

2) Anderledes kan det tage sig ud hvis k > l, thi så involverer be

gyndelsesbetingelserne på en løsning x jo de afledede x 0J(O), for 

j = O, .. ,k-l. Ligningen (**) kan oversættes til et førsteordens system 

med k ligninger; det vil være rimeligt om en ligevægtstilstand a til 

(**) er Liapunov stabil præcis når a (eller rettere (a,O, .. ,O)) er 
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en Liapunov stabil tilstand for det oversatte system. 

Lad (**) være oversat til 

x'(t) = A x(t) + .Q, t E IR, 

hvor 

A '" [_: 

k 

l 
o l 

-a 
k-1 

u og Q'" [n 
En løsning til ( ***) er af f ormen 

, (k-1) 
(x(t),x (t), .. ,x (t)), og 

løses af første-koordinaten x(t). Og omvendt. 

(**) 

For (***) er Liapunov stabilitet følgende: Ligevægtstilstanden 

(a, O, .. ,0) er Liapunov-stabil hvis der til ethvert e E IR findes o E 
+ 

IR så det om enhver løsning (x(t),x'(t), .. ,x<k-ll(t)) til (***) gæl-
+ 

der at hvis 

l (a-x)Cjl(O) l < o, j = O,l, .. ,k-1 

så er 

l a-x( t) l < e, lx0>(t) l < e, j = l, .. ,k-1, alle t E IR . 
+ 

(***) 

(den valgte form af ulighederne svarer til at max-normen er blevet brugt 

ICk). 

Ud fra ønsket om at en ligevægtstilstand a til (**) bør være Lia

punov stabil præcis når (a, O, .. ,0) er en Liapunov stabil tilstand for 

det oversatte system (***), definerer vi som følger: 

DEFINITION Ligevægtstilstanden a for (**) er Liapunov-stabU hvis 

der til ethvert e E IR findes o E IR så det om enhver løsning x( t) 
+ + 

til (**) gælder at hvis 

la-x(O)I < o, l x<J>(O) l < o, j = l, .. ,k-1 

så er 

l a-x(t) l < e, l x0>(t) l < e, j = l, .. ,k-l, alle t e IR . 
+ 

Trods den tilsyneladende komplicerede formulering af betingelserne 

kan vi udnytte bevisideerne i sætning 5.10 til at vise følgende 

SÆTNING 5.11 En ligevægtstilstand for (**) er Liapunov stabil hvis 

og kun hvis enhver løsning til den homogene ligning 

x(k)(t) + a x(k-l)(t) + ... + a x'(t) + a x( t) = O, 
l k-1 k 

t E [O,oo[ 

er begrænset på [O,oo[. 
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BEVIS: Lad L være det k-dimensionale løsningsrum til den homogene o 
ligning. Så ved vi at løsningsmængden L til den givne ligning (**) 

opfylder 

L = {a} + L . 
o 

Hvis a er Liapunov-stabil, og hvis y er en vilkår lig given løsning 

til den homogene ligning så er a + T y E L for ethvert T E IR • Til 
+ 

givet e E IR giver Liapunov-stabiliteten os et o E IR • Det er klart 
+ + 

at for tilstrækkeligt lille T vil ulighederne 

l [a-(a+T x)](Jl(O) l < o, j = O,l, .. ,k-1 

alle kunne opfyldes. Fasthold et sådant positivt T. Konklusionen bli

ver så at 

j = O,l, .. ,k-1, alle t E IR . 

Det betyder åbenbart specielt at der findes m EIR 
+ 

så 
+ 

lx(t)l <mfor 

alle t E IR : vi kan jo lade m := e/T. Dermed har vi vist at Liapu
+ 

nav-stabilitet af a tvinger L til at indeholde lutter begrænsede funk
o 

tioner. 

Hvis det omvendt er forudsat at alle funktioner i L er begrænsede, o 
og hvis vi udnytter vor viden om udseendet af disse funktioner, nemlig 

at L udspændes af funktionerne tJ ei\t hvor i\ gennemløber rod-
o 

mængden til det karakteristiske polynomium, og j værdierne O, .. , (rod-

multipliciteten af i\) - l, så er altså alle disse funktioner tJ ei\t 

begrænsede. Hvis i\ er en simpel rod, er der kun den ene funktion e 
i\ t at betragte, og vi slutter at Re i\ :s O; hvis i\ er en multipel 

rod, slutter vi at Re i\ < O. Bemærk at enhver afledet af en sådan 

funktion også er begrænset på hele IR . 
+ 

Vælg en basis {y/ for L
0 

der opfylder at Y/0) = ef Her er 

e det j. te element i standardbasen i a::k, som sædvanlig. Betegnelsen 
J ' (k-1) 

yJ står for vektoren (yJ,yJ, .. ,yJ ), ganske som vi brugte un-

derstregningen da vi indførte ligningssystemet (***). Basiselementet 

yJ er altså valgt så dets (j-l)ste afledede i O har værdien l, mens 

alle øvrige afledede i O er lig O. Lad også tallet M være valgt så 

IY.<sl(t)l <M, for alle t E IR, alle j= l, .. ,k og alle s= 
J + 

O,l, .. ,k-1. Denne begrænsethedsbetingelse kan, som nævnt, opfyldes, da 

løsningerne har den ovenfor nævnte form 

sentlig pointe. 

overvej dette; det er en · væ-

Lad e E IR være givet. For at checke Liapunov-stabilitet skal vi 
+ 

+ 
der opfylder at hvis finde o E IR x er en løsning til (**) for 

hvilken 
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la-x(O)I <o, lx<Jl(o)l <o, j= 1, .. ,k-1, 

så er 

l a-x(t) l < e, lx(Jl(t)l <e, j= 1, .. ,k-1, alle t E IR . 
+ 

Da z := x - a er en løsning til den tilsvarende homogene ligning for 

hvilken 

og da z = L c. Y., 
J J 

c·' dvs betingelsen 
J 

betingelsen 

l z(j-1)(0) l < o, j = 1, .. ,k, 

gælder der altså at z(j-1)(0) = c y (J-1)(0) = 
J J 

lz(j-1
)(0)1 <o, j= 1, .. ,k kan udtrykkes som 

lc.l<o, j=1, .. k. 
J 

Dermed er vi i en situation vi har set tilsvarende før: Idet l z( t) l :S 

L l eJ l l Y/t) l :S L o M = k o M, kan vi ved at vælge o := e/(kM) opnå 

det ønskede resultat, at vores betingelse for Liapurrov stabilitet er op

fyldt. 

5. 6 F ASEDIAGRAMMER. 

k k 
I V = IR eller IC betragtes et førsteordenssystem af formen 

x'(t) = f(x), 

hvor f : V -:) V antages at være en d funktion. Denne antagelse bety

der at lemmaet s. 8.10 i 2MAnoterne kan anvendes (dette lemma gælder u

anset om vi betragter IRk eller ICk) og vi har derfor eksistens og en

tydighed af maksimale løsninger: for ethvert valg af begyndelsesbetin

gelse (t ,x ) E IR x V findes præcis en maksimal løsning </> (altså en o o 
d funktion med værdier V, defineret på størst muligt åbent interval 

J ~ IR indeholdende 

J) for hvilken </J(t ) 
o 

ningsbanen for ø. 

t ' o 
=x. o 

der opfylder Ø'(t) = f(</J(t)) for alle 

Mængden { Ø(t) l t E J } kaldes 

t E 

Løs-

I dette afsnit skal vi diskutere nogle relativt 

simple og overskuelige kvalitative aspekter ved løsningsbaners forløb. 

Simpliciteten skyldes navnlig at vi kun betragter systemer for hvilke 

højresiden ikke eksplicit afhænger af t. Et sådant system kaldes 

autonomt. Hvis Ø er en maksimal løsning til det autonome system 

x'(t) = f(x), har </> altså en løsningsbane { Ø(t) l t E J } og vi 

kan tænke os løsningen gennemløbe sin bane; dette sker så med fase

hastigheden </>'(t) = f(Ø(t)) (idet V kaldes faserummet). Denne an

skuelse af løsningen </> kaldes en kinematisk fortolkning. 

Først må vi godtgøre at denne kinematiske fortolkning har mening. 
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LEMMA 5.12 Gennem ethvert punkt x i faserummet V går der en og o 
kun en løsningsbane for en maksimal løsning. 

BEVIS: Lad, for i = 1,2, Ø
1 

: J
1 

-7 V betegne maksimale løsninger for 

hvilke 3 t E J der opfylder at Ø (t ) = Ø (t ). Vi skal vise at 
l l l l 2 2 

de to løsningsbaner er sammenfaldende. Da systemet er autonomt kan de-

finitionsintervaller forskydes (translateres): For et interval J og 

s E IR lader vi J+s := { t + s l t E J }. En funktion Ø defineret på 

J kan da translateres til Ø , defineret på J+s ved at Ø (t) .-
s s 

Ø(t-s) for ethvert t E J+s. 

Transiater så J til J +(t -t ) og betragt translationen 
l l 2 l 

(Ø
1
)t -t . Denne funktion er en løsning til det givne system, thi 

2 l 

(Ø
1
)t -t '(t) = Ø/(t-(t

2
-\)) = f(Ø

1
(t-(t

2
-\)) = f((Ø

1
)t -t (t)). Det 

2 l 2 l 

er klart at definitionsintervallet for (A. ) er størst muligt, 
'f' l t -t 

2 l 

fordi dette gælder for A. • altså er (A. ) en maksimal løsning. 
'f' l' 'f' l t -t 

2 l 

Bemærk at disse to maksimale løsninger har sammenfaldende løsningsbaner. 

Men (Ø ) (t )) = Ø (t -(t -t )) = Ø (t ) = Ø (t ), så af eksistens-
l t -t 2 l 2 2 l l l 2 2 

2 l 

og entydighedssætningen følger at løsningsbanen for Ø
2 

må falde sammen 

med løsningsbanen for altså med løsningsbanen for ø. 
l 

Et fasediagram for en autonom ligning x'(t) = f(x) er et billede 

af faserummet V med angivelse af løsningsbanerne (og disses retning). 

Til fasediagrammet hører normalt også en (kvalitativ) diskussion. Vi 

vil illustrere ved at betragte situationen i IR
2

; her er der god mulig

hed for at tegne vellignende billeder. Det en-dimensionale tilfælde vil 

blive dyrket i opgaver. De højere-dimensionale situationer vil vi for

bigå. 

Ethvert punkt x E V, for hvilket f(x) = O, angiver en konstant 

løsning til ligningen x' (t) = f(x) og kaldes som bekendt et Uge

vægtspunkt; i dette tilfælde er løsningsbanen simpelthen punktet x. 

Betragter vi komponenterne f := (f
1
,f 

2
) og deres nulpunktsmængder 

N := { x E V l f (x) = O }, 
l i 

som typisk vil være kurver i IR
2

, er ligevægtspunkterne altså bestemt 

ved N n N . Mængderne N 
l 2 l 

hvor de kontinuerte funktioner 

og N 
2 

2 
opdeler planen IR i områder, 

f og f begge vil have konstant for-
l 2 

tegn. Vi kan derfor i hvert område af disse fortegn aflæse retningen af 
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fasehastigheden f og dermed ethvert punkt den passerende løsningsba

nes orientering. 

Det er specielt løsningers opførsel i nærheden af ligevægtspunkter, 

fasediagrammer kan bruges til afklaring af; hermed finder disse 

diagrammer altså anvendelse i stabilitetsteorien: Kan det afgøres, også 

i tilfælde hvor en ekspicit løsning kan være vanskelig at finde, om 

løsningsbanerne vil konvergere mod en ligevægtsstilling, når t -7 oo? 

EKSEMPEL 5.13 (x',y') = (-y,x) i 

-7 IR
2

; systemet er åbenbart autonomt. 

er N 
l 

x-aksen, og N 
2 

y-aksen, så 

Her er f(x,y) := (-y,x) : !R2 

Med N. := { x e V l f.(x) = O } 
l l 

(0,0) er det eneste ligevægts-

punkt. Faserummet er her inddelt i fire områder, de fire åbne kvadran-

ter I, .. ,IV, og fortegnene for (f ,f ) er 
1 2 

I : (-, +), II : (-, -), III : ( +, - ) , IV : ( +, +). 

Hvis Ø(t) = (x(t),y(t)) angiver en maksimal løsning, er 

[l Ø(t) l2 l' = [(x(tll + (y(t))
2

]' = 2x(t)x'(t) + 2y(t)y'(t) = O, 

så løsningsbanerne må være cirkler. Tegn orienteringspile og løsning

baner! I dette eksempel er der ingen tendens til konvergens imod 

ligevægtstilstanden, når t -7 oo. 

EKSEMPEL 5.14 (x' ,y') = (x-2y,3x-4y), altså f(x,y) := (x-2y,3x-4y) : 

!R
2 

-7 !R
2

. Med f (x,y) := x-2y og f (x,y) := 3x-4y deles faserummet 
l 2 

IR
2 

i fire områder, bestemt ved linierne y = x/2 og y = 3x/4. Det 

eneste ligevægtspunkt er (0,0). På tegningen til venstre er angivet 

f ortegnsf ordelingen. 
y y 

Ligningen kan jo også skrives [~ J'= [; =~J [~J = A [~J; det karakteri-

stiske polynomium for A er A.
2 

+3A. +2, som har rødderne -1 og -2. 

Vi finder at løsningerne kan udtrykkes ved (x(t),y(t)) = (a e-t + (3 

e -2t, a e -t + (3(3/2) e -2
\ hvor a,(3 er vilkårlige reelle konstanter. 

Af sætning 5.8 ses at ligevægtstilstanden (0,0) er globalt asymptotisk 
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stabil. På tegningen ovenfor til højre er angivet en typisk løsnings

bane, der bekræfter dette. Bemærk også hvordan løsningsbanen passerer 

N, hhv. N , med vandret/lodret tangent. 
l z 

Eksemplerne illustrerer en simplifikation, vi nu vil køre videre med 

ved at antage at f(x) := Ax, hvor A er en konstant, reel 2 x 2 ma

trix. Et basisskift kan bringe A på Jordanform. Dette basisskift vil 

ændre på koorodinataksernes retning, men vi vil se bort herfra og analy

sere de mulige fasediagrammer for systemet x' = J x, hvor J er en 

Jordanform. 

Der er kun to forskelligt udseende Jordan former: 

Her er egenværdierne jo rødder i det karakteristiske polynomium for A. 

Er disse rødder forskellige, er A diagonaliserbar, og J må da have 

form som matricen til venstre. I matricen til højre er altså de to 

rødder \ og \ ens, og da det karakteristiske polynomium er reelt, 

er de reelle (hvis et reelt polynomium har komplekse rødder, vil disse 

forekomme i kompleks konjugerede par). Der kommer altså tre tilfælde 

fra matricen til højre. 

A er ikke-diagonaliserbar: 

(akseparaHeHitet) J 
l Z 

l 

(ustabiL udartet knude) J = l 
l Z 

(stabiL udartet knude) J = l 
l Z 

og i\ = i\ = O 
l z 

og i\ = i\ > O 
l z 

og i\ = i\ < O 
l z 

Matricen til venstre bidrager med 11 forskellige tilfælde. 

A er diagonaliserbar 

(stabiL knude) 

(ustabiL knude) 

(sadeL punkt) 

(stabiL stjerne) 

(ustabiL stjerne) 

(stabiL akse) 

(ustabiL akse) 

(J = 0): 
l Z 

\· i\ E z IR 

\· i\ E IR z 
i\,i\ EIR 

l z 
i\, i\ E IR 

l z 
i\,i\ EIR 

l z 

og 

og 

og 

og 

og 

i\,i\ EIR og i\ 
l z 

i\,i\ EIR og i\ 
l z 

i\ < i\ < o 
l z 

i\ > i\ > o 
l z 

i\ < o < i\ 
l z 

i\ = i\ < o 
l z 

i\ = i\ > o 
l z 
< o, i\ = o 

l z 
> o, i\ = o 

l z 
Hermed har vi opregnet de mulige tilfælde med reelle rødder. For de re

sterende erindres det igen at de komplekse rødder i det reelle karakte

ristiske polynomium forekommer som kompleks konjugerede par; de har så

ledes samme realdel. 
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A er diagonaliserbar (J = 0): 
12 

(stab H hvirvel) i\ , i\ E !C\IR og 
l 2 

(ustabiL hvirveU 

(centrum) 

samt 

i\ , i\ E !C\IR og 
l 2 

i\ , i\ E !C\IR og 
l 2 

Rei\ = Rei\ < O 
l 2 

Rei\ = Rei\ > O 
l 2 

Rei\ = Rei\ = O 
l 2 

J = o. 

I opgaver vil der blive lejlighed til at gøre rede for denne listes 

klassifikation. 

5.24 

EKSEMPEL 5.15 En (her uspecificeret) økonomisk model [T. Haavelmo] 

fører frem til systemet 

[ ; ]' = [ ~2 ~ J [ ; J + [ ~ J 
hvor s, k E IR er givne konstanter. Vi skal diskutere denne models 

fasediagram for at få et overblik over de asymptotiske forhold, for 

forskellige værdier af s og k. Men først kan vi løse ligningen, 

f.eks. ved hjælp af sætning 5.5. Den generelle formel er, idet vi be-

tegner ovenstående koefficientmatrix med A og lader t = O, o 

x(t) = exp [tAl x 
o 

exp [(t-··c)A] q(T) dT, 

Med A = [ ~2 ~ J ser vi at A
2 = s2

E, 
2n 

og heraf følger let at A = 

2nE 
s ' mens 

> O er 

A2n+l = s2nA 
' 

for n = 0,1, ... Deraf følger så at for s2 

L oo t2n 
n=O 

[L oo t2n 
n=O 

exp[tA] = 

A 2n /(2n)! + L oo t2n+l A2n+l/(2n+1)! = 
n=O 

s20 /(2n)!]E + [l: 00 t 2n+l s20 /(2n+l)!]A = 
n=O 

cosh [ts] E + sinh [ts] A/s. 

Indsættes det tilsvarende udtryk for exp[(t-T)A] og q(T) := [ ~ J i 

integralet får vi efter en del regninger at løsningen, der opfylder 

begyndelsesbetingelsen (0, [ ;~ J) er [ ;~~n = 

cosh [ts] [ xo J + sinh [ts] [ Y o/s J + 
yo sxo 

[

([cosh[ t s ]-1 )/s] 

k sinh[ts]/s · 
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Vi har hermed, ifølge lemma 5.12, fastlagt løsningsbanen gennem punk

tet (x ,y ). Men da løsningsformlen ikke udmærker sig ved stor gennemo o 
skuelighed, kan banens asymptotiske forløb, når t -7 oo, nok fordre yder-

ligere overvejelser. 

[ Os 2 0
1 J [ xy] -- - [ Ok] . V1' betragLigevægtspunkter er bestemt ved 

ter de forskellige tilfælde. 

i) Hvis l ikke er nul, er ligevægtspunktet entydig bestemt ved 
2 (x,y) = (-k/s ,O). 

a) 
2 

Da s > O, er rødderne i det karakteristiske polynomium for A 

de reelle tal i\ = s og i\ = -s. Vi ser at global stabilitet er ude-
l 2 

lukket, og Liapunov-stabilitet ligeledes. Ligevægtspunktet er et sadel-

punkt; derfor har visse løsningsbaner et pænt asymptotisk forløb imod 

ligevægtstilstanden: Ovenstående løsningsudtryk kan også udtrykkes ved 

eksponentialfunktionen: 

[

x] = [(x0 +k/s
2

)cosh(st) + (y/s) sinh(st) - k/s
2

] = 

y y cosh(st) + s(x +k/s 2 )sinh(st)) 
o o 

Det er klart at (x(t),y(t)) vil konvergere for t -7 oo hvis og kun hvis 

leddene est har koefficient O, altså hvis og kun hvis (x +k/s
2

)+y /s o o 
= O. Det er også klart at i så fald vil (x(t),y(t)) -7 (-k/s

2
,0), li-

gevægtspunktet. De løsningsbaner der konvergerer mod ligevægtpunktet er 

altså givet ved 

-s t 
e /s 

Hvis ikke er nul, er der to sådanne løsningsbaner: halvlinier fra 

punktet (-k/s2
,0) retninger givet ved retningsvektorerne ±(1,-s), 

afhængig af om y o 
er positiv eller negativ. Hvis y = O, o er x = o 

2 
-k/s , og vores løsning er den konstante ligevægtstilstand. 

ii) Hvis 
2 

s = k = o, er alle punkter (x,O), altså ethvert punkt på 

[ xy J ' __ [oo 01] [ xy] + Her løses ligningen 

med vilkår lige koefficienter e, h, så hvis 

x-aksen, et ligevægtspunkt. 

[ ~] af [ ; J = [ e!+h J, 
e ikke er nul er løsningsbanerne rette linier, parallelle med x-

aksen (som nævnt ovenfor er vi i tilfældet 'akseparallellitet'). Lige

vægttilstandene er ikke globalt/lokalt asymptotisk stabile, ejheller Li-
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apunov-stabile (jf. sætning 5.8 og 5.10). Er e = O, er vi en lige

vægtstilstand (og der bli'r vi!). 

iii) hvis 2 
s = O og k er forskellig fra O, 

vægtstilstande. Ligningens løsning er iøvrigt 

hvor e og h er vilkår lige. 

er der ingen lige-

[ 
x] = [kt

2
+et+h J 

y kt+e ' 



Matematik 2LT, foråret 1994 19. april 1994 

OPGAVER 

5.1 Find først alle løsninger til systemet 

x' =x 
1 z' 

x' =x. 
z l 

og opskriv den fundamentalmatrix der til t = O er enhedsmatricen. 

Find derefter den løsning til 

x' =x 
1 z' 
x' = x + t, 

z l 

for hvilken (x (O),x (O)) = (1,0). 
l z 

5.2 Find alle løsninger til systemet 

x' = x + y + z 

y' = y + z 

z' = z. 

5.3 Find alle løsninger til systemet x ' = x + x , x ' = x - x . 
l l z z l z 

Tegn og diskuter systemets fasediagram 

5. 4 Find alle løsningerne til dette system: 

x' = -x + y + z 

y' = x - y + z 

z' = x + y + z. 

5.5 Find samtlige løsninger til systemet 

x' = 8x + 4 y, 

y' = -x + 12y 

ved først at finde koefficientmatricens Jordan-form. Diskuter denne 

lignings fasediagram. 

5.6 Lad A := [ ~ ; ~1]. Find Jordanformen for A. 
o l 2 

a) Betragt differentialligningssystemet dx/dt = A x, 

hvor x( t) := <x (t),x (t),x (t)>', t E IR. Find den fuldstændige 
l z 3 

løsning. 

b) Løs differensligningssystemet x(t+l) = A/4 x(t), t E IN, 

c) Undersøg om den i b) nævnte ligning er stabil. 

5.27 
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S. 7 Vis at matricen A '= [: ~ i l er diagonaliserbar. Løs dernæst 

differentialligningssystemet x' = Ax. 

5.8 Som 5.7, men med A .- [ ~ -~ ~l 
-1 -2 -1 

5. 9 Find samtlige løsninger til differentialligningssystemet 

Vink. Betragt z 

· x sint 
2 

=x + ix 
l 2 

3 (t,x ,x )e!R 
l 2 

5.10 Find samtlige løsninger til differentialligningssystemet 

d x 
l Cft - -x2 c ost 

x cost 
l 

3 (t,x ,x )e!R 
l 2 

5.11 Vis, at hvis ø (t) 
l 

er en løsning til den lineære, homogene 

differentialligning af anden orden 

d
2
x dx 

- = p (t)x + p (t)-
dt2 o l dt 

og Ø (t) ::t. O for alle t i det betragtede interval, er samtlige 
l 

løsninger bestemt ved 

x = a Ø (t) + a Ø (t) , 
l l 2 2 

hvor 

Ø (t) = Ø (t)J--
1

- (exp J p (t)dt) dt 
2 l ø (t)2 l 

l 

[Overalt står J .. dt for en vilkårligt valgt af de uendelig mange stam

funktioner til den pågældende funktion. l 

Vis, at hvis ø (t), ø (t) 
l 2 

er en basis for løsningsrummet til den homo-

gene ligning, er samtlige løsninger til den lineære, inhomogene diffe-
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rentialUgning af anden orden 

bestemt ved 

[

</> (t) 
W(t) = det 

1 

</>' (t) 
1 

</> (t)] 
</>~(t) . 

5.12 Vis, at differentialligningen 
z 

cos x sinzx d y + (sin3x -2coszx sinx)ddxy + 2y cos3x = O 
dxz 

5.29 

har løsningen y = sinx. Find derefter samtlige løsninger i ]O,~n[x IR. 
z 

Find endelig samtlige løsninger i ]O,~n[x IR til differentialligningen 
z 

z 
. z d y ( . 3 2 z . )dy 2 3 z . 3 cosx sm x -- + sm x - cos x smx dx + y cos x = cos x sm x 

dxz 

Vink. Benyt opg.5.11. 

5.13 Bestem samtlige løsninger til differentialligningen 

d x -t-+ x= o, 
d t 

idet det opgives, at x = t er en løsning. 

te ]-1.1[, 

5.14 Lad A .- [-;_~J og betragt det lineære differentiallignings

system 

x'(t) = A x(t) + [ :
2
J, t E IR. 

a) Find o-(A); find også en basis for IRZ af egenvektorer for A. 

b) Gør rede for at er en ligevægtstilstand for det givne [ 11 J 
system. 

c) Afgør om dette ligevægtspunkt besidder Liaponov-stabilitet. 

d) Find mængden af løsninger x(t) = [ ~~~~ J for hvilke y(t) -7 l 

og z(t) -7 l for t -7 oo. 

e) Lav en fasediagramdiskussion. 

5.15 Lad A .- [-;_~J og betragt det lineære differentiallignings-
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system 

a) 

b) 

x'(t) =A x(t) + [ ~z1· t e IR. 

Find <T(A); find også en basis for IR af egenvektorer for A. 

Gør rede for at [ ~ J er en ligevægtstilstand for det givne 

system. 

c) Afgør om dette ligevægtspunkt besidder Liaponov-stabilitet. 

d) Find mængden af løsninger x(t) = [ ;~~~ J for hvilke y(t) -7 l 

og z(t) -7 l for t -7 oo. 

e) Lav en fasediagramdiskussion. 

5.16 a) Løs ligningen eksempel 5.15 ved direkte overgang til 

Jordanform. 

5.30 

b) Tegn og diskuter fasediagrammet: 

af fasehastigheden f. 

marker N og N samt retninger 
l 2 

c) Skitser løsningsbaners forløb for baner der ikke konvergerer mod 

ligevægtstillingen. 

d) Lav en fasediagramdiskussion for eksempel 5.15 for det tilfælde 

hvor s er rent imaginær, altså 
2 

s < o. 
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6. DIFFERENSLIGNINGER. 

6.1 INDLEDNING 

Mange tidsafhængige systemer der dukker op i økonomiske overvejelser 

er bekvemt beskrevet med diskretiseret tidsparameter. Opstilles beskri

vende ligninger, hvori de økonomiske størrelser indgår, vil disse typisk 

indeholde en tidsafhængighed, hvor tidsparameteren indgår med 'nabotids

punkter', dvs. hvor f.eks. parameterværdierne t, t+1, t-1 forekommer. 

De tidsafhængige størrelser er da som oftest beregnelige via rekursions

formler, ud fra specificerede initilaværdier; dette giver anledning til 

studier af sådanne rekursive relationer, differensLigninger: 

Lad x (t), x (t), .. , x (t) være reelle eller komplekse størrel-
l 2 p 

ser, defineret for t E IN .- IN u {0}. En given funktion o 
F : (ILp)m x IN -7 IL n 

o 
(hvor IL som sædvanlig angiver enten IR eller a:;) definerer da en dif-

ferensligning (rettere: et differensligningssystem) ved 

F(x (t), x (t), .. , x (t),x (t+l), x (t+1), .. , 
l 2 p l 2 

x (t+1), .. x (t+m), x (t+m), .. , x (t+m), t) = O, 
p l 2 p 

t E IN . o gældende for alle 

Ved en Løsning til denne ligning forstås en funktion ~ . -

defineret på IN , med værdier i ILP, for hvilken 
o 
F(~(t),~(t+1), .. ,~(t+m),t) = O for alle t E IN . o 

EKSEMPEL 6.1 a) En meget simpel nationaløkonomisk model. 

(x , .. ,x ) 
l p 

Lad Y := Y(t) betegne et vist lands nationalprodukt, C := C(t) 

dette lands samlede forbrug, og I := I(t) de samlede investeringer. 

Tidsparameteren t er diskretiseret, f.eks. med enhed 'år'. For de 

nævnte størrelser antages det at følgende sammenhænge er tilstede, for 

enhver værdi af t E IN : o 
Y(t) = C(t) + I(t) 

C(t+l) = aY(t) + b 

I(t+1) = c(C(t+1) - C(t)), 

hvor a, b, c er givne reelle konstanter; rimeligvis er alle tre tal 

positive. Plausibilitetsargumenter for de opstillede ligninger: den 

første udtrykker nærmest en definition; den anden indeholder et udsagn 

om et grundforbrugsniveau b, samt at næste års forbrug afspejler 
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dette års samlede økonomiske aktivitet; den tredie påstår at næste års 

investeringer er ligefremt proportionale med væksten i forbruget. 

b) Markedsmodellen 2.2, hvis løsning er 

= o, l, 2, .. 

kan jo udtrykkes ved relationen x = A _x,, for 
-i+l l 

i = o, l, 2, .. ' 

dvs. ved x - A x = O, for 
-i+l -i 

i = o, l, 2, .. 

6. 2 SÆDVANLIGE DIFFERENSLIGNINGER 

Tidsparameteren t vil vi normalt forestille os gennemløbende IN .o 
{0,1,2 . .}. Vi lader p, m og n være givne positive hele tal og bru-

ger ~(t) := (x (t), .. ,x (t)) 
l p 

IN -7 !LP som betegnelse for en ubekendt 
o 

funktion, defineret på IN, 
o 

og med værdier i !LP (hvor IL er skalarle-

gemet, dvs. enten IR eller (C). Vi betragter endvidere en given funk-

tion F : D x IN .s;; (!Lp)m x IN -7 IL n, hvor D x IN er definitionsmængden 
o o o 

for F, som definerer den sædvanUge differensLigning 

F(~(t),~(t+l),~(t+2), .. ,~(t+m-l),~(t+m),t) = O 

gældende for alle t E IN . 
o 

Ved en løsning til denne ligning forstås en funktion 

x := (x , .. ,x ) 
- l p 

defineret på IN
0

, med værdier i !LP, for hvilken 

for alle 

Tallet m 

(~(t),~(t+l), .. ,~(t+m)) E D 

t E IN
0

, og for hvilken 

F(~(t),~(t+l), .. ,~(t+m),t) = O for alle t E IN • 
o 

kaldes ligningens orden. Skrives F = (F , .. ,F ) 
l n 

ud sine 

n komponenter, kan ligningen opstilles som et Ligningssystem bestående 

af n ligninger (i de p ubekendte (følger) x (t), 
j 

F (x(t),x(t+l), .. ,x(t+m),t) = O 
l- - -

F (x(t),x(t+l), .. ,x(t+m),t) = O 
2- - -

j = l, .. ,p): 

F (~(t),~(t+l), .. ,~(t+m),t) = O for alle t E IN. 
p o 

Hovedemnerne vil blive dels løsningsmetoder, dels visse aspekter af 

stabilitetsforholdene for differensligninger. Men allerførst etablerer 

vi at der findes en, endog ganske simpel, eksistens- og entydelighedssæt

ning f o r ret store klasser af ligninger. 

6.3 EKSISTENS- OG ENTYDIGHED 
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Betragt følgende system: Idet vi lader p og m være givne positive 

hele tal og bruger x : = (x , .. ,x ) som betegnelse for en ubekendt funk-
- l p 

tion, defineret på IN , og med værdier i ILP (hvor IL er skalarlegemet, o 
dvs. enten IR eller !C) betragter vi for en given funktion 

di f f er ensligningen 

gældende for alle 

f : (ILp)m x IN -1 ILP 
o 

~(t+m)) = f(~(t),~(t+l),~(t+2), .. ,~(t+m-l),t), 

t E IN . 
o 

Vi har da følgende 

(6.1) 

EKSISTENS- OG ENTYDIGHEDSSÆTNING 6.2 Betragt differensligningen (6.1). 

Lad x , x, x , .. , x E ILP være m vilkårligt givne vektorer. Der -o -1 -z -m-1 
findes da en og kun en løsning ~(t), t E IN

0
, til (6.1), for hvilken 

~(j) =~j' j = o, .. ,m-1. 

BEVIS: Idet f (ILp)m x IN -1 IL n er en given funktion, vil tilordningen 
o 

~t+m = f(~t'~t+l'~t+Z' · · '~t+m-1' t) 

for successive valg af t = O, l, .. åbenbart give en løsning ~(t) ·= x . -t· 

Bemærk at der er tale om rekursiv beregning af følgen sættes 

først t = O og indsættes de givne vektorer ~0 , ~1 • ~z ... ~m-l' fås 

~m := f(~0.~1.~z ... '~m-l'O). Således fortsættes. Det generelle skridt 

er følgende: antag n > m - l og antag at ~0 , ~1 , ~z ... ~n foreligger 

beregnet. Ved indsættelse af x , x , x , .. , x samt t = 
-n-m -n-m+l -n-m+Z -n 

n-m f fås værdien for x Lader vi altså x(t) := x , t E IN , -n+l - -t O 

har vi etableret eksistensen af en løsning, der opfylder de givne initi-

albetingelser. 

Entydigheden af en løsning med de givne initialværdier følger af at 

f er en funktion. Den 'næste' værdi ~(t) er således for ethvert t E 

IN fuldstændig fastlagt ud fra værdierne ~(t-m), .. ,~(t-1). Dermed er 
o 

sætningen vist. 

Bemærk at der er frit valg af initialbetingelserne ~0 , ~1 • ~z' .. , 

E ILP. Systemet (6.1) har således m p frihedsgrader, hvor x -m-1 m 

er systemets orden, og p er antallet af ligninger i systemet (= antal 

komponenter i funktionen f) 
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Det er formen af ligningen (6.1), herunder at f er forudsat defi

neret på hele (IL.p)m x IN , der gør både eksistensdelen og entydigheds-
o 

delen af denne sætning til en trivialitet. Ikke desto mindre vil mange 

af de naturligt forekommende eksempler vise sætningens brugbarhed. Det 

er dog ikke svært at finde tilfælde hvor situationen er mere komplice

ret. 

6. 4 LINEÆRE DIFFERENSLIGNIN GER. 

Vi betragter et differensligningssystem af formen 

x (t+ l) = a (t)x (t) + a {t)x (t) + .. + a (t)x (t) + b (t) 
1 11 1 12 2 1n n 1 

x (t+l) = a (t)x (t) + a {t)x (t) + + a (t)x (t) + b (t) 
2 21 1 22 2 2n n 2 

x (t+ l) = a (t)x (t) + a (t)x (t) + .. + a (t)x (t) + b (t) 
n n1 1 n2 2 nn n n 

med t E IN
0

, hvor koefficientfølgerne a (t) og følgerne b. (t) er 
ij l 

givne for alle i,j = l, .. ,n. Med koefficientmatricen A(t) := (a (t)) 
i j 

og inhomogenitetsLeddet B(t) := (b (t), .. ,b (t))' samt de ubekendte 
1 n 

skrevet som en søjlevektorfølge X{t) := (x (t), .. ,x (t))', får syste-
l n 

met formen 

X(t+l) = A(t) X(t) + B(t) 

Hvis B(t) er nulvektoren for alle t E IN er systemet o 
lers inhomogent. 

EKSISTENS OG ENTYDIGHED (6.3) for ligningen 

X(t+l) = A(t) X(t) + B(t) 

t E IN . o 
homogent, el-

t E IN • 
o 

For ethvert valg af initialværdi X E IL n findes en og kun en 
o 

løsningsfølge X(t) til ovenstående ligning, for hvilken X(O) = X . 
o 

BEVIS: Med f : IL.n x IN -7 IL.n defineret som f(X,t) := A{t)X + B(t) 
o 

følger sætningen direkte af eksistens- og entydighedssætning 6.2. 

KOROLLAR 6. 4 Løsningsmængden L til den homogene lineære ligning 
o 

X(t+l) = A(t) X(t) 

er et n dimensionalt vektorrum. 

Løsningsmængden L til en inhomogen ligning 

X(t+l) = A(t) X(t) + B(t) 

med samme koefficientmatrix A(t) er af formen 

L=L +X, o p 

t E IN o 

t E IN o 
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hvor X er en vilkår lig (partikuLær) løsning til den inhomogene 
p 

ligning. 

BEVIS: Det er klart fra den homogene lignings form at løsningsmængden 

L er et vektorrum. 
o 

Af sætning 6.2 følger at der er en bijektiv kor-

respondance mellem initialværdierne X og elementerne i L . o o Da X 
o 

kan gennemløbe IL n, ses at L har samme dimension som IL n, 
o 

altså n, 

jf. også bemærkningen om frihedsgrader efter beviset for sætning 6.2. 

Korollarets anden påstand følger af at hvis Y(t) og Z(t) er løs

ninger til den inhomogene ligning, så er differensfølgen Y(t) - Z(t) 

en løsning til den homogene ligning, altså et element i 

vendt, hvis X E L og X E L , da vil X + X E L. 

L. o 
Og, om-

p o p 

Vi skal nedenfor udvikle metoder til løsning af homogene differens

ligningssystemer med konstant koefficientmatrix, altså metoder til iden

tifikation af L for sådanne ligninger. Men inden da skal vi se at 
o 

hvis L for den generelle homogene ligning X(t+l) = A(t)X(t) er kendt, 
o 

så kan hele L, for en tilsvarende inhomogen ligning X(t+l) = A(t)X(t) 

+ B(t), principielt konstrueres. Der er udtalt analogi med situationen 

i sætning 5.3. Vi starter med at trække en konsekvens af eksistens- og 

entydighedssætningen frem explicit. 

LEMMA 6.5 Lad Z (t), Z (t), .. , Z (t) være n løsninger til den ho-
l 2 n 

magene ligning X(t+l) = A(t) X(t), t E IN
0

, hvor A(t) er en n x n 

matrix. Så er følgende to udsagn ensbetydende: 

a) sættet Z (t), Z (t), .. , Z (t) er et lineært uafhængigt sæt af 
l 2 n 

følger (opfattet som vektorer i vektorrummet af alle følger) 

b) Z (O), Z (O), .. , Z (O) er et lineært uafhængigt sæt vektorer i IL n 
l 2 n 

BEVIS: Antag først at der findes skalarer a
1

, .. , an, 

så følgen a Z (t) + .. + a Z (t) er nul-følgen. Så er 
l l n n 

ikke alle nul, 

a Z (O) + .. + 
l l 

a Z (O) = O. Dermed har vi set at implikationen 
n n 

Antag 'ikke'-b). Så findes skal ar er a , .. , a , 
l n 

a Z (O) + .. + a Z (O) =o. Følgen Z(t) := a Z (t) 
l l n n l l 

b) => a) gælder. 

ikke alle nul, så 

+ .. + a Z (t) er 
n n 

løsning til ligningen X(t+l) = A(t)X(t), så Z(l) = A(O)Z(O) = O. 

Tilsvarende vil Z(2) = O, og induktivt indser vi at Z(k) = O for 

en 

alle hele tal k E IN . o 
Alternativt kan man her benytte eksistens- og 

entydighedssætningen til at slutte at Z er nul-følgen. Altså er føl-
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gerne z (t), .. , z (t) 
l n 

lineært afhængige. Vi har etableret 'ikke'-

a). 

BEMÆRKNING 6.6 Med differensligningen X(t+l) = A(t) X(t) + B(t), t E 

IN , vil vi ved en fundamentaLmatrix <P(t), som ved differentiallig-
o 

ninger, forstå en matrix hvis søjler er valgt så de udgør en basis for 

L . Man kan da udtrykke den fuldstændige løsning til differenslignin
o 

gen ved hjælp af en fundamentalmatrix <P(t): 

Lad X(t) betegne en vilkårlig løsning til den givne inhomogene lig

ning. Af lemma 6.5 følger at søjlerne i <P(O) er lineært uafhængige. 

Altså er <P(O) invertibel. Da hver søjle i <P(t) tilhører L , gælder 
o 

at A(t)<P(t) = <P(t+1), hvoraf vi får at A(O)<P(O) = <P(1) og derfor at 

A(O) = <P(1)<P(Of
1

. For X(l) gælder altså at 

X(1) = <P(l)<P(Of1X(O) + B(O). 

Hermed har vi indset at X(1) kan beregnes ud fra fundamentalmatrix 

samt de givne data, incl. initialværdien X(O). Det generelle mønster 

bliver klart ved udregning af 

Generelt ses at 

X(2) = A(l)X(1) + B(l) 

= A(1)(<P(l)<P(Of1X(O) + B(O)) + B(1) = 
= <P(2)<P(Of1X(O) + A(l)B(O) + B(l). 

X(n) = <P(n)<P(Of1X(O) 

+ A(n-l) .. A(2)A(1)B(O) 

+ A(n-l) .. A(2)B(1) + .. 

+ A(n-1)A(n-2)B(n-3) + A(n-1)B(n-2) + B(n-1). 

Detaljerne det (let gennemførlige) induktive skridt overlades til læ-

seren. 

Antag omvendt at X(n), n E IN, er givet ved den netop fundne formel, 

hvor X( O) E IL n er valgt vilkårligt. Det følger direkte af den fore

tagne udledning, at der gælder at X(n+1) = A(n)X(n) + B(n) for alle n 

E IN . Altså er følgen X(n), n E IN , en løsning til den givne inhomo-
o o 

gene ligning. 

Vi skal opskrive en variant af ovenstående i afsnit 6.7. Men bemærk 

at vi her i en vis forstand går over åen efter vand, thi løsningen til 

en differensligning af den foreliggende form kan jo under alle omstæn

digheder beregnes rekursivt direkte. 

6.5 LINEÆRE HOMOGENE DIFFERENSLIGNINGSSYSTEMER 
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MED KONSTANTE KOEFFICIENTER. 

Vi betragter et differensligningssystem af formen 

x (t+ l) = a x (t) + a x (t) + .. + a x (t) + b 
l 11 l 12 2 ln n l 

x (t+ l) = a x (t) + a x (t) + .. + a x (t) + b 
2 21 l 22 2 2n n 2 

t=O,l, .. (l) 

x (t+ l) = a x (t) + a x (t) + .. + a x (t) + b 
n nl l n2 2 nn n n 

hvor koefficienterne a og inhomogenitetsleddene b. er konstante 
~ l 

for alle i, j = l, .. ,n. For løsningsmetodens skyld kan vi gerne lade 

a og b være komplekse. Lader vi som ovenfor X(t) betegne søjle-
iJ 

vektoren med indgange x.(t), A := (a ) betegne koefficientmatricen, 
l lj 

og B betegne søjlevektoren med indgange b, kan 
l 

ligningssystemet sammenfattes som 

X(t+l) = A X(t) + B, 

Det er trivielt at angive en rekursionsformel for løsningen. 

initialværdien givet, 

X(2) 

X(O) := X , 
o 

X(l) 

fås åbenbart at 

=A X +B, 
o 

= A X(l) + B = A (A X + B) + B = 
o 

2 
A X + A B +B, 

o 
hvoraf det ved et simpelt induktivt argument kan udledes at 

X(j) = AJ X + (L J-l A1
) B. 

O i=O 

t E IN . o 
Med 

Denne formel er af værdi ved overvejelser angående løsningers forløb når 

t vokser, og vi skal vende tilbage til den i slig sammenhæng. 

For den homogene ligning fås specielt at X(j) = AJ X , j E IN • o o 
En mere eksplicit løsningsform for løsningen af den homogene ligning 

kan skaffes som følger: Regner vi komplekst ved vi at A kan bringes på 

Jordanform, dvs. der findes en invertibel matrix Q og en Jordanmatrix 

J således at 

A = Q J Q-1. 

Med Y(t) := Q-1 X(t) får vi, da X(t) = Q Y(t), at X(t+l) = 

Q Y(t+l), så 

Q Y(t+l) = X(t+l) = A X(t) = A Q Y(t) = Q J Q-1 Q Y(t) = Q J Y(t), 

hvoraf 

Y(t+l) = J Y(t), t = 0,1, .. (2) 

Løser vi dette system, altså finder Y(t), kan vi også finde X(t) = 

QY(t) og har således løst det oprindelige system. Hvis det givne sy

stem er reelt skal de først fundne løsninger muligvis bringes på reel 
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form. 

Af formen af Jordanmatricen J følger at systemet (2) deles op 

"blokke", hver svarende til en Jordanblok; hver sådan blok involverer 

f.eks. k+ l ligninger i k+ l ubekendte y , y , .. , y 
s s+l s+k 

og har 

udseendet 

[ 
y l [ i\ l .. o l [ y l Y:,, (t+!) = O A.~.~ ;:., (t) 

~~ ~ 

t = 0,1, .. 

Hvis vi for simpelheds skyld sætter s = O og skriver systemet ud 

som et sæt ligninger får vi 

y (t+l) = i\ y (t) + y (t), 
o o l 

y (t+l) = i\ y (t) + y (t), 
l l 2 t = 0,1,. .(3) 

y (t+l) = i\ y (t). 
k k 

Vi vil efterligne fremgangsmåden fra differentialligningsløsningsmeto-

den, men først tage vare på muligheden i\ = O. I dette tilfælde reduce

res (3) til 
y (t+l) = y (t), 

o l 

y (t+1) = y (t), 
l 2 

y (t+l) = o. 
k 

t = 0,1, .. 

Her er åbenbart y (O) vilkårlig, mens y (t) = O for t = 1,2,.. Da 
k k 

y (t+1) = y (t), bliver y (O) vilkårlig, y (l) = y (0), mens 
k-1 k k-1 k-1 k 

y (t) = O for t = 2,3,.. Således fortsættes opefter. 
k-l 

Under forudsætningen i\ * O lader vi 
t 

Y.(t) := u (t) i\, 
l i 

og får dermed at 

Y. (t+l) = u (t+1) i\ t+ l = u (t+ l) i\ t+ l - u (t) i\ t+ l + u (t) i\ t+ l 
l i i i l 

(flu + u ) i\ t+ l. 
i 1 

Disse udtryk indsættes (3) og giver for i = 0,1, .. ,k-l 

(f! u + u ) i\ t+ l = i\ u i\ t + u i\\ 
i i i i+l 

dvs. 

flu i\ t+ l = u i\ t. 
i i+l 

eller simpelthen 

flu i\ = u 
i i+l 

Den nederste ligning (3) bliver til 

(flu + u ) i\ t+ l = i\ u i\ t 
k k k ' 

hvoraf 

(4) 
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l:.u = o. 
k 

Denne sidste ligning er let at løse: u (t) = C , en konstant. 
k k 

Derefter løses (4) for i = k-1: der står 

Lluk -1 = C k/i\, 

der som løsning åbenbart har 

u (t) = (C li\) t + C . 
k-1 k k-1 

Det generelle mønster her er åbenbart repræsenteret ved følgende: vi 

har en ligning af f ormen 

u(t+1) - u(t) = p(t), 

hvor p(t) er et polynomium, lad os sige af grad q. Den tilsvarende 

homogene ligning 

u(t+1) - u(t) = O 

løses af en arbitrær konstant. 

For den inhomogene ligning finder vi ved indsættelse af et polynomium 

L a t 1 med ukendte koefficienter a at 
j .J J 

Da 

L a.[(t+1)J - t J = p(t). 
J 

j-1, må vi vælge graden af L a tj til at 
J 

være 

(t+1)j - tj er af grad 

q+1 (forklar dette!). 

Når vi derfor løser ligningerne (4) nedefra, får vi at 

u er et nultegrads polynomium, 
k 

u er et førstegrads polynomium, 
k-1 

u er et k.grads polynomium. o 
Disse polynomier er ikke ganske uafhængige af hinanden, selv om nulte 

grads leddet i hver af dem er arbitrært (det kommer jo fra en løsning til 

en homogen ligning). Som det fremgår af den opstillede fremgangsmåde 

gælder der at hvis 

u (t) = P.(t), 
i l 

så er 

p (t) = u (t) = i\ Llu = i\(u (t+1) - u (t)) = i\(p
1
.(t+1) - pi(t)). 

i+1 i+1 i i i 

Vi finder alt i alt at for = O,l, .. ,k er 

Y.(t) :=u (t) i\t =p (t) i\ t 
l i i , 

hvor P. er et polynomium af grad højst k-i. 
l 

Bemærk at det her gennemførte kun beskæftiger sig med en enkelt Jor-

danblok; det skal altså gøres for hver af disse. Ved anvendelse af 

transformationen Q kan til slut X findes. 
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EKSEMPEL 

Vi løser følgende differensligningssystem 

x (t+l) = x (t) - 4 x (t) - x (t) - 4 x (t) 
l l 2 3 4 

x (t+l) = 2 x (t) + 5 x (t) - 4 x (t) 
2 l 3 4 

x (t+l) = - x (t) + x (t) - 2 x (t) + 3 x (t) 
3 l 2 3 4 

x (t+l) = - x (t) + 4 x (t) - x (t) + 6 x (t). 
4 l 2 3 4 

Her er koefficientmatricen 

A ·= +2 O +5 -4 

[ 

+l -4 -1 -4 ] 

. -1 +l -2 +3 ' 
-1 +4 -1 +6 

og en del regning vil afsløre at det karakteristiske polynomium er 

(i\ - 1)
3 

(i\ - 2), 

6.10 

så 2 er en simpel egenværdi og l er en egenværdi med algebraisk 

multiplicitet 3. Vi betragter bidraget til Jordanformen fra egenværdi

en l. En udregning af egenrummet ker(A - I), altså løsning af lig

ningssystemet 

(A - I)x = O, 

giver at egenrummet er l-dimensionalt, f.eks. udspændt af 

( -3, -6, 4, 5)'. 

Så ved vi allerede at Jordanblokken hørende til egenværdien l må have 

dette udseende: 

[ ~i~]· o o l 

(hvordan ved vi det?). Vi har også fundet den første søjle i matricen 

Q. (måske er det en ide at gå igennem afsnittet om beregning af Q i 

ligningen A = Q J Q-\ hvor J er den til A hørende Jordanmatrix, 

altså her 

J := [ ~ i ~ g ] ) o o l o 
o o o 2 

For at finde den anden søjle Q skal vi løse ligningsssystemet 

(A - l)x = (-3,-6,4,5)', 

En løsning til (A - l)x = (-3,-6,4,5)' er (-3,-5,3,5)'. Den tredie 

søjle i Q findes så ved løsning af ligningen (A - l)x = ( -3, -5,3,5)'; 

en løsning er f.eks. (-4,-4,3,4)'. 

Den fjerde søjle Q skal være en egenvektor svarende til egen-
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værdien 2. Man kan bruge ( -2, -3,2,3)'. Vi har så fundet 

[ 
-3 -3 -4 -2] -6 -5 -4 -3 

Q= 4 3 3 2' 
5 5 4 3 

Men nu til løsningen af differensligningen. Med Y := Q-
1 X har vi 

at Y(t+l) = J Y(t), t = O, l,.. Skrevet ud: 

for t = O, l, .. 

Vi finder straks at 

og at 

y (t+l) = y (t) 
1 1 

y (t+l) = y (t) 
2 2 

y (t+l) = y (t) 
3 3 

y4(t+l) = 2 y4(t), 

+ y (t), 
2 

+ y (t), 
3 

y (t) = c z\ t = o,1, .. 
4 4 

y (t) = c ' t = o, l, .. 
3 3 

hvor c og c er arbitrære konstanter. For y
2 

har vi ligningen 
3 4 

y2(t+l) - y2(t) = c3, 

t = O, l,.. Her løses den homogene ligning af en konstant c
2
, mens 

man ved indsættelse af et førstegradspolynomium at+(3 finder at a = 
c

3
, mens (3 indgår i den arbitrære c

2
. Altså har vi 

y (t) = c t + c
2

, 
2 3 

t = O, l,.. Endelig har vi til bestemmelse af y
1 

at 

y (t+l) - y (t) = c t + c
2
, 

1 1 3 

t = O, l,.. Igen giver den homogene ligning os en arbitrær konstant, 

mens en partikulær løsning kan findes ved for y
1 

at indsætte et 
2 

andengradspolynomium at + (3t + r. Man finder at a = c /2 og (3 = c 
3 2 

- c /2. 
3 

Og så får vi endelig brug for Q, idet vi ved at X = Q Y, altså 

hvor t = O, 1,.. og hvor c'erne er vilkårlige konstanter. 

6.6 N.TE ORDENS LINEÆR HOMOGEN LIGNING MED KONSTANTE KOEFFICIENTER 

I analogi med det fra differentialligninger kendte gennemfører vi 
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nu en oversættelse af en n. te ordens lineær homogen ligning med kon

stante koefficienter til det tilsvarende system. 

Betragt altså ligningen 

x + a x + . . + a x + a x = O, 
t+n 1 t+n-1 n-1 t+1 n t 

hvor a'erne er konstante og a :t: O. Vi indfører nye ubekendte 
n 

x (t) 
n 

x (t) 
2 

x (t) 
1 

(de nye navne står direkte under det symbol de erstatter). Altså 

x(t) .-x , for j= l, .. ,n og t= O, 1, .. 
j t-1+j 

Så er det klart at 

x (t+l) = x (t), 
1 2 

x (t+l) = x (t), 
2 3 

x (t+l) = x (t), 
n-1 n 

mens 

x (t+ l) = -a x (t) - a x (t) - .. - a x (t). 
n 1 n 2 n-1 n 1 

Skrevet på matrixform bliver dette 

x o l o o o x 
1 o o l o o 1 

x x 
2 o o o l o 2 

x x 
3 (t+ l) 3 (t). = 

l 
x -a -a -a -a -a x 

n n n-1 n-2 n-3 1 n 

Det er klart at der er en bijektiv korrespondance mellem løsningerne 

(x (t), .. ,x (t)) 
1 n 

til dette førsteordenssystem og løsningerne x .
t 

x (t) til den oprindelige n. te ordens ligning (overvej!). 
1 

Begge 

løsningsmængder er åbenbart vektorrum. Vi slutter at ligningen 

x + a x + .. + a x + a x = O, 
t+n 1 t+n-1 n-1 t+1 n t 

har et n dimensionalt løsningsrum. 

Egenværdierne for førsteordenssystemets koefficientmatrix A findes 

som sædvanlig som rødderne i det[A-;\.E]. Betegner vi søjlerne i A-;\.E 

ved h, 
i 

har vi, da et multiplum af en søjle må adderes til en anden 

søjle uden at determinantens værdi ændres, at 
n-1 

det[A-;\.E] = det[h , .. ,h l = det[h + ;\h + .. + ;\. h ,h , .. ,h]. 
1 n 1 2 n2 n 

Udvikler vi denne sidstnævnte determinant efter første søjle fås at 
n n n-1 

K(;\) : = (-l) det(A-;\.E) = ;\. + a ;\. + .. + a ;\. + a . 
1 n-1 n 

Det er altså ligningen 

;\.n + a ;\. n-
1 + .. + a A + a = O, 

1 n-1 n 
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der skal løses for at finde egenværdierne for A. 

Det opstillede førsteordens system kan nu løses idet man følger den 

allerede beskrevne procedure for løsning af førsteordens differens

ligninger. Opererer vi med !Cn, viser den foranstående diskussion at 

hvis en Jordanblok J ' p 
hørende til egenværdien i\ for ovenstående 

p 

koefficientmatrix, er en l x l matrix vil denne give et bidrag til 
f p 

løsningen af form ( (t)i\ , hvor ( (t) er et polynomium af grad :S 

l -1. 
p 

p p p 

Via koordinattransformationer (fra Jordans normalform tilbage til 

den oprindelige ligning) samt det faktum at det kun er komponenten x 
l 

der er af interesse ved løsning af den oprindelig givne n. te ordens lig-

ning, slutter vi at x = x (t) må være af formen 
t l t t 

< (t)i\ + ••. + < (t)i\ 
l l q q 

hvor hvert ( (t) er et polynomium af grad :S l -1. Blokdimensionerne 

l 
p 

P P te 
har sum n. Da vi ved at løsningsrummet for ligningen af n 

den har dimension n, slutter vi at i\ , ... ,i\ er parvis forskellige, 
l q 

o r-

og at løsningsrummet består af aHe funktioner af den pågældende form. 

Matricerne J i Jordans normalform må altså i det her foreliggende 
p 

tilfælde indeholde parvis forskellige i\ og for hvert p = 1, ... ,q må 

l 
p 

simpelthen være multipliciteten af i\ som rod i det karakteristiske 
p 

polynomium K(i\). Hermed har vi bevist følgende. 

SÆTNING Løsningsrummet for den lineære, homogene differensligning af 
te 

n orden med konstante koefficienter har som basis de n funktioner 

hvor i\ , ... ,i\ 
l q 

i\ t ti\ t 
l ' l 

i\ t. ti\ t 
q q 

, ... , 

, ... , 

l -1 
t l i\ t 

l 

l -1 ' 
t q i\ t 

q 

er de parvis forskellige rødder i ligningens karakteri-

stiske polynomium, og l , ... ,l 
l q 

er disses multipliciteter. 

BEMÆRKNING Hvis koefficienterne a
1

, ... ,an er reelle, og det karakte

ristiske polynomium har lutter reelle rødder, giver sætningen også en 

basis for løsningsrummet svarende til, at vi opererer med !Rn. Ellers må 

. d "'n. Vl operere me IV Ud fra de komplekse basisfunktioner er det dog let 

at få en basis bestående af reelle funktioner. Thi når det karakteri

stiske polynomium har reelle koefficienter, vil de imaginære rødder fal-

de i par af konjugerede med samme multiplicitet. Er a + i(3 og a - i(3 
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et par af rødder, hver med multiplicitet t, ser man, at vi stedet for 

de 2f. basisfunktioner 

(ex+i{3) \ t(ex+i(3) \ ... ,t f.-1(ex+i(3) \ 

(ex-i(3) \ t(ex-i(3) \ ... ,t f.-1(ex-i(3) t 

kan benytte omskrivningen 
+'e 

(ex± i(3)t = lex± if3I\-L t= lex± if3lt[cos(St) ± sin(St)] 

så der istedet benyttes de 2t reelle funktioner 

lex± if3ltcos(St),tlex ± if3l\os(et), ... ,tt-llex ± if3ltcos(St) 

lex± if3l\in(et),tlex ± if3l\in(et), ... ,tf.-llex ± if3ltsin(et) 

EKSEMPEL 

Vi betragter differensligningen af tredie orden givet ved 

x + x + x + x = O, 
t+3 t+2 t+ l t 

Ved indførelse af ny variabelnavne, som vi her af skrivetekniske grunde 

lader være a := x b := x 
t' t+l' 

får vi 

m(t+l) = [j t = 0,1, .. 

Som vi lige har vist er den karakteristiske ligning 
3 2 

m + m +m + l = O, 

hvis rødder er -1, i og -i. Koefficientmatricens Jordanform er 

altså diagonal: 

[

-1 o o l o i o 
o o -i 

og vi skal derfor løse systemet 

altså 

for t = O, l, .. 

r~J(t+l) = n! J ml(t). 
x(t+l) = - x(t), 

y(t+l) = i y(t), 

z(t+l) = -i z(t), 

der som karakteristiske ligninger har hhv. 

m + l = O, 

m- i= O 

m + i = O. 

og således har løsningerne 
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og 

for t = O, 1, .. 

t x(t) = c (-1) , 
l 

y(t) = c (i)t 
2 

z(t) = c (-i}\ 
3 

Disse løsninger kan også skrives 
t x(t) = c (-1) , 

l . 

(t) Ltll/2 
Y = c e 

2 ' 

6.15 

(t) 
-it1U2 

z = c e 
3 ' 

hvor t = O, 1, .. 

se tal. 

og konstanterne c
1

, c
2

, c er vilkår lige komplek-
3 

De oprindelige tre sammenhørende differensligninger har da løsninger 

givet ved Q (x, y, z)', når 

[ ~ ~ 
-1 -1 

o l [-1 o l = Q o i 
-1 o o J] 

At finde transformationen Q er her at finde en egenvektor til hver af 

de tre egenværdier. Regningerne giver som resultat at (1,-1,1)' er en 

egenvektor svarende til -1, (-i,l,i)' svarende til i, og (i,1,-i)' 

til -i. Altså er 

Den endelige løsning er da 

for det er jo kun 

a(t) = x(t) - i y(t) + i z(t), 

( l)
t . im12 . -itrrl2 

=c- -Lee +Lee 
l 2 3 

x = a(t) der er af interesse for os. 
t 

De anførte 

konstanter er komplekse; ønsker man en reel løsning, vælger man dem 

passende. Dermed kan løsningen også udtrykkes som en reel kombination 

af funktionerne (-l)\ cos trr/2 og sin trr/2. 

6. 7 EN GENEREL LØSNINGSFORMEL 

Vi benytter nu bemærkning 6.6 på en højereordensligning. Der er tale 

om skitseret eksemplificering. 

Betragt en andenordens lineær inhomogen differensligning 

x + a (t)x + a (t) x = b(t), 
t+2 l t+l 2 t 

for t E IN . 
o 

Vi vil antage at ligningen er 'ægte' andenordens, altså at 

a (t) aldrig er nul. 
2 

Oversat til et førsteordenssystem får ligningen 
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koefficientmatricen 

t E IN . 
o 

6.16 

således at systemet er [:~J (t+1) = A( t) [:~J (t) + [b~t)J, 
Lad som i 6.6 en fundamentalmatrix <l>(t) være givet. For t = O er 

<l>(O) invertibel. Vi har at <l>(t+1) = A(t)<l>(t) for alle t E IN . Her 
o 

er imidlertid det(A(t)) = a (t), så forudsætningen medfører at A(t) 
2 

er invertibel for alle t E IN . Et induktionsbevis giver da at <l>(t) 
o 

er invertibel for alle t E IN . Løsningsformlen fra sætning 6. 6 kan da o 
gives en særlig simpel form: Idet A(t) = <l>(t+1)<l>(tf

1
, ser vi at 

A(n)A(n-1) .. A(n- j) = <l>(n+1)<l>(n-jf\ således at med 

X(t) := [x1J (t) og B( t) := [ 
0 J x b(t) 

2 

fås 

X(n) = <l>(n)<l>(Of1X(O)+ A(n-1) .. A(2)A(1)B(O)+ A(n-1) .. A(2)B(l) + 

+ A(n-1)A(n-2)B(n-3) + A(n-1)B(n-2) + B(n-1) = 

<l>(n)<l>(Of1X(O)+ <l>(n)<I>(lf1B(O)+ <l>(n)<l>(2f1B(1) + .. 

+ <l>(n)<l>(n-2f1B(n-3) + <l>(n)<l>(n-1)-1B(n-2) + B(n-1) 

således at X(n) = 
<l>(n) ( <l>(Of1X(O)+ <I>(lf1B(O)+ <l>(2f1B(l) + .. + <l>(n-2f

1
B(n-3) + 

<l>(n-1)-1B(n-2)) + B(n-1) 

altså 

X(n) = <l>(n) (<l>(0)-1X(O)+ En- 1<I>(jf1B(j-1)) + B(n-1), 
J=1 

for n E IN (hvor summationen skal ignoreres for n = O og 1). Ved o 
færdigudviklingen af dette udtryk (øvelser!) kan det så udnyttes at kun 

x (t) er af interesse, samt at B( t) = [ 0 J. 1 b(t) 

6.8 STABILITET 

Vi skal nøjes med at betragte lineære ligninger med konstante 

koefficienter: 

X(t+1) = A X(t) + B, 

Hvordan forløber en løsning til denne ligning, når 

en rekursionsformel for løsningen, 

X(j) = AJ X + cr.- 1 A1
) B, 

o 1=0 

t E IN . 
o 

t -7 oo ? Da vi har 

kan vi basere overvejelserne på denne formel, specielt undersøge hvad der 
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sker med hhv. .-J-l Ai 
Li=O ' 

når j -7 oo. 

6.17 

For hvert t gælder at X( t) E IL n; vi vil i resten af dette afsnit 

forudsætte at IL n er udstyret med en norm. Tilsvarende forudsætter vi 

at 2(1L n) er normeret. Det har så mening at tale om konvergens i IL 

eller i 2(1L n). Da begge disse rum er endelig dimensionale, er det 

mindre væsentligt hvilken norm der benyttes. 

Lad os antage at ligningen X(t+l) = A X(t) + B, t E IN ' o har en 

løsning X{t) for hvilken lim X(t) 
t-700 

eksisterer, og lad os betegne 

denne grænseværdi med X(oo). Vi har således at n X(oo) E IL , og da 

X(t+1) = AX{t) + B for alle 

nødvendig betingelse for at 

t E IN fås at X(oo) = A X{oo) + B. 
o 

lim X(t) eksisterer er derfor at 
t-700 

matrixligningen X = AX + B har en løsning. 

En 

DEFINITION Vi siger at ligningen X(t+l) = AX{t) + B, t E IN , er 
o 

gLobaLt asymptotisk stabiL, hvis det for enhver af dens løsninger X(t) 

gælder at lim X(t) eksisterer, og det endvidere om denne grænsevær-
t-7oo 

di gælder at den er uafhængig af løsningens initialværdi. 

BEMÆRKNING Det er en direkte konsekvens af definitionen at hvis der er 

global asymptotisk stabilitet, så vil det for enhver løsning X til den 

homogene ligning X(t+1) = A X(t), t E IN , gælde at lim X(t) = O. 
o t-7oo 

Altså vil det for en vilkårlig initialværdi X gælde at lim A t X = o t-700 o 
O. Af sætning 2.21 fås da at lim A t = O. Denne betingelse er altså 

t-7oo 
nødvendig for global asymptotisk stabilitet. Vi skal se at den også er 

tilstrækkelig. 

Sigtet er nu at etablere følgende stabilitetsresultat: 

SÆTNING 6. 7 Ligningen X( t+ l) = AX(t) + B, t E IN ' o 
er globalt 

asymptotisk stabil hvis og kun hvis alle egenværdier for koefficient

matricen A er numerisk mindre end l, altså r(A) < l. 

Vi må udsætte beviset lidt, indtil sætning 6. 8 og 6.10 er fra hånden. 

SÆTNING 6.8 Lad A E 2(U), hvor U er et endelig dimensionalt 

normeret vektorrum. Så gælder at A n -7 O for n -7 oo hvis og kun hvis 

r(A) < l. 
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BEVIS: Da t(U) er endelig dimensionalt, er der intet tabt ved at for

udsætte at t(U) er normeret med operatornormen (svarende til den givne 

norm på U). Vi betegner her begge disse normer med 11 Il. 

Antag at An -7 O, dvs. IIAnll -7 O for n -7 oo. Så findes n E IN for 

hvilket liAniil/n < l. Lemma 2.27 viser så at r(A) < l. 

For at vise den anden implikation, vil vi bruge Jordan's normalform. 

Vi skal vise at hvis r(A) < l, så gælder at 
n 

A -7 O, for n -7 oo. Lad 

J være den til A svarende Jordan form. Så findes en invertibel 

afbildning Q for hvilken A = Q J Q-
1. Ifølge Lemma 2.25 er det 

k . Jn __.. O. . n n no at v1se at , Hv1s J = J
1 

® .. ® Jq, er J = J
1 

® .. ® 

J n for alle n E IN. Derfor (lemma 2.26) er det tilstrækkeligt at vise 
q 

at der for hver Jordanblok J. 
J 

n 
gælder at J. -7 O for n -7 oo, for 

J 
= l, .. ,q. Betragt derfor en Jordanblok J.; i diagonalen står der ;\. 

J J 
og vi ved at l;\ ·l :s r(A) < l. 

J 
Lige over diagonalen står der lutter 1-

taller (medmindre blokken er lxl); J. er nul. 
J 

resten af matricen for 

j 

Altså kan vi skrive J. = 
J 

;\.I + u., hvor u. er nilpotent. Af binomial-
J J J 

formlen får vi at 

n n ( n J n-k k (;\.r + u .J = L k ;\. u .. 
J J k=O J J 

(opgave!) 

Hvis U .P = O (og p er minimal med denne egenskab), så vil denne sum 
J 

for n ~ p få udseendet 

n {t,.I +U.) 
J J 

lig I, U., 
J 

(~) ;\t-k 

(;\.l+ U.)n =L p-1 
J J k=O 

;\.n-k U .k. 
J J 

er altså en linearkombination af p faste elementer, nem

U .2 , .. ,U .P-1. Koefficienterne i linearkombinationen er 
J J 

hvor ,;\., <l, og hvor k= O, .. ,p-1. Lader vi her n -7 oo, 
J 

konstaterer vi at da der for ethvert fastholdt k E IN gælder at 

(~) ;\jn-k -7 O for n -7 oo 

(opgave!), slutter vi at J .n -7 O for n -7 oo. Bemærk iøvrigt at vi har 
J 

vist at J .n -7 O for n -7 oo ved at vise at hver af koefficienterne 

(~) ;\.n-~ -7 O for n -7 oo; 
J 

det er derfor ligegyldigt hvilken norm der 

her er blevet benyttet på t(U). Dermed er sætningen vist. 

Her specificeres nu først en forbindelse mellem operatornorm og spek

tralradius; derefter udvides denne forbindelse til en vilkårlig norm på 

t( U). 
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SÆTNING 6.10 

For A E .f(U) 

Lad U være et endelig dimensionalt normeret vektorum. 

gælder at r(A) = inf IIAnlll/n, hvor .f(U) er ud-
nEIN 

styret med operatornormen. 

BEVIS: Vi har allerede, fra lemma 2.27, at r(A) ::5 inf IN IIAnlll/n. 
n E 

For at vise den modsatte ulighed, påstår vi at det er nok at vise at 

hvis r(A) < l, da er inf IN liAniil/n < l; i så fald har vi nemlig at 
n E 

der for et vilkårligt positivt tal e gælder at r(A/(r(A) + e)) = 

r(A)/(r(A) + e) < l, hvoraf 

inf IN liAn /(r(A) + e)nlll/n = inf IN liAniil/n /(r(A) + e) < l, 
nE nE 

og derfor at 

in f 
n 1/n 

IN 
IlA 11 < r(A) + e. 

n E 
Men da e er en vilkårlig positiv størrelse, følger heraf at 

og dermed ville 

r(A) < l, da er 

sætning 6.8, at 

kelig store tal 

inf IN liAniil/n ::5 r(A), 
n E 

sætningen være bevist. 

inf IN liAniil/n < l. 
n E 

n 
A -7 O f o r n -7 oo, 

Vi skal altså bevise, at hvis 

Hvis imidlertid r(A) < l fås af 
n 1/n . 

så IlA 11 < l for alle tilstræk-

n E IN; 
. n 1/n 

følger at mf IN IlA 11 < l. Dermed er 
n E 

heraf 

sætningen bevist. 

KOROLLAR 6.11 Lad U være et endelig dimensionalt normeret vektorrum 

og lad A E .f(U). Så gælder at r(A) = lim liAniil/n for en vilkårlig 
n-7oo 

norm på .f(U). 

BEVIS: Lad først 11 11 betegne operatornormen. Vi ved allerede at r(A) 

::5 liAniil/n for alle n E IN; endvidere kan vi, til givet e > O finde et 

helt tal k så liAkill/k < r(A) + e. Hvis n E IN, kan vi dividere: 

n=p k+q, 
n n 

hvor resten q ligger mellem O og k-1. Da 
n 

har vi at 

Da q < k, vil q /n -7 O, når n -7 oo, så p k/n -7 l, når n -7 oo, 
n n n 

og derfor vil p /n -7 1/k, når n -7 oo. Altså vil liAklip /n -7 liAkill/k 
n 

og IIAIIq/n -7 l, når n -7 oo. Heraf følger at liAniil/n < r(A) + e for 

alle tilstrækkelig store n E IN. Dermed er korollaret bevist for opera

tornormen. Lad så l l betegne en vilkårlig norm på .:e(U). Da .f(U) 
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er endelig dimensional ved vi at der findes konstanter C og C for 
l 2 

hvilke 

elliBil :S IBI :S C211BII, for alle B E 2(U). 

Specielt er (C
1

11Anll)11n :S IAnilin :S (C
2

11Anll)11n, for alle n E IN, og 

derfor er 

lim(IIAnll)11n = lim(C 11Anll)11n = liminf(C 11Anll)11n:S 
l l 

liminfiAnllln :S limsupiAnllln :S limsup(C
2

11Anll)11n = 
lim(C 11Anll)11n = limiiAnlllln, 

2 

da jo lim(C )11n = lim(C )11n = l. Men de to yderste led er jo netop 
l 2 

r(A), ifølge det allerede viste, så dermed er sætningen bevist. 

Det næste korollar bliver brugt beviset for sætning 6.14. 

KOROLLAR 6.13 A t -7 O for t -7 oo hvis og kun hvis 

t -7 00, 

t 
(A') -7 O for 

BEVIS: En matrix A og dens transponerede A' har samme spektrum, 

fordi A-A.I og A'-A.I har samme determinant (overvej!), og derfor 

samme karakteristiske polynomium. Korollaret følger derfor af sætning 

6.8. 

Nu har vi hvad der skal til: 

BEVIS FOR SÆTNING 6.7: Vi har allerede konstateret, i bemærkningen ef

ter definitionen af global asymptotisk stabilitet, at hvis ligningen 

X(t+l) = AX(t) + B, t E IN , er globalt asymptotisk stabil, så gælder 
o 

at A t -7 O når t -7 oo. Af sætning 6.8 følger så at r(A) < l. 

Hvis vi omvendt om 
t 

6.8, at A -7 O for 

A ved at r(A) < l, ved vi altså, ifl. sætning 

t -7 oo. Lad X være en vilkårlig initialværdi o 
og lad den tilsvarende løsning være X(t). Der gælder da at 

X(j) = AJ X + Q::~-lAi) B for ethvert j E IN . 
O i=O O 

Betragt matrixrækken hvis afsnit er ~-lAi. Da r(A) < l, er matricen 
i=O 

A-I invertibel (l ~ O'(A)). Endvidere er 

så 

hvoraf vi slutter at lim ~-l A1 eksisterer og er lig 
j-700 i=O 
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lim (-(A-1)-1(1-Aj)) = -(A-I)-1. 
j-700 

Det sidste lighedstegn følger af at AJ -7 O for j -7 oo. 

6.21 

Indfører vi det fundne i formlen X(j) = AJ X
0 

+ (~=~A1 ) B, fås at 

lim X(j) = lim AJ X + lim (E!- 1A1
) B = -(A-I)-1 B. 

j-700 j-700 O j-700 i=O 

Vi konstaterer at X(t) har en grænseværdi, når t -7 oo, og at denne 

grænseværdi er uafhængig af 

stabilitet etableret. 

x. o Dermed er den globale asymptotiske 

Vi slutter denne diskussion med en simpel tiLstrækkeLig betingelse på 

en matrix A for at A n konvergerer mod O for n -7 oo; dette giver 

os en bekvem tilstrækkelig stabilitetsbetingelse for differensligninger. 

SÆTNING 6.14 Hvis A = [a l er en n x n matrix for hvilken 
i j 

L:n la l< l, for alle i= 1,2, .. ,n, 
j=l ij 

så vil At -7 O for t -7 oo. 

Tilsvarende vil A t -7 O for t -7 oo hvis der for søjlesummerne gælder 

\'n la l <l, for alle j= 1,2, .. ,n, 
L...i=l lj 

BEVIS: Vi beviser søjlesumsudsagnet. Det andet følger så af korollar 

6.13. Argumentet har en del tilfælles med det vi gav for sætning 2. 21: 

vi bruger den samme norm på !e(en), som den i beviset for 2.21; for den 

vil det fremstå klart at r(A) < l. Sætning 6. 8 afslutter så sagen. 

med den kanoniske basis {e , e , .. , e } og 
l 2 n 

Først udstyrer vi en 

opfatter den givne matrix A som en vis lineær afbildnings matrixrepræ-

sentation i denne basis. Dernæst normerer vi en med l-normen, dvs. for 

X : = (X , .. , X ) E en 
l n 

sætter vi 

llxll ·= \' n l x l 
l . L. J=l J . 

Vi normerer også !e(en). Lad A := [a l være en vilkårlig nxn 
i j 

kompleks matrix. Vi opfatter altså A som en lineær afbildning af en 

ind i sig selv. Sæt 

IIAII := max IIA(e )11 . 
j j l 

Bemærk at li All = maxjL: 
1 

l a
1
J l, altså at Ila li er den størst forekommen-

de sum af de numeriske søjler. 

Vi noterer straks at den netop definerede størrelse IIAII er en norm 

på !e(en) der opfylder 2.a) dvs. der gælder at IIAxll s IIAII llxll , 
l l 

for 
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rutine (opgave). For 2.a) lader vi x := (x , .. ,x ), 
l n 

således at x = 
n 

E x e Derfor er 
J=l j j 

\' n n IIAxll = IIAL x e 11 = 11[ x Ae 11 
l j=l j j l j=l J j l 

~ E.n l x. IIIAe 11 ~ E. n l x. l IIAII = IIAII lix li 
J=l J J 1 J=l J l 

Sætningen er nu umiddelbar: den givne betingelse er jo netop at IIAII 

< l og resultatet følger derfor af lemma 2. 24 og sætning 6. 8. 

6. 9 DIFFERENSLIGNINGER OG KONTRAKTIONER 

Mange udsagn om differensligningers løsning kan bekvemt formuleres 

som udsagn om operatorer i et vektorrum bestående af følger. Så vi be

gynder med at minde om nogle ting fra 2MA1. 

Hvis IL er skal ar legemet (som regel IR her, men det kan ofte lige 

så godt være !C) og M er en given mængde =t ø, betegner (B(M,IL), 

11 11) mængden af begrænsede funktioner fra M ind i IL, udstyret med 

supremumsnormen 11 11. Denne mængde er altså et metrisk rum, idet 11 11 

svarer til metrikken 

d(f,g) = IIf - gll := supmeM l f(m) - g(m) l, 
hvor f, g e (B(M,IL), 11 11 ). Husk at (B(M,IL), 11 11) er et fuldstændigt 

metrisk rum. 

Som antydet skal vi primært beskæftige os med følgerum, dvs. vi lader 

M = IN. Den sædvanlige betegnelse for (B(IN,IL), 11 11) er e00
(1N), eller 

blot e00
• Eksplicit er e00 

altså mængden af begrænsede reelle eller 

komplekse følger: 

/!_
00 

: = { (x ) l x e IL for alle n e IN og sup IN l x l < oo } , 
n n ne n 

udstyret med normen 

11 (x ) 11 : = sup IN l x l· n ne n 

Denne norm udspringer af metrikken 

d((xn),(yn)) := supneiN x -y l· 
n n 

Vi noterer os følgende. 

SÆTNING 6.15 Rummet (e
00

, 11 11) af begrænsede følger er et Banachrum, 

med koordinatvis vektoraddition og skalarmultiplikation: 

(x ) + (y ) : = (x + y ) 
n n n n 

a(x ) .- (a x ). 
n n 
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Konvergensen 

hvis og kun hvis 

(f-
00

, 11 11) er koordinatvis uniform konvergens: 

lim (x (m)) = (x ) 
ffi-7oo n n 

lim x (m) 
m-7oo n =x' n 

uniformt for n E IN. 

BEVIS: Se kap. l, afsnit l, Mat 2MA1 noterne. 

BEMÆRK at i ethvert normeret vektorrum er regneoperationerne (skalar

multiplikation og vektoraddition) kontinuerte funktioner. 

Vi minder også om det allerede i tidligere kapitler benyttede kon

traktionsprincip, fixpunktsætningen for kontraktioner i fuldstændige me

triske rum: 

KONTRAKTIONSPRINCIPPET Lad (M,d) være et fuldstændigt metrisk rum og 

lad T : M -7 M være en kontraktion (dvs. der findes en konstant c, 

O :S c < l for hvilken d(Tx,Ty) :S c d(x,y) for alle x, y E M). Så 

har T netop et fixpunkt, dvs. der findes netop et punkt a E M for 

hvilket T(a) = a. Ethvert x E M tiltrækkes af a i den forstand at 

følgen {Tnx} f 't d kt k d a 1 erere e pun er onvergerer mo a. 

For begrænsede reelle følger kan vi bruge de reelle tals sædvanlige 

ordning, idet vi vedtager at udsagnet (x ) :S (y ) 
n n 

skal betyde at x :S 
n 

for alle n E IN. 

Vi kan så give en nyttig version af kontraktionsprincippet. 

SÆTNING 6.16 BLACKWELL'S KONTRAKTIONSBETINGELSE l. Antag at T f-
00 

-7 

eoo er en afbildning, der opfylder to betingelser: 

a) T er monoton, dvs. hvis (x ) :S (y ) da gælder at T((x )) :S 
n n n 

T((y )). 
n 

b) T diskonterer, dvs. der findes en reel konstant {3 E [0,1[ for 

hvilken det om enhver konstantfølge (c), hvor c > o, gælder at 

T((x ) + (c)) :S T((x ) + {3 (c). 
n n 

Så er T en kontraktion med kontraktionskonstant {3. 

BEVIS: For vilkårlige reelle følger (x ) 
n 

og (y ) 
n 

gælder for ethvert 

naturligt tal m at 
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m 
- y :si x - y 

m m m 
l :s 11 (x ) - (y ) 11. 

n n 
x 

Danner vi af sidstnævnte størrelse en konstantfølge får vi at 

(x ) :s (y ) + ( 11 (x ) - (y ) 11). 
n n n n 

Da T er monoton får vi af dette at 

T((x )) :s T((y ) + (11 (x ) - (y ) 11)), 
n n n n 

og da diskonteringsantagelsen fortæller os at 

T( (y ) + ( 11 (x ) - (y ) 11)) :s T( (y ) ) + (:H 11 (x ) - (y ) 11)), 
n n n n n n 

slutter vi at 

T((x )) :s T((y )) + [3(11 (x ) - (y ) 11), 
n n n n 

altså at 

T((x )) - T((y )) :s [3(11 (x ) - (y ) 11). 
n n n n 

Ved at gentage argumentet med ombyttede følger får vi tilsvarende at 

T((y)) - T((x)) :s [3(11 (x ) - (y) 11). 
n n n n 

Ordningen på følger er jo den koordinatvise, så vi ser at for hvert m E 

IN gælder, at 

l (T((y)) - T((x))) l :s [311 (x ) - (y ) Il. 
n n m n n 

Men så er jo d(T((x )),T((y ))) :s [3 d((x ),(y )), og dermed er det 
n n n n 

vist at T er en kontraktion med kontraktionskonstanten [3. 

Man kan uden besvær "vende ulighederne" Blackwell's betingelse. I 

så fald får vi en variant, der ser sådan ud: 

SÆTNING 6.17 BLACKWELL'S KONTRAKTIONSBETINGELSE 2. Antag at T llJ -7 

llJ er en afbildning, der opfylder to betingelser: 

a) T er monoton, dvs. hvis (x ) :s (y ) da gælder at T((x )) ;::::; 
n n n 

T((y )). 
n 

b) T diskonterer, dvs. der findes en reel konstant {3 E [0,1[ for 

hvilken det om enhver konstantfølge (c), hvor c > o, gælder 

T((x ) - (c)) :s T((x ) + [3 (c). 
n n 

Så er T en kontraktion med kontraktionskonstant [3. 

BEVIS: Øvelse! 

Blackwell's betingelse giver os mulighed for at angive at visse dif

ferensligninger har en begrænset løsning. 

Betragt følgende første ordens inhomogene reelle differensligning 

y =i\y +ax, 
n n+l n 

n = 0,1, .. (*) 

at 
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hvor ;\, ?f E IR, l ;\l < l, ?f er vilkårlig, mens (x ) E lXJ er en given 
n 

begrænset reel følge. Vi søger en løsning, dvs. en følge (y ) hvis 
n 

elementer yn for alle n = 0,1,.. opfylder (*). Dette kan gøres 

sådan: vi indfører afbildningen T : lX) -7 t00 
givet ved for vilkårlig 

(y ) E t 00 
at lade 

n 

Det er klart at følgen 
00 

(T((y )}.) E t , idet for alle i 
n 1 

IT((yn))il = lA yi+1 +?f xil 

:S l;\ Yi+11 + l ?f xi l 

:S I;\IIIYi+111 + lol llxill, 

0,1, .. 

Ideen med T er at (y ) er en løsning til (*) præcis hvis 
n 

T((y )) = (y ), altså præcis hvis T har et fixpunkt. At dette sidste 
n n 

er tilfældet følger af denne sætning: 

SÆTNING 6.18 Den ovenfor definerede afbildning T opfylder 

Blackwell's betingelse. Specielt er T en kontraktion. Altså har dif

ferensligningen (*) en entydig bestemt løsning (y ) E f-
00

• 
n 

BEVIS: Antag først at O :S ;\ < l. Vi efterviser Blackwell's betingelse 

l. Først monotoniciteten: hvis (a ) :S (b ) er (T( (b ) - T( (a ) ) = 
n n n n i 

;\ b + ?f x - ;\ a - ?f x = ;\(b - a ) ~ O for alle i = O, l, .. 
1+1 i 1+1 i 1+1 1+1 
For at vise at T diskonterer, lader vi o < c E IR og (a ) E t

00
• 

n 

For vilkårligt i = 0,1,.. har vi 

(T((a )+(c))) = ;\(a +c) + ?f x = (T((a )), + ;\c, 
n l i+1 l n 1 

og da O :S ;\ < l, følger påstanden. Altså er Blackwell's betingelse l 

opfyldt i dette tilfælde. 

For ;\ E ]-1,0] bruger vi Blackwell's betingelse 2. Monotonicite-

ten følger analogt med første del af beviset: hvis (a ) :S (b ) er 
n n 

(T((b ) - T((a )) = ;\ b + ?f x - ;\ a - ?f x = ;\(b - a ) :S O 
n n l 1+1 i i+1 i i+1 i+1 

for alle i = 0,1, .. 

Tilsvarende hvad diskontering angår: vi lader O < c E IR og (a ) E 
n 

t
00 

være givet. For vilkårligt i = 0,1,.. har vi 

(T((a )-(c))) = ;\(a -c) + ?f x = (T((a )) - ;\c, 
n l i+1 i n i 

og da O :S ;\ < l, følger påstanden: vi lader simpelthen {3 : = -;\. 
Ved iteration kan vi angive løsningen explicit. Vi kan vælge en 
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vilkårlig udgangsvektor, f.eks. nul-følgen og så iterere: betegner vi 

Tm((O)) med (y(m)i) h · f h ' O ar v1 or vert 1 = ,l, .. 

Y(l). = T((O)). = o x .• 
l l l 

/
2

> = T((o x)) = Ao x +o x
1 
•• 

i i+l 

osv. 

OPGAVE Brug induktion til at vise at for alle m E IN gælder 
(m) ~-1 j 

y =o Lj=OA xi+j' 

for i = 0,1, .. 

Slut heraf at løsningen (y ) E f/XJ til (*) 
n 

er givet ved 

- "oo AJ 
yi - 0 L..j=O 

for = 0,1, .. 

BEMÆRKNING Vi har fundet den entydig bestemte løsning til (*) l 00
• 

Imidlertid ved vi jo at enhver løsning til den tilsvarende homogene 

ligning y = A y , n = 0,1, .. , altså enhver følge af formen 
n n+1 

(k A -n), hvor k er en konstant, kan adderes til den allerede fundne. 

Men da l A l < l vil kun k = O give en begrænset følge. 

Også hvis l A l > l kan vi løse (*) ved hjælp af kontraktionsprin

cippet. Vi betragter altså igen 

y = A y + 0 x , n = 0,1,.. (*), 
n n+1 n 

men antager denne gang at l A l > l. Omformes (*) til 
-1 -1 

y = A y - o A x , n = 0,1, .. , 
n+1 n n 

kan vi analogi med før definere T ved for vilkårlig (y ) E l
00 

at 
n 

sætte 

[T(y )] := A-1 y - o A-1 x = 0,1, .. 
n i+1 i i' 

For at have defineret T skal hertil føjes billedets første koordinat: 

[T(y )] := given begyndelsesværdi. 
n O 

Som før ses direkte at T : l
00 ~ l

00
• Endvidere er det samme argumenta-

tion som ovenfor der giver at T opfylder Blackwell's betingelse l 

eller 2. Vi har dermed 

SÆTNING 6.19 

hvor l A l > l, 

Differensligningen y = A y + 0 x , n = O, l, .. , 
n n+1 n 

0 er vilkårlig og både A og 0 er reelle, mens (x ) 
n 

00 
E l , har for ethvert valg af begyndelsesværdi y 

0 
en entydig bestemt 
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løsning (y ) 
n 

lXJ 
' 

hvis førstekoordinat er y . 
o 

OPGAVE a) Giv et bevis for sætning 6.19. 

6.27 

b) Opskriv en formel for løsningen 

gelsen. Brug iteration. 

(y ), udtrykt ved begyndelsesbetin-
n 
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OPGAVER 

6.1 Lad [-~ ; ~l være koefficientmatricen for et homogent system af 
o o 2 

lineære førsteordens differensligninger. Find den løsning X(t), der 

opfylder at X( O) = (1,1,0)'. 

6.2 Lad A := [ ~12 11; ~l være koefficientmatricen for et system 
o o 1/2 

X(t+l) = A X(t) + (t,2,t2
)', t = 0,1,.. af lineære førsteordens 

differensligninger. Brug en bekvem løsningsmetode til at finde den 

løsning X( t), der opfylder at X( O) = (1,1,0)'. Er ligningen sta

bil? Er den der står i opgave 6.1 stabil? 

6. 3 Løs differensligningen x t+ 
1 

- p x t = q, t = l, 2, .. 

hvor p og q er givne reelle konstanter. Husk specialtilfældene. 

6. 4 Find den fuldstændige løsning til differensligningen 

yt+2 - 2 yt+l + yt = 2t(t-l), t E INO 

6.5 Betragt differensligningssystemet 

x (t+l) = (3/5) x (t) + (1/5) x (t) 
l l 2 

x (t+l) = (115) x (t) + (3/5) x (t), 
2 l 2 

for t E IN • 
o 

a) Gør rede for at koefficientmatricen A i dette system er diagona-

liserbar. 

b) Vis at med Q := [ i -i J er A = Q D Q-\ hvor D er en diagonal

matrix. 

c) Løs systemet z(t+l) = D z(t), 

til det først givne system. 

t E IN og find derudfra løsningen 
o 

d) Gør rede for at det først givne system er stabilt. 
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7 PERRONS SÆTNING 

MOTIVERENDE EKSEMPEL 7.1 ("Subsidieproblemet"). Et antal producenter, 
f.eks. k ialt, indgår i en statsstøttet samproduktion, hvor hver produ
cent gør brug af både sin egen og de andres produktion i forarbejdnings
processen. Den samlede statsstøtte ligger fast og for dette støttebe-
løb, som vi vil kalde <1', ønsker staten størst mulig totalproduktion. 
De samarbejdende producenter ønsker støttemidlerne fordelt retfærdigt, 
dvs. ingen producent ønsker at bruge en større andel af subsidierne til 
dækning af egne produktionsomkostninger end den del af subsidierne han 
modtager ved salg til de øvrige producenter. Alle firmaerne er villi-
ge til at overholde de produktionskvoter, som en sådan retfærdig for
deling af støtten måtte give anledning til. Kan en retfærdig forde-
ling af statsstøtten foretages? 

Producenterne fordeler støtten efter følgende princip: For at "få 
lov til" at deltage i samproduktionen betaler producent nr. j et vist 
beløb, kald det c

1
J, til producent nr.i for hver produceret enhed af 

sit eget produkt, nr.j. Bruger vi betegnelsen u for den i.te produ-
l 

cents årlige totalproduktion, får vi at producent nr.j afgiver ialt (pr. 
år) 

hvor vi har indført 

fra de andre 

~ c u = c~ c ) u = r u 
L, l l J J L, l l J J J J' 

r : = L c . Tilsvarende modtager producent nr. j 
J l lJ 

L l CJl Ul, 

Nettoforbruget af støttemidler for producent nr.j bliver altså 

vJ := rJ uJ - L 1 cJ1 ut' 

Da ingen producent ønsker at udbetale mere end den modtagne statsstøtte, 
må vi have at hvert v = O, altså at 

J 
u = L (c Ir) u 

J l Jl J l 
(a) 

for hvert j = l, .. ,k. Endvidere må vi have at 
u > O for hvert j = l, .. ,k. 

J 
(b) 

Endelig vil kravet om størst mulig produktion kunne formuleres som kra
vet at 

L uJ C!: L xJ (c) 

for enhver "retfærdig" produktion (x , .. ,x ), dvs. enhver produktion 
l k 

der også opfylder kravet om optimal subsidiefordeling: 
o < x = L (c Ir ) x . 

J l Jl J l 
Selv om ligningssystemet (a) skulle have ikke-trivielle løsninger, er 
det ikke forlods klart at der er positive løsninger. Og kravet (c) om 
størst mulig produktion gør ikke sagen spor bedre. 

Ikke desto mindre skal vi i dette afsnit bevise en sætning (som blev 
vist af den tyske matematiker Perron i 1905), der er svaret på alle vore 
bønner. Hans sætning siger følgende: Hvis der foreligger en matrix 
A med lutter positive indgange a (og det gør der her, med a := 

u u 
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c
1
/cr

1
), så er spektralradius r(A) for denne matrix nødvendigvis en 

egenværdi, dvs. A har nødvendigvis en "stor" positiv egenværdi. Yder
mere er denne positive egenværdis egenrum l-dimensionalt, og - aller
bedst, næsten - der findes en egenvektor u = (u , .. ,u ) med lutter po-

l k 

sitive koordinater hørende til denne egenværdi. 
Disse udsagn kan vi oversætte til en løsning på subsidieproblemet. 

Vi lader altså A := [a J være den k x k matrix for hvilken a = 
~ ~ 

c ler. Da samtlige matrixindgange er positive, fortæller Perron os at 
lj l 

ligningen Au = r(A) u har en positiv løsning u := (u , .. ,u ), dvs. 
l k 

u > O for alle j = l, .. ,k. Hvad er r( A) her? 
J 

Multiplicerer vi ligningen Au = r(A) u fra venstre med rækkevekto
ren g' := (er , .. ,er ) får vi g' Au = r(A)g'u. Da 

l k 
k k 

(g' A)I = EJ=l er J (cJI/crJ) = E J=l cJI = ri. 
ser vi at g' A = g', så g' Au = g' u. Altså er g' u = r(A) g' u. Da 
skalaren g'u * O slutter vi at r(A) = l. Men det betyder jo netop at 
u er en løsning til (a), som også opfylder (b). 

Perron fortæller os også at egenrummet ker (A-E) er l-dimensionalt, 
dvs. enhver løsning til (a) og (b) er et positivt multiplum af den 
vektor u vi lige har fundet. Lader vi derfor x betegne en vilkårlig 
produktion (altså en løsning til (a) og (b)) vil der gælde at x = 
TU for et eller andet T > O. Totalproduktionen vil være 

El xl = El T ul 

og dens totalomkostninger vil være E er T u . Dette tal må ikke over-
l l l 

stige totalstøtten cr. Altså vil den optimale produktion opfylde at 

og derfor er hvert x 
l 

El crl T ut = T Et ri ut = cr, 

bestemt ved at 

X = T U = (cr/\' 'cY u
1
) U

1
• 

l l Li l 

I denne fordeling modtager producent nr. altså en statsstøtte af 
størrelsen cr

1 
x

1
• 

Vi ser at Perron har givet os den fuldstændige løsning på subsidie
problemet: der er altid en løsning, og det endda uanset hvad enhedsud-
ligningsbeløbene c er. 

l j 

Først den formelle side af glossariet: Positive og ikke-negative 

matricer: Hvis M og N er relle matricer, af samme dimension k x l, 

skriver vi M ~ N hvis m ~ n 
lj lj 

for alle i = l, .. ,k, j = l, .. ,l, 

for alle og M > N hvis m >n 
lj IJ 

= l, .. ,k, j = l, .. ,l. Hvis 

~ o siger vi at M er ikke-negativ. Gælder at M > O kaldes 

positiv. 

Det vil altså f.eks. sige at er positiv, mens 
[3

104] 

ikke-negativ (men ikke positiv). En ikke-negativ, men ikke positiv 

M 

M 

er 
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matrix behøver altså ikke være nul! 

LEMMA 7.2 Hvis O :t. x i!: O er en k x l matrix (altså en søjlevek

tor) og A > O er en n x k matrix, så er Ax > O. 

BEVIS: Lad A = [a ]. Hvis x i!: O, så er den i. te koordinat i Ax 
l J 

givet ved (Ax) = E. a x i!: O, og denne sum er = O hvis og kun 
l J lJ J 

hvis hvert led a x = O. Da a > O, sker dette hvis og kun hvis 
~ J ~ 

hvert x = O. 
J 

Vi skal bruge vores første observation om spektret for en positiv 

matrix et par gange; derfor isolerer vi den i dette lemma. 

LEMMA 7.3 Lad A > O være en 

spektralradius r(A). Lad i\ e o-(A) 

k x k matrix med spektrum o-(A) og 

være valgt så l i\ l = r( A) og lad x 

:= (x
1

, .. ,xk) være en egenvektor hørende til i\, 

opfylder vektoren 

P:= (lx
1

1 ... ,1xkl) 

altså Ax = i\x. Så 

ligningen Ap = l i\ l p, dvs. r( A) er en egenværdi og p er en egenvek

tor hørende til egenværdien r(A). 

BEVIS: Da Ax = i\x, ved vi at for hvert i = l, .. ,k gælder at 

i\x=Eka x 
l J=l IJ j' 

og derfor at 

l i\ x
1
1 = r(A)p = l E k a x l :s 

l J=l lJ J 

" k a l x l = " k a = (A ) /_, J= l !J J /_, J= l !J p J p i' 

Dermed har vi vist at r(A)p :s Ap og altså at 

z := (A-r(A))p i!: O. 

Hvis z :t. O får vi af lemma 7.2 at Az > O og da Ap > O kan vi ved 

at gange Ap med et passende lille positivt c antage at Az i!: c Ap, 

altså at c Ap :s A(A-r(A))p = A 2p-r(A)Ap. Af denne ulighed får vi at 

A 2p i!: (r(A)+c)Ap. 

Dette kan også skrives som uligheden 

A/(r(A)+c) Ap i!: Ap. 

Sætter vi B := A/(r(A)+c), har vi altså en positiv matrix B for 
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hvilken 

B Ap 2!:: Ap. 
2 Heraf følger at B Ap 2!:: B Ap 2!:: Ap, og et lige-ud-ad-landevejen induk-

tionsargument viser at 

Bn Ap 2!:: Ap for alle n E IN. 

Ifølge Sætning 6.8 gælder at rf ~ O for n ~ oo, altså at Bn Ap 

~ O for n ~ oo, hvoraf Ap = O, i strid med at Ap > O. Antagelsen 

om at z -:~:- O fører således til en modstrid. Altså slutter vi at z = 
(A-r(A))p = O og har dermed indset at r(A) er en egenværdi, samt at 

p er en egenvektor hørende til egenværdien r(A). 

SÆTNING 7.4 Hvis A > O er en k x k matrix med spektralradius r(A), 

så er r(A) > O, r(A) E <r(A) og der findes en positiv egenvektor sva

rende til egenværdien r(A). 

BEVIS: Vi ved at der findes en egenværdi A for hvilken l A l = r(A). 

Af lemma 7.3 følger så at r(A) E <r(A) og at der findes en ikke-negativ 

vektor p -:~:- O for hvilken Ap = r(A)p. Da Ap > O er r(A)p > O og 

derfor er r(A) > O og p > O. Sætningen er bevist. 

LEMMA 7. 5 Hvis 

ikke afhænger af 

l L z l = L l z l, så er alle z = l z l 
J J J J 

j. Tallene z er altså ensrettede. 
J 

18 
e ' hvor B 

BEVIS: Tegn et vektordiagram: læg vektorerne z. i forlængelse af 
J 

hinanden og sammenlign længder! Se også opgave 7. 7. 

SÆTNING 7.6 Antag at A > O. Hvis r(A) -:~:- A E <r(A), så er l A l < 

r( A). 

BEVIS: Vi skal vise at hvis A E <r(A) og l A l = r(A), så er A = 
r( A). 

Af lemma 7.3 følger at hvis l A l = r(A) og hvis vi har en egenvektor 

x=(x
1
, .. ,xk) forhvilken Ax=Ax, såer p:=(lx

1
l, ... lxkl) en 

positiv vektor for hvilken Ap = r(A)p. Heraf fås for f.eks. den første 

koordinat p at 
l 
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Men så må :s 

:s L a 1J l x J l = L a1lJ = (A p)1 = r(A) p!' 

midten være et lighedstegn, altså 

l ~ a x l =~a lx l· 
L. lJ J L. lJ J 

7.5 

Af lemma 7.5 følger at x = eiT l x l 
J J 

vektorer x og p er proportionale. 

hørende til A, den anden til r(A), 

gen bevist. 

for alle j = l, .. ,k, dvs. de to 

Da begge er egenvektorer, den ene 

må A = r(A). Dermed er sætnin-

SÆTNING 7. 7 Hvis A > O, er egenrummet ker(A-r(A)E) l-dimensionalt. 

BEVIS: Hvis x er en egenvektor hørende til den positive egenværdi 

r(A), så er Ax = r(A)x og derfor er A(Re x) + i A(lm x) = r(A)Re x 

+ i r(A)Im x, hvor vi tager realdel og imaginærdel i hver koordinat 

af x. Da alle indgange i A er reelle (endda positive) er A(Re x) 

= r(A)Re x og A(lm x) = r(A)Im x; altså er både Re x og Im x 

egenvektorer hørende til egenværdien r(A). 

Lad nu x betegne en vilkårlig reel egenvektor for A, hørende 

til egenværdien r(A). Ved evt. at gange med -1 kan vi forudsætte 

at mindst en af koordinaterne x er positiv. 
l 

Lad p være en positiv egenvektor hørende til r(A). Lad t := max 
l 

x/p. Så er t> O og da t p o:: x for hvert = l, .. ,k (med= 
l l l l 

for mindst en værdi af i), har vi at tp - x o:: O, men at mindst en 

af koordinaterne tp - x er lig O). Hvis tp - x * O, slutter vi 

af lemma 7.2 at A(tp - x) > O, altså at A(tp - x) = r(A)(tp - x) > 

O; dette strider imod at mindst en koordinat i tp - x er nul. Det vil 

sige at tp - x = O, altså at x er et multiplum af p. 

Vender vi tilbage til den oprindelige (muligvis komplekse) egenvek

tor x, ser vi at Re x og Im x, og derfor x, er multipla af p. 

Hermed er sætningen vist: Egenrummet hørende til egenværdien r(A) 

er af dimension l. 

Dermed har vi hele Perron's sætning: Den består af sætning 7.4, 

sætning 7.6 og sætning 7. 7. Vi formulerer den eksplicit: 

7.8 PERRON'S SÆTNING Lad A > O være en positiv k x k matrix med 
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spektralradius r(A). Så er r(A) > O, r(A) er en egenværdi og der 

findes en positiv egenvektor hørende til egenværdien r(A). Egenrum

met ker(A-r(A)E) er en-dimensionalt. Alle andre egenværdier A 

opfylder at l A l < r(A). 

Vi skal se flere generalisationer af Perron's sætning. Først den for 

de såkaldt primitive matricer, for hvilke det viser sig at Perron's sæt

ning gælder i fuldt omfang. 

DEFINITION 7.9 Primitiv matrix: En ikke-negativ k x k matrix A 

~ O er primitiv hvis der findes n E IN for hvilket A n > O. 

BEMÆRKNING 7.10 En primitiv matrix kan ikke have nogen O-søjle eller 

O-række (overvej!). Heraf følger, via lemma 7.2, at hvis Arn > O, så 

er Ak > O for alle k ~ m. 

SÆTNING 7.11 (udvidelse af Perron til primitiv A) Hvis A er en 

primitiv k x k matrix, så har A positiv spektralradius r(A). 

Spektralradius r(A) er en egenværdi, der findes en positiv egenvektor 

hørende til r(A), og egenrummet ker(A-r(A)E) er l-dimensionalt. 

For alle andre egenværdier A gælder at l A l < r(A). 

BEVIS: Vi begynder med at gøre opmærksom på at der for enhver matrix 

S og ethvert n E IN gælder at o-(~) = { An l A E o-( S) }. (lav et 

bevis herfor!). Heraf følger så at r(~) = r(sf. Lad os nu antage 

at An > O. Ifølge den just nævnte bemærkning er r(An) = r(Af, og da 

A n > O er r(A)n en egenværdi for An. Hvis A E o-( A), så er An E 

o-(An), igen ifl. starten på dette bevis. Hvis specielt A E o-(A) er 

valgt så lAl= r(A), så er IAni= r(An), og derfor An= r(A)n, fordi 

An > O; dette følger af Perron's sætning. Da også An+l > O, får vi 

tilsvarende at A n+ l = r(A)n+l; kombination af disse udsagn giver at 

An+l = Anr(A), så vi slutter at A = r(A), altså at r(A) er en egen

værdi for A. Vi har dermed også vist at hvis A '* r(A) og hvis A E 

o-( A), så er l A l < r(A). Endvidere ser vi at r(A) > O, da r(An) > O. 

Da Ax = r(A)x medfører at A nx = r(A)nx, ser vi endvidere at 

ker(A-r(A)E) ~ ker(An-r(A)nE). Sidstnævnte rum er l-dimensionalt og 
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de to egenrum må derfor være ens. Specielt vil A have en positiv 

egenvektor hørende til egenværdien r(A). 

7.7 

BEMÆRKNING 7.12 Det kan bevises at hvis A er en primitiv k x k 

matrix, så er An > O for alle n i!: (k-l)z + l. 

Vi skal nu skaffe os information om det asymptotiske forløb af poten

ser af en matrix A. Vi betragter derfor et endelig dimensionalt norme-

ret vektorrum U k (det kan gerne være C ) og en begrænset lineær af-

bildning A E 2(U). Vi ved allerede, fra sætning 6. 8, at A n -7 O hvis 

og kun hvis r(A) < l. Mere generelt kan vi straks se at hvis An -7 B, 

så vil delfølgen (A n)z -7 Bz, således at grænseoperatoren må opfylde at 

Bz = B, altså være en idempotent. Denne idempotent vil iøvrigt også 

opfylde at AB = BA = B, thi A n+ l -7 B 

Vi kan sige mere. 

SÆTNING 7.13 Hvis {An} er konvergent, er r(A) :S l. 

BEVIS: Vi erindrer om korollar 6.11, ifølge hvilket r(A) = lim 
n-700 

IIAnlll/n. Hvis r(A) > l, kan vi vælge et tal R mellem l og r(A) 
n lin 

og dernæst finde n E IN således at R < IlA 11 for alle n > n . o o 
Men så er IIAnll > Rn for alle n > n

0
, og konvergens af An er 

udelukket. 

Betingelsen på spektralradius er nødvendig, men langt fra tilstræk-

kelig til 

[~ -~]' 
E, og 

at sikre konvergens. Betragt f.eks. 2 x 2 matricen A := 

for hvilken <T(A) = {1, -1}. Her er det nemt at se at Azn = 
A Zn+l = A, så {A n} kan åbenbart ikke konvergere. 

Hvis vi imidlertid i stedet for 
n A betragter gennemsnittene over 

den forløbne 'tid', altså betragter operatorerne 
n-1 

(E+A+ .. +A )/n, får vi en nydelig udvikling når 

M (A) := 
n 

n -7 oo. Her er jo 

M (A) = (E+A+E+A+ .. +A)/(2n) = (E+A)/2 
Z n 

og 

M (A) = (E+A+E+A+ .. +A+E)/(2n+l) = (E+A)/2 - E/(2n+l) 

således at Zn~n (A) -7 [~ ~J, når n -7 oo. 
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Vi vil bruge lidt krudt på dette mildere, og derfor meget vigtige 

'middelkonvergens' begreb. 

7.8 

DEFINITION 7.14 Lad T E i(X), hvor X er et Banachrum. Lad for n 

E IN 
n-1 

M (T) : = (E + T + .. + T )/n. 
n 

Hermed er defineret Cesaro-middelværdierne af T. 

Vi skal undersøge mængden af vektorer x E X for hvilke {M (T)x} 
n 

er en konvergent følge i X og definerer derfor også 

X := { x E X l lim M (T)x eksisterer }, 
me n~ n 

Blandt grundegenskaberne noterer vi straks følgende. 

LEMMA 7.15 Hvis x E X 
n 

så gælder at T x/n -7 O for n -7 oo. 
m e 

BEVIS: Forudsætningen er altså at der findes et y E X således at 

M (T)x -7 y for n -7 oo. Da (n+1)M (T) - nM (T) = n(M (T) - M (T)) 
n+l n n+l n n 

+ M (T) = Tn 
n+l ' 

ser vi at konvergens af {M (T)x} medfører at Tnx/n = 
n 

(M (T) - M (T) )x + M (T)x/n -7 O når n -7 oo. 
n+l n n+l 

LEMMA 7.16 X er et T-invariant underrum af X der indeholder 
m e 

ker(E-T). 

BEVIS: T-invariansen er triviel. Underrummet ker(E-T) er åbenbart lig 

{ x E X l Tx = x }, altså mængden af fikspunkter for T. Det ses di

rekte at Tnx = x, således at M (T)x = x for alle n E IN og for 
n 

ethvert x E ker(E-T), så det er klart at ker(E-T) s;; X 
m e 

LEMMA 7.17 Hvis x E X opfylder at Tnx/n -7 O, n -7 oo, så gælder at 

M (T)(E-T)x -7 O, n -7 oo. Altså er (E-T)( { x E X l Tnx/n -7 O, n -7 oo } ) s;; 
n 

x 
m e 

BEVIS: Antag at ~x/n -7 O, n -7 oo, og betragt (E-T)x. Da 

M (T)(E-T)x = (E-Tn)x/n, følger lemmaets påstand umiddelbart. 
n 
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LEMMA 7.18 Hvis Tnx/n -7 O, n -7 oo, for alle x e X, så gælder at 

(E-T)X f'l ker(E-T) = {0}. Hvis endvidere følgen 

æ(X), så gælder at (E-T)X- A ker(E-T) = {O}. 

{M (T)} 
n 

er begrænset i 

BEVIS: Af lemma 7.17 ses at hvis x e (E-T)X så gælder at M (T)x -7 O, 
n 

n -7 oo. Hvis x e (E-T)X også tilhører ker(E-T) har vi som i beviset 

for lemma 7.16, at M (T)x = x. Altså vil i dette tilfælde x være 
n 

O. Når der findes C e IR så liM (T)II < C for alle n e IN, gælder det 
n 

også for x e (E-T)X- at M (T)x -7 O, n -7 oo.: 
n 

hvis nemlig c e IR 
+ 

er 

vilkårlig og y e (E-T)X er valgt så llx-yll < c/(2C), og n dernæst er 
o 

valgt så liM (T)yll < c/2 for alle n > n , så er liM (T)xll < 
n O n 

liM (T)(x-y)ll + liM (T)yll < Cllx-yll + c/2 < Cc/(2C) + c/2 = c. Hvis x e 
n n 

(E-T)X- f'l ker(E-T), slutter vi som i første del af beviset at x = O. 

LEMMA 7.19 Hvis følgen {M (T)} er begrænset 
n 

afsluttet. 

BEVIS: Antag at liM (T)II < C for alle n e IN. 
n 

antag lim M (T) x eksisterer, for hvert p. 
n-700 n p 

æ(X), så er X 

Lad x -7 x, 
p 

Lad c e IR . 
+ 

m e 

p -7 oo, 

Vælg 

og 

p e IN så lix - xll < c og fasthold dette p. Vælg dernæst N e IN så 
p 

II(M (T) - M (T))x 11 < c for alle m,n > N. Så er II(M (T) - M (T))xll = 
n m p n m 

II(M (T) - M (T))(x - x )11 + II(M (T) - M (T))x 11 < 2CIIx - xll + c < 2Cc + 
n m p n m p p 

c for alle m,n > N. Heraf ses at {M (T)x} er en konvergent følge, 
n 

altså at x e X 
m e 

LEMMA 7.20 Hvis følgen {M (T)} er begrænset i æ(X), 
n 

n og T x/n -7 O, 

n -7 oo, for alle x e X, så gælder at (E-T)X- ø ker(E-T) s; X 
m e 

BEVIS: Dette er klart ud fra lemma 7.16, lemma 7.18 og lemma 7.19. 

7.21 MIDDEL-ERGODESÆTNINGEN Antag at T e æ(X) opfylder at følgen af 

Cesara-middelværdier {M (T)} er en begrænset følge i æ(X) og at 
n 

Tnx/n -7 O for n -7 oo for ethvert x e X. Så gælder om 

X := { x e X l lim M (T)x eksisterer }, 
me n-700 n 

at 

X = (E-T)X- ø ker(E-T). 
m e 
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BEVIS: Vi mangler at indse at X s;; (E-T)X- ø ker(E-T), altså at vise 
m e 

at hvis x E X opfylder at {M (T)x} er en konvergent følge så vil x 
n 

E (E-T)X- ø ker(E-T). Bemærk først at det følger af lemma 7.17, at hvis 

x E X og M (T)x ~ z, så vil M (T)(E-T)x ~ O, og derfor (E-T)M (T)x 
me n n n 

~ O; heraf får vi at (E-T)z = O, altså at z = Tz. Af denne ligning 

følger så at Tnz = z for alle n E IN, hvoraf vi også slutter at 

M (T)z = z for alle n E IN. Betragt nu afbildningen P der til x E X 
n me 

knytter Px := lim M (T)x. Det er klart at P er en lineær afbild-
n~ n 

ning og da vi har antaget at 11M (T) 11 < C for alle n E IN, gælder at 
n 

IIPxll :s Cllxll. Ligningen M (T)z = z kan åbenbart udtrykkes ved M (T)P 
n n 

= P. Men heraf følger, ved at lade n ~ oo, 

er en idempotent, en projektion. 

2 
at P = P, altså at P 

Vi har netop indset at z = Px opfylder at z E ker(E-T). Hvis om-

vendt z E ker(E-T), ved vi allerede at M (T)z = z, således at Pz = 
n 

z. Hermed har vi vist at PX = ker(E-T). 
m e 

For y E kerP = (E-P)X har vi at y = (E-P)y = lim M (T)y. 
me n~ n 

y/n ~ O vil y = lim M (T)y = lim (E + T + .. + Tn-1)y/n = lim 
n~ n n~ 

n-2 (E + .. + T )y/(n-1) = Ty n-1 (T + .. + T )y/(n-1) = Tlim 
n~ n~ 

For y E kerP har vi at M (T)y ~ O, og derfor at (E-M (T))y ~ y. 
n n 

n-1 2 Da [E-M (T)]y = [nE - E - T - .. - T )y/n = [(E-T) + (E-T ) + .. + 
n 

(E-Tn-1)]y/n = (E-T)[E + (E+ T) + ... (E+T+ .. +Tn-2 )]y/n, ser vi heraf at 

y E [(E-T)X l s= [(E-T)Xf. Inklusionen (E-T)X s= kerP blev 
m e 

iøvrigt vist i lemma 7.17, så vi har altså at [(E-T)Xf = kerP. 

Her er så den version af ovenstående, vi dette kursus vil benytte 

mest. 

Da 

KOROLLAR 7.22 Lad X være et endelig dimensionalt normeret vektorrum. 

Lad T E !e(X). Så er operatorfølgen {M (T)} konvergent hvis og kun 
n 

bekræftende fald har vi at 

X = (E-T)X ø ker(E-T). 

BEVIS: Hvis {M (T)} er konvergent, er denne følge begrænset. Endvi
n 

dere vil nM (T) - (n-1)M (T) = Tn-1, så konvergens af {M (T)} med-
n n-1 n 

fører at Tn/n ~ O. Hvis omvendt Tn/n ~ O, ved vi fra lemma 7.18 at 
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(E-T)X og ker(E-T) danner direkte sum. Af dimensionsformlen følger 

så at X = (E-T)X ø ker(E-T). På underrummet (E-T)X er E-T en bi

jektion, thi (E-T)X n ker( E-T) = {0}. Altså er (E-T)X = (E-T)2X, så 

for x E (E-T)X findes y E (E-T)X for hvilken x = (E-T)y. Men så er 

jo som også tidligere brugt M (T)x = M (T)(E-T)y = (E-~)y/n og da vi 
n n 

forudsætter at Tn /n ~ O vil (E-Tn)y/n ~ O. Dermed har vi vist at 

{M (T)x} er konvergent for alle x E (E-T)X. På egenrummet ker(E-T) 
n 

er konvergensen af {M (T)x} triviel. Dette viser at hvis P betegner 
n 

projektionen af X på ker(E-T) med kerP = (E-T)X, så har vi at 

M (T)x ~ Px for alle x E X. Af en sætning i kap. 2 følger så konver-
n 

gensen af operatorfølgen {M (T)}. 
n 

Ergodesætningen for endelig dimensionale rum er altså en sætning om 

operatorer T for hvilke Tn /n ~ O, altså operatorer med langsomt 

voksende potenser. 

SÆTNING 7.23 Hvis T E 2(U) har langsomt voksende potenser, altså op

fylder at IITnll/n ~ O for n ~ oo, så er r(T) :S l. 

BEVIS: Der findes et n E IN for hvilket o 
IITnll < n/2 for alle n , hvoraf vi ser at o 

< (ni2Fn for alle n > n Idet (nl2fn ~ l 
o 

r(T) = lim IITnlllln, følger påstanden. 
n~ 

11~ 11/n < 1/2 for alle n > 
> lt å lltt 1111

n n n
0

, og a s 

for n ~ oo og idet 

Blandt operatorer med langsomt voksende potenser finder vi klart nok 

alle operatorer T for hvilke {Tn} er begrænset, og heriblandt altså 

alle operatorer T med operatornorm IITII :S l. Vi vil nu studere denne 

klasse nærmere. 

DEFINITION 7.24 af power bounded: En lineær afbildning A E 2(U), 

hvor U er et normeret vektorrum og 2(U) er udstyret med operator

normen siges at være power bounded hvis der findes en konstant C 

således at 11 A n 11 < C for alle n E IN. Tilsvarende siger vi at en 

kvadratisk k x k matrix A = [a l er power bounded hvis der findes 
l j 

en konstant C for hvilken det om alle potenser An = [a(n) J gæl
lJ 

der at 
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la<n\JI ~C for alle i,j = l, .. ,k og alle n E IN. 

BEMÆRKNING Hvis en matrix A opfattes som en lineær afbildning på 

a::k er de to definitioner sammenfaldende: For vilkårligt A E f(a::k) 

definerer nemlig summen af alle numeriske matrixindgange l A l : = L 
l a

1
J l en norm på f(a::k), og da denne norm er ækvivalent med 

operatornormen på f(a::k) gælder at {IIAnll} er begrænset hvis og kun 

hvis {l A n l} er begrænset, og dette er tilfældet hvis og kun hvis 

der findes C E IR så l a (n\J l ~ C for alle i,j = l, .. ,k og alle n 

E IN. 

EKSEMPEL 7.25 Hvis en Jordanblok med i\ i diagonalen er power bounded 

så er l i\ l ::s l. Hvis specielt l i\ l = l er blokken en l x l blok. Det 

kan vi indse således: Lad J være en Jordanblok med i\ i diagonalen. 

Så har ~ diagonalen i\ n, så begrænsethedsbetingelsen medfører umid

delbart at l i\ l ~ l. Hvis l i\ l = l og hvis J ikke er l x l, be-

tragtes ( Jn) . Da Jn er 
1,2 

(Jn-1) (J) + (~-l) (J) 
1 

en trekantsmatrix er (~ ) = 
1,2 

og derfor er det ligetil at indse 1,1 1,2 1,2 2,2 
via induktion at (Jn ) = ni\ n-l, for alle n E IN. Hvis l i\ l = l er 

1,2 
derfor l (Jn ) l = n. Dette strider mod antagelsen om power bounded-

1,2 
ness, så J må være en l x l matrix i dette tilfælde. 

En umiddelbar konsekvens af ovenstående er følgende. 

SÆTNING 7.26 Hvis A er power bounded, så er r(A) ~ l. Endvidere 

gælder at {M (A)} 
n 

er konvergent. 

Som det fremgår af argumentet i eksempel 7.25, så har den omvendte 

påstand af den i sætning 7.26 ikke megen chance for at være sand: for 

den ikke-negative matrix J := [ ~ ~ J, som jo har spektralradius l, 

gælder at Jn = [ ~ 7 J , således at power boundedness er udelukket. 

Men, som vi nu skal se, hvis vi betragter positive matricer, så gælder 

den omvendte implikation. 

SÆTNING 7.27 Hvis A er primitiv og r(A) ~ l så er A power 
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bounded. 

BEVIS: Hvis r(A) < l ved vi fra sætning 6.8 at An -7 O og power 

boundedness følger straks. Vi kan derfor nu antage at r(A) = l. Vi 

ved så at l er en egenværdi og at der findes en positiv egenvektor y 

:= (y
1

, .. ,yk) hørende til l. Af Ay = y slutter vi straks at Any 

= y for alle n = 1,2,.. Lad y max' hhv. y min' betegne den stør

ste, hhv. mindste, af koordinaterne til y. Så har vi følgende vurde

ring, som åbenbart gælder for alle i = l, .. ,k, for alle n e IN og 

for alle m = l, .. ,k: 

Y ::!: y = L (A n) Y ::!: L (A n) Y ::!: (A n) Y . 
max l J lJ J J lJ mln lm mln 

Altså er 

(A n) ~ y ly 
lm max min 

for alle i,m = l, .. ,k og alle n e IN. Dermed er korollaret vist. 

BEMÆRK at det af sætning 7.27 følger at hvis B er primitiv så er 

matrixfølgen {Bn /r(B)n} begrænset. 

Faktisk gælder der mere end blot begrænsethed for A n. 

SÆTNING 7.28 Hvis A er primitiv og har r(A) ~ l, er An konver

gent. 

BEVIS: Da vi allerede kender situationen når r(A) < l, kan vi antage 

at r(A) = l. Lad X betegne det endelig dimensionale normerede vektorrum 

(IRk eller ([h som A virker på. Da A er power bounded, ved vi at 

{M (A)} er konvergent, og derfor at X = (E-A)X ø ker(E-A). Betragt 
n 

restriktionerne A n l (E-A)X og A n l ker( E-A). Det er tilstrækkeligt at 

vise konvergens for hver af disse. Da det er klart at A l ker(E-A) = 
E l ker(E-A), er der kun grund til at undersøge A n l (E-A)X. Men åbenbart 

er <r(AI(E-A)X) = a-(A) \ {1}, og af sætning 7.11 ses at r(AI(E-A)X) < 

l. Altså vil An l (E-A)X -7 O. Det beviser sætningen. 

KOROLLAR 7. 29 Hvis A er primitiv så er A n /r(A)n konvergent. 

Vi opskriver nu indholdet af de to foregående resultater eksplicit 



Matematik 2LT, foråret 1994 9. marts 1994 7.14 

form. 

SÆTNING 7.30 Lad A betegne en primitiv k x k matrix og X betegne 

det vektorrum (Ck eller !Fh som A virker på. Hvis T := A/r(A), 

så konvergerer Tn mod projektionen P med billedrum 

PX = ker(r(A)E - A) 

og kerne givet ved 

kerP = (r(A)E - A)X 

svarende til opspaltningen X = (r(A)E - A)X $ ker(r(A)E - A). 

Et eksplicit udtryk for en matrixrepræsentation for P kan fås såle

des: hvis p > O er en positiv egenvektor hørende til egenværdien 

r(A), mens q > O er en positiv egenvektor for den transponerede A' 

hørende til egenværdien r(A') = r(A), så er 

p = p q'/q' p. 

BEVIS: Vi ved fra sætning 7.28 at {~} konvergerer mod den i denne 

sætnings formulering nævnte projektion P (bemærk at (r(A)E-A)X = (E

T)X og at ker(E-T) = ker(r(A)E - A)). 

Af sætning 7.11 følger at PX = ker(r(A)E - A) er l-dimensionalt og 

kan udspændes af en positiv egenvektor p hørende til egenværdien 

r(A). Betegner vi matricen for P med samme bogstav P, har vi derfor 

at hver søjle P er et multiplum af p. Vi kan skrive 

For den transponerede matrix A' gælder at A' er en ikke-negativ 

matrix og da (A' )n = (An),, er A' også primitiv. Sætning 7.11 kan 

anvendes: der findes således en positiv egenvektor q hørende til e

genværdien r( A') = r( A) (overvej hvorfor vi ved at dette lighedstegn 

gælder). 

for alle 

Da A'q = r(A')q = r(A)q, 

n e IN. Da (T' )n = (Tn)' 

er T'q = q, 
n 

således at T' q = q 

ser vi at T' n -7 P', og dette, 

kombineret med det lige observerede, medfører at P'q = q. Ved transpo

nering heraf får vi q' = q'P, og kombinerer vi dette med P = p r', 

får vi at q' = q'P = q' p r'. Da q' p er en skalar, er r' = q'/(q' 
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p). Altså er 

p = p q' l (q' p). 

Hermed er sætningen vist. 

Der er en væsentlig pointe dette, som vi trækket' explicit frem: 

SPECIALTILFÆLDE 7.31 Hvis A er en primitiv overgangsmatrix ('over

gangsmatrix' betyder at matricen er ikke-negativ og alle søjlesummer er 

lig 1), så kan q = <1,1, .. ,1> bruges i ovenstående. Altså: for en 

vilkårlig k x k overgangsmatrix A gælder at A' har søjlevektoren 

q' = <1,1, .. ,l>' som en positiv egenvektor hørende til egenværdien l. 

Hvis vi som positiv egenvektor p vælger den der har koordinatsum l, 

er q' p = l, og i matricen p q' er hver søjle lig med p. Der gælder 

altså for en overgangsmatrix A følgende: 

a) r(A) = l 
Hvis yderligere A er primitiv, så sætning 7.30 gælder, har vi følgende: 

de. 

b) hvis den positive egenvektor p hørende til egenværdien l er 

valgt med koordinatsum l (man siger at p er stokastisk), så 

vil for n ~ oo A n ~ L, hvor hver søjle i L er p. 

c) Lad x ~ O være en vilkårlig stokastisk vektor. Så er L x = 

p og derfor vil 
n 

A x~ p, for n ~ oo. Det asymptotiske 

forløb er altså uafhængigt af udgangssituationen. 

Vort føljetoneksempel kan illustrere anvendeligheden af ovenståen-

EKSEMPEL 7.32 Et markeds ligevægtstilstand for t ~ oo. 

Vi bruger igen det simple tredimensionale marked som eksempel, jf. 

2.3. Tidligere er fundet at egenværdierne er l, 0.6 og 0.5. Ifølge 

sætning 7.30 er lim A n = pq' /q'p, hvor p er en positiv egenvektor 

for A hørende til l, mens q' = <1,1,1>. Som p kan vi bruge 

<9, 7,4>'. Altså vil 

A n ~ 1/20 [~ ~ ~]• 
4 4 4 

for n ~ oo. 

Hvis markedets initialfordeling er givet ved vektoren v := 
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<v ,v ,v >, er 
l 2 3 

v en stokastisk vektor (ikke negativ og med koordinat-

sum = l); udviklingen vil til hver tid n være beskrevet ved 
n 

A v, n= 

1,2, .. og vil i det lange løb konvergere mod 

1120 [~ ~ ~1 r~~1 = 1120 [~~~~:~~:~~~1 = 1120 [7
4

9

1. 4 4 4 v 4( v +v +v ) 
3 l 2 3 

Her ses således at det kun er markedets samlede størrelse i begyndel

sen, der betyder noget i det lange løb; initialfordelingen imellem 

agenterne er uden betydning. 

Vi slutter denne tankekreds af med Perron's sætning for ikke-negative 

matricer. Endnu et par tekniske detaljer skal klares først. 

LEMMA 7.33 Hvis O => A < B, så er r(A) => r(B). 

BEVIS: Vi starter med at bemærke at hvis O :=:: A < B, så er An < Ef 
for alle n E IN (dette er en simpel sag, som kan vises ved induktion: 

Bn+l - An+l = BnB - BnA + BnA - AnA = Bn(B - A) + (Bn - An)A > O, 

ifl. lemma 7.2). 

Specielt følger heraf at An /r{B)n < Ff lr(Bf for alle n E IN. Der

for er A/r(B) power bounded, da jo B/r(B) er power bounded (sætning 

7.27). Af sætning 7.26 følger så at r(A/r(B)) :=:: l, og altså r(A) => 

r( B). 

SÆTNING 7.34 Hvis A 2: O så er r(A) en egenværdi for A og A 

har en ikke-negativ egenvektor hørende til r(A). 

BEVIS: Med B := A + T/n, hvor T består af lutter 1-taller, vil 
n 

r(A) :=:: r(B ) :=:: r(B ), ifl. lemma 7.33. Følgen (r(B )) er altså 
n+l n n 

dalende, nedad begrænset og derfor konvergent; specielt gælder at 

r(A) => lim r(B ) =: A.. 
n 

Hver af matricerne B har en positiv egenvektor x 
n n 

hørende til 
k l 

egenværdien r(B ). Vi kan udstyre t med l normen 11 11 ' l 
defi-

n k 
neret for a := (a , .. ,a ) E t ved Ila li := L l a l· Normerer vi så 

l k l J 
alle egenvektorerne x så lix 11 = l, for alle n E IN, og bevarer 

n n 
vi betegnelsen x , kan vi af ([;k -enhedskuglens kompakthed slutte at 

n 
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følgen (x ) 
n 

har en konvergent delfølge (x ), altså at der findes 
n 

p 

X E Ck for hvilket X ~ x, for p ~ oo. Da alle vektorerne x 
n 

p 

er positive vil x være ikke-negativ. Da lix 11 = l, 
n 

p 

vil også llxll = l. Specielt er altså x :F- O. 

n 
p 

for alle p, 

7.17 

Vi påstår at Ax = i\x, hvor i\ = lim r(B ) blev indført før. Ved 
n 

indskydning af led har vi umiddelbart følgende vurdering: 

IIAx - i\xll :s 

II(A- B )xll + IIB x - B x 11 
n n n n 

p p p p 

+ IIB x - r(B )xll + llr(B )x - i\xll. 
n n n n 

p p p p 

For II(A- B )xll får vi umiddelbart at II(A- B )xll :s 1/n IITIIIIxll. 
n n p 

p p 

Det andet led kan også direkte vurderes: 

IIB x - B x 11 :s (IIAII+lln IITII)IIx-x Il. 
n n n p n 

p p p p 

For tredie led bruger vi at B x = r(B ) x og får således 
n n n n 

p p p p 

IIB x - r(B )xll :s r(B )lix-x Il. 
n n n n n 

p p p p p 

Endelig giver vurderingen af fjerde led llr(B )x - i\xll sig selv og 

vi får alt i alt at IIAx - i\xll :s 

n 
p 

lin IITIIIIxll + (IIAII+l/n IITII)IIx-x 11 + r(B )lix-x Il + (r(B )-i\)llxll. 
p p n n n n 

p p p p 

Hver af disse fire led konvergerer mod O når p ~ oo. Altså er Ax = 

i\x. Da x *- O betyder det at i\ E o-(A), og altså at l i\ l :s r(A). 

Den anden ulighed r(A) :s i\ blev bemærket tidligere, og derfor har vi 

at i\ = r(A) er en egenværdi for A og at x ~ O er en egenvektor 

for A hørende til denne egenværdi. Dermed er sætningen bevist. 

Denne sidstnævnte generalisation af Perron's sætning har et berømt 

og nyttigt specialtilfælde. 

KOROLLAR 7.35 (Sætningen om endelige Markov processer) Lad A være 

en ikke-negativ matrix, hvor hver søjle har koordinatsum l. Så har 

A spektralradius l, l er en egenværdi og der findes en ikke-negativ 

egenvektor hørende til egenværdien l. 

BEVIS: Vi mangler blot at se at r(A) = l. For at vise at r(A) :s l 
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benytter vi sætning 7.14: Hvis s e IR er valgt så s > l, følger det af 

sætning 7.14, at r(A/s) < l, altså at r(A) < s. Da s er et vilkår

ligt tal > l, slutter vi at r(A) :s l. Hvad uligheden r(A) i!: l an

går, er der i gennemgangen af subsidieproblemet en ide der kan bruges: 

Betragt ligningen Ax = r(A)x, hvor x er valgt ikke-negativ. Multi

plicer begge sider fra venstre med rækkevektoren [l l l .. 11. Detal

jerne overlades til læseren; sml. s. 7.2. 

BEMÆRKNING Korollar 7.35 kan også udledes af Farkas' alternativsætning 
(Sætning 7.3 i 20Ks Optimeringsnoter). Korollar 7.35 påstår at hvis A 
= [a J i!: O så findes der x i!: O for hvilket (A - E)x = O. Vi kan 

l J 
selvfølgelig yderligere antage at x := (x , .. ,x ) opfylder at L x = 

l k J 
l. Det er den eksplicitte tilføjelse af denne sidste betingelse, der er 
ideen i beviset. De to betingelser, altså at der findes en ikke-negativ 
løsning x til (A - E)x = O for hvilken L x = l, kan opfattes som 

J 
alternativ (l) i Farkas' sætning, i følgende formulering: Den matrix 
A der er· nævnt i Farkas' sætning erstatter vi med en k+l x k matrix 
A, der i de første k rækker har de tilsvarende rækker i A - E (hvor 
vi bruger "vores" A), mens den nederste række indeholder lutter 1-
taller; B vælger vi som søjlevektoren (0, .. ,0,1) af "længde" k+ l. 
For at have et bevis for korollar 7.35 skal vi altså udelukke den anden 
mulighed i Farkas' sætning. Den får her udseendet 

A'y :s O 
samt B'y > O 

for et eller andet y = (y , .. ,y ) i!: O. Betingelsen 
l k+l 

der simpelthen y > O, 
k+l 

mens A'y = (y' A)' :s O 

Udfører vi sidstnævnte matrixmultiplikation får vi 
t, y a - y + y :s O for i = 

J= l J Jl l k+l 
hvoraf 

B'y > O bety

betyder y' A :s O. 

l, .. ,k, 

~= 1 yJaJl + Y k+l :s y l 

y > O for i = l, .. ,k. 
l 

for = l, .. ,k. 

Vi ser heraf at For det mindste y
1 

får 

vi, da A er en overgangsmatrix, at 
min y < r-k y a < .-k y a + y < y for = l, .. ,k, 

1 LJ=l J Jl LJ=l J Jl k+l 1 

en absurditet! Altså må alternativ (Il) forkastes og korollaret er 
bevist. 

HOMOGENE MARKOV-KÆDER 

Uden at komme ind på alle formelle aspekter skal vi nu forbinde oven

stående til nogle af grundprincipperne for homogene Markov-kæder. 

Som nævnt siges en vektor p i!: O at være stokastisk hvis koordinat

summen er l. En stokastisk matrix er en matrix med stokastiske søjler. 



Matematik 2LT, foråret 1994 9. marts 1994 7.19 

Lad os antage vi har et system !f, som kan befinde sig k forskel-

lige tilstande s , .. , s til hvert af tidspunkterne t , t , . . . Lad os 
l k l 2 

også forudsætte at systemet med sandsynlighed p slår over fra til-
lJ 

stand s til tilstand s i løbet af en tidsenheds forløb. Bemærk at 
J l 

vi forudsætter at overgangssandsynlighederne p ikke er tidsafhængige. 
l j 

Hvis systemet !f i begyndelsen befinder sig i tilstand s med 
l 

. (O) (O) (0) 
sandsynlighed p , er vektoren <p , .. ,p > (eller rettere 

d 'l d 
1 

'l k lo> ~O) ') b k . l f en t1 svaren e søJ eve tor p := <p , .. ,p > en es rtve se a 
o l k 

systemet til initialtidspunktet t . Lader vi overgangsmatricen P : = o 
[p ], fås at P p er sandsynlighedsfordelingen af systemets tilstan-

IJ O 

de til tiden t , og derudfra at p : = Pn p er sandsynlighedsforde-
l n O 

lingen af systemets tilstande til tiden t , n = 1,2, ... 
n 

EKSEMPEL I en "labyrint" med fire kamre, forbundet med adskillige gan

ge, befinder sig en forsøgsrotte: 

3 2 

l 4 

Alle udgange fra alle kamre er ens, så ingen udgang foretrækkes af rot

ten frem for nogen anden. Vi antager endvidere at sandsynligheden for 

at rotten i en given tidsenhed forbLiver i et kammer er den samme som 

sandsynligheden for at rotten forlader kamret gennem en af gangene. 

Overgangsmatricen P for dette system !l vil derfor være 

[ 

0.2 o 0.25 0.6] 
o 0.25 0.5 0.2 

0.2 0.5 0.25 o . 
0.6 0.25 o 0.2 

Placeres rotten til at begynde med f.eks. i kammer nr. 3, er p = o 
<0,0,1,0>', og rottens bevægelser kan derefter beskrives ved følgen 

Pn<O,O,l,O>'. 

Man kalder det betragtede system regulært hvis der findes en tid t 
N 

efter hvilken systemet kan være i enhver af sine tilstande med positiv 

sandsynlighed, uanset initialtilstanden. Altså: Systemet !l med stoka-
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stisk overgangsmatrix P er regulært hvis der findes et N E IN for 

hvilket Pn p > O for alle n > N og for ethvert valg af initialsando 
synlighedsfordeling p 

0
• 

Der gælder da følgende. 

SÆTNING 7.36 Et system !f med stokastisk overgangsmatrix P er regu

lært hvis og kun hvis P er primitiv. 

BEVIS: Det er klart at hvis P er primitiv, altså hvis der findes N E 

IN for hvilket PN > O, så er for ethvert tal n ~ N Pn p > O for 
o 

vilkår lig stokastisk vektor p . 
o 

Og omvendt, hvis A ~ O er en given matrix, der opfylder at Ax > O 

for alle x ~ O, x :t. O, så vil A > 0: betragt de kanoniske basisvek-

torer e og erindr at Ae > O angiver den j. te søjle 
J J 

A. Overbe-

vis dig om at dette udsagn giver beviset for sætningen. 

Ifølge specialtilfælde 7.31 kan man for et regulært system !f slutte 

at sandsynlighedsfordelingen for n -7 oo vil konvergere mod en bestemt 

fordeling, uafhængig af initialfordelingen. 

Et system (!f, P) kaldes ergodisk hvis det for enhver initialforde

ling p og enhver tilstand s gælder at der findes et tidspunkt t 
O J n 

for hvilket p {n) > O altså (Pn p ) > O. 
J ' o J 

SÆTNING 7.37 Et system !f med stokastisk overgangsmatrix P er ergo

disk hvis og kun hvis der findes n E IN således at 

L n pJ > O. 
J=l 

BEVIS: (øvelse) 

Bemærk at ethvert regulært system er ergodisk. Det omvendte gælder 

ikke: betragt blot [~ ~J. Eller følgende: 

EKSEMPEL Antag at rotten i forsøget fra før ikke forbliver i det kammer 

den befinder sig i. Et lille elektrisk stød kan sørge for dette! I så 

fald er den stokastiske fordelingsmatrix for vort system givet ved 



Matematik 2LT, foråret 1994 9. marts 1994 

( 

o o 
o o 

0.25 0.67 
o. 75 0.33 

0.33 0.75] 
0.67 0.25 

o o . 
o o 

7.21 

Det er ikke svært at se at rotten med sandsynlighed l vil skifte mel

lem kamrene {1, 2} og kamrene {3, 4}. Der kan derfor ikke blive tale 

om at sandsynlighedsfordelingen vil konvergere mod nogen grænseværdi; 

dette system kan derfor ikke være regulært. Men det er ergodisk, som 

man umiddelbart kan overbevise sig om. 
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OPGAVER 

7.1. Tidligere har vi fundet spektret for en projektion f. Hvad er 

altså r(f)? Find et udtryk for R(A) for en projektion f, l A l > 

l. 

7.22 

7.2. Lad A være en nilpotent afbildning af et endelig dimensionalt 

vektorrum U ind i sig selv. Hvad er spektralradius r(A)? Hvorfor 

er der ingen konvergensproblemer for R(A), A *- O? Opskriv et udtryk 

for R(A), A *- O, hvis An = O for n <:: 3. 

7.3 Gør rede for at matrixkonvergens er koordinatvis konvergens, dvs. 

lad A , A e i(U), n = 1,2,.. og betegn matrixindgangene med (A) , 
n l,j 

hhv. (A ) , i,j = l, .. ,k. Vis så at A ~ A (i i(U)) hvis og 
n IJ n 

kun hvis 

(A ) ~ (A) for n ~ oo, for alle i,j = l, .. ,k. 
n l,j l,j 

7.4. Lad A e i(U) og lad A e <r(A). Vælg en egenvektor x svarende 

til A. Lad IIAII betegne den sædvanlige operator-norm på i(U). Gør 

rede for at IlAXII ~ IIAII llxll og slut heraf at r(A) ~ IIAII. 

7.5. Find et eksempel på en ikke-negativ matrix A *- O og en ikke

negativ vektor x *- O for hvilke Ax = O. 

7.6. Vis at hvis A > O og z <:: w, så er Az <:: Aw og at der her 

gælder lighedstegn hvis og kun hvis z = w. Hvornår gælder = i en 

enkelt koordinat? 

7.7. Lemma 7.5 for to tal: Lad z og w e !C og a, {3 e IR+ (altså > 

0). Antag at l az+{3w l = a l z l +{31 w l· Gør først kål på den mulighed, at 

et af tallene z, w er nul. Hvis både z og w *- O, kan vi gå 

sådan frem: 

a). omskriv til l (alziHzllzl) + (f31w1Hwllwj) l= alzl+f31wl. 

b). divider ligningen med højresiden; gør rede for at der nu på 

venstre side står den numeriske værdi af en konveks kombination af to 
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komplekse tal af enhedslængde. Tegn! 

c). på højresiden står der l, så hvad kan du slutte om retningen af 

de to komplekse tal? 

7.8. Betragt en 3 x 3 diagonalmatrix A med diagonal l, a, (3, hvor 

l a l, l f31 < l. Find lim An. Generaliser dette til en Jordanma-
n-7<10 

trix, der indeholder en l x l blok bestående at et l-tal, samt Jor-

danblokke a og (3 med diagonal numerisk < l. 

7. 9. Bevis: 'Hvis A 2:: O og A er en reel egenværdi med egenvek

tor x, så er også den kompleks konjugerede vektor x en egenvektor. 

Derfor er også x+x en egenvektor.' 

7.10. [ 
7 2 2] 

Lad A := 2 l l . 
4 2 2 

Find r(A). Find også lim (A/r(A))n. 
n-7<10 

Udregn v'= A 
8 
[: ]· Brug v som en tilnærmelse til en egenvektor. 

Hvorfor kan gennemsnittet 

til r(A)? 

3 L (Av) /v 
1=1 l l 

bruges som en tilnærmelse 

7.11. Samme opgave som opg. 7.10, men med A := [ ~ ; ~). 
3 2 l 

7.12. Gør rede for at hvis A er en overgangsmatrix (altså A > O og 

alle søjlesummer er = l) så er <1,1, ... ,l>' en egenvektor svarende 

til egenværdien l for A' 

7.13. Udregn, med mejerieksemplets A (noternes kap.2), størrelsen 

lim A n og giv en økonomisk fortolkning af resultatet. 
n-7<10 

7.14. Vis at hvis A := [a l er en k x k matrix, og A e O'(A), så 
l j 

er l A l :s max j L 
1
1 a lJ l . 

7.15. Lad M være en vilkårlig kvadratisk matrix og lad A være en 

egenværdi for M med multiplicitet e. Lad n eiN. 

a) Vis at A n er en egenværdi for Mn. 
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b) Vis at multipliciteten af ;tn som egenværdi for Mn er mindst 

l. 

7.24 

7.16. Tag Bemærkning 7.12 for gode varer og brug så Matlab til at afgø

re om nedennævnte matricer er primitive: 

[

o 1 o o o 
o o l o o 
o o o l o 
o o o o l 
l l o o o 

[

o o o o 1 
l o o o o 
o o l l o 
o o l o o 
l l o o o 

7.17. Vis at hvis O :s A < C (hvor A og C er givne kvadratiske 

matricer), så er r(A) :s r(C). 

7.18. Lad C := [c l være en positiv kvadratisk matrix med alle søj-
IJ 

lesummer = l. Gør rede for at der findes en positiv vektor p for 

hvilken det for enhver vektor v gælder at 

hvis E v = a > O så er lim c! v = a p. 
l n~ 

Hvad kan vi sige hvis a ikke nødvendigvis er positiv? 

7.19. Vil en 2 x 2 positiv matrix altid have to forskellige reelle 

egenværdier, med forskellige numeriske værdier? 

7.20. Lad A := [ l ~ : ]· Vis at A er primitiv. Gør rede for at 

2 er en egenværdi og at det tilhørende egenrum er et en-dimensionalt 

underrum udspændt af en positiv vektor. Find en positiv udspændende 

vektor. 

7.21. Lad A := [ :~~ 113 
1/3 
113 

112] 114 . 
1/4 

a) Gør rede for at spektralradius for A er l. 

b) Gør rede for at l er en egenværdi for A og at A har en ikke

negativ egenvektor hørende til denne egenværdi. 

7. 22. Lad A : = [ g l H ]· 
o o o 2 
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a) Vis at spektret <T(A) = {1,2}. 

b) Vis at egenrummet hørende til egenværdien 2 er en-dimensionalt. 

Det oplyses at egenrummet hørende til egenværdien l også er 

en-dimensional t. 

c) Gør rede for at Jordan-formen for A er 

J=[giHJ. 
o o o 2 

Lad r(A) betegne spektralradius for A. 

d) Opskriv Jordanformen for A/r(A) 

e) Er A/r(A) power bounded? 

7.23. Lad V være et endelig dimensionalt vektorrum og f V -7 V 

være en lineær afbildning. 

a) Antag der findes en basis a således at matrixrepræsentationen 

[f] 
a a 
Lad nu 

er en positiv matrix. 
3 

V := C og lad (3 

Er (3[f](3 > O for enhver basis (3? 

være standardbasen. Antag at 

b) 

c) 

Findes der en basis 

Findes der en basis 

(3[f](3 

a så 

a så 

:= [~ ~ -~]· 
o o 112 

[f] > O? 
a a 

[f] ::!: O? 
a a 

7.24. Lad A være en k x k matrix med spektrum <T(A) og spektral

radius r(A). Det er givet at B := i A er primitiv. 

a) Gør rede for at der findes n E IN for hvilket A n > O. 

b) Beskriv mængden <T(A) r\ { z E C l l z l = r(A) }. 

c) 

d) 

Gør rede for at L := lim (B/r(B))n eksisterer; 
n-700 

Kan man slutte at {(A/r(A))n} er konvergent? 

angiv L. 



Matematik 2LT, forår·et 1993 8.1 

8. SPEKTRUM, SPEKTRALRADIUS, STABILITET. 

Lad U være et endelig dimensionalt vektorrum over IC. 

DEFINITION 8.1 Hvis A U ~ U er en lineær afbildning defineres 

spektret for A 

o-(A) := { >t E IC l >t er en egenværdi for A }. 

Vi minder om at egenværdierne findes ved at finde rødderne i det karak-

teristiske polynomium pA := det [A->tl] for et vilkårligt valg af 
a a 

basis a for U. Tilsvarende defineres spektret af en matrix som rød-

derne i dennes karakteristiske polynomium. Endelig iudfører vi 

tralradius r( A) := max { l A l l A E o-(A) } 

spek-

BEVlSGANG: Hvi s en afbildning er repræsenteret som en trekantmatrix, 

hvor kan egenværdierne så aflæses? Hvad bliver den tilsvarende matrix

repræsentation for potenser af afbildningen? Hvordan ser disses diago

nal ud? 

KOROLLAR 8.3 
n 

r(A) ' for alle n E IN. 

Hvis U er et normeret vektorrum med •norm 11 11 kan vi give en 

formel for spektralradius. 

Fra Mat 2MA1 minder vi først om at vektorrummet .f(U) af begrænsede 

lineære afbildninger på det endelig dimensionale normerede vektorrum U 

kan udstyres med en norm 11 A 11, defineret ved 

IIAII := sup { IIAxll l llxll ~ J, x E U }. 

Denne norm vil vi her kalde operatornormen. 

Sammensætning af afbildninger en komposition in .f(U) og der gælder 

følgende ulighed, som er af væsentlig betydning i kontinuitetsargumenter. 

LEMMA 8.4 For operat ornormen på .t(U) gælder at liABil ~ IIAIIIIIIBII, 

specielt IIAnll ~ liAlin for alle A, B E t(U) og all e n E IN. 
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BEVIS: For vilkårlig x E U har vi at IIABxll ~ IIAII IIBxll :!!: IIAII IIBII llxll, 

ifl. Mat 2MA1. Altså er sup { IIABxll j ll xll ~ l, x E U } :!!: IIAII IIBII, og 

der f o r 11 AB 11 :!f 11 A IIIIII B Il. Resten af lemmaet s udsagn er dels et special

tilfælde, dels et let induktionsbevis. 

KONVERGENS af kontinuerte lineære afbildninger bliver simpelthen kon-

vergens i det normer ede vektorrum ~(U): En følge {A } 
n 

~(U) er 

konvergent mod A E ~(U) hvis lim 11 
n~ 

A - A 11 
n =o. Skrivemåden er 

ofte 

lim A = A elle r A ~A for n ~ oo. 
n~ n n 

Man kan nalurligvis også betragte punktvis konvergens. Dette be-

greb dækker over kravet at for ethvert x E U skal gælde at A x~ Ax 
n 

for n ~ oo. Denne konvergens finder for hvert x E U sted i vektorrum

met U i den norm U er udstyret med. Da 11 A - A 11 ~ II(A - A)xll 
n n 

for enhver vektor x med lfxll :!f l vil konvergensen A ~ A tydeligvis 
n 

medføre at A x ~ A x for enhver vektor x E U. 
n 

Det er værd at notere at når U er endelig dimensionalt, er de to 

konvergenser ækvivalente. Der gælder nemlig 

SÆTNING 8.5 For et endelig dimensionalt normeret vektorrum U og ope-

ratorer A, A E ~(U) 
n 

gælder at A ~A 
n 

i operatornorm hvis og kun hvis 

A x ~ Ax i normen på U, for enhver vektor x E U. 
n 

BEVIS: Da U er forudsat endelig dimensional, kan vi lade 

u } betegne en basis for U. Vi definerer en hjælpenorm på 
p 

en vi l kårlig lineær afbildning B af U ind i U sættes 

l B l : = max { 11 B u 11, .. , 11 B u 11 } . 
l p 

{u, u , .. , 
l 2 

f(U): For 

Det er let at se at vi derved har defineret en norm på f(U) (check det 

efter!). Da f(U) er endelig dimensionalt, er denne norm ækvivalent med 

den givne 11 Il. Altså findes der en konstant C for hvilken IIBII :!f 

C I BI for alle B E ~(U). 

Hvis vi forudsætter at A x~ Ax 
n 

for alle x E U, så medfører det 

jo bl. a. at IlA u - Au 11 ~ O for n~ oo, for hvert j = 1,2, .. ,p. 
n J J 

Til givet c E IR+ kan vi vælge N E IN så IlA u - Au 11 < e/C for alle 
n J J 

n > N og for hvert af de endelig mange j = 1, .. ,p. Af definitionen af 

l l følger straks at l A - A f < e/C for alle n > N. Men så er jo 
n 
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IlA - All < c for alle n > N. 
n 

8.3 

Dermed er sætningen bevist. 

BEMÆRKN ING 8.6 Hvis B = Q A Q-l 
n n for n E ~ så er A konvergent 

n n - 1 
hvis og kun hvis B er konvergent. 

n Specielt gælder at lim Q A Q 
n~ 

eksisterer hvis og kun hvis lim A n eksisterer. 
n~ 

BEVIS: Øvelse. 

LEMMA 8.7 Hvis u = V 0 W, hvis {8 } 
n 

er en følge i !f( V) og {C } 
n 

en følge !f( W), så er følgen {A } !f( U), hvor A = B 0 c ' n 
n n n n 

= 1,2, .. konvergent hvis og kun hvis {8} og {C } er konvergente. 
n n 

I bekræftende fald gælder 

lim A = lim B 0 lim C . 
n~ n n~ n n~ n 

BEVIS: Da !f(U) er et endelig dimensionalt vektorrum er· alle nor·mer rå 

N givet underrum af !f(U) ækvivalente. Det gælder specielt J'(V) 0 

J'(W) ~ !f(U), som vi der·for udstyrer med normen 

11 B ø C 11 : = 11 B li + 11 C 11 . 

S;!} er lcmmoets pås tand en let og nyttig øvelse. 

oo k k+l l J li AkiAkil Betragt udtrykk{'t R(A) = ~=O A /A for A > 11 A 11. Da 

~ IIA/AIIk, for k = 0,1, .. , og da liA/All < l, er rækken 4:
0 

liAkiAkil 

konvergent for l A l > li All og derfor- er- 47o IlA k /Ak+lll konvcr'gt''!nt for· 

l Al > IIAII. Men da 11 ~:n Ak/Ak+III ~ ~ '; IIAk/Ak+lll fc;.,lg!:r · her·af (jvf'. 

2MAI l <lt den ucrH1cligc rrrkkc riP-r definerer· R(A) er konvcr·gcnt (det 

l"ndelig dinrC'nsionale vckturr-unJ J'(U) er jo fulds tændigt). 

[11"1 er· lr:t at indse at -(A-AI)R(A) = - R{A)(A-/d) = l (opg;-tvc!), 

hvilket viser at A-A l er· inv,...r·tibel fcw nlle ,.\ E C, l A J > IlA Il. 

S1wciC!lt g::rldcr· at dA) ~ 11/\11. Vi skal f orbedr·<' på dl"nJlC uligltt·d orn 

l id t. 

SA·TNINc; H.H f.;ld A E .:f(U), hvor· U C'r Pl l"rldP iip: dillll'll 'don<lil 

IIIJJ ' frtr ·r·l" r vc:kt flf'r'l lffl . S;\ gcrldr·r· <J t A
11 > () l'rw 11 > oo ltvis og k1111 ltvi~ 

..,. 
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for alle n e IN. Da 
n n 

r(A ) = r(A) , får vi af dette at r(A) ~ 

liAniil/n f Il n , or a e n e IN. Antag nu at A ~ O, 

~ oo. Så findes n e IN for hvilket liAn lil/n < l, 

r(A) < l. 

dvs. IIAnll ~ O for 

og derfor gælder at 

For at vise den anden implikation, vil vi bruge Jordan's normalform . 
n 

Vi skal vise at hvis r(A) < 1, så gælder at A ~ O, for n ~ oo. Lad 

J være den til A svarende Jordan form. Så findes en invertibel 

afbildning Q for hvilken A = Q J Q-
1
. Ifølge Bemærkning 8.6 er det 

nok at vise at 

J n for alle 
p 

Jn ~ O. Hvis J = J
1 

<t> .. <t> J p, er f = J
1 
n 0 .. 0 

n e IN. Derfor (lemma 8. 7) er det tilstrækkeligt at vise 

at der for hver Jordanblok J . gælder at 
J 

= l, .. , p. Betragt derfor en Jordanblok J.; 
J 

n 
J. ~ O for n 4 oo, 
J 

for 

i diagonalen står der A. 
J 

og vi ved at Lige over diagonalen står der lutter 

1-taller; r·esten af matricen for J. er nul. Altså kan vi skrive J. 
J J 

= A .l + U., hvor U. er nilpotent. Af binomialformlen får vi at 
J J J 

(opgave ! l 

j 

lfvis U _P = O 
J 

(og p er minimal med denne egenskab), så vi l denne sum 

fcw n :::: p få udseendet 

(A .l + U .)n = L p - l 
J J k=O 

A _n-k U~-
J J 

(A .l + U .ln er altså en linearkombination af p fas te e l crncn ter· , nem-
J J 2 p - l lig l, u .. U. , .. ,U. . Koefficienterne i J inearkombinationen er 

J J J 

(~) n-k 
hvor j A .j 1\. < 

J J 
l , og hvor k = O, .. ,p-1. Lader vi IH• r n -) 00' 

konstaterer vi at da der for ethvert fastholdt k e IN gælder at 

(~) A .n-k 4 O for Il - ) 00 

J 

(opgav~ ! ), slutter· vi 
n 

4 o for ner111cd <;<ri r li n g t: n at .1. n -~ 00. er 
J 

vist. 

Ti l br11g i næste k a pi t cl h i ve r v i en de l a f bc v i c; c> t 11rl. F n Illa t r· i x A 

r· r· pnwC'r boundrd hvis d f' t' findrs en knnstnnt (: så al k dt· ntrrnrrisk(' 

tililt r· i x i ndga ngc n E 

IN . 

n 
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LEMMA 8. 9 Hvis en Jordan matrix J := AI + U er power bounded, så er 

diagonalelementet A af numerisk værdi !: l. Er A af numerisk værdi 

er Jordan matricen en lxl matrix. 

BEVIS: Forudsætningen er at der findes et tal M 

gene (AI + U)n .. opfylder at l (Al + U)n. ·l !: M 

så alle matrixindgan

for ethvert natur-
I,J l,J 

består af l taller ligt tal n. Betragt specielt (Al + U)n 
1
,
2

. Da U 

lige over diagonalen og nuller alle andre steder, vil 
n 

der i (Al + U) 
1 2 ' 

kun være bidrag fra binomialformlens led med k = l (overvej det!). 

Altså er (Al + U)n
1
•
2 

= (71 An-l= n An-l. Hvis In An-li !: M for alle 

n E IN, må der gælde at (A l !: l. Hvis l A l = l kan der ikke være noget 

matrixelement med nummer 1,2. Altså er Al + U en lxl matrix (og U 

forekommer slet ikke i udtrykket). 

SÆTNING 8.10 For A E ~(U) gælder at 

BEVIS: Da r(An) = r(A)n !: IIAnll, ser vi umiddelbart at r(A) !: liAniil/n 

for alle n E IN. Dermed har vi vist at r(A) !: inf IN IIAnlll/n. 
n E 

For at vise den modsatte ulighed, påstår vi at det er nok at vise at 

hvis r(A) < l, da er inf IN liAn lil/n !: l; i så fald har vi nemlig at 
n E 

der for et vilkårligt positivt tal c gælder at r(A/(r(A) + c)) = 

r(A)/(r(A) + c) < l, hvoraf 

inf IN IIAn/(r(A) + c)nlll/n = inf IN IIAnlll/n/(r(A) +c) !: l, 
ne ne 

og derfor at , 

inf liAniil/n !: r(A) + nEIN c. 
Men da c er en vilkårlig positiv størrelse, følger heraf at 

inf liAniil/n !: r(A) 
nEIN ' 

og dermed ville 

r(A) < l, da er 

8.8, at A n ~ O 

sætningen være bevist. Vi skal altså bevise, at hvis 

store tal n E IN; 

n ingen ' •cv i st. 

inf 
nEIN 

liAniil/n !: 

for n ~ oo, så 

heraf følger at 

l. Men hvis 

liAniil/n !: 1 

KOROLLAR 8.1 1 r(A) =lim IIAnlll/n. 
n~ 

r(A) < l fås af sætning 

for alle tilstrækkelig 

Dermed er sæt-

BEVIS: Vi ved allerede at r( A) !: liAn lil/n for alle n e IN; endvidere 

kan . t.l . t >O r· d t h l t l k så liAkill/k < r(A) + ". vt, t gtve c tn e e et a ._ 

-
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Hvis n E IN, kan vi dividere: 

n=p k+q, 
n n 

hvor resten ligger mellem O og k-1. Da 

IIAnll = IIApnk+qnll ~ IIAkllpn IIAqnll, 

har vi at 

Da q < k, vil ~In -7 O, når n -7 oo, så p k/n -7 l, når n -7 oo, 
n n 

og derfor vil p /n -7 1/k, når n -7 oo. Altså vil liAklipn/n -7 IlA kill/k 
n 

og IIAIIq/n -7 l, når n -7 oo. Heraf følger at liAniil/n < r(A) + c for 

alle ti lstrækkelig store n E IN. Dermed er korollaret bevist. 

Den næste sætning har ikke direkte med det foregående at gøre; den 

bliver brugt nedenfor. 

SÆTNING 8.12 En lineær afbildning A og dens duale A' has samme 

spektrum. 

BEVIS: Hvis A bringes på (øvre) triagonalform, vil også A' være 

(nedre) triagonal, når den udtrykkes i den duale basis. Heraf følger 

påstanden, idet egenværdierne for A er diagonalelementerne i triago

nalformen. 

Heraf fås umiddelbart følgende. 

KOROLLAR 8.13 At -7 O for t -7 oo hvis og kun hvis (A')t -7 O for 

t -7 00. 

·. 

Som allerede brugt flere gange er .f(U) et endelig dimensionalt 

vektorrum, når U er endelig dimensional, og det er derfor licegyldigt 

hvi lken norm vi lægger på .f(U): alle normer er ækvivalente. Denne 

bemærkning gælder specielt hvis U = ICn. Dette giver os mulighed for at 

opstille en simpel tilstrækkelig betingelse for at et lineært diffe

rensligningssystem med konstant koefficientmatrix A er stabilt, nemlig 

Sydsæters Sætning 17.8 

SÆTNING 8.14 Hvi s A = [a l er en n x n matrix for hvilken 
l j 

'n la l < l, for alle i = 1, 2, .. ,n, 
L.j= t ij 
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så vil At -7 O for t -7 oo. 

Tilsvarende vil A t -7 O for t -7 oo hvis der for søjlesummerne gælder 

"n l a l < l, for alle j = 1,2, .. ,n, L...l =l lJ 

BEVIS: Argumentet har en del tilfælles med det vi gav for sætning 8.5: 

vi definerer en passende norm på .f(C
0

), for hvilken det er klart at 

A t -7 O f o r t -7 oo. 

Først udstyrer vi c" med den kanoniske basis {e , e , .. , e } og 
l Z n 

betragter en vilkårlig lineær afbildnings matrixrepræsentation i denne 

basis. Dernæst normerer vi c" med l-normen, dvs. for 

X := (x , .. ,X ) E C
0 

J n 
sætter vi 

lix li n l l ·= x 
l . L J=J J . 

Vi normerer også .f(Cn). Lad A :=(a 
l J 

l være en vilkårlig nxn 

kompleks matrix. Vi opfatter altså A som en lineær afbildning af 

ind i sig selv. Sæt 

11 A 11 : = max L l a l· 
J k kj 

t" 

IIAII er altså den største søjlesum (af de numeriske matrixindgange). 

Som bekendt er den j. te søjle i A 

se af IIAII er 

A(e ), 
J 

så en ækvivalent beskrive!-

IIAII := max IIA(e )11 . 
J J l 

Vi noterer straks de relevante grundegenskaber: Det netop definerede 

IIAII er en norm på .f(t") der opfylder 

a) IIAxll ~ IIAII llxll , for alle A E .f(tn) og alle x E t". 
J l 

b) liABil ~ IIAIIIIBII, for alle A, B E .f(t"). 

At IIAII er en norm på .f(t") er rutine (opgave). For a) lader vi 

x := (x , .. ,x ) og A := (a ). Så er den i. te koordinat i Ax givet 
l n lJ 

ved " n a x og derfor er 
L.. J=l IJ j' 

IIAxlll = L 1:11 L J:I alJ xJ l ~ L l:I L J:I l alJ xJ l = 

L 
n 

L J:J l l n [ n l l J l l a x = L J=! L 1=1 a x 
1=1 l j J l J J 

~ li All LJ:J l x l = IIAII lix li 
J l 

For at bevise b) kan vi så bruge a): Idet 

IIAB(e )11 ~ IIAIIIIB(e )11 f or hvert j = l, 2, .. , n, 
J l J l 

er 
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liABil := max IIAB(e )11 s max IIAIIIIB(e )11 
J J l J J l 

= IIAII max IIB(e )11 
J J l 

= liAliliBil, for alle A, B E f(Cn) 

Specielt følger heraf at hvis IIA II < l så vil At ~ O for t ~ oo, 

thi IlA til ~ liAlit og liAlit ~ O for t ~ oo. 

Vores sætning følger nu umiddelbart: den givne betingelse er jo 

netop at IIAII < l. 

Sætningens sidste påstand er en konsekvens af sætning 8.13. 

8. 2 STABILITET AF LINEÆRE DIFFERENTIALLIGNINGER 

Vi betragter et lineært differentialligningssystem 

x'(t) = A(t) x(t) + b(t), t E [O,oo[. (*) 

Her er A en nxn koefficientmatrix, hvis indgange er defineret og kon

tinuerte på [O,oo[, b( ) : [O,oo[ ~ Cn er en kontinuert funktion og x( ) 

: [O,oo[ ~ Cn den søgte løsning, jvf. eksistens- og entydighedssætningen 

(kap. S). Lad c" være normeret, f.eks. med l-normen 

å ~~"" normer p ~~" er ækvivalente, skriver vi blot 11 Il. 

11 11 . 
l 

Da alle 

Et punkt a E ren kaldes et Ligevægtspunkt (eller en LigevægtstiLstand) 

for (*) hvis A(t)a + b(t) = O for alle t E [O,oo[. Et ligevægtspunkt 

er altså en konstant løsning til (•). 

Vi siger at ligevægtstilstanden a E en er gLobalt asymptotisk stabil 
, 

hvi s enhver løsning til (*) konvergerer mod a for t ~ oo, altså hvis 

det for enhver funktion x(t) : [O,oo[ -? Cn, for hvilken x'(t) = A(t) 

x(t) + b(t) for alle t E [O,oo(, gælder at lim llx(t) - all = O. 
t~ 

BEMÆRKNING Hvis et ligevægtspunkt a er globalt asymptotisk stabilt, så 

har systemet (• ) ikke andre ligevægtstilstande. Specielt har ligningen 

A(t)a + b(t) = O kun en løsning. 

SÆTN ING 8.15 Lad a E ren være et ligevægtspunkt for det lineære system 

(*). Så er a en globalt asymptotisk stabil ligevægtstilstand hvis og 

kun hvis det om enhver løsning x 
o 

ti l den t i l svarende homogene ligning 

x'(t) = A(t) x(t), t E [Ooo[, gælder at x (t) -? o 
o 

for t -? (X), 
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BEVIS: Lad L betegne løsningsrummet til den til o 
svarende homoge-

ne ligning x'(t) = A(t) x(t). Vi ved at L er et n dimensionalt vek-
o 

torrum. Hvis er en ligevægtstilstand for (•), er a specielt 

en løsning og derfor er a + L løsningsmængden for 
o 

(.). Antag a er 

et globalt asymptotisk stabilt ligevægtspunkt. Hvis x E L så vil a + o o 
x (t) -7 a for t -7 oo, dvs. at 

o 
x (t) -7 O for t -+ oo. 

o 
Hvis det omvendt 

gælder at ethvert element L o 
konvergerer mod o for 

ligevægtspunkt a nødvendigvis globalt asymptotisk stab i l t. 

t -7 oo, så er et 

Da vi kender L o når A (•) er konstant, kan vi give en præcis be-

skrivelse af global asymptotisk stabilitet i det tilfælde. 

SÆTNING 8.16 Lad x' (t) = A x(t) + b, t E [O,oo[ være et lineært diffe

rentialligningssystem med konstante koefficienter A og konstant inhomo

genitetsled b. Antag a er en ligevægtstilstand for dette system. Så 

er a globalt asymptotisk stabilt hvis og kun hvis alle egenværdier for 

A har negativ realdel. 

BEVIS: Ifølge sætningen på noternes s . ._5~.os-er 

t ioner af formen tJ e;u, hvor ~ gennemløber 

L frembragt af funk-
o 

o-( A) og O ::!: j ~ L -l, 

med som betegnelse for rodmultipliciteten af ~ (som rod i det karak-

teristiske polynomium for A). 

ensbetydende med at J e~t -7 O 

Global asymptotisk stabilitet er altså 

for t -7 00 og derfor ensbetydende med at 
~t 

e -7 O for t -7 oo (husk bemærkningerne om , størrelsesorden fra Mat IMA). 

Da l e~t l = l e(Re~+iim~)t l Re~ t Re~ t = e / og e -7 O for t -7 oo hvis og kun hvis 

Re~ < O, følger sætningen. 

BEMÆRKNING Et lineært system med konstante koeffic ienter, der har en 

globalt asymptotisk stabil ligevægtstilstand, må altså have en invertibel 

koeffi c ientmatrix A. Dette følger af sætning 8.16. Det følger også af 

at ligningen A a + b = O har entydig løsning. 

Betragt så ti !s varende en enkel t n. te ordens l ineær differential! igning 

med konstante reelle koeffi c ienter 

x<nl(t) + a x(n- l)(t) + + a x'(t) + a x(t) = b, t E [O,oo[ (**) 
l n-1 n 

En konstantfunktion a, der løser denne ligning kaldes en lige vægtsti Is-

tand. Hvi s enhver løsning x(t) til ( .. ) konvergerer mod a for t -7 
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oo, siger vi at ligevægtstilstanden a er gLobalt asymptotisk stabiL 

Der gælder som ovenfor: 

8.10 

a) En konstantfunktion a er en globalt asymptotisk stabil ligevægtstil

stand hvis og kun hvis a er en ligevægtstilstand og enhver løsning til 

den homogene ligning 

x(n)(t) + a x<n-ll(t) + ... + a x' (t) + a x(t) = O, t E [O,oo[, 
l n-1 n 

konvergerer mod O for t -7 oo. 

b) En ligevægtstilstand a er en globalt asymptotisk stabil ligevægts

tilstand for (**) hvis og kun hvis alle rødderne i det karakteristiske 

polynomium 
..,. n + a ..,. n-l ..,. 
1\ 1\ + ... +a 1\+a 

l n-1 n 

har negativ realdel. 

c) Førsteordensligningen x' (t) + a x(t) = b har 
l 

symptotisk stabil ligevægtstilstand hvis og kun hvis 

d) Andenordensligningen x"(t) + a x'(t) + a x(t) = 
1 2 

b/a som globalt a
l 

a > O. 

b 
1 

har b/a som x'"0V 
2 

globalt asymptotisk stabil lige'vægtstilstand hvis og kun hvis a, a > O. 
l 2 

e) Hvis (••) har en globalt asymptotisk stabil ligevægtstilstand, så er 

alle koefficienterne a , .. , a > O. 
l n 

Som antydet er det her behandlede stabilitetsbegreb meget restriktivt, 

bl.a. fordi ligningen A(t)a + b(t) = O nødvendigvis må have entydig 

bestemt løsning. Et mere generelt stabilitetsbegreb er det der kaldes 

Liapunov's: Hvis (*) har ligevægtstilstanden a og hvis det om a 

gælder, at enhver løsning x( ), hvis begyndelsesværdier (initialværdier) , 
x(O) ligger nær a, "holder sig i nærheden af a" for alle t > O, 

' 
siger vi at a er Liapunov-stabilt. Præcist: Ligevægtstilstanden a 

skal opfylde at t il ethvert c E IR findes der o E IR således at hvis x( 
+ + 

: [O,oo[ ~ ten er en løsning til (•) for hvilken llx(O)-all < o så er 

llx(t)-all < c for alle t > O. Vi har hermed defineret Lyaponov

stabilitet. 

Hvis der yderligere gælder følgende: Hvis a er en Liapunov-stabil li

gevægtstilstand og hvis der findes et ~ E IR med den egenskab at hvis 
+ 

x(t) : [O,oo[ ~ !C
0 er en løsning til (*) for hvilken llx(O)-all < ~ så er 

lim llx(t)-all = O, så kaldes ligevægtstilstanden (LokaLt) asymptotisk 
t-7oo 

stabiL. 
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Vi skal se at for lineære systemer er der faktisk ingen forskel på lokal 

og global asymptotisk stabilitet (hvorimod Liapunov-stabilitet er et ægte 

svagere stabilitetsbegreb). 

SÆTNING 8.17 Antag a er en ligevægtstilstand for det lineære system 

(•). Så er a E c" en globalt asymptotisk stabil ligevægtst ilstand hvis 

og kun hvis a er lokalt asymptotisk stabil. 

BEVIS: Vi begynder med at vise at en globalt asymptotisk stab i l tilstand 

er Liapunov-stabil. Lad altså a E c" være en globalt asymptotisk stabil 

ligevægtsti l s tand . Af sætning 8.15 ses at hvis L er løsningsrummet for 
o 

det tilsvarende homogene system, så vil x (t) ~ O for t ~ oo, for et
o 

hvert x o 
{y ' .. ,y } 

l n 

E L . o 
for 

hvor {e , .. e } 
l n 

Da L o 
er n-dimensionalt, kan vi vælge en basis 

L. 
o 

Vi kan forudsætte at 

er standardbasen 

y (0) = e, j = l, .. ,n , 
J J 

denne påstand følger af eksi-

stens- og entydighedssætningen. Da alle e lementer i L konvergerer mod 
o 

o for t ~ oo, gælder dette også basiselementerne y . 
J 

Specielt vi l funk-

tionerne yJ være begrænsede på 

E IR således at 
+ 

Ily (t)ll :5 M, 
J 

[O,oo[. Der findes altså en konstant M 

j = I, .. ,n. 

Lad nu c E IR være givet. 

for alle t E [O,oo[, og 

Vi skal finde o E IR med den egenskab at 
+ + 

11 L c y (0)11 < o medfører at 11 L c y (t)ll < c. 
J J J J 

Men som vi har valgt yJ gælder jo at L c y (0) = L c e = 
J J J J 

(c , .. ,c ), så hvis vi f.eks. bruger l-normen i c", betyder betingel
l n 

sen 

11 L c y W> 11 < o 
J J 

simpelthen at L l eJ l < o. 
Størrelsen 11 L ej y/t)ll kan vurderes således: 

11 L ej Y}t)ll :5 L l ej l lly}t)ll :5 L l eJ l M, for alle 

Heraf følger at hvis L j eJ l < o så er 11 L eJ y/t) 11 < o M, 

t E [ O,oo[. 

for alle t 

E (O,oo[. Hvis vi derfor vælger o = e/M, har vi vist at a er Liapunov

stabi lt. 

Det føl ger herefter umiddelbart af sætning 8.15 at a er lokalt asymp

totisk stab i l t . Lav ræsonnementet! 

Vi mangler så at vise at lokal asymptotisk stab i l itet medfører global 

asymptotisk s t ab i l i tet. Antag a E c" er et Liapunov-stabi l t ligevægts-

punkt for hvilket der findes et ~ E IR med den egenskab at for enhver 
+ 

, 

li 

.. 



,, 

j) 

løsning x(t) : [O,oo[ -7 te" til (•) for hvilken llx(O)-all < ~ gælder 

lim llx(t)-all = O. Ifølge sætning 8.15 skal vi vise at enhver løsning 
t~ 

x til den homogene ligning konvergerer mod O for t ~ oo. Hvis x er 
o o 

en sådan løsning, kan vi vælge s E IR tilstrækkelig lille, så 
o + 

lis x (0) 11 < ~. o o Da er x := a + s x en løsning til (•) der opfylder at 
o o 

llx(O) - all = lis x 11 < ~. o o Altså er lim x (t) = O. Men så er a glo
t~ o 

balt asymptotisk stabilt, ifølge Sætning 8.15. 

EKSEMPEL Betragt det homogene system x' = -x+y, y' = x-y med koeffi-

cientmatrix [-l l] og karakteristisk polynomium 2 altså A:= 
l -1 

(-1-A) - l, 

egenværdier o og -2; vi konstaterer straks ud fra sætning 8.16 at 

(0,0) ikke er globalt asymptotisk stabilt, og altså heller ikke lokalt 

asymptotisk stabilt (sætning 8.18). Da ker A = IC(l,l), er enhver vektor 

af formen (a, a) en ligevægtstilstand. Løsningsmængden L er åbenbart 
o 

beskrevet som det to-dimensionale vektorrum 
-2t -2t 

L = { (c + c e ,c - c e ) c ,c E IC }. o l 2 l 2 12 

Vi normerer IC2 med l-normen. Vi kan så vise at enhver ligevægtstilstand 

(a,a) er Liapunov-stabil: Lad c E IR . Hvis en løsning 
+ 

-2t - 2t x(t) = (c + c e ,c - c e ) 
l 2 l 2 

for et indtil videre uspecificeret positivt o opfylder at llx(O)-(a,o:) Il = 

ll(c +c -a,c -c -o:)ll = le +c -al+lc -c -al< o, 
12 12 12 12 

så er lc
1
-al < o/2 og lc

2
1 < 3o/2. For afstanden llx(t)-(a,o:)ll får vi 

så 

llx(t)-(a,a)ll = lc
1
+c

2
e-zt_o:l+lc

1
-c

2
e-2t-al = 

l c +c e -2
t +c -c -a l +l c -c e -2

t -c +c -a l ~ l c +c -a l +l c -c - a l + 
12 22 12 22 12 12 

z l c 21 l e-2t-Il < 

o+ 2lc
2

1 < 4o. 
Hvis vi vælger o c/4, ser vi dermed at (a,a) er Liapunov-stabilt. 

Eksemplet antyder at situationen alment er som den næste sætning 

beskriver. 

SÆTNING 8.18 Betragt det lineære differentialligningssystem x' (t) = A(t) 

x(t) + b(t), t E [O,oo[,(•) 

og antag at a E IC" er en ligevægtstilstand for (•). Så er følgende tre 

udsagn ækvivalente. 
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a) Ligevægtstilstanden a E c" for {*) er Liapunov-stabil. b) Alle 

ligevægtstilstandene for (*) er Liapunov-stabile. 

c) Enhver løsning til det homogene system x'(t) = A x(t), t E [O,oo[, 

er begrænset. 

Hvis A og b er konstante er udsagnene ensbetydende med følgende. 

d) Alle egenværdier A for A opfylder følgende betingelser: 

hvis A er en simpel rod, så er ReA ~ O 

hvis A er en multipel rod, så er Re;\ < O. 

8.13 

BEVIS: Vi viser først at hvis A og b er konstante, så er c) og d) 

ækvivalente. Da løsningsrummet L til den homogene ligning er udspændt af 
;\t 

0 
funktionP-r af formen tJ e hvor A gennemløber o-(A) og O ~ j ~ t-l 

(med t, som ovenfor, som betegnelse for rodmultipliciteten af A som 

rod i det karakteristiske polynomium for A), er begrænsethed af en vil

kårlig løsning til det homogene system ensbetydende med at tJ eAt er be-

grænset på [O,oo[. Hvis 
;\t 

med begrænsethed af e 

A E a-(A) er en simpel rod er 

Da l e"t l = le( Re;\+i.im;\)tl 

dette ensbetydende 
ReAt ;\t = e er e 

begrænset hvis og kun hvis 
Re;\ t 

e er begrænset, og dette er tilfældet 

hvis og kun hvis Re;\ ~ O. Hvis ;\ E a-(A) er en rod af multiplicitet e > 

l, er enhver løsning til det homogene system begrænset hvis og kun hvis 

/-l eAt er begrænset, og da denne begrænsethed indtræffer præcis når 

Re;\ < O, er ækvivalensen af c) og d) klar. 

Vend nu ti l bage ti l de generelle antagelser om A og b. Vi viser a) ~ 

c) og forud sætter altså at ligevægtstilstanden a E c" er Liapunov-
• 

stabil. Lad c = l og vælg o E IR således at enhver løsn ing x til det 
+ 

givne system, f or hvilken lla-x(O)II < o, opfylder at lla-x(t)ll < l for 

alle t E (O,oo(. Vi argumenterer som i beviset for sætning 8.17. Lad x 
o 

være en løsning til den homogene ligning og vælg s 
o 

E IR så 11 s x (O) 11 < • o o 
o. Da lla-(a+s x (0))11 = lis x (0)11 < o,følger heraf at 

o o o o 
lla-(a+s x {t))ll < 

o o 
f or alle t E (O,oo(, dvs. lix (t)ll < I/s for alle t 

o o 
E l O,oo(. Her-

med har vi vist a) >$ c). 

Det er kl art at b) medfører a), så vi mangler blot at vise c) ~ b). 

Hvis c) er opfyldt, lader vi c være en ligevægtstilstand og antager at 

c E IR 
+ 

e r givet. Vi skal finde med den egenskab at hvis x er 
o o E IR 

en løs ning til den homogene ligning, som opfylder at lix (0)11 < o, 
o 

så er 

lix (t)ll < c 
o 

sætning 8. 17. 

for alle t E (O,oo(. 

Lad {y •... ,y } 
l n 

Igen bruger vi ideer fra beviset for-

være en basis for løsningsrummet L o 
til 

[ 

t 

1 

l 
.J 



l 
t 
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den homogene ligning, valgt således at Y}O) = ej' j = l, .. ,n. Under 

antagelsen c) findes en konstant M så Ily (t)ll < M for alle t E [O,co[ 
J 

og a lle j = l, .. ,n. Idet x
0

(t) = L ej yj (t), er 

x (O) = L c y (O) = L c e = (c , .. ,c ), 
O jj jj l n 

og derfor er llxo(O)II =L icji og llxo(t)ll =ur ej Y}t)ll ~L lcjiM. 

Altså indser vi, ganske som ovenfor, at hvis c E IR er givet og hvis vi 

lader o := e/M, så vil lix (O) 11 < o medføre at 
o 

t E [O,oo[. Det beviser Liapunov-stabiliteten af c: 

+ 

lix (t)ll < c for alle 
o 

hvis x er en løs-

ning til (*) for hvilken llc-x(O) II < o, kan vi skrive x = c + x . o 
Funktionen x o 

er da en løsning til den homogene ligning, for hvilken 

lix (0)11 < o. 
o Altså er llx(t)ll<c 

o 
for alle t E [O,oo[. Derfor er 

Ile-x( t) 11 < c for alle t E [O,oo[. Det var den sidste implikation og der-

med er sætningen bevist. 

BEMÆRKNING OM STABILITET AF EN N.TE ORDENS LINEÆR DIFFERENTIALLIGNING 

Betragt en n. te ordens lineær differentialligning med konstante reelle 

koefficienter 

x(n)(t) + a x<n- l)(t) + ... + 
l 

Liapunov's stabilitet: Hvis (*) 

a x' (t) + a x( t) = b, t E [O,oo[ (**) 
n-1 n 

har ligevægtstilstanden a og hvis det 

om a gælder, at enhver løsning x( ), hvis be~yndelsesværdier (initial

værdier) ligger nær a, "holder sig i nærheden af a" for alle t > O, 

siger vi at a er Liapunov-stabilt. 

Anvendelsen af navnet Liapunov nødvendiggør to checks: 

l) Hvis n = 1 bør begrebet stemme overens med det allerede indførte. 
l 

Det er klart, at dette er tilfældet, hvis vi blot bruger den præcise defi-

nition som den står formuleret på s. 8.10. 

2) Anderledes kan det tage sig ud hvis n > l, thi så involverer begyn

delsesbetingelserne på en løsning x jo de afledede x(Jl(O), for j = 
0, .. ,n-l. Ligningen (**) kan oversættes til et førsteordens system med n 

ligninger; det vil være rimeligt om en ligevægtstilstand a til (U) er 

Liapunov stabil præcis når a (eller rettere (a,O, .. ,O)) er en Liapunov 

stabil tilstand for det oversatte system. 

Lad ( .. ) være oversat til 

~'(t) = A ~(t) + Q, t E IR, (*U) 

hvor som sædvanlig 

... 

j 
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En løsning til 

A [_: 
n 

-a 
n-l 

(•••) er af formen 

~.J og b.- [a 
, (n- l) 

(x(t),x (t) , .. ,x (t)), og 

løses af første-koordinaten x(t). Og omvendt. 

(**) 

For (•u) er Liapunov stabilitet følgende: Ligevægtstilstanden 

(a, O, .. ,0) er Liapunov-stabil hvis der til ethvert c E IR findes o E 
+ 

IR så det om enhver løsning (x(t),x'(t), .. ,x<n-l)(t)) til (•••) gæl-
+ 

der at hvis 

j(a-x)(Jl(O) j <o, j= 0,1, .. ,n-l 

så er 

l a-x( t) l < c, 
+ 

alle t E IR . j = l, .. ,n-1, 

(den valgte form af ulighederne svarer til at ro-normen er blevet brugt 

!C n). 

8.15 

Ud fra ønsket om at en ligevægtstilstand a til (U) bør være Liapu

nov stabil præcis når (a, O, .. ,0) er en Liapunov stabil tilstand for det 

oversatte system (•••), definerer vi som følger: 

Ligevægtsti 1standen a for (••) er Liapunov-stabil hvis der til et-

hvert c E IR findes o E IR så det om enhver løsning x(t) (**) til 
+ + 

gælder at hvis 

!a- x(O)I <o, !x(Jl(O) I <o, j= l, .. ,n-1 

så er 

l a-x(t) l < c, j ;:: l, .. ,n- 1, alle t E IR . 
+ 

Trods den tilsyneladende komplicerede formulering af betingelserne kan 

vi udnytte bevisideerne i sætning 8.18 til at vise følgende 

SÆTNING En ligevægtstilstand for ( ... ) er Liapunov stabil hvis og kun 

hvis enhver løsning til den homogene ligning 

x<nl(t) + a x(n-ll(t) + ... + a x'(t) + a x(t) = O, t E (O,oo[ 
l n - 1 n 

er begrænset på ( O,oo(. 

BEVIS: Lad L være det n-dimensionale løsningsrum til den homogene lig-o 
n ing. 

Så ved vi at løsningsmængden L til den givne ligning c••J opfylder 

L = {a} + L. o 
Hvis a er Liapunov-stabil , og hvis y er en vilkårlig given løsning til 
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den homogene ligning så er a + ~ y E L for ethvert ~ E IR . 
+ 

Til givet 

c E IR giver Liapunov-stabiliteten os et o E IR . Det er klart at for 
+ + 

tilstrækkeligt lille ~ vil ulighederne 

l [a-(a+~ x)](j)(O) l < o, j = 0,1, .. ,n-1 

alle kunne opfyldes. Fasthold et sådant positivt T. Konklusionen bliver 

så at 

l (j) l T x (t) < c, j = O,l, .. ,n-1, alle t E IR . 
+ 

Det betyder åbenbar t specielt at der findes m EIR så l x (t) l < m f o r 
+ 

alle t E IR : vi kan jo lade m : = e/T. Dermed har vi vist at Liapunov-
+ 

stabilitet af a tvinger L til at indeholde lutter begrænsede funktioner. 
o 

Hvis det omvendt er forudsat at alle funktioner i L er begrænsede, o 
og hvis vi udnytter vor viden om udseendet af disse funktioner, nemlig at 

L udspændes af funktionerne tj e.ht, hvor .h gennemløber rodmængden 
o 

til det karakteristiske polynomium, og j værdierne 0, .. ,(rodmultipli
jAt 

citeten af A) - l, så er altså alle disse funktioner t e begrænse-

de. Hvis A er en simpel rod, er der kun den ene funktion e At at be-

tragte, og vi slutter at Re A :<: O; hvis A er en multipel rod, s lutter 

vi at Re A < O. Bemærk at enhver afledet af en sådan funktion også er 

IR. 
+ 

begrænset på hele 

Vælg en basis 

det j. te element i 

står for vektoren 

{y/ for L
0 

der opfylder at y}O) = ej. Her er 

standardbasen som sædvanlig. Betegnelsen 
, (n-1) 

(yj,yj , .. ,y j ), ganske som vi brugte under-

stregningen da vi indførte ligningssystemet 

er altså valgt så dets (j-l)ste afledede i O 

(* .. ). Basiselementet 

har værdien l, mens alle 

øvrige afledede O er lig O. Lad også tallet M være valgt så 

l Y/kl(t) l < M, for alle t E IR+. alle j = l, .. ,n og alle k = 
O, l, .. , n-l. Denne begrænsethedsbetingelse kan, som nævnt, opfyldes, da 

løsningerne har den ovenfor nævnte form 

sent l i g pointe. 

overvej dette; det er en væ-

Lad c E IR være givet. For at checke Liapunov-stabilitet skal vi 
+ 

finde o E IR der opfylder at hvis x 
+ 

er en løsning til for hvil-

k en 

ja-x(O)j <o, lx(jl(O)I <o, j= l, .. ,n-1 , 

så er 

l a-x(t) l < c, j = l, .. ,n-1, alle t E IR . 
+ 

Da z := x - a er en løsning til den tilsvarende homogene ligning for 
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hvilken 

l z<J-1>(0) l < o, j = l, .. ,n, 

d " Id d altså at z(J- l)(O) = c y <J-1)(0) = c og a z = L eJ yj' gæ er er J J J' 

d b t . l l z<J- 1>(0) l .s: · l k d kk b t. l vs e mge sen < v, J = , .. ,n an u try es som e mge -

sen 

le l <o, j= l, .. n. 
J 

Dermed er vi i en situation vi har set tilsvarende før: Idet l z( t) l :!: [ 

l c l l y (t) l ~ [ o M = n o M, kan vi ved at vælge o := c/(nM) opnå det 
J J 

ønskede resultat, at vores betingelse for Liapunov stabilitet er opfyldt . 

" 

/ 
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9. PERRONS SÆTNING 

MOTIVERENDE EKSEMPEL 9.1 ("Subsidieproblemet"). Et antal producenter, 
f.eks. k ialt, indgår i en statsstøttet samproduktion, hvor hver produ
cent gør brug af både sin egen og de andres produktion i forarbejdnings
processen. Den samlede statsstøtte ligger fast og for dette støttebe-
løb, som vi vil kalde c:r, ønsker staten størst mulig totalproduktion. 
De samarbejdende producenter ønsker støttemidlerne fordelt retfærdigt, 
dvs. ingen producent ønsker at bruge en større andel af subsidierne til 
dækning af egne produktionsomkostninger end den del af subsidierne han 
modtager ved salg til de øvrige producenter . Alle f irmaerne er villi-
ge til at overholde de produktionskvoter, som en sådan retfærdig for
de l ing af støtten måtte give an ledning til. Kan en retfærdig forde-
ling af statsstøtten foretages? 

Producenterne fordeler støtten efter følgende princip: For at "få 
lov til" at deltage i samproduktionen betaler producent nr . j et vist 
beløb, kald det ciJ. til producent nr. i for hver produceret enhed af 

sit eget produkt, nr.j. Bruger vi betegnelsen u for den i. te produ-
l 

cents årl ige totalproduktion, får vi at producent nr.j afgiver ialt (pr. 
år) 

\' c u - (\' c ) u = 'Y u 
L l lJ J - L l lJ J 0 J J' 

hvor vi har indført 0 := \' c . Tilsvarende modtager producent nr.j 
J Ll lj 

fra de andre 
\' c u 
L l Jl 1' 

Nettof orbruget af støttemidler for producent nr.j bliver altså 

VJ := oJ UJ - L l CJl U1. 

Da ingen producent ønsker at udbetale mere end den modtagne statsstøtte, 
må vi have at hvert v = O, altså at 

J 

uJ = [ 1 (eJ/~) u1 

for hvert j = l, .. ,k. Endvidere må vi have at 
u >" O for hvert j = l, .. ,k. 

J 

(a) 

(b) 

Endelig vil kravet om størst mulig produktion kunne formuleres som kra-
vet at 

[u ~ [x 
J J 

for enhver "retfærdig" produktion (x •.. ,x ), 
l k 

dvs. enhver produkt ion 

der også opfylder kravet om optimal subsidiefordel ing: 
o < x = [ (c lo ) x . 

J l Jl J l 

Selv om ligningssystemet (a) skulle have ikke-trivielle løs ninger, er 
det ikke f orlods klart at der er positive løsninger. Og kravet (c) om 
størst mulig produktion gør ikke sagen spor bedre. 

(c) 

Ikke desto mindre skal vi i dette afsnit bevise en sætning (som blev 
vist af den tyske matematiker Perron i 1905), de r er svar et på alle vore 
bønner. Hans sætning siger fø lgende: Hvis der foreligger en matrix 
A med lutter positive indgange a (og det gør der her, med a .-

IJ IJ 
c lo ), så er spektra lradius r(A) for denne matrix nødvendigvis en 
lj l 

egenværdi, dvs. A har nødvendigvis en "stor" positiv egenværdi. Yder-
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mere er denne positive egenværdis egenrum l-dimensionalt, og - aller
bedst, næsten - der findes en egenvektor u = (u , .. ,u ) med lutter po-

l k 

sitive koordinater hør ende til denne egenværdi . 
Disse udsagn kan vi oversætte til en løsning på subsidieproblemet. 

Vi lader a ltså A := [a l være den kxk matrix for hvilken a = 
lJ lJ 

c l'(. 
lJ l 

Da samtlige matrixindgange er positive, fo r tæller Perron os at 

ligningen Au = r(A) u har en positiv løsning u := (u , .. ,u ), dvs. 
l k 

u > O for a lle j = l, .. ,k. Hvad er r(A) her? 
J 

Multiplicerer vi ligningen Au = r(A) u fra venstre med rækkevekto
ren g' := ('( , .. ,'( ) får vi g' Au = r(A)g'u. Da 

l k 
k k 

(g' A) = L '1 (c 1-r ) = L c = '1
1
• 

l J= l J J l J J=l J l 
ser vi at g' A = g', så g ' Au = g' u. Altså er g' u = r( A) g' u. Da 
skalaren g'u "* O slutter vi at r(A) = l. Men det betyder jo netop at 
u t::r· en løsning til (a), som også opfylder (b). 

Perron fortæller os også at egenrummet ker (A-1) er l-dimensionalt, 
dvs. enhver løsning til (a) og (b) er et positivt multiplum af den 
vektor u vi lige har fundet. Lader vi derfor x betegne en vilkårlig 
produktion (altså en løsning ti l (a) og (b)) vil der gælde at x = 
-ru for et eller andet 1: > O. Totalproduktionen vil være 

L:x=L:-ru 
l l l l 

og dens totalomkostninger vil være L 1 -r u. Dette tal må ikke over-

stige totalstøtten 

og derfor er hvert 

er. 

x 
l 

l l l 

Altså vil den optimale produktion opfylde at 

LI '11 1: u l = 1: LI o l u l = (j. 
bestemt ved at 

x l = 1: u l = ((j ;z::, o l u l) u,· 

l denne forde l ing modtager producent nr. altså en statsstøtte af 
størrelsen 1 x . 

l l 

Vi ser altså at Perron har givet os den fuldstændige løsning på sub
sid ieproblemet : der er altid en løsning, og d~t endda uanset hvad 
enhedsudligningsbeløbene c er. 

IJ 

DEFINIT ION 9.2 a f positiv og ikke-negativ kxL matrix: Hvis M 

N er relle matricer, af samme dimension kxl, skriver vi M ~ N hvis 

m ~ ' for a l le = l, .. ,k, j = l, .. , L, og M > N hvis m > 
IJ l j l j 

n for alle l = l, .. ,k, j = l, .. ,l. 
IJ 

Hvis M ~ o siger vi at M er 

ikke-negativ. Gælder at M > o kaldes M positiv. 

Det vil altså f.eks. sige at [ l J ! J er positiv, mens [ ~ ~ J er 

ikke-negativ (men ikke positiv). En ikke- negativ, men ikke positiv 

matrix behøver altså ikke være nul! 

LEMMA 9.3 Hvis O "* x ~ O er en k x l matrix (al t så en søjlevek

t or) og A > O er en n x k m a t r i x, så er A x > O. 

og 

-
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BEVIS: L ad a' være en af rækkerne matricen A. Så er a' en posi

tiv rækkevektor. Hvis x 2:: O, så er a' x = E. a x 2:: O, og denne sum 
J J J 

er = O hvis og kun hvis hvert led a x = O. Da a > O, sker dette 
J J J 

hvis og kun hvis hvert x =o. 
J 

SÆTNING 9.4 Hvis A > O er en k x k matrix med spektralradius r(A), 

så er r(A) > O, r(A) E o-(A) og der findes en positiv egenvektor sva

rende til egenværdien r(A). 

BEVIS: Vi ved der findes A E C med l A l = r( A) for hvilket Ax = AX 

for passende valgt x ~ O. Hvis x = (x , .. ,x ) definerer vi 
1 k 

P:= (lx ,, .. ,lx l> 
l k 

og påstår at p er en egenvektor hørende til r( A). Da A x = AX, ved 

vi at for hvert i = l, .. ,k gælder at 
k 

A x = L J=taiJ x, 
l J 

og derfor at 

r(A)p k = lE J=laiJ xJI 
~ 

l 

L J~laiJ l x J l = L J:IaiJ PJ = (Ap),. 

Dermed har vi vist at r(A)p ~ Ap og altså at 

z := (A-r(A))p 2:: O. 

Hvis z ~ O får vi af lemma 9.3 at Az > O og da Ap 2:: O kan vi ved 

at gange Ap med et passende lille positivt c antage at Az 2:: c Ap, 

altså at c Ap ~ A(A-r(A>rp = A 
2
p-r(A)Ap. Af denne ulighed får vi at 

2 
A p 2:: (r(A)+c )A p. 

Dette kan også skrives som uligheden 

Sætter vi B 

hvilken 

A/(r(A)+c) Ap 2:: Ap. 

A/(r(A)+c), har vi altså en positiv matrix B for 

B Ap 2:: Ap. 

Heraf følger at B2 Ap 2:: B Ap 2:: Ap, og et lige-ud-ad- landevejen 

induktionsargument viser at 

Bn Ap A 2:: p for alle n e !N. 

Ifølge Sætning 8.8 gælder at rf ~ O for n ~ oo, altså at Bn Ap 

~ O for n ~ oo, hvoraf Ap = O, og derfor også r(A)p = O, idet j o 

O ~ r(A)p ~ Ap. Vi er dermed ramlet ind i en modstrid med antagelsen 
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om at z ~ o. Altså slutter vi at (A- r(A))p = O og har således ind-

set at r(A) er en egenværd i. Da r(A)p = Ap > o er p > o og 

r(A) > o og sætningen er bevist. 

L EMMA 9.5 Hvis j r z 1 =L jz j. så er alle l z l 
19 

hvor z = e . 
J J J J 

ikke afhænger af j. Tallene z er altså ensrettede. 
J 

BEVIS: Tegn et vektordiagram: læg vektorerne z. 
J 

forlængelse af 

hinanden og sammenlign længder! Se også opgave 76. 

SÆTNING 9.6 Antag at A > O. Hvis r( A) ~ A E o-( A), så er j A l < 

r( A). 

BEVIS: Vi skal vise at hvis A E o-( A) og l A l = r( A), så er A = 

r( A). 

e 

Vi kan starte ganske som i beviset for Sætning 9. 4: Hvis l A l = r( A) 

og vi har en egenvektor x = (x ... ,x ) 
l k 

for hvilken A x = A x, defi-

nerer vi 

p:= (lxl l ····lxkj) 

og får at A p = r(A) p. 

at 

Heraf fås for f .eks. den første koordinat p
1 

r( A) p = l A x l = l L a x l 
l l lj J 

~ L aiJI xJI = L atlJ = (A p)J = r(A) p •. 
, 

Men så må ~ midten være et lighedstegn, altså 

1\' a x l ="a lx J. 
L !J J L IJ J 

Af lemma 9.5 følger så at for alle j = l, .. ,k, dvs. de 

to vektorer x og p er proportionale. Da begge er egenvektorer, den 

ene hørende til A, den anden ti l r(A), må A = r(A). Dermed er sæt

ningen bevist. 

DEFINITION 9.7 af power bounded: En kvadratisk k x k matrix A = 

(a J 
l j 

er power bounded hvis der findes en konstant C 

om a lle 
n (n) 

potenser A = [a l gælder at 
( ) l J 

j a n iJI ~C for alle i,j = l, .. ,k og alle 

for hvilken det 

n E IN. 
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SÆTNING 9.8 Hvis en Jordanblok med A i diagonalen er power bounded 

så er l A l ~ l. Hvis specielt l A l = l er blokken en lxl blok. 

BEVIS: Dette er lemma 8. 9. 

LEMMA 9. 9 Hvis P og R er similære kxk matricer, så er P 

power bounded hvis og kun hvis R er power bounded. 

BEVIS: Vi kan vurdere direkte på matrixprodukternes indgange, idet 

p = Q R Q-1 

medfører 

For elementet 

(Pn) 
I,J 

får vi da, at hvis 

C . - max q Q l , l (Q - l) p, 
l,p,q,J l,p q,J 

og hvis 

(R n) ~ M, for alle 
p,q 

p,q = l, .. ,k og alle n E IN, 

så er 

l (Pn) l ~ [ C([ M C ) = k2 M C
2

, 
l,j p q 

for alle n E IN og alle i,j = l, .. ,k. 

KOROLLAR 9.10 Hvis A > O og r(A) = l så er A power bounded. 

BEVIS: Vi ved at er en egenværdi og at der findes en positiv 

egenvektor 

straks at 

y := (y , .. ,y ) hørende til 
l k 

n 
A y = y for alle n = 1,2, .. 

l. Af 

Lad 

Ay = y slutter vi 

y l 

max 
hhv. Y min' 

betegne den største, hhv. mindste, af koordinaterne til y. Så har vi 

følgende vurdering, som åbenbart gælder for alle i = l, .. ,k, for 

alle n E IN og for allP. m = l, .. ,k: 

Y ~ Y = L (A n) Y ~ L (A n) Y ~ (An) Y . 
max l j IJ J J IJ mln lm mln 

Altså er 

(A n) ~ y /y 
lm max mln 

for alle i,m = l, .. ,k og alle n E IN. Dermed er korollaret vist. 

BEMÆRK at det af korollar 9.10 følger at hvis B > O så er matrix

følgen {Bn/r(B)n} begrænset. 
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KOROLL AR 9.11 Hvis A > O har r(A) = J. er konvergent. 

BEVIS: Vi har lige indset at A er power bounded. Lad J være 

Jordanformen for A, og antag at A = Q J Q-1
• Så er J power 

bounded, i fl. lemma 9. 9. Hvis 

J=J 0 . . 0J 
l s 

er· opspal t n ingen af J dens Jordanblokke , er 
n n n 
J=J 0 .. 0 J, 

l s 

s;'\ hver b lok J er klart power bounded. Derfor kan sætn ing 9.8 bru-
J 

ges. llcr·a f ses at enten Pr J 
J 

en lxl blok bestående af et tal A 

ror hvil ket l A i = l, eller· også har· J en konstant d iagonal A 
J J J 

med l A l < l. O a A > o og r( A) = l, ved v i a t den eneste egenværdi 
J 

rned numerisk vær·di r( A) er r( A) selv. De l x l blokke J 
J 

med lA l 
J 

= 1, som J eventuelt indeholder, har altså A = l. 
J 

Af j n = J n 0 .. 0 J n 

vi l J n ~ O, 
J 

l s 

for· 11 ·) oo, 

ser vi at f or blokkene J med 

mens l x l blokkene J n 
J 

J 
er· konstante. 

< l 

ll;)!lSCl n. All s~ vil .In k d · envergere mo en mat n x K rler har· et 

c l i agona l c l Clnf'fl t på disse l x l blokkes plads og O på i) lir. øvr·igc 

All 1 'tllr•t ar· l x l blcJkkr: br: stflrnde af <' l l-tal CT' t.yd('ligvis dirnrn

•>i<lll<' rt af rgenn11nrrwt kcdA - ll. Vi skal st r·aks se at dc·nnc dimrnsion 

r• r l, <;;~led P<; at dr·r· f Akt ic;k i ovr.nst åcnrlc kil li for·f~komrnt~r en sådar1 l x l 

hlcJk. 

KIJRIJ I .I .AR 0. 1/ llvi ~; A > () s;'} 1·r· /\11 /r·(Af k n ll V!'r·gc•rtt. 

I·;Jkt ic..k t·r · JHJWI'f' I>•HI!!Cir·d og "l'( A) .s l" r•nsl>rtydcndr• l'•>r po~it i v<' 

111<1 t r ir·<·r·. l lt'fl fllctiH~If'JICI•· ir11pl ik;lt inn k Olllilli T lwr·: 

lll· \.'IS : t\til.tpl'!·,t•fl II III ,, ,., . .Il clc •J r irtclr ·•, r•t t ;ll M s!l .die- ptllc•fJ',I'f ' 

.. ," yldt·t .ti " l j li\ 1
1 

•• -:: M . 
• J 

l, l = 1 . .. ,k . ll\'i •: \'i l•rtl}'tlf'r den 

,,.,, .,, , li All. cf,.,. I,Jr·v illdf',., r t i l)l'vic.;r·t fnr S.r·trlilly, R. 1-l, <,r: r· vi ;o~t 
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IIA
0 11 s kM for alle n e IN. Al tså er 

r{ A) = lim IlA 0 11 1
/n ~ 

n -?<x~ 

11 A 0 11 1/n :S (kM)l/n, 

lim (kM)l/n = l. 
n -?<x~ 

så 

9.7 

SÆTNING 9.14 Hvis A > O er egenrummet ker(A-r(A)I) l-dimensio

nalt. 

BEVIS: Hvis x er en egenvektor hørende til den positive egenværdi 

r(A), så er Ax = r(A)x og derfor er A(Re x) + i A(lm x) = r(A)Re x 

+ i. r(A)Im x, hvor vi tager realdel og imaginærdel i hver koordinat 

af x. Da alle indgange i A er reelle (endda positive) er A(Re x) 

= r(A)Re x og A(lm x) = r(A)[m x; altså er både Re x og l m x 

egenvektorer hørende til egenværdien r(Al. 

Lad nu x betegne en vilkårlig reel egenvektor for A, hørende 

til egenværdien r(A). Ved evt. at gange med -1 kan vi forudsætte 

at mindst en af koordinaterne x er positiv. 
l 

Lad p være en positiv egenvektor hørende til r(A). Lad t := max 
l 

x /p. 
l l 

Så er t > O og da t p ~ x 
l l 

for hvert = l, ..• k (med = 
for mindst en værdi af i), har vi at tp - x ~ O, men at mindst en 

af koordinaterne tp - x er lig Ol. Hvis tp - x ~ O, slutter vi 

af lemma 9.3 at A(tp - x) > O, altså at A(tp - x) = r(A)(tp - x) > 

O; dcttet strider imod at mindst en koordinat i tp - x er nul. Det 

vil sige at tp - x = O, altså at x er et multiplum af p. 

Vender vi ti l bage ti l den oprinde! ige (muligvis komplekse) egenvek

tor x, ser· vi at Re x og lm x, og derfor x, er multipla af p. 

Ilermed er sætningen vist: · Egenrummet hørende ti l egenværdien r( A) 

er af dimension l. 

Oermed har vi hele Perron's sætning: Den består af sætning 9.4, 

sa~tning 9.6 og sætning 9.14. Vi formulerer den eksplicit: 

PERRON'S SÆTNINC Lad A > O være en positiv k x k matrix mf'd 

<;pcktralraditlS r(J\). Så er· r(A) > O, r(A) er· en r.genværdi og d!'l' 

findes en positiv egPnvektor hørcnciP. til egenværdien r(A). rgf'nrtllll -

11\C't kcdA- dA)I) er· cn-dirnr.nsiona lt . Alle' (l rHin~ egrnva'nli r1· A 

qpfyldt·r· rtt lAl " dAl. 
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Vi skal se hvorledes Perron's sætning kan bruges til at skaffe 

information om det asymptotiske forløb af potenser af en positiv ma

trix (med spektralradius l). Det viser sig at de "store" egenværdier 

for A og dens transponerede A' (samt d isses positive egenvektorer) 

dominerer i det lange løb. Mere præcist har vi følgende sætning. 

SÆTNING 9.15 Hvis A > O og p > O er en pos itiv egenvektor høren

de til egenværdien r(A), mens q > O er en positiv egenvektor for 

A' > O hørende til egenværdien r(A') = r(A), så er 

lim A 
0
/r(A)

0 = p q ' /q' p. 
n-7oo 

BEVIS: Lad B A/r(A). Så er B > O og dB) = l; af korollar 

9.12 fås derfor at L := lim 
n-7oo 

B
0 

eksisterer. Da BL = lim Bn+l 
n-7oo 

= L, ser vi at hver søjle i L er en egenvektor for B, svarende 

til egenværdien l. Hver søjle i L er således et multiplum af p. 

Vi kan skrive 

rlpl r2p1 r kp l 

[J L 
r1p2 r 2pz rkp2 

r'' hvor = = p r := 

rlpk r2pk rkpk 

Da A'q = r( A' )q = r(A)q, er B' q = q, således at 8'
0
q = q for 

alle n e IN. Da (8 ')0 = (B0
)' (idet det jo generelt gælder at 

(TS)' = S'T' ), ser vi at 8'
0 

-7 L' , og dette, kombineret med det 

lige observerede, medfører at _L'q = q. Ved transponering heraf får 

vi q' = q' L, og kombinerer vi dette med L = p r', får vi at q' = 

q'L = q' p r'. Da q' p er en skalar, er r' = q' /(q' p). Altså er 

L = p q' l (q' p). 

Hermed er sætningen vist. 

Der er en væsentlig pointe dette, som vi trækker ex p l icit frem: 

SPECIALTILFÆLDE 9. 16 Hvis A er en overgangsmatrix (A > O og alle 

søj lesummer er lig 1) , så kan q= <I, l , .. ,J> bruges i ovenstående. 

Altså: for en vi l k år l i g k x k overgangsmatrix A gælder at A' 

har vektoren q = <1, 1, .. ,1> som en positiv egenvektor hørende til 

egenværdien l. 
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Vort føljetoneksempel kan illustrere anvendeligheden af ovenståen-

de. 

EKSEMPEL 9.17 Mej erimarkedets ligevægtstilstand for t ~ to. 

Vi bruger igen det tredimensionale mejerimarked som eksempel, jvf. 

2.3. Tidligere er fundet at egenværdierne er l, 0.6 og 0.5. Ifølge 

sætning 9.15 er lim An = pq' /q' p, hvor p er en positiv egenvektor 

for A hørende til l , mens q' = <1,1,1>. Som p kan vi bruge 

<9,7,4>'. Altså vil 

[
9 9 9] A n ~ 1/20 7 7 7 , 
4 4 4 

for n ~ to. Bemærk at det er den "normerede" positive egenvektor 

hørende til l ("normeret" hentyder til at søjlesummen er 1), der 

forekommer i alle søjlerne. Bemærk også at sådan må det altid være 

for overgangsmatricer, fordi egenvektoren q da har denne specielle 

form. 

Hvis markedets initialsituation er givet ved vektoren v := 

<v , v , v >, vil udviklingen være beskrevet ved 
l 2 3 

Anv n = l 2 , , , .. 

derfor i det lange løb konvergere mod 

= 1/20 
[

9(v +v +v )] 
l 2 3 7(v +V +v ) . 
l 2 3 4(v +v +v ) 
l 2 3 

og vil 

Det er således kun markedets samlede støvreJse i begyndelsen, der 

betyder noget i det lange l~b. Initialfordelingen imellem agenterne 

er uden betydning. Denne konklusion er almen for overgangsmatricer. 

Vi tager to generalisationer af Perron's sætning med. 

DEFINITION 9.18 Primitiv matrix: En ikke-negativ k x k matrix A 

:::: O er primiti.v hvis der findes n E IN for hvilket An > O. 

BEMÆRKNING 9.19 Hvis Arn > O, så er Ak > O for alle k :::: m. 

Dette følger af lemma 9.3. 

SÆTNING 9.20 (udvidelse af Perron til primitiv A) Hvis A er en 

primitiv k x k matrix, så har A positiv spektralradius r(A). 
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Spektralradius r(A) er en egenværdi, der findes en positiv egenvektor 

hørende til r(A), og egenrummet ker(A-r(A)I) er l-dimensionalt. 

Alle andre egenværdier l\ opfylder li\ l < r( A). 

9.10 

BEVIS: Lad os antage at An > O. Ifølge 8.3 er r( An) = r( Af, og 

da An > o er r(At en egenværdi for An. Hvis l\ E o-(A), så er 

l\ n E o-( A n), i fl. lemma 8.2. Hvis specielt l\ E o-(A) er valgt så 

li\ l = r(A), så er ll\n l = r( A n). og derfor 1\.n = r(A)n, fordi An > O; 

dette følger af Perron's sætning. Da også A n+ l > o. får vi tilsva-

rende at "n+ l -- r (A)n+l., k b' · f d' d · t "n+ l 1\ om matJon a 1sse u sagn g1ver a 1\ 

= 1\.nr(A), så vi slutter at l\ = r(A), altså at r(A) er en egenværdi 

for A. Endvidere ser vi at r(A) > O, da r(An) > O. 

medfører at = r(A)nx, ser vi at ker(A-r(A)I) Da Ax = r(A)x 

s; ker( An -r(A) 0 1). Sidstnævnte rum er l-dimensionalt og de to egenrum 

må derfor være ens. Specielt vil A have en positiv egenvektor hø

rende til egenværdien r(A). 

BEMÆRKNING 9.21 Det kan bevises at hvis A er en primitiv k x k 

matrix, så er An > O for alle 2 n ~ (k-l) + l. 

LEMMA 9. 22 Hvis O !> A < B, så er r( A) !> r( B). 

BEVIS: Vi starter med at bemærke at hvis O !> A < B, så er An < Ef 
for alle n E IN (dette er en simpel sag, som kan vises ved induktion: 

Bn+l - An+l = BnB - BnA + BnA - AnA = Bn(B - A) + (Bn - An)A > O, 

ifl. lemma 9.3). 

Specielt følger heraf at A
0 
/r(B)n < Ff / r (Bf for alle n E IN. 

Derfor er A/r(B) power bounded, da j o 8/r(B) er power bounded 

(korollar 9.10). Af sætning 9.13 følger så at r(A/r(B)) !> l, og 

altså r(A) !> r(B). 

SÆTNING 9.23 Hvis A ~ O så er r(A) en egenværdi f or A og A 

har en ikke- negativ egenvektor hørende til r(A). 

BEVIS: Med 8 := A + T/n, hvor T består af lutter l-talJer, vil 
n 

r(A) !> r(B ) !> r(B ), ifl. lemma 9.22. Følgen (r(B )) er altså 
n+l n n 
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dalende, nedad begrænset og derfor konvergent; specielt gælder at 

r(A) ~ lim r(B ) =: A. 
n 

Hver af matricerne B har en posi tiv egenvektor x hørende til 
n n 

egenværdien r(B ). Vi kan udstyre Ck med f 1 
normen 11 11 , defi-

n l 
k 

n er et f o r a : = (a , .. , a ) E IC ved 
l k 

lla11
1 

:=L laJI· Normerer vi så 

for alle n E IN, og bevarer alle egenvektorerne x så lix 11 = l , 
n n 

vi betegnelsen x , kan vi af ICk -enhedskuglens kompakthed slutte at 
n 

følgen 

k x E IC 

(x ) har en konvergent delfølge (x ), altså at der findes 
n n 

p 

for hvilket x --7 x, for p --7 oo. Da alle vektorerne x 
n 

p 
n 

p 

er positive vil x være ikke-negativ. Da lix 11 = l, for alle p, 
n 

p 

vil også lix li = l. Specielt er altså x ~ o. 

Vi påstår at Ax = AX, hvor A = lim r(B ) blev indført før. Ved 
n 

indskydning af led har vi umiddelbart følgende vurdering: 

IIAx - AXII ~ 

II(A- B )xll + 118 x - B x 11 
n n n n 

p p p p 

+ 118 x - r(B )xll + llr(B )x - Axll. 
n n n n 

p p p p 

for II(A- B )xll får vi umiddelbart at II(A- B )xll ~ l/n IITIIIIxll. 
n n p 

p p 

Det andet led kan også direkte vurderes: 

li B x - B x 11 :s (IIAII+lln IITII)IIx-x Il. 
n n n p n 

p p p p 

for tredie led bruger vi at B x = r(B ) x og får således 
n n n n 

p p p p 

li B x - r( B )x il :s r(B )lix-x Il. 
n n n n n 

p p p p p 

Endelig giver vurderingen af· fjerde led llr(B )x - AXII 
n 

sig selv og 
p 

vi får alt i alt at IIAx - AXII :s 

l/n IITIIIIxll + (IIAII+l/r IITII )lix-x 11 + r( B )lix-x 11 + (r(B )-A)IIxll. 
p p n n n n 

p p p p 

Hver af disse fire led konvergerer mod o når p --7 tO. Altså er A x 

A. x. Da x ~ o betyder det at A E o-(A), og altså at lAl :s r(A). 

Den anden ulighed r( A) :s A blev bemærket tid l igere, og derfor har vi 

at A = r(A) er en egenværdi for A og at x :!!':: O er en egenvektor 

for A hørende ti l denne egenværd i. Dermed er sætningen bevist. 

Denne sidstnævnte generalisation af Perron's sætning har et berømt 

og nyttigt specialtilfælde. 

= 
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KOROLLAR 9.24 (Sætningen om endelige Markov processer) Lad A være 

en ikke-negativ overgangsmatrix. Så har A en ikke-negativ egenvek-

tor hørende til egenværdien l. 

BEMÆRKNING Korollar 9.24 kan også udledes af Farkas' alternativsætning 
(Sætning 7.3 i 20Ks Optimeringsnoter). Korollar 9.24 påstår at hvis A 
= [a l 2:: O så findes der x 2:: O for hvilket (A - l)x = O. Vi kan 

IJ 
selvfølgelig yderligere antage at x := (x , .. ,x ) opfylder at L xJ = 

l k 

l. Det er den eksplicitte tilføjelse af denne sidste betingelse, der er 
ideen i beviset. De to betingelser, a ltså at der fi ndes en ikke-negativ 
løsning x til (A - I)x = O for hvilken L x = l, kan opfattes som 

J 
alternativ (l) i Farkas' sætning, i fø lgende formulering: Den matrix 
A der er nævnt i Farkas' sætning erstatter vi med en k+l x k matrix 
A, der i de første k rækker har de tilsvarende rækker i A - l (hvor 
vi bruger "vores" A), mens den nederste række indeholder lutter 1-
taller; B vælger vi som søjlevektoren (0, .. ,O, l) af "længde" k+ l. 
For at have et bevis for korollar 9.24 skal vi a ltså udelukke den anden 
mulighed i Farkas' sætning. Den får her udseendet 

A' y ~O 
samt B'y > O 

f or et eller andet y = (y , .. ,y ) 2:: O. Betingelsen 
l k+l 

der simpelthen y > O, 
k+l 

mens A'y = (y' A)' ~ O 

B'y > O bety

betyder y' A ~ O. 

Udfører vi s idstnævnte matrixmultiplikation får vi 
t, y a - y + y ~ O for i = 

hvoraf 

Vi ser heraf at 

J= l J J l l k+l 

~= lyJaJI + Yk+l ~ Y l 

Y. > O for i = l , .. , k. 
l 

1, .. ,k, 

for = l, .. ,k. 

For det mindste får 

vi, da A er en overgangsmatrix, at 
min y < ~ y a < rl< y a + y < y for i = l, .. ,k, 

l LJ =I J Jl LJ=I J Jl k+l l 

en absurditet! Altså må alternativ (Ir) forkastes og koro llaret er 
bevist. 

HOMOGENE MARKOV-KÆDER 

En vektor p 2:: O siges at være stokastisk hvis koordinatsummen er 

l. En stokastisk matrix er en matrix med stokastiske søjler. 

Lad os antage vi har et sy~tem !f, som kan befinde sig i k 

for s ke llige ti lstande s, .. , s til hvert af tidspunkterne 
l k 

Lad os også forud sætte at systemet med sandsynlighed p
1
J 

t l t , ... 
l 2 

slår over fra 

tilstand s til tilstand s i løbet af en tidsenheds for· løb. Bemærk 
J 

at vi f orudsætter at overgangssandsynlighederne p
1
J ikke er tidsafhæn

gige. 



Matematik 2LT, foråret 1993 9.13 

Hvis systemet !f i begyndelsen befinder sig i tilstand s med 
l 

sandsynlighed p
1

<o> er vektoren <p <o> , .. ,p <o>> (eller rettere 

den tilsvarende· søjlevektor p := <p lo>, .. ,p ~Ol>') en beskrivelse af 
o l k 

systemet til initialtidspunktet t . Lader vi overgangsmatricen P := o 
[plJ], fås at 

de til tiden 

P p er sandsynlighedsfordelingen af systemets tilstan-
o 

t .... , 
l 

n 
at pn := P p

0 
er sandsynlighedsfordelingen af 

systemets tilstande til tiden t • 
n 

n = 1,2, .. . Herved er defineret en 

(homogen) Markov-kæde. 

EKSEMPEL I en "labyrint" med fire kamre, forbundet med adskillige gan

ge, befinder sig en forsøgsrotte: 

3 2 

4 

Alle udgange fra alle kamre er ens, så ingen udgang foretrækkes af rot

ten frem for nogen anden. Vi antager endvidere at sandsynligheden for 

at rotten i en given tidsenhed forbliver i et kammer er den samme som 

sandsynligheden for at rotten forlader kamret gennem en af gangene. 

Overgangsmatricen P for dette system !f vil derfor være 

[ o~ o 0.25 
o 6 l • 0.25 0.5 0.2 

0_2 0.5 0.25 o . 
0.6 0.25 o 0.2 

Placeres rotten til at begynde med f.eks. i kammer nr. 3, er p = 
o 

<0,0,1,0>', og rottens bevægelser kan derefter beskrives ved Markov

kæden P 0 <0,0,1,0>'. 

Man kalder en Markov-kæde regulær hvis der findes en tid t efter 
N 

hvilken systemet kan være i enhver af sin~ tilstande med positiv sand

synlighed, uanset initialtilstanden. Altså: Systemet !f med stoka

stisk overgangsmatrix P er regulært hvis der ·findes et N E IN for 

hvilket P0 
> O Po 

synlighedsfordeling 

for al le 

p . 
o 

n > N 

Der gælder da følgende lille · 

og for ethvert valg af initialsand-
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SÆTNING 9.25 En homogen Markovkæde !f med stokastisk overgangsmatrix 

P er regulær hvis og kun hvis P er primitiv. 

BEVIS: Det er klart at hvis P er primitiv, altså hvis der findes N E 

IN for hvilket PN > O, så er for ethvert tal n ~ N r" p > O for 
o 

vilkårlig stokasti s k vektor p
0

. 

Og omvendt, hvi s A ~ O er en given matrix, der opfylder at Ax > O 

for alle x ~ O, x ~ O, så vil A > 0: betragt de kanoniske basisvek-

torer e 
J 

og erindr at Ae > O 
J 

angiver den j. te søjle 

vis dig om at dette udsagn giver beviset for sætningen. 

A. Overbe-

Ifølge eksamensopgave l, sommeren 1992, kan man for en regulær 

Markovkæde !f slutte at sandsynlighedsfordelingen for n -? oo vil kon

vergere mod en bestemt fordeling, uafhængig af initialfordelingen. De

taljerne vil blive dyrket i opgaver. 

En Markovkæde kaldes ergodisk hvis det for enhver initialfordeling 

p
0 

og enhver tilstand 

hvilket (n) > O 
p J ' altså 

s gælder at der findes et tidspunkt 
J 

(pn ) O 
Po J > . 

t for 
n 

SÆTNING 9.26 En homogen Markovkæde !l med stokast is k overgangsmatrix 

P er ergod is k hvis og kun hvis der findes n E IN således at 

L n pJ > O. 
J= l 

BEVIS: (øvelse) 

Bemærk at enhver regulær Markov-kæde er ergodisk. Det omvendte gæl

der ikke. 

EKSEMPEL Antag at rotten i forsøget fra før ikke forbliver i det kammer 

den befinder sig i. Et lille e lektr is k stød kan sørge for dette! I så 

fald er den stokast is ke fordelingsmatrix for vort system givet ved 

[ 

o o 
o o 

O. 25 0.67 
o. 75 0.33 

0.33 
0.67 

o 
o 

0.75 J 0.25 
o . 
o 

Det er ikke svært at se at rotten med sandsynlighed vil skifte mel-
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lem kamrene {1, 2} og kamrene {3, 4}. Der kan derfor ikke blive tale 

om at sandsynlighedsfordelingen vil konvergere mod nogen grænseværdi; 

dette system kan derfor ikke være regulært. Men det er ergodisk, som vi 

skal se i opgaverne. 

i 
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OPGAVER T I L IMPLICITTE OG OMVENDTE FUNKTIONER 

l. Betragt afbildningen f : IR
2 

-7 IR
2 

givet ved 

f(x,y) := (ex sin y, ex cos y). 

Vis at f afbilder cirklen { (x,y) l x 2 + y 2 < l } på en åben mæng

de. 

a) Er f injektiv på IR
2

? 

b) Find alle løsninger (x,y) til ligningen f(x,y) = (0,1). 

c) Vis at f er injektiv i en passende omegn af (0,0), og find 

funktionalmatricen Og punktet (0,1) for den omvendte afbildning 

g t i l restriktionen af f t il en sådan omegn. 

2. Gør rede for at ligningen ex+y + sin(x-z) - cos(y-z) = O en 

omegn af (0,0,0) bestemmer z som en C
00 

funktion z = g(x,y) af 

(x,y), og bestem ved implicit differentiation 

g' (0,0). 
y 

g' (0,0) 
x 

3. Betragt afbildningen f : IR x IR -7 IR2 givet ved 
+ 

f(x,y) : = (x - xy, xy). 

og 

a) Find funktionalmatricen Df og dennes determinant. og vis at Df 

altid er regulær. 

bl Find billedmængden f(IR 
+ 

x IR) det er en halvplan. 

c) Vis at f er injektiv. Følger dette af a)? 

d) Find den omvendte afbildning f 
-1 

til f. 

el Find på to måder funktionalmatricen O(f-l). 

Vink: Det gælder jo b) om at finde mængden af 
2 

y E IR 

f(2$_) = y har mindst en løsning x E IR x IR; - + og det gælder 

at vise at denne ligning a ltid har højst en løsning. 

for hvilke 

c) om 

4. Gør rede for at ligningen 5x - sin x = 2 har netop en løsning, 

ved a t omskrive ligningen ti l T(x) = x, hvor T(x) := (2 + s in x)/5. 

Vis at T er en kontraktion og at 1/5 er en tilhørende kontrak 

tionskonstant. Anvend dernæst ilerationsmetoden (lommeregner! ) f.eks. 

-- , 
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med start i x
0 

= O eller Bestem og vurder 

fejlen der begås ved at standse efter S iterationer. 

3 3 
S. Gør rede for at ligningen x + 3xy + y = -13 en omegn af 

(l, -2) fastlægger y som en C
00 

funktion y = g( x) af x. Bestem 

g'(l) og g"(l) og opskriv Taylor's grænseformel til 2.orden for g 

ud fra udviklingspunktet l. 

6. Lad f IR x IR -7 IR
2 

være givet ved 
+ 

f(x1,x2) = (yl,y2) := (xl + llx2' xl - 1/x2). 

Vis at f er injektiv og find billcdma::ngdcn. Bestem den omvendte 
-1 

afbildning g := f Find funktionalmatricen Dg i punktet (2,0), 

dels direkte, dels vhja. T. 4, sætning 2. 

x+y . 
7. Gør rede for at ligningen e sm y + x cos y = O, 

i nærheden af (0,0) fastlægger y som en C
00 

funktion 

2 (x,y) E IR , 

y = g(x) 

x, og find g' (x) udtrykt explicit ved x og g( x). Bestem speci

elt g'(O). 

;r: Gør rede for at ligningssystemet 

x2 - y2 - u3 + v2 = -4 
2 2 4 

2xy + y - 2u + 3v = -8 

en omegn af (x,y,u,v) = (2,-1,2,1) fastlægger 

funktioner u := g
1
(x,y) og v := g

2
(x,y) af x 

u og 

og y, 

disse to funktioners første partielle afledede i (2,-1) 

$. Gør rede for at ligningssystemet 
2 2 2 

x - xy + 2y - 4xz + 2z = 10 

xyz = 6 

v som 

og bestem 

i en omegn af (2,3,1) fastlægger x og y som C
00 

funktioner af 

z, og beregn disses afledede i punktet l. 

10. Lad F IR2 -7 IR2 være g ivet ved 
3 F(x,y) := (x - 2 3 2 3xy , -y + 3x y). 

a) Begrund at der for hvert punkt (xo,yo) ~ (0,0) findes en åben 

omegn u omkring (xo,yo)· således at F afbilder u injektiv t på 

af 
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en åben omegn F{U) omkring F(x
0

,y
0

). og således at den inverse 

C
oo 

afbildning G : F{U) ~ U til restriktionen af F til U er en 

afbildning. 

b) Bestem funktionalmatricen DG punktet F(l,2). 

~/ 

)f. Gør rede for at ligningssystemet 
u 2 2 2 

e - u + v - x y = l 
3 2 

u - u + v - xy sin u = l 

en omegn af (x,y,u, ,, = (1,0,0,1) fastlægger 

funktioner u = g
1
(x,y) og v = g

2
(x,y) af x 

t r 
Lad g := (g

1
,g

2
) og beregn funktionalmatri cen 

)-l. Lad F : IR2 ~ IR2 
være g i ve t ved 

u og 

og y. 

Og. 

F(x,y) : = (e - 2y + x (l +y), 2exy - 3y). 

v som 

a) Begrund at der findes en åben omegn U omkring (2,0), sål edes 

at F afbilder U injektivt på en åben omegn F(U ) omkring F(2,0), 

og således at den inverse afbi ldning G : F(U) ~ U til restriktionen 

af F til U er en C
00 

afbildning. 

b) Bestem funktionalmatricen DG punktet F(2,0). 

13. Lad f(x ,x ,x ) := (x + 2x - x - 2, x 2 - x x ) 
l 2 3 l 2 3 l 23 

Udfør følgende række af "ordrer": 

i) fastlæg definitionsmængde og afgør om denne er åben. 

ii) f ast læg b illedrum 

iii) hvor mange variable mul iggør sætn. om impl. fkt. lokalt fast læg

gelse af, som funktion af de øvrige? 

i v) konstater at f(I,l,l) =O (dette o er en vektor) 

v) udregn (O f)(l,l,l) for alle i. 
x 

l 

vi) hvi lke variable kan så fastlægges som funktion af de øvrige, 

nærheden af det faste punkt? 

vii) Vælg en af de i vi) fundne muligheder, f ormuler sætningen om 

implicit funkti on præcist for denne situation og regn et udtryk for 

Og ud. 

14. Lad f(x ,x ,x ) := (3x - 4x 2 + 6x - S, 
l 2 3 l 2 3 

Gentag proceduren fra opgave 13. 

-x 
l 

+ 2x + x 
2 

- 2). 
2 3 
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15. Lad f(x ,x ,x ) := (3x - 4x + 6x , -x + 2x + x ). Gentag 
123 l 2 3 l 2 3 

proceduren fra opg. 13 med punktet (16, 9, -2). Sammenlign med det 

sidste afsnit på s. T.3.15. 

16. Lad f(x,y) := (y 4 
+ xy)/x. Gentag proceduren fra opg. 13; 

brug punktet ( -1, 1). Slut af med at opskrive det l. grads Taylorpoly-

nomium for g, der tilnærmer g i nærheden af 
o 

x = -l. 

2 2 
17. Lad f(x ,x ) := (x x , x - x ). Angiv den naturlige defini-

t 2 l 2 2 l 

tionsmængde for f. Gør nøje rede for at sætning ]:.~4-d-Kan anvendes 

på f, angiv de punkter i definitionsmængden, som sætningen udtaler 

sig om og hvad sætningen siger, ind. angivelse af funktionalmatricen 

for den lokale inverse. Er f injektiv på sin definitionsmængde? 

Find, om muligt, den (globale) inverse. Lad til slut (cx.,{3) e IR2 

være et punkt hvor Df(cx.,(3) ikke er regulær (hvis et sådant findes). 

Kan du sige noget om injektivitet af f på nogen åben omegn af 

(a,{3)? 

Følg opskriften opg. 17 de følgende opgaver: 

18. f(x ,x ) .- (2x - x x1 + x2) 
l 2 l z' 

19. f(x ,x ) := (cos(x + x ), sin(x - x )) 
l 2 l 2 l 2 

20. f(x ,x ) := (x x 2 2 
x + x ). 

l 2 1 z' 2 l 

_/ Lad f(x ,x ) := (exp(x ) cos x , exp(x ) /l. l 2 l 2 l 

2 2 sin x ) : IR -7 IR . Gør 
2 

rede for at billedmængden f(IR 2
) er åben. Find den. Vis at funktio-

naJmatricen Df er overalt regulær, men at f ikke er injektiv. 

Skitser kurverne f(c,x ) 
2 

og f(x ,c), 
l 

22. For 2 (x,y) e Q := { (a,b) e IR 

hvor c er fastholdt. 

a2 + b2 < 1 } '\ {(0,0)} lader 

vi f(x,y) 

IR. 

2 2 
.- x y - Jxy . Gør rede for at f(Q) er en åben delmængde 

af 

23. For (x,y) e Q := (IR x IR) '\ IR x {O} lader vi 
• + 

f(x,y) .- exp(xy) - exp(-xy). 

Gør ordentligt rede for at f(Q) er en åben delmængde af IR. 

l Pusseløj erl ighed om denne opgave: Ved da nne lse af O er den positi-

v 
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ve x-akse blevet fjernet fra højre halvplan. Hvis vi føjer den til, 
får vi som definitionsmængde den højre halvplan i IR

2
. Derved er 

billedmængden blevet øget med et punkt. Hvilket? Kan du på grund
lag af den oplysning gøre rede for at for alle tilstrækkelig små c > 
O vil både c og -c være i den oprindelige f(Q)? Måske kunne det 
indses mere direkte?] 

OPGAVER OM LINEÆRE AFBILDNINGER 

,2'4~ Betragt rummet IP3 
af polynomier af grad højst 3. Gør rede for 

at polynomierne {1, t-1, t 2-1, t 3 +t+2} udgør en basis. Er følgende 

udsagn sandt: Hvis et sæt polynomier indeholder et polynomium af hver 

af grade,~ne j, j - 0,1, .. , n, så er dette sæt en basis for IP". 

/s~ Brug Matlab til at afgøre om sættet {3 := {(0,1,3,4), (1,-1,1,1), 

(2,0,0,3), (6, -11,1,0 )} udgør en basis for IC
4

. 

;z5.· Hvad er beskrivelsen økonomiske vendinger af standardbasen 

1R
3 

i føljetoneksemplet? 

ti l standardbasen i IC
4 

og 
n 

Find dernæst (Matlab) (3 LJ å 

(3 som opg. 25 skal 27. Med a sat 

a D {3 opsti lles. 

28. Videreførelse af opg. 25 og 27: Med a {e, .. ,e} definerer 
l 4 

vi en lineær afbildning f : IC
4 

-7 IC
4 

ved at f(e ) := e + e 
J l J 

- 4 

e
5

_J' j = 1, .. ,4. Opskr iv a[f]a. Beregn (Matlab) (3(f]f3. 

~- Lad os antage at enhver persons uddannelse kan rubriceres som 

enten faglært, ufaglært eller "videreuddannet". Vi antager også at 

det er et veletableret faktum at blandt børnene af videreuddannede er 

70% selv videreuddannede, 20% er faglærte og JO% er ufaglærte. For de 

faglærtes børns vedkommende er 20% vide1·euddannede, 60% er faglærte 

og 20'7. ufaglærte. mens ufaglærtes børn er for 20'7.s vedkommende videre

uddannede, 30'7. er faglærte, mens 50'7. er ufaglærte. Vi antager videre 

at befolkningstallet er konstant, samt at der i den nuværende genera-

ti on er 35% videreuddannede, JS% faglærte og 30% ufaglærte. 

a) Opskriv overgangsmatricen A. 

b) Find befolkningsfordelingen efter en generations, og efter to 

generationers, forløb. 

- , 
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c) Benyt Matlab til eksperimentelt at undersøge om der i det lange 

løb vil indtræffe nogen ligevægtstilstand i befolkningens uddannelses

mæssige fordeling. 

d) Kan Matlab give noget fingerpeg om forløbet af A n for n ~ oo? 

30. Hvis f : U ~ U 
/ 

fof = f, siger vi at f 

er en lineær afbildning der opfylder at 

er en projektion. Et finere(?) ord for 

er idempotent. Vis at O-afbildningen og identiteten er (trivi-

elle) projektioner. Vis at eksempel 1.1 b) er en projektion. 

/ ) 1. a) Lad 

ker f ={0}, er 

f ~ 

f 

være en projektion. Vis at ker f ~ {O}. (Hvis 

invertibel. .. ) Dermed har vi en egenværdi for en pro-

jektion. I løbet af opg. 31-36 finder vi alle egenværdierne for en pro

jektion. 

b) Lad f ~ I være en projektion. Kan f være surjektiv? (Søg evt. 

inspiration i a) og Dimensionsformlen. 

32. De her nævnte matricer skal opfattes som matrixrepræsentationer 

standardbasen for lineære afbildninger på komplekse vektorrum. Find 

egen værdierne: 

hvor a,b E IR; 2 2] 2 l ; 
2 l 

(bc~O) 

33. Find alle egenrum f or afbildningen længst til venstre opg. 32. 

Er denne afbildning diagonal iser bar? 

34. Lad f være den lineære afbildning, hvis matrixrepræsentation i 

standardbasen a ud trykt i Matlab sprog er <2/3 -1/3 -1/3; -1/3 2/3 

-1/3; 

-1/3 -1/3 2/3>. Opskriv på sædvanlig form [f] . Vis at f er en 
a a 

projektion; find den plan, f projicerer rummet på - jvf. analogien 

til eks. 1.1 b). 

JS. Vis at hvis f er en projektion, er f(U) et egenrum. Hvad er 

egen værdien? 
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36. Vis at hvis f er en projektion er U = ker f e f(U). (Vink: x 
" 
= f(x) + x - f(x)). Hvor mange egenværdier har altså en projektion? 

37. For de to afbildninger til højre i opg. 32 skal egenrummene 

f i ndes . Hvilke af afb ildningerne er diagonaliserbare? 

.2~ Er enhver projektion diagonaliserbar? 

OPGAVER OM DUALITET ETC. 

39. Lad {3 :- {(1,0,1), (0,1,1), (1,1,0)}. Vis at (3 e r en basis 

for C
3

. Find den duale basis (3' , udtrykt ved hjælp af standardba

sen (sådan som (3 jo er) 

40. Lad (3 = {u, u, u} := {(0,1,-1),0,1,1).(-l,l,O)}. 
l 2 3 

Gør rede 

for at er en basis for C
3

. Find den duale basis (3' : = {u ', u ' 
l 2 • 

u '} 
3 

(på koordinatform, udtrykt i standardbasen) - gerne vha. Matlab, 

men du skal forklare hvad du gør. 

afbildning hvis virkning er givet ved 

f( u ) : = u 
3 l 

te f'(u') 
J 

have. 

- u
2

. Find (3[f](3. 

og check efter at 

Kan 

Lad f : IC
3 ~ IC

3 
være en lineær 

f ( u ) : = u f( u ) : = u
3

, 
l 3 ' 2 

f diagonaliseres? Udregn direk-

har det udseende den skal 

41. Lad A være matricen <J -l 4;3 2 -1;2 l -1>. Find ved hånd

kraft p A og kontrolle r at p A (A) = O. 

42. Antag A er invertibel og at det karakteristis ke polynomium er 

pA(z) = a + a z + .. + a z". Forklar hvorfor a må være forskellig 
O l n O 

fra O. (Vink: hvordan finder man egenværdierne for A? Og er O en 

egenværdi for A?) 

4J. 

for 

(fortsat fra 42) Brug at 
- l 

A , udtrykt ved hjælp af I, A, .. , 
n - 1 A . 

44. Check dit resultat 43 af på matricen 

ti l al lave en f ormel 

[ ~ ; J og på [

1-1 4] 
3 2-1 . 
2 1-1 
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45. For de nedenfor nævnte matricer skal Jordan-formen findes . 

[ -9 4] 
-25 11 , [ 

-4 4 ] 
-l o . 

46. Hvis det endelig-dimensionale vektorrum V er spaltet op i g

invariante underrum V = U ø W, så g er nilpotent på U og bijek

tiv på W, og hvis S ~ V er et g-invariant underrum, hvorpå g er 

bijektiv, så gælder at S ~ W. 

47. (fortsat fra opg. 46): Hvis u = S ø T, hvor g er nilpotent 

på T og bijektiv på s, så er T = u. 

[ 2 3 l] 48. Brug Cayley-Hamilton til at udregne den inverse til -l l o . 
-2 -1 4 

49. Find Jordan-formen for 

[

0-18-7] 
l -12 -4 . 

-l 25 9 

50. Lad A := [2~~ 2~c J. Regn ud i hånden hvad Jordan-formen er, når 

c ~ O og når c = O. Regn også Jordan-formen ud hvis der i diagona

len står 2 (og de to andre led er ±c ~ 0). Læg mærke ti l hvad 

dette viser om hvor følsom Jordan- formen er overfor småændringer 

indgangene. Dette har regnetekniske konsekvenser. 

OPGAVER OM INDRE PRODUKTER ETC. (Se også afsnittet med blandede opga

ver) 

51. Undersøg om følgende definitioner giver et indre produkt 

((x ,x ),(y ,y )) det reelle vektorrum IR2: (her er (x ,x ), 
l 2 l 2 l 2 

(y
1
,y

2
) vilkårlige vektorer IR2) 

a) ((xl,x2),(yl,y2)) x/z + x2yl 

b) ((xl,x2),(y,,y2)) x/, + x,y2 + x2yt + xzyz 

52. Lad V være et reelt vektorrum med indre produkt. Vis at f or 

x,y E V gælder at x l. y hvis og kun hvis llx+yll = llx-yll. Tegn! 
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53. Lad V 

for x,y E V 
2 2 

IIA.xll +llj.Lyll 

være et kompLekst 

gælder at x l. y 

for alle A.,!l E 0::. 

vektorrum med indre produkt. 
2 

hvis og kun hvis Il A.x+j.Ly Il = 

Vis at 

54. Lad V være et vektorrum med indre produkt. Vis at for x,y E V 

gælder at 
2 2 2 2 

llx+yll + llx- yll = 2 11xll + 21lyll . Tegn! 

55. Lad {e ,e ,e } være en artanormalbasis i et tre- dimensional t 
l 2 3 j_ 

rum V. Lad U : = span{e +e +e }. Find en ortonormalbasis for U . 
l 2 3 

56. Lad a, b, c vær e vektorer i et rum V med indre produkt. Forud

sæt at a og b er l ineært uafhængige. Find ortogonalprojektionen af 

c på span {a,b}. 

57. Lad U, u være underrum af et endel ig dimensionalt vektorrum 
l z 

v med indre produkt. Vis at 
j_ l. l. 

(U + u ) = u n u 
l 2 l 2 

og at 
l. j_ l. 

(U n U) = u + u 
l 2 l 2 

58. a) Vis at hvis en projektion P er en positiv afbildning (i den 

forstand at dens matrixrepræsentation en el ler anden basis er en 

positiv matrix), så er bi l ledrummet PV l -dimensional t. 
~ 

b) I hvilke rum er identitesafbi ldningen positiv (i samme forstand 

som i a))? 

59. Vis at en lineær afbildning A : V ~ V, hvor V er et endel ig 

dimensionalt vektorrum med indre produkt, hvori der er givet en ONB 

a, 

a 
l J 

og 

er en ortogonal projektion hvis og kun hvis [ A ] 
a a 

= a . for alle 
J i 

a =L a a 
lj p lp pj' 

i. j ( er kompleks konjugering) 

for alle i,j. 

= [a L 
i j 

hvor 

60. I rR2 
med sædvanligt indre produkt og med standardbasen som ONB 

skal du opskrive matrixrepræsentationen (i slandarclbasen) for ortogo

nalprojektionen på vinke l halveringsl inien i l. & 3. kvadrant. 
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61. a) Find ved mindstP kvadraters metode den linearkombination af 

(1,1,2) og (1,-1,-1), der ligger nærmest ved (3,1,2). 

b) Samme spørgsmål, men med det indre produkt ( , ), hvis matrix D 

er følgende: 

[
3 2 2] 

D := 2 2 2 . 
2 2 3 

Hvad er (x,y) dette indre produkt? 

62. Som opg. 61: find den linearkombination af (1,2,1,0), (2,0,-l,l), 

(2,-1,0,-1), der er nærmest ved (0,3,0,0) 

OPGAVER OM DIFFERENTIALLIGNINGER 

63. Find først alle løsninger til systemet 

x. =x 
1 z' 

x, =x. 
z l 

og opskriv den fundamentalmatrix der til t = O er enhedsmatricen. 

Find derefter den løsning til 

x, =x 
1 z' 
x , = x + t, z l 

for hvilken (x (O),x (O)) = (1,0). 
l 2 

64. Find alle løsninge r til systemet 

x' = x + y + z 

y' = y + z 

z' = z. 

(der e r t o lidt fors ke llige måder at angribe denne opgave på). 

65. Find alle løsninger til systemet x'=x +x, 
l l z 

66. Find alle løsningerne til dette system: 

x' = -x + y + z 

y' = x - y + z 

z' = x + y + z. 

x'=x - x. z l 2 
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67. Find samtlige løsninger til systemet 

x' = 8x + 4 y, 

y' = -x + 12y 

ved først at finde koefficientmatricens Jordan-form. 

OPGAVER OM DIFFERENSLIGNINGER 

68. Lad [-~ ~ ~l være koefficientmatricen for et homogent system af 
o o 2 

lineære førsteordens differensligninger. Find den løsning X(t), der 

opfylder at X(O) = (1,1,0)'. 

[ 1/2 2 J] 69. Lad A := o 112 være koefficientmatricen for et system 
o o 

X(t+1) = A X(t) + (t,2,t
2
)', t = 0,1, .. af lineære førsteordens 

differens! igninger. Brug en bekvem løsningsmetode til at finde den 

løsning X(t), der opfylder at X(O) = (1,1,0)'. Er ligningen sta

bil? Er den der står i opgave 68 stabil? 

OPGAVER OM POSITIVE MATRICER OG LIGN. 

70. Tidligere har vi fundet spektret for en projektion f. Hvad er 

altså r(f)? Find et udtryk for R(.:\) for en projektion f, 1.:\ l > 

l. 

71. Lad A være en nilpotent afbildning af et endel ig dimensionalt 

vektorrum U ind i sig selv. Hvad er spektralradius r(A)? Hvorfor 

er der ingen konvergensproblemer for R(.:\), ,\ ~ O? Opskriv et udtryk 

for R(,\) , .:\ ~ O, hvis An = O for n ~ J. 

72. Gør rede for at matrixkonvergens er koordinatvis konvergens, dvs. 

lad A , A E ~(U), n = 1,2, .. 
n 

og betegn matrixindgangene med 

hhv. (A ) , i,j = 1, .. ,k. Vis så at A -? A (i l(U)) hvis og 
n I,J n 

kun hvis 

(A ) -? (A) for n 7 oo, f or alle i,j = l, .. ,k. 
n i ,j l,j 

(A) • 
l,j 
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73. Lad A E l(U) og lad A E o-(A). Vælg en egenvektor x svarende 

til ;\. Lad IIAII betegne den sædvanlige operator-norm på l(U). Gør 

rede for at ll;\xll ~ IIAII llxll og slut heraf at r(A) ~ IIAII. 

74. Find et eksempel på en ikke-negativ matrix A ~ O og en ikke

negativ vektor x ~ O for hvilke Ax = O. 

75. Vis at hvis A > O og z ~ w, så er Az ~ Aw og at der her 

gælder lighedstegn hvis og kun hvis z = w. Hvornår gælder = i en 

enkelt koordinat? 

76. Lemma 9.5 for to tal: Lad z og w E IC og a::, (3 E IR (altså > 
+ 

0). Antag at l a::z+(3w l = a l z l +{3j w l· Gør først kål på den mulighed, at 

et af tallene z, w er nul. Hvis både z og w ~ O, kan vi gå 

sådan frem: 

a). omskriv til l (alzjHzljziJ + (f31wj)(w/jwiJ l = alzj+f3jwl. 

b). divider ligningen med højresiden; gør rede for at der nu på 

venstre side står den numeriske værdi af en konveks kombination af to 

komplekse tal af enhedslængde. Tegn! 

cl. på højresiden står der l, så hvad kan du slutte om retningen af 

de to komplekse tal? 

77. Betragt en 3x3 diagonalmatrix A med diagonal l, a, (3, hvor 

lal, lf31 <l. Find lim A0
• Generaliser dette til en Jordanma-

n-xx> 
trix, der indeholder en lxl blok bestående at et l-tal, samt Jor

danblokke a og (3 med diagonal numerisk < l. 

78. Bevis: 'Hvis A ~ O og A er en reeL egenværdi med egenvek

tor x·, så er også den kompleks konjugerede vektor x en egenvektor. 

Derfor er også x+x en egenvektor.' 

[ 7 2 2] 79. Lad A - 2 l l . 
4 2 2 

Find r(A). Find også lim (A/r(A)) 0
• 

n-xx> 

Udregn v:= A'[t] Brug v som en ti l nærme l se ti l en egenvektor. 
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Hvorfor kan gennemsnittet 

ti l r( A)? 

L 3 
(Av) /v 

1=1 l l 
bruges som en ti l nærmeise 

80. Samme opgave som opg. 79, men med A := r ~ ~ ~ J. 
~ 3 2 l 

81. Gør rede for at hvis A er en overgangsmatrix (altså A > O og 

al le søjlesummer er = l) så er <1,1, ... ,1>' en egenvektor svarende 

ti l egenværd ien for A' 

82. Udregn, med mejerieksemplets A (noternes s. 1.4, eks. 1.3), 

størrelsen lim An og giv en økonomisk fortolkning af resultatet. 
n-700 

83. Vis at hvis A := (a l er en kxk matrix, og l\ E a-(A), så er 
l j 

j /\ l ~ max . L l a l· 
J l !j 

84. Lad M være en vilkårlig kvadratisk matrix og lad l\ være en 

egenværdi for M med multiplicitet t. Lad n EIN. 

a) Vis at i\ n er en egenværdi for Mn. 

b) Vis at multipi i c i teten af l\ n som egenværdi f or Mn er mindst 

e. 

85. Tag Bemærkning 6.21 for gode varer og brug så Matlab til at afgø-

r e om nedennævnte matricer er primitive: 

o l o o o 
o o l o o 
o o o l o 
o o o o 
l l o o o 

o o o o l 
l o o o o 
o o l o 
o o l o o 
l l o o o 

86. Vi s at hvis O ~ A < C (hvor A og C er givne kvadr·atiske 

matr icer), så er r(A) ~ r(C). 

87. Lad C := le l være en positiv kvadrat i sk matrix med a l le SøJ·-
Ij 

lesummer = l. Gør rede for at der findes en positiv vektor p for 

hvilken det for enhver vektor v gælder at 

hvis L v = a > O så er l i m C' v = a p. 
l n-700 

Hvad kan vi s ige hvis a ikke nødvendigvi s er positiv? 
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89. Vil en 2x2 positiv matrix altid have to forskellige reelle egen

værdier, med forskellige numeriske værdier? 

BLANDEDE OPGAVER, EKSAMENSOPGAVER 

l. Lad A := [ g ~ ~1] . Find Jordanformen for A. 
o l 2 

a) Betragt differentialligningssystemet dx/dt = A x, 

hvor x( t) := <x (t),x (t),x (t)>', t E IR. Find den fuldstændige 
l z 3 

løsning. 

b) Løs differensligningssystemet x(t+1) = A/4 x(t), t E IN, 

c) Undersøg om den b) nævnte lign ing er stabil. 

2. Lad A o= [ l ~ : ]· Vis at A er primitiv. Gør r ede for at 2 er 

en egenværdi og at det tilhørende egenrum er et en-dimensionalt under

rum udspændt af en positiv vektor. Find en positiv udspændende vek-

tor. 

[.2 .4 s] 
J. Lad A .6 .4 .2 . Find lim 

n for vilkårlig 
3 

.- A x, X E IR . 
.2 .2 .3 

n -?ro 

4. Løs d ifferensligningen xt+l - p xt = q , t = 1,2, .. 

hvor p og q er givne reelle konstanter. Husk specialti lfæ ldene. 

S. F ind den fuldstændige løsning til differensligningen 
t 

yt+2 - 2 yt+l + yt = 2 (t-l). t E IN. 

6. Lad v være et vektorrum med indre produkt og lad v 
l 

være underrum af V. Lad P 
l 

være ortogonalprojektionen på 

og 

v 
l 

v 
2 

og 

P være ortogonalprojektionen på z v. z 
Vis at v l. v 

l 2 
hvis og kun 

hvis P P = O. 
l 2 

7. Find et udtryk for ortogonalprojektionen af 1R
3 

på det af 

(1,0,2) og {1,1,0) udspændte underrum, idet sædvan ligt indre pro

dukt benyttes. Opskriv en JxJ matrixrepræsentation (i standardbasen) 

for denne projektion. 



Matematik 2LT, foråret 1993 Opgaver.lS 

8. Idet 2x + y - 3z - 2u = O og x + 2y + z + u = O skal det be-

grundes at (x,y) i en passende åben omegn af punktet 

= (0,0,0,0) er en C
00

- funktion af (z,u). 

(x ,y ,z ,u ) 
o o o o 

9. Lad 
z 2 z z z u + v = l, 

z z z z z 
x - y + z + u + v = 21. x + y + z 

a) Find D(u,v) punktet (1,1,2,3,2). 

b) Kan vi slutte at (u, v) i en omegn af (1,1,2,3,2) er en 

d-funktion g af (x,y)? 

c) Hvad er Dg(l,l)? 

IO. Lad 
3 3 

g:IR ~IR værP. den lineære afbildning hvis matrixrepræ-

sentation i standardbasen er givet ved (Az-A)/2, hvor 

A . - ( 119) [ ~O l ~ ~~ J . 
-2 -8 -2 

Vis at g er en ortogonalprojektion. 

ll. Vis at matricen A '= [f ~ l] er diagonaliserbar. Løs dernæst 

differential ! igningssystemet x' = Ax. 

12. Som 11, men med A 6 -l o [ 
l 2 l) 

-1 -2 -1 

13. Lad o: := ((1,1,1),(1,1,-l),(l,-1,-1)} ~ C
3

. 

a) Vis at 0: er en basis for c3
. 

Lad o:' {y ,y ,y } betegne den duale basis. Betragt x := 
l z 3 

(0,1,0). 

b) Find Y. (x) for = 1,2,3. 
l 

14. I en model for Jager-analyse er· man nået frem til følgende diffe

rens! igning 

Y - 2° y + (3 y = v t = O, 1,2, .. 
t•2 '-' t+l t o' 

(hvor {3, v er ikke-negative kons tanter). L øs denne ligning, også 
o 

special tilfældene. 
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15. Lad V være et normeret vektorrum med normen betegnet med 11 Il. 

Lad f : V -7 V være en lineær afbildning. Hvis llf(x) 11 = lix li for 

alle x E V, kaldes f en isometri. 

a) Vis at med sædvanlig operatornorm llfll := supllf(x)ll, med x 

gennemløbende mængden hvor llxll ~ l ) gælder at hvis f er en isome

tri, så er llfll = l. 

b) Vis at hvis f er en isometri, så er f 2 også en isometri (her 

er f 2 som sædvanlig betegnelsen for den sammensatte afbildning: 

f 2(x) := f(f(x)) for alle x E V). 

c) Vis at hvis f er en isometri, så er r(f) = l, hvor r(f) er 

spektralradius. 

d) Antag nu yderligere at V er et rum med indre produkt og at f 

er en ortogonalprojektion. Kan f være en isometri? 

16. Lad A være en nxn matrix og B være en mxm matrix. Så kan 

A opfattes som matrixrepræsentationen (mht en foreliggende basis) af 

en afbildning f : IC" -7 IC", og tilsvarende kan B opfattes som ma-
m trixrepræsentat ionen (mht en given basis) af en afbildning g : IC -7 

lf"'m. Afb"ld · f ...,n+m .-.n+m d l" · d IV 1 ntngen ø g : IV -7 IV er som sæ van tg gtvet ve 
n m f ø g (x,y) := (f(x),g(y)), x E a:: , y E a:: . 

a) Opskriv med brug af A og B en matrixrepræsentation for f ø g. 

Lad 

b) 

c) 

d) 

17 

pg og pføg betegne de karakteristiske polynomier. 

Antag at A og B er trekantsmatricer. Vis at pføg = Pr Pg· 

Vis at p føg = Pr p g uden trekantsmatrix-antagelsen. 

Vis at c:r(føg) = c:r(f) v c:r(g). 

Betragt det endelig dimensionale komplekse Hilbert rum H = t" , 

med det hermitiske skalarprodukt (u, v) = L u v , hvor u = 
1= 1 l l 

(u , ... , u ) og 
l n 

v= (v , ... ,v) E t" (eksempel 1.2). Vis, at når vi 
l n 

definerer e0
> 

(l) (2.) (n) 
ved e = (1,0, ... ,0), e = (O,l,O, ... ,O), ... ,e = 

(0,0, ... ,1), så er {e(l)}n en artanormal basis for H . 
1= 1 

18 Vis, at {sin nø } udgør et artanormalsystem 
nEIN 

L ([O, rr )) . z 
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19 Lad os definere polynomier p {x),p (x), ... 
o l 

ved at kræve, at 

P (x) er et polynomium af grad n en variabel, koefficienten for 
n 

er 

og 

og 

P (x) z 

{p } er et ortogonalsystem 
n 

L ([0, 1]) . Find p (x), p (x) 
2 o l 

n 
x 

20 Lad V være et indre produkt rum. Vis, at det indre produkt kan 

udvides ti l fuldstændiggørelsen V , og at V også er et indre produkt 

rum. 

21 Bestem a ,a ,a E !C , således at 
l z 3 

får den mindst mulige værdi. 

1[ 

r l cose-\
3

_ a s innelzde J 
0 

Ln-1 n 

22 Vis, at {sin(n - ~)e} udgør et ortogonalsystem 
2 nEIN 

L ([0, 1[ )) . 
2 

23 Vis, at det indre produkt kan fås fra normen gennem polariserings

identiteten. 

.L 
24 L ad X være et underrum af et Hilbert rum H . Vis, at X 

.L .L 
ortogonal komp lementet til X , er et a f sluttet underrum, og at (X ) er 

afslutningen af X (også betegnet X) . 

25 Vis, at lim 
n~ 

1[ 

J o loge sin nede = O . 

(Vink. Dette kan fås som et korollar til Bessels ulighed, forbindelse 

med ortogonalsystemet i Opg. 18) 

26 Lad {e} 
l lEJ 

være en ortonormal basis for Hilbert rummet H . Vis 

at følgende generalisering af Parsevals ligning gælder, for alle 

x , y E H : \(x, e )(y, e ) = (x,y) . 
L 1 i 

lEJ 

27 Lad H være et Hilbert rum og {e } IN en ortonormal basis for 
n nE 

H . Antag, at {f } IN 
n nE 

er et ort onormal t system som opfylder 

n = l 

Undersøg om {f } er en ortonormal basis for H . (Vink. Vis, at 
n 
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(e -f ,e )l=l<e -f ,f )l for alle 
J J l l l J 

og j. Udnyt dette til at vise, 

at 

L l <e, - f • fJ)Iz = Ile, - f,llz 
l 

J 

for alle , og slut heraf, at 

L\ (f - f • f v = e - f for alle i . ) 
l J l l 

J 

Bemærkning. Yderligere oplysninger kan findes i en artikel af N. Tsao 

"Appr oximate bases in a Hilbert space" Arner. Math. Monthly 75 (1968) 

s.750. 

28 Lad V betegne vektorrummet af komplekse følger 

fra et vist trin. Definer (.,. ): V x V ~ IC ved 

{x } IN som er O 
n n€ 

ro 

({x }, {y }) = \x y 
n n L n n 

n = l 

(a) Gør rede for at V er et vektorrum og at (.,.) er et indre produkt 

på v. 
(b) Lad 11 · 11 betegne normen V , som induceres af (.,. ) og sæt 

ro 

M = {{x n} neiN e V l L X n ; - O } . 
n = l 

.l 
Vis, at M er et afsluttet underrum af <v. li ·IP . og at M ø M =*-V. 

(c) l forbindelse med dekompositionssætningen vises det, at hvis H er 

et Hilbert rum og X er et afsluttet underrum af H , så vil 

.l 
H=X øX 

Undersøg, om dette resultat er sandt i et indre produkt rum. 

r' 
29 Sæt V= {f e C([O,l]) l f (l) = 0}, M= {e v1 j

0 
xf(x)dx = l} 

Vis , at 
o 

(V, li · ll u) er et Banach rum. 

2 o M er en afsluttet, konveks og ikke tom delmængde. 

J o For a ll e 4> e M gælder at 

11 4> 11 > inf<llf - Oll l f e M} 
u 

Lad H væ re et Hil bert rum, M en afsluttet konveks, ikke tom delmængde 
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af G , og u E H . Så findes ifølge Lemma 1.10 en entydigt bestemt 

vektor v E M tættest ved u . Undersøg, om dette r esultat gælder i et 

Banach rum. 

30 Lad H være et Hilbert rum, og {e } IN en ortonormal basis for 
n nE 

H . Antag, at A:H ----7 H er lineær, og at 

L JJAeJ < oo 
n 

Undersøg, om A er kontinuert. 

31 Den generaliserede polariseringsidentiteL 

Lad H være et Hilbert rum over C . 

Antag n n E IN , a E C , a = l 
2 

og a "" l . Vis, at 
n 

l ' Il k 112 k (x,y) = ;:; L x + a y a 
k =l 

32 Et ikke-separabelt Hilbert rum. 

Lad E betegne vektorrummet over C af alle reelle funktioner f af 

f ormen 

f( t) Ib t Ib t 
=ae 1 +···+a e n t E IR 

l n 

hvor n E IN og a , ... ,a E C , b , ... ,b E IR 
l n l n 

Vi s, at 

(f,g) = lim 
M---7 oo 

M 

2~ LM f(t)g(t)dt 

eksisterer og er et indre produkt på E . Vis, at hvis f er som (•), 

så vil 

Vis endelig, at fuldstændiggørelsen af E er et ikke-separabelt Hi!bert 

rum. 

33 Lad rn være restriktionen af Lebesgue målet til 

Vis, at l,z 
2 

.z .... 

0
1 

={z E CJ JzJ ~ l} . 

er ortogonale vektorer L (O ,m) . Bestem 
2 l llz"JI · 
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Lad e = 
n 

Z" 
. Undersøg, om {e ,e , ... } 

o l 
er en ortonormal basis for 

L (D ,m) . 
2 l 

11 z" ll 

34 Lad V være et normeret komplekst vektorrum, dvs. et komplekst 

vektorrum med en norm 11·11 som opfylder 

l) 11 u 11 2:: O ; og . 11 u 11 = O ~ u = O ; 

2) Ilau lf = lal lfu[[ ; 

3) llu + vil ~ llull + llvll 

når u, v E V og a E IC Vis at V er et indre produktrum hvis nor men 

11·11 opfylder parallellegramloven 

llu + vll2 + llu - vll2 = 2llull2 + 2llvll2 . 

(Vink. Benyt polariseringsidentiteten (jvf. side 1.4) t il definition af 

et indre produkt, som skal vises at opfylde Definition 1.1. Eftervis 

først (S i) og (S(iv), og dernæst (Sii) (tag realdelen først); slut her

af (Siii) for rat ionale a og benyt kontinuiteten af normen.) 

Diffe r entialligningsopgaver 

35. Find samtlige løsninger til different ialligningssystemet 

d x 
l = x cost - x s i n t dt l 2 3 (t,x ,x )E~ 

l 2 
d x 

2 x si n t + x cost dt- l 2 

Vink. Betragt z = x + ix 
l 2 

36. Find samtlige løsninger til different ialligningssystemet 

d x 
l -x cost dt = 

2 (t,x ,x )E~ 
d x 

l 2 

2 x cost dt = l 

37. Vis, at hvis ø (t) 
l 

er en løsning til den lineære, homogene 

differentialligning af anden orden 

3 
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d
2

x dx - = p (t)x + p (t)-
dt 2 o l d t 

og Ø (t) :t: O for alle t i det betragtede interval, er samtl ige 
l 

løsninger bestemt ved 

x = a Ø (t) + a Ø (t) , 
l l 2 2 

hvor 

Ø (t) = Ø (t)J 
1 

(exp J p (t)dt) dt 
2 1 Ø (t)z 1 

l 

Opgaver.21 

[Overalt står J .. dt for en vilkårligt valgt af de uendelig mange stam

funktioner til den pågældende funktion. J 

Vis, at hvis ø (t), ø (t) 
l 2 

er en basis for løsningsrummet til den homo-

gene ligning, er samtlige løsninger til den lineære, inhomogene diffe

rentialligning af anden orden 

bestemt ved 

d2
x 

dt
2 

[
ø (t) 

W(t) = det 
1 

Ø' (t) 
l 

ø (t)] 
Ø~(t) . 

2 

38. Vis, at differentialligningen 
2 

cos x sin2x ~ + (sin3x -2cos2x sinx)dy + 2y cos
3

x = O 
dxz dx 

l 
har løsningen y = sinx. Find deref ter samt ! ige løsninger i ]0, - rr[ x IR. 

2 
l 

Find ende l i g samt! ige løsninger i ]0, - rr[ x IR til differential! igningen 
2 

. 2 
COSX Sin X 

d 2Y d 
( .3 2 2. )y 2 3 2 .3 + Sin X - COS X SlnX dx + y COS X = COS X Sin X 

dx
2 

Vink. Benyt opg.37. 

39. Bestem samt! ige løsninger ti l differentia Il igningen 

d x 
- t- + x = O, 

d t 
te ]- 1.11, 
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idet det opgives, at x = t er en løsning. 

EKSAMEN SOMMEREN 1991 

l. Betragt differensligningssystemet 

x (t+l) = (3/5) x (t) + (1/5) x (t) 
l l 2 

x (t+1) = (1/5) x (t) + (3/5) x (t), 
z l 2 

for t e IN. 

a) Gør rede for at koefficientmatricen A dette system er diagona-

liserbar. 

b) Vis at med Q [ ~ -! ] er A = Q O Q-
1
, hvor D er en diagonal-

matrix. 

' c) Løs systemet z(t+l) = D z(t), 

til det først givne system. 

t e IN og find derudfra løsningen 

d) Gør rede for at det først givne system er stabilt. 

2. For 
3 (x , x , x ) e IR betragtes ligningerne 

l 2 3 
2 3 2 l x - x + x = 

l 2 3 

4x - 5x + 4x = 3 
l 2 3 

a) Gør rede for at disse 

fastlægger (x , x ) som 

ligninger i en omegn af punktet 

C
00 

-funktioner (gl,g2) af x. 
3 l 2 

b) Find g
2

' (l). 

A '= [ 
1/2 1/3 1/2] 

3. Lad 1/2 l/3 1/4 o 

o 1/3 1/4 

a) Gør rede for at spektralradius for A er l. 

b) Gør rede for at er en egenværdi for A og at A 

negativ egenvektor hørende til denne egenværdi. 

[ 1111] 
4. Lad A 

o l 2 o 
:= o o 2 l o 

o o o 2 

a) Vis at spektret a-(A) = {1,2}. 

( 1,1,1) 

har en ikke-

b) Vis at egenrummet hørende til egenværdien 2 er en-dimensionalt. 
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Det oplyses at egenrummet hørende til egenværdien 

en-dimensionalt. 

c) Gør rede for at Jordan-formen for A er 

J= [ gl~~]· 
o o o 2 

Lad r(A) betegne spektralradius for A. 

d) Opskriv Jordanformen for A/r(A) 

el Er A/r(A) power bounded? 

også er 

5. Lad V være et vektorrum med indre produkt og lad P og Q 

betegne to ortogonalprojektioner i V. 

a) Vis at IIPxll ~ llxll for alle x E V. 

b) Vis at llxll
2 = 11Qx11

2 
+ ll(l-Q)xll

2 
for alle x E V, hvor be-

tegner identitetsafbildningen i V. 

Antag resten af opgaven at IIPxll ~ IIQxll for alle X E V. 

c) Vis at for ethvert x E PV gælder at llxll = IIPxll ~ IIQxll ~ llxll. 

d) Vis at for ethvert X E PV gælder at 11(1-Q)xll =o. 

e) Vis at for ethvert x E PV gælder at x E QV. 

6. Lad v være et endelig dimensionalt vektorrum og f v -7 v være 

en lineær afbildning. 

a) Antag der findes en basis a således at matrixrepræsentationen 

[f) 
a a 
L ad nu 

er en positiv matrix. 
3 

V : = IC og lad (3 

Er (3[ f)(3 > O for enhver basis (3? 

være standardbasen. Antag at 

[ l o 2 J (3[f)(3 - o l -2 . 
o o 1/2 

bl Findes der en basis a så [f) > O? a a 
c ) Fineles der en basis a så [f l 2:: O? a a 
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EKSAMEN SOMMEREN 1992 

1. Lad A være en kxk matrix med spektrum cr(A) og spektralradius 

r(A). Det er givet at B := i A er primitiv. 

a) Gør rede for at der findes n e IN : = {1,2,3, .. } for hvilket A n > 

o. 
b) Beskriv mængden cr(A) n { z E C l l z l = r(A) }. 

c) 

d) 

Gør rede for at L := lim (B/r(B))n eksisterer; 
n~ 

Kan man slutte at {(A/r(A))n} er konvergent? 

angiv L 

2. Lad U være et endelig dimensionalt vektorrum med dualt rum U'. 

For T E .f( U) betegner T' E .f(U') den duale afbildning. 

a) V is a t et underrum w~ u er T -invariant hvis og kun hvis 

T' -invariant. 

b) Gør rede for at kerT' = (T(U))0
. 

c) Vis at hvis S E .f(U), så er (ST)' = T'S'. 

d) Gør rede for at hvis T er invertibel, så er T' invertibel og 

(T-1), = (T')-1. 

e) Vis at S og T er similære hvis og kun hvis T' og S' er 

similære. 

3. Betragt et endelig dimensionalt normeret vektorrum (U, 11 11) og 

dets rum .f(U) af lineære afbildninger. 

Lad også 11 11 være betegnelsen for en norm på f(U) som opfylder 

( •) 11 A x 11 ~ 11 A 11 11 x 11. for alle A E f( U), x E U. 

a) Vis at med r( ) som betegnelse for spektralradius gælder at 

r(A) .s inf 

Lad 
n 

k u:= c 

for alle A E .f(U). 

for et givet k E IN. Definer sup-normen 11 11 
00 

ll(x .... x )li := sup 
l k 00 J=l, .. ,k 

ved j x l· For A E .f(U) defineres så 
J 

11 A 11 := sup
11 11 

11 Ax 11 . 
00 x .S! 00 

Det tages for givet at der herved er 
00 

defineret normer. 

b) Vis at hvis A E f(U) og hvis A har matrixrepræsentationen 

[a J i standardbasen, så er 
!J 

c ) Vis at normerne 11 11 
00 

11 A 11
00 

= max1 L: J lau l· 
opfylder (•). 

er 
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4. Lad A [-~-~J og betragt det lineære differentiallignings-

system 

a) 

b) 

x' (t) = A x( t) + [ :
2
1, t E R 

Find a-(A); find også en basis for IR af egenvektorer for A. 

Gør rede for at [ ! J er en ligevægtstilstand for det givne 

system. 

c ) Afgør om dette ligevægtspunkt besidder Lyaponov-stabi litet. 

d) Find mængden af løsninger x(t) = [ ~~~~ J for hvilke y(t) -7 l 

og z(t) -7 l for t -7 oo. 

5. Betragt rummet f..
00 

af begrænsede reelle følger x = (x ,x , . . ). 
l 2 

noo Udstyr c. med supremumsnorm og koordinatvis ordning. 

Lad U := (u ,U , .. ) E f..
00 

være en given begrænset ikke-negativ følge. 
l 2 

Lad {3 være en given konstant, {3 E (0,1[. 

For ethvert element w := (w , w , .. ) E f.
00 

defineres en følge T w ved 
l 2 

for hvert i E IN at sætte 

(Tw) 
l 

a) Vis at Tw E f..
00

• 

max ( u + {3 w ). 
J!: j!:! 1+ 1- J J 

b) Vis at den derved definerede afbildning T : f.00 
-7 f.

00 
opf ylder at 

hvis {x ) !: {y ) i den koordinatvi se ordning så er {T{ x ) ) !: 
n n n 

(T{ y ) ), samt at hvis (c) er en konstant følge af positive tal så 
n 

er (T{x +c)) !: (T(x )) + {3(c). 
n n 

c) Gør rede for at der findes en begrænset føl ge (v ) for h vi l k en 
n 

v = max ( u + {3 v ) , 
l l~ J~ i l +1 - J J 

for alle E IN. 
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