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Kapitel I~ REGNI,NG' OG NUlifERISK ANALYSE.,

§ 1 6 R.eglling mad. ti.. l.!l89rmelaer og afrundingafe jl.

Numerisk analyse handler om praktisk regning. Hvordan

vi bMrer os ad, og hvordan ·vi holder styr pl de f'ejl, vi ger

undervejse .Allerede nAr vi ska,l angive et reelt talpA. 1018

meregneren, ger vi. den fejl at afrunde ta.llet til de cifre,

lOlDJlteregneren nu engang runnner. Og eelv de simple aritmet1e

ke operat1oner indfmrer nye fejl, som vi agel ml holde styr

pl.

Man intereaeerer sig for to former af fejlen, neml1g

den !psolutte~~J1 og den Eel~~JL~e fe1±.

ABBOLUT FEJIJ :: SAND VADI -- TILNA'.RMET V'ERD!

RELATIV FEJL =ABSOLUT FEJL / SAND VARDI

Fejlen er lmturligvia altid ubekendt, men vi karl have

en vurdering af den, f~ eks~ labs fejll ~ E og dermed
c

Irel fejll ~ ·TtIIn-1~~·_'EO

'Ved additi.on at tal af eamme st0I~relsest)rderl b11ver

fejlen hmjet adderet, og dermed forblivel~ den 1\~elat1ve fejl

umndret~ Men ved add1.tion af s't start (;~g et 1.ille tal gAr

j ..nforma·tiorlBVMrdien af det :lille tal ts,bt 4'

Eksempel" (1 -+ ~)n --+ e tor n ~ 00. Prev at be

regne en f01.ge af a.isee appr-oks imander for n 1."bende gen~

nem potenser af 2 ell,er 10 pA l.ommel~egllel~. ~~ra et viet tr,in

ar 1 + 1 = t og dermed (1 + l)n = 1.n n

Ved~ 8ubtraktioi'l af f183s ..ten lige store tal gAr den rela

tive tejl betragteligt op~

l~kBempellt Lms en 8,ndsngradsligtling f (I eke.
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x2
- 885 x + 1 = 0

mad den smdvanlige formel

1,1,2.

(
\.

l

l -

x = ~82 ± ~8852_4 = 8~~ ± 884.9~§ _ { 884.999
2 - 0.001.

Herer den absolutte fejl naturligvis numerisk den samme,,:'

fordi summen er 885 eksakt; men den relative fejl er af ster

relsesordenerne hhv. 5.10-7 og 5.10-1•

Ved multiplikation og division er det lettest at Be pA

den relative fejl. Er x = i + E og y ~ , + " sA er '

xy = if + Ey + 'J.x + E'l, hvorfor den relative fejl er ca.

.§. + '1 dvs. Bummen af de relative fejl.x y

Ekeempels Hvis vi 0nskede at10se andengradslign1ngen

ovenfor med lille relativ fajl pA. begge r0dder, kunne vi be

nytte fonnlen for reddernes produkt x1x2 = 1. Hera! fls

1 1
x2 =~ = 884.999 = 0.001129945,

80m har rela.tiv fejl 5.10-7 og dermed abaolut fejl 5.10-1°.
Denne fremgangsm~de kan give approksimationer til begge

redder uden roduddragning. Har vi indeat 0 og 1 og dermed

set, at den ens rod opfylder

o < < 1 ,

fAr vi at x1 + x2 - 885, at den anden op~lder

884 < < 885.

Vi kan sA smtte xO = 885 med1 tAFI < 1 og derfor IRFI <

1 < 10-2 Men sA. er XO 1 1 0.00113 med IRFI885 =-=885=2 xO
1

< 10-2 og derfor IAFi < 10-5 •

l- Af au.mmen findel:' vi nu x 1 = 885 - XO == 884.99887 med IAFI1 2

< 10-5 og derfor IRFI < 0-7 Og igen af produktet fi-ndes1 ..

x1 =~ = 0.0011299449 med IRFI < 10-7 og derfor IAFI ~
x1
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10-9 • Endelig findes

IAFI < 10-9 og dermed

x~ = 885 - x~ = 884.9988700551

IRFI < 10-11 OBV., OBV.

1,1,3.

med
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§ 20 Fejlanalyser ved regning.

Summerer 'Vi n tal med samme vurdering af den absolut

-te fejl, tAFt < E, kan vi med sikkerhed fastsl' summens ab

soluttefejl til at vmre h0jSt nEe Men er tallene dannet

ved afrunding, er dar dog en chance, for at nogenaf fejle~

ne har hmvet hinanden.

Er et tal opnAet ved afrunding, kan vi antage, at den

sande vmrdi ar lige fordelt med middelvmrdl i den tilnmrme

de vmrdi over et interval aflmngde 2E. En sum af n el

danne tal ernu fordeltsom en sum af n aldan fordelte sto

kastiske variable. Middelvmrdien bliver altal summen af de

tilnmrmede vmrdier, ogvariansen bliver summeD af de n ens
e2 2 .

varianaer, derhver er 1"2' alta! E .T2.
Den centra.le gr83nsevmrdisaltning alger endda, at Bummen

er approksimativt normalt fordelt med nmvnte middelvmrdi og

varians.

Vi kan alta! efter smag og formA.1 aige, at med

ersandBynlig~ede:n

1
2

95 70
100 70

fejlen- h0jSt

E·0.6745 .,fJ
E• 1. 96 • .-.fff

1
E~ '2 • n

Dette sandsynlighedstearetiske synspunkt kan forfelgea

(

t -

for aIle regningsarter, men det viI ikke bliV"e gjort her.
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§ 3. De generelle problemer i numerisk analyse.

1,3,1.

(

(

og x E X,

Idette kuraus interesserer vi os for problemer i for

bindelse med en operator, (funktional, funkt1on) af et Ba

nach rum (funktionaruDl, talrum) ind i sig selv eller et an

det:

T: x.t_.'·~ Y.

Det direkt~ problem er:

G1vet x E X, find y = Tx.

Ekeempel. T:i: ~:' X == C[a, b] , f E X, find ~::r(X)dX.
Det omvendte problem er:

Givet y E Y, find x E X, sA Tx = y.

Eksempel 1. T = A, en n x n..matrix og X = Y = :Rn •

1mB ligningseystemet Ax = y.

Eksempel 2. T =- f: lR~ E, en kont1nuert funktion,

find et nulpunkt for f, dve. x E ~, sa f(X) = O.

Det omvendte problem f0res tilbage til det d1rekte pl

to mlder. 1) Man finder T-1:y~ x. 2) Man gatter x og

( . beregner direkte Tx til sammenligning med y.

Egenvmrdiproblemet: For T linemr og X 3 Y B8ges

sA. Tx:: ;\x.

Ekeempel. nT == A, en nxn-matrix og X:= y = C •

A

T(x) = Tx - (Tx.x)x, som er 0

'l mad (Tx,x) 80m egenV!erdi.

Egenv~rdiproblemet kan f0res tilbage til det omvendte

problem. Lad S == {x E X I II xli == 1} vssre enhedskuglen i X og
A A

~:S)(C ~ X ~vrere defineret ved T(x,J\)=Tx -I\x. S~ er
A

T(x,~) = 0, netop nar x er en egenvektor med i\ som egenvrerdi.
A

Er X et Hf.Lber-trum, kan vi definere T: S -4- X ved

netop nAr x er egenvektor
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§ 4. Fejlvurderinger i de generelle problemer.

1,4, 1 •

L

I· mere interessante matematiske problemer kan vi ikke

umiddelbart klare os med aritmetik\.'Der optrmder grmnseover

gange og uendelighed i form af kontinuerte funktioner pi in

tervaller, der indeholder uendelig mange punkter.

Hvie et tal er bestemt som grmnsevmrdi for en felge,

xn ~ I, og vlbenytter xn som approkslmation til x,

kalder vi den derved opstlede fejl, x - xn' for TRUNXE

RINGSFEJLEN. F. eke. ved en rmkkeudvikling af 4%1 funktion,

hvor vi summerer n led af rmkken, opstlr en aldan fejl.

I det direkte problem, hvor T kan beregnee. men x

mA tilmermes med xn' fAr vi alts! en trunkeringsfejl.

x - xn' nogle afrundingefe jl ved beregningen af T~, samt

fejlen p! resultatet Tx - Txn• Er T differentiabel, gi

ver middelvmrdismtningen

Tx - TXn ::: T' (~ ) (x-xn) ,

hvorefter' fejJ_vurderingen er

II Tx - TXn II ~ K .. II x-xn I I

for pasaende normer, hvor altsA II T' (~) II .$. K for _ i ell

om~gn at x og xn•
I det tilsvarende omvendteproblem faa trunkeringsfej~

len pAr y, y - y ,n og vurder-Ingen oiavend t
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(
I problemer, der involverer funktionarum, ml vi ofte

approksimere operatoren T. Er X og Y Banach rum, har

vi i disae tilfmlde underrum Xn <; X og Yn <; Y, aom er

endelig- (n-) dimensionale vektorrum, der indlejres vaden

interpolation in:~--+ X og jn:Yn--+ Y, eAledee at der

ogel findee projektioner herp!, Pn: X --+~, qn: Y --+ Yn'

f. eke. funktionsvmrdierne i visse punkter. Der gmlder da,

at

l-

I almindelighed forlanger vi yderligere om disee ope

ratorer, at de er line~re, at der findes p, q, 1, j, sA

IIPnl1 ~ p <00, Ilqnll < q <<XJ,

II inll ~ i <00, II jnll .s j <00

for aIle n, samt at I IinPnx - x I I --+ 0, II jnClnx - x II
--+ 0 for n --+ O().

Man kan definere konvergens af xn --+ x pl to mAder,

~i8kret ved II xn - Pnx I I --+ 0 og ~lfbL t ved II x - inxn I I
--+ O. Men mad antagelserne ovenfor er de to begreber mkvi

valente. Thi

xn - Pnx = Pninxn - Pnx = Pn(inxn - x),

sA

sA.

for

Pro~blemet er nu at definere T11:Xn--+ Yn,

n --+ 00 i den forstand, at for enhver f01ge

T --+ Tn
x~xn

grelder T x ~ Tx (dj.skret eller globalt) •n 11

Vi viI dele konvergensproblemet i to; at Btabili~ets~

problem for operatorf01gen Tn'

ufelaom over for fejl (Xn-PnX),

der gAr ud pA, at ~n er

og et konsistenB~roblem

for Tn med T, der gfir ud pa konvergens i specialtilflEldet
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(~- xn = Pnx.

Definition. Fmlgen af operatorer Tn kaldes ~tabil, hvis der

findes en konstant K, sA for a1le x~, x; E ~ gmlder:

V n E IN: I ITnx~ - TnX~ I I s K· I Ix~ ... x~ I I •

Definition. F01gen at operatorer Tn kaldes konsistent med

operatoren T, hvie diskretiseringsfejlen

0n(X) = IlqnTx - TnPnxl1 ---+ 0 for n ~OO.

( Smtning: T~ stabil og Tn konsistent med T => T ---+ T.n

l- .

l

Bevis: II Tnxn - qnTxl1 S II Tnxn - TnPnxl1 + II TnPnx - qnTx l 1

s K· I Ixn - Pnx I I + bn (x) • 0



~
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§ 5., Hoveclsootningen 5>- nume r iek anaLyae ~

Den vigtigste 9 men ikke den eneste, metode i numerisk

ana.lyse gar ud pA,. at omf'ormuLer-e 81 t pr-obLem til et fix

punktproblem, som sa fors0ges 10st ved iteration~

Er fell afstan.dsformindskende afbildning af

et Banach rum Lnd t. sig selv , sA. fincles netop et f'Lxpunkt

x* = f(x*) for f, og for ethvert punkt x grelder~ at

felgen fn(x) konvergerer mod x* for n -~ o<l

Bevf.e : Der findes oL < 1, sA. for vilkArlige x og y gml

der Ilf(x) - f(y)1 I < ~·I Ix - yfl. Altal er

Ilfn+1 (x ) - fn(x)11 ( oc.llr(x) - ~-1(x)11

og derfor II fn+1 (x ) - fn(z) II < ofll f'{x ) - xii.
Men sA er for p vilkArlig

IJ-1 ·
II fn+p(x) - fn(x) II < z::: ~+lll :f(x) -xli

.1=0

som er uafheengd.g af p og gA.r mod 0 for n --+ CX? Der

for er ~(x) ell fundamen'ta'Lfal.ge , aom j~ at Banach rum er

k t S L ~* 1·' ~n( )onvergerrt , m'~ .I.\. :: am J.. X, da gool.der, nair. f jo er

kontinuert, at f(x*) = lim f(fn(x)) = lim fn(x) = x*. Alt-

sA findes et fj.xptlnkt, og en.hver t t~9I~el"'et :f~lge konvergerer

mod at fixpunk:t _ 1t1en er nu x* og y* to fi.xpilllkter, gml-

der II x* - Y~'11 - I i f( x'*') - f( y*) i I ~. 0(. !Ix* ~A. y*! I, hvoraf

( 1--ot) II x-tt· - y* II < 0, alts~ II x* -- y* II ;;.-:; 0, hvoraf x* = y-M'.

o
Corollar: EI· ·f en korrt i.nuer-t .ftt!lk~tion af et metrisk rum

l ind i Big selv, og er en itereret f01ge ~(x) konvergent

med g!amnsevmrd.i x*, sA er f( x·t4- ) = x·*" i}
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Kapitel II. L0SNING AF LlNE~E LIGNINGER VED DIREKTE METODER.

§l. Problemformuleringen.

En linecer afbildning f: En -. En eller f: ran -+ u:n

er givet ved en matrix A = (a .... ) hvor a .. E R eller
lJ

, lJ

a .. · E Ck for i,j = 1,···,n, og f(x) = A . x med sGed-
lJ

vanlig.matrixmultiplikation. Har vi givet et punkt b E En

eller

sa
¢nsker vi at bestemme

f'{x ) = b '.

nx E R , hhv.

Ligningen skrives ogsa

Aox=b,

eller udf¢rligt

..

(

(
'~

Ved en direkte metode til l¢sning af problemet forst~s

en metode, der f¢rer til den n¢jagtige l¢sning efter endelig

rnange skridt.
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( Dvs.at fejlen kun bestA.r af ophobede afrundingsfejl~.

Hervedfindes en kandidat, A,x, til problemets 10sn~ng.

(

f

f-

(~

l

G0res pre?e i ligningen, findes RESIDUET

b -Ax,

og heraf fAs

.LlmrfU < K- Db l~b~F '
hvor K e r kondi ti.onstallet (her for de relative fejl).
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§ 2. Normer og konditionstal for matricer.

11,2,1.

Norme r ,

Har vi en norm pA. Rn eller nc-, f. eke.

II x 11 1 ::: Ix1 I + I x21 + ••• + Ixn I ,

I Ixl 12 ::: ~IX112 + Ix21
2 + ••• + 1~12

:::~,

I Ix I lao ::: max Ixi I ,
. i

kan vi definere den t11svarende matrix-norm ved

(*) I IA I I::: sup {II Ax I I

Disse betegnes hhv , IIAI1 1 • IIAII *'

Ilxll.i 1].
IIAII

80
• fordi vi re-

serverer "2" til den euklidiske matrix--norm

IIAI1 2 :::"'\ Ii:: la i jl
2

•V i,j

En norm, dar ar defineret ved (*), opfylder de BMd~

vanlige normegenakaber, og dertil ulighederne

( 1 ) I IAx I I s I IA I1•I Ix I I ,
(2) I IABI I i I IAI I -I IBI I.

En matrix~norm, dar opfylder (1), kaldes fordragel1g .ed

rumnormen i ( 1 ) •

Bevis: (1). II x]] ::: 0 :::> IIAxl1 ::: o, Ellers er ~ =nhr.
og 'I\.IIAxll::: II~Axll ::: IIA(ax) II .i sup {IIAxll I II x] ] s 1]

~ IIAI',
hvoraf I IAx I I < I IA I I •I Ix I I •
(2). Felger af (*) og (1):

I , (AB) x I I = I IA ( Bx) I I ~ I IA' I •I ,Bx I' .i I IA I I •I IBI I •I Ix It,
BAfor Ilxll.$. 1 gmtJLder II (AB)xll .5. IIAII·IIBII. AliBI.

II ABI I :::: sup {I I (AB) x I I I I Ix] I .5. 1 J.i \IA II • "BI I •0
OgeA. den euklidiske matrix-norm opfylder (, ) ag, (2),

hvor (1 ) gmlder 8&1lmen mad den euklidieke vektornorll.
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~evis: (1). Cauchy-Schwartz' ulighed giver os

11,2,2.

\

(2).

== (r-:lai j 1
2
) , (LI b1k12) = IIAII ~·II BII~. O·

itt 1 It k

Corollar: For en vilklrlig matrix A gMlder

IIAII * i IIAI1 2 •

Bevis: At (1 ) fls for II xl1 2 i 1 t at

IIAx l 12 .s IIAI1 2 ,

hvora:t IIAII * = sup t IIAx l 12 1

Konditionstal.
For problemet med A regulmr

Ax = y

med tilnMrmelses10sningen

A" AX :: y,

x-x = A-1 (y - y).
(1) giver for en vilklrlig norm

Ilx - xll< IIA-111·ll;y - yll
og I Iy I I s I IA I I •I Ix I I ,

fAe A(x - x) . A

== Y - 1, og

hvoraf

.LJ.nirfil i IIAII·IIA-111·~ •

C Altai er IIA-1 11 og IIAII·IIA-1 11 konditionstal for pro

blemet med hensyn til de valgte normer og hhv. den absolutte

og den relative fejl.
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Bemmrk, at (2) aiger:

IIEII = IIAA-1 11 .$. IIAII-IIA-1 11:

( II E11 1 = II Ell * = IIEll 00 = 1, II E11 2 = -.Jii-)
Konditionatallet er altsA altid mindet 1.

II,2,3.

Til beregning af konditionstal har vi foruden formlen

for IIAI1 2 ogel formler for IIAI1 1 og IIA1100-

IIAlloo
=: max ~ Ia,ijl

1

(
LIIAI1 1 = max lai j l•

j i

('
l

L
(

Med andre ord, max--normen svarer til st0rste numeriske rmk...

~eBum og 'eumnormen til st0rste numerieke sejles~.

~~ Ixjl £ 1 ]

Ixjl s 1 }

s [:Iai j I, nlr
J

Ixjl • 1 og
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n!r ~IXjl i 1. Alts! gmlder
j

11,2,4.

(

I IA 11 1 i mjX ~ Iai j I •

Lad nu m vmre valgt, sA ~Ia. I = max ~Iaikl ~ Vi amtter
1 am k i

x == (0,0, ... ,1, .'.. ,0), hvor l-tallet stAr pi plads nr , m,

For dette valg af x fae

samtidig med at x opfylder

Derfor sluttes, at

Men heraf f01ger A.benbart

o

(

Bemmrkning om egenvmrdier.

For en vilk!rlig fordragelig matrix-norm og en vilkAr

lig. egenv~rdi ~ for matricen A, gmlder

I~I s IIAII.
Bevis: ~er findes en norm pA vektorrummet, sA (1) er opfyldt.

liad x vmre en egenvektor (4= 0) for egenvmrdien A. Da gml

der
~x = Ax,

hvaraf
1~1·llxll == II~xll = IIAxl1 < IIAII·llxll,

sA. da Ilxll) 0, fA-a umiddelbart den enskede ulighed.
o
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§ 3. Elimination.

11,3,1.

Afrundingsfejlen vokser med matricene st0rrelse som

kvadratroden af antallet af regneoperationer. (Se kapitel

I § 2.) Ved determinantberegning efter definitionen og 10s-

an1x1 t ••. + annxn = an(n+1)

t _ Ved ombytning af ligninger kan vi opnA, at la11 I = ~Xlaj11.

Ved division af ligningen med a~1 (~O, da A er regulmr), fAB

en ny ligning

(2)

hvor

+ .... + 1
= a1(n+1)

ning for j = 2, ... ,n.

l

Nu ganges (2)

ningssystem

omed a
j 1

og fratrmkkes den j'te lig-,

Herved fremkommer at reduceret lig-

------_..... - - --------~--- - ~--------~---- --- ----~-._-_._--_.- .. ----- ~----
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1
x 1 + a 12x2 +

1
R 22x2 + ...

1 1
+ a 1nxn = a1(n+1)

1 1
+ a 2nxn = a 2 ( n +1 )

11,3,2.

k = 2, ••• , n+1 •hvor 1 001a j k = a j k - a j 1a1k ,

Herefter ombyttes ligninger, s! la12 1 = max 1~21;
2<k<n

. hvor

lad os t~nke os, at det er gjort. Igen findee en ligning

svarende til (2) ved division med a12

222
(4) x2 + a23x3 + ••• + a2nxn = a2(n+1)'

1a2k= -1-·
a 22

Igen ganges (4) med a}2 for j +2 og fratrffikkes

den jete ligning. Herved fremkommer

+ O-x
2

2 2 2x1 + a13x3 + ·.. + a 1nxn = a1(n+1)

2 2 2x2 + a23x3 + ·.. + a2nxn == B 2 ( n+1 )

l (5) 2
+

2 ' 2a33x3 + a 3nxn = a3(n+1)

• •• +
•

2
snnxn = 2

a n(n+1)'

hvor j =l= 2, k > 2.

(6)

Saledee bliver man ved, indtil man har elimineret

aIle ubekendte, hvorved 10sningen bliver

n
x j = a j(n+1)' j = 1, ••• ,n.

BemlBrk, at man uden videre 10ser flere ligningssyste

l mer simultant. F. eka. kan man oga! invertere matricen ved

atbetragte h0jresiderne



(
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1 0 0
0 1 0
0 0 0
• ·· ·· ·0 0 , ... , 1

1I,),3.

(

L

(

benawnt i formlerne 8, k' • • • ,ank , k = n+2, ••• ,2n+1.

Man ender herved med systemet

x1
n n n

::: a1(n+2) s1(n+3) • • · 8 1(2n+1)

x
2

n= a2(n+2) n n
8 2 (n+3) • · • 8 2 ( 2n +1 )

• •
• • •
• •

x = n n n .
n 8 n (n+1) an(n+2) • · • sn(2n+1),

80m ved tilbagepermutation af ligningerne til den oprinde

1ige orden giver A-1 pi h0jre side. Dette kan ~e nyt~

t1gt til beregning af kondit1onatallet. Hertil erdet nOk,

at A-1 er beregnet med 1i11e n0jagtighed.

Bemmrk, at alt er lige gyldigt, hvad enten vi har re~

ella eller komplekse tal i matricen A.
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§ 4. Ortogonalisering og overbestemte ligningssyetemer.

Vi akriver ligningsaystemet (1) i § 380m

Opfattes s0jlerne som vektorer a(1), ••• ,a(n+1), er opgaven

at fremstille a(n+1) som ,linearkombination af de 0Vrige.

Lad os antage a(j) E ~n og 8ege x
j

E C•

. I en har vi det indre produkt

(x,y) = x1Y1 + ••• + XnYn,

•
•

in,(n+1)

+ ••• + xn

og den hertil svarende norm

IIxI12 = v'tx,X).

Med henayn til dette produkt ortonormaliseree basen

a(1), •••• a(n):

V 1
= a(1), w1

v 1 .::: ,
II v111

tv j = a(j) - . (a( j) , wk )wk ' wj =
v j ,

k=1 Ilvj II

for j = 2, ••• , n;

n
v = a(n+1) \( (n+1)-)

n+1 - L a ''Wk 'Wk = 0,
k==1

1 (a(n+1),V) - '~ xk(a(k) ,V
j

)

IIVjll~ j k':r::1 ·



spmndersamme underrum af en. Derfor er

~t 226 NA 1980

Bevis. . Vektorsmttene (a (1) , ••• , a ( j ) ) og

11,4,2.

ud-

(

j-1 n
a(n+1) = UkWk + Lxka(k),

k=1 k=j

for j = 1, ••• ,n, for visse entydigt bestemte (3k. Hera!

findes, da (wk,Vj ) = 0 for k ~ j,

Af definitionen pA v j findee endv1dere

l

hvoraf (*) f01ger.

og at nu er

[J

n
L(a(n+1) ,wk)wk
k=1

projektionen af a(n+1) pA det n-dimansionale undarrum, der

udspmndes af (a(1), ••• ,a(n», og dermed den nmrmeete vektor

i euklidisk norm til a(n+1) med afstanden hertil lig mad

Ilvn+111 2 •

Bevis. (w1, ••• ,wn) er en ortonormal basis for uhderrumaet,

al en vilklr11g vektor heri kan skrives

~1w1 + ••• + ~nWn·

Afstanden til a (n+1) ar (kvadreret)
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(

l
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Ils(n+1) - (~1W1 + ••• + "nwn) II~ =

(a(n+1),a(n+1» - (a(n+1)'~1W1+ •••+~Wn) -

(~1W1+···+~nWn,a(n+1» + (~1w1+ •••+~nwn'~1w1+•••+~nwn)

" I Ia (n+1) I I~ + L,I 'J\j 12 
j

D~j(a(n+1),Wj) + ~j(Wj,S(n+1») •.
j

Denne funktion af ('A1 , ••• 'An) er reel og har minimum, hvor

aIle afledede med hensyn til realdele og +maginmrdele er O.

Med ~j = «j + ifj fAa, idet (s(n+1),wj) = a j + ib j, formen

Ils(n+1) II~ + ~(0l1+~3) - L.(2C( jSj + 2pj b j),
j j

hvia afledede med heneyn til ~j er 2«j - 2s j oav., sA den

har minimum for ~j = .Sj' pj = bj, dva.

~j = Sj + ib
j

= (a(n+1),w
j

) .

Indsmttea diaae ~ i formlen for afetandens kvadrat,

fls

Ila(n+1)11~ - L(a(n+1),w
j)(wj,a(n+1» = Ilvn+111~.

j 0
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(

l-
(

Kapitel 3. Iterative metoder til 10sning at· linemre ligninger.

§l. Problemformuleringen.

Vi havde en linerer funktion f og ¢nskede at finde

x, sa

f'{x ) = b .

Ved elimination kunne vi bestemme x nogenlunde godt. Men

vi kunne ¢nske osmetoder, der var egnede til at forbedre en

given approximation til l¢sningen. Derfor ¢nsker vi at omformu

lere problemet til et fixpunktproblem. Vi ¢nsker en funktion g,

der opfylder, at ligningen

g Cx ) = x

har en og kun en l¢sning, x, der samtidig tilfredsstiller

ligningen

f(x) = b

Bvis g samtidig er afstandsformindskende i en el1er anden

metrik, dvs. at der findes a < 1, s~ for aIle y og z

gcelder

dist(g(y),g(z)) ~ a dist(y,z) ,

Sa kan vi finde x ved at v~lge et punkt xO og derefter

definere en f¢lge (xk) ved

k+l kx = g(x) for k = 0,1,2,···;



/
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thi da viI f¢lgen (xk) konvergere mod x.

III.l,2~

/
~,

(

En metode, der benytter en s&dan funktion, g, kaldes

en iterativ metode. Hvis g tillige er affin, kaldes metoden

en line~r iterativ metode.
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~~ Line~re iterative metoder.

1I1,2,1.

Lad os t~nke as matricen A skrevet som en sum af

to matricer B og C, hvor B er invertibel, og vi endda

let kan invertere B. Vi skriver nu ligningen

A . x = b

sam

(B + C) • x = b

eller

B . x + Cx = b .

Ganger med -1 star der efter omflytningVl B ,

-1
b

-1 exx = B - B

Punk t Lorien

g
-1Y -+ B b

(
har- a1 t sa x sam fixpunkt. De n er en dda Linerer , sa vi mangler

bare, at den ska1 VCEre afstandsformindskende.

Har vi en norm pa ~n eller kan vi scette
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II y II = l} .

111,2,2.

hvis sa II-B-1C II < 1, vii g v<pre afstandsformindskende.

ox og

Nu er vi interesserede i, at f¢lgen (xk) defineret ved

xk+1 = g(xk) k = 0,1,2, •..

I
\

konvergerer mod en l¢sning x til ligningen

Ax = b .

Normbetingelsen ville sikre dette, men vi kan kIar-e as med erl

svagere b€tingelse. Der grelder f¢lgende.

SretningIII~2,1Givet et punkt b E ~n og n x n-matricer

A , B og C , saZedes at A = B + C, og B er reguZ~r.

Da er f¢Zgende ensbetydende

1) VA E {C det("AB + C) = 0 ~ 1\1 < 1.

(

2)

Bevis.

A er reguZrer" der findes netop et x E {CD
s sa A • x = b ,

for ethvert
0

E [n viZ f¢Zgen (xk ) de f i ne re t:-' og x

ved k+l B-1b B-1Cx1<:
k 0,1,2,·· · konvergere mod x ,x = - =,

2)~1).

Vi vil vise, at hvis A ·er regul~r og 1) ikke

g<plder, s~ findes xO E ~n, s~ den f¢lge, der defineres ved

k+l
x
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divergerer. N~r 1) ikke greIder, findes ~ E ill, s~

III,2,3At

det(AB + C) = 0 og IAI > 1. Da A er regul~r, er

det(B + C) = det A * O. Alts~ er A =I: 1. Da

AB + C = BAE + C = B(AE + B-IC) ,

og

Ina

detB =I: 0

det(-B-IC - AE) = 0 •

A er altsa egenv~rdi for -B-1C. Til A findes en egenvektor

£0 E ren , £0 * o. Da A er regulrer, findes netop ~t x,

sa Ax = b. Lad nu xO = x + ~O Da b1iver

xl = B- 1b - B- 1Cx O = B- 1b - B-1Cx - B-IC~O

o= x + A~

Heraf fas, at

k~fk 0
x = x + A f,

Da IAI ~ 1 , A =I: 1
o

og f, * 0 , rna f¢lgen divergere.

1) => 2 ) .

Af 1) f¢lger for A = 1, atdetA = det (B + C) * 0 , og

derrned at A er reguleer. I-Ieraf f¢lger, at der findes et og

kun et [n sa Ax dermed B-1b -1
x E = b og x = - B ex., ,

Lad 0
E (In givet, seetnu x v~re og

Vi sart tel'> nu

k -k
E = x - x



(
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.E k = B-1b - B-lCxk- 1 - B-1b + B-1Cx

= - B- 1C(xk- 1 - x) = - B- 1C Ek - l

Ved gentagne anvendelse af formlen fas

At vise, at k det at vise, at k
0x -+ x , er samme sam E -+ .

Vi vCElger nu en basis for (Cn 0 -B-1C far Jordans normal~, sa

form med hensyn til den ny basis. Vi skriver nu matricen 80m

A + '¥ ,

hvor A er diagonalmatricen med egenv~rdierne for -B-1C i

diagonalen) og '¥ er resten af Jordans matrix, alts~ en

matrix med O'er i diagonalen og l'taller pa visse pladser i

¢vre bidiagonal. Da er

kommuterer

Thi

n
'¥ = 0 .

A'f = 'fA •

Der greIder, at A og 'l'

Al 0 0 £1

0
0 AIel

A2
0 £2 '0 }..2£2 0

0
=

0 " 0 A eE
A- n-I n-l n-l

n 0 0
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og

0 £1 0 Al

0
o £1 A2 00 £2 A

2 0 e
2

A
3 ,

= ,
,. e

0 0
~ tA-

O .. n-l n-l n
•

0 A- 0n

Om Jordans normalform ved vi netop, at enten er e. = 0 ,
1

eller

I

I
i £i = I, og da er Ai = Ai +1. Altsa stemmer matrixprodukterne
\

overens. Udtrykt i de nye koordinater far vi altsa

k

(~) Ak - 5'¥ j ) eO£k = (1\ + ,¥)keO = (j~O
Men da '¥j = 0 for j > n , kan vi skrive

=

For at vise, at ek ~ a for k ~ 00, er det derfor nok at

vise, at hvert af de n led gar mod 0 . Vi betragter for fast

j < n

'¥jeO er uafhrengig af k. Binomialkoefficienten. er

(~)= k(k-l)··· (k-j+l) ()= P. k
j J J

et po1ynomium l k af grad j . Da
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i"
t'""

A =

o
o
An

,

hvor A ••• A er egenvrerdier for -B-1C, 'n og derfor

opfylder

if¢lge 1), sa er

IAe I < 1 for aIle i
l

( I Ak

0I
Ak

Ak 2= ,

0 " Ak
n

hvor A~ gar eksponentielt mOd 0 for k ~ 00 . Derfor viI
l

k i F¢"lgelig rnaP.(k)A. -+ 0 for k -+ 00 og aIle .
J 1

L- .

(

hvilket var, hvad vi beh¢vede at vise.

,
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§ 3. .Jacoba.e metode og Gauss-Seidel.

111,3,1.

(

En n x n-matrix A skrives som en sum af tre matricer

A = L + D + U

hvor L har samme elementer som A under d i agoriaLen (L for

"lower ") og 0 ellers, D har samme elementer som A i

d i a goria Len CD for' "d l agonaL" ) og 0 ellers, og U har

samme elementer sam A over diagonalen (D for "upper") og

o ellers. L kaldes A's nedre ~rekantsmatrix~ U den

¢vre og D for A's ~iagonaZ.

Jacobis metode fAs ved at smtte

B = D

C=L+U,

Den kaldes ogel SIMULTANEOUS REPLACEMENTS. Formlerne bl!ver

med b = (b.):
~

x~+1 =
1.

l
n

a~ • (bi -~aijX~).
1.1. .

J=
j~i

Metoden konvergerer, n~r egenvmrdierne for -n-1(L+U)

er mindre end 1, hvilket f. eks.er tilfmldet, nlr en af

matrixnormerne opfylder

II n-1 (L + U) II < 1.

Bruges II I 11 e.ll.er . I I I 100, betyder det , at diagonalen

i A skal dominere rmkk~~, eller 80jlesummerne i matricen.

Altaa f. eka.

l

for aIle i.
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En line~r iterativ metode fas ved at s~tte

B = L + D

c = U

111,3,2.

i den generelle form fra §2. Den derved definerede metode

kaldes Gauss-Seidel eller succes~ve replacements. Den sidste

betegnelse sky1des, at ved brug af metoden finder vi ikke

(L + D)xk+1 = b - Ux k

(
men l¢ser ligningerne i

Dette er let i r~kkef¢lgen

A = (a .. ) , b = (b.) formlen
lJ l

k+l
x

Vi far for

k+lx.
l = 1

a ..
II

i-I
I

j =1

k+la .. x.
lJ J

I a. · x~)
j=i+l lJ J

(

til successiv anvendelse for _i = 1,2,···,n.

Naturligvis har vi hverken sikkerhed for, at B er

regul~r, eller at egenvrerdierne for -B-1C er"numerisk mindre

end 1. Men det grelder i et vigtigt specialtilfrelde.

Sretningllli',1Lad matricen A v~re BpaZ~et som ovenfor i

A = L + D + U. Hvis "A er reel, symmetisk og positiv definit~

sa er L + D regul~r og samtlige egenv~rdier for -(L+D)-lU

er numerisk mindre end 1 .
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Bevis.

At A er reel og positiv definit betyder, at den kvadra-

tiske form -
z Az for z E Cl1

n er reel og har minimum i o .

Spec iel t f'or z = ( 0 •.• 0 1 0 ••• 0), "" , hvor I-tallet star pa

den i-te plads, g~lder a1tsa

-z Az > 0 •

-Men z Az = a ..
II

det i-te diagonalelement. Derfor er D

l

regul~r og positiv definit, og dermed er (L+D) regulrer;

thi

n
det(L+D) = detD = 11 a. · > 0 .

i=l II

Lad nu A E ct VCEre en egenvcerdi for (L+D)-lU . Da findes

z E ~n,{O} egenvektor for A , sa

-1
(L+D) Uz = AZ ,

he r-a f fas

Uz = A(L+D)z .

Nu er

(*) Az = (L+D+U)z = (L+D)z + Uz = (l+A)(L+D)z .

Konjugering giver

Az = (l+A)(L+D)z

og transponering, da L' = U og A er symmetrisk, giver

»» = (1 +A) Z (u+D ) •
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Ganges fra h¢jre med z, f~s

~ Az = (l+X)~ Uz + (l+X)~ Dz

= (l+X)z A(L+D)z + (l+A)Z Dz ,

Heraf fas

(l+A)~ Az = (l+A)(l+X)A~(L+D)z + Il+AI2~ Dz

111,3 ,4-,~

l

Pa den anden side fas af (*) ved at gange fra venstre med z

(l+A)A z Az = (l+A)(l+A)Az(L+D)z

Herefter kan L + D elirnine~es ved subtraktion

(l+A-(l+X)A) ~ Az= Il+AI 2 ~ Dz

hvor-a f

Da z Dz > 0 og z Az > 0, rna enten

A = -1

eller

1 - IAI 2
> 0

hvis A = -1 f¢lger af (* ) at Az = 0 , og dermed,

- Az 0z =

i modstrid med, at z' * 0 og A positiv definite



(
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Altsa rna

I A I < 1 •

Bemrerkning. Er A en vilkarlig reel n x n-matrix, og er

A' dens transponerede, sa er A'A reel, symmetrisk og positiv

semidefinite Hvis A er regulrer, sa er A'A positiv definite
(

Lad C = A'A have elementer c .. , i,j = l,···,n .lJ
Sa er

Cit. =
lJ

hvorfor A'A er symmetrisk. Specielt er

n
2

c. · = L a k i > a
a i = ,

k=l

og hvis c '.. = 0 rna samtlige ak i = 0 for k = 1, · · • , n .
II

,

Altsa en hel rrekke i matricen A er 0 Er A regulrer, 0. sa

er ingen rrekker a . For z E {en er

hvor Iighedstegnet greIder, n~r Az = o. Alts& er AtA
l-

z A'A z = (Az) "(Az ) = <Az,A'z> > a ,

positiv semidefinit, og positiv definit, nar Az = 0 kun har

l¢sningen z = 0, altsa nar A er regulrer.

Skal vi l¢se et vilkarligt reelt ligningssyst&m med

regulrer koefficientmatrix, A,

Ax = b

kan vi ved at gange med A'

A'Ax

fa et ligningssystem,

= A'b ,

hvorpa Gauss-Seidel kan anvendes.
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§ 4. SOR = ",Successive Overrelaxation tl

111,4,1.

(

l
It
\

I stedet for at lade he1e diagonalen, D, ga til

matricen B i opspaltningen af A, kan man lade en passende

del af D ga til B, resten rna sa ga til C. Lad

w E R , w * o. S~t nu

B = (~D+L) , C = U + (l - ~) D •

Ved passende valg af w opnar man, at konvergensen gAr v~sent-

lig hurtigere end for Gauss-Seidel.

L¢sning af ligningerne

bliver

k+l
x·

l
= (l-w) x~ +. l

W (b ....;
\ iaii

i .... l

L
j =1

k+la .. x.
lJ J

til successiv anvendelse for i = 1,2,···,n

For w = 1 far vi Gauss-Seidel igen.

Hvis A er reel, symmetrisk og positiv definit, sa er

B regulrer. Foretager vi en beregning svarende til beviset for

sCEtningLIIl~.t1far vi

= (~ - 1)ll+AI 2 z Dz .w

Da vi ¢nsker at slutte, at

I A I < 1 ,
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m~ vi alts~ foruds~tte, at

~ - 1 > 0 .
w

Det er netop tilfreldet, n~r

o < w < 2 •

111,-4,2111
!

(

(

Erfaringen tyder p&, at det bedste w' 1igger mellem 1 og 2,

nrermest ved 1, n&r n er 1i11e, og n~rmere 2, n~r n

er store Desuden st~r man sig ved at vre1ge w lidt st¢rre end

den bedste vrerdi frem for lidt mindre.

Lad as antage, at matricen A kan skrives pa formen

hvor D1 og D2 er diagonalmatricer og F og G vilkarlige

(rektangulrere) matricer. Denne form er ikke s£ speciel, sorn den

umiddelbart kan give indtryk af. Ved diskretisering 'af Laplace-

operatoren til· l¢sning af et Dirichlet-problem kan man or-dne

ligningerne i en rrekkef¢lge, hvorved koefficientmatricen

f~r netop denne form. Hertil kommer, at det er under dehne

og analoge former for koefficientmatricer, man kan analysere

virkningen af w. Lad nu ~ vrere en egenvrerdi for Jacobis

metode, dvs. for -D-1(L+U), alta! lad

det ( -D-1(L+U) - lJE) = 0 .

S~ er det(L +U + pD) = 0



Lad nu ~ vrere en eg~nvrerdi for givet w for
l
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eller

2Da er ~

plikation af de

med t!" fAa

eller

dye.

11I,4,;.

egenvmrdi for Gauss-Seidel, thi ved multi

p ferate e"jler og de q sidete reekker

det(e22D1 G) = 0
~ F (jD2

det(U + e-2(D 4- L)) = 0,

det(-(D+L)-1U - ~2E) =0.

~I < 1 og Jacobi konvergent.

L

Dvs.

1 L)-l(U (1 l)D) - AE)det(-(-D + + - = 0. w w ,

el1er

det(wU + (w-1)D + A(wL+D)) = o.

Altsa

(A+w-l)D
1 wG

det = 0 .
WA.F (A+w-l)D 2

Som ovenfor far vi heraf

~+w-l D1 Gn wVA
A2 wn det = 0

A+w-l \
F D

2wVA
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( Al tsa er enten it = 0 , . eller A rna opfylde, at

11I,4,4.

(* )
A+w-l

(;)VX

= JJ ,

hvor ~ er egenvrerdi for Jacobi. Med matricen A er

af

givet, s~ ligningen (*) bestemmer implicit A som funktion

2
w. For w = 1 fas ~benbart A = ~. Har vi A sam

hvoraf kun

(

fvnktion af w, kan vi minimalisere IAI • Herved bestemmes

det optimale w som funktion af ~ .

~ findes a'f ( * ) ved omformningen

4

Wo = 2-2W = l .. := _2~....

~ 2+2 Y;C:(,1-2 1+ J1-t
. t 2

(r0ddernea produkt er 42) ligger i" intervallet [0,2J.
~

Det betyder, a t for 2 > W > Wo ar der to kompleke8 kon-

jugerede redder, fir = 0( og ~ = 0(, hvoraf

I~ I :: jij. = -rs.fi ::: ~.~ = W - 1,

alteA. to redder med samme norm lig med W - 1 < 1. For

er der kun en reel dobbeltrod, som mA. 'Vl8reW=Ulo

~= Jwo - 1, altai

For W.$. W o kan

,,= W - 1.o

(**) skrives som

80m er intereseant for

W::: 'A- 1 ,

f..n- - 1

o .5. ~.$. 1. Den bar toppunkt for
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(

f
\

dvs.

hvaraf

Mff - 1 - M~ + 8 = 0
) c 2\/iK

r'~ + t"2;;: -1 = 0

~·A - 2~ + tt = 0

V?:=2±~-4ef=1 ~'ff -iJ,
,,= (1 ±f _f'2 )2 = 1+1-1;~J¥

= 2 ± 2N _1 _ {Wo - 1
~ -rod> 1.

Sammenhmngen mellem I~ I og W givet ved (**) eer

grafisk sAledes ud

I~l

1

o 1
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Vrelger vi nu UJo 8varende til den st0rste forekommen

de Jacobi-egenvmrdi f' hliver egenvmrdierne, der Bvarer

til de andre v~rdier af f' komplekse, parvis konjugerede

med norm Wo - 1. Men egenvmrdien ~ = Wo - 1 bliver en

dobbelt rod, sA konvergenshaatigheden for den bliver 80m

k.~k-1 (jvf. § 2). Det kan derfor Bom regel betale Big at

vlBlge W >Wo ' hvorved alle r-edderne bliver kompleksa, men

enkelte, sA hastigheden bliver Bom (W- 1)k.

Bemmrkning. En let omskrivning giver

l
hvoraf

2 +

l-

(

l

som kaldesYoungs formier after D. M. Young (1950).
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Kapitel IV.

~unktsbestemmelse.

IV t 1 , 1 /!J

(

Iterative met6der til l¢sning af ikke line~re

ligninger.

§1. Problemformuleringen.

Vi har givet en funktion

og ¢nsker at bestemme et punkt x* E mn, sa

f(x*) = 0,

m~d andre ord en Z¢sning til ligningen eller rod i ligningen

fCx ) = o.

l-- Problemet er ~kvivalent med fixpunktproblemet, hvor der er

givet en funktion

n ng: m -+IR.,

og vi ¢nsker at bestemme et fixpunkt x* E mn, sa

g(x*) = x* .

Vi kan s~tte g(x) = x-f(x), eller omVendt f(x) = x-g(x) ,

alt efter det givne problem.



Mat 226 NA 1980

Er nu g afstandsformindskende i en konveks omegn af

x*, kan prob1emet 1¢ses ved iteration af g. Hvis xO 1ig-

ger i omegnen, viI f¢lgen

vergere mod x*.

k+1 kx = g (x ), k = 0, 1 ,2 I 51 • ~ kon-

l--

Problemerne er n~sten ~kvivalente med problemet at finde

et minimum for en funktion

n
11: m -+ JR.

Er nemlig h differentiabel, vil vi ved

f. (x ) = ah(x)
1 ax.

1

definere en funktion f = (f1,.~.,fn)'

som er 0 i h's minima.

Og omvendt, hvis vi blot har en funktion

n<.p:m ~ lR,

som har netop et minimum i 0, f.eks.

<.p(x)

,

sA viI funktionen

h=<.pof

have minima netop i fls nulpunkter.
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§2. De parallelle korders metode.

IV,2,1.

Givet f og nulpunktsproblemet. For en vilkarlig mat~ix

A scettes

( Vi h~ber, at for passende valg af A er g afstandsformind-

skende, sa iteration a~ g l¢ser problemet.

Geometrisk er k+1x l¢sning til ligningen

k ko = A(x-x ) + f(x ),

altsA skceringen mellem x-aksen (hyperplan) og hyperplanen

y = A(X-Xk } + f(xk } .

For n = 1 ser det saledes ud med A = (a):

y

f-

(

fig. 1

ox x
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§3. Newtons metode.

IV, 3, ~. ,,4

l

Af fig. 1 synes at fremgA, at det vil·v~re fordelagtigt,

om a er n~r differentialkvotienten for f.

Vi s~tter derfor

g (x) = x - f I (x ) -1 f (x ) ,

hvor £1 (x) er £unktionalmatricen for f. OgsA ghar f's

nulpunkter som fixpunkter.

For n = 1 ser det saledes ud

t-

y==f(x)
fig. 2

x

Da g er afstandsformindskende, hvis Ig' I < 1, finder

vi konvergensbetingelsen, stadig for n = 1,

Ig' (x) I =
f' (x) 2_£ (x) fIt (x)

1 - f' (x) 2 --
< 1
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eller

f(x)f" (x) I < 1.
f' (x ) 2

IV,3,2 ..

I\

Denne ulighed er opfyldt i omegnen af x*, hvis

f' (x*) +0 og f" (x) begrcenset i omeqne n af x* , f . eks •

I f " (x) I < M for Ix-x* I < <5. Thi da skal gcelde

f' (x) 2
I f (x) I < I til (x) I

som er opfyldt for Ix-x*1 sa lille, at If' (x) I ~ If'~X*n ,

og lf " (x) I < M, og

I f (x) I < f' ~~*) 2

I h¢jexe dimensioner er det praktiske problem enten

at invertere matricen f' (xk) eller at l¢se ligningssystemet
.!
i

l--

i

(*)

k+1
x

-i

(
Pa grund af besv~ret ved bade at beregne f' (xk) og

l¢se ligningssystemet (*) findes utallige modifikationer,

der dels diskretiserer f' (xk) ,altsa br uger differenskvo-

tienter, dels n¢jes med grove tiln~rmelser til l¢sningen for

( *) •

P.S. I litteraturen betegnes ~ewtons metode ofte Bom

"Newton-Raphaon".
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§ 4. Eksempel pl Newtons metode: Invers matrix.

IV,4,1.

(

Lad A vmre en regulmr matrix. SA er A-1 nulpunkt

for funktionen

f(X) == X-1 - A.

f'(X) er en funktionalmatrix, dar afbilder vektorrum-
2 2

met af kvadratiske matricer IRn eller ~n ind i~.ig

selv. Den kan defineres ved

K = ft(X)H = X-1HX-1,

thi

l-
(

= -(X+AX)-1 (~X.X-1) ~ _X-1HX-1

I lL\xl I
. ~

for fiX ~ 0 mens ~~ H; ( II HII = 1).

Men sA er H = f' (X) -1 K = ~XlQ(, sA Newtons metode

bliver iteration af

g(X) = X - t'(X)-1 t(X)

:: X + X(X-1-A)X

= X + X(E - AX)

= 2X - XAX.

Iterationen konvergerer, nAr X er i nmrheden at A-1 ,

f. eka. hvis X er fundet ved elimination Bom i kapitel II

§ 3.
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Mere prrecist gmlder f01gende

IV,4,2.

Sffitn~ng IV,4,1. Hvis X opfylder ulighedeno

q := I I E - AXo I I < 1

for en v i.LkarLi.g rnat.r-Lx-no.rm og f o.r A r egu.Lser , sa konvergerer

f01gen Xt defineret ved

Xt +1 ~ 2Xt - XtAXt ,

mod A-1 med fejlvu.rderingerne

t =: 0,1,2, •.•

II Xt - A-1

( II Xt - A-1 II

Bevise Vi kan skrive

I I Xt I I •II E - AXt I I
<~---------

1 - I I E - AXt I I

l--

hvor

Da goolder

Xt +1 = Xt(E + Rt ) ,

Rt == E - AXte

Rt = E - AXt_1(E + Rt - 1)

~ E - AX t _1 - AXt _1Rt _1
=.: Rt~1 - AX t _1Rt _1
= (E - AX

t _1)Rt
_1 =

(-

Ved iteration fas

t == 0,1,2, .•.

Da II R II q < 1,
0 Rt ~O for t~ 00,

0

== rna sa
0

-1 ( - Rt ) ~ A-1 for t ~oo.X
t

=.: A E

Af X -1 -A-1(E - AX) fas- A ==

(*) II X-A-1
1 1 ~ IIA-1

1 1 - 1 1 E-Axll,

og af A-1 ::: X + A-1 - X fas

II A-1 II < II X 1'1 II -1
- X II+ A

l < II X II II -1 I I · I I E - AX 11,+ A

hvoraf
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[I A-1 II ~
1 - II E - AX t I

IV,4,3.

(for tiE - AX I I < 1), samt ved indsrettelse i (*)

,t X II
II X - A-

1 II ~ II E - AX II.
1 - l t E - AX 11

t Med X::::: Xt er. dette den anden vurdering i sartningen. Srettes

X ~ X i vurderingen af A-1, og indsrettes denne vurdering io
/

t
(*), med det sidste X ~ Xt' fas den f0rste vurdering i sretningen.

Af

fas

I I Xt - A-1 I I < I I A-1 I I · I I Rt I I

< I I Xo I I . II R~2t) I I
1 - q

II XO II (2 t )
< q.

1 - q o
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§". Regule falsi og sekantmetoden.

Lad os for overskuelighedens skyld indskr~nke as til

dimension 1v Lad .(hk) ~ 0, for k ~ 00, og s~t differens

kvotienten til erstatning af f' (xk) til

metoden reguZa falsi, og v~lges
l Vcelges specielt kx - x hvor x er fast, kaldes

k-1 k
= x -x, kaldes me t.oden

.:

(

(

sekantmetoden. Der er dog dem, der kalder sekantmetodenfor

nregula falsi".

Geometrisk bestar metoderne isukcessiv l¢sning af 1ig-

ningerne

f(xk+hk ) - f (xk ) k k
(x-x) + f(x ) = 0

h](

hvilket illustreres pA figurerne3 og 4.
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y regula falsi

-x x

fig. 3

y s ekarrtme t oden

x
k+1 kx x

/

(

fig. 4
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Kapitel V. EGENV&RDIER FOR REELLE, SYMMETRISKE MATRICER.

§ 1. Egenv~rdiernes kontinuitet.

SMtning V,1,1. En reel~ symmetrisk matrix har kun reelZe egen-

vCEpdier.

Bevis. Lad A v~re rnatricen, A E ~ en egenv~rdi og Z E ~n

(
en tilh¢rende egenvektor, ~:

Az = AZ •

Konjugering og transponering giver

ZA = -AZ ,

hvorefter zAz kan beregnes efter den associativ~ lov:

'X liz II; == CX~)z = zAz = z(Az)
2

= A liz 11 2

(
Da z som egenvektor ikke er 0, sluttes at A = X eller

at A E lR •

Bevis s l.u t.

Lad A .v~re en reel, symmetrisk matrix. Vi indicerer

egenv~rdierne efter st¢rrelse, A1 ~ A2 ~ ... ~ An Lad

w ,···,w v~re et hertil svarende ortonormalsystem af egen-
1 n

vektorer. For en vilkarlig vektor x * 0 defineres RayZeigh-

kvotienten

= (Ax,x)
2II x 11 2
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hvor ( , ) er det s~~vanlige indre produkt i
n

JR og

2
ll x 11

2
= (x,x).

2LA. (x,w.)
= j J J

2
L(X,W.)
j J

f Lnde r vi umicldelbartx=L:(x,w.)w.
· J J]

Heraf fas

Skriver vi

- L\·(X,W.)w.
j J J J

(LA.(X,W.)w., L:(x,w.)w.)
= j J J J j JJ

P A (x)
(r(x,w.)w., L:(x,w.)w.)
j J J j J J

Ax

Af denne frernstilling ses, at

max P A (x ) = A1 •
x*Ol

< er oplagt, og > fas for

Ved hj~lp af Rayleigh-kvotienten kan vi endda finde sarnt-

lige egenv~rdier. Lad M v~re underrummet i mn
m udsprendt

af w.,··· ,w hvor rn = n+1-j. M har da dimension m.J n ill

Sam ovenfor fas

V~lger vi et andet underrum i
l

max PA{x)
xEMm

= A'.
J

af dimension m , M ,

(
bliver det tilsvarende maximum ikke mindre

max PA(x)
xEl\1m

< max PA(x)
xEM

Vi har derfor Courant-Weyls Minimax-princip til karakteri-

sering af egenv~rdierne

A. ==
J

min max PA(x)
dimM=m xEM

for In = n+1-j .

L
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men

For at finde de numeriske v~rdier af egenv~rdierne be

m~rker vi, at A2 har de samme egenvektorer sam A,

egenv~rdierne er netop 2 2A , ••• , A
1 n

Thi

A 2w . = A (A .w .) = )\. (Aw.) = A. (A .w . )
J .JJ J J J JJ

2
= A .W.

J J

er

For eksernpel ¢nsker vi at finde den numerisk st¢rste egenv~rdi.

Rayleigh-kvotienten for A2

(
p 2(x)

A

(A2 x , x )= ---2- --
11 x 11 2

(Ax,Ax) =
- 2
ll x 11 2

2
IIAx 11

2
2

ll x 11 2

I hvor andet lighedstegn skyldes, at A er symmetrisk. Vi far
\

altsa

max
j

hvoraf

A~ =
J

max
x

p 2(x) =
A

max
X

2
(lAx 11

2
2

II x 11 2

max 1 A . I = max
j J x

IIAx 11
2

II x 11 2

Vi har altsa ogsa en srnuk karakteristik af

Lad nu A og B VCEre reelle, symmetriske rnatricerl
med egenvcerdier A . (A)

J
og A . (B) , j = 1,···, n •

J

(
s~tning V.l.2. For j = 1,···,n og P - *,1 ,2,00 g~Zder

IA.. (A) - A. (B) I < IIA-B lip •
J J =

Med andre ord, ikke alene afhCEnger egenv~rdierne konti-

nuert af rnatr~cen, men vi kan vurdere afvigelserne bekvernt

ved matrixnormerne
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BeV1~S.

V,1,4.

(Ax,x)-(Bx,x)= 2
II x 11

2

({A-B)x,x)
= 2

l l x 11
2

<

IIA-B 11 ,
p

< max I A . (A- B) I <
j J =

hvor sidste ulighed f¢lger af k ap , II, § 2.

(

f

d · nEr nu M et un errum 1 E ,

max PA(x) ~ max PB(x) +
xEM xE~1

gcelder altsa

IIA-B II ·p

Har M dimension rn, f&s heraf

min ma~T PA(x) ;:; max PB(x) +
dimN=m xE~ xEM

IIA-B II ·p

Da denne ulighed gcelder for hvert M ned dinension m, g~lder ogsa

min max PA(x) ~ min max PB(x) + IIA-B lip ;
dimN=m xEN - dimM=m xEM

med kortere skrivemAde og j = n+1-m

A.(A) < i\.(B) + IIA-BII •
J = J P

l
Ved ombytning af A og B, idet

IA.(A) - A.(B)I < IIA-BII •
J J P

Bevis slut.

IIA lip = II-A lip' fils
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§2. Potensmetoden.

V,2,1.

Lad nxn-matricen A v~re reel, syITmetrisk og yderligere

pos~tiv sernidefinit, og lad egenv~rdierne v~re

·~1 ~ ~2 ~ ••• ~ ~n ~ 0 •

Den tilsvarende afbildning vilafbilde en kugle pA en

ellipsoid~og ved iteration viI ellipsoHen normalt blive fla-

dere og fladere. En vilkarlig vektor, der ikke er ortogonal

pa nogen egenvektor, viI ved iterationen komme n~rmere og n~r-

mere til den ~genvektor, w
1

der svarer til den st¢rste

l egenv~rdi, Ai" Denne kendsgerning kan vi udnytte til at ap-

proxirnere egenvektoren w
1

rned Affix x vilkarlig.

Er egenv~rdierne negative eller kornplekse, viI iteratio-

nerne forstyrres af roterende tendenser. For neqative egen-

v~rdier gar det an, men i det komplekse tilf~lde gar vi glip

af imagin~rdelen af egenv~rdien. Det er .derfor, vi begr~nser

os til pos~tiv semidefinitte matricer.

Vi betragter altsA iterationsf¢lgen

x(t+1) = Ax(t) , t=O,1,2, ...

x(O) = x E mn vilkArlig, og skal unders¢ge, hvorledes den

( approxirnerer en egenvektor.

Hvis Ax = 0, er· 0 egenv~rdi og x egenvektor for

O. Vi kan d~rfor se bart fra Ax = 0 i det f¢lgende.

Lad w , .•• , w
1 n

v~re en ortonormalbasis svarende til

egenvcerdierne ~ ,..., ~ .
1 n

Da gcelder

t 0,'1,2, .. ·

l-
Da o * Ax = L~. (x, w . ) w .

j J J J

2 2
L~.(X,W.) > o.
· J JJ

rna II Ax II; '* 0 , altsa



Mat 226 NA 1980

Lad nu m v~re det mindste tal, sA A (;<,w ) * 0 •
ill ill

V,2,2.

Da er

(x,w.) = 0 for j = 1 ,~.·,m-1, alts~ x er ortogonal pA
J

w1 , · · · , w
rn

-
1

· Da er \. = ~rn den st¢rste egenv~rdi i spil,

den vi viI approximere vedhj~lp af

Vi spalter nu x(t) i to dele;

(t)
X 8

811 del, d.er egenvek-

tor svarende til A, og en del, der er ortogonal pa egen-

rummet he r ende til A. Med

(
\

z =
n
L (x,w.)w.

j=rn J J
\.=:\

J

og
(t)

r
n
L

j=rn
A.<A

J

A. t
(-f-) (x,w.)w.

n J J

fas opspaltningen

Da z og
(t)

r er ortogonale, far vi af Pythagoras

II x (t) II
?
L..

Vi viI nu vise, at
(t) a for t Scet A' max A.r ~ -+ co.

A. A. < A J
0 ~ A'

1 for A. Ae Da gCElder Jsa er < - = q < <A = A J

IIr (t) "2
t II r (0) 11 2

0 for t< q -+ -+ 00 ,
=

fordi. q 1 · vi far derfor for
(t)

norrneret< x

(
(t)

Y
z = w for t -+ 00.

y(t)konvergerer altsa mod en egenvektor, w , h¢rende til

eqenvazrdt.en A. Rayleigh-kvotienten konvergerer mod egenvcerdien:

PA(y(t» == (Ay(t),y(t» ~ (Aw,w) = A for t ~OO,

idet Ily(t) II == 1,
2

ll w 11
2

= 1 oq A er kont i nue r t .
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Raylaigh-kvotienten for
(t)

x er den s amme e

V,2.3.

(Ax (t) I X (t» = (7\ (t) (t) )
= () 2 .I.'-ly, Y =

ll x t.) II
2

PA(y(t».

Vi v iL nu vurdere konvergenshastigheden for de to gr~nse-

overgange mod hhv. A

(Ax (t) IX (t.) =

og w.

n 2t+1 2r A. (x,w.)
j=m J J

=

(
n
'" x2tt 1 ( )' 2 +L x,w.

j=m J
~ =x

j

n }}t+1 2 >,2t+1 liz 11 2r. (x,w.) > 2
j=m J J

X <X
j

{

I
idet f¢rste led er lig med h¢jre side, og andet led er ikke

negativt.

Ved pa den anden side at vurdere en faktor A. op til
J

(t) 2 n 2t 2
for hvert j og erindre, at Ilx II, = ~ X'i {x,w.)

2 j=m J J
fas

(

(

(AX(t) IX(t»;; ~ AoA 2t (x /w.)2 =
j=m j J

Af den sidste ulighed fAs

Xllx(t)112
2

(t)
A - p(Y ) = A -

A -

A -

(Ax(t) IX (t»

Ilx(t) II~

A2t+1 II z II~

Ilx(t) II~

A2t+11Izll~

<

=

=
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<

"[,2,4.

II r (0) 11 2hvor Vi har altsa 0y = ogsa
II z 11

2

0
1

(A p (y (t) ) ) 2 2t
~ < - < y q

A =

Rayleigh-kvotienten konvergerer altsa mod A fra neden med en

t relativ fejlforbedring med faktor h¢jst 2en q

For egenvektoren z gcelderw = -1-1ZIT

II y (t) -w II 2 t for t 0,1,2,-· ·< yq, =

Bevis.

II y (t) -w II 2 lIy(t) 11
2 2 2(y(t),W)-- + 1.lw 11 2

-2 2

2
2 (y (t) ,z)= - II z 11

2

(
2 ((t.) )

2
x.: , z

= - II z 11
2 II x (t) 11 2

(I
At II z 11

2
'<-,

2 -
2 2

=
II z 11

2 At Ilz+r(t) 11 2

IIz+r(t) 11 2- II z 11
2= 2 .

II z+r(t) 11
2

II z+r (t) 2
11

2
11

2
- II z

2 2= .
II z+r (t)II z+r (t) II 2 ( 11

2
+ II z 1,

2
)

II r (t) 11
2
2

<
11

2

l.
II z

2

2 2t
< y q

Bevis slut. _.--.- --_. __ ... - --~~..--'_.'- --
~."_... _.._----~......, .
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Selv om vi begynder med en vektor x, der er ortogon~l

pa vektoren w1 ' kan vi ikke stole pa at ill
A x forbliver or-

togonal pA w
1

- Vi risikerer, at afrundingsfejl giver smA

bidrag i w
1

- r e t n i n ge n , der efterhanden vokser sig store og

til sidst bliver dorninerende. Vi rna derfor regne med i praksis

at finde A1 og, w1
uanset startvektor.

Man kan afhjiElpe denne ulernpe, hvis man har fundet W1

og s¢ger w2 ved at ortogonalisere hen ad vejen:

(t) A~(t) (t+1) (t) (t)
v = ; x = v - (v , w1 )w1 •

Mere alrnindeligt, vi har fundet egenvektorerne w1 , · · · , wm

s¢ger Vi sCEtter 0og wrn+1 - sa

(t) = Ax(t) (t+1) ( t ) m (t)
v x = v L (v ,w1)w11=1

Endelig bern~rker vi, at er p er polynomiurn ,

Inex xm

{
kan vi definere matricen

Denne matrix har sarnme egenvektorer 80m A, thi

p(A)w

m
ex A Wm

(
\

~ p(A)W ,
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nar w er egenvektor for A svarende til egenv~rdi A.' Sam-

tidig ser vi, at egenv~rdierne for p(A) er p(~). Og til~va-

rende, hvis A er regul~r og derfor aIle egenv~rdier for A

forskellige fra 0 I g~lder

-1
A w

1
A W ·

( Altsa A og
-1

A har samme egenvektor er og inverse egenvrerdie=e.

Med andre ord, benytter vi kun de lige potenser af rnatri-

cen, far vi i dette tilf~lde konvergens mod en egenvektorog

kvadratet pa den tilsvarende egenv~rdi. Ved til sidst at an-

vende A ses, om egenv~rdien er positiv ellernegativ.

Denne metode slar fejl, hvis A og -A er egenv~rdier

for A, sA egenrurnernt svarende til A2
for A2

er rnindst

2-dirnensionalt. Vi risikerer da at finde en egenvektor for A2 ,

der ikke er egenvektor for A. Men erstatter vi A med

A + aE, a * 0, bliver egenv~rdierne flyttet til \+a og

-A+a, hvis kvadrater ogs~ er forskellige.

Er a ikke egenv~rdi for A, kan vi betragte matricen

Den har egenv~rdier alts~ den numeriske-1(A-aE) .

st¢rste egenv~rdi for
-1

(A-cxE)

1
A-a '
svarer til den egenv~rdi A

for A, der ligger n~rmest o. Til geng~ld foruds~tter denne

l_ variant, at ligningssystemet

(A-aE) x (t+ 1 ) = x (t)

---------- -------....--- - .-------~ _. --- .--.,.._~---_._~---_......:.-...-_.-_._-_.-.-- - -,--'
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er overkommeligt at l¢se med hensyn til
(t+1 )x .

V,2,7.

P
t

= (Ay (t) ,y (t»; (A-ptE) v (t) = Y(t) ; y (t+1) =

(

(

Til geng~ld viI konvergensen jo· gA hurtigere, nAr a lig

ger tiEttere pa A, da IA~(XI derved bliver forholdsvis st¢r

re end lu~(X1 , hvor u er den niEst-niErmeste egenviErdi.

Dette kan vi udnytte ved successivt at erstatte ex med den

sidste tiln~rmelse til ~. Dette giver forskriften

llv(t) 11
2

Denne metode f0res man ogsa til ved anvendelseaf Newton pa

f(x) = Ax - (tx~x~x = Ax - Q(x)x,
X,X J

der netop har A's egenvektorer 80m nulpunkter. Man finder

f'(x) = A - ~(X)E - p(x),

hvor p(x) = (x. ~(x)). k' Newton giver derfor iterationen
J aXk J,'

dvs.

<==>

hvor

f(xt) + f '(xt)(xt +1 - xt) = 0,
t t i: t t+1 t t t t t+1 tAx - ~ (x )X+ (A- ~ (.x )) x - Ax + ~ (x )x - P(x ) (x - x ) ;:: °

(A - ~(xt))xt+1 ;:: P(xt)(xt+1 _ xt)

(A ~(xt))xt+1;:: ~txt,

~itd t t+1 tO"t ::: L.../ . (.x ) ( xOk -xk ) ·
k:::1 x k

Ved iterationen bliver

l

til t+1y , der netop er

at udcn betydning, da vi normerer

y(t+1) ovenfor.
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§3. Jacobis metode.

V,3,1.

Lad nxn-rnatricen A v~re reel og syrnmetrisk~ Lad S

v~re rnatricen med A's egenvektorer 80m 80jler, valgt
o}3a egen-

(

(

vektorerne er ortonormale. Da er 8' = 8-1 og 8'A8 = ~ en

diagonalmatrix med A's egenv~rdier i diagonaleri. Jacobis me-

tode s¢ger at approximere S og A sirnultant.

Idet vi erindrer om s~tning V.l.2 er det godt at fore-

tage en ortonormal transformation af A, sa elementerne

uden for diagonalen aIle er sma. Da viI diagonalen approximere

A. Dertil benyttes en successiv udLuqni.nq af elementerne uden

for diagonalen med specielle transforrnationer. Denne proces er

dog ikke endelig, da allerede udlugede elernenter kommer igen,

dog altid mindre.

Lad U v~re matricen

1 0

( 1

cos<.p .. . -sintp
\

(,
-

1

sin<.p costp

,,~

\

,
0 1

som er enhedsmatricen pa n~r pladserne (o,a), (a,T), (-r,a) I



Mat 226 NA 1980

u = (u
j k)

,

u
j k = °jk for j =1= ,a, T V k =1= O,T

U = U = costp
oa TT

u = -u =--sintp
aT Ta

Lad A = (a
j k) v~re en matrix og B = {J I AU

Da gCElder relationerne mellem a
j k og b j k

b j k
= a j k for j *. a, T A k =1= O,T

b. = b = a. cOS(O + a. sintp for j =1= O,T
Ja oj Ja JT

b. = b = -a. sin(p + a. ICOStp for j =1= O,T
JT Tj Ja ]T-

b 2
+ a sin2c.p + sin2

= a cos <.p a (J)
00 aq aT 'IT

b sin2 - a sin2<.p +
2= a <.p .a cos tP

'IT ocr aT 'IT

b = b = a cos2tp + ~(a -a )sin2lf)
aT TO aT TT 00

V,3,2.

B = (b "k) •J l.

Vi kan vurdere A's afvigelse fra at v~re diagonal ved

l
2-normen af

IAI =

A's forskel fra sin diagonal:

SCEtning V. 3.1. Er B = U I AU, h v o r U e r de f i ne r e t: ov en f'o r ,

gCEZder

2- a )
aT

Bevis. Sporet af A2 er kvadratet pa norrnen af A:

n n
Sp(A

2) = L L a a
j=1 1=1 j1 1j

= L 2 =
j,la j 1
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Da har og sarnme spor,

I BI
2

+
n 2
r: b .. =

j =~1 J J
II A II ~ = I AI 2 + ~ a~.

j=1 J J

Nu var a .. = b.. for j * a,T
JJ JJ

sa vi. fa~r her af

2
a ao

For matricerne

A = (aooo a
Ta

b O T )\

b '
TT

[. gcelder

Da derfor

formlen

2
Sp (B

O
) eller fas

2
+

2
2a

2
b

2
b

2
+ 2b2a a + = +ao TT aT 00 TT aT

hvoraf

l 2 2 b
2

b
2

2(b
2 2

a + a = aaT)00 TT ao TT aT

Bevis slut.
(

Vi skal nu disponere over a/T,~ med henblik pa at g¢re

IBI rnindst mulig. F¢rst v~lges a,T,

siden v~lges ~, sa
sa la I er st¢rst;

aT

Ib I bliver mindst, nemlig O. Til
OT

besternmelse af ~ har vi ligningen

b = 0 , J:aT

i a cos2~ + ~(a -a )sin2~ = o. Er a = 0 er vi allerede',,--- a T J T T aa / a T
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f~rdige; s~t ~ = 0

sintp == V2
2

Ellers er

Hvis a = a
00 TT

fas
TT

c.p = "4 ' COSt£) =

tg2<.p =
2a

aT
a -a

00 'IT

hvoraf sin~ og cos~ kan findes ved brug af formlerne

tg~ = tg2~

COStp

sinw = cos~ · tg~ •

Vi har herved en iterationsrnetode. Ud fra matricen At

bestemmes Ut sam ovenfor og At+1 == Ut At Ut • S~tning ~.3.1

siger da

Da altsa IAt +1 I < IAtl , rna f¢lgen IAtl v~re konvergent.

Og da der for j * k g~lder

( t ) (t) =' jIAtI2_IAt+1.12
I aJ"k I < maxi a" I - - -+ 0

i*h lh 2

for t -+ 00, kan der kun g~lde, at

Det er endvidere klart, at

sa vi finder, at

< IA 1
2

- ----2
2

IA 1
2

t tn -n

= (1 - 2_) IA 1
2

2 tn -n
i------.;----------.--..~.--.-----. . .... --=--.--~_.~_ ........._~--~ ......----............



(

Mat 226 NA 1980

sA IAtl konvergerer mindst sA hurtigt som

V,3,5.

Er ~1'···'~n egenv~rdierne for A i passendeorden,

far vi, da A og At har sarnme egenva'!rdier, af scetning T.l.2

vurderingerne

I A I -a~~)1 < IIA d i ( ) II 12J JJ t - 1ag a j j p' P = I ,~ •

Altsa enten eller max
j

(t)
L . I a' k I.

k=l=j ]

Jacobis metode giver saledes simultan approximation af
X=E:>

egenv~rdierne. S~tter vi Yt+1 = YtU t ' t = 0,1,2, •.. har vi

At == Yt A Yt I (nAr Yo = EJ

(

l

hvor At ncesten er en diagonalmatrix, Sa Y t neast.en har A '.s

egenvektorer som s¢jler. I tilf~ldet hvor A har lutter for-

skellige egenvcerdier, viI vi vurdere denne approximation ncer-

mere.

Lad A·,···/A v~re de parvis forskellige egenvcerdier, 1·n

for A og w
1

, · · . /w
n

et ortonormalsystem af tilsvarendeoe

(t)
genvektorer, og lad a. t ~ At for t ~ 00 og j= 1 ,···/n .

JJ J
S~t

Vektoren

(t) = y'w
\)k ' t k

er egenvektor for At svarende til Ak thi

.....
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Vi vze.Lqer i det f¢lgende t sa star, at. IAt i < ~

herved bliver specielt

1
1 (t) I
/\k - a kk I <

For j * k g~lder rnodsvarende

l I "\ (t) II\j - a kk

Lad nu e k

egenvektor for

Der gCElder

v~re enhedsvektoren (6'k)'; Sa er
J J

d' ((t») svarende til egenv~rdienlag a j j

Vi ¢nsker at approxirnere w = y v(t)
k t k

med y(t) = Y e
k t k Da

er ortonormal, kan vi vurdere approximationen ved

II Y (t)
k

Nu er

sa

(t)
v.

J
for j = 1, - - - ,n

~ 1"\ a (t) I 2 1 { - (e
k

' "\ 'k(t) ) "\ 'k(t)
L 1\, - kk e k v v

j=1 J
j*k

l

min IA.
· 1 JJ= ,---,n

j*k

(t) 12a kk
\) ~ t) ) ,2

J

( (t» (t) 112
II e"k - ek, \)k 'J k 2 ,
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da

Til vurderingen opad smttes B = At - a(t)E
kk '

trisk med Y'~t ) = V 80m egenvektor, og e:::: ek•

tegnelser fa.a

80m ersymIne-

Mad disae be-

da B er linemr

da V eregenvektor

II B( e - (e ..V )v) I 1
2

II
I IBe - ( e ,-V)Bvl I2

II
IIBe - (e,Bv)vI1 2

I 1 da B ar symmetrisk

II Be - (Be,V)V II 2

I I if01ge Pythagoras

II Be 11 2
- II (Be ;v)vI1 2

1/\
I IBe I I2 s IAt I2 •

Sammenfattende fas vurderingen

og derfor ogsa
(

2
-6 IAtl ·

k

Variant.

Hvis man finder det besv~rligt at ops¢ge det numerisk

st¢rste element uden for diagbnalen i At' kan man v~lge at

tage aIle elementeruden for diagonalen efter tur. Man taler

( da om den cykliske Jacobis metode.
"---
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Kapitel VI. EGBNV~DIER FOR KOMPLEKSE MATRICER.

§l. Minimalpolynomier.

VI,1 , 1 •

I
\

For en vilkArlig kompleks matrix A har det kapakteris~

ti ek e po lynomium

PA(X) = det(xE-A) = x n + B xn- 1 +0 .. + an-1 0

netop A' s egen~rdier som r¢dder.

Vi kan tage et polynomiums v~rdi i en matrix og derved

fA en ny matrix. Specielt g~lder

SCEtning VL 1.1 . E» P
A

det karakteristiske po l un omi um for ma t v i»-

cen A" da er

PA(A) = 0 ·

egenv~rdi A. Da erl
Bevis. Lad W v~re en egenvektor for A med tilsvarende

PA(A)W = (An + a An- 1 + .•• + ao~)wn-1

= ;Anw + 13 An - 1w + ••. + aOwn-1

= AnW + J3 An- 1W + •.• +
J3 0".n-1

= (An + 13 An .... 1 + .•. + aO)wn-1

= 0 . w
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Matricen PA(A) giver altsA anledning til en O-afbildning,

sa den rna v~r~ O-matricen.

Bevis slut.

Lad a v~re en vilkarlig vektor, sa Aa * o. Vi be

tragter vektorerne a(t) = Ata for t = 0,1 "·,,n. Disse

n+1 vektorer er abenbart line~rt afh~ngige·; der findes derfor

et tal m', sa

a(0), ••. ,a(m-1) er line~rt uafh~ngige, og

a(O) , ... ,a(m) er line~rt afh~ngige.

Altsa findes et og kun et tals~t 00,···,om-1 ' sa

(rn) + (m-1 )
a ° 1 am-

+ ••. +

Definition. Polynomiet

kaldes minimaZpoZynomiet for vektoren a (med hensyn til ma-

tricen A).

Scetning VI. 1. 2 . MinimaZpoZynomiet er divisop i det karakte-

ristiske poZynomium;

= 0
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Euklids algoritrne tillader os at finde polynomier q af grad

n-m og r af grad < m, sa

Inds~ttes A ovenfor, fAs af S~tning VI.1.1.

Lad

(

r(x) = Ym_1 Xm-1 +•.• + Yo '

YO' • • • ,yrn-1 a Ll.e er o.

hvor vi skal vise, at

Anvendes matri~en pa vektoren a I star der

o = a-a = q(A)Pa(A)a +r(A)a = r(A)a ,

det samme som

o

=

m-1
(Ym-1 A + ••• + yoE)a

Y a (m-1) +... + Y a (0)
m-1 0

l som sarnmen med uafh~ngigheden af

Y =... = y = 0 •o m-1

(0) (m-1)
a , - · · ,a giver

( Bevis slut.

Corollar VI.1. 2.

for matricen.

Klart.

R¢dderne i minimaZpolynomiet er egenv~rdier

Minirnalpolynomiet giver as ogsa egenvektorerne til de e~

genv~rdier, der er r¢dder deri. Lad vcere en rod i p (x)
a
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og ~errned egenv~rdi for A. Vi kan da skrive p (x) =
a

(X-A) q (x) hvor q har grad m-1 vi skriver q(x) =
rn-1 + i: xm- 2

x u m- 2

Vektoren

(

(

Z = q(A)a

er egenvektor for A svarende tiZ egenv~rdien ~.

Bevis_ z * 0, da z = q{A)a = (A
m-1

+ 0m_2Am- 2
+---+ 00E)a =

(rn-1) + 6 a (rn-2) + .•• + 6 a (0) a (0) , ••• , a (m-1 ) er
a rn-2 a og

uafh~ngige og koefficienten til a{m~1) er 1 * 0 _ Da end·

videre

p (A) = (A-A.E)q(A) ,
a

fas

Az - AZ = (A-AE)z c (A-A.E)q(A)a = Pa(A)a = 0 ,

som i beviset for scetning VII. 2.

Altsa er

Az = AZ

Bevis slut.
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§2. Krylovs metode.

VI,2,l.

(

(

Resultaterne i §l hj~lper as til at l¢se egenv~rdipro-

blemet for en vilkArlig matrix. Vi skal blot kende en metode

til 'at finde minimalpolynomier, sa kan vi finde egenv~rdier

og egenvektorer ved at f Lnde nuLpunk t e r .i et polynornium som i

kapitel tv.

Til dette formal skal vi l¢se problemet at bestemme,

( 0 ) (m)
hvor l~nge a ,···,a , ••• er uafh~ngige. Dertil foretager

(0) (m)
vi en successiv ortogonalisering af vektorerne a , •.. ,a,···

indtil en sAdan proces giver 0 Vi stetter

(0)
V o = a ,

II "o 11 2

Denne proces ender med, at

w .. ==
J

v.
J

u-. II
J

m..;.,1
v = a(m} - L (a 'Wk)Wk = 0 .

rn k=O m

(

Herefter kan

(*)

CXm- 1 ' • • • , ex 0

(a (m) v )
, m-1

beregnes ved tilbageregning:

cx. ==
J

m-1 (k) \
r Ok (a , 'J • ) )

k=j+1 J

Der blot er formlen (*) fra § 11,4.



(~

Mat 226 NA 1980

Kapi tel VI'l. Interpolation.

§l. Lagrange polynornier.

Er dergivet m + 1 punkter (xo"Yo)'··· I (xm'Ym) i

,(x,y)-planen, sa xo'···'Xm er parvis forskellige, da

findes et og kun et polynomium p{x) af grad h¢jst ro,

sa p(X j ) = y. for j = O,1,···,m. Den simpleste inter-
J

polationsopgave 0 ud 0 at finde p.gar:- pa

Lagrange's l¢sning bestar i at l¢se opgaven i det til-(
fCElde, hvor

gen hertil

"5l. = a
J

LK(x),

for

fas

j * k og Kaldes l¢snin~

m
p(x) = L YkLk(x).

k=O

Da Lagrange polynomiet har grad m og r¢dder

pa nCEr x
k'

kan' det abenbart skrives

x , .... , xom

(

(

rn

= a TI<x-x j ) .

j=O

j*k

(

Til bestemmelse af a har vi

1a =
m
n (xk -x · )

j=O· J

j*k
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Herefter har vi

VII,1,2.
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§ r>
L. • Newton polynom~r.

Da Lagrange polynomier er upraktiske, f.eks9 ved til-

f¢jelse af et nyt punkt, hvorved aIle Lk skal ~ndres, viI

vi se p~ re~ursionen i systemet.

Lad as betragte aIle delm~ngder af indexrn~ngden,

{j , ... ,j } c {O, ••• ,m}o x,- for ~ = 0 , ••• ,m.

(
Vi kalder interpolationspolynomiet for punkterne

po ... m(X) = p(x).
f

(x • , y. ), ... , (x. , y. )
J o J o J£ J~

for p. . (x). Da er specielt
J o" • • J ~

For disse g~lder rekurs~onsformlen

p ~ .~ (x ) =
~, ••• ,J+~

1
_ «x--x·+o)p· '+0-1 (x)-(x-x')P'+1 -+0 (x )x , x. J x., .J, ••• ,J JIv J ] , ••• ,J N

J J+~ ~

for j -- 0, ..• , m..... ~, .R, = 1,···,m •

Bevis. I punkterne x k I k = j + 1,··· I j + .R, - 1 stemmer

polynomierne uden videre overens med vcerdierne Yk· I x.

( x.-x.+~
J

bliver h¢jre side JJ ( - 0 = y. og ip, · t 1 x.)Xj-X j + £ J, ... ,J+ - J J

(x'+.Q,-x.)

xj+R,: J ] ( () = Yj+i· Da polynomi-( O-p. 1 · .Q, x , ~ )
Xj-Xj+~ J+ , ..• ,J+ J+

erne begge har grad h¢jst £, stemmer de overens.

Bevis slut.

Formlerne viser, at polynomial interpolation kan fas ved

sammenslEtning af linecere interpolationer.

l
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1
= TI

1
= TI

2d p. .
J, ... ,J+£

d
,~

x

ii
\

l

Bevis slut.
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§3. Hermite polynomier.

VII,3,1.

Har vi en funktion p& et interval, f, kan vi uden

videre anvende Newtons fremstilling pa punkterne

hvor y. = t(x.). Vi skriver nu
J J

og har fremstillingen af polynomiet

(x.,y.),
J J

Vi kan opfatte p sam en approximation til f pa intervallet,

som er n¢jagtig i x ,···,x .o m Vi skriver

f (x) = p (x ) + R (x) ,

hvor altsA R er nul i x ,···/X. Lad as nu tilf¢jeo m

punktet x """~ x m+1 • Da gcelder

f(x)

l
+ (x-x) ... (x-x )f[x , ... ,X ,x]

o m 0 - m

nar blot x * x I···'X •o m Vi har altsa

(

for

R(x) = (x-x ) .•• (x-x )f[x ,···/X ,x]
o mom

x ( {x ,···/X }.o m

Hvis n~ f antages differentiabel i x , ... , x ,
o rn

sa

bliver ogsa R differentiabel i disse punkter. Derved kan

f[x ,···/X ,x] som funktion af x udvides til punkterneo m

x ,···,X ved definitioneno m

f[x,·~·,x IX.] =a m J

R' (x.)
J

m

TI(Xj-Xk )

k=O
k*j
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idet vi ved, at R(x.) = o. Med denne udvidelse g~lder
J

formlen for R(x) uden indskr~nkning.

Mere geperelt har vi:

S~tningVII3.1. Lad f v~re m + 1 gange differentiabel pa

intervalZet I. For viZkarZige tal x··· x0 ' , rn+1 ~
og

f
\

o < ~ < m + 1, defineres

1 t 1 tt-t (t)
fj x ,···,X ] = f f· ···f f (x ,+t (x -x )+···+t (x -x »dt ···dt .o too 0 0 1 1 0 t t 2-1 t 1

Da g~lder rekursionsformlen for x E I

f [ x , .•. , x . , x] = f [ x , ••. -r x , X n] + (x-x n l f [ x o' • • • , x " , x]o 2-1 0 ~-1 1<1 x: N

ag, Hermite's interpoZationsformel for x E I

+ (x-x ) .~.(x-x )f[x ,···/X ,.x].
o mom

Bevis.

f(x)
df(x +t(x-x )

= f(x ) + f1 0 0 dt
o 0 dt

= f(x ) + (x-x )f1 f l (x +t(x-x »dt
00000

= f[x] + (x-x )f[x ,x].
000

Lad nu for xo,···,x~,x vilkarlige

Da er

" +~ r. f t ~ ) - <.p ( "~1 i' ~ ... .,. r t- ~. r 0).,
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Scetning VIJ2 .1. In t e rp o Zationspo lynomie t p(x) -= p (x )
- 0, •• • , m

for punkterne (x ,y ), ... , (x ,y) h a r fremstiZZ,'ingerl
o 0 In m

p(x) = y[x] + (x-x )y[x ,x
1]+···+(x-.x

)···(x-x 1)Y[x , .. ·g,X ]
. 0 0 0 0 rn- 0 m

s.
dx

1= ITy[x ,···,x ]o t

(kaldet Newtons fremstilling)~ hvop

dip
o,···,9J

( kan beregnes rekursivt efter forskriften

(
y[x,] = Y» .j =

J J

y I x , ... .x, ] =
J J+J~

o, • • • ,m

1
(y[x" ••• ,x'+o 1] - y[x

J
' +1 , · · · , x

J
' + n ] )

Xj-Xj+~ J J N- N

for j = 0, ..... , m- 9., ; 9., = 1,···,m.

Bevis. r i (x ) == po, ... ,i (x ) - po, •.. ,i-1 (x )

er et polynomium af grad h¢jst ~, som er 0 i punkterne

x ,···,x .o ,Q,-1 Derfor findes Y
IL

, sa

r SL (x ) = y SL (x-xo) • • • (x-x9.,_1) •

(
Den .Q,-te afledede af PO, ••• ,~/-1 er 0, sa den SL--te af-

ledede af og o
"'0,···,9.,

er den samme (og konstant):

1=n
9.,

d r t
dX~

1=n y[x ,···,x ].
D ~

Altsa er

p (x ) = y. +o,···,m 0

m
Yo + L (x-x)·.·(x-x )y[x,· .. ,x].

~=1 0 i-1 0 £

l Endelig fas af rekursionsformlen for p , , ,0'J, .•. ,J+,.4
at



Mat 226 NA 1980

hvoraf

(

Ved yderligere integration .Q, qanqe fas

det samme som

)

(x-xo)f[xo'···'xo'x] = f[x ,···/X ,xl - f[x ,···/X ].
]V ]V 0 t-1 . 0 ,£

Dette er rekursionsformlen, hvoraf Hermite's interpolations-

formel f¢lger ved induktion.

Bevi$ slut.

(
Bemter kn in q 1. Hvis x ,···,x er forskellige, sa er re-o m

L

kursionsformlen den samme som Newton. Derfor er

i overensstemmelse med den tidligere definition.

f[x ,···/X ]o m
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BemG?rkning 2. Hvis x = x =... = x ,
o 1 m

da er

f I x ,···,x ]o 0

1 (Q,)
-n-rf (x.) ,
Net 0

sA Hermite's interpolationsformel bliver

f{x)

hvor
t

R (x) = (x-x )m+1 J1 ... J mf(m+1) (x +t(x-x ))dt •.. dt
1ill 0 0 0 0 0

= -.1. (x-x ) m+1 J1 f (m+1 ) (x +t (x-x ») (1-t ).md t
m! 00 0 0

, ogsa kendt som Taylors formel.
\

Co r o ZI av , Vllt3 . .1 •

1 (t)
f [ x , •.• , X n] = OTf ( ~) ,

o N }v.
min x. < t;, <

O~j~~ J

j
R(x)

(x-x ) ... (x-x ) (
= 0 m f m+1) (~)

(m+1 )1 '. min Xi < ~
J

< max
j

x .•
J

(
Bevis. F¢lger umiddelbart af middelv~rdis~tningen for

funktioner. Thi hvis ~ < f(l) (x) < ~, nar x l¢ber i
o - - 1

intervallet, sa fas vurderingen

t t 1 t 1 t -1
f1f 1···f £-1 dt ...dt < f[x ,···,X ] < f f ···f 11 dt o ••dt

1,o 0 0 lJo 1 - 0 £ - 0 0 0 ~1 ~

det samme som

Altsa findes ~ i intervallet, sa

.R,!f[x ,·.·,x ].
o ~

L Bevis slut.
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K~pitelVIIINurner~sk integration eller quadratur.

§l. Quadr~turformler.

Vlll f1,1_

Lad f: I ~ m v~re en integrabel funktion. Ved en

quadraturformel for

formen

b
J(f) = faf(x)dx forstas et udtryk af

Q(f)

m

= (b-a)~ ex . f (x. ) IL; J J
j='O

hvor x ,··.,x E I, [a,b] _c I,a m ex ,···,0. € JR.
o J

Restleddet

E(f) = J(f) - Q(f) maler, hvor godt quadraturformlen appro-

ximerer integralet.

En sadan formel kan f.eks. findes ved at interpolere

f(x) og derefter integrere interpolationspolynomiet. Af

fas

f(x) = p (x ) + R (x )
0, • • • ,m

l
bf f(x)dxa

Er x , .. ·x parvis forskellige, og er p udtrykt
o m 0, • • • , m

ved Lagrange-polynomier

p (x) = ~f (x . ) L . (x) I

O,---/m L...; J J
j=O

f~S quadraturformlen

Q(f) = Jbp (x)
a O,···,m

1 b
a. = ---bf L. (x)dx,J -a a J

m

= (b-a)~ex.f(x,),L J J
j=O

j = 0,··· ,m.

hvor
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Vi havde restleddet pA forrnen (Kap.VII§3)

VIII, 1 .a.

R(x)

hvoraf

E(f)

= (x-x ) ... (x-x )f[x ,···,X ,x];o ill 0 m

= fbR(x)dx = fb(X-X ) ... (x-x )f[x ,···,x ,xldx.
aa 0 mom

Bruger vi Hermite-polynomier, nar f er tilstr~kkelig

ofte differentiabel, kan x "··,X v~re vilkarlige. Afo m

l Hermites interpolatiqnsforrnel i s~tningVIJ3.1 fAs quadratur-

forrnlen

Q(f)

hvor

b= f P (x)dxa O,···8m LID '+1
= . a. (b-a) J f [ x, · · · , x . ] ,

J 0 J
j=O

a·J
1 b

·+1 fa (x-xo) • · • (x-x]. -1 ) dx
(b-a)J

= f 1 (z -z ) •• ~ (z -z. 1) dz ,
o 0 J-

og restleddet

j = O, ••• ,m,

E(f) = f~R(X)dx = bf (x-x)··· (x-x )f[x ,···x ,x]dx.a 0 mom

Er nu I et interval, sa. a,b,x ,···,x E I,o m far vi

af corollarV1J3.1. vurderingen

IE (f) I
(b_a)m+2 1 (m+1)

< f I(z-z ) ... (z-z l t dz vmax l f (x l l.
(m+1)! 0 0 m xEI
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Hvis (x-x ) ... (x-x) ikke skifter fortegn i [a,b],o m

viI jo

hvoraf

If1 (z-z ) ••• (z-z ) dz I =
o 0 m

IE (f) I

og

l13m+ 1 I m+2 (m+1 )
< (m+1) ~ (b-a) maxi f (x ) I,

xEI

I
\

eller

E(f) m+2= a +1 (b-a ) . f [ x , .••• , x ,~] Imom ~ E I,

E(f) = 13m+1 (b- )rn+2 f (m+1) (t")
(rn+1 ) ! as, ~ E I.

Benyttes formlen pA funktionen

= E(xm+1 )
(b_a)rn+2

f(x) m+1= x fas

( Er f specielt et polynomium af grad < ro, bliver

f = P og restleddet O. Derfor bliver quadratur-
Ot···/m

formlerne eksakte i disse tilf~lde.

Nar det saledes g~lder, at

siger man, at quadraturforrnlen er af n¢jagtighedsgrad n.
m

Bem~rk, at E(1) = 0 ~ L o. = 1.
j=O ,J
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§2_ Specielle quadraturformler.

1. KordetrapezformZen.

Q (f) b-a= --2--(f(a)+f(b»).

Vi har valgt X o = a, x 1= b, m = 1, og finder

(
13

1
= f1 zd z = 1

o 2'
1a = f z(z-1)dz2 0

1
= - 6 8

f[a]=f(a), f[a,b] f(b)-f(a)= b-a

1 2
Q(f) = (b-a)f(a) + 2(b-a) f[a,b]

IE(f)1 ~ 112 (b-a)3 max If"(x)1
a<x<b

E(f) = 2.-(b-a)3fll(~)
12 a < ~ < b.

f 2. Tangenttrapezfo~mZen.

l
\-

Q (f) == (b.... a) f (c) , a+bc =--
2

Vi har valgt x = x
1

= c, rn = 1 , og finder
0

1 1 . 2 1
13 0

= 1 1 (31 = f .{z-~)dz = 0, 13 2 = f (z-~) dz = n-o 0

Q ( f ) = (b-a) f (c ) + 0

IE(f) I .s 2\ (b-a) 3 max I f" (x) I
a<x<b

a < t: < b.
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ls+ 2. Hvis f er~ konveks, kan vi endda slutte, at

i~tegralet ligger mellem de to quadraturer:

(b-a) f (c) ~ f~f (x)dx ~ (b;a) (f (a)+f (b».

Er f konkav, vendes ulighederne.

3. Simpsons formeZ eZZer KepZers t¢nderegel.

1
Q ( f ) = "6 (b-a) (f (a) +4 f (c ) +f (b) ) , c = a+b

2

Vi har valgt x = a, x 1 = b, x 2 = x
3

= c, m = 3, og finder
0

med Zo = 0, z1 = 1 , z2 = 2 3 = ~, at

f 1 z d z 1 1 1ao = 1 , a1 = = 2' 13 2
= f z(z-1)dz = - "60 0

1 . . 1 1 .12 1
13 3

d: f z(z-1)(z--)dz = 0, a4
= f z(z-1) (z--) dz = - 120 .

o 2 o 2

Med h = b-a bliver quadraturformlen

(

hvor

h h~
Q(f) = (b-a) (f(a)+2"f[a,b]-rf[a,b,c]),

1 2
f l a s b l = ii" (f(b)-f(a», f[a,b,c] = h 2(f(a)+f(b)-2f(c».

For restledqet far vi vurderingen

IE(f) I ~ 2i80(b-a)5 max If(4) (x) I
a<x<b

09 fremstillingen

(b-a)5 (4)
E(f) = - 2880 f (E.:), a < ~ < b •
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4. Bessels formel.

VIII f 2t}~,.

Q(f) = b;4a(-f(a-h)+13f(a)+13f(b)-f(b+h», h = b-a •

Vi har valgt Xo = a, x 1 = b, x 2 = a-h, x 3 = b+h, m = 3.

Da interpolationspolynomiet p(x) er uafh~ngigt af r~kke-

f¢~gen af st¢ttepunkterne , er

p(x) = P O,1,2,3 (x) = P1,0,3,2(x)

c = a;b far vi derfor

I-,
Med

p(x) 1
= "2 (Po, 1 , 2 , 3 (x) +p1 , 0 , 3 , 2 (x ) =

1 . . . 1
2" ( f ( a ) +f ( b) ) + (x-c ) f [ a , b ] +2 (x - a) (x - b) (f [a,b,a-h]+f [a,b,b+h] )

-I. (x-a) (x-b) (x-c) f[a,b,a-h,b+h] I

som ved integration fra a til b giver

b h h
3

Q(f) = faP(x)dx = "2(f(a)+f(b»-12(f[a,b',a-h]+f[a,b,b+h]),

Til fejlvurderi~gen beregnes

(
hvor f[a,b,a-h]+f[a,b,b+h] = _--1--(f(a)+f(b)-f(a-h)-f(b+h»

2h2

1a4 = foz(z-1) (z+1) (z-2)dz

Restleddet vurderes saledes

11= 30 ·

l.

IE(f) I ~ 71210 (b-a) 5 max If(4) (x) I
a-h<x<b+h

og fremstilles

E(f) = iio(b-a)5 f(4) (~), a-h < ~ < b+h •
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5. He:rmites forme i,

2
Q (f) = b-a ( f ( a ) +f (b) ) + (b-a) ( f' (a) - f' (b) )

2 12 It

Vi har valgt x = x
2

= a, x1 = x 3 = b, m = 3 •
0

Med z = z~ = 0 og z1 = z3 = 1 findes
0

80
1 , a1

1
(32

1 a3
1

l34
1= = 2" = -"6 ' = 12' = 30 .,

/

\
fasMed h = b-a

l

l

hvor s~tning VII,~,1giver formlerne

1 '
f[a,b,a,b] = h(f[a,b,b]-f[a,b,a])

1f[a,b,a]+f[a,b,b] = h(f' (b) -f' (a)) •

Den f¢rste umiddelbart. Den anden ved

f[a,a] = f[a,b]+(a-b)f[a,b,a]

f[b,b] = f[b,a]+(b-a)f[b,a,b]

og f[a,b] = f[b,a] samt f[x,x] = f ' (x) •

Restleddet vurderes ved

IE ( f) I .s 710 (b-a) 5 max I f ( 4) (x) I
a-oc-cb

og fremstilles

L

a < F;, < b



Mat 226 NA, 1980

6. Euler-MacLaurins form~Za

hvor er Bernoulli-tallene. Selv om formlen abenbart

generaliserer kordetrapez-formlen (n = 0) og Hermites

formel (n = 1), fAs den ikke umiddelbart af interpolations-

forrnlerne.

Bernoulli-polynomierne og Bernoulli-tallene,

l B (t)
P

og B ,
p for p = 0,1,2, •.. defineres ved formlerne

B (t) = 1,
o B = 1,o

B (t) = pftB 1 (T)dT +BP 0 p- p
sa J1 B (t)dt = 0 •

o p

Herved bliver graden af B netop p
p

starnfunktion til B
p_1

(t). Man finder

og 1-(B (t)-B )
P P P

en

(

B
1

(t) t 1 B
1

1
...- - 2 = - 2"

B
2

(t) t 2 t + 1
B 2

1
= - 6 = "6

B 3 (t) = t
3 lt2

+ !t B
3

= 02 2

B4 (t) t
4 2t

3
+ t

2 1 B4 = 1= - - 30 - 30 .

f

atp > 0samt for

p > 0) at J1 B (t)
·0 P

til Bp(t) opfylder f(x) = -f(1-x)

f (0) = f (1) = f (~) = O. Thi

For p 1ige, f.eks. p = 2,4, g~lder, at B (t) er symp
_ 1

metrisk am linien t - 2 i intervallet [0,1], samt (for

= o. Heraf f¢lger, at en stamfunktion

f(x) = JXB (t)dt = f· 1
1

B (t)dt
o P -x P

for p > 0
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og

1

f2B (t)dt = J1 B (t)dt = 1·f1 B (t)dt = °op 1p 2 op
"2

hvoraf f¢lger, at £(0) = r tt ) = 0 og af antisymme-

t~ien f(x) = -f(1-x) f¢lger, at

1

f~f(X)dX = f~f(X)dX+J~f(X)dX =
"2

Altsa er B = 0 for p ulige og p > 1.
p

sa rna

(

" Ncar B (t)
P

og opfylder

for p ulige er symmetrisk om punktet t = t
B (0) = B (1) = B (1) = 0 som for p > 3,

P P 2 P

f1-~B ·(t)dto = ° for aIle x E [0,1],
x P

speciel t gCEl(ler

fX B (t)dt = f1-~B (t)dt,
o pop

sa denne stamfunktion er symmetrisk om linien t = t . Dette

g~lder sa ogsa for Bp+1(t),
som tillige opfylder

f~Bp+1 (t)dt = 0.

Hvis B (t) for p ulige har et nulpunkt i [0,1] for
p

uden sa rna den have endnu et pa grund af syrnmetri~n,

1 kan dette ikke rigtigt. Altsa0'2,1, vcere

B (t) for p ulige har hc;t>jst 3 nulpunkter ogp

netop de 3 nulpunkter 1
°'2,1.fo:}:" P ~ 3

gcelder, at

altsa ialt mindst 5. Men sa har B (t) mindst 4 ekstremer i
p

]0,1[, og da B
p_1(t)

er proportional med B~(t), har

Bp~1 (t) altsa mindst 4 nulpunkter i ]0,1[. Tilsvarende ma

B 2(t) have mindst 3 nulpunkter i ]0,1[, og hertil 0 og
p-

1, altsa ialt 5~ Men da B3 ( t ) har grad 3 og derfor kun de

3 nulpunkter

L

- ,

I
I

I
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Men heraf f¢lger af

t
B (t)-B = pI B 1 (T)dTP P 0 p-

(

for p lige, at B (t)-B kun har nulpunkterne 0 og 1 •
P P

Bemcerk, at B (0) = B (1) = B .
P P P

Ved delt integration fas

= b-
2

a (f (a) +f (b) ) - (b-a) I bB
1

(Xb-~) f' (x) dx
a -ell

og ved delt integration af andet led fas

- (b-a) I'bB (x - a) f I (x) dx = - (b-a) [ (b-a) B (x-a) f I (x)] b
a 1 b-a 2 2 b-a a

+(b-a)Ib(b-a)B (x-a)f" (x)dx =
a 2 2 b-a

Saledes gar det videre, den alrnindelige formel er

n
(_1)n (b-a) fbB (~-a)f(n) (x)dx =

n: a n b-a

n
(-1)n (b-a) [b-aB (x-a)f(n) (x)]b--n-!-- n~ n+1 b-a a

n+1
-(-1)n (b-a) fbB (x-a)f(n~) (x)dx =

(n+1)! a n+1 b-a

n+1
(_1)n (b-a) B (f(n) (b)-f(n) (a)

(n+1).: n+.1

+(_1,n+1 (b-a)n~ b (x
b-a)f(n+1)

(x)dx •
· (n+1) ~ f a

Bn+1
-a

Ved summation af ligningerne og B = 0
n

for n ulige fas

l

Euler-MacLaurins formel rned restleddet
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E (f)

==
2n+1 ~

(b-a) fbB (x-a)f(2n+l) (x)dx
(2n+1) : a 2n+1 b-a

Vi laver nu en delt integration med stamfunktionen

2n~2 (B2n+2 (t) -B 2n+2) til B2n+1
(t) , som er 0 i endepunk

terne.

E (f) = (b-a) 2n+1 [b-a (B (x-a) B .) f (2n+1 ) ( )] b
(2n+1): 2n+2 2n+2 b-a - 2n+2 x a

(b_a)2n+2 b x-a (2n+2)
+ (2n+2) ! fa (B 2n+2 (b-a) -B 2n+2) f . (x) dx •

Da f~rste led er 0, fas altsa E(f) lig rned sidste led.

Nu er af konstant fortegn i [a,b]. Derfor

findes ~ E [a,b], sa

=

E (f)
(b_a)2n+2 (2n+2) b x-a

= (2n+2): f (s)fa(B2n+2(b-a)-B2n+2}dx

2n+3
(b-a) B f (2n+2) (s)

(2n+2)! 2n+2 '

(

l

da
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§3. Summerede quadraturformler.

Til beregning af integralet

J(f) = f~f(X)dx

deler vi 1nterv~11et i sma delintervaller

VIII,',1.

hvor

[a,b] =
N
ul a ,b ],

,,~1 v v

for v = 1, ••• , N-1 °9

8 1 < 8 2 < ••• < aN," 1 < b, hvorefter vi anvender quadratur-

formler p! hvert interval

b
fa"f(x)dx =

v

og finder

Q (£) + E (f),
v 'V

v == 1, ••• ,N

N b
J(f) = Efa"f(x)dx =

v=1 "

N N
LQ (f) + rE (f) •

v=1 v 'V=1 v

I almindelighed vcelges srnAintervallerne af samme la!ngde

(
h == b - a

\J "

b-a
= N' v = 1, ..• ,N,

( 09 der bruges samme quadraturformel pa hvert interval. Da kan

restleddet fremstl11es for f tilstr~kkeli9 differentiabel

Th~ f(m+1) er kontinuert og antager derfor sin middelvzrdi

1 intervallet [a,b].
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1. Den summerede kordetrapez-formel.

VIII,3,2.

Q(f) =
N b -a
1: ~ V(f(a )+f(b » =

v= 1 'V v

N-1
h(12 f ( a ) + r f(b )-f·_

2
1.f (" b )

-1 "I)v-

med restleddet

2
E(f) = -(b-a)~f" (~)12 ~

2. Den Bummerede tangenttrapezformeZ.

i\. hvor

Q(f) =

b = a,o

N a +b
1: (b -a )f( V

2
v) =

-1 v vv-

med restleddet

E (f)
2

= (b-a)!!.-f" (t")24 ~

3. Den Bummepede Simpson-forme~.

N b -a a +b
Q{f) = r \)6 v(f(a )+4f( \)2 v)+f(b »

v= 1 'V v

{
N- 1 N b +b }

= ~ If(a)+ 1: feb, )+If(b)+2 rf( v-1 v)
3 2 v= 1 v 2 v= 1 2

1= 3(QK(f)+2QT (f ) ,

hvor OK er kordetrapezformlen og QT tangenttrapezformlen.

( Restleddet er

h 4 (4)
E(f) = -(b-a)2880f (~).

4. Euler-MacLau~ins Bumformel.

N-1
Q(f) = h(~f(a)+ 1: f(bv)+~f(b»+

v= 1

n~1B2~ ,h2j(f(2j-1) (a)_f(2j-1) (b».
j=1 (2) •
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Bemeirkn i n q , Er f en periodisk f unkt.Lon med periode .. b-a,

bliver korrektionsleddet Abenbart O. I dette tilf~lde har

vi altsa en r~kke vurderinger pa fejlen efter den summereq~

kordetrapezformel, sa langt f er differentiabel.

5. Romberg-integration.

Vi betegner med K(f) den summerede kordetrapezformel.

Euler-MacLaurins sumformel lader sig skrive

hvor

+ ... + 2n-2
c 1hn-

l
l

B2 j (2j-1) . (2j-1) .
C j = {2j)!{f (a)-f (b», J=1, ... ,n-1,

ikke afh~nger af skridtl~ngden h. Det tilh¢rende restled er

abenbart O(h2n ) .

Vi foretager nu ensukcessiv halvering af skridtl~bgden,

hh. = --r

J 2 J

formier

N; = 2jN, og betegner de tilsvarende kordetrapez
)

N -1
K . (f) == h. (!f (a) + i f ( a+v •h . ) +~f (b) )

J J v=1 J

For j, j+1 fas altsa ligningerne

b 2 2n-2, J f(x)dx - K.(f)+cth.+ ... +c .1 h . +E. (f),
~.. a J . - J n- J J

b h. 2 . h. 2n-2
Iaf{x)dx = Kj +1 {f)+ct{-i!> +···+cn-1 (~) +E j+1 (f)
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Ganger vi anden ligning med 4, tr~kker den f¢rste fra og

d~ler med 3, 'far vi, idet 2
h.

J
gar ud,

Vi har herv~d opnaet en quadraturformel, hvis fejl er af or

den h 4
• Deri er der ikke noget nyt, vi har blot genfundet

den summerede Simpson-formel

(
1
J(4Kj +

1
(f) -K j (f))

h. Nj - 1 Nj
= -1-(~f(a)+ I: f(a+vh·)+lf(b)+2 I: f(a+(v-l)h.)).

v=1 J v=1 J

Det nye er, at vi kan gentage processen og eliminere fejlens

hovedled, ved at gange K
( 1 )
j+1

med 16 etc. Vi far der-

ved den generelle fremstilling

21
(k) n-1 (k)h. +E~k) (f)

= K. (f)+ r c 1 J J '
J 1=k+1

hvor E ~k) (f)
J

og K ~ k) (f)
J

findes af rekursionsform-

Ierne

K~O) (f) = K. (f),
J J

K~k+1) =
J

for j =0, 1 , 2, ••• k = O,1,2, ... ,n-1, hvis f er 2n gange

differentiabel.

vi giver ikke en egentlig fejlvurdering, men udtrykker

h= ;J

Der gcelderh ..
J

fbf(x)dx = K~k)(f)+O(h~(k+1)) ; h.
a J J J

kun fej1ens orden i

k = O, .•. ,n-1 j = 0,1,2, ...

Processen kan udm~rket forts~ttes ud over det n, hvor f

(~ er 2n gange differentiabel, men sa kan vi ikke sige noget om

fejlens orden. Kun at for f kontinuert vii K~k)
J

konvergere

~----------~._----_.__. ---'-_.~-'.'~--'---'---------------- ----..__ .- .. --..-
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8Qm Riemann sum mod integralet for j ~ ~ .

Nar K j +1 (f) skal beregnes, har vi jo allerede regnet

funktionsv~rdierne ud i halvdelen af punkterne til

Dette kan u~nyttes, f.eks. ved at bruge formlen

K. (f) •
J

N...1
T . (f) = h. t f ( a+ (v+t) h .) ,

J Jv=O J

hvor T.
J

al tsa er den j I·te tangenttrapez-s·urnformel.

. I

Romberg-integrationen fremstilles overskueligt i skemaet

K(O)
0

K (0) K (1 )
1 0

K(o) K (1 ) K (2)
2 1 0

K(o) K (1 ) K (2) K (3)
3 2 1 0

(
K(o) K (1 ) K (2) K (j -1 )

j-1 j-2 j-3 0

K (j)
K~o) K (1 ) K( 2) K(j-1)

0
J j-1 j-2 1

( der beregnes linie 'for linie med K (j) som "faci tit •\-C.
0

(Hvis ellers h < 1 ) •
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§4. Gauss' quadraturformler.

VIII,4,1.

Quadraturformlerne i § 1 kan karakteriseres ved at for

givne n+1 st¢ttepunkter i intervallet v~lges koefficienterne,

sa formlerne er eksakte for aIle polynomier af grad < n. Gauss'

ide er, at vi ved at v~lge st¢ttepunkterne optimale skal kunne

¢ge n¢jagtighedsgraden til 2n+1.

Er quadraturformlen pA intervallet [a,b]

Q(f) =

er vores krav, at de 2n+2 ligninger

j = 0 I 1 , ••• I 2 n+ 1 ,

skal opfyldes af de 2n+2 ubekendte ()( , ... ,a ,x , ... ,x .
o non

(

Dette ¢nske er ikke for ambiti¢st, som skal ses nedenfor.

Ortogonale poZynomier.

Lad ~ v~re et mal pa m, hvis masse ikke er koncen~

treret i endelig mange punkter, sa aIle polynomier er inte-

grable med hensyn til ~. F.eks. kan ~ v~re

~(A) = fA 1 [a,b]dm ,

hvor m er Lebesque-malet og -00 < a < b < 00, eller

u (A)
2-x= f e dx

A
eller

u (A)
-x

f A 1 [0, 00 [ • e dx

L

Lad nu ~n betegne rummet af polynomier af grad ~ n

og !? r ummet; a f samtlige polynomier. na er !P s 1..2 (u) og

dermed forsynet rned det indre produkt

- •.•_-",,--~.- __ _---.~.__._-~_~ • _ •..-_'. '~.~''''''_''''_'_'''_'''''''~'''r __• •., __",.•~_ •. ,
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Rummene ~n har dimension n+1 over m ellert scm det

passer,og g> c1:cfc ... c§J. Lad Po , P1 , P 2 ' ••• vcere
o -- 1 - 2 - -

et ortogona~system af polynomier, sa {p ,P1' ••• 'P} er eno n

basis for ~ og sA aIle har h¢jestegradskoefficient 1.n

Disse polynomier kan beregnes sukcessivt. p = 1,o og

P = x-a
1 ""0' hvor 8

0
findes af ligningen

(1,x-a) = 0,
o

(1,x) = a (1,1), hvoraf
o

( X 1) -(x.'. Po ' po)a = ----!....-- =
o 11111 2 IIPoll

2

l

For at finde er det nok at v~lge B-" y,
J J

sa

P
J'+1

= (x-a·)p,-y·p· 1J J J J-

thi for vilkarlige a Y
tJ j' j

og af (P'J-1'P,) = 0 ogJWT J

er Pj+1 ortogonal pa

( ) 0 fasPj+l,Pj-1 =

P
k,

k < j-1 ,

(
hvoraf

Den

2
, §~~'PJ'~'1t . II P j II

Yj = ... .. ~~:zlW- 2 . = 2
II Pj-1 II IIPj-1 II

p · og p ~ 1.
J J-

f¢lger af, at

og

som abenbart g¢r Pj+1 ortogonal pa

2
sidste ligning (XPj ,Pj-1) = II Pj II

(xp.,p. 1) = (p.,xp. 1) og IIp.1I
2

= (p.,P
J
, ) , sa af

J J- J J- J J

(PJ" ,xp, 1) - (p"p,) = (p. ,xp. 1~p.) = 0 f¢lger pastanden.
J- J J J J- J

Da xp -p har grad < J', er p forudsat ortogonal herp!.
j-1 j j

Bem~rk, at Po,P1,P2'
... i aIle tilf~lde far reelle

koe f f LcLent.er ,
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I
\

Sa:.tning. Et polynomium Pn , der er ortogonalt pei ~n-1

og har grad n, har lutter fopskelZige reeZle r¢dder.

Bevis. Indirekte. Bar Pn en reel dobbeltrod eller et par af

kompLeks e konjugerede r¢dder, sa kan P
n

skrives

hvor r har grad n-2 og (Il'V) -I (O,O), lJ,'J E lR, og

r er et reelt polynomiurn. Men sa er

2 2o = (Pn,r) = «(X-ll}+v')r,r) =

2 . 2
«X-ll) r,r)+v (r,r) =

222
II (~-ll) rll +v II r II

Men sA er r = 0 og derrned Pn = O.

Bevis slut.

Vi kan altsa skrive Pn(x) = (x-~1)··· (x-X n ) , hvor

A1, ••• ,A n er reelle og forskellige.Med qk(x) = j~k(X-Aj}

gcelder

o = (Pn,qk) = «x-~k)qk,qk)

(xQk,qk)
hvOraf ~ =

k II qk 11 2

L

Nu, er

mium

p~oportionaltmed Lagranges interpolationspolyno-

sa v'i kan skrive
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Vi vepder nu tilbage til problemet, om vi kan finde

en quadraturformel, der er eksakt af grad 2n+1'. Hertil

vmlger vi f0rst xo' ••• 'Xn 80m nulpunkter i Pn+1-

Valget af punkterne X I ••• ' xo n som nulpunkterne i

Pn+1 er den eneste l¢sning. Thi lad

n
Q(f) = L a.f(x.)

j=O J J

( v~re en quadraturformel, der er eksakt op til grad 2n+1.

Da g~lder for q(x) = (x-x) ···(x-x) og p(x) = xkq(x),o n

k < n, at p Efl;n+1 sa

(p,1) = Q(p) ==
n '

kr cx.x.(x.-x )···(x.-x) =
j=O J J J 0 J n

o I

altsa at q er ortogonal pa g;
n

Vi skal nu vise, at v~lger vi x , ... ,x sam r¢dderneo n

(

i Pn+1' sa kan vi finde (Xo' ... '(Xn' sa den tilsvarende

quadraturformel er eksakt for aIle polynomier i 1'2n+1·

Lad derfor p E ~2n+1. Da findes q,r E fnl sa

+ r D

For x , ... ,x g~lder p(x.) = r(x.), da Pn+1 ( X
J
. ) = o.

o n J. J

Altsa gcelder

n n
r(x) = i: r(x.)L.(x) - L p(x.)L. (x)

j=O J J j=O J J

da ortogonal '0

~, far viog P n+1
er pa

(p,1) = (q·Pn+1+r,1) = (Q,Pn+1)+(r,1) - (r,1) =

hvor

n
( .L P (x J~ ) L J~ (x ) I 1) =

J=O

n
L p(x.) (L. (x) ,1) = Q(p) ,

j=O J J



(
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n
Q '(p) = 1:

j=O
j a.p(x.) ,

J J

VIII,4,5.

som alts& er n¢jagtig op til grad 2n+1, hvis blot

b
oJ' = f LJ.(x)d~a

nar vi ¢nsker at finde

(

Vi kan finde et andet udtryk for OJ. Thi (Lk(X))2 E 9'2n'

sa Q er eksakt for' dette polynornium. Altsa g~lder

n
L cx.~(x.) =

j=O J J

Men sa er ogsa

Restledsvurdering. Er f en funktion, og ¢nsker vi at beregne

b .
J(f) = f f(x)d~ Ia

interpolerer vi f¢rst f med Hermites interpolationsformel i

punkterne x ,x1 ' ••• ,x x ,x1 , ••• ,x ,o n, 0 . n og finder

2 ' 2
f(x) = p(x) + R(x) ; R(x) = (x-x) ···(x-x) f[x , ••• ,x .x l .o non

Nu er p af grad 2n+1,sa J(p) = Q(p) = Q(f). Altsa g~lder

b 2
J(f) = J(p) + J(R) = Q(f)+f f[x , ••• ,X ,X]P+1d~ ,a 0 n n

og da 2
Pn+1 (x) > 0 for aIle X, finder vi for restleddet

E (f)

~ ._-------_..-"._~--_._.__.- ··-·----···-·------"""---'__......_ .•~_7. ._~_•• • __~'_•.•• •
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Eksempe i 1.

VIII,4,6.

Lad a = -1, b = 1 og malet givet ved 1[a,b]" De til

svarende ortogonale polynomier, Legendre-polynomierne, er

p (x) 1 2
2II Po II =0

P1 (x)
2 2

:::::: x II P1 II = :3

P2(x)
2 1 2 8

= x IIP2 11 = 453

P
3(x)

3 3 2 8
= x -x II P311 = 175( 5

4 6 2 + 1 2 128
P4 (x) = x - -x II P4 II =7 7 11025

har nulpunkterne + 1 har nulpunkterne 0, + I~P2 -- P 3 -- 13
Med variabeltransformation til et vilkarligt interval [a,b]

og a+bc = -2- h = b-a-2- fAs f¢rste og anden Gauss' quadratur-

(

(

L

formel

b
faf(x)dx

bJ f(x)dxa

5
= b-a(f(c_E-)+f(c+E-))+(b-a) f(4) (s )

2 13 V3 4320 1
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Eks~mpel 2.

VIII,4,7.

Lad a = 0, b = 00 og malet v~re givet ved t~theden
-x

e

x E [0 ,00[. De tilsvarende ortogonale polynomier, Laguerre-I)oly-

nomterne, er

La (x) = 1 II LO 11
2 = 1

L
1

(x) = x - 1 "L1 11
2 = 1

L 2 (x) 2
4x + 2 IIL 2 1l

2 4= x - =

L
3

(x) 3 9x2
+ 18x 6 IIL 3 11

2 36= x =
\

"-

L4 (X) 4
16x

3
72x

2
96x + 24 " L 4 11

2 576= x + =

L2 har nulpunkterne 2 ± {i, og L3 har nulpunkterne

0.4157745568, 2.29428036, 6.289945083. 'Heraf £As Gauss'

Quadraturforrnel for

('" f (x) e - x dx
J0

n = 1

= 2+J2 f (2-\,12) + 2-fi f (2+\,12) + f (4) (S)
446

I For n = 2 fas knap Sa p~nt
~

f: f(x)e- x dx = 0.711093099.f(0.4157745568) +

0.2785177336-f(2.29428036)

0.0103892565·£(6.289945083)

+
f (6) (~)

+ , 20
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Eksempel 3.

Lad a = -00 og b = +00 og mAlet vmre givet ved tmt
2

heden e-x, x E ffi. De tilsvarende ortogonale polynomier,

Hermite-polynomierne, er

Ho(x) = 1 I IHo l 1
2 = Vir

H1(x) = x I I H1 I I 2 = ~ y;r
H2(x)

2 1
II H211

2 =~~= x - "2

H
3(x) = x3 - ;x I IH31 I 2 = t v'5f

t H4(x)
4 2 + L II H411

2
= ~~= x - 3x 4

HI) (x) = x' - 5~~ +.12. II HSl1
2 = ~/9r4 x

med nulpun~terne

H2 : ± ~ = ± 0.7071067812

H3 : 0, :~ = ± 1.224744871

H4 : ±J3 ±2Vi" = ± 0.5246476233, ± 1.650680124

H5 : 0, ±Js ±2v'f5 = ± 0.9585724646, :t 2.02018287

Heraf fAs Gauss' quadraturformler for n = 1

og for n = 2
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og for n = 3
\ 00

r f(x)e-X2dX =
J-QQ

VIII,4,9.

l-

4 ( 1+A)(f(-12-fO) + f()"2-fG)) +
n-A)(f<-J3+2Y2 ) + f(f+ifl))) +

~f(8)(~) •

samt for ~ = 4

7+24v02(f(-~-~) + f(~-2~)) +

7-2f19(f (- J5+(IO) + f</2+(f5») +

~f(10)(~).
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11
\

KapitelIX. Numerisk l¢sning af scedvanlige differential-

ligninge~.

§ 1. Pro~lemformulering.

Lad I = [a,b] vcere et reelt interval og f: Ixm ~ m

en kontinuert funktion, og lad a E :m. Vi s¢ger nu en

funktion u: I ~ lR med kontinuert differentialkvotient,

sa

(*) u(a) = OC og u' (x) =f(x,u(x») for x E I.

Vi deler nu intervallet I i Nh stykker med

delepunkterne I h = {a+jh I j = O, •.• ,Nh}. I hvert punkt

i I' = {a+jh I j = O, ••. ,Nh-1} kan vi approKimere u' (x)h .

med differenskvotienten u{x+h)-u(x) Disse differens-
h

kvotienter op£ylder ligningen

~(U(X+h}-U(X}) = ~f~+h f(t,u(t}}dt, x E Ii,., U(£>")=()(.l

hvis u er en l¢sning til (*).

De metoder, vi her ser pA, approximerer ovenstAende

integral med en quadraturformel 99 finder de'n~dvendige

funktionsvcerdier ved hjcelp af en Taylorudvikling afinte-

granden og en elimination af u's afledede.

Kalder vi approximationen af h¢jre side fh(x,u(x»,

far vi. altsa ligningen erstattet af

(

Y = ()(o

f h (x · ,y · ) ,
J J

j = O, ••• ,Nh - 1
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Vi definerer nu l¢sningen til (t)

X
j

E Iho nerved begas for hvert j

som uh(x.) ~ y.,
J J

en trunkepingsfejt

T (x) = 1fX+h f(t,u(t))dt - fh(x,u(x)),
h h x x E Ih '

sam ophobes for j voksende til N -1
h

til den samlede

(
'\

l

diskretiseringsfejZ. Hertil kommer s~vanlige afrundings-

fejZ ·

\( 1.. i
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§ 2. Euler-rneteder.

IX,2,1.

1. Det simpleste er approximation af ~:+h f(t,u(t»dt

med f(x,u{x)}. Derved fAsEuler metode

u h (a) = c ,

2. En forbedring viI vcere atanvende tangenttrapezforl:l\-

len til quadratur a£ integralet. Vi skal hertil brug~

h
u(x+~), som findes af Taylors formel

h. h h
u (x+"2) = U (x) +'2u' (x) +R(x) = u (x) +'2£ (x, u (x) )+R (xl,

sa man far ligningerne

uh{a) == a ,

l
(

t"V h - h
hvor uh (x+2') = uh (x) +2"£ (x,uh (x) ) •

3. En anden forbedring viI v~re at anvende kordetrapez-

f or'ml.en tilquadratur af integralet. Hertil beh¢ves u (x+h) ;

vi far

hvor: u
h

(x+h) = uh (x ) +hf (x , u h (x) ) ·
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§ 3. Konsistens.

IX, 3, 1 •

(

L

Differensligningerne (*) siges at v~re konsistente

med differentialligningen (*), hvis trunkeringsfejlen

Th(X) for en l¢sning u til (*) gar ligeligt mod 0

med h. Hvis der endvidere findes et p > 0, og K > 0,

sa

max ITh~x) I ~ KhP ,
XEI'

h

siges (if) at have k on e is tens or den p.

Konsistenss~tningen:

max I Th (x) I -+ 0 for h -+ a <==*

xEI'h

max Ifh(x,u(x)-f(x,u(x» I -+ 0 for h -+ a,
XEI'

h

nell' u er en l¢sning tiZ (*) •

Bevis. Af r- ) og definitionen 0

Th(X) faspa

Th{X) = ~(u{x+h)-U{x))-u' (x)+f{x,u{x))-fh{x,u{x)),

og videre g~lder

1 1 hK(u(x+h)-u(x»-u'(x) = Ilfo(u'(x+t)-u'(x»dt, a~x~b-h

Da U l¢ser (*) er u' kontinuert i [a,b], altsa

1ige1ig kontinuert, sa

max I~(u{x+h) -u{x)) -u' (x) I < max lu ' {x+t) ....u' (x) I -+ 0
xEI ' -a<x<b-h

h 0 <t <h for h -+ O·
Bevis slut.
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§ 4. Kon~istens af Euler-rnetoderne.

1. I dette tilf~lde er fh(x,u(x)) = f(x,u(x)), sA

konsistenss~tningen kan anvendes. Endda fas af Taylors

formel

hvoraf

1= h(u(x+h)-u(x))-u' (x) = h I 1u II (x+th) (1 - t) d to

max I Th (x ) I \~ K· h ,
xEI'

h

hvor K = ; max Iu II (x ) I
xEI

sa rnetoden har konsistensorden 1.

2. Vi antager at f har begr~nsede partielle afleded~

og at l¢sningerne u har begr~nsede afledede af optil

3. orden. Lad II II vcere max-normen og

max I()f~~,y) I < L.
x,y

Vi har da

T (x) = !fX+h u ' (t)dt - fh(x,u(x)),
h h x

h h
hvor fh(x,u(x)) = f(x+~,u(x)+~f(x,u(x)).

Vi indskyder nu

der vurderingen

thi tangenttrapezformlen opfyl-

I*I~+h u' (t)dt - u' (x+~)
2

< ~4I1u'" II.

l

Og pA den anden side fAs ved hj~lp af Taylors formel for

h
U (x+2)
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h h
L· Iu (x+-) -u (x) --u' (x) I =2 2

2
L·I~J1U" (x+!!:t) (1-t)dtl <

4. 0 2

2
h

L- S - Ilu" II •

IX,4,4.

f
\

Denne forbedring af Eulers metode eralts& konsistent af

orden 2.
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§ 5. Ru~ge-Kutta-metoden.

IX,5 ,'1 •

I
""

Ved denne metode anvendes Simpsons formel til ap-

proximation af integralet. Funktionsv~rdierne til brug
k

1+k2
i Simpsons formel kaldes ka' 2 ' k 3 , s~ vi skriver

hvor vi har sat

k(x,y) = f (x,y)
o

k
1(x,y)

k
2(x,y)

h h
f (X+2 ' Y+"2k1 )

Denne metode har konsistensorden 4.

Bevis.

Vi betragter

T (x ) = !fx+h ul(t)dt f ( ())h h x - h x,u x ·

Vi approximerer integralet med Simpsons formel, sa idet

vi stetter U. = u (x . ), u ~ = U I (x .')
J J J J

for j = 0,1,2,3 fas

lfX+h u'(t}dt
h x

= l(u' + 4u' + u l
} + O(h

4)
6 0 1 3'·

Smt x o

fh(X,u(x)) =

I'

I X
3

= x+h, Y3 = y+hk 2- Vi mangler blot at vise, at

3
L y.f(x.,y.) = i(U~+4U1+U3)+O(h4).

j=O J J J
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Hertil bem~rkes, at

IX,5,2.

Ved Taylorudvikling af f som funktion af y ud fra

u
1

fas, idet Y1 = u
1

+ O(h
2),

= u l
-

1

k
1

(x,u (x) )

Videre findes

4= f(x1,y1) = f(x1,u1)+(Y1-U'I)fy(x1,:tI1)+O(h )

h2 h 3 4(aUr - 24u 1" )f Y (x1 ' u 1 ) +0 (h ) •

l Ved Taylorudvikli~g af f som funktion af y ud fra

u 1 fas, idet Y2 = u
1

+ O(h
2),

k 2 (x , u (x ) )

Sidst-udvikles u fra

Heraf fAs med udviklingen til u ,
o at

h 3 4
uo+hf(x2'Y2) = u +hu'+-u"f + O(h)o 1 8 1 y1
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§ 6_ Konvergens.

IX,6,1.

(

I virkeligheden er vi mest interesserede i, at l¢s-

ningerne' til differensligningerne (*) konvergerer.mod

en l¢sniri~ til differentialligningen· (*). Hertil be-

tragter vi diskretiseringsfejlen

Fejlen rna opfylde ligningen

1
h(rh(x+h) - rh(x» = fh(x,uh(x»-fh(x,u(X»-Th(X),

x E I b-
Her er trunkeringsfejlen styret, hvis metoden er

konsistent Lad os i det f{61gende antage, at f h opfyLder

en Lipschi tz-betingelse i y, J: 3L>O (Lipschitz-kdnstant).:

Ifh(x,y) - fh(x,y'} I ~"5: L-Iy - y' I

for aIle x og y i interessesf~ren.

Konvergenss~tning: Hvis en approximation f
h

tiL en

differentiaZZigning (*) opfyZder en Lipschitz--betingeZ

se i y o~ er konsistent af orden P j da viZ Z¢Bningen

til (~) v~re konvergent mod Z¢sningen tiZ (*), u,

Iuh(x) - u(x) I ~ KohP(x-a)er.,(x-a) , x E: Iho

Bevis. Vi viser ved induktion efter x E I
h,

at

('V) I r h (x ) I ~ (x-a) max IT
h

(x ) I eL (x-a) I

XElh
Heraf f¢lger s~tningen umiddelbart.
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( For x = a er intet at vise. Med Xl = X + h fas

~ (1 +hL) I r h (x ) I + hiTh (x ) I •

Da rh(x) opfylder (V), fas

(

Irh(x')1

Bevis slut.

< (1 +hL) (x-a) max I T
h

(x) I eL (x-a) +h I T
h

(x) I
xEI'

h

< (eh L• (x-a) -;.eL (x-a) +h) max I T
h

(x ) I
xElh

< (x' - a) eL (x' - a ) I T ( ) Imax h X •
XElh

(

Bem~rkning. Heraf f¢lger ikke, at det mindste h er det
/

bedste. Thi det foruds~tter, at vi' for et mindrevalg af

h ogsA.kan v~lge en st¢rre n¢jagtighed. Har vi en given

n¢jagtighed at regne med, bliver vurderingen af afrundings-

fejlen proportional med antallet af skridt og derrned om-

vendt proportional med h. Den samlede fejlvurdering ved

summen af de to fejlvurderinger ser derfor saledes ud:

fejl

afrundingsfejl

)

h
hoptimal
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