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Kapitel I. REGNING OG NUMERISK ANALYSE.
§ 1. Regning med tilnmrmelser og afrundingsfe]l.

Numerisk anslyse handler om prektisk regning. Hvorden
vi bmrer os ad, og hvordan vi holder styr pé& de fejl, vi ger
undervejs, Allerede nldr vi skal angive et reelt tal pd lom-
meregneren, ger vi den fejl at afrunde tallet til de cifre,
lommeregneren nu engang rummer. Og selv de simple aritmetis-
ke operationer indferer nye fejl, som vi oésé - holde‘etyr
pé. ‘

Man interesserer sig for to former af fejlen, nemlig

den absolutte fejl og den relative fejl.

AB3SOLUT FEJL = SAND VARDI -~ TILNARMET VARDI

ABSOLUT FEJL / SAND VARDI

]

i

RELATIV FEJL

Fejlen er nuturligvis altid ubekendt, men vi kan have
en vurdering af den, f. eks. |abs fejl| ¢ € og dermed

. ¢
Irel fesll < TETveraIT =%

Ted addition af tal af samme sﬁmrr@l&éawrd@n bliver
fejlen hnjst adderet, og dermed forbliver den relative fejl
usndret. Men ved addition af et stort og et lille tal glr
informationsverdisen af det lille tal tabt.

Eksompel., (1 + %)n —p @ fOor o OO, Prﬂv_at be-
regne en folge af disse approksimander for n lebende gens
nem potenser af 2 sller 10 pd lommeregner. Fra et vist trin

- L. ; " Iy
er 14 = =1 og derned (1 + n) = 1,

Ved subtraktion af nmsten lige store tal gir den rela-

tive fejl betragteligt op.

Ekeempel., L#s en andsngradeligning f. eks.
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2
x- -88 x+1 =0

med den s:dvanlige formel

. -885 % /8524 _8es * ee4.998 _ § 884.999
- 2 - 2 - 0.001,
Her er den absolutte fejl naturligvis numerisk den samme,
fordi summen er 885 eksakt; men den relative fejl er af ster-

relsesordenerne hhv. 5-10-7 og 5.107 7,

Ved multiplikation og division er det lettest at se pd
den relative fejl. Er x =%+ € og y=§ + LD sd er -
Xy = XF + €§ + qi + €M, hvorfor den relative fejl er ca.

£

X +'§} dvs. summen af de relative fejl.

Eksempel. Hvis vi onskede at lese andengradsligningen
ovenfor med lille relativ fejl pad begge redder, kunne vi be-
nytte formlen for reddernes produkt X%, = 1. Heraf fés

1 1

x2 = X, == 884-5-_9. = 0.001129945,

som har relativ fejl 5-107" og dermed absolut fejl 5-10=10,

Denne fremgangsméde kan give approksimationer til begge
redder uden roduddragning. Har vi indsat O og 1 og dermed
set, at den ene rod opfylder |

0 <« Xy < 1,

fAr vi af X, + X, = 885, at den anden opfylder

884 < X, < 885.

Vi kan s& smtte x? = 885 med |AF| < 1 og derfor |RF| <

1 -2 (o)

ggs < 107°. Mensher x; = = §%§ = 0.00113 med |RF|

-

Q
%9
< 1072 og derfor |AF| < 1077,

Af summen finder vi nu x}

< 1072 og derfor |RF| < 1077, Og igen af produktet findes

= 885 -~ xJ = 884.99887 med |AF]

x) = ~Lr = 0.0011299449 med [RF| < 10~T og derfor |AF| ¢
= X
1
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1079, Endelig findes
|aF| < 1079 og dermed

x? = 885 - x

|IRF| < 10~

I,1,3.

; = 884.9988700551 med

1 08Vv., 08V.
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§ 2. Fejlanalyser ved regning.

Summerer vi n tal med samme vurdering af den absolut-
te fejl, |AF| < €, kan vi med sikkerhed fastsld summens ab-
solutte fejl til at vare-hejst n€. Men er tallene dannet
ved afrunding, er der dog en chénce, for at nogen af fejle—
ne har hevet hinanden.

Er et tal opndet ved afrunding, kan vi antage, at den
sande vaerdi er lige fordelt med middelvmrdi i den tilnmsrme-
de verdi over et interval af lmngde 2€. En sum af n sé-
danne tal er nu fordelt som en sum af n sddan fordelte sto-
kastiske variable. Middelverdien bliver altsd summen af de
tilnsermede verdier, og variansen bliver summen af de n ens
varianser, der hver er %;, altsé 62'%§.

- Den centrale grenseverdisstning siger endda, at summen
er approksimativt normalt foidelt med nsvnte middelverdi og

varians.

Vi kan altsé efter smag og formél sige, at med

sandsynligheden er fejlen hejst
% | €-0.6745 /73
n
95 fo €:1.96 + ~\f75
100 %o € 3 -m

Dette sandsynlighedstearetiske synspunkt kan forfelges
for alle regningsarter, men det vil ikke blive gjort her.
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§ 3. De generelle problemer i numerisk analyse.

I dette kursus interesserer vi os for problemer i for- /
bindelse med en operator, (funktional, funktion) af et Ba-
nach rum (funktionsrum, talrum) ind i sig selv eller et an-
det:

T: X' —> Y.

Det direkte problem er:

Givet x € X, find y = Tx.

b b
Eksempel. T = S y X = C[a,b], f € X, find y f£(x)dx.
a a

Det omvendte problem er:
Givet y €Y, find x € X, 88 Tx =y.
Eksempel 1. T = A, en nXn-matrix og X =Y = R",
los ligningssystemet Ax = y.
Eksempel 2. T = f: R —> 1R, en kontinuert funktion,
find et nulpunkt for f, dve. x € R, s8& f(x) = 0.
Det omvendte problem feres tilbage til det direkte pd
to mldder. 1) Man finder =1y —> X. 2) Man gmtter x og
beregner direkte Tx +til sammenligning med y.
Egenverdiproblemet: For T 1linesr og X =Y soges
A€C og x €X, s& Tx = Ax.
Eksempel. T = A, en nXn-matrixog X =Y = ¢t
Egehvwrdiproblemet kan feres tilbage til det omvendte
problem. Iad S = {x €exX | {lxll = 1} vere enhedskuglen i X og
E:S)(C —> X vmre defineret ved E(x,ﬁ)mezm-axJ S& er
%(x,ﬂ) = 0, netop ndr x er en egenvekior med A som egenverdi.
Er X et Hilbertrum, kan vi definere %:S —3> X ved
a(x) = Tx - (Tx,x)x, som er O netop nfr =x er egenvektor

med (Tx,x) som egenverdi.
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§ 4. Fejlvurderinger i de generelle problemer.

I mere interessante matematiske problemer kan vi ikke
umiddelbart klare os med aritmetik.Der optrmder grmnseover-
gange og uendelighed i form af kontinuerte funktioner p& in-
tervaller, der indeholder uendelig mange punkter.

Hvis et tal er bestemt som grenseverdi for en folge,

X, —> ¥, o0g vi benytter x som approksimation til x,

n
kalder vi den derved opstlede fejl, x - x , for TRUNKE-

n
RINGSFEJLEN. F. eks. ved en rekkeudvikling af én funktion,
hvor vi summerer n 1led af rakken, opstdr en sédan fejl.

I det direkte problem, hvor T kan beregnes, men x
m& tilnmrmes med x , fAr vi altsé en trunkeringsfejl,
X=X nogle afrundingsafejl ved beregningen af Txn, samt
fejlen pd resultatet Tx ~ Txn. Er T differentiabel, gi-

ver middelvardisstningen
Tx — Tx, = T'(g)(x-xn),
hvorefter fejlvurderingen er
lTx - Tx || & Eefix-x,i|

for passende normer, hvor altsé IIT'(E)!I < K for ;g ien

omegn af x og X
I det tilsvarende omvendte problem f&s trunkeringsfej-

len p& y, y - Y,» ©8 vurderingen omvendt
[z = x |l <Elly = 3,ll,

hvor I!T’(E)“”i _g'K for g i omegnen.
I begge tilfwlde kaldes konstanten K Xkonditionstal-

let for problemet. Det skal vi vende tilbage til 1 kapitel
IT. Er konditionstallet meget stort, siges problemet at vere
darligt konditioneret. Sagen er, at trunkeringsfejlen bliver

ganget med X,



I problemer, der involverer funktionsrum, md vi ofte

"approksimere operatoren T. Er X og Y Banach rum, har

vi i disse tilfmlde underrum Xn_C_ X og Yng Y, som er

endelig- (n-) dimensionale vektorrum, der indlejres ved en

interpolation i :X —> X og j :Y — Y, séledes at der
ogsd findes projektioner herpé, pX—>X, q3Y—7Y,

f. eks. funktionsverdierne i visse punkter. Der gmlder da,
at

Pi, = idxn (a,i, = id Yn).

I almindelighed forlanger vi yderligere om disse ope-

ratorér, at de er linesre, at der findes p, q, i, j, 84

e Il < p <o |lg ll < q <oq
101 <1 <oa I3 0] < 3 <oo
for alle n, samt at llinpnx - x|| — 0, IIannx - x|

—> 0 for n —> o

Man kan definere konvergens af X, -—> x pé to mdder,
diskret ved ||xn - pnxll —> 0 og globalt ved ||x - inxhll
—>» 0. Men med antagelserne ovenfor er de to begreber wkvi-

valente. Thi

Xp = PpX = PpipXp = PpX = Pn(inxn ~ ),

s&  |lx, - pxll < o llellix, = xll < pellx - 1x|l;
og X - in;n = X = inpnx + inpnx - inxn'
sd Hx = 4 x Il < Hx =41 pxll + i-]lpx - x }.

Problemet er nu at definere Tn:Xﬂ—~> Yn' sé Tn—n+ T
for n——> 00 1 den forstand, at for enhver faige xn——% X
gelder T x —> Tx (diskret eller globalt).

Vi vil dele konvergensproblemet i to; et stabilitets~

problem for operatorfelgen T , der gdr ud p4, at Tn er

ufelsom over for fejl (xn-pnx), og et konsistensproblem

for Tn med T, der gir ud pld konvergens i specialtilfeldet
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X, = P X.

Definition. ¥elgen af operatorer Tn kaldes stabil, hvis der
B ——— ] I

findes en konstant K, s& for alle X xi € Xn gelder:

. 1 2 el L L2
V' ne m: |lox, - T xol| < Kellxg xl 1.

Definition. Felgen af operatorer Tn kaldes konsistent med

operatoren T, hvis diskretiseringsfejlen

O, (x) = lla,Tx - T_p.x|| —> 0 for n —>oo,
Setning: Tﬁ stabil og Tn konsistent med T => Tn —-> T,

Bevis: IlTnxn - anxll < ||Tnxn - Tnpnxll + ||Tnpnx - anxll

-

<Kellx, = px|| + Sn-(X). a
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§ 5. Hovedsmtningen i numerisk analyse.

Den vigtigeste, men ikke den eneste, metode 1 numerisk
analyse gdr ud pd at omformulere sit problem il et fix-
punktproblem, som sd forseges lest ved iteration.

Hovedsstning: Er f en afstandsformindskende afbildning af

et Banach rum ind i sig selv, s& findes netop &t fixpunkt
x* = f(x*) for £, og for ethvert punkt x gwlder, at
felgen fn(x) konvergerer mod x* for n ——> 0O€%

Bevis: Der findes o< 1, s& for vilkérlige x og y g&®»l-

der ||f(x) - £(y)I| < % ]lx -~ yl|. Altsd er

2 (x) = £ < wl [ £8(x) - 27 (x) ]|

og derfor 2% (x) - £2(x)|] < ol f(x) - x|

Men g4 er for p vilkériig
|1 £7%P(x) - £7(x)] |

p

31 .
5 o £(x) - x|

1m0

A

i

et
of 3 () = x|

p mn.l If(xgm&”ﬂ | .

gsom er uafhsngig af p og gér mod O for n —> OGO Der~
for er f(x) en fundamentalfelge, som i et Banach rum er
konvergent. St x* = 1im M(x), da gwlder, ndr f jo er
kontinuert, at £(x*) = lim £(£%(x)) = lim £7(x) = x*. Alt-
88 findes et fixpﬁnkt, og enhver itereret folge konvergerer

mod et fixpunkit, Men er nu =x* og y*¥ to fixpunkter, gml-

der ||x* -~ y*|| = ||[f(x*) ~ £(y*)|| < ot+|lx* « y*||, hvoraf

(1=0¢) | |x* = y*[| < 0, altsh ||x* - y*|| = O, hvoraf x* = y¥*,
0

Corollar: Br f en kontinuert funktion af et metrisk rum

ind i sig selv, og er en itereret folge fn(x) kenvergent

med grenseverdi x¥%, sd er f(x*) = x*.
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Kapitel II. LOSNING AF LINEARE LIGNINGER VED DIREKTE METODER.

§1. Problemformuleringen.

En line®zr afbildning f: R? > R® ‘eller f: " - "

er givet ved en matrix A = (aij) , hvor aij €ER eller

a5 €L for i,j = 1,+++,n, og f(x) = A + x med sad-
vanlig matrixmultiplikation. Har vi givet et punkt b € r"

eller b € &' , ¢nsker vi at bestemme x € R" , hhv. C" ,

sa
f(x) = b .

Ligningen skrives ogséa

eller udfgrligt

1
=2

A1qXq T oaqpXy trect Ay X S

a X +
n1*1 T @

1
T o @ =

X 4+ 0 0+ X
2 %n

n2 nn n

Ved en direkte metode til lgsning af problemet forstés

en metode, der fgrer til den ngjagtige lgsning efter endelig

mange skridt.
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Dvs., at fejlen kun bestdr af ophobede afrundingsfejl.
Herved findes en kandidat, X, til problemets lesning.
Gores preve i ligningen, findes RESIDUET
b - AR,

IIx ; xll < K- |]b - A% | .
|10l |

hvor K er konditionstallet (her for de relative fejl).

og heraf fés
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§ 2. Normer og konditionstal for matricer.

Normer.
Har vi en norm p& R® eller €%, f. eks.

Hxlly = Izl + Iz + oo+ Il

Hxlly = V/1x1% + Ixp12 + cen + Ixy)®

\ (x,x),

max |x,]|,
i i

]

lellt,_°

kan vi definere den tilsvarende matrix-norm ved
(*) 1Al = swp {IIaxll | lIxll <1 )

Disse betegnes hhv. ||Al|1, | TA] ] llAlLo, fordi vi re-

gerverer "2" +til den euklidiske matrix-norm

1Al 1, =\/§:}'aia'2 :

En norm, der er defineret ved (*), opfylder de ssd-

vanlige normegenskaber, og dertil ulighederne

(1) ax|| < [lall-{lxll,
(2) [1aBI| < |lall-]1IB]l.
En matrix-norm, der opfylder (1), kaldes fordragelig med

rumnormen i (1).

Bevis: (1). ||x|| = 0 => ||Ax|| = 0. Ellers er %"TT;E]’T'

o = 118axl| = [1A@0) 1] < sup {I1axl] | lIxll <1
< ||Al],

hvoraf Iax|| < |IAll«l1x]].

(2)., Felger af (*) og (1):

1 (aB)xl] = [lA(E) || ITURILIRIEE
sd for ||x|| < 1 gmlder H(AB)xlI [1A]]-]|B]|. Alssd
1811 = sup 10l | Hxll 1] < INIBIEIAT

Ogsd den euklidiske matrix-norm opfylder (1) og (2),
hvor (1) g®wlder sammen med den euklidiske vektornorm.



P

~

P

P

Mat 226 NA 1980 11,2,2.
Bevis: (1). Cauchy-Schwartz' ulighed giver os

Zl z‘;a e < (Stajkl ) (E;Ixﬂ%)

Eg,lxg?%najkﬁ = |1xl
2

3 | 2 eund

. (Z_Aaijl) (Zlblklz) SETVIERTENE

Corollar: For en vilkédrlig matrix A gelder
[lall, < lall,.

2
| 1ax] 15

i

i

14

]

(2). |1aB||3

(PN

O

Bevis: Af (1) fas for lell2 <1, at
axll, < 11all,,

hvoras 1411, = sup {11axl 1l 1l 1§ < 1l
Konditionstal.
For problemet med A regulsr

Ax = y

med tilnsrmelseslesningen

A% = §,

fas Alx - %) =y -§%, og

x-% =a"(y-9.
(1) giver for en vilkarlig norm

llx = &1 < [1a7" 1|1y - §11

08 Hyll <
hvoraf

FrEr < -yl

Altsé er ||A77)] og |lA]l°11A~"|| xonditionstal for pro-

blemet med hensym til de valgte normer og hhv. den absolutte
og den relative fejl.
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Bemmrk, at (2) siger:

1At

(BN, = 1Bl = [Bllg=1, [IBll, = ~&.)
Konditionstallet er altsé altid mindst 1.

1Bl = |1aa™"]] <

Til beregning af konditionstal har vi foruden formlen
for ||A] |2 ogsd formler for ||A| |1 og |lAl log

141 = max 27 layl

Lall, = m;x Z;_: Iaijl.

Med andre ord, max-normen svarer til sterste numeriske rmsk-
kesum og sumnormen til sterste numeriske sejlesum.

Bevis: |[A]],

HAll, = sup{max ' Z; 1% ;j‘ ﬁﬁi EN 5_1}
zmxsup{‘;ijj‘ |x|<1}

= max Z\f laijl’

idet vi dels har ‘ 8y j| < Elaij x| < Zj_-:laijl, nar

Ile <1, og dels for valget af Xy s Ile = 1 og

8y4%y 2 0, f&r for hvert i for sig, at

;laijt = |§aijxj| ¢ {|%~‘aij"3|» | iyl -‘-—‘}~

;IAII1 . Sup{zi:iz;aijle | %’,‘Ile < }

2;|§5:a13x3| $ 32 lmugsy| = 22 lagl eIyl 4
%—:lxjizglaijl < ?Ilem'ﬁx glanl =

= (max §|a1k|>-§|le < max 2 Nay,l,

14l

2



=
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nér lejl < 1. Altsd gelder
J

ATl < m?x %:|aij|.

Lad nu m vsre valgt, sd ézzlaiml = max 2 :Iaik
i k i

. Vi smtter

x=(0,04.4.,1,...,0), hvor 1-tallet star p& plads nr. m.
For dette valg af x fés

E;:'§;:aijxj' = 2E—;:Iaiml = mix §§:|a1k|,

samtidig med at x opfylder

2"‘3' <1,
J

Derfor sluttes, at

max 3 ‘la. | € {Z‘Za N N 1} |
k 2;: ik 1] 1373 j J .
Men heraf felger &benbart

1211y 2 max 3 layl

Bemsrkning om egenvsrdier.

a

For en vilkérlig fordragelig matrix-norm og en vilkér-
lig egenverdi A for matricen A, gmlder

Al < 114l

Bevis: Per findes en norm pd vektorrummet, sd& (1) er opfyldt.

Bad x vmre en egenvektor (+ 0) for egenverdien 2. Da gel-

der
Ax = Ax,

hvoraf ‘ﬂ

IxI| = 11Ax|| = |lax|| < []A]

'l le | ’
sd da ||x|| > 0, f&s umiddelbart den enskede ulighed.
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§ 3., Elimination.

Afrundingsfejlen vokser med matricens sterrelse som
kvadratroden af antallet af regneoperationer. (Se kapitel
I § 2.) Ved determinantberegning efter definitionen og les-
ning af linemre ligninger med Cramers formler, vokser an-
tallet af regninger eksponentielt som funktion af dimen-
sionen. For 10 ligninger og regning med 5 betydende cifre,
dvs. relativ fejl 1072, bliver den relative fejl 10™'.
(N&r vi sd& ganger med konditionstallet, bliver der ikke me-
gen information tilbage.)

Ved elimination vokser regneoperationstallet som n3,
altsé& afrundingsfejlen som n3/2.

Vi betragter et ligningssystem med regulsr koefficient-
matrix A: V

891Xy F e P 80X = 89(n41)

(1)

Xyt oo+ 800% = 2n(n+1)

De o o

n

Ved ombytning af ligninger kan vi opnd, at |a?1| = maxlaj1l.
J
Ved division af ligningen med é?1 (+0, da A er regulmsr), fis
en ny ligning
(2) X, + 8%, + +al x = a1
1 1272 7 1n'n 1(n+1)

hvor a1k = —

Nu ganges (2) med 331 og fratrmkkes den j'te lig--
ning for j =2,...,n. Herved fremkommer et reduceret lig-

ningssystem
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1 1 1

| 1 1
Bop%p + e + By Xp = 85(n+1)
(3) . _
lx s sl x o= al
n2°2 cre nn'n - “n(n+1)

(o] 1

1 o _
hVOI' ajk - ajk - aj1a1k’ k = 2,.ou,n+10

Herefter ombyttes ligninger, s& Ia;2| = max |3;2'3
n

lad os tenke os, at det er gjort. Igen findes en ligning

svarende til (2) ved division med 352

2 2 2
(4) Xy + ByzXz ¥ eee + Bo X = 85004y,

2
hvor 8o = 7.
Igen ganges (4) med a}z for j $ 2 og fratrskkes
den j'te ligning. Herved fremkommer

2 2
x1 + 0-x2 + a13x3 4+ ce. + a1nxn = a1(n+1)

2 2 2
2 2 . _ .2
a2 02 .

hvor a?k = a}k - a}zagk, i$2, k>2.

S&ledes bliver man ved, indtil man har elimineret
alle ubekendte, hvorved lesningen bliver
n .
(6) Xj - aj(n+1), J - 1,---,n-

Bem#rk, at man uden videre leser flere ligningssyste-
mer simultant. F. eks. kan man ogsd invertere matricen ved

at betragte hejresiderne
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OQeee OO =

Osee O = 0O
S 000

» 14

bensvnt i formlerne Bagree 1@y k = n+2,...,2n+1.
Man ender herved med systemet

=

n n n
81 (n+2) 21(n+3) * 89(2n+1)

=an n . n
2 7 "2(n42) &y, * 83(2n41)

L] L] L] ]

. o . .

L L [ ] .

n- ag(nﬂ) aﬁ(n-’-Z) c 2(2n+1)’
som ved tilbagepermutation af ligningerne til den oprinde-
lige orden giver A'1 P& hoejre side. Dette kan vere nyt-
tigt til beregning af konditionstallet. Hertil er det nok,
at A” er beregnet med lille nejagtighed.

Bemerk, at alt er lige gyldigt, hvad enfen vi har re~-

elle eller komplekse tal i matricen A,
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§ 4. Ortogonalisering og overbestemte ligningssystemer.

Vi skriver ligningssystemet (1) 1 § 3 som

811 812 81n 21 (n+1)
Y A IR N D I P
&n1 2n2 %nn fn(n+1)
Opfattes sejlerne som vektorer a(1),...,a(n+1), er opgaven

at fremstille a(n+1) som linearkombination af de evrige.

Lad os antage a(j) € ¢t og seoge xj €C.

L

I ¢" har vi det indre produkt
(x,y) = x1§1 + e + xnin’
og den hertil svarende norm
I|x||2= xyxo

Med hensyn til dette produkt ortonormaliseres basen

a(1),...,a(n):
(1) V4
v, = a ’ W, = =———y
! 1 vyl
l vj=a(j) -ta”)'wk)"' wjz_:l_“: -
k=1 3

for j =2,...,n;

v = a(n*+1) _ (n+1)

n+1 (a

k=1

W )Wy, = 0,

fordi WiseeesW,  er en ortonormal basis for €°. Herefter

findes XqseeesXy af formlerne

IR
n v, l13
( (*)
* 1 (n+1) 'z:n (k)
3° vyl13 | K K ).
=j+1
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- Bevis. . Vektorssttene (a(1),...,a(j)) 0g (w1,...,wj) ud-

spender samme underrum af C€®. Derfor er

j=1 n
a(B+1) _ g Fk"k + zz:;ka(k),
k=1 k=]

for j=1,...,n, for visse entydigt bestemte ,3k. Heraf
findes, da (wk,vj) =0 for k % j,

(a(n+1)yvj) = ixk(a(k) J)

k=]

n
- xya v ,,E xa® 9.
. k=j+1

Af definitionen pa vj findes endvidere'}
(ijvj) = (a(J),VJ) - : 1(a(J),wk)(wk,vJ) = (a(j),vj),

hvoraf (*) felger. O

Denne metode anvendes ogs& ved overbestemte lignings-
systemer. F. eks. kan vektorerne a(J) vere m-dimensionsale,
hvor m > n. Da er formlerne de samme bortset‘fra, at

Vn+1 * 0,
og at nu er

n
( (n+1 ) W )wk

k=1

(n+1)

projektionen af a pd det n-dimensionale underrum, der

udspsndes af (a(1),...,a(n)), og dermed den nmrmeste vektor

i euklidisk norm til a(n+1) med afstanden hertil lig med

RAAWIIPY
Bevis. (w1,...,wn) er en ortonormal basis for underrummet,
84 en vilkérlig vektor heri kan skrives

Q1W1 + LN BN ] + gnwn.

(n+1)

Afstanden til a er (kvadreret)
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Ila(n”) - (’31w1 Fouus +’)\nwn)||§
(a(n+1),a(n+1)) - (a(n+1),'l1w1+...+hnwn) -

(9\1w1+...+?«nwn,a(n+1)) + (9«1w1+...+7\nwn,?\1w1+---+7\nwn)

£ a2 58,02 -
J

jZ('Kj(a(n+1 ) ’wj) + gj(wj'a(n‘ﬂ ) )) e

Denne funktion af (9\1 ’ ...,'An) er reel og har minimum, hvor
alle afledede med hensyn til realdele og imaginmrdele er O.
Med ?‘j = t>(‘.j + i/ij fas, idet (a(n+1),wj) =ay+ ibj, formen

P 1IE + 25 - 2 (2ogay + 28ppy),
] a'

hvis afledede med hensyn til o(:j er 20(;] - 29‘;) osv., 88 den
har minimum for O‘j =2y, /3j = bj' dvs.

ﬂj =ay + ib:j = (a(n+1),wj). -

Indssttes disse % i formlen for afstandens kvadrat,
fés

(1)) 12 _ Z(a(n+1),wj)(wj,a(n+1)) = ¥ l13-
] 0
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Kapitel 3. TIterative metoder til lesning af linemre ligninger.

§1. Problemformuleringen.

Vi havde en linezr funktion f og ¢nskede at finde

o

X , S&

f(x) = b

Ved elimination kunne vi bestemme x nogenlunde godt. Men:

vi kunne ¢gnske os metoder, der var egnede til at forbedre en
given approximation til l¢gsningen. Derfor ¢gnsker vi at omformu-
lere problemet til et fixpunktproblem. Vi ¢gnsker en funktion g,

der opfylder, at ligningen

1
b

g(x)

har én og kun en lgsning, x , der samtidig tilfredsstiller

ligningen

"
o

f(x)

Hvis g samtidig er afstandsformindskende i en eller anden

metrik, dvs. at der findes ao < 1 , s8 for alle y og 2z

gelder

dist(g(y),g(z)) < o dist(y,z) ,

s& kan vi finde x ved at velge et punkt XO og derefter

definere en fglge (xk) ved

OB g(xk) for k = 0,1,2,++¢;
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thi da vil fglgen (xk) konvergere mod X

En metode, der benytter en sddan funktion, g , kaldes
en iterativ metode. Hvis g tillige er affin, kaldes metoden

en lineer iterativ metode.
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§2. Linezre iterative metoder.

Lad os tenke os matricen A skrevet som en sum af
to matricer B og C , hvor B er invertibel, og vi endda

let kan invertere B . Vi skriver nu ligningen

Som

(B +C)-x

"
o

eller

1
o

B . x + Cx
Ganger vi med B-'l , stdr der efter omflytning
-1 -1

x = B b - B Cx

Funktionen

har alts&8 x som fixpunkt. Den er endda linezr, s& vi mangler

bare, at den skal vere afstandsformindskende.

Har vi en norm pé t” eller R" , kan vi sztte
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konvergerer mod en lgsning X

Ax =

Normbetingelsen ville sikre dette,

Vi vil vise, at hvis A

gelder, s& findes xo e "

k+1 -1

III,2,2.

:l}

vere afstandsformindskende.

- Lc 0 = max{ - ey 011wy
hvis & N-B7lc < 1 , vil g
Nu er vi interesserede i, at fglgen
0
X og
Xk+l = g(xk) k = 0,1,2,+--

til ligningen

- svagere betingelse. Der gezlder fglgende.

(xk) defineret ved

men vi kan klare os med en

SetningIII1,2,1Gtvet et punkt b € " 0g n x n-matricer
A, B o0og C, sdledes at A =B + C , o0og B er reguler.
Da er folgende ensbetydende
1) VX €T : det(AB + C) = 0 = IA] < 1.
2) A er reguler, der findes netop et x € ¢ , 8a&a A. x=Db,
s 0g for ethvert X0 €t iz folgen (x*) defineret
ved x*t1 = 7l - BTloxK® , k = 0,1,2,--+ konvergere mod X.
Bevis.
2) = 1).

er reguler og 1) ikke

KL opThy gtk |k =

0,1,2,

, s& den fglge, der defineres ved

ou-,
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divergerer. N&r 1) ikke galder, findes x € T , s&

det(AB + C) = 0 og Il 1. Da A er reguler, er

v

det(B + C) = det A # 0 . Alts& er X * 1. Da

1

AB + C = BAE + C = B(AE + B ~C) ,
og detB # 0 ,
mé& det (-B™Tc - AE) = 0O
A er altsd egenverdi for —B—lC . Til X findes en egenvektor
e e gn s 9+ 0. Da A er reguler, findes netop ét x ,
s Ax = b . Lad nu x0 = x + eo . Da bliver
xt = B7lp - B Yex® = 87 - BTlex - B7lce’
= x + Xeo
Heraf fés, at
ﬁ:
s x4 aKe0

Da Al >1 , A # 1 og eV + 0 , md fglgen (xk) divergere.

1) = 2).
Af 1) fglger for A = 1, at detA = det(B + C) * 0 , og

dermed at A er regulzr. Heraf fglger, at der findes ét og

1 1

n 2 b - B ~Cx.

kun ét x € T, s8 Ax = b , og dermed x = B’

Lad nu XO e ¢t vere givet, og sat

k+1

X = gL

b - B tex® , k = 0,1,2,---

Vi satter nu
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og far, idet x = B b - B lcx, at
eX = 37y - B7lex¥ "t - 571y 4 B7lex
= - 3 lox¥l - x) = - BTic (K1

Ved gentagne anvendelse af formlen fas
8k - (—B—lc)k 8O

. k . k
At vise, at x - x , er det samme som at vise, at & = 0

Vi valger nu en basis for o , S& -B_IC fédr Jordans normal-

form med hensyn til den ny basis. Vi skriver nu matricen som

A+ Y,

o 3

hvor A ef diagonalmatricen med egenverdierne for -B
diagonalen, og Y er resten af Jordans matrix, altséd en
matrix med O'er 1 diagonalen og 1'taller pd visse pladser i
gvre bidiagonal. Da er v = 0 . Der gelder, at A og VY

kommuterer

AY = YA
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og
L0 [P e, O
0 52. A2 0 £2A3
(::) © -1 <::) . " fn-1tn
\ : . ;
Om Jordans normalform ved vi netop, at enten er €; = 0, eller
e, = 1, og da er Xi = Ai+l' Altsé stemmer'matrixprodukterne

overens. Udtrykt i de nye koordinater fir vi altséd

(,F, (5) wmswi)ee

, kan vi skrive

eX = (0 + v)KeO

Men da Y¥J = 0 for j

nv
o}

s = () i) e

j=o
For at vise, at ek - 0 for k - o , er det derfor nok at
vise, at hvert af de n 1led gdr mod 0 . Vi betragter for fast
J < n

(K) Ak_JWJeO

J
v e¥  er uafhangig af k . Binomialkoefficienten er
(L?): k(k-l)"'(k—J+l) - P-(k)
J il J
et polynomium i k af grad j . Da
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hvor A ,---,An er egenvardier for —B—lc og derfor

opfylder |xi| < 1 for alle i

ifglge 1), s& er

'Ak
P O
A
Akz 2\ »
* L,k
O
hvor x? gdr eksponentielt mod 0 for k - o . Derfor vil

Pj(k)A? 0 for k - og alle i . Fglgelig ma

¥ - (Pj(k)A‘k)queO +0 for k- o

hvilket var, hvad vi behgvede at vise.
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§ 3. Jacobis metode og Gauss-Seidel.

En n x n-matrix A skrives som en sum af tre matricer
A=L+D+U ,

hvor L har samme elementer som A under diagonalen (L for
"lower ") og 0 ellers , D har samme elementer som A 1
diagonalen (D for "diagonal") og 0 ellers, og U har

samme elementer som A over diagonalen (U for "upper") og
0 ellers. L kaldes A's nedre trekantsmatrix, U den
gvre og D for A's diagonal.

Jacobis metode f&s ved at sztte
B=D
C=L1L+01,
Den kaldes ogsd SIMULTANEOUS REPLACEMENTS. Formlerne bliver
med A = (aij) og b = (bi)t

k+1 1 E : k
ii 3=

Metoden konvergerer, nAr egenverdierne for -D-1(L+U)

er mindre end 1, hvilket f. eks. er tilfmldet, né&r en af
matrixnormerne opfylder

D™ (L + u)|| < 1.
Bruges || ||1 eller || ||, Dbetyder det, at diagonalen
i A skal dohinere r&kkef eller seojlesummerne i matricen.

~

Altsd f. eks. A\
~;Ié{11 2‘§:Zlaijl, for alle 1i.
- = S
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En lineesr iterativ metode fds ved at s=ztte

B L +D

C

U

i den generelle form fra §2. Den derved definerede metode
kaldes Gauss-Seidel eller succedive replacements. Den sidste

betegnelse skyldes, at ved brug af metoden finder vi ikke

(L + D)_l , men lgser ligningerne i KK+
(L + D)t = b - uxK
Dette er let i r=zkkefglgen x§+l ) xg+l s+ Vi far for
A = (aij) , b = (bi) formlen
k+1 _ 1 i-1 n
J'._-l J J j:i+l J J

til successiv anvendelse for i = 1,2,-.--,n.
Naturligvis har vi hverken sikkerhed for, at B er

-1

reguler, eller at egenverdierne for -B ~C er numerisk mindre

end 1 . Men det gelder i et vigtigt specialtilfelde.

SetningIII,3,1Lad matricen A vere spaltet som ovenfor <

A =L + D+ U. Hvis A er reel, symmetisk og positiv definit,

sd er L + D reguler og samtlige egenverdier for -(L+D)-1U

er numerisk mindre end 1
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At A er reel og positiv definit betyder, at den kvadra-
tiske form Z Az for 2z € T" er reel cg har minimum i O
Specielt for =z = (0,+--,0,1,0,---,0) hvor 1l-tallet stir péd

den 1i-te plads, gelder altséd

7 Az > 0

Men z Az = a.. ', det 1i-te diagonalelement. Derfor er D

11

reguler og positiv definit, og dermed er (L+D) regular;

thi
n
det(L+D) = detD = TT a.. > O
i ii
i=1
Lad nu A € T vere en egenvaerdi for (L+D)_1U . Da findes

o

z € T'N{0} egenvektor for X , sé&

(1+D) YUz = Az s
heraf f&s

Uz = A(L+D)z

Nu er

(*) Az (L+D+U)z = (L+D)z + Uz = (1+Ax)(L+D)=z
Konjugering giver
Az = (1+X)(L+D)z ,

og transponering, da L' = U og A er symmetrisk, giver

ZA = (1+X)z(U+D)



.
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Ganges fra hgjre med =z , f&s

z Az = (1+4X)Z Uz + (1+X)Z Dz

(1+X)z X(L+D)z + (1+X)z Dz ,
Heraf fas
(141)F Az = (1+0) (L+T)AZ(L4D)z + 11411°F Dz
P& den anden side f4s af (*) vedrat gange fra venstre med z
(I+X)X 2 Az = (1+))(1+X)Az(L+D)z

Herefter kan L + D elimineres ved subtraktion

(1+A=(1+T)A) Z Az = |14A1° Z Dz,
hvoraf
(1-1212) Z Az = 114112 Z Dz
Da 7z Dz >0 og =z Az >0 , md enten

A= -1
eller
1 - I>\I2 > 0
hvis A = -1 , fglger af (*) , at Az = 0 , og dermed
7z Az = 0

i modstrid med, at 2z # 0 og A positiv definit.
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Altsd ma
Al < 1

Bemzrkning. Er A en vilkirlig reel n x n-matrix, og er
A' dens transponerede, sd er A'A reel, symmetrisk og positiv
semidefinit. Hvis A er reguler, sd er A'A posifiv definit.
Lad C = A'A have elementer cij > i,j = 1,***,n . S& er
n
c.. = ) a

ki %kj T %51

hvorfor A'A er symmetrisk. Specielt er

§ 2

C.s = a_ . >0,

11 k=1 ki = :

og hvis ciy < 0 , m& samtlige api = Q for k = 1l,¢¢¢,n .
Altsd en hel rzkke i matricen A er 0 . Er A regular, si
er ingen ra&kker 0 . For =z € " er

z A'A z = (AZ)'(Az) = <Az,Az> > 0 ,

hvor lighedstegnet gelder, ndr Az = 0 . Altsd er A'A
positiv semidefinit, og positiv definit, ndr Az = 0 kun har
lgsningen 2z = 0 , altsd ndr A er reguler.

Skal vi 1lgse et vilkdrligt reelt ligningssystem med

reguler koefficientmatrix , A ,
Ax = b
kan vi ved at gange med A' f& et ligningssystem,

A'Ax = A'b

 hvorpd Gauss-Seidel kan anvendes.



e

(cr—x‘x

i

Mat 226. Numerisk analyse. 1980. I11,4,1.

§4. SOR = _Successive Overrelaxation.

I stedet for at lade hele diagonalen , D , g& til
matricen B i opspaltningen af A , kan man lade en passende
del af D g8 til B ;3 resten md si g8 til C . Lad

w €ER , o # 0. Szt nu

-1 - _ 1
B=(sD+L) , C=U+ (1 ~-Z)D

Ved passende valg af w opndr man, at konvergensen gar vasent-
lig huftigere end for Gauss-Seidel.

Lgsning af ligningerne

k+1 k

Bx = b - Cx
bliver
K+1 K o izl k+1 o K’
Xi = (l_m)xi + — \bi - z ai.X. - 2 ai.X.) 9
23 j=1 j=isa

til successiv anvendelse for 1 = 1,2,*°¢,n .
For w = 1 far vi Gauss-Seidel igen.
Hvis A er reel, symmetrisk og positiﬁ definit, s& er
B reguler. Foretager vi en beregning svarende til beviset for

smtningIII§3,1fér vi
(1-121%) Z Az = (2 - 1)11+A1° T Dz .
Da vi ¢nsker at slutte, at

Xl <1,
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)

md vi altsd forudsatte, at

S - 150
w

Det er netop tilfaldet, nar
0 <w<?

Erfaringen tyder p&, at det bedste w ligger mellem 1 og 2,
nzrmest ved 1 , ndr n er lille, og nermere 2 , ndr n

er stor. Desuden stdr man sig ved at vaelge o 1lidt stgrre end
den bedste verdi frem for 1lidt mindre. |

Lad os antage, at matricen A kan skrives p& formen

L)
' F D2

hvor Dl og D, er diagonalmatricer og F og G vilkérlige
(rektangulare) matricer; Denne form er ikke s& speciel, som den
umiddelbart kan give indtryk af. Ved diskretisering -af Laplace-
operatoren til 1¢gsning af et Dirichlet-problem kan man ordne
ligningerne i en rakkefglge, hvorved koefficientmatricen

f&r netop denne form. Hertil kommer, at det er under denne

og analoge former for koefficientmatricer, man kan analysere

virkningen af w . Lad nu p vare en egenvardi for Jacobis

metode, dvs. for -D”'(I+U), altsd lad

det (-D”1(L+U) - uE) = 0

S& er det(L + U’+—PD) =0
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eller D G
| det(#1 ).—.o.
F 1&D2
Da er ZF egenverdi for Gauss-Seidel, thi ved multi-
pPlikation af de p forste sejler og de q sidste rwmkker

med fis
AA £@D1 G
det > > =0
MF KD,
eller det(U + @\2(:0 + 1)) =0,
avs. det(-(p+1)" U - (u\zE) = 0.

Da Qﬂ?l <1, mi Q}I < 1 og Jacobi konvergent.

Lad nu ) v&re en egenvardi for givet o for

- (% D + L)’l(U + (1 - %)D)

Dvs.
det(-(Z D + L)TH(U + (1 - 2)D) =2AE) = 0,
eller
det(wU + (w-1)D + AwL+D)) = 0.
Altsa
(}\+w-l)Dl wG
det =0
WAF ()\+w--l)D2
Som ovenfor fir vi heraf
Ao-1 5 G
n 1
B VR
A° w det =0
- L}
F Atw=1 D2
wVXx
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Altsd er enten A = 0 , eller X mé& opfylde, at

+_
(*) Aretl ooy,
VX

hvor uw er egenverdi for Jacobi. Med matricen A er

u givet, s8 ligningen (*) bestemmer implicit A som funktion
af w . For w = 1 f&s &benbart A = u2. Har vi X som
funktion af w, kan vi minimalisere [Al . Herved bestemmes

det optimale © som funktion af

VA findes af (*) ved omformningen

(*%) WA - VA - W= = 0.

Denne ligning i /A har diskriminant wzélz - 400 + 4,

w=4t3[16-16.z___(21211-;_2, i
2 : ¢

som er O for

hvoraf kun
2=2

& ﬁaﬁ ”‘/1'82

(reddernes produkt er %) ligger i intervallet [0,2].
&

W, =

Det betydef, at for 2 > wW> W, er der to komplekse kon-
jugerede redder, JA =X og /A =& hvoraf
Al = VAR = VAV = seli= w- 1,
altsd to redder med samme norm lig med w - 1 < 1, For
W= () er der kun én reel dobbeltrod, som m& vere
VA = ‘/“"o -1, altséd A= ooo - 1.
For W< w, kan (**) skrives som

W= A1
MVA -1
som er interessant for O < A < 1. Den har toppunkt for
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PVR -1 - (A= Do !

0 ; dow _ 29
da > ’
(C\/E"-w)
dvs.
S‘Aﬁ-1-é/\5§z+5\%ﬁ=o
.
“@‘P[Azﬁ-“:o
é&k -2Va +AA= 0
_2xa -k 1St R
ﬁ_ % C CA F'
hvoraf
%(wm)zgﬂ-y@tzﬁg
C/\ 6&2
2.1 21,8 _ Wy — 1
&N rod > 1.

Sammenh®ngen mellem |A| og @ givet ved (**) sger
grafisk sédledes ud

E)

Wo—1




VamnY

Mat 226 NA 1980 II1,4,6.
Velger vi nu cuo svarende til den sterste forekommen-

de Jacobi-egenverdi ZA, bliver egenverdierne, der svarer
til de andre verdier af g, komplekse, parvis konjugerede
med norm C\)o - 1. Men egenverdien A= w, - 1 bliver en
dobbelt rod, sd konvergenshastigheden for den bliver som
K-k (jvf. § 2). Det kan derfor som regel betale sig at
velge W >cub, hvorved alle redderne bliver komplekse, men
enkelte, sd hastigheden bliver som (W - 1)K,

Bemsrkning. En let omskrivning giver

2 A2
(4)0 = =1 + C 5
1+ /1 —02 (1 + 1 -@2)
hvoraf 2
2 = )A ’

som kaldes Youngs formler efter D. M. Young (1950).
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Kapitel IV.

Nulpunktsbestemmelse.

Iterative metoder til lgsning af ikke lineare

ligninger.

§1. Problemformuleringen.

Vi har givet en funktion

f: R" » R
og ¢nsker at bestemme et punkt x* € RrY, s&
f(x*) =0,

med andre ord en lgsning til ligningen eller rod i ligningen
f(x) =0 .

Problemet er @kvivalent med fixpunktproblemet, hvor der er

givet en funktion

g: R » R% ,
og vi ¢gnsker at bestemme et fixpunkt x* € IRn, sé
g(x*) = x* ,
Vi kan sétte g(x) = x-f(x), eller omVendt f(x) = x-g(x),

alt efter det givne problem.



N
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Er nu g afstandsformindskende i en konveks omegn af
x*, kan problemet lgses ved iteration af ¢g. Hvis x0 lig=-
ger i omegnen, vil f@glgen xk+1 = g(xk), k=0,1,2,... kon-
vergere mod x*.

Problemerne er nasten &kvivalente med problemet at finde

et minimum for en funktion
h: ®R" » R.

Er nemlig h differentiabel, vil vi ved

oh (x)
f.(x) =
i axi
definere en funktion £ = (f1""'fn)'

som er 0 i h's minima.

Og omvendt, hvis vi blot har en funktion
0:R" > R,
som har netop &t minimum i 0, f.eks.
(x) = X, +...+xn ’
sé& vil funktionen
h = ¢ef

have minima netop i f's nulpunkter.
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§2. De parallelle korders metode.

Givet f og nulpunktsproblemet. For en vilkdrlig matrix

A settes
_ -1
g(x) = x - A f(x).

Vi haber, at for passende valg af A er g afstandsformind-
skende, sa iteration af g 1lg@ser problemet.

k+1
X

Geometrisk er lgsning til ligningen

0 = A(x-x5) + £(x5),

altsd ske&ringen mellem x-aksen (hyperplan) og hyperplanen
y = A(x—xk) + f(xk),

For n =1 ser det sadledes ud med A = (a):

7 A
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§3. Newtons metode.

Af fig. 1 synes at fremga, at det vil vere fordelagtigt,
cm o er ner differentialkvotienten for £f.

Vi setter derfor

) g(x) = x - £(x) 7 £(x),

hvor f'(x) er funktionalmatricen for f. Ogsd g har f's
l nulpunkter som fixpunkter.

For n =1 ser det sdledes ud

v

T(x°)

N\

( 2 x x° z
| o

y=f(x)
fig. 2

Da bg er afstandsformindskende, hvis |g'| < 1, finder

vi konvergensbetingelsen, stadig for n = 1,

£ ()2 f () £ (%)
£'(x)°

lg'(x) 1 = |1 <1
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eller

f(x)£" (x)

< 1.
£1 (x) 2

Denne ulighed er opfyldt i omegnen af x*, hvis
£ (x*) + 0 og £f"(x) Dbegrenset i omegnen af x*, f.eks.

[£"(x) | <M for |x-x*| < §. Thi da skal gzlde

£' (x) 2

| £(x) | <'|—f—.rT§-)—| ’

' (yk
- som er opfyldt for |[x-x*| sa& lille, at |f'(x)| > E_%E_ﬂ ,

og |f"(x)] <M, og

. £1 (x*) 2

[ £(x) | M

I hgjere dimensioner er det praktiske problem enten
at invertere matricen f'(xk) eller at lgse ligningssystemet

. k+1
1 X H

N R Ly o

(*) £ (x)
P& grund af besvaret ved bade at beregne f'(xk) og
lgse ligningssystemet (*) findes utallige modifikationer,
der dels diskretiserer f'(xk), altsd br uger differenskvo-
tienter, dels ngjes med grove tilnarmelser til lgsningen for
(*) .
P.S. I litteraturen betegnes Newtons metode ofte som

"Newton-Raphson".
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§ 4. Eksempel p& Newtons metode: Invers matrix.

Lad A vere-en reguler matrix. S& er A

nul punkt
for funktionen

1

f(X) = X' - A,

f'(X) er en funktionalmatrix, der afbilder vektorrum-
2 2

" met af kvadratiske matricer IRD eller €2 ind i*#ig

gselv. Den kan defineres ved

K=f(X)H=- X HX"',

\ AX . (£(x+ax) - £(X)) _ (Geax)Tlxh)
thi £ ERT = STTAIN = =TT AT

_ =) axex™)
LA |

-x"gx~?

for AX — O mens Tf%%TT"'* H; (]|H]| =1).
Men s& er H = f‘(X)—1K = =-XKX, s& Newtons metode

bliver iteration af

X - £'(X)" T £(X)
X + X(x1-a)X

g(Xx)

]

1]

XI+ X(E - AX)
= 2X - XAX.
Iterationen konvergerer, ndr X er i nmrheden af A-1,
f. eks. hvis X er fundet ved elimination som i kapitel II
§ 3.
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Mere precist gelder folgende

Setning IV,4,1. Hvis XO opfylder uligheden
q := || E - AX |1 <

for en vilkarlig matrix-norm og for A reguler, sid konvergerer

folgen XJG defineret ved

X = 2Xt - X, AX

t+1 L7 T

mod AT med fejlvurderingerne

- o, -t el s ax, 11 < RN IRNED
1 -q

1 1-q
1 x, - a7 [T xg 111 B - axy |
T - |1 E-axg 1]
Bevig. Vi kan skrive
| Xpp = LB+ Ry),y
hvor Rt =E - AXt'
Da gzlder
Ry =B - AX, (B + Ry_,)
=E - AX, , - AX, R, ,
= Ryy - Ay Ry
[» = (B - AXy IRy 4 = Ri-1
Ved iteration féas
( R, = Ré2t), t=0,1,2,...
Da || R, |l =q <1, ma R, — 0 for t —> oo, s&
X, = AT(E - R,) — A7 for t —>oe
At X - a7t = aTN(E - Ax)  fas
(%) X = a7 < AT -1 B - ax (],
ogaf ATl =x + ATV - x fas
LA™ < I x I+ 1 a™ = x|
& <P b+ 1 a™ 1l E - ax ],

hvoraf
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I x |1

a1 <
1 - 1| BE - AX ||

(for || BE - AX || < 1), samt ved indsmttelse i (%)

I x|

1 -] E-ax []

I x -2 1] < 1| E - ax |].

Med X = Xt er dette den anden vurdering i s®tningen. Szttes

1

X = XO i vurderingen af A~ ', og indszttes denne vurdering i

(*), med det sidste X = X,, fTés den forste vurdering i setningen.

Af
X, - A7 = - a7'R,
fas
1x, =A™ 1< a7 0] Ry |
I x, 1 t
< —=2—.1] r(27) |
1-a
<!I%IIJ§X
1 -q O
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P

§5. Regule falsi og sekantmetoden.

Lad os for overskuelighedens skyld indskranke os til

dimension 1. Lad _(hk) - 0, for k » o, og sat differens-

kvotienten til erstatning af f'(xk) til

£ (xK+hK) - £ ()

{ K

Vaelges specielt hk = X - xk, hvor X er fast, kaldes

-

metoden regula falsi, og valges nk = xk_1—xk, kaldes metoden

sekantmetoden. Der er dog dem, der kalder sekantmetoden for

"regula falsi".

Geometrisk bestdr metoderne I sukcessiv lgsning af lig-

ningerne

£ (xF+0%) - £ ()

hk

(x—xk) + f(xk) = 0

hvilket illustreres pa figurerne 3 og 4.



Mat 226

y A

NA 1980

f(x

regula falsi

y=f(x)

/i—)(—

P

fig. 3

sekantmetoden

N =

~1

y=f(x)

fig. 4

X
/?%wy K3 [ k2 ket

"
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Kapitel V. EGENVARDIER FOR REELLE, SYMMETRISKE MATRICER.
§ 1. Egenvmrdiernes kontinuitet.

Setning V,1,1. En reel, symmetrisk matrix har kun reelle egen-

verdier.
n

Bevis. Lad A v&re matricen, A € T en égenvardi og z €€

en tilhgrende egenvektor, 2:

Az = Az

Konjugering og transponering giver

ZA = Yz ,

hvorefter 7ZAz Kkan beregnes efter den associative lov:
- 2 — —_ — 2
Az, = (W\Z)z = zZAz = Zz(\z) = Azl

Da =z som egenvektor ikke er 0 , sluttes at X = X eller
at A €ER .

Bevis slut.

Lad A vare en reel, symmetrisk matrix. Vi indicerer

A

w1,~--,wn vere et hertil svarende ortonormalsystem af egen-

egenvardierne efter stgrrelse, A1

nv
v

cee> A . Lad
= "'n

vektorer. For en vilkarlig vektor x ¥ 0 defineres Rayleigh-

kvotienten
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hvor ( , ) er det s®dvanlige indre produkt i IRn og
2
HXiI2 = (x,Xx).
Skriver vi x = Z(x,wj)w. , finder vi umiddelbart
Ax = le(x,wj)w. . Heraf féas
J
2
Ia. (X, w.)w., T(X,wW.)w. TAL(X,w.
(.AJ( ’ J) K '( ’ j) j) . ]( ’ j)
0. (x) = ] J - 1
A .
(Z(x,w.)w., T (x,w.)w.) Y (x,w.)
§ J ] g J ] j J

Af denne fremstilling ses, at
max p., (x) = )
x%0 A 1

< er oplagt, og > fas for x = Wy

Ved hjelp af Rayleigh-kvotienten kan vi endda finde samt-

lige egenvardier. Lad Mm vere underrummet i IR udspandt
af wj,~~,wn hvor m = n+1-j. Mm har da dimension m .
Som ovenfor fas

max p, (x) = .

xXeM A J

m

Valger vi et andet underrum i r" af dimension m , M,

bliver det tilsvarende maximum ikke mindre

max p,(x) < max p,(x)

x€Mm XEM

Vi har derfor Courant-Weyls Minimax-princip til karakteri-
sering af egenvardierne

A. = min max pA(x) for m = n+1-j
J dimM=m x€M
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For at finde de numeriske vardier af egenvardierne be-

maerker vi, at A2 har de samme
egenva@rdierne er netop Xf,- <, A
2
Aw., = A{A.w.) = X.(Aw.) =
J J 3] J

For eksempel ¢gnsker vi at finde

Rayleigh-kvotienten for A2 er

egenvektorer som A , men
- Thi
n
AL (Aw.) = A%w.
J 33 J3J

den numerisk stg¢grste egenverdi.

2
( _ (Azx,x) _ (Ax,Ax) ]'AX|I2
p o (x) = z = 2 = 2
A Hx H2 llxII2 llxll2
hvor andet lighedstegn skyldes, at A er symmetrisk. Vi far
altsa
, ax 12
max \A. = max p 2(x) = max 5 ’
j x A b4 =1,
hvoraf
lIAxII2
max |A.l =max—-—ﬂ—ﬂ—= ||’-\||* .
j 2

Vi har altsd ogsd en smuk karakt

Lad nu A og B vare reel

med egenverdier Aj(A) og Aj(B

Setning V.1.2. For j =1,--+,n

Ay (B) = A B g

A-B Il
i [ Ilp

eristik af |l Il
le, symmetriske matricer

) J = 1,+++,n

og p = *,1,2,» gelder

Med andre ord, ikke alene afhanger egenvardierne konti-

nuert af matricen, men vi kan vurdere afvigelserne bekvemt

ved matrixnormerne
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Bevis.
o (x) - po(x) = BXX)=(Bx,x) _ ((AZB)x,x)
A B 112 I 112 -
2 2
A, {A-B) < max|A.(A-B)| < IIA-BIl_ ,
1 ) < max| i )< p
]
hvor sidste wulighed f@lger af kap. II, §2.
Er nu M et underrum i R" , gaelder altsa
max p,(x) < max p,(x) + [IA-B Il
xeM B % yem B P
Har M dimension m , f£f&s heraf
min max pA(x) < max pB(x) + llA-B Il .
dimN=m x€ N = xeM P
Da denne ulighed gelder for hvert M med dimension m , gelder ogsa
min max pA(x) < min max pB(x) + lA-B Il __ ;
dimN=m x€N = dimM=m x€M p
med kortere skrivemdde og Jj = n+1-m
AL (A) < AL (B) + A-B
5 ) < J( ) I IIp
Ved ombytning af A og B , idet IIAIIp = fas

ij(A) - Aj(B)l < HA-BIIp

Bevis slut.

l -A “ I.
| p
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{ §2. Potensmetoden.

Lad nxn-matricen A vare reel, symmetrisk cg yderligere
positiv semidefinit, og lad egenvzrdierne vare

Apoz A

Z.an

v

2 An > 0 .

Den tilsvarende afbildning vil afbilde en kugle pa en
ellipsoide, og ved iteration vil ellips oilen normalt blive fla-
dere og fladere. En vilkarlig vektor, der ikke er ortogonal

( p& nogen egenvektor, vil ved iterationen komme narmere og nar-

mere til den egenvektor, w der svarer til den stgrste

1 ’

l egenverdi, A Denne kendsgerning kan vi udnytte til at ap-

g

. m . .
proximere egenvektoren w med A x , x vilkarlig.

1
Er egenvardierne negative eller komplekse, vil iteratio-

nerne forstyrres af roterende tendenser. For neuative egen-

verdier gdr det an, men i det komplekse tilfelde gar vi glip
af imaginerdelen af egenvardien. Det er derfor, vi begrenser
os til positiv semidefinitte matricer.

Vi betragter altsa iterationsfglgen

( S a2 0,1,2,..
x(o) = x € R" vilkarlig, og skal undersgge, hvorledes den
(; approximerer en egenvektor.

Hvis Ax = 0 , er 0 egenverdi og x egenvektor for

0 . Vi kan derfor se bort fra Ax = 0 1 det f@glgende.

Lad w,l,---,wn vere en ortonormalbasis svarende til
egenvardierne A1,---,An . Da gelder
X(t) =Atx=Z)\F(X,W-)W- r t=20,1,2,---
s ] J 3
J .
Da 0 # Ax = ). (x,w.)w. , ma Ilellg # 0, altsa
(\ J J J ]

Z)\z.(x,w.)2 > 0
i J J
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Lad nu m

(x,wj) =0 for J =1,..-

Wyt m-1

den vi vil approximere ved hijelp af x

Vi spalter nu x

tor svarende til

rummet hgrende til ).

.

n
z = ¥ (x,w

j=m
A=A
J

f&s opspaltningen
X = A

Da z o©og ¢ er

IS TP L ATP T TP T

Vi vil nu vise, at
AL

1
s& er —% < %r = q <

Ix [

A
fle}

5
fordi

(t) X(t)

vere det mindste tal, sa

LW . Da er

n .
j)w, og r = X (—l)

q < 1. Vi far derfor for x

v,2,2.

Am(x,wm) £ 0 . Da er

,m-1, altsd x er ortogonal pa

A= Am den stgrste egenvardi i

(£)

spil,

(t)

i to dele; en del, der er egenvek-

A, ©og en del, der er ortogonal pa egen-
Med

(t)
J

t (t)

(z + ¢

) -

ortogonale, far vi af Pythagoras

2

r - 0 for t - oo

Set X' = max A. ,
A<k J

1 for A. < A. Da gelder ]

(t) t (0)

|12 -+ 0 for

‘t—-boo,

(t)

normeret

(t)

z+r 4

y =
“x(ﬁ)

(t)

Yy ‘konvergerer altsd mod en egenvektor, w

egenverdien .

(t)
pp (Y

) = (Ay 'Y

B 2 €y 2
iy iz g+ neS sz,

, hgrende til

Rayleigh-kvotienten konvergerer mod egenvardien:

(t) (&)

) > (Aw,w) = A for t - m,

Jlw H2 = 1 og A er kontinuert.

- = w for t - oo.
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‘

Raylaigh-kvotienten for x t er den samme:

(t)  (t)
o (x(E)y = (ax) x'™)) (B L) N

by P

A

Vi vil nu vurdere konvergenshastigheden for de to granse-

overgange mod hhv. A og w .

n
+
ax () x By o 5 2 w2 -
jom ) ’
n n
+ + *
L2 G+ 3 g2y 25T g 2
_Fm J j=m J o
A.=A >\.<>\
5 .

idet f@grste led er lig med hgjre side, og andet led er ikke
negativt.

Ved pd den anden side at vurdere én faktor A. op til
n

A for hvert j og erindre, at |lx(t)llg = _Z )\?t(x,wj)2 ’
Jj=m
fas
n
(Ax(t),x(t)) < X A-X%t (x,w.)2 = Allx(t)llg
- j=m J J

Af den sidste ulighed fés

(Ax(t),x(t))

oty ™) = px®) ) .2
I'x I,

<A, eller

02 -or'®)

Medens vi af den fgrste ulighed far

(t) _(t)
Amoty®hy o o B ax ) <
&2
A2t+1||z||§
}\_
||x(t)||§ -
X x2t+1||z|n§ )

(t) )2

2t 2
A (llzll2+I|; 2)
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2 (£) ,2 _ 2
\ IIzH2 + lix 112 Ilzll2 <
2 (t) ,, 2 N
lIzH2 + lir H2
(t) ,, 2
Hr 1
\ 22‘5 VAN
Hz 115 -
e
hvor y = ————= . Vi har altsd ogsd
Iz H2
1
0 <y (- p(y(t))) < Y2q2t .
Rayleigh-kvotienten konvergerer altsd mod A fra neden med en
relativ fejlforbedring med en faktor hgjst q2 .
For egenvektoren w = 7T§7T gelder
(t) t _
Iy —wII2 < yg. for t =20,1,2,--:
Bevis.
Hy w2 = n1y® 2+ wi? - 260w
2 2 . 2
2
=2 - g v
2
_ L, .2 (x'%,g
o [z Il (t)
2 lx Il2
Az 02
2 2
IIle2 Atllz+r(t)||2
Hzer B =11z
2 2
=2 )
Hz+r II2
z+r (&) 1122 12 112
_ 5. 2 2
- (t) (t)
Hz+r I|2(|Iz+r l|2+l|zll2)
e 02
<
= iz 112
2
2 2t
s Y q

Bevis slut.
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Selv om vi begynder med en vektor x , der er ortogonal
p& vektoren W, kan vi ikke stole pa at Amx forbliver or-

togonal pa w Vi risikerer, at afrundingsfeil giver sma

1"

bidrag i w,-retningen, der efterh&nden vokser sig store og

1

til sidst bliver dominerende. Vi md derfor regne med i praksis

at finde A1 og w1 uanset startvektor.

Man kan afhj@lpe denne ulempe, hvis man har fundet Wy

og s¢gger w ved at ortogonalisere hen ad vejen:

2
i I L T
Mere almindeligt, vi har fundet egenvektorerne Wart Wy
Og sgger W ., - Vi sa@tter sa
m
v(t) = Ax(t) ; x(t+1) = v(t) b (V(t),w YW, .
1-1 1

Endelig bemerker vi, at er p er polynomium ,

m
p(x) = %y + oy X Feeedt o X,
kan vi definere matricen
m
= e« o o .
p(A) uOE + a1A + amA

Denne matrix har samme egenvektorer som A, thi

m
p(A)w aOEw + a1Aw oot o A'w

' m
+ +o. ot ATw
oW a1kw o

m
(o(0 + 0(1)\ +e.ot O(m)\ )w

= p(A)w ,
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nir w er egenvektor for A svarende til egenvardi A. Sam-
tidig ser vi, at egenvaerdierne for p(A) er p(A). Og tilsva-
rende, hvis A er regular og derfor alle egenvaerdier for A

forskellige fra 0 , galder

N % 271 O
| 1 -1
' =5 A (Aw)
- 1
| =W

1

Altsd A og A~ har samme egenVektorer 0g inverse egenverdier.

Disse betragtninger kan benyttes. Er A en reel, symmetrisk
g matrix med egenvaerdier X1 >

symmetrisk med egenvardier A

Az 002 xn ,  vil A2 vere reel,
2, Az,--~,A2 , der alle er ikke-
1 2 n

negative.

Med andre ord, benytter vi kun de lige potenser af matri-
cen, far vi i dette tilfelde konvergens mod en egenvektor og
; kvadratet pé den tilsvarende egenvardi. Ved til sidst at an-
vende A ses, om egenvardien er positiv eller negativ.

Denne metode slar fejl, hvis A o0g -\ er egenvardier

for A , s& egenrumemt svarende til Az for A2 er mindst

A

( '~ 2-dimensionalt. Vi risikerer da at finde en egenvektor for Az,
der ikke er egenvektor for A. Men erstatter vi A med
A+ aE , o * 0, Dbliver egenvardierne flyttet til A+a og
§ -X+a , hvis kvadrater ogsa er forskellige.
Er o ikke egenverdi for A , kan vi betragte matricen
(A-aE)_1. Den har egenverdier X%E , altsd den numeriske
stgrste egenvaerdi er (A-aE)_1 svarer til den egenvardi A

for A , der ligger narmest a. Til gengald forudsatter denne

C variant, at ligningssystemet

(A—aE)x(t+1) = x(t)
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er overkommeligt at lg¢gse med hensyn til x(t+1).

Til geng®ld vil konvergensen jo g& hurtigere, ndr o lig-

ger tettere pad A , da IX%EI derved bliver forholdsvis stgr-

1

re end 'E:al , hvor u er den nast-narmeste egenverdi.

Dette kan vi udnytte ved successivt at erstatte o med den

sidste tiln®rmelse til A. Dette giver forskriften

o (t)
t t t t+1 R

e = (Ay( >,y( )); (A-ptE)v(t) = Y( ) ; Y( s V(t) I )
2

1Y)

Denne metode fores man ogsé& til ved anvendelse af Newton pa

f(x) = Ax - L%ﬁiigx = Ax - 8(X)X,

der netop har A's egenvektorer som nulpunkter. Man finder

f'(x) = A - g(X)E - P(x),

hvor P(x) = (Xj %ﬁ;(x))jrk . Newton giver derfor iterationen

£(x?) 4 £ (x9) (Y - %) = o,

dve. Ax' - g(xt>x*+ (A-g(xt))xt““1 - Ax® 4 g(xt)xJG - P (x"xb) = 0

<=> (A _ ?(Xt>)Xt+1 - P(Xt)(Xt+1 _ Xt)
_ t t+1 _ t
<=> (A - g(x ))x = oy x,
B D by ot Lt

hvor o, = (x7)(x -X, ).

t = 0%y k k

Ved iterationen bliver O% uden betydning, da vi normerer

Xt+1 til yt+1, der netop er y(t+1) ovenfor.
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§3. Jacobis metode.

Lad nxn-matricen
vere matricen med A's
vektorerne er ortonormale. Da er S'
diagonalmatrix med A's

tode sgger at approximere S og A

~1

v,3,1.

A vere reel og symmetrisk. Lad S

egenvektorer som sgjler, valgt 58 egen-—

= S og S'AS = A en

simultant.

egenvardier i diagonalem. Jacobis me-

Idet vi erindrer om satning V.1l.2 er det godt at fore-

tage en ortonormal transformation af

A , s elementerne

uden for diagonalen alle er smd. Da vil diagonalen approximere

A . Dertil benyttes en successiv udlugning af elementerne uden

for diagonalen med specielle transformationer.

Denne proces er

dog ikke endelig, da allerede udlugede elementer kommer igen,

dog altid mindre.

Lad U vare matricen

1 .- 0
1 \

som er enhedsmatricen pa naer pladserne

(t,1)-

(og,0),

(o,T),

(t,0),



e
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ujk = §
u = u
o]

u = -
oT

Lad A =

Da galder relationerne mellem

bjk

b.
Jo

b.
Jt

b
of¢;

b
TT

b
0T

U = (ujk) ’
ik for j # o,t v k # 0,1
17 = COS®
uro ==sing .

(ajk) vere en matrix og

og

3k for j #. 0,7t A k # 0,1
o3 = ajgcos@ + astinw for
3 = —ajasin@ + aijst for

B

o

2 \ . 2
a cos + a sin2p + a 8in
oq ¢ ot @ TT ¢

a
(0]

b

Ta

a
g

Vi kan vurdere

2-normen af A's

[Al

A - diag(a..
1 iag ( JJ) I

Setning V.3.1.

gelder

2
IBI

Bevis.

Sp(Az)

|A

cos2yp +
T ()

A's

%

(a
TT

sin2 a sin2¢p + a 0052
o @ oT ® CTT ¢

= U'AU

j*OrT

j ¥ 0,7

-a sin?2
00) nee

forskel fra sin diagonal:

Fr

I2

n
)X

2 2
+ 2(bOT - ag.

B =

Sporet af A2

n
z

j=1 1=1 J

a.lalj

U'AU

2

3,175

=V a?,

jk

14

)

U

7

v,3,2.

afvigelse fra at vare diagonal ved

er defineret ovenfor,

2
nai, .

er kvadratet pa normen af A:
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2 2
Da B” = U'A"U , har B2 og A2 samme spor,
2 no2 2 | n
1BI® + x bl = Bl = Nalil =1a®+ 1 a2, .
=1 j=1 J
Nu var ajj = bjj for j # o,7 , s& vi far heraf
2 2 2 2 2 2
| B = |A] + aOO + aTT b00 - bTT .

A - a_, aOT 5 - b00 bOT v - cosyp =sing
0 a a 70 " {b b ' 0~ . :
T0 TT 0 TT sing cose

gelder

20 2 2 2 .
Da derfor Sp(Ag) = Sp(By) eller [Iajll5 = lIByll; -, f£as
formlen
a’ +a’ + 2a°% =1p% +Db> + 2%
(efe) TT T g TT T
hvoraf
a® + a2 -b® - bp® =21% -a’) .
g0 TT o) ¢) TT gT T

Bevis slut.

Vi skal nu disponere over o,t,¢ med henblik pd at ggre

IBl mindst mulig. Fgrst vaelges o,T7 , sa laorl er stgrst;
siden valges ¢, sa Ibor' bliver mindst, nemlig 0. Til

bestemmelse af ¢ har vi ligningen

a__cos2¢ + Y(a -a_ )sin2¢ = 0 . Er a = 0 er vi allerede
T TT o©ag’ 7 B



TN
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ferdige; st ¢ = 0 . Hvis A5 = qpp v fds ¢ = % , CosQ
sing = %? Ellers er
2aOT
tg2p = a2 <a !
o0 TT

hvoraf sing og cosgp kan findes ved brug af formlerne

tg?2

1+J1+ (tg20)
COSQ = ——teee
\/1+tg ®

sinyp = cosyp - tge

Vi har herved en iterationsmetode. Ud fra matricen

= ' i
bestemmes Ut som ovenfor og At+1 Ut At Ut . Setning V®.3.1
siger da

2 2 2
|A I = IA_ | - 2 max al .
t+1 t 3¢k jk
Da altsé IAt+1l < IAtl , ma fglgen IAtI vare konvergent.
Og da der for j # k galder
; 2 2
[A_17=]A I
Ia(-tk)l < maxlai(fl)l =\/ t 41 - 0
I % isn 2

for t -» o , kan der kun gzlde, at

laA,] » 0 for t - o.

t
Det er endvidere klart, at

IAtI2 < (n2—n) max(aglt'))2 '
- j+k  J

sd vi finder, at

LA
>
1

e e e
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t| konvergerer mindst s& hurtigt som

ol

Er A1,---,An egenvaerdierne for A i passende orden,

s& |A

far vi, da A og At har samme egenvardier, af sztning V.1.2

vurderingerne
s - al ) < na, - diaga..) ., p=1,2,% .
3 i3 7= Tt i3t p T
Alts& enten Al eller max X |a§§)l.

J k#]

Jacobis metode giver sdledes simultan approximation af

o >

egenvaerdierne. Satter vi Yt+1 = YtUt r £t =0,1,2,¢+¢« har vi

AL =YL AY , ( ndr Y, = E,)
hvor At nasten er en diagonalmatrix, sa Yt ne&sten har A's
egenvektorer som sgjler. I tilfzldet hvor A har lutter for-

skellige egenvardier, vil vi vurdere denne approximation nar-
mere.

Lad ) -,An vere de parvis forskellige egenvardier

1,.0

for A og Wors e Wy et ortonormalsystem af tilsvarende e-

(t) - X. for t - Q Og j = 1’o-c'n -

envektorer, og lad a..
g r OQ9 i3 .

Sat

6k = minllj‘l

|
j+k k

Vektoren

er egenvektor for A svarende til kk ; thi

(t)

Apvy

]

(Yé A Yt)(Yéwk)

1
YtAwk
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- '
Y "k
= (t)
= Ak K .
. . . ‘ o \ T
Vi velger i det fglgende t sa stor, at ,Ati S S
herved bliver specielt
6
(t) °x
e = o Pe 1A 25
For j % k gelder modsvarende
6 6
(t) _ _ (t) °k _ %k
Lad nu e, vere enhedsvektoren (6jk)j 7 sa er e
egenvektor for dlag(a(J)) svarende til egenva@rdien éi) .
Der galder |
6
N /5.2 ’k
A e, e lly =V 1 ajy < IAtI <5 -
Jj+k
3=1
Vi ¢gnsker at approximere w, =Y v(t) med y(t) =Y, e . Da
k t'k k tk

Y er ortonormal, kan vi vurdere approximationen ved

1y " = @ P w1, = e = e v P,
Nu er v;t) egenvektor for At éE)E for 3j f 1,-++,n ,
sa
_ . (t) _ (t),. . (t)y,, 2
n :
(t) 2 = (t),. () (t),,2
j§1lkj akk I(e (ek,vk )vk ' vj )1e >
j+k
n
min 1Ay - alt)? I le, - (e v P vl vit)y2
J=1,+++,n j=1
j*k
(fg)z e - ( (£)),(£) |2
z 20 e T e Ve M2
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t
da (ek - (ek,vét))vét),vé )) =0 .

Til vurderingen opad s:ttes B = At - aﬁﬁ)E, som er symme-
trisk med }it)=1’ som egenvektor, og e = ey - Med disse'be-

tegnelser fas

l1B(e - (e, »)W)12

[ da B er linesr
||Be - (e,v)BV||?

| da VvV er egenvektor
|IBe - (e,BV)VI|?

| da B er symmetrisk
|1Be - (Be,w)vl |2

| ifelge Pythagoras
1Bl 12 - |1 (Bew)vl |2

IA

|1Bel 12 S |a,l2.

Sammenfattende fas vurderingen

_ (), () 2
ey = (ep v v 7 I, < 5, Al
og derfor ogsé
() _ (t) 2

Variant.

Hvis man finder det besvarligt at opsgge det numerisk

stgrste element uden for diagonalen i

A

£ kan man valge at

tage alle elementer uden for diagonalen efter tur. Man taler

da om den cykliske Jacobis metode.
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Kapitel VI. EGENVARDIER FOR KOMPLEKSE MATRICER.

§1. Minimalpolynomier.

For en vilkérlig kompleks matrix A har det karakteris-

tiske polynomZum

pA(x) = det (xE-A) = x ' + B -

netop A's egenwrdier som rgdder.
Vi kan tage et polynomiums verdi i en matrix og derved
fa en ny matrix. Specielt galder

Sething”Vllg1.Er det karakteristiske polynomium for matyi-

Pa
cen A, da er
pp(B) =0
Bevis. Lad w vare en egenvektor for A med tilsvarende

egenverdi A. Da er

@ + Bn_1An'1 +oeet BoE)W

PA(A)w

ﬁ n-1
Aw + Bn—1A W o+t Bow

Il

n
Aw o+ Bn_ A W o+eeot Bowx
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Matricen (A) giver altsd anledning til en 0O-afbildning,

Pp

sd den md vare O-matricen.

Bevis slut.

Lad a vere en vilkarlig vektor, sa Aa # 0 . Vi be-

2 (8) _ ,t

tragter vektorerne Aa for t =20,1,---,n . Disse

n+1 vektorer er &benbart lineart afhangige; der findes derfor

et tal m , s&

L0 (m-1)

’ *r

a(O),.._'a(m) er line®rt afhangige.

er lineert uafhangige, og

Altsa findes &t og kun &t talsat Ogres= @

m-1 * 59
a(m) + o a(m—’l) +.004 3(1) + o a(o) =0 .
m—1 1 0
Definition Polynomiet (x) = xm + o xm“1 +ese+ 0, X + O
. Y pa m-1 1 0

kaldes minimaipolynomiet for vektoren a (med hensyn til ma-

tricen A).

Setning VI.1.2. Minimalpolynomiet er divisor 7 det karakte-

ristiske polynomium;

pa(X) | pA(X) .

Bevis. pa(A)a = (Am + am_ A +eee4+ o A + aOE)a

L (0)
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Euklids algoritme tillader os at finde polynomier g af grad

n-m og r af grad < m , sa

pp(x) = q(x)p, (x) + r(x) .

Lad r(x) = Ym_1xm_1 +oe ot Yo ¢ hvor vi skal vise, at

Yore Yo alle er 0

Indsattes A ovenfor, fas af Setning VI.1.1.
0 =p,(B) = q(A)p, (A) + r(a) .
Anvendes matricen pd vektoren a , stdr der

0 = 0.a = q(A)pa(A)a + r(A)a = r(A)a ,

det samme som

0 = (Ym—1Am—1 Feooodt YOE)a
- Ym_1a(m-1) bt YOaw) ,
som sammen med uafhangigheden af a(o),---,a(m—1) giver
Yo T T Ypeq T 0 .
Bevis slut.
CorollaI”VLlﬂz. Rgdderne i minimalpolynomiet er egenverdier

for matricen.

Klart.

Minimalpolynomiet giver os ogsd egenvektorerne til de e-

genvardier, der er r¢dder deri. Lad X vere en rod i pa(X)
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og dermed egenverdi for A. Vi kan da skrive pa(x) =

(x-\)g(x) , hvor gq har grad m~1 , vi skriver g(x} =

m-1 m-2

X + 6 0% teeet 64 .

Setning V. 1.3. Vektoren
z = q(A)a

er egenvektor for A svarende til egenverdien ).

Bevis. z + 0, da z =gq(@Aa= " +& _a"% ...+ 6 E)a =
a(m—1) + 6m_2a(m—2) +ee et 6Oa(0) ;, Og a(o),---,a(m~1) er
uafh@ngige og koefficienten til a™MY or 14+0. Daenda-
videre

p,(8) = (A-AE)q(n) ,
fas

Az - Az = (A-AE)z = (A-)E)g(A)a = pa(A)a =0,

som i beviset for satning V1 1.2.

Altsd er
Az = Az

Bevis slut.
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§2. Krylovs metode.

Resultaterne i §1 hjelper os til at lgse egenverdipro-

blemet for en vilkarlig matrix. Vi skal blot kende en metode

til ‘at finde minimalpolynomier, s& kan vi finde egenvardier
og egenvektorer ved at finde nulpunkter i et polynomium som i
kapitel IV,

Til dette formal skal vi lgse problemet at bestemme,

hvor lenge a(O),---,a(m),--- er uvuafh®ngige. Dertil foretager
vi en successiv ortogonalisering af vektorerne a(o),~--,a(m),
indtil en sadan proces giver 0 . Vi satter
-, (0) Vo
Vg = a ’ Wy = ————
v 115
5-1 V.
V. = a(d) )X (aj,wy)w . A TN
J k=0 J
Denne proces ender med, at
-1
(m) n

v = a - T (a_,w,)w, = 0 .

m k=g M k" 7k
Herefter kan Opmq st 18y beregnes ved tilbageregning:

(m)
. o (a *Vi=-1)
m-1 2 !
va_1ll2
(*)
m-1
aj = - ——5 (@™ v+ 5 oy (2™ v ) :
] ||vjll2 k=j+1

Der blot er formlen (*) fra § II,4.

-
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Kapitel VII. Interpolation.

§1. Lagrange polynomier.

Er der givet m + 1 punkter (xO,yo),--~,(xm,ym) i

(x,y)-planen, sa Xor"t "X, er parvis forskellige, da
findes &t og kun et polynomium p(x) af grad hejst m,
sd p(xj) =Yy for j =0,1,-++,m. Den simpleste inter-
polationsopgave gdr ud pa& at finde p.

Lagrange's l¢sning bestar i at lgse opgaven i det til-
faelde, hvor vy = 0 for j *k og y = 1. Kaldes lgsnin-
gen hertil LK(x), fas

p(x) =

vy, Ly (x) .
Kk k7k

M3

0

Da Lagrange polynomiet har grad m og rgdder oo Xy

p& na&r Xy s kan det abenbart skrives

Lk(x) a(x-xo)--o(x—xm)///(x-xk)

m

a'T—T(x~xj).

j=0

j+k
Til bestemmelse af o har vi

Lk(xk) =1, 9:

(xk—x-)

#+ I 38

(R
Ao
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Herefter har vi

m

(x-x.)

= , ’___._l

j=0
j*k

k

X, -X.)
J

VIiI,1,2,



N
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§2. Newton polynomier.

Da Lagrange polynomier er upraktiske, f.eks. ved til-
fpjelse af et nyt punkt, hvorved alle Lk skal a&ndres, vil
vi se p& rekursionen i systemet.

Lad os betragte alle delm®ngder af indexm@ngden,

{30""'32}5{0""'“‘} for 52,—"-'0,---,11'!-

Vi kalder interpolationspolynomiet for punkterne

(%. 'Y ),oe-,(x. ,¥y. ) for p. (x). Da er specielt

Jo o Jg "3y Jo" "Iy

p .m(x) = p(x).

Qe »
For disse galder rekursionsformlen

P (X) = ——— ((x-

J+L

for j = 0,".,m_Q/, R'= 1,.."mo

Bevis. I punkterne Xy k=3 +1,.--,3 + & -1 stemmer
polynomierne uden videre overens med vardierne Y- I xj
X.=X.
. . . j Tit+s _ - .
bliver hgjre side _=——= pj,---,j+£—1(xj) 0 Yy og i
J J+L
(x4, 07%5)

s —JdTX J (o= = i —

xj+£. Xj—xj+z (0 pj+1,---,j+2(xj+2)) yj+2. Da polynomi

erne begge har grad hgjst &, stemmer de overens.

Bevis slut.
Formlerne viser, at polynomial interpolation kan fa&s ved

sammens®tning af line®re interpolationer.

S PRERESRY) %% X302 Py, s, gagmt VX IP L e (X))
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Y[Xjr' .,xj+Q/] =

Bevis slut.

VII,2,>3.

)
1 TPy,
v
2 .
g1 2-1
1 1 (z Py, ee 321 _ pj+1,---,j+2)
¥ — — -
2! xj xJ+£ dxg 1 dxﬁ 1
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§3. Hermite polynomier.

Har vi en funktion pd et interval, £, kan vi uden
videre anvende Newtorns fremstilling pa punkterne (Xj’yj)'
hvor Yj = f(xj). Vi skriver nu

f[x- rer XL ]= [X. cee X, ]I
i s PRI A PR T

og har fremstillingen af polynomiet

p(x) = flx 1 + (x-xo)f[xo,x1]+--~+(x—xo)---(x—xm_1)f[xo,---,xm]

Vi kan opfatte p som en approximation til f p& intervallet,

som er ngjagtig i X rte X Vi skriver

f(x) = p(x) + R(x),

hvor alts&d R er nul i ree ot r X Lad os nu tilfgje
punktet x = X 1" Da gelder

= 1 — ) — o o o - ) o s 6
f(x) f[xo4 + (x Xo)f[xofx1]+ +(x XO) (x xm~1)f[xo’ .Xm]

+ (X-XQ)...(X_Xm)f[xO'...'rm’x]

ndr blot x #* X o X Vi har altsé&
R(x) = (x-xo)--'(x-xm)f[xo,---,xm.XJ

for x ¢ {xo,---,xm}.

Hvis nu f antages differentiabel i Xores Xy sd

bliver ogs8 R differentiabel i disse punkter. Derved kan

f[xo,-~-,xm,x] som funktion af x udvides til punkterne
xo,--~,xm ved definitionen
R' (x.)
e © o = —————-—-———-—l——-
f[xol rxmlxj] o
‘ ‘(xj—xk)
k=0

k#+3j
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idet vi ved, at R(xj) = 0. Med denne udvidelse galder
formlen for R(x) uden indskrankning.

Mere generelt har vi:

SetningVII3.1. Lad £ wvere m + 1 gange differentiabel pa

intervallet I. For wilkdrlige tal XorsttaXpigs 09

0 <2 <m+ 1, defineres

15 Bt
f[xo,--o,xl] = jojo "'fo £ (x6+t1(x1—xo)+---+t£(x2-x£_1))d ot rdt,.

Da gelder rekursionsformlen for x € I

f[XO'...’X,Q,""'X] = f[xo".."xg-—']'xﬂ] + (x—xﬂl)f[xol"'lxllx]

og Hermite's interpolationsformel for x € 1

£(x) = £[x ] + (x-xo)f[xo,x1]+‘--+(x-xo)---(x-xm_1)f[xo,-°'.xm]
+ (x—xo)---(x-xm)f[xo,»--,xm,x].

Bevis.

1 df(xo+t(x-xo))
o) dt

H
b
I

£(x)) + f dt

= £(x ) + (x-x_) [1' (x_+t(x-x_))dt

f[xo] + (x-xo)f[xo,x].
Lad nu for =x_,--::,Xp,X vilkarlige

. ()
e(t) - .° o = f (xo+t1(x1~xo)+~--+t%,

1,.g(x-xl))-

Da er

t

[og séng(t)dt SE OC -t ) = el 0),

ot
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Setning VIR2.1l. Interpolationspolynomiet p(x) = Py ... m(x)
for punkterne (xo,yo),---,(xm,ym) har fremstillingen
p(x) = ylx] + (x-xo)y[xo,x1]+--~+(x-xo)---(x-xm*1)y[xo,--°,xm]

(kaldet Newtons fremstilling), hvor
yIx ...x]:-l——

of e g!
kan beregnes rekursivt efter forskriften

Y[Xj] =Yy J=0,--¢,m

y[xj’.."xj""l] = *——"(Y[le"

K EESTT R AL PR ST RS

for j=0,...,m%; & =1,.--.,m.

Bevis. rz(x) = po,---,ﬂ(x) - PO,_.,’2_1(X)

er et polynomium af grad hgjst £, som er 0 i punkterne
XoresorXy q- Derfor findes Yo sa

rl(x) = Yg(x—xo)---(x—x£_1).

Den g{-te afledede af Py . a-1 ©F 0, s& den 2-te af-

7 °

ledede af r, 99 Py ... o ©r den samme (og konstant):
L 2
Y. = L 1y = a Po, it ylx X,]
' - ] = r**y N
L Ll de [ dxz o 2
Altsd er
n m

Py, .,m(x) =Y, * 2;rl(x) =y, *+ 251(X—XO)'..(X_X£_1)y[xo'."'xl]'

Endelig fas af rekursionsformlen for p. ., ,» at
J"'.IJ+,€
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hvoraf
ftg(x—x yE M) (0 db (k. -x ).+t (x-x.))dt
o 2 oTh XTI T TR (BT 241
= f(z)(x +t, (x,-X )4+t (x . -x ) + t (x~x_))
o 171 "o L8 T -1 2 g

_ () - - -
f (x0+t1(x1 X )+ +t2(x2 x2_1) + 0. (x xl)).
Ved yderligere integration § gange fés

t t
1 L=1¢70,_ (2+1) - cen
fo...jo Io (x xz)f (xo+...+t£+1(x Xg))dtg+ dt

1 1

= 11...jt2“1f(2)(x +o..tt (x-x,_.))dt,-.-dt

e} o} o '3 -1 L 1

1 Fa-1(0)
- Iootofo f (XO+..'+tl(x£—xl—1))dtg...dt1;

det samme som
J
(X—xz)f[xol"'lxllxl = f[xol"‘lxl_1(x] - f[xol"'rle-

Dette er rekursionsformlen, hvoraf Hermite's interpolations-

formel fglger ved induktion.

Bevis slut.

Bemerkning 1. Hvis xo,--—,xm er forskellige, s er re-

kursionsformlen den samme som Newton. Derfor er f[xo,---,x

]

m
i overensstemmelse med den tidligere definition.
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Bemerkning 2. Hvis X = X, =cee= X da er
_ 1 =1.(2) _ (2)
£lx_, oo x 1 = f ---jo f (x )dt,---dt, = oFf (x ),

s& Hermite's interpolationsformel bliver

£(x) = £(x]) + (x—xo)f'(xo)+---+é%(x—xo)mf(m)(xo) + R_(x),
t
hvor Rm(x) = (x—xo)m+1fl---fomf(m+”(xo+t(x-xo))dt---dt1

Il

%T(X‘Xo)m+1f;f(m+1)(xo+t(x—xo))(1—t)mdt

ogsd kendt som Taylors formel.

Corollar.VII3. 1.

f[xol...,xz] = é%f(m)(g), minx, < £ < max X,
' 0<j<s 7 0<j<¥
(x=x_) e« (%=X )
_ o m’ . (m+1) .
R(x) = 1)l f (&), m;n Xy < £ < m?x X, .

Bevis. Fglger umiddelbart af middelvardisatningen for

funktioner. Thi hvis My < f(l)(x) <y ndr x lgber i

1’
intervallet, sa fas vurderingen

t t

1.5 Bt 1.5 -1
Iojo ...fo “odt ---dt1.5 f[xo""'xk] f-fojo ...IO u1dt2---dt1,

det samme som

=
e}

M1
v < f[xol"'lxl] SW .

o

Altsd findes ¢ i intervallet, sa

£ () = prerxg, e x, 0

Bevis slut.
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KapitelVIIINumerisk integration eller guadratur.

§1. Quadraturformler.

Lad f: I - IR vere en integrabel funktion. Ved en

quadratur formel for J(f) = jgf(x)dx forstés et udtryk af
formen
m
Q(f) = (b—aiizzgjf(xj),
j=0
hvor xo""'xm € I, [a,b] ¢ I, ao,---,aj € IR. Restleddet

E(f) = J(f) - Q(f) maler, hvor godt quadraturformlen appro-
Ximerer integralet.
En sadan formel kan f.eks. findes ved at interpolere

f(x) og derefter integrere interpolationspolynomiet. Af

f(x) = po,..-,m(x) + R(x)
féas
b _ (b b
[if(x)ax = fapo’.'.,m(x)dx + jaR(x)dx.
Er X s+ X~ parvis forskellige, og er po,---,m udtrykt
ved Lagrange-polynomier
Po,...,mX) = E £(xj)Ly(x),
3=0
fds quadraturformlen
m
- (P - (b=
Q(f) = [ py .. nx) = (b-a)) ayf(xy), hvor
3=0

- 1 b S = 0. ...
o. = b_afaLj(x)dx, j =0, ,m.
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Vi havde restleddet pad formen (Kap.VII§3)

R(x) = (x=x_)eee (x=x VE[X ;- X /X];
hvoraf
b b
E(f) = faR(X)dX = fa(x_xo)...(x-xm)f[xo,...,xm,xldx.

Bruger vi Hermite-polynomier, nadr f er tilstrzkkelig
ofte differentiabel, kan Xortec X, vaere vilkarlige. Af

Hermites interpolationsformel i satningVII3.1 f&s quadratur-

formlen

m
Q(f) = fgpo'...’m(x)dx = E Bj(b—a)3+1f[xo,...,xj],
‘ e

hvor

By, = 1-
1 b — = 1 bad . o o -
By 3 o (x=x) (x=x;_,)dx = folz=z) (z zj_1)dz,
(b-a)
X.-a
zj = b_a 4 ] = OI Iml

og restleddet
b _ (b
E(f) = faR(x)dx = ja(x—xo)o--(x—xm)f[xo,---xm,x]dx.

Er nu I et interval, sé& a,b,xo,---,xm € I, fa&r vi

af corollarVII3.1. vurderingen

(b—a)m+2

[E(£) ] < T

jll(z—zo)---(z—zm)Idz-maxlf(m+1)(x)l.
X€TI
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Hvis (x—xo)'--(x~xm) ikke skifter fortegn i [a,b],

vil jo

SUz=z )i (zmz )1dz = 1f 2=z ).+ (z-z_)dzi = I8

o o e o o) m -

hvoraf

IE(£) | < %;%%}L(b—a)m+z max|£ ™) )1,

: XEI
og
+2

E(f) = Bm+1 (b"a)'m f[xor""txmlg]w £ €I,
eller

B(E) = ML (g 2g (1) () €1

= Tmen) ! » EEI
Benyttes formlen pad funktionen f£f(x) = xm+1, fés
_ E(xm+1)
m+1 (b—a)m+2

Er f specielt et polynomium af grad < m, bliver

f = Py m °9 restleddet 0. Derfor bliver quadratur-
'-.O'

formlerne eksakte i disse tilfelde.

N&r det sdledes galder, at
E(1) = E(X) =+..= E(xn) = 0, E(xn+1) ¥ 0,

siger man, at quadraturformlen er af ngjagtighedsgrad n.
m
Bemark, at E(1) = 0 & ¥ o. = 1.
| j=0 J

m+1
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§2. Specielle quadraturformler.

l. Kordetrapezformlen.

Q(f) = 22 (a)+em)).

Vi har valgt xO = a, X 1= b, m = 1, og finder
1 1 1 1
Bo =1/ By = jozdz =351 By = joz(z—1)dz = - z-
£lal = £(a), fla,b] = £BI-E(a)
1 2
Q(f) = (b-a)f(a) + i(b—a) fla,b]

IE(£) | < 75 (b-2)> max [£"(x)|

a<x<b
= 1 3em

E(f) = - Tf(b_a) £" (&) a <& < b.
2. Tangenttrapezformlen.

Q(f) = (b-a)f(c), o =3P
Vi har valgt X, =%, =¢, m= 1, og finder

1 1 2 1
Bo =1, B1 = IO(Z-%)dZ =0, BZ = J‘O(Z";z‘) dz = 13"
Q(f) = (b-a)f(c) + 0

IE(£) | <= (b-a)> max [£"(x) |
— 24
, a5x5b

A

S5 (b-a)£"(£),  a <& < b

E(f) =
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1.+ 2. Hvis f er konveks, kan vi endda slutte, at

integralet ligger mellem de to quadraturer:
(b-a) f(c) < jgf(x)dx < —(b—;‘i(f(anf(b)).

Er f konkav, vendes ulighederne.

3. Simpsons formel eller Keplers tonderegel.

Q(f) = F(b-a) (£(a)+4f (c)+E(D)), c = 22P
Vi har valgt X, =a, x4 = b, X, = Xy =cC, m= 3, og findér
med z, = 0, z, = 1, z, =2z5 = %, at
- - (1 =1 = (1, (- = -1
By =1, By = fozdz =3, B, = foz(z 1)dz = - ¢

By = [lz(z=1) (z-Draz = 0, 8, = flz(z-1)(2-]) %az =

Med h = b-a bliver quadraturformlen

2
Q(£) = (b-a) (£(a)+2fla,b]l-E—f[a,b,cl),

1
120 °

hvor fla,b] = %-(f(b)—f(a)), fla,b,c] = ii(f(a)+f(b)-2f(c)).

For restleddet far vi vurderingen

1 5 (4)
IE(f) | < 55gg(b-a) I;if«]!)f (x) |

og fremstillingen

5
E(£) boal” ¢ @), ac<e<b.

~ 72880
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4. Bessels formel.

Q(f) = %i?(-f(a—h)+13f(a)+13f(b)—f(b+h)), h = b-a

Vi har valgt X, = a, x4 = b, x, = a-h, x, = b+h, m = 3.

2 3
Da interpolationspolynomiet p(x) er uafhengigt af rakke-

fplgen af stgttepunkterne, er

P(X) =Py 4,2,3(%) =Py o 3,2
Med ¢ = =——= fa&r vi derfor
PG = 3(Bg,1,2,300%py o,3,5(x)
T(£(a)+£(b) )+ (x=c) £[a, b+ (x-a) (x-b) (£[a,b,a-h]+£[a,b,b+h])
+(x-a) (x-b) (x-c) £[a,b,a-h,b+h],

som ved integration fra a til b giver

b h n3
Q(f) = fap(X)dX = 7(f(a)+f(b))—Tj(f[a,b;a—h]+f[a,b,b+h]),
hvor £[a,b,a-h]+f[a,b,b+h] = -—lg(f(a)+f(b)—f(a—h)-f(b+h)) )
2h2

Til fejlvurderingen beregnes

By = f;z(z-1)(z+1)(z—2)dz = %l .

Restleddet vurderes sdledes

IE(E) | < Jj—(b—a)s max |f(4)(x)l

20 a-h<x<b+h

og fremstilles

E(f) = ;%%(b—a)Sf(4)(£), a-h < £ < b+h
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5. Hermites formel.

b-a (b—a)2
Q(f) = —5—(f(a)+f(b))+——T§——(f'(a)—f'(b))
Vi har valgt X, = X, = a, X4 = X3 = b, m= 3.
Med z, = z2 = 0 og 2y = 23 < 1 findes
Bo =1 By =3+ By =g+ B 72 P4 =305 -

Med h = b-a fas
h h? n’ |
Q(f) = (b-a)(f(a)+5f[a,b]-7rf[a,b,a]-Tff[a,b,a,b]) ’
hvor s@tning VII,3,1giver formlerne
fla,b,a,b] = t(fla,b,bl-fla,b,al)

fla,b,al+fla,b,b] = L(£' (b)-£'(a))

Deh fgrste umiddelbart. Den anden ved

fla,a] = fla,bl+(a~-b)f[a,b,a]
fl[b,b] = f[b,al+(b-a)f[b,a,b]
og fla,b] =

f[b,al samt flx,x] = £!'(x) .
Restleddet vurderes ved

IE(£) | < =+=(b-2)° max 1£4) (x) ]

720 a<x<b
og fremstilles =
= 1 a2 (4) .
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6. Euler-MacLaurins formel.

n B,. . . .
o) = 22 +em))+ 1 Shro-a) e 27 (@B ),
j=1 j) -

hvor sz er Bernoulli-tallene. Selv om formlen &benbart
generaliserer kordetrapez-formlen (n = 0) og Hermites

formel (n = 1), fas den ikke umiddelbart af interpolations-

formlerne.

Bernoulli-polynomierne og Bernoulli-tallene,

Bp(t) og Bp' for p=10,1,2,... defineres ved formlerne
Bo(t) =1, B, = 1,

B (t) = pfSB__ (v)dt +B_  s& [IB_(t)dt = 0 .

p o p-1 p op

Herved bliver graden af Bp netop p og %(Bp(t)-Bp) en

stamfunktion til B (t). Man finder

p-1
B (£) =t - 3 B, = -}
Bz(t)=t2—t+g— Bz‘—‘%
By (t) =t3—%t2+~12—t By = 0
B4(t)"t4—2t3+t2—.316 B4=_§10_.

For p 1lige, f.eks. p = 2,4, galder, at Bp(t) er sym-

metrisk om linien t = % i intervallet [0,1], samt (for

p > 0) at j;Bp(t) = 0. Heraf fglger, at en stamfunktion £
til Bp(t) opfylder f(x) = -f(1-x) samt for p > 0 at
£(0) = £(1) = £(3) = 0. Thi

1
1

Hh
b
I

X _ _ _1=x
jOBp(t)dt = { _XBp(t)dt = fo Bp(t)dt for p> 0
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1
1

2
t = =
og jon(t)d lep(t j B (t)d 0
2
hvoraf fglger, at £(0) = £(1) = 0 = f(%) og af antisymme-
trien f(x) = -f(1-x) f¢lger, at
1 1 1
lTexdx = [PE(x)ax+flfx)ax = [2f(x)dx+[2E£(1-x)dx = 0
o o 1 o} o o
2
Altsd er Bp = 0 for p ulige og p > 1.
o . . 1
Nar Bp(t) for p ulige er symmetrisk om punktet ¢t = 3
= l = = 3
og opfylder Bp(O) Bp(z) Bp(1) 0 som for p >3, sam
1-X5 - =
Ix me(t)dtu— 0 for alle x€[0,1],
specielt galder
X - 1-x
jOBp(t)dt = Js ‘Bp(t)dt,
sd denne stamfunktion er symmetrisk om linien t = % Dette
gelder sd ogsa for Bp+1(t), som tillige opfylder
15 -
o p+1(t)dt = 0.

Hvis Bp(t) for p ulige har et nulpunkt i [0,1] for-
uden 0,%,1, sd8 m& den have endnu et pd grund af symmetrien,
altsd ialt mindst 5. Men s har Bp(t) mindst 4 ekstremer i
10,1[, og da Bp_1(t) er proportional med Bé(t), har

1(t) altsd mindst 4 nulpunkter i ]0,1[. Tilsvarende ma
Bp_z(t) have mindst 3 nulpunkter i ]0,1[, og hertil 0 og
1, altsé& ialt 5. Men da B3(t) har grad 3 og derfor kun de
3 nulpunkter 0,%,1, kan dette ikke vare rigtigt. Altsé
gelder, at Bp(t) for p wulige har hgjst 3 nulpunkter og

for p > 3 netop de 3 nulpunkter O,%,1.

Vo
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Men heraf fglger af

t
-B_ = a
Bp(t) Bp pjon_1(T) T

for p 1lige, at Bp(t)-Bp kun har nulpunkterne

Bemerk, at B _(0) = B_(1) = B_.
’ p( ) p( ) D
Ved delt integration féas

b b X—a.. b ;b
Jof(x)ax = [7B_-f(x)dx = [(b-a)B, C=E)] -]

= 23y +em)) - (b-a) BB, B2 () ax

-a

og ved delt integration af andet led fas

-(b-a) P8, 23 £ (0 ax = -2 (28, &3 £ ()]

+(b-a) [AB22)p (X22) £ (y)ax =

VIIL,®,7.

0 og 1.

X=a, oy
(b-a) B1 (B:—a') f' (x)dx

b
a

B —a)? -
=2+ (b-a) 2 (£* (b) -£* (a)+{B52L Py (X238 £u (y)ax .

Sdledes gi&r det videre, den almindelige formel er

n (b—a)n
n'

(=1) P &2 ™ (x)ax =

R ¢! (b—a)n b-a Xx-a, - (n) b
(=1) n' [n+1Bn+1(B:§)f (X)]a

__,n#¥ _
el (b(ii1): [Py G €™ o ax =

n+1

n (b_a) 'an+.1 (f(n) (b) —f(n) (a))

(=1) TmF T

n+1

+(=1) aBn+1

Ved summation af ligningerne og Bn =0 for n ul

Euler-MacLaurins formel med restleddet

ige fé&s
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_ (b- a) X=-a
T N~ HCIS P
2n+1
~ (b-a) b X=-a (2n+1) ,
T T(2ntN7T J'a 2n+1( )f (x) dx

Vi laver nu en delt integration med stamfunktionen

1 e . \ _
5a73 Bopso (V) -B, . 5)  til B2n+1(t)' som er 0 i endepunk

terne.
2n+1
(b-a) b-a x-a (2n+1) b
E(L) (2n+1) : [2n+2(B2n+2(b a) 2n+2)f (X)]a
2n+2
{bza) _~ (b x-a (2n+2)
+ (2n+2)! f (B2n+2(b_ =)~ 2n+2)f (x)dx .

Da fgrste led er 0, £f&s altsd E(f) 1lig med sidste led.

X—-a .
Nu er B2n+2(5:§)-B2n+2 af konstant fortegn i [a,b]. Derfor

findes ¢ € [a,b], sé&

2n+2
B(f) = i%ﬁ%%ETT“ £ () 2By (Bo) "B s y) O
2n+3
= - (b-a) (2n+2)
- (Zn+2) T San+2f (£)
b x-a -
da [ Bon+2(p=g)dx = 0-
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§3. Summerede quadraturformler.

Til beregning af integralet
. b
J(f) = faf(x)dx

deler vi intervallet i1 smd delintervaller

N
[a,b] = ula_,b
[ v=1 \)l \)]'
hvor a, = a, bN = b, a1 =bv for v=1,...,N~1 og

a1 <8y < <Ay, < b, hvorefter vi anvender quédratur-

formler p& hvert interval

b
fo f(x)dx = Q (f) + E (£), v =1,...,8

\Y
og finder
N b N N
J(f) = xf VE(x)dx = 10 (f) + LE (f) .
v=1"v v=1 - ov=l

I almindelighed valges smdintervallerne af samme langde

h=b--a=—'— = II.N
v v ’ \)‘11 Ny

og der bruges samme quadraturformel pd hvert interval. Da kan

restleddet fremstilles for f tilstrakkelig differentiabel

N
IE
V=1

B N
v(f) _ P+ hm+2 If(m+1)(£

E(£) = TmF) T

)
V=1 v

8
(b-a) m+1

m ] .hm+1f(m+1)(€)

Thi f(m+1) er kontinuert og antager derfor sin middelverdi

f(m+1)(£

N E
1
No=1 v

i intervallet [a,b].
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| 1. Den summerede kordetrapez-formel.

N b -a 1 N-1 ;
Q(f) = ¥ —2—Y(f(a )+f(b )) = h(zf(a)+ £ £(b )+=f(b))
—4 2 v v 2 - w2
v=1 v=1
med restleddet
2
! = - - A en
- E(f) (b a)12f (g) .
2. Den summerede tangenttrapezformel.
N av+bv N bv-1+bv
Q(f) = E (bv‘av)f( 5 ) = h E f(———f——') ’
. v=1 v=1
|
N hvor bo = a, med restleddet
h2
_ - 2l oEfn
E(f) = (b a)24f (g) .

3. Den summerede Simpson-formel.

N bv-av av+bv
Q(f) = v£1 3 (f(av)+4f( 5 )+f(bv))'
N-1 N b +b
=B84 lea)+ £ £(b)+IE(b)+2 zf(—i—l——i)}

‘ 312 - v'o2 = 2
; v=1 v=1

_l

1 = 3(Qg (£)+20.,.(£)),
. hvor QK er kordetrapezformlen og QT tangenttrapezformlen.

( Restleddet er

4
h- (4)

E(f) = ’(b'a)m (E).

4. Euler-MacLaurins sumformel.

1 N-1 1
Q(f) = hdf(a)+ £ £(b ) +1e(b))+
= voo2
v=1
n-1B, . . . .
5 T%%TThZJ‘f(ZJ D (a)-£2371) ().
=1 ’
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Denne formel fremgadr af den summerede kordetrapezformel ved et

korrektionsled, der kun afhanger af intervallets endepunkter.

Det tilhgrende restled er

B(E) = - (bma) 220 120 (20) ()

(2 )

Bemerkning. Er f en periodisk funktion med periode b-a,
bliver korrektionsleddet &benbart 0. I dette tilfalde har
vi altsd en rakke vurderinger pad fejlen efter den summerede

kordetrapezformel, sa langt f er differentiabel.

5. Romberg-integration.
Vi betegner med K(f) den summerede kordetrapezformel.

Euler-MacLaurins sumformel lader sig skrive

. 2 . 2n-2
Q(f) = K(f) + cih + + cn_1h i
hvor
_ Bpj (23=1) _y _£(23=1) - -
cj (23).(f (a)-f (b)) + 3J 17,01,

ikke afhanger af skridtlangden h. Det tilhgrende restled er
abenbart O(hzn).

Vi foretager nu en sukcessiv halvering af skridtlangden,

hj = 23 - Nj = 29N , Og betegner de tilsvarende kordetrapez-
_ 2
formler

1 N2"1 1
Ry () = 113.(§f(a)+\)=1 E(aty-hy)+3E (b))

For j, j+1 £f&s altsd ligningerne

2n-2

b 3 2

jaf(x)dx = Kj(f)+C1hj+"'+cn—1hj +Ej(f),

bexyax = (f + (El)2+---+ (Ei)zn—2+E (£f)
Ia (x)dx = ) c,| 5 ch-18 +1 .
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Ganger vi anden ligning med 4, trakker den fgrste fra og

deler med 3, far vi, idet h% gar ud,

PPreax = Lok, () -k, (0 +elVnlee a2y ”’(f)

304 3 2 3 -173 )

Vi har herved opnaet en quadraturformel, hvis fejl er af or-

den h4. Deri er der ikke noget nyt, vi har blot genfundet

den summerede Simpson-formel

ki
]

3(4K (f)-K.(f))

_1 N
—l<—f(a)+ % £ (a+vh, )+—f(b)+2 5 f(a+(v-~)h ))
v=1 v=1

j+1

Det nye er, at vi kan gentage processen og eliminere fejlens

hovedled, 051)h§ ved at gange Kél% med 16 etc. Vi far der-

ved den generelle fremstilling
21
n=1 (K, +E§k)(f),

g (k)
(£)+ = ¢
3 1=k+1 *

f28 (x) ax

hvor Egk)(f) = O(h?n) og K(k)(f) findes af rekursionsform-

lerne

k) (£) = k. (), rFM) o L (gRk+Igk)

()
; ; ) KR xS @ -k )

for j = 0,1,2,... , kx=0,1,2,...,n-1, hvis £ er 2n gange
differentiabel.
Vi giver ikke en egentlig fejlvurdering, men udtrykker

kun fejlens orden i hj' Der gzlder

fatax = k¥ () romit)

i h, = —,

k=0’|-.,n_1 ’ j=0’1'2,---

Processen kan udmarket fortsattes ud over det n, hvor f

er 2n gange differentiabel, men s& kan vi ikke sige noget om

(k)

fejlens orden. Kun at for £ kontinuert vil K. konvergere
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som Riemann sum mod integralet for j - o .
Nar Kﬁ+1(f) skal beregnes, har vi jo allerede regnet
.
funktionsverdierne ud i halvdelen af punkterne til Kj(f).

Dette kan udnyttes, f.eks. ved at bruge formlen

=

N‘I1 1 ‘
Kj+1(f) = (Kj(f)+Tj(f)) ; Tj(f) = hj f(a+(v+—)hj),

v=0 2

hvor Tj altsd er den j'te tangenttrapez-sumformel.

Romberg-integrationen fremstilles overskueligt i skemaet

Kéo)

K1(°) Ké”

Kéo) K1(1) Ké2)

k{ k") K1(2) < (3)

K}z% K;fz; <> R e 8
I

der beregnes linie for linie med Kéj) som "facit".

(Hvis ellers h < 1).
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§4. Gauss' quadraturformler.

Quadraturformlerne i § 1 kan karakteriseres ved at for
givne n+1 stgttepunkter i intervallet valges koefficienterne,
sd formlerne er eksakte for alle polynomier af grad < n. Gauss'
idé er, at vi ved at valge stgttepunkterne optimale skal kunne
¢ge ngjagtighedsgraden til 2n+1.

Er quadraturformlen pd intervallet [a,b]

n
Q(f) = E akf(xk),
k=0
er vores krav, at de 2n+2 1ligninger
fngdx = g akxi , J=0,1,...,2n+1,

k=0

skal oprldes af de 2n+2 ubekendte Ogreeer@ rX yeeerXy

Dette ¢gnske er ikke for ambitigst, som skal ses nedenfor.

Ortogonale polynomier.
Lad u vere et mdl péa R, hvis masse ikke er koncen-
[ treret i endelig mange punkter, s§ alle polynomier er inte-

grable med hensyn til wu. F.eks. kan u vare
L wa) = [, Tra,p19m

hvor m er Lebesque-mdlet og -« < a <b <~ , eller

-X

p(a) dx , eller

I
—
-]
o

u(A)

Lad nu _§; betegne rummet af polynomier af grad < n
og 9’ rummet af samtlige polynomier. Da er ~9’g.£2(u) og

dermed forsynet med det indre produkt

(prq) = [pp-qdu .
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Rummene 9; har dimension n+1 over IR eller € som det
passer, og gg c 9% c 9% C e 5‘97. Lad PorPqrPyre.. vare
et ortogonalsystem af polynomier, sa {po,p1,...,pn} er en
basis for _9; og sa alle har hgjestegradskoefficient 1.

Disse.polynomier kan beregnes sukcessivt. Py = 1, og

p1 = x~BO, hvor Bo findes af ligningen

(po,p1) =0 2J: (1,x—Bo) = 0,

(1,x) = BO(1,1), hvoraf

g - Lx1) :-(xpo,po)
°© 12 llp 11 |

For at finde er det nok at valge Bj,y. sd

Py j

‘ = X=f3 . v L P
Pjyq = (X7B5)P37Y4P4y

.
’

thi for vilkarlige Bj’Yj er p ortogonal pé& Py v k<j-1,

J+1
og af (pj+1,pj) =0 og (pj+1,pj_1) = 0 fas

((X‘BJ)Pj:Pj) 0 og (Yj'pj_1lpj_1) = (XP-IP-

J° 731
hvoraf
. . 2
(xp./p.) Axepe, Dy 4y HUpall
3 ip.l b ips Ll Hps_, Il
J J=1 J-1
som dbenbart ggr p. ortogonal p& p. ©og p. ,. Den
2

sidste ligning (xpj,pj_1

) og Hij2 = (pj,pj), s& af

) = IijII fplger af, at

(Xp. /P 1) = (pj:XP

J "3~ =1

. . -(p.,p.) = . . .=p.) = 0 fglger pastanden.
(pa,xp3-1) (pj,pj) (pj,xpj_1 pj) glger pa
Da xpj_1--pj har grad < j, er pj forudsat ortogonal herpa.

Bemerk, at PorPyrPyre-- i alle tilfalde f&r reelle

koefficienter.



—
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Setning. Et polynomium P> der er ortogonalt pd Jn-
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1
og har grad n, har lutter forskellige reelle re¢dder.

Bevis. Indirekte. Har pn en reel dobbeltrod eller et par af
komplekse konjugerede r¢dder, s& kan Pp skrives
pa(x) = (G- ndr

hvor r har grad n-2 og (uy,v) # (0,0), pu,v € R, og

r er et reelt polynomium. Men si er
0= (ps1) = ((x-w°+P)r,r) =
((x=1) 2r,0) +v2 (r,1) =

2 2 2
NH(x=pw)x“+v ™ .

Men sd er r = 0 og dermed p, = 0.
Bevis slut.

Vi kan altsa skrive pn(x) = (x-A1)"'(x—An), hvor
A1,...,An er reelle og forskellige. Med qk(x) = 1 (x—Aj)

j#k
gelder
0= ( ) = ((x=2) ) = Y=ay gy 112
- Pn:qk - X >\k qquk - qulqk k qu I ’
(ququ)

K ign?

hvoraf A

Nu er qy proportionalt med Lagranges interpolationspolyno-
mium Lk’ sd vi kan skrive
(xLy /Ly )

A, = —=—=— .,
k 2
Ty Il
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Vi vender nu tilbage +til problemet, om vi kan finde
en quadraturformel, der er eksakt af grad 2n+1. Hertil

velger vi forst XypeeesX som nulpunkter i

n Pnyte

Valget af punkterne X rewesX, ~ SOM nulpunkterne i

Pn+q ©F den eneste lgsning. Thi lad

Q(f) =
3

hMmBs

F(x.
003 ( j)

vere en quadraturformel, der er eksakt op til grad 2n+1.

Da galder for g(x) = (x—xo)---(x-xn) og p(x) = qu(X)r
k <n, at p €.9§;+1 , sa
k n k
(x7,g(x)) = (p,1) = Q(p) = jioajxj(xj—xo)-..(xj_xn) =0

altsa at g er ortogonal pé ?n.

Vi skal nu vise, at valger vi Xo""'xn som rgdderne

a .
i 3 i fi “en sd den tilsvarende
i Ppyqr Se kan vi finde Oy PO

quadraturformel er eksakt for alle polynomier i §3n+1'

Lad derfor p € 92n+1. Da findes q,r E,f;f sa

p = q-pn+1 + r .

FOr X re.-sX, gelder p(xj) = r(xj), da pn+1(xj) = 0.
Altsad gelder
n n
r(x) = ¥ r(x,)L.(x) = I p(x,)L.(x) ,
og da Pniq ©F ortogonal pa 92, far vi
(p,1) = (@ P +r,1) = (@,p  )+(E,1) = (x,1) =
n n
(£ pxy)L.(x),1) = % p(xj)(Lj(x),1) = Q(p)
j=0 1 j=0

hvor



o
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n
Q(P) = 5 1 GjP(Xj) ’

som altsd er ngjagtig op til grad 2n+1, hvis blot

: b
aj = IaLj(x)dU ’

ndr vi ¢nsker at finde (p,1) = jgp(x)dp

Vi kan finde et andet udtryk for aj' Thi (Lk(x))2 € 9;n’

sda Q er eksakt for dette polynomium. Altsd galder

n
Ly 1% = 2 0% = 0@y 0% = -ji%%my= o -

Men sd er ogsé

- 2
ak - : ”Lk” .

- Restledsvurdering. Er f en funktion, og ¢gnsker vi at beregne

3(£) = [Peodu

interpolerer vi fgrst f med Hermites interpolationsformel i

LN N * e i
punkterne xo,x1, ,xn,xo,x1, P X0 og finder

f(x) = p(x) + R(x) ; R(x) = (x-xo)z---(x—xn)zf[xo,...,xn,x].

Nu er p af grad 2n+1,s8 J(p) = Q(p) = Q(f). Altsa galder

b 2
J(f) = J(p) + J(R) = Q(f)+faf[xor-~-:Xn'X]Pn+1du ’
og da pi+1(x) > 0 for alle x, finder vi for restleddet
_ 1 b_2 . (2n+2)
B(E) = TomeayT JaPnyq (VAN E (%)

I 12
_ "Ppyq £(2n+2) o)

T (2n+2) !
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Eksempel. 1,

Lad a = -1, b =1 og malet givet ved De til-

1[alb].

svarende ortogonale polynomier, Legendre-polynomierne, er

p(x) = 1 Ilpollz -2
py(x) = x p, 1% = 2
p,(x) = x* - 1 p 1% = &
p_3(X) =x3 —%x le3I|2=T—£7;—5—
py(x) = x" - %Xz + % ”p4“2 = 11535

P, har nulpunkterne + N r P har nulpunkterne 0, % ,//-31 .
/3 3 5
]

Med variabeltransformation til et vilkarligt interval [a,b

og c = 2%9 ;, h = 253 fas fgrste og anden Gauss' quadratur-
formel
b _ b-a _h (b= a) (4)
jaf(x)dx - —""(f(c /_)+f(c+f‘))+ 4320 f (51) ’
b _ b- /15 V15 (bra) (6)
.faf(x)dx = —7r(5f(c h———)+8f(c)+5f(c+h ))+Zﬂ355f (EZ).
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Eksempel 2.

Lad a =0, b = « og malet vare givet ved tatheden e X

x € [0,o[. De tilsvarende ortogonale polynomier, Laguerre-poly-

nomierne, er

— 2 _
LO(x) = 1 IILOH = 1
- _ 2 _
L1(x) = x 1 IIL1H = 1
Lo(x) = x2 - 4x + 2 L, 1% = 4
2 2"
L3(x) = x3 - 9x2 + 18x - 6 HL3H2 = 36

Ly (x) x? - 16x3 + 72x° - 96x + 24 IIL4II2 = 576

L2 har nulpunkterne 2 & V2, og L3 har nulpunkterne
0.4157745568, 2.29428036, 6.289945083. Heraf fas Gauss'

Quadraturformel for n = 1

<s|

2—
4

[© fx)e ™ ax = 222 £o_vz) +

L
A 2 £(2eva) + 8L

For n = 2 f&s knap sa pant

o
J f(x)e ® dx = 0.711093099+£(0.4157745568) +
0

0.2785177336-£(2.29428036) +

: £(8) (g
0.0103892565-f(6.289945083) + T

r
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Eksempel 3.

lad a = -o0 0 b = +oo og mélet vere givet ved twmt-
2

heden e % » X € IR, De tilsvarende ortogonale polynomier,

Hermite~polynomierne, er

H (x) = 1 8112 = A7
H,(x) = x 15,112 = 3y5F
H,(x) =x2—% ||H2||2=%\/5T
I%H)=x3—gx |H%H2=%VW
Hy(x) =x4—3x2+% ||H4||2=%\/‘3f

N B B 1 2 _ 15
Hﬂx)-x 5x° + FX HHQI =7 Var
med nulpunkterne
Hy: + ;éz = + 0.7071067812
Hy: 0, 1\/2 = * 1.2247448T71

\/1———&45 + 0.5246476233, + 1.650680124

+ t =
= 2
He : 0, t‘li-églzg = * 0.9585724646, + 2.02018287

Heraf f&s Gauss' quadraturformler for n = 1
oo .
2
| tmeren - siri- 32+ 1) FO ),
)

og for n =2

o
2
S f(x)e™ dx =~¥gf(f(-\/§) + 4£(0) + f(\/g)) +

=0

6
¥ ey,
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og for n=3

oo )
S f(x)e™® dx =

-00

s{’—?((n\/?"_')(f(-\/l:—gz) v 20f25308))

(4- \@Mf( ‘/ ) + f<\/2+—g@))) .
T E).

samt for n = 4

o0
g f(x)e X dx = @(ar(o) +

e .
@(f(-@) + f<\/—5—'§£—‘_5>). +
B—fm(f(—@) . f(@))) .
2t 1 6.
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KapitellX. Numerisk lgsning af sadvanlige differential-

ligninger.

§ 1. Problemformulering.

Lad I = [a,b] vare et reelt interval og £f: IxR -» R
en kontinuert funktion, og lad o € IR. Vi s¢gger nu en

funktion u: I » IR med kontinuert differentialkvotient,

(*) wu(a) =& og u'(x) = f(x,u(x)) for x € I.

Vi deler nu intervallet I i N stykker med

h {a+jh | j = 0,...,Nh}. I hvert punkt

delepunkterne I

i Iﬁ = {a+jh | J = 0,...,Nh—1} kan vi approximere u' (x)

med differenskvotienten u(x+§)-u(x) . Disse differens-

kvotienter opfylder ligningen

x+h

Lty —ux)) = Ly%

£(t,u(t))dt , x € I} , U=,

hvis u er en lgsning til (*).

De metoder, vi her ser p&, approximerer ovenstdende
'integral med en quadraturformel og finder de n¢dvendige
funktionsverdier ved hjalp af en Taylorudvikling af inte-
granden og en elimination af u's afledede.

Kalder vi approximationen af hgjre side fh(x,u(x)),

f8r vi altsd ligningen erstattet af

1 - - -
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—._—.yj’

xj € Iﬁ. Derved begds for hvert Jj en trunkeringsfejl

Vi definerer nu lgsningen til (§) som uh(xj)

1 x+h
Th(x) = gl

h f(t,u(t))dt - fh(xlu(x)).l Xx € I

h ’
som ophobes for j voksende til N -1 til den samlede

diskretiseringsfejl. Hertil kommer sadvanlige afrundings-

fedt.



o
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§ 2. Euler-metoder.

1. Det simpleste er approximation af %j§+h f(t,u(t))dt

med f(x,u(x)). Derved f&s Euler metode

ap(a) = oo pluy Gerh) oy () = £lou (), x € T

2. En forbedring vil vere at anvende tangenttrapezform-

len til quadratur af integralet. Vi skal hertil bruge

u(x+§), som findes af Taylors formel
h, _ h , h

u(xtz) = u(X)+§u (x)+R(x) = u(x)+5f(x,u(x))+R(x),
sd man far ligningerne

u, (a) = «a l(u (x+h) -u, (x)) = f(x+E a (x+E))

h " h'"h h 2'"h 2° 7!
hvor T (x+2) = u, (x)+2£ (x,u, (x))

h 2 h 2 "“h -

3. En anden forbedring vil vare at anvende kordetrapez-
formlen til quadratur af integralet. Hertil behg¢ves u(x+h);

vi far

w (@) = o, u (eh)ee (1) = S(E(x,u (%) +E (e, T (eth)

hvor: ’ﬁ’h(x+h) = uh(x)+hf(x,uh(x)).
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§ 3. Konsistens.

Differensligningerne (X) siges at vaere konsistente
med differentialligningen (*), hvis trunkeringsfejlen
Th(x) for en lgsning u til (*) gar ligeligt mod 0
med h. Hvis der endvidere findes et p > 0, og K > 0,

sa

max [T, (x)]| < KhP ,

L
erh

siges (%) at have konsistensorden p.

h

Konsistenss@tningen:

max ITh(x)l -0 for h-> 0 PR
x€eI!
h
max |£
erﬁ

ndr u er en lgsning til (*).

h(x,u(x))-—f(x,u(x))l - 0 for h -0,

Bevis. Af (*) og definitionen pa Th(x) fas
Th(X) = %(u(X+h) -u(x))-u'(x)+f(x,u(x)) -fh(x,U(X)) ’

og videre galder

—

(u(x+h)-u(x))-u' (x) = L2 (x+t)-u' (x))dt, a<x<bh .

o=

Da u lgser (*) er u' kontinuert i [a,b], altsa

ligelig kontinuert, sa

ST

max |(u(x+h)-u(x))-u'(x)| < max |u'(x+t)-u'(x)| - 0
XEIE a<x<b-h _
0<t<h for h-0.
Bevis slut. -
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§ 4. Konsistens af Euler-metoderne.

1. I dette tilfalde er fh(x,u(x)) = f(x,u(x)), sa

konsistenssatningen kan anvendes. Endda fas af Taylors

formel

T, (x) = f(ulx+h)—u(x))-u' (x) = hflu" (x+th) (1-t)dt
hvoraf

max |T, (x)| < K-h, hvor K = - maxlu"(x)|,

XGIﬁ XET

sd8 metoden har konsistensorden 1.

2. Vi antager at f har begrensede partielle afledede
og at lgsningerne u har begransede afledede af op til

3. orden. Lad |l |l v&re max-normen og

max laf(x’ )I < L.

3y | =
X, Y y

Vi har da
T, (x) = jx+h u'(t)dt - £ (g u(x))
h h h ¥ '

hvor £,_(x,u(x)) = f(x+%,u(x)+%f(g,u(x)).

Vi indskyder nu u'(x+%); thi tangenttrapezformlen opfyl-

der vurderingen

N

SR g at - ut ) o< Dpllut

[\l

5
Og pé den anden side f8s ved hjzlp af Taylors formel for

u(x+%)



~
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lut (x+3) = £ (u(x)) | =
If(x+%,u(x+}—;—) ) —f(x+%,u(><)+-}21u' (x))]| =
L- Iu(X+-}21) —u(X)-%u' (x) | =

h? 1 h
Le |7 u" (x+5t) (1-t)dt] <

2
i RTINS
L 5 a1l .
Denne forbedring af Eulers metode er altsa konsistent af

orden 2.
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§ 5. Runge-Kutta-metoden.

Ved denne metode anvendes Simpsons formel til ap-

proximation af integralet. Funktionsverdierne til brug

k,+k

i Simpsons formel kaldes ko' 12 2 ’ k3 , 58 vi skriver

-1
£ (x,y) —‘6(ko+2k1+2k2+k3)(x,y) ,

hvor vi har sat
ko(x,y) = £(x,y)
K, (x,y) = f(x+%,y+%ko)
ko (x,y) = f(x+%,y+%k1)
k3(x,y) = f(x+h,y+hk2).
Denne metode har konsistensorden 4.

Bevis.

Vi betragter
1 x+h
Th(x) = Hjx u'(t)dt - fh(x,u(x)).

Vi approximerer integralet med Simpsons formel, sé& idet

vi satter uj = u(xj), u% = u'(xj) for j=10,1,2,3 fas
Lpth grmae = Toad + 4wy + uy o+ o,

_ _ ..h - b = ot
= Yr Xy = Xy = Xtm, oy, = yiskoe v, = vtk

Vi mangler blot at vise, at

._l|||14
ij(x.,y.) = 6(u0+4u1+u3)+0(h ).
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Hertil bemarkes, at

! = =

Dernaest udvikles u og u' efter Taylors formel fra

- IR <
X, = X, = Xtz =
2 3
- - - E ' b_ "o E_ "
u, = u(x) = u1 54, + 5] 8% + O(h ) »
h h? 3
" ' - v o T RLLL
ul u' (x) 1.14| 2u1 + 5 + 0(h7),
2 3
Yy U+ qul = ug - pui o gguite o).

Ved Taylorudvikling af f som funktion af y wud fra

u, f&s, idet yq = u, + 0(h2),

1

k1 (x,u(x))

2 3
= T h_ "o h__ " 4
= uy ( 541 5741 )fy(x1,u1)+0(h ) .

Videre findes

3 3
h ar h w_h ' 4
+8 1 48u{' —ul'f . +0(h’).

- h -
Yy = Ugtzt(xy.s yy) = u T6°1 “y1

1

Ved Taylorudvikling af f som funktion af y ud fra

a + 0(n?),

1 fas, idet Y, = Uy

ky(x,u(x) = £0xy,¥,) = £xq,uy)+(y,=u) £,+0 (n%)

2 3 3
=y b b al 4
upt (g gy ey fq) £y T 0B

Sidst udvikles u fra x, =

2 3

hs '+ h'm 4 om?y.

u3 = u(x+h) = u,+5 48 1

h
12

u1+

Heraf fas med udviklingen til u . at

3
— - ] h n 4
Y3 = uo+hf(x2,y2) = uo+hu1+7?u1 fy1 + 0(h")

3 3
- - E_ h " 4
= u3 24ui" + 7fu1 fy1 + 0(h’).

B _ 4
f(x1,y1) = f(x1,u1)+(y1 U.l)fy(x1,n1)+0(h‘)
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§ 6. Konvergens.

I virkeligheden er vi mest interesserede i, at lgs-
ningerne til differensligningerne (&%) konvergerer mod
en lg¢sning til differentialligningen- (*). Hertil be-

tragter vi diskretiseringsfejlen

rh(x) = uh(x) - u(x), x € Ih.

Fejlen md opfylde ligningen

1
7(rp(x+h) = 1 (x)) = £ (x,u (x)-f (x,u(x))-T (x),
'
X € Ih'
Her er trunkeringsfejlen styret, hvis metoden er

konsistent Lad os i det fglgende antage, at fh opfylder

en Lipschitz-betingelse i y, 2: 3L>0 (Lipschitz-konstant):
£, (x,y) = £ (x,y") 1 < L-ly - y'l

for alle x og y 1 interessesfaren.

Konvergenssatning: Hvis en approximation fh til en
differentialligning (*) opfylder en Lipschitz-betingel-
se 1y og er konsistent af orden p , da vil lgsningen

uy til (R) vere konvergent med lgsningen til (*), u,

og
lay (x) - u(x) | < K-hp(x—a)eL(x-a) r X ETI.
Bevis. Vi viser ved induktion efter x € Ih’ at
_ L(x=-a)
(V) Irh(x)l < (x-a) max |T, (x) e , X € I..
. x€r! B h

h
Heraf fglger s@tningen umiddelbart.
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For X = a er intet at vise. Med x' = x + h fas
lry (x') 1 < lry (x) I+hlfh(x,uh(x))-fh(x,u(x)) I+h 1Ty (%) 1
< (1+hL)|rh(x)| + hITh(X)I.

Da r, (x) opfylder (v), fés

)leL(X—a)

Irh(x')l < (1+hL) (x-a) max'lTh(x +h|Th(x)|
XEIh
< (ehL-(x—a)?eL(X_a)+h) max lTh(x)I
xX€T!
h
< (x' - a)eL(X -a) max ITh(x)I.
XEIA

Bevis slut.

Bemerkning. Heraf fglger ikke, at det mindste h er det
bedste. Thi det forudsatter, at vi for et mindre valg af

h ogséd kan valge en stgrre ngjagtighed. Har vi en given
ngjagtighed at regne med, bliver vurderingen af afrundings-
fejlen proportional med antalle£ af skridt og dermed om-
vendt proportional med h. Den samlede fejlvurdering ved

summen af de to fejlvurderinger ser derfor sdledes ud:

iskretise-
ringsfejl

afrundingsfejl

hoptimal

e e e
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