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I. Topologiske vektorrum.

Dette kapitel er i det vasentlige et uddrag af H.Tornehaves
noter til Mat. 6, 1962,T3. Igvrigt kan henvises til bgger af N.
Bourbaki, N. Dunford og J. Schwartz, A. Grothendieck, G. Kothe,

M.A., Naimark.

$1. Omegne af Oe.

Et vektorrum E over et kommutativt legeme K er - som bekendt -
en kommutativ gruppe med elementerne fra K som operatorer, d.v.s.

foruden gruppeadditionen +: E x ©E - E er der defineret regnereglen:

Kx E-> E, s& at: 1.a = a, a(pa) = (apla, a(a+b) = aa + ab, (a+g)a=

oa + pa. Heraf fas Oa

o0 = 0, Og a8 = 0 =» 0o = O eller a = 0.

I det fglgende betragtes kun tilfzldende X = R og K = C; i
begge tilfzlde vil vi tenke os K forsynet med den sadvanlige topo-
logi.

Et topologisk vektorrum (t.v.r.) er et vektorrum E forsynet
med en topologi b, sdledes at regnereglerne er kontinuerte overalt.
Desuden vil vi krave, at [o} er en afsluttet mengde.

Vi lader som s®dvanlig U(a) betegne filtret af omegne af a.
Det ses straks, at afbildnihgerne: x - X + y og X » \x for y € E
og 0 # A € K er humeomorfier af Epa E, idet de er kontinuerte og
har inverse afbildninger af samme type. Derfor er AU € U(o) for U
€ U(o) og 0O F N€E K, og U(a) = fa + U | § € U(o)}, duev.s. topologi-
en er bestemt, blot vi kender en basis B(o) for (o).

Da afbildningen: (x,y) » x + ¥ er kontinuert i (0o,0) € E x E,

findes der til U € U(o) v, og V, € U(o), sa at {x1 X, | ox, €V

Xy € Vo} = V, +V, ¢ U, og derfor W=V, n V,, sd at W + W ¢ U.
Da {o} er afsluttet, er {a} afsluttet for alle a € E, slledes
at E opfylder sksiomet T,, og {o} = N{U l Ue€ U(o)}l (ifr. T.2.13).

Ogsd for vilkarlig delmzngde A ¢ E er A = N{A + U l Ue U(o)},



idet a € A <=> VU € U(o) ((a = UNA £ @) <=> YU € U(o) (a € A + U).
For VogWe U(o), saat W+Wc V,er W W W+ Wc V, d,v,s,

(ifr. T.2. 16-17):

E er et regulsrt rum.

Vi siger om en delmengde V ¢ E; at V er symmetrisk (om o),
‘hvis V= - V, og at V er stjerneformet (m.h.t. o), hvis x € V, O ¢,
N 1 =N\xe€ V. Hvis E er et vektorrum over C, kaldes delm@ngden V
en cirkelmengde, hvis |A| ¢ 1 = AV gvv; hvis E er et topologisk vek-
torrum over C, kaldes en cirkelmsngde V en cirkelomegn af o, hvis

v e U(o).

I et topologisk vektorrum over & (henh.R) vil enhver omegn V
al' o indeholde en cirkel - (henh. stjerneformet symmetrisk) omegn
W af o; thi da afbildningen (\,x) - 2\x er kontinuert i (0,0) € K x

E, findes der o € R og U € U(o), s& at W=UfuU | 0 < jul S al ¢V,

n

og W opfylder betingelserne.

Vi siger om to delmazngder V og A c E, at V absorberer A, hvis
der eksisterer N € R, N > o, s& at aA ¢ V for |a| { N; V er absor-
berende, hvis V absorberer {a} for alle a € E.

Enhver omegn af o er absorberende; thi til V& U(o) oga € E
findes der, da a -» oa er kontinuert i O, et N > O, s& at qa € V for
la] < M. Specielt ses, at E =U {nV | n€ Nj.

Vi har efterhanden bevist fgrste halvdel af

Sstning: I et topologisk vektorrum E over & (henh. R) kan
man valge en basis B(o) for filtret af omegne af o, der opfylder
fglgende betingelser:

V1. B(o) er en filterbasis.

"v2. B(o) bestar af cirkel- (henh. stjerneformede, symmetri-
ske) mzngder.

V3. vU € B(o), vA € &\ {0} (henh. R\{0}) ( AU € B(0)).
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V4. B(o) bestdr af absorberende mangder.

V5. vU € B(o) 3 Ve Bo) (V+ Vg U).

V6. N {U | Ue B(o)}] = {o}.

Hvis der omvendt er givet en mengde B(o) af delmwnéder af et
vektorrum E, som opfylder Vl..,+V6., findes der én topologi 0 pa E,
sa at B(o) er en basis for filtret af omegne af o, og s& at E for-
synet med O er et topologisk vektorrum.

Bevis: Det ses let, at hvis der findes en topologi 0 med de
gnskede egenskaber, m4 den vaere entydigt bestemt ved, at en basis
for filtret af omegne af a er B(a) = {a + U | Ue€ B(o)}] for vil-
karligt a € E.

Vi viser nu, at mezngderne B(a), a € E, tilfredsstiller be-
tingelserne b1,e.sébl. (Te2.2.) og derfor definerer en topologi pé
E. b1+, b2. og b3: fglger direkte af V1. og V6. (jfr. T.2.7). For
Ue€ B(x) er U = x € B(o); vi velger V& B(o), s& V+ V¢ U - x; da
er x + VEB(x) ogx + Vg U, ogfory€ x + Ver y + Ve B(y) og
y+Vgx+V+Vc U, ogsd by, er altsd opfyldt.

For X og yE BEog x +y + Ue€ B(x+y) og Ve B(o), s& at V +
VgcU,er (x+V) +(y+V)cx+y+U; dette viser, at afbild-
ningen: (x,y) - x + y er kontinuert.

Vi viser nu, at: (A,Xx) » N\X er kontinuert; lad der vare gi-
vet N € & (henh. R), x € BEognx + Ue B (\x); vi velger V€ B(o),
S at V+V + Vg U, ogWe B(o), s& at W VN1V for N 4 0, W
= V for N\ = 0; desuden velger vi § € ] 0,1], s& at ax € V for jo |
{8 for |a] { S ogy€ W rar vi (N + a)(x + ¥) = N\x + Ay + ax +
ay € Ax + N + V + W CNX +V+V +V g‘%x:+ U.

Vi er fazrdige med beviset, ndr vi har vist, at {o} er afslut-
tet; il x 4 o findes V € B(o), s& at - x ¢ V og dermed o § x + V;

ethvert punkt i E \ {o}] er altsd indre.
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En delm®ngde V af et vektorrum E kaldes konveks, hvis V med
to punkter a og b indeholder liniestykket med endepunkter a og b,
d.ves. hvis a € V, b€ V= {(1 =N) a+2b | 0 L NE 1} ¢ V; et
topologisk vektorrum E kaldes lokalkonvekst, hvis der findes en
basis for filtret af omegne af o bestéende af konvekse maengder,

Sztning: Lad E og F vaere topologiske vektorrum. En liniszr
afbildning f: E - F er kontinuert, hvis og kun hvis f er kontinuert
io.

Bevis: Det er klart, at"kun hvis'" gazlder. Lad U vare en om-
egn af o i F. Da f er kontinuert i o, er il (U) en omegn af o i
E, og for a € E far vi £(a + £ (U)) = £(a) + £(£71 (1)) ¢ £(a) +
U, hvilket viser, at originalmazngden til omegnen f(a) + U er en
omegn af a.

§ 2., Fuldstendighed.

Vi betragter igen et topologisk vektorrum E over C eller R.

Et filter ¥ af delmsngder al en delmzngde A ¢ E kaldes et
fundamentalfilter (eller Cauchy filter) pd A, hvis:

vU € U(o) 3a € A ((a + U) NAc F).

Et filter B¥ pad A frembragt af en filterbasis B pd A er et
fundamentalfilter, hvis og kun hvis: YU € U(o) 3 B€ B (B - B ¢ U),
(1gst sagt, hvis og kun hvis B indeholder vilkarligt smd mengder).

Bevis: Antag forst, at B* er et fundamentalfilter. Til U €
U(o) findes V€ U(o), sh at V-V U, a€ A, s& at (a +V) NA €

B*, og derfor Be B, s& at B c (a+V)NA og dermed B~-B¢g V ~V

c U.
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Antag nu, at til U € U(o)3 B€ B, s& at B - B ¢ U; for
a € B ¢ A fas speciclt B-a'g U, derfor (a+U)n A 2 B, (a+U)
nA e B*,

Lad E1 vere et linezrt underrum ¢ E. Det er klart, at E1
forsynet med den inducerede topologi 01 = {Un E1 U € O} er
et topologisk vektorrum. . '

Vi vil s traks forsikre os om, at et filter ¥ pa& en delmazng-
de A ¢ E1 er et fundamentalfilter pa A opfattet som delmengde
af B, hvis og kun hvis P or et fundamentalfilter pa A opfattet
som dclmzngde af E1; dette fglger straks af, at for B ¢ A og
cnomegn Uaf o i1 Eer B-Bc U+ B-3B c Un E1. For E1 selv
afhanger begrebet fundamentalfilter altsa kun af gruppestruktu-~
rcn og topologien pa E1.

Definitionen viser, at for et punkt a € A er filtret af
omegne af a i den inducerede topologi, {(a+U) n A | U e U(o)},
et fundamentalfilter p& A. “

Sztning: Hvis et fundamentalfilter ¥ p4 A ¢ E har et kon-
taktpunkt a € A, konvergerer P mod A. (Jfr. T.2.10.).

Bevis: Vi skal vise, at P er finere end filtret af omegne
af a, d.v.s.: v U€ U(o)((a+U) n A€ ¥); til Ue U(o) velger vi
Ve lUlo), st at V-V+7V c U, og dernsst x € A, 88 (x+V) n A€ F;
da a er kontaktpunkt for (x+V) n A, er (a+V) n A n(x+V) n A + T
derfor er x € a + V = V, og (x+V) n A ¢ (a+V=V+V) n A ¢
(a+U) n A, s4 at (a+U) n A € F.

Da E er et Hausdorffrum, har et fundamentalfilter pa en
delmengde A c E hgjst ét kontaktpunkt i A (jfr. T.2.14).

Lad nu B og A ¢ B vare delmengder af B, og F et fundamen-
talfilter pd A; opfattet som mm=ngde af delmengder af B er P

basis for et fundamentalfilter .pa.B. Lad der omvendt vare givet
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et fundamentalfilter & pd B; hvis & inducerer et filter p& A,
deves. hvis w ¢ G | A= {GnA| Ge &), er &|A et fundamental-
filter pad A (idet G N A -G A ¢ G -'G),‘Sg det af"é]A frem-
bragte filter pa B er et fundémentéifiltéf fiﬁére end G. Hvis
vi spceielt lader & vere filtret af omegne af et pﬁhkt b € B

(& = U(b)|B), gelder: b € A « G|A cr et filter pé.A — G|A er
et fuﬂdamentalfilter pd A o filtret pad B frembragt af G|A kon-
vergerer mod b. o - )

2.2. En fplge (a ) ‘af elementer € A ¢ E kaldes en

v e N
fundamentalfglge (eller Cauchyf@lge) pa A, hVis;

vUe Ulo)3ne Ww n,'#;gin - a? - éé,E u).

A¢E siges at vere fuldstéﬁdig‘(henholdé%isﬁf¢lgefuldst%n—
dig eller semifuldstzndig), hvis cthvert fundamentalfilter (hen-
holdsvis enhver fundamentalfglge) pd A har et grensepunkt € A.

Et topologisk rum T siges at opfylde det andef taileligheds-
aksiom, hvis der findes en tmlleclig basis for topologien; T
siges at opfylde det fgrste te llellghedsak51om, hv1s der for
ethvert punkt i T findes en tzllelig basis for flltret af omegne
af punktet. o o

Setning: En fuldstendig déiﬁéngde af et'tbﬁoi;giék:Qekfor-
run E er ogsd fglgefuldstendig. En f¢1gefu1dstmnd1g delm%ngde
af ¢t topologisk vektorrum E, der opfylder det f¢rste tallellg-

e e = e

hedsaksiom, er ogsa fuldstsndlg.

Bevis: Antag, at A er fuldsts ndlg, og lad (a ) v N Ve

en fundamentalfglge pa A Flltretimed ba51s ffa ‘ve N3

n+y
ne N} er da et fundamcntalfllter, og har et gr&nscpunkt

a € Ay til U € U(o) ‘findes altsd n € N, s& at ia

v e I} c

(a+U) n A, d.v.S. (a ) “Konvergerer méd &.

v € N
Antag nu, at A er en fglgefuldstendig delmengde af et topo-
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logisk vektorrum E, dcer opfylder det fgrste tzllelighedsaksiom,
lad ¥ vere et fundamentalfilter pa A, og lad {Un n € N} vere

en basis for U(o) bestlende af afsluttede mengder; til n ¢ N

velger vi Fn € B, sa at Fn - Fn c Un’ satter Gn = F1 N eea N Fn’
og velger a, € G ; da gelder G, 2 G, 2 ees; G € P og Gn - Gn c
U, altsa a, € Gh for v > n, og a, - aﬂ € Un for v » nog u > n,

d.ves. (av)v ¢ § °r en fundamentalfglge og konvergerer mod et

punkt a € A; daa€ G er G ~ac U =70, An (a+Un) 206G € F,

d.ves. P konvergerer mod a.

&t topologisk vektorrum E kaldes metriserbart, hvis topolo-
gien kan defineres ved hjzlp af en invariant metrik,, d.ve.s. hvis
der cksisterer en afstandsfunktion dist p4d E, s& at:
v(ayb) € E x E (aist(a,b) = dist(o,b-a)), og s& at {fja € E | dist
(0,a) g el | € > 0] er en basis for (o). Specielle cksempler er
de normerede (eller korrektere: normerbare) topologiske vektorrum.
Man kan vise, at ethvert topologisk vektorrum, der opfylder det
fgrste twllelighedsaksiom, cr metriserbart (og, selvfglgelig, om-
vendt). En fglge (av)v c N i et metriscrbart topologisk vektor-
rum forsynct med en invariant mctrik, der definerer topologien,
er en fundamentalfglge i elementer forstand med hensyn til den
metriske struktur, hvis og kun hvis den er en fundamentalfglge i
den her betragtede forstard med hensyn til den topologiske vek-
torrums-struktur, og en delmzngde A ¢ E er fuldstzndig med hensyn
til dcen metriske struktur, hvis og kun hvis den er fuldstendig
med hcnsyn til den topologiske vektorrums-struktur.

Sztning: En fuldstendig delmaengde B af et topologisk vek-
torrum E er afsluttet. En afsluttet delmengde A af en fuldstan-
dig delmsngde B af et topologisk vektorrum E er fuldstandig.

Bevis: For x € B er U(x) | B et fundamentalfilter pa B, og
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har derfor et gransepunkt b € B, d.v.s.: v U € U(o) 3 V ¢ U(o)
((b+U) n B 3 (x+V) n B); s& meget des mere gzlder: vU € U(o)av ¢
U(o) (b+U 3 (x+V) n B), d.v.s. filtret pa E frembragt af U(x)|B
konvérgerer mod b; da det ogsad konvergerer mod X, er X = b.

Lad ¥ vzre et fundamentalfilter pa A; det af P frembragte
filter p4d B er da ogs& et fundamecntalfilter, og har et granse-—
punkt b€ B : v Ue€ U(o) 3 Fe F(F ¢ (b+U) n B), derfor:
vUe U)((b+U) n B n A 4 ), doves. b € & = A,

Sztning: En kompakt delmmzngde A af et topologisk vektorrum
E cr fuldstsndig.

Bevis: Lad ¥ vere ct fundamentalfilter pd A. ¥ har et kon-
taktpunkt a € A (jfr. T.2.12), og konvergerer derfor mod a.

2.3, Sztning: Lad E og G vare topologiske vektorrum, f en
kontinuert linezr afbildning : E - G, og F en basis for ¢t funda-
mentalfilter p4d en dclmengde A ¢ E. £(¥F) = - {f(F) | Fe F}
er basis for et fundamentalfilter pa f£(A). '

Bevis: For U € U(OG) vil f—1(U) € U(OE); der findes da a € A
og Feb, st at g (a+r™ (V) n A, og vi far: £(F) ¢ £(a+s™ (V)
n £(4) ¢ (£(a) + U) n £(A).

Sztning: Lad der vare givet et fuldstendigt topologisk vek-—

torrum G, ct topologisk vektorrum E, et tet underrum E, ¢ E, og

en kontinucrt linegr afbildning f:E1 - G. Der findes en og kun

én kontinuert afbildning g:E —» G, s& at g(x) = £f(x) for x € E, 8

er _line®r.

Bevis: For to kontinuerte funktioner gy ©og g2:E -» G, er
fx € B | g1(x) = gz(x)} afsluttet (jfr. T.2.16); hvis g1(x) =
gz(x) for x € B,, gelder ogsé g1(x) = g2(x) for x € ET = B; g er
altsd entydigt bestemt.

For a € E er £(U(a) E1) basis for ct fundamentalfilter pa
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G; vi kalder granseverdien g(a) og viser, at den herved definerede
afbildning g c¢r en udvidelsce af £, at g er kontinuert, og at g
er lincar.
For a € E,, vil U(a)]E1 konvergere mod a, derfor f(U(a)[E1)

mod f£(a) (jfr. T.2.9), sd at f£(a) = g(a). '

) Lad der nu verc givet a € E og U € U(g(a)); da G er et re-
gulart rum, ken vi valge en mazngde U, € U(g(a)), sa at ﬁ: c U;
da f(U(a)|E1) konvergerer mod g(a), kan vi finde v, € U(a), s& at
f(vi‘h E,) ¢ U,; vi velger en &ben mengde V € U(a), s at V ¢ v,
for b € Ver Ve Ub),derfor £(V n E1) € f(U(b)|E1); da U, 2

£(V n E1), tilhgrer U, filtret p4 G med basis f(U(b)|E1); da

y
g(b) cr kontaktpunkt for dette filter, tilhgrer g(b) /. . ' 4.
a € E og Ue€ U(g(a)) har vi fundet V€ U(a), s& at £(V) c U
AeVeSe vi har vist, at g er kontinuert. )

For a € E; er fb € E | glatb) = ga)+g(b)} afsluttet og
indeholder E,, og dermed E; derfor er for b € E fa e E | glatb) =
g(a)+g(b)}] afsluttet og indeholder E, og dermed E, Tilsvarende
scs, at for N € Kog a € E er g(na) = ng(a). Dette viser, at g
er line&r.

2.4. Vi minder om, at m@ngden af fundamentalfiltre pad E som
delmengde af D(D(E)) har en naturlig partiel ordning: ¥ er finere
end &, og & er grovere end ¥, hvis ¥ 2> G. Vi kalder et fundamen-

talfilter P minimalt, hvis P er minimalt med hensyn til denne

ordning, d.v.s. hvis ethvert grovere fundamentalfilter er lig F.
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Hvis ¥ og & er filtre pa E, er {F+G|F € I, G € &} oéﬂé;etv
filter F + & pé’E?!hvis ¥ og & er fundamentale, er ogsa I + &
fundamen talt; thi til U € U(o) kan vi finde V € U(o), s& at
V+VgU,ogaoghbeckBE, sdatatVe Foghb + Ve &, og derfor
a+b+U 2 a+V + b + V€ ¥ + @. Hvis A og B er baser for ¥ og &,
er &benbart JA+B|A € A, B € B} en basis for ¥ + &.

Sztning: For ethvert fundamentalfilter ¥ p& E findes der et

og kun ét minimalt fundamentalfilter groverewend F, nemlig

F + U(O). ’

£ 4')

/k(}yj o v({fJ/jJLﬁHiﬁfifﬁy

Bevis: I + ﬁ(o) er et fundamentalfilter; thi til b € U(o)
kan vi valge V € U(o), s& at V + V c U,ogaceEk, sda+Ve P
da vil atUg @ + V+ Ve ¥ + Uo), derfor a + U € F + U(o).

 + U(o) er abembart grovere end ¥.

Ethvert fundamentalfilter & grovere end ¥ er finere end
P+ U(o): vi skal visc, at for Fe€ P og Uc U(o) er F + U € U;

vi vaelger G € &, s4 G - G cU;dacGelerGNF 4 p; for a € G
N F gelder: G -~ a ¢ U, G ¢ a+U ¢ F+U, derfor F + U € &.

F + U(o) er et minimalt fundamentalfilter; thi et grovere
fundamentalfilter er ogsé grovere end ¥, og derfor finere end
P+ U(o). '

"~ Som eksempel ser vi p& filtret ¥ med basis {{a}}; en basis
for F + U(o) er {a + U | Uec U(o)} = U(a); for a € E er altsad
omegnsfiltret U(a) et minimalt fundamentalfilter.

To fundamentalfiltre F1 og Fz, der er finere end det samme
mininale fundamentalfilter Fo, har samme mengde al’ granscpunkter;
thi hvis F1 konvergerer mod a € E, er F1 finere end U(a), derfor
U(a) = Fo og F2 finere end U(a), sa at”F2 konvergerer mod a.

Sztning: Lad E1 vere et tmt underrum i E. Hvis ethvert fun-

damcn talfilter pa E1 frembringer et konvergent filter pd E, s& er
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B fuldstendigt.

Bevis: Lad ¥ vere et fundamentalfilter p& E; (F+U(O))|E1 er
et fundamentalfilter pa E,, da (F+U) n E, 4 @ for Fe ¥ ogUe U(o);

dette filter frembringer derfor pad E et konvergent filter,"
der er finere end F+U (o); derfor er ogsi F konvergent.

Vi vil betegne m®ngden af minimale fundamentalfiltre pa E
med f; afbildningen: a - U(8), af E ind i B vil vi betegne ¢;
da E.er et Hausdorffrum, har forskellige punkter forskellige
omegnsfiltre, d.v.s8. ¢ er injektiv.

Vi har defineret en sum af fundamentalfiltre F og G; denne
organisering er &benbart kommutativ og associativ; f.eks. er
(F+8)+H = F+(8+0) = {F+a+H|F € P, € G, H € H}?

Et fundamentalfilter ¥ er minimalt, hvis og kun hvis
F+U(o0) = F.

Hvis I eller & er minimalt, er ogsd ¥ + & minimalt; thi
(F+8) + U(o) = F +(& +U(o0)) = F + &, For A € K \ [0} definerer
vi: AP = [2WF|P € ¥} specielt finder vi, at AU(o) = U(o),
wot ! * 3y, idet U g U(o) = AU € U(0) =
U e N(o) (§fr. V 3 p.1.2); hvis ¥ er et minimalt fundamental-
filter, er ogsé A\ et minimelt fundamentalfilter; thi: NP, N NFyp =

NF, 0 Fy)5 G o N e N - 2 e 2t el o aenl; til Ue Uo)

c Ay og derfor NF - NF = A\(F-F) ; U;
A+ B(0) = N(FNT(0)) = A(EF+U(0)) = NP,

Vi definerer: 0.F = U(o).

findes F€ P, s34 F ~ F

Vi viser, at B ofganiseret ved disse regneregler er et vek-
torrum. Det drejer sig om de fglgende aksiomer: 1) P + & = & + I,
2) (F+&)+l = B + (5+H), 3) F + U(o) = F, b) 1.F = ¥, 5) a(gh) =
(aﬁ)ﬁ, 6) o(F+8) = al+al, 7) (a+tp)F = ol + ﬁF.'1),”2) og 3) er

behandlet; L4), 5) og 6) fglger direkte af definitionerne, idet

11
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man behandler tilfsldene o $# O, g # O, henholdsvis o = 0, g8 § O,
henholdsvis o ¥ O, g8 = O, henholdsvis oo = 8 = O hver for sig;
for o + B+ 0y, a $ 0, g4 0 er (a+tg)F = [a+B)F|F-& F ] -og al+ph=
faF,+pF, | F, € F,, ¥, ¢ F}é da aF1+éF2 S (a+ﬁ)F1 nNF, e (a+p)¥
er o+l grovere end”(a+ﬁ)ﬁ, men da begge filtre er minimale fun-
dameﬁtalfiltre,:falder de éammen; for o $ 0, g =0 er (a+ﬁ)F =
al+U(o) = oF + gF; tilsvarende behandles tilfzldene q = O, g § O
og o = f=0; antag nu oo = -8 #4 O og lad os vise, at U(o) =
(oa=a)F = o - o'; dette fglger af, at vi til U € U(o) kan finde
Feh, st at P-F¢ o U, og derfor oF - oF = o(F-F) c U, 8% at
alr - oF er finere end U(o) og derfor lig U(o) ;- hermed er 7)
helt behandl et.

B er altsd et vektorrum; vi viser, at ¢ er linear:
¢(a)+¢(b) = U(a) + U() = {a+U1+'b.+U2 , U1 € U(o), U, € U(o)fg=
U(a+b)+U(0) = ¢(a+b), og Ap(a) = NU(a) = [ra+nU|U € U(o)] =
o) | :

For en mazngde A ¢ E smtter vi A = {F ¢ B | AcPl; dette

stemmer overens med betegnelsen R, da E € F for ethvert filter
¥ p4 E. Da intet filter indeholder ¥, er § = @Y. For A ¢ Ber A
c B, idet By Ac o Be b da ethvert ¥ € £ har en basis be-
stiende af dbne mengder, er A € ¥ «s A ¢ F, d.v.s. A =.£ .
'ﬁ:ﬁnﬁ, da AnBeFesAcFABePF.

AN o(B) = p(h), da p(a) = U(a) € & e A € U(a) = a € A.

Vi forsyner & med en topologi, idet vi som basis B(¥) for
filtret af omegne af F € & valger {0 | P e 0] = {0 | U € #}; ve-
tingelserne 1), +.0,bit) (T.2.2.) er opfyldt: B(¥F) + p, da
Pdow; wd BF), da T e B(F) = P e G; for O og ¥ € B(F) gelder
Uelb, Vebl, dgerfor unvebd, og 0nt® =m€ B(F);

for 0 € B(F) og & ¢ U gelder U € &, | , der-—
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for 0 € B(G). Det sidste resonnement viser ikke blot bl), men
ogsé; at U er en omegn af hvert af sine punkter, altsd at ]

er &ben. For en &ben mengde U ¢ E er derfor ¢(U) = o(0) = -

0 N ¢(E) en 8ben mengde i den relative topologi pd ¢(E). ¢ er
ogsa kontinuert; thi for a € E og 0 € B(p(a)) er U € ¢(a) = U(a),

derfor U € U(a), og ¢(ﬁ) = 0N o(B) ¢ O.

N

¢ er alts&4 en homeomorfi af T pa ¢(E).

Vi viser nu, at additionen pa E er kontinuert. For ¥ og
GeBogle BIE+E) erue P + &, doves. U indeholder en mangde
af form V + W, hvor V€ ¥ og W € &; for F1 € V og G1 e W gzlaer
V€ F1, og We G1, derfor U o Vi € F1+G1, F1+G1 e G; vi har
fundet ¥ € B(F) og W e B(Y), sa at ¥ + W c g,

Lemma: For et fundamentalfilter ¥ p4 E og en omegn U af o
i E findes der \ > O, sa at N\U € F.

Bevis: Vi valger en stjenneférmet omegn V af o, s at
V+VcU, dern@st a € E, sdh at a + Ve F, og A > 1, s8 at
a € \V; da er a + Vg AV + AV = A(V+V) ¢ AU, og NU € .

Vi kan nu vise, at multiplikationen er kontinuert. For
NEKoghle £ ogle BOW) er U e AP =AP+U(0), d.v.s. U inde-
holder en mengde af form AF + V, hvor F E"F'og V er en cirkel
(henholdsvis stjerneformet, symmetrisk) omegn af o; vi vaelger

-1

§ >0, 88 atd Ve P, ogsptter W=Fndg | Ve ¥; for Ge W

og a € K, s& at |a] &, er We &,(Aa)W ¢ W +aW ¢

A

A+ a§—1V cN\NF +VcU, sd at Ue (Ma)8; vi har altsd fundet

§ > 0 o0g We B(R), s& at (n+o )W c § for

IOCI ___<_ S e
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For b ¢ B\ {U(o)} er } ikke grovere end U(o); vi kan der-
for velge F e F \ U(o); P er da en omegn af ¥, der ikke indeholder
(o). §U(0)} er altsd en afsluttet delmmngde af B. (Bemerk, at
bevisct ikke benytter, at fol er afsluttet).

B er nu ot topologisk vektorrum.

ﬁad F vere et fundamentalfilter p& E; filterbasen ¢(F) pa
B konvcrgérer mod det til F svarende minimale fundamentalfilter
P+ Uo).

‘Bevis: Vi skal vise, at U(F+U(o)) er grovere end filtret
pd B med basis o(¥); hertil er det nok at vise, at enhver mangde
g, hvor U € ¥ + U(o), indeholder en mengde i ¢(¥); men U € F+U(o)
e F+U) s Teralylno® =odeod. o

Heraf fglger dels, at e B er gransepunkt for filtret
o(F) pa o(E), sd at ¢(E) er tet i B, dels at ethvert fundamental-
filter & p& ¢(E) har et grensepunkt i £, idet & = ¢(¢-1(G)) og
¢-1(G) er et fundamentalfilter pa E; dette medfgrer, at B cr
fuldstendigt. |

Sztning: For ethvert topologisk vektorrum E findes der et

-

par (B,p)bestaende af et fuldstendigt topologisk vektorrum E og

en linesr homeomorfi ¢ af E pa et tet underrum o(E) c . (£,¢)

er cntydigt bestemt p& nmr isomorfi, d.v.s.: hvis (E1,¢1) opfyl-
der dec samme bctingelser, findes der en linemr homeomorfi ¢ af
£ pd By, o8 at ¢ = 4°.

Bevis: Vi mangler kun entydigheden., Vi antager, at (E,¢) og

(E1,¢1) opfylder de stillede betingelser. ¢1o¢_1 (henholdévis
¢é¢1—1 er en linezr homeomorfi af ¢(E) pa ¢1(E) (henholdsvis ¢1(E)
p4 ¢(E)); der findes derfor én kontinuert linesr afbildning y

(henholdsvis ¢1) af B ind i E1(henholdsvis B, ina i &), s& at

1
g(x) = ¢1°¢—1(x) for x € ¢(E) (henholdsvis ¢1(x1) = ¢°¢1-1(x1)
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for x, € ¢,(E)); ¢,°¢ (henholdsvis yog,) er da en kontinuert
linesr afbildning af £ ind i £ (henholdsvis B, ind i £,), s& at
¢1°¢(x) = x for x € ¢(E) (henholdsvis ¢°¢1(x1) = x, for x, € @1(E))
og dermed ¢1°¢(x) = x for x € B (henholdsvis ¢°¢1(x1) = x, for

X, € E1). Dette viser, at ¢ er injektiv (p(x) = ¢(y) » x =

¢1°¢(k) = ¢1°¢(y) = y) og surjcktiv (x1 = ¢(¢1(x1))), og at

gy = ¢—1, séledes at ¢ er en linezr homeomorfi.



Mat. 6, 1963-64 KI, 2, 13

2.5, Vi vil lige forbedre afsnit 3 (side 5-6).
Lad E og F vere topologiske vektorrum; en afbildning f af
en delmazngde A ¢ E ind i F kaldes ligelig kontinuert, hvis:
VU € Ulop) 3V € Uog) vx € A (£((x+v) n A) ¢ £(x) + U)
eller gkvivalent hermed:

V U€ Ulo,) 3V E U(oE) vx,y € A(y-x € V = £(y)-f(x) € U).

7

Bégrebet afhaﬁger, ligesom begrebet fundamentalfilter, kun
aff topologien og gruppestrukturen pa det mindste underrum af E,
der indeholder A.

En ligelig kontinuert afbildning er kontinuert, og en 1li-
neazr, kontinuert afbildning E » F er ligelig kontinuert pa en-
hver delmzngde A c E.

En ligelig kontinuert afbildning fgrer basis F for funda-
mentalfilter p4 A ¢ E i basis for fundementalfilter pa f(A); thi
for U € U(OF) finder vi V € U(OE), sé at £((x+v) n A) ¢
F(x)+U for x € A, og a €c Aog Fe P, s at F c (a+V) n A, og
far £(F) ¢ £((a+V) n A) ¢ (£(a)+U) n £(4).

Satning: Lad der vare givet et topologisk vektorrum G, et
topologisk vektorrum E, en delmzngde A c B, og en ligelig kon-
tinuert afbildning £ af A ind 1 en fuldstendig delmengde B ¢ G.
Der findes en og kun én kontinuert afbildning g:K -» B, sa at
g(x) = £(x) for x € A. g(A) gchKT. '

Bevis: Nzsten ordret som side 5-6, idet E1 erstattes med
A og G med den fuldstzndige delmsngde T(A). g(4) c g(A) er i
gvrigt en velkendt egenskab ved kontinuerte funktioner.

Det fglger af denne satning, at struktur pad et tet under-
rrum E1 c E, defineret ved ligeligt kontinuerte funktioner med
verdier 1 fuldstendige rum, kan udvides pa én made til tilsva-

rende struktur pad E. Lad os for eksempel antage, at E1 er et
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normeret rum; for x og y € E, er |x|| = |[x-y+y|| < lix-y|l + ||yl og
Iyl < lly=xll + [xll, s& at |{xl-lvll | < llx=¥ll; dette vieer, at || |
er en ligelig kontinuert funktion pa E: |||x|l~|lyl|| < € nir blot
lx=¥]l < €« Da R er et fulistendigt rum, findes der én kontinuert
afbildning g:E - [O,e[, 52 at g(x) = Ix|]| for x € E,. g er sub-
additiv og homogen: for y € E, er {x € B | g(x+y) < a(x)+g(y)}
afsluttet og E1, 0.8.V. som p.6. Da g er kontinuert, er
s(FE€ETRITA) ¢ TRI TE €&, A TR < 7] = [0,A] og
g(fx e E, |l 2 M) ¢ [Ne[; hvis g(y) <\, s& er da y ¢
FEE, [l g N, sdat ye (Xx€ B, | %] < N], idet E = E; =
{x € E, 1T lIxlf <Nt u fx € E, | lIx[l 2 N{; derfor er {y € Ela(y) < A}
c WeETe@mM <N ¢glxeB | Ixll <N ¢ iveE| aly) ¢l

Lemma: Lad E vare et topologisk rum, F en tet delmzngde;

for en &ben delmsngde A ¢ E gzlder: A=XnF.

Bevis: a € K, hvis og kun hvis enhver &ben omegn V af a sk=-
rer A; da F er t®t og A n V er &ben, er An V £ @ hvis og kun
hvis ANV AF$ @, sd at a € & hvis og kun hvis a € & n P.

Lemma: Lad E vare et topologisk vektorrunm, E1 et tet under-
rum, og E1 en basis for filtret af omegne af O i E1. B =
[T | UeB,} er en basis for filtret af omegne af O i E.

Bevis: For U € U(0,) velger vi V = Ve U(og), s& at 7 ¢ U;

da Vnk og der-

1 17

for B ¢ V n By

o o .
For B € B1 kan vi velge U = U,E.U(OEl,zSa an UﬁngEQ.g.%,gggwder-

€ U(OE1), findes der B € B1, s4 at Bg VNE

=ngo

forﬁgUnE,l: =-[-I-2U, ogEEU(OE).

Da g er kontinuert, er {y € E | g(y) < A} en omegn af O

for ethvert N\ € ]O,w[; disse mzngder udggr en basis for U(OE),

de {[x € E TIRT <R} | A€ ]0,40[} er en basis og
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fye B | 8(y) <N ¢ Ix€ E, "X < »]- Da E er et Hausdorffrum,
er {0} = M{y € E | &g(y) <A} | N€ 10,m[} = [y €E I g(y) = 0};

g er saledes en norm pd E, og f{y | g(y) <N =1y | ely) < x}v

(idet f.eks. vy » y for r —» 1= ), s& at {y | &(y) ¢ N} =

Xx€ B, [IXN <~ = 1x€ Ey HIx[l ¢ N, doves. en afsluttet

1
kugle i B er afslutningen af den tilsvarende kugle i E1.

For ¢t normeret vektorrum E er siledes B et fuldstzndigt
normersct vektorrum, d.v.s. et Banachrum.

Setning: Lad E vare et Banachrum, E1 et tet underrum, og ¢

en linesr isometri af E1 pa et tet underrum af et Banachrum F.

Der findes én isometri ¥ af E p& F, s& at ¥(x) = o(x) for x € E, .

Bevis: Af sstningen om entydigheden af fuldstendigg@grelse
fglger, at der findes én udvidelse af ¢ til en lineazr homeomorfi
¥ af E pd F. ¥ afbilder da afslutningen af enhedskuglen i E, P&
afslutningen af enhedskuglen 1 ¢(E1), d.v.s. ¥ afbilder enheds-
kuglen i E p& enhedskuglen i F, og md derfor vere en isometri.

Tilsvarende ses, at hvis E1 er en normeret algebra eller et
prz Hilbertrum, s& er E en normeret algebra, henholdsvis et pre

Hilbertrum, og £ en Banach algebra, henholdsvis et Hilbertrum.



Om fuldstendiggerelse af t.v.r.

I det folgende betegner E et t.v.r., og ﬁ,é,ﬁ 0.8.v. betegner
filtre pé& E.

Er F et filter, er ogsa ¥ for £ 0 et filter, thi %Fl{\%ﬁz
= %(ﬁln ﬁ2), og G = %F medferer, at ?flG & F. Er F et fundamen-
talfilter, er ogsd N et fundamentalfilter, thi for U «U(0), fin-
des f(‘f, s& at F - F {f%-lU, men sé er ﬁFf‘ﬁﬁ, og AF - 2P =

“(F - F) € U. Specielt er %ﬁ(o) = ﬁ(o).

For vilkarlige filtre P 0g G pd E er F + G en filterbasis pé
E. Vi kan derfor definere F % G = (F + G)' som det af F+ G

frembragte filter p& E. Det er klart, at P + G = G = F; end-

N ~

videre er (F «G) *x H =P * (G %~ﬁ), idet begge filtre er

N

(ﬁ + G + ﬁ)

)V_
.

Ydermere g®lder, at F 3+ G er et fundamentalfilter,
hvis F 0g G er fundamentalfiltre, thi for U{iﬁ(o), findes Veiﬁ(o)
sd at V + V . U; endvidere findes F<ﬁ§ sd at F + P .V, og G:rG

sd at G - G £V, men s er (F +G) - (F+ G) € V+V <N, hvilket

viser, at F + G er en fundamentalfilterbasis. U(o) *:ﬁ(o) = ﬁ(o)

Setning 1. Til hvert fundamentalfilter F findes et og kun ét

~

minimalt fundamentalfilter grovere end F, nemlig F + U(o). (Mi-
nimalt i den forstand, at hvert fundamentalfilter grovere end F %
ﬁ(o)ﬂer-lighmed F ¥ U(o).)
Bevis. F % ﬁ(o) er i felge det foregdende et fundamentalfilter,
og det er grovere end F. Er nu ¢ C f et fundamentalfilter gro-
vere end ﬁ, er FE}% 0g U(jﬁ(o), findes Géié, s at G - G £ U.
Da Gé{f er GNF #'f, og for acGaF er G - a ¢ U og dermed G &
a +UC F + U, hvilket viser, at F + UeG. Felgelig er P %:ﬁ(o)
g;é, og det ses let heraf, at P * ﬁ(o) er minimalt.

Specielt ses, at et fundamentalfilter F er minimalt, hvis og kun

hvis F = F g\ﬁ(o).

A
Med E betegner vi mengden af minimale fundamentalfiltre i E.



Da ethvert omegnsfilter U(a) pd E er minimalt, defineres ved

A~

a-A«ﬁ(a) en afbildning prlEo- E. Da E er et Hausdorffrum har for-

skellige punkter forskellige omegnsfiltre d.v.s. .p er injektiv.

A

Er P 0g G iE, er ogsé P - G ﬁ, thi (P 2 G) % ﬁ(o) = F
(G + U(o)) = F .. G. For P: B og H#Z O erﬂ;F;‘ﬁ, thi’)ﬁ 2 Ulo)
U(o)) = F.

Idet vi definerer O-F = U(o), vil vi vise, at B med disse to
kompositionsforskrifter er et vektorrum (ﬁ,#,K). Det drejer
sig om at eftervise folgende: 1) F G;'ﬁ , 2) F:G=0"F ,
3) P+ (G 1 H) = (P9 G)+ H, 4) PsUlo)=F, 5):F. E,

6) 5(”F) = ({u)ﬁ y 7)) NP G) :-\ﬁ R }é , 8) (& +‘H)F = gF o
SJF , 9) 1-F = F.

1),2),3),5),7) er behandlet, 4) folger direkte af definitionen,
og 6) og 9) er trivielle. Vi mangler derfor blot at bevise 8):

Er (A +(H) £ 0 og 2l # 0, er (Qe+jy)F f»ﬁf + pF;  da begge fil-

tre er minimale falder de sammen.

Er =0 (resp.gfz 0) reduceres ligningen tilﬁaF =(uF:¢ U(o)
8

N S -
(resp. %F = A\F « U(o0)).
Er endelig \ + 1 = 0, ) £ 0, er “F - ¢F = 4F = (=))F = (JF - 4F)

A=l
\

\ ' N .
= U(o), thi for U~TU(o) findes Fc¢PF s8 at F - F «. U, d.v.s.

N <~ N 5 oo
“F -0 F U, og dermed U « (F -AP). Altsd er U(o) AR v (=T)F,

og da begge filtre er minimale falder de sammen. Hermed er 8)

helt behandlet.

.
Er U« U(a+b), findes V s8 at V + V - U - (a+b). Altsd er
(a + V) + (b+ V) U, hvilket viser, at U . U(a) + U(b). Af

(f(a+b) = ﬁ(a+b) © U(a) < U(b) = {(a):; 7(b) folger, da begge fil-

tre er minimale, at ¢(a+b) = #(a) x 7(b). Analogt fis Ut(ha) =
¥ 1§ [

.\ . -

2U(a), d.v.s. T(}a) =¢(a). Hermed er bevist:

o\
f”= (E,+,XK) - > (E,»,K) er lineer.

A
Vi vil nu organisere E som et topologisk vektorrum.

= A A N ' ~
For en mengde A ¢ E sztter vi A = iF(fE gAf"F‘; dette stemmer



overens med betegnelsen ﬁ, da Eéif for ethvert filter F pd E.
For vilkérlige~m&ngder*ATB—§—E7herfﬁ4¥%f=ﬂéﬁwlﬁm~A£}ﬁ A BEFS =
Cg}}(i’\) }A(\BQ}\F‘% = A (VB.

Denne relation viser, at vi kan forsyne ﬁ med en topologi, idet
vi som basis for de &bne meEngder velger mengderne ﬁ, hvor U ¢ E;
vi har nemlig klart 8 = d.

Der gzlder nu den grundlzggende relation

¢(ﬁ) = G(HF(E)a
thi @(a)g.ﬁ hvis og kun hvis U5<p(a) = ﬁ(a), d.v.s. hvis og kun

%]

hvis a¢ U. Ligningen viser, at billedet af en &ben mengde U =

ﬁ € E ved ¢, er 4bent 1 den relative topologi pé ¢(E), d.v.s. at
W'l er kontinuert. Endvidere felger, at 7>er kontinuert, thi er

U en omegn af %{a), er U(nW(a) = U(a), hvoraf ses, at ogsé ﬁtiﬁ(a).
Altsd er g;l(a) = ﬁe:ﬁ(a), hvormed p&standen er bevist.

A
@ er altsd en homeomorfi af E pé(p(E) ¢ E.

Vi viser nu, at ﬁ med den indfeorte topologi er et t.v.r.

>

Additionen p4 E er kontinuert,

~

~ A N
thi en omegn af F X% é indeholder U, s& at F x G €U, d.v.s, UEF

X G. Der findes derfor V’ef‘og W(;é, s at V+ W ESU. Nuer
A A N ~ N A ~
V og W omegne af F henholdsvis G, og for Fle V og Gl

[ F og We Gq. Altsd er U 2V + WePF + él, hvoraf felger, at

A
€ W, gelder

~ ~ A
* Gl’ d.v.s. at ﬁlzk G1€-U. Hermed er padstanden bevist.

Multiplikationen er kontinuert.

En omegn af AF indeholder en &ben mengde ﬁ, s& at Qﬁ Gﬁ, d.v.s.
UehP. DaAF = OF % U(o), vil U 2AF + V, hvor PcF og VeU(o)
er en cirkelomegn; vi velger nu en absorberende cirkelomegn Vl €
ﬁ(o), s& at vV, o+ Vg €V, og dernzst a €E, s& at a + Vle-ﬁ. End-
videre velges o (0 ¢ & < 1), s& at aG.S_lVl. Nu er a + Vy <
stv, +8t v g §1v, a.v.s. 51V ¢ F. Endelig settes W = F (1 $iv.
For |4-A| <& og GeW er G ¢U, thi WeG, og uW = O+ (=))W
<O+ (A-MW S AF + (U-D)8TIV S AF + V S U. Altsd er Ue M6,

\ A
d.v.s. #uG€U som pastéet. Hermed er sztningen bevist.
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& 3, Rum af kontinuerte, linezre afbildninger.

Lad E og F vare topologiske vektorrum over samme legeme
K( = R eller C). Mzngden af kontinuerte linezre afbildninger af
E ind i F vil vi betegne L(E,F). For S og T € L(E,F) og N€ K
defineres S + T som afbildningen: f — S(f) + T(f) og NS som af-
bildningen:f —» NS(f). Det indses let, at S + T og NS € L(E,F), og
at L(E,F), organiseret ved disse regneregler, er et vektorrum
over K; nulelementet o € L(E,F) er herved den afbildning, der
fgrer enhver vektor i E over i o € F,.

Specielt satter vi L(E,K) = B', og kalder E' det (topologisk)
duale rum til E, medens E® betegner E's algebraisk duale rum,
d.ves. rummet af alle linezre afbildninger: E - K.

Lad nu F vere et fuldstzndigt topologisk vektorrum, E et
topologisk vektorrum og E, et t®t underrum i E. For A € L(E,F)
vil afbildningen A|E1, defineret for e, € E, ved: A|E1(e1) =
A(e1), tilhgre L(E1,F). Omvendt har vi vist, at A, € L(E1,F) pa
en og kun én mide kan udvides til et element A ¢ L(E,F), s& at
A[E, = A,; afbildningen: A - A|E, er altsd bijektiv: L(E,F) -
L(E1,F); vi kan derfor, og vil i det fglgende ofte, identificere
L(E1,F) og L(E,F) v.h. af denne afbildning; specielt kan vi altsa
identificere E1' og E'.

For S og T € L(E,E) definerer vi ST som afbildningen: Se]
e -» S(T(e)) = SoT(e); det indses let, at ST € L(E,E), og at
L(E,E), forsynet ogsi med denne regneregel, er en algebra.

3¢2. I dette afsnit betragtes det tilfmzlde, at E og F er
normercde vektorrum.

For en linemr afbildning A:E - F, satter vi ||A]] =
inf{k € R | vx € E(|lx|| ¢ 1 = [|Ax|| ¢ k)] = sup{[lax|| | x € B, [Ixii
sup { [laxl|- x| ™ |x€ B\ {o}i-

A

< 11 = sup{ [|ax]] [ X € E, |x|| =1}

hvis [JA]] < =, kalder vi A begrznset. (Vi har her
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sat inf{k € R | k € ¥} = ).

A er begreznset, hvis og kun hvis A er kontinuert. Thi hvis

A cr kontinuert, kan vi til ¢ > O finde §(e) > 0, s& at

iax|] < e for [|x|| ¢ &(e), og derfor ||Ax| ¢ &(1)-1 for ||x|| ¢ 15 og
hvis A er begrznset, er [|Ax|| { € for alle x, hvis ||A|| = O, og for
lIxll < € HAH—1, hvis ||A]l ¢ O, s& at A er kontinuert i O og derfor
ovcralt,.

[l || er en norm pa L(E,F); thi for A € K og A,B € L(E,F) er

Ml = supIHMXIIIX €E, (x| ¢ 1} = supHMHAXHIX € E, ||x]] ¢ 13
= [NAll, og [|A+B]| = supf||Ax+Bx||(x € B, [x|| ¢ 1}
SuPiIIAXII+|IBXIl|X € B, [Ix[] <11 ¢ SHPIIIAJCIIIX €E, |lxfl ¢ 1]+
SuPiIIBXIilX € E, |Ix]l ¢ 1} = [lall + |IBll, og [|A]l = 0 =V x € E
(IAx]| = 0) «== vx € E(Ax = 0) « A = O.

En normerct algebra er en algebra L, hvis underliggende
vektorrum er et normeret vektorrum med en norm, der ogsa opfyl-
der: v A,B € L(|lABf| < (lall-]IB]]) .

E&E,E) er en normeret algebra; thi for A,B € L(E,E) og

x € E er [|aBx|| ¢ [IAll- [iBx|ig (IAll- {[Bll- (x|, s& at [|AB|| < [|All-|IB]].

Hvis F er et Banachrum, cr L(E,F) et Banachrum.

Bevis: Lad (Sn) vare fundamentalfglge i L(E,F), lad der
altsd til ¢ > O eksistere N € N, s at ||S -5 || ¢ € for n og m

> N; for x € E er da ||S; x-S x| < |8, ~S, Il [Ixll, s& at (S,x) er en
fundamentalfglge i F, og derfor har en graznseverdi Sx € F; af
Sn(xx+y) = NS x + S ¥ felger ved granseovergang S(nx+y) =

NSx + 8y, s& at S er linemr; da [|S x-S x|| ¢ e for n og m > N og

X € Emed x|} ¢ 1, er |[8x-8 X|| ¢ & for m } N og x € E med

llxll ¢ 1, og derfor HS—SmH < e for m » N; da Lo e -,

I8l & H8~8yll + Al8gll < e ¥ iSyll < ooy er 8 kontinuert, og S, konver-
gerer mod S. -

L(F,F) er sidledes en Banachalgebra, na&r F er et Banachrum.
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Hvis E, er et tet underrum i E og F er et Banachrum, har vi
identificeret L(E,F) med L(E1,F) ved hjzlp af afbildningen
T - T | E,; herved er Tl = |iT | E1H, siledes at rummene ogséd er
isomorfe som Banachrum; thi ||T | E,{| =
sup | ||Tx| |x € By A lxll ¢ 17 = sup{liTxli|x € B A || || g 1] =

I2ll, aa ix € E, l x| ¢ 1} er tet 1 {x € B | |jx|| < 1}, og den

kontinuerte afbildning x - ||Tx|| fgrer tezt delmengde i tat del-

meEngde .
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Kommentarer og rettelser til Mat. 6, 1962-63%, KII, 1.

Ved siden af teorien for komplekse rum findes ogsad en teori
for reelle rum. De to teorier stemmer overens p& n®zsten alle
punkter. I aksiomerne A og B mndres ¢ til R; B.3. lyder da:

v £,g € H((g|f) = (£]g)). |

Relationen L(f|g) = 24 it + i%g|f + i"g), der i gvrigt,

n=0

ligesom (f+g|f+g) + (f-g|f-g) = 2(f|f) + 2(glg), er konsekvens

+2(9l4) 2~ n
af A og B1., B2., JE=B35., md erstattes medUy(f|g) = (-1)

n n n=0ﬁ 9(§|%)
(£+(-1)"g|f+(-1)7e) - = (f+g|f+g) - (f-glf-g)-(w‘;d B3 L4).

Side 2 1. 18 skal [0,2] rettes til ]0,2]; men i gvrigt
kan De betragte definitionen af og saztningen om ligeligt kon-
vekse rum som en ¢gvelse, og i stedet lzsse:

Sztning: En ikke tom konveks, fuldstzndig delmazngde F af et
pre Hilbertrum H indeholder et og kun ét element af mindst norm.

Bevis: {a € R | 3 x € P(||x]] = a)} er ikke tom og nedad be-
grznset, og har derfor en nedre greznse d > O. Der findes derfor

en fglge (x,) af elementer i F, s& (x|l » d; da 4(x +x ) € F,
er |lx +x || > 24 for alle n,m € N; for Ne N, 82 at x|l - d < ¢
o 2 2 2
for n > N, og f?;'m og n > N fas: [lx -x |7 = 2|lx |7 + 2me” -
2 2 2 2 2

Hxn+me < ?Han +2flx II7 - bd” ¢ L(d+e)® - 4d" = Le(2d+e); (xn)

er altsd en fundamentalfglge og har et graznsepunkt X, € F; da

|| || er en kontinuert funktion, er ”XO“ = lim{lx || = 4.
Entydigheden kan ogs& udledes ved hjalp af parallelogram

loven: hvis x og y € F og ||x|| = |lyl]| = 4, er i(x+y) € F, og

2

2 2 2 2 2 .
lx=ylI” = 2lixlI” + 2{lyl” - llx+y]|” ¢ 4a” - La”~ = 0, s& at x = y.
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II. TForskellige forberedelser
1. Hilbertrum
En mengde H kaldes et komplekst quasi pre Hilbertrum,
dersom det opfylder fplgende aksiomer:
A: H er et vektorrum over de komplekse tals legeme C.
B: Der er givet en afbildning (f,g) - (flg), H® o,
(det indre produkt eller skalarproduktet), si at:
1. w8, ¥ty g @ (af|g) = alf|g);
2. Vyfy 8, b 2 (f + g|h) = (f|n) + (g]h);
3. VHf, g : (glf) =—TfT§7n (stregen angiver kompleks
konjugering)
b ¥uf @ (£]£) 3 O.
H kaldes et pra Hilbertrum, hvis yderligere:
5. Vyf (f]|f) = 0= £ =0
Satning: I et quasi prz Hilbertrum gzlder Schwarz' ulig-
nea: |(£]g)|® ¢ (£1£)(ele), vy, e
I et pre Hilbertrum gelder = kun, hvis f og g er lineart a’-
hzngige.,
it, s > 0, For a € R gzlder:

Bevis: Set (flg) = se
it it 2
0 ¢ (f + ae” g|f + ae” "g) = (£|f) + 2as + a“(glg), og derfor
2 2 .
s” = |(f|g)|” ¢ (£]f) - (glg); = galder kun, hvis (g|g) = O,

eller hvis der 3 b € &, s& (f + bg|f + bg) = O. ;
Sstning: I et pre Hilbertrum er £ - ||f]| = (flf)2 en norm.

R 2 2 2
Bevis: 0 ¢ [If + gll” = {I£lI” + (£lg) + (g|f) + |lall” <
(el + Hg“)z. De ¢vrige norm egenskaber vises endnu lettere.
AT beviset ses, at ||f + gl = ||f]] + lgll kun kan gzlde,

hvis g = 0, eller £ = ag, a0.

I}

Ved udregning vwises relationerne: L4(f|g) = = ian + inng
n-—

og It + gl + It - gli® = 2l|£l1® + 2||gl® (parallelogram loven)
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Idet H forsynes med normtopologien, og derefter H2 med pro--
dukttopologien, galder: (f,g) » (flg) er kontinueri: Pe C, -aes
[(£lg)-(h|x)| = |(£-h]g-k)+(f-h|k)+(h|g-k)| ¢ |[£-h|- [|g~k||+
I£=hll- [[k|[+]|n]g-k

Definition: Et normeret rum H kaldes ligelig zonvekst, .avis

der 3 en funktion 6:]0,2] - R+, sa at: © '€ H, g € H,
Il ¢ 1ullell ¢ 1, lif-gll 2 & > 0 = llE(£+e)ll ¢ 1-6(e).

Det fglger let af parallelogramloven, at et pre Hilberrum
er ligelig konvekst.

Satning: En konveks, fuldstendig delmzngde 1 af et ligeLfé
konvekst rum H indeholder ét element med mindst .iorm.

Bevis: S&t 4 = inf{||f|||f € F}. Hvis 4 = O, indeholder

i

der er fuldstendig og derfor afsluttet, O, Antag d > O, og s=w,
for e > O, F.=Fn {f € H| |Ifl| ¢ a+e}. Hvis “fo” = 4; vi
£ eruﬁa | € > 0}. Da et fundamentalfilter pd F har ét for .zt~
ningspunkt, er det nok at vise, at {F€|e > 0} er basis for »t
fundamentalfilter, altsa indeholder mengder af vilkarlig 1il le
diameter. Vi antager, at der 3 n € [0,2], s& at der fcr vilkir-
ligt ¢ € 10,1] 3 f. og g € F_ med er-gEH > n og dertor
H(d+g)—1(f€—gg)n > n(d+g)’1 > n(d+1)"1; dette medfgrer, at
(e _+e )l < (1-6(n(a+1)71)). (a+¢), hvilket for tilstra'ckelig:
lille ¢ > O er i1 modstrid med, at 4 ¢ H%(fg+g€)“, da de konv’ (s@
mengde F indeholder %(f8+g€).

Definition: Lad H vare et prae Hilbertrum, f og g€ H, F Hg
GgH;ng,mm(f|g)=o;ﬂ={geH|gthE¢:
rﬁfl | £€ F}{; F| G, hvis G ¢ FL; (L l®ses vinkelret eller or:. o-
gonal). |

For F ¢ H er FL afsluttet, da det indre produkt er koniiiiueri.

Sgztning: Lad F vare et fuldstendigt underrum i et pre Hil-

bertrum H, £ et element € H. £ kan entydigt skrives f - fl+f2,
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med f, € F, £, | F.
Bevis: {f-g | g € F] er konveks og fuldstendig, og indehol-
der derfor ¢t element f, = f-f1,f1 € F, af mindst norm. For
a . ‘ 2 -
geF \{O}, llgll== 1, fas: O < |]f2-—(f2|g).g” - ”f2“2 = '?f2| ).
: 2 2 .
(£,18) - (£518) - (al2y) + |(£,1)1° = <|(gyle) 1%, r,te; v
har altséa fz-L Fr, '
+F = L
f1 2'g1+g2’ f1’ g1iF, f2! g2 F,=$
f1-g1=g2—ﬁ'2€Fﬂ‘F = {01,
1.2 Et pra Hilbertrum H er et Hilbertrum, hvis det opfylder
aksiomet:
C:H er et fuldstendigt rum.
Lad H vere et prz Hilbertrum; for g€ Her £ (f|lg) en

I\

. . -1
kontinuert funktional g' € H', og |lg|| = g'(llell &) < ”gf” < lell

.- llg||. Omvendt har vi:

1aet | (2]g)] ¢ |l

Setning: Lad H vere et Hilbertrum, o € H'. 3 & € H, s&
alf) = (fla), vf € H |lall = |lall. |

Bevis: a_1(o) = F er et afsluttet, derfor fuldstasndigt,
underrum ¢ H; hvis F = H, er a(f) = (£[0), Vf € H. F # H=
ke BNFw3he Pl med a(n) = 1. For & = ||b]|"%h og vilkérlige
d € Hgslderr d - a(d)h € F, (d|la) = a(d) (h]|&) = a(a).

For afbildningen g » g' g®lder: (£ + g)' = £ +g',
(eg)' = ag', va € &, vf,g € H. Vi udtrykker dette 1:

Saztning: H' er isometrisk og konjugeret isomorf med H,
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$ 3. Underrum og projektioner.

Lad H vare et Hilbertrum. I II,1 er det vist, at for et
vilkarligt afsluttet (og derfor fuldstendigt) underrum F ¢ H kan
enhver vektor h € H skrives h = f + g4y hvor f € F og g € Fl. Af-
bildningen h -» f kaldes en (ortogonal) projektion og betegnes PF’
eller blot P. P er dbenbart en linexr afbildning H - H, og hvis

{0} er [IP| = 1, idet |In[® = [I€}® + llg}® 3 IPnl|® og Pf = r.
- Pp = PFL .

Lemma: Lad F og G vzre prtogonale underrum i H. En vilkarlig
vektor h € H kan skrives h = f + gmed f € F og g € G, hvis og
xun hvis G = F- og F = L.

Bevis: Hvis G = rl og F = Gl, er F og G afsluttede, og mu-

ligheden af opspaltningen fglger af ovenstaende.

Nar F og G er ortogonale, er F ¢ ot og G ¢ Fl, Lad nu n

f + g vare opspaltningen af en vektor h € Fl; da Hf”2 + HgH2
OOghEG’ dVS.G—zF‘J_.

In® = (n]f + ) = (nlg) = flel®, er £
P4 samme made vises F = GT, },Li

For underrum G og F ¢ G i H gzlder G‘L Fl' da G& er afslut-
tet, har vi F c F < Fll, og derfor F‘L'L'L F‘L F‘L= FLLL, altsa FL =
F - Flll; da h € H kan skrives h = £ + g med f € Fogge FL, er

F = ptl,

For vilkérlige underrum F s ¥V = 150eeyn, setter vi F +°'°+Fn

n n
vazgf1 +aew + £ |f € F v =1,...,n}; da bt Z -
v=1

v=1

th for v = 1,400y = h € D{Fv | v = 1,.e.,n} er

(LF )t

antager F afsluttet, far vi ( }: in' N{F | v=1,..0,n}, og

il

ﬂiFj'l v = 1,4..5n}; erstatter vi her Fv med Fj‘ og

v
v=1



ikke

Wolr a0
PARY LI

Mat. 6, 1962-63 ¥ 11z, 3, 2

n
(ﬂ{Fv|u=1,..,n})l = 3 Fi} Hvis F, og F, er ortogonale afsluttede

v=i \
underrum, kan h € H skrives h = f1+f3 med f1 € F1 og f3 € F#} 0g
- - - 1 s
£, = £,4+f med £, € F, gFrog £, = f,-f, €F5 og €Ty, altsh
_ ' 1
h = fo+f1+f2 med. f1+f2 € F1+F2 0g fo € F1
_ oyl L\l _ 5 _
lemmaet er da F +F, = (F1 n F2) = F,+F,, og PF 4B T PE1+PF§' For

ortogonale, afsluttede underrum behsver F1+F2 ikke at v=re afslut-

3
NPy ¢ (F1+F2)'L; ifolge

tet. For vilkérligt endeligt mange parvis ortogonale, afsluttede
underrum F,,...,F fas ved induktion, at F,+,..+F_ er afsluttet,
1 *"n 1 n

Og PF +...+F PF1+.Q~I+P n.

Lad nu { F, Ii € I} hvor I er en indeksmzngde, vere en msngde

af parvis ortogonale underrum c:H, og szt for h€« Hogi €1
QA8 1‘1

P, h =h,. Por en vilkarlig delmwngde JgIlIerh-= % h.+tg med
P, i S = j€d d

2 2 2 2, . -1
g L 3 _Fy, ogderfor 3 [hylI® = [Inll"-llegll® < lIbll%; {1 € Iflinyfl n™

jed jEd
md da vare endelig for n € N, og {i € IIHhiH > 0} endelig eller

nummererbar; hvis den er nummererbar, nummerer vi dens elementer

n

igs ig9ees, 08 far 21“hi H2 < thF for alle n € N, og derfor
V= %

2 | H2 < “h”2 (Bessels ulighed); h., , h, +h, ,... er da en

fundamentalfelge, og har en grenseverdi, som vi vil betegne

E)hi = 3 h. i det mindste afsluttede underrum F, der indehol~-
v=1l v 1€l
der alle Fi. Da det indre produkt er kontinuert, er

(2fhy |v eNogi #3}|f) = lim 3f{(hy [f)p=1,...,n, i+ 3} =0
1% v 00 ‘u

for f ¢ F., og derfor Pa (= hi) = h. og hO =h - 3 h; L F

J j el J i€l
for alle i € I, ho L F, og PFh = 2 hi. Hermed er ogsd godtgjort,

i€l
at > h, ikke afhsnger af den foretagne nummerering af elementerre
iel
.o 2 _
ifie Ifjnll > 0. 3 Ihyl® = 3 |F Lin || 2 h, u
icl v=1 Nowee  p=1

I s I = fInl®-li_|I°, og er = [|B]|°, hvis og kun hvis hy = O,
il

heP., Vi skriver P, = % P, .
F . F,
il i



Vi vil serligt fremhsve tilfsldet, hvor alle Fi, ie€l, er
éndimensionale, frembragt af enhedsvektorerne fi, Fi
For h €Hogi€TIerh- (h|fi)fi_L F, derfor h, = (h|fi)fi 08
Iy Il = | (nf£,)

Setning: Lad {fili € I} vere en mmngde af parvis ortogonale,

= My Ine Tl

normerede vektorer i H (et ortonormalsystem), og lad F vmre det
mindste afsluttede underrum ¢ H, der indeholder alle fi. For h € H
er (hlfi) = 0 for alle pd nar endeligt eller nummererbart mange

ie€el, = l(hlf.)|2 < Hth, og = (h[f.)fi er konvergent med sum—
i€l + = icI *

1€
men BFh.
Pglgende betingelser er wkvivalente:

1) P =H, 2) h = 2 (h|f,)f, for alle h € H, 3) (h|g) =
i€l 3

2 (n|f,)(f, |g) for alle h,g € H, L) [In]® = 3 [(n]£,)|® for alle
iel iel
h € H. (Parsevals relation).

Bevis: Fgrste del og @kvivalensen af 1), 2) og L4) er vist;
2) = 3) pa grund af kontinuiteten af det indre produkt, og L) er
specialtilfzldet g = h af 3).

3.2 Lemma: P egﬁfer en projektion, hvis og kun hvis P =P
= P2, P er selvadjungeret og idempotent.

Bevis: For et afsluttet underrum F ¢ H, P = PF og fsg € H
gelder 0 = (Pf|(E-P)g) = (£|(P*-P*P)g), derfor P* = P*P = (P*P)*
= P.

Hvis P¥ = P = P° smtter vi F = {f € H|Pf = £}; for h € H er
h = Ph + (E~P)h med Ph € F, da PPh = Ph, og (E-P)h - F, da
((B-P)h ) = (h|f)-(n|P¥F) = O for £ € F. P er altsi projektio-
nen pa F. |

For en projektion P og £ € H gezlder HPfH2 = (Pf|Pf) = (PL|f);
da 0 ¢ [[PE° < [I][%, er 0 ¢ P ¢ B; @a £ € PH = ||f]| = [[PE]], ov

PH = {f € H|EF|f) = (£|f)].
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Sztning: For to projecktioner P og Q er fglgende betingelser
zkvivalente:
1) P ¢ Q, 2) PHg o, 3) (E-Q)P = 0, 4) P = QP, 5) P = PQ.
Bevis: 1) = 2): £ € PH » (£|f) = (Pf|T) ¢ (af|f) ¢ (fif)
= (Qf|f) = (£f|f) = £ € Q4. 2) = 3): for f,g € H er ((E-Q)Pf|g) =
(Pr|(E-Q)g) = 0, da PH ¢ QH - (2-Q)H = (@)’ ¢ (PH)L. 3) s 1)
e 5) da (E-Q)P = 0 «= P = QP «— P* = P*Q*. 5) = 1): (pr|f) =

IPg]l® = [pael® ¢ llach® = (af|f) for alle f € H.

S@tning: Hvis P og Q er kommuterede projektioner, er PQ den
stgrste projektion { P og 4, og P + & - PQ den mindste projektion
2 P og Q.

Bevis: Da PQ = QP er PQ selvadjungerct, og PQPQ = P2Q2 = PQ.
P $ E=QP £ Q og tilsvarende < P. Hvis R er en projektion < P
og Q, kommuterer R med P og Q, og R = PR ¢ PQ.

Hvis S er den mindste projecktion 2 P og Q, er E-5 den stgr-
ste projektion ( E-P og E-Q, og S = E-- (E-P)(E-Q) = P+Q - PQ.

Setning: En operator.AezéekDmmuterer med projecktionen P,
hvis og kun hvis APH ¢ PH og a(pE)L € (PH)L,

Bevis: APH ¢ PH er cnsbetydende med AP = PAP, og A(PH)' ¢
(PH)L tilsvarende med (E-P)A(E-P) = A(E-P), eller PA(E-P) = O,
PA = PAP., AP = PAP og PA = PAP = AP = PA = PAP = PPA = PA og AP
= APP = PAP,

Hvis A er selvadjungeret, er betingelsen APH o PH tilstrak-

kelig, thi AP = PAP = PA¥ = pa*p,



Mat. 6, 1963-64 Kommentarer til K III, 3
1

Kommentarer og rettelser til Mat. 6, 1962-63 K III .

Side 2, 1. 11 skal: ortogonale underrum &ndres til:
ortogonale, afsluttede underrum, og l. 12 skal: vilkarlig del-
mengde zndres til: vilkarlig endelig delmzngde.
Lemma: Lad H vare et pre Hilbertrum og F et underrum ¢ H.
Om fglgende betingelser:
I F er endelig dimensionalt
II F er fuldstzndigt
III 1) For ethvert h € H indeholder h -~ F et element af
mindst norm. P RN ‘:i
2) Der findes etvunderrum G ¢ M, s& at H=F & @
3) H=F + rl
L) Der findes P € L(H,H), s& at: P = P2(P er idempotent),
v f,g € H ((Pflg) = (£]Pg))(P er symmetrisk), og F =

ff € H | Pf

£}.

pl L

Vv F er afsluttet

Iv R

gelder, at III 1), 2), 3) og 4) er =zkvivalente, og I = II
= III = IV = V (0g ingen af pilene kan vendes, jfr. gvelser).

Bevis: I = II fglger af kap. I, ¢v. 311 =» III 1) = III 3)
er bevist 1 K II, 1 (1962-63). III 3) = III 2) trivielt, og
III 2) o III 3) = IV bevises ordret som lemmaet K III, 3 side 1
(1962-63). IV = V er trivielt.
| III 3) = III 4) : h € H kan, pad én made, skrives h = f+g
med £ € F og g € Fl. Vi definerer P ved Ph = £; det fglger di-
rekte af entydigheden af opspaltningen, at P er lineear

(h, = £,+g,,h, = T %8, =Nay+h, = \I,+,¥0g, *8,, 84 at P(xn,+h, =

1

APh +Ph2) og Pf = f, s& at P = P2. Daogsd £f =Pf = T € P er

1
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F={fe€H]|Pf=~}, For hy ogh, i H, h, = £,+g, h, =

1 2
= £,+8,, er (Ph, |h,) = (£, If +g,) = (£,]£f,) = (£,+g,|f,)

(h1|Ph2), d.v.s. P er symmetrisk.

]

III 4) = III 3): For he H er Ph € F, da PPh = P°h = Ph,

og h - Ph € FL, da (f|h-Ph) = (£|h) - (Pf|h) = O for vilkarligt
f € F; h =Ph + (h-Ph) er da den ¢nskede opspaltning af h.
Nu mangler vi kun III 3) = III 1): hvis h = f+g, med £ ¢ F
og g € FL, og k € F, er Hh-k”2 = ”h—f+f—k”2 = Hg+f—k||2 = Hg”2
+ “f—k”2 2 “g“z, sd at g er et element af mindst norm i h - F.
For et underrum F i et pre Hilbert rum kan vi da stadig
slutte F ¢ rl L og 7l.rl_pl %11, men ikke almindeligt F =
rl l; desuden kan vi slutte, at (}: Fv) 1. ﬂfFVl

n v=1
n
men ikke almindeligt (EJ Fv> 1. n{Fvl|v = 1,e00,0} eller
1

v = 1,...,1’1},

V='n

(N{F, | v “yeee,n])d = E: Fvl.
. v=1 o1 1o gpreall

For vilkarligt endeligt mange underrum Fysees,F , der op-
fylder betingelserne III, finder vi, at summen opfylder betingel-
serne III. I ¢gvrigt vises det let, at summen er fuldstendig,
hvis alle Fv er fuldstendige; thi hvis (Xu) er fundamentalfglge
i Fy +eeet+ P, er (Pvau) en fundamentalfglge i F , da

P (xp-xlén ¢ lIx -x.l, og hvis Py X, = %y, € F, vil
v

K v
n n
Luam N H
X = P X - X , da additionen er kontinuert.
U F'U 25 o - /_
v=1 v=1
Lad nu {Fi i € I}, hvor I er en indeksmengde, vare en

mazngde af parvis ortogonale underrum, der opfylder betingelserne

ITI, og lad F vere det mindste afsluttede underrum ¢ H, der
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indeholder alle Fi' For h € H satter vi PF h = hi' For en vil=~

endelig i L
kérlig/aelmmngde JcTer h = EZhj 3 € J}+g med g ziFjlj € Ji,

og derfor i, ] je a) = n® - Jlel® ¢ .

I,=1{ier1 ;|| > 0} er derfor endelig eller nummererbar;

hvis den nummererbar, nummererer vi dens elementer i1,12,..., og

oo 5

finder  |lh; |I° ¢ [[n]|® (Bessels ulighed); by , h, + h, ..., v

L v 1 14 2
v=1 m m
da en fundamentalfglge, idet “ZJ h, ||€ = zJ ”hi [|© > O for
L % Ly TV
v,u —> o0e

Hvis h € F, vil fglgen konvergere mod h; thi til € > O
findes en endelig delmzngde J ¢ I og g € E{Fjlj € J}, s& at
[[lh-g|| < e; da z{hj J€ I} er det element i ziFjljez J}, der

har mindst afstand fra h, er ogsa ||h - Z{hJ | 3 € d}ll £ e; for

h,
o ‘ 2
nelN, sdat {1,s04,n 29N I, er | - Z ng 1% = |n)° -
L1} v
n 5 5 5 v=1
: ' 2 2 .
) Mg 1T < nl™ = sllingl™ 13 € 3 a T3 = nll® = 20imgl° 3 € I
%
v=1
2
£ € o

Hvis F opfylder betingelserne III, kan h € H skrives h =

f+g, ek, g-L ¥, da g 1 F, for alle i, er h, = P, h = P, £, og
dn 1 Fi Fi
det ovenstaende viser, at ? hiv ~ Pgp h.

v=1

I begge tilfzlde ses, at gransevazrdien er uafhwngig af den

forctagne nummerering af clementerne i Ih' Vi skriver ogsa

G_li;{hl | l € I})og PF h = Zihi

i€ I} og Pp = z{PFil ie 1.
Smtningen K III, 3, side 3 er hermed ogsid vist for prz
Hilbertrum, dersom vi 1. 10 @ndrer. til: hvis PFh er defineret,

og med summen h, hvis h € F.
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§ 2. Underrum og projektioner.

2.1, I KITI, 1 er det vist, at et fuldstendigt underrum F
i et pre Hilbertrum H giver anledning til en opspaltning af H
som direkte sum, nemlig H = F @ Fl. Vi opstiller nu felgende

definition. Et underrum F i pre Hilbertrummet H kaldes di-

rekte summand i H, hvis H = F + Fl; specielt er altsd alle fuld-

stendige (og dermed ogsd alle endelig-dimmensionale underrum,
jfr. I, ev.%) direkte summander.

Er F og G ortogonale underrum, og er o = £ + g, hvor f¢ F og
g¢G, har vi 0 = “f+g”2 = Hf”2 + Hg”2 og dermed £ = g = o. Sum-
men af ortogonale underrum'er altsd altid direkte.

Setning la. Er G et til F ortogonalt underrum i pre Hilbert-

rummet H, s& at H = F + G, da er G = pl (og F altsd direkte sum-—
mand ) .

Bevis: Vi har G & Ft, og for f'e 7 nar vi opspaltningen f' =
[© = (£l £rg) = (£']g) =

f+g, hvor f€ F og g€ G. Nu er el + g

(f+glg) = Hg”Q, hvilket viser, at f = o, d.v.s. £' = g¢ G. B
Da Fll-g F, er P et til Fl ortogonalt underrum, og sztning

la viser, at hvis F er direkte summand, da er ogsé F‘L direkte

summand, og Fil = F.

Er F en direkte summand i H, kan hvert he H pd én mdde skri-
ves h = f+f', hvor fePF og f'e rl, Afbildningen af H ind i H
defineret ved h — f kaldes en ortogonal projektion og betegnes
PF eller blot P, hvis misforstdelser er udelukket; det folger
let af opspaltningens entydighed, at P er linezr og.at Pf = f for
fe€Fr, d.v.s. P° = P. Det ses, at PFl = E - Py, hvor E betegner
den identiske afbildning af H p& H. PF er kontinuert, thi af
ull® = | 2gh + Paunf® = ||2pnl® + ||Ppunll® folger HPFh}EZQ]IhHZ,
hvilket viser, at Pyl £ 1 (Bemerk, at Pyl = 1, nvis P £ {o}).

Endvidere er P symmetrisk, thi (PFhllh?) = (PFhl]PFn2 + Ppih,)



= (Pghy|Pph,) = (Pphy + PFlhllPth) = (hl}PFh2). Vi har hermed
vist forste halvdel af foglgende

Setning 1b. F er direkte summand i H hvis og kun hvis der

findes en kontinuert, linesr, symmetrisk og idempotent afbild-

ning P : H ind 1 H, for hvilken F = {f e H|[Pf = £

Bevis. For he¢H er PhePF, da P(Ph) = Ph, og h - PhePl, thi for

£€F er (b - Ph|f) = (h|f) - (W|Pf) = (h|f) - (n]f) = 0. h =

Ph + (h - Ph) er da den enskede opspaltning af h. !

Vi kan give endnu en karakterisering af direkte summander,
idet vi har

Setning lc. F er direkte summand i pre Hilbertrummet H, hvis

og kun hvis h - F for hvert hé H indeholder et element af mindst

norm.

Beviset for "hvis" er helt analogt til beviset for at et fuld-
stendigt underrum er direkte summand. (Ferst vises, at h - F
indeholder netop ét element af mindst norm).

Lad omvendt F vere direkte summand i H. Da er ”h - f”2 =

lpin + Ppn - 2)|% = ”PF_Lh”2 + |Pph - 2]° 2 IepinlP for alle few,

F
og dette viser netop, at PFLh = h - PFhEEh —fﬁ\er et element af

mindst norm i h - H. '
¥

Summen F af endelig mange, parvis ortogonale fuldstendige un-
derrum.Fi, er igen fuldstendig. Det ses nemlig let, at hvis f =

£ i

1
o 1= g (£)- 209 ¢ |2 20

f(nﬁ
i

1+...+fme P, hvor fie Fi’ er PF_f = f.; er f(n) en fundamental-
folge i F, er ||p, £(n)_ p
i

hvilket viser, at (PF en fundamentalfelge i Fi og

neﬁﬁr
derfor konvergent mod et element i Fi. Af additionens kontinu-
itet feolger, at ogsa f(n) = PF f(n)+ oo + PF (n) er konvergent
mod et element i Fl + ... + Fm% !

Om direkte summander har vi fwlgende analoge s&tning

Setning 2. Hwvis Fl,...,Fnergparvis ortogonale direkte sum-



]
|

mander i pre Hilbertrummet H, &a er ogsd summen F

direkte summand, og PF = PF1+ c.o + PFn.
Induktionsbevis. Pastanden er klart rigtig for n = 1. Antag,

at den er bevist for n-1, og lad F = Fl + 0.+ Fn vere sum af
de parvis ortogonale direkte summander-Fl,...,Fn. Ifglge induk-
tionsantagelsen er G = Fl + e + Fnrl direkte summand, og da

1

det let felger af forudsztningerne, at G & Fn , er G og Fn orto-~

gonale.

For h e H har vi opspaltningerne h = g g', hvor g€ G & Fﬁ% 0g

+
gle 6, og g' = £, + £, hvor £ €F ¢ ol og £'€ Fﬁl. Nu er
+ f ', g+ fn§ G + Fn, og da fn‘ = g' - fne GL, er
f '¢ GJV\E“L C (G #‘F'?l Folgelig er H = (¢ + P_) + (G + F )L
n = n’ ° ‘ 1. S . Tn’ 0

d.v.es. P = G + Fn er direkte summand i H.
Af h = g + fn + fn' felger P h“: g + fn' Her er g = PGh, og da

g + fn'e FﬂL, er fn‘= PF h. Induktionsantagelsen giver nu, at
n

Pph = Poh + Ppho= Pph+ Pph+ ... + Py n. §
n

F G P Py P,y

Vi beviser nu felgende sztninger om projektioner:

Setning 3. Lad {EyLJ EJ} vere en mengde af parvis ortogona-

le direkte summander i et pre Hilbertrum H og sa&t PF = PJ. Lad
J

endvidere P vere det mindste afsluttede underrum i H, der inde-

holder alle FJ¢—J €J. Da gmlder:

For hvert h €H er Ph #Z o for hejst numerabelt mange ), 0g

‘E:JGJ“P h“2 "h”g. For he¢P er z:jEJth konvergent med sum-

men h.

Er P direkte summand i H, er ZJGJ-EJh konvergent for alle

h e, og PFh = z:JEJEJh' Vi skriver i s& fald PF = EZJGJEJL

Bevis. Lad h éH vere fast. For hver endelig delmengde I & J erx

(ifelge ss&tning 2) h = Z: c7Pyh + &, hvor g J'ZSJGIFJ; derfor

er (%) Z:JQIIP h”2 ”E:JEI Jh“2 = “hHZ ”g”2 £ ”hH2

Heraf feolger, at for ethvert rleN'g&lder ”PJh” b % kun for ende
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lig mange |, og dermed at Pjh # o for hojst numerabelt mange l€edJd.
Er Jl,J2,... en nummerering af disse elementer fés af (%) :

(S & I
z\):l”PJ-Vh“g < \|h\l2, og den forste pistand er bevist.

Lad nu heF. Til et givet & >0 kan vi da finde en endelig
mengde I & J og et g (:Z’\JGIFJ’ s& at ||h - g“ L& Da ZJGIPJh

er det element i Z FJ, der har mindst afstand fra h, er ogsé

leT
In - ZJGIPJh | <€ Tad ¥ vere det storste tal v, for hvilket

JveI (st f.eks. N = 1, hvis intet JveI). Da gelder for alle

n 2N, at|[h - VilP,lvh”Z = llh|12 - ”Z‘VEIPJVh”Z = UhUZ -

O L G UG SR LR L I S I (P

Heraf folger, at PJvh er konvergent med summen h, og da

v=1
grenseverdien ikke afhanger af summationsrszkkefelgen, skrives h =

o0
zv=1PJvh = ZJ&JPlh'

Er F direkte summand i H, og er he¢ H, er h = PFh + PF_Lh. Da
PF.Lh 1 P, og dermed PFlh 1 F, for alle je¢d, er PJh = PJ(PFh) +
PJ(PFJ_h) = PJPFh; den foregdende overvejelse viser nu, at

ZJ eJPih = ZJGJPJ PFh er konvergent med summen PFh' .

Af s#®rlig interesse har tilfzldet, hwvor El er et l-dimmensio-
nalt underrum. Er FJ = %}\g IAGKE, og er “f‘] ” =1, da er PF h =
Pih = (nf)), thi (b - (h\fJ)fJ’fJ) = (nl]fy) - (h\fJ)HfJU= 0
viser, att h - (h(fJ)fj L FJ' Vi f&r her felgende korollar:

Setning 4. Lad {fJ_l_j €Jt vare et ortonormalsystem i et pra

Hilbertrum H, og lad P vere det mindste afsluttede underrum, der

indeholder alle f.LJ € J. Da gxlder:
~

For hvert h €H er (hifj) Z 0 for heoist numerabelt mange J(%J,

og ZjeJl(hlﬁJ)l2 € Unll®  (Bessels ulighed). For hvert héeF,

er ZJEJ(hlfJ-)—fJ konvergent med summen h.

Er F direkte summand i H, er ZJGJ(hlfJ-)—fJ konvergent for
alle h €H, og Pyh = Zjngh!fJﬁJ_.

Folgende betingelser er ensbetvdende:




K I1, 2, 5

H

1) F H (d.v.s. ortonormalsystemet er en tilnarmelsesbasis).

2) h = ZJGJ(hlfJ)fJ for alle h €H.

3) (nlg) = ) eg(nlr)(£yle) for alle g heH.

4) ”h”2 = E:JeJl(h|fJ)l2 for alle h ¢H (Parsevals relation).
Bevis. Vi mangler blot beviset for &kvivalensen af de fire ud-
sagn. 1) =2) er bevist. 2) = 3) folger af det indre -produkts
kontinuitet. 3) = 4), thi 4) er et specialtilfelde af 3). 4)=>2)
thi er heH, og er Jysdpsee+ €0 nummerering af de \edJ, for hvil-
ke (h|f;) #0, har vi ||n - Z‘vfl(hIfw)fw]j2 = |nl? -

12, 2anley g, 2 = Inli® - P 2 lnfe )2 =0 for n >

2) =>1) folger straks af definitionen p& F. ]

2.2. Hvis pre Hilbertrummet H er fuldstendigt, altsd et Hil-
bert rum, er et underrum F i H direkte summand i H, hvis og kun
hvis F er afsluttet, thi et afsluttet underrum F er fuldstendigt
og dermed direkte summand, og er F direkte summand, er F = FlJ'og
dermed afsluttet.

Er B en vilkdrlig mengde i H, og er F det mindste afsluttede
underrum, der indeholder B, da er B & F g;Blly thi BLler et af-

sluttet underrum, der indeholder B. Heraf felger B‘l“!"L EI?J‘ngl

c sl 4.v.s. BY = Flog dermea BYL = pll- p.

De i1 det foregdende afsnit beviste setninger gzlder altsa,

hvis man erstatter "pre Hilbertrum" med "Hilbertrum" og "direk-

te summand" med "afsluttet underrum.

Da setning 4 har si stor betydning, vil vi dog endnu engang
formulere den (med en lille tilf@jelse):

Setning 5. Lad {flllé?{irvwre et ortonormalsystem i et Hil-
~N

bertrum H, og lad F vere det mindste afsluttede underrum, der

indeholder alle f]L_jé J. Da g®lder: (med B = {fq ,JGJ%)

Por hvert heH er (hlﬁJ) Z Q0 for hejst numerabelt mange.J€¢L

Z:_JéJth,fJ)IQ < ”h"2 og;EjJéJ(h,leiJ er konvergent med sum-
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men PFh for alle h€ H.

Folegende betingelser er ensbetydende.

1) F=H (B er en tilnermelsesbasis)

2) h= ) ¢8Iy for alle heH

3) (nlg) = ZJEJ(hlfi)(f\,!g) for alle g,heH.

4) "h”2 = E:JeJl(hlfJ)lz for alle heH. (Parsevals rela-
tion.

5) Hvis det for g,h €H gelder, at (hl|f)) = (glfy) for alle
l€J, da er g = h. (Entydighedssatningen)

6) Det eneste element i H, der er ortogonal pd alle fJ,\jé dJ
er O-elementet. (B er et maximalt ortonormalsystem)
Beviset er fuldfert, hvis vi f.x. viser, at 4) =5) =36) =1).
4) =5), thi er (nlfy) = (glfy) for alle € J, da erlig - n)l?
= Yesllenlg)]® = 0. 5)6), thi er £ 1 £ for alle |, da
er (flfi) =0 = (O[fJ) for alle j€J, og dermed f = O. 6) =1),

thi er B maximalt, er BL= {03 og dermed H = Bt pil - p», W
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§ 3. Dimension.

Fra H. Tornehaves og H. Rischels forelssninger kendes be-
grebet kardinaltal for en ma&ngde. For en endelig m@ngde N er
card(N) = antallet af elementer i N. card(N) betegnes, efter

Cantor,% . For vilk&rlige mengder A og B siger man, at card(A)

o
< card(B), hvis og kun hvis der findes en injektiv afbildning
A - B, og at card(A) = card(B), hvis og kun hvis der findes en
bijektiv afbildning A - B.

Det fplger straks, at card(A) ¢ card(B) A card(R) ¢
card(C)= card(A) < card(C), og card(A) ¢ card(A), og en sztning
af Bernstein udsiger, at card(A) < card(B) A card(B) ¢ card(A)
= card(4A) = card(B), saledes at ¢ er en partiel ordning.

Ved hjalp af velordningsaksiomet viser man, at to vilkar-—
lige m@ngder er sammenlignelige, d.v.s. at { definerer en fuld-
stondig ordning.

Af udvalgsaksiomet fglger, at hvis der eksisterer en sur-
jektiv afbildning A —» B, er card(B) ¢ card(A); thi for ethvert
b € B er ¢O—1(b) 4+ ¢, og et valg af et element y(b) € ¢O—1(b)
for ethvert b definerer en injektiv afbildning ¢ :B -» A.

Vi definerer en multiplikation af kardinaltal, idet vi sat-
ter card(A).card(B) = card(A x B); definitionen er lovlig, thi
hvis card(A) = card(C) og card(B) = card(D), findes der Dbijek-
tive afbildninger ¢:A - C og ¢:B -» D, og man viser let, at af-
bildningen ¢ x ¢ : A x B> C x D, defineret ved ¢ x¢.((a,b)) =
(p(a),y(p)), er bijektiv, s& at card(A x B) = card(C x D).

' FPor endelige m@sngder stemmer multiplikationen overens med

den szdvanlige multiplikation af hele tal. Det er ogsé& velkendt,

at card(N).card(¥) = card(¥ x:N) = card(l) £man:nuhmererer elc-
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menterne 1 N x N i rekkefglgen (1,1),(1,2),(2,1),(3,1)5(2,2)5¢04)s

For enhver uendelig mzngde A er card(N) ¢ card(a), idet A

har en nummererbar delmzngde.,

Lemma: Enhver uendelig mengde A er foreningsmazngde af dis-

junkte, nummererbare delmzngder.

Bevis: Mzngden B af ma@ngder af parvis disjunkte nummerer-
bare delmsngder aﬁ/éf induktivt ordnet (med hensyn til szdvanlig
inclusion); thi hvis {B, | i € I} er en fuldstendigt ordnet del-
mengde af B, vil U{Bi | i€ I} € B, idet S,T € U{Bi | 1€ I} =
3ie Is,Te Bi) =SnT-= @, og dermed vare en gvre graznse i
B for {Bi | 1 € 1}.

If¢1ge Zorns lemma findes der et maksimalt element M € B;

vi satter N = UfS|S € M}; A\ N er da tom eller endelig, thi hvis
A\ N var uendelig, ville A \| N indeholde en nummererbar delmazngde
T, der ville vz#re disjunkt med ethvert element i M, s& at

M u {T} ville tilhgre B, i1 strid med maksimaliteten af M.

Da A er ucendelig, er M ikke tom; vi valger T € M; A er da
foreningsmengde af mengden {Tu(A \ N)} u (M \ {T}) af parvis dis-
junkte nummererbare delm&ngder'af A,

(Lemmaet kan ogsé& visés ved hjalp af velordningsaksiomet; se
¢v.)

For enhver uendelig mengde A er card(N x A) = card(A).

Bevis: A = U8, i€ I}, hvor I er en indeksmzngde, og

i |
mengderne Si er nummererbare og parvis disjunkte; vi kan umiddel-
bart idertificere N x A med U{N x 8, | i € I}. Da card(s;) =
card(N x Si) for ethvert i € I, kan vi, ifglge udvalgsaksiomet,
for hvert i € I velge en bijektiv afbildning o5 N « 8; - 8-
Afbildningen ¢ : N x A » A, defineret ved, at ¢((n,a)) =

¢i((n,a)) for ne N og a € 8;, er da en veldefineret, injektiv
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afbildning af N x A pa A.

3.2, En mengde {£; | 1 € I} af vektorer i et vektorrum E
over et legeme K kaldes lineart uafhengig, hvis det for enhver
endelig mengde J ¢ I og enhver mzngde {lej € J} af elementer i
K gelder: zixjfjlj €Jdl=0=Vjc J(%j = 0). Af en vilkarlig
mengde {f; | 1€ I} ¢ E kan man efter Zorns lemma udtage en
maksimal, linezrt uafhazngig delmengde {fj | € d}, d ¢ I, der
pa grund af maksimaliteten udspsnder det samme underrum af E
som hele mangden; hvis I er en af me@ngderne N eller §15000,N1,
N ¢ N, kan vi som J bruge in €I l fn er linesrt uafhenglig af
PR SN P

Et ortonormalsystem {f, |1 € I} i et pre Hilbertrum H er

linesmrt uvafhengigt; thi hvis J er en endelig delmengde af I og
{xj | d€ I} en mengde af elementer fra K, s& at
z{xjfj'j € J} = o, finder vi for ethvert k € J 0 = (0|f,) =
ﬂxfﬂ%ﬂjeJ}=szﬁcljeJ}=Nf

JSwtning (Gram-Schmidts ortonormaliseringsmetode): Lad I
betegne N eller en af mengderne {1,...,N}, Ne N, og lad
{fi ' i€ I} vere en linesrt vafhsngig mengde af vektorer i et
pre Hilbertrum H. Der findes et ortonormalsystem {g, | i € I},
s at for ethvert ne I {f1,...,fn} og {g1,...,gn} udspander
sammec underrum.

Beviset fgres ved induktion. Da {f1} er lineart uafhangig,
er £, 4 o; vi saztter g, = Hf1“_1f1. Antag nu, at n € I og at vi
har fundct et ortonormalsystem {gv | v = 1,¢00,n-1}, 58 at
{g1,...,gv} og {f1,...,fv} udspender samme.underrum af H for

P = 15e0eyn-1. Projektionen af fn pa underrummet udspasndt af
{

g1’-o.,gn_1} er (fn | g_1 >g1 teaot (fn gn_1)gn:_.1 ; hn = fn -
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(fnlg,l)g1 —eee— (fnlg _1)gn_1,er ulig o, da {f1,...,fn} og der-
for ogsa {g1,...,gn_1,fn} er linexzrt uafhazngig, og vinkelret pa

. ~1
Byre0es8_4; Vi satter g, = b il by s

0’ herved bliver {g1,...,gn}

et ortonormalsystem; da 8y tilhgrer underrummet udspandt af
[fy5000sT ), 0g £ = [ |l + (fn|g1)g1 teoot (fn|gn_1)gn_,l til-
hgrer underrummet udspzndt af {g1,...,gn}, udspender ogsa

§f

seeesf 1 0g {g1,.-.,gn§ samme underrum.

1 nI

3¢3. Lemma: Lad H vere et pra Hilbertrum, {f, | 1€ I} et
ortonormalsystem i H, og {gj | J € J} en saddan delmzngde af H,
at den eneste vektor i H, der er vinkelret péa g._j for alle j € J,
er o. card(I) ¢ card(dJ).

Bevis: Antag fgrst, at § er endelig; der findes da et ne N
og et ortonormalsystem {h1,...,hn} c H, s& at n ¢ card(J) og
{hyseeesh } udspender samme underrum af H som {gj | 3 € J}; for
vilk&rligt he€ Her h - (h|h1)h1 ~eoe— (hlhn)hn vinkelret pé
hv,y = 1,.0eyn, 0g altsd o; H er sidledes et n-dimensionalt rum,
og enhver linezrt uafhangig mengde, og specielt ethvert orto-
normalsystem, indeholder hgjst n elementer.

Antag nu, at Jd er uendelig; for j € J setter vi Ij =
Ij + wl;

hver af mengderne Ij’ Jj € Jo’ er endelig eller nummererbar, og

fie1 | (£ gj) + 0}, og vi setter J_ = {Jj€J

I = U{Ij | 7 € Jo}, idet ingen af enhedsvektorerne fi’ i€ I, kan

ie I.}

vere vinkelret pa alle g5 JeJ. Set L = §(i,j) € I x g 3

afbildningen ¥:L —» I, defineret ved ¥({(i,j)) = i, er surjektiv.

dJ
afbildningen ¢:L —» N x J, defineret ved ¢((i,j)) = (¢j(i)9j>’

For hvert j € J_ velger vi en injektiv afbildning Py I. o I

er da injektiv; derfor er card(I) ¢ card(L) < card(N x J) =

card(J).
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En tilnzrmelsesbasis for et topologisk vektorrum H er en
delmengde B, for hvilken det mindste afsluttede underrum af H,
der indeholder B, er H. For en tilnmrmelsesbasis B i et pra Hil-
bertrum H er Bi = ﬁl = HL = {0}, men denne betingelse er ikke
tilstrekkelig.,

I et Hilbertrum H er en delmzngde B en tiln®srmelsesbasis,
hvis og kun hvis BL = {0}; thi Bl = {0} medfgrer B = Bi 1.

074 = H.

Mengden af ortonormalsystemer i et praz Hilbertrum er aben-~
bart induktivt ordnet; ethvert ortonormalsystem kan udvides til
et maksimalt ortonormalsystem. Et ortonormalsystem B er maksi-
malt, hvis og kun hvis pl - {0}; thi hvis pl + {0}, indeholder
Bl en enhedsvektor f, og B u {f} er da et ortonormalsystem. I
et Hilbertrum, men ikke i et pre Hilbertrum, er et ortonormal-
system maksimalt, hvis og kun hvis det er en tilnzrmelsesbasis.

I et pre Hilbertrum har to vilkarlige maksimale ortonormal-

systemer samme kardinaltal; thi ovenstidende lemma viser, at hvert

af dem har mindre kardinaltal end det andet.
Vi definerer nu: et pre Hilbertrum H har dimensionen ¢, hvis

H har en ortopnormal tilnermelsesbasis med kardinaltal a. Bthvert

Hilbertrum og nogle prz Hilbertrum tilskrives herved en dimen-

sion.

Hvis et pra Hilbertrum H har et tzt underrum HO med dimen-
sionen o, har ogsd H dimensionen g; thi en ortonormal tilnermel-
sesbasis for Ho er samtidig en ortonormal tilnzrmelsesbasis for
H.

Sztning: Et pre Hilbertrum H har en dimension ¢ card(N),
hvis og kun hvis H indeholder en nummererbar, tet delm=ngde.

Bevis: En tet mengde er specielt en tiln®rmelsesbasis.
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En nummererbar tet mengde i H kan erstattes med en endelig eller
nummererbar linezrt uafhengig mengde, og denne igen, ved Gram-
Schmidts metode, med et endeligt eller nummererbart ortonormal-
system, der udspznder det samme underrum af H som den oprindelige
me&ngde, og derfor er en tilnmrmelsesbasis. Et prz Hilbertrum
med en nummererbar tzt mengde har derfor en dimension ¢ card(N).
Hvis omvendt H har en dimension ¢ card(N), kan vi finde et
endeligt eller numme rerbartor tonormalsystem {fi i€ I} ¢ H
For enhver endelig mengde J - I er mengden af linearkombinatio-
ncr af vektorerne {fi i € J] med koefficienter med rational
realdel og imaginzrdel nummererbar; da ogsi mzngden af endclige
delmezngder af en endelig eller rummererbar mengde er endelig
ellcr nummererbar, e¢r mengden Hr af alle sldanne linearkombina-
tioncr nummererbar, og desuden tet; thi da {fi i€ I} eren
tilngrmceclsesbasis, er mengden af alle endelige linearkombina-

tioncr af vektorerne {fi i€ I} tet 1 H, og en sédan linear-

kombination zixjfj j € dJ}, hvor J cr en endelig mengde ¢ I,

kan approximeres vilkarligt godt med et element i Hr’ idet vi
blot behgver at approximcre hvert af tallene Re(ny), Im(%j),

J € J, tilstrmkkeligt godt med et rationalt tal.
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3.4, Vi vil kalde en afbildning U af et Hilbertrum H, ind i
et Hilbertrum H2 en isomorfi, hvis U er bijektiv og line=zr, og:
v £,g € H,[(Uf]Ug) = (£lg)].
En bijektiv linezr afbildning er en isomorfi, hvis og kun
nvis den er en isometri, idet ||F[|° = (£]|f) og L(f|g) =
1¥)e+17gll.

Satning: To Hilbertrum H1 o8 H2 er isomorfe, hvis og kun

hvis de har samme dimension.

Bevis: Da en isomorfi af H1 pa H2 fgrer maksimalt ortonor-
malsystem i maksimalt ortonormalsystem, har isomorfe rum samme
dimension.

Antag nu, at H, og H, har samme dimension a, og lad I vare

1 2
en mengde med kardinaltal o; vi kan finde ortonormale tilnzr-

melsesbaser {f1i|i €1} ¢ H, og {f,;11 € I} ¢ H,., Da enhver vek-

tor h i det mindste underrum H, af H,, der indeholder ff1i|i € I},

péd én made kan skrives h = E{%jfjlj € J}, hvor J er en endelig
delmzngde af' I; kan vi definere en afbildning U, der ses at

blive linezt, af H10 p& det mindste underrum H20 af Hy, der inde-
holder ifZill € I}, ved U(zixjfjlj € J}) = zixjfzdlj € Jl. Uer
en isometri, da

1205854513 € TP = 20012 | 3 € 31 = (I3 3 € 31|12

it23 3513

Ifglge en sztning side I,2,15 kanU pa én méade udvides til en

linesr isometri arf H1 pa H2.

3.5. Lad {Hili € I} vare en m@ngde af Hilbertrum over samme

legeme K, og lad F vare produktrummet H{Hili € 1},

i‘i €1 £
If er endelig eller nummererbar, sztter vi, for en v%lk°rlig
rd(I
. . 2 £
nummering i,,i,,... af elementerne i Ies lefls = §i “fi 12 =
v
=1

For £ = (f.) € F satter vi I_.= {1 €I ' £5 £ 0}; hvis



Mat., 6, 1963-6L K II, 3, 8

Zf”fiﬂzli € 1} € [0,0]; |If]l afhznger ikke af nuvmmereringen.
Desuden sztter vi H_ = frer I, er endelig! og H =(D{Hi i€ 1}

= {fer I, er endelig eller nummererbar, [|£]] < oo} H, er et

vektorrrum over K.

For f og g € H_ er ZMfiIgi) 1€ vl en endelig sum,

?
g .
som vi sztter = (f|g); herved defineres et indre produkt pa Hy,

idet man let viser, at (f1+%f2Ig) = (f1|g)+)(f2|g) og (g|f) =
FTg), og (£lf) = EHfiH2 > 0, og (£lf) =0 =1, = 0 for alle
i€l Ho er sidledes et pra Hilbertrum.

Hvis I er endelig, er H = H = F, H er fuldstandigt (jfr.
kommentarer til K III,3,1962-63, side 3), altsid et Hilbertrum, og
normtopologien falder sammen med produkt rumstopologien, idet
produkttopologien svarer til normen: f - Hwa = maxi“fiH ier1l,

ogwen|nﬂ < e (card(I))F} c freu | gl < e} ¢

freH litll < . e} for ethvert & > 0.
For £f og g € H er If+g endelig eller nummererbar, da If+g
SIpU Iy 08 INEll = INHEll for N € K; og ada
2 2 2
g5 +851% <l 1+le | < 2ljzl|%+2llg; I for ethvert
i €I, er Hf+gH 2HfH +2Hg“ < w; H er altsd et vektorrum. Da

2 .
[ (£51e)] € HfiH‘HgiH < zllgs | +5HgiH » er S(f;|g;) ubetinget

konvergent; vi sztter summen Z{(filgi) i€l vIi} =

£ g
i(f lg i),l € I} = (f|g); ved granseovergang findes, at
(N, +F5 | 8) = N£y]g) + (£,18) og (glf) = T£Tg); desuden er
2 | .
(£1£) = slllegl° | 1 €1, = I£I* > 0, og hvis fIf]l =0, er £, =

O for alle i, s& at £ = 0, (f,g) = (flg) er sdledes et indre pro-
dukt pd H, der for vektorer i Ho falder sammen med det pa Ho ind-
fgrte indre produkt.

Ho er et tet underrum i prz Hilbertrummet H; thi lad
i1,12,.,. vere en nummerering af elementerne i If, og lad g,
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vare elementet i Ho bestemt ved: Ig = ziﬂ""’in}’ gn,i = fi

n
2 2 .
for 1 € I_; Hf—gnH = Z{HfivH n+l < v Al € If} - 0 for

€n

n -~ oo,

H er fuldstendigt (jfr. fuldstendigheden af 12): lad (fn)
vere en fundamentalfglge i H,f = (fn,i); for ethvert i € I er
(fn,i) en fundamental fglge i Hi og har derfor en graznsevardi

g; € H;. Til & > 0 findes der jo N€ N, s& at Hfm—an < & for

2
I

5y i €71l < 82; for enhver endelig

12

m,n € N, altsd S{||f

m,i n,i

delmangde J I finder vi ved grsnseovergang, n - m,Z{“fm i-g.
3

c ;
i€ g} gs2 for m » N; derfor er ogsd B{|If_ i—gill2 i€1Ilg
b4
82 for m 2 N, Lad g vare elementet i F med koordinaterne gi, g =
(g.); I_ er erdelig eller nummererbar, da I_ ¢ U{I n € N},
i g g = fn
da Hfm—gH <, er £ -g € H og g € H; desuden ses, at f konver-

gerer mod g.

Vi har nu vist, at H er et Hilbertrum, isomorft med ' , da

H° er et tet underrum. H kaldes Hilbertsummen af rummene

{H i€ 1},

i
Setning: Lad {Hi_J i€ I} vere en vilkarlig mengde af Hil-
]

bertrum, Der findes et og, pa& nar isomorfi, kun &t par

(H,{¢i|i € I}), hvor H er et Hilbertrum, ¢; er en isomorfi af H,_

pa et underrum ?i(Hi) ¢ H, rummene {¢i(Hi) li € I} er afsluttede
- — |

og parvis ortogonale, og H er det mindste afsluttede underrum

af H, der indeholder alle ‘@iggi), i €1,

Bevis: Eksistensen er lige vist; vi kan lade H veare
(Q{Hili € I} og p; den naturlige indlejring: wi(f) er elementet i
H bestent ved: I¢i(f) c {i}, o, (£); = £,

Lad nu ogsa (G,{?ili € I}) opfylde de stillede betingelser;
der findes én linear afbildning U af HO pa det mindste under-—

rum G, ¢ G, der indeholder alle ?i(Hi),i € I, sa at
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U°@i(f) = ?i(f) for £ € H;. U er en isometri og kan derfor ud-
vides til en isomorfi af H p& G (jfr. beviset side 7).

Vi ser nu pa det specielle tilf®lde, at Hi = K for alle
i € I; H, som vi i dette tilfzlde vil betegne 12(I,K), er da et
underrum af rummet F af alle afbildninger af I ind i K; idet vi

lader e; betegne den karakteristiske funktion for fi}, er

{e.

i i€ I} en ortonormal tiln®rmelsesbasis for H, Vi har nu

vist, at der for ethvert kardinaltal a findes et og, p& nar

isomorfi, kun ét Hilbertrum med dimension a.
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1

Kommentarer og rettelser til K III, 1(41962-63).

Setningen side 1 er bevist i I, § 3.
Lemma: For en normal operator A € L(H,H) er HAZH = HAHZ.
Bevis: Da [lull® = (aulau) = (A" Auju) = (AA"u|u) =
(A?uIA*u) = HA.*uH2 for alle u € H, er ||A%]] = sup{|ja Av|] | v € H a

3 %
Ivll = 1} = sup{llA™av]l | v € B A [Ivll = 1} = [|a"a]] = [|alf®
En operator A € L(H,H) kaldes nilpotent af grad n, n € N,
hvis AP = 0 og A™7 £ 0.

Lemma: O er den eneste nilpotente normale operator,

Bevis: Hvis A er normal, er ogsa AY normal for ethvert
v € N, Hvis A" = 0 og)v 2 #n, er 0 = [|A%Y]] = [|AY)|2 s2 at AY = 0;

da [#(n+1)] < n for n > 1, kan vi i 1gbet af endeligt mange skridt

1

slutte, at A" = 0,

Lad E, og E2 vere topologiske vektorrum med de duale rum

1

E; og Eé; vi betragter en linemr afbildning T af et t®t underrum

D(T) ¢ E, ind i E,; for a € E! er £ - oTf en linesr afbildning

1 2
af D(T) ind i K; denne afbildning er kontinuert, hvis og kun hvis

den kan udvides til en kontinuert, linesr afbildning af E1 ind 1

K, 4d,v.s. hvis og kun hvis der findes a' € E%, s4 aTf = a'f for

£ € D(T). Da D(T) er tet i E,, kan der hgjst eksistere ét sidant

4
o'. Vi definerer en afbildning T' (den adjungerede afbildning,
ogsd hyppigt betegnet T*) af et underrum D(T') ¢ Eé ind 1 E; ved:
D(T') = {a € By | 3a'€ E; ve € D(T)[aTf = a'f]}, T'a = a' for
a € D(T'). Man viser let, at D(T') er et underrum, og at T' er
en line®r afbildning. Hvis T er kontinuert, er D(T') = Eé; i
dette tilfzlde ser man let, at (AT1+T2)' = xm; + Tg.

| ]

Hvis E1 og E2 er normerede vektorrum, forsyner vi ogsé E1 og E2

med normer. I dette tilfzlde er D(T') = fa € E} | 3k € R vf e
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D(T){|lare|| <kllf[|]}. Hvis T er kontinuert, er [|T'af|| [laTe|] <
[+l ;

T' er altsd kontinuert, med ||T'|] < ||T/l; man kan vise, ved hj=zlp

lHell*lITl*lI£]l for alle £ € D(T) og o € E}, s& at ||T'al| < [l

af Hahn~-Banachs sztning (jfr. gv. 27), at [|T']] = [|7]].
Hvis E1 og E2 er pre Hilbertrum, findes der bijektive, kon-

Jjugeret linezre isometrier Ji af Ei pa Ei’ i=1,2. I dette til-

#* * #
felde definerer vi en afbildning T ved: D(T ) = J2D(T'), T =

- * ~
J1T'J2 1; T er en linezr afbildning af et underrum af E2 ind i

: . * A * )
Bys Hvis T er kontinuert, er D(T ) = E,, og T |l = ||T|l; endvidere
1 _ ] -1 1 "'1 _
= J17\T1 J2 + J1T2J2 =
* * . o * * .
A T, + T, . Man vil hyppigt kun se pd T | D(T ) n E,, og kun si-

* —
— 4
er (?\T1+T2) _.J1(7\T1+T2) J,

* *
ge, at T har en adjungeret, hvis T (D(T ) n E2) E,. I denne

1N

1.

sprogbrug har siledes f.eks. afbildningen T1:C([-1,1],é) -

c([-1,11,8), givet ved Tf = f(x)dx-1[_1 1] ingen adjungeret.
(o) H

Hvis E1 er et Hilbertrum og E2 = E1,

K IV, 1 (1962-63) betragtede begreb,

fas det 1 K III, 1 og
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IT11. Bosreasete operatorer pa et Hilbertrum.

1, Adjungerede operatorer,

Vi skal 1 denne § indlede en underé¢gels¢ af strukturen af
nengden & = &(H,H) af kontinuerte, linemre afbildninger af et
givet (komplekst) Hilbertrum H ind i H. ‘\

Sstning: ¥ er en Banach algebra over &. (3fr. II,3,1).

Bevis: For S og T € L og N € U definerer vi S+T som afbild-
ningen: £ - S(f)+T(f), NS som: f o N.S(f), og §T som
£ -» 8(T(f)), Vf € H. Herved bliverég en (ikke kémmutativ) alge~-
bra med enhedsoperatoren E: f > T, som etelement. _

I det f@lgende vil vi, for S eé? og f € H, altid skrlve Sf
1 stedet for S(f) Vi definerer endv1dere, for £f ¢ H og a€ R:
B(f, a) fgeH| Ilg-fll ¢ al, B, = B(0,a).

pa & aefineres en norm S ||su, ved [S|| = sup{fistl| | £ € B, ]
- inf{?\ €k | veeH: |se]l ¢ NIE[}. (At afbildningen ér en
norm vises let; f.eks. gelder: ||S|] = 0 « ||SF|| = O, yf‘e B, |
~ |ISf]] = 0, V£ € Hes 8 = 0, idet O betegner nulopératoren'

T - 0; jfr. ogsad AG III,14,9). Herved bllveréf en normerct alge~
pra, idet 87| = supg||STf|| | £ e B 3 < sup{[Is|l-|ITe]l | £ € B, ]

_g_ ||S||-HT||, ogse bliver en Banach algebra; dette vises pad samme
médé som den smtniﬁg, at det norm-duale rum til et normeret vek-
torrum er et Banachrum (AG III, ., f&)' Lad {S € §e| n € N} vare
en fundamental f¢1ge, lad der altsa til ¢ > O vare givet n € N,
‘sé at (IS, ~S H ¢ e fornogmg¢ N; da er S x en fundamentalf¢1ge
i H, vx € H, og derfor konvergent med en grmnsevardl Sx; af

S (kx+y) xS x+S Y fglger ved granseovergang, at S er 11?e&r,

”S x-S x| ¢ € for n,m > N og x € B, medfgrer ”Sx-S xf] € {or

1
m g N og x € By, og [|s-8 H (e, m>N, altsd at 8, konvergerer

mod 8; da [IS|| = |8~y + S ls- SN||+ ISgll ¢ e+lISgll < sop-vil swe;:%/-

ol
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Bemsrkning: For to vilkarlige topologiske vektorrum over
&, H og K,betegner £(H,K) mengden af kontinuerte, lines@re af-
bildninger: H -» K; (f.eks. er H' =§f(H,C)). Vi har da abenbart:
&(H,K) er et vektorrum, 8&H,H) er en algebra over C; hvis H og
K er normerede vektorrum, eréftH,K) et normeret vektorrum og
%(H,H) en normeret algebra; hvis H er et normeret vektorrum og
K et Banachrum, erge(H,K) et Banachrum ogse(K,K) en Banach alge-
bra.

1.2, For S ejée og g € H definerer: £ » (Sf|g) en linear
gll, da |(sflg)| ¢

lell < lIsll- if]l-llsll« Derfor eksisterer der €t element

funktional p& H, kontinuert med norm ¢ ||S

o
s*g € H, med norm < 118l

[|sf

A

lzll, s& at (Sf|g) = (£|s¥g), vf € H.

Setning: s* ¢ &; s** = s; |Is¥|| = |Is|.

Bevis: Da (Sf|ng) = RN(Sf]g) = Nf|s¥g) = (£|ns¥g) og til-
svarende (Sf|g+h) = (fls*g+s*h), Vs VgL 180, er s* linesr; da
Is*gll ¢ lIsll-llgll, er 8* € & mea |Is™|l ¢ lIsll. Da (£]sg) = (s*f|g)
= (fls**g), Vyfs8, er 8 = S**, og |Is|l = |IS**|| < HS*H, altsa
sl = 1Is™Il.

Saztning: (S+1)% = s*+1%, (As)* = Xs*, (sm)* =7
Is|i®.

LI £
S’”SS”=

Bevis: De to fgrste relationez\; fplger af identiteten:
((xs+T)f|g) = N(sflg)+(Tf|g) = NE|s¥g)+(£]|T¥g) = (£](Rs™+1™)g).
(sTlg) = (Tr|s*g) = (£|T*s¥g) viser, at (ST)* = T¥s*. Da |st|°
= (sf|sf) = (s¥sf |f), gmlder: |Is|° = [sup{|lst] | £ € B,})° =
sup{||sf||® | £ € B,] = sup{(s*st|r) | £ B} ¢ Is*s|| ¢ IIS"|I-|
= |IsII°.

S|
1.3. Definition: S 636 er selvadjungeret, hvis S = S*, deVo
s. hvis (8f|g) = (f|Sg), V4F,8.
Hvis S er selvadjungeret, er (Sf|f) = (f|Sf) = (Sf|f), alt-

s& (Sf|f) reel, vf € H.
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Definition: § ) 0 hvis § er selvadjungeret, og (Sf|f) > O,

VHf. S 2 Ty hvis S-T » 0.

Satning: De selvadjungerede operatorer € éeudg&br et ordnet

vektorrum over R.

Bevis: De selvadjungerede operatorer udgegr et vektorrum
over R, da afbildningen: S5 - S* er konjugeret linear.
A B, B¢ Ces ((B-A)F|f) 3 0 0og ((C-B)f|f) 2 O, VT =

((c-pa)r|f) > O, Vyf <3 A ¢ C. A (B, B <A, C=A-B, o (ce|f)

= 0, Vuf = L(Cf|g) = iY@ (r+i"g) | £+i%g) = 0 = C = 0. Der er

n=0

altsa virkelig defineret en ordning, som umiddelbart ses at

vere i overensgtemmelse med vektorrum strukturen: A € P+, A< B

= M { N\B, og A ( B> A+C ¢ B+C.

Sotning: A€ L, B » 0~ A"BA ) O.
Bevis: A*BA er selvadjungeret og (A*BAflf) = (BAf|Af) > O,

va, da B > O,

Heraf fglger: For A€ L er A?A og AA* 20;

Ay 0= A®yo0,vne N; A selvadjungeret » A“® 3.0, ne X;

hvis A og B er kommuterende selvadjungerede operatorer og A > 0,

sé er A32 > O.

For A€ L defineres ReA = %(A+A*), ImA = §%(A—A*).
Setning: A € L kan p& én mide skrives A = B+iC, hvor B og

C er selvadjungerede.

Bevis: A = ReA+i ImA er en sadan opspaltning. A = B+iC,

B = B%,0= 0" o a* = B-iC, B = $(a+A*) = ReA, C = zr(A-A*) = Ima.
Definition: En operator A € L er normal, hvis AA¥ = A¥A.
Setning: A € L er normal, hvis og kun hvis ReA og ImA

kommuterer.

*

Bevis: St B = ReA,C = ImA,AAY = A¥A e
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(B+iC) (B-iC) = (B~iC)(B+iC) = B ~iBC+iCB+C° = B +iBC-iCB+C° «m
BC = CB.

Setning: Produktet af to selvadjungerede operatorer A og B
er selvadjungeret, hvis og kun hvis A og B kommuterer.

Bevis: A = A*,B = B¥ & (aB)* = B*A¥ = BA.



Mat, 6, 1962-63 XK IV, 1, 1

Kap. IV. Ubegrznsede operatorer.,

§ 1. Almindelige egenskaber,

Vi betragter et fast Hilbertrum H.

En (line®r) operator pd H er en linesmr afbildning T af et
underrum D(T) ¢ H (definitionsomrédet for T) ind i H, To opera-
torer S og T regnes for ens, hvis og kun hvis D(S) = D(T) og
S(f) = T(£), vE € D(3).

For operatorer S og T p& H og A\ € U definerer vi operatorer
NS, S+T, og ST ved: D(AS) = D(8), (AS)(£f) = AS(£), vf € D(N3);
D(S+T) = D(S) n D(T), (S+T)(£f) = S(£)+T(£), vf € D(S+T); D(ST) =
ffe D(T)|T £ e D(S)} =D(T) n T 1(D(S)), (ST)(£) = S(T(£)),
vf € D(ST).

I det folgende skriver vi Sf i stedet for S(f).

Man bemsrker, at man ikke kan regne pd smdvanlig méde; f.eks.,

er OS lig sammentrzkningen af operatoren til D(S), altsd + O,
hvis D(S) # H,

Det vises let, at H° = {(f,g)|f € H,g € H} er et Hilbert-
rum m.h.t. det indre produkt: ((f1,g1),(f2,g2)) - (f1|f2)+(g1lg2).
(Jfr, I1I,1, ov. 6, og II,2)., En operator S pad H kan beskrives
fuldstendigt ved sin graf G(S) = {(x,y) € Hzlx €D(S), y==Sxl
S - @G(S) er en enentydig afbildning af msngden af operatorer pa
H ind i msngden af linesre underrum i H2. Et underrum G ¢ H2 er
herved graf for en operator, hvis og kun hvis: (x,y) € G og
(x,z) € G medferer y = z, eller zkvivalent hermed (da @ er et
underrum) hvis og kun hvis: (0,y) € G medfeorer y = O.

For to operatorer S Qg’f definerer vi: S C T (S er inde-
holdt i T, T er en udvidelse af S), hvis D(8) ¢ D(T), og Sf = Tf,
vEf € D(S); da mwngden af underrum af H® er partielt ordnet m.h.t,

sedvanlig inclusion, og da 8 ¢ T, hvis og kun hvis ¢(8) ¢ &(T),



bliver mengden af operatorer pad H partielt ordnetm.h.t. Ce

En operator S p& H kaldes afsluttet, hvis G(S) er afslut-
tet i den stzrke topologi pa H2; da H2 er et metriserbart rum,
er G(S) afsluttet, hvis og kun hvis G(S) indeholder gransepunk-
terne for alle konvergente fglger af elementer € G(S); S er
derfor afsluttet, hvis og kun'hvis: {x_ € D(S8)|n € N}, x - x € H,
Sx, - ¥y € H medfgrer x € D(s), Sx = y.

En operator S kan afsluttes, hvis og kun hvis der cksiste-
rer en operator S, afslutningen af S, s& at &(S) = G(8), d.v.s.
hvis og kun hvis §T§7 ikke indeholder noget element af form
(0,y), ¥y = 0, d.v.s. hvis og kun hvis: {x, € D(S)|n € NI,

Xy o, an.q y medfgrer y = 0. Tkke alle operatorer kan afslut-~
tes (jfr. ¢v. 1).

Der galder den vigtige sztning, som vi ikke vil vise, at
en afsluttet operator S, for hvilken D(S) = H, er begrsnset,
altsa € &i

En operator S kaldes tmt defineret, hvis D(S) = H.

En operator S kaldes symmetrisk, hvis (Sx|y) = (x|Sy),
vx,y € D(8).

1.2, Lad S vare en tet defineret operator pd H. For vil-
kdrligt y € H er x » (Sx|y) en line®r funktional p& D(S); hvis
denne funktional er kontinuert, d.v.s. hvis der eksisterer
k € &Y, s2 at | (sx|y)| < k|ix||, vx € D(S), kan den p& én mide
udvides til en funktional p& H (da D(S) er tazt i H), og der ek-
sisterer ét element S*y € H, s& at (Sx|y) = (x|s¥y), vx € D(8).
Herved defineres en afbildning S*, der let ses at blive en ope-
rator. Vi har altséi: ﬁ(S*) = {y € H|3y* € H, s&4 at (Sxl|y) =
(x]y*) for vx € D(S)}, et sddant y* er entydigt bestemt, og
8%y = ¥*. |

Lad 8 vare en operator pa H.

Lad V E%(HZ,HZ) vere givet ved: V(x,y) = (-y,x); da er
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(va(s))* = v(a(s)Y), da (u,v)"(-8x,x), vx € D(S) «=
(v,~u)t(x,9x), vx € D(8), og dette afsluttede underrum c H® er
en graf, hvis og kun hvis S er t®t defineret; thi (0,y)+(-Sx,x),
vx € D(S), medfgrer y = 0, hvis og kun hvis D(8)+ = o}, Hvis,

S er tst defineret, er operatoren med graf (VG(S))L ngﬁgg&ﬁq

da (u,v) € (Va(S) )t e 0 = ((u,v)] (-8%,x)) = (u]-8x)+(v|x),

Vx € D(8) e (Sx|u) = (x]|v), vx € D(8) e= u € p(s¥), s*u = v.

Det fglger straks, at hvis S og T er operatorer, 3 tat de-
fineret, og S ¢ T, s4 er T ¢ s*. E*“ﬁ' A éiji?‘“‘%*ﬁﬁfﬁj
Antag, at S er en tat defineret operator. (S¥)* = s¥¥ er

defineret, hvis og kun hvis S%‘er tet definergt, eller hvis og

xun hvis (ve(s*))t = (v v(e(s)d))t = (a(s)H)t = TTET er en grar,

d.ves. hvis og kun hvis S kan afsluttes; 1 dette tilfelde gel-

#** defineret, og s¥¥* = g% - g*

i

der § = S**, Derfor er ogsa S
e et R RO 0 G

En tet defineret operator S er symmetrisk, hvis og kun
hvis S ¢ S*; en sidan operator har altsd altid en afslutning

s¥*, og denne er igen symmetrisk, da S ¢ 8* medfgrer s** €5 =

3
S .

Hvis en operator S er enentydig, hvis altsd x € D(S), Sx = 0
medf'grer x = 0, definerer vi en operator S_1, den inverse opera-—

“1sr = £ for £ € D(S), altsa

tor til S, ved: D(s™') = sH, S
-1
Sf € D(s ).

Satning: Lad 8 vare en afsluttet, symmetrisk operator og

S s AT S i e

Ae t\ k. s - AE har en invers, der er defineret pd et afslut-

e TSI g

tet underrum-c H, og opfylderV“(S—%E) leg [Im(N) |~ _Hf”,

ve € D((s-ae) ), porediiat,
”(T—lﬁE)fH

Sl
‘(

 Bevis: Sat A = a + 1B, a,8 € R, og S—E
: . 2
(Te|Tf)+ ig(TE|f) - ip(F|TE) + B7(F|£f) = “Tf” + B Hf“
52HfH2, vf ¢ D(T) = D(8); T-igE er derfor enentydig, og har
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derfor en invers, der opfylder H(T-iﬁE)_1gH < |ﬁ|—1”8H:'
vg € (T-igE)AD (_Q) ,,
vy e (T- 1ﬁE 3fx, € D(S)|ne N}, s& at (T- yaE)x sy
= ((T-1i ﬁE)x ) er eL fundamentalfglge - (x ) er en fundamental-
fglge = (x ) konvergerer mod et element x € H = sx, =

(T ~ iﬁE)x + NX, > ¥ + NX. Da § er afsluttet, vil x € D(S), og

:g‘}
ST =y +2x, (S-AB)x =y, ye (T - igE)# = D(S - \E) 1).
Definition: En operator A er selvadjungeret, hvis A er .t&at

defineret, og A = A*.

Spektret for en ubegraznset operator T defineres, ligesom

[ERLE AT

for en begrznset operator, som fA € & | T - AE har en-invers

e {]

Sztning: En selvadjungeret operator A har reelt spektrum,

Bevis: Vi skal vise, at A - A\E har en invers e‘ﬂ, for
Im(%) £ O0; da A specielt er symmetrisk og afsluttet, mangler vi
kun at vise, at (A - N\E)H er tat i H: ((A - \E)f|g) =
0,vf € D(A) = g € D(4*), A"g =g = (A -XE)g=0=g=0, da
A - 2\E er enentydig; ((A - AE)H)* = {0}.

1.3 Antag, at A,B og A + B er tet definerede operatorer;
for £ € D(A + B), g € D(A*+ B*) ras: ((ao + B,P|g) = (af|g) + (Bf|g
= (r|a*¢ + B"g), og derfor g e D((A + B)*), (A + B)¥g = (47+ BY)g;

w.;‘.m,‘(v...- 3 e A P A

vi har vist, at (pA¥+ B* g;(A + Blﬁ& Hvis specielt A G‘i) gelder:

b s 287

*

ke £ L X

= (A +B) + (-A), B¥ o (& + B)* - A%, A%+ B* 5 (4 + B)¥, alt-

s&d (A + B)* - aA* + B*,
Antag, at A,B, og AB er tazt definerede operatorer; for

f € D(AB), g € D(B*A*) ras: (ABr|g) = (Bf|A*g)_=_(f|B*A*g),

g € D((aB)¥), (aB)*g = B¥*A¥g; vi har vist, at{B*A¥c (AB)*% Hvis

specielt A € 13 gelder (AB)¥ = B*A% thi £ ¢ D(B), g € D((AB)¥)
medfgrer (BflA g) = (ABf|g) = (fI(AB)*g), A%*g ¢ D(B¥), derfor
g € D(B*A*), og B*A*g = (A_B)*g
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Setning: Hvis T er en t@t defineret, enentydig operator,

N R T e RO A S A 4 e

s er T tat defineret, hvis og kun hvigﬁgfmgﬁpQggggxg;g@@gxgg

et s st it 230 A5

dette er opfyldt,“gmlder_(T—i)*_= (T%)fj.

“—— . oo AL

Bevis: Vi definerer U €§£KH2,H2) ved U(f,g) = (g,f); da

gelder: UV + VU = 0, U(GY) = (UG)% for vilkirligt underrum G ¢ H3

en operator A har en invers, hvis og kun hvis UG(A) er en graf,
og hvis dette er tilfzldet, er aa™y = i(x,A—1x) | x € D(A_1) =
Ap(AN={(Ay,y) | v € D(A)} = UG(4).

™1 er tat defineret — (VG(T 1)) = (vue(T))* = (Uve(T))*
= U((va(T))y*) = UG(T*) er en graf « T* er enentydig, og disse

medfgrer (T_1)* = (T*)_1.
1.4 For operatorer B og T, hvor B ejf, definerer vi: B og

T kommuterer, hvis BT ¢ TB, d,v,s. hvis f € D(T) medfgrer Bfe D(T)
og TBf = BTf.
Hvis B kommuterer med T, og T er enentydig, kommuterer B

1

ogsd med T '; thi for f ¢ D(T_1) 3 ge€ D(T), s& £ = Tg, og vi

finder Bg € D(T), TBg = BTg = Bf, altsd Bf € ™(T) = D(T 1),

1 1f,

T 'Bf = Bg = BT

Hvis B kommuterer med T, og T er tet defineret, kommuterer
B* mea T*; thi B*T¥c (TB)* ¢ (BT)*= T¥BI

Lad P vare en projektion, der kommuterer med en operator T,

Q=E-P. PP ¢ TP - PTP ¢ TPP = TP; da D(PTP) = D(TP) gmlder . .
PTP = TP; tilsvarende fds TQ = QTQ, Desuden f&r vi T = (P + Q)T
=PT+QT ¢ TP + TQ ¢ T(P + Q) = T, derfor T = TP + TQ. T afbil-
der altsd PH n D(T) ind i PH og QH n D(T) ind i QH, T er fuld-

stendig bestemt ved TP og TQ.
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¢ 2., Normalformer for matricer.

Vi minder om den algebraiske definition af ringen (egent-
lig algebraen) M[X] af polynomier over et kommutativt legeme M
(vi skal her kun beskaftige os med tilfzldet M = R og M = C):
M[x] = {(a )
%'n=0,1,..,

for n » N}, organiseret ved regnereglerne:

a €1 A e N, sa at a =0

(a) + (b)) = (a, + b)), Aay) = (ray), (a)-(d) = (o),

hvor Cp = }Z: aibj (jfr. AT 2,2, eller H. Cartan: Théorie des
i+j=p
fonctions analytiques, chap. 1).

Lad L vare en algebra over M med ételement E, A et element
€ L. Til P ¢ M[X], P = (an), kan vi lade svare elementet P(A) =
aoAO + ese + aNAN € L, idet vi definerer A° = E. Det fplger da
umiddelbart af regnereglerne, at afbildningen: P —» P(A) er en
homomorfi af M[X] p& en kommutativ delalgebra af L.

Lad f.eks. D vere en delmzngde af C, L = C(D,M), og A den
funktion, der til z € D lader svare z. P(A) bliver da sammen-
trekningen PD til D af den sa&dvanlige polynomiums funktion, der
til vilkarligt z € C lader svare P(z). (jfr. AT 2,14). Hvis D
er en uendelig delméngde af &, vides det, at afbildningen P = PD’
M[X] - C(D,a), er en isomorfi; thi en polynomiums funktion er
nul i en uendelig mengde, hvis og kun hvis alle koefficienter
er nul.

2.2. Vi betragter nu et endelig dimensionalt vektorrum V

over C (ikke ngdvendigvis forsynet meden topologi. Vi vil dog
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lade L(V,V) betegne vektorrummet af alle linezre afbildninger af
V ind i V). Vi betragter en fast afbildning A € L(V,V). For et
vilkarligt koordinatsystem (d.v.s. linezrt uafhazngig basis for V)
€45+44,6, Kan A beskrives fuldstzndigt ved matricen (aij)’ hvis

.« yAE det er velkendt, at af-

spjler er koordinaterne for Ae1,. s’

bildningen ¥, der til A lader svare talssttet (a11,...,
2

. . . Y
as1,a21,...,ass), er linezr og bijektiv af L(V,V) pa T~ .

2

[o]

Da ¥(A ), %(A1),...,T(AS ) er lineart afhangige i det 82
2

dimensionale rum C° , findes der Zt“%alswt (ao,,..,a 5), 88 at
QOT(AO) tooet A 5 T(Asz) = 0; da ¥ er injektiv, er a:Ao teoet 0;2
A® = o0, Vi harsvist, at der finde:?g%giolynomium P e &[x], sh at
P(A) = 0. -

fp € 3[x] | P(A) = o} er et ideal i O[X], og er derfor hoved-
idealet frembragt af det entydigt bestemte normqrede polynomium
Q af mindst grad i idealet. Q kaldes det minimale polynomium for
A, Ifplge algebraens fundamentalsatning kan Q oplgses i fgrste-
grads faktorer, Q = H{(X-%i)mi i =1,.0.,0}, hvor X som szd-
vanlig betegner polynomiet (ai) = (611), og hvor vi vil forud-
sette, at my > 1 og N\ + %j for i,J = 1,...,0,1 % J.

m,
Vi ved altsa, at Q(A) =If (A-Af) T i =1,00.,r} =0, men

at P(A) £ 0 for ethvert polynomium af lavere grad end Q. Vi szt-
~ ter Qy = H{(X—%i)mi ' ie {1’°'ﬁ’fj \ {jl}}, og finder specielt,
“at Qy(A)V = V, + {0} og (A-NSE) J Vy & fo}. Da q | @@y for
i# 3, er q;(4)a (4) = o for i ¢ .

Det mindste ideal i C[X], der indeholder Qgpd = 15..0,r7, er
et hovedideal frembragt af et polynomium, der glr op i alle Qj,
og derfor mi vare 1. Idealet er altsd hele $[X]. Specielt fin-
des der polynomier Ri’ sd at 1 = Q1R1 +ooet Q Rr’ vi s:tter

T
Qi(A)Ri(A) = E;, og finder: E = B, +...+ E_; Qj(A)Ei = 0 for
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i £ j, og dermed EjEi =0 for i $ j; Qj(A) = ZIEin(A)
1,...r}:=E.Q.(A), sd at ethvert element i V, er invariant under

E; o EJ E. Q (A)R (A) = EJEJ Ej er altsd en idempotent af-

bildning af V pa Vj' Heraf fglger, at rummene Vi er linezrt uaf-

hangige; thi Vy teest Vo= 0, med vy € Vi’ medfgrer 0 =

SIE. v,
E;={ ng

rummene Vi’ i =1,0e.,r.

m, m.
v, = {vev ‘ (A-NE) * v = 0}; thi hvis (A-A\E) ‘v = 0,

J = 1yeea,r] = Biv, = Vv;. Ver altsi direkte sum af

er Q.(A)V = 0 og B;v = 0 for j ki, saat v =3{Ev | is=1,...,r]

A

= E,V €'V og hvis v € Vi er v ::é;v og (A—KiE)miv = .
()" e = QoM = 0. (42, 8)" TV, F o
Sstning: Til en line@r operator A pad et endeligt dimensio-

nalt vektorrum V over C findes der et og kun ét sat

),s8& at r € N, V er direkte sum af under-

-1

My
1 21, og (A-%iE) v, # fo},

(2, (VoA pmy 121,000,

rummene Vi’ N ¥ %j for i i+ j, m,
(A--?\iE)miVi = {o}. {%i i =1,...,r} er mengden af egenvardier
for A, og V. = [vEV | (A—xiE)miv = 0},

Bevis: Antag, at der for en operator A eksisterer et sddant
set, For v € (A-?xi)mi—1 v, £ {o] er (A—kiE)v = 0; A, er altsa
egenverdi for A, Vi vil vise, at det minimale polynomium for A

m,
er H{(X—%i) 1 i=1,...,r}. Da enhver vektor v € V kan skrives

Vo=V, teeet Vo, vi‘E Vi, o8 (A-?\iE)mi v, =0, er Hf(A-?\iE)mi
i= 1,0..,r} = 0; derfor gar det minimale polynomium for A op i
I{(X-N; ) ! ‘
vektor u 0 i (A—% E) "3 - Vj, u = (A;kjE) i v, at Au = xjy,
og (A—% E)u = (%j—%i)u, sd at Hf(A-K.E)mi I it jlus
i (A -A) "t

m.
1§ (A-N, E) 11 4 J;(A-x E) el + 0, 3= 1ye00,r, gar det mini-

i 1,...,r}. Pa den anden side finder vi for en

it jl u + 0, da N + x for i £ j. Da séledes
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male polynomium ikke op 1 noget polynomium af mindre grad end
m,
Hi(X-%i) 11 1i=1,...,r}; derfor er det minimale polynomium

|
ne top H{(X—%i)mi i=1,...,r . Dette viser, at r og {(%i,mi) |
. !

1= 1,...r} er entydigt bestemt, Vi har tidligere vist, at V
er direkte sum af rummene V! = {v € V (A—?xiE)_mi v = 0}; da
ogsa V{ 2 Vi og V er direkte sum af rummene Vi’ ser man let, at
Vi =V, (veEV]=v=D Visvy €V, ¢ v5 = vy =0 for j i, ogv =
v, € Vi)’ s& at ogsd rummene V; er entydigt bestemt,

Vi mangler kun at vise, at et tal A € &\ {%.,...,kn} ikke

dJ
kan vare egenverdiitr A; men Av = Av medfgrer 0 = Q(A)v =

m, m,
Hf(A—ki) Tl il=1,...,0)v = H{(%—%i) Tl i=4,...,r}v, s& at

v = 0,
Vi vil nu kort diskutere operatorerne (A—%iE)IVi, d.v.s, vi

vil diskutere en operator B, der er nilpotent af grad m pa vek-

torrum W, Vi har da W2 B W 2...2 B Ty > B™W = {0}, og B Ty

+ {0}, Vi velger en line®rt uafhzngig basis VysVoseeesV, S

Bm_1W, 08 Uyseeest, € W, sa at Bm_1u1 = v1, 1 = 1500050

m-1

m-1
B u1,u2,...,B u

{u1,Bu1,..., o) er linesrt uafhzngig, thi re-

BJ_JIu- i:1,o.u,a; j=1’oo.ym} =OgiVeI‘ Ved

lationen E{Kij i

anvendelse af B™ . zixi vy

i:1,.oo,a}:0, Sé at 7\11-:0

1
for i = 1,...,a; derefter fas ved anvendelse af Bm-2’ at

E{xizvi i=1,...,0} =0, o.5.v.
Vi finder nu det stgrste hele tal n, n < m-2, for hvilket

dimensionen af B'W er stgrre end (m-n)a, d,v.s. for hvilket

{Bnu ,,..,Bm—1u1,Bnu ,.o.,Bm—1ua§ ikke udspander BnW; vi supple~

1 2
rer dette system til en basis for BnW ved valg af vektorer
1

1 ! . t n+ 1 . . .
va+1""’va+ﬁ’ da Bva+i € B W, er Bva+i en linearkombination
vektorerne Bn+1u1,.n.,Bm—1ua; idet vi fra v&+1 trekker den til-

. . . “‘2 o .
svaremde linearkombination af vektorerne Bnu1,..n,Bm U, far vi
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en vektor v for hvilken B v, 4 = 0; man ser let, at ogsé

o4l?
n m- . . .
iB u1,...,B ua’va+1""’va+ﬂz er et koordinatsystem i BnW. Vi
o n . m-1
velger Ugpq? oo 1Ugyge S8 at Bu, 4 =V, ;5 {u1,...,B U2y g

u

e Jer linezrt uafhengig; thi hvis ens -

n
9 ’lvogB u
o+1 o+p

linearkombination af disse vektorerer 0, finder man ved efter-

n
veeyB U

n_1,...,B p& kombinationen, at samtlige

handen at anvende Bn, B
koefficienter er O.

Pa denne méde fortszttes, indtil man efter endeligt mange
skridt, da W har endelig dimension, har faet en basis for W, I

denne basis har B em matrix,der har lutter nuller undtagen lige

under diagonalen, hvor der i rakkefglge efter hinanden fgrst o

gange kommer (m-1) ettal efterfulgt af et_gifdernwst B gange n

ettal efterfulgt af et 0, o.s.V.

For B = (A-N\E) | v, er AIVi =B + %iEIVi; matricen for
AIVi har derfor p& alle pladser i diagonalen %i, men ser i ¢gvrigt
ud lige som matricen for B,

Setning (Jordans normalform): En line=zr operator A pa et
endelig dimensionalt vektorrum V over udtrykkes i1 en passende
valgt basis ved en matrix, der i diagonalen har A's egenvardier,
lige under diagonalen o eller 1, ellers lutter nuller; d4d.v.s,

A udtrykkes ved en blokmatrix, hvor de enkelte blokke er nul-
matricer eller matricer af formen

?\iOGQQOO
1 %i... 00

co0oeesoeecese eller af fOI‘men (?\i)°

9 ® 00 ® 0 0% 0908

© 80000 00@9o0 608

0 0 ... 1 %i

Det karakteristiske polynomium for A, det(é - %E), hvor

=

er matricen far A i et vilkérligt koordinatsystem for V og E er

9 medfoun  diwW L Gl
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enhedsmatri cen, udregnes i den her valgte basis til
H{(X—%i)“i i=1,...,r}, hvor Ky ©r dimensionen af Vi’ og derfor

> my 5 det minimale polynomium gar derfor op i det karakteristiske
polynomium.

Hvis vi har givet et koordinatsystem for V, og A i dette
udtrykkes ved matricen.é, udtrykkes A i et andet koordinatsystem

1

ved matricen N ° A N, hvor N er en matrix, hvis sgjler er ko-

ordinaterne i det fgrste koordinatsystem for grundvektorerne i
det andet; omvendt er §_1é g for en vilkarlig invertibel matrix
N matricen for A i et koordinatsystem, hvis grundvektorer ud-
trykt 1 det givne koordinatsystem er sgjlerne i E- Sztningen kan
alts&d udtrykkes som et udsagn om, at der for e nhver matrix é

findes en inventibel matrix N, s& at N-1

A N har den beskrevne
simple form.

Enhver operator B pd V, der kommuterer med A, kommuterer
ogsd med ethvert polynomium af A, specielt med operatorerne
Ei,i = 1y000,r; fOr v € Vi er da Bv = BEiv = Eti € Vi’ sa
BIVi er en operator pa Vi'

2.5, Vi antager nu, at V er et Hilbertrum, og at A er en

* # *
normal operator, d.v.s. A A = AA ,Da A IVi c V, og (A ulv) =
% 5 % .
(ulA'v) for w og v € v, er (AlVi) = A IVi. .A.IV.1 er da ogsa
% # % *
normal, idet (AlVi) (AlV)v=A"Av = ALV = (A]Vi)(AIVi) v for
v E_Vi° n
Da AlV, - \,E|V, er nilpotent af grad me, idet (A-NE) lvi
L3 m,
{0}, og normal, Qr my —\y, s& at V, = fv € Vl(A—%iE) 1v = 0}

ne top er egenrummet svarende til egenverdien % Vi =

fv € V|iAv = %ivf. Det minimale polynomium for A har al ts&d formen

= I{(X-7;) | i = 1,...,r}. I et vilkdrligt koordinatsystem

iV, udtrykkes AIV ved en diagonalmatrix. Da AE, = N\,E, og

I
J&“ AAJ/\ k@ Cwrrx, i lge2-6% s

) i
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E=3fE, | 1i=1,00.,0), er A = Z{%iEi 1 = 1,00.,7}.

* - 2
For P = (a,) € C[X] sztter vi P = (ai) d.v.s. P (z) =
1 . £ L] *\ . *..-p.fk\
p(Z) for z € &; vi ser, at P(A) =P (A}, 58 at P (&, =

% %
O,hvis og, P(A) = 0; det minimale polynomium for A er derfor Q , og egen-
xun hvis / .
verdierne for A er de konjugerede til egenvardierne for A, og
de til operatorerne Ei’i = 1,...,7, svarende operatorer for A
*
er Ei si = 1,4..,r (dette gmlder ogsd, hvis A ikke er normal).
For A normal ser vi jo ogs& straks ved adjungering, at
*5¥ =%x8" A asinE |1 = }. For v € V
A'E; = NE og = 1 B4 i=1, ...;r ; or v er
® D #* % * . ~
%iHEiEj v||® = (AEiEj v]EiEj v) = (EiEj vIEiA Ej v) =

s
.

2 = * #
(E.E. v|7\jEiEj V) = %jHEiEj sz; hvis i ¢ j er sdledes B;E. v =

i J
£
0 for alle v € V, altsa EiEj = 0. Derfor er Ei = EiE =
* . . % % . o
E{EiEj J=1yee.,r} = E;E, = EijEi J=1y..0,r} = E .

Operatorerne Ei er siledes idempotente og selvadjungerede, altsa
ortogonale projektioner, egenrummene for A og A% til tilsvarende
egenvardier falder sammen, og egenrummene til forskellige egen-
vardier for A er ortogonale.

Sztning: En normal operator A pad et endelig dimensionalt
Hilbertrum udtrykkes i et passende valgt ortonormalt koordinat-—
system ved en diagonalmatrix.

Lad nu S betegne m@&ngden {ki i= 1,...,r} af egenvardier

for A. Kernen af homomorfien P = Py af &[x] ind i o(s,C) er

ip € 8[x] P(%i) =0 for i = 1,...,r}; da et polynomium P er
nul i et punkt A;, hvis og kun hvis (X-%i) ghr op i P, er kernen

netop idealet frembregt af Q = N{(X-)\;) | 1 = 1,...,7}, altsa

kernen af homomorfien P - P(A). Billedm@ngderne ved de to homo-
morfier er derfor isomorfe, mzngden af polynomier af A er iso-
morf med m&ngden af polynomier pé& S, der igen falder sammen med

mengden af alle komplekse funktioner pa& S, da enhver funktion »a
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S (jfr. de sazdvanlige interpolationsformler) stemmer overens
med sammentrskningen til S af et polynomium,

For en funktion f p4 S finder vi da den tilsvarende opera-
tor f(A), idet £(A) = P(A) for et vilkarligt polynomium P, for
is= 1,...,rf) =

hvilket P, = f, altsa £(A) = P(A) = P(zixiEi

S
E{P(xi)Ei i =1,00.,r) = zif(xi)Ei

: * *
(Eff(%i)Ei i=1y00.,r}) = z{f?xiTEi
Eif(%i)Ei i =1,...,0} = F(A), svarer konjugerede funktioner

%
i = 1,e..r}. Idet F(A) =

i=1,ono’r} =

til adjungerede operatorer, specielt reelle funktioner til selv-
adjungerede operatorer, Den karakteristiske funktion for {ki}
svarer saledes til Ei’ og overhovedet svarer karakteristiske
funktioner til idempotente, selvadjungerede operatorer, altsa
projektioner.

Tilsvarende findes der en isomorfi af me&ngden af komplekse
funktioner p& § = {X,| 1 = 1j...,7} ind i L(V,V), s at Pg(a’) =
P(A") = B{P(R;)B; | 1 = 1,...,7) for P € §[X]. Herved er Py (A) =
PS(A)* = pa)* =P a") = P*g(A*).

Setning: Lad A vere en normal operator pa et endelig di-
mensionalt Hilbertrum V. Der findes et og kun ét szt (S,¢), hvor
S er en delmangde af & og ¢ er en isomorfi af mzngden af kom-~
plekse funktioner p& S med en delalgebra af L(V,V), s& at den
identiske funktion z2 = Z pa S svarer til A, S er lig mazngden af
egenverdier for A; billedalgebraen er den mindste delalgebra af
L(V,V), der indeholder E og A; ¢ er en isometri og fgrer kon-
Jjugerede funktioner i adjungerede operatorer.

Bevis: Eksistensen er vist. Vi antager nu, at der findes
(S,90) med de gnskede egenskaber, Da ¢ er en isomorfi, er ¢(PS) =
P(A) for alle P € G[X]. Hvis A\ ¢ S, er funktionen z - (z=A)""

defineret for alle z € 5, og afbildes i en operator B, for hvilken
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(A - \E)B = B(A - \E) = E; A - A\E har saledes en invers; \ er
derfor ikke egenvardi for A. Hvis N € S, er ¢(1{%}) = E% 3+ o0; da

Z . 1? = N o 15%} for Z € 8 (og for z € C), er AR, = NE, ; en-

A
hver veitor E%v $ 0i ENV'er derfor en egenvektor for A, og A\ er
en egenverdi. Hermed er entydigheden af (S,p) bevist, og vi mang-
ler kun at vise, at ¢ er en isometri. For en kompleks funktion f
S{fOVE, [N € 8], og [I£(A)|% = sup {[Ig (M)

1} = swp {3 | £ Bx)® | x € v Allx]

p&d S er o(f) = £(A)

E, x”2| x € VA |zl

]
Il

13 £ Wax (101 ne o) - sup Gy Il B x 1P| xe VA fix] = 1] -
l£1® + sup {llxl®|x € Vo lixll = 41 = [el®, saet £ er max {20V
N € 8}; omvendt er ||£(A)] 2 |I£ll, da ||EA)v|| = |£(N\)||lv]| for v €
BV, A € 8.

En normal operator er selvadjungeret, hvis og kun hvis
funktionerne 7Z - Z og Z » Z falder sammen pa spektret. En opera-
tor er siledes selvadjungeret, hvis og kun hvis den er normal og
har lutter reelle egenvardier.

2.4, For en vilkdrlig matrix A = (a_ ) .

r :1,.-0,11,5 = 1,-.,1’[1

definerer vi den adjungerede matrix A = (asr)
- S=1,..,m,1“=1,..,n§

herved er f.eks. den adjungerede matrix til en s¢jlematrix en rzk-
kematrix, og for vektorer X,y € CS er (yl)* gl = E = gl =2 %r §T=

X - (y_)*, det sadvanlige komplekse indre produkt, mens Zl(gl)*=

{

Y% er matrlcen,(xr XTLT,T c 4, ee,s”
En operater A pa det endeligt dimensionale Hilbertrum V ud-
trykkes i et ortcnormalt ks. (ei) ved matricen A =
i=1,...,S -
((Aejlei)) , idet ((Aejlei)) er koordina-

i,j=1,...,S 1=1,.-.,S

terne til Aej; A* har matricen ((A*ej[ei)) = (ZAeil
i,j = 1,-..’S

ejj) 9 d.V-SJ £ = é_"“-
i,j =_1,..~,S
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Isomorfien A — é, der til en operator lader svare dens ma-
trix i et givet k.s., fgrer sadledes ogséd, nar k.s.et er ortonor-
malt, adjungeret operator i adjungeret matrix.

En operator A er saledes f.eks. normal, eller selvadjun-
geret, hvis den i ét og kun hvis den i ethvert ortonormalt k.s.
udtrykkes ved en matrix é, for hvilken éﬁé =.é.é*(en normal itatrix)
eller for hvilken é:.é* (en selvadjungeret matrix).

En linesr isometri af et komplekst Hilbertrum V pd sig
selv kaldes en uniter operator.

Da en unitzr operator er bijectiv, har den en invers, der
igen er uniter, og de unit®re operatorer udggr en gruppe U(s),
den s-dimensionale unitazre gruppe, hvor s betegner dimensionen arf
rummet.

IEn linezr operator U er en isometri, hvis og kun hvis for
enhver vektor v ||v|| = ||Uv]|, alts& (U™ Uv|v) = (v|v), eller U U =
E. Vi har tidligere vist (K II,3,7), at U afbilder V pd et under-
rum med samme dimension som V. Hvis V er endelig dimensionalt,
fglger heraf, at U er unitezr, og har en invers. Hvis V er uende-
lig dimensionalt, mad vi selv tilfgje betingelsen, at U har en in-
vers. 1 begge tilfzlde finder vi derefter, at U—1 = U*, og derfor
at U(s) = {Ue L(V,V)|U* U =1UU* = E]. Tdet 0" = U, er U og U*
samtidigt unitere. En operator U & L(V;V), der fgrer en ortonor-
mal tiln@rmelsesbasis for V i en ny ortonormal tilnzrmelsesbasis,

er en isometri og afbilder pa V (jfr. beviset K II 3 side 7) og er

dermed unitzr, og afbilder enhver ortonormal tilnermelsesbasis pa
en ortonormal tilnzrmelsesbasis.

Vi antager nu igen, at V er endelig demensionalt, udvalger

et ortonormalt k.s., og udtrykker vore operatorer i det. Vi kalder
%

en matrix unitar, hvis E_1 = U, og finder: U er unitar — U er u-

|

s an LS _ *—-. — _ _
niter < U U—E¢=>U[=J—E@Zujiujk—d‘iKMZuijukj_
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i = U er matrix for overgang til et nyt ortonormalt k.s.

o)
Setningen om normalform for en normal operator kan nu o-
versattes til
Sztning: Til en vilkarlig normal matrix 5 findes der en u-
niter matrix E og en diagonalmatrix 2, sd at Q*EE = Q. Diagonal-
elementerne i Q er egenvaerdierne for E, og spjlerne i U er til- = -

svarende normerede egenvektorer.

(Dette fplger ogsd umiddelbart af relationen NU = UD). N er
selvadjungeret, hvis og kun hvis D er reel.
ILn matrix U kaldes ortogonal, hvis den har en invers, og

-1 ey

g = g‘i In reel matrix er séledes ortogonal, hvis og kun hvis
den er uniter; traditionelt foretrazkkes i dette tilfzlde glosen
ortogonal. Man viser uden vanskelighed, at de ortogonale s x s
matricer udggr en gruppe*O(s,R), der er isomorf med gruppen af 1i-
nezre isometrier af det s-dimensionale reelle Hilbertrum, de s-—
dimensionale ortogonale operatorer. Ogsd i forbindelse med et u-
endelig-dimensionalt reelt Hilbertrum anvendes glosen ortogonal
om dc¢ surjective isometrier, og man viser, at en operator er orto-
gonal hvis den fgrer én og kun hvis den fgrer enhver ortonormal
tilnermelsesbasis i en ortonormal tiln®rmelsesbasis.

Hvis en selvadjungeret matrix é er reel, kan alle dens e-
genvektorer velges reelle, da egenvaerdierne er reeclle og egenvek-
torcrne kan bestemmes som lgsninger til line=zre ligningssystemer

med rceelle koefficienter. Der eksisterer derfor en diagonalmatrizx

D og en reel ortogonal matrix U, s& at y*éy = D. Dette kan igen

oversattes til satningen:

In selvadjungeret operator pa et reelt, endelig dimcnsio-
nalt Hilbertrum udtrykkes 1 et passendec ortonormalt koordinatsy-
stem ved en diagonalmatrix.

*) 0(s,C), og de reelle blandt dem en undergruppe
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¥ II. 3

Teorien for idealer i C(T,R) udvides let til en teori for
visse idealer i algebraen C(T,) af komplekse kontinuerte funk-
tioner pa T. )

Setning: Lad i vare et afsluttet ideal i C(T,C), og an-
tag, at £ € i » £ € i. i = k(h(i)). '

Bevis: Sa@t h(i) = S, og lad kR(S) betegne {f e C(T,R)|
vs € 8 [f(s) = 0]} = x(8) N ¢(T,R), idet k(8) = {f € c(T,T)|
vs € 8 [f(s) = Ql}; swt i N C(T,R) = §; j er et afsluttet ideal
i ¢(T,R), og h(j) = h(i), da £ € i, hvis og kun hvis Re(f) og
Im(f) € j. For £ € k(8) vil Re(f) og Im(f) € k~R(S) = th(_;') = 3
og dermed f € i. Da ogsd trivielt i ¢ k(h(i)), er i = k(h(i)).

In homomorfi p af cn algebra C over C arf funktioner, der
med cn funktion f ogsi indeholder f, ind i L(H,H), hvor H er et
Hilbertrum over U, kaldes en “homomorfi, hvis: vf € C[p(%) =
p(£)*].

» Det er klart, at k@rnen i af en *isomorfi opfylder be-
tingclsen: £ € 1 = f € 1i; der er herefter ingen vanskeligheder
ved at bevise

Sztning: Lad py vere cn *homomorfi af C(T,l) p& en delal-
gebra M ¢ L(H,H) med karnen i = p1°—1(0). Der findes en ~isomorfi

p af C(h(i),) pa M, s& at p(f|s) =,p1(f) for alle £ € ¢(T,C).
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§3. Idealer af kontinuerte funktioner.

En algebra A over R er en mengde, der er organiseret ved
regningsarter + : A x A5 A, - : Ax A5 A, 08 . t Rx Ao A,
sa at A m,h.t. + 0og . er en ring, og m.h.t. + og . et vektorrum
over R, og s& at fglgende aksiom er opfyldt:

Vah, ¥ya,b : n(ad) = (ha)b = a(rb).

Som eksempel kan n®vnes den pa s&dvanlig made organiserede
mengde af alle n x n matricer af reelle tal.

En normeret algebra A er en algebra forsynet med en afbild-
ning a - |lal], A > R, s& at A's underliggende vektorrum er et
normeret vektorrum, og sa at:

v, a,bt |labll ¢ flall - o

En Banachalgebra er en normeret algebra, hvis underliggende
normerede vektorrum er et Banachrum,

En delmzngde 1 af en algebra A kaldes et venstre (hgjre,
tosidet) ideal i A, hvis 1 er et underrum i det underliggende
vektorrum, og i er et venstre (h¢jre, toéidet) ideal i den under-
liggende ring.

Det fglger, at fzllesmazngde for en vilkarlig m®sngde af i-
dealer af samme type er et ideal af samme type.

Et ideal i kaldes egentligt, hvis {o} + i + A. i kaldes

maksimalt (minimalt), hvis det er egentligt, og ethvert egent-

= — —

ligt ideal af samme tyre j o i (j¢ i) er = i,
En homomorfi af en algebra A1 ind i en algebra A2 er en
ring homomorfi, der samtidig er linemr. For en sddan homomorfi

p er p° ' et ideal (kernen af p), og‘p(A1) er isomorf med kvo-

tient algebraen A1/po_1(o). (jfr. Mat. 2, 1961-62, AT. 1,9-10).
3.2 Lad T vere et kompakt Hausdorff rum. T er da et nor-

malt rum (T 2.20) : til ethvert par af disjunkte, afsluttede

delmengder F1 og F? ¢ T 3 disjunkte &bne mengder G1 og Gy, sa
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at F, ¢ G, og F, ¢ @, (T.2.17). Vi minder om, at et Hausdorff

1 1
rum T er normalt, hvis og kun hvis der til et vilkarligt par af
disjunkte, afsluttede delmazngder A og B ¢ T 3 en kontinuert af-
bildning £:T -» [0,1], sa at £(t) = O for t € A og f£(t) =1 for

t € B. (Urysohns lemma, T. 2.18).

Vi minder desuden om s@:tningen: Lad A vare en afsluttet
delmengde af et normalt rum T, f en kontinuert afbildning af A
ind i et kompakt interval I ¢ R; der eksisterer en afbildning
g:T - I, si at B|p = f. (T.2.19).

Lad C(T) = C(T,R) petegne mengden af kontinuerte, reelle
funktioner pa& T, Det forudszttes bekendt, at C(T) er en normeret
algebra m.,h.,t. de szdvanlige regnéregler: f + g er afbildningen
t - £(t) + g(t), og tilsvarende, og normen f - ||f| =
sup {|£(t)] | t € T}. Det er let at vise, at C(T) er en Banach
algebra.

Det fglger direkte af definitionerne, at for en vilkarlig
afsluttet delmengde A ¢ T er afbildningen: f - flA en norm for-
mindskende homomorfi af C(T) ind i C(A).

3.3 Definition: Lad t vzre et punkt € T, A en delmangde
¢ T, i en delmzngde ¢ C(T); M, = {f€ c(?) | £(t) = 0}; k(A) =
kernen af A (ikke at sammenblande med begrebet kernen af en ho-
momorfi !) = {f € C(T) | £(t) = 0, vt € A} =0 th | t€ A};
h(i) = i's hylster = {t € T | £(t) = 0, vf € i} =
n {27 ) | £e ij.

Da f » £(t) for fast t € T er en kontinuert homomorfi af
c(T) pad den normerede algebra R over R med kernen My, er M, et
afsluttet ideal i C(T); for vilkarlig delmzngde A ¢ Ter derfor
ogsd k(A) et afsluttet ideal i C(T). Da, for £ e c(T), £°71(0)
er en afsluttet delmazngde af T, er h(i) en afsluttet delmszngde

af T for vilkarlig deim&ngde ic¢ c(T). Desuden fglger direkte
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af definitionerne, at A ¢ h(k(A4)) og i ¢ k(h(i)).
Sztning: For vilkarligt t € T er M, et maksimalt ideal i
B SR ) '4'\> nlt 4 ﬂ/: v A a e e ey
C(T). 0'\_//7!‘ {/\ 7 L [ /7({ YLy Lo 1.7 - "i" : ot {H

Sy TR
K :

Bevis: Lad N vare et ideal ¢ C(T), s& at N> M . Lad
fc N\Mt’ d.v.s £(t) £ 0. Bn wilkdrlig funktion g € C(T) kan
skrives g = g, + 8y, hvor g, = g(t)[£(t)]7 £ e N, og g, € W,
idet g1(t) = g(t); heraf fglger, at g € N, altsad N = C(T).
Sztning: Lad i vare et ideal - C(T), og B en kompakt del-
mangde af T, disjunkt med h(i). i indeholder en funktion g, s&
at g(t) > 0 for alle t € B.

Bevis: Til t € B 3 f,_ € i, s& at ft(t) £ 0 (ellers ville

t

t € h(i)); da vil ogsa lft|2 € i, og |T 2(t) er > 0; t har der-

ol
for en &ben omegn Vo s& at [ft|2(s) er > 0, Vs € V,.
{Vt | t € B} udggr en overdskning af B med &bne mangder; vi kan

udvalge endelig mange punkter tyseees by s at B c U {Vt | v =
: v
n
1,..0,0}. Som det sggte g kan vi benytte 3= 1| ft |2.
v= v

Smtning: Til ethvert maksimalt ideal M c C(T) eksisterer
der et punkt t € T, s& at M = M.

Bevis: h(M) kan ikke indeholde to forskellige punkter s og
t € T, da MS sd ville vare et stgrre, egentligt ideal (i fglge
Urysohns lemma indeholder C(T) jo en funktion f, s& at f(s) = O
og £(t) ¥ 0).

Vi antager h(M) = @. Vi kan da anvende den foregéehde set-
ning med B = T, M indeholder alts& en funktion g, der er > O

Te c(T), vil M indeholde enhver funktion f =

overalt; da g
fg-1- g € ¢(T). Denne modstrid viser, at h(M) bestar af ét punkt
t.

Da M, er det stgrste egentlige ideal med h(M) = {t}, er

t
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I det n®ste bevis far vi brug for det fglgende simple to-
pologiske

Lemma: Lad S og T vare topologiske rum, {Gj | € J1 en
mgngde af &bne delm@ngder af S, sd at S ¢ J ﬁGj | € Ji, og
en afbildning: S - T, sa at fle er kontinuert, vj £ J. £ er kon-
tinuert. :

Bevis: Lad s € 8, U € U(f(s)); V = (f|G')O-1(U) =
J

fo_1(U)f]Gj er da en omegn af s relativt til Gj og derfor, da

Gj er en omegn af s, en omegn af s, og £(V) - Ue

Setning: Lad i vare et ideal - c(T). i indeholder enhver
funktion, der er nul i en omegn af h(i).

Bevis: Lad £ € C(T), s& at h(i) er indeholdt i den &bne ker-
ne A af £°71(0), n(i) ¢ A = A ¢ S 2" 0). vi vea, fra en tid-
ligere satning, at i1 indeholder en funktion g, s& at g(t) > 0,
vt€ B =T\ A. Idet D = go_1(0), er A og T\ D &bne mangder, og
AU(T\D) = T, da B¢ T \ D. Vi definerer en funktion 4 ved:

a(t) = £(t)g(t)]™', te T\ D, a(t) = 0, t e D.

1l

Da er d|A = 0, og dIA og dIT\J) kontinuerte, derfor d € C(T);
da £ = d.g, vil £ € i.
Setning: Lad i vere et afsluttet ideal ¢ C(T). i = k(h(i)).
Bevis: Da i ¢ k(h(i)), er det nok at vise, at i indecholder
enhver funktion f, der er nul i ethvert punkt, hvor samtlige
funktioner i i er nul. Da i er afsluttet, er det i fglge det fo-
regédende nok at vise, at vi til et vilka&rligt ¢ > O kan finde en
funktion g, der er nul i en omegn af h(i), og s& at ||[f-gl < €.
*)‘ set F, = {te T | |f|(t) < £}, F,={te | |£](t) > el;

1 2 2

da gzlder h(i) c ¥, ¢ F, =F, ¢ T\ F,. Til de disjunkte afslut-

kan vi finde en funktion d:T —» [o,1], s&

1

tede mangder F, og F

1 2
at a(t) =0, t ¢ F1, og d(t) =1, t¢€ F,. Da d er nul i en omegn

af h(i), vil d € i, og g = f.d opfylderig € 1, £(t) = g(t) for
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t € F,, |£(t)-g(t) | < ef-d(t)] < e for t € T \ F,, altsa
lf-gll < e.

3.4, S®tning: Lad p vere en kontinuert homomorfi af C(r) ind
i en normeret algebra, og lad p's kerne vere idealet i. p(G'T))
er isomorf med C(h(i)).

Bevis: Da p er kontinuert, er i afsluttet. h(i) er en af-
sluttet delmzngde af T, derfor selv et kompakt Hausdorff rw,

Da p(C(T)) er isomorf med C(T) / i, er det nok at vise at
der eksisterer en homomorfi af C(T) pd C(h(i)) med kernen i

Det er klart, at £f - £ definerer en homomorfi af !(T)

h(i)
ind i C(h(i)). Hvis g er koLtinuert: n(i) > R, 3aogbe Rk sa
at g afbilder h(i) ind i [a,bl; der 3 da en kontinuert afbii-
ning f : Tle (2,b], s& at f|h(l) = g. Den betragtede homomor’i
afbilder altsd pd C(h(i)). Kernen af homomorfien bestdr neto af

alle funktioner, der er nul p& h(i), er altsd = k(h(i)) = i,da

‘1 er afsluttet.
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§ H. Om spektret for en operator.

0 €[-o o[
nen kaldes s;lba;iditlv, hv(ls:) " -
v -wo)ta = at(-0/="7" JZ
v n,m € R (an+m§ an+am). éat.‘/gf“”;w[
Lemma: Hvis (an) er subadditiv, konvergerer (n_1an) mod

En talfglge (an)

inf[n-1an n ¢ Nj.
(Vi udelukker ikke muligheden inf{n—1an ne lNj = —; 1
dette tilfelde bliver n-1an vilkarligt 1ille for alle tilstraskke-

ligt store n).

, og (pn) ta__ <

Bevis: Da (an) er subadditiv, er a on §

pn § P2

n
for alle nogp € N. PTil ne Nog e > 0 findes der m € N, s& at

_1 —1 . : 3 I i
L au ¢n ‘a + e for pu 2 m; thi ethvert 4 € N ken skrives y =
-1 -1 =1 -1
pn + rmed r { nogpE N, o8 U aM S u apn +uoa, < (pn)
- 1

) 1max{ap p = 1,...n} < n_ a, + £ for u tilstrekkelig stor.

a +
pn

Heraf og af definitionen af inf fglger lcmmaet.
g ) (ﬂi

Lad nu L vere en algebra med ét-element E, og A € L. Spekret
for A = sp(A) = N € C ' A - NE har ingen invers i L}. Hvis L er
indeholdt i en stgrre algebra M, kan A's spektrum som element af
M godt vere en s=gte delmangde af A's spektrum som element af L.

Spektralnormen af A = supf{|A] | N € sp(4)}.

Setning: For ¢t vilkérligt element A i en Banachalgegra L
med ¢t-element E er (”An“n. konvergent med grznseverdien
-1
inf{HAan n € N}, og denne er ) spektralnormen af A.
Bevis: Potensrazkken E + t]A|| +ese+ thAp“ +... har konver-
gensradius r bestemt ved: r~1 = 1lim sup ||A%||™ ;lfor [t] < r er
: n,n i . N\ VvV
(B+tA +...+ t?A") en fundamental fglge, idet || L tVaAY|| <
: o
m
zl,ltlv“Av” -» 0 for m > n » », og har sdledes en gransevardi
=1

[ 1
! Ay

. Al r - !
At fef ¢endrnisg o,j ,‘ $o At ’//fx /! R A
)



Mat. 6, 1963-64 K III, 5, 2

B(t) =E + tA + ..., 0g thAnH - Ozfor |t] < r er (E-tA)(E+tA
a1 L

E - tnA%;“og ved grsnse-

teeet tPAT) = (E+tA +...+ tTAT) (E-tA)

overgangen n - o finder vi (E-tA)B(t) = B(t)(E-wa) = E, d.v.s.

-%(E.-k-1A) sledes den

inverse —x'1B(%T1) A S < %

B(t) = (E-tA)™1. For INf > %’har A-NE

~ «es 3 spektralnormen

er séledes < 1lim sup HAan .

n+m
I

Folgen (log|[A”|]) er subadditiv, da |jA A"|; ader-

1

< |1a®

for konvergerer (n_1logHAnH) mod inff{n” log|laA™| ' n e N}; da log

cr ¢n monoton og kontinuert bijcetiv afbildning af [~wsee] P&

[0,»], konvergerer ogsa (HAan—1) mod inf{HAnHr— ‘ n ¢ Nj.

Bemzrkning: Man kan vise, at sp(A) indeholuder et tal A med
In] = inf{HAan—1 n € N}, s& at sp(A) 4 v og spektralnormen
o ¢ = ine (AP | 0 e 1.

For et nilpotent element A er &benbart sp(A) = {O}.

Satning: Et element A i en Banachalgebra L med ét-element E
har kompakt spektrum.

Bevis: Vi har vist, at sp(A) ¢ (A€ T | || < [IAl}. Vi vil
vise, at C \ sp(A) er &ben; lad N\ tilhgre denne mengde, d.V.S.
antag, at (A-A\E) har en invers (A—%.E)_JI € L; for B € L med
IB]l < “(A—%E)_1H—1, og derfor specielt for B = uE med |p| <
Hea=e) " el er f1(a=xe) TBI < AN T IIBY < 1, s at
1 ¢ sp((A-2E) 'B) og E - (A-aE) B

(Ar%E)—1(A—%E-B) er inverti-
bel, og derfor ogsd (A-AE-B). A-(A+y)E er altsd invertibel, c.
Ny 4 sp(A), for alle tilstrakkeligt smd .

5.2. Vi betragter nu et Hilbertrum over & H og Banachalge-
braen L(H,H).

Lad A vare en (evt. ubegraznset) operator; for N € & \ sp(A)

og B € L med |B] < MA—%E)'HfEr (E-B(a-78) )T € 1., og
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(a=xg) T (B-B(a-28) )T = ((-B(A-2E) T (4-28)) 7" = (a-nE-B)T €
L, sa at N 4 sp(A-B), og s& at Nu 4 sp(A) for |u| < H(A-%E)—1H_1
ogsa for en ubegrinset operator er spekret sdledes en afsluttet
(men ikke ngdvendigvis begrznset) delmengde af C.

fvis A er begranset, d.v.s.:
3k e Rv ve d@)(|av]] < k |[v]]),s2 har A en afslutning &, og
D(%) = D(A); thi hvis en fglge (xn) af elementer i D(A) konver-
gcerer mod O, vil ogsé Axn_e O, s& at A kan afsluttes, og hvis
X, = Y€ ETK), er (Axn) en fundamentalfglge, og derfor konver-
gent, s& at y € D(&).

For en vilkarlig tet defineret operator A er [AD(A)]l =
A*°—1(O); thifor v € H er (Aulv) = O for alle u € D(A), hvis og
kun hvis v € D(A¥) og A%y = ©

Sztning: Lad S vare en taet defineret, syrmetrisk, afslut-

tet operator.

1) For N € T\ R og v € D(8) er [[(S-XE)v|l > |Im(A)

v

S-AE er injectiv, (S-'AE)-1 er begranset og afsluttet, og
D((s-78)7") = (8-2E)D(S) = [(S*—?'ZE)H(Oﬂ-LQ\ 4 50(s), nvis og 1un
N er egenvaerdi for S*. ‘

2) 8 er selvadjungeret, hvis og kun hvis sp(8) ¢ R, og hvis
og kun hvis der eksisterer A € U \ R, s at S*-AE og S*-XE er
injective, d.v.s. sa at hverken \ eller X er egenverdi for s*.

Bevis: Sat N = a + iB,a,B € R, g 4+ 0; for v € D(S) er
1(S=NE)¥|[® = ((S—aB-ipE)v | (S-aB-ipE)v) = [(S-aE)v]* +

1p((8-aB)v]v) - 1p(v[(8-aB)v) + [81°IVIF > 1812112, aa

((s5-aE)v|v) = (v|(S-aE)v); heraf felgeristraks, at (S—xE)—1_er /

2

defineret og begfmnset;(S—%E)wi}er afsluttet, da”S-éf-aﬂsluttef}

;

derfor. er D((SaxE)Tl) = (S-AE)D(S). afstuttet, s& at

(s-2E)D(8) = [E-2E)D(8) )Lt -
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[‘S—%E)*°'1(O?1l = [Fs*—XE)°'1(o)1l. N ¢ sp(S), hvis og kun hvis
IK(S—%LY1) = H, derfor hvis og kun hvis (s* -XE)9-1(O) = {0},
d.v.s. hvis og kun hvis A ggkégenvardi for S*.

Da S ¢ s¥ er (s-2E) c (s*-\B); hvis X 4 sp(8), er s*-\E in-
jectiv, og (S—%E)—1 c (S*—%E)—1; hvis ogsd >N 4 sp(S), d.v.s. hvis
ogsd S*E er injektiv, er D((S-%E)-1)= H, sa at (S—7\E)-—1 =
(S*—%E)—1 og S8 = S*. Betingelserne er abenbart opfyldt for et-
hvert N € &\ R, hvie sp(S) c R.

Hvis S er selvadjungeret,'er S*—%E = S-\BE injectiv for
cthvert N\ ¢ R, og derfor \ ¢ sp(S).

5.3+ Lad nu H vere rummet LZ(R,C) af kvadratisk integrable
komplekse funktioner pa R, og lad én“operator A vare defineret

ved:D(A) = {f € H /}tf(t)|2dt <oy (AT)(t) = t.£(t); A er vel-

defineret, idet funktionerne t - tf(t) og t —» tg(t) er ens n.o.
(nosten overalt), hvis £ og g er ens n.o.,Vi vil vise, at A er
en selvadjungeret operator med sp(A) = R og uden egenvardier.

A er tazt defineret, da enhver funktion i H med kompakt stgt-
te tilhgrer D(A). Desuden er A symmetrisk; thi for f£ og g € D(A)

~

er (AT|g) = /tf(t)é(%Tdt - /f(t)tg(tjdt = (f|ag). Hvis g € D(a¥)

o

findes der h € H, s& at / £ (t)g(t)dt = jf(t)thSdt for ethvert

£ € D(A); vi sztter specielt f(t) = 1I(t)(tg(t)—h(t)), hvor I
er et vilkarligt kompakt interval; f har kompakt stgtte og
€ D(A), og vi finder f11(t)|tg(t)—h(t)|2dt - 0, s& at tg(t) =
h(t) n.o. i I og derfor n.o.,Dette viser, at g € D(A). A er sa-
ledes selvadjungeret.

A har ingen egenvardier; thi hvis Af = ANf er (t-7\)f(t) = 0O
n.o. og £(t) = 0 n.o. 1 R\ {A} og dermed n.o..

For A € R er A-\E ikke surjectiv, idet man let ser, at
(A-2E)D(A) ikke kan indeholde nogen funktion, der er 1 i en omegn

af N\, da t - |t-%|_2 4 L1. Derfor er sp(A) = R.



Mat. 6. 1963 - 64 K IIT 6. 1.

$6. Kontinuente funktioner af en selvadjungeret operator.

Vi betragter begrensede eller ubegransede operatorer pa et
komplekst Hilbertrum H,

For addition og multiplikation gz=lder de associative love:
(A+B) +C=A+ (B+C) og (AB)C = A(BC) (jfr. ¢v.), potenser
- 2
er siledes veldefinerede, og vi ser, at H = D(Ao) 2 pD(A) 2 D(A)
D) . . °
= ,.., idet vi setter A = E,.

. n

For et polynomium P = oy X7 4+ euet 0y ao,f--,an_E C, On F
0, setter vi P(4) = o AT ol s o, B; D(P(A)) = p(A™N ... N H =
D(A™); ved hjslp af de distributive love (A + B)C = AC + BC og

A(B + C) 2 AB + AC finder vi, at (PQ)(4) ¢ P(A)Q(A) og (P + Q)(A)

']

2 P(A) + Q(A); T.cks. er A = A = O|D(A) § 0 = (X - X)(4).
Q(A).

Da v € D(a(A” - yA" ) e v e DD - pa™Y) = D) A

Vi beviser nu, at (Pa)(A) = P(A)

v e D) e ve da™h A A e pa) Ay = (A% -

1

ARy - YAn-1

n+1

yA_n'*v), + yA" v € D(A) = v € D(An“) = D(A - »A™), nvor y € &

er A(AY — pa™Yy = APV AT derfor er ogsa AR(A — yE) = AP

2 +1 n n
(A€ = pA) = «vo = A" - yA". For P = a X +.-..+ao=an(x—y1)

(X - yn)’ Qs *oss Qps Vs o>y Vp E,C, 0Ly + 0, g=lder:

n
a (& = pyBElece(d =y B) = a AA -y B)eee(d -y E) =, vy(a -
L ( _ 2 _ _ _ ‘
YoE)eee (A =y B) = (a A" = a v A)eee (& =y E) = (a y,A = o v,7,E)
2 I
cee (A - 'ynE) = AT(Aees = e = a A"+ ces + o E = P(A). For to
polynomier P og Q finder vi ved oplgsning i fgrstegradsfaktorer,
at (PQ)(A) = P(A)Q(n).
. s \ . . =1
HVis yyseeesy, € C \ sp(A), er P(A) injectiv, og P(4A) ' =
an_1(A—ynE)_1 coe (A—y;IE)_JI € L; specielt ses, at alle operato-
rer (A—yE)—1, vy ¢ sp(A), kommuterer; da (a1A~aOE)(A—yE)_1 =

(ayhmouy vE+ (e g JE) (AyE) ™" = ot (a=pB) (AyE) "+ (ayymoty)
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(A-yE)-1 = ayE +(a1y-ao)(A"yE)-1 € L, kommuterer ogsi alle ope-
ratorer af denne Form. N TR T spcradereitte (A gy e !
For en rational funktion R, skrevet som en brgk PQ_1, hvor

2 ikke har nulpunkter i sp(A) og graden af P er ¢ graden af Q,
sotter vi R(A) = P(A)Q(4)7'; R(A) er veldefineret, thi hvis Q,

er et polynomium uden nulpunkter i sp(4), er (PQ1)(A)[(QQ1)(A)]—1 =
P(A)Q1(A)Q1(A)-1Q(A)-1 = P(A)Q(A)_1. R(A) € L, da R(A) kan omskrives
til et produkt af kommuterende faktorer af formen (a1A-aoE)
(A-yE)*1£!Q ¢ sp(A). For R = PQ'-1 og R, = 13,162,1-1 af denne form

er ogsé RR, =(PP1)(Q,Q1)—1 og R + R, = (PQ1+P1Q)(QQ1)-1 af samme
forn, og (RR,) (a) = (PP,)(A)[(a0,) (W)™ = B(a)P, (A)q, (a) " a(a)™
"2 pa)a)'e, ()Q, ()71 = R(AR, (4), og (R+R,)(4) = (Pq,+P,q)
(a)[ (e () 1™" 5 [(pa,)(a)+(2,0)(a) ], (&) Ta(a)™ = p(a)a, (a)

a, (M7 "e)™ + By (w)aa)e ()™ e T r)ea) ™

P, (1)q, (a)™! - R(A)+R, (A); da bade (R+R,)(A) og R(A)+R,(A) er

]

overalt definerede, er (R+R1)(A) = R(A)+R1(A). Afbildningen

R - R(4) er s&ledes en homomomorfi af en vis delalgebra af kvo-

tientlegemet for ringen C[X] af komp%EFse polynomier ind i L(H,H).
K For R = PQ"' satter vi R® = P*Q”*(jfr. I11,2,7); R » R* er

en veldefineret konjugeret lineazr, multinlikativ, bijectiv afbild-

ning; for z € & er R¥(z) = R(Z).
Vi antager, at A ep/ggﬁineret. For vy ¢ sp(4A) er (A—yE)-1*
og (A-yE)* = (A*—E) defineret; derfor er ogsi (A*—-‘;E).—1 defineret
og =(A~yE)1* € L, s& at 7 ¢ sp(a*); d.v.s. sp(a*) ¢ 5p(A) ( T an-
giver her konjugering) ;hvis ogsd A er afsluttet, er A = A¥¥ og
sp(0%) = sp(A).
~ For 0y s0ys ¥ € &, v ¢ sp(a), er [(a1A‘aoE)(A"VE)-1]* =

- - -— - - \=1
[oqB + (ayy=og) (A=yE) T 1% = @B + (G, - %) (a*3E)7" =
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(EQA* —agE)(A* —;E)-1; for rationale funktioner af den form, vi
betragter, er derfor R(A)¥ = rR¥(a¥*).
6.2. Lad F vaere en delmengde af Riemannkuglen Cm, og lad

os som ovenfor betragte delalgebraen af kvotientlegemet for C[X]
af dc elementer R, der kan skrives PQ“1 med Q uden nulpunkter 1
F og P af hg¢jst samme grad som 9. Til R i1 denne algebra lader vi
svare funktionen Ry = Pp(Qy)” € C(F,0) (ifr. § 2); R » Ry er
en veldefineret homomorfi pa en delalgebran% c C(F,Cm), og er
injcctiv, hvis og kun hvis F indeholder uendelig mange punkter.

Hvis F ¢ R_, gelder for t € F : R*(t) = R(t) = R(t), d.v.s.

- .

RF=F0
I det fglgende afsnit vil vi, af bekvemmelighedsgrunde, ikke
skrive indeks Rm, d.v.s. vi sstter Ry = R.

. oo

Vi betragter nu en selvadjungerét operator A. Vi ved da,
at sp(4) ¢ R, og vi har derfor en homomorfi R - R(A) af delalge-

braen K ¢ c(k_,b) ind i L(H,H), s& at R(A)* = 2%(") 2 R(.).

Denne hémomorfi fgrer en funktion R 2 0 i en operator R(A) 2 \ )
o 1 . .= gl
0; thi hvis R(t) = P(t)Q(t) > 0 for alle t € R, er ogsd PQ(t) ) |

!
O for alle t € R; PQ har da reelle koefficienter (disse kan jo

|
f.cks. bestemmes ved hjelp af differentiationer, Jjfr. Taylors i
formecl), ikke-reelle nulpunkter for PQ optrmder kun i par af kon—

jugerede med samme multiplicitet, og reelle nulpunkter kun med

lige multiplicitet; d.v.s. der findes et polynomium P1, sa at

~—— -

PQ = P,P,; derfor er R(A) = (P1Q-1)(P1Q_1)(A) = [(P1Q"1)(A)]*
(207 (a) 3 0.

Lemma: For B € L(H,H) er ||B]| = inf{xn > O | B*B < %ZE}.

I

Bevis: For A » O gzlder: B¥B < xZE — V f € H[(B*Bf]f) <

2
AN(£|f)] &= v £ € H[||BT]| <A IEl}] = |IBIl < N.
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Heraf fglger det straks, at vor homomorfi er normformindsken-
de; thi for R e_jaer RR < HRH2-1, derfor 0 ¢ HRHZE—ﬁh(A) =
RIFE - R(A)*R(A), s& at [[R(A)]| < [IRIl.

Den reelle delalgebra af de reelle funktioner i,jgindeholder
1 og adskiller punkterne 1 Rm; f.eks. er for a € R funktionen
t o (t—a)z(tZH)*1 kun O for t = a. Ifglge Stone-Weierstrass' sazt-
ning cr saledes j%tat i C(Rm,b)(jfr. & L).

Dz ogsé L(H,H) er ct fuldstwndigt rum, kan den kontinuerte
homomorfi R - R(A) p& én made udvides til en kontinuert afbild-
ning p, C(Re,C) » L(H.H) (jfr. I,2,5). p, er linesr, og man vi-

scr lct, at », er multiplikativ og fgrer konjugeret funktion i

1
adjungcret operator (for f efﬁuer { gc C(PM,C)[p1(fg) - p1(f)

p1(g) =0} og {g € C(Rm,b)lp1(g)* - p1(§) = 0} afsluttede og inde-

i

holder 7 og dermed C(Re,l), 0.s.v.), og at p, er normformindsken-
de (iact py(fg € C(R=,C)|llell < 1}) = 0y (Te ERIMEN < 13) ¢ py{le€
e < ¢ B e L(H,H)|[||Al] < 1}; eller fordi g » O = p(g) =

]

z

p(g2)? > 0).

Der findes derfor en kompakt delmengde o(A) h(p1o~1(0)) af

Reo 0g c¢n ¥isomorfi p af C(g(A),8) ind i L(H,H), s& at p(flo(A)) =
ﬁm(f) for enhver funktion £ € €(Re.,C), og derfor specielt;p(%&fA))=
R(4A) for R E,ﬁi'(jfr, $3). i

6.3, Lad der vizre givet et kompakt Hausdorffrum T og en i~
somorfi p af C(T,C) ind i L(H,H), for hvilken p(1) = E.

Sotning: For £ € C(T,C) er p(f) selvadjungeret, hvis og kun
hvis £ cr rcel, og p(f) » 0, hvis og kun hvis £ > Q. p er en iso-
metri og afpilder pa en afsluttet kommutativ algebra af normale
operatorer.

Bevis: T er reel, hvis og kun hvis f - T = 0, altsad hvis og
.kun hvis 0 = p(f - F) = p(f) - p(f)*, d.v.s. p(f) selvadjungeret.

p(f%)2 > 0. Hvis p(f) > O,

i

1 .
Hvis £ » 0, cr £2 € C(T,C), og p(f)

er £ »cel: vi antager, at £ ikke er 0, altsa at £ = —(fA0)40;

N
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derfor er o % —(:f‘—)3 = f(:f'_)2 < 0, og 0 % p(f )p(£)p(f ) <0, 1
modstrid med antagclsen p(f) ) O.

For N » 0 gelder : |If]] { N = fr < x? 1 s p(£)¥*p(1) < x2E
= |lp(£)]] ¢ Ns derfor er [If]| = |lp(f)[]. Da C(T,C) er et fuldsten-
digt rum, og p c¢r e¢n isometri, er billedalgebraen fuldstendig og
derfor afsluttet; da C(T,l) er kommutativ, er billedalgebraen og-
sd kommunativ, og m& derfor bestd af normale operatorcr.

S@tning: For £ € C(T,C) falder spektret for p(f) sammen med
verdimengden for f.

P
t

Bevis: Hvis N d £(T), vil (f - \) ' € ¢(T,C), og p((f - A
er en invers i L(H,H) til p(f) - AE.

Hvis N\ € £(T), har p(f) - A\E selvfglgelig ingen invers i
p(c(T,C)), men p& forhidnd kunne det tmnkes, at p(f) - A\E havde en
invers i L(H,H). Vi kan finde en fglge <¢n) af funktioner i
c(T,C), s at llp |l = 1 og H@nﬁf ~ Nl » 0 for n » »; f.eks. kan
vi velge p, = (1 = n|f = A]) « 0, idet: O gﬂ%& ¢, antager vardien

sup {[t|[(1 - n] t |)

A

1, da T antag%r!v&rdien Ny, 0L H@n(f - M
v 0] | t G,R}iﬁmo for n - «. Derfor er ogsé‘”p(¢n)u =1 og (p(f) -
AE) p(¢n).ﬁ 0 (p(f) -~ N\E er en "topologisk nuldivisor'"). Hvis
p(f) - AE havde en invers B ¢ L(H,H), ville ogs& p(@n) = B(p(f) -
Ae)p(p,) » O, i modstrid med at [p(p )|l = 1.

Setning: Hvis p(f) er injectiv, har fo-1(0) ikke indre punkt-
er.

Bevis: Hvis @ = £ 1(0) har et indre punkt \, findes der i
fglge Urysohns lemma en funktion g € C(T,[0,1]), s& at g(\) = 1
og g(t) = 0 for t g %; for en vilkérlig vektor 3 O af form p(g)x
er p(f)p(g)x = p(fg)x = Q.

6.4 Ved kombination af resultaterne i afsnit 2 og 3 finder
vi

Sgtning: Til en selvadjungeret operator A pd et Hilbertrum

H findes der en kompakt mzngde (A) ¢ R 0g en isometri og ~iso-



Mat. 6. 1963 - 6l K III, 6, 6.

morfi p af C(o(4),l) pd den mindste afsluttede delalgebra af L(H,
H), der indeholder E og alle operatorer (A - XE)_i, N € C\P.
p(RG<A)) = R(A) for alle R eFﬁi For £ € C(o(a),8) er sp(p(f)) =
£(o(n)).

Enhver begranset operator, der kommuterer med A, kommuterer
med cnhver operator i p(C(s(4),C)).

Bevis: Hvis B € L(H,H) kommuterer med A,kommuterer B ogsa med
A = NE og med (A - 7\E)_1 for vilkadrligt N € O\R. Da {C € L(H,H)|
BC = CB} er en afsluttet algebra, kommuterer B'ogsé4med enhver
opcrator i p(C(c(4),C)).

S@tning: o kan ikke vare et isoleret punkt i ¢ (A). A er be-
gronset, hvis og kun hvis « ¢ ¢(A). I dette tilfzlde er sp(A) =
a(A), og P(RT(A)) = P(A)Q,(A)-'JL for alle rationale funktioner R =

PQ b nea Rm(A) € C(o(p),C).

Bevis: Da (A - iE)-1 er injektiv, og funktionen t _, (t - jf4
er O netop for t = «, kan {«} ikke vare en &ben delmazngde af o(A),
d.V.S. = kan ikke vare et isoleret punkt i o(A). o & 0(A) «— fnk-
tionen t -» (t - i)-1 antager ikke vardien O for noget t € g (A) e«
0 ¢ sp((A - iE)—1) = ((ao - iE)~1)—1 = (A - iB) € L(H,H) = A €
L(H,H) « A er begrznset da A er tet defineret og afsluttet.

I dette tilfelde finder vi for polynomiet X, at %T(A) c
C(a(a),8), og p((x = 1) () = [(& - i5) 117 24 - 1E,p(X) = A,
Derior er ogsi p(Pw(A)) = P(A) for et vilkarligt polynomium, og
for et polynomium Q uden nulpunkter i ¢(A) er p((%T(A))_1) =
Q(A)—1; for en rational funktion R = PQ—1, for hvilken R@(A) €
C(o(4),C), er derfor p(Rg(A)) =»P(A)Q(A)_1.

Da XT(A) har vaerdimengden o(A), er sp(a) =o(a). %9

Vi vil nu for A € L(H,H) og £ € C(c(4),l) sztte p(f) = £(A).
For rationale funktioner R = PQ,_1 med RT(A) € Cl(a),8), d.v.s.

mcd @ uden nulpunkter i o(A), sotter vi R(A) =.P(A)Q(A)—1 og der-—

0
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med R(4a) = p(R (A)) = RT(A)(A), i overensstemmelse med den tid-
ligere definition af R(A) i de specielle tilfe :lde, hvor ogsa P
har hgjst samme grad Q.

Sut nu o = inf {(Axlx)‘x € H, |Ix]]=1} = sup {n € R|A > NE}
= inf {X\ € R|A ¢ NE}. Vi har

og B = sup {(Ax]x)|x € H, ]l =1

i
tidligere vist, at -||All < o ¢ B < |lAll. Hvis a=g, er (Ax]|x)

1l

a{x|x) for alle x, derfor (ix|y) =U§OiU(A(x + iuy)Lx + iYy)
goiua(x + iV |x + iY) = a(x|y) for alle x og y, og A = qF; da

ai ~— NE har en invers i L(H,H), hvis og kun hvis N\ # a, er o(A)=
fal. Vi antager nu, at a < B; for ¢ € Ja,B[ er hverken A = cE el-
ler cE -~ A > O; derfor er hverken t — ¢ eller ¢ - t > O for alle
t € o(A), davess a(&) N J=eyc[ £ 08 oc(4) Nle, » [ + w; p& den
anden side er g(a) N] —w, af = W ogo(a) N] By = [ = P, da A -
oF og BE - A > O. I begge tilfzldundc finder vi, at [a,B8] ¢ o(A)

q/na;ﬁ?:%
[a,8]. Heraf fglger, at [|A]] = sup {|t||t € o(A)] = max {|al,|p]]}

i

sup {|(ax|x)||x € H, [x|| = 1}.

Hvis 4 » 0, er ¢(4) ¢ [0,]Al]]; og funktionen t - t2 pa o (A)
tilhgrer C(¢(A),R). Dette viser, at en positiv begrenset operator
har c¢n positiv begronset kvadratrod, der kommuterer med enhver o-
perator € L(H,H), der kommuterer med A. Dennc s@tning, der ogsi
kan bevises mere direkte (se f.eks. i bogen af F.Riesz og B. Sz-
Nagy) bruges i nogle fremstillinger som grundlag for beviser for
isomorfisatningen. Den medfgrer umiddelbart:

Produktet af to kommutercnde positive opcratorer c¢r positivt.

I
Thi hvis AB = BA og A > 0 og B > O, sd er AB = A2BAZ > O

6.5. Lad os nu igen antage, at vi har givet et kompakt |

o plti=

Vi vil sige, at en afsluttet mengde S ¢ T har spektralmélet

Heusdorffrum T og en » isomorfi p af C(T,8) ind i L(H,H).

0O (m.h.t. til p), hvis:

ve >0 vxe€ H3 f e (T,[0.-[)[f]8 > 18 A (p(£)x]x) < e].
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Hvis en funktion f € C(T,[O0,e[) er » 1 p& S og har (p(f)x|x)
< ey, vil (£ +e) A1 e c(T,[0,1]) og vere = 1 i en omegn af S,
og (p((f + ) A 1) x|x) ¢ ({p(f) + eBE) x|x) = (p(F)x|x) + elx]|x)<
e(1 + Hx“z). '

En afsluttet mangde S T har derfor spektralmilet 0, hvis og kun

nn

hvis:

ve > Ovx € Har € ¢(T,[0,1]) [(p(f)x]x) < e A £ =11en
omegn af S].

En afsluttct mengde S med indre punkter kan ikke have spek-
tralmdlet O; thi til s € § kan vi, i fglge Urysohns lemma, vzlge
en funktion g ¢ C(T,[0,1]), s& at g(s) = 1 og ng\% = O|T\§; da
p() + 0 kan vi vaelge x € H, s& at (p(g)x|x) > 0; til dctte x og
e = (p(g)x|x) kan vi da ikke finde £ € C(T,[0,1]), s& at £|S >
118 og (p(f)x|x) < e; thi £ ) g og derfor (p(f)x|x) ) e»

Hvis to afsluttede mangder 81 og 82 begge har spektramalet O,
har ogsa den afsluttede mongde S1u82 spektralmdlet O3 thi dersom
£, og £, € C(T,[04[)for ¢ > 0 0g x € H er bestemt, s& at £, er
1 pa 8, og (p(fi)xlx) <e, 1=1,2, 88 vilf, +1,¢€ C(T,[0,0[)
vare » 1 pé 5,U8, og (p(f1 + f2)x|x) < 2g.

Vi lader nu S vare en afsluttet mengde med spektralmalct O.

Lad os for £ € C(T,[0,1]) satte a(f) = {g € c(T,[0,1])|g >

g v mad i ew smulqo afQ 5 N
£ﬁ%“og &(8) = {a(f)|f € ¢(T,[0,1]) A £ er nul i en omegn af S}.

&(8) er en filterbasis, da £; € c(r,[0,1]) A f; =0 i en omegn Uy

H

af 8, i = 1,2, medfgrer £, v £, € c(r,[0,1]) og 4 v T, =01 om-

2
egnen Uy1U, af 8, og G(f, v f2) c G(f1) n G(£,).

For x € H vil p(g)x » x gennem G(S), d.v.s. filterbasen
p(G(8))x konvergerer mod x; thi til ¢ > O og x kan vi finde f €
c¢(T,[0,1]), s& at £ er 1 i en omegn af S og (p(f)x|x) < g; 1 =
f% e ¢(7,[0,1]) og er O i en omegn af S, og for g € G(1 - f%) €
)2

1 o 2
g>1-f2og (1 -g) T, sd at ||x - p(e)x||” =

2
x (0((1 - &))x|x) < (p(f)x]x) < s;p@(1 - fé%ﬁfr altsd indeholdt i
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omegnen {y € H||ly —-x||2 < e} af x.

Lad nu h vaore en vilkarlig kdntinuert afbildning af T\S ind
i . For cn funktion £ € C(T,C) kan dcr hgjst eksistere én funk-
tion g € ¢(T,8), sa at g|T\S‘: (f|T\8)-h, da 8 ikke har indre
punkter; vi vil tillade os, dersom et saddant g eksisterer, at
sige at . f£h er kontinuert, og at skrive p(fh) i stedet for
p(g). {f € ¢(T,l)|fh er kontinucrt] er Abenbart et ideal i C(T,C),
og indcholder enhver funktion i C(T,C), der er nul i cn omegn af
S; thi hvis £ er nul i en omecgn U af'S, er funktionen g, dcfine-
rct ved: g(t) = 0 for t € 8, g(t) = £(t)h(t) for t € T\S, kontinu-
ert, da g|T\S og g|U = O|U er kontinuerte og T er foreningsmang-
den af dc abne mangder U og T\S.

Vi velger nu en filterbasis G pa C(T,[O,1]) med egcnskaberne:
for ethvert x € H konvergerer p(G)x mod x, og: & bestdr af meng-
der of funktioner g, for hvilke .£h er kontinuert. & kan f.eks.
vore G(8).

Vi definerer en operator q(h) ved: D(q(h)) = {x € Hlay € H
[p(gh)x - ¥ gcnnem G]}; et sadant y er entydigt bestemt, da H er
¢t Hausdorffrum, og vi satter gq(h)x = y. Hvis p(hG)x1a Yy 08
p(hG)x2 - ¥, 08 N € ¢, vil p(h(\})(x,1 + %XZ)'A ¥y + N (fordi H
cr et t.v.r.); q(h) er sdledes en linesr operator.

For x € H og en funktion g i ¢cn mzngde i & og en funktion
e ¢ ¢(T,0), for hvilken e¢h er kontinuert, gmlder: p(gh)p(e)x =
p(eh)e)x = p(g(he))x = p(g)p(eh)x; da p(g)p(eh)x - p(eh)x gen-
ncem &, er p(gh)p(e)x konvergent gennem &, sa at p(e)x € D(a(h))

og q(h)p(e)x = p(eh)x; d.v.s. q(h)p(e) = p(eh). Hvis x € D(p(e)

a(h)) = D(q(h)) vil p(gh)x —» a(h)x gennem G, og derfor p(e)
p(gh)x ~ p(e)a(h)x gennem &; da p(e)p(gh)x = p(egh)x = p(g)
p(ch)x - p(eh)x gennem &, cor p(e)a(h)x = p(eh)x, Derfor er p(e)

a(h) ¢ a(h)p(e) = p(eh).
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Hvis h selv kan fortsattes til en kontinuert funktion pa T,
kan vi her som e vizlge 1, og finder: gq(h)E = p(1h). q er siledes
¢n udvidelse af p.

I alle fald er q(h) tzt defineret, da enhver vektor x € H er
gromsevardi for vektorer p(g)x € D(a(h)), da p(&)x - x. D(g(h))
indcholder det mindste underrum i H, der indeholder {p(e)xleh er
kontinuert og x € H}, og grafen for g(h) er indeholdt i afslut~
ningen aff grafen for q(h) s sammentrokning til hint underrum, da
vi for x € D(q(h)) ved, at (p(g)x, a(h)p(g)x) = (p(g)x, p(gh)x) -
(x, q(h)x) gennem &. Nar vi om 1lidt har bevist, at q(h) cr en af-
sluttet operator, ved vi altsd ogsd, at q(h) er afslutningcn af
denne sammentrakning, s& at q(h) ikke afhznger af det specielle
valg af filterbasen G.

For ¢ € ¢(7,[0,1]), s& at eh er kontinuert, er -ogsd eh og
e|h| kontinuerte; ved definition af q(h) og q(|k|) kan vi altsa
benytte den samme filterbasis &. Nu er p(hG)x basis for et funda-
mcental filter, hvis og kun hvis der til ¢ > O cksisterer G € G,
s& at “p(g1h)x - p(gzh)xn < e for g, og g, € ﬁ, altsa si at 52 >
(p((g, - gx)n)x|p((g, — gy)h)x) = (p(Te, - £)0 (g, = 8,)h) x|x) =
P((gﬂ - g2)2|h|2)x|x) = ”p((g1 - 82)|h|)x“2, deves. hvis og kun
hvis p(|h|&) er basis for et fundamentalfilter. gq(h) og q(|h|) og
sd ogsd q(h) har derfor sammc definitionsomrade.

For x € D(g(h)) finder vi ved granseovergang gennem &, at
| a(®xl = flaCinDxl, aa flo(en)=ll® = o(ei)xll® = lp(e
(p(g2|h|2)x|x). a(h), a(h) og a( |h|) er sidledes me-

lla(h)x||
)|

trisk ens (jfr. ov.).

it

]

Af relationerne p(g)a(h) ¢ a(h)p(g) = p(egh), hvor g tilhgrer
= b _.[ [Ll rL/ Lr)
[p(g)

cn mangde i &, finder vi ved adjungering, at q(h) p(g)
a(m)1* 3 p(an)p(gh) = [a(nn(e))* 2 p(g)a(n)*. For x € D(a(R))

vil p(g)x » x og q(h)*p(g)x = p(gﬂ)x-a a(h)x gennem &; da g(h)*

It

2
)
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cr afsluttet, vil x € D(a(h)™¥) og a(h)¥x = q(h)x; d.v.s. a(h) ¢
a(n)*. For x € D(a(h)™) = D(p(g)a(h)¥) er p(gh)x = p(g)a(h)*x -
a(h)"x gennem &, sa at x € D(a(h)) og a(h)x = q(h)¥x; derfor er
ogsé.gfh)* c a(h). Vi har altséd q(h) = q(h)¥, og tilsvarende

a(n) = a(h)®; q(h) er en tuct defineret, afsluttet operator, og

g&h) og q(h)¥ = q(h) er metrisk ens (deves. q(h) er en normal o-

pcrator, Jjfr. @ve)e. Hvis h er reel, er q(h) selvadjungqygj.

Lad nu S, og S, vaore to afsluttede delméngder aff T med spek-

1 2
tralmdlet O, og h, en kontinuert afbildning: T\si - C, 1 =1,2,
Idct vi betragter h, + h, og h, . h, som definerede pa T\(S1U82),
er ogsa q(h1 + h2) og q(h1 h2) defineret, da S,uS, har spcktral-
midlet O, Vi setter f.cks. & =.G(S1us2). For x € H og % i en mang-
de i G er p(g(h,l + h2))x = p(gh1)x + p(ghz)x; hvis to af filter-—
baserne p(G(h1 + hz))x, p(Gh1)x, p(Gh2)x konvergercr, konvergerer
ogsd den tredie, og i dette tilfwlde fas q(h1 + hz)x,z q(h1)x +
a(h,)x; derfor er D(a(hy) + a(h,)) = D(a(hy)) N D(a(h,)) = D(q

(n, +hy)) N D(a(ny)) = D(a(h, +h)))NDEM)), og %£E1,i;?2) 5

e

q(h1) + q(hz). For x € D(q(h2)) og g 1 en mengde 1 & er p(g(h.,L

h,))x = p((gh,)h,)x = p(eh,)alh,)x; p(G(hh,))x er derfor konver-
gent, hvis og kun hvis p(Gh1)q(h2)x er konvergent, og i dettc til-
fealde er q(h1h2)x = q(h1)q(h2)x; derfor er D(q(h1)q(h2)) = {x e
qug)MGﬁﬁszqMQ)}:DMU@DFHMMme)ogq@ﬁb)g

a(h,)a(h,).

., 1| Cdniiamma——
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Hvis D(q(h1 + h2)) eller D(q(h1 h2)) er indeholdt i D(q
(h2)), f.eks. hvis q(hz) € L(H,H), er saledes q(h1 + h2) = q(h1)+
q(hz), henholdsvis q(h1 hz) = q(h1)q(h2).

‘Lad nu igen h vare kontinuert: T™\S — &, hvor S er cn afslut-

tct mengde med spektralmilet O; hvis h er begranset, |h| = sup

{In(t)| [t € ™8} < =, s& er q(h) € L(H,H) og |la(h)| < |n

Bevis: Por x € H og g i en mengde i &(S) (jfr. side 8) er

lo(en)xl] < |l (&I || « || x || (idet TS = 1) ¢ IInll - [Ixl|; for

x'e D{qa(h)) har derfor ogsd grznsevardien q(h)x for p(&:-h)x nora

L

< |l : Ixll; da s&ledes a(h) er tmt defineret, afsluttet og he-
grenset, er q(h) € L(H,H) og |la(h)|l < [h| (ifr. 5, 3),

Mzngden af begrensede komplekse funktioner, der er define-
rede og kontinuerte undtagcn pd en afsluttet delmzngde af T med
spektralmilet' O, kan vi pd naturlig mdde opfatte som en Tirmeret
algebra (ikke n¢dvendigvis cn Banachalgebra), idet vi identifice-
rer to funktioner, der antager samme verdi i ethvert punkt, hvor
de begge er definerede (Ngjagtigere: Vi danner msmngden af par
(S,h), hvor § = S har spektralmélet O og h er kontinuert: T\S -
&, og indfgrer regnereglerne (81,h1) + (Sz,hz) = (Sﬁus2 %%hgﬂ
T\(S1u82)) og tilsvarende for multiplikation og &kvivalenérela~
tionen: (8,,h,) ~ (8,,h,) hvis h,(t) = h,y(t) for t & 8,uS,; rele-
tiongn harmonerer med regnereglerne, og klasserne udggr en alge-—
bra; idet ||(8,n)] = sup{|n(t) ||t € ™S}, er[(8,h)] = 0 «— (3,h) ~
(¢,0); idet vi saetter q((8,h)) = a(h), er a((8,,h,)) = a((8,,h,))
nar (S1,h1) ~,(82,h2), q er saledes veldefineret pd klasserne).
Sammentrekningen af q til denne mzngde er en normformindskendc
*homomorfi ind i L(H,H); vi beviser om 1lidt, at afbildningcn cr
en isometri, og dermed en *isomorfi., Specielt er sammcntra@kaingen

af g til C(T\8,C) en ¥isomorfi for hvert fast S.
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Lad nu h vaere en kompleks funktion, der er defineret, konti-
nuert og # O pa T™\S, hvor S er c¢n afsluttet mezngde med spektral-
malet O. q(h—1) er da ogsd defineret, og q(h h_1) = g(1}I™\S) = E;
af regnereglerne fglger, at q(h)q(h-1) = E|D(q(hr1)) og q(h—1)
)—1

a(h) = E |D(a(h)), d.v.s. a(h™h) = q(n) ",

For h: T\S - C, s& at gq(h) er defineret, falder spektret for
q(h) sammen med afslutningen i C af verdimsngden for h.

| Bevis: Hvis n\ € C ikke er fortetningspunkt for vardimengden
for h, er (h - %)—1 definercect, kontinuert, ulig nul, og begrenset
pd ™S, og a((h - %)—1) er en invers € L(H,H) til q(h - A) = q(h)-
AE, s& at N\ ikke tilhgrer spcktret for q(h).

Antag nu, at N tilhgrer verdimsngden for h, N = h(z),r € T\S.
Vi velger e € C(T,[0,1]), nul i en omegn af S og 1 i 7 (Urysohns
lemmd) ; o, = e[(1® = n|h = A|) v 0] er kontinuert og nul i en om-
egn af S og antager vardien 1, og (h - x)¢n er kontinuert og ||(h-
x)¢n || = O for n - wj; hvis q(h) - A\E havde en invers B € L(HyH)1)
p(¢n)-ﬁ O for n - e, i modstrid med at Hp(¢n)H = 1 for alle n. A
tilhgrer altsé spektret for q(h).

Da sp(q(h)) er en afsluttet delmzngde af &, falder det sam~
men med afslutningen af veordimsngden for h.

For en begranset funktion h finder vi specielt, at ||h]| = sup
{[xllx € sp(a(h))l = spektralnormen af q(h) < llalm) il Gfr. & 5) ¢
[lhl|, s& at sammentrszkningen af g til disse funktioner er en iso-
metri.

En delmzngde G af en partielt ordnet ma&ngde M kaldes opad
tiltrerende, hvis {{f € G|f ) g}|g € G} er en filterbasis, d.v.s.
hvis og kun hvis:

vf,e € G3he G [hYf Ah)gl.
Tilsvarcende defineres begrebet nedad filtrerende.

1)
ville Bp((h - Mg, ) = Ba(h - N)p(g,) = B(a(h) - \B)p(p,) =
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F.eks. er G(1S) = {f ¢ ¢c(17,[0,1])|f(t) = 1 for t € S}, hvor
S er en delmsngde af T, nedad filtrerende (og opad filtrerende),
og det samme gzlder da om billedmazngden under p i L(H,H).

I en fglgende § vil vi bevise:

Til en vilkarlig nedad filtrerende mengde G af positive ope-
ratorer € L(H,H) findes der en operator P € L(H,H), for hvilken
(Px|x) = inf {(Bx|x)|B € G} for alle x € H. P er positiv og kom-
mutercr med enhvcr operator, der kommuterer med enhver cperatyr i G.

Setning: Lad S vare cen afsluttet delmangde af T. Om fglgen—
de betingelser:

I Der findes en funktion f € C(T,l), s& at p(f) er injectiv
og 8 ¢ £ V(o).

IT S har spektralmélet O,

III For enhver funktion f € C(T,C), s& at f°"1(o) c S, er
p(f) injectiv og q(f-i) er definerct og = p(f)—1.

gelder: I = II = III.

Bevis: II = III er vist i det foregdende: Hvis S har spek~
tralmédlet O og 8, = f“-1(o) c 8, s& har 8, spektralmdlet 0, og
f_1 er defineret og kontinuert: T\S1 - C, s at q(f—m) er define-~
ret og = p(f)_1. )

I - IIOm¢*f e c(TC) antager vi, at p(f) er injectiv, og at

S ¢ fP_1(O) S, p(F £) = p(£)¥p(Ff) er injectiv, thi for B ¢

L(H,H) og x € H gelder: B™Bx = 0 = (B*Bx|x) = [Bx|[° = 0 = Bx =
0 = B"Bx = 0.

Lad P vazre den til den nedad filtrerende m@ngde {p(g)|g €
G(1S)} af positive operatorcr svarende operator, for hvilken
(Px|x) = inf {(p(g)xlx)lg € G(1S)} for alle x € H. Da p(f f) kom-
muterer med p(g) for g € G(1S), kommuterer p(f f) med P, og da &H

0 <P ¢plg)s er0g p(f £)P ¢ p(f £ g), for alle g € G(1S).
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Til ¢ > O kan vi valge g € G(1S), s& at g er nul pa {t € T fr
(t) » e} (Urysohns lemma); for et slddant g er ffg < e, og (p
(F£)p x1x) < (0(F £ @) x1%) ¢ Ip(F £ @)l Ixl® ¢ elixl® for et-
hvert x € H, s& at (p(f £)P x|x) = 0 for x € H, og p(f F)Px = O
for x € H; da p(f f£) er injectiv, er Px = O for x € H, altsd P =
0. Da séledes inf {(p(g)x|x)|g € G(1S)} = 0 for alle x € H, kan
vi til £ > 0 og X € H finde g € G(1S), s& at (p(g)x|x) < &, d.v.s
S har spektralmalet O,

6.6, Vi minder om, at vi til en selvadjungcrct operator A
har konstrueret en kompakt mwngde o(A) - Re 0g en * isomorfi p af
C(o(a),C) pad den mindste afsluttede delalgebra af L(H,H), der in-
dcholder E og alle operatorer (A - yE)_1, y € C\R, s& at P<R¢(A))
= R(A) for enhver rational funktion R, der er begranset pa R.

For A € L(H,H) har vi i afsnit 4 vist, at o(4A) = sp(A), og
at p<R0(A)) = R(A) for enhver rational funktion R, der er begran-
set pa o(4A).

Vi antager nu, at A cr ubegrionset, s& at « € ¢(A). Da funk-
tionen t —» (t - i)—1 er O, netop nr t = », og af p afbildes i
den injective operator (A - iE)~1, har {~} spektralmilet O.

Da et polynomium P ikkc kan afbilde R p& C, kan vi til P val-

ge N€ &, s8 at P(t) = N4 0 for t € ¢(A); da vil (P - %);}.A) €
C(o(a),t), og p((P - x);(A)) = (P(a) - 28)" 1. pa (P(t) - N7 xun
e% f:l—ior t = w0, €r @ (RT(A)\{m}—x) defineret og f [(P(a) -
AE) '] ' = P(A) - N\E, og Q(P&(A)\{m}) = P(A). Specielt svarer
funktionen: t - t, t € ¢(A)\fe}, til A; da verdimzngden for denne
funktion er den (relativt til C) afsluttedec mengde o(A)\f=}, er
sp(Aa) = o(A)\{e}, ligesom For A € L(H,H).

IFor en vilkarlig rational funktion R = PQ_m, for hvilken Q

ikke har nulpunkter i ¢(A) og derfor %;ZA) € C(o(A), C) og
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p(Q (A)) € L(H,H), er q(R (A)) a(P (A)Q (A))— a(P (A))Q(QGZL)) =

P(A)Q(A) og dette smtter vi = R(A). For £ € C(o(A),T) satter

vi p(f) = £(A); herved bliver RT(A)(A) = R(A) for en rational
funktion R med Rm(A) € C(oe(Aa),C).

Vi fremhaver spccielt, at.vi har bevist, at et reeclt po-
lynomium af en selvadjungeret operator er en selvadjungcret
operator.

6.7-» Lad os sige, at en spektralfremstilling af en operator
B cr et par (o,p), hvor ¢ er en kompakt delmezngde af qx og p er
en ¥ isomorfi af C(¢,C) ind i L{H,H), for hvilken p(1)

{o] c 0 og har spektralmdlct nul eller - ¢ o, og q(X A\ feo 3): B.

Vi har vist, at kun en normal operator kan have en spektral-
iremstilling, at o er entydigt bestemt, o = afslutningen relativt
il Cm af sp(B), og at enhver sclvadjungeret operator har en
spekfralfremstilling.

Lad igen T vaere et kompakt Hausdorffrum og p en * isomorfi
af ¢(T,8) ind i L(H,H), s& at p(1) = E, og lad h vare defineret
og kontinuert: T \ S - &, hvor S er en afsluttet delmengde af T
med spektralmalet O.

Lad ¢ vare afslutningen relativt til C_ af h(T \ 8), altsd
oo = sp(g(h)), hvis h er begrenset, og o = sp(a(h)) U {=} ellers.

Afpbildningen £ - £ o h er en * isomorfi og isometri af

C(e,C) ina i ¢(T \ S,8); f.cks. er £ o h(t) = £(h(t))

£(h(t)] - £ o n(t) for t € T\ S, og ||f o h =
sup{|[foh(t)| | t € T \ 8} = sup{|f(z)]| | 2z € (T \ 8)} =
sup{ [£(z) |

med sammentrekningen af q til C(T \ S,C), der jo ogsd er en

z € oo} = [|f]]. Idet vi sammensatter denne afbildning

“isomorfi og isometri, fir vi en * isomorii og isometri py, af
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C(e,t) ind i L(H,H), p,(f) = a(f ° h), og p, (1) = a1 ° h) = q(1)
= E.

For y € C\¢ er funktion t —» (t - y)—1, t € ¢-, kontinuert,

| -1

og afbildes ved p, i q( (h —\y)—m): alh —-y)_1 = (gq(h) - yE

o =0
Heraf fgégg%v’Som for en selvadjungeret operator, at {e} c

o og har spektralmilet o eller « ¢ o, og at den til Py svarende
afbildning q, afbilder Xg\{m} i q(h). Enhver sidan operator q(h)
har derfor en spektralfremstilling.

Da enhver rational funktion R = PQ_ﬁ, for hvilken @ ikke har
nulpunkter i ¢ og P har hgjst samme grad som @, kan oplgses 1
faktorer af formen ol + B(X - y)_m, vy € B\¢, er ph(R@) = R(a(h))
for alle séddanne R. =¥

Hvis h er reel, er g(h) selvadjungeret, og vi har tidligere
konstrueret en spektralfremstilling (T’pq(h)) for q(h); da meng-
den af funktionen RO_y hvor R er en rational funktion, decr er be-
grinset p& ouUfwl, er tet i C{o,C) og Py O8 Pg(n) falder sammen
a4 denne mangde, falder de sammen for alle f € C(o,C), pq(h)(f) =
p, (f) = a(f ° h).

Specielt ser vi:

Sztning: En selvadjungeret operator A har én spektralfrem-
stilling,.

Thi hvis (o,p) er en fremstilling, og £ € C(o,C), er p(f) =

T o o) =R (0 =g () =m0

Desuden har vi vist:

Sztning: Lad A vare en selvadjungeret operator, £ en funk-
tion € C(o(A),R) og g en funktion € C(f(a(4)),C) = cle(£(A),T).
g o £(A) = g(£(a)).

Thi g o £(A) =py(g ° ) =Dppsy(e) = a(r(a)).
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6.,8. Lad h vare defineret og kontinuert: T\8 -» &, hvor S
er cn afsluttet mzngde med spektralmalet Q, og lad o(h) vare af-

slutningen relativt til Ce af h(T\S).

Man kan uden stgrre besver vise, at hvis en afsluttet del-

mangde 8, af o(h) har spektralmélet O m.h.t. *isomorficn Py s sa

har h°—1(S1) c h°—1(s1)us spektralmdlet O m.h.t. p. Specielt har
o] spektralmidlet O m.h.t. Dy, ogsé hvis ¢g(h) = Ow. For en funk-
tion f, for hvilken g  er defineret, er da ogsad q(f o h) define-
ret, og man viser, at qh(f)=q(f o h) (Jfr. ov.).

Man kan vise, at enhver normal operator har én spektralfrem-
stilling; 1 ¢velserne vises dette for en unitsr operator., Vi vil
i det fglgende tillade os at benytte denne satning.

De beviser, vi har anvendt, er modifikationer af tilsvarende
beviser i bogen af Riesz og Sz.-Nagy. Andre beviser gives T.eks-

i samme bog, i en bog af Sz.-Nagy i serien: Ergebnisse der Math.
und ihrer Grenzgebiete, og i bgger af Stone og af Halmos og af
Achieser og Glasmann.

Vi vil endnu nzvne hovedsaztningen inden for denne teori, en
setning, der ggr det berettiget, at vi her boskaftiget os med Lo
pakte Hausdorffrum, og ikke blot med kompakte delmazngder af Coo s

lin C*algebra er en afsluttet, selvadjungeret (d.v.s. A € ol
= A™ € ¢*) delalgebra af L(H,H).

Det er ikke svart at vise, at for et vilkérligt kompakt Haus-
dorffrum T findes der et Hilbertrum H og en *isomorfi p af C(T,l)
med en kommutativ C¥* delalgebra af L(H,H).

Hovedsatning: Til en vilkarlig kommutativ c* algebra, der

indcholder E, pa et Hilbertrum H findes der et kompakt Hausdorff-
rum T og en ‘isomorfi p af C(T,3) pa c¥.
Beviset for denne satning kan f.eks. findes hos Loomig Jll.X

Naimark.
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§ 7. Topologier pad H og L(H,H).

Lad E vaere et topologisk vektorrum over K( = R eller ),
og lad I vare en vilkérlig indeksmangde. Produk trumme t EI af I
eksemplarer af E, der Jo kun opfattes som mengden af alle afbild-
ninger af I ind i E, forsyner vi med produkttopologien. EI er

desuden p& naturlig méde organiseret som et vektorrum, idet vi

I

for £ og g8 € E- og A € K lader £+)\g vazre elementet i EI med ko-

ordinaterne f£(i)+xg(i).

EI bliver herved et topologisk vektorrum. Idet en basis for

filtret af omegne af f € EI udggres af mengderne

I

flg € B v 1 € 8[{g(i)-f(i) € U} |[Uer en omegn af 6 i E og S

er en cndelig delmengde af I}, er nemlig topologien bestemt

ved ¢n basis for filtret af omegne af o, og man ser let, at

I
{{geE
mangde af I} opfylder betingelserne V1,...,V6(I 1 s8.2-3), nar

vi € 8{g(i) € U]} l U € B(o) og S er endelig del-

B er en basis ferfiltret af omegne af 0 1 E, der opfylder
V1, eee,V6.(3fr. ov. 9). (Hvis U,5 = {ge E' | vi € s[g(1) € vl},
s& viloe€e U, SUTg U, 8nU,T; M(i) € U for £(i) € U og |\|
< 1in -+ U,8 = (NU),S;f € NU,S for A & max{) l i € 8}, hvor
;i > 0 er valgt s& f(i) € N\ U3U,8+U,8 ¢ (U+U),8; og £ € NU,S =
(i) € N U = {0} for alle i = £ = 0).

’ Lad der nu for hvert 1 € I vare givet en kompakt delmangde
K. af B. NI{I;

1 1
(3fr. T.2.12). En delmengde af E- bestdende af afbildninger f,

i € I} er kompakt ifglge Tychonoffs sztning

for hvilke f£(i) € K; for alle i, er en delmengde af N{K; | i ¢ I}
og derfor kompakt, hvis blot den er afsluttet.
Vi antager nu, at I er et vektorrum over K. Mzngden af

lincaere afbildninger af I ind 1 £ er da en afsluttet delmamngde



af '3 thi for a € I er afbildningen f - £(a), EX - E, konti-

nuert, da produkttopologien jo er den svageste topologi pa EI,
der ggr disse afbildninger kontinuerte; for a, b € I og N € K

er da ogsd afbildningen af(a,b,\): £ - £(a+N\b)-f(a)-nf(b) konti-
nuert, og mengden af linezre afbildninger = ﬂ{a(a,b,%)o_1(o)

a,b € I, N € K} er derfor afsluttet.

Lad nu I vere et normeret vektorrum H, og E = K; vi har vist,
at H's algebraisk duale rum H*, = m@ngden af linezre afbildninger
af H ind i K, er en afsluttet delmsngde af K'. Den af K indu-
cercde topologi p& H*, eller pa H's topologisk duale rum H',
kaldcs deh svage topologi pa dette rum, og betegnes hyppigt ¢
eller o(H }H), henholdsvis ~(H',H)4

Da ¢ er den svageste topologi, der ggr alle afbildningerne
pr(x): £ » £(x), x € H, kontinuerte, er ¢ svagere end normtopo-
16gicn, der ogsd undertiden kaldes den sterke topologi, pa H'.

Sztning: Enhedskuglen i det duale rum til et normeret vek-
torrum H er kompakt i den svage topologi.

Bevis: For f i enhedskuglen i H' er |[f(x)]| < |jx|| for alle
X € H; enhedskuglen er derfor en delmmngde af H{Cx | x ¢ H},
hvor for hvert x Cx betegner den kompakte m:ngde {z c & IZJ g

lIx]|}; da enhedskuglen = ﬂ{pr'(x)c"'1 ({z€C {lz] ¢<1}) ' x € H,

Ixll <13 n H*, er den afsluttet og dermed kompakt.

Tilsvarende viser man, at mengden af kontinuerte homomorfier
af’ en normeret algebra H ind 1 K er kompakt; en kontinuert ho-
momorfi h tilhg¢grer speciclt H' og har norm < 1, for hvis der
fandtes x € H med ||x|]| < 1 og |n{x)| = 1, ville [x"| < IzI* - o
for n - o medens lh(xn)l = |h(:x)|n = 1, i strid med kontinuiteten;

de kontinuerte homomorfier er fazllesmzngden af enhedskuglen i H'
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med fellesmengden af nulma&ngderne for de kontinuerte afbild-
ninger h - h(xy)-h(x) h(y), x,y € H, og udggr dermed en kompakt
mengde. Hvis H er en normeret algebra med €t-element E, og h er
en homomorfi ind i K, sd er h(E) = h(E2) = h(E)z, og h(E) = 0
eller 1; hvis h(E) = 0, er h(x) = 0 for alle x; h afbilder sa-
ledes pd K, hvis og kun hvis h(E) = 1. I dette tilfelde er O
homomorfien et isolerct punkt i mengden af kontinuerte homomorfi-
er, og ogséd mangdcen af kontinucrte homomorfier pa K er kompakt

i den svage topologi.

Hvis H er en Banach-algebra er 1 ¢vrigt enhver homomorfi
ind i K kontinuert; vi viser det dog kun under den yderligere
antagclse, at H har et ét-element: antag, at h(E) = 1, og at der
findes x € H med ||z|| < 1 og h(x) = 1; da ||x|| < 1, har E-x en
invers y, og 1 = h(E) = h(y(E-x))= h(y)(1-h(x)) = O..

Lad igen H vere et normeret vektorrum. Da et filter pa et
produktrum konvergerer, hvis og kun hvis alle dets projektioner
konvergerer (T.2.11), ser vi, at et filter pad H' konvergerer
mod £ € ¥ i den svage topologi, hvis og kun hvis ¥(a) » f(a) for
ethvert a € H, specielt, at en fglge (fn) konvergerer svagt mod
£, hvis og kun hvis fn(a) - f(a) for cthvert a € H.

Hvis H er ¢t Hilbertrum, har vi en konjugeret lineczr bi-
jectiv isometri J af H' pd H; vi definerer den svage topologi
pad H som den topologi, der ggr J til en homecomorfi mellem H' for-
synct med den svage topologli og H. En basis for filtret af omegne
i denne topologi er {{f € H | Vg ¢ S[|(f|&)] < 1]} | S er en
endclig delmmngde af Hj.

Hvis H ikke er endelig dimensionalt, findes der et ortonor-

malsystcm (en) i H; et sddant konvergerer svagt mod o, thi for
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oo 2 2 .,
g € H cr 24 |(en|g)| < llgll”, sa at (enlg) - 0. (en) konvergerer

n
ikke sterkt, da det ikke er nogen fundamentalfglge. Den svage
og dcen sturke topologi er saledes forskellige., Hvis H er endelig
dimensionalt H = Kp, scr man lct, at begge topologicr falder
sammcn med produkﬁtopologicn.
7.2. Lad H vere ¢t Hilbertrum, og lad os indfgre topologier
pad L(H,H). (Vi kunne almindeligere se pa L(H1,Hé), hvor H, og

H, er normerede vektorrum) :

L(H,H) = L kan betragtcs som en dclmengde af HY. Lad H_

betegne H forsynet med den svage topologi, og HTH forsynct med
dcn sterke topologi. Vi vil anvende fglgende betegnelser: Den
ligelige topologi pd L er topologien induceret af normen; den
sterke topologi pAd L er topologien induceret af produkttopolo-
gien/l%duceret af produkttopologicen pa ETH.

Som basis for filtret af omegne af O i den starke topologi
kan volges mengderne {T € L |[|Tf|| < 1, v € 8}, hvor S er en
vilkdrlig endelig delmzngde af H. Den starke topologi kan karak-
terisercs som den svagoeste topologi, med hensyn til hvilken alle
afbildninger T » Tf, £ € H, af L ind i HT er kontinuertc. Den
er derfor svagere end den ligelige topologi.

Som basis for filtret af omegnec af 0 1 den svage topologi

kan velges mengderne {T € L ||(Tf|g)| < 1, vf € S,vg € Sf},

hvor S er en vilkarlig endelig delm®:ngde af H, og hvor, for

hvert £ € S8, S, er en endelig delmezngde af H. Disse mzngder kan

iy
lige s& godt beskrives som {T € L lI(va|gv)| ¢y U= Tyeeesn},
hvor n € N og f1’-co,fn,g1,ooo,gn € H, idet hvert £ ¢ S skrives

et antal éange, der er lig antallet af elementer i Sf. Som basis¥

1) pa HTH; den svage topologi pad L er topologien
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mengder er det nok at benytte delsystemet af mangder
T € L I(Thvlhv)l <1y v =15e0syn}, hvor n € N og hysyeeesh €
H; thi {T € L I(va|gv)| <1, v=1,00a,n} 2

{TcL |T(fv+ivgv)|fv+i“gv)| <y v =Tyeeesny g = 0y40e,31,
3
idet, for vilkarlige T € L,f,g € H, L(Tf|g) = ZJ i#(r(r+itg) |

u=0
f+i”g). Den svage topologi kan karakteriseres som den svageste
topologi pa L, med hénsyn til hvilken alle afbildninger T -
Tf,f € H, af L ind i ﬁr er kontinucrt, eller som den svageste
topologi pad L, med hcnsyn til hvilken alle afbildninger T -
(rtlg), fyg € H, af L ind i T er kontinuerte. Den er derfor
svagere end den sterke topologi (jfr. gv. ).

Sitning. Lnhedskuglen i L(H,H) er kompakt i den svage topo-
logi.

Bevis: For T i enhedskuglen og £ € H er [|Tf|| ¢ ||If}|, derfor
er enhedskuglen en delm@ngde af den kompakte mengde H{Hflf € Hi,
hvor Hg for hvert f betegner den svagt kompakte mengde
fec H | llgll ¢ IIfl]}. Enhedskuglen i L er fzllesmengden af m@ngden
af lincere afbildninger H - H med fmellesmengden af urbillederne
ved de kontinuerte afbildninger: T - Tf, hvor £ € H og ||f]| = 1,
af enhedskuglen 1 H, der er kompakt og derfor afsluttet i den
svage topologi; derfor er enhedskuglen i L kompakt,

Lad L og Em betegne L forsynet med den ligelige, hen-

%’LT
holdsvis den sterke og den svage topologi.
Stning: For B € L er A » AB og A » BA kontinuerte afbild-
ninger L - L .
o o

Bevis: Lad en omegn U af O i den svage topologi vare givet

ved {f1,...,fn} og {g1,o..,gn}.
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A€ {SeL I(SBf lg Y] <41, v = 1,e0e,n} = AB € U, og
Ae{SEL ||(sf 18%g,)| <1, v.= 1,...,n] » BA € U.

Bemarkning. En tilsvarende sztning gzlder i den st®rke
topologi (jfr. gv. )« '

Setning: Lad N vare en vilkérlig delmzngde ¢ L.

e L."TA- = AT, VA € N} er afsluttet i den svage topologi.

Bev1s’ For A €.L er T » TA-AT en kontinuert afbildning
Yy L - L. Derfcr er n{yA 1(O) A € N} afsluttet i den svage
topologi. ‘ ‘. e

Sztning: Afbildningen A -~ A er kontinuert L - L « Mengden
af selvadjungerede operatorer € L er svagt afsluttet.

Bevis: Kontinuiteten f¢1ger 1et ‘afy atl(A gif)| < 1 =
|(Af|g)| < 1. Derfor er f:A - A¥ -A, en kontinuert afbildning
L& > L_» og mengden afxselvadjungerede opengtorer €L = 50—1(0)
er svagt afsluttet. S B |

Bemerkning: A - A¥ er ikke kontinuert LT - LT (3fr. ¢v. 3).

Szztning: Lad B vere en selvadjungeret operator € L.
fAcL | ABlogf{AcL | A S B} er afsluttede i den svage
ﬁopologi. } -

Bevis: Afbildningen optA ; ((A-B)F|f) er kontinuert
L.~ L, derfor er n{af°~1(R+u{O})|f € H} og n{af°-1(R \ R
f e H?svagt afsluttede. ) )

7.5 Definition: En delmzngde N af en partielt ordnet mazngde

M er opad filtrerende, hvis mzngderne Ny = {A € N|A » B}, B€ N,
udggr en basis for et filter FN pa N. Betingelsen er Abenbar’
zkvivalent med fglgende: til A og B € N 3C € N, s4 at
C 2 Aog C 2 B. Tilsvarende defineres begrebet nedad filtreren-

de.
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Setning: Lad N vare en opad filtrerende mangde af selvad-
Jjungerende operatorer € L. Hvis A € L er en majorant for N, oo
A tilhgrer det svagt afsluttede hylster af N, s& er A den mind-
ste majorant for N, og FN konvergerer mod A i den stzrke topolo-
gi.

Bevis: For B selvadjungeret € L er {S € L|S ¢ B} svagt
afsluttet. S < B, ¥vS € N, medfgrer derfor A < B, d.v.s. A er

den mindste majorant for N.

Vi velger R € N. For 8 € Ny gzlder: ~|Rll-B ¢ R <8 <AL
Al|+E, derfor O ¢ A-§8 ¢ aE for a > |R||+||Al|, og, da produktet af
to kommuterende, positive operatorer er positivt, O ¢ (A—S)2 <
a«(A-8).

Lad U vere en omegn af A i den sterke topologi,

iy

{TE L l“(T"A)fv“ < 1’ vV = 1,..o,n},n€ N,f,".oo,fn E H;

V= {(TEL ll((T-A)fvlfv)l ¢ a™t

s V= 1,se0,n} er da en omegn

N
af” i+ 1 den svage topologi, derfor 3T1 € Vg Vi velger T € N,

T2 T, og T2 R.For S e Ny Ny gaalderle(A-S)va2 =

T
((a-8)%r_|£) ¢ a((a-8)F_|£) < al(A-D)F_|£)) < 1, v = 1,000,m,

altsd 8 € U. Vi har NT ¢ U, derfor U € FN’FN er finere end filtrecy

af" omcghe af A i den starke topologi, d.v.s. FN konvergerer mcd
A i den stwrke topologi.

Setning: En opad begranset, opad filtrerende mangde N af

sclvadjungerede operatorer € L har én mindste majorant sup N.

P . konvergerer mod sup N i den stsrke topologi.

=N
Bevis: Vi velger R € N og en majorant B for N.
gelder
For 8 € Ny og b = max{|[R||,[|B][}/-bE ¢ 8 ¢ bE, derfor (||| < D.

Da {T € L|{|T|| ¢ b} er kompakt i den svage topologi, har filt~
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med basis {Nsls € NR}et fortztningspunkt A, d.v.s. A tilhgrer
det svagt afsluttede hylster af NS,vS € NR’ og derfor det svagt
afsluttede hylster af N. Da {Ce€ L | C ) S} er svagt afsluttet
og 2 NS, vil den indeholde A, d.v.s. A 8,vS € NR' Til Te€ N
38 > T,8S € Nh, og vi har T ¢ 8 < A, Setningen fglger nu af den
forcgacnde.

En tilsvarende satning gelder om ncdad begransede, nedad
filtrerende mengder af sclvadjungerende operatorer € L. Den
stgrste minorant for en saddan mesngde N vil vi betegne inf N.

Setning: Lad N og P vare opad begreznsede, opad filtrcrende
mengder af selvadjungerede operatorer € L.

1) = N = {-8]S € N} er nedad begranset og nedad filtrerende;
inf(-N) = -sup(N).

2) For N € RY er A\N+P = {NS+T|S € N,T € P} opad begranset

og opad filtrerende; sup(AN+P)

AsupN+supP.

3) Antag yderligere, at 8 > 0, T > O, og ST = TS, for
VS € N, v € P. N.P = {ST | S € N,T € P} er opad begrznset og
opad filtrerende; sup(N.P) = (sup N).(sup P).

Bevis: 3) N.P er opad filtrerende; thi 83 28, S5 2 S5
T 2 Tys T3 2 Tpy 83 € P, T, € P, 1 =1,2,3, medfprer 5,75 »

T, 2 S1T1 og tilsvarende 83T 2 82T2, d.v.8. at S1'I'1 og 82T2

S3T4
har den felles majorant 83T3 € N.Po

Da sup N tilhgrer N's svagt afsluttede hylster, kommuterer
sup N med T,vT € P; tilsvarende kommuterer sup P med S,vS € N.
S € N,T€ P = ST g (sup N)-(sup P) = sup(N.P) < (sup N)e(sup P).
Omvendt ser vi, at S € N, T € P = ST < sup(N+P) = Sesup P ¢
sup(NeP), da S.sup P tilhgrer det svagt afsluttede hylster af

[ST|T € P}, idet T - ST er kontinuert L_ - L_. Da ogsé (sup N)-
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(sup P) tilhgrer det svagt afsluttede hylster af {S(sup P)
S € N}, er (sup N)«(sup P) ¢ sup(N-P).

1) og 2) vises tilsvarende.

Hvis N og P er voksende fglger (Sn) og (Tn), finder vi,
med forudsztninger som under punkt 3), at (SnTn) er en voksende

fglge; for n ¢ m er SnTn < SnTm < Sme og SnTn < Sm?n < Sme;

derfor er (sup N)e(sup P) = sup(N.P) = sup (SnTm) = syp (SnTn).
n,m

For nedad begransede, nedad filtrerende mzngder gelder
tilsvarende sztninger,

in nedad filtrerende mangde G af positive operatorer €,L(H,
H) er specielt nedad begr@nset, og har derfor en stgrste minorant
P; for alle x € H og € > O eksisterer B € G, s& at (Px|x) ¢ (Bx|x)
¢ (Px|x) + g, da P tilhgrer det svagt afsluttede hylster af G;
derfor er 0 ¢ (Px|x) = inf {(Bx|x)|B € G}. Da mezngden af operator-
er, der kommuterer med enhver operator, der kommuterer med enhver
operator i &, er svagt afsluttet og indeholder &, indeholder den
ogséd P. Hermed har vi bevist en sztning, der blev anvendt i § 6,

side 14.
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$ 8. Fortatningspunkter for spektret.

Vi betragter et Hilbertrum H og en operator T pa H.

For N € C kaldes (T-%E)o_1(0) egenrummet for A. Hvis egen-
rummet er 4 {0}, kaldes A en egenvardi for T, og ethvert element
4 O i egenrummet kaldes en egenvektor svarende til A. Dimensio-
nen af egenrummet kaldes A's multiplicitet.

sntag nu, at T er en normal operator € L. BEthvert isoleret

Cpunkt A i spektret ¢-(T) er en egenverdi for T.

Bevis: Da A er isoleret, findes der a > O, s& at {A}] er
fzllesmazngde for o(T) og cirklen C(2\,a) med centrum A og radius
a. Den karakteristiske funktion for [}, 1{%}, € C((T),t), og
for den tilsvarende operator 1§%}(T) = P% er TP, = A\ da t1{%§
() =,x1z%}(t) for t € ¢(T). N er derfor egenvaerdi, og det til-
svarende egenrum indeholder P%H.

P% er en projektion, da 1{ ; kun antager verdierne O og 1,

A

° " 2 _ 5 _ - 2 2 - o\
s at P," = P," =P, Da [t -A" 2 a (1 15%;(t)) for t € o (T)
2

er ||(T - ')\E)XH2 ((T* - RE)(T - AE)x|x) > a” ((E - P%)xlx) = a

»

(B - P?\)xll2 for ethvert x € H. For en egenvektor x svarende til

A er derfor x = P.Xx € P.H, B, er s&ledes netop projektionen pa

N N A
egenrummet for A.
Da ||[(T" - 2E)x|| = ||[(T - NE)x|| , er P, ogs& projektionen pi

egenrunmet for T svarende til he

Sutning (HoWeyl 1909): Lad T vere en normal operator G L.

N € C er fortztningspunkt for ¢ (T) eller egenverdi for T med mul-

tiplicitet o, hvis og kun hvis der eksisterer et numerabelt or-

tonormalsystem (fn) i H, for hvilket |[(T - xE)fn” - 0.

Bevis: Hvis A€ C er egénv%rdi for T med multiplicitet oo,

oA

kan vi finde et numerabelt ortonormalsystem ang ic
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egenrum, og OPnNAr (T-%E)fn = 0 - 0. Antag nu, at fglgen (an)
af punkter i ¢(T), med ay 4 ey 3 N for n ¥ m, konvergerer mod A.

Vi kan da indukt%vt valge funktioner oy € C(y(T),[O,1]), s& at
4 gf)_,./,’ \*g R
¢n(an) = 1, ¢, har stotte ¢ {z € & I lz-N| < 2fa ~A|} og er O

i en omegn af {amlm + n} og ¢ o = 0 for n 4 m. Da H¢n(T)“ = 1
ken vi velge g € H med |lg || < 2, s& at [lp (T)e || = 1. Vektorerne

£, = ¢n(T)gn udger da et ortonormalsystem, idet (fnlfm) =

(o (T) %0 (T)g, la,) = (oo (T)g, lg) = O for n 4 m. De
I(z-ND)E S (TN of Il iy § 2 suptlz=hlon(=) | 2 € ()] g
2 sup{|z-A| ! |z=N|"< 2]a =N} = bla ~N|, vil (T-NE)f_ - O.

"Hvis A ikke er egenverdi med multiplicitet o~ og ikke er for-
tatningspunkt for o(T), s& er A egenvardi med endelig multipli-

citet, og P, = 15%;(T) er projektionen pa& det tilsvarende egen-

A
rum. Da et vilkarligt ortonormalsystem (fn) konvergerer svagt

,}\H, doVoSo

ern - 0 i den svage og derfor i den starke topplogi pa P%ﬁ’ da

. . X 2 2
P.H er endelig dimensionalt. Da I(T-"E)E 7 2 a( (E—P%)fnlfn)

for et passende a » 0 (jfr. ovenfor), og_((E-P%)fnlfn) =

mod 0, vil specielt (Pxfnlg) = (fan%g) -+ 0 for g€ P

1—”Pxan2 > 1, kan (T-NE)f  ikke konvergere mod O.

Med lidt pApasselighed kan man bevise de ovenstiende s@t-
ninger ogs& for ubegrinsede normale operatorer.

8.2. Lemma: Lad N vere en delmengde af et fuldstendigt me-
trisk rum M. Fgdlgende egenskaber<ér zkvivalente:

I Ner kompakt. |

II For et vilkérligtls > O findes der en endelig delmangde
S af M, sé.at_ethvért punkt i N har en afstand { e fra S (et
endeligt e-net for N). (N er fuldstendigt begrenset).

III Enhver f¢1gé af elementer i N har en konvergent delfglge.
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Bevis: II = I: Lad P vare et ultrafilter pa ﬁ, og lad S vare et
endeligt g-net for N; S er da ¢t endeligt (2¢)-net for N, sa at
N er overdskket af de endelig mange kugler K1"°"Kn med centrer
i S og radius 2¢. I' indeholder en af disse kugler, thi K, ¢

F o N\K €k (jfr. 7.2.7), og hvis ogsd K, ¢ F, vil ¥ \

(K1 U Ky) = (N \ K1) n (8§ \ K,) € P o.s.v., 82 at enten K, eller
..o cller K _, € F, eller X 3 N\ (K ueeU K ) € F; Feer
sdlcdcs et fundamentalfilter og dermed konvergent. -

I = III: Da N er kompakt, har ecnhver fglge af elementer i
N ¢t fortetningspunkt x i N. Da filtret af omegne af x har nume-
rabel basis, vil en delfglge konvergere mod X.

III =» II: Antag, at der findes £ » 0, 84 at ingen endelig
delmongde af M er et e-net for N; N 4+ p, og vi kan ved induktion
valge c¢cn fglge x1,x2,... af elementer i N, sa at xn har en af-
stand > £ fra Xn for alle n € N,og m < n; da ingen delfglge af
denne Tglge er en fundamenta1f¢1ge, kan fglgen ikke udtyndes
til en konvergent delfglge.

En operator T € L siges at have endelig rang, hvis dimen-

sioncn af TH er endelig.

Sztning: Lad T vere en opcrator € L. Om fglgende egenskaber:

I T har endelig rang.

ITI T er grenseverdi 1 L, for operatorer mcd endelig rang.

N
III T{f € H | |[f{l ¢ 1} er kompakt i H .

IV T er gresnseverdi i L., for operatorer, der opfylder III.

A

V Lnhver begrenset fglge har en delfglge, hvis billedfglge
cr konvergent 1 HE'
VI T afbilder en vilké&rlig begrznset svagt konvergent

fglge i en sterkt konvergent fglge.
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VII Hvis (fn) er et numerabelt ortonormalsystem og
Ne &\ {0}, er (T-NE)f, ikke konvergent i H
‘gelder: I = IT =» III « IV e V = VI = VII.

Hvis T er normal, er II, ITI, IV, V, VI og VII &kvivalente;

i dette tilf®zlde bestar m(T) af h¢jst numerabelt mange punkter,

og cthvert punkt i o(T) \ [0} er isoleret i ¢(T) og er en egen-

verdi med endelig multiplicitet. Topfylder ogsd I, hvis og

kun hvis ¢(T) er en endelig mangde.

Bemarkning : Man kan vise, at enhver svagt konvergent fglge
er begrenset, si at ordet begrznset kan stryges i VI (princip-
pct om ligelig begrensning). Man kan vise, at VI = II ogsa for
ikke normale operatorer. Operatorer, der opfylder disse betin-
gelscr, kaldes kompakte eller totalkontinuerte. Trods ﬁVIbe—
hgver en séddan operator ikke at vaere kontinuert: H&_a HT. (Jfr.
BV )

Bevis: I = II og III = IV er trivielt

IV = III: Antag, at der til ¢ » O findes S € L, der op-
fylder IT¥og [|S-T|| < £; lad R vare et endeligte-net for

s{reH | |If]] ¢ 1}; R er da et endeligt (2¢9-net for T{f € H

If]l < 1}; denne mengde har derfor kompakt afsluttet hylster i H_ .

I - III: T{f € H | [If|| ¢ 1] er en begranset mengde i det

endelig dimensionale rum TH, og har derfor kompakt afslutnhning
relativt til TH og derfor relativt til H'v'
II = IV da I = III.
IIT = V fplger af det foregaende lemma
V = VI: Lad (fn) vere en begranset fglge, der konvergerer
svagt mod f; enhver delfpglge (Tgv) = (Tf'n ) af (Tfn) har da en

v
delfglge (Thu) =(Tgv ), der konvergerer stzrkt mod et element

7
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h € H; for ethvert g € H er (hlg) = lim(Thu|8) = 1ﬁm(hﬂ1T*g) =
(flT*g) = (Tr|g); derfor er h = Tf. Dette medf¢¢er, at (Tfn) > Tf: ellers
ville der eksistere et £ > O og en delfglge (Tgv), s& at
HTf—TgvH > e for v € N, og ingen delfglge af (Tgv) kunne konver-
gere mod Tf.
VI = VII: Et numerabelt ortonormalsystem (fn) konvergerer
svagt mod 0; hvis A € T\ [0}, og (T-NE)f - &, 8& Vil £ =

1g, i modstrid med Cauchy-kriteriet.

-1 -._1 AT _ —_
N TE N (T-XE)E - 0 - A
Antag nu, at T er normal og opfylder VII; sztningen i det fore-
\
gaende afsnit viser da, at intet A € C \ {0} kan vare fortaet-

ningspunkt for ¢(T) eller egenverdi for T med multiplicitet oo
For n € N kan o(T) n {z€ C | |z] n-1} kw1l indeholde endelig
mange puhkter; o(T) indeholder derfor hg¢gjst numerabelt mange
punktcer. Lad (%n)n c y» hvor N = N eliler et afsnit i N, betegne
de T'ra O forskellige punkter i ¢(T), nummereret, sa at

IMNT 2 IN] 2 eee; hvis N = N, via N, = 0; til e > 0 findes der
n, sa at val (e for v € N, v > n; da |z-2§kv1{% }(z)" v € N,
v ¢ n}| < e for z € o(T), er (IT-2{\P l v € N, vv§ nj|f < e for
P, = 1§%v}(T); Zivavlv € N, v { n} har &benbart endelig rang;
T opfylder altsd II, og hvis N er endelig e ndog I. Operatorerne
Pv er abenbart parvis ortogonale projektioner. TH indeholder
hvert af rummene P H, da f = T(xv_1f) for £ € P H; da s\ P -

T i L., vil zvavf -» Tf i HT for ethvert f € H; TH er\derfqr

A
det mindste afsluttede underrum af HT,,der indeholder alle PvH;
desuden er THL = T*°—1(O) = T°_1(O); hvisvi lader P_ vare projek-

tionen p& egenrummet svarende til O for T, er derfor(E-P&&:
(2.},
Hvis T har endelig rang, kan TH kun indeholde endelig mange
. af de parvis ortogonale endelig dimensionale underrum PvH’ og

o-(T) \ {0} ma4 vere en endelig mangde.
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For x € H er (E-Po)x = szx, hvor hgjresiden er en endelig
sum, eller er konvergent i HT. sz er saledes en endelig sum,
eller konvergent i LT med summen E-Po.

For v € N kan vi velge en endelig ortonormal bhasis

ev1"°ﬁ;evnv
Px=3 (x|e )e . Vi velger en indexmengde I med card(I) =
v =1 v’ Vi

dim POH og et maximalt ortonormalsystem (eoi)i €I

Tor PvH’ nv = dimensionen af PvH' For x € H er da

i POH‘
fegili€ I u ieWM | v e N, u-= 1,...,nv} er da et maximalt or-

tonormalsystem i H, thi hvis x € H er ortogonal pa alle disse

vektorer, er levH for v € N, sad at x € PoH 08 X = O,

Til en normal kompakt operator T € L(H,H) findes der altsi
en ortonormal tilnzrmelsesbasis for H bestaende af egenvektorer
for T (sammenlign med § 2).

Lad f vare en kontinuert funktion p& o (T). z[f(xv)—f(o)]1z% ]
v

er konvergent i C(¢(T),8), eller en endelig sum, med summen

f-f(0)1; derfor er £(T) = £(o)E + z[f(kv)—f(o)]Pv i L,. S& meget

des mere er £(T)

£(o)E + 2[f<%v)'f(0)]Pv 1L, 0gda f(o)E =

[t

f(o)PO + Ef(o)Pv LT, er £(T) = f(o)Po + zf(xv)Pv iL_ .

Hvis f(o) = o, finder vi specielt, at f£(T) = zf(xv)Pv iL,.
n
n

Da afsnittene 2; f(xv)Pv er operatorer af endelig rang, og
v=1

konvergerer mod £(T) i L., er £(T) kompakt, nar f(o) = o.

A
Ved anvendelser inden for teorien for differentialopera-

torer mgder man hyppigt fglgendie problem: Der er givet en opera-

tor A, for hvilken A—1 er en normal kompakt operator € L; for

hvilke N € C og y € H findes der x € D(A), s& at Ax-AX = ¥.
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Ved multiplikation med A"Jl far vi problemet: x-%A—1x = A_1y;
i ®ldre litteratur kaldes undertiden A en egenvardi for proble-
met, hvis der findes x € H \ {0}, s& at x-xA-1x = 0.
Vi vil her diskutere problemet: der er givet en operator
T € L; for hvilke n€ C og y € H findes der x € H, s& at
M-Tx = yo. |
For A\ ¢ sp(T) har AE-T er invers i L; der findes da for
ethvert y en/ﬁ%n én 1lgsning x = (%E—T)~1{j hvis specielt |A]| >

spektralnormen for T, er (%E-T)-1 = 24(x’1T)v,,hvor raekken

V=0

[oad

— ﬁ -
er konvergent i L, (ifr. § 5), og x = A ! 24 &N 1T)vy (C. Neu-
V=0

manns rakke),

Hvis N ikke er egenvaerdi for T, har AE-T en invers; der er
da héjst én lgsning x = (%E—T)—1y.

Hvis A er cgenvardi for T er for y €Ii(%E-T)°—1(y) tom eller
et siderum til egenrummet for T svarende til A,

Vi minder om, at x € sp(T¥) — N € sp(T), og at
(E-TH = [(;E—T*)°-1(o)]l. Hvis N er egenverdi for T°, vil
n € sp(T), og en ngdvendig betingelse for, at der findes x, er
at y er ortogonal pa egenrummet for T* svarende til N. Hvis T er
normal, falder dette rum sammen med egenrummet for T svarende
til A

Saetning: Lad T vere en normal kompakt operator. For

‘ R I I oyl
Ng o(T) er (NE-T) '~ =n B+, 3 N\, (NN) P, 1L, og

1

}\’
ey~ - _ -1 . _

(\E-T) =N Pyt (N xv) P,iL_. For A\ = %p € o(T) \ {0}

eksisterer der x € H, sd sat %ﬂx—Tx = y, hvis og kun hvis y er

ortogonal p& egenrummet for T svarende til x#; hvis betingelsen
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cr opfyldt, er den fuldstaendige lgsning x = z1+%p—1y + ﬁu-1

-
_ =1 _ -1 o -1
ZJ %v(%p %b) Py = 22+7\:u Py + (%p-xv) P ¥y, hvor z, og z,
vu v

er vilkarlige lgsninger til Tz = %uz, og rekkerne er konvergente

-1 -1\ - -1 i
1H (og xﬂ E+§u 24 %v(%p %v) P er konvergent i L%).
viL

Bevis: For N\ 4 ¢(T) er funktionen t - (x-t)_1 kontinuert pa

o(T); aerfor er (AE-T)"" = 27 'E + z[(x—xv)"1 - x'1JPv =

-1, -1 -1 . ~1 -1
D4 - - —
N D +HN S xv(x N,) P, iL og (NE-T) ' = A

L .
T

~15
Po+(n-N,) P i

-1 O ~1_ -1
s 1 - -
ummen %p + 24 K%u xv) %ﬁ ]1{%v&, hvor X# € o(T) \ {0}

vy
er cndelig eller konvergent i C(+~(T), C) med en sum g € C(c(T),C);

g(t) = (7\M-’c)—1 for t # N,» o8 g(%u) = %M_1, og (%u-1-t)g(t) =

-1 -1 - -1 .
1-1 . Derfor er N E + \ -
{%p} ’ %u 2¥ xv(%u xv) Pv konvergent i
VFU

L% med en sum g(T), og g(T)(%ﬂE—T) = E—Pu. For y € (E-ﬁu)H og

x = g(T)y er da %ux—Tx = (%uE—T)g(T)y = (E—Pﬂ)y = y. Den ngdven-
dige betingelse Puy = O er sdledes i dette tilfmlde ogsa til-

strakkelige.
-1 -1

| Desuden er g(T) = g(o)Po + Eg(%v)Pv = %p P+ %p Pﬁ +

. (N =N )‘1p iL, 84 at g(T)y = z + x'1P y o+ ‘ﬂ(x -A )-1P y
ZJ U v v T U -0 w v v !
vl v
med z € P H,

7
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§ 9, Integralligninger.’

. . . .2 s
Vi minder om Fubinls satning: Hvis en funktion K:R - C,
er integrabel, sa er funktionen t — K(&,t) en integrabel funk-
tion R —» C for n®sten ethvert s € R, den nasten overalt define-

rede funktion s - /K(s,t)dt er integrabel, og j/K(s,j)dtds =
/Kdmz(m2 betegner detto-dimensionale Lebesgue-mal).

Lemma: Lad K vare en malelig funktion:R® &, og antag, at
t » |K(s,t)| er integrabel for nzsten alle s, og at s - /|K(s,t)}dt
er integrabel. K er integrabel,

Bevis: Vi satter K, = |K| An 1, , hvor W = [-n,n] x

n
[-n,n]; K, er malelig, og O ¢ K g n 1, ; derfor er K integrabel.
h " n

For nmsten ethverts er t — Kn(s,t) malelig; da Kn(s,t) < |K(s,t)]

er for nasten alle s /Kn(s,t)dt 5}/|K(s,t)]dt; 5 - /Kn(s,t)dt

er intesrabel, og /Kndm2 = f/Kn(s,t)d t ds ¢ //1K(e,t)|dtds ¢ oo
Da (Kn) er en voksende fglge, der konvergerer punktvis mod |K|,

og {andm2

n € N} er begranset, er |K| integrabel. Da K er

malelig og har den integrable majorant |K|, er K integrabel.
Hvis en mengde A ¢ R er mdlelig i udvidet forstand, d.v.s.

An[-n,n] er mdlelig for ethvert n, s& er A g R malelig 1 udvidet

forstand; thi (A x R) n W, o= (An[—h,n])x [-n,n], og til e > O

og n € N findes en vokscnde fglge af trappemanger (Fv) og en af~-

tagende fglge af trappemangder (Gv)’ s at 0 Gv c An[-n,n} ¢

Y Fv og m(g Fv) - m(g Gv) < €3 (Fv x [-n,n]) er da en voksende

fglge af trappemzngder og (Gv x [-n,n]) en aftagende fglge af

trappemengder, s at () (Gv x [=n,n]) ¢ (An[-n,n]) x [-n,n] ¢
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J(F x [-n,nl), og my(Y(F x [-n,n])) - my(O(G, x [-n,n])) <
g.2n, sa at (A x R)N W, er malelig for cthvert n.

Heraf fglger det straks, at hvis en funktion £:R 5 &, er
malclig, er f ogsd madlelig som funktion: k% . b, idet f.cks.
2 ‘ Re £(s) > a} = {s € R

f(o,t) € R Re £(s) > al x k.

Hvis to funktioner f og g cr integrable : R - C, finder
vi, ot (s,t) » f(s)g(t) cr madlelig; for nasten alle s cr f(s)
endsliy og derfor t o |£(s)g(t)] integrabel, og s -

flf(s)g(t)]dt = |£(s)]| /|g(t)dt ¢r integrabel; derfor er

(s,t) -» £(s)g(t) integrabel.
Lad nu K vare en funktion € L2(R2,C), d.v.s. K er madlelig

og j|K|2dm2 < o} t - K(s,t) er da en funktion i LZ(R,C) for

nasten alle s. Vi sztter LZ(R,C) = H. For f € Hogn € N er

(s,t) - 1[—n,n](s)f(t) € L2(§2,C); derfor er (s,t) » K(s,t) 1[—n,n]

(s)f(t) integrabel, sd at t - K(s,t)1 (s)f(t) er integra-

) [-n,n,
bel for nesten alle s, og s — ]K(s,t)1[_n,n](s)f(t)dt er inte-
grabcl og specielt malelig; da dette gmlder for vilkarligt n € N,
er s » [K(s,t)f(t)dt madlelig; denne funktion smtter vi lig kf.
Da |kf(s)|2 = |fK(s,t)f(t)dt|2 < fIK(s,t)zdt |f(t)|2dt for
nesten alle s (Schwartz' ulighed), og s — [|K(s,t)|2dt er inte-

grabecl, er |kf|2 integrabel, d.v.s. kf € H, og X

/ kf(s)|%ds < /|f(t)|2dt./]]K(s,t)lzdtds. Da k(Nf+g) = Nkf+kg

for n€ C og f og g€ H, er £ - kf cn kontinuert lincar afbild-
ning H —» H med norm < normen af K som element af LZ(RZ,C). k

siges ot vere en integraloperator af Hilbert-Schmidt type med

kernen K.
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Afbildningen K - k af L2(R2,C) ind i L(H,H) er linear og
normformindskende; vi vil vise; at dener injectiv. For vilkar-
lige £ og g € H er (s,t) - g(s)f(t) en funktion i L (R2 C), for
K € 1° (R ,8) er (s,t) » K(s,t)f(t)g(8) integrabel, og
/K(s,t)f(t)§T§7 dm, = ]/K(s,t f(t)dt g(s) ds = (kf|g). Hvis k = o
er sadlcies K ortogonal pad det mindste underrum, der indeholder
allc funktioner (s,t) - g(s) £(t), og derf&r pad alle trappefunk-
tioncr; da trappefunktionerne cr et tet underrum i L2(R2,C), er
K = o nesten overalt.

For K ¢ LQ(RZ,C), er ogsd (s,t) - K(t,s) en funktion i 1.
(RZ,C); for f og g € H er f/ﬁ?%TET £(t) g(s) dtds =
/f(tj/K(t,s)g(s)ds at = (flkg) = (k*f|g); x* er derfor en inte-

gral operator af Hilbert-Schmidt type med kernen K*, hvor
K“(s,t) = K(t,5).

Specielt er k selvadjungeret, hvis kernen er Hermitesk,
d.v.s. hvis K(s,t) = K(%,s8) n.o.

Lemma: Lad {cili € I} vaere cn (ortonormal) tilnzrmelsesbasis
for H. Mengden af funktioner (s,t) — e. ( )-_T_T i,j€ I, er en
(ortonormal) tilnzrmelsesbasis for 12 ( ,C) .

Bevis: For K € LZ(Rz,C), s& at, for alle i,j € I,

/'K(S,t)ei(s)ej(t)dm2 = 0, er O = j]k(s,t)ej(t)dtggrgyds =

(k ej|ei); derfor er k ej = O for alle j, og k = o, og dermed
: 140 T j ei(s) eth5 ek(s)el(tidm2 =
/ ei(s)ek(si ds f eth}el(t)dt = 6y &lj.

K = 0. Hvis (eilej) = &

Lad--altsi (ev)~vare~en ortonormal tilnzrmelsesbasis-af-egem—-
funktioner-Lfor -den normale- kompakte operator k af. Hilbert-~Schmi-ét—

type;medﬁkernevaw~Fourierkeefficien$erne~fopﬁKpmed%hensyn&Lilw
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9.2. Lad nu (fn) vere en fglge af elementer i H, der konverge-

rer svagt mod O, og er begranset, anH < a. For nmzsten alle s

vil aa /fn(t) K(s,0)at » 0, da t —» K(s,t) er en funktion i H;

da ogsa I/K(s,t)fn(t)dt

2 ¢ af le(s,t)Izdt, far vi ved sstnin-

ningen om majoriseret konvergens, idet s ﬂl/IK(s,t)lzdt er inte-
grabel, at kfn -» o 1 H.

Ilvis k er normal, er k derfor kompakt.

Vi kan da velge en endelig eller numerabel ortonormal

tilnermelsesbasis (ev) for k H bestéende af egenfunktioner
veEN
for k svarende til egenvardierne (A ) , 1det vi tenker os

egenverdierne 4 O ordnet, si at |x1| S ?AZI 2 .o, 0g hver egen-—
verdi er skrevet s& mange gange, som multipliciteten (dimensio-
nen af det tilsvarende egenrum) angiver. Vi velger desuden en
ortonormal tilnsrmelsesbasis (eu)b " for egenrummet for k sva-
rendie til O; tilsammen udggr dissg g&ngder en ortonormal til-
nzrmelsesbasis for H.

Fourierkoefficienterne for K i den tilsvarende ortonormale
tilnermelsesbasis for LZ(R%,0) er (kej|ei) = xj(ejlei) =
%iji’ i,j€ Nu M, idet vi setter Ny = 0 for i € M; derfor er
zilxilz ‘ ieNuM = }: |7\v|2 = /]]K(s,t)|2dtds, og K(s,t) =

veN

2: xvev(s)SZFET, hvor rzkken er endelig eller konvergerer i 12
velN
(%%,0).
C9.3. Vi giver et andet bevis for et resultat i afsnit 2.
Lad K € LZ(RE,C), og lad (ev) " vaere en vilkarlig ortonor-
vE

mal tilnermelscsbasis for H. (H har_jo dimensionenﬁ{o, da H

indeholder en numerabel tazt delmzngde og ikke har endelig dimen-
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sion).

Lad K's Fourierkofficient efter funktionen (s,t) -
ei(s)EETTT vaere \; ;3 K kan da approksimeres vilkarlig godt i
LZ(R?;C)med endelige surmer af form 3 N ei(s)ggr?_; s& meget
des mere kan k approksimercs i L(H,H)% med endelige linearkom-

binationer af operatorerne vij’ (Vijf)(s) = /ei(s)ejitif(t)dt,

d.ves. V,.T
1]

graénsevordl i L(H,H)% for en fglge af operatorer af endelig

(f|ej)ei, og Vij H har dimensionen 1. k er siledes

rang, og er derfor kompakt.
9.4. I dette afsnit vil vi antage, at vi har givet en male-
lig funktion u:R2 - C, der er lokalt kvadratisk integrabel,

deVess Uy € L2(R2;C) for ethvert n € N. For enhver trappe-
n

funktion £ p4A R er da s —» fu(s,t)f(t)dt en nzsten overalt defi-

neret malelig funktion uf, og Uf.

1[—n,n] € H for ethvert n € N;

thi hvis £ er nul uden for intervallet [-m,m], har s —
2 2 .
|Uf(s).1[_n’n](s)| = ]/u(s,t)1[_n,n](s)f(t)dtl den integrable

majorant s -» /Iu(s,t)1[ |2dt:/|f(t)|2dt. Vi vil

-nyn] X £"m’m]
antage, at Uf € H, og at der findes ¢ € R, si at /lUf(s)]2ds <

02 /|f(t)|2dt, d.v.s8. at U er en kontinuert linesr afbildning

LY

af trappefunktioner pad R forsynet med topologien induceret af
normen f - [/1f(t)|2dt]% ind i H. Da trappefunktionerne udggr
en taet delmengde af H, og H er et fuldstendigt rum, findes der
én udvidelse, som vi igen betegner U, af U til en kontinuert
lincar afbildning af H ind i H,

For en vilkarlig funktion £ € H med begrznset stgtte
st(f) ¢ [-m,m], er t > u(s,t)f(t) integrabel for nzsten alle s.

Lad (fn) vere en fglge af trappefunktioner med st(fn) c [-m,n],



Mat. O, 1963-6L K III, 9, 6

der konvergerer mod f i H. (Ufn) konvergerer da mod Uf i H. For
nasten alle s finder vi: J/u(s,t)f(t)dt - /u(s,t)fn(t)dt|2
[/ uls,t) |- |£(t)[at]® ¢ | 2 12

S, | I < lu(s,t) |7 atf |£(t)-£ (t)|"at » O,

-m
Fundamentalfglgen (Ufn) i H konvergerer sidledes mod s -

/u(s,t)f(t)dt for n®sten alle s; ved hjzlp af Fatous lemma an-—

vendt pad fglgen (|Ufn—Uf|2), der konvergerer nzsten overalt mod
s - I/u(s,t)f(t)dt - Uf(s)|2, viser man let, at (Ufn) konverge-
rcr mod s » [u(s,t)f(t)dt i H (jfr. Weyls bevis for Riesz-Fischers
s2tning). Derfor er Uf(s) = fu(s,t)f(t)dt for nesten alle s
(eller n¢3agt1gere den nesten overalt definerede funktion s -
/u(s t;ﬁﬁat11h¢rer wkvivalensklassen Uf).

Lad nu f vere en funktion i H, for hvilken./lu(s,t)f(t)ldt
{ v for nesten alle s, (gﬁﬁ[_nsm]) konvergerer mod £ 1 H for

n,m - «; derfor vil s - / u(s,t)rf(t)dt konvergere mod Uf i H.

(¢)

](t) - u(s,t)¥ og for nmzsten alle s er granse-

-n
u(s,t)r(t) 1[_n’m
overgangen m%joriséret, idet t —» |u(s,t)f(t)| er integrabel;
derfor vil / u(s,t)f(t)at - ~u(s,t)f(t)dt for nmsten alle s.
Som fgr slutter vi, at UF(s) = [u(s,t)f(t)dt for nmsten alle s.
Funktionen (s,t) - u(t,s) = u (s,t) er ogs& lokalt kvadra-

tisk integrabel; for en vilkéarlig trappefunktion f pa R og

g € H med begranset stette er da (s,t) » u(t,s8)f(t)g(s) integra-

bel, og /]ET?T§7T(t)dt§T§7ds:«/f(t) / u(t,s)g(s)ds dat = (£ | Ug) =

(ur )g), vi kan sztte g(s) = [Uf(s) - f u(t,s) £(t)at]1

[-n’n]

(s), idet denne funktion € H og har begraznset stgtte; herved

finder vi, at U¥f(s) = /uit,si f(t)dt for nzsten alle s € [-n,n]



Mat. 6, 1963-64 K IIL, 9, 7

for
for ethvert n € N, og derfor/nmsten alle s. Derfor er

/ | j u*(s,t)f(t)dt| ds = / | U‘f(s)| ds ¢ HU*“ /lf(s)|2ds for
enhver trappefunktion f pa& R. U* er derfor den entydigt bestemte
kontinuerte udvidelse til H af afbildningen, der f¢rer en trap-

pefunktion f over i funktionen s - /u*(s,t)f(t)dt.

Lad os lige bemazrke, at den linexre afbildning, der pa den
beskrevne made til visse lokalt kvadratisk integrable funktioner

4

u : R - C lader svare operatorer U € L(H,H), er injectiv; thi

nvis U :no, ser man let, at den til u-1w svarende integralope-
rator af Hilbert-Schmidt type er o, sa ag u er o nzsten overalt
i wn Tor ethvert n € N,og derfor u er O nasten overalt.

Hvis specielt u er en begrenset malelig funktion, er u lo-
kalt kvadratisk integrabel, og t - |u(s,t)f(t)| er integrabel
for enhver funktion f € L1(R,C). Vi har altsd bevist

Lemma: Lad u vare en 16kalt kvadratisk integrabel funktion:

\2 - LY
- C, og antag, at der findes ¢ € R, sa at

)

/ | j u(s,t)r(t)at] ds c /lf(s)| ds for enhver trappefunktion

f p& R. Afbildningen f - Uf, Uf(s) = / u(s,t)f(t)dt, kan udvides
til en kontinuert linemr afbildning U:H - H. For f € H er Uf

m
granseverdi i H for funktionerne s a(/ u(s,t)f(t)dt, n,m - oo

-n

Hvis U = 0, er u = o nasten overalit.

Hvis u specielt er en begreznset mdlelig funktion, er for

enhver funktion £ € H n 1] (R,t) Uf(s) = / u(s,t)f(t)dat for

nasten alle s,

u® opfylder de samme bctingclser som u, og den tilsvarende

opurator er U" .,
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. b
Vi antager nu, at det er givet om u, at / | / u(s,t)dt|2ds =
a

b a
b~a og /\/‘ u(s,t)dt /. u(8,7)dTds = 0 for = < 8 < b ¢ ¢ ¢ d <
a c

L) 2 = - = 2
es; dette udtrykker, at HU1[a,b]N = b-a = H1[a,b]H og (U1[a’b]

m1[c’d])=o = (1[a,b]|1[c,d]) for ]a!b[ n Je,d[ = @.

Idet en vilkérlig trappefunktion f kan skrives £ = 3 N, 11
v

hvor intervallerne I, er disjunkte, bliver [[U]° = [[an U1, | =
v

12

- 2 2 _ 2
218, 1710y 17 = 3ia, | iy

2 2 2 o
= 58120 1P = fiel?s v er sa-
v

ledes en isometri pad rummet af trappefunktioner, og den udvidede
afbildning U:H —» H, er da ogséd en isometri., U er derfor unitar,
hvis og kun hvis vrdimengden for U er tat 1 H.

Da U er en isometri, er u™u = E, og U er uniter, hvis ogsa
1110 B; dette gmlder, hvis blot (U¥r|u*g) = (flg) for alle f og g
i ¢t tet underrum i H, f.ecks. for alle trappefunktioner,

Vi ser pad det specielle tilfwzlde, hvor u er symmetrisk,
u(s,t) = u(t,s). Da er U*f(s) = /u(t,s)f(t)dt = [u(s,t)f(t)dt -

—

/u(s,t)?(t)dt = UF, og (U*t|u™g) = (UF|UE) = (Ug|UF) = (ZIF) =

(f|lg); deves. U er unitwr, hvis blot U er isometrisk.
. 9.,5. Vi viser nu specielt, at der findeset tal kK > O, sd at
operatoren F, svarende til funktionen (s,t) - k exp(i st), er

unitar. Ifglge afsnit 4 er det nok at undersgge (F 1[a b]
?

F1[c,d]) for a (b (cgdogfora=cgb=d.

exp(i st)dt = k(i s)'_1 [exp(i sb) -

Da F1[a,b](s) =k ja

exp(i sa)], (singulariteten i o lappes trivielt), er F1[a,b] € H,

og F1[a,'b] F1[C,d] € L‘l (R,C), og (F1[a,b]|F1[c,d]) =
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K? / S-Z[exp is(b-d)-exp is(b-c) ~ exp is(a-d) + exp is(a=-c)lds :=
12 /’s“Z{-u-cos(b-d)s) + (1-cos(b=c)s) + (1-cos(a-ads) -

(1-cos(a-c)s)]ds = kzx[—lb-dl + |b-c| + |a-d|-}ja-c|] =

b =4d
c¢d,

fk2K2(b—a) for a = ¢
L ¢ for a ¢ b

A I

hvor « = f 8_2(1-coss)ds, idet .sinus-leddene ghr ud, da

funk tionerne er uligeog /5—2(1-cosas)ds = |aj f 0—2(1—coar)dr =
Klol e

Por k = (ZK)% far vi silcdes en unitar operator.

Setning. (Plancherel 1910): Afbildningen, der til x € L1(R,C)

- :
n L2(P,C) lader svare funktionen s - (27) 2 / x(t)exp(i st)dt,

kan udvides til en unitor operator F (Fourier-Plancherel operato-
ren) pa LQ(R,C); for x € LZ(R,0) er herved Fx gronseverdi i

. . -1 n
LZ(R,C) for funktionerne s - (2¢) 2 /‘ x(t)exp(ist)dt,n,m - oo
.. . —m

-~ -1
tilsvarende er F 1x(s) = (27) 2 / x(t)exp(-ist)dt for x € L1(R,b)

N LZ(R,C), og for x € LZ(R,C) er Fx greznsevardi i L2(R,C) for

1 m
funktionerne s » (27) 2 / x(t)exp(-ist)dt,n,m - oe.
-n

Bevis: Vi mangler kun at bestemme ki
Lad x vere funktionen t - exp(=|t|); x € L1(P}C) n LQ(R,C)
. Q
og Fr(s) = k / exp(-|t|)exp(ist)dt = k(is+1)—1exp[(is+1)t] +

oo

oo

k(is—1)—1exp[(is—1)t] = 2k(1+s2)-1; derfor er 1 = x(o) =

o

- - =1
Flpx(o) = 2k /‘(1+t2) Tat = 2k, og k = (o) 7%.

Man ser, at for x €IL2(R,C) er F—1x(s) = Fx(-s) for nzsten

alle s.
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§ 2, Linezre integralligninger

med symmetrisk kerne.

De fglgende undersggelser vedrgrer vektorrummet Cz[a,b]
bestéende af de i et givet begranset interval [a,b], a < b,
kontinuver te reelle funktioner med det indre produkt

Py = /b o(t)y(t)at.
Foruden den dertil h¢rén§; 2-norm

loll, = (pr0)?

vil det vare negdvendigt at inddrage normen

llell, =  sup _fo(t)].
tc(a,b]

Der galder uligheden é
b > \% iq
MM=</Q@)M>§HMJb—@?
a :

En mengde § af funktioner i Cz[a,b] kan vere ensartet begranset
med hensyn til den ene eller den anden af de to normer. Hvis
H¢H2 er begraznset for ¢ € &, siges funktionsmegmgden &.-at vare

(ensartet) norm-begraznset. Hvis lloll | er begrmnset for ¢ € .5, siges

funktionsmengden ¢ at vere (ensartet) ligelig begrmmset, (Ordet
"ensartet! kan uden fare for misfbrstéeiger udelades her, idet

hver enkelt funktion i C2[a,b] jo er beg}mnset.) Af ovenstiende

.

ulighed ses, at hvis en funktionsm#ngde éy ligelig begrznset I
er den ogsd norm-begraznset. Det omvendte émlder derimod ikke,

da der findes funktioner med en given 2-nq}m, som antsger vil-
kdrlig store verdier, Tilsvarende er det ﬁ¢dvendigt at skelne
mellem 2 slags konvergens af funktionsf¢lg$r. Hvis det for en

folge ¢, € Cz[a,b], 1 €N, og en funktion ¢ € Cz[a,b] gelder,

at |l - ¢1H2 konvergerer mod O, siges fglgén at konvergere i
norm mod ¢. Hvis |l¢ - 94|, konvergerer méd 0, siges Fglgen at

konvergere ligeligt mod p. Ovenstaende uiighed viser, at ligelig
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konvergens medfgrer konvergens i norm. Det omvendte er ikke
rigtigt. |
Da der i denne paragraf kun vil vare tale om et fast inter~

val [a,b] og alle integrationer udstrekkes.over‘dette, be tegnes
det betragtede rum kort med Cz’ og integrationsgrznserne ude-
lades.

| Lad der vare givet en reel og kontinuert funktion K(s,t)
defineret i [a,b] x [a,b]. For hver funktion ¢ € C, er da

¢(s) = [K(s,t)p(t)dt

en kontinuert funktion i [a,b]. Da [a,b] x [a,b] er en begran-
set og afsluttet delmengde af &X°, er nemlig K ligelig konti-
nuert., For hvert tal € > O findes der altsd et tal § > 0, sa-
ledes at

f |K(s",t")~K(s',t")] e
for s',t',8",t" € [a,b], |8" - 8'| + [t" = t'| ¢ §. Med benyt~
telse af Cauchy-Schwarz's ulighed f&s da for |s" - s'| ¢ &, at

lg(s™") -¢(sWrw=_ﬂKﬁ"nﬁ - K(s',t))p(t)at

=

,,2 .
g([mwmw—waw>afwh<s@-aﬁwh.

Heraf ses, at ¢ er kontinuert, som pastiet. Ved ¢ -» k(p) = ¢

defineres fglgelig en afbildning k:02 - 02,_som gjensynlig er en

linesr operator. Den er fuldstandig bestemt ved funktienen K og

kaldes en linear integraloperater med kernen K.

Af den fundne ulighed fglger imidlertid meget mere. Lad &
vare en norm-begranset mangde af funktioner i 02, og lad y vare
en kons tant, sdledes at [lpll, ¢ v for ¢ € &. Om mengden k(@) af
de funktioner ¢, som ved k svarer til funktionerne ¢ € &, g&lﬂer,
at der for ﬁvert tal a,)_oufindeé et tal § > 0, séledes at

g = p(sh)] ¢ e(oa)ly
for alle ¢y € k(&) og alle s',s" €[a,b], for hvilke |s" - s'l ¢ 4.

1
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Dette vil sige, at funktionsmengden k(d) er ensartet ligelig
kontinuert. Den er ogsd (ensartet) ligelig begrenset; thi med
betegnelsen

M= sup _|K(s,t)]
s,tc[a,b]

haves for hvert ¢ € k(&) og hvert s € [a,b]
()1 = | [(s,t)o ()

¢ ([xte, 0%t gl g w0 - )l
altsé -

pll, ¢ Mo - a)by.
Funk tionsmengden k(@) opfylder altsd forudsztningerne i Ascoli's
setning, nemlig for X = Y = R med den numeriske vardi som norm
og N = [a,b]. Ifplge denne sztning har altsd hver fglge
gy = k(¢i) € k(¢), 1€ N, en delfglge, som konvergerer ligelig,
altsd ogsid 1 norm, mod en kontinuert funktien ¢ . Dette viser, at
hver norm-begranset fglge p; € Gy, 1 € N, har én delfglge
¢iv,v € N, sAledes at de tilsvarende funktioner gy = k(pg )

v v

konvergerer 1 norm mod en funktion i 02. Dermed er bevist:

Hver linemr integraloperator i Cz[a,b] med kontinuert kerne

er totalkontinuert.

Ved en linezr integralligning af anden art eller en Fred-

holmsk integralligning forstés en ligning af formen

o (8) - /.K'(s,t)go(t)dt = a(s),
hvor A er et givet reelt tal, a en given funktion tilhgrende Cy

og kernen K en given kontinuert funktion i [a,b] x [a,b]. Der
s¢ges de funktioner ¢ € 02, der tilfredsstiller ligningen for
alle s € [a,b]. (Ved en linewmr integralligning af fé¢rste art

forstds en tilsvarende ligning uden leddet Np; en s&dan forelig«\\\

ger f.eks., nar det drejer sig om at bestemme en funktion med
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en given Fouriertransformeret. Disse ligningers almene teori
frembyder store vanskeligheder.) Med betegnelserne e for den
identiske afbildning af 02 og k for integraloperatoren kan den
betragtede integralligning kort skrives

(Ae - k)(p) = a.
De almen¢ s&tninger om lineare afbildninger af et vektorrum ind
i sig selv giver fglgende oplysninger om ligningens l@gsnings-
mengde ¢ Den homogene ligning (Ae = k)(p) = 0 har et underrum i
02 som l@gsningsmzngde. Det bestar kun af nulfunktlonen, hvis
A ikke er egenverdi for k, og er ellers det til egenvardien N
hgrende egenrum, Hvis den inhomogene ligning overhovedet har
en lgsning, f4s samtlige l¢sninger ved t il en af dem at addere
samtlige lgsninger til den homogene ligning. Lgsningsmzngden er
altsh et sideunderrum, Hvis N\ ikke er egenvardi for k, har lig-
ningen altséd hgjst cen lgsning., Eksistensspgrgsmidlet behandles
1 det fglgende kun for en symmetrisk operator k.

Det forudsattes nu, at kernen K er gymmetrisk, d.v.s. at
K(s,t) = K(t,s) for s,t € [a,b]. Operateren k er da symmetrisk,
idet der for vilkarlige funktioner ¢,) € C, gmlder

x(p)ey [/[K(s,t)¢(t)dt>¢(s)ds

/ K(s,t)p(t)y(s)dt ds
/¢(t)<[K(t,S)¢(S)ds>dt = 0o k().

Spektralsaztningen for totalkontinuerte symmetriske operatorer

(AG III,16) kan fglgelig anvendes pa k. Idet dér ses bort fra
tilfzldet, at K er identisk O, findes der ifglge denne satning
en endelig eller numerabel mazngde af fra 0 forskellige egen-
vérdier for k, som hver har endelig multiplicitet. De betegnes
med %1;k2,--i, idet hver tages med s& mange gange, som dens

multiplicitet angiver. Der findes endvidere et endeligt eller
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numerabelt ortonormalsystem af funktioner Uy sUpseee i 02,
sdledes at u; er egenfunktion hgrende til egenverdien \,; . Lad
U vare det af funktionerme uy udspznd te underrum i 02. Hvis
og kun hvis det til U ortogonale underrum Ul indeholder fra
nulfunktionen forskellige funktioner, altsd hvis og kua hvis
ortonormalsystemet ikke er maximalt, er ogsd O egenvarai, og

Ul er det tilhgrende egenrum. Dette kan vzre uendelig-dimen-

sionalt. ,
Hvis der findes uendelig mange egenvirdier xi, konvergerer

disse mod O, Por integraloperatorer gazlder endda, at egenvar-—
diernes kvadratsum er konvergent. For hver egenfunktion uy hg-

rende til egenvardien Ny er nemlig
/K(s,t)ui(t)dt = xiui(IS),

hvilket viser, at xiui(s) for hvert fast s er Fourierkoefficien-
ten for K(s,t) som funktion af t med hens&p til ortonormalsy-
stemet Uy sUssese o If¢lge Bessel's ulighed har man altsd for

hvert s € [a,b] og hvert n e Kk
n

zg‘xizui(s)z < K(s,t)zdt,
1=1 |

og integration med hensyn til s giver

n
inz < /K(s,t)zds at,
i=1

hvoraf pastanden fglger.
De tidligere resultater viser endvidere, at hvis der findes

uvendellg mange ki’ vil reakken

[-2-]

27\1(?"“1)‘11

i=1

for hvert ¢ € C, kbnvergere i norm mod k(p). Det skal vises, at
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den konvergerer ligelig. For p,a € N, p ¢ q, f4s ved hj=lp af
Cauchbechwarz's ulighed

q .
‘ X 7‘1(90'“1)‘11(5) i(so u,)? ; kizui(S)z-

i=p+1 i=p+1 i=p+1

Den anden sum pa hg¢jre side kan vurderes ved hjalp af den fogrste

af ovenstéende uligheder:

Z N u(a)® Z Ay (8)7 ¢ [K(s,t)%at ¢ MP(b - a),
i=p+1 i1=1

hvor M = sup K(s,t). Til et givet positivt tal ¢ findes der et

nummer m, saledes at
2 2
Ej (peuy)” ¢ ﬂﬁz%——y for ¢ > p > m;

thi ¢.uy, 1 € N, er Pourierkoefficienterne for ¢ med hensyn til
ortonormalsystemet Uy i € N, og har altsd en konvergent kva-

dratsum. Dette viser, at

q
' }Zt xi(¢.ui)ui(s) - forq>p2m
1=p+1
og alle s € [a,b]. Dermed er den ligelige konvergens og dermed
(pé ny) konvergensen i norm af razkken bevist. Summen 1 norm vides

at vere k(¢). Fplgelig gmlder med ligelig konvergens i s € [a,b]

/K(s,t)cp(t)dt - }j xiui(s)/go(t)ui(t)dt
i-‘-ﬂ
for hver funktion ¢ € C,. Hvis der kun findes endelig mange
egenvardier xi, galder‘ligningen, nar den uendelige razkke er-

stattes med den tilsvarende endelige sum.
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Er A\ et tal forskelligt fra O og fra de fra O forskellige
egenvardier xi’ har operatoren Ne-k, som vist tidligere, en i
hele rummet C, defineret invers (Xe-k)-1. Med andre ord, lig-

ningen N¢ - k(p) = o har for hver funktion o € C, en (og kun

2
een) lgsning ¢. Denne har en fremstilling af formen

Ji

=2 +2TT ) N O (a.ui)ui,
i=%

hvor rmzkken konvergerer i norm, hvis der findes uendelig mange
%i’ og skal erstattes med den tilsvarende endelige sum, hvis

der kun findes endelig mange Xi. I det fgrste tilfzelde vil denne
raekke vare ligelig konvergent. Beviset forlgber ganske som
ovenstiende for den ligelige konvergens af rakken for k(g¢).
Bortset fra, at ¢ er erstattet med o, bestdr forskellen mellem
de to razkker bare i faktoren (\ -~ xi)-1 i den sidstes led.
Ifglge forudsatningerne om A, og da xi 5 0 for i - ~y konverge-
rer fglgen Ix—kiﬁ1 mod |)\|_1 og er altsa begranset. Lad e vare

dens ¢gvre granse. Man har ds

q
2 -2 2 2 2, 2
NTON) Ty g e i VRN P
i=p+1 1=p+1
og vurderingerne kan gennemf¢gres som fogr., Integralligningens

lgsning fremstilles altsad ved den ligelig konvergente rakke

-1 - -1
o(8) = 2" lei(s) + 2\ i% NN =N ui(s)/a(t)ui(t)dte
i=1

Er A\ 1lig med en af egenvzrdierne xj, har integralligningen
kun lgsninger, ndr g er ortogonal til de til %j hgrende egenfunk-
tloner; thi er u en siddan egenfunktion, fas af No ~ k(¢) =
ved ipdre multiplikation med u, at Ne-u - k(p)eU = qeu, og den
venstre side er 0, da k(g)su = ¢.k(u) = kj¢-u P& grund af opera-

torens symmetri., Denne ngdvendige betingelse for lgsbarhed er
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som vist tidligere (III,§16) ogsd tilstrazkkelig. En lgsning ¢
fas ved simpelthen i ovenstéende rakke for ¢ at udelade de
meningslegse led svarende til de endelig mange numre i, for
hvilke xi = X. Den resterende razkke vil ogsd vare ligelig kon-
vergent, idet N\ for denne opfylder den forudsztning, under
hvilken den ligelige konvergens.af rakken for ¢ blev vist.
Enhver anden 1lgsning fas ved til ¢ at addere en'egenfunktion
heérende til egenverdien N\,

Sammenfattende kan altsd siges:

Hver linesr integraloperator k i sza,b], hvis kerne er

kontinuert, symmetrisk og ikke identisk O, har en ikke tom og

héldst numerabel m&ngde af fra Q0 forskellige egenvardier, der

hver har'endelig multiplicitet. Desuden kan 0 vere egenvaerdi

med endelig eller uendelige multiplicitet.

De_fra O_forskellige egenverdier Ny #hpseees hver taget med

88 mange gange som multipliciteten angiver, har en konvergent

kvadratsum, nar der er uendelig mange af dem. Den_ til en funk-

tion ¢ € Cz[a,b] svarende funktion k(¢) kan udyikles i en ende-

lig eller ligelig konvergent rakke efter funktionerne Uy plpyene

i et ortonormalsystem af egenfunktioner hgrende til henholdsvis

NjsNps+es « Operatoren k afbilder altsa Cg[a,b] ind i den lige-

lige afslutning ﬁ; af det af funktionerne uy frembragte under-
rum U ¢ Cz[a,b].
Integralligningen A\p - k(¢) = a har, nar A\ er forskellig

fra 0 og fra alle %i’ en og kun een lgsning. Nar A er lig med

en af egenvmrdiernevxi, har ligningen uendelig mange eller in-

gen lgsninger, efter som o er eller ikke er ortogonal til alle

til N\ hgrende egenfunktioner. Lgsningerne kan fremstilles ved

hislp af endeligéeller ligelig konvérgente rakkeudviklinger ef-

ter egenfunktionerne u

4+ Ngdvendige betingelser for, at lignin-
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gen har en lgsning for A = 0, er at o € ﬁ;, og atog er ortogonal

til de til O hgrende egenfunktioner, hvis sadanne findes. Disse

betingelser er i almindelighed'ikke'%ilstrwkkelggg.

Bestemmelsen af egenvardier og egenfunktioner for en inte-
graloperator k kan reduceres til et algebraisk problem, nir k er
af endelig rang r, d.v.s8. nar k afbilder 02 pd et r-dimensionalt
underrum. En operator er af rang r, hvis og kun hvis dens kerne

kan skrives r

K(o,8) = ) ayey(o)ey(4)
i=1
hvor Kyseessk, OT lineart uafhengige funktioner i 02 08 8, 5eeey

a, konstanter. At en operator af denne form har rangen r, fglger

af, at r

k(o) = }? a; (kg )iy
i= 1 B
for hvert ¢ € 02 er en linearkombination af Kypesesky, o Det om-

vendte ses sdledes: Hvis k har rangen r, findes der et ortonor-
malsystem bestdende af r egenfunktioner Uypeessld, hgrende til
fra O forskellige egenvardier x1,...;xr . Alle til u,,...,u
ortogonale funktioner 1 02 er egenfuriktiener til egenvardien O.

Formlen for k(¢) (side I, 2, 6) kan da skrives
r _
/<K((B,t) - Z}\iui(s)ui(t))o(t)dt = 0.

Funktienen i parentesen er alts& for hvert fast s ortogonal til

alle ¢ é C,, altséd identisk O, hvilket viser, at K har en frem-

2
stilling af den forlangte form.

De til fra O forskellige egenvardier hgrende egenfunktioner
u for en kerne af ovenstdende form m& vare linearkombinationer
at Kysenssh,e Szttes

= + e +
u X1K'1 o er.'r )
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drejer det sig om at bestemme et tal A samt tallene Xy yeensX s&- -

r
ledes,at
= X 8 .
/ZLJaiKi(s)Ki(t) ,xjxj(t) at = N\ jxj( )
1=1 3=1 1=1

Da funktimnerne Ki(S) er lineart uafhazngige, er dette ensbetyden-
de med r

>_—\</‘aiKi(t)Kj(t) dt)xj = )\xi , I = 41,0009

J=1

Der foreligger alts& egenvardiproblemet for matricen med inte-
gralerne 1 parentesen som elementer.

Man kan vise, at hver kontinuert kerne k kan approksimeres
med kerner af endelig rang, og at de sidstes egenvardier og egen-

vektorer tilnzrmer egenvaerdier og egenfunktioner for k.

. Ovenstaende resultater kan generaliseres i forskellige ret-
ninger. For det fg¢rste kan man erstatte Cz[a,b] med Cz(ﬂ), hvor
(i, er et afsluttet og begranset omrédde i et endelig-dimensionalt
talrum, Teorien kan da gennemfgres uden vasentlige zndringer.

For det andet giver mangfoldige anvendelser anledning til at tage
Ubegransede intervaller, f.eks. [@,e] 08 J=wsel, eller ikke-kon-
tinuerte kerner i betragtning. Man gir da over til L2—rumf Inte-
graloperatorer i disse er totalkontinuerte for en meget omfat-
tende klésse af kerner, og for symmetriske si&danne kerner gzlder
gztninger, der ganske svarer til de ovenfor beviste.

Vedrgrende ikke-symmetriske integraloperatorer k 1 Cz[a,bJ
med kontinuert kerne K(s,t) navnes fglgende: Enhver sidan inte-
graloperator har en adjungeret k', som ogsd er en integraloperator,
nemlig med kernen K'(s,t) = K(t,8). De to operatorer k og k'
har de samme egenverdier med de samme multipliciteter. (Men egen-

funktionerne er i almindelighed forskellige.) Der gazlder fglgende,
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forst af I, Fredholm beviste saztning: Integralligningen

N - k(p) = o har, ndr \ er forskellig fra 0 og fra alle
eventuelle egenvardier for k, for hver funktion g € C2[a,b]
en og kun een lgsning ¢« Er A en egenvaerdl for k, har lig-
ningen lgsninger, hvis og kun hvis & er ortogonal til alle
til N\ hgrende egenfunktioner for den adjungerede operator k'.
Beviset for eksistensen af lgsninger kan ikke fgres med de

1 det symmetriske tilfzlde benyttede hjalpemidler, og specielt
vil l¢gsningerne ikke kunne udtrykkes ved egenfunktioner, da
sbdanne ikke behgver at eksistere. Fredholms bevis beror pa
et af ham udviklet modstykke til determinantteorien. Et andet
bevis benytter approksimation af kernen ved kerner af endelig
rang. Om en r#kkeudvikling efter "itererede kerner' (C. ﬁeu~

mann's rzkke),som giver lgsningen for tilstrakkelig store |A],

handler ¢v. 3. Ogsad for ikke symmetriske kerner kan teorien

udvikles i Lz—rum.
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§ 12 Lebesgue-Stieltjes integralet.

It topologisk rum T kaldes lokal kompakt, hvis det er et
Hausdorff rum, og ethvert punkt har en kompakt omeghe.

Man ser let, at 1 et lokal kompakt rum har filtret af om-
egne af et vilkérligf punkt en basis bestdende af kompakte mang-
der.

R er abenbart et lokal kompakt rum for ethvert n € N.

ﬁnhver aben delmangde af et kompakt rum er lokal kompakt;
omvendt findes der for ethvert lokal kompakt rum T mindst ét (som
regel adskillige) par (%,¢), hvor T er et kompakt rum og ¢ er en
homeomorfi af T pa en aﬁen, tet deim&ngde af P; ¥, eller korrek-
tere (T,¢), kaldes en kompaktificering af T; éélédes er en cirkel
og et'éfsluttet, Megronset interval ¢ k forskellige kompaktifice—
ringer af R, og Riemannkuglen og den pfojective plan og den hy-
perbolske blan er forskellige kompaktificeringer af RZ. For at
bevisc eksistensen betragter vi, hvis ikke T selv er“kompakt, et
rum W;, hvis punkter dels er punkterne i T og dels ét ekstra punkt
wj Vi topologiserer Qn, idet vi fastsatter, at en mengde O - Tm er
dben, hvis O n. T badde er &ben i T og enten er O eller indeholder
komplementarmongden til en kompakt delmengde af T; en basis for
filtret af émegnc af . bliver {T_\ K | K er en kompakt delmzngde
af T}, den relative topologi pad T falder sammen med den givne to-—
pologi, og T = Tm; man ser let, at T°° er et kompakt rum og dermed
en kompaktificering, ét-punkts kompaktificeringen eller Aleksan=
droff kompaktificeringen, af T.

Ved et mdl pad et kompakt rum T vil vi forstd et element i
det duale rum til Banachrummet C(T,R); madlene p& T udger siledes
selv ct Banachrum over R. '

Ved et mdl p pa et lokal kompakt rum T vil vi forstd en li-
necr afbildning ind i R af vektorrummet X(T,R) af kontinuerte re—

elle funktioner pa4 T med kompakt stgtte, der“opfylder:
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For enhver kompakt delmzngde K ¢ T findes der c(K) € R, s&
at |u(£)] < c(k) sup {|£(t)]||t € T} for enhver funktion f e K(T,
R) med stotte st(f) ¢ K. 1)

) Vi ser, at definitionen reduceres til definitionen af et
mdl pa et kompakt rum, dersom T specielt er kompakt; men bemzrk,
at et mdl p& et kompakt interval I og et mal pé.% er forskellige
begreber.,

Bemzrkning: Man kan forsyne K(T,R) med en topologi, med
hensyn til hvilken det er et fuldstendigt topologisk vektorrum,
og s& at det duale rum til dette rum netop er mangden af mal pa
T.

Et mdl p pa det lokal kompakte rum T kaldes begr&nset, hvis
der findes ¢ € R, s& at |u(f)] < ¢ sup{|f(t)||t € T} for ethvert
f € R(T,R), d.v;s, hvis 4 tilhgrer det duale rum til det nor-
merede vektorrum, vi fAr ved at forsyne K(T,R) med normen £ -
sup{ |£(t)] t € 7j.

42.2. 1ad F vere en reel funktion pd R.

Vi minder om, at F siges at vare af begranset variation pa

n

. . o
intervallet [a,b], hvis VF(a,b) = supiﬁ;1|F(xk) - F(xk_1)l

a =x  <x, <ealx = b} < w; vi vil sige, at F er af lokalt
begranset variation, hvis F er af begranset variation pa ethvert
begrznset interval, og at F er af begranset variation pa R, hvis
VF(=0,m) = supfVF(a,b)] =w < a < b < o} < ocou

Idet vi saztter VF(a,b) = -VF(b,a) for b < a, er t = VF(a,t)
for et vilkarligt a € R en monotont voksende reel funktion pa R,

hvis P er af lokalt begraenset variation; desuden er t - VF(a,t) -

- F(t) voksende; da V(-F)(a,t) = VF(a,t), er ogsd t - VF(a,t)+F(t)

1) Mzngden af mal pA T er et underrum i det algebraisk duale
rum til K(T,R).
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voksende; funktionerne t - V'F(a,t) = $(VF(a,t) + F(t) - F(a))og
t -V  PFla,t) = (VF(a,t) - F(t) + F(a)) kaldes den positive,
henholdsvis den negative, variation af ¥ ud fra a; de opfylder
vtF(a,*) + V F(a,*) = VF(a,*) og V'F(a,*) - V F(a,*) = F(t) - F(a),
og er monotont voksende (jfr. F = F' - F, |F| = F* + F7); hvis
F er af begrenset variation pd R, er V'F(a,*) og V F(a,*) begran-
sede funktioner., Omvendt ser man, at differensen mellem to mono-
tone funktioner er af lokalt begrenset variation, og at differen-
sen mellem to monotone begransede funktioner er af begranset va-
riation pa R, idet for to monotone funktioner G og H V(G-H)(a,b) ¢
¢(b) - «a) + H(b) - H(a).

For en kontinuert reel funktion f pa et kompakt interval

[a,b] er Riemann-Stieltjes integralet‘fb
a

fdF defineret, hvis F

er af begrenset variation pa [a,b], og ./b del = /b fav'F(a,*) -
a a

b

/]

a

b -
J, TaV - F(a,*) +

de_F(a,')l <

< l/;’ ravtE(a, )

/blfldV+F(a,') + /b|f]dv“F(a,-) - fblfldVF(a,') < VP(a,b)
a a a

sup{|f(t)] ‘ t € [a,b]}. Heraf, og af lineariteten af afbildningerne

£~ [PfdF og F - /Z £4F, felger:
a

Hvis F er af begranset variation pad [a,b], er £ - fb £aP et
a

madl pa [a,b] med norm ¢ VF(a,b). Hvis F er af lokalt begranset
variation, er f - f fdF et mal pad R. Hvis F er af begranset varia-
tion pd R, er dette midl pd R begranset med norm £ VF(-=cose0). I
hvert af de tre tilfaslde er afbildningen, der til funktion lader
svare mal, line=zr,

En funktion, der tilhgrer kernen af en af disse afbildninger,
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antager samme verdi i ethvert af sine kontinuitetspunkter og, i
fgprste tilfelde, i punkterne a og b.

Bevis., Vi betragter fgrst andet og tredie tilfelde. Lad s og
t > s vere to kontinuitetspunkter for ¥, og lad € > O vare givet;
s og t er ogsd kontinuitetspunkter for VF(s,*); vi valger ¢ > O,
sa at VF(s-d,s) < e og VP(t,t+d) < e og bestemmer g € C(R,[0,1]),
s& at g er 1 pa [s,t] og O udenfor [s-0,t+d]; da er |F(t)-F(s)| =

s

t S t+4
14F| = ar - ar - ar | ¢ AvVF(s-4, *
lj 19l = | jedr ~ [ o8 JooE < [ E(e=d,t) +

t+d'
/t+ AVF(t,*) = VF(s-6,s) + VF(t,t+d) < 2e; derfor er F(s) = F(t).

I fgrste tilfelde betragter vi et kontinuitetspunkt
t € la,b[ og, til € > 0, en funktion g € ¢([a,b],[0,1]), der er
1 pa [a,t] og 0 p& [t+d,b], hvor & er bestemt, s& at 0 < & <
b -t og VB(t,t+6) < e ; vi f&r da som fgr F(t) = F(a); desuden

er 0 = /b 1aF = F(») - F(a).
a

Bemaerkning: Det er ikke svart at vise, at omvendt alle disse
funktioner tilhgrer kernerne, idet man benytter, at funktionerne
er konstante i t®tte mangder (da de er af lokalt begranset varia-
tion, har de hgjst numerabelt mange diskontinuitetspunkter), der
indeholder a og b 1 fgrste tilfelde, og at de funktioner, der
skal integreres, er ligeligt kontinuerte, Vi giver et andet be-
vis senere i paragraffen,

12,3. Vi antager igen, at vi har givet et lokal kompakt
rum T. 1)

Lemma: Ethvert positivt linesrt funktional g pa K(T,R) er
et mal,

Bevis: Lad X vere en kompakt delmazngde af T. Antag, at T

ikke er kompakt., K og fw] er disjunkte afsluttede delmengder af
1) Om tomAl pu og v p& T siger vi, at 4 2 v, hvis u(f) 2 v(f)
for £ € K(T,[O,co[)ﬂ
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det normale rum Tw, og har derfor disjunkte &bne omegne U og V;
vi bestemmer en funktion f, € C(Tm,[0,1]), der er 1 pa K og o
uden for U; sammentrazkningen f af f1 til T har kompakt stgtte
og er 1 pa K, Hvis T er kompakt, saztter vi f = 1. I begge til-
felde far vi for en kontinuert funktion g med st(g) ¢ K, at

lel ¢ supfle(t)] | t € T, og lu(e)l = |ule™ - & )| < u(e") +
p(g ) = pllel) < suplle(t)]

Lemma: Lad £, g og h vere positive kontinuerte funktioner,

t € Tju(f). i er saledes et mal,

for hvilke £ ¢ g+h; der findes positive kontinuerte funktioner

Tg 08 T, h h

Bevis: Da f £ g+ her £ ¢ (f+h) A (g+h) = £ A g+h; vi kan

sa at fg £ g, £ £ hy og f = fg + £ .

derfor satte fg =f Agogt f-1f A g.

-

Lemma: Lad m vere en additiv afbildning af K(T,[o,0[) ind
i [o,0[. Der findes en og kun én udvidelse af m til et mal u pa
T,

Bevis: Da m er additiv, er qm(pq-1f) = pm(f) for £ €
K(T,[0,00[ ) 0g DP;q € N; da funktionen t — m(tf) er monoton [0,c] -
[o400[, idet m(sf) = m(tFf) + m((s=t)Ff) 2 m(tf) for 0 < t ¢ s, of
antager samme vardi som den lineare funktion t = tm(f) for alle
rationale t 2 0, er funktionerne ens, m(tf) = tm(f) for alle
t 2 0, idet tm(f) = /¢ Hvis f,g,h og k € K(T,[o,»[) opfylder f - g
=h -k, s& er f+k = g + h, m(f) + m(k) = m(g) + m(h), og
m(f) - m(g) = m(h) - m(k). Enhver funktion f € K(T,R) kan skrives
som differens af to funktioner g og h € K(T,[0,o[); for en vilkarli
ghdan opspaltning £ = g - h definerer vi u(f) = m(g) - m(h);
¢4 er da en veldefineret udvidelse af m. g4 er additiv, idet f1 =
g, - h,, £, =g, - h, med g1,g2,h1,h2 € R(7,[0,00[ ) medfgrer
#) supim(rf) [ r € Q, 0 < r <t} < m(tf) ¢ infim(ef)| r € Q, 7 2

t} = tm(f).
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£, +f, =g, +8g, - (h1+h2) og #(f1+f2) = m(g1+g2) - m(h1+h2) =
m(g1)—m(h1) + m(gz) - m(hz) = #(f1) + y(g1), Tilsvarende vises,
at u(tf) = tu(f) for t € R. Da u er positiv, er u et mal.

Sztning: Ethvert mdl pu pad T er differens mellem to positive
mal.

Bevis: Vi definerer en afbildning m:K(T,[0,0[) = R ved m(f) =
g € K(T,R), 0 ¢ g ¢ f}; m(f) 2 0, da m(Ff) 2 u(o) = o,

og m(f) 2 u(f); desuden er m additiv, idet for £,,f5 € K(T,[o,0[ )

sup{u(g)

m(£,+f,) = am i (e) { g € k(T,R), 0 ¢ g < £, + £,] = supiu(e,+s,)

[ g, € K(T,R), 0 ¢ g £ fori=1,2 =ouplule,) | g, €

k(T,R), 0 ¢ gy ¢ £, + suplp(e) € K(T,R), 0 < g, < £,0 =mlg,) +
m(g,). Der findes derfor et positivt mal u* pa T, sa at u'(f) =
m(£) 2 u(f) for £ € K(T,[o,00[). Da put 2 0 og ¥ 2 4, er ogsa
po=ut - 20, ogp o= ut-u,

u+ er det mindste m&l, der er 2 O og 2 p; thi v 2 0 og
v 2 4 medfgrer v(f) 2 v(g) 2 u(g) for £,g € K(T,[0,0[), 0 < g < T,
s& at v(f) 2 m(f) = ut(r). Tilsvarendé?er 4~ det mindste m&l, der
er 2 0 og 2 —,u = (-u)¥, da u” + 4 er det mindste mAl, der er
2 4 og 2 O.

Vi setter |u] =pu" +p” =9 gf:-#; |ul + p er da det mindste
médl, der er » 2u og 2 O, og |u| derfor det mindste madl, der er

zu@z—u.wmmﬂﬂl(fGMmbuﬂﬂ=smeﬂ £ e

K(T,[0,1])} = suplu(g) | g € k(T,[0,1])]; tilsvarende er

sup{ |7 (£)] [ < k(7 [-1,11)] = suplu(-g) | g € K(T,[0,1])};

da £ € X(T,[-1,1]) er differens mellem to funktioner i K(T,[0,1]),
er sup{f#+(f)ll € k(T [-1,11)} + sup{|u‘£)] I £ e k(T,[-1,1])}
= sup{u(g-h) , g1 € X(T,[0,11)] = supllu(s)l

derfor er 4 et begrenset mal, hvis og kun hvis g% og 4~ er be-
1) m(f) < o, da |u(g)] < suplg(t) | t € Tic(stf), idet x er et mal;

$ A.w{oj(t - 0

£ e k(T,[-1,1])3
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gransede, og om de tilsvarende normer galder |lu|l = (|| + v~

Da |u| er 2 uw og 2 —u, er |u|(f) 2 |u (£), oz derfor |lu|l < [llulll

=l + 27 < el + ™Il = llell; vi ser, at u er begrenset, hvis
og kun hvis |u| er vegraznset, og |lull =||lzlll = ¥l + |l #7|l. Hvis
T er kompakt, er [||u]ll = supil||ul(£)] | £ € c(T,[-1,11)} =

lul(1).

12.4. I teorien for Lebesgue integralet p& R betragter man
et funktional I, det naivt konstruerede integrél,pé det linezre
funktionsrum og funktionssitter Tr(R™,R) af trappefunktioner pa
R og viser, at der findes et st¢rre liremrt funktionsrum og
funktionsgitter L og en udvidelse af I til et linea®rt, positivt
funktional, som vi igen betegner I, p& L, s&ledes at en rzkke
pzne gransevardisstninger er opfyldt; desuden indfgrer man begrebet
malelighed, og andre funktionsrum Lp, 0sSoVao

En gennemgang af teoriens opbygning viser, at man kun be-
nytter fglgende egenskaber:

L)

Der er givet en me&ngde T og et linexrt rum og gitter K af
reelle funktioner pad T, og en positiv linear afbildning y:K - R
med den egenskab, at u(fn) -~ 0 for en vilkarlig fglge (fn) af
funktioner i K, der konvergerer monotont aftagende mod O i et-
hvert punkt af T: fn.é 0 = #(fn) - 0,

I denne situation findes der altsd et stgrre linesrt rum og
gitter %u af reelle funktioner pd T og en udvidelse af p til et
positivt linesrt funktional g pa PU’ s& at sstningerne om Lebes-
guemdlet ogsd her er sande; undtagelser er dog sztninger om flyt-
ningsinvarians af malet, og om, at endelige og numerable mzngder

er nulmazngder,

Vi antager nu, at vi har givet et lokal kompakt rum T og et
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positivt mdl g pd T; vi vil vise, at vi kan anvende de ovenstéende
bem#rkninger pad K(T,R) og u.

Setning (Dini): Hvis en nedad filtrerende mzngde N af funk-
tioner 1i K(T,R) har nedre grsnse 0, s& konvergerer filterbasen

{Nf ‘ f € N}, hvor N, = fgeeN| g< £}, mod o ligeligt, og

iy(Nf) f € N} konvergerer mod O.

Bevis: Vi valger en funktion f € N; Nf ={gen| gg £l er
igen nedad filtrerende og har{ nedre grznse o, da der for h € N
finder en mindre funktion k & Nf. For e > 0 0og g € NP setter vi
AMe,g) = {t €T l g(t) 2el; dao g <¥f, er A(e,g)“en afsluttet
delmezngde af den kompakte mangde st(f). Da der til t € T findes
g € N_med g(t) < &, er N{A(e,g) | g € N} = @; derfor findes

r hig
der n € N og Bysee018, € N sa at ﬂiA(s,gv)

v:1goeu9n} :Q"

Lad h vere en funktion i N, der er ¢ By Neooh 85 for en vilkar-

lig funktion k € N er supi [k(t)] I t € T} < supfh(t) | t € T} < e.
Dette viser, at filterbasen {N ‘ h € N} konvergerer mod o ligeligt

h

Heraf fglger ogsa, at {{u(g)lg € Nh}lh € N} konvergerer mod

o. Thi til f findes ¢ € R, sa at |u(g)| ¢ c sup{|eg(t)] t € T}

for st(g) ¢ st(f), og specielt for g € Nf. For g € Ny er derfor
lu(e)l € es.
Specielt ser vi, at hvis en aftagende fglge (fn) af funk--

tioner € XK(T,R) konvergerer mod o punktvis, vil £, — o ligeligt,

og p(f ) = o.

Herefter kan Lebesgueteorien opbygges: for en vilkarlig

funktion £:T = [-w,0] sztter vi u(f) = inf sup u(fn), hvor inf

\, .
.

tages over mangden af voksende fglger (fﬁ) af elementer fra

3
e e e e e . Fd
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K(T,R), for hvilke fﬁ Yy £, og tilsvarende p(f) = sup igfu(in),

£, | <, o8 Lﬁ = {17 > [=og0] | = 00 < u(f) = Z(f) < w}; idet
vi identificeres funktioner f og g € Lﬂ, for hvilke p(|lf-g|) = 0,

udggr ?E et Banachrum, som indeholder K(T,R), som et tzt under-

rum, og derfor er isomorft med fuldstendigggrelsen af det toro-
logiske vektorrum af klasser af pu-zkvivalente funktioner
i K(T,R) forsynet med normen £ = u(|f|). Vi bemsrker endnu, at

enhver"fUnktion fc Lﬁ er graznsevardi i norm for en fundamental-

felge (fn) af funktioner i k(T,R), og at en siddan fumdamental-
fplge har en delfglge, for hvilken der eksisterer en mangde
" AC Tmedfi(1,) =0, si at £, (t) = £(t) for t ¢ A (jfr. beviset
for Riesz ~Fischers s&tning).v

Vi kan og vil imidlertid udnytte Dinis satning effektivere.

2 *
Hertil setter vi u” (£) = inf suplu(g’) | g* € N}, hvor inf tages

over mzngden af opad filtrerende msngder N* aff funktioner €
¥(T,R), for hvilke funktionen t - sup[g*(t) g* € N} 2 f, og
tilsvarende u*(f) = sup infiu(g,) ' g, € N}, og Eu* = {£:T -
[~oos0] | = e < py(£) = 47 (£) < w}.

Det er ikke helt oplagt, at dette giver en god teori. Vi
udfgrer derfor de fgrste par beviser,

Lemma: For enhver funktion £:T - [-w,c0] er p,(f) £ u*(f).

Bevis: Det er nok at bevise, at for delmangder N, og N* -
K(T,R), hvor N, er nedad filtrerende med ian; g, S T og N er
6pad filtrerende med supN* g*
> £, er infy p(e,) § supgiu(e ).

{(g*-g*)”v 0| g, €N, g € N'} er en nedad filtrerende

delmazngde af K(T,R) med nedre granse 0; derfor er
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inf{u(g,-¢") v 0) | g, €N, 8 €N} =0;adag, < (g,8)v o0+

g,s or u(g,) < u((g,~g") v 0) + u(g”); derfor er inf u(h) g

A

#((g$—g*) v 0) + suppg p(n™) for g, € N og g* ¢ N*, og infy
u(h*)ag SUP u(h*).

Vi ser nu, at det for enhver funktion £:T - [—ope0] gmlder,
at pu(f) < ﬂ*(f) < u*(f)gﬁ(f), s at £ € L;-: f e LM* og u* () =
u(t). ’

.~ Lemma: Lad (fn) vere en voksende fglge af funktioner: T -
[—eo,00], med graznseverdi f, og antag, at u*(f1) S =0 u*(f) =
lim,u*(fn) .

Bevis: Det er klart, at £ ¢ f = uF (£)) ¢ u*(£) og derfor
- < ﬂ*(f1) < 1lim u$(fn) < ¥ (f). Hvis lim u%(fn) = +e, G 0gSA
u*(f) < 1imﬂ*(fn); vi antager
derfor, at lim “*(fn) < Fooe

Til ¢ > O vzlger vi en talfglge (an) med 0 < g 08 % £ < €,

n

og opad filtrerende mengder Ni c K(T,R) mea eupy * 7, » T, o8
n T 7

gt £
supy pley ) s u (L) + ey

Antag nu, at vi har vist, at det om den opad filtrerende

mengde {g1* VoeeaV gn* gv$ € Nv*,v = 1,,,°,n} med ¢gvre grense

™ 3
:_>_ f_l Voo fn = fn ga::lder‘, at sup ‘u,(g_,] VeooeV gn ) g

it ] b £ B LS
H (fn) + 8.1 Teoot gn“ {g,] VooV gn \'4 gﬂ+1 g'l) S N'U s V = 1,

...,n+1} er opad filtrerende med ¢gvre granse 2 fn v T og {g?

n+17?

o

VesaV gnf A %;4 gvo S Nv?y:v = 1,.0.0,n+1] er opad filtrerende

mew pvre grense fn A fn+1 = T, sa at u“(fn) < sup p (gqm VeV

B b4 S B 3 Ed g F
g A 8n+1).Af #(g1 Veeov En N By )+ u(g1 Veeev €.V gn+1) =

n

#(g1u Vessvogyt) “<gh+:) Tas ved gr%nseovergang/ﬂ*(fn) +
sup u(g1$ V"'V-gr:: v gn+?) < sup pu (g1* Ve ooV j’gn*) +

B3 of2
sup “(gn+1 ) S u (fn) + E
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€ Vi har hermed ved induktion vist;

b
teeot &+ (£ RO

1 ) +

at for ethvert n € N er sup p(g1* VeV gn*) < u*(fn) T, taot

n+1

. *
€n $ lim p (fn) + €. opad filtrerende
* * » 3 2 % ®
ig1 VooV g n € N, g1a €N yerosg €N} oer/
med en ¢vre granse, der er 2 fn for ethvert n € N, og derfor 2

a,

. R -, * b3 L
lim fn =f; da vi for n € N og g4 € N1 svees8y € Nh har
® * #

,u(g1 VeeoV g ) € 1lim u (fn) + g, er ogsd supremum af disse tal

L] E]] F3
< lim p (fn) + &3 derfor er u (£f) < lim 4 (fn) + e, Da dette

% *

gelder for ethvert & > 0, er p (f) = lim u (fn)’

Vi understreger, at sstningen ikke kan forbedres til en
rigtig sztning om uﬁ af gvre grznse for en vilkarlig opad fil-
trerende mzngde af funktioner. Dog gzlder

Lemma: For en vilkarlig opad filtrerende delmzngde N af
'S ~ E E/

K(T,R) med gvre granse f er u,(f) = u$(f) = supy* 4 (g‘); derfor
. . . %
er £ € ?u*, hvis og kun hvis der findes ¢ € R, 83 at u(g ) § ¢
® %
for alle g € N .,
) # # % 3 .

Bevis: For g € N er g < f og derfor u(g ) < u,(f), sd at

* b B
supy* u(g ) < Hy(f). P& den anden side er pu (f) < supy* u(g )
ifglge definitionen af u*.

Resten af Lebesgue teorien fglger uden besver af disse sat-

ninger og de tilsvarende om af tagende fplger, Specielt ser vi,

it

at Fu*, efter identifikation af funktioner £ og g med #*(lf-gl)
0, udggr et Banachrum, der indeholder K(T,R) som et tet underrum,
og derfor er isomorft med fuldstezndigg@grelsen af det topologiske
vektorrum af klasser af p—-zkvivalente funktioner i k(Tgﬁ) for-
synet med normen f - y(lf[). Lﬂ* er saledes som Banachrum iso-
morft med Pﬁ' En funktion 1 Lp* er graznseverdi i norm for en

fundamentalfglge (g ) af funktioner i K(T,R); denne fglge har en
m ,
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delfplge (fn) = (gm ), for hvilken der findes en mzngde B < T
med u*(1B) = 0, sa gt fn(t) - £(t) for t & B; da (fn) er en fun-
damentalfglge i L#, findes der en funktion g € QJ, s& at fn - g
i norm, og en delfglge (f_ ) og en mangde A ¢ T med ﬁ(1A) -0 =
“*<1A>’ s& at £ (t) - g(tg for t ¢ A, og derfor g(t) = £(t) for
t ¢ 4w B, Vi ha? vist

Lemma: Til f € L#* findes g € Pﬁ, s& at u*(lf—gl) = 0.

Vi viser nu, at hvis T opfylder det andet numerabilitets
aksiom, d.v.s. hvis der findes en numerabel mangde B af &bne
delmazngder af T, sa& at enhver &ben delmangde af T ef forenings-
mengde af mengder, der tilhgrer B (i dette tilfzlde kaldes B en
basis for topologien), si er PE = Ly*‘ |

En funktion f:T - [-w,x] kaldes nedad halvkontinuert, hvis
{t €T l £(t) > al er &ven for ethvert a € R, Hvis en funktion f
er ¢gvre granse for en mengde N af kontinuerte furlttioner, er f
nedad halvkontinuert; thi {t € T | £(t) > a} =Uf{+x €1 | g(t) >

al| g ¢ Nf. Omvendt er en nedad halvkontinuert funktion £:T -

[0,0] @¢vre grense for den opad filtrerende mengde af mindre
funktioner i K(T,[0,0[); vi kan nemlig til t € T og ¢ > 0 Ffinde
g € K(T,R), st at 0 ¢ g < £ og £(t) - e < g(t): hvis £(t) < &,
valger vi g = O0; nvis £(t) = a > g, kan vi valge en kompakt om-
egn U af t, s& at £(s) > a-e for s € U; da U er et normalt rum,
o omegn

indeholder U en afsluttet/V af t, og vi kan velge g € X(T,[0,a-e]),
s at g er a-e pA Vog O p4 T \ U (anvend Urysohus lemma pi Tm>g
og derfor opfylder de stillede betingelser,

Heraf fglger, at en nedad halvkontinuert funktion f er gvre
granse for en opad filtrerende delmzngde af X(T,R), hvis og kun

hvis f har en minorant i X(T,R), og at £ i dette tilfmlde € Iﬁ*g
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hvis og kun hvis u*(f) < +oo,

Tilsvarende defineres og behandles opad halvkontinuerte
funktioner,

Lemma: Hvis det lokal kompakte rum T opfylder det andet
numerabilitetsaksiom, er enhver nedad halvkontinuert funktion
£:T » [=w0,00], der har en minorant i X(T,R), grensevardi for en
voksende fglge af funktioner i X(T,R).

Bevis: Vi valger en numeraﬁel ﬁasis B for topologien, For
ethvert szt (U,V,r), hvor Uog Ve B, V c U, og U er kompakt, og
r er rational » O, velger vi en funktion € X(T,[0,r]), der er
r pA4 V og O p4 T \ U. Den herved fremkomne numerable mengde af
funktioner betegner vi G.

For enhver nedad halvkontinuert funktion h med minorant
k € K(T,R) er £ = h - k ¢vre granse for {ge€ G | g ¢ £}.

Vi kan nemlig til t € T og ¢ > O finde g € G, s4 at g { T og
£(t) - e ¢ g(t): hvis £(t) ( e, s@tter vi g = o; hvis £(t) = a > &,
valger vi et rationalt tal r € [a-g,al; da £(t) > r, kan vi valge
en mengde U € B, s& t € U, U er kompakt, og £(s) > r for s € U;
da U er et normalt rum, kan vi vaelge V € B, s8 at t € V c v c U;
den til (U,V,r) svarende funktion i1 G opfylder da vore krav.

Vi opstiller elementerne i {g € G | g ¢ £} i en fplge (gn);
k+g1, k+g,I V Bpyee0 €T da en voksende fglge af funktioner i
K(T,R) med ¢vre granse = k + sup g, = k + f = h.

" Lad nu f € L“$; til € > o findes da en opad filtrerende del-
mengde N© ¢ K(T,R) med gvre grense h » £, si at ﬂ*(h) =
Sup “(g$) < ﬂ*(f) + g3 der findes da ogsé, idet vi antager, at
T opfylder det andet numerabilitets aksiom, en voksende fg¢lge

(En) af funktioner i K(T,R) med gvre grznse h; da éﬁ $ h, er
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< p(E) + el

uw(B,) < u*(n) ¢ u*(f) + e; derfor er u(£) ¢ supul(E,)
Da dette gezlder for ethvert g > O, er n(f) = M*(f)$ tilsvarende
er u(f) = #*(f)’ sd at £ € LZ.

Specielt ser vi, at for T = o giver de to teorier samme
mzngder af integrable funktioner. Vi vil herefter sztte LM* =
L#, og /,L*(f) = u(f) for £ € Lu.

Vi siger, at en mengde S ¢ T er midlelig med hensyn til pu,,
eller p-malelig, hvis 1S € LM’ og 1 dette tilfzlde satter vi
”(18) = p(8). Vi vil ikke gd nzrmere ind pa dette bregreb, men
n¢jes med at vise

Sztning: Enhver kompakt mzngde S ¢ T er p-malelig.

En &ben mengde R ¢ T er y-mdlelig, hvis og kun hvis 15 (R)
< oas

Bevis: Hvis R er &ben, er 1R nedad halvkontinuert; da 1R 2
0 € K(T,R), er R py-milelig, hvis og kun hvis #*(R) { +oo. Hvis
S er'kompakt, er u*(s) > =0, /1)1S er opad halvkontinuert, og
efter en anvendelse af Urysohns lemma pd&d S og en kompakt omegn

i T af {e] indser man, at 15 har en majorant € k(7,R); derfor

S
er 8 p-mélelig.
Bomzrkning: Beviset for, at cn Lebesgue-mélelig funktion £

pa Rp, der har en integrabel numerisk majorant h, er integrabel,

udnytter mengderne W_; her:kan i stedet anvendes A = fterm
h(t) > n-1}, der er-u-milelige, da o ¢ [p(h-n—1) vol At=-

1A {nhe&€L forp-oew.

n 2
1) da 1 2 0, o8
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Lad nu A,y og v vere tre positive m&l pad T, for hvilke
N+ pu = v. For en vilkirlig opad filtrerende m@ngde N ¢ K(T,R)
er supN(x+ﬂ)(g) < supNﬁ(g) + supy u(h); pa den anden side findes
der til e > 0 g_og h_€ N, s& at N(g_) 2 supy Ng) - ¢ og
u(he) > supy u(h) - e, og for k € N g, og > h_er ANx) + p(k)
;'supN ANg) + SUpy, p(h) - 2e; derfor er supy v(g) = sUDY Ag) +
SUp u(g). (Hvis et af tallecne er +~, ma beviset @ndres en
smule). For en vilkarlig funktion F:T o [—w,e) 0g N med gvre
granse » T er da supy v(g) 2 () + u*(f); derfor er v (f) >

%$(f) + u*(f). (Hvis f.eks. N (£) = +w og ﬂ*(f) = Teey CF

1

supy v(g) = + o for alle i betragtning kommende N, og v*(f)
+ o). Vi antager nu, at A\ (£) > = og u*(f) > =, 0g valger til
e > 0 opad filtrerende mazngder N og M ¢ K(T,R) med gvre granser
> £, s& at supy Ne) ¢ () + & og supy, p(h) < M*(f) + g3

fg A h l g € N,h € M} er da en opad filtrerende delmzngde af

K(T,R) med gvre granse ) £, og supfv(g A h) l g € N, h € M} ¢

sup {n(g) + u(h)

g €N, h e} ¢ supfn(g) + u(h) ' g€ N, he M}

< N(E) + u¥(£) + 2¢; derfor er v (£) ¢ N(£) + uN(£). (Hvis
fockse N(£) < 4o 08 p(£) = =, Finder man v*(f) = -w). Ialt
har vi, at v> (£) = N (f) + p¥(£), hvis ikke Z¥*(f) og u*(f) er
uendelige med modsat fortegn, i hvilket tilfzlde y*(f) = 4o}
specielt er v (f) endelig, hvis og kun hvis N (f) og M*(f) er
endelige.

Tilsvarende er v*(f) endelig, hvis og kun hvis %*(f) og

u*(f) cr endelige, og i dette tilfmlde er v (f) = x*(f) + M$(f) <

u*(f)+%$(f) = " (f). Heraf fglger, at T € L, hvis og kun hvis fe L,



Mat. 6, 1963-6L K III, 12, 16.

og €L, L =L
u(f).

Specielt ser vi, at O { u { v = Lv c Lﬂ og u(r)

n L#, og i dette tilfzlde er p(f) = N(f) +

A

v(f) for

[[74N

enhver funktion £ > O 1 Lv'
Bt vilkadrligt m&1 v p4 T kan jo skrives v = A=y, hvor A\ og
p er positive midl, og for en vilkarlig sédan opspaltning er

+

N-v =pu-v 20,88 at |y] =v v ¢ A+ p. Vi sstter L =

+ -
L+nl-s= lel’ og v(f) = v (f) - v~ (f) for £ € L, For f € L,

+ -
L da f = - =
nkL, er da T € L og fe L%_u+ og v(f) = v (f) = v (f)
+ + - - :
v (£) + (N )(E) =v™ (£) =@ =4 )(E) = A (£) ~ u(£).
S@tning: Et md1 u p&d T er begranset, hvis og kun hvis

|21¥(1) < =, og hvis og kun hvis enhver begranset kontinuert

funktion € LE. I dette tilfmlde er |jull = |u|(1).

Bevis: Enhver kontinuert funktion £ > O p&d T er ¢vre granse
for de mindre funktioner i K(T,R), og f € L# = LI#I'== e ¥ () =
sup{ |pnl|(g) l g€ K(T,R), 0 ¢ g S F} < «. Hvis y er begrznset med
norm ||ull = ||lxlll, finder vi for en vilkarlig begranset funktion
£ pl¥(€7) ¢ sup {|u](e)
im| sup{f+(t) t € T} og tilsvarende for £ , s& at £ € LM og
()] < Ll (£F) + |pl(£7) ¢ llull supf|£(t)] | t € T}. Specielt
er 1 € L, o8 el (1) < lipll.

Hvis 1 € Lu, finder vi for f € K(T,R), at |f]| ¢

sup{ |£(t) | [ te T}, s& at |u(2)| ¢ |ul(E]) ¢ suwl|f(t)]

g€ k(1,R), 0 ¢ g ¢ sup{£™(t)|t € T}}

[17aN

t € T}|u|(1). Dette viser, at u er begrenset med |lu|l & lul(1)-
12.5. Vi betragter igen specielt RF.
For et vilkarligt positivt mal y pa RF er jo L, et lineart

rum, der indeholder karakteristiske funktioner for kompakte del-
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mangder, og derfor ogsa indeholder rummet TP(RP,R) af reelle
trappefunktioner pa kP, For en aftagende fglge (fn) af trappe-
funktioner, der konvergerer mod nul punktvis, fn J 0, vil
M(fn) - 0 (jfr. s. ). Der findes derfor et lineazrt rum og
funktionsgitter, vi kan jo kalde det LuITP’ og en udvidelse af
p's sammentrekning til Tr(RP,R) til en positiv linesr funktio-

nal, u|Tr, pa Lu . Da Tr(kP,R) c L#, finder vi let, at

| Tr
LplTr c Lu’ og at for f € LM|Tr er (p]|Tr)(f) = u(f).

P4 den anden &ide ved vi, at for en vilkarlig positiv linear
funktional v pa Tr(RP,R) med den egenskab, af £, J 0 :u(fn) -~ 0,
kan vi udfgre integfationsteorien og herved skaffe os et rum

L og en udvidelse, som vi igen kalder p, af p til Ly]TP' Da

v|Tr
enhver funktion f € K(ﬁp,[o,m[) dels er mindre end en passende
trappefunktion, og dels er grensevardl for en voksende fglge af

trappefunktioner, er R(RP,R) c LvITP Sammentrzkningen v|K til

K(RP,R) af udvidelsen af p til L er et mdl, da det er en

| Tr
positiv linear funktional; vi ser igen let, at Lvlk

er (v|K)(£) ="v

LvITr’ og

. £).
v|K 7 )
Vi far altsd ganske den samme integrationsteori, hvad enten

<
at for £ € L (

vi starter med integralerne af kontinuerte funktioner med kom=
pakte stgtter, eller vi starter med integralerne af trappe-
funktioner.,

12,6, For et m&1 v pd R saztter vi ¢ v(t) = v(Jo,t]) for
t 20, og ¢ v(t) = =v(]t,0]) for t ¢ o, A*t1ldningen VvV - YV er
line®r. For et positivt mdl u er ¢Yu voksende, idet Yu(s) -
gu(t) = u(Jlt,s]) > 0 for s » t; hvis s » t*, vil 1]t,s] ¢ o og

u(lt,s]) » o; derfor er ¢u kontinuert fra hgjre; desuden er
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du(o) = o. For et vilkarligt

mal v er derfor yv = ¢v+ - ¢v~ af lokalt begrsnset variation,
kontinuert fra hgjre og o i o.

Vi minder om, at vi til en vilkarlig funktion F af lokalt
begrznset variation kan lade svare et mal ¢F, @F(f) = [faF for
f € X(R,R). Herved er @yv = v for et vilkarligt mal v; thi for
£ € K(R,[o,o[) og et interval [a,b] 2 st(f) og for en inddeling
a = XO-< Xy <.}{< x, = b far vi, for passende %ﬁ € [Xi-1’xi]’i=1’°"
n,en undersum }i;f<--‘fi)["l’”(xi)‘¢'v§xi-~1 )] = ;1 (€) v (Jxy_pox; D)

n
= U(Z:1f(§i) 1]x. for en fglge af finere og finere ind-
1=

1—1’Xi]);

delinger, for hvilke maxflxi~xi_1| i= 1,...,nZ = 0, vil

n

v T(E;)
i=1

1 - £ monotont og majoriseret af f, og de til-
]Xi_1 ’Xi]

svarende undersummer vil derfor dels konvergere mod /wav, dels
mod v{(f).

Vi har tidligere vist, at hvis ¢F = o, idet F er en funktion
af lokalt begraznset variation, s& antager F samme vardi i alle
sine kontinuitetspunkter. For en vilkarlig funktion F af lokalt
begraenset variation er ¢@F af lokalt begranset variation, kon-
tinuert fra hgjre og o i o; da @Y (@F) = @F, altsd B (YyF-F) = o,
er YJr-F konstant i alle sine kontinuitetspunkter, dbenpart med
vardien -F(o'), sa at ¢gr(t) = F(tY) - F(ot), idet mmngden af
kontinuitetspunkter er tet i R, og idet grznsevsrdi fra hgjre
(og fra venstre) eksisterer i ethvert punkt., Hvis F er konstant
i en tezt mangde, er siledes YPF = o og OF = WPF = o, s4 at F
tilhgrer karnen af @.

For en funktion F af lokalt begrenset variation, kontinuert
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fra hgjre og o 1 o, er &benbart ¢PF = F; ¥ er sldledes injectiv
p&d rummet af disse funktioner.,

Setning: Afbildningen v - ¢v, hvor ¢v(t) = v(Jo,t]) for
t 2 o, og yv(t) = -v(],t,0]) for t < o, er en isomorfi af vek-
torrummet af madl pd R med rummet af reelle funktioner af lokalt
begranset variation pé R, der er kontinuerte fra hgjre og o i o,
Sammentrzkningen af ¢ til Banachrummet af begrensede mal pa R
er en isomorfi og isometri med rummet af funktioner af begrznset
variation pa R, kontinuerte fra hgjre og o i o, forsynet med
normen F = VF(=w,c0).

Bevis, Vi mangler kun at vise, at for et begrenset mal v er

v af begrsnset variation pad R med Vv (-c,0) < ||lv]|]. For et be-

grenset mal 4 2 o P& R er VYu(-em,m) .= supiyu(db) - ¢u(a)| - «

< agb<e} =1im p(l-n,n]) = u(1) = llgll, og for et vilkarligt
n

begrenset mal v er V§V(=c,00) = V(¢v¥ = 07 ) (=0,00) € VT (=00,00)

+ VY (mope0) = [+ V71 = Il

12.7. Vi ser nu endelig pd et kompakt delinterval [a”b] af

e

For et mal v pa [a,b] setter vi ¢v(a) = o og Yv(t) =
v([a,t]) for t € la,b]. Afbildningen ¢ er linezr, For et mal
L 2 o er Yu voksende, og kontinuert fra hgjre i Ja,b], men ikke
ngdvendigvis i a, ¢p(a’; = 1im u([a,t]) = ul{al) og yu(a) = o.
For et vilkarligt madl v er derfor Yv af begraznset variation pé
[a,p], o i a, og kontinuert fra hgjre i Ja,b].

For et mdl v pa [a,b] og £ € C([a,b],[0,0[) og en vilkarlig

inddeling a = x_ < x1 ool

o = b med indskudte punkter §i €

X
nn

[Xi—"l’xi]’ i =1540eyn, €r Zf(fl) [¢V(Xi) - ¢V(Xi_1)] =
1=1
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n
f(§1)v([a,x1]) + %;Zf(§i)v(]xi_1,xi]) = v(f(§1)1[a,x1] +

ézzf(fi)1lxi-1,xi]); ved en passende granseovergang fas f[a,b]
fayv = v(f).

Vi har tidligere wvist, at hvis F er af begmenset variation
pa [a,b], og SF er malet f - f[a,b]f dF, s& antager F samme v&rdi
i alle sine kontinuitetspunkter og 1 a og i b. For en vilkarlig
funktion F af begranset variation finder vi da ¢%F(a) = o,

ygF(t) = F(t*) - P(a) for t € la,b]. Hvis F er kon-
stant 1 en tet ma&ngde, der indeholder a og b, er s%}edes YoF = o
og ¢F = o,

Herefter udleder man uden vanskelighed

Sztning (Riesz 1909): Afbildningen v = yv, hvor ¢v(a) = o
og yv(t) = v([a,t]) for t € Ja,b], er en isomorfi og isometri
af Banachrummet af mal pa [a,b] med rummet af reelle funktioner
af begranset variation pa [a,b], kontinuerte fra hgjre i Ja,b]

og o i a, forsynet med normen F - VF(a,b).
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1. En topologisk gruppe G er en gruppe forsynet med en topo-
logi O, s& at afbildningen: G x G » G givet ved (a,b) - ab” ! er
kontinuert (eller ensbe?yd§nQe.her$ed, s& at (a,b) » ab og a —» a
er kontinuerte). Vis atkénnﬁééis‘B(g;L}or filtret af omegne af et-
elementet e € G opfylder:

1) vU e B(e) (e € U).

2) B(e) er en filterbasis.

3) vU € B(e) 3V e Ble) (Vv c U).

4)-¥U € B(e) [a€ U= 3ve B(e) (Vac U)]

5) vU € B(e), vae @, IVe B(e) (a ' Vag U).

Vis, at for a € G er hver af mangderne {Ua | U € B(e)} og
falU | U € B(e)} en basis for filtret af omegne af a,

Hvis {e}] er afsluttet gzlder ogsi:

6) fe} =N {U | Ue B(e)}.

Hvis der omvendt er givet en mazngde B(e) af delmazngder af en

2
2,

gruppe G, siledes at 1),?..ﬁ5) er opfyldt, findes der én topologi
O p&d G, s& at G forsynet med O er en topologisk gruppe, og sd at
B(e) er en basis for filtret af omegne af e. Hvis B(e) ogsd opfyld-
er 6), er fe} afsluttet.

(Se f.eks. bgger af N. Bourbaki (Top.gen. Chap 3), Loomis,

D. Montgommery og L. Zippin, Pontrjagin).

2. Vis, at en topologisk gruppe G er et regul®rt rum, hvis
blot G opfylder aksiomet

To: va, be G[at b= (GUe U(a) (bd U)v3a Ue U(p) (a¢
u))l

d.v.s. hvis et af punkterne har en omegn, der ikke indehold-

er det andet.

3. Lad B vere et n-dimensionalt topologisk vektorrum over K

(K = R eller K = C); lad {e1,...,en} vaere en basis for E; vis, at
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afbildningen ¢: K& - E defineret ved, at w:((x1,...,xn)) = Ney *
eee tN, Sn? er en homeomorfi af Kn, forsynet med den s&dvanlige
topologi, pa E. (Forsyn Kn med den s®dvanlige euklidiske norm, og
lad S betegne enhedssfercn 1 Kn; vis fgrst, at det er nok at vise,
at for en vilkarlig mengde B(o) af delmzngde af Kn, der opfylder
V1,...,V6, gelder: yB € B(o) aN > 0 (AS ¢ B), og: 3B € B(o) (ENS =

®); udnyt ogsd, at S er kompakt).

L. a) Lad en delm@ngde A af et t.v.r. E opfylde: A er stjer-
neformet m.h.t. o, og: vx € g3y > 1 (ux € A), og: VX,y € A (%(x +
y) € A); vis,. at A er konveks.

b) Find en mangde A, der er stjerneformet m.h.t. o, og op-

fyldere A + A = 2A, men ikke er konveks.,

5, Lad A og B vare disjunkte konvekse delmengder af et vek-
torrum E; vis, at der findes disjunkte konvekse delmangder C og D
af B, s& at A¢c C, B¢ D og OUD = E. (Brug Zorns lemma pad mengden

af’ par af disjunkte konvekse mangder M og N, s& at A ¢ M og B - N).
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6. Lad E vare vektorrummet over R af kontinuerte reelle
funktioner pa intervallet I = [0,1]. Lad for ethvert talpar
(6se)y, hvor & > 0 og 0 < € < 1, V(f,e) betegne {x € E | 3 en
dben mengde A ¢ [0,1] med Lebesgue-madl < e, sd at |x(t)]<¢ & for
t 4 A},

a) Vis, at {V(6se) | § > 0, O < € < 1} opfylder betingel-
serne Vi,...,V6, og derfor definerer en topologi O pa E.

Qg.Vis, at for § > 0 og 0 ¢ € ¢ 1 findeB der n € N, s& at
E = E: Aj, med A, = V(6,e) for 1 ¢ i ¢ n. (Vis fgrst, at

i=1
funktionen 1 kan skrives som/:gmstykkevis linezre funktioner € E
med stgtte med Lebesgue-mal < €).

¢) Vis, at E ikke er lokalkonvekst, og at enhver kontinuert
lineazr funktional p& E er identisk nul.

7. Vis, at afslutningen af en cirkelmengde er en cirkel-
mengde .

8. a) Lad der vare givet cn topologisk gruppe G og en fplge

(Vh) af’ omegne af e. Valg en ny fglge (Un) af omegne af e, der
-1

opfylder: = x|
opfylder: U, ¢ V,, UIl = U, Un+1 Un+1 Upsq € U#;ﬂ Ve Definer en

funktion g:G = R ved

_ :XEHUn

gx) ={% +x€U0 \T_,
T 4, xXx€ G\ Uq .

g opfylder: g(x) = g(x™'), g(@) ¢ [0,1], a(x) < 27%*1
-k
g(x) ¢ 27 = X € U og glugenioen)) ¢ 2(g(uy)+esatglu)).
(Brug induktion efter n, og lad, for 2(g(u1)+...+g(un)) = 2a < 1,

h vere det stgrste hele tal, for hvilket g(u1)+...+g(uh) < %a, og

bestem k () 2), s& at 2a 2 o~kH > a; s& vil u TeedtUp 508 W
< 2a).

‘- Up o ere’uy € U, og g(u1‘...-un) < 2_k+4

Definer f£:G - R, ved: f(x) = inf{g(u1)+...+g(uh) I ne N,
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Uygesest € G, uyteeotu, = x}. £ opfylder: %g(x) ¢ £(x) ¢ &(x);
£(x) y 0; £(e) = 0; £lxy) § £(x) + £(y); £(x ) = £(x); £ er
kontinuert i e; f er kontinucrt overalt (brug f£(xy) ¢ £(x) + £(y)
oé fle) = 0); f(x) = 0 = x € ) U, = x€ ﬂVh; xe G\ v, = £(x) >
t;vnelad>ofe(x) ¢ 6§ =xc¢ Vh) d.v.s. (1gst) f bestemmer
topologien ligesd godt som fglgen (Vh).

b) Bevis smtningen: Til afsluttct mengde A ¢ G og punkt
x § A findes der en kontinuert funktion h:G - [0,1], sa at
h(x) = o og h(A) ¢ {1}. Hvis {e] er afsluttet, er G fuldstendig
rcgular.

(For x = e kan bruges h = (2f) A 1, hvor f er konstrueret
som ovenfor til félgen (Vh), v, =G \ A).

c) Bevis saotningen: Hvis [e] c¢r afsluttet og G opfylder det
ferste twllelighcecdsaksiom, er G mctriserbar, d.v.s. topologien
kan dcefineres ved hjzlp af en afstandsfunktion dist, der cr
venstre invariant: dist(ax,ay) = dist(x,y), eller hgjreinvariant:
dist(xa,ya) = dist(x,y).

(Velg en tellelig basis (Vn) for B(ec), bestem £ som fgr, og
sat distv(x,y) = f(x—1y), disth(x,y) = f(xy—1)).

9. Lad {Ei i € I} varc en mzngde af topologiske vektorrum
over samme legeme K. Vis, at produktrummet,forsynet mecd '"koordi-
natvisc regneoperationer' og produkttopologien, er ¢t topologisk
vek torrum. Vis, at et filter & pa produktrummet er fundamentalt,
hvis og kun hvis alle dets prbjektioner er fundamentale, og at
produktrummet er fuldstendigt, hvis og kun hvis alle rummene Ei
¢r fuldstzndiges

(Udnyt, at hvis Py, 1 € I, cr et fundamentalfilter pa E,,
s& cr det groveste filter p& produktmzngden, der indeholder alle
mengder pr§-1 (Fi), F, € Fi, et fundamcntalfilter, hvis projek-

tioner falder sammen mcd de givne filtre).
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10, Vis, at det i gvelse 6 indfgrte vektorrum E, der &abenbart
opfylder det fgrste tmllelighedsaksiom, ikke er fuldstendigt.

11. Et filter P p&4 en mengde E kaldes elementsrt, hvis der
findes en fglge (ah) af elementer i E, sa at F er filtret frem-
n e Nz. Lad der nu vere

bragt af filterbasen {{a v € N}

n+y

givet et filter F med tallelig basis {Fn“l ne€ N}. vis, at ¥ er
det fineste filter pa E, der er grovere end ethvert elementert
filter finere end F.

12, Vis, at et minimalt fundamentalfilter pa et t.v.r., der
opfylder det fgrste tellelighedsaksiom, har t®zllelig basis.

13. Vis, at man kan udfgre teorien for fuldstzndigggrelse
af et t.v.r. (eller en abelsk topologisk gruppe), der opfylder
det fgrste tellelighedsaksiom, idet man 1 stedet for minimale
fundamentalfiltre udnytter det — passende definerede - begreb:
ekvivalensklasser af fundamental fglger.

14. Vis, at en konveks delmzngde af R er afsluttet, hvis
dcns fazllesmengde med enhver ret linie er afsluttet.

15. En ligelig struktur pad en mengde X er en mengde

P

0 c D(X x X), s4 at

11) er et filter p& X x X

U)

=N

L3) v Ue O(u" e ©)
L)

hvor A = {(x,x) | x € X}; U

"
2) v Ue O(a
Vv
v

Ue 03 we OG(Wew ¢ U)
-1
= [(x,5) | (y,x) € U} og

UoV = i(xle) 3z € X((st) €V A (Zyy) € U)}"

Lad X vare en mengde forsynet med en ligelig struktur a.

a) Sat, for sthvertx € X, U(x) = {v(x) | V€ G}, nvor V(x) =

iy € X | (x,¥) € Vi;

vis, at der findes pr@cis en topologi pa X, sd at U(x) er filtret
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alf omegne af x i denne.,
(Den herved bestemte topologi pad X kaldes den af inducerede).

b) Idet X forsynes med den inducerede topologi U(x), gelder

for enhver delmsngde M af X x X, at V& D og V= V| = VoMoV

er omegn af M i X x X og M = N{VoloV l Vel AV= V_1}

N{veMev|v € G1.

c) For A ¢ X sattes V(A) = U{V(x) | x € A}. Vis, at A =

niva) | v e 0.

d) En basis for en ligelig struktur U pd X er en delmengde B af
0, siledes at: vUe G§3Be B(Bc U); vis, at {U | U € 0},

Ul telAU-= U_1], og {ﬁ U € 0}.er baser for 0. (U er af-

slutningen af U i X x X).

e) vis, at T3 er opfyldt i X (jfr. T+2.16).

f) vis, at X er et Hausdorffrum, hvis og kun hvis A = ﬂ{U'U e 03

(jfr. KI, 1,1.).

16. a) Lad X have den ligelige struktur O, og S c X. Vis, at

0n(sxs)=1fun (s x 8) Uc 0} er en ligelig struktur pa S.

Hvilken topologi iﬁduceres herved pa 8¢9

b) Et filter F pd X med den ligelige struktur U kaldes et fun-

damentalfilter, hvis der gazlder -
vUeOaxeXaFe FFcu(x)]

d.ves. (1gst) hVis filtret indeholder maengder af vilkarlig lille

stgrrelse.

Vis, at et konvergent filter er ¢t fundamentalfilter. Hvis om-

vendt ethvert fundamentalfilter er konvergent, kaldes rummet X

fuldstendigt.

c) Lad X og X' have de ligelige strukturer O og §'. £:X o X!

kaldes ligelig kontinuert, hvis

v Ut e ' (r x £)° V(") € 6].
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Vis, at £ er ligelig kontinuert, hvis og kun hvis v U' € ' 3
UeUvxe X [£(u(x)) ¢ U'(£(x))]. Vis: £ ligelig kontinuert =
T koﬂtinuert.

d) Vis: f ligelig kontinuert og F fundamentalfilter = £(¥) basis
for et fundamentalfilter.

Vis herved, at en ligelig kontinuert afbildning fra en tet del-
mengde til et fuldstendigt Hausdorffrum har én udvidelse til en
(ligelig) kontinuert afbildning (sammenlign KI, 2,5).

17. Lad x vere et kompakt rum.

a) Vis, at 0 = fu < X x X U er omegn af A} er en ligelig
struktur pé.X.

(Hj®lp: L4 bevises indirekte: Antag 3 Ve Ov We 0w 0 CV 4 0),
og betragt filter & frembragt af {Wo N CV | W € 0}. Velg (a,b) €
NG| & € &}. velg ﬁ1 € U(a), U, € U(b) med u, N U2 = @, og velg
v, =V, ¢cb,v,=7,¢c0,, v, € U(a) v, € U(b) og betragt

W= (U x U) U (U, x Up) U CUV, U V) x (V, U VL)),

b) Eftervis, at 0 inducerer den oprindelige topologi p& X. (Vis
og benyt, at en bijektiv afbildning af et kompaktrum X pa et
Hausdorffrum Y er en homeomorfi.).

c) Vis, at hvis 0 er en ligelig struktur, der inducerer den givne
topologi pa X, dé er { entydigt bestemt som systemet af alle om-
egne af A (i produkttopologien). (Benyt opgave 15 ¢ til den ene
implikation. Beviset for,at enhver omegn af A tilhgrer U, fgres
nemmest indirekte: Antag, at en aben omegn O ikke tilh¢fer i} og
betragt filtret {UN ((X x X) \ O} p&d (X x X) \ 0). '

d) Vis, at en kontinuert afbildning af et kompakt rum ind i et
ligeligt rum er ligelig kontinuert.

18, Bestemt samtlige normer i de endimensionale talrum R og C.

- - - EPTEE R
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1
Med ¢ [a,b] betegnes vektorrummet bestaende af de i inter-
vallet [a,b] differentiable recelle funktioner med kontinuerte

afledede. Vis, at der ved

T PYC Y IR PAYOOY
[a,'b] tE[a;b]

for ¢ € C1[a,b] defineres en norm i dette vektorrum.
For givne, i [a,b] kontinucrte og i Ja,b[ positive funktioner
P og g er ogsa

b 1
ol = (/ [p(t)e'(t)° + qmgo(t)zm)z

a
en norm i det betragtede vektorrum, Bevis dette.

20, Lad K vere en konveks delmzngde 1 et vektorrum V over

de reelle tals legeme. Det forudsszttes, at der til hver vektor
x € V findes mindst eet tal t > 0, séledes at tx € X (d.v.s. pa
hver halvlinie ud fra O ligger mindst eet fra O forskelligt
punkt tilhgrende K). Vis, at funktionen

x €V,

F(x) = inf % ’

tx€K, t>0
optylaer |lx + gll < llall + llyll og Inxll = Allzll for & 3 o
Vis, at F er en norm, hvis K er symmetrisk med hensyn til O
(d.v.s. hvis X € K medfgrer, at -x € K) og der til hver vek-
tor x $ 0 findes et tal t > O, sdledes at tx ¢ K (altsd K ikke
indeholder nogen halvlinie ud fra 0).
21. De i et interval [a,b] definerecde reelle funktioner af be-
grenset variation danner et vektorrum BV[a,b] over dec reelle
tals legeme. Vis, at man ved til hver funktion ¢ € BV[a,b] at

lade svare dens totale variation Vd(a,b) far en norm i dette vek-

7“/" v
T 0
torrum. ringi

22, 1p(n,K) betegner K forsynet med normen IiIE

Bestem de norm-dualec til de endelig-dimensionale normerede
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vek torrum 1m(n,R) og 1m(n,b).
2%, Bestem de norm-duale til rummene 1P(n,R) og 1p(n,C) for
4 ¢ p < = ved hjwlp af Holder's ulighed '
py\1/p ay1/q
ERARR AR CTIAL LS

som ¢r gyldig for 1 < p < e, 1/a = 1 = 1/p og alle par af kom-

plckse talszt (X1"°"Xn)’ (y1,...,yn).
24, Vis, at hver kontinuvcrt linearform A i talfglgerummet 1P(R),

hvor 1 $ P < =, har en fremstilling af formen

A(X1 ’XZ’.'I) =

(=2
SRl
X,
7\1 i?

i=1

hvor (%ﬂ’%Q"") er en reel talfglge, saledes at den uendelige
rakke-pé h@gjre side konvergerer absolut for hver talfglge
(x1,x2,...) € 1P(R).

Bestem det norm-duale til rummet 1P(R).

25. Lad V vere et top. vektorrum.

Med A betegnes en fra nulformen forskellig linearform i dette
rum. Vis, at hyperplanen A(g) = 0 er en afsluttet delmengde af
Vs hvis og kun hvis A er kontinuert.

Vis, at en hyperplan, som ikke er afsluttet, er overalt tet
iVv.

26. Lad T vere et topologisk rum og Cw(T) vektorrummet af alle
i T definerede, begrznsede og kontinuerte reelle funktioner med
w—normen. Vis, at CN(T) er et Banach-rum.

Rummene Cp[a,b], hvor [a,b] er et interval og 1 ¢ p < =, er
derimod ikke fuldstendige. Bcvis dette for p = 1.

27. Lad V vere et vilklrligt normerct vektorrum og V' dets
norm-duale. For en fast vektor v € V definere$ cn funktion i~
V' ved til hver begrznset lincarform A pd V at lade svare den

verdi A(z), som den antager for v. Vis, at denne funktion
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¢V:V' ind i K er en begrenset linecarform, altsid ct elemcnt af

det til V' norm<«duabrum V'', hvis norm

II'

= suw |A(w)]
llall'¢

o,
tilfredsstiller uligheden H¢VH" < lxlfe
Ved til vektor at lade svare linearformen Py f4s en naturlig
afbildning £:V ind i V''. Vis, at £ cr linezr.

Det e¢r en konsekvens af en fundamental s@tning, Hahn-Banach's

s@tning (som her benyttes uden bevis), at der for hver vektor

v € V findes en begrznset linearform A € V', for hvilken

Iall" = 1 og |A(x)| = |l¥]]. Slut heraf, at lo,I"" = llxll; og dermed
at £ er cn isomorf afbildning af V pa et ungerrum iv'',

Hvis dette underrum er hele rummet V'', altsd f en isomorf af-
bildning af V pa V'', siges det normerede vektorrum V at vaere

(norm-)reflcksivt. Et saddant cr ngdvendigvis et Banach-rum.

Alle cndelig-dimensionale normerede vektorrum samt fglgerummene
1P(L), 1 ¢ p < w», &r refleksive. Underrummet i lm(R) bestaende
at alle rcellie talfglger, som konvergerer mod 0O, er et cksempel
p& ¢t Banach-rum, som ikke er reflcksivt. Bevis disse péstande.

(Benyt bl.a. opg. 10 og 11.)
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28. Vis, at ]-1,1[ u {3] ikke kan skrives p& formen U + V,
hvor U og V tilhgrer filtret af omegne af O i R. For

hvilke a € R kan ]—1,1[ U {a] skrives pa denne form?

29. Lad ¥ = {F_ .

nec N} og &= {a ' n € N} vaere filter-

baser pa et vektorrum E;”vis, at hvis F1 » F2 D ees 08

G nce¢ N} en basis for

Q)
—
HJ

LI I ) 5 +
5 2 s er {F +G_

{F G ' n,m € N}*, Hvis & er et t.v.r. kan betingelscn
:G1 D2 G, O ees erstattes med f.eks.: O er et minimalt
fundamentalfilter. S¢gg at belyse opgaVen med modeXscmpler,
f.eks. for E = R.

30, Lad H vere et pre Hilbertrum; szt H(a,f) =
{fg e H | |lge-f|| ¢ a} for a » 0 og £ € H. Vis, at en kon-
veks delmzngde A ¢ H(o,d+§) \ H(o,d), hvor 0 ¢ § < 4,
har en diameter V(1284a) .

%1. a) Vis fglgende sztninger om komplekse tal z og w, idet
1 <D < oot
a1) Vv e € J]0,2] 3 &y = 51(8) >0 V z, we C
[zl ¢ Iwl =1 A Jz=w] 3 e = (F(1+]2]7) - (Flwez])®)
E(+12)7 3 6,1,
52) Ve>03d,=68,)>0 Vz,we ¢
[lw-z] 2 e (lz] v (w]) = $(|w|P+2]P) - (F]w+z])P
2 3(IwIF + [217)6,]. |
b) Lad £ og g vere funktioner € LP(R), for hvilke
el

(te R | |£-g|f 2 % ep(|f|p+|g|p)}, skal det vises,

172N

illgll, ¢ 1 og lif-gll, 2 e. Tdet A =

at [, |f-g|Pat y (£e)P, at [, (1£|P+|g|P)at

1
sup { A|f|pdt, Alglpdt} > (EE)P, og at
(

L[{IE 1Pt - [a 1 #teve) Pat 2 6,0 &+ ()"
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c) Vis, at IP(R) er et ligelig konvekst rum.
32.,Vis, at mwngdeﬁ af talfglger i 12 med lutter ikke-negative

reelle led er en afsluttet konveks mengde uden indre punktel.

3%.Lad H vere et Hilbertrum med ¢t nummererbart ortonormalsy-
stem (en)n c i Lad A vare den (konvekse) afslutning af den
mindste konvekse mengde i H, der indeholder alle punktecrne
(1- n—1)en, ns=12,i... Find diameteren d(aA) =
sup{llx-yll | %,y € A}, og vis, at ||x-y|| < a(A) for alle
X,y € A,

34.Lad F vere det mindste afsluttede underrum ¢ 12, der inde-
holder e1 og e2n, vn € N; lad G vere det mindste afsluttede

+ A

2
underrum ¢ 1, der indeholder e vn € N, hvor

n “on+1?
(%n) € 12, og xn > 0, vne€ N, Vis, at det mindstc afsluttede

en

- 2
underrum ¢ 1, der indeholder F og G, er 12, men at ikke

NS 2
24 Ny €opsq € 1 kan skrives f+g, med £ € F, g € G. (Vis, at

n=1
1 {f+gie
%n 178 2n+1

35.Lad F vare et Hilbertrum og {en | n €%} et ortonormalsystem

) - 0).

iF.8etH = (feF | ane Nv< n vvy 0= (£le ) = 0)],

H2 = {f € P l gn € N(v é Ovuv>ns= (flev) = O)g’

g = ZL lv]~ e s 0g H = det mindste underrum af [ der inde-
/

holder H1,H2 og g. Idet vi lader L betegne ortogonalt kom-

plement med hensyn til H, skal det vises, at H1-L L = H1, og

at H, + H1l 4+ H .

1
36.Idet vi benytter betegnelserne p. K I1I1I,3,2(1962-63), og an-
tager, at I er uendelig, skal det vises, at filtret med ba-

sis {{ 2 hiIK er en endelig delmangde af I, K > J}|J eren ende

lig delm&négg af I} er konvergent med greznseverdien 121 hi°
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37

38-

39.

)_I.Oo

)-',-1 .

Lad H vaere et Hilbertrum, og lad (H, ) vare en fglge af af-
sluttede underrum, med tilsvarende projek tioner Pn; antag,
at (Pn) er en fundamentalfglge i L(H,H). Vis, at der findes
n € N, s& at Hm har samme dimension som Hn for m > n.
Vis,'at udvalgsaksiomet er zkvivalcnt med satningen: For en-
hver surjektiv afbildning ¢ af en mengde A pad en mengde B
findes der en afbildning ¥+ af B ind i A, s& at ¢oy er den
identiske afbildning af B.

Lad E vare et vektorrum, {fi € E| i€ I} en linezsrt uaf-
hezngig mengde og {gj € E | j € J} en mengde, der udspander
E; vis, at card(I) ¢ card(J). (Udnyt f.eks., at {f; | 1¢ 1}
kan udvides til en basis for E). Overvej, at man kan defi-
nere den algebraiske dimension af E som kardinaltallet for
en maksimal, linezrt uafhengig delmzngde.

Lad A vere en vclordnet mengde, Lthvert elcment a € A, pa
nzr hgjst ét, har en umiddelbar cfterfglger a+1; hvis a+i
har en umiddelbar cfterfdglger, betegner vi den a+2; 0.5.Ve
Vi definerer a ~ b, hvis der findes ¢ € A ogne N, sd at
{a,b} ¢ fc,ctl, 000,040} ¢ A. Vis, at ~ er en gkvivalensre-
lation, og at alle ®kvivalensklasser, pa nzr hgjst én, er
nummererbare, Udled heraf ¢t bevis for, at enhver uendclig
mengde er foreningsmengde af parvis disjunkte nummererbare

delmengder, g o

= (2™ eyl

a) Vis, at for N € &, |N] < 1, vil talfglgen f% 2,

og at {fxlx e &, |%1 < 1} er linezrt uafhangig; den alge-
braiske dimension af 1° er sadledes > card(R). (Brug teoricn
for van der Monde determinanter.

b) Lad H vare et Hilbertrum; lad H1 vere et afsluttet under-

rum med dimensionen card(XN); lad {f% N € R}vwre en lincert
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uvafhengig delmangde af H1; vi antager, at H2 = H,]-L har di-
mensionen card (R); lad {exlx € R} vare en ortonormal til-
nsrmelsesbasis for H2; lad F vere det mindste underrum af H,
der indeholder {f,+e, | A€ R}.

Vis, at projektionen pa H2 af en tet megngde i F er taet i H2,
og derfor har kardinaltal 2 card(R); vis, at F n H2 = {O};
vis, at ethvert ortonormalsystem S c F er hgjst nummererbart
(udnyt, at ethvert element i H, er vinkelret pa alle ele-
menter i S pa ner hgjst nummererbart mange).

¢c) Vis, at dimensionen af F er card(R); vis, at F ikke har

nogen ortonormal tilnzrmelscsbasis.
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L2,

LI-B.

Lb.

L5.

L6.

Unders¢gg om bilinearformerne

B1(§,X) 2x1y1+2x2y2+2x3y3-x2y3—x3y2+x3y1+x1y3-x1y2;x2y1,
B2(§,x) = 2x1y1+2x2y2+2x3y3—x2y3—x3y2—x3y1—x1y3—x1y2—x2y1,
hvor x = (x1,x2,x3) og ¥ = (y1,y2,y3), er indre produkter i

talrummet Ro.

Om et normerct vektorrum V over R forudsazttes, at
2 2 2 2
iz + 2™ + Iz - 2™ = 2(izl™ + llzl)
for alle X,y € V. Vis, at V er et vektorrum med indre pro-

alwt [neniig 3(Ix + zI? - Il - 111

Vis, at nir a og b er to forskellige vektorer i et vektor-
rum med indre produkt, vil m®zngden af de vektorer x i rum-
met, for hvilke ||x - a|l = ||x - b||, vere en afsluttet hyper-

plan.

Med 02[—1,1] betegnes vektorrummet af alle i intervallet
[-1,1] definerede reelle og kontinuerte funktioner med det

indre produkt
1

oo = [;f(t)¢(t) dt.
Vis, at rummet ikke er fuldstendigt.
De ulige funktioner i 02[—1,1], som altsd8 opfylder ¢(-t) =
-¢(t) for -1 ¢ t ¢ 1, udggr et underrum U. Bestem underrum-
met Ul.
Vis, at underrummet bestéende af funktionerne ¢, for hvilke

¢(0) = 0, er overalt tet i 02[—1,1].

Lad U vare et afsluttet underrum i et Hilbert-rum V. Vis, at
der til hver vektor x € V findes en og kun een vektor g* € Vy
sdledes at x* - x ] Uog i(x + ¥) € U.

Vis, at der ved x - g% defineres en isometrisk afbildning af
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V pa sig selv (spejling i underrummet U).

L47. Find ortogonalprojektionen af vektoren (1,1,1,1,1) p& det
af’ vektorerne
(1;0,191,0)! (2,1309191); (1’2’0;-1,1)

udspendte underrum i talrummet 1,(5,R).

48. I et vektorrum med indre produkt er
x=a+su 8€R, y=b+tv, teER,
hvor a8, u, b, v er givne vektorer, u S gﬂ;$ 0, parameterfrensti
linger for to linier., Find den mindste afstand mellem lini-

erne udtrykt ved de givne vektorer,

49. Vis, at mengden af de funktioner ¢ € C,[-1,1] (Jfr. gv. 7),

for hvilke ]

L o(t) dt = 0,

er et afsluttet underrum U c 02[-1,1]. Vis endvidere, at

UL = {o}.

50, Anvend Gram-Schmidt's ortogonaliseringsmetode pa vektorerne
(9,12,03'20), (“19-18903 20)9 (7,-2h,3,20)
og bestem derved en ortonormal basis for det af disse vek-

torer udspazndte underrum U i talrummet 1,(4,R). Angiv ogsé

X
en ortonormal basis for UL.
Opstil matrixligningermne [med hensyn til basen (41,0,0,0),
(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0,1)] for ortogonalprojektionerne
Dy ©°8 PUL ar lz(u,R) pad U og UL. (som kontrol kan Py°Py = Pyo
onpUl =0 og py + pUl = e verificeres ved matrixregning.)

51. Find ved ortogonalisering en ortonormal basis for det af
funktionerne 1, t, £2 udspsndte underrum i 02[—1,1] (jfr.

@v. 7), og bestem Fourierkoefficienterne for t2 med hensyn

til det fundne system,
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52.

53.

5k.

55.

Vis, at funktionerne

o, (t)

1l
ol
I

(n"‘%) Pn(t)y n 031525000,

hvor

]

P (t) (2%n1 )" o2 - 4)B

er de sékaldte Legendre-polynomier, danner et ortonormalsy-

stem i 02[—1,1]. (Begynd med at vise, at Pn(t) er ortogonal
til alle polynomier af hgjst (n-1)-te grad.) Af Weierstrass'
approksimationssatning sluttes, at ortonormalsystemet er en

tilnzermelsesbasis,

Med Cz[a,b;c,d] betegnes vektorrummet bestéende af alle i

rektanglet [a,b] x [c,d] definerede~sog kontinuerte. funkiioner

llell, = (Lb /Cd £(s,t)%ds dt>1§

som norm. Vis, at hvis ¢i(s), i € N, og ¢j(t), jE N, er

f(s,t) med

a) ortonormalsystemer, b) tilnzrmelsesbaser for henholdsvis
Cz[a,b] og Cz[c,d], vil ¢i(s)¢j(t), i,j € N, vere a) et orto-

normal system, b) en tilnmsrmelsesbasis for Cz[a,b;c,d].

Vis, at enhedskuglen {x € V | ||x]] < 1] i et uendelig-dimen-

sional t vektorrum V med indre produkt ikke er kompakt,

Lad C,]a,b[ og C1]a,b[, hvor —o» < a < b € », betegne de nor-
merede vektorrum bestidende af de i intervallet J]a,b[ konti-

nuerte funktioner ¢, for hvilke henholdsvis

loll,2 = E’w(t)zat o lolly = [lo(w)lay

eksisterer, Undersgg i hvert af de tre tilfzlde
-°°<a<b<oo, 8 = =00y b = oo, a=0,Db = oo,

om et af disse rum er et underrum i det andet,

Der er givet en reel funktion w(t), som er defineret, kon-
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tinuert og positiv i det Abne interval la,bl,
hvor —o < 8 <b < w0, 0g for hvilken integralerne
o) n
/ W(t)ltl dt, n=20,1,2,...,
a
alle er konvergente, I vektorrummet Pla,b[ bestiende af de
reelle polynomiers restriktioner til intervallet ]a,b[ de-

fineres et indre produkt ved

p°q = /a w(t)p(t)a(t)at.

Vis, at dette vektorm m med indre produkt har en og kun een
ortonormal basis (¢O,¢1,...), sadledes at Pn for hvert
n=20,1,... er et polynomium af n-te grad, hvori t™ har en
positiv koefficient.

Vis, at polynomiet Pn har n forskellige reelle rgdder, som
alle ligger i intervallet ]a,b[. (Benyt, at der findes po-
lynomier af (n-1)-te grad, som har n-1 foreskrevne rgdder, )
De til visse specielle "vagtfunktioner" w hgrende ortonormal-
systemer af polynomier spiller en fremtrzdende rolle i ana-
lysen og dens anvendel ser,

For a = -1, b = 1, w(t) = 1 fas de ovenfor (¢v. 13) omtal te

polynomier, som fremgdr ved normering af Legendre—polynomi-

erne Pn(t)°

i
For a = =1, b = 1, w(t) = (1-t°)"% ras
1

- 1
§00(t> =T 2’ ?)n(t) = (1577) QTn(t)p n 1925000y

i

hvor

Tn(t) = cos(n Arccos t), n=0,1,2,.00,

(v 4
er de sakaldte CebySev-polynomier.
For a =0, b = o, Ww(t) = et rag

v (t) = nt7L (),
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hvor
Ln(t) = etDn(tne—t)y n=0,1,2,4..,
er de sékaldte Laguerre-polynomier, '

_+2
For a = =03 b = 0, W(t) = € v ras

1
9, (t) = (2™ ) °H (t), Nn=0,1,2,000,
hvor
2 _+2
H (t) = (=1)%" p%"

er de sikaldte Hermite-polynomier,

Eftervis, at disse polynomfglger er ortonormalsystemer
hgrende til de angivne vagtfunktioner.
(Se f.eks. bgger af Szegd Sansone, Tricomi, Courant, Hil-

bert).
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56. Vis, at en nilpotent operator pa ct endelig dimensionalt
vektorrum over C i et passende koordinatsystem udtrykkes ved en

matrix, der har lutter nuller undtagen lige over diagonalen.

57 Lad V vare et s-dimensionalt recelt vektorrum.

1) Lad A vare en operator pa V, der opfylder A2 + E = o; lad
Vyse.s,V, vare vektorer i V, for hvilke {v1P Av1,..°,Avn_1g vn}
¢r linemrt uafhsngig. Vis, at {v1, AVyyeea AV 45 vn?.Avn} cr 1i-
ncart uafthengig. Vis, at s er ligc.

2) Lad A € L(V,V) og n € N opfylde (A2 + E)* = 0. Vis, at A
1 ¢t passcnde koordinatsystem udtrykkes ved en matrix, der har _--

nuller overalt undtagen i blokke omkring diagonalen, hvor hver

blok har form

o0 =0

med hgjst 2n rakker og sgjler.

o o O =0

Oe ¢ ¢ =0 OO
I
-~
[ ]
L ]
[ ]
Qe ¢ s OO OO

o

e 8 8 7

3) Find tilsvarende en normalform for en vilkarlig opecrator
A. (Skriv det reelle minimale polynomium for A som produkt af u-
oplgselige 1. og 2. grads faktorer).

L4) Find specielt normalformer for norméle og selvadjungereds

opcratorer pa et reelt, endelig dimensionalt Hilbertrum.

58, Vis, at determinanten af en uniter matrix har den numeriske
vardl 1. Vis, at mangden af reelle ortogonale s x s matriccer nmed
determinanten 1 (de "egentlig ortogonale matricer") udggr en un-

dergruppe O (s,R) med indcks to. i 0(s,R).

59. Vis, at en matrix U er uniter, hvis og kun hvis den er nor-

mal og dens spektrum & {2 € C| |Z] = 11.
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60. Bevis, f.eks. ved induktion, at der for enhver matrix A fin-
des en unitzr matrix g 0og en matrix 2 med lutter nuller under dia-
gonalen. s& at E*ég = TI. Vis, at diagonal elementerne i g er e-
genverdierne for é, og at s¢gjlerne i Q er tilsvarende normerede
egenvektorer. Vis, at 2 er normal, hvis og kun hvis éPer en dia-

gonalmatrix.

61. Vis, at en isometri U af et reelt pre Hilbertrum H ind i H

2r linezr, hvis blot Uo = o.

2. Bestem en reel ortogonal (3 x 3)-matrix, hvis fgrste sgjle

bestar af tre lige store tal, og hvis determinant er lig 1.

6%. Med S, T og U betegnes reclle matricer, som er henholdsvis

af typen m x m, n x n og M x n. Vis, at den af disse og (n x m)=-
S U

nulmatricen sammensatte matrix <6 E) er ortogonal, hvis og kun
hvis U =0 og S og T er crtogonale.
Vis, at en ortogonal trekantsmatrix er en diagonalmatrix, og

angiv alle reelle ortogonale diagonalmatricer.

6L4. Lad <91”°°’§n) vere en ortonormal basis i et n-dimensionalt
reelt Hilbertrum og 7 en permutation af {1,...,n}. Beskriv den
ortogonale koordinattransformationsmatrix Eﬂ svarende til over-
gangen til basen (gw<1),...,gn(n)) "Permutationsmatricerne' Eﬁ,
T € Sn’ danner med matrixmultiplikationen som kompositionsfor-
skrift en gruppe, der cr isomorf med Sn.

Beastem alle ortogonale (n x n)-matricer, hvis elementer er

helie tal, og vis, at de Zigcledes danner en gruppe. Beskriv de

koordinattransformationer, som de svarer til.
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65. Vis, at en reel skavsymmetrisk matrix §’ altsd en matrix §,
for hvilken §' = -8, ikke kan have fra O forskellige reelle ka-
rakteristiske rgdder. Slut heraf, at E - Ser regulazr.

Vis, at for hver reel skezvsymmetrisk matrix § er matricen
T= (E + §)<§ - §)_1 ortogonal, dens determinant er 1, og T + E
er regular.

Vis, at hver reel ortogonal matrix med disse egenskaber har

en og kun een sadan fremstilling. (Cayley's parameterfremstilling

for de ortogonale matricer.)

66. Lad (91, €59 23) vere en ortonormal basis for det tredimen-
sionale reelle Hilbertrum, og lad f varec en linezr afbildning af
rummet ind i sig selv. Vis, at den til f hgrende matrix Aer skev-
symmetrisk, hvis og kun hvis hver vektor v € ?5 er ortogonal til
sin billedvektor f(v).

Lad f vare en afbildning med positiv rang, som har denne e-
genskab. Vis, at der findes en og kun een vektor a, shledes at
f(x) er ortogonal til a for hver vektor v, og at

Pa,u, (1) =le@f,
hvor F betegner det volumenmial i rummet, for hvilket
Flgyr &5o 95) = 1.

Angiv elementerne i A udtrykt ved koordinaterne for a. (Vek tor-

produkt: f(v) = a x v, nir (21, €, 33) er et hgjresystem.)

67. Der er givet reelle tal 4, d,» d3 og a, slledes at
4%+ 8%+ 6% =,
Med D betegnes matricen

n
i
l/\
QP" o
o
O,
~
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Vis, at (3 x 3)-matricen

P=E+sina D+ (1 - cos a)g2

er ortogonal.

I det tredimensionale reelle Hilbertrum valges en ortonormal
basis (g1, €59 93). Matricen P bestemmer da en isometri f af rum-
met. Vis, at denne (nar alle vektorer tznkes afsat fra samme
punkt) bestadr i en drejning, hvis akse er bestemt ved vektoren a
med koordinatszttet (d1, d2, d3) og hvis drejningsvinkel er ¢.

Find billedvektoren f(v) af vektoren y udtrykt ved v, 4 og

(Benyt vektorprodukter; jfr. ¢v. 5.)

68. I et n-dimensionalt reelt Hilbertrum valges cn ortonormal
basis (31, Eoreees gn). Med F betegnes det volumenmal i rummet,
for hvilket F(g1,...,§n) = 1. Vis, at for vilkarlige vektorer

v ese gV er
-1? Ten

IF(X1,-'-’Y_n)|

lies

g llee ol Il

hvor lighedstegnet gzlder, nar og kun ndr vektorerne er parvis

ortogonale. (Betragt fgrst parvis ortogonale vektorer, og benyt

i det almindelige tilf®alde ortogonalisering uden normering.)
Formuler udsagnet som en sztning om determinanter (Hada-

mard's determinantsstning).

69. I vektorrummet af alle komplekse (n x n)-matricer A = (a

defineres en norm ved

A max .
80 = S5 el
Bevis fglgende pastande: [|AB|| < nllAll - [l For hvert k € I er

K k=1, K
A=l € n= HAIL -

Fglgen af matricer

4 4 2 4
Sp=E+ A+ 5+ ..+ 54

P

A Pe N,

er konvergent. Idet den matrix, mod hvilken den konvergerer,



betegnes med exp A, gazlder for ombyttelige (n x n)-matricer é og

B, at

exp(A + B) = exp A exp B.

Heraf fglger, at exp A er regulzr, og at exp(—é) = (exp é)_1. BEr

A reel og skevsymmetrisk, vil exp é vere ortogonal.
Vis, at det (exp A) = exp(tr A), hvor tr A betegner matricens
spor, altsd summen af elementerne i dens hoveddiagonal.

Vis, at med de i ¢v. 6 indfgrte betegnelser er exp(ag) = P.

e

70. Bestem for
0100
0010
0001
\ 1000

L4

_é:

er unitsr matrix U, sdledes at U*ég bliver en diagonalmatrix.

71. Vis, at gruppen U(n,C) af unitere (n x n)-matricer er iso-

morf med en undergruppe i den ortogonale gruppe 0(2n,R).

72. I et prz Hilbertrum V er givet to vektorer a 4 0 og b F O.
Ved £(x) = (x|a)b defineres en linesr operator f:V - V. Vis, at
den er begrznset. Bestem dens egenvardier og egenrum. Vis, at den

har en adjungeret operator £¥, og angiv £ .

73. Med Cz[a,b] betegnes vektorrummet af alle i intervallet [a,b]

definerede kontinuerte reelle funktioner med det indre produkt

b
oef = /a¢(t)¢(t)dt.

Lad der vare givet en reel funktion K, som er defineret og konti-
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nuert i kvadratet [a,b] x [a,b], og som er "symmetrisk": K(s,t) =

K(t,s) for s,t € [a,b]. Vis, at der ved ¢ - ¢, hvor

b
v (s) =/ K(s,t)p(t)dt,
a
defineres en linezr, begrenset og symmetrisk operator i hele rum-

met Cz[a,b].

7h. Lad f: Vn - Vn og g+ Vh-% Vn vere to ombyttelige selvadjun-
gerede operatorer i et n-dimensionalt Hilberitrum Vn' Vis, at der
findes en ortonormal basis i Vh, hvis vektorer er egenvektorer
for bade f og g. (Vis fgrst, at hvert egenrum for f er invariant
ved g, d.V.s., at det afbildes ind i sig selv ved g. Benyt der-
nest, at restriktionen af g til et sadant egenrum ogsid er en sym-

metrisk operator.)

75. Lad f varc en sclvadjungeret operator i et n-dimensionalt
Hilbertrum og B(x,x) = (£(x)|x) den tilhgrende kvadratiskec form.

Lad endvidere

vare dens egenvardier, hver taget med sd mange gange, som dens

multiplicitet angiver. Da g®lder

7\1 = max B(x,X), 7\n = min B(x,x).
lIx[l<1 lIxlI<1
Vis, at
Ny = min max B(x,x)

Vi4€Vn V54, x4

i:2, eeoy n-1,

= max min B(&;&):
Vh-iEVn 51Vh—i,HXH§1

hvor Vi-1 og Vn—i gennemlgber alle underrum i Vn af dimcensionen

henholdsvis i-1 og n-i.
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76. Lad f: Vn *‘Vh og g:Vn - Vn vare to selvadjungerede opera-
torer i et n-dimensionalt Hilbertrum med indrc produkt.

Deres egenvardier betegnes henholdsvis med

'}\12')\2;... g7‘n°g”1g“23"'>”n'

Om de tilhgrende kvadratiske former forudszttes, at

(£(x) 1x) ¢ (e(x)|x) for alle x € V. Vis, at Ay ¢ p; for i =
1y¢e0yn. (Benyt gv. ?@p.

Fortolk dette, ndr n = 3 og begge kvadratiske former er po-
sitiv definite, som en sztning om halvakserne i to ellipsoider

med felles centrum, hvoraf den ene omslutter den anden.
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77

78,

79,

80.

81.

(srhus, sommer 1963). Antag, at operatoren A har egenskaben

Re(Au | u) ¢ O for alle u € D(A).

Bevis, at for alle kompleksec tal z med Re(z) > O gzlder
[[(A=zE)u|l > Re(z)e«|lu]| for alle u € D(4a).

(Kgbenhavn, sommer 1963). Et komplekst tal A\ kaldes en
n@s ten-egenvardi for operatoren A pd Hilbertrummet H, hvis
inf {||(A-XE) ] | £ € n(a), |If]l = 1} = o.

Vis, at for A € L(H,H) er mengden af nmsten-egenvardi-
er for A en kompakt delmazngde af {ne & | |N < llall3.
Vis, at for en (begrznset eller ubegraznset) selv-adjungeret

operator A falder mengden af nmsten-egenverdier for A sammen

'med spekret for A.

Lad T vere et kompakt Hausdorffrum, og lad i vazre et afslut-

P
T

tet ideal 1 C(T,l). Vis, at £ € i1 medfgrer T € i.

Udfgr det fglgende bevis for, at hvis f € ¢(T,0) og f°—1(0)
har spektralmdl O, s& er p(f) injectiv: til x € H, si at

1}
-
Le]
Mo

(f)x = 0og e > O valges g € ¢(T,(0,1]), s& at g

A

(O) og (p(g)x|x)< e; Por stort nec ¥ er 2”x”

(P(nlﬂ +g)x|x) < g3 altsd er x = O,

Lad h1 og h2 vere definerede og kontinuerte: T \ S - &,
hvor S = S er en delmezngde af det kompakte Hausdorffrum T
med spektralmdlet O; vis, at hvis |h,| |h2| i en omegn af
S, s& er D(q(h1)) c D(q(hz)). Vis, at hvis der findes ¢ > O,

s& at |h1| > e 1 en omegn af S, s& er q(h1h2) = q(h1)q(h2)o
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82. Vis, eventuelt under benyttelse af at enhver normal operator
har en spektralfremstilling, at en normal operator N kan

skrives N = A + iB, hvor A og B er selvadjungereds.

83. Lad S1 vere en afsluttet mengde med spektralmalet 0. Vis, at
en afsluttet mengde S har spektralmdlet 0, hvis og kun hvis:
Ve>Ovxe Hahe O(T \ 8,[0,1]) [(alh)x|x) < e og h ) 1
p&d S\ 81].

(vis, at hvis g € ¢(T,[0,1]) er 1 pa& S, s& kan (h+g+e)

A 1 fortsmttes til en kontinuert funktion).

8L. Lad h vare kontinuert: T \ 8, - C, hvor 8, = §, har spek-
tralmdlet O, lad S vere en afsluttet delmsngde af afslut-
ningen relativt til Cw af h(T \ s1), og antag, at S har
spektralmédlet O med hensyn til ¥isomorfien py - Vis, at
£O—1(S) har spektralmdlet O med hensyn til p. Slut specielt,
hvis h ikke er begrsznset, at {e] har spektralmilet O med
hensyn til Py

Vis, at qh(f) = q(foh) for enhver funktion f, for

hvilken qh er defineret.

85. En selvadjungeret operator A kaldes positiv, A 2 0, hvis
(Ax/x) > 0, v x € D(A). Vis, at A > 0 = (&) \ fe} ¢

R+ v {0}. Vis, at der eksisterer én positiv operator B, sa
at BZ = A,

0 -
86. Lad T vare en tat defineret afsluttet operator. T 1(O) er
da et afsluttet underrum i H; projektionen P pd det dertil
ortogonale underrum kaldes T's stgtte projektion. Projek-

tionen Q pa& TD(7T) kan vi kalde T's verdiprojektion.
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87,

88.

89.

90.

91.

Vis, at T = 4TP, og at T" har stegtteprojektion 1 og
verdiprojektion P, T *T tilsvarende P og P, og TT® 2 og .

Hvis T € #/ og T afbilder PH isometrisk pad QH, kaldes T
en partiel isometri. Dette sker, hvis og kun hvis T*T = P,
eller TT = Q3 T er da igen en partiel isometri.

Vis, at en vilkarlig tet defineret, afsluttet operator
T p& én made kan skrives T = |T|, hvor |T| > O og U er en
partiel isometri med samme stgtte som T, og at |T| = U,
|T¥| = ujT|u¥.

Vis, at T kan skrives T = U|T|, med |T| > O og U unitar,
hvis og kun hvis (PH)-L og (QH)l har samme dimension, og at

dette specielt gelder, hvis T er normal.

Vis, at @n vilkarlig ligeligt afsluttet algebra over R af

selvadjungerede operatorer er et vektor lattice.

Giv, for H = Pz, geometrisk fortolkning af ordningsrelatio-
nen mellem positive, selvadjungerede operatorer. Vis, at de
selvadjungerede operatorer i L(H,H) ikke udggr et gitter med
hensyn til denne ordning (d.v.s. der findes A og B 2 0, for

hvilke der ikke eksisterer noget mindste C, > A og 2 B).

Lad T Ek%T. Vis, at T har en invers ijéi hvis og kun hvis

(TP (TT*) c k7.
Vis, at en selvadjungeret operator A er en projektion,
hvis og kun hvis der findes n € N, s& at AT AL

Lad A vere en selvadjungeret begranset operator. Vis, at

Al = inf{||A+iB|| | B = B* € L(H,H)}.
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2.

Lad A vare en Banachalgebra over & uden ét-element. Vis, at
mengden {(a,a) | a € A, a € &} ved regnereglerne:
(aya)+Nb,B8) = (a+No,a+Nb), (a,a)(b,B) = (ab+pa+tab,aB) orga-
niseres til en algebra A1 med ét—element, der er en Banach-
algebra med hensyn til normen (a,a) - || & ||+|a], og at
a > (a,0) er en isomorfi og isometri af A med et maksimalt
idcal i A,.

Spcktret for et element a € A defineres som: sp(:) =
0} u faecl | 3ve alatarb-aab = b+a"ta-a"va = 0]1.

Vis, at sp(a) falder sammen med spektret for (a,0) i A,

( (b,~1)(as=a) =(0,a), eller, hvis vi skriver (a,a) = a+tae,

Ce=b = (e-a ta)7T).

93.

oL.

Vis, at der findes en naturlig homomorfi R - R(a) af
mengden af rationale funktioner R = PQ_1, hvor P(0) = 0 og
4(t) 4 0 for t € sp(a), ind i A (konstruer f.eks. fgrst en
homomorfi ind i A,, og udnyt, at A er et ideal i A1).
Vis,at hvis A er indeholdt i en Banach-algebra B, med
eller uden ét-element, si or spekret for a som element af B

indeholdt 1 spektret for a som element af A,

Lad T1 og T2 vere kompakte Hausdorffrum, og antag, at der
findes en *isomorfi p af C(T1,C) pa C(TZ,C). Vis, at der
findes en homeomorfi @ af T, p& T,, s at p(f) = form. (Uda-
nyt K II,3, 1962-63, ¢v. 1).

Lad H1 og H2 vere Hilbertrum med Hilbertsummen H = H1 ® H2;

for operatorer A, € L(H1,H1) og A, € L(H2,H2) lader vi

2
A, ® A, vere operatoren i L(H,H)givet ved: Ay ® A2(x1,x2)) =

(A1x1,A2x2). Vis, at sp(A1 @ A2) = sp(A1) U sp(Az).
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95.

9%.

97.

98.

Lad U vere en unitezr operator pa Hilbertrummet H. Vis, at

der findes Hilbertrum H1 og H2 og en unitzr operator U1 uden
cgenvaerdien 1 pa H1, og en isomorfi ¢ af H1 ) H2 pa H, s& at
Uogyp = U1 ® E2, hvor E2 betegner enhedsoperatoren pé H2.
Udnyt Cayley transformecring til at konstruere cen spek-

trailfremstilling for U.

o

Vis, at hvis en rational funktion R er defineret og 2 0 pa
enhedscirklen S1, s8& findes der en rational funktion R1, s8
at |R1(z)|2 = R(z) for |z| = 1. (Lad f.eks. ¢ vere homeomor-
fien z - —i(’|+z)(*l-z)—1 af S, pa PN; R°¢°_1(t) er » o for

t € Rw, og derfor = |R2(t)12 for en passende rational funk-
tionﬂRz; for Ry = R,°¢ gelder: |R,|(z)|2 = |R2(¢(z))|2 =
Ro¢°—1(¢(z)) = R(z) for z € 81). Den tilsvarende smtning

for polynomicr er fundet af PFejer og Riesz.

Benyt dette til at konstruerc en B8Bpektralfremstilling

for en uniter opcrator.

Vis, at hvis en fglge @fn) ' konvergerer i den sva-
ge topologi mod f € H, og anH - ||If]|, s& konvergerer (fn) mod

f i den stmrke topologi.

Sot H = 1° = {(ay) |2, €C og 3| a l.2 < }; lad e  be-
tegne den fglge € H, der har 1 pa den n'te plads, og O pa al-
le andre. Lad U € L vere defineret ved U X = (x | en)e1.
Find Un Vis at U =~ O i den stwrke topologi, men ikke i den
ligelige, og at Ui,* 0O i1 den svage topologi, men ikke i den

starke.,
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Lad der vare givet et Hilbertrum H og en afbildning
£:N 5 H, s& at || £(n) || =1 og ( £(n) | £(m) ) = O for n og
me N, ntm. Lad?lfor nen, vV, € L= L(H,H) vare opera-
toren: g - V@ = Z( g | £(v) ) £(n + v).

v=1

Undersgg for den ligclige, den stzrke, og den svage
topologi p& L og for hver af fglgerne (Vn), ne N, og
(an), n e N,om fplgen har en gronsevaerdi i den pagoldende

topologi.

Et gitter er en partielt ordnet mangde, i hvilken der til

to elementer a og b findes ¢t fgrste element ¢ = a v b =

b v a, der fglger efter a og b, og et sidste element 4
aAnb=D>b A a, der kommer fgr a og b.

Et gitter L kaldes distributivt, hvis:
vV ab,e€ Llav (bac) =(avb)(ave)og

an(bve)=(aard)v (anc)].

Giv eksempel!

L kaldes modulart, hvis
vab,ceL[a¢caav(bac)=(avbd)ac]
(og derfor ¢ { a=sa A (bve)=(aarb)ve).

Vis, at et distributivt gitter er modulart.

Vis, at gitteret af afsluttede underrum af et Hilbert-
rum, med inclusion ¢ som partiel ordning, er distributivt,
hvis og kun hvis H er éndimensionalt, og modulert, hvis og

kun hvis H er endelig dimensionalt. (Brug f.cks. gv. 34).

Vis, at afbildningen (A,B) » A™B er kontinuert: L_xL_ -

L . Vis, at en filterbasis ¥ xonvergerer stazrkt mod Q, hvis
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og kun hvis filtret med Dbasis {EA*A|A € F}' F ¢ ¥} konver-
svagt
gerer /mod O. Vis ved et eksempel, at (A,B) - AB ikke er

kontinuert: LT x L - Hr’ hvis ikke H er endelig-dimensio-

1K
nalt (L1 betegner enhedskuglen . (Til £ og
Byse+0s8, € H \ [0} veelges enhedsvektoren hl{g1,...gn,f};
st A = max{1,llg |y, llg 1], Bx = N e (x|£)n, for
X € Hy, AX = Bx for x i underrummet udspazndt af {g1,...,gn,f},
b= AIETPE; sa er Jlag |l < 1, B ll 1, Bl < 1, o8
[(ABT|E)] > 1)

Vis, at (AP) - AB er kontinuert: Ly x L_ - LT, men

T 17 T

Vis, at mengden af projektioner i L er staerkt afsluctet.

Lad I vere en filterbasis pd mzngden af projektioner i L,
og ahtag, at I konvergerer svagt mod en projektion P. Vis,

at I konvergerer stzrkt mod P.

Lad N vare en opad filtrerende mmngde af projektioner. Vis,

at den mindste majorant for N er en projektion.

Lad {Pili € I} vere en uendelig mezngde af projektioner pa
parvis ortogonale afsluttede underrum. Vis, at filtret med

basis {{ % P;|K er en endelig delmangde af I, K 3 J}|J er
icK -
en endelig delmzngde af I} konvergerer mod 3 P, i den
icK
sterke topologi.

Vis, at hvis en operator A opfylder O < A ¢ B, vil An kon-

vergere 1 den sterke topologi for n — o mod projektionen

pd {f € H|AT = £},
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Lad P og Q vere to projektioner. Vis, at projektionen pa

PH n ¢H er = 1lim (PQ)™ = P 1im (qPQ)™, idet grznsevardierne
0o o

tages 1 den starke topologi.

Vis, at m&ngden af projektioner € L ikke er afsluttet i den
svage topologi. (Konstruer f.cks. fgrst en fglge af enheds-—
vcktorer, der 1 den svage, men ikke i den stmrke, topologil

P4 H har en gronsevardi 4 0).

Bevis fglgende sztning (princippet om ligelig be-
greznsning): Lad H og K vare Banachrum,(An) en fglge af kon-
tinuerte linemsre afbildninger af H ind i K, sadledes at der
til hvert x € H eksisterer et reelt tal c(x), s& at A, x|l
¢ c(x) for alle n € N, Der cksisterer da en konstant c, s&
at HAnH { c, ¥n € N,

Det er praktisk fgrst at bevise lemma:

Der eksisterer C € R, s4 at ||A || < C for alle n € N, hvis
og kun hvis der eksisterer e¢n kugle B = {x € H | [jx-x || <
a}, a > 0, og D€ R, s& at [|A x|| ¢ D for alle x € B og

n € N.

Derefter fgres beviset indirckte. Vi valger ved in-
duktion en fglge af kugler B(xv’pv) = {xe H | “x—va < pv},
og vokscnde fglge af indices (nv), v =0,1,00., 82 at
X, =0, pg =1, p, & 27V, B(Xv+1’pv+1) c B(xv’pv)’ og

0

la, %Il > v. For x € n{B(xv,pv)I v € N} f&4s en modstrid.
v

Lad T vaere en operator pad H mcd D(T) = H.
Vis, at'det om egenskaberne

I T er kontinuert: HT - HT, deves. T € L
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II T er kontinuert: H_ - H
T o

IIrT T it : H 5 H
g T
v ¢ i t: H - H
(o a

V T er afsluttet, d.v.s. grafen G(T) er afsluttet i H_ x
HT
VI T har endelig rang
glder: (VA VI) e IIT = T e I e IV = V.
(111 = I = II, III 5 IV > 1T 0og I = V er trivielt, og
I = IV, IITI = VI og (VI A I) = III er let; II = I
vises ved hjzlp af princippet om ligelig begransning:
0 4 liggll = O = Il llg_(I"2zall - o (£, [I"ZlIze || er-begreanset -
HTan - 0; V= I:Vis, at T" er kontinuert: D(T*)T - %r’ og
derfor er begranset).
Vis ved et eksempel, at VI ikke medfgrer III.
V e I er et specialtilfalde af "afsluttet graf sat-
ningen': En linecar afbildning T af et metriserbart fuld-
stoendigt t.ver. ind 1 et metriserbart fuldstendigt t.v.r

er kontinuert, hvis og kun hvis T har afsluttet graf. (se

f.cks. N. Bourbaki: E.V.T., chap I, & 3, N° 3).

110, Lad T vere c¢t kompakt Hausdorffrum. Lad A vare en afsluttet
delalgebra af C(T,C), og antag, at £ € A= f € A (A er selv-
adjungeret) .

tTecar e

1) Vis, at £ € A, T
Antag nu ogsa, at 1 € A
2) Vis, at hc(;) = {tc T | g(t) = 0 for alle
g € il # v for ethvert egentligt ideal i i A.
%) Vis, at hvis dct for to afsluttede ideal.er._i_1 og i,

i A gelder, at A er det mindste ideal i A, der indeholder
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iy u i, sher hc(i1) N hc(l2) = @
L) Lad M vare mzngden af maksimale idealer i A, For

t € T er k,(t) = {f € A|f(t) = O} et element ¢(t) € M.

Vis, at ¢(t) = 1 = t € hc(;), at ¢ er surjectiv, og at
o(t)) 4 o(t,) «— 3 £ € Alf(t)) ¢ £(t,)].

5) Lad A vere msngden af funktioner f: M —» C, for
hvilke ®f = fop € A; vis, at ® er bijectiv A - A, at A er
en selvadjungeret algebra af funktioner pa M, der indehol-
der 1, og at ® er en isomorfi og isometri, idet A forsynes
med normen: (||| = supf|f(i) | i€ M}].

6) M tildeles den svageste topologi, med hensyn til
hvilken alle funktioner i A er kontinuert. Vis, at M er et
Hausdorffrum. Vis, at ¢ er kontinuert. Vis, at M er kom-
pakt, og at A = C(M,C).

7) Vis, at et afsluttet ideal i i A indeholder enhver
funktion i A, der er nul i ethvert punkt af T, for hvilket

enhver funktion i i er O, i =k, h (i).
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‘Lad T vere et kompakt Hausdorff rum, A ¢ T; vis, at A=

h(k(A)).

Vis, at U{k(U) | U € U(t)} er det mindste ideal i C(T) med
hylstret {t}.

a) Lad A - T vere fallesmzngde for numerabelt mange abne
mengder ¢ T, og lad i vere et afsluttet ideal ¢ C(T), si at
h(i) ¢ A. Vis, at i indeholder en funktion g, si at

g(t) > 0 for t‘ng.

b) Lad T vere en mangde af ordinaltal med et stgrste element
f, og sidledes at venstre afsnittet VT(n) ikke er numerabelt,
men VT(a) er numerabelt for ethvert a < q (jfr. T 1, @v. 1),
P4 T defineres en topologi (ordens topologien), idet vi som
basis for de &bne mzngder valger mazngderne: f{x € T | x < bl,
fxeT | acxl, {x€T| a< x <b}, for vilkarlige a og

b € T, Vis, at T herved bliver et kompakt Hausdorff rum (ud-
nyt, at T er velordnet). Vis, at enhver omegn af 0 indehol-
der over nummererbart mange elementer, og at enhver funktion
€ MQ er nul i en omegn af Q. |

Vis, at mangden af kontinuerte, reelle, periodiske funktio-
ner pa R med samme periode a > O udggr en normeret algebra
m.h.t. sedvanlig (punktvis) addition og multiplikation med

skalarer, en ringe multiplikation % defineret ved f = g(x)

a x"? a
- [ £(y)e(§n)ay, og normen £ - | = / | £(x) | ax.
0 "0

Formuler og bevis en tilsvarende saztning oméao.
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4, Lad m vare Lebesgue malet pa R, H = 1.2 (R &), & en funktion

#o)

for £ € D( A). Vis, at A ikke kan afsluttes; find A* ; bestem

' (
€ H. En operator A defineres ved: D(A) = @ JAF = £(0). g 17

afslutningen af G(4).

2. Vis fglgende regneregler for operatorer pa et Hilbertrum H:

T +T, = T,+T, (T +T )+T =T +(T2+T3) OT g 0 (T T )T3 =

T1(T2T3),(T1+T )T = T1T3+T2T3, T1(T2+T3) 1739

hvis D(T ) = H; giv eksempel pi opera-

T T +T T
T1(T2+T3) = T, Ty+T T3
torer, s& at T1(T2+T3) 4 T,T,+T,T,; vis, at hvis T, og T, e
~1 g A,
enentydige, er T,T, enentydig og (T1T2) =T, Ty "; hvad
ken man slutte om T1 og T2, hvis det er givet, at T1T2 er

enentydig?

3. Lad B1,B2,T1,T2 vere operatorer p& et Hilbertrum H, B, og 32
€ s, 84 at B; kommuterer med Tj’ i, = 1,2. Vis, at T, kom-

muterer med B1+B2 og med B1B2,og at B1 kommuterer med T1+T
og med T1T .
4. Lad A vare en symmetrisk operator. Vis, at for n € N og

2

x € D(&™) er |lax|™ $ 1A% n-1

, og at = gelder, hvis og
kun hvis x er egenvektor for A? eller O, eller n = 1, Vis,

at A% er af sluttet, hvis A er afsluttet.

5. Lad A og B vare operatorer, sa at 4B = BA og B-1 € A;. Vis,
at . kommuterer med Bf1.
6.a) En operator T € | ,(H @ H,H & H) béskrives vedsncmatrix

(T ),Lj = 1,2, hvor T, 13 naturligt kan identificeres med

en operator € [v(H,H)(Jfr. I1T,1,0v. 6).
Lad for en afsluttet, tet defineret operator S pa H, P(S)
be tegne projektionen pad G(S). Find matricen for P(S¥*) ua-

trykt ved matricen fo ?) 1nd matr1$en for P(S) udtrykt
E+8 3) g¥ (E+SS )

ved S. (1l¢gsning: { -
( ,(E+S S) 1 ss* (g+ss* )~

1}; udnyt, at enhver
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vektor (f,0) kan skrives

mt

™ p E
¢ 1
(£,0) = (uj}u)+(-=T-*v,v), til at vise, at E+T,T afbilder pa H).

b) Vis, at @*& er selvadjungeret.

\..) N
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7. Lad S vare en txt defineret, afsluttet operator.
a) Vis, at (x,y) € G(S) n G(SID(S*S))l = X = O,
b) Vis, at S er afslutningen af sin sammentrekning til D(S *S).
¢) Lad T vere en t®t defineret, afgsluttet operator, si at T’kT =
s *s. vis, at D(T) = D(S), og at ||ITx|| = |||l for x € D(T) (S og
T er metrisk ens).

8. En t®t defineret afsluttet operator N kaldes normal,
hvis N*N 2 NN* .*Vis, at N er normal, hvis og kun hvis N * er
normal, og hvis og kun hvis: D(N)=D(N Y, |INx| = |8*| for
x € D(N),

9. For en vilkarlig tet defineret, afsluttet operator T og

A€ ¥ guider: (1% -a8)07"(0) = [(7- 7E)D(T)] L .

10. Lad YV betegne msngden af operatorer V, sd at D(V) er et
afsluttet underrum i H, V er isometrisk, og (E-V)H'er tet i H.
Lad 8 betegne mmngden af twt definerede, symmetriske, afsluttede
operatorer.

Vis, at V€ V = V har ikke egenvardien 1, —i(E+v)(E-V)"' € 5.

~3(EW) 1
Vis, at V —» &(E-V)

er en en-entydig afbildning af ¥ pd ¥ med
den omvendte afbildning 8 - (S+iE)(S—iE)"1 (Cayley transformering).
Vis, at S1 C 82«='V1 c V2. Dette giver en metode til at f& over-
blik over mangden af afsluttede, symmetriske udvidelser af en
given operator € B,

vis, at DOV = (8% +i2)%71(0), oz (vD(W)L = (5*-18)%T(0).
Vis, at S er selvadjungeret, hvis og kun hvis V er uniter. Dimen-
sionerne af D(V}L og (VD(V))l kaldes defekt indices for V og
for S. S har altsd en selvadjungeret udvidelse, hvis og kun hvis
defekt indices er lige store.

11, Lad A veore en vilkérlig operator, A€ U \ {0}, x €H,

sé at A2x = %zx. Vis, at x = utv, hvor Au =ANu og Av = =-W.
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12, Vi betragter igen mengden 5 af t®t definerede, afslut-
tede, symmetriske operatorer, Antag'S € 8, Vis, at (x,y) €
6(s® na)t o x en(s ®), §*% = —x. Vis, at &(5*) er sum
af tre ortogonale underrum: G(S), {(x,ix) l x € D(S *),S*x =
ix}, og {(x,-ix) I xeD(S*), 8¥x = ~ix }. Vis, at D(S *) er
direkte sum af D(S), (8 -iE)%71(0) og (s *+iE)°'1(o)

Hvis T € 8 er en udvidelse af S, 8 ¢ T ¢ co* c g * , bestar
D(T) af vektorer af form x+y+z, x € D(s), s¥y =iy 8 *2 = -iz,
Vis, at til et givet y, s* y = iy, findes hojst ét gz, s* g = -iz,
s& at y+z € D(T) (udnyt, at alle egenverdier for T er reelle).
Vis, at den herved definerede afbildning er en linezr isometri
af et afsluttet underrum af (S* -iB)%"1(0) ina 1 (8% +12)°~1(0),
og at der omvendt til enhver sddan isometri svarer en udvidelse
T oS, Te S, |

13. Ud%ryk den Cayley transformerede af en projektion P

som linearkombination af P og E-P.
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I rummet 02[0,1] betragtes integraloperatorerne k med ker-
nerne K(s,t) = st, K(s,t) = s+t. Find i hvert af tilfzldenec
egenvardierne og egenfunktionerne for k og diskuter inte-
gralligningen no-k(¢p) = o.

L¢s den samme opgave for integraloperatoren k i 02[—%W,%w]

med kernen K(s,t) = cos(t-s).
Vis, at den i [0,1] x [0,1] definerede funktion

t-ts for O 1

[L"aN

t < 8

A

G(s,t) ={

s-st for O < 8 < t 1

[t VAN

er symmetrisk og kontinuert._Vis endvidere, at den er d4dif-
ferentiabel for s + t, og at, der for den venstre og den

hgjre differentialkvotient med hensyn til t i (s,s) gzlder

R(s,8-) - Hls,s+) = 1,

Integraloperatoren i 02[0,1] med kernen G betegnes med g.
Lad der vare givet en funktion f € ¢[0,1]. Vis, at differen-

tialligningen D2

¢ = £ har en og kun een l¢gsning ¢, som til-
ngrer C2[0,1], og for hvilken ¢(0) = ¢(1) = O, og at denne
lgsning er ¢ = g(f).

Find samtlige egenvardier og egenfunktioner for g, og angiv
for et givet reelt tal A 4+ O og en given funktion o € 02[0,1],
for hvilken ¢(0) = (1) = 0, ved razkkeudviklinger lgsningerne

til integralligningen No - glo) = a.

Lad k vare en integraloperator i Cz[a,b] med en (ikke n@gd-
vendigvis symmetrisk kontinuert kerne K(s,t). Vis, at hvis

den uendelige razkke

&«

AT y A1k (o)

i=0
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for en funktion o €C[a,b] og et reelt tal N\ konvergerer
ligeligt i [a,b], vil dens sum vare en lgsning ¢ til in-
tegralligningen N¢p -~ k(p) = a.

Vis, at dette er tilfmldet, nadr |A\| er stgrre end et tal,

der kun afhaenger af M = sup K og b - a.
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Alle hjzlpemidler er tilladt.
Besvarelsen betragtes som fuldstendig, hvis 5 af neden-

stéende 6 opgaver er korrekt besvarede.

1.

Angiv samtlige singularitetspunkter klassificerede som
knudepunkter, spiralpunkter, sadelpunkter etc. for det auto-
nome differentialligningssystem

» 2 2 .

2

Lad £,8:]0,0[ ind i R vare differentiable afbildninger,
som opfylder betingelsen
vr € ]0,[ (£(r) ¢ O v g(r) § 0).

Vis, at banekurverne til periodiske lgsninger til differen-

tialligningssystemet
% = x0(x% + y2) - yg(x® + y°)
L 2
7= xg(x2 + y°) + ye(x° + y°)

er de cirkler med centrum i (0,0), hvis radiers kvadrater er
nulpunkter for f., Vis, at enhver ikke periodisk lesning vil:
konvergere mod_ (0,0) eller gd& asymptotisk mod en periodisk los-

ning eller fjerne sig i det uendelige.

(fortsmttes)



3.

Bestem for den partielle differentialligning

(x+Z)g§+(y-z)§§=x+y

en 1¢sning, som for y = O har randvaerdierne x + 2. &n diskus-
sion af gyldighedsomrédet for lgsningsmetoden forlanges ikke

gennemfgrt.

b

Lad H vare et Hilbertrum, a et element i H, og (xn) en
f¢glge af elementer i H, der konvergerer mod a i den svage
topologi pa H.

Vis, at hvis der findes et element y € H, for hvilket tal-
fglgen (“xn - y||) er konvergent, si er (“xn - z||) konvergent
for ethvert z € H.

Vis, at hvis H ikke er endelig dimensionalt, findes der
for ethvert a € H og cthvert reelt, ikke-negativt tal a en
folge (xn), der konvergerer mod a i den svage topologi, og

for nvilken [x - afl - a.

5-

Pa H = Lﬁ(R,C), hvor m betegner Lebesgue-malet pa R,
betragtes operatofen AO, hvis definitionsomrade er mzngden
gﬂ af” komplekse differentiable funktioner pa R, der hver er
nul uden for et begrznset interval og har kontinuert dirfe-
rentialkvotient, givet ved A f = iDf for f cQl. A  har en

afslutning K; = A,

Fina AOZ, og vis, at Ao2 c A2.

(fortszttes)



6.

Lad H vere et Hilbertrum og A en selvadjungeret operator
pa H med spektret o (4).

Vis, at A er en projektionsoperator, hvis og kun hvis
o (A) c {0,1}.

Vis, at en ngdvendig og tilsirsgkkelig betingelse for,
at der cksisterer en projektionsoperator P pa H og en konti-
nuert reel funktion f pa ¢(P), s& at A = £(P), er, at ¢ (4)
indeholder hgjst to punkter.

Vis, at hvis A er positiv og begraznset med ||A|| = 1, og
A ikke er en projektionsoperator, findes der to forskellige
positive, begransede opcratorer B og C med ||B|| = ||Cl| = 1,

s at 2A = B + C.
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Side K I, 1,4 er ogsd side K I 2,1.
2.6, 1. 12: tilhgrer g(h) 1l=s: tilhgrer g(h) 51 ¢ U; til
o413 £(V) 1les: g(V)

7 " 1: ogsd las: basis for
8 " 12 0g 9 1. 4 og 14: ] l=s }*
8 ' 19:; las: hvis B er en basis for ¥,

er {NB|B € B} en basis for aF;
" 22 og 27 og 9. 1.21 mangler en "over et F
9 " 15 - 16: for N = O m& beviset zndres en smule
I1I, 3 1962-63
1 1. 18: da Gl lzs: da Fll
2 " 41: underrum las: afsluttede underrum
" 42: vilkarlig les: vilkérlig endelig
3 0" 13: (h|fi)2 l@s: |(h|fi)|2
III, 1 1962-63
3 1.9: A 1=s: C
v, 1 1962-63
21l. 11: y =0 les: y 4 O
L 1. 41: en l®s: ingen
¢v. 1.: Betingelsen 4) skal stryges
! 8.y 1o 13: bgr begynde med et og

v 21, 1. 4: norm lzs: seminorm.
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I 2, 31.16: ; 1l®s: , d.Vv.s. der findes en tellelig mengde B
af dbne mazngder, s& at enhver &ben mengde er fore-

ningsmengde af mengder fra B;

IT komm.t. III 3(62-63), 1 1.11: G ¢ H 1lps: G ¢ FL

3" 2 T les: I

3, 8 1.11: ) 1lms: 2)

i s raqy °
21: Ij les: If

I1T 2, 3 1. 15 = {o} les: 4 {o}

II 3 (62-63), 4 1.13: A = 1@s: A -
Beviset nederst kan ggres lettere: da £ = fvo +
Ao, kan vi antage, at T 2 0; som g kan da anven-
des (f - g) v o
pve.e 35 14 af H 1ms: af I o
II 3 (62-63) ¢v. 3 1. bt t € A 1lms: td A

1x les: x — y

¢v.e U 1. 5: v
IV 1 (62-63) ¢v. 1: O° betegner rummet af komplekse konti-
nuerte funktioner med kompakt stgtte. g skal vare
1 0.
gv. 6: T = S
6v.10 1. 2: (E - V)H 1lms: (B - V)D(V)
1. 6: i(BE - V)71 1ms: -i(m + V(B - V)7

i ¢v. 3, 5 og 6 mangler adskillige L.



Mat. 6, 1963-64 Rettelser bR

Kommentarer til K II 1(1962-63),

1 1. 8: ,B2., og B3., mi erstattes med 4(f|g) lms:

og B2., md erstattes med 2(f|g)+2(g|f).

't9s « laes: , og = L(f|g), hvis ogsd B3. er opfyldt.
IITI 5
1" 2: kaldes lw@s: , hvor a € [=eoy00l , kaldes

"3 tilfgj: , idet vi sztter me + a = a+(=ee)
= =0 FOr 8 € [=coyool

2" L r laus: r—1

Lo € lms: 4

Mo3s N er lms: » er ikke

o6 s* - AE 1les: s* - NE

IITI 6
1 % 41: (PQ)(a) 2 P(A)Q(A) 1zs: (PQ)(A) - P(A)Q(A)

LY 12: R 1lms: A
1 ° Mo
5 16: 0 ¢ 1 1as: 0 ¢ o, < 1

17 oo :l: oc(A) l@s: e Et o (A)

o

7% 4 fn.: , l@s: , for hvilken p(1) = E.
8 " 10 f.n.: £} 1lms: £, og g er nul i en omegn af S}
10 " 18: & 1lms: G

10 " 2% og 30 og 11 1. 4: g(h) 1=s: g(h)
11 W 12: y 1l=s: g

ov. /6 % 72 21 laws: 75



Mat. 6, 1963-64 K Rettelser L.

K IIT 2, 2 1. 9 : et talsat lzs: et egentligt talsat,
" 14 : et polynomium lzs: et egentligt polynomium.
6,17 ¥ 5 : fglger, les: fglger, hvis ikke ¢ = C_,.
7, 7 " 16 ¢+ V lzs: V1 N.
8, 4L "A13 : IV les: VI,
9, 2 " 20 : Schwartz lazs: Schwarz.

3% 7 f.n.: /K(s,t»ei(s)ej(t)dmg les

[x(a, )5, (=) CoRam,

3% 1,2,3 f.n. skal stryges.

6 " 14 : Ju(s,t)dt les: /;(s,t»fﬁt)dt.

¢v 101, nestsidste linie: (AB) les: (A,B).
A

¢v 109, L. 9 f.n. : || ”fn“ an“-» o le®s:
1

i
1 “fn“ “fn“ - O =
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