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I. Topologiske vektorrum. 

Dette kapitel er i det væsentlige et uddrag af' H.Tornehaves 

noter til Mat. 6, 1962,T3. lØvrigt kan henvises til bØger af' No 

Bourbaki, N. Dunf'ord og J. Schwartz, A. Grothendieck, G. Kothe, 

M .A. Naimark. 

§1. Omegne af' o. 

Et vektorrum E over et kommutativt legeme K er - som bekendt 

en kommutativ gruppe med elementerne f'ra K som operatorer, d.v.s. 

f'eruden gruppeadditionen +: E x E~ E er der def'ineret regnereglen: 

K x E~ E, så at: 1 .a = a, a(~a) = {ap)a, a(a+b) = aa + ab, (a+~)a~ 

aa + øa. Heraf' f'ås Oa = ao = o, og aa = o~ a = O eller a = On 

I det f'Ølgende betragtes kun tilf'ældende K = R og K = c; i 

begge tilf'ælde vil vi tænke os K f'ersynet med den sædvanlige topo-

logi. 

Et topologisk vektorrum (t.v.r.) er et vektorrum E f'ersynet 

med en topologi C, således at regnereglerne er kontinuerte overalt~ 

Desuden vil vi kræve, at [o} er en af'sluttet mængde. 

Vi lader som sædvanlig U(a) betegne f'iltret af' omegne af' a~ 

Det ses straks, at atbildnihgerne: x~ x + y og~~ Ai f'or y E E 

og O + f... E: K er h ~"meomorf'ier af' E på E, idet de er kontinuerte og 

har inverse af'bildninger af' samme type. Derf'er er f...U E u(o) f'er U 

E U(o) og O+ f... E K, og U(a) = fa+ U l fi E U(o)), d.v.s. topologi­

en er bestemt, blot vi kender en basis B(o) f'er b(o). 

Da af'bildningen: (x,yl -)o x + y er kontinuert i (o,o) E E x E~ 

f'indes der til U E U( o) v1 og v2 E U(o), så at tx1 + x2 l x1 E v1 t, 

x2 E V2 } = v1 + V2 ~ U, og derf'er W = v1 n v2 , så at W + W~ U. 

Da {o) er af'sluttet, er {a} af'sluttet f'er alle a E E 1 således 

at E opf'ylder aksiomet T1' og [o}= n[U l u E U(o)} (jf'r. T.2.l3). 

Også f'er vilkårlig delmængde A~ E er A= n[A +u l u E U(o)), 
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idet a E i<=> VUE b(o) ((a- u)nA +Ø)<=> vU € b(o) (a € A+ u). 

For V og W € U(o), så at W+ W~ V, er W~ W~ W+ W~ V, d,v,s, 

(jfr. T.2. 16-17): 

E er et regulært rum. 

Vi siger om en delmængde V~ E, at V er syrnmetrisk (om o), 

hvis V=- V, og at V er stjerneformet (m.h.t. o), hvis x E V, O< .. 

~ ~ 1 ~~x E V. Hvis E er et vektorrum over t, kaldes delrr.ængden V 

en cirkelmængde, hvis 1~1 ~ 1 ~~V~ V; hvis E er et topologisk vek­

torrum over e, kaldes en cirkelmængde v en cirkelomegn af o, hvis 

V E U(o). 

I et topologisk vektorrum over G (henh.R) vil enhver omegn V 

af o indeholde en cirkel - (henh. stjerneformet symmetrisk) omegn 

W af o; thi da afbildningen (~,x) ~ ~x er kontinuert i (O ,o) E K x. 

så at W = U[~U l O < 1~1 ~ a) E, findes der a E R og U E U(o), 

og W opfylder betingelserne. 

Vi siger om to delmængder V og A ~ E, at V absorberer A, hvis 

der eksisterer ~E R, ~ > o, så at aA ~ V for lal ~ ~; V er absor­

berende, hvis V absorberer ~a} for alle a E E. 

Enhver omegn af o er absorberende; thi til VE U(o) og a E E 

findes der, da ~ ~ aa er kontinuert i o, et ~ > o, så at aa E V for 

lal ~ ~. Specielt ses, at E= U ~nV n E N}. 

Vi har efterhånden bevist fØrste halvdel af 

Sætning: I et topologisk vektorrum E over C (henh. R) kan 

man vælge en basis B(o) for filtret af arnegne af o, der opfylder 

fØlgende betingelser: 

V1. B(o) er en filterbasis. 

-V2. B(o) består af cirkel- (henh. stjerneformede, symmetri­

ske) mængder. 

V3. VUE !3(o), V~€ C\ {O} (henh. ~{Ol) (_~UE B(o)). 
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V4. B(o) består af absorberende mængder. 

V5. V'UE B(o) 3 VE B(o) (V+ v~ u). 

v6 • n { u 1 u E :B c o ) 1 = f o 1 • 

KI 1 .3. 

Hvis der omvendt er givet en mængde B(o) af delmængder af et 

vektorrum E, som opfylder V1 •.• .-o·V6., findes der en topologi b på E, 

så at B(o) er en basis for filtret af omegne af o, og så at E for­

synet med b er et topologisk vektorrumo 

Bevis: Det ses let, at hvis der findes en topologi O med de 

ønslcede egenskaber, må den være entydigt bestemt ved, at en basis 

for filtret af omegne af a er B(a) = {a+ U l U E B(o)j for vil­

kårligt a E E. 

Vi viser nu, at mængderne B(a), a E E, tilfredsstiller be­

tingelserne b1 , ••• b4. (T.2.2.) og derfor definerer en topologi på 

E. b1 ., b2. og b3• fØlger direkte af V1. og V6. (jfr. T.2.7). For 

U E B(x) er U- x E B(o); vi vælger V E B(o), så V+ V~ U- x; da 

er x + V E B(x) og x + V~ U, og for y E x + V er y + V E B(y) og 

y +V~ x +V +V~ U, også b4. er altså opfyldt. 

For x og y E E og x+ y+ U E B(x+y) og V E B(o), så at V+ 

V k U, er (x + V) + (y + V) ~ x + y + U; dette viser, at afbild­

ningen: (x,y) ~ x + y er kontinuert. 

Vi viser nu, at: (A,x) ~ AX er kontinuert; lad der være gi-

vet 'A E C (henh. R), x E E og /\X + U E B (Ax); vi vælger V E: B( o), 

så at v+ v+ v k u, og w E: B(o), så at w~ vnA-1v for A+ o, w 

=V for A= O; desuden vælger vi o E:] o,1], så at ax E V for lal 

~o; for lal ~o og y E W får vi (A + a)(x +y) = AX + 'AY + ax + 

ay E: AX + AW +V +W~ AX + V + V +V ~·Ax + u. 
Vi er færdige med beviset, når vi har vist, at [o} er afslut­

tet; til x 4 o findes V E B(o), så at- x~ V og dermed o~ x+ V; 

ethvert punkt i E \. f o l er altså indre. 
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En delmængde V af' et vektorrum E kaldes konveks, hvis V med 

to punkter a og b indeholder liniestykket med endepunkter a og b, 

d.v.s. hvis a € V, b E V~ f(1 -A) a+ Ah l o~~~ 1} ~V; et 

topologisk vektorrum E kaldes lokalkonvekst, hvis der findes en 

basis f'or filtret af' omegne af' o bestående af' konvekse mængder. 

Sætning: Lad ~ og F være topologiske vektorrum. En liniær 

afbildning f': E~ F er kontinuert, hvis og kun hvis f' er kontinuert 

i Oo 

Bevis: Det er klart, at"kun hvis 11 gælder. Lad U være en om­

egn af' o i F. Da f' er kontinuert i o, er f'-1 (U) en omegn af' o i 

E, og f'or a E E f'år vi f'(a + f'-1 (U)) = f'(a) + f'(f'-1 (U)) ~ f'(a) + 

U, hvilket viser, at originalmængden til omegnen f'(a) + U er en 

omegn af' a. 

§ 2. FulS\s tændighed •. 

Vi betragter igen et topolOgisk vektorrum E over C eller R. 

Et filter F af' delmængder ai en delmængde A ~ E kaldes et 

fundamentalfilter (eller Cauchy filter) på A, hvis: 

V U E U (o) 3a E A ( (a + U) n A E F) • 

Et filter B* på A frembragt af' en filterbasis B på A er et 

f'undamentalf'ilter, hvis og kun hvis: VUE U(o) 3 B E B (B- B~ U)~ 

(løst sagt, hvis og kun hvis B indeholder vilkårligt små mængder). 

Bevis: Antag f'Ørst, at B* er et f'undamentalf'ilter. Til U E 

U(o) findes v E U(o), så atv-v~ u, a E A, så at (a+ v) nA E 

~*, og derfor B E B, så at B~ (a+ V) nA og dermedB-B ~V- V 

~ u. 



Mat. 6, 1963-64 KI, 2, 2 

Antag nu, at til U E U(o)3 B E B, så at B - B ~ U; for 

a E B ~ A fås specielt B-a ~ U, derfor (a+U)n A ~ B, (a+U) 

n A E B*. 

Lad E1 være et lineært underrum ~ E. Det er klart, at 

forsynet med den inducerede topologi 01 = {U n E1 l u E b} 

et topologisk vektorrum. 

E1 

er 

Vi vil straks forsikre os om, at et filter F på en delmæng­

de A~ E1 or et fundamentalfilter på A opfattet som delmængde 

af E, hvis og kun hvis F or et fundamentalfilter på A opfattet 

som delmængde af E1 ; dette fØlger straks af, at for B~ A og 

0n omegn U af o i E er B - B ~ U ~ B - B ~ U n E1 • For E1 selv 

afhwnger begrebet fundamentalfilter altså kun af gruppestruktu­

ren og topologien på E1 • 

Definitionen viser, at for et punkt a E A er filtret af 

omegne af a i den inducerede topologi, {(a+U) n A l U E ~(o)}, 

et fundamentalfilter på A. 

Sætning: Hvis et fundamentalfilter F på A ~ E har et kon­

taktpunk t a E A, konvergerer F mod A. ( Jfr. T. 2 .1 O.) • 

Bevis: Vi skal vise, at F er finere end filtret af omegne 

af a, d.v.s.: V U E U(o)((a+U) n A E F); til U E U(o) vælger vi 

V E U(o), så atV-V+ V~ U, og dernæst x E A, så (x+V) n AE F; 

da a er kontaktpunkt for (x+V) n A, er (a+V) n A n(x+V) n A + Ø; 

derfor er x E a +V -V, og (x+V) n A~ (a+V-V+V) n A~ 

(a+U) n A, så at (a+U) n A E F. 
Da E er et Hausdorffrum, har et fundamentalfilter på en 

delmængde A c E hØjst et kontaktpunkt i A (jfr. T.2.14). 
c 

Lad nu B og A ~ B være delmængder af E, og F et fundamen­

talfilter på A; opfattet som mængde af delmængder af B er F 

basis for et fundamentalfil ter_;på.:.B. Lad der omvendt være givet 
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et fundamentalfilt8r G på B; -hvis G inducerer et" filter på A, 

d.v.s. hvis \U Ej: G l A= {G n A l G E GJ; e~ GIA et f~~amental­
filter på A (idet G nA-G n A<;;;: G- G), og det af' GIA frem­

bragt8 filter på B er et fundåmentalfilter finere end G. Hvis 

. vi specielt lader G være filtret af omegne af et punkt b E B 

(G= U(b) IB), gc.alder: b E A~ GIA er et filter på A~ GIA er 
.. 

et fundamentalfilter på A==} filtret på B frembragt af GIA kon-

verg0rer mod b. 

2.2. En fØlge (av)v E N af elementer E A ~ E kaldes en 

fundamentalfØlge (eller CauchyfØlge) på A, hvis: 

\f U E U ( o ) 3 n E N{ v -~ n, 11 ~ n ==} a v - a f.t _E ~) • 

A~ E siges at være fuldstændig (henholdsvis:følgefuldstæn­

dig eller semifuldstændig), hvis ethvert fundamentalfilter (hen­

holdsvis enhver fundamentalfØlge) på A har et grænsepunkt E A. 

Et topologisk rum T siges at opfylde det andet tælleligheds-

aksiom, hvis der findes en tællelig basis for topologien; T 

siges at opfylde det første tællelighedsakBiom, hvis der for 

ethvert punkt i T f'indes en tællelig basis for filtret af omegne 

af punktet. 
. f.· 

. . ·. -· 

Sætning: Eri fuldstændig delrru:Sngde af et topologisk velctor-, 
rum E er også fØlgefuldstændig. En fØlgefulå.strendig delmængde 

af et topologisk vektorrum E; der opf'ylder det første tællelig-
~ ~- ·- ---- ·-· . 

hedsaksiom, er også fuld-stændig. 
. - - -- .. - ----·--~:-· 

Bevis: Antag; at· A er f~ld-~t~n:ciig·;· -og l~d (av) u~.E- .N være 

en i'UndamentalfØlge på A. Fiit;~t--~~d b-~sis rr a . .l b e N} 
n+v 

l n E N_} er d-~~ :.t. -~-u~d.amen~:~.fi-~ ~~r __ '·: ~-g,~-~ar ___ .~~c-g~æ~-~purlkt. 
a E A; til U E U(o) findes altså n E ~<-så at {an;v [ v E N} ~ 
(a+U) n A, d.v·.s. (a ) N' lconvergerer mdd a. ·c 

v v E X 

Antag nu, at A er en fØlgefuldstændig delmængde af et topo-
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logisk vektorrum E, der opfylder det første tællelighedsaksiom 7 

lad~ V@re et fundamentalfilter på A, og lad fUn l n E N] være 

en basis for U(o) bestående af afsluttede mængder; til n~ N 
vælgC:;r vi Fn ~ F såatFn- F ~ u ' sætter Gn = F1 n ••• n F n' ~ n n 
og v<:c:Jlger an ~ G . da gælder G1 ~ G2 ~ G n~ F og G - G ~ n' . . . ' n n 

un, altså a E: G for 
v ' 

n~ og a - a E: U for v ~ n og f.1 f n, v n v f.1 n 
d.v.s. (av)v ~ • er N 

en fundamentalfØlge og konvergerer mod et 

punkt a ~ A; da a ~ ~ er Gn ~ a ~ Un = Un, A n (a+Un) ~ Gn E F, 
d.v.s. F konvergerer mod a. 

Et topologisk vektorrum E kaldes metriserbart, hvis topolo-

gien kan defineres ved hjælp af en invariant metrik,, d.v.s. hvis 

der eksisterer en afstandsfunktion dist på E, så at: 

~(a,b) E E x E (dist(a,b) = dist(o,b-a)), og så at ffa ~E l dist 

(o,a) ~E] E > OJ er en basis for U(o). Specielle eksempler er 

de normerede (eller korrektere: normerbare) topologiske vektorrum. 

Man kan vise, at ethvert topologisk velctorrum, der opfylder det 

første tællelighedsaksiom, er metriserbart (og, selvfØlgelig, om­

vendt) o En fØlge (av)v ~ N i et metriscrbart topologislc vektor­

rum forsynet med en invariant metrik, der definerer topologien, 

er en fundamentalfØlge i elementær forstand med hensyn til den 

metriske struktur, hvis og kun hvis den er en fundamentalfØlge i 

den her betragtede forsta1n med hensyn til den topologiske vek-

torrums-strukturi og en delmængde A ~ E er fuldstændig med hensyn 

til den metriske struktur, hvis og kun hvis den er fuldstændig 

med hensyn til den topologiske vektorrums-struktur. 

Sætning: En fuldstændig delmængde B af et topologisk vek-

torrum E er afsluttet. En afsluttet delmængde A af en fuldstæn-

dig delmængde B af et topologisk vektorrum E er fuldstændig. 

Bevis: For x E B er U(x) l B et fundamentalfilter på B, og 
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har derfor et grænsepunkt b E B, d.v.s.: ~U E U(o) 3 V E U(o) 

((b+U) n B~ (x+V) n B); så meget des mere gælder: ~U E U(o)3V E 

U(o)(b+U ~ (x+V) n B), d.v.s. filtret på E frembragt af U(x)IB 

konvergerer mod b; da det også konvergerer mod x, er x= b. 

Lad F være et fundamentalfilter på A; det af F frembragte 

filter på B er da også et fundamcmtalfilter, og har et grænse-

punkt b E B : ~ U E U(o) 3 F E F(F ~ (b+U) n B), derfor: 

~U E U(o)((b+U) n B n A+~), d.v.s. b E A= A. 

Sætning: En kompakt delmængde A af et topologisk vektorrum 

E er fuldstændig. 

Bevis: Lad F være et fundamentalfilter på A. F har et kon­

taktpunkt a E A '( jfr. T .2 .12), og konvergerer derfor mod a. 

2.3. ~retning: Lad E og G være topologiske vektorrum, f en 

kontinuert lineær afbildning : E ~ G, og F en basis for et funda-

mentalfilter på en delmængde A~ E. f(F) = {f(F) 

er basis for et fundamentalfilter på f(A). 

Bevis: For U E U(oG) vil f-1 (u) E U(oE); der findes da a E A 

og F E F, så at F~ (a+f-1(u)) n A, og vi får: f(F) ~ f(a+f-1 (U)) 

n f(A) ~ (f(a) +U) n f(A). 

Sætning: Lad der vwre givet et fuldstændigt to~olog~sk vek-

torr~ G, et _topo~~g_isk vektorrum E, et tæt under~um E:1- ~ E, og 

en kontinuert lineær afbildning f:E1 ~ G. Der findes en og kun 

en kontinuert afbildning g:E ~ G, så at g{x). = f(x) for x E E1~ 
er lineær. 

Bevis: For to kontinuerte funktioner g1 og g2 :E ~ G, er 

{x E E l g1 (x) = g2 (x)j afsluttet (jfr. T.2.16); hvis g1 (x) = 

g2 (x) for x E E1 , gælder også g1 (x) = g2 (x) for x E E1 =E; g er 

altså entydigt bestemt. 

For a E E er f(~(a),E1 ) basis for et fundamentalfilter på 
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G; vi kalder grænseværdien g(a) og viser, at den herved definerede 

afbildning g er en udvidelse af f, at g er kontinuert, og at g ~ 

er lineær. 

For a E E1 , vil b(a)jE1 konvergere mod a, derfor f(b(a) jE1 ) 

mod f(a) (jfr. T.2.9), så at f(a) = g(a) • 
. , 

:.:·y Lad der nu være givet a E E og U E b(g(a)); da G er et re-

gulært rum, kan vi vælge en mængde u1 E b(g(a)), så at u1 ~U; 

da f(U(a) IE1 ) konvergerer mod g(a), kan vi finde v1 E U(a), så at 

f'(Vt- n E1 ) ~ u1 ; vi vælger en åben mængde V E b(a), så -·a t V ~ v
1 

; 

for~b E V er V E b(b),derfor f(V n E1 ) E f'(b(b)jE1 ); da u1 ~ 
f'(V n E1 ), tilhører u1 filtret på G med basis f(U(b) IE1 ); da 

g(b) er kontaktpunkt f'or dette filter, tilhører g(b) :_,:, __ ·. 1. (i 

a E E og U E b(g(a)) har vi f'undet V E U(a), så at ~(V) c U; 
= 

d.v.s. vi har vist, at g er kontinuert. 

For a E E1 er fb E E l g(a+b) = g(a)+g(b)} afsluttet og 

indeholder E1 , og dermed E; dcrf'or er f'or b E E fa E E l g(a+b) = 
g(a)+g(b)} af'sluttet og indeholder E1 og dermed E. Tilsvarende 

ses, at f'or A E K og a E E er g(Aa) = Ag(a). Dette viser, at g 

er lineær. 

2.4. Vi minder om, at mængden af fundamentalf'iltre på E som 

delmængde af' D(D(E)) har en naturlig partiel ordning: F er finere 
,. 

end G, og G er grovere end F, hvts F ~ G. Vi kalder et fundamen-

talfilter F minimalt, hvis ~ er minimalt med hensyn til denne 
.. 

ordning, d.v.s. hvis ethvert grovere fundamentalfilter er lig F. 
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'• ·'/; 

Hvis F og G er ~iltre på E, er fF+GIF E F, G E G} og5å· et 
. Ilt 

fil ter F + G på E·;· h vi s F og O. er fundamen tale, er også F + G 

fundam~talt; thi til U E: U(o) kan vi finde V E: U(o), så at 

V+ V~ u, og a og b E E, så at a+V E F og b+ V-E: G, og derfor 

a+b+U ;t a+V + b + V E F + G. Hvis A og B er baser for F og G, 

er åbenbart {A+BIA E A, B E B} en basis for F + G. 
Sætning: For ethvert fundamentalfil ter F på ·-E findes der et 

og kun et minimalt fundamentalfilter grovere end F, nemlig 

F + U( o)· /·) :,//~l: r, 1 ·!·t, u/.11, :r;.·. 1~1 11 
~ ' 

Bevis: F + U(o) er et fundamentalfilter; thi til U E: U(o) 

kan vi vælge-·v E U(o); så at V+ V~ rr, og a E E, så a+ V E: F; 

_da vil a+U ~ 13. +V+ V E: F+ U(o), derfor a+ U E F+ U(o). 

F + U(o) er åbenbart ·grovere end t. 
Ethv~rt fundamentalfilter G grovere end F er finere end 

F+ U(o): vi skal vise, at ~or F E: F og U E U(o) er F+ U E G; 

vi v;lger G E G, så G - G ~ U; da G E F er G n F ~ Ø; for a E G 

n F gælder: G - a ~ U, G <; a+U ~ F+U, derfor F + U E G. 

F+ U(o) er et minimalt fundamentalfilter; thi et grovere 
.. ,. 

fundamentalfilter er også grovere end F, og derfor finere end 

:F+ u(o). 

Som eksempel ser vi på filtret F med basis {{a}}; en basis 

for F + U(o) er [a +U l U E U(o)} = U(a); for a E E er altså 

omeg~sfiltret U(a) et minimalt fundam~ntalfilter. 

To fundam~ntalfiltre F1 og F
2

, der er finere end det samme 

minimale fundamentalfilter F , ~r samme mængde af gr.ænscpunkter; o 

thi hvis F1 konvergerer mod·a E E, er F1 finere end U(a), derfor 

U(a) = F
0 

og F2 finere end U(a), så at.F2 konvergerer mod a • 
.. 

Sætning: Lad E1 være et tæt underrum i E. Hvis ethvert fun-

damcntal~ilter på E1 frembringer et konvergent filter på E, så er 
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E f'uldstændigt. 

Bevis: Lad F være et f'undamentalfilter på E; (F+U(O)) IE1 er 

et fundamentalf'ilter på E1 , da (F+U) n E1 + ~ fo~ F E F og U E U(o); 

dette filter frembringer derfor på E et konyergent filter, 

der er finere end F+U (o); derfor er også F konvergent. 

Vi vil betegne mængden af minimale fundamentalfiltre på E 

med E; afbildningen: a~ u(a), af E ind i E vil vi betegne~; 

da E er et Hausdorf'frum, har forskellige punkter forskellige 

omegnsfiltre, d.v.s. ~ er injektiv. 

Vi har def'ineret en sum af f'Undamentalf'iltre F og G; denne 

organisering er åbenbart kommutativ og associativ; f.eks. er 

(F+.~)+H = F+(G+H) = {F+G+H IF E F,G E G, H E HJ ~-
Et fundamentalfilter F er minimalt, hvis og kun hvis 

F+U(o) = F. 
Hvis F eller G er minimalt, er også F + G minimalt; thi 

(F+G) + U(o) =.F +(G +U(o)) =F+ G. For A E K\ {O} def'inerer 

vi:''I\F = {AFIF E F} specielt f':inde~ vi, at AU(o) = U(o), 

r.r '· :· .. ) ' idet u E U( o) ~ A-1 u E U( o) ._.. 

U E }..u(o) (jfr. V 3 .. p.1.2); hvis F.er et minimalt fundamental­

filter, er også AF et minimalt fundamentalfilter; thi: AF1 n AF~ = 

A(F1 n F2 ); G~ AF E AF~ A-1G ~ 1' E F=> GE AF; til U E U(o) 

f'indes F E F, så F -F~ A-1u og derf~r ~ - AF= A(F-F) ~ U; 

AF + u(o) = A(F+A-1u(o)) = A(F+U(o)) =AF. 

Vi definerer: o • .F = U(o). 

Vi viser, at E organiseret ved disse regneregler er et vek­

torrum. Det drejer sig om de fØlgende aksiomer: 1) F+~= G+ F, 

2) (F+G)+A =F+ (G+h), 3) F+ U(b) = ~' 4) 1 • .F =.F~ 5) a(~~)= 

(af')~, 6) "a(F+G) = a:F+aG, 7) (a+f')F :;: aF + f'F. 1) , .. 2) og 3) -er 

behandlet; 4), .. 5) og .. 6) .. følger direkte af definitionerne, idet 
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man behandler tilrældene a + O, ø + o, henholdsvis a = o, ø + o, 

henholdsvis a f O, Ø = O, henholdsvis a = Ø = O hver ror sig; 

ror a+ Ø+ o, a f o, Ø+ O er (a+ø)~ = {a+Ø)FIF·€ ~-J-og a~+ø~= 

{aF1 +øF2 l F1 E ~1 , F2 E ~}ll; da aF1 +~F2 ~ (a+ø)F1 n··F2 E (a+ø)~ 
er aF+øF grovere end (a+ø)F, men da begge riltre er minimale run-

.. ., 
damentalriltre, ralder de sammen; ror a f o, ø= O er (a+ø):F = 

aF+U(o) = aF + ø:F; tilsvarende behandles tilrældene a = o, ø f O 

og a = Ø = O; antag nu a = -ø f O og lad os vise, at U(o) = 
(a-a)F =aF- aF; dette fØlger af, at vi til u E U(o) kan rinde 

. . . . 1 
F E F, så at F - F ~ a- U, og derror aF - aF = a(F-F) ~ U, så at 

aF -·aF er finere end U( o) og derror lig U( o);;· hermed er 7) 
.. 

hel t behandl et. 

at ({) er lineær: E er altså et vektorrum; vi viser, 

({)(a)+({)(b) = b(a) + U(b.) = {a+U1+b.+U2 l 
u(a+b)+U(o) = ~(a+b), og A~(a) = AU(a) 

~()\a) • 

.y 

u1 E U(o), u2 E U(o)} = 
= [Aa+)\UIU E U(o)l = 

For en mængde A ~ E sætter vi "' A= {F E E l A E ~l; dette 

stemmer overens med betegnelsen 
.... 
E, da E E ~ ror ethvert rilter 

F :på E. Da intet filter indeholder IO, er Ø = V). For A ~ B er A 

~ B, idet B ~ A E F ~ B E F; da ethvert F E E har en basis b0-
.... 

stående ar åbne mængder, er A E F~ Å E -F, døVoSe A= Å • 
~ ........ - .. . 

-A n B = A n B, da A n B E F ~ A E F A B E F. 

A n ep (E) = ~ (Å) ' da ~ (a) = u (a) E A ~ A E u (a) ~ a E Å. 

Vi rorsyner E med en topologi, idet vi som basis B(F) ror 

f'iltret af omegne ar~ E E vælger[~ l F E fil= {0 l U E:·~l; be­

tingelserne b1), ••• ,b4) (T.2.2.) er opfyldt: B(F) f w, da 

F f yJ; ~ Et B(F), da fi E B(F) ~ F € U; ror O og V E B(F) gælder 

U E li', V E F, derfor U n V E. F, .og 6 n V= ~E B(F); 

for O E B(F) og G E .. O gælder U E G, , der-

• 
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~or fi E B(G). Det sidste ræsonnement viser ikke blot b4), men 

også, at U er en omegn a~ hvert a~ sine punkter, altså at U 
er åben. For en åben mængde U ~ E er der~or ~(U) = ~(U) = 

U n ~(E) en åben mængde i den relative topologi på ~(E).~ er 

også kontinuert; thi ~or a E E og U E B(~(a)) er U E ~(a) = U(a), 

der~or u E U(a), og ~(U) =u n ~(E)~ u. 
~er altså en homeomor~i a~ E på ~(E). 

Vi viser nu, at additionen på E er kontinuert. For F og 

G E E og fi E B(F+G) er U E F + G, d.v.s. U indeholder en mængde 

;,;_f' f'orm V + W, hvor V E F og W E: G; ~or F1 E V og G-1 E \~ gælder 

V E F1 , og W E G-1 , der~or U~ V+W E F1+G1 , F1+G1 E U; vi har 

~und~t V E B(F) og W E B(G), så at v··+ W c u. 
Lemma: For et ~undamental~il ter F på E og en omegn U a~ o 

i E f'indes der A > o, så at AU E F. 
-· 

Bevis: Vi vælger en stjerneformet omegn V a~ o, så at 

V+ V~ U, dernæst a E E, så at a+ V E F, og A> 1, så at 

a E AV; da er a + V~ AV + AV = A(V+V) ~ AU, og AU E F. 
Vi kan nu vise, at multiplikationen er kontinuert. For 

A E K og ~E E og U E B(AF) er U E AF = A)+U(o), d.v.a. U inde­

holder en mængde af' f'orm AF + V, hvor F E .. F og V er en cirkel 

(henholdsvis stjerne~ormet, symmetrisk) omegn a~ o; vi vælger 

å > o, så at å-1 V E F, og sætter W = F n å-1 V E F; f'or G E W 
og a E K, så at lal ~ å, er W E G, (A+cx)W ~ AW + cx'fV ~ 

AF 
-1 

+ aå V~ f._ F +v~ u, så at U E (A+a)G; vi har altså f'undet 

å > o .... B(F), (f.-+a)W c " og W E så at u f' o r 
= 

-· .. 
lal ~ å. 
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For F E E\ {U(o)} er F ikke grovere end U(o); vi kan der­

f'or vælge .. F E F \ b( o); F er da en omegn af' F, der ikke indeholder 

U(o). [U(o) I er altså en af'sluttet delmængde af' E. (Bemærk, at 
.. . 
boviset ikke benytter, at [o} er af'sluttet). 

E er nu 0t topologisk vektorrum. 

Lad F være et f'undamentalf'iltcr på E; f'ilterbasen ~(F) på 

E konvcrg~rer mod det til F svarende minimale f'undamentalf'ilter 

F+ u(o). 

Bevis: Vi skal vise, at U(F+U(o)) er grovere end f'iltret 

på E med basis ~(F); hertil e~ det.nok at vise, at enhver mængde 

O, hvor U E F+ U(o), indeholder en mængde i~(~); men U E F+U(o) 

~u E F+ U(o) ~··u E F~ 0 ~ 0 n ~(E) =~(u) E ~(F). 

H~raf f'ølger dels, at F E E er grænsepunkt f'or f'iltret 

~(F) på ~(E), så at ~(E) er.tæt.i E, dels at ethvert f'undamental­

f'ilter G på ~(E) har et grænsepunkt i E, idet G= ~(~-1 (G)) og 

~-1 (G) er et f'undamentalf'ilter på E; dette medfører, at E er 
.. 

f'uldstændigt. 

Sætning: For ethvert topologisk vektorrum E f'indes der et 

par (E,~)bestående af et f'uldstændigt topologisk vektorrum E og 

en lineær homeomorfi ~ af E på et tæt underrum p(E) c E. (E,~) 

er entydigt bestemt på nær isomorf'i, d.v.s.: hvis (E1 ,~~) opf'yl­

der de samme betingelser, f'indes der en lineær homeomorf'i Ø af' 
~L----

E P! ~1 , så at ~1 = ~oÆ• 
Bevis: Vi mangler kun entydigheden. Vi antager, at (E,~) og 

-1 . 
(E1 ,~1 ) opf'ylder de stillede betingelser. ~1 o~ (henholdsvis 

~~~1 -1 er en lineær homeomorfi af' ~(E) på ~1 (E) (henholdsvis ~ 1 (E) 
på ~(E)); der f'indes derfor en kontinuert lineær af'bildning ~ 

(henholdsvis ~ 1 ) af' E ind i E1 (henholdsvis E1 ind i E), så at 

~(x)= ~1 o~-1 (x) f'or x E ~(E) (henholdsvis ø1 (x1 ) = ~o~1 -1 (x1 ) 
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~or x1 E ø1 (E)); ø1oø (henholdsvis øoø1 ) er da en kontinuert 

lineær afbildning a~ E ind i E (henholdsvis E1 ind i E1 ), så at 
. . 

ø 1 o~(x) =x ~or x € ~(E) (henholdsvis ~o~ 1 (x1 ) = x1 ~or x1 E ~1 (E)) 

og dermed ~ 1 o~(x) =x ~or x E E (henholdsvis ~o~ 1 (x1 ) = x1 ~or 

x1 E E1 ). Dette viser, at~ er injektiv (~(x)= ~(y)~ x= 

~ 1 o~(x) = ~ 1 o~(y) =y) og surjektiv (x1 = ~(~ 1 (x1 ))),og at 
-1 

~ 1 = ~ , således at ~ er en lineær homeomor~i. 
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2.5. Vi vil lige forb~ure afsnit 3 (side 5-6). 

Lad E og F være topologiske vektorrum; en afbildning f af 

en delmængde A ~ E ind i F kaldes ligelig kontinuert, hvis: 

vuE U(oF) 3 V E U(oE) vx E A (f((x+v) n A) ~ f(x) + U) 

eller ækvivalent hermed: 

V U E U(oF) 3 V E U(oE) vx,y E A(y-x E V~ f(y)-f(x) E U) • 
.. 

Begrebet afhænger, ligesom begrebet fundamentalfilter, kun 

af topologien og gruppestrukturen på det mindste underrum af E, 

der indeholder A. 

En ligelig kontinuert afbildning er kontinuert, og en li-

neær, kontinuert afbildning E~ F er ligelig kontinuert på en-

hver delmængde A ~ E. 

En ligelig kontinuert afbildning fører basis F for funda-

mentalfilter på A~ E i basis for fundamentalfilter på f(A); thi 

for U E U(oF) finder vi V E U(oE)' så at f((x+v) n A)~ 

f(x)+U for x E A, og a E A og F E F, så at F ~ (a+V) n A, og 

får f(F) ~ f'( (a+V) n A) ~ (f(a)+U) n f(A). 

Sætning: Lad der være givet et topologisk vektorrum G, et 

topologisk vektorrum E, en delmængde A ~ E, og en ligelig kon­

tinuert afbildning f af A ind i en fuldstændig delmængde B ~ G. 

Der findes en og kun en kontinuert afbildning g:A ~ B, så at 

g(x) = f(x) for x E A. g(A) ~ f(A). 

Bevis: Næsten ordret som side 5-6, idet E1 erstattes med 

A og G med den fuldstændige delmængde f(A). g(A) ~ g(A) er i 

øvrigt en velkendt egenskab ved kontinuerte funktioner. 

Det fØlger af denne sætning, at struktur på et tæt under-

rrum E1 ~ E, defineret ved ligeligt kontinuerte funktioner med 

værdier i fuldstændige rum, kan udvides på en måde til tilsva-

rende struktur på E. Lad os for eksempel antage, at E1 er et 
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normeret rum; for x og y E: E1 er llxll = llx-y+yll ~ llx-yll + IIYII og 

IIYII ~ lly-xll + llxll, så at lllxii-IIYII l ~ llx-yll; dette viser, at 11 Il 

er en ligelig kontinuert funktion på E: lllxii-IIYIII < e: når blot 

llx-yll < e:. Da R er et ful:istændigt rum, findes der en kontinuert 

a:fbildning g:E -__. [O,oo[, så at g(x) = llxll for x E: E
1

• g er sub­

additiv og homogen: for y E: E1 er {x E: E l g(x+y) ~ g(x)+g(y)j 

afsluttet og~ E1 , Oos.v. som p.6. Da g er kontinuert, er 

s(txE:~ E1 lllxll ~ /\}) ~ [ llxll l x E: E1 A llxll ~ /\J = (O,?\] og 

g( {x E E1 l llxll ~ /\}) ~ [1\,oo[; hvis g( y) < 1\, så er da y Ef: 

[x E: E1 l llxll' /\j, så at Y E: {x E: E1 l llxll </\},idet E=~= 

{x E: E1 l llxll < /\} u {x E: E1 l llxll ~ /\l; derfor er {y E: Elg(y) < ?\j 

~ {y E: E l g(y) < /\} ~ fx E: E1 l llxll < /\j ~ {y E E l g(y) ~ /\j. 

Lemma: Lad E være et topologisk rum, F en tæt delmængde; 

for en åben delmængde A ~ E gælder: A = A n F. 

-Bevis: a E: A, hvis og kun hvis enhver åben omegn V af a skæ-

rer A; da F er tæt og A n V er åben, er A n V f Ø hvis og kun 

hvis A n V n F + Ø, så at a E: A hvis og kun hvis a E: A n F. 

Lemma: Lad E være et topologisk vektorrum, E1 et tæt under­

rum, og B
1 

en basis for filtret af omegne af O i E1 • B= 
{U l U E: B1 j er en basis for filtret af omegne af O i E. 

Bevis: For U E U(OE) vælger vi V= V E: U(OE), så at V~ U; 

da V n E1 E: U(OE ), findes der B E: B1 , så at B~ V n E1 , og der-
1 . 

for B~ V n E1 =V~ u. 
For B E: B1 kan vi vælge u=;;; u _€ .f;J~oE),,; ~-å ar:, u.;n;E~- .~ ~~-:~gg~.der· 

for B~ U n E
1 

= =U~ U, og B E U(OE). 

Da g er kontinuert, er {y E: E l g(y) < /\j en omegn af OE 

for ethvert 1\ E ]O,oo[; disse mængder udgør en basis for U(OE)' 

da {{x-E E-:j-lllxll < X] l 1\ E: ]O,oo[J er en basis og 



M a t • 6 , 1 96 3-64 KI, 2, 15 

(y E E l g( y) < 'A} ~ fx E E1 l llxll < 'A}. Da E er et Hausdorffrum, 

er {O}= (){{y E E l g(y) <'A} l 'AE: ]O,oo[} = [yE: E l g(y) =O}; 

g er således en norm på E, og {y l g(y) ~ 'A} = fy l g(y) < 'A} 

(idet f.eks. ry~ y for r~ 1- ), så at (y l g(y) S 'A} = 
{x E E1-nfxll < }_J = {x E E1 lllxll ~ "AJ, d.v.s. en afsluttet 

kugle i E er afslutningen af den tilsvarende kugle i E1 • 

For <.:;t normeret vektorrum E er således E et fuldstændigt 

normer0t vektorrum, d.v.s. et Banachrum. 

Sætning: Lad E være et Banachrum 2 ,E:1 et tæt underrum, og ({) 

en lineær isometri af E1 på et tæt underrum af et Banachrum F. 

Der findes en isometri t af E på F, så at i-(x) _::_~(x) f'or x E~. 

Bevis: M sætningen om entydigheden af' f'uldstændiggørelse 

"' fØlger, at der findes en udvidelse af ({) til en lineær homeomorf'i 

~ af' E på F. ~ afbilder da afslutningen af enhedskuglen i E1 på 

afslutningen af enhedskuglen i qJ(E1), d.v.s. ~afbilder enheds­

kuglen i E på enhedskuglen i F, og må derfor være en isometri. 

Tilsvarende ses, at hvis E1 er en normeret algebra eller et 

præ Hilbertrum, så er E en normeret algebra, henholdsvis et præ 

Hilbertrum, og E en Banach algebra, henholdsvis et Hilbertrum. 



Om fuldstændiggørelse af t.v.r. 

I det følgende betegner E et t.v.r., og F,G,H o.s.v. betegner 

filtre på E. 

Er F et filter, er også ;,F for ! -J O et filter, thi ')\F1 n 'AF2 
' ' ' ')-l '- ' = ~(F1n F2 ), og G ,-'),F medfører, at , G E F. Er F et fundamen-

talfil ter, er også~ et fundamentalfilter, thi for U ,~U(O), fin~ 

des :f"( F, så at F- F c ~-lu, men så er '~.F 

F) ~c U • Specielt er AU(o) = U(o). 

' 

\ . '"F. ., ' i' F t\ F -og J._ - .. -

For vilkårlige filtre F og G på E er F + G en filterbasis på 

E. Vi kan derfor definere F ~ ~ = (~ + a)·~ som det af F + G 

frembragte filter på E. 

' " ·. videre er (F ~ G) $ H = 

Det er klart, at F -~ G = G ~; F; 

F* (G : ~), idet begge filtre er 

' 

end-

(:F + G: + l!{ Ydermere gælder, at F :; G er et fundamentalfil ter, 

hvis F og G er fundamentalfil tre, thi for U E U( o), findes V f= U( o) 

' så at V+ V· U; endvidere findes F(F så at F+ F 'V, og G' G 

så at G- G ~V, m.en så er (F+ G)- (F+ G)~ V+ V ?:N, hvilket, 

' ' viser, at F + G er en fundamentalfilterbasis. '- '· ' 
U(o) ~ U(o) = U(o) 

-... 
Sætning l. Til hvert fundamentalfilter F findes et og kun et 

minimalt fundamentalfilter grovere end~' nemlig j* ~(o). (Mi-

' nimalt i den forstand, at hvert fundamentalfilter grovere end F* 

U(o) ·er lig ,med F* U( o).) 
' -.... 

Bevis. F * U(o) er i følge det foregående et fundamentalfilter, 

' ' ' og det er grovere end F. Er nu G S F et fundamentalfilter gro-
......._ " '•, "' 

vere end F, er FE:F og U(U(o), findes Gf:G, så at G- G ~-U. 

' Da G E F er G 1 \F -j··ø, og for a r: G 1 1 F er G - a C U og dermed G ~~;. 

a+ U~ F+ U, hvilket viser, at F+ UrG. ' ' Følgelig er F * U( o) 
-... ..... ' 

~G, og det ses let heraf, at F * U(o) er minimalt . 
...... 

Spec>iel t ses, at et fundamentalfil ter F er minimal t, hvis og kun 
-.... ' ....... 

hvis F = F *' U( o). 

A 

Med E betegner vi mængden af minimale fundamentalfiltre i E. 



Da ethvert omegnsfilter U(a) på E er minimalt, defineres ved 
' ,~ ... 

a -~ U( a) en afbildning 'fl: E - :- E. Da E er et Hausdorffrum har for-

skellige punkter forskellige omegnsfil tre d. v. s. '/> er injektiv. 

,, ' \, 

Er F og G i E, o F GI E, thi (F ·J· G) :+: U( o) F .. er og s a .,. = ., 
' '• 

(G * U( o) ) = F ' G. For F' E og ~\l o er >F ,- E, thi 'AF ~ .. U( o) 

= \(F >: ,\-1u(o)) = \F. 

' 
,, 

Idet vi definerer O·F = U(o), vil vi vise, at E med disse to 
l' 

kompositionsforskrifter er et vektorrum (i,~ ,K). Det drejer 

sig om at eftervise følgende: l) ~ * ~~- ~, 2) F~ G= G F 

3 ) F _·! ( G \ H ) = ( F ·l G ) l H 

6 ) ~ ( ·~F) = ( 1. ")F 
/'F , 9) 1 <F = :F. 

7) :\(F 

4 ) F :\ U ( o ) = F 5) ·:.F , E 

G) = \F G , 8 ) ( /. + u) F = ,. . F 

1),2),3),5),7) er behandlet, 4) følger direkte af definitionen, 

og 6) og 9) er trivielle. Vi mangler derfor blot at bevise 8): 
', " . 

Er ( ~\ + Jl) l O og ·},,,)/;i O, er ( '), + y)F C ~F .-t: ,uF; da begge fil-

tre er minimale falder de sammen. 

Er ~~ = O (resp.(!! = O) reduceres ligningen til /tF = uF U( o) 

( r e s p • '\ F = '\F -~ U ( o ) ) . 

Er endelig ~\ + 11 = O, ·>;i O, er :, F · ("F = ·).Ji' :~ (-).)F = (;F -·/,F)' 

= U( o), thi for U_,_ U( o) findes F e: F så at F - F ~ '\-lU, d. v. s. 
.. ' l ' ', 

:\F- :\F 'U, og dermed U,- CW -'\F)'. Altså er U(o) ~c ~l i (-~)F, 

og da begge filtre er minimale falder de sammen. Hermed er 8) 

helt behandlet. 

" Er Ur-U(a+b), findes V så at V+ V: U- (a+b). Altså er 

(a + V) + (b + V) u, hvilket viser, at u U( a) + . 
ri'( a+ b) = U( a+ b) U( a) c:- U(b) = ( (a) ,~ 't'( b) følger, 
l ' 
tre er minimale, at er( a+ b) = :r(a) -<· -•(b) Analogt <"",•. ,'l- • 

\ / l 

Hermed er bevist: 
,, 

•t• : ( E , + , K ) -
_l 

'> (E,.~;,, K) er lineær. 

.-'\ 

' 
U( b). Af 

da begge 
'· 

fås U('\a) 

Vi vil nu organisere E som et topologisk vektorrum. 
\ c'\ l 

fil-

= 

. \ 
For en mængde A ~ E sætter vi A = ~F r E ; A r F·; dette stemmer 

\ . . ! 



~ ' 
overens med betegnelsen E, da E r- F for ethvert fil t,er F på E. 

- 1\ " (~ ' /\ l ' For vilkårlige mængder -A--,--B-::-E--,--er--A-A-B-=--1-F-C-E-- -A E F '"' B (F\= 

~F ~~ E l A (\ B ( F :;, = A ( :) ']3 • 
1\ 

Denne relation viser, at vi kan forsyne E med en topologi, idet 

" vi som basis for de åbne mængder vælger mængderne U, hvor U~ E; 
1\ 

vi har nemlig klart Ø = Ø. 
Der gælder nu den grundlæggende relat,ion 

f\ " 

thi 1J(a) ~U hvis og kun hvis U t: <p(a) =U( a), d.v.s. hvis og kun 

" hvis ar U. Ligningen viser, at billedet af en åben mængde U = 
<'> 

U~ E ved~' er åbent i den relative topologi på r(E), d.v.s. at 

T-l er kontinuert. Endvidere følger, at 1) er kontinuert, thi er 
A 0 

U en omegn af (F( a), er U( <f( a) = U( a), hvoraf ses, at også U t U( a). 
l r\ n ·, 

Al t så er rv (U) = U(= U( a), hvormed påstanden er bevist. 
l 

•'\ r er altså en horneornorfi af E på o/(E) S E. 

" Vi viser nu, at E med den indførte topologi er et t.v.r. 
o A. 

Additionen pa E er kontinuert, 

' ' /\ A thi enornegnafF>kGindeholderU, såat,F*GEU, d.v.s, UEF 

' ' ~ >t G. Der findes derfor V E F og W f:: G, så at V + W c U. Nu er 

1\ " ' ' ' 1\ ' /\ V og W arnegne af F henholdsvis G, og for F1 f V og G1E W, gælder 

' ' ' V G F1 og W E G1 . Altså er U ~ V + W E F
1 

+ G
1

, hvoraf følger, at 

' "' ' '- A 
U E F1 * G1 , d. v. s. at, F1 * G1 f: U. Hermed er påstanden bevist,. 

Mul tiplikat,ionen er kontinuert. 

1\ ' " En omegn af ~,F indeholder en åben_ mængde U, så at ~F EU, d.v.s. 

U E ~F. Da ~F = ~F * U( o), vil U 2 '-F + V, hvor F E F og V ~U( o) 

er en cirkelomegn; vi vælger nu en absorberende cirkelomegn v 1 E-

' U( o), så at v1 + v1 ~V, og dernæst a EE, så at a+ v
1 

E: F. End-

videre vælges S (O < 8 < l), så at a E o- 1v 
1

. Nu er a + V 1 ~ 

6"1 v 1 +~l V 1 ~ 'b-1v, d. v. s. ~-iv E F. Endelig sættes W F t1 6-1v. 
' A " 1\ ' 

For j A-~\~ 6 og G E W er (f.{G E U, thi W E G, og (!{W = (~~+((I-~) )W 

~ '),W + (1{-"')W ~ ~F + (t«-~) ~-lv ~ ~F + V ~ U. Altså er U E ~G t 
' (\ 

d. v. s. (lÆG E U som påst.ået. He:rmed er sætningen bevist. 
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§ 3. Rum af kontinuerte, lineære afbildninger. 

Lad E og F være topologiske vektorrum over samme legeme 

K(; R eller b). Mængden af kontinuerte lineære afbildninger af 
.. 

E ind i F vil vi betegne L(E,F). For S og T E L(E,F) og A E K 

defineres S + T som afbildningen: f ~ S(f) + T(f) og AS som af­

bildningen:f ~ AS(f). Det indses let, at S+ T og AS E L(E,F), og 

at L(E,F), organiseret ved disse regneregler, er et vektorrum 

over K; nulelementet o E L(E,F) er herved den afbildning, der 

fører enhver vektor i E over i o E F. 

Specielt sætter vi L(E,K); E', og kalder E' det (topologisk) 

duale rum til E, medens E* betegner E's algebraisk duale rum, 

d.v.s. rummet af alle lineære afbildninger: E ~ K. 

Lad nu F være et fuldstændigt topologisk vektorrum, E et 

topologisk vektorrum og E1 et tæt underrum i E. For A E L(E,F) 

vil afbildningen AjE1 , defineret for e1 E E1 ved: Alæ1 (e1 ) = 

A(e1 ), tilhØre L(E1 ,F). Omvendt har vi vist, at A1 E L(E1 ,F) på 

- " en og kun en måde kan udvides til et element A E L(E,F), så at 

AjE1 ; A1 ; afbildningen: A~ AjE1 er altså bijektiv: L(E,F) ~ 

L(E1 ,F); vi kan derfor, og vil i det fØlgende ofte, identificere 

L(E1 ,F) og L(E,F) v.h. af denne afbildning; specielt kan vi altså 

identificere E1 ' og E'. 

For S og T E L(E,E) definerer vi ST som afbildningen: Se--l 

e~ S(T(e)) = SoT(e); det indses let, at ST E L(E,E), og at 

L(E,E), forsynet også med denne regneregel, er en algebra. 

3.2. I dette afsnit betragtes det tilfælde, at E og F er 

normerede vektorrum. 

For en lineær afbildning A:E ~ F, sætter vi IIAII = 

inf{k E R l vx E E( lix li ~ 1 ~ IIAxll ~ k)} = sup { IIAxll 

·~ 1} = sup{ IIAxll l x E E, llxll ;-1} = supf IIAxlla 1~11-1 

hvis IIAII < oo, kalder vi A begrænset. (Vi har her 

' 

x E E, llxjj 
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sat inffk E R l k E ØJ = ~). 
A er begrænset, hvis og kun hvis A er kontinuert. Thi hvis 

A er kontinuert, kan vi til E ) O :finde å(E) ) O, så at 

I!Axll ~ E :for lix li ~ å( E), og derfor I!Axll ~ å ( 1 ) - 1 f'or llxll ~ 1; og 

hvis A er begrænset, er I!Axll ~ E f'or alle x, hvis IIAII = O, og f'or 

lix li ~ E IIAII-1 
, hvis IIAII + O, så a t A er kontinuert i O og derf'er 

overalt. 

11 11 er en norm på L(E,F); thi f'or 'A E K og A,B E L(E,F) er 

IIMII = sup f IIMxllj x E E, llxll ~ 1 J = sup f l 'A IIIAxlll x E E, llxll ~ 1 J 

= I'AIIIAII, og IIA+BII = supf IIAx+Bxlljx E E, llxll ~ 1} ~ 
sup f IIAxii+IIBxllj x E E, llxll ~ 1 J ~ sup f IIAxlll x E E, llxll ~ 1 J + 

sup f IIBxli l x E E~ llxll ~ 1 } = IIAII + IIBII, og IIAII = O ~ V x E E 

( IIAx 11 = o) ~ v x E E ( Ax = o) <==> A = o • 

En normeret algebra er en algebra L, hvis underliggende 

vektorrum er et normeret vektorrum med en norm, der også opf'yl-

der: V A,B E L( liABil ~ IIAII· IIBII) • 

L(E,E) er en normeret algebra; thi :for A,B E L(E,E) og 

x E E er IIABxll ~ IIAII·IIBxll~ IIAII·IIBII·IIxll, så at liABil ~ IIAII·IIBII. 

Hvis F er et Banachrum, er L(E,F) et Banachrum. 

Bevis: Lad (sn) være f'undamentalf'Ølge i L(E,F), lad der 

altså til E > O eksistere N E N, så at IISm-Snll ~ E f'or n og m 

~ N; f'or x E E er da IISmx-Snxll.~· 11Sm-Sn11·11xll, så at (Snx) er en 

f'undamentalf'Ølge i F, og derfor har en grænseværdi Sx E F; af' 

S ('Ax+y) = 'AS x + S y fØlger ved grænseovergang S('Ax+y) = n n n 

1\Sx + Sy, så at S er lineær; da IISnx-Smxll ~ E f'or n og m ~ N og 

x E E med llxll ~ 1 , er IISx-Smxll ~ E :for m ~ N og x E E med 

llxll ~ 1, og derfor liS-Smil ~ E :for m ~ N; da ;~ v~ ~-

IISII ~ IIS.rSNII + •'II'·:S:NI~ ~ €: * us·NII <;.·,oø_.,·. ·er s .kontinuert, og sn konver­

gerer mo.d S. · 

L(F,F) er således en Banachalgebra, når F er et Banachrum. 
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Hvis E1 er et tæt underrum i E og F er et Banachrum, har vi 

identificeret L(E~F) med L(E1 ,F) ved hjælp af afbildningen 

T ~ T l E1 ; herved er liT li = liT l E1 11, således a t rummene også er 

isomorfe som Banachrum; thi liT l E1 11 = 
sup f IITxll l x E E1 1\ llxll ~ 1 l = sup ~ IITxllj x E E 1\ 11 11 ~ 1 J = 

liT li, da f x E E1 l lix li ~ 1 1 er tæt i f x E E l lix l l ~ 1 l, og den 

kontinuerte afbildning x ~ IITxll f'Ører tæt delmængde i tæt del-

mængde. 
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Kommentarer og rettelser til Mat. 6, 1962-63, KII, 1. 

Ved siden af teorien for komplekse rum findes også en teori 

for reelle rum. De to teorier stemmer overens på næsten alle 

punkter. I aksiomerne A og B ændres C til R; B.3. lyder da: 

V f,g E H((glf) = (fjg)). ~ 

Relationen 4(flg) = ~ in(f + inglf + ing), der i øvrigt, 

n= O 

ligesom (f+glf+g) + (f-glf-g) 

(f+(-1)nglf+(-1)ng) 

Side 2 l. 18 skal [0,2] 

= 2(flf) + 2(glg), er konsekvens 
+2{,11)~ n 

erstattes med~(flg) = ~ (-1) 

n=O ~ 't (t l~) 
= (f+glf+g) - (f-glf-g). ~ B"3 ~~). 
rettes til ]0,2]; men i øvrigt 

af A og B1 • , B2. , d~. , må 

kan De betragte definitionen af og sætningen om ligeligt kon-

vekse rum som en øvelse, og i stedet læse: 

Sætning: En ikke tom konveks, fuldstændig delmængde F af et 

præ Hilbertrum H indeholder et og kun et element af mindst norm. 

Bevis: f a E R l 3 x E F( llxll = a) 1 er ikke tom og nedad be­

grænset, og har derfor en nedre grænse d ' O. Der findes derfor 

en fØlge (xn) af elementer i F, så llxnll-+ d; da ~(xn+xm) E F, 

er llxn+xmll ~ 2d for alle n,m E N; for N E N, så at llxnll - d < E 
2 2 .· 2 

for n ' N, og for m og n~ N fås: llxn-xmll = 211xn11 + 211xm11 -
2 ~ 2 2 2 2 

lix +x 11 ~ 2llx 11 + 211x 11 - 4d ~ 4(d+E) - 4d = 4E(2d+g); (xn) n m - n m -
er altså en fundamentalfØlge og har et grænsepunkt x

0 
E F; da 

li 11 er en kontinuert funktion, er llx
0 

li = limllxnll = d. 

Entydigheden kan også udledes ved hjælp af parallelogram 

loven: hvis x og y E F og llxll = IIYII = d, er ~(x+y) E F, og 

llx-yll
2 = 2llxll

2 
+ 2ilyll

2 
- llx+yll

2 ~ 4d
2 

- 4d
2 = O~ så at x = y. 
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II. Forskellige forberedelse~ 

1 • Hilbertrum 

En mængde H kaldes et komplekst quasi præ Hilbertrum~ 

dersom det opfylder følgende aksiomer: 

A: H er et vektorrum over de komplekse tals legeme c. 
B: Der er givet en afbildning (f,g) ~ (flg), H2 ~b, 

(det indre produkt eller skalarproduktet), så at: 

1 • Vt; a , 'v' Hf , g ( af l g) = a (f l g) ; 

2. v~, g, h : (f+ gjh) = (flh) + (glh); 

3. V Hf, g : (gi f) = (f l g) 

konjugering) 

(stregen angiver kompleks 

H kaldes et præ Hilbertrum, hvis yderligere: 

5 • 'v' Hf : (f l f) = O "* f = O 

gætning: I et quasi præ Hilbertrum gælder Schwarz' ulig­

hed: l (f l g) 1
2 ~ (f l f) • (g l g) , V H:r, g • 

I et præ Hilbertrum gælder = kun, hvis f og og. er lineært a:'­

hængige. 
i t Bevis: Sæt (f'lg) = se , s f o, For a E R gælder: 

"t "t 2 O~ (f+ ae 1 glf' + ae 1 g) = (:rlf) + 2as + a (gig), og derfor 

s
2 = l (flg)l

2 ~ (fif) • (gig);= gælder kun, hvis (gig) = O, 

eller hvis der 3 b E c, så (f + b,glf + bg) = o. 
1 

Sætning: I e.t pr-æ Hilbertrum er f~ llf'll = (flf)2 en norm. 

Bevis: O~ IIf + gll
2 

= 111'11 2 
+ (flg) + (glf) + llgll

2 ~ 
2 

(llf'll + llgll) • De øvrige norm egenskaber vises endnu lettere • 

.A:f beviset ses, a t IIf' + g li = IIf II + l!llgll kun kan gælde, 

hvis g = O, !aller f = ag, a_20 .• 
- 3 n 

Ved udregning vises relationerne: 4(flg) = L: inllf' + ingll; 
2 2 . 2 2 n=O 

og IIf + gll + IIf' - gll = 2llf'll + 21lgll (parallelogram loven) 
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2 Idet H forsynes med normtopologien, og å.erefter H med peo"' 

2 dukttopologien, gælder: (f',g) ~ (flg) er kontinuert; P: ~C, _'det 

l(f'lg)-(hlk)l = l(f'-hlg-k)+(f-hlk)+(hlg-k)l ~; llf'-hll·llg·-kll+ 

llf'-hll·llkll+llhllg-kll. 

Definition: Et normeret rum H kaldes ligelig ~mnvekst, .P/iS 

der 3 en funk ti o n 6': J O, 2 J ~ R+, så a t: ::' E: H, g E H, 

11 f 11 ~ 1 , Il g Il ~ 1 , 11 f'-g li ~ E ) 0 ~ 11 ~ ( f+ g) 11 ~ 1 -o ( E ) • 

Det fØlger let af' parallelogramlovE n, at et præ Hilber·.;rum 

er ligelig konvekst. 
, 

Sætning: En konveks, fuldstændig delmængde J af' et lige.ig 

konvekst rum H indeholder et element med mindst .torm. 

Bevis: Sæt d = inf{ llf'lll f' E: F}. Hvis d = O, indeholder E·_, 

der er f'uldstændig og derfor afsluttet, O. Antag d > O~ og s:i:n; 5 

for E> o, FE= F n {f'E: H l llf'll ~ d+E}. Hvis llf'
0

11-· d, vj, 

f
0 

E:n[FE l E ) 0}. Da et fundamentalfilter på F har et f'or-.J3t~ 

ningspunkt, er det nok at vise, at {F lE > OJ er basj_s :for ~t 
E 

f'undamentalf'i l ter, alt så indeholder mængder af' vilkår lig lL le 

diameter. Vi an tager, at der 3 r) E: [O, 2 J, så a t der f v r vilk:\r-· 

ligt E E: Jo, 1 J 3 f' og g E: F med IIf -g Il > r) og der1'or E E E E E = 

ll(d+E)-1 (f' -g )li L r)(d+E)-1 L r)(d+1 )~- 1 ; dette medf'Ører 1 at 
E E - -

ll~(f'E+gE)II ~ (1-6'(r)(d-i-1)-1 )).(d+e:), hvilket f'or tilstra'{kelig·· 

lille E > O er i modstrid med, at d ~ Il~ (f' +g )i!, da de L konv' es;:~ 
- E E 

mængde F indeholder ~(f' +g). 
E E 

Def'ini tion: Lad H være et præ Hilber·trum, f og g E: H, F >g 

G~ H; f l g, hvis (f' l g)= O> rl = fg E H! g l f'}; Fl = 

n[f'l j f E: F}; F l G, hvis G ~ pi; (l læses vinkelN~t eller o!"'·,·)­

gonal). 

For F ti H er Fl af'sluttet, da det indre pr·od·•lk.t er k0n.thwerT,., 

Satning: Lad F være et fuldstændigt underrum j et p.,.. .B H:Ll··­

bertrum H, f' et element E: H. f kan entydigt skriver: f' _, :"'~ +:f2 ll 



Mat. 6, 1962-63 K II, 1, 3 

med f 1 E F, f 2 l F. 

Bevis: ff-g l g E F} er konveks og fuldstændig, og indehol-

der derfor ~t element f 2 = f-f1,f1 E F, af mindst norm. For 

g E F \[OJ, llgll~= 1, fås: O~ 1Jf2-(f2 jg).gll 2- l!f2 11 2 
;= -1f21g)._ 

(f2!g) - (f2!g) • (glf2). + 

har altså f 2l F• 

2 . 2 .L . 
l(f21g)l = -~(~2lg)l , f2 g; V1 

f1 + f2 = g1 + g2' f1' g1 E F, f2, g2 l F,~ 
f 1 - g1 = g2 - :1f2 E F n F l = f O j • 

1.2 Et præ Hilbertrum H er et Hilbertrum, hvis det opfylder 

aksiomet: 

C:H er et fuldstændigt rum. 

Lad H være et præ Hilbertrum; for g E H er f~ (flg) en 

kontinuert funktional g' E H', og llgll = g'(llgll-1g) ~ llg'll ~ llgll, 

idet l (f! g) l ~ llfll • llgll. Omvendt har vi: 

Sætning: Lad H·være·et Hilbertrum, a E H': 3 a E H, så 

ex(f) = (fla), Vf E H. llaJI = llexll. 

Bevis: ex-1 (o) =F er et afsluttet, derfor fuldstændigt, 

underrum c H; hvis F= H, er ex(f') = (f'IO), Vf' E H. F :f H=> 
"' 

3k E H\F => 3h E: F l, med æ(h) = 1. For a = lihll-2h og vilkårlig-c 

d E H gælder:· d - ex ( d)h E F, (d l a) = ex (d) (h l a) = a (d). 

Por a:rbildningen g --+ g' gælder: (f + g)' = f' +g ', 

(ag) 1 
::;; ag', Va E: b, Vf ,g E H. Vi ud.trykker dette i: 

Sætning: H' er isometrisk og konjugeret isomorf med H. 
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§ 3· Underrum og projektioner. 

Lad H væ~e et Hilbertrum• ! II,1 er det vist, at for et 

vilkårligt afsluttet (og derfor fuldstændigt) underrum F ~ H kan 

enhver vektor h E H skrives h ~ f + gi hvo~ f E F og g E ~. Af­

bildhingen h~ f kaldes en (ortogonal) projektion og betegnes PF, 

eller blot P. P er åbenbart en lineær afbildning H ~ H, og hvis 

F f {OJ er IIPII = 1, idet llhll
2 

= llfll
2 

+ llgll
2 ! 11Phll

2 
og Pf =f. 

E - PF = P~ • 

Lemma: Lad F og G være prtogonale underrum i H. En vilkårlig 

vektor h E H kan skrives h = f + g med f E F og g E G, hvis og 

kun hvis G = pi og F = Gl.. 

Bevis: Hvis G= ~og F= Gl., er F og G afsluttede, og mu-

ligheden af opspaltningen fØlger af ovenstående. 

Når F og G er ortogonale, er F ~ Gl. og G c pl.• Lad nu h = 

f + g være opspaltningen af en vektor h E pl.; da llfll 2 
+ llgll

2 
= 

2 2 _, 
llhll = (hlf + g) = (hig) = llgll , er f = O og h E G, dvs. G = li-. 

På samme måde vises F = Gl.. 

For underrum G og F ~ G i H gælder Gl. c ~; da G,~ er afslut-
"' ' 

tet, har vi F ~F ~ F~, og derfor ~ ~ ]il.~· pl.~ ~, altså Fi = 
Fl. = FJ.J_i· 

' 
da h E H kan skrives h= f +g med f E F og g E ~' er 

F = F. 
vilkårlige underrum F, v= 1 , ••• ,n, sætter vi F +a.o+F 

v n 1 n 

= f f
1 

+ • • • + f l f E: F , v = 1 , ••• , n l ; da hl. \ F ~ 
n v v ~ v 

= 

v=1 

hl.F for v = 1, ••• ,n ~ h E n t Fl. l v = 1, ••• ,n} er 
nv v 

(~F v)l. = nfF; l v = 1, ••• ,n}; erstatter vi her F v 

v=1 

antager F afsluttet, får vi 
v n[F 1 v = v 

v=1 

med Fl. og 
v 

1 , ••• , n l , og 
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.l n .1 
(n{Fvjv=1, •• ,n }) = b F v. Hvis F1 og F2 er ortogonale afsluttede 

v=1 .t 
underrum, kan h E H skrives h= f 1+f3 med f 1 E F1 og f 3 E F1 , og 

f 3 = f 2+f
0 

med f 2 E F2 ~ Ff og f
0 

= f 3-f2 E~ og E Ff, altså 
. j_ -' ..L . h = f 

0 
+f 1 +f 

2 
med f 1 +f 

2 
E F 

1 
+F 2 og f 

0 
E F 1 n .1!2 ~ (F 

1 
+F 2 ) ; 1følge 

( ..L ..L)..L lemmaet er da F1+F2 = F1 n F2 = F1+F2 , og PF +F ~ PF. +PF. • For 
1 2 1 2 

ikke ortogonale, afsluttede underrum behøver F1+F
2 

ikke at være afslut-

tet. For vilkårligt endeligt mange parvis ortogonale, afsluttede 

underrum F1 , ••• ,Fn fås ved induktion, at F1+ ••• +Fn er afsluttet, 

og PF1 +. • .+F = PF1 + .... +PFn" 
n 

Lad nu f F. l i E I J , hvor I er en indeksmængde, være en mængde 
l : ., l "/; 

af parvis ortogonale underrum ~ H, og sæt for h E H 
~ .1; (1, l·~··. 

PF. h= hi. For en vilkårlig detmængde J~ I er h= 
l 

og i E I 

~ h.+g med 
jEJ J 

g ..L b Fj, og derfor b llh.ll 2 = llhll 2-llgll 2 < 
jEJ jEJ J 

llhll
2

; f i E I j !Ih~ l f: n -
1 j 

må da være endelig for n E N, og f i E I lllhill > O 1 endelig eller 

nummererbar; hvis den er nummererbar, nummerer vi dens elementer 
n 

i 1 , i 2 , ••• , og får b llhi 11
2 ~ li h 11

2 for alle n E };r, og derfor 
v=1 v 

00 
2 2 

h l ih. 11 ~ llhll ( Bessels ulighed); h. , 
1 l - 11 

v= v 
fundamentalfølge, og har en grænseværdi, 

00 

h . +h. , • • • er d a en 
11 12 

som vi vil betegne 

b h. = b h. i det mindste afsluttede underrum F, der indehol­
v=1 1v iEI 1 
der alle Fi. Da det indre produkt er kontinuert, er 

(bfhi lv E N og i + jJ jf) =lim bf(hi jf)fv= 1, ••• ,n, i +j} =O 
v v n~ v v 

for f E F., og derfor PF ( b h.) = h. og h = h - b h . .l F. 
J j iE I 1 J 0 iE I 1 1 

for alle i E I, h .l F, og PFh = b h .• Hermed er også godtgjort, 
0 iEI 1 

at b h. ikke afhænger af den foretagne nummerering af elem.enteræ 
iEI l 2 oo 2 n 2 

i [iE Iillhill > OJ • . b llhill =b llhi Il =lim 11 bhill = 
1EI v=1 v n~ v=1 v 

11 b h.!l
2 

= llhl1 2-llh 11
2

, og er= llhll
2

, hvis og kun hvis h
0 

=O, 
iEI 1 0 

h E F. Vi skriver PF =.h PF." 
lEI 1 
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Vi vil særligt fremhæve tilfældet, hvor alle F., i E I, er 
~ 

endimensionale, frembragt af enhedsvektorerne f., F. ={Af. jA E b}. 
l. l. l. 

For h E H og i E I er h- (hjf.)f. ~F., derfor h. = (hjf.)f. og 
l. ~ l. l. l. l. 

llh. li = l (h l f. ) '· l. l. 

Sætning: Lad {f. li E IJ være en mængde af parvis ortogonale, 
~ 

normerede vektorer i H (et ortonormalsystem), og lad F være det 

mindste afsluttede underrum ~H, der indeholder alle fi. For h E H 

er (hjfi) = O for alle på nær endeligt eller nummererbart mange 

i E I, ~ j(hjf.)l 2 ~ llhll2 , og ~ (h!f.)f. er konvergent med sum-
iEI 1 - iEI 1 1 

men PFh. 

FØlgende betingelser er ækvivalente: 

1) F= H, 2) h= ~ (hlf.)f. for alle h E H, 3) (hig)= 
iEI 1 1 

2 l '2 ~ (hlfi)(f.lg) for alle h,g E H, 4) llhll = ~ t (hl f.)/ f'or alle 
iEI 1 iEI 1 

h E H. (Parsevals relation). 

Bevis: Første del og ækvivalensen af' 1), 2) og 4) er vist; 

2) ~ 3) på grund af kontinuiteten af det indre produkt, og 4) er 

specialtilfældet g= h af 3). 

3.2 Lemma: P Ei;er en projektion, hvis og kun hvis p*= P 

= P2
, P er selvadjungeret og idempotent. 

Bevis: For et afsluttet underrum F~ H, P= PF og f',g E H 

gælder O= (Pfi(E-P)g) = (fi(P*-p>:'P)g), derfor p*= p*p = (p*p)* 

= P. 

Hvis p* =P= P2 sætter vi F= fi' E HjPf = fj; for h E H er 

h = Ph + (E-P)h med Ph ~ F, da PPh = Ph, og (E-P)h ~ F, da 

((E-P)hjf) = (hlf)-(hiP::'f') =O for f' E F. P er altså projektio-

nen på F. 
2 

For en projektion P og f' E H gælder liFfil = (Pf'IPf') = (Pf'lf'); 

da O ~ 11Pfll
2 ~ llfll

2
, er O ~ P ~ E; da f E PH~ llfll = IIPf'll, er 

PH = f f E H j(Pf l f) = (f' l f )J • 
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Sætning: For to projektioner P og Q er fØlgende betingelser 

ækvivalente: 

1) P~ Q, 2) PH~ QH, 3) (E-Q)P =O, 4) P= QP, 5) P= PQ. 

Bevis: 1) ~ 2): f E PH~ (fjf) = (Pfjf) ~ (Qfjf) ~ (fjf) 

~ (Qfjf) = (fjf) ~f E QH. 2) ~ 3): for f,g E H er ((E-Q)Pfjg) = 

(Pfj (E-Q)g) = O, da PH~ QH ~ (E-Q)H = (QE).l c (PH)..l. 3) 4=~ 4) - ~ 

~ 5) da (E-Q)P =O~ P= QP ~p*= P*Q*. 5) ~ 1): (Pfjf) = 

11Pfll
2 

= IIPQfll
2 ~ 11Qf'll2 

= ( Qf l f) for alle f E H. 

Sætning: Hvis P og Q er kommuterede projektioner, er PQ den 

største projektion ~ P og Q, og P + Q - PQ den mindste projekt~on 

~ P og ~~. 

2 2 Bevis: Da PQ = QP er PQ selvadjungeret, og PQPQ = P Q ::: PQ,, 

P ~ E ~ QP ~ Q og tilsvarende ~ P. Hvis R er en projektion ~ P 

og Q, kommuterer R med P og Q, og R = PR ~ PQ. 

Hvis S er den mindste projektion ~ P og Q, er E-S den stør­

ste projektion ~ E-P og E-Q, og S = E-- (E-P)(E-Q) = P+Q - PQ. 

Sætnin_g: En opera tor A E c/!; kommuter er med projektionen P, 

hvis og kun hvis APH ~ PH og A(PH).l E (PH)..l. 

Bevis: APH ~ PH er ensbetydende med AP = PAP, og A(PH)..l ~ 

(PH).l tilsvarende med (E-P)A(E-P) = A(E-P), eller PA(E-P) =O, 

PA = PAP. AP = PAP og PA = PAP ~ AP = PA ~ PAP = PPA = PA og AP 

= APP = PAP. 

Hvis A er selvadjungeret, er betingelsen APH ~ PH tilstræk-· 

* * kelig, thi AP = PAP ~ PA = PA P. 
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Kommentarer og rettelser til Mat. 6, 1962-63 K IIIt 3. 

Side 2, 1. 11 skal: ortogonale underrum ændres til: 

ortogonale, afsluttede underrum, og 1. 12 skal: vilkårlig del­

mængde ændres til: vilkårlig endelig delmængde. 

Lemma: Lad H være et præ Hilbertrum og F et underrum ~ H. 

Om fØlgende betingelser: 

I F er endelig dimensionalt 

II F er fuldstændigt 

III 1) For ethvert h E H indeholderh-F et element af 

mindst norm. .l 
' ,·• ' J .. , (;'i' _,,!;' F l' 

2) Der findes et'runderrum G ~ 1/.., så at H = F 

3) H = F + p l 

4) Der findes p E L(H,H), så a t: p = P2(P er 

V f,g E H ((Pfjg) = (f(Pg))(P er symmetrisk), og F= 

ff E H Pf = f}. 

IV F = Fl l 
V F er afsluttet 

(f,l G 

idempotent), 

gælder, at III 1), 2), 3) og 4) er ækvivalente, og I~ II 

~III~ IV~ V (og ingen af pilene kan vendes, jfr. øvelser). 

Bevis: I~ II fØlger af kap. I, øv. 3.II ~III 1) ~III 3) 

er bevist i K II, 1 (1962-63). III 3) *III 2) trivielt, og 

III 2) ~ III 3) ~ IV bevises ordret som lemmaet K III, 3 side 1 

(1962-63). IV~ V er trivielt. 

III 3) ~ III 4) : h E H kan, på en måde, skrives h = f+g 

med f E F og g E pl. Vi definerer P ved Ph = f; det ~Ølger di-

rekte af entydigheden af opspaltningen, at P er lineær 

(h1 = f
1

+g1 ,h2 = f 2+g2 ~Ah1 +h2 =.~f1 +f2+Ag1 +g2 , så at_P(Ah1+h2 = 

APh1+Ph2 ) og Pf =f, så at P= P2 • Da også f= Pf ~f E F er 
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F= {f E H l Pf =f} e For h1 og h2 i H, h1 = f 1+g1 , h2 = 
= f2+g2, er (Ph11h2) = (f1 lf2+g2) = (t'11f2) = (f1+g11f2) = 
(h1 1Ph2 ) 1 d.v.s. P er symmetrisk. 

I I I 4) ~ I I I 3) : F o r h E H er Ph E F, da P Ph = P2h = ?h, 

og h - Ph E Fl, da (flh-Ph) = (t'lh) - (Pt'lh) = O for vilkårligt 

t' E F; h =Ph + (h-Ph) er da den ønskede opspaltning at' h. 

Nu mangler vi kun III 3) ~III 1): hvis h~ f+g, med t' E F 

og g E pl, og k E F, er llh-kjj 2 
= llh-f+f'-kll

2 = llg+f-kll
2 

= !lgjj
2 

+ llt'-kll 2 ~ llgll 2 , så at g er et element af mindst norm i h- F. 

For et underrum F i et præ Hilbert rum kan vi da stadig 

slutte F c Fl l og Fl = pl = Fl l l, men ikke almindeligt F = 
a n 

Fl l; desuden kan vi slutte, at(~ Fv) l= n(Fvl l v= 1, ••• ,nj, 

n v=1 

men ikke almindeligt(~ Fv) l= n(Fvllv = 1, ••• ,nj eller 

v=1 
n l 

<n{F 1 v =1, ••• ~nnl =\F • 
v ~ v 

. V=1 !J·) ft•!J(PUtt!:;_ 

For vilkårligt endeligt mange underrum F1 , ••• ,Fn' der op­

fylder betingelserne III, finder vi, at summen opfylder betingel­

serne III. I øvrigt vises det let, at summen er fUldstændig, 

hvis alle F er fuldstændige; thi hvis (x ) er fundamentalfØlge 
v ~ 

i F1 + ••• +F , er (PF x ) en fundamentalfØlge i F , da 
n v~ v 

IlFF (x -x xtll ~ lix -x/CII, og hvis PF x --+ x
0 

E F , vil 
v ~ ~ v ~ v v 

n 
x = \pF x ~ 
~ G v ~ 

v=1 

A 
\·x da additionen er kontinuert. 
~ ov' 
v=1 

f .... ~,___;;;;;;;;;;;;--===· 
Lad nu {Fi t i E I}, hvor I er en indeksmængde, være en 

mængde af parvis ortogonale underrum, der opfylder betingelserne 

III, og lad F være det mindste afsluttede underrum ~ H, der 
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indeholder alle F1 • For h E H sætter vi PF h= h .• For en vil-
endelig l i ~ l 

kårlig/delmængde J~% er h= ~~hj j E J}+g med g ~~Fjlj E J}, 

og derfor ~~ llhjll
2 l j E J} = llhll

2 
- llgll

2 ~ llhll
2 

• 

Ih = [i E I l l l hi li > O} er derfor endelig eller nummererbar; 

hvis de~ nummererbar, nummererer vi dens elementer 1
1
,i2 , ••• , og 

---; 2 2 
finder l_, llhiv 11 ~ llhll ( Bessels ulighed); hi

1
, hi

1 
+ hi

2
, ••• , er 

v=1 m m 

da en fundamentalfØlge, idet 11[ hi)1 2 = ~ llhi)l
2 ~ O for 

v=n v=n 

v,j.l ~ OOo 

Hvis h E F, vil fØlgen konvergere mod h; thi til E > O 

findes en endelig delmængde J ~ I og g E ~{F j l j E: J}, så at 

llh-gll < E; da ~[hj l j E Jj er det element i ~{F j l j E J}, der 

har mindst afstand fra h; er også llh - ~{kj l j E Jjll ~ E; for 

n E :N, så at {1, ... ,nj:;? u n Ih, er llh- L hivll
2 

= llhll
2

-

n v=1 

[ llhivll
2 ~ llhll

2 
- ~{ llhj11

2 
l j E J n Ih} = llhll

2 
- ~{ llhjll

2 l j E J} 

v=1 
2 

~ E • 

Hvis F opfylder betingelserne III, kan h E H skrives h = 

f+g, f E F, gl F, da g l F. for alle i, er hi= PF.h = PF f, og 
J n ~ i 
~ 

det ovenstående viser, at L hiv~ PF h. 

v~1 

I begge tilfælde ses, at grænseværdien er uafhængig af den 

foretagne nummerering af elementerne i Ih. Vi skriver også 

c~-~~-~iJ~.i~- f. j_-~ i})og PF h= ~~hi l i E I} og PF = ~{PFi l i E I}. 

Swtningen K III, 3, side 3 er hermed også vist for præ 

Hilbertrum, dersom vi l. 10 ændrer. til: hvis PFh er definer8t, 

og med summen h, hvis h E F. 
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§ 2. Underrum og projektioner. 

2 .l. I K II, l er det. vist, at et fuldstændigt underrum F 

i et præ Hilbertrum H giver anledning til en opspaltning af H 

som direkte sum, nemlig H = F æ Fl. Vi opstiller nu følgende 

definition. Et underrum F i præ Hilbertrummet H kaldes di­

rekte summand i H, hvis H = F + F1 ; specielt er altså alle fuld­

stændige (og dermed også alle endelig-dim~ensionale underrum, 

jfr. I, øv.3) direkte summander. 

Er F og G ortogonale un.derrum, og er o = f + g, hvor f f F og 

g E G, har vi O = 11 f+g 1/
2 = ljfjj 2 + llg./1 2 og dermed f = g = o. Sum-

men af ortogonale underrum er altså altid direkte. 

Sætning la. Er G et til F ortogonal t, underrum i præ Hilbert­

rummet H, så at. H = F + G, da er G = Fl (og F altså direkte sum­

mand). 

Bevis~ Vi har G f F~, og for f'E pl har wi opspaltningen f' = 

f+g, hvor fE F og g E G. Nu er llfl( 2 + llgl/ 2 = (f' l f+g) = (f'l g) = 

(f+gjg) = !lgl!2
, hvilket viser, at f- o, d.v.s. f' = gE G. l 

Da Fll ~ F, er F et til Fl ortogonal t underrum, og sætning 

la viser, at hwis F er direkte summand, da er også Fl. direkte 

aummand, og Fll = F. 

Er F en direkt,e summand i H, kan hvert h E H på en måde skri­

ves h = f+f' , hvor f E F og f' E F1 . Afbildningen af H ind i H 

defineret ved h ---)f kaldes en ort-ogonal pro j ekt.ion og betegnes 

PF eller blot P, hvis misforståelser er udelukket; det følger 

let af opspaltningens entydighed, at P er lineær og.at Pf =f for 

2 f € F, d.v.s. P =P. Det ses, at PFl =E- PF' hvor E betegner 

den identiske afbildning af H på H. PF 

jJ h 1/
2 

= Il p F h + p F l h 11
2 

= 11 p F h 1/
2 

+ /l p p.l h 11
2 

er kontinuert, thi af 

følger IIPFhli
2.S Jlhl/

2
, 

(Bemærk, at \\PF\1 = l, hvis F l {o!). hvilket viser, at 1/ PF \1 ~ l 
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= (PFh1 jPFh2 ) = (PFhl + PF1h1 IPFh2 ) = (h1 )PFh2 ). Vi har hermed 

vist første halvdel af følgende 

Sætning lb. F er direkte summand i H hvis og kun hvis der 

findes en kontinuert, lineær, symmetrisk og idempot.ent afbild­

ning P : H ind i H, for hvilken F = {f E H/Pf = f$. 

Bevis. For hE-H er PhE-F, da P(Ph) =Ph, og h- PhEFl, thi for 

f E F er ( h - Ph j f ) = ( h l f ) - ( h j P f ) = ( h l f ) - ( h l f ) = O . h = 

Ph + (h - Ph) e,r da den ønskede opspaltning af h. l 

Vi kan gi ve endnu en karakterisering af direkt.e summander, 

idet vi har 

Sætning le. F er direkte summand i præ Hil bert.rummet H, hvis 

og kun hvis h - F for hvert, h E: H indeholder et element af mindst 

norm. 

Beviset for "hvis" er helt analogt til beviset for at et fuld­

s;tændigt underrum er direkte summand. (Først vises, at h - F 

indeholder netop et element, af mindst norm). 

Lad omvendt F være direkte summand i H. Da er llh - fl/ 2 = 

IIPFlh + PFh- fll
2 

= 1/PFlh\/
2 

+ !IPFh- fll
2 ~ ]IPFlhlj2 for alle fE F, 

og dette viser net,op, at, PFlh = h- PFh E h --:r- er et element af 

mindst norm i h - 'li_. l 
F 

Summen F af endelig mange, parvis ortogonale fuldstændige un-

derrum Fi' er igen fuldstændig. Det ses nemlig let, at hvis f = 

er f(n) en fundamental-f 1 + ••• +fmE F, hvor fi E: Fi' er PF.f = fi; 
l 

følge i F, er lfPF.f(n)_ PF.f(k)JI = IIPF. (f(n)_ f(k))ll ~ \lf(n)_ f(k)l 
l ( ) l l 

hvilket viser, at (PF f n ) N,, er en fundamentalfølge i F
1
. og 

i Uf 
derfor konvergent mod et element i F.. Af additionens kontinu­

l 

itet. følger, at, også f(n) = PF f(n)+ .•• + PF (n) er konvergent 
l m 

mod et element i F1 + •.. + Fm. 

Om direkt.e summander har vi :fi:ølgende analoge sætning 

Sætning 2. Hvis F1 , .•• ,Fner parvis ort,ogonale direkte sum-
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mander i præ Hilbertrummet H, (lj!a er også summen F= F1 + •.• + Fn 

direkte summand, og PF = PF + •.• +P~ 
l n 

Induktionsbevis. Påstanden er klart rigtig for n= l. Antag, 

at den er bevist for n-l, og lad F= F1 + ... + Fn være sum af 

de pali'vis ort,ogonnle direkte summande r· F 1 , ... , F n. Ifølge induk-

tionsantagelsen er G= F1 + ... +Fn-l direkte summand, og da 

d.et let følger af .:fi'orudsætningerne, at. G ~ F nl. , er G og F n orto-

gonale. 

For hEH har vi opspaltningerne h = g + g' 
' ' hvor g E G ~ F ..L 

n og 

g' E al., og g' = f + f n ' hvor f n E Fn c al og 
n ' = 

h = g + fn + fn', g + fnE G + Fn' og da fn' = 

f n ' E G i n F ;t- ~ ( G +·· 1!,~-) l... F ø l g e l i g e r H = ( G 

d.v.s. F = G + Fn er- ciiirekte summand i H. 

Af h = g + f + f ' følger PFh, = g + f Her n n n 

f 'fF.l. n n Nu er 

g ' - f E G .L er 
n ' 

+ F ) + (G + F )l n. ~ .. n ' 

er g = PGh' og da 

g + f 'E F ..l er f = PF h. Induktionsantagelsen giver nu, at n n ' n n 
PF h. l PFh = PGh + PF h = PF h + PF h + ... + 

n l -2 n 

Vi beviser nu følgende sætninger om projekt.ioner: 

Sætning 3. Lad {FJl_j E J~ være en mængde af parvis ortogona­

le direkte summander i et præ Hilbertrum H og sæt PF = Pj. Lad 
..J 

endvidere F væli'·e det mindste afsluttede underrum i ff, der inde-

holder alle F ~..z._..J E- J. Da gælder: 

For hvert h E-H er PJh l o for højst numerabelt mange--J~ 

L~ E Jllæ Jhl/
2 ~ 11 h 11

2
. For h E F er r j E JRjh konvergent med sum­

men h. 

Er F direkte summand i H, e-r LJEJE_Jh konvergent for alle 

h EH, og PFh = ~jEJfjh. Vi skriver i så fald PF-=- 2:4 EJPJ~ 
Bevis. Lad h E H wære fast. For hver endelig delmængde I ~ J er 

(ifølge sætning 2) h = L J E- Ip...J h + g, hvor g l. L.J E I F .J ; derfor 

er (t) [~EIIIP~hl/2 = Jj'[jEIP~h(j2 = {jhlf2- llgll2 S llhl\2. 

Heraf følger, at for ethvert n E N gælder IIPJ hl/ ) ~ kun for ende 
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lig mange J , og dermed at P-..1h f o for højst numerabel t mange J E J. 

Er ~ 1 ,j 2 , ..• en nummerering af disse elementer fås af(*-): 

'\'
00 2 2 0v=1 11P~Vhll ~ \lh\1 , og deu første påstand er bevist. 

Lad nu h E. F. Til et gi ve t E >O kan vi da finde en endelig 

mængde I ~ J og et g E ~~E IFJ , så at \Ih - g \\ ~ E. Da Lj EIP-! h 

er det element i ~JEIF~, der har mindst afstand fra h, er også 

llh - LJ E IP~ h Il ~ f:. Lad N være det største tal V, for hvilket 

JvEI (sæt f.eks. N= l, hvis intet JvEI). Da gælder for alle 

n~ N, at \Ih- Lv~lp~vhl12 = \lhll2 -1\rv~lp-Jvh\12 = [lhlf -

Lv~lUPJvh\1 2 ~ !Ih 11
2 

- L-J e I \IP ..t hll
2 

= 11 h - L-1 E IP-J hll
2 

f- E
2 

• 

Heraf følger, at [V~lp.Jvh er konvergent. med summen h, og da 

grænseværdien ikke afhænger af s;urnmationsrækkefølgen, skrives h = 

~v:lPJvh = ~~EJP~h. 
Er F direkte summand i H, og er h E. H, er h = PFh + P~h. Da 

PFJ._h l. F, og dermed PF1h l F...! :for alle j E J, er P" h = P~ ( PFh) + 

P~ (PFlh) = P~PFh; den foregående overve·jelse viser nu, at 

L~ f Jp-l h = L-1 f JPJ PFh er konv-ergent med summen PFh. l 

Af særlig interesse har tilfældet, hvor ~ er et 1-dimmensio­

nal t underrum. Er FJ = tÅ~ l). EK ~' og er \l f~ l} = l, da er PF h = 
.J 

P~h = (hlf~), thi (h- (h\f-J)fJ /f.J) = (hjfJ)- (h\f~ )lff.JIJ= O 

wiser·, ait h - (hlfJ )fJ j_ F~. Vi får her følgende korollar: 

Sætning 4. Lad i f~ l j E J! være et. artanormalsystem i et præ 

Hilbertrum H, og lad F være det mindste afsluttede underrum, der 

indeholder alle f J, J E J. Da gælder: 

For hvert hEH er (hlfj) t O for· højst nurnerabelt mange J ~J • 

.Q&_ I;4 E J li.h.l!4 ) 12 ~ 1/ hl/
2 

( Bessels ulighed). For hvert h E F, 

er LJE:Ji..h.lfJl!..j konvergent med summen h. 

Er F direkte summand i H, er LJE:J(hlfJ.lfJ konvergent for 

alle h t H, og PFh = L-1 fJih...l14.liJ..!. 

Følgende betingelser er ensbetNdende:: 
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l) F= H (d.v.s. artanormalsystemet er en tilnærmelsesbasis). 

2 ) h = L J f J ( h l f~ ) f _J f o r all e h E H . 

3) (hjg) = I:~EJ(h)fJ)(f~ jg) for alle g,hEH. 

4) llhl/
2 

= LJEJ {(h lfJ) 12 
for alle h fH (Parsevals relation). 

Bevis. V:iL mangler blot beviset for ækvivalensen af de fire ud-

sagn. l) =;> 2) er bevist. 2) =* 3) følger af det, indre produkts 

kontinuitet. 3) ::} 4), thi 4) er et specialtilfælde af 3) . 4) ~ 2) 

thi er hEH, og er J1 ,j 2 , •.• en nummerering af de jEJ, for hvil­

ke (hlf,.~) /O, har vi !Ih- Lv~1 (hlf~ 11 )f-l 1,JJ
2 = \lh/1

2
-

rJL'11 ~1 (hlfJv)f.J 1,ll
2 

= llhiJ
2

- Lv~1 \(hJfJv)l 2 ~o for n ~oo. 
2) ~l) følger straks af de:fini tionen på F. l 

2.2. Hvis præ Hilbertrummet. H er fuldstændigt, altså et Hil-

hert, rum, e:r et underrum F i H direkte summand i H, hwis og kun 

hris F er afsluttet, thi et afsluttet underrum F er fuldstændigt 

og, dermed direkte summand, og er F direkte summand, er F = F ll og 

dermed afsluttet. 

Er B en vilkårlig mængde i H, og er F det mindste afsluttede 

underrum, der indeholder B, da er B ~F ~ B..ll., thi B..ll er et af­

sluttet underrum, der indelil.older B. Heraf følger B.lll ~F J.~ B.l 

lll l. ..l j_j_ l.l. 
C B , d.v.s. B = F og dermed B = F = F. 

De i det foregående afsnit beviste sætninger gælder altså, 

hvis man erstatter "præ Hilbertrum" med "Hilbertrum" og "direk­

te summand" med "afsluttet underrum." 

Da sætning 4 har så stor betydning, vil vi dog endnu engang 

formulere den (med en lille tilføjelse): 

Sætning 5. Lad lf1lj E J S wære et artanormalsystem i et Hil­

bertrum H, og lad F være det mindste afsluttede underrum, der 

indeholder alle f J-L-J ~ J. Da gælder: (med B = {f ._J j-1 EJ!) 

For hvert hE:H er (hl.:f~) l O for hø,jst numerabelt mange j..s.L. 

L~EJ)(h)fJ)I 2 ~ llhl/
2 

og L~e.J(hlfjlf~ er konvergent med sum-
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men PFh for alle h E: H. 

Følgende betingelser er ensbetydende. 

l) F = H (B er en tilnærmelsesbasis) 

2) h = L--tE: J(h\f-.1 )f-.t for alle h E H 

3) (hig)= L...jE.J(hjfJ)(fj Jg) for alle g,hE:H. 

4) \lhll
2 

= LIEJI(h!f_.J)I
2 

for alle hEH. (Parsevals rela-
" 

t ion. 

5) Hwis det for g,hEH gælder, at (hlf~) = (g)f~) for alle 

~ E J, da er g = h. (Entydighedssætningen) 

6) Det eneste element i H, der er ortogonal på alle f~, J E J 

er O-elementet. (B er et maximalt ortonormalsystem) 

Beviset er fuldført, hvis vi f.x. viser, at 4) 9 5) 9 6) =7'1). 

4) ry5), thi er (h!f..J) = (g'f-J) for alle jEJ, da er\lg- h}j2 

= l:~EJ!(g~h/f~ )/
2 

=O. 5) 96), thi er f j_ f~ for alle~' da 

er (fif~)= O= (Off~) for alle _JE-J, og dermed f= o. 6) =91), 

thi er B maximal t, e-r Bl= {o~ og dermed H = Bl~ F 11 = F. l 
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§ 3. Dimension. 

Fra H. Tornehaves og H. Rischels forelæsninger kendes be-

grebet kardinaltal for en mængde. For en endelig mængde N er 

card(N) = antallet af elementer i N. card(N) betegnes, efter 

Cantor,'r(
0

• For vilkårlige mængder A og B siger man, at card(A) 

~ card(B), hvis og kun hvis der findes en injektiv afbildning 

A~ B, og at card(A) = card(B), hvis og kun hvis der findes en 

bijektiv afbildning A~ B. 

Det fØlger straks, at card(A) < card(B) A card(E) < 
= = 

card(C)~ card(A) ~ card(C), og card(A) ~ card(A), og en swtning 

af B~rnstein udsiger, at card(A) ~ card(B) A card(B) ~ card(A) 

~ card(A) = card(B), således at~ er en partiel ordning. 

Ved hjælp af velordningsaksiomet viser man, at to vilkår-

lige mwngder er sammenlignelige, d.v.s. at ~ definerer en fuld­

stundig ordning. 

Af udvalgsaksiomet fØlger, at hvis der eksisterer en sur-

jektiv afbildning A~ B, er card(B) ~ card(A); thi for ethvert 

b E B er ~O-i(b) +~'og et valg af et element ~(b) E ~0- 1 (b) 

for ethvert b definerer en injektiv afbildning ~:B~ A. 

Vi definerer en multiplikation af kardinaltal, idet vi sæt­

ter card(A).card(B) = card(A x B); definitionen er lovlig, thi 

hvis card(A) = card(C) og card(B) = card(D), findes der bijek-

tive afbildninger ~:A~ C og ~:B~ D, og man viser let, at af­

bildningen ~ x ~ : A x B ~ C x D, defineret ved ~ x~. ((.a, b.)}- = 
(~(a),~(b)), er bijektiv, så at card(A x B) = card(C x D). 

For endelige mængder stemmer multiplikationen overens med 

den madvanlige multiplikation af hele tal. Det er også velkendt, 

at card(N). card(N) = card(tT x :N) = .. card(N) :~man:·nummere.rE?~ .~la-
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menterne i N x N i rækkefølgen (1,1),(1,2),(2,1),(3,1),(2,2), ••• ). 

For enhver uendelig mængde A er card(N) ~ card(A), idet A 

har en purornererbar delmængde. 

Lemma: Enhver uendelig mængde A er foreningsmængde af dis-

junkte, nummererbare delmængder. 

Bevis: Mængden B af mængder af parvis disjunkte nummerer­
A 

bare delmængder af/er indlli{tivt ordnet (med hensyn til sædvanlig 

inclusion); thi hvis fB. l i E I} er en fuldstændigt ordnet del-
l 

mængde af B, vil UfBi l i E I} E B, idet S,T E U{Bi l i E I} ~ 

3 i E I(S,T E Bi) ~ S n T = Ø, og dermed være en øvre grænse i 

B for {Bi l i E IJ. 

IfØlge Zorns lemma findes der et maksimalt element M E B; 

vi s<Jtter N= U{ SIS E M}; A\ N er da tom eller endelig, thi hvis 

A \ N var uendelig, ville A\ N indeholde en nummererbar delmængd~ 

T, der ville være disjunkt med ethvert element i M, så at 

M u {T} ville tilhØre B, i strid med maksimaliteten a~ M. 

Da A er uendelig, er M ikke tom; vi vælger T E M; A er da 

foreningsmængde af mængden {Tu(A \N)} u (M\ fT}) af parvis dis-

junkte nummererbare delmængder af A. 

(Lemmaet kan også vises ved hjælp af velordningsaksiomet; se 

øv.) 

For enhver uendelig mængde A er card(N x A) = card(A) •• 

Bevis: A= UfSi l i E I}, hvor I er en indeksmængde, og 

mængderne Si er nummererbare og parvis disjunkte; vi kan umiddel­

bart identificere N x A med U[N x S. l i E I}. Da card(S.) = 
1 1 

card(N x Si) for ethvert i E I, kan vi, ifØlge udvalgsaksiomet, 
.. 

for hvert i E I vælge en bijektiv afbildning ~i : N x Si ~ s .. 
1 

Afbildningen~ : N x A~ A, defineret ved, at ~((n,a)) = 
~.((n,a)) for n E N og a E S., er da en veldefineret, injektiv 

1 1 
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afbildning af N x A på A. 

3.2. En mængde [fi l i E I} af vektorer i et vektorrum E 

over et legeme K kaldes lineært uafhængig, hvis det for enhver 

endelig mængde J~ I og enhver mængde ['Ajlj E J} af elementer i 

K gwlder: ~~/\jfjljE J}= o~ 'VjE J('Aj =o). Af en villeårlig 

mwngde {fi l i E I} ~ E kan man efter Zorns lemma udtage en 

malcsimal, lineært uafhængig delmængde {f j l j E J J, J ~ I, der 

på grund af maksimaliteten udspænder det samme underrum af E 

som hele mængden; hvis I er en af mængderne N eller f1 , ••• ,N}, 

N E N, kan vi som J bruge {n E I l fn er lineært uafhængig af 

f1, ••• ,fn-11" 

Et ortonormalsystem [fi l i E I j i et præ Hilbertrum H er 

line@rt uafhængigt; thi hvis J er en endelig delmængde af I og 

{'Aj l j E J} en mængde af elementer fra K, så at 

~['Ajfjlj E J}= o, finder vi for ethvert k E J O= (Oifk) = 

~ { 'A j(f j l!"'k ) l j E J} = ~ ~ 'A jo j k l j E J } = . 'Ak • 

Sætning (Gram-Schmidts ortonormaliseringsmetode): Lad I 

betegne N eller en af mængderne ~1, ••• ,N}, N E N, og lad 

[fi l i E I l være en lineært uafhængig mængde af vektorer i et 

prw Hilbertrum H. Der findes et ortonormalsystem {g. l i E I}, 
~ 

så at for ethvert n E I ~f1 , ••• ,fnl og {g1 , ••• ,gn} udspænder 

samme underrum. 

Beviset føres ved induktion. Da {f1 l er lineært uafhængig, 
-1 er f 1 ~ o; vi sætter g1 = llf1 11 f 1 • Antag nu, at n E I og at vi 

har fundet et ortonormalsystem [g l v= 1, ••• ,n-1}, så at 
v 

{g1 , ••• ,gv} og {f1 , ••• ,fv} udspænder samme.underrum af H for 

v= 1, ••• ,n-1. Projektionen af f på underrummet udspændt af n 

fg1, ••• ,gn-1l er (fn l g1)g1 + ••• + (fn l gn-1)gn~1; nn = fn 
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(fnlg1 )g1 - ••• - (fn1gn_1 )gn_1 er ulig o, da ff1 , ••• ,fn} og der­

for også fg1 , ••• ,gn_1 ,fn} er lineært uafhængig, og vinkelret på 

g1 , ••• ,gn_1 ; vi sætter gn = llhnll-1 hn; herved b li v er f g1 , ••• ,gn} 

et ortonormalsystem; da gn tilhØrer underrummet udspændt af 

ff1,_ •• ,fn}' og fn = llhnllgn + (fnlg1)g1 + •• o+ (fnlgn-1)gn-1 til­

hØrer underrummet udspændt af fg1 , ••• ,gn}' udspænder også 

ff1 , ••• ,fnJ og fg1 , ••• ,gnJ samme underrum. 

3.3. Lemma: Lad H være et præ Hilbertrum, f f i l i E I l et 

ortonormalsystem i H, og fg. l j E J} en sådan delmængde af H, 
J 

at den eneste vektor i H, der er vinkelret på gj for alle j E J, 

er o. card(I) ~ card(J). 

Bevis: Antag først, at J er endelig; der findes da et n E N 

og et artanormalsystem fh1 , ••• ,hn} ~H, så at n~ card(J) og 

fh1 , ••• ,hnl udspænder samme underrum af H som fgj l j E J}; for 

vilkårligt h E H er h- (hlh1 )h1 - ••• - (hjhn)hn vinkelret på 

h ,v= 1 , ••• ,n, og altså o; H er således et n-dimensionalt rum, v 

og enhver lineært uafhængig mængde, og specielt ethvert orto-

normalsystem, indeholder hØjst n elementer. 

Antag nu, at J er uendelig; for j E J sætter vi Ij = 

[i E: I l (f i 1 g j) + O l , og vi sæt ter J 
0 

== f j E J l I j + iO l; 
hver af mængderne I., j E J , er endelig eller nummererbar, og 

J o 

I= Ufij l j E J
0

}, idet ingen af enhedsvektorerne fi' i E I, kan 

være vinke l re t på alle g j , j E J. Sæt L = f (i, j) E I x J 
0 

l i E I j J 

afbildningen y:L ~ I, defineret ved y«i,j)) = i, er surjektiv. 

For hvert j E J vælger vi en injektiv- afbildning~· : I.~ N; 
o J J 

afbildningen ~:L~ N x J, defineret ved ~((i,j)) = (~j(i),j)·; 

er da injektiv; derfor er card(I) ~ card(L) ~ card(N x J) = 

card(J). 
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En tilnærmelsesbasis ror et topologisk vekto~rum H er en 

delmængde B, ror hvilken det mindste arsluttede underrwn ar H, 

der indeholder B, er H. For en tilnærmelsesbasis B i et præ Hil­

bertrum H er Bl= Bl= Hl= [OJ, men denne betingelse er ikke 

tilstrækkelig. 

I et Hilbertrum H er en delmængde B en tilnærmelsesbasis, 

hvis og kun hvis Bl= {OJ; thi Bl= {OJ medrører B= Bl l= 
{O}l = H. 

Mængden ar ortonormalsystemer i et præ Hilbertrum er åben-

bart indllictivt ordnet; ethvert ortonormalsystem kan udvides til 

et maksimalt ortonormalsystem. Et ortonormalsystem B er maksi­

malt, hvis og kun hvis Bl= {OJ; thi hvis Bl f {OJ, indeholder 

Bl en enhedsvektor r, og B u {rJ er da et ortonormalsystem. I 

et Hilbertrum, men ikke i et præ Hilbertrum, er et ortonormal-

system maksimalt, hvis og kun hvis det er en tilnærmelsesbasis. 

I et præ Hilbertrum har to vilkårlige maksimale ortonormal-

systemer samme kardinaltal; thi ovenstående lemma viser, at hvert 

af dem har mindre kardinaltal end det andet. 

Vi derinerer nu: et præ Hilbertrum H har dimensionen a, hvi~ 

H har en ortonormal_t~nærmelsesbasis med kardinaltal a. Ethvert 

Hilbertrum og nogle præ Hilbertrum tilskrives herved en dimen-

sion. 

Hvis et præ Hilbertrum H har et tæt underrum H med dimen­o 

sionen a, har også H dimensionen a; thi en ortonormal tilnærmel-

sesbasis ror H
0 

er samtidig en ortonormal tilnærmelsesbasis for 

H. 

§?tning: Et præ Hilbertrum H har en dimension~ card(N), 

hvis og kun hvis H indeholder en nummererbar, tæt delmængde. 

Bevis: En tæt mængde er specielt en tilnærmelsesbasis. 
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En nummererbar tæt mængde i H kan erstattes med en endelig eller 

nummererbar lineært uafhængig mængde, og denne igen, ved Gram-

Schmidts metode, med et endeligt eller nummererbart ortonormal-

system, der udspænder det samme underrum af H som den oprindelige 

mængde, og derfor er en tilnærmelsesbasis. Et præ Hilbertrum 

med en nummererbar tæt mængde har derfor en dimension~ card(N). 

Hvis omvendt H har en dimension~ card(N), kan vi finde et 

endeligt eller nummererbartortonorlnalsystem ft'i l i E Il <;;H. 

For enhver endelig mængde J <;; I er mængden af' linearkombinatio­

ner af vektorerne ft'i l i E J) med koefficienter med rational 

realdel og imaginærdel nummererbar; da også mængden af endelige 

delmwngder af en endelig eller nummererbar mængde er endelig 

ellGr nummererbar, er mængden H af' alle sådanne linearkombina­
r 

tioner nummererbar, og desuden tæt; thi da ft'. 
J. 

i E I) er en 

tilnærmelsesbasis, er mængden af alle endelige linearkombina­

tioner af' vektorerne {f'i l i E Il tæt i H, og en sådan linear­

kombination ~f'Ajf'j l j E J), hvor J er en endelig mængde<;; I, 

kan approximeres vilkårligt godt med et element i H , idet vi r 

blot behØver at approximcre hvert af tallene Re('Aj), Im('AJ), 

j E J, tilstrækkeligt godt med et rationalt tal. 
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3.4. Vi vil kalde en afbildning U af et Hilbertrum H1 ind i 

et Hilbertrum H2 en isomorfi, hvis U er bijektiv og lineær, og: 

v r,g E H1[(urjug) = (rjg)]. 

En bijektiv lineær afbildning er en isomorfi, hvis og kun 

hvis den er en isometri, idet llrll 2 = (rir) og 4(rjg) = t i "Il :r +i lJ gll 2
• 

Sætning: To Hilbertrum H
1 

og H2 er isomorfe, hvis og kun 

h vi s de har samme dimension. 

Bevis: Da en isomorfi af H1 på H2 rører maksimalt ortonor­

malsystem i maksimalt ortonormalsystem, har isomorfe rum samme 

dimension. 

Antag nu, at H1 og H2 har samme dimension a, og lad I være 

en mængde med kardinaltal a; vi kan finde ortonormale tilnær­

melsesbaser !r11 li E l}~ H1 og fr2ili E I) ~ H2• Da enhver vek­

tor h i det mindste underrum H10 ar H1, der indeholder fr1ili E I), 

på en måde kan skrives h= ~{~jtjjj E J), hvor J er en endelig 

delmængde at r, kah vi definere en afbildning U, der ses at 

blive lineæ~, ar H10 ~å det mindste underrum H20 af H2 , der inde­

holder (r2ili E I), ved U(~(~jrjjj E J))= E{~jr2jlj E J). U er 

en isometri, da 

ll~{~jr2 jlj E JJII2 
= ~!l"jl 2 1 j E J)= II~('Ajr1 j j j E J111 2 ~ 

IfØlge en sætning side I, 2,15 kan U på en måde udvides til en 

lineær isometri af H1 på H2• 

3.5. Lad fHili E I) være en mængde ar Hilbertrum over samme 

legeme K, og lad F være produktrummet IT{H. li E I). 
l. 

For r= (r1 )i E I E F sætter vi Ir= {i E I j ri ~ol; hvis 

It er endelig eller nummererbar, sætter vi, ~or renr~~i:~rlig 

nummering i 1 ,i2, ••• ar elementerne i Ir, llrll = IIf'. 11 2 = 
l. v 

=1 
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~fllf'ill 2 1 i E I} E [O,oo]; llrll afhænger ikke af nu.mmereringen. 

Desuden sætter vi H
0 

= ff' E F l If' er endelig} og H= G[Hili E rJ 
= ff' E F l If' er endelig eller nummererbar, llf'll < oo}. H

0 
er et 

vektorrrum over K. 

For f og g E H
0 

er ~ftilgi) l i E Ir u Ig! en endelig sum, 

som vi sætter = (f'jg); herved defineres et indre produkt på H
0

, 

idet man let viser, at (f'1+Af'2 jg) = (r1 jg)+A(f'2 jg) og (gjf') = 

(f'jg), og (f'jf') = ~llf'ill 2 >:o, og (rir) =o~ f'i =O f'or alle 

i E I. H
0 

er således et præ Hilbertrum. 

Hvis I er endelig, er H
0 

=H = F, H er fuldstændigt (jf'r. 

kornmentarer til K III,3,1962-63, side 2), altså et Hilbertrum, og 

normtopologien f'alder sammen med produkt rumstopologien, idet 

produkttopologien svarer til normen: f~ ll:rll = maxfllr.ll l i E r}, 
00 l 

og ff' E H lll:rlloo ~ e (card(I))-tJ ~ [f' E H lllrll ~ eJ~ 
f f' E H l llriJoo ~ .. e} f'or ethvert e > O. 

For f' og g E H er If'+g endelig eller nummererbar, da If'+g 

~ I f U I g' og IIA:rll = l Alll:rll f'or A E K; og da 

llf'i+gill
2 ~ llrill

2
+llgill

2
+2ll:rill·llgill ~ 2llf'ill

2
+21lgill

2 
f'or ethvert 

i E I, er llf'+gll 2 ~ 2llf'll 2+2llgll 2 < oo; H er altså et vektorrum. Da 

l(f'ijgi)l ~ llf'ill·llgill ~ tllf'ill
2
+illgill

2
, er ~(f'ijgi) ubetinget 

konvergent; vi sætter summen ~f(f'. j g.) l i E If' u I J = 
l l g 

~f(f'ijgi)li E IJ = (f'jg); ved grænseovergang iindes, at 

(Af'1+f'2 l g)= A(f'1 jg) + (r2 jg) og (gj:r) = (f'jg); desuden er 

(f'jf') = ~fllf'ill 2 l i E IjJ = llf'll
2 ~O, og hvis llf'll =O, er f'::-·= 

O for alle i, så at f' = o. (f',g) ~ (f'jg) er således et indre pro­

dukt på H, der f'or vektorer i H
0 

f'alder sammen med det på H
0 

ind­

førte indre produkt. 

H
0 

er et tæt underrum i præ Hilbertrummet H; thi lad 

i 1 ,i2, ••• være en nummerering af elementerne i If', og lad gn 
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være elementet i H
0 

bestemt ved: Ig = h.,_, •.. ,inL gn,i = fi 

f'or i E I ; llf'-g 11
2 = ]j{llf'1 11

2 l n~1 S: v 1\ iv E rf'J -)o O for 
gn n v --

n -~o oo. 

H er fUldstændigt (jf'r. fuldstændigheden af' 1
2

): lad (f'n) 

være en fundamentalfØlge i H,f' = (f' . ); f'or ethvert i E I er n n,1 

(f' . ) en fundamentalfØlge i H. og har derfor en grænseværdi n, 1 J. 

gi E Hi. Til 8 > O findes der jo N E rf, så at IIf' m -f'nll -;; 8 f'or 

m,n E N, altså ]j{llf'm,i-f'n,i11
2

1 i E rJ ~ 8
2

; for .enhver endelig 

delmængde J<;;;_: I finder vi ved grænseovergang, n -~o oo,]j{llf'm,i-gill
2 

l i E J1 ~82 for m>: N; derfor er også ]jfllrm,i-gill
2 l i E rJ ~ 

8
2 for m>: N. Lad g være elementet i F med koordinaterne gi' g = 

(gi); Ig er endelig eller nummererbar, da Ig <;;;_: U{rf'n l n E ~J; 
da llf'm-gll < oo, er f' -g E H og g E H; desuden ses, at f' lwnver-m n 

gerer mod g. 
.... 

Vi bar nu vist, a t H er et Hilbertrum, isomorft med :~0 , da 

H
0 

er et tæt underrum. H kaldes Hilbertsummen af' rummene 

{Hi l i E rj. 

Sætning: Lad {Hi l i E rJ være en vilkårlig mængde af' Hil­

bertrum. Der findes et og, på nær isomorfi, kun et par 

(H,{~ili E rj ), hvor H er et Hilbertrum, ~i er en isomorfi af' Hi­

på et underrum pi~iL_~ H, rummene f~i(Hi) l i E rj er af'slutte~e 
og parvis ortogonale, og H er det mindste afsluttede underrum 

af' H, der indeholder alle p
1

(Hi), i E I~ 

Bevis: Eksistensen er lige vist; vi kan lade H være 

@{Hili E rJ og ~i den naturlige indlejring: ~i(f) er elementet i 

H besten t ved: r~. (f) ~ {i J, ~i (f')i = f'. 
1 

Lad nu også (G, {Y1 Ii E rJ) opfylde de stillede betingelser; 

der findes en lineær afbildning U af H på det mindste under-o 

rum G
0 
~G, der indeholder alle ~i(Hi),i E I, så at 
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U 0~.(f) = y.(f) for f E H .• U er en isometri og kan derfor ud-
~ ~ ~ 

vides til en isomorfi af H på G (jfr. beviset side 7). 

Vi ser nu på det specielle tilfælde, at Hi = K for alle 

i E I; H, som vi i dette tilfælde vil betegne 1
2(I,K), er da et 

underrum af rummet F af alle afbildninger af I ind i K; idet vi 

lader e. betegne 
~ 

den karakteristiske funktion for fiL er 

{e. 
~ l i E rj en ortonormal tilnærmelsesbasis for H. Vi har nu 

vist, at der for ethvert kardinaltal a findes et og, på nær 

isomorfi, kun et Hilbertrum med dimension a. 
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Kommentarer og rettelser til K III, 1(1962-6~). 

Sætningen side 1 er bevist i I, § 3. 

Lemma: For en normal operator A E L(H,H) er IIA2
11 = IIAII 2• 

Bevis: Da 11Aull 2 = (AuiAu) = (A* Aulu) = (AA
111
ulu) = 

1 

(A*uiA*u) = llA*ull 2 f'or alle u E H, er IIA2 1l = sup{IIA Avl! l v E: H A 

llvll = 1} = sup{ IlA* Avll l v E H A llvll = 11 = IlA* All = IIAII 2 • 

En operator A E L(H,H) kaldes nilpotent af' grad n, n E ~, 

hvis An = O og An-1 t o. 

Lemma: O er q.en eneste nilpot~nte normale op~ra_to~-~ _ 
: 1 -

Bevis: Hvis A er normal, er også Av normal for ethvert 

v € N. Hvis An = O ogl_v ~ fJ!n, er O = IIA2vll = 11Avll 2 så at Av = O; 

da [~(n+1)] <n f'or n> 1, kan vi i lØbet af' endeligt mange skridt 
1 slutte, at A = O. 

Lad E1 og E2 være topologiske vektorrum med de duale rum 

E' og E'· vi betragter en lineær afbildning T af' et tæt underrum 1 2' 

D(T) ~ E1 ind i E2 ; f'or a E E2 er f' ~ aTf' en lineær afbildning 

af' D(T) ind i K; denne afbildning er kontinuert, hvis og kun hvis 

den kan udvides til en kontinuert, lineææ afbildning af' E1 ind i 

K, d.v.s. hvis og kun hvis der findes a' E E1, så aTf' = a'f' f'or 

f' E D(T). Da D(T) er tæt i E1, kan der hØjst eksistere et sådant 

a'. Vi definerer en afbildning T' (den adjungerede afbildning, 

* også hyppigt betegnet T) af' et underrum D(T') ~ E2 ind i E1 ved: 

D(T') = {a E E2 l 3 a' E E1 ~f' E D(T)[aTf' = a'f']}, T'a =a' f'or 

a E D(T'). Man viser let, at D(T') er et underrum, og at T' er 

en lineær afbildning. Hvis T er kontinuert, er D(T') = E2; i 

dette tilfælde ser man let, at (AT1+T2 )' = AT1 + T2· 

Hvis E1 og E2 er normerede vektorrum, f'ersyner vi også E1 og E2 

med n~mer. I dette tilf'ælde er D(T') = {a E E2 l 3k E R ~f' E 
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2 

D(T)[I!o:Tf'll~kllf'll]}o Hvis T er kontinuert, er IIT'o:f'jj = llo:Tf'jj ~ 

llo:II·IITII•IIf'll f'or alle f' E: D(T) og o: E: E2, så at IIT'o:ll ~ llaii•IITII; 

T' er altså kontinuert, med liTtil ~ IITII; man kan vise, ved hjælp 

af' Hahn-Banachs sætning ( jf'r. øv. 27), a t liT' 11 = liT!!. 

Hvis E1 og E2 er præ Hilbertrum, f'indes der bijektive, kon­

jugeret lineære isometrier Ji af' Ei på Ei' i = 1,2. I dette til-

* * * f'ælde def'inerer vi en af'bildning T ved: D(T ) = J 2D(T'), T = 
t -1 * "' J 1T J 2 ; T er en lineær afbildning af' et underrum af' E2 ind i 

:E1 , Hvis T er kontinuert, er D(T*) = :E2, og IIT*II = IITII; endvidere 

("' )* ("AT ) t -1 t -1 1 -1 er ''T1+T2 = J1 1+T2 J2 = J1"AT1 J2 + J1T2J2 = 

* * * * A T1 + T2 • Man vil hyppigt kun se på T l D(T ) n E2, og kun si-

* * ge, at T har en adjungeret, hvis T (D(T ) n E2 ) ~ E1• I denne 

sprogbrug har således f'.eks. ~f'bildningen T1 :C([-1,1],c) ~ 

C([-1,1],C), givet ved Tf= j
0
f(x)dx"1[-1,

11
, ingenadjungeret. 

Hvis E1 er et Hilbertrum og E2 = E1, f'ås det i K III, 1 og 

K IV, 1 (1962-63) betragtede begreb. 
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III. "!!!PæM'9#e operatorer J?å et Hilbertrum. 

1. Adjungerede operatorer. 

Vi skal i denne § indlede en undersøgelse af strukturen af 

mængden :f,= ~(H,H) af kontinuerte, lin'eære a~ildninger af et 

givet (komplekst) Hilbertrum H ind i H. 

Sætning: ~ er en Banach algebra over t:. ( jfr o II, 3,1 ) G 

Bevis: For S og T E ;t og 1\ E t: definerer v~ S+T som afbild-· 

ningen: f ~ S(f)+T(f), /\S som: f~ 1\·S(f), og ST som: 
l 

f~ S(T(f)), Vf E H. Herved bliver~ en (ikke k~mmutativ) alge-

bra med enhedsoperatore~ E: f~ f, som etelemento 
• l 

l 

I det fØlgende vi:J,.' vi, f'or S EIJ og f E H, altid skrive Sf' 
l 

i stedet for S(f'). Vi :definerer endvi'dere, for f E H og a E R: 

B(f,a) = {g E H l lig-fil~ aj, B = B(O,a). 
• - a 
På~ defineres en .norm S ~ li Sil, ved li Sil = sup{ liSfil l f E B1 ! 

= inffA. E R l Vf E H : liSfil ~ /\llfll}• (At afbildningen ~r en 
l 

norm v~ses let; f.eks. gælder: IISII = O ~ liSfil = o, ~t E B1 

~ liSfil = o, Vf E H~;) S = o, idet O betegner nulopeJ>atoren: 

f-+ O;' jfr. også AG III,14,9). Herved bliver t/, en normeret alge­

p-·ra, ,idet liSTil = sup{ liSTfil l f E :61 1 ~ supf IISII·IITfll l f E B1 } 

,~ IISII·IITII, og~ bliver en Banach algebra; dette vises på sa~me - : 

måd~ som den sætning, at det norm-duale rum til et normeret vek~ 

torrum er et Banachrum (AG III,14,14): Lad {SnE :P l .n E Nj være 

en fundamental følge, lad der altså' til E > O være givet n E N, 
·s~ at IISm -Snll ~ E for n og m E N; da er Snx en fundamentaif~lge 

\ 
i ~~ vx E H, og derfor konvergent med en grænseværdi Sx; at 

l i f 
Sn(/\x+y) = A.Snx+Sny fØlger ved grænseovergang, at S er li~eær; 

' l 

!ISnx-Smxll ~E f'or n,m ~N og x E B1 medfører IISx-Smxll ~ E·lor 
' m:' N og x E B1 , og liS-Smil~, E, m> N, altså at Sn konvergere-f 

moh s; da liS 11 = IIS-SN + SNII ~ JIS-SNII + IISNII ~ E+IISNII < co_,----ll-iL_S~~E.~-to 
~-
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Bemærkning: For to vilkårlige topologiske vekto1·rum over 

t, H og K,betegner~(H,K) mængden a~ kontinuerte, lineære af­

bildninger: H~ K; (f.eks. er H' = t(H,C)). Vi har da åbenoart: 

~(H,K) er et vektorrum, ~H,H) er en algebra over C; hvis H og 

K er normerede vektorrum, erJe(H,K) et normeret vektorrum og 

~(H,H) en normeret algebra; hvis H er et normeret vektorrum og 

K et Banachrum, er~(H,K) et Banachrum og~(K,K) en Banach alge-

bra. 

1.2. For SEftog g E H definerer: f-+ (Sf!g) en lineær 

funktional på H, kontinuert med norm ~ IISII·IIgll, da l (Sfl g) l $ 

IISfll·llgll ~ IISII·IIfll·llgll· Derfor eksisterer der ~t element 

s* g E H, med norm ~ IISII·Ilgll, så at (Sfjg) = (f l s* g), Vf E H. 

. * ~~ ** * l l Sætn1ng : S E ;p;.; S = S ; 11 S l = l S 11 • 

Bevis: Da (Sfl~g) = ~(Sflg) = ~(fiS*g) = (fi~S*g) og til­

svarende (Sflg+h) = (fls*g+S*h), '~~c~' vHf,g,h, er s* lineær; da 

ns*gll ~ IISII·IIgll, er s* E ~med IIS*II ~ IlSI!. Da (f!Sg) = (s*flg) 

= (fls**g), VHf,g, er S = s**, og IISII = lls**ll ~ IIS*II, altså 

IISII = ns*ll· 

Sætning: (S+T)* = s*+T*, (?\s)* =~s*, (ST)* = T*s*, 11s*s11 = 

Bevis: De to første relationer fØlger af identiteten: 

((~S+T)flg) = i\(Sf!g)+(Tflg) = ~(fiS*g)+(fiT*g) = (f!(~S*+T*)g)~ 
(STf!g) = (T~IS*g) = (fjT*s*g) viser, at (ST)* = T*s*. Da i!Sfil2 

* 2 2 = (SfiSf) = (s s f lf)' gælder: IISII = [sup{ liSfil l f E B1 n = 

sup{ 11Sfll
2 

l f E B1} = supf(S*Sfjf) l f E B1 J ~ lls*sn ~ IIS~::II·IISII 

= IISII2· 

1 .3. Definition: S E ;t er selvadjungeret, hvis S = s*, d.v. 

s. hvis (Sf!g) = (fiSg), VHf,g. 

Hvis S er selvadjunger_et, er (Sflf) = (fiSf) = (Sflf), alt­

så (Sflf) reel, Vf E H. 
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Definition: S ' O hvis S er selvadjungeret, og (Sflf) ~ o, 

~~· S ~ T, hvis S-T ~ O. 

Sætning: De selvadjungerede operatorer E ~udgØr et ordnet 

vektorrum over R. 
Bevis: De selvadjungerede operatorer udgØr et vektorrum 

over R, da afbildningen: S~ s* er konjugeret lineær. 

A < B, B ~ C~ 
"' - ((B-A)flf) ~ O og ((C-B)flf) ~ O, ~~ ~ 

((C-A)flf) ~ O, ~Hf~ A~ C. A~ B, B~ A, C= A-B, ~ (Cflf) 

= o, V' Hf'., 4(Cf'l g) = t in((J:(f'+ing) l f'+ing) = O ., C = O. Der er 

n= O 

altså virkelig defineret en ordning, som umiddelbart ses at 

være i overensstemmelse med vektorrum strukturen: ~E R+, A~ B 

~ M. ~ ~B, og A ~ B ~ A+C ~ B+C. 

Sætning: A E L, B ~ ·O~ A*BA ~ O. 

Bevis: A*BA er selvadjungeret og (A*BAflf) = (BAfiAf) ~ O, 

~Hf' da B ~ O. 

Heraf fØlger: For A E L er A*A og AA* fO; 

n 2n ~T. 1 

A ~ O~ A ~ o,~n E N; A selvadjungeret => A ~·O, n E l'l, 

hvis A og B er kornmuterende selvadjungerede operatorer og A f o, 

så er AB2 ~ O. 

For A E L defineres ReA = i(A+A*), ImA= 21(A-A*). 

Sætning: A E L kan på en måde skrives A = B+iC, hvor B og 

C er selvadjungerede. 

Bevis: A= ReA+i ImA er en sådan opspaltning. A= B+iC, 

B B~:~ , C -- c* - A* . C B 1 ( A* ) 1 (A A* ) mA = - = B-~ , = 2 A+ = ReA, C = 2I - = I • 

* * Definition: En operator A E L er normal, hvis AA = A A. 

Sætning: A E L er normal, hvis og kun hvis ReA og ImA 

kommuterer. 

Bevis: Sæt B= ReA,C = ImA,AA* = A*A ~ 
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(B+iC)(B-iC) = (B-iC) (B+iC) ~ B2-iBC+iCB+C2 = B2 +iBC-iCB+C
2 ~ 

BC = CB. 

Sætning: Produktet af to selvadjungerede operatorer A og B 

er selvadjungeret, hvis og kun hvis A og B kommuterer. 

Bevis: A= A*,B =B*~ (AB)*= B*A* = BA. 
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Kap. IV. Ubegrænsede operatorer. 

§ 1. Almindelige egenskaber. 

Vi betragter et fast Hilbertrum H. 

En (lineær) operator på H er en lineær afbildning T af et 

underrum D(T) ~ H (definitionsområdet for T) ind i H. To opera­

torer S og T regnes for ens, hvis og kun hvis D(S) ~ D(T) og 

S(f) ~ T(f), V f E D(S). 

For operatorer S og T på H og A E C definerer vi operatorer 

AS, S+T, og ST ved: D(AS) = D(S), (AS)(f) ~ AS(f), Vf E D(AS); 

D(S+T) = D(S) n D(T), (S+T)(f) ~ S(f)+T(f), Vf E D(S+T); D(ST) = 
f f E D (T ) j T f E D (S)} = D (T) n T 

0

-
1 (D (S) ) , ( ST )(f) = S (T (f) ) , 

V f E D(ST). 

I det følgende skriver vi Sf i stedet for S(f). 

Man bemærker, at man ikke kan regne på sædvanlig måde; f.eks. 
O-

er OS lig sammentrækningen af operatoren til D(S), altså + O, 

hvis D(S) + H. 

Det vises let, at H2 ~ f(f,g)jf E H,g E HJ er et Hilbert­

rum m.h.t. det indre produkt: ((f1,g1),(f2,g2)) ~ (f1 jf2)+(g1 jg2). 

(Jfr. III~1, øv. 6, og II,2). En operator S på H kan beskrives 

fuldstændigt ved sin graf G(S) = f(x,y) E H2 jx E D(S), y= SxJ. 

S ~ G(S) er en enentydig afbildning af mængden af operatorer på 

H ind i mængden af lineære underrum i H2• Et underrum G~ H2 er 

herved graf for en operator, hvis og kun hvis: (x,y) E G og 

(x,z) E G medfører y = z, eller ækvivalent hermed (da G er et 

underrum) hvis og kun hvis: (O,y) E G medfører y = O. 

For to operatorer S og'T definerer vi: S c T (S er inde-
"' 

holdt i T, T er en udvidelse af S), hvis D(S) c D(T), og Sf =Tf, 
= 

vf E D(S); da mængden af underrum af H2 er partielt ordnet m.h.t. 

sædvanlig inclusion, og da S~ T, hvis og kun hvis G(S) ~ G(T), 
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bliver mængden af' operatorer på H partielt ordnetmah.t. ~· 

En operator S på H kaldes afsluttet, hvis G(S) er afslut-

tet i den stærke topologi på H2 ; da H
2 

er et metriserbart rum, 

er G(S) afsluttet, hvis og kun hvis G(S) indeholder grænsepunk­

terne f'or alle konvergente f'Ølger af' elementer E G(S); S er 

derf'or afsluttet, hvis og kun·1hvis: fx E D(S) In E :NJ, x.~ x E H, n n 
Sx ~y E H medf'Ører x E D(S), Sx = y. n 

En operator S kan afsluttes, hvis og kun hvis der eksiste­

rer en operator s, afslutningen af' S, så at G(S) = Gt8), d.v.s. 

hvis og kun hvis GT8) ikke indeholder noget element af' f'orm 

(O,y), y;= o, d.v.s. hvis og kun hvis: fx E: D(S)In E: tTJ~ n 

x ~ O, Sx ~ y medf'Ører y = o. Ikke alle operatorer kan af'slut-
n n 

tes ( jf'r. Øv. 1) • 

Der gælder den vigtige sætning, som vi ikke vil vise, at 

en afsluttet operator S, f'or hvilken D(S) = H, er begrænset, 

altså E:~ 

En operator S kaldes tæt defineret, hvis DTS) = H. 

En operator S kaldes symmetrisk, hvis (Sxjy) = (xjSy), 

vx,y E: D(S). 

1 .2. Lad S være en tæt defineret operator på H. For vil­

kårligt y E: H er x~ (Sxjy) en lineær f'unktional på D(S); hvis 

de1me f'unktional er kontinuert, d.v.s. hvis der eksisterer 

k E: !/, så at l (Sxjy) l ~ kllxll, vx E: D(S), kan den på Em måde 

udvides til en f'unktional på H (da D(S) er tæt i H), og der ek­

sisterer et element s*y E: H, så at (Sxly) = (xiS*y), Vx E D(S). 

Herved defineres en afbildning s*, der let ses at blive en ope­

rator. Vi har altså: D(s*) = fy E: Hl3y* E: H, så at (Sxly) = 

* * (xjy) f'or vx E: D(S)J, et sådant y er entydigt bestemt, og 
... * 

S 
... 

y = y o 

Lad S være en operator på H. 

Lad V E:~H2 ,H2 ) være givet ved: V(x,y) = (-y,x); da er 
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(VG(S))~ = V(G(S)L), da (u 1 v)L(-Sx,x), Vx E D(S) ~ 

(v,-u)~(x,Sx), vx E D(S), og dette afsluttede underrum~ H2 er 

en graf, hvis og kun hvis S er tæt defineret; thi (o,y)L(-sx,x), 

Vx E D(S) 1 medfØrer y= O, hvis og kun hvis D(S)~ = fOJ. Hvis 
~ 

~er_ ~~L d~!!LY~·~·~,r.=--~QJtS:r§tt~u;:~rLJ!le_Q._grJl.:t_iyQi~Jl:_E.~~l'~~~.:_, 
da (u,v) E (VG(S))J.~o = ((u,v)l (-Sx,x)) = (uj-Sx)+(vjx), 

Vx E D(S) ~ (Sxju) = (xjv), Vx E D(S) ~u E D(S*), s*u =v. 

Det fØlger straks, at hvis S og T er operatorer, S tæt de­

fineret, og S ~ T, så er T* ~ s*. l ~* C/l· ftt ltJ j/u.44.t-·t t>-f"'-] 
Antag, at S er en tæt defineret operator. (s*)*: = S~::•:: er 

defineret, hvis og kun hvis s* er tæt defineret, eller hvis og 
----~---~~ .... .,_~:!'.-:i~""-""~~~~S':I'~·~...,.u·..._"'-'<.w.,J::.,..M•H-0:1'~-~c~~~~ 

kun hvis (VG(s*))L = (V V(G(s)L))~ = (G(S)~)~ = GDSJ er en graf, 

d.v.s. hvis og kun hvis S kan afslutte~ ~dette tilfæl~e g~-

- ... * ~** ... *... ... * der S = s• • Derfor er også S~ defineret, og s· • = s· = S • -
En tæt defineret operator S er symmetrisk, hvis og kun 

hvis S~ s*; en sådan operator har altså altid en afslutning 
"''·•'c s····· 

' * ** * og denne er igen symmetrisk, da S ~ S medfØrer S ~ S = 
....... s.,, '"' • 

Hvis en operator S er enentydig, hvis altså x E D(S) 1 Sx =O 
-1 medfØrer x = o, definerer vi en operator S , den inverse opera-

tor til S, ved: D(s-1 ) = SH, s-1Sf =f for f E D(S), altså 

Sf E D( S - 1
). 

Sætning : !;~ 9:, •. "~""-~E.~.,.,.-~!1...!ll:~. ~~~.!-~.~,L,)~.Y.JDI!!..~~.~~i.§l~lL_~2IJ2!.11~~9.E'.~~ 

A E C ,_i__~.~~"~ . .-:~7:~~· -~~~~!L .. tt:.X..~!'!!~L.!±.~"·'~,:r·,-~~.!iiJ~!:~~t~J?."~L .. <t"~ ... sf~l~!.:_ 
tet underrum ~ H, og opfylder 11 (S-AE) - 1 fil ~ lIm('/\) 1-1 IIf II, 
~~ %( -- :!C - __ .. "l ,o; ..,...,,._.,.....,_,_~~~ .. --~i .. ~~·~ ..... ~.,.._..""lo1.~-'4-~'t""1l.~;>;.~ ... ~~~~~.:.--~.Joli~-

Vf E D((S-AE)-1 ). 
~""'·~-."J'4,'':.-~·:v.-...:::,rr..,'- '\: ·_-o:,··~--~-·i-i->\-:-:,._•r"'\.-, \! , ·" z tt f.t!u/J..IG . 

,/\- r ~L l 

t 2 
Bevis: Sæt A = ex + i{3 ,_ ex ,{3 E: R, og S-aE = T; 11 (T-i{3E)fll 

(T:f!Tf)+ i{3(Tfif)- i[3(fjTf) + {3
2
(fif) = 11Tfil

2 
+ {3 2 l~i:.ll 2 ~ 

{3
2

11fll 2 , Vf E D(T) = D(S); T-i{3E er derfur enentydig, og har 

= 
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derf'er en invers, der opfylder II(T-if3E)-1gll ~ lt31-1 llgll, · 

'i/ g E ( T-i{3E) Ø ~l) (Q;.) . 
y E (T-if3E,~ 3 f xn E D(S) l n E NJ , så at (T-if3E)xn ~ y 

~ ((T-i~E)xn) er eh fundamentalfØlge ~ (xn) er en fundamental-

f'Ølge ~ (x ) konvergerer mod et 
n element x E H ~ Sx 

n = 

(T - if3E)x + 'A x --+ y + 1\X. n n Da S er afsluttet, vil x E D(S), og 
];!("' •, 

Sx = y + /\X, (S - 'AE)x = y, Y E (T - if3E)M ~;; D( S - /\E) - 1 ) • 

Definition: En operator A er selvadjungeret, hvis A er :tæt 

defineret, og A = A*. 

Spektret for en ubegrænset operator T defineres, ligesom 
:" L'., d ~ ~ ~ 

for en begrænset operator, som f'A E t l T - 1\E har ffi·invers 

E .j('J 
Sætning: En selvadjungeret operator A har reelt spektr~m. 

- "'i- .......... -~·_,....,._.."_"U._.,_.",,,...___,,'-'-'~--.o<~"l.c..,.~' - • - ~ 

Bevis: Vi skal vise, at A- 'AE har en invers E t, for 

rm('A) f O; da A specielt er symmetrisk og afsluttet, mangler vi 

kun at vise, at (A- 'AE)H er tæt i H: ((A- 'AE)f'lg) = 

O , 'il f' E D (A) ~ g E D (A* ) , A* g = );.g ~ (A - }:E) g = O ~ g = O , da 

A- 1\E er enentydig; ((A- 'AE)H)L = fOJ. 

1 .3 Antag, at A,B og A + B er tæt definerede operatorer; 

f'or f' E D(A +B), g E D(A*+ B*) f'ås: ((A+ B~rjg) = (Aflg) + (Bf!g 

= (fiA*g + B>-"g), og derfor g E D((A +B)*), (A+ B)*g = (A':'+ B*)g; 

vi har vist, at E*+ ~:;:·s:;:::·:~·a Hvis specielt A E '<f.., gælder: 

B= (A+ B) + (-A), B*~ (A+ B)* -A*, A*+ B*~ (A+ B)*, alt­

så (A + B)* = A* + B*. 

Antag, at A,B, og AB er tæt definerede operatorer; for 

f' E D(AB), g E D(B*A*) f'ås: (ABf'lg) = (Bf'IA*g) = (f'jB*A*g), 

g E D(.(.AB)*), (AB)* g = B* A* g; vi har vist, at~~ Hvis 

specielt A E l, gælder (AB)*= B*A! thi f E D(B), g.E. D((AB)*) 
* * * ... medfØrer (Bf lA g) = (ABf'lg) = (f l (AB) g), A g E D(B'''), derfor 

( * *) * * )* g E D B A , og B A g = (AB g. 
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s æ tni:_~_g : l;!YLS.. '-F,.; ~-~,-~.:!:,. ~~.~" .. ~~E.t~~E,~t~, .. xn~n.,~æ:~ÆL ,QJ2.~~~~2.~.z 
så er T -

1 ~!,~~~h~i~KJ~,..'YP--hx.t§ . ..,,T!h .. ~ltt"'~.u.~n:tJ!.Q"~ ... llxi-§. ---dette er opfyldt, gælder (T-1 )* = (T*)-1 • 
......... - -~·.;......"'Å~~~,_--~_".~;.. ... n--...li-.:.h,.".*"'"'"l~~~*'i;l~..itjt;:'~~',>t."-; . 

. ~;~~;--;i definerer U E ~f_(H2 ,H2 ) ved U(f,g) = (g,f); da 

gælder: UV + VU = o, U(G~) = (UG)~ for vilkårligt underrum G ~ H~ 

en operator A har en invers, hvis og kun hvis UG(A) er en graf, 

og hvis dette er tilfældet, er G(A-1 ) = ~ (x,A-1x) l x E D(A-1 ) = 

AD(A)~={(Ay,y) l y E D(A) l = UG(A). 

T-1 er tæt defineret ~ (VG(T-1 ) )J.. = (VUG( T) )J- = (UVG(T) )·L 

= U( (VG(T) )--l) = UG(T*) er en graf~ T* er enentydig, og disse 

medfØrer (T-1 )* = (T*)-1 • 

1 .4 For opera tarer B og T, hvor B E j , definerer vi: B og 

T kommutererihvis BT~ TB, d,v,s. hvis f E D(T) medfØrer BfE D(T) 

og TBf = BTf. 

Hvis B kommuterer med T, og T er enentydig, kommuterer B 

også med T-1 ; thi for f E D(T-1 ) 3 g E D(T), så f= Tg, og vi 

finder Bg E D(T), TBg = BTg =Bf, altså Bf E TD(T) = D(T-1 ), 

-1 -1 T Bf = Bg = BT f. 

Hvis B kommuterer med T, og T er tæt defineret, kommuterer 

B* med T*; thi B*T*~ (TB)*~ (BT)*= T*B: 

Lad P være en projektion, der kommuterer med en operator T, 

Q = E - P. PT <;;;: TP ~ PTP ~ TPP = TP; da D(PTP) = D(TP) gæ1deor , _ 

PTP = TP; tilsvarende fås TQ = QTQ. Desuden får vi T = (P + Q)T 

= PT + QT ~ TP + TQ <;;;: T(P + Q) = T, derfor T = TP + TQ. T afbil­

der altså PH n D(T) ind i PH og QH n D(T) ind i QH, T er fuld­

stændig bestemt ved TP og TQ. 

' 
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§ 2. Normalformer for"m51tricer. 

Vi minder om d en algebraiske def:lni tion af ringen (egent­

lig algebraen) M[X] af polynomier over et kommutativt legeme M 

(vi skal her kun beskæftige os med tilfældet M= R og M= c): 

M [X] = [ (an) l an E M t\ 3N E. N, så a t an = O 
n= O, 1 , •• , 

for n> NJ, organiseret ved regnereglerne: 

hvor en = ~ a i b j ( jfr. AT 2, 2, eller H. Cartan: Theorie des 

i+j=n 

fonctions analytiques, chap. 1). 
, 

Lad L være en algebra over M med etelement E, A et element 

E. L. Til P E. M[X], P= (an)' kan vi lade svare elementet P(A) = 

+ ••• + a~N E. L, idet vi definerer A0 =E. Det fØlger da 

umiddelbart af regnereglerne, at afbildningen: P~ P(A) er en 

homomorfi af M[X] på en kommutativ delalgebra af L. 

Lad f.eks. D være en delmængde af C, L= C(D,M), og A den 

funktion, der til z E. D lader svare z. P(A) bliver da sammen-

trækningen PD til D af den sædvanlige polynomiums funktion, der 

til vilkårligt z E. C lader svare P(z). (jfr. AT 2,14). Hvis D 

er en uendelig delmængde af c, vides det, at a.fbildningen P ...,. Pn' 

M[X] -+ C(D, ~), er en isomorfi; thi en polynomiums funktion er 

nul i en uendelig mængde, hvis og kun hvis alle koefficienter 

er nul. 

2.2. Vi betragter nu et endelig dimensionalt vektorrum V 

over C (ikke nØdvendigvis forsynet med e n topologi. Vi vil dog 

... _ 
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lade L(V,V) betegne vektorrummet a~ alle lineære ~bildninger a~ 

V ind i V). Vi betragter en ~ast afbildning A E L(V,V). For et 

vilkårligt koordinatsystem (d.v.s. lineært ua~hængig basis ~or V) 

e1 , ••• ,es kan A beskrives ~uldstændigt ved matricen (aij), hvis 

sØjler er koordinaterne ~or Ae
1

, ••• ,Aes; det er velkendt, at a~­

bildningen Y 1 der til A lader svare talsættet (a 11 , ••• ,~ 

a 
1
,a

21
, ••• ,a ), er lineær og bijektiv a~ L(V,V) på es • 

S SS 2 
o 1 s 2 

Da Y(A ), Y(A ), ••• ,Y(A ) er lineært a~hængige i det s 
2 e~ 

dimensionale rum es , ~indes der et~talsæt 
o 2 

~ Y(A ) + ••• +a 2 Y(As ) 

( a
0

, ••• "a 2 ), så a t 
s o 

0 2 s 
= O; da Y er injektiv, er a A + ••• + a 2 

~~ o.. .s 
A s = O. Vi har vi s t, a t der ~indes etypolynomium P E C(X], sa at 

P(A) = O. 

~p E C[X] l P(A) = oJ er et ideal i c[X], og er der~or hoved­

idealet rrembragt ar det entydigt bestemte norme,rede polynomium 

Q a~ mindst grad i idealet. Q kaldes det minimale polynomium ror 

A. Irølge algebraens rundamentalsætning kan Q oplØses i rørste-

m. l grads raktorer, Q= rr~(X-1\i) 1 i= 1, ••• ,r}, hvor X som sæd-

vanlig betegner polynomiet (a.)= (o1 . ), og hvor vi vil rorud-
l 1 

sætte, at mi>: 1 og /\i! /\j ror i,j = 1, ••• ,r,i ~j. 

Vi ved altså, at Q(A) =II! (A-/\{) 1 i= 1 10 •• ,r} =O, men m. l 
at P(A) ~ O ror ethvert polynomium a~ lavere grad end Q. Vi sæt-

m. l , ter Qj = IIf{X-1\i) 
1

_ i E f1, •• ~~~~ \ fjjl, og rinder specielt, 

"'-at Qj(A)V =v j ~ foj og (A-1\jE) J vj ~ fol. Da Q 1 Qi •Qj ror 

i *j, er Qi(A)Qj(A) =o ror i~ j. 

Det mindste ideal i c[xL der indeholder Qj,j = 1, ••• ·,r, er 

et hovedideal rrembragt a~ et polynomium, der går op i alle Q., 
J 

og derror må være 1. Idealet er altså hele c(X]. Specielt rin-

des der polynomier Ri' så at 1 = Q1R1 + ••• + QrRr' vi sætter 

Q.(A)R.(A) =E. og rinder: E= E1 +4 •• + Er; Q.(A)E. =O ror 
1 1 1 J 1 
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i~ j, og dermed EjEi =O for i i j; Qj(A) = Z{EiQj(A) l i = 

1, ••• r1 =EjQj(A), så at ethvert element i Vi er invariant under 

Ei og Ej = EjQj(A)Rj(A) = EjEj; Ej er altså en idempotent a~­

bildning a~ V på Vj. Heraf ~Ølger, at rummene Vi er lineært uaf­

hængige; thi v1 + ••• + vr =O, med vi E Vi' medfører O= 

Ei~fEjvj l j= 1, ••• ,r1 = Eivi =vi. V er altså direkte sum a~ 
rummene v., i= 1, ••• ,r. 

l l m. m. 
Vi= fv E V (A-~E) 1 v= OJ; thi hvis (A-AiE) 1 v =O, 

er Qj(A)v =O og Ejv =O ~or j ~--i~,~ivså at v= Z{!~v l i= 1, ••• ,r1 

= E.v E V., og hvis v E V. er v og (A-A.E) 1 v = 
1 m.1 1 1 :1 ~. 

(A-Ai E) 1 Qi (A)-v = Q(A)"It;J~~v = O. (;.-i --1)., 1 E )M1i- . ~ -=/=/.a~ 
Sætning: Til en lineær operator A på et endeligt dimensio­

nalt vektorrum V over C ~indes der et og kun et sæt 

(r,(V.,A.,m. ). 
1 

),så at r E N, V er direkte sum a~ under-
l 1 1 l= , ••• ,r 

m -1 
rummene Vi, Ai tAjfor i! j, mi>: 1, og (A-AiE) 1 Vi f fol, 

m. l (A-A.E) 1 V. = foj. {A. i= 1, ••• ,r1 er mængden a~ egenværdier 
1 1 1 m. 

for A, og V. = fv E V l (A-A.E) 1 v = oj. 
l l 

Bevis: Antag, at der ~or en operator A eksisterer et sådant 
m.-1 

sæt. For v E (A-Ai) 1 V. ~ {oj er (A-A.E)v = O; A. er altså 
l l l 

egenværdi ~or A. Vi vil vise, at det minimale polynomium ~or A 

m. l er rrf(X-Ai) 1 i= 1, •.• ,r1. Da enhver vektor v E V kan skrives 
m. m. 

v= v1 + ••• +v, v. E V., og (A-A.E) 1 v. =O, er IT{(A-A.E) 1 

i= 1, .•• ,rJ 

rrfex-Ai)mi l 
vektor u ::~O 

r 1 1 1 1 1 

= O; der~or går det minimale polynomium for A op i 

i= 1, ••• ,rL På den anden side ~inder vi ~or en 
m.-1 

i (A-A.E) J V., u= (.A:...A.E) 

m __ , 

j ' v, a t Au = A ~v-~ 
J J J 

og (A-AiE)u = (Aj-Ai)u, så at IT{(A-AiE)mi l i ~ jju = 
m. l IT{(A.-A.) 1 i ~ jJ u}- O, da A

1
. ~ AJ. ~or i ~ j. Da således 

1 J m. m .-1 
rrf(A-A.E) 1 ji =l= jl(A-A.E) J 

l J =l= o, j= 1, ••• ,r, går det mini-
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male polynomium ikke op i noget polynomium ar mindre grad end 

m. l rrf(X-Ai) 1 i= 1, •.• ,r1; derror er det minimale polynomium 

netop rrf(X-A1 )mi l i= 1, ••• ,r • Dette viser, at r og {(Ai,mi) 

i= 1, ••• r1 er entydigt bestemt. Vi har tidligere vist, at V 

er direkte sum ar ruwmene Vi= fv E V l (A-AiE)~i v= ol; da 

også V!~ V. og V er direkte sum ar rummene V., ser man let, at l ~ l l 

V! =V. (v E V!~ v=~ v.,v. E V. k_ V~~ v.= O ror J.* i, og v= 
l l l J J J J J 

v
1
. E V.), så at også rummene V. er entydigt bestemt. 

l l 

Vi mangler kun at vi se, a t e t tal A E C \ [A j, .•• , An l il\:l\:e 

kan være egenværd.i.::(cr A; men Av = AV medrører O = Q(A)v = 

rr{(A-Ai)mi l i= 1, ••• ,rjv = rr[{A-Ai)mi l i= 1, •.• ,r1v, så at 

v = o. 
Vi vil nu kort diskutere operatorerne (A-A.E)jV., d.v.s. vi 

l l 

vil diskutere en operator B, der er nilpotent ar grad m på vek-

torrum W. Vi har da W~ B W~···~ Bm-1w ~B~= fo1, og Bm-1w 
t foj. Vi vælger en lineært uarhængig basis v

1
,v2 , ••• ,va E 

m~ . m~ B W, og u1 , •.• ,ua E W, sa at B u1 = v1, i= 1, .•• ,a; 

fu1,Bu1 , ••• ,Bm-1u 1,u2 , ••• ,Bm-iua1 er lineært uarhængig, thi re­

lationen :E[AijBj-iui l i = 1, ••. ,a; j = 1, ••• ,m1 = O giver ved 

anvendelse ar Bm-i: :E[Aiivi l i= 1, ••• ,a1 =o, så at Aii =O 

ror i= 1, •.• ,a; dererter rås ved anvendelse ar Bm-2 , at 

:E[Ai 2v1 l i= 1, ••• ,aJ =O, o.s.v. 

Vi rinder nu det største hele tal n, n ~ m-2, ror hvilket 

dimensionen ar Bnw er større end (m-n)a, d.v.s. ror hvilket 

ikke udspænder BnW; vi supple~ 

rer dette system til en basis ror Bnw ved valg ar vektorer 

t t • d B t c Bn+1 1 v~+ 1 , ••• ,v~+f3' a v ~ c W, er Bv . en linearkombination 
~ ~ a+- a+l 

n+1 m-1 vektorerne B u 1 , ..• ,B ua; idet vi rra v~+i trækker den til-

svarende linearkombination ar vektorerne Bnu
1

, •• o,Bm-2ua' rår vi 
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en vektor v l.., ~or hvilken B v 1 =O; man ser let, at også a+ a+ 
r n m-1 1 n .. 
lB u 1 ,~ •• ,B ua,va+1 , ••• ,va+~j er et koordinatsystem i B vv. Vi 

n r m-1 
vælger ua+1 , ••• ,ua+~' så at B ua+i =Va+i; lu1 , ••• ,B ua,ua+1 ' 

••• ,Bnua+1 , ua+2 , ••• ,Bnua+~l er lineært ua~hængig; thi hvis enr · 

linearkombination af' disse vektorer e r O, ~inder man ved e~ter­

hånden at anvende Bn, Bn-1 , ••• ,B på kombinationen, at samtlige 

koe~~icienter er O. 

På denne måde ~ortsættes, indtil man e~ter endeligt mange 

skridt, da W har endelig dimension, har ~ået en basis ~or W. I 

denne basis har B en matrix,der har lutter nuller undtagen lige 

under diagonalen, hvor der i række~Ølge e~ter hinanden ~ørst a 

gange kommer (m-1) ettal e~terfulgt a~ et o, .dernæst f3 gange n 
:...--

e.ttal e~terfulgt a~ et o, o.s.v. 

For B= (A-~.E) l V. er AIV. =B+ ~.ElV.; matricen for 
l l l l l 

AIVi har derfor på alle pladser i diagonalen ~i' men ser i øvrigt 

ud lige som matricen ~or B. 

Sætning (Jordans normal~orm): En lineær operator A på et 

endelig dimensionalt vektorrum V over C udtrykkes i en passende 

valgt basis ved en matrix, der i diagonalen har A's egenværdier, 

lige under diagonalen o eller 1, ellers lutter nuller;. d. v. s. 

A udtrykkes ved en blokmatrix, hvor de enkelte blokke er nul-

matricer eller matricer a~ ~ormen 

~. o 
l 

... o o 
1 ~i. o. o o 
o o ••• o •••••• 

o o . . • 1 ~i 

eller a~ ~ormen (~. ) • 
l 

Det karakteristiske polynomium ~or A, det(~ - ~~), hvor ~ 

er matricen ~ar A i et vilkårligt koordinatsystem ~or v·og, ~er 

"') tl1.t u yb rLlu.t V\} b. t1ttt . 
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enhedsmatricen, udregnes i den he: valgte basis til 

n f( X -f... )li-i l i = 1 , ••• , r 1 , hvor p. er di mensionen a :f V. , og der:for 
l l l 

~mi; det minimale polynomium går der:for op i det karakteristiske 

polynomium. 

Hvis vi har givet et koordinatsystem :for V, og A i dette 

udtrykkes ved matricen~' udtrykkes A i et andet koordinatsystem 

ved matricen ~-i ~ ~, hvor ~er en matrix, hvis sØjler er ko­

ordinaterne i det :første koordinatsystem :for grundvektorerne i 

det andet; omvendt er N-14 ~ :for en vilkårlig invertibel matrix 
- --

N matricen :for A i et koordinatsystem, hvis grundvektorer ud-

trykt i det givne koordinatsystem er sØjlerne i ~. Sætningen kan 

al t så ud trykke s som et udsagn om, a t der :for e nhver matrix A 

:findes en inventibel matrix~' så at ~-1 ~ N har den beskrevne 

simple :form. 

Enhver operator B på V, der kommuterer med A, kommuterer 

også med ethvert polynomium a:f A, specielt med operatorerne 

Ei,i = 1, ••• ,r; :for v E Vi er da Bv = BEiv 

Blvi er en operator på Vi. 

= E. Bv E V. , så 
l l 

2. 3. Vi antager nu, a t V er et Hilbertrum, og a t A er en 

* * * normal operator, d.v.s. A A = AA .Da A lvi ~ Vi og (A ulv) = 

* * * (uiA v) :for u og v E V., er (AjV.) =A IV .• AIV. er da også 
l l l l 

* * * * normal, idet (Alvi) (AjVi)y:A Av = AA v = (AjVi)(AIVi) v :for 

Da AIV. - A.EjV. er nilpotent a:f 
l l_ l *" 

f O 1, og normal, ~: m1 ~-)~ så a t V i = 

m. 
grad m•, idet (A-A.E) 1 V

1 
= 

rv. m. l 

fv E VI (A-A. E) 1 v = o1 
l 

netop er egenrummet svarende til egenværdien A., V. = 
l l 

fv E VIAv = A.vJ. Det minimale polynomium :for A har altså :formen 
l 

Q= rrf(X-Ai) l i= 1, ••• ,r1. I et vilkårligt koordinatsystem 

i V
1
. udtrykkes AIV

1
. ved en diagonalmatrix. Da AE. = A.E. og 

l l l 

. ~{ J'k'•'~l,lt v fil . ' . . J .l L. -T 1. ·i '(f l ? ·~ / '}, (' 'l (J J ~ILt'~(. tM.. L ~" .!,...~ 1 J. 
1 

l ~~ •. o . .). -
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E= E(Ei i= 1, ••• ,r), er A= E(~iEi l i= 1, ••• ,r). 

For P= (a.) E C[X] sætter vi p* = (a.) d.v.s. p*(z) = 
~ * ~ * * * >:<, P(z) f'or z E t; vi ser, at P(A) =P (A.}, .-s~ at-. p··(:J.'.' 1 -

O,hvis og'/ P(A) =O; det minimale polynomium f'or A* er derf'er Q*, og egen~ 
kun hvis * 

værdierne f'or A er de konjugerede til egenværdierne f'or A, og 

de til operatorerne E.,i = 1, ••• ,r, svarende operatorer for A* 
~ 

* er E. ,i = 1, ••• ,r (dette gælder også, hvis A ikke er normal). 
l 

For A normal ser vi jo også straks ved adjungering, at 

A E. =~E. , og A = E(~.E. i= 1, ••• ,r). For v E V er * * * * - *l 
l i ~ ~ ~ 

* 2 *l * * * * ~.IIE.Ej vil = (AE.E. v E.Ej v)= (EiE. vjEiA Ej v) = 
l. l. ~ J l. J *1- * * 2 ... o .:~ (E.E. v ~.E.E. v)= 1\.!IE.E. vil ; hv~s 1. 4= J er saledes E.E. v -

l. J J l. J J l. J ~ J 

* O f'or alle v E V, al t så E. E. = O. Derf'er e r E. = E. E = 
l.J l. l. 

~{E.E.* l j= 1, ••• ,r) = EiE.* = E(E.E.* l j= 1, •• o,r) =E.;'::. 
l. J ~ J ~ .J.. 

Operatorerne Ei er således idempotente og selvadjungerede, altså 

* ~rtogonale projektioner, egenrummene f'or A og A til tilsvarende 

egenværdier f'alder sammen, og egenrummene til f'erskellige egen-

værdier f'or A er ortogonale. 

Sætning: En normal operator A på et endelig dimensionalt 

Hilbertrum udtrykkes i et passende valgt ortonormalt koordinat-

system ved en di agonalma trix. 

Lad nu S betegne mængden {~i l i= 1, ••• ,rJ af' egenværdier 

f'or A. Kernen af' homomorf'ien P~ PS af' C[X] ind i C(S,C) er 

{P E tl[X] l P(~i) = O f'or i = 1, ••• .7r); da et polynomium P er 

nul i et punkt~., hvis og kun hvis (X-1\.) går op i P, er kernen 
l. l. 

netop idealet f'rembrf.gt af' Q= rrf(X-1\i) l i = 1, ••• ,rj, altså 

kernen af' homomorf'ien P~ P(A). Billedmængderne ved de to homo-

morf'ier er derf'er isomorf'e, mængden af' polynomier af' A er iso-

morf' med mængden af' polynomier på S, der igen f'alder sammen med 

mængden af' alle komplekse f'unktioner på s, da enhver f'unktion ~å 
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S (j~r. de sædvanlige interpolations~ormler) stemmer overens 

med sammentrækningen til S af et polynomium. 

For en runktion ~ på S finder vi da den tilsvarende opera-

.tor ~(A), idet f(A) = P(A) for et vilkårligt polynomium P, ~or 

hvilket PS=~, altså ~(A)= P(A) = P(~~AiEi l i= 1, ••• ,r}): 

~{P(A.)E.I i= 1, ••• ,rJ =~{f(A.)E. l i= 1, ••• rL Idet ~(A) 
1 1 1 1 

(~f~(Ai)Ei l i= 1, ••• ,rJ)* = ~{f(Ai)Ei* l i= 1, ••• ,r1 = 

~{~(A. )E. l i= 1, ••• ,r1 = f(A), svarer konjugerede ~nktioner 
1 1 

= 

til adjungerede operatorer, specielt reelle fUnktioner til selv-

adjungerede operatorer. Den karakteristiske fUnktion ~or {Ai} 

svarer således til E., og overhovedet svarer karakteristiske 
1 

~nktioner til idempotente, selvadjungerede operatorer, altså 

projektioner. 

Tilsvarenie ~indes der en isomorfi a~ mængden a~ komplekse 

~nktioner på S= {Ail i= 1; ... ,rj ind i L(V,V), så at Pg(A*) = 

P(A*) = ~{P(~i)Ei l i = 1, ••• ,rJ for P E C[X]. Herved er PS (A)= 

* * e * * * PS(A) = P(A) =P (A ) = P S(A ). 

Sætning: Lad A være en normal operator på et endelig di­

mensionalt Hilbertrum V. Der findes et og kun et sæt (S,~), hvor 

S er en delmængde a~ C og ~ er en isomor~i af mængden af kom­

plekse funktioner på S med en delalgebra af L(V,V), så at den 

identiske ~nktion z ~ z på S svarer til A. S er lig mængden ~ 

egenværdier ~or A; billedalgebraen er den mindste delalgebra af 

L(V,V), der indeholder E og A; ~ er en isometri og fØrer kon-

jugerede fUnktioner i adjungerede operatorer. 

Bevis: Eksistensen er vist. Vi antager nu, at der findes 

(S,~) med de ønskede egenskaber. Da~ er en isomor~i, er ~(PS) = 
P(A) ~or alle P E C[X]. Hvis A t S, er funktionen z~ (z-A)-1 

defineret for alle z E s, og afbildes i en operator B, for hvilken 
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(A - AE)B = B(A - AE) = E; A - AE har således en invers; A er 

derfor ikke egenværdi for A. Hvis A E s, er w(1{A}) =EA+ o; da 

Z • 1 {A}= A • 1 {A} for Z E S (og for Z E C), er~= A~; en­

hver vektor EAv +o i ~V er derfor en egenvektor for A, og A er 

en egenværdi. Hermed er entydigheden af (S,~) bevist, og vi mang­

ler kun at vise, at p er en isometri. For en kompleks funktion f 

på S er cp(f) = f(A) = ~{f(A)~IA E S}, og llf(A)II
2 

= sup fil~ f(A) 

~ xll 2 1 x E V 1\ II~H = 1} = sup {~ l f(A) 12 11 ~xll 2 l x~ V Allxll = 

1 } ~ ';?ax { l f(A) 1
2

1 'A E S} • sup [~ 11 EA x IJ
2

1 x E V 1\ 11 x 11 = 1 } = 

llfll
2 

• sup { 11x11
2 l x ~ V 1\ llxll = 1 l = llfll

2
, idet llfll er max f l f(A) li 

A E S}; omvendt er llf(A) 11 ~ IIf II 1 da llf(A)vll = l f(A) l liv li for v E 

E;:, A E S. 

En normal operator er selvadjungeret, hvis og kun hvis 

funktionerne Z ~ Z og Z ~ Z falder sammen på spektret. En opera-

tor er således selvadjungeret, hvis og kun hvis den er normal og 

har lutter reelle egenværdier. 

2.4. For en vilkårlig matrix A = (ars) 
r = 1 , ••• , n , s = 1 1 •• ,m 

definerer vi den adjungerede matrix A* = (;--) = sr s = 1 , •• , m , r = 1 , • • ,n ; 

herved er f.eks. den adjungerede matrix til en søjlematrix en ræk-

>-.S ( )* kematrix, og for veltorer ~~~E v er ~~ ~~ = ~ ~ ~~ =~x~ y~= 

~_(~_)*,det sædvanlige komplekse indre produkt, mens ~~(~l)*= 

~~~- er matricen (y x ) -r 1 • 
~ ~~) = , ••• ,s 

En operater A på det endeligt dimensionale Hilbertrum V ud-

trykkes i et crtenormalt k.s. (e.) ved matricen A= 
1

1"--1 s , ... , 
((Aejjei)). . 

1 
, idet ((Aejjei)! 

1 l,J = , •.• ,s l- , ••• ,s 
er koordina-

terae til Aej; A* har matricen ((A*ejlei)). . = ((Aeil 
l,J=1, ••• ,s 

e:T) , d.v.s. A*= A*. 
J . . 1 - = l,J::;:: , ••• ,s 
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Isomorfien A ~ ~' der til en operator lader svare dens ma-

trix i et givet k.s., fØrer således også, når k.s.et er ortonor-

malt, adjungeret operator i adjungeret matrix. 

En operator A er således f.eks. normal, eller selvadjun­

geret, hvis den i et og kun hvis den i ethvert crtenormalt k.s. 

* * ) udtryl{kes ved en matrix A, for hvilken A A = A A ~en norma]_ r.ra trix 
- =·=- == 

* eller for hvilken A= A (en selvadjungeret matrix). 

En lineær isometri af et komplekst Hilbertrum V på sig 

selv kaldes en unitær operator. 

Da en unitær operator er bijectiv, har den en invers, der 

igen er unitær, og de unitære operatorer udgør en gruppe U(s), 

den s-dimensionale unitære gruppe, hvor s betegner dimensionen af 

rummet. 

En lineær operator U er en isometri, hvis og kun hvis for 

enhver vektor v llvll = I!Uvll, altså (u* Uvlv) =(viv), eller u>!' U= 

E. Vi har tidligere vist (K II,3,7), at U afbilder V på et under-

rum med samme dimension som V. Hvis V er endelig dimensionalt, 

fØlger heraf, at U er unitær, og har en invers. Hvis V er uende-

lig dimensionalt, må vi selv tilfØje betingelsen, at U har en in­

-1 * vers. I begge tilfælde finder vi derefter, at U = U , og derfor 

at U(s) = fU E L(V,V) jU* U = U u* = Ej. Idet U'!::~: = U, er U og U~ 

samtidigt unitære. En operator U E L(V,V), der fører en ortonor-

mal tilnærmelsesbasis for V i en ny crtanormal tilnærmelsesbasis, 

er en isometri og afbilder på V (jfr. beviset K II 3 side 7) og er 

dermed unitær, og afbilder enhver crtanormal tilnærmelsesbasis på 

en crtanormal tilnærmelsesbasis. 

Vi antager nu igen, at V er endelig demensionalt, udvælger 

et crtenormalt kes., og udtrykker vore operatorer i det. Vi kalder 

en matrix unitær, hvis ~-i=~*, og finder: U er unitær <==}U er u-

nitwr = u>:' u= E 
= 
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åik ~~er matrix for overgang til et nyt ortonormalt k.s. 

Sætningen om normalform for en normal operator kan nu o-

versættes til 

Sætning: Til en vilkårlig normal matrix ~ findes der en u­

nitær matrix g og en diagonalmatrix ~' så at M*~~ = ~· Diagonal­

elementerne i ~ er egenværdierne for ~' og søjlerne i ~ er til- · -

svarende normerede egenvektorer. 

(Dette fØlger også umiddelbart nf relationen NU=~~).~ er 

selvadjungeret, hvis og kun hvis ~ er reel. 

-1 u 
= 

En matrix ~ kaldes ortogonal, hvis den har en invers~ og 

= D '~ Ln reel matrix er således ortogonal, hvis og kun hvis 
= 

den er unitær; traditionelt foretrækkes i dette tilfælde glosen 

ortogonal. Man viser uden vanskelighed, at de ortogonale s x s 
*) 

matricer udgØr en gruppe O(s,R), der er isomorf med gruppen ar li-

neære isometrier af det s-dimensionale reelle Hilbertrum, de s-

dimensionale ortogonale operatorer. Også i forbindelse med et u-

endelig-dimensionalt reelt Hilbertrum anvendes glosen ortogonal 

om de surjective isometrier, og man viser, at en operator er orto­

gonal hvis den fØrer en og kun hvis den fører enhver ortonormal 

tiln@rmelsesbasis i en ortonormal tilnærmelsesbasis. 

Hvis en selvadjungeret matrix ! er reel, kan alle d0ns e-

genvektorer vælges reelle, da egenværdierne er reelle og egenvek-

torcrne kan bestemmes som løsninger til lineære ligningssystemer 

med reelle koefficienter. Der eksisterer derfor en diagonalmatri~ 

~ og en reel ortogonal matrix ~' så at u*Au = 
- --

D. Dette kan igen 
= 

overs8ttes til sætningen: 

En selvadjungeret operator på et reelt, endelig dimcnsio-

nal t Hilbertrum udtrykkes i et passende ortonormal t lwordina tsy-

stem ved en diagonalmatrix. 

*) ( >-.) O s,v , og de reelle blandt dem en undergruppn 
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Y II. 3 

Teorien for idealer i C(T,R) udvides let til en teori for 
--

visse idealer i algebraen C(T,C) af komplekse kontinuerte funk-

ticnor på T. 

Sætning: Lad! være et afsluttet ideal i C(T,C), og an­

tag, at f E i~ f E i. i = k(h(i)). 

Bevis: Sæt h(i) =S, og lad kR(S) betegne ~f E C(T,R)I 

YB E S [f(s) =O]}= k(S) n C(T,R), idet k(S) =[f E C(T,C)I 

~s E S [f(s) =O]}; sæt! n C(T,~) =J; l er et afsluttet. ideal 

i C(T,R), og h(J) = h(i), da f E i, hvis og kun hvis Re(f) og 

Im(f) E j,. For f E k(S) vil Re(f) og Im(f) E kR(S) = kRh(j) = l 

og dermed f E i. Da også trivielt i~ k(h(!)), er i = k(h(i)). 

En homomorfi p af en algebra C over b af funktioner, der 

med l;;n funktion f også indeholder f, ind i L(H,H), hvor H er et 

Hilbertrum over C, kaldes en *homomorfi, hvis: Vf E C[p(f) = 

p(f)*]. 

Det er klart, at k~rnen i af en *isomorfi opfylder be­

tingelsen: f E i ~ f E i; der er herefter ingen vanskeligheder 

ved at bevise 

Sætning: Lad p1 vsre en *homomorfi af C(T,C) på en delal­

gebra M~ L(H,H) med kærnen i= p1°-1 (o). Der findes en *isomorfi 

p af C(h(l:) ,c) på M, så at p(f IS) = p1 (f) for alle f E C(T,C). 
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§3. Idealer af kontinuerte funktioner. 

En algebra A over R er en mængde, der er organiser·et ved 

regningsarter + A x A ~ A, · : A x A ~ A, og • R x A~ A, 

så at A m.h.t. + og • er en ring, og m.h.t. + og . et vektorrum 

over R, og så at fØlgende aksiom er opfyldt: 

Som eksempel kan nævnes den på sædvanlig måde organiserede 

mængde af alle n x n matricer af reelle tal. 

En normeret algebra A er en algebra forsynet med en afbild­

ning a~ llall, A~ R, så at A's underliggende vektorrum er et 

normeret vektorrum, og så at: 

En Banachalgebra er en normeret algebra, hvis underliggende 

normerede vektorrum er et Banachrum. 

En delmængde J af en algebra A kaldes et venstre (hØjre, 

tosidet) ideal i A, hvis i er et underrum i det underliggende 

vektorrum, og .i er et venstre (hØjre, to.sidet) ideal i den under-

liggende· ring. 

Det fØlger, at fællesmængde for en vilkårlig mængde af i-

dealer af samme type er et ideal af samme type. 

Et ideal i kaldes egentligt, hvis {o} f~ f A. i kaldes 

maksimalt (minimalt), hvis det er egentligt, og ethvert egent­

ligt ideal af samme tyye j ~ i (j c i) er = i • 
... -:.;- -~-

En homomorfi af en algebra A1 ind i en algebra A2 er en 

ring homomorfi, der samtidig er lineær. For en sådan homomorfi 

p er p 0
-

1 et ideal (kernen af p), og p(A1 ) er isomorf med kvo­

tient algebraen A1/p 0
-

1 (o). (jfr. Mat. 2, 1961-62, AT. 1 ,9-10). 

3.2 Lad T være et kompakt Hausdorff rum. T er da et nor­

malt rum (T 2.20) : til ethvert par af disjuructe, afsluttede 

delmængder F1 og F2 ~ T 3 disjunkte åbne mængder G1 og G2 , så 
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at F1 ~ G1 og F2 ~ G2 (T.2.17). Vi minder om, at et Hausdorff 

rum T er normalt, hvis og kun hvis der til et vilkårligt par af 

disjunkte, afsluttede delmængder A og B~ T 3 en kontinuert af­

bildning f:T ~ [0,1 ], så at f(t) =O for t E A og f(t) = 1 for 

t E B. (Urysohns lemma, T. 2.18). 

Vi minder desuden om sætningen: Lad A være en afsluttet 

delmængde af et normalt rum T, f en kontinuert afbildning af A 

ind i et kompakt interval I c R; der eksisterer en afbildning 

g:T ~ I, så at gi A= f. (T.2.19). 

Lad C(T) = C(T,R) betegne mængden af kontinuerte, reelle 

funktioner på T. Det forudsættes bekendt, at C(T) er en normeret 

algebra m.h.t. de sædvanlige regneregler: f + g er afbildningen 

t~ f(t) + g(t), og tilsvarende, og normen f~ llfll = 

sup ! lf(t)l l t E T}. Det er let at vise, at C(T) er en Banach 

algebra. 

Det fØlger direkte af definitionerne, at for en vilkårlig 

afsluttet delmængde A~ T er afbildningen: f~ fiA en norm for­

mindskende homomorfi af C(T) ind i C(A). 

3.3 Definition: Lad t være et punkt E T, A en delmængde 

~T, i en delmængde~ C(T); Mt =!f E C(T) l f(t) = OJ; k(A) = 

kernen af A (ikke at sammenblande med begrebet kernen af en ho-

momorfi !) =!f E C(T) l f(t) =O, Vt E AJ =n !Mt l tE A}; 

h(i) =i's hylster= !t E T l f(t) =O, Vf E ~J= 

n ! f 0
-

1 (o) l f E jJ • 
Da f~ f(t) for fast t E T er en kontinuert homomorfi af 

C(T) på den normerede algebra R over R med kernen Mt' er Mt et 

afsluttet ideal i C(T); for vilkårlig delmængde A~ T er derfor 

også k(A) et afsluttet ideal i C(T). Da, for f E C(T), f 0
-

1 (O) 

er en afsluttet delmængde af T, er hl!) en afsluttet delmængde 

af T for vilkårlig delmængde 1 ~ C(T). Desuden fØlger direkte 
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af definitionerne, at A~ h(k(A)) og 1 ~ k(h(1)). 

Sætning: For vilkårlig<t t E T er Mt et maks.imal t ideal i 
··; · t' .,·.1,. n / 11 !:)ri ('('_:·)/{, <• .K.·' :· ;· , .. ·/ .' · /;-' .'!/ ;' 

C(T). ~"Il c/: , , . . (_ . .. ·. " f-~ . . ' . ~ 
l l . 

Bevis: Lad N være et ideal~ C(T), så at N~ Mt. Lad 

f E N\Mt' d.v.s f(t) f O. En wilkårlig furu{tion g E C(T) kan 

skrives g= g1 + g2 , hvor g1 = g(t)[f(t)]-1 f E N, og g2 E Mt' 

idet g1 (t) = g(t); heraf fØlger, at g E N, altså N= C(T). 

Sætning: Lad! være et ideal~ C(T), og B en kompakt del­

mængde af T, disjunkt med h(!).! indeholder en funktion g, så 

at g(t) > O for alle t E B. 

Bevis: Til t E B 3ft E !, så at ft(t) f o (ellers ville 

h(!)); da vil også 
2 2 

t E lftl E:.!_, og lftl (t) er > O· t har der-
' 

for en åben omegn Vt' så at 2 
lftl (s) er > o, vs E: v t. 

~Vt l t E: BJ udgØr en overdækning af B med åbne mængder; vi kan 

udvælge endelig mange punkter t 1 , ••• , t , så at B~ U . n 

1, ••• , n J. Som det sØgte g kan vi benytte 
n 2 
~ l ft l • 
V=1 v 

Sætning: Til ethvert maksimalt ideal M c C(T) eksisterer 

der et punkt t E: T, så at M = Mt. 

Bevis: h(M) kan ikke indeholde to forskellige punkter s og 

t E: T, da Ms så ville være et større, egentligt ideal (i fØlge 

Urysohns lemma indeholder C(T) jo en funktion f, så at f(s) = O 

og f(t) =f O). 

Vi antager h(M) = Ø. Vi kan da anvende den foregående sæt­

ning med B = T. M indeholder altså en funktion g, der er > O 

-1 overalt; da g E: C(T), vil M indeholde enhver funktion f= 

fg-1 • g E: C(T). Denne modstrid viser, at h(M) består af et punktt 

t. 

DaMter det største egentlige ideal med h(M) = ftJ, er 

M = Mt. 
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I det næste bevis får vi brug for det fØlgende simple to-

p o logiske 

Lemma: Lad S og T være topologiske rum, fGj l j E Jj en 

mængde af åbne delmængder af S, så at S ~ U f G j l j E J}, og f 

en afbildning: S~ T, så at fiG. er kontinuert, Vj ~J. f er kon­
J 

tinuert. 

Bevis: Lad s E s, U E 0(f(s)); V= (fiG.) 0
-

1 (U) = 
J 

f 0
-

1 (U) n G j er da en omegn af s relativt til G j og derfor, da 

Gj er en omegn af s, en omegn af s, og f(V) ~ U. 

Sætning: Lad i være et ideal~ C(T). i indeholder enhver 

funktion, der er nul i en omegn af h(!). 

Bevis: Lad f E C(T), så at h(!) er indeholdt i den åbne ker­

ne A af f 0
-

1 (O), h(!)~ A= Å~ A~ f 0
-

1 (o). Vi ved, fra en tid­

ligere sætning, at i indeholder en funktion g, så at g(t) > o, 

v t E B = T \ A. Idet D = g 0
-

1 (O), er A og T \ D åbne mængder, og 

AU(T\D) =T, da B~ T\ D. Vi definerer en funktion d ved: 

d(t) = f(t)[g(t)]-1 , t E T\ D, d(t) =O, t E D. 

Da er diA= o, og diA og diT\D kontinuerte, derfor d E C(T); 

da f= d.g, vil fE i. 

Sætning: Lad i være et afsluttet ideal~ C(T). i= k(h(i)). 

Bevis: Da i~ k(h(i)), er det nok at vise, at i indeholder 

enhver funktion f, der er nul i ethvert punkt, hvor samtlige 

funktioner i i er nul. Da i er afsluttet, er det i fØlge det fo­

regående nok at vise, at vi til et vilkårligt E > O kan finde en 

funktion g, der er nul i en omegn af h(!), og så at llf-gll <E. 

-*) Sæt F 1 = f t E T l l f l (t) ~ ~J , F 2 = t t E T l l f l (t) ~ E J ; 
da gælder h(i) ~ F1 ~ F1 = F1 ~ T\ F2 • Til de disjunkte afslut­

tede mængder F1 og F2 kan vi finde en funktion d:T ~ [o,1 ], så 

at d(t) =O, t E F1 , og d(t) = 1, t E F2 . Da d er nul i en omegn 

af h(!), vil d E!, og g= f.d opfylder:g E!, f(t) = g(t) for 
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t E F2 , lf(t)-g(t) j< El1-d(t)l <E for t E T\ F2 , altså 

llf-gll ~ E. 

3. 4 • Sætning: Lad p være en kontinuert homomorfi af C C n ind 

i en normeret algebra, og lad p's kerne være idealet i. p(G'T)) 

er isomorf med C(h(1)). 

Bevis: Da p er kontinuert, er i afsluttet, h(1) er en af­

sluttet delmængde af T, derfor selv et kompakt Hausdorff rm. 

Da p(C(T)) er isomorf med C(T) / 1, er det nok at visE1 at 

der eksisterer en homomorfi af C(T) på C(h(i)) med kernen~ 

Det er klart, at f~ flh(i) definerer en homomorfi af !(T) 

ind i C(h(i)). Hvis g er kontinuert: h(!) ~ R, 3 a og b E R~ så 

at g afbilder h(1) ind i [a,b]; der 3 da en kontinuert afbi~­

ning f : T~ [a, b], så at flh(i) = g, Den betragtede homomoJ-:'i 

afbilder altså på C(h(i)). Kernen af homomorfien består netCI af 

alle funktioner, der er nul på h(i), er altså= k(h(1)) = i,da 

i er afsluttet. 
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§ 5. Om spektret ~or en operator. 

alL\ t: (-~ , r/J L 
En tal~Ølge (an)n E N kaldes subadditiv, hvis: 

~,.~ ~ ) i ..1 ·.... (-to} 1- a. : a -t (~· oo) ~ ~O() ·~ 
v n,m E ~ (an+m ~ an + am • ~ a.. t: (-· (JO l 00 [ 

Lem~a: Hvis (an) er subadditiv, konvergerer (n-1an) mod 

i~{n-1 an l n E NJ. 

(Vi udelukker ikke muligheden inf{n-1an l n E N} = -~; i 

dette tilfælde bliver n-1a vilkårligt lille ~or alle tilstrække­n 

ligt store n). 

Bevis: Da (a) er subadditiv, er a <p a, og (pn)-1 a < 
n pn = n pn = 

n-1a ~or alle n og p E N. Til n E N og E > O findes der m E N, så at 
n 

-1 -1 ' 
J.l af.l ~n an+ E ~or J.l f m; thi ethvert J.l E N kan skrives J.l = 

Pn +r med r <n og p E N og - 1a < ~~-1 a + ~~- 1 a < (pn)-1a + = ' J.l J.l = ~""' pn ~""' r = pn 

J.l-
1max{ap l p= 1, ••• nj ~ n-1an +E ~or J.l tilstrækkelig stor. 

Heraf og af definitionen a~ inf ~ølger lemmaet. 
(YI,i( •,' (' 

. , 
Lad nu L være en algebra med et-element E, og A E L. Spekret 

for A= sp(A) = {A E b l A- AE har ingen invers i L}. Hvis L er 

indeholdt i en større algebra M, kan A's spektrum som element af 

M godt være en ægte delmængde af A's spektrum som element a~ L. 

Spektralnormen af A = sup { l A l l A E sp (A) j. 

Sætning: For et vilkårligt element A i en Banachalgegra L 
-1 

med et-element E er ( liAnlin )convergent med grænseværdien 
-1 

inf{ liAnlin l n E Nj, og denne er ~ spektralnormen a~ A. 

Bevis: Potensrækleen E + tilAll + ••• + tniiAnll + ••• har konver­
- '1 

gensradius r bestemt ved: r-1 = lim supiiAnlln ; ~or !ti < r er 
m 

(E+tA + ••• + tnAn) en fundamental ~Ølge, idet 11 :z tvAvll ~ 
v=n i l t l v IlA v 11 -> O ~ar m <? n -> ~, og har således en grænse værdi 

v=n 

·\ /J ( ,!p l ' 'l f • ' A-: l ' ' /"-r - ,,. f , . . . .. , 
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B(t) =E+ tA + ••• , og tniiAnll ~ Oif'or ltl <r er (E-tA)(E+tA 
--'·l ' ' 

- n n) ( n n) ( n n'-·) + ••• + t A = E+tA + ••• + t A E-tA) = E - t A_,,, og ved grænse-

overgangen n~ oo f'inder vi (E-tA)B(t) = B(t)(E---t.,A) =E, d.v.s. 

-~ B(t) = (E-tA)-1 • For lAl >~har A-AE = -A(E. -A-1A) således den 

i~verse -A-1B(A-1 ) = -A-1E- •.• - ~n-1 An- ••• ; spektralnormen 
-1 

"l d 1· liAnlin er sa e es ~ 2m sup 

Følgen (logi!Anll) er subaddi ti v, da IIAn+mll ~ IlAni!· IIAmll; der­

for konvergerer (n-1 logi!Anll) mod int'fn-1 logiiAnll l n E NJ; da log 

er en monoton og kontinuert bijGctiv af'bildning af' [-oo,=] på 
-1 -1 

[O,oo], konvergerer også (IIAnlln ) mod inf'fiiAnllr l n E NJ. 

Bemærkning: Man kan vise, at sp(A) indeholu0r et tal A med 
-1 

lAl = inf'fiiAnlln l n E NJ, så at sp(A) =l= IO og spektralnormen 
-1 . 

af' - = inf' f liAnlin l n E N J. 

For et nilpotent element A er åbenbart sp(A) = fOJ. _ 

Sætning: Et element A i en Banachalgebra L med et-element E 

har kompakt spektrum~ 

Bevis: Vi har vist, at sp(A) ~ fA E C l lAl ~ IIAIIJ· Vi vil 

vise, at C \ sp(A) er åben; lad A tilhøre denne mængde, d.v.s. 
. -1 

antag, at (A-AE) har en invers (A-AE) E L; f'or B E L med 

IIBII < II(A-AE)-1 11-1 , og derf'or specielt f'or B = J.LE med lfl,l < 
11 (A-AE) - 1 11-

1 IIEII-1 , er 11 (A-AE) - 1 B 11 ~ IKA-AE) - 1 11 • IIB li < 1 , så a t 

1 Ef- sr((A-AE)-1B) og E- (A-AE)-1B = (A-AE)-1 (A-AE-B) er inverti­

bel, og derf'or også (A-AE-B). A-(A+J.L)E er altså invertibel, c; 

A+J.L ~ sp(A), f'or alle tilstrækkeligt små J.L• 

5.2. Vi betragter nu et Hilbertrum over C H og Banachalge-

bPaen L( H ,H). 

Lad A være en (evt. ubegrænset) op er a tor; f' o r A E C \ s p (A) 

' ) -1 -1 ) -1 -1 og B E L med IIBII < IU-\.-AE 11 er (E-B(A-AE ) 
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(A-~)-1 (E-B(A-AE)-1 )- 1 = ((E-B(A-AE)-1 (A-AE))-1 = (A-AE-B)-1 E 

L, sJ. at A Et s:p(A-B), og så at 1\+J.L Et s:p(A) for IJ.LI < !I(A-AE)-1 11-1 ; 

også for en ubegr2nset operator er s:pekret således en afsluttet 

(men ikke nødvendigvis begr&.msct) delmængde af C. 

Hvis A er begrc;3nset, d.v.s.: 

3 k E R V v E D(A)( liAvil s k llvll),så har A en afslutning A, og 

D(A) = DtA); thi hvis en følge (xn) af elementer i D(A) konver­

gerer mod o, vil også Ax ~ O, så at A kan afsluttes, og hvis 
n 

xn ~y E D(A), er (A~) en fundamentalfØlge, og derfor konver-

gent, så at y E D(A). 

For en vilkårlig tæt defineret operator A er [AD(A) ]l = 

·•·o-1 
A"'' (O); thifor v E H er (Aujv) =O for alle u E D(A), hvis og 

lcun hvis v E D(A*) og A ~~v = O 

Sætning: Lad S være en tæt defineret, syremetrisk, afslut-

te t o :p er a tor • 

1) For A E C\ R og v E D(S) er II(S-1\E)vll :f IIm('A)I·IIvll; 

S-AE er injectiv, (S-AE)-1 er begrænset og afsluttet, og 

D((S-AE)-1 ) ~ (S-AE)D(S) = [(s*-)\E) ~\o~l.A ~~p(S), hvis og kun 

'A er egenværdi for S~;:. 

2) S er selvadjungeret, hvis og kun hvis s:p(S) ~ R, og hvis 

og lcun hvis der eksisterer A E c\ R, så at s*-AE og s*-~ er 

injec ti ve, d. v. s. så a t hverken A eller A er egenvc,:Jrdi for S,;.. 

Bevis: Sæt A = a + i~,a,~ E R, ~ + O; for v E D(S) er 

11 (S-'AE)vll
2 = ( (S-aE-i~E)v l (S-aE-i~E)v) = !I(S-aE)vll

2 
+ 

i~((S-aE)vlv) - i~(vi(S-aE)v) + 1~1 2 11vll 2 :f 1~1 2 11v11 2 , da 

((o-aE)vlv). = (vi (&-aE)v); h~ra:E: fø,lg.e.r-~·st;~ks, nt (S.-'AE)-1 .er l 
- . 1 . - " 

defineret og begrrmset;(S-AE-)_, :,er afsluttet, da S .er ·af!sluttet; 

derfor. er D((S~/\E)'-:/) ;::: (S-'AE)D(S), afsl-uttet·, så at 

-( S-AE)D( S) = [(S-AE)D( S) ]lj_ = 
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[cs-M)* 0 

'
1 (o)Jl = [cs*-~E) o-

1 (o)Jl· "~ sp(S), hvis og kun hvis 

D( (S-AL)1 ) = H, derfor h vi s _og kun hvis (s* -'5::E) 0
-
1 (O) = ~O j, 

- •k-kl * d.v.s. hvis og kun hvis l\ er egenværdi for S • 

~· * - * Da S~ S· er (S-AE) ~ (S -AE); hvis l\~ sp(S), er S -AE in-

jectiv, og (S-AE)-1 ~ (s*-A.E)-1 ; hvis også\/\~ sp(S), d.v.s. hvis 

også s*..:)....E er injektiv, er D((S-AE)-1)= H, så at (S-AE)-1 = 

(s*-AE)-
1 

og S= s*. Betingelserne er åbenbart opfyldt for et­

hvert l\ E C \ R, hvis sp(S) ~ R. 
Hvis S er selvadjungeret, er S:>t:_')..E = S-AE 

ethvert l\~ R, og derfor A~ sp(S). 

injectiv for 

5.3. Lad nu H være rummet L2 (R,C) af kvadratisk integrable 
.. 

komplekse funktioner på R, og lad en operator A være defineret 

ved:D(A) = ~f E H l jltf(t) j
2
dt < ~}, (Af)(t) = t.f(t); A er vel-

defineret, idet funktionerne t~ tf(t) og t~ tg(t) er ens n.o. 

(nosten overalt), hvis f og g er ens n.o •• Vi vil vise, at A er 

en selvadjungeret operator med sp(A) = R og uden egenv~rdier. 

A er tæt defineret, da enhver funktion i H med kompakt støt-

te tilhører D(A). Desuden er A symmetrisk; thi for f og g E D(A) 

er (Afjg) = Jtf(t)grt}dt = /f(t)tg(t)dt = (fjAg). Hvis g E D(A*) 

findes der h E H, så at j tf( t)grt}dt = /f( t)Fi[t}'dt for ethvert 

f E D(A); vi sætter specielt f(t) = 1I(t)(tg(t)-h(t)), hvor I 

er et vilkårligt kompakt interval; f har kompakt støtte og 

E D(A), og vi finder J1I(t) !tg(t)-h(t) 1
2
dt =o, så at tg(t) = 

h(t) n.o. i I og derfor n.o •• Dette viser, at g E D(A). A er så-

ledes selvadjungeret. 

A har ingen egenværdier; thi hvis Af = Af er (t-1\)f(t) = O 

n.o. og f(t) =O n.o. i R\ ~"A} og dermed n.o •• 

For l\ E R er A-"AE ikke surjectiv, idet man let ser, at 

(A-AE)D(A) ikke kan indeholde nogen funktion, der er 1 i en omegn 

~f A, da t~ lt-AI-2 1. L1 • Derfor er sp(A) =R. 
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§6. Kontinue~te furnetioner af en selvadjungeret operator. 
".....~ . -- -

Vi betragter begrE:msede eller ubegrænsede operatorer på et 

komplelcst Hilbertrum H. 

For addition og multiplikation gælder de associative love: 

(A+ B) +C= A+ (B+ C) og (AB)C = A(BC) (jfr. øv.), potenser 

er således veldefinerede, og vi ser, at H= D(A
0

) ~ D(A) ~ D(A2 ) 

":;;} - ... ' o 
idet vi sætter A = E. 

For et polynomium P= an Xn + ••• + a
0

, a
0
,···,an E C, an~ 

n n · 
O, sætter vi P(A) =a A + ••• +a E; D(P(A)) = D(A )n ··• n H= n o 

D(An); ved hjælp af de distributive love (A+ B)C = AC + BC og 

A(B + C) ~ AB + AC finder vi, at (PQ) (A) ~ P(A)Q(A) og (P + Q) (A) 

~ P(A) + Q(A); f.eks. er A- A= OID(A) ~O= (X- X)(A). 

Vi beviser nu, at (P:::t) (A) =· P(A) • Q(A). 

Da v E D(A(An- yAn-1 )) ~v E D(An- ~An-1 ) = D(An) Å 

Anv - yAn-1v E. D(A) ~ v E D(An-i) Å An-1v E D(A) A Anv = (Anv -

yAn-"tv) + yAn-iv E D(A) ~ v E D(An+i) = D(_An+i - yAn), hvor y E C, 

er A(An- yAn-i) = An+1 - yAn; derfor er også An(A- yE) =An-i 

(A
2

- yA) = ..• =An+i- yAn. For P =anXn + ••• + a
0 

=an(X- Y1) 

... (X- yn)' a 0 , ···,an' y1 , ·~·, Yn ~C,~ t O, gælder: 

an(A- y 1E)) ••• (A- ynE) = ~A(A- y
2

E) ••• (_A- ynE)- an y 1 (A-

y2E) ••• (A- ynE) = (anA
2

- any2A)" •• (A- ynE)- (any1A- ahy1y 2E) 

•••(A- ynE) = anA
2

(A •.• = ... = anAn + ••• + a
0

E = P(A). For to 

polynomier P og Q finder vi ved opløsning i førstegradsfaktorer, 

a t (PQ) (A) = P(A) Q( A). 

Hvis y1 , ••• ,yn E C\ sp(A), er P(A) injectiv, og P(A)-1 = 

a -i(A-y E)-1 •s• (A-y
1
.E)-1 E L; specielt ses, at alle operato-

n n 

rer (A-yE)-1 , y~ sp(A), kommuterer; da (a1A-a
0
E)(A-yE)-1 = 

(a1 A~a1 yE+(~ 1 y-a0 )E)(A-yE)-i = a
1

(A-yE)(A-yE)-i + (a1y-a
0

) 
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(A-yE)-1 = a1E +(a1 y~0 )(A-yE)-1 E L, kommuterer også alle ope~ 
r a tor er af denne form. -t:J.AdtvtJl tt1-/:. '"2} .-1-1 t t: A .. P.(iJ-t·'t. t't ilt~ l f:(.( (A, J'l) f 

For en rational f'unktion R, skrevet som en brØk PQ-1 , hvor 

Q i~ce har nulpunkter i sp(A) og graden af' P er ~ graden af' Q, 

SDtter vi R(A) = P(A)Q(A)-1 ; R(A) er veldefineret, thi hvis Q
1 

er et polynomium uden nulpunkter i sp(A), er (PQ1 )(A)[(QQ
1

)(A)]-1 = 

P(A)Q
1 

(A)Q
1 

(A)-1 Q(A)-1 = P(A)Q(A)-1 • R(A) E L, da R(A) kan o.mskrives 

til et produkt af' kommuterende faktorer af' formen (a1A-a
0
E) 

-1 (li) -1 -1 
(A-yE) ~·'y EJ: sp (A). For R = PQ og R1 = P1 Q1 af' denne form 

er også RR1 =(PP
1

)(QQ
1
)-1 og R+ R

1 
= (PQ1+P

1
Q)(QQ1 )-1 af samme 

form, og (RR
1
)(A) = (PP1 )(A)[(QQ

1
)(A)]-1 = P(A)P1 (A)Q1 (A)-1Q(A)-1 

~ P(A)Q(A)-1P1 (A)Q1(A)-1 = R(A)R1(A), og (R+R1 )(A) = (PQ1+P1Q) 

(A)[(QQ1 )(A)]-1 ;] ((PQ1 )(A)+(P1Q)(A))Q1 (A)-1Q(A)-1 = P(A)Q1 (A) 

Q1 (A)-1 Q( A) -1 + p 1 (A) Q(A) Q1 (A) -1 Q(:~) -1· ·= ..... :.P(A) Q(A) -1 + 

P
1

(A)Q1(A)-1 = R(A)+R1 (A); da både (R+R1 )(A) og R(A)+R1 (A) er 

overalt definerede, er (R+R
1

)(A) = R(A)+R1 (A). Afbildningen 

R -Jo R(A) er således en homomomorf'i af en vis delalgebra af kvo­

tientlegemet f'or ringen C[X] af komplekse polynomier ind i L(H,H). 
k ..J 

'iK For R = PQ - 1 sætter .. vi R* = P*Q-1 * ( jfr. III ,2, 7); R -Jo R* er 

en voldefineret konjugeret lineær, multiolikA~t~, bijectiv af'bild-

>. * -ning; f'or z E v er R (z) = R(z). 
tæt -1* Vi antager, at A erjdef'ineret. For y Ej: sp(A) er (A-yE) 

og (A-yE)* = (A*~E) defineret; derfor er også (A*-yE)-1 def'ineret 

. -1 * - * * og =(A-yE) E L, så at y Ej: sp(A ) ; d.v.s. sp(A ) ~ sp(A) ( an-

giver her kenjugering) ;hvis også A er af'sluttet, er A = A** og 

sptA *) ;::: s:p(A). 

For a1 ,a
0

, y E C, y Ej: sp(A), er [(a1A-a
0
E)(A-yE)-1 ]* = 

-1 * - - - - * - -1 [a1E + (a1y-a0 )(A-yE) J = a1E + (a1y- a 0 )(A -yE) = 
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(a1 A::~ -a0
E)(A* -yE)-1 ; f'or rationale funktioner af' den form, vi 

~etragter, er derfor R(A)* = R*(A*)~ 
6.2. Lad F være en delmængde af' Riernannkuglen C , og lad 

00 

os som ovenfor betragte delalgebraen af' kvotientlegemet f'or c[x] 
-1 af' de elementer R, der kan skrives PQ med Q uden nulpunkter i 

F og P af' hØjst samme grad som ~o Til R i denne algebra lader vi 

svare funktionen RF = PF(~)-1 E C(F,C
00

) (jf'r. § 2); R~ RF er 

en v~ldefineret homomorfi på en delalgebraJ?ff ~ C(F,C
00

), og er 

injectiv, hvis og kun hvis F indeholder uendelig mange punkter. 

Hvis F c R , gælder f'or t E F : R*(t) = R(t) = R(t), d.v.s. = 00 

R~:~F = R;'·· 
I det fØlgende af'snit vil vi, af' bekvemmelighedsgrunde, ikke 

skrive indeks R
00

, d.v.s. vi sætter RR = R. 
, . 00 

Vi betragter nu en selvadjungeret operator A. Vi ved da, 

at sp(A) ~ R, og vi har derfor en homomorfi R ~ R(A) af' delalge­

braenj{_~ C(R ,c) ind i L(H,H), så at R(A)* = :2"'(~~>:):::: RC>-). 
- 00 

Denne h~momorf'i fører en funktion R L O i en operator R(A_) _2 1 " 
- _.,-"'IJti/'" 

O; thi hvis R(t) = P(t)Q(t)-1 ~O f'or alle t E R, er også PQ(t)
1f: · 

O f'or alle t E R; PQ har da reelle koefficienter (disse kan jo 

f'.oks. bestemmes ved hjælp af' differentiationer, jf'r. Taylors 

formel), ikke-reelle nulpunkter f'or PQ optræder kun i par af' lcon-

jugerede med samme multiplicitet, og reelle nulpunkter kun med 

lige multiplicitet; d.v.s. der findes et polynomium P1 , så at 

PQ = P1P1 ; derfor er R(A) = (P1Q-1)(P1Q-1 )(A) = ((P1Q-1 )(A)]* 

(P
1
q-1 )(A) ~O. 

Lemma: For B E L(H,H) er IIBII = inf'{A ~O l B*B ~ A
2
EJ. 

Bevis: For A f O gælder: B*B ~ A2E ~V f' E H[(B*Bf'jf') ~ 

A
2

(f'lf')] ~V f' E H[I!Bf'll ~A llf'll] ~ IIBII ~ Ao 
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Heraf fØlger det straks, at vor homomorfi er normformindsken­

de; thi for R Ej{_er RR ~ IIRII 2 ~1, derfor O~ IIRII
2

E-RR(A) = 

IIRII
2

E - R(A)*R(A), så at IIR(A) 11 ~ IIRII. 

Den reelle delalgebra af de reelle funktioner i -~indeholder 

·1 og adskiller punkterne i R ; f.eks. er for a E R funktionen 
00 

t-> (t-a) 2 (t2
+1)-1 kun O fo~ t= a. If'Ølge Stone-Weierstrass' sæt­

~-

ning er således J( tæt i C(R ,c) ( jfr. § 4). 
00 

Da også L(H~H) er e;t fuldstrandigt rum, kan den kontinuerte 

homomo2fi R ~ R(A) p2. en måde udvides til en kontinuert af'bild-

ning p1 ~ C(R=JC) ~ L(H.H) (jfr. I,2,5). p1 er lineær, og man vi­

ser le;t 7 at :9
1 

er multiplikativ og fØrer konjugeret funktion i 

/Y adjungeret operator (for f E :fter f g E C(Roo,C) I.P1 (f'g) - P1 (f') 

P1 (g) =0 J og f g E c(:Roo,c) IP1 (g)* - p1 (g) =o J afsluttede og inde­

holder -~~_og dermed C(Roo,C), o.s.v.), og at p1 er normf'ermindsken­

de (idet P1 (f g E C(Røo,C) lllgll ~ 1 J) = P1 ([g E:_1{Jllgll ~ 1}) ~ p1 ( fg E 

-,-n'ir) 1 r <; ~B E L(H,H) l IIAII ~ 1 j; eller fordi g ~ o =*• p (g) = 
1.. 2 

p(g2) ~o)" 

o-1 Der findes derfor en kompakt delmængde ~(A~= h(p1 (o)) af' 

R= og en *isomorfi p af C(~(A),c) ind i L(H,H), så at p(f'I~(A)) = 

:P 1 (f) for enhver funktion f E:_ C(R=,C), og derfor speciel t p(~~A)) = 

R(A) for R €'1::. (jfr. S3). 
- ........... 

6.3. Lad der VL3re givet et kompakt Hausdorf'frum T og en *i-

somorfi p af C(T,C) ind i L(H,H), for hvilken p(1) =E. 

Sotni~g: For ~ E C(T,C) er p(f) selvadjungeret, hvis o~ kun 

hvis f er reel, og p(f) ~ O, hvis og kun hvis f ~ o. p er en iso­

metri og afbtlder på en afsluttet kommutativ algebra af normale 

operatore~, 

-Bevis: f er reel, hvis og kun hvis f - f =O, altså hvis og 

kun hvis o -· p(f ~ ;~) = p(f) - p(f)*, d.v.s. p(f) selvadjungeret. 
1 

C(T~C), Hvis f' > o~ er -P2: E ·'- og p(f') = p(f~)2 ~ o. Hvis p(f) f o, 

er~ f ~,eel: v l antC~ger, at f' iltke er ~ o, altså at f -- -(f'/\O):j:.O; 
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derfor er o ~ -(f-)3 = f(f-) 2 ~ O, og O + p(f-)p(f)p(f-) ~ O, i 

modstrid med antagelsen p(f) ~ O. 

For 'A ~ O gælder : IJfll ~ 'A~ ff ~ /\.
2 

1 ~ p(f)*p(f) ~ t-
2

E 

~ IIP(f) 11 ~ l\,; derfor er l]fll = llp(f) Il· Da C(T,C) er et fuldstæn-

digt rum, og p er en isometri, er billedalgebraen fuldstændig og 

derfor afsluttet; da C(T,C) er kommutativ, er billedalgebraen og-

så kommunativ, og må derfor bestå af normale operatorer. 

SDtning: For f E: C(T,C) falder spektret for p(f) sammen med 

værdim~ngden for f. 
-i ~ 

Bevis: Hvis 'A Et f( T), vil (f - t-) E:. C(T,C), og p( (f - 'A) ) 

er en invers i L(H,H) til p(f) - t-E. 

Hvis 'A E: f(T), har p(f) -t-E selvfØlgelig ingen invers i 

p(C(T,C)), men på forhånd kunne det tænkes, at p(f) -t-E havde en 

invers i L(H,H). Vi kan finde en fØlge (~ ) af funktioner i n 

C(T,C), så at ll~nll = 1 og llwn(f- t-)11-+ O for n-+ oo; f.eks. kan 

vi vrJlge rpn = ( 1 - n lf - 'A l) v O, idet: O !'f, q;n antager vt:lrdien 

1, da f antage/ 
1 
værdien 'A, og II<P.n (f - 'A) 11 ~ sup f l t l [ ( 1 - ni t l) 

v O]~ t E:. :R}-~/\,0 for n~ oo. Derfor er også IIP(cpn)IJ = 1 og (p(f) 

t-E) p(q;n) -+ O (:p(f) - t-E er en 11 topologisk nuldivisor 11
). Hvis 

:p(f) -AE havde en invers B~ L(H,H), ville også p(m ) = B(p(f) 
't' n 

t-E)p(cpn) -+ O, i modstrid med at IIP(wn) IJ = 1. 

Satnil}g: Hvis p(f) er injectiv, har f 0
-

1 (.o) ikke indre punkt-

er. 

Bevis: 
o-1 Hvis G =f (o) har et indre punkt t-, findes der i 

fØlge Urysohns lemma en funktion g E: C(T,[0,1]), så at g(t-) = 1 
o 

og g(t) =O for t.~ F; for en vilkårlig vektor f O af form p(g)~ 

er :p(f)p(g)x = p(fg)x = o. 

6.4. Ved kombination af resultaterne i afsnit 2 og 3 finder 

vi 

Sætning: Til en selvadjungeret operator A på et Hilbertrum 
, .. 

H findes der en kompakt mængde cr(A) <;;;: Roo og en isometri og "''iso-
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morfi p af C(~(A),c) på den mindste afsluttede delalgebra af L(H, 

H), der indeholder E og alle operatorer (A- AE)-1 , A E C\R• 

p(R~(A)) = R(A) for alle R €.~ For f E C(~(A),c) er sp(p(f)) = 
f(o-(A)) .. 

Enhver begr<Jnset operator, der kommuterer med A, kommuterer 

med enhver operator i p(C(~(A),c)). 

Bevis: Hvis B E L(H,H) kommuterer med A,kommuterer B også med 

A- AE og med (A- AE)-1 for vilkårligt A E C\R. Da fe € L(H,H)j 

BC = CBJ er en afsluttet algebra, kommuterer B også. med enhver 

operator i p(C(o-(A),c)). 

Sætning: ~kan ikke vGre et isoleret punkt i o-(A). A er be­

grc.mset, hvis og kun hvis ~Ej: ~(A). I dette tilfælde er sp(A) = 

) -1 
a-(A), og p(R~(A) = P(A)Q(A) for alle rationale funktioner R= 

-1 ' 
PQ med R~(A) € C(o-(A),C). 

Bevis: Da (A- iE)-1. er injektiv, og funktionen t~ (t- jf1 

er O netop for t = ~, kan f~J ikke være en åben delmwngde af ~(A), 

d.v.s. oo kan ikke være et isoleret punkt i ~(A). ~· tt~(A) <==> :tL:mk­

tionen t~ (t - i)-1 antager ikke værdien a for noget t E o-(A) ~ 

O t sp((A- iE)-1 ) <==>((A- iE)-i)-1 =(A- iE) € L(H,H) <==>A E 

L(H,H) <==> A er begrænset da J\. er tG~t defineret og afsluttet. 

I dette tilf&3lde finder vi for polynomiet X, at Xo-(A) € 

C(a-(A),c), og p((X- i)a-(A)) =((A- iE)-11-1 =A- iE
11
p(X) =A. 

Derfor er også p(Po-(A)) = P(A) for et vilkårligt polynomium, og 

for et polynomium Q uden nulpunkter i o-(A) er p((Qo-(A))-1 ) = 

,~(A) -1.; for en rational funktion R = PQ-1 , for hvilken Ro-(A) E 

) 
-1 

C(o-(A), C), er derfor p.(Rcr(A) = P(A) Q(A) • 

Da Xo-(A) har V'cBrdimwngden o-(A), er sp (A) = o-(A). fUl 
Vi vil nu for A E L(H,H) og f E C(o-(A),c) sætte p(f) = f(A). 

For rationale fuructioner R= PQ-
1 

med Ra-(A) E C(a-(A),c), d.v.s. 

med Q uden nulpunkter i o-(A), s~tter vi R(A) = P(A)Q(A)-i og der-
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med R(A) = p(Ra-(A)) = Ro-(A) (A), i overensstemmelse med den tid­

ligere definition af R(A) i de specielle tilf~lde, hvor også P 

har hØjst samme grad Q. 

S~Jt nu ex = inf f(Axjx) jx € H, JJxjJ= 1 J = sup [/\,E RIA~ AEj 

og (3 = sup f (Axjx) j x € H, llxll =1J = inf f.'A E RI.A ~ 'AE}.. Vi har 

tidligere vist, at -IIAII ~ ex ~ f3 ~ IIAIJ. Hvis ex= [3, er (Axjx) = 

cx(xjx) for all(; x, derfor (l>.xjy) = ~ iu(A(x + iuy) j,x + iuy) = 
u=o 

3 
u~oiucx(x + iuylx + iuy) = cx(xly) for alle x og y, og A = exE; da 

CXb- AE har en invers i L(H,H), hvis og kun hvis 'A+ a, er o-(A)= 

fa). Vi antager nu, at ex < {3; for c E }a,~[ er hverken A- cE el­

ler cE -A ~ O; derfor er hverken t - c eller c - t ~ O for alle 

t E o-(A)' d.v.s. a-(A) n ]-oo,c[ t iY og a-(A) nJc, CO [ t IO; på den 

anden side er a-(A) nJ -CO' ex[ = w ag o-(A) nJ f3, CO [ = ø, da A -

exE og (3E- A 2 O. I begge tilfældl.;ndc: fi:J;lder vi, at 
- '(

1 
r:i t<" f u (i:: ) :~:· ,q . 

fcx,f3I ~ o-(A) 

max f l ex l ' l f31 J ~ [cx,(3]. Heraf fØlger, at IIAII = ~sup [l tjl t E o-(A) J = 

= s up f l ( AX j x) l l x E H , il x li = 1 l. • 
1 

Hvis A~ o, er a-(A) ~ [O,IIAII], og funktionen t~ f2 på o-(A) 

tilhører C(o-(A),R). Dette viser, at en positiv begr2nset operator 

har c:n positiv begrunset kvadratrod, der kommuterer med enhver o-

perator E L(H,H), der kommuterer med A. Denne s~tning, der også 

kan bevises mere direkte (se f.eks. i bogen af F.Riesz og B. Sz­

Nagy) bruges i nogle fremstillinger som grundlag for beviser for 

isomorfisDtningen. Den medfØrer umiddelbart: 

Produktet af to kommuterende positive operatorer er positivt. 
1 1 

Thi hvis AB = BA og A ~ O og B ~ O, så er AB = A2BA2 ~ O 

6.5. Lad os nu igen antag0, at vi har givet et kompakt ~~ 

Hausdorff'rum T og en ~· isomorfi p af' C(T,C) ind i L(H,H). ~ p(~)~ B. 

Vi vil sige, at en afsluttet m~ngde S ~ T har spektralmålet 

O (m.h.t. til p), hvis: 

VE> O 'liX E H 3 f E: C(T,[O~co[)[f!S' ~ 118 A (p(f)xlx) <s]& 
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Hvis en funktion f' E:. C( T, [o,<><>[) er ~ 1 :på S og har (:p(f')x ·lx) 

<E, vil (f'+ E) l\ 1 E:. C(T,[0,1]) og vrJre = 1 i en omegn af' S, 

og (:p((f' -h E) l\ 1) xjx) ~ ((:p(.f') + EE) xjx) = (:p(f')xjx) + E(xjx) < 

E(1 + llxll2) • 

En afsluttet mrJngde S ~ T har derfor spektralmålet o, hvis og kun 

hvis: 

VE> O Vx € H3f' E:. C(T,(0,1]) [(:p(f')xjx) <~l\ f= 1 i en 

omegn af' s]. 

En afsluttet mongde S med indre :punkter kan ikke have s:pek-
o 

tralmålet O; thi til s E:. S kan vi, i fØlge Urysohns lemma, vælge 

en funktion g E:. C(T,[0,1]), så at g(s) = 1 og gjT\S = OIT\S; da 

p(g) + O kan vi vulge x E:. H, så at (:p(g)xjx) > O; til dutte x og 

E= (:p(g)xjx) kan vi da ikke finde f' E:. C(T,[0,1]), så at f'jS ~ 

1 IS og (:p(f')xjx) < E; thi f' ~ g og derfor (:p(f')xlx) ~ Es 

Hvis to afsluttede mongdcr s.
1 

og s 2 begge har s:pektramålet O, 

har også den afsluttede m8ngde s 1us2 spektralmålet O; thi dersom 

f'1 og f'2 € C( T, [o,=.[ )for E > o og x €. H er bestemt, så at f'. er 
l 

1 :på si og (p (f' i) x l x) < E' i = 1 , 2, så vil f'1 + f' 2 E:. C (T, (O ,oo [ ) 
vDre ~ 1 :på s 1us2 og (:p(f'1 + f'2 )xjx) < 2E o 

Vi lader nu S vore en afsluttet mangde med spektralmålet O. 

,~a~s-i~~-€ ~-(T-~~,1]) sætte G(f') = fg E:. C(T,[0,1])1g ~ 
~-·og-G(S}--;;,-! G(f~ ~ C(T, [O, 1]} 1\ f er nul 1 en omegn af S j. 

~ 

G(S) er en f'ilterbasis, da f'i E:. C(T,[0,1]) l\ f'i =O i en omegn Ui 

af' s, i= 1,2, medfører f'1 v f'2 E:. C(T,[0,1]) og f'1 v f'2 =O i om­

egnen u1nu2 af' s, og G(f'1 v f'2 ) ~ G(f'1 ) n G(f'2 ). 

For x E:. H vil :p(g)x ~x gennem G(S), d.v.s. filterbasen 

:p(G(S))x konvergerer mod x; thi til E >O og x kan vi finde f' E:. 

C(T,[0,1]), så at f' er 1 i en omegn af' S og (:p(f')xjx) <E; 1 -
i 1 

f2 € C(T,(0,1]) og er O i en omegn af S, og for g E:.: G( 1 - f2) € 

G( s) 
1 

g)2 så at lix- :p(g)xll
2 = er 1 2 g 2 1 - f2 og (·j ~ f', - -

(p ( ( 1 2 
-g) )xjx) ~ (p(f)xjx) < E ;p~( 1 - f'-1, ~,tr altså indehold t i 
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omegnen ~Y E HIIIY -- xii
2 

<t:} af x. 

Lad nu h vnre en vilkårlig kontinuert afbildning af T\S ind 

i C. For en funktion f ~ C(T,C) kan der hØjst eksistere en funk­

tion g E C(T,C), så at gjT\S = (fiT\S).h, da S ikke har indre 

puru{ter; vi vil tillade os, dersom et sådant g eksisterer, at 

sige at . ·f h er kontinuert, og at skrive p(fh) i stedet for 

p(g). ~f E C(T,C) lfh er kontinuert} er åbenbart et ideal i C(T,C), 

og indeholder enhver funktion i C(T,C), der er nul i en omegn af 

S; thi hvis f er nul i en omegn U af S, er funktionen g, define-

r._;t ved: g(t) = O for t E S, g(t) = f(t)h(t) for t E T\S, kontinu­

ert, da giT\S og giU = OjU er kontinuerte og T er foreningsmong-

den af de åbne mongder U og T\S. 

Vi VDlger nu en filterbasis G på C(T,[0,1]) med egenskaberne: 

for ethvert x E H konvergerer p(G)x mod x, og: G består af mæng-

der ~f funktioner g, ~ar hvilke .g h er kontinuert. G kan f.eks. 

veJre G( S). 

Vi definerer en operator q(h) v~d: D(q(h)) = fx E HI3Y E H 

[~(gh)x ~y gennem G]}; et sådant y er entydigt bestemt~ da H er 

et Hausdorffrum, og vi s<:Jtter q(h)x = y. Hvis p (hG) x1 --+ y 1 
og 

p(hG)x2 --+ y2 og ~E c, vil p(hG)(x1 + ~x2) -+- Y1 + ~y2 (fordi H 

er et t.v.r.); g_(h) er således en lineor operator. 

For x E H og en funktion g i en mængde i G og en funktion 

e E C(T,C), for hvilken eh er kontinuert, gælder: p(gh)p(e)x = 

p(~h)c)x = p(g(he))x: p(g)p(eh)x; da p(g)p(~h)x--+ p(eh)x gen­

ne~ G, er p(gh)p(e)x konvergent gennem G, så at p(e)x E D(g_(h)) 

og g_(h)p(e)x = p(eh)x; d.v.s. g_(h)p(e) = p(eh). Hvis x E D(p(e) 

g_(h)) = D(g_(h)) vil p(gh)x ~ g_(h)x gennem G, og derfor p(e) 

p(gh)x ~ p(e)g_(h)x gennem G; da p(e)p(gh)x = p(egh)x = p(g) 

p(eh)x ~ p(eh)x gennem G, er p(e)q(h)x = p(eh)x. Derfor er p(e) 

q(h) ~ q(h)p(a) = p(eh). 
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Hvis h selv kan forts~ttes til en kontinuert funktion på T, 

kan vi her som e vGlge 1, og finder: q(h)E = p(1h). q er således 

0n udvidelse af p. 

I alle fald er q(h) tGt defineret, da enhver vektor x E H er 

grunsev<:Jrdi for vek to re r p ( g)x E. D( q(h)), da p (G) x ~ x. D(q( h)) 

indeholder det mindste underrum i H, der indeholder fp(e)xleh er 

kontinuert og x E H}, og grafen for q(h) er indeholdt i afslut­

ningen af grafen for q(h)
1 

s sammentrDkning til hint underrum, da 

vi for x E D(q(h)) ved, at (p(g)x, q(h)p(g)x) = (p(g)x, p(.gh)x) -7 

(x, q(h)x) gennem G. Når vi om lidt har bevist, at q(h) er en af­

sluttet operator, ved vi altså også, at q(h) er afslutningen af 

denne sammentrDkning, så at q(h) ikke af'ht8nger af' det specielle 

valg af filterbasen G. 

For e E C(T,[0,1]), så at eh er kontinuert, er·også eh og 

elhl kontinuerte; ved definition af q(h) og q( 1~1) kan vi altså 

benytte d0n samme filterbasis G. Nu er p(hG)x basis for et funda-

mental filter, hvis og kun hvis der til E > O eksisterer G E G, 

så at 1Jp(g1h)x- p(g2h)xll <E for g1 og g2 E 'G, altså så at E
2 > 

(p((g1 - g2)h)xlp((g1 -· g2)h)x) = (p((g .. l - g2)h (g1 - g2)h) xlx) = 
2 2 2 

P ( (gi - g2 ) l h l ) x l x) = !IP ( ( g1 - g2 ) l h l) x li , d. v. s. h vi s og kun 

hvis p( !hiG) er basis for et fundamentalf'ilter. q(h) og q( !hl) og 

så også q(E) har derfor samme definitionsområde. 

For x E D(~h)) finder vi v.::;d gr[.mseovergang gennem G, at 

l! q( h)xll = 11 q( h)xll = li q( l h l )xll, da !IP ( gh) xll
2 

=: !IP ( gh)xll
2 

= !IP (g 

Ih l )xll
2 

= (p(g
2

jhl
2
)xlx). q(h), q(h) og q( Ih l) er således me­

trisk ens (jf'r. øv.). 

Af' relationerne p(g)q(h) c q(h)p(g) = p(gh), hvor g tilhØrer 
= t/]f",!t-1 ir!r..Z-f..S 

en mungde i G, finder vi ved adjungering,' at q(h)*p(g) = [p(g) 
- ----

q(h) ]~: -.g p(gh)*=p(gh) = [q(h)p(g) ]~: ":;} p(g)q(h)::: G For x E D(q(h)) ------- ~ ·--~--------- --~-

vil :p(g)x ~ x og q(h),.~p(g)x = p(gh)x -7 q(h)x gennem G; da (~(h):;: 
T 
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er afslutt0t, vil x E D(q(h)*) og q(h)*x = q(~)x; d.v.s. q(~) ~ 

q(h)*. For x € D(q(h)*) = D(p(g)q(h)*) er p(g~)x = p(g)q(h)*x 4 

q(h)*x gennem~' så at x E D(q(~)) og q(~)x = q(h)*x; derfor er 

også ~(h)~;; ~ q( h). Vi har altså q(~) = q( h)*, og tilsvarende 

q(h) = q(~)*; q(h) er en tct defineret, afsluttet operator, og 

q(h) og q(h)* = q(~) er metrisk ens (d.v.s. q(h) er en normal o-

perator, jfr. øv.). Hvis h er reel, er q(h) selvadjungerct. 

Lad nu 8
1 

og 8
2 

vore to afsluttede delmongder af T med spek­

tralmålet O, og h. en kontinuert afbildning: T\8 ~ C, i = 1,28 
1 i 

Idot vi betragter h1 + h2 og h1 • h
2 

som definerede på T\(81u82 ), 

er også q(h1 + h 2 ) og q(h1 h 2 ) defineret, da 81u82 har spektral­

målet o. Vi sotter f.eks.~= ~(8 1 u8 2 ). For x E H og~ i en mong­

de i~ er p(g(h
1 

+ h 2 ))x = p(gh1 )x + p(gh2 )x; hvis to af filter­

baserne p(~(h1 + h 2 ))x, p(~h1 )x~ p(~h2 )x konvergerer, konvergerer 

også den tredie, og i dette tilfolde fås q(h1 + h 2 )x = q(h1 )x + 

q(h2 )x; derfor er D(q(h1 ) +. q(h2 .U = D(q(h1 )) n D(g(h2 )) = D(q 

(h1 + h2 )) Iil. D(q(h1 )) = D(q(h1.~h2))nD(Q.(~)L)L_, og q(h1 + h 2) ~ 
~ ---- ..._. 

q(h1.) -1t q(h2~ For x E D(q(h2 )) og g i en mongde i ~ er p(g(h1 

h 2 ))x = p((gh
1

)h2 )x = p(gh1 )q(h2 )x; p(~(h1 h2 ))x er derfor konver­

gent, hvis og kun hvis p(~h1 )q(h2 )x er konvergent, og i dette til­

folde er q(h
1

h
2

)x = q(h
1

)q(h
2

)x; derfor er D(q(h
1

)q(h2 )) = [x € 

D(q(h
2

)) lq(h
2

)x E D(q(h
1

)) j = D(q(h
2

)) n D(q(h
1

h 2 )) og q(~1 h2 )-l_ 
~i )q(h2)...:. 
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Hvis D(q(h
1 

+ h 2 )) eller D(q(h1 h 2 )) er indeholdt i D(q 

(h
2
)), f.eks. hvis q(h2 ) E L(H,H), er således q(h

1 
+ h 2 ) = q(h

1
)+ 

q(h
2
), henholdsvis q(h

1 
h 2 ) = q(~1 )q(h2 ). 

Lad nu igen h være kontinuert: T\S ~ b, hvor S er en afslut­

tet mængde med spektralmålet O; hvis h er begrænset, 111111 = su:p 

f j h ( t) 1.1 t € T\ S } < oo , s å e r q (h) € L (H, H) o g 11 q (h) 11 ~ 11 h 11 , 

Bevis: For x E H og g i.en mængde i b(S) (jfr6 side 8) er 

llp(gh)xiJ ~ 11 (gjT\S)h 11 • 11 x 11 (idet T\S ~T)~ llhll • llxll; :fc·r 

x'E D(q(h)) har derfor også grænseværdien q(h)x for p(b.h)x no~~ 
' 

~ llhll ~ llxll.; da således q(h) er tæt defineret, afsluttet og be--

grænset, er q(h) E L(H,H) og llq(h)ll ~ llhll (jfr. 5, 3), 

Mængden af begrænsede komplekse funktioner, der er de:fine·-· 

rede og kontinuerte undtagen på en afsluttet delmængde af T med 

spektralmålet' o, kan vi på naturlig måde opfatte som en r~;rmeret 

algebra (ikke nødvendigvis en Banachalgebra), idet vi identifice·-

rer to funktioner, der antager samme værdi i ethvert puruct, hvor 

de begge er definerede (Nøjagtigere: Vi danner mængden af par 

(S,h), hvor S = S har spektralmålet O og h er kontinuert: 'r\S ~ 
. j ~ '\ c, og 2ndfører regnereglerne (s1 ,h1 ) + (.s2 ,h2 ) = (s1us2 ~iT h 2 )1 

T\(S
1

us2 )) og tilsvarende for multiplikation og ækvivalensrela­

tion~n: (s1 ,h1 ) ro-h (s2 ,h2 ) hvis h
1
(t) =-~(t) for t<~ s1us2 ; rele.­

tion~n harmonerer med regnereglerne, og klasserne udgØr en alge­

bra; idet II(S,h)ll = supf.lh(t)l.lt: E T\SJ, erii(S,h)IJ =O<=> (S,h)""' 

(~,o); idet vi sætter q((a,h)) =q(~), er q((s1 ,h1 )) = q((s2 ,h2 )) 

når (s
1 

,h
1

) "'' (s
2

,h
2

), q er således veldefineret på klasserne)" 

Sammentrækningen af q til denne mængde er en normformindslc0ndc 

~:·homomorfi ind i L(H,H); vi beviser om lidt, at a:fbildningcn er 

en isometri, og dermed en *isomorfi. Speciel t er sammcnt:r•æk~1i:.1gen 

af q til C(T\S,C) en *isomorfi for hvert fast s. 
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Lad nu h være en kompleks funktion, der er defineret, konti-

nuert og f O på T\S, hvor S er en afsluttet mængde med spektral­

målet O. q(h-1 ) er da også defineret, og q(h h-1 ) ~ q(1 IT\S) =E; 

af regnereglerne fØlger, at q(h)q(:b.-1 ) = EjD(q(h-1 )) og q(h-1 ) 
-1 -i 

q(h) =E I.D(Q(~)), d.v.s. q(h ) = q(h) • 

For h: T\S ~ c, så at q(h) er deflneret, falder spektret for 

q(h) sammen med afslutningen i C af værdimængden for h. 

Bevis: Hvis~ E C ikke er fortætningspunkt for værdimængden 

for h, er (h- /\)-1 defineret, kontinuert, ulig nul, og begrænset 

på T\S, og q( (h - /\)-i) er en invers E L(H,H) til q(h - /\) = q(h)-

1\E, så at 1\ ikke tilhører spektret for q(h). 

Antag nu, at 'A tilhører værdimængden for h, 1\ =· h(rr) ,rr E T\Sø 

Vi vælger e E C(T,[0,1])~ nul i en bmegn af S og 1 i rr (Urysohns 

lemma); ~n= e[(1 - nlh- 'Al) v O] er kontinuert og nul i en om­

egn af S og antager værdien 1, og (h ..... A.)<p er kontinuert og ll(h-n 

1\)<pn 11 ~ O for n..;. QO; hvis q(h) - AE havde en invers B E L(ll',;H),1) 

p(<p) ~O for n..;. oo 1 i modstrid med at IIP(wn)ll = 1 for alle n• 1\ n 

tilhører altså spektret for q(h). 

Da sp(q(h)) er en afsluttet delmængde af c, falder det sam~ 

men med afslutningen af v~rdimængden for h. 

For en begrænset funktion h finder vi specielt, at llhll = sup 

f lA. 11 A E sp ( q(h)) 1 = spel\:tralnormen af q(h) ~ 11 q(h) 11 (jfr. § 5) ~ 
llhll, så at sammentrækningGn af q til disse funktioner er en iso-

metri. 

En delmængde G af en partielt ordnet mængde M kaldes opad 

filtrerende, hvis fff € Glf ~ gJig E GJ er en filterbasis, d.v.s. 

hvis og kun hvis: 

Vf ,g € G 3h E G [h ~ f !\ h ~ g]. 

Tilsvarende defineres begrebet nedad filtrerende. 

1 ) 

ville Bp((h- "A)cpn) = Bq(h- /\)p(cp
11

) = B(q(h) - A.E)p(<pn) = 
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F.eks. er G(1S) = ff E C(T,[0,1])1f(t) = 1 for t E S}, hvor 

S er en delmængde af T, nedad filtrerende (og opad filtrerende), 

og det samme gælder da om billedmængden under p i L(H,H). 

I en fØlgende § vil vi bevise: 

Til en vilkårlig nedad fi~trerende mængde G af positive ope-

ratorer E L(H,H) findes der en operator P E L(H,H), for hvilken 

(Pxjx) = inf f(Bxjx)IB E_ G} for alle x E H. P er positiv og kom­

muterer med enhver operator, der kommuterer med enhver q:Jerat.cr i G~ 

Sætnigg: Lad S være en afsluttet delmængde af T. Om fØlgen-

de betingelser: 

r Der findes en funktion f E C(T,C), så at p(f) er injectiv 

o -1 ( ) og S <; f O • 

II S har spektralmålet o. 
OJ -1 

III For enhver furnetion f E C(T,C), så at f (o)<; S, er 
-1 -1 p(f) injectiv og q(f ) er defineret og = p(f) • 

gælder: I ~ II ~ III. 

Bevis: II~ III er vist i det foregående: Hvis S har spek­
a,-1 

tralmålet O og s 1 =f (o) <; s, så har s 1 spektralmålet o, og 

f-1. er defineret og lcontinuert: T\S1 ~b, så at q(f'-1 ) er dcfine­
-1 

ret og = p(f) • 

I~ II Om f E C(T,C) antager vi, at p(f) er injectiv, og at 

S ~ f
0 

-
1 (o) = s 2 • p(f f) =- p(f)~;;p(f) er injectiv, thi for B E 

• ~ 2 
L(H,H) og x E H gælder: B···Bx = O ~ (B~··Bx.jx) =- IIBxll = O ~ Bx = 

Lad P være den ti l den nedad fil trerende mængde f_p (g) l g E 

G(1S) J af positive operatorer svarende operator, for hvilken 

(Pxjx) = inf f(p(g)xjx)jg E G(is)J for alle x E H. Da p(f f) kom­

muterer med p(g) for g E G(1S)' kommuterer p(f f) med P, og da~ 

O~ P ~ p(g), er O~ p(f f)P ~ p(f f g), for alle g E G(1S). 
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Til E > O kan vi vu;lge g E G(1S), så at g er nul på ~t E Tlf f' 

(t) ~El (Urysohns lemma); for et sådant g er f f' g~ E~ og (p 
- 2 2 

(f f')P xlx) ~ (p(f f' g) xlx) ~ llp(f' f' g)ll • llxll ~ Ellxll for et-

hvert x E H, så at (p(f f')P xjx) = O for x E H~ og p(f f')Px = O 

for x E H; da p (f f') er injec ti v~ er P x = o for x E H, altså P = 

o. Da således inf' ~(p(g)xlx) l g E G(1s) J =o for alle x E H, kan 

vi til E >O og x E H finde g E G(1S)' så a t (p (g) x l x) < E, d.v.s 

S har spektralmålet O. 

6.6. Vi minder om, at vi til en selvadjungeret operator A 

har konstrueret en kompakt m<0ngde cr(A) ~ Roo og en ~:: isomorfi p af 

C(cr(A),c) på den mindste afsluttede delalgebra af L(H,H), der in­

deholder E og alle operatorer (A- yE)-1 , y E C\R, så at p(Rcr(A)) 

= R(A) for enhver rational runletion R, der er begrænset på :R. 

For A E L(H,H) har vi i af'snit 4 vist, at cr(A) = sp(A), og 

at p(Rcr(A)) = R(A) for enhver rational funktion R, der er begræn­

set på cr(A) • 

Vi antager nu, at A er ubegr~nset, så at oo E cr(A)o Da funk­

tionen t~ (t i)-1 er O, netop når t = oo 1 og af p afbildes i 

den injective operator (A- iE)-1 , har ~ooJ spektralmålet O. 

Da et polynomium P ikke kan afbilde R på C, kan vi til P væl­

ge~ E C, så at P(t) -~t O for t E cr(A); da vil (P- ~);~A) E 

C(cr(A),c), og p((P- ~);CA))= (P(A)- ~)-1 • Da (P(t) - ~)-1 kun 

er nul for t = oo, er q (Pcr(A)\~ooJ-~) defineret og = [ (P(A) -

'AE) -i] -1, =· P(A) - ~, og q(Pcr(A)\ ~ oo J) = P(A). Speciel t svarer 

funlctionen: t~ t, t E cr(A)\~ooJ, til A; da værdimængden for denne 

funktion er den (relativt til C) afsluttede mængde cr(A)\~ooJ, er 

sp(A) = cr(A)\~ooJ, ligesom for A E L(H,H). 

For en vilkårlig rational funktion R= PQ-1 , for hvilken Q 

iklce har nulpunkter i cr(A) og derfor Q;(A) E C(cr(A), C) og 
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p(~~(A)) E L(H,H), er q(Rer(A))= q(Per(A)Qo-Cl))\= q(Per(A))q(Qer(l)) = 
P(A)~(A)-1 og dette sæt~er vi= R(A). For f E C(er(A),b) ~ætter 

vi p(f) = f(A); herved bliver Rer(A)(A) = R(A) for en rational 

funktion R med Rer(A) E C(er(A),b). 

Vi fremhæver specielt~ at vi har bevist, at et reelt po-

lynomium af en selvadjungeret operator er en selvadjungeret 

opera tor. 

6.7. Lad os sige, at en spektralfremstilling af en operator 

B er et par (cr,p), hvor er er en kompakt delmængde af C og p er 
00 

en~ isomorfi af C(er,b) ind i L(H,H), for hvilken p(1) =E, 

fooJ ~er og har spelctralmålet nul eller oo Et er, og q(Xer\foo1)= B. 

Vi har vist, at kun en normal operator kan have en spektral-

fremstilling, at er er entydigt bestemt, er = afslutningen relativt 

til C af sp(B), og at enhver selvadjungeret operator har en 
00 

s:pektralfremstilling. 
. .. 

Lad igen T være et kompakt Hausdorffrum og p en ~- isomorfi 

af C(T,b) ind i L(H,H), så at p(1) =E, og lad h være defineret 

og kontinuert: T \ S ~ c, hvor S er en afsluttet delmængde af T 

med spektralmålet O. 

Lad er være afslutningen relativt til C af h(T \S), altså 
00 

er= sp(q(h)), hvis h er begrænset, og er= sp(q(h)) u foo1 ellers. 

Afbildningen f ~ f o h er en * isomorfi og isometri af 

C(er,C) ind i C(T \ s,c); f.eks. er f o h(t) = f(h(t)) = 

fC"hrtTT - :r o h( t) for t E T \ s, og IIf o hil = 

s up f l foh( t) l l t E T \ S 1 = sup f l f( z) l l z E h( T \ S) 1 = 

sup f l f( z) l l z E er 1 = IIf !l. Idet vi sammensætter denne afbildning 

med sammentrækningen af' q t.i.l C(T \ S,C), der jo også er en 

~~isomorfi og isometri, får vi en .;, isomorfi og isometri ph af 
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= E. 

I<'or y E: C\o- er funktion t --7 (t - y) -i, t E: (J, kontinuert, 

. . (( )-1) l )-1 ( ( ) )-1 og afb1ldes ved ph l q h -,y = q\,h - y = q h - yE • 
~ ~~ t:r = r:. 00 

Heraf' f'Ø~som for en selvadjungeret operator, at fool ~ 

er og har spektralmålet o eller oo El: a-, og a t den til ph svarende 

afbildning qh afbilder Xa-\fooJ i q(h). Enhver sådan operator q(h) 

har derfor en spektralf'remstilling. 
_ ... 1 

Da enhver rational funktion R = PQ , for hvill{en Q iklce har 

nulpunkter i a- og P har hØjst samme grad som Q, kan oplØses i 

:faktorer af' formen ex~ + f3(X - y) -i., y E C\a-, er ph (Ro-) = R( q( h)) 

for alle sådanne R. ~ 

Hvis h er reel, er q(h) selvadjungeret, og vi har tidligere 

konstrueret en spektralfremstilling ((J~Pq(h)) for q(h); da mæng­

den af' f'unlctionen R , hvor R er en rational funktion, der er be-o-

gr~nset på a-uf=}, er tæt i C(a-,C) og ph og pq(h) falder sammen 

~~denne m&ngde, falder de sammen for alle f' E: C(a-,C), Pq(h)(f') 

ph(f') = q(f' o h). 

Specielt ser vi: 
, 

S&.!!!ing: En selvadjungeret operator A har en spektralf'rem-

stilling. 

Thi hvis (o-,p) er en fremstilling, og f'~ C(o-,C), er p(f') = 

q (f' 0 X er\ r= l ) = P-x (f') = P (X ) (f') = P A ( f') • 
t 5 er\ f= l q a-\ f= l 

Desuden har vi vist: 

Sætning: Lad A være en selvadjungeret operator, :f en funk-

tion E: c(a-(A) ,R) og g en :funktion ~ C(:f(o-(A)) ,c) = C(a-(f'(A)),c). 

g o f'(A) = g(f'(A)). 

Thi g o f'(A) = pA(g o f')= pf'(A)(g) = g(:f(A)). 



Mat 6. 1963 - 64 K III 6. 18 

6.8. Lad h være defineret og kontinuert: T\8 ~ C, hvor S 

er en afsluttet mængde med spektralmålet O, og lad ~(h) være af­

slutningen relativt til c~ af h(T\S). 

Man kan uden større besvær vise, at hvis en afsluttet del­

mwngde S, af ~(h) har spektralmålet O m.h.t. *isomorfien ph' så 

o -1 ) o -1 ( ) o har h (s1 ~h s1 uS spektralmalet O m.h.t. p. Specielt har 

f 00 l spektralmålet O m.h.t. ph, også hvis ~(h) = bøo. For en funk-

tion f, for hvilken qh er defineret, er da også q(f o h) define-

ret, og man viser, at qh(f)=q(f o h) (jfr. øv.). 

' Man kan vise, at enhver normal operator har en spektralfrem~ 

stilling; i øvelserne vises dette for en unitær operator. Vi vil 

i det fØlgende tillade os at benytte denne sætning. 

De beviser, vi har anvendt, er modifikationer af tilsvarende 

beviser i bogen af Riesz og Sz.-Nagy. Andre beviser gives f.eks~ 

i samme bog, i en bog af Sz.-Nagy i serien: Ergebnisse der Matho 

und ihrer Grenzgebiete, og i bØger af St~eog af Halmos og af 

Achieser og Glasmann. 

Vi vil endnu nævne hovedsætningen inden for denne teori, en 

sætning, der gør det berettiget, at vi har hoskæftiget os med 

pakte Hausdorffrum, og ikke blot med kompakte delmængder af C=~ 

Ln d;'algebra er en afsluttet, selvadjungeret (d.v.s. A E. C::: 

• A* E c*) delalgebra af L(H,H). 

Det er ikke svc:art at vise, at for et vilkårligt kompakt Haus·· 

dorffrum T findes der et Hilbertrum H og en *isomorfi p af C(T,C) 

* med en kommutativ C delalgebra af L(H,H). 

Hovedsætning: 
)j; 

Til en vilkårlig kommutativ C algebra, der 

indeholder E, på et Hilbertrum H findes der et kompakt Hausdorff­

rum T og en *isomorfi p af C(T,C) på c*. 

Beviset for denne sætning kan f.eks. findes hos Loomic 

Naimark. 
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§z. Topolegier på H og L(H,H). 

Lad E være et topolog!Bk vektorrum over K(= R eller c), 
. I 

og lad I være en vilkårlig indeksmængde. Produktrummet E af I 

eksemplarer af E, der jo kun opfattes som mængden af alle afbild­

ninger af I ind i E, forsyner vi med produkttopologien. EI er 

desuden på naturlig måde organiseret som et vektorrum, idet vi 

for f og g E E1 og ~ E: K lader f+Ag være elementet i EI med ko­

ordinaterne f(i)+f.,g(i). 

EI bliver herved et topologisk vektorrum. Idet en basis for 

filtret af omegne af f E EI udgØres af mængderne 

f fg E: EI l 'V i E: S[g(i)-f(i) E: U} juer en omegn af o i E og S 

er en endelig delmængde af I}, er nemlig topologien bestemt 

ved en basis for filtret af omegne af o, og man ser let, at 

~fg E EI l Vi E S[g(i) E U]} l U E: B(o) og S er endelig del­

mængde af Il opfylder betingelserne V1 , ••• ,v6(I 1 s.2-3), når 

B er en basis :t'~r:f.i.ltret af omegne af O i E, der opfylder 

V1 ,. •• ,v6.(jfr. øv. 9). (Hvis u,s = fg E: Er j 'Vi E S[g(i) E: U]}, 

så vil o E: U, S u T ~ u, S n U,T; At'(i) E U for f(i) E U og 1~1 

~ 1a ~. u,s = (~u),S;f E ~u,s for~~ maxfAi j i E: S}, hvor 

~>O er valgt så f(i) € ~iU;U,S+U,S ~ (U+U),S; og f E: nu,s * 

~(i) E n U= [O} for alle i~ f= O). 

Lad der nu for hvert i E I være givet en kompakt delmængde 

K1 af E. n[I1 j i E I} er kompakt ifØlge Tychonoffs sætning 

(jfr. T.2.12). En delmængde af EI bestående af afbildninger f, 

for hvilke r(i) E Ki for alle i, er en delmængde af TI{Ki l i € I} 

og derfor kompakt, hvis blot den er afsluttet. 

Vi antager nu, at I er et vektorrum over K. Mængden af 

lineære afbildninger af I ind i E er da en afsluttet delmængde 
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af E1
; thi for a E I er afbildningen f~ f(a), EI ~E, konti­

nuert, da produkttopologien jo er den svageste topologi på EI, 

der gør disse afbildninger kontinuerte; for a, b E I og ~E K 

er da også afbildningen cx(a,b,~): f~ f(a+Ab)-f(a)-?\f(b) konti­

nuert, og mængden af lineære afbildninger= n{cx(a,b,A) 0
-

1 (o) 

a,b E I, A E K} er derfor afsluttet. 

Lad nu I være et nor~eret vektorrum H, og E = K; vi har vist, 

at H's algebraisk duale rum H*, = mcangden af lineære afbildninger 

af H ind i K, er en afsluttet delmængde af KH. Den af KH indu­

cerede topologi på H*, eller på H's topologisk duale rum H', 

kaldes deh svage topologi på dette rum, og betegnes hyppigt ~ 

eller ~(H~.H), henholdsvis ~(H',H)1 

Da~ er den svageste topologi, der gør alle afbildningerne 

pr(x): f~ f(x) 1 x E H, kontinuerte, er~ svagere end normtopo­

logicn, der også undertiden kaldes den stærke topologi, på H' .• 

Sæt~: Enhedskuglen i det duale rum til et normeret vek­

torrum H er kompakt i den svage topologi. 

Bevis: For f i enhedskuglen i H' er jf(x) l ~ llxll for alle 

x E H; enhedskuglen er derfor en delmængde af rrfcx l x E HJ, 

hvor for hvert x Cx betegner den kompakte mængde {z E 

llxiiJ; da enhedskuglen == n{pr(x) 0
-

1 ({z E b j l z l ~ 1}) 

lix li ~ 1 } n H*, er den afsluttet og dermed kompakt. 

c jlzl ~ 
l x E H, 

Tilsvarende viser man, at mængden af kontinuerte homomorfier 

af en normeret algebra H ind i K er kompakt; en kontinuert ho­

momorfi h tilhØrer specielt H' og har norm~ 1, for hvis der 

fandtes x E H med llxll < 1 og lh(x) l = 1, ville llxnll ~ lixlin --+ O 

fop n--+~ medens lh(xn)l ~ lh(x)ln = 1, i strid med kontinuiteten; 

de kontinuerte homomorfier er fællesmængden af enhedskuglen i H' 
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med ~wllesmængden a~ nulmængderne ~or de kontinuerte a~bild-

ninger h~ h(xy)-h(x) h(y)~ x,y E H, og udgør dermed en kompakt 

mængde. Hvis H er en normeret algebra med et-element E, og h er 

en homomor~i ind i K, så er h(E) = h(E2 ) = h(E) 2 , og h(E) = O 

ell0r 1; hvis h(E) = O, 0r h(x) = O ~or alle x; h a~bilder så­

ledes på K, hvis og kun hvis h(E) = 1 • I dette til~ælde er O 

homomor~ien et isoleret punkt i mængden a~ kontinuerte homomor~i-

er, og også mængdem a~ kontinuerte homomorfier på K er lcompalct 

i den svage topologi. 

Hvis H er en Banach-algebra er i øvrigt enhver homomor~i 

ind i K kontinuert; vi viser det dog kun under den yderligere 

antagelse, at H har et et-element: antag, at h(E) = 1, og at der 

~indes x E H med llxll < 1 og h(x) = 1 ; da llxll < 1, har E-x en 

invers y, og 1 = h(E) = h(y(E-x))= h(y)(1-h(x)) =o •. 

Lad igen H være et normeret vektorrum. Da et ~ilter på et 

produlctrum konvergerer, hvis og kun hvis alle dets projektioner 

konvergerer (T.2.11), ser vi, at et ~ilter på H' konvergerer 

mod ~ E F i den svage topologi, hvis og kun hvis F(a) ~ ~(a) ~or 

ethvert a E H, specielt, at en ~Ølge (~n) konvergerer svagt mod 

~~ hvis og kun hvis ~n(a) ~ ~(a) ~or ethvert a E H. 

Hvis H er et Hilbertrum, har vi en konjugeret lineær bi­

jectiv isometri J a~ H' på H; vi de~inerer den svage topologi 

på H som den topologi, der gør J til en homeomor~i mellem H' ~or-

synet med den svage topologi og H. En basis ~or ~iltret a~ omegne 

i denne topologi er~~~ E: H l Vg E S[j(~jg)j < 1]} l S er en 

endelig delmængde a~ H}. 

Hvis H ikke er endelig dimensionalt, ~indes der et ortonor­

malsystem (en) i H; et sådant konvergerer svagt mod o, thi ror 
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iklce stærkt, da det ikke er nogen f'undamentalf'Ølge. Den svage 

og den stDrke topologi er således forskellige. Hvis H er endelig 

dimensional t H = Kn, ser man le:; t, a t begge topolegier falder 

sammen med produkttopologicn. 

7.2. Lad H være et Hilbertrum, og lad os indfØre topelogier 

på L(H,H). (Vi kunne almindeligere se på L(H1 ,H2), hvor H
1 

og 

H2 er normerede vektorrum)~ 

L(H,H) ~L kan betragtos som en delmængde af HH. Lad H 
(J 

betegne H forsynet med den svage topologi, og H H forsynet med 
1: 

don st<Jrke topologi. Vi vil anvende fØlgende betegnelser: Den 

ligelige topologi på L er topologien induceret af normen; den 

stærke topologi på L er topologien induceret af produkttopolo-
1 ) 

gien/induceret af produkttopologien på H H. 
rr 

Som basis for filtret af arnegne af O i den stærke topologi 

lcan vulges mængderne ~T E L j liTfil < 1, Vf E S 1, hvor S er en 

villeårlig endelig delmængde af' H. Den stærke topologi kan karak-

teriseres som den svag0ste topologi, med hensyn til hvilken alle 

afbildninger T~ Tf, f E H, af L ind i H er kontinuerte. Den 
'7: 

er derfor svagere end den ligelige topologi. 

Som basis for filtret af arnegne af O i den svage topologi 

kan vralges mængderne f T E L j l (Tf l g) l < 1, Vf E s,vg E Sf1, 

hvor S er en vilkårlig endelig delmængde af H, og hvor, for 

hvert f E s, Sf er en endelig delmængde af H. Disse mængder kan 

lige så godt beskrives som fT E L l I(Tf lg )l ( 1, v= 1, ••• ,nj, v v 
hvor n E N og f 1 , ••• ,fn,g1 , ••• ,gn E H, idet hvert f E S skrives 

et antal gange, der er lig antallet af elementer i sf. Som basis-

1) på H'7:H; den svage topologi på L er topologien 
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mengder er det nok at benytte delsystemet af mængder 

~T E L l I(Thvlhv) l < 1, v= 1, ••• ,nJ, hvor n E N og h1 , ••• ,hn E 

H; thi ~T E L l' (Tf v l gv) l < 1 , v = 1 , ••• , n J ~ 
~ T E L l' T ( f +i v g ) l f + if.L g ) l < 1 , v ::: 1 , • • • , n , J.L = O , • • • , 3 J , v v v v 

3 
idet, for vilkårlige T E L,f,g E H, 4(Tfjg) = ~ if.L(T(f+if.Lg) j 

J.L=O 

f+if.Lg). Den svage topologi kan karakteriseres som den svageste 

topologi på L, med hensyn til hvilken alle afbildninger T ~ 

Tf,f E H, af L ind i H er kontinuert, eller som den svageste 
er 

topologi på L, med hensyn til hvilken alle afbildninger T ~ 

(Tflg), f,g E H, af L ind i C er kontinuerte. Den er derfor 

svagere end den s t::Jrke topologi ( jfr. øv. ) • 

S<a~ning. ~nhedskuglen i L(H,H) er kompakt i den svage topo-

logi. 

Bevis: For T i enhedskuglen og f E H er liTfil ~ llf'll, derfor 

er enhedskuglen en delmængde af den kompakte mængde TI~Hflf E H}, 

hvor Hf for hvert f betegner den svagt kompakte mængde 

{g E H l llgll ~ llfll J • Enhedskuglen i L er fællesmængden af mængden 

af lineære afbildninger H ~ H med fællesmængden af urbillederne 

ved de kontinuerte afbildninger: T~ Tf, hvor f E H og llfll = 1, 

af enhedskuglen i H, der er kompakt og derfor afsluttet i den 

svage topologi; derfor er enhedskuglen i L kompakt. 

Lad L~,L og L betegne L forsynet med den ligelige, hen-
" rr: er 

holdsvis den stærke og den svage topologi. 

Swtning: For B E L er A~ AB og A~ BA kontinuerte afbild-

ninger L ~ L • 
er er 

Bevis: Lad en omegn U af O i den svage topologi være givet 

ved {f 1 , ••• , f n J og { g1 , • • • , gn l • 
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A E { S E L 11 ( SBf' v l gv ) l < 1 , v = 1 , ••• , n } ..,. .AB E U , o g 

A E: { S E: L 11 ( S t~ j B • gv ) l < 1 , v . - 1 , ••• , n l ~ BA E: U • 

Bemrerkning: En tilsvarende sætning gælder i den stærke 

topolbgi (jfr. øv. >~ 

Swtning: Lad N være en vilkårlig delmængde ~ L. 

er afsluttet i den svage topologi. 

T ~ TA-AT en kontinuert afbildning 

. . {. o-1 ( ) l l YA :Lo-~ LO"'. Derfbr.:·:.;~r nlyA'"' .. · O A E: N afsluttet i den svage 

topologi. 

Sætning:. Afbil4nfnge.:n.. f\. ~,.N.* er koht·J.nu~rt Lo- ~ Ler. Mængden 
~.. :. . 

af s el vad;jupgerede oper'a·tor~r E L·. er s'li~:;gt afsluttet. 
· - f _;r·., ·1.·-

.- l'~- ,··-

Bevis: Kori,tinui teten fØlger le_ ;t ·ar, a ti(A*g j f') l < 1 ~ 

l (At !g) l < 1 • Derfor er {a :A _.. A* -A, eri. kontinuert afbildning 

Lo- ~ Lo-' og mængden ~·s elvadjun~erede oper:~torer E: L = [3°-1 (o) 

er.svagt afsluttet. 

Bemærkning: A~ A* er i~e kontinuert L~~ L~ (jf'r. øv. 3)e 

§fatning: Lad B være en selvadjungeret operator E L. 

{A E L l A ~ B} og {A E L J A ~ B} er. afsluttede i den svage 

topologi. 

Bevis: Afbildningen af:A .... ((A-B)fjf) er kontinuert 

LO"'.,.. C, derfor er n{cxf'o-1 (R+u{O}) jf' E: H} og n{af'o-1 (R\ R+) l 
f' E H}svagt afsluttede. 

7.3. Def'inition: En delmængde N af en partielt ordnet mængde 

M er opad filtrerende, hvis mængderne NB= fA E NIA~ B], B E N, 

udgør en basis for et fil ter b' N på N. Betingelsen er åbenbar J~ 
.­•. 

ækvivalent med fØlgende: til A ~g B E N 30 E N, så at 

C ~A og C ~ B. Tilsvarende defineres begrebet nedad filtreren-

de. 

.. .. 
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Sætning: Lad N være en opad filtrerende mængde af selvad­

jungerende operatorer E Lo Hvis A E L er en majorant for N, o~ 

A tilhører det svagt afsluttede hylster af N, så er A den mind­

ste majorant for N, og FN konvergerer mod A i den stærke topolo­

gi. 

Bevis: For B selvadjungeret E L er fS E LIS~ Bj svagt 

afsluttet. S ~ B, VS E N, medfører derfor A ~ B, d.v.s. A er 

den mindste majorant for N. 

Vi vælger R E: N. For S E NR gælder: -IIRII·E ~ R ~ S ~ A ~ 

IIAII·E, derfor O ~ A-S ~ aE for a ~ IIRII+IIAII, og, da produktet af 

to kommuterende, positive operatorer er positivt, O ~ (A-S) 2 ~ 

a. (A-S). 

Lad U være en omegn af A i den stærke topologi, 

U = fT E L III(T-A)f)l < 1, v= 1, ••• ,nj,n E: N,f1 , ••• ,fn E: H; 

V= fT E: L II((T-A)f lf ) l v v < a -1 
' v = 1, ••• ,n} er da en omegn 

f\ N 
af L. i den svage topologi, derfor 3T1 E V. Vi vælger T E: N, 

T ~ T1 og T ~ R. For S E NT~ NR gælder: ji(A-S)f)j 2 = 

((A-S) 2f lf) __ < a((A-S)f lf) < a((A-T)f jf) < 1, v= 1 , ••• ,n, v v v v = v v 
altså S E: U. Vi har NT<; U, derfor U E: FN,FN er finere end filtre·G 

af omegne af A i den stærke topologi, d.v.s. FN konvergerer med 

A i den stærke topologi. 

~ing: En opad begrænset, opad filtrerende mængde N af 

selvadjungerede operatorer E L har en mindste majorant sup N. 

~N konvergerer mod sup N i den stærke topologi. 

Bevis: Vi vælger R E: N og en majorant B for N. 
gælder 

For S E: NR og b= maxfiiRII,IIBIIl/-bE ~S~ bE, derfor IISII ~b. 

Da f T E: L III Til ~ b j er kompakt i den svage topologi, har f'i l t.~ 
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med basis {NsiS E NR}et fortætningspunkt A, d.v.s. A tilhører 

det svagt afsluttede hylster af NS,~S E NR' og derfor det svagt 

afsluttede hylster af N. Da {C E L 1 C ~ S} er svagt afsluttet 

og -:;; NS' vil den indeholde A, d.v.s. A~ S,~S E NR. Til T E: N 

3 S ? T,S E NR' og vi har T ~ S ~ A. Sætningen fØlger nu af den 

foregående. 

En tilsvarende sætning gælder om nedad begrænsede, nedad 

filtrerende mængder af selvadjungerende operatorer E L. Den 

største minorant for en sådan mængde N vil vi betegne inf N. 

Sætning: Lad N og P være opad begrænsede, opad filtrerende 

mwngdcr af selvadjungerede operatorer E L. 

1) -N= {-SIS E N} er nedad begrænset og nedad filtrerende; 

inf(-N) = -sup(N). 

2) For A E: ~+er AN+P = {AS+TjS E N,T E P} opad begrænset 

og opad filtrerende; sup(AN+P) = ASUpN+supP. 

3) Antag yderligere~ at S ? O, T ~ O, og ST = TS, for 

VS E N, ~T E P. N·P = {ST l S E N,T E P} er opad begrænset og 

opad filtrerende; sup(N.P) = (sup N).(sup P). 

Bevis: 3) N.P er opad filtrerende; thi s
3 

~ s 1 , s 3 ~ s2 , 

T3 ~ T1 , T3 ~ T2 , Si E P, Ti E P, i= 1 ,2,3, medfører s 3T3 ~ 

s
3

T1 ~ s 1T1 og tilsvarende s
3

T
3 

~ s 2T2 , d.v.s. at s 1T1 og s2T2 

har den fælles majorant s
3

T3 E N.P. 

Da sup N tilhører N's svagt afsluttede hylster, kommuterer 

sup N med T,~T E P; tilsvarende kommuterer sup P med s,~s E N. 

S E N,T E P~ ST ~ (sup N).(sup P)~ sup(N•P) ~ (sup N).(sup P). 

Omvendt ser vi, at S E N, T E P~ ST ~ sup(N·P) ~ s.sup P~ 

sup(N•P), da s.sup P tilhører det svagt afsluttede hylster af 

{STjT E P}, idet T~ ST er kontinuert L ~L • Da også (sup N)• 
(T (T 
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(sup P) tilhØrer det svagt afsluttede hylster af fS(sup P) l 
S E: Nj, er (sup N).(sup P)~ sup(N·P). 

1) og 2) vises tilsvarende. 

Hvis N og P er voksende fØlger (S ) og (T ), finder vi, n n 

med forudsætninger som under punkt 3), at (SnTn) er en voksende 

fØlge; for n ~ m er SnTn ~ SnTm ~ SmTm og SnTn ~ SmTn ~ SmTm; 

derfor er (sup N).(sup P) = sup(N.P) = sup (S T ) = sup (S T ). 
n nm n nn ,m 

For nedad begrænsede, nedad filtrerende mængder gælder 

tilsvarende sætninger. 

Bn nedad filtrerende mængde G af positive operatorer E: L(li, 

H) er specielt nedad begrænset, og har derfor en største minorant 

P; for alle x E: H og E > O eksisterer B E: G, så at (Pxlx) ~ (Bxlx) 

~ (Pxlx) + E, da P tilhØrer det svagt afsluttede hylster af G; 

derfor er O~ (Pxlx) = inf [(Bxlx) IB E: G}. Da mængden af operator-

er, der kommuterer med enhver operator, der kommuterer med enhver 

operator i G, er svagt afsluttet og indeholder ~, indeholder den 

også P. Hermed har vi bevist en sætning, der blev anvendt i § 6, 

side 14. 
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§ 8. Fortætningspunkter for spektre~. 

Vi betragter et Hilbertrum H og en operator T på H. 

For A E C kaldes (T-AE)
0

-
1 (o) egenrummet for A• Hvis egen­

rummet er t ~O}, kaldes A en egenværdi for T, og ethvert element 

4 O i egenrummet kaldes en egenvektor svarende til A• Dimensio­

nen af egenrummet kaldes A's multiplicitet. 

hntag nu, at T er en normal operator E L. Ethvert isolere~ 

punkt A i spektret cr(T) e!' en egenv<ardi for T. 

Bevis: Da A er isoleret, findes der a > O, så at fA} er 

fEJllesmængde for cr(T) og cirklen C(A,a) med centrum A og radius 

a. Den karakteristiske funktion for [A}, 1 fA}, E C(cr(T) ,c), og 

for den tilsvarende operator 1[A}(T) = PA er TPA = APA, da t1~AJ 

(t) ~ A1 [A}( t) for t E cr(T). A er derfor egenværdi, og det til­

svnrende egenrum indeholder PAH. 

PA er en projektion, da 1 fA~ kun antager værdierne O og 1, 

o J 2 ):: D l 12 2 ( 1 1 ( ) ) (~"'"' \ sa ae PA ~ PA ~ PA. a t- A ~a - (A} t for t E er~; 

er II(T- AE)xll
2 

=-((T*- M)(T- AE)xlx) ~ a
2 

((E- P'/.\)xjx) = a 2 

Il (E - P)..)x11 2 for ethvert x E H. For en egenvektor x svarende til 

A er derfor x = PAx E PAH. PA er således netop projektionen på 

egenrmnmet for A• 

Da II(T::. - ~)xll ~ II(T - AE)xll , er PA også projektionen på 

egenrunmet for T::'svarende til ):,. 

§<Jtning (H.Weyl 1909): Lad T være en normal operator~ 

A E_ C er fort<atningspunkt for cr(T) eller egenværdi for T med mul-
.. 

tiplicitet oo, hvis og kun hvis der eksisterer et nuroerabelt or-

tenormalsystem (fn) i H, for hvilket II(T - AE)fniJ--+ o. 

Bevis: Hvis A E C er egenværdi for T med multiplicitet ~, 

kan vi finde et numerabel t ortonormalsystem (,:r ) i .- · 
n 
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egenrum, og opnår (T-AE)~n ; O ~ O. Antag nu, at ~Ølgen (an) 

af punkter i ~(T), med an 4 am 4 ~for n f m, konvergerer mod A• 

Vi kan da ~~~~tivt vælge funktioner ~n E C(~(T),[0,1]), så at 

~n(an) = 1~,~~ har støtte~ ~z E C l lz-AI < 2jan-A1} og er O 

i €m omegn af {amlm :f: n} og ~n~m =O for n :f: m. Da ll~n(T)II = 1 

kan vi vælge gn E H med llgnll < 2, så at ll~n(T))gnll = 1. Vektorerne 

~n = ~n(T)gn udgør da et ortonormalsystem, idet (fnl~m) = 
(~m(T)*~n(T)gnlgm) = (~m~n(T)gnlgm) = O for n :f: m. Da 

II(T-1\E)fnll ~ II(T-AE),~hT)II·IIgnll ~ 2 supf lz-~l~n(z) l z E ~(T)}~ 
2 supfjz-~1 liz-Al··< 2lan-Ail = 41an-A1, vil (T-AE)fn ~O. 

Hvis A ikke er egenværdi med multiplicitet ~ og ikke er for­

t@tningspunkt for ~(T), så er~ egenværdi med endelig multipli­

citet, og P'A = 1f'A}(T) er projektionen på det tilsvarende egen­

rum. Da et vilkårligt ortonormalsystem (fn) konvergerer svagt 

mod o, vil specielt (PA~nlg) = (fniP'Ag) ~ O for g E P'AH, d.v.s. 

P}.fn ~ O i den svage og derfor i den stærke top?logi på P'AH, da 

P 'AH er endelig dimensional t. Da II(T-AE)fn11
2 ~ a 2( {E-PA)fnl~n) 

for et passende a >O (jfr. ovenfor), og ((E-P~fnlfn) = 
1-IIP·~tn11 2 ~ 1, kan (T-AE).fn ikke konvergere mod o. 

Med lidt påpasselighed kan man bevise de ovenstående sæt­

ninger også· for ubegrænsede normale operatorer. 

8.2. Lemma:- Lad N være en delmængde af et ~ldstændigt me-

tri slc rum M. FØlgende egenskab er er ækvivalente: 

I N er kompakt. 

II For et vilkårligt E > O findes der en endelig delmængde 

S af M, så a t ethvert punkt i .N har en afstand ~ E fra S (et 

endeligt E-net,f'or N). (N er fuldst~ndigt begrænset). 

III Enhver fØlge af elementer i N har en konvergent delfØlge. 
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Bevis: II ~ I: Lad F v~re et ultrafilter på N, og lad S være et 

endeligt E-net for N; S er da et endeligt (2E)-net for N, så at 

Nor overdækket af de endelig mange kugler K1 , ••• ,Kn med centrer 

i S og radius 2E· F indeholder en af disse kugler, thi K1 ~ 

F~ N\ K1 E F (jfr. T.2.7), og hvis også K2 ~F, vil N\ 
(K1 u K2 ) =(N\ K1 ) n (N\ K2) E F o.s.v., så at enten K1 eller 

••• eller Kn_1 E F, eller Kn ~N\ (K1 u ••• u Kn_1 ) E F; F er 

sålcCLc::s et fundamentalfil ter og dermed konvergent. 

I ~ III: Da N er kompakt, har enhver fØlge af' elementer i 

N c.::t fort<dtningspunkt x i N. Da filtret af omegne af x har nume-

rabel basis, vil en delfØlge konvergere mod x. 

III ~ II: Antag, at der findes E > o, så at ingen endelig 

delm~ngde af M er et e-net for N; N + ~' og vi kan ved induktion 

V@lge en fØlge x1 ,x2 , ••• af elementer i N, så at xn har en af'­

stand > e fra xm for alle n E N1 og m < n; da ingen delfØlge af 

denne fØlge er en fundamentalfØlge, kan fØlgen ikke udtyndes 

til en konvergent delfØlge. 

En operator T E L siges at have endelig rang, hvis dimen-

sionon af TH er endelig. 

S~tning: Lad T være en opera tor E L. Om fØlgende 

I T har endelig rang. 

egenskaber: 

II T er grænseværdi i L~ for operatorer mod endelig rang. 

III Tff E H l llfll ~ 1 j er kompakt i H'l;. 

IV T er grænseværdi i LA for operatorer, der opfylder III. 

V Enhver begrænset følge har en delfØlge, hvis billedfØlge 

er konv~rgent i H~. 

VI T afbilder en vilkårlig begrænset svagt konvergent 

fØlge i en stærkt konvergent fØlge. 
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VII Hvis (~n) er et numerabelt ortonormalsystem og 

A E C\ ~O}, er (T-AE)~n ikke konvergent i H 

gælder: I ~ II ~ III ~ IV~ V~ VI ~VII. 

Hvis T er normal, er II, III, IV, V, VI og VII ækvivalentej 

i dette tilfælde består ~(T) af hØjst numerabelt mange punkter, 

og ethvert punkt i ~(T) \ fO} er isoleret i ~(T) og er en egen~ 

v~ r di med endelig mul tiplici te t. T opfylder også I 1 h vi s og 

kun hvis a-(':1] er en endelig mængde. 

Bemærkning: Man kan vise, at enhver svagt konvergent fØlge 

er begrc:anset, så a t ordet begrr.mse t kan s tryge s i VI (princip­

pet om ligelig begrænsning). Man kan vise, at VI ~II også for 

ikke normale operatorer. Operatorer, der opfylder disse betin­

gelser, kaldes kompakte eller totalkontinuerte. Trods .V!be­

hØver en sådan operator ikke at være kontinuert: H ~ H • (Jfr. a- 'r; 

øv.) 

Bevis: I ~ II og III~ IV er trivielt 

IV~ III: Antag, at der til E > O findes S E L, der op­

fylder II! og liS-Til < E; lad R være et endeligt. E-net for 

S~f E.: H l llfll ~ 1 J; R er da et endeligt (2t)-net for T[f E H 

denne mængde har derfor kompakt afsluttet hylster i H 
'r; 

I ~ III: T[f E H jllfll ~ 1} er en begrænset mængde i det 

endelig dimensionale rum TH, og har derfor kompakt afslutning 

relativt til TH og derfor relativt til H rr; • 

II ~ IV da I ~ III. 

III ~ V fØlger af det foregående lemma 

V~ VI: Lad (fn) være en begrænset fØlge, der konvergerer 

svagt mod f; enhver delfØlge (T~) = (Tfn) af (Tfn) har da en 
v 

delfØlge (Thu) =(Tg ), der konvergerer stærkt mod et element 
v f-l 
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h E H; for ethvert g E: H er (hig) = lim(Th lg) = lim(h""IT~'g). = 
f-l f-l f-l f-l . 

= (Tf'jg); derf'er er h= Tf'. Dette medfØrer, at (1'fn) ~Tf: ellers 

ville der eksistere et E > O og en delfØlge (Tg ), så at 
v 

liTf-Tg 11 > E for v E: N, og ingen delf'Ølge af' (Tg ) kunne konver-v v 
gere mod Tf'. 

VI ~VII: Et numerabelt crtanormalsystem (fn) konvergerer 

svagt mod O; hvis 'A E C \ [O l, og (T-1\E)f'n ~ g:, så vil f'n = 

"A-1Tf'n-"A-1 (T-AE)f'n ~O- "A-1g, i modstrid med Cauchy-kriteriet. 

~~tag nu, at T~normal og opf'ylder_yii; sætningen i det f'ere­
r 
gaende af'snit viser da, a t in te t A E: C \ [O l kan være f'ortrat-

ningspunlct f'or o-( T) eller egenv<ardi for T med mul tiplici te t oo. 

For n E N lcan o-( T) n [z E C l l z l f n - 1 j kul indeholde endelig 

mange punkter; o-(T) indeholder derfor hØjst numerabelt mange 

punkter. Lad ("n)n E N' hvor N= N eller et afsnit i N, betegne 

de :Lra O forskellige punkter i o-( T), nummereret, så a t 

l~ l f 1~1 f ••• ;hvis N= N, vil "n~ O; til e> O findes der 

n, så a t l "v l < E for v E N, . v ~ n; da l z-~ ["v 1 ~A } (z).. l v ·E N, 

v ~ njl < E f'or z E: o:-(T), er IIT-~[1\vPv l v E N, vv ~ nJII < E f'or 

P v= 1 ['A j(T); ~[1\vPvlv E: N, v~ n} har åbenbart endelig rang; 
v 

T opfylder altså II, og hvis N er endelig endog I. Operatorerne 

P er åbenbart parvis ortogonale projektioner. TH indeholder 
v 

hvert af rummene P H, da f = T(/\ - 1f') for f E P H; da ~A P ~ 
v v v v v 

T i l''A' vil ~1\vP vf ~ Tf' i H-r for ethvert f' E: H; ~!! er. 9-er~or 

det mindste afsluttede underrum af H , der indeholder alle P H; 
~-.........~-----_/ ... __ .... _ -- ~ -·" .. _ - re /._l .. .--:. .._ . v, .. 

-j_ *o-1 ) o-1 ) ~e suelen er TH = T (O = T (O ; hvis vi lader P 
0 

være pro jek-

~ionen på egenrummet svarende til O for T, er derfor (E-P~~,= 

(~v};}. - .... 

Hvis T har endelig rang, kan TH kun indeholde endelig mange 

af de parvis ortogonale endelig dimensionale underrum P H, og v 
o-(T) \ [oj må være en endelig mængde. 
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For x E H er (E-P )x = ~p x, hvor hØjresiden er en endelig 
o v 

sum, eller er konvergent i H • ~P er således en endelig sum, 
'!: v 

eller konvergent i L-r med summen E-P
0

• 

For v E N kan vi vælge en endelig ortonormal basis 

e 1 , ••• , e for P H, 
v n vnv v 

n = dimensionen af P H. For x E H er da 
v v v 

P x = ~ (xje )e • 
v ~=1 v~ v~ 

Vi vælger en indexmængde I med card(I) = 

dim P H og et maximalt ortonormalsystem (e .). i P H. o OJ. J. E I o 

{e ili E I} u ~e l v E N,~= 1, ••• ,n J er da et maximalt or-
o ~ v 

tenormalsystem i H, thi hvis x E H er ortogonal på alle disse 

velctorer, er xl-P H for v E N, så at x E P H og x = o. v o 

Til en normal kompakt operator T E L(H,H) findes der altså 

en ortonormal tilnærmelsesbasis for H bestående af egenvektorer 

for T (sammenlign med§ 2). 

Lad f være en kontinuert funktion på ~(T). ~[f('Av)-f(o)]1 {'Avl 

er konvergent i C(~(T),C), eller en endelig sum, med summen 

f-f(o)1; derfor er f(T) ·= f(o)E + ~[f('A )-f(o) ]P i L"'. Så meget . v v 1\ 

des mere er f(T) 

f(o)P + ~f(o)P o v 
Hvis f(o) = 

n 
---"\ 

= f(o)E + ~[f('A )-f(o)]P i L , og da f(o)E = v v '!: 

i L , er f(T) = f(o)P + ~f('A )P i L • 
'!: o v v ~ 

o, finder vi specielt, at f(T) = bf('A )P i L"'. v v l\ 

Da afsnittene ·) f('A )P er operatorer 
L v v 
v='1 

af endelig rang, og 

konvergerer mod f(T) i LA, er f(T) kompakt, når f(o) = o. 

Ved anvendelser inden for teorien for differentialopera­

torer møder man hyppigt følgen~e problem: Der er giv~t en opera­

tor A, for hvilken A-1 er en normal kompakt operator E L; for 

hvilke 'A E C og y E H findes der x E D(A), så at Ax-~x =y. 
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Ved multiplikation med A-1 får vi problemet: x-AA-1x = A-1y; 

i ældre litteratur kaldes undertiden A en egenværdi for proble­

met, hvis der findes x E H\ fO}, så at x-AA-1x =O. 

Vi vil her diskutere problemet: der er givet en operator 

T E L; for hvilke A E C og y E H findes der x E H, så at 

AX~Tx = Y! 

For A ~ sp(T) har AE-T er invers i L; der findes da for 
. og , -1 

ethvert y en/kun en lØsning x= (AE-T) y; hvis specielt lAl > 
00 

1 -1 \ 1 spektralnormen for T, er ('XE-T)- =A L(A- T)v, hvor rækken 

v=o 
00 

( ) -1 er konvergent i LA jfr. ~ 5 , og x = A ~ (A-1T)vy (C. Neu-

v=o 

manns række) , 

Hvis A ikke er egenværdi for T, har AE-T en invers; der er 

' -1 da hØjst en lØsning x = (AE-T) y. 

Hvis A er egenværdi for T er for y EH(AE-T)
0

-
1 (y) tom eller 

et siderum til egenrummet for T svarende til A• 

Vi minder om, at 5\ E sp(T*) <==> A E sp(T), og at 

m:-T) H = [ (~-T*) o-1 (o) J J.. Hvis )'::' er egenværdi for T*, vi l 

~E sp(T), og en nødvendig betingelse for, at der findes x, er 

at y er ortogonal på egenrummet for T* svarende til A• Hvis T er 

normal, falder dette rum sammen med egenrummet for T svarende 

til A• 

Sætning: Lad T være en normal kompakt operator. For 

A Et a-(T) er (AE-T)-1 = A-1 E+A~: 2j Av(A-\)-1Pv i LA, og 

(AE-T)"-1 = A-ip + ~(A-A )-1P i L • For A = A E a-(T) \ {O} 
o v v ~ ~ 

eksisterer der x E H, så at A x-Tx = y, hvis og kun hvis y er 
~ 

ortogonal på egenrummet for T svarende til A ; hvis betingelsen 
~ 
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er vilkårlige lØsninger til Tz = A z, og rækkerne er konvergente 
f..l 

i H (og A-1E+A-1 \'A(~-~ )-1P er konvergent i L_). 
7: f-L f-L ~ v f-L v v -)\ 

. Vff-L 

Bevis: For A~ ~(T) er flinktionen t~ (A-t)-1 kontinuert på 

~(T); derfor er (AE-T)-1 = A-1E +~[(A-A )-1 - A-1 ]P = 
v v 

A-ib+ A-1 ~ A (A-A )-1P i h og (AE-T)-1 = A-ip +~(A-A )-1P i 
v v v -)\ o v v 

L • 
7: 

Summen A-
1 

1 +\'~A -A )-1-A - 1]1r j' hvor A E ~(T)\ ~Oj 
J-L 0 J-L v J-L l "- · J.t 

Vff..l. V 

er endelig eller konvergent i C(~(T), C) med en sum g E C(~(T),C); 

g(t) = (A -t)-1 for t f A, og g(A) =A - 1 , og (A ·1-t)g(t) = 
f-L J.l f-L M f-L 

-1 -1 -, -1 
1-1~Af-LJ" Derfor er Af-L E+ Af-L ) . Av(Af-L-~V) Pv konvergent i 

tl'J-L 

L~ med en sum g(T), og g(T)(A E-T) =E-P • For y E (E-P )H og 
1\ fJ, J.l f-L 

x = g(T)y er da A x-Tx = (A E-T)g(T)y = (E-P )y = y. Den nØdven-
f-l f-L f-L 

dige betingelse P y= O er således i dette tilfælde også til­
f-L 

s trwld{elig. 

Desuden er g(T) = g(o)P 
o 

med z E P H. 
J.l 
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§ 9. Integralligninger.· 

. . • 2 • 
Vi minder om Fubin~s sætning: Hvis en funkt1on K:R ~ C, 

-· 
er intcgrabel, så er funktionen t~ K(s,t) en integrabel funk-

tion R~ C for næsten ethvert s E R, den næsten overalt define­

rede funktion s~ /K(s,t)dt er integrabel, og JJK(s,,t)dtds == 

}Kdm
2

(m2 betegner det to-dimensionale Lebesgue-mål). 

Lemma: Lad K være en målelig funktion:R2 ~ C, og antag, at 

t~ IK(s,t)l er int~grabel for næsten alle s, og at s~ JIK(s,t)jdt 

er integrabel. K er integrabel. 

Bevis: Vi sætter Kn = IKI A 

[-n,n]; Kn er målelig, og O ~ Kn 

n 1 , hvor W = [-n,n] x w n n 
< n 1 ; derfor er K integrabel. = w n n 

For nwsten ethverls er t~ Kn(s,t) målelig; da Kn(s,t) ~ IK(s,t)l 

er for neJsten alle s /Kn(s-,t)dt -~JIK(s,t) jdt; s-+ }Kn(s,t)dt 

er inte&,rabel, og /K.ndm2 = J/Kn(s,t)d t ds < }/IK(s,t)!dtds < oo. 

Da (Kn) er en voksende fØlge, der l{onvergerer punktvis mod IKI, 

og ~}Kndm2 l n E ~} er begrænset, er IKI integrabel. Da K er 

målelig og har den integrable majorant IKI, er K integrabel. 

Hvis en mængde A ~ R er målelig i udvidet forstand, d.v.s. 

An[-n~nJ er målelig for ethvert n, så er A j R målelig i udvidet 

forstand; thi (A x R) n Wn = (An[-n,n])x [-n,n], og til e> o 

og n E N findes en voksende fØlge af trappemænger (F ) og en af­v 
tagende fØlge af trappemængder (G ), så at n G ~ An[-n,n] ~-v v v ~ 

u F og m(u F ) - m(n G ) < E; (F x [-n,n]) er da en voksende v v ~ v v v v 
fØlge af trappemængder og (G x [-n,n]) en aftagende fØlge af v 
trappemængder, så at D (Gv x [~n,n]) ~ (An[-n,n]) x [-n,n] ~ 
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J(Fv x [-n,n]), og m2(y(Fv x [-n,n])) - m2 (0(Gv x [-n,n])) < 
E•2n 1 så at (A x ~)n W er målelig for ethvert n, n 

Heraf fØlger det straks, at hvis en funktion f:~~ C, 0r 

målelig, er f også målelig som funktion: R2 ~ C, idet f.eks. 

f(u,t) E R2 l Re f(s) >a} = fs E R l Re f(s) >a} x R. 
Hvis to funktioner f og g er integrable : ~ ~ C, finder 

vi, c_t (s,t) ~ f(s)g(t) er målelig; for næsten alle s er f(s) 

enclelit_; og derfor t~ lf(s)g(t)l integrabel, og s~ 

jlr(s)g(t)ldt = lf(s)l )lg(t)dt er integrabel; derfor er 

(s,t) ~ f(s)g(t) integrabel. 

t 2(,2 >..) d o • Lad nu K være en funk ion E L R ,v , .v.s. K er malellg 

og j IKI
2

dm2 < oo; t~ K(s,t) er da en funktion i L
2 (R,C) for 

næsten alle s. Vi sætter L2 (R,C) = H. For f E H og n E fu er 

(s,t) ~ 1[-n,n](s)f(t) E L
2 (R2

,c); derfor er (s,t) ~ K(s,t) 1[-n,n] 

(s)f(t) integrabel, så at t~ K(s,t)1[ (s)f(t) er integra--n,nJ 

.__ bel for næsten alle s, og s~ /K.(s,t)1[-n,n](s)f(t)dt er inte-

grabcl og specielt målelig; da dette gælder for vilkårligt n E N, 
er s~ jK(s,t)f(t)dt målelig; denne funktion sætter vi 

Da jkf'(s)i
2 = I/K(s,t)f'(t)dtj

2 ~ j'IK(s,t) 2 ~tj'if'(t)j:dt 
næsten alle s (Schwartz' ulighed), og s~ }IK(s,t)l dt 

grabcl, er jkfj 2 integrabel, d.v.s. kf E H, og 
' 2 ,- 2 . " 2 j jkf(s)l ds ~j jf(t)l dt·jj jK(s,t)l dtds. Da k(~f+g) = 

lig kf. 

for 

er inte-

~kf+kg 

for A E C og f og g E H, er f ~ kf en kontinuert lineær afbild­

ning H~ H med norm~ normen af K som element af L2 (R2 ,c). k 

siges c.t være en integraloperator af Hilbert-Schmidt type med 

kernen K. 
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Afbildningen K~ k af L2 (R2 ,c) ind i L(H,H) er lineær og 

normformindskende; vi vil vise, at den er injectiv. For vilkår­

lige f og g E H er (s,t) ~ g(S}f(t) en funktion i L2 (R2 ,c); for 

K E L2 (R2 ,c) er (s,t) ~ K(s,t)f(t)grs} integrabel, og 

/K ( s, t) f ( t) g[S} dm2 = J jK ( s , t) f ( t) d t g("å) d s = (k f' l g) • H vi s k = o 

er salcc.es K ortogonal på det mindste underrum, der indeholder 

alle furuction~r (s,t) ~ g(S) f'(t), og derf'or på alle trappef'unk-

1 2 (' 2 ' ) tioncr; da trappef'unktionerne er et tæt underrum i R ,c , er 

K = o næsten overalt. 

For K· E L
2 (R

2 ,c), er også (s,t) ~ K(t,s) en f'unktion i 1
2 

(R2 ,c); f'or f' og g E H er J/K(t,s) f'(t) g(s) dtds = 

ji(t)jK(t,s)g(s)ds dt = (f'jkg) = (k*f'lg); k* er derf'or en inte-

gral operator af' Hilbert-Schmidt type med kernen K*, hvor 

K~(s,t) = K(t,s). 

Specielt er k selvadjungeret, hvis kernen er Hermitesk, 

d.v.s. hvis K(s,t) = K(t,s) n.o. 

Lemma: Lad ~c. l i E r'J v~re en ( ortonormal) tilnærmel sesbasis 
l 

f'or H. Mængden af' f'unktioner (s,t) ~ ei(s)ej(t), i,j E I, er en 

(ortonormal) tilnærmelsesbasis f'or L2 (R2 ,c). 

Bevis: For K E L2 (R
2 ,c), så at, f'or alle i,j E I, 

/K(s,t)ei (s)e/t)dm2 = o, er O = jj'K(s,t)ej(t)dte1 (s)ds = 

(k e. le.); derf'or er k e.= O f'or alle j, og k= o, og dermed 
J l J 

K = O. H vi s (e. l e . ) = å . . , er j' e. (s) e . (t) ek (s) e, (t) dm2 = 
l J lJ l J J. 

J ei(s)ek(s) ds J ej(t)e1 (t)dt = åik ålj" 

ba-d--·et1t-så (e ) være en ortonormal tilnærmelsesbasis--a:P·-egen- .. 
v 

i'"u.flk:.t--ionEHL~G-P den normale- kompakte opera-to-r k af'. Hilb.ent .... Sc.h~· 
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9.2. Lad nu (~ ) være en ~Ølge a~ elementer i H, der konverge­n 

rer svagt mod o, og er begrænset, ll~nll ~ a. For næsten alle s 

vil da j~n(t) K(s,t)dt--+ O, da t--+ K(s,t) er en ~unktion i H; 

1

2 2 ' 2 
da også I}K(s,t)~n(t)dt ~a j IK(s,t)l dt, ~år vi ved sætnin-

ningen om majoriseret konvergens, idet s--+ IK(s,t)l dt er inte-
)

, 2 

grabel, at k~n--+ o i H. 

Hvis k er normal, er k derfor kompak i_. 

Vi kan da vælge en endelig eller numerabel ortonormal 

tilnwrmelsesbasis (e ) ~or k H bestående a~ egenfunktioner 
v v E: N 

~or k svarende til egenværdierne (A ) , idet vi tænker os 
v v E: N 

egenværdierne 4 O ordnet, så a t IA1 l ~ I"A2 1 ~ ••• , og hver egen-

værdi er skrevet så mange gange, som multipliciteten (dimensio­

nen a~ det tilsvarende egenrum) angiver. Vi vælger desuden en 

ortonormal tilnærmelsesbasis (e ) ~or egenrummet ~or k sva-
l-t 'p. E:. M 

renue til O; tilsammen udgør disse mængder en ortonormal til-

nærmelsesbasis ~or H. 

Fourierkoe~~icienterne ~or K i den tilsvarende ortonormale 

tilnærmelsesbasis ~or L
2 (R2 ,c) er (keJ.je.) = A.(e.jei) = 

~ J J 
.. 

Ajoji' i,j E N u M, idet vi sætter Ai =O ~or i E M; derfor er 

21 ~ 2 .. ! 2 ~f IAil i E N u M} = L lA) =j IK(s,t) l dtds, og K( s, t) = 

vE: N 

~A e (s)e (t), hvor rækken er endelig eller konvergerer i L2 
LJ v v v 
vEN 

( ' 2 ' ) R ,c . 

9.3. Vi giver et andcibevis ror et resultat i a~snit 2. 

Lad K E: L2 (R2 ,c), og lad (e ) være en vilkårlig ortonor-
. vvE:N 

mal tilnærmelsesbasis ~or H. (H har .. jo dimensionen S( 
0

, da H 

indeholder en numerabel tæt delmængde og ikke har endelig dimen-
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sion). 

Lad K's Fourierkofficient efter funktionen (s,t) -7 

e
1
. (s)e-;rt'f være "-· .; K knn da approksimeres vilkårlig godt i J 1J 
2('2·).,) ( ) ) L R ... ,~,.i med endelige surrmer af form L:. "-ij e 1 s ej(t ; så meget 

des mere kan k approksimeres i L(H,H)A med endelige linearkom­

binationer af operatorerne V .. , (V .. f)(s) = Je.(s)e.(t}f(t)dtt 1J 1J 1 J 

d.v.s. V .. f = (f le .)e. t og V .. H har dimensionen 1. k er således 1J J 1 1J 
grEJnsev<Jrdi i L(H,H)A for en følge af operatorer af endelig 

rang, og er derfor kompakt. 

9.4. I dette afsnit vil vi antage, at vi har givet en måle­

lig funktion u:R2 
-7 C, der er lokalt kvadratisk integrabel, 

2 2 
d.v.s. u-1w E L (R ,c) for ethvert n E N. For enhver trappe-

n 
funktion f på R er da s -7 Ju(s,t)f(t)dt en næsten overalt defi-

neret målelig funktion Uf, og Uf.1 [ J E H for ethvert n E N; -n,n 
thi hvis f er nul uden for intervallet [-m,mJ, har s~ 

1Uf(s).1[-n,nJ(e) 1
2 = 1Ju(s,t)1[-n,nJ(s)f(t)dtl

2 
den integrable 

majorant s -7 jlu(s,t)1 [- J : [- J 1
2
dt·jlf(t) 1

2
dt. Vi vil , n,n x m,m 

antage, at Uf E H, og at der findes c E R, så at jluf(s) 12ds ~ 
2 - 2 

c j lf(t)l dt, d.v.s. at U er en kontinuert lineær afbildning 

af trappefunktioner på R forsynet med topologien induceret af 

normen f -7 [}lf(t)1 2dtl~ ind i H. Da trappefunktionerne udgØr 

en t@t delmængde af H, og H er et fuldstændigt rum, findes der 
, 
en udvidelse, som vi igen betegner U, af U til en kontinuert 

lineær afbildning af H ind i H. 

For en vilkårlig funktion f E H med begrænset støtte 

st(f) ~ [-m,mJ, er t -7 u(s,t)f(t) integrabel for næsten alle s. 

Lad (fn) være en fØlge af trappefunktioner med st(fn) ~ [-m,mJ, 
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der konvergerer mod f i H. (Ufn) konvergerer da mod Uf i H. For 

ne3sten alle s finder vi: Jfu(s,t)f(t)dt- j'u(s,t)fn(t)dt1
2 ~ 

' 2 . 
[} lu(s,t) l·lf(t) ldt] ~j lu(s,t) 12 dt/lf(t)-fn(t) 12dt ~ o. 

-m 
FundamentalfØlgen (Ufn) i H konvergerer således mod s ~ 

ju(s,t)f(t)dt for næsten alle s; ved hjælp af Fatous lemma an-

vendt på fØlgen ( jurn-Ufj 2 ), der konvergerer næsten overalt mod 

s~ lju(s,t)f(t)dt- Uf(s) 1
2

, viser man let, at (Ufn) konverge-

rer mod s~ ju(s,t)f(t)dt i H (jfr. Wcyls bevis for Riesz-Fisehers 

se3tning). Derfor er Uf(s) = Ju(s,t)f(t)dt for næsten alle s 

(ell0r nøjagtigere: den næsten overalt definerede fUnktion s~ 
. Jf!L 

Ju(s,tJQ.t tilhører ækvivalensklassen Uf). 

- Lad nu f være en funktion i H, for hvilken f1u(s,t)f(t) ldt 

<~for nwsten alle s. (f·1[ ]) konvergerer mod f i H for m -n,m 

n,m ~ ~; derfor vil s~ j u(s,t)f(t)dt konvergere mod Uf i H. 

-n . {t) 
u(s,t)f(t) 1[-n,m](t) ~ u(s,t~ og for næsten alle s er grænse-

ov0rgangen majoriseret, idet t~ ju(s,t)f(t)l er integrabel; 
m 

derfor vil J u(s,t):f(t)dt ~ fu(s,t)f(t)dt for næsten alle s. 

Som :før slut~er vi, at Uf(s) = ju(s,t)f(t)dt for næsten alle s. 

Funktionen (s,t) ~ u(t,s) = u*(s,t) er også lokalt kvadra­

tisk integrabel; for en vilkårlig trappefunktion f på R og 

g E H med begrænset støtte er da (s,t) ~ u(t,s)f(t)g(s) integra­

bel, og jju(t,s)f(t)dtg(S'}ds=-:/f(t) j u(t,s)g(s)ds dt =(f l Ug)= 

(U~f 'g); vi kan sætte g(s) = [U*f(s)- J ~(t,s) f(t)dt]1[-n,n] 

(s), idet denne funktion E H og har begrænset støtte; herved 

finder vi, at u*f(s) = Ju(t,s) f(t)dt for næsten alle s E [-n,n] 
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for 
for ethvert n E N, og derfor/næsten alle s. Derfor er 

/ l ) u>:;(s,t)f(t)dt1
2
ds =J l u*f(s) !2

ds ~ IIU*II
2 

Jlf(s) 1
2

ds for 

enhver trappefunktion f på R. U~~ er derfor den entydigt bestemte 

kontinuerte udvidelse til H af afbildningen, der fører en trap­

pefunktion f over i funktionen s~ ju*(s,t)f(t)dt. 

Lad os lige bemærlæ, at den lineære afbildning, der på den 

besl(I'evne måde til visse lokalt kvadratisk integrable funktioner 

u :R~ C lader svare operatorer U E L(H,H), er injectiv; thi 

hvis U= o, ser man let, at den til u-1 svarende integralope­
wn 

rator af Hilbert-Schmidt type er o, så at u er o næsten overalt 

' i 'a for ethvert n E N,og derfor u er O næsten overal t~ ··n 
.. 

Hvis specielt u er en begrænset målelig funktion, er u lo-

kalt kvadratisk integrabel, og t~ lu(s,t)f(t)l er integrabel 

. 1(' ') o for enhver funkt1on f E L R,C • Vi har altsa bevist 

Lemma: Lad u være en lokalt kvadratisk integrabel funktion: 

' 2 ' ' R ~ C, og antag, at der findes c E R, så at 

J l j u(s,t)f(t)dt1
2
ds ~ c

2 
jlf(s)j

2
ds for enhver trappefunktion 

f på ~· Afbildningen f~ Uf, Uf(s) =J u(s,t)f(t)dt, kan udvides 

til en kontinuert lineær afbildning U:H ~ H. For f E H er Uf 
m 

grænseværdi i H for funktionerne s~ )_n u(s,t)f(t)dt, n,m ~ co. 

Hvis U = o, er u = o næsten overalt. 

,_:; ....... :·•: 

Hvis u specielt er en begrænset målelig funktion, er for 

enhv.cr funktion f E H n L1 (:R,c) Uf(s) =J u(s,t)f(t)dt for 

n[asten alle s. 

u~: opfylder de samme botingclser som u, og den tilsvarende 
.. , 

op._,rator er U .... 
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J
. !b 2 Vi antager nu, at det er givet om u, at u(s,t)dtf ds = 

b d a 

b-a og J j u(s,t)dt 1 u(e,~)dTds = o for -- < a ~ b ~ c ~ d< 
a c 

2 2 
oo; dette udtrykker, at IIU1[a,b]ll =b-a= ll1[a,b]ll og (U1[a,b] 

ltJ1[c,d])=o = (1[a,b] f1[c,d]) f'or ]a,b[ n ]c,d[ =ø. 

Idet en vilkårlig trappefunktion f kan skrives f' = ~ l\ 1 I s 
v v 

hvor intervallerne I v er dis junk te, bl i ve r 11Uf'll2 = IlZ?\ U1 I 11 2 = 
v v 

Zl?\vi2IIU1I 112 = ~L/\ 12IIU1I 112 = ~l"-vi2111I 112 = llf'll2; U er så-
v v v v 

ledes en isometri på rummet af' trappef'unktioner, og d en udvidede 

afbildning U:H ~H, er da også en isometri. U er derf'er unit~r, 

hvis og kun hvis vwrdimwngden f'er U er tæt i H. 

Da U er en isometri, er u*u = E, og U er unitær, hvis også 

uu* = E; dette g~lder, hvis blot (u*f'IU*g) = (f'jg) for alle f og g 

i et tæt underrum i H, f.eks. for alle trappefunktionere 

Vi ser på det specielle tilf~lde, hvor u er symmetrisk, 

u(s,t) = u(t,s). Da er u*r(s) = ju(t,s)f'(t)dt = ju(s,t)f'(t)dt = 

-
Ju(s,t)~(t)dt = u~, og (u*rtu*g) = (U~!Ug) = (UgjUf) = (gff) = 

(fjg); d.v.s. U er unitær, hvis blot U er isometrisk. 

9.5. Vi viser nu specielt, at der findes e t tal k > O, så at 

operatoren F, svarende til fUnktionen (s,t) ~k exp(i st), er 

unitwr. IfØlge af'snit 4 er det nok at undersøge (F 1[a,b] l 
F1[c,d]) for a S b~ c~ d og for a= c~ b= d. 

e b 
Da F1[a,b](s) =k jaexp(i st)dt = k(i s)-1 [exp(i sb)-

exp(i sa)], (singulariteten i o lappes trivielt), er F1[a,b] E H, 

o g F1 [ a , b ] F1 [ c , d J E L 
1 

(R , C) , o g ( F1 [ a, b J l F1 [ c , d] ) = 
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2 . -2 
k j s [exp is(b-d)-exp is(b-c) - exp is(a-d) + exp is(a-c)]ds --

2 ' -2 
k js [-(1-cos(b-d)s) + (1-cos(b-c)s) + (1-cos(a-d)a) -

(1-cos(a-c)s)]ds = k2K[-Ib-dj + Ib-cl +ja-dl-la-ej]= 

2 (k K2(b-a) 

l o 

ror a = Q ~ b = d 
ror a ~ b ~ c ~ d , 

hvor K= j s-2(1-coss)ds, idet .sinus-leddene går ud, da 

runktionerne er ul~~g Js-2 (1-cosas)ds = lal j ~-2 (1-coar)dr = 

1 

For k= (2K)2 rår vi således en unitær operator. 

Sotning. (Plancherel 1910): Afbildningen, der til x E L1 (R,C) 

n L2(:R,c) lader svare funktionen s-+ (211")-i f x(t)exp(i st)dt,. 

kan udvides til en unitDr operator F (Fourier-Plancherel operato­

ren) på L2(R,C); ror x E L
2(R,C) er herved Fx grwnsevrordi i 

L2(R,C) for runktionerne s-+ .. (211")-t /n x(t)exp(ist)dt,n,m-+ oo; 
-m 

tilsvarende er F-1x(s) = (211")-i j x(t)exp(-ist)dt ror x E L1 (~,c) 

n L2(:R,c), og ror x E L2(:R,c) er F-1x grænseværdi i L2(:R,c) ror 

~unktionerne s-+ (211")-i jm x(t)exp(-ist)dt,n,m-+ ~· 
-n 

Bevis: Vi mangler kun at bestemme k! 

Lad x vwre runktionen t-+ exp(-ltl); x E L1 (R~C) n L2(R,C) 
. o 

og Fr(s) =k j exp(-ltl)exp(ist)dt = k(is+1)-1 exp[(is+1)t]l~ .... + 

.... 
k(is-1)-1exp[(is-1)t]l

0 

= 2k(1+s2)-1 ; derror er 1 = x(o) = 

F-1Fx(o) = 2k2 j (1+t2)-1dt = 2k2
1T, og k= (211")-i. 

Man ser, at ror x E L2(R,C) er F-1x(s) = Fx(-s) ror næsten 

alle s. 
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§ 2. Lineære integralligninger 

med syrnmetrisk kerne. 

DL I, 2, 1 • 

De fØlgende undersøgelser vedrører vektorrummet c2[a,b] 

bestående af de i et givet begrænset interval [a,b], a< b, 

kontinuerte reelle funktioner med det indre produkt 

q> ·ø _= L b q>< t) ø < t) d t • 

Foruden den dertil hørende 2-norm 

llq;ll2 = (q;•q;)i 

vil det være nødvendigt at inddrage normen 

Der gælder uligheden 

sup l ep (t) l • 
tE:[a,b] 

11"'112 =(C 'l!(t)
2
dt)

1 ~ ll9>ll_(b 
'1 

- a)2 • 

En mængde ø af funktioner i c2 [a, b] kan vær~ ensartet begrænset 

med hen syn ti l den ene eller den anden af de to normer. Hvis 

119'11 2 er begrænset for <p E ~, siges funktions~gden ~. ·at··være 

(ensartet) norm-begrænset. Hvis 119'llco er begrænset for q> E .q;, siges 

funktionsmængden Ø at være (ensartet) ligelig begrænset. (Ordet 
' 

"ensartet" kan uden fare for misforståelser udelades her, idet 
; 

hver enke l t funk t ion i c2 [a, b] jo er begi-ænse t. ) M o vens t.åend,e 
--.......................... 

Ulighed ses, at hvis en funktionsmængde er ligelig begrænset -,~,_ 

er den også norm-begrænset. Det omvendte gælder derimod ikke, 

da der findes funktioner med en given 2-n~rm, som antager vil­

kårlig store værdier. Tilsvarende er det ~Ødvendigt at skelne 

mellem 2 slags konvergens af funktionsfØlg~r. Hvis det for en 

fØl~e 9'i E c2 (a,b], 1 E N, og en funktion~ E c2[a,b] gælder, 

at llq; - ~ 1 11 2 konvergerer mod o, siges fØlg~n at konvergere i 

~ mod rp. Hvis 119' - q;illco konvergerer mod O, siges fØlgen at 

konvergere ligeligt mod q;. Ovenstående ulighed viser, at ligelig 
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konvergens medfØrer konvergens i norm. Det omvendte er ikke 

rigtigt. 

Da der i denne paragra~ kun vil være tale om et fast inter­

val [a,b] og alle integrationer udstrækkes over dette, betegnes 

det betragtede rum kort med c2 , og integrationsgrænserne ude­

lades. 
' 

Lad der være givet en reel og kontinuert funktion K(s,t) 

defineret i [a,b] x [a,b]. For hver funktion ep E c2 er da 

~(s) = /K(s,t)cp(t)dt 

en kontinuert funktion i [a,b]. Da [a, b] x [a,b] er en begræn­

set og afsluttet delmængde af R2
, er nemlig K ligelig konti­

nuert. For hvert tal E > O findes der altså et tal 6' > O, så­

ledes a t 

IK(s 1'"t'')-K(s' ,t')! ~E 

for s',t',s",t" E [a"b], Is"- s'l +l t"- t'l ~å. Med benyt.­

telse af Cauchy-Schwarz 's ulighed fås da for l s" - s 'l ~ å, at 

l~(s") - ~(s')t--= -{j~.s 11 ,t) - K(s' ,t))ep(t)dtl 

~ (/ (K(s",t) - K(s' ~t)) 2dt);-llepll 2 -~ E(e - a)illcpf1 2 • 

Heraf ses, at ~ er kontinuert, SOill påstået. Ved ep~ k(cp) = ~ 

defineres fØlgelig en afbildning k:C2 ~ c2 , som øjensynlig er en 

lineær operator. Den er fUldstændig bestemt ved funkti~nen K og 

kaldes en lineær integraloperat~r med kernen K. 

Af den fundne ulighed fØlger imidlertid meget mere. Lad ~ 

være en norm-begrænset mængde af funktioner i c2 , og lad y være 

en ko ns tant , således a t llep 11 2 ~ y for ep E ~ • Om mængden k ( ~) af 

de ~unkti ener ~, som ved k svarer ti l funktionerne ep E ~, gælder, 

at der for hvert tal E._) .. 0- f'indes et tal å > O, således at 
.. - . ·. 1 

l ~ ( s" ) - ~ (s ' ) l ~ E (b -a )ay 

f'er alle~ E k(q;) og alle s' ,s" E[a,b], for hvilke Is"- s'l ~å. 
' r 
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Dette vil sige, at funktionsmængden k(~) er ensartet ligelig 

kontinuert. Den er også (ensartet) lig el i g begrænset; thi med 

betegnelsen 

M = s up l K (s, t) l 
s,t.E:[a,b] 

haves for hvert Ø E k(~) og hvert s E [a,b] 

IØ(s)l = 1/K(s,t)~(t)dtl 

~ (JK(s,t) 2 dt)~ 11~11 2 ~ M(b - a)~ll~ll 2 , 
altså 

IIØIIoo ~ M(b - a)iy • 

Funktionsmængden k(~) opfylder altså. forudsætningerne i Aseoli 1 s 

sætning, nemlig for X = Y = R med den numeriske værdi som norm 

og n = [a, b J. IfØlge denne sætning har al t så hver fØlge 

ø1 = k(~i) E k(w), i E N, en delfØlge, som konvergerer ligelig, 

altså også i norm, mod en kontin~rt funkti~n Ø· Dette viser, at 

hver norm-begrænset fØlge q>i E c2 , i E N, har en delfØlge 

({.li ,v E R, således a t de t il svarende funktioner Ø i = k(~i ) 
v v v 

konvergerer i norm mod en funktion i c2 • Dermed er bevist: 

Hver lineær integraloperaper i c2[a,b] med kontinuert kerne 

er totalkontinuert. 

Ved en lineær integralligning af anden art eller en Fred­

holmsk integralligning forstås en ligning af formen 

/\({.l ( s) - r K( s, t)~ ( t) d t = a (s) , 

hvor 1\ er et givet reelt tal, a en given funktion tilhØrende C~ 

og kernen K en gl.ven kontinuert funktion i [a,b] x [a, b]. Der 

søges de funktioner ~ E c2 , der tilfredss·tiller ligningen for 

alle s E [a,b). (Ved en lineær integralligning af første art 

forstås en tilsvarende ligning uden leddet Å~; en sådan foreli~~ 

ger f.eks., når det drejer sig om at bestemme en funktion med 
"-.. 
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en given Fo~riertransformeret. Disse ligningers almene teori 

frembyder store vanskeligheder.) Med betegnelserne e for den 

identiske afbildning af c2 8g k for integraloperatoren kan den 

betragtede integralligning kort skrives 

()\e - k)(q>) = a. 

De almene sætninger om lineære afbildninger af et vektorrum ind 

i sig selv giver fØlgende oplysninger om ligningens lØsnings­

mængde: Den homogene ligning (Åe - k)(q>) = O har et underrum i 

c2 som lØsningsmængde. Det består kun af nulfunktionen, hvis 

~ ikke er egenværdi for k, og er ellers det til egenværdien A 

hØrende egenrum. Hvis den inhomogene ligning overhovedet har 

en løsning, fås samtlige lØsninger ved t il en af dem at addere 

samtlige lØsninger til den homogene ligning. LØsningsmængden er 

altså et sideunderrum. Hvis A ikke er egenværdi for k, har lig­

ningen altså hØjst een lØsning. EksistensspØrgsmålet behandles 

i det fØlgende kun for en symmetrisk operator k. 

Det forudsættes nu, at kernen K er symmetri~, d.v.s. at 

K(s,t) ~ K(t,s) for s,t E [a,b]. Operatoren k er da symmetrisk, 

idet der ~or vilkårlige funktioner ~~Ø E c
2 

g~lder 

k (q> ) • Ø = r (f K (s, t )q> (t) d t )ø (s) da 

= rrK(s,t)q>(t)Ø(s)dt ds 

:: !q>(t)(fK(t,s)ø(s)ds)dt = q>•k(Ø). 

Spektralsætningen for totalkontinuerte symmetriske operatorer 

(AG III,16) kan fØlgelig anvendes på k. Idet der ses bort fra 

tilfældet, at K er identisk O, findes der ifØlge denne sætning 

en endelig eller numerabel mængde af fra O forskellige egen­

værdier for k, som hver har endelig multiplicitet. De betegnes 

med ~1 ,A2 , ••• , idet hver tages med så mange gange, som dens 

mul tiplici tet angiver. Der findes endvidere et endeligt eller 
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., 
' 

numerabelt ortonormalsystem af funktioner u1 ,u2 , ••• i c2 , 

således at u
1
. er egenfunktion hørende til egenværdien A·. Lad 

' l. 

U være det af funktionerne ui udspændte underrum i c2 • Hvis 

og kun hvis det til U ortogonale underrum ul indeholder fra 

nulfunktionen forskellige funktione~, altså hvis og kun hvis 

ortonormalsystemet ikke er maximalt, er også O egenværåi, og 

ul er det tilhørende egenrum. Dette kan være uendelig-dimen-

sionalt. 
Hvis der findes uendelig mange egenværdier Ai' konvergerer 

disse mod o. For integraloperatorer gælder endda, at egenvær­

diernes kvadratsum er konvergent. For hver egenfunktion u. hØ­
l. 

rende til egenværdien Ai er nemlig 

hvilket viser, at Aiui (s) for hvert fast s er Fourierkoefficien· .. 

ten for K(s,t) som funktion af t med hens~ til ortonormalsy~ 

stemet u1 ,u2 , •••• IfØlge Bessel's ulighed har man altså for 

hvert s E [a,b] og hvert n E ~ 
n r Ai

2
ui (s)

2 ~ /K(s,t)
2
dt, 

i=1 

og integraticn med hensyn til s giver 
n r Ai 

2 ~ f!K(s,t)
2
ds dt, 

i=1 
hvoraf påstanden fØlger. 

De tidligere resultater viser endvidere, at hvis der findes 

uendelig mange Ai' vil rækken 
00 

for hvert ep E c2 konvergere i norm mod k(cp). Det skal vises, a\ 
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den konvergerer ligelig. For p,q E ~' p < q, fås ved hjælp af 

Cauchy-Schwarz's ulighed 

i=P+1 

Den anden sum på hØjre side kan vurderes ved hjælp af den fØrste 

af' ovenstående uligheder: 
q q L "-i 2ui (s ) 2 ~ L 'Ai 2ui ( s) 2 ~ K(&.,t) dt ~ M (b- a), r 

2 2 

i=p+1 i=1 

hvor M= sup K(s,t). Til et givet positivt tal E findes der et 

nummer m, således at 
q r (~.ui)2 ~ 

i=p+1 

2 
e: 

2 
M (b-a) 

for q > p ~ m; 

thi ~-ui' i E N, er Fourierkoefficienterne for ~ med hensyn til 

ortonormalsystemet ui' i E N, og har altså en konvergent kva-

dratsum. ~ette viser, at 
q l I 1\i(~.ui)ui(s)! ~E: 

1=p+1 

for q > p =' m 

og alle s E [a,b]. Dermed er den ligelige konvergens og dermed 

(på ny) konvergensen i norm af rækken bevist. Summen i norm vides 

at være k(~). FØlgelig gælder med ligelig konvergens i s E [a,b] 
00 

!K(s,t)cp(t)dt = r/\iui(s)fcp(t)u1 (t)dt 

i=1 

for hver funktion ~ ~ c2 • Hvis der kun findes endelig mange 

egenværdier "i' gælder ligningen, når den uendelige række er­

stattes med den tilsvarende endelige sum. 
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Er ~ et tal forskelligt fra O og f~a de fra O forskellige 

egenværdier ~i' har operatoren ~e-k, som vist tidligere, en i 

hele rummet c2 defineret invers (~e-k)-1 • Med andre ord, lig­

ningen ~~ - k(~) = a har for hver funktion a E c2 en (og kun 

een) løsning~· Denne har en fremstilling af formen 
00 
~ 

W = ~-\.t + Å -1 L ~i (~-~i) -1 (a· ui )ui' 
i=1 

hvor rækken konvergerer i norm, hvis der findes uende1ig mange 

~i' og ekal erstattes med den tilsvarende endelige sum, hvis 

der kun findes endelig mange Ai• I det første tilfælde vil denne 

række være ligelig konvergent. Beviset forlØber ganske som 

ovenstående for den ligelige konvergens af rækken for k(~). 

Bortset fra, at ~ er erstattet med a, består forskellen mellem 

de to rækker bare i faktoren (~ - ~i)-1 i den sidstes led. 

IfØlge forudsætningerne om 'A, og da ?\i ~ O for i ~ oo,. konverge­

rer fØlgen I'A-'Ait1 mod I'AI-1 og er altså begrænset. Lad a være 

dens øvre grænse. Man h&r da 

t "1\i 2(/\-Xi )-2u/ ~ c2 t "1_2ui 2 ' 

i:p+1 l=p+1 

og vurderingerne kan gennemføres som fØr. Integralligningens 

løsning fremstilles altså ved den ligelig konvergente række 

p(a) = .".-1a(s) + x-1 ~ "1\1 ("1\- "t)-1 u1 (s)(~(t)u1 (t}dt. 
i=1 

Er 'A lig med en af egenværdierne 'Aj' har integralligningen 

kun lØsninger, når a er ortogonal til de til 'Aj hØrende egenfunk­

tloner; thi er u en sådan egenfunktion, fås af ~~ - k(~) = a 

ved i;ndre multiplikation med u., at /\~·U - k(~).U: = a•u, og den 

venstre side er O, da k(~).u ~ ~-k(u) =~·~·U på grund af opera-
J 

to~ens symmetri. Denne nødvendige betingelse for lØsbarhed er 
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som vist tidligere (III,§16) også tilstrækkelig. En lØsning Ø 

fås ved simpelthen i ovenstående række for ~ at udelade de 

meningsløse led svarende til de endelig mange numre i, for 

hvilke Ai = A• Den resterende række vil også være ligelig kon­

vergent, idet A for denne opfylder den forudsætning, under 

hvilken den ligelige konvergens af rækken for ~ blev vist. 

Enhver anden lØsning fås ved til Ø at addere en egenfunktion 

hØrende til egenværdien ~. 

Sammenfattende kan altså siges: 

Hver lineær integralopera tor k i c2 [a, b], hvis kerne~ 

kontinuert, symmetrisk og ikke identisk O, har en ik~J!om og 

hØjst numerabel mængde af fra O forskellige egenværdier, der 
i 

nver har endelig multiplicitet. Desuden kan O være e~~di 

med endelig eller uendelige mul tiplioi te t. 

De fra O forskellige egenværdier A1 ,A2 , ••• , hver taget ~ 

så mange gange som multipliciteten angiver, har en konvergent 

~vadratsum~ når der er uendelig mange af dem. Den til en funk-
' 

1!2n ~E c2 [a,b] svarende funktion k(~) kan udvikles i e~ende­

lig eller ligelig konvergent række efter funktionerne u1 ,u2 , ••• 

i et ortonormalsystem af egenfunktioner hørende til henholdsvis 

~1 ,A2 , •••• Operatoren k afbilder altså c2[a,b] ind i den lige­

lige afslutning u~ af det af funktionerne ui frembragte under­

~ u~ c4[a,b]. 

Integralligningen A~ - k(~) = a har, når A er forskellig 

fra O os fra alle A1, en og kun een lØsning. Når A er lig med 

en af egenværdie~ne ~i' har ligqi~gen uendelig mange eller in­

gen løsninger, efte~ som a er eller ikke er ortogonal til alle 

til A hØrende egenfunktioner. Løsningerne kan fremstilles ved 

~jælp af endeliseeller ligelig konvergente rækkeudviklinger ef­

ter egenfunktionerne ui. NØdvendige betingelser for, at lignin-
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gen. har ,en lØsning for ;.. ::: O, er a t o: E Uoo, og a t a: er ortogonal 

til ·de til O hørende egenfunktioner, hvis sådanne findes. Disse 

betingelser er i almindelighed ikke· ·tilstrækkel~" 

Bestemmelsen af egenværdier og egenfunktioner for en inte-

graloperator k kan reduceres til et algebraisk problem, når k er 

af endelig rang r, d.v.s. når k afbilder c
2 

på et r-dimensionalt 

underrum. En operator-er af rang r, hvis og kun hvis dens kerne 

kan skrives r 

K(s,t) =r a. Ki (S )K. (t) , 
l. l. 

i:::1 

hvor ~1 , ••• ,Kr er lineært uafhængige funktioner i c2 og a
1

, ••• , 

ar konstanter. At en operator af denne form har rangen r, fØlgell" 

af, at r 

k(~)=~ ai(Ki•~)Ki 
i=1 

for hvert~ E c2 er en linearkombination af K1 , ••• ,Kr • Det om-

vendte ses således: Hvis k har rangen r, findes der et ortonor­

malsystem bestående af r egenfunktioner u1 , ••• ,ur hØrende til 

fra O forskellige egenværdier A1 , ••• ,Ar. Alle til u1 , ••• ,ur 

ortogonale funktioner i c2 er egenfunktioner til egenværdien o. 

Formlen for k(~) (side I, 2, 6) kan da skrives 
r 

/(K«e,t) - ~Aiui(s)ui(t))~(t)dt =o. 
1=1 

Funkti~nen i parentesen er altså for hvert fast s ortogonal til 

alle ~ E c2 , altså identisk o, hvilket viser, at K har en frem-

stilling af den forlangte form. 

De til fra O forskellige egenværdier hørende egenfunktioner 

u for en kerne af ovenstående form må være linearkombinationer 

••• +X K , r r 
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drejer det sig om at bestemme et tal )\ samt tallene x1 , ••.•. ,xr så­

ledes,at rt ai/C i (e)!Ci (t) t Xfj( t) dt = A,tXjiCj(s) , 
1=1 j=1 i=1 

Da funkti~nerne Ki(s) er lineært uafhængige, er dette ensbetyden-

de med r 

\f{a.1c (t)K.(t) dt)x. ==)\X. , L\~~ J J ~ i :s: 1 , .••.• ,r •. 

j=1 

Der foreligger altså egenværdiproblemet for matricen med inte-

gralerne 1 parentesen som elementer. 

Man kan vise, at hver kontinuert kerne k kan approksimeres 

med kerner af endelig rang, og at de sidstes egenværdier og egen­

vektorer tilnærmer egenværdier ~g egenfunktioner for k. 

Ovenstående resultater kan generaliseres i forskellige ret­

ninger~ For det fØrste kan man erstatte c2[a,b] med c2(n),. hvor 

q er et afsluttet og begrænset område i et endelig-dimensionalt 

ta]..rum. Teorien kan da gennemføres uden væsentlige ændringer. 

~or det andet giver mangfoldige anvendelser anledning til at tage 

Ubegrænsede intervaller, f.eks. [a,oo[ og ]-oo,oo[,. eller ikke-kon­

tinuerte. kerner i betragtning. Man går da over til L2-rum. Inte­

graloperatorer 1 disse er totalkontinuerte for en meget omfat-

tende klasse af kerner, og for symmetriske sådanne kerner gælder 

åætninger, der ganske svarer til de ovenfor beviste. 

Vedrørende ikke-symmetriske integraloperatorer k i c2 [a,bJ 

med kontinuert kerne K(s,t) nævnes fØlgende: Enhver sådan inte­

graloperator har en ad~ungeret k', som også er en integraloperator, 

nemlig med kernen K'(s,t) = K(t,s). De to operatorer k og k' 

har de samme egenværdier med de samme multipliciteter. (Men egen­

funktionerne er 1 almindelighed forskellige.) Der gælder fØlgende, 
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først af I. Fredholm beviste sætning: Integralligningen 

A~ - k(~) = a har, når A er forskellig fra O og fra alle 

eventuelle egenværdier for k, for hver funktion a E c2[a,b] 

en og kun een lØsning W• Er Å en egenværdi for k, har lig­

ningen lØsninger, hvis og kun hvis a er ortogonal til alle 

til A hØrende egenfunktioner for den adjungerede operator k'. 

Beviset for eksistensen af lØsninger kan ikke føres med de 

i det symmetriske tilfælde benyttede hjælpemidler, og specielt 

vil lØsningerne ikke kunne udtrykkes ved egenfunktioner, da 

sådanne ikke behøver at eksistere. Fredholms bevis beror på 

et af ham udviklet modstykke til determinantteorien. Et andet 

bevis benytter approksimation af kernen ved kerner af endelig 

rang. Om en rtekkeudvikling efter "i tererede kerner;' (C. Neu- . 

mann's række),som giver løsningen for tilstrækkelig store lAl, 
handler øv. 3. Også for ikke symmetriske kerner kan teorien 

udvikles i L~-rum. 
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§ 12 Lebesgue-Stieltjes integralet. 

Et topologisk ~um T' kaldes lokal kompakt, hvis det er et 

Hausdorff rum, og ethvert punkt har en kompakt omegn. 

Man ser let, at i et lokal kompakt rum har filtret af om­

egne af et vilkårligt punkt en basis bestående af kompakte m~ng-

der. 

R11 
er åbenbart et loka} ~-comgakt rum for ethvert n E. N. 

,. 

Enhver åb0n delmrJngde af et kompakt rum er lokal l\:ompakt; 

omvendt findes der for ethvert lokal kompakt rum T mindst et Csom: 

regel adskillige) par (T,cp), hvor T er et kompakt rum og p er ·en 

homeomorfi af' T på en åben, tot delmongde af' T; 'T, eller korrek­

tere (T,cp), kaldes en kompaktificering af T; således er en cirkel 

og et afsluttet, ~gronset interval c R forskellige kompaktifice­

ringer af R, og Riernannkuglen og den projective p.lan og den hy­

perbolske plan er forskellige kompaktificeringer af :R2
• For at 

bevise eksistensen betragter vi, hvis ikke T selv er kompakt, et 
, 

rum T , hvis punkter dels er puru\:terne i T og dels et ekstra punkt 
.. 00 

~; vi topologiserer ~ , idet vi fastsotter, at en mængde O ~ T er 
DO QQ 

åben, hvis O m. T både er åben i T og enten er O eller indeholder 

komp~ement~rmmngden til en kompakt delmængde af T; en basis for 

f'iltret af omegno af""' bliver {T_\ K l. K er en kompakt delmongde 

af' Tj, den relative topologi på T falder sammen med den givne to­

pologi, og T = T ; man ser let, at T er et komp.akt rum og dermed 
00 00 

en kompaktificering, et-punkts kompaktificeringen eller Aleksan~ 

droff kompaktificeringen, af T. 

Ved et mål på. et kompakt rum T vil vi forstå et element i 

det. duale rum til Banachrummet C(T,R); målene på T udgør således 

selv et Banachrum over :R. 
Ved et mål fl. på et lokal kompakt rum T vil vi forstå en li.­

neCJr af'bildning ind i R af vektorrummet K('T,R) af' kontinuerte re-
.. 

elle fUnktioner på T med kompru\:t støtte, der o~fylder: 
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For enhver kompakt delmængde K ~ T findes der c(K) E R, så 

at IJ.L~f')l ~ c(K) sup {jf(t)l.jtE T} for enhver funktion fE .. K(T, 

R) med støtte st(f) ~ K. 1) 

Vi ser, at definitionen reduceres til definitionen af et 

mål på et kompakt rum~ dersom T specielt er kom~akt; men bemærk, 
Cb 

at et mål på et kompakt interval I og et mål nå I er forskellige 

begreber. 

Bemærkning: Man kan forsyne K(T,R) med en topologi, med 

hensyn til hvilken det er et f'u ldstændigt topologisk vektorrum, 

og så at det duale rum til dette rum netop er mængden af mål på 

T. 

Et mål J.l på det lokal kompakte rum T kaldes begrænset, hvis 

der findes c E~' så at lJ.L(f)j ~c sup{ lf(t)l l t E TJ .:for ethvert 

f' E K(T,R), d.v.s. hvis J.l tilhører det duale rum til det nor­

merede vektorrum, vi :får ved at forsyne K(T,R) med normen f'~ 

sup { l f( t) l l t E T 1. 
~2.2. Lad F være en reel :funktion på R. 

Vi minder om, at F siges at være af' begrænset variation på 
n 

intervallet [a,b], hvis VF(a,b) = sup{j IF(xk)- F(xk_1 )1 l 
k=1 

a= x
0 

< x 1 < ••• < xn =bl < oo; vi vil sige, at F er af' lokalt 

begrænset variation, hvis F er af begrænset variation på ethvert 

begrænset interval, og at F er af begrænset variation på R, hvis 

VF(-oo,~) = sup{VF(a,b)j ~ < a < b < ool < oo. 

Idet vi sætter VF(a,b) = -VF(b,a) for b < a, er t~ VF(a,t) 

:for e t vilkårligt a E R en monotont voksende reel funktion på R, 

hvis F er af' lokalt begrænset variation; desuden er t~ VF(a,t) · 

- F(t) voksende; da V(-F)(a,t) = VF(a,t), er også t -7 VF(a,t)+F(t) 

1) Mængden af' mål på T er et underrum i det algebraisk duale 

rum ti l K(.T ,R). 
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voksende; ~unktionerne t~ v+F(a,t) = ~(VF(a,t) + F(t) - F(a))og 

t~ V- F(a,t) = ~(VF(a,t)- F(t) + F(a)) kaldes den :positive, 

henholdsvis den negative, variation a~ F ud ~ra a; de o:p~ylder 

V+F(a,·) + V-F(a,·) = VF(a,•) og v+F(a,·)- V-F(a,·) = F(t)- F(a), 

og er monotont voksende (j~r. F= F+ -F-, IFI =F+ + F-); hvis 

F er a~ begrænset variation :på R, er v+F(a,·) og v-F(a,•) begræn-

sede ~nktioner. Omvendt ser man, at di~~erensen mellem to mono-

tone ~unktioner er af lokalt begrænset variation, og at di~~eren-

sen mellem to monotone begrænsede fUnktioner er af begrænset va-

riation :på R, idet for to monotone ~unktioner G og H V(G-H)(a,b) ~ 

G(b) - G(a) + H(b) - H(a). 

For en kontinuert reel ~unktion f :på et kompakt interval 

[a, b J er Riemann-Stiel tjes integralet J b fdF defineret, hvis F 
a 

er a~ begrænset variation på [a,b], og 11: fdFI = 11: fdV+F(a,·) -

j~ ~dV-.. F( a, • ) l ~ l j: fdV+F( a, o ) l + l j:fdV-F( a, • ) l ~ 

1bjfjdV+F(a,·) + jbl~jdV-F(a,•) = jbl~jdVF(a,•) ~ VF(a,b) 
a a a 

supflf(t)l l t E [a,b]L Hera~, og af lineariteten a~ afbildninger-ne 

~~J~ ~dF og F~ J! fdF, ~Ølger~ 

Hvis F er af begr&nset variation på [a,b], er f~ /b ~dF et 
a 

mål :på [a,b] med norm ~ VF(a,b). Hvis F er a~ lokalt begrænset 

variation, er ~ ~ J rdF et mål :på R. Hvis F er ar begrænset varia­

tion :på R, er dette mål :på R begrænset med norm ~ VF(-oo,oo). I 

hvert ar de tre tilfælde er afbildningen, der til ~unktion lader 

svare mål, lineær. 

En ~nktion, der tilhØrer kernen af en af disse a~bildninger, 
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antager samme værdi i ethvert af sine kontinuitetspunkter og, i 

første tilfælde, i punkterne a og b. 

Bevis. Vi betragter fØrst andet og tredie tilfælde. Lad s og 

t > s være to kontinuitetspunkter for F, og lad e > O være givet; 

s og t er også lwntinui tetspunkter for VF( s, •); vi vælger å > O, 

så at VF(s-å,s) <e og VF(t,t+å) <e og bestemmer g € C(R,[o,1]), 

så at g er 1 på [s,t] og O udenfor [s-å,t+å]; da er jF(t)-F(s)l = 

lfst 1dFI = !JgdF- f ~J' gd.F -J t+å gdF l ~J s dVF(s-å, ·) + 
s u t s-.,-å 

t+å J t dVF(t,·) = VF(s-å,s) + VF(t,t+å) < 2e; derfor er F(s) = F(t), 

I første tilfælde betragter vi et kontinuitetspunkt 

t € ]a,b[ og, til e> O~ en funktion g € C([a,b],[0,1]), der er 

1 på [a,t] og O på [t+å~b], hvor å er bestemt, så at O < å < 

b - t og VF(t,t+å) < e ; vi får da som før F(t) = F(a); desuden 

er O= /b 1dF = F(i:>) -· F(a). 
a 

Bemærkning~ Det er il{}{e svært at vise, at omvendt alle disse 

funktioner tilhører kernerne, idet man benytter, at funktionerne 

er konstante i tætte mængder (da de er af lokalt begrænset varia­

tion, har de hØjst numerabelt mange diskontinuitetspunkter), der 

indeholder a o~ b i første tilfælde, og at de funktioner, der 

slml integreres, er ligeligt kontinuerte. Vi giver et andet be-

vis senere i paragraffen. 

12.3. Vi antager igen, at vi har givet et lokal ·kompakt 

rum T. 1) 

LeiiiJil~~ Ethvert positivt lineært f'unktional f-l på K(T,R) er 

et mål. 

Bevis: Lad I~ være en kompakt delmængde af T .... 1.ntag, at T 

il{l~e er kompakt. K og fooJ er disjunkte afsluttede delmængder af 

1) Om to mål f-L og v på T eiger vi, at f-L?. v, hvis f-L(f) ~ v(f) 

for f E K ( T, [ o, c o [ ) • 
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det normale rum T , og har derfor disjunkte åbne omegne U og V; 
()() 

vi bestemmer en funktion f 1 E C(T
00

,[0,1]), der er 1 på K og o 

uden for U; sammentrækningen f af f
1 

til T har kompakt støtte 

og er 1 på K. Hvis T er kompakt, sætter vi f= 1. I begge til­

fælde får vi for en kontinuert funktion g med st(g) ~ K, at 

jgj ~ sup~jg(t)j l t E TJf, og IJ.t(g)j = IJ.t(g+- g-)1 ~ J.t(g+) + 

J.t(g-) = J.t( jgj) ~ supf jg(t)j l t E TJJ.t(f). J.t er således et mål. 

Lemma: Lad f, g og h være positive kontinuerte fUnktioner, 

for hvilke f ~ g+h; der findes positive kontinuerte fUnktioner 

fg og fh' så at fg ~ g, fh ~ h, og f = fg + fh. 

Bevis: Da f ~ g+ h er f ~ (f+h) Å (g+h) =f Å g+h; vi kan 

derfor sætte fg = f Å g og fh = f - f Å g. 

Lemma: Lad m være en additiv afbildning af K(T,[o,oo[) ind 

i [o,oo[. Der findes en og kun en udvidelse af m til et mål J.t på 

T. 

Bevis: Da m er additiv, er qm(pq- 1f) = pm(f) for f E 

K(T,[o,oo[) og p,q E N; da funktionen t~ m(tf) er monoton [o,oo[ ~ 

[o,oo[, idet m(sf) = m(tf) + m((s-t)f) ~ m(tf) for O ~ t ~ s, og 

antager samme værdi som den lineære funktion t ~ tm(f) for alle 

rationale t ~ O, er funktionerne ens, m(tf) = tm(f) for alle 
*) 

t~ O, idet tm(f) = / Hvis f,g,h og k E K(T,[o,oo[) opfylderf-g 

=h- k, sa er f+k =g+ h, m(f) + m(k) = m(g) + m(h), og 

m(f) - m(g) = m(h) - m(k). Enhver fUnktion f E K(T,R) kan skrives 

som differens af to funktioner g og h E K(T,[o,oo[); for en vilk~rlj 

Sådan opspaltning f= g- h definerer vi J.t(f) = m(g) - m(h); 

J.t er da en veldefineret udvidelse af m. J.t er additiv, idet f
1 

= 

g
1 

- h 1 , f 2 = g2 - h2 med g
1

, g
2

.9h
1 
,h2 E K( T.? ( o,oo[) medfører 

*) supfm(rf) l r E Q, O~ r~ t1 ~ m(tf) ~ inffm(rf) l r E Qt r~ 

t 1 = tm(f). 
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f1 + ~2 = g1 + g2 - (h1+h2) og ~(~1+~2) = m(g1+g2) - m(h1+h2) = 

m(g1 )-m(h1 ) + m(g2 )- m(h2 ) = ~(f1 ) + ~(g1 ). Tilsvarende vises, 

at ~(tf) = t~(f) for t E R. Da~ er positiv, er~ et mål. 

Sætning: Ethvert mål~ på T er di~ferens mellem to positive 

mål. 

Bevis: Vi definerer en afbildning m:K(T,[O,oo[) ~R ved m(~)= 

sup{~(g) l g E K(T,R), O~ g~ f1; m(f) ~o, da m(f) ~~(o)= o, 
1" ) 

og m(f) ~~(f); desuden er m additiv, idet for f 1,f2 E K(T,[o,.oo[) 

m(f1+f2 ) :c2:Sl.lPbA(g) l g E K(T,R), O ~ g~ r 1 + ~2 1 = sup{~(g 1 +g2 ) 

l gi E K(T,R), O~ gi~ fi for i= 1,2} = sup{~(g 1 ) l g1 E 

K(T,R), O~ g1 ~ f 1J + supf~(g 1)E K(T,R), O~ g2 ~ f 2 } = m(g 1 ) + 

~(g2 ). Der findes derfor et positivt mål~+ på T, så at ~+(f) = 

m(f) ? ~(f) for f E K( T, [o,oo[ ). Da~+ ~ o or; ~+ ~ ~' er også 

~ = ~ + - ~ ~ O, og ~ = ~ +- ~-. 

~+ er det mindste mål, der er ~ O og ~ ~; thi v ~ O og 

v~~ medfører v(f) ~ v(g) ~~(g) for f',g E K(T,[o,oo[)., O~ g~ f, 
·1 

så at v(f) ~ m(f) =~+(f). Tilsvarende· er ~- det mindste mål, der 

er ~ o og ~ -~,~- = (-~)+, da~ + ~ er det mindste mål, der er 

~ ~ og ~ o. 

Vi sætter 1~1 = ~+ + ~ 
.} 

= ~ 21J. -~; 1~1 +~er da det mindste 

mål, der er ~ ~ og ~ O, og 1~1 derfor det mindste mål, der er 

~ ~ og ~ - ~. sup{ l~+(f)l l f E K(T, [-1,1 ])1 = supf~+(f) l f E 

K(T,[o,1])} = sup{~(g) l g E K(T,[0,1])}; tilsvarende er 

sup~~~-(f')l l f' E K(T,[-1,1])1 = supf~(-g) l g E K(T,[o,1])}; 

da f' E K( T, [ -1,1]) er dif'f'erens mellem to f'unktioner i K( T, [o, 1]), 

er supff~+(f')lj f' E ~(T,[-1,1])} + sup{j,u-~f')l l f' E K(T,[-1,1])1 

= sup~~(g-h) l g,h E K(T,[o,1])} = supfl~(f')l! f' E K(T,[-1,1])} 

derf'er er~ et begræn~et mål, hvis og kun hvis ~+ og ~ er be-

1) m(f') < oo, da l~(g)j ~ supfg(t) j t E T}c(stf'), idet~ er et mål; 

.i I'UJf 1 C t) . a · 
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grænsede, og om de tilsvarende normer gælder ll,ull = ll,u+ll + ll,u-11. 

Da l,ul er ~,u og~ -,u, er l,ul (f') ~ l,u (f')j, og derf'or ll.ull ~ lll,ulll 

= ll,u+ +,u-Il ~ ll,u+ll + ll.u-Il = ll,ull; vi ser, at ,u er begrænset 1 hvis 

og kun hvis l,ul er begrænset, og ll,ull =lll,ulll = ll,u+ll + 11 ,u-11. Hvis 

T er kompakt, er lll,ulll = su:pf ll,ul (f') l l f' E C(T, [ -1,1 ])j = 

l,ul(1). 

12.4. I teorien f'or Lebesgue integralet :på Rn betragter man 

et f'unktional I, det naivt konstruerede integral,:på det lineære 

f'unktionsrum og f'unktions5 itter Tr(~n;R) af' trappefunktioner på 

Rn, og viser, at der f'indes et større lineært f'unktionsrum og 

f'unktionsgitter L og en udvidelse af' I til et lineært, positivt 

f'unktional, som vi igen betegner I, :på L, således at en række 

:pæne grænseværdisætninger er opf'yldt; desuden indf'ører man begrebet 

målelighed, og andre fUnktionsrum LP, o.sov •• 

En gennemgang af' teoriens opbygning viser, at man kun be-

nytter f'Ølgende egenskaber: 

Der er givet en mængde T og et lineært rum og gitter K af' 

reelle f'unktioner på T, og en positiv lineær af'bildning ,u:K ~R 

med den egenskab, at ,u(f'n) ~O f'or en vilkårlig f'Ølge (f'n) af' 

f'unktioner i K, der konvergerer monotont af'tagende mod O i et­

hvert :punkt af' T: :f n J O ~ ,u(f'n) ~ O. 

I denne situation findes der altså et større lineært rum og 

gitter L,u af' reelle f'unktioner :på T og en udvidelse af' ,u til et 

:positivt lineært f'unktional ,u på L,u' så at sætningerne om Lebes­

guemålet også her er sande; undtagelser er dog sætninger om f'lyt-

ningsinvarians af' målet, og om, at endelige og numerable mængder 

er nulmængder. 

Vi antager nu, at vi har givet et lokal kompakt rum T og et 
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positivt mål~ på T; vi vil vise, at vi kan anvende de ovenstående 

b ernær kni ng e r på K ( T, R ) og ~ • 

Sætning (Dini): Hvis en nedad filtrerende mængde N af funk­

tioner i K(T,R) har nedre gr~nse O, så konvergerer filterbasen 

fN~ ! f E NJ, hvor~ ={g E N l g~ fJ, mod o ligeligt, og 

{~(Nf) t f E N} konvergerer mod O. 

Bevis: Vi vælger en funktion f E N; Nf = {g E N ! g&; fJ er 

igen nedad filtrerende og ha~ nedre grænse o, da der for h E N 

finde:- en mindre funktion k E N • For e: > o og g E N sætter vi 
f f 

A(e:,g) = {t E T! g(t) ~ e:J; da o~ g~ f, er A(e:,g) en afsluttet 

delmængde af den kompakte mængde st(f). Da der til t E T findes 

g E Nf med g(t) < e:, er n{A(e:,g) g E NfJ =Ø; derfor findes 

der n E N og g1, ••• ,gn E Nf, så at n{A(e:,gv) v= 1, ••• ,nJ =ø. 
Lad h vcere en funktion i N, der er ~ g

1 
A. o .A gn; for en vill~år­

lig funktionkENher sup{lk(t)l t E TJ ~ sup{h(t) l t E TJ <e:. 

Dette viser, at filterbasen {Nh l h E NJ konvergerer mod o ligeligt 

Heraf fØlger også, a t {f~ (g) l g E Nh J l h E NJ konvergerer mod 

o. Thi til f findes c E R, så at l~(g) l ~ c sup{ l g( t) l l t E TJ 

for st(g) ~ st(f), og specielt for g E Nf. For gENher derfor 

l~ (g) j ~ C8 o 

Specielt ser vi, at hvis en aftagende fØlge (fn) af funk-­

tioner E K(T,R) konvergerer mod o punktvis, vil f -> o ligeligt, n 

og ~(f ) ~ o. 
n 

Herefter kan Lebesgueteorien opbygges: for en vilkårlig 

funktion f:T ~ [-oo,oo] sætter vi ~(f) = inf sup ~(~ ), hvor inf 
n 

tages over ~ængdEn af voksende fØlger (fn) af elementer fra 
'---~------- --~-~ --------·---- _!...: • l ~ 

l 
,i 
[, 

l l,- ' 

r 
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K(T,R), for hvilke f t ~ f, og tilsvarende H(f) = su~ infH(f ), n ~ nr-n 

f' l ~ f' og L- = 
-n ~ - ' J.l ~ f : T ~ [ -oo, oo ) l - oo < 1::!:.. ( f ) = j.t ( f ) < oo 1 ; i de t 

vi identificeres funktioner f og g E L
11

, for hvilke ~(lf-gj) =O, 

udgØr LJ.l et Banachrum, som indeholder K(T,R), som et tæt under-

rwn, og derfor er isomorft med fuldstændiggørelsen af det tor:o-

logislce vektorrum af klasser af J.t-ækvivalente funktioner 

i :k(T,R) forsynet med normen f~ J.t( lfl ). Vi bemærker endnu, at 
.. 

e~hver fUnktion f E L~ er grænseværdi i norm f'or en fundamental-

fØlge (f ) af funktioner i K(T,R), og at en sådan furodamental-
n 

fØlge har en delfØlge, for hvilken der eksisterer en mængde 

A·~ T med J.t(1A) = O, så at fr. (t) ~ f(t) for t <t A (jf'r. beviset 
v 

for Riesz ~·Fischers sætning). 

Vi kan og vil imidlertid udnytte Dinis sætning effektivere. 

Hertil sætter vi J.t*(f) = inf sup[j.t(g*) l g* E N*J, hvor inf tages 

. * over mængden af opad f1ltrerende mængder N af funktioner E 

~(T,~), for hvilke funktionen t~ sup{g*(t) l g* E N*J ~ f, og 

tilsvarende J.t*(f) = sup inf[J.t(g*) l g* E NJ, og LJ.l* = [f:T ~ 
[-oo,oo] 1 - oo < j.t*(f) = j.t*(-r) < ooL 

Det er ikke helt oplagt, at dette giver en god teori. Vi 

udfØrer derfor de fØrste par beviser. 

* Lemma: For enhver funktion f':T ~ [-oo,oo] er J.t*(f) ~ J.t (f'). 

* Bevis: Det er nok at bevise, at for delmængder N* og N ~ 

K(T,R), hvor N~~ er nedad filtrerende med infN 

* * opad filtrerende med supN* g 

~ f', er j_nf N ... J.t (g):~) ~ supN*J.t (g*). 

er 

:''• ... 

{( g>:~-g *).,.v O l g* E: N*, g* E: N* J er en nedad fil trerende 

delmængde af' k(T,R) med nedre grænse O; derfor er 
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inf ft_t( g •.. -g*) ... v O g)',.: E N:.::~ 5 ••• _ ., . ) l g* E N* 1 =O,· da g_,,_< (g_,,-g'/.~) v O+ 

f.L( (g* -g*) v o) + f.L(g-J.~); derfor er infN f.L(h~) ~ 
'J.~ 

+ supN~~ p,(h~c) for g~: E N~l: og g* E N*, og infN 

* 
f.L ( ( g ___ - g~:' ) v o) 

... ~. 

f.L(h~:) '·~ supN* f.L(h*) • 

Vi ser nu, at det for enhver funktion f:T ~[-~,~J gælder, 

at JJ..(f) ~ f.L~/f) ~ p,:'l-(f){p:(z);. så at f E Lf.L "*f E Lf.L* og f.L*(f) = 

f.L(f). 

Lemma: Lad (f ) være en volcsende fØlge af funktioner: T ~ 
n 

[-~,ooL med grænseværdi f~ og antag, at f.L*(f1 ) > -oo. f.L*(r) = 

limf.L~:'(f ) • 
n 

Bevis: Det er klart, at fn ~ f'"* f.L* (fn) ~ f.L*(f) og derfor 

- ~ < f.l~'(f1 ) ~ lim f.L~'(fn) ~ f.L-;.'(f). Hvis lim f.L~:'(fn) = +oo, er også 

f.L * (f) ~ limJ.l~~ (f n) ; vi antager 

derfor, at lim f.L~'(fn) < +oo, 

•ril E > O vælger vi en talfØlge (c. ) med O < E og ~ E < E o n n n== ' 

og opad filtrerende mængder N~~ K(T,R) med cupN ~~ p;::-:_::= ( fn og 
n 

supN ~:: f.L(gn*) ~ f.L*(~~ +En. 
n 

Antag nu, at vi har vist, at det om den opad filtrerende 

mængde f g
1 

:.;: v •• •V g ~:: l g ::: E N ~::,v ::: 1 , o •• , n J med øvre grænse 
n v v 

~ f_
1 

V•. ~v fn = fn gælder, at sup f.L(g
1 
~:~v. o .v gn>:') ~ 

f.L~:(fn) + c.
1 

+ •• o+ Eno fg1 ~:: V~••V gn"J.: v gn+~: l gv::: E NV*, V= 1, 

••• ,n+1 J er opad filtrerende med øvre grænse~ fn v fn+1 , og fg~ 

v •• oV gn * A th~11 gv~:: E: NV:::, .. v ::: 1 ' • o G~ n+1 J er opad fil trerende 

meu <pvre grænse ~ f n A fn+
1 

= f n' så a t f.L~:: (f n) ~ s up ~l ( g1 -;.: v .... v 

gn:;: A gn+~:) .Af f.l ( g
1 

~:: V •, oV gn~:: A gn+1 ~::) + f.L ( g
1 

>:: V • • •V gn * V gn+~:) = 

f.L(g/' V•uV gn*) + f.L(gn+~~) fås vod grænseovergan~f.L*(fn) + 

s up 11 ( g1 * v o • •V gn :.:: v g1l+~' ) 
sup f.L(gn+1 ~<) -~ f.L*(fn) + 

·~~ / ~·~ 
~ s up f.L ( g1 '- v •• •V / gn ·· ) + 

i,,, ''. 
~ ' 6 
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e 1 + ••• + en + p,~\f'n+ 1 ) + en+1• Vi har hermed ved induktion vist~ 

* * * at f'or ethvert n E N er sup p,(g1 v ••• v gn) ~p, (f'n) + e 1 + ••• + 

opad f'iltrerende 
* ' • • "' gn * E Nn l er- ·j 

med en øvre grænse, der er ~ f'n f'or ethvert n E N, og derf'or ~ 

lim f'n =f'; da vi f'or n E N og g
1
* E N

1
*, •• ø,gn* E Nn* har 

* * * p,(g1 v ••• v gn ) ~lim p, (f'n) +e, er også supremum af' disse tal 
* .... .... 

~ lim p, (f'n) + e; derf'er er p,T(f') ~ lim p,•(f'n) + e. Da dette 

* * ) gælder f'or ethvert e > O, er p, (f') = lim p, (f'n 3 

Vi understreger, at sætningen ikke kan f'erbedres til en 

* rigtig sætning om p, af' øvre grænse f'or en vilkårlig opad ~il-

trerende mængde af' fUnktioner. Dog gælder 

Lemma: For en vilkårlig opad f'il trerende delmængde d:: af' 

* * k(T,R) med øvre grænse f' er p,*(f') =p, (f') = supN* p, (g ); derf'er 

' * er f' E Lp,*, hvis og kun hvis der f'ind.es c E R, så a t J1 (g· ) ~ c 

* * f'or alle g E N • 

* * * * Bevis: For g E N er g ~ f' og derf'er p,(g ) ~ p,*(f')~ så at 

* * * supN* p,(g ) ~ J.L*(f'). På den anden side er p, (f') ~ supN* p,(g ) 

* if'Ølge def'initionen af' p, • 

Resten af' Lebesgue teorien f'Ølger uden besvær af' disse sæt-

ninger og de tilsvarende om af'ta6ende f'Ølger. Specielt ser vi, 

at L
11

*, ef'ter identif'ikation af' funktioner f' og g med Jl>:<(jf'-~1) = 

O, udgør et Banachrum, der indeholder K(T,R) som et tæt underrum, 

og derf'or er isomorf't med f'uldstændiggørelsen af' det topologiske 

vektorrum af' klasser af' J.L-ækvivalente f'unktioner i K(T~R) f'or-
.. 

synet med normen f'-+ p,(jf'J). LJ.L* er således som Banachrum j_so·-

morf't med LJ.L. En f'unktion i Lp,* er grænseværdi i norm f'or en 

fundamentalf'Ølge (g ) af' furJetioner i K(T,R); denne f'Ølge har en 
m 
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delfØlge (fn) = (g ), for hvilken der findes en mængde B ~ T 
m n 

* med~ (1B) = O, så at fn(t) ~ f(t) for t t B; da (fn) er en fun-

dame n talfØlge i Lf.l-, findes der en funktion g E: r ... f.l-' så at f' ~ g 
n 

i norm, og en delfØlge (f ) 
n v 

og en mængde A <; T med p:( 1A) = () = 
* f.1- (1 .• )9 så at f 

n v 
(t) ~ g(t) for t t A, og derfor g(t) =c f( t) f' o:>:> 

t t .t'i. IJ B. Vi har vist 

* Lemma: Til f E: L* findes g E: L-, så at f.J-. (Ir-gi) = On 
f.1- f.l-

Vi viser nu, at hvis T opfylder det andet numerabilitet8 

aksiom, d.v.s. hvis der findes en numerabel mængde B af åbne 

delmængder af' T, så a t enhver åben delmængde af T er forenings-· 

mængde af mængder, der tilhører B (i dette tilfælde kaldes B en 

basis f'or topologien) 9 så er L- -L * f.1- - f.1- • 

En funktion f':T ~ [-oo,oo] kaldes nedad halvlwntinuert, hvis 

ft E: T l f(t) >al er åben for ethvert a E: R. Hvis en fu~{tion f 

er øvre grænse f'or en mængde N af' kontinuerte furU~tioner, er f 

nedad halvkontinuert; thi [t E T l f(t) >a} = U[ft E ·r l g( t) ' 

E: N}. Omvendt er en nedad halvkontinuert funktion f:T ~ 

øvre grænse f'or den opad filtrerende mængde af' mindre 

funktioner i K(T,[O,oo[); vi kan nemlig til t E: T og e> O finde 

g E: K(T,R), så at O~ g~ f og f(t) -e ~ g(t): hvJ.s f'(t) ~ e, 

vælger vi g = O; hvis f'( t) = a > e, kan vi vælge en lwmpal~t om-· 

egn U af t, så at f(s) > a-e for s E: U; da U er et normalt rums 
o omegn 

indeholder U en afsluttet/V af t, og vi kan vælge g E: K(Ty[O~a-e])~ 

så at g er a-e på V og O på T\ U (anvend Urysohus lemme">. p9. T
00

L, 
og derfor opfylder de stillede betingelser. 

Heraf fØlger, at en nedad halvkontinuert funktion f' er øvre 

grænse for en opad filtrerende delmængde af K(T~R), hvis og lu1n 
.. 

hvis f har en minorant i K(T,R), og at f i dette tilfælde E: L1/~~ 
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hvis og kun hvis 11:>.~ (f') < +oo. 

Tilsvarende defineres og behandles opad halvkontinuerte 

funktioner. 

Lemma: Hvis det lokal kompakte rum T opfylder det andet 

numerabilitetsaksiom, er enhver nedad halvkontinuert funktion 

f'~T ~ [~,oo] 9 der har en minorant i K(T,R), grænseværdi f'or en 

voksende f'Ølge af' funktioner i lc(T,R). 

Bevis: Vi vælger en numerabel basis B for topologien. For 

ethvert sæt (U,V,r), hvor U og V E B, V~ U, og U er kompakt, og 

r er rational t. O, vælger vi en f'unktion E K(T,[O,r]), der er 

r på V og O på T \U. Den herved fremkomne numerable mængde af' 

furnetioner betegner vi Ge 

For enhver nedad halvkontinuert funktion h med minorant 

k E K(T,R) er f'= h- le øvre grænse for fg E G l g~ f'}. 

Vi kan nemlig til t E T og E > O finde g E G, så at g ~ f' og 

f'(t) -E~ g(t): hvis f'(t) ~E, sætter vi g= o; hvis f'(t) =a> E, 

valger vi et rationalt tal r E [a-E,a[; da f'(t) >r, kan vi vælge 

en mængde U E B, så t E U, U er lcompakt, og f'(s) > r for s E U; 

da u er et normalt rum~ kan vi vælge v E B, så at t E v~ v~ U; 

den til (U,V,r) svarende funktion i G opfylder da vore krav. 

Vi opstiller elementerne i fg E G l g~ f'J i en f'Ølge (gn); 

k+g1 , k+g1 v g2 , •• o er da en voksende f'Ølge af' f' unk tione r i 

K(T 9 R) med øvre grænse = k + sup gn = k + f' = h. 

Lad nu f' E L ~~; til E > o findes da en opad filtrerende 
J-L 

N~:. K(T,R) så 
!{· mængde <;; med øvre gr::anse h t. f', at 1-l.(h) = 

sup1,(~ !l( g*) ~ /l*(f') + E j der findes da også, idet vi antager, 

T opfylder det andet numerabilitets aksiom, en voksende fØlge 

(gn) af' funktioner j_ K(T,R) med øvre grænse h; da gn ~ h, er 

del-

at 
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f-L(gn) ~ J-L*(h) ~ f-L*(f) + E; derfor er i:7(f) ~ s}ipf-L(gn) ~ f-L*(f) + E. 

Da dette gælder for ethvert E >o, er J-L(f) = f-L*(f); tilsvarende 

er ~(f)= f-L*(f), så at f E L~. 
,n 

Specielt ser vi, at for T= R giver de to teorier samme 

mc.;ngder af integrable funktioner. Vi vil herefter sætte L >:: = 
f-L 

L , og f-L*(f) = J-L(f) for f E L • 
f-L f-L 

Vi siger, at en mængde S~ T er målelig med hensyn til f-L,, 

eller f-L-målelig, hvis 1S E Lf-L, og i dette tilfælde sætter vi 

J-L(1S) = J-L(S). Vi vil ikke gå nærmere ind på dette bregreb, men 

nøjes med at vise 

Sætning: Enhver kompakt mængde S ~ T er f-L-målelig. 

En åben mængde R ~ T er f-L-målelig, hvis og kun hvis f-L~(R) 

< 00. 

Bevis: Hvis R er åben, er 1 R nedad halvkontinuert; da 1R 

o E K(T,R), er R f-L-målelig, hvis og kun hvis f-L*(R) < +oo • Hvis 

s er lwmpakt, er J-L*(s) > -oo' /1) 
1s er opad halvkontinuer t, og 

efter en anvendelse af Urysohns lemma på S og en kompakt omegn 

i T
00 

af fooJ indser man, at 1
8 

har en majorant E K(T,R); derfor 

er S f-L-målelig. 

~ 

B~:m2;jrkning: Beviset for, ~t en Lebcsgue-målelig funktion f 

p0.. :R_P, der har en integrn.bel 11UU1eri sk m:otjoran.t h, er integrabel, 

udnyt tor mæng~erne V! n; her:. k1-n i s te de t anvende s ~\n = f t E T 

h(t) > n-1 J, der er·J.L-målelig·e, da o ~ [p(J.:;J.-n-1 ) v o] /\ 1 -+ · 

1 A ~ n h E Lf.L for p -+ oo • 

n 
1 ) da 1 S ~ O, og 
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Lad nu A,~ og v være tre positive mål på T, for hvilke 

A+ ~ = v. For en vilkårlig opad filtrerende mængde N ~ K(T,R) 

er supN(A+~)(g) ~ supN~(g) + supN ~(h); på den anden side findes 

der til E > O gE og hE E N, så at A(gE) ~ supN A(g) - E og 

~(hE) f supN ~(h) - s, og for k E N ~ gE og ~ hE er A(k) + ~(k) 

~ supN A(g) + supN ~(h) - 2E; derfor er supN v(g) = supN A(g) + 

supN ~(g). (Hvis et af tallene er +oo, må beviset ændres en 

smule)~ For en villeårlig funktion f: T ~ [ -oo,oo] og N med øvre 

grr::Jnsc f :f er da supN v(g) f A*(f) + ~*(f); derfor er v~:'(f) ~ 
... ~· * * A.,.(f) +~'(f). (Hvis f.eks. A (f) = +oo og~ (f)= -oo, er 

supN v (g) = + oo for alle i betragtning kommende N, og v~;.; (f) = 

+ oo). Vi antager nu, at A~:(f) > -oo og ~*(f) > -oo, og vælger til 

E > O opad filtrerende mængder N og M~ K(T,R) med øvre grænser 

?. f, så a t supN A (g) ~ A* (f) + s og supM ~ (h) ~ ~ * (f) + s; 

[g A h l g E N,h E M} er da en opad filtrerende delmængde af 

k(T,R) med øvre grænse ~ f, og sup[v(g A h) l g E N, h E M} ~ 

supfA(g) +~(h) g E N, h E M}~ supfA(g) +~(h) l g E N, h E MJ 

~ A*(f) +~*(f) + 2E; derfor er v*(f) ~ A*(f) +~*(f). (Hvis 

* -oo, finder man v (f) = -oo). Ialt 

har vi~ at v*(f) = A*(f) +~*(f), hvis ikke A*(f) og ~*(f) er 

uendelige med modsat fortegn, i hvilket tilfælde v*(f) = +oo; 

~ * * specielt er v~(f) endelig, hvis og kun hvis A (f) og ~ (f) er 

endelige. 

Tilsvarende er v*(f) endelig, hvis og kun hvis \::(f) og 

~~:·(f:) er endelige, og i dette tilfælde er v*(f) = A:1,(f) +~*(f)~ 

~t*(:r)+A*(f') = v*(f). Hera:f fØlger, at f E Lv' hvis og kun hvis f E LA 



Mat. 6" 1963-64 K III, 12 1 16. 

og f E L~, Lv = LA n L~, og i dette tilfælde er v(f) = A(f) + 

J-t(f). 

Specielt ser vi, at O ~ f-t ~ v ~ Lv ~ Lf-t og J-t(f) ~ v(f) for 

enhver funktion f ' O i Lv. 

Et vilkårligt mål v på T kan jo skrives v = A-f-t, hvor A og 

f-t er pos i ti ve mål, og for en vilkårlig sådan opspaltning er 

+ - + -A- v = ~ -v ~ O, så at lvl =v +v ~ A + P• Vi sætter Lv = 

L+ n L-= LI l' og v(f) = v+(f) -v- (f) for f E L. For f E L~ v v v v 1\ 

n L er da f E L og f E L~ +og v(f) = v+(f) -v (f) = 
f.L v 1\ -f-t 

v +(f) + (A-v +)(f) - v- (f) - (JJ, - v -)(f) = A( f) - J-t( f). 

Sætning: Et mål p på T er begFænset" hvis og kun hvis 

IJ.LI*(1) <~,og hvis og kun hvis enhver begrænset kontinuert 

funktion E L • I dette tilfælde er IIf-lii = l ,u l ( 1). 
f:1, 

Bevis: Enhver kontinuert funktion f ' O på T er øvre grænse 

for de mindre funktioner i K(T"R), og f E L,u = Ll,ul ~ l.ul*(f) = 

sup{ It-d (g) l g E K(T,R), O ~ g ~ f} < oo. Hvis ,u er begrænset med 

norm 11~11 = III~ III, finder vi for en vilkårlig begrænset funktion 

f' l,ul)::(f'+) ~ sup { l.ul (g) l g E K(T,R), O ~ g ~ sup[f'+(t) l t E Tl} 

~ ll.ull sup{f'+(t) l t E.T} og tilsvar~nde for f-, så at f' E L,u og 

l,u(f) l ~ l,ul (f+) + l,ul (f'-) ~ 11~11 sup{ lf'(t) l l t E TJ. Specielt 

er 1 E L~ og l ~_l ( 1) ~ 11~11· 

Hvis 1 E L , finder vi for f E K(T,R), at lf'l ~ 
,u -

sup[lf(t)l l t E T}1, så at l,u(f')l ~ l.ul(lfl) ~ sup[lf'(t)l 

t E T}l~l(1). Dette viser, at ,u er begrænset med 11~11 ~ l.ul(1)o 

12.5. Vi betragter igen specielt :RI>. 

For et vilkårligt positivt mål ,u på :RP er jo L et lineært 
,u 

.. 
rum, der indeholder karakteristiske f'unktioner f'or kompakte del-
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mængder, og derfor også indeholder rummet Tr(RP,R) af reelle 

trappefunktioner på :RP. For en aftagende fØlge (fn) af trappe­

funktioner, der konvergerer mod nul punktvis, f l o, vil 
n')" 

). Der findes derfor et lineært rum og 

funktionsgittert vi kan jo kalde det L~ITr' og en udvidelse af 

~ 1 s sammentrækning til Tr(RP,R) til en positiv lineær funktio­

nal, JA.ITr, på L~ITr· Da Tr(:RP,:R) ~L~, finder vi let, at 

L~ l T r ~ L~ , o g a t for f E.: L~ l T r e r ( ~ 1 T r) ( f) = ~ (f) • 

På den anden Blide ved vi, a t for en vilkårlig positiv lineær 

funktional v på Tr(Rp ,R) med den egenskab, af f l O =>n(f ) ~ o, 
n\1 n 

kan vi udføre integrationsteorien og herved skaffe os et rum 

LvjTr og en udvidelse, som vi igen kalder v, af v til LviTr• Da 

enhver funktion f E.: K(RP,[o,~[) dels er mindre end en passende 

trap:pefunktion, og dels er grænseværdi for en voksende fØlge af 

trappefunktioner, er K(RP,R) ~ LviTr.Sammentrækningen viK til 

K(RP,:R) af udvidelsen af v til LviTreret mål, da det er en 

positiv lineær funktional; vi ser igen let; at LviK ~ LviTr' og 

at for f E.: Lv IK er (v IK)(f) =··v(f). 

Vi får altså ganske den samme integrationsteori, hvad enten 

vi starter med integralerne af kontinuerte funktioner med kom~ 

pakte støtter, eller vi starter med integralerne af trappe-

funktioner. 

12.6. For et mål v på R sætter vi~ v(t) = v(]o,t]) for 

t ~ o, og ~ v( t) = -v( ]t, o]) for t ~ o. _4~ildningen v ~ ~v er 

lineær. For et positivt mål f-1. er ~f-1. voksende, idet ~f.l.(s) -

~f.l.(t) = f.l.(]t,s]) ~O for s~ t; hvis s~ t+, vil 1]t,s] ~o og 

f.l.(]t,s]) ~o; derfor er ~f-1. kontinuert fra hØjre; desuden er 
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Ø~(o) = o. For et vilkårligt 

mål v er derfor Øv =Øv+- Øv- af lokalt begrænset variation, 

lcontinuert fra hØjre og o i o. 

Vi minder om, at vi til en vilkårlig funktion F af lokalt 

begrænset variation kan lade svare et mål ØF, ØF(f) = jfdF for 

f E K(R,R). Herved er ØØv = v for et vilkårligt mål v; thi for 

f E K(R,[o,oo[) og et interval [a,b] ~ st(f) og for en inddeling 

a= x
0 

< x1 <.n.< xn =b får vi, for passende ~i E [xi_1,xi],i=1, ••• 

n] en unders1J.m L f(f i )[ifiv (x:;_ )-ef!v(~i··1 n = : f(~\) v ( ]xi-1 'xi]) 
i=1 1=1 n 

= v()' f(~. ) 1 J J); for en fØlge af finere og finere ind-L.-.1 1 x. 1 ,x. 
l= l- l 

delinger, for hvilke maxflx.-x. 1 l l i= 1, ••• ,n1 ~o, vil 
l l-

n 
)'f(~. )1] ] ~f monotont og majoriseret af f, og de til-
t.-_, 1 x. 

1
,x. 

1=1 l- l 

svarende undersummer vil derfor del s konvergere mod jfdr/Jv, dels 

mod v(f). 

Vi har tidligere vist, at hvis ØF = o, idet F er en funktion 

af lokalt begrænset variation, så antager F samme værdi i alle 

sine kontinuitetspunkter. For en vilkårlig funktion F af lokalt 

begrænset variation er ØØF af lokalt begrænset variation, kon-

tinuert fra hØjre og o i o; da ØØ(ØF) = ØF, altså Ø(Ø0F-F) = o, 

er ØØF-F konstant i alle sine kontinuitetspunkter, åbe~art med 

værdien -F(o+), så at ØØF(t) = F(t+) - F(o+), idet mængden af 

kontinuitetspunkter er tæt i R, og idet grænseværdi fra hØjre 

(og fra venstre) eksisterer i ethvert punkt. Hvis F er konstant 

i en trot mængde, er således ØØF = o og ØF = Ør/JØF = o, så at F 

tilhØrer kærnen af Ø. 

For en flinktion F af lokalt begrænset variation, kontinuert 
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~ra hØjre og o i o, er åbenbart ~ØF = F; Ø er således injectiv 

på rummet a~ disse fUnktioner. 

Sætning: Afbildningen v~ ~v, hvor ~v(t) = v(]o,t]) ~or 

t ~ o, og ~v(t) = -v(],t,o]) ~or t< o, er en isomor~i a~ vek­

torrummet af mål på R med rummet a~ reelle ~unktioner af lokalt 

begrænset variation på R, der er kontinuerte ~ra hØjre og o i o. 

Sammentrækningen af ~ til Banachrummet af begrænsede mål på R 

er en isomorfi og isometri med rummet af funktioner a~ begrænset 

variation på R, kontinuerte ~ra hØjre og o i o, ~orsynet med 

normen F~ VF(~,oo). 

Bevis. Vi mangler kun at vise, at ~or et begrænset mål v er 

~v a~ begrænset variation på R med V~v(-oo,oo) ~ llvll. For et be­

grænset mål fJ. f o på R er Vt/JJJ.(-oo,oo):-= supf~JJ.(b) - ~JJ.(a)l - oo 

, < a ~ b < 801 = lim JJ.( ]-n, n]) = JJ.( 1) = IIJJ.II, og for et vilkårligt 
n 

begr~nset mål v er V~V(-oo,oo) = V(~v+ - ~v-)(-oo,oo) ~ V~v+(-oo,oo) 

+ V~v-(-oo,oo) = llv+IJ + llv-11 = llvll. 
12.7. Vi ser nu endelig på et kompakt delinterval [a,jb] af 

:R. 

For et mål v på [a,b] sætter vi ~v(a) = o og ~v(t) = 

v([a,t]) for t E ]a,b]. Afbildningen ~ er lineær. For et mål 

fJ. f o er ~/J. voksende, og kontinuert fra hØjre i ]a,b], men ikke 

nødvendigvis i a, ~ftJL(a+) =lim JJ.([a,t]) = JJ.0a1) og ~JJ.(a) =o. 

For et vilkårligt mål v er derfor ~v af begrænset variation på 

[a,b], o i a, og kontinuert fra hØjre i ]a,b]. 

For et mål v på [a,b] og f E C([a,b],[o,oo[) og en villeårlig 

inddeling a= x < x 1 < ••• <x =b 
o nn 

[x
1
._1 ,xi], i= 1, .... ,n, er )f(~.) 

l:i l. 

med indskudte punkter ~i E 

(~v(xi)- ~v(xi_ 1 )] = 
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n 
r(~1 )v([a,x1 ]) + )' r(E.)v(]x. 1 ,x.]) = v(r(~1 )1[ J+ 

~ 1 1- 1 a,x1 i=2 
n 
)' r(~i)1]x. x]); ved en passende grænseovergang rås /[a,b] 
~2 l-1' i 
l= 

rd:pv = v (r) • 

Vi har tidligere vist, at hvis F er ar begxænset variation 

på [a,b], og ØF er målet r~ ][a,b]r dF, så antager F samme værdi 

i alle mne kontinuitetspunkter og i a og i b. For en vilkårlig 

funktion F ar begrænset variation finder vi da ØØF(a) = o, 

ØøF(t) = F(t+) - F(a) ror t E ]a,b]. Hvis F er kon-

stant i en tæt mængde~ der indeholder a og b, er således ØØF = o 

og øF = o. 

Hererter udleder man uden vanskelighed 

Sætning (Riesz 1909): Afbildningen v~ Øv, hvor Øv(a) =o 

og Øv(t) = v([a,t]) ror t E ]a,b], er en isomorri og isometri 

ar Banachrummet ar mål på [a,b] med rummet ar reelle funktioner 

af' begrænset variation på [a,b], kontinuerte rra hØjre i ]a,b] 

og o i a, rorsynet med normen F~ VF(a,b). 
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1. En topologisk gruppe G er en gruppe forsynet med en topo­

logi b, så at afbildningen: G x G~ G givet ved (a,b) ~ ab-1 er 
-1 

kontinuert (eller ensbetyden~e hermed, så at (a,b) ~ ab og a ~ a 
(l ' ·.: l! ; ' :' (, (! < ( \ 

er kontinuerte). Vis at en basis B(e) for filtret af omegne af et-

elementet e E G opfylder: 

1) \;lUE B(e) (e E U). 

2) B(e) er en filterbasis. 

3) \;/U E B(e) 3;V E B( e) (vv-1 ~ U). 

-4),-vu E B(e). [a E U~ 3V E B(e) (Va ~U) h 
-1 

5) V' U E B (e) , V' a E G, 3V E B (e ) (a . V a ~ U) • 

Vis, at for a E G er hver af mængderne fUa l U E B(e)j og 

faU l U E B(e)J en basis for filtret af omegne af a. 

Hvis fej er afsluttet gælder også: 

6) fej= n fUl UE B(e)j. 

Hvis der omvendt er givet en mængde B(e) af delmængder af en 
! ) ')) 

gruppe G, således at 1), ••• ,5) er opfyldt, findes der en topologi 

b på G, så at G forsynet med b er en topologisk gruppe, og så at 

B(e) er en basis for filtret af omegne af e. Hvis B(e) også opfyld­

er 6), er fej afsluttet. 

(Se f.eks. bØger af N. Bourbaki (Top.gen. Chap 3), Loomis, 

D. Montgommer.y og L. Zippin, Pontr jagin). 

2. Vis, at en topologisk gruppe G er et regulært rum, hvis 

blot G opfylder aksiomet 

TO: V' a, b E G [a =f b => (3 U E U (a) (b Et U) v 3 U E U (b) (a Et 

U))] 

d.v.s. hvis et af punkterne har en omegn, der ikke indehold-

er det andet. 

3. Lad E være et n-dimensionalt topologisk vektorrum over K 

(K= R eller K= C); lad fe1 , ••• ,enl være en basis for E; vis, at 
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afbildningen ep: Kn -t E defineret ved, a t w ( (/\1 , • •• , "'n_)) = /\1 e 1 + 

••• + )\ e , er en 
n n 

n 
ho~eomorfi af K , forsynet med den sædvanlige 

topologi, på E. (Forsyn Kn med den sædvanlige euklidiske norm, og 

lad S betegne enhedssfæren i Kn; vis fØrst, at det er nok at vise, 

at for en vilkårlig mængde B(o) af delmængde af Kn, der opfylder 

V1 , ••• ,v6, gælder: \;fB E B(o) 3/\ > O (/\S~ B), og: 3B E_ B(o) (EfiS = 

yJ); udnyt også, a t S er lcompakt). 

4. a) Lad en delmængde A af et t.v.r. E opfylde: A er stjer­

neformet m.h.t. o, og: Vx E A.3J.1 > 1 (f.lx E A), og: vx!Jy E A (~(x + 

y) E A); vis, at A er konveks. 

b) Find en mængde A, der er stjerneformet m.h.t. o, og op-

fylder: A +A = 2A, men ikke er konveks. 

5, Lad A og B være disjunkte konvekse delmængder af et vek-

torrum E; vis, at der findes disjunkte konvekse delmængder C og D 

af E, så at A ~ C, B ~ D og CUD = E. (Brug Zorns lemma på mængden 

af par af disjunkte konvekse mængder M og N, så at A~ M og B~ N). 
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6. Lad E være vektorrummet over R af kontinuerte reelle 

funktioner på intervallet I= [0,1]. Lad for ethvert talpar 

(o,c), hvor o> O og o< E< 1, V(o,c) betegne fx E E l 3 en 

åben mængde A c [0,1] med Lebesgue-mål <c, så at lx(t)l <o for 
= 

t Et AJ. 
a) Vis, at fV(o,c) l o > O, O < E < 1} opfylder betingel­

serne V1, ••• ,V6, og derfor definerer en topologi O på E. 

b) Vis, at for o > O og o < c < 1 findee der n E N, så at 
n ;-, 

E = L A.' med A. = v(o,c) for 1 ~ i ~ n. (Vis først, at 
l. l. 

i=1 
sum 

funktionen 1 kan skrives som/af stykkevis lineære funktioner E E 

med støtte med Lebesgue-mål < c)• 

c) Vis, at E ikke er lokalkonvekst, og at enhver kontinuert 

lineær funktional på E er identisk nul. 

7. Vis, at afslutningen af en cirkelmængde er en cirkel-

mængde. 

8. a) Lad der være givet en topologisk gruppe G og en følge 

(Vn) af arnegne af e. Vælg en ny fØlge (Un) af arnegne af e, der 
-1 

opfylder: u1 ~ v1 , Un = Un' Un+1 Un+1 Un+1 ~ u~.D Vn. Definer en 

funktion g:G ~ R ved 

= r~~k 
, x E n u n 

g(x) , x E uk \ uk+1 
, x E G\ U~ 

g opfylder: g(x) = ( -1 g x ), g(G) ~ [0,1], g(x) < 2-k+1 ~ 

g( x) -k 
U k , o g g ( u1 • ••• • un) ~ 2 (g ( u1 ) + • o • +g (u n) ) • ~ 2 <==> XE 

(Brug indul{tion efter n, og lad, for 2(g(u1 )+ ••• +g(un)) = 2a < 1 , 

h v~rG det største hele tal. for hvJ."lket ( ) ( ) 1 , g u1 + ••• +g uh ~ 2 a, og 
b ' k ( ) 2-k+1 os·ccm . f 2 , så at 2a f > a; så vil u~ • ••• ·u_n+2 og uh+

1 
ub,+2 • • • .·un E Uk' og g(u1 • ••• •un) ~ 2-k+ ~ 2a) o -

Definer f:G ~R, ved: f(x) = inf{g(u1 )+ ••• +g(un) l n E N, 
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u
1
,, •• ;un E G, u1 • ••• ·un = xJ. f' opfylder: ig(x) ~ f'(x) ~ g(x); 

f'(x) ~O; f'(e) =O; f'(xy) ~ f'(x) + f'(y); f'(x-1 ) = f(x); f' er 

kontinuert i e; f er kontinuert overalt (brug f'(xy) ~ f(x) + f'(y) 

og f'( e) = O); f(x) = O ~ x E Il Un ~ x E nvn; x E G\ V1 ~ f(x) l 

!; V n E N 3 o > O(f(x) < o ~ x E Vn) d.v.s. (løst) f bestemmer 

topologien ligeså godt som fØlgen (Vn). 

b) Bevis sætningen: Til af'sluttot mængde A ~ G og punkt 

x~ A findes der en kontinuert funktion h:G ~ [0,1], så at 

h( x) = o og h(A) ~ { 1J. Hvis {e J er afslut t~ t, ~r G fuldstemdig 

rcgulor. 

(For x= e kan bruges h= (2f) A 1, hvor f er konstrueret 

som ov~nf'or til f~lgen (Vn)' Vn =G\ A). 

c) Bevis sotningun: Hvis {e} er afsluttet og G opfylder det 

f'ØrBte t[all8lighedsaksiom, er G motriserbar, d.v.s. topologien 

kan dcflneres ved hjc:alp af en afstandsfunktion dist, der er 

venstre invariant: dist(ax,ay) = clist(x,y), eller hØjreinvariant: 

dist(xa,ya) = dist(x,y). 

(Vc:alg en tcallolig basis (V) for B(e), bestem f' som før, og n 

sDt distv(x,y) = f(x-1y), disth(x,y) = f'(xy-1)). 

9. Lad {Ei l i E Ij være en mængde af topologiske vektorrum 

ov-..;r samme legeme K. Vis, at produktrummet,forsynet mod 11 koordi-

natvise regneoperationer" og produkttopologien, er et topologisk 

vektorrum. Vis, at et filt0r G på produlctrummet er fundamentalt, 

hvis og kun hvis alle dets projektioner er fundamentale, og at 

produktrummet er fuldstondigt, hvis og kun hvis alle rummene E. 
J. 

er fuldst~ndige. 

(Udnyt, at hvis Fi, i E I, er et fundamentalfilter på Ei' 

så er det groveste filter på produktmængden, der indeholder alle 

o-1 ) ~ mængder pri (Fi , Fi E ~·i' et fundamcntalfilter, hvis projek-

tioncl' falder sammen med de givne filtre). 
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10. Vis, at det i øvelse 6 indfø~te vektorrum E, der åbenbart 

opfylder det første tællelighedsaksiom, ikke er fuldstændigt. 

11 o Et filter F på en mængde E kaldes elementært, hvis der 

findes en fØlge (ah) af elementer i E, så at F er filtret frem-

bragt af fil terbasen f f an+v l v E ~l~ n E ~l· L~d der nu være 

givet et filter F med tællelig basis fFn l n E N}. Vis, at~ er 

det fineste filter på E, der er grovere end ethvert elementært 

filter finere end F . 
.. 

12. Vis, at et minimalt fundamentalfilter på et t.voro, der 

opfylder det første tællelighedsaksiom, har tællelig basis. 

13. Vis, at man kan udføre teorien for fuldstændiggørelse 

af et t.v.r. (eller en abelsk topologisk gruppe), der opfylder 

det fØrste tællelighedsaksiom, idet man i stedet for minimale 

fundamentalfiltre udnytter det -passende definerede -begreb: 

ækvivalensklasser af fundamentalfØlger. 
,n 

14. Vis, at en konveks delmængde af R er afsluttet, hvis 

dens fællesmængde med enhver ret linie er afsluttet. 

15. En ligelig struktur på en mængde X er en mængde 

U~ D(X x X), så at 

L1) U er et filter på X x X 

L2 ) V U E U (.6 ~ U) 

L3) V U E fi(u-1 
E fi) 

L4) V U E U 3 W E U(WoW ~ U) 

hvor .6 = f (x,x) l x E X}; U-i = f(x,y) l (y,x) E U} og 

UoV = f (x,y) l 3 z E X( (x, z) E V A (z,y) E U) j. 

Lad X være en mængde forsynet med en ligelig struktur U. 
a) Sæt, for ethvert x E X, U( x) = fV(x) V E U}, hvor V(x) = 

fy, E x l (x,y) E v}; 

vis, at der findes præcis en topologi på X, så at U(x) er filtret 



Mat. 6, 1963-64 I , øv. 1 5 - 1 6 • 

af arnegne af x i denne. 

(Den herved bestemte topologi på X kaldes den af U inducerede). 

b) Idet X forsynes med den inducerede topologi U(x), gælder 

for enhver delmængde M af X x X, at V E U og V = V-1 
=> VoMoV 

er omegn af M i X x X og M = n~VoMoV l V E U A V = v-1 J = 

ll{VoMoVIV E U}. 

c) For A c X sættes V(A) = U~V(x) l x E AJ. Vis, at A= 

ntv(A) 1 v E uJ. 
d) En basis for en ligelig struktur U på X er en delmængde B af 

u, således at: v u E u 3 B E B(B ~ U); vis, at [U l u E uJ, 
(U l U E U A U= U-

1 
}, og (fi l U E U}.er baser f6r U. (U er af­

slutningen af U i X x X). 

e) vis, at T3 er opfyldt i X (jfr. T~2.16). 

f) vis, at x er et Hausdorffrum, hvis og kun hvis 6 = nrulu E U} 

( jfr. KI, 1 , 1 • ) • 

16. a) Lad X have den ligelige struktur U, og S~ X. Vis, at 

u n (S x s) = (U n (s x S) l u E U} er en ligelig struktur på s. 

Hvilken topologi induceres herved på S? 

b) Et filter F på X med den ligelige struktur U kaldes et fun-

damentalfilter, hvis der gælder 

V U E U 3 x E X 3 F E F[F ~ U(x)] 

d.v.s. (løst) hvis filtret indeholder mængder af vilkårlig lille 

størrelse. 

Vis, at et konvergent filter er et fundamentalfilter. Hvis om-

vendt ethvert fundamentalfilter er konvergent, kaldes rummet X 

fuld s tænd i g t. 

c) Lad X og X' have de ligelige strukturer U og U'. f:X ~ X' 

kaldes ligelig kontinuert, hvis 

V U' E U'[(f x f) 0
-

1 (u'·) E U]. 
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Vis, at f er ligelig kontinuert, hvis og kun hvis v U' E U' 3 

"" U E U V x E X [f(U(x)) ~ U'(f(x))]. Vis: f ligelig kontinuert~ 
... 

f kontinuert. 

d) Vis: f ligelig kontinuert og F fundamentalfilter ~ f(F) basis 

for et fundamentalfilter. 

Vis herved, at en ligelig kontinuert afbildning fra en tæt del­

mængde til et fuldstændigt Hausdorffrum har en udvidelse til en 

(ligelig) kontinuert afbildning (sammenlign KI, 2,5). 

17. Lad x være et kompakt rum. 

a) Vis, at U = [U ~ X x X l U er omegn af 6} er en ligelig 

struktur på X. 

(Hjælp: L4 bevises indirekte: Antag 3 v E u v w E u(w2 n Cv t 0), 

og b0tragt filter ~frembragt af {w2 n cv l w E U}. Vælg (a,b) E 

n"{(} l G E G}. Vælg u1 E U(a), u2 E U(b) med u1 n u2 = ø, og vælg 

v1··= v1 ~ u1, v2 = v2 ~· u2, v1 E U(a) v2 E U(b) og betragt 

w = (u1 x u1) u (u2 x u2) u C( (v1 u v2) x (v1 u v2))). 

b) Eftervis, at U inducerer den oprindelige topologi på X. (Vis 

og benyt, at en bijektiv afbildning af et kompaktrum X på et 

Hausdorffrum Y er en homeomorfi.). 

c) Vis, at hvis U er en ligelig struktur, der inducerer den givne 

topologi på X, da er fi entydigt bestemt som systemet af alle om­

egne af 6 (i produkttopologien). (Benyt opgave 15 c til den ene 

implikation. Beviset for,at enhver omegn af 6 tilhører u, føres 

nemmest indirekte: Antag, at en åben omegn O ikke tilhØrer fi og 

betragt filtret {u n ((X x x)\ 0)1 på (X x X)\ o). 

d) Vis, at en kontinuert afbildning af et kompakt rum ind i et 

ligeligt rum er ligelig kontinuert. 

18. Bestemt samtlige normer i de endimensionale talrum R og b • 
. . . :... 

, o ,... -
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19. Med 1 
C [a,b] betegnes vektorrummet bestående a~ de i inter-

vallet [a,b] differentiable reelle funktioner med kontinuerte 

afledede. Vis, at der ved 

s up l <p (t) l + 
tE:[ a, b] 

s up l <p' (t) l 
tE:[a,b] 

1 for <p € C [a,b] defineres en norm i dette vektorrum. 

For givne, i [a,b] kontinuerte og i ]a,b[ positive funktioner 

p og q er også 

11'1'11 ~(f (p(t)<p'(t)2 + q(t)<p(t)
2 ]dtY' 

en norm i det betragtede vektorrum. Bevis dette. 

20. Lad K være en konveks delmængde i et vektorrum V over 

de reelle tals legeme. Det forudsættes, at der t il hver vektor 

~ € V findes mindst eet tal t > O, således at t~ € K (d.v.s. på 

hver halvlinie ud fra O ligger mindst eet fra Q forskelligt 

punkt tilhØrende K). Vis, at funktionen 

F(x) = . ~ 1 v 
1n~ - , ~ € , 

t~€K, t)O t 

opfylder 11~ + ~~~ ~ 11~11 + IIYII og 11~11 = /\ll~ll ~or 1\ f O. 

Vis, at F er en norm, hvis K er symmetrisk med hensyn til O 

(d.v.s. hvis ~ € K medfØrer, at -~E K) og der til hver vek­

tor ~ l O findes et tal t > o, således at t~~ K (altså K ikke 

indeholder nogen halvlinie ud fra O). 

21. De i et interval [a,b] definerede reelle ~unktioner af be­

grænset variation danner et vektorrum BV[a,b] over de reelle 

tals legeme. Vis, at man ved til hver funktion a E BV[a,b] at 

lade svare dens totale variation V (a,b) får en norm i dette vek-
a -1 i · , , 

! <(;{f !li' torrum. , ' 1. ··.' 1 

22 o lp (n, K) betegn~:.;r Kn forsyne t med normen 11 l~ 

Bestem de norm-duale til de endelig-dimensionale normerede 
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vektorrum l (n,R) og l (n,C). 
00 00 

23. Bestem de norm-duale til rummene lp(n,R) og lp(n,C) ~or 

1 < p < oo ved hjælp a~ Holder's ulighed 

l~xiyil ~ (~lxilp) 1 /P(~IYilq) 1 /q, 
som ~r gyldig ~or 1 < p < oo, 1/q = 1 - 1/p og alle par a~ kom­

pl13kse talsæt (x1 , • •• ,xn), (y1 '• • • ,y n) • 

24. Vis, a t hver kontinuert linear~orm A i tal~Ølgerummet lp (R), 

hvor 1 < p < oo, har en ~remstilling a~ ~ormen 
g 

00 

A(x1,x2, ••• ) = ~ ~ixi, 
i=1 

hvor (~ ,~2 , ••• ) er en reel tal~Ølge, således at den uendelige 

række på hØjre side konvergerer absolut ~or hver tal~Ølge 

(x1 ,x2 , ••• ) E lp(R). 

Bestem det norm-duale til rummet l (R). p 

25. Lad V være et top. vektorrum. 

Med A betegnes en ~ra nul~ormen ~orskellig linear~orm i dette 

rum. Vis, at hyperplanen A(~) = O er en a~sluttet delmængde a~ 

v, hvis og kun hvis A er kontinuert. 

Vis, at en hyperplan, som ikke er a~sluttet, er overalt tæt 

i v. 
26. Lad T være et topologisk rum og C (T) vektorrummet a~ alle 

00 

i T de~inerede, begrænsede og kontinuerte reelle ~unktioner med 

oo-normen. Vis, at C (T) er et Banach-rum. 
00 

Rummene Cp[a,b], hvor [a,b] er et interval og 1 ~p< oo, er 

derimod ikke ~uldstændige. Bevis dette ~or p= 1. 

27. Lad V være et vilkårligt normer0t vektorrum og V' dets 

norm-duale. For en ~as t vektor Y. E V defi.nere~ .Jn· funktion i· 

V' ved til hver begrænset linear~orm A på V at lade svare den 

værdi A(~), som den antager for y. Vis, at denne ~unktion 
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~ :V' ind i K er en begrænset linearform, altså et element af x 
det til V' norm~d"Uå·::S rum V' t, hvis norm 

11~ 11 l ' = v sup IA(:y) l 
IlA li t~ 1 

tilfredsstiller ullghed~~ ll~vll 1 
' ~ IIYII· 

Ved til vektor at lade svare linearformen ~ fås en naturlig 
v 

afbildning f:V ind i V''. Vis, at f er lineær. 

Det er en konsekvens af en fundamental sætning, Hahn-Banachts 

sætning (som her benyttes uden bevis), at der for hver vektor 

.Y. E: V findes en begrænset linearform A E: V', for hvilken 

IIAII t = 1 og lA(~) l = llxll· Slut heraf, at llc;ovll'' = IIYII ~ og dermed 

at f er en isomorf afbildning af V på et underrum i V' t. 

Hvis dette underrum er hele rummet V'', altså f en isomorf af-

bildning af V på V'' 9 siges det normerede vektorrum V at være 

(norm-)refleksivt. Et sådant er nødvendigvis et Banach-rum. 

Alle 0ndelig-dimensionalc normerede vektorrum samt fØlgerummene 

l (L) 9 1 <p < ~, er refleksive. Underrummet i l (R) bestående p ~ 

af alle reelle talfØlger~ som konvergerer mod O~ er et eksempel 

på et Banach-rum, som ikke er refleksivt. Bevis disse påstande. 

(Benyt bl.a. opg. 10 og 11 .) 



Mat. 6, 1963-64 K II, øv. 28 - 31 • 

2 ... o. Vis, a t J -1 , 1 [ u { 3} ikke kan skrives på formen U + V, 

hvor U og V tilhØrer filtret af omegne af O i R. For 

hvilke a E R kan J-1 ,1[ u [aJ skrives på denne form? 

29. Lad~= ~Fn l n E ~J og G= {Gn l n E N} være filter­

baser på et vektorrum E; vis, at hvis F1 ~ F2 ~ ••• og 

G1 ~ G2 ~ •••• så er {Fn+Gn l n E N} en basis for 

~F n +Gm l n,m E :N j*. Hvis E er et t·.v.r. kan betingels<..;n 

. '* :G1 ~G ~ ••• erstattes med f.eks.: G er et minimalt = 2 = 
fundamentalfilter. Søg at belyse opgaven med modcks0mplerJ 

f.~ks. for E = R • 
.. 

30. Lad H være et præ Hilbertrum; sæt H(a,f) = 

~g E H lllg-fll ~ a} for a ~ O og f E H. Vis, at en kon­

veks delmængde A~ H(o,d+o) \ H(o,d), hvor O~ o< d, 

har en diameter< v(12od). 

31. a) Vis fØlgende sætninger om komplekse tal z og w, idet 

1 < p < oo: 

a1 ) V E E J 0 , 2 J 3 o 1 = O 1 (E ) > 0 V Z , W E C 

[lzl ~ lwl = 1 A lz-wj f E~ (~(1+lzlp)- C!lw+zl)p) 

(~(1+lzlp)-1 ~ o1]. 

a2 ) V E ) 0 3 o 2 = O 2 (E) ) 0 'd z,w E C 

[lw-zl ~E (lzl v lwl) ~ ~(lwlp+lziP) -··(~lw+zi)P 

f ~(lwlp + lzlp)o2]. 

b) Lad f og g være funktioner E LP(R), for hvilke 

llfllp ~ 1 , llgllp ~ 1 og lif-glip ~ E • Idet A = 

[t E R l lf-glp ~ ~ EP( lflp+lglp) J, skal det vises, 

at /A lf-glpdt f (!e)P, at /A( lflp+lgiP)dt f 

sup{jAiflpdt, JAigjPdt} ~ (~E)P, og at 

~Jilflp+lgjp)dt- JA l ~(f+g)jpdt ~ o2 (~E)-~.(~E)P. 
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c) Vis, at Lp(R) er et ligelig konvekst rum. 
-· 2 

32.Vis, at mængden af talfØlger i l med lutter Dcke-negative 

reelle led er en afsluttet konveks mængde uden indre punkter. 

33.Lad H være et Hilbertrum med et nummererbart ortonormalsy-

stem (en)n E N" Lad A være den (konvekse) afslutning af den 

mindste konvekse mængde i H, der indeholder alle punkterne 

-1 ) (1- n )en' n= 1 ,2, •••• Find diameteren d(A ~ 

sup [ llx-yll l x,y E AJ, og vis, a t llx-yll < d(A) for alle 

x,y E: A. 

34~Lad F være det mindste afsluttede underrum~ 1
2 , der inde­

holde/ e1 og
2

e 2n' vn E N; lad G være det mindste afsluttede 

unde~rum ~l, der indeholder e2n +An e 2n+1 , Vn E N, hvor 

(Au) E 12
, og An> o, Vn E N. Vis, at det mindste afsluttede 

underrum~ 1
2

, der indeholder F og G, er 1
2 , men at ikke 

~An e 2n+j € 1
2 

kan skrives r+g, med f € F, g € G. (Vis, at 

n=1 

~1 ( f+g l e2n+1) ~ O) • 

35.Lad F Vd:JI'e et Hilbertrum og f en l n E~} et ortonormalsystem 

i F. Sæt H1 = [f E F l 3n E N(v < -n v v~ O~ (flev) = 0)), 

H2 ~.~r € F-1 3n € N(v ~o v v> n~ (rjev) ~ O)j, 

g = ~~ l v l e v, og H = det mindste underrum af ~ der inde-

v=-oo 

holder H
1

,H2 og g. Idet vi lader l betegne ortogonalt kom­

plement med hensyn til H, skal det vises, at H11 l= n1 , og 

at n1 + H11 + H • 

36.Idet vi benytter betegnelserne p. K III,3,2(1962-63), og an-

lig 

tager, at I er uendelig, skal det vises, at filtret med ba-

sis f[ h h.IK er en endelig delmængde af I, K:::> __ J)I•J erenendE 
iEK J. 

delmængde af I) er konvergent med grænseværdien h h. • 
iEI J. 
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37. Lad H være et Hilbertrum, og lad (Hn) være en fØlge af af­

sluttede underrum, med tilsvarende projektioner Pn; antag, 

at (Pn) er en fundamentalfØlge i L(H,H). Vis, at der findes 

n E N, så at Hm har samme dimension som Hn for m l n. 

38. Vis 9 at udvalgsaksiomet er ækvivalent m~d sætningen: For en-

hver surjektiv afbildning ~ af en mængde A på en mængde B 

findes der en afbildning y af B ind i A, så at ~o~ er den 

identiske afbildning af B. 

39. Lad E være et vektorrum, ffi E E l i E I} en lineært uaf­

hængig mængde og fgj E E l j E J} en mængde, der udspænder 

E; vis, at card(I) ~ card(J). (Udnyt f.eks., at {f1 l i E Ij 

kan udvides til en basis for E). Overvej, at man kan defi-

nere den algebraiske dimension af E som kardinaltallet for 

en maksimal, lineært uafhængig delmængde. 

40. Lad A være en velordnet mængde. Ethvert element a E A, på 

nær hØjst &t, har en umiddelbar efterfølger a+1; hvis a+1 

har en umiddelbar efterfØlger, betegner vi den a+2, o.s.v. 

Vi definerer a ~b, hvis der findes c E A og n E N, så at 

{a,b} ~ fc,c+1 , ••• ,c+nJ ~A. Vis, at~ er en ækvivalensre­

lation, og at alle ækvivalensklasser, på nær højst en, er 

nummererbare. Udled heraf 0t bevis for, at enhver uendelig 

m~ngde er foreningsmængde af parvis disjunkte nummererbare 

delmængder. 11 1 .. r.,. , ,, ... 

L~1. a) Vis, at for 'A E c, I'AI < 1, vil talfØlgen f'A = ('An) E 1
2

, 

og at {f'AI'A E C, l 'Al < 1 J er lineært uafhængig; den alge­

braiske dimension af 1
2 er således f card(R). (Brug teorien 

for van der Monde determinanter. 

b) Lad H være et Hilbertrum; lad H1 være et afsluttet under­

rum med dimensionen card(N); lad {f'AI'A E RJvære en lineært 
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uafhængig delmængde af H
1

; vi antager, at H2 = H
1
1 har di­

mensionen card (R); lad feAIA E RJ være en ortonormal til-
- . 

nærmelsesbasis for H2 ; lad F være det mindste underrum af H, 

der indeholder ffA+eA l A E RJ. 

Vis, at projektionen på H2 af en tæt mængde i F er tæt i H2 , 

og derfor har kardinaltal ? card(R); vis, at F n H2 = fOJ; 

vis, at ethvert ortonormalsystem S ~ F er hØjst nummererbart 

(udnyt, at ethvert element i H
1 

er vinkelret på alle ele­

menter i S på nær højst nummererbart mange). 

c) Vis, at dimensionen af F er card(R); vis, at F ikke har 

nogen ortonormal tilnærmelscsbasis. 
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42. UndersØg om bilinearrormerne 

B1(~,~) = 2x1y1+2x2y2+2x3y3-x2y3-x3y2+x3y1+x1Y3-x1y2~x2y1' 
B2(~~~) = 2x1y1+2x2y2+2x3y3-x2y3-x3y2-x3y1-x1y3-x1y2-x2Y1 ~ 

hvor~= (x1 ,x2 ,x3 ) og~= (y1 ,y2 ,y3), er indre prodilleter i 

talrummet R3. 

43. Om et normeret vektorrum V over R rorudsættes, at 

11~ + ~11 2 + I!Jf - ~11 2 = 2( 11!.11~ + 11~11 2 ) 
rQr alle x,~ E v. Vis, at V er et vektorrum med indre pro­

dl.uct [nemlig t( 11~ + ~112 - 11Jfll2 
- llii:ll 2 ) J • 

44. Vis, at når ~ og 12. er to rorskellige vektorer i et veletar­

rum med indre produkt, vil mængden ar de vektorer 2f i rum--

met, for hvilke li!. - ~~~ = 112S - 12.11, være en arslut te t hyper·-

plan. 

45. Med c2 (-1 ,1] betegnes vektorrummet ar alle i intervallet 

[-1,1] definerede reelle og kontinuerte runktioner med det 

indre produkt 

/

1 
~·Ø = ~(t)ø(t) dt. 

-1 

Vis, at rummet ikke er ruldstændigt. 

De ulige funktioner i c2 [-1 ,1], som altså oprylder ~(-t) = 

-~(t) ror -1 ~t~ 1, udgØr et underrum U. Bestem underrum­

met ul. 

Vis, at underrummet bestående ar runktionerne ~~ ror hvilke 

~(o)= o, er overalt tæt i c2 [-1 ,1]. 

46. Lad U være et arsluttet underrum i et Hilbert-rum V. Vis, at 

der til hver vektor ~E V rindes en og kun een vektor "&* E v~ 

således at Jf* -!.l U og t(~+ x*) E U. 

Vis, at der ved~~ x* derineres en isometrisk arbildning a~ 



Mat. 6, 1963-64 K II, øv. 46- 51. 

V på sig selv (spejling i underrummet u). 

47. Find ortogonalprojektionen af vektoren (1 ,1,1,1 ,1) på det 

af vektorerne 

(1,0,1,1,0), (2,1,0,1,1), (1,2,0,-1,1) 

udspændte underrum i talrummet 1 2 (5,1?{). 

48. I et vektorrum med indre produkt er 

s E :R, t E :R, 

hvor ~, ~' b, y er givne vektorer, g ~ O~ * Q, parameterfreillsti 

linger for to linier. Find den mindste afstand mellem lini-

er.ne udtrykt ved de givne vektorer. 

49. Vis, at mængden af de fUnktioner~ E o2[-1,1] (jfr. øv. 7), 

for hvilke 
1 k ~(t) dt = o, 

er et afsluttet underrum U c 02[-1,1]. Vis endvidere, at 

ul = {o 1. 

50. Anvend Gram-Schmidt's ortogonaliseringsmetode på vektorerne 

(9,12,0,-20), ( -1 , -18, o' :20), (7,-24,3,20) 

og bestem derved en ortonormal basis for det af disse vek­

torer udspændte underrum U i talrummet 1 2(4,:R). Angiv også 

en ortonorrnal basis for ul. 

Opstil matrixligningerne [med hensyn til basen (1,0,0,0), 

(0,1,0,o),(o,o,1,0), (o,o,0,1)] for ortogonalprojektionerne 

Pu og Pul af 12(4,:R) på u og ul. (Som kontrol kan Pu 0 Pu = PcT' 
Pu 0 Pul =Q og Pu +Pul= e verificeres ved matrixregning.) 

51. Find ved ortogonalisering en ortonorrnal basis for det af 

funktionerne 1, t, t 2 udspændte underrum i 02[-1,1] (jfr. 

øv. 7), og bestem Fourierkoefficienterne for t 2 med hensyn 

ti l de t fundne sys tern. 



Mat. 6, 1963-64 K II, øv. 51 - 55. 

Vis, a t f'unktionerne 
1 

~ (t) = (n+ t) 2 P (t), 
n n 

n= 0,1,2, ••• , 

hvor 

P (t)= (2nn! )-1Dn(t2- 1)n 
n 

er de såkaldte L~~ndre-polynomier, danner et ortonormalsy-

stem i c 2[-1,1]. (Begynd med at vise, at Pn(t) er ortogonal 

til alle polynomier af' hØjst (n-1)-te grad.) Af' Weierstrass' 

approksimationssætning sluttes, at ortonormalsystemet er en 

tilnærmelsesbasis. 

52. Med c2[a,b;c,d] betegnes vektorrummet bestående af' alle i 

rektanglet [a,b] x [c,d] def'inerede~og kontinuerte.flunkt~oner 

f'(s,t) med 

som norm. Vi s, a t h vi s ~i (s), i E ~, og ifJ j (t), j E 1\1, er 

a) ortonormalsystemer, b) tilnærmelsesbaser f'or henholdsvis 

c 2[a,b] og c2[c,d], vil ~i(s)if/j(t), i,j E N, være a) et orto­

normalsystem, b) en tilnærmelsesbasis f'or c2[a,b;c,d]. 

53. Vis, at enhedskuglen f~ E V l 11~11 ~ 1} i et ue:ndelig-dimen-

sional t vektorrum V med indre produkt ikke er kompakt. 

54. Lad C2 ]a,b[ og c1 ]a,b[, hvor~~ a< b~ oo, betegne de nor­

merede vektorrum bestående af' de i intervallet ]a,b[ konti-

nuerte funktioner ep, f'or hvilke henholdsvis 
2 rb 2 

11~112 =la ~(t) dt og 11~11 1 = /Jcp(t)jdt 

eksisterer. Undersøg i hvert af' de tre tilfælde 

~<a< b< oo, a = -oo, b = oo, a = O, b = oo, 

om et af' disse rum er et underrum i det andet. 

55. Der er givet en reel funktion w(t), som er def1neret, kon-
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tinuert og positiv i det åbne interval ]a,b[, 

hvor -oo ~ a < b ~ oo, og ror hvilken integralerne 
b L w(t)jtjndt, n= 0,1,2, ••• , 

alle er konvergente. I vektorrummet P]a,b[ bestående ar de 

reelle polynomiers restriktioner til intervallet ]a,b[ de-

rineres et indre produkt ved 
,b 

p•q = Ja w(t)p(t)q(t)dt. 

Vis, at dette vektorn m med indre produkt har en og kun een 

ortonormal basis c~0'~1, ••• ), således at ~n ror hvert 

n= 0,1, ••• er et polynomium ar n-te grad, hvori tn har en 

positiv koerricient. 

Vis, at polynomiet ~n har n rorskellige reelle rødder, som 

alle ligger i intervallet ]a,b[. (Benyt, at der rindes po­

lynomier ar (n-1)-te grad, som har n-1 rareskrevne rødder.) 

De til visse specielle "vægtrunktioner" w hørende ortonormal-

systemer ar polynomier spiller en rremtrædende rolle i ana-

lysen og dens anvendelser. 

For a = -1, b = 1, w( t) = 1 rås de ovenror (øv. 13) omtalte 

polynomier, som rremgår ved normering ar Legendre-polynomi­

erne P (t). -n 

( ) ( 
2 )_1. For a= -1, b = 1, w t = 1-t 2 rås 

~ (t) o n= 1,2, ••• , 

hvor 

Tn(t) = cos(n Arecos t), n= 0,1,2, ••• , 
o v v 

er de sakaldte Cebysev-polyno~. 

( ) -t D For a = O, b = oo, w t = e r a s 

~n(t) = n!-1Ln(t), 
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hvor 

Ln(t) = etDn(tne-t), 

er de såkaldte Laguerre-polygomier. 
-t2 

For a=~, b = oo, w(t) =e fås 
1 

~n(t) = (2nn!Vrr)-2 Hn(t), 

hvor 

H (t)= (-1)net2Dne-t2 
n 

er de såkaldte Herrnite-polynornier. 

K II, øv. 55. 

n= 0,1,2, ••• 1 

n= 0,1,2, ••• , 

Eftervis 1 at disse polynornfØlger er ortonorrnalsysterner 

hørende til de angivne vægtfUnktioner. 

(Se f.eks. bØger af Szeg8 Sansone, Tricom.i, Courant; Hil­

bert). 
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56. Vis, at en nilpotent operator på et endelig dimensionalt 

vektorrum over C i et passende koordinatsystem udtrykkes ved en 

matrix, der har lutter nuller undtagen lige over diagonalen. 

57. Lad V være et s-dimensionalt reelt vektorrum. 

2 
1) Lad A være en operator på V, der opfylder A +E= o; lad 

v 1 , ••• ,vn være vektorer i v, for hvilke fv1 , Av1 , ••• ,Avn_1 , vnl 

er lineært uafhængig. Vis, at fv1 , Av1 , ••• ,Avn_1 , vn~ AvnJ er li­

nu&rt uafhængig. Vis, at s er lige. 

2) Lad A € L(V,V) og n E N opfylde (A
2 

+ E)n = o. Vis, at A 

i et passende koordinatsystem udtrykkes ved en matrix, der har 

nuller overalt undtagen i blokke omkring diagonalen~ hvor hver 

blok har form 

o -1 
1 

o o ... 
••• 
••• o 

o 

o o o 
1 o -1 
o 1 o 

• • • f 
... med hØjst 2n ræl{kcr og sØjler. 

o o • • 

• • • 
o, o o o . . . 

3) Find tilsvarende en normalform for en viL~årlig operator 

A. (Skriv det reelle minimale polynomium for A som produlct af u·~ 

opløselige 1. og 2. grads faktorer). 

' 4) Find specielt normalformer for normale og selvadjungerede 

operatorer på et reelt, endelig dimensionalt Hilbertrum. 

58. Vis, at determinanten af en unitær matrix har den numeriske 

V@rdi 1. Vis, at mængden af reelle ortogonale s x s matricer med 

determinanten 1 (de 11 cgentlig ortogonale matricer'') udgØr en lm-

dergruppe O+(s,R) med indCl{S to, i Q(s,R). 

59. Vis, at en matrix U er 

mal og dens spektrum~ fZ E 

unitær, hvis 

ciiZI=1j. 

og kun hvis den er nor-
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60. Bevis, f.eks. ved induktion, at der for enhver matrix~ fin-

des en unitær matrix U og en matrix~ med lutter nuller under dia­

gonalen~ så at !!~::~!I = ~· Vis, at diagonal elementerne i T er e-
= 

genværdierne for f::, og at sØjlerne i U er tilsvarende normerede 

egenvektorer. Vis, at T er normal, hvis og kun hvis T er en dia-

gonalmatrix. 

6-i , Vis? a t en isometri U af et reel t præ Hilbertrum H ind i H 

8r linE:ær, hvis blot Uo = o. 

6?. Bestem ~n reel ortogonal (3 x 3)-matrix, hvis første sØjle 

består af tre lige store tal, og hvis determinant er lig 1. 

63. Med §, '!' og !! betegnes reelle matricer, som er henholdsvis 
- - -

af typen m x m, n x n og m x n. Vis, at den af disse og (n * m)-

ma trl. x (=os ___ !!T) nulmatricen sammensatte er ortogonal, hvis og kun 

hvis ~ = Q og § og '!' er ortogonale. 
- - -

Vis, at en ortogonal trekantsmatrix er en diagonalmatrix, og 

angiv alle reelle ortogonale diagonalmatricer. 

Lad (e
1 

, ••• ,e ) være en artanormal basis i et n-dimensionalt - -n 

reelt Hilbertrum og~ en permutation af f1, ••• ,nj. Beskriv den 

ortogonale 

gangc:n til 

koordinattransformationsmatrix P svarende til over­
=~ 

basen (e (i), ••• ,e ( )) 11 Permutationsmatricerne'' P, -w -rr n =1T 

1T E S , danner med matrixmultiplikationen som kompositionsfor­n 

skrift un gruppe, der er isomorf med S • 
n 

Bestem alle ortogonale (n x n)-matricer, hvis elementer er 

hele taly og vis, at de :ig~ledes danner en gruppe. Beskriv de 

koordinattransformationer, som de svarer til. 
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65. Vis, at en reel skævsymmetrisk matrix ~' altså en matrix ~' 

for hvilken ~~ :;:: -~, ikke kan have f'ra O forskellige reelle- ka­

rakteristiske rødder. Slut heraf, at ~ - ~ er regulær. 

Vis, at for hv0r reel skævsyrnmetrisk matrix S er matricen 

) ( -~) -1 ~ = (~ + ~ ~- ortogonal, dens determinant er 1, og~+~ 

er regulær. 

Vis, at hver reel ortogonal matrix med disse egenskaber har 

en og kun een sådan fremstilling. (Cayley's parameterf'remstilling 

for de ortogonale matricer.) 

66. Lad (~1 , ~2 , ~3 ) være en ortonormal basis for det tredimen­

sionale reelle Hilbertrum, og lad f' være en lineær afbildning af' 

rummet ind i sig selv. Vis, at den til f' hørende matrix ~ er skæv­

symmetrisk, hvis og kun hvis hver vektor y E y
3 

er ortogonal til 

sin billedvektor f'(y). 

Lad f være en afbildning med positiv rang, som har denne e­

genskab. Vis, at der findes en og kun een vektor~' således at 

f(y) er ortogonal til ~ for hver vektor y, og at 

F(~,y,f'(y)) =l~(y~f, 
hvor F betegner det volumenmål i rummet, f'or hvilket 

F(~' ~2' ~3) = 1. 

Angiv elementerne i ~ udtrykt ved koordinaterne for a. (Vektor-

produkt: f'(y) =~x y, når (~1 , e2 , ~3 ) er et hØjresystem.) 

67. Der er givet reelle tal d1 , d2 , d3 og a, således at 

~2 + ~2 + dø2-= 1. 

Med D betegnes matricen 
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Vis, at (3 x 3)-matricen 

E = ~ + sin a ~ + (1 - cos a)~2 

er ortogonal. 

I det tredimensionale reelle Hilbertrum vælges en ortonormal 

basis (~1 , ~2 , e
3

). Matricen~ bestemmer da en isometri f af rum­

met. Vis, at denne (når alle vektorer tænkes afsat fra samme 

punkt) består i en drejning, hvis akse er bestemt ved vektoren d 

med koordinatsættet (d1 , d2 , d
3

) og hvis drejningsvinkel er a. 

Find billedvektoren f(y) af vektoren y udtrykt ved y, ~ og 

a. (Benyt vektorprodukter; jfr. øv. 5.) 

68. I et n-dimensionalt reelt Hilbertrum vælges en artanormal 

basis (~1 , ~2 , ••• , ~n). Med F betegnes det volumenmål i rummet, 

for hvilket F(e
1

, ••• ,e) = 1. Vis, at for vilkårlige vektorer - -n 
v

1 
, ••• , v - -n er 

hvor lighedstegnet gælder, når og kun når vektorerne er parvis 

ortogonale. (Betragt fØrst parvis ortogonale vektorer, og benyt 

i det almindelige tilfælde ortogonalisering uden normering.) 

Formuler udsagnet som en sætning om determinanter (Hagg= 

mard's determinantsætning). 

69. I vektorrummet af alle komplekse (n x n)-matricer ~ = (afyi,_) 

defineres en norm ved 

ll~ll·oo = "1-.,J.J, - mf~ ••• , n l afyi, l • 

Bevis fØlgt.:nde påstande: 11~1-'oo ~ nii~!Ln ll~lloo.For hvert k E_ N er 

11~ k 11 ~· nk-1 li~ Il k • 
- oo-- -CO 

FØlgLn af matricer 
1 1 2 1 p 

~p=~+ 1!~ + 2i~ + ••• +P!~ ' p E N, 

er konv0rgent. Idet den matrix, mod hvilken den konvergerer~ 
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betegnes med exp ~' gælder for ombyttelige (n x n)-matricer A og 

~, at 

exp(% + ~) = exp ~ exp ~· 

Heraf fØlger, at exp ~er regulær, og at exp(-~) = (exp ~)-1 • Er 

A reel og skævsymmetrisk, vil exp A være ortogonal. 

Vis, at det (exp ~) = exp(tr ~), hvor tr ~betegner matricens 

spor, altså summen af elementerne i dens hoveddiagonal. 

Vis, at med de i øv. 6 indførte betegnelser er exp(a~) = ~· 

70. Bestem for 

(

o 1 o o 
o o 1 o 

A= 
= o o o 1 

\ 1 o o o 

er unitær matrix~' således at~*~~ bliver en diagonalmatrix. 

71. Vis, at gruppen U(n,C) af unitære (n x n)-matricer er iso­

morf med en undergruppe i den ortogonale gruppe 0(2n,R). 

72. I et præ Hilbertrum V er gi ve t to vektorer ~ 4 O og 12. =f O, 

Ved f(~) = (~I~)Q defineres en lineær operator f:V ~ v. Vis, at 

den er begrænset. Bestem dens egenværdier og egenrum. Vis, at den 

h d . t t r* · ~* ar en a Jungere opera or , og ang~v ~ • 

73. Med c2 [a,b] betegnes vektorrummet af alle i intervallet [a,b] 

definerede kontinuerte reelle funktioner med det indre produkt 

b 

~·Ø = !a~(t)Ø(t)dt. 

Lad der være givet en reel funktion K, som er defineret og konti-
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nuert i kvadratet [a,b] x [a,b], og som er 11 symmetrisk 11
: K(s,t) -

K(.t,s) for s,t E [a,b]. Vis, at der ved~~· ø, hvor 

b 
tj;(s) =la K(s,t)cp(t)dt, 

defineres en lineær, begrænset og symmetrisk operator i hele rum-

74. Lad f: V ~V og g:· V ~ V være to ombyttelige selvadjun-n n n n 
gerede operatorer i et n-dimensionalt Hilbertrum V • Vis, at der n 

findes en ortonormal basis i V , hvis vektorer er egenvektorer n 

for både f og g. (Vis fØrst, at hvert egenrum for f er invariant 

ved g, d.v.s., at det afbildes ind i sig selv ved g. Benyt der­

næst, at restriktionen af g til et sådant egenrum også er en sym­

metrisk operator.) 

75. Lad f være en selvadjungeret operator i et n-dimensionalt 

Hilbertrum og B(!_,Ji) = (f(~) I2S) den tilhørende kvadratiske form~ 

Lad endvidere 

være dens egenværdier, hver taget med så mange gange, som dens 

multiplicitet angiver. Da gælder 

A1 =max B(~,~), 
11~11~1 

Vis, at 

A1 = min max B(K,Ji) 
v._1r;;,V 2fl.V._1 llxl.:.<1 l ,_ n l , . 1--

=max min B(x,x), 
V .cV x'V . 11 11<1 n-l= n~ n-l, .x "" 

=min B(2f,!_). 
11~11~1 

i = 2, ••• , n-1 , 

hvor V. 1 og V . gennemløber alle underrum i Vn af dimensionen l- n-l 

henholdsvis i-1 og n-i. 
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76. Lad f: V ~V og g:V ~V være to selvadjungerede opera-n n n n 

tarer i et n-dimensionalt Hilbertrum med indre produkt. 

Deres egenværdier betegnes henholdsvis med 

A1 ~ A2 ~ ··• ~An og ~1 ~ ~2 f··· ~~n· 
Om de tilhørende kvadratiske former forudsættes, at 

(f(~) l~)~ (g(~) l~) for alle~ E wn. Vis, at~~ ~i for i= 

1, ••• ,n. (Benyt øv. 'f5J. 
Fortolk dette, når n = 3 og begge kvadratiske former er po-

sitiv definite, som en sætning om halvakserne i to ellipsoider 

med fælles centrum, hvoraf den ene omslutter den anden. 
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77. (Arhus, ~ommer 1963). Antag, at operatoren A har egenskaben 

Re(Au l u) ~O ~or alle u E D(A). 

Bevis, at ~or alle komplekse tal z med Re(z) > O ~ølder 

II(A-zE)u 11 ~ Re( z) ·llull ~o r alle u E D(A). 

78. (KØbenhavn, sommer 1963). Et komplekst tal A kaldes en 

~~sten-egenværdi ~or operatoren A på Hilbertrummet H, hvis 

inf [Il (A-AE) f' li l f' E D(A) 1 IIf II = 1 } ::: O. 

Vis, at f'or A E L(H,H) er mængden a~ næsten-egenværdi­

er ~or A en kompakt delmængde a~ f A E: b l l" l ~ IlAlil • 

Vis, at f'or en (begrænset eller ubegrænset) selv-adjungeret 

operator A f'alder mængden af næsten-egenværdier ~or A sammen 

med spekret for A. 

79. Lad T være et kompakt Hausdorf'~rum, og lad i være et ~slut­

t0t ideal i C(T,C). Vis, at f E i medfører f E: i. - -
80. Udf'Ør det følgende bevis for, at hvis f' E: C(T,C) og f'0

-
1 (o) 

har spektralmål O, så er p(~) injectiv: til x E H, så at 

p(f)x =O og e> O vælges g E: C(T,[0,1]), så at g= 1 på 

~o-1 (O) og (p(g)xjx)< e; f'or stort n E: N er illxll
2 ~ 

(p(nl~2+g)xlx) < e; altså er x= o. 

81. Lad h
1 

og h2 være def'inerede og kontinuerte: T\ S~ b, 
-hvor S = S er en delmængde af' d et kompakte Hausdorff'rum T 

med spektralmålet O; vis, at hvis lh1 l ~ lh
2

1 i en omegn af 

s, så er D(q(h1 )) ~ D(q(h2)). Vis, at hvis der ~indes E >o, 

så at jh1 l >E i en omegn a~ s, så er q(h
1

h2) = q(h1 )q(h
2

)Q 
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82. Vis, eventuelt m1der benyttelse af at enhver normal operator 

hc .. r en spektralfremstilling, at en normal operator N kan 

skrives N= A+ iB, hvor A og B er selvadjungerede. 

83. Lad s1 være en afsluttet mængde med spektralmålet o. Vis, at 

~n afsluttet mængde S har spektralmålet o, hvis og kun hvis: 

'V E ) 0 \;fX E: H 3 h E: C(T \ s1,(0,1]) ( (q(h)xjx) ( E og h ~ 1 

på s\ 81]. 

(Vis, at hvis g E: C(T,[0,1]) er 1 på s, så kan (h+g+E) 

A 1 fortsættes til en kontinuert funktion). 

84. Lad h være kontinuert: T \ s1 ~ c, hvor s1 = 81 har ~ek­

tralmålet O, lad S være en afsluttet delmængde af afslut­

ningen relativt til C~ af h(T \ s1 ), og antag, at S har 
J, 

spektralmåle t O med hensyn til "''isomorfien ph. Vi s, at 

~0~1~s) har spektralmålet O med hensyn til p. Slut specielt, 

hvis h ikke er begrænset, at {ooj har spektralmålet O med 

hensyn ti l ph. 

Vis, at qh(f) = q(foh) for enhver funktion f, for 

hvilken qh er defineret. 

85. En selvadjungeret operator A kaldes positiv, A~ o, hvis 

(Axlx) ~ O, V x E: D(A). Vis, at A~ O~ ~(A)\ {~j~ 

R+ u {01· Vis, at der eksisterer en positiv operator B, så 

at B
2 

= A. 

86. Lad T være en tæt defineret afsluttet operator. T
0

-
1 (o) er 

da et afsluttet underrum i H; projektionen P på det dertil 

ortogonale underrum kaldes T's støtte projektion. Projek­

tionen Q på TD('l) kan vi kalde T' s værdiprojektion. 
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Vis, at T= ~~TP, og at Tt:: har støtteprojektion l og 

værdiprojektion P, T *T tilsvarende P og P, og TT~~ '::). og ~~. 

Hvis T EJe og T afbilder PH isometrisk på QH, kaldes T 

en partiel isometri. Dette sker, hvis og kun hvis T~:T =P~ 

* :i' eller TT = Q; T er da igen en partiel isometri. 

Vis, at en vilkårlig tæt defineret, afsluttet operator 

T på en måde kan skrives T= IT!, hvor ITI ~o og u er en 

partiel isometri med samme støtte som T, og at ITI = u*T, 

IT*I = UITIU*. 

Vis, at T kan skrives T= UjTj, med ITI ~O og U unitær, 

hvis og kun hvis (PH)l og (QH)l har samme dimension, og at 

dette specielt gælder, hvis T er normal. 

87. Vis, at on vilkårlig ligeligt afsluttet algebra over R af 

selvadjungerede operatorer er et vektor lattice. 

88. Giv, for H= R2
, geometrisk fortolkning af ordningsrelatio-

nenmellem positive, selvadjungerede operatorer. Vis, at de 

selvadjungerede operatorer i L(H,H) ikke udgØr et gitter med 

hensyn til denne ordning (d.v.s. der findes A og B ~ O, for 

hvilke der ikke eksisterer noget mindste C, ~A og~ B). 

89. Lad T E/{ . Vi s, a t T har en invers i .i/, hvis og kun h vi s 

o-(T*T)Ur(TT~:) eR+. 

90. Vis, at en selvadjungeret operator A er en projektion, 

hvis og kun hvis der findes n E N, så at A2n =A. 

91. Lad A være en selvadjungeret begrænset operator. Vis, at 

IIAII = inf{ IIA+iBII l B = B* E L(H,H) J. 
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92. Lad A være en Banachalgebra over C uden et-element. Vis, at 

mængden f(a,a) l a E A, a E C} ved regnereglerne: 

(a,a)+/\(b,J3) = (a+Ab,a+/\b), (a,a) (b,J3) = (ab+J3a+ab,aJ3) orga­

niseres til en algebra A
1 

med et-element, der er en Banach-

algebra med hensyn til normen (a,a) ~ 11 a ll+lal 1 og at 

a~ (a,o) er en isomorfi og isometri af A med et maksimalt 

idc;al i A
1 

• 

Spektret for et element a E A defineres som: s:;? C) =­

f OJ u fa E C l 3 b E A[a-1a+b-a-1ab = b+a-1a-a-1ba =O] J. 
Vis~ at sp(a) falder sammen med spe~et for (a,O) i A1 

(, (b,-1) (a,-a) =(O ,a), eller, hvis vi skriver (a,a) = a+ae, 

e-b= (e-a-1å)-1 ). 

Vis, at der findes en naturlig homomorfi R~ R(a) af 

mængden af rationale funktioner R = PQ-1 , hvor P(O) = O og 

~(t) 4 O for t E sp(a), ind i A (konstruer f.eks. fØrst en 

homomorfi ind i A
1

, og udnyt, at A er et ideal i A1 ). 

Vis,at hvis A er indeholdt i en Banach-algebra B, med 

eller uden et-element, så er spekret for a som element af B 

indeholdt i spektret for a som element af A. 

93. Lad T
1 

og T2 være kompakte Hausdorffrum, og antag, at der 

findes en *isomorfi p af C(T1 ,c) på C(T2 ,c). Vis, at der 

findes en borneomorfi n af T2 på T1 , så at p(f) =fon. (Ud­

nyt K II,3, 1962-63, øv. 1). 

94. Lad H1 og H2 være Hilbertrum med Hilbertsummen H = H1 ~ H2 ; 

for operatorer A1 E L(H1 ,H1 ) og A2 E L(H2 ,H2 ) lader vi 

A1 ~ A2 være operatoren i L(H,H)givet ved: A1 ffl A2(x1 ,x2 )) = 

(A1x
1

,A2x2 ). Vis, at sp(A1 ~ A2 ) = sp(A1 ) u sp(A2). 
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95. Lad U være en unitær operator på Hilbertrummet H. Vis, at 

der findes Hilbertrum H
1 

og H2 og en unitær operator u
1 

uden 

egenværdien 1 på H
1

, og en isomorfi ep af H
1 
~ H

2 
på H, så at 

Uoq; = u1 ~ E2 , hvor E
2 

betegner enhedsoperatoren på H
2

• 

Udnyt Cayley transformering til at konstruere en spek-

tralfremstilling for U. 

96. Vis, at hvis en rational funktion R er defineret og ~ O på 

enhedscirklen 81 , så findes der en rational funktion R1 , så 

at jR1 (z) 1
2 = R(z) for lzl = 1. (Lad f.eks. tf; være borneomor­

fien z~ -i(1+z)(1-z)-1 af 81 på R~; R0 tj;
0

-
1 (t) er~ o for 

t € R~, og derfor = jR2(t) 1
2 

for en passende rational funk-
-· 2 2 

tion R2 ; for R1 = R2 °tj; gælder: jR1 (z) l = IR2 (tj;( z)) l = 
Ro '" o -1 ( '" (z) ) ( ) ) . ~ ~ = R z for z € 81 • Den tilsvarende sætn1ng 

for polynomier er fundet af F'ejer og Riesz. 

Benyt dette til at konstruere en spektralfremstilling 

for en unitær operator. 

97. Vis, at hvis en fØlge ~fJ 
-

ge topologi mod f € H, og llfnll ~ 

f i den stærke topologio 

konvergerer i den sva-

Iif' II, så lwnvergerer (f' ) mod n 

98. Sc:at H= 1
2 

= f(an) l~ E~ .ag ~l an_ 12 < ooj; lad en be­

tegne den fØlge € H, der har 1 på den n 1 te plads, og O på al-

le andre. Lad Un € L være defineret ved Unx =(x l en)e1 • 

Find U~:(. Vis a t U ~ O i den stC3rke topologi, men ikke i den n n 

* ligelige, og at Un ~ O i den svage topologi, men ikke i den 

stærke. 
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99. Lad der være givet et Hilbertrum H og en afbildning 

f:N ~H, så at 11 f(n) 11 = 1 og ( f(n) l f(m) ) =O for n og 

m E N, n t m. Lad, for n E :N, V E L = L(H,H) Vwre opera-
n n 
~ 

to ren: g ~ V n g = L ( g l f (v) ) f (n + v) • 

v=1 

Undersøg for den ligelige, den stwrke, og den svage 

topologi på L og for hver af fØlgerne (V), n E N, og n 

(V n~.'), n E N, om følgen har en grDnsev8rdi i den pågDldende 

topologi. 

100. Et gitter er en partielt ordnet mængde, i hvilken der til 

to elementer a og b findes et første element c = a v b = 

b v a, der fØlger efter a og b, og et sidste element d = 

a Å b = b Å a, der kommer fØr a og b. 

Et gitter L kaldes distributi?t, hvis: 

V a,b,c E L[a v (b Å c) = (a v b) Å (a v c) og 

a Å (b v c) =(a Å b) v (a Å c)]. 

Giv eksempel! 

L kaldes modulært, hvis 

V a,b,c E L [a ~ c ~ a v (b Å c) = (a v b) A c] 

(og derfor c~ a~ a A (b v c) = (a A b) v c). 

Vis, at et distributivt gitt6r er modulært. 

Vis, at gitteret af afsluttede underrum af et Hilbert-

rum, med inelusion ~ som partiel ordning, er distributivt, 

hvis og kun hvis H er endimensional t, og moi.ulært, hvis og 

lcun hvis H er endelig dimensionalt. (Brug f.eks. øv. 34). 

101. Vis, at afbildningen (A,B) ~ A*B er kontinuert: L x L ~ 
'r 'r 

L • Vis, at en filterbasis F konvergerer stærkt mod Q, hvis 
er 
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og kun hvis filtret med basis f fA*AIA E FJI F E F} kanver­
svagt 

gerer/mod O. Vis ved et eksempel, at (A,B)-+ AB ikke er 

kontinuert: L x L1 -+ L , hvis ikke H er endelig-dimensio-rr rr er 

nalt (L1 betegner enhedskuglen • (Til f og 

g1 , ••• ,gn E H\ {O} vælges enhedsvektoren h~~g1 , ••• gn,f}; 

swt 'A= max~1,llg1 !1, ••• ,11gnlll, Ex= 'A-1 11fll-1 (xlf)h, f'or 

x E H, Ax = Bx for x i underrummet udsp&ndt af {g1 , ••• ,gn,fJ, 

~Jl = 'AIIfll-3f; så er !lAg 11 ~ 1 , I!Bg 11 __ < 1 , l IB li __ < 1 , og v - v 

l (ABfjf) l ~ 1). 

Vis, at (~) -+AB er kontinuert: L1 rr x Lrr-+ Lrr' men 

ikke Lrr x L1rr-+ Lrr. 

102. Vis, at mængden af projektioner i L er stærkt afsluttet. 

103. Lad F være en filterbasis på mwngden af projektioner i L, 

og antag, at F konvergerer svagt mod en projektion P. Vis, 

at F konvergerer stærkt mod P. 

104. Lad N være en opad filtrerende mængde af projektioner. Vis, 

at den mindste majorant for N er en projektion. 

105. Lad ~P1 Ii E IJ vwre en uendelig mængde af projektioner på 

parvis ortogonale afsluttede underrum. Vis, a t fil tre t med 

basis f{~ P. IK er en endelig delmængde af I, K~ J}jJ er 
iEK 1 

en endelig delmængde af I} konvergerer mod ~ P
1
. i den 

iEK 
s twrke topologi. 

106. Vis, at hvis en operator A opfylder O <A <E, vil An kon-= = 
vcrgere i den stærke topologi for n -+ ~ mod projektionen 

på {f E HjAf =f}. 
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Lad P og Q vwre to projektioner. Vis, at projektionen på 

PH n QH er = lim (PQ)n = P lim (QPQ)n, idet grænsev<ardierne 

tages i den stwrke topologi. 

107. Vis, at m&ngden af projektioner E L ikke er afsluttet i den 

svage topologi. (Konstruer f.8ks. fØrst en fØlge af enheds-

108. 

vck torer, der i den svage, men ikke i den stærke, topologi 

på H har en grwnseværdi ~o). 

Bevis fØlgende sætning (princippet om ligelig be­

gr~nsning): Lad H og K være Banachrum,(A) en fØlge af kon­n 

tinuerte lineGro afbil&linger af H ind i K, således at der 

til hvert x E H eksisterer et reelt tal c(x), så at IIAnxll 

~ c(x) for alle n E N. Der eksisterer da en konstant c, så 

a t l ~n li < c , Vn E N. 

Det er praktisk først at bevise lemma: 

Der eksisterer C E R, så at l~nll < C for alle n E N, hvis 

og kun hvis der eksisterer en kugle B = {x E H l llx-x
0

ll < 

a J, a > O, og D E R, så a t IIAnx 11 ~ D for alle x E B og 

n E :N. 
Derefter føres beviset indirekte. Vi vælger ved in-

duktion en fØlge af kugler B(x ,p ) = {x E H l lix-x 11 < Pv l, v v v 
og voksende fØlge af indices (n), v= v 

xo =o, Po= 1' Pv ~ 2-v, B(xv+1'Pv+1) 

liAn xll > v. For x E n{B(xv,pv) l v E N} 
v 

0,1, ••• , så at 

c B(x ,p ), og v . v 

fås en modstrid. 

109. Lad T være en operator på H mod D(T) = H. 

Vis, at det om egenskaberne 

I T er kontinuert: H ~ H , d.v.s. T E L 
't" 't" 
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II T er kontinuer t: H ~ H 
'b (T 

III T il il H ~ H 
(j 'b 

IV T 11 il H ~ H 
(j (T 

V T er afsluttet, d.v.s. grafen G( T) er afsluttet i H x 
'b 

H 
'b 

VI T har endelig rang 

gDlder: (V A VI) <==> III ~ I <==> II <==> IV <==> V. 

(III => I => II, III => IV => II og I =>V er triviel t, og 

I ~ IV, III => VI og (VI A I) ~ III er let; II ~ I 

vises ved hjwlp af princippet om ligelig begrænsning: 

=> 11 Iif' ~~-~fail ~ o Iif' 11-iliTf 11 er· begr&mset ~ n M n n O 4 lifnll ~ O 

liTfnil ~ O; V * * => I: Vis, at T er kontinuert: D(T ) ~ H , og 
'b (T 

derfor er begrænset). 

Vis ved et eksempel, at VI ikke medfører III. 

V<==> I er et specialtilf<Jlde af "afsluttet graf sæt-

ningen 11
: En lineær afbildning T af et metriserbart fuld-

stondigt t.v.r. ind i et metriserbart fuldstændigt t.v.r 

er kontinuert, hvis og kun hvis T har afsluttet graf. (se 

f.eks. N. Bourbaki: E.V.T., chap I,§ 3, N° 3). 

110. Lad T være et kompakt Hausdorffrum. Lad A være en afsluttet 

delalgebra af C(T,C), og antag, at f E A~ f E A (A er selv­

adjungeret). 

1) Vis, at f E A, f-i E C=> f-1 E A 

Antag nu også, at 1 E A 

2) Vis, at hc(i) = ~t E T l g(t) = O for alle 

g E iJ f ~for ethvert egentligt ideal i i A. 

3) Vis, at hvis det for to afsluttede idealer 11 og i 2 

i A gælder, at A er det mindste ideal i A, der indeholder 
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i 1 u 12 , så er hc(i1 ) n hc(!2 ) = ~ 
4) Lad M vDre mængden af maksimale idealer i A. For 

t E T er kA(t) = ~f E Alf(t) = Oj et element ~(t) E M. 

Vis, at ~(t) =!~t E hc(i), at~ er surjectiv, og at 

~(t1 ) t ~(t2 ) ~ 3 :f E A[:f(t1 ) t :f(t2 )]. 

5) Lad A v~re mængden a:f :funktioner :f: M ~ C, :for 

hvilke Ø:f = fo~ E A; vis, at ~ er bijectiv A ~ A, at K er 

en selvadjungeret algebra a:f :funktioner på M, der indehol­

der 1, og at~ er en isomorfi og isometri, idet A :forsynes 

med normen: ll:fll = supf l:f(i) l i E MJ • 

6) M tildeles den svageste topologi, med hensyn til 

hvilken alle :funktioner i K er kontinuert. Vis, at M er et 

Hausdor:f:frum. Vis, at ~ er kontinuert. Vis, at M er kom­

vakt, og at A= C(M,C). 

7) Vis, at et afsluttet ideal i i A indeholder enhver 

funktion i A, der er nul i ethvert punkt a:f T, :for hvilket 

enhver funktion i i er O, i = lcA h0(i) • 
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1. 'Lad T være et kompakt Hausdorff rum, A~ T; vis, nt A = 

h(k(A)). 

2. Vis, at U~k(U) l U E U(t)} er det mindste ideal i C(T) med 

hylstret ~t}. 

3. a) Lad A c T være fællesmængde for numerabelt mange åbne 

m&ngder ~T, og lad i være et afsluttet ideal~ C(T), så at 

h(l) ~ A. Vis, at i indeholder en funktion g, så at 
/ 

g (t) > O for t f- A. 

b) Lad T være en mængde af ordinaltal med et største element 

n, og således at venstre afsnittet VT(n) ikke er numerabelt, 

men VT(a) er numerabelt for ethvert a< n (jfr. T 1, øv. 1). 

På T defineres en topologi (ordens topologien), idet vi som 

basis for de åbne mængder vælger mængderne: ~x E T l x< b}, 

fx E T l a< x}, ~x E T f a< x< b}, for vilkårlige a og 

b E T. Vis, at T herved bliver et kompakt Hausdorff rum (ud­

nyt, at T er velordnet). Vis, at enhver omegn af n indehol-

der over nummererbart mange elementer, og at enhver funktion 

E Mn er nul i en omegn af n. 

4. Vis, at mængden af kontinuerte, reelle~ periodiske funktio­

ner på R med samme periode a > O udgØr en normeret algebra 

m.h.t. sædvanlig (punktvis) addition og multiplikation med 

skalarer, en ringe multiplikation * defineret ved f ::~ g(x) 

a 
og normen f ~ llfll = f l f( x) l dx. 

·o 

Formuler og bevis en tilsvarende sætning omd)
0

• 
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Mat. 6, 1962-63 K rv, 1 , øv. 1-6a. · 

1 • Lad m være Lebesgue målet på R, H = L 2m (R ,c) 1 b en funktion ) 
(;yo (~;/="! 

E: H. En operator A defineres ved: D(A) = di ,M= f('o).g 

for f E D( A). Vis, a t A ikke kan afsluttes; f'ind A*; bestem 

afslutningen af G(.A). 

2. Vis fØlgende regneregler for operatorer på et Hilbertrum H: 

T1+T2 = T2+T1 , (T1+T2)+T3 = T1+(T2+T
3

),0T ~ O,(T1 T2)T3 = 
T1(T2T3),(T1+T2)T3 = T1T3+T2T3' T1(T2+T3) ~ T1T2+T1T3' 

T1 (T2+T
3

) = T1T2+T1T
3 

hvis D(T1 ) =H; giv eksempel på opera-

torer, så at T1(T2+T
3

) + T1T2+T1T
3

; vis, at hvis T1 og T2 er 

) -1 -1 -1 enentydige, er T1T2 enentydig og (T1T2 = T2 T1 . ; hvad 

kan man slutte om T1 og T2, hvis det er givet, at T1T2 er 

enentydig? 

3· Lad B1 ,B2 ,T1 ,T2 være operatorer på et Hilbertrum H,~ og B2 

E , så at Bi kommuterer med Tj, i,j = 1,2. Vis, at T 1 kom­

muterer med B1+B2 og med B1B2,og at B1 kommuterer med T1+T2 
og med T1T2• 

4. Lad A være en symmetrisk operator. Vis, at for n E: N pg 

x E: D(An) er li luclin ~ IIAnxll· llxlln-1 , og at = gælder, h vi s og 

kun hvis x er egenvektor for A2 eller O, eller n= 1. Vis, 
n at A er afsluttet, hvis A er afsluttet. 

5. Lad A og B være operatorer, så a t .lÆ = B.A og B-1 E: ( • Vis, 

at ..i.i. kommuterer med B-1 • 

6.a) En operator T E /-.J(H@ H,H @ H} .beskrives v:e.d~~:Iil.C'matrix 

(T .. ),i,j = 1,2, hvor T .. naturligt kan identificeres med 
1J 1J 

en operator E L,(H,H)(jfr. III,1,øv. 6). 

Lad for en afsluttet, tæt defineret operator S på H, P(S) 

betegne projektionen på G(S). Find matricen for P(s*) ud-

trykt ved matricen for P~~). 

[
E+S S) 

ved S. (lØsning: * -1 
S(E+S S) 

Find matricen for P(S) udtrykt 
s* (E+SS*) -

1 J 
* ( * ).-1 ; udnyt, a t enhver SS E+SS 
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Mat. 6, 1962-63 K IV, 1 , Øv. 6a. 

vektor(f,O) kan skrives 
t (i. ~-(i 

(f,O) = (u~u)+(~T v,v), til at vise, at E+~,~ afbilder på H). 
\ .. 

b) Vis, at~~~ er selvadjungeret. 
~) ,:) 



Mat. 6, 1962-63 K IV 1, øv. 7- 11. 

7. Lad S være en tæt defineret, afsluttet operator. 

a) Vis, at (x,y) E G(S) n G(SID(s*s))l ~x; o. 
b) Vis, at S er afslutningen af sin så.mmentrækning til D(S *s). 

* c) Lad T være en tæt defineret, afsluttet operator, så at T T = 

S *s. Vis, at D(T) :::: D(S), og at IITxll = IISxll for x E D(T) (S og 

T er metrisk ens). 

8. En tæt defineret afsluttet operator N kaldes normal, 

hvis N *N ;t NN* ... Vis, at N er normal, hvis og kun hvis N * er 

normal, og hvis og kun hvis: D(N)===D(N ~, IINx li = 11 N*xll for 

x E D(N), 

9. For en vilkårlig tæt defineret, afsluttet operator T og 

1\ E b gælder: (T* -AE) 0- 1 (O) = [(T- ~E)D(T)] l . 
10. Lad V betegne mængden af operatorer V, så at D(V) er et 

.. SJ! ) 
afsluttet underrum i H, V er isometrisk, og (E-V)H er tæt i H. 

Lad S betegne mængden af tæt definerede, symmetriske, afsluttede 

operatorer. 

Vis, at V E V ~ V har ikke egenværdien 1, -i(E+V) (E- V)-1 E "s. 
-; (Et.Y) 

1 Vis, at V ~ '(E-V)- er en en-entydig afbildning af t på S med 

den omvendte afbildning 8 ~ (S+iE)(S-iE)-1 (Cayley transformering). 

Vis, at s 1 ~ s2~v1 ~ v2• Dette giver en metode til at få over­

blik over mængden af afsluttede, symmetriske udvidelser af en 

given operator E S. 
Vis, at D(v)l = (s* +iE) 0- 1 (O), og (VD(v))l = (S *.-iE) 0- 1 (O). 

Vis, at S er selvadjungeret, hvis og kun hvis V er unitær. Dimen­

sionerne af D(v)l og (VD(V))l kaldes defekt indices for V og 

for S. S har altså en selvadjungeret udvidelse, hvis og kun hvis 

defekt indices er lige store. 

11 o Lad A være en vilkårlig operator, A E b \ {O J , x E H, 

så at A2x = A2x. Vis, at x = u+v, hvor Au =AU og Av = -!v. 
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Mat. 6, 1962-63 " K IV 1, øv. 12- 13. 

12. Vi betragter igen m~ngden ~ af tæt definerede, afslut­

tede, symmetriske operatorer. Antag S E ~. Vis, at (x,y) E 

G( S*) n G(s)l ~x E D(S *2), S * 2x = -x. Vis, at G( S*) er sum 

af tre ortogonale underrum: G(S), f (x,ix) l x E D(S *),s* x= 

ix J, og f(x,-ix) l x E D(S *), S *x= -ix ]. Vis, at D(S *)er 

direkte sum af D (S) , (S * -iE) 0- 1 (O) og (S * +iE) 0- 1 (O) • 

~ * * Hvis T E u er en udvidelse af S, S ~ T f T ~ S , består 

D (T) f k t f f D (S) S * . s * . a ve orer a orm x+y+z, x E , y = J.Y z = -1z. 

Vis, at til et givet y, s*y = iy, findes højst et z, s* z= -iz, 

så at y+z E D(T) (udnyt, at alle egenværdier for T er reelle). 

Vis, at den herved definerede afbildning er en lineær isometri 

af et afsluttet underrum af (S* -iE) 0- 1 (O) ind i (S* +iE) 0- 1 (O), 

og at der omvendt til enhver sådan isometri svarer en udvidelse 
' 

' T ~ S, T E S. 

13. Udtryk den Cayley transformerede af en projektion P 

som linearkombination af P og E-P. 



Mat. 2, 1961-62 DL I , 2 , Øv • 1 -3 

Øvelser til kap.I,§ 2. 

1. I rummet c2[0,1] betragtes integ~aloperatorerne k med ker­

nerne K(s,t) = st, K(s,t) = s+t. Find i hvert af tilfældene 

egenværdierne og egenfunktionerne for k og diskuter in te-

gralligningen A~-k(~) = a. 

LØs den samme opgave for integraloperatoren k i c2 [-trr,twJ 
med kernen K(s,t) = cos(t-s). 

2. Vis, at den i [0,1] x [0,1] definerede funkti~n 

~ [ t-ts for o ~ t ~ s ~ 1 
G(s,t) 

s-st for o < s < t ~ 1 .. 
er syrnmetrisk og kontinuer t. Vis endvidere, at den er di f-

ferentiabel for s f t, og a t, der for den venstre og den 

hØjre differentialkvotient med hensyn til t i (s,s) gælder 

~~(~,s-) - ~(s,s+) = 1, 

Integraloperatoren i c2 [o,1] med kernen G betegnes med g. 

Lad der være givet en funktion f E c[o,1]. Vis, at differen­

tialligningen n2~ = f har en og kun een lØsning ~' som til­

hØrer c2[o,1 ], og for hvilken ~(O) = ~(1) = O, og at denne 

lØsning er~= g(f). 

Find samtlige egenværdier og egenfunktioner for g, og angiv 
2 for et givet reelt tal A f O og en given funktion a E C [0,1 ], 

for hvilken a(O) = a(1) =o, ved rækkeudviklinger lØsningerne 

til integralligningen A~ -g(~) =a. 

3. Lad k være en integraloperator i c2 [a,b] med en({kke nød­

vendigvis syrnmetrisiQ kontinuert kerne K(s,t). Vis, at hvis 

~en uendelige række 

()Q 

A-1 ~ A-iki(a) 

i=O 
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Mat. 2, 1961-62 DL I , 2 , Øv • 3 • 

~or en ~unktion a EC[a,b] og et reelt tal~ konvergerer 

ligeligt i [a,b], vil dens sum være en lØsning~ til in­

tegralligningen ~~ -k(~) =a. 

Vis, at dette er til~ældet, når lAl er større end et tal, 

der kun a~hænger a~ M = sup K og b - a. 
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M A T E M A T I K 6. 

Alle hjælpemidler er tilladt. 

Besvarelsen betragtes som fuldstændig, hvis 5 af neden-

stående 6 opgaver er korrekt besvarede. 

1 • 

Angiv samtlige singularitetspunkter klassificerede som 

knudepunkter, spiralpunkter, sadelpunkter etc. for det auto­

nome differentialligningssystem 
. 2 2 . 
x = x + x - y , y = y - xy. 

2. 

Lad f,g:]o,~[ ind i R være differentiable afbildninger, 

som opfylder betingelsen 

vr E ]o,=[ (f(r) f o v g(r) f o). 

Vis, at banekurverne til pe~iodiske løsninger til differen-

tialligningssystemet 

x = xf(x2 + y2) yg(x2 + y2 ) 

Y = xg(x2 + y2) + yf(x2 + y2) 

er de cirkler med centrum i (0,0), hvis radiere kvadrater er 

nulpunkter for f. Vis, at e~hver ikke periodisk løsning vil· 

konvergere mod. (0,0) eller gå asymptotisk mod en periodisk l~s­

ning eller fjerne sig i det uendelige. 

(fortsættes) 



Bestem ror den partielle differentialligning 

(x + z) ~ + (y - z) ~ = x + y ax oy 
en løsning, som for y = O har randværdierne x + 2. En diskus-

sien af gyldighedsområdet for lØsningsmetoden forlanges ilcke 

gennemført. 

4. 

Lad H være et Hilbertrum, a et element i H, og (x ) en n 

rølge af elementer i H, der konvergerer mod a i den svage 

topologi på H. 

Vis, at hvis der findes et element y E H, for hvilket tal­

rølgen ( llxn - Yll) er konvergent, så er ( llxn - z li) konvergent 

for ethvert z E H. 

Vis, a t hvis H ilcke er endelig dimensional t, findes der 

for ethvert a € H og ethvert reelt, ikke-negativt tal a en 

rølge (xn)' der konvergerer mod a i den svage topologi, og 

ror hvilken lix - all ~ a. n 

På H= L;(R,C), hvor m betegner Lebesgue-målet på R, 

betragtes operatoren A
0

, hvis definitionsområde er mængden 

<:1}1 af komplelcse differentiable funktioner på R, der hver er 

nul uden for et begrænset interval og har kontinuert di?fe­

rentialkvotient, givet ved A
0
f = iDf for r E: 9)1 • A

0 
har en 

afslutning ~ = A. 

F . d A 2 . at A 2 A2 • IJ.n 
0 

, og VJ.s, 
0 

~ 

(rortsættes) 



6. 

Lad H være et Hilbertrum og A en selvadjungeret operator 

på H med spektret a- (A). 

Vis, at A er en :projektionsoperator, hvis og kun hvis 

cr(A) ~ f0,1}. 

Vis, at en nØdvendig og tilstrækkelig betingelse for, 

at der eksisterer en projektionsoperator P på H og en konti­

nuert reel funktion f på cr(P), så at A = f(P), er, at cr(A) 

indeholder højst to punkter. 

Vis, at hvis A er :positiv og begrænset med IIAII = 1, og 

A ikke er en projektionsoperator, findes der to forskellige 

pos i ti ve, begrænsede operatorer B og C med IIBII = IICII = 1 , 

så at 2A ~ B + C. 



M a t • 6 , 1 96 3-64 Rettelser. 

Side K I, 1,4 er også side K I 2,1. 

2.6, g(h) tilhører g(h) -l. 12: tilhØrer læs: u1 ~ U; til 

11 13: f'(V) læs: g(V) 

7 11 1 : også læs: basis f'or 

8 11 12 og 9 l. 4 og 14: l læs 1* 
8 11 19:; læs: hvis B er en basis f'or :&', 

er ft-BIB EB} en basis f'or AF; 
.. 

' 11 22 og 27 og 9. 1.21 mangler en over et F 

9 li 15- 16: f'or "A = O må beviset ændres en smule 

III, 3 1962-63 

1 l. 18: da al læs: da~ 
2 11 11 : underrum læs: af'sluttede underrum 

11 12: vilkårlig læs: vilkårlig endelig 

3 11 13: 
2 

(hlf'i) læs: l(hlf'i)l
2 

III, 1 1962-63 

3 1.9: A læs: c 

IV, 1 1962-63 

2 l. 11 : y = O læs: y =1: o 

4 l. 11 : en læs: ingen 

øv. 1 • : Betingelsen 4) skal stryges 

ol 8., 1. 13: bØr begynde med et og 

ol 21, 1. 4: norm læs: seminorm. 



Mat. 6, 1963-64 Rettelser. 2. 

I 2, 3 l. 16: ; læs: , d.v.s. der findes en tællelig mængde B 

af åbne mængder, så at enhver åben mængde er fore-

ningsmængde af mængder fra B; 

II komm.t. III 3(62-63), 1 1.11: G~ H læs: G~ F± 

3 ti 2: T læs: I 

3, 8 l .11 : ) læs : 2) 

11 21 : I j læs : If 

III 2, 3 l. 15: = foJ læs: 4 foJ 

øv. 

II 3 (62-63), 4 1.13: A= læs: A~ 

35 

II 

1.4: 

Beviset nederst kan gøres lettere: da f = fv o + 

f A o, kan vi antage, at f f o; som g kan da anven­

des (f - E) v o 

af H læs: af F ' 

3 (62-63) øv. 3 l. 4: t E A læs: t tf: A 

øv. L, L l. 5: -1 læs: y x x - y 

IV 1 (62-63) øv. 1: S.~o betegner rummet af komplekse lconti-

nuerte funktioner med kompakt støtte. g skal være 

4 o. 
øv. 6: T = s 

øv.1 O l. 2 : (E - V)H læs: (E - V)D(V) 

l. 6: i(E - v)-1 læs: -i(B + V) (E - V) - 1 

i øv. 3, 5 og 6 mangler adskillige L. 



Mat. 6, 1963-64 Rettelser 

~~entarer til K II 1(1962-632· 

1 l. 8: ,B2., og B3.~ må erstattes med 4(flg) læs: 

og B2., må erstattes med 2(flg)+2(glf). 

li 9: • l&s: , og= 4(flg), hvis også B3. er opfyldt. 

III 5 

1 11 2: kaldes l&s: , hvor a E [ -oo 1 oo[, kaldes n 
11 3 tilføj: ~ idet vi s~tter -oo + a = a+(-oo) 

= -oo for a E [-oo 1 oo[ 

4: lEJS! 
-1 r r 2 11 

4 11 1 : E læs: Ej: 

il 3: 'A er læs: 'A er ikke 

11 6: s* - 'AE læs: s::~ - AE 

III 6 

1 11 11: (PQ) (A) ~ P(A)Q(A) læs: (PQ) (A) ~ P(A)Q(A) 

Lj. 11 12: R læs: j{. 

5 '' 1 6: O ~ 1 lms: O ~ cpn ~ 1 

6 1
' 17: oo ~ cr(A) læs: oo Ej: cr(A) 

7 11 L~ f.n.: • læs: , for hvilken p(1) = E. 

8 '1 10 f.n.: fj læs: f, og g er nul i en omegn af SJ 

1 O 11 1 8 : G læs : G 

10 11 23 og 30 og 11 1. 4: g(h) 

11 11 12: y læs: g 

76 il c) v. 7: 21 lws: 75 

læs: q(h) 



Mat. 6, 1963-64 K Rettelser 4; 

K III 2_, 2 l. 9 et talsæt læs: et egentligt talsæt. 

11 11. et polynomium læs: et egentligt polynom~um. 

6' 17 11 s, fØlger, læs: fØlger, hvis ikke~= C ,o 
O? 

7!, 

8, 

9, 

7 11 16 V læs: V n N. 

4 11 13 IV læs: VI. 

2_ 11 20, Schwartz læs: Schwarz. 

3 11 ? f .n.: J K(s, t))ei (s )e j ((t))dm2 ].æs: 

JK(s,t)ei (s)e/,"t1dm2 

3 11 1 , 2 , 3 f • n. skal 

6 IL 11 : Ju(s,t)dt 

stryges. 

øv 101,, næstsidste linie: (AB} 
1 

læs: J u(s, t))f( t.))d t. 

læs: (A,B). 

øv. 109, JL. 9 f .n.. : li llf'nii~L':eniJ ~ o 
1 

læs: 

11 Iif' n u-zf'n li --+ o =>-o 
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