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I, INTEGRATION,

1. Afsluttet begranset interval,

I denne § bétragtes mengden C(I) = C(I,R) af reelle
kontinuerte funktioner pa et afsluttet begrznset interval
I=[a,pl =fteRladtib], 2ewcac<b<w, af den
reelle akse. Som bekendt er C(I) et linezrt wektorrum over
R, og et Bamachrum med hensyn til normen f - ||f|| = sup

f1£(t)||t @ I}. Vi vil bestemme det duale rum C (I) af kon-
tinuerte linesre afbildninger o: C(I) - R, Elementerne i
c’(1) xaldes mal pa I.

Vi mimder om, at en line®r funktiomal o p& et Banachrum
C er kontinuert, hwis og kun hvis den er begraznset, d.v.s.
llal] = sup {la(f)i e c, [Ifll 1 ] <, o0g at mengden C~
af’ kontinuerte linezre funktionaler er et Banachrum m.h.t.
normen o - |lal| .

Lad BV(I) were rummet af reelle funktioner af begranset
variation ower I.I. [1] er bewist, at for vilkarligt o € BV(I)

og £ € C(I) er Riemann-Stieltjes integralet [ £(t) da o (t)
I

defineret (th. 9-26). Afbildningen f - / £(t) d a(t) er en
) I

linesr funktional p& C(I) (th. 9-2). . Idet Vo (t) = V&(a,t)
betegner a's totale vatiation p& intervallet [a,t], gzlder
V(4a) (t) = V‘&(a,t) = V&(a,t) i fglge definitionen af

V&(a,t), og Vo og V+a = % ( Vo = ) og derfor ogsa V+a =

:

£(t) da(t)l - | / £(t) dvia(t) +[ f(t)dv’a(t)l (th. 9-3) <
1 I

%( Ta+ o) er woksende funktioner pa I (th. 8-12), Vi har

sda=Va +Va, Va = Ve + Via. For £ € C(I) fas
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+

/ £(t) dv'a(t)[ <

I/If(t) v (e)] + | 1

/ lf(t)l avta(t) +1/ lf(t)l av a(t) (th., 9-23) =
I I
/ If(t)l ava (t) < {If]l Va(b). Vi fremhever:
‘1
Setning. For £ € C(I), a € BV(I) galder

|

[ lf(t)l ava(t); £ - / f(t) da(t) definerer en kontinuert line-
I I

£(t) aa<t>| <
I

#r funktional a' pd C(I) med norm [la'|| < Va(b).

1.2. Desuden er C(I) med ordningen: f ¢ g hvis £(t) ¢ g(t),
vVt € I, et ordnet vektorrum efter fglgende definition:

En me&ngde C er et ordnet vektorrum over R, hvis C er et
vektorrum over R og en ordnet mengde, og fglgende aksiomer er
opfyldt: (R = {n € RIn > 0}).

oV I: vf,g,h&€ C : 3T g=7L+h g+ h;

2

OV IT: vfF € C, ANE R : £> 0= Af > O.

Og C(I) er et lattice med hensyn til denne ordning, efter defi-
nitionen (jfr. [3], II, 2):

En ordnet mengde C kaldes et lattice med hensyn til den
givne ordning, hvis der til Va,bp € C3c = av b=Dbvaogad-s=
aAb=>baracC, s& at ¢ er det mindste element € C, ) a og
2 b, og 4 er det stgrste element € C, { a og { b.

I et vektor lattice (et ordnet vektorrum, der er et latti-
ce m.h.t. den givne ordning) gslder abenbart (a+c) v (b+c) =
(avb) + ¢, (na) v (Ab) = n(avb) for A > O, og anb = 4(—a) v’(—b)j
(f.eks. kan den sidste lighed bevises sfledes: ¢c < a A b «= c < a

og c{bes-ag —cog-bg —ce (-a)v (-b) ( —¢ =
c ¢ H-a) v (-b)); vi har altsd a v b = (a-b) v O + b, og

anb=-(-a)v (-b) = -[(a-b) v O -a)] =a - (a=b) v 0, d.v.s.
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et ordnet vektorrum C er et lattice, hvis blot der til a € C
3 et mindste element at = av 0, a og > O, Desuden ses
avb+aanb=a+b.

For a = (-a) v 0 = -(an0) fas ifglge ovenstiende a =

Ova-=-a, eller a = a’ - a , ethvert element er differens mel-

lem to > O, Desuden fés at A8 = (a+a_) Aa =aAl+a = o,
og for |lal = av (-a) f&s |a] =2av 0 - a = oat - at + a7 =

+ - + - + - + -

a +a =a va $+a A8a =3a va.

P4 mzEngden c* af linesre funktionaler pa et vektor lattice

C defineres en ordning ved: f ¢ g, hvis f(a) ¢ g(a), va € ¢t =

<
i§a € Cla * 0}. Herved bliver ¢® et ordnet vektorrum (f > 8 og
g > f=»f(a) =g(a), vac€ c" = £(a) = g(a), va€ C, da C =
¢t - ¢,
Lemma: Lad C vere et vektor lattice, £ en additiv afbild-

ning ¢7 - R u {0}.3 en og kun een funktional F 2 0 p4 C, sa
F = T,

|C .
Bevis: For a € C° fa&s f(na) = nf(a), n€ N, og derfor
f(ra) = rf(a) for r € § og £(n\a) = Af(a) for \ € R+, da
A » f(na) er en monoton funktion. a € C kan skrives a = b - c,
b,c € C+. b -c¢c=4-e¢e, b,c,d,e € C+ = b +e=c+4d,
£f(v) + £(e) = £(c) + £(a), £(b) - £(c) = £(a) - £(e). Vi kan
derfor definere F(a) = £(b) - f(c) for en vilkarlig sidan op-

spaltning., Det vises let, at F er en linesr funktional, og

dbenbart entydigt bestemt ved F| + = T
C

Lemma: Lad C vare et vektor lattice, a,b,c, € C+, afb+ec.
3 3 og e € ot U {0}, s8 a=4d+e, d < b, eg d.ﬂ

Bevis: a ¢ (atc) A (b+c) =a Ab +c, swt d=a Ab, € =
a - aAaAb.

1.3. For en vilkérlig delmsngde A ¢ R, betegner x, den
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karakteristiske funktion for A, XA(t) =1, t€ A, =0,24 A.

Setning: Fn positiw linesr funktional & p& C(I) er kontinuert

med morm a(xy).

Bevis: For f € C(I) galder - ||f| x; ¢ T ¢liflf x; og derfor -
=gl a(xI) < alf) < lifl a(xi); la(£)] < lIfll a(XI), deVeS. @

er kontinuert og a(XI) < el € a(XI). _

Setning: C'(I) er et vektor Jattice.

Bevis: Som delmzngde af m@&ngden C*(I) af alle linezmre funktio-

naler p& C(I) er C'(I) et ordnet vektorrum; ifglge det fore-

gldende er det derfor nok at vise, at der til g € C'(I) findes

en mindste additiv afbildning m: C'(I) » R'Yfo}, m Bt s

idet en s&dan kan udvides til et mindste element M € ¢**(1) c

C'+(I), > p. Bt sddant m m& for ethvert f € C+(I) og ethvert

g e ¢(I), 0¢ g ¢ f, opfylde p(g) < m(g) ¢ m(f), d.v.s m(f)

sup { u(g) | 0 < g¢ £ 1. Det er altsd nok at bevise, at

£fom(r) =sup { ulg) | 0¢ g ¢ ] eradditiv C (1) » R

Ufal.

Da g € C+(I), g¢ f) + Ty, for £, og £, € C*(1I) kan skrives
= + 0« ¢ T 0 < T € C(I fas

g gl gz’ S gl = 19 g gz = 2; gl!gz ( )’

m(f, + fz) =sup {pulg) |Ogeggf +5, 1=

sup { ulgy +8,) 1 0¢ gy ¢ Fs 0¢g,¢ =

g, ¢ f5 1
sup { p(gy) 10¢ey ¢fy 3 +sup {plg)l 0geg <1 =
m(fl) + m(fz). Desuden er m(f) > m(0) = O for f € C+(I).

1.4 I [3] er udfgrt teorien for Lebesgue-integralet
over et begraenset interval I, Lebesgue-integralet gives som
en positiv linemr funktional pa vektor latticet T(I) af trap-
pefunktioner pd I (II1,2) og det vises, at der eksisterer et
sterre vektor lattice L(I) af funktioner pd I, og en udvidelse
af integralet til en positiv linemr funktional pa L(I) (II,5,4)
saledes at Lebesgues sztning om majoriseret graznseovergang er

opfyldt (I1,6,6). Det er umiddelbart at se efter, at hele
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udviklingen kan bygges p& fglgende egenskaber: Der er givet

en positiv linemr funktional u pd et vektor lattice V af funk-
tioner pa I, s& at fglgende forudsztning ( specialtilfzmlde af
Lebesgues smtning ) er opfyldt:

For en vilkarlig monotont aftagende fglge fl 2 f2 2 coeos af
funktioner € V, der konvergerer punktvis mod 0, wil ﬂ(fn) - 0.
Setning:(Dini): Hvis en fglge (fn), ne N af kontinuerte
funktioner pé& et afsluttet begranset interval I konvergerer mo-
notont og punktvis mod 0, sa& konvergerer fn mod O ligeligt, og
derfor gmlder u(fn)-a 0 for vilkarligt p € C'(I).

Bevis: Sat A = ft I|fn(t) > el; A ., n€ Ner for fast

£ > 0O cn aftagende falge af afsluttede delmazngder af I, med
ﬂnAhg = (. Derfor 3 no(s), sé A = B, AdevVesS. anH ¢ & for

0

n = n, og derfor for m > n

0 £ 70°

For ethvert y € C'"(1) 3 altsa %M(I), et vektor lattice af-
sluttet overfor”m.hfé;ip'majoriseret konvergens; og en udvi-

dclse, som vi igen betegner p, af gy til en positiv linear
funktional pa LN(I).

Lemma: xy € L#(I) for ethvert interval J ¢ I og ethvert ; € ctt(1),
d.v.s. (1) ¢ L (1), v € ctr(1). |

Bevis: For J aben er X7 grenseverdi for en voksende fdlge af
kontinuerte stykkevis linemre funktioner g, 0 ¢ g ¢ X735 for J
afsluttet er X3 grensevaerdl for en tilsvarende aftagende fglge.
Andre typer kan fas som differencer mellem disse.

Da omvendt en kontinuert funktion f pa I er (endog ligelig) gran-
sevaerdi for en fglge af trappefunktioner g, med - |If|| < g ¢ |If]l, &
far vi den samme intggrationsteori, hvad enten vi starter med

C(I) eller T(I).

1.5, For o € C'(I) definerer vi en udvidelse, som vi igen beteg-

+ —
ner o, ved L (I) =L +(I) nL _(I), o = o(,lL (I) —_(le (I). For
a (04 o [0 (04

a € C'(I) definerer vi q(a) = 0, a(t) = a(x[a t]), a<tg b,
}



Mat. 6, 1962-63 KI, 1,6
Da o' og o er monotone, og & = o - o , er & € BV(I).
a(x[a,t]) er kontinuert fra hgjre (da X[a,t] =
1im{x[a S]ls - t+3).& er derfor kontinuert fra hgjre for
9
a <t ¢ b, men ikke ngdvendigvis for t = a.
t
Setning: o = & , d.v.s. a(f) = [ £(t) daa(t), vf € c(1).
I
foll = Va(p).

k = 1,..0,K;, fés

K
ot () X[at, ] +zf("k) X]tk*,l,tk]) -
k=2
K
£(7,) “(X[a,t1]) +§E:f(wk) “(X[a,tk] - X[a’tk-1]) =
k=2
K
£(r,) &(t,) + Z’f(fk) @(t,) - alt,_,) =
k=2
K
wak)(a(tk) - &t ),
k=1

da &(to) = 0, Ved granseovergang m.h.t. filteret af mzngder af

inddelinger (med indskudte punkter) af I fas, at ﬁ%“yf
K @(Ao{.mm"‘/&{)ﬂ.f}, wpne? wed
£lr,) x + }E\f(T ) x konvergerer ligeligt mod
17 *a,ty ] R LT s
k=2

£(t), venstre side -» o(f), h¢2fe side - / £(t) ax(t). a(pv) =
o ) 2 )re(b) J

viat - ¢ ) AbT) Ve (b) ([11th 8-9) = lal(xg) = Mallls

men for £ € C(I) gzlder:

la] (£) = (2™ - a)(f) = supf2a(g)|g € C(I), 0 ¢ g ¢ £}

- a(f) = supfa(h)|h € C(I), O ¢ h g 2f} - a(f) =

supfa(f+g)jg € C(I) - £ ¢ g T} - a(f) =

sup{a(g) |g € C(I), |gl ¢ £}; specielt for £ = x;:



Mat. 6, 1962-63 KI, 1,7

lal(x7) = supfa(g)lg € O(I), llgll ¢ 1} = llall; vi far saledes:

1
Va(b) < llalll = llell = lla || ¢ Va(b), det sidste ifglge s@tningen
Pe 2,

Setning: Lad « € BV(I). / £(t) do(t) = 0, VE € C(I) = Bo(a)
T

= a(b) = a(t) for alle punkter t € I, hvor o er kontinuert fra
hgjre eller fra venstre.

Bevis: 1) =. Antag, at a er kontinuert fra hgjre i t,
a <t <b. Betragt en aftagende fglge af kontinuerte funktio-
falg
ner £ € c(1), £ 7Lx[a,t]’ fn(s) = X[a,t](s)’ s € [a,t]. For

[ £a(6) aals) =
I

vilkérligt e > 0, e < b - t f4s O

f/1 do(s) + b[fn(s) da(s) =

a t

t+e b |
a(t) - a(a) + /fn(s) ao(s) + /fn(s) g (s)f £ (s) » O
t t+e

- ' b
monotont aftagende, t + ¢ { s ¢ b, derfor fis /fn(s) da(s) » 0;

/1'1/’1, t+e

e t+€
for m-si-star, at fu(s) <1, s € [t,t+e], fas /fn(s) dals)
t

Vo(t+e) - Vot) » 0, ¢ » 0, da a(s) kontinuert i endepunktet

A

t af [t,b] medfgrer Vu(s) = VM&NNNN\Vd|[t b](s) kontinuert i t
’
([1] th. 8-14). Derfor fas a(t) - a(a) = 0. For t = b fas O =

/ 1 da(s) = a(b) - a(a). For a(t) kontinuert fra venstre i t kan
I
et tilsvarende bevis bruges.
2) «:a(t) har hgjst telleligt mange diskontinuitetspunk—-
ter. Vi kan antage aq(a) = 0. Vi ved, at der findes en funktion
B =a' € BV(I), kontinuert fra hgjre for a < t { b, s& at

a' - ﬁ' = 0, og derfor ¢ = B8 = 0 1 alle kontinuitetspunkter for

o og i b, deves. 8 =0, a' = 0.

%
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-c'.‘*‘;j

Vi har nu vist, at der findes en isometri og isomorfi‘mel—
lem C'(I) og {f € BV(I)|f(a) = O, £(t+0) = £(t), a < t ¢ b}. )
Herved svarer en funktional o € C'*(I) til en monotont voksende
funktion &, og for en sadan kan Stieltjes~integralet udvides
til et Lebesgue — Stieltjes-integral pa en stgrre funktionsklas-
se La(I)’ sdledes at de for Lebesgue-integralet gzldende granse-
verdisetninger er gyldige; specielt bgr fremheves, at man kan
definere rum L§(I), 1 ¢ p { =, og at disse alle er Banach-rum,
L§(I) endog et Hilbertrum. Hele udvidelsesteorien kan udfgres
med I erstattet med et vilkérligt kompakt Hausdorffrum (se spe-

cielt [2] og [4]).

yi

'
s
.

} . X !
LD NPT e —(n{,ﬂi'té,m je ak. \né e f s e atwm eV H%Q_‘ézw

*) Afpildningen o - a er pd denne funktionsmangde, da de pagel-

dende funktioner opfylder f = f'. Isometri refererer til normen

. . t N
£ - VE(b) pa BV(I). i oty ‘M‘f‘“"”?’f“‘ e

iy
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1.6, Vi forudsztter i dette afsnit, at alle topologiske
rum er Hausdorff rum,.

Vi minder om definitionen (T,3,14): Et filterf;fpé et to-
pologisk vektorrum E er et fundamental filter, hvis der til vil~-
karligt U € U(o) (filtret af omegne af o) 3 a € E, sd at
a+Vv EE;:

Setning: Lad B vere et topologisk vektorrum,gg—basis for
et filter~9: pé& E, g; er et fundamental filter, hvis og kun
hvis der for vilkérligt V € U(o) eksisterer M Ef;: s& at
M-M ¢ V.,

Bevis: 1) Antag, at;gq er et fundamental filter. Til

Vv, € U(o) 3 Ve U(o), 88 at V-V ¢ V,, da subtraktionen er konti-

1
oy & ™M €
nuert, Endvidere J a € E, s& at M ¢ a+V, og derfor M-M ¢

V—VC V »
s
. o
2) Antag, at for V€ U(o) 3 M€ K sd at M-M ¢ V., For a € M
< o
gelder: M-a ¢ V, a+V 5 M € #, og derfor a+Vf€-ja.
Sztning: Lad E vare et topologisk rum, F en tzt delmangde
(F = E); for en &ben delmsngde A af E gelder: & = A N .
Bevis: a € A e=s Vn A $ @, vV = = U(a); da F er t=zt, og

VnAerdben, er VnAf @esVnAnF<4+ P, og derfor

a€h e ac€hnr,

Setning: Lad E og G vaere topologiske vektorrum, f en konti-

: <
nuert, linesr afbildning E - G, ogJ- = {Mjlj € J} basis for et
. N : :

fundamental filter pd E. £(#) = {f(Mj)IJ € J}] er basis for et
fundamental filter pa G,

Bevis: Lad V vere en omegn af o 1 G; da er f~1(V) en omegn

o -

af o i E; der 3 da a € E og M, € ft, 88 at M, ¢ a+f 1(V), og Vi

J i€
- -
rar: £(M,) ¢ f(a+f (V) ¢ £(a)+V. Altsa er £(}) basis Tor et

fundamental filter pa G.

Setning: Lad E vere et topologisk vektorrum. U(o) har
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en basis bestiende af afsluttede mangder. @ er et regulzrt rum,
3fr. T.2.47).

Bevis: For en vilkarlig delmzngde A ¢ E, og for ac¢ A og
Ue€ U(o) gelder: (a+U) n A+ @, a € A-U, A ¢ AU, Til U € U(o)
37ve U(o), s& at V-V ¢ U, og dermed V ¢ V-V ¢ U,

Setning: Lad E og G vere topologiske vektorrum, F et under-
rum ¢ E, og f en kontinuert linezr afbildning: F - G; det anta-
ges yderligere, at G er et fuldstendigt rum, og at F er tet i E.
Der eksisterer da en og kun én udvidelse af f til en kontinuert,
linesr afbildning g : E » G.

Bevis: For a€ E er {M n F|M € U(a)} et fundamental filter
§Ra& pd F. {f(M n F)|M € U(a)} er derfor basis for et filter
3%(a) pa G, der er et fundamental filter, og derfor konvergerer
mod et element g(a) € G. For a € F vil ngj konvergere mod a,
derfor‘gg(a) konvergere mod f(a) (jfr. T.2.8); derfor er g|F = T,
For a € B \ F er F(a) basis for et filter pd B finere end U(a),
d.v.s.:;za) konvergerer mod a. Der kan altsd hojst eksistere én
kontinuert udvidelse af f, nemlig g.

For vilkdrlig delmsngde A ¢ F gelder: g(i) ¢ £(&), thi for
a€ Aer [f(A nM)|Me U(a)} basis for et filter finere end

gi(a), og derfor konvergent mod g(a), d.v.s.

gla) € £(An M) ¢ £(4).

Vi skal vise, at g er kontinuert, d.v.s. at i1l a € E og
VeUlgla)) 3 Uel(a), s at g(U) c V. Da G er et regulert rum,
kan vi antage, at V er afsluttet. Da‘ga(a) konvergerer mod g(a),
Kan vi finde M € U(a), 88 at £(M n F) ¢ V. For U = I c U(a) far

vi da: g(U) ¢ g(U) = g(T n F) c FUNTF) ¢ vV = V.
b - ha(b) = g(a+b)~-g(a)-g(b) er, for fast a ¢ F, en konti-

nuert afbildning E -~ G, sa at haIW = 0; derfor er ha = 0; der-
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for er, for fast a € E, haIF =0, og h =0, d.v.s, glat+b) =
g(a)+g(b), Ya, b € B. Tilsvarende indses, at g(ha) = rg(a),
VN € R, Va € B, altsd ialt at g er linesr.

1.7. Vi betragter i dette afsnit et fast afsluttet, begren-
set interval I ¢ R, og et fast positivt mal p pad I, pu € C'+(I)ﬂ
Vi vil nsrmere behandle Banachrummene LP = IP(I,R) =
{f|f er en méleligLafbildning: IR, Hpr < o}, hvor Hpr =

12y, 1,,= U 1£1PF, 1 s <
1

Setning: For 1 < p < r £ - gelder: nr - Lp, 0g pa " er

Il [|r topologien finere end || || topologien.

Bevis: Antag £ € L'. Da gmlder |f|¥ e 1!, og |£|P ¢ 1P
for s = ?%5 > 1 gelder: % + 1_1 = 1; ved Hplders ulighed ([3],
W rp

o . s ~
IT1,5,2) far vi, da xp € L% [£]F - / | £] P00 <lixgll - £ 20
ro
I I

e P . . 3 o .
= lxgllg 18l 37 altsa 2]l ) < Ko |I£]l, < o, hvor KP = |||+ L7 defi-
neres ved hjzlp af ||f|| = inf{sup{|g(t)||t € I}lg:I - R er skvi-

valent med £} = inf{\ € R||f(t)| < N\ for n®sten alle t}. Oven-

stdende s®tning bevises da ogsi let for r = «. Vi har da umid-

delbart:

1
Smtning: o € P o aILP c 1L’ = a|C(I) € ¢c'(1I), 1

A
el
A
e

N
3

For 1 { D { e definerer vi, som smdvanlig, a(p) = p(p~1)—1,
1¢DP ey A1) = 0, qlee) = 1.
Setning: For g € LY, 1 ¢ g ¢ =, definerer f - [fgdﬁ, en funk-
tional g' € 1?' mea llg'll < Hg”q.
Bevis: For £ € LF gelder: |g'(f)] < /|fg|dﬁ < Hf”p'“8”q°
T

Satning: Lad a € P 5 1 LD <08 g€ L1j og antag, at

ja]
Q
&
[on
(O]
=
m
m
o
Q

alf) = p(fg), v£ € 17, D > llelly = llodle
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Bevis: For £ € L™ er a(f) defineret, da L™ ¢ P, og
fg € L1, da fg er malelig og akvivalent med en funktion foag,
0 1
s& at |f_.g|l ¢ lIfll_-lel € L', ([3], I1,9,7). For 1 < p og g, =

: - -1
lgl A nrés: g € L7, og llgyllg = ple) < nle) 'sien(e)g) =

-1
-1 . ~4 D
aley sign(g)) ¢ llall-lleg 'l = loll- el

gn 1 1el® fas Jlglly < lall < . ([3], 11,9,8).
it e I‘lg(t)| > e+, De

» lleglly < llecdls da

l

For p = 1 satter vi An

N\

Ulll+n™ iy ) < nllx, 1) = alx, sien(@)) ¢ llall-lix, I,
n n n n

U A

1l

loellu(xy ) s er plx, ) = 0, og derfor {t € I‘|g(t)l > o]}
n n

en nulmaengde, altsa (lg]| < |l

Da o og g' falder sammen pa& den tatte mengde L c Lp, er

a=g', og derfor ogsd ||all

A

llelly -
Bemarkning: For 1 ¢ p < e, O { 8 € L1, og a =

&mhdfgﬂfeicﬂ),ﬂﬂb

Bevis: Hvis g € Lq,

[[VaN
-
VAN

{ =, galder: a = Hg”q.

supfu(fg)|r € P, |ifll, < 13,

da C(I) er tet i LY og g' Lpl; a

@
ks
Sy
It

!

Hqu fglger da af ovensta-

ende satning. For g ¢ LY gzlder: o
sup{sup{p(f(g A n))|f € c(I), I£ll,,

e}
£ e c(I), lifll, ¢ 113 = a.

Hqu = sgpng A ani =

m

[17aN

11} < sup{supiu(fg)]

Vi minder om, at L° er et Hilbertrum (jfr. [3],3,11). Til

t
o € 1° 3 derfor g € 1°, s& at o(f) = / fgd, vf € 1°. (II,1,

I

W

eller AG III,15,7).
!
Setning: I? er isomorft med Lq, 1 { P < con
Bevis: Vi har allerede defineret en isometrisk, linear

o P R A
afbildning g - g', L= - L¥ .
p' 2! ~ 2 .1
Antag nu 1 <pPg 2, og oo € LI ; da a|IF € L JaelL ¢L,
sd at o(f) = u(f%), vf € 12 > L”. Den foregdende sztning viser

5! -q

da, at ~ er en isometrisk, linemr afbildning: I~ - L, sa at

~ 1

oA = O



Mat, 6, 1962-63 K I, 1, 13

For 2 < p < « vil vi fgrst vise smtningen i II, §2. I ne-
ste § vil vi dog adskillige gange anvende satningen for vilkar-
ligt p. I beviset i II, §2, benyttes selvfglgelig kun resulta-
ter udledt pd grundlag af den allerede viste del af seatningen.

. . p' + - p'! o 4+,
Setning: Til o € I 3Ja oga € L° , sd at a (f) > O og

- + + - + -
o (f) > 0, vf € C(I), o =a -a, og lla |l < llell, Ml Il ¢ lletlls
Bevis: For £ € C(I) fas: |(oc|C)+(f)| < (oclc)+(|f‘|) -

hi]
113 ¢ supiliall- llell,le € c(I),

supfa(g)lg € C(I), 0 ¢ & ¢
pr; (alc)+ har alts& én udvidelse til en
!

linesr funktional o ¢ 1P , med Ha+H < let

0<gg Ifl} ¢ la

. o0 behandles til-

svarende.,
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Lad C vere en partielt ordnet ma&ngde, der er et
lattice m.h.t. den givne ordning. Da gelder 1 a v a =
a4, a n a = a; 2° avb=bva,anb=>baAaas;
3av (bve)=(avbdlve aa®mac)="{(anh)ac;
4°av (aad)=2a,an(avd)=a;5 a {beavbs=
b «xa Ab=a.

Lad omvendt C vare en mangde organiseret wed to
binsre operationer v og A, sdledes at 20, 30 og u° er
opfyldt., Vis, at der 3 én partiel ordning'af C, sale-
des at v og A er de dertil svarende lattice operationer.

Lfd I ware et begraznset interval c R. Lad os sige,
at Pe‘;ls\"l“ilneaer funktional p p& T(I) opfylder betingelsen ™,
dersom fp(t)e T(I), n €N, fﬂ%{) \|/ 0=p (fh) » O
(ife. [3], II, § U).

a) Vis, at ¥ er skvivalent med betingelsen *¥:

13 T G% N = limr g = 0,t€. I.
Lin, wlxyy,g0) = 1im mleg o) = 05

b) Lad D were mzngden af delintervaller af I. En af-
£0}
R > _
bildning p:D » R kaldes additiw, hvis: A€ D, B& D,

Ay Be Dy, ApB=0=pu(Av B) = u(A) + u(B). Til
positivy linecer
abenbart en funktio-

em sddan afbildning p svare
b

Y.ou il nal u* pa T(I), og omvendt./u'kaldes numerabelt

additiv, hvis: & € D, n€ i, U A €D, A AA =
G, n $ m =»M(U'An) =3 M(Ah). gis, at u* opfylder *
hvis og kun,hgis 7 ernnumerabelt additiwv, Giw
eksempel pa en positiw, additiv imtervalfunktion,
der ikke er numerabelt additiw.

¢) Til en funktion p € BV(I) defimeres en additiv af-
bildning D » R, som wi ogsd betegner p, ved defi-

nitionernme: p(la,bl) = p(b-0) - p(a + 0), p(la,b]) =
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c) p(d+o)~pla+o), p(la,b]) = p(d - 0) - pla - a),
pg[a,b]) = p(b + o)‘— R(a f:p); Vis, at p" opfylder .

3 Lad L were et vektorrum ower R,L* det algebraisk
duale = { £|f er en linesr afbildning L - R }; lad

f

%, :
or s £, € L7, si at: #i(g) = 0,i=1, ~--, n, g€ L =

a1f1§e——— + ah'fn’

fb(g) = o, Vis, at £ kan skriwes f_
a, € R, i =1,---,n.

L. Definer Co([a,b];R) = {f e ¢([a,b], R)If(a) = f(b) =
o}. ¢ ([a,b], R) er ot Banachrum m.h.t. normen f - [|f|| =
sup {|£(t)||t €[a,b]}. Bestem det duale rum.

5. X{o} Petragtes som et clement af BY([ -1,0]). Vis,
at X{o} er Lebesgue integrabel, men ikke Riemann inte-

grabel, m.,h.t. XY E 0og beregn integralet.

(o)
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Lad A og B were to vektorrum, og S:A+— B og T:B-o A
linesre afbildninger, s& at TeS(a) = a, Va € A. Vis,
at S er 1-1, at T]SA er 1-1, at SoT er idempotent og
surjectiv B » SA, og at B er direkte sum af T—1(O) og
SA.

Pa BV(I) defineres en partiel ordning ved: £ —<¢ g hvis
g - £ er monotont voksende. Vis, at BV(I) er et vektor
lattice, at £ \/ o = V'f, (idet vi til formilet beteg-
ner de til ordningen svarende lattice operationer \/
og /\), og at afbildningen ~: C'(I) » BV(I) er en or-

densisomorfi mellem C'(I) og dennes billedmzngde.

Rettelser.

K 1,1

1 1.2 fen. : s& q = Vo, laes: sa q = Vﬁx

3.1.11 f.o.: {va € Cla » 0}, l@s: fa € Cla > o}

gv 2.1.2 " " : en linemr, l®@s: en positiv linear.

K I,2

ii

"m1.8 "o R, 1ms RTUfo]

" 1,10 " Y% ¢ en funktio-, l@s en positiv linemr funktio-

3.1.2 f.o.: n(kv+2), l®s n(KW_Z)

3,1.16 " -)€I, 1zs fR'
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s L p' ,\y@ktor
8. Antag I € I, pu€ C (I), 1 <P < oo Lﬂ (I) er et lattiece.
9. Vis, at for en y malelig funktion g > 0, I - R, I € I,
1
+
pe ¢ (1), gelder |gll, = supiu(fe)lr € C(I), lIfll, < 11,

1¢D g e
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8§ 2, Avent interval.

Da et dbent interval ¢ R er homeomorft med R, vil vi kun
betragte integration over R.

Vi begynder med en razkke betegnelser: lad I vere mangden
af alle begransede, afsluttede intervaller c R; C(R) = C(R,R)
mengden af begrznsede kontinuerte, reelle funktioner pé R;
¢ (I) = 6 (I,R) = fr e c(R)|f = fx;} for I € I; det er klart,

at afbildningen £ - £, er en isomorfi af CO(I) p& delmezngden

I
af ¢(I) af funktionerlpé I = [a,b], der er o pad randen af I,
f(a) = £(b) = 0. Vi identificerer derfor ofte disse rum. CO(P) =
O (R,R) = {f € C(R)|£(t) - O for [t| - w}; C (R) kan betragtes
som delmzngden af C(R) af funktioner, der er o pa randen af R,
relativt til ét—punkts (eller til to-punkts) kompaktifiserin-
gen af R. Alle disse rum forsyner vi med den "ligelige topologi'',

defineret ved normen f - ||f|| = sup{|f(t)||t € R}. Det vises

let, at de herved bliver Banachrum. Desuden er CO(P) =

ufc (I ]I € Ii.

Vi betragter rumme t oA =é§o(R,R) med de samme elementer
som U{CO(I)II € I}, forsynet med en lokal konveks topologi defi-
neret med f@lgende system af seminormer: Pie }(f) =
sup{ HfXR K, il{fn = 0, 1, ...}, hvor {enln =0, 1, «oe} eren
f¢1genaf reelle tal > 0, K = @, og K = [-n,n], n € N; en ba-

sis for omegne af o er mazngderne

Ofe 3 = If e’z

Det ses let, at betingelserne vi) - v6) (Mat 6, T.3.6) er op-

[(£) <17 =

< €, ltl > n}.

1’1

fyldt.
Som forberedelse til det n:ste bevis definerer vi en fglge

{¢U€ CO([—v~1,v+1])|v = 0,1,...} af funktioner ved:
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gDv(t) er 1ige, Vv = O,1,co-; ¢O(t) = {O

(0 , 0¢ t< v

ft—v+l, v-1 ( t (v

qov(t) = < v = 1,2,... .
vili-t. v < t ¢ v ,

L0 , vl <t

-‘. N = " -s-o.
/i har da ¢ ¢ XEN[=p+1 01 ] P 1,2, ; for T € 1 er

¢, xg = 0 for alle pa4 ner endelig mange v; j?ﬁ wv(t) =1,
v=0
Swtning:éDO er forsynet med den fineste lokal konvekse
topologi, der for VI € I inducerer en topologi grovere end den
ligelige pa CO(I).
Bevis: Til {e € R|ln=0,1,...] og T€l3 n > 0, s&

it € CO(I) Well < nd ¢ OEE n CO(I); vi behgver blot at valge

o)

], og n ¢ min(eo,...,en ); den inducere-
o

de topologi er alts& grovere end den ligelige; (omvendt vil

N, s& 1 -n_,n
n €N, s c [ N0,

mazngderne Of } med e, = € > O inducere den ligelige topologi

, O n (
pa W° og derfor pa CO(I);GQO inducerer altsa netop den ligelige
topologi).

Lad O vere en omegn af o ié@o i en vilkarlig lokal konveks

topologi, der inducerer en topologi grovere end den ligelige

pa CO(I), vI € I. 0 indeholder en konveks delomegn 01’01 n CO(I)

indeholder en omegn OI,n(I) = {f € C_(I)|[If]l < n}, og Oyderfor
det konvekse hylster 0, af U{O |I € I}; vi skal vise, at
2 I,n(I)

O2 indeholder en omegn O{€ ; aff o 1 den givne topologi pééao,

s n
) d.v.s. at der 3 {e_ € R+|n =0,1,...}, 82 at fézéao,

- n
P = N ) s
<7m([(0]”f X:‘R\Kn” é_ En—\)ﬁ N &€ Ny og I'U € I, Oiv 2
; N N
= O ®o 00 5 = ¢
v o1 ,N, s& at }Z‘av £, o8 zg1av <1

=0 =0

, for
Iv,ﬂ(Iv)
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Kommentar til K I, 2, 3.

I beviset, der afsluttes 1.6, er det specielt vist, at en

konveks mazngde O for hvilken O, n CO(I) er en omegn af o i

2’ 2
CO(I), vI€ I, er en omegn af 0 i D . Dette er nok til at bevise
setningen 1. 7-8.

Pastanden, at en mengde O ¢ D’ er &ben, hvis 0 n CO(I) er a-
ben for alle I € 1, kan bevises saledes:

Vi antager O 4+ ¢¥. Lad £ € 0, lad J € I vere et vilkarligt
interval, og velg I € I, sd at J ¢ I og £ € CO(I). 0O -f =
fg - f|lg € 0] er konveks, og (0 - f) n CO(I) =0 n CO(I) - f er
adben i CO(I); da CO(I) inducerer den givne topologi pa CO(J), er
ogsd (0 - ) n CO(J) = (0 -7F)n CO(I) N CO(J) &ben i CO(J), og
indeholder ©; ved hjzlp af beme&rkningen ovenfor slutter vi, at

O - 7T er en omegn af 0 1 Do, derfor O en omegn af f. Da dette

gelder for vilkarligt £ € O, er O &ben.
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Vi sstter IO = K2, Iv = Kv+1’ V= 1,2,000, e, =
pv+1

—=D —y—
21) n(l(v_l_g)’a =2U1, f =2

y y ¢y T3 herved fas for

feoien} : IN € N, saf:fXKN;f: Eava’ medavgo,

v+

N
, p+1
Zav <1 T, € 0T, om T I ¢ 2P 2 e NS 2 e

O=yp

n(Iv), V=1,2,004, 08 HfOH <2, <M (Io), d.v.s.
= O o e e ®
fy €01 in(z ) v =0
Smtning: En linegr funktional u pa &)O er kontinuert, hvis

og kun hvis “lC (1) er kontinuert, vI € I.
Bevis: For £ € R er 0 = (] e,el) en konveks mzngde
gc‘vlyo, og derfor &ben <= O n CO(I) er &ben, VI € I.

!
Definitioner: Elementerne io(()O kaldes mal pa R. BV1 o =

(R ,R) = [f|f er en afbildning R - R; £ 7™ € BV(I), VI € I}.
Setning: 9 er isomorf med {f € BVlOCIf(O) = 0; £(t+0) =
£(t), t € R},

Bevis: For o € BV ogIEIerf_;/fdoc=/fdaen

I R

loc

kontinuert funktional pa CO(I); f—>[ f do er altsd en kontinuert

'R
. 0! '
funktional o' € &° ; o » o' er en linesr afblldning BV 06 _)&)o 5
Lad €g<) . € ¢'([-n,n n e N, og ken der-

# /J'lC ([_n n]) <[ ((01);(" arlis /‘—‘{{%‘ '4)
for‘tudvides til et element p, € C' ([-n,n]Y; til dette lader vi

svare en funktion ”’on € BV([-n,n]), kontinuert fra hgjre,

t € ]-n,n], ﬁon(O) = 0, defineret ved

[_”n(x[—n,o])’ b=
",U'n(X]t,O])’ -n
Lﬂn(X}O,t])’ 0 hS

Herved afhznger ﬁon(t) for t € ]-n,n{ kun af ¢ ([-n,n])? idet
o) s

A
C+
A
o

Bon(®) = By(t) = &, (0) =

7o
ot
1N
B
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X1t,0]’ -n < t < 0, og X10,t])? 0 ¢ t < n, er grensevaerdier for
b4 9 =
majoriserede fglger af funktioner € Co([-n,n]); for m > n er

tilsvarende ﬁom|] Vi kan derfor definere

-n,n[ = #on|)-n,n["
a(t) = ﬁon(t) for vilkarligt n > |[t|, og opndr (t+o) = pn(t),

!
For £ € H° og tilstrazkkeligt stort n € N gelder o (f) =

n . n .
/fdu - [f a i = p () = u(f).
-n -n

a € BVlOC’ a(O) = O, a(t+0) = a(t)’ a, =0= a’lco([_n’n])

=0, vne N, = o) [ = 0, vn € N, = o = 0. Herefter fuld-

-n,n
fg¢res beviset pd triviel mdde (jfr. § 1, #v. 6).

Det gzlder abenbart, at y er en positiv funktional, hvis
og kun hvis g er monotont voksende.

Cé(P) er et Banachrum, der kan identificeres med et pas-

sende delrum af rummet BV(R) af funktioner af begrznset varia-

tion over hele R.
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P. 5, e 1 - p. 6, 1. 5 erstattes med

2.2 Lad I = [a,b] og T = [c,d] vere kompakte intervaller,
I¢JdcR, ogpetpositivt mdl pa J. Afbildningen x;+p af
T(J,R) ind i p givet ved XI-p(f) = p(fXI) er da ogsd et positivt
m&l pa J, idet ¢ 0 = p(fn XI) - 0. Da enhver funktion

g € T™(I,R) har form f,. for en passende funktion f € T(J,R), og

s
da XI-p(f) kun afh@nger af fII’ definerer g - p(XI £), fII = g,
en lineszr funktional Pt pad T(I,R), som let ses at vere et po-
sititvt m&l p& I. Vi har altsa plI(fll) = p(fxy) for £ € T(J,R).
feffe L;(J,R)If = fx1} e= £ = fx; kan klemmes mellem granse-
vardierne T ogng for en voksende og en dalende fglge af trappe-

funktioner, som vi gerne kan antage alle er O uden for I, med

p(£-£) = xip(F-£) vilkérligt lille « f;; kan klemmes tilsva-

|1

rende « £, € L;|I(I,R), og hvis disse betingelser er opfyldt,

| I
far wi plI(fII) = p(fxi) Vi har hermed vist, at f - fII er en
linewr isometri af {f € L (T,R)1f = £x;} = {f € L; p(J,R)lf = £}

pa L II(I R); heraf f¢1ger, at for en p mélelig mengde A c Jer
AnI pII malellg, og derfor, at hvis f er en p malel;g,afbild—
ning J - R, sa er flI P mélelig.,

Med samme betegnelser som p. 1,5 finder vi:
éTE(a) = 0, ﬁT}(t) = plI(X[a,t]) = p(x[a’t]) = p(t) for ¢ =
a<d<t<{b, ogs= p(X[c,t]) - p(X[c,a[) = p(t) - p(a”) for
c<a<tg<b (altsd evt. ikke E]I = ET;).

Lad nu p vare et positivt m&l pad R. For I = [a,b] € I define-
rer vi: P er madlet pad I givet ved ﬁT;(a) = 0, éié(t) =
p(t)-p(a’), a < t ¢ b, idet p er den p. 2,3 definerede til p
svarende funktion i BVlOC(R,R); hvis I'g J = [c,d] € I, finder vi
pIJII(a) = 0, ETET}(t) = 5Tg(t) = p(t)-p(a”) forc =a ¢ t ¢ b,

02 5 3TE(E) = A3(8)=55(a7) = B(6)B(e)-(BlaT)B(eT)) =
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p(t)-p(a™) for c < a < t < b, og derfor le'I = p’I.v
Vi definerer nu: f£:R - R er p mélelig, hvis fII ér Pt
malelig for alle I € I. For en p malelig funktion £ og 1 { p ¢ e

sztter vi Hpr b = Sub{Hf, I€ I} <o (Jfre pe 1,11),
, N

I“P’PII
og Lﬁ = Lﬁ(R,R) = {f|f er en p mAlelig afbildning R - R,

p Py o3 p . -

f oo}, L =L RR) = {frel’ |31 €I, &8 ="

Il , < =35 Lo, =15 (R,R) = fr € 7] : xg}s
D _ P S) _ (ped L F P oo

o8 Ligq,, = qucap(R,R) = {f:R - Rlfx; € L) for alle I € 3.

En mengde A ¢ R er en p nulmengde, hvis Xp € L; og p(A) =
“XA“1;p = 0, d.v.s. hvis An I er en Pl1 nulmengde for alle
I € I. I det fglgende vil vi hyppigt, og uden at nzvne det,
identificere funktioner f og g, for hvilke {t € R|f(t) ¢ g(t)]}
er en p nulmengde (p mkvivalente funktioner).,

De indfgrte funktioncrum er abenbart vektorrum over R'-%ﬁ
forsynes med topologien defineret ved normen (egentlig seminor-

men) £ - | . (Det er let at vise, at der virkelig er tale

Izl
byp
om en norm, nadr man identificerer zkvivalente funktioner). P&

}(f) =

Lg defineres en topologi ved seminormerne: f - p

’ P,Paieh

-1
Sup{&n “fX:‘R\K:u- p,p n=0,1,...}? hVOI‘ En > O, n = 0,1,-0.01 KO = @,

og K, = [-n,n], ne N. Pa Lﬁoc o defineres en topologi ved semi~-
!
-1 .
normerne I f) =¢ by hvor 0 og n € N.
> Py o0, dT) ] xKan’p, e >0 og

(ifr, ov. 1).
Lemma: f - fII er en linegr isometri af {f € Lg(R,ﬁ)If = fx 1
s 1D
pa LplI(I,R).
Bevis: For en afbildning g:I » R lader vi g, vere afbild-
ningen R -+ R bestemt ved BuXT = gu, gulI = g. Antag nu
P 1 Sy R
g € LPII(I,R) c Lp'I(I,R), for §J 5 I, J €I, er da

gulJ € L;IJ(J,R), idet guIJ er urbilledet af g wed isomorfien
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1 > o 1 ». . .
- fII af {f € Lle(J’R)|f = fXI} ba Lp!I(I’R) (PlJII = p|I>’

8u|g er altsé Pla malelig, og s& er for K¢ J, K € I, gu|K PIK

malelig, d.v.s. g, er p mdlelig; desuden fas ar |g|¥ € L'p;I(ng),
P
p 1 ; p P
t € L J,R = =
at |gy sl p13(TsR) og py;Ulgy 517) = o) (lal™), ”g”P’PII

o = su Ic Jde I} = o
nglJHp’p!J g llgylly, , pngulJHP,le C J “g”P’PlI
3 D 3 . e
For £ = fXI € Lp gelder f = fIIu’ og i fglge definition

P s o
f € L I,R altsa {(|IT = ||If
1€, (1), el , = |

Vi vil herefter hyppigt identificere funktioner g og g,

|I“P,pll‘

Vi satter Lﬁl (1,R) = LE(I,R), og identificerer altsad dette rum
I

Pl _ . ¢ 1
med {f € Lp|f = fXI;, for £ € Lp

fro-

I

setter vi p(fx ) = plI(fII) =

~ ~ .
fa Pl1 (men evt. # / fa plI), og = ”f“1,I,p hvis
I I
£ ) 0.

For £ € IF og I € I gaelder |f-fx |F =
P IYp,p

~up{p(|T-tx; [Px;) 17 € 1} = sw{p(I£)P (x;x)) 11 ¢ T € I} =
el - [|£x ”p , 0og dette bliver vilkéarligt 1lille for tilstrek-
DsypP I'"psp

keligt stort I; LE o er altsd, betragtet som underrum i Lﬁ, tet
’

i Lﬁ.
1

£l p; afbildningen £ - p(f) er altsd en kontinuert linear
2

funktional pa den tette m:ngde L1 - L1, og har én udvidelse

0,0 5 p
til en kontinuert funktional f — p(f) = | £ dp pa L;o o(f) =

1%@ p(fx[_n’n]), og p(f) = ”f“1’p for £ » O.

Lem@g:éao er tat i L£ for 1 { p < e
Bevis: Lad f € Lg(I,R), og velg J € I, s34 I ¢ J. Da C(J,k)
er tet i Lﬁ(J,R), eksisterer der en funktion g € C(J,R), s& at

Hf—g”p o < €. Vi velger en kontinuert funktion h:J — [0,1],
’
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sd at h € CO(J,P) og h(t) =1 for t € I. Da er hg GCQO, og

[|£~hg|| < |If-gl| < e.Q° er altsd tet i den tmtte mengde
Psp = p!PIJ

1Y . 1P

L iL° .

0,0

p H
p €X° har altsd netop én udvidelse, p, til en funktional
t

.1
€L .
[
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2.2 Lad p were et positivt mal p& R. For vilkarligt

Ie€ Ierf o [ £ a 5|I en kontinuert funktional pa& C(I),
I

som vi vil betegne p'I.
Vi definerer: f er p malelig, hvis fII er p|I malelig,

vIe€ I. For f p mdlelig, 1 ¢ p < =, og I € I, kan vi danne

A
I = [ 1517 a p) P
I

A

-] f = f I i °
pLap , o ligll, , = sw {lifl, ; 1T€ 1]

Vi definerer Lg = LE(R,R) = {f|f er en p mdlelig afbildning

LY

R R f C ool
> By (IEl, < ]

N 1
En mengde A ¢ R er en p nulm@ngde, hvis x, € Lp og

”XAuis ~ 0, d.v.s. hvis ANI er en Pt nulmengde, vI € I.

I det fglgende vil vi hyppigt, og uden at nevne det, identificere
funktioner f og g, for hvilke {t € R|f(t) + g(t)} er en p nul-
mengde (p zkvivalente funktioner).,

For I € I er £ £, en isomorfi af {f € L£|f = fXI} pa

| I
det velkendte Banachrum Lg|I(I)’ Vi identificerer disse rum, og
betegner dem Lﬁ(I). P
: . ..TP 1
Deflnitloner.¥Lloc,p

3 o N .
LﬁﬂihﬁﬁLg,p = {f¢e Lﬁ | 3 Tel, sdf="~x}.

2) = D
(R,R) = {flfy; € Lys v1€ 1.

Lg forsynes med topologien defineret ved normen (egentlig
seminormen) T - ||f|lp,p. (Det er let at vise, at der virkelig
er tale om en norm, nar man identificerer zkvivalente funktio-

ner). P& i defineres en topologi ved seminormerne:
0,p

1
£ £) = sup{g |If | = 0,1,...

- P’P,p,fﬁn}( ) Supfen” XR\Knlpip n o1, }, hvor som
f¢1" Sn > O’ m=0,1f,olooc’ KO = ¢, og an [_n:’n]
n e N.

P& L% defineres en topologi ved seminormerne:

loc,p
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£ (f) = %ufo lp,p, hvor € > O og n € N(jfr. gv. 1).
n

- PP:P’B,n

Rummene %p’ LlOQ,p

ud fra Lj(I) = [f|f er en Pl1 malelig afbildning I - R,||f||

og Ez defineres pa tilsvarende made
4
,I,P
{ e}, hvor HfHM’I o = inf{supf{|g(t) ||t € I}|g er Pl ekviva-
’

t a fit.
lent med £ \okal-Konvekse

Setning: Lg,p er forsynet med den fineste topologi, der
inducerer en topologi grovere end || ”P’I,p topologien p&
Lﬁ(l), vI € 1.

Bevis: Da beviset for den tilsvarende satning p.Z2
nzs ten ordret kan overfgres, vil vi her kun betragte den afgg-—
rende del af beviset. Lad der vare givet en afbildning n:

Y > &%, Vi definerer en folge {¢, € Lﬁ(Kn)l ne N} ved: ¢ er

lige,

[[VaN
5o

{1, 0
?1(t) =10, 1<

&+
S
3
~~

ct
~
{

{n
<t
t

9

"A
o+
n
-
|
m,,,.‘; -
B O
P oA
- o+

A

og har da: 0 £ ¢ X ) _ .
s 9, %}Kn_1, for I€ I er 9 X1 = O for alle pé
n®r endelig mange n; on = 1.
n=i
. -1 -1 -
Vi sett =K =2 = 2 Lp =on ;
is er Im3 0l s@m’ 2 n(Kh+1),an 2 ,fn L P’

herved fas for £ € if € 1P f 11
r r { O,Plpp’/%fEn}( ) < } N

INEN, 88 £ = x5 T = ; a f med a 2 O, % a, <13
N & .
n=1 n=1

p n '
£f.oe L (1); |If < X3 :
n- p n’’ ”n%ﬁa=2IlﬁﬁghﬂlgnﬂnhrléN;
dvs. f € det konvekse hylster af uf{f € Lﬁ(l)l”f“ <

n(I)}| I € I11.

Af denne s&tning slutter vi (jfr. p.3), at en line=sr

p,I,p

funktional u p& IP  er kontinuert, hvis og kun hvis 4 ,.D .
O,p le (1)

er kontinuert, v I € I.
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L 42-2L ondres til

Fora€ 1 og f=txe1’ ras |p (£

loc,p op

| p(fXIoc )| < o0 lloxll ||q o (Holdees ulighed for inter—
s

vallet I ); £ - p(fo) er derfor en kontinuert funktional &' € Lp .
"

Fory ELP’}.O og n €N v:LlulL ([ -n n]) € L([-n n])“

derfor eksisterer der en fu_nktlon /_Lﬂ € Lq([ -n,n)]), 88 at

y (£) = F;f%) for f € LI;([—n,n]) (ifr. 1,12).

Idet vi igen benytter funl%ionerne P indfert p. 6, de-~

oo,\J

finerer vi;T = 1# 9 , for T € I er H IT en sum af endelig man-
ge funktioner € LI(I), & [ € 13 For £ €17 fas:
P ! loc,pP* - o, P :

I o
f= 5 fp  far passende n € N;
v=1 'V

W2

p(fp) =3, p(fp pr)= 24P (fu,,) = 2 W) = W(f),
t

idet o —u / og £o, € Lp([—v v]). Vi har vist, at forp € I ’
N ’

q

loc,p’ s& at L' = 4,
0’

eksisterer der il € L

q O —
For a € Lloc,per p(far) =a '(f) = p£fd) for alle

fe LY , specielt for alle £ € L(I), I€ I.
’

~
0,p’ p % cg“ | T vestem—

P
mer derfor samme funktional & Lp(I)"' , 0g er derfor ens p n®sten

——

overalt i I, for ethvert I € I, d.ves. oo0g o er p zkvivalente

. . q
funktioner i Lloc,,o'

Heraf fas, at a —» a' er en bijektiv afbildning.
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Satning: Lgoc b er forsynet med den groveste topologi, for
4

hvilken, for vilkérligt I € I, afbildningen f - flI af
D s 1D .
Llcc,p pa Lp(I) er kontinuert.
Bevis: Som basism®ngder for topologien er netop valgt ur-

billederne ved de nzvnte afbildninger af mengder, der udger
baser for topologierne pa Lﬁ(I).

For 1 ¢ p ¢ = definerer vi, som sazdvanlig, q = q(p) =

-1
p(p-1) ', 1 <P <, @) = 1,601) = .
I . q
Setning: LO’EFer isomorf med Ll(C,p’ 1 ¢ P < e
Bevis: Idet vi henviser til det tilsvarende bevis p.3,

ngjes vi her med f¢lgende skitsering:

For a € Li,, ,er T a[afdp er en kontinuert funktional
’ R
t € LP '.
« 0,0
N P ' 3 ~ o} K ° t
Til p € Lo,p ogne N3 u € Lp( n)’ sa a
u(f) = [ 88, v £ € 12(K ). For m > n grlder
Ik,
~ o~ ~ k ~ ; q’ ant .
Bpig = by da p(f) = / T4 4P, = f £ e
| n n Km m X'Kn\v Kn len;J?Efzb.. ( - f*‘ KM

v fe L/I; (K) ={f €Ll (K) | f=1fxg J. Viken derfor defi-
' n

nere [1(t) = ﬁn(t) for n-1 ¢ |t| < n, og opndr 4 € L%oc,p og

[% fudp = u(f), v £ € Lg o’ (Vi minder om, at vi identificerer
! b4

p @kvivalente funktioner,  afhznger som funktion af, hvilke
funktioner ﬁn vi lader reprasentere de tilsvarende elementer

i Lg(Kn), men dens zkvivalensklasse er velbestemt). Vi far for

Pe .~ a P .
u € Lo, L =p, og for a € Lloc,p og £ € Lp(Kn). )

‘/ foa'dp = o' (f) = / fadp, derfor o)y = d“lK , 0g o = d',
Kn n n n

Setning: Lﬁ er et Banachrum, 1 { D { e
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L, 13-17 @&ndres til

For o € Lg, e Lg, og I € I er af p milelig, axy € LS(I),
= ol p d 1
Txp € LP(I), s& at afx; € Lp(I) og Ip(faxl)l <

] 1
T <y . < . og derfor fu € L
Pt < liexplly ol Il < Ielly, slladly o o der ,

og |P(fa)] < Hfaﬂj’p < IEIE,p"Ik”E,p' f- p(fa) definerer altsé

1
en funktional @' € LP med '] < .
i D' med [l Il <l

L. 19 og 23 sndres M til Lg

’pa

Herefter kan II,2,1 1. 11-13, 1. 4fn - 2 1. 3 og 3, 1. 12 -

4 1, 9 udelades.
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Bevis: Lad {fn € Lﬁ | ne N} vere en fundamentalfglge i
P, X . D
Lp’ da er, fory € N,(fnxK/)en fundamentalfglge i LP(K/), og

konvergerer derfor mod erf funktion h, € Lﬁ(ﬁ/).

Da f X :fx'X,/,L>\/,eI‘h =X h,.
Vi definer@pr h(t) = h (t), V-1 < |t] <V; h er p mdlelig, og
— - h-
In=t,ll,,, = suli fnPK o |V EN ¢
Supisupillf Ty, K ,,p | m>n} | v €N
sup {sup{ [If, - Il K10 | v € ijm > n} =
sup{”fm—fnn P,p| m>n}->0, n- .
h-f + ||f f + < o
Illy,, < In=g fl, o+ el g el o, + e

for passende n € N,
Setning: Lg' er isomorf og isometrisk med Lg, 1 O IR
Set M = U{Lﬁ(l) | I € I}, forsynet med || || topologien.

Psp
M er et tet underrum i Lﬁ, derfor er M' = LP'. For o € Lg,

0
feMm, £f=r1° uig: i i . T o |lo
= txp o | map | g el e llellg g, ¢ gl e lldlg
d.ves. f o /\fadp definerer en funktional o' € M' med
R

lloe "l

172N

g,

,u,ELﬁ'a,uLp GLE,p,:E"&eL%oc,p!Sé at
0,p

ﬁ fndp, v £ € M. Antag p > 1, og definer g, =
R

i

p(f)

~q=-1 . ~ -
y,q Slgn(ll)XK s N € N: fn o g = 0, og f = |lg ”ppp €n

b
. far d = = M
ellers. Vi far da “gn“p p [K m | dpo = HNXK Hq Py n € M,

Ieall < 15 o8 lull 2 1 u(E,)] e lleyl ol ,Mp@p lixg llg,pom € ¥y

!
Nl € oo ft = oy, da M er tet i Lﬁ .

[ 178N

= llallg

For p = 1 ma beviset modificeres. Dette overlades lazseren.
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. P ' . a
Satning: Lloc,p er isomorf med Lo,p’ 1 { P <o

Bevis: For ¢ € Lg

sy @ =oxg s €r £ o / fodp en linezr
2P n

%

funktional o' pa Lgoc 0’ kontinuert, da I/ fadp| <
’ J K -
n

T . nar blot ||f er tilstrskkeligt lille.
£y, ol < 2 I35 g, g
1

D P ~ q
U E Lloc,p = Mng . € Lo,p =3 pu € Lloc,p
’

~ p - Q
= f.da feL . Til 1 N o o, sa ||f <
[ tice, vee ] aneNoge >0, sl

, S& N(f)

e = u(f) < 1. ForAnm = {t € Kxij o(t) >nly n > 0, m> n, og
’ o

for p € N, fas 1 > u(pr ) =D [ ﬁdp 2 pn/ 1dp, og
n,m n,m

derfor at An = U{An qlm > n} er en p nulmangde. Tilsvarende er
’

B, = [t € R Ji(t) < -n}, n > 0 og {t € R\K |i(t) 4 0} =
1 ]

— — o~ q ~ p
U{Ap 1 UB, 1|p € N}p nulmangder, d.v.s. p € Lo,p o [ = s € Lloc,p

oga' =a, a € Lg o’ indses som i de foregéende beviser,
s

~
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1.

*2.

Lad L vere et vektorrum over R, J en indeksmzngde, og

§ pj|j € J} en maengde af seminormer defineret pd L.
Hvilke betingelser skal f pj|j € J} opfylde, for at

f Ojlj € J}, hvor Oy = f fe Llpj(f) < 11}, opfylder
betingelserne v 1) - v 6) (Mat. 6. T. 3. 6.)?

Vis, at en vilkarlig lokal konveks topologi pa et to-
pologisk vektorrum kan defineres ved en mzngde af semi-
normer. (Brug AG III, 14, gv.4).

Vis, at topologien pa D’ er den fineste topologi, med
hensyn til hvilken ® er et topologisk vektorrum, og
som inducerer en topologi grovere end den ligelige pa
C, (I), vI € I. (Lad V, vere en omegn af o i £ i en to-
pologi, med hensyn til hvilken D er et topologisk vek-
torrum. Udnyt, at der 3 en fglge Vn’ n € N, af omegne
af o i denne topologi, s& at V +V ¢V _,, n€ N).
Vis, at topologien pé;ho kan defineres ved m@ngden af
seminormer: f§ p¢|¢ € ¢ (R), p(t) > 0, t€ R}, hvor

-1

p,(£) = o™ Al

Vis, at 8 er fuldstendigt.
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a) Lad {lej € J} vare en vilkarlig mazngde af fuldstaendige,
!
lokal konvekse, topologiske vektorrum over R. Vis, at
L

deres produkt/pd naturlig made kan betragtes som et vek-
torrum over ﬁ, der, forsynet med produkt topologien, er
et fuldstendigt, lokal konvekst, topologisk vektorrum.
b) Find L'. (Betragt fgrst det tilfzlde, at J er en ende-
lig mangde).
a) Vis, at dist((a_),(b_)) = \ o | b.-a_ | (1+|p_-a |)'JI

’ n’’*"'n / n n n n

nelN

N, og at den tilsvarende topologi

definerer en metrik pa R
er produkt topologien.
b) Udstyr det duale rum L til &N med en topologi, saledes

at L bliver et fuldstendigt, lokal konvekst, topologisk

S,
Ly

vektorrum, og L' bliver isomorft med R .
c) Vis, at produktrummet af nummererbart mange metriserbare,
rum er metriserbart.

Vis, at LE er fuldstendigt, 1 { p { w, p e oy, U

H

Lad L vere et normeret vektorrum over R. Vis, at L' er et

Banachrum,
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ITI, Forskellige forberedelser

1. Hilbertrum

En mzngde H kaldes et komplekst quasi prz Hilbertrum,

dersom det opfylder fglgende aksiomer:

A: H er et vektorrum over de komplekse tals legeme C.

B: Der er givet en afbildning (f,g) » (flg), B e,
(det indre produkt eller skalarproduktet), s& at:
1. V2, Yuf, g & (af|g) = a(fle);
2. vyf, g8, h 2 (f + glh) = (f]h) + (g|h);
3. vyf, 8 ¢ (g|f£) = (£]g) (stregen angiver kompleks
konjugering)

L, vyt : (£]£) y 0.

H kaldes et pre Hilbertrum, hvis yderligere:

5o Vuf ¢ (fIf) = 0= £ =0

S@tning: I et quasi pra Hilbertrum g®lder Schwarz' ulig-

2 :
hed: |(rig)|” ¢ (£|f) (elg), Vyf, 8-

I et pre Hilbertrum g:lder = kun, hvis f og @ er linezrt af-

hangige.

Bevis: Szt (f|g) = selt, s > 0, For a € R gelder:

0¢ (f + aeltg|f + aeltg) = (f|f) + 2as + a2(g|g), og derfor
2 2 .

s = |[(£]g)]|” ¢ (£]f) + (glg); = gelder kun, gv1s (glg) = O,
eller hvis der 3 b € C, sd (f + bg|f + bg) =,o_¥ ;

Setning: I et pre Hilbertrum er f - ||f] = (f‘lf)2 en norm.

Bevis: 0 ¢ |ir + gl = I£1° + (£lg) + (alf) + [l&ll® ¢
(el + Hg“)z. De ¢gvrige norm egenskaber vises endnu lettere.
AT Beviset ses, at ||f + g|| = ||f|l + ligll kun kan g®lde,
hvis g = 0, eller £ = ag, 830.
Ved udregning wises relationerne: L(flg) = = ian + ingH?
|2 n=0

og |If + gl|” + || - gH2 = 2HfH2 + 2HgH2 (parallelogram loven)

%

. c 2 '
Py Yar b foav vy nitea |a =(5?5‘h vt ”w”grwi RIS

3!
S RN W S e r e A S P TN PR Y
R I &) (Siﬁﬁm cals i ba{gifte oo aio s SRR

¢
T

ERGLAFE S Streaa it
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Idet H forsynes med normtopologien, og derefter H2 med pro-
dukttopologien, gslder: (f,g) » (f|g) er kontinuert: H° - O, idet
[(£lg)-(hlk)| = [(f-h|g-k)+(f-h|k)+(h|g-k)| ¢ [|£-h[-[g~k|+
l£-hil« [[k|}+[| i g-kl .

Definition: Et normeret rum H kaldes ligelig konvekst, hvis

der 3 en funktion £:]0,2] » RY, 84 at: £ H, g e H,

el < 1sllell € 1, If-gll > e > 0 = JF(f+e)l ¢ 1-4(e).

Det fglger let af parallelogramloven, at et pre Hilbertrum

er ligelig konvekst. .

Sztning: En konveks, fuldstendig delm&ngde F af et ligelfg

konvekst rum H indeholder ét element med mindst norm.

Bevis: Szt 4 = inf{||f|}|f € F}. Hvis 4 = 0, indeholder F,
der er fuldstendig og derfor afsluttet, 0. Antag 4 > O, og sat,
fore > 0, F_=Fn {f e H | |Ifll ¢ a+e}. Hvis If Ml = &, vil
£, eruﬁe | € > 0}. Da et fundamentalfilter p& F har et fortzt-
ningspunkt, er det nok at vise, at {Fele > O} er basis for et
fundamentalfilter, altsd indeholder mzngder af vilkarlig lille
diameter. Vi antager, at der 3 n € ]0,2], s& at der for vilkar-
ligt ¢ € 10,1] 3 f8 og g, € F8 med er—gSH > n og derfor
”(d+€)-1(fg'g5)” 2 n(d+e)_1 > n(d+1)_1; dette medfgrer, at
(£ +g )l ¢ (1-8(n(a#1)™")). (a+e), hvilket for tilstrekkeligt
1lille € > O er i modstrid med, at 4 ¢ “%(f€+g€)n, da den konvekse
mengde F indeholder %(f8+g€).

Definition: Lad H vare et pre Hilbertrum, f og g € H, F og

GcH; £] g, hvis (f | g) = 0; f-|-={g€H|gJLf}; pl -

fﬁfl | f€ Fi; F| G, hvis G ¢ FL; (L lazses vinkelret eller orto-

gonal).
For‘ELg Her FL afsluttet, da det indre produkt er kontinuert.

Setning: Lad F vere et fuldstendigt underrum i et pra Hil-

bertrum H, f et element € H. f ken entydigt skrives f = f,+f,,
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med £, € F, £, | F.

1
Bevis: {f-g | g € F} er konveks og fuldstzndig, og indehol-

der derfor et element f, = f f1,f1 € F, af mindst norm. For
Q 2
g€ B0}, llgl-= 1, fas: 0 g [I£,=(2,18)all- || £,]2 = -TE;Ta).
2 2 .
(£518) - (£518) « (glf,) + [(£,1e)1% = -|(£,18)1%, rle; vi
har altsé fZL F.

r, +°T g1+g2,f1,g1€F,f2,g2-LF,=

1 2

— g =g - pdo

1.2 IEt pre Hilbertrum H er et Hilbertrum, hvis det opfylder

aksiomet:

C:H er et fuldstendigt rum.

Lad H vere et pre Hilbertrum; for g € Her £ » (flg) en
kontinuert funktional g' € H', og |lg|l = g'(HgH_1g) < lle'll ¢ llalls
idet i(flg)| €]l « |lsll. Omvendt har vi:

Setning: Lad H vere et Hilbertrum, ¢ € H'. 3 a € H, s&
a(f) = (£la), v € H. |&]l = lall.

Bevis: a_1(o) = F er et afsluttet, derfor fuldstzndigt,
underrum ¢ H; hvis F = H,.er a(f) = (£|0), vfT € H. F # H=
3dk € H\F = 3h € F l, med w(h) = 1. For a = HhH_zh og vilkérligt
d € H gelder: 4 - al(d)h € F, (dla) = a(d) (n{a) = «(a).

'

For afbildningen g -» g' g®lder: (f + g)' =f' + g,

(ag)' = ag', va € U, vf,g € H. Vi udtrykker dette i:

oK
Setning: H' er 1sometrlsk og konJugeret isomorf med H.

n({i-)/#fﬂ'dgl Fe A g 'z g, = \/(é;/ oG Tl [
Vfi“"laﬁﬂy ;H]:fﬁé T iﬁg;- g = O =S q 1= On
,i ";f.'r.‘.,"';j,\—'-.jw (f al fﬂ'a’, = (1(2{(,) ':fs,rn.l " g.z— a /} ¢ K 0‘,:«/_1 i "f‘f’
W AP =y i \a 5
40 an) - :w.~0(”» i+ flat gl
I .ol Fon 0 e it Lo
o —lolt w0 cutet :
il {0 ( s
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1. Lad H vare et pra Hilbertrum; szt B(f,a) =
{g € H| |[g-f| ¢ a}, for a € R", £ € H. Lad A vere en kon-
veks mengde ¢ B(0,d+d) \ B(0,d), hvor 0 ¢ & < d. Vis, at

diameteren for A er g\/12d .

2. a) Vis fglgende sztninger om komplekse tal z og w, idet
1<p<oo:

a1) Til g€ ]0,2] 3 &

g = 51(8) > 0, s& at |z| ¢ |w| =1,

b
lz-w] 3y e - (2L -

w+2
2

Pylzl)T g

1.

a,) Til e > 0 3 6, = §,(e) > O, s& at [w-z| » e.sup{|z|,|w|} =
]

e B 6,

(=&

o'y : 3
b) Lad 7 EéD , 0g lad f og g vaere funktioner: R - C, med

wW+2

lwiP+lz|P _
2

| hV4

A\
-
-

p malelige realdele og imaginzrdele, og s& at / | £]Pay <
'R

P) 0. Idet A =

[[VaN

/ 18176 < 1, [ Ie-gl®ai ; ¢
R R

. P
[t e R | |f“g|p > %r(|flp+|g|p)3, skal det vises, at

/if-glpdﬁ ()P, at/ (1£1P+] 2] P)ap
A A

[\

V¥
2 swl[ 1217, [ 1elPai) 2fE, o at
A A

%[A(Iflpﬂglp)dﬁ - [A’%(ﬂg)’Pdﬁ 2 6,(8). 5. ()P,

c¢) Idet vi for en funktion f+ig, hvor f og g € Lﬁ(R,R), de-
. . , . Drs »
finerer |[f+i = ||| f+i skal det vises, at L-(R,C
Iesiglly,, = ety , at R (R,0)
= {f+ig | f,g € Lﬁ(R,R), I£+igll, y < w} er et ligelig kon-
s

vekst rum,
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§ 2. Absolut kontinuitet.

Vi minder om, at I betegner mzngden af afsluttede begrznse-
de delintervaller af R. é’;zo =UWCO(I)|I € I} forsynet med en lokal
konveksftopologi, sddan at en funktional ) pé@o er kontinuert,
hvis og kun hvis /_LICO(I), er kontinuert, vI € I.

Vi definerer T = {f : R - R|3T €, o8 at f = f/?‘éI’ og
fII € T(I)}; T, bestdr altsd af alle endelige linearkombinatio-
ner af karakteristiske funktioner for begraznsede intervaller,

I det folgende vil vi ved integration over hele R udelade
angivelse af integrations intervallet.

For et positivt m31 v pd R, d.v.s. for v EO’I?O '+, og for en
mangde A ¢ R, s3 at Xy € LL, definerer vi p(4) = “XA”‘I " Til et
sédant v svarer en monotont voksende funktion 7 : R - R.

Setning: Iad I € I, og lad u vere et positivt m&l pé I,

u € C'+(I); lad £ vere en funktion: I o R, og lad der til vilkar-
ligt € > 0O eksistere funktioner ¢ og y € LL(I), shat g << g
og /(¢-¢)d/j <e Davil f € L;.

I

Setningen bevises pd samme mdde som de tilsvarende smtninger
om Riemann integrabilitet ([3], II,3,5) og om Lebesgue mélelig-
hed af mengder ([3], IV,2,2): Til ¢ og y 3 {o, € T(I)|n € N} og
{y,€ MI)|ne N}, sd at o1 29 >71, bl SY S £, og
ule) = 2e < ly) - e Slimpy) Sulp) < ulp) < lin ule)
< ulp) + e; men dette megfﬂrer f e L;(I), i felge filefinitionen
at L,(1) ([3], II,5).

Setning: For A €@'°'+, 1 < p < oo exﬂg’)0 teet i Lg\._

Bevis: Til f € I? og e€ R " 3 I = [a,b] € 1, 83 at

A
£y I® = 2P . - P . ; -
lE=Exllp o= IEI5 o = IExglly 5 < €% endvidere 3 ¢ € ¢(1y), I, =

[a=1,b+1], s3 at I £x; = g”p’Ii A< e Lad h vere en afbildning:
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R - [0,1], s at h(t) = 1,4 €I, oghyy =h € 00(11); da gmlder
hg € CO(I,'),. IfXI = hgl § ,fXI = gl: og ”f - hg”p"}\
< - f + ||£ ~ h < g+ - < 2¢.
<|If XIHPJ\ [I€x1 gllpﬁ\ e+ |Ifxg g”P,{iﬂ\ £
2.2, Lad y vere et positivt mdl pa R, 4 €9]° +, og lad h > 0
. 1 0
vere en funktion € Lloc,;ﬁ for €, £ =1=x, I€ I, er fh y
mdlelig, og |fh| < |Ifll + |hx| € L;(I); (idet [If]l =
sup{lf(t)llt € R}); derfor gwlder fh € LL(I), ([3], 1I1,9,7), og

| [ £hdfi| 51/ |thlag < [I£]f - IIhXI|]1,u; f - /fheﬁ definerer altsd en
I ,

(o)
linesr funktional v = h +* u péa , sadan at vlc (1) % kontinuert,
fo) - (o] 4
VI € 1; da endvidere £ €H, £ >0 = /fhdu >0, vil v €f° T,
Lad nu,for et interval I € T,{(pn € CO(I)In € N} vare en fol-

ge af funktioner, sadan at Qp /[‘ ¢, og sadan at der eksisterer

K € R, s8 v(gon) <K; da gmlder ¢ € Ll, og /godT) = lim/ 9, U
| n
I

. 1 .
({31, 11,9,8); ¥ilsvarende gelder by, ! hg, hey, € L(1), og /hgond/_[, -

~ 1 ~ ~ %
/¢ndv <X, og derfor hy € L} og /godv: [hgodu. )
1

Da mengden M af funktioner f € %L, for hvilke fh € Lﬂ 08
’

/fd?} = [fhdﬁ, er et underrum, kan vi slutte, at T ¢ M; thi ifel-
ge det ovenstende vil Xy €M for vilkérligt abent eller afslut-

tet interval A med & € I,

~

N '+ 1
Setning: Lad pu €c§)9 » O < heg Lloc,#’ v =h .« g

B(t) = / hdil, t > 0, B(t) = —/ hdli, t < O.
lo,t] 1t,0]
Bevis: Dette fglger af definitionen af afbildningen v —» v
(se 1,2, pe. 3 og L4; D(t) = Bon(t) for vilkarligt n > [t])..

'
Sztning: Antag pu 6&70 +, 0 < heg Lloc u? v =h « u.
- ?

1 1 - .
f e Lloc,‘l} = f«h € LlOC,/J,, og / fdv = / fhd'u’ VI € I.
"I I

%
) For aftagende fglger gzlder en tilsvarende satning.
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1

Bevis: Til £ € Lloc,v

, 1€, 08 eck 3fp €™I)ne i}

/fXIdD - e ¢ / pav gl/ pd ¢ /fxldi + ¢, ifglge definitionen af
1 1

og {¢, € T(I)|n € N}, 84 at ¢ 1o Txps ¥y & ¥ & Txps 08

Lebesque-Stieltjes integralet pa I. Idet vi igen udnytter sztnin-
gen ([3], I1,9 p. 8), samt at sztningen ovenfor er vist for trap-
pefunktioner, far vi: he 1| hep » hfxg, hy, J hy < hexq,

hy € L;(I) med / hedl, = 1im / ho dji = / 0d%, og hy € L;(I) med

I I I
/ hydj; = / pdv. Da yderligere / (hg - hy)dp = / (p=y)dv < 2g,
I I I I

1

loc,u’ og at

kan vi slutte, ved en saztning vist p.1, at thI €L

/fxldﬁ - e ¢ / pdp = / hydj ¢ /hfxldﬁ < / hed],
I It I

= [ odV ¢ [fx.;4V + e, og derfor | hfdl = [ fdv.
S I 4
I I I

- o'+ °
Definition: Lad u GDrL) s Og lad M veere@ forsynet med

I II1,M topologien; da |u(f)| ¢ p(if]) = [I£]l, ot vE ed®, vil
(L€ M'; da Mer tet 1 %;, kan 4 pa éntydig mdde udvides til en
§

funktional, som vi igen betegner p € L1. Vi definerer for

et [fdﬁ . [Rfdﬁ = u(f).

Bemarkning: Tidligere har vi kun defineret, og kun benyttet,

/fdﬁ for funktioner £ € U {L;(I) | T€ I}. Da derved f - /fdﬁ

blev en kontinuert funktional p& dette underrum af LL, forsynet
med den inducerede topologi, er den nye definition virkelig en

udvidelse af den tidligere. Da fx[-n n] ° i L;, far vi: [fdﬁ =
’

1i ife 1] for £ » O0: [fdg = ||IT .
in [[ 0120 og for £ 3 0z [rai = el ,
Det er fgrst ved hjelp af denne definition, at en del af de

tidligere beviste saztninger far deres egentlige indhold. F.eks.
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kan vi fgrst nu bevise, at Li er et (reelt) Hilbertrum, idet vi
!
benytter fglgende pracisering af satningen (I,2, p. 8), at Li
er isomorft med L%:
Qe D' < R
Setning: Antag u € s 1 £ P < ey, o€ Lﬂ , g € L7, sa at

a(f) = /fgdﬁ, vf € Lo u Da gelder fg € LL, og a(f) = |fgdp,
s

vf e 1P,
s 1
Bevis: fg € L , da fg er u malelig, og [Ifex-|]
M M, u
f e r . < wy, VI € I. pu(fg) =
< Mgl lexelly, s 12l Ny, < = u(te)
1lim f = 1lim f = ).
i u( gx[_n,n]) i o ( X[—n,n]) a(f)
c ;?o’+ 1 _
Setning: Antag u € » 0 { he€ LlOC,ﬂ’ v = heyo

felL +fhe L; og /fda - /fhdﬁ.

1
Bevis: fhyy € L, og lIfhxglly = IIExglly [, < NIl |, < e

vI € I. Derfor gelder: fh € L1, og u(fh) = lim u(fhx[ ])
'Ll, n —n,n

. 1 3
lim V(fx[—n,n]> = v(f), da fX[-n,n] € Tloc,y °8 [-n,n] € I,
vn € N.

1
loc,u’

\+ [N ~
e€R ogIeI3ad =~>6(e,I)e R, s& at v(A) ¢ & for enhver p

. et .
Satning: Antag , € y O < hel v = hepo Til

+ U~

médlelig og v milelig mzngde A ¢ I, der opfylder u(A) ¢ 4.
Bevis: Lad der vare givet ¢ > O og T € I, Hvis p(I) = O,

er /thdﬁ = 0 for vilkérlig A ¢ I. Hvis u(I) > 0, 3n € W, s& at

lh-h A nn1,1,# < E(ZN(I))_1, ((3],11,9,6); for A ¢ I,u mdlelig

og v mélelig, og u(A) ¢ ¢ = e'2n)—1, gelder: 0 < v(A) = [XAdﬁ

/kA.(h An)aj + [x,(b-h A n)aj ¢ n/XAdﬁ + s(2u(I))_1/}g§ﬁ

nu(A) + e(2u(1)) (1) ¢ e. (3fr. [3],11,11, p. 5-6).

t
2.3. Definition: Lad v og y €W T3 v < 4, v er lokalt

JPaN

absolut kontinuert m.h.t. p, hvis der til e € R  og I € I 36 =
§(g,I) € P+, s& at v(A) < € for enhver mezngde A ¢ I, der er fore-

ningsmengde af endeligt mange intervaller og opfylder ﬂ(A) < 4
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Fglgende to sztninger f@glger direkte af definitionen og af
den foregéende sztning:
1 ]
Setning: Antag u og v € &F +; v < u, hvis der 3 n€ N, s&

v £ Nie

1

]
Setning Antag p €’ T, 0 ¢ h € Lioc,u
= ’

s vV = hepe v <pe.
s o'+
Definition: Lad v og u € 60 ; v er nulmengde tro m.h.t. u,

hvis enhver p nulmezngde ogsé& er en v nulmazngde, d.v.s. hvis

1 ' 1
Xp € Lﬂ, u(h) = 0 = x, € L,

1
Sztning: Antag v og u cR° +; v € 4 = v er nulmzngde tro

, v(A) =

mehete yo

Bevis: Lad A vere givet, siledes at x, € L; og u(d) =
For T€ I oge > 03 en relativt til I Aben mzngde G med
u(a) ¢ 8(e,I) og AnIcg Gg I ([3], 1V,2,1). Da G er forenings-
mzngde af hgjst nummererbart mange disjunkte, relativt til I ab-
ne intervaller B, G = UB_, ([3], 11,8,4), g=lder, for C, =
ByU «esU By, Xg_ T xge plxg ) g nlxg) ¢ 65 derfor O ¢ v(xG) =
1im v(XC )  €; altsa er (Jrf. setningen p. 1) v(A n I) =
v? € I, og derfor Xy € L , (A) =

Sztning: Antag v,y eép s v nulmengde tro m.h.t. py. En-
hver y mélelig mengde er v mdlelig, og derfor enhver y milelig
funktion v malelig.

Bevis: Lad A vare en y milelig mengde. Til I € I ogne K
3 en afsluttet mangde Fn og en relativt til I aben mengde Gn’
8 at F_cAnIgG ¢Iogu(G\F)< L. For F = U(F |ne K
og @ = N{a, |n € N} gelder P ¢ AnIc G ¢ I, og u(G\F)
¢ (G \F), vn € N, altsd pu(G\F) = 0, og derfor v(G\F) =
v(F) = »(G). Da F og G er v malelige, er A n I v malelig, VI € I,
og A v mdlelig ([3], I1I,8,8).

2.4. Setning: Lad v og N\ vaere mal p& R, O ¢ v < N. Da

dg € L1 , med O ¢ g < 1 nmsten overalt m.h.t. A\, 84 at
loc, A\ = =
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v = gonog Av = (1-g) A
. 0
Bevie: Da [v(f)| ¢ »(I£]) ¢ MITD) = liglly o, v& €R°, ae-
finerer f —» p(f) en funktional p' med norm <1 pa &)o forsynet

Iy , topologien. v' har da én fortsattelse til en funktio-
b
oo 1

.1
1] 2
nal v" med norm 1 pa L%. Der 3 derfor g € Lxg:Lloc,%

”g” 7\ S 1’ Sé‘ at v(f) = 7\(f.g)’ Vf GQO’ doV.S. Sé. at 7 go7\.
CoNY =

, med

Da g er entydigt bestemt i Li, og da 0 ¢ N-v ¢ N, og (A=) (f) =

oo !

NE(1-g)), Ve ek, og 1-g € I ¢ Ly .

(1-g)-N og ||1-gll , $ 1, altsé nmsten overalt m.h.t. N: -1
OO, -

g
<1 1-gl £ 1, og derfor O < g £ 1.

X gelder ogsi \-v =
s

!

Sztning: Antag, at v og u Eiéao +, og at v er nulmangde tro

1
mehete po 30 € Lygo

Bevis: St N\ = vty; s er O { v SNO0g 0 =NV <N,
] m

loc,\’
at v = g«AN og u = (1-g)-n; dette medfgrer, ifglge sztning p. L,

1 1 1
- fg € L, og v(f) = N(fg), og at T € Lu N

O < h, s& at v = hep.
derfor g € L

ed 0 ¢ g ¢ 1 n®sten overalt m.h.t. A, s&

at £ € L = f(1-g) € L

< -~

og u(f) = nN(£f(1-g)). For A = {t € Rlg(t) = 1} og vilkarligt
I € I gelder: An I er N\ mdlelig, derfor u milelig; da

1 1
0 § XAHI _S_ XI € L/l.’ er XAnI € LPL ([3]’ II’9’7)9 og M(A N I) =
%(XA“I(1—g)) = 0; A er altsd en p nulmengde, derfor en v nul-
mengde og en A nulmzngde; vi kan derfor, uden at ®#ndre noget af

de i betragtning kommende integraler, @ndre g sdledes pad en A

nulmengde, at vi opnar O ¢ g(t) < 1, vt € R. Da er h = g(1-g)’1

= ;{fgﬁ’defineret overalt; da, for vilkarligt I € I og n € N,
n=1

gn er A madlelig, derfor , malelig, og O < anI < X1 € L;, vil
n

n
gx1 € L;, og u(xI‘(zzzg”)) = szx(xl-g“-(1—g)) =

v=1 v=1
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Bevis: I det foregéende er vist, at d) = e) = g),.og at
e) = £) = b) = a) = ¢) » d). Vi mangler blot at vise, at
. ~ i l
g) = d): hvis v opfylder g), er D = h « y4, og derfor v = h « u,

t
da ~ afbilder EP enentydigt pa dens billede i BV

loc
Entydigheden af h fglger af entydigheden af g (p 6), eller

vises let direkte ud fra f): antag v = hyep = hyep, hy og

1 . _ 1
h2 € Lloc,ﬂ’ for h = h loc,u

v € Ll; for A

1 .
(n) € L,, 0og 0¢ en(a) < ﬂ(!hXA|) = 0; heraf fas let, at h (t)

- h, €L gelder da: p(fh) = O,

.1
{te I| nt)>el,e>»0, Icl,ery,sign

er nul nzsten overalt m.h.t. 4.

2.6 I dette afsnit betragter vi et interval I € I og et
positivt madl 4 pa I, u € C'T(I). Vi vil omsider bevise s@tnin-
gen (jfr.I,1,12), at yi'(l) er isomorft med L&(I), 1 < P < oo,
qa = p(p - 1, Ifglge udviklingen i I, afsnit L6, er det nok
at vise fglgende:

Setning: Antag o € pﬁ'(l), o g(1) € c'*(I). Der eksisterer
en funktion § € L;(I), &> 0, s& at a(f) = u(ar), vr € c(I).

Thi en vilkérlig funktional € LP'(I) er differens mellem
to med positiv sammentrazkning til C(I), og a(f) = p(arf),
ve e C(I), med 0 ¢ & € Pl(l), sikrer at & € LY med ||alla = [loll,
og & = a, da C(I) er tmt i LP(1).

Bevis for satningen: £ - “(f|I) definerer en funktional

O+ . . p'
py € & . £ a(fll) definerer en funktional a € L“u’ s& at

{;‘ LS . .
B = auk@° € ﬁ? . Lad A vare en By nulmaengde, A ¢ d = Y. Til

e > o3 {p, € %?+|n € Ni,s& at 1 Py 1 2 Xps ©8

(o) ¢ lall™Te®, vn € N (3er. veviset p 1-2); plp,)
-1
1Y
1,/,1.u

74N

. A er

A

-1
alon 1) ¢ HaH-H¢n|IHp,P,« nan.u¢ﬁ“§’uug el « oI

altsd en B nulmazngde, og B er lokalt absolut kontinuert m.h.t.

By Derfor 3 h € L

Loc si at ﬁ(f?\: Mu(fh): altsa a(flI) =

A
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1. a) Vis, at Cé(I) er et vektor lattice. (Benyt f.eks. I,1,
ov. L og ¢v. B).
° t
b) Vis, atéa er et vektor lattice. (Vis, at
f - supfv(g) | 0 ¢ g ¢ £} definerer en afbildning

v+ :Qo-‘-—) R+, g4 at (v+)|CO(I) = (UICO(I))+).

2., TFor P € BV defineres:VF(t) = den totale variation af F

loc
over ]0,t], t > 0, og = - den totale variation af F over
Jt,0], t < O.

I [3], 11, p. 16 er defineret begrebet absolut kontinuitet
for en funktion F : I » R, I € I.

Vis, at hvis F er en funktion R -» R, og Fl[—n,n] er absolut
kontinuert pa& [-n,nl], vn € N, s& er F kontinuert og € BV, o
og VFI[—n,n] er absolut kontinuert pd [-n,n]}; lad v vare
den til VP svarende funktional.ééno'+; sé& er p absolut kon-
tinuert m.h.t. Lebesgue malet m.

Hvis omvendt p € @0'4. er absolut kontinuert m.h.t. m, sé er
%|I absolut kontinuert p& I, vI € I.

Giv eksempel pad en begraznset, monotont voksende, kontinuert
funktion, der ikke er absolut kontinuert.

(Definer £(t) = 0, t ¢ 0, £(t) =1, t > 1, £(t) = %,

1 2 1
3 < t < 3 £(t) = I’

O] A

< t < %, 0.8.Vv., Jjfr. Cantors ternare

mzngde) .
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3. Lad p vere et positivt mdl p& R, h en p mélelig funktion;

1

hvis og kun hvis hf € L1 f‘fégo
100"“’ g ,LL, V ~ L4

vis, at h&€ L

o't )
L, Antag v,u 6;3 s O < he L s ¥V = hep; vis, at en mangde
A ¢ R er v mdlelig, hvis og kun hvis A n {t € R|h(t) ¢ O}

er u malelig,

?
5. Antag v,u 6230 T, yis, at v < L, hvis og kun hvis der til
o
ge@”ogg>03d‘>o,séatf€d§-°,osfgg,u(f)

¢ & medfgrer v(f) < €.

A

1
loc,u’

i
a) £ » p(hf) definerer en funktional v = h.p Eé%o .

!
6. Antag ye® T, he L

o!
b) Aed T, N < (W0)ep, A< (<hAO).u medfgrer A = O,
¢) (hep)” = (O0)ep; |hepl = |nlop (§Fr. gv. 1).



Mat. 6; 1962-63 K II, 3, 1

$3. Idealer af kontinuerte funktioner.

En algebra A over R er en m#ngde, der er organiseret ved
regningsarter + : A x A5 A, - : Ax A A, 08 « ¢ Rx A= A,
s4 at A m,h.t. + og + er en ring, og m.h.t. + og « et vektorrum
over R, og s& at fglgende aksiom er opfyldt:

VaNs V,a,b 2 A(ab) = (Na)b = a(ab).

Som eksempel kan nzvnes den pa szdvanlig méde organiserede
mangde af alle n x n matricer af reelle tal.

En normeret algebra A er en algebra forsynet med en afbild-
ning a - |lajl, A-> R, s& at A's underliggende vektorrum er et
normeret vektorrum, og sa at:

.

En Banachalgebra er en normeret algebra, hvis underliggende

vy 80 [lebll ¢ Jlall«[fb

normerede vektorrum er et Banachrum,

En delmzngde i af en algebra A kaldes et venstre (hgjre,
tosidet) ideal 1 A, hvis i er et underrum i det underliggende
vektorrum, og i er et venstre (h¢jre, tosidet) ideal i den under-
liggende ring.

Det fglger, at fxllesmzngde for en vilkarlig msngde af i-
dealer af samme type er et ideal af samme type.

Et ideal i kaldes egentligt, hvis {o} + i $ A, i kaldes
maksimalt (minimalt), hvis det er egentligt, og ethvert egent-
ligt ideal af samme tyre J o i (j¢ i) er = i.

En homomorfi af en algebra A1 ind i1 en algebra A2 er en
ring homomorfi, der samtidig er linemr. For en sidan homomorfi
p er poik)et ideal (kernen af p), og1p(A1) er isomorf med kvo-

tient algebraen A,/p° " (o). (ifr. Mat. 2, 1961-62, AT. 1,9-10)

3.2 Lad T vere et kompakt Hausdorff rum. T er da et nor-
malt rum (T 2.20) : +til ethvert par af disjunkte, afsluttede

delﬁmngder F1 og F2 ¢ T 3 disjunkte &bne maengder G1 og G2, sa
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at F, ¢ G, og F, ¢ G, (T.2.17). Vi minder om, at et Hausdorff
rum T er normalt, hvis og kun hvis der til et vilkarligt par af
disjunkte, afsluttede delmengder A og B ¢ T Jen kontinuert af-
bildning £:T » [0,1], 88 at £(t) = O for t € A og £(t) = 1 for

t € B. (Urysohns lemma, T. 2.18).

Vi minder desuden om s@tningen: Lad A vere en afsluttet
delmazngde af et normalt rum T, f en kontinuert afbildning af A
ind i et kompakt interval I ¢ R; der eksisterer en afbildning
g:T - I, s4 at B|p = f. (T.2.19).

Lad ¢(T) = C(T,R) betegne mangden af kontinuerte, reelle
funktioner p& T. Det forudsattes bekendt, at C(T) er en normeret
algebra m.h.t. de szdvanlige regneregler: f + g er afbildningen
t - £(t) + g(t), og tilsvarende, og normen f - [|f|| =
sup {|f(t)] | t € T}. Det er let at vise, at C(T) er en Banach
algebra.

Det fglger direkte af definitionerne, at for en vilkarlig
afsluttet delmengde A ¢ T er afbildningen: f - fIA en norm for-
mindskende homomorfi af C(T) ind i c(a).

3.3 Definition: Lad t vare et punkt € T, A en delmangde

c T, i en delmsngde ¢ C(T);y_t = {fe c(T) | £(t) = 01; k(A) =
kernen af A (ikke at sammenblande med begrebet kernen af en ho-
momorfl !) = {f & C(T) | £(t) = 0, vt € A} =N M, | t€ A];
h(i) = i's hylster = {t € T | £(t) = 0, Vf € i} =

N {£°7"(o) | £ e 1.

1
Da £ » f£(t) for fast t € T er en kontinuert homomorfi af

C(T) pad den normerede algebra R over R med kernen M, er M, et

afsluttet ideal i C(T); for vilkirlig delmsngde A ¢ T er derfor

ogsk k(A) et afsluttet ideal i G(T). Da, for f € c(T), £277(0)

er en afsluttet delmangde af T, er h(l) en afsluttet delmsngde

af T for vilkadrlig delmsngde i ¢ C(T). Desuden fglger direkte:
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af definitionerne, at A ¢ h(k(A)) og i ¢ k(h(i)).

Setning: For vilkarligt t€ T er Mt et maksimalt ideal i

c(T).

Bevis: Lad N vere et ideal ¢ C(T), s& at N> M,. Lad

t.
£ € MM, d.v.s £(t) ¢ 0. En wilkdrlig funktion g € C(T) kan
skrives g = g, + 8,, hvor g, = g(t)[£(t)]™ £e N, og g, € My
idet g1(t) = g(t); heraf fglger, at g € N, altsd N = c(T).

Setning: Lad i vaere et ideal ¢ C(T), og B en kompakt del-

mengde af T, disjunkt med h(i). 1 indeholder en funktion g, S&

at g(t) > O for alle t € B.

Bevis: Til t € B 3 f,_ € i, s& at ft(t) + 0 (ellers ville

t
t € h(i)); da vil ogsé (ft)z € i, og lftl2(t) er > 0; t har der-
for en &ben omegn V., sd at (ft)z(s) er > 0, Vs € V..

{Vt | t€ B} udggr en overdzkning af B med dbne m@ngder; vi kan

udvaelge endelig mange punkter t1?..., tn’ s& at B c U {Vt | v =
: 0 , v
1500050}, Som det sggte g kan vi benytte 2 (,f ) .

Setning: Til ethvert maksimalt ideal M ¢ C(T) eksisterer

der et punkt t € T, sd at M = M, .

Bevis: h(M) kan ikke indeholde to forskellige punkter s og
te€ T, da MS s& ville vare et stgrre, egentligt ideal (i fglge
Urysohns lemma indeholder C(T) jo en funktion f, s& at f(s) = O
og £(t) £ 0).

Vi antager h(M) = @#. Vi kan da anvende den foregiende sat-
ning med B = T. M indeholder altsd en funktion g, der er > O
overalt; da §4$ € ¢(T), wil M indeholde enhver funktion f =
gé%q. g € ¢(T). Denne modstrid viser, at h(M) bestar af ét punkt
te

Da M, er det stgrste egentlige ideal med h(M) = {t}, er

t

MzM_t.
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I det n®ste bevis f&r vi brug for det fglgende simple to-
pologiske

Lemma: Lad S og T vare topologiske rum, {G j€ I} en

5 |

mengde af &bne delmzngder af S, s& at S ¢ |J {Gj | 3€ J}, og T

en afbildning: S » T, s& at flG er kontinuert, vj £ J. £ er kon-
J

tinuert.

Bevis: Lad s € S, e W(f(s)); V = (flG_)°'1CU) =
J

f0—1(LL)r]Gj er da en omegn af s relativt til G, og derfor, da

Gj er en omegn af s, en omegn af s, og f£(V) ¢ U.

Setning: Lad i vare et ideal ¢ C(T). i indeholder enhver

funktion, der er nul i en omegn af h(i).

Bevis: Lad £ € ¢c(T), s%mat h(i) er indeholdt i den &bne ker-
ne A af f°_1(0), h(i) ¢ A QEK c A < f°'1(o). Vi ved, fra en tid-
ligere satning, at i indeholder en funktion g, si at g(t) > 0,
vte B =T\ A. Idet D = go_1(0), er A og T\ D &bne mangder, og
AU(T\D) = T, da B ¢ T\ D. Vi definerer en funktion d ved:

a(t) = £(t){eg(t)]™", te T\ D, a(t) = 0, t e D.

Da er dlA = 0, og dlA 0g d[T\D kontinuerte, derfor 4 € c(T);
da f =d.g, vil f € 1.

Sstning: Lad i vere et afsluttet ideal ¢ C(T)., i = k(h(i)).

Bevis: Da i ¢ k(h(i)), er det nok at vise, at i indeholder
enhver funktion f, der er nul i ethvert punkt, hvor samtlige
funktioner 1 i er nul. Da i er afsluttet, er det i fglge det fo-
regéende nok at vise, at vi til et vilkarligt ¢ > O kan finde en
funktion g, der er nul i en omegn af h(i), og s& at ||f-gl| < €.

Szt F1=§E€TI |fl(t)§g§'}’ F2=§t€T| |f|(t)2€}§
7
da gelder h(i) ¢ ﬁ1 ¢ F, =F ¢ T\ F,. Til de disjunkte afslut-

tede msngder F, og F, kan vi finde en funktion d:T - [0,1], s&

at a(t) = 0, t € F1, og d(t) =1, t€ F,. Da d er nul i en omegn

2
af h(i), vil d € i, og g = £-d opfylder:g € i, £(t) = g(t) for
kQ)thi(o)g {1( e g':([g,%}ﬁv{b Lodlve? waas ot

Cr . ey LV Y, ! h(g)
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t €F,, |£(t)-g(t)] g eft-d(t)] £ e for t € T \ F,, altsé

2’
lif-gll < e.

3.4, Setning: Lad p vere en kontinuert homomorfi af C(T) ind

i en normeret algebra, og lad p's kerne vere idealet i. p(C(T))

er igomorf med C(h(i)).

Bevis: Da p er kontinuert, er i afsluttet. h(i) er en af-
sluttet delmsngde af T, derfor selv et kompakt Hausdorff rum,

Da p(C(T)) er isomorf med ¢(T) / i, er det nok at vise, at
der eksisterer en homomorfi af C(T) p& C(h(i)) med kernen i.

Det er klgrt, at f - flh(;) definerer en homomorfi af C(T)
ind i C(h(i)). Hvis g er kontinuert: h(i) - R, 3 a og b€ R, =&
at g afbilder h(i) ind i [a,b]; der 3 da en kontinuert afbild-
ning £ : T - [a,b], s& at flh(l) = g. Den betragtéde homomorfi
afbilder altsd p& C(h(i)). Kernen af homomorfien bestar netop af
alle funktioner, der er nul p& h(i), er altsd = k(h(i)) = 1, da

i er afsluttet.
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1

Lad T vere et kompakt Hausdorff rum, A ¢ T; vis, at A =

h(x(A)).

Vis, at Ufk(U) | U € U(t)} er det mindste ideal i C(T) med

hylstret {t}.

a) Lad A ¢ T vere fellesmsngde for numerabelt mange dbne
mengder ¢ T, og lad i vere et afsluttet ideal ¢ C(T), s& at
h(i) ¢ A. Vis, at i indeholder en funktion g, s& at

g(t) > 0 for t ¢ A.

b) Lad T vere en mzngde af ordinaltal med et stgrste element
0, og sdledes at venstre afsnittet VT(Q) ikke er numerabelt,
men VT(a) er numerabelt for ethvert a < o (jfr. T 1, ov. 1).
P4 T defineres en topologi (ordens topologien), idet vi som
basis for de abne mzngder valger maengderne: fx € T | x < b},
fxe T | a<zx}, {x€T]| a< x<b}, for vilkdrlige a og

b € T, Vis, at T herved bliver et kompakt Hausdorff rum (ud-
nyt, at T er velordnet)., Vis, at enhver omegn af 0 indehol-
der over nummererbart mange elementer, og at enhver funktion
€ Mﬂ er nul 1 en omegn af Q.

Vis, at mazngden af kontinuerte, reelle, periodiske funktio-
ner p4 R med samme periode a > O udggr en normeret algebra
m.h.t. s@dvanlig (punktvis) addition og multiplikation med

skalarer, en ringe multiplikation % defineret ved f = g(x)
a e a
= [ f(y)g(y,ux)dy, og normen f - ||f|| = / |£(x)|ax.
» O P O

Formuler og bevis en tilsvarende sztning oméao.
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ITI. Begrensede operatorer pa et Hilbertrum.

1. Adjungerede operatorer.

Vi skal i denne § indlede en undersggelse af strukturen &f

maengden %f=<§kH,H) af kontinuerte, linezre afbildninger af et

givet (komplekst) Hilbertrum H ind i H.

Setning: & er en Banach algebra over &. (jfr. II,3,1).

Bevis: For S og T € a?og N € U definerer vi S+T som afbild-
ningen: £ - S(f£)+T(f), NS som: £ - N.S(f), og ST som:
f - S(7(f)), vf € H. Herved bliverég en (ikke kommutativ) alge-
bra med enhedsoperatoren E: f - f, som etelement,

I det fglgende vil vi, for 8 € & og £ € H, altid skrive ST
i stedet for 8(f). Vi definerer endvidere, for £ € H og a € R:
B(f,a) = {g€ H | |lg-f|l < a}, B, = B(0,a).

P4 & defineres en norm S — 8ll, ved ||s|| = sup{||SF|| | £ € B,}

= inf{n € R | vf € H : ||S£|| < N|f||}. (At afbildningen er en
norm vises let; f.eks. galder: [[8] = 0 « [ISF[| = 0, vf € B,

— [|Sf]] = 0, Vf € H = S = 0, idet O betegner nuloperatoren:

f » 0; jfr. ogsd AG III,14,9). Herved bliveréfren normerct alge-—
fe

T, ogéﬁ'bliver en Banach algebra; dette vises p& samme

bra, idet ||ST|| = supf{||STf|| | £ € B1} < supil|s

< sl

made som den satning, at det norm-duale rum til et normeret vek-

Tel| | £ € B, ]

torrum er et Banachrum (AG III,1k,14): Lad {S_c &| ne N] vare
en fundamental fglge, lad der altsd til £ > O vare givet n € N,
s& at HSm—SnH ¢ e for n og m € N; da er 8 x en fundamentalfglge
i1 H, vx € H, og derfor konvergent med en graznseverdi S8Sx; af
Sn(XX+y) = %Snx+sny fglger ved grenseovergang, at S er linear;
HSnX-SmxH ¢ e for n,m > N og x € B, medfgrer HSx—SmXH ¢ e Tor

m » Nog x &€ B,, og [S-8|

[IVAN

e, m > N, altséd at Sn konvergerer

mod 8; da [IS|l = S-Sy + Syll ¢ S-Sl + ISyl ¢ e+lISyll < =, vil s € &.
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Bemarkning: For to vilkarlige topologiske vektorrum over
&, H og X,betegner L(H,K) mengden af kontinuerte, linewre af-
bildninger: H —» K; (f.eks. er H' = %(H,8)). Vi har da &benbart:
Z(H,K) er et vektorrum, %&H,H) er en algebra over C; hvis H og
K er normerede vektorrum, eréf(H,K) et normeret vektorrum og
Z%(H,H) en normeret algebra; hvis H er et normeret vektorrum og
K et Banachrum, erég(H,K) et Banachrum ogse(K,K) en Banach alge-
bra.

1.2, For 86258 og g € H definerer: £ » (Sflg) en linear
funktional p& H, kontinuert med normgg ISl llell, daa | (sfig)| <

aAv K )T, 1 ;{-'
Is£ll«llell < |ISll-lIfll- ||gll » Derfor eksisterer der et element

VAN

s¥g € H, med normi¢ [S||.|lgll, s& at (Sf|g) = (£|s¥g), vf € H.
setning: S* € &; s** = g; |Is*|| = |9|l.
Bevis: Da (Sf|ng) = N(Sflg) = X(f]s¥g) = (£|ns"g) og til-

svarende (Sf|g+h) = (fIS*g+S*h), Vehs va,g,h, er S¥ linesr; da

Is*gll < [Isll- llell, er 8* € & mea |I8*|l < lIS||. Da (£|sg) = (s™flg)

o o o 2 ,
= (f]s "g), Vyf.8, er 8 = 877, og IIsfl = 1I8™"1l ¢ Is™|l, altsa
s
lIsfl = 1™l
Sztning: (s+T)* = s*+7%, (as)* = Xs¥, (sm)* = "™, |s*g|| =
2
1Sl ™ .

——

Bevis: De to fgrste relationer fglger af identiteten:
((AS+T)F|g) = NSF|g)+(Tf|g) = Ne|s¥g)+(f|T*g) = (£](Rs*+1™)g).
(stelg) = (T£|S¥g) = (£|T*s¥g) viser, at (ST)* = 7*s*. Da |sf|°
= (stlst) = (s*Sf |£), gmlder: |I8||° = [sup{llst]l | € B,}1° =
sup{||stl|® | £ € B,} = sup{(s¥s£|r) | £e B} ¢ [I8¥8) ¢ 8" IIs|
= [Is)I°.

1.3. Definition: S<536 er selvadjungeret, hvis S = S*, d.v.

s. hvis (Sf|g) = (f|Sg), V4,8,
Hvis S er selvadjungeret, er (Sf|f) = (f|Sf) = (SF|f), alt-

s& (sf|f) reel, vf € H.



Definition: § ) O hvis S er selvadjungeret, og (Sf|f) > O,

VHI.. S 2 T, hViS S"T Z O.

Setning: De selvadjungerede operatorer €1ggudgér et ordnet

vektorrum over R.

Bevis: De selvadjungerede operatorer udggr et vektorrum
over R, da afbildningen: S » S* er konjugeret line=r.

A< B, B Ce ((B-A)|f) > O og ((C-B)f|f) > O, vl =
qf <2 A< C.A¢B,BgA,C=AB, = (crir)
= 0, Vg £ ) L(crlg) = i E(e+i"g) | £+i%g) = 0 5 C = O, Der er

n=0

((C-A)flf) 20, Vv

altsad virkelig defineret en ordning, som umiddelbart ses at
vere 1 overensstemmelse med vektorrum strukturen: \ € R+, A B
= M ¢ NB, og A ¢ B~ A+C ¢ B+C.

Smtning: A € L, B ) O » A'BA ) O.

Bevis: A¥BA er selvadjungeret og (A%BAf|f) = (BAf|AT) > 0,
VHf, da B > O.
Heraf fg¢glger: For A€ L er A¥A og Ap* 20; da oo
A>O0= A"y 0,vn€ N; A selvadjungeret = A" ».0, ne N
hvis A og B er kommuterende selvadjungerede operatorer og A 2 0,

sa er AB2 > 0.

For A € L defineres ReA = (A+A%), Ima = sH(a-A"),

Smtning: A € L kan pA én made skrives A = B+iC, hvor B og
C er selvadjungerede.
Bevis: A = ReA+i ImA er en siddan opspaltning. A = B+iC,
B = BY,C = C* o A% = B-iC, B = 4(A+A") = Rea, C = zr(a-a*) = Ima.

Definition: En operator A € L er normal, hvis AA* = A%a,

Setning: A € L er normal, hvis og kun hvis ReA og ImA

kommuterer,

s O

Bevis: Smt B = ReA,C = ImA,AA™ = A¥A
T P TR ("( A (“-} Pa \I O Z‘ + ( (} i (: 3 Y B R/ |

(Cg!ﬂ) {" --’P(} ,‘\;‘ flj e"’_.‘ “ L L\:" . '7“ 2 | : -‘. A «/(’[} "5\ 'I\" o \V‘H’/‘l

Foastaddey ot 4

el ’(?
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(B+iC)(B-iC) = (B-iC)(B+iC) = B°~iBC+iCB+C° = B +iBC-iCB+C" o
BC = CB.

Sztning: Produktet af to selvadjungerede operatorer A og B
er selvadjungeret, hvis og kun hvis A og B kommuterer.

Bevis: A = A",B = B & (aB)* = B*A* - BaA.
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1., Vis, at S eéeer selvadjungeret, hvis og kun hvis (Sf]|f) er
reel for alle f € H,.

2., Vis, at de selvadjungerede operatorer i éﬁ udggr et Banach-

rum over R. M o (SM%\%\ > (Sg"g\

3., Vis, at A eég er normal, hvis og kun hvis [|Af|| = HA*fII,

vf € H.

L, Antag, at fglgen {Sn € c%l n € N} konvergerer mod S € g.

Vis, at ”Sn” konvergerer mod |[|S
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5. Lad H1 og H, vere Hilbertrum. Lad T were en kontinuert

2

linesr afbildning H1 - H2. Vis, at der eksisterer en kontinuert,

linewr afbildning T™: Hy, -» H,, s& at (Tf|g) = (flT*g), vfe H,,
g € H2. Hvilke egenskaber har afbildningen T - ™

6. Lad H1i og H, vare Hilbertrum.

a) Vis, at {(f1,f2) | £, € H, f, € Hy} er et Hilbertrum
H1 ® H, m.h.t. det indre produkt: ((f1,f2),(g1,g2)) - (f1|g1) +
(legz), og at der eksisterer en isometri og isomorfi Ui af Hi
p& et afsluttet underrum ¢ H, i = 1,2, s& at (U1H1YL'= U H,.

b) Bestem U, i = 1,2.

¢) En operator T € ?XH1 ® H,, H, @ H2) beskrives naturligt

T

11 T12 %
ved en matrix , hvor T, . = Ui o T o U,,
T 1) J

24 Top

Find omvendt T udtrykt ved matricen, og beskriv matricen for T*.
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§ 2. Spektret for en begranset selvadjungeret operator.

Vi minder om den algebraiske definition af ringen (egentlig
algebraen) M[X] af polynomier over et kommutativt legeme M (vi
skal her kun beskaftige os med tilfmzldet M = R og M = T): M[X] =
{(an) = {a, € M | n=0,1,-++ 3| 3 NN, s8 at a, = 0 for n > N},
organiseret ved regnereglerne:

(a,) + (b)) = (a_+b), Na) = 0a,), (a)(b) = (c),

hvor ¢, = =. a.b. (jfr AT 2,2, eller H, Cartan : Theorie dcs
N itj=n * J

fonctions analytiques, chap. 1).

Lad L vare en algebra over M med ételement E, A et element € L.
Til P € M[X], P = (an), kan vi lade svare elementet P(A) =
avo + e + aNAN'é L, idet vi definerer A° = E, Det folger da u-
middelbart af regnereglerne, at afbildningen: P - P(A) er en ho-
momorfi af M[X] pd en kommutativ delalgebra af L,

Lad f.eks. D vere en delmsngde af ¢, L = C(D,M), og A den
funktion, der til z € D lader svare z. P(A) bliver da sammentrask—
ningen PD til D af den smdvanlige polynomiums funktion, der til
vilkdrligt z € ¥ lader svare P(z). (jfr. AT 2,14), Hvis D har et
fortemtningspunkt i €, vides det, at afbildningen: P Pps M[X] -
C(D,M), er en isomorfi; thi en polynomiums funktion er nul i en
séddan msngde, hvis og kun hvis alle koefficienter er nul,

2.2 Vi betragter i det folgende et fast Hilbertrum H, og en

fast begrznset, selvadjungeret operator A pid H, &\\&\
Lemma : A“
Bevis: Da | (Af | f)| < [lAf (- le [l < {lAll- HfH vf € H, gmlder

(-llallEe | £) < (af | £) < (JlAllBf | £), vE € H,
Vi velger et kompakt interval I = [a,b]c R, a <b, sd at
aBE < A <VE (f.eks. a = -||4||, b = ||A|l, hvis A § O).

Vi sammenswtter isomorfien, der til Py € ¢(1,8) lader svare
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P € &[X] med homomorfien, der til P lader svare P(A)ezée. Herved
fa&r vi en homomorfi p af m@ngden af polynomier pad I p& en kommu-
tativ algebra,gpga Da et polynomium P, for hvilket PI kun an-
tager recelle vardier, har reelle koefficienter, svarer et sadant
til en selvadjungeret operator; heraf fglger ogsa, at

p(F;) = p(P)* ¥

Lemma: Lad P vere et polynomium, sa at PI > 0. Der cksiste-

rer polynomier Qi, i=1,2,3, s& at hvert Qi er en sum af kva-
drater p& polynomier € R[X], og s& at P(t) = Q1(t)+(t—a)q2(t)+
(b-t)QB(t), vt ¢ R.

Bevis: Da P(t) > 0, t € [a,b], har P reelle koefficienter,

og P kan ikke have nulpunkter af ullge orden i ]a ,b[; vi har

u;( .irl 14 /1': ’fl,[l . ,h-uil LI (R BN
mn-’ lop e 21t A, /, o

derfor : P(t) = QTT (t a@\ %]_T1 (t a+Y )_Y— (§ +b-1t),
N =

hvor k,y1,...ym,§1,...,§n > 0; vi omskriver: P(t)

. ERVPR
]Z?;Eg} kﬁ,v {(t-a)*(p-t) Qh(t)’ hvor ku,v > 0 og q, er cn sum

af kvadrater; P(t) = Q5(t)+(t—a)Q6(t)+(b—t)Q7(t)+(t-a)(b—t)Q8(t),
hvor Q5,...,Q8 er summer af kvadrater, idet lige potenser af
(t-a) og (b-t) kan "opsuges" i de tilsvarende Q led. Det er
altsd nok at vise, at (t-a)(b-t) har den ¢nskede form:
(t-2)(b-t) = (b-a)"" (b-t+t-a)(t-a)(b-t) =

(t-a) [ (b-a) "2 (b=t) 1%+ (b=t) [ (b-a) 2 (-a) )°.

Sztning: P. > 0 = P(A) > O,
e — e S e

1
Bevis: I = [a,b] er valgt sfledes, at A-aE » O og bE-A » O.

Ifglge lemma kan P(A) skrives: P(A) = Q1(A)+(A—aE)Q2(A)+
(bE—A)QB(A), hvo r Qi(A) er en sum af kvadrater pa& selvadjungercde

operatorer; smtningen fglger da af en bemerkning p. 1,3.

= inf{n € R" | A% ¢ A\°E].

SRR

mema: E

- 5 :/ 0 D % 3 .'3\
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p e
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2
Bevis: A*A < AR (A*Af|T) < 7\2(f|f)’ VE € H e ||Af|
2 o112
< NTIET, VP € Hes [JAl < N

Swtning: p er norm formindskende,

: 2 2 2 =
Bevis: For P € O[X] gelder: 0 ¢ [[PL|° - |P;|” = ||P4I° - P;Pp,
2 2 2 3 °
gerfor 0 ¢ [[P7|I°-B = p(|P;|7) = |[P{[I°:E - [P(4)]"P(4), altsa

@A LA
(?

Wi, 1 v-{\l,’;»:l,
PO ¢ [Bglle e it G

Q 4

Setning: p kan pa en og kun én made udvides til en norm

formindskende homomorfi, som vi igen betegner p, af C(I,0) ind i

& o(F) = [p(£)1*, vf € o(1,b).

Bevis: p er en kontinuert, linezr afbildning af et tot un-

derrum i C(I,C) ind i det fuldstaendige rum &5(1 fplge Weierstrass'
approksimationssztning). p kan da pé én médde udvides til en kon-
tinuert afbildning p af O(I,l) ind i & (I,1,10). Den udvidede af-
bildning er igen linesr og (ved et tilsvarende bevis) multiplika-
tiv og opfylder p(T) = [p(f)]*; det fglger let af kontinuiteten,
at den udvidede afbildning ogséd bliver norm formindskende.

Smtning: Der eksisterer en kompakt mzngde ¢(A) ¢ I og en iso-
morfi af C(s(A),l) p& en delalgebra af %Z s& at, for £ € ¢(I,C),
billedet af f|€(A) = p(f); specielt gmlder, at billedet af RT(A)
= P(A), og at billederne af konjugerede funktioner er adjungere-
de operatorer,

Bevis: Satningen fglger af s@tningen og beviset II;3,p.b,
idet o-(A) = h(po—1(o)).

Definition: Lad f € C(s(A),C); £(A) er billedet af f ved
den ovenfor indfgrte isomorfi.

Setning: Lad £ € C(o(A),L). f(A) > O e £ » O,

Bevis: £ > 0 = £z € C((A),R) = £(a) = [f%(A)]z > O. Lad os

nu antage, at £(A) > O, og at f ikke er » O. Da f(A) er selvad-
jungeret, er f reel. Da f ikkeer > O, er f = =(f A 0) % 0, der-
for er 0 4 -(£7)° = £(£7)% < 0, og £(A)(£7(4))? ¢ 0, i modstrid

med antagelsen £(A) > O,
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Setning: ||F(A)]| = [|f]].

Bevis: ||f|] ¢ N € R e F r < A° [£(a)]¥£(a) < A°E

N

e |IEA)] ¢ N, da, for s € &, |IS|| = inf{x € R | s¥s ¢ A“E].

Vi sammenfatter afsnittet i

Sztning: Til en begrznset, selvadjungeret operator A péd et
Hilbertrum H eksisterer der en kompakt mzngde ¢(A) ¢ R og en iso-
morfi og isometri af C(oc-(A),C) pd den mindste, Améhfattende, af-
sluttede delalgebra af 56, s4 at, for et polynomium P, Po—(A) af-
bildes i P(A), konjugerede funktioner afbildes i adjungerede ope-
ratorer, og s& at sammentrwkninééh til C¢(c(A),R) er en ordens
isomorfi med en algebra over R af selvadjungerede operatorer.,

Bevis: Da algebraen af kontinuerte funktioner af A er isome-
trisk med C(oc-(A),l), er den et fuldstzndigt underrum af det fuld-
stendige rum ﬁﬁ derfor afsluttet iéﬁ, og den er det afsluttede
hylster af m@ngden af polynomier af A, da mzngden af polynomiums
funktioner Pm(A) er tet i C(oc(A),C). Den er derfor den mindste
afsluttede delalgebra afée, der indeholder A??%esten af satnin-
gen er bevist i det foregaende.

Sztning: Algebraen af kontinuerte funktioner af A er kommu-
tativ og bestidr af normale operatorer. Enhver begranset operator,
der kommuterer med A, kommuterer med enhver funktion af A,

Bevis: Da glgebraen er isomorf med en kommutativ algebra,
er den kommutativ., Dens elementer er normale, da de har kommute-
rende réal— og imaginzrdele., Hvis B kommuterer med A, kommuterer
B ogsd med ethvert polynomium i A, Sztningen fglger da af

Lemma: 8_ €&, ne N, s_ »sc¥, Bed, Bs_ = 53,
vne N= BS = SB,

Bevis: Da B er begraznset, vil BSn-a BS og SnB - SB.,

1.3. Definition: Lad T € ﬁz T's spektrum =

fAn € & | T-AE har ingen invers i%ﬁ}.
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Setning: Lad T € &, og antag, at der eksisterer en fglge
{Sn Eéfjl ne iy, s& at'HSnH =1, vyne N, og T-Sn konvergerer
mod O. T's spektrum indeholder O.

Bevis: Antag, at T har en invers B eﬁﬁTaSn-a 0= BTSn =
S, » 0, i modstrid med [|S [ = 1.

Setning: Lad A vere en selvadjungeret operation € ﬁf.

A's spektrum er = ¢(A).

Bevis: A d o0(A) = funktionen f, der til t € o(A) lader
svare (t—%)_1, tilhgrer C(s-(A)C) = f£(A) € # er invers til
A-NE = N4 A's spektrum.

N€E o(A) =3 ¢, € C(0(a),8), lloyll = 1, 58 at
sup{|¢n(t)g(t—x)|lt € ¢(A)} > 0, thi disse krav opfyldes af
o it = (1-n+| t-A]) v 0(t - | ¢ (£).(tN\) | har stersteverdi
(un)™" for [t=A| = (2n) Ho 38 =g (A) € #, 58 at (IS ] = 1
og (A-’}\)Sn konvergerer mod O = N\ € A's spektrum.

Setning: Lad A vare en selvadjungeret operator € ﬁf,

f € C(c(A),t). Spektret for f(A) er f(s(A))

Bevis: A d £(r(A)) = g = (£0)71 € C(o(a),B) =» g(a) € &
er invers til f(A)-AE = A § spektret for £(A).

N € o (8) g, € O(r(4),0) o at llgyll = 1 o8 flg, (£-£()I = O,
f.eks. ¢ = (41-n|f-£(N\)|) v 0 = (som fgr) £(N\) € £(A)'s spektrum.
Setning: Lad A vere selvadjungeret € #,f ¢ clo(a),R),

g € C(£(o(A)),L). gof(n) = g(£(a)).

Bevis: Vi har ¢(f(A)) = £(oc(A)); mengden af polynomier
Pw(f(A)) er tet i C (o(£(4)),8) (for o(£(A)) ¢ I € I er mzngden
af polynomier P, tet i c(1,t), og afbildningen f - fld(f(A))
af ¢(1,C) pad C(c(f(A)),C) er kontinuert). Smtningen fglger ved
grenscovergang af den algebraiske relation:Pf(U(A))Of(A) =

P(f(A)), idet gn € C(O"(f(A)),C)’n = 0,1 ""’”gn—go”o"(f(A)) -
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1., Lad y vare et positivt mal pa R.

a) Vis, at for f ¢ L:’ definerer afbildningen: g —» fg en o-
perator T, € é; = j@lﬁ,Lﬁ); find Tf*; find spektrat for T..

b) Vis, at hvis f er y mdlelig, og g —» fg definerer en be-
graznset, linezr operator pa Li, sgd er f € L:.
ﬁ;) Vis, at en begrznset operator, der kommuterer med enhver
operator Tf, e IZ’ selv har form Tf.

d) Lad m betegne Lebesgue madlet, og szt H = Lﬁ ([0,1]); ti1l
£ e Lo ([0,1]) lader vi svare S, € Y(H® H,H® H) defineret ved
Sf((g,h)) = (fg,fh). Vis, at operatoren P: (f,g) -» (f,0), kom-

muterer med enhver operator af form Sf.

2. Vis, at en positiv operator har én positiw kvadratrod.
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§ 3. Underrum og projektioner.

Lad H vere et Hilbertrum. I II,1 er det vist, at for et
vilkdrligt afsluttet (og derfor fuldstzndigt) underrum F ¢ H kan
enhver vektor h € H skrives h = f + g, hvor f € F og g € Fl. Af-
bildningen h » £ kaldes en (ortogonal) projektion og betegnes PF,
eller blot P. P er abenbart en linesr afbildning H » H, og hvis
F 4 {0} er [P = 1, idet n® = £ + llgli® y IPn|® og P = £.

P

P = PFL .

Lemma: Lad F og G vazre ortogonale underrum i H, En vilkéarlig

k)
i -

vektor h € H kan skrives h = f + gmed £ € F og g € G, hvis og

kun hvis G = ]5"L og F = GL.

Bevis: Hvis G = P- og F = Gt

y er I og G afsluttede, og mu-
ligheden af opspaltningen fglger af ovenstéende,

Nar F og G er ortogonale, er F ¢ ot og G ¢ Fi} Lad nu h =
2

f + g vare opspaltningen af en vektor h € Fl; da HfH2 + |lgll

lgll®, er £ = 0 og h € G, dvs. G = FL,

il

In® = (n]f '+ g) = (n|g)

Pa samme made vises P = Gl.

For underrum G og F ¢ G i H gelder Gt c Fl; da ot er afslut-
pl FJlL, altsa F- -

oggEFJ', er

, og derfor F‘LJ"L C Fl C FL

tet, har vi F ¢ F - C
rl - Flll; da h € H kan skrives h = £ + g med f € F

For vilkarlige underrum Fv’ V= 1,.00,0n, satter vi F1+"'+Fn

n n
= ZE:FU = {f1 t oeee + fnlfv € Fv,v = 1,.ss5n}; da nt zz: Fv -
v=1 v=1
thv for v = 1,e4e,1 = h € ﬂ{Fs‘l V = 1,e00,n} €1
n
(EE:F )i = ﬂ{Fi'l ¥ = 1500.,n}; erstatter vi her F_ med pl og
v v v v
v=1

n
antager Fv afsluttet, far vi ( zz:Fvl)l = ﬂ{Fv] V= 15.00,0n}, 08

v=1
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(niF |v~1 ...n})l = 21Fi' Hvis ¥, og F, er ortogonale afsluttede
V=
€ Pt

underrum, kan h € H skrives h = f1+f3 med f1 € F1 og f3 7 08

_ _ _ 1
f3 = f2+fO med f2 € F2 gﬁF# 0g fO = f3 f2 € Fé 0og EZF1, altsa
_ 1 L.
h = £ _+£,+f, med £,+f, € P.4F, og £ € Fy n FL ¢ (P4P,)h; ifolee
lemmaet er da F1+F2 = (F* N Fé)i

ikke ortogonale, afsluttede underrum behover F1+F2 ikke at vere afslut-

17520 98 R 4w, T Tm TR,

tet., For vilkdrligt endeligt mange parvis ortogonale, afsluttede

underrum F .,Fn f&s ved induktion, at F +...+Fn er afsluttet,

17" 1

Lad nu_{FiIi € I}, hvor I er en indeksms#ngde, vere en mengde
af parvis ortogonale underrum ¢ H, og s®t for h € Hog i €I

P, h =nh.,, For en vilkdrlig delmsngde J ¢ I er h = 3 h_.+g med
F, i = jeJ J
. 2 2 2 2 . -1
g L 2 F., ogderfor 3 [ |I® = [Inll*-llgll® < Inl%; {1 € T[inyll> o™}
g J kg = =
md da vare endelig for n € N, og {i € IIHhiH > 0} endelig eller

nummererbar; hvis den er nummererbar, nummerer vi dens elementer

n
1ys 1oseee, 08 far 21“hi H2 < HhIF for alle n € N, og derfor
V= v
2 |y H2 < Hh”2 (Bessels ulighed); h, , h, +h. ,... er da en
pot B S i,? Uiy s

fundamentalfelge, og har en grsnseverdi, som vi vil betegne

z)hi = % h, i det mindste afsluttede underrum F, der indehol-
v=1"v 1iel
der alle F.. Da det indre produkt er kontinuert, er

(nfhy [v €Nogi + 3}[f) =1lim ni(h; |[f)p=1,...,n, i $ 3} =0
v N0 Vv
for £ € F., og derfor P, (3 h,) = .ogho—_—h—zh.'LFi
J jiel J i€l
for alle i € I, ho L ¥, og PFh = X hi' Hermed er ogsa godtgjort,
i€l
at » h, ikke afhenger af den foretagne nummerering af elementerre
i€l
.o 2
ifie Ilnll > 03, 3 |l = |F lim || 3 b, ll
ieTl v=1 N p=1
2 2
I ZIh 1% = Jin| =l I, og er = I, hvis og kun hvis h =0,
i€

h e P, Vi skriver P, = 5 P, .
B . F.
i€l i
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Vi vil serligt fremhzve tilfeldet, hvor alle Fi’ igl, er
éndimensionale, frembragt af enhedsvektorerne £, ¥, = {xfilx €l
For h €Hogi€Ierh - (hlfi)fi_L F,, derfor h, = (hlfi)fi og
Il = [ (e|£)].

Jetning: Lad [fi|i € I} vere en mengde af parvis ortogonale,
normerede vektorer i H (et ortonormalsystem), og lad F vere det
mindste afsluttede underrum ¢ H, der indeholder alle fi. For h ¢ H
er (h]fi) = 0 for alle pd n®r endeligt eller nummererbart mange

)| 2

ieI, s |(h]f, < Hth, og = (h|f.)f, er konvergent med sum-
i€l = = i€l 4

men Pic
Fglgende betingelser er @kvivalente:

1) F=H, 2) h= = (hlfi)fi for alle h € H, 3) (h|g) =
i€l

2 (n|f,)(f,|g) for alle h,e € H, 4) [n|° = = Y(n|£,)}® for alle
i€l iel
h € H. (Parsevals relation).

Bevis: Fgrste del og @mkvivalensen af 1), 2) og L4) er vist;
2) = 3) pd grund af kontinuiteten af det indre produkt, og 4) er
specialtilfzldet g = h af 3).

3.2 Lemma: P € & er en projektion, hvis og kun hvig P° = P
= P2, P er selvadjungeret og idempotent.

Bevis: For et afsluttet underrum F ¢ H, P= PF og f,g€ H
gelder 0 = (Pr|(5-P)g) = (£|(P"-P*P)g), derfor P* = P¥p = (P*P)*
= P.

Hvis P¥ = P = P° satter vi F = ff € H|Pf = £}; for h € H er
h = Ph + (2-P)h med Ph € F, da PPh = Ph, og (E-P)h 1 F, da
((B=P)n|f) = (h|£)-(n|P*f) = O for £ € F. P er altsd projektio-
nen pa F.

For en projektion P og £ € H gelder HPfH2 = (pPf|Pf) = (PFf|F);
da 0 ¢ |[PE]” ¢ [I£]I°, or 0 ¢ P ¢ B; da £ € PH o |I£]| = |[PE]], or

PH = {f € H|Pf|F) = (£|Ff)}.
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Setning: IFor to projcktioner P og Q er fglgende betingelser
#gkvivalente:

1) P Q, 2) PH ¢ QH, 3) (E-Q)P =0, 4) P =QP, 5) P = PQ.

Bevis: 1) = 2): £ € PH » (£|f) = (PF|f) ¢ (Qf|f) ¢ (f|F)
= (Qf|f) = (£|f) = £ € QH. 2) = 3): for f,g € H er ((BE-Q)Pr|g) =
(Pr|(E-Q)g) = 0, da PH ¢ 9 =» (E-Q)H = (@) ¢ (PH)T. 3) em L)
e 5) da (E-Q)P = 0 «= P = QP « P* = P¥Q*. 5) 5 1): (Pf|f) =
IPrll® = fIpatll® ¢ llagl® = (af]f) for alle £ € H.

Setning: Hvis P og Q er kommuterede projektioner, er PQ den
stgrste projektion { P og 4, og P + & - PQ den mindste projektion
2 P og Q.

Bevis: Da PQ = QP er PQ selvadjungeret, og PQPQ = PZQZ = PQ.

P ¢ E = QP < Q og tilsvarende ¢ P. Hvis R er en projektion ( P

og Q, kommuterer R med P og Q, og R = PR { PQ.

Hvis S er den mindste projecktion 2 PogQ, er E-S den stgr-
ste projektion { E-P og E-Q, og S = E-- (E-P)(E-Q) = P+Q - PQ.

Setning: En operator A.E‘%gknmmuterer med projcktionen P,
hvis og kun hvis APH ¢ PH og A(PH)T ¢ (PH)L.

Bevis: APH ¢ PH er ensbetydende med AP = PAP, og A(PH)l c
(PH)L tilsvarende med (E-P)A(E-P) = A(E-P), eller PA(E-P) = O,
PA = PAP, AP = PAP og PA = PAP = AP = PA = PAP = PPA = PA og AP
= APP = PAP,

Hvis A er selvadjungeret, er betingelsen APH - PH tilstrak-

kelig, thi AP = PAP - PA™ = pPA™p,
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Idet vi benytter betegnelserne p. 2, og antager, at I er

uendelig, skal det vises, at filtret med basis {{ 3 h.|K er

ieK

en endelig delmsngde af I, K 2 J}|J er en endelig delmengde

af I} er konvergent med granseverdien % h,.

ieTl

Lad Pog P, n € N vere projektioner, og antag, at

HP“Pn“ -0, n- o, 0g at PH har endelig dimension. Vis, at der 3

Ne N, s& at P H har samme dimension som PH for n > N,

Lad {Hi]i € I} vere en mengde af Hilbertrum. Set H

@ Hi
i€l

= {i¢ lei + 0] er hejst nummererbar, og

2 HxiH2 { w}, Vis, at H er et vektorrum, og at (x,y) -
LT
X

(x|y) = ) (Xi]yi) er et indre produkt, m.h.t. hvilket

iEIXrEy

H er et Hilbertrum. (Udnyt, at l2 er et Hilbertrum, og

Schwarz' ulighed). Vis, at {x € O H,|I_er endelig] er en

iel

tet delmengde af H., H kaldes Hilbertsummen af rummene Hi;

hvis I er hgjst nummererbar, skrives H1 @ H2 @D eae o Med be-

tegnelserne p. 2 er F isomorft med @& F..

iel T

Et lattice L, med operationerne A og v, kaldes distributivt,

hvis a v{(bAa ¢) =(avd) Alave)oga al(bve)s=

(a A b) v (a A c) for alle a,b,c € L, (ex., ?) L kaldes modu-

lert, hvis a v (b A ¢)

(og dermed a A (b v ¢)

(a vb) A c for a,b,c €L, a <c

(a A b) v ¢ for c < a). Vis, at et

distributivt lattice er modulsrt.

Vis, at latticet af afsluttede underrum af et Hilbert-

rum H, med smdvanlig inclusion som partiel ordning, er distri-

butivt, hvis og kun hvis H er éndimensionalt, og modulsrt,

hvis og kun hvis H er endelig dimensionalt. (Brug f.eks.

111, 4, ov. 4).



Mat, 6, 1962-63 K III, 4, 1

§ 4. Topologier pd H ogﬁg.

Da ethvert element g € H definerer en afbildning f - (f]|g)
af H ind i ¥, og herved forskellige elementer forskellige afbild-
ninger, kan H opfattes som en delmzngde af rummet o
II{CfIf € H1, hvor Cf = U for alle f € H, af alle afbildninger
af H ind i ¢, Den topologi, der induceres pa H af produkttopolo-
gien pa CH, kaldes den svage topologi; den kan ogsd karakterise-
res som den svageste topologi pd H, m.h.t. hvilken alle afbild~
ningerne f - (flg), f,g € H, er kontinuerte., Heraf folger, at
den svage topologi er svagere end normtopologien, som ogsd hyp-
pigt betegnes den sterke topologi. Som basis for filtret af om-
egne af O i den svage topologi kan vslges msngderne OS =
{fen | |(f]g)] <1, Vg € 8}, hvor S er en vilkirlig endelig
delmengde af H, Det ses let, at kravene vi1)...v6) (T.3.6.) er
opfyldt, s& at H forsynet med den svage topologi er et lokalt
konvekst, topologisk vektorrum, (Jfr. I,2, ev. 5a)).

Hvis en folge {fnez H|n € N} konvergerer mod O i den svage
topologi ("konvergerer svagt"), vil (fn|g)-+ 0, Vg € H; thi om—
egnen af 0 bestemt ved §8~1g}, e >0, vil indeholde alle f fra
et vist nummer, Hvis omvendt (fnlg) - 0, Vg € H, d,v.s. hvis der
tile > O og g€ HIN = N(e,g) € N, s at |(fn|g)| ¢ € for
n >N, og hvis S er en vilkdrlig endelig delmzngde af H, s& vil
f, € Og for n max{N(1,g)|eg € S}, altsa f, Konvergerer mod
O i den svage topologi.

Hvis H ikke er endelig dimensionalt, findes der en fg¢glge
O, nfm

f Hine€ N}, sa at (£ _|f :{
{r, € H| }s (£ 1) 1 n = m,
et numerabelt "ortonormalsystem" (jfr. AG III,15,16); det

fglger af Bessels ulighed, at en sddan f¢lge konvergerer svagt

mod O. Heraf ses, at den svage og den sterke topologi er for-
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skellige, hvis (og &benbart kun hvis) H ikke er endelig dimen-

sionalt.
1.2. Sztning: B, = {f € H|||f|] ¢ 1} er kompakt i den svage
topologi.

Bevis: For £ € Hog g € B, vil (£|g) € Cp = {n € O[N] ¢
Ifl}. Idet vi opfatter H som en delmengde af U, er B, en del-
mangde af H{Gflf € H}; denne sidste er kompakt i produkttopo-
logieni f@lge Tychonoffs sztning (T.2.14). Det er derfor nok at
vise, at B1 er en afsluttet delmazngde, For vilkarlige N\ € C,

it

f,g € H, er afbildningen a(%,f,g):CH-a &, givet ved a(n,T,g)(u)
u(nf+g)-nu(f)-u(g), kontinuert. Da delmsngden g* c ot af linemre
afbildninger H » & er = ﬂ{a(%,f,g)°-1(o)|% € t,f,g € H}, er den
afsluttet. For vilkarligt f € H er afbildningen prf:CH-a c,
givet ved prf(u) = u(f), kontinuert. Da delmmngden By ¢ 1 er

= ﬂ{prfm—1({% € BlIN ¢ 1PIf e Bl n B, er B, afsluttet.

1.3.2(1,1) = & xan be tragtes som en delmsngde af H.

Lad %; be tegne H forsynet med den svage topologi, og HTH for-
synet med den sterke topologi. Vi vil anvende foplgende beteg-
nelser: Den ligelige topologi péﬁgen'topologien induceret af
normen; den stzrke topologil péa é? er topologien induceret af
produkttopologien pa HwH; den svage topologi pa &f er topologien
induceret af produkttopologien pa QTH.

Som basis for filtret af omegne af 0 i den stzrke topologi
ken velges mengderne {T € 5€ l“Tf” ¢ 1, vf € S}, hvor 8 er en
vilkarlig endelig delmzngde af H. Den stzrke topologi kan karak-
teriseres som den svageste topologi, med hensyn til hvilken alle
afbildninger T - Tf, £ € H, af éf ind 1 HT er kontinuerte. Den
er derfor svagere end den ligelige topologi.

Som basis for filtret af omegne af O i den svage topologi

kan velges mangderne {T € {;6) ‘I(Tf‘|g)| {1, vf € 8,vge Sf},
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hvor S er en vilkarlig endelig delmzngde af H, og hvor, for
hvert £ € S, Sf er en endelig delmengde af H. Disse mzEngder
kan lige s& godt beskrives som {T € & |@fvlgv)| <1,

v = 1,0.0,n}, hvor n € N og £4,000,F 18,0448 € H, idet hvert
f € S skrives et antal gange, der er lig antallet af elementer
i Sf. Som basismzngder er det nok at benytte delsystemet af
mengder {T € éé I(Thvlhv)l <1, v =1,.00,n}, hvor ne€ N og
hy,-es,h € H; thi {T ¢ & I(valgv)l <1y, v =1,00.,n} 2

{T€£

/J, = 0,000,3}’ idet,for Vilkél"lige T € %,f,g € H’ Ll-(TfIg) =

i iH(r(r+itg)

=0
som den svageste topologi pa f&ﬂ, med hensyn til hvilken alle

(e +i%g )£ +ifg )i - <1, v = 1,.00n,

f+ifg). Den svage topologi ken karskteriseres

afbildninger T -» Tf,f € H, af ch ind 1 HO_ er kontinuert, eller
som den svageste topologi pa %, med hensyn til hvilken alle
afbildninger T » (Tflg), f,g € H, af %(57 ind i € er kontinuerte.
Den er derfor svagere end den sterke topologi (jfr. @v. 3).

Det ses let, at 55 er et lokal konvekst, topologisk vek tor-
rum med hensyn til hver af de omtalte topologier (jfr. T.3.6);
lad os f.ecks. bevise /v 4) ogfc;;gezl svage topologi:til £,,+..,L
Byrnees8 € Hog T E%H N € P+, s at T € {7\S|I‘va|gv)| <
fv“'

T Eo?«a tilhgrer enhver svag omegn af O, er |(Tf|s_1g)|

1, v = 1500050}, f.eks., A = supi||T

gv“ v = 1,...,1’1;; hViS

1,

A

Vv e>oO,w f,g€ H, derfor (Tf|g) = O,vf,g€ H, og T = O,
1.4, Vi definereréen = [T € gIHTH ¢ n}, for n€ R',
S»tning: 651 er kompakt i den svage topologi.
Bevis: For f € Hog T € %1 vil Tf € Bp =

fe € H||lgll < lIfll}; derforer %1 c I {Bflf € H}, som er en kom-

pakt delmzngde af HO_H, idet Bf. er en kompakt delmzngde af Ho-'
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Det er derfor nok at vise, at 351 er en afsluttet delmengde.
Dette fglger af, at afbildningerne u - u(n\f+g)-nu(f)-u(g) og
u -» u(f) er kontinuerte HO_H »H , YA€ ¢, vf,g € H (jfr. be-
viset p.2).

Lad gfn, ﬁi og %@rbetegne 25 forsynet med den ligelige,

N

henholdsvis den sterke og den svage topologi.

Satning: For B € g?er A - AB og A - BA kontinuerte afbild-
ninger %f - gﬁ .

o o

Bevis: Lad en omegn U af O i den svage topologi vare givet
ved {f),.0.4,T ] og {g1,...,gn].

A€ 53.655 i(SB:f‘vlgv)l <1, v =1,000,n} = AB€E U, og

re fse & ||(va;B*gv)|§ 1, v = 1,000,n] » BA € T

Bemerkning: En tilsvarende satning gelder i den starke
topologi (jfr. ¢v. 2).

Setning: Lad N vare cn vilkérlig delmzngde ¢ &y,
N1 = {T ¢ ﬁ€|TA = AT, VA € N} er afsluttet i dcn svage topologi.

Bevis: Por A ¢ 32 er T » TA-AT en kontinuert afbildning
yA:QQT-a 5f¢’ Derfor er N = 0{31A0—1(O) l A€ N} afsluttet i
den svage topologi.

Setning: Afbildningen A - A* er kontinuert éff - 850.
Mzngden af selvadjungerede operatorer € &?er svagt afsluttet.

Bevis: Kontinuiteten fglger let af, at |(A%g|f)| ¢ 1.= | (AL
Derfor er B:A - A*—A, en kontinuert afbildning éfw - éﬁr’ og
mengden af s elvadjungerede operatorer € &f: ﬁo—1(0) er svagt
afsluttet. |

Bemzrkning: A - A¥ er ikke kontinuert 3€T - 5£T (ifr.
Ve 3).

Setning: Lad B vare en selvadjungeret operator € &?,
{A € ﬁ? |A > B} ogfAc ?f[A ¢ B} er afsluttede i den svage

topologi.
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Bevis: Afbildningen apiA - ((A-B)f|f) er kontinuert
E?U_e t, derfor er niafw—1(h+uio})|f € H} og n{af@—1(P \ R+)|
f € H} svagt afsluttede, |

1.5. Definition: En delmengde N af en partielt ordnet
mengde M er opad filtrerende, hvis mengderne Ny = fAec N|A > B},
B € N, udggr en basis for et filterjﬁ% pad N, Betingelsen er
dbenbart zkvivalent med fglgende: til A og Be€ N3C € N, sa at
C 2 A og C > B. Tilsvarende defineres begrebet nedad filtreren-
de.

Sztning: Lad N vere en opad filtrerende mengde af selvad-
jungerende operatorer E,fﬁ Hvis A Eyfﬂer en majorant for N, og
A tilhgrer det svagt afsluttede hylster af N, s& er A den mind-
ste majorant for N, og;gi konvergerer mad A i den sterke topolo-
gi.

Bevis: For B selvadjungeret e:gﬁer s € 2f|s ¢ B} svagt
afsluttet. S ¢ B, vS € N, medfgrer derfor A ¢ B, d.v.s. A er
den mindste majorant for N,

Vi vaelger R € N. En vilkdrlig omegn af A i den svage topo-

logi vil have ikke tom fzllesmengde med N For S € N, gmlder:

R® R

—|[R|].E§ R¢ S (AL [|A

-E, derfor O ( A-S ¢ aE for a ) [[R]|+]|A]l,
og, da produktet af to kommuterere:ide, positive operatorer er
. . 2
positivt, O (A-8) < a.(a-8).
Lad U vere en omegn af A i den starke topologi,

U € H;

1l

iT€§WWﬂﬁﬂg1,v=1unmbn€mﬁ,nn%

1

v=|{T¢€ é? s V= 1,.00,n} er da en omegn

I

| ((T-p)E, £ )] ¢ a

af A i den svage topologi, derfor 3IT € NR Nn V. For S € NT - NR
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2 2
srr || (A~ = ((A- £ -8)f |f
grlder: [(A-8)7[|° = ((a-8)°f |£) ¢ a((A-8)E |f ) ¢
a((A—T)fvlfv) <1, v=1,...,n, altsd S € U. Vi har N, ¢ U,
7 G
derfor U emf ‘fN.er finere end filtret af omegne af A 1 den

N’
sterke topologi, d.v.s. 5;& konvergerer mod A i den sterke topo-
logi.

Setning: En opad begr®nset, opad filtrerende mangde N af
selvadjungerede operatorer Eqﬁfhar én mindste majorant sup N.
i;ﬁ konvergerer mod sup N 1 den starke topologi.

Bevis: Vi vaelger R € N og en ma jorant B for N.

For S € N, og b = max{[[R||,||B]|]} gzlder -bE ¢ S ¢ bE, derfor

R

S| < b. Da {T e IHIT|l ¢ B} er kompakt i den svage topologi,

VAN

har ©iltret med basis {NqIS € NR} et fortatningspunkt A, d.V.s.
A tilhgrer det svagt afsluttede hylster af N .vS € NR’ og derfor
det svagt afsluttede hylster af N. Da {C € &fIC > 8} er svagt
afsluttet og o N;, vil den indeholde A, d.ves. A > 5,V8 € NR.
Ti1 Te N3 S ;,S € NR, og vi har T < S < A, Sztningen fglger
nu af den foregiende.

En tilsvarende satning gzlder om nedad begransede, nedad
filtrerende mzngder af s elvadjungerende operatorer 6,5?- Den
stgrste minorant for eﬁ sadan mengde N vil vi betegne inf N.

Sztning: Lad N og P vare épad begrensede, opad filtrerende
mengder af selvadjungerede operatorer 6,2?, |

1) -N = {-8]|8 € N} er nedad begranset og nedad filtrerende;
inf(~N) = -sup(N).

2) For A € R er \+P = {\S+T|S € N,T € P} opad begrznset

og opad filtrerende; sup(AN+P) = AsupN+supP.
3) Antag yderligere, at 8 > 0, T > O, og ST = TS, for
vS € N, vT € P. NP = {&T | 8 H.T € P} er opad begranset og

opad filtrerende; sup(N.P) = (sup N).(sup P).
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Bevis: 3) N.P er opad filtrerende; thi 85 2 8y, 83 2 Sy,

T,y T 2 Ty 8y € P, T, € P, 1 =1,2,3, medfgrer

T3 2 3
SBTB 2 SBT1 2 S1T1 og tilsvarende 83T3 > S2T2, d,v.s. at S1T1
og 82T2 har den faelles ma jorant S3T3 € N.P.

Da sup N tilhgrer N's svagt afsluttede hylster, kommuterer
sup N med T,vyT € P; tilsvarende kommuterer sup P med S,vS € N.
Se N,T€ P = ST ¢ (sup N).(sup P) - sup(N.P) < (sup N). (sup P).
S8€ N, T€ P= ST ¢ sup(N.P) » S.sup P ¢ sup(N.P), da S.sup P
tilhgrer det svagt afsluttede hylster af {ST|T € P} = (sup N).
(sup P) ¢ sup(N.P).

1) og 2) vises tilsvarende.

For nedad begransede, nedad filtrerende mengder gelder til-

svarende sztninger.,
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Vis, at hvis en folge ffn € H | n € N} konvergerer i den sva-
ge topologi mod f€ H, og ||f ||~ || £]|, s& konvergerer (£,)

mod f i den stwrke topologi.

Smtég IT € &|{T <n}. Vi forsynerée med den sterke topo-
logi. Vis, at afbildningerne (4,B) - AB og (A B) —» BA, af

a%_x 2 ind i &ﬁ er kontinuerte.,

Set H = 1° = {{an €l | nely |§;ai < }; lad e, betegne den

folge € H, der har 1 pd den n'te plads, og O pd alle andre.
Lad Un € égVﬁﬂe defineret ved U x = (x | e )e . Find U;. Vis,
at Un-» O i den sterke topologi, men ikke i den ligelige, og

at U:-+ 0 i den svage topologi, men ikke i den starke.

Lad F vaere det mindste afsluttede underrum gl?, der indehol-

der e, 08 €55 vn € N; lad G vere det mindste afsluttede un-
2 .

derrum ¢ 17, der indeholder €, + %n €ont? vn € N, hvor

2

(%n) € 1% og N, >0, Vn € N, Vis, at det mindste afsluttede

underrum g.lz, der indeholder F og G, er 12, men at ikke

E Ny €ops1 € 12 kan skrives f+g, med f € F, g€ G, (Vis, at
n=1

A lE+e i (24gle,,, 1) » O).
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§5+ Projektionsmalet.

Vi betragter, som i § 2, en fast selvadjungeret operator
A € fopa et Hilbertrum H, og a,b € R, a < b, 84 at o (4) ¢
[a,b] = T.

Vi har da en normformindskende ordenstro homomorfi
p:o(I,k) - 2.

Lad f vere en vilkirlig begreznset reel funktion p&4 I. For
en begranset fglge {fﬁ € C(1,R)|n € N}, for hvilken ?n Ty £,
vil {p(fﬁ)ln € N} vare en begrenset, opad filtrerende mazngde
af selvad jungerede operatorer, og derfor have en mindste majo-
rant. Mengden af siddanne majoranter er begraznset og nedad fil-
trerende, idet sup{p(fn A En)|n e N} ¢ sup{p(fﬁ) nec N} og
< supfp(§£)|n € N}, og har derfor en stgrste minorant, som vi
vil betegne p(f). (Jfr. [3],11,85). Tilsvarendie definecres
p(f) som supiinf{p(gn) n € N}}, hvor supremum tages over alle

begransede fglger {f € c(1,R)|n € N}, for hvilke £ V¢ f.

Sstning: p(f) ¢ p(f).
Bevis: Det skal vises, at f_ v < f,fn ) > £, hvor
{gn € C(I,R),n € Iy ogifn € C(I,R)In € N} er begraznsede fglger,
medfgrer inffp(gn)ln e Iy < sup{p(?h)’n e Ni. For g, =
(gn—?ﬁ) v 0 ¢ C(I,ﬁ) gelder: g, ¢ 0, derfor HgnH.+ 0 (Dinis
swtning,I,1,5),lp(g )|l » 0, og inf{p(g )| n e N} = 0. p(£) ¢
p(f )+p(e)) = inf{p(f )In e N} ¢ p(£) ¢ p(F )+o(e,) <
sup{p(f ) |n € WM+p(g ), v n€ N o infip(f )|n € Nig
supip(fn)|n c Ny,
Setning: £ € C(I,R) = p(f) = p(f) = p(£).
Bevis: p(f) ¢ p(f), da £, =f,yne N
£, 0 > T og sup{p(fn)ln € N} = p(f). Tilsvarende fas

p(f) < p(f).
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Definition: En reel funktion f pd I er p-integrabel, hvis
f er begrznset, og p(f) = p(f). I dette tilfmlde smtter vi
p(f) = p(f) = p(F).

Setning: Lad f 2 O ogg 2> 0 vere p-integrable funktioner
pd I. fg er p-integrabel, og p(fg) = p(f)p(g).

Bevis: For vilkarlige fglger af positive, begrsnsede, kon-
tinuerte funktioner pa I fn 0 > T og En 0 > & g=lder
(f,8,) 1 2 g og derfor B(fe) ¢ supip(F g )In e N ¢
sup{p(F,) | € H)-oun(p(E,) |n € ¥, og
p(fg) ¢ inf sup{p(f )In € Nj.inf sup{p(g,)|n € N} = p(r).p(g).
Tilsvarende fas p(f).p(g) ¢ p(fg).

P4 samme made overfgres de ¢vrige beviser i [3],II, S5
Mazngden af p-integrable funktioner er et vektor lattice,

f . p(f) er linear og ordenstro.

Setning: Lad f og g vaere reelle, p-integrable funktioner
pad I. fg er p-integrabel, og p(fg) = p(f).p(g).

Bevis: f+, f—, g+ og g— er p-integrable, derfor ogsad fg =
£'g" - 7" - £7g" + £7g7, og p(fg) = p(£M).p(e") - p(£M).p(g")
- p(£7)-p(g") + p(£7)p(g7) = (p(£7) - p(£7))-(p(g") - p(g7))
= p(£)-p(g).

Talt har vi:

S@tning: Der eksisterer en mazngde L;(I,R) 5> C(I,R) af be-
graznsede, reelle funktioner pa I, og en udvidelse af hom.omorfi—
en p C(I,R) a-ﬁi til en afbildning, som vi igen betegner
p L;(I,R)-aiﬁ s& at

1) L;(I,P) er et vektor lattice og en normeret algecbra over
R, m.h.t. normen £ - ||f|] = sup{|£(t)||t € 1}.

2) p er en normformindskende, ordenstro homomorfi af

L;(I,R) ind i den mindste, A og E indeholdende, stmrkt afslutte-

de delalgebra over R aféf.
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Bevis: p er normformindskende fglger, ligesom i § 2, af, at
p er ordenstro. Da den stazrke topologi pa ﬂier svagere end den
ligelige topologi, vil den mindste, A og E indeholdende, stzrkt
afsluttede delalgebra over R af “{ indeholde p(C(I,R)). Pa den an-
den side har vi under udvidelsen stedse kun tilfgjet grznsepunk-
ter m,h,t. den sterke topologi.

p udvides herefter, idet vi definerer p(f + ig) = p(f) +
ip(g) for £ og g € L;(I,R), til E; = L;(I,C) =
{f + ig | f,g € L;(I,P)}.

5.2 For x og y € H definerer f - (p(f)X|y) en kontinuert

x||-|ly|l. Sammen-

linezr funktional pa L;, idet | (p(D)x|y)| < |If
trezkningen v (x,y) af denne funktional til C(I,l) er altsi et
(komplekst) mal pa I.

Setning: f € L;(I,C) —s f er begrznset og v(x,x) integrabel,
vx € H= v(x,y)(f) = (p(£)x]y), vx,y€ H.

Bevis: Det er abenbart nok at bevise saztningen for reelle f,

Hvis f er p-integrabel, vil der til x € H og € € R+ 3 be-
gransede fglger {fn € ¢(I,R) | ne N}, fn ¢ > T, og
£, € c(I,R) | n€ Ny, £, ¢ ¢ £, s& at((sup{p(fn) | ne ¥} -
p(£))x|x) ¢ € og ((p(f) - inf{p(f, ) | n € N})x|x) ¢ e, og derfor
(p(£)x|x) - e ¢ inf{(p({'n)xlxﬂ ne N} ¢ gfdv(x,x) < J'fdv(x,x)
< Squ(P<fn)X|X) | n€ N} < (p(f)x|x) + e, doves. T er v(x,x)
integrabel, og v(x,x)(f) = (p(£)%x|x).

Antag nu, at £ er begranset og v(x,x) integrabel, vx € H,
og lad U = {T € ¥ I(Txv|xv)| <1, v=1,.0.,n}, ne W,
x1,...,xn € H, vere en omegn af O 1 den svage topologi. Vi kan
finde begrensede fglger {f‘m,v € C(I,R) | me N}, fm,v¢ > £,
og {gm’v € C(I,R) | me N}, Lo,y L ¢ £, 88 at
sup{(p(fm,v - gm,v) x %) | me N} = ((sup{p(fm’v) | me N}
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- infip(£ v) | me N})x e ) <1, v=1,...,n. Vi sztter £ =
b

m,n

£ 4 veeev £ og f =7F JA A f _, og far
b ¢ p(f) ¢ p(f) ¢ supi{p(f ) | me N}

((p(£) - p(£))x,|x,
p(f) - p(f) t11h¢rer en vilkarlig svag omegn af 0; da %ier et

¢ 1, v=1,...yn., Vi har hermed vist, at

Hausdorff rum i den svage topologi, er f p-integrabel.

v(x,y) (£) —}.1 v(x+ 1%, x + i%)(f) for £ € ¢(1,8), der-
for ogsd for f € zi?l,b), i fglge definitionen af udvidelsen af
sddanne mal (I, 1, 5).

§éﬁ§iﬂ§i Lad {f ¢ E;(I,C) | n€ N} vere en begrenset funk-
tionsf¢glge, der konvergerer punktvis mod en funktion f. f € L;,
og p(fn) konvergerer mod p(f) i den svage topologi, dvs.

(o(£ )xly) » (p(£)x]y), vx,y € H.

Bevis: For x € H vil £ € Lz(x’x)(I,C), og
(p(fn)xlx) - (p(£)x|x) = vx,x)(f) i folge s=tningen om majorise-
ret konvergens([3], II, 6, 6)

Sztning: Lad G ¢ I have relativt til o(A) 4ben fzllesmengde
med ¢ (A). Xg € 1;, og p(XG) = 0, hvis og kun hvis Gno(A) =

Bevis: G no(A) =@ = G c I\g(A). Da I er et metriskt rum,
er I\\G(A) foreningsmengde af numerabelt mange afsluttede mzngder

F_ . I fglge Urysohns lemma 3 f € c(1,{0,1]), s& at fann = XFn’

fn'O’(A) = O. F‘OI1 gn = f1V"'Vf g&lder‘ n|o—(A) = O

n
gn T X1\ o (a) 2 Xg+ O € R(xg) ¢ Pxg) ¢ suplp(gy) | n€ N} =0,

altsd x, € L7

G n o(A) &ben relativt til ¢(A) = Xgn o (A) € Lg; da ogsé

og p(XG) = 0,

Xan (1\o(4)) € L;, gelder x. € L;. Antag yderligere G n o(A)
+ 0. Ti1 t_ € G no(8) ogo(a) \ (G no(a)) 3 £e Clo(a),[0,1]),

sd at f(to) 1 og £(t) = 0 for t € ¢(A)\ (G no(A)). Velg

-

g € C(L,R), o8 at g () = £. 0 ¢ £(4) = p(g)-E = p(a)-p(x, (4))

= p(g-x, (a)) ¢ Plxg)s 08 0 % £(A), derfor 0 % plxgy).
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5.3 For G c I, sa at Xa € Lp, er p(xG) = (P(XG)) = (P(XG)) ’
altsa p(XG) en projektion PA(G). Vi definerer en afbildning

P, :Rodf, vea: P,(t) = 0,t < a, P,(t) = p(X[a,t]), a ¢t <b,

A
PA(t) = E,b { t. Denne funktion er voksende, og for x € H er

t - (PA(t)x|x© en monotont voksende, begrasnset, reel funktion pa
R, kontinuert fra hgjre, og konstant uden for et kompakt inter-
val,

Har man omvendt givet en sadan projektions funktion, kan
man konstruere et operator-integral af trappefunktioner, og en
operator-Lebesgue-Stieltjes tecri. Man skriver hyppigt, for
f € L;, p(f) = £(A) = / f(t)dPl(t), eller lignende. For kontinu-
ert f kan dette integral opfattes som et Riemann-Stieltjes inte-
W

)
[riNgry

gral, konvergent i den ligelige topologi pa
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Vis, at en vilkarlig ligeligt afsluttet algebra over R af

selvadjungerede operatorer er et vektor lattice,

Giv, for H = PZ, geometrisk fortolkning af ordningsrqlaﬁio-

e arduyad, 2ol
o

S -
nen mellem positive, selvadjungerede operatorer., Vis, at i?
ikke er et lattice m.h.t. denne ordning.

Vis, at L; er en Banach algebra.

Lad T 63?. Vis, at T har en invers 1567, hvis og kun hvis
o (T*T)Uo (TT¥) < RT.

Rettelser.
K I, 1,
<314 4 fen.: € <4 lms: e ¢ c.
11 1. 11 : LT, 1@s: LU, 1 ¢ w.
11, 2
7 1.7 funet.s L€ L; l@s: =» fh € Ll.
¢v. L : h(t) = 0 l=s: h(t) 4 O.
)
Ve 3 Tt € Ales: t 4 A
H a a
gv. U : / f(y)eg(y x)ay 1ms: [ f(y)eg(x-y)dy.
0 0
III, 2
.5 1.10 fone: = ¢n'1$S: = 3¢n.
N

¢v. 2 : afbildningerne (A,B)...BA l@®s:
afbildningen (A,B) -» AB, men ikke
(A,B) - BA.
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§ 6. Normale operatorer,

Lad A og B vere to kommuterende selvadjungerede begransede
operatorer p& et Hilbertrum H, N = A + i B, Lad a, b, ¢, d € R
opfylde a <bh, ¢ <d, o(4) ¢ [a,b] =1, o(B) ¢ [c,d] = J; lad
p, o8 pg vere de tilsvarende homomorfier: L;A(I,C) - &?og
L;B(J,C) —>§Z'?, P, og Py de tilsvarende projektionsmil.

Setning: f € L;A, g € L.

Pg
Bevis: Mezngden af operatorer, der kommuterer med B, er

svagt afsluttet og indeholder A og E, og derfor ogsi pA(L; ).
A
Mengden af operatorer, der kommuterer med enhver operator

€ pA(L; ), er svagt afsluttet og indeholder B og E, derfor og-

84 L. ).
Py ( pB)
For I, ¢ I, d; ¢ J definerer vi Py(I, x J ) = Py(L,)-Py(J,)

1
Som produkt af kommuterende projektioner er PN(I1 x J1) en pro-
jektion. For I, I, ¢ I, J,, J, ¢ J, fis: PN(I1 X J,I)-PN(IZ x J5)
= PA(I1)‘PA(IZ)'PB(J1)'PB(J2) = pA(XI1'X12)'pB(XJ1.XJ2) =

PA(I1 n 12)°PB(J1 n J2) = PN((I1 X J1) n (12 X JZ))’ idet

(I, x 9,) n (I, x J,) = (L, n1I,)x (I, n J,); specielt fis, at
disjunkte rektangler svarer til projektioner pad ortogonale un-—
derrum,

Ved linearitet udvides "Rektangel funktionen" Py til en
linemr afbildning p, der let ses ogsd at blive multiplikativ,
af algebraen og vektor latticet T(I x J) af trappefunktioner pa
I x J ind i & (Jfr. (3], V,§1). Herved svarer positiv funktion
til positiv operator, idet en trappefunktion er positiv, hvis
0g kun hvis den har en kvadratrod, der igen er en trapvefunk-

tion. Det folger da, som p. 2,3, at p er normformindskende.

Setning: TLad {fn € ™I x J)|n € N} konvergere punktvis og
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monotont mod O. inf{p(fn)ln c N} = 0.

Bevis: Det er nok at vise, at infi(p(fn)x|x)|n € N} = 0,
VX € H. Hertil er det nok at vise, at vi til g € Rt og vilkar-
% dJ

ligt interval I ¢ I x J kan finde et kompakt interval

1 1
I, x 3, ¢ I, x I, sdledes at (p(xlixJi)Xlx) - (p(Xlngg)XIX) < €
(jfr. veviset [3], II,84). Hertil igen er det nok, at, for a € I
og J, ¢ J, inf{(p(la,pl x J#x|x)|b € I, b » a}] = 0, og tre ana-
loge. Men (p(Jla,bl x J1)X|X) = (PA(]a,b[)PB(J1)x|x) -~ O for
b - a+, da saztningen om monoton konvergens gzlder for Dpe
Herefter kan vi, som i §5, udfgre Lesbesgue teorien: p kan
udvides til en ordenstro, derfor normformindskende, linear, mul-
tiplikativ funktional p& en normeret algebra og vektor lattice
L;, sddan at s®tningen om monoton konvergens er opfyldt. Man
skriver hyppigt p(f) = ‘f(z)dPN(z), eller lignende, og satter
p(XG) = PN(G) for Xa < L;.
6.2. For kontinuerte funktioner pad I x J kan udvidelsen

endog f&s som et ligeligt konvergent Riemann-Stieltjes integral.

Sammentraskningen af funktionen z - Re z til I x J kan approksi-

n
meres ligeligt med trappefunktioner af form 351%v XT %J° hvor
: %
v=1

n
;{j%v X1 ligeligt approksimerer sammentrazkningen til I af funk-
/ v
v=1

n n

tionen X - X. p<ji‘%v XIny) = j{?%v pA(XIv)E approXxsimerer da

=1 p=1

A i den ligelige topologi. Derfor gzlder A = /Re z d PN(Z); til-
svarende fé&s B = /Im z 4d PN(Z), og N = /z a PN(Z), eller gene-

relt for et polynomium i to variable Q: Q(N,N*) = [Q(Z,;) a PN(Z).
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Herefter kan man vise, som i § 2, at der eksisterer
o(N) ¢ I x J, s& at C(c(N),C) er isomorf og isometrisk med den
mindste, N, N* og E indeholdende, ligeligt afsluttede delalgebra
over C af g?. o(N) = spekret for N, og mere almindeligt: o(£(N))
= £f(co (N)) for £ € C((N),l). Ogs& sztningen om sammensztning af
konti nuerte funktioner overfgres umiddelbart.

6.3. Definition: U € & er uniter, hvis U*U = UU* = E.

Det fglger straks, at en uniter operator er normal, og at
den er en isometri af H pa H.

Sammentrzkningen £ af funktionen z - z til ¢(U), U uniter,
né& opfylde ff = 1. Vi slutter:

Sztning: En normal operator U er unitaer, hvis og kun hvis

o(U) ¢ {z€ Cl|z] = 11.

mn
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§ 7. Total kontinuerte operatorer.

Definition: En operator K &€ if er total kontinuert, hvis
enhver begranset fglge {fn € Hln € N} har en delfglge (fnv), sé
at (Kﬁnv) er sterkt konvergent.

Sztning: En total kontinuert operator K afbilder en vil-
karlig begrenset fglge, der konvergerer svagt mod O, i en fglge,
der konvergerer stazrkt mod O.

Bevis: Lad {f_ € H|n € N} opfylde: |If || ¢ ¢, (£ lg) - O,
vg € H, Antag, at Kfn ikke konvergerer sterkt mod O, d.v.s. at
der 3 € > O og delfglge (gv),gv =f, , séat HngH > e,vv € N;

L
sterkt mod et element h € H;@ (h|h) = lim{(thlh)lu c N} =

Y
(g ) har en delfglge (h ), h =g , sa at Kh konvergerer
v ) vy L

1im{(hﬂ|K*h)|# € N} = 0, aa h# konvergerer svagt mod O; derfor
far vi HKhuH -+ 0, i modstrid med, at HKh#H > €.

Lemma: Lad K vere en total kontinuent operator, A € U,
A4 O, {fn € H|n € N} et numerabelt ortonormalsystem. ((K—%E)fn)
er ikke sterkt konvergent.

Bevis: (K-XE)fn - g 1 den sterke topologi = f - %-1g, da
Kfn—> 0.

7.2, Vi vil 1idt n®rmere undersgge spekret for en operator
Te ¥,

Definition: For N € U kaldes (T—xE)°_1(O) egenrummet for
A. Hvis egermrummet er $ {0}, kaldes N en egenvardi for T, og
ethvert element + O i egenrummet kaldes en egenvektor svarende
til A. Dimensionen af egenrummet kaldes N's multiplicitet.

Enhver egenvardi N\ for T 6_2? tilhgrer spektret for T, da
(T-AE)f = (T-AE)O viser, at T-AE ikke engang er en-entydig.

Setning: Lad N vere en normal operator € f?,% € U et iso-

leret punkt af ¢(N). N er egenverdi for N.
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Bevis: I fglge antagelsen har N\ en omegn U, si at

U no(N) = {£\}]; X{n] € C(r(N),R), og for den tilsvarende pro-

A
jektion PN(EX}) + 0 galder NPN(IXE) = %PN(ix}), da ink}(z) =
WX{%;(Z) for z € ¢o(N). N\ er derfor egenvektor for N med egen-
rummet PN({R})H.

Sztning: Lad N vere en normal operator ¢ £ . ne C er
fortetningspunkt for ¢(N), eller egenvardi for N med multipli-
citet « , hvis og kun hvis der eksisterer et numerabelt orto-
normal system {fn € Hln € N}, s at (N—%E)fn -» 0 i den starke
topologi.

Bevis: Szt C, = [z € Cllz—n] < al, P, = PN(Ca)°

Hvis N € U er egenvardi for N med multiplicitet «, kan vi
finde et numerabelt ortonormalsystem (fn), s& at (N—?\E)fn =
0 » 0. Antag nu, at A er fortztningspunkt for ¢(N). Der 3 da
e \ 6;;210 (M) + @;
vi velger enhedsvektorer f € PN(Un JH + {0}, idet U, n o ()

T Y °
fa,€e R lne N}, a  » 0, s&8 at U_ = (Ca

er &ben relativt til o (N) og ¥ @(jfr. 5,4 ), og far herved et
ortonormalsystem, for hvilket |[(N-AE)f || = | (N=-NE)P (U )Tl ¢
| (-NE)P (U )TNl ¢ IH-RE)P(U ) < sup{lz-N| |2 € o(N),|2-N| <

a —)O.

n} |
Hvis N ikke er fortatningspunkt for ¢(N), og ikke er egen-
verdi med multiplicitet «, 3 a > 0, s& at PH= PN({x})H, og
dette rum er endelig dimensionalt. For et vilkarligt numerabelt
ortonormalsys tem (fn) gelder da: (fn|g) -» 0, vg € H, specielt
(P f,le) = (£, |Pg)~> O, ve € Ho PH, d.v.s. P T — 0 i den
svage topologi pa PaH’ og derfor i den sterke topologi, da
PaH er endelig dimensionalt. Derfor fés:h(N—xE)anZ =
% = 2 5 2 -
(N RE)(N-NB)E_|£,) » a”(Py(Q\C ) |£) = a ((E—Pa)fn|fn) =
a2(1—HPafn“2) - az, (N—%E)fn konvergerer ikke mod O i den

sterke topologi.
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7.3. Setning: Lad K vere en total kontinuent, normal
operator.c-(K) er en hgjst numerabel punktmazngde, der ikke har
fortstningspunkt i noget punkt 4 0. Ethvert punkt € o(XK)\{0}
er egenvardi for K med endelig multiplicitet.

Bevis: For vilkdrligt n€ C, N\ £ 0, og vilkérligt numera-
belt ortonormalsystem (fn) er (K—7\E)f‘n ikke stzrkt konvergent;
A er derfor ikke fortztningspunkt for ¢(K), og ikke egenvardi
med multiplicitet .

Bem&rkning: De total kontinucrte operatorer kan ogsé karak-
teriseres ved fglgende egenskaber: Kﬁ: er kompakt 1 den starke
topologi pé& H; K tilh¢grer det ligeligt afsluttede hylster af

mengden af begrensede operatorer med endelig dimensionalt vaerdi-

omridde. For K normal vises dette i ¢velserne,
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Vis, at en kontinuert linemr afbildning af H forsynet med den
svage topologi ind i H forsynet med den stwrke topologi er be-

graenset og afbilder pd et endelig dimensionalt underrum af H.

Lad G vare en delmangde af et fuldstendigt metrisk rum M, Vis,
at G er kompakt, hvis og kun hvis ﬁ%for vilkarligt € > 0 kan

overdakkes med endeligt mange kugler med radius < e,

Definition: K € . er kompakt, hvis KE1 er kompakt i den star-
ke topologi.

Vis, at en kompakt operator er totalt kontinuert.

Vis, at en operator, der kan approksimeres vilkarligt godt i
den ligelige topologi med kompakte operatorer, selv er kompakt.
(Brug ovelse 2.).

Vis, at en normal, totalt kontinuert operator er kompakt.

Lad M vere et metrisk rum, T et topologisk rum. Vis, at en af-
bildning f:M - T er kontinuert i et punkt X € M, hvis og kun
hvis det, for en vilkirlig felge {x € M | ne N}, der konver-

gerer mod x_, gelder, at f(xn) —+f(XO).

Vis, at filtret af omegne af O i den svage topologi har tzlle-

lig basis, hvis og kun hvis H er endclig dimensionalt.
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Bemerkning til X III,7, ov. &:
Zvelsen forudsmtter folgende swtning (princippet om ligelig be—
grensning) - Lad H og X vere Banachrum, A, € ,g(H,K) | n € N} en
folge af begrmnsede linemre afbildninger af H ind i X, sdledes ét
der til hvert x € H eksisterer et reelt tal c(x), sid at IlAnxn
< e(x), vn € N, Der ecksiterer da en konstant ¢, s& at
A, | <ec, vn €N,

Det er praktisk ferst at bevise lemma:
Der eksisterer C € R, s& at [[A,| <C, vn € N, hvis og kun hvis
der eksisterer en kugle B = {x € H | l=-z || <a}, a>0, og
D €R, s& at |Ax|l <D for alle x € B. 0t ¢ .

Derefter fores beviset indirekte. Vi velger ved induktion
en folge af kugler B-(xv,pv ) = {x € HJ le-xvll < pv},
og voksende felge af indices (nv )y ¥ =0,1,004, 88 at
27, B(x, 10P,) € Bz, ,p), o0&

XO=O!P°=1’PU

”Aan“ > v , For x € n{B(xv ,pv)l v € N} f&s en modstrid,
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Kap, I1V. Ubegrensede operatorer.

§ 1. _Almindelige egenskaber.,

Vi betragter et fast Hilbertrum H.

En (linezr) operator pd H er en linemr afbildning T af et
underrum D(T) ¢ H (definitionsomrddet for T) ind i H. To opera-
torer S og T regnes for ens, hvis og kun hvis D(S) = D(T) og
S(f) = T(£), v € D(8),

For operatorer S og T pad H og N € & definerer vi operatorer
NS, S+T, og ST ved: D(A\3) = D(8), (A8)(f) = n3(f), vf € D(A3);
D(S+T) = D(8) n D(T), (S+T)(f) = S(£)+T(f), vf € D(S+T); D(ST) =
{f € D(T)VIT f € D(8)} = D(T) n p°=1 (D(8)), (ST)(£) = S(T(£)),
vf € D(ST),

I det folgende skriver vi Sf i stedet for S(f).

Man bemsrker, at man ikke kan regne pd smdvanlig made; f,eks.
er 0S lig sammentrskningen af gperatoren til D(S), altsd # O,
hvis D(S) + H,

Det vises let, at H° = {(f,g)|f € H,g € H] er ot Hilbert—
rum m.h.t. det indre produkt: ((f1,g1),(f2,g2))-+ (f1|f2)+(g1|g2).
(Jfr, II1,1, ov. 6, og I1,2), En operator S pd H kan beskrives
fuldstendigt ved sin graf G(S) = {(x,y) € H2|x € D(S), y = Sx 1.

S - G(8) er en enentydig afbildning af mzngden af operatorer pi
H ind i mesngden af linesre underrum i H2. Et underrum G ¢ H2 er
herved graf for en operator, hvis og kun hvis: (x,y) € G og
(x,2) € G medferer y = z, eller skvivalent hermed (da G er et
underrum) hvis og kun hvis: (0,y) € G medferer y = O.

For to operatorer S og T definerer vi: S C T (S er inde~-
holdt i T, T er en udvidelse af S), hvis D(S) c D(T), og Sf = Tf,
v ¢ D(S); da mengden af underrum af H2 er partielt ordnet m.h.t.
smdvanlig inclusion, og da 8 ¢ T, hvis og kun hvis G(S) ¢ G(T),



Mat. 6, 1962-63 K IV, 1, 2

bliver mangden af operatorer pa& H partielt ordnetm.h.t. c.

En operator S pd H kaldes afsluttet, hvis G(S) er afslut-
tet i den sterke topologi pa H2; da H2 er et metriserbart rum,
er G(8) afsluttet, hvis og kun hvis G(S) indeholder grznsepunk-
terne for alle konvergente fglger af elementer € G(S); S er
derfor afsluttet, hvis og kun'hvis: {x € D(S)|n € N}, x, ~» X € H,
Sx,~ ¥ € H medfgrer x € D(8), Sx = y.

En operator S kan afsluttes, hvis og kun hvis der eksiste-
rer en operator S, afslutningen af S, sa at &(8) = G(8), d.v.s.
hvis og kun hvis G(S) ikke indeholder noget element af form
(0,y), ¥ 4 0, d.v.s. hvis og kun hvis: {xn € D(s)|n e I},

Xn-a o, an-+ y medfgrer y = O, Ikke alle operatorer kan afslut-
tes (jfr. ¢v. 1).

Der gszlder den vigtige setning, som vi ikke vil vise, at
en afsluttet operator S, for hvilken D(S) = H, er begrznset,
altsd € ﬁi

En operator S kaldes t®t defineret, hvis D(S) = H.

En operator S kaldes symmetrisk, hvis (Sx|y) = (x|Sy),
vx,y € D(8).

1.2. Lad S vare en taet defineret operator pa& H. For vil-
karligt y € H er x -» (Sx|y) en linesr funktional p& D(S); hvis
denne funktional er kontinuert, d.v.s. hvis der eksisterer
x ¢ kY, s& at |(Sx|y)| < Xk|lx||, vx € D(8), kan den p& én made
udvides til en funktional pad H (da D(S) er t®t i H), og der ek-
sisterer ét element S¥y € H, si at (Sx|y) = (x|s8™y), vx € D(8).
Herved defineres en afbildning S*, der let ses at blive en ope-
rator. Vi har altsa: D(8¥) = fv € HIBy* € H, sd at (Sxly) =
(x|y™) for vx € D(8)}, et sadant y* er entydigt bestemt, og
S*y = y*.

Lad S vare en operator pa H.

Lad V €§£(H2,H2) vere givet ved: V(x,y) = (-y,x); da er
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(va(s))* = v(a(s)Y), da (u,v) (-5x,x), vx € D(8)

(v,-u)*(x,9x), vx € D(S), og dette afsluttede underrum c H® er

en graf, hvis og kun hvis S er tat defineret; thi (0,y)+(-Sx,x),

vx € D(S), medfgrer y = 0, hvis og kun hvis D(8)+ = {0}. Hvis

S er tat defineret, er operatoren med graf (VG(S))!t netop 8%,

da (u,v) € (Vva(8))tes0 = ((u,v)|(-8x,x)) = (u]-sx)+(v|x),

vx € D(8) « (Sx|u) = (x|v), vx € D(8) = u € D(s"), s™u = v.
Det fglger straks, at hvis S og T er operatorer, S tet de-

fineret, og S ¢ T, s& er 7™ C s*.

Antag, at S er en tet defineret operator. (S*)* = 8% ep
defineret, hvis og kun hvis s er tat defineret, eller hvis og
kun hvis (Va(s*))E = (v v(a(s)+))E = (a(s)M)t = TIET er en grar,

d.v.s. hvis og kun hvis S kan afsluttes; i dette tilf®lde gal-~-

der S = S*%. Derfor er ogsé S defineret, og g¥¥* _ g% - g%,

En tat defineret operator S er symmetrisk, hvis og kun
hvis 8 ¢ S*; en s&dan operator har altsd altid en afslutning

S**, og denne er igen symmetrisk, da S ¢ s* meargrer s** - S

BHESE

S .
Hvis en operator S er enentydig, hvis altsd x € D(S), Sx = (
medfgrer x = O, definerer vi en operator S~1, den inverse opera-

'Sf = £ for £ € D(8), altsd

tor til S, ved: D(S~1) = SH, S
st e (s’ ).

Sztning: Lad S vare en afsluttet, symmetrisk operator og
A€ C\ R. S - AE har en invers, der er defineret p& et afslut-
tet underrum ¢ H, og opfylder l(s-2) g < |Im(%)|~1HfH,
ve € D((s-nE) 1),

Bevis: S@t A = a + iB, a,8 € R, og S—uE = T; H(T—iﬁE)fH2 =
(Te|TE)+ 1p(TE|£) - 1p(£|TE) + p2(£]£) = |ITE® + BOYIElZ »

ﬁgnfnz, vf € D(T) = D(8S); T-ipE er derfor enentydig, og har



derfor en invers, der opfylder H(T—iﬁE)_1gH < |Bl—1Hg”,
vg € (T-igE)H. |
y € (T-ipB)H=3{x, € D(8)|ne N}, s& at (T-igE)x, > ¥
= ((T—y5E)xn) er en fundamentalfglge = (xn) er en fundamental-
fglge = (xn) konvergerer mod et element x € H = Sx_ =
(T - iﬁE)xn +Nx_ - ¥ + Nx. Da S er afsluttet, vil x € D(8), og
SX =y +Nx, (8 -2NE)x =y, ye (T - iBE)H = IS - xE)_1).
Definition: En operator A er selvadjungeret, hvis A er :tat
defineret, og A = A%,
Spektret for en ubegr@znset operator T defineres, ligesom

Frocel

for en begranset operator, som {A € C | T -~ AE har en invers
e )
Sztning: En selvadjungeret operator A har reelt spektrum.
Bevis: Vi skal vise, at A — A\E har en invers € ¥, for
Im(%) + O0; da A specielt er symmetrisk og afsluttet, mangler vi
kun at vise, at (A - \E)H er taet i H: ((A - \E)f|g) =
0,vf € D(A) » g€ D(A%), A'g = g~ (A- B)g=0=g =0, da
A — Z\E er enentydig; ((A - AE)H)* = {0},
1.3 Antag, at A,B og A + B er tat definerede operatorer;
for £ € D(A + B), g € D(A%+ B*) ras: ((A + B,f|g) = (af|g) + (Bf|g
= (f]A*g + B*g), og derfor g € D((Aa + B)¥), (o + B)*g = (A7 + B*)g;
vi har vist, at A*+ B* c (A + B)*, Hvis specielt A €f£; gzlder:

B = (A+B)+ (-A), B 3 (A +B)* - A%, A%+ B*5 (4 + B), alt-

sa (A + B)¥ = a* 4+ B¥,

Antag, at A,B, og AB er tet definerede operstorer; for
f € D(AB), g € D(B*A*) ras: (aBf|g) = (Br|a¥g) = (r|B*A%g),
% % sk, & . . sk M b3 .
g € D((2B)"), (4B)"g = B A'g; vi har vist, at B'A" ¢ (AB) . Hvis

specielt A € ¥, gmlder (AB)* = B¥A¥ thi £ € D(B), g € D((aB)™)
medfgrer (Bf|A¥g) = (ABf|g) = (£|(4aB)*g), A%z € D(B¥), derfor
g € D(B*A"), og B"A%g = (4B)%g.
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30
1, Lad m vare Lebesgue malet pd R, H = 1,2 (' &), g en funktion

€ H. En operator A defineres ved: D(A) = J 1°,A0 = £(0)-g
*
for £ € D( A). Vis, at A ikke kan afsluttes; find A ; bestem

afslutningen af G(.).

2. Vis fglgende regneregler for operatorer pid et Hilbertrum H:

T T, = To+Ty, (T1+T )+T3

T1(T2T3),(T1+T )T = T1T3+T2T3, T (T2+T3) o T,T,+T, T3,

T1(T2+T3) =T, 2+T1T3 hvis D(T ) = H giv eksempel p& opera-

torer, s& at ?1(T2+T3) + T,T,+T

=T +(T2+T3),OT g O,(T T )T3 =

v1s, at hvis T1 og T2 er
S
> 1

.3 hvad
kan man slutte om T1 og T2, hvis det er givet, at T1T2 er

enentydige, er T,T, enentydig og (T1 2)_1 =T

enentydig?

3., Lad B1,B2,T1,T2 vere operatorer pa et Hilbertrum H, ﬁ og B2

i kom-

muterer med B1+B2 og med B1B2,og at B1 kommuterer med T1+T
og med T1
L. Lad i vare en symmetrisk operator. Vis, at for n € it og

€ QCJ s& at Bi kommuterer med Tj’ i,j=1,2. Vis, at T

2

x € D(AT) er Hﬂx” < HA x| n=1 , og at = gelder, hvis og

kun hvis x er egenvektor for A? eller O, eller n = 1. Vis,
at A" er afsluttet, hvis 4 er afsluttet.
5. Lad .. og B vere operatorer, si at .B = Bi og B“1 S Jf, Vis,

at .. kommuterer med B-1.

6.a) En operator T € gifH ® H,H @ H) beskrives ved Bn matrix
(Tij),Lj = 1,2, hvor Tij naturligt kan identificeres med
en operator € ./ (H,H)(jfr. III,1,sv. 6).
Lad for en afsluttet, tezt defineret operator S pad H, P(S)
be tegne projektionen pd G(S). Find matricen for P(sS*) ua-
trykt ved matricen fop Pi?) Flnd matr1$en for P(S) udtrykt
E+S S) s¥ (E+SS )

ved S. (1lgsning: {:(

- -4 1y udnyt, at enhver
s(E+s*s)”! ss*(mess™) 1}’ v



Mat. 6, 1962-63 K IV,1,¢v. 6a.

vektor (£,0) kan skrives
c S
(£,0) = (u,fu)+(-F*v,v), til at vise, at E?ﬁFESafbilder pa H).

b) Vis, at %@@ er selvadjungeret.
G
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7. Lad S vere en tet defineret, afsluttet operator..
a) Vis, at (x,y) € G(8S) n G<SID(S*S))L = X = 0.
b) Vis, at S er afslutningen af sin simmentrskning til D(S *8).
c) Lad T vere en tet defineret, afsluttet operator, si at T *T =
s *s. Vis, at D(T) = D(S), og at ||Tx|| = lISx|| for x € D(T) (S og
T er metrisk ens).

8. En t®t defineret afsluttet operator N kaldes normal,
hvis N'*N'g NN * . Vis, at N er normal, hvis og kun hvis N * er
normal, og hvis og kun hvis: D(N)=D(N™, |vx|| = ||8%d| for
x € D(N).

9. For en vilkdrlig tet defineret, afsluttet operator T og

A€ U gmdger: (1% 20 1(0) = [(1- 7B)D(T)] L .

10, Lad V betegne memngden af operatorer V, s& at D(V) er et
afsluttet underrum i H, V er isometrisk, og (E—V)Hﬂgr tet i H.
Lad S betegne mengden af tet definerede, symmetriske, afsluttede
operatorer,

Vis, at V€ V = V har ikke egenverdien 1, fi(E+v)(EwV0~1 € 5.
Vis, at V L™ er en en-entydig afbildning af V pd B med
den omvendte afbildning 8§ - (S+iE)(S:giE)”1 (Cayley transformering).

Vis, at 8, ¢ SZ¢='V c V,. Dette giver en metode til at f3 over-

1 = 2
blik over msngden af afsluttede, symmetriske udvidelser af en
given operator € 3,

vis, at D)+ = (5% +18)%71(0), 0g (wD(WNE = (5*-a2)%(0)
Vis, at S er selvadjungeret, hvis og kun hvis V er uniter, Dimen-
sionerne af D(NOl og (VD(V))l kaldes defekt indices for V og
for S, § har altsd en selvadjungeret udvidelse, hvis og kun hvis
defekt indices er lige store,

11, Lad A vare en vilkdrlig operator, N € & \ {0}, x €H,

s& at A2x = %gx, Vis, at x = utv, hvor Au =Au og Av = =N,

! [
e g (Wt A

A

e Lo IR

Vo (- AN
G
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12, Vi betragter igen mengden 5 af t@t definerede, afslut-
tede, symmetriske operatorer. Antag S € 8. Vis, at (x,y) €

*2), s ¥ = -x, Vis, at G(Sﬂg) er sum

¢(s% ne(s)t = x €n(s
af tre ortogonale unuerrum: G(S), {(x,ix) | x € D(S *),Sagx =
ix}, og f(x,-ix) | x e D(s ¥), 8 *x = -ix }. Vis, at D(S ¥) er
direkte sum af D(S), (S -iB)°"1(0) og (s *+iE)9"1(0).

Hvis T € 8 er en udvidelse af S,bs cT ¢ T*‘g s *, bestar
D(T) af vektorer af form x+y+z, x € D(3), s*y =iy s *2 = ~iz,
Vis, at til et givet y, S*y = iy, findes hojst &t z, 8" z = -ig,
s& at y+z € D(T) (udnyt, at alle egenverdier for T er reelle),
Vis, at den herved definerede afbildning er en linesr isometri
af et afsluttet underrum af (Sﬂg—iE)O’1(O) ind i GSt+dE)Q?1(Q),
og at der omvendt til enhver sddan isometri svarer en udvidelse
T o8, TE S,

13._Udfryk den Cayley transformerede af en préjektion P

som linearkombination af P og E-P.
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§2. Integration af ubegransede funktioner. 7

Lad S, ¢ %% betegne enhedscirklen: 8, = {(x,u) € - P
1}; lad RN betegne foreningsmangden af R og et enkelt punkt oo;
vi forsyner Rw med den entydigt bestemte topologi, m.h.t., hvilken
afbildningen:

x(1 _M)—1’#+1
(x,u) > { er en homeomorfi
oo s o= 1,

af S1 pa Rm. Rm inducerer abenbart den szdvanlige topologi pa
R; som basis for omegnene af ~ kan f.cks. velges komplementar-
mengderne til mengderne K = {t € R |t] ¢ n}], ne W, PN er kom-
pakt, og kaldes et punkts kompaktificeringen af R. (Jfr. indfg-
relsen af Riemann kuglen, Cartan: Fonctions analytique, p.90—91).

En delm@ngde A ¢ Rw kaldes et interval, hvis A eller PN\A
er ¢ R og er et sadvanligt {eventuelt ubegramset) interval i R.
Herefter kan vi definere mezngden T(RN,C) af trappefunktioner pa
R som mzngden af endelige komplekse linearkombinationer af

o0

karakteristiske funktioner for intervaller ¢ Rm.
Lad der vare givet en homomorfi p:T(R ,&) - ;ﬁ, s& at p(f) =
p(£)*, s8 at infip(fn) ne N} =0 for en vilkarlig fglge af trap-
pefunktioner, der konvergerer punktvis, monotont aftagende mod O,
og s at p(X{m}): 0 og p(Xhu) = E. p(x]_w,t])er da en monotont
voksende afbildning af R iﬂz i mengden af projektioner i %, kon-
tinuert fra hg¢jre i den svage topologi pa i:, og sa at
1imip(x]_w,t])lt-+ =) = 0, Umip(xy_ 4])|t~ *] = B. Onvendt
Itan man ud fra en sadan funktion konstruere sig en homomorfi
med de ¢@gnskede egenskaber.
p er positiv og ksn under udnyttelse af den ligsllge topo-
logi pa ég, udvides til C(Pw,C) og, under wdnyttelse af den

sterke topologi pé ﬁi til en normeret algebra af begrensede
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funktioner L;(Rw,b), sdledes at den udvidede afbildning p er en
normformindskende homomorfi ind i &f, hvis sammentrzkning til
E;(R”,R) er en ordenstro afbildning af dette vektorlattice ind
i mengden af selvadjungerede operatorer i 35, og sdledes at en
setning om majoriseret konvergens er opfyldt.

En funktion £ ¢ C(R,8) kan pa héjst én made udvides til
en funktion € C(RM,C); udvidelsen er mulig, netop hvis
lim{f(t) |t » -} og 1im{f(t)|[t » +=] eksisterer og er lige store;
vi vil 1 det f¢glgende hyppigt identificere sadanne funktioner
med deres udvidelser; f.eks. vil vi betraghaé@o(ﬁ,é) som en
delmzngde af C(R”,C).

f 3o
For x € H definerer afbildningen v(x,x):o¥/

- R, givet ved
v(x,x)(f) = (p(f)x|x), et positivt mdl pa R, E;(RM,C) udggres
ne top af alle begrensede funktioner f, for hvilke fIR er

v(x,x) madlelig for alle x € H,

LY

2.2, Lad nu f vere en reel funktion p4 R , sdledes at f h

er malelig med hensyn til v(x,x), Vx € H, og szt I, =
{t € R|If(t)]| ¢ n}, for ne€ N, og P = p(XI ); vi kraver yder-—
ligere, at sup{Pn|n € N} = E., Disse krav ernspecielt opfyldt,
hvis fIR er kontinuert, og derfor begranset pa enhver kompakt
delmzngde af R; thi da er sup{P |n € N} = p(XR) = E, fordi
P(XIN}> = O,

Vi satter An = p(fXIn), og definerer en operator Aln veds

D(Aln) = P H, Alnf = A f for fe D(A|n)° A_ er selvadjungeret

n
SEA

. PnAm’ og A|n - Alm for n,m € Ny, n ¢ m.

lJ{G(A|n)|n €} er graf for en vis operator A_; thi
(0,y) eu{G(A|n)lne M = 3ne N, s at (0,y) € G(Aln) >y =0,
ogLJiG(Alrl)ln € N} er et underrum ¢ H2, som foreningsmengde

for en voksende fglge af underrum. D(AO) :lJ{D(AIn) ne N} = /
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U{P Hin € N}; x € D(AO) - Jneg N, s at x ¢ P H, og Agx = Almx =

0

Amx for m > n; AOPn = An, vn € N.

D(AO) er tet i H, da sup[Pnln € N} = E, og derfor P X - X,

vx € H. Desuden er A, symmetrisk, thi x,y € D(4, ) = In < N, s&

0
at x,y € P H, og (on'y) = (Anx|y) = (X|Any) (x]Aoy) A, har

Heosk ®
o =% €4

{X € H|(Anx) er en fundamentalf¢lge} er dbenbart et under-—

derfor en afslutning A

rum i H; hvis Anx - y € H, vil X, = P X X o8 A ==A X - Yy,

o* n . n

derfor vil x € D(KO), og A x = y., Vi kan definere en operator

0

A ¢ A ved D(A) = {x € HI(Anx) er en fundamentalfglgel], Ax =

0

1lim A_x for x € D(A). For x € P_ H vil Ax—» A x, x € D(A) og
n Ilo n no

Ax = Anox = on, d.v.S. AO c A.

Vi har: Al c A c A" = A* A* - A¥. desuden

nn
b
N
>

n S chchychy =2y 0’
P A* ¢ P AS ¢ (AP )¥ = AT = A . For ye D(A"’) = D(P A") fas
Ay = P A%y » A%y, y € D(4), Ay = A%y,
Hermed er vist, at A = KO = Ag er selvadjungeret. Vi de-
finerer p(f) = A; dette er i overensstemmelse med den tidligere
definition, hvis f er begrznset. p(f) afhsnger ikke af f(eo).

For N € &, sa at (f’--7\)—1

€ E;(RM,C), f.eks. for N € O\R,
fas for vilkarligt x € H: Anp((fo)—1)x = (An—xPn)p((f*k)_1)x
+ NP p((£-0)TN)x = p((£N)xg Jp((£-N) " )x + B p((£-0) T )x =
p(xg Jx + AP p((f-m “x = p_(Bap((£-0) 7 ))x - (Bw((220)7))x,
og derfor p({(£-N)" )X € D(A), (ANE)p((f-N\) 1)x = x, altsd
anE = p((£-N) )7, og (AaB) T = p((£n) 7).

A = p(f) komm mterer derfor med enhver operator 6&?, der
kommu terer med p((f—x)_1), specielt med enhver operator p(g),
g € L;(R ,C). , | y o
L N Y AR E Y s plf- ) b (A 26, E;

cdd m;:«’i xe DEAY:
‘ = {L{.-u e A =
st »
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2 2
Da A - A =_An(Pn_Pm> for n ) m, er (An—Am) = An(Pn-Pm) =

Ai - Az. For en funktion f, af den type vi her betragter, og

x € H, gelder: flh € L v(x, X)(P R) =

- / |f N 285 (x,x) _{sup/.(fm) xg @ (x0)|ne N

supi(P((f|RXI ) )x|x)ne N} = sup{(Anx|x)’ n € N}
- ((A -2 x| x) = ((A -A )2x|x) HAnx-AmxH2 -+ 0,

N >M, N,M o oo e (A x) er en fundamentalf@glge s x € D(A), og

(s

dette tilfalde galder /lf 2d v(x,x) = sup_{HAnxﬂz’n € N}

[t}

Jlax)®.
2.3, p(f) ville have fdet samme vardi, p(f) =
NE + P((ff%)-1>_1 for vilkadrligt N\ € & \ R, hvis vi i.stedet Ffor .
fplgen (In) havde udnyttet en vilkdrlig opad filtrerende (med
" hensyn til c) m&ngde lj € J} af delmengder-af R, v(x,x)

'malelige for vx € H, sa at f|I er begranset for v.,. € J, og

13

sup{p(xI_) J € 3} = E. D(p(f)) bliver herved xarakteriseret som

J
{x € H {{P(fXIj)
mentalfilter}]., (Dette ken altsd igen skrives om til
2
iX € H,fIR € Lv (X,X)(R’R);).
Lad nu f, og T, vere reelle funktioner p& R , s& at filk

jed, I3 Ik}lk € J} er basis for et funda-

er v(x, x) mdlelig for Vx € H og szt Il n = it e R‘lf.(t)J <

-

nj, Iy = I1,n n I2 n? Pi n- p(XI )’ og P, = Py n'P2 n’

If, (t)+f (t) ¢ 2n} 2 I, og

fte k|Ig(e) £ (t)’( n® ] 31, er (f +f2)'I 08 (£,1,)1
n

LY

i=1,2,neh mzte_

begrwnsede, desuden er {I ne N} opad filtrerende, og

sup{Pn ne N} = sup{P1’n|n € N}-sup{PQ’nln e N =E (jfr‘I;I,u,6),

p(f1+f ) og p(f1.f2) er derfor definerede, og D(p(f1+f2)) =

2
fx € H (p((f1+f2)xI )x) er en fundamentalfglge}, og tilsvarende
n

for D(p(f1¢f2)), og for D(p(fi)),i = 1,2,



Mat. 6, 1962-63 K IV, 2, 5

Vi vil vise, at p(f1+f2) 2 p(f1) + P(fz), D(P(f1)+P(f2)) =
D(p(£,+£,)) n D(p(f,)), og p(fyf,) 2 p(f,)-p(f,),D(p(f,).-p(f,))
= D(p(£,£,)) n D(p(£f,)).

For x € D(p(f1)+p(f2)) gelder: P x € P

Hn?P?P Hc_:

1,n 2,n
D(p(f1)) n D(p(fz)), og p(fi)an = Pnp(fi)x, da P, kommuterer
med p(£;), 1 = 1,2;p((f,+f,)x; )x = p(f,x; Jx+p(foxg )x =

n n n

P(f1XI1 n)an + p(szI2 n)an = p(f1)an+p(f2)an =
s E4

P ((£,)+p(£,))x » (p(£,)+p(£,))x; d.v.s. x € D(p(£,+1,)),
p(f,+f,)x = (p(£,)+p(f,))x.
For x € D(p(f ). p(f )) g=lder:
p(f1f2xI )x = p(f'1><Ll )P p(fzxI2 n)P x = p(f,)P p(f,)P x
= P p(f, )p(f )% - p(f )p(f )x; d.v.s. p(f,-f,) 2 p(£,)-p(£,).

x € D(p(£,+1,)) n D(p(£f,)) = p(f1xI )x =
M@+f&1 %Ihap@+fﬁp@)&x€D®@))nMMfH
= D(p(f, )+p(f )).

x € D(p(f,.£,)) n D(p(£f,)) = p(f1xI )p(f,)x =

X

- p(f1.f2)x; d.v.S8. X € D(p(fz)) og p(fz)x.e D(p(f1)), altsd

x € D(p(f,).p(£,)).
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1, Lad, med paragraffers betegnelser, f og g vere to reelle
funktioner, s& at p(f) og p(g) er definerede, Vis, at
(p(£)x | p(g)x) er reel for x € D(p(£)) n D(p(g)) ,Vis, at
||(p(f)+i.1:(e*)):::u2 = IlP(f)x||2+up(g)x||2$ Vis, at pff)+ip(g) er
normal (jfr, 1, ov, 8),
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$ 3, Spektret for en sclvadjungeret operator.

En brudden, rational funktion, der er defineret og begranset
pd R, kan skrives PQ—1, hvor P og Q er polynomier, Q ikke har
reelle nulpunkter, og P har lavere grad end Q. PQ—JI kan identi-
ficeres med en funktion € C(R_,C).

Lemma: Mzngden af brudne, rationale funktioner, definerede
og begraensede pa R, er tet i C(RN,C).

Bevis: Lad g € C(RN,C); g—g(m)XR°° kan approksimeres lige-
ligt med en funktion f € §a°. Antag, at £(t) = O for |t| > a-1;

vi bestemmer et polynomium P, s& at |£(t)-P(t)| for

€
|t] ¢ at1. For n € oN smtter vi Qn(t) = (1+(ta—1)n)—1;
Q,(t) ~ X[—a,a](t) for t € R\ [a,-a}, monotont i hvert af
intervallerne ]-a,al og Rm \ [~a,a], ligeligt over kompakte
delmengder. Vi velger m € 2N, > graden af P, og K € R+, sa at
IP(t)Qm(t) ¢ e for |t] > K. Set B = max{sup{|£(t)]]|*t cl-a,al},
sup{ |P(t)||a ¢ |t] < K}}, og v&lg n € oN, n > m, s& at
a () 3 1-¢ B for |t] ¢ a-1, og q (t) ¢ eB™ for |t| » a+i.
For |t] ¢ a-1 gelder: |£(t)-P(t)Q (t)]| ¢ Q (+)|£(t)-P(t)]
+ 12(6) ] 11-a ()] ¢ 1.e+B.eB™! = 25 for a-1 ¢ |t] < a+
g&lderzlf(t)—P(t)Qn(t)| = |P(t)Qn(t)| < 1£(8)-P(t)]| ¢ e; for
a+1 ¢ |4 ¢ X gelder: |£(t)-P(t)Q (t)] ¢ B.eB™' = e; for
[t] > K gelder: |f(t)—P(t)Qn(t)| < |P(t)Qm(t)| < €.

3.2, Vi betragter i det fglgende en fast selvadjungeret
operator .. pd et Hilbertrum H.

Vi har &benbart D(4) o D(A?) o) D(ij) D> +..; for
ao,...,an,y1,..},yn_€ Cy a, ¥ 0,.er D(an§p+...+aoE) =
D(.™) ne.en D(E) = D(AD) = (o, (4=yyB) s oo (imy B)), idet
D(Arva) = D(.i); hvis P(t) = apb teeeta = an(t—y1).....

n \ ‘
(t-yn), er q A t..otq B = an(“_y1E)°"'(“—ynE)’ og denne opera-
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tor betegner vi P(..). For to polynomier P og Q gmlder da:
(PQ) (L) = P(.)Q(L), da graden af PQ er = (graden af P)

. (graden af Q), og (P+Q)(.) 2 P(&) + Q(.). Hvis
Yyseeesy € &\ R er P(.) enentydig og P(A)_1 = an_1(ArynE)—1....
.(Arij)_1 € (jfr. IV,1,pv.2); specielt ses, at alle operato-
rer (AryE)—1, v ¢ R, kommuterer; da (a1AnaoE)(LryE)_1 =
(ory oty vE+ (otgy =i, JEXamvE) ™1 = o1y (AmyE) (4=yE) ™+ (oyy-ar, ) (myB) ™
= a1E+(a1y—ao)(AryE)—1 € 6%2 kommuterer alle operatorer af
denne form.

For en rational funktion PQ—1, hvor Q ikke har reelle
nulpunkter og graden af P er < graden af Q, d.v.s. sa at PQ,—1 €
C(Rwsc), definerer vi p(PQ~1) = P(A)Q(A)-1; p(PQ—1) € &f, da
p(PQ—1) kan skrives som produkt af kommuterende faktorer af
formen (a1ﬂraoE)(A—yE)_1.

For to sddanne funktioner PJIQ,‘l—Jl og P2Q2_1 fas:

(2,97 P07 = p(RPL(4,0) ) = (B,P)(2) () ()7 =

P, ()P (8)ay() e, (D71 = B (A)a, (W) TR, () ey ()7 =

p(P,q,  )p(P,a, ), og p(P,Q T +P,0,71) = p((2,a,+P,0,)(4,8,) )
= (PP, Q) (4)(Q,0,) ()71 5 (B, (Wa (), (2)g, (4))e, (2
(;22(?4)--'1 = P1(A)Q1(A)—1 + P2(A)Q2(A)-1; men da begge siderEﬁ%e, er
p(P1Q1—1+P2Q2_1) = p(P1Q1_1)+p(P2Q2_1)°

Da ((amyB)™)* = (BT = (aym) T, er p(FR ) =
p(PQ”").* Desuden er p(APQ—1) = (P,

Hvis en rational funktion Pg | € c+(Rm,C), er
PQ(t) > 0, Vt € R, og derfor = IP,]I2 for et passende polynomium
P,; derfor er P(PQ—1) = P<|P1Q—1|2) = P(P1Q_1)*P<P1Q—1) 2 0.
Det fglger nu ordret som i III,§ 2, at p er normformindskende

0og pA en og kun én made kan udvides til en normformindskende

homomorfi p af C(R ,C) ind i éf, og at der eksisterer en kompakt
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delmengde o (A) ¢ Rm, s& at C(s(A),0) er isomorf og isometrisk
med den mindste ligeligt afsluttede delalgebra af 2?, der inde-
nolder E og (A--'yE)'-1 for alle y ¢ R, sadan at for en funktion

e C(RN,C) er billedet af f|¢(Aj = p(r).

Endvidere vises det som i1 III,§ 5, at p kan udvides til en
positiv , normformindskende homomorfi p af en normeret algebra
L;(RN,C) af begransede funktioner pa RW ind i 2?. L; bestar
herved af alle begransede funktioner, der er integrable med hen-
syn til samtlige mdl v(x,x):f » (p(f)x|x). Specielt gzlder
T(RN,C) c E;(RN,C).

For N € C\ R gmlder: X{MI(t)-(t—x)—1 = 0; derfor er
p(xm)(A-?\E)_1 = 0, (a-xE)™'H = D(a) c p(xw)o"1(o); da A er tst
defineret, kan vi slutte, at p(xg) = 0. Vi kan derfor benytte
den i § 2 udviklede integrationsteori. Specielt er p(P) defineret
for ethvert reelt polynomium P. Vi viser, at p(P) = P(A); for
AN ¢ R satter vi P% = P-)\, og far p(P) = ;)(137\_1)_"I + \E =
(P%(A.)-")—1 + N\E = P%(A)¥AE = P(A). Dette giver specielt sat-
ningen:

Et vilkarligt reelt polynomium af en selvadjungeret opera-
tor er selvadjungeref.

Setning: A's spektrum er = ¢ (A) \ [},

Bevis (jfr. III,2,5): Lad f betegne den identisks)afbild—
ning af R_pa R . For n€ R \ o(4) er p(£-0)71) € 'F, (a-nm)
p((£=\) 7 = p(e-Np((£N)™") = plxy ) = B, og p(€-n) 1) (4-rE)
¢ E med D(p((£-n)"1(4-AE)) = D(E) n D(p(£-r)) = D(A)(3Er.
IV,2,5), d.v.s. (A2E)”" = p((£-n)"1) egig.

Antag N € o (A) \ {e}, (anE)™! e,gf. For ¢ =
~(1-n|£-n]) v O fas: supfle (t)|[t € o(a)} = 1,

sup{ | (£(t)-N)g (t)||t € o(4)] » 0, derfor p((f-N)p,) =
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(4-NE)p(p,) = 0, 08 1 = [Ip(p )| = [I(A-NB) ' p((£-N)p )1l < II(a-xE) |
y

p(£-N)e )l - 0.

%) For tilstrakkeligt lille § > O er p(X[%_d,,M&]) = 0, og man

finder ved anvendelse af definitionen p((f-x)—Jl) =

-1
p((£-n) X[?\"d‘,?\"'d‘]) E;“!?/’/ .
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1, Antag, at A og B er kommuterende operatorer, A afsluttet
og B € ie » Vis, at hvis A* B* EZJ? , €ller hvis A og B er
selvadjungerede, gxlder BA = !AB’RA, Specielt gelder for poly-
nomier P og Q, si at PQ"1 € C(RM,R), at p(PQ’1) er afslutningen
af Q7 (A)P(4),

2. Vis, at p(&T(A)) = E. Vis, at « 4 o (4), hvis og kun
hvis A € ,%? ]

3. Lad f vere en reel funktion pd R_, s& at fIR er konti-
nuert. Find o (p(f)).

4. En selvadjungeret operator A kaldes positiv, A > 0, hvis
(4x|x) = 0,vx € D(A). Vis, at 420 = (&) \ {=] ¢ &ty {o}.
VlS, at der ek31sterer en p031t1v operator B, sd at B2 A,

5. Lad T vere en t®t defineret afsluttet operator, T 70 1(O)
er da et afsluttet underrum i H; projektionen P pd det dertil
ortogonale underrum kaldes T's stotte projektion. Projektionen
Q p4 TD(T) kan vi kalde T's verdiprojektion.

| Vis, at T = QTP, og at ¥ har stetteprojektion Q og verdi-
projektion Pg 7 * tilsvarende P og P, og pp ¥ Q og Q.

Hvis Tc %2_ og T afbllder PH isometrisk pad QH, kaldes T
en partiel isometri, Dette sker, hvis bg kun hvis T*p = B& eller
¥ = Q; T er da igen en partiel isometri, |

Vis, at en vilkdrlig tet defineret, afsluttet aoperator T
pd én mide ken skrives T = U|T|, hvor |T| > 0 og U er en partiel
isometri med samme stotte som T; og at |T| = U:*T! I7*| =
ulrju®,

Vig, at T kan skrives T = U|T|, med |T| >0 og U uniter,
hvis og kun hvis (PH)l-og (QH)i~har samme dimension, og at dette
specielt gwlder, hvis T er normal, | |

6§ Vis, f&eksﬁ ved hjelp af svelse 5, at en begranset opera-

tor er total kontinvert, hvis og kun hvis den er kompakt,
(3fr, III,T7, oVy3 )a
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V. Udviklingssatninger.

§ 1. Multiplikationsoperatorer.

Lad 4 vere et positivt madl pa R, HM = Li(R,C).

Til et interval I ¢ R lader vi svare operatoren p(XI):f -
XI.f, der &benbart er en projektion €¢f?. p udvides til en homo~-
morfi T(RM,C) -+ %, , p4 hvilken vi kan anvende den i IV, § 2 ud-
viklede integrationsteori.

For x € HH og T € TO(R,C) er v(x,x)(f) = (p(£)x]|x)=" =
p(fxx) = |x|2u(f), dov.s. v(X,x) = |x|2-u, idet |x|2 € L;(jfr.
I1,2,7). En funktion f er derfor v(x,x) madlelig for alle x € Hp,
hvis og kun hvis f er y mélelig. Da v(x,x)(XR) =,
sup{v(x,x)(x[_n,n]) nec N} = SuP{#(|X|2X[_n,n])] ne N} =
”x”2 { e, er enhver begrenset v(x,x) mdlelig funktion v(x,x) in-
tegrabel, L‘l’; = ; (jfr. 111,5,3), og for f € L‘; er (p(£)x| x) =
v(x,x)(Ff) = ﬂ(f|X|2) og derfor ogsd (p(f)x|y) = pu(fxy) for alle
X,y € HM, dette viser, at for vilkarligt f € L; er p(f) opera-
toren:x —» fx.

Lad nu f vare en reel, , midlelig, y nasten overalt endelig
funktion p& R, og for n€ K I, =1{te€ R‘|f(t)[ < nj, P =
p(XI ); da er I = R\ Y Ig en y nulmengde, og for x € Hp fas
ux—szuz = u(|x|2X§iIn) —+u(|x|2XIw) = 0. Derfor er p(f) define-
Sy = 1€ [uC12121x1) < o)
= {x € HM fox € Hu} , og for x € D(p(f)) fas p(f)x =

ret; D(p(f)) = {x € Hﬂlf € L

1im{p(fXI )x
n

N > oo} = lim{fXInX n - «} = f.x (konvergens i HN R
og u nesten overalt).

Specielt vilvi betegne den til funktionen t —» t svarende
selvadjungerede operator Au.

Setning: N € R tilhgrer spektret for Au, hvis og kun hvis

p(la,b]) 4 0 for a < A < b; A er egenverdi for Aﬂ, hvis og kun
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hvis pu({r}) # O.
Bevis: Hvis p([n-6, N+F]) = O for et tal & > 0, Far vi for

118 g e - 2 . 2 2~
vilkarligt x € D(Au).l(AM NE)x||© = / [ t=n] “)x(t)|“ap >

R\[?\i‘.d‘ 9_7\+6\ ]
§2HXH2; derfor er A ~NE invertibel, og den inverse er begreznset
=1

-1 %
%

og selvadjungeret (da A = A? , nar blot en af sidernec er de-
fineret), derfor tet defineret og afsluttet; det ses let, at en

tet defineret, afsluttet, begrenset operator er overalt define-

ret, altsa Ezf?.

Hvis pu([n-g,\+8]) = 2, { 0 for alle § > O, far vi for en-
1

1

~1 2 -
— 2 . - —_

hedsvektorerne X, = ag X[%ﬂf,%+6]’“(Au NE)x,||” = as
[A=6 yn\+5']

|t—%|2dﬁ < &2, og derfor, at qu—%E ikke kan have nogen invers:

c .

N er egenverdi, hvis og kun hvis der I3x € H , s& at
A X = NX 08 X + 0 = /Itﬁk|2|x(t)!2dﬁ-= 0 og /|x|2dﬁ 4+ 0
x = 0 4 nesten overalti R \ {A}, men ikke y, n®sten overalt i.
R e p({n}]) # 0.

1.2. Vi betragter en afbildning y af R ind i mengden af
n x n komplekse matricer med fglgende egenskaber:
1) For an € R er y(A\) hermitesk, d.v.s. uij(x) = ﬁji(x),i,j=1,...,n
2) For Ny <N, er %(xz)-g(x1) positiv semidefinit, d.v.s. for

g€ ter g (uOn)u0n)E 2 o
Af 1) fglger, at funktionerne p;; er reelle, af 2) fas, at

de er monotont voksende.,
]

Endvidere fias, idetfyi?é&fivgﬁ u' for H(xz)—g(x1):

! !
Hiilij

v 2 9
Hiitjg




Mat. 6, 1962-63 KV, 1, 35

_ 2 2 2 1 2
Y ' _ ' t { A 1 .
(Reuij) +(Imuij) = '“ijl < uiiujj < u(”ii+“jj) ; det ses;, at
Re“ij og Imﬂij er af lokalt begrenset variation. Stieltjes inve-~-

gralet [fdﬂij er derfor defineret for en vilkarlig stykkevis

kontinuert funktion, der er nul uden for en kompakt mengde-.

Vi definerer en intervalfunktion y ved g([a,b]) =
p()=u(a7),u(J2,0])ap(®™) wa"), u(la,pl) = g(®7)- (a7),
u(la,p[) = ylah) ~u(d7). u(I) er da positiv semidefinit
for ethvert begrmnset interval I.

Lad C (%,8™) vere mengden af funktioner f:R o T, s& at

0,8t
fn er stykkevis ggntinuert og nul uden for en kompakt mengde:

1, _ p
(£,8) - (£lg) = }J /figjq“ij er en hermitesk form p2 Co?st(R’bL
s J=1
, d.ves. (af+g|h) = a(£|n)+(glh) og (glf) = (£]g)-
: L s AN
For en funktion i Co,st(R’c ) af form xEs hvor I er et

-

begranset interval og £ € Cn,”er (XIQJXI g ) = gdg(l)gi > 0;

for disjunkte intervaller I, og I, og vilkarlige vektorer 54

1 2
g, er (X”s‘.ﬂ IXI E_z) = §4_Q(I niI )a_‘-'_zl = O, og derfor ogséa
(XI £44x1 E-QIXI E4tX1 gz) > 0. Da enhver funktion fec, (R

0,5

kan approksimeres llgellgt med funktioner af typenE);xI & ¢ med
v
Iv n %u = @ for v + u4 og nul uden for et fast interval, er

(£|£) > O for alle £. C (R,t") er derfor et quasi praz Hilbert-

0,8t
rum med hensyn til det indre produkt (.].).

Vi vil uden bevis benytte fglgende:

Setning: Til et vilkarligt quasi prz Hilbertrum H findes
1?‘,1_/r'71""1 FEed |
et og pad nzr isomorfi kun ét Hilbertrum H 0g €n hemgmeﬁ£&”a af

ST m——

Hy pd et tzt underrum i H, siledes at-aw 1(07“"{f(€fﬁ"

Rummet H kan betragtes som bestaende af skvivalensklasser
af fundamentalfglger af elementer fra H s Jfr. Cantors indigrels

af de reelle tal.

N ) 11e) dnalle g e,
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Bemarkning til K V, 1,4, andet afsnit.

Afsnittets pastande fglger let af:

Lemma: Lad H vare et Hilbertrum, Ho et tet underrum; enhver be-
granset linemr afbildning A : Ho - H, kan pa én made udvides til
en operator u(4) € &, u(A) = A. For to sddanne afbildninger A og
B gelder: u(A + B) = u(A) + u(B), oghvis AH_ ¢ H_ u(BA) = u(B)
u(A); hvis A er symmetrisk, er u(A) selvadjungeret; hvis en fgl-
ge A er ensartet begranset (3 c, s& ||[A]l ¢ ¢, vn € N) og A x -
Bx, ¥x € H_, hvor B € ,%tf,jsé vil u(A ) » B i den sterke topologi
pa H. _

Bevis: I, 1, 10 er det bevist, at A har en udvidelse u(4),
som let ses at have samme norm som A. Vilkarligt x € H er gran-
severdi for en fglge {x € H |n € N}; (Ax ) er da fundamental-
fglge, derfor konvergent; A er derfor overalt defineret, og mia
vere = u(4). Da Ax - Ax = u(A)x, Bx, - u(B)x, (A + B)xn-+
u(A)x + u(B)x og BAX - u(B)u(A)x, gelder u(A + B) = u(A) + u(B),
u(BA) = u(B)u(4a).

Antag nu, at Ahx - Bx, ¥x € HO, B €<%Z HAhH ¢ c¢c; for y€ H
og £ > 0 og passende x € H_ fas ||(A.n - B)yll < (s, - B)(y - x)||
+ H(An - B)x|| < (c + ||Bl)|ly - x|| + § < ¢ for tilstrakkeligt store
n.

Hvis A er symmetrisk, er A symmetrisk og € , altsd selvad-

Jjungeret.



Mat. 6, 1962~63 KV, 1, 4

Det séledes til C, ., (R,8") svarende Hilbertrum vil vi be-
] R
tegne HM' Idet vi, som sadvanlig, identificerer funktioner f og
g med ||£-g|| = O, identificerer vi co,st(ﬁ,cn) med et tet under-
rum i H .
g

Til et interval I € R lader vi svare en operator :f - X1 -L,

der er en begrenset operator pa Cé St(R,Cn), hvis afslutning er
H4

en begranset projektion p(XI) E,Efztf?(Hg,Hg)(da p(XI)HM og

pQgI)Oh1(O) er ortogonale og udspander Hg)" p udvides til en
homomorfi T(RM,C) - j%u og vi kan igen agvende integrationsteo~-
rien.

For x og ¥ € C, CR &™) og £ € T, (R,&) er v(x,y)(f) =
(p()xly) = 24 ffxiyJ dﬂla‘ dette galder da ogsid for funk-

i,J=1
tioner £, der er stykkevis kontinuerte og begransede p& R; for

séddanne er altsi p(f)x = f.x; p(f) er afslutningen af operatoren
X - f.X.

Lad £ vere en reel stykkevis kontinuert funktion pa R, og
forne NI = [te Rllf(t)l ¢nj, B_ = p(XI ); da er p(f) defi-
neret, og D(p(f)) o u {P, H In e N} o C, st(R Cn) 2 T, (R,0%); for

XI x € C, St(R ¢ ) er p(f)x = P(fXI )X = fXI = fx. Afslut-
ningen af p(fXI )'s sammentraskning til T(I , &™) 1ndeholder sammen-—

trekningen af p(fXI ) til Pngu’ da T(In,C ) er tet i Pnﬂg’ og

p(fXI ) er begrenset; derfor er ogsid afslutningen af sammentrzk-

n alrCusdede.
ningen af p(f) til T, (&,8™) = p(£), da p(f) er den mlnd tevad~

videlse af alle p(fXI IP q o
n Tn'y

Specielt betegner vi den til funktionen t —» t svarende ope-

rator A

Funktionen p kaldes et n-dimensionalt matrixmal.
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Bemezrkning til K V, 1,4, andet afsnit.

Afsnittets pastande fglger let af:

Lemma: Lad H vere et Hilbertrum, Hj et tet underrum; enhver be-
grenset linezr afbildning A : Ho-e H, kan p& én mdde udvides til
en operator u(A) € ¢, u(A) = A. For to sédanne afbildninger A og
B gzlder: u(A + B) = u(A) + u(B), og hvis AH_ ¢ H_ u(BA) = u(B)
u(A); hvis A er symmetrisk, er u(A) selvadjungeret; hvis en fgl-
ge A er ensartet begranset (3 c, s& ||All ¢ ¢, vn € N) og A% -
Bx, VX € H_, hvor B € < s& vil u(A ) » B i den sterke topologi
pa H. _

Bevis: I, 1, 10 er det bevist, at A har en udvidelse u(4),
som let ses at have samme norm som A. Vilkarligt x € H er gran-
severdi for en fglge {x € H |n € N} (Ax ) er da fundamental-
fglge, derfor konvergent; A er derfor overalt defineret, og ma
vere = u(A). Da Ax - Ax = u(a)x, Bx, - u(B)x, (A + B)xn-»

u(A)x + u(B)x og BAx - u(B)u(A)x, gzlder u(A + B) = u(A) + u(B),
u(BA) = u(B)u(a).

Antag nu, at A x - Bx, vx € Ho» B € fi HAhH ¢ c; for y€ H
og € > 0 og passende x € H_ fas ||(A.n - B)yll ¢ H(An - B)(y - x)||
+ |1(A, = B)xll ¢ (e + [IBIDly - x|| + 5 < e for tilstrakkeligt store
n.

Hvis A er symmetrisk, er A symmetrisk og € , altsd selvad-

Jjungeret.
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1. Lad pu vere et positivt mal pa R, Hﬂ = LE(R,C), p den
tilsvarende homomorfi L;-eée. Vis, at et positivt mdl p, der er
absolut kontinuert m.he.t. g, har . form v(x,x) for en vektor

1

X € Hp’ hvis og kun hvis X} € Lp'

2. Lad K vere en endelig delmsngde af R; lad et matrix mil
p opfylde: y(I) = O for ethvert interval I, s& at I n K = &.

Beskriv H . Find specielt udtryk for dimensionen af ﬁg'

3, Lad et to dimensionalt matrix mal Y vere bestemt ved:

p(I) = O for ethvert interval I, s& at I n N = ¢,
| -2

1 1 - n
) , necnw.
1

-2
- n

u({n}) = .(
1
Find en begranset, kontinuert vektorfunktion £, s& at
(£ X[—n,n]) er en fundamentalfglge i HE, men f1 og £, er ikke

integrable m.h.t. alle mdlene i, 50 i,j =1,2.
. . . H

4. Beskriv spektret for¢fL# i forhold til y's vakst-egen-
skaber. (Det vanskeligste punkt er vist at vise, at y({r}) er

4 O for enhver egenvardi A).
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§ 2., Multiplicitet.

Vi betragter et Hilbertrum H og en selvadjungeret operator
A pd H med spektralmilet p(XI) = P(I) |

Et afsluttet underrum F ¢ H siges at vare et frembringende
underrum for A, hvis {P(I)x|I € I,x € F] udspsnder H (I be-
tegner mengden af kompakte intervaller c R), d.v.s8. hvis enhver
vektor € H kan approksimeres med vektorer“af formen p(f1)x1+...
+ p(fn)xn’f1""’fn € TO(R,C),x1,...,xn € F.

Da P([-n,n])x » X, n - e, for ethvert x € H, er H et
frembringende underrum for A.

Definition: A har multiplicitet n, hvis: 1) A har et n-dimen-
sionalt frembringende underrum, 2) ethvert frembringende under-
rum har dimension > n.

Hvis underrummet i H frembragt af vektorerne XyseeesX, ©OF
et frembringende underrum for A, kalder vi XyseeeyX, €N frem-
bringende basis for A. I

Definition: En lokalt defineret n-~dimensional frembringende
basis for A med definitionsmengde J er n afbildninger J - xv(J),
v = 1,e0e,n, af en mengde J af begrasnsede intervaller c R ind
i H, s at '

N ke UF|ged],2)Tel, 1¢cdedalcy,

3) iﬁ(I)xv(J) =x(InJ) forv=1,0.0,n, Tel, g€,

u){xv(J)| Y o= 1,...,n J € J} udspender H. .

€ JogdJ

Bemsrkning: Hvis J, udJ nd, = ¢, gelder

2 1
xv(J1 U J2) = P(J1 U JZ)XU(J1 U J2) = (P(J1)+P(J2))xv(J1 U J2) =
xlﬂJ1)+xv(J2). En given lokalt defineret basis kan pd en og kun
én mdde udvides til en ny med definitionsmengde bestiende af

alle begraznsede intervaller; thi ethvert begrenset interval 1

kan skrives som foreningsmengde af endeligt mange disjunkte in-
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tervaller € J; hvis dette er gjort pd to mdder, I = I Uee o) =

Kﬁu;..uKk, har vi:

;K*' &
:1XV(J%) =1 L 4y XLKJ% n KK) = ﬁ%ﬂ XLKKK), definitionen
I- XU(I) = ’:j XV(J%) giver den segte udvidelse.

Setning: A har multiplicitet < n, hvis og kun hvis A har en
lokalt defineret n dimensional frembringende basis.

Bevis: Hvis F er et n dimensionalt frembringende underrum
for A, og XypeaesX, €T linewrt uvafhsngige vektorer i F, er af-
bildningerne I - XV(I) = P(I)Xv, v = 1,...,n,definerede for
T € I, en lokalt defineret frembringende basis.

Hvis A har en sddan basis, kan vi antage, at den er define-
neret for alle begrsnsede intervaller. Lad K{,Ké,... vEre nume-
rabelt mange disjunkte begrznsede intervaller, der overdskker R,
og lad Kv1’ sz,... vere de hejst numerabelt mange af disse, for
hvilke x (K ;) % 0; rekken 2 2‘1nxv(Kvl)n"1xv(Kvl) er da konver-
gent i H, vi kalder summen X3 XypeeayX, €T da en frembringende
bagis, og underrummet i H udspzndt af XqseeesX, €T hojst n di-
mensionalt,

Setning: Lad y vere et n dimensionalt matrixmdl pa R. 4@
har multiplicitet < n. )

Bevis: Lad g4,...,&, vere den smdvanlige basis for 07, Af-

n
bildningerne I - X, af mengden af begrznsede intervaller c R
ind 1 HH er en lokalt defineret frembringende basis for A, da
TO(R,cnS er tet 1 H .

2,2. Lemma: Laé ¢, V¥re en line®r isometrigk afbildning af
et te®t underrum Ho i et Banachrum H pd et t®t underrum KO iet
Banachrum K, 9, kan P4 én mdde udvides til en linesmr isometrisk
afbildning af H pa K.

Bevis: P kan pd én mdde udvides til en kontinuert linesr
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afbildning ¢ af H ind i K, For A = {x € HO||]x|| <1} fés: A =

{x € H|

x| <13, oh) < o(A) ¢ {x€ K|zl <1}, d.v.s. ¢ er
normformindskendeogo;1 udvides tilsvarende til en normformind-
skende linezr afbildning ¢ af K ind i H. ¢¢ og ¢¢ er da konti-
nuerte udvidelser af de identiske afbildninger af KO 0g Ho’ 0g
er derfor de identiske afbildninger af X og H, d.v.s. ¢ = ¢-1, 0]
afbilder H p& K, og ¢ og ¢ er isometrier,.

En linezr isometri ¢ af et Hilbertrum H pa et andet K beva-

rer ogsé det indre produkt: (¢x|ey) = (x]y), da (x|y) =
3
}: ion+inyH2, og bevarer derfor alle Hilbertrum teoretiske be-

n=0

greber. Afbildningen A - ¢ o Ao ¢0-1 er da en afbildning af msng-
den af operatorer pad H p&d mzngden af operatorer pa K, der beva-
rer alle de i det foregdende indfgrte begreber; f.eks. er A og

@ © Ao ¢o—1 samtidigt selvadjungerede.

Hvis der for en operator A pa et Hilbertrum H og en opera-
tor B pd et Hilbertrum K eksisterer en linezr isometri ¢ af H pa
K, s& at B = ¢ o Ao ¢O-1, siges A og B at vare rumligt isomorfe
eller unitert skvivalente (selv om ¢ som regel kun kaldes uni-
ter, hvis H = K).

Vi vil vise, at en selvadjungeret operator A med endelig
multiplicitet pa et Hilbertrum H er rumligt isomorf med en mul-
tiplikationsoperator.

Lad da A have multiplicitet < n, og lad x,l,...,xn vare en
lokalt defineret frembringende basis, som vi gerne kan antage

defineret for alle begrensede intervaller.

Vi definerer en matrixfunktion y pa R ved
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(x; (Jo,t][x (lo,¢])) ¢ >0
‘uij(t) = 0 t =0 i,j = 1,...,n.

=(x; (Jt,01) [x5(]8,0]) ¢

v

0

A

Herved defineres et matrix mal, idet for £ € &% og t, < t,

£ _(g(tz)—g(t1))él = i’%=1§i(xi(]t1’tz])|xj(]t1’t2]))gﬁ -

iy 2
H_21§ixi(]t1,t2])u > o.
1=

Lad p vere den til A svarende homomorfi E;-+éﬂ Vi minder
om, at en majoriseret, punktvis konvergent fg¢lge af funktioner
overfgres i en fglge af operatorer, der konvergerer i den svage
topologi pa ﬁﬁ og hvis konvergensen er monoton, endog i den ster-
ke topologi pé¢%{ Heraf fas, at (xi(I)|xj(I)) = ”ij(I) for
ijj=1yee.,n 0og vilkarligt begrenset interval I.

Vi gnsker at definere en linesr isometri ¢ af H = y:(ﬁ,bn)

pa H. For £ € 0" og begraznset interval I smtter vi ¢(§xI) =

n n
> §vxv(l) = 3 p(fvxl)xv(J) for vilkarligt begrznset interval
v=1 V=

2 o - 2 . :
J2 I; “Sb(XIﬁ)“ = 2 1§i'u'ij(l)§j = ”X:[ﬁll « ¢ udvides ved line-
1sJ=

n
aritet til en isometri: £ = £ x; » 3 p(f )x (I) af T (®,8™) pa
N i=1 VY ©

et underrum Ho c Hy der er tet i1 H, da XyseeesX, ©€r en lokalt
defineret frembringende basis for A. Da ogsa TO(R,Cn) er tet i

HM' kan ¢ udvides til en isometri af HM pa H.

En funktion g = gx; € C (k,0™) xan approksimeres ligeligt

0,8t
med en fglge gm = gmxl af trappefunktioner; sa galder im'* gi

H/;__L og P(gm,i) - P(gi)’ i=15s04yn, og 50(3.) = 1im¢’(£m) =
n n
limi§1p(fm’i)xi(l) = i§1p(gi)xi(l).

Lad PM vere den til Ag svarende homomorfi; for en stykkevis
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kontinuert, reel funktion f er Pg(f) afslutningen af operatoren
g - fg defineret pa TO(R,Cn). For g = gx1 € TO(R,Cn) fas:
n . . n N
yop (flg = ¢(fg) = i§1p(fgi)xi(1) = i§1p(f)p(gi)xi(l) =
p(f)oyg. Afbildningen (g,h) » (¢g,yh) forer en tet mengde i G(p ()
g g,0 gsyh P
. . n =
ind 4 G(p(f)), idet (ygspop (f)g) = (yg,p(£)oyg) for g€ T (R,E7), og
gerfor &(p (f)) ind i G(p(r)); d.v.s. ¢/°pu(f)o¢o-1 c p(f); da
begge sider er selvadjungerede, er ¢0pg(f‘)0¢1°—1 = p(f) (da B¢ C
- c¥ c B¥). pg(f) og p(f) er altsd rumligt isomorfe. Specielt
er ¢oA = Ao :
¢ y ¢
Setning: Lad A vare en selvadjungeret operator pa et Hil-
bertrum H, XyseeesX, en lokalt defineret frembringende basis, p

den til A svarende homomorfi. Der eksisterer et matrix mal y og

n
en linemr isometri ¢ af HM pa H, s& at ¢(g) = 3 p(gi)xi(l) for

g = gx1 € CO’St(R,Cn), og s at p(f) = ¢°pu(f)°¢o—1 for enhver

stykkevis kontinﬁeft, reel funktion f p& R.
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1. Lad A vere en selvadjungeret operator med multiplicitet
n. Vis, at A har en frembringende basis X1"'°’Xn’ s& at det til-
svarende matrix mal ¢ har diagonalform. Vis, at der eksisterer n
projektioner P1,..n,Pn p& parvis ortogonale underrum i H, kommu-
terende med A, si at E = P1 + ees + Pn’ og s4 at A's sammentrak-
ning til PvH’ opfattet som operator pa PvH,har multiplicitet én,

v:1,¢eo,n.

2. Et afsluttet underrum F ¢ H siges at vare separerende
for en mengde {4 af operatorer, hvis B, »B, €, B, fB, =3IV,
sa B1x + B2X. Vis, at F er et frembringende underrum for den
selvadjungerede operator A, hvis og kun hvis F er separerende for

{Be€ £ |BA ¢ AB}].
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§3. En udviklingssatning.

I denne § bevises en satning, der er den Hilbertrum teore-
tiske kerne af en sztning om differentialoperatorer (jfr. Nai-
mark: Lineare Differentialoperatoren, specielt §& 21 ).

| Vi antager givet et Hilbertrum H, et tet underrum HO, en
selvadjungerct operator A med tilsvarende homomorfi p, og en li-
nezr afbildning ¢ af H_ ind i mengden af afbildninger: koo o0,
s& at

1) #(f) er kontinuert for ethvert f € Hy»

2) til f € H, og N € R, s& at ¢(f)(\) = 0, eksisterer der
v € H n/D(A), sd at (A - \E)v = F,

3) til N € R eksisterer der T seee,f € H, sd at vektorer-

1
ne Q(f1)(x),...,g(fn)(%) € &% er linemrt uafhzngige, dvs. si at
determinanten det(@j(fi)(x)) + 0.

Lad, for et vilkarligt interval I ¢ R, m(I) betegne lzngden
af" T.

Lemma: Lad N € R og W € HO opfylde Q(w)(x) = 0; der eksiste-
rer & > 0, s& at Hp(XI)wH ¢ m(I) for ethvert interval I, der op-
fylder N € I ¢ [N -8, + 6]

Bevis: Lad e betegne funktionen : t - t, defineret for t € R.
I fplge egenskab 2) eksisterer der v € H, n D(A), s& at (A - N\E)v

'l'-
= w. Da X[n - &5 + 6] ¢ Xin} for & » 07, komvergerer

P(X[% -+ 8] \ f%}) mod O i den stmrke topologi péée; speci-
elt kan vi finde 4§ > 0, sa at Hp(X[% NI BN {%;)VH < 1.
For et interval I, s at N € I ¢ [N = &N + 6], fas “P(XI)W” =
I (xp) ple = Mwll = lo((e = Nxp)elxy - g5 + o] \yng V1 <
llo({e = Nxpl ¢ supflt - A | t € I} ¢ m(I).

setning: Lad I vere et kompakt interval., Antag, at OLyseeesly

€ H_ opfylder: det(@j(ai)(x)) $ 0 for A € I; lad ¥(\) vere den in-
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verse matrix til (@j(ai)(x)) for n€ I, og ¥(\) = O for N ¢ I;
n
definer gi(I) = ji:p(y. . x1) 0ss 1 = 1,40.,n. For et interval -
11,3717 75
1 .
J¢ IogteH gelder p(x;)f = Zp(@i(f)XJ)gi(I).
i=1

Bevié: g's komponenter ?i 3 er stykkevis kontinuerte og op-
H

n
fylfer E: ?i,jék ij) = §i,kXI (&i’k =1 for i = k, = 0 ellers).
J=1

Vi antager fgrst, at J er kompakt, og valger a € R+, a > m(J).

n
Vi Sa?tterz \I'i,j @i(f)xJ= Fj’ jJ = 1,e¢syn; herved fas

i=1
n , n n
) Ry (D)xp)eg(1) = ) plo () ) nley 5 xp)e
i=1 i=1 j=1
n n 1
Zp( Zirl,j @i(f)xJ)aj = z p(Fj)aj ; for N € J finder vi:
j=1 1=1 =
n

5, ( Z (N ) () = zqfi,jm 2, (£) (Wxz (Mo (ay)(N) =

J=1 i,J=1
5 n
N 651 2 (0)() = 2 (£)(N), 1 = 1,...,m, alted o(f - ZF.O\)
! J
i=t1 j=1
ocj)( N) =

Fle er ligelig kontinuert; til € > O kan vi finde § > O,

s& at det for en vilkarlig inddeling af J i disjunkte intervaller

A1,...,A med indskudte punkter N, € A., sa at max{m(A.)l
r p 1 i i
1geaeyr} $ 6, gelder Hp(Fj) - }Z:Fj(%i)P(xAi)H £

i=1
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r
sup{ |7, (n) - EE: Fj(xi)x4i<x)|lx € 3] ¢ elen max{lla v = 1,000,

i=1

n r
_1 ] e}
n}) ', j =1,+.4,n, og derfor || }irﬂFﬁ)aj - EJ }:Fﬁ(xi)p(xAi)
. . 3=1 =1 iz
N ) = N FL ) D Geo Dokl €
all § ) e E: s ® Gy el < e
5=1 i=1
n
F - f - i vi -
or N\ € J og LN f E: Fﬁ(?dcxjé H, har vi vist g(w%)(%)
3=1

0. I fglge lemmact findes der til hvert N € J et §(\) > 0, som vi
yderligere vil underkaste betingelsen §(N\) ¢ min{%d}ez(ua)_1}, s
nc IN-60), A+ 8(N)]. Da Jer

kompakt, kan vi valge endelig mange punkter %1"'°’%r € J, sa at

at [[p(xg )WXH ¢ m(I) for N€ I
N

J ¢ Ui]%i - 5(%1), N+ 5(%i)[| i =1,.00yr}; vi kan da ogsd vel-
ge r disjunkte intervaller Ai’ s&d at A € Ai g] %i - 5(%1),
Nyt &(xi)[, i =150e0y7, 0g 88 at J = Ui Ail i=1,.0a,r}. For

n r

o » - 2 —

dette valg fas: Hp(XJ)f }: Fj(%i)p(XAi)ajH =
=1 y

i=
r n

IR ICNRIC I NCW IR L

]

[[VaN

r
2
| (. dwy, i
}: Xng' Ny
i=1
r

m(Ai)2 < E: nKAi)-ez(ha)—1 = e2(ua)”! m(3) < (1e)?.

i=1

L g

Da m(Ai) ¢ 26(N;) ¢ 8y 1 =1,000,r, for vi ialt

n
”P(XJ)f - }: P(Fj)ajﬂ < F + & =¢ for vilkdrligt ¢ » 0, derfor
J=1
n

p(x )T = Zp(@imXJ)gi(I).

i=1
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Da begge sider af ligheden afhanger additivt af J, og da de
halvabne og de abne delintervaller af I kan dannes udfra de kom-
pakte ved differensdannelse, gzlder ligheden for ethvert interval
J ¢ I.

3,2 For vilkarligt interval I

4 ¢ I definerer v1:gi(I1)

P(XI1)gi(I)9 i = 1’o'|,nl FOI" f E HO Og J g I_1 féS da p(XJ)f

n n n

Lp(qwi(f)xJ) g (1) = Z p(@i(f)xJ)p(XI1)gi(I) = Zp(@i(f)XJ)

i=1 i=1 i=1
Lad k vazre et begrznset interval, og antag, at ﬂ1,...,
B, € H  opfylder: det(éj(ﬁi)(x)) + 0 for N € k; lad ¥'(\) vare

invers til (éj(ﬁi)(%)) for N\ € k, og ¥'(\) = 0 for A ¢ k; szt
n

.
H — f . ] -
gi(k) = 2 p(?i,ij)ﬁj' For et interval J, si at I nk ¢ I, gel

J=1
n

n
der p(x;le; (k) = zp(if L3 X0 BXg o B Z i 5% )

3=1 3=1

n n
prl(ﬁj) x5 o8 (D = N7 p( Z ] 01085 x o P8 (D) =
1=1

IIE\/jB

.
-

n
pri,l X g )81 (1) =20 P& (1) = g;(k n J). Dette viser
1=1
for J ¢ k n I, at p(XJ)gi(k) = gi(J), dvs. gi(J) afhenger ikke
af det kompakte interval I L J og elementerne a1""’an.€ Ho’
men kun af J. Vi kan derfor trygt saztte gi(k) = gi(k). Da
P(XJ)gi<k) = gi(k ndJ) for J nk ¢ I, og vi som I kan valge k,
gzlder p(XJ)gi(k) = gi(k n J) for ethvert interval.

Lad J vere mengden af begransede intervaller k c R, for

hvilke der eksisterer B1’°"’Bn € Ho med det(éj(ﬁi)(%)) + 0 for
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N€ k;det er klart, at T€ I, I¢cJe J = I€ J, og egenska-
uid | e 1.

berne 1) og 3) ved ¢ viser, at R
n

Formlen p(XJ)f = 2{%(@i(f)XJ)gi(I), Jcle Jg, £ € H,, vi-
i=1

ser, at ethvert element i p(XI)HO kan approksimeres med linear-
kombinationer af elementer af form gi(k), kK€ J, 1 = 1,0e0,n,
(da funktionen @i(f)XJ kan approksimeres ligeligt med trappe-
funktioner.) Derfor er rummet udspezndt af alle gi(I), I1eJ,
i1 =1,e0eyn, tet i Ho og dermed i H.

Vi har vist, at Bys+e+s8 €T €N lokalt defineret n-dimensio-
nal frembringende basis for A med definitionsomrade J.

Vi udvider g1,...,gn til en frembringende basis, som vi i-
gen betegner ByseeesB s med definitionsomréade bestaende af alle
begransede intervaller c R (jfr. bemzrkning V, 2, p. 1). Da ud-

videlsen sker ved linearitet, far formlen p(XJ)f =
n

EZ:p(®i(f)XJ)gi(I) gyldighed for f € H_ og vilkarlige begransede
i=1
intervaller I og Jd.

Vi ved nu, at der eksisterer et n-dimensionalt matrix mal

L og en lineer isometri ¥ af HH pa H, sa at ?(f)
n g

Z g, (1) for £ = £y € co,st(R,cn), og p(f)e¥ = qrop/é(f)

LN

for enhver stykkevis kontinuert funktion f: R - R.

For x € H  og begraznset interval I c R gwelder &(x)x; €
n

N N

C,st(Rst™) ¢ 1, og ¥(a(x)xy) = Zp@i(X)xI)gN) = plx)x;
i=1

IfP(XJ)X| J er et begrenset interval o I} | I er et begrznset

interval} er basis for et fundamentalfilter pa& H med grensevar-
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di x, hvilket vi vil skrive x = lim{p(x )x| I » R}; da ¥ er er
isometri, er ogsé {{Q(X)XJ.| J o I}|I} basis for et fundamental-
filter, og x = lim{%(g(x)xl)l I - R}.

I tilfeldet n = 1 gelder supip(|e(x)x %) |1} =

2 2 o .. L
sup{“p(XI)xH |1} = (|||, derfor &(x) € L#(R,C), og x = ¥(a(x)i.

Sztning: Under de p. 1 navnte forudsatninger har A multipli-
citet < n. Der eksisterer et n-dimensionalt matrix mél [t 08 en
lineer isometri ¥ : HM pad H, s& at ¥o AH = Ao¥ 0og x =

lim{?(g(x)xl)| I R} for x¢€ Hy+» For n = 1 er ¢ sammentraknin-
gen af ¥°71 i1 H_.

3.3 Vi md udlede et specialtilfzlde af Fubinis sztning (jfr.
[3], v, § 2).

Definition: Lad S, T og Q vere vilk8rlige mengder, u en afi-
bildning: S x T » Q; for fast t € T er u(.,t) afbildningen
s » u(s,t); for fast s € S er u(s,.) afbildningen t » u(s,t).

Lad p og u vere positive m&l pa henholdsvis I og J € I; vi
definerer en rektangel funktion p x py ved p x U (I1 X J1) =

p(I1)-N(J1) for I, ¢ I, d, ¢ J. Det ses let, at p x p kan udvi-

.1
des til et mal, som vi igen betegner p x p (jfr.[3], og III,$6).
De i [3], V, § 1-2 beviste sztninger om Lebesgue malet pa et

interval c Rz ses let at gmlde ogsd for p x u; vi minder speci-

elt om Fubinis smtning: Hvis T € L;x# , s& vil f(s,.) € L; for
o nzsten alle s, s - /' f(s,t)au(t) € L; , 0g /'/'f(s,t)qu(t)
J I3

do(s) = p x p(f).

Setning: Antag, at £:I x J » R er p x p milelig, at

> / 1£(s, ) | du(t)
J

0]

[£(s,.)]| € LL foré%wsten alle s € I, og at

1 . 1
€ Lp; da vil f € pru , o8 derfor p x u(f)

/'/'f(s,t)qu(t)qo(sx
IJ
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Bevis: Vi satter f = || A n; for p nesten alle s € I gzl-

1

der fn(s,-) € L' og fn(s,-) 1 |£(s,.)|, derfor gn(s) =

/fn<s,t>d#<t> } / £(s,t) [au(t) = g(s), og = > f g(s)ap(s) =
J J I

sup{/'gn(S)dp(S)I = supi/‘/‘fn(s,t)du(t)dp(s)} = supfp x p(f )},
n . n I 7 n
)

1 , 1
da f € pru ([3], II, 9, 5). Alts&d er f € pru ([3], 11, 9, 6).

Seztningen kan specielt anvendes pd en p x pu malelig funkti-

on £, for hvilken der eksistcrer g < L;

|[f(s,t)] < g(s)-h(t).

Hvis A¢ I er p mdlelig, findes der til ¢ > O en afsluttet

og h € L;, sé at

mengde F og en relativt til I &ben mengde O, s at P ¢ A¢ O
og p<XO\F)'”(J) < g; da er F x J en afsluttet og O x J en rel.til.
I x J 8ben mangde, s& at F x J ¢ A x J ¢ O x Jogp x u(0 x I
F x J) < g; dette viser, at A x J er p x p malelig. Heraf fgl-
ger straks, at hvis f£:I - R er p milelig, s& er (s,t) » f(s)
p x u mdlelig.

3.4 Vi antager nu, at H = Li(R,C), hvor p er et positivt
mdl p& R; desuden at H, ¢ Li,p’ og at H  er tat i Li,p (jfr. I,
2, 5); dette gzlder, hvis og kun hvis der til vilkarligt I € I
cksisterer J € I, s& at {f € Ho| £ =1fx;] er tat 1 {f € H|T =

fXI} (jfr. ¢v.5”); specielt er betingelsen opfyldt, hvisjﬂog Ho'

Desuden antager vi givet en kontinuert afbildning E:RZ - Cn, sé-

ledes at @v(x)(x) = /'x(t)uv(t,x)dp(t) for x € H, v = 1,¢00,0;
eller kort &(x)(\) = /.x(t)g(t,%)dp(t). Vi antager stadig, at @

opfylder betingelserne 2) og 3) p. 1; betingelsen 1) er opfyldt,
da u er kontinuert og x er nul uden for en kompakt mzngdc (jfr.
Mat. 2, 1961-62, DL I, 2, 2),

For x € H og £ = fx; € C (R,E™) gzlder:

0,8t
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/.?(_f_)(t)mdp(t) = (2(D)]x) = (2l (D) [0) = (pxpe()[x) =

(1) B e)®) = (Elxa() = ) [ 20 ) fx(t)u:j_(t,%)dp(t>
i,J=1

du. (N), idet ¥.p (x;) = p(x;)°¥, ¥ er en isometri, og ¥(x, &(x)}
isJ Y I I I

= plxp)xs (4,0) - fi(%)xl(x)x(t)uj(t,X) er nul uden for et kom-
pakt interval c R2, produkt af funktioner, der er p x v milelige

for ethvert mdl v p& I, og numerisk ¢ k]x(t)ielfi(%)l; da

2 ¢
0,0 =

og derfor ombytte rakkefglgen af integrationerne: (¥(£){x) =

[ ) 50000 TEDa, ;00 Ta0(6). a w(e) € 12 o

i,J=1

|x|] € L L; og lfilll € Ll, kan vi anvende Fubinis s@tninzg,

n
Cunm
t - 2 /.fi(x)uj(t,RTQUi j(7\) er kontinuert, tilhgrer begge
9

i,Jj=1
. 2 2 ! . 12
funktioner L = L . Da H er tet i L , kan vi slutte.,
loc,p 0,p o 0, .

at de to funktioner bestemmer samme element 1 LO 0’ og derfor er
3

ens p nasten overalt. Da vi gerne kan sndre ¥(f) p& en p nul-
mengde, har vi vist: For £ € C St(R,Cn) er ¥(£)(t) =
9 !
I
ZJ /:fi(x)uj(t,xidui j(7\) (jfr. gv. 6).
?
i,J=1
For n = 1 lyder formlen ¥(f)(t) = /‘f(%)ﬁ(%,xid#(x); i dette

2

tilfelde fungerer det ovenstidende bevis, nir blot f € LO % For
5

vilkdrligt £ € L° ras da ¥(f) = lim{¥(fx )| - R} =
limft -~ /'f(%)xl(%)u(t,%)du(%)ll - R}, hvor graznseverdien skal
tages i Lg's topologi, dvs. limf{ / | ¥(£)(t) -

’ 2 'y
/‘f\%)xl(%)u(t,kjdu(%)l dp(t)’ I R} =o.
Hvis n = 1 og u er begranset, |u(t,\)| ¢ k for alle

(t,\) € RZ, og f € Li n L;, er ogsd fu(t,.) € L; for ethvert
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t € R; hvis vi satter ¢(t) = /'f(%)u(t,%5dﬂ(%), konvergerer

qf(XIf)(t) mod ¢(t), ligeligt for t € R, nar I » R, idet

|/'f(7\)uZt,7\5dﬂ(>\) - /Xl(x)f(x)u(t,xidﬂ(x)l < k[ |f(7\)|XR\I(7\)

du(N) » 0. Da T(le)‘ﬁ ¥(f) i Li, vil ogs& for vilkarligt

; - s :
relx, ¥(x L) - XA ¥(f) i Lp’ samtidigt ved vi, at x, ¥(x{f)
~ XAP ligeligt, og derfor ogsa i Li; heraf fglger, at Xp ¥(f)

og x,¢ er p @kvivalente, og vi kan valge ¥(f) = ¢.

2

N n 'S
For x € Lo¢)’ fec St(R,C ) og I € I gelder:

(215 (p(x 1)) = (T2 |plxp)x) = (¥(xgL)]x) =

n
f Z/fi(%)xl(x)u;(t,deui,j(x)SE(T)dp(t) -

i,J=1

n

n

L /fi(%)xl(%) fx(t)uj(t,ﬂdp(t)dui,j(x); da
i,3=1

0—1 s AN
T ()0 €y 08 N xy () /x(t)g(t,mdp(t) € €, 44 (R0")

n . .

c Hg’ og da CO’St(R,C ) er taet i Hg’ kan vi slutte, at de to

funktioner er ens y n®sten overalt. Da vi gerne kan &ndre

O - o .
T 1(p(XI)x) P& en y nulmengde, har vi vist:

For x € Li,p er T0_1(p(XI)X)(%) = XI(%) /.x(t)g(t,%)dp(t), og
7N (x) = lim{n - XI(%) /x(t)g(t,x)dp(t)ll - R}.
For n = 1 og x € Liyp FAsIN - /x(t)u(t,x)dp(t) € Li,

27 (x) () [xmg(t,mdp(t).

Pa samme ma&de som ovenfor kan vi ogsd, dersom u er begrsn-—

set, vise, at for x € Lz n L;

- /x(t)u(t,%)dp(t)-

er ?0—1(x) kontinuert, ?0_1(X)(%)
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Vi resumerer hovedpunkterne: n
N N )
st (R0 er ¥(E)(4) = ) /fi(mu‘ NE%N

L,J=1

Setning: For f ¢ CO

b

. 2 Y ep 4O _
dui’j(%), for x € Lo,p og I € I ery (p(xI)X)(%) =

TN

XI(%) /‘X(t)E(ta%)dp(t)- For n = 1 gelder for £ € L= : ¥(f) =

\V]

lim{t - /.f(x)XI(x)uzt,kjdﬂ(x)lI - R}, og for x € L7 ?0-1(x) =

©

limf{n - /x(t)XI(t)u(t,x)dp(t)‘I - R}, idet grensevzrdierne skal

tages i1 norm topologierne pa L2 og Li. For n = 1 og u begranset

Jo;
gezlder for f € Li n L:L : v(r){t) = /f(%)u(t,%;dp(')\), og for

X € Li n Lp? : )N = fx(t)u(t,x)dp(t),
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1. Lad to funktioner f og p:k = [0,1] x [0,1] » R, opfyl-
de: p(.,\) er af begranset variation for hvert A, f£(t,t) =0
for (t,t) € kX, og £ opfylder en Lipschitz-betingelse i k m.h.t.
t, ligeligt i A (jfr. DL I, L, 2)>5 : 3k € &Y, sa at

|£(t,,0) = £(t,,0) | < klt, =ty for (t,,\) og (t,) € k.

r

Vis, at 1lim inf}Z:/'l f(t,xi)l XA_dp(t,%i) = 0, idet 1lim inf ta-
i=1 ’

ges over alle opspaltringer af [0,1] i1 endelig mange disjunkte

intervaller A1’°'°’Ar med indskudte punkter xi € Ay

2. Lad t - h(t) veare en afbildning: R —» H, s& at
1in{d ' |n(t + &) - h(t)|] | & » O] = O for alle t € k. Vis, at
h(t) = h(0) for alle t € R.

3. Lad A vare en selvadjungeret operator pa H, HO et tet
underrum i H, @ en linezr afbildning af HO ind i mengden af funk-
tioner: R - O, sa at
1) @v(f)(x) er analytisk for v = 1,...,n, £ € H_

2) @ (F)(N\) = 0= 3ve H, n D(A), sa at (A - \E)v = F

3) IN€Rog T, ,...,f € H, s at det(a (r;)(N)) # O

L) A, n D(A)g H

5) for N € R og £ € Hyn D(A) gelder &(Ar)(N) = xg%ﬁ@(f)(%).

Bevis, aéai € I eksisterer Wyyeeesa s S8 at det(@j(ai)(x))
+ 0 for N € I.

M.M)Bevis Fubinis satning for to vilkérlige positive mal pa
2)Vis, at £,g € L;(R,C) medfgrer: t » £(t)g(s - t) € L; for ne-
sten alle s € R, s - £ % g(s) = /.f(t)g(s - t)dt € L;. Find

12 ally -
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5. 1) Vis, at hvis en fglge {fn € Q§|n € N} konvergerer mod
0 i Qﬁ, eksisterer der I € I, s& at f, =T xg for alle n ¢ N. Vis

den tilsvarende sztning for L2 .

0,0
2 2 .
2) Vis, at et underrum H L er tet i L hvis o
) 9 o & 0,p 0,p° g
kun hvis der til I € I eksisterer J€ I, s& at {f € H_|T = fx,}
2

er tot 1 [f €I, | T = fxg]

n
6. Vis ligheden p.8: ¥(£)(t) = Z /fi(%)ﬁth,xMui j(7\),

i,3=1

£ e G, st(R &™), direkte ud fra foruds&tnlngen om H_ formuleret
g
igv. 5, 2). (Udnyt, at t - x;(t) L /f (£)U, (tg7\5d/$ (7\)€L 0

i,J=1
n
n
til at vise, at (¥(£)[x) = /Z / £, (NTTE N s (N)X(ETap(t)
. b
i,3=1
for alle x = xx 1 € Li, og derfor ?(g)(t)xl(t) =

ZJ /' %)u (T,N)au, J(7\) o nzsten overalt i I).

i,J=1
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VI Differentialoperatorer.

§ 1. Plancherels satning.

I denne § vil vi til den szdvanlige differentiations opera-
tor D, eller rettere til i D, knytte forskellige operatorer pa
Hilbertrummet H = Li (R, C), hvor m betegner Lebesgue mélet pa
R.

N n (¢}

For n € N definerer ViiQ} = {f € ﬂ)lf er n gange differen-
tiabel, D°r € Q) ].

n . L 2

Lemma: ()" er tet i LO’ma

Bevis: Det er nokat visé,atfor ethvert interval I = [a,b]€‘i
kan enhver trappefunktion pé& I approksimeres med n gange diffe-

rentiable funktioner, der er nul i a og b. Hertil igen er det nok

kan approksimeres i Li([—1,1],R) med n gange

at vise, at Xﬁ+

differentiable funktioner. For a € ]0,1] definerer vi en funk-

tion Pq ved

0 t < -a
& S
o (t) = k /(a2 ~- Sg)nds, ~a ¢ t ¢ a
a a = =
~a
1 agt [)

a

hvor k;1 = / (a2 -~ s2)nds° ¢, er n gange differentiabel, og
“-a

,XR+ = 95l € X[-q,q)s derfor “XR+ - ¢ P ¢ m(l~a,a]) = 2a -0

for a » O.

Vi definerer en operator A ved: D(Ab) = Qﬁ, AT = iDf for
f < D(Ab). A er veldefineret; thi hvis to kontinuerte funktio-
ner har afstanden O i H, er de identiske. A.O er tet defineret og
symmetrisk, idet (Abf]g) = [1i D f(t)g(t)at = i[Ff(b)g(d) - f(a)
gla) - /'f(t) Dg(t)dt] = /:f(t) 1 D g(t)at = (£|ag) for f og g =

& X[a,b] € %1
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Ao har derfor en afslutning A = Z; = Ab**, A=24 C A¥ = A:.

Vi betragter nermere differentialligningen i Dx = ANX + Y,

eller Dx = —-ixx - iy, for y’Eﬁﬁf og N € &. For y = 0 har lignin-

gen den fuldstendige lgsning x(t) = ce MY, ¢ € &; den inhomo-

gene ligning har da den fuldstzndige lgsning x(t) =

_ t
~ie At /’y(s)e}%Sds + c-e—l%t, som tilhgrer @Y, hvis og kun
ei7\s

hvis ¢ = 0 og y(s) ds = 0; ligningen har altsd en lgsning

X GC%Q

(A.O - %E)D(Ab) = {y € €§| /. y(s) etNSgg - 0t

D(Ab)’ hvis og kun hvis y(s)e&xsds = 0; d.v.s.

1

Vi kan nu vise, at A¥ - iE er injektiv. Lad f € D(4A¥) op-
fylde A¥f = if; da gelder for x € D(Ab) 0= (x|(&* - 1E) £) =

((a, + 1iB) x|f); d.v.s. /y(t)fit)dt - 0 for enhver funktion
% . -t . .
vy € Q, for hvilken /‘y(t)e dt = 0. Vi velger en funktion

v, € @’, for hvilken fy,l(t)e_tdt = 1; en vilkarlig funktion

y € P kan da skrives y = Vo * Yy /ly(s)e_sds, med y, € QS og

/.yz(t)e—tdt = 0; derfor er /'y(t)thidt

/y1(t)'f('%7dt-fy(t)e'tdt = fy(t);:dt, £ = /y1(t)ﬂ‘t'7dt.

Da for ethvert interval I € I fx;og t - ké_tXI(t)e H, og
o . -t \
fveQly = yXI} er tet i {y € H|y = yXI}, er f(t)XI(t) = ke XI(t

nzsten overalt, og £(t) :ke_t n@sten overalt (eller kortere:
t 2
€ L1oc,m

Dafe&€ Hog t > e_t d H, er k. = 0 og f = o.

da f og t » ke , og L er tet i Lg ns €r f(t) = ke ‘n.o.
b
Tilsvarende vises, at A* + iE er injektiv, idet ogsa
t - et 4 H. Det fglgende lemma viser, at A er selvadjungeret.
Lemma: En tet defineret, afsluttet, symmetrisk operator A

er selvadjungeret, hvis og kun hvis A% - 1iE og A* + iE er injek-

tive.
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Bevis: "Kun hvis" er tidligere vist (en selvadjungeret ope-
rator har reelt spektrum).

D((A + iE )‘1) er et afsluttet underrum ¢ H(IV, 1, 3); da
-
)

(A™ - iE)—1 = (A + iE)*_1 er defineret, er ogsd (A + iE de-

fineret, altsa (A + iE)-1 tet defineret (IV, 1, 5); derfor er
D((A+iE)—1):H, A*::>A=-,»(A*+1E) > (A+1E) L (a* +1E)1
= (a+ i) Vo A* = AL (§fr. IV, 1, gv. 12).

1.2 Forudsztningerne i V § 3 er opfyldt, idet n = 1, H0 =®°,
og u(t,\) = eiXt, altsa d(x)(\) = /‘x(t)ei%tdt; thi 1), VvV, 3, 1,
er opfyldt, da u er kontinuert; 2) udsiger det allerede viste,
izt

at (AO - \E)x = Y kan lgses, hvis y € 95 og /‘y(t)e dt =

Ay U ,-’,"r

o(y)(N\) = 0. Forit - X(t) |t - a] v O finder vi &(x)(n) =
a

/‘|t - al lxtdt = 2 /‘ (a - t) cosatdt = 2% (1 - cosal), N\ O,
0
og = a2 for A = 0; idet vi for givet N\ € R valger a < 2ﬂ|%|—1,
a > ?, opndr vi a(x)(\) + 0, deves. 3).
Da ogs& u er begranset, kan vi anvende hele den i V, § 3
udviklede teori. Vi ved altséd, at der findes et positivt mal y
pad R, s& at & kan udvides til en linesr isometri ¢° 1 ar m pé

L, og s& at ¥(f)(t) = /‘f(%)e-l%tdﬂ(x) for £ € Li n L;, og

TN

?0—1(x)(%) = /‘x(t)elxtdt for x € H n L$. Vi vil vise, at u =
C‘m, C E R+t

For y € R og afbildning x:R » C definerer vi: Syx(t) =

X(t)»eiyt, T x(t) = x(t + y). For x € H n L; finder vi da

7N ) = [x(e)e e at = 07 (x) (n + y), altes 07 (5 %)
R

=¥ O (x), og |IT, ¥ 1<x>|| I8, xl = [/ 1x(t)et®|2atJe=

o-1
IIXII = [[¥
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Lad, for O < a < b, ¢(a,b,.) vere 2¢n stykkevis linesre funk-
tion med fzrrest knzk, der er 1 pa [-a,a] og O udenfor J-b,bl[;
vi finder en funktion x(a,b,.) € H n L;l, sa at 077 (x(a,b,+)) =
¢(a,b,').

For 4 € R og x(d,t) = t"2(

cosdt) (singulariteten i O

lappes trivielt), fas x(d,.) € H n L;L, og
/‘x(d,t)dt - /.t‘Q 2 sin(4dt)at = |a| /‘u_z sin“ud u = k- |d];
Q (0] o

1

‘I’O_1 (x(a,-))(n) = 2 /t—2(1 - cos at) coshatdt =
oo (@]
[t'2(1 - cos(a + Nt + 1 = cos(a - A)t - 2(1 - cosnt)dt =

(@]
k(fa + 7| + [a ="a'= 2]n]) = 2k{a "1%0‘“ 0. For x(a,b,-)

1

(2x(b - a))"1 (x(b,.) - x(a,«)) er derfor \Iro-1(x(a,b,-))(7\)
(b ~a)”" (fo -Inl[jv 0 = {a ~{xf>v 0) = ¢(a,b,\) (jfr:, at
°"t(p(a,,.)) = 2(6 - a) N (x(v,-) - x(a,-))).

For vy € R har vi nu /¢(a,b,7\ + y)zd/.L(%) = /¢(a:b,7\)2du(7\)-

1

2
- e + .
For a-»>b fas ¢(a,b,:) X]=p,b[’ for b - a  fas go(a,b,-)\I/X[

-ga]
derfor gelder u(l-b - v, b = y[) = pu(l-p,p[) og p(l-a - y,a - y])

= u([-a,a]); ved differens dannelse fas tilsvarende ligheder for
vilkarlige intervaltyper. Idet 4(]0,1]) = ¢, findes M(O,q-1]) =

c q_1, u(]O,p<f1]) = ¢cp q—1 for p,q € N, og derfor for vilkar-
ligt interval I : p(I) = c¢m (I), altsd y = c.m.

|t] 1

For t » x(t) = e !*l € L n H fas 1et \ - L 00 =

2(1 + )1 ¢ L; n LE, 1 = x(0) = 2(° 1 (x))(0) =

f2(1+7\2)’1 cdt = 2ca, c = (27 ).
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Vi har altsé vist, at for x € Li gzlder

/|x<t>|2at <27r>“/| 27N (x) (1) | %at = /| (2m)”

o=

1 (x)(1)]2

o~

at, og (27)” /lx(t)lzdt - (2n)7% /|<27r>‘% ©°1(x)(t)|%at.

Saetning (Plancherel, 1940): Afpbildningen, der til

1 2

-1
X € La.mn La-m (a0 = (277) 2) lader svare den kontinuerte funktion

N = /’x(t)ei%tadt, kan udvides til en unitsr operator T (Fourier-
Plancherel operatoren) pa L;-m° Herved overfgres differential-
operatoren A (afslutningen af operatoren f - iD f definéret for

f e 1) i multiplike tions operatoren Aym® F?-1(X)(%) =

/x(t)e‘madt = Px)(=\) for x e LV a 12 .
o m .M
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1. Lad q vare en kontinuert funktion R » R; lad AO vare
operatoren pa LE(R,C) defineret ved D(Ab) = ?ﬂ, Ajx= iDx + qi
for x € D(Ab)' Vis, at K; er rumligt isomorf med A, =~ Tor en
passende konstant ¢ € &Y.

2. Find /1 u_2 sin2 udu.
(o]
%. Bestem en funktion f € Li(R,C), s at

1im{/'| £(N\) - ],t_1 sin(at)XI(t)ei%tdt|2dk I- R} = 0.

h. Vis, at ¢(F) = {i, -1, -i, 1}. (Udnyt, at”?°“1(f)(t) =

F(£)(-t) for f € Li n L$).

5. Szt F(g)(n\) = U(2¢)—1 /,g(t)ei%tdt ogsa for g € L;.

1) Vis, at /'|f(x + h) - £(\)]d\ > O for h » O, ndr f € L;. (ua-

nyt, at@) er tst i L;).

2) Vis, at 1lim{F (x)(n) IN}] » ] = O for x € L$ (Riemanns lem-

ma). (ForT(x) = £ gulder:

£(n) = 3 (e ( /‘x(t)eixtdt + /'x(t + n)etMNelMat) | et
h=2"" 7 og udnyt 1) ).

3) vis, at POV (zm) 'rx &) = £(£).Fle) for f,8 € L) (jfr. v, 3,
Gv. iy)

L) Vis, at L er en Banach algebra m.h.t. szdvanlig addi-

1
V(zr)

tion, multiplikation med skalarer, og norm, og en ring multipli-
. R — —7 N

kation defineret ved (f,g) — ! =g, og at [N er en normfor-

mindskende homomorfi L;(R,C) - CO(R,C). (Det kan vises, at Fer

injektiv).
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1.

Lad [bvmre basis for et filter pa gi konvergent i den ster-
kiﬁ}opologi med granseverdi A. Vis, at filtret med basis
{{$%|T € B}|B € A} er konvergent i den svage topologi med
grensevardi Agfﬁ_

Vis, at mzngden af projektioner Eﬁ&?er afsluttet i den ster-
ke topologi.

7 £
Lad 7 vere et filter pa med en basis af m:ngder af projek-

—

tioner, og antag, at + konvergerer i den svage topologi mod
0 —

en projektion B{/vzé, at 7~ konvergerer mod P i den starke

topologi.

Lad N vaere en opad filtrerende mengde af projektioner., Vis,

at den mindste majorant for N er en projektion.

Lad {Pili € I} vere en uendelig mangde af projektioner pa
parvis ortogonale underrum. Vis, at filtret med basis

R Pi|K er en endelig delmzngde af I, X 5 J}|J er en ende-
ick B
lig delmazngde af I} konvergerer mod X Pi i den stsrke topo-
il
logi.

Vis, at hvis en operator A opfylder O ¢ A ¢ E, vil A™ kon-

[[7aN

vergere i den starke topologi for n —» « mod projektionen pa
{T € H|Af = 1.
Lad P og @ vere to projektioner. Vis, at projecktionen péa

PH n QH er =.1lim (PQ)™ = P lim (qPQ)™, idet grznseverdierne
Ilco ko0

tages 1 den sterke topologi.

Vis, at en selvadjungerct operator A er en projektion, hvis

og kun hvis der 3 n = N, sa at A2n = A,
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7, Vis, at mengden af projektioner €<%?ikke er afsluttet i den
svage topologi. (Konstruer f.cks. fgrst en fglge af enheds-
vektorer, der i den svage, men ikke i den strlze, topologi

p& H har en gransevaerdi % 0).
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