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I. INTE~RATION. 

1. Afsluttet begrænset intrerval. 

I denne § betragt~s mængden C(I) = C(I,R) af yeelle 

kontinuerte funktioner på etr afslutte~ begrænset interval 

I = [a, b] = f t E R l a ~ t ~ b J , + - < a < b < .,.. , af den 

reelle aks~. Som bekendt er C( I) et, lineært wektorrum over 

R, og et Banaehrum med hensyn til normen f -+ lif'll = sup 

f lf(t)llt ~I}. Vi vil bestemme det duale rum c"(I) af kon

tinuerte. lineæra af'll:»ildnirrgey a: C( I) -+ R. Elementerne i 

c"(I) kaldes må1 på I. 

Vi minder om, at en lineær funktierral a på et Banachrum 

C er kontinuert, hwis og kun hvis den er o€grænset, d.v.s. 

!lal! = sup f la (f')'! l f E C, l'lfll ~ l J (oo, og at mængden C 

af kontinuerte lineære funktianaler er et Banachrum moh.t. 

normen a -+ llall' • 

Lad BV(I) wære rummet af reelle funktioner af begrænset 

variation over I.I. [l] er lJJewist, at for- vilkårligt a E BV(I) 

og f E C(I) er Riemann-Stieltjes integralet r f(t) d a (t) 

I 

defineret (th. 9-26). Afbildningen f-+ r f( t) d a(t) er en 

I 

lineær funktional på C(I) (th. 9-2} · • Idet 'Va (t) = Va_(a,t) 

betegner a's totale watiation på intervallet [a,t], gælder 

V(-ta) (t)= V ·-.(a,t) =V (a,t) i fØlge definitionen af 
+a a 

Va (a, t), og Va og V+ a = ~ ( Va - .x) og derfor også V+ a = 

1 ( 7a-t- a:) er woksende funktioner på I ('tb. 8-12.). Vi har 

f(t) da(t)'l 

+ V+a, Va = v\x + V-!-o.t. For f E C(I) fås l r 
I 

= l r f( t) dV+a(t)' +-( f(t)dV-a(t) l (th. 9-3) ~ 
r r-
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l J f' (t) dV+ a (t) l 
I 

J lf'(t)l dV+a(t) 
I 

K I, 1, 2 

+ l I/ ( t) d V-<X ( t) l ~ 
+J lf'(t)l dV-a(t) (th. 9-23) = 

I 

I I l f'( t) l dVcx (t) ~ llf'll Vcx (b) • Vi f'remhæver: 

Sætning. For f' E C( I), a E BV(I) gælder l/ f'( t) da(t) l ~ 
I 

IIIf'(t)l dVcx(t); f' 4 {

1

f'(t) da(t) def'inerer en kontinuert line-

ær f'unktional a 1 på C( I) med norm Ila 1 11 ~ V a (b). 

1.2. Desuden er C(I) med ordningen: f'~ g hvis f'(t) ~ g(t), 

Vt E I, et ordnet vektorrum ef'ter f'Ølgende def'inition: 

En mængde C er et ordnet vektorrum over R, hvis C er et 

vektorrum over R og en ordnet mængde, og f'Ølgende aksiomer er 

opf'yldt: (R+= r~ E RI~> 0}). 

OV I : V f' , g, h E C : :f' ~ g ~ f' + h ~ g + h; 

OV I I : V f' E C, ~ E R+ : f' ~ O ~ ~f' ~ O. 

Og C(I) er et lattice med hensyn til denne ordning, ef'ter defi

nitionen (jf'r. [3], II, 2): 

En ordnet mængde C kaldes et lattice med hensyn til den 

givne ordning, hvis der til Va,b E C 3c = avb=b v a og d = 

a Ab = b A a E C, så at c er det mindste element E c, -~ a· og 

~ b, og d er det største element E c, ~ a og ~ b. 

I et vektor lattice (et ordnet vektorrum, der er et latti-

ce m.h.t. den givne ordning) gælder åbenbart (a+c) v (b+c) = 
(avb) + c, (~a) v ('Ab) = /\(avb) f'or 1\ > O, og aA.b = ~(-a) v (-b)' 

(f'.eks. kan den sidste lighed bevises således: c ~ a A b~ c ~ a 

og c ~ b~ -a~ -c og -b ~ -c~ (-a) v (-b) ~ -c~ 

c~ iC-a) v (-b)); vi har altså a v b= (a-b) v O+ b, og 

a A b = -(-a) v (-b) = -[(a-b) v O - a] = a - (a-b) v o, d.v.s. 
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et ordnet vektorrum C er et lattice, hvis blot der til a E C 

3 et mindste element a+ = a v O, ~a og ~ O. Desuden ses 

a v b + a A b= a +b. 

For a = (-a) v O = -(aAO) fås ifølge ovenstående a = 

O v a - a, eller a= a+ - a , ethvert element er differens mel-

+ - -) lem to ~ o. Desuden fås a A a = (a+a A a = a A O + a = o, 
og for lal =a v (-a) fås lal = 2a v O -a= 2a+- a++ a = 
+ + + + a +a =a v a +a A a =a v a. 

På mængden c* af lineære funktianaler på et vektor lattice 

C defineres en ordning ved: f~ g, hvis f(a) ~ g(a), Va E C+= 

[fa E Cia' O}. Herved bliver c* et ordnet vektorrum (r' g og 

g~ f~ f(a) = g(a), Va E C+~ f(a) = g(a), Va E C, da C= 

c+ - c+). 

Lemma: Lad C være et vektor lattice, f en additiv afbild

ning c+~ R+ u [oj.3 en og kun een funktionalF' O på C, så 

F -!t= f. 
IC 

Bevis: For a E C+ fås f(na) = nf(a), n E N, og derfor 

f(ra) = rf(a) for r E Q+ og f(Aa) = Af(a) for A E ~+, da 

A~ f(Aa) er en monoton funktion. a E C kan skrives a = b - c, 

+ + b,c E C • b - c = d - e, b,c,d,e E C ~b + e = c + d, 

f(b) + f(e) = f(c) + f(d), f(b) - f(c) = f(d) - f(e). Vi kan 

derfor definere F(a) = f(b) - f(c) for en vilkårlig sådan op-

spaltning. Det vises let, at F er en lineær funktional, og 

åbenbart entydigt bestemt ved F + = f. 
IC 

Lemma: Lad C være et vektor lattice, a,b,c, E c+, a~ b +c. 

3 d og e E C+ u f O} , så a = d + e, d ~ b, e ~ ~ / 

Bevis: a~ (a+c) A (b+c) =a A b + c, sat d= a A b, e= 

a - a A b. 

1.3. For en vilkårlig delmængde A~ R, betegner XA den 
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karakteristiske funktion for A, XA. (t) = 1, t E: A, = O,~$ A. 

Sætning: En positiv- lineær funktional@ på C(I) er kontin11ert 

med :m:orm ex (x I) • 

Bevis: For f E C(I) gælder - llfll XI ~ f ~llfll' XI og derfor ·· 

-llfll ex(x1 ) ~ ex(f) ~ llfll ex(xi); lex(f)l ~ llfll ex(xi), d.v.s. a 

er kontinuert og ex (x I) ~ llexll ~ ex (x I) • 

Sætning: C' (I) er e f. vektor J q t.+.ic.P.. 

Bevis: Som delmængde af mængden c*(I) af alle lineære funktio

naler på C(I) er C'(I) et ordnet vektorrum; ifØlge det fore

gående er det derfor nok at vise, at der til~ E C'(I) findes 

en mindste additiv afbildning m: C+(I) ~ R+W{oJ, m~ ~IC+ , 

idet en sådan kan udvides til et mindste element M E: c~:,+ (I}\ c 

C'+(I), ~ ~· Et sådant m må for ethvert f E C+(I) og ethvert 

g E C( I), o ~ g ~ f' opfylde ~(g)~ m(g) ~ m(f), d.v.s m(f) ~ 

s up { ~(g) l o ~ g ~ f J • Det er altså nok a t bevise~ at 

f-t m(f) = sup { ~(g) l o ~ g ~ f J er additiv c+(I) ~ R+U{aJ. 

Da g E C+(I), g~ f 1 + f 2 , for f 1 og f 2 E C+(I) kan skrives 

g= g1 + g2 , O~ gl· S f 1 , O~ g2 S f 2 , g1 ,g2 E C(I), fås 
' 

m(f1 + f 2 ) = sup { ~(g) l O ~ g ~ f 1 + f 2 J = 

sup { ~(gl + g2) l 0 S gl ~ fl, 0 ~ g2 ~ f2 = 

sup { ~(g1 ) l O ~ g1 ~ f 1 + sup { ~(g2 ) l O ~ g2 ~ f 2 l = 

m(f1 ) + m(f2 ). Desuden er m(f) ~ m(O) =O for f E C+(I). 

1.4 I [3] er udfØrt teorien for Lebesgue-integralet 

over et begrænset interval I. Lebesgue-integralet gives som 

en positiv lineær funktional på vektor latticet T(I) af trap

pefunktioner på I (II,2) og det vises, at der eksisterer et 

større vektor lattice L(I) af funktioner på I, og en udvidelse 

af integralet til en positiv lineær funktional på L(I) (II,5,4) 

således at Lebesgues sætning om majoriseret grænseovergang er 

opfyldt (II,6,6). Det er umiddelbart at se efter, at hele 
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udviklingen kan bygges på fØlgende egenskaber: Der er givet 

en positiv lineær funktional ~·på et vektor lattice V af funk

tioner på I, så at fØlgende forudsætning ( specialtilfælde af 

Lebesgues s~tning ) er opfyldt: 

For en vilkårlig monotont aftagende fØlge f 1 ~ f 2 ~ .•.•• af 

furu{tioner E V, der konvergerer punktvis mod O, wil ~(fn) ~ O. 

~~i~:(Dini): Hvis en fØlge (fn)' n E N af kontinuerte 

funktioner på et afsluttet begrænset interval I konvergerer mo-

notont og punktvis mod o, så konvergerer f n mod o ligeligt, og 

derfor gælder ~(f ) ~ O for vilkårligt~ E C'(I). n 
' 

Bevis: Sæt A = ['t E I!f (t)~ E } j A n E N er for fast n E n - nE 9 

E > O en aftagende fØlge af afsluttede delmængder af I} med 

nnAllE =Ø. Derfor 3 n0 (E), så AnOE =Ø, d.v.s. l!fnll ~E for 

n = no og derfor for n ? no. 

For ethvert~ E C'+(I) 3 altså L (I), et vektor lattice af
~ 

sluttet overforfm.h.t. ~ majoriseret konvergens, og en udvi-

delse~ som vi igen betegner ~? af ~· til en pos i ti v lineær 

funktional på L (I). 
~ 

Lergma: XJ E L~ (I) for ethvert interval J ~ I og ethvert ~ E C'+ (I)~ 

d.v.s. T(I) ~ L~(I), V~ E C'+(I). 

Bevis: For J åben er XJ grænseværdi for en voksende fØlge af 

kontinuerte stykkevis lineære funktioner g, O ~ g ~ XI; for J 

afsluttet er XJ grænseværdi for en tilsvarende aftagende fØlge. 

Andre typer kan fås som differencer mellem disse. 

Da omvendt en kontinuert funktion f på I er (endog ligelig) græn-

seværdi for en fØlge af trappefunktioner g, med - IIf II ~ g ~ Il fil, få 

får vi den samme integrationsteori, hvad enten vi starter med 

C(I) eller T(I). 

1 .5. For a E C'(I) definerer vi en udvidelse, som vi igen beteg-

ner a, ved L (I) = L +(I) n L_(I),a 
a a a 

a E C'(I) definerer vi a(a) = o, Ci(t) = 
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og o: ... "'+ er monotone, og o: = a -o:-, er a E BV(I). 

o:(x[a,t]) er kontinuert fra hØjre (da X[a,t] = 

lim{x[ ]Is~ t+l).a er derfor kontinuert fra hØjre for a,s 

a < 

Ila 11 

t ~ b, men ikke nØdvendigvis for t = a. 

Sætning: a = a' , d o v. s. o: (f) = r f (t) d& (t) , 
. I 

:: va (b). 

k = 1 , ••• ,K, få El 

K 

+ \' f(rrk) X]t t )) = L- k-1, k 
k±:::2 

K 

f(-r1) o:(x[a,t1 ]) +L f(-rk) o:(x[a,tk] - X[a,~-1 ]) = 

k=2 
K 

f ('t" 1 ) a ( t1 ) + r f ('t" k) (a ( tk) - a ( tk-1 ) = 

k=2 
K 

If(-rk)(a(\)- aC~-1)), 
k=1 

Vf E C(I). 

da a(t0 ) = O. Ved grænseovergang m.h.t. filteret af mængder af 

inddelinger (med indskudte punkter) af I fås, at 
K 

f(-r1) X[a,t1] + Lf(-rk) X]tk-1'tk] 

k=2 

f(t), venstre side~ o:(f), hØjre side~ r f(t) di(t). va(b) = 

... + ... ~+ ~ ~~""(b)-t«-(b)~r 
v(o: -~-)(b) ~Vx (b)+Vo:-(b) ([1]th ~-9) = lal(x1 ) = lllalll; 

men for f E c+(I) gælder: 

l a l (f) = ( 2o: + - a ) (f) = s up~ 2 o:( g) l g E C ( I) , O ~ g ~ f 1 
- o:(f) = sup{o:(h)lh E C(I), O~ h~ 2fj - o:(f) = 

sup~o:(f+g)lg E C(I) - f~ g ~ f} - o:(f) = 
sup{o:(g)lg E C(I), lgl ~ fj; specielt for f= x1 : 
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lal(xi) = sup{a(g)lg E C(I), llgll ~ 1} = llall; vi f'år således: 
l 

Vå(b) ~ lllalll = llall = Ila 11 ~ Va(b), det sidste if'Ølge sætningen 

p. 2. 

Sætning: Lad a E BV(I). J f'(t) da(t) =O, Vf' E C(I) ~ la(a) 
I 

= a(b) = a(t) f'or alle punkter t E I, hvor a er kontinuert f'ra 

hØjre eller f'ra venstre. 

Bevis: 1) ~.Antag, at a er kontinuert f'ra hØjre i t, 

a < t < b. Betragt en aftagende f'Ølge af kontinuerte f'unktio-

l 
fNI~~ 

ner fn E C(I), f'n ~X[a,t]' fn(s) = X[a,t](s), s E [a,t]. For 

vilkårligt E > O, E < b - t fås O = f f'n(s) da(s) = 
t b I j1 da(s) + (f'n(s) da(s) = 
a t 

<X ( t) - <X (a) + t+e r :f n ( s ) <lex ( s) + b r :f n ( s ) <lex ( 8 )}· f' n ( s ) --+ o 
t t+E 

- b 

monotont aftagende, t + E ~ s ~ b, derf'er f'ås /f'n(s) da(s)--+ O; 

'l).,'L t+E ,,. l t+E! l f'or 1+ så a+ar, at f'
11

(s) ~ 1, s E [t,t+E], f'ås f'n(s) da(s) 
t 

< Va(t+E) - Va(t) --+ O, E --+ o, da a(s) kontinuert i endepunktet 
:;; 

t af' [t,b] rnedf'Ører Va(s) =~Val [t,b](s) kontinuert i t 

([1] th. 8-14). Derf'er f'ås a(t)- a(a) =O. For t= b f'ås O= 

f 1 da(s) = a(b) - a(a). For a(t) kontinuert fra venstre i t kan 
I 

et tilsvarende bevis bruges. 

2) ~:a(t) har hØjst tælleligt mange diskontinuitetspunk~ 

ter. Vi kan antage a(a) = O. Vi ved, at der findes en f'unktion 
"' 

Ø= a' E BV(I), kontinuert f'ra hØjre f'or a< t~ b, så at 

a' -ø' = O, og derf'er a =Ø = O i alle kontinuitetspunkter f'or 

a og i b, d.v.s. Ø = O, a' = o. 
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.e "~) 

Vi har nu vist, at der findes en isometri og isomorfi mel-

lem C'(I) og ff E BV(I)If(a) =O, f(t+O) = f(t), a< t~ bj. *) 

Herved svarer en funktional a E C'+(I) til en monotont voksende 

funktion a, og for en sådan kan Stieltjes-integralet udvides 

til et Lebesgue- Stiel t jes-integral på en større funktionsklas

se L (I), således at de for Lebesgue-integralet gældende grænse-
a 

værdisætninger er gyldige; specielt bØr fremhæves, at man kan 

definere rum L;(I), 1 ~p~~, og at disse alle er Banach-rum, 

L2(I) endog et Hilbertrum. Hele udvidelsesteorien kan udfØres 
a 

med I erstattet med et vilkårligt kompakt Hausdorffrum (se spe-

cielt [2] og [4]). 

*) ~ Afbildningen a~ a er på denne funktionsmængde, da de pågæl-

dende funktioner opfylder f = f'. Isometri refererer til normen 

f~ Vf(b) på BV(I). 
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1 .6. Vi forudsætter i dette afsnit, at alle topologiske 

rum er Hausdorff rum. 

Vi minder om definitionen (T,3,14): Et filterSLpå et to-

pelagisk vektorrum E er et fundamental filter, hvis der til vil

kårligt U E U(o) (filtret af arnegne af o) 3 a E E, så at 

a+V E:]:". 
(-

~ætning: Lad E være et topologisk vektorrum,Y basis for 

t . r:;- o G- f t e fllter~ 1 pa E. ~1 er et undamen al filter, hvis og kun 

hvis der for vilkårligt V E U(o) eksisterer M E~ så at 

M-M ~ V. 

c 
Bevis: 1) Antag, at ~1 er et fundamental filter. Til 

v1 E U(o) 3 v E U(o), så at v-v~ v1' da subtraktionen er konti-
l':, •i H(-

nuert. Endvidere 3 a E E, så at M~ a+V, og derfor M-M ~ 

v-v ~ v 1 • 

2) Antag, at for V E U(o) 3M E A så at M-M~ V. For a E M 
c;- r. 

gælder: M-a ~ V, a+V ':;;? M E ':;/-, og derfor a+V E JL
1 

• 

Sætning: Lad E være et topologisk rum, F en tæt delmængde 

(F = E); for en åben delmængde A af E gælder: A= 
~-~=-

A n F. 

v n A 4: Ø, 
o 

u( a); Bevis: a E A~ vv = VE da F er tæt, og 

v n A er åben, er V n A =f Ø~ v n A n F =f Ø, og derfor 

a E A~ a E A n F. 

Sætning: Lad E og G være topologiske vektorrum, f en konti
r 

nuert, lineær afbildning E~ G, og:..i-= fMjlj E Jj baEis for et 
c 

fundamental filter på E. f(J) = ff(Mj)lj E Jj er basis for et 

fundarnental filter på G. 

Bevis: Lad V være en omegn af o i G; da er f-1 (v) en omegn 
~- -1 

af o i E; der 3 da a E E og Mj E~, så at Mj ~ a+f (V), og vi 
c-

får: f(Mj) ~ f(a+f-1 (V)) ~ f(a)+V. Altså er f(J) basis for et 

fundamental filter på G. 

Sætning: Lad E være et topologisk vektorrum. U(o) har 
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en basis bestående af afsluttede mængder. (B; er et regulært rum, 

jfr. T. 2 .1 7) • 

Bevis: For en vilkårlig delmængde A~ E, og for a E A og 

U E U(o) gælder: (a+U) n A f ø, a E A-U, A ~A-U. Til U E U(o) 

3 V E U(o), så at V-V ~ U, og dermed V~ V-V ~U, 

Sætning: Lad E og G være topologiske vektorrum, F et under

rum~ E, og f en kontinuert lineær afbildning: F~ G; det anta

ges yderligere, at G er et fuldstændigt rum, og at F er tæt i Eo 

Der eksisterer da en og kun en udvidelse af f til en kontinuert, 

lineær afbildning g : E~ G. 

Bevis: For a E E er f M n F l M E U( a )J et fundamental fil ter 

:J{a) på F. f f(M n F) IM E U(a) J er derfor basis for et filter 

~(a) på G, der er et fundamental filter, og derfor konvergerer 
c 

mod et el e men t g (a) E G. For a E F vil 'J( a) konvergere mod a, 
..-

derfor~ (a) konvergere mod f(a) (jfr. T.2.8); derfor er gi F= f., 

For a E E \ F er '](a) basis for et fil ter på E finere end U( a), 
c 

d.v.s. ~(a) konvergerer mod a. Der kan altså højst eksistere en 

kontinuert udvidelse af f, nemlig g. 

For vilkårlig delmængde A~ F gælder: g(A) ~ f(A), thi for 

a E A er ff(A n M)IM E U(a)} basis for et filter finere end 
r. J

1
(a), og derfor konvergent mod g(a), d.vøs. 

g(a) E f(A n r.'I) ~ 'f('A). 

Vi skal vise, at g er kontinuert, d.v.s. at til a E E og 

V E U(g(a)) 3 U E U(a), så at g(U) ~ V" Da G er et regulært rumf 

kan vi antage, at V er afsluttet. Da~ (a) konvergerer mod g(a), 

kan vi finde M E U( a), så at f(M n F) c V. For U = M ~ U( a) får 

vi da: g (u) c g (u) = g (u n F) c f (u n F) c v = IL ;: ;;:: = 

b~ h (b) = g(a+b)-g(a)-·g(b) er, for fast a E F, en kontia 

nuort afbildning E~ G~ så at haiF =O; derfor er ha= O; der-
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for er, for fast a E E, haiF =O, og ha= O, d.v.s. g(a+b) = 

g(2)+g(b), Va, b E E" Tilsvarende indses, at g(i-,a) = }g(a) ~ 

V/\ E R, Va E E, altså ialt at g er lineær .. 

1 .7. Vi betragter i dette afsnit et fast afsluttet, begræn~ 
l 

set interval I ~ R, og et fast positivt mål f.1 på I, f.1 E C +(I)" 

Vi vil nærmere behandle Banachrummene Lp = LP(I,R) = 

fflf er en f.1 målelig:Lafbildning: I~ R, llfllp < oo~, hvor llfl!p = 

llfll I = [/ l fi pdjl]P, 1 ~ p< oo• 
p~ ~f.l -

. I 

S t · F 1 < < < ld Lr <;:::_ Lp, og pao Lr æ n1ng~ or _ p r = oo gæ er: _ er 

11 lir topologien finere end 11 11 topologien. 
r v " ,,., p -r 1 r 

Bevis: Antag f E L . Da gælder lfl- E L , og l fiP E LP; 

for s= r~p > 1 gælder:~+~= 1; ved Hølders ulighed ([3] 7 

r p 

III,3,2) får vi, da XI ELs; llfll~ =r ifip·xidjl-;llxi!Is· !llflp!l ·-1 
I rp 

= llxiiis·llf11;, altså llfllp ~K· liflir < oo, hvor KP= IIX]:!Is" l~ defi

neres ved hjælp af' llf'!loo = inffsupf lg(t) 11 t E I~ jg:I ~R er <3kvi

valent med f'~= int'f/\ E~~ lf(t)l ~l\ for næsten alle t). Oven

stående sætning bevises da også let f'or r = oo. Vi har da umid·-

delbart: 

For 1 ~p~ oo definerer vi, som sædvanlig, q(p) = p(p-1)-1 , 

1 (p (e<>' q(1) =e<>' q(oo) = 1. 

Sætning: For g E Lq, 1 ~ q ~ oo, definerer f'~ rf'gd~ en funk

p' 
tional g' E L med lig 'Il ~ llgllg_ • 

Bevis: For f' E Lp gcalder: jg'(f)l ~ llfgldjJ, ~ llfllp·llgllqø 

'"" t . L d -P' l ' 1: - 1 t . ~~g_: a _ ex E: .L , · ~ :p ~ oo og g E L ; og an ag, a -c 
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Bevis: For f E L= er a(f) defineret, da L=~ LP, og 

fg E L1 , da fg er målelig og ækvivalent med en funktion f
0
,g, 

så at lf
0

·gl ~· llfll=·lgl E L
1

• ([3], II,9,7). For 1 <p og gn = 

lgl 1\ n fås: gn E L=, og llgnll~ = fL(g~) ~ tL(g~- 1 sign(g)g) = 

-1 
a(g~-1 

sign(g)) ~ llall·llg~- 1 11p = llall·llgnlli , llgnllq ~ llall; da 

g~ t l g l q, få s li g li q ~ Ila 11 < = " ( [ 3 ], I I , 9 , 8 ) • 

For p = 1 sætter vi An= f t E Illg(t) l ~ llall+n-
1 J. D2 

(llall+n-
1 

)tL(xA ) ~ fL( lxA gi) = a(xA sign(g)) ~ llall· llxA 11 1 = 
n n n n 

llallfL(xA), er tL(xA) =o, og derfor f t E Illg(t) l > Ilalil =U An 
n n n 

en nulmængde, altså llgll ~ llall. 
= 

Da a og g' falder sammen på den tætte mængde L=~ LP, er 

ex= g', og derfor også llall ~ llgllq• 

1 Bemærkning: For 1 < p < =, O ~ g E L , og a = 

supftL(fg) lf E C(I), llfllp ~ 1 J ~ =, gælder: a= llgllq• 

Bevis: Hvis g E Lq, er a= supff.l(fg)lf E LP, llfllp ~ 1Js 

da C(I) er tæt i LP og g' E Lp:; a= Jlgll fØlger da af ovenstå-
q . 

ende sætning. For g E~ L q gælder: o" = llgll = sup f lig 1\ nli J = 
q n q 

supfsupfJ.L(f(gA n))lfE C(I), llfllp ~ 1JJ ~ supfsupffL(fg)l 
n n 

f E C(I), llfllp ~ 1 JJ =a. 

Vi minder om, at L2 er et Hilbertrum (jfr. [3],3,11). Til 

2' 2 f 2 a E L 3 derfor g E L , så at a(f) = fgdj},, Vf E L • (rr,.l ,3 

I 

eller AG III,15,7). 
l 

Sætning: Lp er isomorft med Lq, 1 ~ p < =· 

Bevis: Vi har allerede defineret en isometrisk, lineær 
l 

afbildning g -+ g', L q -+ Lp n 

1 2 Lp' d E L
21 

3 ex~ E L2 
<::_. •

1 . An tag nu ~ p ~ , o g a E ; a a l L2 . .u , 

så at a(f) = fL(f}), ~f E L
2 ~L=. Den foregående sætning viser 

l 

da, at ~ er en isometrisk, lineær afbildning: L') 

...., l 
ex = a. 

.. n . 
__" J.J ~, &a a t 
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For 2 < p < = vil vi fØrst vise sætningen i II, §2. I næ

ste § vil vi dog adskillige gange anvende sætningen for vilkår

ligt p. I beviset i II, §2, benyttes selvfØlgelig kun resulta-

ter udledt på grundlag af den allerede viste del af S@tningen. 
l + - p l 

_§_æ_ini~g: Til ex E Lp 3 ex og ex E L så at ex +(f') 2 O og 

ex-(f) ~ O, Vf E C~I), ex= ex+-ex-, og llex+ll ~ llexll, liex-Il ~ llexll· 

Bevis: For f E C(I) fås: l(exiC)+(f)l ~ (exiC)+(Ifl) = 

supfex(g)jg E C(I), O~ g~ lflj {'supfllexll·llgllplg E C(I), 

o ~ g~ lfll ~ llexll·llfllp; (ex,c)+ har altså en udvidelse til en 

lineær funktional ex+ E Lp 
1

, med llex +11 ~ llexll· ex- behandles til-

svarende. 
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1 • 

2 .. 

Lad C være en partielt ordnet mængde, der er et 
o 

lattiee m'.h.t. den gi~e ordning. Da gælder 1 a v a= 
o 

a, a ~ a = a; 2 a v b· = b v a, a ~ b = b A a; 
o 

3 a v (lbiv ~e)= (a v b)\ v c., a A (b/\~)= (a 1\ b) A c; 

4
0 

av 
o 

= a; 5. a ~ h <==> a v b = (a A b) = a, a A (a v b) 

b ~ a 1\ b = a. 

Lad omvendt C være en mængde organiseret ved to 
o o o 

binær~ operationer v og A, således at 2 , 3 og 4 eF 

opfyldt. Vis, at der 3 en partiel ordning··af C, såle-

des at v og 1\ er de dertil svarende lattice operationer. 

Lad I v.ære et begrænset interval c R. Lad os sige, 
f'O~tt•v 

a1t en vlineær funktional J1l på T( I) opfylderr betingelsen *, 

derscriJl1 fn:(t )' E·· T( I) , n E N, fn~ J. O ~ pi (f n) ~ O 

( jfF'. [3], II, § 4). 

a) Vis, at* eF ækvivalent med betingelsen**: 

lim-tt f!ll·(X]t [)\=lim:_ /!lL(X] t[) = o,tE. r. 
5--+t ,s E:Ht s, 

b) Lad D wære mængden aff delintervaller af I. En af
_.') to\ 

bildning f.l;·:D-+ fi~kaldes additiw, hvd.s: A·E D, B'E: D, 

!t c~ 

A v B E: D, A(') B =-Ø~ f.J.(A v:&) = J!ll-(A)' * tL(B). Til 
r·o~div lirzec-e,

em sådan afbildning pi svarer åbenbart en funktio-
" )· 

nal f.ll* på T( I), og omvendt·~~ fl.' kaldes numerabel1t 

additiv, hvis:. A: . E- D, n E N, U A E D, A Ø\ .A - = n n n m 
n ~ * Ø, n t m =*· p(U 111 ) = ~ JW.(~). Vis, a t. fl.;·· opfylder 

n n 
hvis og kurr hvis p1 er numerabelt additiw. Giw 

eksempel på en positiw, additiv intervalfunktion, 

der ikke er numerabelt additi~. 

e~ Til en funktion p E BV(I) defineres en additiv af

bildning D -+ R, som wi også betegner p, ved def'i

nitionerne: p(]a,b[) = p(b-0)- p(a +o), p(]a,lbl])-
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c) p(b -1t o)\ - p;(a + o), p( [a,b[)\ = p(b - o) - p(a - a), 

P C, [a, b']) = p (b + o) - P. (a - o) ; Vi s, a t p~~ opf'y]der * . 

' ' * Lad L wære et vektorrum oVter R,L det algebraisk 

duale = F f'lf' er en lineær afbildning L~ R }; lad 

f'
0

, ---, f'n E: L*, så at: fi(g) = o,i = 1, , n, g E: L ~ 

f'
0 

(g) =o. Vis, at f'
0 

kan skriv,es f' 
0 

= a1 f'1 ~--- + a~. f'n' 

a. E: R, i= 1,---,n. 
l. 

4. Def'iner C
0

([a,bLR) = tf'E: C([a,b], R),f'(a) = :f(b) = 

o}. C
0
([a,b], R) er ·et HanachrUJJil m.h.t. normen f'~ llfll = 

sup f lf'(t)l l t E:[a,b]J. Bestem det duale rum. 

5. Xfo} betragtes som et element af ~([-1 ,o]). Vis, 

at Xfo} er Lebesgue integrabel, men ikke Riernann inte

grabel, m.h.t. Xfo}, og beregn integralet. 
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6. Lad A og B wsre to vektorrum, og S:A ,-+B O@ T:B.., A 

lineære afbildninger, så at ToS(a) = a, V'a E A. Vis, 

at S er 1-1, at TISAer 1-1, at SoT eridempotent og 

surjectiv B 4 SA, og at B er direkte sum af T-1 (O) og 

SA. 

7. På BV(I) defineres en partiel ordning ved: f-< g hvis 

g - f er monotont voksende. Vis, at BV(I) er et vektor 

lattice, at f\/ o = V+f~ (idet vi til formålet beteg-

ner de til ordningen svarende lattice operationer \1 

og/\), og at afbildningen~= C'(I) 4 BV(I) er en or

densisomorfi mellem C'(I) og dennes billedmængde. 

Rettelser. 

K I, 1 

+ 1 l • 2 f. n. : så a = Va , læs : så a = V a: 

3.1.11 f. o.: fvaE Cia~ OJ, læs: fa E: Cia> o} 

øv 2.1.2 " " en lineær,_l~: en positiv lineær. 

R, læs :R+Uf•o J 11 
" 1.8 Il 1 l 

;j 111.10" 11 en funktio-, læs en positiv lineær funktio-

K I,2 

3.1.2 f.o.: ~(kv+2 ), læs n(Kv+2 ) 

3 .1.16 11 11 
: }r, læs jR.. 
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1 1 vektor 
8. Antag I E I, M E C +(I), 1 ~p<~. Lp (I) er etYiatti~e. 

M 

9. Vis, at for en M målelig funktion g ~ o, I 4 R, I E I, 
l 

ME C +(I), gælder jjgjjq = supfM(fg)!fE C(I), lifllp ~ 1~, 

1 ~ p ~ ~. 



Mat. 6, 1962-63 K I, 2, 1 

§ 2. Åbent interval. 

Da et åbent interval ~ R er homeomorft med R, vil vi kun 

betragte integration over R. 

Vi begynder med en række betegnelser: lad I være mængden 

af alle begrænsede, afsluttede intervaller c R; C(R) = C(R,R) 

mængden af begrænsede kontinuerte, reelle funktioner på R; 

C
0

(I) = C
0

(I,R) = ff E C(R)If = fxiJ for I E I; det er klart, 

at afbildningen f~ fii er en isomorfi af C
0

(I) på delmængden 

af C(I) af funktioner på I = [a,b], der er o på randen af I, 

f(a) = f(b) = O. Vi identificerer derfor ofte disse rum. C (R) = o 

C (R,R) = ff E C(R) lf(t) ~O for l ti~ ~J; C (R) kan betragtes o o 

som delmængden af C(R) af funktioner, der er o på randen af R, 

relativt til et-punkts (eller til to-punkts) kompaktifiserin-

gen af R. Alle disse rum forsyner vi med den ''ligelige topologi", 

defineret ved normen f ~ 

let, at de herved bliver 

llfll = supf lf(t) 11 t E R}. Det vises 

Banachrum. Desuden er C (R) = o 

UfC
0
(I)II E lJ. 
Vi betragter rummet~ =~o (R, R) med de samme elementer 

som UfC (I)II E I}, forsynet med en lokal konveks topologi defi
o 

neret med fØlgende system af seminormer: pfEn}(f) = 

sup f _1 llfxR-K III n = o, 1 ' ... l ' hvor fE In = O, 1 ' ••• 1 er en 
En n n 

fØlge af reelle tal > o, K = Ø, og K = [ -n,n], n E N· en ba-o n ' 
sis for omegne af o er mængderne 

O f En} = ff E:Jlo lpfEn}(f) ~ 1} = ff E~o~lf(t) l -~ En' l ti ) n}. 

Det ses let, at betingelserne v1) - v6) (Mat 6, T.3.6) er op

fyldt. 

Som forberedelse til det næste bevis definerer vi en fØlge 

f ep E C ( [ -v·-1 , v+1 ] ) l v = O, 1 , ••• 1 af funktioner ved: v o 
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c-t, o ~ t ~ 1 
ep (t) er lige, v = 0,1, ••• ; ep (t) = v o o , 1 < t 

o 
' 

o ~ t < v-1 

v-1 ~ t ~ v 
epv(t) = v = 1 '2, ... 

v < t ~ v+1 

o v+1 < t 

Vi har da ep v ~ X:R\ [ -v+1 , v-1 J ' v = 1;2) ••• ; f' o r I E t er 
00 

ep v XI = o f'or alle på nær endelig mange v; r ep (t) - 1 • 
v 

v= O 

Sætning:~0 er forsynet med den fineste lokal konvekse 

topologi, der f'or VI E I inducerer en topologi grovere end den 

ligelige på C (I). 
o 

~ ,+, ? ' Bevis: Til lE E R n= 0,1 , ••• l og I E I 3 n> O, så n 

[f E C
0

(I) lllfll < 11} ~ O[En} n C
0
(I); vi behøver blot at vælge 

no E N, så I~ [-no,no], og n~ min(Eo, ••• ,En ); den inducere
o 

de topologi er altså grovere end den ligelige; (omvendt vil 

mængderne O~E J med En= E > O inducere den ligelige topologi 
C'lo n (\o 

på~ og derfor på C
0
(I);d{ inducerer altså netop den ligelige 

topologi). 

Lad O være en omegn af o idV0 i en vilkårlig lokal konveks 

topologi, der inducerer en topologi grovere end den ligelige 

på C
0
(I), VI E Io O indeholder en konveks delomegn o

1
, 01 n C

0
(I) 

indeholder en omegn oi,n(I) =[f' E co(I)IIIfll < nJ, og Olderfor 

det konvekse hylster o2 af U[oi,n(I)II E I}; vi skal vise, at 

af o i den givne topologi på~0 , o2 indeholder en omegn O~E l 
~) • + n o 

d.v.s. at der 3 [E E R In= 0,1 , ••• J, så at f E<N°, 

(; .. ( ii.JIIf Xll\K} ~ E~\r 3: E: N' og IV 
N 

E t, 0: ~ o, f E OI v'n(Iv)' 
for 

v v 
N 

v = O , 1 , ••• , N, så at f = L av f' 
v' 

og Lav ~ 1 • 

v=O 
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Kommentar til K I, 2, 3. 

I beviset, der afsluttes 1.6, er det specielt vist, at en 

konveks mængde 0
2

, for hvilken 0
2 

n C
0

(I) er en omegn af o i 
o J 

C (I), VI E t, er en omegn af o i D • Dette er nok til at bevise 
o 

sætningen l. 7-8. 

Påstanden, at en mængde O ~ D 
o 

er åben, hvis O n C (I) er åo 

ben for alle I E t, kan bevises således: 

Vi antager O f Ø. Lad f E o, lad J E t være et vilkårligt 

interval, og vælg I E t, så at J~ I og f E C
0
(I). O- f= 

[g- flg E Ol er konveks, og (o -f) n C (I) = O n C (I) -f er o o 

åben i C
0
(I); da C0 (I~ inducerer den givne topologi på C

0
(J), er 

også (o- f) n C (J) = (O- f) n C (I) n C (J) åben i C (J), og 
o o o o 

indeholder o·; ved hjælp af bemærkningen ovenfor slutter vi, at 
o 

O - f er en omegn af o i D , derfor O en omegn af f. Da dette 

gælder for vilkårligt f E o, er O åben. 
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Vi sætter I
0 

= K2, Iv = Kv+1 , v= 1 ,2, ••• , Ev = 

-v-2 (l( ) -v-1 2 v+1 o 2 ~ v+2 , av = 2 , fv = ~v f; herved fas for 

N 

3N E :N, så f = f XK ; f = L av f v' med a ~ o, 
N v 

v=O 

( ) v+1 li v+1 ~ 1., f E c I , og IIf 11 ~ 2 11 f x~'\K ~ 2 E v o v v n v-1 v-1 

~(Iv), v = 1 ,2, .•• , og llf0 11 ~ 2E0 ~ ~ (I0 ), d.v.s. 

f v E OI ~(I ) , v = O, 1 , • • • • 
v' v Q 

Sætning: En lineær funktional J-L på rJ./ 0 
er kontinuert, hvis 

~ ~ 

og kun hvis J-Lie (I) er kontinuert, VI E i. 
o + -1 

Bevis: For E E R er O= J-L (]-E,E[) en konveks mængde 

~!j} O, og derfor åben <==} O n C
0 

(I) er åben, VI E i. 

= 

Definitioner; Elementerne iJlo' kaldes mål på R. BVloc = 

BV10c(R,R) = ffl
1

f er en afbildning R~ R; 1t~ E BV(I), VI E iJ. 
Sætning:~0 

er isomorf med [f E B~loclf(O) = O; f(t+O) = 

f(t), t E RJ. 

Bevis: For a E BVloc og I E i er f~ f f da =f. f da en 

I R 

kontinuert funktional på C (I); f~r f da er altså en kontinuert 
o ... . R 

funktional a 1 E 51°
1

; a -t a' er en lineær afbildning BVloc ~&o 
1

; 

Lad J-L E~
01

• 1-Lico([-n,n]) E c~([-n(~t)~c"?()f'~.~~~~(r~~};~n der:

for~~udvides til et element 1-Ln E C 1 
( [ -n,n] Y; til dette lader vi 

svare en funktion~ E BV([-n,n]), kontinuert fra hØjre, o n 

t E ]-n,n], ~ (o) = o, defineret ved o n 

t = f -iln (x[ -n,o l)' 
~ (t) = ~ (t) -;e (o) < on n n ~ Lfln(X]t,o]), -n 

~ 1-Ln(X]o,t])' o ~ 

-n 

t < o 

t ~ n. 

Herved. afhænger ~on (t) for t E ]-n,n [ kun af J-L l 
00 

( [ -n,n]), idet 
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X]t,O]' -n< t< O, og X]o,t]' O~ t< n, er grænseværdier for 

majoriserede fØlger af funktioner E C
0
([-n,n]); for m > n er 

tilsvarende~ IJ [ = ~ IJ [• Vi kan derfor definere om -n,n on -n,n 

~(t)= ~on(t) for vilkårligt n> jtj, og opnår ~(t+o) =~(t), 

t E R, og ~(o) = o. 

For f E §1° og tilstrækkeligt stort n E N gælder ~ 
1 

(f) = 

n n 

!f' d~ = Jf d ~ = 11- (f) = ~-L( f). on n 
-n -n 

o: E BV lo c ' o: (O) = O ' o: ( t+o) = o: ( t) ' o: ' = O ~ o: ' l C o ( [ -n' n J ) 
=o, Vn E N,~ o:l]-n,n[ =o, Vn E N,~ o:= o. Herefter fuld

fØres beviset på triviel måde (jfr. § 1, øv. 6). 

Det gælder åbenbart, at 11- er en positiv funktional, hvis 

og kun hvis ~ er monotont voksende. 

C'(R) er et Banachrum, der kan identificeres med et paso 

sende delrum af rummet BV(R) af funktioner af begrænset varia-

tion over hele R. 
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Mat .. 6, 1962-63 Rettelse til K I, afsnit 2.2 

p. 5, 1. 1 -p. 6, l. 5 erstattes med 

2.2 Lad I = [a,b] og J= [c,d] være kompakte intervaller, 

I~ J c R, og p et positivt mål på J. Afbildningen xi•P af 

T(J,R) ind i p givet ved x 1·p(f) = p(fx1 ) er da også et· positivt 

mål på J, idet f j O ~ p(f Xr) ~ O. Da enhver funktion 
n "' n 

g E T(I,R) har form fii for en passende funktion f E T(J,R), og 

da Xr•p(f) kun afhænger af fii' definerer g~ p(x1 f), f! I= g, 

en lineær funktional pli på T(I,R), som let ses at være et po

sititvt mål på I. Vi har altså Pjr(fii) = p(fx1 ) for f E T(J,R). 

f E {f E L;(J,R)jf = fx1 J ~f= fx1 kan klemmes mellem grænse-
.. 

værdierne f og f for en voksende og en dalende fØlge af trappe-

funktioner, som vi gerne kan antage alle er O uden for I; med 

p(f'-f') = xrp(f-f') vilkårligt lille~ fir kan klemmes tilsva

rende~ fii E L;II(I,R), og hvis disse betingelser er opfyldt, 

får vi Pjr(fii) = p(fx~). Vi har hermed vist, at f~ fii er en 

lineær isometri af {f E L1 (J,R)If = f'x1 J = ff' E L1 (J,R)jf = fx11 
o 1 , p o Xr•P ·-

pa L p l I (I ,R) ; heraf' fØlger, a t for en p malelig mængde A ~ . _J er 
·-

A n I pli målelig, og derfor, at hvis f' er en p målelig_afhild-

ning J~ R, så er fii pli målelig. 

Med samme betegnelser som p. 1,5 finder vi: 

p~(a) = o, PTI(t) = Pjr(X[a,t]) = p(x[a,t]) = p(t) for c = 

a < t~ b, og= p(x[ t]) - p(x[ [) = p(t) - p(a-) for - c, c,a 

c <a < t~ b (altså evt. ikke Pjr = ~). 
Lad nu p være et positivt mål på R. For I = [a,b] E 1 define

rer vi: pli er målet på I givet ved p~(a) =o, Pj1Ct) = 

p(t)-p(a-), a< t~ b, idet p er den p. 2,3 definerede til p 

svarende funktion i BV10c(R,R); hvis I~ J= [c,d] E 1, finder vi 

Pj";!rCa) = O, P"j":JirCt) = p~(t) = p(t)-p(a-.) for c = a < t ~b, 

og Pj?ji'Ct) = ~(t)-pj;(a-) = p(t)-p(c-)-(p(a-)-p(c-)) = 
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p(t)-p(a-) ror c < a < t~ b, og derfor PIJII = Pli• 

Vi definerer nu: r:R ~R er p målelig, hvis rii er pli 

målelig ror alle I E I. For en p målelig funktion r og 1 ~ p 

sætter vi 11r11 = su:Pfllriiii II E IJ ~ oo (jrr. P• 1,11), p,p p,pii - . . . . 

og LP = LP(R,R) = ~rir er en p målelig arbildning R~ R, p p 
11r11 < ooJ, LP =LP (R,R) = [r E LPI3I E I, så r= rxi}' p,p o,p o,p p 

og LP = LP1 (R,R) = {r:R ~ Rlfxi E LP ror alle I E !J. loc,p oc,p p 
~ 1 

En mængde A ~ R er en p nulmængde ,. hvis XA E Lp og p (A) = 

llxA11 1 ,p= o, d.v.s. hvis A n I er en pli nulmængde ror alle 

I E 1. I det fØlgende vil vi hyppigt, og uden at nævne det, 

identificere funktioner r og g, for hvilke {t E :Rjr(t) t g(t)} 

er en p nulmængde (p ækvivalente funktioner) •. 

De indfØrte funktionrrum er åbenbart vektorrum over R. LP 
p 

rorsynes med topologien defineret ved normen (egentlig seminor-

men) r~ 11r11 • (Det er let at vise, at der virkelig er tale p,p 
om en norm, når man identificerer ækvivalente funktioner). På 

LP defineres en topologi ved seminormerne: r~ p r ?(r) = 
o , p . p ,_p ~ t E n 5 

supfE-111rxR\KII jn=0,1, ••• J, hvor E > o, n = 0,1, ••• , K = Ø, n n p,p n · o 

og K = [-n,n], n E N. På LP defineres en topologi ved semi-n loc,p 
( ) -1 .. 

normerne f' ~ p f' = E llf'xK 11 ,hvor E > O og n E N. p , p , n, E n p , p 

( jfr.. øv. 1 ) • 

Lemma: f'~ f'II er en lineær isometri af' ft' E L~(R,:R)If' = f'x1 J 

på L~II(I,R). 
Bevis: For en af'bildning g:I ~ R lader vi g være arbild-u 

ningen R~ R bestemt ved guXr = gu' guii = g. Antag nu 

g E L~II(I,R) ~ L;II(I,R); f'or J~ I, J E I, er da 

guiJ E L;IJ(J,:R), idetguiJer urbilledet ar g v~d isomorfien 



M a t . 6 , 1 96 2 -6 3 Rettelse til K I, afsnit 2,2 

f~ fii af {f E L~IJ(J,R) lf = fxil på L~!I(I,R) (piJII =pli); 

guiJer altså piJ målelig, og så er for K~ J~ K E I, guiK piK 

målelig, d.v.s. gu er p målelig; desuden fås af !glp E L1 p 1 ~(X 9 :l), 

a t l gu l J l P E L~ l J (J, R ) o g p l J ( l gu l J l P ) = P l I ( l g l P ) , il g l lp , p l I ~ . 

l l gu 1 Jlln ,p l J og lig Il = sup {lig l Jll l I ~ J E I J = jjgjj a 
~ u p,p u p,piJ - p,p!I 

For f = fxi E L~ gælder f = f l Iu' og i fØlge definition 

fii E Lp (I,R), altså l!fll = Iifliii • 
Pli p,p p,pii 

Vi vil herefter hyppigt identificere funktioner g og gu" 

Vi sætter Lpp (I,R) = L~(I,R), og identificerer altså dette rum 
II 

med {f E L~lf = fxiJ; for f E L~ sætter vi p(fxi) = pii(fii) = 

J f dp =j f d PI{ (men evt. f J f d ,Oli)' og= llfii 1 ,I,p hvis 
I I I 

f f o. 
For f E LP og I E I gælder llf-fxi l lp = 

p p,p 

-up~ p ( i f-fx I l P XJ) i J E I j = s up {p ( l f l p (x J-x I) ) l I k J E ~rJ = 

il fil~ ,p- llfxi li~ ,p, og dette bliver vilkårligt lille for tilstræk-

keligt stort I; LP er altså, betragtet som underrum i LP tæt 
o ,p p' 

i Lp* 
p 

For f= fxi E L~,p er lp(f)l = IPII(f'II)I ~ PII(If,II) = 

llf'li
1 

; afbildningen f ~ p (f') er altså en kontinuert lineær ,p 
f'unktional på den tætte mængde L~,p ~ L;, og har en udvidelse 

til en kontinuert f'unktional f~ p(f') =J f dp på L~ø p(f') = 

lim p(f'x[- ])' og p(f) = llf'ii 1 for f~ O$ n n,n ,p -

Lemma:~0 
er tæt i Lp for 1 < p <=Q 

-- p :::: 

Bevis: Lad f E LP(I,R), og vælg J E I, så I c J. Da C(J,R) 
p 

er tæt i LP(J,R), eksiste~er der en funktion g E C(J,R), så at 
p 

llf'-gll < E~ Vi vælger en kontinuert funktion h: J~ [0,1 J, 
p,piJ 
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så at h E C (J,R) og h(t) = 1 for t E r. Da er hg EJJ0
, og o 

llf-hgllp ,p ~ lif-gliP ,p l J < E. [))
0 

er altså tæt i den tætte mcangde 

. Lp 
l • 

p0o 1 , 

p E~ har altså netop en udvidelse, p, til en funktional 
1 l 

E L • 
p 
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2.2 Lad p være et posi1ivt mål på R. For vilkårligt 

I E I e~ f~ {If d pli en kontinuert funktional på C(I) 9 

s'i~~/ ~if ~~~,~~etegne p l r 
Vi definerer: f er p målelig, hvis fii er pli målelig, 

VI E L For f p målelig 9 1 ~ p < oo, og I E !~ kan vi danne 

j,.. 

llfll I = [r l fiP d PI I]P s; ao, og llfll = sup filfil I l I E 11. p, ,p I - p,p P~ ~P 

Vi definerer LP= LP(R,R) = [fif er en p målelig afbildning p p 

R-> R, llfll < ooJ. p,p 
1 

En mængde A ~ R er en p nulmængde, hvis XA E Lp og 

llxAII:1. 
5 

p= o, d. v. s. hvis .A(li er en p l I nulmængde, VI E i. 

I det fØlgende vil vi hyppigt, og uden at nævne det, identificere 

funktioner f og g, for hvilke ft E Rlf(t) f g(t)1 er en p nul

mængde (p ækvivalente funktioner). 

For I E i er f~ fii en isomorfi af {f E L~lf = fxil på 

det velkendte Banachrum L~II(I). Vi identificerer disse rum, og 

betegner dem Lp (I). L~,. ~ 
p ·.':!. ,•'l 

Definitioner:;::LP1 J(R,R) = [flfxr E Lpp' VI E l:J. oc,p 

(~~~)~Lp = f f E Lp l 3 I E I, så f = fx r 1 • 
•'r o,p p 

Lp forsynes med topologien defineret ved normen (egentlig 
p 

seminormen) f~ llfllp,p. (Det er let at vise, at der virkelig 

er tale om en norm, når man identificerer ækvivalente funktio

ner). På Lp defineres en topologi ved seminormerne: 
o,p 

f~ P'p,p,[Enl(f) = supf~nllfxR\Knllp;p n= 0,1, ••• }, hvor som 

fØr En> o, m= o,t, ••••• , K0 = Ø, og Kn = [-n,n] 

n E N. 

På Lp defineres en topologi ved seminormerne: loc,p 
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f ~p (f) = 1.11fxK llp,p, hvor E > O og n E N( jfr. øv. 1). 
p,p,E,n E n 

Rummene L~, L~1 og L~ defineres på tilsvarende måde 
p oq ,p o ,p 

ud fra Lp(I) = fflf er en pi I målelig a:fbildning I~ R,jlfll I 
~' ,p 

<~J, hvor llfiL,I,p = inf'[supflg(t) lit E I}lg er pli ækviva-

lent med f}. 
\ok~ 1-\<orwekse 

Sætning: LP er forsynet med den fineste topologi, der 
o,p 

inducerer en topologi grovere end 11 IIP,I topologien på ,p 

Bevis: Da beviset for den tilsvarende sætning p.2 

næsten ordret kan overfØres, vil vi her kun betragte den afgØ-

rende del af bevis et. Lad der være gi ve t en afbildning 1'): 

1 ~R+. Vi definerer en fØlge f~ E L~(Kp)l n E N} ved: ~n er 

lige, 

~1 (t) = [1, 
o, 

< n - 1 = 
< t < n -t 

og ha r da: O ~ ~ < x~\K . f I c "~- O f 11 o n '"' ~ ri _1 , o r .;;:.. .L e r ~r(<. I = or a e p a 

nær endelig mange n; ) ~n = 1. 

ll=1 

Vi sætter I = K , E = 2-n-1TJ(K +
1

) ,ex = ;fn,f = 2nf ~ · ø,,, ~h, ~Jlr.\ n n n n' 

herved fås for f E [f E Lp IP r 1 (f) < 1J: 
o,p p,p,lEnj N 

3 N E N så f - fx · f - ~ ex f med ex > O, \ ex < 1 ; 
' - KN' - )__ n n n = L ~ '"' 

~1 ~1 

f..". E LP(I ); IIf 11 ~- 2nllf 
LL p n .11 p, p XR\Kn_1 11 ~ n(In), n E N; 

dvs. f E det konvekse hylster af uf [f E Lp(I)IIIfll I ~ 
p p' ,p 

n(I)JI I E ~J. 

Af denne sætning slutter vi (jfr. p.3), at en lineær 

funktional f.l på LP er kontinuert, hvis og kun hvie f.liLP·(I) 
o,p p 

er kontinuert, V I E ~. 
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L 12-2L; cmdres ti-1 

For ex ~ Lq 
loc,p 

l p(fx1cx )l ~ 

og f = f X:i: E L~ p fås l P (f ex) l = 

IIf 11 ~,p • llcxxll I 11 q,p ( HoldeJes ulighed for inter-

' vallet I ); f~ P(fa) er derfor en kontinuert funktional CXt E LP 
o,.p 

p''· p :P J 
Forf.l E L og n E N vil f.1 I·L ( [ _ ] ) ~ Lp( [ -n,n ) '; 

o~p p _ n,n , 
derfor eksisterer der en funktionr~n E Lq([ -n,n]), så at . p 

f.1 (f) = pf'tt) for f E L~([-n,n]) (jfr. 1 ,12). 

Idet vi igen benytter fun\ionerne cpn indført p. 6, de-

ro- OQ F--! rJ 

finerer vi f.1 = b f.1 ({) ; for I E l: er f.1 II en sum af endelig man-n=1 n h 

c q( ) o r- E q E L p o ge funktioner ~ Lp I , sa J-L Lloc, p• For f 
0

, p fas: 

IT 
f = b f<p får passende n ~ N; 

ti =1 v 

eksisterer der ~ E Lq så at /1/ 1 = f.1., 
loc,p'. 

For ex E Lq er p(fa'~) =ex '(f) = P(fcx) for alle loc,p ' 

p 
f E: L

0 
,p, speciel t for alle f E L~(I), IE L cxlr og~;l I bestem-

p 
roer derfor samme funktional E L p( I)"' , og er derfor ens p næsten 

overal t i I, for ethvert I E: 1, d. v. s. ex og C1 er p ækvivalente 

funktioner i Lq lo c, p• 

Heraf fås, at ex ~ ex' er en bijektiv afbildning. 
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Sætni~: Lp er forsynet med den groveste topologi, for loc,p 

hvilken, f'or vilkårligt I E 1, afbildningen f-+ fl I af 

LP på LP(I) er kontinuert. 
lc-c,p p 

Bevis: Som basismængder for topologien er netop valgt ur-

billederne ved de nævnte afbildninger af mængder, der udgØr 

baser for topelegierne på LP(I). 
p 

For 1 ~ p ~ ~ definerer vi, som sædvanlig, q = q(p) = 

p(p-1)-1 , 1 <p< oo, q(~)= 1,<;_(1) = oo. 
l 

Sætning: Lp er isomorf med Lq1 c , 1 ~ p < =· 
o ,J)" ( ,p 

Bevis: Idet vi henviser til det tilsvarende bevis p.3, 

nØjes vi her 

For ex E 

ex' E Lp 1
• o,p 

med fØlgende skitsering: 

L
1
q er f J otfdp er en kontinuer t 
oc,p fR. 

Til f-l E Lp 1 og n E N 3 j1, E L q( K ) , så a t o,p n p n 

f-l (f) = r fi}. d{/, V f E Lp (K ) o For m > n gælder 
K n p n 

n 

,Um l K = j1, ' da f-l (f) = r f j1, dp't = r fjl, l K "' (:? n n K m i; K K m 'f ( ( .. m n' . n n n\~-' 

funktional 

v f E LP (K ) = r f E LP (K ) l f = f'xK }. Vi kan derfor defi-
p n ~ p m n 

nere jl,(t) = j1, (t) for n-1 s ltl <n, og opnår j1, E L1qoc og n - ,p 
{ f'j},dp = 1-L(f), V f E Lp • (Vi minder om, at vi identificerer 
}R o,p 

p ækvivalente funktioner. j1, af'hænger som f'unktion af, hvilke 

f'unktioner ~n vi lader repræsentere de tilsvarende elementer 

i L~(Kn), men dens ækvivalensklasse er velbestemt). Vi f'år f'or 

f-l E Lp 1 :jl, 
1 

= ~ og f'or ex E L ql og f E Lp (K ) : o,p oc,p p n 

J K f';' dp = ex 1 (f) = r K f'exdp, derfor ex l Kn = d'' l Kn , og ex = d 
1

• 

n n 

Sætning: Lp er et Banachrum, 1 ~ p ~ ~. 
p 
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L. 13--17 ændres til 

For a E L~, f' E L~~ og I E I er o:f' p målelig, a:xi E L~( I), 

rxi E L~(I), så at o:f'xi E L~(I) og lp(ra:xi) l ~ 

P(lfcxxiD ~ llfxiiip,p·lla:x1 1~, P~ l~llp, P·lla:llq,p, og derfor fa: E L
1

P 

og IP(fa:)l ~ llfa:ll1 ,P~ Iif i~, P· lla:lh,p· f~ p (fa) definerer altså 

en funld ional a:' E L~ 1 

med Ila: 1 11 ~ Ila: 11 q ,p • 

L. 19 og 23 ændres Jl1 til Lp o,p 
Herefter kan II,2 7 1 l" 11-13, l. 4f'n- 2 l. 3 og 3, l. 12 ·-

4 ln 9 udelades. 
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Bevis: Lad f f E LP l n E :NJ være en fundamentalfØlge i n p 

L~; da er, for v E :N,(fnXKv)en fundamentalfØlge i L~(Kv), og 

konvergerer derfor mod en funktion h v E L~ (Kv). 

Da fn XKV = fnXKjl, XKv' fl. > v' er h v = XKV hf-l • 

Vi definertr h(t) = hV(t), v-1 ~ l ti <v; h er p målelig, og 

llh-f 11 = sup{ !Ih-f llp K l v E N} ~ n p ,p n , ,p -

supfsupfllf -f 11 K l mv> nJ l v E NJ = 
m n p, V'p 

supfsupfllf -f 11 K l v E :Nllm > nJ = 
m n p, V'p 

s up { IIf -f 11 l m > n J -+ O, n -+ oo. m n p,p 

llh11P.9P ~ llh-fnllp,p + llfnllp,p ~ llfnllp,p + E < oo 

for passende n E N. 

Sætning: Lp' er isomorf og isometrisk med Lq, 1 ~ p< ooo 
p p 

Sæt M = U{Lp(I) l I E i}, forsynet med 11 11 topologien. p p,p 

M er et tæt underrum i LP, derfor er M' = Lp'. For ex E Lq, 
p p • p 

f E M, :r= fxi' fås 1{I fexdp l~ llfllp,p·llexllq,I,p ~ llfllp,p·llcdlq,p' 

d.v.s. f-+ {Rfexdp definerer en funktional ex' E M' med 

l lex' 11 ~ llexllq,p • 

f.L E Lp 1 ~ fl. l Lp E Lp ' ~ 3jj, E L q så a t 
p o ,p loc ,p ' o,p 

J-L(f) = 'fjj,dp, V f E M. Antag p > 1, og definer gn = 

jl,q-1 sign(iJ,)xK , n E N, f = O for g = o, og f = lig 11 - 1 gn n n n n p,p n 

ellers. Vi får da llgnll~,p =(K lillqdp = lliJ,xKnll~,p,fn E M, 

llf'nll ~ 1' og lltJ.II ~ l !J.(f'n) ~~~gnll~~pr IZ't·~ = llilxK llq,p ,n E N, 
, "O rUer Kn n 

=> liM li q ~ li fl. 11 < oo • jJ, = fl. , da M e r t æ t i L p • ,p - p 
For p = 1 må beviset modificeres. Dette overlades læseren. 
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Sætning: Lloc,~ er isomorf med L;,p, 1 ~ p < ~. 

Bevis: For a E Lq , a = axK , er f~ r fadp en lineær 
o,p n K 

n 

funktional a' på LP
1 

, kontinuert, da 1[ fadpl ~ 
oc ,p . K -

n 

llfxKniiP ,p ·llallq,p < E, når blot llfx~llp ,p er ti l s trækkeligt lille. 

p p' q 
~E Lloc,p ~ ~jLP E L0 ,p ~ 3 ~E Lloc,p' så ~(f) 

o,p 

={R f'(Ldp, Vf E L~,p· Til 1 3 n E N og E >o, så llfllp,~,p < 

E"* ~(f)< 1. For A ={t E K\1.-;:j ~(t)> rd, Y)> O, m> n, og Y),m m ... 

for p E N, fås 1 > ~(pxA ) = p r '(Ldp ~ PY)! 1dp, og 
Y),m A .A 

Y),m ~,m 

derfor at A = U{A lm > n} er en p nulmængde. Tilsvarende er Y) Y),m 

B = { t E R\ K l~ ( t) < -Y) } , Y) > O o g { t E R\K l~ ( t) t O} = Y) n . n . . 
l 

U r 1 l ~T, N... q ~ LP 
{AP- uBP-1 p E 1~ 5 p nulmængder, d.v.s. ~E L

0
,p • ~=~'~E loc,p 

og a' =a" a E Lq , indses som i de foregående beviser. ' o ,p 



Mat. 64 1962-63. K I 2 ØV'. 1 -4 . 

1. Lad L være et vektorrum over R, J en indeksmængde, og 

~ Pjl j E Jj en mængde a~ seminormer de~ineret på L. 

Hvilke betingelser skal P·l j E J} op~ylde, ~or at 
J 

~ Ojl j E J l, hvor Oj = ~E Llpj(~) < 1 J, op~ylder 

betingelserne v 1) -v 6) (Mat. 6. T. 3. 6.)? 

Vis, at en vilkårlig lokal konveks topologi på et to-

pologisk vektorrum kan de~ineres ved en mængde a~ semi··· 

normer. (Brug AG III, 14, øv.4). 

*2. Vis, at topologien på Do er den ~ineste topologi, med 
o 

hensyn til hvilken ~ er et topologisk vektorrum, og 

som inducerer en topologi grovere end den ligelige på 

C
0
(I), v"I E i. (Lad V

0 
være en omegn a~ o i 'f;

0 
i en to--

o 
pologi, med hensyn til hvilken D er et topologisk vek-

torrum. Udnyt, at der 3 en ~Ølge Vn' n E N, a~ omegne 

a~ o i denne topologi, så at Vn + Vn ~ vn_
1

, n E N). 
o 

3. Vis, at topologien på D kan de~ineres ved mængden a~ 

seminormer: [ Pq>lq> E co(R), q>(t) > o, t E R j, hvor 

p (~) = .119' - 1 ~~~. 
<p 

o . 
Vis, at ~ er ~uldstændlgt. 
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s. 

7. 

a) Lad ~l· l j E Jj være en vilkårlig mængde af' fuldstændige, 
j! 

lokal konvekse, topologiske vektorrum over Ro Vis, at 
L 

deres produkt/på naturlig måde kan betragtes som et vek-

torrum over R, der, f'ersynet med produkt topologien, er 

et fUldstændigt, lokal konvekst, topologisk vektorrum. 

b) Find L'. (Betragt f'Ørst det tilf'ælde, at J er en ende

lig mængde). 

a) Vi s, a t di s t ( (a ) , (b ) ) = \ 2 -n 
n n / 

b -a l ( 1 +l b -a l ) -1 
n n n n 

nEN 

definerer en metrik på RN, og at d en tilsvarende topologi 

er produkt topologien. 

b) Udstyr det duale rum L til RN med en topologi, således 

at L bliver et fuldstændigt, lokal konvekst, topologisk 

vektorrum, og L' bliver isomorft med R:N. 

c) Vis, at produktrummet af' nummererbart mange metriserbare, 

rum er metriserbart. 

Vis, a t Lp er f'ulds tændi gt, 1 ~ p ~ oo, p E QJ 0 '+ ~ ?~ o,p 

8. Lad L være et normeret vektorrum over R. Vis, at L' er et 

Banachrum. 
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II. Forskellige forberedelse~ 

1 • Hilbertrum 

En mængde. H kaldes et komplekst quasi præ Hilbertrum, 

dersom det opfylder fØlgende aksiomer: 

A: H er et vektorrum over de komplekse tals legeme d. 

B: Der er givet en afbildning (f',g) ~ (f'lg), H2 ~b, 

(det indre produkt eller skalarproduktet), så at: 

1..!.... 'v'Ci ~Hf'' g (af' l g) = a(f'l g); 

~rf-, g, h : (f' + gi h) = (f'l h) + (gi h); 

~Hf'' g : (glf') = (f'lg) (stregen angiver kompleks 

konjugering) 

H kaldes et præ Hilbertrum, hvis yderligere: 

~Hf'--~(f'_l~f~) __ =_O __ ~ __ f_= __ O 

~ætning: I et quasi præ Hilbertrum gælder Schwarz' ulig

hed: l (flg)l
2 S (flf')•(glg), 'v'Hf'' g. 

I et præ Hilbertrum gælder = kun, hvis f og ~ er lineært af

hængige. 
i t Bevis: Sæt (f'lg) = se , s f o, For a E R gælder: 

. t . t 2 
O~ (f'+ ae1 glf' + ae1 g) = (f'lf) + 2as +a (gig), og derfor 

s
2 

= l (f' l g) 1
2 ~ (f'l f') • (gi g); = gælder kun, hvis (gi g) = o, 

'*) 'l 
eller hvis der 3 b E b, så (f+ b~lf + bg) =O.~ 1 

Sætning: I et præ Hilbertrum er f'~ llf'll = (f'lr)2 en norm. 

Bevis: O~ IIf .+ gll
2 

= ll:f'll
2 

+ (f'lg) + (glf) + llgll
2 ~ 

2 
( llf'll + llgll) • De øvrige norm egenskaber vises endnu lettere .• 

Af beviset ses, at IIf' + gll = llfll + llllgll kun kan gælde, 
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Idet H forsynes med normtopologien, og derefter H2 med pro

dukttopologien, gælder: (f,g) ~ (flg) er kontinuert: H2 ~ b, idet 

l (flg)-(hlk) l = l (f-hl g-k)+(f-hl k)+(hl g-k) l ~ llf-hll·llg-kll+ 

llf'-hll·llkll+llhllg-kll. 

Def'inition: Et normeret rum H kaldes ligelig konvekst, hvis 

der 3 en funktion 6': ]0,2] __. t<+, så at: ~E H, g E H, 

llf'll ~ 1,llgll ~ 1, llf'-gll ~e> o ... lli(f'+g)ll ~ 1-o(e). 

Det f'Ølger let af' parallelogramloven, at et præ Hilbertrum 

er ligelig konvekst. 
' ,. 

Sætning: En konveks, f'uldstændig delmængde F af' et ligelig 

konvekst rum H indeholder et element med mindst norm. 

Bevis: Sæt d = inf'{ l!f'lll f' E F}. Hvis d = O, indeholder F, 

der er f'uldstændig og derfor af'sluttet, o. Antag d > O, og sæt, 

f'or E > o, FE = F n {f' E H l llf'll ~ d+e; J. Hvis l!f'
0

1l = d, vil 

f' o E n{F E l E > o J • Da et fundamentalfil ter på F har et f'or tæt

ningspunk t, er det nok at vise, at fF le >O} er basis f'or et 
E 

fundamentalfilter, altså indeholder mængder af' vilkårlig lille 

diameter. Vi antager, at der 3 n E ]0,2], så at der for vilkår

ligt E E ]0,1] 3 f' og g E F med IIf -g 11 2 n og derf'er E E E E E -
l!(d+e;)-1 (f' -g )Il 2 n(d+e)-1 2 n(d+1)-1 ; dette medfØrer, at 

E E - -

lli(f' +g )Il ~ (1-6'(n(d+1 )-1 )). (d+e;), hvilket for tilstrækkeligt 
E E -

lille E >O er i modstrid med, at d~ lli(f'E+gE)I!, da den konvekse 

mængde F indeholder i(f +g). 
E E 

Definition: Lad H væ.re et præ Hilbertrum, f' og g E H, F og 

G~ H; f' l g, hvis (f l g)= O; f'l = {g E H l g l f}; Fl = 

n{f"l l f E F} ; F l G, hvis G ~ :rJ; (l læses vinkelret eller orto

gonal). 

For .!_' H er ~ afsluttet, da det indre produkt er kontinuert. 

Sætning: Lad F være et fuldstændigt underrum i et præ Hil

bertrum H, f' et element E Ho f' kan entydigt skrives f = f'1 +f'2!. 
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med ~1 E F, ~2 l F. 

Bevis: {~-g l g E F}. er konveks og ~uldstændig, og indehol

der der~or et element ~2 = ~~~1 ,~1 E F, af mindst norm. For 
o "l 2 2 

g E F \[0}, llgll~= 1, ~as: O~ 11~2-(f2 jg).gll -11 f 2 11 = -(f21g) .. 

(f2 1g)- (f2 1g) • (g!f2 ) + l (f2 lg)l
2 

= -!(~2 lg)j 2 , f 2lg; vi 

har altså f
2
l F. 

f1 + f2 = g1 + g2' f1' g1 E F, f2' g2 l F,~ 
f' 1 - g1 = g2 - :tr2 E F n F l = f O} • 

1 .2 Et præ Hilbertrum H er et Hilbertrum, hvis det opfylder 

aksiomet: 

C:H er et fuldstændigt rwrr. 

Lad H være et præ HilbertFUID; for g E H er r~ (flg) en 

kontinuert funktional g' E H', og llgll = g'(llgll-
1

g) ~ l!g'll ~ llgll, 

idet l (f l g) l ~ l!fll • l!gll. Omvendt har vi: 

Sætning: Lad H være et Hilbertrum, a E H'. 3 a E H, så 

o:(f) = (fla), Vf E H. 11&11 = !lal!. 

Bevis: a-1 (o) =F er et afsluttet, derfor fuldstændigt, 

underrum~ H; hvis F= H, er a(~) = (fjO), Vf E H. F f H~ 

3k E H\F ~ 3h E F l, med æ(h) = 1 • For a = llhll-2h og vilkårligt 

d E H gælder: d- a(d)h E F, (dja) = a(d) (hl&) = cx:(d). 

For afbildningen g~ g' gælder: (f + g)' = f' + g', 

(ag)' =ag', Va E t, Vf,g E H. Vi udtrykker dette i: 
~*) 

Sætning: H' er isometrisk og konjugeret isomorf med H. 

n:-·() .. 
(. 

r . 
(; 

(l (' (~ 
',J . . 
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1. Lad H være et præ Hilbertrum; sæt B(f,a) = 

fg E H l lig-fil~ a}, for a E R+, f E H. Lad A være en kon

veks mængde~ B(O,d+o) \ B(O,d), hvor O~ o< d. Vis, at 

diameteren for A er ~ v12do. 

2. a) Vis fØlgende sætninger om komplekse tal z og w, idet 

1 < p < oo: 

a1 ) Til EE ]0,2] 3 o1 = o1 (E) >O, så at lzl ~ lwl = 1, 

ae'+ b) Lad ~ Eov , og 

~ målelige realdele 

lad f og g være funktioner: R~ C, med 

og imaginærdele, og så at f, lflpd~ ~ 1, 
R 

1, r lf-glp~ f Ep) O. Idet A= 
R 

' p 
ft E R l lf-glp f ~(lflp+jgjp)}, skal det vises, at 

f jf-gJPdjj f (~)P, at J ( jfjP+IgjP)d~ 
A .A 

:? supf( 1r1Pd/i, ( lglpilill ~(aYog at 
A A 

!f (lflp+lglp)d~ -r l!<f+g)~P~ f o2<fr)·!· <fr)P. 
A A 

c) Idet vi for en funktion f+ig, hvor f og g E Lp(R,R), de
f-l 

finerer llf+igll = lllf+iglll , skal det vises, at LP(R,C) 
p,~ p,~ ~ 

= [f+ig l f,g E LP(:R,:R), llf+igll < oo} er et ligelig kon-
~ p,~ 

vekst rum. 
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§ 2. Absolut kontinuitet. 

Vi minder om, at 1 betegner mængden af afsluttede begrænse

de delintervaller af R.~0 =UfWC (I)ji E 1} forsynet med en lokal 
o 

konveks~opologi, sådan at en funktional ~ på~0 

er kontinuert, 

hvis og kun hvis ~ICo(I)' er kontinuert, ~I E 1. 

Vi definerer T
0 

= f f : R --+ Rj3I E~' så at f = f~I' og 

fii E T(I)}; T
0 

består altså af alle endelige linearkombinatio

ner af karakteristiske funktioner for begrænsede intervaller. 

I det følgende vil vi ved integration over hele R udelade 

angivelse af integrations intervallet. 
~o l+ 

For et positivt mål v på R, d.v.s. for v Edi , og for en 

mængde A <æ R, så at XA E L~, definerer vi v( A) = llxA11 1 ,v. Til et 

sådant v svarer en monotont voksende funktion v : R--+ R. 

Sætning: Lad I E 1, og lad ~ være et positivt mål på I, 
l 

~E C +(I); lad f være en funktion: I--+ R, og lad der til vilkår-

ligt E > O eksistere funktioner ep og t/I E L 1 (I), så at tjJ ~ f ~ ep 
~ 

og l (cp-tjJ )dj'j, < E• Da vil f E L:. 
I 

Sætningen bevises på samme måde som de tilsvarende sætninger 

om Riernann integrabilitet ([3], II,3,5) og om Lebesgue målelig

hed af mængder ([3], IV,2,2): Til ep og t/1 3 { Cf>n E T(I)jn E N} og 

{tj;n E T(I) In E N}, så at q>nt :;;-q>:;;- f, t/Jnt ~ tjJ-;;= f, og 

~(ep) - 2E? ~(tj;) - E? lim ~(tj;n)-;= ~(tj;)? ~(ep)? lim ~(cpn) 
n n 

~~(ep~ + E; men dette medfører f E L~(I), i følge definitionen 

af L1(I) ([3], II,5). 
~ 

Sætning: For 1\ E(//
0 1 

+, 1 < p < oo, er~ 
0 

tæt i L~·-
Bevis: Til f E L~ og EE R+ 3 I= [a,b] E 1, så at 

llf-fxiii~,"'A= llfii~,"'A- llfxiii~,"'A <J>; endvidere 3 g E C(I1.), I 1 = 

[a-1 ,b+1], så at llfxi- glip,~ ,l\< E. Lad h være en afbildning: 
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R ~ [0,1 ], så at h(t) = 1,t E I, og hxi =h E C
0

(I1 ); da gælder 

hg E C 
0 

( I 1 ) , . l f XI - hg l ~ j f XI - g l , og li f - hg l l p, 'A 

-;; IIf - fxiiip," + llfxi - hgllp,'A < E+ llfxi - gllp,I1 ,'A< 2E. 

2.2. Lad~ være et positivt mål på R, ~ E~ 1

+, og lad h? O 

være en funktion E 11
1 ; for f E 'JJ

0

, f = fxi' I E l:, er fh ~ 
oc,~ 

målelig, og jfhj ~ llfll • lhxii E L~(I); (idet llfll = 

sup {lf(t)l!t E R}); derfor gælder fh E L~(I), ([3], II,9,7), og 

l f fhdji. l ~ II l fh l dji ~ li f 11 • li h xr111 •l' i f .... f fheji definerer al t så en 

lineær funktional v= h·~ på ~
0

, sådan at vie (I) er kontinuert, 

\II E l:; da endvidere f Edt, f ~O~ J fhd,U ~O, 
0 
vil v E(J/

0 '+. 
Lad nu,for et interval I E 1:, f~ E C (I)jn E Nj være en føl-n o 

ge af funktioner, sådan at ~ t~' og sådan at der eksisterer n 

K E .R, så v(~ ) <K; da gælder ~ E L 
1, og J~dv = lim J ~ d v, n v n 

n I 

( [3], II, 9, 8) j tilsvarende gælder ~n t hep, h~n E L~ (I), og [h<pndjj, -

r ~ndv <K, og derfor h~ E L~ og I ~dv= rh~d,Zi.. *) 

Da mængden M af funktioner f E L1 , for hvilke fh E L1 og ø,v ~ 

Jfdv = rfhd~, er et underrum, kan vi slutte, at T
0 

~ M; thi iføl-

ge det ovenstående vil XA E M for vilkårligt åbent eller afslut

tet interval A med A E 1:. 

~ '+ 1 Sætning: Lad~ E~ , O __ < h E'L v= h.~· loc ,~' 

v( t) = f hd,U, t ~ o, v(t) = ~r hdj:i' t < o. 
]o,t] ]t,o] 

Bevis: Dette rølger ar derinitionen af afbildningen v~ v 
(se I,2, P• 3 og 4; v(t) =v (t) for vilkårligt n> !ti) •• o n 

()o'+ 
Sætning: Antag ~ EOV , O ~ h E L

1 
v= h. ~· loc,~' 

+> c:: L 1 +> h c:: L 1 
.L c_ l ~ .L• c_ l ' oc,v oc,~ 

og r rdv = f fhd,U, \i I E I. 
· I I 

*) For aftagende fØlger gælder en tilsvarende sætning. 
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Bevis: Til f E L1
1 , I E l, og E E R+ 3 f~n E T(I)In E NJ oc,v 

og fØn E T( I) In E N}, så at ~n t ~ ~ fxl' Øn ~Ø ~ fxi' og 

Jfxidv - E ~ f Ødv ~J ~dv ~ ffxidv + E, ifØlge definitionen af 
I I 

Lebesque-Stieltjes integralet på I. Idet vi igen udnytter sætnin

gen ([3], II,9 p. 8), samt at sætningen ovenfor er vist for trap-

pefunktioner, får vi: 

h~ E L~(I) med f h~d~ 
I 

h~ t h~ 2 hfxi' h·h 1 hØ n - ~n ~ 

= lim J h~nd~ = f ~dv, og 
I I 

~ hfxi' 

hØ E L 1 (I) med 
p, 

l hØd~ = r ~dv. Da yderligere r (h~ - h!fi)d~ = r (~-Ø)dv < 2E, 
. I I I I 

slutte, ved en sætning vist p.1, E L 1 og 11t loc,p,' 

- E ~ / Ødv 
I 

~ JrhØd~ ~ {hfxrd~ ~ 

=l ~dv ~ ffxidv +E, og derfor f hfd~ =f fdv. 
I I I 

(jo 1 + (Jo 
Definition: Lad p, E~ , og lad M være~ forsynet med 

11 11 1 ,p, topologien; da lp,(f) l ~.p,( lfl) = llfll1 ,p,, Vf E 2})
0

, vil 
1 

p, E M'; da M er tæt i L , kan p, på 
p, 

funktional, som vi igen betegner p, 

f E L 1 : /fd'it = r fajj, = p,(f). 
p, :R 

entydig måde udvides til en 
1' 

E L • Vi definerer for 
p, 

Bemærkning: Tidlige~e har vi kun defineret, og kun benyttet, 

J fdj), for funktioner f E U [L~ (I) l I E 

blev en kontinuert funktional på dette 

t}. Da derved f~ Jfd'it 

1 underrum af L , forsynet 
p, 

med den inducerede topologi, er den nye definition virkelig en 

udvidelse af den tidligere. Da fX[-n,n] ~f i L:, får vi: {fd~ = 

l~m J[ -n,n]fd~, og for f ~ o: rfd~ = llfll1 ,p,. 

Det er fØrst ved hjælp af denne definition, at en del af de 

tidligere beviste sætninger får deres egentlige indhold. F.eks. 
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kan vi fØrst nu bevise, at L2 er et (reelt) HilbertruÆ, idet vi 
f.-l 

benytter fØlgende præcisering af sætningen (I,2, p. 8), P I 

at L 

er isomorft med Lq: 
f.-l 

f.-l 

Sætning: 

= ffgdjl., 

LP. 

Cto'+ p' 
Antag fJ- Ec« , 1 ~ p < =, a E L , g E L q o t , sa a 

1 f.-l 
Vf E LP

0 
• Da gælder fg E L , og a(f) = 

'f.-l f.-l 
pgdji, a(f) 

f.-l 
1 Bevis: fg E L , da fg er fJ- målelig, og llfgxiii 1 f.-l ,f.J-

~ l l fx I li P ,f.J-·Ijgxi llq,f.-l ~ llfiiP ,f.J-· llgllq,f.-l < oo, v I E r. f.-l (f g) = 

l~m tJ-(fgX[-n,n]) = l~m a(fx[-n,n]) = a(f). 

<";)O l + 1 
Sætnigg: Antag fJ- E~ , O S h E L1 , v = h·tJ-~ 

- oc,f.-l 
1 1 r ~ r ~ f E Lv ~ fh E Lf.J- og fdv = fhdf.J-• 

1 
Bevis: fhxi E L , og llfhxi11 1 = llfxiii 1 ~ llfll 1 < oo, f.-l ,p, ,v ,v 

VI E I. Derfor gælder: fh E L~, og tJ-(fh) = l~m tJ-(fhX[-n,n]) 

l~m v(fx[-n,n]) = v(f), da fX[-n,n] E Lioc,v og [-n,n] E I, 

vn E N. 
til o '+ L1 

~~tnina: Antag EdV O < h c v = 
- g, c f.-l ' - c loc ,f.J-' h·J.L· Til 

·+ ' ( ) ·+ ( ) E E R og I E I 3 o= o E,I E R , så at v A ~ E for enhver f.L 

målelig og v målelig mængde A~ I, der opfylder tJ-(A) ~ o. 
Bevis: Lad der være givet E > O og I E I. Hvis J.L(I) = O, 

er {hxAd~ = O for vilkårlig A~ I. Hvis J.L(I) > o, 3n E N, så at 

llh-h A nll1 I < E(2f.J-(I))-1 , ([3],II,9,6); for A~ I,f.J- målelig 
' ,f.J- -

og v målelig, og tJ-(A) ~o= E'2n)-1 , gælder: O~ v(A) = [xAdv 

= JxA·(h A n)djl. + (xA(h-h A n)djl. ~ n(xAd~ + E(2tJ-(I))-
1

/xAdj}, 

~ ntJ-(A) + E(2tJ-(I))-1f.J-(I) ~E. (Jfr. [3),II,11, P~ 5-6). 

2.3. Definition: Lad v og f.-l E~o'+; v~ f.J-, v er loknlt 

absolut kontinuert m.h.t. f.J-, hvis der til E E R+ og I E I 3 o -
o(s:., I) E R+' så at v(A) ~ E for enhver mængde A ~ I, der er fore

ningsmængde af endeligt mange intervaller og opfylder J.L(A) ~ o. 
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Følgende to sætninger fØlger direkte af definitionen og af 

den foregående sætning: 

Sætning: .Antag f.l og v E: [;r 
1 

+; v < f.l, hvis der 3 n E N, så 

V ~ nJL. 
()o l+ 1 

Sætning Antag f.l Etn , O~ h E: Lloc,f.L' v = h·f.L• v~ f.L• 

Definition: Lad v og f.l E: ~o'+; v er nulmængde tro m.h.t. f.L, 

hvis enhver f.l nulmængde også er en v nulmængde, d.v.s. hvis 

1 ( 1 XA E Lf.l, f.L A) = O ~ XA E Lv' v(A) = O. 
C)o '+ Sætning: Antag v og f.l E~ ; v< f.l ~v er nulmængde tro 

m.h.t. f-lo 
1 Bevis: Lad A være givet, således at XA E: Lf.l og f.l(A) = O. 

For I E I og E > O 3 en relativt til I åben mængde G med 

f.L(G) ~ å(E,I) og A n I~ G~ I ([3], IV,2,1). Da G er forenings

mængde af hØjst nummererbart mange disjunkte, relativt til I åb

ne intervaller Bn' G= UBn' ((3], II,8,4), gælders for Cn = 
n 

B1 u ••• u Bn' Xc t XG' f.L(x0 ) ~ JJ.(xG) ~å, derfor o~ v(xG) = 
n n 

lim v(x0 ) ~E; altså er (jrf. sætningen p. 1) v(A n I)= o, 
n n 1 VI E I, og derfor XA E: Lv' v( A) = O. 

f")o '+ 
Sætning: Antag v,f.L EOV , v nulmængde tro m.h.t. f.l• En-

hver f.l målelig mængde er v målelig, og derfor enhver f.l målelig 

funktion v målelig. 

Bevis: Lad A være en f.l målelig mængde. Til I E I og n E N 

3 en afsluttet mængde Fn og en relativt til I åben mængde Gn' 

så at F c A n I c G c I og 11(G \F ) < !. For F = U'F In E N1 
n= =n= ,.,. n n n ln 5 

og G= n{Gnln E N} gælder F~ A n I ~ G~ I, og f.L(G\F) 

< f.L(G \F), Vn E N, altså f.L(G\F) =o, og derfor v(G\F) =o, = n n 
v(F) = v(G). Da F og G er v målelige, er A n I v målelig, VI E I, 

og A v målelig ([3], II,8,8). 

2.4. Sætning: Lad v og A være mål på R, O ~ v ~ A. Da 

3g E Lioc,A' med O ~ g ~ 1 næsten overalt m.h.t. A, så at 



Mat. 6, 1962-63 K II, 2, 6 

v= go)\ og /\-v= (1-g)./\. 

Bevis: Da lv(f') l ~ v( l f' l) ~ "A( l f' l) = llf'll 1 ,"A' Vf Efir, de

finerer f~ v(f') en funktional v' med norm~ 1 på~0 
forsynet 

med 11 11 1 ,"A topologien. v' har da Em fortsættelse til en f'unktio-
1 00 1 

nal v" med norm ~ 1 på L/\. Der 3 derfor g E L"~ Lloc, l\, med 

llglloo,/\ < 1, så at v(f') = "A(fg), Vf E!il
0

, d.v.s. så at v = g./\. 

Da g er entydigt bestemt i L~, og da O ~ /\-v ~ "A, og ("A-v)(f') = 
Qo ·J 

"A(f(1-g)), Vf' E~, og 1-g E L~~ Lloc,"A' gælder også /\-v= 

(1-g)o/\ og 111-gll "S 1, altså næsten overalt m.h.t./\: -1 

[ 
g l 00' 1\ -

~ 1 -g_, ~ 1 s og derfor O ~ g ~ 1 • 
<;p l+ 

§~!ning: An tag, a t v og 11 E CN , og a t v er nulmængde tro 
1 m.h.t. Il• 3h E L1 , O ~ h, så at v = h·/1· oc,/1 

Bevis: Sæt l\= v+11; så er O ~ v~ l\ og O~ 11 =/\-v ~ "A, 
1 derfor 3g E Lloc,"A' med O ~ g ~ 1 næsten overalt m.h.t. "A, så 

at v= g.)\ og 11 = (1-g)./\; dette medfØrer, ifØlge sætning p. 4, 
1 1 1 1 

at f ELv~ f'g E LA og v(f) = "A(fg), og at f' E L
11 
~ f'(1-g) E L/\ 

og M(f) = "A(f'(1-g))~ For A= [t E Rjg(t) = 1} og vilkårligt 

I E l: gælder: A n I er l\ målelig 9 derfor M målelig; da 

o 1 
XAni E L~ ( [3), II,9,7), og M(A n I) = ~ XAni ~ XI E L/1, er 

"A(xAni(1-g)) = o; A er altså en 11 nulmængde, derfor en v nul-

mængde og en l\ nulmængde; vi kan derfor, uden at ændre noget af' 

de i betragtning kommende integraler, ændre g således på en l\ 

nulmængde, at vi opnår O s g(t) < 1, Vt E R. Da er h= g(1-g)-1 

00 

= L g: defineret overal t; da, f'or vilkårligt I E l: og n E N, 

n=1 

gn er l\ målelig, derfor 11 målelig, og O ~ gnXI ~ XI E L~, vil 
n n 

og !l(xi· (L gv)) = L "(x I. g v. ( 1 -g)) = 

v=1 v=1 
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Bevis: I det ~oregående er vist, at d) '* e) '* g), l og 

e) ~) '* b) '* a) '* c) '* d). 
l 

'* Vi mangler blot at vise, at 

g) d): g), 
...-.._,. 

'* hvis v op~ylder er v = h . J.1, og der~or v = 
no' da "' afbilder p enentydigt på dens billede i B Vloc• 

at 

h· J.1, 

Entydigheden a~ h ~Ølger a~ entydigheden a~ g (p 6), eller 

vises let direkte ud ~ra ~):antag v= h
1

•J.1 = h2. J.1, h1 og 

h E L1 · ~or h = h1 - h2 E L1
1 

gælder da: u(~h) = O, 2 loc,J.l' oc,J.1 ~-" 

V~E L~; ~or A= ftE I l h(t) >e:}, E> o, IE I, erxA sign 

(h) E L~, og O ~ EJ.1( A) ~ J.1( ~hxAl) = O; hera~ ~ås let, at h (t) 

er nul næsten overalt m.h.t. J.l• 

2.6 I dette a~snit betragter vi et interval I E ! og et 

positivt mål J.1 på I, J.1 E C'+(I). Vi vil omsider bevise sætnin-

' gen ( j~r. I, 1 , 1 2) , a t Lp (I) er isomor~t med L q( I), t < p < oo, 
J.1 J.1 

q= p(p- 1)-1 • I~Ølge udviklingen i I, a~snitL6, er det nok 

at vise ~Ølgende: 

Sætning: Antag a E L~'(I), alC(I) E C'+(I). Der eksisterer 

en ~unktion a E L~(I), a f O, så.nt a(f') = J.1(a~), V~ E C(I). 

Thi en vilkårlig ~unktional E LP'(I) er di~~erens mellem 
J.1 

to med positiv sammentrækning til C(I), og a(~) = J.1(ar), 

VfE C(I), med O~ a E L~(I), sikrer at a E Lq med llallq = llcxll, 

og a~= a, da C(I) er tæt i LP(I). 
J.1 

Bevis ror sætningen: r~ J.1(~II) de~inerer en funktional 
. t 

J.lu E ;~o t+. ~ ~ a (~l I) derinerer en ~unktional au E L~u' så at 

rpt+ 't' 
{3 = au l :At o E j, . Lad A være en J.lu nulmængde, A ~ J ~-.: .. • Ti l 

E > o 3 f<fln E )f+ln E N},så at 1 ~ <fln t f XA' og 

J.lu(<pn) ~ llall-i>EP, vnE N (j~r. beviset p 1-2); f3(<pn) = 
-1 -1 

cx(<pnl I) ~ llcxll·ll<flnl IIIP,f ~ llall·ll<fl~ll~ ,J.1u~ llcxll·ll<flnll~ 'J.lu~ E. A er 

altså en {3 nulmængde, og {3 er lokalt absolut kontinuert m.h.t. 
1 

Derro 3 h E L""· så at {3(~),= uu(~h), ltså (f ) J.lu • r loc '/.b.· ' , ~-" a ex l I = 
~ 
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~((fh)II), Vf E ~0 ; for a= hii gælder: a E L~(I), og a(f) = 
~ (fa) , V f E C (I) • 
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1 • 

2. 

a) Vis, at C'(I) er et vektor lattice. (Benyt f.eks. I,1, o 

øv. 4 og øv. Ø) • 
Oo 1 

b) Vis, atOV er et vektor lattice. (Vis, at 

f~ sup{v(g) l O ~ g ~ fJ definerer en nfbildning 

så at 

For F E BV
1 

defineres:VF(t) =den totale variation af F o c 
over ]o,t], t f O, og= -den totale variation af F over 

]t,o], t< o. 

I [3], 11, p. 16 er defineret begrebet absolut kontinuitet 

for en funktion F I~ .R, I E I. 

Vis, at hvis F er en funktion R~ .R, og Fl[-n,n] er ~bsolut 

kontinuert på [-n,n], Vn E N, så er F kontinuert og E BV1 o c 

og VFI[-n,n] er absolut kontinuert på [-n,n]; lad v være 

den til VF svarende funktional EdJo'+; så er v absolut kon-

tinuert m.h.t. Lebesgue målet m. 

\)0 '+ 
Hvis o~vendt v E~ er absolut kontinuert møh.t. m, så er 

vii absolut kontinuert på I, VI E I. 
Giv eksempel på en begrænset, monotont voksende, kontinuert 

funktion, der ikke er absolut kontinuert. 

(Definer f(t) = O, t ~ o, f(t) = 1, t f 1, f(t) = ~' 
1 2 1 1 2 
3 ~t~ 3' f(t) = 4' 9 ~t~ 9' o.s.v., jfr. Cantors ternære 

mængde). 
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3. Lad~ være et positivt mål på R1 h en~ målelig funktion; 
1 1 Oo 

vis, at h E L1 , hvis og kun hvis hf E L, Vf Eiil. 
oc,~ ~ 

(")o l+ 1 
Antag v,~ E G.J , O < h E L1 , v = h·~; vis, nt en mængde 

= oc,~ 

A~ R er v målelig, hvis og kun hvis A n {t E Rlh(t) f Ol 

er ~ målelig. 

SI o'+ 5. Antag v,~ E~ ; vis, at v<~' hvis og kun hvis der til 
~ 0.o 

g Ed/0

+ og c:> O 3 å> o, så at f ECil, O~ f~ g, ~(f) 

~ å medfØrer v(f) ~ c:. 

[j}o l+ L 1 
6~ Antag~ E , h E loc,~· 

a) f~ ~(hf) definerer en funktional v= h·~ E&/
01

• 

(,)o l+ 
b) A E<N , A~ (hvO).~, A~ (-hAO).~ medfØrer A= O. 

c) (h-~)+= (hvO).~; lh·~l = lhl·~ (jfr. øv. 1). 
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§3. Idealer af kontinuerte funktioner. 

En algebra A over R er en mængde, der er organiseret ved 

regningsarter + : A x A ~ A, • : A x A ~ A, og • R x A~ A, 

så at A m.h.t. + og • er en ring, og m.h.t. + og • et vektorrum 

over R, og så at fØlgende aksiom er opfyldt: 

"dR'A' "dAa,b: /\(ab)= (/\a)b = a(/\b). 

Som eksempel kan nævnes den på sædvanlig måde organiserede 

mængde af alle n x n matricer af reelle tal. 

En normeret algebra A er en algebra forsynet med en afbild

ning a~ llall, A~ R, så at A's underliggende vektorrum er et 

normeret vektorrum, og så at: 

_v A a,b: liabil ~ llall·llbll· 

En Banachalgebra er en normeret algebra, hvis underliggende 

normerede vektorrum er et Banachrum. 

En delmængde l af en algebra A kaldes et venstre (hØjre, 

tosidet) ideal i A, hvis i er et underrum i det underliggende 

vektorrum, og~ er et venstre (hØjre, tosidet) ideal i den under-

liggende· ring. 

Det fØlger, at fællesmængde for en vilkårlig mængde af i-

dealer af samme type er et ideal af samme type. 

Et ideal ~kaldes egentligt, hvis {oJ f ! + A. i kaldes 

maksimalt (minimalt), hvis det er egentligt, og ethvert egent

ligt ideal af samme tYr e ;L? !.. (j_ C5 !_) er = i. 

En homomorfi af en algebra A1 ind i en algebra A2 er en 

ring homomorfi, der samtidig er lineær. For en sådan homomorfi 

o-1 ( ) p er p lo) et ideal kernen a:f p , 

tient algebraen A1/p0
-

1 (o). (jfr. 

og·p(A
1

) er isomorf med kvo

Ma t. 2, 1961 -62, AT. 1 , 9-1 O) • 

3.2 Lad T være et kompakt Hausdorf:f rum. T er da et nor

malt rum (T 2.20) : til ethvert par af disjunkte, afsluttede 
. 

delmængder F1 og F2 ~ T 3 disjunkte åbne mængder G1 og G2 , så 
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at F1 ~ G1 og F2 ~ G2 (T.2.17). Vi minder om, at et Hausdorff 

rum T er normalt, hvis og kun hvis der til et vilkårligt par af 

disjunkte, afsluttede delmængder A og B ~ T 3 en kontinuert af

bildning f:T ~ [0,1 ], så at f(t) =O for t E A og f(t) = 1 for 

t E B. (Urysohns lemma, T. 2.18). 

Vi minder desuden om sætningen: Lad A være en afsluttet 

delmængde af et normalt rum T, f en kontinuert afbildning af A 

ind i et kompakt interval I c R; der eksisterer en afbildning 

g:T ~ I, så at giA =f. (T.2.19). 

Lad C(T) = C(T,R) betegne mængden af kontinuerte, reelle 

funktioner på T. Det forudsættes bekendt, at C(T) er en normeret 

algebra m.h.t. de sædvanlige regneregler: f + g er afbildningen 

t~ f(t) + g(t), og tilsvarende, og normen f~ llfll = 

sup {lf(t)l l t E T}. Det er let at vise, at C(T) er en Banach 

algebra. 

Det fØlger direkte af definitionerne, at for en vilkårlig 

afsluttet delmængde A ~ T er afbildningen: f~ fiA en norm for

mindskende homomorfi af C(T) ind i C(A). 

3.3 Definition: Lad t være et punkt E T, A en delmængde 

~ T, i en delmængde~ C(T); ~t = {f E C(T) l f( t) = O}; k(A) = 

kernen af A (ikke at sammenblande med begrebet kernen af en ho-

momorfi l ) = { f E C (T) l f (t) = O, 'V t E A J = n { M t l t E A J ; 

h(1) =i's hylster= {t E T l f(t) =o, 'Vf E il = _..:...... __ _.:..._..;_;__ _ _:;......;..... __ - -
n {f

0
-

1 (o) l fE i}. ,J,,,,,'~''""\"~ ... l_~·.· c:, 

1 
Da f~ f(t) for fast t E T er en kontinuert homomorfi af 

C(T) på den normerede algebra R over R med kernen Mt' er Mt~ 

afsluttet ideal i C(T); for vilkårlig delmængde A c T er derfor 
"' 

også k(A) et afsluttet ideal i C(T). Da, for f E C(T), f 0
-

1 (o) 

er en afsluttet delmængde af T, er hl!) en afsluttet delmængde 

af T for vilkårlig delmængde i c C(T). Desuden fØlger direkte' - = 
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af definitionerne, at A~ h(k(A)) og 1 ~ k(h(1)). 

Sætning: For vilkårliwt t E T er Mt et maksimalt ideal i 

C(T). 

Bevis: Lad N være et ideal~ C(T), så at N~ Mt. Lad 

f E N\Mt, d.v.s f(t) f O. En wilkårlig furu{tion g E C(T) kan 

skrives g= g1 + g2 , hvor g1 = g(t)[f(t)]-1 f E N~ og g2 E Mt' 

idet g1 (t) = g(t); heraf fØlger, at g E N, altså N= C(T). 

Sætning:~ i være et ideal c C(T), og B en kompakt del

mængde af T, disjunkt med h(i). i indeholder en funktion g, så 

at g(t) > O for alle t E B. 

Bevis: Til t E B 3ft E i' så at ft(t) f O (ellers ville 

t E h(i) ); da vil også (ft)
2

E ,i, og lftl
2
(t) er > O· 

' 
t har der-

for en åben omegn Vt' så a t (f t) 
2 

(s) er > o, Vs E v t. 

fVt l t E B} udgØr en overdækning af B med åbne mængder; vi kan 

udvælge endelig mange punkter t 1 ~ ••• , tn' så at B~ U 

1 ~ ••• ,n}. Som det sØgte g kan vi benytte 

§ætning: Til ethvert maksimalt ideal M c C(T) eksisterer 

der et punkt t E T, så at M= Mt. 

Bevis: h(M) kan ikke indeholde to forskellige punkter s og 

t E T, da Ms så ville være et større, egentligt ideal (i fØlge 

Urysohns lemma indeholder C(T) jo en funktion f, så at f(s) = O 

ogf(t) f O). 

Vi antager h(M) = Ø. Vi kan da anvende den foregående sæt

ning med B = T. M indeholder altså en funktion g, der er > O 
~ 

overalt; da~· E C(T), ~l M indeholde enhver funktion f= 
/<tt Jg '• g E C(T). Denne modstrid viser, at h(M) består af et punk ti:. 

t. 

DaMter det største egentlige ideal med h(M) = ftJ, er 

M = Mt. 
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I det næste bevis får vi brug for det fØlgende simple to-

p o logiske 

Lemma: Lad S og T være topologiske rum, tGj l j E Jj en 

mængde af åbne delmængder af S, så at S ~ U t G j l j E J j, og f 

en afbildning: S~ T, så at fiG. er kontinuert, Vj ~J. f er kan
J 

tinuert. 

Bevis: Lad s E s, UE U(f(s)); V= (fiG_) 0
-

1 (U) = 
J 

o-1 ( ) f Ll n Gj er da en omegn af s relativt til Gj og derfor, da 

Gj er en omegn af s, en omegn af s, og f(V) ~ U. 

§~~ning: Lad i være et ideal~ C(T). i indeholder enhver 

funktion, der er nul i en omegn af h(i)~ 

Bevis: Lad f E C(T), så at h(i) er indeholdt i den åbne ker-
'1.'1:'\.. 

ne A af f 0
-

1 (o), h(i) ~A =·Å~ A? f 0
-

1 (o). Vi ved, fra en tid-

ligere sætning, at i .indeholder en funktion g, så at g(t) > o, 

v t E B = T \ A. Idet D = g 0
-

1 (o), er A og T \ D åbne mængder, og 

AU (T\D) = T, da B c T \ D. Vi definerer en funktion d ved: 

d(t) = f(t)[g(t)J-1 , t E T\ D, d(t) =O, t E D. 

Da er diA= o, og diA og diT\D kontinuerte, derfor dE C(T); 

da f= d.g, vil fE i. 

Sætning: Lad i være et afsluttet ideal~ C(T). i = k(h(i)). 

Bevis: Da i~ k(h(!)), er det nok at vise, at i ind8holder 

enhver funktion f, der er nul i ethvert punkt, hvor samtlige 

funktioner i i er nul. Da i er afsluttet, er det i fØlge det fo

regående nok at vise, at vi til et vilkårligt E > O kan finde en 

f'unktion g, der er nul i en omegn af h(t), og så at llf-gll < E. 

Sæt F 1 = t t E T l l f l (t) ~ ~j , F 2 = t t E T l l f l (t) f E J ; 
/o 

da gælder h(i) ~ F1 ~ F1 = F1 ~ T\ F2 • Til de disjunkte af'slut-

tede mængder F1 og F2 kan vi f'inde en f'unktion d:T ~ [o,1], så 

at d(t) =O, t E F1 , og d(t) = 1, t E F2 • Da d er nul i en omegn 

af' h(!), vil d E i, og g= f'.d opfylder:g E i, f(t) = g(t) for 
' '··•· h{i)~r-l(o) C -(-·1c·Lf_ ~r··. c (·:er~ {'1\- f"., (~·iii•·iT 'L'{~~~-- ·;-! 

\ ~--~ _{;· -' ;t •. -. L / --~ (~ ~ 1 , :~. J } _ G Cl ('.t\ (LU, i '',r't ,., . h (j) -
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t E F2 , lf(t)-g(t) j< Ej1-d(t)j < E for t E T\ F2 , altså 

lif-g 11 ~ E o 

3.4. Sætning: Lad p være en kontinuert homomorfi af C(T) ind 

i en normeret algebra, og lad p's kerne være idealet i. p(C(T)) 

er isomorf med C(h(i)~ 

Bevis: Da p er kontinuert, e~ i afsluttet. h(i) er en af

sluttet delmængde af T, derfor selv et kompakt Hausdorff rum. 

Da p(C(T)) er isomorf med C(T) /i, er det nok at vise, at 

der eksisterer en homomorfi af C(T) på C(h(i)) med kernen i· 

Det er klart, at f~ flh(i) definerer en homomorfi af C(T) 

ind i C(h(i)). Hvis g er kontinuert: h(i) ~R, 3 a og b E R, så 

at g afbilder h(i) ind i [a,b]; der 3 da en kontinuert afbild

ning f : T ~ [a, b], så at f' l h(!) = g. Den betragtede homomorfi 

afbilder altså på C(h(1)). Ke~nen af homomorfien består netop af 

alle funktioner, der er nul på h(i), er altså= k(h(i)) ~ ~, da 

i er afsluttet. 
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1. Lad T være et kompakt Hausdorff rum, A ~ T; vis, nt A = 

h(k(A)). 

2. Vis, at U{k(U) l U E U(t)} er det mindste ideal i C(T) med 

hylstret {t j. 

3. a) Lad A ~ T være fællesmængde for numerabelt mange åbne 

m&mgder ~ T, og lad i være et afsluttet ideal <; C(T), så at 

h(1:_) ~ A. Vis, at i indeholder en funktion g, så at 

g( t) > o for t ~ A. 

b) Lad T være en mængde af ordinaltal med et største element 

rr, og således at venstre afsnittet VT(rr) ikke er numerabelt, 

men VT(a) er numerabelt for ethvert a< rr (jfr. T 1, øv. 1). 

På T defineres en topologi (ordens topologien), idet vi som 

basis for de åbne mængder vælger mængderne: {x E T l x< b}, 

fx E T l a< x], {x E T l a< x< b], for vilkårlige a og 

b E T. Vis, at T herved bliver et kompakt Hausdorff rum (ud

nyt, at T er velordnet). Vis, at enhver omegn af rr inclehol-

der over nummererbart mange elementer, og at enhver funktion 

E Mrr er nul i en omegn af rr. 

4. Vis, at mængden af kontinuerte, reelle, periodiske funktio

ner på R med samme periode a > O udgØr en normeret algebra 

m.h.t. sædvanlig (punktvis) addition og multiplikation med 

skalarer, en ringe multiplikation * defineret ved f * g(x) 
')(-111 

f
a _

1 
d 

= f(y)g(y .. x)dy, 
·o 

og normen f ~ 

Formuler og bevis en tilsvarende sætning om~0 • 
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III. B~grænsede operatorer på et Hilbertrum. 

1. Adjuggerede operatorer. 

Vi skal i denne § indlede en undersøgelse af strukturen &f 

mængden i= ~(H,H) af kontinuerte, lineære afbildninger af et 

givet (komplekst) Hilbertrum H ind i H. 

Sæt~igg: Je er en Banach algebra over C. (jfr. II,3,1). 

Bevis: For S og T E :f og 1\ E: C definerer vi S+T som afbild-

ningen: f~ S(f)+T(f), 'AS som: f~ 'A·S(f), og ST som: 

f ~ S(T(f)), 'IIf E: H. Herved bliver~ en (ikke kommutativ) alge-

bra med enhedsoperatoren E: f~ f, som etelement. 

I det fØlgende vil vi, for S E:$ og f E: H, altid skrive Sf 

i stedet for S(f). Vi definerer endvidere, for f E: H og a E R: 

B(f ,a) = f g E H l !lg-fl! ~ a J, Ba = B(O,a). 

På:Æ defineres en norm S~ IlSI!, ved IISII = supfi!Sfll l f E B1l 
= inf['A E R l Vf E H : liSfil ~ 'AIIfll J. (At afbildningen er en 

norm vises let; f.eks. gælder: IlSI! = O~ liSfil = o, Vf E B1 

<====> liSfil = O, '1/f E H<=~ S = O, idet O betegner nuloper3.toren: 

f'~ O; jfr. også AG III,14,9). Herved bliver'ifr en normeret alge-

bra, idet liSTil = sup f liSTfil l f E B1 J ~ sup f liS il· liTfil l f E B1 J 

~ IISII·IITII, og~ bliver en Banach algebra; dette vises på samme 

måde som den sætning, a t det norm-duale rum til et normeret vek·

torrum er et Banachrum (AG III,14,14): Lad [S E: &?1 n E: NJ være 
n 

en fundamental fØlge, lad der altså til E > O være givet n E: N, 
så at 11Sm-Sn11 ~ E for n og m E: N; da er Snx en fundamentalfØlge 

i H, '1/x E: H, og derfor konvergent med en grænseværdi Sx; af 

Sn(/\x+y) = /\Snx+Sny fØlger ved grænseovergang, at S er lineær; 

11Snx-Smx11 ~ E for n,m f N og x E: B1 medfører I!Sx-Smxll ~ E for 

m f N og x E B1 , og liS-Smil~ E, m~ N, altså at Sn konvergerer 

mod S; da liS li = IIS-SN + SNII ~ IIS-SNII + IISNII ~ E+IISNII < oo? vil S E {t. 
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Bemærkning: For to vilkårlige topologiske vektorrum over 

C, H og K, betegner ,t(H,K) mængden af' kontinuerte, lineære af

bildninger: H~ K; (f.eks. er H' = t(H,C)). Vi har da åbenbart: 

~(H,K) er et vektorrum, &t(H,H) er en algebra over C; hvis H og 

K er normerede vektorrum, erJt(H,K) et normeret vektorrum og 

~(H,H) en normeret algebra; hvis H er et normeret vektorrum og 

K et Banachrum, er~(H,K) et Banachrum og;e(K,K) en Banach alge-

bra. 

1.2. For SEf/:og g E H definerer: f'~ (Sf'lg) en lineær 

f'unktional på H, kontinuert med norm~~ IISII·IIgll, da l (Sf'lg) l ~ 
~\! 1\ Ir, 1,"::· -

I!Sf'll·llgll ~ IISII·IIf'll·llgll. Derfor eksisterer der et element 

s*g E H, med norml7~ IISII·IIgll, så at (Sf'lg) = (f'IS*g), Vf' E H. 

• * r/) ** * Sætnlng: S E w; S =S; liS 11 = IlSI!. 

Bevis: Da (Sf'l~g) = ~(Sf'lg) = ~(f'IS*g) = (f'I~S*g) og til-

... * * svarende (Sf'lg+h) = (f'IS~g+S h), Ve~' VHf',g,h, er S lineær; da 

IIS*gll ~ IISII·IIgll, er s* E~ med 11s*11 ~ IlSI!. Da (f'jSg) = (s*f'lg) 

= (f'ls**g)., VHf',g, er s= s~~*, og IlSI! = lls**ll ~ IIS*II, altså 

IlSI! = IIS*II· 

= T*s* 
' 

Bevis: De to f'Ørste relationer f'Ølger af' identiteten: 

((~S+T)f'lg) = ~(Sf'lg)+(Tf'lg) = ~(f'IS*g)+(f'IT*g) = (f'l()::s*+T*)g). 

* * * * ~ * 2 (STf'lg) = (Tf'jS g) = (f'IT S g) viser, at (ST) = T·s • Da I!Sf'll 

= (Sf'ISf') = (s*sf' if'), gælder: IISII
2 = [supfi!Sf'll l f' E B1 }]

2 
= 

supfi!Sf'll 2 l f' E B1 J = sup{(S*Sf'lf') l f' E B1 J ~ IIS*SII ~ IIS:::II·IISII 

= IISII
2

• 

1.3. Definition: S Efter selvadjungeret, hvis S= * S , d.v. 

s. hvis (Sf'lg) = (f'ISg), VHf',g. 

Hvis S er selvadjungeret, er (Sf'lf') = (f'jSf') = (Sf'lf'), alt

så (Sf'jf') reel, Vf' E H. 
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Definition: S L O hvis S er selvadjungeret, og (Sflf) ~ 0 5 - - -------========-=---.;;;;._",;~.:.-.;.. 

V~. S ~ T, hvis S-T ~ O. 

Sætning: De selvadjungerede operatorer E: :J; udgØr et ordnet 

vektorrum over R. 
Bevis: De selvadjungerede operatorer udgØr et vektorrum 

over R, da afbildningen: S ~ s* er konjugeret lineær. 

A~ B, B~ C~ ((B-A)flf) f O og ((C-B)flf) ~ O, VHf ~ 

((C-A)flf) f o, VHf ~A~ C. A~ B, B~ A, C= A-B, ~ (Cflf) 
~' ~ 

=o, VHf2 4(Cflg) = 2_ in(,(f+ing)lf+ing) =O~ C= o. Der er 

n= O 

altså virkelig defineret en ordning, som umiddelbart ses at 

være i overensstemmelse med vektorrum strukturen: A E: R+, A~ B 

'* M ~ AB, og A ~ B ~ A +C ~ B+C. 

* S~tninB: A E: L, B ~ O ~ A BA f O. 

Bevis: A*BA er selvadjungeret og (A*BAflf) = (BAfiAf) ~ o, 

VHf' da B ~ O. 

Heraf fØlger: For A E: L er A* A og AA* fo; il(\ ~~~·c. 

A f o~ An ~ o,vn E: N; A selvadjungeret '* A2n ~·O, n E: N; 
hvis A og B er kommuterende selvadjungerede operatorer og A ~ O, 

2 så er AB f O. 

For A E: L defineres ReA = !(A+A*), ImA= 2 i(A-A*). 

~tning: A E: L kan på en måde skrives A = B+iC, hvor B og 

C er selvadjungerede. 

Bevis: A= ReA+i ImA er en sådan opspaltning. A= B+iC, 

... * * ( ... 1 ( .. , ) B= B.,. ,C= C ~A =B-iC, B =t A+A'") = ReA, C = 
2

i A-A'·· = ImA. 

Definit ion: En opera tor A E: L er normal, hvis AA ~~ = A* A. 

Sætning: A E: L er normal, hvis og kun hvis ReA og ImA 

kommuterer. 

* * Bevis: Sæt B= ReA,C = ImA,AA =A A~ 
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(B+iC)(B-iC) = (B-iC)(B+iC) ~ B2-iBC+iCB+C2 = B2+iBC-iCB+C2 ~ 

BC = CB. 

Sæ~ning: Produktet af to selvadjungerede bperatorer A og B 

er selvadjungeret, hvis og kun hvis A og B kommuterer. 

... ... ( )* * ... Bevis: A= A~ ,B= B~ ~ AB = B A~ = BAo 



Mat. 6, 1962-63 K III, 1, øv. 1-4 

1 o Vis, at S E: f/: er selvadjungeret, hvis og kun hvis (Sflf) er 

reel for alle f E: H. 

2. Vis, at de selvadjungerede operatorer i~ udgØr et Banach-

rum over R. ~ cUt (~M~\~ l __ ,_ (S·~\.~~~ 

3. Vis, at A E: i er normal, hvis og kun hvis liAfil = IIA*fll, 

Vf E: H. 

4~ An tag, a t fØlgen f S E: X l n E: N J konvergerer mod S E: '/.: ~ 
n 

Vis, a t liS li konvergerer mod liS li· n 
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5. Lad H1 og H
2 

være Hilbertrum. Lad T wære en kontinuert 

lineær afbildning H1 ~ H2 • Vis, at der eksisterer en kontinuert, 

lineær afbildning T*: H2 ~ H1 , så at (Trlg) = (riT*g), ~r E H1 , 

g E H2 • Hvilke egenskaber har afbildningen T~ T* ? 

6. Lad H1i og H2 være Hilbertrum. 

a) Vis, at f(r1 ,r2 ) l rt E H1 , r 2 E H2 } er et Hilbertrum 

H1 ~ H2 m.h.t. det indre produkt: ((r1 ,r2),(g
1 

,g
2

)) ~ (r1 1g1 ) + 

(r2 lg2 ), og at der eksisterer en isometri og isomorri Ui ar Hi 
..L 

på et arsluttet underrum~ H, i= 1,2, så at (u1H1 ) = U2H2 • 

b ) B e s tern U .*, i = 1 , 2 • 
~ 

c) En operator T E ilH1 ~ H2 , H1 ~ H2) beskrives naturligt 

T11 T 
ved en matrix [ 12 J' hvor T .. = U~ o T o UJ .• 

T21 T22 ~J 

Find omvendt T udtrykt ~ed matricen, og beskriv matricen ror T*. 
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Vi minder om den algebraiske definition af ringen (egentlig 

~lgebraen) M[X] af polynomier over et kommutativt legeme M (vi 

skal her kun beskæftige os med tilfældet M= R og M= C): M[X] = 

f(a)=fa EMin=0,1,···JI3NEN,såata =Oforn>NJ, n n n 
organiseret ved regnereglerne: 

hvor en = ~ n.b. (jfr AT 2,2 1 eller H. Cartan : Theorie des 
i+j=n 1 J 

fonctions analytiques, GhBp~ 1). 

Lad L være en algebra over M med etelernent E, A et element E L. 

Til P E M[XJ, P= (an), kan vi lade svare elementet P(A) = 

a
0

A0 + ••• + aNAN E L, idet vi definerer A0 =E. Det følger da u

middelbart af regnereglerne, at afbildningen: P~ P(A) er en ho

momorfi af M[X] på en kommutativ delalgebra af L. 

Lad f.eks. D være en delmængde af C, L = C(D,M), og A den 

funktion, der til z E D lader svare z. P(A) bliver da sammentræk

ningen PD til D af den sædvanlige polynomiums funktion, der til 

vilkårligt z E C lader svare P(z). (jfro AT 2,14). Hvis D har et 

fortætningspunkt i C, vides det, at afbildningen: P~ PD' M[X) ~ 

C(D,M), er en isomorfi; thi en polynomiums funktion er nul i en 

sådan mængde, hvis og kun hvis alle koefficienter er nul. 

2.2 Vi betragter i det følgende et fast Hilbertrum H, og en 

fast begrænset, selvadjungeret operator A på H. \ \) 

Lemma: - 11 AII·E ;: A ;: IIAII·E. ". (\\j\\\·\ 
Bevis: Da ICAf l f)l ~11Afll·llfii~IIAII·IIfll 2 , V.fE:H, gælder 

(-IIAIIEf l f) ~ (Af l f) ~ ( IIAIIEf l f)~ Vf E H. 

Vi vælger et kompakt interval I = [a, b] c R1 a < b, så at 

aE~ A~ bE (f.eks. a= -IIAII, b= IIAII, hvis A f O). 

Vi sammensætter isomorfien, der til PI E: C(I,C) lader svare 
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P E: b[X] med homomorfien, der ti l P lader svare P(A) E: 1;. Herved 

får vi en homomorfi p af mængden af polynomier på I på en kommu

tativ algebra c 2/:. Da et polynomium P, for hvilket PI kun an

tager reelle værdier, har reelle koefficienter, svarer et sådant 

til en selvadjungeret operator; heraf fØlger også, at 

Lemma: Lad P være et polynomium, så at PI ~ O. Der eksiste

rer polynomier Q., i= 1 ,2,3, så at hvert Q. er en sum af kva-
----~~------~~------~~~------------ 1-----------------
drater på polynomier E: R[X], og så at P(t) = Q1 (t)+(t-a)q2 (t)+ 

(b-t)Q3(t), v t E R. 

Bevis: Da P(t) ~ o, t E: [a,b], har P reelle koefficienter, 

og P kan ikke have nulpunkter af ulige orQ.e:p. i la,b[; vi har 
' ,__,, ~,( ' ( .,.,, .",,, ·, •.. ) l l 

l .. ,•(/j~r.~'.'~J ·.'-:'},!\' ", .. ·''·l1l "' ~ · .: ·n .,.·rf .t~~·u :' ~~~(,·~! :~ L· 
I.•(J/!1~- r 1 (:,·r·/''··l/:·\:~r~·m :c.c~ _ r . 

derfor: P(t) = kTT [(t-a: )2
+{3. 2 ]~Tr --(t-a+y )TI (6'v+b-t), 

/\=1 'X Å f.J,=1 f.l v=1 

hvor k,y1 , ••• ym,6'1 , ••• ,6'n ~O; vi omskriver: P(t) _ 
m n 

~ l2IJ l<: { t-a)f.l(b-t)v. Q1, (t), hvor k L O og Q1, er en sum 
f.J,=1 V=1 f.l,,V '+ f.l,V - '+ 

af kvadrater; P(t) = Q
5

(t)+(t-a)Q6 (t)+(b-t)Q7(t)+(t-a)(b-t)Q8(t), 

hvor Q5 , •.. ,Q8 er summer af kvadrater, idet lige potenser af 

(t-a) og (b-t) l{an ''opsuges" i de tilsvarende Q ledo Det er 

altså nok at vise, at (t-a)(b-t) har den Ønskede form: 

(t-a)(b-t) = (b-a)-1 (b-t+t-a)(t-a)(b-t) = 
(t-a) [ (b-a)-~(b-t) ]2+(b-t) [ (b-a)-~(t-a) ]2 • 

Sætning: PI ~ O ~ P(A) ~~ 

Bevis: I = [a,b] er valgt således, at A-aE > O og bE-A > O. ::::; = 

IfØlge lemma kan P(A) skrives: P(A) = Q1 (A)+(A-aE)Q2 (A)+ 

(bE-A)Q
3

(A), hvor Qi (A) er en sum af kvadrater på selvadjungerede 

operatorer; sætningen fØlger da af en bemærkning p. 1,3. 

L~: Fer AE L gælder:IIAII = inff'AE R+ l A*A ~ 'A
2
E1. 

·~ " ( C) - '.. . ·'· { ~ ~~ -•· ( 1::,) \ · ( ·p +- l< ) . · A- (T. "- P. ) · ' ~~ + r.::, 
J·, !'l . J f?· f:J I l-;-: {J :I~ _t -i l . e .. ...::-.--·.-·:! . PI D .,, .- <'' ··f 
,. '!· . E , t, 2_ ' ' '),'J J 2.--- ,___, 

c,-1 'll{ l< fol u". 01. ~ Nr (·') <,('(n·{t/•.'fl ••" r l(' ri ( "~_.,,_ ~:, 
')J . () . ~ . ( u ) 

'1_·, (Ar) >f: f,, .l .: ~) ,.._ • ,~\. ·l '~ :0::: <t:. r .. RI l {1 ' i' b, \ -
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Bevis: A*A ~ "A
2

E ~ (A*Af'lf) ~ "A
2
(f!f), Vf E: H~ I!Af'll 2 

~ 'A 
2

11 fl!
2 

, V f E H ~ li All ~ 'A • 

Sætning: p er norm formindskende. 

Bevis: For P E: C[X] gælder: o~ IIPIII
2 

- IPII
2 = IIPIII

2 
-PIPI' 

derfor O ~ IIPIII
2

·E -p( IPII
2

) = IIPII1
2

·E - [P(A) ]*P(A), altså 

IIP(A)II __ < IIPIII· ~:J 1 rl. ri•,* \'l<.: .. ,,~(;· .. l~(;1 r /H,fl/.'ltl\ 
(1 :'j <.: (i 

Sætning: p kan på en og kun en måde udvides til en norm 

formindskende homomorfi, som vi igen betegner p, af C(I,C) ind i 

a[ p(f) = [p(f)]*, Vf E C(I,C). 

Bevis: p er en kontinuert, lineær afbildning af et tnt un

derrum i C( I ,c) ind i det fuldstændige r·um æ (i fØlge Weierstrass 1 

approksimationssætning). p kan da på en måde udvides til en kon

tinuert afbildning p af C( I, C) ind i t (I, 1,1 O). Den udvidede af

bildning er igen lineær og (ved et tilsvarende bevis) multiplika

tiv og opfylder p(f) = [p(f)]*; det fØlger let af kontinuiteten, 

at den udvidede afbildning også bliver norm formindskende. 

Sætning: Der eksisterer en kompakt mængde ~(A) ~ I og en iso

morfi af c(~(A),c) på en delalgebra af~' så at, for r E C(I,C), 

billedet af fi~(A) = p(f); specielt gælder, at billedet af P~(A) 

= P(A), og at billederne af konjugerede funktioner er adjungere-

de operatorer. 

Bevis: Sætningen fØlger af sætningen og beviset II,3,p.5, 

idet ~(A)= h(p 0
-

1 (o)). 

Definition: Lad f E: c(~(A),c); f(A) er billedet af f ved 

den ovenfor indførte isomorfi. 

Sætning: Lad f E c(~(A) ,c). f(A) ~ o ~ f ~ o. 

Bevis: f ~ O=> f~ E C(~(A) ,R) => f(A) = [f~(A) ] 2 ~ O. Lad os 

nu antage, at f(A) ~ o, og at f ikke er ~ o. Da f(A) er selvad

jungeret, er f reel. Da f ikkeer ~ O, er f- = -(r A O) f o, der

for er O+ -(r-) 3 = f(f-) 2 < o, ~g f(A)(f-(A)) 2 ~ o, i modstrid 

med antagelsen f(A) ~ o. 
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Sætning: llf(A) 11 = IIf II. 

Bevis: llfll ~ A. E R+ <==* f f ~ A. 
2 

<==* [f(A) ]*f(A) ~ A. 2E 

llf(A) 11 ~ A., da, for s E æ, li Sil = inffA. E R+ l s* s ~ " 2
E}. 

Vi sammenfatter afsnittet i 

Sætning: Til en begrænset, selvadjungeret operator A på et '' 

Hilbertrum H eksisterer der en kompakt mængde ~(A) c R og en iso-
"'!1!: 

morfi og isometri af C(~(A),C) på den mindste, A~omfattende, af-

sluttede delalgebra af~, så at, for et polynomium P, P~(A) af

bildes i P(A), konjugerede funktioner afbildes i adjungerede ope-
'l1-

ratorer, og så at sammentrækningen til C(o(A),R) er en ordens 

isomorfi med en algebra over R af selvadjungerede operatorer. 

Bevis: Da algebraen af kontinuerte funktioner af A er isome-

trisk med C(~(A),c), er den et fuldstændigt underrum af det fuld

stændige rum ft, derfor afsluttet i f?, og den er det afsluttede 

hylster af mængden af polynomier af A, da mængden af polynomiums 

funktioner F~(A) er tæt i C(~(A),c). Den er ~e;for den mindste 

afsluttede delalgebra af t;/}, der indeholder A.~ Resten af sætnin-

gen er bevist i det foregående. 

Sætning: Algebraen af kontinuerte funktioner af A er kommu

tativ og består af normale operatorer. Enhver begrænset operator, 

der kommuterer med A, kommuterer med enhver funktion af A. 

Bevis: Da algebraen er isomorf med en kommutativ algebra, 

er den kommutativ. Dens elementer er normale, da de har kommute-

rende real- og imaginærdele. Hvis B kommuterer med A, kommuterer 

B også med ethvert polynomium i A. Sætningen fØlger da af 

Lemma: SnE /t, n E N, Sn-+ S E ft, B E t, BSn = SnB' 

vn E N "* BS = SB • 

Bevis: Da B er begrænset, vil BSn-+ BS og SnB-+ SB. 

1 • 3. Definition: Lad T E 't; T' s spektrum = 

fA. E C l T-A.E har ingen invers i~}. 
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Sætning: Lad T E:!!/, og antag, at der eksisterer en f'Ølge 

[Sn EJ! l n E: N}, så at I!Snll = 1, 'r/n E: N, og T.Sn konvergerer 

mod O. T's spektrum indeholder o. 
Bevis: Antag, at T har en invere B E:~ T• S ~ O ==> BTS n n 

Sn ~ O, i modstrid med 11Sn11 = 1 • 

~ætning: Lad A være en selvadjungeret operation E:~. 

A's spektrum er= ~(A). 

Bevis: ~~~(A) ~ f'unktionen f, der til t E: ~(A) lader 

svare (t-~) - 1 , tilhØrer C(cr(A) C) ~ f(A) E ;l1 er invers til 

A-~E ~~Ej= A's spektrum. 

~ E ~(A) ~ 3 cpn E c(~(A) ,c), llcpnll = 1, så a t 

= 

sup [l cpn (t)~ (t-~) 11 t E: ~(A) l ~ O, thi disse krav opfyldes af 

<pn:t ~ (1-n•l t~~~) y O(t ~ l cpn(t). (t-~) l har størsteværdi 

(4n)-1 for l t-/\1 = (2n)-1) ==> 3 Sn = cpn(A) E: i!, så at IISnll = 1 

og (A-~)Sn konvergerer mod O~~ E: A's spektrum. 

Sætning: Lad A være en selvadjungeret operator E: 9?, 
f E: c(~(A),c). Spektret for f(A) er f(cr(A)) 

Bevis: A. ~ f(~(A)) ~ g = (f-~) - 1 
E: C(~(A) ,C) ~ g(A) E Z 

er invers til f(A)-~E ~~El= spektret for f(A). 

~E: ~(A) ~~E: C(~(A) ,c) så at llcpnll = 1 og llcpn(f'-f(~) )li ~ o, 

f.eks. <pn = (1-njf-f(~)l) v O~ (som fØr) f(~) E: f(A) 's spektrum. 

~ætning: Lad A være selvadjungeret E: ;t/,f E C(~(A) ,:R), 

g E: C(f(~(A)),C). gof(A) = g(f'(A)). 

Bevis: Vi har ~(f(A)) = f(cr(A)); mængden af polynomier 

P~(f(A)) er tæt i C (~(f'(A)),c) (for ~(f(A)) ~I E: 1 er mængden 

af polynomier PI tæt i C(I,C), og afbildningen f~ fl~(f(A)) 

af C(I,C) på C(~(f(A)),c) er kontinuert). Sætningen f'Ølger ved 

grænseovergang af den algebraiske relation:Pf(~(A))of(A) = 
P (f' (A) ) , i d e t g n E C ( ~ (f (A) ) , b ) , n = O , 1 , o • o , Il g n-g 

0 
11~ ( f' (A) ) ~ 
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1. Lad~ være et positivt mål på R. 
a) Vis, 

perator Tf E 

b) Vis, 

at 

·-~ 
at 

f'or f' E L~ definerer afbildningen: g~ f'g en o-
. . ~ 

= j{L
2

,L2); f'ind Tf'*; f'ind spektPRt for Tf'. 
... ~ ~ 

hvis f' er ~ målelig, og g~ f'g definerer en be-

grænset, lineær operator på L~, så er f' E L~. 
*c) Vis, at en begrænset operator, der kommuterer med enhver 

operator Tf'' f' E L~, selv har form Tf'. 

d) Lad m betegne Lebesgue målet, og sæt H= 1 2 ([0,1]); til m 

f E 1; ([0,1]) lader vi svare Sf' E i(H ~ H,H ~H) defineret ved 

Sf'((g,h)) = (fg,fh). Vis, at operatoren P: (f',g) ~ (f,O), kom

muterer med enhver operator af f'orm Sf. 

, 
2. Vis, at en positiv operator har en positiwkvadratrod. 

!') /. /~ 
~~) ".. _' ;'""J f't] .~r1l· 

l ,, 

('. 
/J;n 

. ' . (< i~ \: . /l:·' ... : .. / 
l . l . ~~~ . '/ c~ "'/l _!_ 

/ ...... A .l J f l ,.J .. n 2 :_ .. 
7. (. 1 ·' '1 ,"', ~;- - C) 

' ; 

l ,f ,. . ' i\ .J_ 
r;· 

·l t f / , / r· . /1 ~· 
l • <· ' 

., l l ' ' 'l· .. , ... (' l. 
l' ' ••• • / ' ~; l 

!l l . l. ,l • /! '! 
' 'l'·. l ·• (l ... /. l' . l l l . J . l ' . 

( (' :.· t) ' l •; . \ ' '. l'. 

l 

. 
( f)/) . . J/!(·;··. ('1 i 

• . ) ( )'l l ( /, • l 

1'{! f . ,., ,.. ' 
. ' . ._" : 

(/ 

/,.J /~ . ' ' . 
( ' l 

(j . ( . 

( 
l ! .• 
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§ 3. Underrum og projektioner. 

Lad H være et Hilbertrum. I II,1 er det vist, at ror et 

Vilkårligt arsluttet (og derfor ruldstæLdigt) underrum F ~ H kan 

enhver vektor h E H skrives h= r + g, hvor r E F og g E ~. Af

bildningen h~ r kaldes en (ortogonal) projektion og betegnes PF' 

eller blot P. P er åbenbart en lineær afbildning H ~ H, og hvis 

F :f {O~ er li Pli = 1, idet llhli
2 

= 11r11
2 

+ llgll
2 ~ !1Phll

2 
og Pf = f. 

E - PF = P~ • 

Lemma: Lad F og G være prtogonale underrum i H. En vilkårlig 

vektor h E H kan skrives h = f + g med f E F og g E G, hvis og 

kun hvis G= ~ og F = Gj_. 

Bevis: Hvis G=~ og F= Gj_, er F og G afsluttede, og mu-

ligheden af opspaltningen fØlger af ovenstående. 

Når F og G er ortogonale, er F ~ Gj_ og G c ~. Lad nu h = 

r + g være opspaltningen af en vektor h E ~; da 11r11 2 + llgll 2 = 

lihll
2 

= (hlf +g) = (hig) = llgll
2

, er f= O og h E G, dvs. G=~. 
På samme måde vises F = Gj_. 

For underrum G og F ~ G i H gælder Gj_ ~ pl; da Gj_ er arslut

tet, har vi F~ F~ Fil, og derfor Fj_j_j_ c ~ ~ Fl.~ ~' altså pL __ 

Fj_ = Fj_j_j_; da h E H kan skrives h= f +g med f E F og g E ~' er 

F = ~. 

vilkårlige underrum F, v= 1 , ••• ,n, sætter vi F + ••• +F 
v n 1 n 

= = f f 1 + • • • + f n l f v E F v , v = 1 , ••• , n J ; da hl_ [ F v <==> 

v=1 v=1 

hl.F for v= 1, ••• ,n <==>h E nfF.l i v= 1, ••• ,nJ er 
nv v 

(L Fv)l_ = nrF; l v = 1 ' ••• ,nJ; erstatter vi her Fv med F.l og 
v 

v=1 

antager F afsluttet, får vi 
v nfF 1 v v 

= 1 , ••• , n l , og 
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n . 
(nfF l v=1, .•• n J)~= b FL. Hvis F1 og F2 er ortogonale afsluttede 

v v=1 v 
L underrum, kan h E H skrives h= f

1
+f

3 
med f

1 
E F

1 
og f

3 
E F

1
, og 

f 3 = f 2+f
0 

med f 2 E F2 ~ ~ og f
0 

= f 3-f2 E~ og E Ff, altså 

h= f
0
+f1+f 2 med f

1
+f 2 E F 1+F 2 og f

0 
E Ff n~~ (F 1 +F 2 )~; ifølge 

( j_ ~)~ lemmaet er da F1+F2 = F1 n F2 = F1+F2 , og PF +F ~ PF +FF. • For 
1 2 1 2 

ikke ortogonale, afsluttede underrum behøver F1+F
2 

ikke at være afslut-

tet. For vilkårligt endeligt mange parvis ortogonale, afsluttede 

underrum F1 , ••• ,Fn fås ved induktion, at F
1
+ ••• +Fn er afsluttet, 

og PF + +F = PF + ••• +PF • 
1 • • • n 1 n 

Lad nu { F. l i E I J , hvor I er en indeksmængde, være en mængde 
l 

af parvis ortogonale underrwn ~ H, og sæt for h E H og i E I 

PF h = h. • For en vilkårlig delmængde J ~ I er h 
. l 

= ~ h.+g med 
jEJ J l 

g j_ ~ FJ., og derfor b !Ih .11
2 = llhll 2-llgll 2 < 

jEJ jEJ J 
llhll

2
; fi E Illlh~j~ n-

1J 

må da være endelig for n E N, og fi E I l !Ih. 11 
l 

> oj endelig eller 

nwnmererbar; hvis den er nummererbar, nummerer vi dens elementer 
n 

i 1 , i 2 , ••• , og får b llhi 11
2 ~ !Ih 11

2 for alle n E 1T, og derfor 
v=1 v -

00 2 2 
~!Ih. 11 ~ llhll (Bessels ulighed); h. , 

1 l - 11 
v= v 
fundamentalfølge, og har en grænseværdi, 

00 

h. +h. , • • • er d a en 
l:l. 12 

som vi vil betegne 

~ h. = b h. i det mindste afsluttede underrum F, der indehol-
1 1 . I l v= v l.E 

der alle Fi. Da det indre produkt er kontinuert, er 

(bfhi l v E N og i f jJif) =lim bf(h. lf)lv= 1 , ••• ,n, i f jJ =O 
v n l v v ~ v 

for f E F., og derfor P", ( b h. ) = h. og h = h - b h . ..l F. 
J J.' j iE I 1 J 0 iE I 1 1 

for alle i E I, h ~F, og PFh = b h .• Hermed er også godtgjort, 
0 iEI 1 

at L:. h. ikke afhænger af den foretagne nummerering af elernenterre 
. I l 1.E = n 

i f i E I l 11 h . 11 > O J • b li h ·li 2 = b !Ih . l f = lim 11 b h . 11
2 

= 1 
iEI 

1 
v=1 1 v n~ v=1 1 v 

11 b h
1
.11

2 
= 11 hll

2
- !Ih 11

2
, og er = 11 hll 2

, hvis og kun hvis h
0 

= O, 
iEI 0 

h E F. Vi skriver PF = L:. PF .• 
iEI l 
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Vi vil særligt fremhæve tilfældet, hvor alle F., i E I, er 
l 

endimensionale, frembragt af enhedsvektorerne f., F. =[Af. lA E Oj. 
l l l 

For h E H og i E I er h- (hlf.)f . ...L F., derfor h.= (hlf.)f. og 
l l l l l l 

llhill = l (hlfi) l· 

Sætning: Lad [f. li E IJ være en mængde af parvis ortogonale, 
l 

normerede vektorer i H (et ortonormalsystem), og lad F være det 

mindste afsluttede underrum ~H, der indeholder alle fi. For h E H 

er (hlf.) =O for alle på nær endeligt eller nummererbart mange 
l 

i E I, Z l(hlf.)l 2 ~ llhll2 , og Z (hlf.)f. er konvergent med sum-
iEI 1 - iEI 1 1 

men PFh. 

FØlgende betingelser er ækvivalente: 

1) F= H, 2) h= Z (hl~.)~. ~or alle h E H, 3) (hig)= 
iEI 1 1 

Z (hl~.)(~.lg) ~or alle h,g E H, 4) llhll
2 

= Z \(hl~.)\ 2 ~or alle 
iEI 1 1 iEI 1 

h E H. (Parsevals relation). 

Bevis: Første del og ækvivalensen a~ 1 ), 2) og 4) er vist; 

2) ~ 3) på grund a~ kontinuiteten a~ det indre produkt, og 4) er 

specialtil~ældet g= h a~ 3). 

3.2 Lemma: P E#; er en projektion, hvis og kun hvis p* = P 

= P2
, P er selvadjungeret og idempotent. 

Bevis: For et a~sluttet underrum F~ H, P= PF og ~,g E H 

gælder o= (P~I(E-P)g) = (~I(P*-P~P)g), der~or p*= p*p = (p*p)* 

= P. 

H . p* p p 2 . F r +> H l p+> +> 1 +> H v1s = = sætter v1 = tL E L= Ljj LOr h E er 

h = Ph + (E-P)h med Ph € F, da PPh = Ph, og (E-P)h ...L F, da 

( (E-P)hl~) = (hl~)-(hiP::'~) = O ~or ~E F. P er altså projektio-

nen på F. 

For en projektion P og~ E H gælder IIP~II 2 = (P~IP~) = (P~I~); 
2 2 

da O ~ IIP~II ~ llrll , er O ~ P ~ E; da ~ E PI:I ~ 11~11 = IIPf'll, er 

PH = [ ~ E H j (P~ l ~) = ( ~ l ~)J • 
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Sætning: For to projektioner P og Q er fØlgende betingelser 

ækvivalente: 

1) P ~ Q, 2) PH~ QH, 3) (E-Q)P = O, 4) P = QP, 5) P = PQ. 

B e vi s : 1 ) ==> 2 ) : f E PH ==> (f l f) = ( Pf l f) ~ ( Qf l f) ~ (f l f) 

==> (Qflf) = (fif)==> f E QH. 2) ==> 3): for f,g E H er ((E-Q)Pf!g) = 
(Pfl (E-Q)g) = O, da PH~ 1c1H ==> (E-Q)H = (QE)..L ~ (PH)..L. 3) <===> 4) 

<===> 5) da (E-Q) P = O <===> P = !~ <===> p* = p* Q* • 5) ==> 1 ) : ( Pf l f ) = 

11Pfll
2 

= IIPQ:fll
2 ~ IIQ;rll

2 
= (Qflf') for alle f E H. 

S@tning: Hvis P og Q er kommuterede projektioner, er PQ den 

største projektion ~ P og (~, og P + ~ - PQ den mindste projektion 

6 p og ·~. 

2 2 
Bevis: Da PQ = QP er PQ selvadjungeret, og PQPQ = P Q = PQ. 

P ~ E ==> QP ~ Q og tilsvarende ~ P. Hvis R er en projektion ~ P 

og Q, kommuterer R med P og Q, og R = PR ~ PQ. 

Hvis S er den mindste projektion ~ P og Q, er E-S den stør

ste projektion ~ E-P og E-Q, og S = E-- (E-P)(E-Q) = P+Q - PQ. 

Sætnin_g: En operator A E ae kommuterer med projektionen P, 

hvis og kun hvis APH ~ PH og A(PH)..L E (PH)..L. 

Bevis: APH ~ PH er ensbetydende med AP = PAP, og A(PH)..L f 

(PH)..L tilsvarende med (E-P)A(E-P) = A(E-P), eller PA(E-P) =O, 

PA = PAP. AP = PAP og PA = PAP ==> AP = PA ==> PAP = PPA = PA og AP 

= APP = PAP, 

Hvis A er selvadjungeret, er betingelsen APH ~ PH tilstræk

leelig, thi AP = PAP ==> PA* = PA *p. 
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1. Idet vi benytter betegnelserne p. 2, og antager, at I er 

2. 

3. 

uendelig, skal det vises, at filtret med basis {{ ~ h.IK er 
iEK 1 

en endelig delmængde af I, K~ JliJ er en endelig delmængde 

af Il er konvergent med grænseværdien ~ h
1 
.• 

iEI 

Lad P og P , n E N være projektioner, og antag, at n 

IIP.-.Pn li -+ O, n -+ oo, og at PH har endelig dimension. Vis, at der 3 

N E N, så at P H har samme dimension som PH for n 2 N. 
n 

Lad ~ili E Il være en mængde af Hilbertrum. Sæt H= ~ H. 
iEI 1 

=[x E n H.ji ={i E Ilx. +Ol er højst nummererbar, og 
iEI 1 x 1 

2 
b lix. li < oo l• Vis, at H er et vektorrum, og at (x, y) -+ 

iEix 
1 

(xjy) = ~ (xijy.) er et indre produkt, m.h.t. hvilket 
iEixniy 

1 

H er et Hilbertrum. (Udnyt,_at 1 2 er et Hilbertrum, og 

Schwarz 1 ulighed). Vis, at fx E II H. II er endeligjer en 
iE:I J. x 

tæt delmængde af H. H kaldes Hilbertsummen af rummene H.; 
J. 

hvis I er højst nummererbar, skrives H1 ~ H2 ~ •••• Med be-

tegnelserne p. 2 er F isomorft med Ee 
iEI 

F. • 
J. 

4. Et lattice L, med operationerne A og v, kaldes distributivt, 

hvis a v (b A c) = (a v b) A (a v c) og a A (b v c) = 

(a A b) v (a A c) for alle a,b,c E L. (ex. ? ) L kaldes modu

lært, hvis a v (b A c) = (a v b) A c for a,b,c E L, a~ c 

(og dermed a A (b v c) = (a A b) v c for c ~ a). Vis, at et 

distributivt lattice er modulært. 

Vis, at latticet af afsluttede underrum af et Hilbert-

rum H, med sædvanlig inelusion som partiel ordning, er distri

butivt, hvis og kun hvis H er endimensionalt, og modulært, 

hvis og kun hvis H er endelig dimensionalt. (Brug f.eks. 

III, 4, øv. 4) • 
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§ 4. Top~±~er på H o~. 

Da ethvert element g E H definerer en afbildning f~ (flg) 

af H ind i C, og herved forskellige elementer forskellige afbild
H ninger, kan H opfattes som en delmængde af rummet C = 

TI ~Cflf E HJ, hvor Cf =C for alle f E H, af alle afbildninger 

af H ind i C. Den topologi, der induceres på H af produkttopolo

gien på OH, kaldes den svage topologi; den kan også karakterise-

res som den svageste topologi på H, m.h.t. hvilken alle afbild

ningerne f~ (flg), f,g E H, er kontinuerte. Heraf følger, at 

den svage topologi er svagere end normtopologien, som også hyp-

pigt betegnes den stærke topologi. Som basis for filtret af om

egne af O i den svage topologi kan vælges mængderne Os = 
~f E H l l (f l g) l ? 1 , 'il g E S L hvor S er en vilkårlig endelig 

delmængde af H. Det ses let, at kravene v1) ••• v6) (T.3.6.) er 

opfyldt, så at H forsynet med den svage topologi er et lokalt 

konvekst, topologisk vektorrum. (Jfr. I,2, øv. 5a)). 

Hvis en følge ~f E H l n E N l konvergerer mod O i den svage 
n 

topologi ( "konvergerer svagt") , vil (f l g) ~ O, 'il g E H; thi om-
n 

egnen af O bestemt ved ~E- 1 gl, E> O, vil indeholde alle fn fra 

et vist nummer. Hvis omvendt (fnlg) ~ O, 'i/g E H, d.v.s. hvis der 

ti l E > O og g E H 3 N = N( E, g) E N, så a t l (:f n l g) l ~ E for 

n ~N, og hvis S er en Vilkårlig endelig delmængde af H, så vil 

fn E o8 for n~ max[N(1,g)lg E Sj, altså fn konvergerer mod 

O i den svage topologi. 

Hvis H ikke er endelig dimen si ona l t, findes der en fØlge 

[
o, n t- m 

~ f E H l n E ~TJ , så a t (f l f ) = 
n n m 1, n = m, 

et numerabelt "ortonormalsystem" (jfr. AG III,15,16); det 

fØlger af Bessels ulighed, at en sådan fØlge konvergerer svagt 

mod O. Heraf ses, at den svage og den stærke topologi er for-
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skellige, hvis (og åbenbart kun hvis) H ikke er endelig dimen-

sienalt. 

1.2. Sætning: B1 =[f' E Hlllf'll ~ 1} er kompakt i den svage 

topologi. 

Bevis: For f' E H og g E B1 vil (f'lg) E Cf' = f~ E ~~ ~~~ ~ 
llf'll). Idet vi opfatter H som en delmængde af' ~H, er B1 en del

mængde af' TI{Cf'lf' E H}; denne sidste er kompakt i produkttopo

logieni f'Ølge Tychonof'f's sætning (T.2.14). Det er derfor nok at 

vise, a t B1 er en afsluttet delmængde. For vilkårlige ~E c, 
f',g E H, er afbildningen a(~,f',g):~H ~c, givet ved a(~,f',g)(u) ~ 

u(~f'+g)-~u(f')-u(g), kontinuert. Da delmængden H*~ CH af' lineære 

af'bildninger H~ c er = n{a(~,f',g) 0 
-
1 (o) l~ E C,f',g E H}' er den 

afsluttet. For vilkårligt f' E H er afbildningen prf':CH ~ b, 

givet ved prf'(u) = u(f'), kontinuert. Da delmængden B1 ~H* er 

= n(prf'~-1 ({~ E~~~~~ ~ 1))1f' E B1 } n H*, er B1 afsluttet. 

1.3.Je(H,H) = Je kan betragtes som en delmængde af' HH. 

Lad F~ betegne H forsynet med den svage topologi, og H~H for

synet med den stærke topologi. Vi vil anvende fØlgende beteg

nelser: Den ligelige topologi på;e er topologien induceret af' 

normen; den stærke topologi på ~ er topologien induceret af 

produkttopologien på H H; den svage topologi på ~ er topologien 
((; 

induceret af' produkttopologien på H H. 
a-

Som basis f'or filtret af' omegne af O i den stærke topologi 

kan vælges mængderne f T E !i l liTfil ~ 1 , V f E S) , hvor S er en 

vilkårlig endelig delmængde af H. Den stærke topologi kan karak-

teriseres som den svageste topologi, med hensyn til hvilken alle 

afbildninger T ~ Tf', -r E H, af /t ind i H er kontinuer te. Den 
'7: 

er derfor svagere end den ligelige topologi. 

Som basis for filtret af omegne af O i den svage topologi 

kan vælges mængderne {TE c,t II(Tf'lg)l ~ 1, VfE S,VgE Sf'), 
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hvor S er en vilkårlig endelig delmængde af H, og hvor, for 

hvert f E S, Sf er en endelig delmængde af H. Disse mængder 

kan lige så godt beskrives som f T E æ ~~ ~f'v l gv) l ~ 1, 

v= 1,o •• ,nj, hvor n E N og f 1 , ..... ,fn,g1 , •• 1 gn E H, idet hvert 

f' E S skrives et antal gange, der er lig antallet af' elementer 

i Sf. Som basismængder er det nok at benytte delsystemet af 

mængder fTE: :i II(Thvjhv)l ~ 1, v= 1, ••• ,nJ, hvor nE N og 

h1 9 , •• , h n E H; thi f T E ~ ~~ (Tf v j g v ) l ~ 1 , v = 1 , ••• , n J :;;? 

f T E i II(T (f +i.p,g ) l f + if-l g ) l ' __ < 1 , v = 1 , ••• , n, v v v v 
f-l = 0,. •• ,3J, idet,for vilkårlige TE~,f,gE: H, 4(Tfjg) = 

2' i~(T(f+i~g)lf+V"g). Den svage topologi kan karakteriseres 

w= o 
som den svageste topologi :på c/, med hensyn til hvilken alle 

a:fbildninger T ~ Tf' ,f' E H, a f :/l ind i H er kontinuer t, eller 
er 

som den svageste topologi :på 't, med hensyn ti l hvilken alle 

afbildninger T ~ (Tf l g), f' ,g E H, af ;! ind i C er kontinuer te. 

Den er derfor svagere end den stærke topologi (jfr. øv. 3). 

Det ses let, at~ er et lokal konvekst, topologisk vektor

rum med hensyn til hver af de omtalte to:pologier ( jf'r. T.3.6); 
v 4) og v 6) 

lad os f.eks. bevise/ for den svage topologi: til f'1 , • • • ,f'n' 

g1 , ø •• , gn E H og T E ft_ 3 A E R+ , så a t T E f /\S l' ~f v l gv) l ~ 
1, v = 1, ••• ,n}, f.eks. A= su:pfiiTII·IIf' ll·llg III v = 1, • •• ,nJ; hvis v v 
T E~ tilhØrer enhver svag omegn af' O, er j(Tf'je:-1 g)j~ 1, 

v e: > o,v f,g E H, derfor 

1 .4. Vi def'inerer ae n 

(Tfjg) = O,Vf',g E H, og T= O. 

= fT E g'IIITII ~n}, f'or n E R+. 

§ætn!gg: ~1 er kompakt i den svage topologi. 

Bevis: For f E H og T E ~1 vil Tf E Bf'= 

fg E Hlllgll ~ llf'IIJ; derfor er t 1 ~TI {Bf! f' E Hj, som er en kom
H pakt delmængde af Her , idet Bf' er en kompakt delmængde af Her. 
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Det er derfor nok a t vise, at -/. 1 er en af s lu t te t delmængde. 

Dette fØlger af, at afbildningerne u~ u(~f+g)-~u(f)-u(g) og 

u~ u(f) er kontinuerte H H~ H , 'il~ E c, 'iff,g E H (jfr. be-o- o-
viset p.2) .. 

Lad ff .. , ( 
J\ ~ 

og 1J:, betegne rf'.t forsyne t med den ligelige, 
a-

henholdsvis den stærke og den svage topologi. 

Sætning: For B E f er A~ AB og A~ BA kontinuerte afbild

ninger æ ~ ~ . o- a-

Bevis: Lad en omegn~ af O i den svage topologi vaæe givet 

ved [f' 1 ' • e • 'f' n J og f g1 ' ••• 'gn J • 

A E f S. E ~ l1 ( S Bf v l g v ) l ~ 1 , v = 1 , ••• , n J =} AB E U , o g 

A E fS E~ 11 (SfvlB*gv)l ~ 1, v = 1 , ••• ,n]=} BA E ·.U. 

Bemærkning: En tilsvarende sætning gælder i den stærke 

topologi (jfr. Øv. 2). 

Sætni~: Lad N være en vilkårlig delmængde~~. 
N t = f T E ~l TA = AT, 'i! A E NJ er afsluttet i O.cn svage topologi. 

Bevis: For A E~ er T~ TA-AT en kontinuert afbildning 

'Y A: rJ!, o- ~ ~a-· Derfor er Nt = n [ 'Y A o-
1 (O) l A E N] afsluttet i 

den svage topologi. 

Sætning: Afbildningen A ~ A* er kontinuert r/J ~ ft. · o- o-
opera to re r E æ er svagt af s lu t te t. Mængden af selvadjungerede 

} 

Bevis: Kontinuiteten f'Ølger let af, at l (A~~ g l f) l ~ 1 . =} l (Af~ 

__ < 1 • Derfor er {3 :A ~ A* -A, en kontinuert afbildning ~ ~ ~ , og 
a- o-

mængden af s elvadjungerede operatorer E 1J = {3°-
1 (O) er svagt 

afsluttet. 

Bemærkning: A~ A* er ikke kontinuer t 

øv 6 3). 

~in~: Lad B være en selvadjungeret operator E ~ • 
fA E æ lA ~ B] og f A E æ lA ~ B] er afsluttede i den svage 

topologi. 



l 

Mat. 6, 1962-63 K III, 4, 5 

Bevis: Afbildningen a~:A ~ ((A-B)flf) er kontinuert 

z) a---+ C, derfor er n~af'o-1 (!/u~O})If E H} og n~afo;- 1 (R \R+) l 

f E H} svagt afsluttede. 

1 • 5. Def'ini ti o n: En del mængde N af' en :par tie l t ol:' dl'l.e1t 

mængde M er opad filtrerende, hvis mængderne NB = fA E NIA? Bj, 

B E N, udgør en basis f'or et f'ilter~N :på N. Betingelsen er 

åbenbart ækvivalent med f'Ølgende: til A og B E N 3C E N, så at 

C ? A og C f B. Tilsvarende defineres begrebet nedad f'iltreren

de. 

Sætning: Lad N være en opad filtrerende mængde af' selvad

jungerende operatorer E;!. Hvis A EL er en rnajorant f'or N, og 

A tilhØrer det svagt afsluttede hylster af' N, så er A den mind

ste rnajorant f'or N, og~ konvergerer mod A i den stærke to:polo-

gi. 

Bevis: For B selvadjungeret E.:fer fS E f:1s ~ Bj svagt 

af'sluttet. S ~ B, vs E N, rnedf'Ører derf'or A ~ B, d.v.s. A er 

den rninds te rna jorant f'or N. 

Vi vælger R E N. En vilkårlig omegn af' A i den svage to:po-

logi vil have ikke tom f'ællesmængde med NR. For S E NR gælder: 

-IIRII·E ~ R~ S~ A~ IIAII·E, derf'or O~ A-S~ aE f'or a f IIRII+IIAII, 

og, da :produktet af' to kornmutere~nae,positive operatorer er 

2 
:positivt, O~ (A-S) ~ a.(A-S). 

Lad U være en omegn af' A i den stærke topologi, 

u = ~ T E t! III (T-A) f' v 11 ~ 1 , v = 1 , ••• , n} ; n E N, f' 1 P •• , f' n E H; 

v= ~T E J' 11 ( (T-A)f' lf' ) l ~ a-1 , v = 1, ••• ,nj er da en omegn v v -

af' A i den svage topologi, derf'or 3T E NR n V. For S E NT ~ NR 
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2 
gælder: II(A--S)f' Il v 

K III, 4, 6 

= ((A-S)
2

f' lf' ) ~ a((A-S)f' lf' ) ~ v v - v v -
a((A-T)f' lf') < 1, v= 1, ••• ,n, altså S E U. Vi har NT~-· U, v v c 

T r.' 
derf'or U E -· N 9 '.f N er f'i ne re end f'il tre t af' omeg:ne af' A i den 

stærke topologi, d.v.so ~N konvergerer mod A i den stærke topo

logi. 

Sætnin~: En opad begrænset, opad filtrerende mængde N af 

selvadjungerede operatorer E aChar en mindste majorant sup N. 

Y-N konvergerer mod sup N i den stærke topologi. 

Bevis: Vi vælger R E N og en majorant B f'or N. 

For S E NR og b = max[ IIRII ,IIBIIJ gælder -bE ~ S ~ bE, derf'or 

IISII ~b. Da fT E~ lilTil ~bl er kompakt i den svage topologi, 

har riltret med basis [N IS E NR} et fortætningspunkt A, d.v.s. s 
A tilhØrer det svagt afsluttede hylster af' N

7
-VS E NR' og derfor 

u 

det. svagt afsluttede hylster af' N. Da fe E:/: jC :? SJ er svagt 

afsluttet og 2 N
8

, vil den indeholde A; d.v.s. A~ s,vs E NR. 

Til T E N 3 S f: T,S E NR' og vi har T ~ S ~ A. Sætningen f'Ølger 

nu af' den foregående. 

En tilsvarende sætning gælder om nedad begrænsede, nedad 

f'il trerende mængder af' s el vadjungerende operatorer E 1f. Den 

stØrste minorant, f'or en sådan mængde N vil vi betegne inf' No 

Sætning: Lad N og P være opad begrænsede, opad filtrerende 

mængder af' se l vad jungereelG opera to re r E .fj' • 

1) -N= f-SIS E N} er nedad begrænset og nedad filtrerende; 

inf'(-N) = -sup(N). 

) '+ 2 For 'A E R er 'AN+P = f'AS+TIS E N,T E P} opad begrænset 

og opad filtrerende; sup('AN+P) = 'AsupN+supP. 

3) Antag yderligere, at S f O, T :f O, og ST = TS, f'or 

V S E N, V T E P • N. P = f ;~T i S r,:. ::.;r~ T E P} e r opad begræns e t o g 

opad filtrerende; sup(N.P) = (sup N).(sup P). 
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Bevis: 3) N·P er opad filtrerende; thi s
3 

~ s 1 , s
3 

~ s 2 , 

T3 ~ T1 ' T3 ~ T2' si E P, Ti E P, i= 1,2,3, medfØrer 

S3T3 ~ S3T1 ~ S1 T1 og tilsvarende S3T3 ~ S2T2' d.v.s. a t s 1 T1 
og S2T2 har den fælles ma joran t s

3
T

3 
E N. P. 

Da s up N tilhØrer N's svagt afsluttede hylster, kommuterer 

sup N med T,VT E P; tilsvarende kommuterer sup P med s,vs E N. 

S E N,T E P~ ST ~ (sup N). (sup P)~ sup(N.P) ~ (sup N). (sup P). 

S E N, T E P~ ST ~ sup(N.P) ~ s.sup P~ sup(N.P), da s.sup P 

tilhØrer det svagt afsluttede hylster af fSTjT E P} ~ (sup N). 

(sup P) ~ sup(N.P). 

1) og 2) vises tilsvarende" 

For nedad begrænsede, nedad filtrerende mængder gælder til-

svarende sætninger. 
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1 • 

2. 

Vis, at hvis en følge ff E H l n E N} konvergerer i den svan 

ge topologi mod f E H, og llfnll--+ 11 f 11, så konvergerer (fn) 

mod f i den stærke topologi. 

Sæt fl = liT E $1 U T li ::S n}. Vi forsyner æ med den stærke topo-
n - ..... : .. , 

logi. Vis, at afbildningerne (A,B) --+ AB Ø@ (A,B) ~ BA, af 

~ x ~ind i i; er kontinuerte. 

3. Sæt H = 1
2 = f f an E C l n E tq l ~ a~ < oo }; lad en betegne den 

følge E H, der har 1 på den n'te plads, og O på alle andre. 

Lad U E l, være defineret ved U x = (x l e ).e1 • Find u*. Vis, n n n n 

at Un ~ O i den stærke topologi, men ikke i den ligelige, og 

at u*~ O i den svage topologi, men ikke i· den s-tæ~ke. n 

4. Lad F være det mindste afsluttede underrum ~ 1 2 , der indehol

der e 1 og e 2n' Vn E N; lad G være det mindste afsluttede un-

2 
derrum ~l , der indeholder e 2n + ~ e 2n+1 ' Vn E N, hvor 

('An) E l 2 , og 'An > O, Vn E N. Vis, at det mindste afsluttede 

underrum~ 12 , der indeholder F og G, er 1 2 , men at ikke 
OQ 

L "n_ e 2n+1 E 1
2 

kan skrives f+g, med f E F, g E G. (Vis, at 

n=1 

'A~111f+glj1 (f+gle2n+1) --+ 0). 
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§5. Projektionsmålet. 

Vi betragter, som i § 2, en fast selvadjungeret operator 

AEf,»på et Hilbertrum H, og a,b E R, a< b, så atcr(A) ~ 

[a,b] = I. 

Vi har da en normformindskende ordenstro homomorfi 

p:C(I,R) ~ iJ. 
Lad f være en vilkårlig begrænset reel ~nktion på I. For 

en begrænset fØlge f~n E C(I,R)In E ~J, for hvilken rn t f f, 

vil fp(fn)ln E ~J være en begrænset, opad filtrerende mængde 

af selvadjungerede operatorer, og derfor have en mindste majo-

rant. Mængden af sådanne majeranter er begrænset og nedad fil

trerende, idet supfp(fn A gn) In E ~l ~ supfp(rn) In E ~l og 

~ supfp(~) In E NJ, og har derfor en største minorant, som vi 

vil betegne p(f). (Jfr. [3] ,II,§5). Tilsvarende defineres 

~(f) som sup[inffp(fn)ln E :NJJ, hvor supremum tages over alle 

begrænsede fØlger ffn E C(I,R) In E NJ, for hvilke fn t ~ f. 

Sætning: E(f) ~ p(f). 

Bevis: Det skal vises, at fn t~ f,fn t f f, hvor 

[fn E C(I,R)In E NJ og[fn E C(I,R)In E NJ er begrænsede fØlger, 

medfØrer int'fp(fu) !n E NJ ~ supfp(f>n) In E NJ. For gn = 

(fn-:rn) v O E C(I,i<) gælder: gn ~ o, derfor !lgnll ~ O (Dinis 

sætning,I,1 ,5) ,llp(gn)ll ~ O, og inffp(gn)l n E NJ = O. p(fn_) ~ 

p(~n)+p(gn) ~ inffp(fu)ln E NJ ~ p(fn) ~ p(fn)+p(gn) ~ 

sup[p(f )In E NJ+p(g ), V n E N~ in:t'fp(f )InE NJ~ n n -n -
supfp(fn) In E N}. 

Sætni~: :r E C(I,R) ~ E(f) = p(:f~ = p(f). 

Bevis: p(f) ~ p(f), da fn = :r,vn E N~ 

f t 2 f og n -

p(f) ~ E,(f). 

supfp(f) In E NJ = p(f). Tilsvarende fås n 
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Definition: En reel funktion f på I er p-integrabel, hvis 

f er begrænset, og Q(f) = p(f). I dette tilfælde sætter vi 

p(f) =~(f)= p(f). 

Sætning: Lad f f O og g f O være p-integrable funktioner 

på I. fg er p-integrabel, og p(fg) = p(f)p(g). 

Bevis: For vilkårlige fØlger af positive, begrænsede, kon

tinuerte funktioner på I fn t f f og gn t f g gælder 

(fngn) t f f·g og derfor p(fg) ~ sup[p(fngn)ln E NJ ~ 

sup{p(f ) In E N}· sup{p(g ) In E NJ, og n n 

p(fg) ~ inf sup[p(fn)ln E NJ.inf sup{p(gn)ln E NJ = p(f).p(g). 

Tilsvarende fås J2.(f).J2.(g) ~ E(fg). 

På samme måde overføres de Øvrige beviser i [3], II) §5: 

Mængden af p-integrable funktioner er et vektor lattice, 

f~ p(f) er lineær og ordenstroo 

Sætning: Lad f og g være reelle, p-integrable funktioner 

på I. fg er p-integrabel, og p(fg) = p(f).p(g). 

+ - + Bevis: f , f , g og g er p-integrable, derfor også fg = 

f+g+- f+g-- f-g++ f-g-, og p(fg) = p(f+).p(g+) - p(f+).p(g-) 

- p(f-).p(g+) + p(f-).p(g-) = (p(f+) - p(f-)). (p(g+) - p(g-)) 

= p(f).p(g). 

Ialt har vi: 

Sætning: Der eksisterer en mængde L~(I,R) ~ C(I~R) af be-
- p = 

grænsede, reelle funktioner på I, og en udvidelse af horniamorfi-

en p : C(I,R) ~ ~, til en afbildning, som vi igen betegner 

p Loo(I,R) ~:f, så at 
p 

1) Loo(I,R) er et vektor lattice og en normeret algebra over p 

R, m.h.t. normen f~ llfll = sup{ l f( t) 11 t E rJ. 

2) p er en normformindskende, ordenstro homomorfi af 

L00 (I,R) ind i den mindste, A og E indeholdende, stærkt afslutte
P 

de delalgebra over R af i. 
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Bevis: p er normformindskende fØlger, ligesom i § 2, af, at 

p er ordenstro. Da den stærke topologi på ~er svagere end den 

ligelige topolo~, vil den mindste, A og E indeholdende, stærkt 

afsluttede delalgebra over R af 1(indeholde p(C(I,R)). På den an

den side har vi under udvidelsen stedse kun tilfØjet grænsepunk-

ter m.h.t. den stærke topologi. 

p udvides herefter, idet vi definerer p(f + ig) = p(f) + 

ip(g) for f og g E L=(I,R), til L~= L~(I,C) = p p p 

[f+ ig l f,g E L~(I,R)J. 
p 

5.2 For x og y E H definerer f~ (p(f)xly) en kontinuert 

lineær funktional på L;, idet l(p(f)xly)l ~ llf'll·llxii·IIYII· Sammen

trækningen v(x,y) af denne funktional til C(I,C) er altså et 

(komplekst) mål på I. 

Sætning: f E L~(I,C) ~ f er begrænset og v(x,x) integrabel, 
p 

'1/X E H'* v(x,y) (f) = (p(f)xl y), V x,y E H. 

Bevis: Det er åbenbart nok at bevise sætningen for reelle f' • 
• + Hvis f er p-integrabel, vil der til x E H og E E R 3 be-

grænsede fØlger [fn E C(I,R) l n E NJ, fn t~ f, og 

fi' E C(I,R) l n E NJ, f l ~f, så at((supfp(f) n E N} -
-n -n 'V - n 

p(f))xlx) ~ E og ((p(f) - inffp(fn) l n E N})xlx) ~E, og derfor 

(p(f)x!x)- e~ inff(p(fn)xlx)l n E NJ ~ J:fdv(x,x) ~ Jfdv(x,x) 

~ supf(p(fn)xlx) l nE NJ ~ (p(f)xlx) +E, d.v.s. f er v(x,x) 

integrabel, og v(x,x)(f) = (p(f')xlx). 

Antag nu, at f' er begrænset og v(x,x) integrabel, vx E H, 

o g lad U = f T E i_ l l ( Tx l x ) l ~ 1 , v = 1 , ••• , n J , n E N, v v -
x

1 
, ••• ,xn E H, være en omegn af O i den svage topologi. Vi kan 

finde begrænsede fØlger f~m,v E C(I,R) l m E NJ, fm,v t ~f, 

og ffm,v E C(I,R) l m E NJ, f' l~ f', så at -m,v \Y -

supf(p(f -f ) x lx) l m E N} = ((sup{p(f' ) l m E N} m,v -m,v v v m,v 
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- inf[p(fm ) l m E N})x lx) s 1, v= 1, ••• ,n. Vi sætter f = - ,v v v - -m 
f 1 V•••V f og f =f 

1
A• ••A f 1 og får -m, -m,n m m, m,n 

inf[p(f ) l m E N} ~ p(f) s p(f) ~ sup[p(f ) l m E N} og 
-m - - - - m 

((p(f) - ~(f))xvlxv) ~ 1, v= 1 , ••• ,n. Vi har hermed vist, at 

p(f) - Q(f) tilhØrer en vilkårlig svag omegn af O; da t er et 

Hausdorff rum i den svage topologi, er f p-integrabele 
.1!.. 

v(x,y) (f) =L inv(x + iny, x+ iny)(f) for f E C(I,C), der
·n..J:o 

for også for f E L~(I,C), i fØlge definitionen af udvidelsen af p 

sådanne mål (I, 1, 5). 

Sætning.:.. Lad f f n E L; (I, C) l n E N} være en begrænse t funk· 

tionsfØlge, der konvergerer punktvis mod en funktion f. f E L~, 
.le 

og p(f ) konvergerer mod p(f) i den svage topologi, dvs. 
n 

_. (p(f )xly) ~ (p(f)xly), vx,y E H. 
n 

Bevis: For x E H vil f E L~( )(I,c), og v x,x 
(p(f )xlx) ~ (p(f)xlx) = v(x,x)(f) i fØlge sætningen om majorisen 

ret konvergens([3], II, 6, 6) 

Sætning: Lad G ~ I have relativt til ~(A) åb~n fællesmængde 

med ~(A). xG E L;, og p(xG) =o, hvis og kun hvis Gn~(A) =r;. 
Bevis: G n ~(A) = Ø -=> G ~ I\ cr(A). Da I er et metriskt rum, 

er I\ rr (A) foreningsmængde af numerabe l t mange af s lu t t ede mængder 

F. I fØlge Urysohns lemma 3 f E c(r,[0,1]), så at fIF = XF' 
n n n n Il 

fni~(A) =O. For gn = f 1v···vfn gælder: gnlcr(A) =o, 

gn t XI\rr(A) f XG• o~ E(xG) ~ :PCxG) ~ supfp(gn) l n E N} =o, 
altså xG E L; og p(xG) = o. 

G n ~(A) åben relativt til ~(A)~ XG (h) E L~; da også 
n~.'\. P 

X an (I\~ (A)) E L;, gælder Xa E L;. Antag yderligere G n ~A) 

=f Ø • Ti l t 
0 

E G n ~ (A) o g ~ (A) \ ( G n ~ (A) ) 3 f E C(~ (A) , [O , 1 ]) , 

så at f(t) ·= 1 og f(t) =O for t E rr(A)\ (G n cr(A)). Vælg 
o 

g E C(I,R), så at gi~(A) =f. O~ f(A) = p(g).E = p(g).p(X~(A)) 

= p(g·X~(A)) ~ p(xG), og O =l= f(A), derfor O =f p(xG). 
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( ) ) )o~ 2 
5.3 For G~ r, så at Xa E L;, er P Xa = (p(xG) = (p(xG)) , 

altså p(xG) en projektion PA(G). Vi definerer en afbildning 

P A : R ~ <-:f , ve d : P A ( t ) = O , t < a , P A ( t ) = p (x [ a , t J ) , a ~ t < b , 

PA(t) = E,b ~ t. Dehne funktion er voksende, og for x E H er 

t~ (PA(t)xl~ en monotont voksende, begrænset, reel funktion på 

R, kontinuert fra hØjre, og konstant uden for et kompakt inter-

val. 

Har man omvendt givet en sådan projektions funktion, kan 

man konstruere et operator-integral af trappefunktioner, og en 

operator-Lebesgue-Stieltjes tecri. Man skriver hyppigt; for 

f E L;, p(f) = f(A) =r f(t)dPA(t), eller lignende. For kontinu

ert f kan dette integral opfattes som et Riemann-Stieltjes inte

gral, konvergent i den ligelige topologi på t. 
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1. Vis, at en vilkårlig ligeligt afsluttet algebra over R af 

selvadjungerede operatorer er et vektor lattice. 

2. Giv, for H= R2
, geometrisk fortolkning af ordningsr~latio-

·:"_.. , .,r.f,:N-4'~~ r. !:·,-,_-,.,t j . 

nenmellem positive, selvadjungerede operat~reJ. Vis, at~ 

ikke er et lattice m.h.t. denne ordning. 

Vis, at L~ er en Banach algebra. 
p 

Lad T E ;i. Vis, at T har en invers i f, hvis og kun hvis 

~cT*T)Ur(TT*) c R+. 

K r, 1 ' 

II, 2 

3 

III, 2 

4 

Rettelser. 

""3 -1--. 4 f .n .• : e ~ d læs: e ~ c. 

11 l. 1 1 L r 
' 

læs: L r , r < OOo 

1 1 7 l. 7 f.n.:.~ f E L læs:~ fh E L • 
f.1. f.1. 

øv. 4 h(t) = O læs: h(t) t O. 

øv. 3 

øv. 4 

øv. 2 

t E A læs: t~ A. 

fa 1 Ja f(y)g(y- x)dy læs: f(y)g(x-y)dy. 

o o 

afbildningerne (A,B) •.• BA læs: 

afbildningen (A,B) ~ AB, men ikke 

(A,B) ~ BA. 
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~ Normale operatorer. 

Lad A og B være to kommuterende selvadjungerede begrænsede 

operatorer på et Hilbertrum H, N = A + i B. Lad a, b, c, d E R 
opfylde a <b, c <d, cr(A) ~ [a, b J = I, cr(B) ~ [c,d] = J; lad 

pA og pB være 

L
00 

(J,c) ~fi, 
PB 

de tilsvarende homomorfier: 1= (I,C) ~~og 
PA 

PA og PB de tilsvarende projektionsmål. 

Sætning: f E L; A' g E L;B =} p A (f)pB(g) = pB(g)p A (f) • 

Bevis: Mængden af operatorer, der kommuterer med B, er 

svagt afsluttet og indeholder A og E, og derfor også pA(Loo ), 
PA 

Mængden af operatorer, der kommuterer med enhver operator 

E pA(Loo ), er svagt afsluttet og indeholder B og E, derfor og
PA 

så pB (Loo ) • 
PB 

For I 1 c;; I, J 1 ~J definerer vi PN(I1 x J 1 ) = PA(I1 )·PB(J1 ) 

Som produkt af kommuterende projektioner er PN(I1 x J 1 ) en pro

jektion. For I1 , I 2 <;:;: I, J 1 , J 2 <;:;: J, fås: PN(I
1 

x ,J1 ) ·PN(I2 x J 2 ) 

= PA(I1)·PA(I2)·PB(J1)·PB(J2) = pA(xi "XI )·pB(XJ ·xJ) = 
1 2 1 2 

PA(I1 n I 2 )·PB(J1 n J 2 ) = PN((I1 x J 1 ) n (I2 x J 2 )), idet 

(I1 x J 1 ) n (I2 x J 2 ) = (I1 n I 2) x (J1 n J 2 ); specielt fås, at 

disjunkte rektangler svarer til projektioner på ortogonale un-

derrum. 

Ved linearitet udvides "Rektangel funktionen" PN til en 

lineær afbildning p, der let ses også at blive multiplikativ, 

af algebraen og vektor latticet T(I x J) af trappefunktioner på 

I x J ind i~. (Jfr. [3], V, §1). Herved svarer positiv funktion 

til positiv operator, idet en trappefunktion er positiv, hvis 

og lnu1 hvis den har en kvadratrod, der igen er en trapuefunk-

tion, Det følger da, som p. 2,3, at p er normformindskende. 

Sætning: Lad f f E T (I x J) l n E N J konvergere punktvis og n 

'-
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monotont mod O. inffp(f ) In E N~ = O. 
n 

Bevis: Det er nok at vise, at inff(p(f )xjx)ln E N~= O, 
n 

Vx E H. Hertil er det nok at vise, at vi til E E R+ og vilkår-

ligt interval I
1 

x J
1 

~ I x J kan finde et kompakt interval 

I 2 x J 2 ~ I 1 x J 1 , således at (p(xi
1

xJ
1

)xlx)- (p(xi
2

xJ
2

)xjx) <E 

(jfr. beviset [3], II,§4). Hertil igen er det nok, at, for a E I 

og J
1 

<;;J, inff(p(]a,b[ x J
1
}xjx)jb E I, b> aJ =O, og tre ana

loge. Men (p(]a,b[ x J 1 )xjx) = (PA(]a,b[)PB(J
1

)xjx) -7 O for 

b -7 a+, da sætningen om monoton konvergens gælder for PA· 

Herefter kan vi, som i §5, udfØre Lesbesgue teorien: p kan 

udvides til en ordenstro, derfor normformindskende, lineær, mul-

tiplikativ funktional på en normeret algebra og vektor lattice 

L~, sådan at sætningen om monoton konvergens er opfyldt. Man 

s:river hyppigt p(f) = (f(z)dPN(z), eller lignende 5 og sætter 

6.2. For kontinuerte funktioner på I x J kan udviclelse: .. 1 

endog fås som et ligeligt konvergent Riemann-Stieltjes integral. 

Sammentrækningen af funktionen z -7 Re z til I x J kan approksi-

mei'eS ligeligt med trappefunktioner af form 

v=1 

x 1 xJ' hvor 
v 

ligeligt approksimerer sammentrækningen til I af funk-

n n 

tionen x -7 x. P( L Av XrvxJ) = L Av pA(xi )E appro~simerer da 
v 

V=i 

A i den ligelige tqpologi. Derfor gælder A= {Re z d PN(z); til

svarende fås B= (rm z d PN(z)~ og N= (z d PN(z), eller gene

relt for et polynomium i to variable Q: Q(N,N*) = [Q(z,z) d PN(z). 
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Hererter kan man vise, som i § 2, at der eksisterer 

~(N)~ I x J, så at c(~(N),c) er isomorr og isometrisk med den 

mindste, N, N* og E indeholdende, ligeligt arsluttede delalgebra 

over C ar ~.~(N) = spekret ror N, og mere almindeligt: ~(f(N)) 

=r(~ (N)) ror f E c(~(N),c). Også sætningen om sammensætning af 

kontinuerte runktioner overrøres umiddelbart. 

6.3. Derinition: U E -~er unitær, hvis u*u = uu* = E. 

Det rølger straks, at en unitær operator er normal, og at 

den er en isometri af H på H. 

Sammentrækningen r ar funktionen z~ z til ~(U), U unitær, 

må opfylde rr = 1. Vi slutter: 

Sætning: En normal operator U er unitær, hvis og kun hvis 

~(U)~ fz E Cl jzj = 1 }. 
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§ 7. Total kontinuerte operatorer. 

Definition: Eo operator K E~ er total 

enhver begrænset fØlge ffn E Hin E N} har en 

at (Kf» ) er st~kt konvergent. 
v 

ko n ti nue r t, h vi s 

delfØlge (f ), så 
nv 

Sætning: En total kontinuert operator K afbilder en vil-

kårlig begrænset fØlge, der konvergerer svagt mod O, i en fØlge, 

der konvergerer stærkt mod O. 

Bevis: Lad ffn E Hjn E: N} opfylde: llfnll ~ c, (fnjg)--+ O, 

Vg E H. Antag, at Kfn ikke konvergerer stærkt mod o, d.v.s. at 

der 3 E >O og delfØlge (g ),g v v 
(g) har en delfØlge (h), h = 

v J.L J.L 

= f , så at IIKgvll > E ,Vv E: N; 
.nv 

g så at Kh konvergerer 
VJ.L fl. 

stærkt mod et element h E: H;~ (hl h) = limf (Kh Ih) IJ.L E N} = 
J.L 

limf(h IK*h)lfl. E N} 
J.L 

får vi IIKh 11 --+ O, i 
J.L 

= o, da h konvergerer svagt mod O; derfor 
J.L 

modstrid med, at IIKh 11 > E. 
J.L 

Lemma: Lad K være en total kontinuent operator, A E C, 

A+ o, ffn E: Hin E: N} et numerabelt ortonormalsystem. ((K-AE)fn) 

er ikke stærkt konvergent. 

Bevis: (K-AE)fn--+ g i den stærke topologi~ fn--+ A-1g, da 

K:r --+ o. n 

7.2. Vi vil lidt nærmere undersøge spekret for en operator 

T E,:{. 

Definition: For A E C kaldes (T-AE) 0
-

1 (o) egenrummet for 

A• Hvis egenrummet er =f f O}, kaldes A en egenv~di :for T, og 

ethvert element + O i egenrummet kaldes en egenvektor svarende 

til A· Dimensionen af egenrummet kaldes A1
S multiplicitet. 

Enhver egenværdi A for T E.~ tilhØrer spektret for T, da 

(T-AE)f = (T-AE)O viser, at T-AE ikke engang er en-entydig. 

~ætning: Lad N være en normal operator E lf,A E b et iso

leret punkt af ~(N). A er egenværdi for N. 
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Bevis: I fØlge antagelsen har A en omegn U, så at 

U n cr(N) = {'A}; XfA} E: C(cr(N) ,:R), og f'or den tilsvarende :pro

jektion PN(f'A}) f O gælder NPN({A}) = 'APN({AJ), da zx{AJ(z) = 
'AX{'A}(z) f'or z E: cr(N). A er derfor egenvektor for N med egen

rummet PN( fAl )H. 

Sætning: Lad N være en normal operator E: .~. A E: C er 

fortætningspunkt for cr(N), eller egenværdi for N med multi:pli-

citet = , hvis og kun hvis der eksisterer et numerabelt arto

normalsystem {fn E: Hin E: N], så at (N-AE)fn ~O i den stærke 

topologi. 

Bevis: Sæt C = fz E: Cl !z-Al < aJ, P = PN(C ). a a a 

Hvis A E: C er egenværdi for N med mul ti:plici te t =, kan vi 

finde et numerabelt artanormalsystem (fn)' så at (N-AE)fn = 

O~ O. Antag nu, at A er fortætningspunkt for cr(N). Der 3 da 

fa E: R+ln E: N}, a ~O, så at U = (C \C) n cr(N) =r- Ø; 
n n n an~~ an-tj 

vi vælger enhedsvektorer f E: Pl'(T(U )H t- fOJ, idet U n cr(N) n L. n n 

er åben relativt til cr(N) og =r- Ø(jfr. 5,4 ), og får herved et 

ortonormalsystem, for hvilket II(N-AE)fnll = II(N-AE)PN(Un)fnll ~ 

II(N-'AE)PN(Un)fnll ~ II(N-AE)PN(Un)ll ~ su:pflz-AIIz E: cr(N),jz-AI < 
anJ~ o. 

Hvis 'A ikke er fortætningspunkt for cr(N), og ikke er egen-

værdi med multi:plicitet ~, 3 a > o, så at PaH = PN(fAJ)H, og 

dette rum er endelig dimensionalte For et vilkårligt numerabelt 

artanormalsystem (f' ) gælder da: (f jg) ~o, 'r;fg E: H, specielt n n 

(Pafnjg) = (fn!Pag)~ O, 'r;fg E: H~ PaH, d.v.s. Paf'n ~O i den 

svage topologi :på P H, og derfor i den stærke topologi, da 
a 

P H er endelig dimensionalt. Derfor fås:IIC{-1\E)f 11
2 = a n 

((N*-~E)(N-'AE)f jf ) > a
2

(PN(C\C )f lf ) = a2
((E-P )f'njf'n) = n n= a n n a 

2 2 2 
a ( 1-IIP afnll ) ~ a , (N-AE)fn konvergerer ikke mod O i den 

stærke topologi. 
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7.3. Sætning: Lad K være en total kontinuent, normal 

operator.~(K) er en hØjst numerabel punktmængde, der ikke har 

fortætningspunkt i noget punkt + O. Ethvert punkt E ~(K)\fOJ 

er egenværdi for K med endelig multiplicitet. 

Bevis: For vilkårligt A E C, A ~~ O, og vilkårligt numera

belt ortonormalsystem (f ) er (K-AE)f ikke stærkt konvergent; n n 
A er derfor ikke fortætningspunkt for ~(K), og ikke egenværdi 

med mul tiplici te t oo. 

Bemærkning: De total kontinuerte operatorer kan også karak

teriseres ved fØlgende egenSkaber: ~ er kompakt i den stærke 

topologi på H; K tilhØrer det ligeligt afsluttede hylster af 

' mængden af begrænsede operatorer med endelig dimensionalt værdi-

område. For K normal vises dette i øvelserne. 
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1. Vis, at en kontinuert lineær afbildning af H forsynet med den 

svage topologi ind i H forsynet med den stærke topologi er be-

grænset og afbilder på et endelig dimensionalt underrum af H. 

2. Lad G være en delmængde af et fuldstændigt metrisk rum M. Vis, 

at G er kompakt, hvis og kun hvis ,.er for vilkårligt e: > O kan 

overdækkes med endeligt mange kugler med radius ~E. 

3. Definit ion: K E 'J .. er kompakt, hvis KB1 er kompakt i den stær

ke topologi. 

Vis, at en kompakt operator er totalt kontinuert. 

Vis, at en operator, der kan approksimeres vilkårligt godt i 

den ligelige topologi med kompakte operatorer, selv er kompakt. 

(Brug øvelse 2.). 

Vis, at en normal, total t kontinuert operator er kOLlpakt. 

4. Lad M være et metrisk rum, T et topologisk rum. Vis, at en af-

bildning f:M 4 T er kontinuert i et punkt x E M, hvis og kun 
o 

hvis det, for en vilkårlig følge f xn E M l n E N}, der konver-

gerer mod x , gælder, at f(x ) ~ f(x
0

). o n 

5. Vis, at filtret af omegne af O i den svage topologi har tælle-

lig basis, hvis og kun hvis H er endelig dimensionalt. 
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Bemærkning til K III,?, øv. ~: 

Øvelsen forudsætter følgende sætning (princippet om ligelig be

grænsning):· Lad H og K være Banachrum, {~ E f(H,K) l n E ~J en 

følge af begrænsede lineære afbildninger af H ind i K, således at 

der til hvert x E H eksisterer et reelt tal c(x), så at II.A xll 
n 

~ c(x), Yn E~. Der eksiterer da en konstant c, så at 

liAn 11 <c, yn EN. 

Det er praktisk først at bevise lemma: 

Der eksisterer C E t?., så at II.A n' l < C, Yn E ~, hvis og kun hvis 

der eksisterer en kugle B = {x E H l llx-x
0

11 < a } , a > O, og 

D E k, så at l !Arre li ~ D for alle x E B. o r\ ,~, t r-1 
u 

Derefter føres beviset indirekte. Vi vælger ved induktion 

en følge af kuglerB·(xv,Pv) ={x E Hl llx-xvll < Pv}, 

og voksende følge af indices (n v ) , v = O, 1, ••• , så at 

x
0 

=O, p
0 

= 1, pv ~ 2-v, B(xv+1,pv+1) c B(xv ,p), og 

li An v x 11 > v • For x E n {B(xv , p v) l v E tf l fås en modstrid., 
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Kap. IV. Ubegrænsede operatorer. 

§ 1. Almindelige egenskaber. 

Vi betragter et fast Hilbertrum H. 

En (lineær) operator på H er en lineær afbildning T af et 

underrum D(T) c H (definitionsområdet for T) ind i H. To opera

torer S og T regnes for ens, hvis og kun hvis D(S) = D(T) og 

S(f) = T(f), V f E D(S). 

For operatorer S og T på H og A E b definerer vi operatorer 

AS, S+T, og ST ved: D(AS) = D(S), (AS)(f) = AS(f), Vf E D(AS); 

D(S+T) = D(S) n D(T), (S+T)(f) = S(f)+T(f), Vf E D(S+T); D(ST) = 

{f E D (T ) l T f E D ( S)} = D (T) n T 
0

-
1 (D ( S) ) , ( ST ) (f) = S (T (f) ) , 

V f E D(ST). 

I det følgende skriver vi Sf i stedet for S(f). 

Man bemærker, at man ikke kan regne på sædvanlig måde; f.eks. 
O-

er OS lig sammentrækningen af operatoren til D(S), altså+ O, 

hvis D(S) t H. 

Det vises let, at H2 = {(f,g)lf E H,g E H} er et Hilbert

rum m.h.t. det indre produkt: ((f1 ,g1),(f2,g2)) ~ (f1 jf2 )+(g1 jg2). 

(Jfr. III,1, øv. 6, og II,2). En operator S på H kan beskrives 

fuldstændigt ved sin graf G( S) = {(x,y) E H2 jx E D( S), y= Sx }. 

S ~ G(S) er en enentydig afbildning af mængden af operatorer på 

H ind i mængden af lineære underrum i H2• Et underrum G ~ H2 er 

herved graf for en operator, hvis og kun hvis: (x,y) E G og 

(x, z) E G medfører y = z, eller ækvivalent hermed (da G er et 

underrum) hvis og kun hvis: (O,y) E G medfører y = o. 
For to operatorer S og T definerer vi: S c T (S er inde-

"' 
holdt i T, T er en udvidelse af S), hvis D(S) c D(T), og Sf =Tf, 

"' 
Vf E D(S); da mængden af underrum af H2 er partielt ordnet m.h.t. 

sædvanlig inclusion, og da S~ T, hvis og kun hvis G(S) ~ G(T), 
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bliver mængden a~ operatorer på H partielt ordnetm.h.t. ~· 

En operator S på H kaldes a~sluttet, hvis G(S) er a~slut-

tet i den stærke topologi på H2 ; da H2 er et metriserbart rum, 

er G(S) a~sluttet, hvis og kun hvis G(S) indeholder grænsepunk

terne ~or alle konvergente ~Ølger a~ elementer E G(S); S er 

der~or a~sluttet, hvis og kun'1hvis: {xn E D(S) In E N}, xn-+ x E H, 

S x -+ y E H med~Ører x E D (S) , Sx = y. n 

En operator S kan a~sluttes, hvis og kun hvis der eksiste

rer en operator s, a~slutningen a~ s, så at G(S) = GTSJ, d.v.s. 

hvis og kun hvis G(S) ikke indeholder noget element a~ ~orm 

( O , y) , y f O , d • v • s • h v i s o g kun h vi s : { x n E D ( S ) l n E tT} , 

x -+ O, Sx -+ y med~Ører y = O. Ikke alle operatorer kan a~slut-
n n 

tes (j~r. øv. 1). 

Der gælder den vigtige sætning, som vi ikke vil vise, at 

en a~sluttet operator S, ~or hvilken D(S) = H, er begrænset, 

altså E~ 
En operator S kaldes tæt de~ineret, hvis D(ST = H. 

En operator S kaldes symmetrisk, hvis (Sxly) = (xiSy), 

Vx,y E D(S). 

1.2. Lad S være en tæt de~ineret operator på H. For vil

kårligt y E H er x-+ (Sxly) en lineær ~unktional på D(S); hvis 

denne ~unktional er kontinuert, d.v.s. hvis der eksisterer 

k E !/, så at l (Sxly) l ~ kllxll, Vx E D(S), kan den på en måde 

udvides til en ~unktional på H (da D(S) er tæt i H), og der ek-
, 

sisterer et element s*y E H, så at (Sxly) = (xiS*y), v x E D(S). 

Herved de~ineres en a~ildning s*' der let ses at blive en ope-

rator. Vi har altså: D(S*) = {y E Hl3y* E H, så at (Sxly) = 
(xly*) ~or vx E D(S)}, et sådant y* er entydigt bestemt, og 

S :l,:y * = y • 

Lad S være en operator på H. 

LadVEt<H2 ,H2 ) være givet ved: V(x,y) = (-y,x); da er 
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(VG(S))L = V(G(S)l), da (u,v)~(-Sx,x), Vx E D(S) ~ 

(v,-u)l(x,Sx), vx E D(S), og dette afsluttede underrum~ H2 er 

en graf, hvis og kun hvis S er tæt defineret; thi (o,y)~(-Sx,x), 

vx E D(S), medfører y= O, hvis og kun hvis D(S)~ = fOJ. Hvis 

S er tæt defineret, er operatoren med graf (VG(S))L netop s*, 

da (u,v) E (VG(S))..L<=~o = ((u,v)I(-Sx,x)) = (ui-Sx)+(vlx), 

Vx E D(S) ~ (Sxlu) = (xlv), Vx E D(S) ~u E D(S*), s*u =v. 

Det fØlger straks, at hvis S og T er operatorer, S tæt de-

o * ~( fineret, og S ~ T, sa er T ~ s·. 

Antag, at S er en tæt defineret operator. (s*)~~= S~:~:: er 
.,, 

defineret, hvis og kun hvis ST er tæt defineret, eller hvis og 

kun hvis (VG(S*))L = (V V(G(S)~))~ = (G(S)L)~ = GrSJ er en graf, 

d.v.s. hvis og kun hvis S kan afsluttes; i dette tilfælde gæl-

- s** ~ o s*** *.. • * der S = • DerLor er ogsa defineret, og S •• = s· = S . 

En tæt defineret operator S er symmetrisk, hvis og kun 

hvis S~ s*; en sådan operator har altså altid en afslutning 

s~::~:<' og denne er igen symmetrisk, da s <; s* medfØrer s~~* ~ s* .::: 
........ , s •.•• .,, .... 

Hvis en operator S er enentydig, hvis altså x E D(S), Sx =C 
-1 medfØrer x = o, definerer vi en operator S , den inverse opera-

tor til s, ved: D(s-1 ) = SH, s-1Sf =f for f E D(S), altså 

Sf E D( S - 1 ). 

Sætning: Lad S være en afsluttet, symmetrisk operator og 

A E C \ R. S - AE har en invers, der er defineret på et afslut

tet underrum~ H, og opfylder II(S-AE)-1fll ~ lim('/\) l-1 11fll, 

Vf E D((S-AE)-1 ). 

Bevis: Sæt A= a+ i(3, a,(3 E R, og S-exE= T; II(T-i,BE)fll
2 

= 

(Tf l Tf) + i (3 ( Tf l f ) - i (3 (f l Tf ) + (3 
2 
(f l f) = Il Tf 11 

2 
+ (3 

2
jj f 11

2 ~ 

(3
2

11fll 2 , Vf E. D(T) = D(S); T-i(3E er derfor enentydig, og har 
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derfor en invers, der opfylder 11 (T-i,BE) - 1 gll ~ I.BI-1 11gll, · 

\;fg E: (T-i,BE)H. 

y E: (T-i,BE)H::}3~Xn E: D(S)In E: NJ, så at (T-i,eE)xn -7 Y 

::} ((T-~~E)xn) er en fundamentalfØlge ::} (xn) er en fundam8ntal-

fØlge ~ (x ) konvergerer mod et element x E: n H~ Sx n = 
( T - i ,B E) x + 1\ x -7 y + /\X • n n Da S er afsluttet, vil x E: D(S), og 

Y E: ( T - i ,B E) H = r(( S - 1\E) - 1 
) • sx = y + 1\x, (s - 'AE)x = y, 

Definition: En operator A er selvadjungeret, hvis A er .tnt 

defineret, og A = A*. 

Spektret for en ubegrænset operator T defineres, ligesom 
i'( •. -

for en begrænset operator, som ~'A E: C l T - 'AE har en invers 

§ætnigg: En selvadjungeret operator A har reelt spektrum. 

Bevis: Vi skal vise, at A- 'AE har en invers E: f, for 

rm('A) f O; da A specielt er symmetrisk og afsluttet, mangler vi 

kun at vise, at (A- 'AE)H er tæt i H: ((A- /\E)flg) = 

O , V f E: D (A) ~ g E: D (A~~ ) , A* g = ~g ~ (A - ~E) g = O ~ g = O , da 

A- 1\E er enentydig; ((A- 1\E)H) . .t.. = fOJ. 

1 .3 Antag, at A,B og A + B er tæt definerede operatorer; 

for f E: D(A +B), g E: D(A*+ B*) fås: ((A+ B~f'lg) = (Aflg) + (Bflg: 

= (fiA*g + B~:cg), og derfor g E: D((A +B)::~), (A+ B)*g = ("1.':'+ B'::)g; 
... B~.e (A + B) ~le • vi har vist, at A ... + ~ Hvis specielt A ,{) ld E: 1-....' gæ er: 

(A + B) (-A)' B* 
... 

A* ... * B = + ~ (A + B) ... - A ... + B 
~ ' 

(A + Bfl<, alt-

så (A + B)* A* * = + B o 

Antag, at A,B, og AB er tæt definerede operatorer; for 

( ) ( ~ *) ... * * f E: D AB , g E: D B''A fås: (ABflg) = (BfiA ... g) = (fiB A g), 

g E D(.(AB)*), (AB)*g = B*A*g; vi har vist, at B* A~::~ (AB)*. Hvis 

specielt A E ·t, gælder (AB)*= B*A! thi f E: D(B), g E D((AB)*) 
* * * ~ medfØrer (BfiA g)= (ABflg) = (fi(AB) g), A g E: D(B·), derfor 

g E D(B':'A*), og B':.A*g = (AB)*g. 



·r,. (l.· 
l 

-,:- -r 
-" 

Mat. 6, 1962-63 K IV, 1 , Øv. 1 -6 a • 

1 • 

2. 

Lad m være Lebesgue målet på R, H 
\;0 

2 (.. .. ) ., = L m R,C , g en funktion 

E H. En operator A defineres ved: 
('<. o 

D(A) = J/ ,itr = f'( o)· g 

f'or f' E D( A). Vis, at A ikke kan afsluttes; find A*; bestem 

af'slutrringen af G(.l':..) • 

Vis f'Ølgende regneregler f'or operatorer på et Hilbertrum H: 

T1+T2 = T2+T1 , (T1+T2 )+T
3 

= T1+(T2+T
3

),0T ~ O,(T1 T2 )T
3 

= 

T1(T2T3),(T1+T2)T3 = T1T3+T2T3' T1(T2+T3) ~ T1T2+T1T3' 

T1 (T2+T
3

) = T1T2+T1T
3 

hvis D(T1 ) =~;giv eksempel på opera-
~~ n: 

torer, så at ~1 (T2+T3 ) t T1T2+T1T
3

; vis, at hvis T1 og T2 er 
,,· -1 -1 -1 

enentydige, er T1T2 enentydig og (T1T2) = T2 T1 ; hvad 

kan man slutte om T1 og T
2

, hvis det er givet, at T1T2 er 

enentydig? 

3. Lad B1 ,B2 ,T1 ,T2 være operatorer på et Hilbertrum H,~ og B2 

E L' så at Bi kommuterer med Tj' i, j= 1 ,2. Vis, at T.
1 

kom

muterer med B1+B2 og med B1B2,og at B1 kommuterer med T1+T2 
og med T1T2 • 

4. Lad.<'.. være en symmetrisk operator. Vis, at f'or n E N og 

5. 

x E D(An) er ll.tuelin ~ 11 .. Px11 • llxlln-1 , og a t = gælder, hvis og 

kun hvis x er egenvektor f'or A2 eller O, eller n= 1. Vis, 

at .. \.n er afsluttet, hvis li er afsluttet. 

Lad .i.'.. og B være opera tor er, så a t J,B = B./ .. og B - 1 E 

a t .. -~ kommuter er med B - 1 • 

( • Vis, 
C''-

6.a) En operator T E '2/_(H@ H,H@ H). .beskriv6a ved·.e:m . .:'m:i:ttrix 

(T .. ) , i, j = 1, 2, hvor T .. naturligt kan id en tif'iceres med 
lJ lJ 

en operator E~/ (H,H)(jf'r. III,1 ,øv. 6). 

Lad f'or en afsluttet, tæt defineret operator S på H, P(S) 

betegne projektionen på G(S). Find matricen f'or P(s*) ud-

trykt ved matricen f'o[ P(S). 
. ~E+S S)-

1 
ved S. ( lØsn1ng: * -1 

S(E+S S) 

Find matriyen f'or P(S) udtrykt 
s* ( E+ss*)- J 

"· ( *) -1 ; udnyt, at enhver SS... E+SS 
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s ... 
vektor(f,O) kan skrives 

s* (f,O) = (u,Ju)+(-~ v,v), til at vise, at E+~~wSafbilder på H). 

b) Vis, at ~~~ er selvadjungeret. 
r'!! (l 
J '<"' 
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7. Lad S være en tæt defineret, afsluttet operator. 

a) Vis, at (x,y) E G(S) n G(SID(s*s))l ~x~ O. 

b) Vis, at S er afslutningen af sin s8.mmentrækning til D(S *s)., 

* c) Lad T være en tæt defineret, afsluttet operator,. så at T T = 

S *s. Vis, at D(T) = D(S), og at IITxll = IISxll for x E D(T) (S og 

T er metrisk ens). 

8. En tæt defineret afsluttet operator N kaldes normal, 

hvis N* N ~ NN* • ~Vis,. at N er normal, hvis og kun hvis N * er 

normal, og hvis og kun hvis: D(N)=D(N ~, IINx li = li N*xll for 

x E D(N). 

9. For en vilkårlig tæt defineret, afsluttet operator T og 

'A E C gælder: (T* ~-~) 0- 1 (O) = [(T..- )::E)D(T)] l . 
10~ Lad V betegne mængden af operatorer V, så at D( V) er et 

.. . 1J(v'1 
afsluttet underrum i H, V er isometriskl og (E-V)Ø er tæt i H. 

Lad ~ betegne mængden af tæt defineredel symmetriske, afsluttede 

operatorer. 

Vis, at V E V ~ V har ikke egenværdien 1, ~i(E+V) (E~ V)-1 E s. 
(E-IV)_; _

1 Vis, at V --+-'-:_. i~E-··.V) er en en-entydig afbildning af t på ~ med 

den omvendte afbildning S --+- (S+iE) (S:r.iE)~ 1 (Cayley transformering). 

Vis, at s 1 <;: s2~ v1 ~ v2 • Dette giver en metode til at få over'"'" 

blik over mængden af afsluttede, symmetriske udvidelser af en 

given operator E ~' 

Vis, at D(V)~ = (s* +iE) 0'"1 (O), q.g (VD(v) )L = (S* ~iE) 0~ 1 (O) 

Vis, at S er selvadjungeret, hvis og kun hvis Y er unitært Dimen

sionerne af D( v)l og (VD(V) )l kaldes defekt indices f'or V og 

for S~ S har altså en selvadjungeret udvidelse, hvis og kun hvis 

defekt indices er lige store_, 

11. Lad A være en vilkårlig operator, l\ E; C \ {O} t x E H, 

så at A2x = ~2x 1 Vis, at x = u+v, hvor Au = '}.t.u og Av:::: ,..!v~ .. 
• l ( l ' ' t( .. _ - ,,1 ..J - ', l'/ J 

- ?. l• , · "), n 1:. l 

'!f' '-= 1 (~<- -~ .. A.·\\ 
/\ 
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12. Vi betragter igen mængden S af tæt definerede, afslut

tede, symmetriske operatorer. Antag S E S. Vis, at (x,y) E 

... l *2 *2 * G(Sj nG(S) ~x ED(S ), S x= -x. Vis, at G(S ) er sum 

af tre ortogonale UYL~arrum: G(S), { (x,ix) x E D(S ),S x= l * * 
ix J, og {(x,-ix) l x E D(S *), S *x= -..ix }. Vis, at D(S *)er 

* 0-1 * o 1 direkte sum af D(S), (S -iE) (O) og (S +iE) ~ (O). 

~ * * Hvis T E 0 er en udvidelse af S, S ~ T f T ~ S , består 

D (T) f k t f f D (S) S * . s * . a ve orer a orm x+y+z, x E , y = 1.y z = -1.z. 

Vis, at til et givet y, S* y = iy, findes højst et z, s* z = -iz, 

så at y+z E D(T) (udnyt, at alle egenværdier for T er reelle)'. 

Vis, at den herved definerede afbildning er en lineær isometri 

af et afsluttet underrum af (S* -iE) 0~ 1 (O) ind i (S • +iE) 0":"" 1 (O), 

og at der omvendt til enhver sådan isometri' svarer en udvidelse 
l 

' T ;] S, T E S. 

13._Udtryk den Cayley transformerede af en projektion P 

som linearkombination af P og E-P. 
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1 l ; 

§2. Integration af ubegrænsede funktioner. 

Lad 81 ~ :R2
betegne enhedscirklen: 81 = {(x,J1) E R

2
lx

2
-'".t.J,

2= 

lad R betegne foreningsmængden af R og et enkelt punkt=; 
= 

vi forsyner R med den entydigt bestemte topologi, m.h.t. hvilken 
= 

afbildningen: 

er en homeomorfi 

af 8 1 på R~. R= inducerer åbenbart den sædvanlige topologi på 

R; som basis for omegnene af= kan f.eks. vælges komplementær-

mængderne til mængderne Kn = {t E RI l tl ~ nJ, n E N. Roo er kom

pakt, og kaldes et punkts kompaktificeringen af R. (Jfr. indfØ

relsen af Riernann kuglen 9 Cartan: Fonctions analytique, p.90-91). 

En delmængde A~ R= kaldes et interval, hvis A eller Roo\A 

er ~ R og er et sædvanligt (eventuelt ubegrmtlSet) interval i R. 

Herefter kan vi definere mængden T(R ,c) af trappefunktioner på 
00 

R som mængden af endelige komplekse linearkombinationer af 
00 

karakteristiske funktioner for intervaller ~ R • 
00 

Lad der være givet en homomorfi p:T(R ,C) ~ ~' så at p(f) = 
00 

p(f)*, så at inf{p(fn) In E NJ = O for en vilkårlig fØlge af trap-

pefunktioner, der konvergerer punktvis, monotont aftagende mod O, 

og så at p(Xfool) = O og p(xk.) = E. p(X]-oo,t] )er da en monotont 
00 

voksende afbildning af R ind i mængden af projektioner i rf:_, kon-

tinuert fra hØjre i den svage topologi på ~. , og så at 

limfp(X]-oo,t])l t~ -ooJ =O, lim{p(X]-oo,tj)!·t -Jo +ooJ =E. Omvendt 

kan man ud fra en sådan funktion konstruere sig en homomorfi 

med de ønskede egenskaber. 

p er positiv 011 'k',;m 1mner udnyttelse af den ligc:11ge topo

logi på ;t, udvides til C(R ,c) og, under uJnyttelse af den 
00 

stærke topologi på 0, til en normeret algebra af begrænsede 
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funktioner L~(R ,c), således at den udvidede afbildning p er en 
p ~ 

normformindskende homomorfi ind i~' hvis sammentrækning til 

L=(R ,R) er en ordenstro afbildning af dette vektorlattice ind 
p 00 

i mængden af selvadjungerede operatorer i ~' og således at en 

sætning om majoriseret konvergens er opfyldt. 

En funktion f E C(R,C) kan på hØjst en måde udvides til 

en funktion E C(R ,C); udvidelsen er mulig, netop hvis 
00 

lim~f(t)lt ~ -oo} og limff(t)lt ~ +ool eksisterer og er lige store; 

vi vil i det fØlgende hyppigt identificere sådanne fuructioner 

l{ o 
med deres udvidelser; f.eks. vil vi betragte~, (R,C) som en 

delmængde af C(R ,c). 
00 

r' o 
For x E H definerer afbildningen v(x,x) :QV ~ R, givet ved 

v(x,x)(f) = (p(f)xlx), et positivt mål på R. Loo(R ,c) udgØres 
p 00 

netop af alle begrænsede funktioner f, for hvilke fiR er 

v(x,x) målelig for alle x E H. 

2.2. Lad nu f være en reel funktion på Roo, således at fiR 

er målelig med hensyn til v(x,x), Vx E H, og sæt I = n 

ft E Rllf(t)l ~n}, for n E N, og Pn = p(xin); vi kræver yder-

ligere, at supfP In E Nl =E. Disse krav er specielt opfyldt, 
n 

hvis fiR er kontinuert, og derfor begrænset på enhver kompakt 

delmængde af R; thi da er supfPnln E Nl = P(xR) = E, fordi 

P (x f 00 l ) = o. 

Vi sætter An = p(fxin), og definerer en operator Al n ved·: 

D(AI ) =P H, Al f= A f for f E D(AI ). A er selvadjungeret n n n n n n 

E ~' A = P A , og Al c Al for n,m E N, n __ < m. n nm n= m 

U {G(Ain) In ENj er graf for en vis operator A
0

; thi 

(o,y) E UfG(Ain)ln E Nl => 3 n E N, så at (o,y) E G(Ain) =>y= o, 

ogU{G(AI n)ln E N} er et underrum~ H
2

5 som foreningsmængde 

for en voksende fØlge af underrum. D(A0 ) =U fD(Ain) In E N} = ( 
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UfPnHin E :r~q; x E D(A0 ) => 3n E N, så at x E PnH' og A0x = Almx = 
A x for m 2 n; A0P = A , ~n E N. m - n n 

D(A0 ) er tæt i H, da supfP In E Nj = E, og derfor P x~ x, n n 

~x E: H. Desuden er A0 symmetrisk, thi x,y E D(A0 ) => 3n:::: f.r, så 

at x,y E PnH' og (A0xly) = (Anxly) = (xiAny) = (xiA0y). A0 har 

derfor en afslutning A0 = A~* ~ A~. 

fx E Hl (A x) er en fundamentalfØlgel er åbenbart et undern 

rum i H; hvis Anx ~ y E: H, vil 

derfor vil x E D(A0 ), og A0x = 

A~ A0 ved D(A) = fx E HI(Anx) 

x = P x ~ x og A0x ==A x ~ y., n n n. n 
y. Vi kan definere en operator 

er en fundamentalfØlgeJ, Ax = 

lim A x for x E D(A). For x E P H vil Ax~ A x, x E D(A) og 
n ~ n ~ 

Ax = A x = A0x; d.v.s. A0 ~ A. no -
A A A A- A-* - A* A* * d d Vi har: In~ 0 ~ ~ 0 ~ 0 - 0 ~ ~ A0 ; esu en 

PnA* ~ PnA~ ~ (A0Pn)* =A~= An. For y E: D(A*) = D(PnA::~) fås 

A y= P A*y ~ A*y, y E D(A), Ay = A*y. 
n n 

. - * Hermed er v2st, at A = A0 = A0 er selvadjungeret. Vi de-

finerer p(f) = A; dette er i overensstemmelse med den tidligere 

definition, hvis f er begrænset. p(f) afhænger ikke af f(~). 

For A E c, så at (f-A)-1 E L=(R ,c), f.eks. for A E C\R, 
p 00 

fås for vilkårligt x E H: A p((f-A)-1 )x = (A -AP )p((f-A)-i )x n n n 
+ APnp((f-A)-1 )x = p((f-A)x1 )p((f-A)-1 )x + APnp((f-A)-1 )x = 

p(x
1 

)x+ AP p((f-A)-1 )x = Pn(E+Ap((f-A)-1 ))x ~ (E+Ap((f-A)-1 ))x, 
n n n 

og derfor p((f-A)-1 )x E: D(A), (A-AE)p((f-A)-1 )x =x, altså 

A-AE= p((f-A)-1 )-1 , og (A-AE)-1 = p((f-A)-1 ).~ 

A = p(f) kommuterer derfor med enhver operator E:~, der 

kommu.terer med p( (f-A)-1 ), specielt med enhver operator p(g), 

g E L""'(R ,c). 
. . ; = -rr( ,) .~ vlf t- 'tJ ·l "',~f4· ), f) ·x o.· p({f-~)- 1 ) (,pl. ( rl,~~-" ?·.~t) :X 
uh-L et~ >a 'X E J' r · ·'" f '\ • ·' · · ~ · · P ' ." .u 

"'< l tt,.a ~,, ')(' ::::- .~ • 
t\.1 . 
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Da An -Arn = An(Pn-Pm) f'or n~ m_, er (An-Am)
2 = A~{Pn-Pn) =: 

A~ -A!. For en funktion f', af den type vi her betragter, og 
. . 2 

x E H, gælder: f l R E Lv(x,x) (R, R) ~ 

00 > r _l:f'IRI
2

dv(x,x") ={sup r (-r,R)
2 

Xrn dv_(x,x) In E: ·N] 

= supf(p((fiRXI )
2

)xlx)ln E N}= sup{(A~xlx) l n E t:TJ 
2 2 n 2 2 

~. ( (All-Am)xl x) = ((An -Arn) x l x) = IIAnx-Amxll -+ O_, 

n > ~, n,m __. oe ~ (Anx) er en fundamentalf'Ølge ..,. x E D(A), og 

i dette tilf'ælde gælder: [1f'IR.I
2

d v(x,x) = sup .[11An~11 2 1n E tf} 

= 11Axll2 • 

2.3. p(f) ville have fået samme værdi~ p(f) = 

P ( ( . 
.P-'\. ) -1 ) -1 >. \ ~ . i .......... f AE + .L " for vilkårligt A E .v ~, hvis vi . .s~et·: or 

fØlgen (I ) havde udnyttet en vilkårlig opad filtrerende (med n 

hensyn til ~) mængde [If l j E: J} af delmængder-af R, v(x,x) 

målelige for T/X E: H, så a t f l I er begrænset ~or .v j· E: J, og . . l j sup.{p(xij) j E: J) =E. D(p(f')) bliver herved karakteriseret som 

{x E Hl! {p(:rx1 j)x/ j E J, I j '? !klik feJl er basis :ror et :t'unda

mentalfil ter]. (Dette kan altså igen skrives om til 

{x E Htf'IR E: L~ (x,x)(~,R) J). 
funktioner på Roe, så at filh 

sæt I. = f t E R,, :fl.. (t) .l ~ 
1 ,n -

Lad nu f 1 og f 2 være reelle 

er v(x,x) målelig for T/X E H, og 

n}, In= I1 n n I2 n' Pi n= p(xi. ), og Pn = P1 n!P2 n' 
' ' ' 1 ,n ' ' 

i = 1 ,2,n E N. Da [t E Rllf'1 (t)+f2(t) l ~ 2n} ~ In' og 

{t E RI r-r1 (t) f2(t)f ~ n2 1 ";? In, er (f1+f2) lin og (f1.f2)1 In 

begrænsede; desuden er finln E N] opad filtrerende, og 

sup{Pnln E: ~q = sup{P1 ,njn E: N}• sup{P2 ,njn E: N} = E ( jfr.I_~I,4,6) ~ 
p(:r

1
+-r

2
) og p(f1 .r

2
) er derfor definerede, og D(p(f1+f

2
)) = 

{x E: Hl (p((f-1+f2 )xin)x) er en fundamentalfØlge],., og tilsvarende 

for D(p(f'
1
.f2 )), og for D(p(fi)) ,i = 1 ~;2. 
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Vi vil vise, at p(f1+f2 ) ~ p(f1 ) + p(f2 ), D(p(f1)+p(f2)) = 

D(p(f1+f2)) n D(p(f2)), og p(f1f 2 ) ~ p(f1).p(f2),D(p(f1).p(f2)) 

= D(p(f1f 2 )) n D(p(f2 )). 

For x E D(p(f1 )+p(f )) gælder: P x E P1 nH n P2 H~ 
2 n , ,n -

D(p(f1 )) n D(p(r2 )), og p(fi)Pnx = Pnp(fi)x, da Pn kommuterer 

med p(fi), i= 1 ,2;p((f1+r2 )x1 )x= p(f1x 1 )x+p(f2x 1 )x= 
n n n 

p(r1x1 )P x+ p(f2x
1 

)P x= p(f1 )P x+p(f2 )P x= 
1,n n 2,n n n n 

Pn(p(r1 )+p(f2))x ~ (p(f1 )+p(f2))x; d.v.s. x E D(p(f1+f2)), 

p(f1+r2)x = (p(f1 )+p(f2 ))x. 

For x E D(p(f1).p(f2)) gælder: 

p(f1f2xr )x= p(f1xr )Pnp(f2xr )Pnx = p(f1)Pnp(f2)Pnx 
n 1 ,n 2 ,n 

= Pnp(f1 )p(f2 )x ~ p(f1 )p(f2 )x; d.v.s. p(f1.r2 ) ~ p(f1).p(f2). 

x E D(p(f1+f2)) n D(p(f2 )) ~ p(r1x1 )x= 
n 

p((f1+f2 )x
1 

~f2x1 )x~ p(f1+f2)x-p(f2 )x, x E D(p(f1 )) n D(p(f2 )) 
n n 

= D(p(f1)+p(f2 )). 

x E D(p(r1.r2)) n D(p(f2 )) ~ p(r1x
1 

)p(r2 )x = 
n )x 

p(f1Xr )P p(f2)x = p(f1xr )p(f2Xr )x = p(r1r2xr 
n n n n n 

~ p(f1.r2 )x; d.v.s. x E D(p(f2 )) og p(f2 )x.E D(p(f1 )), altså 

x E D(p(f1 ).p(f2)). 
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1. Lad, med paragraffers betegnelser, f og g være to reelle 

funkt~oner, så at p(f) og p(g) er definerede• Vis, at 

(p(f)x l p(g)x) er reel for x E D{p(f)) n D(p(Ef') .Vis, at 

ll(p{f}+:tp(g) )~11 2 ~t= l!p(f)xll2+ IIP(g)xll 2, Vis, at p(f)+ip(g} er 

no~al (jfr. 1, øv. 8). 
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§ 3. B..E.9ktret for en ec.lv:adjungeret operat.9Y. 

En brudden, rational funktion, der er defineret og begrænset 

på R, kan slcrives PQ-1 , hvor P og Q er polynomier, Q ikke har 

reelle nulpunkter, og P har lavere grad end Q. PQ-1 kan identi

ficeres med en funktion E C(R ,c). 
00 

Lemma: Mængden af brudne, rationale funktioner, definerede 

og begrænsede på R, er tæt i C(R ,c). 
00 

Bevis: Lad g E C(Roo,C); g-g(oo)x~ kan approksimeres lige

ligt med en funktion f E fi} 0
• Antag, at f(t) =O for ltl f a-1; 

vi bestemmer et polynomium P, så at lf(t)-P(t)l ~E for 

l ti ~ a+1. For n E 2N sætter vi Qn(t) = (1+(ta-1 )n)-1 ; 

~(t)~ X[-a,a](t) for t E Roo \ fa,-aj, monotont i hvert af 

intervallerne ]-a,a[ og R \ [-a,a], ligeligt over kompakte 
00 

' '+ o delmængder. Vi vælger m E 2N, > graden af P, og K E R , sa at 

IP(t)Qm(t) ~E for !ti ~K. Sæt B= maxfsupf lf(t)l l t E[-a,a]}, 

supf IP(t)l a~ ltl ~ KJJ, og vælg n E: 2N, n> m, så at 

Qn(t) ~ 1-e; B-1 for ltl ~ a-1, og ~(t)~ EB-1 for ltl f a+1. 

For ltl ~ a-1 gælder: lf(t)-P(t)~(t)l ~ ~(t)lf(t)-P(t)l 

+ l f'( t) 111-~ (t) l ~ 1 • e;+B· e;B-
1 

= 2E; for a-1 ~ l ti ~ a+1 

gælder: lf(t)-P(t)Qn(t) l = IP(t)~(t) l ~ lf(t)-P(t)l ~ E; for 

a+1 ~l~~ K gælder: lf(t)-P(t)~(t)l ~ B•EB-1 =E; f'or 

l t l ~ K gælder : l f (t)-P (t) Qn (t) l ~ l P (t)~ (t) l ~ E • 

3.2. Vi betragter i det fØlgende en fast selvadjungeret 

operator ;-,. på et Hilbertrum H. 

Vi har åbenbart D(..:i) -:;; D(.:',.2 ) !i D( .. '\.3) -:;; ••• ; for 
. • n 

cx 0 ,, •• ,cxn,-y1 , ••• ,-yn·E c, cxn =f o,_er D(cxn ... '... + ••• +cx
0

E) = 

D( .. '..n) n ••• n D(E) = D(..'Ln) = D(cx (./'"-y
1 

E) ••••• ( .. ·~-y E)), idet 
n n 

D( .. i.-yvE) =D(.:~); hvis P(t) =ex t + ••• +ex 2 <X (t-y) ••••• 
n n o n 1 

(t-yn)' er cxn..' .. n+ ••• +cx
0

E = cxn(..:~-y 1 E) •••• ( .. : .. -ynE)., og denne opera-
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tor betegner vi P( ... : ... ). For to polynomier P og Q gælder da: 

(PQ) ( .. -... ) = p(_.-:...) Q(_,._), da graden af PQ er = (graden af P) 

• (graden af Q), og (P+Q) (_.i) ~ P(~-... ) + Q( ... ' ... ). Hvis 

).. • ) ( )-1 -1(· )-1 y
1 11 ••• ,y E li \ R er P( ... t... enentydig og P .1..·:... = a ~'...-y E •••• n n n 

• (..'...-y
1
E)-1 E- (jfr. IV,1 ,øv.2); specielt ses, at alle operato-

rer u~-yE)- 1 ' y El= R, kommuterer; da (a1 .... '...-aoE)(...' ... -yE)-
1 

= 

(a
1 

.... ·l-a
1 

yE+(cx
1
y -cx

0 
)EX .. ':...-yE) - 1 = a

1 
( ... l..-yE) (""l..-yE) - 1 +(a

1 
y-cx

0
) (....· ... -y E) - 1 

= a
1

E+(a 1y-a
0

) ( ... .:'i-yE)-1 E ~~ kornmuterer alle operatorer af 

denne form. 

For en rational funktion PQ~ , hvor Q ikke har reelle 

-1 
nulpunkter og graden af P er ~- graden af Q, d.v.s. så at PQ E 

C(R ,t), definerer vi p(PQ-1 ) = p(_.·._)Q(.t\.)-1 ; p(PQ-1 ) E ft, da 
00 

p(PQ-1 ) kan skrives som produkt af kommuterende faktorer af 

:formen (a
1 

... 'l-a
0

E) {.."1.-yE) - 1 • 

-1 -1 o For to sådanne fUnktioner P1Q
1 

og P 2Q2 :fas: 

p(P1Q1-
1

"P2Q2-
1

) = p(P1P2(Q1Q2)-
1

) = (P1P2)(~)(Q1Q2)(~)-1 = 
p1 (...<'...)P2(.:i.)Q2(ii.)-1Q1 (_.·~)-1 = p1 (A)Q1 ( .. '..)-1P2( .. i)Q2(;.._)-1 = 

p(P1Q1-
1

)p(P2Q2-
1

), og p(P1Q1-
1

+P2Q2-
1

) = p((P1Q2+P2Q1)(Q1Q2)-
1

) 

= (P1Q2+P2 Q1)(~)(Q1Q2)(~)-1 ~ (P1(A)Q2(~)+P2(~)Q1(~))Q1(~)-1 

Q2 (a)~1 = P
1

(A)Q1 (A)-1 + P2(A)Q2(A)-1 ; men da begge siderE~, er 

-1 -1 -1 -1 
p(P1Q1 +P2Q2 ) = p(P1Q1 )+p(P2Q2 ). 

Da ((.t'...-yE)-1 )* = ((-<':..-yE)*)-1 = Ui.-Y"E)-1 , er p(PQ - 1 ) = 

p(PQ-1 ).* Desuden er p(APQ-1 ) = AP(PQ-1 ). 

Hvis en rational funktion PQ-1 E C+(R ,c), er 
00 

PQ(t) ~ o, vt E R, og derfor = IP11 2 :for et passende polynomium 
-1 -1 2 -1 * -1 

P 1 ; derfor e r P ( PQ ) = p ( l P 1 Q l ) = P (P 1 Q ) P (P 1 Q ) ~ O • 

Det fØlger nu ordret som i III,§ 2, at p er normformindskende 

og på en og kun en måde kan udvides til en normformindskende 

homomorfi p a:f C(R ,c) ind i ~' og at der eksisterer en kompakt 
00 
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delmængde r:r(A) {;R , så at C(r:r(A),c) er isomorf' og isometrisk 
- 00 

med den mindste ligeligt af'sluttede delalgebra af'~' der inde-

holder E og (A-yE)-1 f'or alle y~ R, sådan at f'or en f'unktion 

f' E C(R
001

t) er billedet af' f'lr:r(A) = y(f'). 

Endvidere vises det som i III,§ 5, at p kan udvides til en 

positiv, normf'ermindskende homomorf'i p af en normeret algebra 

L 00 (R , C) af' begrænsede funktioner på R ind i t . L oo b es tår 
p 00 00 p 

herved af alle begrænsede funktioner, der er integrable med hen-

syn til samtlige mål v(x,x):f ~ (p(f')xlx). Specielt gælder 

T(R ,c)~ L00 (R ,t). 
00 - p 00 

For 'A E t\ R gælder: X{ooj(t).(t-r-.)-1 =O; derfor er 

p(xoo)(A-'AE)-1 =O, (A-'AE)-1H = D(A) ~ p(~)0-1 (o); da A er tæt 

defineret, kan vi slutte, at p(x ) = o. Vi kan derfor benytte 
00 

den i § 2 udviklede integrationsteori. Specielt er p(P) defineret 

f'or ethvert reelt polynomium P. Vi viser, at p(P) = P(A); for 
...... -1 -1 'A ~ rt sætter vi P'A = P-'A, og får p(P) = p(P'A ) + 'AE = 

(p~(A)-1)-1 ( ) " +'AE= P'A A +'AE= P(A). Dette giver specielt sæt-

ningen: 

Et vilkårligt reelt polynomium af en selvadjungeret opera-

tor er selvadjungeret. 

Sætning: A's spektrum er= r:r(A) \ fooj. 

Bevis (jf'r. III,2,5): Lad f' betegne den identiSke afbild-
. *) 

ning af R på R • For 'A E R \ r:r(A) er p(:r-r-.Y-1 ) E ·,1, (A-.f-.E) 
00 00 

p((f'-'A)-t) = p(f-'A)p((f'-'A)-1 ) = p(xR ) = E, og p(f-/A,)-1 ) (A-'AE) 
1 00 

~E med D(p((f-'A)- (A-'AE)) = D(E) n D(p(f'-'A)) = D(A)(jfr. 

) ) 
-1 -1 ..!J IV,2,5 , d.v.s. (A-'AE = p((f'-'A) ) E .;<J. 

Antag 'A E r:r(A) \ fooJ, (A-'AE)-1 E~. For ~n= 

. (1-nlf'-'AI) v O fås: sup{ I<'Pn(t) 11 t E r:r(A) 1 = 1, 

sup f l (f'( t)-'A)<pn (t) 11 t E r:r(A) 1 ~ O, derfor p( (f'-'A)<pn) = 
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(A-AE)p(cpn) ~ O, og 1 = IIP(cpn)ll ::: II(A-AE)-1p((f'-f.-)cpn) 11 ~ II(A-AE)-1 1 

·IIP(f'-r-)cpn)ll--+ o. 

*) For tilstrækkeligt lille å > O er p(X[r--å,f.-+o]) = o, og man 

f'inder ved anvendelse af definitionen :p((f'-f.-)-1 ) = 

-1 d' 
p( (f'-f.-) X[f---å ,f.-+å]) E ""J • 
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1, Antag, at A og B er kommuterende operatorer, A afsluttet 

og B E: Z . Vis, at hvis A* B* E: ~ ,, eller hvis A og B er 

selvadjungerede, gælder EA = fil, ._ Speci;elt gælder for poly

nomier P og Q, så at PQ-1 E: C(R ,R), at p(PQ-1 ) er afslutningen 
00 . 

af Q-1 (A)P(A). 

2. Vis, at p(Xa-(A)) =E. Vis, at oo Ef: er (A), hvis og kun 

hvis A E: Z . 
3~ Lad f være en reel funktion på R~, så at fiR er konti

nuert. Find cr(p(f))~ 

4. En selvadjungeret operator A kaldes positiv, A? O, hvis 

(Axlx)? O, 'V x E: D(A). Vis, at A? O <===> cr(A) \ [oo} ~ R+ u {O}. 

Vis, at der eksisterer en positiv operator B, 2 så at B = A .• 

5. Lad T være en tæt defineret afsluttet operator .. T0- 1 (o) 

er da et afsluttet underrum i H; projektionen P på det dertil 

ortogonale underrum kaldes T's støtte projektion. Projektionen 

Q på TD-('T) kan vi kalde T' s værdiprojekt ion_. 

Vis, at T = QTP, og at T* har støtteprojektion Q og værdi

projektion P, T *T tilsvarende P og P, og TT* Q og Q. 
' 

Hvis T E c/. og T afbilder PH isometr;i..~k på QH.~ kaldes T 

* en partiel isometri, Dette skel:', hvis og kun hvis T T = ~1,: el:J..er 

TT * -- Q_ ,• m * d · t · l · t · ~ er . a ~gen en par +e ~some r+. 

Vis, at en vilkårlig tæt defineret, a.fSilu"tltet Qpe:~atQ_r T 

på en måde kan skrives T ==Ul TI, hvor l TI ? Q og u er en par~~el 

isometri med samme støtte som T_, og at l T l = U* T, l T* l ;::: 
UITju• ~ 

Vis_._~; at T kan skrives T = U l T l , med l T l ? ,Q g g U -qnitær, 

hvis og kun l;l.y:J,.s (PH)l og (QH)-~ har samme dimension,,~ og at dette 

specielt gælder, hvis T er normal~ 

6~- Vis _ _, f,t ekf3/~ ved hjælp af øvelse 5." at en begrænset opera

tor er total kontinuert,_ hvis og kun hvis den er kompakt .. 

( jfr,,, III,, 7_, øv-tt"3 ).r, 



Mat. 6, 1962-63 K V, 1, 1 

v. Udviklingssætninger. 

§ 1. Multiplikationsoperatorer. 

Lad M være et positivt mål på R, H = L2(R,C). 
M M 

xi·f', 

morf' i 

Til et interval I~ R lader vi svare operatoren p(xi):f' ~ 

der åbenbart er en projektion E: .f. p udvides ti l en homo

T(R ,c) ~f€, på hvilken vi kan anvende den i IV,§ 2 ud-
00 

viklede integrationsteori. 

For x E H og f' E T (R,C) er M o 
v(x,x)(f') = (p(f')xlx)= · 

M(txx) = lxi
2
M(f'), d.v.s. v(x,x) = 

II,2,7). En funktion f' er derf'or v(x,x) målelig f'or alle x E H , 
M 

hvis og kun hvis f' er M målelig. Da v(x,x)(xR) = . 

supfv(x,x)(X[- ])InE N1 = supfM(Ixi
2
X[- ])l n E N1 = 

n,~ n,n 

llxll 2 < oo, er enhver begrænset v(x,x) målelig funktion v(x,x) in-

tegrabel, L00 

=L~ (jf'r. III,5,3), og f'or f' E L00 er (p(f')xl x)= p r p 

v(x,x)(f) = M(flxl 2 ) og derf'er også (p(f')xly) = M(fxy) f'or alle 

x,y E H , dette viser, at f'or vilkårligt f E Loo er p(f') opera-
M p 

toren :x ~ f'x. 

Lad nu f' være en reel, M målelig, M næsten overalt endelig 

funktion på ~' og f'or n E ~ In= f t E R' l f( t) l ~ n1, Pn = 

p(x
1 

); da er I =R\ li I en M nulmængde, og f'or x E H f'ås oo tl n M 
n 2 2 ·· 2 

flx-Pnxll =M( lxl XR\I ) ~M( lxl x 1oo) =O. Derf'or er p(f') def'ine-

n 2 l 2 2 ret; D(p(f')) =fx E H !fE L ( )1 =fx E H M(lf'l lxl) < ooJ M v x,x M 
= fx E H lf·x E H 1 , og f'or x E D(p(f')) fås p(f')x = 

M M 

limfp(f'x1n)xfn ~ oo1 = limffx1nxln ~ oo1 = f'.x~onvergens i HM, 

og M næsten overalt). 

Speciel t vil vi betegne den ti l funktionen t ~ t svarende 

selvadjungerede operator A • 
M 

Sætning: A E R tilhØrer spektret for A , hvis og kun hvis 
M 

M([a,b]) f O f'or a< A< b; A er egenværdi for A , hvis og kun 
M 
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hvis J.L( {/\l) t O. 

Bevis: Hvis J.L([/\-å, /\+å])= O ~oret tal å> O, ~år vi ~or 

vilkårligt x E D(AJ.L): 11 (AJ.L -/\E)xil
2 

= f l t-/\1 2 1 x( t) 12d;L ~ 
:R\[/\~Q',/\+6'] 

å
2

llx1!
2

; der~or er A -AE invertibel, og den inverse er begrænset 
J.L 

og selvadjungeret (da A-1* = A*-1 , når blot en a~ siderne er de-

~ineret), der~or tæt de~ineret og a~sluttet; det ses let, at en 

tæt defineret, a~sluttet, begrænset operator er overalt de~ine
n 

ret, altså E /if . 
Hvis J.L([/\-0. 1 /\+å]) = aå t O for alle å> O, ~år vi for en-

-1. 2 
hedsvektorerne x å = a å 2 X[/\-å ,1\+å]: 11 (AJ.L -/\E)xåll -1 J = aå 

[1\-å ,1\+å J 

l t-/\l
2

d;L ~ å 2
, og derf'or, at A -/\E ikke kan have nogen invers·. 

J.L 
E Z • 

1\ er egenværdi, hvis og kun hvis der 3x E H , så at 
J.L 

AJ.Lx =/\x og x t O~ jlt~~l 2 1x(t)! 2d;L·= O og jlxl 2d~ f O~ 

x = O J.L næsten overal t i R \ {/\j, men ikke J.L næs ten overal t i. 

1 .2. Vi betragter en afbildning~ a~ R ind i mængden af' 

n x n komplekse matricer med ~Ølgende egenskaber: 

1) For 1\ E: R er g(/\) hermitesk, d.v.s. J.L· .(/\) = J.L .. (/\),i,j=1, ••• ,n - lJ Jl . 
2) For /\1 < /\2 er ~(/\2 )-~(/\1 ) positiv semidef'init, d.v.s. f'or 

~E Cnert:_(M(/\2)-~(/\1))~1 ~o. 

Af' 1) ~Ølger, at funktionerne J.L·. er reelle, af 2) fås, at 
l l 

de er monotont voksende. 
. ., l ' 

Endvidere fås, idetl':vi ":~l;iv~r g 1 for ~(/\2 )-~(/\1 ): 
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( . l )2 ( t )2 l ' 12 ' ' 1( ' ' )2 . t Re~ij + Im~ij = ~ij ~ ~ii~jj ~ 4 ~ii+~jj ; det sesp a 

ReMij og ImMij er af lokalt begrænset variation. Stieltjes inte~ 

gralet ~~~ij er der~or de~ineret ~or en vilkårlig stykkevis 

kontinuert ~unktion, der er nul uden ~or en kompakt mængde~-

Vi de~inerer en interval~unktion ~ved ~([a,b]) = 

~(b+)-~(a-),~(]9-,b])::;~(b+) J.1l a+), M([a,b[) = bf(b-)- (a-), 

M(]a,b[) =~(a+) -M(b-). ~(I) er da :positiv semidefinit 

for ethvert begrænset interval r. 

Lad C t(R,bn) være mængden a~ funktioner f:R ~ Cn 7 så at o,s 

~n er stykkevis k~ntinuert og nul uden for en kompakt mængde; 

(f,g) --> (flg) = L J:r1fijdfJij er en hermitesk f'orm på co,.st(R,6\ 

i' j=1 

, d.v.s. (a~+glh) = a(flh)+(glh) og Cs:l!) = T:fr&To 
For en ~unktion i C t(R,Cn) a~ ~orm x-~, hvor I er et o,s r--

n . -
begrænset interval og~ E C , er (x1~1XI E ) = ~~(I)Cj ~ O; 

~or disjunkte intervaller I
1 

og I 2 og vilkårlige vektorer ~1 og 

~2 er (xi~~ lxif2 ) = ~~(I1 n I 2 )~2 l = o'-, og derfor også 

(x
11 
~+x12e.2 1.~ 11E1 +x1:f2 ) ~ o. Da enhver ~unktion f E co,st(i-<.9cn) 

kan a:pproksimeres ligeligt med funktioner a~ typen~ Xr f:~ " med 
'V~·!! 

I n I = v ~ 
Ø ~or v f ~ og nul uden :for et ~ast interval, er 

(:fif) __ > O ~or alle ~. C t(R,bn) er der~or et quasi :præ Hj_l"b:.:.~rt·o,s 

rum med hensyn til det indre :produkt (. 1·). 
Vi vil uden bevis benytte ~Ølgende: 

Sætning: Til et vilkårligt quasi :præ Hilbertrum H :fj_ndes 
.D d','[-.:) o :r 1· •• ; f L~·-·~:,, 2'1 

et og :på nær isomor:fi kun et Hilbertrum H og en ~omome~a a~ 

H :på et tæt underrum i H, således at -a2·=j~(-cr)~c~=·t:r-·€~H-·l·-l·l:f-rr-~-G-J~:) o o 
Rummet H kan betragtes som bestående af ækvivalensklasser 

a~ fundamentalf'ølger af elementer :fra H , jfr. Cantors indf'Ø:eelse 
o 

a~ de reelle tal. 

~ 0\' ff!t ;. 
O( ,, r! ~. :-· l •.·. \ f\ ) 

(1 (l . :.' . ,·:. 
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Bemærkning til K V, 1 ~·4, andet af'snit. 

Afsnittets påstande f'Ølger let af': 

Lemma: Lad H være et Hilbertrum, H et tæt underrum; enhver be
o 

grænset lineær af'bildning A : H 4 H, kan på en måde udvides til o 

en operator u(A) E: cJ:,, u(A) = A. For to sådanne af'bildninger A og 

B gælder: u(A + B) = u(A) + u(B), og hvisAH
0 

<; H
0 

u(BA) = u(B) 

u(A); hvis A er symmetrisk, er u(A) selvadjungeret; hvis en f'Øl

ge An er ensartet begrænset (3 c, så IlAni! ~ c, Vn E: N) og Anx ~ 
. i• 

Bx, vx E: H , hvor B E:~' så vil u(A ) ~ B i den stærke topologi o n 
"' 

på H. 

Bevis: I, 1, 10 er det bevist, at A har en udvidelse u(A), 

som let ses at have samme norm som A. Vilkårligt x E: H er græn-

seværdi f'er en f'Ølge fx E: H In E: N}; (Ax ) er da fundamental-n o n 

f'Ølge, derf'er konvergent; A er derf'er overalt def'ineret, og må 

være= u(A). Da Ax 4 Ax = u(A)x, Bx 4 u(B)x, (A+ B)x ~ 
n n n 

u(A)x + u(B)x og BAx ~ u(B)u(A)x, gælder u(A +B) = u(A) + u(B), 
n 

u(BA) = u(B)u(A). 

Antag nu, at Anx ~ Bx, vx E: H
0

, B E: f, liAn li ~ c; f'er y E: H 

og E > O og passende x E: H
0 

f'ås II(An- B)yll ~ II(An- B)(y- x)ll 

+ 11 (An - B)xll ~ (c + li Bil) IlY - xll + ~ < E f'er tilstrækkeligt store 

n. 

Hvis A er symmetrisk, er A symmetrisk og E: , altså selvad-

jungeret. 
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Det således til C t(:R,cn) svarende Hilbertrum vil vi be-o,s . 
tegne H • Idet vi, som sædvanlig, identificerer funktioner f og 

~ 
g med 11! .... &11 = o, identificerer vi C t(:R,c ) med et tæt under-o,s n 

rum i B . 
l!= 

Til et interval I~ R lader vi svare en operator :f~ Xr ·f, 

der er en begrænset operator på C t(R,Cn), hvis afslutning er o,s 

en begrænset projektion p(x1 ) E Z= ~(HM,HM) (da p(x1 )HM og 

0'-1 p(x 1 ) (O) er ortogonale og udspænder HM) •. p udvides til en 

homomorfi T(R ,C) ~ fl, og vi kan igen anvende integrationsteo-
oo -v 

ri en. 

For x og y_ E 

~t 
co,st(R,Cn) og f' E To(R,C) er v(~,z)(f) = 

Jfxiyj dMij; dette gæider da også for funk-

i' j=1 

tioner f, der er stykkevis kontinuerte og begrænsede på R; for 

sådanne er altså p(f)~ =f-~; p(f) er afslutningen af op~ratoren 

x~ f-~· 

Lad f være en reel stykkevis kontinuert funktion på R, og 

for n E N In= ft E RI lf(t)l ~ nj, Pn = p(x1 ); da er p(f) defi

neret, og D(p(f)) ~u fP H In E Nj ~ C t(R~Cn) ~ T (R,Cn); for - n g - o,s - o 

~ = x1 ~E C0 st(R,Cn) er p(f)~·= p(fx1 )~ = fx1 ~=fx. Af'slut-
n ' n n 

ningen af p(fx
1 

)'s sammentrækning til T(I ,en) indeholder sammen-
n n 

trækningen af p(fxr ) til P H , da T(In,cn) er tæt i PnH_
11

, og 
n n!!=. ~ 

p(fx1 ) er begrænset; derfor er også afslutningen af sammentræk-
n n a.~~~furNcdt" 

ningen af p(f) til T (R,C ) = p(f), da p(f) er den mind~te·vudo 

videlse af alle p(fx
1 

)
1
; H. 

n n/:1. 

Specielt betegner vi den til funktionen t~ t svarende ope-

rator A • 
!!= 

Funktionen~ kaldes et n-dimensionalt matrixmål. 
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Bemærkning til K V, 1,4, andet a~snit. 

Afsnittets påstande ~Ølger let a~: 

Lemma: Lad H være et Hilbertrum, H et tæt underrum; enhver beo 

grænset lineær a~ildning A : H ~ H, kan på en måde udvides til 
o 

en operator u(A) E 1._, u(A) = A. For to sådanne a~ildninger A og 

B gælder: u(A + B) = u(A) + u(B), og hvis AH
0 
~ H

0 
u(BA) = u(B) 

u(A); hvis A er symmetrisk, er u(A) selvadjungeret; hvis en fØl

ge An er ensartet begrænset (3 c, så !!Anli ~ c, Vn E N) og A
11

x -+ 

(• 

Bx, Vx E H, hvor B E~' så vil u(A) ~B i den stærke topologi o n 
_j 

på H. 

Bevis: I, 1~ 10 er det bevist, at A har en udvidelse u(A), 

som let ses at have samme norm som A. Vilkårligt x E H er græn-

seværdi for en fØlge fx E H In E N}; (Ax ) er da ~undamental-n o n 
.... 

~Ølge, der~or konvergeht; A er der~or overalt defineret, og må 

være= u(A). Da Ax ~ Ax = u(A)x, Bx ~ u(B)x, (A+ B)x ~ n n n 
u(A)x + u(B)x og BAx ~ u(B)u(A)x, gælder u(A +B) = u(A) + u(B), n 

u(BA) = u(B)u(A). 

Antag nu, at Anx ~ Bx, 'r/X E H
0

, B E f, llAnll ~ c; ~or y E H 

og E >O og passende x E H
0 

fås II(An- B)yll ~ 11(~- B)(y- x)ll 

+ 11 (An - B)xll ~ (c + li Bil) IlY - xll + ~ < E for tilstrækkeligt store 

n. 

Hvis A er symmetrisk, er A symmetrisk og E , altså selvad

jungeret. 
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1. Lad~ være et positivt mål på R, H = L2(R,t), p den 
~ ~ 

tilsvarende homomorfi L; ~,f. Vis, at et positivt mål p, der er 

absolut kontinuert m.h.t. ~' har . form v(x,x) for en vektor 
1 x E H~, hvis og kun hvis xR E Lp. 

2. Lad K være en endelig delmængde af Rj lad et matrix mål 

M opfylde: y(I) = O for ethvert interval I, så at I n K= Ø. 

Beskriv H . Find specielt udtryk for dimensionen af H • 
y y 

3. Lad et to dimensionalt matrix mål y være bestemt ved: 

y(I) = O for ethvert interval I, så at I n N= Ø, 

1 1 - n-2 

y( {n1) = .( ) ' 
1 - n - 2 1 

n E N. 

Find en begrænset, kontinuert vektorfunktion f, så at 

(f X[-n,n]) er en fundamentalfØlge i Hy' men f 1 og f 2 er ikke 

integrable m.h.t. alle målene ~. . , i, j = 1 ,2. l,J 

Beskriv spektret for~AL i forhold til y's vækst-egen
/J 

skaber. (Det vanskeligste punkt er vist at vise, at y(fAJ) er 

+O for enhver egenværdi A). 
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§ 2. Multi~licLtet. 

Vi betragter et Hilbertrum H og en selvadjungeret operator 

A på H med spektralmåle~ p(xr) = P(I). 

Et afsluttet underrum F c H siges at være et frembringende = 
underrum for A, hvis {P(I)xii E ~,x E FJ udspænder H (~ be-

tegner mængden af kompakte intervaller c~), d.v.s. hvis enhver 

vektor E H kan approksimeres med vektorer af formen p(f
1

)x
1

+ ••• 

+ p(fn)xn,f1 , ••• ,fn E T
0

(R,b),x1 , ••• ,xn E F. 

Da P( [ -n,n] )x -)o x, n··-)o·· .... , for ethvert x E H, er H et 

frembringende underrum for A. 

Definition: A har multiplicitat n, hvis: 1) A har et n-dimen

sionalt frembringende underrum, 2) ethvert frembringende under-

rum har dimension ~ n. 

Hvis underrummet i H frembragt af vektorerne x1 , ••• ,xn er 

et frembringende underrum for A, kalder vi x1 , ••• ,xn en frem

bringende basis for A. 

Definition: En lokalt defineret n-dimensional frembringende 

basis for A med definitionsmængde J er n afbildninger J-l' x (J), 
v 

v = 1, ••• ,n, af en mængde J af beirænsede intervaller c R ind 

i H, så at 

1)~~ U{JIJE~},,2)YE~,I~JE~-.IEJ, 
3) P(I)xv(J) = xv(I n J) for v = 1, ••• ,n, I E l:, J E J, 

4) {xv (J) l v = 1, ••• ,~,J E J} udspænder H. 

Bemærkning: Hvis J1 u··J2 E J og J1 n J 2 = Ø, gælder 

xv(J1 u J2) = P(J1 u J2)xv(J1 u J2) ::: (P(J1 )+P(J2))xv(J1 u J2) = 
xv(J1 )+xv(J2). En given lokalt defineret basis kan på en og kun 

en måde udvides til en ny med definitionsmængde bestående af 

alle begrænsede intervaller; thi ethvert begrænset interval I 

kan skrives som foreningsmængde af endeligt mange disjunkte in-
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tervaller E J; hvis dette er gjort ·på to måder, I= J
1

u ••• uJ
1 

= 

~u • •• uKk, har 

~ xv(J)) = 
~ 1 

vi: 

I~ x (I) = ~~ 
v A.~1 

t t x v( Jf.. n KJC) = t~ xv(KJC); definitionen 

xv(JA) giver den søgte udvidelse. 

Sætning: A har multiplicitet ~ n, hvis og kun hvis A har en 

lokalt defineret n dimensional frembringende basis. 

Bevis: Hvis F er et n dimensionalt frembringende underrum 

for A, og x 1 , ••• ,xn er lineært uafhængige vektorer i F, er af

bildningerne I~ xv(I) = P(I)x~, v= 1, ••• ,n,definerede for 

I E 1, en lokalt defineret frembringende basis. 

Hvis A har en sådan basis, kan vi antage, at den er define

neret for alle begrænsede intervaller. Lad K1,K2,··· være nume

rabelt mange disjunkte begrænsede intervaller, der overdækker R, 

og lad Kv 1 ' Kv2, ••• være de højst numerabelt mange af disse, for 

hvilke x (K 1 ) + O; rækken ~ 2-1 11x (K 
1

)11-1x (K 
1

) er da konver-
vv l vv vv 

gent i H, vi kalder summen x; x
1

, ••• ,x er da en frembringende v n 

basis, og underrummet i H udspændt af x 1 , ••• ,xn er højst n di-

mensionalt .. 

§ætning: Lad ~være et n dimensionalt matrixmål på R. ~ 

har multiplicitet <n. 

Bevis: Lad ~1 , ••• ,en være den sædvanlige basis for bn. Af

bildningerne I ~ XI~v af mængden af begrænsede intervaller c R 
ind i HM er en lokalt defineret frembringende basis for A, da 

T
0

(R,bn) er tæt i HM. 

2.2. Lemma: Lad ~o være en lineær isometrisk afbildning af 

et tæt underrum H
0 

i et Banachrum H på et tæt underrum K
0 

i et 

Banachrum K. ~o kan på en måde udvides til en lineær isometrisk 

afbildning af H på K. 
, 

Bevis: ~o kan på en måde udvides til en kontinuert lineær 
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afbildning ep af H ind i K. For A = fx E H
0 

lllxll -;: 1 ~ fås: A = 

[x E Hlllxll? 1 L cp(A) r_ ep(A) ~ [x E Klllxll-;: 1}, d.v.s. q> er 

normformindskendeo ep - 1 udvides tilsvarende til en normformind-
o 

skende lineær afbildning Ø af K ind i H. ep~ og ~ep er da konti-

nuerte udvidelser af de identiske afbildninger af K
0 

og H
0

, og 
-1 

er derfor de identiske afbildninger af K og H, d.v.s. Ø= ep , ep 

afbilder H på K 1 og ep og Ø er isometrier. 

En lineær isometri ep af et Hilbertrum H på et andet K beva-

rer også det indre produ~t: (epxlepy) = (xly), da (xly) = 

3 
~ i nllx+i nYII 2

, og bevarer derfor alle Hilbertrum teoretiske be-

n=O 
o-1 greber. Afbildningen A-? ep o A o ep er da en afbildning af mæng-

den af operatorer på H på mængden af operatorer på K, der beva-

rer alle de i det foregående indfØrte begreber; f.eks~ er A og 

ep o A o ep 0
-

1 samtidigt selvadjunge~ede. 

Hvis der for en operator A på et Hilbertrum H og en opera

tor B på e t Hilbertrum K elcsisterer en lineær isometri q> af H på 

K, så at B = ep o A o epo-i, siges A og B at være rumligt isomorfe 

eller unitært ækvivalente (selv om ep som regel kun kaldes uni

tær, hvis H= K). 

Vi vil vise, at en selvadjungeret operator A med endelig 

multiplicitet på et Hilbertrum H er rumligt isomorf med en mul-

tiplikationsoperator. 

Lad da A have multiplic~.tet S n, og lad x1 , ••• ,xn være en 

lokalt defineret frembringende basis, som vi gerne kan antage 

defineret for alle begrænsede intervaller. 

Vi definerer en matrixfunktion M på R ved 
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(x i ( J o, t J l x j ( lo, t J ) ) 

o 

-(x. ( ]t,oJ) 1 x.( ]t,o]) 
l J 

t > o 
t = o 

t < o 

K V, 2 1 4 

i,j=1, ••• ,n. 

Lad p være den til A svarende homomorfi L;~~ Vi minder 

om, at en majoriseret, punktvis konvergent fØlge af funktioner 

overføres i en fØlge af operatorer, der konvergerer i den svage 

topologi på ;!, og hvis konvergensen er monoton, endog i den stær

ke topologi på[(. Heraf fås, at (x. (I) l x .(I)) =t-ti .(I) for 
l J J 

i,j = 1 , ••• ,n og vilkårligt begrænset interval r. 

H -- L2(R' >..n) Vi ønsker at definere en lineær isometri '" af ,~ 
'~' !J M 

på H. For ~ E en og begrænset interval I sætter vi t/J(~I) = 
n n 
Z f x (I) = Z p(f Xr)x (J) for vilkårligt begrænset interval 

v=1 v v v=1 v v 
2 n - 2 

J;; I; 111/J(xrE)II = . ~ fit-t1 /I)fj = llxrell • t/J udvides ved line-
l' J=1 

n 
aritet til en isometri: f= f Xr ~ Z p(fv)xv(I) af T (R,Cn) på 

i=1 o 

et underrum H c H, der er tæt i H, da x1 , ••• ,x er en lokalt o n 

defineret frembringende basis for A. Da også T
0

(R,Cn) er tæt i 

H , kan Ø udvides til en isometri af H på H. 
~ M 

En funktion g = BXr E C t(R,Cn) kan approksimeres ligeligt o,s 
med en fØlge f -m = fmXr af trappefunktioner; så gælder !m~ g i 

H og p(f .) ~ p(g.), 
~ •m,1 1 i=1, ••• ,n, 

n n 
lim Z p(f .)x.(I) = Z p(g.)x.(I). 

i=1 m, 1 1 i=1 1 1 

Lad p være den til A svarende homomorfi; for en stykkevis 
1:1 1:1 
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kontinuert, reel funktion f er p (f) afslutningen af operatoren 
M 

. • ( ' >--n) ( , >.n) • g_-+ fg def1neret pa T
0 

R,v • For g = BXr E T
0 

R,v fas: 
n .. . n . 

~op (f)g = ~(fg) = ~ p(fg. )x.(I) = ~ p(f)p(g. )x.(I) = 
Il. - "1 l l "1 l l = l= l= 

p(f)o~g. Afbildningen (g,h) -+ (~g,~h) fØrer en tæt mængde i G(pU(f» 

ind~ G(p(f)), idet (~g,~op (f)g) = (~g,p(f)o~g) for g E T (R,Cn), og-
U - o 

derfor G(py(f)) ind i-G(p(f)); d.v.s. ~opy(f)o~0-1 ~ p(f); da 
- - o-1 

begge sider er selvadjungerede, er ~opy(f)o~ = p(f) (da B~ C 

~ c* ~ B*). pM(f) og p(f) er altså rumligt isomorfe. Specielt 

er ~oA = Ao~. 
M 

Sætning: Lad A være en selvadjungeret operator på et Hil-

bertrum H, x1 , ••• ,xn en lokalt defineret frembringende basis, p 

den til A svarende homomorfi. Der eksisterer et matrix mål M og 
n 

en lineær isometri ~ af H på H, så a t ~ (g) = ~ p (g. ) x. ( I) for 
M i=1 1 1 

g= BXr E C t(R,Cn), og så at p(f) =~op (f)o~ 0- 1 for enhver o,s M 
.. 

stykkevis kontinuert, reel funktion f på R. 
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1. Lad A være en selvadjungeret operator med multiplicitet 

n. Vis, at A har en frembringende basis x
1 

, ••• ,xn, så at det til

svarende matrix mål y har diagonalform. Vis, at der eksisterer n 

projektioner P
1

, ••. ,Pn på parvis ortogonale underrum i H, kommu-

terende med A, så at E = P1 

ning til P H, opfattet som 
v 

v= 1, .•• ,n. 

+ ••• + P , og så at A' s sammentræk
n 

operator på P H,har multiplicitet en, 
v 

2. Et afsluttet underrum F~ H siges at V@re separerende 

for en mængde :'B af operatorer, hvis B1 ,B2 E .' 1;, B
1 

t B2 =} 3X E F, 

så B1x t B2x. Vis, at F er et frembringende underrum for den 

selvadjungerede operator A, hvis og kun hvis F er separerende for 

r B p l BA ~ E u----. ~ AB J. 
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§3. En udviklingssætning. 

I denne § bevises en s~tning, der er den Hilbertrum teore

tiske kerne af en sætning om differentialoperatorer (jfr. Nai

mark: Lineare Differentialoperatoren, specielt§ 21 ). 

Vi antager givet et Hilbertrum H, et t~t underrum H , en o 

selvadjungeret operator A med tilsvarende homomorfi p, og en li-
, >-,n 

neær afbildning 2. af H
0 

ind i mængden af afbildninger: R~ v , 

så at 

1) ~(f) er kontinuert for ethvert f E H
0

, 

2) til f E H og A E R, så 
o at !(f)(A) =o, eksisterer der 

v E H n D(A), så at (A- AE)v =f, o / 
~ 

3) til A E R eksisterer der f
1 

, ••• ,fn E H
0

, så at vektorer-

ne 2(f1 )(A), ••• ,~(fn)(A) E Cn er lineært uafhængige, dvs. så at 

determinanten det(~.(f.)(A)) f O. 
J l 

Lad, for et vilkårligt interval I c R, m(I) betegne længden 

af I. 

Lemma: Lad A E R og w E H opfylde 2_(w)(A) =O; der eksiste
o 

rer 6' > O, så at IIP(xi)wll ~ m(I) for ethvert interval I, der op-

fylder A E I c [A- o,A +o]. 

Bevis: Lad e betegne funktionen t ~ t, defineret for t E R. 

I fØlge egenskab 2) eksisterer der v E H n D(A), så at (A - AE)v o 

= w. Da X[A - o,A + o] J XfAJ f'or o~ o+, ko:r;lvergerer 

p(x[A - o,A +o]\fAJ) mod O i den stærke topologi på it; speci-

elt kan vi finde o> o, så at IIP(X[A- o,/\+ o]\ fAJ)vll ~ 1. 

For et interval I, så at A E I<; [A- O,A +o], fås IIP(xi)wll = 

IIP(xi) p(e- A)wll = llp((e- A)xi)p(X[A- o,A +o] \fAl)vll ~ 

llp((e- A)xi)II ~ supfjt- Al j t E IJ ~ m(I). 

Sætni~: Lad I være et kompakt interval. Antag, at a 1 , •.• ,an 

E H
0 

opfylder: det(~j(ai)(A)) f O for A E I; lad t(A) være den in-
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n 

definer gi ( I) = \ p (i". . X r) a: . , i = G l,J J 
1, ••• ,n. For et interval 

j::1 n 
= L p (<li i (f) XJ) g i ( I ) . 

i=1 

Bevisz w's komponenter y, . er stykkevis kontinuerte og op-
e J.,J 

n 

fylder I -ti,j<lik (a: j)= o1,kxi (oi,k = 1 for i= k,= o ellers) .. 

j =1 

Vi antager fØrst, at J er kompakt, og vælger a E R+, a f m(J). 

n 

Vi sætteri: i"i,j q;i(f)xJ= Fj, j= 1, ••• ,n; herved fås 

i=1 
n n n 

~ p(<Pi(r)xJ)gi(I) = L p(<lii (f)xJ) Lp(i-i,j xr)a:j = 

j=1 i=1 i=1 

.. ~n 

= I P (F j )ex j ; for 1\ E: J finder vi : 

j=1 j=1 
n 

= L i-i,j(/\) q;i (f)(/\)x.r<t-J<Pl (a: j)(/\) = 

j=1 i,j=1 
n 

foi,l <lii(f)('A) = <P 1 (f)(/\), 1 = 1, ••• ,n, altså 2_(f-
~ 

i=1 

a:j)(/\) = o. 

FjjJ er ligelig kontinuert; til E >O kan vi finde 6' > o, 

så at det for en vilkårlig inddeling af J i disjunkte intervaller 

6
1

, ••• ,6 med indskudte punkter /\. E: 6., så at maxfm(6.) l i = · 
r r J. 1 1 

1, ••• ,r l ~ 6', gælder lfp(F j) - 2: F j (A1 )p(x
61 

l Il ~ 

i=1 
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r 

~up{ IFj(/\) - I: F//\i)x6_j_(/\)l'" E: Jl ~ E(2n max{ liexviliv = 1 , ••• , 

i=1 
r 

-1 . 
nl) ' J = 

n 

1, ••• ,n, og derfor 11 ~ p(F )a j 
j=1 

r 

-t 
j=1 

L F j ("i )p <x6i) 

i=1 

L llp(F j) -

j==1 

rFj(/\i)p (x6 i)ll·llcxjll ~ 
i=1 

n 

For )\ E J og w" = f - \ F.(/\) a. E H har vi vist 2(w .. )(/\)= 
~__; J J o ,, 

j=1 

O. I fØlge lemmaet findes der til hvert)\ E J et 6'(/\) > O, som vi 

yderligere vil underkaste betingelsen 6'(/\) ~ min{~å,E2 (4a)-1 l, så 

at IIP(xi )w"ll ~ m( I) for " E I" ~ [/\ - o(/\)' " + 6'(/\) J. Da J er 

" kompakt, kan vi vælge endelig mange punkter /\
1 

, •• o,/\r E J, så at 

J~ U{]/\i- 6'('"-i), 1\ + 6'(/\i)[ l i= 1,.e.,rl; vi kan da også væl

ge r disjunkte intervaller 6., så at 1\ E 6. c] /\. - o(A..), 
J. J. = J. 1 

1\. + o ( 1\. ) [ , i = 1 , ••• , r, og så a t J = U { 6. l i = 1 , ••• , r l • For 
J. J. J. 

n r 

li P (xJ)f - ~ ~ 
2 

F.(/\.)p(x6 )cx.ll == 
J J. i J 

dette valg fås: 

j=1 i=1 
n r 

~F//\i)cxj)ll 2 
= ~li p(x6 )w" 11

2 
~ 

i 'i 
i=1 j=1 i=1 

r r 

Lm(6i)2~ L ) 2 -1 m(61 •E (4a) = E 2 (4a) - 1 m(J) ~ C~ E) 
2 ~ 

i =1 i=1 

Da m (6i) ~ 26' (/\i ) ~ 6' , i = 1 , ~ ._ ._ , r , får vi i al 1:. 

n 

IIP(xJ)f- ~ p(Fj)cxjll ~~+~=E for vilkårligt E >o, derfor 

j=1 

n 

p(xJ)f = Lp(<r>1 (f)xJ)~(I). 
i=1 
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Da begge sider af ligheden afhænger additivt af J, og da de 

halvåbne og de åbne delintervaller af I kan dannes udfra de kom-

pakte ved differensdannelse, gælder ligheden for ethvert interval 

J ~ I. 

3.2 For vilkårligt interval I 1 ~I definerer vi:gi(I1 ) = 

p(xi 1 )gi(I)~ i= 1,o •• ,n. For f E H
0 

og J~ I 1 fås da p(xJ)f = 
n n n 

Lp(@i (f)xJ) gi (I) = L p(@i (f)xJ) P(xi ) gi( I) = ~p(@i (f)xJ) 
i=1 i=1 1 i=1 

Lad k være et begrænset interval, og antag, at (3 1 , ••• , 

f3n E: H
0 

opfylder: det(@j(f3i)(/\)) f O for 'A E k; lad t'(/\) være 

invers til(@ .((3.)(/\)) for 1\ E :k, og y 1 ('A) =O for 1\ a k,· sæt J l :;; 'q-

n 

g! (k) = \ p (y! . x.: ) (3 .• For e t in terval J, så a t J n k c__ I, gæl-
l ~ l,JrK J 

j=1 

n 

n 

= L P (Y i, j x k) p( x J n k) f3 j = 

j=1 
n n 

n 

\ p(y! ·Xk) L l,J 
j=1 

L P (@l ((3 j) XJ n k) g l ( I) 

1=1 
=:L 

1=1 

p( ~ 
j=1 

n 

~P (6' i, 1 x k n J ) g l (I) = P (x k n J) gi (I) 

1=1 

= g. (k n J). Dette viser 
l 

for J~ k n I, at p(xJ)gi(k) = g1 (J), dvs. gi(J) afhænger ikke 

af det kompakte interval I~ J og elementerne a 1 , ••• ,an E H0 , 

men kun af J. Vi kan derfor trygt sætte g~(k) = g.(k). Da 
l l 

p(xJ)gi(k) = gi(k n J) for J n k~ I, og vi som I kan vælge k, 

g.(k n J) for ethvert interval. 
l 

Lad J være mængden af begrænsede intervaller k c R, for 

hvilke der eksisterer (3
1

, ••• ,(3 E H med det(@ .((3. )(/\))f O for 
n o J 1 
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1\ E: k; det er klart, at I E: l~ I<;: J E: J => I E J, og egenska

berne 1) og 3) ved~ viser, at R= UfJ l JE Jj. 
n 

Formlen p(XJ)f = 2}(<I>i (f')xJ)gi (I), J~ I E J, f' E: H0 ~ vi-

i=1 

ser, at ethvert element i p(xi)H
0 

kan approksimeres med linear

kombinationer af' elementer af' f'orm g. (k), k E: J, i = 1, ••• ,n, 
l 

(da funktionen <I>i(f')xJ kan approksimeres ligeligt med trappe-

funktioner.) Derfor er rummet udspændt af' alle g.(I), I E J, 
l 

i= 1, ••• ,n, tæt i H og dermed i H. o 

Vi har vist, at g1 , ••• ,gn er en lokalt defineret n-dimensio

nal frembringende basis f'or A med definitionsområde J. 

Vi udvider g1 , ••• ,gn til en frembringende basis, som vi i

gen betegner g1 , ••• ,gn' med definitionsområde bestående af' alle 

begrænsede intervaller c R (jf'r. bemærkning V, 2, p. 1). Da ud

videlsen sker ved linearitet, f'år formlen p(x )f'= 
n J 

~p(<I>i(f')xJ)gi(I) gyldighed f'or f' E H
0 

og vilkårlige begrænsede 

i=1 

intervaller I og J. 

Vi ved nu, at der eksisterer et n-dimensionalt matrix mål 

u og en lineær isometri y af' H på H, så 
-n ~ 

\p(f'.)g.(I) f'or f'= f'xiE c t(:R,cn), 
~ l l o,s 
i=1 

at y(f) = 

og p(f')oy = yop (f') 
/J 

f'or enhver stykkevis kontinuert funktion f': R~ R. 

For x E H
0 

og begrænset interval I c R gælder !(x)xi E 
n 

co,st(R,Cn) <;: HM, og y(2_(x)xi) = L p(<I>i (x)xi)gi (I) = p(xi)x; 

i=1 

f f p (xJ)x l J er et begrænset interval ~ I l l I er et begrænset 

intervalj er basis f'or et fundamentalfilter på H med grænsevær-
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di x, hvilket vi vil skrive x= lim(p(x
1

)xl I~~); da~ er er 

isometri, er også ((2(x)xJ l J~ I) II) basis for et fundamental~ 

f i l te r , o g x = l i m ( Y ( ~ ( x ) x I ) l I ~ ~ ) • 
2 

I tilfældet n= 1 gælder sup(M(I~(x)xii )JIJ = 

sup(IIP(xi)xii
2

1IJ = llxiJ
2

, derfor ~(x) E L~(~,c), og x= y(ciJ(x).l. 

SætniiJ:g: Under de p. 1 nævnte forudsætninger har A mul tipli·

citet ~ n. Der eksisterer et n-dimensionalt matrix mål H og en 

lineær isometri y : H 
~ 

lim(y(!(x)x1 ) l I~ ~l 

gen af y 0
-

1 til H • 
o 

på H, så a t y o A = A o y og x = 
~ 

for x E: H • For n = 1 er ~ Sammentræknin
o 

3.3 Vi må udlede et specialtilfælde af Fubinis s~tning (j~r. 

[3L v,§ 2). 

Definition: Lad S, T og Q være vilkårlige mængder, u e11. af-

bildning: S x T~ Q; for fast t E: T er u(. ,t) afbildningen 

s~ u(s,t); for fast s E: S er u(s,.) afbildningen t~ u(s,t). 

' Lad p og M være positive mål på henholdsvis I og J E: I; vi 

definerer en rektangel funktion p x M ved p x M (I1 x J 1 ) = 

p(I1 ).M(J1 ) for I 1 ~ I, J 1 ~ J. Det ses let, at p x M kan udvi

des til et mål, som vi igen betegner p x M (jfr.[3], og III,§6). 

De i [3], V, § 1-2 beviste sætninger om Lebesgue målet på et 

'2 o • interval c R ses let at gælde ogsa for p x M; vi minder specl-

eltom Fubinis sætning: Hvis f E: L1 , så vil 
PXM 

p næs ten alle s, s ~ J f (s, t) dM (t) E: L 1 , og 
J p 

dp(s) =p x M(f). 

1 f (s,. ) E: L for 
M J J f(s,t)dM(t) 

I J 

Sætning: Antag, at f:I x J~ ~ er p x M målelig, at 

lf(s,· )l E: L~ torYnæsten alle s E: I, og at s~ J lf(s,t)ldp(t) 
J 

E: L;; da vil f E: L;XM, og derfor p x M(f) =J j f(s,t)dp( t)dp(s). 

I J 
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Bevis: Vi sætter f = lfl A n; for p næsten alle s € I gæl
n 

der f (s,.) € L1 og f (s,.) t lf(s,. )l, derfor 
n 11 n 

g (s) = 
n 

J fn(s,t)df.1(t) t J lf(s,t)ldf.1(t) = g(s), og=> 
J J 

J g(s)dp(s) = 
I 

s up~ J g (s) dp (s) l = s up~ j~ J f (s, t) df.1 (t) dp (s) l = s up~ p x 11 (f n) l , 
n n n n n 

I I J 

da f € L 1 ( [ 3] , I I, 9, 5) • Al t så er f € L 1 ( [ 3] , I I, 9, 6) • 
n pxf.1 pxf.1 

Sætningen kan specielt anvendes på en p x 11 målelig funkti

on f, for hvilken der eksisterer g € L1 og h € L 1 så at 
p 11' 

lf(s,t) l ~ g(s).h(t). 

Hvis A~ I er p målelig, findes der til € > O en afsluttet 

mængde F og en relativt til I åben mængde o, så at F~ A~ O 

og p(xo\F)•f.1(J) < €; da er F x J en afsluttet og O x J en rel.til· 

I x J åben mængde, så at F x J~ A x J ~ O x J og p x 11(0 x J', 

F x J) < E; dette viser, at A x J er p x 11 målelig. Heraf fØl

ger straks, at hvis f:I ~ R er p målelig, så er (s,t) ~ f(s) 

p x 11 målelig. 

3.4 Vi antager nu, at H = L2 (R,C), hvor p er et positivt 
p 

mål på ' L2 og at tæt i L2 (jfr. r, R· desuden at H o ~ H er 
' o,p' o o,p 

2, 5); dette gælder, hvis og kun hvis der til vilkårligt I € J: 

eksisterer J € 1, så at ~f € H
0

1 f = fxJl er tæt i ff E Hlf = 

fx
1

J (jfr. øv.5 .); specielt er betingelsen opfyldt, hvis :±:;o~ H
0

• 

, 2 ',n o Desuden antager vi givet en kontinuert afbildning ~:R ~ C , sa-

ledes at <I> (x)(/\)= Jx(t)u (t,f..)dp(t) for x€ H, v= 1, ••• ,n, v v o 

eller kort 2(x)(f..) = J x(t)~(t,f..)dp(t). Vi antager stadig, at 2 

opfylder betingelserne 2) og 3) p. 1; betingelsen 1) er opfyldt, 

da u er kontinuert og x er nul uden for en kompakt mængde (jfr. 

Mat. 2, 1 961 -62, DL I, 2, 2) • 

For x E H og f = fxr € C t(R,Cn) gælder: o - o,s 
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J -t([)(t)~dp(t) = (-t(f) !x) = (-t(p~/xi)f) lx) = (p(xi)-t(f) l x) =: 

n - ~,~-

(-t (f) : P (x I) x) = (!l x 11 (x) ) = L J f i (r-J x I ( 1-J J x ( t) u/ t, 1\) dp ( t) 

i, j=1 

dJ.L. . ( /\) ' l,J 
idet "t·P (xi) = p(xi)o-t~ -t er en isometri 1 og -t(x1!(x)) 

/;{ 

= p(xi)x; (t,/\) ~f. (r-Jx-IC/\Tx(tfu .(t 1 /\J er nul uden for et kom-
l J 

'2 pakt interval c R ~ produkt af funktioner, der er p x 'J målelige 

for ethvert mål v på I, og numerisk~ klx(t)j. lfi(/\)1; da 

2 1 1 
lxl E L

0
,p ~ Lp og !fil Il E Lv' kan vi anvende Fubinis sætning) 

og derfor ombytte rækkefØlgen af integrationerne: (-t(f)lx) = 
L. 

J L J fi(/\)xi(/\) u}t,DdJ.Li,j(/\)xffidp(t). Da '}-(f) c L~ og 

i,j=1 

n 

t-+ \ J f. (/\)u .(t,/\JdJ.L .. (/\) er kontinuert, tilhØrer begge G 1 J l,J 

i, j=1 
2 2 l 2 

funktioner L = L • Da H er tæt i L , kan vi slutte~ loc,p o,p o o,p 
2 l 

at de to funktioner bestemmer samme element i L og derf'or er 
o ,p' 

ens p næsten overalt. Da vi gerne kan ændre 

mængde 1 har vi vist: For f E C t(R,Cn) er - o,s 

A[. J f.(/\)u.(t 1 /\Jdf..t .. (/\) (jfr. øv. 6). 
l J l' J 

i' j=1 

-t(f.) på en p nul-· 

-t(f.) (t) = 

For n = 1 lyde; formlen -t(f) (t) = J f(/\)Uft,/\)df..t(/\); i dette 

tilfælde fungerer det ovens.tående bevis, når blot f E L2 . For 
O,f..t 

vilkårligt f E L
2 

fås da -t(f) = limf-t(fxi)II-+ R.J = 

lim[ t -' J f(/\)xi(/\)u( t,/\)df..t(/\) l I-+ RJ, hvor grænseværdien skal 

tages i L~ 1 s topologi, dvs. lim[ J l -t(f)(t) -

l f ·)J X I ( 1\) u ( t , 1\J df..t ( 1\) l 
2 

dp ( t) l I ~ R J = O . 

Hvis n= 1 og u er begrænset, lu(t,/\)1 ~k for alle 

(t,/\) E: R. 2 , og f E: L 
2 

n L-1
" er også fu( t, 0 E L 1 for ethvert 

f..l f..l f..l 
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t E :R; hvis vi sætter cp(t) = J f'(/\)u(t,/\)dJ.L(/\), konvergerer 

-.rr(x1f') (t) mod ep( t), ligeligt f'or t E R, når I -+ :R, idet 

1 J f'(/\)u{t,/0dJ.L(/\) - J xi(/\)f'(/\)u(t,/\)dJ.L(/\) l ~ k J l f'(/\) lx:R\I(/\) 

dJ.L(/\) -+ o. Da -.rr(xif') -+ -.rr(f') i L~, vil også f'or vilkårligt 

t:::. E I x
6 

-.rr(xif')-+ x
6 

..Y(f') i L~; samtidigt ved vi, at x
6 

y(xrf') 

-+ x
6

cp ligeligt, og derf'er også i L~; heraf' f'Ølger, at x
6 

..Y(f') 

og x
6

cp er p ækvivalente, og vi kan vælge ..Y(f') =<p· 

2 
For x E L , f' E C t(:R,cn) og I E I gælder: o,p - o,s 

(tl*'o-1 (:p(xi)x)) = (-.rr(f)l:p(xi)x) = (-.rr(xif)lx) = 
n 

J \jf'.(/\)xr(/\)u.(t,/\)dJ.L .. (/\)x(t)dp(t) = 
~ 2 J 2,J 

i, j=1 
n 

,L J f' i (1\)xi(/\) J x(t)u}t,/\)dp(t)dJ.Li,j(/\); da 

i,j=1 

..y 
0

-
1 (p (X I ) x) E H y , o g 1\ -+ X I ( 1\) J x ( t ) !;! ( t , 1\) d p ( t ) E C 

0 
, s t (R , Cn) 

c H , og da C t(:R,cn) er tæt i H , kan vi slutte, at de to 
= y o,s Il 
f'unktioner er ens Il næsten overalt. Da vi gerne kan ændre 

y
0

-
1 (:p(xi)x) :på en Il nulmængde, har vi vist: 

For x E L;,p er ..Y
0

-
1 (:p(xi)x)(/\) = xi(/\) J x(t):!;!(t,/\)dp(t), og 

..y
0

-
1 (x) = lim~/\-+ XI(/\) J x( t)~( t,/\)dp( t) l I-+ R l. 

For n= 1 og x E L2 f'ås:/\-+ Jx(t)u(t,/\)dp(t) E L2 
o,p J.L' 

y
0

-
1 (x)(/\) =J x(t):!;!(t,/\)dp(t). 

På samme måde som ovenf'er kan vi også, dersom u er begræn

set, vise, at f'or x E L2 n L1 er ..Y 0
-

1 (x) kontinuert, ..Y 0
-

1 (x)(/\) p p 

=J x(t)u(t,/\)dp(t). 
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Vi resumerer hovedpunkterne: 

Sætning: For f E C t(R,Cn) er y(f)(t) o,s 

K V, III, 10 

n 

= ~ 
:4j=1 

J f. (/\)u .(t,/\) 
l J 

df.L .. (/\); for x E L2 og I E I er ~o '1 (p(xi)x)(/\) = l,J o,p 
XI(/\) J x(t)l!(t,/\)dp(t). For n= 1 gælder for f E L~ -t(f) = 

l i m { t --+ J f ( 1\) X I ( 1\) u ( t , 1\ ) df.L ( 1\ ) l I --+ R ~ , o g f o r x E L~ -t 
0 

-
1 

(x ) = 

lim f 1\ --+ J x( t )x I (t )u( t,/\) dp (t)\ I --+ R~, idet grænseværdierne skal 

tages i norm topologierne på L2 og L2 • For n= 1 og u begrænset 
2 1 p f.l 

g&lder for f E L n L : y(f) (t) = J f(/\)u( t, 1\)df.L(/\), og for 
f.l f.l 

x E: L~ n L;, : y o-1 ( x) ( 1\) = J x ( t ) u ( t , 1\ ) dp ( t ) • 
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1. Lad to funktioner f og p:k = [0,1] x [0,1] ~R, opfyl

de: p(· ,A) er af begrænset variation for hvert A, f(t,t) =O 

for (t,t) E k, og f opfylder en Lipschitz-betingelse i k m.h.t. 

t, ligeligt i A (jfr. DL I, 4, 2)J : 3k E R+, så at 

lf(t1 ,A)- f(t 2 ,A) l~ klt1 - t 2 1 for (t1 ,A) og (t2 ,A) E k. 
r 

Vis, at lim inf\f l f(t,A.) l x dp(t,A.) =o, idet lim inf ta-G 1 6i 1 

i=1 

ges over alle opspaltr..inger af [0,1 J i endelig mange disjunkte 

intervaller 6 1 , ••. ,6r med indskudte punkter Ai E 6i. 

2. Lad t~ h(t) være en afbildning: R~ H, så at 

limfo-1 11h(t +o) - h(t)ll l o~ O} = O for alle t E R. Vis, at 

h(t) = h(O) for alle t E R. 

Lad A være en selvadjungeret operator på H, H et tæt o 

underrum i H, 2 en lineær afbildning af H ind i mængden af funko 

tioner: R~ en, så at 

1 ) 

2) 

3) 

4) 

5) 

~v(f)(A) er analytisk for v= 1, •.• ,n, f E H
0 

1 (f)(A) =O~ 3v E H n D(A), så at (A- AE)v =f o 

3A E R og f 1 , ••• ,fn E H
0

, så at det(~j(fi)(A)) =f O 

A(H
0 

n D(A)) ~ H
0 

for A E R og f E H
0 

n D(A) gælder ~(Af)(A) = Attfl~(f) (A). 
,. t 

Bevis, a{Hr E I eksisterer a
1

, ••• ,a , så at det(~ .(a. )(A)) 
n J 1 

f O for A E I. 

4. 1' )Bevis Fubinis sætning for to vilkårlige positive mål på 

R. 
2

)Vis, at f,g E L~(R,C) medfØrer: t~ f(t)g(s - t) 

sten alle s E R, s ~ f * g( s) = J f( t)g(s - t)dt E 

11 f * gll1 • ,m 

E L1 for næm 

L1 Pind m· 
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5- 1) Vis, at hvis en fØlge ff E geln E Nl konvergerer mod n 

O i~, eksisterer der I E I, så at f = f XI for alle n E N. Vis n n 
den tilsvarende sætning for L

2 
o,p 

2) Vis, at et underrum H
0 
~ L2 er tæt i L2 , hvis og o,p o,p 

kun hvis der til I E I eksisterer J E I, så at ff E H
0
lf = fxJl 

er tæt i ff E L
2 

l f = ~xil o,p 
n 

6. Vis ligheden p .8: 'li"([) (t) = L 
~j:::1 

J f . ( )\ ) u . ( t ' )\ ) dJ.L . . ( )\ ) ' l J l,J 

f E C t(R,Cn), direkte ud fra forudsætningen om H formuleret - o,s n o 

i øv. 5, 2). (Udnyt, at t~ XJ(t) >. J f. (t)u .(t,?\)dp. .. (?\)E L
2

,. 
L.._; l J l,J p 

~j=1 

n 

til at vise, at ('li"(f) l x) = J\ J f. (?\)u .(t,?\)df.L .. (?\)X'(t}dp(t) 
~ l J l,J 

:i,j=1 
2 

f~r alle x = x x I E LP, og derfor 'li"(f.)( t)xi( t) = 

L f f. (?\)u .(t,?\)dJ.L .. (?\) p næsten overalt i I). 
l J l' J 

i,j=1 
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VI Di~~erentialoperatorer. 

§ 1 o Plancherels sætning. 

I denne § vil vi til den sædvanlige di~~erentiations opera-

tor D, eller rettere til i D, knytte ~orskellige operatorer på 

Hilbertrummet H= L
2 (R, C), hvor m betegner Lebesgue målet på m 

R. 

Por n E N de~inerer vi: CJJn = f~ E ~ l~ er n gange di~~eren
n oo 

tiabel, D~ E: jJ 1· 
Lemma:~n er tæt i L

2 
J_) o ,m 

Bevis: Det er nokat v,iså,atf'or ethvert interval I = [a,b]E'I 

kan enhver trappe~unktion på I approksimeres med n gange dif~e-

rentiable ~unktioner, der er nul i a og b. Hertil igen er det nok 

at vise, at y_.+ kan approksimeres i L
2

([-1 ,1 ],R) med n g;mge 
R m 

dif~erentiable ~unktioner. For a E ]0,1 J de~inerer vi en ~unk-

tion ep ved a 

ep (t) = a 

a 

o t/ 2 2 k (a - s )nds, 
a 

-a 
1 

t ~ -a 

-a ~ t ~ a 

a ~ t 

1 ;· 2 2 n hvor k~ = . (a - s ) ds. cpa er n gange di~~erentiabel, og 

-a 

lx~+- cpal ~X[ ]' der~or lix+- ep 11
2 ~ m([-a,a]) = 2a ~o 

~ -a,a R a 

~o r a ~ O o 

Vi de~inerer en opera tor A ved: D(A ) = 0 1 , A ~ = i D~ ~o r o o ~) o 

D(A ). A er velde~ineret; thi hvis to kontinuerte ~unktio-
o o 

ner har a~standen O i H, er de identiske. A er tæt de~ineret og o 

D ~(t)g(f}dt = i[~(b)g(b) - ~(a) symmetrisk, idet (A0~Ig) = J i 
g(a) - J ~(t) Dg(t)dt]= J ~(t) i 

g X[a,b] ECfJ. 

D g(t)dt = (~lA g) ~or ~ og g = o 
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A
0 

har derfor en afslutning A = ~ = A0:~:~, A = A <; A* = A~. 

Vi betragter nærmere differentialligningen i Dx = ~x + y, 

eller Dx = -i~x - iy, for y E.: Cjjo og 'A E.: C. For y = O har lignin

gen den fuldst~ndige lØsning x(t) = ce-i'At, c E C; den inhomo

gene ligning har da den fuldstændige lØsning x(t) = 

t 

-1 e y s e ds + C· e , som t1lhØrer '±:J , hv1s og kun . -i 'A t J ( ) i 'As -i 'A t . r."\1 . 

-00 

hvis c = O og J y( s) e i 'As ds = O; ligningen har altså en lØsning 

x E.:gj1 = D(A
0

), hvis og kun hvis J ~(s) ei'Asds = O; d.v.s. 

(A - 'AE) D (A ) = f y E.: q$ l J y( s) e 1 'As d s = O } • o o 

Vi kan nu vise, at A* - i E er injektiv. Lad f E D(A*) op-

fylde A*f = i f; da gælder for x E.: D(A ) O = (x l (A* - i E) f) = 
o 

((A
0 

+ iE) xlf); d.v.s. J y(t)f(t)dt =O for enhver funktio~, 

f l ,/ '~'l /' 

y E.: q5, for hvilken J y(t)e-tdt =O. Vi vælger en funktion 

y 1 E.: g;), for hvilken J y 1 (t)e-tdt = 1; en vilkårlig funktion 

y E.: 9J kan da skrives y= y 2 + y
1 

• J y(s)e-sds, med y2 E.: g) og 

J y2 ( t)e-tdt = O; derfor er J y( t)fmdt = 

J y 1 ( t)F(t}dt· J y(t)e-tdt = J y(t)ke-tdt, k = J y 1 (t):rrt)dt. 

Da for ethvert interval I E I fxiog t~ ke-txi(t)E H, og 

fy E <JJ lY= YXIl er tæt i fy E Hl y= YXI1, er f(t)xi(t) = ke-txi(t' 

næsten overalt, og f(t) = ke-t næsten overalt (eller kortere: 

da f og t~ ke-t E.: L2
1 

, ogCJY er tæt i L2 , er f(t) = ke-tn.o. 
oc,m o,m 

Da f E H og t ~ e -t Et H, er k = o og f = o. 

Tilsvarende vises, at X:: + i E er injektiv, idet også 

t 
t~ e Et H. Det fØlgende lemma viser, at A er selvadjungeret. 

Lemma: En tæt defineret, afsluttet, symmetrisk operator A 

er selvadjungeret, hvis og kun hvis A* - i E og .!li: + i E er injek

tive. 
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Bevis: 11Kun hvis 11 er tidligere vist (en selvadjungeret ope-

rator har reelt spektrum). 

D((A + iE )-1 ) er et afsluttet underrum~ H(IV, 1, 3); da 

(A,:'- iE)-1 =(A+ iE)*-1 er defineret, er også (A+ iE)-1* de

fineret, altså (A+ iE)-1 tæt defineret (IV, 1, 5); der:for er 

D((A + iE)-1 ) =H. A*~ A~ (A* + iE)-1 ~ (A+ i E)-~ (A*+ iE)-1 

= (A+ iE)-1 ~A*= A. (j:fr. IV, 1, øv. 12). 

1.2 Forudsætningerne i V§ 3 er op:fyldt, idet n= 1, H =~~ o 

og u(t,A) = eiA\ altså CI>(x)(A) =J x(t)eiAtdt; thi 1), V, 3, 1, 

er op:fyldt, da u er kontinuert; 2) udsiger det allerede viste, 

at (A
0

- AE)x =,,~~+ka'~ løses, hvis y E ~o og J y(t)eiAtdt = 

CI>(y)(A) =O. For:~~ x(t) = !t- al v O :finder vi CI>(x)(A) = 
a a 
jlt- aleiAtdt = 2 J (a - t) cosAtdt = 2A - 2 ( 1 - cos aA), A + o, 

-a o 

og= a2 :for A= O; idet vi :for givet A E R vælger a < 2~1A1-1 , 

a >C, opnår vi CI>(x)(A) +O, d.v.s. 3). 

Da også u er begrænset, kan vi anvende hele den i V, § 3 

udviklede teori. Vi ved altså, at der :findes et positivt mål~ 

på R, så at ep kan udvides til en lineær 

L~, og så at y(:f) (t) = J :f(A)e -iAtd~(A) 

. t . o-1 :f H å 1some r1 y a p 

:for :f E L2 n L1 og 
~ ~' 

y 0
-

1 (x)(A) = J x( t)eiA tdt :for x E H n L~. Vi vil vise, at ~ = 

c-m, 

For y E R og a:fbildning x~R ~ C definerer vi: S x(t) = y 
. t 1 

x(t).e1Y , T x(t) = x(t +y). For x E H n L m :finder vi da 

y 0
-

1 (Syx)(A) = J x(t)eiyteiAtdt 

o-.1 ( ) o-1 ( ) = T y x , og !IT Y x Il = 
y y 

o-1 ( ) llxll = IlY x 11· 

o-1 ( ) o-1 ( ) = Y x (A + y ) , al t så y Sy x 

J 
. t 2 1 

IISyxll = [ lx(t)e
1

Y l dtP·= 
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Lad, f'or O < a < b, (/)(a,b,.) være ·-:E:r ... stykkevis lineære funk

tion med færrest knæk, der er 1 på [-a,a] og O udenfor ]-b,b[; 

vi f'inder en funktion x(a,b,.) € H n L~, så at y
0

-
1 (x(a,b,· )) = 

(/)(a,b,· ). 

cosdt) (singulariteten i O 

lappes trivielt), f' å s x (d, · ) € H 
1 n L , og 
m 

00 00 00 

J x(d,t)dt = J t-2 2 sin
2

(.;-dt)dt l dl J u-2 sin 2 u d u k· l d l; = = 

c o o 
00 

y 0
-

1 (x(a,. ))(/\) = 2 J t-2 (1 -cos at) cos/\tdt = 

o 
00 

J t-2 (1 - cos(a + 'A)t + 1 ~ cos(a- /\)t - 2(1 - coSAt)dt = 

o 

k ( l a + 1\ l + {a - ' 1\ l\ - 2 l A l ) = 2k (a -1 1\ 1) v O • F o r x (a, b ; • ) = 

(2k(b- a))-1 (x(b,.)- x(a,.)) er derf'or :t0
-

1 (x(a,b,.))('A) = 

(b ... a)-1 ({b -!'AI)v O ... {a -\AI)v O)= (/)(a,b,'A) (jf'r~, at 

y 0 "'"æ((/)(a,b,.)) = 2(b- a)-1 (x(b,·)- x(a,.))). 

For y € R har vi nu J (/) (a, b, 1\ + y) 
2 

dp. ( 1\) = J (/) (a, b, 1\) 
2 

dJl. ( 1\) • 

For 
- o 2 A-. + o 2 

a-+ b f'as (/)(a,b,.) l X]-b,b[; f'or b---+ a f'as (/)(a,b,·)tx[-~a] 

deri' o r gælder J1. ( J -b - y, b - y [ ) = J1. ( ] -b, b [ ) og J1. ( [-a - y, a - y] ) 

= Ji.([-a,a]); ved dif'f'erens dannelse f'ås tilsvarende ligheder f'or 

vilkårlige intervaltyper. Idet J1.(]0,1]) =c, f'indes Ji.(O,q-1 ]) = 

c q - 1 , IL (]o ,p q-1 ]) = c p q - 1 f'or p, q € N, og derf'er f'or vilkår

ligt interval I: Ji.(I) =cm (I), altså J1. = c.m. 

2 ( 1 

For t---+ x(t) = e-ltl € L1 n H f'ås let)\---+ y 0
-

1 (x)('A) = 
m 

+ /\2 )-1 € L1 n L2 , 1 = x(O) = y(y0
-

1 (x))(o) = 
IL IL 

J 2 ( 1 + 1\
2 ) - 1 c d t = 2 c 1T, c = ( 27T ) - 1 • 
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2 Vi har altså vist, at for x € L gælder m 

J lx(t)1
2
dt = (2rr)-1J l Y

0
-

1 (x)(t)1
2
dt =J l (2rr)-~ y

0
-

1 (x)(t)1
2 

dt, og (2rr)-~ J lx(t)l 2dt = (2rr)-~ J l(2ff)-~ y
0

-
1 (x)(t)l 2dt. 

Sætning (Plancherel, 1910): Afbildningen, der til 
1 2 -~ 

x € L n L (a= (2rr) 2 ) lader svare den kontinuerte funktion a·m a·m 

~ ~ J x(t)ei~tadt, kan udvides til en unitær operator ~(Fourier

Plancherel operatoren) på L2 • Herved overføres differential
a-ro 

operatoren A (afslutningen af operatoren f~ iD~ defineret for 

f E 
1

) i multiplikEtions operatoren A • ~-1 (x)(~) = a m 

J x(t)e-i~tadt = ~(x)(-~) for x E L:.m n L~·m 
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1. Lad q være en kontinuert funktion R~ R; lad A være 
o 

operatoren på L~(R,C) defineret ved D(A
0

) = V, A
0

x = iDx + q_:x 

for x E D(A ). Vis, at A er rumligt isomorf med A for en 
o o C• m 

-+ passende konstant c E R . 

00 

2. F . d r -2 · 2 d 1n Jo u s1n u u. 

2 ( ' ' ) Bestem en furuction f E L R,C , så at 
m 3. 

lim[ J l f(A) - J t-1 sin(at)xi(t)eiAtdt1 2dA l I~ R~ = o. 

4. Vi s, a t er ('f) = [ i, -1 , -i, 1 ~ • (Udnyt, a t 1:' o-1 (f) (t) = 

'F'(f)(-t) for f E L2 n L1 ). m m 

5. Sæt 'f(g)(A) = V(2~)- 1 J g(t)eiAtdt også for g E L~ 

1) Vis, at J lf(A +h) - f(A)IdA ~O for h~ o, når f E L~. (Ud

nyt, atCfj
0 

er tæt i L~). 

2) Vis, at lim['T'(x)(A) l lAl ~ oo~ =O for x E L~ (Riemanns lem

ma). (For'F'(x) =f g~Jlder: 

f(A) = ~ ~ - 1 ( J x( t)eiAtdt + J x( t + h)eiAtei'Nldt). Sæt 

h = A-1 7T og udnyt 1 ) ) • 

3 ) Vi s , a t P( V ( 27T) -i f * g ) = f ( f ) • f( g ) f o r f , g E L 1 ( j f' r • V ~ 3 , m 

4) Vis, at L1 er en Banach algebra m.h.t. sædvanlig addi-
\[( 21T) -1m 

tion, multiplikation med skalarer, og norm, og en ring multipli

kation defineret ved. (f,g)---+ V(2·:r)- 1 f~;: g, og at rp er en normfor

mindskende homomorfi L1 (R,C) ---+C (R,C). (Det kan vises, at(-Per 
m o 

injektiv). 
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1. Lad /.Jvære basis for et filter på ae, konvergent i den stær-

ke topologi med grænseværdi A. Vis, at filtret med basis 
~T 

{{~IT E BJIB E8l er konvergent i den svage topologi med 

grænseværdi A~~i\. 

Vis, at mængden af projektioner E~ er afsluttet i den stær-

ke topologi. 

2. 
c-- _.p 

Lad f være et filter på~ med en basis af mængder af projek-
r:-

tioner, og antag, at f konvergerer i den svage topologi mod 
f o ~ 

en projektion P~, atf konvergerer mod P i den stærke 

topologi. 

3~ Lad N være en opad filtrerende mængde af projektioner. Vis, 

at den mindste majorant for N er en projektion. 

Lad {P. li E Il være en uendelig mængde af projektioner på 
l 

parvis ortogonale underrum. Vis, at filtret med basis 

{{ ~ P. IK er en endelig delmængde af I, K~ J}jJ er en ende-
iEK 1 = 

lig delmængde af I} konvergerer mod ~ P. i den stærke topo
i.E:I l 

logi. 

5. Vis, at hvis en operator A opfylder O ~ A ~ E, vil An kon

vergere i den stærke topologi for n~ ~ mod projektionen på 

{f E HIAf =f}. 

Lad P og Q være to projektioner. Vis, at projektionen på 

PH n QH er =_lim (PQ)n = P lim (QPQ)n, idet grænseværdierne 

tages i den stærke topologi. 

6. Vis, at en selvadjungeret operator A er en projektion, hvis 

k h . d ..-- N' " t A2n A og un VlS er 3 n ~ , sa a = • 
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7. Vis, at mængden af' projektioner E/! ikke er afsluttet i den 

svage topologi. (Konstruer f'.eks. f'Ørst en f'Ølge af' enheds· 

vektorer, der i den svage, men ikke i den st::-::::'.'"'~':e~ topologi 

på H har en grænseværdi f O). 
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