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Kap. l Indledning. 

§l. Weierstrass' approksimationssætning. 

(K.Weierstrass 1815-1897; sætningen er fra 1885.) 

Rvis f(x) e·r en kontinuert funktion i det afs1uttede interval 

[a, b] og € > O, da findes et. polynomium p(x) = a
0

+a1x+ •.. +anxn, 

for hvilket \f(x) - p(x)\ ~ E for alle x~· [a, b]. 

Der findes forskellige beviser for denne fundamentale sætning. 

Det følgende bevis skyldes S.N.Bernstein. Vi går frem i en 

række skridt. 

a) Det, er nok at bevise sætningen for intervallet (_o, l] . 

Thi antages sætningen bevist for dette interval, får vi den 

for et vilkårligt interval ~,b] på følgende måde: Når f(x) er 

kontinuert i ~,b], er der ved g(~) = f(a+(b-a)~) defineret en 

kontinuert funktion i (O, l] • Til et gi ve t E > O findes da ifølge 

antagelsen et polynomium q(g) = b
0

+ b1~ + ••. + bn~n, for hvilket 

l g ( ~ ) -q q;) l ~ c f O r all e ~ E ( 0 , l] • 

Da er lg(~=:)-q(~=:)l ~ E for alle x E l a, b]. 

Her er g(xb-a) = f(x) og q(xb-a) =b +blxb-a+ ••. +b (xb-a)n er et 
-a -a o -a n -a 

polynomium p(x) = a
0

+a1x+ •.• +anxn Vi har altså 

lf ( x ) -p ( x ) \ ~ E f o r all e x E' [a , b] • 

b) Vi antager nu, at intervallet er [o, 11. For et vilkårligt 

helt positivt n dannes polynomiet 

Pn(x) = l:v~of(~)(~)xv(l-x)n-v. 

Vi vil vise: Til [>O findes et nummer n
0 

= n
0
(e), således 

at der for ethvert n ~ n
0 

gælder 

lf(x)-pn(x)j ~E for alle x E [0,1]. 

c) Ifølge binomialformlen er 

l = Lv~o(~)xv(l-x)n-v for alle x, 

altså f(x) = [17~0 f(x)(~)x
17 (l-x)~-v for alle x e [0,1]. 

Heraf' fås 

f(x)-pn(x) = ~v~0 (f(x)-f(~))(~)xv(l-x)n-v , 

og følgelig, da (~)xv(l-x)n-v ~ O for V= 0,1, •.• ,n og alle 

x E [0,1], 

(*) lf(x)-pn(x)l ~ Lv~o lf(x)-f(~) l (~)x'\7(1-x)n-v. 
d) For givet n og x deles summen i ~) i to, idet vi vælger et 

S > O og i den første sum tager de led, for hvilke lx - ~ l < 6, 
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og i den anden sum de, for hvilke \x - *J~ 6 
summer betegnes 2:1 og I 2 , har vi al t så 

Idet disse to 

jf(x)-pn (x) l ~ L 1 + L:2 • 

Vi sætter 

sup !f(x)i = M 
O~x~l 

og 

Da f(x) er kontinuert i det afslutt.ede interval ~,11, er f(x) 

begrænset og ligelig kontinuert. Al t så gælder :r.'I < + oo og 

w(6) -;>- O for S~ O. Vi finder 
'L 1 ~ w(S) Lv~o (~)xv(l-x)n-v ~w(~) [17~0 (~)xv(l-x)n-v = w(6); 

jx-~) < 8 

L2 ~ 2ML'I/~0 (~)x~(l-x)n-v. 
!x-~~~ 8 

e) Det afgørende p~nkt i beviset er vurderingen af summen på 

højre side i den sidste ulighed. Hertil går vi ud fra binomial­

formlen 

~~~o(~)x~yn-v = (x+y)n 

Ved differentiation efter x og påfølgende multiplikation med 

x fås 
" n v (n) x v n-'0 ( )n-l ~~=o v y = nx x+y • 

Gentages processen fås 
~o/~v2(~)xvyn-v = nx(x+y)n-1 + n(n-l)x2(x+y)n-2 

Sættes y = 1-x fås heraf 

l:v~o(~)x~(l-x)n-v = l 

.L:;0v(~)x.Y(l-x)n-v = nx 

L:;
0
v 2 (;;)x'Y( 1-x)n-v=nx + 2 n(n-l)x 

Af disse ligninger fås ved multiplikation med henholdsvis 

-2x/n, l/n2 og efterfølgende addition, at 

,n (x-~)2(~)x'll(l-x)n-v = x(l-x) 
Lv=o n v n 

2 
x ' 

For ethvert x er højre side ~ l/4n (idet polynomiet har sin 
største værdi for x = i). For ethvert x E= [O, l] er alle leddene 

i summen på venstre side ~ O. Vi bortkaster de led, for hvilke 

\x-~1 <b og erstatter i de øvrige led (x-*) 2 med 82 . Da fås 

Oebysevs ulighed 

" n (n)xv(l-x)n-v S. _1_ 
Lv=o ~ - b2 
lx-~j~8 4n 

f) Ved sammenfatning finder vi således 
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\f(x)-pn(x)\ ~ cu(S) + 
2

:
52 

for alle x e [0,1]. 

Til det givne c > O vælges nu først 6 = 5(E), således at .:v( eS) ~ ~ 

Derefter bestemmes n 0 = n 0(E), således at 

gælder for ethvert n ~ n
0

, at 

jf(x)-pn(x)l ~f for alle x f 

hvormed Weierstrass '' sætning er bevist~ l 

Bemærkninger. 

M E 
2n

0
cf(E) 2 ~ 2 " 

Da 

[o, 1] , 

l) Af Cebysevs ulighed følger specielt, at der for fast Xe [0,1] 

og fast cf > O gælder 

(:t-*) L v~ 
0 

( ~) x v ( l-x) n- v -7 O f o r n --;> oa. 

[x-~1 ~ 8 
Betragtes et spil, som der er sandsynligheden x for at vinde, 

, J og spilles spillet n gange uafhængigt af hinanden, udtrykker 

(~)x~(l-x)n-~ sandsynligheden for at vinde netop v af spillene, 

og udtrykket på venstre side i ~*) er derfor sandsynligheden for, 

at antallet af vundne spil divideret med n afviger mindst 5 fra 

sandsynligheden x. Grænseligningen ~*), hvorefter denne sandsyn­

lighed~ O for n~oo, er først bevist af Jaxob Bernoulli (Ars 

xonjectandi 1713). Den kaldes "de store tals lov" og er begyn­

delsen til den videregående sandsynlighedsregning. 

2) Weierstrass' approksimationssætning kan også formuleres 

således: Hvis f(x) er en kontinuert funktion i det afsluttede 

interval ~,b), da findesenfølge af polynomier p1 (x),p2 (x), •.• 

xom konvergerer ligeligt mod f(x) i ~,b]. Omvendt gælder: 

Hvis en funktion f(x) i [a, b] er grænsefunktion for en ligelig 

konvergent følge af polynomier p1 (x),p2 (x), ••• , da er f(x) konti­

nuert. Eller anderledes udtrykt: Hvis en funktion f(x) i [a,b] 

har den egenskab, at der for ethvert E >O findes et polynomium 

p(x), således at \f(x)-p(x) l ~ E for alle x E [a, b], da er f(x) 

kontinuert. 

3) For et givet afsluttet interval ~,b] betegner vi med B( [a~b]) 

klassen af alle begrænsede funktioner i [a,b], med C([a,b]) klas­

sen af alle kontinuerte funktioner i ~,b], og med P( [a~b]) klas­

sen af alle polynomier betragtet i ~,b]. Da gælder B([a,b]) ~ 

C([a,b]) ~ P([a,b]). Vi sætter for f f B( [a, b]), g E B( [a, b]) 

dist(f,g) = sup lf(x)-g(x)l. 
a~x~b 

B([a,b]) er med denne afstandsdefinition et metrisk rum. 

Weierstrass' sætning og dens trivielle omvendte sætning (jfr. 
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bemærkning 2) kan nu under et udtrykkes således: I det metriske 

rum B( ta,b]) er C( la, b]) afslutningen af mængden P([a,b]). 
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§2. Newtons og Lagranges interpolationsformler. 

Sætning: For givne (indbyrdes forskellige) abscisser 

~0i!1 , •.• ,xn og givne ordinater y0~1 , •.• ,yn findes et og kun et 

polynomium p(x) = a
0

+a1x+ ..• +anxn af højst n'te grad, som i punk­

terne x i!1 , ••• ,x antager værdierne y ~1 , .•• ,y. _;_;.,--'--'--...;.o n o n-
Der kan ikke findes to forskellige sådanne polynomier; thi de-

res differens var da et polynomium af højst n'te grad me& de 

n+l nulpunkter x
0

, x1 , .•. , xn' i strid med, at, et egentligt poly-

nomium højst har så mange nulpunkter som graden angiver. Eksi-

st.ensen af et polynomium af den angivne art vises ved, at man 

opskr:!-ver et; vi angiver to måder. 

I Newtons interpolationsformel skrives 

p(x) =c +c1 (x-x )+c 2 (x-x )(x-x1 )+ ••• +c (x-x ) ..• (x-x 1 ). o o o . n o n-

Koefficienterne c ,c1 , ••• ,c bestemmes successivt, således at o n 
ligningerne p(x

0
) = y

0
, p(x1 ) = y1 , •.. ,p(xn) = Yn bliver opfyldt. 

Nan finder 

co = Yo' cl = xl-xo 

y2-(co+cl(x2-xl)) 
c2= (x2-xo)(x2-xl) ' . . . ' 

Yn- (co+cl(xn-xo)+ •.. +cn-l(xn-xo) •.. (xn-xn-2)) 

(xn-xo)(xn-xl) ..• (xn-xn-1) 

I Lagranges interpolationsformel skrives 

p(x) = YoPo(x)+ylpl(x)+ •.• +ynpn(x), 

hvor polynomierne p
0
(x),p1 (x), .•• ,pn(x) er bestemt ved, at pj(x) 

i xJ skal have værdien l og i resten af punkterne x
0

,x1 , ••• ,xn 

værdien O. Dette opnås for 

P (x) 
o 

. . . 

(x-x1 )(x-x2 ) ••• (x-xn) 

(xo-xl)(xo-x2) •.. (xo-xn) 

(x-x
0

)(x-x2 ) ••• (x-xn) 

(x1-x0 )(x1-x~ ••• (x1-xn) 

(x-x )(x-x1 ) •.. (x-x 1 ) o n-p (x) = 
n (xn-xo)(xn-xl) ••• (xn-xn-1) 

jfr. i øvrigt AG III,4,øv.l5. 

Bemærkning. Lad f(x) være en kontinuert funktion i et lukket 

interval (a, b). For et givet n kan vi betragte det polynomium 

Pn(x) af højst n'te grad, der i de n+l punkter a,a+h,a+2h, .•• , 

b-h, b, hvor h = (b-a)/n, antager samme værdier som f(x). rvran 
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kunne tro, at følgen p
1

(x),p2(x), ••. ville konvergere ligeligt 

) mod f(x), men dette er ikke altid tilfældet. 
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§3. En kontinuert funktion af en reel variabel, som ikke er diffe­

rentiabel i noget punkt. 

Det er let at angive en kontinuert funktion af ~n reel varia­

bel, som ikke er differentiabel i eet punkt, f.eks. f(x) = lxl. 
Det første eksempel på en funktion, som ikke er differentiabel 

i noget punkt, er gi ve t af v'Teierstrass ( 1861). FøJJgende 1 noget 

simplere, eksempel skyldes E.L.van der Waerden • 

-l 
Vi betragter 

f 1 (x) = \xl 

f 2 (x) = (x\ 

. . . 

... 

o 

... 
' / ' ' / ' 

' l ' 

l 2 
funktionerne (se figuren): 

for \x\ ~ l, 

for 

periodisk med perioden 2 

periodisk med perioden ~ 

3 

for lx l~ n1_1 , periodisk med perioden _.1_1 4 4n-

Hver funktion er defineret, og kontinuert for - oo < x < +w. For 

ethvert n er O ~ f n (x) ~ l/ 4 n-l for alle x. Den uendelige ræk­

ke f 1 (x)+f2 (x)+ •.• +fn(x)+ ••• har således den konvergente majarant-
l / n-l række l+ 4 + •.• +l 4 + ..•• Den er følgelig ligelig konver-

gent, og dens sum 

f(x) = f 1 (x)+f2 (x)+ •.• +fn(x)+ •.. 

er en kontinuert funktion. Vi vil vise, at f(x) ikke er diffe­

rentiabel i noget punkt. 

Lad x være et givet punkt. Ved et "halvtag" for f (x) mener o n 
vi et stykke af det grafiske billede af fn(x) fra knæk til knæk, 

det venstre knækpunkt medregnet, det højre ikke. Punktet x lig-o 
ger da under et bestemt halvtag for hver af funktionerne f 1 (x), 

f 2 (x), •.•• Disses hældningskoefficienter er alle +l eller -l, 

og de er bestemt som den højre afledede i x
0 

af funktionerne 

f
1
(x),f2 (xJ, •.• , betegnet D+f1 (x

0
), D+f2 (x

0
), •••• 

Vi bestemmer nu: 

l) x
1 

under samme halvtag for f
1

(x) som x
0

, således at )x
1
-x

0
/ 

= ~ (lig med t af perioden for f 1 (x)). Dette er muligt på een 

1 måde; vi har x1 = x0 +~, hv~s x
0 

ligger til venstre for midten af 

halvtaget, ellers x1 = x
0
-l. 

x 
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2) x 2 under samme halvtag for f 2 (x) som x
0

, således at ji2-x
0

j 
= 2/42 (=t af perioden for f 2 (x)). Dette er ligeledes muligt 

på een måde . 

. . . 
n) xn under samme halvtag for fn (x) som x

0
, således at jxn-x

0
j 

= 2/4n (=t af perioden for f (x)). Dette er atter muligt på 
n 

een måde. 

. . . 
Vi har xn~ x

0 
og vil nu vise, at følgen af differenskvotienter 

(f(xn)+f(x
0

))/(xn-x
0

) ikke har nogen grænseværdi for n~oo , hvor­

med vil være vist, at f(x) ikke er differentiabel i punktet x
0

. 

Vi har f(xn) = f 1 (xn)+ ••• +fn(xn)+fn+l(xn)+ ••• 

f(xo) =· fl(xo)+ ... +fn(xo)+fn+l(xo)+ •.. 

\_ J al t så 

~) f(xn)-f(xo) = fl(xn)-fl(xo)+ •.• +fn(xn)~fn(xo) fn+l(xn)+fn+l(xo)+ 

x -x x -x x -x x -x n o n o n o n o 

Da xn ligger under samme halvtag for fn(x) som.x
0

, ligger xn og­

så under samme halvtag for hver af funktionerne f 1 (x), .•• ,fn_
1

(x) 

som x 0 ._ Heraf ses, at hvert af leddene 

f1 (xn)-f1 (x~) fn(xn)-fn(x
0

) 

x -x n o 
' ... ' 

x -x n o 

er lig med hældningskoefficienten for det halv~ag af den pågæl­

dende funktion, under hvilket x ligger. Disse led er altså o 
lig med D+f1 (x

0
), D+f2 (x0 ),,~.,D+fn(x0 ). De følgende led i 

· ) rækken (*) 

x -x n o 

er alle O, t.hi \xn-x
0

( er t 
perioden for fn+l(x), lig 

Vi finder således 

x -x n o 
' ... 

af perioden for fn(x), altså lig med 

med 4 gange perioden for f 2 (x) o.s.v. n+ 

f(xn)-f(x
0

) 

x -x n o 

= D+f1 (x
0

) + D+f2 (x
0

) + ••• + D+fn(x
0

) 

d.v.s. sf(xn)-f(~o)]/(xn-xo) er det n'te afsnit i den uendelige 

række D f 1 (x
0

)+D f 2 (x
0

)+ •.• , hvis led alle er +l eller -1. Føl­

gen af differenskvotienter har derfor ingen grænseværdi for n~oo.l 
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§4. Peanos kurve. 

(G.Peano 1858-1932; kurven er fra 1890.) 

En kontinuert kurve (x,y), = (f( t) ,g( t)), O i. t s. l, som forlø­

ber i kvadratet {_(x,y)l x F (0,1], y E [O,f] = [0,1] x lo,1J og som 

indeholder ethvert punkt af dette kvadrat. 

Kvadratet deles i 9 kvadrater med side 1/3 og vi danner den 

kontinuerte kurve (x,y) = (f1 (t),g1 (t)), O~ t~ l, som består 

af de på fig. l viste diagonaler i de 9 kvadrater i den ved num­

merordenen bestemte rækkefølge, gennemløbet med konstant hastig­

hed. Til t = O og t = l svarer (x,y) = (0,0) og (x,y): = (1,1) 
l 2 8 

og knækpunkterne svarer til t= 9'9, ... ,9. 

(O, O) (l, O) (0,0) (1,0) 
fig, l fig. 2 

Hvert af de 9 kvadrater med side 1/3 deles nu i 9 kvadrater. 

med side 1/3 2 , og vi danner den kontinuerte kurve (x,y) = 

(f2 (t),g2 (t)), O 1 t~ l, som beitår af de på fig. 2 viste dia­

gonaler i de $1 kvadrater i den ved nummerordenen bestemte ræk­

kefølge, gennemløbet med konstant hastighed. Til t= 0,~,~, •.• ,~,1 
svarer de samme punkter som på den forrige kurve, og knækpunkter-

tl.1 t l 2 80 ne svarer = 81 , 81 , ••• , 81 • 

Idet vi fortsætter således, fås i det n'te skridt en kurve 

(x,y) = (fn(t),gn(t)), O~ t ' l, sammensat af diagonaler i de 

9n kvadrater med side l/3n hvori det givne kvadrat er delt, gen­

nemløbet med konstant hastighed. Til t= O,l/9n-l,2/9n-l, ..• ,l 

svarer de samme punkter som på den forrige kurve, og knækpunkter­

ne svarer til t= l/9n,2/9n, ••• ,(9n-l)/9n. Diagonalerne i de 9 

kvadrater i den n'te deli,rig, som udgØr et af kvadraterne i den 

n-l'te deling, gennemløbes i den rækkefølge som er vist på fig. 3 

a,b,c,d, beroende på, bvilke modstående hjørner, der skal forbin-
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des. 

1 -~~--~-· 
2_ 5 l '6 

7 ~ 1 
-

s 5 2 

3 L( q q Lf ~ 

l 

2 5 ' ~ 2 5 2 l 
! 

~----~- ------- -------~ ·--~ 

i 
3 LJ 

q 
! 

[1 4 3 
d 

1 !':, l 
--. 7 (" 1 l 

a b c 

fig. 3 

Til et interval (k-1)/gP ~ t ~ k/9n, hvor k er hel og 

l ~ k ~ 9n, svarer på den n!te kurve en diagonal i et af de 9n 

kvadrater med side l/3n, og på enhver af de følgende kurver 

(x,y) = (fm(t),gm(t)), m> n, en polygon, der forløber~ dette 
kvadrat. Heraf ses, at for m> n er 

jfm(t)-fn(t)\ ~ l/3n og \gm(t)-gn(t)\ ~ l/3n for alle t E [0,1]. 

~il ethvert f.. > O kan vi 
l/3no ~ E • Vi ser da, at 

finde et n0 = n0(E), således at 

lfm(t)-fn(t) l ~E og f o r all e t E [O , l] 

når blot m > n
0 

fl (t) ,f2(t)' ••. 
intervallet O ~ 

og n > n
0

• Heraf følger, at funktionsfølgerne 

og g1 (t),g2(t), ••• er ligeligt konvergente i 
t ~ l. Vi betegner deres grænsefunktioner med 

f(t) og g(t). Disse er da kontinuerte funktioner og bestemmer 

altså en kontinuert kurve (x,y) = (f(t),g(t)), O 5 t~ l. Det­

te er Peanos kurve. 

Idet O~ fn(t) ~ l, O~ gn(t) ~ l for alle t E [0,11 og alle n, 
har vi O ~ f( t.) ~ l, O ~g( t) ~ l for alle t f [0,1]. Peanos 
kurve forløber al t så hel t i kvadratet [o, 11 x [o, l) . 

For t = k/9n, hvor k er hel og O ~ k~ 9n gælder 

(fn(t),gn(t)) = (fn+l(t),gn+l(t)) = ••• og altså (f(t),g(t)) = 
(fn(t),gn(t)). Til t= O og t= l svarer altså på Peanos kurve 
punkterne (0,0) og (1,1) og Peanos kurve indeholder knækpunkter­

ne for enhver af kurverne (x,y) = (fn(t),gn(t)), nemlig svarende 
til samme parameterværdier. Heraf følger, at Peanos kurve inde­

holder ethvert punkt (x
0

,y
0

) af kvadratet [0,1] >< [0,1]. Thi 
mængden af punkter på en kontinuert kurve med afsluttet parame­

terinterval er kompakt (altså afsluttet og begrænset). Nu kan 

vi for en~ver omegn af (x ,y ) finde et nummer n, således at den-o o 
ne omegn indeholder et af de gn kvadrater med side l/3n fra den 

n'te deling. Endepunkterne for den ene af dettes diagonaler er 

knækpunkter for den n'te kurve (eller (O,O)eller (1,1)) og er 

altså punkter af Peanos kurve tilhørende den givne omegn. Punk­

tet (x ,y ) må da også tilhøre Peanos kurve.l 
o o 
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Kap. 2, Mål- og integralbegrebet. 

l, Trappemængder og trappefunktioner. 

Vi vil betragte reelle funktioner af en eller flere reelle 
' 'k variable, altså funktioner defineret på R eller R • J:t'unktioner 

som kun er defineret på en delmængde af R eller Rk, vil blive 

behandlet, idet vi udvider dem til fundtioner defineret på R 

eller Rk med værdien O uden for den oprindelige definit,ions­

mængde. ~oreløbig betragtes kun endelige funktioner, senere 

vil også funktioner, der kan antage værdierne +roog -oo, blive 

tilladt. Vi benytter den gængse geometriske sprogbrug, idet 
vi taler om h=ft1 som tallinien, om ~2 som talplanen, og alminde­

ligt om Rk som det k-dimensionale talrum, om dets elementer x = 
(x1 , ... ,xk) som ~unkter, ·etc. Det understreges imidlertid, at 

teorien kun bygger på de reelle tal. 

Intervaller og deres mål. 
... 

For k = l, hvor talen er om x-aksen R, vil vi benytte alle 

fire intervaltyper 

afsluttet interval J = (a, b] = {xla ~ x ~ b 3, a & b 

halvåbent interval J = [a, b [ = !x la ~ x < b§' a < b 

J = Ja, b] = fx la< x ~ bL a < b 

åbent interval J = Ja, b[ = ~xla < x < b ~' a < b 

Bemærk, at et afsluttet interval kan bestå af et enkelt punkt. 

Tallene a og b kaldes intervallets endepunkter (de kan altså 

for et afsluttet interval falde sammen). Tallet b- a kaldes 

intervallets længde eller mål og betegnes m(J): 

hi\J) = b -a. 

J:t'or k > l betegnes som et interval i Rk en mængde af formen 

J= Jlx ... ~Jk = {x l xiE Ji~ 
hvor hvert J. er et interval på x.-aksen. Svarende tlli~, at 

l l 

hvert J. kan være af de fire ovennævnte typer, kan J være af 
k l . 

4 typer. Intervallet er afsluttet, hvis og kun hvis hvert 

J. er afsluttet, og åbent, hvis og kun hvis hvert J. er åbent. 
l l 

~ængderne af intervallerne Ji kaldes kantlængderne af J og 

deres produkt kaldes intervallets mål og betegnes m(J). Hvis 
J. har endepunkterne a. og b. er altså 

l l l 

m\J) = (b1 - a 1 ) ••• \bk- ak) 

NB. Det havde været mere systematisk at betegne målet af et 

interval i Hk med mk(J). Vi kunde da have skrevet mk(J) = 
ml(Jl) ••. m1 (Jk). Da vi imidlertid i almindelighed kun betragter 
eet k, vil vi ikke komplicere betegnelserne på denne måde. 
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Bemærkning. 

Lad der for k = l være givet et endeligt antal intervaller J 

på R. ~ad x
0

,x1 , ..• ,xn være samtlige endepunktet for inter­

vallerne J ordnet således, at x
0 

< x 1 < x 2 < • • • < xn. Vi 

betragter de n+l intervaller ~p,xp], p= u, ... ,n, og de n inter­

vaæler )xp-l'xp[' p= l, •.. ,n. Disse 2n+l disjunkte intervaller 

betegner vi som intervallerne I. Da er hvert af de givne inter­

valler J foreningsmængdeeaf visse af disse intervaller I, og 

for hvert J er målet m(J) summen af målene m\I) af de I, hvoraf 

J er sammensat. 

Lad der dernæst for k > l være givet et endeligt antal inter­

valler J= fx lx. EJ.! i Rk. For ethvert i bestemmer vi på den 
l l 

lige omtalte måde et endeligt antal disjunkte intervaller Ii på 

x.-aksen, således at hvert J. er foreningsmængde af visse I., 
l l l 

og vi betragter dernæst alle intervaller I= {x l xi6 Ii!' som 

fås ved at man for hvert i benytter et af disse I .. (I tilfældet 
l 

k = 2 er intervallerne I dels åbne intervaller, dels akseparal-

lelle liniestykker uden endepunkter, og dels punkter.) Da er 

hvert af de givne intervaller J åbenbart foreningsmængde af 

visse af disse intervaller I, og for hvert J er målet m(J) sum­

men af målene m(I) af de I, hvoraf J er sammensat (ifølge sæt­

ningen om, at et produkt, hvis faktorer er summer, er summen af 

alle produkter, hvis faktorer er een addend fra hver sum). 

Trappemængder og deres mål. 

En punktmængde F i Rk, som er foreningsmængde af et endeligt 

antal disjunkte intervaller, vil vi kalde en trappemængde, og 

summen af intervallernes mål kaldes trappemængdens mål og beteg­

nes m(F). 

Bortset fra de tilfælde, hvor F består af et endeligt antal 

punkter, kan en trappemængde F på mange måder fremstilles som 

foreningsmængde af endelig mange disjunkte intervaller. For 

at godtgøre, at der ved ovenstående virkelig er defineret et 

mål m(F) for mængden F, må vi derfor vise, at hvis den samme 

mængde F på to forskellige måder er fremstillet som forenings­

mængde af endelig mange disjunkte intervaller, er summen af 

disses mål i begge tilfælde det samme tal. Dette fremgår af 

den foranstående bemærkning, idet vi lader intervallerne J være 

samtlige intervaller, der forekommer i de to fremstill~nger; da 

vil F også være foreningsmængde af visse af intervallerne I, og 

dekubgeb af F i disse intervaller I er en videredeling af hver 

af de givne delinger. Summen af målene af intervallerne i hver 
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af disse delinger er altså lig med summen af alle m(I) svarende 

til de I, hvoraf F består, og de to summer er altså ligestore.8 

Den tomme mængde Ø er foreningsmængde af ingen intervaller; 

den er altså en trappemængde, og m(Ø) = O. 
Hvis F og G er trappemængder, da er også F u G, F n G, F ' G 

trappemængder. Er specielt F og G disjunkte, gælder 

m(F v G) = m(F) + m(G). 
Vi betragter for hver af mængderne F og G en fremstilling af 

mængden som foreningsmængde af endelig mange disjunkte inter­
valler. Idet vi lader alle de herved optrædende intervaller 

være intervallerne J i den foranstående bemærkning, får vi et ende­

ligt antal disjunkte intervaller I, således at hver af mængder-

ne F og G er foreningsmængde af visse af disse intervaller I. 
Heraf følger imidlertid, at også hver af mængderne F u G, 1!, n G og 

F' G er foreningsmængde afvisse I. Altså er de trappemængder. 

Den anførte relation følger umiddelbart af målets definition.l 

Mængdelegemer og additive mængdefunktioner. 

E~ system ~~af delmængder af en given mængde E kaldes et 

mængdelegeme, såfremt det når 

AE 1- og B E d't gælder A v B E 'f, A n B E 'f og A-...... B E 'f 
For et vilkårligt endeligt antal mængder A1 , .•. ,An tilhørende 

mængdelegemet i- gælder naturligvis, at A1u ••. VAnE ;f og Al'' ••• 
nA E: f . Ethvert mængdelegeme indeholder den tomme mængde Ø. 

n 
En funktion ep= f( A) defineret på et mængdesystem 1- kaldes en 

mængdefunktion. Foreløbig betragtes kun endelige reelle mængde­

funktioner. Senere vil også værdierne +co og -ro blive tilladt. 
~n endelig mængdefunktion ~ defineret på et mængdelegeme ~f 

kaldes additiv, hvis 

f(A u B) = r:p(A) + p( B) 
for vilkårlige disjunkte mængder AE ;f, B~ r. Da gælder <f( Ø) = O, 

og f(A' B) = f(A) - f(B), når A ~ B, og for vilkårlige mængder 
A E ')e,, B f: ;l· gælder 

ep l A ) + f( B) = tf( A u B) + <f( A n B) . 
Endvidere gælder for vilkårlige disjunkte mængder A1 e~•, ..• 

Ane 'f, at f(A1u ... VAn) = f(A1 ) + ••• + f(An). Hvis tp er ikke ne­
gativ (d.v.s. cflA) ~ O for alle Ae f-) gælder tp(A) ~ (B), når 

A ~ B. I dette tilfælde gælder for vilkårlige (ikke nødvendeg­

vis disjunkte) mængder A1E:'/, ... ,Anl::.f, at 

tf(A1u .•. vAn) ~ p(A1 ) + •.• + cf(An). 
Thi sættes B1 = A1 , B2 = A2 ' A1 , B3 = A3 '\. ~Al u A2 ), •.• , Bn = 

An' (A1u ··.vAn), er 1\, ... , En disjunk.te mængder tilhørende 'Y2, 
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og A1u •.• UAn = B1u., .• vBn; Endvidere er B1 ~ A1 , •.. ,Bn ~ An. 

'.! Altså er f~A1u ..• uAn) = tp(B1 ) + ... + <p(Bn) ~ f(A1 ) + ••• + f(An). 
På gr:unQ.iag af de her ind;førte begreber kan vi om trappe­

mængder og deres mål udsige følgende: 

Systemet af trappemængder F i Ak er er mængdelegeme og målet 

m= m(F) er en additiv, ikke negativ mængdefunktion på dette 

1egeme. 

Trappefunktioner og deres integraler. 

En funktion f = f~x) defineret på Rk kaldes en trappefunktion, 
hvis den er U uden for en trappemængde F, og .1!1 kan deles i et 

endeligt antal disjunkte trappemængder F1 , ... ,Fn' i hvilke f 
er konstant. Betegnes værdierne af f i disse mængder med a1 , 

•.. ,an' kaldes summen a1m(J!11 ) + ... +anm(Fn) trappefunktionens 
integral og betegnes I(f): 

I(f) = a1m\F1 ) + ..• + anm(Fn) 
Funktionen O er en trappefunktion, og I(O) = O 

For en given trappefunktion f kan vi på mange måder vælge dis-

junkte trappemængder, i hvilke funktionen 

for hvis foreningsmængde funktionen er O. 
der ved ovenstående virkelig er defineret 

er konstant, og uden 

For at godtgøre, at 

et integral I(f) for 

funktionen f, må vi vise, at den omhandlede sum bliner den 
samme i alle tilfælde. Hertil bemærkes, at vi ifølge bemærk­

ningen foran for to sådanne valg kan finde et endeligt antal 

disjunkte intervallerJ-lad os benævne dem J 1 , ... ,Jp- så­
ledes at enhver af de optrædende trappemængder er forenings­

mængde af visse af disse intervaller. Ihvert af disse inter­

valler er f konstant, og betegnes værdierne i intervallerne 

med b1 , ... ,bp er den til hvert af de givne valg svarende sum 

lig med b1m(J1 ) + •.. +bpm(Jp). 
For et vilkårligt endeligt antal trappefunktioner f 1 , .•. ,fm 

kan vi finde et endeligt antal disjunkte intervaller, således 

at hver af trappefunktionerne er konstant i hvert af interval­
lerne og O uden for deres foreningsmængde. Heraf følger, at 

hvis h(z1 , •.. ,zm) er en vilkårlig funktion på Rm med h(O, ... ,O) 

=O, da er også h(f1 , ... ,fm) en trappefunktion. 

Med henblik på det følgende fremhæves følgende umiddelbare 

konsekvenser af definitionerne og af den foregående bemærk­

ning: 
Hvis f er en trappefunktion, da er af, hvor a er et vil­

kårligt reelt tal, også en trappefunktion. Hvis f og .g er 

trappefunktioner, da er også f+g, f v g , f l\ f},. trappefunktioner. 

For integralet af trappefunktioner gælder 
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I(af) = ai(f) 

I(f+g) = I(f) + I(g) 

I (f) l O hvis f ~ O. 

Lineære funktionsrum. Funktionsgitre. Lineære funktionaler. 

En klasse K af reelle funktioner defineret på en vilkårlig 

mængde E kaldes et lineært funk~ionsrum, hvis 

f E K og a E: R medfører af E: K 

f e K og g E- K medfører f+g E K 

Et lineært funktionsrum er altså et underrum i vektorrummet af 

alle reelle funktioner defineret på mængden E. 
En klasse K af reelle funktioner der er defineret på en 

mængde E kaldes et funktionsgitter, hvis 

f E K og g € K medfører f v g E K og f A g e K. 

Et lineært funktionsrum K er et funktionsgitter, hvis og kun 

hvis fEK medfører lf!EK. Nødvevdigheden ses af, at lfl = 

f v (7f) og tilstrækkeligheden af at .f v g = -Hf+g) + il f-g l, 
f 1\ g = i(f+g) - i \f-g\. 

~n funktion p= p( f) defineret på en funktionsklasse K bestå­

ende af funktioner derineret på en mængde E kaldes en funktional. 

Foreløbig betragtes kun endelige reelle funktionaler. Senere 

vil også værdierne +oo og - oo blive tillad t. 

En funktional ~ defineret på et lineære funktionsrum K kaldes 

en lineær funktional (eller en linearform), hvis 

~ ( af) = a4?( f) 

g?(f+g) =~(f) +~(g). 

Funktionalen ~ kaldes ikke negativ, såfremt 

g? ( f ) ~ O når f :6 O 

Da gælder g?(f) ~~(g) når f~ g. 

Lad ~ være en lineær funktional på et lineært funktionsrum K, 

som tillige er et funktionsgitter. For f E K, g E K gælde:t da 

p(fJ +~(g) =~(f v g) + p(fA g), 

idet f+g = f v g + f 1\. g, så at der på begge sider står p(f+g). 

Forudsættes yderligere, at 1 er ikke negativ~ gælder 

~~(f)/ ~~(/f/), 
thi -lfl ~ f ~ fil, altså-~( \f\) = 1'(-jfj) ~p( f)~ ~ ( lf/). 

På grundlag af disse definitioner kan de ovenfor fremhævede 

egenskaber ved trappefunktioner og deres integraler udtrykkes 

på følgende måde: 
'k Klassen af trappefunktioner f på R er et lineært fu~ktions-

rum og også et funktionsgitter, og integralet I = I(f) er en ikke 
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negativ, lineær funktional på dette funktionsrum. 

Mål- og integralteoriens problemstilling. 
'k Systemet af trappemængder i R og den på dette definerede 

mængdefunktion m= m (F), og klassen af trapprfunktioner på Rk 

og den på denne definerede funktional I = I(f) udgør den elemen­
tære basis for mål- og integralteirien i Rk. Dette mængdesystem 

og denne funktionsklasse er naturligvis utilstrækkelig for analy­

sens behov. Teoriens videre udvikling går ud på at udvide mål­

begrebet til mere omfattende mængdesystemer og funktionsklasser. 

Begyndelsen til den moderne udvikling blev givet ved Riernanns 

integralbegreb ( B. Riernann 1826-66, definitionen er fra 1854), 
som fremkom ved en præcisering af den klassiske integraldefinition. 

Nøje sammenhørende hermed er det målbegreb, som vi vil heteghe 
som Riernann målet, selv om det først er indført senere (af Peano 

og Jordan). 
Efter en kort omtale af disse begreber skal vi betragte Lebes­

gues mål- og iyegralbegreb ( H. Lebesgue 1875-19~1; teorien er 
grundlagt 1902), som udmærker sig ved dels at omfatte langt fle­

re mængder og funktioner og dels ved at der her gælder simple 
sætninger ikke blot vedrørende elementære operationer med mængder 

og funktioner men også vedrørende grænseovergang. 
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§2, Riernann integralet. 

Øvre og nedre Riernann integral. Riernann integrable funktioner. 

For en vilkårlig funktion f = f(x) på Rk betegner vi som funk-

tionens støtte afslutningen af punktmængden ~\f(x) t oJ. At 

sige, at funktionen har begrænset støtte, er ensbetydende med at 

sige, at funktionen er O uden for et vist inter~al. l Riernanns 

integralteori betragtes udelukkende begrænsede funktioner med 

begrænset støtte; eller, hvad der kommer ud på det samme, funktio­
ner f, for hvilke der findes trappefunktioner ill og f, således at 

f i f ~ f. Klassen af disse funktioner er ~benbart et lineært 
funktionsrum og også et funktionsgitter. 

For en sådan funktion f gælder for vilkårlige trappefunktioner 
f og f, for hvilke f ~ f ~ f, uligheden I (f) i I (f). r'iængden 

af alle I(.f) er derfor nedad begrænset. Dens nedre grænse kaldes 

det øvre Riernann integral af f og betegnes R(f). Tilsvarende 

er mængden af alle I(!) opad begrænset. Dens øvre grænse kaldes · 
det nedre Riernann integral af f og ·betegnes R(f). Altså 

R(f) = infi(1), R(f) = sup I(f) 

Vi har -oo < R(f) ~· R(f) < +CO 

Er f specielt en trappefunktion, gælder åbenbart R(f) = I(f), 

R(f) = I(f). Vi opnår altså en udvidelse af integralbegrebet 
for trappefunktioner gennem følgende definition: 

Når R (f) = R(f), kaldes funktionen f Riernann integrabel og den 
fælles værdi kaldes funktionens integral og betegnes I(f): 

I(f) = R(f) = R(f). 

En nødvendig og tilstrækkelig beting~lse for, at en funktion f 
er Riernann integrabel, er, at der for etpvert E >O findes trappe­

funktioner! og f, for hvilke!~ f a f ~g I(f-f) < e. 
Hvis f er O uden for trappemængden D, kan vi naturligvis ved 

bestemmelsen af R(f) og E(f) nøjes med at tage trappefunktioner 

f ... og f i betragtning, for hvilke f ~ f ~ f, og som er O uden 

for 1!1 • 

Enhver kontinuert funktion f med begrænser støtte er Riernann 

Integrabel. 

Bevis: Lad J være et afsluttet interval, som indeholder mæng­

den {xjf(x) * OJ. Ifølge sætningen om ligeligkontinuitet findes 

til ethvert E.> O et S=<S(c) >O, således at jf(x)- f(y)J <E 

for vilkårlige punkter x = (x1 , ..• ,xk) E J og y = (y
1

, ••. ,yk) f J 

for hvilke [x1-y1 1 < 6, ... , lxk-yk l< 8. Vi deler J i disjunkte 
intervaller J 1 , ... ,Jn' således at alle kantlængder i disse er< J, 
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og vælger punkter x1 e J 1 , •.. ,xne Jj. Vi betragter nu de to 

trappefunktioner f og f, der defineres ved 

f(x) } = { O for x E J 
f(x) f(x.) ±E for xEJ., i= l, ... ,n 
- l l 

hvor plustegnet refererer til 1 og minustegnet til f. Da er 

f~ f~ f ogf(x)- f(xJ = 2&for xt::J og =O for XfJ. Altså 
er I(f- f) = 2&m(J), hvormed sætningen er bevist.l 

Dirichle~s funktion: 

For k = l betragter vi Dirichlets funktion f hørende til inter­

vallet [-1,1], d.v.s. den ved 

{

O for (xl > l 
f(x) = Ofor\xl~l,xE~'-Q 

l for \x l ~ l, x E Q 

definerede funktion. .l!1un1ctionen er begrænset Jog har begrænset 
støtte. Den er diskontinuert i ethvert pu:t).kt x c l-1,1], men 

kontinuert i ethvert punkt x~ [-l, l]. Ud fra definit ionerne fin­
der man let R(f) = 2, R(f) = O; funktionen er alt~å ikke Rie­

rnann integrabel. 

En diskontinuert Riernann integrabel funktion. 
For k = l betragtes funktionen f defineret ved 

l 
q når \xl ~ l og x er e~ uforkortelig 

f(x) = brøk med nævner q > O 

O for alle andre x 

Funktionen er begrænset og har begrænset støtte. Den er disken-

) tinuert i ethvert rationalt punkt i l-1,1], men kontinuert i alle 

andre punkter. 
f er den ved 

q o 

For ethvert hel t tal q 2 l er O ~ f ~ 1 hvor o- - - q' 
o 

1 når \x\~ l og x er en uforkortelig brøk 
q med nævner q ~ q

0 1 for alle andre x ~ [-l, l] 
q o 
O for lxl > l 

definerede trappefunktion. Nu er I(f ) = g . Vi finder altså 
- 2 qo qo -

O S R(f) ~ R\f) ~- ,hvilket viser at rt(f) :r R(f) =O. Funk--- - q -
tionen f er således 0 Riemann integrabel med integralet I(f) = O. 

Sætninger om Riemenn integralet. 

Vi betragter udelukkende begrænsede funktioner med begrænser 
støtte. 

Hvis f~ g, er R(f) ~ R(g) og R(f) ~ R(g). Heraf følger: hvis 

f og g er Riernann integrable og f~ g, er I(f) ~ I(g). Specielt~ 
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Hvis f er Riernann integrabel og f ~ O, er I(f) ~ O. 

Hvis f er givet, og f og f er trappefunktioner, således at 
f ~ f ~ f, gælder -f~ -f ~-f, og omvendt. Heraf ses, at 

R(-f) = -R(f), R(-f) = -R(f). 
For a > O følger af f ~ f ~ f, at aif ~ af ~ af; og omvendt. Her­

af ses, at 
R(t.af) = aR ( f) , R(af) = aR(f) 

Af disse resultater aflæses: 
Når f er Riernann integrabel, er af Riernann integrabel for et­

hvert reelt tal a, og I(af) = ai(f). 

Lad dernæst f og g være givne og lad f,f,g,g være trappefunk­

tioner, således at f ~ f ~ f og g~ g ~ g. Da gælder 

f+g ~ f+g ~ f+g 
fvg ~ fvg ~ 1vg fl\g ~ fl\g ~ fl\g 

Heraf følger 
I(.f)+I(g) = I(f+g) ~ R(f+g) ~ R(f+g) ~ I(f+g) = I(f)+I(g) 

og 
I(f)+I(g) = I(f v g)+I(f 1\g) ~ H.( f v g)+R(f f\ g) 

f R ( f v g) +R ( f 1\ g) ~ I ( f v g)+ I ( f 1\ g) = I {f) +I ( g) 

Følgelig er 

R(f)+R(g) ~ R(f+g) ~ R(>f+g) ~ R(f)+R(g) 
R(f)+g(g) ~ R(fvg)+g(f/\g) ~ R(fvg)+R(fA.g) ~ R(f)+R(gJ 

Heraf aflæses: 
Når f og g er Riernann integrable, da er også f+g, f v g, f 1\ g 

Riernann integrable, og I(f+g) = I(f)+I(g) = I(fv g)+I(f/\g). 

Om Riernann integralet er hermed vist: 
Klassen af Riernann integrable funktioner f på Rk er et lineært 

funktionsrum og også et funktionsgitter, og integralet I = I({) 
er en ikke negat~v lineær funktional på dette funktionsrum. 

En konsekvens heraf er~ 

Med f er også \fl Riernann integrabel, og II(f)l ~I( rfiJ. 

Ligelig konvergens. 
Hvis en følge af Riernann integrable funktioner f1~2 , •.• ,fn~ 

alle er O uden for en trappemængde F, og hvis følgen er ligelig 

konvergent, da er grænsefunktionen f = lim fn Riernann integrabel, 
og talfølgen I(f1 ),I(f2 ), •.• er konvergent med grænseværdien t(f). 

Bevis: Grænsefunktionen f er åbenbart O uden for F. For et­

hvert c. >O findes et N = N(€.), således at jf(x)-fn(xJI < E. for 

n~ N og alle x. Følgelig er fn-r1F ~ f ~ fn+ElF for n~ N. 
Altså er f begrænset og I(fn)-€m(F) ~ R(f) ~ R(f) 5.. I(fn)+tm(F) 

for n ~ N. 
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Heraf ses, at R(f)-R(f) ~ 2Em(F) for ethvert e > O. Altså er 

R(f) = R(f), d.v.s. f er Riernann integrabel. 

Ulighederne antager nu formen I(fn)-t:m(F) ~- I(f) ~ I(fn)+E-m(F) 

for n~ N. Altså konvergerer følgen I(f1 ), I(f2), ... mod I(f), 
hvilket skulle vises.l 

Mangler ved Riernann integralet knytter sig (bl.a.) til konvergens, 

der ikke er ligelig. Det er let at angive eksempler på konver­

gente følger f 1 , f 2 , ••• af Riernann integrable funktioner, hvis 
grænsefunktion f ikke er Riernann ihtegrabel., siinpelthen fordi 

den ikke er-begrænset eller ikke har begrænset støtte. Dette 

er naturligvrl.s ikke at betragte som en mangel ved Riernann inte­

gtalet. rvlen selv om alle funktionerne fn er O uden for en trappe­

mængde F og funktionerne er ensartet begrænsede, d.v.s. der fin-

\ J des et tal M, så at \fn(x)f ~ M for alle n og alle x, behøver 

grænsefunktionen f (der i dette tilfælde åbenbart er begrænset 
med begrænset støtte) ikke at være R~emann integrabel. 

) 

Lad f.eks. f være Dirichlets funktio~ hørende til intervallet 
[-1,1] .. :·Ladtx~,,,x2 ·,';'.f være samtlige rationale tal i [-1,1] 

ordnet som en følge, og lad fllvære den funktion der er l i punkter-
u 

ne x1 , ..• ,xn og O for alle andre x. Da er fn en trappefunktion, 

al t så Riernann integrabel; alle f n er O uden for [-l, l} , og 

\fn(x)\ ~l for alle n og alle x. Og følgen f 1 ,f2 , .•. konver­
gerer (endda monotont) mod f, der ikke er Riernann integrabel. 

Approksimation med kontinuerte funktioner med begrænset støtte. 

Jor enhver trappefunktion f og ethvert e. > O findes en kon­
tinuert funktion g 2. f med begrænset støtte for hvilken 

I( g') < I (f)+ E, og en kontinuert funktion g ~ f med begrænset -støtte, for hvilken I(g) > I(f)-c:. 

Bevis: Vi antager først, at f= lJ' hvor J er et interval J = 

tx\x.~J.J. 
l l 

Lad J'
1
. have endepunkterne a. og b. . For hvert i vælger vi 

l l 

tal a! < a. og b! > b. og betrG.gter på x. -aksen den funktion h
1
. , 

l l l l l 

der er = l i (a. , b. J , == O for x. < a! og x, > b! og er lineær 
l l l l l l 

i [ai,ai] og [bi,bj_]. Defineres nu~ ved glx) = li1 (x1 ) ... hk(.xk)' 
er g kontinuert med begrænset- støtte, og f = lJ ~ g ,& l J, , hvor 
J' er intervallet ~x/x. E [a! ,b!]j. For passende valg af tallene 

. ' l l l 
a! , b! opnås derfor I (g) < I (f)+ L. 

l l 

Hvis a. = b. for mindst et i, vælger vi ~ = O. Ellers vælger 
l l .0. 

vi for hvert i tal a~ og b~, således at a. < a~ <b~ <b. og be-
l l l l l l 
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tragter på x.-aksen den funktion h., der er =l i [a~,b~], =O 
l -l l l 

for x. < a. og x. 2 b. og er lineær i (a. ,a'.'] og [b'.', b.]. De-
l::: l l- l l l l l 

fineres nu g ved g(x) = h1 (x1 ) ..• hk(xk)' er g kontinuert med be-

grænset støtte, og l J" ~ g ~ f = l J' hvor J" er intervallet 

{xlx. E. [a'l,b'.']J. l!,or passende valg af tallene a'.',b'.' opnås der-l l l . . l l 

for I(g) > I(f)-f. ' 

Da en vilkårlig trappefunktion kan skrives som en endelig li­
nearkombination af funktioner af den her betragtede art, følger 

sætningen nu umiddelbart.l 
Af denne sætning fælger nu: 

For en vilkårlig begrænset funktion f med begrænset støtte 
gælder 

R( f) = inf I("g), R(f) = sup I(a), 
hvor nedre og øvre grænse tages over alle kontinuerte funktioner 

g og g med begrænset støtte, for hvilke g ~ f ~ g. 
En funktion f er derfor Riernann integrabel, hvis og kun hvis 

der for ethvert E > O findes kontinuerte funktioner g og g med 

begrænset støtte, for hvilke g ~ f ~ g og 1 (g-,z) < € • 

Riernann integrabilitet i en punktmængde. 
'k Vi har hidtil betraftet ~unktioner defineret på hele R . ~n 

funktion f, der ikke nødvendigvis er defineret på hele Rk, kaldes 

Riernann integrabel i (eller over) en punktmængde A tilhørende 
funktionens definitionsmængde, såfremt den i hele Rk definerede 

funktion fA' der bestemmes ved 

_ {f(x) for x E A 
1:-.(x)- O for x~ A 

er Hiernann integrabel. I så fald kaldes I ( f
1
) integralet af f 

over A og betegnes også (f.eks.) 

SAf\x)m(dRk) eller 5Af(x)dx eller 5Af(x1 , ..• ,xk)d(x1 , •.• ,xk). 
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§3, Riernann målet. 

Ydre og indre Riernann mål. Riernann målelige punktmængder. 
~k 

Vi betragter begrænsede punktmængder i R . De udgør åbenbart 
et mængdelegeme. Lad A være en begrænset punktmængde. Da fin­

des trappemængder F og F, således at F ~A~ F (f.eks. 0 og J, 
hvor J er et interval, der indeholder A). For vilkårlige så­

danne mængder gælder m(E) ~ m\F). Nedre grænse for mængden af 

alle m(FJ kaldes det ydre Riernann mål af A og betegnes ry(A). 
Øvre grænse for mængden af alle m(F) kaldes det indre Riernann 

mål af A og betegnes ri(A). 
r (A) = inf m(F), r. (A) = sup m(F). y l 

Vi har O S. r . (A) ~ r (A) < +oo. 
- l - y 

Er A specielt en trappemængde, gælder åbenbart r (A) = m(A), y 
r.(A) = m(A). Vi opnår altså en udvidelse af målbegrebet for 

l 
trappemængder gennem følgende definition: 

Når r. (A)= r (A), kaldes mængden A Riernann målelig, og den 
l y 

fælles værdi kaldes mængdens mål og betegnes m(A): 

m(A) = ri tA) = ry(A). 
En nødvendig og tilstrækkelig betingelse for, at en mængde A 

er Riernann målelig, er, at der for ethvert E- > O findes trappe­

mængder E og F, for hvilke Æ ~ A ~ F og m( F'- F_) < C.,. 

Forbindelse med Riernann integralet. 

For enhver begrænset punktmængde A gælder 

r. (A) = R (lA) , r (A) = R (lA. ) . 
l - y 

Mængden A er altså Riernann målelig, hvis og kun hvis funktionen 

lA er Riernann integrabel, og iså fald er 

m(A) = I( lA). 
Bevis: Vi beviser først, at r (A) = R(lA). l) For enhver 

- y 
trappemængde ~~A er lF en trappefunktion, og lj~ lA. Altså 

er m(F) = I(lF) ~ R(lA)' hvoraf r (A) 6 R(lA). 2) For enhver 

trappefunktion f ~ lAer j = {x/1(~) ~ l} en trappemængde~ og 

F ~A. Endvidere er f ~ lF. Altså er I(f) :f: I(lp)= m(F) ~ ry(A). 

Følgelig er R( lA):? ry(A). 
Ve beviser dernæst, at r.(A) = R(l,). l) For enhver trappe-

l - li 

mængde .l!, ;: A er l.l!, en trappefunktion, og lF ~ lA. Altså er 

m(Æ) = I( lp)~ ,g(IA), hvoraf ri (A)~ B( lA)- 2) For enhver 

trappefunktion f ~ lA er Æ= {x{f(x) > 01 en trappemængde, og 

Æ~ A. Endvidere er f~ lF. Altså er I(f) ~ I(lF) = m(E) ~ ri(A). 
Følgelig er R( L ) ~ r. (A) , -hvilket skulle bevise s -:-1 

- .A l 

I kraft af denne sætri~ng henføres teorien for Riernann ~ålet 
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til teorien for Hiernann integralet. 

~lementære s~tninger om Riernann målet. 

For vilkårlige mængder A og B gælder 

l A u B = l A v 1B' lA n B = l A 1\ 1B l A"- B = (l A - 1B) V O" 
Er A og B disjunkte, gælder 

1Au B = 1A + 1 B" 
Af egenskaberne ved Riernann integralet følger derfor straks: 

Systemet af Riernann målelige punktmængder A i ~k eL et mængde­

legeme, og Riernann målet m = m(A) er en additiv, ikke negativ 

mængdefunktion på dette legeme. 

Fpr k::;: J3 kan spm eksempel på en begrænset, ikke Riernann måle­

lig punktmængde nævnes mængden af rationale tal i intervallet 

l-1,1]. 

Vi vil ikke på dette sted gå videre i teorien for Riernann 

integralet og Hiernann målet, idet denne, som vi senere skal se, 

på sikpel måde indordnes under teorien for Lebesgue integralet 

og 1ebesgue målet, sbm vi nu går over til. 



Nat 2, 1962-63 lVU 2, 4, l 

§4. Rundamentale hjælpesætninger. 

Hvis en dalende følge J\ ? F 2 2 af trappemængder i Rk 

har fællesmængden nF = 0, gælder lim m(F ) = O. 
~~~~~~~~~~~n - n~--~ 

Bevis: Idet m(F1 ) ~ m(F2 ) ~ •.. ~O, er det klart, at lim m(Fn) 

eksisterer og er ~ O. Vi fører beviset indirekte, og antager 
altså, at vi har en dalende følge F1 ;:; F2 ~ . . . af trappemængder, 

for hvilken lim m(Fn) = k >O, og skal nu vise, at nFn ~ 0 (d.v.s. 
at mængderne har mindst et fælles punkt). 

Nu er m(Fn) 6 k for ethvert n. Vi betragter for ethvert n 
en fremstilling af Fn som foreningsmængde af andelig mange dis­

junkte intervaller og erstatter (hvad der åbenbart er muligt) 
hvert af disse med et i intervallet indeholdt afsluttet interval 

valgt således, at når Gn betegner foreningsmængden af disse af­
sluttede intervaller, er m(F ~G ) ~ k·2-n. Den herved frem-n n -
komne følge af trappemængder G1 ,G2 , .•. er_i~ke nødvendigvis 
dalende. .B1or atter at komme til en· dalende følge danner vi 

trappemængderne 

H1 = G1 , H2 = G1 (l G2 , ••• , Hn = G{' .•• fiGn, ••• 

Da er R
1 

? H2 ~ ••• , og for ethvert n gælder Hn ~ 

F 'H ~ (F1 ,G1 )u .•. u(F "G) hvoraf følger, at n n - n n 1 m(F ""-H ) < m(F1 -....... G1 )+ ... +m(F ~G ) .! k 2- + ... +k n n ==- n n -
Da m( F ) 2 k, ses heraf at H :::f 0, men så er også n - n 
på grmid afl, at nH . ~ \.nG ~ OF . Hermed er den n n- n 
søtning bevist.l 

G c J!, og 
n= n 

første hjælpe-

Hvis en dalende følge f1~2 ~ . . . af trappefunktioner på -./ 

Rk har grænsefunktionen O, gælder lim I(f ) = O. n 
Bevis: Vi har åbenbart fn ~ O for alle n. Da I(f1 ) ~ I(f2 ) 

~ ••• 2 o, eksisterer lim I(fn) og er ~O 

Lad F være en trappernængde, uden for hvilken f 1 er O, og lad 

N = max [f1 (x) l x f Rk~. Vi vælger et tal E.> O og betragter mæng­

derne Fn = ~xlf11 ~x)~ t j. Disse er åbenbart trappernængder, og 

vi har F ~ F 1 ~ :1!, 2 ~ og 0F n = 0. Ifølge den foregående 
søtning gælder altså lim m(Fn) = O. Nu er for ethvert n 

O~ fn ~ E:-lF'F +M·ll!, 
n n 

Pølgelig er 

O~ I(fn) S. c_m(F'Fn)+JVIrn(Fn) = fm(P)+(M-E)rn(J!,n), 
og altså O ~lim I(fn) i E m~ F). Da E var et vilkårligt tal 

/O, ses heraf at lim I (f ) = O, hvilket skulle bevises .l n 
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§5. Lebesgue integralet. 

Medens vi ved behandlingen af Riernann integralet i ~k på for­

hånd måtte indskrænke os til betragtning af begrænsede funktioner 

med begrænset støtte, idet det øvre og nedre Riernann integral 

kun kunne defineres for disse funktioner, vil vi ved behandlingen 

af Lebesgue integralet i Rk tage vilkårlige reelle funktioner 

f på ~k i betragtning, og vi vil endda tillade funktionerne at 

antage værdierne +oo og -oo. De funktioner f vi betragter, er 

altså afbildninger af ~k ind i ~~. ~n funktion, som ikke antager 

værdierne +oo eller -oo kaldes endelig. .J:I'ordelen ved at operere 

med R* er, at en vilkårlig delmængde af R~ har en øvre grænse 

eller supremum og en nedre grænse eller infimum, medens disse 

begreber for delmængder af R kun er defineret for henholdsvis 

opad begrænsede og nedad begrænsede mængder. Det understreges, 

at begrebet trappefunktion ikke ændres (for trappefunktioner 

tillades vedblivende kun endelige værdier). 

Definitioner. 

Lad f = f(x) være en vilkårlig reel funktion på Rk med ende­

lige eller uendelige værdier. 

For en følge 1 1 ,f2 , .•. af trappefunktioner vil vi skrive 

fn 1 ~f eller f~ 1nt' såfremt følgen er stigende, d.v.s. 
f 

1 
~ f 2 ~ . . . , og lim fn ~ f. Sådanne følger findes; f.eks. 

kan vi sætte fn = n·lw (Vi benytter den faste betegnelse Wn 
for intervallet {x J'lxiln & nJ). Idet I(f1 ) ~ I(12 ) ~ ..• , eksi­

sterer grænseværdien lim I(fn); evt. er den +ro. Nedre grænse 

for for mængden af disse grænseværdier lim I(fn) for alle følger 
af trappefunktioner 1 t ~ f kaldes det øvre Lebesgue integral n 
af f og betegnes l(f); altså: 

l(f) = inf lim I(f ). 
n 

I( f) kan eventuel t være +oo eller -oo. 

For en følge f
1
,f2 , ... af trappefunktioner vil vi skrive 

fn~ ~f eller f~ fn~' såfremt følgen er dalende, d,.v.s. 

f 1 6 f 2 :b ••• , og lim f n ~ f. Sådanne følger findes; f. Eiks. 
kan vi sætte fn = -n lw . Idet I (f1 ) 2 I (f2 ) 2 • • • , eksisterer 

grænseværdien lim I(f )~ evt. er den -~. 0vre grænse for mæng--n 
denaf disse grænseværdier lim I(f ) for alle følger af trappe­-n 
funktioner f l ~f kaldes det nedre Lebesgue integral af f og -n'+' 
betegnes I(f) alts~: 

I(f) = sup lim I(fn) 
l(f) kan evt. være ~eller -ru. 
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Vi vil bevise, at man for enhver funktion f har I(f) ~ I(f). 

Det gælder om at vise, at vi for to vilkårlige følger af trappe­

funktioner f t~ f og f '~f har lim I(f) ~lim I(f ). Her-n -nv - -n n 
til betragtes følgen af trappefunktioner g =(f -f) v o. Idet n -n n 
g1 6 g 2 ~ ... og lim gn =O, fås af hjælpesætningen ovenfor, at 

lim I(g )·=O. n 
Da vi nu for alle n har f -fn 5 gn' d. v. s. f ~ f +gn og der--n - -n- n 

med I(f ) ~ I(f )+I(g ) , har vi som ønsket lim I( f ) ~ lim I(f
11

). -n - n n -n -
For enhver funktion f gælder altså: 

-oo ~ I(f) ~ l(f) ~ +oo 

Hvis f er en begrænset funktion med begrænset støtte, gælder 

R( f)~ I(f) ~ I(f) ~ R(f). - -- -
Thi for vilkårlige trappefunktioner f og f, for hvilke f~ f~ f 

kan vi benytte følgen f,f,f, ... som følge fn og .f,.f, ... som 

følge .!n, hvoraf ses, at I (f) kan forekomme som lim. I (f n) og 

I(f) som lim I(f ). - -n 
Heraf ses, at hvis f er Hiernann integrabel, er I(f) = I(f) ='I(f) 

Vi opnår altså en udvidelse af ~iemanns integralbegreb gennem 

følgende definition: 

Når -{X)< l,(f) = l( f) < +(lo, kaldes funktionen f Lebesgue inte­

gr.abel, og den fælles værdi af Itf) Qg I(f) kaldes funktionens 

integral og betegnes I(f)~ 

Vi vil s~nere tilskrive visse (men ikke alle) funktioner f, 

for hvilke I(f; = I(f) ,; +ro, integralet +oo, og analmgt for -oo. 

Sådanne funktioner vil dog ikke blive kaldt integrable i egent­

lig forstand (vi vil sige, at de er integrable i udvidet forstand). 

Enhver funktion f, som har værdien O uden for en endelig eller 

numerabel punktmængde A, er Lebesgue integrabel med integralet 

I(f) = 0.:.. 

Bevis: Vi antager først at A er endelig. Hvis f kun antager 

endelige værdier, er f en trappefunktion, og af definitionen af 

integralet for en sådan ses, at I(f) = o~ Hvis f ikke kun an­

tager endelige værdier, sætter vi fn = n·lA og fn = -n•lA. Da 

er f og f trappefunktioner og f t ~ f og f ' ~ f. Følgelig n -n n -n'V -
er Y(f) ~ lim I(fn) = O og I(f; ~lim I(fn) = O. Heraf følger 

påstanden. 

Vi antager dernæst at A er nurnererbar. Lad A bestå af punk-

terne x 1 ,x2 , ... og lad An 

punkter x
1

, ... ,xn. Sættes 

og f trappefunktioner, og -n 

være trappemængden 

nu fn = n·lA og .!n 
n 

fn'l' ~f og .!n~~ f. 

bestående af de n 

= -n•lA , er fn 
]J. 

Ji,ølgel1g er 
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I(f) ~ lim I(fn) = O og l(f) ~ lim I(fn) = O, hvoraf påstanden 
følger.l 

For eksempel ses, at Dirichlets funktion hørende til interval­

let ~l,~ (se side 2,2,2) er Lebesgue integrabel med integralet O. 

Der findes altså begrænsede funktioner med begrænset støtte, 

som er Lebesgue integrable men ikke Riernann integrable. 

Definition af de elementære regneoperationer i R*. 
Vi definerer a+b som +m, hvis en af addenderne er +ro og den 

anden endelig, eller hvis begge addender er +oo, og som -oo, hvis 

en af addenderne er -w og den anden endelig, eller hvis begge 

addender er -~. Endelig defineres +oo+(-oo) og -~(+~) som o. 
Vi definerer a·b som +ø, hvis en eller beggefaktorer er uende~ 

lig og enten begge faktorer er > O eller begge faktorer er < O. 

Vi definerer a·b som -oo, hvis en eller begge faktorer er uendelig 

og en af dem er < O og en af dem er > O. Endelig defineres 
(+oo)· O, O·(+~), (-tX~)• O og O• (-oo)som o. 

a-b defineres som a+(-b), idet vi sætter -\+~) = -t:tJog -(-oo) - +oo 

a/b defineres som a·i, idet vi sætter 1/+0tJ = O, 1/-oo = O. 

En sum a1 + ••. +an defineres ved sukcessiv udførelse af additi­
onerne (idet man føtst danner a1+a2 , så (a1+a2 )+a3 , o.s.v.). En 

uendelig række a1+a2+ ..• tilskrives summen lim \a1 + ... +an)' 
såfremt dette udtryk har mening. 

Elementære sætninger om Lebesgue integralet. 

Vi betragter vilkårlige reelle funktioner på Rk med endelige 

eller uendelige værdier. 

Hvis f er en sådan funktion og fn~ ~ f ~ fn 1', gælder -fn.J. ~ -f 

~ -fn't, og omvendt. Heraf ses, at 
I(-fJ = -l(f) og J(~f) = -Ilf). 

For et endeligt a > O følger af f ' .S f ~ f ""', at af J -.s af __ < af t -n'* - - n l -n 'V - n · 
og omvendt. Heraf ses, at 

I(af) = ai(fJ og I(af) = ai(f) 
Af disse resultater aflæses: 

Når f er Lebesgue integrabel gælder det samme om af for ethvert 

a ~ R , ~ I ( af) = a I ( f)..!.. 

Hvis f ~ g, er I(f) ~ I(g) og I( f)~ I( g)_ Heraf: Hvis f og g 

er Lebesgue integrable og f:& g, er I( f)~ I(g). Specielt: 
Hvis f er Lebesgue integrabel og>f :z O, er I(f) Æ O. 

Lad f og g være givne funktioner med endelige øvre og nedre 
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Lebesgue integraler. I så fald findes følger af trappefunkti­

oner fnt ~ f, fn~ ~ f, gnt ~ g, gnt ~ g, for hvilke grænsevær­

die:rme af I(fn), I(fn), I(gn), I(gn) er endelige, og det er ved 
bestemmelsen af l(f), l(f), l(g),l(g) tilstrækkeligt at tage 

sådanne følger i betragtning. 

For vilkårlige følger af den anførte art gælder nu 

(fn+gn)~ ~ f+g ~ (fn+gn)t 

( f n v gn) ~ ~ f v g ~ ( f n Y gn )t , ( f n J\ gn) ~ ~ f A g ~ ( f n 1\ g n )'J" • 
Heraf fål følgende relationer, i hvilke som følge af de gjorte · 

antagelser alle optrædende tal er endelige: 

lim I(fn)+lim I(gn) = lim I(fn+gn) ~ I(f+g) ~ I(f+g) 

~ lim I(fn+gn) = lim I(fn)+lim I(gn) 
og 

lim I(f ) +lim I(.o-n) = lim I(f vg )+lim I(f Af!;. ) -n .c -n n -n n 
~ l(fvg)+l(fl\g) ~ I(fvgJ+l(fAg) 

~ lim I(fn v gn)+lim I(fn 1\ gn) 
= lim I(fn)+lim I(gn) 

Følgelig er 

l(f)+l(g) ~ l(f+g) ~ I(f+g) ~ I(f)+l(g), samt 

l(f)+I(g) ~ l(fv g)+l(f l\ g),? I(fvg)+l(f A g) ~ I(f)+l(g). 
Heraf aflæses: 

,~ Når f og g er Lebesgue integrable, gælder det samme om f+g, 

f v g og f 1\ g, og I(f+g) = I(f)+I(g) =r I(f V g)+I(f 1\ g). 

Om @e endelige Lebesgue integrable funktioner er hermed specielt 

vist: 
Klassen af endelige Lebesgue integrable funktioner f på Rk er 

et lineært funktionsrum og et funktionsgitter, og integralet 

I = I(f) er en ikke negativ lineær funktional på dette vektorrum. 

Klassen af samtlige Lebesgue integrable funktioner (med en­

delige eller uendelige værdier) er intet lineært funktionsrum. 

Dette ses f.eks. ved betraftning af funktionerne f= g= (+oo)·lA' 

h= (-oo)·lA' hvor Aer en mængde bestående af eet punkt. Disse 
·er Lebesgue integrable, men (ftg)+h og f+(g+h) er ikke samme 

funktion . Klassen er et funktionsgitter. Vi kan for denne 

klasse ikke sammenfatte de udledte egenskaber ved funktionalen 

I =I(f) ved brug af gloserne "lineær og ikke negativ", idet vi 

kun vil tale om lineære funktianaler i forbindelse med lineære 

funktionsrum. For klassen af samtlige Lebesgue integrable funk­

tioner (med endelige eller uendelige værdier) m~ vi derfor hen­

holde os til de nøjagtige formuleringer af resultaterne ovenfor 
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og kan ikke henvise til almindelige resultater om lineære funk-

) tionaler. 

Specielt bemærkes: 

Når f er Lebesgue integrabel gælder det samme om lfl , og 

II(fJI ~ I( lff). 
Thi ffl == fvl-f) og -lfl ~f ~-lfl. 

Endvidere ses en ofte nyttig sætning at gælde: 

En funktion f er Lebesgue integrabel, hvis og kun hvis f V O 

og f 1\ O begge er Lebesgue integrable, og i så fald er 
I(f) == I(fVO)+I(f/\0). 
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§6. Grænseovergang med Lebesgue integralet. 

Vi betragter vilkårlige-reelle funktioner på R~ med endelige 

eller uendelige værdier. 

Monoton grænseovergang. 

\, ,l Nøglesætning: For en stigende funktionsfølge f 1 ~ f 2 ~ ... 

gælder: Hvis blot l(f1 ) > -ooda er lim I(fn) :;: I(lim fnh 
/\ 

Bevis: .det er klart at grænsefunktionen f :;: lim fneksisterer, 

og da fn ~f for alle n har vi I(f1 ) ~ I(f2 ) ~ ••• ~ I(f). Alt­

så eksisterer lim Y(fn) 'og er ~ Y(f). Vi mangler nu blot af 

bevise, at I(f) '~lim I(fn). Hvis lim Y(fn) :;: +ro, er dette ind­
lysende. Vi antager derfor i det følgende, at lim I(fn) < +m. 

Til afkortning sættes 
I(f )':;:a, lim I(fn):;: a n n 

Vi har da 

-(X)- < a1 ~ a~ ~ • . . , lim an :;: a < +07. 

Vi vælger et endeligt positivt tal E og skriver det som sum af 
en konvergent række med positive led: 

E =El+ t 2+ • .. 
Vi vælger dernæst følger af trappefunktioner 

f
3
pt ~f3 , .•• således at lim I(f1p) ~ a1+t:1 , 

p 
lim I(f3p) ~ a 3+&3 ,... • Vi 

p - - -
fll ~ fl2 ~ fl3 ~ •.• 

f21 ~ 122 ~ f23 ~ lim f 2 z f2, lim 
p p p 

f3l ~ 1 32 ~ f33 ~ lim 1
3 

:L f3' lim ... 
p p - p 

... 

I(12P) ~ a2+E2 

I(13P) ~ a3+~' 

Vi vil nu sukcessivt ændre funktionerne i anden, tredie, ..• 

række i dette skema, således at vi når til et nyt skema, hvor 

vi også e hver søjle har en stigende funktionsfølge. Vi begyn­

der med at ændre anden række. 

For ethvert p gælder 

flp v f2p + flp/\ f2p = flp+f2p 

og altså 

I(1lp v f 2p)+It11p/\ f 2 P) = I(flp)+I(12p). 

Vi har åbenbart f lp v 12 p 1' ~ f 1 v f 2 ;::: f 2 og T1PA 1'2p'l' ~ f 1 1\ f 2 = f 1 • 

Af det sidste følger, at limp I(f1PAf2p) ~ a1 . Ved grænseover­
gang fås derfor 
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limp I(f1Pvf2P)+a1 ~ a1+t-1+a2+c 2 , eller limp I(f1Pvf2P) f a 2+t:1+E2 . 

I stedet for anden række i skemaet kan vi altså skrive: 

fllvf2l ~ fl2vf22 ~ fl3vf23 ~ . • •' limp flpvf2p ~ f2' 

limp I(f1pvf2p) ~ a 2-rt:1+E;· 

Vi har altså ved forandringen blot "sat E1 over styr". 

Nu gør vi det samme med denne nye anden række og skemaets tre­

die række, hvorved tredie række erstattes med 

f l l v f 21 v f 31 ~ f 12 v f 2 2 v f 3 2 ~ f 13" f 2 3 v f 3 3 ~ ••• ' 

lim f1Pvf2Pvf3P~ f 3 , limp I(f1ptf2Pvf3P) ~ a 3+e1+e2+e:3 • 

Idet vi fortsætter således, får vi, idet vi omdøber de i ske~ 

maet optrædende funktioner, følgende skema: 

gll ~ gl2 2 gl3 ~ . . . 
' limp glp ~ fl' lim p I(glp) ~ al+El' 

All 1\ll 1\11 
-

g23~ limp f limp I(g2p) ·g2l ~ g22 ~ ' g2p ~ 2' ~ a2+El + e2' 
/\li 1\1/ l\ l/ - -
g31~ g32 ~ g33 ~ ' limp g3 2 p- f3' limp I(g3p) ~ a3 +El+ E2 +c 3 ' 
1\ll !\li Al/ . . . 

hvor vi også i hver søjle har en stigende funktionsfølge. 

Vi betragter nu den i diagonalen stående følge af trappefunk­

tioner g11 , g22 , g33 , .•.• For denne gælder åbenbart 

g11 ~ g22 ~ g33 ~ . • • , og for ethvert q finder vi limn gnn ~ f q. 

Følgelig er limn gnn ~ f, hvoraf følger I(f) ~ limn I(gnn). 

For ethvert n er imidlertid I(gnn) f= an+E1+ .. • +En< a+€. Vi 

finder derfor l(f) ~ a+[. 

Følgelig er I(f) ~a, og beviset er fuldført.l 

Lad nu specielt f 1 ~ f 2 ~ ... være en stigende følge af Lebes­

gue integrable funktioner og lad f = lim f • Da er betingelsen n 
I(f1 ) > -ro opfyldt, og vi har altså I(f) =lim I(f ) =lim I(f ).; n n 
Da vi for ethvert n har fn ~f, og dermed I(fn) = J.(fn) ~ J.(f), 

har vi også lim I(f) ~ I(f). Vi har altså . n -
- oa <lim I(f ) ~ I(f) ~ l( f) = lim I(;f ) n - - n 

og følgelig 

- oo < 1. ( f) = I ( f) = l i m I ( f n) 

Heraf følger: 

Grænsefunktionen f = lim fn for en stigende følge f1~2 ~ • • • ,, 
/ ··,, 

af Lebesgue integrable funktioner er Lebesgue integrabel, hvis 

og kun hvis lim I(fn) < +oo. I bekræftende fald er I(f) =_,lim I(fn_h 

Denne sætning har naturligvis et modstykke: 
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Grænsefunktionen f = lim fn for en dalende føl,ge f 1.2___f2 ~ • . • .~'--' 

af Lebesgue integrable funktioner er Lebesgue integrabel, hvis 

og kun hvis lim I(f l_> -~. I bekræftende fald er I(f) =lim I(f ~ n . n 
Bevis: Sætningen kan fås ved at anvende den forige på den sti-

gende funktionsfølge -f1 ~ -f2 ~· .••.• 

Talfølger i R:~~:.. 

'* Lad x1 , x2 , ••. eller {xn} være en følge af tal i R. Sammen 

med denne betragter vi talfølgen x1 , x1vx2 , .•. eller {x1v •.. vxn~. 
Disse to talfølger har samme øvre grænse: 

sup {xnJ = sup {x1v .•. vxn!· 
Thi ethvert overtal for talfølgen txn~ er også et overtal for 

talfølgen {x1v ••• vxnl og omvendt. Da talfølgen ix1v ... vxn~ er 
stigende, har den en græns.eværdi lim ( x1v .•. v xn) , og denne er 

netop sup {.x1 v .•• v x~~. Vi har al t så 

sup !xn~ = lim (x1v •.• vxn) 
Analogt får vi 

inf f xn ~ = inf ~ x1l\ •• ·"Xn ~ = lim (,x l'' .. ~ Axn) . 

Sammen med talfølgen fxn-~ betragter vi nu de to talfølger ! Y n~ 
og {znJ defineret ved 

y 1 = inf ~ x1 , x 2 , .•• 1 
y 2 = inf { x2 , x3 , ..• ~ 

. . . 
For disse gælder 

JTl~ Y2~ ·•• ~ Yn~ ••• ..{ 

z l 
z2 

. . . 
z n 

= s up {~l' JC2' ••• ! 
= s up {x,2' x3' ... ~ 

= s up {xn' xn+l' • • · 1 

Altså eksisterer grænsevæ~dierne lim Yn og lim zn og vi har 

lim yn < lim zn. 
Disse to tal kaldes limes inferior og limes superior for tal­

følgen ix ~ og betegnes lim inf x og lim sup x : n n n 
lim inf x = lim y , lim sup x = lim z . n n n n 

Da vi ifølge det foranstående har 

y n = limp ( xrf' _.. ,1\xn+p-l), zn = limp ( xnv ••• vxn+p-l), 
ser vi, at 

lim inf xn = limn limp (xnA ... Axn+p-l)' 

lim sup xn = limn limp ( xriv ... vxn+p-l) . 

Bestemmelsen af lim inf xn og lim sup xn sker altaå ved to grænse­

overgange. Ved lim inf xn dannes først for hvert n grænsevær­

dien efter p for en dalende talfølge, hvorved fås en stigende 
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talfølge fyn~, hvis grænseværdi er lim inf xn. Ved lim sup xn 
dannes først for hvert n grænseværdien efter p for en stigende 

talfølge, hvorved. fås en dalende talfølge ~zn~, hvis grænseværdi 

er lim sup xn. 
Definition: Talfølgen rxn~ kaldes konvergent i R%' hvis og 

kun hvis lim inf xn = lim sup xn' og V.i har da 

lim xn = lim inf; xn = lim sup xn. 
Bemærk. Hvis alle xnE R, betegnes konvergens i R~ med grænse­

vværdi +oo eller -ø ofte som divergens mod +ø eller -co. 

Sætninger om lim inf og lim sup for funktionsfølger. 

En funktionsfølge f 1 , f 2 , .•• siges at have funktionen h som 

minorant, hvis fn ~ h for alle n. Følgen siges at have funk­

tionen h som ma,iorant, hvis fn ~ h for alle n. 
Lad f1~2 , .•• være en følge af Lebesgue integrable funk­

tioner, som har en Lebesgue integrabel minorant h, og for hvil­

ken lim inf I(fn) < +ø. Da er også funktionen lim inf fn __ L_e_b_e_s_­

gue integrabel, og I(lim inf fn) f lim inf I(fnh 

Bevis: Ifølge det foranstående har vi lim inf fn :;::: lim gn' 

hvor gn = limp (fy(' ••• Afn+p-l). . 
For ethvert fast n er følgen af funktioner f f\ •• • 1\f 1 , p = n n+p-
1,2,3, ... en dalende følge af Lebesgue integrable funktioner, 

og da alle funktionerne i følgen er~ h har vi for hvert p 
I( f 1\ •• • Af 1 ) 2 I(h). n n+p- -

Af sæt.ningen om monoton konvergens (med dalende funktionsfølge) 
sluttes derfor, af funktionen g er Lebesgue integrabel, og at 

n 
I(gn) = limp I(fnl\ •. o~l\fn+p-l). 

Nu er følgen g
1

, g2 , .•• en stigende følge. Af sætningen om 

monoton konvergens (med stigende funktionsfølge) slutter vi der­

for, at lim inf fn = lim gn er Lebesgue integrabel, hvis og kun 

hvis lim I(gn) < +oo, og at vi i så fald har 

I( lim inf fn) = lim I(gn) = lim lim I(f A ••• Af 1 ). n p n n+p-
Da funktionen fnA ••. ~fn+p-ler ~hver af funktionerne fn, ..• ,fn+p-l' 
må I( f 1\ •• • 1\f 1 ) være Æ hvert af tallene I( f ) , ... ,I(f 1 ), . n n+:p- n n+p-
d.v.s. I(f A .. ·"f 1 ) 5. I(f )A ••• /\I( f 1 ). n n+p- - n n+p-
Vi har derfor 

lim lim I(f ~ •.• Af+ 1 ) ~ limn lim (I(~1A ... AI(f + 1 )). n p n n p- - p "'n' n p-
men her er højre side netop lim inf I(fn)' som vi har forudsat 
< +~. Altså er lim inf f Lebesgue integrabel, og I(lim inf f ) 

n . l n 
~lim inf i(fn)' hvilket skulle bevises. 

Sætningen har naturligvis et modstykke: 
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Lad f1~2 , .•. være en følge af Lebesgue integrable funktioner 
x som har en Lebesgue integrabel ma,iorant h, og for hvilken lim sup / · 

ilin)> -oo. Da er også funlctionen lim sup fn Lebesgue integrabel, 

og I(lim sup fn) ~ lim sup I(fn~ 
Bevis: Sætningen fås ved at anvende den forrige på funktions­

følgen -f1 , -f2 , •.• . 1 

Et. ofte benyttet specialtilfælde af den første sætning kaldes 
Fatous lemma: 

Lad f1~2 , .•• være en konvergent følge af ikke negative 

Lebesgue integrable funktioner, for hvilken lim inf I(fn) < +ø. /x( 

Da er lim fn Lebesgue integrabel, og I(lim fn) ~ lim inf I(fn~ 

Absolut majoriseret konvergens. 

Vi vil nu bevise den hyppigst anvendte sætning om grænseover­

gang med Lebesgue ihtegralet. 

En funktionsfølge f 1 , f 2 , ••• siges at have funktionen h(~ O) 

som absolut majorant, hvis lfnl ~ h for alle n (altså hvis føl­

gen har h sommajorantog -h som minorant). 

Lad f1~2 , .•• være en konvergent følge af Lebesgue integrable 

funktioner, som har en Lebesgue integrabel absolut ma,iorant h. 

Da er grænsefunktionen lim fn Lebesgue integrabel og talfølgen 

1.1!1 ), I(f2 ), ••• er konvergent med grænseværdien I(lim fnl!_ 

I(lim fn) = lim I(fn~ 
Bevis: Funktionsfølgen f 1 ,f2 , •.. har den Lebesgue integrable 

minorant -h. Af sætningerne om lim in;f og lim sup ses da, at 

både lim fnf fn og lim sup fn er Lebesgue integrable og at 

I (lim inf f n) ~ lim inf l (f n) 's lim s up I (f n) ~ I (lim s up f n). 

Imidlertid er følgen forudsat konvergent. Funktionerne lim inf fn 

og.lim SUJID fn er altså den samme funktion, funktionen lim fn. 

Altså er lim fn Lebesgue integrabel, og 

I(lim fn) =lim inf I(fn) =lim sup I(fn)' 
hvormed sætningen er bevist.l 
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§7. Lebesgue målet. 

Ydre og indre Lebesgue mål. Lebesgue målelige punktmængder. 

Lad A være en vilkårlig punktmængde i Rk. Vi betragter alle 

st.igende følger af trappemængder F1 ~ F2 ~ •.• , således at U F n -;;; A. 

Sådanne følger findes, f.eks. w1 , W2 , •... For enhver sådan 

følge gølder m(F1 ) ~ m(F2 ) ~ ..•• Altså eksisterer grænsevær­

dien lim m(Fn). Eventuelt er den +ro. Disse grænseværdier dan­

ner en mængde af tal ,f O (evt. best.år mængden af +co alene). 

Nedre grænse for denne talmængde kaldes det ydre Lebesgue mål 

af A og betegnes my(A). Altså: 

my(A) = ~nf lim m(Fn). 

Vi betragter dernæst alle dalende følger af trappemængder 

F1 ~ F2 ~ ..• , således at n F n ~ A. Sådanne følger findes, f.eks. 

Ø, Ø, . . . . For enhver sådan følge gælder m( F1 ) ~ m(Æ,2 ) 6 •.. ~ O 

Altså eksisterer grænseværdien lim m(Fn) og er ~ O Den er na­

turligvis tndelig. Disse grænseværdier danner en mængde af tal 

~0. Øvre grænse for denne talmængde kaldes det indre Lebesgue 

mål af A og betegnes m.(A). Altså: 
l 

m.(A) = sup lim m(F ). 
l -n 

Vi vil bevise, at man for enhver punktmængde A har mi(A) ~ my(A). 

Det gælder om at bevise, at vi for vilkårlige følger af trappe­

mængder F og F af den omtalte art har lim m(F) ~lim m(F ). n -n -n - n 
Hertil betragt,es følgen af trappemængder G = F "-.. F . Idet n -n n 

G1 -;} G2 --;} . . • og nGn = Ø, fås af hjælpesætningen (2,4,1) at 

lim m(G ) = O. Da vi endvidere for alle n har F c F uG og n -n= n n 
dermed m(F ) ~ m(F )+m(G ), har vi som ønsket lim m(F) s lim m(F ). -n - n n -n - n 

Vi har altså for enhver punktmængde A 

O ~ mi ( A ) ~ my ( A ) ~ + oo. 

Hvis A er en begrænset punktmængde, gælder 

r i ( A ) ~ mi ( A ) ~ my ( A ) ~ r ( A ) • 

Thi for vilkårlige trappemængder F og F, for hvilke F ~ A ~ F, 
kan vi benytte følgen F, F, .•. som følge ]ln og følgen P, _E, ••• 

som følge F , hvoraf ses, at rn(F) kan forekomme som lim m(F ) -n n 
og m(,E) som lim m(~). Heraf ses, at hvis A er Riernann målelig, 

er m. (A) =m (A) = m(A). Vi opnår altså en udvidelse af Rie-
l y 

manns målbegreb gennem følgende definition: 

Når m.(A) =m (A)< +m, kaldes mængden A ~ebesgue målelig, 
l y 

og den fælles værdi af m.(A) og m (A) kaldes mængdens mål og 
l y 
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betegnes m(A). 

Vi vil senere tilskrive visse (men 

hvilke m. (A) = m (A) = +oo, målet +<b. 
l y 

ikke blive kaldt målelige i egentlig 

målelige i udvidetforstand). 

ikke alle) mængder A, for 

Sådanne mængder vil dog 

forstand (vi vil kalde dem 

Enhver endelig eller numerabel punktmængde A er Lebesgue må­

l~li& med målet m(A) = O. 

Bevis: Hvis A er endelig, er A en trappemængde, og udsagnet 

er indlysende. Hvis A er numererbar og består af punkterne 
- $ 1 - - c x 1 , x 2 , ..• , sætter vi Fn = ~x1 , ..• ,xn 5 • Da er F1 ~ 1!1 2 = 

en stigende følge af trappemængder, og U F n -;;] A (nemlig U F n = 
Altså er my(A) ~ lim m(Fn) = O. 

også gælde m.(A) = 0.1 
l 

Da O ~m. (A)~ m (A), må så 
- l - y 

For eksempel ses, at mængden af rationale tal i intervallet 

l-1,1] (jfr. side MI 2,3,2) er Lebesgue målelig med målet O. 

A) • 

Der findes altså begrænsede punktmængder der er Lebesgue målelige, 

men ikke Riernann målelige. 

Af ovenstående sætning følger specielt den kendte sætning, 

at et interval med positivt mål ikke er en numererbar mængde. 

For enhver punktmængde A gælder mi(A) = I(lA)' my(A) ~ l(lA~ 
Mængden A er altså Lebesgue målelig, hvis og kun hvis funktionen 

1A er Lebesgue integrabel, og i så fald er m(A) = I(lA~ 

Bevis: Vi beviser først, at m (A) = I(lA). l) For enhver 

følge af trappemængder F1 ii 'F2 ;; : .• , således at U F n 'i? A, er . 

lF, lF , ... en følge af trappefunktioner, således at lF t~ lA. 
l 2 n 

Altså er lim m(Fn) = lim l(lF ) ~ l( lA), hvoraf my(A) ~ I( lA). 
n 

2) For enhver følge af trappefunktioner f , såledesat f t 2 lA' n n -
er for ethvert a E] O, l [ følgen af punktmængder F =~x\ f (x) > a J 

- - p p-
en følge af trappemængder, således at F1 ~ F2 ~ ... og UF ~ A. 

For ethvert fast p gælder fnt ~ a·lF . Altså er limn I(fn) 
p 

2. I(a·lF ) =a m(F ); og følgelig er lim I(f ) 2 a·lim m(F ) 2 - p n n- p p-
, ' i p ' 

a hly(A). "Da a var vilkårlig i inter~allet ]0,1[, følger heraf 

l i m I (f ) :L m (A) , h v o r af I ( lA) 2. m (A) • n - y - y 

Vi beviser dernæst, at mi(A) = l(lA). l) For enhver følge 

af trappemængder J!,l ~ F2 ~ •.. , således at nFn ~ A, er 

er lF, lF , .•. er følge af trappefunktioner, således at lF t~ lA. 
-l -2 -n 

Altså er lim m(Fn) =lim I(lF) ~ I(lA)' hvoraf mi(A) ~ I(lA) 
-n 
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2) For enhver følge af trappefunktioner f , således at f ~ ~ lA' -n -n 
er for ethvert a E ]O, l [ følgen af punktmængder F = {x J f · (x) / a~ -p -p .) 
en følge af trappemængder, således at lt\ ? F2 d . . . og nÆp ~ A. 

For ethvert fast p gælder fn~ ~ a·lF+lF , hvor F er trappemæng­
-p 

den ixjf1 (x)> 01. Altså er limn I(fn) ~ a-m(J!l)+m(Fp), og følge-
lig lim I( f ) ~ a·m(F)+lim m(F ) ~ a m(F)+m. (A). Da a var n -n - p · -p - l 

vilkårlig i intervallet ]0.,1[, følger heraf lim I(f) ~- ml.(A), n -n 
hvoraf l(lA) ~ mi(A). Hermed er beviset fuldført.l 

I kraft af denne sætning henføres teorien for Lebesgue målet 
til teorien for Lebesgue integralet. 

Sætnihger om Lebesgue målet. 

For vilkårlige mængder A og B gælder 

1AuB = 1A v 1B' 1A nB = 1A" 1B' 1A "B= (lA- 1B) v o. 
Er A,og B disjunkte, gælder 

.1A u B= 1A +lB. 

Af egenskaberne ved Lebesgue integralet følger derfor straks: 
Systemet af Lebesgue målelige punktmængder A i Rk er et mængde­

l~geme, og Lebesgue målet m = m(A) er er additiv, ikke negativ 

mængdefunktion på dette legeme. 

For en vilkårlig stigende følge af mængder A1 f: A2 ~ • • • gælder 

lA ~ lA ~ og l UA. = lim lA 
l 2 n n 

og for en vilkårlig dalende følge af mængder A1 2 A2 ~ • . . gælder 

lAl~. 1A2;?, og l nAn = lim lAn 

Af sætningerne om monoton grænseovergang for Lebesgue integralet 

(MI 2,6,2) fås derfor: 

For en stigende følge af Lebesgue målelige mængder A1 ~ A2~~~~~ 
er A = UAn Lebesgue målelig, hvis og kun hvis lim m(An) < +ro. 

I bekræftende fald er m(A) = lim m(An~ 

For en dalende følge af Lebesgue målelige mængder A1 ~ A2 ~ •.. 

er A = nAn Lebesgue målelig, og m(A) = lim m(An~ 

Vi fremhæver endvidere følgende sætning~ 

For en vilkårliog følge af Lebesgue målelige mængder A1~2.L.~ 
for hvilken L, n= l ~m( An) < +ao, er mængden A = U An Le besgue 

målelig, og .m(A) ~ z.:;=lm(Anh 

Hvis mængderne A1 __ :A
2 

•..• s.pecielt er parvis disjunkte, er 
' 00 

m(A) = Ln=l 1n(An~ 
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Bevis: Sættes 

Bl = Al 

B2 = Al v A2 
. . . 
B = A1u ..• vAP p . . . 

har vi B1 ~ B2 ~ ..• , alle B er Lebesgue målelige, og A 

Endvidere er m(Bp) ~ l:n~l mtAn) og følgelig lim m(Bp) ~ 
Altså er A Lebesgue målelig, og. 

00 

m(A) = lim m(Bp) ~ L,n=l m(An) 

"' p For parvis disjunkte An har vi endvidere m( BP) = L...-n=l m(An), og 
dermed . oo 

m(A) = limp m(Bp) = L,n=l m(An) .l 

Hvis A er en åben punktmængde og B er Lebesgue målelig, da er 

A n B lebesgue målelig. 

Bevis: Vi kan antage A =t= Ø. Til ethvert x e A kan vi finde 

et åbent interval J= J 1 •.• Jk' som er indeholdt i A og inde­

holder x, og hvor hvert Jj har rationale endepunkter. Altså er 
A foreningsmængde af sådanne intervaller, men da der af sådanne 

kun findes numererbart mange, er A foreningsmængde af endelig 
eller numererbart mange åbne intervaller. Hvis A er forenings­

mængde af endelig mange åbne intervaller, er A en trappemængde, 

og An B er følgelig Lebesgue målelig. Hvis A er foreningsmængde 
af numererbart mange åbne intervaller J 1 , J 2 , ... , sætter vi 

An= J 1u ... uJn. Da er A1 n B ~ A2n B;; .•. , A n B.:;. U(Antl B), 
og mængderne A n B er Lebesgue målelige. Endvidere er A n B ~ B 

n n 
og altså m(Ann B)~ m(B)for alle n, hvoraf lim m(An r1 B)~ m(B). 
Følgelig er A n B, lebesgue målelig .• 

Hvis A er en afsluttet punktmængde og B er Lebesgue målelig, 

da er A n B Lebesgue målelig. 
Bevis: Dette følger umiddelbart af den forrige sætning, idet 

A nB = B"((A nB), og CA er åben.l 

Specielt finder vi: 

Alle begrænsede åbne punktmængder og alle begrænsede afsluttede 

punktmængder er Lebesgue mål~lige. 

Nulmængder. 
En Lebesgue målelig mængde med målet O kaldes en nulmængde. 

Man ser, at en mængde A er en nulmængde, hvis og kun hvis m (A) O. 
y 
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H vi s A og B er nulmængder, så er og s<\ A u B, A n B og A" B nul­

mængder. 
Hvis A1.J......!2 ,... alle er nulmængder, så er også U An og nAn 

nulmængder. 
Bevis: Dette er umiddelbare konsekvenser af sætningerne oven­

for. l 
Hvis A ~ B, og B er en nulmængde, så er også A er nulmængde. 
Bevis: Dette følger af, at O~ m (A)~ m (B) =O, hvoraf m (A) y y y 
Når A~ B~ C, A og C er Lebesgue målelige og m(A) = m(C), da 

er også B Lebesgue målelig (og m(B) = m(A) = m(C)). 
Bevis: ·Da B'A ~ C,A, ses af den foregående sætning, at B" A 

er en nulmængde, og sætningen følger af, at B = A u (B'- A) .l 

Som eksempler på nulmængder kan nævnes den tomme mængde samt 

alle endelige eller numererbate mængder. 

Nulfunktioner. 

En funktion f kaldes en nulfunktion, hvis mængden {x/f(x) t O~ 

= txl lf(x)l > o! er en nulmængde, altså hvis funktionen har vær­
dien O pånær i en nulmængde. 

En funktion f er en nulfunktion, hvis og kun hvis den er Lebes­

gue integrabel og I(lfl) =O. 

Bevis: Antag først at f er en nulfunktion. Da er N = ~ xJI f( x)J ~O i 
en nulmængde. Altså er n·lN Lebesgue integrabel med integralet 

I(n·lN) = ni(lN) =O for ethvert n. Endvidere er lN ~ 2·1N ~ ••. 

Altså er funktionen lim n·lN = +~-lNogså Lebesgue integrabel, 

) og I(+~·lN) = O. Da O ~ lfl ~ +oo·lN' finder vi, at 

-o &l( !f/)~ I( lf/) ~ I(+<X~·lN) =O. 

hvilket viser at \fl er Lebesgue integrabel og I( lfl) = O. 
Antag dernæst at f er Lebesgue integrabel og I( lfl) = O. Da 

er også nlff Lebesgue integrabel og I(njf/) =O for ethvert n. 

Endvidere er jfl ~ 2}f/ ~ ...•. Altså er funktionen lim nlf/ 
= +ro·/f{ Lebesgue integrabel og I(+ro·/f/) = O. Sættes N = 
fx/ /f( x)/ > O L er imidlertid O ~ lN ~ +(;b ·l f j. Al t så er 

O ~ my (N) = I (l N) ~ I ( + oo · l f l ) = O , 

hvilket viser at my(N) = O, d.v.s. at N er en nulmængde.l 

Ækvivalente funktioner. 
Funktionen f siges at være ækvivalent med funktionen g, f~g, 

hvis mængden ~x}f(x) :f g(x){er en nulmængde, d.v.s. hvis funktionen 
f - g er en nulfunktion. 
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Om et udsagn med en variabel (!)(x), hvor der for den variable 

x kan indsættes vilkårlige punkter fra Rk, siger men, at 
d)(x) er sandt for næsten alle x E Rk 

eller ~(x) gælder næsten overalt i Rk, 

hvis {xjnon p(x)! er en nulmængde. For "næsten overalt" ser 

man forkortelserne p.p. ( presque partout.) og a. e. ( almost every­

where). 
r.'led denne sprogbrug ser ækvivalensdefinit ionen således ud: 

frvg, hvis f(x) = g(x) næsten overalt. 

Det er klart, at den indførte relation er refleksiv og sym­
metrisk. At den også er transi t.iv følger af, at man for tre 

vilkårlige funktioner f, g og h har 

ix(f(x) t h(x)3 ~ ~xlf(x) :f g(xH v fx(g(x) :f h(xH, 
i forbindelse med sætninger om nulmængder. Det altså virkelig 

en ækvivalensrelation, således at den modsvares af en klassede­
ling af mængden af alle reelle funktioner på Rk. 

Når f "'g, da er enten begge funktioner Lebesgue integrable el­
ler ingen af dem Lebesgue integrable. I første tilfælde er 

I(f) = I(g). 

Bevis: Sættes N = txlf(x) t g(x)J, er fN og gN nulfunktioner; 
altså er de Lebesgue integrable med integralet O. Antages nu 

f.eks., at f. er Lebesgue integrabel, ses af g= (f-fN)+gN' at 
også g er Lebesgue integrabel og at I(g) = I(f) .• 

Dette resultat kan tolkes derhen, at det er muligt at opfatte 
Lebesgue integralet som defineret for ækvivalensklasser, ikke 

blot for de enkelte funktioner. Bemærk endvidere, at simple 
operationer som f.eks. sum og produkt anvendt på ækvivalente 

funktioner igen giver ækvivalente funktioner. Har man for en 
funktionsfølge f 1 , f 2 , ..• og en funktion f 

f(x) = lim fn(x) for næsten alle x, 
vil det samme gælde, efter at man har erstat.tet hver funktion 

med en ækvivalent. I de fleste tilfælde har man derfor løst 
sagt ingen grund til at skelne mellem ækvivalente funktioner. 

Det er da også muligt at inddrage funktioner, som kun er de-
,k ' 'k fineret næsten overalt i R ; vilkårlige udvidelser tll hele R 

vil jo tilhøre samme ækvivalensklasse. Specielt: en funktion 
defineret næsten overalt i RK siges at være Lebesgueintegrabel, 

hvis man ved at udvide den til hele Rk får en Lebesgue integra­

bel funktion; i bekræftende fald sættes I(f) = udvidelsens in­
tegral. 
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Enhver Lebesgue integrabel funktion f er ækvivalent med en en­

delig funktion. 
Bevis: Det gælder OIJl at vise, at I)længden N= {:x:ljf(x)l = +oo! 

er en nulmængde. For ethvert n er ~lfl Lebesgue integrabel, og 

I(~lfj) = ~I(\fl). Endvidere er lfl ~ ilfl ~· ... og lim ~[.f! = +oo·l, 
Altså er +ro·lN Lebesgue integrabel og I(+oo·lN) = O. Nu er 

O~ my(N) = l(lN) ~ I(+ro·lN) = O, 
hvilket viser at my(N) = 0.1 

Sammenholdt med den foranstående bemærkning viser den sidste 
sætning, at det ikke vilde have betydet nogen væsentlig indskrænk­

ning i teorien for Lebesgue integralet, om vi helt igennem havde 

begrænset os til at betragte endelige funktioner. Vi har tilladt 
uendelige værdier, fordi det i mange ræsonnementer er fordelag­

tigt. Hvis vi havde indskrænket os til betragtning af endelige 

funktioner, måtte fremstillingen på mange punkter have været 

formet anderledes og mere indviklet. 
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§s. Multipelt integral. 

Lad os antage k> l og lad koordinaterne x 1 , •.. xk være delt 

i to klasser indeholdende henholdsvis p og q_ af dem, hvor k = p+q_. 

Da den rækkefølge, hvori vi nævner koordinaterne, er uden be­

tydning, kan vi for simpelheds skyld antage, at den første klas­

se består af x1 , •.. ,xp' som vi også vil benævne y1 , ... ,yp' og 

og den anden af x +1 , ... ,xk' som vi også vil benævne z1 , ... ,z . 
,k 'P+q_P . q 

Foruden R =R med x= (x1 , ... ,xk) som var1abelt punkt, kan 

vi da betragte de to rum JiP med y= (y1 , ... ,yp) som variabelt 

punkt og ~q med z= (z
1

, •.. ,z) som variabelt punkt. Vi kan sk~ive 
,k 'P ~q_ q 
R = R x .tt , x = (y, z). 

Idet vi således nu på en gang har forskellige dimensionstal 

i brug, vil vi betegne Lebesgue målet med en indeks, idet dog 

m = m(A) som hidtil vil blive benyttet som betegnelse for målet 

af mængder i Rkl medens m = m (A) og m = m (A) vil blive be~ 
p p q Q, p 'q_ 

nyttet som betegnelse for målet af mængder i R og R . 

For øvre og nedre Lebesgue integral og for integral af funk­

tioner i Rk vil vi som hidtil benytte betegnelserne I, I og I, 

medens vi for øvre og nedre Lebesgue integral og for integral af 

funkt,ioner i R_P (d. v. s. funktioner af y) og R q (d. v. s. funktioner 

af z) vil benytte betegnelserne I , I , I og I , I , I . 
~ -y y z -z z 

Ethvert interval J i Rk = liPx R kan skrives på formen 

J = Yx Z 

hvor Y og Z er intervaller i R.P og Rq, og vi har åbenbart 

m(J) = m (Y)m (Z) 
p q 1 

Betegner f = f(x) = f(y,z) en trappefuhktion i Re, er f(y,z) 

for fastholdt y en trappefunktion af z (d.v.s. i Rq_); dennes 

integral I (f(y,z)) = g(y) er åbenbart en trappefunktion af y 
z 

(d.v.s. i RP), og der gælder 

I(f) = Iy(Iz(f(y,z))). 

(Dette følger let af bemærkningen MI 2,1,2) 

Lad nu f = f(x) = f(y,z) være en vilkårlig reel funktion på 

Rk med indelige eller uendelige værdier. For en vilkårlig følge 

af trappefunktioner fn = fn(x) = fn(y,z), for hvilken fnt ~f, 

vil fn(y,z) for hvert fastholdt y være en følge af trappefunktio­

ner af z, for hvilken fn(y,z)t 6 f(y,z), og vi har derfor 

I (f (y, z) ) ~ lim I (f (y, z) ) z z n 

Funktionerne gn(y) = Iz(fn(y,z)) danner en stigende følge af 

trappefunktioner af y; den angivne ulighed viser, at gn(y)t 6 g(y) 

= Iz(f(y,z)). Følgelig er 
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Iy(g(y)) ~lim Iy(gn(y)). 

Da Iy(g;n(y)) = Iy(Iz(fn(y,z))) = I(fn)' ser vi, at 

Iy(Iz(f(y,z))) ~lim I(fn). 

Da dette gælder for enhver følge af trappefunktioner for hvil­

ken fnt ~ f, ser vi, at 

Iy(Iz(f(y,z))) i I(f). 

På ganske samme måde fås 

I(f) ~ Iy(lz(f(y,z))). 

Vi har følgelig ulighederne 

{

I (I (f(y,z)))} 
I ( f ) ~ I ( I z ( f ( y , z ) ) ) :i -y z S 
- -y- I (I (f(y,z))) -

y -z 
Lad os nu antage, at. f er Lebesgue integrabel. Af disse ulig­

heder aflæses da både 
I(f) =I (I (f(y,z))) =I (I (f(y,z))) -y z y z 

og 
I(f) =I (I (f(y,z))) =I (I (f(y,z))). -y -z y -z 

Altså er begge funktioner Iz(f(y,z)) og Iz(f(y,z)) Lebesgue in­
tegrable funktioner af y, og vi har 

I(f) = Iy(Iz(f(y,z))) = Iy(Iz(f(y,z))) 

Funktionen Y (f(y,z)) - I (f(y,z)) er derfor en Lebesgue inte-z -z 
grabel funktion af y med integralet O, og da den er ~ O for alle 

y må den være en nulfunktion i y (jfr. MI 2,7,5). Punktmængden 

N
0 

= {Yjiz(f(y,z)) F Yz(f(y,z))j 
er altså en nulmængde i RP. Da Iz(f(y,z)) er en Lebesgue inte­
grabel funktion af y er endvidere (jfr. MI 2,7,7) punktmængden 

N1 = {Y) IIz(f(y,z) )j = +oo J 
en nulmængde i RP. Altså er 

-oo <I (f(y,z)) = I (f(y,z)) < + oo -z z 
for næsten alle y, d.v,s, f(y,z) er en Lebesgue integrabel funk-
tion af z for næsten alle y (nemlig for alle y~ N

0 
u N1 ), den 

næsten overalt i Rp definerede funktion I (f(y,z)) er en Lebes-
z 

gue integrabel funktion af y (jfr. MI 2,7,6) og 
I(f) =I (I (f(y,z))). y z 

Vi har hermed bevist Lebesgue-Fubinis sætning om fremstilling 
af et Lebesgue integral som dobbeltintegral: 

Når f = f(x) = ;(y,z) er en Lebesgue integrabel funktion af x, 
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er f(y,z} for næsten alle y en Lebesgue integrabel funktion af 

~' dens integral Iz(f(y,z)) er en næsten overalt defineret Lebes­

gue integrabel funktion af y, og vi har I(f) = Iyilz(f(y,z)). 

I det specielle tilfælde, hvor f er d.en karakteristiske funk­

tion af. en målelig punktmængde A i Rk er f(y, z) for fastholdt y 

den karakteristiske funktion af mængden fzl(y,z) E A~ i Rq. Sæt­

ningen antager da formen: 
Når A er en Lebesgue målelig mængde i Rk, er mængden fzl(y,z)t A~ 

for næsten alle y i Rp en målelig mængde i Rq, dens mål 

~q([zl(y,z) fA]) er en (næsten overalt defineret) Lebesgue in­

tegrabel funktion af y, og vi har m(A) = Iyi.mq(fzl(y,z) f AJ)). 

For k = 2 og k = 3 indeholder denne sætning klassiske sætninger 
om beregning af arealer og volumener ved "opdeling i strimler" 

eller opdeling i skiver". 

Ved gentagen anvendelse giver Lebesgue-Fubinis sætning følgen­

de sætning om multipelt integral. 

Når f= f(x) ~ f(x1 , ..• ,xk) er en Lebesgue integrabel funk­
tion af mere end ~n variabel, er I(f) = 

l ll ( ... I ~1..2..2S2 , ••• ,xk)) •.• )), hvor hver af de "indre" 
xl x2 xk 

integrationer kan udføres for næsten alle punkter i rummet bestemt 

ved de resterende variable. 
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§g. Lebesgue målelige funktioner. 

Vi har i det foregående vist, at visse operationer udført med 
Lebesgue integrable funktioner fører til Lebesgue integrable 

funktioner. Men allerede for en så enkel operation som multipli­
kation gælder dette ikke. Det er derfor vigtigt, at klassen af 

Lebesgue integrable funktioner p~ sifupel måde kan udvides til 

en klasse af funktioner, der er således beskaffen, at alle sæd­
vanlige operationer anvendt på funktioner af denne klasse førtr 

til funktioner af klassen. 

Vi begynder med at bevise: 
'k Hvis f er en Lebesgue integrabel funktion på R , da er mængden 

[x(: A lf(x) > a~ Lebesgue målelig for enhver Lebesgue målelig 
... 

mængde A og ethvert a E R. 
Bevis: For ethvert n er funktionen 

gn = (n(f-a·lA)vO)AlA 
_Lebesgue integrabel. Man ser, at O~ g1 ~ g2 ~ ... og lim gn = lB' 

hvor B= [x E A/f(x) > a J. Specielt er gn ~ lA for alle n. 
Altså er lim I(gn) ~ I(lA) = m(A). Af sætningen om monoton græn­
seovergang sluttes derfor, at lB er Lebesgue integrabel, og B er der­

for også Lebesgue målelig, hvilket skulle bevises.l 

Vi ind.:('ører nu følgende definition: 

En reel funktion f på Rk med endelige eller uendelige værdier 

kaldes Lebesgue målelig, hvis hver af mængderne 

fx E: A l f (x) > a 1 
fx t A l f ( x) ~ a } 

[x E: A f f (x) < a~ 
fxE:A!f(x) ~ aJ 

er Lebesgue målelig for enhver Lebesgue målelig mængde A og et­

hvert a~R. 

Det· bemærkes, at enhver af de fire betingelser er tilstrækkelig. 

Dette fremgår af at 

{x f. A/ f( x) ~ a I nn{xEA,f(x) 
l· = > a-n: S 

fx E- A l f ( x ) < a} = A"- {x E-Aif(x) ? a~ 

fxEAif(x) ~ a} = nn fx f. A (f( x) < a+~~ 
{x E Al f(x) > a1 = A"- {x E- A jf(x) ~ a~ 

Bemærk, at hvis f er Lebesgue målelig, er mængden fx E- A/f(x) = aJ 

Lebesgue målelig for enhver Lebesgue målelig mængde A og ethvert 
.... * ' aER. Thi hvis aeR er 

fx e- A f f ( x ) = a~ = f x c A l f ( x ) ~ a ~ n f x E A l f ( x ) ~ a I, 
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og endvidere er 

fx ~A jf(x) = +CO~= nnfX E A lf(x) ;> n f (a = +ro) 

~x E A !f(x) = -00 ~ = nnfXEAjf(x) <-ns (a = -oo). l 

Vort resultat ovenfor kan nu udtrykkes: 

Enhver Lebesgue integrabel funktion er også Lebesgue målelig. 

Det ses let, at det omvendte ikke er tilfældet. 

Sætninger om klassen af Lebesgue målelige funktioner. 

Når f er Lebesgue målelig, ~a er også kf for ethvert k E R~ f 2 , 

l f l, l f j P for ethvert p E R+..1_} 

Bevis: Eksempelvis er 

alle Lebesgue målelige. 

{
fxEA{f(x) ~ OJ for a< O 

~x E A l +OO. f (x) > a ~ = [x E- A l f (x) ) 0 3 f o r a ~ 0 

2 {f x E- A l f (x) :> '{a 5 u f x E- A f f (x) < -Va 5 
[x· E-Aif(x) > a~= A 

. {fie ~ A l f ( x ) < l/ a~ n {x t:- A l f ( x ) > O J 
{x e A /l/ f ( x) > a ~ [x ~ A l f ( x) > O ~ 

~x~ A !f( x) < 1/aJ v tx ~A l f( x) > O 5 

for a~ 
for a < 

for a ? 

for a = 
for a< 

Når f og g er Lebesgue målelige, da er også f+g, f.:..g, fg, f/g 

Lebesgue målelige. 
At f+g er Lebesgue målelig ses i det tilfælde, hvor f(x) og 

g(x) ikke for noget x er uendelige med modsat fortegn, af at. 

{x f A lf(x)+g(x) '> a S = Ulfx f. A !f( x)> r 1! n t x" A \g( x)> r2~) 
hvor foreningsmængden liages over alle rationale r 1 og r 2 med 

r 1+r2 >a. Hvis der findes punkter x, for hvilke f(x) og g(x) 

o 
o 
o 
o 
o.l 

er uendelige med modsat fortegn, skal man for a < O under lJ-teg­
net tilføje de to mængder 

f x E A l i ( x) = + oo ! fl {x(:- ,A l g ( x) = - oo ~ o g 

{x ~:- A l f ( x ) = - oo! n f x E A f g ( x) = + w J • 
Måleligheden af f-g, fg, f/g følger af at f-g= f+(-g), fg = 

!(f+g) 2-t(f-g) 2 og f/g= f· 1 .1 g 

Når f og g er Lebesguemålelige, da er også fy g og f A g Lebes­

gue målelige. 

Bevis: 

{x E- A /f(x) v g( x) > a l = [x f. A j f( x) > a! ufx f. A l g( x) > a~ 
fxf Ajf(x)/1 g(x)) a~= (xGAif(x) >a~ nfx~Afg(x) > af.l 

For enhver følge f 1--L-f.2 , ..• af Lebesgue målelige funktioner 
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er også sup fn' inf fn' lim sup fn og lim inf fn Lebesgue målelige. 
Bevis: 

[x E Aj sup fn(x) > a~= Un[x E A(fn(x) > af 

~x E A l inf' f n (x) > a ~ = n n fx E A /f n (x) :6 a I 
og lim sup fn = infn gn' hvor gn = supp~ n fp' medens lim inf fn 
= sup h , hvor h = inf f . l n n n P:6 n p 

For enhver konvergent følge f1~2 , •.. af Lebesgue målelige 

funktioner er lim fn Lebesgue målelig. 
Bevis: Dette følger af den foregående sætning, da lim fn = 

lim sup fn .1 

Når fcvg, d.v.s. når f(x) = g(x) for næsten alle x, da er en­
ten begge eller ingen af funktionerne Lebesgue målelige. 

Bevis: fx f Aj.f(x) > af og fx E A(g(x) > af er samtidig Lebes­
gue målelige, idet f.eks. den sidste mængde fås af den første 

v e d a t f j e rne f x ~ A /f (x) > a, g ( x) ~. a s o g t i l f ø j e 
fx~ A /g(x) > a,f(x) ~ a~. Som de.lmængder af nulmængden ~x jf(x) • 

+ g(x)s er jo disse mængder Lebesgue målelige.l 

Også begrebet Lebesgue målelighed kan således opfattes som 
knyttet til ækvivalensklasser, ikke blot til de enkelte funk­

tioner. Vi kan endvidere inddrage funktioner, som kun er defi­
nerede næsten overalt. En sådan kaldes Lebesgue målelig, hvis en 

(vilkårlig) udvidelse til hele rummet er Lebesgue målelig. 

Vi vil nu beskæftige os med spørgsmålet om, hvilke Lebesgue 

målelige funktioner der er Lebesgue integrable. Vi beviser først: 

En Lebesgue målelig funktion f er Lebesgue integrabel, hvis og 

kun hvis der findes Lebesgue integrable funktioner g og g, så­

ledes at g # f ~ g. 
Bevis: Bet er klart at betingelsen er nødvendig. (~ = f =g) 

Hvis g ~f~ g, hvor g og g er Lebesgue integrable, sætter 

vi h= lgl vjgl. Da er også h Lebesgue integrabel, og /f!~ h. 
For ethvert n betragter vi nM mængderne 

An,v = [x E;Wnjf(x) ~ v/nL v= 1,2, ... ,n2 

An,-1J= fxfWnjf(x) ~-Y-/nJ, v= 
Disse er alle målelige, og funktionen 

n2 
+ ~v=l (-1/n)·lA 

1,2, ..• ,n 2 

n,-v 
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er derfor integrabel. Dens værdier er karakteriseret således: 

For ethvert xf_ W
11 

er fn(x) = O. 

For ethvert x E Wn' for hvilket -1/n < f(x) < 1/n, er 

For ethvert x E VI , for hvilket V/n ~f( x) < (v+l)/n 
2 n 

1,2, ..• ,n -1), er fn(x) =v/n. 

For ethvert x E W
11

, for hvilket 
Jl,or ethvert, x E W , for hvilket 

2 n 
1,2, ... ,n -1), er fn(x) =-v/n. 

f(x) ~ n, er fn(x) =n. 
-(v+l)/n < f(x) ~ -v/n (v= 

Ji'or ethvert x E W , for hvilket f( x) ~ -n, er f (x) = -n. 
n n 

Det ses, at funktionsfølgen f 1 ,f2 , ... er konvergent i hele Rk 

med grænsefunktionen f. Da (fnl ~ lfl for alle n, har følgen 
den integrable funktion h som absolut majorant. Af sæt~ingen 

om absolut majoriseret konvergens (JVII 2,6,5) fremgår derfor, 
at f er Lebesgue integrabel, hvilket skulle bevises.l 

Vi beviser dernæst: 

Hvis f er Lebesgue målelig og I(f) > -oo, da er enten f Lebes­

gue integrabel eller I(f) = I(f) = +~. 

Bevis: Da l (f) > - oo kan vi vælge en følge af trappefunktioner 

f ' ~ f således at lim I (f ) > -oo. Vi sætter g = lim fn. I føl-
-n~ - -n 
ge sætningen om monot,on grænseovergang (MI 2, 6, 3) er g Le besgue 

integrabel .. Endvidere er g ;r; f. Vi sætter nu f n= fA ( n·lw ) . 

Da er fn Lebesgue målelig og g 1\ O ~ fn ,& n•lw . 
n 

n 
Da begge funk-

t ionerne g A O og n•lw 
n 

er Lebesgue integrable, følger af den 

foregående sætning, at fn er Lebesgue integrabel. Imidlertid 

er f 1 ~ f 2 ~ •.. og lim fn =f. Hvis nu lim I(fn) < +~, er 
f Lebesgue integrabel ifølge sætningen om monoton grænseovergang 

(MI 2,6,2). Hvis lim I(f) = +fu er I(f) =+~(idet I(f) ~ I(fj) 
n - H. 

for alle n) og altså også I(f) = +oo.l 
Ved anvendelse af sætningen på -f fås følgende modstykke: 

Hvis f er Lebesgue målelig og l(f) < +oo, da er enten f Lebes­

gue integrabel eller I(f) = Y(f) = -oo. 

Disse to sætninger kan sammenfattes på følgende måde: 

For en Lebesgue målelig funktion f består kun fire muligheder: 

l. :E'unktionen er Lebesgue integrabel. 

2. l(f) = I( f) = +oo. 

3. l( f) = I( f) = -tb. 

4. l(f) = -ro, I( f) = +G:1. 
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Funktioner med uend~ligt integral. 

En Lebesgue målelig funktion f, for hvilken l_(f) = I(f) = +ø, 

tilskrives integralet I(f) = +oo, og en Lebesgue målelig funktion 

f, for hvilken I(f) = I(f) = -~, tilskrives integralet I(f) = -~. 

Sådanne funktioner kaldes dog ikke Lebesgue integrable. Vi kan 

sige, at de er Lebesgue integrable i udvidet forstand. Ikke-må­

lelige funktioner, for hvilke l_(f) = I( f) = +oo eller l_( f) = I( f) = - ,, 
tils~rives ikke noget integral. 

Bemærk: Enhver ikke-negativ målelig funktion er enten Lebes­

gue integrabel eller tilskrives integralet I.(f) = +<:l<:>. Thi da 

I(f) ~ O er de to sidste af de ovennævnte fire muligheder ude­

lukkede. 

Punktmængder med uendeligt mål. 

En punktmængde U tilskrives målet m(U) = +oo, såfremt den op­

Iylder følgende to betingelser: 
1. For enhver Lebesgue målelig mængde A er U n A Lebesgue må­

lelig. 
2. m.(U) =m (U)= +oo. 

l y 

Sådanne mængder kaldes dog ikke Lebesgue målelige. Vi kan sige, 
at de er Lebesgue målelige i udvidet forstand. 

Mængden U t.ilskrives målet m(U) = +o:>, hvis og kun hvis funk­

tionen lu tilsktives integralet I(l0 ) = +~. 
Bevis: Hvis I(lu) = +oo, er lu målelig. Altså er luAlA = lunA 

for enhver målelig mængde A, og da O ~ lu n A ~ lA ses, at lU/l A 
er integrabel. Følgelig er UnA målelig. Endvidere er mi(U) = 
l (lu) = +oo, mi (U) = I (lu) = + oo (Ivri 2, 7, 2) . 

Hvis m(U) = +oo, er lu målelig. 

A og ethvert a ER er tx € A llu(x) 
Endvidere er I(lu) = m. (U) = +oo, 

- l 

Thi for enhver målelig mængde 

> a s enten ø, U n A eller A. 

I ( lu ) = my (u) = +CX) ( J.IU 2 , 7 , 2) . l 
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§lO. En nødvendig og tilstrækkelig betingelse for Riernann integra­

bilitet. 

En nødvendig og tilstrækkelig betingelse for at en begrænset 
'k funktion f på R med begrænset støtte er Riernann integrabel, er, 

at f er kontinuert næsten overalt, altså at mængden af diskon­

tinuitetspunkter er en nulmængde. 

Bemærk, at der allerede i selve betingelsen indgår et begreb 

fra Lebesgues teori, ligesom det følgende bevis benytter Lebes­

gue integralet. 

Halvkontinuert funktion (R.Eaire 1899). 
'k En reel funktion f på R med endelige eller uendelige værdier 

kaldes opad halvkontinuert i et punkt x
0

, hvis mængden {xlf(x) < a! 

for ethvert a > f(x
0

) har x
0 

som indre punkt. (Specielt, hvis 
f(x) = +oo.) Funktionen kaldes nedad halvkontinuert i punktet 

o 
x

0
, hvis mængden 1xlf(x) > a~ for ethvert a< f(x

0
) har x

0 
som 

indre punkt. (Specielt, hvis f(x
0

) = -~.) 
Man ser, at. nødvendigt og tilstrækkeligt for, at f er konti­

nuert i x
0 

er, at f er både opad og nedad halvkonuinuert i x
0

• 

Funktionen f kaldes opad halvkontinuert i en mængde A, hvis 
den er opad halvkontinuert i ethvert x E A. Analogt for nedad o 
halvkontinuert. 

Det ses, at nødvendigt og tilstrækkeligt for, at f er opad 

halvkontinuert i Rk, er, at mængden [x(f(E) < a~ er åben for et­
hvert a f R, og for, at f er nedad halvkontinuert i Rk, er at 

mængden {x!f(x) > a3 er åben for ethvert aE R. 
Heraf følger: Enhver halvkontinuert funktion f i Rk er Lebes­

målelig. Thi lad os f.eks. antage, at f er opad halvkontinuert. 

For enhver måleliemængde A og ethvert aE: R er da t_x E:A/f(x) < a~ 
= Ar\~xjf(x) <a~ og dermed målelig. 011 2,7,4)1 

Hvis f er opad halvkontinuert (i et punkt x
0 

eller i en mængde 

A) er -f nedad halvkontinuert (i x
0 

eller i A), og omvendt. 

0vre og nedre limesfunktion. 
Lad f være en reel funktion på ~k 

værdier. For et vilkårligt punkt x 
åben mængde A, der indeholder x, og 

f(x) = infA supy E:Af(y) 
<U 

med endelige eller uendelige 

betragter vi en vilkårlig 

danner sup Af(y). Den ved 
YE 

definerede funktion f, hvor infimum for hvert x skal tages over 
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alle åbne mæneder A, der indeholder x, kaldes den øvre limes­

funktion for f. Tilsvarende kaldes den ved 

~(x) = supA_ infy E Af(y) 

definerede funktion 1:, hvor supremum for hvert x skal tages over 

alle åbne mængder A, der indeholder x, den nedre limesfunktion 

for f. 

Lad J(x,h) for ethvert x= (x1 , ... ,xk) og ethvert h> O be­

tegne intervallet Jx1-h, x1 +h[x ..• x]xk-h' xk+h[. Man efterviser 

let, at 

f(x) = limh_ 0 supYE J(x,h)f(y), i;(x) = limh~OinfYE: J(x,h)f(y) 

hvilket ofte kort skrives 

1(x) =lim sup f(y) og l(x) =lim inf f(y). y-x y~x 

Dette forklarer benævnelsen: limesfunktion. 

Det er klart, at 

Funktionen f 

f( x) = f( x), 

f(x) = f(x). 
"" 

d.v.s. 

er opad halvkontinuert i x, hvis og kun hvis 

og nedad halvkontinuert i x, hvis og kun hvis 

Altså er f kontinuert i x, hvis og kun hvis !(x) = 

Mængden af diskontinuitetspunkter for f er fxl,~(x) < f(x)s. 

Differensen f(x)-,t(x) kaldes oscillationen af f i punktet x. 
('J ~ 

Den øvre limesfunktion af f er f selv. Thi for enhver åben 

mængde A gælder sup Af(y) = sup Af(y). Vi har nemlig YE- ye 

"'( ' f Xi, 

sup Af(y) 2 sup Af(y:), idet f~ f, og sup A_f(y) < sup Af(y) 
YE - YE Yt./:1. = y E 

idet f( y) ~ supz E Af( z) for ethvert y E A, ifølge definitionen af 'f. 

Med andre ord: r er opad halvkontinuert i Rk. Yderligere gæl­

der: Er g opad halvkontinuert i Rk og g~ f, da er g~ f. Thi 
<".} "" {"\J af g~ ~ følger g ~f, og da g er opad halvkontinuert, er g= g. 

rv 
Vi siger derfor, at f er den mindste opad halvkontinuerte majo-

rant for f. 

Tilsvarende fås: J er nedad halvkontinuert i Rk. Er g nedad 

hal v kontinuert i Rk og g .~ f, da er g ~ .f· Vi siger derfor, 

at f er den største nedad halvkontinuerte minorant for f. 
"' 

Lad nu 

støtte. 

støtte. 

grable. 

specielt f være en begrænset funktion med begrænset 
ru 

Da er også f og f begrænsede funktioner med begrænset 
(U 

Da de er Lebesgue målelige, er de også Lebesgue inte-

Vi vil nu bevise: 
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Lad f være en begrænset funktion med begrænset støtte. Da er 

Det øvre og nedre Riernann integral af f lig med Lebesgue integra­

let. af den øvre og den nedre limesfunktion for f=:: R( f) = I C;O_QE 
R(f) = I(f). 

Bevis: Det er nok at vise, at R(f) = I(f), da man i så fald 

har R(f) = -R(~f) = ~I(~) = -I(-f) = I(f) 
- . c--v C'.) 

Vi viser først, at R(f) ~ I(f): For en vilkårlig trappefunktion 

f l f er f(x) ~ f(x) i ethvert punkt x, der er indre punkt af et 

konstansinterval for I, altså for næsten alle x. Følgelig er 
I( f) ~ r(r), og dermed også R( f);;? r(f'). 

For at vise, at R(f) ~ I(1), betragter vi et interval J, uden 
for hvilket f(x) =O, og foretager en følge af delinger af J, 

således at følgende gælder: 

a) ved hver deling er J inddelt i endelig mange disjunkte inter­

valler; 
b) den n+l'te deling er for hvert n en videredeling af den n'te 

deling; 
c) kantlængderne i samtlige delintervaller i den n'te deling 

er < l/n. 
For ethvert n betragt~r vi nu den trappefunktion fn' som er O 

uden for J, og som i hvert af delintervallerne af den n'te deling 

er lig med supremum af f(x) i det pågældende interval. 

En s-impel overvejelse. viser, at ~l 2 f 2 ~ •.• og lim fn ~ f. 
Ifølge definitionen af nedre Lebesgue integral er derfor 

lim I(fn) ~ 1(1). Da f er Lebesgue integrabel, er følgelig 

lim I(f ) ~ I(f). På den anden side er R(f) ~ I(f ) for alle n, n n 
og dermed R( f) ~ lim I(fn). Følgelig er R( f) ~ rCf), hvilket 

skulle bevises.l 

Rigtigheden af sætningen i paragraffens begyndelse indses nu, 

nån men erindrer, at I(f) = I(.!) hvis og kun hvis -tx l,t:(x) < f(x)g 
er en nulmængde. 

I det specielle tilfælde, hvor f er den karakteristiske funktion 
af en punktmængde A, er ~den karakteristiske funktion af afslut­

ningen A af A, og f er den karakteristiske funktion af det indre 
""' o 

A af A. Dette følger umiddelbart af defifitionen af disse begre-

ber. Af sammenhængen mellem mål og integral (NI 2,3,1 og 

MI 2,7,2) fås derfor: 

Det ydre og indre Riemann mål af en begrænset punktmængde A i 
~k - o 
R er lig med Lebesgue målet af A's afslutning A og af A's indre A: 
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r. (A) = rn(Å) r (A) = rn(A). 
-l y -

Følgelig er forskellen r (A) - ri(A) lig med Lebesgue målet af 
- o y 

A' s rand ?JA = A'\. A: 
(

- o 
-Z y (A) - r i (A) = m ( o A) = m A"'- A) . 

Mængden er altså Riernann målelig, hvis og kun hvis dens rand er 

en nulrnængde. 
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§11. Lebesgue integrabilitet og Lebesgue målelighed i en punktmængde. 

'k Vi har hidtil betragtet funktioner defineret på hele R . En 

funktion f, der ikke nødvendigvis er d~fineret ~å hele ~k, kal-·· 
des Lebesgue integrabel i (eller over) en punktmængde A tilhøren-

. 'k 
de funktionens definitionsmængde, såfremt den i hele R define-

rede funktion fA' der bestemmes ved 

fA (x) = {f(x) for x E A 
O for x i A 

er Lebesgue integrabel. Iså fald kaldes I(fA) integralet af f 
over A og betegnes (f.eks.) 

~Af( x) m( dRk) 

Tilsvarende l<:aldes f Lebesgue målelig i A, såfremt fA er Lebes­

gue målelig. 
I praksis har kun det tilfælde interesse, hvor A er m::l..lelig 

eller evt. har målet +oo. 

De grundlæggende sætninger om Lebesgue integrable og Lebesgue 

målelige funktioner overføres umiddelbart til det tilfælde, hvor 

talen er om funktioner defineret i en fast mængde E, som er hen­

holdsvis integrable eller målelige i E. 

Af særlig interesse for anvendelserne er følgende sætninger: 

Hvis f er integrabel over en mængde E, da er f også integrabel 

over enhver målelig delmængde .A af E. 

Thi fA= fE·lA er målelig og har den integrable numeriske 

majorant l fE l . l 
Hvis f er integrabel over en mængde E, og A og B er disjunkte 

målelige delmængder af E, da er 

SAv Bf(x)m(dRk) = SAf(x)m(dRk) + ~B-f(x)m(dRk) ~ 

Thi f A u B ~ f A +f B. l 
Hvis f er int.egrabel over en mængde E, og A1 ~ A2 ~ . . . er en 

stigende følge af målelige delmængder af E, da ~r 

~UA f(x)m(dRk) =lim ~A f(x)m(dRk). 
n n 

11hi f UA = lim f A , og følgen f A , f A , .•• har den integrable 
n :n · l 2 

numeriske majorant lfE\ .l 
Vi nævner endvidere: 

Hvis f er målelig i E, da er f også målelig i enhver målelig 

delmængde A af E. 

I tilfældet K = l benytter vi for Lebesgueintegralet over et 
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interval med endepunkterne a og b den sædvanlige betegnels~ 

~~f(x)dx. 
Det volder ikke vanskelighed, at, man benytter samme betegnelse, 

uanset hvilken af de fire intervaltyper, talen er om, idet de 

jo kun adskiller sig ved nulmængder. Som aædvanlig defineres 

for h < a: 

~~f(x)dx = - ~~f(x)dx. 
Med disse betegnelser har men indskudsreglen: 

~~f(x)dx = s~f(x)dx + ~~f(x)dx. 

Det ubestemte Lebesgue Jutegral af en funktion f, der er Le­

besgue integrabel i E, hvor E betegner et int.erval eller evt. 

en halvlinie eller hele R, defineres ved 

F(x) = ~!f(t)dt + konstant, 

hvor a betegner et punkt af E (i kraft af indskudsreglen lige­

gyldigt hvilket). 

F(x) er en kontinuert funktion. 

Thi 1ad xn~x0 • Differensen F(xn)-F(x
0

) er+ integralet I(fA) 
n 

hvor An er det åbne interval med endepunkterne xn og x
0

• Føl-

gen af funktioner fA konvergerer mod O og har den integrable 
n 

numeriske majorant \fB l· Følgelig gælder lim I(fA ) = o.l 
n 

Sluttelig anføres et par formler, der bekvemt kan udtrykkes 

ved hjælp af integraltegnet: 

)~f(x)dx = )~:~f(x-k)dx ~~f(x)dx = ~ ~~~f(x/k)dx. 
Formlernes rigtighed sluttes åf, at de gælder for trappefunktioner. 

Vi vil ikke her systematisk behandle generalisationer af alle 

integ~alregningens kendte regler til Lebesgue integrable funk­

tioner. I de tilfælde, hvor vi i det følgende får brug for så­

danne generalisationer, vil vi bevise dem. 



\ 
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§12. Differentiation og integration. 

Volterras eksempel (V.Volterra 1881). 

(0,0) 
x ~ x 

defineret. o positive ' For funktionen g p a den halvakse R+ ved 
g(x) 2 . l 

= x Sln-x 

har vi g'' (x) l 
+ 2x . l 

= - cos - sln-x x 

I nærheden af (0,0) svinger y = g(x) uendelig ofte mellem de to 
y = x2 og y = -x2 ; vilkår.lig tæt ved O har g maxima og minima. 

Af udtrykket for g' fremgår, at der vilkårlig tæt ved O findes 

punkter x, hvor g'(x):;;:: l, såvel som punkter x, hvor g'(x) = -1. 
l" l 

Idet /sin i/~~ for alle x> O, ses at {g'(x)/ < 3 for alle 

x > o. 
Med g~ betegner vi den funktion på ]~~[, der fås ud fra funk­

t,ionen g forskud t stykket OG , idet. goc~ følger denne forskud te funk­

tion fra oc t,il det sidste ekstremumspunkt. oc..+k før midtpunktet 
c<;~, derpå fastholder ekstremurosværdien til ~-k, hvorefter de­

finitionen fuldendes ved at vi forlanger symmetri om lX~f?.. 

Altså: . (x-oc) 2sin_L for oc < x ~ <X+k 
x-~ 

k2 . l 
sln k 

( ) ? . l -x sln---x 

for OC+k ~ X 

for ~-k ?. x < [>J. 

Da det ikke fremgår af betegnelserne, bemærkes, at k afhænger 

af intervallængden (b-Q. 
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Funktionen goc~ er differentiabel og g'«t3 kontinuert i hele 

') J Ol,~ [, men vilkårlig tæt ved ex og ~ findes punkter x, hvor 

) 

g~r- (x)= l, såvel. som punkter x, hvor g'ocfb (x) = -1. For alle 

x i ]<X,(3[ gælder \g'~(3 (x)! < 3. 
Symmetrisk om midtpunktet i et afsluttet interval (a, b] tænkes 

nu valgt et åbent delinterval ]lX1 ,(3il, symmetrisk om midtpunkter­

ne i hvert af de to resterende afsluttede intervaller (a,()( 1] 

og [~1 ,b] tænkes valgt åbne delintervaller J~2,~2 [ og ]~3 ,~ 3 [, 
i næste skridt tænkes på tilsvarende måde valgt fire åbne inter­

valler, o.s.v. Figuren viser de første af intervallerne 

Jcxl,~l[, ]lX2,(32L • • • ,]~,~[, • • • • 

Idet vi med Z betegner mængden 

Z = [a, b]\ (]1X1 ,~1[ u ]1X 2 ,(32lu ... u]tXn,f>n[ v ... ), 

vil vi undersøge den funktion f på [a,b], der defineres ved 

{ 

gc:x (x) for o<n < x < · 8n, n = l, 2, ••• 
_ n~n 

o for x e z. 
f(x) 

Man kan danne sig en forestilling om det grafiske billede af f 

ved at indføre billedet af g~ ~ (med tilhørende parabelbuer) 
l".} l 

i stedet for det punkterede stykke ]()(1 ,(!;
1

[ på figuren, o.s.v. 

Det er klart, at f er differentiabel i hvert x E ]IXn ,(3n(, n = l, 2,., 

I et, vilkårligt x E Z er f differentiabel med f,. (x) = O. Dette 

ses af 

lf(x+hl-f(x) l = /f(~+h), ~ Ih~ 

hvor vurderingen fremkommer således: l) Hvis x+ h E Z, er f( x+h) = O. 

2) Hvis x+hf Z, er x+hEJIXn'f>n[ for et vist n, d.v.s. 

x f: cxn < x+h < 'f->n, idet vi eksempel vis tænker os h )' O; følgelig 

er 
jf(x+h)j = jgc<n0n (x+h)J ~ (x+h-~) 2 ~ h

2
. 

Funktionen f er således differentiabel i hele [a, bl . Diffe­

rentialkvotienten f' er begrænset, nemlig )f'(x)j < 3 for alle 

x E [a, b]. 
Det er klart, at f' er kontinuert for ethvert x t:- ]IX , fl. l, n 1--'n 

n= 1,2, .... Betragter vi derimod et vilkårligt Xf Z, findes 

for ethvert o > O et. intervalendepunkt ex eller 12. , hvis afstand n fJn 

fra x er mindre end &, - afstanden fra x til et af punkterne 

~1 og ~l er jo mindre end !(b-a), afstanden fra x til et af punk-
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terne ~1 ,~,~2 ,~2 ,~3 ,~3 er mindre end t(b-a), o.s.v. -, og i 

·) ]cx.n'~nL findes jo vilkårlig tæt ved rxn og t3n_, speciel t inden for 

afstanden 6 fra x, punkter t, hvor f'(t) =l, såvel som punkter 

t, hvor f' (t,) = -1. 

Mængden af diskontinuitetspunkter for f' er derfor z. 
Nu er m( Z) = (b-a) - Ln:l (/3n-l.\':n) • 

Ved at disponere således, at Z n: l ((~h- ab_) < (b-a), opnår vi, at 

m( Z) > O. Ifølge §lO vil f' da ikke være Riernann int,egrabel. l 

Volterras eksempel viser således, at en funktion kan være dif­

ferentiabel i et. interval med en begrænset differentialkvotient, 

uden at denne er Riernann integrabel. Denne mangel har Lebesgue 

integralet ikke: 
\ 

/ 

Sætning. Når en funktion f er differentiabel i et afsluttet 

interval [a, b] med en begrænset differentialkvotient f' , da er 

f' Lebesgue integrabel og I~f'(x)dx = f(b)-f(a). 

Bevis: Idet f tænkes udvidet, således at det grafiske billede 

suppleres ud over (b,f(b)) med tangenten i dette punkt, vil dif­

ferenskvotienten 

= f(x+h)-f(x) 
h 

for fastholdt h > O være en kontinuert (endda differentiabel) 

funktion af x på [a,b]. Vælger vi en følge af positive tal 

h 1 ,h2 , •.• med lim h =O, vil funktionsfølgen gh ,gh , ..• være 
n l 2 

konvergent i [a, b] med f' som grænsefunktion. At f' er forudsat 

begrænset, sikrer nu, at vi kan anvende Lebesgues sætning om ma­

joriseret konvergens (MI 2,6,5). Ifølge differentialregningens 

middelværdisætning har vi jo, at der for ethvert x E. [a, b] og et­

hvert h> O findes et Q i ]ID,l[ for hvilket gh(x) = f'(x+Gh); 

da /f'(t)/ ~C for a~ t~ b og dermed for a~ t <oo, er såle­

des også fgh l ~ C for alle n. Vi har derfor: f' er Lebesgue 

integrabel o~ ~~f'(x)dx =lim )~gh (x)dx. 
n 

Beviset fuldføres nu ved følgende regning: 

\b ( ) \b f(x+h) -f( x) )b+h jb 
Jagh x dx = Ja h dx = ~ f(x)dx - ~ f(x)dx 

a+h a 

1 \b+h 1 (a+h 
= h jb f(x)dx - h Ja f(x)dx -7 f(b) - f(a) for h ~o, 

(ved grænseovergangen her benyttes kontinuiteten af den udvidede 

funktion f i a og b).l 
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Tilføjelse. Ved anvendelse af sætlilingen på et delinterval [a,x] 

fås 
f(x) = ~~f'(t)dt + f(a), 

d.v.s. under de anførte forudsætninger er f et ubestemt integral 

af f'. 

Der henvises i øvrigt til kap. 5. 



) 
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§13. Osgoods kurve. 

En kontinuert kurve (x,y) = (f(t),g(t)), O~ t~ l, uden mul­

tiple punkter, der udgør en punktmængde i planen med positivt 

mål. 

For enhver kuntinuert kurve (x,y) = (f(t),g(t)), O~ t~ l, 

er punktmængden K= {(f(t),g(t))!O ~t~ l~ en afsluttet begræn­

set punktmængde i planen, altså målelig. Peanos kurve (lVII 1,4,1) 

viser, at målet m(K) kan være positivt. Peanos kurve har imid­

lertid multiple punkter, d.v.s. punkter, der optræder for mere 

end en parameterværdi. Kurver uden multiple punkter, for hvilke 

m(K) > O, kan fås ved en simpel ændring af Peanos ko11struktion. 

Følgende eksempel skyldes W.F.Osgood (1903). 

Af kvadratet A= (0,1] x ~,l] udskæres fire strimler, således 

at der resterer 9 kvadrater. r1Ied A1 betegner vi den på fig. l 

viste afsluttede trappemængde bestående af de 9 afsluttede kva­

drater og forbindende liniestykker. Vi vælger strimlerne såle­

des, at m(A1 ) > !. Vi danner den kontinuerte kurve (x,y) = 

(f1 (t)~g1 (t), O ~t~ l, bestAende af de viste diagonaler og de 

forbindende liniestykker, gennemløbet således at t = O og t = l 
. . l 2 16 

svarer tll (x,y) = (0,0) og (x,y) = (1,1) og t= 17 , 17 , ... , 17 
til knækpunkterne, og således at hvert liniestykke gennemløbes 

med konstant hastighed. 

(0,0) ( qv, o) (0,0) (l, O) 

fig. l fig. 2 

Af hvert af de 9 kvadrater udskærer vi nu fire strimler, så­

ledes at der resterer 81 kvadrater. !VIed A2 betegner vi den på 

fig. 2 viste afsluttede trappemængde bestående ·af de Bl afslutte­

de kvadrater og forbindende liniestykker, dels dem, der optrådte 
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i A1 , dels nye. Vi vælger strimlerne således, at m(A2 ) >t. 
) Vi danner nu den kontinuerte kurve (x,y) = (f2(t),g2(t)), O~ t~ l, 

bestående af de viste diagonaler og de forbindende liniestykker, 
gennemløbet således, at. t = O og t = l svarer til (O, O) og (l, l) 

l 2 16 l 2 _22 36 50 3 4 69 288 
og t= 289'289'"""'289'17'17'289'289'"""'289'17'17'289'···'289 

til knækpunkterne, og således at hvert liniestykke gennemløbes 
med konstant hastighed. 

Idet vi fortsætter således, fås i det n'te skridt en mængde 

An med m(An) >i og en ~urve (x,y) = (fn(t),gnQt)), O ~t~ l, 
sammensat af diagonaler i 9n kvadrater og forbindende liniestyk­

ker, hvert gemlemløbet med konstant hastighed. Til t = O og 

t,= l sv~rer (0,0) og (1,1), og i de parameterintervaller, der 

svarer til de forbindende liniestykker for den (n-l) 11 te kurve, 

er (fn-l (t) ,gn-l (t.)) = (fn(t) ,gn(t)). 

Idet kvadraterne i An har kantlængde < l/3n, ses, at for m > n 

er 
lfm(t.)-fn(t)j < l/3n, \gm(t)-gn(t)l <.l/3n for tE[O,l] 

Funktionsfølgerne f 1 (t) ,f2(t), ••• og g1 (t.) ,g2(t,),... er derfor 

ligeligt konvergente i intervallet O ~ t ~ l. Vi betegner deres 

grænsefunktioner med f(t) og g(t). Disse er da kontinuerte funk­

tioner og bestemmer altså en kontinuert kurve (x,y) = (f(t)g(t)), 

O~ t ' l. Dette er Osgoods kurve. 

For t 1 t t 2 er (f(t1 ),g(t1 )) t (f(t2 ),g(t2 )). Thi vælges n 

således, at 2/17n < \t2-t1 1, vil (f(t1 ) ,g(iJ_)) og (f(t2 ) ,g(t2 )) 

enten ligge i disjunkte kvadrater af mængden An eller et af dem 

i et kvadrat af An' det andet på et. forbindende liniestykke af 
A , eller begge på forbindende liniestykker af A (evt. på sam-n · n 
me). I alle tre tilfælde må gælde (f(t1 ),g(t1 )) t (f(t2 ),g(t2 )). 

Punktmængden K= {(f(t),g(t))lo ~t~ li bliver lig med nAn. 
Thi for ethvert n er K .S An. Al t så er K ~. nAn. Og hvis 

- (x
0

,y
0

)E nAn' vil (x
0

,y
0

)enten for et vist. n tilhøre et forbin­

dende liniestykke af A og altså tilhøre K eller for ethvert n 
n 

tilhøre et kvadrat af An. I sidste tilfælde kan vi for enhver 

omegn af (x
0

,y
0

) finde et nummer n, således at det kvadrat af 
A , der indeholder (x ,y ) t.ilhører denne omegn. Vi ser da, at n o o 
omegnen indeholder punkter af K. Da K er afsluttet, følger her-
af, at, (x

0
,y

0
) tilhører :K. Følgelig er m(K) = lim m(An) (jfr. 

IVII 2,7,3L og da alle m(An) > i, ser vi, at m(K) / t.l 



Mat 2, 1962-63 MI 2,13,3 

Bemærkning. Føjer vi til Osgoods kurve liniestykkerne fra 

(1,1) til (g,l), fra (2,1) til (2,-l), fra (2,-l) til (0,-l), 

og fra (0,-l) til (0,0) fås en lukket kontinuert kurve uden mul­

tiple punkter (en Jordankurve). En sådan deler planen i to sam­

menhængende åbne mængder (d.v.s. dens komplementærmængde består 

af to sammenhængende åbne mængder), en begrænset og en ubegræn­

set, der begge har kurven til rand (Jordans sætning). En på den­

ne måde bestemt begrænset sammengængende åben punktmængde (et 

Jordanområde) er således ikke nødvendigvis Riernann målelig. (jfr. 

MI 2,10,4) 
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§14. Funktioner med komplekse værdier. 

'k En funktion f= f(x) = f'(x) + if"(x) på R med komplekse vær-
dier (f' og f" er reelle funktioner med endelige værdier) kaldes 

Lebesgue integrabel,, :P.vis f_' og fU er Lebesgue integrable, og 
vi sætter da 

I(f) = I(f') + ii(f"). 
Den kaldes Lebesgue målelig, hvis f' og f" er Lebesgue målelige. 

De fleste af de tidligere sætninger kan umiddelbart overføres 

til komplekse funktioner. Undtaget er naturligvis sætninger om 

sup, inf, lim sup, lim inf, som udtrykkeligt er knyttet til det 

reelle. Vi nøjes med at give nogle prøver, idet det iøvrigt må 

overlades læseren i påkommende tilfælde at gå efter, om et for 

reelle funktioner udledt resultat også gælder for komplekse. 

Hvis f = f'+if 11 er Lebesgue integrabel, er oeså den konjugere­

de funktion f= f'-if 11 1ebesgue integrabel og I(f) =IQJ. 

Dette er indlysende.l 

Hvis f= f'+if" er Lebesgue integrabel, og a= a'+ia" er et 

vilkårligt komplekst tal, da er af Lebesgue integrabel og 
I ( af ) = ai ( f ) . 

Thi af= (a'f'-a"f 11 ) + i(a'f"+a"f'), altså er af Lebesgue 

integrabel og I(af) = I(a'f'-a"f 11 ) + ii(a 1 f 11 +a"f') 

= a ' I ( f ' a" I ( f" ) + i ( a ' I ( f" ) + a 11 I ( f ' ) ) = ( a ' +i a" ) ( I ( f ' ) +i I ( f 11 ) ).1 

Hvis f = f' +i f"· og g = g' +ig 11 er Lebesgue integrable, er f+g 
Lebesgue integrabel, og I(f+g) = I(f)+I(g). 

Thi f+g = (f'+g')+i(f 11 +g").l 

Hvis f = f'+if" er Lebesgue integrabel, er også lfl Lebesgue 
integrabel og II( f) l ~ I( \fl). 

Bevis: Her klarer vi os ikke med at "skille realdel og ima­

ginærdel''· Vi benyt~er følgende kunstgreb. 

\f\ = (f 12+f 112 )"~ er sikkert Lebesgue målelig, og har den inte­

grable absolutte majorant lf'l + jf"l . Altså er lfl Lebesgue in­
tegrabel (jfr. IVII 2,9,3). Hvis I(f) =O, er åbenbart lr(f)l ~ I( !fl ~, 
Hvis I(f) t O, vælger vi et komplekst tal a med lal = l således, 

at ai(f) er reelt og større end O. Da er \I(f)\ = ai(f) = I(af). 

Sættes af= g'+ig", er I(af) = I(g')+ii(g") = I(g'), idet tallet 

er reelt. Da g' ~ \afl = lfl, finder vi \I( f)! = I(g') ~ I( /fl) .l 

For en konvergent følge af Lebesgue integrable funktioner 
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fn = fn' + ifn", som har en Lebesgue integrabel absolut ma,jorant 
h 2 O er også grænsefunktionen f = f'+if" Lebesgue integrabel 

og I(f) = lim I(fn~ 
Thi h er også absolut majorant for hver af følgerne fn' og fn".l 

Ved anvendelse af de sædvanlige regneoperationer, inklusive 

grænseovergang, på komplekse Lebesgue målelige funktioner, fås 

atter Lebesgue målelige funktioner. 

En funktion f = f'+if" er Lebesgue integrabel, hvis og kun hvis 

dan er Lebesgue målelig og har en Lebesgue integrabel absolut 

m a j o r an t h 2 O ( d • v . s • l f l ~ h ) • 

Betingelserne er nødvendige ifølge det foregående. Og de er 

tilstrækkelige, idet ffl ~ h medfører lf'l ~ h og /f"l !:. h.J 
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Kap. 3. Normerede funktionsrum. 

§l. Normerede lineære rum. 

Ved en norm i et vektorrum eller lineært rum (det sidste navn 
bruges især, vår elementerne er funktioner) forstås en reel funk-· 

t.ion f~ 11 f\\ de dineret på hele rummet, for hvilken der gælder 

1) H f 11 ~ o, lir 11 = o # r = o 
2) 1\crll = \clllfll 

3) ll:f+gll ~ \lrll + llgfl. 
I betingelsen 2) refererer c til reelle eller komplekse tal, ef­
tersom rummet er et vektorrum over det reelle eller det komplekse 

tallegeme (andre tilfælde vil vi ikke betragte). 
Af en norm udspringer en metrik ved definitionen 

dist.(f,g) = l\f-g\1; 
man verificerer umiddelbart llf-g\1 ~ O, llr-gll = O # f=g; 

ng-t\1 = \\r-gll; l\r-g\1 ~ llf-hll + llh~gn. 
Et lineært rum, hvori der er valgt en norm, kaldes normeret. 

Et normeret lineært rum tænker man sig altid forsynet med det af 
normen udspringende afstandsbegreb; det er således også et metrisk 

rum. 

L( R_k). 

Klassen L = L(Rk) af endelige reelle Lebesgue integrable funk­

tioner på Rk er et lineært funktionsrum over de reelle tals le­

geme (jfr. MI 2,5,4). For f E L(Rk) sætter vi 

\lfll 1 = I(\fl) = SRk lr(x)lm(dRk). 
Vi har 

\lef\1 1 = 1 cl \lrll1 og llf+gll 1 ~ llfll1 + llgl\1 ; 

thi I( \cf\) = le\ I( \fl) IBiger af \ef\ = le\ lrl, og I( lf+g\) ~ 

I( \f\) + I( \g\) følger af lf+g J ~ J ri + lgJ. 
Endvidere gælder 

·nrll1 ~ o, \lr\11 = o ~ f N o; 
thi af \f\ 6 O følger I( }fl) ~O samt (jfr. rvn 2,7,5) I( lfl) = O, 
hvis og kun hvis f(x) = O for næsten alle x. 

Sålænge vi tænker os l\rll
1 

knyttet til den enkelte funktion f, 

er betingelsen l) således ikke ganske opfyldt. Da IIgiil = llr11 1 
når g <U f, kan vi imidlertid opfatte llrll 1 som knyttet til klassen 
af funktioner ækvivalente med f (MI 2,7,5-7), og herved afbødes 

manglen. Strengt taget er det altså det lineære rum af ækvivalens­
klasser, vi har normeret; vi vil dog omtale \\f~ 1 som l-normen 

af funktionen f, blot erindre, at ækvivalente funktioner regnes 

for "lige gode"; herefter er der iøvrigt intet i vejen for også 
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at medtage Lebesgue integrable funktioner, der kan antage uende­

lige værdier, idet enhver sådan jo er ~kvivalent med en endelig 
funktion (MI 2,7,6). Tilsvarende vil vi omtale 

llf-gll 1 = I( \f-gi) = SRk lf(x)-g(x)l m(dRk) 
som afstanden mellem funktionerne f og g, skønt vi strenet taget 

burde tale om afstand mellem ækvivalensklasser. 

Mærk: llf-gll1 = O ~ f ~g. 

Ovenstående g~lder uforandret, når vi i stedet for reelle funk-

t . b t t l l l f kt" 1r1assen L-- L(R'.k) (vl· 1oner e æag er comp ecse un 1oner. ~ 

benytter den samme betegnelse) er da et lineært rum over det kom­

plekse tallegeme. 
Betragtes kun (reelle, resp. komplekse) funktioner på en mænede 

A, som er Lebesgue integrable over A, fås et normeret lineært 

rum L(A), idet vi sætter 

llfll1 = I( !f Al) = SA \f(x)l m(dRk). 
Idet. vi kan identificere en funktion f på A med sin udvidelse 

'k ( ) ('k) fA til R , ser man at L A kan opfattes som et underrum af L R • 

Inden vi nærmere studerer L = L(Rk) samt nogle andre funktions­

rum af lignende karakter, vil vi betragte nogle sinplere eksem­

pler på normerede vektorrum. 

~n "n R-norm i det n-dimensionale talrum R , resp. O • 

Ved definitionerne 

ax = (ax1 , ... ,axn)' x+y = (x1+y1 , •.. ,xn+yn) 
... n 'n organiseres mængden R , resp. C , af alle reelle, resp. komplekse 

talsæt x= (x1 , ... ,xn) som et vektorrum over A, resp. a. 
'n 'n For alle x E R , resp. C , og jl:lle p > O sætter vi 

11 x Il P = ( L v~ 1 l x" l P) P 

Det er klart, at der gælder 

llxllp ~ O, llxllp =O #x= O og llaxllp = lalflxllp' 

medens vi senere skal se, at (Minkowskis ulighed) 

\lx+yllp ~ \lxllp + IIYIIp' når p ~l. 

For et vilkårligt fæstholdt p ~ l er funktionen x _, 11~1 således p . 
'll 'n en norm i R , resp. C ; den kaldes p-normen. 

Bemærkning. For p < q gælder 1\x\1 p 2: \lx/l q. Thi hvis x = O·, er 

dette indlysende, og hvis x =l= O, har vi med a = !lxllp' at 

aP, hvoraf !x'\11/a ~l for alle~= l, ... ,n. 

" ( l Xv l ) p · " n l X v\ q 
~ a , hvoraf ved summation 6 V=l 

a q 

Heraf 

~l, d.v.s. 
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Lv~l lxv l q ~ a q, eller lix llq ~ a = lix U p. 
For et fastholdt x er llxll således en aftagende funktion af p 

p 
(iøvrigt strengt aftagende, når blot to af koordinaterne x1 , ... ,x

11 

er forskellige fra nul). Der gælder 

lim 1\xllp = maxflx11 , ... , l x 11; 
P~~ n 

thi sæt.ter vi m= max-vlxvl, har vi mP ~ ~ ~1 lxvlp ~n mP, og der-
l/ l/ Lv-

med m ~ 11 x 11 p ~ n Pm, hvor n P~ l for p-+ o:~, 
Det er da naturligt at fastsætte 

nxuco = max{lx11, ••. , lxnlJ = limp~ooUxlfP; 
man verificerer uden vans.kelighed at. 11 x!LJO er en norm i Rn, resp. 
'il c . 

Indre produkt. For to talsæt x= (x1 , ... ,xn) og y= (y1 , ... ,yn) 
i Rn, resp. en, defineres det indre produkt (x/y) ved 

(x! y) = ['V~l XvY'I.l, resp. (x l y) = L11 ~1 x17yv. 
Man bemærker, at 2-nor~en (den euklidiske eller pythagoræiske 
norm) i begge tilfælde udspringer af det indre produkt, idet 

1 

11 xll 2 = (xlx) 2
• 

H~Iders ulighed (O.H~lderl889). 

l( x l y) l ~ 11 x llphlq.1. når p > l, q > l, ~ + ~ = l. 

Holders ulighed omfat.ter, svarende til p = q = 2, Cauchy-Schwarz.' 

ulighed 

P vq 
Beviset. for H~lders ulighed bygger vi på uligheden uv ~ ~ + q 

for u> O, v > O, hvor p > l, q >l opfylder betingelsen 

l/p+ l/q= l, d.v.s. (p-l)(q-1) = l. Vi får denne ved at betrag­
te kurven ~ = ~p-l eller E,= 'Y]q-l (tegn). Men ser da at 

ru p-1 rv q-l up vq 
uv ~ jo S ds + )o '1 dt[ = P + q (samt at betingelsen for lig-

hedstegn er, at (u,v) er på kurven, d.v.s. at up= vq). 
Ved at anvende denne ulighed i hver koordinat får vi 

\(x)y)j ~ L'V~llxvf IYvl ~ Lv~l( lx~/P + IY~Iq) = ~llxl/pp + ~IIYIIqq' 
Holders ulighed fås nu i tilfældet x :f O og y :f O ved benyttelse 
af dette resultat på de normerede talsæt: 

11~~\x\:~~ 1 
= [( II~IIP l ~l l ~ ~lin ~Il p PP + ~ 11 ~t q = 

p q l 
For x = O eller y = Q er uligheden triviel. 

l+ l= l. 
p q 

Som grænsetilfælde af R~lders ulighed har man 

J( xl Y) l ~ \\ xl\111 Ylloo· 
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Minkowskis ulighed (R.11inkowski 1896). 

llx+yllp ~ lixl/p + 1/y/lpJ.. når p ~ l. 

I tilfældet p = l har vi 

rn 3,1,4 

llx+ylll= Lv~llxv+Yvl ~ L-v~lfxvl + Lv~llY-vl =llxlll+l\ylll. 

For p> l begynder vi beviset således: Uvlærk: (p-l)q =p) 

1\x+ylJPP = Lv~ljx"+y.y lp = Lv~l!xv+Yvll X"+Y11I p-l 

~ Lv~llxvllxv+Yvlp-l + L11 ~11Yvllxv+Y-vlp-l 
~ llxllp( Lv~llx-v+Yvf (p-l)q)~/q + IIY11p(Lv~lrx'Ll+Y171(p-l)q:, .. 
= (llxllp + IIY!Ip)llx+yllpp-l 

idet vi har benyttet. Holders ulighed. For x+y :f: O sluttes heraf 
Ninkowskis ulighed, og for x+y = O er denne ulighed jo klar.l 

lYied beviset for Minkowskis ulighed har vi fuldført påvisningen 
'n 'n af, at \lxllp for fastholdt p ;?, l er en norm i R , resp. C . Som 

tidligere bemærket, er også llxll00 en norm. Specielt har man som 
grænsetilfælde af Iviinkowskis ulighed 

11 X+YII 00 ~ \'xlloo + 1\y\\oo. 

Derimod kan det oplyses, at llxilp for fastholdt p <l ikke er en 

norm. 

De normerede talfølgerum l • - p-
Ved definitionerne 

ax = (ax1 ,ax2 , ••• ), x+y = (x1+y1 ,x2+y2 , •.• ) 

organiseres mængden af alle reelle, resp. komplekse, talfølger 

x= (x1 ,x2 , ••. ) som et vektdrrum over R, resp. C. 
For et vilkårligt p ~.l betegner vi med lp mængden af reelle, 

resp. komplekse talfølger x = (x1 ,x2 , ... ), for hvilke rækken 

Ln:1 1xnlp er konvergent (vi benyt.ter den samme betegnelse i beg­
ge tilfælde), altså 

1p = {xj Ln:llxnlp < +0>}, 
og vi sætter for x E: lp 

11 x 11 = (\' 00 l x l p ) l/ p 
p wn=l n • 

For ethvert p 2 l er lp et underrum i vektorrummet af alle re-
-.ftr ,tJ" 

elle, resp. komplekse, talfølger (R , resp. C ), og (lx\lp er en 

norm på l . 
----~---p- ' 

Bevis. Det er klart, at x E- l medfører ax e l for ethvert a E R, 
'- p p 

resp. a E C, medens x E l , y E l medfører· x+y E l , idet l x +y l < P P p n n =. 

\xnl +lYn\~ (2\xnJ)v(2\YnP og følgelig lxn+Ynlp ~ (2/xni)P v 
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(21Ynl )P~ 2P(lxnlp + IYn\P). 

Normbetingelserne llxllp ~ O, 1/xllp = O ~ x = O og 11axJ1p = lal li xJIP 

er indlysende, og når x E lp og y c lp· får vi for ethvert n ved be­

nyt.telse af JVlinkowskis ulighed 

( Lv~1 1x-v+Y-vlp)l/p ~ (l:v~1 1x-vlp)l/p + (.z=·v~1 1Yvlp)l/p 
~ 11 x 11 p + 11 y 11 p ' 

og følgelig er 

llx+yllp = ( Lv:llxv+Y~>I P)l/p ~ l\xllp + 1\Yllp·l 

Bemærkning. Når p < q bælder lp C lq, og for x E lp er lix Up ~ Jlxllq. 

Thi når x E lp har vi for ethvert n 

(L 17~1 1xv\q)l/q ~ ([')}~1 1xvlp)l/p ~ !lxllp· 

Altså er lp S lq og llxllp ~ llxllq. At lp er en ægte del af lq ses 

af, at x = (l, ~l/p' .•• , ni/p, ••• ) t.ilhører l q men ikke lp. l 

Når x Elp eksisterer ~xUq altså for alle q ~p og er en aftagende 

funktion af q. Vi vil vise, at 

lim \\x\1 = max~ lx1 1, \x2i , ... J. q-?<X> p 
00 

(Eksistensen af højre side er klar, da konvergensen af Ln=llxnlp 

medfører, at lxn\ ~O.) Sætter vi m= maxnlxnl, er pAstanden 

klar for m= O (da er x= Q). Hvis m> O, vælger vi N sA stor, 

at L n~+l \xn l p ~ mP. Por q > p gælder da 

(L n:N+l \xn\ q)l/q ~ ('Ln:'N+llxnl P)l/p ~ m. Følgelig er 

mq ~ Ln=llxnlq = Ln~l1xn\q + Ln:'N+llxnl q~ N·mq + mq, 

og dermed m ~ Uxllq ~ (J\J+l)l/qm, hvoraf llxlfq -7 m idet (N+l)l/q --71 

for q~ o0 • l 

Vi definerer l~ som mængden af begrænsede reelle, resp. komplekse, 

talfølger, altså 

og sætter for x E lQQ 

[\xllo::~ = sup lxn!· 

Vi har da, at lp C 1 00 for alle p, og for x (;lp er Oxllp .L llxlloo 

og lim Uxll = 1/xl/""". Jlfan verificerer let, at 100 er et underrum 
q~ro q ...,... 
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i vektorrummet af alle reelle, resp. komplekse, talfølger, og at 

\1 x\100 er en norm i l.:o. 

Indre produkt for talfølger. For to talfølger x= (x1 ,x2 , ••• ) og 
y= (y1 ,y2 , ... ) med reelle, resp. komplekse, elementer defineres 

det indre produkt (xly) ved 
(xly) = x1y1 +x2y 2+ ... , resp. (xjy) = x1y1+x2y2+ .•. , 

når den pågældende række er absolut konvergent. 

Holders ulighed.. Når x E lp og y E l , hvor p / l, g > l, 1 + 1 = 1, q p q 
eksisterer (xly) og 

l(x~y)l ~ llxllphl.!. 
Bevis. Eksistensen af Cxly) følger straks af, at lxnyn\ ~ 

·lxn\ p \Y n /q 
+ for ethvert n. Og for ethvert ~ er ifølge Holders p q 

ulighed 

L-v~llxvYv\ ~ ([17~llxvlp)l/p(Lv~l\Y-vlq)l/q ~ 1\xllpi'IYIIq' 
altså er 

(xj y) = l L n:l xnyn l ~ 1\xllp!IYifq • • 

]\1an verificerer let, at (x l y) også eksisterer, når x E 1
1 

og 

yE 100 , og at man da har j(x!y)j ~ \lxJI111yll00 • 

Hilbert rummet 1 2.!.. 

For p = 2 fås det reelle, resp. komplekse Hilbert rum 1 2 . For 

x E 1 2 og y E 1 2 eksisterer det indre produkt (x! y). Man bemærker, 

at normen l\xll2 i 1 2 ~dspringer af det indre produkt, idet 

l\xll 2 = (xlxf2
• 

Holders ulighed går her over i Cauchy-Schwarz 1' ulighed 

/(xJy)j ~ 'llx11 2 Jiyll2 • 

Banach rum. 

Fra eks~mplerne vender vi tilbage til de almene begreber. 

I et normeret lineært rum har vi som nævnt en metrik 

dist(f,g) = \lf- g\1. 
I overensstemmelse med sædvanlige definitioner i et metrisk rum 

siger vi, at en følge f 1 ,f2 , ••• konvergerer mod f, hvis 

IIf - fnll --+O for n~ oo, 
medens f 1 ,f2 , .•. kaldes en fundamentalfølge, hvis der til ethvert 

E > O findes et N, så 

\1 f n - f m 11 < f for n ~ N, m ~ N. 

Enhver konvergent følge er en fundamentalfølge, thi hvis 1\f - f l\ ~ O n 
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for 

n ~ 

1. + 
2 

n~ oo, findes til ethvert € :> O et N, så \lf - f n\\ < ~ for 

N, og for n ~ N, m ~ N gælder da \lfn - fm\\ ~ \lfn-fll + llf-fm\1 < 
~ ~ E.l Hvis omvendt enhver fundamentalfølge er konvergent, 

kaldes 
at det 

det normerede lineære rum et Banach rum, eller man siger, 
er fuldstændigt. 

'n 'n Det n-dimensionale talrum R , resp. C , er med normen llxllp_rt_ 

Banach rum for ethvert p l l samt for J = ø. 
(m) ( (m) (m) (m ) For følger x. = x1 ,x2 , ••• ,xn , m= 1,2, .•• , gælder 

nemlig: . 
Nødvendigt (og tilstrækkeligt) for at følgen x(m), m= 1,2, ..• 

er en fundamentalfølge i p-norm i R.n, resp. en, er at hver af de 

n koordinatfølger x~m), m= 1,2, •.• , er en fundamentalfølge i R, 
... 

resp. C. 
(m) (Nødvendigt og) tilstrækkeligt for, at følgen x , m= 1,2, ..• 

konvergerer i ~-norm mod x= (x1 , ••• ,x
11

), er, at det for hver koor­
dinat gælder x~m) ~ x" for m ~oo. 

Rigtigheden heraf indses ved hjælp af følgende vurderinger ~l-

d d f 'lka l' 'Rn 'en en e or Vl ar 1ge x og y E , resp. 

lx1:Y1\} 
: ~ \\x-yUP ~ \xl-Yl\ + • • • + lxn-Yn( · 

" \(M)Yn\ . . 'n 
Er nu x , m= 1,2, •.• , en fundamentalfølge 1 p-norm 1 R, 

'n ..... resp. C , da er hver koordinatfølge en fundamentalfølge i R, resp. 

C, og dermed konvergentT følgelig er x(m), m= 1,2, ..• , konver­

gent i p-norm. l 

Man bemærker iøvrigt, at begreberne fundamentalfølge og konver­

gens i p-norm i R.n, resp. en, ikke afhænger af, hvilket p man be­

tragter. Dette ses også direkte af 

n xl\c() ~ llxll p ~ 1\xlll ~ n\lxlloo· 

Talfølgerummet. 1
13 

med norm 11 xll er et Banach rum for ethvert 

p ~ l s a m t f o r p = oo • 
· 'n 'n Beviset fra R , resp. C , kan ikke direkte kopieres, idet kon-

vergens i hver koordinat., x~1 ) ~ Xv for m~ oo, nok er nødvendigt, 

men ikke tilstrækkeligt for, a t x (m) = ( xi m), x~ m), ••• ) E lp konver­

gerer i p-norm mod x = ( x1 , x2 , ••• ) E l • 
For ekstmpel konvergerer følgen x(l~ = (1,0,0, •.• ), x( 2 ) = 

(O,l,O,O, ••• ), x( 3 )= (0,0,1,0, ••• ) , ••••• i hver koordinat, men 

ikke i p-norm. 

Beviset forløber således: Er x(m) = (xim),x~m), •.• ), m= 1,2, ••• 

en fundamentalfølge i 1 , slutter vi som i tilfældet Rn, resp. en, 
p ... .... 

at hver koordinatfølge er en fundamentalfølge i R, resp. C, og der-
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·med konvergent, x~ m) ~ :K,J for m ----'}> (tJ. 

tilhører l , og at x(m) konvergerFr i 
p 

p < oo , på følgende måde: 

. MI 3,1,8 

At x= (x1 ,x2 , ••• ) virkelig 

p-norm mod x, ses, når l~ 

Til et vilkårligt t. ,. O t.ænkes valgt et N så 
llx(n)_x(m)l\P <f for n~ N, m~ N. 

For n ~ N, m ~ N, s vilkårlig positiv, er da 
"\' s lx(n)_x(m)l p ~" oo \x(n)_x(m)l p= 1/x(n)_x(m)tl p< E~ 
Lv=l v v L..v=l v "' p 

Ved at lade n ~ø for fastholdt m 6 N og s får vi heraf 
')' s l (m)lp P Lv=l xv-xv ~E, m~ N og alle s, 

og heraf slutt.er vi først, at L-v:ll x.v-x~m)J p~ fp, altså x-x(m) E l 
og dermed x = x(m) + (x-x(m)) E l , og videre I 

Ux-x(m)I(P~ E for m ,f, N.p 

Hermed er imidlertid vist, at lix-x (m) Il 7 O for m ~ oo. 

I tilfældet p = ø er beviset simple r~. Uligheden lix (n) -x (m) Il 
00 

< E 

for n 6 N, m 6 N giver jx~n)_x~m)l <c for n .6. N, m 6 N og alle v, 
hvoraf lxv-x~m) l~ f for m ~N og alle v. Heraf ses, at x-x(m) f 1 00 

og dermed x = x(m) + (x-x(m)) G 1«1, og at 11 x-x(m) llco ~ E for m ~ N, 

hvormed er vist, at /lx-x(m)\1_, O for m -?oo. l 

Eksempler på funktionsrum. 

Klassen a( [a,b],~) = C[a,b] af reelle kontinuerte funktioner 

af en reel variabel på et afsluttet interval [a~b) (jfr. MI 1,1,3-4) 
er et lineært rum. En vigtig norm i C [a, b] er den "ligelige" 

norm defineret ved 

llfllu = llfll00 = supa J: x ~ blf(x)l. 

Man efterviser let, at llfllu virkelig er en norm i C [a, b]. Det til­
svarende konvergensbegreb er ligelig konvergens. 

Det bemærkes at C[a,bl med normen llfllu er et Banachrum. 

En anden vigtig norm i C~,b] er p-normen defineret ved 

\l flip = ( ~~ lf(x) l Pdx)l/p, l ~.p< oo. 

Man efterviser let, at dette virkelig er en norm. Specielt fås 

uligheden llf+gllp ~ IIf llp + 11 gliP, idet man approksimerer integraler­
ne med summer og anvender Hinkowskis ulighed på dem. (Det er dog 

ikke nødvændigt at gennemføre denne betragrning, da vi nedenfor 

vil møde funktionsrummene L [a,b], der har C[a,b] med norm /lfll 
p ~ p 

som underrum.) 

Det bemærkes, at C [a, b] med norm (!fliP ikke for noget p, l ..{ p <. oo, 
er et Banach rum. 

Teorien for normerede lineære rum skyldes især D.Hilbert (p= 2), 

F.Riesz (vilkårligt p l l), og S.Banach. 
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§2. De normerede funktionsrum Lp(Rk). 

Som foran vist (NI 3,1,1) defineres ved 

\\fl\ 1 = I( \f\) = ~Rk \f(x)\ m(dRk) 

en norm i det lineære funktionsrum L = L(Rk) af endelige (reelle, 
resp. komplekse) Lebesgue integrable funktioner på ftk (når ækvi­

valente funktioner identificeres). Den tilhørende metrik er 

dist(f,g) = 1\f - g\~= I( \:f-gi). 
En følge f 1 ,f2 , ..• af funktioner i L, der i denne metrik konver­

gerer mod f E L, for hvilken al t så 

IIf-fniil = ~\f(x)-fn(x)lm(dRk) -70 for n~oo, 
siges også at konvergere (stærkt) mod f i L. 

Det understreges, at vi her står over for et helt andet begreb 

end konvergens næsten overalt: En følge af funktioner i L kan 

konvergere stærkt uden at konvergere i noget punkt, og den kan 

konvergere i hvert punkt mod en funktion i L uden at konvergere 

stærkt. Som eksempler anføres (i tilfældet k = l) følgerne 

1 [-1,1] ' 1 {,:.:2,~1] ' 1 l-l,OJ 1[0,l)' 1 (1,?1 ' 1 [ -3,-2-?z-] ,l (-2-?z,-21' .. " 

•.• ' 1 [2i' 31 ' l [-4'-3i 1 ' ... 'l [3i' 4]' ... 
og 

2 2 1 (O , l] ,2 [O , i] ' • · • ' n [O , ! J' · • • 

Hovedsætning: 
Funktionsrummet L = L(Rk) er med norm \lf\\1 et Banach rum. 

Vi vil 'ikke bevise denne sætning særskilt, da den er indeholdt 
( "k i en sætning om rummene Lp = Lp R ) , l ~ p <. oo, som vi nu skal 

indføre. 
'k Lad M= M(R ) beteene mængden af alle endelige reelle, resp. 

komplekse, funktioner på :R.Jc, der er Le besgue målelige. Det er 

et lineært funkGiansrum over R, resp. C. (Vi behandler de to 

tilfælde under eet under brug af samme beteenelser i de to tilfælde) 

Med LP= LP(Rk) for l~ p< +oobetegner vi klassen af funktioner 
f € M, for hvilke \f\ P er Lebesgue integrabel, al t så 

LP = LP (R k) = {f E M\ I ( l f\ P) < + oa~, 

og vi sætter for f E L p 

\\f\IP = (I(If\P))l/p = C)jf(x)IPm(dRk)) 1/P. 

.... ' For ethvert p ~ l er Lp et lineært funktionsrum over R, resp. C, 

og llfllp er en norm på Lp-J_når ækvivalente funktioner identificeres). 

Tilfældet p = l er allerede behandlet. Thi at f er målelig og 
lfl integrabel er ensbetydende med, at f er integrabel, Altså 

er L1 = L. 
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Det er klart, at fELP~ af E-Lp' medens fELP, gELP=9f+ge-Lp' 

indses, når man benytter !f+giP ~ (lfl+lg\)P ~ (2lfj)P + (2\gj)P i 

forbindelse med sætningen om, at en Lebesgue målelig funktion er 

integrabel, hvis den har en Lebesgue integrabel absolut majorant 

(l'U 2, 14,2). 

Endvidere gælder åbenbart 

llf\IP 6 o, !\fliP = o <9 f w o 
og 

/1 afllp = l al IIf lfp. 
For dernæst at bevise 

11 f+g.IIP ~ \!f l/P + H gliP, 

Minkowskys ulighed for Lebesgue integraler, går vi frem i analogi 
med behandlingen af den tilsvarende ulighed for summer. 

Holders ulighed for Lebesgue integraler. 
l l Når f E Lp og g E Lq, hvor p > l, g > l og - + - = l, da er f g :p----:-q 

integrabel og )I(fg)) !. \\f'llpl!sJJq.!. 
Beviset bygger ligesom det tidligere for summer (MI 3,1,3) på 

uligheden 

u Æ O, v~ o. 
'k Ved at anvende denne ulighed for hvert x E R får vi 

lfg \ = .,fllgl ~ l~fP + ~' 
hvoraf vi slutter, at fg 

og uligheden viser, ~t fg 
Vi får endvidere 

ji(fg)' ~ I( lfgt) ~ 

er integrabel ( fg er nemlig målelig, 

har en integrabel absolut majorant). 

Rolders ulighed fremgår nu i tilfældet f ,Y O og g tY O ved anvendel­
se af dette resultat på de normerede funktioner: 

M\,~ffk/,'l = jr<uhP ~l l~ ~~~~~~~~PIV + %\1~\V = ~ + ~ = L 

For f N O eller g ru O er begge sider O i Holders ulighed. l 

Af særlig interesse er tilfældet p = q = 2. Vi får her 

Cauchy-Schwarz' ulighed for Lebesgue integraler: 

Når f E L2 og g E L2 , er f g integrabel og l I (f g )l ~ llfti2JtgJJ2.!. 
Int.egralet I (f g) af produktet af to funktioner kaldes det indre 

produkt og betegnes (flg). 

Minkowskis ulighed for Lebesgue integraler. 

Por f E L og g E L , p ~ l, gælder llf+gll i \lfll + lig li . 
------~p p p p -p~ 

For p= l er uligheden bevist tidligere (MI 3,1,1). For p> l 
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begynder vi beviset således: 
\lf+gjjpP = I( lf+g\P) = I( lf+gl )f+gfP-l) 

~ I( !f! lf+gl p-l) + I( !g llf+g ~p-l); 
her må vi dog godtgøre, at lfl )f+gJp-l og \gi lf+glp-l er integrable, 

dette følger af, at lfl E: LP og \g\ ELP, medens lf+g\p-lE Lq' .hvor 

q= pj(p-1), og dermed l/p+ l/q= l. 

Ved anvendelse af Holders ulighed får vi videre 
llf+gtfpP ~ llfflp(I( !'f+gf (p-l)q) )l/q + llg!lp(I( lf+gl (p-l)q) )l/q 

= (llfllp + 1/g\lp)\lf+gllpp-l; 

for \lf+g)tp l O sluttes heraf Minlcowskis ulighed, og for Hf+gtJP = O 
er J.Vlinkowskis ulighed jo klar.l 

Bemærk. Medens vi for talfølgerummene fandt 

pl < p2 -=> lpl c lp2' 

gælder her intet tilsvarende. For p1 l p2 er ingen af klasserne 

L og L delmængde af den anden. For eksempel vil for k = l 
pl p2 

funktionen (~)[l,+coltilhøre L2 , men ikke L1 , og funktionen (~x)]O,l] 
vil tilhøre L1 , men ikke L2 • 

Den til normen !lfll i L , p ~ l, hørende metrik er 
dist(f,g) = nf-glf~ = (I( ff-gfP))l/P. 

En følge f 1 ,f2 , .•• af funktioner i Lp' der i denne metrik konver­
gerer mod f E L , for hvilken al t så 

\1 f- f U p = ( I ( l f- f l P) ) l/ p -> O f o r n ~ oo , 
n p n ' 

d. v. s. 

) I(lf-fnlp) = ~f(x)-fn(x)IPm(dRk) ~O for n 7 oo, 

., 

siges at konvere;ere (stærkt) mod f i klassen Lp-!-

Hovedsætning. 
Funktionsrummet L ==- L. (Rk) er med norm llfll et Banach rum for p--p -

ethvert p ~ 1. 
Sætningen er (for funktioner af een variabel på et interval og 

p = 2) først bevist (uafhængigt af hinanden) af F.Riesz og E.Fischer 

(1907). Da almindeliggøreisen er ret selvfølgelig, er det rimeligt 

at kalde sætningen (og ikke blot det nævnte specialtilfæl~e) 

"') Riesz-Fisehers sætning o 

Bevis (efter HoWeyl): Vi antager, ·at f 1 ,f2 ,o•• er en fundamen­
talfølge i L , og skal vise, at følgen er konvergent i Lp. 

Til afkort~ng sættes f:i = l/2i og bi = (~i) l/p ~i • 

Da f 1 ,f2 , ••• er en fundamentalfølge, kan vi vælge numre N1 < N
2 

< 
o.. <Ni< . , , 
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< • • • < N i < • • • s ål e d e s , a t 

\lf -f 11 <'S. for n,m 2 N., n m p 1 - 1 

Vi vil begynde med at bevise, at den udtyndede følge fN ,fN , •.• 

er konvergent næsten overal t.>~) 1 2 

Vi har specielt 

llfN. 
1

- fN .11 p < di altså I( \fN. - fN l P)< S.P. 
l+l i l l+ l 

Nu betragtes.mængderne 

Ai = txl \fN (x) 
i+l 

= {x\ lfN. (x) 
l+l 

fN.(x)fP) fip~ 
l 

fN. (x)\ ;> t: i-~. 
l 

For hvert i er Ai Lebesgue målelig, og idet E.PlA ~ lfN. 
1

-fN.I P. 
l i l+ l . 

er 8.Pm(A.) ~I( lfN -fN \P), altså 
l l - . l . l+ l 

s.P ~- p l 
m(A.) < _L = (~) = -t· 

l eP f. 2 
(.,• l 

l 

Følgelig er rækken 

Li:lm(Ai) 
konvergent. Sættes Bi = Ai u Ai+l U • • • , 

er B. Lebesgue målelig, og vi har (jfr. MI 2,7,3) 
l :l l l 

m(B.) < ----=- + -. -l + •• • - 21'-1 • l 21 21+ 

For ethvert. x 4 Ai gælder 

lfN. l(x)- fN.(x)l ~ fi =li' 
l+ l 2 

Altså er leddene i rækken 

(*) ~~N (x)l + lfN "(x) - fN (x) l + •• • + jfN. (x) - fN. (x)'J + • •• 
-).' 2 l . J J-l 

for et.h;ert x ~ B. fra leddet {fN. (x) - fN. (x)j at regne ~ led-
l l+l l 

dene med samme nummer i den konvergente række 

l l 
l+ 2 + •.• + 2j-l + ••• ' 

hvoraf følger, at rækken(*-) er konvergent for ethvert x f Bi. 

Nu gælder B1 ? B2 ~ • . . • Vi sætter 

D = B1 n B2 n . . . . 
Da er D målelig, og m( D) = lim m(Bi) ~ lim ~ 1 = O. 

2 -
Til ethvert x f D findes et nummer i, således at x 4 Bi. Rækken 

(*) er derfor konvergent for ethvert x f D. Rækken 

fN (x)+ (fN (x)-fN (x)) + ••. + (fN_(x)-fN. (x)) + •.• 
l 2 l J J-l 

er da ligeledes konvergent for ethvert x f D. Da denne rækkes 

afsnitsfølge netop er funktionsfølgen fN (x), fN (x), ..• slutter 
J,J 2 
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vi altså, at funktionsfølgen fN (x),fN (x), .•• er konvergent 
l 2 

) i Rk '-D. Vi betragter nu den funktion f på Rk, der defineres ved 

f( x) = {lim fN j (x) for x~ D 

O for x ED 

Da gælder altså fN. (x) ~ f( x) for j ~ oo pånær i en nulmængde. 
J 

Funktionen f er åbenbart målelig. Vi betragter nu for et fast 

i uligheden 

!lfn-fmllp < bi for :ri,m 2 Ni. 
Heraf fås specielt 

I(jfN.- fm\P) < SiP for j b i, m 2Ni. 
J 

Vi holder m fast ( ~Ni) og lader og lader j gennemløbe tallene 

i, i+l, •.•• Vi ser da, at funktionsfølgen 

lfN -f IP' lrN -fm lp' ..• 
i m i+l 

·opfyldef betingelserne i Fatous lemma ( :rvu 2, 6, 5). Vi slutter 

derfor, at grænsefunktionen jf-fmlp er Lebesgue integrabel, og at 

I( lf-f IP) .{o. P for m L.N .• 
m - 1 - l 

Følgelig gælder f-fm E Lp og altså også f = fm + ( f-fm) E- Lp, og vi 

har 

for m 2N .• 
- l 

Da 6i ..---)- o for i_..,. 00 viser dette' at Uf-fm up 4- o for m ~ oo. Den 

givne følge f 1 , f 2 ,... konvergerer altså i Lp mod f. l 

Approksimations sætninger. 

For et vilkårligt p ~l er hvert af følgende underrum overalt 
. ('k tæt l Lp= Lp R): 

l) klassen af begrænsede målelige funkt.ioner med begrænset 

st.øtte; 

2) klassen af trappefunktioner; 

3) klassen af kont,inuerte funktioner med begrænset støtte. 

Vi bemærker, at disse klasser åbenbart tilh.ører Lp for ethvert 

p ~ l. 

Vi betragter først det 

l) Vi skal vise, at 

reelle Lp. 
hvi$ f E- L og € > O, da findes en begræn­p 

set målelig funktion g med begrænset støtte, således at. lif-gliP< f.. 

For et vilkårligt hel t n > O betragtes funkt.ionen f n = (f t\ iilw ) 

V ( -nlw. ) . Den er åbenbart en begrænset målelig funktion med n 
n 

begrænset støtte og tilhører derfor Lp. For ethvert n er lf-fnjP 
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~\f\P, ogdaf(x) -fn(x)-70 forn~oo forallexfølgeraf 

sætnine;en om absolut majoriseret konvergens (lvri 2, 6, 5), at 

I( lf-fnjPJ -)O. Vi kan altså vælge n således, at Uf-fnltp .( E .l 

2) Vi skal dernæst vise, at hvis f E Lp og E > O, da findes en 

t.rappefunktion g, således at lif-glip < ~. 

Ifølge l) og trekantuligheden er det tilstrækkeligt at vise det­

te i det. tilfælde, hvor f er en begrænset målelig funktion med 

begrænset støtte. Da gælder f E L. Vi betragter nu en følge 

af trappefunktioner fn1 ~f, således at lim I(fn) < I(f) + 8, hvor 

6 >O vil blive angivet senere, og ser på funktionen h= lim fn. 

Vi har h 6 f og h E L, og I(h) = lim I(fn), altså I(f) ~ I(h) < 
I (f) + D • For ethvert n er f n ~ h, og vi kan vælge n således, 

at I(h) - c5 < I(f ) ~ I(h). Da gælder 
n 

lf-fn\ ~ Jf-hl + lh-fnj = (h-f) + (h-fn)' 

og 

I(ff-fnl) ~ I(h-f) + I(h-fn) < 26. 
Vi benytter nu, at f er begrænset, f.eks. jf(x)l ~a for alle x. 

Vi sætter da g = (f A a) V (-a). Dette er også en trappefunktion, 
n -

og der gælder åbenbart !f-g l ~ /f-fn l . Altså er I (l f-g l) < 2 • 
Da jf-g\P ~ \f-g\(2a)P-l, føle;er heraf I({f-g\P) < 28(2a)P-l, hvor­

af Uf-gU < (2,(2a)P-l)l/p. Tænker vi os, at 5 var valgt således, 

at (2b(2~)p-l)l/p <·f_, har vi altså lif-gliP < € .l 

3) Vi skal endelig vise, at hvis f € Lp og E: > O, da findes en 

kontinuert funktion g med begrænset støtte, således at llf-gl! <.f p 
Iføige 2) og trekantuligheden er det tilstrækkeligt at vise dette 

i det tilfælde, hvor f er en t.rappefunktion. Vi vælger (j fr. 

Ivri 2,2,4) en kontinuert funktion g ~ f med begrænset støtte, såle­

des at I(g-f) < 6, hvor ~vil blive angivet senere. Antages 

lf(x)l ~a for alle x, kan vi antage, at g(x) ~a for alle x, idet 

vi ellers erstatter g med g-~ a. (Da g~ f, har vi åbenbart g(x) 
2. -a for alle x) Da er (g-f)P ~ (g-f)(2a)P-l, altså Rg-fll < l 
- -l l/ p l p 
(b(2a)P ) P Tænker vi os, at~ var valgt således at (h(2a)P- ) 

<.f, har vi altså \\f-glip <f.l 

Vi betragter dernæst det komplekse Lp. 

Hvis f = f' + if 11 L , gælder f' E- L og f" E L . Thi f 1 og f" er 

f p p 
målelige, og \f''\ ~ 1f , l f"1 ~ \f( . De ønskede approksimationer 

af f opnås nu ved at anvende de foregående resultater på f' og f" 

og derefter benytte trekantuligheden, hvorefter vi for g = g' + ig" 

E LP har \!f-gliP i Il f' -g '1U P + tff"-g"(l P .1 
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Af ovenstående følger det overraskende resultat: 
'k For ethvert p ~ l har L = L (R ) en numerabel overalt tæt del-- p--p- -

mængde. 

Thi klassen af trappefunktioner har (i p-norm for ethvert p ~ l) 
som overalt tæt delmængde klassen af trappefunktioner, som kun 

antager rationale værdier og hver værdi l O i en forening af et 

endeligt antal disjunkte intervaller J 1 x ••• x Jk' hvor J
1

, ... ,Jk 
har rationale endepunkter. Denne mængde er som bekendt numerabel.l 

'-k 
~oo(R ). 

For en reel funktion f på Rk siges tallet M at være et essentielt 

overtal, hvis f(x) ~ Ivi for næsten alle x, d.v.s. hvis tx!f(x) > Jvi1 

er en nulmængde. +oo er naturligvis et essentielt overtal. Blandt 

de essentielle ov~rtal findes et mindste (det kan eventuelt være 
+oo eller -ro); Dette kaldes det essentielle supremum for f og be­

tegnes 
ess.sup f(x) ; 

eksistensen indses ved, at man efterviser, at Medre grænse for mæng­
den af essentielle overtal for f selv er et essentielt overtal. 

På analog måde definer.es begreberne essent.iel t undertal og essen­
tielt infimum. 

En reel eller kompleks funktion f på Rk siges at være essentielt 

begrænset, såfremt ess.sup lf(x)\ < +~, og vi sætter 

llfllø = ess.sup l f(x)\. 
Bemærk, at denne størrelse også kan opfattes som knyttet til klas­

sen af funktioner ækvivalente med f. Når f(\) g, har f og g nem-
) lig de samme essentielle overtal .• 

r1ed LI):) = L00(Iik) betegner vi mængden af Lebesgue måleLige (reelle, 
'k resp" komplekse) essentielt begrænsede funktioner på R • Man veri-

ficerer let: 
L = L (åk) er et lineært funktionsrum over k, resp. d, og nfil __ ---<ID -

er en norm på L~(når ækvivalente funktioner betragtes som den samme). 
L er et Banach rum, _., 

Endvidere: 

Når f EL og g c-L..,, da er f g E L og I ( fg) ~ llf111WIIl..!. 

Betragtes kun (reelle, resp 91 komplekse) funktioner på en mængde 

A, fås for ethvert p, l ~ p < +ø, et normeret lineært rum LP(A) 
bestående af de funktioner, som er Lebesgue målelige i A og for 
l1vilke \f\p er Lebesgue integrabel over A, og med norm 

11 f !lp = ( I ( l f A l p ) ) l/ p= ( S A ! f ( x ) l p m ( dl( K ) ) l/ p • 
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Idet vi kan identificere en funktion f på A med sin udvidelse fA 
til R_k (og iøvrigt identificerer ækvivalente funktioner), ser man, 

i< at L (A) kan opfattes som et underrum af L (R ) bestående af de 
p p 

funktioner, der er O uden for A. 

For ethvert A er Lp(A) et Banach rum. 

Thi er f 1 ,f2 ,... en fundamentalfølge i Lp(A), er f 1 A ,f2 A, ... 

( 'k 'k en fundamentalfølge i L R ) , altså konvergent. i L (R ). mod en 
p . \kp 

grænsefunktion g, som ifølge beviset for, at Lp(R ) er et Banach 

rum, er defineret som grænsefunktion ved sædvanlig konvergens for 

en delfølge af flA ,f2A , ••• uden for en vis nulmængde D, og som 

O i den:n,e mængde. Dette g er altså O uden for 

t.egnes fA, hvor f er en funktion på A, som vil 

vil være grænsefunktion for følgen f 1 ,f2 , ••• , 

A, og kan altså be­

tilhmre LP.(A), og 

i Lp (A)_-. 

Analogt kan man betragte L~(A) for en vilkårlig mængde A. 

I praksis har kun det tilfælde interesse, hvor A er målelig eller 

evt. har målet +~. 
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Kap.4. Fourierrækker. 

§l. Definit-ioner. 

I sine undersøgelser over varmeteori gjorde Fourier den skelsæt­

tende opdaeelse, at "enhver" reel funkt-ion f(x) på R med perioden 

2-rr kan frenmtilles ved en trigonomet.risk række 
00 

f(x) == a
0
/2 + Ln=l (ancosnx + bnsin nx), 

hvor 
a } _ l ~ 2'1T f ( ) CO S d 
bn - x . nx x 

1T O Sln n 
(J.J.Fourier, 1768-1830; teorien er offentliggjort 1822.) 

Det førs-te st.renge bevis er gi ve t af Dirichlet ( 1837) , som be­

tragtede funktioner, der stykkevis er kontinuerte og monotone. 

) Vi vil her behandle teorien for funkt.ioner, der er Lebesgue inte­

grable i ethvert interval (hert-il er nok, at de er integrable over 

et periodeinterval [a, a+21T(). Det vil være hensigtsmæssigt at 

betragt.e komplekse funktioner, og foruden ovenstående skrivemåde 

for en trigonometris.k række at. benytt.e skrivemåden 
~ 00 inx elle·.r " w ( inx -inx) Ln=-cocne co + Ln=l ene + c_ne • 

I'1ed L vil vi i det. følgende betegne klassen af komplekse funk­

tioner f(x) med perioden 24, som er Lebesgue integrable i ethvert 

interval. Ved middelværdien af en s.ådan funktion forstås integra­

let over et periodeint.erval di videret med: 2:rr: 

M( f) = r1(f(x)) = ~~ ~:+2lr f(x)dx. 

(Det er åbenbart ligegyldigt, hvilket periode_interval vi benytter. ) . 

Med LP for p ~ l vil vi bet.egne klassen af komplekse funktioner 

f(x) med perioden 2~, som er Lebesgue målelige,· og for hvilke !fiP 

er Lebesgue integrabel i ethvert interval. Da er L1 = L. I Lp 

indføres normen 

lifl/p = (1'1 {\f(x) l P!)l/p. 

Da er L et normeret lineært rum. Vi betragter også klassen L p 
af essentie·l t begrænsede periodiske funktioner med perioden 2-n-, 

med norm 

IIf il tO = e s s . s u p l f ( x ) l . 
For l ~ p < q ~ oo gælder L ~ L • For q = w er dette indlysende, 

og for q < o:J følger det af~ at Tf! p ~ l + lfl ~' idet l er integra­

bel over ethvert interval. (I øvrigt er Lp ~ L q, idet man let kan 

nævne en funktion f E: L ""-L • ) Vi skal her foruden L
1 

især betrag-p q 
te klassen L2 . 

Hvis f E L, g E L, er Ig, sikkert målelig. Hvis- fg E L, betegnes 
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middelværdien 

(f l g) = M ~f(x)grx} l 
som det indre produkt af f og g. Nan har (glf) = (flg). Hvis 

(fjg) = O siges f at være ortogonal på g, i tegn f l g. Da er og­

så (glf) = O, altså g l f, og vi kan derfor også sige, at f og g 
er indbyrdes ortogonale. 

For f E LP, g E L q, hvor p > l, q > l, l/p + l/ q = l, vil f g f L, 

og det indre produkt, vil t.ilfredsstille 

l ( f l gJ l ~ u f,, p Il g 11 q • 

(Dette følger straks af HBlders ulighed for integraler, idet fak­

torerne ~ i middelværdierne går ud.) Det samme gælder, hvis 

p=l, q=oo. 

Speciel t eksisterer (f l g) for vilkårlige f E L2 , g e L2 og 

l (f l g) l ~ l! f 112 11 g 112 • 
Normen i L2 udspringe{ af det indre produkt, idet 

ll:rll 2 = ( (f l f) ) 2 • . 

En funktion f E L2 kaldes normeret, hvis llfll 2 = l. En mængde af 

funkt.ioner i L2 bestående af normerede parvis ortogonale funktioner 

kaldes et normeret ortogonalsystem i L2 • 

Fundamentalt for teorien for trigonometriske rækker er, at sy­
stemet af funktioner 

jeinxln € z} 
er et normeret ortogonalsystem, det trigonometriske ortogonalsy­

stem. Det.t.e ses straks af, at 
\\einx\\ 2

2 = N[leinxi 2 J = M{l} =l for alle n 

og 
= N {einxe:imx} = rvrfei(n-m)x} (einxleinx) 

l \2n i(n-m)xd 1 lei(n-m)x]2~ 
= 2rr Jo e x = 2n i(n-m) 

0 
= O for n l m 

Det ses let, 

et, eller flere 
11+1/1 'P-f/! 
'{2 '{2 

at, hvis man i et normeret ortogonalsystem erstatter 

par af funktioner f og t fra systemet med parret 
fremkommer der et nyt normeret ortogonalsystem. 

Anvendes dette på det trigonometriske systern ses, at systemet 

il, V2cos x, '/2sin x, ••. , IJ?c<is nx, V2sin nx, ••• J 
er et normeret ortogonalsystem (det reelle trigonometriske orto­
gonalsystem) . 

Heuristisk betragtning. 

Lad f være en vilkårlig funktion i L og lad os antage, at f (i 

en eller anden betydning - ikke nødvendigvis ved punktvis konver­

gens) er "fremstillet" ved en trigonometrisk række: 

l 



) 

\ 
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f ( x ) = \ 
00 

c einx 
Ln=-oo n 

(eller, som man siger, er "opløst" i rene svingninger). 

Ved mul t,iplikat.ion med e-inx for et fast, n og påfølgende middelvær­

didannelse fås da (under antagelse af, at denne kan foretages led­

vis på højre side) 
MSf(x)e-inx~ = \' _

00 

c M{eimxe-inx! = 
l J ~m--~ n °n" 

Dette fører til følgende: 

Definition. 

For enhver funktion f e L betegn e.s den trigonometriske række 

'\' 

00 

c einx, hvis koefficienter c er bestemt ved 
Ln=-oo n n 

en= (f(x)leinx) = Jvitf(x)e-inx 3, n EZ 

som Fourierrækken for f. Vi udtrykker dette ved at skrive 

f( x) cu "\' oo c einx. 
~n=-oo n 

Denne skrivemåde udt.rykker altså blot, at tallene en er bestemt 

ved ovenst.ående formel. 

Skrevet på sædvanlig rækkeform lyder rækken 

\ 
00 inx -inx 

co + Ln=l(cne + c_ne ), 

idet vi på den angivne mflde (bortset. fra konstant.leddet c
0

) samler 

{ leddene parvis. Det n-t,e afsnit. i rækken bet.egnes sn (x), altså 

( ) ' n ( ivx e-ivx) = ~ n c i 11x sn x = co + Lv=l cve + c_v . L~=-n ~e • 

Ved brug af formlerne eiy = cos y + i sin y og e -iy = cos y -

i sin y fås for det n-te led (n= 1,2, .•• ) udtrykket: 

cneinx + c_ne-inx = (cn+c_n)cos nx + i(cn-c-n)sin nx 

hvor 

an= (cn+c_n) = Mtf(x)e-inx! + IVl~f(x)einxi = 2·IVI{f(x)cos nxl 
bn = i(cn+c_n) = i(M{f(x)e-inx~ M[f(x)einx~) = 2·Ivr{f(x)sin nx}. 

Idet vi s.æt.ter a = 2c = 2·IVI~f(xH, antager rækken altså formen o o 
a 0 \ oo 

f(x) C\:> 2 + Ln=l (ancos nx + bn_sin nx). 

an} ~ cos ~ l ~a+2rrf(x)c?s 
b 

:. 2 · l\1 1f (x) . nx = ;;:; nx dx; n = O, l, 2, •.• 
n Sln •• a sln 

Denne skrivemåde vil vi især benytte for reelle funktioner. 
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Summabilitet. 

Selv for kontinuerte funktioner _er Fourierrækken i almindelig­

hed ikke konvergent, og konvergensteorien for Fourierrækker er i 

det hele taget kompliceret. Som vist af Fej~r (1900) får man en 

mere tilfredsstillende teori ved at benytte summabilitet. (L.Fej~r, 

1880-1959.) 

Ved en s.ummabili tetsmet.ode forstås en metode til at tilskrive 

uendelige rækker u
0 

+ u1 + •.• + un + .•. en sum s (altså simpelt­

hen en funktion s= s(u
0

,u1 , ••. ,un,···) defineret på en vis delmæng~ 
de i talfølgerummet). Konvergens (af afsnitsfølgen) er en sådEm 

metode. Vi skal her kun betragte den - efter konvergens - simple­

ste summabili tetsmet.ode. 

Lad u
0 

+ u1 + ••• være en uendelig række med komplekse led. Vi 

) betragter afs;ni t tene 

sn = uo + .•• + un 

og danner det n-te afsnitsmiddel 

s = n n+l 

Hvis Sn ~ s for n_,. oo, kaldes den givne række summabel med summen s. 

IVIan viser let: 

Hvis rækken er konvergent med summen s, er den også summabel med 

samme sum. 

Idet so = u o 

s l = u o + Ul 

s2 = u o + Ul + u2 

får man for det. n-te afsnit smiddel S n ud trykket 

(n+l)u0 + nu1 + ••• + Un n o/ 
= rA,-o(l - n+l)u~O 

n+l v-

Formler for Fourierrækkens afsnit og afsnitsmiddel. 

Lad f(x) o" L ~..;"c einx, hvor altså en = l\T ff(x)e-inxL 
n'--"" n t 

I udtrykket for en kan vi udføre substitutionen x= u-t (med t som 
den nye integrationsvariabel). Herved fås c = 
I'1It tf( u-t) e in t~ e -inu, hvoraf ved mul tiplikati~n med e.inu og erstat­

ning af u med x 

e inx 
Cn = 



) 

• 

• 
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Af dette udtryk for Fourierrækkens n-te led (n= 0,±1,±2, ..• ) fås 
straks for dens n-te afsnit sn(x) (n= 0,1,2, ... ) udtrykket 

hvor 

I . n i vx ·i ( ) ( ) ~ sn(x) = c e = Mt f x-t Dn t J, 
v=-n "" 

ivt 
e = 

i(n+t)t · -i(n+t)t e - e 
i.J..t -i.1.t e 2 - e 2 

= sin(n+i)t 
sintt 

= cos nt - cos(n+l)t 
2(sinit) 2 

kaldes Dirichlets kerne. 
For det n-te afsnitsmiddel 

so(x) + s.l(x) + • · • + sn(x) I; n ( lvl) ivx 
S (x) = = l - - c e n n+l v=-n n+l v 

fås 

Sn(x) = Lv~-n(l- ~:i)cveivx = Ntlf(x-t.)Kn(t)}, 

n lvl ivt Do(t) + ••• + Dn(t) 
Kn(t) - \ (l --)e ---"-----~--- L/11=-n n+l n+l 

hvor 

= l l - cos (n+l
2

) t = l (siimt(nt-i) t)2 
n+l ( :1 ) n+l Sln-2· t 2 sin2t 

kaldes Fejers kerne. Man bemærker, at begge kerner er reelle funk­

t,ioner med perioden 21T. Skrevet som trigonometriske polynomier 

på reel form er 

Dn(t) =l+ 2·I:v~1cos vt, 

Fejers kerne har væsentligt simplere egenskaber end Dirichlets 
kerne, hvilket forklarer, at summabilitetsteorien for Fourierrækker 

er simpili.ere end konvergenst.eorien. Vi får brug for følgende: 

Egenskab er ved l!, e j er s kerne. 

l) Kn(t) = Kn(-t) for alle t 

2) Kn(t) :f o for alle t 

3) Kn(t) ~ Kn(O) = n+l for alle t 

4) l 71'2 
for o ltl ~Ti Kn(t) ~ n+l t.2 < 

5) M {Kn (t)! = l. 

Bevis: l) er klar. 2) ses af de to sidste udtryk for Kn(t). 

3) og 5) ses af det første udtryk for Kn(t). 4) ses af det sidste 
udtryk for Kn(t), idet det benyttes, at \sin(n+i)tl ~l og at 

sinit ~ ; for O ~ t ~n (benyt at sinit er konkav i O ~ t ~ 'TT). 

Fejers sætnihger. 
Sætning l. I ethvert kontinui t.etspunkt. x for funktionen f er 

.Fourierrækken s.ummabel med summen f(x). 

Bevis. Vi finder (idet de benyttede egenskaber ved kernen mar-
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keres) 5) ' 
= \Mt if(x-t)Kn(t)J - IVlt~f(x)Kn(tH l 
= l M t { ( f ( x- t ) -f (x ) ) Kn ( t ) J \ 
~ M t ~ l f (x-t.)-f (x) l Kn ( t ) ~ 
= 2'1Tl f 

11~lf(x-t)-f(x)l K (t)dt 1 j_,, n 

Til et givet t> O vælges 6 = o(E) >O således, at \f(x-t)-f(x)\ < ;. 
l 

for ltl < 6. Vi får da 

l 
' 

'l 'l} 1 r 8 
E 1 r -8 (" 

1 
1 1 n2 

Sn(x)-f(x) ~ 2nJ_f»'2Kn(t)dt + 21T(J_11 +J~) f(x-t)-f(x) n~l 02 dt 

~r. 1 rrr tjj2 1r" \ 1 :::: 2 2'ITl-if<n(t)dt + (n+l)82 2r.J_rr f(x-t)-f(x) dt 

5) c 1i2C ( 
= 2 + (n+l)0 2 hvor C = Mt [ f(x-t)-f(x)l ~. 

Vælges N så stor, at n2C/(N+l)82 < ie, har vi altså 

\Sn(x)-f(x)\ ( tE-+ tf-= f- for n 6 N 

hvormed sætningen er bevist. l 

Sætning 2. HviS; fnnktionen f er kontinuert for alle x, er Fourier·· 

rækken ligeligt summabel med sum f(x), d.v.s. Sn(x) konvergerer 

ligeligt mod f(x) for n ~oo. 

Bevis.. Da f- er fontinuert for alle x og periodisk, er f lige­

lig kontinuert, og vi kan derfor i ovenstående bevis for et vilkår­

ligt t > O benytte samme 6 = 6(e,) for alle x. Endvidere er f(x) 

begrænset, f.eks. lf(x)l ~ M for alle x, og den i ovenstående be­

vis optrædende middelværdi C er da ~ 2IYI for alle x. 
" o Vi far derfor 

l 2n2N lsn(x)-f(x) ~ te. + __;~~';:::'2 for alle x. 
(n+l)8 

Vælges N så stor, at, 21i2IYI/(N+l)h2 <~E ses, at 

lsn(x)-f(x)\ < f. for alle x, når n~ N, 

hvormed sætningen er bevist. l 

Sætning 3. I ethvert punkt x, hvor funktionen f har grænsevær­

dier f(x+) og f( x-) fra hø.jre og venstre, er Fourierrækken summa­

bel med summen t(f(x+)+f(x-)). 

Bevis. Af l) følger, at 

Sn(x) = Mt~f(x-t)Kn(t,)! = Mt{f(x+t)Kn(t)~. 
Altså har vi 

Sn(x) = Mt{i(f(x-t)+f(x+t))Kn(t)J. 

Indføres den ved 

{

i(f(u)+f(2x-u)) for u l x+ 
g(u) = t(f(x+)+f(x-)) for u= x+ 

p. 2-rr 

p. 2rr 
.... 

p E Z 
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bestemte funktion g E L, ses at 

Sn(x) = Mtlg(x-t)Kn(t)5, 

d.v.s. Sn(x) er simpelthen det n-te afsnitsmiddel for Fourierræk­
ken for g i punktet x. Funktionen g er imidlertid kontinuert i 

x. Alså er ifølge sætning l 

Sn(x) -7 g(x) = i(f(x+)+f(x-)) for n---+oo.l 

Sætning 2.kan også formuleres således: Når f er kontinuert for 

alle x, gælder 

llf-Snllu--) O for n -+ oo. 

Heraf følger Yleierstrass' approksimationssætning for trigonometrisk 

approksimation: Afslutningen i B ,; B]-oo,+oo[ af klassen af trigo­

nometriske polynomier Lv~-nkvei'Vx svarende til den ved normen 

llfllu bestemte metrik er klassen af kontinuerte funktioner med pe­
rioden 2n. Her betegner B vektorrummet bestående af alle begræn­

sede komplekse funktioner på ]-oo,+~[, forsynet med den ligelige 

norm IIf li u = s up \f (x) l • 

St.ærk summabili t et i Lp-!-

Vi vil nu bevise en lignende sætning for klassen L. 
For ethvert f EL er Fourierrækken (stærkt) summabel i L, d.v.s. 

llf-Snlll ~ o for n 4 oo. 
Bevis. Ved beviset skal vi samtidig betragte forskellige funk­

tioner f. Det er derfor praktisk at betegne det n-te afsnitsmid­

del af Fourierrækken for f med Sn(f) (og dets værdier med Sn(f,x)), 
altså 

S (f,x) = Mt[f(x-t)K (t)!. n , n 
Det ses, at for et fast n er f -7 Sn (f) en lineær afbildning af 

L ind i sig selv. Vi vil nu vise, at afbildningen er en kontrak­
tion, d.v.s. at 

l\sn(f)ll 1 ~ \lfl[1 • 

Hertil bemærker vi, at som følge af 2) er 

l Sn(f,x)l = IMtif(x-t)Kn(t)~ l ~ IVItf lf(x-t)l Kn(t)~ = Sn( /f l,x), 
altså 

flsn(f)(ll ~ Nfsn( Ir l)~· 
Og MiSn( \fl) er simpelthen det konstante led i det trigonometriske 

polyn6mium Sn( lfl,x), som er lig med det konstante led i Fourier­

rækken for lfl, altså lig med M[lfl! = llrl~. 

Vi betragter nu en bestemt funkt.ion f ~L. Ved anvendelse af 

approksimationssætningerne (NI 3,2,5) på f[0,2nL ses let, at der 

til et gi ve t E. >O findes en kontinuert funktion g med perioden 2TI, 
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således at 

Jlf-glll < t. 

Da Sn(f-g) = Sn(f) - Sn(g)~ følger heraf 

Hsn(f)-Sn(g)\1 1 <E. 

Da Sn(g,x) konvergerer ligeligt mod g(x), gælder åbenbart 

!Isn (g) -gll1 ~ O for n ~oo. Vi kan altså til det givne c_ finde et 

N, så at 

li g-Sn (g) 11 1 < f for n > N. 

Da 

har vi 

lif-sn(f)ll 1 < 3E for n> N, 

hvormed sætningen er bevist. l 

Af denne sætning følger en fundamental sætning: 

Entydighedssætningen. To funktioner f EL og g E-L har samme Fourier-· 
række, hvis og kun hvis f ru g. 

Bevis. Det, er klart, at hvis f oo g, da har f og g samme Fourier­

række. Antag nu, at f og g har samme Fourierrække. Da gælder 

Sn(f) = Sn(g) for alle n. Af llf-Sn(f)l! 1 __..).O og llg-Sn(f)ll 1 ~ O 

for n~oo følger da, at 1\f-gl/1 =O, altså fC\:lg.l 

Sæt,ningen om stærk summabilitet i L kan generaliseres til Lp 

for l < p < + oo (men ikke til L<;\7). 
For ethvert f ELP, l< p< oo, er ]1ourierrækken (stærkt) summabel 

_i_Lp, d. v. s. llf-Sn1Lp-"-:7_0.;;.......;f;;;..o;;..;;r~n;....--+_oo~. 
Beviset beror på, at afbildningen f -7Sn(f) opfattet som en li­

neær afbildning af L ind i sig selv er en kontraktion, d.v.s. 

\lsn(f)\IP ~ llfTIP. 

For at indse dette benyttes Holders ulighed, som (idet l/p + l/q ..". l 

giver 
l l J l S n ( f , x ) l = \Ivr t t f ( x- t ) Kn ( t ) l""Kn ( t) 'tf 1 

~ [M t~ l f (x- t ) l PKn ( t ) ~J l/ p (_M t Kn ( t ) ~J l/ q, 

altså 

jsn(f,x)lP ~ Sn( \.r\P,x), 
hvoraf 

1\sn(f)\\PP ~ MtSn(!fjP)~ = M{lrJP~ = 1\fi\PP. 

Resten af beviset er som i tilfældet p = 1.1 

Fejer-Lebesgues sætning. 

Som afslutning på denne paragraf, nævner vi - uden bevis - følgen-
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de sætning af Lebesgue: 

For ethvert f ~ L er Fourierrækken summabel næsten overal t med 

summen f(x), d.v.s. Sn(x) ~ f(x) for næsten alle x. 
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§3. Konvergens~. 

Som foran nævnt er konvergensteorien for Fourierrækker kompli­

ceret. Et enkelt hovedresultat kan dog fås på simpel måde ud fra 
summabilitetsteorieri. Hertil får vi brug for følgende sætning: 

Hardys sætning (G.H.Hardy 1877-1947, sætningen er fra 1909). 

Hvis rækken u 0 __ + __ u1~+~·-·-·---e~r~s~u~mm~a~b~e~l~m~e~d~s~u~m~s~o~g._t~·~a~l~f~ø~l·g~e~n~ 
(n~) er begrænset, da er rækken konvergent. (og med samme sum). 

Bevis. Vi skal vise, at. hvis S ~ s og sup l nu 1 = K < +oo, da n n 
gælder sn -? s. 
Til E.> O findes et N, så at {sn-s l <E for n::?: N. 

tragter et. vilkårligt fast n > N, gælder for alle p 

(n+p)Sn+p-l-nSn-1 = 8 n + 8 n+l + •·· + 8 n+p-l 
altså 

(n+p){S · · 1-s.)- n(S 1-s) = p(sn-s) +A, n+p- n-
J 

hvor A betegner summen 

Idet vi nu be-

2. l 

(sn+l-sn)+ .•• +(sn+p-1-sn) = un+l+(uil+l+un+2)+ ••. +(un+l+ •.• 

+un+p-1). 
De her optrædende uv er alle numerisk· ~ K/n, og da deres antal er 

ip(p-1), har vi lA\! ip(p-1)!. 

Da l sn+p-1-s l ( t og ISn-l-s l < t' finder vi derfor 

p\sn-s l < ip(p-1)! + (n+p)t; + n c, 

eller 

for alle p ~ l. 

Da ovenstående ulighed specielt gælder for det hele tal p, for 

hvilket 

2n ~ < p ~ 2n {[ + 1, 

får vi 
2nft k 2n 

(sn-sl -2-·n + (2n1Jr + l)f.. = (K+l)-/f +t. 

Til et, givet & >O kan vi vælge e, så at. (K+l)Vf + E <:J. For et 

til dette E svarende N gælder da Isn -s l < o for n> N. l 

Vi kan nu vise: 

Fourierrækken for en funktion f med perioden 211, der er af be­
grænset variation på ethvert. interval, er konvergent for ethvert 

x med summen i(f(x+)+f(x-)). 

Heri er indehoilidt Dirichlets resultat (MI 4,1,1), idet en reel 

funktion, der stykkevis er kontinuert og monoton, er af begrænset 
variation. 

Bevis. Af lt'e jer s sidste sætning følger, at Fourierrækken for 

ethvert x er summabel med summen ~-(f(x+)+f(x-)). Ifølge Hardys 
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sætning er det derfor tilstrækkeligt at vise, at talfølgen 
( n(c einx + c e-inx) ) er begrænset for ethvert x. Vi viser . n -n 
dette ved at vise, at talmængden 

{ncnjnEZ~ 
er begrænset. 

Ifølge forudsætningen om at f er af begrænset variation på [0,21;[ 
findes der et K <:: +ex>, så at 

Lj~l \f(xj)-f(xj_1 )\ ~K, 

når O = x < x1 < • • • < x = 2'11. For n l O er o . p 

271cn = ~;rrf(x)e-inxdx = ()~+)~h+ ... + ~~-h)f(x)e-inxdx, 
hvor h betegner halvperioden ~l for e-inx Heraf fås 

2n en;:: )~[r( x) e-inx +f(x+h) e -:in( x+h) + •.• +f(x+( 2n-l )h) e -in( x+( 2n-l )h ]d:x 

= )~[f(x)-f(x+h)+f(x+2h)- ••• -f(x+(2n-l)h)]e-inxdx, 

hvoraf 

21f/cn\ ~. )~ [lf(x)-f(x+h)f + ••• + lf(x+(2n-2)h)-f(x+(2n-l)h)j] dx 

Her er integranden d. K for alle x i [O,hj. Følgelig er 

2n \ en l ~ Kh = K l~ 1 
og altså 

( )( ) Ine n l ~ ~ 
hvormed sætningen er bevist.l 

Tilføjelse. Sættes suplf(x)\ =A har vi for alle x 

jsn(x) l = INt tf(x-t)Kn(t)!l ~ Mti \f(x-t) )Kn(t)1 

~ l\1t f AKn ( t ) ~ = A • 
Nu er 

( ) ( ) = \' n c ei,;~x '\' n ( 1 _ M) c ei-vx 
sn x -Sn x Lv=-n ~ - L1=-n n+l ~ 

l "\' n l l i v x 
= n+l Lv=-n v c~ e ' 

altså ifølge (*) 
lsn(x)-Sn(x)l ~ n!lLv~-nlvc'V l ~n!~ 2n~ <K, 

og man har derfor 

~n(x)\ ~A+ K for alle n og x. 

Afsnittene sn(x) i Fourierrækken for en funktion, der er af begræn­

set variation i eth~ert interval, er således ensartet begrænsede. 
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Divergens. 

Et eksempel på e~ kontinuert funktion med perioden 2~, hvis 

Fourierrække er divergent i visse punkt.er, er først angivet af du 

Bois-Reymond (1876). Vi vil her gengive et eksempel af Fej~r (1911~ 

Vi begynder med at. udregne Fourierrækken for den (diskontinuerte) 

funktion f, der har perioden 2~, og som i [0,2nl er bestemt ved 

{
n-x for O < x < 2 Ti 

f(x) = 
O for x = O. 

Da furu{tionen er reel, udregner vi Fourierrækken i reel form: 

an=; ~:rrf(x)cosnxdx =O for alle n, da f er ulige 

= l ( 2ir f(x) sinnxdx = 
1T )o 
2 = for alle n ~ l, n 

sinnx 
n 

l[(~ )-cosnx]21r - 11-X -
1T n o 

Da funktionen er af begrænset variation på [0,2~l og f(x) = 

i(f(x+)+f(x-)), gælder også 

f(x) = ~n:l2 s~nnx. 

Af tilføjelsen sidst i forrige paragraf ses, at afsnittene 

'\' n 2 sinvx 
sn (x) = Lv=l v 

er ensartet begrænsede. Der findes altså et C < +ro (C = 71 + 2 kan 

bruges), så at 

\sn(x)\ ~ C for alle n og x. 

Vi danner nu 

fp,n(x) = sinpx sn(x) = Lv~l2 s.inpx sin1Jx 
v 

~ n cos(p-v)x ~ cos(p+v)x 
= i.Jv=l v 

= cos(p-n)x + 
n + cos(p-l)x 

. . . l 
cos(p+l)x · 

- l -· ... -
cos(p+n)x 

n 

Dette trigonometriske polynomium er altså for alle p,n og x nume­

risk ~ C, men deler vi det på midten, vil første del for sig være 

l l n+ ••• +l for x= O, en størrelse, der konvergerer modoo. Herpå 

baseres Fej~rs konstruktion. 

Vi vælger nu tal p1 ,n1 ,p2 ,n2 , •.• ,pk,nk'""" så at 

0 < pl-nl' P1+nl < p2-n2, .•• ,pk-l+nk-l < p~-nk, ••• 

og danner 
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f(x) = f n (x) 
pl' l 

+ 1 f (x) 
2 p2,n2 

+ . . . + - 1 -f (x) 
2k-l pk,nk 

+ ... 
eller udførligt skrevet 

f(x) = 
(cos(p1-n1 )x cos(p1-l)x cos(p1+l)x cos{p1+n1 )x) 

+ . . . + l l - . . . -
n l . nl 

(cos ( p2-n2 )x cos(p2-l)x cos(p2+l)x cos{p2+n2)x) 
+ + . . . + . . . -

2n2 
21 21 2n2 

+ . . . 
ros{pk-nk)x cos(pk-l)x cos(pk+l)x cos{pk+nk)x) 

+ 2k-l 
+ ... + 

2k-l l 2k-l l - . . . - 2k-l 
n k n k 

+ . . . 
Rækken er med de anførte parenteser ligelig konvergent, edet den 

har den konvergente majarantrække C+ C/2 + •.• + C/2k-l + •.•. 

Den fr:emstiller altså en kontinuert funktion med perioden 21T. 

Dennes Fourierrække (skrevet på reel form) fås ved at hæve paren­

teserne og sætte nulled til. Thi ved multiplikation med cosnx eller 

sinnx fås atter en ligelig konvergent. række 

f(x) c?s nx = ~k:l kl lf (x) csl?ns nx; 
sln ~ - 2 - pk' nk 

·altså er 

an l ~ 211 c o s \ 
00 

l ) 2 l c o s =.., f(x) . nx dx = 0k-l -TI - 1 1 f (x) . nx dx, bn ,, 0 sln - . 0 2 c- pk,nk sln 

og heraf ses, at alle bn = O, og at an= O, undtagen hvis cosnx 

forekommer i et af leddene 
2
flr fp~,nk(x), i hvilket tilfælde an 

er koefficienten til cosnx i dette led. 

Vi vil.nu vise, at vi kan opnå, at Fourierrækken for f(x) er di':" 

vergent for x = O. Hertil er det nok, at rækken er divergent for 

x = O, når man sætter parenteser midt i hver af de ovenstående pa­

renteser. 

Gør vi det, bliver det (2k-l)-te led for x = O lig med 

1 1 _ 1 (L 
2k-lnk + • • • + 2k-l l - 2k-l nk + ••• + l) 

Vælger vi altså først nk'erne således, at ovenstående uligheder 

bliver opfyldt, bliver Fourierrækken divergent for x= 0.1 

Uden bevis nævner vi, at A.Kolmogorov (f.l903) har konstrueret 

en 'funktion f~ L, hvis Fourierrække er divergent for alle x. Om 

der findes kontinuerte funktioner med denne egenskab vides ikke. 
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§5. Klassen 1 2..:. 

For klassen 1 2 fås særligt simple og afrundede resultater. Det­
te hænger sammen med et resultat om endelige normerede ortogonal­

systemer·, som det er bekvemt at give en geometrisk iklædning. 
For funktioner i 1 2 gælder åbenbart 

(g,f) = (f,g) (af,g) = a(f,g) (f,ag) = a(f,g) 

Almindeligt gælder 

(alfl+ ••• +anfn,blgl+ ••. +bmgm) = L:~~ll:~~la~b~(fv,g~). 

Pythagoras' sætning. Når f l g, er llf+gll2 = llfll 2 + llgll 2 . Thi 

Uf+g\1 2 = (f+g,f+g) = llfll 2 + llgll 2 + (f,g) + (g,f), hvor (f,g) =O 
og altså også (g,f) = o.l 

Analogt ses: Når f 1 , ••. ,f er parvis ortogonale, gælder 
2 2 n 2 2 

l\ f 1 +. · .+fn\1 = l!f111 + ••• + llfnll • Thi llf1 + •.• +fJI = 

(f1 + ••. +f11,f1 + ••• +fn) = Lv~lLc«~1 (f'V,ft«), hvor (f,
1
,7'frtt) =O når 

'IJ l p, o g ( f.v , f~ ) = \1 f 17 li 2 
, når v = ,u .1 

Projektion på endelig dimensionalt underrum. 

Lad cp1 , ... ,cpm være normerede, parvis ortogonale funktioner i 1 2 . 

Vi betragter underrummet M bestående af alle funktioner g = 
a1q? 1 + ..• +am'fm (med vilkårlige lcomplekse koefficienter). For en 

sådan funktione gælder ifølge det foranstående 

\1 g 112 = l al\ 2 + , • • + lam 12. 

EIL funktion h E 1 2 siges at være ortogonal på M, i tegn h l r1, hvis 

den er ortogonal på alle g E N. Hertil er åbenbart nødvendigt, at 

h .l cp
1

., ... , h .l cpm. rvlen dette er også tilstrækkeligt. Thi af 

(h,fl) = o, •.• ,(h,qm) =o følger (h,alcpl+ ..• +amfm) = 

al(h,fl)+ ••• +am(h,~m) =o for vilkårlige al, ... ,am. 
Vi vil nu vise: 

J.!'or ethvert f E 1 2 findes en og kun een funktion g = a1rt_1 + •.• +a f_ _ 
Jn m 

E M, således at, f-g 1 JYI, nemlig den, der bestemmes ved 

~l= (f,fl), .•. ,am = (f,fml 

Den derved bestemte funktion g kaldes projektionen af f på M. 

Bevis. Nødvendigt og tilstrækkeligt for, at f-g l N, er som 

foran vist, at f-g l q1 , ... ,f-g l. Cfm· Nen (f-g, f~) = (f, f_.,.)-:-(g,ft«) 
= (f, f ;.c) - att. Betingelsen f-g l 1'1 er al t så opfyld t når o e; kun 

når vi vælger aft = (f,Cft"), tt= l, ..• ,m. l 
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t.r;rkket for llf-sn11
2

, at, Lv~-nl cv 12 ~ llflJ
2

. Hermed er vist: 

For ethvert f € 1 2 er Fourierrækken (stærkt) konvergent i 1 2_ 

med summen f, d. v. s. 11 f-sn:ll ...,. O for n -? oo. 

Endvidere er rækken ~ ~ 12, l 2 konvergent, og der gælder Parse-~n--~ n._-=-=--~~~~~-U-~=-~-~~~~~~ 

vals ligning: 11 f 11
2 

= Ln=-oo_knL 

Vi vil nu bevise følgende omvending: 
\' o:> inx 

Enhver trigonometri s k række L n=-ø- cn __ e _ __., _ _;;;f;....:o:;.;;:r~h;;;;.v;....:l~· l~k~en~;;..r.;.;;æ.;;,;;k.;;.;;k;.;:e..;:..:;n 

Ln=-ool2,n 12 
er konvergent, er :E1ourierrække for en funktion f c 1 2..!. 

(og naturligvis ifølge entydighedssætningen bortset fra ækvivalens 

kun for een funktion). 

Som det vil fremgå af beviset, hænger sætningen nøje sammen 

med Riesz-Fisehers sætning (MI 3,2,3) og kaldes derfor også 

Riesz-Fisehers sætning. 

Bevis. Vi betragter afsnittene 

For m > n gælder 

( ) ( ) \' -n-1 i'Vx 
sm x -sn x = ~v=-mc~e 

altså 

s (x) 
n 

\' m ivx 
+ L'V=n+l cve ' 

11 sm-sJI
2 

= [,;~=~lev 12 
+ L'll=~+ll C-v 1

2 
• 

Til et givet E > O kan vi vælge N således, at 

Ln=-oo\cn \
2 

- Ln=~N\cn 12 
< E

2 
• 

Da gælder 

llsm-snll < E for m > n ~N. 

Følgen s~,s 1 ,s 2 , .•• ·er altså en fundamentalfølge i 1 2 • Ifølge 

Riesz-Fisehers sætning findes altså en funktion f E 12 , således at 

llf-sn 11 --?O for n- oo. 

Vi vil vise, at 
\' 

00 inx 
f(x) N Ln=-IX,cne • 

For ethvert v og ethvert n er 
(f(x),ei'Vx)- (sn(x),eivx) = (f(x)-sn(x),eivx), 

altså 

l(f(x),eivx)- (sn(x),ei'\Jx)l = !Cf(x)-sn(x),ei'Vx)( 

~ llf-snll·lleivxll = lif-snU· 

Følgelig gælder for ethvert V 
( s n ( x ) , e i 'V x ) ~~ ( f ( x ) , e b> x ) f o r n ~ oo • 

Altså er (f(x),ei~x) = 

l 



\ 
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Sammen med L2 betragter vi Hilbert rummet 1 2 af alle komplekse 

talfølger 

( ) . '\' ao \ l2 c 0 ,c_1 ,c1 ,c_2 ,c 2 ,... for hvilke ~n=-ro en <+ro. 

Af foranstående fremgår: 

Den ved Fourierrækken 

f( ) L oo inx d d M{f(x)e-inxl, x ou c e , . v. s . ve en = 5 
n=-~ n 

bestemte afbildning 

f ~ T ( f ) = ( c 
0

-, c -l , c l , • • • ) 

er en bijektiv afbildning af L2 på 12.!. Afbildningen er åbenbart 

lineær, d.v.s. 

T(af) = aT(f), T(f+g) = T(f) + T(g), 

og ifølge Parsevals ligning er den isometrisk, d.v.s. 

11 f 11 2 = 11 T ( f )! b · 
lVIere almindeligt gælder, at det indre produkt af to vilkårlige 

ftmktioner i L2 er lig med det indre produkt af deres billeder i 

1 2 . Thi hvis 

L oo . 
f( x) C\:» c e 1 nx, 

n=-oo n 

( ) ~ n ivx 
gælder, idet vi sætter sn x = ~~=-ncve , 

altså 

hvoraf 

IvJ:en 

(f,g)-(s ,g)= (f-s ,g), n n 

(sn,g)-? (f,g) for n ~oo. 

(sn,g) = ( L-v~-ncveivx,g(x)) = Lv~-nc'V(eivx,g(x)) 

= r~~-nc<V(g(x),el'VX) = Lv~-ncvdv· 
Altså er 

(f,g) = ~: c d = (T(f),T(g)). L-n---ro n n 

Vi udtrykker dette lwrt ved at sige, at der ved Fourierrækken 

bestemmes en isomorf afbildning af L
2 

på 1 2 . 



r:~ t- /rf6-l:eq,---J-;_(/r 'r"h .. ~ ~- -
v 

j_, 

(J.,j 

1:" 
,~ 

\ 

.;_::'f 

)1...r;&z-

M IV/ . -;=--
11 \._, ;.: 

L J--Y._ C, ' 

t Jf-
... 



( 

.... 
~~Æ-"v;; 

~- (~;:;: <' .,t. / ·,L ·-. ~~ 

i~4->t E )' o 

·* ..= 
~(;] .{t/t rv/jr -.41 

{ l ' , ]x· ,_.;"i l 
-~c. ~. \..J 1 .1 . - d- -

(t&,; fJ 

,r! 

,..;. 

l - l 

~:/ .P./t 
". :_--....- . 

.. 
{
J ~/f) 

I ·• f 
; 

Æ 
. .. 
v 

. 

\ ;' \ "1 J;.*~: \ 't_.;· 
..:_)· j/ <c-· l F-/ . 
_ ! )( F4-)(l 
"'~·- ! V l.! n ( ' ) 

\ ..... -

,., 
3~1:~~~~ 

~ 
. ' 

-/ f- f 
{ l f 

J 

v_.-; 

.J~;Arf.,....-

/vi/ 
j' f ( 

l 
/e"· 

l 
o 

t) 

1. 

-~-l~--
"' r;~·-f--{ .. ~• t.J...-.r~'f .. -

-· { ~-~.::f-1. 

l 
---·l 
!J,.r l 

./ 
!'z .r 

j~~"//;..-~-z..Lri>-t--•.-':t' li·:.e.:&~>v:>--t;/ a.-·:f__..;; l 

·;~;;,.?-J-C-
_~: ,- L: 

r;:--·· 
~..;· 

~~~---" 

-«,>>t<~'}-:t 

.f 

--~~~~-~-i:P/~-~;..-~-~-~/ 

/ 

0) ;i) 
+-c-?·.t'"f,A.":t.-1-5i--·t 

! 

.. 
.J}Aj-t~---?r-1-.C'--2/~.-":...././•'_, ". 

~-: \ 
, .... ,~... j ' -1.,< 
' ' 



,• -
i 



Ned:?, 17tJ~6s r1 1 r7j~~ 1
-; 

9~ V::4
1 
æ:t:-4~ rlf) ~'j y!f} u 44rr"'lzn.~~~,u ~~~ 

~ "':J~- /, .l..: t1 _ ~ • "7:: . r t1 ·7 "' R ..,.g ..f{ /(/ -{'l& · Urr~rr...c~"' ..-vn-/t:.t?.IV!h~ Lf·<; rj _j./ p-/~ ~Pr..:.t-
!'· l" 

}
1
) q!i:) ~ ~~ = _r1~ytf) "!-dt (o-y- cd&. 4~ n '70_, 

c.(. ' O( 

~ j-æ&l.Vt/ ~p . f/3 . 
· J ~f ( qttJ)dr ::::: J~(v~ft))cd 

p( V( 

{ttr <AAA{vf:h-.- ,jJA;vl-/~--w!:" fu~-z.;;,Y>L ft.x) _.;; ~ 00 <A:'< --t--tXJ • 

1/;.; !-teA/t#~ a..f- f' ?d "'f -~i.P~ /~e r!/0:.:/t .. .r:{.t :1-'};(_Wvtj---~.: 
17 ' 41 ./., . 4- + ~ ... - a .1. ... /j) ~ 

"77rfov6-~--t;. v· Uv .en. 1'fA'7Yv/7r ~--{.r ~l ~~u·t-t f (r -(._, 

[0 f] V~fJ/ 4~ 
(1 m(t.) ?t-tdr. == _1_ L,r al~ }~__h rw 70 .. 

r.- Jo 7 " - ?t -r 1 t ..__, 

h:v..t Vti!A.Pl: rn&A-v;j.-~v-- ·fo-t~ ep~ 

f O~- J;~ <U{~~ 'l-~ /VetA...r~ r-1/..tJ-~r-.- t~A ot;;__qyu/.rta.-e-:) ~~· -o a 

J:e...A.-fl-A!PAru:;_A /t.n'J-0d dr_.l- f!.t7?j- U-t;J7--Y'~u~ :zf -lf~ f4A! 
J .. ~-4-; 4~ for X := - 11 t) 1 ) i 3 ~ a.t;JÆ ... 'f.- -tJt:r2/u:it.-fi/t_.fJtæ 

d== .{_/ -t; 31 1. 

f1, 1/;A
1 
LV/~ 4-r.dr~~ ~tx} =-ti..0 +41 XT'"' +tt")­

{Pt~ {.fofrp4~ r~/~l.- a~~ X !7/YJ..;f~P./t. lf.-t:d!fa&;_jø z,~cvz-
.J .. ,v L ·ej~~--'· ~ __ L..::- c . .L /J ct-U-'4 -t.-'v _,...~ 9 vV'....f!-.14~~ a Æ "" ~ .. ......, ..-v-r.v-r z..o-.#..a...t:e r 4-t: , l - !) ) >f) ) ""'1:..11- f <--« 

j~ d· ~---t fM~ d /J.O-t:trr~rY--tu4-U~ aJ d!vr(Æfe 

cvdj J~ Æ&qfo-~b .~ .e~de. i-d.-

11; liet-?'P-~ ~-~~~-e r_x~:;J={f!t-?,1{t)~ o ~-t~ 1. 
1) tjrp r· ~ Ivr; d Jrt~h .. ~ a.J l'~~~fo~ 

/_ ""'- ..,. .1- # .. _ 7 :li.:::.1 K t ...- ./; ./ d · 
,4 ~~ rvt u . r(_. }1/L-€;/y~ . ?'>""' '"' ~ . 7' ?.l- .J 'f'vv'z7'r· --'1t .et.. 

d- -t.øl!t fut /f-y ~A_v~ 1 ~ rfe. ~ ·7 11. ø~ d et/d.v_/Zet 
J.. / &- . 1 / . 
twaøbl.Pf ~-d 41.4.& 7"" .... &-

2) u,;, j d d.e4- ~..(M-'?# "'1 &.,_,_ &n- f'-<VtA->u.dh p.wzdi_, 
fr;v ~i?IY_.-<rt ~{jtf)1 <j{l:}) :::(q.t) Ø(l!f);7ifJ)-=-{f;1) 
c){ ft!:J, rttJ) ~L1.t/))~ pi -/t~ a-~)-/u ft_L2r'~uW-z..vcv~-

!/ V::01 a:t dt-2 f:n.æ.;V) 7'-dZ;r" -r:e fui'?'i_ø...--U~ 1/Z(VLd;..i't-~, for 
~u ( -'if),.v.(t)li::;::::;;.(fJ~). vct 74~~ c?~ .. T· d . l) " ..;;/ / tf . 



---- ~- ~ --- --

1'1 a J- ::_·J~ _7-' 7?' 61-G 1 1-,.1/ /'1 1 
( ~ u ~ v ft?- ,) 

13, 1?t~A,dp....--et. -Vt-t- lt~vvli>~·~ ~0~ [X;J1 z) = ( ftt ); 9/i)/ :kit) j 
O ~ t- ~ ( ~ )(y z. - --r~u""J.-Yt--rn-e.-tj Pie-~· _;f dJ;A-~.p --t~~~ ;{~"VlÆ-;~rvJA-
f {x. "'11 z) J x t Cc1 f 7. :; t: [c~ t 1 ~ z r:- Co / 7l J cret 4 1-!~v/u;--{Pttj(_; 

"v . --J(.. . ..-t) --~,...1 O 

~f;.d~fuAA-t.M:- .. · a(-1 d~ .. 

11~- ~.a-trr-t./w-t~z. ./2A4 -~ørk <.1-t..V~ -~!4.1./i/vC (x; d} -:-- (-l:l_t)/ ;j ft-Jh 
- oo < r< r ,;;.;> cb./r_.., Æ ttA~,u~ .t!L-k.v-e-~~ (~-~:.~" -l -

x 1f _. ~n.-~rUt~ ~ 
i/ l 

1 F. if t~ {.>ro) ;jo) r#A-U:.o d r.-'vt/~6-tr~--·d!-l-- fl--?1/yi-'i.t- al ~.,Jt._ 

itrMk"J-1AA»t.t:· it.A./u~ ()\~y)-= ( flt}1 ;Jft)X a_ {f~ li> -h./-I4 
t- {f{ f)/ ylf)) ==. (X',;; 1 J'o) fo-~" 11M~~~~ ~ -i/~ ,d_J/<'c af Z-" ~ 

cd: f.vv~ ...f!~ /rt.-v-J..-;.'-1-r.. ... "...V-~t-i: k:..u..n-"'ve. A.'nA~..t~"- U.~ f-'~---U4~--

fq_ c:{· d -nc-/da</ 'Y-i R "'" { ("';y) j A <" [x ur.. J, JU" f,r1Jj'2J }_.. 

d-4 ~.Bt/t-- ,-iu~?j_-[_.-~--EA-t-- .et· 'Jr~d:trv-~ fJ...t.-t-~t-4-U 4-- A"')~ 
q j-· ... f. "' J) •. .1- '-· .J , ... /.,./ '- "'/; ~ - -4 ,; " ... l ."L v..~..-te ~'-- l/r-...",..vt.--a:.q_ .l 4~1 q::.t.-1-..- ..-v_fvr';?,.t.. -v.:- ~_.,~~ez tJ..-.t-0~;.. ~t--/I'U't~ kvv~.A 

(} "' ;-
-~!f~ .f(d- 1'1 =-11:: l (/{t)) g(t)) E K j-. r;}? r ~-pY/ ce.:f !"t 

Øt- ofs .. lkvltz:t· ( t7 æ#.u/: -fYO-f.-'vt,-ft-AA-~t) ~ .2/:;;,( {:0 Y) ~~ ( f[t J 1 3 {t J).J 
fe:-11; ~<A-1iiY~-i?i-U2A -t--H- --r&hr-th<-f-.!jr::!Yf k-rt--1/""Y'vt-r-.e,<t;t a/fft..U­
~ a.-/ f1 ~ !f, ZJe.t-~ (/'UA~ti; Cl.--f~~Udr~';.j' 4 ~ ~ 
-114-:"'(-[n~tZ a{tJ!t;~-->v~ at_ Æ. ;Jt~ /1.. kd ~ f/r~u; /k-
4--C~...C V-t>'t ;t = J{{J<; d) . l /(;.4 Aet; 4tp 1J~pt) cd- lY ~ 
4 af~ dP~~.,u af- [ae; t-J] ~ Ætxt,!ft)= ~ 

f ). ..1- ,.e . '] 1 • ..4 Jt '1 n-(.(1,. )(Y .z = Æ-.2. • fi-,n nu-M%,.rt..t ;~~~.e.-v-u.-f~t--Vl/1/.-",j.;:./c. W--?L_/ -t-q;{;?.c 

/w.a~-A- Cj/?nb/-,rf'Y~1 aC t5CÆ..>t~ U~ Pa~u 1?-~d ;4: { -€4-t~~d!.t:L 
~,.. eø ~ ). _.n h,_;~ /) • 

"U~~ ~....e._. 1-JAAAr--vÆ-lV"' ,/{_. IC. ,~ fe'/ <tw-,:.re-1~ ~f1. {x/ )f J = 
~+~ d r r- . 

f'} p 

..v 



( 
\ 

19 7<- d )-· - _ L .11 " ;t:o L ~ _ +- .-t - ' / -J_ l ' l ) 
v L/41 l ~ ·?Urv.J , 1.-0 Afrwf; Uo'...r, __ lZ-Yt-e 'f?t-1/f-1/--f'-i.- {!.;J) = ( lt ( l:/.1 Y~ ft) j 

?'/ (x; J) ':::- {~{t).~ Vi {t)) ·">~u:p:(__ /~---'vYA41.E:- ;uvr~:~:i-14J~z.i n-/.t/0~ 
",-, ~ t- K ti ...-. • vi?_.. ø A?.... t{.e_. Lt.:: . -- Æ#, 
"V' "'-'::. - <..:: ·[r v f,/ r4tl'4...P'I--4'>'t_, -·1> ,__--t" "'"""-'/~--'1/::L-~ 

________ ('V- /'' -_, 'n.. ,_ -· 'I'Pt .. ~,- -- __ (""-{~- L- ;)--;_ ,-1- ·- _·'J-Yl L_ .) r:-; lf J ·rq tF) dl.A! =:- ) r1. r t) v:z r l) a-t --
-~ ~ 

fv
') · .P -:. _/} _ " ., 1 - 4 .), Æ 

Y ~- /fik~ ·"YL- :p 0 0 -q '}J1_ ..-;;...-Q, ?t:.?L -~hfti~.(:q:p!: ~ /l-C) JZ-C-t.Pt/L--"~Z 
(/ ~ 

e/e, 4~-".rV/41-(!..- tu_/f/t--vh~~.-> "- •' 
·v;A-~ ~ t::;; frf I:Vt -·JJ-f:d' fif æ.f~ u+ 1.-tJ;Øt -tf~-?Z-"U l Vff!./l.-?rf..~). -'P'~ -

Hou.-væ1:,._,:;,1 l''>' ~~>c'"' af t-o ·i~cuu"4.UC;. (<>J•j, 1~ af-~ 
lt(x, u) ~~~l.. Æ..c--,..vf-('t-1-.(.4't1 ;;- .P~-f .df/du.f;tZC ·>-ud a/r1qJ'..t, ,:;;!J'Jv t.~h--fw"t'--a ~ v . 

,.:fe1r- {'l-r;, ,lp t?v/vv t~ 
1 

. .e;z._. _. 1 

rtr lfl{JJ
1 

({)-. ··n:;;(<f·
1
ll 1-/L ~ f'6Jf(u1~ (f)1 "li.:; ff) }t:J_j: ~ 

"j. -;/ ... l {.r.. .. l ~~ ... J -&t v ~- - '- ~~.. - 12 '/ 4 - ·' ..,._. ' 

~;t Z/:;;
1 
d lwt4 Æ .. u li.rt:'-rv/i u~,Æ/d i~M/i~ {!j tf j :::: [ f(i); y! f J)~ 

0.;; ,f < -1 . OLt.-;/-u -tuU---'~ .f'r:.:~-:f-/ Y<-4'J~-t-
..J ,~v r·--- t 

(•4 --.Lj"L- '·y-:"}1, 1 
J~ o)lz_ · '1uft · ·ae~ -~------

-
0 

1 - ·1 T \,_ -- (n r!) (ut --t!) 

/f, -r ab!& rt;..f~-te. n ~ tJ ,o-;1 rn ~ 01 a.:tt. ,f~I:..CfA.{'--4 &--:'1- lu.-,c..dza"ia-r 
S (X;~}/. X e {)11 f]_; }f t [t1!~f f~ ?'q ~~H~d{-t){bl<Zi eh~AJ-t>"'t 1;;4--t-'!A'-If;,;f- af-
7... " ... ..-' ;; ' 
/J- -Tf; ""'a /"'!./laP .. _. &J ..f-----"'~;. ~f,_j/1 :,_,"-··'.-!""'r.· (t::' r:.-7;-::;- '1L->' ~-" ,dl:f~, .-•_;-y. l.,-~~ <-f..,PA./.h) v 7 "-"' F ~d_..,__..,_.,_ r 'r v-v /V'f'v r <-'l/ r<-~~ V"'i.-<LC· 'J ( -- ._ -f f ~- -' " ~.-: 

?:--t _,;; Ut:nf4 fV-04.--Æ:t· ctf- A~jA_;{..VlrVC~-Æte.f- a :s: c ~ 1-
V;,./)A~ ;. !l f) ÅAA ... f!: o-p'f:l_ . f 8 O"] -19: 

~ .. ~r·-- rJ v 



-- --~-~---------- ---- ----- -

!1wt ),, 11'61-63 11 l 47! l 

:?t _Jdd $ r;} 1. --~~- ~A d af fe~M!-
+ .J ~ .J V; 1\ ~ Yvr~ 41/'~J...d (/JCf-e 1 ~ 'Y~~"-

{et. {t) 1 c =(a. fe) $(-?.fe) 
-4 ~ Jor cdte. ,;wede. i~æ:t l a_,~/ c), ~4''f 
tv!.& t? A:~tfaz.f~-; 

~J. vtæ~ d ~evr:t ~~-d~~t-1 6-A- r&~v<t4d fr?:L 
/u-urlvfuri4.e/~ O) ~ ~~~ ~&4. ~'k.le ~.-riL/:"iu-

~le-~~~ 
2'1? i?1--~ /O<) f!): d Le-~~ [ct1 6-J ~-a--t v-æ- _ 
/æ af --#e~Yf &a~ .. cJAUu ~ J~- ~ .F~ ~d ,ftte ~ 
Aki~ d~ jvY ~:r~ jU-A~ ~:=X6<X1, .. --. .... -

-(Xn.-1 <X'h==fl- tf~ 
y._ 

~ l ft-'y)- j{Æy-1 )l ~ ~ ~ 
f/-=; 

1);;;) p;f ~ af ~~b~_.~~.:.-~ at ~~~~t 
~ /; [Æ-;6]/ Øt~<:i-~~-,f-~7~ ~ 

~d~A-~~~ 

ZJ: V~~ d -u4-t~-;tM~ _ 
Jtx) ""~f k Len(/Tnr.jx)j"'J) 

'h1 -?' po h.--?" C:O 

~ "'- '1 m ~</'~--"- /~ -ldVl-~ {av d­
lwv-vt- x r:- R / t1. ~ ~ v-r.G/Y~- ~ 

.U. 1-u- J~ 1 ~ ~h.f~r..:RÆm=ek­
tfra:--~ #rptti i #vÆ-t ~ -vU.e.' .;;f 

~{~)+P. fg) ~ fi[{vg)-r Ji(f--ifJ) ~ 
~ X{ f T 4) ~J !!J f)_ -t- R {)/.,r ) } ~. lflf tJ) ~ 

- r 0 ~ L 1< {f) -r li t r;) 
~ x{fvfl)-tRff~fJ) ':klf-)tR(~)~ 



---------
------ -

~- ---
~--------- -

//f l Ofit 8 

z 7, v~, d~ l Rh- eu ~~~ fr~-4-i#u #!.ed ~­
~ 4frplt2. CXf 'j· -</{_.) ~;u,u~_..,.,__..~ ~"",:nh7ra-&d ,' 'jØJ:!P-»4-

J?, f p-J +Il~ J ==- E ( f- v 8 J ·t· R t f--'\ 5 J == E (f +-f J 
fi(f) T flrJ =- R{ f v a J f- Jf( f-1(1) ~ Rlfrj )~ 

l!l~: ~~t r>f1.20. 
2.8" 1/;::, cd 13~ .f o11 ..wz., --detrC:JA/~~ -~~~ /}4{~- fk-
1~4 drptfi/ t?ff f-t·1 0'2- fcij_.v~ L~U-6-rv~/ f6?~ 

R-f t-f!)~ lilf) T Ji(&) 
~~r /l_e,vv<tf '?t?, Ufo 

)/J. Y.td -1;_ Uv 4-# ~J:~ ~ ~ 'fU j?l< ~r/ 
J~.,A:- æ-ftpJ:tz. 1 ~u n~ ·~1d 

?U~) = Ri.{{ v()) - )5(. f_ li) v o) 
B_{{):= lL({vo)- W"( cfi)vt)~ 

!J;~ f ~ fo1#Vv0kf~~ ~7.-c 
\.. 

.Jo. 7 dt4- 4 u ~ r#&::rr~~ fÆ~-~- # Æ -f r-yr~ )q-r?:1241-

_4e-f -#-ep~/ d~ ~- ~~l a_j l{ -et. ~~~ lk-6.'4~-! .. ,,--.,_._..---/ 

~ ~ ~>~~A -/tv" 'O (=.i)vo u Æu..~ i~-
~ l t-1 d ~J.- ~ -~ø:: {uP-4!. rt~~ . ' 

I{ -æ.) = I(~. v tJ J- :r( {::4..) v o). 

Jt ~-~ ~'Y 4l = 1 ~~~~ -r~ l#vv~~ ff~ ·. 
/

1
) t , p .. .. 4 x~-tU-·t-t.t;{A.--'A-1. {r..rtA!rvr--r-~ ~J ~ t.:t!dt 

~~~f~ t~ for~ 
· /u;-vw{f.; l4AA-u~ af- ff~ ~~L./j//11-Pt~ :: 

;l ('":'~ b ~/J ! _1. tJ ..,_ t?.: -:1 1; ~4 l ..;;~ T1 J h 1 "'._ '" -"PL-crv~<·C<:-1.-C..-"t-Ø·'t U·~~~- .. 

o/ ~-å.cr-..-t~~ {t; 6 
1 
~ '".. ...,e~ /AA44:A.-~tzt' ·ti'~~~~·~?..-v~ 1 

"' 1"·1 ~~i-'U-1'Ui.- ~~ _ t - *' .. u ~ :.:::.. o ua~-~-'· ~~1Y -e..t z u~ -b 'J TL· 1 .$ 1 ri 
'l)/ uti<.e~ •"~ '1 Ii6,} ~I[f), (jz,#), 
5)/4 ;P4~~uu I~f~ ~Il~) -fr!:_lf)~ 
6) f 4 i1e--t~ ~ /~~4 7 -~Il (n) -~kr~, 

l 



/1! tJ;vr 9 
,. 

J~# v:...;J d~ ~~w.,_;.~ f 1/~ J?ft~ ~~t~~ 
~-4 t>-'J ~ 4vu clvt.- .P .ej(w-e.-d- ~ 71J ~i.; ~~ ~~-
~ ff P'f -IJ.~o 414-"~ ~4-trJ~ -74:~ 
U Jf-ff/ ~ f:J __ Oif J(i)<E-

J ], 1/:0/ d -/tv~ J bt. :f! t~ l ~Y~ ov-tVw .t; di::J­
p~vk 'YhifAA-j"~ v#-v1f 0 3u_ l ~d Æ-~~ •ttdaj-n:z-1~ 
/)1./?j. j}- (.) 81 PJ 

f f'!xJ hdl-i?'t) = f._j{x) n,{di?~') +-J, fo:) .",Mi
11 ). 

4uB n ~ 

]f. YcteX .A-"'/ !J 4 ~~.4 F<A~"~ ; il'~~ 
~ 1/l-:z.e/ c-t..i-

~{.A-)+ ?f-{73) ~ '~;:{Jiu 8) +-r;;- {/}0fJ) ~ 
~f ~d!f) : r? al) } <>;. 

L ~7lJ!-J , 1");{ B) 
co; ?"j M u !J).-r 'fj (,/f !J B) ~ ty M)t '1t (:!J). 

11~ r ~~ t?flJ• ::{; ~ 

35: :f.td A- "'f$ 4 ~.fi'æ~ 4," /i~~ 
~-~~d 

?J: {A-} - 7 {J) ~ -y; CJf \ B J- ry {B vfJ-) ~ 
~ 0 U \JJ) - r,-{ B Vf-) ~ ry U) - rr;_- f JJ)-

,1 )""'. - .... L A dJ / ~ v .A 4 r. C/ . 
t/ /VJ.'VI'f.- .. w~~~~ Pffj So ..vto "l '" t =' ·u_; 1 ~ ~ t ;a er? tlJt!. 41 .... 

J6~- 'U;;
1 
al ~ J)-? B e-~ ~~~4-e ~nu-~~ ~~vL­

mæ.vt~v .i J<ft.; pr ~uÆU-& JiU 8 ~ /P--<_e..~ Yd~.; 
?&~ nt{JI·v 13) = ~""t6#) +!J {B). 

~ ~ !iv.A-41t 671" J 1, . :.::'->-"rt_ 
('i ,,'• ( \\. !-\ ~( 4..\.\ . ·' . ~ 

2 '7 'X' l'} r .. J, :J.. ; ~ • .t~ . ~· f c ~k. fJ ... -~ (, f/ /(...(J ,r CV{; ...e.-t-1.- ~~y~.AJ.a _jiMØvft.cH...; . · f~ /( hl. fJ.A.e, 

~ /~-p-a-111-d/ lwU øy ~~ ~~ 4t. (t;v ~~~l:. 
~4-f;.l- ~~· J r»~ krty-c .. zA-uu:;t- sl:-c;s ~ f~c:. 

J[(_'J J -=- A ((f!- f) v o) r lJ1 f ~ff) ~ 



;V/ vAt 10 

J8t 'ZJ;;.;
1 

d 2.-u .ver~ ~_f-nuJMt-{1~ A- "'. f?'k e., 

~ ~) ~1-rvU d;J- 1ewu ~ afe~ .fzJY ~~ 
~-1/r·'if!A4fJ/~ fA-~Y,v;j~y~~ 3 'ffcef~ 

~ {Jj)::;: "Y (J3fJ Jf) + '!j {Jj ,.!f J 
Jtt :r;;", Æ - 1 J-d~ /~uæu~ . J!- af f4..t x_/ ~ ~Ut­
~~ rlJ!-ed dee,'-~-~~-cr~ 

cz'1 a,.. a-· .x. -= ~ tt r2 .... "".a ".:t-c. ::::::- :-:- t .........::::. t-~ .:. .: ·r ~n. -t- ,g ,a .. ,..J 
l 1 :?. --}1.. ·1/) /tJ 2- f f) 11.-

fwtrr ~ ~ 1-1AALvz_. C-tx 0 O .a&~ J:. 'ti;;;;; 1 p_:/- vf- 4 ~ -
'YVI~ ~-i tfij- fr_".:u:c. cUA/4 md! « ~d ør.d:; d 1// -et. 

+~?M; 
- · - \ .. k 'A m 

;, fo, k d ?:!':'d -L ~~.,."14 "r<vV>-~ l? "'? f( +~ ~-
L "" ~, A 11 - l- - Ir /1/ v ) . 41 /2. ..L .. -l~ -t- K i- ;-fJL('~rvt-(!:/,; A = l:'"'1 J ...... ?J.) Ak 7 l'a-tr1.-'!4~-~w.e .-r:. .. 

i;'k /} . ) //__ * -~ 7f 
l\ , -t-l ~rUU! z= {)<J (f) ~ LA--t) .. ., ... /~ ) )! . w~t ?Y .) r;_ .. .l hi 

~ de-C ~ "'1 ~114>t.e- '?~ ~ t>i J2.k-
~~ . t-u.!!: o ..c- ";.. iJ f( T 1 
~ ""'-""'(.-~ l\ e 

~ ~ d p,- e..- /Ue. 'hit~ ~~ f ftv, o .. :,xlt) 
:f!): R k '11·uA ~fJ/~d- ,1}_/f-tp ~ ~ 

!?{f}= ~*!Jt) tftJ Y?{f) = ~""t.A-)J 
~./!-~><AU- trt~"'1tfid~ /o< f~ )211r; c/.14_4. 

~ nt-DVv~i-1- ~- - . ~ 
Jt == { z = tAJ ,} J 1 o ~ ~ <: frx) f-

. PM -/u;~) cif f 0 '12~ f~~? 
~ b{o /f ~- ~A..tl-<AAt- j..~~ J 7 d~~ .-t/~ 
/cuA ~~ T t f) = rrr1~ )f-(../9) ~ 
h1 )f 1 "' ... jJ p ~~- . ~ " o f. (J_ . 7 g, (/ .ÆA j ct.t"" ~i4 p::rrt?A/J.A~r:j. 'Vh~~-L- Iz:Jr ...etA_ r..f) ·0L af 
..,.)...- t:- rl "- A/.o - ~ _ ~k-
~~~ (i~__.f ~[w,~_.;leÆ p4: f\. L~ ..e-t ~-

~~...1 af fu7511W n!r~vf,_~t' 4 4KP_k/~i; ~ ~ 

t<J. m~~ue ..et· d.4!avu1" ...idev~6 
V~Æ ~ tw-r- ~ev'Za..e-e ...in.A~~tz~ 

t 



tld 1.1 1'1&1- 6J 11 l t?JA111 

/;-,ti! V~ at d<'u- $r:-."dt'dm ~~ / ;d;( dLJeWd 
ve_..:.t p. -;· _ {. 1 fy x ~4 

yt_,X .,_, 0 l " .. _ rv;· )( t~AL . 

~ J~ ~~~~VH- føy ~ ~~~..-t4 N~ af 
~/ ~vvti ~NY<-Vt..-·; 
~~ ~ :;;;~ w~ -1-'Y~~j 7 M-r-P-1At ~ q~ 
~~,,._t!~ 'fV<PA-'A-~~~~ ~r;· b<.-~~-~-~ 
M~ '1: ~-~ .F~~~-4- /n/ ~tW~~ . 

B,.,_ =: .J. x IJ"{x) ~f} n i A}/n+Jx) _:;;.;} fl • • ·v<.' . 
~ can. ~· l x: ) ;; (X) ~t } f7 i x: J A l l UJ ~ ;_ ] n l <- ' 

' CfA/Vt/~ 4æ-{ ~J_V.rf4r ; 6J<-d"' f/~ 
,.,. \ ;A \ \ .,._ 

ff~ 74.?{ Q. G R) t r? x_,., "h t ;V c:; 1'1 ~ K -bz_ ?;..vvPt.e !æt; for 
A.v:tlu a~\.' J. AJ /17 OJ MAL ~ ~ d t-a-t 7> = 
P(a

1
/, 11";!'1) ~ ~~ ~0&-1 a.t~ d~­

~~ f(x)::: ct6 -ta1J(-t" ~* +ahxYL ....!. C4;6] o/(1~ 
te-l~ lftxJ / ~ /'1 J ~, bt- !~ / ~ ;P P(t =t);~ .. :; J? • . 

'l~ a€= 'k.~~E- R"; 1u::N u~ Ca/ /ov ~ 
C( .. <~ (b~..€'4 {}v~a_~.Æe.. 7~ ~~~ 
-~ ~...- ,1Jc4.. F~~ . 

t( <4) æ
1

; • • ·/ 411J ~ 'M~ ) a"+ tt1X 1 .. ~ +ct.,_Æ; "/. 
q.~x ;.>t 

• 19, 74d- f~ /txJ 4 ~~ ~Å?'-tj ..f&yr~ ~c~~ 
~ L«-

1 
?] ~ n G-IV) tt--foq-t ~ vi:ae1 a~c&vz.. --i ~~-

~ "P"Jt-. af~ ~.A.- J~ jt:J!X) ~ab t:CltAf'"i!t:fq_-xX~ 
/v~ ~ ~~~»d~ /!Jo =-fCI(x), --;1~~ 4-

~ {t fJ) > e/Yd( t;:;Q) Pr cd& ~~ ~' 

~r ~{:/;9} == ~~ l /{-r)-1j{x)/ ~ 
a.~x ~ 8-

~~ : ~-rr 7{/"9i~ 
J. r~ -1 )/Ø ~;,. ; . ... 1J' n. 8 ..J • ...J.-
't:;. v 44

1 
IX.'f.. "}1..4/"V-J 1\ ~ vr u ; -e-t.. h~~ -e..u p-( ?<A~-

?te- 4 "i fJ ~A-vi JMivvf 11-<.u{. R •l '8cy , ...,_, -6-i.t. a.(./r -k~AuB 
~ .. ~ iJv/i;{Jt.v:>Adet-~~~~-e- sq ~ ~~ye~ 



!1at~, 1CJ6)-6J Hl ()IL? I.Z. 
\ ro 

it~ v~ d~,;_, 7( =:- u L4n. V& nJ;~.vt ~v4-l ",..~~L-
- ,... _,. • "'r. ,;;:-1 1 0 - -- - -er 

~ Jl/f't.- .A'~~~ /'..LJ [e_,ui:· ~ k · 

~Æ ' ~?'y;_i>~r~a4-UJ-H af O fu!· f( 5: 

l( '!7. ~(t-~tr {u-vr L-v~.- ~~ /t..Lj-?-'..1.~-r..e;~~ 
a + 1-;;;: l+~- (_a-rt- J +c==- ct --r(_.tt-c) t 

a.& = ~ {.t?-?) c ~ a.-( /-c) 

C
a r-t) c ~ Ct-/c-t ~c .. 

.. ~ 

t~- NM-- ~CP_/eøt.vt- --t R ~ 
x '18; 7-?JÆA: J: (f) 7 Ir f) foy /t~~~ / fod: R æ..afl høud 

-zi_ed f . ( ..L t-<:.· Ar,- x e-J o 1 [ 
r(A.) ==- .; f " / L- o fov- a.tfÆ.. {Å/~~X--

x17: :t~e. 01'"1-- f.J'/ Ju-u--i~un-r..lhf.. f ~·w7-d ~ 
{)_ \ J f rx:) /%ry )\EJ D;/ [ 
frx) ::::. L -_v-~ z-.;JV x f J -t1 o c 

O f-rJY a.t& aAtdvz.. "'. 
1 Jo. v~1 c:-d ~~ 1~~~ f-.= !tAfJ~J ftR. ff5 ~ 
~ø; ht..- O .-1-r ... ~-1Æ'" 1.4--~~ (31 ;-.-\2) Jr~ X-2 .:to-> -et­

~~- ~~e~./t' ~4. L~e-~~ I(f) =0 .. 

jt)( ,)i, 7/e.d 0~--<U!~ af l'taAA --t~e eLv--t"~/~ 11~-..?-
11-vv.vrt.e j~41.- f.l.~iv<- de -yp_..n.;:-u_/.-:th 6:::1 - af ~ ,kd­

d.e.C /lf.cuu- ra_.t., 7r~v'..rYd-f'~ "t~de.. ~ t~U?~yC r~­
-~ ~(.. ~ 4 A~ ~74f_{:~t- .p'[._ .. ~-U_., 
~~ 'haZit/rhj vi;; /UVM.. #!A:.d ~"~ Af ltøvuJ -la ) 1 ~­
..(~ t-17lf'-f~ 1/J.--tt:l?-~-'7~/t.. ? ~ ~ 7 fr~A.E~~~-
1-v~AYt- v-r ~_.o ~h/eq,/n:d~ U:;_; or 1Jæi~ ~ 11 J!t:.....w 
;J0-1_ ~ fr;;-~ (1 t-~t.æ/v~~..bt In "'~ .y-rr.ufAe­

~~~-t-t.~~ o.) dA.. ~~.ftt/~V}-V~cÆ-'7..- I(~-) ·'hrz.-tn::f {J !/ .d#-A:..e., 

~/t. pi' lft:<A4~ 

52. V::e41~ ~ F-4 ~ t~_;_./_..ern.~dv. A-... v'tt tn~ -1- Y: '- rr r...,._" f\. ..) " /t .J ':2....) 

t- "e.- ~ ~p~ fy;*Æ?-JtA:Ct2-M oJJV? ..C ,PtZ ~ ~ d 
~ 7--- l ~ 

r::: u -~) 4 .u de-n. ~..de/~d r-~L 2:. rJ?t_ t4_J 
1J::I P n::::l 

P.~ ~ ~~~1-r ~.(T) ... 



( -

9;. Q Mr-y,AJV& -1--"14~-1,(~ aJ 7-alt-t::;...t.æ..ii t;_.e ~ r..;.;/ d d!fh-
. - '\ 

'btd ,J( t t'v ~/ r:Ylk-1-- ;l(1 -/::2 e Q_) h.t. .«4~ 1Vfr~· -~ 0~~""~4-
,., /_ l • . 1' d .F . - j, '} L. 2 

?"'Ør_ft//-1~ .;; A- r0~ e:~ 6.A-V h~v~~~·J"~ ~~t-fAÆj ... 

d~ (l.f v~ . .e.u. 1-U~Jt.-#7-:& /t.~tfdi-v~ af ~4.ø e.:zt l:t:J-.L. Æ:P-
~--1...e4A~ ..f.<A/Vv ~.....v"'~ 1-a<_{;"'?l1~~~.) vaq_:l _;_, [-= f/ 1]_.; <7 &--4!? 
~~ jvr d -Jr~~.t -v 6 t1 Z~ c~~-M f.:<~ r {XE/#}. 

v~ (:u~- 14-t~.vr;-"t-UZ~ vk f) re r}'__J -~- Ju:;~ a:::.;:;.t~u#ile ,:;, 
.. t!. ~ 1f- l ~ ~ ~ #~ jr:~;~r~ 'lu 1/~J d· 11 l'k-~- .. {:'-7: rA-~~1-~<Y!- u.di'~fc 

1/.-:u;.At; J..(k..-..-«:f:-
1 

4.-f Mct'4W-j.d~_:'-tA~iæ v~/(r 1 'T~ O .J e-z.. f'9../U~ {'v # ~ 

1tru1,..-r·t,.<.A'A·-t-'"10 / 7 ?vt' [-3/ ?] t" u_d.ut-CJ-{,pt_ui :J-t.,u~-f!../o,.-?/t.~LCZ/1_;;!-

~-? o{ d)bvv~ ~ 

56: 1/M d tAAA ..41 -u Z~?.~~/-'-Æ- ,h-4~~ r.ik. ~-'{d~ fb-,--
/ "• j 1. l J-~ J 

el-4v~~- E /o e.,A- ,:{.ff-e.u -1-U -~~ B_? jf. cl':? (!~ ~t~m~C 
44--t-Ø~~ e c .# 4.-tf~u l .:l_--t 

.-m.( lJ "J}) -c E_? 1--k(). \{)< ;::.._ 
v1 ·~..a /L t. t -;::;-c x c 1~~: 1/.ff{~ -rv <A<- rcp.tz~ cr_f -J'P-y~r-'4-~t_, J;- ".z...-

y"' (; ?u/z.d Lf ~ ~=;;~f/ xtd:6JU;1 p__f- -f~-~ u.t.( K) < M {v{;)+ ~ -

14e;. d!æ.-'V~~t~t tt~_!Yar-j:~/~<.r.IJ2AA-j'~.!e_~ ~ J;;:_ r;ff&4/ 
--j ~-"J.::-;() f er-- ) ' <:__ . - '1'> J ( n~ cu::- '114_ • -194, < ')~ .J 'h ; -r ih;, ) 7 /,}&~r f,j .;:::: u t:~ . -
~~~!fe/' .-idd~,...-1~2A.-v.J a-ø~""~· ~.A/dc.i:9 



( 

Ma.Æ- 2
1 

1962~h3 /1/ O.r--;-11; 

5h' v~ l p..f J~ 4etJrZØA..-vt-Ct 1U$U.sl--h LÆ ~ ~_/~J~ 
~1' ~".,;;. "'1 "~ k-lA dV<- fi:.- ~~c ?o ~ 

j). ·r (.7 # ~ /,l'AA ·· ,# P.::;; li .· ./:.> /, /,,~ 
f:/th ~iYt,/z..e.-t. ~....0../ . ".. "''-~fsr....t:-- tv - vi 7 ,;:;~c-t.· ....!-ft~.,_-t:/.:-t--

1 (O ,..- /L o 4 ~--"--j--et?.- '-" ::= ...-'/l ~A:.~.Æ/.J u_L-

1-1.1._{ 2'-C J<,: . 
n .. ,~,-~ 

/.}'_ØM-1){" CJA-f , J .5: 

vf7. 7 ø.!/~ Ætb.A1fde-t~ ~l af V~.- h~~ .. ~.artt f....u.-'0/f~ {x) J) =-
{{f t} 1 '){F)) i ?<.- ~ t·..;;;: 

1
3 j cL~~tJ.ra-t.a4 ,{[_pU.I.. ~ ;:;;; /Uy; ,f-0, } i'u-t:.Y 

4· --v? ~vt.jh-~ '*f ..:b/fr._, ~:t .e.u~ ~t'~'4-_cj _;.,·jr,~_;1 

fft c(:;;;_ 1:0 <f;-<~~"< t 11. :=. ~ 4-4h:t,...~,e...-.---.~& t .. u..?U+'._)U~rt:.-'-*..-6- ~­

pu / A4e.ø.L. 1}4o:::t--t~- ~-z4'.e1 ~;::t 1-tt.LC(.-<:-1~./.~ 

7{ ~ E (ft81 7 {f J) l «~r s P} 
"'-f Jv_.-_.J'U'U;.~ ~:Æi'L -"'i- ~ ~"'i-M1æ __, ~ 
-tf' 44 ~-'/tu211Ju?~ v-e4.. e-r dA../JA/c~, d d;_.;4 Out-

vP.A4d/e /1 drr.-:;4 A:-lvib ,9' æl.:.~e4.. k 

f.! tJ 

!fJ, l~AA--v..vJ't. ~ /z.t.tt-A~.it.#-t.t"' f=. fex;,.y) trfi ku-o:Rt~ 
Æ ·-::; f- 1, 1] x Et, 1] J p" ~A-"7.#_v0.. --

11[ J:!&;d)dy]~ 
~;:i,M;fl./V& / ~ _.-;l.&v--L. A:/t---fvt.. /,.;t.- ~f./...!2- ~~,ø~d, 
~v& f(:_ 

51. ~~~~ ~ ~Ard~-t. f =- /{K1 'j) ftA:> J(/"ra.d/,_ø~ 
x~ c-01J x c--1; 1]) IN' ~~~-tA4-

/[J}rx,1J~ le~~ ?J fi {!rxj:;f<& l'V 
-/j -t _.-~ - 1 L -~t --< 

tc,..ry/ MY~~v?r~ 
1 

u-rfor..-...- -~ (v./:;.-/eJJ/A~j -ve~~--



( 

61. 7 tt.et- l] ..:..z... b-v -~~rt-<-1-.&.t a~..#a: . '1-U/JJrf...r.-;~~t)... .;; 1Vn­

d~h"'""~ RR-i = -[x / x'k :::·CJ} 4/ Jf1 ) hr'·zZj/U.~ 
l[ -'J 

l. 
~ke.~'%.ttP..v f/l ').14.-*_d t;; r'-1-t-<.J~;f 11 -t· = (o j J. " ~·) (J) a.) 7 

l t) /1 ' -

11 
t:..a~ 'l /3/ i~v..YU-us1 .4~-- lfoYCiA"fA-~1:3 ~~~ oJ...~ 

&.4/,;:t:A-'?pdufv X f l ~PY J( b '?J. 1/'.i;, a:t 

/W~ef-4) = f Cl o/~-1 (g) .. 

61. .~:v-. 4> ~-1/f""t!UAA.d F/--"~ ~' t 14<-<d le~-
4d ~fplii; 4~- Vt. )!}.__4~()__F" ;:.Jut~~"t .. {;d) U.-f-€!.44< dA"~ 
w~ ~- 1 
l vUZ...IA/fiA4.41.r A--1-1/l-.e..r/-r;;A-e..f! c. 

ij 

9 //Æ// -7 //f/) /LJY n 7 co 



11«A:- /) !162 -63 

:il.k fAÆA:rA ~ 
fx- (J-.,.,~ J v t}1-t) ~- ~ ) 
l' 1 / A1 J J!< ) 

t t: 'f)~ t æ__{- -i~f' ~"r~) ~J1:' • ø~~~.:.4_e, .J i:~dtp-6-jAJU/-"'.-"""i/ 
.f/~ d ~d?-v~ ~v~ Æ{tp~ tt{a.tt;2A~ cbzjr.~uvf~-?-1---'..., 

CXJ 

~(X v)= ~-(/xc-u-J. /\~1 JJ t t J$.. 2'- ' ,. . L "::::y " • 

1):;_~ 
1 

ct,l- ~-U-t,fo-e..rc~J-.:>;."'~~<j) ~- d~:..v~e:. l"lAA_Æ:,f~;.-... Zit ~Vr,..; .ø~f-r~J?r-~~ 

'J-u-e-?l 4fAI7/i-d/: ~Vt~ /t.trvtA-tl&LjÆ-M.-~ ( ;fr, Ory- ~ 6 S). tl;01 d 

.er....o aft~u:tzl JA1LO....v7PU" -D rr-v./}/J.'·UÆ--r~--PZ ~ /?.:---uf-æ-IE.~~J l{t.~ 
'7. ~- lv..rh d~ b'& ~!.l//i4r(..4U .. lp.!L,- t:Lf bj~ ~- ct{!-
u' 
p~--



!il Vfi-j 17 

X 
7J ,/l ) ..~e' _ f &:~"-J'- - ·.J-: /Jv(' ./J~. b f\ t)f v,_i.f,:P; 11- ); Ø._d h'{.. 1-(X) ~A ,aM.-t; 11...~-t-(A.-f._. ~~.Jil..Y~~ . J i ~ 

jr/.:_;;vvtA .d t-at r:::t_-1 4f1'b/~ æ-t- {X/ j(x J -::f..qJ· et ~-- xuL-

1ul.e-trUfA) p.- ~ 
_-, ~4- ; 1/~>t-r-at/t f;r?l d&t lafzæ~ ~CIY _/ -~ -19-CjATZ'-'~-.c .. 
lib!~A~.JA! .rit.-t lafu.eAi(~.; it/r/v f vr. U/!--t .. tft'L-U'f.t.etj "l-~ ~t ~e­
ft~7:tAi;; (f ,A, --k ) V (-i) 

1
/t;-y .1e_ ·:;;:~ if; 2 1 - "-" ". 

-rr---u.-r ,..__.;l. • 

71. 1/:.4) Æ:l: 1-1M- 1~ .t;; . 4 e: ~ ~~1/JY 1 r !r =- f. .e~ ~~ ~~ 
._. r""' -' d -r / t"' -t ..J 

· /c{x J ""' { { frx -f) 'J {f)) . ~ 
~U$td-~ ,~;;,1.-t -/: &-t.- -fr.f!)#-1/f.t ~~- fl-t.<d__/u:u ~___t;'1.~­

fr!-.vr.;:".r#~.-~.- ::?n::. 

~~. ~~_.f fr; 4 l. ~/PY 1-$(o < 00/ td h ~e-~A-.-e-1:- ,~. t~ 
,{{x}-:= /Cxtfi) ~/.'JtG~fi~ Jo~/ .. 4f~_;/'I/L,/ 4/Læe. ~ ~~ o.-i-

1! fJ - ;; j/ . -7 (J k<Y t_ 7 o# r tft. ~~t 1 
! 



( 

f1cv~: z
1 

1Cftf2-63 · 

7f fJ,~A 

JT <x 97r ,_ 

x -:={J 1 ;x=lr 

/Y "' n· 
<Yu_e..d. fd_..~;.~h.-~~ 2rr. ,;...~~t:-u X ;;;;;: 2_. • 

7j: f::øA-VAr:t etrs x . ...,; ".D-;.v/ø'lA..f"t:'r..tb.:t O< X. <n- ~~-~ ~ 
/f'--æ/tkt,v~";fd.v._:.'"J a-~P j~~u-(%.-fA-

/-1 r 
...... {>-~ 

t!l7j X -=- 2 ~v /p;~l-ÆX ~ 
;t;~; 

7~ :r;,;~ ~'J?4/ue#.,j;J-1A~ /oy db.~ --z;~&;[ 
r-

f) _ _ _ J 1G etJ-sdX 
L(X) ::;;::: <: -
J l+.- 1 r C:!v'"? 2ccrr 

l l... ______.. --

..<:_ 
x-=:() 

&e.o..u-~vu. ~A:4-~K ~d p--P~-41_. 4 ( J!/.vzr/ w: M- di~~JL­
~hJ!./ IP~)-- kvt ~/o:t -tF-n P'.;C .rJæh~ x =--rr: 

7L 4 :..:· f-tl p fe, -1 . ~~ (' )'i("' 1 - __.L J 
-- ::::: ;;r ·t-z~ L__?,· __ r ___ ..t. 2~ d T L_ .._--:-1 ;;~-Æ +o(+~ 
4~X~ ~- ~-~ A 

1 _ .• ·' _,_Æ--~w /. 1 >R ( ,_;__ -;~ -~---·· , 
C:f ~ &./(: -9~ x::::-0 A-~Zt~/ )<' ' t·;::1 '· ~-, Y- rr/f' ,X-Ik11) 

u r!thm ~ ;Z + &. 5f ;Lp- ;_ +I ( rx:1-~c T «~J 
ft;:J - -' ;k:=.-1 

(~vh~wvf~"lP!c 1Ar--f:t_.v.4vli:t.t~?-Y~ _ l~cr ~ Ctt; r!!.&f.) r ,. 'J " 4--t:t--t_, r _", 

7q /1 r - " -.t- ""' f y9 J q- ~ _ · u . -~ t'rtX ;, v M / ?U h.t:t..-7~ e "-~ 1tf4 ~J, _ _rU)Z_,i(/'i.Lf,2.ÆJ$~ flY) Cv L <;. -t2 / 
- ~ - l - -f;J.-::} 

dCP_.I_de;"--' Ch ---7 {) _/DY ) h / -j>' ex; . 

- ~ ; 3-w..-jt ~~;-Ut~A~~ ~ tp.af0~U--t~-ie-fr:6J.t.JU.~ 



l1l 

?0. k- {~~~6~0 /u41~-I-:CJU / ~ f---V.A--V~- 2 rr1 47.-- k­
ri/.e-Yvr.A4~~ eV~ 

J 

r~ J- /'YtJM.A~Wt'-øfr._if:<~ !7)'-r ,~r~~ ( ;;_ ) fri' 'h -~}' tx7 a~t~..-U~-e..>r.J2.it, 

ry .Vt.- > TC ( jAAJ-15 / ~~_,v~j~-) ~ 
::~ ~ -CQ ~ -..-. 

8 l r ldP_..t- frx .J rv _{· Cy._ e ( }q( tl"'ff 7 (x) 0) A «n _g/ ;q;· k2t -1::::-Vr-
1-L-ert-'~~~ l: v[ ; 44e..4L ~w~~t- 1,4;::~- 'lf-er:J(tf?.-LPA..-dViA'-"A --Z }v-a -

,..;. ' . 

/r-:_p~t-·!#Afi-1.-,. .fttY ju-u-fivf-t~_,..... _fJ- ~ 

dlJ ~ Mr:t_~u~-?r~~ L(}~~--:tlf. -fh 11 ftæ4/' 

,M~ f!AA...~.,~ ~ ø6....vv k~t...u4t4~ z~jaib'_AA, ~~v.; g%~ 

~ z ::: /(f-) 
1 
o~ f~ zrr / Jv,.rvY j( t·) u~ /~-:4 ??~~-

14U ... e;-t-t: df{p/uA--'A -~ ..-_ ~v~~ o/-t-C~ ruA~~ dø+Ø-e.._~­

~--b..A-1 e-y #{.e-u -tt-e4!, jfi~-'LV./Ar'~dv"Jc.;,•e-~_./.ffØ-;e~ /J-e<;;Zv~ 

øw-&p~~-u-~ 6Vd~~j d__.r- VZ?Væ-~ f~ih-:5e ~rp-1.;~ 
~- 1'7:-/_. p p 

reb...-t/.A-8 ' f'VhV./~.4 -t:w~-IÆ~~- t-4f d...et- uf Æv.-f.,. 1-'t qy\v .... ..,.a---e./-<'-
0 i J ~ ., 

~ .i?l.-~ 

x :::: J~/T l f 1lt) l cif 
6 l 

Ui;1 td .. A 

"·f><y a 

a-f d#~ter.ct 



!Jf, 1/:t..; j at-~~ ~yt,r_e,---c.v$ o-~to-u.d4~/ti· .i; ~, 4::. 

_g...u~1Æ: .-?~ U?-'./~~a?-oF, 

8'!1: ;!l :r..vrv./...&..ø:t cJ7-i'-tY1t:r-u4.-&' tf~ 4-~ .{;' ":!u-/~...u _fup-A­
A-l~~jl;j l~i4 kd 4~e- .e>o.- &;~ti d.d. ?tALO-v~~ 4.1.-'- d 1-4?-r-

,_ -l b f -...a 
4-tt.P.ft__p __ ;:t pJ~~U!Ls !f<J::t:vA.-f.-- -- t/;;;;/ a.L-' d· jr....:.z...ø(..,:; fø~7-t:-..1 k$/-

~R~ t:r~~~<.P_..i44j-:t~.., ..fJz. ~-~...v'vt.-r»tu.l::..tf!L"'l-t\_ 
v 


