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Kap. 1 Indledning.

‘Weierstrass' approksimationssetning.

(K.Weierstrass 1815-1897; s&tningen er fra 1885.)

"Hvis f(x) er en kontinuert funktion i det afsluttede interval
[a,b] og ¢ > 0, da findes et polynomium p(x) = aoi21X+---+aans
for hvilket |f(x) - p(x)| & &€ for alle x ¢ [a,b],

Der findes forskellige beviser for denne fundamentale s@tning.
Det feolgende bevis skyldes S.N.Bernstein. Vi gdr frem i en
rekke skridt. ‘

a) Det er nok at bevise sa&tningen for intervallet [Q,l].

Thi antages s®tningen bevist for dette interval, far vi den

for et vilkérligt interval @qb]'pé folgende made: N&r f(x) er

kontinuert i b,b], er der ved g(E) = f(a+(b-a)E) defineret en

kontinuert funktion i {Q,l]. Til et givet & > 0 findes da ifelge

antagelsen et polynomium q(£) = b6+b1§+...+bngn, for hvilket
ls(E)-a(g)| s € rfor alle £ e [o,11.

Da er ‘g(%:g)—q(ﬁ:a)lé for alle Xe La,bd.

_ X—ay _ n
Her er g -——) = f(x) og q( ) b +blb a+" .+Db (b a) er et
polynomium p(x) = ao+alx+...+anxn. Vi har altsé

|f(x)-p(x)\$.£ for alle x ¢ [a,b].

b) Vi antager nu, at intervallet er [0,1]. Por et vilkarligt
helt positivt n dannes polynomlet
po(x) = 3,2 £(E) (H)x¥(1-x)""".
Vi vil vise: Til € > O flndes,et nummer n, = no(e), sdledes
at der for ethvert n 2 n, gelder
lf(x)-pn(x)[ < & for alle x € [0,17.

c) Ifelge binomialformlen er
1= Elvgo(ﬁ)xv(l—x)n‘” for alle x,

altséd f(x) = Z;ibf(x)(g)xv(l—x)ﬁfv for alle x e [0,1].

Heraf féas
v -V
£(x)-p (x) = ), 0 (£(x)-£(2))(H)x" (1-x)"
og folgelig, da (S)XV(l—x)n_v 20 for v=20,1,...,n og alle

X € [O,l], ,
® e -p ()| £ T2 e -2(3) ] xY(1-x)""

d) For givet n og x deles summen i () i to, idet vi valger et
S50 og 1 den ferste sum tager de led, for hvilke |X - %' < 8,
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og 1 den anden sum de, for hvilke ‘X - %}2_5 . Idet disse to

summer betegnes Zl og 22, har vi altsé
Ifbﬂ—ﬁJX)‘é Zl + 22‘

Vi satter
sup ’f(x)lz M 0g sup |f(xl)—f(x2)l =w(d).
, < 1 |X1—X2\<

Da f(x) er kontinuert i det afsluttede interval [0,1], er f(x)
begrenset og ligelig kontinuert. Altséd gelder M < +® og
w(8§) » 0 for §-0. Vi finder

Yo E 0 (N0 sw(8) X2 (5)xV(1-x)"TY = w(8);

x-3]<6

A

[{7aN

2MZVSO(%)X“’(1_X)IL—V.

[x-%l26

22

e) Det afgerende punkt i beviset er vurderingen af summen pa
hojre side i den sidste ulighed. Hertil gdr vi ud fra binomial-

formlen
Yo XY = (o)™

Ved differentiation efter x og padfelgende multiplikation med

x fés
—v -1
}:vidv(ﬁ)xvyn = nx(x+y)* .

Gentages processen fés

B w2 (B)xVy" Y = mx(ay) P 4 n(n-1)x2 (xey) P72

Settes y = 1-x fds heraf
-V
zvgo(ﬂ)x“’u_x)n =1

Yl w()xY(1-x)""Y = nx

2 - 2
v£6v (3)xY(1-x)"""Y=nx + n(n-1)x

Af disse ligninger f8s ved multiplikation med henholdsvis x2,
-2x/n, 1/n2 og efterfelgende addition, at
n o2,y YV n-v _ x(1-x)
Y=o (X5 T(H)x7(1-x)77 " = S
Por ethvert x er hojre side £ 1/4n (idet polynomiet har sin
sterste verdi for x = 4). For ethvert x ¢ [0,1] er alle leddene
i summen pé& venstre side 2 0. Vi bortkaster de led, for hvilke
‘x—%} ¢« & og erstatter i de svrige led (X—%)2 med 8°. Da fas
GebySevs ulighed
TR ()Y (1) ¢ —L
o 4nd
[-%126

f) Ved sammenfatning finder vi siledes



Mat 2, 1962-63 | '— MI 1,1,3

‘f(x)-p (X)\é w(8§) + M for alle x e [0,1].

Soon on&° .

) 711 det givne ¢ > O valges nu forst §= 5(e), sdledes at «(§) ¢ 5
Derefter bestemmes n_ = no(e), s8ledes at M < %. Da

2n05(£)2
gelder for ethvert n z n o, at
]f(x)-pn(x)! < € for alle x ¢ [0,1],

hvormed Weierstrass'" s®tning er bevist. B

Bemsrkninger.
1) Af 6ebyéevs ulighed feolger specielt, at der for fast xe—[O,l]
og fast 4 > 0 gzlder
6x) T2 (D (1-x)"" >0 for n e
|x-2126
Betragtes et spil, som der er sandsynligheden x for at vinde,

) og spilles spillet n gange uafhengigt af hinanden, udtrykker
(S)XV(l—X)n'V sandsynligheden for at vinde netop v af spillene,
og udtrykket p& venstre side i #*) er derfor sandsynligheden for,
at antallet af vundne spil divideret med n afviger mindst & fra
sandsynligheden x. Grenseligningen (*), hvorefter denne sandsyn-
lighed » 0 for n—» o, er forst bevist af Jaxob Bernoulli (Ars
xonjectandi 1713). Den kaldes "de store tals lov" og er begyn-

delsen til den videregiende sandsynlighedsregning.

2) Weierstrass' approksimationss®mtning kan ogsd formuleres
, sdledes: Hvis f(x) er en kontinuert funktion i det afsluttede
interval [a,b), da findes enfelge af polynomier pl(x),pQ(x),...
xom konvergerer ligeligt mod f(x) i [a,b]. - Omvendt gelder:
) Hvis en funktion f(x) i [a,b] er gransefunktion for en ligelig
konvergent felge af polynomier pl(x),pg(x),..., da er f(x) konti-
nuert. Eller anderledes udtrykt: Hvis en funktion f(x) i [a,b]
har den egenskab, at der for ethvert ¢ >0 findes et polynomium
p(x), siledes at |f(x)-p(x)| ¢ € for alle xe [a,b], da er f£(x)

kontinuert.

%) TFor et givet afsluttet interval [a,b] betegner vi med B([a;b])
klassen af alle begrensede funktioner i [a,bl, med C([a,b]) klas-
sen af alle kontinuerte funktioner i [a,b], og med P([a,b]) klas-
sen af alle polynomier betragtet i [a,b]. Da gelder B([a,b]) 2
¢([a,b]) 2 P([a,b]). Vi setter for f ¢ B([a,bl), g ¢ B((a,b])

dist(f,g) = sup |f(x)-g(x)].
asx£b
B([a,b]) er med denne afstandsdefinition et metrisk rum.

Weierstrass' s®tning og dens trivielle omvendte sa&tning (jfr.
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bemerkning 2) kan nu under et udtrykkes sfledes: I det metriske
rum B({a,b]) er ¢(la,b]) afslutningen af mengden P({a,bl).
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§2.

Newtons og Lagranges interpolationsformler.

Setning: For givne (indbyrdes forskellige) abscisser
Eoizl"'ijxn 0g givne ordinater go¢ll""’yn findes et og kun et
polynomium p(x) = B ¥8 Xt . 48 X af hejst n'te grad, som i punk-

terne XaXqseeesX) antager verdierne yoixl""’yn—

-ligningerne p(xo) =y

Der kan ikke findes to forskellige s&danne polynomier; thi de-
res differens var da et polynomium af hegjst n'te grad med de
n+l nulpunkter LSS CEERENE Y i strid med, at et egentligt poly-
nomium hejst har s& mange nulpunkter som graden angiver. - Eksi-
stensen af et polynomium af den angivne art vises ved, at man

opskriver et; vi angiver to méder.

I Newtons interpolationsformel skrives
p(x) = co+cl(x-xo)+c2(x—xo)(x—xl)+...+on(x—xo)...(x-xn_l).

Koefficienterne ¢ ,c-,...,C_ bestemmes successivt, séledes at
O’ 1’ ’n ]

o p(xl) = yl,...,p(xn) = y, bliver opfyldt.

Man finder

| B Y1-C4 Yo (c +cq ( l))
Co T Yo C1 T X -x, Co= T(x _XO)(X _Xl) yee ey
Y, - (co+cl(xn'xo)+’"+Cn—1(Xn'Xo)"‘(Xn'xn—Q))
C =
n
(xn-xo)(xn—xl)...(Xn—xn_l)

I Lagranges interpolationsformel skrives
p(x) = y,p, (x)+yypy(x)+. vy p (%),
hvor polynomierne po(x),pl(x),...,ph(x) er bestemt ved, at pj(x)
i Xj skal have verdien 1 og i resten af punkterne X 9XqgeeesXy
verdien 0. Dette opnés for
_(x—xl)(x—xg)...(x—xn)

Y T T
o 1 o 72 o "n

b () = (55 Goxg) e (o)
(xy-%) (xq =%} o - (x3-%)

;;;X) o) ey ) Gy )

(x ~X, )(x Xl)...( n_Xn—l)

jfr. 1 evrigt AG III1,4,ev.15.

Bemerkning. Lad f(x) vere en kontinuert funktion i et lukket
interval [a,b]. For et givet n kan vi betragte det polynomium

Pn(x) af hejst n'te grad, der i de n+l punkter a,a+h,a+2h,...,
b-h, b, hvor h = (b-a)/n, antager samme vardier som f(x). Man
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kunne tro, at felgen pl(x),p2(x),... ville konvergere ligeligt
) mod f(x), men dette er ikke altid tilfeldet.
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§3. En kontinuert funktion af en reel variabel, som ikke er diffe-

) rentiabel i noget punkt.

Det er let at angive en kontinuert funktion af en reel varia-

bel, som ikke er differentiabel i eet punkt, f.eks. f(x) = |x|.

Det forste eksempel p& en funktion, som ikke er differentiabel
i noget punkt, er givet af Weierstrass (1861). Folgende, noget
simplere, eksempel skyldes B.L.van der Waerden.

- Vi betragter funktionerne (se figuren):

fl(x) = |x| for |x| £ 1, periodisk med perioden 2
fz(x) = |x| for |x| £ %, periodisk med perioden %

f (x) = lxl for |x|$-j;—- periodisk med perioden 2

n : = n-1? 4n—1

Hver funktion er defineret og kontinuert for -w < x < +w. TFor
ethvert n er 0 £ fn(x)_é 1/4:(1—1 for alle x. Den uendelige rzk-
ke fl(x)+f2(x)+...+fn(x)+... har sdledes den konvergente majorant-
rekke 1 + & +...+ 1/4n_l+... . Den er folgelig ligelig konver-
gent, og dens sum
. f(x) = fl(x)+f2(x)+...+fn(x)+...
) er en kontinuert funktion. Vi vil vise, at f(x) ikke er diffe-
rentiabel i noget punkt.
Lad X, vaere et givet punkt. Ved et "halvtag" for fn(x) mener
vi et stykke af det grafiske billede af fn(x) fra kn=k til knek,
det venstre knszkpunkt medregnet, det hejre ikke. Punktet X, lig-
ger da under et bestemt halvtag for hver af funktionerne fl(x),
f2(x),... . Disses haldningskoefficienter er alle +1 eller -1,
og de er bestemt som den hejre afledede 1 X, af funktionerne
£1(x),f,(x),..., betegnet D+fl(xo), DYE (X )50 ee
Vi bestemmer nu:

l)’Xl under samme halvtag for fl(x) som X _, sdledes at ’xl—xol
= % (lig med + af perioden for fl(x)). Dette er muligt pd een

mé&de; vi har Xy = xo+%, hvis X, ligger til venstre for midten af

halvtaget, ellers Xy = Xo=ge
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2) x, under samme halvtag for fg(x) som X, s8ledes at ‘Xz—xol
= 2/42 (= # af perioden for f2(x)). Dette er ligeledes muligt

4

pa een méde.

n) x, under samme halvtag for fn(x) som x, sdledes at lxn—xol
= 2/4™ (= % af perioden for fn(x)). Dette er atter muligt pd

een made.

Vi har X, => X, 08 vil nu vise, at folgen af differenskvotienter
(f(xn)+f(xo))/(xn—xo) ikke har nogen grensevardi for n-> e , hvor-
med vil vere vist, at f(x) ikke er differentiabel i punktet X

Vi har f(xn) = fl(xn)+...+fn(xn)+fn+l(xn)+...

£(x,) ='fl(xo)+...+fn(xo)+fn+l(xo)+...

altsa

) f(Xn)_f(xo) - fl(Xn)_fl(Xo)+"'+fn(Xn);fn(Xo)+fn+1(Xn)+fn+1(xo)
X, X, xn-xo X, =X, X)X,

Da x_ ligger under samme halvtag for fn(x) som X, ligger X, og-

n
s8 under samme halvtag for hver af funktionerne fl(x),...,fn_i(x)

som X,. Heraf ses, at hvert af leddene

£, (x)-1 (%)) £ (x )-f (%)

,..I’
, *n~*o *n~*o
er lig med hs&ldningskoefficienten for det halvtag af den pigel-
dende funktion, under hvilket X, ligger. Disse led er altséd
: + + + -
lig med D fl(xo), D f2(xo),,,.,D'fn(Xo). De folgende led i
rekken ()

fn+l(xn)'fn+l(xo) fn+2(xn)'fn+2(xo)
’ ’l..
X —-X X —-X
n o n o

er alle 0, thi lxn—xoler + af perioden for fn(x), altsd lig med
perioden for fn+l(x), lig med 4 gange perioden for fn+2(x) 0.S5.V.
Vi finder sdledes :

f(xn)—f(xo) _ ot

+ +
_— l(xo) + D fg(xo) +eoet+ D fn(xo)
n_ o

d.v.s. [f(xn)-f(xo)]/(xn—xo) er det n'te afsnit i den uendelige
rekke D+fl(xo)+D+f2(xo)+..., nvis led alle er +1 eller -1. Fol-
gen af differenskvotienter har derfor ingen gransevardi for n- <.l

+ .
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§4. Peanos kurve. .
(G.Peano 1858-19%2; kurven er fra 1890.)

En kontinuert kurve (x,v) = (f(t),g(t)), 0 £t £ 1, som forle-
ber i kvadratet §(x,y)lxe (0,11, ve [0,23 = [0,213% 10,11 og som
indeholder ethvert punkt af dette kvadrat.

Kvadratet deles i 9 kvadrater med side 1/3 0g vi danner den
kontinuerte kurve (x,y) = (fl(t),gl(t)), 0 £t £ 1, som bestar
af de pa&d fig. 1 viste diagonaler i de 9 kvadrater i den ved num-
merordenen bestemte rakkefeolge, gennemlobet med konstant hastig-
hed. Til t = 0 og t = 1 svarer (x,y) = (0,0) og (x,y): = (1,1)

og knzkpunkterne svarer til t = %,%,...,%.
(0,1) (1,1) (0,1) (1,1)
. . ﬁ{
3 Y T 10 | B BIR[IA| L /
2 > 8 LN AIEN N/

| 12

1 7 LA AT N SN 16N
(0,0) (1,0) (0,0) (1,0)

fig, 1 fig. 2

Hvert af de 9 kvadrater med side 1/3 deles nu i 9 kvadrater.
med side 1/32, og vi danner den kontinuerte kurve (x,y) =
(£,(%),8,(%)), 0 St £ 1, som bestdr af de pd fig. 2 viste dia-
gonaler i de 81l kvadrater i den ved nummerordenen bestemte rek-
kefolge, gennemlegbet med konstént hastighed. Til t = O,%,%,...,g,l

svarer de samme punkter som pA den forrige kurve, og knzkpunkter-

1 4. L 2 80
ne svarer til t = SIS 81"

Idet vi fortsatter séledes, fads 1 det n'te skridt en kurve

(x,y) = (fn(t),gn(t)), 0 £t <1, sammensat af diagonaler i de

9% kvadrater med side 1/3™ hvori det givne kvadrat er delt, gen-
nemlobet med konstant hastighed. Til t = 0,1/9%7%,2/9%"1 [ 1
svarer de samme punkter som pa den forrige kurve, og knzkpunkter-
ne svarer til t = l/9n,2/9n,...,(9n—1)/9n. Diagonalerne i de 9
kvadrater i den n'te deli ng, som udger et af kvadraterne i den
n-1'te deling, gennemlebes i den raekkefolge som er vist pd fig. 3
a,b,c,d, beroende pa, bvilke modstéende hjerner, der skal forbin-
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des.
3 | 4.9 9l y|3 1] 6] 7 7 ¢ | 4
25':% g | 512 29 |6 28 15109
16 T 17 o | 320499 91y | 3
] a - b c d
fig. 3

7il et interval (k-1)/9" < t s k/9™, hvor k er hel og
1 £k g 9n, svarer pd& den n'te kurve en diagonal i et af de 9n
kvadrater med side 1/3n, og pa enhver af de felgende kurver
(x,y) = (fm(t),gm(t)), m > n, en polygon, der forleber i dette
kvadrat. Heraf ses, at for m > n er ,
[£,(t)-£ (t)( $ 1/3% og g, (t)-g,(t)| ¢ 1/3" for alle te [0,1].

Pil ethvert ¢ > O kan vi finde et n = no(a), sfledes at

1/3%0 ¢ e . Vi ser da, at

£ (t)-2 (t)] <€ og [z, (t)-g,(t)] < ¢ for alle te [0,1]
nadr blot m > n, o0gn > ng. Heraf folger, at funktionsfelgerne
fl(t),f2(t),... og gl(t),gz(t),... er ligeligt konvergente i
intervallet O £ t £ 1. Vi betegner deres graznsefunktioner med
f(t) og g(t). Disse er da kontinuerte funktioner og bestemmer
altsd en kontinuert kurve (x,y) = (£(t),g(t)), 0 £ t £ 1. Det-
te er Peanos kurve.

Idet 0 ¢ £ (%) £1, 0 ¢ g (%) £ 1 for alle t¢ (0,17 og alle n,
har vi 0 ¢ £(t) $ 1, O £ g(t) £ 1 for alle t e [0,1]. Peanos
kurve forleber altsd helt i kvadratet [O,l]x'[O,ll.

For + = k/9", hvor k er hel og 0 £ k & 9" gelder
(£,(6),8,(8)) = (£,,1(t),8,,7(8)) = ... og altsa (£(%),g(t))

(f. (t),g. (t)). Til t = 0 og t = 1 svarer altsd p& Peanos kurve
punkterne (0,0) og (1,1) og Peanos kurve indeholder knakpunkter-
ne for enhver af kurverne (x,y) = (f (t),gn(t)), nemlig svarende
til samme parameterverdier. Heraf fglger, at Peanos kurve inde-
nolder ethvert punkt (x,y ) af kvadratet [0,1]x [0,1]. mni
mengden af punkter pad en kontinuert kurve med afsluttet parame-
terinterval er kompakt (altsd afsluttet og begranset). Nu kan
vi for enhver omegn af (xo,y ) finde et nummer n, sdledes at den-
ne omegn indeholder et af de 9™ kvadrater med side 1/3 fra den
n'te deling. Endepunkterne for den ene af dettes diagonaler er
knekpunkter for den n'te kurve (eller (0,0)eller (1,1)) og er
altsd punkter af Peanos kurve tilhorende den givne omegn. Punk-

tet (xo,yo) ma da ogséd tilhere Peanos xurve.B
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Kap., 2, M&l- og integralbegrebet.

1, Trappemengder og trappefunktioner.
Vi vil betragte reelle funktioner af en eller flere reelle
variable, altsd funktioner defineret pa R eller Rk. Funktioner

som kun er defineret pd en delmengde af R eller Rk, vil blive

behandlet, idet vi udvider dem til fundtioner defineret pd R
eller Rk med verdien O uden for den oprindelige definitions-
mengde. Horelebig betragtes kun endelige funktioner, senere

vil ogsé& funktioner, der kan antage vardierne +wo 0g -ow, blive
tilladt. Vi benytter den gengse geometriske sprogbrug, idet

vi taler om Rle som tallinien, om RZ som talplanen, og alminde-
ligt om ﬁk som det k-dimensionale talrum,’om dets elementer x =
(Xl,...,xk) som punkter,'etc. Det understreges imidlertid, at

teorien kun bygger p& de reelle tal.

Intervaller og deres mal.
For kX = 1, hvor talen er om x-aksen R, vil vi benytte alle

fire intervaltyper

afsluttet interval J = [?,ﬂ = fx|la £ x £b}, a<b
halv&bent interval J = J[a,b] = fxla & x < bf, a< b
- - J = la,b] = fxla< x £ bf, a <D
dbent interval J = Ja,b[ = {x|la < x < b}, a <

Bemzrk, at et afsluttet interval kan bestd af et enkelt punkt.
Tallene a og b kaldes intervallets endepunkter (de kan altsa
for et afsluttet interval falde sammen). Tallet b - a kaldes
intervallets l#ngde eller mdl og betegnes m(J):
mJ) = b -a.
For k > 1 betegnes som et interval i ﬁk en mengde af formen

J = Jyxe.xdy = fx| x;€ 958
hvor hvert Ji er et interval pé xifaksen. Svarende tid, at
hvert J. kan vere af de fire ovennavnte typer, kan J vere af
4k typer. Intervallet er afsluttet, hvis og kun hvis hvert
Ji er afsluttet, og &bent, hvis og kun hvis hvert Ji er abent.
Lengderne af intervallerne Ji kaldes kantlengderne af J og
deres produkt kaldes intervallets m8l og betegnes m(J). Hvis
Ji har endepunkterne a; og bi er altsé

m(Jd) = (by - a;)eelby - 2))

NB. Det havde varet fiere systematisk at betegne madlet af et
k

interval i R¥ med mk(J). Vi kunde da have skrevet mk(J) =
ml(Jl)...ml(Jk). Da vi imidlertid i almindelighed kun betragter

eet k, vil vi ikke komplicere betegnelserne pa denne mide.



at 2, 1962-63 NI 2,1,2

Bemzrkning.
Lad der for k = 1 vere givet et endeligt antal intervaller J

joki} R. Lad Xy9X s eesX,) VETE samtlige endepunktet for inter-
vallerne J ordnet sdledes, at X, < X < X%, < e < S Vi
betragter de n+l intervaller [?p,xp], p=20y,...,n, 0g de n inter-
valler ]Xp—l’xp[’ p= 1l,...,n. Disse 2n+l disjunkte intervaller
betegner vi som intervallerne I. Da er hvert af de givne inter-
valler J foreningsmengdecaf visse af disse intervaller I, og

for hvert J er mdlet m(J) summen af milene m(I) af de I, hvoraf

J er sammensat.

Lad der dernsst for k > 1 vere givet et endeligt antal inter-
valler J = {x |xi eJi% i RX.  Por ethvert i bestemmer vi p& den
lige omtalte mlde et endeligt antal disjunkte intervaller Ii pa
xi—aksen, sdledes at hvert Ji er foreningsmengde af visse Ii’
og vi betragter dern®st alle intervaller I = {x| X, € Iig, som
fads ved at man for hvert i benytter et af disse Ii. (I tilfeldet
k = 2 er intervallerne I dels &bne intervaller, dels akseparal-
lelle liniestykker uden endepunkter, og dels punkter.) Da er
hvert af de givne intervaller J Abenbart foreningsmengde af
visse af disse intervaller I, og for hvert J er mdlet m(J) sum-
men af mdlene m(I) af de I, hvoraf J er sammensat (ifelge sat-
ningen om, at et produkt, hvis faktorer er summer, er summen af

alle produkter, hvis faktorer er een addend fra hver sum).

Trappemengder og deres mal.
En punktmengde P 1 Rk, som er foreningsmengde af et endeligt

antal disjunkte intervaller, vil vi kalde en trappemengde, og
summen af intervallernes madl kaldes trappemengdens mdl og beteg-

nes m(F).

Bortset fra de tilfelde, hvor F bestdr af et endeligt antal
punkter, kan en trappemszsngde F pid mange mider fremstilles som
foreningsmwngde af endelig mange disjunkte intervaller. TFor
at godtgere, at der ved ovenstiende virkelig er defineret et
madl m(F) for maengden F, md vi derfor vise, at hvis den samme
mengde F pd to forskellige mdder er fremstillet som forenings-
mengde af endelig mange disjunkte intervaller, er summen af
disses m&l i begge tilfelde det samme tal. Dette fremgdr af
den foranstéende bemerkning, idet vi lader intervallerne J vare
samtlige intervaller, der forekommer i de to fremstillinger;: da
vil F ogsa vere foreningsmengde af visse af intervallerne I, og
dekubgeb af F i disse intervaller I er en videredeling af hvér
af de givne delinger. Summen af mélene af intervallerne i hver
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af disse delinger er alts& lig med summen af alle m(I) svarende
til de I, hvoraf P bestir, og de to summer er altsé ligestore.@

Den tomme me&ngde ¥ er foreningsmengde af ingen intervaller;
den er altsd en trappemzngde, og m(¥) = O.

Hvis P og G er trappemengder, da er ogsd Fu G, P n G, I N G
trappemengder. Er specielt F og G disjunkte, gelder

n(F v G) =nF) + nG),

Vi betragter for hver af mengderne F og G en fremstilling af
mengden som foreningsmengde af endelig mange disjunkte inter-
valler. Idet vi lader alle de herved optradende intervaller
vaere intervallerne J i1 den foranstdende bemzrkning, far vi et ende-
ligt antal disjunkte intervaller I, sdledes at hver af mengder-
ne F og G er foreningsmaﬁgde af visse af disse intervaller I.
Heraf felger imidlertid, at ogsd hver af mengderne PV G, FoG og
FN G er foreningsmaengde afvisse I. Altsd er de trappemmngder.
Den anferte relation felger umiddelbart af mllets definition.B

Mengdelegemer og additive mmngdefunkfioner.

Ef system y‘af'delm&ngder af en given mengde E kaldes e?

mengdelegeme, sdfremt det nir

Ae Y og Bed gmlder auBe?, AnBed og A~Be P
For et vilkdrligt endeligt antal mengder Ayye..,A  tilherende
mwngdelegemetif‘g&lder naturligvis, at Alu...UAnean 0g Alh...
nAng?i. Ethvert mengdelegeme indeholder den tomme mengde 9.

En funktion @= @(A) defineret pd et mengdesystem X kaldes en
méngdefunktion. Foreleobig betragtes kun endelige reelle mengde-
funktioner. Senere vil ogsd verdierne +w 0g - blive tilladt.

bn endelig mengdefunktion ¢ defineret p& et m:Engdelegeme Qz

kaldes additiv, hvis
g(AUB) = g(A) + p(B)
for vilkarlige disjunkte mengder Ae?®, Be?% Da gslder p(v) = 0,
og ¢(A\\B) = ¢(4) - ¢(B), ndr A 2 B, og for vilkarlige mzngder
AG?E,vBEE£ gelder ‘
cP(A) + cp(B) = g(AU B) + cF(A NnB).
Endvidere gslder for vilkarlige disjunkte mzngder AIGQQ,...
A e, at p(AV. WA ) = @(A)) +...+ @(A ). Hvis @ er ilke ne-
gativ (d.v.s. @(4) 2 O for alle Ae?) galder ¢(A) 2 (B), nir
A 2 B. I dette tilfmlde gzlder for vilkirlige (ikke nedvendeg-

vis disjunkte) mengder Ale?ﬁ,...,Angaﬂ, at
42(Alv...UAn) é‘f’(Al) Fouot cf(An).

Thi swttes By = Ay, By = AyN A, By = AN (4w ay),..., B =

An\ (AjU---UAn), er Bl""’Bn disjunkte mengder tilh@rende)g,

iy



og AjYV...VA = BjU...UB ; Yndvidere eriﬁlg Aj,ooyB € A
Altsd er ¢(Af)...uAn) = ¢(B1) oot ¢(Bn) :gf%Al) oot (An).
Pad grundlag af de her indferte begreber kan vi om trappe-

mengder og deres mél udsige feolgende:
Systemet af trappemengder F i ﬁk er er mxengdelegeme og mialet

m = m(F) er en additiv, ikke negativ mengdefunktion pa& dette
legeme.
Trappefunktioner og deres integraler.

En funktion f = f(x) defineret pa Rk kaldes en trappefunktion,
hvis den er U uden for en trappemengde F, og I kan deles 1 et
endeligt antal disjunkte trappemzngder Fl,...,Fn, i hvilke f
er konstant. Betegnes verdierne af f i disse mengder med 8y
...ya,, kaldes summen alm(EI) +...+anm(Fn) trappefunktionens
integral og betegnes I(f):

I(f) = alm(Fl) Feoot anm(Fn)
Funktionen O er en trappefunktion, og I(0) = O
For en given trappefunktion f kan vi pd mange maAder velge dis-
junkte trappemzngder, i hvilke funktionen er konstant, og uden

for hvis foreningsmengde funktionen er 0. PFor at godtgere, at
der ved ovenstiende virkelig er defineret et integral I(f) for
funktionen f, m4 vi vise, at den omhandlede sum bliner den
samme 1 alle tilfelde. Hertil bemerkes, at vi ifelge bemzrk-
ningen foran for to sd&danne valg kan finde et endeligt antal
disjunkte intervaller J - lad os benzvne dem Jl""’Jp - sa-
ledes at enhver af de optradende trappemengder er forenings-—
mengde af visse af disse intervaller. TIhvert af disse inter-
valler er f konstant, og betegnes vardierne i intervallerne
med bl""’b er den til hvert af de givne valg svarende sun
lig med blm(Jl) +...+bpm(Jp).

For et vilkarligt endeligt antal trappefunktioner fl,...,fm
kan vi finde et endeligt antal disjunkte intervaller, sdledes
at hver af trappefunktionerne er konstant i hvert af interval-
lerne og O uden for deres foreningsmengde. Heraf folger, at
hvis h(zl,...,zm) er en vilkdrlig funktion pad R™ med h(0,...,0)
= 0, da er ogsé h(fl,...,fm) en trappefunktion.

Med henblik pé& det felgende fremh&ves folgende umiddelbare
konsekvenser af definitionerne og af den foregdende bemerk-
ning:

Hvis f er en trappefunktion, da er af, hvor a er et vil-
kdrligt reelt tal, ogsd en trappefunktion. Hvis f og g er
trappefunktioner, da er ogséd f+g, fvg, fAd trappefunktioner.

Fbr integralet af trappefunktioner gslder
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I(af) = alI(f)
I(f+g) = I(Ff) + I(g)
I(f) 2 0 hvis f 2

0.

‘Linexre funktionsrum. Funktionsgitre. Lineszre funktionaler.
En klasse K af reelle funktioner defineret p& en vilkarlig
mengde B kaldes et linesrt funktionsrum, hvis
feK og ae R medferer afe¢K
feXK og ge¢K medferer f+gek
Et linemrt funktionsrum er altsd et underrum i vektorrummet af

alle reelle funktioner defineret p& mengden E.

Iin klasse K af reelle funktioner der er defineret pad en
mengde E kaldes et funktionsgitter, hvis

feK og geK medfeorer fvgeK og fngek,

Et linesrt funktionsrum K er et funktionsgitter, hvis og kun
hvis fe K medferer |f] € K. Nodvevdigheden ses af, at |f] =
fv(+f) og tilstrekkeligheden af at fv g = (f+g) + #|f-gl,
fag = 5(f+g) - |f-gl.

n funktion @==§(f) defineret p& en funktionsklasse K besté-
ende af funktioner defineret pad en mengde E kaldes en funktional.
Forelebig betragtes kun endelige reelle funktionaler. Senere

vil ogsd verdierne +oo 0og -o blive tilladt.
En funktional & defineret pd et linemxre funktionsrum K kaldes
en line@r funktional (eller en linearform), hvis
dlaf) = ad(f)
o(f+g) = &(f) +H(g).
Funktionalen ® kaldes ikke negativ, safremt
®(f) 20 ndr £ 20
Da gzlder &(f) 2 ®(g) nar f 2 g.
Lad ® vere en linezr funktional pad et linesxrt funktionsrum K,
som tillige er et funktionsgitter. Tor fe K, g eK gelder da
B(f) + B(g) =d(fvg) + P(fAg),
idet f+g = fvg + £Ag, sd at der pd begge sider stir H(f+g).
Forudszttes yderligere, at ¢ er ikke negativ, gelder
[8(e)] (1l
thi -£] & £ g |£l, altsa -p(l1£l) = B(-|£]) £3(£) s F(l£]).
P4 grundlag af disse definitioner kan de ovenfor fremh&vede

egenskaber ved trappefunktioner og deres integraler udtrykkes

péd folgende méde:
Klassen af trappefunktioner f pé ﬁk er et lineart funktions-

rum og ogsd et funktionsgitter, og integralet I = I(f) er en ikke
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negativ, line@er funktional pé& dette funktionsrum.

M&l- og integralteoriens problemstilling.

Systemet af trappemzngder i Rk og den pad dette definerede
mengdefunktion m = m (F), og klassen af trapprfunktioner pé Rk
og den pa denne definerede funktional I = I(f) udger den elemen-
tere basis for mdl- og integralteirien i Ek. Dette mengdesystem
og denne funktionsklasse er naturligvis utilstri&kkelig for analy-
sens behov. Teoriens videre udvikling gdr ud pad at udvide mal-
begrebet til mere omfattende mengdesystemer og funktionsklasser.

Begyndelsen til den moderne udvikling blev givet ved Riemanns
integralbegreb ( B. Riemann 1826-66, definitionen er fra 1854),
som fremkom ved en precisering af den klassiske integraldefinition.
Noje sammenherende hermed er det mdlbegreb, som vi vil heteghe
som Riemann malet, selv om det forst er indfert senere (af Peano

og Jordan).
Efter en kort omtale af disse begreber skal vi betragte Lebes-

gues mdl- og iyegralbegreb ( H. Lebesgue 1875-1941; teorien er
grundlagt 1902), som udh®rker sig ved dels at omfatte langt fle-
re mengder og funktioner og dels ved at der her gelder simple
setninger ikke blot vedrgrende elementsre operationer med mengder

og funktioner men ogs& vedrorende grenseovergang.
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§2, Riemann integralet.

Wvre og nedre Riemann integral. Riemann integrable funktioner.

Por en vilkdrlig funktion f = f(x) p& Rk betegner vi som funk-
tionens stette afslutningen af punktmengden §x|f(x) f,Oi. At
sige, at funktionen har begraznset steotte, er ensbetydende med at
sige, at funktionen er 0 uden for et vist interwal. 1 Riemanns
integralteori betragtes udelukkende begraznsede funktioner med
begrenset stotte; eller, hvad der kommer ud p& det samme, funktio-
ner f, for hvilke der findes trappefunktioner £ og T, slledes at
f £ f £ 7T, Klassen af disse funktioner er “benbart et linesrt

funktionsrum og ogsé& et funktionsgitter.

For en sddan funktion f gelder for vilkiarlige trappefunktioner
f og T, for hvilke £ £ £ £ T, uligheden I(f) £ I(f). Mengden
af alle 1(f) er derfor nedad begrznset. Dens nedre grense kaldes
det ovre Riemann integral af f og betegnes R(f). MTilsvarende
er mengden af alle I(i) opad begranset. Dens @vre greznse kaldes -
det nedre Riemann integral‘af f og'betégnes E(f).\ Altsa

R(f) = infI(T), R(f) = sup I(f)
Vi har ~o <R(f) S R(f) < +w
Er f specielt en trappefunktion, gzlder Abenbart R(f) = I(f),
R(f) = I(f). Vi opnér altsd en udvidelse af integralbegrebet
for trappefunktioner gennem legénde definition:

Nar R (f) = R(f), kaldes funktionen f Riemann integrabel og den
felles verdi kaldes funktionens integral og betegnes I(f):

I(f) = R(f) = R(£).

En nedvendig og tilstrzkkelig betingelse for, at en funktion f
er Riemann integrabel, er, at der for ethvert € >0 findes trappe-
funktioner £ og T, for hvilke £ £ £ S T og I(F-£) < €.

Hvis f er O uden for trappemengden D, kan vi naturligvis ved
bestemmelsen af R(f) og R(f) neojes med at tage trappefunktioner
f.og f i betragtning, for hvilke f< f £1f, og som er O uden
for F. |

Bnhver kontinuert funktion f med begrenser stette er Riemann

Integrabel.
Bevis: Lad J vaere et afsluttet interval, som indeholder meng-

den {xlf(x) + 0§, Ifelge smtningen om ligeligkontinuitet findes
til ethvert €> 0 et §=38(g) > 0, saledes at |f(x) - f(y)] < ¢
for vilkdrlige punkter x = (xl,...,xk)e Jogy = (yyseeesy)ed
for hvilke [xl—ij < 5}...,lxk—yk:l< &. Vi deler J i disjunkte
intervaller Jl,...,Jn, s8ledes at alle kantl®ngder i disse er < 5,
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1
trappefunktioner f og f, der defineres ved

f(x) 0 for xed : :
f(x) = f(xi) r ¢ for xed;, 1 =1,...,n0

hvor plustegnet refererer til f og minustegnet til f£. Da er
f<f<Tog flx) - £(x) = 2¢ for xed og = 0 for x& J. Altsé
er I(f- £) = 2em(J), hvormed sstningen er bevist.Wl

og velger punkter x, € Jl,...,xne Jj' Vi betragter nu de to

Dirichlets funktion:
For k = 1 betragter vi Dirichlets funktion f herende til inter-

vallet [-1,1], d.v.s. den ved
| 0 for |x| > 1
f(x) = 0 for |x| £ 1, xe RN Q
1 for |x} < 1, xeQ
definerede funktion. Hunktionen er begrenset.og har begranset
stette. Den er diskontinuert i ethvert pupkt x 6[71,1], men
kontinuert i ethvert punkt x ¢ [-1,1]. Ud fra definitionerne fin-
der man let R(f) = 2, R(f) = O; funktionen er altsd ikke Rie-

mann integrabel.

En diskontinuert Riemann integrabel funktion.
For k = 1 betragtes funktionen f defineret ved
% ndr x| £ 1 og x er epn uforkortelig

f(x) = brek med nevner q > O

O for alle andre x
Funktionen er begra#nset og har begranset stotte. Den er diskon- -
tinuert i ethvert rationalt punkt i L—l,l], men kontinuert i alle

andre punkter. For ethvert helt tal qO.Z ler O£ f < fq , hvor

T er den ved 1 . . °
9 = nar x| £ 1 og x er en uforkortelig brek
4 med nmvner g 2 4,
T (x) =" L for alle andre x e[}l,l]

0 for |x| > 1
definerede trappefunktion. Nu er I(F_ ) = Vi finder altsa
0 £ R(f) £ RLf) £ % yhvilket viser at E(f) R(f) = 0. TFunk-
tionen f er siledes®Riemann integrabel med integralet I(f) = O.

2
4o

Setninger om Riemenn integralet.

Vi betragter udelukkende begreznsede funktioner med begrsnser

stette.
Hvis £ § g, er R(f) £ R(g) og R(f) £ R(g). Heraf folger: hvis
f og g er Riemann integrable og f £ g, er I(f) £ I(g). Specielts
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Hvis f er Riemann integrabel og £ 2 0, er I(f) 2z O.
er trappefunktioner, saledes at

Hvis f er givet, og £ og T
f&f ¢ f, gmlder -T £ -f < -f, og omvendt. Heraf ses, at
R(-f) = -E(£), R(-f) = -R(f).
For a > O folger af £ ¢ ££ T, at af £ af < afy og omvendt. Her-
af ses, at '
R(af) = aR(f), R(af) = aR(f)
Af disse resultater afle:ses:
Nar f er Riemann integrabel, er af Riemann integrabel for et-
hvert reelt tal a, og I(af) = al(f).
Lad dernmst f og g vere givne og lad f,f,g,g vere trappefunk-
tioner, sdledes at £ ¢ f £ fog g< g < g Da gelder
f+g £ '+
fvg sfvg < fv
Heraf fglger
I(£)+I(g) = I(f+g) & R(f+g) £ R(f+g) & I(T+g) = I(T)+I1(7)
0g
I(£)+I(g)

g 5 T+g
g fng s fag < TAZ

I(fvg)+I(fag) ¢ B(fvg)+tR(fng)
SR(Evg)+R(fAg) £ I(fvg)+I(fag) = 1(f)+1(g)
I'glgelig er |
R(f£)+R(g)
g)+R(f Ag) £ R(£)+R(g)

2(f)+R(g) s R(f+g) £ R(f+g)
R(£)+R(g) ¢ R(fvg)+R(fAg) < R(f
Heraf afleses:

Nar f og g er Riemann integrable, da er ogséd f+g, fveg, fAg
Riemann integrable, og I(f+g) = I(f)+I(g) = I(fv g)+I(fAg).
Om Riemann integralet er hermed vist:

Klassen af Riemann integrable funktioner f pd R
funktionsrum og ogsd et funktionsgitter, og integralet I = I(f)
er en ikke negativ linesr funktional p& dette funktionsrum.

LS
v

k er et linesrt

In konsekvens heraf er:
Med f er ogsd |f|l Riemann integrabel, og |I(£)l £ I(lf}).

Ligelig konvergens.

Hvis en feolpge af Riemann integrable funktioner fl_,_j_Q,...,fnJ
alle er O uden for en trappeme&ngde P, og hvis felgen er ligelig
konvergent, da er grsngefunktionen f = 1lim fn Riemann integrabel,
og talfplgen I(fl),I(fz),... er konvergent med gransevardien 1(f).

Bevis: Graznsefunktionen f er &benbart 0 uden for F. For et-
hvert &€ > 0 findes et N = N(£), sdledes at |f(x)—fn(x)l<f £ for
n 2 N og alle x. Folgelig er fn—elF £ f £ fn+£lF for n 2 N,
Altsd er f begranset og I(fn)—em(F) £ R(f) £ R(f) & I(fn)+5m(F)
for n 2 N,
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Heraf ses, at E(f)-g(f)'é 2em(P) for ethvert € > 0., Altsd er
R(f) = R(f), d.v.s. f er Riemann integrabel.

Ulighederne antager nu formen I(fn)—gm(F) £ I(f) £ I(fn)+am(F)
for n 2 N. Alts8 konvergerer folgen I(fl), I(fé),... mod I(f),

hvilket skulle vises.l

Mangler ved Riemann integralet knytter sig (bl.a.) til konvergens,
der ikke er ligelig. Det er let at angive eksempler pa konver-
gente folger fl, f2,... af Riemann integrable funktioner, hvis
gransefunktion. f ikke er Riemann integrabel, simpelthen fordi

den ikke er'begranSet eller ikke har begrznset steotte. Dette

er naturligvis ikke at betragte som en mangel ved Riemann inte-
gtalet. Men selv om alle funktionerne fn er 0 uden for en trappe-

mengde F og funktionerne er ensartet begransede, d.v.s. der fin-
des et tal M, s& at \fn(x)fé M for alle n og alle x, behover
grensefunktionen f (der i dette tilfmlde &benbart er begrenset
med begranset stette) ikke at vere Riemann integrabel.

Lad f.eks. f vere Dirichlets funktion herende til intervallet
[—1,1]..wLathi;x2§@.f vere samtlige rationale tal i [—l,l]
ordnet som en felge, og lad f vere den funktion der er 1 i punkter-
ne Xq,.+¢9%, 08 0 for alle andre x. Da er fn en trappefunktion,
altsA Riemann integrabel; alle fn er O uden for [}l,l], 0g
|£,(x)| & 1 for alle n og alle x. Og folgen £1,855.+. konver-
gerer (endda monotont) mod f, der ikke er Riemann integrabel.

Approksimation med kontinuerte funktioner med begrznset stette.

For enhvef trappefupktion f og ethvert € > O findes en kon-

tinuert funktion g 2 f med begrenset stette for hvilken
I(Z) < I(f)+&, og en kontinuert funktion g £ f med begranset
stette, for hvilken LQ§)> I(f)-e. "

Bevis: Vi antager forst, at f = 1y, hvor J er et interval J =
fx|x;ed.t.

Lad Ji have endepunkterne a; 08 bi' Por hvert i velger vi
tal ai< a; og bi > bi og bhetragter pa xi—aksen den funktion Ei’
der er =11 [ai,bi], = 0 for x, <_ai og x; > b! og er linear
i [Ei,ai] 0g [bi’bi]' Defineres nu g ved g(x) = Hlixl)...ﬁkﬂxk),
er g kontinuert med begreiset steotte, og f = lJ:g g < 1J" hvor
J' er intervallet ngxié [ai,bi]g. For passende valg af tallene
at,bl opnds derfor I(g) < I(f)+e&.

Ovis a; = bi for mindst et i, velger vi g = 0. Ellers velger
vi for hvert i tal al og bl, sdledes at a; < al! < bl < b, og be-
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tragter pa xi—aksen den funktion b, der er =11 [a” b"], =0
for Xi=§ a; og Xi_; bi og er linemr i [ai,aEJ 0g b; bl] De-
fineres nu g ved g(x) = h (Xl) "hk(Xk)’ er g kontinuert med be-
grenset stette, og 1J" L g £t = lJ, hvor J" er intervallet

{x[x € [a“ b”]} For passende valg af tallene ag,bg opnés der-
for I(g) > I(f)-¢ ‘ :

Da en vilkdrlig trappefunktion kan skrives som en endelig 1li-
nearkombination af funktioner af den her betragtede art, felger
setningen nu umiddelbart. T

Af denne s®tning fzlger nu:

For en»vilkérlig begrenset funktion f med begranset stotte

gelder

R(f) = inf I(g), R(f) = sup I(g),
hvor nedre og gvre grense tages over alle kontinuerte funktioner

g og g med begrenset stotte, for hvilke g sf & g.

Ln funktlon f er derfor Riemann 1ntegrabel hvis og kun hvis.
der for ethvert & > 0 findes kontinuerte funktioner g og g med
begrenset stotte, for hvilke g S f S & og 1(E-g)< €.

Riemann integrabilitet i en punktmengde.

Vi har hldtll betraftet funktioner defineret p& hele Rk. kn
funktion f, der ikke nedvendigvis er defineret p& hele Rk kaldes
Riemann integrabel i (eller over) en punktmengde A tilherende
funktionens definitionsmengde, sdfremt den i hele Rk definerede

funktion fA, der bestemmes ved

f(x) for x€ A
%Xﬁ O for x ¢A
er Riemann integrabel. I s& fald kaldes I(fA) integralet af f

over A og betegnes ogsé (f.eks.)

SAf(X)m(de) eller ng(x)dx eller ng(xl""’Xk)d(xl’°"’xk)'
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Riemann malet.

Ydre og indre Riemann mdl. Riemann malelige punktmengder.

Vi betragter begransede punktmengder i Rk. De udger Abenbart
et mxngdelegeme. Lad A vere en begraznset punktmzngde. Da fin-
des trappemzngder F og F, siledes at F € A S F (f.eks. ¥ og J,
hvor J er et interval, der indeholder A). Por vilkérlige sa-
danne mengder gelder m(F) £ m(F). Nedre grense for mengden af
alle m(F) kaldes det ydre Riemann m&l af A og betegnes r (A).
Wvre grense for mengden af alle m(F) kaldes det indre Rlemann

midl af A og betegnes r,(4A).
ry(A) = inf m(F), ri(A) = sup m(F).
Vi har 0« ri(AJ £ ry(A)< +00.

Er A specielt en trappemszngde, gmlder Abenbart ry(A) = m(A),
ri(A) = m(A). Vi opndr altsd en udvidelse af m8lbegrebet for
trappemengder gennem folgende definition: o

Nar ri(A) = r_(A), kaldes mengden A Riemann milelig, og den
felles verdi kaldes mzngdens mél og betegnes m(A):

m(A) = ri(A) = ry(A).

En nedvendig og tilstrzkkelig betingelse for, at en mengde A
er Riemann m&lelig, er, at der for ethvert &¢ > O findes trappe-
mengder P og F, for hvilke F ¢ A £ F og m(FNF_)< €.

Forbindelse med Riemann integralet.
For enhver begrsenset punktmengde A gelder
r.(4) = R(1,), r(A) = R(1,).
Mengden A er altsé Rlemann malellg, hvis og kun hvis funktlonen

1

er Riemann integrabel, og isd& fald er
m(A) = I(1,).

A

Bevis: Vi beviser ferst, at r (A) = R(l ). 1) Por enhver
trappemzngde F 2 A er 1: en trappefunktlon, 0g 1E‘= lA' Altsé
er m(F) = (1 ) 2 R(l ), hvoraf ¥ (A) 2 R(l ). 2) For enhver

trappefunktlon f 2 1, er'f = §x|T(x) 2 1} en trappem&ngde, og
T 2 A, Endvidere er f 2 1y. Altsd er I(T) 2 I(1y)= n(F) 2 ry(A).
Folgelig er R(lA)__ r (A)

Ve beviser dern®st, at r. (A) = R(l ). 1) For enhver trappe-
mengde F g A er lF en trappefunktlon, 0g 1F < lA‘ Altsé er
m(R) = I(lF) (l ), hvoraf r, (A) £ (1A)— 2) For enhver

trappefunktion f £ lA er I = {x[i(x) > 0§ en trappemengde, og
F & A. Endvidere er £ £ 1. Altsé er I(f) £ I(l ) = m(F) £ ri(A).
Feolgelig er E(l&) £ ri(A), hvilket skulle bevises. l

I kraft af denne s®tning henfeores teorien for Riemann mdlet
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til teorien for Riemann integralet.

Elementere sztninger om Riemann mdlet.
For vilkdrlige mengder A og B gelder

Liop = LaVip liap =M1y Iip = (3, - 1g)vo.
Er A og B disjunkte, gmlder
lAL)B = lA + lB'

Af egenskaberne ved Riemann integralet felger derfor straks:

Systemet af Riemann mdlelige punktmengder A i Rk er et mengde—~
legeme, og Riemann mé&let m = m(A) er en additiv, ikke negativ

menedefunktion p4 dette legeme.

For k¥ = 2 kan som eksempel pd en begrenset, ikke Riemann mile-
lig punktmengde nevnes mengden af rationale tal i intervallet

[—1’1] .

Vi vil ikke pa dette sted g& videre i teorien for Riemann
integralet og Riemann milet, idet denne, som vi senere skal se,
pd sikpel méde indordnes under teorien for Lebesgue integralet

og lebesgue mélet, s6m vi nu gir over til.
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Rundanmentale himlpesatninger.

k S

Hvis en dalende folge Fl 2 F2 2 ... af trappemsngder i R
har f&llesmmngden f\Fn = ¢, gelder lim m(Fn) = 0.

Bevis: Idet m(Fl) > m(Fz); oo 2 0, er det klart, at lim m(Fn)
eksisterer og er 2 0., Vi forer beviset indirekte, og antager
altsd, at vi har en dalende folge Fl 2 F2 2 ... af trappemengder,
for hvilken lim m(Fn) =k > 0, og skal nu vise, at ()Fn + 0 (d.v.s.
at mengderne har mindst et felles punkt).

Nu er m(Fn)‘g k for ethvert n. Vi betragtervfor ethvert n
en fremstilling af Fn som foreningsmengde af andelig mange dis-
junkte intervaller og erstatter (hvad der &benbart er muligt)
hvert af disse med et i intervallet indeholdt afsliuttet interval

valgt sédledes, at nar G, betegner foreningsmengden af disse af-
sluttede intervaller, er'm(Fn\ Gn) £ k-2"®, Den herved frem-
komne felge af trappemzngder Gl’GZ""' er_i_}{ke nedvendigvis
dalende. Hor atter at komme til en dalende fulge danner vi

trappemengderne ‘
Hl = Gl’ H2 = Glm G2 ’ LI 2 , Hn = Gln LI ) .nGn’ LI I
Da er H, 2 Hy2 ...y 08 for ethvert n gszlder H e G < F, og

1
FONH g (Fl\ Gl)u...u(Fn\ Gn) hvoraf f@lg:eLr, at
m(F,~ H ) € m(Py G+ osm(F N G) € k 277+, .4k 270 < k.
Da m(Fn) 2 k, ses heraf at H = ¥, men s& er ogsd ﬂF.n E)
pd grund af, at an' & ‘ﬂGn < nFn. Hermed er den ferste hjzlpe-
setning bevist;l

Hvis en dalende folge fl 2. f2 2 ... af trappefunktioner pd
R har grensefunktionen 0, gzlder lim I(fn) = 0.,

Bevis: Vi har 8benbart f, 2 O for alle n. Da I(fl)g I(fz)
2... 20, eksisterer lim I(fn) og er 20

Lad F ve#re en trappemzngde, uden for hvilken fl er O, og lad
M = max {fl(x)lxef{kf. Vi velger et tal £ >0 og betragter neng-
derne Fn = {len(x)g E} . Disse er &Abenbart trappemengder, og
vi har F 2 Flgw Fo2 «e. 08 ﬂFn = ¥, 1fplge den foregiende
sgtning gelder altsd lim m(Fn) = 0. Nu er for ethvert n

0 < fn < g-lF\Fn+M'lF

n
Fplgelig er
0« I(fn) £ am(F\Fn)+1VIm(Fn) = £m(F)+(M—f_)m(an),

og altsad 0 £ 1lim I(fn) S Em(IP). Da & var et vilkirligt tal

>0, ses heraf at lim I(f ) = 0, hvilket skulle bevises.l
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Lebesgue integralet.

Medens vi ved behandlingen af Riemann integralet i ﬁk péd for-
hénd matte indskrenke os til betragtning af begrensede funktioner
med begrenset steotte, idet det ovre og nedre Riemann integral
kun kunne defineres for disse funktioner, vil vi ved behandlingen

af Lebesgue integralet 1 Rk tage vilkdrlige reelle funktioner
f pa Rk i betragtning, og vi vil endda tillade funktionerne at
antage verdierne +c 0g -w. De funktioner f vi betragter, er
altsd afbildninger af Rk ind 1 R*. &n funktion, som ikke antager
verdierne +o eller -ow kaldes endelig. Fordelen ved at operere
med R* er, at en vilkérlig delmengde af R* har en evre granse
eller supremum og en nedre grense eller infimum, medens disse
begreber for delmangder af R kun er defineret for henholdsvis
opad begrensede og nedad begraznsede mengder. Det understreges,
at begrebet trappefunktion ikke #ndres (for trappefunktioner
tillades vedblivende kun endelige verdier).

Definitioner.
Lad f = f(x) vere en vilkdrlig reel funktion pé 2 med ende-

lige eller uendelige v&rdier.

For en folge Tl’?2"" af trappefunktioner vil vi skrive
fn¢ Z f eller f £ ?ﬂT, s&fremt felgen er stigende, d.v.s.
?l < Té=§ vee , OZ 1im.E}Lz f. SA&danne folger findes; f.eks.

kan vi s&tte ?n = n-lw (Vi benytter den faste betegnelse Wn

for intervallet {X]}Xiﬁﬂg n). Idet I(fl) £ I(TQ);é ee., €ksi-
sterer grenseverdien lim I(fn); evt. er den +oo., Nedre granse
for for mengden af disse grenseverdier lim I(?n) for alle folger
af trappefunktioner TnT 2 f kaldes det evre Lebesgue integral

af f og betegnes I(f); altsa:
I(f) = inf lim I(F ).

TI(f) kan eventuelt vere +ow eller -c.

For en folge £1,£2,... af trappefunktioner vil vi skrive
£n¢ £ f eller £ = in*’ sdfremt folgen er dalende, d.v.s.
£,z f,2 ..., 0og lim £ < 1. S&ddanne foglger findes; f.éks.

kan vi sette £ = -n 1, . Idet I(f;) =2 I(f,)z ..., eksisterer
grenseverdien lim I(gn)? evt. er den -w. Wvre granse for meng-
denaf disse gre#nseverdier lim I(in) for alle folger af trappe-
funktioner £n¢ £ f kaldes det nedre Lebesgue integral af f og

betegnes I(f) altsa: ,
I(f) = sup lim I(£ )

I(f) kan evt. vere +weller -w,



Mat 2, 1962-63 MI 2,5,2

Vi vil bevise, at man for enhver funktion f har I(f) £ I(f).
Det gazlder om at vise, at vi for to vilkarlige folger af trappe-
funktioner ¥ 1 2 f og £ | £ f har lim I(f ) £ lim I(f ). Her-
til betragtes folgen af trappefunktioner 8, = (in—Tn)\/O. Idet
g1 28,2 - 08 lim 8, = 0, fas af hjelpesetningen ovenfor, at
lim I(gn)-z 0. ‘

Da vi nu for alle n har f -f £ g, d.v.s. £ £ f +g og der-
med I(in) < I(?n)+1(gn), har vi som ensket lim I(in);g lim I(Tn).

For enhver funktion f gelder altsa:

—o £ I(f) £ I(f) £ +w

Hvis f er en begrmnset funktion med begrenset stotte, gelder
R(f) £ 1(£) & T(£) £ B(£).

Thi for vilkdrlige trappefunktioner f og £, for hvilke f < f £ f
ken vi benytte folgen T,T,T,... lSom folge Tn og £,£,... som
felge f , hvoraf ses, at I(f) kan forekomme som lim_I(?n) 0g
I(£) som lim I(£ ). 5
Heraf ses, at hvis f er Riemann integrabel, er I(f) = I(f) =-I(f)
Vi opnir altsd en udvidelse af Riemanns integrélbegreb gennem
folgende definition:

Nar -o < I(f) = I(f) < +o, kaldes funktionen f Lebesgue inte-
grabel, og den felles verdi af L(f) og T(f) kaldes funktionens
integral og betegnes I(f).

Vi vil sénere tilskrive visse (men ikke alle) funktioner f,
for hvilke I(f) = I(f) = +w, integralet +w, og analogt for -,
Sddanne funktioner vil dog ikke blive kaldt integrable i egent-
lig forstand (vi vil sige, at de er integrable i udvidet forstand).

Enhver funktion f, som har verdien O uden for en endelig eller
numerabel punktmengde A, er Lebesgue integrabel med integralet
I(f) = 0. ' '

Bevis: Vi antager ferst at A er endelig. Ivis f kun antager
endelige verdier, er f en trappefunktion, og af definitionen af
integralet for en sAdan ses, at I(f) = 0. Hvis f ikke kun an-
tager endelige verdier, satter vi Th = n—lA og ;n = —n-lA. fda
er fn 0g in trappefunktioner og fn¢ 2 f og in& £ . lFelgelig
er I(f) £ 1im I(?n) = 0 og I(f) 2 1im I(f ) = 0. Heraf felger
pastanden.

Vi antager dernast at A er numererbar. Lad A bestd af punk-
terne Xy9Xpseee 08 lad An vere trappemengden bestdende af de n

punkter XygeresXy e Settes nu fn = n-lAn 0g in = —n-lAn, er fn
og £, trappefunktioner, og TﬂT z f og QHQ £ f. PFolgelig er
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T(f) € lim I(f)) = 0 og I(f) 2 1lim I(£)) = O, hvoraf pastanden

f@lger B

For eksempel ses, at Dirichlets funktion herende til interval-
let [-1,1] (se side 2,2,2) er Lebesgue integrabel med integralet O.
Der findes altsd begraznsede funktioner med begrenset steotte,
som er Lebesgue integrable men ikke Riemann integrable.

Definition af de element®re regneoperationer i xR .

Vi definerer a+b som +wo, hvis en af addenderne er +w og den
anden endelig, eller hvis begge addender er +w, 0g som -w, hvis
en af addenderne er -o og den anden endelig, eller hvis begge

addender er -o. Endelig defineres +w+(~0w) o0g =—et+(+0) som O.

Vi definerer a:b som +w, hvis en eller beggefaktorer er uende-
lig og enten begge faktorer er > 0 eller begge faktorer er < O.
Vi definerer a+b som -w, hvis en eller begge faktorer er uendelig
og en af dem er < 0 og en af dem er > 0. Endelig defineres
(+00)c 0, 0<(+a), (=)0 o0g 0+(-w)som O.

a-b defineres som a+(-b), idet vi setter -(+®) = -wog -(-w) = +
a/b defineres som a-l, idet vi setter 1/+0 = 0, 1/-0 = 0.

IEn sum 8te.ota, defineres ved sukcessiv udferelse af additi-~-
onerne (idet man ferst danner a1+ay, s8 (a1+32)+33’ 0.8.V.). En
uendelig rzkke aytaote.. tilskrives summen l1lim (al+...+an),
sdfremt dette udtryk har mening. :

Elementere satninger om Lebesgue integralet.
Vi betragter vilkidrlige reelle funktioner pé Rk med endelige

eller uendelige verdier.
Hvis f er en sadan funktion og £ | 5 f &7t T, gelder -T J< £
< 251, og omvendt. Heraf ses, at
I(-f) = =I(f) og I(-f) = -TI(f).
For et endeligt a > O felger af £} £ f < fﬁT, at af |'s af < afnT'
og omvendt. Heraf ses, at
I(af) = aI(f) og I(af) = aI(f)
Af disse resultater aflmses:
Nar f er Lebesgue 1ntegrabe1 g&lder det samme om af for ethvert

aeR, og I(arf) = aI(f).

Hvis £ & g, er I(f) £ T(g) og I(f) £ I(g) Heraf: Hvis f og g
er Lebesgue integrable og f £ g, er I(f) £ I(g). Specielt:
Hvis £ er Lebesgue integrabel og f =2 O, er I(f) = 0.

Lad f og g vere givne fupnktioner med endelige gvre og nedre
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Lebesgue integraler. 1. s& fald findes folger af trappefunkti-
oner TnT 2 fi int £ f, gnT—g g, gn¢ £ g, for hvilke grensevaer-
dierne af I(fn), I(in), I(gn), I(gn) er endelige, og det er ved
bestemmelsen af I(f), I(f), I(g),I(g) tilstrzkkeligt at tage
sddanne felger i betragtning.
Tor vilkérlige folger af den anferte art gslder nu
(Lptan)) £ fre & (T rg)T L
(Lpve)ls fve S (Tpve ), (fag )l S fag < (Tne)l.
Heraf fal felgende relationer, i hvilke som feglge af de gjorte
antagelser alle optradende tal er endelige:
lim I(£,)+1lim I(g ) = lim I(f +g ) £ I(f+g) < I(f+g)
< lim I(fn+gn) = lim I(fn)+lim I(gn)
08
lim I(£,) +lim I(g ) = lim I(f v g, )+lim E(in’\gni
I(fveg)+l(fag) < T(fvg)+I(fag)
lim I(fn\/gn)+lif I(fn/\gn)
lim I(fn)+lim I(g,)

I

£
<

Folgelig er
- I(£)+I(g) s I(f+g) £ T(f+g) & I(£)+I(g), sanmt
I(£)+1(g) £ I(fvg)+I(fag) £ I(fvg)+I(fag) £ I(£)+I(g).
Heraf aflsses:
w Nar f og g er Lebesgue integrable, gmelder det samme om f+g,
fvg og fag, og I(f+g) = I(£)+I(g) = I(fvg)+I(fAg).
Om de endelige Lebesgue integrable funktioner er hermed specielt

vist:

Klassen af endelige Lebesgue integrable funktioner f pé Rk er
et lineart funktionsrum og et funktionsgitter, og integralet
I = I(f) er en ikke negativ linexr funktional pd dette vektorrum.

Klassen af samtlige Lebesgue integrable funktioner (med en-
delige eller uendelige verdier) er intet linemrt funktionsrum.

Dette ses f.eks. ved betraftning af funktionerne f = g = (+w)-lA,
h = (_w)'lA’ hvor Aer en mzngde bestdende af eet punkt. Disse
er Lebesgue integrable, men (f+g)+h og f+(g+h) er ikke samme
funktion . Klassen er et funktionsgitter. Vi kan for denne
klasse ikke sammenfatte de udledte egenskaber ved funktionalen

=I(f) ved brug af gloserne "linemr og ikke negativ", idet vi
kun vil tale om lineszre funktionaler i forbindelse med linemre
funktionsrum. For klassen af samtlige Lebesgue integrable funk-
tioﬁer (med endelige eller uendelige verdier) m8 vi derfor hen-
holde os til de negjagtige formuleringer af resultaterne ovenfor
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og kan ikke henvise til almindelige resultater om linewxre funk-

tionaler.

Specielt bemerkes: ,

Nar f er Lebesgue integrabel gmlder det samme om |fl, og
(o)l s 1),
Thi [f| = fv (-f) og -|fl § £ & |£].

Endvidere ses en ofte nyttig s®tning at gelde:
En funktion f er Lebesgue integrabel, hvis og kun hvis fv O

og fAQ begge er Lebesgue integrable, og i s& fald er
I(f) = I(fvO)+I(fAOQ).
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§6.

Grenseovergang med Lebesgue integralet.

Vi betragter vilkdrlige reelle funktioner pé R% med endelige

eller uendelige v&rdier.

Monoton grsnseovergang.

A\

Negglesetning: For en stigende funktionsfglge fl < f2 £ ... P
gelder: Hvis blot I(f ) > -wda er lim I(f ) = T(lim £ ).

Bevis: det er klart at grsnsefunktionen f = 1im fneksisterer,
og da f < f for alle n har vi I(f ) £ T(1, )£ .. ST(£). Alt-
sé ek51sterer lim I(fn) og er £ I(f) Vi mangler nu blot af
bevise, at I(f) < 1lim 'I'(fn). Hvis lim T(fn) = +w, er dette ind-
lysende. Vi antager derfor i det folgende, at 1lim T(fn) < 4o,

Til afkortning sattes
I(fn) = a, lim I\fn) =
Vi har da
-0 < al_g a, £ oo 5, 1lim a, = & < +o.
Vi velger et endeligt positivt tal € og skriver det som sum af

en konvergent rzkke med positive led:

£ —£l+62+ooo
Vi leger dernest feolger af trappefunktloner f T l’ f T 2—f2,
f ¢ ... sdledes at 1;m I(f 1p ) < ay+éy, 1;m I(f2 )_s asten,
lim I(f3p) = a3+83,... . Vi har s&ledes folgende skema:
p _ — - = ) —
fll,é 15 £ f13 L e I;m flp;g £, 1;m I(flp) £ aj+e)
Ty £ Thy £ f23 £ ... , lim f2p z £y, l%m I(f2p) £ aytE,
— 7 <T._ < ... — ) —
T30 & T35 2 I35 2 B I(f5,) < ag+és,

Vi vil nu sukcessivt @ndre funktionerne i anden, tredie, ...
rekke i dette skema, sdledes at vi nar til et nyt skema, hvor
vi ogsd e hver sejle har en stigende funktionsfelge. Vi begyn-
der med at ®ndre anden rekke.

For ethvert p gelder

. vt

1p op T .. A = T. 47T

1p 2p 1lp " 2p
og altséd 7
| I(flpv #gp)+1\flpﬁ\f2p) = I(flp)+I(f p)'
3 A — —
Vi har Abenbart flpv ?Zp’r zfivE, = f2 og i /\T /Y z £ AT, = .
Af det sidste folger, at limp I(fl /\f2 ) = al Ved grenseover-

gang fas derfor
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limp I(flﬁJf )+al,§ a)+éyta,té,, eller limp I(f, vEf, ) £ BotE +E,.

_ 2p lp “2p
I stedet for anden rekke i skemaet kan vi altsd skrive:
F F £ F F < F F i F F
fllvf2l £ flévf22:= fl3Vf23 L e, llmp flﬁ'pr 2 f2,
llmﬁ I(flﬁ’pr) L a,tEQtE,

Vi har altsd ved forandringen blot "sat g, over styr".
Nu gor vi det samme med denne nye anden razkke og skemaets tre-

die rakke, hvorved tredie rzkke erstattes med

fovf, vt 12Vf22Vf32 < flﬁdeBVfBB L oieey

11VEpvEsy & 1

. - el =3 : r 3y ey <
1lim flprzﬁ“f3p=z f3, 11mp I(flﬁ’fszfzp) £ az+E +Ey+Ez.
Idet vi fortsatter sdledes, far vi, idet vi omdeber de i ske-

maet optredende funktioner, folgende skema:

Ellé glzé £ oo, lim glpg £y, lim I(_g'lp) < ag+eq,

813
All Al Al P
Bo1£ 8op & gg;é cee limp 8op 2 fg; 1imp I(gQP) £ a,tEl+E,,
AU A A _ _
8312 8z0£ 8334 y 1im, g7, 2 f3, lim, I(g3p) $ Bzt +Eytes,
Al Al All

hvor vi ogsd& i hver sejle har en stigende funktionsfelge.
Vi betragter nu den i diagonalen stdende folge af trappefunk-
“tioner gll, 522’ 553,... . For denne gzlder Abenbart

£ §é2;§ §33§ .e. 5 0g for ethvert q finder vi lim_ g 2 f .

€11 n °nn = “g

Folgelig er lim g 2 f, hvoraf folger I(f) £ lim I(g. ).

nn — nn

For ethvert n er imidlertid I(gnn) £ a,+tEj . .tE) < a+e. Vi

finder derfor I(f) £ a+g.
FPolgelig er I(f) £ a, og beviset er fuldfert.B

Lad nu specielt f1 £ f2 L ... vere en stigende folge af Lebes-
gue integrable funktioner og lad f = 1lim fn‘ Da er betingelsen
T(fl)'> -® opfyldt, og vi har altsd I(f) = lim T(fn) = lim I(fn)‘
Da vi for ethvert n har f < f, og dermed I(fn) = l(fn) £ I(f),
har vi ogsd 1lim I(fn) £ I(f). Vi har altsé

-0 <lim I(f ) £ I(f) £ I(f) = lim I(f))
og felgelig
~o < I(f) = I(f) = lim I(£f))
Heraf folger:

Grensefunktionen £ = 1lim fn for en stigende folge fl—é—iz £ ... O

af Lebesgue integrable funktioner er Lebesgue integrabel, hvis

og kun hvis 1lim I(fr) < 4o, T bekreftende fald er I(f) =.1im I(fnl;

Denne s&tning har naturligvis et modstykke:
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Grensefunktionen f = 1im fn for en dalende folge fl P f2 Z ... ;\
af Lebesgue intégrable funktioner er Lebesgue integrabel, hvis
og kun hvis lim I(f ) > -w. I bekreftende fald er I(f) = lim I(f ).
Bevis: S@tningen kan fés ved at anvende den forige pé den sti-

gende funktionsfelge -f; < —f2 L e B

Talfelger i R*.
Lad X1y Xpseeo eller'{xn} vere en feglge af tal i R*. Sammen

med denne betragter vi talfelgen X1y XqVX5,... eller {xlv;..vxni.
Disse to talfelger har samme ovre grznse:

sup {x,} = sup {XV...vx i.
Thi ethvert overtal for talfelgen {xn§ er ogsd et overtal for
talfoelgen {xlv...vxng og omvendt. Da talfelgen {le...vxng er
stigende, har den en granseverdi lim (xiv...vxn), og denne er
netop sup {X;v...vx §f. Vi har altsi

supix } = lim (xiv...vxn)
Analogt fér vi

inf {xn} = inf EXIA...AXHZ = 1lim QXIA..,Axn).

Sammen med talfelgen {Xn§ betragter vi nu de to talfelger {yn§

og {zn} defineret ved

y; = inf {x,, x2,...} Z] = SUP §X5, Xpy...
y2 = inf {XZ, XB,ooog ‘ Z2 = Sup {XQ’ X3,o|o}
y, = inf {Xn} Xpeprere8 By = sub §x., X g,..0}

For disse gélder

Y1 £ ¥p & vor £ Y L eee L0 L2, £ 00 L2, £

Zl-
Altsd eksisterer grenseverdierne lim Yy ©8 lim z, 08 vi har
lim y £ lim 2
n = n

Disse to tal kaldes limes inferior og limes superior for tal-
felgen {xng og betegnes lim inf x og lim sup X :

1lim inf X, = lim A lim sup X, = lim 2y
Da vi ifelge det foranstdende har

v, = llmp (an;..AXn+p_l), z, = 1imp (XﬁV...VXn+p_l),

ser vi, at

lim inf X, lim limp (XnA"'AXn+p—l)’

n

lim sup x, = lim, llmp (Xﬁy...VXn+p_l).
Bestemmelsen af 1lim inf X, 08 lim sup X, sker altad ved to grense-
overgange. Ved lim inf X, dannes feorst for hvert n graznsevar-

dien efter p for en dalende talfelge, hvorved fés en stigende



. Mat "2' 1962-63 - W MI 2,6,4

talf@lge {yn ; hvis grenseverdi er lim inf X, . Ved 1lim sup X,
dannes feorst for hvert n grznseverdien efter p for en stigende
talfolge, hvorved fis en dalende talfelge {zni, hvis grenseverdi
er lim sup X, |

Definition: Talfelgen {xn§ kaldes konvergent i ﬁ*, hvis og
kun hvis 1lim inf X, = lim sup X5 08 vi har da

| lim X, = lim inf X, = lim sup X,

Bemaerk. Hvis alle X, € R betegnes konvergens i R* med grense-—

vverdi +wm eller -m‘ofte som divergens mod +w eller -oo.

Setninger om lim inf og lim sup for funktionsfelger.

En funktionsfelge fi, f2,... siges at havé funktionen h som
minorant, hvis fn,; h for alle n. TFelgen siges at have funk-
tionen h som majorant, hvis fn=5 h for alle n. '

Lad fl, fg, ... vare en feolge af Lebesgue integrable funk-
tioner, som har en Lebesgue integrabel minorant h, og for hvil-
ken 1lim inf I(in) < +0. Da er ogsd funktionen lim inf fn Lebes-
gue integrabdl, og I(lim inf £ ) < lim inf I(F l_

Bevis: Ifelge det foranstdende har vi llm inf £ = lim gn;_

X

hvor g = llm (f AL, WA fn+p l)
For ethvert fast n er folgen af funktioner fﬁﬁ"'Afn+p-l’ p =
1,2,3,... en dalende fglge af Lebesgue integrable funktioner,
og da alle funktionerne i felgen er 2 h har vi for hvert p
I(f/\...Afn+p l) 2 I(h).
Af s@tningen om monoton konvergens (med dalende funktlonsfalge)
sluttes derfor, af funktionen g, er Lebesgue integrabél, og at
I(gn) = limp I(fﬁg..uAfn+p_l).
Nu er folgen 813 Bpyees en stigende folge. Af s®tningen om
monoton konvergens (med stigende funktionsfelge) slutter vi der-
for, at lim inf f = lim g, er Lebesgue integrabel, hvis og kun
hvis lim I(g ) < +w, og at vi i s& fald har
I(1lim inf fn) = lim I(gn) = lim 11mp I(fﬁk...Afn+p_l).

Da funktionen,fno.,,ﬂfn+p_ler £ hver af funktionerne fn”"’fn+p—l’
mé I(fﬁ§...Afn+ _1) vere £ hvert af tallene I(fn)""’I(fn+p—l)’
Qe VeSe I anoun(\f +p l) —<~ I(fn)A".AI(fn+p_1).

Vi har derfor

lim 11m I(f A...Afn+p 1) £ lim, 11mp (I(QQA.. /\I(fn+p 1)).
men her er h@Jre side netop lim inf I(f ), som vi har forudsat
<+, Altsd er lim inf f Lebesgue 1ntegrabel og I(lim inf fn)

£ 1lim inf I(f ), hvilket skulle bevises .

Setningen har naturligvis et modstykke:
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Lad fl, f2,... vere en folge af Lebesgue integrable funktioner
som har en Lebesgue integrabel majorant h, og for hvilken lim sup X
I(fn)>—m. Da er ogsd funktionen 1lim sup f Lebesgue integrabel,
og I(1lim sup fn) 2 lim sup I<fnl¢

Bevis: Satningen fés ved at anvende den forrige pd funktions-

fﬂlgel’l _fl’ _fz,olo o-

Et ofte benyttet specialtilfelde af den forste s&thing kaldes

Patous lemma:

Lad fllffZ""' vere en konvergent feglge af ikke negative

Lebesgue integrable funktioner, for hvilken lim inf I(in) < 4o, <
Da er lim f Lebesgue integrabel, og I(1im £ ) £ 1im inf I(fnl; '

Absolut majoriseret konvergens.
Vi vil nu bevise den hyppigst anvendte s&tning om grenseover-

gang med Lebesgue integralet. .

En.funktionsf@lge f1, f5,... siges at have funktionen h (2 0)
som absolut majorant, hvis Ifn| £ h for alle n (altsé hvis fol-
gen har h som majorant og -h som minorant).

Lad fl’ f2"" vere en konvergent folge af Lebesgue integrable
funktioner, som har en Lebesgue integrabel absolut majorant h. >
Da er grensefunktionen lim fn Lebeggue integrabel og talfelgen
I(fl), I(fg),... er konvergent med granseverdien I(lim fnli
I(1im fn) = lim.I(fnlL 7

Bevis:  PFunktionsfelgen fl’f2"" har den Lebesgue integrable
minorant -h. Af setningerne om lim inf og 1lim sup ses da, at
bdde lim iInf fn og lim sup fn er Lebesgue integrable og at

I(lim inf £ ) £ lim inf I(£ ) '€ lim sup I(f ) £ I(lim sup £ ).

Imidlertid er folgen forudsat konvergent. Funktionerne lim inf fn
0g .1lim sup fn er altsd den samme funktion, funktionen lim fn.
Altsd er lim fn Lebesgue integrabel, og

I(1lim fn) = lim inf I(fn) = lim sup I(fn),
hvormed sztningen er vevist.H
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.  Lebesgue malet.

Ydre og indre Lebesgue mél; Lebesgue milelige punktbtmengder.

Lad A vere en vilkidrlig punktmengde i Rk. Vi betragter alle
stigende folger af trappemangder ﬁl < ib S ...,sdledes at LJF&VQ A,
Sadanne feolger findes, f.eks. W15 W2,... . Tor enhver sé&dan
folge golder m(Fl) < m(Fg) £ .o « Altsd eksisterer grznsevear-
dien 1lim m(?n). Eventuelt er den +o. Disse grensevardier dan-
ner en mangde af tal 2 0 (evt. bestdr mengden af +o alene).

Nedre granse for denne talm@ngde kaldes det ydre Lebesgue mél
af A og betegnes my(A). Altsé:
my(A) = inf lim m(F,).

Vi betragter dernmst alle dalende folger af trappemzngder
El 2 E2g2 .., sdledes at f)F € A. Sé&danne fglger findes, f.eks.
@y9y+.. « For enhver sddan f@lge gelder m(F ) 2 m(EQ).Z e 20
Altsd eksisterer granseverdien lim m(En) og er 2 O Den er na-
turligvis Endelig. Disse granseverdier danner en mengde af tal
20. Ovre grense for denne talmzngde kaldes det indre Lebesgue
mdl af A og betegnes mi(A). Altsé:

mi(A) = sup lim m(En).

Vi vil bevise, at man for enhver punktmzngde A har mi(A) £ my(A).
Det gazlder om at bevise, at vi for vilkarlige folger af trappe-
mengder F og I af den omtalte art har lim m(F } £ 1lim m(fn).

Hertil betragtes folgen af trappem&ngder G = En\‘Fn' Idet
G, 2 G 0g (-]Gn = @, fas af hgmlpes&tnlngen (2,4,1) at

l_: 2= LI )

lim m(Gn) = 0, Da vi endvidere for alle n har F < nVG 0g
n) £

dermed m(En) < m(Fh)+m(Gn), har vi som egnsket lim m( < 1im m(ﬁh).

Vi har altsd for enhver punktmengde A

0 < my(4) £ m(4) & ¥,
Hvis A er en begrenset punktmengde, gelder
ri(A) < m.(A)s my; (A) £ r (4).

Thi for vilkérlige trappemmnbder T og F, for hvilke ¥ € A & F,
kan vi benytte feolgen F, F,... som folge F og felgen F, F,...
som f@lge‘gn, hvoraf ses, at m(F) kan forekomme som lim m(ﬁ )
og m(F) som lim m(En). Heraf ses, at hvis A er Riemann mdlelig,

er m, (A) = my(A) = m(A). Vi opna&r altsd en udvidelse af Rie-
manns mdlbegreb gennem fplgende definition:

Nar mi(A) = m (A) € +o, kaldes mengden A Lebesgue mélelig,
og den felles verdi af mi(A) og my(A) kaldes mengdens mil og
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betegnes m(A).

Vi vil senere tilskrive visse (men ikke alle) mengder A, for
hvilke mi(A) = m_(A) = 4+, midlet +mw. SAdanne mengder vil dog
ikke blive kaldt médleéelige i egentlig forstand (vi vil kalde dem
mélelige i udvidetforstand). '

Enhver endelig eller numerabel punktmengde A er Lebesgue mé-
lelig med malet m(A) = 0.

Bevis: Hvis A er endelig, er A en trappemzngde, og udsagnedt
er indlysende. Hvis A er numererbar og bestlr af punkterne
X1y Xpyees, setter vi 'i"n = {xl,...,xng. Da er Flg F2§
en stigende folge af trappemsngder, og L)ﬁh}g A (nemlig L)Fn = A).
Altsd& er m (A) £ lim m(ﬁn) = 0. Da 0 mi(A)vé my(A), mé si
ogsd gelde mi(A) = 0.0

For eksempel ses, at mengden af rationale tal i intervallet
{-1,1) (jfr. side MI 2,3,2) er Lebesgue mdlelig med m&let O.

Der findes altsd begransede punktmengder der er Lebesgue mélelige,
men ikke Riemann mdlelige.

Af ovenstéende s#tning felger specielt den kendte sztning,
at et interval med positivt m&l ikke er en numererbar mengde.

For enhver punktmengde A gelder mi(Ali= ELJA), my(A) = T(lAl;
Mengden A er altsd Lebesgue mdlelig, hvis og kun hvis funktionen
lA er Lebesgue integrabel, og i s& fald er m(A) = I(lAl;

Bevis: Vi beviser forst, at my(A) = T(lA). 1) For enhver
folge af trappemengder Flg '1325_ cee, SBledes at Uﬁn__? A, er
en folge af trappefunktioner, séledes at lF‘T 2 lA.

n

l'Fl, 1F2,... §
Altsd er lim m(F ) = lim I(lﬁn) 2 T(lA), hvoraf my(A) > 'I'(lA).

2) PFor enhver feolge af trappefunktioner fn, sdledesat TnT 21,
er for ethvert a ¢10,1] felgen af punktmengder Fp =§X‘Tp(x) > a}
en folge af trappemmngder, séledes at Fy & Fg € ... og UF._ 2 A.

For ethvert fast p gelder T}? 2 a'ly . Altsd er lim I(Tng

- _ p_ — , —
gzl(a-le) = a m(Fp), 0g f@lgellg er lim I(fn) 2 a-llmpm(Fp)_g
a ﬁy(A)} 'Da a var vilkdrlig i intervallet ]0,1[, felger heraf
lim I(fn) 2 my(A), hvoraf I(lA) Z my(A).

Vi beviser dern®st, at mi(A) = l(lA). 1) For enhver folge
af trappemengder ¥, 2 F,2 ..., sdledes at [|E & A, er

er 1, 4 1, ,...er folge af trappefunktioner, s&ledes at 1 L £1,.

P E, L% A
Alts& er lim m(F ) = 1im I(1, ) £ I(1.), hvoraf m. (A) £ I(1 )
=n E 7= =7A i ='7A



Mat 2, 1962-63 - CMI 2,7,3

. 2) Por enhver folge af trappefunktioner in’ s8ledes at j_ni Y lA,
er for ethvert a € ]0,1[ folgen af punktmsngder Ep = §x ]ip(x,) > at
en folge af trappemsengder, sdledes at El 2,2 ... og ngpg A,
‘For ethvert fast p gelder in‘t S a'1F+lF y hvor F er trappemzng-

den {X]_Ql(x) > 0. Altsd er lim, I(_f_n)p_g_ aﬁm(F)+m(Ep), og folge-
lig lim, I(in) < a-m(F)+limp m(_Ep) £ a m(F)+mi(A). Da a var
 vilk8rlig i intervallet ]0,1[, folger heraf lim I(;‘_n) < mi(A),
hvoraf l(lA) £ mi(A). Hermed er beviset fuldfort.B®

I kréft af denne s®tning henferes teorien for Lebesgue mdlet

til feorien for Lebesgue integralet.

Setninger om Lebesgue mélet.
For vilkérlige mmngder A og B gzlder
IAUB; lAv 1B’ 1AOB = lA-/\ lB, 1A\B = (lA— lB)vO.
Er A og B disjunkte, g®:lder
| daus atls
Af egenskaberne ved Lebesgue integralet folger derfor straks:
Systemet af Lebesgue mdlelige punktmengder A i 1\21{ er et mengde-

legeme, og Lebesgue milet m = m(A) er er additiv, ikke negativ

mengdefunktion pd dette legeme.

For en vilkarlig stigende folge af m:ngder A g Azg ee. g®lder

1, <« 1, £ ... og 1 = 1lim 1
Al = A2 | UAn An
og for en vilkarlig dalende folge af mengder Al 2 Azg ... g®lder

lAl‘Z 1A2__2 0g 1()An= 1imlrl
Af s®tningerne om monoton grenseovergang for Lebesgue integralet
(MI 2,6,2) f&s derfor:

For en stigende‘ folge af Lebesgue mdlelige mengder Al_g__zgzg
er A = UA Tebesgue mélelig, hvis og kun hvis lim m(An) <+,

I bekraftende fald er m(A) = 1im m(An_L._

e

For en dalende folge af Lebesgue mdlelige mangder A12 A22 ‘e
er A = ﬂAn Lebesgue mdlelig, og m(A) = 1im m(An_L._ |

Vi fremh®ver endvidere folgende sztnings:
- For en Vi‘lkérljf folge af Lebesgue mélelige mangder Al, A2J. .o
for hvilken | Z nzlgrrvlfin) < +%, er mengden A = UAn Lebesgue
mdlelig, og m(A) = Z.h:lmﬁ__Anl_;

. specielt er parvis disjunkte, er

Hvis meEngderne A, A

oC
m(A) = anl m(A ).
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Bevis: S&ettes

By = &)
B2 = A]_UAz
B, = Av... VA
p 1 p
har vi B{ ¢ B, & ..., alle B er Lebesgue mdlelige, og A = k)
Endvidere er m(B ) S Z: m( A ) og felgelig lim m(B~):§ E:;f m(A ).

Altsd er A Lebesgue mélellg, og
m(A) = llm,m(Bp) £ E;n:l m(An)

. Lo < P
For parvis disjunkte A har vi endvidere m(Bp) = 2‘n=l m(An), 0g

~dermed

n(4) = lim n(B) = 23 n(a,).B

Hvis A er en &ben punktmengde og B er Lebesgue milelig, da er
ANB lebesgue malelig. ' ,

Bevis: Vi kan antage A # ¢. Til ethvert x€ A kan vi finde
et &bent interval J = J1 oo Jk’ som er indeholdt i A og inde-
holder x, og hvor hvert J. har rationale endepunkter. Altsd er

A foreningsmengde af sddanne intervaller, men da der af sfédanne

kun findes numererbart mange, er A foreningsmengde af endelig

eller numererbart mange &bne intervaller. Hvis A er forenings-

mengde af endelig mange &bne intervaller, er A en trappem&ngde,

og ANB er folgelig Lebesgue milelig. ?vis2A er foreningsmengde
H

af numererbartimange dbne intervaller J d 4.y setter vi

A, = J'u.. 03" Daer A{nB S$A,NBE ..., AnB = UL N3B)

og maengderne A N B er Lebesgue mdlelige. Endvidere er A r\B £ B
og altsd m(4/ r\B)sndB)for alle n, hvoraf 1lim m(A N B) S m(B)
Folgelig er ANB lebesgue malelig. |I

Hvis A er en afsluttet punktmenede og B er Lebesgue malelig,

da er ANB Lebesgue mdlelig.
Bevis: Dette folger umiddelbart af den forrige s®tning, idet

AnB = BN(CAnB), og CA er aven.B

Specielt finder wvi:
Alle begrznsede Abne punktmengder og alle begransede afsluttede

punktmengder er Lebesgue médlelige.

Nulmengder,
En Lebesgue mélelig mengde med mdlet O kaldes en nulmengde.
Man ser, at en mengde A er en nulmengde, hvis og kun hvis my(A) = 0.
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Hvis A og B er nulmzngder, s er ogsi AuB, AnB og ANB nul-

mengder.
Hvis Ay, A,,... alle er nulmengder, sd er ogsé UA _og fWAn

nulmengder.
Bevis: Dette er umiddelbare konsekvenser af sztningerne oven-

for..

Hvis A € B, og B er en nulmsngde, sd er ogsd A er nulmengde.

Bevis: Dette felger af, at 0 £ my(A) £ my(B) = 0, hvoraf my(A) 5 .

Nar A £ B C, A og C er Lebesgue mdlelige og m(A) = m(C), da
er ogs& B Lebesgue mélelig (og m(B) = m(A) = m(C)).

Bevis: Da BNA £ C\NA, ses af den foregdende satning, at B\ A
er eh nulmengde, og sztningen felger af, at B = AL}(B\\A)..

Som eksempler péd nulmengder kan nevnes den tomme m:ngde samt

alle endelige eller numererbare mzngder.

Nulfunktioner.
En funktion f kaldes en nulfunktion, hvis m&ngden {x[f(x) ¥ Of

= ixllf(x)l > 0¢ er en nulmengde, altsa hvis funktionen har ver-

dien O pénzr i en nulmengde.
En funktion f er en nulfunktion, hvis og kun hvis den er Lebes-—

sue integrabel og I(lIfl) = 0.
Bevis: Antag feorst at f er en nulfunktion. Da er N = {x’lf(x)]?O}

en nulmengde. Altsd er n-lN Lebesgue integrabel med integralet
I(n-lN) = nI(lN) = 0 for ethvert n. Endvidere er 1p £ 2-1y S ...
Altsd er funktionen 1lim n-lN = +w—1Nogsé Lebesgue integrabel,
og I(+oo-lN) =0, Da 0 £ |f] £ +w-ly, finder vi, at

0 £ I(Ifl) £ TOIE]) £ I(+mly) = O.
hvilket viser at |f| er Lebesgue integrabel og I(|f]) 0.

Antag dernest at f er Lebesgue integrabel og I(|fl) 0. Da

er ogsé nlf, Lebesgue integrabel og I(nl|f|) = O for ethvert n.
Endvidere er |f| £ 2|f] £ ... . Alts4 er funktionen lim n|f|
= +a>Jfl Lebesgue integrabel og I(+w-lfl) = 0. Szttes N =
x| [£(x)] > 0f, er imidlertid 0 £ 1 £ +»-|f]. Altsi er

0 £ my(N) = I(1y) £ I(+w-|f]) = O,
hvilket viser at my(N) = 0, d.v.s8. at N er en nulmaengde.l

Akvivalente funktioner.
Funktionen f siges at veare &kvivalent med funktionen g, f ~g,

hvis mengden §x]f(x) + g(x)fer en nulmengde, d.v.s. hvis funktionen

f - g er en nulfunktion.
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Om et udsagn med en variabel @(X), hvor der for den variable
x kan inds&ttes vilkérlige punkter fra Rk3 siger men, at

BH(x) er sandt for nmsten alle x e RE
eller O(x) gelder nmsten overalt i Rk,

nvis {x|non $(x)! er en nulmengde. For "nmsten overalt" ser
man forkortelserne p.p. (presque partout) og a.e. (almost every-
where) .

Med denne sprogbrug ser a&kvivalensdefinitionen s8ledes ud:

fog, hvis f(x) = g(x) nesten overalt.

Det er klart, at den indferte relation er refleksiv og sym-
metrisk. At den ogsd er transitiv felger af, at man for tre
vilkarlige funktioner f, g og h har

x|f(x) # h(x)] € §x|f(x) # g(x)%‘J{X[g(X) ¥ h(x)?,
i forbindelse med s®tninger om nulmesngder. Det altséd virkelig
en zkvivalensrelation, s&ledes at den modsvares af en klassede-
ling af mangden af alle reelle funktioner pé ﬁk.

Nir feog, da er enteﬁ begge funktioner Lebesgue integrable el-
ler ingen af dem Lebesgue integrable. 1 forste tilfelde er
I(f) = I(g). |

Bevis: Settes N = {x‘f(x) + g(x){, er fy og gy nulfunktioner;
alts& er de Lebesgue integrable med integralet 0. Antages nu
f.eks., at f er Lebesgue integrabel, ses af g = (f—fN)+gN, at
ogsd g er Lebesgue integrabel og at I(g) = 1(r). B

Dette resultat kan tolkes derhen, at det er muligt at opfatte
Lebesgue integralet som defineret for &kvivalensklasser, ikke
blot for de enkelte funktioner. Bemerk endvidere, at simple
operationer som f.eks. sum og produkt anvendt pd zkvivalente

funktioner igen giver &kvivalente funktioner. Har man for en
funktionsfelge fl’ f2, «os 0g en funktion f

f(x) = lim fn(x) for nzsten alle x,
vil det samme gelde, efter at man har erstattet hver funktion
med en ®kvivalent. I de fleste tilfelde har man derfor lest
sagt ingen grund til at skelne mellem zkvivalente funktioner.

Det er da ogsd muligt at inddrage funktioner, som kun er de-
fineret n®sten overalt i Rk; vilk8rlige udvidelser til hele Rk
vil jo tilhere samme ®kvivalensklasse. Specielt: en funktion
defineret nasten overalt i R* siges at vere Lebesgueintegrabel,
hvis man ved at udvide den til hele ﬁk f8r en Lebesgue integra-
bel funktion; i bekraftende fald sattes I(f) = udvidelsens in-

tegral.
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Bnhver Lebesgue integrabel funktion f er a&kvivalent med en en-

delig funktion.

Bevis: Det g®lder om at vise, at mengden N = {xl,f(x)] = +o}
er en nulmengde. For ethvert n er %lfl Lebesgue integrabel, og
I(%‘If]) = %I(lfl). Endvidere er |f| 2 #|f|2 ... og lim %m - ral

Altsd er +wo-1p Lebesgue integrabel og I(+w>1N) = 0. Nu er
0 ¢ m (N) = T(1y) £ I(+ely) = O,
hvilket viser at my(N) = 0.8

Sammenholdt med den foranstéende bems:rkning viser den sidste
setning, at det ikke vilde have betydet nogen vesentlig indskrenk-
ning i teorien for Lebesgue integralet, om vi helt igennem havde
begranset os til at betragte endelige funktioner. Vi har tilladt
uendelige verdier, fordi det i mange rasonnementer er fordelag-
tigt. Hvis vi havde indskrenket os til betragtning af endelige
funktioner, m&tte fremstillingen p& mange punkter have veret

formet anderledes og mere indviklet.
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Mulﬁipelt integral.

Lad os antage k > 1 og lad koordinaterne Xq9ee Xy VETE delt
i to klasser indeholdende henholdsvis p og q af dem, hvor k = p+q.
Da den raekkefelge, hvori vi n®vner koordinaterne, er uden be-
tydning, kan vi for simpelheds skyld antage, at den ferste klas-
se bestdr af Xl,...,Xp, som vi ogsé& vil ben®vne yl,..,,yp, og
og den a?ien af Xp+l""’xk’ som vi ogs& vil ben&vne zl,...,zq.
Foruden R = Rp+q med X = (Xl""’Xk) som variabelt punkt, kan
vi da betragte de to rum RP med y = (yl,...,yp) som variabelt
punkt og RY med z = (Z75+0.,2_ ) som variabelt punkt. Vi kan skrive

B = 2Px R, x = (y,2).

Idet vi s8ledes nu pd& en gang har forskellige dimensionstal
i brug, vil vi betegne Lebesgue mldlet med en indeks, idet dog
m = m(A) som hidtil vil blive benyttet som betegnelse for mélet
af mengder i Rk; medens m, = mp(A) og m, = mq(A) vil blive be~
nyttet som betegnelse for mélet af mengder 1 RP 0g RY,

For evre og nedre Lebesgue integral og for integral af funk-
tioner 1 Rkivil vi som hidtil benytte betégnelserne I, I og I,
medens vi for eovre og nedre Lebesgue integral og for integral af
funktioner i RP (d.v.s. funktioner af y) og RY (d.v.s. funktioner
af z) vil benytte betegnelserne I., I, I, og T, 1,1,

Ethvert interval J i Rk'= RPx RY xan skrives pd formen

Jd = Y~x2Z
hvor Y og Z er intervaller 1 RP 0g Rq, og vi har &henbart
n(J) = m_(¥Y)m (Z)

Betegner f = f(x) = f(y,z) en trappefunktion i Rk, er f(y,z)
for fastholdt y en trappefunktion af 2 (d.v.s. i ﬁq); dennes
integral-IZ(f(y,z)) = g(y) er &benbart en trappefunktion af y
(d.v.s. i RP), og der gmlder

1(£) = 1(1,(2(y,2))).
(Dette folger let af bemsrkningen MI 2,1,2)

Lad nu f = f(x) = f(y,z) vere en vilkadrlig reel funktion pd
Rk med indelige eller uendelige vardier. For en vilkarlig felge
af trappefunktioner Tﬁ = fh(x) = ?n(y,z), for hvilken THT 2 f,
vil fn(y,z) for hvert fastholdt y vere en felge af trappefunktio-
ner af z, for hvilken ?n(y,z)T 2z f(y,z), og vi har derfor

T (£(y,2)) & 1im I (T (y,2))

Funktionerne En(y) = IZ(Th(y,z)) danner en stigende folge af
trappefunktioner af y; den angivne ulighed viser, at En(y)T 2 g(y)

= Iz(f(y,z)). Folgelig er
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T, (e(y)) ¢ Lim I(g,(y))-
Da I.(g,(y)) = I (I,(F,(y,2))) = I(F), ser vi, at

T (T,(2(y,2))) £ 1im 1(T,).

Da dette gelder for enhver folge af trappefunktioner for hvil-

ken TﬁT > f, ser vi, at

T,(T,(£(y,2))) 5 T(£),

P4 ganske samme made fés
1(£) £ I(1,(2(y,2))).

Vi har folgelig ulighederne
1,(T,(£(y,2)))
T (1,(£(y,2)))

Lad os nu antage, at f er Lebesgue integrabel. Af disse ulig-

heder aflzses da bade
1(£) = L(T,(£(z,2)))

1w>;;¢;4ﬂymn>;{ }gfﬁzgﬂmzn>gfu>

T (T,(£(y,2)))

og

L,(L,(£(y,2))) = T (L,(£(y,2))).

Alts& er begge funktioner lz(f(y,z)) og Tz(f(y,z)) Lebesgue in-

tegrable funktioner af y, og vi har
I(£) = I(L,(£(y,2))) = I(T,(£(y,2)))

Funktionen Tz(f(y,z)) - lz(f(y,z)) er derfor en Lebesgue inte-
grabel funktion af y med integralet 0, og da den er 2 O for alle
y md den vere en nulfunktion i y (jfr. MI 2,7,5). Punktmengden
N, = {y|1,(£(y,2)) + T (£(y,2))3
er altsé& en nulmengde i RP, Da Tz(f(y,z)) er en Lebesgue inte-
grabel funktion af y er endvidere (jfr. MI 2,7,7) punktmengden
Nl = {y,lfz(f(y,z))l = +°°}
en nulmengde i RP. Altsd er
- <_];Z(f(YsZ)) = _I-Z(f(Y9Z)) < +
for nesten alle y, d.v,s, f(y,z) er en Lebesgue integrabel funk-
tion af z for nmsten alle y (nemlig for alle y¢ NOL)Nl), den
nesten overalt i RP definerede funktion Iz(f(y,z)) er en Lebes-
gue integrabel funktion af y (jfr. MI 2,7,6) og

1(£) = L(T,(£(y,2))).

Vi har hermed bevist Lebesgue-Fubinis sstning gm fremstilling
af et Lebesgue integral som dobbeltintegral:
Nar f = f(x) = F(y,z) er en Lebesgue integrabel funktion af x,

JI(f)
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er fly,z) for nmsten alle v en Lebesgue integrabel funktion af
7z, dens integral IZ(f(y,z)) er en nesten overalt defineret Lebegs-
gue integrabel funktion af y, og vi har I(f) = Iy&lz(f(y,z)).

I det specielle tilfzlde, hvor f er den karakteristiske funk-
tion af en milelig punktmengde A i XK er f(y,z) for fastholdt y
den karakteristiske funktion af mengden {zl(y,z)E.Ag i RY. Set-

ningen antager da formen:
Nar A er en Lebesgue malelig mengde i Rk, er mengden §zl(y,z)e A}

for nesten alle v i RP en milelig mengde i Rq, dens m&l
m(§z|(y,z) eA}) er en (nmsten overalt defineret) Lebesgue in-

tegrabel funktion af v, og vi har m(A) = Iyigq({zl(y,z)e.Af)).

For k = 2 og k = 3 indeholder denne satning klassiske s®tninger
om beregning af arealer og volumener ved "opdeling i strimler"

eller opdeling i1 skiver".

Ved gentagen anvendelse giver Lebesgue-Fubinis setning felgen-

de s®tning om multipelt integral.
Nar f = f(x) = f(xl,..tjxk) er en Lebesgue integrabel funk<-

tion af mere end én variabel, er I(f) =

lxlilx2(...kaiijxllz2,...,xk))...)l, hvor hver af de "indre"
integrationer kan udferes for nesten alle punkter i rummet bestemt

ved de resterende variable.
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Lebesgue madlelige funktioner.

. Vi har i det foregdende vist, at visse operationer udfert med
Lebesgue integrable funktioner forer til Lebesgue integrable
funktioner. Men allerede for en sd enkel operation som multipli-
kation gelder dette ikke. Det er derfor vigtigt, at klassen af
Lebesgue integrable funktioner pé.simpel m&de kan udvides til

en klasse af funktioner, der er s&ledes . beskaffen, at alle szd-
vanlige operationer anvendt p& funktioner af denne klasse forér

til funktioner af klassen.
Vi begynder med at bevise:

Hvis f er en Lebesgue integrabel funktion pé RkL da er mengden
{x ¢ A|f(x) > at Lebesgue mdlelig for enhver Lebesgue malelig

mengde A og ethvert aefl.
Bevis: For ethvert n er funktionen
8, < (n(f-a- lA) v 0) A lA

Lebesgue integrabel. Man ser, at 0 £ 8 £ 8 £ ... 0g lim g, = lB’

hvor B = {xéA,f(x) > af. Specielt er g, < 1, for alle n.

Altsd er lim I(gn) < I(lA) = m(A). Af s®tningen om monoton gran-
seovergang sluttes derfor, at lB er Lebesgue integrabel, og B er der-
for ogsé& Lebesgue mélelig, hvilket skulle bevises.B

Vi indferer nu felgende definition:
En reel funktion f pd Ek med endelige eller uendelige vardier
kaldes Lebesgue malelig, hvis hver af m:ngderne
ixeA|f(x) > a}
fx eA|f(x) 2 a}
fxe A|£(x) < a}
fxeAif(x) £ at
er Lebesgue mdlelig for enhver Lebesgue mélelig mengde A og et-

hvert ae R.

Det bemerkes, at enhver af de fire betingelser er tilstrazkkelig.

Dette fremgar af at

fxed|f(x) 2 at = nn{xc—Alf(x) > a—-lj,‘—lz
fx e Alf(x) < a} = AN{x eAlf(x) 2 at
fxe Al £(x) £ a} = (| fxealf(x) < a+=}
fxe A[f(x) > a} = A\{xeAIf(x) £ af

Bemszrk, at hvis f er Lebesgue milelig, er mengden {Xé—Alf(x) = a$
Lebesgue mélelig for enhver Lebesgue malelig mengde A og ethvert
ae ¥, Tni hvis aeR er '

{X&Alf(x) = af = {XE-Alf(X) £ a%ﬂ{xeAlf(x)z af,
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0g endvidere er
fx ¢ A\f(x)
fxe A {f(x)

+o0} = ﬂn{}ceA,f(x) >nf (a
_oof = ﬂn{XeA]f(X) <-nf¢ , (a

n

il

Vort resultat ovenfor kan nu udtrykkes:

+oo)

—x) .1

Enhver Lebesgue integrabel funktion er ogsd Lebesgue milelig.

Det ses let, at det omvendte ikke er tilfeldet.

Setninger om klassen af Lebesgue médlelige funktioner.

N&r f er Lebesgue midlelig, da er ogsd kf for ethvert ke R’f £,
l£1, |£|® for ethvert p éﬁ+_,_% alle Lebesgue mdlelige.
Bevis: Eksempelvis er
{XéA[f(x)z 0% for a< O
{x eAl+o-f(x) > af = fxeA|f(x) > 0§ for a2 0
o §X6A|f(x)>\/’§§U{xeA'f(X)< —~Va{ for ax O
{E'éA.lf(X) > af ={A- ‘ for a < 0
, e Alf(x) < /a3 nfxeal|f(x) > 07 for a > 0O
{XéA,l/f(X) > af {xeA(f(x) s 07 for a = 0
sxe Alf(x) < 1/ajuixer|f(x) > 08 for a < O.
Nar f og g er DLebesgue médlelige, da er ogsd f+g, f~g, fg, f/g
Lebesgue milelige. |
At f+g er Lebesgue mdlelig ses i det tilfzlde, hvor f(x) og
g(x) ikke for noget x er uendelige med modsat fortegn, af at
{xe Alf(x)+g(bx)’> ai= Ulj{xeAlf(x)‘> rlf nixe Alg(x)> r2§]
hvor foreningsmengden tages over alle rationale ry 08 T, med
g(x)

r{+r, > a. Hvis der findes punkter x, for hvilke f(x) og

er uendelige med modsat fortegn, skal man for a < O under U—teg-—

net tilfeje de to mengder

{XéA,f(X) = +oinfxe Alg(x) = -m} og
sxe Al £(x) = -w}n{x eAlg(x) = +of,

M3leligheden af f-g, fg, f/g feolger af at f-g = f+(-g), fg =
1(£+8)%-3(f-g)° og f/g = fé-'

Nar f og g er Lebesguemdlelige, da er ogsd fv g og fAg Lebes-
gue mdlelige.

Bevis: _
{xeAlf(x)v g(x) > a} = {xeA!f(x) > afvufxeh|g(x) » al
{xe Alf(x)/\ g(x) » at = {XeAlf(x) > af n§x eAlg(x) > af.l

er

For enhver felge fy, f,,... af Lebesgue mAlelige funktion
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er ogsd sup fr, inf fr’ lim sup fr og 1lim inf fr Lebesgue mélelige.

Bevis:
fx ¢ A|sup £,(x) > at= Un{xeAlfh(x)> af
fxeAlinf £ (x)> at= (| fxehrlf (x)2 af

og lim sup fn = infn g hvor gnli supp; n fp, medens 1lim inf fn
= sup, hn) hvor hn = 1nfp; 0 fp.
Por enhver konvergent felge fl, fgi:.. af Lebesgue milelige

funktioner er lim fr Lebesgue mdlelig.
Bevis: Dette folger af den foreglende satning, da lim fn =

lim sup fn.l

Nir feog, d.v.s. ndr f(x) = g(x) for nesten alle x, da er en-
ten begge eller ingen af funktionerne Lebespgue mdlelige. |
Bevis: {Xé.A!f(x) > af og fxe;A[g(X),> af er samtidig Lebes-

gue mélelige, idet f.eks. den sidste mzngde fés af den forste
ved at fjerne {xg.AIf(x) > a,g(x) £ a? og tilfaeje

{x.eA]g(X) > a,f(x) € at. Som delmsngder af nulmengden {x |f(x) .
+ g(x)¢ er jo disse mengder Lebesgue mélelige.l

Ogsé& begrebet Lebesgue mélelighed kan sdledes opfattes som
knyttet til zkvivalensklasser, ikke blot til de enkelte funk-
tioner. Vi kan endvidere inddrage funktioner, som kun er defi-
nerede nasten overalt. En sddan kaldes Lebesgue médlelig, hvis en

(vilk4rlig) udvidelse til hele rummet er Lebesgue mélelig.

Vi vil nu beskaftige os med spoergsmilet om, hvilke Lebesgue
mélelige funktioner der er Lebesgue integrable. Vi beviser forst:
En Lebesgue médlelig funktion f er Lebesgue integrabel, hvis og
kun hvis der findes Lebesgue integrable funktioner g og g, sé-

ledes at g £ f 4 2. B
Bevis: Det er klart at betingelsen er nedvendig. (g = f =g)
Hvis g < f £ g, hvor g og g er Lebesgue integrable, satter
vi h = |g|v]|g|. Da er ogsd h Lebesgue integrabel, og |f| £ h.

For ethvert n betragter vi nu mengderne

: 2

Ay oy = feW [f(x) z2v/nf, w=1,2,...n
2

L fxeW |f(x) Sv- /nf, ¥=1,2,...,n

Disse er alle mdlelige, og funktionen
| : B 1/ma S 87 (L1/n)
= - 1/n- + _ -1/n)-1
n »=1 An;v v=1 ‘ An,-v
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er derfor integrabel. Dens verdier er karakteriseret sdledes:
For ethvert xé;Wn er fn(x) = 0.
For ethvert x €W, for hvilket -1/n < f(x) < 1/n, er fn(x) = 0.
For ethvert x eV, for hvilket v/n £ f(x) < (v+1)/n (v =
1,2,...,n2—l), er fn(x) = vY/n.
For ethvert x €W , for hvilket f(x) =z n, er fn(x) = n.
For ethvert xeW , for hvilket -(v+1l)/n < f(x) £ -=v/n (v =

1,2,...,0°-1), er £ (x) = -v/n.
For ethvert x €W , for hvilket f(x) £ -n, er fn(x) = -n.
Det ses, at funktionsfelgen fl’fz"" er konvergent i hele Rk

‘med grsnsefunktionen f. Da [fnl S ,fl for alle n, har felgen

den integrable funktion h som absolut majorant. Af sstningen
om absolut majoriseret konvergens (MI 2,6,5) fremgér derfor,
at f er Lebesgue integrabel, hvilket skulle bevises.ll

Vi beviser dernast:
Hvis f er Lebesgue mdlelig og I(f)> -w, da er enten f Lebes-

gue integrabel eller I(f) = I(f) = +m.

Bevis: Da l(f)‘> - kan vi velge en feolge af trappefunktioner
£l ¢ T sdledes at 1lim I(f ) > -c. Vi satter g = lim £ . Ifel-
ge setningen om monoton granseovergang (MI 2,6,3) er g Lebesgue
integrabel.. Endvidere er g £ f. Vi satter nu f = fA(n-lw ).

n

Da er fn Lebesgue malelig og gn0 £ fnﬁg n~1w . Da begge funk-
n

tionerne gnA 0 og n-lW er Lebesgue integrable, feolger af den
foregdende satning, ag-fn er Lebesgue integrabel. Imidlertid

er f1 ¢ f5, ¢ ... og lim f = f. Hvis nu lim I(fn) < +o, er
f Lebesgue integrabel ifglge satningen om monoton grenseovergang
(MI 2,6,2). Hvis lim I(fn) = +0 er I(f) = +w (idet I(f) 2 I(fﬂ)
for alle n) og altsd ogsd I(f) = +w.|l

Ved anvendelse af satningen pd -f fas felgende modstykke:
Hvis f er Lebesgue mdlelig og T(f) < 4+, da er enten f Lebes-

gue integrabel eller I(f) = T(f) = -w.

Disse to setninger kan sammenfattes p& felgende mide:
For en Lebesgue mdlelig funktion f bestdr kun fire muligheder:

1l. TFunktionen er Lebesgue integrabel.

2. I(f) = T(f) = +w
3. I(f) = I(f) = -o.
4. I(f) = -0, I(f) = +®
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Funktioner med uendeligt integral.

En Lebesgue milelig funktion f, for hvilken I(f) = I(f) = +w,
tilskrives integralet I(f) = +w, og en Lebesgue mdlelig funktion
f, for hvilken I(f) = I(f) = -w, tilskrives integralet I(f) = —-o.
Sadanne funktioner kaldes dog ikke Lebesgue integrable. Vi kan
sige, at de er Lebesgue integrable i udvidet forstand. Ikke-mé-
lelige funktioner, for hvilke I(f) = I(f) = +ooeller I(f) = I(f) = -«
tilskrives ikke noget integral. '

Bemerk: Enhver ikke-negativ mdlelig funktion er enten Lebes-
gue integrabel eller tilskrives integralet I(f) = +4o. Thi da
l(f) 2 0 er de to sidste af de ovennavnte fire muligheder ude-

lukkede.

Punktmengder med uendeligt mél.
En punktmengde U tilskrives m8let m(U) = +o, sdfremt den op-

fylder folgende to betingelser:

1. PFor enhver Lebesgue mllelig mengde A er Un A Lebesgue mé-
lelig.

2. mi(U) = my(U) = +oo.
Saddanne me&ngder kaldes dog ikke Lebesgue mdlelige. Vi kan sige,
at de er Lebesgue malelige i udvidet forstand.

Mengden U tilskrives mdlet m(U) = +o, hvis og kun hvis funk-
tionen 1, tilsktives integralet I(lU) = +o0.

Bevis: Hvis I(lU) = +w, er 1y mdlelig. Altsé er lyAl, = 1y,
for enhver mdlelig mengde A, og da O £ lUnA £ 1A'ses, at lUf\A
er integrabel. TFolgelig er UNA mdlelig. ZEndvidere er mi(U) =
I(1y) = +w, m(U) = T(lU) =+ (MI 2,7,2).

Hvis m(U) = +m, er 1y mAlelig. Thi for enhver milelig mengde
A og ethvert a €R er {x:eAllU(x) > af enten ¥, UnA eller A.
Endvidere er l(lU) = mi(U) = +mw, I(lU) = my(U) = 400 (MI 2,7,2)..
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§10. En nedvendig og tilstrakkelig betingelse for Riemann integra-

bilitet.

Bn nedvendig og tilstrakkelig betingelse for at en begr®nset
funktion f pa Rk med begrenset stette er Riemann integrabel, er,
at f er kontinuert nesten overalt, altsd at mxngden af diskon-
tinuitetspunkter er en nulmeEngde.

Bemeerk, at der allerede i selve betingelsen indgér et begreb
fra Lebesgues teori, ligesom det folgende bevis benytter Lebes-

gue integralet.

Halvkontinuert funktion (R.Baire 1899).

En reel funktion f pé Rk med endelige eller uendelige verdier
kaldes opad halvkontinuert i et punkt x_, hvis mengden x|f(x) < a3
for ethvert a > f(xo) har X, som indre punkt. (Specielt, hvis
f(xo) = +oo. ) Punktionen kaldes nedad halvkontinuert i punktet

X , hvis mengden §x|f(x) > ail for ethvert a < f(xo) har x_ som
indre punkt. (Specielt, hvis f(xo) = —w.)

Man ser, at nedvendigt og tilstrakkeligt for, at f er konti-
nuert i X, er, at £ er badde opad og nedad halvkonuinuert i X
FPunktionen f kaldes opad halvkontinuert i en mengde A, hvis
den er opad halvkontinuert i ethvert X, € A, Analogt for nedad

halvkontinuert.

Det ses, at nedvendigt og tilstrwkkeligt for, at f er opad
halvkontinuert i ﬁk, er, at mengden {x[f(x) < ater aben for et-
hvert ac¢ ﬁ, og for, at f er nedad halvkontinuert i Rk, er at
mengden §x |£(x) > af er &ben for ethvert ac R.

Heraf felger: Enhver halvkontinuert funktion f i Rk er Lebes-
mdlelig. Thi lad os f.eks. antage, at f er opad halvkontinuert.
For enhver mélelig mengde A og ethvert a€ R er da {x eAff(x) < at
= An{x]f(x) < a? og dermed mélelig. (MI 2,7,4)R

Hvis f er opad halvkontinuert (i et punkt X, eller i en mengde

A) er -f nedad halvkontinuert (i x, eller i A), og omvendt.

¢gvre og nedre 1imesfunktion.
Lad f vere en reel funktion pé Rk med endelige eller uendelige

verdier. TFor et vilkarligt punkt x betragter vi en vilkarlig
dben mengde A, der indeholder x, og danner sup f(y). Den ved

v eafy)

definerede funktion f, hvor infimum for hvert x skal tages over

- ye A
f(x) = inf, sup
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alle &bne mengder A, der indeholder x, kaldes den gvre limes-—

funktion for f. Tilsvarende kaldes den ved

£(x) = sup, 1nfyé.Af(y)
definerede funktion £, hvor supremum for hvert x skal tages over
alle 4bne mengder A, der indeholder x, den nedre limesfunktion

for f.

Lad J(x,h) for ethvert x = (xl,...,xk) og ethvert h > 0 be-
tegne intervallet ]x,-h, xl+h{x...x]xk_h, Xk+h[' Man efterviser
let, at

F(x) = lim, | oSUp (x,h)f(y)’ I(x) = limh_9oinfy€:J(X,h)f(y)

yed
hvilket ofte kort skrives
f(x) = 1imy_)xsup f(y) og £(x) = limy_»xinf f(y).

Dette forklarer benavnelsen: limesfunktion.

Det er klart, at
FAESE I
Funktionen f er opad halvkontinuert i x, hvis og kun hvis
£(x) = f(x), og nedad halvkontinuert i x, hvis og kun hvis
f(x) = £(x). Altsd er f kontinuert i x, hvis og kun hvis £(x) = Flx).
d.v.s.
Mengden af diskontinuitetspunkter for f er leg(x) < F(x)t.

‘Differensen f(x)jg(x) kaldes oscillationen af f i punktet x.

Den evre limesfunktion af ?'er ? selv. Thi for enhver 8ben

mgngde A gmlder supyéfA?Yy) = supye_Af(y). Vi har nemlig

| . ) > v
sup y) 2 supy Af(y), idet £ z f, og supye.Af(y) < Sup, C_Af(y)

Ye A
idet %ky):g sup, GA_f(z) for ethvert ye A, ifelge definitionen af T.
Med andre ord: T er opad halvkontinuert i ﬁk. Yderligere gel-
der: Er g opad halvkontinuert i Rk og g > f, da er g > . Thi
af g 2 £ folger g > %: og da g er opad halvkontinuert, er g = g.
Vi siger derfor, at T er den mindste opad halvkontinuerte majo-

rant for f.

Tilsvarende fds: f er nedad halvkontinuert i RE.  Er g nedad
halvkontinuert i Rk og g <f, daer g g £. Vi siger derfor,
at £ er den sterste nedad halvkontinuerte minorant for f.

Lad nu specielt f vaere en begrsmnset funktion med begrsnset
stotte. Da er ogsé‘g 0g ?’begr&nsede funktioner med begrsnset
stotte. Da de er Lebesgue malelige, er de ogsd Lebesgue inte-

grable. Vi vil nu bevise:
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Lad f vere en begrenset funktion med begraznset stette. Da er
Det @vre og nedre Riemann integral af f 1lig med Lebesgue integra-
- let af den ovre og den nedre limesfunktion for fz R(f) = I(f) _og
R(f) = 1(¥). -

Bevis: Det er nok at vise, at R(f) = I(¥), da man i s& fald
har B(f) = -R(=f) = =I(°F) = -I(-£) = I(f)

Vi viser ferst, at R(f) 2 I(f): For en vilkarlig trappefunktion
FT2fer T(x) > T(x) i ethvert punkt x, der er indre punkt af et
konstansinterval for f, altsd for nesten alle x. Felgelig er
I(F) 2 I(f), og dermed ogsd R(f) 2 (7). '

For at vise, at R(f) £ I(T), betragter vi et interval J, uden
for hvilket f(x) = 0, og foretager en felge af delinger af J,

s8ledes at folgende gelder:
a) ved hver deling er J inddelt i endelig mange disjunkte inter-

valler; ,

b) den n+l'te deling er for hvert n en videredeling af den n'te
delihg; , ,

c¢) kantlengderne i samtlige delintervaller i den n'te deling
er < 1/n.

For ethvert n betragter vi nu den trappefunktion fn’ som er O
uden for J, og som 1 hvert af delintervallerne af den n'te deling
er lig med supremum af f(x) i det pd&gmldende interval.

En simpel overvejelse viser, at ?l ;'fZ’Z ees 0g lim fn
Ifelge definitionen af nedre Lebesgue integral er derfor
lim I(fn)zg'l(?). Da. T er Lebesgue integrabel, er folgelig
lim I(fn) < I(¥). P& den anden side er R(f) £ I(fn) for alle n,
og dermed R(f) < lim I(f_ ). Folgelig er R(f) g I(T), hvilket

skulle bevises.B

£ 7.

Rigtigheden af satningen i paragraffens begyndelse indses nu,
n&r men erindrer, at I(F) = I(£) nvis og kun hvis {x]£(x)<; ?(X)f

er en nulmengde.

I det specielle tilfelde, hvor f er den karakteristiske funktion
af en punktmengde A, er ? den karakteristiske funktion af afslut-
ningen A af A, og L er den karakteristiske funktion af det indre
A af A. Dette folger umiddelbart af defifitionen af disse begre-
ber. Af sammenhsngen mellem mAl og integral (MI 2,3,1 og
MI 2,7,2) fas derfor: |

Det yvdre og indre Riemann mdl af en begranset punktmengde A i
Rk er lig med Lebesgue mdlet af A's afslutning A og af A's indre X:
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Ei(A) = m(R) ry(A) = m(A).
Felgelig er forsksllen ry(A) - ri(A) lig med Lebesgue mélet af
A's rand O0A = ANA:
x(4) = 7, (4) = m(34) = m(ANR).
Mengden er altsd Riemann malelig, hvis og kun hvis dens rand er

en nulmsngde.
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§11. Lebesgue integrabilitet og Lebesgue malelighed i en punktmengde.

Vi har hidtil betragtet funktioner defineret pa hele Rk.
funktion f, der ikke nedvendigvis er defineret pa hele Rk, kal-"
des Lebesgue integrabel i (eller over) en punktmengde A tilheren-
de funktionens definitionsmengde, sdfremt den i hele Rk define-~
rede funktion fA’ der bestemmes ved

fA(X) _ {f(x) for x €A

0 for x ¢ A

er Lebesgue integrabel. Isd fald kaldes I(fA) integralet af f

over A og betegnes (f.eks.)
(£ (oom(ar’™)

En

Tilsvarende kaldes f Lebesgue mllelig i A, s&fremt fA er Lebes-

gue mélelig.
I praksis har kun det tilfzlde interesse, hvor A er midlelig

eller evt. har milet +w.

De grundlz:ggende sztninger om Lebesgue integrable og Lebesgue
malelige funktioner overfores umiddelbart til det tilf=lde, hvor
talen er om furiktioner defineret i en fast mengde E, som er hen-
holdsvis integrable eller milelige i E.

Af s®rlig interesse for anvendelserne er fglgende smtninger:

Hvis f er integrabel over en mengde E, da er f ogséd integrabel

over enhver malelig delmengde A af B.

Thi fA = fE lA er malelig og har den integrable numeriske

ma jorant IfE|.

Hvis f er integrabel over en mengde EJ og A og B er disjuhkte

mdlelige delmsngder af E da er
S0 pEn(ar") = SAf(x)m(dR ) + Snf(x m(aRc) .

auop = Ty +f5- B

Hvis f er integrabel over en ma&ngde E, og Al < A2 € ... er en
stigende folge af mdlellge delmengder af E, da er
SIJA x)m(dR ) = 1im SA f(X)m(dR ).

Thi f

Thi fLJA = llm fA , og folgen fA ,fA s+« har den integrable
1 2 :

numeriske maJorant If | B

Vi nevner endvidere:
Hvis f ér mdlelig i E, da er f ogsd midlelig i enhver mdlelig

delmengde A af E.

I tilfxldet K = 1 benytter vi for Lebesgueintegralet over et
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interval med endepunkterne a og b den szdvanlige betegnelse
a
Sbf(x)dx. |
Det volder ikke vanskelighed, at man benytter samme betegnelse,

uanset hvilken af de fire intervaltyper, talen er om, idet de
jo kun adskiller sig ved nulmengder. Som azdvanlig defineres

for b <« a:
sz(x)dx = -.g%f(x)dx.

Med disse betegnelser har men indskudsreglen:

ng_(x)dx = sz(X)dx + ng(x)dx.

Det ubestemte Lebesgue integral af en funktion f, der er Le-
besgue integrabel i E, hvor E betegner et interval eller evt.

en halvlinie eller hele R, defineres ved

F(x) = ggf(t)dt + konstant,

hvor a betegner et punkt af E (i kraft af indskudsreglen lige-
gyldigt hvilket).

P(x) er en kontinuert funktion.

Thi lad x,— & . Differensen.F(xn)—F(xo) er + integralet I(fA )
n

hvor An er det Abne interval med endepunkterne X, 08 X Fgl-
gen af funktioner fA konvergerer mod O og har den integrable

n
numeriske majorant ‘fE I Folgelig gelder lim I(fA ) = 0.8
n

Sluttelig anferes et par formler, der bekvemt kan udtrykkes
ved hjelp af integraltegnets:

ng(x)dx = Sgiif(x—k)dx ; sz(x)dx = % gigf(x/k)dx

Formlernes rigtighed sluttes &af, at de gelder for trappefunktioner.

Vi vil ikke her systematisk behandle generalisationer af alle
integralregningens kendte regler til Lebesgue integrable funk-
tioner. I de tilfelde, hvor vi i det felgende far brug for S&—

danne generalisationer, vil vi bevise dem.
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§12. Differentiation og integration.

Volterras eksempel (V.Volterra 1881).

For funktionen g defineret p& den positive halvakse ﬁ+ ved

g(x) = x°sin &

X
har vi g"(x) = - cos % + 2% sin%
I nzrheden af (0,0) svinger y = g(x) uendelig ofte mellem de to
y = x2 og y = —x2; vilk8rlig tet ved O har g maxima og minima.
Af udtrykket for g' fremgdr, at der vilkarlig tet ved O findes
punkter x, hvor g'(x) = 1, sivel som punkter x, hvor g'(x) = -1.

- Idet [sin %j £ %'for alle x » O, ses at {g'(x)l < 3 for alle

x > 0.

Med Eup betegner vi den funktion p& Jep[, der fds ud fra funk-
tionen g forskudt stykket «, idetgoq5 felger denne forskudte funk-
tion fra o til det sidste ekstremumspunkt o+k for midtpunktet
5ié, derpd fastholder ekstremumsverdien til f3-k, hvorefter de-

2 o
finitionen fuldendes ved at vi forlanger symmetri om —E¥§.
Altsas '(x—m)zsinQ%g for ® <X £&+k

gW5(X) = k2sin,% for o+k < x <fp-k

2 .. 1
( -x) sin—  for p-k < x < f.

Da det ikke fremgdr af betegnelserne, bemerkes, at k afhsnger

af intervallengden p-o.
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Funktionen Bap €T differentiabel og ggﬁ kontinuert i hele
]“45[’ men vilkérlig tet ved « og ﬂ,findes punkter x, hvor
gl (x) = 1, sdvel som punkter x, hvor gQ”%(X) = -1, For alle
x i Jo,A[ g®lder ‘g""xﬂ,(x)! £ 3.

Symmetrisk om midtpunktet i et afsluttet interval [a,b} tenkes
nu valgt et abent delinterval ]“l,ﬂi[, symmetrisk om midtpunkter-
ne i1 hvert af de to resterende afsluttede intervaller [a,NI]
og [ﬂl,b] tenkes valgt &bne delintervaller J“é’ﬂg[ og JMB,ﬂB[,

i n®ste skridt tenkes pd tilsvarende made valgt fire dbne inter-

valler, o.s8.v., Figuren viser de forste af intervallerne

]0(1’61[7]0(2’(52[9 oo -;]%,ﬂh[, PN

oz o5 e %1 B, B X B, o B
S Bulr Bo sl . - S SR e N A
a - b

Idet vi med Z betegner mzngden

Zz = [a,p]\ (]o{l,{sl[u]o(2,(f.2[_u u]txn,(é»n[u...),

vil vi underseoge den funktion f pé [a;b], der defineres ved

ganﬂn(X) for @ <« x <@, n=1,2,...
f(x) =
0 for xe€7.
Man kan danne sig en forestilling om det grafiske billede af f
ved at indfere billedet af g 6 (med tilherende parabelbuer)
' 1*¥1

i stedet for det punkterede stykke ]Ml,ﬂl[ péd figuren, o.s.v.

Det er klart, at f er differentiabel i hvert X:e]mn,ﬂn[, n=1,2,..
I et vilkarligt x€ 2 er f differentiabel med f"(x) = O. Dette

ses af

f(x+h)-f(x)’ _
h

f(;cl_+hl’ < |nl

hvor vurderingen fremkommer sdledes: 1) Hvis x+he 72, er f(x+h) = 0.

2) Hvis x+h¢ Z, er x&lle]xnjﬁn[ for et vist n, d.v.s.
x £ x < X+h <Y5n’ idet vi eksempelvis ta&nker os h > O3 folgelig

er )

‘f(x+h)| = lgdnﬁh(x+h)l Y (X+h—qh)2 < nc.
Funktionen f er sdledes differentiabel i hele [a,B]. Diffe-
rentialkvotienten f' er begranset, nemlig If’(x)l < 3% for alle
x:é[ﬁ,b].

Det er klart, at f' er kontinuert for ethvert Xe-]dn,ﬁn[,
n=1,2,... . Betragter vi derimod et vilkarligt xe¢ Z, findes
for ethvert 6 >0 et intervalendepunkt aneller ﬁn’ hvis afstand
fra x er mindre end 5, - afstanden fra x til et af punkterne

¥10g (3, er jo mindre end #(b-a), afstanden fra x til et af punk-
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terne ai,ﬁl,d2,ﬂ2,a3,ﬂ% er mindre end %(bfa), 0.8.Vv. -, og i
]“ndgn[ findes jo vilkérlig taet ved X, 08 ﬁh’ specielt inden for
afstanden & fra x, punkter t, hvor f'(t) = 1, sdvel som punkter
t, hvor f£'(t) = -1.

Mengden af diskontinuitetspunkter for f' er derfor Z.
Nu er m(z) = (b-a) - Zjn:l(@n_ah)’
Ved at disponere séledes, at‘Z:gzl(ﬂh-ah) < (b-a), opndr vi, at
m(z) > 0. Ifelge §10 vil f' da ikke vere Riemann integrabel.B

Volterras eksempel viser s8ledes, at en funktion kan vare dif-
ferentiabel i et interval med en begrenset differentialkvotient,
uden at denne er Riemann integrabel. Denne mangel har Lebesgue

integralet ikke:

Setning. Nar en funktion f er differentiabel i et afsluttet
interval [a,b] med en begrmnset differentialkvotient f', da er
f' Lebesgue integrabel og ng'(x)dx = f(b)-f(a).

Bevis: Idet f tenkes udvidet, sdledes at det grafiske billede
suppleres ud over (b,f(b)) med tangenten i dette punkt, vil dif-

ferenskvotienten

gh(x) - f(X+h%ff(X)

for fastholdt h > O vere en kontinuert (endda differentiabel)
funktion af x pa [a,b]. Velger vi en folge af positive tal

hl’h2"" med lim h = 0, vil funktionsf@lgen.gh 18 sees  VETE
n 1 2

konvergent 1 [é,b] med f' som gransefunktion. At f' er forudsat

begrenset, sikrer nu, at vi kan anvende Lebesgues s®tning om ma-
joriseret konvergens (MI 2,6,5). Ifelge differentialregningens
middelverdisetning har vi jo, at der for ethvert xe,[a,b] og et-
hvert h > 0 findes et © i ]@,1[ for hvilket gh(x) = f'(x+0h);

da lf'(t)l £C foracst &b og dermed for a £t <, er sidle-
des ogsé lgh , < C for alle n. Vi har derfor: f' er Lebesgue

n
integrabel og ng'(x)dx = lim Sggh (x)dx.
: n

Beviset fuldferes nu ved feolgende regning:

b _f ¥ b
Sggh(x)dx = Sa f(X+hﬁ (X)dX _ % Sb+lf(x)dX _ % S f(x)dx
a+h a

1

1 b+h 1 a+h
n f(x)dx - 7 f(x)dx — f(b) - f(a) for h —0,
b a

(ved grenseovergangen her benyttes kontinuiteten af den udvidede

funktion £ i a og b).l
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Pilfejelse. Ved anvendelse af satningen péd et delinterval [a,x]

fas
£(x) = ng'(t)dt + £(a),

d.v.s. under de anfgrte forudsatninger er f et ubestemt integral

af £'.

Der henvises i evrigt til kap. 5.
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§13., Osgoods kurve.

En kontinuert kurve (x,v) = (£f(t),g(t)), 0 £ t £ 1, uden mul-
tiple punkter, der udger en punkitmengde i planen med positivt

mndl.

For enhver kuntinuert kurve (x,y) = (£(t),g(t)), 0 ¢ t ¢ 1,
er punktmengden K = {(f(t),g(t))‘o $t & 1} en afsluttet begren-
set punktmengde i planen, altsd mdlelig. Peanos kurve (MI 1,4,1)
viser, at milet m(K) kan vere positivt. Peanos kurve har imid-
lertid multiple punkter, d.v.s. punkter, der optrazder for mere
end en parameterverdi. Kurver uden multiple punkter, for hvilke
m(K) > 0, kan fds ved en simpel @ndring af Peanos konstruktion.

Felgende eksempel skyldes W.I.Osgood (1903).

) AT kvadratet A = [O,l] x[_O,l] udskeres fire strimler, sdledes
at der resterer 9 kvadrater. Med Al betegner vi den pé_fig. 1
viste afsluttede trappemengde bestiende af de 9 afsluttede kva-
drater og forbindende liniestykker. Vi velger strimlerne séle-
des, at m(Al) > 4. Vi danner den kontinuerte kurve (x,y) =
(fl(t);gl(t), 0 ¢t &1, besthende af de viste diagonaler og de
forbindende liniestykker, gennemlebet slledes at t = 0 og t =1
svarer til (x,y) = (0,0) og (x,y) = (1,1) og t = T%’T%""’%%
til knzkpunkterne, og sdledes at hvert liniestykke gennemlgbes

med konstant hastighed.

(0,1) | (1,1)  (0,1) | (1,1)
y /N N [N
) NN VINZ NS
AN NZN N
NN NA NN
7N NN N
NN UINA NN
N NN INY
NN PINA N
/N NN ANV
(0,0) ($,0) (0,0) (1,0)
fig. 1 fig. 2

Af hvert af de 9 kvadrater udskerer vi nu fire strimler, sé-
) ledes at der resterer 81l kvadrater. led A2 betegner vi den pé
fig. 2 viste afsluttede trappemszngde bestiende af de 8l afslutte-

de kvadrater og forbindende liniestykker, dels dem, der optridte
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-
-

i Al, dels nye. Vi velger strimlerne sdledes, at m(Az) >
Vi danner nu den kontinuerte kurve (x,y) = (f2(t),g2(t)),
bestédende af de viste diagonaler og de forbindende liniestykker,

gennemlobet siledes, at t = 0 og t = 1 svarer til (0,0) og (1,1)
£ = L. 2 _16 1 2 35 36 50 3 _4 69 288
°8 v = 389269 " " *1289° 17172897289 " ** 289 T7 ' T7' 2897 ' * 289

til knekpunkterne, og sdledes at hvért liniestykke gennemlobes

o

s t ¢

med konstant hastighed.

Idet vi forts&tter s8ledes, fads 1 det n'te skridt en m&ngde
A, med m(A ) > % og en kurve (x,y) = (f (), & (t)), 0 £+t £ 1,
sammensat af dlagonaler i 9 kvadrater og forbindende 11n1estyk—
ker, hvert gennemlegbet med konstant hastighed. Til t = 0 og
t. = 1 svarer (0,0) og (1,1), og i de parameterintervaller, der
svarer til de forbindende liniestykker for den (n-1)"te kurve,

er (£, 1(t),8, (%)) = (£,(t),g,(%)).

Idet kvadraterne 1 An'har kantlengde < 1/3n, ses, at form > n

er

Punktionsfelgerne fl(t),ggt),... og gl(t),gz(t),... er derfor
ligeligt konvergente i intervallet O £ t £ 1. Vi betegner deres

gransefunktioner med f(t) og g(t). Disse er da kontinuerte funk-

tioner og bestemmer altsd en kontinuert kurve (x,y) = (£f(t)g(t)),
O£t £1. Dette er Osgoods kurve.

For t; # %, er (f(t ),g(t )) ¥ (f(t ),g(t )) Thi velges n
séledes, at 2/17 < |t -t |, vil (f(% ),g(ﬁg) og (f(+ ),g(tz))

enten ligge 1 disjunkte kvadrater ai.m&ngden An eller et af dem
i et kvadrat af An’ det andet pé et forbindende liniestykke af
An’ eller begge pd forbindende liniestykker af An (evt. pd sam-
me). I alle tre tilfelde m& gelde (f(tl),g(tl)) £ (f(t2),g(t2)).

. Punktmengden K = {(£(t),g(t))]0 £t £ 1§ bliver lig med (A,
Thi for ethvert n er K€ A . Altsd er K ¢ (o . 0g hvis

(Xo,y )e (]A y, Vil (X Y g Jenten for et Vlst n tllhzre et forbin-
dende 11nlestykke at An og altsd tilheore K eller for ethvert n
tilhere et kvadrat af An. I sidste tilfelde kan vi for enhver
omegn af (xo,yo) finde et nummer n, sidledes at det kvadrat af
An’ der indeholder (Xo,yo) tilherer denne omegn. Vi ser da, at
omegnen indeholder punkter af K. Da K er afsluttet, feolger her-
af, at (xo,yo) tilherer K. Folgelig er m(K) = 1lim m(An) (jfr.
MI 2,7,3), og da alle m(An) > %, ser vi, at m(X) > .8

e (-2 (6)] < 1/3% ey (8)-g ()] < 1/3™ for telo,1]
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- Bemerkning., Fejer vi til Osgoods kurve liniestykkerne fra
(1,1) ti1 (2,1), fra (2,1) il (2,-1), fra (2,-1) til (0,-1),

og fra (0,-1) til (0,0) fAs en lukket kontinuert kurve uden mul-
tiple punkter (en Jordankurve). En sddan deler planen i to sam-
menhengende &bne mengder (d.v.s. dens komplementazrmaengde bestar
af to sammenhmngende &bne mengder), en begranset og en ubegran-
set, der begge har kurven til rand (Jordans smtning). ¥n pad den-

ne méde bestemt begrenset sammengzngende Aben punktmengde (et
Jordanomréde) er sdledes ikke nedvendigvis Riemann mélelig. (jfr.

MI 2,10,4)
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§14. Punktioner med komplekse verdier.

En funktion f = f(x) = £'(x) + if"(x) pa ﬁk med komplekse ver—-
dier (f' og f" er reelle funktioner med endelige verdier) kaldes
Lebesgue integrabel, hvié f' og f"* er lLebesgue integrable, og
vi setter da

I(f) = I(£') + iI(£f").
Den kaldes Lebesgue milelig, hvis f' og f" er Lebesgue mdlelige.

De fleste af de tidligere s&tninger kan umiddelbart overfores
til komplekse funktioner. Undtaget er naturligvis satninger om
sup, inf, 1lim sup, lim inf, som udtrykkeligt er knyttet til det
reelle. Vi nejes med at give nogle prover, idet det ievrigt ma
overlades leseren i pdkommende tilfelde at g& efter, om et for
reelle funktioner udledt resultat ogsé g&lder.for komplekse.

Hvig £ = f'+if" er Lebesgue integrabel, er ogsd den konjugere-
de funktion f = f'—-if" Lebesgue integrabel og I(F) =I(f).

Dette er indlysende.W

Hvis £ = £'+if" er Lebesgue integrabel, og a = a'+ia" er et
vilkdrligt komplekst tal, da er af Lebesgue integrabel.qgv
I(af) = al(f). ' '

Thi af = (a'f'-a"f") + i(a'f'+a"f'), altsd er af Lebesgue
integrabel og I(af) = I(a'f'-a"f") + iI(a'f"+ahf!') |
= a'T(f' - aT(f") + i(a'I(£") + aI(£')) = (a'+ia")(T(£")+i1(r"). B

Hvis £ = f'+if" og & = g'+ig" er Lebesgue integrable, er f+g

Lebesgue integrabel, og I(f+g) = I(£f)+I(g).
Thi f+g = (£'+g')+i(£"+g") .M

Hvis £ = f'+if" er Lebesgue integrabel, er ogsd Ifl Lebesgue
integrabel og |I(£)] £ T(lfl). |

Bevis: Her klarer vi os ikke med at "skille realdel og ima-
ginerdel"., Vi benytter folgende kunstgreb.

1
ifl = (f'2+f"2)2 er sikkert Lebesgue mdlelig, og har den inte-
grable absolutte majorant |f'|+lf"i. Altséd er ]f] Lebesgue in-

tegrabvel (jfr. MI 2,9,3%). Hvis I(f) = 0, er Abenbart gI(f)i < I(ifh .
Hvis I(f) $ O, velger vi et komplekst tal a med |a| = 1 sdledes,

at aI(f) er reelt og storre end O. Da er ‘I(f)\ = aI(f) = I(af).
Settes af = g'+ig", er I(af) = I(g')+iI(g") = I(g'), idet tallet

er reelt. Da g' ¢ lag| = I£l, finder vi \I(f)‘ = I(g') £ I(Ifl).l'

For en konvergent felge af liebesgue integrable funktioner




Mat 2, 1962-63 | MI 2,14,2

ir = fr' + ifr"’ som har en Lebesgue integrabel absolut majorant

h 2 0 er ogséd grensefunktionen f = f'+if" Lebesgue integrabel

og I(f) = 1lim I(inl;
Thi h er ogséd absolut majorant for hver af folgerne fn' 0g fn""..

Ved anvendelse af de sadvanlige regneoperationer, inklusive
grenseovergang, pa komplekse Lebesgue mAlelige funktioner, fas
atter Lebesgue mélelige funktioner.

En funktion f = £'+if" er lLebesgue integrabel, hvis og kun hvis
den er Lebesgue madlelig og har en Lebesgue integrabel absolut
majorant h 20 (d.v.s. Ifl £ n).

Betingelserne er ngdvendige ifelge det foregdende. Og de er
tilstrekkelige, idet |f] £ h medforer |f'| £ h og [f"] £ n.B
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Kap. 3. Normerede funktionsrum.

Normerede linesre rum.

Ved en norm i et vektorrum eller linegrt rum (det sidste navn
bruges is®r, var elementerne er funktioner) forstis en reel funk-
tion f—suf“’dedineret p& hele rummet, for hvilken der gslder

1) Hell 20, lell=0e £ =0

2) letll = lef Uzl

3) lle+gll & el + gl
I betingelsen 2) refererer ¢ til reelle eller komplekse tal, ef-
tersom rummet er et vektorrum over det reelle eller det komplekse
tallegeme (andre tilfelde vil vi ikke betragte).

Af en norm udspringer en metrik ved definitionen

dist(f,g) = lf-gll;
man verificerer umiddelbart [f-gll 2 0, “f—g" = 0 & f=g;
le-tll = He-gll; Ne-gl £ le-nll + lIn-gll. |

Et line=mrt rum, hvori der er valgt en norm, kaldes normeret.

Et normeret linemrt rum tenker man sig altid forsynet med det af
normen udspringende afstandsbegreb; det er sdledes ogsd et metrisk

rum.

LRS).

Klassen L = L(Rk) af endelige reelle Lebesgue integrable funk-
tioner pa ﬁk er et linesrt funktionsrum over de reelle tals le-
geme (jfr. MI 2,5,4). TFor feiL(Rk) setter vi

Iell, = 1Chel) = Spx |2(x) I m(ak®).
Vi har

“Cful = ‘Cl “ful 0g “f"‘g"l £ "f“]_ + “g"15
thi I(lefl) = lelI(1fl) Biger af |cfl = lel [£fl, og I(]f+gl) £
I(\gl) + 1(lgl) folger af |f+gl & I£] + |g].
Endvidere gelder

lelly 2 0, Nl = 0 © £ ~ o0;
thi af |f} 2 0 felger I(|f]) 2 0 samt (jfr. MI 2,7,5) I(If}) = 0O,
hvis og kun hvis f(x) = 0 for nasten alle x.

S8lenge vi tanker os Hf"l knyttet til den enkelte funktion f,
er betingelsen 1) s8ledes ikke ganske opfyldt. D& lell; = "f“l
nadr g o f, kan vi imidlertid opfatte Hf“l som knyttet til klassen
af funktioner ®kvivalente med £ (MI 2,7,5-7), og herved afbedes
manglen. Strengt taget er det altsd det linem:re rum af skvivalens-
klasser, vi har normeret; vi vil dog omtale “f"l som l-normen
af funktionen f, blot erindre, at akvivalente funktioner regnes
for "lige gode"; herefter er der igvrigt intet i vejen for ogsé



Mat 2, 1962-63 MI 3,1,2

at medtage Lebesgue integrable funktioner, der kan antage uende-
lige verdier, idet enhver sddan jo er &kvivalent med en endelig
funktion (MI 2,7,6). Tilsvarende vil vi omtale

Ne-glly = T(12-gl) = Sy 1£(x)-g(x)l m(ar")
som afstanden mellem funktionerne f og g, skeont vi strengt taget
burde tale om afstand mellem &kvivalensklasser.
Meerk s “f—g"l =0 g,

Ovenstdende g&lder uforandret, ndr vi i stedet for reelle funk-
tioner betragter komplekse funktioner. Klassen L = L(RT) (Vi
benytter den samme betegnelse) er da et linezrt rum over det kom-
plekse tallegeme.

Betragtes kun (reelle, resp. komplekse) funktioner pd en mengde
A, som er Lebesgue integrable over A, fés et normeret linezrt
rum L(A), idet vi satter

hell, = 1C12,1) = § l£(x)] m(ar™).
Idet vi kan identificere en funktion f pd A med sin udvidelse

£, i1 Ek, ser man at L(A) kan opfattes som et underrum af L(Rk).

Inden vi nermere studerer L = L(ﬁk) samt nogle andre funktions-
rum af lignende karakter, vil vi betragte nogle sinplere eksem-

pler p& normerede vektorrun.

p-norm i det n-dimensionale talrum Rn, resp. C

Ved definitionerne

ax = (axl,...,axn), X+y = (X1+yl,...,xn+yn)

organiseres mzngden Rn, resp. @n, af alle reelle, resp. komplekse

talszt x = (xl,...,xn) som et veltorrum over R, resp. C.
For alle x:eﬁp) resp. @n, og Tlle p > 0 setter vi

Ixll, = (Z,2 1% ")

Det er klart, at der gelder
= O = O =
lxll, 2 0, hxll, = 0 @ x = 0 og faxl, = [alllxl,

medens vi senere skal se, at (Minkowskis ulighed)
=eylt, ¢ Wl + yll,s nér p o2 1.
For et vilkérligt festholdt p 2 1 er funktionen X~a-Hﬂ| sdledes

~

n
en norm i R, resp. ¢™; den kaldes p-normen.

Bemzrkning, For p < q gelder |X“ “X" Thi hvis x = 0, er
dette indlysende, og hvis x ¥ 0, har vi med'a = HXHP,

Z;gilxv\p = ap hvoraf |xu|/a &1 for alle 9=1,...,n. Heraf
le\q

£1l, d.v.s.
54

X x
fas (lazl)q (I vl)p hvoraf ved summation 2:
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Ejvgllxvlq < a%, eller Hx”q Hx“

For et fastholdt x er HXH sfledes en aftabende funktion af p
(iovrigt strengt aftagende, nar blot to af koordinaterne XyseoesXy
er forskellige fra nul). Der gmlder

o Ul = max{|x [ ..oy lx ) §;

thi setter vi m = max,|x.], har vi n® 2 zrvil}xvlp < nn?, og der-
med m ¢ ﬂx"p < nl/pm,‘hvor nl/ P51 ror D - oo,
Det er da naturligt at fastsztte

Wxil, = maX{!xll,...,\ang = limp_)mﬂxﬂ
man verificerer uden vanskelighed at‘vllxlloo er en norm i R, resp.
o,
Indre produkt. For to talszt x = (Xl,...,Xn) 0og y = (yl,...,yn)

i Rn, resp. Cn, defineres det indre produkt (xly) ved
n n —
(xly) =Zv=1xv3’w resp. (xly) = Zq;:]_X’VyV'
Man bemmrker, at 2-normen (den euklidiske eller pythagormiske
norm) i begge tilfwlde udspringer af det indre produkt, idet

Ixl, = Gelx)®,

HBlders ulighed (0.H51derl889)
1 1
I(le)| < x| Izl o+ ndr p > 1, q > 1, §'+ i L.

H6lders ulighed omfatter, svarende til p = q = 2, Cauchy-Schwarz'

ulighed
Gell € Nl vl
Beviset for HOlders ulighed bygger vi pd uligheden uv £
for uw >0, v >0, hvor p >1, g > 1 opfylder betingelsen
1/p + 1/q = 1, d.v.s. (p—l)(q—l) . Vi far denne ved at betrag-
te kurven % = gp'l eller & = n (tegn) Men ser da at

D q

k=] I+

L Y
q

u _p-l.y . (v, g-1 uP vl : :
uv £ SO gp ag + go Qq dQ =7 + a (samt at betingelsen for lig-
hedstegn er, at (u,v) er pad kurven, d.v.s. at u® =

Ved at anvende denne ulighed i hver koordinat far vi

n n x| Pyl o1y 1
(IR 1 IESD S E 1 B 2= ) = Sll)P o+ Syl 2
Hlders ulighed fés nu i tilfeldet x ¥ 0 og y ¥ O ved benyttelse
af dette resultat pd de normerede talsat:

M:'(X | L) I X +lN_L”q=_l,+;:1.
Hxﬂpﬂyﬂq ity P 1yl ||X”p ¢ Yl o p " q

For x = 0 eller y = 0 er uligheden triviel. |

Som grensetilfelde af Holders ulighed har man
|Gl ] ¢ Wl vl
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Minkowskis ulighed (H.Minkowski 1896).

<
HXfpr < ”xup + My“pL ndr p 2 1.

I tilfeldet p = 1 har vi
Uxeylly = Toomy Pxotwpl € T2y [xul + T2 lww ] = Ixly + Nyl
For p > 1 begynder vi beviset sdledes: {Merk: (p-1)g = p)

“X+y"pp = vallxvﬂ’vfp = Zvill lX'v+yv| ‘X‘vﬂ’vlp—l
DDRSRE N E EFEN Ean D W Y P b
Il 2,2 [earaol P HI DU gy (57 2 ey | (P72
Ay + Iyl eyl Pt

idet vi har benyttet HOlders ulighed. For x+y # 0 sluttes heraf
Minkowskis ulighed, og for x+y = 0 er denne ulighed jo klar..

7N

A

]

Med beviset for Minkowskis ulighed har vi fuldfert paAvisningen
af, at Hxﬂp for fastholdt p 2 1 er en norm i ﬁn, resp. ™. som
tidligere bemerket, er ogsé lleloo en norm. Specielt har man som
grensetilfelde af Minkowskis ulighed

eyl € Ul + Ny,
Derimod kan det oplyses, at “X"p for fastholdt p « 1 ikke er en

norme.

De normerede talfelgerum 1p.

Ved definitionerne
ax = (axl,ax2,...), X+y = (xl+y1,x2+y2,...)
organiseres mengden af alle reelle, resp. komplekse, talfglger
X = (xl,xg,...) som et vektdrrum over R, resp. C.
For et vilkélrligt p 2 1 betegner vi med lp mengden af reelle,
resp. komplekse talfelger x = (xl,x2,...), for hvilke raekken
E:A:llxnlp er konvergent (vi benytter den samme betegnelse i beg-

ge tilfzlde), altsé
(9]
-lp = {xlzznzllxn]p < +m},
og vi sztter for xel

el = (F 2 1, DY/,

For ethvert p 2 1 er lp et underrum i1 vektorrummet af alle re-

elle, resp. komplekse, talfolger (ﬁN, resp. éN), og UXup er en

norm pé 1p;
Bevis. Det er klart, at x.elp medfgrer ax ¢ 1l for ethvert ae.ﬁ,

resp. aeé, medens xel_, yel medfgrer x+yel , idet |Xn+yn| <
|x | + ‘yn‘ < (2\Xn])\/(2§yn!) og folgelig Ixn+ynlp < (glxnpp Y
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2|y, )P € 2PUx 1P + 1y, 1P).

Normbetingelserne HXHp 2 0, HXHp =0 & x =0 og Haxnp = la]"x"p
er indlysende, og nér x:elp 08 ¥ elp-fér vi for ethvert n ved be-
nyttelse af Minkowskis ulighead :

1 1 n 1 1
(2,5 1% 1Y < (8 2 1) DY 4 (52 (5, 12/

(7N

i, + Wil
og folgelig er
sl = (2,20 bt ) Y2 <oty + iyl W

Bemzrkning. Nar p < g bslder lp C 1q’ og for xel_ er "x"p pS “X”q.

p

Thi ndr x €l har vi for ethvert n
1/q ¢ n py1/p
(z 1\Xv| ) Z.,J:llx’!?l ) < "X“p-
Altsd er 1, € iq og Hprl_ Hx“q. At 1, er en asgte del af 1, ses
af, at x = (1,;—175,...,;1—/—5,...) tilhorer 1% men ikke 1p.l
Nar x elp eksisterer HxHq altsd for alle q 2 p og er en aftagende
funktion af q. Vi vil vise, at
lim q%u)\xu = max{lxll,\XZE,...?.
o
(Eksistensen af hejre side er klar, da konvergensen af z;;llxn'p
medferer, at [xn\-é 0.) Setter vi m = maxnlxn], er pastanden
klar for m = 0 (da er x = Q). Hvis m > 0, valger vi N sid stor,
P
at z:n=N+1\Xn‘p <mP., Por q > p gelder da
6 1 oo 1 .
(ZLH=N+1an\q) /a < (§:n=N+1'anp) /P ¢ m. PFolgelig er
N o
n® &Y gl %= 2 M x 1%+ S lx ) < wend 4 nd,
og dermed m < "X“q < (N+1)1/qm, hvoraf "an.e m idet (N+l)l/q-ﬁ>1
for g w .
Vi definerer 1, som mengden af begransede reelle, resp. komplekse,
talfolger, altsé
{x[sup\xn‘ < +wl,
og setter for x el,
%l = sup |x b
Vi har da, at lp ¢ 1, for alle p, og for x elp er ﬂx”p 2z Ixlle
xf| = Hx”m. Man verificerer let, at 1, er et underrum

og 11mq_>w|]



Mat 2, 1962-63 MI 3,1,6

i vektorrummet af alle reelle, resp. komplekse, talfeolger, og at

Ixl, er en norm i 1.

Indre produkt for talfelger. For to talfelger x = (Xl’XZ"") 0g

(yl,y2,...) med reelle, resp. komplekse, elementer defineres

det indre produkt (xly) ved

(xly) = XY +Xp¥ptess 5 TESD. (x]y) = Xl§l+x2§2+ e
n&dr den pagzldende rzkke er absolut konvergent.
Holders ulighed.s Nar x Elr 0g vV elq, hvor p >1, g > 1, % + % =1,
cksisterer (x|y) og

(i)l £ Hx”p&[_

Bevis. DBksistensen af ?X,y) felger straks af, at |x Y, ‘ £

LAY
b a

ulighed : v
IS EE N PG N N EEIO 3N P L LA e Y M

(<)) = | Ty | <0l ]l .

Man verificerer let, at (x|y) ogs& eksisterer, ndr x €l, og
v €1y, og at man da har |(x|y)]| £ Hx”l”y”w

for ethvert n. 0Og for ethvert m er ifeolge HOlders

altssd er

Hilbert rummet 12;
For p = 2 fas det reelle, resp. komplekse Hilbert rum 12. For

x €l, og y €l, eksisterer det indre produkt (xly). Man bemezrker,
at normen "X”2 i1, gdspringer af det indre produkt, idet

Ixll, = (x1x)%.
Hlders ulighed glr her over i Cauchy-Schwarz" ulighed

|Gl < Wl iyl

Banach rum.
Fra eksemplerne vender vi tilbage til de almene begreber.
I et normeret line®rt rum har vi som nevnt en metrik
aist(f,g) = lf - gll.
I overensstemmelse med s@&dvanlige definitioner i et metrisk rum
siger vi, at en folge fl’f2"" konvergerer mod f, hvis
lf - £, 1l >0 for n- o,
medens fl,f2,... kaldes en fundamentalfelge, hvis der til ethvert

£ >0 findes et N, s&
“fn - fm“ < € forn N, mzN.

Enhver konvergent folge er en fundamentalfelge, thi hvis ||f - fnn-é 0
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for n—>w, findes til ethvert € > O et N, s& Wf - £, |l < £ for
n 2N, og forn 2 N, m 2 N gelder da “fn - £ £ “fn—f" + Hf—fdl(
% + §-=-E.' Hvis omvendt enhver fundamentalfglge er konvergent,
kaldes det normerede linezre rum et Banach rum, eller man siger,

at det er fuldstendigt.

Det n-dimensionale talrum ﬁn3 resp. o
Banach rum for ethvert p 2 1 samt for p =w.

For felger <) (xim),xgﬁ),...,xém)), m=1,2,... , gelder

, er med normen Hx“p et

nemlig: ,
Nedvendigt (og tilstrskkeligt) for at felgen x(m), m=1,2,.0. |,

Y

er en fundamentalfeglge i p-norm i Rn, resp. bn; er at hver af de
n koordinatfelger x&m), m=1,2y,... 4 €r en fundamentalfeolge i ﬁ,

resp. C.
(Nodvéndigt og) tilstrskkeligt for, at foelgen x(m), m=1,2,000 ,

konvergerer i p-norm mod X = (Xl”"’xn)’ er, at det for hver koor-

dinat gelder va)_» X, for m — o0,

Rigtigheden heraf indses ved hjalp af felgende vurderinger g®l-
dende for vilkarlige x og y € En, resp. o
77,1 |
: é“x—yllp < \Xl—y1| F oeee + |Xn-yn[.
‘Xn_yn‘
Er nu x(m), m=1,2,... , en fundamentalfeglge i p-norm i ﬁn,

~

resp. Cn, da er hver koordinatfelge en fundamentalfglge 1 ﬁ, resp.

5, og dermed konvergenty fglgelig er x(m), m=1,2,... , konver-

gent 1 p—norm.'

Man bem@rker ievrigt, at begreberne fundamentalfelge og konver-
gens i p-norm i Rn, resp. 5n, ikke afhenger af, hvilket p man be-
tragter. Dette ses ogsd direkte af

Mxl, < Wl S Wxly < nfixll.

Talfeleerummet, 1. med norm Ux”p er et Banach rum for ethvert
Mo

p 2 1 samt for p = w,
Beviset fra ﬁn} resp. 6n, kan ikke direkte kopieres, idet kon-

vergens i hver koordinat, XS?)<%-X9 for m = @, nok er nedvendigt,
men ikke tilstrekkeligt for, at X<m) = (X&m),xém),...) elp konver-
gerer i p-norm mod X = (Xl’x2"") €1 .

For eksempel konvergerer folgen x(ly = (1,0,0,...), X(2) =
(0,1,0,0,5044), x(3)= (0,0,1,05¢44) 5 seees 1i hver koordinat, men

ikke i p-norm.
Beviset forleber sdledes: Er x(m) = (Xim),xém),...), m= 1,2,40s ,

en fundamentalfolge i 1p’ slutter vi som i tilfeldet ﬁn, resp. @n,

at hver koordinatfelge er en fundamentalfelge i ﬁ, resp. 5, og der-
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med konvergent, xgm)«e X9 for m > e, At x = (Xl,x2,...) virkelig
tilherer 1_, og at x m konvergerer i p-norm mod x, ses, nir 1
p <o, pad folgende mide:

Til et Vllkérllgt € > 0 tenkes Valgt et N s&

Hx " forn 2 N, m 2 N,
For n 2 N, m 2 N, s v11kar11g p031t1v, er da o
S 1|X(n) m)lp < T2 n)_X(m)| - ux(m)_x(m)”p

Ved at lade n - o for fastholdt m 2 N og s far vi heraf
szsllx _X(m)‘p < €8, m2 N og al]e s,

o m
og heraf slutter vi ferst, at Ezv 1‘Xm x ‘p £ gp, altsa x—x( )e 1I

og dermed x = x(m) + (x=x'\T7) el og v1dere
”x x(nlll £ f§ form 2N,

Hermed er 1m1dlert1d vist, at "X—X(m)" > 0 for m - oo,

I tilfxeldet p = v er beviset s1mplere. Uligheden Hx (m)"w<:£
for n 2 N, m 2 N giver lx( )— m |< € forn 2 N, m 2 N og alle v,
hvoraf fxv-xv l £¢ form 2N og alle v. Heraf ses, at x—x(m)é Lo
og dermed x = X(m) (x- x( )) €1y, 0og at |Ix- X(m “ £ € form 2N,

hvormed er vist, at HX X (m “ — 0 for m »w. B

Eksempler pd funktionsrumn. ,
Klassen C(fa,bl,R) = Cla,b) af reelle kontinuerte funktioner
af en reel variabel p& et afsluttet interval [a,b) (jfr. MI 1,1,3%-4)

er et lineert rum. En vigtig norm i Cla,bl er den "ligelige"

norm defineret ved
£l = Nelly = sup, <x g blf(X)l .
Man efterviser let, at HfHU virkelig er en norm i CGla,bl. Det til-

svarende konvergensbegreb er ligelig konvergens.,
Det bemzrkes at Cla,bl med normen Nf"U er et Banach rum.

En anden vigtig norm i C[a,b] er p-normen defineret ved
W£ll, = ((Ple0)1Pax)V/?, 1 < pems

Mfan efterviser let, at dette virkelig er en norm. Specielt fés
uligheden nf+gﬂp £ Mﬂ% + "g"p, idet man approksimerer integraler-
ne med summer og anvender Minkowskis ulighed pA dem. (Det er dog
ikke nedveéndigt at gennemfore denne betragrning, da vi nedenfor
vil mede funktionsrummene L [a,b], der har Cfa,b] med norm Nf"p
som underrum.) :

Det bemsrkes, at C[a,bl med norm ﬂf" ikke for noget p, 1 £ p < oo,
er et Banach rum.

Teorien for normerede linemre rum skyldes iszr D.,Hilbert (p = 2),
F.Riesz (vilkarligt p 2 1), og S.Banach.
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De normerede funktionsrum Lp&ﬁk).

Som foran vist (MI 3,1,1) defineres ved
ey = 1C12]) = G le(x)|m(ar®)

en norm i det linexre funkitionsrum L = L(Rk) af endelige (reelle,

resp. -komplekse) Lebesgue integrable funktioner pé ﬁk (ndr =kvi-

valente funktioner identificeres). Den tilherende metrik er
aist(f,g) = llr - glh= 1(lr-gl). ,

En feolge fl’fZ?"' af funktioner i L, der i denne metrik konver-
gerer mod fe€ L, for hvilken altsé

“f—fn"l = S‘f(x)—fn(x)lm(dﬁk)-é 0 for n-»wm,
siges ogséd at konvergere (sterkt) mod £ i L.

Det understreges, at vi her stlr over for et helt andet begreb
end konvergens nesten overalt: En folge af funktioner i L kan
konvergere staerkt uden at konvergere i noget punkt, og den kan
konvergere 1i hvert punkt mod en funktion i L uden at konvergere
sterkt. Som eksempler anferes (i tilfeldet k = 1) folgerne

Y1170 e, e, 00 0, 1 (L 21 0 (-3, -2 (2, -2
R 002 Rt £ W2 3 ERRRRR 2 8 LR

og

2 2
1[0’1"])2 [O’%]’ono,n [O,% 90006 o
Hovedsetning:

Funktionsrummet I = L(Rk) er med norm,“ful et Banach rum.
Vi vil ikke bevise denne s&tning serskilt, da den er indeholdt

i en s®&tning om rummene Lp = Lp(ﬁk), 1 £ p<®, som vi nu skal

indfore.
Lad M = M(ﬁk) betegne mengden af alle endelige reelle, resp.

komplekse, funktioner pa ﬁk, der er Lebesgue mdlelige. Det er

et linexrt funktionsrum over R, resp. b. (Vi behandler de to

tilfelde under eet under brug af samme betegnelser i de to tilfmlde)
Med L_ =L (ﬁk) for 1 & p < +wbetegner vi klagsen af funktioner

fel, for hvilke \flP er Lebesgue integrabel, altsé

<k
L, = L(R) = e M[I(1£1P) < +od,

og vi setter for f e Lp
Nzl = (1(1£12)YP = (§le(x)! Pm(ar®)) /P,

For ethvert p 2 1 er Lp et linesrt funktionsrum over R, resp. C,

'og “f"p er en norm pd L_ (ndr @kvivalente funktioner identificeres).

Tilfeldet p = 1 er allerede behandlet. Thi at f er médlelig og
|f] integrabel er ensbetydende med, at f er integrabel, Altsa

er Ll = L.,



Mat 2, 1962-63 - MI 3,2,2

Det er klart, at £ eLp 2 af eLp, medens f eLp, geng=9 f+g eLp,

indses, nir man benytter [f+g|® £ (|f|+[g\)p < CIED? + (2lg)? 1
forbindelse med satningen om, at en lLebesgue mélelig funktion er
integrabel, hvis den har en Lebesgue integrabel absolut majorant
(MI 2, 14,2). |
Endvidere gzlder &benbart
llfllp 2 0, l\f”P =0 & feo0
og
Nafllp = |al ||i‘"p.
For dern®mst at bevise
De+ell, < Hell) + Nelly,

Minkowskys ulighed for Lebesgue integraler, gér vi frem i analogi
med behandlingen af den tilsvarende ulighed for summer.

Hblders ulighed for Lebesgue integraler.
Nér fel og g;eLqJ hvor p > 1, g > 1 og,% + %-= l, da er fgo

integrabel og ]I(fg)\gé el "E"q;
Beviset bygger ligesom det tidligere for summer (MI 3%,1,3) pé&

uligheden
P v
uv £ N + E— u 20, v 20,
Ved at anvende denne ulighed for hvert X:eﬁk far vi
. N Fad B ~14
R N

hvoraf vi slutter, at fg er integrabel ( fg er nemlig mélelig,
og uligheden viser, at fg har en integrabel absolut majorant).

Vi fA4r endvidere

|z(ee)l § T(12gh) ¢ TUELD 4 ZUETD © Iyegpe o Lyey o,

Hﬁlders»ulighed fremgédr nu i tilfeldet f ¢ 0 og g4 0 ved anvendel-
se af dette resultat pd de normerede funktioner:

licee)l  _ \I(L‘g—"‘l f P+;“_g_ Q_1,1_-
Wt listi, I, Telly’ | = P|[RET, . anellgl), P«

For £ » 0 eller g o O er begge sider O i Holders ulighed.'

Af s®rlig interesse er tilfeldet p = q = 2. Vi fér her
Cauchy-sSchwarz' ulighed for lLebesgue integraler: ‘ _

Nor fel, og gel,, er fg integrabel ogﬁlI(fg)l £ "f"zuguzL

Integralet I(fg) af produktet af to funktioner kaldes det indre

produkt og betegnes (flg).

Minkowskis ulighed for Lebesgue integraler,
For feL_ o L 21, gzlder |lf+ < el + el
€L oggel,p2l, g I gllp_ll lp Lgl_p_

For p = 1 er uligheden bevist tidligere (MI 3%,1,1). For p > 1



")
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begynder vi beviset sdledes:
Vgl P = 1(l£+e]?) = I( Ir+g) e+g|P7t)

s 1(15] Je+g) P + 1()gl lt+g P h);
her m& vi dog godtgere, at |fl)f+g’p-1 og \g)|f+glp_l er integrable;
dette felger af, at |f] ELp og |gl eLp, medens lf+glp_1€ZLq,‘hvor
= p/(p-1), og dermed 1/p + 1/q =

Ved anvendelse af Hblders ullghed fér vi videre
p— 1 -
besgll P s hen (11 e+gl (PH )L 4 gl (1(|evg|(P71)2)) 20

(nfup + el Ml £+gll P75

for Uf+g"p #Z 0 sluttes heraf Minkowskis ulighed, og for Uf+g”p =
er Minkowskis ulighed jo klar.W

Bemerk, Medens vi for talfelgerummene fandt
> 1 1
Py < Po plC p2’
gelder her intet tilsvarende. For Py # b, er ingen af klasserne

Lp 0g Lp delmengde af den anden. For eksempel vil for k = 1
1 2 :

. 1 . : - . . 1
funktionen (X)[l,+mLtllh®re L,, men ikke L;, og funktionen (T§)]O,l]

vil tilhere Ll’ men ikke L2.

Den til normen |[[ffl i L_, p 2 1, herende metrik er
aist(t,g) = Ne-glly = (1(1£-g1) /P,
En folge fl’fZ"" af funktioner i Lp, der i denne metrik konver-
gerer mod f €L_, for hvilken altsé
o fer ) = @ PP 50 for 0w,
d.v.s.
1(|e-£,|P) = yf(x)-fn(x)’pm(dﬁk) - 0 for n > w,
siges at konvergere (starkt) mod f i klassen Lp;

Hovedsatning.
Funktionsrummet Lp = Lp(ﬁk) er med norm Hf“p_et Banach rum for

ethvert p 2 1.

Setningen er (for funktioner af een variabel pd et interval og
p = 2) forst bevist (uafhengigt af hinanden) af F.Riesz og E.Fischer
(1907). Da almindeliggorelsen er ret selvfelgelig, er det rimeligt
at kalde s®tningen (og ikke blot det n®vnte specialtilfelde)

Riesz-Fischers s&tning.

Bevis (efter H.Weyl): Vi antager, at fl’f2"" er en fundamen-
talfolge 1 L , 08 skal vise, at leven er konvergent i Lp.

il afkortnlng settes € = 1/2% og i = ( )l/p ;1 .
Da fl’f2"" er en fundamentalfelge, kan vi velge numre Nl < N2 £

LI ] <Ni<‘."
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<o <N' < eee séledes, at
|| for n,m 2N,

Vi vil begynde med at bevise, at den udtyndede folge fN ’fN yoe e
er konvergent nmsten overalt.?) 172

Vi har specielt

||fN - f

¢ 9. altsd I(|f. - £ 1P)< &P,
i+l ‘ Ni‘ *

NJ'p + Ni+l

Nu betragtes mmngderne .
Ay §x| ‘fN. (X) - £y (x)lp7 Eipg

X\ 'fN. (x) - £y x)‘) £. %

: b
For hvert i er Ai Lebesgue mélellg, og idet Ei 1Ai £ lfNi+1_fNi
b, p
er € °m(A;) £ I(|fy -f |7), altsd
i+l i

P S v 1
m(a,) ¢ == = ()" =i
i 8? 5 )
Folgelig er rwkken
Lo m(A;)
i=1 i
konvergent. Settes Bi A, LJAl+lL)... ,
er B; Lebesgue milelig, og vi har (jfr. MI 2,7,3)
'l 1 1 )
m(B‘)< - -+ 3 F see = T
i o1 21+l 21—1

For ethvert x ¢ A, gelder.

- S €, = i_,
!fN'+1( x) f Ny ()| o1’

Altsd& er leddene i rzkken

(%) |f (x)] + lf (x) - fy, (x)‘ PR lfNJ(x) - fNj;l(X)j_+',,,
for ethvert X ¢ B. fra leddet (f (X) - f (X)| at regne £ led-
* Nin Ny

dene med samme nummer i den konvergente razkke

1+ % + eee + + e

-1
2J
hvoraf felger, at raekken (XK) er konvergent for ethvert x ¢ B,

Nu gelder B1_2_ B, 2 eee Vi s®tter

D=B1HB2n L I

Da er D malelig, og m(D)

lim m(Bi) £ 1im = 0.

L

1
21—1
Til ethvert x ¢ D findes et nummer 1, sdledes at x ¢ Bi‘ Rekken
(k) er derfor konvergent for ethvert x ¢ D. Raekken
(x) + (£ (x)-fy (x)) + oo + <fN.(X)'fN. (x)) + ...

2 1 J j-1
er da ligeledes konvergent for ethvert x é D. Da denne r&kkes
afsnitsfelge netop er funktionsfolgen fy (x), Ty (x),... slutter
1 D

f
Ny

p
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vi altsd, at funktionsfelgen le(x),fNe(X),,.. er konvergent

i RE\D. Vi betragter nu den funktion f pé ﬁk, der defineres ved

(x) = {%im fN.(X) for x ¢D

J
0 ' for x €D

Da gelder altsé Ty (x) > f(x) for j~» o pénar i en nulmzngde.
J
Punktionen f er &benbart mdlelig. Vi betragter nu for et fast

i wuligheden

an_fm“p < 8i for n,m 2 N;.
Heraf fas specielt

I(lfNj - £ |P) <8P for jzi, m 2N,.
Vi holder m fast ( 2 Ni) og lader og lader j gennemlsbe tallene
i, i+l, ... « Vi ser da, at funktionsfelgen

f _f ‘p lf '—f p LI N )

Ni mt ? Ni+l m“’
‘opfylder betingelserne i Fatous lemma ( MI 2,6,5). Vi slutter
derfor, at grensefunktionen |f—fm|p er Lebesgue integrabel, og at
Y p . :

1(le-£ 1P) < 6 for m 2N,. |
F@lgelig‘gmlder'f—me'Lp og altsd ogsd f = fm + (f—fm)é-Lp, og vi
har ‘

fe-£ 0|, &£ &  for m 2.

Da 6, — 0 for i »w viser dette, at uf-fm“p - 0 for m — o, Den
givne folge fl,f2,... konvergerer ‘altsé i Lp mod f.'

" Approksimationssatninger.
For et vilkdrligt p 2 1 er hvert af feglgende underrum overalt
. ~k
tet i L = L (R7):
o= I (RY)
1) klassen af begrensede mdlelige funktioner med begrenset

stotte}
2) klassen af trappefunktioner;

3) klassen af kontinuerte funktioner med begrenset stotte.

Vi bemmrker, at disse klasser &benbart tilherer Lp for ethvert

p 2 1.

Vi betragter forst det reelle Lp.
1) Vi skal vise, at hvig f éLp og € >0, da findes en begran-
set malelig funktion g med begrmnset steotte, s&ledes at "f—g"p< £.

For et vilkdrligt helt n > O betragtes funktionen f = (f/\ﬁlW )

V(—nlw,). Den er abenbart en begranset madlelig funktion med
n

begrenset stotte og tilherer derfor Lp. For ethvert n er ]f—fn}p
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< el P, og da f(x) - fn(x)~a»0 for n—>® for alle x folger af
setningen om absolut majoriseret konvergens (MI 2,6,5), at
1(|£-£,]P) > 0. Vi kan altsd velge n sdledes, at Uf—fn;[p < ¢.1

2) Vi skal dernzst vise, at hvis fel_ og € > 0, da findes en

trappefunktion g, sdledes at Hf—g”p < E.
Ifelge 1) og trekantuligheden er det tilstrekkeligt at vise det-
te 1 det tilfelde, hvor f er en begranset mdlelig funktion med
begraenset steotte. Da gelder f € L. Vi betragter nu en felge
af trappefunktioner fh¢ 2 f, s8ledes at lim I(?h) < I(f) +8, nvor
d > 0 vil blive angivet senere, og ser p& funktionen h = lim Th.
Vi har h 2 f og helL, og I(h) = lim I(?n), altsd I(f) < I(h) <
I(f) +&. For ethvert n er fh L h, og vi kan valge n slledes,
at I(h)-—6'<I(fh) < I(h). Da gmlder

lt-T, | ¢ Jt-nl + |n-F | = (b-£) + (n-F)),
og

(- 1) £ I(h-f) + I(n-T)) < 24.
Vi benytter nu, at f er begrenset, f.eks. [f(x)| £ a for alle x.
Vi saetter da g = (f;/\a) v (-a). Dette er ogsd en trappefunktion,
og der gmlder Abenbart |f-g| £ |f-T Ll Altsd er I( lf—bl) <2,
Da |f-g|P £ \f—g\(2a)p_l, folger heraf I({f-g\P) ¢ 2§(2a)? ~1 wvor-
af Jif-gll.. € (28(2a)p—1)1 P, Tanker vi os, at § var valgt sdledes,
at (26(2a)p'1)1 P¢ g, har vi altsa "f—g“p <¢.B

3) Vi skal endelig vigse, at hvis f eLp og € >0, da findes en
kontinuert funktion g med begranset stotte, sdledes at Hf—g” € .
If@lge 2) og trekantuligheden er det tilstrskkeligt at vise dette
i det tilfelde, hvor f er en trappefunktion. Vi velger (jfr.

MI 2,2,4) en kontinuert funktion g 2 f med begranset steotte, sdle-
des at I(g-f) < 5, hvor & vil blive angivet senere. Antages

| £(x)| ¢ a for alle x, kan vi antage, at g(x) £ a for alle x, idet
vi ellers erstatter g med gAaa, (Da g2 f, har vi &benbart g(x)

y -a for alle x) Da er (g-f)P % (g-f)(Za)p—l, altsd flg-fl].. < 1
ZS(Za)p-l)l/p. Tenker vi os, at 0 var valgt sdledes at (3€2a)p_l)F

<€, har vi altsd “f—g“p({’.l

Vi betragter dern®st det komplekse Lp.

Hvis £ = £f' + if" L_, g#lder f'eij og f"eg¢ Lp. Thi f' og f" er
mélelige, og (f'l £ |£|, {f"l £ |f|. De onskede approksimationer
af £ opnds nu ved at anvende de foregdende resultater pad f' og f"
og derefter benytte trekantuligheden, hvorefter vi for g = g' + ig"

_ t_ot n_~n :
€L har Ne-gll, < Me'-g'l, + He-g'(l .0
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Af ovenstiende folger det overraskende resultat: ‘

For ethvert p 2 1 har Lp = ijﬁk) en numerabel overalt tet del-~
mengde. , _

Thi klassen af trappefunktioner har (i p-norm for ethvert p > 1)
som overalt tmt delmzngde klassen af trappefunktioner, som kun
antager rationale verdier og hver verdi % O 1 en forening af et
endeligt antal disjunkte intervaller Jlx "’)(Jk’ hvor Jl,...,Jk
har rationale endepunkter. Denne mengde er som bekendt numerabel..

L =5 (RS, L

For en reel funktion f p& R
overtal, hvis £(x) ¢ M for nmsten alle x, d.v.s. hvis fx|f(x) > M?
er en nulmengde.  +w er naturligvis et essentielt overtal. Blandt
de essentielle overtal findes et mindste (det kan eventuelt vesre

+o eller -w); Dette kaldes det essentielle supremum for f og be-

siges tallet M at vere et essentielt

tegnes
ess.sup f(x) ;
eksistensen indses ved, at man efterviser, at wmedre grznse for meng-
den af essentielle overtal for f selv er et essentielt overtal.
P4 analog mide defineres begreberne essentielt undertal og essen-
tielt infimum. :
En reel eller kompleks funktion f pa ﬁk siges at vere essentielt
begranset, sdfremt ess.sup |f(x)| < +x, og vi satter
£, = ess.sup l£(x)|.
Bemerk, at denne steorrelse ogsd kan opfattes som knyttet til klas-
sen af funktioner zkvivalente med f. Nar f c~ g, har f og g nem-
lig de samme essentielle overtal..
Med L, = Lm(Rk) betegner vi mengden af Lebesgue m8lelige (reelle,
resp, komplekse) essentielt begraznsede funktioner pé ﬁk. Man veri-

ficerer let:
L = Lw(ﬁk) er et linesrt funktionsrum over

er en norm pa Lm(nér gkvivalente funktioner betragtes som den samme).

~

R, resp. é, og lfl

L, er et Banach rum,

IEndvidere:
N&r £ €L og g el , da er fg el og I(fg) £ ”f”1UEm@;

Betragtes kun (reelle, resp, komplekse) funktioner pd en mengde
A, fés for ethvert p, 1 £ p < +o, et normeret linemrt rum Lp(A)

bestdende af de funktioner, som er Lebesgue mdlelige i A og for
hvilke \f\p er Lebesgue integrabel over A, og med norm

el = (212, 1°) Y= (§, [£0)| Pu(ait®) )2/,
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Idet vi kan identificere en funktion f pad A med sin udvidelse f
til Rk (og iovrigt identificerer mkvivalente funktloner), ser man,
at Lp(A) kan opfattes som et underrum af LP(R ) bestdende af de

funktioner, der er O uden for A.

For ethvert A er LP(A) et Banach rum.

Thi er fy,f,,... en fundamentalfslge i Lp(A), er flA.,ng

en,fundamentaifglge i Lp(ﬁk), altsd konvergent i Lp(ﬁk) mod en

grensefunktion g, som ifelge beviset for, at L (R ) er et Banach
rum, er defineret som gra&nsefunktion ved swdvanllg konvergens for
en delfolge af flA 5f2A yeeo uden for en vis nulmengde D, og som

.’.QC

0 i denne mengde. Dette g er altsd O uden for A, og kan altsid be-
tegnes fA’ hvor f er en funktion pd A, som vil tilhere Lp(A), 0g
vil vere gransefunktion for felgen fi,f,,..., i Lp(A).'.

Analogt kan man betragte Lw(A) for en vilklrlig mengde A.

I praksis har kun det tilfzlde interesse, hvor A er mélelig eller

evt. har mélet +w.
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Kap.4. PFourierrskker.,

§1. Definitioner.

I sine undersggelser over varmeteori gjorde Fourier den skelset-
tende opdagelse, at'"enhver" reel funktion f(x) pé R med perioden

2n kan fremstilles ved en trigonometrisk rakke

£(x) = a /2 + > 7

(anposnx + b, sin nx),

n=1
hvor

a | _ 1 SZW cos
bﬁ} 1w o £(x) sin ™ dx

(J.J.Fourier, 1768-18%0; teorien er offentliggjort 1822.)

Det forste strenge bevis er givet af Dirichlet (1837), som be-
tragtede funktioner, der stykkevis er kontinuerte og monotone.
Vi vil her behandle teorien for funktioner, der er Lebesgue inte-
grable i ethvert interval (hertil er nok, at de er integrable over
et periodeinterval [a,a+27l). Det vil vere hensigtsmessigt at
betragte komplekse funktioner, og foruden ovenstidende skrivemade
for en trigonometrisk razkke at benytte skrivemdden

o inx i inx -inx
c ller c¢_ + c.e + .
E:n:—w ne e 0 Z:n:l( n C—ne )

Med L wvil vi i det fwlgende betegne klassen af komplekse funk-
tioner f(x) med perioden 24, som er Lebesgue integrable i ethvert
interval. Ved middelvardien af en s&dan funktion forstés integra-

let over et periodeinterval divideret med 27:

u(£) = M(£(x)) = 25 (2 e(x)ax.

(Det er Abenbart ligegyldigt, hvilket periodeinterval vi benytter.).
Med Lp for p 21 vil vi betegne klassen af komplekse funktioner
f(x) med perioden 2w, som er Lebesgue mélelige,'og for hvilke [£l?P
er Lebesgue integrabel i ethvert interval. Da er Ll = L. I Lp

indfgres normen
lell, = Qo {le(x) 1 PHY2,

Da er L_ et normeret line®rt rum. Vi betragter ogsd klassen L
af essentielt begrensede periodiske funktioner med -perioden 2w,
med norm

’Hf“m = ess.sup lf(x)‘. |
For 1 £ p<q ¢ wgelder L_2 L . For q =® er dette indlysende,
og for q < w folger det af, at %flR £1 + ffl?, idet 1 er integra-
bel over ethvert interval. (Ievrigt er Lp ») Lq, idet man let kan
nevne en funktion f € Lp\»Lq.) Vi skal her foruden L1 is®r betrag-

te klassen L2.

Hvis feL, gel, er fg sikkert mélelig. Hvis fg €L, betegnes
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middelverdien
(flg) = mir(x)g(x)}

som det indre produkt af f og g. DMNan har (g|f) = (flg). Hvis
(flg) = O siges f at vere ortogonal pd g, i tegn £ | g. Da er og-
s& (glf) = 0, altséd g | f, og vi kan derfor ogsd sige, at f og g
er indbyrdes ortogonale.

Por fel,, g eLq, hvor p > 1, ¢ >1, 1/p + 1/q = 1, vil fg ¢L,
og det indre produkt vil tilfredsstille

I(£lg)| £ Il el

(Dette folger straks af Hdlders ulighed for integraler, idet fak-

torerne L i middelverdierne gdr ud.) Det samme gzlder, hvis

‘ 2n
p=1, q=w.
Specielt eksisterer (flg) for vilkarlige f'éL2 y &£ &I? og
(£ g)l £ Nzl llel,.
Normen i L2 udsprlnger af det indre produkt idet

158 ((£]£))%.

En.funktlon.i'el? kaldes normeret, hvis Hf”2 = 1. En mengde af
funktioner i L2 bestdende af normerede parvis ortogonale funktioner

kaldes et normeret ortogonalsystem i L2.

Fundamentalt for teorien for trigonometriske rskker er, at sy-
stemet af funktioner '
{elnx|n € 2}

er et normeret ortogonalsystem, det trigonometriske ortogonalsy-

stem. Depte ses straks af, at
“elnX“22 = M{Ielnxlz} = M{1} = 1 for alle n

o8 : L — :
(einxlelnx) _ M{elnxennx} _ M{el(n—m)x}

1 SQﬁ i(n-m)x, 1 [ei(n—m)x]2ﬁ"

5= x = =S | = O forn #nm

Ce
0 2 o '

Det ses let, at hvis man i et normeret ortogonalsystem erstatter

et eller flere par af funktioner @ og Y fra systemet med parret
g+ ¥ 7-v fremkommer der et nyt normeret ortogonalsystem.

2 o2
Anvendes dette pd det trigonometriske system ses, at systemet
{1,V§cos x, V2sin x,...,{2cds nx,{2sin nx,...}

er et normeret ortogonalsystem (det reelle trigonometriske orto-—

gonalsystem).

Heuristisk betragtning.

Lad f vere en vilkarlig funktion i L og lad os antage, at f (i
en eller anden betydning - ikke nedvendigvis ved punktvis konver-

gens) er "fremstillet" ved en trigonometrisk rakke:
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oo .
_ inx

f(x) - zn=—oocl’le "
(eller, som man siger, er oplest" i rene svingninger).
Ved multiplikation med e=INX for et fast n og pafelgende middelver-
didannelse fas da (under antagelse af, at denne kan foretages led-
vis p& hejre side) -

—inX} _ E:, { imx —inxg
Mff(x)e = mz—anM e e = ¢y

Dette forer til folgende:

Definition.
For enhver funktion f el betegnés den trigonometriske raekke

pis X
inx . -
§:n— 0’0’ , hvis koefficienter ¢, er bestemt ved

c, = (f(x)'einx) = M{f(x)e_inx {, nel

som PFourierrazkken for f, Vi udtrykker dette ved at skrive

[+ 1] .
inx
f(x) QJE:n;-aFne .
Denne skrivemdde udtrykker alts& blot, at tallene c,, er bestemt

ved ovenstdende formel.,

Skrevet pa s®dvanlig rzkkeform lyder rakken

- 00 . .

inx , -inx

cq +'Zm;l(cne + c_,e ),
idet vi p& den angivne mide (bortset fra konstantleddet oo) samler

" Jeddene parvis. Det n-te afsnit i rmkken betegnes Sn(X), altsé
_ n ivx -ivxy _ n ivx
Sn(X) =c, + Zv=1(°ve +oc_ e ) = Zv=_n%e .

Ved brug af formlerne eiy = cos y + 1isiny og e -1y cos y -
i sin y fds for det n-te led (n = 1,2,...) udtrykket:

inx —-inx _ , . .
c @ +C_pe = (cn¢c_n)cos nx + 1(cn—c_n)81n nx
= ancos nx + bnsin nx,
hvor
a, = (cn+c_n) = M{f(x)e_lnxg + M{f(x)elnxf = 2:M{f(x)cos nx}
b, = ilc +e_ ) = iMif(x) e Y - M{f(x)e™]) = 2. M{f(x)sin nx}.
Idet vi satter a = 2¢c = 2-Mif(x)}, antager rskken altsid formen
a [+ 4]
f(x) eo 3? + z:nzl(anpos nx + bysin nx).
an cos 1 (a+2m cos 3

Denne skrivem8de vil vi is&r benytte for reelle funktioner.
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§2. Summabilitet.

Selv for kontinuerte funktioner er Fourierrazkken i almindelig-
hed ikke konvergent, og konvergensteorien for Fourierrzkker er i
det hele taget kompliceret. Som vist af Fejér (1900) fAr man en
mere tilfredsstillende teori ved at benytte summabilitet. (L.Fejér,

1880-1959.)
Ved en summabilitetsmetode forstés en metode til at tilskrive
uendelige rzkker Uy + Uy +eee + @, + ... en sum s (altsd simpelt-

hen en funktion s = s(uo,ul,...,uh,...) defineret pd en vis delmmng-
N de i talfelgerummet). Konvergens (af afsnitsfelgen) er en s&dan
| metode. Vi skal her kun betragte den - efter konvergens - simple-
ste summabilitetsmetode.
Lad U, + Uy + ... vare en uendelig rakke med komplekse led. Vi
) betragter afsnittene

S, = U, +.... + Uy
og danner det n-te afsnitsmiddel
8y, + 81 * ... + 8,

. _ o0
bn;_ n+1

Hvis Sn—+ s for n—»>w, kaldes den givne rakke summabel med summen s.

Man viser let:
Hvis rakken er konvergent med summen s, er den ogsi summabel med

samnme suli.

Idet S, U,
8, = U, + ul

‘, _ s2=uo+ul+u2

m LY

n=uo+ul+u2+...+u

far man for det n-te afsnitsmiddel Sn udtrykket

n

© (n+l)ug + nu] + ... + up |
n Y
n n+l Ejv—o n+l

IPormler for Pourierrskkens afsnit og afsnitsmiddel.

o , s
Lad f(x) oo E:n:_wcnelnx, hvor altsd c, = M{f(x)e 1nX§.

I udtrykket for c, kan vi udfere substitutionen x = u-t (med t som
den nye integrationsvariabel). Herved fés c, =

Mt{f(u—t)elnt}e-lnu, hvoraf ved multiplikation med einu og erstat-

ning af u med x

cpet ™ = 1 {r(x-t)einty,



‘Mat 2, 1962-63 o I . MI 4,2,2

Af dette udtryk for Fourierrmzkkens n-te led (n = O,il,iZ,...) fés
straks for dens n-te afsnit sn(x) (n =0,1,2,...) udtrykket

sn(x) = Z'!')::_ncveivx = Mt{f(x—t)Dn(t)},

hvor n vt eif(mE)t | -i(n+3)t
Dp(t) = 2 pay © = JIEt _ 13T

_ sin(n+s)t _ cos nt — cos(n+l)t
singt  © p(sindt)?
kaldeg Dirichlets kerne.
For det n-te afsnitsmiddel

_ so(x) + s1(x) + ... + 8p(x) n 1o ) ivx
3n(x) = T = L=l - ip)owe
fés |
1v ivx
Sp(x) = 30 (1 - —=)e,e™F = My i (x-t)K (8)§,
hvor Dy (t) + + Dy(%)
n tvly ivt _ Yo soe n
Ko (%) = Ejvz-n(l - mr)e n+l ’
1 1 - cos(n+1)t 1 smn%ﬁmi}t)z
T n+l o(sink t) T on+l ( Siﬂ@t

kaldes Pejérs kerne. Man bemzrker, at begge kerner er reelle funk-
tioner med perioden 27, Bkrevet som trigonometriske polynomier

pé& reel form er
n E — e
Dn(t) =1 + 2;:Vzlcos vt, Kn(t) =1 +)§:V - n+l)cos vt

Pejérs kerne har vesentligt simplere egenskaber end Dirichlefs
kerne, hvilket forklarer, at summabilitetsteorien for Fourierrszkker

er simplere end konvergensteorien. Vi far brug for felgende:

Egenskaber ved FPeijérs kerne.
1) Kn(t) Kn(—t) for alle %

2) Kn(t) 20 for alle %
3) Kn(t) £ K ( ) = n+l for alle &
2
4) K (%) < E%T T for 0 < |t| £1

t
5) M{K, (%)}

1.

Bevis: 1) er klar. 2) ses af de to sidste udtryk for Kn(t).
3) og 5) ses af det forste udtryk for Kn(t). 4) ses af det sidste
udtryk for Kn(t), idet det benyttes, at |sin(n+3)t| £ 1 og at
sinzt 2 % for 0 ¢t ¢ (benyt at singt er konkav i 0 { t £ 7).

Fejérs satnihger.
Setning 1. I ethvert kontinuitetspunkt x for funktionen f er

Pourierrezkken summabel med summen f(x).
Bevis. Vi finder (idet de benyttede egenskaber ved kernen mar-
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keres) 5) ,
|5, (x)-£(x)| = |m, f2 G-t (6D} = M, 820K, (£)3 ]

|, §(£(x=8)-£(x))K, (£)}]

M, £ Ge=t)-£(x) K (%) 3

2"

5 (o 1E(x=8)-1(x)] K (%)t

Til et givet € > O vaelges & = 8(€) > 0 s8ledes, at lf(x—t)-f(x)l < %,
for |tl < 6. Vi far da :

i

AL

I

P
n

YY o 0 ) w2
s, (x)-1(x)] ]-S_i%Kn(t)dt v g S_ﬁ+88)|f(x—t)—f(x)'3%i 2 at

o
$ 5l Kn(v)as + aiys? 7| x=t)-£(x)] as
5)

""“2
% + ?HII%§7 , hvor C = Mt{(f(x—t)—f(x)lg-

Velges N s& stor, at w°C/(N+1)8° < %€, har vi altsa
‘Sn(x)-f(x)l < 3¢+ 3¢ =¢ forn 2N

hvormed s®tningen er bevist..

Setning 2. Hvis funktionen f er kontinuert for alle x, er Fourier-
rekken ligeligt summabel med sum f(x), d.v.s. Sn(X) konvergerer
ligeligt mod f(x) for n = .

Bevis. Da f er fontinuert for alle x og periodisk, er f lige-
lig kontinuert, og vi kan derfor i ovenstdende bevis for et vilkar-
ligt &€ > O benytte samme & = 8(€) for alle x. Endvidere er f(x)
begrenset, f.eks. If(x)l £ M for alle x, og den i ovenstiende be-
vis optredende middelvardi C er da £ 2M for alle x.

V& far derfor 5
IS (X)—f(x)l £ 1€ + 2n M ror g1le x.
n (n+1)82

Velges N s& stor, at 2n2M/(N+1)82 <’%£ ses, at
lSn(X)-f(x)l ¢ ¢ for alle x, ndfr n 2 N,

hvormed s&tningen er bevis‘t.l

Setning 3. I ethvert punkt x, hvor funktionen f har grensever-
dier f(x+) og f(x-) fra hejre og venstre, er Fourierrskken summa-—
bel med summen +(f(x+)+f(x=)).

Bevis. Af 1) felger, at

8,(x) = M {E(x-0)K ($)F = M {2 (xe8)K (8)F.
Altsd har vi

Sn(x) = Mt{%(f(x—t)+f(x+t))Kn(t)z.

Indferes den ved
F(f(u)+f(2x-u)) for u #Z x + p-2w .
8lW) =Y 1(f(x+)+f(x~)) for u =x + p-2w PE€Z
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bestemte funktion g ¢1L, ses at

5p(x) = M fe(x-t)k (+)],
d.v.s. Sn(x) er simpelthen det n-te afsnitsmiddel for Fourierrsk-
ken for g i punktet x. TFunktionen g er imidlertid kontinuert i

x, Alsd er ifplge s&tning 1
Sn(x) - g(x) = 3(f(x+)+f(x-)) for n—ow.B

Setning 2 kan ogsd8 formuleres s8ledes: NAar f er kontinuert for

alle x, g®lder
I£-S |y = 0 for n »>w.

Heraf feolger Weierstrass' approksimationssetning for trigonometrisk
approksimation: Afslutningen i B = Bl-w,+w[ af klassen af trigo-
nometriske polynomier E}vi_nkveivx svarende til den ved normen

"fHU bestemte metrik er klassen af kontinuerte funktioner med pe-
rioden 27, Her betegner B vektorrummet bestidende af alle begren-
sede komplekse funktioner p& ]-w,+w{, forsynet med den ligelige

norm HfHU = sup |f(x)].

Sterk summabilitet i Lp;

Vi vil nu bevise en lignende s®tning for klassen L.

For ethvert f €I er Pourierrszkken (sterkt) summabel i L, d.v.s.
”f—Snu_l — 0 for n — o0,

Bevis. Ved beviset skal vi samtidig betragte forskellige funk—
tioner f. Det er derfor praktisk at betegne det n-te afsnitsmid-
del af Fourierrmkken for f med Sn(f) (og dets verdier med Sn(f,x)),

"altsé

5,(f,x) = Mt{f(x-t)Kn(t)g.
Det ses, at for et fast n er f —}Sn(f) en linesr afbildning af
L ind 1 sig selv. Vi vil nu vise, at afbildningen er en Xkontrak-

tion, d.v.s. at
Is, (e)ll; £ Vel
Hertil bemerker vi, at som felge af 2) er
ls,(£,0)] = [, §e(x=t)K (£)3| < m §eC-0) K ()¢ = 5, (|£],x%),
altséd
s, (o)l £ mfs (l£]) 3.
Og MiSn(|f|) er simpelthen det konstante led i det trigonometriske
polynomium Sn(|f|,x), som er lig med det konstante led i TFourier-
rekken for |f|, altsd lig med M{lfl} = |Izll.
Vi betragter nu en bestemt funktion f €L. Ved anvendelse af

approksimationssetningerne (MI 3,2,5) p& f[O o[ Ses let, at der
]

til et givet € >0 findes en kontinuert funktion g med perioden 2T,
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sdledes at
"f_g"]_ < 6'_
Da Sn(f-g) = Sn(f) - Sn(g); folger heraf
Is, (£)-s (&)l < €.
Da. Sn(g,x) konvergerer ligeligt mod g(x), gzlder &Abenbart
"Sn(g)—g'll - 0 for n—»®, Vi kan alts& til det givne & finde et

N, s& at

”g-sn(g)"l < ¢ for n >N.
Da

Je-s ()] & le-glly + lle=s (a)lly + s (&)-s (D),
har vi

"f—Sn(f)nl < 3¢ for n > N,

hvormed s&tningen er bevist. W

Af denne satning felger en fundamental satning:
Entydighedssatningen; To funktioner f €L og g €l har samme Fourier-
rekke, hvis og kun hvis f co g,

Bevis. Det er klart, at hvis f co g, da har f og g samme Fourier-
rekke. Antag nu, at f og g har samme Fourierrzkke. Da gelder
5,(f) = 8,(g) for alle n. Af le-s, (£)ll; = 0 og |lg-5, (£)lI; > ©
for n—->o folger da, at Hf—g”l = 0, altsd f oo g,

Setningen om sterk summabilitet i L kan generaliseres til Lp
for 1 < p < +wo (men ikke til IL,).

For ethvert f €L ,.1 < p < o, er Fourierrskken (sterkt) summabel
iL,, d.v.s. ||f-sn11p—>o for n >,

Beviset beror p&, at afbildningen f <>Snﬂf) opfattet som en 1li-
ne®er afbildning af L_ ind i sig selv er en kontraktion, d.v.s.

s, ol < lielf .
For at indse dette benyttes Holders ulighed, som (idet 1/p + 1/q = 1

giver 1 1
I8, (£,3)] = |m, {8 (x=t)K, (+)PK (£)T 3]
< [md |f(x-t)lPKn(t)i]l/P[M{Kn(t)g]l/q,
altsa
lSn(f,x)lp < s, (1£1F,x),
hvoraf

s, (NP < mfs (1219 = uile 1?3 = Nl P

Resten af beviset er som i tilfeldet p = l..

Fejér-Lebesgues setning.
Som afslutning pd denne paragraf, n®vner vi - uden bevis - foglgen-
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de satning af Lebesgue:

For ethvert £fe¢ L er PFourierrskken summabel n®sten overalt med

sunmen f(x), d.v.s. Sr(x) —> f(x) for n®sten alle x.
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Konvergens..

Som foran n®vnt er konvergensteorien for Fourierrszkker kompli-
ceret. Et enkelt hovedresultat kan dog féds pd simpel méde ud fra
summabilitetsteorien. Hertil far vi brug for felgende sztning:

Hardys s&fning (G.H.Hardy 1877-1947, smtningen er fra 1909).

Hvis rekken U, + Uy + ... er summabel med sum s og talfelgen
(nun) er begrenset, da er raekken konvergent (og med samme sum).

Bevis. Vi skal vise, at hvis S — s og suplnunl = K < +o, da

gelder S, 7 S. '
Til € > O findes et N, sa at lSnfsl <& forn2 N. Idet vi nu be-
tragter et vilkédrligt fast n > N, gzlder for alle p 2 1

(n+p)S -nS =8 + 8 .1+ .. +5

n+p-1 n-1 n n+p-1
altséd

(n+p)A(‘Sn+'p_l—s) - n(8,_q-s) = p(s -s) + 4,

hvor A betegner sumnmen

Y+...+(8 )+...+(un+l+

+Uu

(Sn+l_sn Sn+p-1- n) n+l+(uﬂ+l+un+2
n+p 1)
De her optredende u, er alle numerlsk £ K/n, og dsa deres antal er
#p(p-1), har vi |A| £ Zp(p- l)—

Da |Sn+p_l—s|< ¢ og [5,_1-s| < €, finder vi derfor

pls -s| < 4p(p-1)= + (n+p)e + ne
eller
-1 K n ‘
’sn-sl < Bg— o+ (Er + 1)€. for alle p 2 1.
Da ovenstdende ulighed specielt gazlder for det hele tal p, for

‘hv1lket
-onfe < p < 2nf€ + 1,
far vi E
|s,-s] &E.E, (gar= + 1)& = (K+10E + €.

Til et givet & >0 kan vi velge £, s& at (K+1)VE + € < & For et
til dette € svarende N gzlder da lsn-sl < & for n>n. B

Vi kan nu vise:
Fourierrakken for en funktion f med perioden 297, der er af be-
grenset variation pd ethvert interval, er konvergent for ethvert

x med summen =(f{x+)+f(x=)).
Heri er indehoi@dt Dirichlets resultat (MI 4,1,1), idet en reel
funktion, der stykkevis er kontinuert og monoton, er af begranset

variation.
Bevis. Af Pejérs sidste setning felger, at Fourierrazkken for

ethvert x er summabel med summen #(f(x+)+f(x-)). Ifelge Hardys
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’satning er det derfor tilstrezkkeligt at vise, at talfglgen

( n(cn_teinX + c_ne‘inx) ) er begranset for ethvert x. Vi viser

dette ved at vise, at talmengden
{ncnln.ezﬁ
er begrenset.
Ifelge forudsstningen om at f er af begranset variation pé [O,?ﬁ[
findes der et K < +w, g8 at
. iy
E:jzl\f(xj) f(xj_l)\ < K,

ndr 0 = x, < %X < ... <X, = 2w For n # 0 er
en -1 h, (2 o i
efic, = go”f(x)e ax = ( So+ Shh+...+ S2g_h)f(x)e 1 Xax,

hvor h betegner halvperioden —— for e "™, Heraf fas

Inl ‘
oric = Sg [f(x) e~ INX eyt (X)L ri(one1)n)emin(x+(2n-1 )h)dx

T Sg!?(x)-f(x+h)+f(x+2h)—...—f(x+(2n—1)h)]e

-inx
dx,

. hvoraf

onle,| < {0 [l2G)=2Cxsm)] +. .+ [£(es(2n-2)) -2 (o (2n-1)m) | ] ax

Her er integranden £ K for alle x i [O,hl. Fglgelig er
2n\cnl < Kh
og altsa

[}
T

K
(k) Inc | ¢ 5

hvormed s=ztningen er bevist..

Tilfpielse. Settes suplf(x)l = A har vi for alle x
s, ()] = |mg §e(x-0)K (6)3] € m.§ \eCx-t) K, ()3

¢ M AR (6)E = A.

Nu er
_ n ivx n vl ivx
sn(x)—Sn(X) = Zv:—ncﬂ’e - Z‘yz_n(l = T Cve

1 n ivx
Tl sz_nlvlc.ve ’

altsd ifelge (%)

|sn(x)—S

2N

(x)]

og man har derfor
lsn(x)\ £ A+ X for alle n og x.'

1 | 1" LK
n n_ﬂ'z'vil—nlvc?l < T 2y <K,

Afsnittene sn(x) i Fourierrzkken for en funktion, der er af begran-
set variation i ethvert interval, er sdledes ensartet begrznsede.
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Divergens.

altsé

Et eksempel p& en kontinuert funktion med perioden 27, hvis
Pourierrszkke er divergent i visse punkter, er forst angivet af du
Bois-Reymond (1876). Vi vil her gengive et eksempel af Pejér (1911

Vi begynder med at udregne Fourierrzkken for den (diskontinuerte)
funktion f, der har perioden 2m, og som i [O,Zﬂ[ er bestemt ved

m-x for 0 ¢ x < 2w

f =
(x) {O for x = 0.
Da funktionen er reel, udregner vi Fourierr®kken i reel form:

o
a, = %.S f(x)cosnxdx = 0 for alle n, da f er ulige
o
1 \2" . 1[,_ _\-cosnx]em 2 cosnx
b, = ;'SO f(x)sinnxdx = ﬁ[(n—x)——?r——] - S =24 x
o 0
2
=0 for alle n 2 1,

0o .
£(x) Nznzl?—_s%l-nl_m'

Da funktionen er af begrenset variation p& [0,2nl og f(x) =
L(f(x+)+f(x-)), gelder ogsi

a 2 .
£(x) = Ein:l Sinnx.

Af tilfejelsen sidst i forrige paragraf ses, at afsnittene

_ n 2 sinvx
Sn(x) T L=l Vv

er ensartet begransede. Der findes altsd et C < +w (C = T+ 2 kan
bruges), s8 at
‘sn(x)‘ $ C for alle n og X.

Vi danner nu
n 2 ginpx sinvx

fp’n(x) = sinpx sn(x) = Dw=1l Y
n cos(p-v)x - cos(p+V)x
v=1 Vv
_ cos(p-n)x cos(p-1)x cos(p+l)x cos(p+n)x
-— +--.+ - - s e e =
n 1 1 _ n

Dette trigonometriske polynomium er altsd for alle p,n og X nume-
risk ¢ C, men deler vi det pd midten, vil forste del for sig vere

1
- eee +
n+

baseres Fejérs konstruktion.

for x = 0, en sterrelse, der konvergerer mod . Herpd

]

Vi velger nu tal pl,nl;p2,n2,...,pk,nk,... sa at
O < pl—nl, p1+nl < p2—'n2 3000 ’pk—l+nk—l < pk—l’lk, e .0 0

og danner
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1 1
Dysy 2 Doy k=17 oy
eller udferligt skrevet
f(x) = .
(cos(pl—nl)x cos(pl—l)x oos(pl+l)x cos(pl+nl)x)
+ 2 e + - - o o @ -
nqy 1 1 ‘ nq
(oos(pz—nz)x v cos(pz—l)x oos(p2+l)x cos(p2+n2)x)
+ + see + - T e se =
21 21
2n2 2n2
+ ® o 0
cos(pk— k)x cos(pk—l)x cos(pk+l)x cos(pk+nk)x
+ + s + - - o0 -
2k—1n 2k—l 1 2k—l 1 2k—ln
e X
+ * o 0
Rekken er med de anferte parenteser ligelig konvergent, edet den
har den konvergente majorantrakke C + C/2 + ... + C/Zk_l e

Den fremstiller altsd en kontinuert funktion med perioden 2w.

Dennes Fourierrmkke (skrevet p& reel form) fis ved at hzve paren-

teserne og sa&tte nulled til. Thi ved multiplikation med cosnx eller

sinnx fds atter en ligelig konvergent rekke
(x) cos

cos _ 1
£(x) sin ™% 7 ij=12k—lfpk,nk sin

nx,

‘altsl er

anp _ 12" cos ® 1(2 1 cos
by Tow S £(x) sin ™ dx = Z:kzlﬁ o 2k—l fpk,nk(X)SIH nx dx,

og heraf ses, at alle b = O, og at 8, = 0, undtagen hvis cosnx

forekommer i et af leddene —E—I fpk7nk( x), i hvilket tilfelde a,

er koefficienten til cosnx i dette led.
Vi vil nu vise, at vi kan opn&, at Fourierrakken for f(x) er di-
vergent for x = 0., Hertil er det nok, at rekken er divergent for

x = 0, nédr man s&tter parenteser midt i hver af de ovenstdende pa-

renteser.,
Gor vi det, bliver det (2k-1)-te led for x = 0 lig med
1 1 1 1
—————t s e + = (— + oo + l)

k
Velger vi altsd forst nk'erne sidledes, at ovenstdende uligheder

bliver opfyldt, bliver Fourierrskken divergent for x = O..

Uden bevis navner vi, at A.Kolmogorov (f£.1903) har konstrueret
en funktion f e L, hvis Fourierrzkke er divergent for alle x. Om
der findes kontinuerte funktioner med denne egenskab vides ikke.
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§5. Klassen L,.

For klassen L2 fas serligt simple og afrundede resultater. Det-
te henger sammen med et resultat om endelige normerede ortogonal-
systemer, som det er bekvemt at give en geometrisk ikledning.

FPor funktioner i L2 gxlder abenbart

(g,f) = (F,8) (af,g) = a(f,g) (f,ag) = a(f,g)

(£y+f5,8) = (£1,8) + (f5,8)  (f,g7+8,) = (f,87) + (f,85)
Almindeligt gelder

(agfq+eecta £ ,bigy+etb g ) = E:vilizﬂflavﬁu(fv’%a)’
Pythagoras' smtning. Nar £ 1 g, er "f+g"2 = Hf"2 +AﬂgH2. Thi

ﬂf+g"2 = (£+g,f+g) = 1£I° + Jell® + (£,8) + (g,£), hvor (f,g) = O

og altsd ogsad (g,f) = 0.18
Analogt ses: Ngr fl"‘é’fn er parvis2ortogonale, gelder )
“fl+...+fn“ = “flu Foeee + ﬂfn" . Thi “fl+"'+fﬂi =

(£+eeetf ,Ty+eesf ) = }:vﬁljjﬂgl(fv,qM), nvor (f,,f,) = 0 nar
v A u 08 (£,,8,) = 1%, nar v=pu.B

Projektion pd endelig dimensionalt underrumnm,
Lad Prseeesq, VEre normerede, parvis ortogonale funktioner i L2.

Vi betragter underrummet M bestlende af alle funktioner g =
8 @y te.ota g (med vilkérlige komplekse koefficienter)., For en
s&dan funktione gzlder ifelge det foranstdende

ngH2 = |al\2 +oees + lamlz.

En funktion h € L2 siges at vere ortogonal pd M, i tegn h L M, nvis
den er ortogonal pd alle ge¢M. Hertil er &benbart nedvendigt, at
h 1l ¢l,...,h,l 4&. Men dette er ogsd tilstrakkeligt. Thi af

(h,¢y) = 0,000,(h,q@ ) =0 folger (h,a ¢;+...+a @ ) =

El(h,qﬁ)+...+§m(h,¢m)
Vi vil nu vise:

_‘ . 2 o —

FPor ethvert fe L2 findes en og kun een funktion g = algl+...+§ﬁfm_

0 for vilkérlige BpgeresB o

€ M, séledes at f-g | M, nemlig den, der bestemmes ved
21 = (f’c'pl)s~'-Jam = (fsq)ml
Den derved bestemte funktion g kaldes projektionen af f pd M,
Bevis. Nedvendigt og tilstrekkeligt for, at f-g L M, er som

foran vist, at f-g L ¢y,...,f-g L ¢ . len (f—g,ﬁu) = (f, @)+ (8, Pur)
= (£,Qu) - ay. Betingelsen f-g L M er altsd opfyldt nar og kun

nidr vi valger aﬂ = (f,q@), M= 1,...,m.||
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trykket for “f—snﬂz, at }:VS_nlcV|2-+ ”f”z. Hermed er vist:

For ethvert f GI? er Fourierrzkken (sterkt) konvergent i L2_
med summen f, d.v.s. Hf-srﬂ-ﬂ 0 for n-» w,
Endvidere er rakken Ejn::wignlg konvergent, og der gzlder Parse-

vals ligning: ”f“2 = ZTA:LmlEnJEL

Vi vil nu bevise folgende omvending:
Enhver trigonometrisk razkke Z:n:_wgnelnx, for hvilken rskken

E:n:_wlgrlg er konvergent, er Fourierrskke for en funktion f € Lo

(og naturligvis ifelge entydighedssatningen bortset fra mkvivalens
kun for een funktion).
Som det vil fremgd af beviset, henger setningen neje sammen
med Riesz-Pischers s@tning (MI 3,2,3) og kaldes derfor ogsé
Riesz-Fischers satning.
. . . _ n ivx
| Bevis. Vi betragter afsnittene sn(X) = E:v:_ncve .
For m > n galder
_ -n-1 ivx m
sm(x) —sn(x) = ) = mCye + §:V=n+lcve
altsd
2 _ -n-1 2 m 2
“Sm_sn“ - zzv=—mlc¢J * zjv=n+llcvl ’

Til et givet € > O kan vi velge N sdledes, at
o 2 N 2 2
Z‘/nz—oo‘cn‘ - Ejn=—N‘an <&

Da gglder
“sm—an, <€ form»n zN.

1wX

Iglgen Sg1879S0s .0 “er altsd en fundamentalfdlge i L2. Ifelge
Riesz~Fischers s@tning findes altsd en funktion f‘eI?, sdledes at

l£-s ] >0 for n— w.

Vi vil vise, at
0 inx
f(x) oo Z:nz_“pne .
For ethvert v og ethvert n er
(£(x),6™*) = (s,(x),e™F) = (£(x)-s,(x),e™¥),

altsé

|(£(x)-s, (x) eV

|(£(x),617%) - (s, (x),61V%)] _
“f—snn’“eivxu = "f_snu.

1%

FPolgelig gelder for ethvert V
(sn(x),elvxﬁ - (f(x),elvx) for n-» w.

Men for n 2 |v| gelder (sn(x),ervx) = Cy. Altsd er (f(x),ervx) = c

-
N
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Sammen med L2 betragter vi Hilbert rummet 12 af alle komplekse

talfolger

2
(00,0_1,01,0_2,02,...) for hvilke E:n— - cn[ < +oo.
Af foranstdende fremgir:
Den ved Fourierr&kken
f(x)oaz:n? Cn® ; d.v.s. ved ¢ = M{f(x)e—lnX},

bestemte afbildning

f = 7(f) = (co,o_l,cl,...)
er en bijektiy afbildning af L2gpé 12; Afbildningen er &benbart
linezr, d.v.s.

T(af) = aT(f): T(f+g) = T(f) + T(g)s
og ifelge Parsevals ligning er den isometrisk, d.v.s.

“fug = HT(f)”g'
Mere almindeligt gelder, at det indre produkt af to vilkérlige
funktioner i L2 er lig med det indre produkt af deres billeder i
12. Thi hvis

f(x)eo) = o oME g(x) o0 4 et

gelder, idet vi satter sn(x) = Z:vi;npvervx,

(£f,8)-(s,8) = (f-s_,8),
altséa

I(f,g)"(sn,g)l £ “f_snug'“gugy
hvoraf

(sn,g)—> (f,g) for n - w,

Men
(sp08) = (0 pewe™ ,a(x)) = T2 cp(@™,a(x))
n

l’l —
Z"VZ—HC")(g(X) , e1VX) Z:V_:_no-\)dv~
Altsd er

(£,8) = ¥.7_ o T = (2(£),2(g)).

Vi udtrykker dette kort ved at sige, at der ved Fourierrzkken

bestemmes en isomorf afbildning af L2 pa 12.
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