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lepitel 1, Variationsregning.

I veriationsregningen vehondles maksinuns- og ninimumseorgaver for

funkticnaler,

I 16¢6 s er Johann Bernoulli (10667-1748) cen opgave at finde 3Jra-

2,

chistochronen (lurven for mindst fal

lgst af braoderen Jacod Dernoulli (i058-170%). lielens Jorann 3ernoullis

lgsning var ai swpeciel keraliter, idet den bragte vrodbleuet i sanmenhsn
g ) 8

a2 -

ned en lysstréles vej i et medium med variadelt brycningsforhold cg ud-

nyttede Fermats princip, at lyssiridlerne i et sddant medium gr ud ad de

tid, jfr. nedenfor). len Hlev »dl. &.

hurtigste veje, var Jaecob 3ernoullis lgsning af aluen larakier og anvende-

lig vé& menge andre lignendce opgaver, Hanh er derned grundiggrer af varie—

i & Ly 1S

tionsregningen. Jen udvililedes iser af Leonhard Zuler (1707-1783) eg J.-1L.
Lagranges {(17356-181%7,

Jlandt de menge dgger on emnet anbefales scom en moderne, ilkke for

onfatiende frenmstilling: G. CGruss: Varistionsrechmung. . Aufl, 1¢55.

1. Brachistoclrenen,

¢ a
3 i 3 P& en gnidningefri Lurve y = £{x),
. ;
" | -
S 8 v s ¢ «x £ a, der foerbinder (0,0) ned (a,b),
™, t - -
. i 2o Fam kel sfart 5
el [ falcer en pariikel wmel udgengsfarten v _,
e ~
as™ | .
“eet v og v er funkitioner af tidem 1. lied gemng-
P ) X of Y ey iurnfiioner au Gen . Ll geng
v \C";'V kY 1 o 3
/ Yeternelger - ds i 2 i 2
se belegnelger er v = 7, zav = zuv_ =
a 3 <

& 4 ~
*a | I O
m a8 YR S04 -
A = “’_—'V' = .1 GIf,
i
R \13 V +(J;;"

Cogaven exr at velge 7 = f(x;, C < x < a, ned £{C) = ¢, f{a) = b, sdledes
at T er minimunm.

2. Cadrejningsilale ned wnininalt sreal.

Te givne punliier (al,b]} og (a2,,b.) i halvplanen v > € forbindes

ned en kurve 7 = £{x) > {., Tel drejning o x-aksen 785 en cndreinings-

]

fiade wmed arealiet
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( oy o= (297yhs = AT I+y'dx
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(& ,5.) Cpgaven er at velge ¥ = £{x) » 6
[ =
2772
A o f o R} S 1 21
/ ned L\&}) = h,, L(&z) = %,, sile-
e“/ ~ P N | o -
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3., Zedelinie,

mn fuldsiendig bejelig, honogen snor af

A i

: ) O3 7

lengde L ophenges i puniiterne (a,,bl) og
A

{a.,b.). Cpgaven er at finde ligevests—

e
™

= i
H““"N.

centt ved,

6]
t—\.
et
)
)
[
=
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[¢0]
e}
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2% tyugdepunkiet ligper lavest muligt,

P—
o
o

A SN ’ - z -
a, / &g % Idet p er messen pr. lungdeenhed, fés
EX 7‘ 4
b ;’!
et for en willkdrlig stilling y = £{x) al
‘ . kurven, at tyngdepunltteis srdinat er
1 -~
o f\ I| d J——‘———‘
b H 3
I 1 o § 2. - .
Vo= S loyds = + v\ i+yt “dx. Gpgaven er, al velge ¥ = f{x) sadledes at
S ijl a]. \“:“
v bliver nininum, d.V.S. sdledes at I = J‘g dx  bliver ninimum,
idet v = #£{x) skal opiylce f(al} = bl, f{az) = b,, caat den yderligere
[

vetinpgelse, at 8
xazﬂj1+y'zdx = L.

-

Provlenet er sdledes af en nere konpliceret art end de foregdende,

i1det der ud over endepunkiésbelingelserne optrader den sidste detingelse.

L8

k., Det iseperimetrigle problem,

alle likizede kuxver i plenen med given lengde L segges de,

Dlan dt

y 7N L T
P \\ cer onsiutter det sterste areal, Vi lran
S }
Pl e J ngies ned at hetragte lurver, der inde-
4 ,:’f
( /f ? | e E ) 7 T - 2
\ e nolder (C,C). Inaver kurve lan da (pa
Y
N N Vd . . .
- 3 % mange mdder) bestemmes ved en parzneter—
Nt X
frenstilling (x,v) = (£{1),g(¥)),




—~

oL 3

o, g{e) = g(1) = 0. Opgaven er at velge

[

) g‘t g 1, hver £(0) = £(1)

g(t) siledes, at arealet

gj
A = j(xdy Y

!
Pl
=
Q_J
i
Y
~
1
L
(@]
5 ~
(v
&1
g
-
1
E
-
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Liiver meksimn, idet x = £(¢), v = g{t) skal oplylde (o) =0, £(1) = 0O,
~ - . o 2 2 -
g(o) = 0, g(2) = 0, sent den yderligere netingelse ~Fx!'TryrTat = L.

PR en given Tlade sgges urver, der er korteste forbindelse nellen

to punitter,

-

5. Plateaus vroblen.

or en eller flere luklede urver 1 rummet sgges enr flade med den

eller disse lurver scm rend, der har ninimalt axresli.

i~

Det simpleste prozien,

€

Led F(x,v,p) vere en funltion defineretl »8 et onrdde {en &ben, sam-

nenhengende mongde) i (x,v,p)-rumnet., Lad {al’b1> of (am,bz) ned a, {:az
[} &
. A ¥ . o .
JAp (aZ’OZ’ vere punliter i (x,v)~-planen. In tilladt
&
! funktion er en funlttisn y = £(x) pé *aﬂ,agj,
e eyt = oL 'é
(a,,%) N aly o )
102 for hwilken (i, f(x),f'{x)) € 3 for alle
|
| % e E;ﬂ,@,j. Ti nd naturligvis antage, at
i ['4)
! i
' i ~r?, (a4,b,), (&, er sadan, at der
! ! @ 1 I'e] e
! - s
&y 8. % Tindes tilladte furlitioner,

For enhver tillalt funlticn betragtles integralet

(%, $ ), £ () )dm,

711 giper, &b I, har (leokeii renltionen £, sdfremit der findes
H g b

tilladte funiztioner fl, der op-

for alle x € {gl,aég.

ipemarm. Der er her tale on sditaldt storkd nininun of nalisimun.

Pt

[lan definerer sva
te funltioner £,, der opfyider betin-

ledes, at I, » I, for alle tillad

s
]
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, N
zelssrne §fﬁ(x} - £(x) éif;% | r
P P > for alle x £ |a ,aﬂj.
£l £1(x) <a,f‘ ] i
1 \Z) -~ % -’-g Ph 1
: + 4 —

s
frde
[
I

Svagt nalsimun defineres ansloght., Vi

Vi nengler neéjere at precisere kontinuiteivs— ofg differentisbilitets—

ferudsetningerns., Det er ovenfor stiltiende forudsat, at de tilladte funk-

ticner er differentizhle. Vi fér brug £ at forlenge dem to genge konti-

nuert differentiadle. BDet er endvidere forulisat, at I, eksisterer for en-
i

wer tilladt funition £, Detie er i hvert feald tilfoldet, ndr P er konti-

nuert, Vi fér brug for at fsrlange T to zanpge kontinuert differentiabel

d.v.s. P er hountinuert og hor Iontinuerie partielle afledede af 1. og 2.

oxrden).,

or hvil-

[

Under disse Forudsoininger sdger vi tilladte funkiioner I,

)

1t miniimm eiler malisinum,

(]

naksimuuaspunlzter for en differentisbel funmbition h{x) pnéd et Abent interval.

Ti her ler den ngdvendige Detingelse h'{x) = 0. Zemne er scm belendl il

-

tilotrekleliy, Por to gange differentiadelt h(x) ex 2'{x) = 0 og h"(x) > 0

0 og " (x) < ¢

o}
-
~~
()
tal
~
!

tilstroklelipgt for ninimm (nen ildze nedvendigt) og

tilgtrolitelipgt for malisimmn (pmen ilize nedvendigt). Ti vil for veriastions-
problenet nm udlede en il bhetingelsen 2'(x) = C anslcy nedvendis betin-

relse for ninimunm eller malicimm, men ildre gd ind pé& det vesentlig van-—

! . S L 1
Jetegnelse, For et held tal 1 n oz O hetegner vi ned ﬁﬂ,&?g nengden
o o . o I
af n genge hontinwert differentieble funitticner nd ia,,a,l. Ffor n = O ne-
£ I

i, De tillsdte funl-

» 8y for hvilke f(al) = bl’

_ - s s " ) i S .

7i antager at I, har lokalt ninimun for funittionen ¥ &€ C Lay, &,
o -

funktion g £ O 2180 for hvillen (c, ) = 0 og

gla.) = C. Da Jier &ben, vii der Tindes en omepgn af
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A

funktionen f+gg er tillady

()

r aile £ i denne onmegn. I Jdenne cumegn &f O

4]

betragtes funktionen

18
- - & - » .
() = Ireeg = VPGt (@) regln, 2 (o) +Eg () ) ax,
TR _;_,‘;aj
° Fa
Ja har I(f) minimum for & = C. Nu er I{F) differentiabel ned . -
{38, Loeg' (x}}ﬂx.
108 = % ) 3P G 2 +ip(x), £ G reg! () g GO, 20+ (), 11 () +2g" (1))
a3
s." 1‘ o .L.
£ltsd er I'{0) = ¢, L.v.8.88. ;
. 2i. -
G o= i %Fw(x,r(x),f'( g(x)+ﬁ (2, 23,2 () g (yﬁzdx.
da, b7
S
- - 3 i-_
Ted delvis integretion fis i?det u“(x,f(x),f'(x)) er Liontinuert Jdifferen-
D
. . a 2 . ) @ .“?
tiabel ifglge de giorte Tovudsutninger, jfr. udreguingen nedenzaﬁj
‘a? e 5 r \ N
(»,J.(sa),#' g (x)dx = E‘ (z, £ (x), 2" (x )zg(X)i -
“f"l N\, . 483

L]

E I I
15 \X’I(‘:)»I'(X}}j elx)dx.
ZLL

Zer er fgrsie led pd& hejre side G, da gla 1) = 0, gle.) = 0. Detingelsen

I'{s) = ¢ bliver derfor:

N8, -

;“ 'fﬁ V4 o f oy d oL e o

i uy\x,liy),i (x)) - = Fn(x,;Lx;,i {z=)Fe(x) = 0.
U&].k. "o -

Den i parentesen optradende funliiion

. o a .
»{x) = Fy(x,f(x),l’(x)) - = Fp(x,f(x),I'(x))
T Lo L *, & r T AY < v o2
er hontinuert (h & C 18938517 Jed udregning fas

P, 20,9 (x)) - 7 (5, 200,8 (x)) - Fy CECIISARC YD E AN Y

Ti indsltyder nu:

Lemma, Tvig en fuunlttion h £ C

egenslan, &t e,
1 Rx)gE)dx = ¢
of 8‘1
for etivert g € Cniﬁl’a“}’ de er hix) = © Jor alle x & {é,,a:i.
e e s o=

s ) Topp ot T mon 34 EM“
Bevis., Indirelrte. Hvis der fandles et : o £ ia

e

g(x) = ¢ for = € {él,x-ﬁ cg = & igz,azj, o g{x) 7 C for x € jxl,xz .
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( - o]
0 Tor ¥ & &8.,3. ! b'd big Y
() =4 for x & i8y,%y) 08 X & | 00 ]
Bl =4 , n+l, S . T
F(z=x, ) (z~=30) for x = oy Bl e
) L 1 ] - 2
{15,
- VU diy LN TR B N S A
Ds er % n{x)p()dx > C 1 nedstrid med antagelsen
la

Ted envendelse ai cetlte lemneg fas nu sen ngdvendig betingelse for

Ao
i"\ ! .. vl Yy oy AT d b B N, T SN SRRV, I Y SN WA ¥ a ‘T
e (G, 2, () - = G, i, Gy = 00
Iy dx T p i
R - ke f

; T3
E P, i, () - 7 {=,8(x},% ‘( ) - T“(u,i(m) £riE i (x) |
| 7 e E
| - P G, (), £ )i () = 0 !
: : . i i
Tortere ghrives ligningen
Fy(x,*r v' - 5"—}{ Fy.(x,‘fﬂ’/") &

eller

-
P
L=
13
-
<«
-
g
.
N~
<
%
=
|
]
.

PGyt - F Gyt = B vyt = Ty

Ted denne (1idt farlige) shkrivendde optrader y' i to forshellige Detyd-

nemliyg dels inden for marenteserne son afiedet af funkticnen y =

>

or den tredje variasdle p i

.
xry

unk-~

-,

Bulers differentislliigning er naturligvis agsé en nedvendipy betin-

Lgsuningerne til Bulers differentialligning kaldes elzstrenaler for
Aetvbetragtede wronlen, uwanset om de giver ninimun eller naksimun,

De vi her iire vil studsre tilsirelirelige betingeiser, an vi 1 de
felgende elisemnpler til dhegrundelse for, at vi virlkelip lgser de stillede

Eall

opgaver, un henvige til en plauvsibilitletsbhetragining.

de tilladte fu rt1c1er séledes at

i 12 7 slal
. a4 5
OF o % T o= % ﬂ{1+z'ﬁ

PN | : : dx Dbliver minimun,
N Lo Yvo*2em
2 e, n)
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Vi parallelforskyder i z~aksens retning, idet vi satter z

1l
B
1
N

V1°] !qu\:
o

&> Opgaven er da at bestemme § = yix)

0
v2 blandt de tilladte funktioner, si-
(0,%52) b .
28 \ ledes at . f WJE:—TE.dx
\ ’ /7
y/ (a,b+ ;% er minimum. Bemzrk, at begyndelses-

farten Vo netop er den fart, der

opnéds ved et fald fra em udgamgsstilling (i hwile) p& x-aksen.

N
/7

og omrddet €2 er nalvrummet {(x,y,p)[y > Q}.

Vi er Her i den bemmrkelsesvaerdige situation, at F ikke af-

Funktionen F er altséa
F(X’YyY') =

henger af x. Vi multiplicerer da Eulers differemtialligning med

y' og far ligningen
P (%,5,5")y" - (%; F(x,y,y"))y' =0
eller %E(F(X,y,y') = P (x5,y,50)y") = 0.
{?hi ndr F ikke afhsnger af x er %E P(x,y,y') = Fy(x,y,y')y' +
Py (%,5,5")y", og endvidere er %;(Fy'(x,y,y')y') = (%EFy.(X,y,y'))y’
+ Fy.(x,y,y')y";]

Ved integration fés derfor

Fx,y,¥') - Fy.(X,y,y')y' = konst.

P

- n
Denne differentiallignings lesninger mé vere lasminger7til Eulers

differentialligming og funktionerne y = konst. (bestemt ved y' = 0).

I det foreliggende tilfxlde bliver ligningen

:f1+ ' 2 V'2
- . = konst.
Wy VyVieg?

eller 1 = konst,.

yVi+y 12
Funktionerne y = konst. tilfredsstiller ikke Eulers differential-

ligning. [@hi tages denne i dens udregnede formiFy-FXy,—Fyy.y'

~F y¥y" = 0, ses, at indsetning af y = konst. i venstre side

'y




1

giver Fy(x,y,o) = + OZ] Losningerne til Eulers differen—

Ny
tialligning er derfor de ikke konstante lgsninger til

y(1+y'2) = konst.

Vi ser bort fra finesser. Ligningen skrives

y(14y12) = 204 (0> 0).
Vi indfgrer en ny variabel t ved y' = cot %, Da fés
¥ = 12G%2 = 2£¢sin2 % = &(1-cost). AT %% = cot % 0g
+y
%% = ¢sin t fés %% = Jgéﬁi%—i = 2&%sin2 % = ¥(1-cos t)
cot 5

hvoraf x = x(t - sin t) + 13, Ialt har vi s8ledes

%‘;c = ot —sin #) + [ (x>0 pvilkérlig)

’y = (1 - cos t),

som (jfr. nedenfor) fremstiller samtlige cykloider frembragt ved

rulning af en cirkel af vilkarlig sterrelse pd x-aksen.

Hver cykloide bestdr af buer, der hver for sig er bestemt
ved en ligning y = f£f(x) hvor f er vilkdrligt ofte differentiabel
(ses ved eliminmation af t). Ved preve kan eftervises, at .de er
losninger til y(1+y'2) = konstt,

Vi indskyder em diskussion af cykloiden, som har spillet
en betydningsfuld rolle i differential- og integralregningens

tidlige historie.

J A S / -
o e

- '_J [ } \\"
‘ff \ t r /; \\ e ’
5 }_/ \.\ \ W N\ /
\':t 1‘\ /‘, “ "/
x ~ N \ >
0 g A X

Som beskrivende punkt P af den rullende cirkel.med radius r be—
tragter vi detl, som er i O,ndr reringspunktet & er i O. Betegner
t drejmingsvinkllen (svarende til, at vi som positiv omlegbsretning

tager den modsatte af den szdvanlige) fds koordinaterne for P:
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x = r(t - sin )

i

y = r(1 - cos t).
For O <t < 2gr f4s en bue OA. Hele kurven fds ved periodisk gen—
tagelse. Der er symmetri om OA's midtnormal. Af L'Hospitals re-

gel ses, at % >0 for t -=> 0. Der er altsd spids i 0. Man ser,

at x er en voksende funktion af t. Af

ax

ﬁ“:l‘('l - cos t)
dy _ ;

gf = T sin t

ses, at tangentien i P gdr gennem det owerste punkt S af den rul-
lende cirkel, normalen altsd gennem . Tangenten drejer derfor

stadig i samme retning, buen OA er konkav.

Cykloidebuer for forskellige r er ligedannede. Gennem to
vilk8rlige punkter C og D i halvplanen y > O gir en og kun en
cykloidebue. Det ses ved ligedannethed idet vi (se figuren) for

D

C r‘(.ﬁrj'i‘.‘:};}r-’—‘_‘-wmw“‘xa"\\ ___,-—-@:r"""’“.-ﬂ_m
e h r/f;rfr e,
/1 \‘\‘ }135f \‘\
/! ;_1_., Yo s \s —
E OR A
en fast cykloidebue 0A skaffer em trekant PQR ligedannet med CDE

ved at lade korden PQ variere parallelt med CD. Forholdet %% va-

rierer da monotont fra O til e og har altsd for netop en stilling

. CD
verdien TEe

Dette viser, at brachistochroneproblemet for givne ende-

5.
¢ X punktter har netop €n lgsning. Bemerk,

\

\f“”ma~M“mmwwﬂ~“ﬂ at endepunktet kan ligge over begyndel-

N

sespunktet (udgangshastigheden er tilstrekkelig til, at partiklen

kan néd helt op til X—agsen). I grensetilfzldet v, = 0 fis en bue
regnet fra en spids. Kurven er da ikke bestemt ved en tilladt

flunktion. Ved granseovergang kan ses, at den leser problemet,

i .-
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Omdrejningsflade med minimalt areal.
Vi skal bestemme y = £(x) > O blandt de tilladte flunktio-

yA (a2’b2) ner, siledes att

2
/ I =$ yV1+y'2 ax
(ay,ty) 1

bliver minimum. Punktionen P er altsé

L
r | F(x,y,y') = y‘\/1+x'2,

7~

24 %2 x
som ikke afhmnger af x.

Da F ikke afhsnger af x, multiplicerer vi Eulers differen~
tialligning med y' og far efter imtegration
Px,y,y') - Fyv(X’Yry')y' = konst.

eller VAL S LA 5 AN S
—\f1+y|2 '\,‘1+yl§

Funktionen y = konst., tilfredsstiller ikke Bulers differential-

Ol

ligning [Ees ligesom i forrige eksempel|. Losningerne til Eulers

differentialligning er derfor de ikke konstante lesninger til
—L— = (OL>0).

\/1+y'2

I forrige eksempel fandt vi lesningen til en s8dan ligning

(af typen G(y,y') = (X.) ved en passende substitution. Den almin-

delige me*“nde er at leose ligningen after y'., Vi viser metoden i

det foreliggende tilfelde. Vi finder dy
2
1—*%— = 062, —L- - %1 eller —% = & %’3.
2 2
’ el v
. - &
Heraf fds ved integration
Vody . 2
. 7SN . & ¥ Yo a0y Lo xR
— eller log(zy + ho 1) =+ =5+,
ol |
2 x=/3 T X=f3
i 15 -1 = e* "o nhvoraf L o~/L 21 = et THE
o, o X @?

og altsd (idet de dobbelte fortegm forsvinder ved additionen)

%+e_% __ﬁ

y = o2 5 = gecosh I8,
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Lesningerne er sédledes samtlige kpdelimier med x-aksen. som lede-—

Gennem to. vilkdrlige punkter (a1,b1), (a2,b2) i halvplanen
y > 0 (hvor a, < a,) gér 0,1 eller 2 kedelinier. Vi udelader be=
viset herfor, som er noget indviklet (omend ganske elementart).

Korteste forbindelse mellem to punkter.

N Vi skal her bestemme y = £(x), s& at
na
VT2

(a 9b')
2
///1\d/ﬁ I = S =ﬂf1+y'2dx bliver minimum. Vi gér
(a1,b31; , Ja,

frem som feor, idet vi udelader teksten.

L% P(x,y,y') =-/1+y'°. Bulers differential-
ligning (efter multiplikation med y') Bliver

2
- 1+y’2 R A konst, — — - konst.

1+y|2 1+¥12

Funktionerne y = konst. tilfredsstiller i dette tilfelde Eulers
ligning. Dennes le@shinger bestemmes derfor ved y' = konst. Les-
ningerne er altsd de rette linier y =t¢x + g. For de givne punk-
ter (a,,b,), (a,,b,) har man én lgsning.

Afkald pd den ene eller pd begge randbetiingelser.

Vi betragter det simpleste problem, idet vi giver'afkaid
P4 en af randbetingelserne, f.eks. pd randbetingelsen f(az) = by,
De tilladte funktioner er altsd nu alle funktioner y = f(x) €
@2E§1,aé], for hvilke (x,f(x),f'(x)) € 52 for x € [§1,aé], og
som opfylder randbetingelsen f(a1) = hﬂ. Vi siger naturligvis

atter, at YaZ
{

I, = P(x,f(x),f'(x))dx

f Je
har (lokalt) minimum for funktionen f, sdfremt der findes et
5% >0, séledeé at If > If for alle tilladte funktioner f1, der
opfylder betingelsen |f1(x) - £(x) | <:J% for alle x € [51,aé].
Ordlyden er den samme som for, men indholdet af definitiionen er

et andet end tidligere, idet d= tilladtte funktioner nu er en stor-

re klasse. Analogt defineres lokalt maksimum. Vi seger atiter ned-
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vendige betingelser,

Vi antager, at If har lokalt minimum for den: tilladte funk-
tion y = £(x). Nu velges en vilkdrlig funktion g - 62[§1,aé],
for hvilken blotyg(a1) = 0 (medens g(az) kan vere + 0), Da
er dben, findes en omegn af tallet 0, sdledes at funktionen f+ g

er tilladt for alle i denne omegn. I denne omegn af 0 betrag-
22
I( ) = Ie, g = . F(x,f(x)+ g(x),f'(x)+ g'(x))ax.
1
Da er I'(0) = 0. Vi foretager den samme udregning som foran, men

tes funktionen

f8r nu et led hidregrende fra g(az). Vi finder

a
2

I'(O) = Fp(agyf(az)yf'(EQ))g(az) - N Fy(xyf(x)’f'(x)) -
$F, (x,£(x), 2 (x)) glx)ax = 0.

Dette skal gzlde for alle g - @2[é1,aé], for hvilke g(a,)
= 0. Det m& da specielt gmlde for de g - @2[é1,aé], for hvilke
vi tillige har g(az) = 0. Punktionen y = f£(x) md altsé opfylde

betingelsen
%2
F(x,£(x),£'(x)) - $ B (x,2(x),£'(x)) g(x)ax = 0
2, y dx “p
for alle s&danne g. Men heraf felger, at y = f(x) m& tilfreds-
stille Eulers differentialligning
d
F(%,y,5") - g5 By (65,97 = 0.
Betingelsen I'(0) = O giver derfor
Fp(az7f(a2)yf'(32))g(32) = 0.
Da vi kan velge g s8ledes, at g(a2) L 0, giver dette
Fp(azyf(az)’f'(ag)) = 0.
Vi ser altsd, at nédr vi ikke selv stiller en randbetingelse f(az)
= b2 svarende til endepunktet 855 vil problemet selv giwe anled-

ning til en s&dan randbetingelse, nemlig den anferte, som derfor

kaldes en naturlig randbetingelse.

Vi har altsd som nedvendig betingelse for minimum, at y =

f£(x) tilfredsstiller Eulers differentialligning, samt den natur-
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lige randbetingelse

Fyl(azyf(az)yf'(aé)) = 0.

Disse betingelser er naturligvis ogséd ngdvendige betingelser for

maksimum,

Analogt finder viy; at hvis vi giver afkald pd randbetingel-
sen f(aq) &= b1, erstatites denne med den naturlige randbetingelse
Fy,(§1,f(a1),f'(a1)) = 0.

Brachistochronen med fri faldhejde.

a | .
{ 5 2 X Vi seger en kurve y = f(x) udglende fra
v
Oy?%) Vg
(O,§g), ad hvilken en partikel med ud-
| gangsfarten v, falder hurtigst muligt
y& til et punkt af linien x = a.
2
Idet F(x,y,y') = Y2 o1tea Py = Y pliver
N 2
den naturlige randbetingelse ﬁ/;~J1+y'
t
£'(a) -0,
~12(a)V1+(21(a))? | ,
v
o

altsd f'(a) = O, Losningen er altsd en cykloidebue gennem (O’EE)’
der har toppunkt pd linien x = a, (Man ser let, at der kun er en
sddan. )

Problem med bibetingelser,

\ :
b Lad FO(nyyp)s F1(X9Y9P)9"'9 Fn(X9Y7p) vae-
YR 2

(a55D,)
(a,,b.) ///ﬁ_ re to gange kontinuert differentiable funk-—
17
~__/

tioner pd et omrade gg i (x,y,p)-rummedt.
Tilladte funktioner skal atter vere funk-—

. . Al
> tioner y = f(x) ¢ G [?1,aé], der opfylder

a a
1 2 .
randbetingelserne f(a1) = by, f(a,) = by, og for hvilke (x,f(x),

~

f'(x)) ¢ gd for x & a1,aé], Vi siger, at

&2
IOf = q FO(X,f(X),f'(X))dX
Ua1

har lokalt minimum for funktionen £ under bibetingelserne
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{?azF»] (X,f(X) ,£1(x))dx = Cy

Ja1

i
i

il

Q

sa
. 3 P (x,2(x),£'(x))dx = o,
&
o €T givne tal, s&fremt f er en tilladt funktion,

der opfylder bibetingelserne, og der findes et 5% > 0 s&ledes,

hvor Cps="®,yC

at Iye 2 Iy for alle tilladte funktioner f,, for hvilke |f,(x)

Of1 of
- f(x)] < 5% for alle x € a1,aé], og som ligeledes opfylder bi-
betingelserne. Lokalt maksimum af IOf under bibetingelserne I1f
Inf = C, defineres analogt.
Indskud om minimum og maksimum af funktioner af flere va-

= 0190097

riable med bibetingelser.

Hvis f(x orXqs°*°sX ) er en kontinuert differentiabel funk-

tion p& en &dben punktmsngde A i (X X1,~~~,xm)—rummet, har vi

som ngdvendig betingelse for, at f har lokalt minimum eller mak-

simum i et punkt‘(ao,a1,-«»,am) £ A, at
of af ... Bf
(>x) g, - 0w = O r e = O

— 0
lfvor talen er om de partielle aflededes vardier i punktet (ao,
a1,---,ami]. Dette folger straks af, at hvis vi betragter f som

funktion af en bestemt af de variable, f.eks. X5 idet vi saztter

Xj = aj for alle j 4 i, da har f lokalt minimum eller maksimum
for x; = a;. Punkter (a ,a1,--°,am), for hvilke (>k) er opfyldt,

kaldes stationsre punkter for f. Naturligvis beheover f ikke at

have lokalt minimum eller maksimum i et sddant punkt.

Fksempler., 1) f(x,y) = X2+y2. §§ 2x = 0 og &5 =2y =0

giver (x,y) = (0,0) som eneste stationzre punkt. Det er &benbart

of _

et minimumspunkt. 2) f(x,y) = xy. gi =y =0 og By = x = 0 giver

(x,y) = (0,0) som eneste stationmre punkt. Det er &benbart hver-
ken et minimumspunkt eller et maksimumspunkt, idet f(x,y) i en-

hver bmegn af (0,0) antager bdde positive og negative verdier.

Lad nu f_ (x 01 ¥qs” -',Xm), f1(XO,X1,"',Xm), cer fn(xo,x1,~
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.,x_) vzre kontinuert differentiable funktioner péd en &ben punkt-—
maengde A 1 (xo,x1,~»»,xm)-rummet. Vi siger, at
fO(XO,X1,°°-,Xm) |
£ A under bibetingel-

har lokalt minimum i punktet (a a1,=o~,am)
serne t, (X X1,'°°,Xmg = ¢,
gf (XO, °'°,Xm) = Cy
RVOT €4, ,Cp €T givne tal, sé&fremt (ao,a1,-°~,am) opfylder bi-

betingelserne, og der findes en omegn af (ao,a1,- ,am) saledes,

at f(x ,x1,»=e,xm) > f(ao,a1,ooo,am) for ethvert punkt (XO,X1,°°°

-,x ) i denne omegn, der opfylder bibetingelserne. Analogt. de-

fineres lokalt maksimum af fo under bibetingelserne f1 = Cys"°"y

fn = Cp. Vi vil bevise feglgende sstnings:

En nedvendig betingelse for, at fo har lokalt minimum eller

maksimum i punktet (a pBytt By ) under bibetingelserme T, = C4,
°°°,fn = C,, €T, at rangen H>af matricen
yoty of | af ™\
EEXO BX,I Xm ;
- . i
o o & i
;f}fl"‘, [ 1 ‘vf,] o t,_-f.] l}
=% A 5 T
1 =) o ™M Xy
J oo !
i
. ' o
of, of af, §
\ 9x ax &% f
-0 1 jif}

Eﬁbr de afledede skal tages i (ao ays" -=,ami] er < n.

Bemerk: Hvis n = 0, d.v.s, hvis der ingen bibetingelser er,

bestdr matricen kun af en rekke. Betingelsen er da, at rangen er

of af \f
=0, d.v.s. at }X = 0, ?§T.= 0, ==*y ﬁx =0,
Bevis, Vi antager, at fo har lokalt minimum i (ao9a1,=--,am)
under bibetingelserne f1 = Cqs "0 fn = C.s 08 skal vise, at ?in.

1) n > m. Da antallet af sejler er m+l, er ? < m+l, altsé
g= o
2) n_=m. Matricen har da m+1 rekker, og pastanden er, at

?-< m, d.v.s., at rekkerne er linexrt afhengige. Dette er indly-




Mat. 2. 1962-63, DL 16

sende, hvis allerede de sidste m rszkker er linesrt afhengige. Vi

antager nu, at dette ikke er tilfzldet. Da kan ifglge en sztning

om implicit givne funktioner samtlige lgsninger (XO,X1,~«~,xm)

i en vis omegn af (ao,a1,-

til ligningerne f,I = Cqy o0ty fm = cy
~~,am) bestemmes ved en parameterfremstilling
(+) (X09X19°°°9Xm) = (%%(t)yfﬁ(t)v""ai%l(t))?
hvor t gennemlgber et interval omkring O, funktionerne ¢, (t) er
kontinuert differentiable, og
(%O(O),%(O),“-,i})m(O)) = (aoya19°°'9am)
({:;5(0),{51'(0),-~,s:gn'l(o)) + (0,0,---,0).

Indsettes (+) i fo f8s en kontinuert differentiabel funktion F(t)

= fo(%%(t),g%(t)7-~e,gﬁ(t)), som m& have lokalt minimum for t = O.

Altsd er af of Efo
7 — 0! e (11 oo o ot =
F'(0) = %XO%‘O(O) + C§X1 3‘1(0) + + 3)?;,111(0) 0.
Indsettes (+) 1 £, (» = 1,---,m) fds c, for alle t. Altsd er
5'1 %f1 §f1
it —_—y! P it =
= (0 + 5 (0) + * 3 9n(0) =0
0 1 m
éfm SR i of
= L ] cho £ _
ongb(O) ' EET?H(O) +f%f ?+ X m(O) =0
g Y linemrt afhengige, hvorarf

Fglgelig er sojlerne i matricen-é},X
Lo

@
¢

nA

m, altsé g}f n.,
3) n <m, For at vise, at ? < n, skal vi vise, at hvilke

som helst n+1 sgjler i1 matricen er linexrt afhengige, altsd at

rangen af enhver delmatrix bestdende af n+1 sgjler er < n. Dette

er imidlertid en umiddelbar fglge af det foran beviste. Thi da fo

har lokalt minimum i (ao,a,l,° *,a,) under bibetingelserne f,, = cy,

(¥ =1,---,n), gelder det samme, ndr vi gdr over til et problem

med kun n+1 variable ved at sztte %# = %% for m-n af deﬁvariable,
/

Lagranges multiplikatorer. At rangen af matrioen.ﬁg=X {
T Ji i

< n er ensbetydende med, at matricens n+l1 rekker er linesrt afhan-

gige, altsd med eksistensen af et talsst

(3 ’}1’°°°’An) + (0,0,-++,0)

O
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sédledes at Bfo Rf >f
{A }\1§"==+°°° ﬁix—é'-{-:OfOI‘iA:O,'l,'”,m.
Settes = AL, +?~ s A AT,
stdr her simpelthen 11gn1ngerne
Hf of f
S0, gm0, e, B0,
o) m

Den fundne nedvendige betingelse er altsid ensbetydende med, at
for et eller andet talsaet (X ,Aq,c oA, + (0,0,:-+,0) funktio-
nen f = }bfo +11f1 + e 4 }nfn er stationsr i (ao,a1,—°»,am).
En minimumsopgave med bibetingelser henfgres altsd til bestemmel-
sen af stationmsre punkter for en funktion af de frie variable Xy
g5 9Ky hvori der indgdr parametrene }b’>ﬂ’°."hn' Man seger
de stationszre punkter udtrykt ved parametrene, og m& da bagefter
bestemme disse sdledes, at bibetingelserne bliver opfyldt., Tal-—
lene }b’kﬂ’°°°’}n kaldes Lagranges multiplikatorer,

Eksempel. Vi sgger et retvinklet parallelepipedum med gi-
ven overflade 0 og maksimalt Volumen:V. Betegnes kanterne x,y,3,
gelder det om i {1X,y,z)lx >0, y >0, z > O}'at finde maksimum
for V=xy-2
under bibetingelsen

2(xy + Xz + yz) =

Som nedvendig betingelse finder vi, at

{ vz Xz Xy '%
rang < - < 2
E (y+z) 2(x+z) 2(X+y)é
altsé vtz Xtz Xty
yz =~ Xz = Xy’

hvoraf x =y = z, hvilket sammen med bibetingelsen giver X =y
Z =‘1fggl Losningen er altsd terningen med denne kantlengde,
Ved brug af Lagranges multiplikatorer gir vi sdledes frem:
Vi danner for (Ab’}ﬁ) + (0,0)
f = }nyz + }j2(xy + X% + yz)
og opstiller ligningerne

oE f
- % o5y =0

C!»'HGJ
N
It
O
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}b = 0 kommer ikke i betragtning. Thi ligningerne bliver da y+z
- 0, x+z = 0, x+y = 0, som kun har 1gsningen (x,y,z) = (0,0,0).
Vi kan derfor velge }o = 1. Ligningerne bliver da, idet vi er-

statter 31 med A,
yz + 2Ny+z) = 0, xz + oN(x+z) = 0, xy + 2A(x+y)

som giver x =y = 2 = -4 X, Kun verdier A< 0 kommer 1 betragtning.
Indszttelse i bibetingelsen giver nu 96}5 = 0, altsd A= < ggo,

og endelig X =y = 2 =-\/%3.

Efter dette indskud vil vi nu behandle den stillede vari-

ationsopgave.

Vi antager, at IOf har lokalt minimum for funktionen T e
&° a1,aé], Nu velges funktioner g 584598y c @2E?1,aé], for
hvilke gy(a1) =0 og gy(az) -0 (4 = 0,1,-++,n). Da findes en om-
egn af punktet (0,0,--+,0) 1 (60,81,~°~ Eﬂ)—rummet s&ledes at
T+ g +E 8T H 8y O tilladt for alle (& §1’°'°’tn) i denne
omegn. Da har funktionen

I (5.:; 957""98 ) =1 o [ oo otk
0'~07™ n Of+aogo+u1g1+ +te 8,
lokalt minimum i (0,0,+-+,0) under bibetingelserne

(T.(6 ,C ,-+,8 ) =1 =c
J 1y =qs 7 toty 1648, g +E18 iy

‘L" °
I(Loswly °°€)_—Inf+;‘. +E, gt tE g = Cpe
“080 " 181 ~nen
Nu er funktionerne (. ,81,-°°,8n) (+ = 0,1,++,n) kontinuert

differentiable. Af den ovenstlende setning fremgér da, at rangen

! > 5T
af matricen ;SIO Mo 215
Z:JEO :*55{71 'aen 5
(1, )2 2 T
ﬁ'%?z (=% % oE, ) ?m; f
LT 1 Yooae ]
5T oI AL, %
'===I=1" n o e e
— }\.,‘?EEO 7(:1 3{,13) ;
hvor de afledede skal tages 1 punktet (0,0, 9oi] er < n.

Ved beregningen af et bestemt af tallene 3#3 skal vi satte
u(,&
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de gvrige Ej lig 0, og beregne differentialkvotienten af Ipf+€$%?
for %A: 0. Dette er den samme regning, vi har udfegrt tidligere.

2

Vi finder aI

v_ Ve g
B ™ L Ry (£, 21 () = R (0,200, 210 g (00
Idet vi til afkortning satter
d
hv(x) = Epy(x,f(g),f'(x)) —ng§va(X,f(X),f'(x))
har vi altsd, at matricen
=) ?aQ =) , _
EX h (x)g (x)dx h,(X)g1(X)dX oo % h (x)g, (x)dx |
{Ja, © ° da, © Ja a {
i 1 1
{
| (2 pa, / (s
) h, (x)g, (x)dx ) b, (x)gq(x)ax --- ) h, (x)g, (x)dx 4.
< va va Ja
S 1 1
o
| (2, i, 2.,
s (e Fon, e x| Py (e
Jay a, , Ja -

for vilkirlige funktioner g ,g;, "8, & °C a1,aé], for hvilke
glxa1) =0 og gp(az) =0 (= 0,1,-++,n), har en rang < 1, d.v,.s.
dens sgjler er lineszrt athengige.

Vi betragter nu mengden M af alle vektorer

I \i { a E
{z y (x)g(x)dx ]
i o vca 0
i f1a,
2 a2
221{ _{la h1(x)g(x)dx i nvor g € G E§1,aé]
= y i 1 '} 9

|y f : og gla,) =0, gla,) =
; e,
iz § \ hn(x)g(x)dx
1 I J d1 I

£ 7

Ifglge det ovenstdende er hvilke som helst n+1 vektorer i meEng-—

den M linesrt afhengige. Dimensionen af M er altsa < n, hvoraf

fglger, at der findes et n-dimensionalt underrum af (zo,z1,-°-,zn)~

rummet, der indeholder M. Tt sd8dant er bestemt ved en ligning
}Ozo+}1z1+«-~+}hzn - 0, hvor (}o,)ﬂ,»o»,kn)+(o,o,~-e,o),

Vi ser altsd, at der m& findes et talset (}O;)q,=~-,}h)$(0,0,v~o,O).

sdledes at pa,

(ﬁoho(X)+)ﬁh1(X)+-°=+}nhn(x))g(x)dx =0

Ja
1
for alle g & @2[31,aé], for hvilke g(a;) = 0, gla,) = 0.

Ifglge det tidligere lemma gelder da
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h(x) = }bho(x) + }1h1(x) + e +=Rnhn(x) = 0 for alle x €
E?1,a£]. Setter vi
F(x,y5p) = A (x,7,0) + AP (x,5,0) + ==+ + W F (x,5,p),
= n(x) = B (x,£(x),£'(x)) - & B (x,£(x),2'(x)).
Ligningen h(x) = 0 for alle x o a1,aé] er derfor simpelthen Eu-
lers differentialligning svarendégtil funktionen F(x,y,p). Her-

med har vi bevist:

En nedvendig betingelse for, at I, har lokalt minimum for

funktionen y = f(x) under bibetingelserne Lig=cqstey Lo=cp,
er, at der findes et talset (A , A ,---,} ) £ (0,0,---,0), sdle-
des at y = f(x) er ekstremal for problemet
g P(x,f(x),f'(x))dx = minimum

(uden bibetlngelser) hvor
_ F = AT * )WF1 Foe AT
LﬂB. Hermed er ikke sagt, at en legsming til minimumsproblemet. med
bibetingelser er et lokalt minimum for If. Vi har kun vist, at
den er ekstremal for dette problem, altsd tilfredsstiller Eulers
ligning for dette problem. Den behgver ikke at vere lokalt mini-
mum for Lf]

Ved lesning af en minimumsopgave med bibetingelser sgger
man at bestemme ekstremalerne for If for vilkdrlige verdier af
parametrene ko,}j,---,ln. Derefter mé parametrene'ho,ﬁq,-'-;}h

og de gvrige 1 lgsningen optredende parametre bestemmes sdledes,

at bibetingelserne I1f = Cys "%, Inf = C, 08 randbetlngelserne
f(a,) = by, £(a,) = b, bliver opfyldt. Tallene A_, A, -+ ,A kal-

des atter Lagranges multiplikatorer.

Kedelinie.

Vi skal bestemme y = f(x) blandt de tilladte funktioner,

(%2 /7
X y*J1+y' dx er minimum under bibetingelsem

1
ia
5 2“¢1+y'2dx = L.

&y

s8ledes at IO

I
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Vi mé naturligvis antage L < I, = \/(32-a1)2 + (b2—b1)2.
Vi danner for (Ao’}ﬁ) + (0,0)

a .
T = AT 4AT, =\ 2Ouy+A )NV 14y r2dx.
o 0 171 Ja 0 1

1
For Ab = 0 er ekstremalerne svaren-—

y/ (a27b2)

1’b1) de hertil (jfr. ovenfor) funktio-

\\ // nerne y = ox + [> (betragtet i a1,aé];

\ . Den rette linie fra (a1,b1) til

I
b
| \\_/// (a2,b2) tilfredsstiller kun bibe-

tingeléen, nar L = LO, og er da &dbenbart lgsning til vort pro-

0

blem.L?en er nemlig for I = L, den eneste tilladte funktion, der
opfylder bibetingelse{l. N&r L > Ly kan vi altsd antage 7&0 + 0,

og kan da vmlge Eb =1, 88 at det drejer sig om integralet

{18
I=1Iy+M, = \ 2(y+>\)‘\/1+y'2dx.

1 va,
Dette er netop integralet fra problemet om omdrejningsfla-

de med minimal overflade, blot med y+A i stedet for y (vi har jo

y' = (y+N)'). Ekstremalerne er derfor bestemt ved
y+A-= ixoosh,éjifﬁ

(hvor nu bade positive og negative ¢ skal tages 1 betragtning) .
Dette er systemet af alle kedelinier med vandret ledelinie. Ved
indsezttelse 1 bibetingelsen og randbetingelserne finder man let
ligninger til bestemmelse af 5@ﬁ%3. Der bliver tio kurver, en med
0> 0 og en med ¢ < 0, Kun den forste lgser opgaven (for den an-

den er I, maksimum under bibetingelsen I, = L).

Problem med bibetingelser og med afkald pd randbetingelse.

Endrer vi det foran behandlede problem derved, at vi giver

afkald pd randbetingelsen f(a?) = b2, finder vi som nedvendig

betingelse for lokalt minimum, at mengden af alle vektorer
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- E g, "1‘
(Zo\\ EFop a2, a2) f! (a )) + Sazho(x)g(x)dx
b [ e 3
< P Ve p(80rf(ay), £ (ag)) + 3 h,(x)g(x)dx \
. f 3 a {
- a5
LN IR L CRECRERCUE |2, (08(000x |
% # * <21 5

hvor g € @2[?1,aé] og gla,) =0, har en dimension < n. Dette fo-
rer‘til, at der md findes et talszt (}O,)H.=°°,)h) + (0,0,-+-,0),
s8ledes, at nir vi sztter

F=AF + >3F1 o + )th
tilfredsstiller y = f(x) Bulers differentialligning svarende til
funktionen F(x,y,p) samt den naturlige randbetingelse

Fp(agyf(ag)sf'(az)) = 0.

Ligevegtsstilling af kede med fri ende.

y En snor af lzngde L ophznges med det ene
(a1,b1) endepunkt i (a1,b1) medens det andet en-
depunkt (f.eks. ved hjelp af en ring) kan
glide pé& linien x = 8,.

Med de ved behandlingen af kedeli-

T a, X
\\\\“~ 2 nien benyttede betegnelser md ligevegts-

stillingen y = f£(x) for et talpar (} ;} ) + (0,0) vere ekstremal
svarende til I = }bI + A I1 med den naturlige randbetingelse
f'(a,)
(A f(ay) + ) c— = 0,
o) 2 1 _ 5
V(£ (a,))
Hvis Ro = 0, giver dette f'(aZ) = 0, og da lesningen i dette til-

fplde er linemr, md den vere konstant, altsd y = b1. Dette vil
indtreffe ndr og kun nér L = 8, = a,. Hvis )b + 0, kan vi anta-
ge Ab = 1; szttes l1 = }‘er lgsningen en kedelinie

y +'A‘= {x.cosh ET%%Z.
Folgelig er f(az) + X + 0, og vi m& som feor have f'(az) =0,

Kedelinien har altsd sit toppunkt pd linien X = a,.
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Kapitel 2. Gemmafunktionen.

Denne af Euler indforte funktion er nzst efter de elemen~
tere funktioner (trigonometiriske funktioner og deres omvendte,
eksponentialfunktion, logaritmefunktion) analysens vigtigste funk-
tion, og mangfoldige fremstillinger af dens teori er givet., Vi
falger den af E. Artin (Einfuhrung in die Theorie der Gammafumnk-
tion, 1931) givne fremstilling (beroende pd en fira H. Bohr og J.
Mollerup stammende grundtanke), der udmérker sig ved, at de vig-
tigste formler opnds mesten uden regning.

Hj®lpesetning om konvekse funktioner.

En funktion y = f(x) pd et (&bent, endeligt eller uende-
ligt) interval I kaldes konveks, sdfremt dens geometriske bille-
de i ethvert interval [%1,Xé1 ligger under eller pd den ved punk-

] _ _ \
Yerne A, = (X1,f(X1)) og A, = (X2,f(X2)) bestembe korde A, A,.
/i?i Aigjﬁﬁgf Heraf folger straks, at det geometriske
g it

D

y
" billede uden for intervallet [?1,xé] mé

|

]

g ligge over eller pé& kordens forlangelse,
t

Thi 18 f.eks. det til et x3 > X, svaren-—

%, X
273 ge punkt A, = (XB,f(XB)) under kordens

A p 3
forlengelse, ville A2 jo ligge over korden A1A3,

Betragtes nu for et vilkérligt x  punkter x, < x  o0g X, > X,

ses, at det geometriske billede i [?1,xé1 md ligge i de to tre-

A kanter bestemt af linierne x = xX,, X = Xqy
A m// 2 1 2
1 A L .
N AjA_ og A A, (se figur). Heraf fremgér,
}”ﬁr I at funktionen er kontinuert i Xy
X %o %2 Alts&: Enhver konveks funktion er konti-
nuert.

Defimitionen af konveksitet kan formuleres sfledes: For

vilkérliige Xy <X, < X skal gzlde

f(x,) - £(x,) f(x,) - f(Xr)v
2 1 < bl 2

X2 —X,] = X3 —-X2
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Heraf feolger: En sum af (to eller flere) konvekse funktio-

ner er konveks. Grensefunktionen for en konvergent felge af kon-

vekse funktioner er konveks. Summen af en konvergent rskke, hvis

led er konvekse funktioner, er konveks.

Vi nevner ogséd: Enhver linesr funktion y =wx +f§er konveks.
En konveks funktion er ikke nedvendigvis differentiabel

(eksempel y = |x|). Der gszlder:
En to gange differentiabel fuwktion y = f(x) er konweks,

hvis og kun hvis f"(x) >0 for alle x.

1. Antag £"(x) > 0 for alle x. For givne Xy <X, < Xg €T

ifglge middelverdisztningen
£lxp) - £(xg) o T(xg) - £(xy) o
Xy = X4 R X3 -
b= . i ) .
hvor §, & 1X1,X2E og 52 € jX2,X3E. Fornyet anvendelse af mid—
delverdisetningen giver
el — 1) = e E)E, -,
hvor k € :j,ﬂ,#gl . Altsd er f'(gﬁ) < '(%2),og konveksiteten er

bevist,

2. Antag f(x) konveks., For givne X, < X, ligger det geome-
triske billede i [}1,x§j under eller pd korden. Heraf fglger

ﬂ(x2) - f(x1)

< f£'(x,).
Xy = X4 = 2

ﬂJ(X1) <
Altsd er £'(x) monotont voksende og felgelig f"(x) > 0 for alle x,
I det folgende spiller et med konveksitet nzrt sammenhgren-—

de begreb en afgerende rolle.

Fn funktion y = f(x) pd et (8bent, endeligt eller uende-

ligt) interval I kaldes logaritmisk konveks hvis f(x) > O for al-

le x, og log f(x) er konveks,

Af smtningerne om konvekse funktioner fglger umiddelbart:

Enhver logaritmisk konveks funktion er kontinuert. Et produkt af

(to eller flere) logaritmisk konvekse funktioner er logaritmisk

konveks. Grznsefunktionen for en konvergent fglge af logaritmisk
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konvekse funktioner er logaritmisk konveks, hvis dens vardi over-

alt er > 0.

Derudover gazlder fglgende merkverdige satning, som ikke fgl-—

ger umiddelbart af definitionen af logaritmisk konveksitet.:

En sum af (to eller flere) logaritmisk konvekse funktioner

er logaritmisk konveks.

Bevis: Det er nok at se pd en sum f(x) = T, (x) + f2(x) af
to logaritmisk konvekse funktioner. Det er klart, at f(x) > O for

alle x,.

Lad X, < X, 08 lad de hertil svarende korder for de kon-
vekse funktioner log ﬂ'1(x) og log f2(x) have ligmingerne y =04X
+f3 08 ¥y =o%X +5l32. Da er for x & Ec1 ,xz:l

log f,,(x) Soyx + g3 og log £,(x) < 0hx + /’32
og altsd f(x) = f, (x) + f2(x) < eHx * jﬁ""l + X '52 = 79'(X)9
hvoraf log £(x) < log ?(X). For x = x, 0g X = X, gelder log f(x)
= log gp(x). De til x, og x, svarende korder for log f(x) og log
Sﬁ(x) er derfor samme linie. Det er derfor nok at vise, at log iz;p(x)
i Ec,l,xz:l falder under korden. Dette viser vi ved at vise, at

log Sa(x) er konveks. Nu er log SD(X) to gange differentiabel. Vi

. e 2 (O Dy )X+ B+
finder @% Log cp(X) _ g’r’(X)ﬁﬂ"(X)-fp‘(X)z ) (uﬁ-ﬁ”é) e "1 "2 ™ ﬁz
dx ’ ?(X)2 ?(X)z

som er > O for alle x, Hermed er smtningen bevist.

Bt vigtigt resultat fé&s ved kombination af de foranstiende
setninger. ILad f(x,t) vere en funktion pi en produktmengde I><El,’rﬂ ’
hvor I er et &bent interval. Vi antager, at f(x,to) er logarit-
misk konveks pd I for ethvert t_ & [a,B8], og at f.(xo,t) er kon-
tinuert pd [a,%] for ethvert x € I. Poligelig er f(x,%) >0 pa

I>~<[a,b]. For ethvert m vil

Fn(x) = {f(x,a) + f(x,a+h) + -+ + f(x,a+(n-1)h)}h-
(f = b—a
ol

vere logaritmisk konveks pd I. For n — cogzlder
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b
Fnﬂx) - P(x) = S f(x,t)dt,

. Ja
Da F(x) > 0, slutter vi, at P(x) er logaritmisk konveks.

Som en anvendelse vil vi bevise:

Er gxtj kontinuert og positiv pd et &bent interwval Ja,b[ ,

hvor O < a < W < +«; og eksisterer det uegentlige integral

He) b1
F(x) = R G($)t5 at =, limy Y g)(t)tqut

{ 4 N
“a b1—>b) vay

for alle x > 0, da er F(x) logaritmisk konveks pd t]O,+a{:.

Thi settes f£(x,t) = ¥(t)tx_1 er f(x,t) defineret p& O,+sc|
>< TJa,b[ . Endvidere er f(x,to) logaritmisk konveks p&d _]O,+os]
for ethvert to etla,b[j, idet log f(X,to) er en linezr funktion
af x, og f(xo,t) er en kontinuert funktion péija,b[:for ethvert

b
X, € ]0,+%[ . Folgelig er g 1§Kt)tx-1dt logaritmisk konveks for
sJa
’

vilkarlige a, og b, (a < a, <b, < b). Punktionen F(x) er altsi
grensefunktion for en konvergent fglge af logaritmisk konvekse

funktioner, og da PF(x) > 0, slutter vi, at F(x) er logaritmisk

konveks.

Fglgende udsagn er nesten indlysende:

Hvis f(x) er logaritmisk konveks p& et vist interval og c

et reelt tal + 0, da_er funktionerne f(x+c) og f(cx) logaritmisk

konvekse pd de tilsvarende intervaller.

Til slut beviser vi: Enhver logaritmisk konveks funktion

er konveks.

Lad f(x) vaere logaritmisk konveks og lad y =zxx>+j@ vaere
korden for det geometriske billede af log f(x) svarende til in-

tervallet E%1,xé]. Da er log £(x) gwx +@3for x € [?1,xé], altsé

f(x) < éxxﬁﬁ° Da f(x) = éax+f§ﬂor X =X, 08 X = X5, €T korden for

X svarende til E%1,Xé] ogsd korde for f(x). Men LB

veks., Altsd er £fi(x) for x e_[%1,xé] under eller p& korden.

er kon-

Indskud om eksponentialfunktionen.

Ved studiet af en funktion er det ofte nyttigt at kunne
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karakterisere funktiomen: ved hjelp af dens egenskaber i stedet
for at benytite en formel. Som eksempel nzvnes:

For et givett a >0 er f(x) = a®* karakteriseret ved folgen—

de egenskaber (d.v.s. det er den eneste funktion, der har disse

egenskaber) :

1) £(x) er defineret og kontinuert pd |-woo,+oo[ .

2) £(x) tilfredsstiller funktionalligningen

f(x1 + x2) = f(X1)-f(X2).
3) £(1) = a.

Vi gdr ud fra, at vi kender funktionen a* og ved, at den
har disse egenskaber, og vil nu vise, at hvis en funktion f(x)

X for alle x.

har disse egenskaber, er f(x) = a
Af 2) og 3) folger specielt f(x+1) = a-f(x), hvilket sam-—
men med f£(1) = a viser, at f(n) = a for alle hele tal n (posi-
tive, negative og nul).
Af f£(x)-f(1-x) = £f(1) = a ses, at f(x) £ O for alle x. Da
£(1) > 0 viser 1), at £(x) > 0 for alle x.
AT funktionalligningen fglger
f(X1 + eee + Xq) = f(X1). -f(Xq),
hvoraf (for vilkdrligt helt p)
P = £(p) = £(B)- --- -£(B) = (2(B))1.
Da f(g) > 0, fglger heraf f(%) = ng%‘z ag. Altsd er fi(r) = a
for alle rationale r.
Da f(x) og a* begge er kontinuerte, folger af f(x) = a
for alle rationale x, at f(x) = a* for alle x.

En 1idt anden formulering af sztningen er felgende:

Punktionen f(x) = a®* er den eneste kontinuerte funktion pa

- — . . n
_}-u¢,+¢@{=, der interpolerer mellem verdierne f(n) = a, og som

tilfredsstiller funktionalligningen f(X1 + X2) = f(X1)'f(X2)-

Bemerkning. Hvis man ikke i forvejen kender funktionen aX,

(undtiagen for hele x), kan man tage egemwskaberne 1)2)3) som ret-
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tesnor ved indferelsen af a* for vilkdrlight x. Man seger da en
funktion f(x), der opfylder 1)2)3). Idet man gdr frem ligesom o-
venfor, ser man, at den eneste mﬁlighed er at definere f(n) som
a for n hel, og f(g) for q positiv hel og p hel som %/;5. Dette
bliver dog kun en definition af f(r) for r rational, nlr man ef-
terviser, at fesultatet er det samme, ligegyldigt hvilken brek-—

fremstilling for r man benytter. Derefter er den eneste mulighed

for definition af f(x) for irrationalt x at sxtte f(x) = lim f(rn),

idet r_ er en felge af rationale tal, der konvergerer mod X, men
hertil kreves naturligvis, at mén viser, at grenseverdien eksi-
sterer og er uafhwngig.af, hvilkén“lege man benytter. Om den
funktion f(x), man ad denne vej fir defineret, kan man vise, at
den opfylder 1)2)3), og det fremgdr af ramsonnementet, at det er
den eneste, der gor det. Man definerer derefter a* for vilkérligt
x som f(x).

Anvendelse. Som eksempel p& udnyttelsen af ovenstdende sat—
ning vil vi bevise s&tningen

(aP)q = gPd (a > 0).

Hertil betragtes for fast p funktionen f(x) = aP®, Tor denne gel—
der: 1) den er defineret og kontinuert pd [-oo,+oo[ . 2) f(X1+X2)
= aP(X¥Xp) PR DX, | DXy DX, £(xy) £(x,). 3) £(1) = a®,

Ifplge setningen gelder derfor f(x) = (aP)*,

Definition af gammafunktionen.

Gammafunktionen lgser det problem pd fornuftig méde at ud-
vide begrebet n! til vilk8rlige tal. Fra integralregningen ken-

des udtrykket (bevis felger nedenfor)

',wt
j e "t"at = n!.
JO

Det ligger derfor ner i denne formel at erstatte n med et vilkér-
ligt reelt x. Man har imidlertid valgt, at definere gammafunkti-

onen sdledes, at den i punktet n har verdien (n-1)!. Definitio-
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nen lyder derfor _ ' YOG
(1) (%) = EO et %=1 gy,
H

Det mé nu underspges, for hvilke x integralet eksisterer.

Hertil skal (idet 0 < a < 1 < b < +o9) undersgges eksistensen af

grenseverdierne 31 -1 ¥b>_t x=1
dt og lim e "t7 'dt.
aé%l b= 1

Den forste eks1sterer for x > 0. Thi integranden er for

t > 0 positiv og < %71, Altss er

u | ™M x
0 < \ e~ Ttx ey < ¥ Tay = Lo < L
X X

Ja ta

M-

m
Funktionen gﬂa) = S ettX 1dt er s8ledes begraznset, og da den er
tia
monotont aftagende, ma %igogXa) eksistere. Er derimod x < O ek-
sisterer den forste grznseverdi ikke. Thi for t &:]O,E] gelder

da e~ %1 > =147, A1tsd er

(i ol '

5e—"ttx'"1dt > 3\ -%G-dt = -g—log L,

a = Ja ©
T

hvoraf ses, at gia) = 5 e"ttx—th > o< for a == 0.,
a
Den anden grznseverdi eksisterer for alle x. Thi er n et
x—1 t

helt positivt tal > X—1, gwlder for t € [1,e uligheden t

Af rekkeudviklingen e = ﬁ;%n, ses, at der for t > O gzlder
n+2
b A < =ﬂ%%%*. Fglgelig er

e > W, altsd e~

b oy

3 o= X-15¢ < q (n+glf dt = (n+2)! - Lﬂ%éli < (n+2)!
{1

1 t

b
. ) -t x-1 PR
Da funktionen %Xb) =_S1e t*7'dt er voksende, ses, at bl;%gg(b)
eksisterer.

Ved ovenstéende formel er [ (x) sdledes defineret for alle

x > 0.
bt x-1 |
Erstatter man i e t dt tallet x > 0 med x+1 og inte-
Ja
grerer delvis, fdr man

{ib: b. b,
\ e b t%qt = [;e'tt%] +‘g e X qt -
a a

a
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b :
e %X _ 7Pp¥ 4 XBle-ttX-1dt.
a
Betegner n et helt tal > x er 0 < e~ Pp¥ < Lﬂi%li, nvoraf e Up*
= N .

— 0 for b = o<, Endvidere gzlder e @a* = 0 for a = 0. Man

finder derfor

l ! L » ’1
(2) TG+ 1) = = [(»).
Denne funktionalligning er grundlzggende for hele teoriemi
(s

For x = 1 fas [ (1) = \ e bat = 1. Funktionalligningen giver der-

Lo
for [ (2) =1, [ (3) = 2,
[[(n) = (n-1)! gzlder ogsd for n = 1 idet man setter 0! = 1.

, | (n) = (n-1)!. Denne ligning

Funktionalligningen er en almindeliggerelse af ligningen n! =
n-(n-1)!. Kender man gammafunktionen for 0 < x < 1, kan man ved
funktionalligningen finde dens verdier for 1 < x < 2, ud fra dis-~
se dens verdier for 2 < x < 3, etc.

Almindeligt finder man for n positiv, hel

[ (x+n) = (x+n-1) (x+n-2). .- (x+1)x[ (x).

Denne betragtning viser, at der findes uendelig mange funk-
tioner pé{]O,Gm[:, der tilfredsstiller funktionalligningen f(x+1)
= xf(x) og for hvilke f(1) = 1 (og felgelig f(n) = (n-1)!). Mam
kan nemlig velge f(x) ganske vilkarligt p& 0,1], bortset fra be-
tingelsen f(1) = 1, og derefter benytte funktionalligningen til
sukcessivt at definere f(x) p& ]1,2], ]2,3], etc. Den: sdledes
fremkomne funktion vil da tilfredsstille betingelserne.

Ifplge indledningsafsnittet har rn(x) den egenskab at vaxre
logaritmisk konveks. Vi vil nu vise, at denne egenskab sammen med
de allerede nzvnte karakteriserer gammafunktionen:

Funk%ionén f(x) = [ (x) har folgende eéenskaber:

a) den er defineret pd ]O,+e=[_ og tilfredsstiller

(3) funktionalligningen f(x + 1) = x-f(x),
3

b) den er logaritmisk konveks.

c) £(1) = 1.

Den er den eneste funktion, der har disse egenskaber, i
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At [ (x) har egenskaberne er allerede vist., Lad os nu an-

tage, at f(x) har egenskaberne a)b)e). Vi vil da vise, at

f£(x) = [ (x) for alle Xx.
Vi har f(n) = (n-1)!. Vi betragter det geometriske bille-
A de af log f(x) i [w+1,n+2].
\ Det ligger under eller pé kor-
Kglog(n+1) den A, ,A ., 08 over eller pé
Anﬁﬂffi forlengelsen af korden AnAn+1
A/ log n (se figur). Disse korder har
E hzldningskoefficienterne log
! (n+1) og log n. Heraf ses:
; | Hvis 0 <x < 1, gelder
l log f(n+1+x) =

log f(n+1) + x-logn + £(x,n),

: + ‘ X
0 1 2+« +« « 1 n+l nt2 hvor O < £ < x log(n+1)-x log m,

n+l 1 1 o
altsd 0 < €< log —— = log (1 + n) < 7 Altsé er
f(n+1+x) = n!-nxer(X’n).

Men f(x+n+1) = (x+n) (x4+n=1)« -« (x+1)xf(x), da funktionen opfylder
funktionalligningen. Altsé er

nin® &(x,n)
x(x+1) -+ (xtn) )

Da €(x,m) == 0 for n —> e, feplger heraf
X

. nin

£(x) = M 517y ()

Nu er [ (x) ogsd en funktion, der opfylder a)b)c). Den net-

f(x) =

op udledte formel gzlder altsd ogsd, ndr vi skriver [T(x) i ste-

det for f(x). Folgelig er f(x) = | (x) for 0 <x =1, 08 da beg-

ge funktioner tilfredsstiller funktionalligningen, m8 det samme

gelde for alle x > O.

Som biresultat har vi fundet

i !nx §

@ | T = M

forelgbig dog kun for O < x < 1.

Tnden vi diskuterer (4) vil vi definere [ (x) ogsé& for ne-
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gative x. Dette kan pd en og kun ém mide ske s&ledes, at funkti-
onalligningen (2) bliver opfyldt for alle X. vdfra verdierne for

0 <x<1 fas [(x) sukcessivt for -1 <x<0, =2 <x<-1, ved

M(x) = LG

X

Man ser, at | (x) bliver defineret for alle X +0,-1,-2,-++. Da
]-(X) er kontinuert og > O for x > 0, ser man, at [_(x) er kon—
tinuert og negativ i j-1,0|:, kontinuert og positiv 13-2,—1 I:,

etc., Da [ (1) = 1, ser man, at [T(x) i omegnen af x = O forlgber
amtrent som ;—{, og felgelig i omegnen af x = -1 omtrent som 3'(%7’

i omegnen af x = ~2 ombrent som 531}2727, etc.,, almindeligt 1 om-
egnen af x = -n omtrent som I—l-(;{—%% I hvert interval _|-n,-n+1 E

er |[T(x)] logaritmisk konveks. Thi

I (x)| = =] [ (x+n)

SJx+1 |- [x+n-1]

1 o
og E:Fr er logaritmisk konveks for x < cC.

4

!

v b

\ ’
\

[

VL ,,

H
13
H
H

i,
~—
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Vi vil nu vise, at udtrykket (4) er gyldigt for alle x,
for hvilke [ (x) er defineret (altsd for alle x + 0,-1,-2,--:),
Hertil betegner vi den under limestegnet stdende funktion med
E;(x) og bemzrker, at
T(x+1) = 2D 5 [D(x) = B ()

Man ser da: Hvis grwnsevardiennl;%aﬁétx) eksisterer, sd eksiste-

rer ogsé n;;%EIZ(X+1). Hvis omvendﬁ,nl'@¥I;(x+1) eksisterer og
x + 0, s& eksisterer HL;QEI;KX). Da grznseverdien 1i%@r;1x) ek-
sisterer for 0 < x < 1, felger heraf, at den eksisterer netop
for x + 0,-1,-2,+-+. Sstter man n;g%ﬁr;Xx) = £f(x), ser man end-
videre, at £(x+1) = xf(x). Da £(x) = [ (x) for 0 <x < 1, ses,
at formlen (4) gzlder for alle x + 0,-1,-2,+--

Formlen (4) blev af Gauss benyttet som udgangspunkt for
teorien,

Gammafunktionens produktfremstilling.

En simpel regning viser, at

x(logn - L 1—) 1 e% e% e%
E;Qx) = e 1T 72 n °§~1+£-1+£=°=1+£5
1 1 2 n
zﬁ? For differensen % + % + oeee + % - log n har vi
., a, . . .\ A
FizgiZf' (se figur) udtrykke B tagte s cta, it
gL .
| =z %o
| | | B R
- 1T T 3T 3 T T g

1 1 .
Da 0 < a; <71 - 177 er den uendelige rakke a tayte - kon-

i
0,577215664901533. ..

i

vergent. Dens sum er Bulers konstant C

Altsd finder man % "
| | —0x 1. . R el -Cx1&% eT |
(5) =) =™ e n TT %= 5] % |
i=1 1+T 1=11+T I

i

der kaldes Weierstrass' produktfremstilling for r"(x)g
Heraf f&s for x >0
n
; X q Xyy =
log [ (x) = -C%&;-log x+ 1 %ﬁEéTIE'— l@g(1+i)) =

o =
-Cx - log X + ;iﬂ(% - log(1+%)).
i=1
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Ved hjelp af denne rekkeudvikling vil vi vise, at log [ (x)

er differentiabel i jO,+ME .

Det vil vere tilstrekkeligt at vise, at den ved ledvis dif-

ferentiation fremkomne rakke
2

konvergerer ligeligt i intervallet ]O,k] (for et vilkérligt k > 0).
Det f@lger af, at rekken ijO kﬂ har den konvergente majorant-
rekke Sm\ 5 Ifelge setningen om ledvis differentiation har vi

i
da 130 li], og altsd i7]0,=~=[ (da %k var v11kar11g)

%‘Elog [(x) =%:§=X—;= ¢ *5‘5+ ?\
X
Ved hjslp heraf slutter vi pa& samme made at log [= (x) er

- X+1

to gange differentiabel ijo +“4z[= med

e T

d2 log r- .=_= + X m — \} .__n;]m
,E:__-_.-’ - i'-i--f

dx x° 5 (X+1) 1=0 (x+1)

og heraf, ved gentagen anvendelse af resonnementet, at log ]—

er n gange differentiabel i [O,+aa[ for ethvert n, og at

.@E_ log [(x) = 2@/(-1) (n=1)! (n>2).
ax™ i=0 (x+i )™ -

Altsd er ogsé [ (x) = e 108 () vilkadrligt

ofte differentiabel i |0O,+e<] , og heraf folger atter ved hjelp
af funktionalligningen, at [ (x) er vilkérligt ofte differentia-

bel i ethvert af intervallerne |-k,-k+1[ (k positiv hel).

Betafunktionen.

Udgangsintegralet (1) kaldes det andet Eulerske integral.
Foruden dette betragtede Euler et andet med gammafunktionen be-
slegtet integral, det sdkaldte farste Eulerske integral, der tje~
ner til definition af betafunktionen:

B(x,y) = “;1 =16y g%,
0

Vi vil vise, at integralet eksisterer, nédr x > 0 og y > 0.

Hertil skal (idet 0 < a < 12= < b < 1) underspges eksistensen af
1

grenseverdierne = b _
JRETY gti”m-t)y Tat og b_;m\ 1 (1) at.
Ja L’?
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I det forste integral er (1—1:)37—'1 < (11-t)_‘1 < 2. Integran-

den er posi?iv; Altss er

1 |
= 1-x X
0 < S2tx_1 (1-t)Y Tat < \Zpetgy o 2075 22 _ 2
o, : "-}a X X X

Funktionen.%ﬂa) =:gztx—1(1-t)y—1dt er s8ledes begranset, og da
den er monotont aftagende, md ai;gfp(a) eksistere.

I det andet integral er %21 < 41 <o, Integranden er pd;

sitiv. Altsd er

{o)] ) 1—'y y
-1 -1 y-1 2 2(1-p)Y _ 2.
0 < \L,t*7 (1=t)YMat < 21, (1=%)Y " 'at = - < =,
Sl (1-%) 3 (1-t) . Ly
2 2
o x~1 -1
Punktionen y(b) = 1 b (1-5)Y7'dt er s8ledes begrenset, og aa
vz

den er monotont voksende, mé blém{@(b) eksistere,

Ved ovenstdende formel er B(x,y) s&ledes defineret for

x>0, y >0.
{’b

Erstatter man i 3 tX_1(1;t)y_1dt tallet x > 0 med x+1, far
Ua

man ved en omskrivning og pdfelgende delvis integration

b b.
S X6y g4 = g (1-%)%Y- 1(1 —=)%at =
1—h X+y % b -t x+y + _ 1
l— : X+y ( t):] i u Xiy X'(1—$>X 1'2?:;7? at =

b
(1-a)ya*-(1-0)Yp* _x VP x— y-1
= *oEgyt (-

For a = 0 og b = 1 fglger heraf funktionalligningen

B(x+1,y) = F7 By

Vi velger nu et fast y > 0. For at fd en funktion frem, der til-
fredsstiller gammafunktionens funktionalligning, danner vi funk-—
tionen f(x) = B(x,y)[ (x+y).
For denne gwlder

f(x+1) = B(x+1,y) [ (x+1+y) = X+yB(X9y)(X+y)I (x+y) = x£(x).
Endvidere er f(x) logarltmlsk konveks. Thi for fast y er B(x,y)
af formen \(f(t)t at, hvor g&t) = (1-%)Y~ T er xontinuert 0g po-
sitiv p& [0,1[ . Ifelge indledningsafsnittet. er derfor B(x,y) lo-

garitmisk konveks. Det samme gzlder rg(x+y). Altsd er f(x) produkt




.
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af to logaritmisk konvekse funktioner og felgelig logaritmisk kon-
veks. Fuﬁkfionen f(x) tilfredsstiller altsid de to feorste af de

tre betingelser, der karakteriserer.r_(X) p& ]O,+oo[_ . Vi vil nu

beregne £(1). Vi finder

b .
B(1,y) = blig45;(1—h)Y‘1dt l£§1f (1= tZY:]

Altsd fas
£(1) = BU1,y) [ (1+y) -D-ﬁl— l_(y)

Hvis en funktion f(x) pé:]O,+G¢E: opfylder de to feorste af
de tre betingelser a)b)c), der karakbteriserer r-(k), sd vil %%%%
&benbart opfylde alle tre betingelser, og vil altsd vare = [ (x).
For funktionen f(x) gelder derfor, at f(x) = f(1)r—(x) = r—(y)r_(X)h

Vi har hermed bevist, at der for alle positive X og y gzlder formle:

n

(6) B(X,y) :\ +*- 1(1—'t)y-1d‘t - r—<Xlr—(LY)’

Jo [ (x+y)

dettes x = %, y = % og anvender man i integralet substltu—

tionen t = sin2®- finder man

M et 75
(r"' \ = 2\ e = 9T,
WO/T(T-E) Jo

Da r_( ) er positiv, har vi hermed fundet den merkverdige og vig-

tige formel
(7) T -
Heraf fplger straks [_Y%) = %-ﬂﬁd, r_(%) = %~%~J?ﬁ, og almindeligt

T+ f) = 2 (n - DA

Legendres multiplikationsformel .

Som et andet eksempel pé& anvendelsen af gammafunktionens
karakterisering ved betingelserne a)b)c) vil vi betragte funktio-
nen 2(x) = [TEHMED.

Den er defineret, ndr hverken § eller §%l er et af tallene 0,-1,
—24,++, Vi finder

£xr1) = TEDTED = 52 7EDHMG = 520,
Dette er ikke gammafunktionens funktioﬁalligning. For at blive
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af med 2-tallet i nevneren ganger vi f(x) med 2%, der ved erstat-
ning af x med x+1 multipliceres med 2. Den herved fremkomne funk-
tion  glx) = 25T G[MED

vil opfylde funktionalligningen g(x+1) = x-g(x). P4 |O,+oc] er
g(x) som produkt af tre logaritmisk konvekse funktioner logarit-
misk konveks. Folgelig er g%%% = rs(x) for alle x > 0, og i kraft
af funktiocnalligningen ma det samme da gzlde for negative x + =1,
—2,+-+. Nu er g(1) = 2-[(3)[7(1) = 2947 . Vi har derfor fundet

Legendres multiplikationsformel

(8) “ THIED - 2w, ‘

Stirlings formel.

Ved en elementzr betragtning kan man finde en tilnsrmet var-

ai ti1 [ (n) = (n-1)!. Vi har
log [ (n) = log 1 + log 2 + -+- + log (n-1)

og sammenligner derfor log | (m) med integralet

: n
Sniog t dt = [} log t - g] =n logn -mwm+ 1,
1 1
W :
n-1__——y = log 1

11

=1,

Forskellen mellem integralet og log r-(n) bestdr af trekantsare-

alerne A1,A2,-o-,An_1, som tilsammen er % log n, og de sméd area-

ler &,,85,° 8, 4, som tilsammen er < % log 2, idet man let ser,

at de pégmldende figurer ved parallelforskydning alle kan finde

plads i trekanten ABC, Man ser heraf, at

(n—%) logn-n+ 1 ~ % log 2 < log [ (n) < (n-%)log n-mn+ -

og altsa n

1 .
-2 e™ < [T(n) < en™7 ™,

vz
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Dette giver anledning til at betragte en funktion af formen
1
f(x) = x° 7 X equ) (x > 0).

Vi vil bestemme funktionen.&%x) s8ledes, at f(x) opfylder betin-
gelserne a) og b). Da vil | (x) vere = a-f(x) for et passende a.

Ved simpel regning finder vi

o]
f(x+1) 1\ X+s =1 M(x+1) - A
Wl—(1+x) 2 x e {

Neodvendigt og tilstrekkeligt for, at f(x) opfylder a) er altsi,
at u(x) opfylder funktionalligningen
}
Y - 1 1y
PUx) = i(x+1) = (x + ) log (1+3) - 1.

Punktionen p4 hejre side betegnes g(x). En funktionfi(x), der op-

fylder ligningen
M(x) —ff;(xﬂ) = g(x),
kan nu straks opskrives, nemlig

(>k) Wx) = =="g(xn),
) =0
forudsat at den her optradende rekke er konvergent for alle x > O.

Vi udsztter beviset herfor et gjeblik og viser forst, under an-
tagelse. af rzkkens konvergens, at funktionen f(x), ndr vi benyt—

ter den ved (>k) bestemte funktion j4(x), vil opfylde hetingelsen b)
3

Funktionen x= 2 e~ er logaritmisk konveks. Thi dens loga-
ritme er to gange differentiabel med den anden afledede
1 1
x " 52

som. er > 0. Endvidere er ei( x) logaritmisk konveks, altsd M(x)
7

konveks. For at vise dette er det nok at vise, at hvert af ledde-

ne g(x+n) i rekken (>k) er konveks. Hertil er det atter nok at

vise, at g(x) er to gange differentiabel, og at

g"(x) = ——g—s >0,
0x° (X+1)
Vi mangler endnu at bevise konvergensen af rakken >k) for

alle x > O, Samtidig med, at vi beviser dette, vil vi udlede et

udtryk for rekkens sumt(x). Vi benytter omskrivningen
r

1
TR S
x) = += = 2X+
g(x) (x ;)log(1 1) -1 = 1(2X+1)]og % 1 ’

2%+
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og anvender den for |y| < 1 gyldige rzkkeudvikling

3 5 7
1 vy ¥ . ¥ L ¥ . ¥
slog gy =g vttt
Herved fés
\ 1 1 1
g(x) = + + + .
3(2x+1)2  5(2x+1)%  7(2x+1)°

Heraf ses, at g(x) > 0 for alle x > 0. Vi forsterrer hajre side,

idet vi erstatter tallene 5,7,9,+-+ med 3., Da fremkommer pa hej-

re side en uendelig kvotientrzkke med forste led —?=l==—§ og kvo-
3(2x+1)

tient ===J—=7§. Dens sum er

(2x+1)
1 . 1 _ 1 _ 1 1
3(2X+1)2 _ 1 . 12X (x+1) 12x 12(x+1)
(2x+1)
. _ 1 1
Vi har séledes 0 < glx) < Tox ~ T2(xr 1) (x >0).

Rekken (>k) har s8ledes for ethvert x > 0 positive led, og den

har majorantrzkken ..
%21‘ 12(X+ﬂ7 12(X+n+1) )y

. Dermed er konvergensen

som &benbart er konvergent med summen To%

af rekken (>k) bevist, og vi har samtidig fundet, at

0 < fi(x) < T%; (x > 0).
Vi kan ogsé skrive 5i(x) = T%;,
hvor © er et af x afhzngigt tal mellem O og 1.
Der gelder altséd for et passende a
[ (x) = axx_% e_X+T%§ (x >0).

For at bestemme a anvender vi nu Legendres formel og far

for x > 0O
© e o 1 o)
= x, | x+1, 2 [k Kz X
a( )2 _1 e D6x% a(X+1)2 e~ 2 6(X+1) X1 ax 2 e 12x%,
hvoraf ved forkortning
o 9 )

X 1
k>k) a(+D)Ze" 2 - VIx eTox ~ 6 " BEH),

Nu gzlder som bekendt (1 + %)X - e for X — oo f;hi settes % = h,

1 —
har man (1 + ;—i)x = (1 + n)f, altsd lag(1 + %)X = X0 g*h , som
X 1

— 1 for h = é]. Polgelig gelder (1 + %)7 — e2, Ved granseover-
gangen x —> se fhs derfor af (3 >k)
a = V2,

fis e




Mat., 2. 1962-63, DL 40

Vi. har hermed bvevist Stirlings formel

T (x) = V2w Xx—% e—X+f«X) (x > 0)

(9)

A(x) = = (x+0+)) (log(14==)-1) = 7= (0 <0 < 1)
n=o0

Settes specielt x = n og multipliceres med n, fas

1 _e_
(10) n! = VIFE o7 Ty,
hvoraf den merkverdige formel
T
. n! _
n 2 e

Gauss' multiplikationsformel.

Dette er en almindeliggerelse af Legendres formel.
For et vilkarligt helt p > 2 vil vi betragte funktionen
£(x) = CEED- - TER.
Den er defineret, ndr intet af tallene %, E%l,...’éi%;l er et af

tallene 0,-1,-2,+++, d.V.s. for x £ 0,-1,-2,+-+, Vi fiinder

£(x1) = [[(ED . TEELHTE + 1) = Lr(x).
Fglgelig tilfredsstiller funktionen |

g(x) = pX[T() (XL .. TEE=h
funktionalligningen g(X+1) = xg(x). P& JO,+e:[ er g(x) som pro-
dukt af logaritmisk konvekse funktioner logaritmisk konveks. Fol-

gelig gelder for et passende a
M) = a p* TEMED. - T,

For at bestemme a benytter vi Stirlings formel., Vi fér for
X+ 1 X+¥y, 6D

1 8
x > 0: Wr xX72 ¢ XMI0% = ap %ﬁ ?fi”(x+ =) p 2e p 12(x+¥),
1$:0
hvoraf ved forkortning o
) E -1 1 %:1 Xty v »P
e12x = a(2mrn) 2 p2 ! L(1+§) D e p eld(x+i),
W= 8 X+ 3 X X+4‘n v
Nu gelder (1+—)f > e, ogaltsd (1 +%)p = (1 + =)V @ = ep,
for x =« , Vi far derfor
p=1 1
T =a (27T1) 2 p2,
og har saledes bevist Gauss' formel -1 N
+ + 27 ) 2
(12) }H )ES ety o B »r'<x>.J
X _ ——
2

For b=2 er det Legendres formel.
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Sammenheng med sinusfunktionen.

For gammafunktionen gzlder endnu en vigtig funktionallig~
ning. For at udlede den satter vi
¢(x) = [ (x)[T(1=x) sin 7x.
Denne funktion er forelobig kun defineret for x % de hele tal.
Nar x erstattes med x+1, erstattes [ (x) med x[ (x), og [ (1-x)
' med T (~x) = I:%%:El, medens sin 7© x erstattes med - sin 7 X
Funktionen 4(x) er derfor periodisk med perioden 1:

G (x+1) =®(x),

Vi benytter nu Legendres formel
TG rED = zxi;-l‘(;a.
Erstattes x med 1-x fés
TS0 = F 25 M=),
Heraf felger
¢ BpEED = T T (HsinDE TED M55 cosE
=7l (x)] (1-x)sin Tx = ?I”i;’i(x).
Funktioneni&(x) tilfredsstiller altsd funktionalligningen
(<) ¢ FpE) =7 9(x).
Funktionen a:"}ﬁ(X) er abenbart vilkarligt ofte differentiabel.

£

AT gammafunktiénens funktionalligning ses, at

@(x) = B%T—X—)- [T(1=x) sin mx = [ (14x)[ (1=x) mSinX?i"X,

Nu er den ved sin 7T x
—_— for x :,: 0

o png
+

hix) =
i for x =0

definerede funktion vilkarligt ofte differentiabel péj-—mﬁcﬁz .
Settes g}(o) = r—(1)2?”§ = 9 ses, at den sdledes udvidede funktion
sfi(x) er vilkdrligt ofte differentiabel péj—1,1 . Setter vi ggj(n
=7 for alle (positive og negative) hele n, er den sdledes udvi-
dede funktion en periodisk funktion defineret pd |- ,+22[_, som
er vilkirligt ofte differentiabel p& J-co,+es[ . For 0 < x < 1

erg{;(x) > 0; det samme gelder da ifglge periodiciteten for alle

X. Da funktionalligningen (<) gzlder for alle ikke-hele x, mé
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den af kontinuitetsgrunde ogsd gmlde for hele x.

Vort m&l er at vise, at 9(x) er konstant. Hertil betragtes
funktionen g(x) ::logg(x). Denne funktion er ligeledes vilkirligt

ofte differentiabel. Af (<>) ses, at

g(}) + g(B) = g(x) + log 9.

Differentieres to gange, fés
- T (X I o(XHy _
(<) 718"EF +7re'E) =g"(x),
Lad nu M betegne suplg"(x)|. Da g"(x) er kontinuert og periodisk,

er M < +s0, Af (<> <>) ses da umiddelbart, at

’ Tyslyod
le"(x)| s M+ gH=5N
for alle x. Altsd er N < % M, hvoraf ses, at M = 0, Folgelig er

g"(x) = 0 for alle x, altsd g(x) =wmx + /3. Da g(x) er periodisk,
m& vi have ™= 0. Altsd er g(x) konstant, og folgelig ogsé q(x)
konstant. Da g%o) = 9%, er §4x) = 5¢ for alle x.

Vi har hermed bevist folgende merkelige formel, som skyl-

des Euler:
N g
(13) I_g(}_)' (1-}() = m.

Ved brug af gammafunktionens funktionalligning kan formlen

omskrives til
T

[ T(x) (%)

Anvendes her produktfremstillingen (5), hvorefter
A=l X Lo

sin 9¢x =

X
-cx 1 [ | e¥ Cx 1 e ¥
MG = e L] |25, [T =™ L] &g,
p=11+% =112
fés felgende produktfremstilling for sinusfunktionen
T 42
(14) sin §Tx = $ix | [(1——-)
{ 2
'iJ:’] ?‘!

Anvendelser p& bestemte integraler.

Setter man i (1) e—* =%, fis, idet man efter udferelsen

af substitutionen skriver t i stedet for T:

1
[ (x) =j (log %—)X"1dt. (x > 0)
/0
P& lignende mdde fés ved subgtitutionen 5 =
noo L
[(x) = X e—tx-% at (x > 0)

.0
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T
hvoraf (1 + E) = &Oe_ at. (x > 0)
aa_tZ ’
For x = 2 féas S e at = ngQﬁ.
0
Setter man i (6) t =»%$T, henh. t = sinz?g fias:
j’""_f‘_:l__ . G 1
§2(1+t)x+y [ (x+y) . oﬁ
2 2x— oy—1. 1 ) {y >0/
og (sin §$ (cos ?3 d?!: 5
0 T (x+y) J
Setter man y = 1-x fas ved brug af (13)
TSI S . S
L ' T sin 9iX
e x~1 .
t _ F1X
jO 1+% dt - sin ¥rX (0 <x<1)
§r
2 N2x—=14 gt
ZXO(tg %D dq; T~ gin Stx,j

"Stirlings rekke".

For fejlen %Kx) i Stirlings formel kan vi finde andre ud-

tryk. Man har

T
14
2 1 1
j; T dt = (x + ) log 1+ =1,
altsé &2 m ok -t
po = 0 | e a
n=o 40O

Vi indferer nu Bernoullis polynomier Bp(t) og Bernoullis tal Bp,

p=0,1,2,-++, ved folgende forskrifter:

B (t) =1 B = 1
0 it 0 ot
Bp(t) = pS Bp_1(€?dﬁ‘+ B,s hvor By velges sdledes, at So p(t)dt =0
Man finder
_ L - L
B,(t) =t -5 B, = - 3
2 1 _ 1
_ 43 _324% + L _
BB(t) = t7 - 5 + 2t B3 =0
_ 44 - o134 42 - o
B4(t) =t 2t7 + t 30 B4 = 36
Af definitionen ses, at forlgbet i [0,T] er:
-
////
I // ! l\ / i '\\) i —
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S8ledes gdr det videre. Af betydning for det folgende er: For u-

lige p > 3 er Bp(O) = BR(1) = Bp = 0. For lige p > 2 er BP(O) =
B (1) = Bp° Disse tal er rationale og er skiftevis positive og

negative og differensen Bp — B (t) er for 0 < t < 1 af konstant

fortegn, nemlig af samme fortegn som Bp. Vi anfarer en tabel o-

ver tallene B :

p| O] 1 \ | 6 8]10 12 | 14 | 16' 18
B ( ‘ ( ' _1_‘1_ l 5 6911 1; 3617 | 43867
b 0 | 42| 730 | 66 | ~2730 6. 510 798

Med Bp(t) betegner vi den periodiske funktion med perioden

1, som i [0,1| stemmer overens med Bp(t), Da gzlder &benbart

1
B (t) = py B Gﬁ)dqf+ B for alle t.
Jo P-1 p
Udtrykket for u(x) kan nu skrives

V=B, (t) 22+ B, B, (1) m -B, (t)
p = ) fiiran < )N e - 1 T S

Ot+n+x = oAn t =10
Da integranden konvergerer mod O for t — o, kan vi ogsd skrive
ca‘fJ‘B (t)
{}..(X) = - 0 Wd't

Ved gentagen anvendelse af delvis integration fas
fn -B, B. () t)=n ~B- Bo(t) =n -B B_(t) n
\ 7;;*“"[ HX +[—2 ]'““*[ ]
{ 2.3 (t+x)2 (p—1)p(1;+x)p 0

o E(t
+§n BE() .

0 p(t+X)p .
hvoraf, idet B,(0) = B,(n) = B, og Bp =0 for ¥ = 3,5,-+-, for n—>e
B, 5, B, ¥ peo B (t)
?.ia(x)=-2==—+ 3+ +”.+.=_____=P____,T X t,
* 3u4x’  5.6x° (p=1)px®7" Lo p(t+x)P

Tallet p antages nu lige. De to sidste led er tilsammen

weB_ -B_ (1)
() Ve,

o p(t+x)P

Da Bp—B B _(t) har konstant fortegn, nemlig samme fortegn som Bp

ses, at integralet (§) har samme fortegn som Bp, altsd modsat for-
tegn af Bp_2, idet jo tallene B2, B,4,~-° er skiftevis positive

og negative. Hermed er vist, at afsnittene i den uendelige rzkke
B2 B4 B6
(§8) s s R
5+4x 5-6x
er skiftevis > ;(x) og <e§(X). Vi far derfor som slwtresultat
2

"Stirlings rskke" (15)
B B B B
ﬁ(x) A =—=i—? + eee 292 o3 * 2! 29 5T
2x  3e4-x (29-3)(2¢-2)x"%" (29~1)2qx“%

_(0<8 <1)
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Tallet © afhznger maturligvis af g og x.

For g = 1 fads den tidligere udledte formel &Kx) = Tg;

Det var nerliggende at formode, at restleddet i den fundne
formel ville g8 mod O for ¢ — &, altsd at den uendelige rzkke
(§§) ville vare konvergent med summengitx). Denne rzkke er imid-
lertid divergent. Formlen for ﬁ(x) viser, at forskellen mellem
&(X) og det (q_1)te afsnit af rszkken (§§) gdr mod 0, ikke for q —C

men for x =0, og sd sterkt, at endda forholdet mellem restled-

det og det sidste led 1 afsnittet gar mod O. Man udtrykker detite

ved at sige, at (§§) er en asymptotisk rekke for funktionen u(x).

Velger man f.eks. g = 4 finder man

e
fx) = = - e 7"
; 12x  360x 1260x 1680x%
Herved har man et middel til at beregne | (x) med stor nej-

agtighed. For eksempel fér man for 4 <x < 5 ved at benytte dette

udtryk for jix) (idet restleddet bortkastes) vardien af [ (x) med
{

en fejl < 10—6. Ved brug af funktionalligningen kan man herudfra

finde r—(X) for eksempel for 1 < x < 2 med samme ngjagtighed.

Slutbemerkning.

Punktionalligningen | (x+1) = x[ (x) kan for x > O ogsd skri-

ves log| (x+1) - log[ (x) = log X. En ligning af formem F(x+1) -
P(x) = G(x), hvor G(x) er en given funktion, er det simpleste til-
felde af en differensligning (analogt til differentialligningen
Fr(x) = G(x)). Por (x) fandt vi en ligning af samme type, nemlig.
y(x+1) - }ix) = —(x + %) log (1 + %) + 1. Gammafunktionens teori

indordnes derfor naturligt under differensregningen (jfr. N. E.

Norlund, Differenzenrechnung, 1929).
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Opgaver vedrgrende cykloiden.

y fi\'\ / _»/'-’—""‘"’:-—--»-.m
PR i

1. Bestem buel®ngden fra 0 til P som funktion af parameteren t.
2. Vis, at det til P med hensyn til @ symmetriske punkt P1 be-

skriver en cykloidebue OT1 kongruent med OT, og at denne 1

P. har tlangenten PP1.

1
3., Vis, at lengden af buen OP1 péd denne er lig med PP1.

4, Udtryk s som funktion af tangentens drejningsvinkel 6, og vis

herved, at krumningsradius %E er = PP1, d.v.s. P1 er krum-

ningscentrum.

5, Pind arealet af den af cykloidebuerne OT, OT1 og liniestykket

T, begrznsede mengde.

1
6. Vis Huygens sstning. For et cykloidependul (se figur) er

. . . A

svingningstiden uaf- fk
7 N

.rr./fr;f \-\‘

hengig af udsvinget.

L
4 7
E

- n, y
= \ £
\)‘
e

r -
-~ ey
e it e

Opgaver analoge med brachistochronopgaven.
7. For vilkadrlige endepunkter (a1,b1) 0g (a2,b2) i halvplanen
y > 0 skal man bestemme y = f(x) blandt de tilladte funktioner

s8ledes, at )

J

- W 1+y!'T dx  er minimum.
4 1 y

H
Il
[P
A
[t
}:




L
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8.

10.

11,

12.

13.

4.
15.

16.

Ved em stereografisk projektion, d.v.s. em centralpxrojektion
fra sydpolen (0,0,-1), afbildes jordkuglengx2 + y2 + 2% =1
ékskmusive sydpolen pd =zkvators plam z = 0. Bestlem lengdem
af den kurve pd jordem, sam i kortet svarer thil det geometri-
ske billede af en kontinuert differentiabel fumctionm y = £(x),
a, £ X < a,. Los dernzst for givne endepunkter (a1,b1),
(a29b2) minimumsopgaven for det pdgmldende integral.
For givet endepunkﬂ'(a1,b1) skal man finde y = f(x) > 0 1
[%1,aé], s8ledes at den ved omdrejming om x-aksen frembragte
flade har minimalt areal.
For givet endepunkt (a,,b,) skal men finde y = £(x) i ]'_'311 ,a2] .
séledes ati kurvens langde er mimimal.
For vilkarlige endepunkter (a1,b1) og (a27b2) skal man bestem-
me y = £(x) blandt de tilladte funktioner séledes, at
I= Qaz[%y' + (y'2—1)€]dx er minimum,
Samme opgave zéd
I = Tagx"\f1+y'2dx.
Ja,

Find et retvinklet parallelepipedum med given kantsum K og gi-
ven overflade 0 og med maksimalt volumen.
Find en trekant med given omkreds 2s og maksimalt areal T.
Blandt alle konvekse firkantter med givne sider a,b,c,d seges

b \\ en med maksimalt areal. [ Vink: Udtryk area-

N let som funktion af vinklerne X 0g y, 0g Op-—

vy skriv den bibetingelse, disse mé Opfylde.i]

d
For givne endepunkter (a1,b1), (a2,b2) i halvplanen {3x,y)|

Yy >f0} sgges y = £(x) > 0 blandt de tilladte funktioner, sé-—

ledes at Pa2 o
IO = 3 y dx er minimum under bibetingelsen
a
2
I, = S ydx = A (et givet tal).
a

1
Find betingelserne for at problemet har en lesning.
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170

18'

19.

Samme opgave med

I
0

i

gazy J1+y 1 %ax

89

e,

I1 X ydx = A,
La1

Opstil en differentialligning til bestemmelse af lgsningerne..

Variationsopgave med to funktioner. Lad F(t,x,y,x',y') vere

o

to gange kontinuert differentiabel i omrddet B i (t,Xx,y,x',¥y')-

rummet, Bt tilladt funktionspar er et par af funktioner x =
2 ‘ A2

f(t) € & E1,a2], y = g(t) & G [f1,a2], som for t = a, og t

= a, antager foreskrevne vardier, og for hvilke (t,£(%),8(%),

£1(t),g'(t)) e G2 for alle t € a1,a2]. Vis, at hvis integralet

a
2 ;
S F(t,f(t),g(t),f'(t),g'(t))dt
a
;
har lokalt minimum for funktionsparret (f,g), da tilfreds-

stiller dette de to differentialligninger (Fulers ligninger)

P (5, 2(4),8(4),£1(£),8' (+)) ~ S5, (£,2(£),8(t), 2" (£),8' (+))=

B, (5,2(6),8(8),£1(£) 8" (%)) - GgF,. (v, £(5),6(v),2' (8),&' (%)=
Variationsopgave med to funktioner 0g bibetingelser., Lad
Fo(t,x,y,x',y'), F1(t,x,y,x',y'),--o, F (t,x,y,x',y") vere
to gange kontinuert differentiable funktioner i et omréde gg
i (t,x,y,x',y')-rummet. Bt tilladt funktionspar er et par af
funktioner x = f(t) € @2[51,aéﬂ, y = g(t) € GQE%1,aél, som
for t = a, og t = o anté;er foreskrevne vmrdier, og for hvil-

ke (t,f(t),g(t),f£'(t),8'(¥)) & &2 for alle t € E%1,aé], Vis,

at hvis I, = Sa-?Fo(t,f(t),g(t),f'(t),g'(t))dt
a
1

har lokalt minimum eller meksimum for funktionsparret (f,g)

under bibetingelserne

na,
I, =3 T, (,2(6),8(6),£1(t),8' (1))dt = c,
S
In = Xzan(t,f(t)yg(t)’f'(t)9@'(t))dt = Chpo

1
hvor Cpp°**3Cy €T givne tal, da findes der et talszb
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()\0,7\1,--- ,)Lm) + (0,0,++,0), sdledes at nir man setter
F= AT+ ?\1F1 oot AR
opfylder parret (f,g) de to ligninger
F, ~Lp, =0 os P, —%?’Fy, = 0.

20. Det isoperimetriske (gresk af isos, lig i tal, og perimetros,
den omkredsen dannende linie) problem. Seg f & &2 [0,17] og
g € 6%[0,1], sdledes at £(0), (1), g(0), g(1) alle er 0, og

sdledes at 1 [
In =% (xy'-yx')dt er maksimum under bibetingelsen
0
1
I, = S ~x'%+y12at = L.
0

Vis, at lasningerne bestemmer cirkler i (x,y)-planen.
Opgaver vedrgrende konvekse funktioner (herunder opgaver vedro-—
rende middelverdier).

21. Vis, at hvis f(x) er konveks pé _'_[a,b]:, indtreffer et af fal-
gende seks tilfmlde: '
1) f(x) er konstant;
2) f(x) er strengt voksende;
3) f£(x) er strengt aftagende; _
4) der findes et x, € Ja,b[, sé at f(x) er konstant pa
]a,xo__[ og strengt: voksende pi [xo,b[_;;
5) der findes et X_ e Ja,b[[, =& at £(x) er strengt afta—
gende p& ja,xo:l og konstant pé E{o,b[;
6) der findes x, eJa,b[, x, eJa,p[, x;. £ x5, 88 atk fi(x)
er strengt aftagende pé_:[a,x,"_'_[ , konstant pé [x,l,xz_'_[,
og strengt voksende pi [:xg,b[: .
22, Vis, at hvis f(x) er konveks og begrenset pa ]-QO,+C>0[ , da
er f(x) konstant.
23, Vis, at f(x) er konveks p& Ja,b[ , hvis og kun hvis der il
ethvert x_ e Ja,b[ findes (mindst) en linear funktion (stat-
telinie) y = f(Xo) +06(X-~Xo), s& at f(xo) + Oc(x—xo) < £(x)

for alle x eja,‘m[—_.
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25.

26,

27.

24* Idet TygTpycee betegner de ratibnale tal i :[a b[ 0g 84,85,"

en fglge af positive tal, s8 at :a er konvergent, betrag-
tes den ved z:a | x-r, |
definerede funktion paja b[ . Vis, at £(x) er konveks, og
at f(x) ikke er differentiabel i noget rationalt punkt af
Ja,b|” . Underseg, om f(x) er differentiabel for irrationale x.
Vis Jensens ulighed [. L. W. V. Jensen, 1859-1925, grund—
lagde 1905 den‘almene teori for konvekse funktioner og ulig-
heder mellem middelv&rdiex]: Hvis f(x) er konveks pa Ja,b[ ,
Xy e+ X, er punkter af Ja,b  0g By -+ ), er positive tal
med sum T (vegte), da gmlder

T(pyxyteeotpx) £ pyflx)+e4p £z ).
Efink, Anvend resultatetl fra opg. 23 for X, = p1x1+ LD X
eller induktion efter nJ
Hvis Xygt e sX, €r givne tal og Pyst 9Py positive tal med

sum 1, kaldes

A= A(x 'an’;p-1""7pn):> = P1X1 + oo + pnxn

10700
det aritmetiske middeltal af Xqstt 9 Xy med vzgtene Pys* 3Dy

Hvis q%(x) er kontinuert og strengt voksende eller strengt af—
tagende pé& Ja,b[ , kaldes
A?’ = Afp(X»‘ 209Xy iPgy e ,pn) =
~1
= ¢ (A({?(Xo] JPERE ’?(Xn);p‘l gt 9Pn))
det ved 99 transformerede aritmetiske middeltal af  STRRREE N
med vagtene Pqse"*sPy- Vis, at
A < A,
=%
for vilkdrlige tal X, € '_'[a,b[ og vegte Days hvis og kun hvis
P er konveks (i tilfeldet ¢ voksende) eller P er konkav (i
tilfeldet p aftagende).
Vis, at A(F = A"‘F’*ﬁ for vilkdrligt o + 0 og [3 og vilkarlige

X1 gt ’Xn Ela,b[ Og Vilkérlige V&gte p1 gt ’pno
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28,

29.

30 ..

31.

Vis, at der for kontinuerte strengt voksende 670 0g \*J pa ja,b.[

gelder ASD < AF\P
for vilkdrlige x,, € ]a,b[ og vilkérlige veagte py, hvis og kun

hvis '111(})_1 er konveks pé Sﬂ(_'_la,bD .

Ved den k-te potensmiddelverdi
Mk(X1 y " " 'lan;p'] P ypn) -
af de positive tal X, med vegten Py, forstas
1
k —
. (2_pyx,)E for k + 0
k | ] Xyp'k' for k¥ = 0.
Vig, at Mk er en voksende, kontinuert funktion af k péj-w,ﬂad

M1 er det aritmetiske, MO kaldes det geometriske, og M_1 det

harmoniske middeltal.
llfink: Benyt, at M hvor
= 49, |
x =1
k for k :I: 0
log X for k = O,

Pe(x) =

og anvend Opg. 28.:[

Vis, at Mk —> max X, for k = +00 0g Mk — min Xy for k = -og.

For en kontinuert positiv funktion f(x) pd et afsluttet in-
terval [a,b], og en kontinuert positiv funktion p(x) pd [a,b]

med | p(x)dx = 0 (en vegtfunktion) defineres den k-te potems—~

a
middelverdi af £ med Vaegtfunktionen p1ved

[ [ f(x) p(X)dX] for k £ 0

\ \ (log £(x))p(x)dx
for k = O.
Vis, at M er en Voksende, kontinuert funktion af k pé
j—o@,+0c»|: , 08 atl Mk — max f(x) for k = +ow 08
M, = min f(x) for k —> -oo,

Opgaver i gammafunktionen.

32.

For hele positive tal n og m gzlder

j&’l 4T I ( %);\ /5t
— dt .
RN n- [(F+3)
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33.

34 .

35'

56.
37,

38.

39.
40,

41.

T 4t (I~GN?

Oﬁj;:;I ~325¢

Sn at (I($)°
0~/i 3  VBENABW

1
Sglag [ (x) ax = log~/249C.

xX+1

g log [ (%) dt = log~/2%c + x log x - X (x >0).
X

95::2-%-%-i-%»§m$-- (Wallis' produkt).

Sro K?ﬁ at___
(1+t)ﬂJ€

' 2
cos §ix = ] |(1 - —-———=-)
(2v-1)°
Idet f(t) er Kontinuert differentiabel ph [0,n], skal man vi-

se, at
m

%f(0)+f(1)+f(2)+...+f(n-4)+%f(n) - S f(t)at = SnﬁT(t)f'(t)dt,
Lo O

[?ink. Anvend for p=0,1,:-+,n-1 delvis integration pé
v+l
S B1(t)f'(t)dt£]
Vv

Udled herved under forudsstning af, at f£(t) er 2k gange dif-

ferentiabel, Euler-MacLaurins sumformel

1 ; Qn B2 ' '
§f(0)+f(1)+f(2)+o-o+f(n—1)+§f(n) -\ f(t)dat = ET(f (n)-£'(0))

B, .
* )21 (0)) 4 e (L) () (21 (0y)

1 By (% )f(Zk)( t)as.

0 (Zk)!
Find herved ved at sette £(t) = T%% for Bulers konstant udtryk-
B B B oo By (1) .
1 2 4 2k 2k
ket C = 5 + N + qf + s + Sk T ———=—~E¥T’dt,
Uo (1+t)
og vis derved, at tallene
B B B
1 2 4 2k
§+-§==+T+"'+'=_2k

er skiftevis mindre og sterre end C. Beregn de fgrste af dis-

se tal. - Prov ogsi at smtte f(t) = g:? og find derved under

brug af log 5 = 1,6094379--- verdien af C med 6 rigtige deci-

maler,

Set £(t) = tk i Euler-MacLaurins sumformel. Opskriv resulta-

tet for k = 1,2,3,4,5.
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42,

43.

44,

45%

46%

47%

I RX med momm ||x|| = (x$+---+x§)2 betragtes kuglen
Sk(r) = {# | x| < r}. Vis, at dens mil er .
2
k gt
m, (S, (r)) = A, -2, hvor A, = .
k "k k ’ k k
r—(g + 1)

Udregn Ak for k = 1,2,3,4,5.
Vink. Benyt induktion: og anvend Lebesgue Fubinis setning.
For en funktion f med perioden p > O, der er Lebesgue integra-

bel over ethvert interval, defineres middelverdien ved

. a+p
_M{f} = %Sa f(x)dx og Fourier rzkken ved

"

o
o a
1n 2% 0 \ 25¢ 25T
E c e eller — + 2 - ancosn—ﬁ—-x + b sinn o X )

hvor 23t a 08
¢, M&bde %}og n}:zm%bﬂ EEE%
b sin P
Resultaterne for p = 25T overfdres umiddelbart til et vilkér-

:3

ligt p.
Find Fourlerrmkken for funktlonerne B B, (x) og find herved

summen af rakkerne § —— for lige k > 2. Inds®et k¥ = 2,4,6,8,10 .
n=1 n
Vis ved induktion, at

_ n ny_n-1 . ! -k .
Bn(x) = Byx~ + B1(1)x + e+ By k> + + B_.
Vis, at teXt 29 Bn(x) 0
% = Z:\ T
n!
e -1 n:O

for alle t i en omegn af O EFormlen gelder for |t| < ZSIj.
Find samtlige par af kontinuerte funktioner f£(x) og g(x) pd R,
der tilfredsstiller funktionalligningerne

f(x-y) = £(x)f(y) + g(x)g(y)

glx-y) = g(x)f(y) - £(x)g(y).

Samme opgave med ligningerne
f(x+y) = £(x)£(y) - g(x)ely)
g(x+y) = g(x)f(y) + £(x)ely).

48% Samme opgave med ligningerne

f(x)£(y) - g(x)ely)
g(x)f(y) - £(x)gly).

f(x-y)

1l

g(x~y)
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side 1 linie 13. Lagranges l®s: Lagrange

- 1 - 2-3 f.n,

> les: >
2 - 2. S
- 2 figur 1: a, flyttes 10 mm til hejre.
1
% linie 3. Les: A = % (xdy-ydx) = %S (xy'-yx')dt
0
-  13-14. et omréde (--+) lms: en &ben m&ngdegg
- 18, ,aé]. les: ,a2] og som opfylder randbetingelserne

f(a1) = b1,-f(a2) = by,

4 - 5 f.n. Tilfej: og (x,£(x),'(x)) €62 for alle x &
[Bqra,] . |
-~ 5 - 16 fini g(x) = less g(x)ax =

- 6 f.n: , da les: , for hvilken g(a1) =0, g(az) =0, ds

- 6 - 6 minimum les: (lokalt) minimum

- 10 f.n. maksimum les: (lokalt) maksimum

- 7 &« 15 f.n. (%; F(x,y,yf)) les: (%; y.(xgy,y ))
- 8 - 1. 1 lees: <1
_ 10. (>0 (3vilkérlig) lms: (0¢> 0, (3vilkérlig)
- 10 - 8 f.n. after lws: efter
- 12 -  3,12,1%3. - lwms: &
- 4., Da les: Da i?
- 5, £+ g les: f+ig

- 6. alle i les: alle € 1
2o

_ 7. Ies: I(g) = =5 F(x, £(x)+Eg(x), £ (x)+Eg'(x))a
a +£g
- 10,16, 2 F les: S
2, a
- 11,16. f! (X)) g(x3 lws f'(X)i}g(X)
- 13 - 3. for lms: for (lokalt)

- 7 f.n. et omrdde lm:s: en &ben mangde
- 19, Tilfej over linie 9 f.n: M er 8benbart et vektorrum.
- 21 linie 1. L < LO les: L > LO

- 6. [a,,a5] les: EFFEDE
- 22 - 1,2,3. f'(a2)) + lzs: f‘(ag))g(a2) +




Mat., 2.
D 4 %1
side 29 linie 1 f.n. e t dt less:
|1

Opgave

51
34

36
37

38

39
40

43

44
45

24o

6. C.

10

29o 3-

31.

3.

40, 6.

19062-63., DL Rettelser 2

b b %

e XtX—1dt
a a
15,16, 0 < €< lms: 0 < £ <

1. Tilfej: , og derfor ogsd | (x) elogrh(x),
1 f.n. b=>0 les: b—= 1

8 f.n. Tilfej: (A.-M. Le Gendre 1752-1833)

11, Tilfej: (J. Stirling 1696-1770)

2 f.n, n + les: n + 1

6 f.n. er to l®s: er konveks, og dette folger af,

at g(x) er to -
Xy 51 Xy 2
8 f.n. a(§)2 les: a(§)
(X+n+%)(log les: ((x+n+%)log
8. Tilfej: (C. F. Gauss 1777 1855)
t
18. ? B (t)dt = 0 les: J B (t)at = 0.
o P 0 Pt
10. ' B les: 3
0 0
4 f.n, For (x) les: For édx)
1 f.n, Tilfej: (N. E. Norlund f. 1885)
Huygens (1629-1695).
linie, i det endelige interval Ja,b[,
linie, vagten, les: vaegtene
linie, 0, l®s: 1
linie; le&s: er 2k gange kontinuert differen---

MI Rettelser

side 111 linie 9. [£]|% les: |£|P

116

10, <1 + |£|P 1es: <1 + |£]%
13, cp'eiwG les: cnﬂeivX

15. (n + %) lees: (n+1)
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Implicit givne funktioner.

(Efter E.J.McShane og T.A.Botts: Real Analysis)

Lad 0 XU vare en 4ben mengde i Rm'xﬁng for hvis punkter

vi benytter betegnelsen (x,y) = (Xl,...,Xm,yl,..,,yn).
Lad der endvidere vere givet n kontinuerte funktioner

f fn>pé denne mengde, for hvilke de partielle afledede

AR
Bfi
5 (i,5 = 1,...

J
Hvis (a,b) ¢ 0 xU er et lesningspunkt til ligningerne

,n) eksisterer og er kontinuerte i 0 xU.

() £(x,x) = 0,00, T (x,3) = O,

har vi satningen:
rof ., ]
Safremt det}ayl(g D) # 0, eksisterer der et tal k > 0, si-
J . .
ledes at der til ethvert ¢ ﬁ]O,kL svarer en kugleomegn K(g,é)

i R™ med den egenskab, at ligningerne fl(g,l) = O,...,fn(g,l) =
0 for ethvert XQEK(ﬁ,S) har en og kun een lgsning i kugleom-
egnen K(b,k) i R, og denne 1esning tilhorer endda omegnen
K(b,€).

Den derved bestemte lgsningsfunktion y = g(x) er kontinuert®
i K(a,d).

\n2 ~
Bevis: 1) Bemsgrkning. Idet afbildningen det: R -» R defi-

neret ved (aij)—a det[aijl er kontinuert, ses det, at afbild-

2
ningen af (0x U)™ ind i R, defineret ved til de ne (ordnede)

talset (x79,y'9) i,j = 1,...,n at lade svare

;—\ i
S 11, afl( In Iny
5yl Pustend N . }
t{afi SRR : : l

de LE§3(5 YY) = - \

- |

n, nl _ni

yl(z 2 ) 5y l

er kontinuert.
Da vi ifelge forudsetningerne har det

dette, at der findes tal r,k > 0 sé at
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A OF. .. s
(zla,xla)ego xU i,3=1,...,n o0g det{;il(ﬁlJ,XlJi} £ 0

. - - . J
n&r blot x'J¢ K(a,r) og y e K(b,k) (i,j =1,...,n).

2) Entydighed. Lad x ¢K(a,r) vere et fast punkt, og lad

11,126 K(b,k) vere punkter, der begge tilfredsstiller ligninger-

ne (x); altsa

fi(g,zl) = 0, fi(z,zz) =0, 1i=1,¢..,0.
Da kan vi ifelge middelverdisatningen (jfr. MA 10.28) til
hvert i = 1,...,n finde e% Sie]o,l[ s8 at
. _ > Iy _en o, 1 02 1y 2 1
Ok 0 = £ (x,5%) - £(x07) = ;o5 (% +6, (17 -x7)) (55-vy)
[9%3 i o 1
Af bemgrkningen felger nu det,§§-(§,z +€5(1 -y )ﬂ + 0, men
{37 - /)
d

s8 er 12 = ll (betragt de n ligninger (KX*) som et lineart
ligningssystem med de n ubekendte y?—y%, j=1,...,0).
Altsd har ligningerne (k) for ethvert x ¢K(a,r) hejst een

lgsning.

3) Eksistens. Lad & > O (& < k) vere opgivet. TFor et y

med dist(b,y) =& er y # b, og da f.(a,b) = 0, i = 1,...,n,

felger det af entydigheden, at fi(g,l) ¥ 0 for mindst et i, og
dermed at funktionen |
) )2 > 0.

e(a,y) = £1(a,x)" + ... + £ (a,x

Da {y € R"|aist(b,y) =¢} er kompakt, findes der folgelig et
tal h. > 0, s& at
@(a,y) 2 h for alle y med dist(d,y) = &.

Afbildningen ¢x,y) = f(x,3)° + ... + £ (x,3)? defineret
pd den kompakte mengde {K;,X)ldist(g,g) £ r Adist(b,y) s 5}
er kontinuert, og dermed ligelig kontinuert, pd denne mengde;
der findes derfor et 9 >0 (& < r) s& at

Hﬁ(g,l)—¢Xg,l)l<< % for x € K(a,0) og alle y med dist(b,y)
$E.
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Lad der nu vere givet et fast g:{K(g,S). Funktionen*@(l) =
gxg,x), defineret pd den kompakte mangde {z:eﬁn1dist(b,l)§1£},,
antager da sin mindsteverdi i (mindst) et punkt y = g(x).

Por dist(y,b) = € er ¢Aa,y) 2h cg L;KE,X) - gﬁg,z)}‘i %, hvor-
af f@lger‘%&l) = gig,z) > % . P4 den anden side er‘ydp) =

Disse betragtninger viser, at

s

(70(_329.19) = ‘—,[‘(2{.9@) - ?(ﬁsb) <
g(z) EK(_p_sf.)*'

ki
Da denne m&ngde er aben, har vi gﬁi(g(g)) =0, J=1yc00yn,

J
d.v.s.
g_jlﬁlfl(_)gyg(zc_)) #(E?ﬂ(z)) = 09 J = l,...,l’l.
Yooty ]
Af bemmrkningen ses, at det éyf(g,g(g)n + 0, men si er
J
£;(x,8(x)) =0, 1 =1,...,n,

4) Kontinuitet. Det fremgir af beviset til 3), at g er kon-

tinuert i a; men da et punkt (x,g(x)) for xeK(a,0) tilfreds-
stiller den forudsaztning, som antages opfyldt i (a,b), fés

heraf, at g er kontinuert i Xx.

Hermed er beviset for setningen fuldfert.

Vi udbygger nu sgtningen meg folgende tilfejelse:
of.
. . i /.
Hvis de partielle afledede 52; (i = 1,.0.4n5 4= 1,..,,m)

er definerede og kontinuerte 1 0x U, er lgsningsfunktionen

glx) = (gl(g),...,gn(z)) kontinuert differentiabel i en omegn
o8,

af a (d.v.s. de partielle afledede SE% (i =1,...,n: u=
< L

l,...,m) er definerede og kontinuerte; jfr. MA 10.20.1)

Bevis: ILad k, £ og & have samme betydning som i den fore-
gdende setning, lad x eK(g,é) vere et fast punkt og velg et
h >0 s& lille, at § = (x1+h,x2,,..,xm)esK(g,S).

Vi kan da (jfr. middelverdisstningen) til i = 1,...,n finde

et O; €10,1[, s8 at vi med betegnelserne (zi(h),ll(h)) =




/
[

TN
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(x + 0, (E-x),5(x) + 0;(g(8)-a(x)) kan skrive

of; 4 5 n - ofy 4 i
= h&-l-(i_c (h),y (h)) + ijl(gj(g)—gj(z))gﬂ(z (h),y (h))
og dermed (é) ( ) 3
N £,
(k%) Za QAES SiGhm), ) - - 5 l< (1), (h);
i s )

Nu er x (h)E K(g,g) og zi(h)e'K(b £) d.v.s. det[ X.(h),zi(h)ﬂ
£ 0 (jfr. bemerkningen 1)). '3

Altsé& er (Cramers formler)

h ) oy 3 i ’
et 2t (), ()
Jaf,
hvor ,A (n) betegner matricen (5——(X (h),l (h)) med elemen-—
terne i den j-te sgjle erstattet med - 1(Xl(h),l (h)), i =
lsee.,n,

Da g er kontinuert i x gelder gi(h)-e-§ og Xi(h) - g(x) for

h - 0. Heraf ses, at grenseverdien pd hejre side af ligningen

- C)g. 0 3
eksisterer, d.v.s. 5§l (j =1,...,n) eksisterer, og af udtryk-

1 AL .
—d (j=1,...,n) er konti-

ket for denne grenseverdi ses, at 3%
1

nuert.

Idet de andre variable Hppeee s Xy kan behandles analogt,

er beviset hermed fuldfert.

Bemerkning. Ved granseovergangen h —0 far vi af ligningerne

— AL - af Ty :
(k X %) ¢ Ejjzl 5—1 5_— 5—— Analogt fér vi for hver va-
riabel X, (=1, m):

vﬁ 08 é ofy

Lij=1 O%, aya T 3xy, i=1 o g= 1, s I

eller pd matrixform

/ !

/afl afl j agl\ _ afl,
;——“'byn!_f(u‘ Sl
, { ,
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Ved multiplikation med dx, 08 eLterf@lgende summation far vi

/of df Vo y of af \
p— \ — - - ‘
i ayl ve s OJ /dgl ] / azzdxl oo dX dX \
{ . . 1 i . |
| ' ;’l Dol o=] : [
| of, . N /\ | oaf, ot /
e A s d : V- 3——dx - eee = 3——dx /
\.yl In , gnf Y X1 Xp T

Da vi ved differentiation af ligningerne fl(g,l) = Oyueey

£ (x,x) =0 f&r de linesre ligninger
afl 6fl dfl Bfl
Af. = —=dX. + eo. + z—04x_ + x=—dy; + ... + ~—dy, = 0
1 oxq 1 ox ~Tm OYq 1 3y, T8
' S, d, S,
dfn = Eizdxl + oes + BEQde + 5§Idyl + eo. + 5§;dyn =0

ses det af matrixligningen, at for losningsfunktionen y = g(z)'

gelder: koordinatafbildningerne y. = gi(z) i=1,...,n har

differentialer, der f&s ved at lose det linesre ligningssystem

med hensyn til dyl"”"dyn' NB. De partielle afledede tenkes
for gi's vedkommende taget i et fast punkt ﬁfEK(é,é),

f.'s vedkommende i det "tilsvarende" punkt (x,8(x))y 1 = Lyeeey

Il.
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